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REZIME

Predmet ove doktorske disertacije je primena algebarskih tehnika na jednu od cen-
tralnih tema kombinatorike i diskretne geometrije - poliomino poplo¢avanja. Poliomino
poploc¢avanja su interesantna ne samo matemati¢arima nego i fizicarima i biolozima,
a imaju i primenu u racunarskim naukama. U ovoj disertaciji akcenat je stavljen na
mogucnost da se posebna klasa problema poplocavanja koja su invarijantna u odnosu na
delovanje konac¢ne grupe resi primenom teorije Grebnerovih baza za prstene polinoma nad
prstenom celih brojeva Z. Metoda koja se koristi odrazava duboku povezanost izmedu

algebre, geometrije i kombinatorike.

Originalni nauéni doprinos ove disertacije na prvom mestu je sadrzan u razvoju metode
za analizu poplocavanja u ravni koja su invarijantna u odnosu na delovanje konacne pod-
grupe grupe transformacija koje posmatranu resetku slikaju u samu sebe, a zatim i u
poopstenjima rezultata koji su dobili poznati matematicari Konvej i Lagarias o poplo¢avanju

trougaonog regiona u heksagonalnoj resetki u ravni.

U prvoj glavi iznesene su osnove teorije Grebnerovih baza. Posebna paznja posveéena
je Grebnerovim bazama za prstene polinoma sa koeficijentima iz prstena celih brojeva Z jer
se u radu zbog prirode problema upravo koriste algoritmi za odredivanje Grebnerovih baza
za polinome nad prstenom Z. U drugoj glavi su iznesene osnovne ¢injenice o pravilnim
reSetkama u ravni i dat je prikaz osnovnih pojmova poliomino poploc¢avanja u kvadratnim

i Sestougaonim resetkama.

Treca glava disertacije posvecena je proucavanju Z-poplocavanja u kvadratnoj resetki u
ravni koja su invarijantna u odnosu na delovanje grupe generisane centralnom simetrijom
u odnosu na koordinatni pocetak. Jedan od koraka u razmatranju ovog problema bio je
odredivanje prstena invarijanti prstena polinoma Z[z, y, u, v] u odnosu na delovanje grupe

Cs za sta je koristena teorija Grebnerovih baza.



Cetvrta glava disertacije odnosi se na analizu Z-poplo¢avanja u heksagonalnoj resetki
u ravni koja su simetri¢na u odnosu na rotaciju ravni za ugao od 120°. Osnovni rezultat
cetvrte glave je teorema koja daje uslove za simetricno poplocavanje trougaonog regiona u
ravni Ty, gde je N broj heksagona koji se nalaze na svakoj od stranica trougla. Pomenuta
teorema predstavlja jedno od mogucih poopstenja poznatog rezultata Konveja i Lagariasa

o poplocavanju trougla.

Peta glava disertacije daje jos jedno od poopstenja rezultata Konveja i Lagariasa koje
se sada odnosi na odredivanje uslova poplocavanja trougaonog regiona 7 u heksagonalnoj
reSetki ali ne baznim oblicima od po tri vezane ¢elije nego baznim oblicima od n vezanih

¢elija, pri ¢emu je n proizvoljan prirodan broj.

Kljuéne reci: Z-poplocavanja, simetricna Z-poplocavanja, Grebnerove baze, resetke

u ravni, prsten invarijanti
Naucna oblast: Matematika
Uza naucna oblast: Algebra

UDK broj: 512.713:[514.174:519.146](043.3)



ABSTRACT

Subject of this doctoral thesis is the application of algebraic techniques on one of the
central topics of combinatorics and discrete geometry - polyomino tiling. Polyomino tilings
are interesting not only to mathematicians, but also to physicists and biologists, and they
can also be applied in computer science. In this thesis we put some emphasis on possibility
to solve special class of tiling problems, that are invariant under the action of finite group,
by using theory of Grobner basis for polynomial rings with integer coefficients. Method

used here reflects deep connection between algebra, geometry and combinatorics.

Original scientific contribution of this doctoral thesis is, at the first place, in devel-
oping a techniques which enable us to consider not only ordinary Z-tiling problems in
the lattice but the problems of tilings which are invariant under some subgroups of the
symmetry group of the given lattice. Besides, it provides additional generalizations, orig-
inally provided by famous mathematicians J. Conway and J. Lagarias, about tiling of the

triangular region in the hexagonal lattice.

Here is a summary of the content of the theses. In the first chapter we give an
exposition of the Grobner basis theory. Especially, we emphasize Grobner basis for poly-
nomial rings with integer coefficients. This is because, in this thesis, we use algorithms
for determining Grobner basis for polynomials with integer coefficients. Second chapter
provides basic facts about regular lattices in the plane. Also, this chapter provides some

fundamental terms of polyomino tiling in the square and hexagonal lattice.

Third chapter of this thesis is about studying Z-tilings in the square lattice, which are
invariant under the subgroup G of the group of all isometric transformations of the lattice
which is generated by the central symmetry. One of the steps to resolve this problem was
to determine a ring of invariants P¢ and its generators and relations among them. We

use Grobner basis theory to achieve this.



Forth chapter covers the analysis of Z-tilings in the hexagonal lattice which are sym-
metric with respect to the rotation of the plane for the angle of 120°. Main result of the
fourth chapter is the theorem which gives conditions for symmetric tiling of the trian-
gular region in plane Ty, where N is the number of hexagons on each side of triangle.
This theorem is one of the possible generalizations of the well known result, provided by

Conway and Langarias.

Chapter five provides another generalization of Conway and Lagarias result. This
generalization is about determining conditions of tiling of triangular region Ty in the
hexagonal lattice not only with tribones, but with n-bones, where n-bone is basic shape

of n connected cells in the hexagonal lattice, and n is arbitrary integer.

Keywords: Z-tilings, symmetric Z-tilings, Gobner bases, lattice in the plane, ring of

invariants
Research area: Mathemetics
Research subarea: Algebra

UDC number: 512.713:[514.174:519.146](043.3)
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Uvod

Centralna tema ove disertacije je primena teorije Grebnerovih baza na probleme
poplocavanja u ravni. Umetnost poplocavanja povrSina pocela se razvijati veoma davno.
Svaka civilizacija stvorila je neki, sebi svojstven, vid poplo¢avanja koji je podrazumevao
poplocavanje ravne ili zakrivljene povrSine kamenci¢ima, deli¢ima keramike, drveta ili
nekog drugog materijala tako da se deli¢i medusobno ne preklapaju niti medu njima
postoje praznine. Sa druge strane, razmatranje matematickih svojstava poploc¢avanja je

prilicno novo i jos uvek nedovoljno istrazeno.

Problem poplocavanja se prvi put u matematici javlja u radu Solomona Golomba 1954.
godine 7 Checker Board and Polyominoes”. Golomb je prvi definisao poliomino kao figuru
u ravni koja se sastoji od n vezanih kvadrati¢a tako da je presek svaka dva zajednicka
stranica, vrh ili prazan skup. U radovima [12] i [13], te i knjizi [14] Golomb se bavi
posebnom klasom problema poplocavanja fokusiranom na pitanje koji poliomino oblici
imaju osobinu da se sa kona¢no mnogo njihovih kopija, dopustajuéi pri tome rotacije i

refleksije, moze poplocati pravougaoni region.

40 godina nakon Golomba problemi poplo¢avanja ponovo se aktualiziraju u radu [§]
Konveja i Lagariasa. Oni su definisali pojam Z-poplo¢avanja i razvili tehniku ”ho-
moloskih grupa poplocavanja”. Potrebne uslove za postojanje poplocavanja oni izvode
iz kombinatorno-grupne invarijante koju su nazvali "boundary word” a koja se na odreden

nac¢in pridruzuje granici baznog oblika i regiona koji se zeli poplocati.

Profinjenje metode iz rada Konveja i Lagariasa dao je M.Reid u radovima [22] i [23] gde
je uveo teoriju ” tiling homotopy ”grupa i za neke slucajeve poplocavanja je pomenute

grupe potpuno odredio.

O. Bodini i B. Novel su u svom radu [6] prvi uveli algebarske tehnike, konkretno Greb-

nerove baze, za reSavanje problema obi¢nog Z-poplocavanja, koje su im omogucile da
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pitanje da li se neki region moze poplocati datim oblicima svedu na pitanje pripadnosti

idealu u prstenu polinoma.

U prvoj glavi ovog rada izlozene su osnove iz teorije Grebnerovih baza. Izlaganje je in-
spirisano klasi¢nim knjigama [9] i [10]. Posebna paznja je posveéena Grebnerovim bazama
za prstene polinoma nad prstenom celih brojeva Z, koje se u ovom radu koriste. Osnove
te teorije i pojednostavljeni algoritam izlozeni su prema radu [18], a naprednije verzije
datog algoritma implementirane su u softver Wolfram Mathematica 9 koje su koristene

za konkretna izracunavanja.

Druga glava rada posvecena je reSetkama i poplocavanju, kao matematickom pojmu.
Resetke, relevantne za algebru kao i za geometriju, zasluzuju posebnu paznju jer su
one prostor za poliomino poplocavanja. Zato su posebno razmotrene dve klase pravilnih
reSetki, kvadratna i Sestougaona resetka. Takode, u drugoj glavi su definisani pojmovi

poplocavanje, Z—poplocavanje i simetricno Z—poploc¢avanje.

U drugom delu disertacije koji se odnosi na glave 3, 4 i 5, izneti su novi rezultati koji
ilustruju prelepu interakciju izmedu algebre i konveksne i diskretne geometrije. U trecoj
glavi se bavimo poploc¢avanjima tribonima u kvadratnoj reSetki u ravni koja su invar-
ijantna u odnosu na centralnu simetriju, dok su u cetvrtoj glavi razmotrena simetricna
poplocavanja trougaonog regiona u heksagonalnoj resetki tribonima invarijantna u odnosu
na grupu generisanu rotacijom za ugao od 120°. Za reSavanje oba problema uvedene su i
razradene nove tehnike kojima se problem poploc¢avanja najpre svodi na problem pripad-
nosti odgovaraju¢em modulu, a zatim se dalje, koriste¢i specificne osobine resetki, prevodi
na problem pripadnosti idealu. Sve ovo se desava u prstenima koji su invarijantni pod-
prsteni prstena polinoma nad prstenom celih brojeva. Kako se klasi¢ni rezultati teorije
invarijanti odnose na prstene polinoma sa koeficijentima iz polja, $to ovde nije slucaj,
primenjene su modifikovane tehnike za odredivanje generatora i relacija medu njima koje

takode ukljucuju primenu teorije Grebnerovih baza.

U petoj glavi se opet vracamo na obi¢na Z—poplo¢avanja u heksagonalnoj resetki. Raz-
motrena su poplocavanja trougaonog regiona koji na svakoj svojoj stranici ima jednak broj
heksagona i to n—bonima gde je n proizvoljan prirodan broj. Naravno, opet smo koristili
Grebnerove baze s tim da smo sada direktnim racunom odredili Grebnerovu bazu ideala

generisanog n—bonima. Tako smo dobili i odgovor na pitanje kada je moguée n—bonima

1
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poplocati trougaoni region, Sto predstavlja poopstenje rezultata Konveja i Lagariasa o

poplocavanju trougla tribonima.
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Glava 1

Grebnerove baze

1.1 Uredenja u skupu monoma i deljenje polinoma u

prstenu klzy, 2o, ... 1,

Sa k ¢emo oznacavati algebarski zatvoreno polje.

Definicija 1.1.1. Monom u promenljivim x1, Za, . .., T, je proizvod oblika
) ) ?
a1 a (03
xl x2 ..... xn"
pri cemu su svi eksponenti oy, . .., a, nenegativni celi brojevi. Stepen monoma
it ewy? e xom definise se sa

deg(z$t -2 - x0") =g + ag + - +

Ako sa a ozna¢imo uredenu n — torku nenegativnih celih brojeva (o, s, ..., a,) onda

mozemo koristiti kra¢u oznaku

xa — x(fl :USQ ..... xzn
Ako je a = (0,0,...,0) onda je z* = 1.
Definicija 1.1.2. Polinom f u promenljivim x1,xo,...,x, sa koeficijentima iz polja k

je konacéna linearna kombinacija monoma sa koeficijentima iz polja k. Polinom cemo

zapisivati u obliku

f:Zaaxa, G € Kk
(e}

1
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pri cemu se sumiranje vrsi po konaénom broju n—torki o = (a1, Qg,...,qy,). Skup
svih polinoma w promenljivim x1,xs,...,2T, © sa koeficijentima iz polja k oznacavamo
sa k[zy, e, ..., Ty).

Prvi uslov za definisanje operacije deljenja u skupu polinoma vise nezavisnih promenljivih
jeste postojanje uredenja u skupu monoma.

U skupu monoma jedne promenljive relacija uredenja je definisana na jedini moguéi na¢in
sa:

l<z<al< - <a<z"l<...

Medutim, u skupu monoma vise promenljivih relacija uredenja sa potrebnim osobinama
moze se definisati na vise nacina, a svako od tih uredenja korisno je u nekom kontekstu.
Definisati uredenje u skupu monoma u n promenljivih isto je Sto i definisati uredenje u
skupu uredenih n—torki nenegativnih celih brojeva. Naime, izmedu skupa monoma u
n promenljivih x1,25,..., 2, i uredenih n—torki nenegativnih celih brojeva postoji bi-
jektivno preslikavanje po kojem se svakom monomu x® = 27" - 252 - ... - 20" pridruzuje
uredena n—torka (aq, e, ..., q,) € 7% njegovih eksponenata. Ako postoji uredenje <
u skupu Z%, onda ono inducira uredenje u skupu monoma, jer ako je « > 8 u Z%, onda

mozemo reéi da je i z® > 2.

Definicija 1.1.3. Monomijalno uredenje > je relacija > na 2% ili sto je isto relacija u

skupu monoma oblika x* o € Z% za koju vredi:
i) > je totalno uredenje na Z%;
i) ako je a > B iy € Z%, onda je o+ > B+,

i) > je dobro uredenje na ZZ,, tj. svaki neprazan podskup od Z%, ima minimalni

element.

Tri najc¢esce koristena uredenja su leksikografsko, garduirano leksikografsko i obrnuto

graduirano leksikografsko uredenje. DefiniSimo ih i navedimo odgovarajuée primere.

Definicija 1.1.4 (Leksikografski poredak). Neka sua = (aq, g, ..., ap) 18 = (81, Bay- -+, Bn)
iz Z5y. Reci éemo da je o >iep B ako je u razlict o — B kragngi levi element razlicit od

nule pozitivan. Ako je o >, 3 pisat éemo x > xP.
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Primetimo da u skupu polinoma u n promenljivih postoji n! razlicitih leksikografskih

uredenja jer svaki poredak promenljivih x, z, . . . , x,, odreduje jedan leksikografski poredak

u skupu monoma.

Primer 1.1.1. U odnosu na leksikografski poredak za koji je x1 > xo9 > x3 tmamo da je
23328 >0, 232520 jer je (5,3,7) — (3,7,10) = (2, —4,—3), a krajnji levi element

u (2, —4, —3) razlicit od nule je pozitivan,
Ty >e0 03232357 jer je (1,0,0)—(0,123,567) = (1, —123, —567), a krajnji levi element

razlicit od nule, v ovom slucaju 1, je pozitivan.

Kao sto se vidi iz poslednjeg primera leksikografskom poretku ”vazan”je samo ste-
pen najvece promenljive u monomu, a ukupni stepen monoma je potpuno zanemaren.
Ukoliko pak, ukupni stepen monoma ne zelimo zanemariti mozemo Kkoristiti graduirani

leksikografski poredak koji se definiSe na slede¢i nacin:
Definicija 1.1.5 (Graduirani leksikografski poredak). Neka su o, 8 € Z2%,. KaZemo da

j@ QO > griex ﬂ ako j@

ol = ;> Bi= 18] ilije |a| =8| i @ > B
i=1 =1

Primer 1.1.2. Neka nam > g.e; 0znacava graduirant leksikografski poredak za koji je

T1 > Ty > T3
B350 > grier 575 Jer je [(3,4,5)] =12 > 11 = |(3,4,4)|;
xi’x%x% > orlex x?x%m% jer je |(5,4,2)] = [(3,4,4)] i (5,4,2) > (3,4,4).
Pored ova dva uredenja koja smo upravo definisali ¢esto se srece i obrnuti graduirani lek-

sikografski poredak koji u odnosu na veé¢ definisane ima tu prednost da znacajno povecava

efikasnost procedura u kojima se koristi.

Definicija 1.1.6 (Obrnuti graduirani leksikografski poredak). Neka su a,8 € ZZ,.

KazZemo da je & > greviea B ako je
ol =Y ;> 8 =18], ilije |a| =8|
i=1 i=1

a u razlici o — B kragngi desni element razlicit od nule je negativan.
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Primer 1.1.3. Neka nam > gcpier 02nacava obrnuti graduirani leksikografski poredak za

koji je x1 > x9 > x3 :
xéllxgxg > grevlex xlllm%xg jer je |(47572)| =11>9= |(47 273)|;
B3T3L3 > revier Tixaxy jer je (3,2,2)] =7 =1(2,1,4)|, ali je u razlici

(3,2,2) — (2,1,4) = (1,1, =2) krajngi desni element negativan.

Uredenje koje se definise u skupu monoma moze se prosiriti do uredenja u prstenu poli-
noma. Akoje f =Y a.x® € klz1,...,x,] i > uredenje na skupu monoma u promenljivim
x1,...,T,, onda monome koji se javljaju u polinomu f mozemo redati u rastu¢em ili

opadajuc¢em redosledu s obzirom na dato uredenje.

Definicija 1.1.7. Neka je f =) aox® € k[z1, ..., 2, polinom razlic¢it od nule © neka je

> uredenje u skupu monoma. Definisemo:
i) Multistepen polinoma f : multideg(f) = max{a € Z%, : as # 0}
i) Vodeci koeficijent polinoma f : LC(f) = Gmuitidgeq(s) € k
i) Vodeéi monom od f : LM(f) = gmutides(f)
w) Vodeéi ¢lan od f: LT(f) = LC(f)- LM(f)

Primer 1.1.4. Neka je [ = 2z} — 4aiad + batades — 4x3 @ neka je > graduirani leksiko-

grafski poredak za koji je x1 > xo > x3. Tada je
i) multideg(f) = (2,3,0)
ii) LC(f) = —4
w) LT(f) = —4x3x3
Napomenimo da su ovo najcéesée koristena monomijalna uredenja i da se svako uredenje na
skupu monoma moze zadati odgovaraju¢om matricom. Veéina programskih paketa koja

omogucava izracunavanje Grebnerovih baza, dopusta i definisanje specificnih uredenja

zadavanjem odgovarajuce matrice.
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Sada kada imamo definisano uredenje u skupu polinoma vise nezavisnih promenljivih,
mozemo dati i algoritam za deljenje u skupu polinoma klxy, zs, ..., x,], koji predstavlja
prosirenje poznatog algoritma za deljenje u prstenu k|[x], s tom razlikom sto sada polinom
f delimo ne jednim polinomom nego celim skupom polinoma fi, fo, ..., f.

Algoritam za deljenje u prstenu klxy, za, ..., x,] glasi:
Neka je na skupu 72, definisano uredenje > i neka je F' = (f1, fa, ..., fi) uredena k—torka

polinoma iz k[zy, xa, ..., x,). Svaki polinom f € klxy,z, ..., x,] moZe biti napisan kao
f=afitafo+---+apfp+r

gde su a;, v € klry,x9,...,2,], 7 = 0 ili je r linearna kombinacija monoma sa koefi-
cijentima iz k od kojih nijedan nije deljiv sa LM(f1), LM(fs),...,LM(fy). Polinom
r zovemo ostatkom deljenja polinoma f sa F. Ako je, osim toga i a;f; # 0, onda je

multideg(f) > multideg(a; f;)

1.2 Grebnerova baza

Sada kada imamo definisan algoritam za deljenje u prstenu polinoma vise nezavis-

nih promenljivih, prirodno je zapitati se da li se odgovor na pitanje da li dati polinom

f € kl[zq,x9,..., 2, pripada idealu I = (g1, 92, ..., gn) moze dobiti primenom algoritma
za deljenje skupom polinoma {¢1, go, - .., g, } na polinom f. Odgovor na to pitanje je de-
limi¢no potvrdan. Naime, ako je ostatak pri deljenju polinoma f skupom {gi, go,...,gn}

jednak nuli onda je jasno da f € I. Medutim, ako je pomenuti ostatak razli¢it od nule
to ne zna¢i da polinom f nije sadrzan u idealu I. Ipak postoje baze ideala I, za koje
je ostatak pri deljenju polinoma f datom bazom jedinstven i koje omoguc¢avaju da se da
nedvosmislen odgovor na pitanje pripada li polinom f idealu I ili ne. Takve baze zovu se

Grebnerove baze ideala I.

Ako je dato uredenje u skupu monoma prstena k[zi, za, . . ., x,], onda svaki polinom f ima
jedinstven vodedi ¢lan LT(f), pa za svaki ideal I C k[xq, o, ..., z,] mozemo definisati i

ideal generisan vode¢im clanovima svih polinoma ideala I.
Definicija 1.2.1. Neka je I C klxy, 2o, ..., x,] ideal razli¢it od {0}.
i) Sa LT(I) oznacavamo skup vodeéih ¢lanova polinoma ideala I, tj.

LT(I) = {cx® : postoji f € I takvo da je LT(f) = cx},
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ii) Sa (LT(I)) oznacavamo ideal generisan svim elementima skupa LT (I)

Pretpostavimo da ideal I ima konacan skup generatora, tj. da je I = (fi, fa, ..., fx)-
Napomenimo da postoji razlika izmedu idala (LT'(I)) iideala (LT (f1), LT (f2), ..., LT(fx)),
jer u svakom slucaju vredi da je (LT(f1), LT(f2),...,LT(fx)) C (LT (1)), ali da obrnuta

inkluzija ne mora uvek biti zadovoljena.

Propozicija 2.1. Neka je I C klxy, 2o, ..., x,]. Tada vredi sledece:
i) (LT(I)) je monomijalni ideal;

ii) Postoje polinomi gy, g, ..., gr € I takvi da je
(LT(I)) = (LT (1), LT(g2); - - -, LT (gr))-

Dokaz: i) Vodeé¢i monomi LM(g) elemenata iz I koji su razli¢iti od nule, generisu
monomijalni ideal (LM (g) : g € I — {0}), a kako se LM (g) i LT(g) razlikuju samo
za nenultu konstantu vredi da je (LM(g) : g € I —{0}) = (LT(I)) , Sto znaci da je
(LT(I)) monomijalni ideal.

i1) Kako je ideal (LT(I)) generisan monomima LM (g) za g € I — {0}, iz Diksonove
leme sledi da postoji konaéno mnogo polinoma g1, go, ... gr € I takvih da je (LT(I)) =
(LM(g1), LM (g2),...,LM(gx)) akako se LT (g;) i LM (g;) razlikuju za nenultu konstantu
imamo da je
(LT(I)) = (LT(g1),LT(g2),...,LT(gk)), Cime je nasa tvrdnja dokazana.
O

Iskoristimo sada propoziciju 2.1 i algoritam za deljenje polinoma da pokazemo da je svaki

ideal I prstena polinoma generisan konac¢nim skupom.

Teorema 2.2 (Hilbertova teorema o bazi). Za svaki ideal I € k[z,. .., x,] postoji konacan

skup generatora, tj. 1 = {(g1,92,...,Gt) 2a neke gi,...,q € k[x1,...,2,].

Dokaz: Ako je I = {0} onda je {0} skup koji generise ideal I i konacan je.

Pretpostavimo da je I # {0} iz propozicije 2.1 sledi da postoje ¢gi,...,9: € I takvi
da je (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g¢)). Pokazimo da je I = (g1,...,g:). Ocigledno je
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(g1,...,9:) C I jer svako g; € I. Pokazimo da vredi i obrnuta inkluzija. Neka je f € I
proizvoljan polinom. Ako za unapred odredeno monomijalno uredenje primenimo algori-

tam za deljenje na f iskup {¢1,..., 4}, onda f mozemo pisati u obliku
f=ag+ - Fag+r

pri ¢emu nijedan ¢lan od r nije deljiv sa LT (g1), ..., LT(g:).

r=f—-ag—-—aqg €1

Ako bi imali da je r # 0 to bi znacilo da LT(r) € (LT(I)) =)LT(¢1),...,LT(g:)) $to
je moguée samo ako neko od LT(g1),...,LT(g;) deli LT(r), $to je protivno nasoj pret-
postavci. Dakle, r = 0 pa je

f=a1g1+ -+ ag €(91,---,9)

¢ime je dokaz kompletiran.
O

Nas ¢e interesovati baze {gi,¢s,...,gx} ideala I koje imaju osobinu da je vodeéi ¢lan

svakog polinoma f € I deljiv vodeé¢im ¢lanom bar jednog od polinoma iz baze {g1, g2, - - . , g }-

Definicija 1.2.2 (Grebnerova baza). Neka je > fiksno uredenje u prstenu klzy, o, . .., Ty)
i neka je I C klxy,xa,...,x,] proizvoljan ideal. Grebnerova baza ideala I s obzirom na

uredenje > je konacna familija polinoma G = {g1, go, ..., g} 2za koju je G C I i

<LT(91)7 LT(92>7 T LT(gk)> =1

Posledica 2.3. Svaki ideal I € klxy,my,...,2,] # {0} ima Grebnerovu bazu. Stavise,

svaka Grebnerova baza ideala I je baza ideala I.

Dokaz: Neka je I # {0} proizvoljan ideal. Iz teoreme 2.2 sledi da ideal I ima kona¢nu
bazu {g1,92,...,9:}. Baza {g1,92,..., g} konstruisana u dokazu teoreme 2.2 je prema
definiciji Grebnerova baza ideala I.

Druga tvrdnja takode sledi iz dokaza teoreme 2.2. Naime, ako je

(LT(I)) =(LT(g1),...,LT(g:)) onda jeil = (g1,...,9n) pa je G baza ideala I. O
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Propozicija 2.4. Neka je G = {g1, go, . .., gx} Grebnerova baza ideala I C k[xq, 2o, ..., x,)
i neka je f € klxy, xa, ..., x,] proizvoljan polinom. Postoji jedinstven polinom

r € k[xy,x9,...,2,] sa sledecim osobinama:

(i) Nijedan ¢élan polinoma r nije deljiv niti jednim élanom skupa
{LT (1), LT(g2),-- -, LT (gx)},

(ii) Postoji g € I takvo da je f =g+

Polinom r je ostatak deljenja polinoma f skupom G.

Dokaz: Ako na polinom f i skup G primenimo algoritam za deljenje polinoma vise

promenljivih dobit ¢emo polinome aq,as,...,ax i r za koje je
f=aig1 +axge + -+ aggp + 7

pri ¢emu za polinom r vredi (i), a ako stavimo da je g = a1g1 + asgs + -+ + aggr € I,
onda je zadovoljen i uslov (i7). Dakle, polinom r sa trazenim osobinama postoji.

Da bismo dokazali jedinstvenost, pretpostavimo da postoje v’ i ¢’ koji zadovoljavaju uslove
(i) 1 (i7) takvida je f = g+ 1 = ¢ +1'. To bi znacilo da je r —r' = ¢’ — g € I, pa ako
je r # " onda imamo da LT (r — ') € (LT(I)) = (LT (q1), LT(g2),...,LT(gr)), a to bi
znacilo da je r — 1’ deljivo sa LT (g;) za neko i, Sto je nemoguce jer nijedan ¢lan od r i
r’ nije deljiv niti jednim elementom skupa {LT(g1), LT(g2),...,LT(gr)}. Dakle, r — 1’
mora biti jednako nuli, ¢ime smo dokazali i jedinstvenost.

O

Ostatak r iz gornje propozicije zvacemo normalna forma polinoma f.
Primetimo da je ostatak r jedinstven iako polinomi aq, as, ..., a; koji se dobijaju iz algo-
ritma za deljenje polinoma f sa GG ne moraju biti jedinstveni i zavise od redosleda deljenja

polinomima g¢; € G. Zbog toga imamo da vredi sledeca posledica.

Posledica 2.5. Neka je G = {g1, g2, ..., g} Grebnerova baza ideala I C kl[zy,xo,. .., xy)
i neka je f € klxy, o, ..., x,] proizvoljan polinom. f € I ako i samo ako je ostatak

deljenja f sa G jednak nuli.

Definicija 1.2.3. Sa 7F cemo oznacavati ostatak deljenja polinoma f uredenom s—torkom
polinoma F = (fi, fa,... fs). Ako je F' Grebnerova baza onda s obzirom na prethodnu

propoziciju, F' moZemo posmatrati kao skup.
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Definicija 1.2.4 (S—polinom). Neka su f,g € k[xq,x2, ..., z,] polinomi razliciti od nule.

(i) Neka je multideg(f) = « i multideg(g) = B. Stavimo da je v = (71,72, 7n)
gde je v = max(a;, i), zat € {1,2,...,n}. KaZemo da je 7 najmangi zajednicki

sadrzalac LM(f) i LM (g) i pisemo NZS(LM(f), LM (g)) = x7

(ii) S—polinom polinoma f i g definise se sa:

Y

STy T

Na primer, ako je f = z%y*> — 2%¢® i ¢ = 3z'y + y* i ako u R[z, y] uzmemo graduirani

leksikografski poredak, onda je v = (4,2) i

4, 2
aty? zty
S = — =
(f,9) 5, - f 3uty
1
= rL“f—g-y'g:
1.
_ —x3y3—§y3

S—polinomi omogucavaju nam da damo veoma koristan kriterij za utvrdivanje kada je
neki skup Grebnerova baza ideala na kome se zasniva algoritam za efektivno odredivanje

Grebnerove baze datog ideala, a taj kriterij se zove Buhbergerov kriterij i on glasi:

Neka je I € klxy, o, ..., x,] ideal. Skup G ={g1,92, ..., a1} je Grebnerova baza ideala
I ako i samo ako je G baza ideala I i ako je za svaki par i # j ostatak deljenja polinoma
S(f,q) sa G jednak nuli.

1.3 Buhbergerov algoritam

Videli smo da svaki ideal I € k[xy,29,...,x,] ima Grebnerovu bazu, ali teorema
koja nam garantuje egzistenciju te Grebnerove baze ne pruza informaciju o tome kako tu
bazu i odrediti. Tako dolazimo do klju¢nog pitanja u teoriji, a to je kako za dati ideal
I € k[xy, 29, ..., x,] odrediti njegovu Grebnerovu bazu? Odgovor na to pitanje daje Buh-
bergerov algoritam, koji zajedno sa Buhbergerovim kriterijem predstavlja najznacajniji

doprinos Buhbergera samoj teoriji Grebnerovih baza.
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Mi ¢emo navesti veoma pojednostavljenu verziju Buhbergerovog algoritma koja nije imple-
mentirana u matematickim racunarskim paketima u tom obliku jer ima mnogo efikasnijih
i unapredenijih metoda, ali koja pregledno daje osnovni princip na kojem pociva svaki

algoritam za odredivanje Grebnerove baze.

Teorema 3.1 (Buhbergerov algoritam). Neka je I = (f1, fa, ..., fn) # 0 ideal u prstenu
klxy, 2o, ..., x,]. Grebnerova baza ideala I se moze konstruisati u konaéno mnogo koraka

koristeci sledeci algoritam:

Input: F = (f1, fa,..., fn) baza ideala I
Output: Grebnerova baza G = (g1, g2, - - ., gr) tdeala I za koju je F C G
G:=F

REPEAT
G =G
FOR svaki par p,q € G'.)p #q DO
S =50
IF S+#0 THEN G := GU{S}
UNTIL G =G’

Dokaz: Neka je G = {g1,92,...,9:}. Stavimo da je

(G) = (91,92, -, 90)

(LT(G)) = (LT(q1), LT(g2), - -, LT(g:))

Pokazimo najpre da je G C I u svakom koraku posmatranog algoritma. Jasno je da to

vredi u prvom koraku, a u svakom slede¢em koraku mi uvec¢avamo GG dodajuéi mu ostatak
-
5 =15, q)

G’ C I imamo da je i GU{S} C I. Kako G sadrzi bazu ideala I, to je i G baza ideala I.

za p,q € G'. Kako G C I, to su p,q,S(p,q) iz I, a kako delimo skupom

Algoritam se zavrsava onda kada je G = G’ , tj onda kada je S = S(p,q) = 0 za sve
p,q € G sto prema Buhbergerovom kriteriju znac¢i da je G Grebnerova baza datog ideala

1.

Ostaje nam jos da pokazemo da se algoritam zaista zavrsava. Posmatrajmo Sta se desava

10
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pri prolazu kroz glavnu petlju. Skup G se sastoji od G’, §to je staro GG, i nenultih ostataka

S—polinoma elemenata od G'. Kako je G’ C G imamo da je
(LT(G")) Cc (LT(G)) (1.1)

Ako je G' # G tvrdimo da je (LT(G")) strogo sadrzano u (LT(G)). Da bismo to pokazali
pretpostavimo da je nenula ostatak r S-polinoma dodat skupu G. Kako je r ostatak
deljenja sa G’ to LT(r) nije deljivo vodeéim clanovima elemenata iz G’, pa LT(r) ¢
(LT(G")), a LT(r) € (LT(G)), sto smo i hteli pokazati.

Prema (1.1), ideali koji se dobiju uzastopnim iteracijama petlje formiraju rastuéi niz
ideala u k[zq,x9, ..., z,], a kako je to Neterin prsten, posmatrani lanac je stacionaran §to
znadi da jednog trenutka postaje (LT(G')) = (LT(QG)), tj. G = G', a iz toga sledi da se

nas algoritam zavrsava nakon kona¢no mnogo koraka ¢ime je teorema dokazana. U

Lema 3.2. Neka je G Grebnerova baza ideala I i neka je p € G polinom za koji je
LT (p) € (LT(G —{p})). Tada je i G — {p} takode Grebnerova baza ideala I.

Dokaz:
Znamo da je (LT(G)) = (LT(I)). Ako je p € G polinom takav da je

LT (p) € (LT(G — {p})) onda je (LT(G — {p})) = (LT(Q)), pa iz definicije Grebnerove
baze imamo da je i G — {p} takode Grebnerova baza ideala I, ¢ime je tvrdnja dokazana.

0

Definicija 1.3.1 ( Minimalna Grebnerova baza). Minimalna Grebnerova baza ideala I €

klx1, o, ..., x,] je Grebnerova baza od I za koju vredi:
i) LC(p) =1 za svaki polinom p € G
it) Za svako p € G, LT (p) ¢ (LT(G — {p}))

Definicija 1.3.2 (Reducirana Grebnerova baza). Reducirana Grebnnerova baza ideala

I € k[xy,x9,...,12,] je Grebnerova baza ideala I za koju vredi:
i) LC(p) =1 za svaki polinom p € G

ii) Za svako p € G nijedan monom polinoma p nije u idealu (LT (G — {p}))

11
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Propozicija 3.3. Neka je I C klxy,z9,...,2,] i I # 0. Za dato uredenje u skupu

monoma ideal I ima jedinstvenu reduciranu Grebnerovu bazu.

Dokaz: Neka je G minimalna Grebnerova baza ideala I. Kazemo da je g € GG reducirano
za G ako nijedan monom od g nije u (LT(G — {g})). Nas cilj je da modifikujemo svako
g € G tako da bude zadovoljen navedeni uslov.

Primetimo prvo da ako je g reducirano za G onda je g reducirano i za svaku drugu
minimalnu Grebnerovu bazu ideala I koja sadrzi g i ima isti skup vodeéih clanova Sto
sledi iz ¢injenice da reduciranje ukljucuje samo vodece clanove.

Neka je ¢ € G i neka je ¢ = g¢ 19, Stavimo da je G’ = (G — {g}) U {¢’}. Tvrdimo
da je G’ minimalna Grebnerova baza ideala I. Primetimo da je LT(g) = LT(¢'), pa
kada g reduciramo polinomima iz G — {g}, LT (g) postaje ostatak jer nije deljiv nijednim
elementom iz LT (G — {g}). To znaci da je (LT(G)) = (G'). ¢’ je sadrzano u I, pa je G’
Grebnerova baza i to minimalna, a ¢’ je reducirano za G’ po konstrukeiji.

Primenjujmo sada gornju proceduru na elemente iz GG dok svi ne postanu reducirani. Pri
tome se Grebnerova baza menja ali jednom reduciran element ostaje reduciran jer se pri
ovoj promeni Grebnerove baze ne menjaju vodeci ¢lanovi njenih polinoma, tako da na
kraju imamo reduciranu Grebnerovu bazu.

Ostalo nam je jos da dokazemo jedinstvenost reducirane Grebnerove baze. Pretpostavimo
da postoje dve reducirane Grebnerove baze G i G’ ideala I. Obe ove baze su minimalne

Sto znaci da imaju iste vodece clanove, tj.
LT(G) = LT(G).

Dakle, za svako g € G postoji § € G takvo da je LT(g) = LT(§). Posmatrajmo g — g,
Kako g — g € I i kako je G Grebnerova baza ideala I, imamo da je HG = 0. Kako
je LT(g) = LT(g) ovi se ¢lanovi medusobno poniste, a oni koji preostanu nisu deljivi
vodeéim ¢lanovima iz G niti iz G jer su obe ove baze reducirane po pretpostavei. Iz toga
sledi da je HG =g — g, paje g = g. Odavde zakljutujemo da je zapravo G = G, ¢ime

smo dokazali jedinstvenost reducirane Grebnerove baze. OJ

Matematicki programski paketi poput Volfram Matematike, Mejpla, Singulara i drugih
imaju implementirane naprednije verzije Buhbergerovog algoritma koje kao rezultat daju

reduciranu Grebnerovu bazu za dati ideal.

12
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Interesantna posledica ¢injenice da je reducirana Grebnerova baza jedinstvena je sledeci
nacin na koji lako mozemo utvrditi dali su dvaideala I = (g1, 92, ..., 90)1J = {f1, fo, .-+, fm)
jednaka. Naime, jednostavno izracunamo reducirane Grebnerove baze ovih ideala i ako

su one jednake, onda su jednaki i ideali, a ako nisu, onda ni ideali I i J nisu jednaki.

1.4 Grebnerova baza u prstenu Z[zy, 2o, .. ., 7,)

Kako se u ovom radu bavimo problemima poplocavanja ambijentna algebarska struk-
tura je prsten polinoma nad prstenom celih brojeva Z. Zbog toga ¢emo razmotriti neke
probleme vezane za definiciju Grebnerove baze u prstenu polinoma sa koeficijentima iz
prstena celih brojeva Z, premda vecina definicija i rezultata vredi u opstijoj strukturi
prstena polinoma nad prstenom glavnih ideala.

Grebnerova baza u prstenu polinoma nad poljem omoguc¢ava nam da odredimo kanon-
sku formu proizvoljnog polinoma, koja se dobija redukcijom datog polinoma polinomima
Grebnerove baze pri cemu se dobija ostatak koji ne zavisi od redosleda obavljenih reduk-
cija, tj. jedinstven je. Medutim, kada su koeficijenti polinoma iz proizvoljnog prstena
definicije Grebnerove baze, kanonske forme i ostatka prestaju da vrede u obliku u kakvom
smo ih do sada upoznali. Zbog toga ¢emo definisati pojam jake Grebnerove baze koja u
prstenu polinoma sa koeficijentima iz Z ima sli¢cne osobine kao i Grebenerova baza koju
smo ranije definisali za slucaj polja. Postoji i pojam slabe Grebnerove baze, ali se njime
ovde ne¢emo baviti. Napomenimo jos da ¢emo ubuduce, i kada se to ne bude eksplic-
itno spominjalo, pod pojmom Grebnerove baze uvek podrazumevati jaku Grebnerovu

bazu. Pre nego predemo na definicije razmotrit ¢emo malo blize kako izgleda deljenje t;j.

redukcija polinoma u Z[xq, Za, . .., T,)].

U prstenu Z ¢e nam trebati relacija uredenja iz klase totalnih uredenja. Oznacavat
¢emo je sa >>. Za a € 7 ¢emo sa |a| oznacavati Euklidovu normu elementa a. Od
uredenja ¢emo zahtevati da ako je |a1| > |az| onda vredi i a3 >> as.

U daljem ¢emo smatrati da je uredenje u prstenu Z dato sa:
e =2>>2>>-1>>1>>0

Neka su nam dati proizvod az® monoma z® i celog broja a, i polinom f = ). a,,z% sa

13
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vode¢im ¢clanom a,,x*'. Re¢i ¢emo da polinom f reducira ax® ako
J)al |:L,a

U tom slucaju koriste¢i Euklidov algoritam za deljenje u prstenu Z mozemo odrediti
brojeve b i r takve da je a = a1b+ 7 pri cemu je b # 01 |r| < |a1| i tada redukcijom ax®
sa f smatramo polinom

xOl
ar® —b—f
s

Kazemo da polinom f reducira polinom g ako f reducira neki monom polinoma ¢g. Prime-
timo da redukcija zavisi od odabranog poretka. Kao i u slucaju polja dati polinom f

mozemo reducirati skupom polinoma F. U tom slucaju kazemo da F' reducira f ako
postoji polinom g € F' koji reducira f. U sustini moze postojati vise takvih polinoma
i svaki od njih moze dati drugaciju redukciju. Sustina Grebnerove baze je odredivanje
familije za koju se dobija jedinstven rezultat nakon sto se izvedu sve redukcije bez obzira
na njihov redosled.

Ovakav oblik redukcije polinoma omogué¢ava nam da primenimo algoritam vrlo slican
originalnom Buhbergerovom algoritmu da bismo dobili trazenu bazu. Pa ipak, bilo je
potrebno blizu 30 godina da se od prvobitnog algoritma dode do ove generalizacije. Algo-
ritam za konverziju Grebnerove baze za razli¢ita uredenja poznat kao ” Grobner Walkse
moze produziti i na slucaj prstena polinoma nad Euklidovim domenima.

Sada ¢emo definisati dva tipa S—polinoma. Kombinacijom vodeéih koeficijenata ovih
polinoma postize se cilj izbacivanja istog. Ovo je u slucaju Euklidovih domena moguce
samo ako jedan od vodecih ¢lanova deli onaj drugi ili ako dopustimo mnozenje koeficije-

nata faktorom # 1.

Definicija 1.4.1. Neka su dati polinomi f =Y a;x“ i g =" b;x“ pri cemu je LM(f) =
x® § LM(g) = 2. Pretpostavimo, bez ogranicenja opstosti, da je |ai| < |by].

Neka je d = NZD(ay,by) i neka suay i by celi brojevi takvi da je d = aya; +byby. Stavimo
da je 27 = NZS(x*,2") i da je s = NZS(a1,by).

Polinome Si(f,g) i So(f, g) definisemo sa

Y 2l

o -
S1(f79):alm'f+blm'g

s a7 s a7

wIM() T b ()

S2(fug): g9
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Primena Grebnerovih baza na probleme poplocavanja

Primetimo da je vodedi koeficijent polinoma Si(f, g) jednak d i da je

LM(Si(f,g)) = 27. Ako je by deljivo sa a; onda je @y = 1i b; = 0, pa je tada S, (f,g) =
%-f i samo je Sy od znacaja. Kako celi brojevi @y i by za koje vredi d = aja; + by by nisu
jedinstveni, ni polinom S;(f,¢) nije jedinstven, ali to u nasem razmatranju nije vazno.
Vazno je samo da se brojevi sa ovom osobinom uvek mogu odrediti. Definisimo sada

S—polinom te pojmove jake Grebnerove baze i jake standardne reprezentacije.

Definicija 1.4.2. Neka su dati polinomi f =Y a;x“ i g =Y b;x“ pri cemu je LM(f) =
i LM(g) = 2% Pretpostavimo da je |ai| < |bi|. Ako ay deli by, onda je S(f,g) =
S2(f7 g); au suprotnom j@ S(f7 g) - Sl<f7 g)

Definicija 1.4.3. Konacan skup polinoma G C Z[xy,xa,...,x,] zove se jaka Greb-
nerova baza nad prstenom Z. s obzirom na dato uredenje > ako za svaki polinom f €
L]y, 2o, . .., x,) postoji jedinstvena kanonska redukcija polinomima iz skupa G. Drugim
recima, bez obzira na to koji polinom 1z G koristimo u nekom koraku procesa, kada iscr-

pimo sve moguce redukcije dobit cemo jedinstvenu formu ostatka.

Definicija 1.4.4. Neka je G = {g1,92-..,9n} C Zlx1, 25 . .., 2,] skup polinoma i neka je
f € Zlxy, xa, ..., x,] proizvoljno. f =" h;g; je jaka standardna reprezentacija polinoma
[ s obzirom na skup G i v odnosu na dato uredenje ako je LT(f) = LT (h;g;) za neko j
i LM (hygy) < LM(f) za sve k # j.

Vidimo da u jakoj standardnoj reprezentaciji eliminiSemo po jedan vodeci ¢lan sa tacno
jednim sabirkom. Postoji i slaba standarna reprezentacija u kojoj su dopusteni visestruki
¢lanovi sa istim vodeé¢im monomom, Sto se koristi pri konstrukciji slabe Grebnerove baze

ali se, kao $to smo ve¢ napomenuli, time ovde ne¢emo baviti.

Sada ¢emo razmotriti Buhbergerov pristup odredivanja Grebnerove baze redukcijom

S—polinoma.

Teorema 4.1. Neka nam je dat skup polinoma G = {g1, g2, - - -, gn } w prstenu Zlxy, za, . . ., x,)]

i uredenje >. Neka je I = (g1, go, ..., gn). Sledece turdnje su ekvivalentne:

i) Svaki polinom g € I ima jaku standardnu reprezentaciju polinomima skupa G,
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Primena Grebnerovih baza na probleme poplocavanja

ii) Svako f € Z|xy,xa, ..., x,] ima kanonsku redukciju polinomima skupa G. Drugim

recima, G je Grebnerova baza s obzirom na dato uredenje.

Dokaz: i) = ii)

Pretpostavimo da svako g € I ima jaku reprezentaciju polinomima skupa G. Neka je f €
Zlx1,xa, . .., x,] proizvoljno i neka su hy i hy potpuno reducirani ostaci nastali redukcijom
polinoma f polinomima skupa G. Jasno je da h; — hy € I, pa ovaj polinom ima jaku
standardnu reprezentaciju. Neka je LT(hy — he) = ca” i neka je hy — hy = ) g;9; jaka
standardna reprezentacija za koju je LT(qrgr) = cz”. Oznaéimo sa a; i as koeficijente
koje stoje uz 7 u polinomima h; i hs redom. Ako bismo imali da je a; = 0 to bi znacilo
da je LT (hg) = cx7, pa hy ne bi bilo reducirano do kraja sto je kontradikcija sa nasom
pretpostavkom. Dakle mora biti a; # 0, a iz istog je razloga i ay # 0. To znadi da
(a1 — ag)z” ne deli ni a1z ni agz” reducirano skupom G iz ¢ega sledi da LC(gx) = by
deli a; — ay. Stavise, mora biti Z—; — Z—i = 0 jer u suprotnom h; i he ne bi bili potpuno
reducirani. Dakle, a; —ay = 0, tj. LC(h; — hg) = 0 iz Cega sledi da je hy — hy = 0 tj.
hi = ha.

it) = 9

Neka je f € I proizvoljno i neka je LM (f) = 27. Kako f € I, to postoje polinomi ¢; € Z
takvidaje f = >_; q;g;. Treba pokazati da je ovo jaka reprezentacija. f =3, g;g; je slaba
reprezentacija pa je max(qjg;) = 27. Neka je J = {j : LM(qjg;) = 2". Pretpostavimo
da je |J| > 1, da je 27 najmanji monom sa ovom osobinom i da je |¢| najmanji koeficijent
za koji ne postoji jaka standardna reprezentacija koja ukljucuje ovaj monom kao vodedi.
Ove su pretpostavke odrzive jer radimo u dobro uredenom skupu monoma nad totalno
uredenim Euklidovim domenom.

Bez gubitka opstosti mozemo pretpostaviti da je J = {1,2,...,m}. Neka je
¢c=NZD(LC(q1),LC(g2),-..,LC(gm))
i neka su sy, 89,..., S, € Z takvi da je

¢ =51LC(q1) + 52LC(g2) + - -+ + 5, LC(gim)

o
LM(g;)

Stavimo da je 2% = zaje{l,2,...,m}i

Bm

g= slx’glgl + 32:1:'525]2 4+ =82 G
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Jasno je da je LT(g) = ¢z” . Ako bi imali da je |[¢| = |c¢| onda bi to znacilo da je
m = 1 §to je u suprotnosti sa nasom pretpostavkom. Kako je [¢| < |LC(g;j9;)| za sve
Jj €41,2,...,m} zakljuéujemo da je [¢|] < |c|.

Zbog izbora koeficijenta ¢ zakljucujemo da postoji jaka standardna reprezentacija poli-
noma g za koju je LM (g) = x7, LM (sp2°*gy) = 17 za tacno jedno k, a za sve druge je
LM (s;z%g;) < 27. Kako je

c= LC(q191) + LC(q292) + - -+ + LC(qmGm)

¢=NZD(LC(g1)+ LC(g2) +--- 4+ LC(gm))

zaklju¢ujemo da ¢|c pa postoji ceo broj d takav da je ¢ = dc.
Neka je f = f—dg. Kako je LM (f) < 7 postoji jaka standardna reprezentacija polinoma
f. Neka je data sa f = Zj p;jg;- 1z ovoga sledi da je

d> 459, =Y p;g;
J J
jaka standardna reprezentacija polinoma f, ¢ime je teorema dokazana. O

Teorema 4.2. Neka nam je dat skup polinoma G = {g1, g2, - - -, gn } w prstenu Zlxy, za, . . ., ]

1 uredenje >. Sledecée tvrdnje su ekvivalentne:
i) G je Grebnerova baza s obzirom na dato uredenge.

it) Za svaka dva polinoma g1,g2 € G imamo da je

S1(g1,92) — 0 i Sa(g1,92) — 0

iii) Za svaka dva polinoma g1,g2 € G imamo da je

S(g1,92) — 0

Dokaz: i) = ii) Sledi neposredno iz definicija.
it) = i) Neka je G = {g1,92,...,9n} 1 neka je f iz ideala generisanog skupom G. Tada

postoje polinomi hy, hg, ..., h, € Zlxy, 2o, ..., x,] takvi da je f = Zj h;g;. Neka je
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¥ = max(LM(hjg;)) i neka je J = {j : LM(h;g;) = 27}. Stavimo da je LM(f) = z7.
Pretpostavimo da je z7 razlicito od z7 i da je minimalno medu svim takvim reprezentaci-
jama. Skup J ima vise od jednog elementa, jer ako bi J bio jednoelementni skup, onda
bismo imali da je 27 = 27 i f bi imao jaku standardnu reprezentaciju, a mi pretpostavl-
jamo da to nije tac¢no.

Dakle, mora biti 7 > z7 i tada postoje najmanje dva elementa u skupu J jer pos-
toje najmanje dva c¢lana u reprezentaciji koja uklju¢uju monom z7 i koja se medusobno
ponistavaju. Bez ogranicenja opstosti mozemo pretpostaviti da je J = {1,2,...,m}.

Stavimo da je
g = a;x% +r;
hj = bjl'ﬁj + q;

gde je LM(g;) = 2% i LM (h;) = x%. Primetimo da je 2%z% = 27 za 1 < j < m. Neka

je
:L»’Y xal.Q xa1,2
e :NZS(xalaxQQ)a V= uy = ’ Uz =
re1,2 J;al 1‘0!2
Vidimo da je
s r2 v
Tt = = U
T 12
s 2 7
2 = = UV
T2 a2

Pretpostavimo da je |a1by|+|azba|+- - -4 |amby, | minimalan koeficijent u svim reprezentaci-
jama f koji stoji uz 7. Takva reprezentacija postoji jer je Z[xy, za, ..., x,] dobro ureden

prsten polinoma nad totalno uredenim Euklidovim domenom. Neka je
a=NZD(ay,as)

i neka su ay, as takvi celi brojevi da je a = aja; + asas

Stavimo da je
NZS((ll,CLQ) NZS(CLI,CLQ)
e =—" g = ———"—"—
aq a2

To znaci da su e i ey brojevi najmanji po normi i takvi da je eja; + esas = 0.

Sada je
_ ro1.2 _ ro1.2
Si(g1,92) = @——g1 +TGa——0o
x o
1.2 .2
S2(g1,92) = e1——g1+ea——go
x o
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Za neki ceo broj d je bya; 4+ baas = ad, pa postoji i ceo broj e takav da je
by = a1d + eeq by = aod = ees
Posto je by # 0, by #01ia= NZD(ay,az) to je
|byas| + |baas| > |dal

Imamo da je

higi = (aay + eer)uivgr + qrg1 = (aaz + eez)uavgs + Gago

= avSi(g1, g2) + evSa(g1, 92) + (191 + ¢292)
S— polinomi se po pretpostavci reduciraju na nulu. Sada je
vLM(S2(g1,92)) < 27, LM(q1,91) < 27, LM (qs,g2) < 27

Kako je osim toga i LC(dvS1(g1, g2)) = da, dobijamo reprezentaciju od hig; 4+ haoge u vidu
sume > prgx gde stavljajuéi da je K = {k : LM (prgr) = 2"} dobijamo

> ILC(prgr)| = lac| < [bray| + [baas|

keK
Ako sa ovom reprezentacijom zamenimo h g;+hogs U posmatranoj reprezentaciji polinoma
f dobit ¢emo kontradikciju sa pretpostavkom o minimalnosti koeficijenta |a by| + - - +
|G O |-
Jasno je da iz ii) = iii).
Dokazimo da iz iii) = i)
Pretpostavimo da za svaki par py, ps polinoma iz G S(py, p2) 94 0. Neka jep; = ¢z =
r;, gdje je LM (p;) = % za j = 1,2. Pretpostavimo da je |c1| < |ca|. Ako ¢1|c2 onda se
S1(p1,p2) skupom G trivijalno reducira na nulu pa je Sa(pi, p2) = S(p1,p2) a ono se po

pretpostavci reducira na nulu. Pretpostavimo zato da ¢ 1 co. Neka je
c=NZD(cy,c)

i neka su ¢;,¢y € Z takvi celi brojevi za koje je ¢1¢; + coCo = c.

Neka su dy,dy € Z takvi da je ¢y = dyc i co = dsc. Tada je

dlél + dgEg =1
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a Cp 1 ¢y su relativno prosti.

Stavimo da je

Tada je

7 il
NZS(z™, z™) =27, 1= —, Sg = —
M xr2

Sl(pl,pg) = 0151812771 + 61317“1 = EQCQSQ.CEW + 52327“2 =

cx” + C18111 + C98979

Sg(pl,pg) = (d261811"\/1 + dQSl’I“l) — (dlcQngvw + d]SQ’I"Q) =

Zbog toga je

hy

= dys1m — diS912

So(p1,q) = c18127 = syr1 — dy(cx” + 18171 + CaSarg) =
(1 — dlél)slrl — dlegSQTQ = Egdgé‘l?”l — 62d1827"2 =

C252(p1, p2)

Slicno se dobije da je i

hy = S3(p2,q) = €©152(p1,p2)

Po definiciji S—polinoma imamo da je S2(pj,q) = S(p;,q) za j = 1,2. Kako su ¢ i &

relativno prosti dobijamo da je Si(hi, he) = Sa(p1,p2). Ovo znaéi da uz uslov da S (p1, p2)

nije trivijalan Sy (p1, p2) mozemo dobiti iz Sp1,p2), ¢ime je teorema dokazana. O

Navedimo sada kriterije koji omogucavaju da se u procedurama za racunanje Greb-

nerovih baza ideala znatno smanji broj potrebnih operacija, ¢ime same procedure postaju

efikasnije.

Teorema 4.3 (Buhbergerov kriterij 1). Neka je g; = aja® + h; @ LM(g;) = 2% za

Jj €{1,2} i neka ay|as. Ako su vodeéi monomi polinoma gy i go uzajamno prosti tj. ako je

NZS(x™, x*?) =z - x°2 tada se S(g1,92) reducira na nulu, pa je prema tome suvisan.
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Dokaz: Kako po pretpostavci aj|ag, imamo da je NZS(a1,as) = ap. Sada je

a2

S(g1,92) = a—xaz(alxal + h1) — 2% (apx™ + hy) =
1
a
= —2$a2h1 - l‘alhg =
ay
)
= —=z2%(g1 — ax™) — 2% (go — agx®?) =
ay
a
et _2Ia291 J— xalgz
ai
odakle je jasno da S(g1, g2) N 0, sto smo i trebali pokazati. O

Teorema 4.4 (Buhbergerov kriterij 2). Neka je g; = ajx® + h; i LM(g;) = =% za
Jj € {1,2,3} i neka z**|NZS(z*,2*?). Ako polinomi S(p1,ps) i S(p2,ps) imaju jaku
standardnu reprezentaciju i ako ai|as|as ili aslai|ay onda i S(p1, p2) ima jaku standardnu
reprezentaciju, pa se prema tome moze 1zostaviti.

Dokaz: Neka je %w = U .

Pretpostavimo da polinomi S(gi1,93) i S(g2,93) imaju jaku standardnu reprezentaciju
polinomima skupa G, tj. da se sa G reduciraju na nulu. Po pretpostavci teoreme
r*|NZS(x*, 2*?) sto znacél da ujysluge 1 da usslug;. Ako pretpostavimo da as|a|as

onda imamo da je

ai
S(plapi%) = U13p1 —a—u3,1p3

3

a2
S(P27P3) = Ug3pP2 — a—u3,2p3

3

Izrazimo li iz ovih jednacina p; i ps i uvrstimo ih u

a
S<p17p2) = a—ium]h — U21P2 =
a 1 a 1 a
= a_jul’Q(E(S@l’pg) = a—;uzs,lps)) - U2,1KS(S(P27P3) + a_zu2’3p3) =
Qg Uy 2 U1 a2 U1,2U31 U2,1U3,2
= ——=8(p1,p3) — ——S(p2,p3) + —ps( — )
ayp U3 Uz,3 as Uy,3 U233

i imajudi u vidu da je izraz u poslednjoj zagradi jednak nuli zakljucujemo da se S(p1, ps)
reducira na nulu skupom G kadgod se i S(p1, ps) i S(p2, p3) reduciraju na nulu. Sliéno bi

postupili u slucaju kada a;|ag|as. Ovim je teorema dokazana.
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Teorema 4.5. Neka je p; = a;x® + h; i LM(g;) = % za j € {1,2,3} i neka je
x¥i = NZS(z%, x%). Pretpostavimo da x®3|x*2. Oznacimo sa d najveci zajednicki
delilac brojeva ay i as ,a sa ay i as cele brojeve takve da je aiay + asas = d. Pretpostavimo
da as|d. Drugim recima pretpostavimo da vodeéi ¢lan od ps dijeli vodeéi élan polinoma

S(p1,p2). Tada je polinom S(py,p2) suvisan.

. . g g .. . . . aj 9
Dokaz: Stavimo da je u,;; = ”;TJ, zai,j =1,2,31dajed=az-c Nekaje “5- = v.
Sada imamo da je:
_ _ o _ _
S(p1,p2) = Qrug 2p1 + Goug 1pe = dz®? + Qyug 2hy + Goug 1 he
S = (z® +h D (329 4 hg)urg = wrshy — Zugih
(p1,p3) = (@12 + hy)ur 3 — —(agz™ + hg)uiz = uighhs — —wug1hs
as as
Slicno dobijamo da je
a2
S(p2,p3) = ugzhy — —us2hs
as
Osim toga,
UipUzy  Ugiuzp  a%H? v
Uy,3 U2, 3 s
i
_ ay _ Qg 1 _ _ d
a1— =ay— —c= —(a1a1 + @eay) —c=— —c=10
as as as a3
Sada imamo da je
_ U12 _ U211
S(Pl;]?z) — CUp3 — al_S<plap3) - G2—S(p2ap3) =
Ui,z U2,3
= dx™? = Elumhl -+ 62U271h2 — (dﬂ?al’Z -+ CUhg) =
_ _ Q1 U1,2U3,1 _ _ Q2 U21U3,2
= —(G1U1,2h1 - al——h3) - (G2U2,1h2 - a2——h3) =
az Ups az U3
_ A1 Up2Uzy  _ Q2 U21U32
= (ag—————+a———"—>=—c)=0
az U3 az Ua3

Odavde vidimo da se S(p1, p2) reducira na nulu skupom G ako se i S(p1,ps) i S(p2,ps)

reduciraju na nulu, ¢ime je nasa teorema dokazana. 0
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Glava 2
Resetke 1 poplocavanja

Resetka u prostoru R™ je podgrupa grupe (R™, 4) izomorfna grupi (Z",+). To znadi
da je za svaku bazu prostora R™ podgrupa svih linearnih kombinacija baznih vektora sa

celobrojnim koeficijentima - resetka.

Mi ¢emo se baviti reSetkama u realnoj ravni, tj u prostoru R?. U afinoj ravni postoji
samo jedna resetka Z? C R? koja je zapravo skup tacaka oblika (m,n), gde m,n €
Z.. Medutim, u Euklidovoj ravni postoje razlicite resetke, pri ¢emu reSetku mozemo
posmatrati i kao poplo¢avanje ravni elementarnim ¢elijama. Ako pod pravilnom resetkom
smatramo poplocavanje ravni pravilnim poligonima onda u Euklidovoj ravni postoje samo

tri pravilne resetke: trougaona, kvadratna i Sestougaona.

AVAVAVAN

\VAVAVAV

Slika 2.1: Trougaona, kvadratna i Sestougaona resetka u ravni

Mi éemo se u ovom radu baviti problemima poplocavanja u kvadratnoj (Glava 3) i
Sestougaonoj (Glava 4 1 Glava 5) resetki. Kako te dve resetke ne¢emo koristiti istovremeno,
ne postoji opasnost od zabune, pa ¢emo same resetke i relevantne pojmove koji su za njih

vezani oznacavati u oba slucaja istim simbolima.
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2.1 Kvadratna resetka

Definicija 2.1.1. Dvodimenzionalna resetka A v Fuklidovoj ravni je grupa oblika
{n101 + nav3 : ny,ng € 7}

Ako je osim toga |vi| = |v3| i 01 L0y kaZemo da je resetka A kvadratna resetka.

Vektore U7 1 v5 zovemo baznim vektorima resetke A.

Definicija 2.1.2. Neka je L matrica ¢ije su kolone bazni vektori v1 i vy kvadratne resetke.

Tada je
ek k), e e[+ 1),k 1eZ)
)

akJ = {L [

elementarna Celija resetke . Celija a = ago = {Lz : = € [0,1)?} je fundamentalna

elementarna celija.

Neka su uj i uy radijus-vektori baricentara elementarnih celija ag i a—19. Oznacimo
sa A kvadratnu resetku generisanu vektorima w3 i uz. Ocigledno je da vredi:

—

v =

1 — U
Uy = U+ Uy

pa resetku A mozemo smatrati podresetkom resetke A.

L] o [ ] o
Y

® b VZ a °

u v X
L] [ [ ] [
%

v

o L [ ] [ ]

Slika 2.2: Resetke A i A

Resetka A je podresetka resetke A indeksa 2. Oznacimo li crnim tackama baricentre
elementarnih ¢elija resetke A, onda je jasno da te tacke ¢ine jednu klasu koli¢nicke resetke
AJN =7y,
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Ako belim tackama oznacimo tacke resetke A onda one zajedno sa skupom svih crnih
tacaka ¢ine resetku A . Skup svih crnih tacaka resetke A je invarijantan u odnosu na
translacije za vektore niv; + ngvs, gde ni,ny € Z. Ove translacije odreduju delovanje
grupe translacija na skup elementarnih ¢elija, tj. delovanje grupe belih na skup crnih

tacaka.

Postoji prirodna identifikacija izmedu resetke A i grupe I' svih translacija elementarnih

¢elija te resetke.

Grupa I je slobodna grupa s dva generatora v7 i v3. Neka je H multiplikativna grupa sa
cetiri generatora, x,y, u, v i relacijama medu generatorima xu = 1 i yv = 1. Tada postoji

izomorfizam ¢ : H — T" definisan na bazi na slede¢i nacin

) ¢(u) = _U_ia

! 2.1
Sy) = G Ho) = 1 21)

Ako formiramo grupne prstene Z[I'] 1 Z[H] tada postoji izomorfizam izmedu grupnih

prstena induciran izomorfizmom ¢.

Prsten

Z[1) = Z[H]| = Z]z,y,u,v]/{zu — 1,yv — 1),

¢emo zvati prstenom translacija u odnosu na koje je resetka A invarijantna i oznacavat

¢emo ga sa P.

Neka je A slobodna Abelova grupa generisana svim elementarnim ¢elijama ay;, reSetke A,

ili §to je isto, svim crnim tackama resetke A. Definigimo preslikavanje
Yv:PxA—A

sa

@D(p, ak’,l) = Qk+nq,l4+ng (22)

gde je ¢(p) = n101 + novs,
Preslikavanje 1) definise delovanje prstena P na skup A. S obzirom na ovo delovanje,
grupa A se moze posmatrati i kao modul nad prstenom P generisan samo jednom elemen-

tarnom celijom, na primer, fundamentalnom elementarnom ¢elijom a. Ovaj modul ¢emo
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oznacavati sa P(A). Tako je modul P(A) generisan nad prstenom P samo jednim elemen-
tom, nama ¢e biti udobnije da ga posmatramo kao modul sa cetiri generatora a, b, ¢, d, pri

¢emu su relacije medu generatorima date sa

ua = b va=d

uva = ¢

Slika 2.3: ReSetka A, i modul P(A)

2.2 Sestougaona resetka

Neka nam sada A oznacava dvodimenzionalnu resetku {niuy + nqty : ny,ny € Z} u

Euklidovoj ravni za koju je |uj| = |ua| 1 Z(u, us) = 120°.

Slika 2.4: Resetka A i gestougao

Neka je L matrica ¢ije su kolone vektori uj i u3

T

iy

bOI{L[ ] :x1€[0,1],x2€[0,1]}
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Oznacimo sa p; rotaciju romba by oko gornjeg desnog vrha za ugao od 120° i sa py rotaciju

by oko istog vrha za ugao od 240°.

Stavimo da je

ai = bo U p1(bo) U p2(bo)

Ozna¢imo crnom bojom tacku reSetke A koja se nalazi u centru heksagona a; o, a njegove
vrhove naizmenicno oznac¢imo belim i crvenim tackama pocevsi od donjeg levog ugla.

Vektore 07 1 v3 definiSimo na sledeéi naéin:

U, = 2u] + U

Uy = U+ 23
Neka je A resetka generisana vektorima v7 i v5 tj. neka je:

A ={nv] +nyv3 1 ny,ng € Z}

Grupu A mozemo posmatrati i kao slobodnu Abelovu grupu translacija u ravni za vektore

oblika niv7 + nov3, gde ny,ny € Z.

Pustimo li da grupa A deluje na heksagon aq; dobi¢emo poplocavanje ravni heksagonima

tj. dobi¢emo heksagonalnu resetku u ravni.

Slika 2.5: Resetke A i A

Resetka A je podresetka resetke A indeksa 3, a klase kolicnicke grupe A/A su upravo

skupovi belih, crnih i crvenih tacaka resetke A.

Svaka crna tacka reprezentuje po jedan Sestougao. Skup, crnih tacaka resetke A je invari-

jantan u odnosu na delovanje skupa belih tacaka, tj. resetke A, ispoljeno kroz translacije,
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pa postoji prirodna identifikacija resetke A i grupe translacija I" ¢elija heksagonalne resetke

u ravni.

Oznacimo sa K multiplikativnu grupu generisanu sa tri elementa x, y i 2z koja su povezana
relacijom zyz = 1. Kako je I' slobodna Abelova grupa generisana vektorima v7 i 03,

mozemo definisati izomorfizam ¢ : K — I sa:

¢(x) = vi P(y) = 02

Izomorfizam ¢ inducira izomorfizam grupnih prstena

Prsten Z[z,y, z] /(zyz — 1) ¢emo oznaciti sa P. Neka je A slobodna Abelova grupa gener-
isana svim heksagonima resetke A. Kao i u slu¢aju kvadratne resetke mozemo definisati
delovanje prstena P na skup A u odnosu na koje A postaje modul nad prstenom P koji

oznacavamo sa P(A).

Iako je ovaj modul generisan samo jednim elementom, nama ¢e u daljem radu sa poploc¢avanjem
u heksagonalnoj resetki (glava 4) biti udobnije da ga posmatramo kao modul generisan

sa tri susedne celije Sestougla, koje ¢emo oznaciti sa a, b i c.

Veza izmedu generatornih elemenata modula P(A) data je sa

Slika 2.6: Generatori modula P(A)
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2.3 Poplocavanja i Z-poplocavanja

Mi ¢emo se baviti poplocavanjima regiona u ravni oblicima koji predstavljaju unije
elementarnih ¢elija posmatarne resetke. Te oblike ¢emo zvati poliominima. Poplo¢avanja
koja ¢emo razmatrati nisu particije u strogom smislu te re¢i zbog toga sto delovi kojima
se poplocavanje vrsi imaju zajednicku granicu. Nasa poplocavanja predstavljaju particije
u smislu da je region ravni koji posmatramo prekriven familijom kompaktnih skupova od
kojih svaki ima nepraznu unutrasnjost pri ¢emu su sve unutrasnjosti medusobno disjunk-

tne.

Pre nego damo formalne definicije, ukazat ¢emo na razliku izmedu poplocavanja i

Z—poplocavanja. Razmotrimo slede¢i primer:
Primer 2.3.1.

Pretpostavimo da zelimo poplocati region u kvadratnoj resetki 6 x 5 ”L-oblicima”. Jedan

od nacina na koji to mozemo uciniti predstavljen je na slici 2.7.

v o | x| x| XY Vo

xf x3)/3 x5y? X

Slika 2.7: Poplocavanje regiona 6 x 5 L-oblicima

Dodelimo sada svakoj elementarnoj ¢eliji posmatranog regiona uredeni par prirodnih bro-
jeva (m,n), tako da m oznacava vrstu a n kolonu u kojoj se celija nalazi. Kako postoji
bijektivno preslikavanje izmedu skupa uredenih parova prirodnih brojeva i monoma u
promenljivim z i y pri ¢emu uredenom paru (m,n) odgovara monom z”y", to svakoj
elementarnoj ¢eliji pridruzujemo monom, a uniji ¢elija sumu odgovaraju¢ih monoma, tj.
polinom. Na taj nac¢in L—oblicima L; = {(0,0), (1,0),(0,1)} i Ly = {(1,0),(1,1),(0,1)}
pridruzujemo polinome f;, = 14+ 2z +y i fr, = x +y + xy, a regionu 6 x 5 polinom

f=Q+z+22+ 23+ 2* +2°)(1+y+y* +y* +y*). Sada poplocavanje predstavljeno
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na gornjoj slici algebarski zapisujemo kao dekompoziciju polinoma f datu sa:

f = le =+ ngLl =+ y2fL1 + x2y2fL1 + x4y2fL1+
foz + CLAJCLz + ygsz + nygfLQ + $4y3fL2
= (L+2° + 97 + 2% +2') fo, + (v + 2 + 97 + 2% + 2%°) [,

Primetimo da u slucaju ovakvog poplocavanja polinomi sa kojima radimo imaju ko-
eficijente u skupu prirodnih brojeva, a (N,+) je polugrupa pa skup svih polinoma u
promenljivim x i y sa koeficijentima iz N nema ni minimalnu strukturu prstena. To

ogranicenje je osnovni razlog zbog kojeg se uvodi Z-poplocavanje.

Da bismo ilustrovali razliku izmedu obi¢nog i Z-poplocavanja razmotrimo jos jedan

primer:
Primer 2.3.2.

Poplocajmo region 3 x 3 translatima L—oblika iz prethodnog primera s tom razlikom
Sto sada svakoj elementarnoj ¢eliji dodeljujemo ceo broj koji, ukoliko je pozitivan oznacava
broj plocica koje se na toj celiji nalaze, a ukoliko je negativan oznacava odsustvo prekri-

vajucih ploc¢ica na toj celiji.

y? y2 | xydx?y?
y +. xy + .xy 20
1 | x ] | x 1 | x
2 xyz xzyz
-V | = xy | x%
x 1| x| X

Slika 2.8: Z-poplocavanje 3 x 3 regiona

Poplocavanje sa slike 2.8 zapisujemo sa:

Jaxs = Ju, +xfr, +yfr, — fu. +2yfL,
= (1 +x+ y)le + (IL‘y - 1)fL2
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Ovaj primer nas navodi na zakljucak da je oblast odredenu polinomom f moguce Z-
poplocati oblicima L; i Ly ako i samo ako polinom f mozemo napisati u obliku sume
polinoma koji predstavljaju oblike kojima vrsimo poplocavanje pomnozene elementima
prstena Z[z, y|, odnosno, ako i samo ako f pripada idealu generisanom polinomima fr, i

fr,, a vredi i obrnuto.

Primetimo da je sada kada svi polinomi imaju koeficijente u prstenu celih brojeva ambi-
jentni algebarski prostor prsten polinoma sa koeficijentima iz Z sto je komutativan prsten

sa jedinicom.

Ogranicenje sa kojim se sada susre¢emo ogleda se u ¢injenici da je redukcija polinoma uz
zadani poredak promenljivih, koja se vrsi pri racunanju Grebnerove baze, samo djelimicno
izvodljiva, jer koeficijenti polinoma nisu elementi polja. Zbog toga ¢emo racunati jaku
Grebnerovu bazu koriste¢i modifikovane algoritme implementirane u softveru Mathemat-

ica 9.
Predimo sada na definisanje osnovnih pojmova koje ¢emo koristiti.

Definicija 2.3.1. Poliomino T je konacan podskup resetke A koji svaku elementarnu
celigu a sadrzi sa njenom wvisestrukoscu w, koja moZe biti pozitivna ili negativna. Drugim

recima, T =Y wqa pri éemu w, € Z i a € A.

Poliomino 7' je konacan region koji se sastoji od elementarnih celija resetke A sa

odgovarajué¢im visestrukostima ali koje ne moraju nuzno biti povezane.

Poliomino koji koristimo u poploc¢avanju zvat ¢emo bazni oblik. Nekaje T = {11, T5,...,T,}
skup baznih oblika kojima zelimo polocati region T resetke A. Ty, T5,...,T, i T su ele-
menti modula P(A). Region T mozemo Z—poplocati elementima skupa 7 ako i samo ako
T mozemo napisati u obliku sume 77,75, ..., T, sa koeficijentima iz prstena P, na sledeci
nacin:

T =pTi+pTa+--+pTy
Dakle, T" mozemo poplocati elementima skupa 7 ako i samo ako T pripada podmodulu

modula P(A) koji je generisan sa 11, T, ..., T,.
Tako dolazimo do propozicije:

Propozicija 3.1. Poliomino T mozZemo Z—poplocati elementima skupa T = {11, Ts, ..., Ty}
ako i samo ako T € P(T), gde je P(T) P—podmodul modula P(A) generisan elementima
skupa T .
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2.4 Simetricna poplocavanja

Pojam simetrije je prisutan u prirodnim naukama i umetnosti jednako koliko i u
matematici. Simetrija je usko vezana za pojam lepote i iako svako od nas intuitivno

razume pojam simetrije, nije ga uvek jednostavno definisati.

Intuitivno, simetri¢no poplo¢avanje regiona resetke A je ono koje dopusta da se sve plocice
istovremeno podignu, pomere u ravni na neki nacin ( zarotiraju, transliraju...), a zatim
ponovo prekriju polazni region tako da dobijemo potpuno istu dekompoziciju kakvu smo
imali na pocetku. Preduslov za postojanje simetricnog poplocavanja jeste da je i sam re-
gion koji zelimo poplocati , kao i skup baznih oblika kojim poplocavanje vrsimo simetrican.

Pre nego damo formalne definicije, pogledajmo slede¢i primer.
Primer 2.4.1.

Pretpostavimo da zelimo poplocati trougaoni region u heksagonalnoj resetki oblicima
od po tri vezana heksagona u jednom pravcu, koje ¢emo zvati triboni ali tako da je

poplocavanje simetricno u odnosu na rotaciju za ugao od 120° oko centra trougla.

Slika 2.9: Simetri¢no poplocavanje trougaonog regiona

To znaci da ako se u dekompoziciji nalazi crveni tribon na levoj strani od gornjeg vrha
trougla, onda u poplovcavanju mora postojati i njegova rotacija za ugao od 120° odnosno,
240°. Drugim recima poplocavanje mora biti invarijantno u odnosu na grupu rotacija

reSetke generisanu rotacijom oko centra trougla za 120°.
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Neka je Sp grupa svih izometrijskih transformacija resetke A. Mi ¢emo razmatrati
poplocavanja regiona unutar reSetke koja su invarijantna u odnosu na neku kona¢nu pod-
grupu G grupe S,. Napomenimo da je i I' jedna od podgrupa grupe Sy i da je to grupa

svih translacija resetke A koja je beskonacna i generisana sa dva elementa.

Neka je G konacna podgrupa grupe Sy. Grupa G deluje na skup svih elementarnih celija
reSetke A, a samim tim i na modul P(A). Medutim, delovanje grupe G' na elemente

grupnog prstena P ne mora biti trivijalno.

Oznacimo sa P¢ skup svih elemenata prstena P koji su invarijantni u odnosu na delovanje
grupe G. PY je podprsten prstena P. Kako je P“ i sam prsten, on deluje na elemente
grupe A, i na isti na¢in kao ranije, A se moze posmatrati i kao modul nad prstenom P¢.

Taj modul éemo oznacavati sa AC.

Pretpostavimo da je skup 7 osnovnih oblika kojima poplo¢avamo invarijantan u odnosu
na delovanje grupe GG. Jedno od interesantnih pitanja za ¢ijim odgovorom tragamo glasi:
Kada je moguée G—invarijantni region 7' G—simetri¢no Z—poplocati translatima eleme-

nata skupa 7?7

Ako sa PY(T) ozna¢imo PY—modul simetri¢nih poliomina generisanih elementima skupa
T, onda nam odgovor na gornje pitanje daje propozicija 4.1 koja je simetri¢ni analogon

propozicije 3.1.

Propozicija 4.1. Neka je T = {11, Ts,...,T,} G—invarijantan skup baznih oblika i neka
je T G—invarijantan region resetke A. T mozZemo G—simetricno Z—poplocati elementima
skupa T ako i samo ako T € (P(T)), gde je (P(T))¢ PY—podmodul modula (P(A))¢

generisan elementima skupa T .
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Glava 3

Poplocavanje tribonima u kvadratnoj
reSetki simetri¢cno u odnosu na

koordinatni pocetak

U ovoj glavi ¢éemo se baviti problemom Z—poplocavanja tribonima u kvadratnoj resetki
koje je simetricno u odnosu na koordinatni pocetak. Sa A ¢emo oznacavati kvadratnu
reSetku, sa Sy grupu izometrijskih preslikavanja u odnosu na koju je resetka invarijantna,
a sa G podgrupu grupe Sy koja je generisana simetrijom u odnosu na koordinatni pocetak.

Kako je ova simetrija inverzna sama sebi, ocigledno je |G| = 2 pa je G = (5.

Tribonom nazivamo poliomino koji se sastoji od tri uzastopne vezane elementarne celije
resetke. U kvadratnoj resetki tribon moze biti vertikalan ili horizontalan. Drugim rec¢ima

tribon je translat jednog od sledeca dva poliomina

N
|

a(l+y+y?)
H, = a(l+xz+2?
Oznac¢imo sa

T = {a(l+z+2%),a(l +y+v?),b(1+u+u?),bl+y+y?)
c(1+u+u?),c(l+v+0v?),d1l+z+2%),d1+v+0v?)}

skup baznih oblika kojima zelimo poploc¢avati region u nasoj resetki. Jasno je da je i sam

skup 7 invarijantan u odnosu na grupu G.
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Nasa namera je da iskoristimo kriterij iz propozicije 4.1 (glava 2) na Z-poplocavanje
invarijantno u odnosu na grupu G. U tom cilju ¢éemo najpre odrediti podprsten svih
elemenata prstena P koji su invarijantni u odnosu na grupu G a zatim i generatorne
elemente modula (P(7))C.

3.1 Prsten invarijanti

Odredimo generatorne elemente i relacije medu njima u prstenu P¢.
Osnovni alati teorije invarijanti kao sto su teorema Emi Neter, Molienova teorema i druge,
odnose se na prstene polinoma oblika k[zq,xs, ..., x,], pri ¢emu je k polje karakteristike
nula. Videli smo da priroda problema poplocavanja zahteva rad sa prstenima polinoma ¢iji
su koeficijenti iz prstena celih projeva Z. Zbog toga smo prinudeni koristiti druge tehnike
koje ukljucuju i racunanje jake Grebnerove baze za ideale iz prstena ¢iji su koeficijenti

celi brojevi.

Definicija 3.1.1. Neka je G podgrupa grupe permutacija Sy, i X = {1, xs,...,2,} skup

promenlyivih. Grupa G deluje na skup X na sledeéi nacin:
g* i = Tg(s)

za sve g € G. Kazemo da je polinom f(xq,xs,...,2,) € L1, Ta, ..., x,] invarijantan u

odnosu na delovanje grupe G ako je

flar,za, ... 2n) = f(%(l)?xg(?)’ o 7xg(n))

za svako g € G. Skup svih invarijantnih polinoma u odnosu na delovanje grupe G

oznacavamo sa Lxy, Ty, ..., 1,]%.
Primetimo da je skup Z[r1, 2o, ..., 2,]% zatvoren za sabiranje i mnozenje svojih eleme-
nata, a kako sadrzi i konstantne polinome to je Z[xi, o, ...,,]¢ podprsten prstena

Llxy, 9, ..., Ty

Neka je G podgrupa grupe Sy, generisana proizvodom dve transpozicije.

g = (13)(24). g je inverzno samo sebi pa je |G| =21 G = Ch.
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Neka su s1, sg i t binomi iz prstena Z[x, y, u,v]/(zu — 1,yv — 1) dati sa

ST = x+u
Sog = Y+
t = zy+uv

Binomi sy, sy i t su G—invarijantni, i mi tvrdimo da oni zajedno sa jedinicom 1,
generisu prsten (Z[z,y, u,v]/{zu — 1,yv — 1))¢.
Lema 1.1. Polinom

Jmn = Y +u™" € Zx, y, u, U]G

Za svako m,n € N moZe biti napisan kao polinom u promenljivim sy, so, t sa koeficijentima

12 skupa 7.

Dokaz: Neka je najpre n = 1.
Za m = 1 imamo da vredi
gu=zytuv=t
Zbog,
sign = (x4 u)(zy + w) = 2’y +v’v +y 4o
imamo da je
921 = S1911 — S2 = S11 — S

Prema tome, vidimo da zan = 11im € {1,2} polinom g,,, mozemo napisati kao polinom

u promenljivim s1,s9 1 t. Pretpostavimo sada da za svako k < m polinom g¢;; mozemo
predstaviti kao polinom u sy, so 1 t.

Kako je

$19m-11 = (x+ u)(z™ ty + u™ ) =
— xmy+umv+xm—2y+um—2v _

= 9m1 T Gm-21,

imamo da vredi relacija

Im,1 = S19m—-1,1 — Gm-2,1
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Odavde zbog induktivne pretpostavke zaklju¢ujemo da i g,,1 mozemo napisati kao polinom
u promenljivim sy, s9 i t.

Na osnovu principa matematicke indukcije zakljucujemo da je nasa tvrdnja tacna za
svako m € N.

Neka je sada m proizvoljan ali fiksan prirodan broj. Ve¢ smo videli da vredi:
Im, € Z[s1, 52, 1]

Za n = 2, imamo
Gm2 = S2Gm1 — (2" +u")

™ +u™ je simetri¢an polinom iz Z[z, u] pa moze biti napisan kao polinom u elementarnim
simetri¢nim funkcijama x +w and zu. Ovo znaéi da u prstenu Z[z, y, u, v]/{xu—1,yv —1),
2™ + u™ mozemo napisati kao polinom u x + v = sy, iz Cega zakljucujemo da g2 €
Z[s1, s9,1].

Pretpostavimo sada da za svako k < n polinom g,,, moze biti predstavljen kao polinom

u Sq, So it. Imamo da vredi sledece:

Sng,n—l = (y + U)(xmyn—l - umvn—l) =
— l,myn + U™ + xmyn—l +u™ —

= Y9mn + gm,n72

pa je
Immn = S20mn—1 — Gmn—2
Na osnovu induktivne pretpostavke sada zakljucujemo da g, , moze biti napisan kao
polinom u promenljivim sy, s i t.
Po principu matematicke indukcije zakljuc¢ujemo da za svako m,n € N polinom g,,, €
Z[s1, so,t]. O

Sledec¢a lema moze biti dokazana na isti naéin:
Lema 1.2. Polinom
i = ™0™ +u™y" € Zz,y, u, U]G

Za svako m,n € N moZe biti napisan kao polinom u promenljivim sy, so, t sa koeficijentima

12 skupa 7.
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Teorema 1.3. Prsten (Z[z,y,u,v]/{zu—1,yv—1))¢ je generisan sa 1, s1,s5 i t. Stavise,
(Z]w,y, u, 0]/ {u — 1yv = 1)) 2 Z[sy, 52,1]/(6)

pri cemu je

O :=s7+55— 5189t +12 —4=0

Dokaz: Svaki polinom moze biti napisan na jedinstven na¢in u obliku sume homogenih
komponenti. Polinom f € Z[x,y, u, v] je invarijantan u odnosu na delovanje grupe G ako i
samo ako si i njegove homogene komponente invarijantne u odnosu na delovanje grupe G.
Za proizvoljan polinom f € (Z[z,y,u,v]/{xu—1,yv—1))¢ njegove homogene komponente

mogu imati jedan od sledec¢ih oblika:
Iz leme 1.11 leme 1.2 sledi da f mozemo napisati kao polinom u promenljivim sy, s9, and
t.

Odredimo sada ideal I koji je generisan svim algebarskim relacijama izmedu sq,so i t.
Za ideal I kazemo da je ideal svih relacija medu generatorima ili ideal sizigija. Iskoristit

¢emo sledecu propoziciju :

Propozicija 1.4. (D. Cox, J. Little and D. O’Shea [9, Chapter 7, §4, Proposition 3|)
Ako je klxy, ..., x,)% = k[f1,..., fa], posmatrajmo ideal

‘]F: <f1_y17---7fm_ym> Ck[xla"wxnayla'--’ym]

(i) Ir je n —ti eliminacioni ideal od Jr. Prema tome, Ip = Jr N kY1, ..., Ym)
(ii) Fiksirajmo monomijali poredak u prstenu k[, ..., Zn, Y1, ..., Ym) tako da su monomi
koji sadrze bilo koju od promenljivih x4, ..., x, velt nego monomi u promenljivim

klyi,...,ym] i neka je G Grebnerova baza ideala Jr. Tada vredi: GOklyy, ..., ym] je

Grebnerova baza ideala Ir v monomijalnom urdenju induciranom na klyi, ..., Ym].

Gornja propozicija vredi i za prstene polinoma sa celobrojnim koeficijentima. Formi-
rajmo ideal

J=(+u—ay+v—>bry+uv—cau—1yv—1)
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Za leksikografski poredak promenljivih >y > u > v > s1 > s9 > t Grebnerova baza

ideala I sastoji se od sledec¢ih polinoma

—4+ 12+ 87 — 15189+ 83, 1+ 0% — sy, —du — 2tv + 281 + tSy + vS1Sy + USS — 5153

—2u — tv + s1 + uvs,y, —4 + % + 2us;) + tvs; — tusy — 208y — t818y + 253

—tu — 20 + uvsy + Sq, —2tu — t?v + ts; — 259 + t2S9 + uS1Sy + tvS1Sy — vs% — tslsg + s%
u+x— s —2 + tuv + us; — tusy — vSy + S

v+ Y — Sg, —3+ 12+ u? 4+ usy + tvs; — tusy — 20y — t515y + 253

—t + 2uv — vS] — USy + S1S9

Iz propozicije 1.4 sledi da je ideal relacija medu generatorima dat sa
I=(—4+t*+s] —tsysy+s3)
iz ¢ega zakljucujemo da je

(Z[z,y, u, 0]/ {zu = 1,y0 = 1))% = Z[sy, 55,8] /(s + 55 — s1891 + 1* — 4)

3.2 Podmodul (P(7))“ generisan tribonima

Odredimo sada skup generatora modula (P(7))%, pri éemu je T skup tribona.

T = {a(l+z+2%),a(1 +y+9?),0(1+u+v?),b(1+y+y?)
c(1+u+u?),c(1+v+02),d1+z+22),d1+v+0v?)}

Napomenimo da u modulu (P(A))% vrede sledeée relacije medu generatorima koje ¢emo
koristiti u izracunavanjima
b=wua, d=va

C = uva

Stavimo da je:
Vi=a+d+dv+c+b+by
Vo=ay+a+d+b+c+cv
H=bt+ta+tax+cu+c+d
Hy=bu+b+a+c+d+dx
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Slika 3.1: Parovi poliomina simetri¢ni u odnosu na koordinatni pocetak Vi,V5, Hy i Ho

Lema 2.1. Za proizvoljno m € N polinom:

Vigm = 2™ (a + d + dv) + u™(c + b+ by)
Vogm = 2™(a + b+ by) + u(cv + ¢+ d)

mogu biti napisani u obliku sume V; i Vs sa koeficijentima iz prstena PC.

Dokaz: Za m = 1 imamo da je

Zbog,

Vie = z(a+ d + dv) +u(c+ b+ by)

siVi = (z+u)l(a+d+dv) + (c+ b+ by)]

[z(a+d+dv)+ulc+ b+ by)] + [u(a+ d+ dv) + z(c+ b+ by)]
= Vig+[(b+c+cv)+ (d+a+ ay))

vredi relacija

‘/im = 51‘/1 - ‘/2 - 81‘/110 - V'Qmo

Pretpostavimo sada da za svako k < m polinom Vi,» moze biti predstavljen kao suma V;

i V5 sa koeficijentima u prstenu PC. Iz relacije,

51‘/12:m

= (z4+u)a™(a+d+dv)+u"(c+b+by)]
= [z™a+d+ dv) + u™ e+ b+ by)] + 2™ Ha+ d + dv) + u™ e+ b+ by)]
= Vigm+1 + Vigm—

imamo da je

‘/lxm‘H = 51‘/1:Em - ‘/1:1:7”_1
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Na osnovu induktivne pretpostavke i gornje relacije zaklju¢ujemo da i polinom Vi m+1

takode moze biti predstavljen u obliku sume V; and Vs sa koeficijentima iz prstena PC.

Tvrdimo da se i polinom Va,m za priozvoljno m € N moze napisati kao zbir Vi, V5 sa

koeficijentima iz prstena PY. Za m = 1 imamo da je

$1Va = (x+u)[(d+a+ay)+ (b+c+ cv)]
= [z(d+a+ay)+ub+c+ )]+ [(c+b+by)+ (a+d+dv)| Ul
= Voo + V1

iz cega sledi da je V5, = s,V — V). Pretpostavimo sada da tvrdnja vredi za sve k za koje

je 1 <k <m. Kako je

$1Vom = (v 4+u)z™(d+ a4+ ay) + u™(b+ c + cv)]
= [z™TNd+a+ay) +u™ b+ c+cv)] + [z Hd+ a + ay) + u" (b + ¢ + )]
= Vagmer + Voym—s

to vredi relacija

‘/2x'm+1 == Sl‘/sz — ‘/217n71

pa na osnovu induktivne pretpostavke vidimo da se i V5,m moze napisati u zeljenom

obliku. Na osnovu principa matematicke indukcije zakljucujemo da se za svako m € N

polinom V= Moze napisati u obliku zbira V; i Vs sa koeficijentima iz prstena P¢. U
Lema 2.2. Za svako m,n € NU {0} polinomi

Vagmyn = az™y" (1 +y +y%) + cu™v" (1 + v +v?)
Vigmyn = bu™y™(1 +y +y*) + dz™v"(1 + v +v?)

mogu biti napisani v obliku sume Vi i Vs sa koeficijentima iz prstena PC.

Dokaz: Razmotrimo prvo polinom Vgzmyn.

Za m =01in =0 imamo da vredi sledeca relacija:

so5Vo—V1 = (y+v)d+a+ay+b+c+cw)—(dv+d+a+c+b+by)
= a(l+y+y?) +c(l+v+0?
= ‘/aazoyoz‘/a
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Zam=1in=0izam=01n=1 imamo

51V, = (z+wla(l +y+y*) + (1 +v+0v?)]
laz(1+y+y?) +cu(l +v+0*)] + b1 +y +y?) +d(1 + v +v?)]
= Va:v—i_v;)

$:Va = (y+0v)al+y+y°)+c(l+v+07)
= Jay(1+y+v°)+cwd+v+0)]+ el +y+y*) +cy(l+v+07)]
= ‘/ay—i_‘/Q

Sto znaci da vrede relacije:
‘/ax = Slva - ‘/b
V:zy = 82‘/0, -V,
Kako je,

tVo—Vi = (zy+w)[a(l +y+v*) +c(1+v+0%)]—[(c+b+by) + (a+d+ dv)]
= Jazy(l1+y+y*) + cuv(l + v+ v?)]
= V:wy

zam=11in=1, imamo Vi, = tV, — V.

Iskoristimo opet matematicku indukciju. Neka je n = 1. Za m = 2 zbog:

$1Vawy = Vo = (z+u)lazy(l+y+y°) +cuv(l + v +0*)] = [a(l +y+y?) + (1 +v +0%)]
= ax®y(1+y+y?) + c®v(l +v+0v?)
= V:szy

imamo da je

V;zacZy = 81‘/aacy —Va

Vidimo da za n = 11 m = 2 Vgmyn moZemo napisati u obliku sume V; and V5 sa
koeficijentima iz prstena PY. Pretpostavimo sada da isto vredi i za svaki polinom Vx,
gde je 2 < k < m. Zbog,

§1Vagmy = (z+w)[ax™y(1+y+y?) +cu™v(1 + v +v?)]
= Jaz™My(1+y+y?) + cu" M o(1 + v +0?)|+
+ Jaz™ ty(1+y + y?) + cu™ o1 + v+ 0?))
Vagm+iy + Vogm-1
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imamo da je

‘/ax””rly = Slvaa:my - Varmfly

Na osnovu induktivne pretpostavke vidimo da i polinom Vg;m+1, moZemo napisati u ob-
liku zbira Vi and V, sa koeficijentima iz PY. Prema principu matematicke indukcije
zakljucujemo da se polinom oblika V,,m, moze za svako m € N U {0} napisati u obliku

zbira V; i V; sa koeficijentima iz PC.

Neka je sada m proizvoljan ali fiksan prirodan broj. Veé¢ smo pokazali da za n = 1 polinom
Vaemy ima zeljene osobine. Pretpostavimo sada da isto vredi i za Vym,x gde je 1 < k < n.
Zbog:

$2Vagmyr = (y+0)az™y" (1 +y +y°) + cu™v" (1 + v + v?)]
= [az™y"" (1 +y+y?) + cu™" (1 + v+ %)+
+ laz™y" (1 +y+y?) + cu™" (1 4+ v + v?)]
= Vagmyn+1 + Vogmyn—

imamo da vredi relacija

‘/;m:mynJrl = 82‘/;122"”:[/" — ‘/axmynfl
Prema principu matematicke indukcije zakljucujemo da za svako m,n € NU{0} polinom
Vazmyn moze biti napisan kao suma V; i V5 sa koeficijentima u prstenu PC.

Pokazimo sada da se i polinom Vj,m,» moze predstaviti u obliku sume polinoma V; i V,

sa koeficijentima iz prstena PY. Za m = 0 i n = 0 imamo:

$5Vi = (y+v)[(a+d+dv)+ (c+ b+ by)]
b(1+y+y*) +d(1+v+v*)] +[(d+a+ay) + (b+c+cv)]
= V+1

Pa vredi Vj, = sV — V5.

Zam=1in=0izam=01in =1 imamo da je:

s1iVy = (z+u)[b(1+y+vy?) +d(1+v+0v?)]
= [bu(l+y+92) +de(l+v+0*)]+[a(l+y+y?) +c(l +v+0?)]
- ‘/bu'i_‘/a
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5V = (y+u)[b(1 +y+y?) +d(1+v+v?)]
by(1 4y +9?) + do(1 + v+ 0]+ [(c + b+ by) + (a + d + dv)]
= V+W
Sto znaci da vrede relacije
Viu = s1Vo = Vo
Vg = V=W

Iskoristimo opet matematicku indukciju. Neka je n = 0. Videli smo da polinom V,
mozemo napisati kao zbir V; i V5. Pretpostavimo da to vredi i za sve polinome Vj,x za
1 < k <m. Kako je:

$1Voun = (z+u)[bu™(1 +y+y?) + dz™(1 + v +0v?)]
= [ (1 +y+y?) +da™ 1+ o+ 0%)] + b1+ y +y7) +da T L+ v+ o)
- ‘/E)u"”l + %u"ﬁl

imamo da vredi relacija
Vi1 = 81 Vpum — Vigym—1
Iz gornje relacije na osnovu induktivne pretpostavke zakljuc¢ujemo da Vj,m mozemo napisati

u obliku sume V; and V5 sa koeficijentima iz prstena PY za svaki prirodan broj m. Neka,

je sada m proizvoljan ali fiksan prirodan broj i neka je n = 1. Tada je:

$2Viur = (y+0)[bu™(1+y +y?) +da™ (1 + v+ v*)]
= [bumy(1+y+y?) +dz™v(l + v+ v?)] + [u™(c + b+ by) + 2™(a + d + dv)
%umy _'_‘/lxm

Sto znaci da vredi

‘/bumy = 32%1”” - Vle’"

Na osnovu induktivne pretpostavke i leme 2.1 vidimo da i polinom Vj,m, mozemo napisati

u obliku zbira Vi and Vs sa koeficijentima iz PY. Pretpostavimo da to vredi i za sve

1 <k <n. Imamo:

$oVoumyn = (y +0)[bu™y"(1 +y + y?) + dz™v"(1 + v + v?)]
[bu™y™ (1 +y + y?) + da™™ (1 + v + 0?) ]+
+ [bumy" (1 +y + y?) + dae™o" N1+ v+ 0?)]

= %umyn+l + %umynfl
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tj.

%umyn+1 — SQ%umyn - %umynfl
Zbog induktivne pretpostavke iz gornje relacije sledi da naSa tvrdnja vredi i za n + 1.
Prema principu matematicke indukcije zakljucujemo da se polinom oblika Vjzm,» moze za
svako m € NU {0} i svako n € NU {0} napisati u obliku zbira V; i V, sa koeficijentima

iz P¢ ¢ime je dokaz leme kompletiran.
O

Sledeée dve leme dokazujemo na isti nacin kao prethodne.
Lema 2.3. Za svako m € N polinomi

Hyym = y™(ax +a+b) +v™(cu+ c+d)
Hoym = y™(a+ b+ bu) +v™(c+ d + dx)

se mogu napisati u obliku zbira Hy i Hy sa koeficijentima iz prstena PC.
Lema 2.4. Za svako m,n € NU {0} polinomi

Hypmyn = az™y™(1 + x + 22) + cu™0™ (1 4+ u + u?)
Hyymyn = bu™y™(1 + u+ u?) + du™v"(1 + x + 2?)

mogu biti napisani u obliku sume Hy i Hy sa koeficijentima iz prstena PC.

Teorema 2.5. Modul (P(T))¢ C (P(A))® G—invarijantnih poliomina koji se mogu
simetricno u odnosu na koordinatni pocetak Z—poplocati elementima skupa T generisan

je kao modul nad prstenom PY G—simetricnim parovima tribona Vi, Vo, Hy i Hs.

Proof: Ocigledno je da prozvoljan par vertikalnih tribona koji su simetri¢ni s obzirom

na koordinatni pocetak moze imati jedan od sledeca cetiri oblika

Vigm = a2™a+d+dv) +u"(c+b+by)
Vogm = 2™(a+b+by) +u"(cv+c+d)
Vigmyn = az™y"(1 +y +y*) + cu™v"(1 + v +v?)
Vigmyn = bu™y"(1 4+ y + y?) + du™v"™(1 4+ v + v?)

a prizvoljan par horizontalnih tribona koji su simetri¢ni u odnosu na koordinatni pocetak

moze imati jedan od oblika
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Hyym = y™ar+a+0b)+v"(cu+c+d)
Hoyym = y™a+b+bu)+v"(c+d+dx)
Hypmyn = azx™y"(1+z + 2?) + cu™v™(1 + u + u?)
Hyymyn = bu™y™(1 4w+ u?) + du™v"(1 + x + 2?)

Iz lema 2.1 i 2.2 sledi da proizvoljan vertikalni, a iz lema 2.3 i 2.4 sledi da proizvoljan
horizontalni par centralno-simetri¢nih tribona moze biti napisan u obliku sume Vi, V5, Hy
i H, sa koeficijentima u prstenu P¢ §to znaéi da su oni elementi modula generisanog sa.
Vi, Vo, Hy i Hy nad prstenom PY. Obrnuta inkluzija je o¢igledna pa zakljuéujemo da je
modul svih parova centralno simetri¢nih tribona generisan sa Vi, Vo, Hy 1 Hs .

O

3.3 Prsteni Pi P

Ve¢ smo videli da resetku A mozemo posmatrati i kao podresetku resetke A. Na isti
nacin na koji smo formirali grupni prsten P = Zz,y,u,v]/{zu — 1,yv — 1) resetke A,

mozemo formirati i grupni prsten resetke A. Oznaéimo grupni prsten resetke A sa
P = Zl[a,b,c,d)/{ac — 1,bd — 1)

Svi strukturni rezultati koje smo dokazali da vrede za prsten P vrede takode i za prsten

P. Tako postoji izomorfizam
(Z[a,b,c,d]/{ac — 1,bd — 1))% = Z[s, 55,1] /(s + 52 — 5189t + 12 — 4) (3.1)
gdejesi=a+c, so=b+dit=ab+ cd.

Cinjenica da je A podresetka resetke A indeksa 2 omoguéava nam da definisemo Z,—graduaciju

u prstenima P i P prema ostatku koji stepen daje pri deljenju sa 2.

Prsteni P~ i PC nasleduju Z,—graduaciju iz prstena P.

Prsten P je Z—generisan sa 1 i binomima oblika a™b™ + ¢"d", a™d" 4+ ¢™b" gde je
m,n € NU{0}. Sliéno je i prsten PY Z—generisan sa 1 i binomima z™y" + u™v" i
™" 4+ u™y". Kako je, x = ad, y = ab, u = bc and v = cd vidimo da je prsten P¢
oc¢igledno podprsten prstena P svih elemenata graduiranih nulom u Z,. Podskup svih
elemenata prstena P koji su graduirani sa 1 € Z, je upravo skup elemenata modula

(P(A))%. Ova karakterizacija nam omoguc¢ava da damo slede¢u propoziciju:
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Propozicija 3.1. Neka je (P(T))¢ C (P(A))¢ PY—podmodul modula (P(A))% generisan
skupom T . Neka je I piryc ideal u prstenu P generisan skupom T . Pretpostavimo da
p € (P(A)C. Tada imamo da:

p € (P(T))% < p € Ipye

Dokaz: Implikacija p € (P(T))¢ = p € I(p(1)c je ocigledna. Ako je p € Iiperye ip=

appr1+agpat- - +agpg pri ¢emu su elementi p; € T 1 homogeni su (u smislu Zs—graduacije)

a elementi a; € P onda mozemo pretpostaviti da svi a; € PY (u suprotnom bi se ti
elementi medusobno ponistili).

O

Gornja propozicija nam omogucava da 'problem pripadnosti podmodulu’ svedemo na

'problem pripadnosti idealu’ u prstenu P Zbog izomorfizma (3.1) "problem pripadnosti

idealu’ za ideal generisan skupom 7 postaje 'problem pripadnosti idealu’ za ideal

Jiprye = Liperye + (s1+ 55 — sisat + 17 — 4) C Z[sy, 52, 1]

3.4 Ideal Jpi)c 1 njegova Grebnerova baza

Sada Cemo izraziti elemente ideala I p(7))c u promenljivim s, 55 1 ¢ i odrediti njegovu

Grebnerovu bazu

o e . o . —=G . . .
Propozicija 4.1. IzraZeni u promenljivim si, sg © t u prstenu P~ polinomi Vi, Vo, Hy 1

Hs imaju sledec¢u formu:

Vio= s(1+41)
Vo = s1(141)
Hy = s1(1+ 5150 —1t)
Hy = s3(1+4 5150 —t)

Dokaz:
Dokaz se izvodi direktnim izracunavanjem. Na primer:
H = b+at+axr+cut+c+d
(a+c)+ (b+d) + a*d + bc?
s1+ s2+ (a+ ¢)(ad + be) — abe — adc
S1+ So + S1(s180 — t) — $2

= 31(1 + §189 — t)
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O

Formirajmo ideal Jp(r)e:

J(p(T))G = <52(1 + t), 81(1 + t), 81(1 + 8189 — t), 82(1 + 8189 — t), S% + 8% — Slsgt -+ t2 — 4>

Koriseci softver Wolfram Mathematica 9.0 odredili smo Grebnerovu bazu ideala Jp(y)a.

Propozicija 4.2. Grebnerovu bazu GJpirye ideala Jpirye C B s obzirom na leksiko-

grafski poredak promenljivih s1, s it ¢ine sledeci polinomsi:

—4 — 4t + 2+ 13, 59 + Sot, 16 — 1582 + 355 — 4t2,
45y — HS5 + 55, 251 + Hsg — 55, s1 + s1t,
8 + 5189 — Bs3 + s5 — 2t2,  —12 + s 4 653 — 55 + 3t*

3.5 Poplocavanje regiona S,

Sada kada smo odredili generatore i Grebnerovu bazu ideala Jp(r))c iskoristit cemo
te rezultate da ispitamo kada je moguée poplocati region u ravni S, koji je simetrican
u odnosu na koordinatni pocetak. Region S, koji zelimo poplocati predstavljen je na
slici 3.2 1 ima Supljinu u sredini. n je broj kvadrati¢a koji se nalaze na svakoj od strana
regiona S,. Posmatrani region je simetrican u odnosu na koordinatni pocetak, pa je
element P%—modula A%,

Oznacimo sa O operaciju na modulu A koja svakom elementu modula dodaje elemente
koji su njemu simetri¢ni s obzirom na xu, yv ose i s obzirom na koordinatni pocetak. Na

primer:

O(ax?y) = az’y + buy + cu’v + dz’y
Ako definisemo ideal [ sa
I'={(a(l+z+2%),a(l +y+y%)
onda se lako vidi da vredi sledec¢a propozicija:
Propozicija 5.1. Za f € P(A) imamo:

a) Ako f € I onda Of € Ipi)c
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Slika 3.2: Region Sg

b) Ako fi =1 f> onda Of; =liper)e Of

Razmotrimo sada detaljnije trougaoni region 7,, koji se nalazi u prvom kvadrantu i

predstavljen je na slici 3.3.

Slika 3.3: Regioni Ty i T5

Neka je
Hl,=a(l+z+2*+ - +2"1)

Tada imamo da je:

Tn = Hln+yHln—1+y2Hln—2+"'+ayn_l
T, = a(l+z+y)
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Lema 5.2. Ako je m =n(mod 3) onda je i
a) ar™ =; ax”
b) ay™ =1 ay™

Lema 5.3. Za proizvoljno n € N tmamo da je

Hl, +yHl,_| +y*Hl, 5 =; 2" *T)

Dokaz:

Hln +yHln,1 +y2Hln,2 =
a(l+z--+2" Y +ay(l+z--+2" ) +a*)(l+x---+2"3) =
al+z+2% - +2" 31 +y+9?) +ar" 21+ a2 +y)

Iz leme 5.2 1 leme 5.3 sledi

Propozicija 5.4.
kT if n=3k—1
T, =r{ kaTy if n=3k (3-2)
kx*Ty +a if n=3k+1.

Iz propozicije 5.1 i teoreme 5.4 dobijamo:

Propozicija 5.5. Polinom kojim opisujemo region S, kongruentan je mod Jp¢ryc sa

kEla(l+z4+y)+b(l+u+y)+c(l+u+v)+dl+z+v)—(a+b+c+d) (n=3k—-1)

klax(1+z+y)+bu(l+u+y)+cu(l+u+v)+de(l+z+v)]—(a+b+c+d) (n=3k)

klax?(1 + 2 4+y) + (1 +u+y) + (1 +u+v) +de*(1+ 2 +0v)] (n=3k+1)

Dokaz sledeée propozicije sledi iz propozicije 5.5 direktnim izracunavanjem ili upotre-

bom odgovarajuceg softvera.
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Propozicija 5.6. Polinom oblasti S,, u prstenu P kongruentan je mod J g(rye sa kP—Q

pri cemu je:

o Zan=3k—-1
P=—5 —s9+ 3332 + slsg
Q = s1+ s9
o Zan =3k
P = —5) — 98y + 575y — 5155 + 855 + 285 + 5755 — 5189t — 35185t + 289t”
Q =51+ 52
o Zan=3k+1
P = 51— Tsy— 108155 + 55535 + 285 — 5285 + 5155 + 25155 + 5555 + 81t + 1359t —

—28% 89t — 51855t — 28555t — 385t — AsTsat + 289t + 8589t + Gsy55t° — syt

Q=0
Teorema 5.7. Neka je S, region kvadratne resetke predstavijen na slici 3.2 gde je n broj
kvadratica resetke koji se nalaze na svakoj od mjegovih stranica. Region S, je moguce
simetricno s obzirom na koordinatni pocetak, Z—poplocati tribonima ako i samo ako je

n =3k + 1 za neki ceo broj k.

Dokaz:

Iz propozicije 5.6 polinom koji je kongruentan polinomu oblasti S,, moze se opisati u

promenljivim sy, so i ¢t u obliku kP — Q.

Uz pomo¢ softvera Wolfram Mathematica 9.0 mozemo odrediti ostatke P i Q redukcije

polinoma P i @ sa grebnerovom bazom GJ(p(rye ideala Jpir)e. Tako dobijamo:
fn=3k—-1
Ifn=3k
Ifn=3k+1 P=0 Q=0

Vidimo da je ostatak pri deljenju polinoma kP — ) Grebenrovom bazom ideala Jig(7))e

= 51 + 759 — 25 Q=51+ 59
=5 +255+55 Q=545

P
F
jednak nuli samo u slucaju n = 3k + 1. U preostala dva slucaja polinom kP — () se
ne moze reducirati na nulu jer zbog strukture polinoma koji ¢ine Grebnrovu bazu uvek

dobijamo ostatak koji je jednak sumi monoma s;, s, and s5 a taj ostatak se ne moze dalje

reducirati. 0
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Glava 4

Poplocavanje u heksagonalnoj resetki
simetricno u odnosu na rotaciju za

ugao od 120°

Sada ¢emo se baviti problemom simetri¢nog Z—poplocavanja tribonima u Sestougaonoj
reSetki u ravni. Oznac¢imo sa Sp., grupu svih izometrijskih preslikavanja u odnosu na
koja je posmatrana Sestougaona reSetka invarijantna. Neka je O jedna od belih tacaka
reetke A koju ¢emo zvati koordinatni pocetak i neka su a, b i ¢ tri susedna Sestougla
koje ¢emo smatrati generatorima modula P(A) kako je prikazano na slici2.6. Razmatrat
¢emo poplocavanja invarijantna u odnosu na podgrupu G grupe S, koja je generisana

rotacijom za ugao od 120° oko zajednickog vrha O generatornih heksagona a, b i c.

Grupa G ima tri elementa, identicko preslikavanje, rotaciju p za ugao od 120° i rotaciju

p* za ugao od 240°, pa je |G| = 3 $to znadi da je G = Cs.

Tribonom ¢emo i sada zvati poliomino koji s sastoji od tri susjedne c¢elije. U heksag-

onalnoj resetki tribon je translat jednog od slede¢ih oblika:

T.(a) = alz'+1+2z)
Ty(a) = aly™' +1+y)
T.(a) = a(z'+1+2)

Oznacimo sa T skup tribona.
T ={T:(a), Ty(a), T>(a)}
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Skup T je skup baznih oblika i invarijantan je u odnosu na grupu C5. Da bi iskoristili
kriterije za G—simetricno Z— poplocavanje navedene u glavi 2 prvo ¢emo da odredimo
podprsten prstena P ¢iji su elementi invarijantni u odnosu na delovanje grupe Cs, a zatim

i da nademo generatore modula (P(7))%.

4.1 Delovanje grupe (5 na prsten

P =7Zz,y,z]/{zyz — 1)

Ranije smo rekli da grupa G = C3 deluje na elemente modula P(A) pri cemu delovanje
grupe G na elemente prstena P ne mora da bude (i u nasem slucaju nije) trivijalno. Skup
svih elemenata koji su invarijantni u odnosu na delovanje grupe C je podprsten prstena

P koji ¢emo u skladu sa uobi¢ajemim oznakama, oznaéiti sa P¢5.

Grupa permutacija S3 deluje na prsten Z[z,y, z] permutiraju¢i promenljive z,y i z, a
prsten svih polinoma koji su invarijantni u odnosu na ovo delovanje oznacavamo sa

Zx,y, z]%. Znamo da je taj prsten generisan elementarnim simetri¢nim funkcijama

oy =r+Yy+z, 0o2=xYy+tyzr+2zr, 03=2ITYZ

Polinomi oblika

ob = aPyPp (p>0)
H(aPy1z") = aPyz" + yP 290" + 2Paty" + yPatz" 4+ aP 20y + 2Pyta” (p# q £ #p)

(4.1)

takode ¢ine Z— bazu prstena Z|x,y, 2]

Grupu C5 mozemo posmatrati i kao podgrupu grupe permutacija S3. C3 je tada pogrupa
od S5 generisana na primer, troclanim ciklusom (1, 2, 3) koji na skup promenljivih {z, y, z}

deluje tako da x menja sa y, y sa z i z sa x.

Polinomi koji ¢ine bazu prstena invarijanti Z[z, y, 2]* su oblika

A(xPyiz") = aPylz" + yP292" + 2Px%y" (p,q,7) # (p,p, D)
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Na skupu Z[z, y, 2]“* mozemo definisati preslikavanje I sa

I(p(z,y, 2)) = ply, ©, 2)
Jasno je da vredi I? = id, tj, I je involucija na Z[z, y, 2]°.

Ako definiSemo monomorfizam o : Z[z,y, 2]°* — Z[x, y, 2| sa a(aPyPzP) = 2PyP2P, onda

je Im(«v) skup fiksnih tacaka involucije 1.
Tako imamo da vredi:
a(A@@PyP21) = AlaPy?=9) i a(H(z'yi=") = A@hy'=") + (A=) (43)
Ovo na daje osnov za slede¢u propoziciju:
Propozicija 1.1. Dijagram

0 — (zyz—1)% — Zz,y,2]" — Zloy, 03] — 0
e I a Lo (4.4)

0 — (zyz— 1) — Zlz,y,2]® — (Z[z,y,2]/{zyz —1))* — 0

je komutativan, pri éemu je (xyz — 1) C Zlx,y,z| glavni ideal generisan sa xyz — 1.
Horizontalni nizovi su egzaktni i razloZivi (rascepljivi), a vertikalni homomorfizmi o, o/ i

o injektivni.

Dokaz: Egzaktnost prve vrste u dijagramu posledica je ¢injenice da je Zlx,y,2]% =

Zloy, 09,03 i da je (vyz — 1) = Z[oy, 09, 03] (03 — 1). Eksplicitni zapis Ss-invarijantnih
i Cs-invarijantnih polinoma u prstenu Z[z,y, z] ((4.1) and (4.2)) omoguéava nam da na
slican na¢in opiSemo i invarijantne polinome u idealu (podmodulu) (zyz — 1) = (o5 — 1).

Na primer, bazni Ss-invarijantni polinomi u (o3 — 1) su oblika:
ob(o3—1), A(aPyPzY) (03— 1), H(zPy?z")(o5—1). (4.5)
Slicno, Cs-invarijantni polinomi u (o3 — 1) su dati sa:
k(o3 —1) and A(zPy?z?) (o5 —1). (4.6)
Niz Z[Cs]-modula,

0— (xyz — 1) — Z[x,y, 2] — Z[z,y, 2] /{zyz — 1) = 0 (4.7)
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je egzaktan niz.
Ideal (xyz—1) mozemo posmatrati i kao slobodan Z-podmodul modula Z[z, y, 2] generisan
binomima:

aPylz" (xyz — 1) = aP Tyttt — gPy”

Ovi binomi su Cs-invarijantni ako i samo ako je p = ¢ = r. Iz toga lako mozemo zakljuciti
kakva je struktura (ryz — 1) kao Z[C3]-modula. Ovaj modul mozemo napisati u obliku
direktne sume (xyz — 1) = T @ F Z[C3]-modula gdje je T trivijalan, a F' je slobodan
Z]Cs]-modul.
Odatle sledi da je:
H'(Cy; (wyz — 1)) =0

a iz dugog egzaktnog niza u kohomologiji sledi egzaktnost druge vrste u dijagramu (4.4),
0— (o3 — 1) — Z[x,y, 2] — (Z]x,y, 2]/ (xyz — 1)) — 0. (4.8)

Specijalno, vredi i:
(Zla,y, 2] /{wyz — 1)) = L]z, y, 2]/ (xyz — 1) (4.9)

Injektivnost homomorfizama « i o sledi iz (4.3). Da bi dokazali injektivnost od o
primetimo da je (u smislu (4.2) i (4.6)) Z[x,y,2]%/{zyz — 1) izomorfno podmodulu
Zlx,y, 2] generisanom sa 1 = 20920 A(2P) = aP + yP + 2P i A(aPy?) = 2Py? + yP2? +
2Pz (gde je (p,q) # (0,0)). Sliéno, zbog (4.1) i (4.5) zakljucujemo da je Z[oy, 0q] =
Zz,y, 2% J{zyz — 1) generisan sa 1 = 2%°2° A(2P), A(zPyP) i H(2Py?). 1z toga i (4.3)

zakljucujemo da je i o takode injektivno. O

Prsten P je kao slobodan Z-modul generisan monomima xPy?z" koji nisu deljivi sa zyz,
tj. monomima xPy?z" koji zadovoljavaju najmanje jedan od uslova p = 0,q = 0,r = 0.
Svaki od tih monoma pridruzen je beloj tacki resetke A odnosno XY Z-koordinatnom
sistemu (slika 4.1).

Prsten P of Cs-invarijantnih polinoma je kao slobodni Z-modul generisan ”trou-

glovima”, odnosno polinomima oblika
A(zPy?) = 2Py + P27 + 2P

gde je p > 0 ili ¢ > 0 i konstantnim monomom 1 = 2%"2°. Primetimo da je A(zPy?) i

Cs-simetrizirana verzija polinoma zPy9. Takode, A(1) =3 =1+ 1+ 1. Napomenimo da

25



Primena Grebnerovih baza na probleme poplocavanja

je xPy? vodedi monom polinoma A(zPy?) u odnosu na graduirani leksikografski poredak

za x >y > z pa ¢emo ubuduce i polinome A(y*) = A(z*) uvek oznacavati sa A(z*).

o g
=0 Q; Q
X2 ) %3 X
O O o
o -O

Slika 4.1: Polinom A(z%y) = 2%y + 3?2 + 2%y kao jedan od A-polinoma koji generise (nad

Z) prsten Cs-invarijantnih polinoma u P.

Lema 1.2. U prstenu P = Z|x,y, z|/{xyz — 1) vrede sledeéi identiteti:
A(zy) Ay = AlPy?) + Ay + AT (p=2,02>2)
A(z) AP y?) = AaPy?) + APy ™) + APy zap>2ig>1
A(z)A(aPy"h) = Ala®y?) + A"y ) + AP y") zap>=1iq>2
A(z)A(@P™Y) = A(a?) + AP y) + A(zyP™!)  zap>2

A(zy)A(zP) = A(aPy) + A(zP2) + Alay?)  zap > 2.

(4.10)

(4.11)
(4.12)
(4.13)

(4.14)

Kako je preslikavanje o/ injektivno (propozicija 1.1) prsten Z[oy, 05] mozemo smatrati

podprstenom prstena P = Z[z, vy, z]/{xyz — 1), tako da su i prsten P i prsten P> moduli

nad prstenom Z[oy, 0.

Teorema 1.3. Prsten P = (Z|x,y, 2] /{xyz—1))“ Cs-invarijantnih polinoma je izomor-

fan (kao modul nad prstenom P, = Z[oy,09] ) slobodnom modulu P, -1 & P, -0 ranga 2

gde je 8 = A(x?y) (Slika 4.1). Osim toga,

O = 0O(01,09,0) := 0? — (0109 — 1)0 + 02 A(2%y®) + 0100 + A(2®) =0

(4.15)
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pa postoji izomorfizam prstena
(Z[z,y, 21/ (zyz — 1))™ = Loy, 02][0] /(©) (4.16)

pri cemu je ideal (©) glavni ideal prstena Z[oq, 02][0] generisan sa ©.

Dokaz: Po definiciji imamo da je A(z) = o1, A(zy) = 09,0 = A(2%y) i 0 = A(zy?)
. Pokazimo sada da je prsten P“® Cs-invarijantnih polinoma u prstenu P generisan kao

Z[oy, 09]-modul sa 11 6.

e Ako je p > 21iq > 2 onda iz identiteta (4.10) (lema 1.2) sledi da polinom A(zPy9)
moze biti predstavljen u leksikografskom poretku manjim A-polinomima pomnozenim

elementima iz Z[oy, 09).

e Akojep >31iqg=1ondaiz leme 1.2 (jednakost (4.11)) sledi da polinom A(z"y)

moze biti reduciran leksikografski manjim A-polinomima.

e Ako je p > 2 onda je polinom A(zP) prema lemi 1.2 (jednakost (4.13)) moguce

reducirati leksikografski manjim A-polinomima.

Zbog simetrije zakljucujemo da isto vredi i za polinome oblika A(zy?). Dakle, svi A-
polinomi mogu biti napisani u obliku sume 6,6, 01,09 i1 1 sa koeficijentima iz prstena Z.
Kako je, osim toga, 6 + 0" = 0109 — 3 (jednakost (4.14)) Zaklju¢ujemo da je
P% = Z[oy,09] - 1+ Z]oy,09] - 6. (4.17)
Sombol za sumu“4” u gornjoj formuli moze biti zamenjen simbolom direktne sume “®”.
Naime, ako je P+ Q0 = 0 za neko P, Q) € Z[o1, 02| onda (zamenjujuéi promenljive z i y)
imamo da je P+ Q#' = 0 sto je moguce samo u slucaju. P =@ = 0.
Iz (4.17) imamo da je 6> = P + Q6 za neke, P,Q € Z[oy,05] §to nas direktnim

izracunavanjem dovodi do jednakosti (4.15) i izomorfizma (4.16). O

4.2 Podmodul modula (P(A))®? generisan skupom tri-

bona

Veé smo rekli da je tribon (ili triomino) figura u resetki koju ¢ine tri susedne ¢elije
koje dele zajednicku stranicu. Ako je A = 2Py%a crna tacka A—resetke u XOY uglu, onda

su triboni sa centrom u tacki A dati sa:
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T,(A) = a2Pyla(z™ +1+ )
Ty(A) = aPylaly™" +1+y) (4.18)
T.(A) = zPyla(z7t+1+2)
Sa A(T,(A)) oznacavat ¢emo triplet tribona od kojih je prvi translat 7, tribona tako da
mu je centar u tacki A, drugi njegova rotacija za ugao od 120° i treé¢i njegova rotacija za

ugao od 240° oko tacke O. Tako imamo da je, na primer:

A(T,(A) = Aa"ylal;)
= 2Pyla(y '+ 1+y) +yP2la(z"t + 14 2) + 2Pata(z +1+2)  (4.19)
= A(xpyq—l&) + A(mpyqa) + A(xpyqﬂa)

Teorema 2.1. Podmodul P(T)% C P(A)%* svih poliomina u heksagonalnoj resetki koje je
moguce Z—poplocati elementima skupa T tako da poplocavanje bude invarijantno u odnosu
na grupu Cs koja je generisana rotacijom za ugao od 120°, kao modul nad prstenom P®3,

generisan je sledecim Cs-simetri¢nim tripletima tribona

A(T(a)), A(Ty(a)), A(T:(a)), A(T:(ax)), A(T,(ax)), A(T.(ax)). (4.20)

7 o <
e 7
. > )| @
at
!
b <3 i3

AN ¢
— Xk

XX

Slika 4.2: Tripleti tribona A(T,(a)), A(T,(a)), A(T:(a)), A(Ty(ax)), A(Ty(ax)), A(T,(az))

Dokaz: Neka je A = Ma = 2Py%a € Ape, heksagon koji je predstavljen crnom tackom u
ZXOY uglu resetke A i M = zPy? € P odgovarajuca bela tacka (Figure 4.3). Tri tribona
sa koji imaju centar u tacki A = Ma su MaT,, MaT,, MaT,. Pokazimo da je svaki od
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@ e ® L ] L

L] [ ] L] [ ] L] ® X
[ ] L J ® ® [

L] L] 3 ® L] L
[ ] [ ] [ ] e L J

L ] L] L ] L J ® L ]

Slika 4.3: A-polinomi i (P(7))“* modul

njima pridruzenih Cs-simetri¢nih tripleta tribona A(MaT}), A(MaT,), A(MaT),) sadrzan

u P%-modulu generisanom sa $est navedenih tribona. (4.20).

Na slici 4.3 je predstavljen slucaj za M = z*y? i tribon MaT, = z*y*(y~' + 1 + y)a.
Iskoristit ¢emo ovaj specijalan sluc¢aj da opiSemo opsti postupak koji nam omogucava da
triplete A(MaT,), A(MaT,), A(MaT,) predstavimo preko tripleta koji su u neposredno]
blizini koordinatnog pocetka O.

Neka su A(zx) = x+y+2z =011 A(zy) = 2y +yz+ 2z = 0y dva trougla sa vrhovima u
belim tackama resetke A koji su predstavljeni na slici 4.3. Ako transliramo ove trouglove
tako da okruzino tacku A dobi¢emo pravilni Sestougao. Pretpostavimo da koordinatni
pocetak O nije sadrzan u centru ovog Sestougla. Odatle sledi da jedan od Sest trouglova
koji okruzuju tacku A (osenceni trougao ABC' na slici 4.3) ima osobinu da segment O A
preseca stranicu BC' nasuprot vrha A. (Primetimo da koordinatni pocetak O moze biti
na segmentu BC' a to se desava u slucaju kada je A € {ya, zya}.)

Direkta posledica ovoga je da su duzine segmenata OB,OC,OX strogo manje od
duzine segmenta OA. Zaista, prema konstrukciji imamo da je ZACO > 60° > ZC'AO, i

da je najmanje jedna od ovih nejednakosti stroga nejednakost. U naSem slucaju trougao
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ABC je translat trougla A(zy) (druga moguénost bi bila translat trougla A(z)). Kako je
A(zy)X = A+ B + C imamo da vredi:

Aley)y ' +1+y) X =@y '+1+y)A+ @y ' +1+y)B+y ' +14+yC (421

Stavimo da je Ay = A((y~' + 1+ y)Y). Simetrizirajuéi jednakost (4.21) i sabirajuéi

(drugim recima, primenjujuéi A-operator na obe strane jednakosti (4.21)) dobijamo da je

Vidimo, dakle, da se svaki C3-simetric¢ni triplet tribona A4 moze predstaviti u obliku
sume tripleta tribona koji su blize koordinatnom pocetku u slucaju kada Sestougao koji

okruzuje tacku A ne sadrzi koordinatni pocetak O u svojoj unutrasnjosti.

Slucajevi koji nam preostaju tj. kada je A’ = a i A” = xa odnose se upravo na Sest

Cs-simetricnih tripleta tribona koji su navedeni u teoremi. O

4.3 Resetke, moduli i prsteni

Tacke resetke A koja je generisana vektorima u} i w5 (glava 2) oznacavali smo crnom,
crvenom i belom bojom da bi istakli ¢injenicu da skupovi pomenutih tacaka ¢ine klase
kolicnicke grupe A/A, gde je A podresetka resetke A indeksa 3 generisana vektorima v; i
V3.

Grupni prsten resetke A je prsten P = Zlx,y, z]/{xyz — 1). Na isti nac¢in na koji je
formiran prsten P mozemo formirati i grupni prsten P resetke A. Promenljive prstena P

¢emo oznaciti sa a, b i ¢, pa tako imamo da je
P = Zla,b,c]/{abc — 1)

Svi strukturni rezultati koji su dokazani za prsten P, vrede i za prsten P. Iz teoremel.3

sledi da postoji izomorfizam
(Z[a,b,c]/{abc — 1))“* = Z[oy, 09, 0]/ (O)
gdeje oy =a+b+c, 09 = ab+ bc+ ca, 0 = a*b+ b*c+ c*a i

O = 92 — (O'lO'Q — 1)9 -+ O'QA(CLQbZ) + 0109 + A(CL?’)
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Slika 4.4: Regetka A i njena podresetka A

Ako u prstenu P definiemo graduaciju po stepenima mod 3, onda je podprsten P prsten
svih elemenata koji su u P graduiranih nulom. Prsteni P pos prirodno nasleduju

graduaciju iz prstena P

Svaka crna tacka resetke A reprezentuje po jednu heksagonalnu éeliju , tj. predstavlja po
jedan element modula P(A), a kao element prstena P graduirana je jedinicom.

Kako je © = ac?, y = a®b i ¢ = b?a, A—polinomi A(zPy?) = zPy? + yPz? + 2Pz? koji u
prstenu P zajedno sa 1 generisu prsten P®* graduirani su nulom u prstenu P, a tripleti
tribona koji generisu modul (P(7))* A(xPyla) = xPyla + yPzb + 2Pzic graduirani su u
prstenu P sa jedinicom. Ova ¢injenica nam omoguéava da postavimo sledeéu propoziciju

koja se dokazuje na isti nacin kako je dokazana propozicija 3.1 u glavi 3.

Propozicija 3.1. Neka je M C (P(A))% P%—podmodul modula P(A) i neka je Iy C
P ideal u prstenu P generisan sa M. Ako je p € (P(A))% onda je

pEM<<—=—pecly

Ova propozicija nam omogucéava da problem pripadnosti podmodulu svedemo na prob-

lem pripadnosti idealu u prstenu P
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4.4 1Ideal generisan tribonima

Izrazimo sada polinome koji generisu ideal I p(ryycs u promenljivim sy, s, ¢ u prstenu

P,

Propozicija 4.1.

A(T,(a)) = 2s3—3s

A(T,(a)) = st —s5+3s

A(T.(a)) = s3s9— sit — s3 (4.23)
A(T,(ax)) = s5t — stsg+ 253 — syt

A(T,(ax) sisy — 53 — 35y

A(T.(ax)) = s3s1 — s2t — 2828y — 82+ 351 + s1t

Dokaz: Gornje relacije se dokazuju direktnim izracunavanjem sledeéi algoritam opisan u

teoremi 1.3. Na primer:

A(T,(a)) = A(a®V? + a + a®c?) = 2A(a®b?) + A(a) = 285 — 4s; + 51 = 255 — 351,
Kako je

A(a®b) = A(a)A(a®b) — A(a*?) — A(a) = s1t — (53 — 251) — 81 = 51t — 55 + 51
zakljucujemo da vredi

A(T,(a)) = Alc + a+ a’b) = 2s; + A(a®b) = s1t — s5 + 3s;.

O

Oznacimo sa J! c. ideal u prstenu P koji je generisan gore navedenim polinomima, t;j.
(P(T))C3 jLrje g g
J(/P(T))CS = ( 252 —3sy,s1t — 83+ 351,578 — 51t — 83,

S3t — %59 + 283 — Sit, S1s9 — S5 — 351, S35 — S5t — 25789 — S2 + 351)

Na osnovu propozicije 3.1 problem pripadnosti modulu reduciran je na problem pripad-
nosti idealu za ideal I p(7y)cs u prstenu R Z[s1, $2,t]/(©) odnosno na problem pri-

padnosti idealu

Jipernes = Jperyes +(0) C Zs, sa,t]. (4.24)
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gde je © je polinom odreden u teoremi 1.3 (relacija 4.16) .
Uz pomo¢ programskog paketa Wolfram Mathematica 9.0 odredili smo Grebnerovu

bazu ideal J p(y)cs -

Propozicija 4.2. Grebnerova baza GJ piryyos ideala Jpiryes C Z[s1, 52,t] s obzirom na

leksikografski poredak promenljivih s1, so,t data je sledecim polinomima

27+ 9t +3t> =27+ 1> 9sy + 3sot + sot? 353
sat S5 3s1 + s3 s34 st (4.25)
185 s?sg 94 87+ 85+ 3t + ¢

4.5 Trougaoni region Ty

Odredimo sada pogodnu formu polinoma u prstenu P kojim je opisan trougaoni
region Ty gde je N broj heksagona na svakoj od stranica trougla. Centar trougla T
nalazi se u centru koordinatnog pocetka O i on sam je invarijantan u odnosu na delovanje
grupe Cj.

U cilju da dobijemo sto lepsu i kompaktniju formu trazenog polinoma prvo ¢emo razmotriti
sledece:

Neka je I C Z[x,y] ideal,

IT=(0+x+21+y+y% 1+ ay+ (zy)?). (4.26)

Kao sto je uobicajeno, za p i ¢ ¢emo rec¢i da su kongruentni mod I ako je p —q € I.

Izvedimo neke jednostavne kongruencije koje ¢e nam biti potrebne u daljem racunu.

Lema 5.1. Ako je m —n deljivo sa 3 onda je,

" =" y"=ry" (xy)™ =1 (zy)™. (4.27)
Lema 5.2.
0 ako je k=0 mod 3
Ly=1+z+...21=¢ 1 ako je k=1 mod 3 (4.28)
14+2x ako je, k =2 mod 3.
Lema 5.3.

0 ako je k=0 mod 3
Opi=(1+a+... 2" H1+y+...0  H=¢ 1 ako je k =1 mod 3 (4.29)

2%y%  ako je k=2 mod 3.
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Al ]

Slika 4.5: Dokaz relacije As,_1 =5 nAs.

Njutnov poligon polinoma Oy je kvadrat sa vrhovima {(0,0), (0,k — 1), (k — 1,0), (k —

1,k — 1)} koji ima ta¢no k celobrojnih tacaka na svakoj od strana. Sli¢no, polinom
Ap =Ly +ayLy_i + (2y)?Li—s + ... + (zy) 'L (4.30)

sadrzi sve monome koji su pridruzeni parovima celobrojnih tacaka unutar trougla sa
vrhovima {(0,0), (k —1,0), (k — 1,k — 1)} (Ag je prikazan na slici 4.5).

Lema 5.4.
Asp1 =7 nl\y =; n(l+z+zy)
Agn =7 A?)nfl =7 TLAQ (431)
Agpi1 =1 nAy+1

Trougaoni region T koji razmatramo prikazan je na slici 4.6. Vrhovi trougla Ty su

crne tacke resetke A kojima odgovaraju sledeéi monomi

axk71y2k72 byk7122k72 Czk71x2k72.

Dovoljno ¢e biti da odredimo klasu ekvivalencije =; polinoma Ay koji je jednk sumi svih

monoma polinoma 7}, koji su sadrzani unutar ugla xOy. A mozemo posmatrati kao sumu

By, + Cj, gde je By paralelogram sa vrhovima a,ax*"!, ay*!,

pridruzen trouglu ¢iji su vrhovi dati sa: azy”, az*~'9y* i az*1y?*~2. Kako je By = a -,

a(zy)* ! a Cy je polinom

i C}, = axy® /Ay iskoristit ¢emo leme 5.1, 5.3 i 5.4 da odredimo Aj.
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X b
Yk 12k k=14 2k—2
Z
Slika 4.6: Dekompozicija trougla T,
Propozicija 5.5.
dax\,y za k=3d
Ap =14 a+ daryA,y za k=3d+1 (4.32)

ar®y? + ary*(dAy +1) za k=3d+2.

Dokaz:
0 za k=3d

By=a-Uy=14 a za k=3d+1 (4.33)
ar’*y* za k=3d+2.
Kako je, osim toga
ax za k=3d
ary” =r§ ary za k=3d+1 (4.34)
ary? za k=3d+2,

dax\, za k=3d
Cr = ary" N1 =1 { dazy, za k=3d+1 (4.35)
ary*(dAy +1) za k=3d+2.
Imajudi u vidu da je Ay = By + Cy i sabirajudi odgovarajuce jednakosti za (4.33) i (4.35)

dobijamo nasu tvrdnju. OJ
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Propozicija 5.6. A-polinom od Ay jednak je A(Ay) = P+ dQ gde je,

(k = 3d) P=0 Q = 3s; — 35759 + 5155

(k=3d+1) P=s  Q=9s; —6sisg+ siss5 + dsit — 25780t + 51t
(k=3d+2)

P = 11s; + s7 — 9s%sy + 553 + s3s3 — 5183 + 4s1t — 25789t + s3t + 5112
Q = 2451 + s7 — 11s3sy + 759 — 35353 + 45155 + 851t — sit — sisyt + 3512

Dokaz: Iz propozicije 5.5 sledi da je,

d(a*c® + a3c* + a*c?) ako je k= 3d
A =4 a+d(adc+a‘c® +a’c?) akoje k=3d+1 (4.36)
(a®c* + a*) + d(a* + a®c* + ac) akoje k=3d+ 2.

Ostatak dokaza provodi se direktnim izrac¢unavanjem ili upotrebom nekog programskog
paketa (npr. Wolfram Mathematica 9.0). O

Ispitajmo sada da li polinom A(Ay) koji je opisan u propoziciji 5.6 pripada (za razne
vrednosti od k) podmodulu (P(7))% iz teoreme 2.1.

Primenimo propoziciju 4.2 da odredimo ostatke P @G polinoma P i @) iz propozi-

cije 5.6 pri deljenju sa Grebnerovom bazom GJprcs -

Propozicija 5.7. Neka su P; i Q; polinomi za koje je A(Asqr;) = P+ dQ; (propozi-
cija 5.6). Ostaci koji se dobiju pri deljenju ovih polinoma polinomima Grebnerove baze

GJp¢ryes jednaki su:

R’ =0 Qo ==}

EG = 5, @G = —s2 (4.37)
-G —~G

Py = —s Q2 = —s

4.6 Poplocavanje regiona Ty

Razmotrimo sada mogucénost poploc¢avanja trougaonog regiona 7y tribonima simetri¢no
u odnosu na grupu C3. Imat ¢emo tri slucaja, N =3k —1, N =3k i N =3k + 1, gde

je N broj heksagona, odnosno crnih tacaka na svakoj od stranica trougla. Kako trougao
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T’ mora biti invarijantan u odnosu na rotacije za ugao od 120° i 240° slucaj kada je
N = 3k 4 1 odnosi se na trougao koji u centru ima heksagon koji je i sam invarijantan u
odnosu na grupu Cj5 pa analiza tog slucaja izlazi iz okvira ovog rada. Ispitajmo zato sta
se desava kada je N =3k — 11 N = 3k.

4.6.1 Trougao T3;

Teorema 6.1. Neka je Ty = Tsr_1 Cs-invarijantan trougao u heksagonalnoj resetks pred-
stavljen na slici 4.6 gde je N broj crnih tacaka odnosno heksagona na svakoj od strana
trougla. Trougao T moguce je simetricno u odnosu na grupu C3 Z—poplocati tribonima
ako 1 samo ako je k = 9r za neki ceo broj r. Pruvi trougao koji dopusta takvo poplocavanje

je Tag.

Dokaz: 1z propozicije 5.6 imamo da je polinom A(Ayg), koji je jednak sumi svih monoma
unutar trougaonog regiona T = T3x_1, kongruentan mod Jp(7)cs polinomu predstavl-
jenom (kao polinom u promenljivim s, s i ) u obliku sume A(Asqy;) = P, + dQ; za
i €{0,1,2}.

Prema propoziciji 5.7 ostaci ovih polinoma pri deljenju sa Grebnerovom bazom G Jp(7ycs

dati su sa:

Kako su vodeéi ¢clanovi polinoma Grebnerove baze dati sa(4.25)

3t? t3 sot? 353
sat 3 351 sit (4.38)
5185 8289 s3
Vidimo da se polinom P; + d(@); moze reducirati na nulu ako i samo ako je i = 0 i
d = 3r za neki ceo broj r. Drugim re¢ima poploc¢avanje je moguce ako i samo ako je
k=3d=9r (N=27r—1). O

4.6.2 Trougao Ty = T3

U ovom slucaju konveksno zatvorenje skupa svih crnih tacaka resetke preseka trougla 75y

FoayFt ax®1yF~1. Oznacimo sa Ay,

k—1

sa uglom xQy je trapez Ciji su vrhovi monomi a, ax

sumu svih takvih monoma. Podelimo ovaj trapez na romb sa vrhovima a, az*~1, ay*~*, a(zy)*!
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k 1 k-1

i jednakostrani¢ni trougao sa vrhovima az*, az*y !, az®*~'y*~!. Sumu monoma u ova

dva regiona ozna¢imo redom sa By, i Cy. Tako imamo da vredi: A, = By, + Cy.
Klasa mod I polinoma By = a - [, je kao i u slucaju N = 3k — 1 data relacijom
(4.33). Sli¢no imamo i da je Cj, = ax*V}, pri ¢emu je V}, suma svih monoma u trouglu sa

k—1

vrhovima 1, %1, (xy)¥~1. Zamenjujuéi promenljive z i y u trouglu A, dobijamo trougao

Vi tako da se sledeca lema dobija iz leme 5.4.

Lema 6.2.
Vi1 =1 nV, =; n(l+z+xy)
Vi =1 Vi1 =p nVs (4.39)
Vi1 =71 nVa+1
Sli¢no,
( a ako je k= 3d
ar®* =7 ¢ ar akoje k=3d+1 (4.40)
\ ar’? akoje k=3d—1,
( dav, ako je k= 3d
Cp =ar*Vy =1 ax(dVy+1) akoje k=3d+1 (4.41)
\ dax®V, ako je k=3d—1.
I na kraju,
Propozicija 6.3.
daVs = d(a+ a®b+ a’c) k=3d
Ay =13 a+ax(dVye+1) = (a+a*?) +d(a®c®+ddc+a'c®) k=3d+1 (4.42)
ar®y? + daz’Ay = a®c* +d(act + a'c® + aPP) k=3d—1.

Pridruzeni A-polinomi dati su sa:
Propozicija 6.4. A-polinom od Ay jednak je A(Ay) = P+ dQ pri cemu je,

(k= 3d) P=0 Q = ssy — 255

k=3d+1 P=—5+s2 Q = —s%sy — 252 + 5155 — 52t
2 1 2 2 7 52
(k=3d-1)

P =7s) — 5825y + 352 + 8352 — 5183 + dsit — 2825yt + 53t + 5,112
Q = 25259 + 453 — 45,55 + s5.
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Propozicija 6.5. Neka su P; i Q; polinomi za koje je A(Asqri) = P+ dQ; (Propozi-

cija 6.4). Ostaci deljenja ovih polinoma Grebnerovom bazom GJ pryycs dati su sa:

=0 Q" =2

Pl=—si+s8 Q=53 (4.43)
—0G —CG

Py =5 QR = 5%

Na slican nac¢in kao u dokazu teoreme 6.1 dolazimo do sledeceg rezultata.

Teorema 6.6. Neka je Ty = T3, Cs-simetricni trougaoni region u heksagonalnoj resetki
sa 3k heksagona na svakoj od svojih stranica. Trougao Txn moguce je Cs—simetricno
Z—poplocati tribonima ako i samo ako je k = 9r za neki ceo broj r. Pruvi trougao sa tom

osobinom je Ty;.
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Glava 5

Poplocavanja n—bonima u

heksagonalnoj resetki

U ovoj glavi ¢emo se baviti Z-poploc¢avanjima trougaonog regiona heksagonalne resetke
u ravni n-bonima, gde n € N, sa ciljem da poopstimo poznati rezultat Konveja i Lagariasa,

8] koji glasi:

Teorema 0.1. (Conway-Lagarias) Trougaoni region T,, u heksagonalnoj resetki moguce
je Z—poplocati tribonima ako 1 samo ako je n = 9r ili je n = 9r + 8 pri cemu je r ceo

broj > 0.

U glavi 4 smo razmatrali poplo¢avanja tribonima u Sestougaonoj resetki koja si invari-
jantna u odnosu na rotacije za ugao od 120° i 240°, a sada nas zanima Z-poplocavanje
trougaonog regiona koji na svakoj strani ina jednak broj heksagona. Moguénost Z-
poplocavanja regiona ne zavisi od njegovog polozaja u ravni heksagonalne resetke, pa bez
ogranicenja opStosti mozemo pretpostaviti da je trougaoni region smesten u xOy ugao sa
vrhom u baznom heksagonu a. Kako su uglovi jednakostrani¢nog trougla 60°, trougao ne
izlazi iz xOy-ugla. Sada uzimajuéi da je a = 1, problem pripadnosti podmodulu svodimo
na problem pripadnosti idealu I,, u prstenu Z|x, y| koji je generisan odgovarajué¢im skupom

n—bona.

Kao i ranije, trougaonom regionu 7'(n) duzine stranice n i n—bonima by (n), ba(n) i b3(n)

pridruzit éemo odgovarajuée polinome u prstenu Z[z, y].
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Slika 5.1: Region 7T'(7) i n—boni
Na primer, za n = 4 imamo da je

TH) = (@ +2*y+ay’+¢°) + (@@ +ay+y°) + (v +y) +1
(4) B+ r+1

bo(4) = ¥+’ +y+1

4) = P +2’y+ay’+y°

T(n) = Zogi,jgn—l,iﬂ'gn—l 'y’

bi(n) = " '+a" 24+t +1

bao(n) = y "ty P4 +y+1

bs(n) = a" 42"y 4+ Aoy 4y

Oznacimo sa I, ideal generisan tribonima

I, = (bi(n), ba(n), b3(n))
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5.1 Grebnerova baza ideala I,

Stavimo da je

g1(n) = bi(n)

g2(n) = ba(n)

gs(n) = nT(n—-1)

9a(n) bs(n) — bi(n) — ba(n)

GBI, = {qi(n),g2(n),gs(n),gs(n)}

Pokazimo da je GBI, Grebnerova baza ideala I,, u odnosu na leksikografski poredak
promenljivih u prstenu Z[z, y| za koji je > y. U tom cilju éemo prvo dokazati sledece

leme:

Lema 1.1. Vodedi élanovi polinoma gi(n), g2(n), gs(n) i ga(n) s obzirom na leksikografski

poredak promenljivih u prstenu Z[x,y] za x >y su redom dati sa

LT(gi(n)) = a7 LT(ga(n)) = y"!
LT(gs(n)) = na"™ LT(ga(n)) = "%y

Dokaz: Tvrdnja sledi iz ¢injenice da je:

g(n) = a" 4"+t 1
go(n) = y"lHy TPty + 1l
g3s(n) = n((@" 242" By+ -+ Yy 4 (@2 y oy +
et @ty ) (@ ty) + 1)
ga(n) = (@ '+ Y4y Pyt @ D) = (T e+ )
= (@ Py+-+ay ) @ P4tz + ) -+ Y+ 1)

Lema 1.2. Skup GBI, je baza ideala I,.

Dokaz:

Ocigledno je I, = (b1(n), ba(n), bs(n)) C (GBI,), pa dokazimo da vredi i obrnuta inkluzija.

Jasno je da g1(n), g2(n) i g4(n) pripadaju idealu I,,, pa trebamo jos pokazati da isto vredi
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iza gs(n). Iz

(=T -1) = (z-D[@"2+2" y+-+ay" +y" %)+
FE@" Pty 4y ) e (Pt ay + ) + (2 y) + 1)
= 2" 42" Py 4" "y 4y 2 oy 4 a—
L2 gy g gty g gy ]
= (@ +a" Pyt Ty ) - (T Y Tty )

= bg(n) — bg(n)

zakljucujemo da (z — 1)T'(n — 1) € I,,, a to znadi i da svaki proizvod ovog polinoma sa

(xF=1 + ... + 1) takode pripada idealu I,,. Sabirajuéi proizvode:

(x—1)T(n—1)
(22 = 1)T(n—1)

(2" = 1T (n—1)

imamo da je
n

; (z" = 1)T(n—1) = (by(n) —n)T(n—1) € I,

paigs(n) =nT(n— 1) € I,, Dakle, skup GBI, je baza ideala I,. O
Lema 1.3. S—polinom S(g2(n), gs(n)) se skupom GBI, reducira na nulu.

Dokaz:

S(g2(n), ga(n)) = 2" 2ga(n) —y"?ga(n)
= 2"y ) =y (2 Py ) -
—(@" ) = (Y 4 1)
= gyl g gne2yn2 4203 Ly 1)
—gn Tyt TSy g2y Sy

= 2" yn2 4.

Sto znaci da je LT(S(g2(n), ga(n)) = 22" 2y"2 | pa ¢emo redukciju poceti polinomom
ga(n), ¢iji je vodedi ¢lan jednak z"2y.

Stavimo da je A(n) =2(y" 3+ -+ 1)+ (y"*+---+1)+-- -+ (y+1)+1 i posmatrajmo
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polinom:
S(g2(n), ga(n)) — A(n)ga(n) = 2" ?ga(n) — y"2ga(n) — A(n)ga(n)
2" 2ga(n) — (ba(n — 1) + bay(n — 2) + -+ + by(1))ga(n)
2" 2gy(n) — B(n)ga(n)

za by(n — 1) + bg(n — 2) + - -+ + by(1) = B(n). Kako je

B(n) = (y" ~+1)+(y”_3+ D)+ (1) 41
ol n2-1 —1 1
Yy = Yy —I 4+ .. 4 y + y
_ (" 1y 24 41)—n
y—1

imamo da vredi jednakost:

(y = 1)B(n) = by(n) —n
Koriste¢i gornju jednakost i ¢injenicu da je (z—y)gs(n) = (y—1)g1(n)—(z—1)g2(n), vodeéi
¢lan polinoma x" 2gy(n) — B(n)gs(n), éemo odrediti posmatrajuéi racionalni algebarski

1zraz:

2" 2gy(n) — B(n)ga(n) = 2" 2go(n) — gz%n_;l—n ) Ey—lzmin%:;x—(l)?z)(n) .
_ g2(n)—n  (y—Dgi(n g2(n)—n)(x—1)ga(n
= 2" ga(n) — B I REEE 4 R )

_ 2" (z—y)ga(n)—(g2(n)—n) (" ' +a" 24 41) + ..

=y
nz” 1" 2ygs(n)—...
+ ...

z—y
Odavde zaklju¢ujemo da je LT (2" 2go(n) — B(n)gs(n)) = nz" 2 §to je upravo LT (g3(n)),

pa redukciju nastavljamo polinomom gs3(n). Kako je, osim toga,

By(n)[bs(n) — bi(n)] = Bo(n)[z"2(y—1)+2" 32— 1)+ + (y" ' —1)]
= By(n)(y — )[is =" (5 v)]
Dohmy 2" (20 v (ga(n) — n)
= T(n—1by(n) —nT(n—1)

imamo da vredi

n—2

2" 2ga(n) — B(n)ga(n) — gs(n) = x""*ga(n) — B(n)(gs(n) — g1(n) — ga(n)) — gs(n)
2" 2ga(n) + B(n)gn(n) — T(n — 1)ba(n) + gs(n) — gs(n)
(¢"7% =T(n—1) = By(n))g2(n)

Dakle,

S(ga2(n), ga(n)) = A(n)ga(n) — gs(n) + [2"* = T(n — 1) — Ba(n)]ga(n)
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iz Cega sledi da se S(g2(n), ga(n)) reducira na nulu skupom GBI,.
U

Teorema 1.4. GBI, je Grebnerova baza ideala I, u prstenu Z|x,y| s obzirom na leksiko-

grafski poredak promenljivih za koji je x > y.

Dokaz: Iz Leme 1.2 sledi da je GBI, baza ideala I,. Da bi dokazali da je to

Grebnerova baza posmatranog ideala trebamo pokazati sa se svi S—polinomi polinoma

g1(n), g2(n), gs(n) 1 ga(n) reduciraju na nulu skupom GBI,.

Kako polinomi g; (n) i go(n) imaju vodeée monome koji su relativno prosti, njihov S—polinom
se prema teoremi 4.3 glava 1, reducira na nulu skupom GBI,. Isto vredi i za poli-
nome ¢a(n) i gs(n). Iz leme 1.3 sledi sa se S—polinom polinoma g(n) i g4(n) reducira

na nulu skupom GBI,, pa nam ostaje jos da razmotrimo S—polinome S(g1(n), gs(n)),
S(g1(n),g4(n)) 1 S(gs3(n), ga(n)). Krenimo redom:

S(91(n), gs(n)) = ngi(n) —zgs(n)
n(a" '+ 2" 24+ ax+1)—anlbz(n —1) +bs(n —2) +--- + b3(1))
nz" ' +ngi(n—1) —nz" ' — na(ybs(n — 2) + bz(n —2) + -+ + b3(1))

Kako je LT(S(g1(n),g3(n))) = —naz" 2%y, polinom S(gi(n),gs(n)) ¢emo reducirati sa

—ngs(n), pa imamo da je

S(g1(n), g3(n)) + nga(n) =
= ngi(n—1) —nz(ybs(n —2) + bs(n —2) +--- + b3(1))+
n(gs(n) — g1(n) — g2(n)) =
= ngi(n —1) —nx(ybs(n —2) + bg(n —2) +--- + b3(1))+

nbs(n) —ngi(n — 1) — nz" ! — ngs(n)

= —n[bs(n) +x(bs(n — 1) + bz(n —2) -+ -+ b3(1)) + ba(n)]
—nlbs(n) + (wbs(n —2) +y" 1) + - + (wb3(1) + y) + 1]
=n[bz(n) + bz(n — 1) 4+ - + b3(1)]

= —gs(n)

Vidimo, dakle, da je
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sto znaci da se S(g1(n), gs(n)) skupom GBI, reducira na nulu.

Posmatrajmo sada S—polinom polinoma g;(n) i ga(n). Imamo:

S(gl (n)7 g4(n))

= ygi(n) — zga(n)

= yl" 2"+ ) —a(@ Pty a2y ay ) -
—(@" "B+ ) = (Y Ry 4 1)

= Yyl T g )y ey )
+a(z" 24" Dy Yy 4+ 1)

= yhi(n) —y(@" Ty 4 2wy Y )
("2 " S D)y "+ ) oy

= —y(bs(n) = bi(n) = bao(n)) + (@ + -+ 1)+
+a(y" T+ 1)yt — yba(n)

= —yga(n) + (@" 7 4+ 1) = Lt aby(n) = (y" "+ + )

= g1(n) + (= 1)g2(n) — yga(n)

odakle se vidi da se i S(g1(n), g4(n)) reducira na nulu skupom GBI,.
)

Razmotrimo jos i S(g3(n), ga(n

S(g3(n), gs(n)) =

):

yg3(n) — nga(n)
ny(bs(n — 1) + bs(n — 2) + -+ + b3(1)) — n(bs(n) — bi(n) — ba(n))
n(ybs(n — 1) + 2" 1) + n[(ybs(n — 2) + 2"72) + -+ + (ybs(1) + 2) + 1] -
—nbz(n) + nby(n) +nby(n) —n(z" 1 + 272+ ... +1)
nbs(n) + n(bs(n — 1) +bs(n —2) 4+ --- + b3(1))—
—nbg(n) + nby(n) + nba(n) — nbi(n)
ngz(n) + gz(n)

S—polinom polinoma g3(n) i g4(n) se reducira na nulu skupom GBI, ¢ime je dokaz nase

teoreme kompletiran. O

5.2 Trougaoni region 7'(n) i njegova dekompozicija

Sada ¢emo razmotriti moguce ostatke koji nastaju pri deljenju polinoma kojim je

opisan region 7T'(n) sa Grebnerovom bazom ideala generisanog tribonima tj, sa GBI,.
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Lema 2.1. Pretpostavimo da su q(x) kolicnik i r(x) ostatak koji se dobiju deljenjem

polinoma P(x) € Z[z,y] binomom " — 1, tj. da je

p(x) = q(z)(z" — 1) +r(z) (5.1)
Ako stavimo da je P(x,y) = p(z;:Z(y) i R(x,y) = T(xi:;(y) onda je
GBI, GBI,
P(z,y) = R(z,y) (5:2)

Osim toga, ako se R(x,y) ne moZe dalje reducirati polinomima skupa GBI,, onda je
ostatak koji se dobije deljenjem P(x,y) Grebnerovom bazom GBI, dat sa:

r(@) —ry)

r—y

GBI,

GBI,

P(x,y) = R(z,y) = R(z,y) =

Dokaz: Uvrstavajudi relaciju 5.1 u P(z,y) imamo

P(z,y) = @e=Dir@-@We"-1ir(y)

=y
q(mi:g(y) (xn . 1) + q(y) a:x:z + r(x;:;(y)
Q(xxig(y) (LL’ _ 1)(1,71—1 4.0 4 1) + q(y> (xn—l + In_Qy N yn—l) + r(z{i:;(y)
= M0 (1 — 1)by (n) + g(y)bs(n) + L

Kako by(n) i b3(n) pripadaju idealu (GBI,,), to isto vrediiza (q(xz)—q(y))bi(n)+q(y)bs(n),

¢ime je relacija 5.2 dokazana.

Ostatak leme je direktna posledica dokazanog. 0

Lema 2.2. Stavimo da je b3(0) =0 i da je

bs(m) =2 ' 42" 2y + o+ ay™ 2+ y™ !, meN

Tada vredi:

ba(m) T = by(r™)

m

pri cemu je Y = m — |m/n|n ostatak koji se dobije pri deljenju m sa n.
Dokaz: Ako stavimo da je p(z) = 2™, onda polinom P(zx,y) postaje bs(m). Ako je r
ostatak deljenja m sa n onda je 2™ ostatak deljenja bz(m) sa 2™ — 1, jer je

L — ($m—n+xm—2n++xrfn)(xn_1>+xr%

@ ) = () + a7

7
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Polinom R(z,y) = bs(r])) ne mozemo reducirati nijednim elementom skupa GBI, jer je

n . 7—7—~GBIn ..
LT (b3(r™)) = 2™ 1, pa je b3(rn) Bln _ bs(r™) sto sledi iz drugog dela leme 2.1.
O
o es . . . . ———~GBIn . .
Propozicija 2.3. Za svaki ceo broj n > 1 niz polinoma o, = o, = T'(m) je peri-

odican sa periodom n?, gde je T(m) = ", bs(k).
Ako je 1 <m < n? —2, onda je

—— GBI, & .
T(m) " = bs(rj) #0 (5.3)
k=1
a ako je m € {n* —1,n*}, onda je
Tm) ™" =0 (5.4)

Stavise ako jem =pn+q 2a 0<p<n—1i1<q<n tada je

GBI,

T(m) " =, pT(n— 1)+ T(q) (5.5)

Pre nego predemo na dokaz teoreme razmotrimo jednakost 5.5 za m = 10 i n = 4. Kako
jel0=2-44+2,p=2iqg=2,a

T(10) = bs(10) + b3(9) + - - - + bs(2) + bs(1)

Na osnovu leme 2.2 imamo da je

b3<1 ) :mGBL; _WGBIQ :$+y
b9 = (5 = bg( () =1
b3(8)GBI4 _ b3(4)GBI4
b3(7) *53(3) f=a? oy + P
a iz toga sledi da je:
TA0) " =, 2 (05(3) + bs(2) + bs(1)) + (b5(2) + bs(1))

=, 2T(3)+T(2)

Sto se lepo vidi na slici 5.2.
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Slika 5.2: Dekompozicija T(10) za n = 4

Dokaz: Dokazimo prvo da vredi relacija 5.5. Neka je m =pn+qza 0 < q <n. To
znaci da postoji tacno p brojeva izmedu 1 i m — g koji su kongruentni sa 0,1,...,n —1

modulo n. Kako je
T(m) = bs(m) + bg(m — 1) + bz(m — 2) + - -+ + b3(2) + bs(1)

na osnovu leme 2.2 zaklju¢ujemo da je

Tm)""" =1, plbs(n) +bs(n — 1) + -+ bg(1)) + (bs(m — q) + - - + by(m))

=, pT(n—1)+ (bs(q) + -+ bs(1))
=1, pT(n—1)+T(q)

Ako je p=ni g =0 onda imamo da je

T(m)GBI" =, nT'(n—1)=,0

jer nT(n —1) = g3(n) € I,.

Ako je m = n? — 1, onda moZemo pisati da je m = (n — 1)n + (n — 1), pa relacija 5.5

postaje
——GBI,
T(m) =, n—1)Tn-1)+Tn—-1)=,0
¢ime smo pokazali da vredi i relacija 5.4.
——GBI, . - .
U ostalim slucajevima je jasno da je T(m) # 0. Dokazimo sada periodi¢nost niza
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3 n
brojeva a),.

2

Pretpostavimo da je o, periodi¢no sa periodom n? na intervalu [1, jn?] za neki ceo broj

j > 1. Neka je d € [jn® + 1, (j + 1)n?]. Tada je

n —— GBI,

ot =T "=A+B "

za A=T(jn?) i B=31_ .. by(k). Iz 5.4 sledi da je 2”7 =0, paje

d d’
n —GBI, ny n
af =B = Y by(rp) =5 ) bs(ry)
k=1

k=jn2+1

pri ¢emu je d' = d— |d/n*|n? Iz relacije 5.3 zakljucujemo da je gornja suma reducirana, pa
je al = Zzlzl b3(ry) = %, za d’ € [0,n?] ¢ime smo pokazali i periodi¢nost posmatranog
niza.

O

Sada mozemo dati glavni razultat koji se odnosi na poplocavanje trougla 7'(m) n—bonima

za razne vrednosti n € N

Teorema 2.4. Trougaoni region T(m) u heksagonalnoj resetki u ravni moguce je Z-

poplocati n-bonima ako i samo ako je

m = —1(mod n*) ilije m = 0(mod n?) (5.6)

Dokaz: Trougaoni region 7'(m) moguce je poplo¢ati n-bonima ako i samo ako je poli-
nom kojim je 7'(m) opisan u prstenu Z[z,y] moguée napisati u obliku sume polinoma
koji opisuju n-bone pomnozene elementima prstena Z[x, y|]. Dakle, poplocavanje regiona
T(m) je moguce ako i samo ako T'(m) € I,, tj. ako je ostatak koji se dobije deljenjem
polinoma T'(m) skupom polinoma Grebnerove baze ideala I, jednak nuli, a to se prema

propoziciji 2.3 desava upravo ako je zadovoljen uslov 5.6. 0
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Mpunor 1.

MUsjaBa o ayTopcTBy

MoTtnucanu-a: Manyena Myauka [usgapesuh

6poj ynuca: 2010/2010

UzjaBmyjem
[a je QoKTopcKa AucepTauuja nog Hacnosom
MpumeHa MNpebHepoBux 6aza Ha npobneme nonnoyaBakwa

® pe3ynTaTt CONCTBEHOr UCTPaXXMBa4vkor paaa,

* [a nNpeanoxeHa gucepTauuja y LenuHu HU Y genoBumMa Huje 6una npegnoxeHa
3a pobujakbe 6uno koje AunsioMe npema CTYAMjCKUM MporpaMuma  Opyrux
BMCOKOLLIKOFNCKUX YCTaHOBA,

®* [acy pe3yntaTh KOPEKTHO HaBeaeHU U

e [a HMCaMm KpliMo/na ayTopcka npaBa W KOPUCTMO WMHTENEKTyarHy CBOjUHY
ApYrux nuua.

MoTnuc AOCKTOpaHAaa

Y beorpaay, 25.04.2017. roguHe




Mpwunor 2.

M3jaBa 0 ICTOBETHOCTU LWUTaMMNaHe U eNeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

MMe v npeaume ayTopa : MaHyena Mysuka [insnapesuh

Bpoj ynuca: 2010/2010

Ctyoujckv nporpam: MaTtemartuka

Hacnog paga: Mpumena Mpe6HepoBux 6asa Ha npobneme nonnoyasata
MeHTop: npod. Ap. Page XXuearsesuh

MoTnucanu: MaHyena Myauka [dusgapesuh

u3jaBrbyjeM [a je WTamnaHa Bepsuja Mor AOKTOPCKOr paja WCTOBETHA eneKTPOHCKO)
BEpauju Kojy cam npepao/na 3a o6jasrbuBake Ha noptany [AurutanHor
penosutopujyma YHuBepauteTa y beorpagy.

[JossorbaBaMm ga ce objaBe MOjU NWYHW Modaum BesaHu 3a aobujare akagemckor
3Bakba JOKTOpa Hayka, Kao LITO CY MMe W NpeauMe, roaMHa u Mecto pofjerwa 1 aatym
oabpaHe paga.

OBM nMYyHM nogauyu mory ce o06jaBUTM Ha MpeXHUM CTpaHWuama puruTanHe
6ubnuoTeke, y enekTPOHCKOM kaTtanory 1 y nybnukauwjama YHusepauTeTa y beorpany.

MoTnuc aokropaHga

Y Beorpaay, 25. 04. 2017. roanHe




Mpunor 3.

U3jaBa o kopuwhewy

Osnawhyjem YHuBepsuteTcky Gubnuoteky ,Ceetosap Mapkosuh® ga y [AurutanHu
peno3vMTopujym YHuBepsuTeTa y beorpagy yHece Mojy OOKTOPCKY Auceprauujy nog
HacnoBom:

NpumeHa NpebHepoBux 6asa Ha Nnpobneme nonnovyaBakwa
Koja je Moje ayTopCKo Aerno.

[OvcepTauujy ca CBUM Npunosuma npeaao/na cam y enekTpoHCKoM popmary norofHom
3a TpajHO apXuBMpat-e.

Mojy OOKTOpCKY oucepTauujy noxpaweHy y OurutanHyi peno3utopujym YHusepauterta
y Beorpagy mMory ja KopucTe CBW Koju nowwTyjy onpenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a Kojy cam ce oanyyvo/na.

1. AyTOpCcTBO

2. AyTopcTBO - HEKOMepLUujarnHo

3. AyTopcTBO — HEkoMepuwjanHo — 6es npepaae

4. AyTOpCTBO — HEKOMEpLUjanHo — AenUTy Noa UCTUM ycrosumMa
5. Aytopcteo — 6e3 npepage

6. AyTOpCTBO — AenuTW NoA UCTUM YCroBuma

(Monumo pa 3aocKkpyxuTe camo jedHy oA LecT MOHYNEeHWX NUueHUM, KpaTak onuc
NULIeHUU Oart je Ha nonefuHu nucra).

MoTnuc gokTopaHAaa

Y Beorpapgy, 25. 04. 2017. roavHe




1. AyTopctBo - [lo3Bor-aBaTe YMHOXaBawe, OUCTpUbYUM)y U jaBHO caonlwTaBawke
Aena, W npepage, ako Ce HaBe[Je MMe ayTopa Ha HayuH ogpefeH of cTpaHe ayTopa
Wnn gasaoua nuueHue, Yak v y komepuujanHe cepxe. OBo je HajcnobogHuja of cBux
NMLIeHUN.

2. AyTopcTBO — HekoMepumjanHo. [lo3BorbaBaTte yYMHOXaBake, AUCTPUOYLIMjY U jaBHO
caonwitaeawe fena, U npepage, ako ce HaBefe MMe aytopa Ha HauuH ogpefjeH of
cTpaHe ayTopa unu Aaeaoua nuueHue. Oea nuueHUa He [03BOrbaBa KoMepuujanHy
ynotpeby gena.

3. AyTopcTBO - HekoMepuujanHo — 6e3 npepage. [o3BorbaBaTe YMHOXaBahe,
ancTpubyumjy M jaBHO caonwTaBawe pnena, 6e3 npomeHa, npeobnukosarwa WUNU
ynotpeGe Ooena y CBOM Jeny, ako ce Haeede UMme aytopa Ha HauuH ogpeheH of
CTpaHe ayTopa unu gaeaoua nuueHue. OBa nuueHua He [03BOrbaBa KOMepLMjanHy
ynoTpeby gena. Y ogHocy Ha CBe ocTane NnvueHue, OBOM NMULEHLOM Ce orpaHuMdaBa
Hajsehu 06umM npasa kopuilhexa gena.

4, AyTOpCTBO - HEKOMepuujanHo — AenuTu nopg WCTUM ycrnosuma. [ossorbasaTte
YMHOXaBake, AucTpubyuujy v jaBHo caonwitasawke fena, 1 npepage, ako ce Hasefe
ume ayTopa Ha Ha4duH ogpefleH of cTpaHe ayTopa Wnu [dasaola NuueHUe U ako ce
npepaga guctpubyupa nog WMCTOM WM CAMYHOM nuvueHuom. Osa nuueHua He
[03BOIbaBa KoMepuujanHy ynotpeby gena u npepaga.

5. AyTtopcTeo — 6e3 npepage. [lo3Borbapare yMHOXaBawe, OUCTPUBYLMjYy W jaBHO
caonwraeare gena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBata unu ynotpebe gena y cBOM Jeny,
ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HadYvH oppefeH of cTpaHe aytopa wnv aasaoua
nuueHue. OBa nuueHua Ao3BorbaBa KomepuujanHy ynotpeby gena.

6. AyTOopcTBO - genuTv nog ucTUM  ycrnoeuma. [lo3eorbasaTte YMHOXaBaHe,
anctpubyunjy W jaBHO caonwiTaBake gena, v npepage, ako ce HaBefe ume aytopa Ha
HaunmH oapeheH op cTpaHe ayTopa WnM pdaBaoua nuvuUeHUe M axko ce npepaga
avctpubympa nog MCTOM WNW cnuyHoM nuueHuoM. OBa nuueHua [o3Bosbasa
KoMepuujanHy ynoTpeby gena u npepapga. CnudHa je codTBEpckUM nuueHuama,
O[JHOCHO NuUeHLamMa 0TBOpeHor Koga.



