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1. 
УВОД 

снове Стандардног космолошког модела (базиран на моделу великог пра-

ска) су постављене средином XX века. Иако веома успешан у објашњавању 

многих феномена и великог дела историје свемира, овај модел се убрзо су-

очио са бројним проблемима, посебно у процесима који су везани за период раног свемира. 

Почетком 80-тих година 20. века бројни научници, издвојимо овде А. Гута (Alen Guth) и А. 

Линдеа (Andrei Linde), предложили су проширење Стандардног модела теоријом инфлације 

[1,2]. Према овој теорији свемир је у раној фази  прошао кроз краткотрајну фазу убрзаног, 

инфлаторног, експоненцијалног ширења, током које су се његове димензије („радијус“) ви-

шеструко увећале ( 2610  пута). Инфлаторно ширење свемира успешно решава и објашњава 

већину проблема који су били познати до појаве теорије инфлације (проблем равног свемира, 

проблем хоризонта итд). 

Иако је инфлаторна космологија успешно допунила Стандардни космолошки модел, 

сам процес инфлације, пре свега начин на који она почиње, су још увек у великој мери не-

познати. Током претходних 35 година предложени су многобројни, конкретни, модели 

инфлаторног ширења свемира [3].  

Теоријски је широко прихваћено да је инфлација процес који се може описати кла-

сичном физиком, моделима са једним, понекад и два или више, скаларних поља, али на по-

четку овог процеса квантни ефекти играју кључну улогу. За описивање механизма настанка 
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инфлације, пре свега периода до тренутка у коме свемир прелази из квантног у класични ре-

жим, неопходна је примена квантне космологије [4].  

Једна од популарних и врло актуелних класа инфлаторних модела базира се на увође-

њу скаларног поља са нестандардним обликом лагранжијана, посебно лагранжијанима Ди-

рак-Борн-Инфелдовог (Dirac-Born-Infeld, DBI) типа (видети [5] и тамо наведене референце). 

У радовима А. Сена (Ashoke Sen) из 2002. године показана је потенцијално фундаментална  

улога тахионских поља у теорији струна и у космологији света на брани (braneworld космо-

логија). Њихов допринос предкласичној фази космолошке инфлације [6–10] даје могућност 

изванредно важне и ретке везе између фундаменталне физике честица и интеракција (теорија 

струна и брана – М-теорија) и инфлаторне, квантне космологије [11–15], укључујући и 

разматрања на неархимедовим просторима и p-адичну математичку физику [16–18]. 

Међутим, Кофман (Lev Kofman) и Линде су показали да тахионска инфлација не даје 

одговарајуће резултате за космичко позадинско зрачење (Cosmic Microwave Background, 

CMB) због тога што је за добијање изотропног зрачења, какво је регистровано у CMB-у, не-

опходно да процес инфлације траје довољно дуго, а трајање инфације у тахионским модели-

ма је сувише кратко [19]. Ова критика заснована је на анализи параметара који се појављују у 

тахионским потенцијалима, а потичу из теорије струна. Показано је да до одговарајућих 

вредности посматрачких параметара инфлације доводе само вредности параметара из теорије 

струна које излазе из области вредности које ова теорија дозвољава. 

Ипак, Стир (Daniele Steer) и Верници (Filippo Vernizzi), у раду из 2004. године, пока-

зали су да проширење опсега дозвољених вредности параметара у теорији струна омогућава 

да се тахионски модели инфлације довољно мало разликују у односу на стандардне инфла-

торне моделе засноване на канонској теорији скаларних поља. Ови аутори су у истом раду 

такође показали да се разлике у вредностима посматрачких параметара између инфлаторних 

модела са стандардним канонским пољима и тахионским пољима разликују тек када се у 

теорију укључе чланови који су другог реда по параметрима [20]. Њихова анализа показала је 

да се тахионска инфлација не може у потпуности искључити на основу доступних резултата 

астрономских посматрања, већ да посматрачки подаци могу да „разликују“ лоше и потенци-

јално „добре“ инфлаторне моделе засноване на различитим тахионским потенцијалима, тј. да 

резултати мерења искључују неке, али свакако не све, тахионске потенцијале као кандидате 

за инфлаторне моделе [21–23]. 

Једноставни тахионски модели могу играти и значајну улогу у космологији света на 

брани [24,25]. Космологија света на брани базирана је на моделу према коме се материја на-
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лази на једној брани која се креће кроз вишедимензионални простор (bulk). У вишедимензи-

оналном простору делује само гравитациона сила, док су додатне димензије за остале фун-

даменталне интеракције „скривене“ - компактифициране (compact), тј. недоступне [26,27]. 

Истраживања у овој дисертацији мотивисана су пре свега тзв. Рандал-Сундрум (Ran-

dall-Sundrum) космолошким моделима [24,25,28]. Према првом Рандал-Сундрум моделу 

(RSI) [28] петодимензионални свемир садржи две четвородимензионе бране са супротним 

„тензијама“. Растојање између ове две бране налази се у петој димензији. У овом моделу 

посматрач се налази на брани са негативном тензијом, а растојање између брана је такво да 

гравитационо деловање друге бране одговара Њутновој гравитацији. Други Рандал-Сундрум 

модел (RSII) [24] полази од претпоставке да се брана са негативном тензијом налази на 

бесконачно великом растојању. Флуктуацију растојања између брана дуж додатне димензије 

могуће је описати постојањем додатног безмасеног скаларног поља, тзв. радиона, које узро-

кује промене у геометрији вишедимензионалног простора [29,30]. Раније је показано да се 

динамика бране у RSII моделу може ефективно посматрати као динамика тахиона са потен-

цијалом облика 4( ) 1 /V T T  , где је T  скаларно тахионско поље [25]. 

Рандал-Сундрум модели, као и слични модели света на брани, предвиђају значајне 

космолошке ефекте. Због постојања додатне димензије неопходна је модификација Фридма-

нових једначина. Космолошка предвиђања добијена на основу решења ових једначина разли-

кују се од предвиђања стандардне космологије и неопходна је њихова провера и упоређива-

ње добијених резултата са резултатима добијеним из астрономских посматрања [21,31]. 

У овој дисертацији разматра се тахионска инфлација, посебно у оквиру RSII модела, и 

утицај тахиона, са и без радиона, на процес инфлације [32–35]. Током израде дисертације 

постављене су и решене Хамилтонове једначине које следе из метрике за петодимензионално 

простор-време у RSII моделу. Из добијених решења израчунати су параметари инфлације, 

као и други важни посматрачки параметри. Вредности израчунатих параметара упоређене су 

са доступним подацима из бројних астрофизичких мисија у свемиру.  

Математичка сложеност добијених система диференцијалних једначина упутила је на 

нумеричко решавање динамичких једначина поља и Фридманових једначина. Добијена ре-

шења једначина описују динамику тахионског и радионског поља, еволуцију фактора скале 

свемира и Хабловог параметра. Као најважнији резултати у дисертацији представљене су и 

анализиране теоријске вредности два најбитнија космолошка параметара: скаларни спек-

трални индекс (scalar spectral index, sn ),  и однос тзв. тензорског и скаларног спектра снаге 

(tensor-to-scalar ratio, r ). Анализирани модели инфлације су, на основу ових параметара, 
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тестирани у односу на резултате добијене на основу најновијих астрономских посматрања 

сателита Планк (Planck) [21,31,36]. 

У дисертацији је, након Увода, у дат кратак историјски преглед стандардног космо-

лошког модела и модела инфлације.  

Тема трећег дела дисертације је тахионска инфлација. На почетку овог дела дат је 

кратак осврт на тахионска скаларна поља у савременој физици и приказана су општа разма-

трања ових поља у закривљеном простор-времену.  Након тога разматрана је улога тахион-

ских поља у инфлаторној космологији.  Улога тахионских поља у инфлацији анализирана је 

аналитички, у режиму спорог котрљања. Полазећи од нестандардног лагранжијана DBI типа 

изведене су егзактне Фридманове једначине, а на основу апроксимације спорог котрљања 

(slow-roll) одређени су почетни услови који су неопходни за нумеричко решавање ових јед-

начина. 

Наредни, четврти део дисертације, почиње уводом у космологију света на брани, на-

кон чега је представљен RSII модел. Аналогно приступу у претходном поглављу, укратко је 

приказан поступак добијања егзактних Хамилтонових једначина за овај модел, полазећи од 

одговарајуће метрике и дејства.  На крају овог дела, применом апроксимације спорог котр-

љања, изведене су релације неопходне за одређивање почетних услова и нумеричко решава-

ње система Хамилтонових једначина. 

Пети део дисертације подељен је на две целине. У првој целини детаљно је презенто-

ван коришћени поступак (алгоритам) за процену почетних услова инфлације, израчунавање 

динамике инфлације и израчунавање посматрачких параметара инфлације за моделе са тахи-

онским потенцијалима и RSII модел. Друга целина овог поглавља садржи резултате, и њихо-

ву анализу, добијене током израде ове дисертације. 

Шести део садржи закључке и идеје за даље истраживање. 

Седми део садржи додатак, који може бити користан, али није неопходан за разуме-

вање осталог дела дисертације. 
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2. 
СТАНДАРДНИ КОСМОЛОШКИ МОДЕЛ 

2.1 КРАТАК ПРЕГЛЕД КОСМОЛОГИЈЕ 

очетак двадесетог века обележила су значајна открића у физици, која су 

донела и нов поглед на свет и отворила врата за потпуно нове идеје и 

истраживања. Савремена, често се назива и физичка, космологија настаје 

1915. године, када је Алберт Ајнштајн (Albert Einstein) објавио Општу теорију релативности 

(ОТР) . Ова теорија омогућила је да се структура простор-времена и еволуција свемира опи-

шу физичким законима. У раду објављеном седам година касније (1922. год.) Александар 

Фридман (Alexander Friedmann) је решавањем Ајнштајнових једначина за гравитационо поље 

дошао до решења која су описивала свемир који се шири или сажима. Потврда ових модела 

стигла је 1929. године из Хаблових (Edwin Hubble) посматрања. У Хабловим резултатима 

појавио се систематски црвени помак у спектрима галаксија. Овај црвени помак одговарао је 

Фридмановим предвиђањима о свемиру који се шири. 

Основу модела Великог праска, идеја иначе потиче од Жоржа Леметра (Georges 

Lemaitre), поставио је Џорџ Гамов (George Gamow) са сарадницима 1946. године. Према о-

вом моделу настанак свемира почео је из стања огромне густине и температуре. Теорија је 

такође предвиђала и постојање заосталог зрачења у области микроталаса које потиче из пе-

риода најранијег свемира. Арно Пензиас (Arno Penzias) и Роберт Вилсон (Robert Wilson) су 

1965. године детектовали ово зрачење, које је названо CMB. Резултати посматрања били су 

управо онакви како их је предвидела теорија Гамова.  
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Осим црвеног помака галаксија, данас постоје и други необориви докази ширења све-

мира. Измерена концентрација лаких елемената (H, He, Li) у свемиру одговара предвиђањи-

ма теорије нуклеосинтезе, а једино убедљиво објашњење космичког позадинског зрачења је 

оно које даје теорија Великог праска. 

 

Табела 1 Кратка историја свемира 

Период Време Енергија Црвени помак 

Планкова епоха 4310 s  1910 GeV   

Скала струне 4310 s  1810 GeV   

Велико уједињење 36~ 10 s  1510 GeV   

Инфлација 3410 s  1510 GeV   

Нарушавање SUSY 1010 s  1TeV   

Бариогенеза 1010 s  1TeV   

Нарушавање 
електро-слабе симетрије 

1010 s  1TeV  

Кварк-хадронски прелаз 410 s  210 MeV   

“Замрзавање“ нуклеона 0,01s 10MeV  

Декупловање неутрина 1s 1MeV  

Нуклеосинтеза 3min 0,1MeV  

Равнотежа материје и 
зрачења 

410 .god  1eV 410  

Рекомбинација 510 .god  0,1eV 1100 

Тамно доба 5 810 10 .god   25  

Рејонизација 810 .god   25 6  

Формирање галаксија 8~ 6 10 .god   ~ 10  

Тамна енергија доминира 910 .god   ~ 2  

Формирање Сунчевог 
система 

98 10 .god   0,5 

Одбрана ове 
докторске дисертације 

914 10 .god  0,1meV 0 

 

Током еволуције свемир је прошао кроз неколико важних фаза. Најважнији догађаји, 

време када су се одиграли и енергије на којима су се дешавали приказани су у Табели 1. Нај-

већи део историје свемира заснован је на добро објашњеним и вишеструко тестираним зако-

нима физике честица, нуклеарне и атомске физике и гравитације, као и све прецизнијим 
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астрофизичким посматрањима и мерењима. Једини период који углавном није доступан 

експериментима или другим мерењима је период у коме је свемир био “млађи” од 10-10 се-

кунде. Овај период се описује моделима који као крајњи резултат морају да дају одговарајуће 

почетне услове за настанак свемира у коме живимо. 

Стандардни космолошки модел Великог праска није могао да објасни све проблеме са 

којима се суочавао. Најзначајнији проблеми били су проблем равне геометрије свемира и 

проблем хоризонта догађаја. Да би ови проблеми били превазиђени било је потребно допу-

нити модел, а та допуна, испоставило се, била је увођење фазе убрзаног, инфлаторног, ши-

рења свемира у најранијем периоду његовог постојања. 

Јаков Зељдович (Yakov Zel'dovich) је 70-тих година XX века покушао да понуди ре-

шење за ове проблеме. Прве моделе инфлације објавили су независно један од другог, 1981. 

године, Алан Гут и Кацухико Сато (Katsuhiko Sato) [1,37]. Ови модели су данас у литератури 

познати као “стара инфлација”. Утицај и одјек ових модела је био велики, али њихов домет у 

изворном облику није и већ следеће године Андреј Линде, Андреас Албрехт (Andreas 

Albrecht) и Пол Штајнхард (Paul Steinhardt) су објавили допуњен модел који се данас назива 

“нова инфлација” [2,38]. Овај модел одговара спорокотрљајућој инфлацији (slow-roll), али и 

он има одређене недостатке. Следеће, 1983. године, Линде је објавио нову верзију “slow-roll” 

модела који је познат као хаотична инфлација. Према овом моделу почетни услови за инфла-

цију су потпуно хаотични, а наш свемир настаје у оном делу поља где фаза инфлације траје 

довољно дуго. Хаотични почетни услови су, вероватно, најважнија разлика модела хаотичне 

инфлације у односу на претходне моделе у којима је за настанак свемира било неопходно 

постојање термодинамичке равнотеже. 

Још једна важна карактеристика инфлације, поред тога што решава проблем хори-

зонта и равне геометрије, је могућност да произведе флуктуације у густини материје као 

последицу флуктуације скаларног (у моделима најчешће једног, спорадично два и више) по-

ља и саме метрике простор-времена, од којих ће касније настати велике структуре (галаксије, 

јата галаксија) у свемиру [39]. Предвиђања која се добијају на основу инфлаторних модела у 

доброј су сагласности са резултатима мерења сателита COBE1, WMAP2 и Планк3 (Cosmic 

Background Explorer, COBE; Wilkinson Microwave Anisotropy Probe, WMAP; Planck). До данас 

је постављен велики број инфлаторних модела, а најновији модели засновани су углавном на 

                                                 
1 https://lambda.gsfc.nasa.gov/product/cobe 
2 https://map.gsfc.nasa.gov 
3 http://www.esa.int/planck 
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идеји постојања (и нарушења) суперсиметрије, развоју физике елементарних честица, теори-

ји суперструна и супергравитацији. 

Назнаке о постојању „невидљиве“, данас „тамне“ материје које постоје још од 1933. 

године [40] а нарочито откриће убрзаног ширења свемира (1998. год.) током последњих не-

колико милијарди година [41,42] доносе нове изазове али и врло прецизне податке за успеш-

но моделирање свемира и његове „историје“. 

2.2 СТАНДАРДНИ КОСМОЛОШКИ МОДЕЛ 

Као што је већ поменуто у претходном делу, двадесетих година прошлог века, мате-

матичар и космолог, Александар Фридман дошао је до једначине која је описивала динамику 

ширења просторно хомогеног и изотропног свемира. Истовремено, али независно од њега, на 

истом проблему су радили и Алберт Ајнштајн, Вилијам де Ситер (Willem de Sitter) и Жорж 

Леметр. 

Хомоген и изотропан свемир, који је основа Космолошког принципа, може се описати 

Фридман-Робертсон-Вокеровом (Friedmann-Robertson-Walker, FRW) метриком 

  
2

2 2 2 2 2 2 2 2
2

( ) sin ,
1

dr
ds c dt a t r d d

kr
  

 
    

  

где је ( )a t  фактор скале, док је k  константа која дефинише геометрију простора и може има-

ти вредности 0k   за раван, 1k    за позитивно закривљен или 1k   за негативно закрив-

љен простор. 

Полазећи од Ајнштајновог тензора, са компонентама 


1

,
2

G R g R     

где је су g  компоненте метричког тензора за метрику дату једначином (2.1), R  и R  су 

компоненте Ричијевог тензора и скалар кривине дефинисани респективно као 

 , , , ,R R g R      
                     

и 
  је Кристофелов симбол II врсте (зарез означава одговарајући парцијални извод), Ајн-

штајнове једначине за гравитационо поље добијају облик: 

 2

8
.

G
G T

c 
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У (2.4) T  означава компоненте тензора енергије-импулса. Ако се са   и p  означе густина 

енергије и притисак идеалног флуида који мирује, у систему референце који се креће са иде-

алним флуидом, тензор енергије-импулса T̂  добија облик 



2 0 0 0

0 0 0ˆ .
0 0 0

0 0 0

T
p

c

p

p

 
 
   
  
 

 

Заменом Ајнштајновог тензора (2.2) и тензора енергије-импулса (2.5) у Ајнштајнову једна-

чину за гравитационо поље (2.4), ова једначина се своди на две обичне (нелинеарне) дифе-

ренцијалне једначине: 


2 2

2
2

8
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3
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 2
2
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,

3

a G p
H H
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где је H  - Хаблов параметар који описује брзину ширења свемира, lnt

a
H a

a
 


. Ове две 

једначине називају се прва и друга Фридманова једначина, и њиховим решавањем добијају се 

различити, Фридманови, модели свемира (Слика 1). 

Стандардни космолошки модел, какав је постојао до 1980. године  добро је описивао 

еволуцију свемира и био у прихватљивој сагласности са мерењима. За свемир старији од 

1010  секунде (и на енергијама мањим од 1TeV) овај модел заснован је на резултатима посма-

трања и поузданим и провереним теоријама, као што су Стандардни модел елементарних 

честица, Општа теорија релативности и динамика флуида. Међутим, енергије које су посто-

јале у периоду најранијег свемира још увек су ван домашаја постојећих акцелератора и недо-

ступне су експерименталној провери. Покушај примене Стандардног космолошког модела за 

описивање свемира у том најранијем периоду наилази на озбиљне проблеме. Најзначајнији 

проблеми стандардног модела су:  

 Проблем равне геометрије свемира – према Стандардном моделу, ако би свемир 

настао са геометријом која се бар мало разликује од равне, током еволуције ово одступање 

би постајало све веће и веће. Астрофизичка мерења показују да је данас геометрија свемира 

приближно равна, што условљава да је свемир морао настати идеално раван(!) а то је мало 

вероватно. Решење овог проблема је налажење физичког процеса који би „изравнао“ геоме-

трију свемира након његовог настанка. 
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Слика 1 Приказ Фридманових модела: отвореног 1k   (О) , равног 0k   (F) и затвореног 
1k    (C) свемира у случају са инфлацијом и без ње [43]. 

 Проблем хоризонта – резултати мерења CMB показују да су одступања од хомогене 

структуре у раном свемиру изузетно мала. За постизање равнотеже која би омогућила наста-

нак снимљеног спектра CMB неопходно је да најудаљенији делови свемира међусобно кому-

ницирају, али измерене димензије видљивог свемира потврђују да, према Стандардном мо-

делу та комуникација није била могућа. Да би овај проблем био решен неопходно је да је 

током раног развоја свемира постојао неки процес који би за кратко време вишеструко уве-

ћао димензије свемира. 

„Универзално“ решење за оба наведена, као и за многе друге, познате а овде изостав-

љене, проблеме Стандардног космолошког модела било је увођење периода убрзаног, инфла-

торног, ширења свемира. 

2.3 ИНФЛАЦИЈА 

Под (космолошком) инфлацијом се подразумева процес у коме су се димензије све-

мира, у 3410  секунде након Великог праска, експоненцијално повећале бар 260 610e  пута. 

Најједноставнији модел инфлације базиран је на постојању једног скаларног поља  , који 

носи назив инфлатон. Највећи број модела инфлације заснован је на скаларном пољу. Ипак, 

могуће је поставити и моделе са другим врстама поља, на пример векторским, али се они 

ређе користе [44]. 

Услов инфлације се, помоћу Фридманових једначина (2.6)-(2.7) може написати на три 

еквивалентна начина [45,46]: 
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2

1
2( ) 0 0 3 0.d d aaH p

dt dt
        

Први услов представља основну дефиницију инфлаторног ширења, због тога што је у 

директној вези са решавањем проблема геометрије и хоризонта. Други услов је директна ма-

тематичка последица првог услова и дефиниције Хабловог параметра, због овог услова 

( 0)a   инфлација се најчешће назива убрзано ширење свемира. Као последица овог услова 

и једначине (2.7) добија се и последњи, трећи, услов инфлације. Овај услов указује на посто-

јање негативног притиска који „покреће“ и води инфлацију. 

Овако дефинисани (2.8) услови за фазу инфлаторног ширења свемира показују да 

инфлаторни модели не замењују стандардни космолошки модел, већ су само његова допуна. 

Динамика (класичног) реалног скаларног поља минимално куплованог са гравитаци-

јом одређена је дејством [45] 


2

4 Pl 1
( ) ,

2 2

M
S d x g R g V

   
 

      
 

  

где је ( )V   потенцијал који описује интеракцију скаларног поља. 

Тензор енергије-импулса за скаларно поље   израчунава се варијацијом дејства (2.9) 

у односу на метрику и има облик 

 ( ) 2 1 ( ) .
2

S
T g V

gg
 

    


    


            

 

За случај хомогене и изотропне метрике овај тензор има исту форму као и тензор за 

идеалан флуид, а густина и притисак су: 

 21 ( ),
2

V     

 21 ( ).
2

p V     

На основу тзв. параметра стања w    
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може се показати да скаларно поље доводи до појаве негативног притиска  0w    и убр-

заног ширења 
1
3

w

     
, ако је потенцијална енергија V  доминантна у односу на кинетички 

члан 
.
21

2
 . 

Временска еволуција хомогеног поља  , за метрику FRW дату једначином (2.1), може 

се одредити из Клајн-Гордонове (Klein-Gordon) једначине 

 3 0,H V       

где је 'V  извод потенцијала по пољу 
V

V


    
, и Фридманове једначине (2.6) која након 

замене израза за густину има облик 

 2 2
2

1 1
( ) .

3 2pl

H V
M

     
  

У изразима (2.9) и (2.15) 0,k   а Pl
Pl

8

m
M


  је редукована Планкова маса. Планкова маса 

Plm  дефинисана је као 

19 8
Pl 2

1,22 10 2,18 10
c GeV

m kg
G c

     


. 

Ово је јединица масе која се користи у одговарајућем природном систему јединица.  

Комбиновањем једначина (2.14) и (2.15) добија се једначина континуитета у облику 


2

2

1
.

2 pl

H
M


 

  

Систем који чине три, од којих су две независне, једначине (2.14), (2.15) и (2.16) опи-

сује динамику скаларног поља и Хабловог параметра. На основу овог система једначина, уз 

једначину / ,a a H  добијају се решења за еволуцију фактора скале ,a  аналогна Фридма-

новим космолошким моделима (Слика 1). 

2.3.1 Режим спорог котрљања (slow-roll) 

Систем једначина (2.14)-(2.16) не даје увек као решење убрзано ширење, али под 

одређеним условима добија се управо такав „сценарио“. Један од услова за убрзано ширење, 
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режим спорог котрљања (slow-roll), испуњен је ако је потенцијална енергија скаларног поља 

знатно већа од његове кинетичке енергије. 

Испуњавање овог услова дозвољава примену тзв. апроксимације спорог котрљања, тј. 

дозвољава да се у једначини (2.15) занемари члан који садржи кинетичку енергију скаларног 

поља 2 , док је у Клајн-Гордоновој једначини (2.14) могуће занемарити „убрзање“  . На тај 

начин поменути систем једначина добија једноставнији облик 

 2
2
Pl

1
( ),

3
H V

M
  

 3 0.H V    

Да би видели при којим условима је могућа примена ове апроксимације потребно је 

израчунати   из једначине (2.18), а затим добијени израз заменити у услов за примену 

апроксимације 21

2
V  . 

Увођењем тзв. параметара спорог котрљања, о којима ће више речи бити у наредном 

одељку, могуће је показати да убрзано ширење свемира настаје онда кад је потенцијална 

енергија већа од кинетичке ( 2 ( )V   ), а да би инфлација трајала довољно дуго мора да 

важи 

 | | | 3 |,H    

 | | | | .V    

2.3.2 Трајање инфлације 

Трајање инфлације мери се бројем е-фолдова (e-folds) који се израчунава као 

 ( ) ln ,enda
N

a
   

где је enda  фактор скале на крају инфлације. У случају апроксимације спорог котрљања N  се 

може изразити као функција скаларног поља. Пошто је 
lnd a

H
dt

  може се написати 

 ( ) ln ln .
end end endt t

end

t t

a H
N d a Hdt d

a





 


        

Применом једначина (2.19) и (2.20) последњи интеграл може се написати преко функ-

ције потенцијала као 
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Решавањем овог интеграла могуће је израчунати број е-фолдова за дати потенцијал ( )V  . 

Параметри спорог котрљања, односно тзв. Хаблови хијерархијски параметри (Hubble 

hierarchy parameterс) дефинисани су као изводи Хабловог параметра ( )H по броју е-фолдова 

( )N . Рекурентна формула за Хаблове хијерархијске параметре има облик [47] 

 *
1 0

ln | |, 0, ,i
i

d Hi
dN H      

где је *H  - вредност Хабловог параметара у произвољно изабраном временском тренутку.  

Инфлација траје док је испуљен услов спорог котрљања, тј. док важи 

 1,i   

и завршава онда када је 

 ( ) 1.endi    

Да би инфлација решила проблем равне геометрије и хоризонта потребно је да број е-

фолдова буде 

 ( ) ln 60,end

start

a
N

a
    

а то значи да се током инфлације фактор скале повећао бар 60 2610e   пута. У литератури се 

разматрају модели са бројем е-фолдова ( ) 70N   , мада има и приступа са ( ) 60N   .  

2.4 ПОСМАТРАЧКИ ПАРАМЕТРИ 

Током последњих двадесет година, космологија и теорија инфлације прешле су из фа-

зе претежно теоријског истраживања на поље науке које је подржано посматрачким резулта-

тима! Многе истраживачке мисије извршиле су многобројна посматрања и прикупиле велике 

количине података. Фасцинантни напредак посматрачких техника омогућио је прецизно 

тестирање и упоређивање предвиђања космолошких теорија и инфлаторних модела са ствар-

ним, измереним, подацима. Истраживања у модерној космологији све су више повезана са 

напретком и технолошким развојем посматрачке астрономије и астрофизике. 

Нажалост, параметре спорог котрљања није могуће директно измерити. Међутим ре-

зултати Планк колаборације, и претходних мисија, добијени снимањем и анализом спектра 

CMB поставили су ограничења на низ других параметара који се могу измерити и израчуна-
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ти из модела [22,48–51]. Најважнији од ових посматрачких параметра, за ову дисертацију, у 

теорију инфлације су скаларни спектрални индекс (scalar spectral index - sn ) и однос тензор-

ског и скаларног спектра снаге, тј. количник тензора и скалара (tensor-to-scalar ratio - r ).  

Убрзо након успешног објављивања теорије инфлације примећено је да ова теорија, 

осим што решава познате проблеме стандардног модела, може да објасни и настанак флукту-

ација у раном свемиру. До овог открића, независно један од другог, дошли су Хокинг (Ste-

phen Hawking), Старобински (Alexei Starobinsky) и Гут [52–54]. Механизам настака флуктуа-

ција најједноставније се може објаснити на основу аналогије (Слика 2) са Хокинговим зра-

чењем црних рупа [55]. 

 

Слика 2 Дијаграм настанка виртуелних парова честица и античестица и аналогни настанак флук-
туација [55]. 

У простору Минковског, флуктуације вакума, као последица Хајзенберговог принци-

па неодређености, омогућавају креирање виртуелних парова честице/античестице које се 

убрзо поново анихилирају. Хокингово зрачење настаје кад се процес креирања једног ова-

квог пара одигра близу границе црне рупе, а један члан виртуелног пара бива заробљен иза 

хоризонта црне рупе, док други остаје као нова честица (или античестица). Сличан процес 

одиграва се током инфлације – ширење свемира је толико брзо да настали виртуелни парови 

честица и античестица бивају међусобно раздвојени у каузално неповезане делове свемира. 

Као последица виртуелне честице не могу поново да се анихилирају, тј. квантне флуктуације 

прелазе у класичне особине поља. 
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За формално описивање овог ефекта полази се од једначине кретања за флуктуацију 

слободног поља   [55] 

      
2.. .

3 0,kH
a

  
     

 

где је k  покретни (comoving) таласни број који је константан током ширења свемира, док 

(физички) импулс честице p  има облик 

 .kp
a





 

Током инфлације, таласна дужина честице бива „растегнута“ брзим ширењем 

 ,Hta e    

док димензије хоризонта остају приближно константне 

 1 const.Hd H    

Због овога кратке таласне дужине квантних флуктуација бивају „растегнуте“ на ди-

мензије веће од хоризонта простор-времена чиме постају „замрзнуте“ као класичне флуктуа-

ције. Амплитуда квантног режима најчешће се означава као пролазак кроз хоризонт (horizon 

crossing), што се дешава када је таласна дужина једнака хоризонту, тј. / .k a H  Корелаци-

она функција за две тачке на хоризонту одређена је Хабловим параметром 


2

2
( / )

.
2k a H

H


    
 

Произвољна пертурбација метричког тензора се може разложити на скаларне, вектор-

ске и тензорске флуктуације [55] 

 scalar vector tensor.g h h h        

Најједноставније флуктуације су тензорске флуктуације tensor,h  и од њих настају гравитацио-

ни таласи. Векторске флуктуације vectorh  не могу имати извор у моделима са једним скалар-

ним пољем и оне ишчезавају у најједноставнијим моделима инфлације. 

Скаларне флуктуације scalarh  су сложеније зато што настају као флуктуације скаларног 

поља и самог закривљеног простор-времена [55]. Скаларне флуктуације дефинисане су рела-

цијом  


2

3/2

1 ,
42

N H  
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где су   скаларне пертурбације густине материје, док су   - скаларно поље, N  - број е-

фолдова и H  - Хаблов параметар. 

Скаларни спектар снаге S  дефинисан је као варијација на логаритамском интервалу  


2

( ) log ,S k d k


        

при чему спектар снаге има облик степена 

   1
S ,snk k   

а sn  је скаларни спектрални индекс [55]. За 1sn   спектар је инваријантан у односу на ска-

лу свемира (амплитуда је једнака хоризонту свемира). 

На сличан начин дефинисан је и спектар тензорских флуктуација поља ( TP ) у инфла-

торним моделима 

   T
T ,nk k  

где је Tn  тензорски спектрални индекс. На овај начин дефинисана су четири независна 

посматрачка параметра: амплитуде скаларног и тензорског спектра снаге 


 
 

S S *

T T *

,
,

k
k




 
 

 

за неки одабрани таласни број *,k и спектрални индекси sn  и .Tn  Због лакше анализе резул-

тата погодно је дефинисати количник тензора и скалара (r ) као [45,55] 

 .T

S

r  


 

На овај начин добијена су три независна параметра који описују спектар снаге раног 

свемира: амплитуда скаларних пертурбација ( )SA , количник тензора и скалара ( )r  и скалар-

ни спектрални индекс ( )sn . Важно је напоменути да су ово једини посматрачки параметри 

који повезују теорију инфлације са астрономским посматрањима и омогућавају тестирање 

модела инфлације. 

Веза између ових посматрачких параметара и параметара спорог котрљања (2.24) де-

финисана је као [45,55] 

 116 ,r   

 1 21 2 ,sn      

где су 1  и 2  прва два параметра спорог котрљања. 
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Овако дефинисане релације (2.40)-(2.41), омогућавају израчунавање посматрачких па-

раметара за жељени модел инфлације и директну проверу резултата које даје изабрани модел 

у односу на астрофизичке податке. 

Према најновијим резултатима Планк колаборације, објављеним у 2016. години, 

измерене вредности и ограничења за овако дефинисане параметре према Planck TT+lowP 

подацима износе 


0,9666 0,0062,
0,103.

sn
r
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3. 
ТАХИОНСКА ИНФЛАЦИЈА 

радиционално, појам тахион (грчки ταχύ – брз) коришћен је за означавање 

хипотетичке честице која се увек креће брзином већом од брзине светлости у 

вакууму. Често се прва идеја о честицама које путују брже од светлости при-

писује Арнолду Зомерфелду (Arnlod Sommerfeld) који се оваквим честицама бавио у раду из 

1904. године [56]. Прва детаљна разматрања честица бржих од светлости појавила су се 1962. 

под називом „мета-честице“ [57]. У модерној физици значење појма тахион је другачије. Го-

дине 1967. године појмом тахиони означене су честице - кванти поља - имагинарне масе [58]. 

Две године касније показано је да кванти поља имагинарне масе не морају да се простиру 

брзином већом од брзине светлости већ представљају нестабилности поља, познате као тахи-

онске кондензације [8,59]. 

Не постоји „класично“ тумачење „имагинарне масе“, међутим, нестабилност у систе-

му може се тумачити на следећи начин: потенцијал тахионског поља је у почетку на локал-

ном максимуму, а не у локалном минимума (нпр. као лопта на врху брда). Врло мало нару-

шавање ове лабилне (нестабилне) равнотеже, које настаје услед, рецимо, квантних флуктуа-

ција, приморава поље да се котрља ка локалном минимуму. Када тахионско поље стигне у 

минимум потенцијала, кванти поља више нису тахиони, већ „обичне“ честице са позитивном 

масом. 
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Лагранжијан скаларног поља   у општем случају може се записати као произвољна 

функција ( , )X   скаларног поља   и кинетичке енергије 
1 .
2

X       На основу облика 

лагранжијана може се разликовати неколико типова [5]: 

 канонска поља са потенцијалом ( )V  : 

 ( , ) ( ),X BX V    

где коефицијент B  означава константу везе кинетичке енергије а најчешће се узима да је 

1.B    

 неканонски модел: овај тип лагранжијана садржи кинетички члан произвољног 

степена и има облик 

 ( , ) ( ),nX BX V    

где је n  позитиван цео број. 

 DBI лагранжијан: у најопштијем облику овај лагранжијан има облик 


1( , ) 1 2 ( ) ( ),
( )

X f X V
f

  


     

при чему је ( )f   произвољна функција поља. Специјални тип DBI лагранжијана је тахионски 

лагранжијан 

 ( , ) ( ) 1 2 ,X V X      

где је    константа. 

Посматрајмо реално скаларно тахионско поље ( , )T t x  минимално купловано са гра-

витацијом у четвородимензионом (4-dim) простор-времену. Дејство за ово поље има облик 

[10] 

 41
16 TS gRd x S

G
     

где је, као и раније, R  Ричијев скалар, аg је детерминанта метричког тензора са компонен-

тама g . Тахионско дејство TS  дато је као [8,60] 

 4( , ) ,TS g T T d x     

где је 

 ( ) 1 ,V T g T T
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лагранжијана DBI типа [7,9], а ( )V T  потенцијал тахионског поља .T  Одговарајући хамилто-

нијан је 


( ) .

1
V T
g T T

 


  

  

У наставку радићемо у природном систему јединица у коме је брзина светлости 1c   

и ограничићемо разматрање на хомоген и изотропан 4-dim простор тако да FRW метрика 

(2.1) добија облик 

 2 2 2 2( ,)ds g dx dx dt a t dx 
     

где је, да поновимо, ( )a t фактор скале свемира. У овако дефинисаној метрици тахионско по-

ље ( , )T t x може да се разложи на хомогени део ( )T t  који зависи само од времена и малу 

пертурбацију која зависи од просторно-временских координата ( , )T t x 
и описује квантне 

флуктуације тахионског поља [20]. У даљој дискусији биће разматрансамо хомогени део 

који зависи од времена. 

Познато је да се тахионско поље, у хомогеном и изотропном простору, може описати 

као флуид позитивне густине енергије 


2

( ) ,
1
V T

T
 

   

и негативног притиска 

 2( ) 1 .P V T T     

Као и у случају стандардног скаларног поља, са стандардним типом лагранжијана, тако је и 

овде притисак једнак лагранжијану  P   , а густина енергије једнака је хамилтонијану 

    .  

Фридманова једначина за раван простор, без космолошке константе, може се у овом 

случају записати у стандардном облику 


2

2
2 2 1/2

1 .
3 (1 )Pl

a VH
a M T
     


  

Једначина одржања енергије и импулса 

 3 ( ),H P     

може се, помоћу (3.10) и (3.11) трансформисати у 


2 3 0,

1
T VHT

VT
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где тачке означавају изводе по времену, док је ' /V dV dT . 

Од раније је познато да је један од главних проблема везаних за тахионску инфлацију 

то што тахионско поље не може да обезбеди довољно дуг период инфлације [19]. Међутим, 

иако тахионско поље не може да буде одговорно за цео процес инфлације може се сматрати 

да оно игра значају улогу на самом почетку инфлације, на и око Планкове скале, где је његов 

допринос у решавању проблема хомогеног, равног и изотропног свемира значајан [19]. За 

описивање тахионске инфлације, а нарочито динамике тахионског поља, у овом периоду 

вреди нагласити приступ заснован на квантној механици, неархимедовој и архимедовој гео-

метрији [14–16]. 

Упркос познатим проблемима, инфлација вођена тахионским пољем је изазован и 

значајан проблем. Постоји велики број различитих покушаја да се боље разуме и објасни 

еволуција раног свемира на основу класичних и квантних нелокалних космолошких модела 

на архимедовим и неархимедовим просторима који су довели до значајних резултата [61–64]. 

У контексту квантне космологије и таласне функције васионе [65] од потенцијално 

великог значаја је процедура квантовања помоћу интеграла по трајекторијама (Feynman path 

integrals) коју су предложили Ђорђевић и Драговић [66], а која представља генерализацију 

резултата deWitt-Morrette са архимедових на неархимедове просторе (видети такође [67]). 

3.1 СПОРОКОТРЉАЈУЋИ ТАХИОНИ 

Као што је већ поменуто, инфлација је период у еволуцији раног свемира, када је све-

мир прошао кроз фазу веома брзог (експоненцијалног) ширења. Као и у случају стандардног 

скаларног поља (одељак 2.3), тако и за инфлацију вођену тахионским пољем решење система 

једначина (3.12) и (3.14) не описује увек убрзано ширење свемира. На сличан начин као и у 

делу (одељак 2.3.1) могуће је дефинисати услове пре решавања Фридманове једначине како 

би се осигурало да фактор скале свемира има жељене особине.  

Број е-фолдова (2.21) дефинисан је као 

 ( ) ( ) ,e

i

t

t
N t H t dt   

где је it  - време кад почиње рачунање броја е-фолдова, а et  - време краја инфлације. 

Прва два параметра спорог котрљања (2.24) могу се записати у облику 

 1 2 12

1, 2 .H H
H HH
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Услови за инфлацију испуњени су док су сви параметри спорог котрљања мањи од 1, тј. док 

је испуњен услов 1i  . Инфлација завршава у тренутку кад неки од ових параметара 

постане једнак јединици [45,46].  

Помоћу Фридманове једначине (3.12) и једначине за убрзање 

 2

1 ( ),
2 Pl

H P
M

    

параметри спорог котрљања могу се написати у функцији тахионског поља и Хабловог пара-

метра 

 2
1 2

3 , 2 .
2

TT
HT

 

   

3.1.1 Бездимензионалне једначине 

Примена услова спорог котрљања (одељак 2.3.1) омогућава релативно једноставно а-

налитичко решавање система диференцијалних једначина (3.12) и (3.14). Међутим, у многим 

сложенијим моделима (нпр. Рандал-Сундрум модел) овакав приступ није могућ већ је одго-

варајући систем диференцијалних једначина неопходно решити и анализирати решења без 

примене апроксимације спорог котрљања, а услови спорог котрљања служе само за грубо 

одређивање почетних услова [35]. Проналажење аналитичких решења оваквих модела бази-

раних на системима нелинеарних једначина није увек могуће већ је неопходно коришћење 

нумеричких метода. 

Основни смисао преласка са аналитичког на нумерички метод састоји се у преласку са 

континуалне на дискретну временску скалу. Да би овај прелаз, решавање система једначина 

и интерпретација решења, био што лакши, неопходно је применити стандардан метод прела-

ска на природни систем јединица и бездимензионалне величине и једначине.  

У математичком приступу решавању физичких проблема постоји одређени познати 

параметари који укључују различите физичке величине. Математичким трансформацијама 

долази се до аналитичког решења чија физичка величина одговара тачно одређеној комбина-

цији физичких величина почетних параметара. Међутим, некад је могуће изабрати одговара-

јуће константе које омогућавају „рескалирање“ свих постојећих параметара и физичких ве-

личина на такав начин да они остану бездимензионе. 

Прелазак на бездимензионални приступ генерализује проблем и омогућава лакше 

препознавање потребних математичких метода. Такође, овакав приступ смањује неопходан 
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број узастопних нумеричких решавања проблема и омогућава лак увид у ефекте различитих 

параметара и лако препознавање параметара које је могуће занемарити или апроксимирати. 

Након решавања бездименионалних једначина увек је могуће, множећи решење иза-

браним константама, поново „вратити“ одговарајуће димензије физичким величинама. 

За превођење система једначина (3.12) и (3.14) на бездимензионалне величине и ну-

меричко решавање погодно је дефинисати бездимензионалну константу   која  описује по-

нашање потенцијала  V T  у околини максимума [68] 


2

2 0
2
Pl

,T
M
   

где је 0T  - произвољно одабрана вредност тахионског поља, која омогућава прелазак на без-

димензионалне величинe,   је реална константа. Избор константе   мотивисан је теоријом 

струна где је ова константа дефинисана као однос масе струне  sM  и константе купловања 

струне  sg  на следећи начин [69] 


4

3 .
(2 )

s

s

M
g




  

Уведена константа   омогућава рескалирање свих физичких величина и диференци-

јалних једначина (3.12), (3.14) и (3.17). Космичко време  t  постаје бездимензионално време 

0/t T  , остале бездимензионалне величине су 


0 0

( ), ( ) , .T V x Hx U x H
T T

    

Сада се бездимениони облик Фридманове једначине (3.12) може записати 


2

2
2

( ) .
3 1

U xH
x







 

Једначина континуитета (3.14) постаје 


2

2 3/2 (1 ) ( )3 ( )(1 ) 0,
( )
x dU xx U x x x

U x dx
        

а једначина за убрзање добија бездимензионални облик 


2

( ),
2

H P       

при чему тачка сада означава извод по времену  . 
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Густина енергије и притисак у бездимензионој форми постају 

 2
2

( ) , ( ) 1 .
1
U T P U x x

x
    


 


 

Процедура преласка на бездимензионалне величине у моделу инфлације са тахион-

ским пољем и Рандал-Сундрум моделу приказана детаљније је у Додатку 7.2. 

3.1.2 Услови за тахионску инфлацију 

Основни услов за убрзано ширење свемира (2.8) написан преко уведених бездимензи-

оналних величина има облик  

 2 2
2

2 ( ) 31 0.
3 21

a U xH H x
a x

        
   


 

Из ове релације лако се види да ће се инфлација одвијати док важи 2 2
3

x   . На сличан начин 

као за стандардно скаларно поље, може се показати да су услови спорог котрљања за тахион-

ско поље [20,70] 

 23 , 1.x Hx x     

Осим услова за одвијање инфлације, добијени услов за x , заједно са (3.21) и једначинама 

(3.10)-(3.12), елиминише проблем бесконачности и комплексних решења који би се појавио у 

случају кад би за извод тахионског поља могло да важи 1T  . Међутим, овај случај може 

бити значајан приликом разматрања динамике за „чисто“ тахионско поље [14,15,71]. 

Добијени услови спорог котрљања омогућавају да се једначине (3.22) и (3.23) током 

инфлације изразе у приближном облику 

 2
2 1 ( )( ), .
3 3 ( )

U xH U x x
H U x

 
     

Комбиновањем израза (3.18) и (3.28) Хаблови хијерархијски параметри постају 


2 2

1 22 3 2 32

1 1, 2 3 .
2

U U U
U U U 

         
    

Приближно време трајања инфлације, тј. број е-фолдова, може се проценити заменом при-

ближне вредности Хабловог параметра и извода скалираног тахионског поља (3.28) у израз 

(3.15).  
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Приближан број е-фолдова може се израчунати као 


2( )( ) ,

| ( ) |
e

i

x

x

U xN x dx
U x


  

при чему је ( )e ex x   и ( )i ix x  , где ,  i ix  и ,  e ex  означавају време и вредност поља на 

почетку и крају инфлације. 
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4. 
РАНДАЛ-СУНДРУМ МОДЕЛИ 

4.1 КОСМОЛОГИЈА У ВИШЕ ДИМЕНЗИЈА 

 досадашњем излагању пажња је била посвећена космолошким моделима 

базираним на стандардним Фридмановим и Ајнштајновим једначинама у 

3+1 простор-времену. Међутим, већ почетком XX века појавиле су се број-

не идеје о вишедимензионалном простор-времену.  

Теорији струна, данас најшире прихваћеној теорији која укључује додатне димензије, 

претходила је тзв. Калуца-Клајн теорија. Ова теорија инспирисана је везом између простора 

Минковског и Максвеловог уједињења електрицитета и магнетизма. Ова теорија настала је 

као јединствена теорија поља са циљем да уједини гравитациону и електромагнетну инте-

ракцију у петодимензионалном простор-времену. Основу теорије поставили су, независно 

један од другог Гунар Нордстерм (Gunnar Nordström) радом објављеним 1914. године [72], 

пре ОТР, и Теодор Калуца (Theodor Kaluza) у раду који је 1919. године послао Ајнштајну на 

рецензију и који је објављен тек 1921. године [73]. Калуцина теорија била је класичнo про-

ширење ОТР на петодимензионално простор-време. Калуца је претпоставио специфичну 

форму метрике петодимензионалног простора. Метрика се може записати као 

 2 4
ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ,ds g x x dx dx  
  

где су ˆ ˆ, 0,1,2,3,4    а 4x  је додатна просторна координата. Метрички тензор који одговара 

овој теорији може се записати у облику 
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где су сад g компоненте стандарданог метричког тензора из ОТР, а , 0,1,2, 3   . Ова 

метрика има 15 независних компоненти, од којих 10 одговарају простор-времену ОТР, чети-

ри компоненте одговарају електромагнетном векторском потенцијалу, а једна је скаларно 

поље које се често назива дилатон [74].  

Да би избегли проблем изостанка детекције пете димензије, теорија коју су поставили 

Нордстерм и Калуца захтевала је да сви изводи по новој, петој, координати буду једнаки ну-

ли, тј. да важи тзв. Калуцин „цилиндрични“ услов [75] 


ˆˆ
4

0.
g
x




 

Убрзо након објављивања Калуциног рада, Оскар Клајн (Oskar Klein) објавио је кван-

тну интерпретацију ове класичне теорије [76]. Клајнова теорија била је сагласна са постула-

тима, тада нове, квантне механике и резултатима до којих су дошли Хајзенберг и Шредин-

гер. Да би објаснила Калуцин цилиндрични услов, проширена теорија полазила је од претпо-

ставке да је пета димензија (јако) закривљена и има врло мале димензије. 

Претпоставке које су Калуца и Клајн увели биле су револуционарне али даљи рад са 

уведеном метриком није био једноставан. Било је потребно више од две деценије док на 

основу метрике (4.1) нису постављене комплетне једначине поља. Четири истраживачке гру-

пе, независно једна од друге, су у Немачкој, Швајцарској, Француској и САД (Принстон) 

радиле на овом проблему у периоду 1940-50. Највећи допринос извођењу једначина поља 

приписује се Тирију (M. Y. Thiry) [77] али показано је да су једначине које је он добио тачне, 

али нису универзалне већ важе само под одређеним условима. Тек коришћењем софтвера за 

тензорску алгебру добијен је комплетан систем једначина [78]. 

4.1.1 Свет на брани 

Калуца-Клајн теорија одиграла је значајну улогу у теорији додатних димензија. Међу-

тим, насупрот овој теорији, у којој су додатне димензије врло мале, развијене су и теорије 

базиране на потпуно супротној идеји. У овим теоријама додатне димензије могу бити велике 

а „наш“ простор смештен је у један тродимензионални подпростор који се назива брана 

(brane) или прецизније 3-брана (3-brane). Ова 3-брана „уроњена“ је у вишедимензионални 

простор, који се назива међупростор или балк (bulk). Сва позната материја и интеракције на-
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лазе се и делују на једној брани, са изузетком гравитације која једина може да делује у балку 

[79,80]. У овим моделима најчешће се сматра да су све додатне димензије сакривене, а ако је 

њихова дужина у датом моделу довољно велика у односу на Планкову дужину тај модел мо-

же да објасни велику разлику између константи везе за гравитациону и слабу силу. Овај про-

блем познат је као проблем хијерархије (hierarchy problem) [81].  

 

Слика 3 Свет на брани (уметничка визија). Аутор: Dexton Roberts4. 

Један од најједноставнијих модела који је покушао да реши проблем хијерархије био 

је Рандал-Сундрум модел предложен 1999. године [28]. У овом моделу две четвородимензи-

оналне бране, супротних напона, уроњене су у петодимензионални простор и налазе се на 

одређеном растојању (које се мери у петој димензији). У првој верзији Рандал-Сундрум мо-

дела (RSI) посматрач се налази на брани са негативним напоном док је растојање до друге 

бране одређено тако да интензитет гравитације на овој брани одговара Њутновој гравитацио-

ној константи. Убрзо након објављивања модела закључено је да Рандал-Сундрум модел и 

други слични модели могу да доведу до појаве различитих космолошких ефеката. Постојање 

додатне димензије доводи до модификације Фридманових једначина и низа предвиђања која 

се разликују од резултата стандардне космологије [25,82–84].  

                                                 
4 http://www.imgset.co/image/science_nature/256730 
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Убрзо након објављивања првог, формулисан је и други Рандал-Сундрум модел (RSII) 

[24]. У RSII моделу посматрач се налази на брани са позитивним напоном, док се брана са 

негативним напоном помера на бесконачно велико растојање у дуж пете димензије. 

У општем случају простор RSII модела може се описати Анти-де Ситер (Anti-de Sitter, 

5AdS ) метриком облика [25,85] 

 2 2 2
(5) ,kyds e g dx dx dy     

где је k  кривина петодимензионалног простор-времена, при чему се брана са посматрачем 

налази на 0y  , а друга брана са негативним напоном на .y    Флуктуација растојања 

између брана у додатној димензији, дуж y-осе, доводи до појаве новог скаларног поља – ра-

диона, које може утицати на метрику и довести до појаве различитих космолошких ефеката 

[25,29,30]. 

4.2 РАНДАЛ-СУНДУМ II МОДЕЛ 

Балк простор-времена проширеног RSII модела који укључује и повратну реакцију 

радиона у Феферман-Грахам (Fefferman-Graham) координатама може се описати линијским 

елементом [25,35] 

  
 

2
(5)

2 2 2
2 2 22 2

1 11 ( ) ,
1 ( )

a b
abds G dX dX

k z x g dx dx dz
k z k z x

  



 
    
  

 

где је 1 /k   ,   је полупречник кривине, а ( )x  је поменуто радионско поље. Посматрач 

је на брани, са метриком g , која се налази на z   .  

Укупно дејство које региструје посматрач једнако је суми дејства балка ( )bulkS , бране 

( )braneS и материје ( )matS , односно 

 .bulk br matS S S S    

У даљим разматрањима допринос материје биће занемарен, тј. 0matS  [25]. 

Посматрајмо сада динамичку 3-брану која се креће у балку. Након интеграције метри-

ке (4.5) по петој координати укупно ефективно дејство (4.6) у 4-dim може се написати као 

[29] 

 4
, , br

1 ,
16 2
RS d x g g S
G
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при чему је први члан bulkS , док је канонски нормирано радионско поље дефинисано преко 

радионског поља   као 

 2 4sinh .
3
G

      
 

Увођењем одговарајућих трансформација координата показано је да се дејство бране 

brS  може написати као [25,35] 



4 ind
br

, ,4 2 2 2
4 4 2 2 3

det

(1 ) 1 ,
(1 )

S d x g

g
d x g k

k k




 



 


  
 

     
  




 

где је   напон бране,   је тахионско поље, које је добијено након увођења смене 

/kye k   [25]. Индукована метрика (ind)g , тј. „pull-back” балка просторно-временске 

метрике abG  ка брани дефинисано је као 

 (ind) .
a b

ab
X Xg G
x x  

 
 

 

У одсуству радиона  0   дејство бране постаје тахионски кондензат са инверзним 

потенцијалом четвртог степена облика [25,35] 

 (0) 4
br , ,4 1 ,S d x g g

 
     
  

где је 


4 .
k
   

Укупни лагранжијан за брану и радион је 


2

, ,
, , 4 3

1 1 ,
2

g
g


 

 



 

    


  

где је 

 2 21 .k     

У наставку разматрање ће бити ограничено на просторно равно FRW простор-време 

на брани на којој је посматрач са метриком 

 2 2 2 2 2 2( )( ).ds g dx dx dt a t dr r d 
      

За описивање и анализирање овог модела биће коришћен Хамилтонов формализам. Коњуго-

вани импулси поља дефинисани су као 
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У контексту космологије, односно хомогене и изотропне еволуције, импулси 
  и 

  су 

временског типа, па је њихов интензитет 

 , .g g   
               

Из тензора енергије-импулса који одговара лагранжијану (4.13) добија се да је хамил-

тонијана [35] 


2

2 2 8 2
4

1 1 / ( ),
2

        


  

који се, такође, може написати као 


1/2

2
, ,

, , 4 3

1 1 .
2

g
g


 

 




            
  

Према томе, Хамилтонове једначине за RSII постају 

 ,


 


 
 

 ,


 


 
 

 3 ,H 
    


 
 

 3 .H 
    


 
 

У просторно равној Рандал-Сундрум космологији Хаблов параметар ширења H  повезан је са 

хамилтонијаном преко модификоване Фридманове једначине [60,86] 


2

8 21 .
3 3

a G GH
a k

       
    

Једначина (4.24) у комбинацији са једначином континуитета 

 3 ( ) 0,H      

при чему је  , даје другу Фридманову једначину у облику 

 2

44 ( ) 1 .
3
GH G
k
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Да би систем једначина (4.20)-(4.24) био лакши за решавање најбоље је рескалирати  

време /t k  и превести систем на бездимензионе величине. На сличан начин као у сек-

цији 3.1.1 одговарајућим рескалирањем поља  и   и коњугованих импулса   и   из 

једначина нестаје константа купловања   а бездимензионалне функције постају 

 2

4

/ ,
/ ( ), / ( ),
, / ( ).

h H k
k k

k k




   
  






   
   

 

Рескалирањем лагранжијана и хамилтонијана добијају се бездимензионални изрази за 

притисак и густину енергије 


2

2
4 4 8 2

1 1 ,
2 1 /

p
k 




    

  


  


2

2 8 2
4 4

1 1 / .
2k  

    
 

   
 

Исто као и константа   уведеној у (3.19) и овде се може увести иста бездимензионал-

на константа купловања дефинисана као 

 2 28 .Gk   

Заменом величина (4.27)-(4.30) у систем једначина (4.20)-(4.23) овај систем прелази у 

бездимензионални и постаје 

 ,   
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8 2
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где је 
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2 22sinh .

6 3
d
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Истовремено са системом једначина (4.31)-(4.34) корисно је решавати и другу Фрид-

манову једначину 


2 2

( ) 1 ,
2 6

h p  
        

  

као и једначину за број е-фолдова (3.15) записану као 

 ,N h  

где је N  број е-фолдова у функцији од  , а тачке означавају изводе по времену .  

Заменом (4.31) и (4.32) у (4.28) и (4.29) изрази за притисак и густину енергије постају 


2

2 2 3
4

1 1 / ,
2

p   


     


2

2
4 2 3

1 1 .
2 1 /

 
  

 



  

Хаблови хијерархијски параметри (2.24) у функцији бездимензионалног Хабловог па-

раметра постају 

 1 2 ,h
h

 


  

 2 12 .h
hh

 

   

Ефекти који потичу од тахиона и радиона могу се анализирати упоређивањем резул-

тата добијених за параметре спорог котрљања за комплетан модел и модел који садржи само 

инверзни тахионски потенцијал четвртог степена. 

Након преласка на бездимензионалне величине и време  , и број е-фолдова (3.15) 

може се израчунати као 

 f

i

,N d h



   

где i  и f  означавају почетак, односно крај инфлације. 

Израчунавање спектара снаге (одељак 2.4) полази од идентификовања одговарајућег 

канонског поља и квантовања квадратичног дејства за приближно слободно поље. Ова про-

цедура је добро позната за случај к-инфлације а показано је да се исти метод може користити 

и за тахионска поља [20,87,88]. Добијени резултати, у најнижем реду по параметарима 1  и
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2 , за спектре снага тахионског поља имају исту форму као спектри снаге за стандардна ска-

ларна поља [20] 


2

T 1
16[1 2(1 ) ] ,GHC


    


2

S 1 2
1

[1 2(1 ) ] ,GHC C


     


 

где је  

 2 ln2 0,72C       

а   је параметар који је повезан са развојем брзине звука5 по параметру 1  на следећи начин 

 2
s 1 11 2 ( ).c O     

4.3 УСЛОВИ ЗА ТАХИОНСКУ ИНФЛАЦИЈУ У RSII МОДЕЛУ 

Почетни услови за инфлацију у RSII моделу (4.31)-(4.34) могу се одредити из једно-

ставнијег модела, из кога је искључен радион. Овај модел описује се чистим тахионским по-

љем са инверзним тахионским потенцијалом четвртог степена. За описивање динамике тахи-

онског поља и израчунавање параметара спорог котрљања тахионског потенцијала у глави 3 

коришћен је метод заснован на Лагранжевом формализму. Међутим, како је за описивање 

динамике у RSII моделу коришћен Хамилтонов формализам, као погоднији, неопходно је, 

због веће тачности и оправданости упоређивања добијених резултата, применити исти фор-

мализам за тахионски потенцијал а затим добијене резултате искористити као почетне услове 

за RSII модел. 

У складу са ознакама из претходног одељка, лагранжијан DBI типа (3.7) сада се може 

записати као 

 , ,( ) 1 ,V g
        

за инверзни тахионски потенцијал четвртог степена 


4( ) ,V  


 

где је  тахионско поље а   константа, постаје 

 , ,4 1 ,g 
 

    


  

                                                 
5 У теорији инфлације „брзина звука“ означава брзину простирања пертурбација током трајања инфла-

ције. 
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док је одговарајући хамилтонијан 

 2 8 2
4 1 / .    


  

Слично као и за RSII  модел, скалирањем времена /t k  и увођењем нових функ-

ција (4.27),  из (4.53), помоћу (4.21) и (4.23), добијају се хамилтонове једначине 
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Бездимензиони притисак и густина енергије постају 

 2
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1 1 1 ,
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 8 2
4 4 2

1 1 11 ,
1  

  
  

   

а брзина звука је 

 2 2
s 8 2

1 1 .
1

pc
 


  

   
 

  

Преласком на бездимензионални систем величина и заменом (4.56) и (4.57) у Фридманове 

једначине (4.35) и (4.39) константа   нестаје, а у једначинама остаје само константа   дефи-

нисана у (4.30). Систем једначина (4.54)-(4.55) могуће је нумерички решити за изабран скуп 

почетних услова. Након израчунавања решења за Хаблов параметар H  лако се израчунавају 

и параметри спорог котрљања. 

4.3.1 Апроксимација спорог котрљања и почетни услови 

За налажење одговарајућих почетних услова за тахионско поље   размотрамо прво 

чист тахионски модел у апроксимацији спорог котрљања. Тахионска инфлација је базирана 

на спорој еволуцији поља   уз услове спорог котрљања [20] 

 4 1, 3 .h           

Према томе, у апроксимацији спорог котрљања могуће је занемарити члан 21    тако да 

важи 



Глава 4. Рандал-Сундрум модели 

 
49 

 


1/22

42
1 ,

123
h  



      
  


1/22

4

4 4 1 ,
3 123h

 
 

      
    


3/22 2

4 4

4 1 1 ,
12 43

  
 

              
   

а једначина (4.39) постаје 
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Као резултат ових апроксимација, параметри спорог котрљања (4.43) и (4.44) могу се 

приближно израчунати користећи изразе 
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У режиму спорог котрљања важи 2 4/ 1    што доводи до доминантног утицаја 

RSII модификације у једначинама (4.60)-(4.65). Због тога се ове једначине могу приближно 

написати у једноставном облику 


2 3 2

4 2 2

1 , 8 , 24 ,
6

h     
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2
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33 192 , 288 .
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Супротно, ако се занемари допринос RSII корекције добијају се стандардне једначине за та-

хионску инфлацију [5,20,89] у режиму спорог котрљања за потенцијал (4.51) које, у овом 

случају, постају 
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Дакле, у режиму спорог котрљања тахионска инфлација у модификованој RSII космологији 

одвија се на битно другачији начин у односу на стандардну FRW космологију. Међутим, 

пред крај инфлације ( 1 1  ) испуњен је услов 2 4
f/ 1    тако да се модификација због 

RSII космологије може занемарити. Према томе, једначине (4.68) и (4.69) важе на крају 

инфлације, па је 


2
f

1 f 2 f 2

8( ) ( ) 1, 


     

 f
8( ) .
3

h 


  

У апроксимацији спорог котрљања, на основу једначине (4.70) и услова 

2 4
0/ (36 ) 1   , на почетку, и 2 4

f/ (36 ) 1   , на крају инфлације, број е-фолдова је 



f

0

2 2 2 2

3 4 2 4
0 0
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Број е-фолдова у случају стандардне тахионске инфлације описане једначинама (4.68) и 

(4.69) је 


2

st.tach 2
1 00

11 1.
( )8

N 


  


 

Из једначина (4.72) и (4.73) лако је уочити велику разлику у броју е-фолдова до којих доводи 

RSII космологија. На пример, за 2 5   и 0 0,25    број е-фолдова у стандардној тахион-

ској космологији је st.tach 9N  , док је у RSII космологији 365!N   На тај начин RSII 

космологија омогућава продужење периода инфлације и тиме постаје занимљив предмет 

истраживања [35].  
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5. 
НУМЕРИЧКИ МЕТОД 

инамика модела тахионске инфлације (Глава 3) и Рандал-Сундрум модела 

(Глава 4) описана је решењем диференцијалне једначине (3.23), за тахионску 

инфлацију, односно решењем система диференцијалних једначина (4.20)-

(4.23), за Рандал-Сундрум модел. У претходном делу већ је наведено да се егзактна решења 

за тахионску инфлацију могу наћи само у врло малом броју случајева. Приближна решења 

(апроксимација спорог котрљања) омогућава налажење аналитичких решења за различите 

типове тахионских потенцијала, али процес израчунавања је најчешће релативно спор. За 

разлику од тахионске инфлације, систем диференцијалних једначина за Рандал-Сундрум мо-

дел није могуће решити аналитички. 

Једноставнији и ефикаснији метод за налажење решења је нумерички метод. Примена 

рачунара и нумеричког метода омогућава ефикасно налажење решења диференцијалних јед-

начина, а затим и израчунавање посматрачких параметара инфлације. Осим тога, одговарају-

ћом имплементацијом алгоритма могуће је на једноставан начин, применом истог програм-

ског кода, или уз минималне измене у коду (уношење одговарајућег система диференцијал-

них једначина и дефинисање параметара), решавати различите моделе инфлације (стандард-

на инфлација са једним скаларним пољем, тахионска инфлација, инфлација у Рандал-

Сундрум моделу итд). Истовремено, лака паралелизација програма омогућава брзо налажење 

решења и израчунавање посматрачких параметара инфлације за велики скуп различитих по-

четних услова и вредности параметара.  

Д 
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5.1 НУМЕРИЧКО ИЗРАЧУНАВАЊЕ ПАРАМЕТАРА ИНФЛАЦИЈЕ 

Динамика и параметри инфлације за разматране моделе израчунавају се коришћењем 

истог метода – алгоритма (Слика 4). Овај алгоритам базиран је на стандардним, и добро 

познатим, нумеричким методама за нумеричко диференцирање и интеграцију, налажење ну-

ла функција (метод сечице) и решавање диференцијалних једначина, Рунге-Кута (Runge-

Kutta) метод. Алгоритам је могуће имплементирати у већини савремених програмских језика, 

а за потребе овог израчунавања коришћен је програмски језик C++. Нумеричка израчунавања 

имплементирана су помоћу библиотеке GNU Scientific Library6 (GSL) [90]. За графичко при-

казивање резултата написани су програми у скрипт језику GNUplot7 [91], док је веза са C++ 

програмом реализована посредством библиотеке Gnuplot-iostream8. Функционалност и пове-

зивање компајлираног програма и GNUplot скрипти реализована је кроз Linux shell скрипт 

језик Bash9. 

За успешну анализу параметара инфлације и њихово упоређивање са посматрачки 

измереним вредностима, због природе нумеричког решавања, неопходно је одредити дина-

мику инфлације одабраних космолошких модела за велики број ( 4 510 10 ) различитих ком-

бинација вредности слободних параметара. Избор слободних параметара реализује се на раз-

личите начине: случајним избором параметара у дефинисаном интервалу (први метод са хо-

могеном, a други са унапред дефинисаном расподелом вероватноће - Монте Карло метод, 

док је трећи метод заснован на сукцесивној промени вредности параметра са неким произ-

вољно малим кораком у датом интервалу). Методи случајног избора параметара омогућавају 

брзо „скенирање“ датих интервала у потрази за одговарајућим вредностима док трећи метод, 

иако много спорији, омогућава бољу и детаљну анализу добијених резултата. У програму 

који је коришћен за добијање нумеричких резултата имплементирана су сва три метода; два 

метода заснована на случајном избору коришћена су у фази тестирања и тражења најверо-

ватнијих области вредности параметара инфлације, док је за добијање коначних резултата 

коришћен трећи метод.  

                                                 
6 https://www.gnu.org/software/gsl/ 
7 http://www.gnuplot.info/ 
8 http://stahlke.org/dan/gnuplot-iostream/ 
9 https://www.gnu.org/software/bash/ 
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5.1.1 Процена почетних услова 

За сваки скуп изабраних вредности слободних параметара потребно је израчунати 

одговарајуће почетне услове за сва скаларна поља, и њихове прве изводе, који постоје у мо-

делу. Избор ових почетних услова може да буде потпуно произвољан, међутим све комбина-

ције почетних услова нису физички оправдане, или, као резултат не доводе до инфлаторног 

ширења свемира. Раније је већ речено да услови спорог котрљања (одељци 2.3.1 и 3.1.2) га-

рантују убрзано – инфлаторно ширење свемира. Због тога најбоље је искористити овај услов 

и на основу њега проценити почетну вредност поља које води инфлацију (у свим моделима 

које разматрамо то је тахионско поље).  

У општем случају, за било који одабрани тахионски потенцијал и за 

одабране вредности слободних параметара N и  , почетна вредност тахионског поља може 

се одредити из једначина за параметре спорог котрљања и једначине за број е-фолдова [32–

34]. Заменом тахионског потенцијала у израз (3.29) и његовим изједначавањем са јединицом 

(услов за крај инфлације) добија се једначина 


2

2 3

1 '( ) 1,
2 ( )

U x
U x

  

у којој је једина непозната величина (скалирано) тахионско скаларно поље x , а затим се  ре-

шавањем једначине добија вредност поља на крају инфлације ( )ex . На пример, у случају 

инверзног cosh тахионског потенцијала [14,15,34] облика 


1( ) ,

cosh( )
U x

x
  

једначина (5.1) постаје 


2

2

1 sinh 1,
cosh2

x
x
  

одакле се лако (нумерички) одређује вредност поља на крају инфлације. 

У програму за израчунавање посматрачких параметара за моделе тахионске инфлаци-

је, као променљиве, дефинисани су различити тахионски потенцијали ( )U x  и њихови изводи 

'( )U x . Дате вредности параметра   и потенцијала, програм замењује у једначину (5.1) коју 

затим решава неким од стандардних нумеричких метода за налажење нула функције, нпр. 

методом сечице (secant), методом половљења интервала (bisection) итд.  

Израчуната вредност тахионског поља на крају инфлације ex  замењује се у интеграл 

за број е-фолдова (3.30), након чега је потребно решити једначину у којој је непозната доња 
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граница интеграције ,ix  тј. вредност тахионског поља у тренутку када почиње бројање е-

фолдова. Тахионско поље 0x , које одговара вредности поља ix   0 ix x  можемо да искори-

стимо као почетни услов за вредност поља приликом решавања система диференцијалних 

једначина. Непознату вредност поља 0x  могуће је нумерички одредити „погађањем“. Иако 

делује парадоксално, можемо претпоставити да је 0 ex x  па израчунати интеграл и добије-

ну вредност упоредити са жељеним бројем е-фолдова .N  Ако израчуната вредност интеграла 

 intN  није приближно једнака траженој вредности ( intN N    , где је   жељена тач-

ност, тј. мала позитивна константа) претпоставњена вредност ix  није добра и морамо је 

смањити за малу вредност корака и процедура се понавља. Вредност поља ix  за коју је 

intN N  може се користити као почетна вредност поља у једначинама за одређивање дина-

мике инфлације. Овај поступак може се на сличан начин ефикасније реализовати методом 

половљења интервала [32,35]. 

Вредност 0x  може се израчунати и на други начин. Интегрална једначина (3.30) може 

се трансформисати у диференцијалну једначину 


2

2( ) ( ) ,
| ( ) |

dN x U x
dx U x


  

чијим се решавањем добија функција ( )N x  из које се, заменом ex x  може, на сличан на-

чин, одредити почетна вредност тахионског поља 0x x  из услова 0( ) ( ) .eN x N x N   

Табела 2 Почетни услови за тахионско поље одређени на два начина.  Разлика у почетној вредно-
сти поља не игра значајну улогу у коначним резултатима. 

N    
0x  (метод 1) 0x  (метод 2) 

60 1 0.045255 0.196131 

60 6 0.271555 0.647610 

60 11 0.497866 0.970081 

80 1 0.039255 0.187077 

80 6 0.235655 0.617715 

80 11 0.432066 0.925299 

100 1 0.035155 0.180322 

100 6 0.211055 0.595409 

100 11 0.386966 0.891886 
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Описана процедура може се користити за одређивање почетних услова за произвољан 

тахионски потенцијал. Међутим, у случају неких потенцијала могуће је на једноставан на-

чин, полазећи од услова спорог котрљања и применом додатних апроксимација, израчунати 

приближну зависност почетне вредности тахионског поља од вредности слободних параме-

тара [35]. У одељку 4.3.1 овај поступак је приказан за случај инверзног квартичког потенци-

јал облика 4( ) 1 /U x x , а зависност почетних услова од слободних параметара дата је јед-

начином (4.73). 

Почетне услове за друга поља (тј. радионско поље у Рандал-Сундрум моделу) могуће 

је проценити из физичких услова за посматрани модел [35]. За процену физички оправданог 

опсега вредности радионског поља неопходно је, прво, проценити вредности константи   и 

слободног параметра   (у изразима (4.27) и (4.30)).  Константа   може се проценити из 

посматрачких ограничења амплитуде скаларних пертурбација. Из једначине (4.47) може се 

добити приближна релација за скаларни спектар снаге 


2

1

.S
GH
 

  

Упоређивањем овог израза са интензитетом амплитуде спектра снаге ,SA  добијеним на  

основу мерења сателита Планк [21,31,35] добија се 

 92, 2 10 .SA
  

Због овог ограничења неопходно је да на крају инфлације  1 1   буде испуњен услов 

[26,35,92] 

 5

Pl

8,31 10 ,S
H A
m

    

при чему је Plm  Планкова маса, 1/ 2
Pl .m G   Из једначине (4.71), уз релације (4.12), (4.27) и 

(4.30), у апроксимацији спорог котрљања, на крају инфлације важи 


2

PlPl

8 8 ,
33m

H k k
m  

  

одакле се, сређивањем, добија 

 2
1/4 10 ,k


  

односно, за константу   мора да важи 

 8.10   
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Вредност слободног параметара   може се проценити полазећи од напона Dp-бране 

датог као [27,35] 

 ( 1)/2
s

1 ,
(2 )p p g


    

где је, да поновимо, sg  константа везе (coupling) струне, а 1 / (2 )   напон струне [26]. За 

3p   на основу релације (5.9) добија се услов 


4

11
s 4

4 10 ,SMg
k

  

где је 1 / ,SM    док је '  параметар. На основу ових услова могуће је изабрати вред-

ности k  и SM  тако да важи хијерархија величина 

 s Pl.H k M m    

На основу ове релације и релације (5.8) могуће је проценити опсег вредности слободног па-

раметра .  Из услова да је H   добија се 

 8 ,
3

   

па се са солидном поузданошћу   може бирати у интервалу 1 20.    

 Нажалост, не постоје унапред дефинисани услови на основу којих је могуће ограни-

чити вредност радионског поља  . Међутим, сада када су приближно познате вредности 

константе   и слободног параметра   може се проценити и почетна вредност овог поља. На 

основу природне скале која потиче из посматрања може се закључити да се почетна вредност 

поља   налази између H  и Plm . Према томе, природна почетна вредност поља   је истог 

реда величине као константа k  или неколико редова величине већа, нпр. у интервалу од 10 

до 1000k  [25,35]. Како је, према (4.27) бездимензионо радионско поље скалирано у односу 

на / k  за фактор 41 / 10  , почетна вредност радионског поља  0 (0)   налази се у 

интервалу од 0,001 до 0,5. 

За разлику од почетних вредности скаларних поља, које играју значајну улогу у дина-

мици модела, њихови први изводи не утичу значајно на добијене резултате и најбоље је иза-

брати да су почетне вредности извода свих скаларних поља приближно једнаки нули, или 

нула. 
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5.1.2 Динамика инфлације 

Након одређивања почетних услова, нумеричко решавање система диференцијалних 

једначина којима су описани жељени модели може се реализовати помоћу неког од ста-

ндардних метода за нумеричко решавање обичних диференцијалних једначина. У овом раду 

коришћен је Кеш-Карпов (Cash-Karp) метод [93].  

Кеш-Карпов метод спада у познату групу Рунге-Кута (РК) метода. РК нумерички ме-

тоди служе за нумеричко решавање Кошијевог проблема за диференцијалну једначину првог 

или вишег реда (ове једначине прво се трансформишу у систем једначина првог реда). Овим 

методом врши се нумеричка интеграција обичних диференцијалних једначина помоћу корака 

у средини интервала, што значајно доприноси смањивању грешака израчунавања и побо-

љшању стабилности решења [94]. Најпознатији РК методи су методи другог и четвртог реда 

(познат као RK4, или тзв. „класични“ Рунге-Кута метод, а често се овај метод назива само 

Рунге-Кута). 

За диференцијалну једначину облика 

 0 0( , ), ( ) ,y f t y y t y   

где је t  независна променљива, а ( )y t  непозната функција, RK4 метод може се записати као 

[90,94] 

  1 1 2 3 4

1

2 2 ,
6
,

n n

n n

hy y k k k k

t t h




    

 
 

где је 0,1,2,...n  , аh  произвољно мали интервал независне променљиве („корак“), док је 

  1 , ,n nk f t y  

 2 1, ,
2 2n n
h hk f t y k

      
 

 3 2, ,
2 2n n
h hk f t y k

      
 

  4 3, .n nk f t h y hk    

Укупна акумулирана грешка RK4 метода је реда величине 4( )O h , док је локална грешка зао-

круживања 5( )O h . 

Насупрот RK4 и сличним методима, код којих је корак независне променљиве кон-

стантан, Кеш-Карпов метод спада у групу Рунге-Кута метода са прилагодљивим (адаптив-
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ним) кораком. Адаптивни методи израчунавају вредност функције користећи два узастопна 

реда Рунге-Кута метода, па затим, разлику између добијених решења користе као грешку на 

основу које прилагођавају вредност корака .h  Кеш-Карпов метод користи Рунге-Кута метод 

четвртог и петог реда а на основу разлике између добијених резултата процењује корак за 

RK4 метод [93]. У програму Кеш-Карпов метод имплементиран је уз помоћ GSL библиотеке, 

а систем диференцијалних једначина и сви параметри издвојени су у посебну програмску 

функцију, што омогућава лако прилагођавање програма и примену за друге инфлаторне мо-

деле. 

За израчунавање динамике инфлације за сваки модел потребно је наћи нумеричка ре-

шења одговарајућег система диференцијалних једначина. За инфлаторне моделе са тахион-

ским пољем осим трансформације једначине (3.23) на систем од две диференцијалне једна-

чине првог реда током интеграције диференцијалне једначине паралелно се израчунава и 

Хаблов параметар ( )H t . Из практичних разлога добро је проширити систем који се нумерич-

ки решава једначином за убрзање (3.24). Први извод Хабловог параметра H  неопходан је за 

израчунавање параметара спорог котрљања (3.16), чиме се олакшава и убрзава његово изра-

чунавање, док се истовремено повећава тачност добијеног резултата у односу на метод ну-

меричке интеграције добијеног решења за Хаблов параметар. У програму се паралелно изра-

чунава и ( )H t , на основу формуле која је добијена аналитичким диференцирањем израза 

(3.24) по времену. Систем диференцијалних једначина допуњен је са још две једначине 

 , .a H a N H      

На овај начин, као решење, добија се и еволуција фактора скале ( )a t  и броја е-фолдова ( )N t , 

што касније олакшава одређивање времена почетка инфлације (бројања е-фолдова) it  у јед-

начини (3.15) и израчунавање посматрачких параметара. 

За RSII модел динамика инфлације израчунава се на исти начин. Слично, као код та-

хионског модела, у коме је коришћен Лагранжев формализам, Хамилтонове једначине (4.31)-

(4.34) за RSII модел допуњују се једначинама (4.39) и (4.40), као и одговарајућом једначином 

за фактор скале .a h a   Аналогно тахионском моделу и у RSII моделу други извод Хабло-

вог параметра h израчунава се из једначине добијене аналитичким диференцирањем израза 

(4.39). Међутим, како је за постизање веће тачности израчунатих посматрачких параметара 

за RSII моделе неопходно израчунавање трећег параметра спорог котрљања 3 , неопходно је 

израчунати и трећи извод Хабловог параметра h . Нажалост, даље диференцирање израза 
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(4.39), тј. аналитичко израчунавање, а касније и коришћење добијеног израза, за h  је доста 

сложено, па се у програму прво израчунава „сплајн“ (spline10) интерполациона функција за 

добијене нумеричке резултате за Хаблов параметар, а затим се нумеричким диференцирањем 

ове функције израчунава трећи извод Хабловог параметра h . 

5.1.3 Посматрачки параметри 

Након ових израчунавања, као резултат се осим временске зависности одговарајућих 

скаларних поља и њихових коњугованих импулса добија и решење за Хаблов параметар, 

фактор скале и број е-фолдова у функцији од времена. Овако добијене функције могу се ко-

ристити за анализу динамике модела или даља израчунавања посматрачких параметара 

инфлације. 

Заменом израчунатих функција еволуције Хабловог параметра и његових извода у 

изразе (3.16), за тахионску инфлацију, односно (4.43)-(4.44), за RSII модел, добијају се изрази 

који описују еволуцију параметара спорог котрљања 1  и 2  у разматраном моделу.  

Посматрачки параметри, скаларни спектрални индекс sn  (2.41) и количник тензора и 

скалара r  (2.40) за тахионску инфлацију у првом реду у односу на параметре 1  и 2  имају 

исти облик као и у случају стандардне инфлације за једно скаларно поље [20] 

 116 ( ),ir t  

 1 21 2 ( ) ( ),s i in t t     

где су 1( )it  и 2( )it  вредности параметра спорог котрљања на почетку инфлације ( it t ). 

Други ред апроксимације ових параметара се разликује. За тахионску инфлацију у стандард-

ној космологији параметри r  и sn  имају облик 

  1 2 116 1 2 ,r C      

  2
1 2 1 1 2 2 31 2 2 2 3 2 ,sn C C                  

где су i, (i 1,2, 3),   Хаблови хијерархијски параметри на почетку инфлације, C  је констан-

та дефинисана у изразу (4.48), док је параметар 1 / 6   за тахионску инфлацију у ста-

ндардној космологији [20]. 

                                                 
10 Посебна врста интерполационих полинома. 



Глава 5. Нумерички метод 

 
61 

 

Међутим, за Рандал-Сундрум космологију, тј. за модификовану Фридманову једначи-

ну (4.24), показано је да параметар   има другу вредност [35]. Заменом 1  из израза (4.67) у 

израз за брзину звука (4.58) добија се 

 1
11 .
6sc   

Упоређивањем са једначином (4.49) добија се 1 / 12,   па изрази (5.24) и (5.25) постају 

 1 2 1
116 1 0.72 ,
6

r   
      

 

 2
1 2 1 1 2 2 31 2 2 1.39 0.72 ,sn                

где су, наравно, i, (i 1,2, 3),   вредности ових параметара на почетку инфлације. За израчу-

навање параметара r  и sn  према једначинама (5.24) и (5.25) потребно је израчунати вредно-

сти ових параметара. 

Хаблови хијерархијски параметри i, (i 1,2, 3),  на почетку инфлације могу се изра-

чунати на сличан који је примењен за одређивање почетних услова (одељак 5.1.1). 

На основу услова за инфлацију 1 1  , време краја инфлације ( et ) налази се нуме-

рички решавањем једначине 1( ) 1et  . Заменом израчунатог времена et   у једначину 

 ( ) ( ) ,e iN t N t N   

где је ( )N t  нумеричко решење броја е-фолдова у функцији времена, а N  жељени број е-

фолдова (слободан параметар). Решавањем ове једначине по времену it  добија се време по-

четка инфлације, а затим и тражене вредности Хаблових хијерархијских параметара 1 , 2  и 

3  на почетку инфлације. Заменом 1 , 2  и 3  у изразе  (5.24)-(5.25) израчунавају се посма-

трачки параметри за одговарајући модел инфлације и одабране вредности слободних параме-

тара. 

5.2 РЕЗУЛТАТИ 

Компјутерски програм написан на основу поступка описаног у претходном одељку 

коришћен је за потребна израчунавања. Добијени нумерички резултати приказани су гра-

фички, а затим анализирани. На почетку истраживања инфлације у RSII моделу функцио-

налност и тачност програма тестирана је и упоређивана са раније познатим аналитичким и 

нумеричким моделима стандардне и тахионске инфлације, односно њиховим резултатима. 
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Истовремено, резултати за неке тахионске моделе независно су израчунати на основу једна-

чина добијених из лагранжијана (3.7) и апроксимативних Хамилтонових једначина (4.54)-

(4.55). 

Добијени резултати за тахионске моделе за различитим потенцијалима и RSII модел 

са тахионским и радионским пољем приказани су у наставку. 

5.2.1 Тахионска инфлација 

У Глави 4 показано је да се у одсуству радиона RSII модел трансформише у одговара-

јући модел са тахионским потенцијалом облика 


4

1( ) ,U x
x

  

где је ( )x x   бездимензионално тахионско поље. 

  

  

Слика 5 Упоређивање аналитичког (тачкице) и нумеричког (пуна линија) метода за времненску 
еволуција тахионског инфлаторног поља (горе лево), Хабловог параметара (горе десно) и хијерар-

хијских параметара 1 (доле лево)  и 2  (доле десно) за тахионски потенцијал облика 
4( ) 1 /U x x  и параметре 85N   и 5.   

Такође је показано да су резултати добијени за овај потенцијал неопходни за добијање 

почетних услова коко би се одредила динамика RSII модела. Из ових разлога, као и због мо-

гућности да се упоређивањем добијених резултата за посматрачке параметре за тахионски и 
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RSII модел одреди утицај радиона на ток инфлације потребно је, прво, израчунати све неоп-

ходне величине за овај тахионски потенцијал. 

Применом апроксимативних метода овај модел може се решити аналитички уз помоћ 

услова спорог котрљања (3.27) и приближних релација (3.29). За потенцијал (5.30) решење 

Фридманове једначине у режиму спорог котрљања (3.28) има облик 


4

3
1( ,)x C e


   

где је 1C  константа која се може одредити из почетних услова. Заменом добијеног решења у 

израз (3.18) добија се израз за временску еволуцију Хаблових хијерархијских параметара. 

Након једноставног сређивања за прва два параметра добија се 


8

3
1 2 2

2
18( ) ( ) .C e





     

Добијена приближна аналитичка решења упоређују се са нумеричким за велики скуп 

случајно изабраних парова слободних параметара ( , )N   и израчунате почетне услове.  

Слика 5 приказује резултате добијене за еволуцију бездимензионалног тахионског 

скаларног поља x , Хабловог параметра H  и хијерархијских параметара 1 и 2  за произвољ-

но изабране слободне параметре 85N   и 5  . На слици су упоредо приказани резултати 

добијени на основу аналитичких и нумеричких израчунавања. 

 

Слика 6 Утицај промене слободног параметра   на трајање инфлације. 

Такође, Слика 5 показује како је лако уочљиво одступање између нумеричких и ана-

литичких резултата. Иако је, на први поглед, ово одступање изузетно велико оно не пред-

ставља озбиљан проблем. За мале вредности  , тј. у периоду кад се одиграва инфлација, 

поклапање аналитичког и нумеричког решења је изузетно добро. Са протоком времена и 
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приближавањем крају инфлације 1( 1)   разлика постаје све већа и већа. Међутим, овакво 

понашање резултата је очекивано и оправдано пошто је за добијање аналитичког решења 

коришћена апроксимација спорог котрљања, која важи само током инфлације, тј. када је 

1 1  . За разлику од аналитичког, за добијање нумеричког решења ова апроксимација није 

коришћена па оно задржава тачност и важи и након завршетка инфлације. 

Као и повећање броја е-фолдова N , тако и повећање вредности слободног параметара 

  (док је број е-фолдова константан) доводи до продужавања инфлације. Слика 6 приказује 

зависност параметра 1  од времена   и ефекат раста параметра  . 

 

Слика 7 Нумерички израчунате вредности посматрачких параметара sn  и r  у поређењу са резул-

татима Планк колаборације [21]. На слици лево приказано је 70% израчунатих резултата док се на 
слици десно налази 35% укупног броја резултата. Зелена испрекидана линија (лево) означава 2  
област CDM  Planck TT+lowP мерења. Црвена пуна линија, на обе слике, означава приближну 
релацију (5.34). 

Упоређивањем аналитичких и нумеричких резултата за 1  (Слика 5) може се закљу-

чити да инфлација траје дуже него што предвиђа аналитичко решење. Овакав закључак 

потврђују и резултати за посматрачке параметре приказани у ( , )sn r  равни (Слика 7). Вред-

ности параметра sn  и r  могу се аналитички проценити и на основу једначине (4.73), уз 

апроксимацију 1 2  , при чему се добијају стандардне релације за тахионску инфлацију 

[5,20] 
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Слика 7 приказује посматрачке параметре у ( , )sn r равни израчунате нумерички за 10000 та-

чака, тј. парова слободних параметара у интервалу 45 120N   и 1 25  . На графику 

су приказана и ограничења (1  и 2 ) која су добијена мерењима сателита Планк [21]. Пу-

ном (црвеном) линијом приказана је линеарна веза sn  и r  дата једначином (5.34). 

 

Слика 8 Нумерички резултати за тахионске потенцијале 1U  (црвено) и 2U  (црно) у поређењу са 

резултатима Планк колаборације [21]. 

На исти начин израчунати су параметри sn  и r  и за друге, од раније познате и анали-

тички решене [20], тахионске потенцијале потенцијале 

 1 2
1( ) , ( ) ,

cosh( )
xU x e U x

x
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Посматрачки параметри израчунати су нумерички за по 25000 парова слободних па-

раметара у истом интервалу 45 120N   и 1 25   (Слика 8). Као што је и очекива-

но, слагање добијених резултата са посматрачким параметрима је боље за потенцијале (5.35) 

него за потенцијал (5.30) [20]. 

У опсегу графика (Слика 8) налази се 64% резултата за exp( )x  потенцијал и 72% ре-

зултата за 1 / cosh( )x  потенцијал. Најбољи резултати за инверзни cosh  потенцијал добијени 

су за 85N   и 15 25.   

5.2.2 RSII модел са и без радиона 

RSII модел се може анализирати коришћењем истог поступка. Међутим, како је овај 

модел описан системом диференцијалних једначина које није могуће решити аналитички 

комплетна анализа модела мора да се спроведе нумеричким решавањем. 

Решавањем система диференцијалних једначина (4.31)-(4.34), којима је описан RSII 

модел, за одабран скуп слободних параметара N  и   добијају се одговарајућа решења за 

еволуцију тахионског ( )  и радионског ( )  поља. Анализом ових решења и њиховим упоре-

ђивањем са резултатима добијеним за чисто тахионско поље на основу стандардне, немоди-

фиковане, Фирдманове једначине уочљиви су ефекти који настају због присуства радиона и 

додатног члана у Фридмановој једначини (4.24), тј. космологије у Рандал-Сундрум моделу. 

За произвољно изабране вредности параметара и почетних услова 

 0 02, 0, 25, 0, 4     , Слика 9 приказује еволуцију тахионског и радионског поља, 

као и параметара 1  и 2 , за RSII модел и „чист“ тахионски потенцијал у стандардној и RSII 

космологији. 

За RSII модел, исто као и за тахионску инфлацију, могуће је проценити вредности 

посматрачких параметара на основу услова спорог котрљања. Полазећи од једначина (5.27)-

(5.28), уз апроксимацију 2 13 / 2   (4.67) и једначину (4.72) добијају се приближне 

релације 
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Пратећи исти алгоритам описан у поглављу 5.1 израчунати су посматрачки параметри 

sn  и r  за 10000 скупова вредности слободних параметара ,N    и 0  сукцесивно изабраних 

у интервалима: 60 120,N   1 12    и  00 0,5   (Слика 10). Исто као и у случа-

ју тахионске инфлације (Слика 7), на графику су приказана и ограничења (1  и 2 )  која су 

добијена мерењима сателита Планк [21]. 

 

 

Слика 9 Временска еволуција тахионског   (горе лево) и радионског   (горе десно) поља, као и 

Хаблових хијерархијских параметара 1  (доле лево) и 2  (доле десно) за 

0 0 0 02, 0,25, 0, 4, 0          , за тахионски инфлаторни модел за потенцијал (5.30) у 

RSII космологији са радионом (црна пуна линија) и без радиона (тачкаста црвена линија). Плава 
испрекидана линија означава резултате за одговарајући тахионски модел у стандардној Фридма-
новој једначини. 

Иако је, на први поглед, расподела резултата на  ,sn r  дијаграму случајна могуће је 

уочити одређене правилности. Пре свега, као што је и очекивано, највећа густина добијених 

резултата налази се у око праве дате једначином (5.37), док у неким деловима  ,sn r равни 

уопште нема тачака.  

Даља анализа резултата вршена је за исти опсег параметара, при чему је случајни из-

бор вредности слободних параметара (N  и  ) и почетног услова ( 0 ) замењен сукцесивним 

избором вредности са тачно дефинисаним кораком 0,5,N   0,5   и 0 0, 05   (у-
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купно око 55000 вредности). Анализом овако добијених резултата може се уочити правилна 

зависност између посматрачких параметара sn  и r  и слободних параметара N  и   (Слика 

11). 

 

Слика 10 Нумеричке вредности посматрачких параметара sn  и r  за RSII модел инфлације у од-

носу на ограничења добијених на основу мерења [21]. Вредности слободних параметара изабране 

су 10000 тачака у интервалима 60 120N  , 1 12   и 00 0.5  . Пуна линија пред-

ставља апроксимацију спорог котрљања за RSII модел без радиона (5.37), док испрекидана линија 
означава апроксимацију спорог котрљања за стандардну тахионску инфлацију (5.34). 

 

Слика 11 Вредности sn  (лево) и r  (десно) као функције параметара N  и   за 0 0.01  . По-

четни услов за тахионско поље 0  одређен је на основу израза (4.72). 

Са графика (Слика 10) види се да се највећи број добијених резултата не налази у 

области 2  за измерене вредности према ограничењима добијених на основу мерења мисије 

Планк [21]. Повећањем броја е-фолдова N  могуће је резултате довести у област 1 , али ово 
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повећање нема јасно физичко оправдање. Међутим, велики број резултата који се налази у 

области 2  омогућава „фино подешавање“ (fine tuning) вредности слободних параметара и 

почетних услова, у потрази за најбољим резултатима у жељеном опсегу вредности. 

 
 

 

  

 

  

 

Слика 12 Добијени резултати за посматрачке параметре приказани у ( , )sn r равни (лево). Боја тач-

ке на мапама вредности означава одговарајућу нумеричку вредност, према палети на сваком гра-
фику посматраног параметра. Хистограми раподеле (десно) вредности параметара у област 2  
измерених вредности посматрачких параметара (црвена испрекидана линија на дијаграмима лево). 

У првом реду приказана је мапа боја и хистограм за параметар ,N  у другом  , и у трећем за 0.  

Праћење утицаја вредности слободних параметара и почетних услова најлакше се ре-

ализује анализом колор мапа и хистограма добијених резултата. На колор мапама различи-

тим бојама означена је вредност параметра чији се допринос анализира, док је на хистогра-

мима приказана учесталост појављивања одређене вредности посматраног параметра у обла-
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сти 2  према подацима CDM  Planck TT+lowP мерења. Слика 12 приказује добијене дија-

граме и хистограме. 

Од 55.000 израчунатих параова ( , )sn r  у области приказаној на графику налази се око 

65% резултата, док се унутар 2 ограничења, према CDM  Planck TT+lowP мерењу, лежи 

12% укупног броја добијених резултата. 

Са ових хистограма и колор мапа јасно је уочљива тенденција раста параметра N  ка 

области „повољнијих“ резултата, односно смањивања параметра   ка овој области. Дистри-

буција N  у области Планковог 2  ограничења је приближно хомогена али могуће је уочити 

максимум близу 100N  , максимум параметра   налази се око 3  , тј. близу доње гра-

нице дате изразом (5.14).  

 

Слика 13 Израчунате вредности параметара у ( , )sn r  равни за RSII модел са радионом (плаво), та-

хионским потенцијалом (5.30) у RSII космологији (зелено) и тахионским потенцијалом у космоло-
гији са стандардном Фридмановом једначином (црно). 

Међутим, ефекат почетне вредности радионског поља није лако уочљив. За разлику 

од параметара N  и  , за почетни услов 0  не постоје јасни услови. Са хистограма се може 

видети да се највећи број вредности 0  у области ограничења налази близу нуле. Истовреме-

но са мапе у боји очигледно се види да расподела вредности 0  у ( , )sn r  није правилна. На 

основу овога може се закључити да почетна вредност радионског поља 0  не даје значајан 

допринос коначним резултатима. Овакав закључак се намеће јер се до сличног закључка мо-

же доћи на основу упоређивања временске еволуције параметра 1  за RSII модел са радио-

ном и тахионски потенцијал у RSII космологији (Слика 9). На почетку ( 0)   вредности 

параметра 1  су приближно исте, али током инфлације разлику је све лакше приметити, 

пошто присуство радиона у RSII моделу доводи до појаве осцилација [25,35]. 

Упоређивањем израчунатих вредности посматрачких параметара sn  и r  за RSII мо-

дел, тахионски потенцијал (5.30) у RSII космологији и тахионски потенцијал (5.30), без ра-
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диона, у космологији са немодификованом Фридмановом једначином (Слика 13) може се 

видети да најзначајнији ефекат на израчунате вредности настаје као последица модификације 

Фридманове једначине  (4.24), али и присуство радиона игра врло значајну улогу. 

Табела 3 Посматрачки параметри ( sn  и r ) и време почетка инфлације ( it ) за три различита мо-

дела инфлације (RSII модел са радионом, тахионска инфлација у RSII космологији и тахионска 
инфлација у стандардној космологији). 

N    0  
RSII модел Тахион 

(стандардна космологија) 
Тахион 

(RSII космологија) 

it   sn   r   
it  sn  r  

it  sn  r  
65 1 0.05 0.05398 0.93379 0.16881 

0.05726 0.57770 0.25157 0.33558 0.96106 0.18060 65 1 0.25 0.05455 0.93046 0.16881 

65 1 0.50 0.05636 0.90297 0.16879 

85 1 0.10 0.04811 1.23564 0.12861 0.00910 1.82316 0.18287 0.04801 0.32411 0.12988 

85 5 0.10 0.31670 0.97037 0.13764 0.04547 0.38315 0.19164 0.30075 0.97061 0.13594 

85 10 0.10 0.72560 0.98170 0.20321 0.07275 0.48568 0.19170 0.53277 0.97003 0.13912 

105 1 0.05 0.04383 0.97401 0.10376 0.00759 1.51473 0.13168 0.04381 1.05491 0.10458 

105 5 0.25 0.37268 0.97605 0.12364 0.03788 3.75907 0.15498 0.27614 0.97642 0.10888 

105 10 0.50 1.16923 0.93665 0.41288 0.06061 1.76936 0.15480 0.48968 0.97602 0.11109 

 

Ова два ефекта доводе до изразитог „сабијања“ тачака у ( , )sn r  равни и њиховог гру-

писања у околини праве дате приближном релацијом (5.37). За одабране вредности слобод-

них параметара ово груписање резултата такође се налази унутар 2  одступања од измере-

них вредности посматрачких параметара према CDM  Planck TT+lowP резултатима. 

 

Слика 14 Резултати као на Слика 10, али за ужи интервал вредности параметара: 85 110,N   

1 8   и 00 0,5.   Црвена испрекидана линија означава 1  и 2  одступање од мерења 

Планк колаборације. 

Сужавањем опсега броја е-фолдова на интервал 85 110N  , параметра   на 

1 8  , вредности 0  у интервалу 00 0.5   добија се интересантан график (Слика 

14) на коме су јасно уочљиве две „траке“: доминантна која је скоро паралелна са r  осом, са 

највећим бројем тачака концентрисаним у области између правих датих изразима (5.34) и 
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(5.37) (пуна и испрекидана линија на графику) и друга, трака мање густине која је паралелна 

sn  оси и лежи у интервалу 0.1 0.13r  .  

 

Слика 15 Резултати као на претходној слици, али за још ужи интервал вредности параметара: 
2,   60 120N    и 00 0,25.   Црвена испрекидана линија означава 1  и 2 стандард-

не девијације мерења Планк колаборације. 

 

 

Слика 16 Најбоље добијено слагање резултата RSII модела са радионом за посматрачке параметре 

sn  и r  са вредностима које је измерила Планк колаборација [48]. Вредности слободних параме-

тара су 1,25  , 115 120N   а почетна вредност радионског поља је 0 0, 05.   Ознаке на 

графику исте су као на Слика 10.  
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На основу наведеног могуће је избором слободних параметара N  и   и почетне вред-

ности радионског поља 0  добити вредности израчунатих посматрачких параметара sn  и r  

тако да су њихове вредности у доброј сагласности са измереним.  

Даљим фиксирањем неких од три наведена параметра и смањивањем опсега вредно-

сти преосталих параметара могуће је постићи боље слагање са резултатима посматрања. На 

пример, фиксирањем 2   и варирањем N , у интервалу 60 120N  , и  0  

 00 0.25   добија се занимљив резултат (Слика 15) где се јасно уочавају тачке „цепа-

ња“ резултата на три раздвојене области, што је јасна последица нелинеарности система ди-

ференцијалних једначина (4.31)-(4.34). Највећи број израчунатих вредности за ове парамета-

ре налази се у 2  области одступања од измерених вредности параметара sn  и r . 

Даљим сужавањем области слободних параметара може се уочити још боље слагање 

са измереним вредностима. Након даље анализе налазимо да је најбоље слагање нумеричких 

резултата модела и мереља за 1,25,   0 0, 05   и број е-фолдова у интервалу 

115 120N   (Слика 16). 
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6. 
ЗАКЉУЧАК 

страживања у овој дисертацији мотивисана су пре свега Рандал-Сундрум 

моделом и разматрана је улога тахионског поља у космолошкој инфлацији 

у стандардној космологији и у оквиру овог RS модела. Као што је речено, 

према RS моделу света на брани петодимензионални свемир садржи две четвородимензионе 

бране са супротним напонима које се налазе на неком растојању дуж пете димензије. У 

разматраном RSII моделу бране посматрач се налази на брани са позитивним напоном док се 

друга брана налази у бесконачности. Флуктуација растојања између брана доводи до појаве 

безмасеног скаларног поља, тзв. радиона, које узрокује промене у геометрији вишедимензи-

оналног простора и доводи до појаве нових космолошких ефеката. Показали смо да ефекти 

тахиона на ток инфлације постоје, али да не могу у потпуности уклонити разлику која посто-

ји између посматрачких параметара и израчунатих у RSII моделима. 

Основни циљ истраживања био је израчунавање посматрачких параметара инфлације 

(скаларни спектрални индекс, sn  и количник тензора и скалара r ) за RSII модел и њихово 

упоређивање са резултатима астрономских посматрања свемирског телескопа Планк. На 

основу упоређивања добијених резултата са вредностима посматрачких параметара израчу-

натим за инфлаторни модел са тахионским пољем ( )T  са потенцијалом облика 4( ) 1 /U T T  

анализиран је утицај радиона и космологије RSII модела на вредности посматрачких параме-

тара. 
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Анализом добијених резултата закључено је да је додатни члан (4.24) који се за RSII 

модел јавља у Фридмановој једначини има значајан позитиван ефекат на вредности посма-

трачких параметара и доприноси да су добијене вредности ових параметара знатно ближе 

измереним вредностима. Иако велики број нумеричких резултата лежи у ограничењу две 

стандардне девијације од измерених вредности, према Planck TT+lowP и Planck 

TT+lowP+lensing+ext подацима (Слика 10), мора се закључити да тренутно доступни астро-

физички подаци не иду у прилог овом моделу, али модел се не може у потпуности искључи-

ти пошто је одговарајућим избором слободних параметара и почетних услова могуће добити 

и вредности параметара које су у бољој корелацији са мерењима (Слика 16). 

Важно је напоменути да је разматрани модел инфлације, за разлику од већине других 

инфлаторних модела који се могу срести у литератури и којима су потенцијал и параметри 

произвољно изабрани на начин да резултати што боље одговарају посматрањима, заснован 

на фундаменталној динамици брана која је описана потенцијалом са само једним слободним 

параметром. 

Иако је разматрани RSII модел, који је један од једноставнијих модела света на брани, 

суочен са бројним проблемима досадашњи рад на дисертацији отвара могућност за много-

бројна истраживања сложенијих модела. Проширивање модела другим ефектима, нпр. при-

суство материје у простору између брана, води ка другим облицима (тахионског) потенција-

ла и потпуно другачијим ефектима и резултатима. Софтверска решења која су развијена то-

ком израде ове дисертације могу се на релативно лак начин изменити и допунити за примену 

на другим космолошким моделима, без обзира да ли су то модели за стандардну инфлацију 

са једним скаларним пољем, за инфлацију са тахионским пољем, космологију света на брани, 

или пак неки модели засновани на модификованој теорији гравитације и слично. 
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7. 
ДОДАТАК 

 дисертацији је више пута поменут значај и предност скалирања физичких 

величина и једначина. У овом Додатку приказан је преглед стандардних 

природних система јединица и стандардни метод [95,96] преласка на без-

димензионалне величине и поступак превођења система једначина (3.12) и (3.14) за тахион-

ску инфлацију, и Хамилтонових једначина (4.20)-(4.23) за RSII модел на бездимензионалне 

једначине. 

7.1 ПРИРОДНИ СИСТЕМИ ЈЕДИНИЦА 

У физици, природни систем јединица представља оне физичке јединице које су дефи-

нисане на такав начин да, изражене у овим јединицама, одабране физичке константе имају 

нумеричку вредност 1. Ове константе најчешће се у потпуности изостављају из математич-

ких израза којим се записују физички закони. Управо ова особина природних система једи-

ница послужила је и као основа за име, пошто овако дефинисане јединице потичу из особина 

природе, а за јединицу се најчешће бирају неке фундаменталне физичке особине, нпр. расто-

јање Земље до Сунца, маса Сунца, маса ( )em  или наелектрисање ( )eq електрона, гравитациона 

константа ( )G , брзина светлости ( )c , редукована Планкова константа ( ) , Кулонова констан-

та ( )ek , Болцманова константа ( )Bk  итд. 
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Основна намена природних система јединица је да омогуће једноставнији запис одре-

ђеним алгебарских израза и физичких закона. Међутим, основни недостатак ових система 

јединица је то што физичке величине могу имати једну вредност у једном, а потпуно другу 

вредност у другом систему природних јединица. 

Један од најпознатијих систем природних јединица су Планкове јединице (Planck 

Units).  Планкове јединице дефинисане су тако да важи 

 1.e BG k kc       

У основи дефиниције Планкових јединица леже својства простора и времена (преко констан-

ти c  и G ) и  својства материје (кроз константу  , која дефинише однос енергије и фреквен-

це у квантној механици). Због ових особина Планкове јединице најчешће се користе у кван-

тној теорији, гравитацији, теорији струна итд. 

Такође добро познат систем природних јединица су атомске јединице. Овај систем 

дефинисан је као 

 1.ee Bk ke m     

У квантној хромодинамици најчешће се користе природне јединице такве да важи 

 1,Bp kc m     

где је pm  маса протона, док се и физици честица и космологији користе јединице за које ва-

жи 

 1,Bc k    

које се често називају и „природне јединице“. 

7.2 БЕЗДИМЕНЗИОНАЛНЕ ЈЕДНАЧИНЕ 

Посматрајмо линеарну диференцијалну једначину првог реда са константним коефи-

цијентима 

 ( ),dya by cf x
dx

   

у којој је x  независна променљива, а y је нека функција ( )y y x . Увођењем смене 

 0

0

,
,

y y
x x







 

где је   нова независна променљива, функција ( )   , а 0x  и 0y  константе које треба 

одредити, диференцијална једначина (7.5) постаје 
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 0
0 0

0

( ) ( ).y da by cf x cF
x d

   

    

У даљем поступку скалирања на бездимензионалне величине неопходно је одредити кон-

станте 0x  и 0y  тако да је што више коефицијената у једначини (7.7) једнако јединици. Деље-

њем диференцијалне једначине коефицијентом који се налази уз члан са (највећим) изводом 

једначина постаје 

 0 0

0

( ).bx cxd F
d a ay
  

   

Изједначавањем другог члана са јединицом добија се 

 0
01 ,bx ax

a b
    

док се из последњег коефицијента добија 

 0
0

0 0

1 .cx c cy
ay by b

     

Оваквим избором константи 0x  и 0y  једначина (7.5) постаје  

 ( ).d F
d
  

   

и добија бездимензионалну форму и постаје независна од параметара у којима се појављују 

јединице. 

Приказана стандардна процедура може се применити и на диференцијалне једначине 

вишег реда, али два рескалирајућа параметра (7.6) дозвољавају да само два, произвољна, ко-

ефицијента буду једнака један. 

У случају нелинеарних диференцијалних једначина (3.12) и (3.14), односно (4.20)-

(4.23), које описују тахионски и RSII модел процедура трансформације диференцијалних 

једначина на бездимензионалне величине нешто је сложенија. Међутим, и код оваквих 

система диференцијалних једначина могуће је на основу димензионалне анализе одредити 

параметре 0x  и 0y . 

7.2.1 Тахионска инфлација 

Потенцијал ( )V T , где је T  тахионско поље, у изразу за DBI лагранжијан (3.7) у 

општем случају може се написати у облику 

 ( ) ( ),V T U T  
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где је   константа, а ( )U T  је бездимензионална функција за коју важи [20,32] 

 '( 0) 0, ( ) 0.U T U T      

Функција ( )U T  може бити експоненцијална, инверзна степена или нека друга сложена опа-

дајућа функција. Аргумент функције ( )V T  - тахионско поље T , као и свако скаларно поље, 

може имати димензију масе, растојања, времена или (ређе) неку комбинацију ових величина, 

у зависности од избора модела и система природних јединица.  

Да би аргумент функције U  био бездимензионална величина неопходно је скалирати 

тахионско поље T  тако да се ново, бездимензионално, тахионско поље x   дефинише на сле-

дећи начин [20] 


0

,Tx
T

  

где је 0T  нека произвољна константна вредност тахионског поља .T  Потенцијал тахионског 

поља ( )V T  се тада може написати у бездимензионалном облику као 


0

1 ( )( ) .T V xU x V
T 
      

 

Диференцијална једначина кретања – еволуције тахионског поља (3.14) може се 

трансформисати у бездимензионалну форму применом метода описаног једначинама (7.5)-

(7.11). Као у једначинама (7.6) и (7.14) време t  може се рескалирати као 


0

,t
t

   

где 0t константа која има димензије времена.  

Након дефинисања новог поља x  и времена   неопходно је, заменом израза (7.14) и 

(7.16) у одговарајуће једначине, дефинисати и одговарајуће изводе. Тако извод потенцијала 

( )V T  по пољу T  постаје 

  
0 0

( )'( ) ( ) '( ),dV T dV T U x U x
dT T dx T

   


 

док извод тахионског поља T  по времену t  постаје 

 0 0

0 0

,T TdT dxT x
dt t d t

     

а други извод T  на исти начин постаје 
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 0
2
0

.TT x
t

   

Заменом (7.17)-(7.19) у једначину (3.14) добија се 

 0 0
2 2 2

0 00 0

1 '( )3 0,
( )

T x T U xH x
t T U xt T x

  

 


 

а након трансформисања ова једначина постаје 


2 2

3 20 0
2

0 0

'( ) '( )3 3 0.
( ) ( )o

T tU x U xx H x x Ht x
t U x U xT

         

Пошто су '( )U x  и ( )U x  бездимензионалне функције, изједначавањем коефицијента уз 

последњи члан са јединицом добија се да је 0 0T t , цела једначина постаје 

 3 2
0

'( ) '( )3 3 0.
( ) ( )o

U x U xx HT x x HT x
U x U x

         

Хаблов параметар ,H  дефинисан Фридмановом једначином (3.12), је једина величина у овој 

једначини која остаје димензиона. Да би цела једначина (7.22) била бездимензионална неоп-

ходно је дефинисати бездимензионални Хаблов параметар H  тако да важи 

 0 .H T H   

Сада се једначина кретања тахионског поља (3.14) може представити у бездимензионалној 

форми као 

 2

'( )3 0.
( )1

x U xHx
U xx

  

  
  

Фридманова једначина (3.12) у бездимензионалној форми добија облик 


2

2 2 2
0 Pl

1 ( ) ,
3 1

H U x
T M x







 

а након једноставних трансформација постаје 


2

2
2 1/2

( ) ,
3 (1 )

U xH
x





  

при чему је 
2

2 0
2
pl

T
M
   константа уведена изразом (3.19). 

Добијене једначине (7.24) и (7.26) су бездимензионална Фридманаова једначина и 

бездимензионална једначина одржања енергије и импулса и заједно чине систем који описује 
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инфлацију вођену тахионским пољем. На исти начин може се у бездимензини облик транс-

формисати и друга Фридманова једначина (3.17). 

7.2.2 Рандал-Сундрум модел 

Поступак преласка на бездимензионални систем једначина у RSII је сличан али доста 

компликованији. Заменом хамилтонијана (4.18) у четири Хамилтонове једначине (4.20)-

(4.23) систем диференцијалних једначина постаје нелинеаран. У овом случају могуће је при-

менити процедуру наведену на почетку овог додатка. Међутим, до бездимензионалног 

система једначина могуће је, на лакши начин, доћи димензионалном анализом физичких ве-

личина у хамилтонијану. Трансформација хамилтонијана и скалирање хамилтонијана у без-

димензоналну функцију омогућава једноставно добијање хамилтонових једначина заменом 

хамилтонијана у једначине (4.20)-(4.23). 

Кренимо од константе   дефинисане у (3.19) коју, због једноставнијег означавања 

можемо записати у облику 

 2 28 ,G k    

при чему сада константа k  одговара константи 0T , док је 
1
2

Pl (8 ) .M G


  Затим, посма-

трајмо везу између радионског поља   и канонски нормираног радионског поља   дату 

релацијом (4.8). Познато је да аргумент функције sinh  мора да буде бездимензионална вели-

чина, а то је могуће постићи рескалирањем, на сличан начин као у случају тахионског поља 

(7.14) рескалирањем, тј. дељењем радионског поља   неком константом. Након замене 

израза (7.27) у (4.8) ова релација постаје 

 2
2

sinh .
6 k




      
 

Пошто је   бездимензионална величина, онда  


k




  

мора да буде бездимензионална величина, при чему   означава рескалирано радионско по-

ље. Како је   бездимензионална величина, из израза (4.14) се лако види да је скалира-

но тахионско поље 

 .k    

Заменом (7.29) и (7.30) у израз за хамилтонијан (4.18) добија се 
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2 84 2

2
4 82

1 1 .
2

k
k

 
 







     

Како је израз испод корена бездимензионална величина очигледно је да цео разломак мора да 

буде без димензија. Да би то било могуће бездимензионални коњуговани импулс   је обли-

ка 

 4
.

k 
  

На сличан начин, након сређивања хамилтонијана (7.31) добија се да је 


2

,
k 

  

где је   бездимензионални коњуговани импулс. Заменом коњугованих импулса (7.32)-

(7.33), хамилтонијан (7.31) постаје 


84 2

4 2
2

4

1 1 ,
2

kk 


 


 


    

одакле је очигледно да хамилтонијан   има димензије 4k  па је бездимензионални хамилто-

нијан 


4 .

k
   

За добијање бездимензионалних Хамилтонових једначина потребно је написати и 

Хаблов параметар (4.24) као функцију без димензија. Заменом константа 8 G  и њеним за-

писом на основу релације (7.27) Хаблов параметар добија облик 


2

2 4

2

1
12

.
3

H
k k







    
    

Након замене Хамилтонијана   из израза (7.35) и сређивања, Хаблов параметар постаје 


2 2

1
1

,
3 2

H k       
 

    

тј. бездимензионални Хаблов параметар је 

 .Hh
k

  

На овај начин све физичке величине  , , , ,H      у Хамилтоновим једначинама 

скалиране су на бездимензионални облик  , , , ,h     , а веза између „старих“ и „нових“ 

величина дата је релацијама (4.27). 
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Систем бездимензионалних Хамилтонових једначина (4.31)-(4.34), заједно са безди-

мензионалним једначинама (4.39)-(4.40), омогућава сва нумеричка израчунавања и описива-

ње еволуције тахионског и радионског поља, Хабловох параметра и фактора скале свемира 

 a . На основу овако одређених величина израчунавају се параметри спорог котрљања 

 1 2 3, , ...    и опсервабилни параметри  ,sn r  које је могуће упоређивати са астрофизичким, 

измереним, вредностима.  

Требало би нагласити да за тачно одређивање физичке (димензионе) скале свемира, 

вредности Хабловог параметра и поља неопходно је познавање тачних нумеричких вредно-

сти константе   , односно 0T  и k  , и константе  . Нажалост, тачне вредности ових величина 

нису познате, али њихове вредности могуће је проценити, односно претпоставити, из теорија 

струна и брана. 
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