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PRESLIKAVAǋA KONTRAKTIVNOG TIPA

I ǋIHOVE PRIMENE U NELINEARNOJ ANALIZI

REZIME

U ovoj disertaciji su prikazane neke nove osobine izvesnih pres-

likavaǌa kontraktivnog tipa, i date su primene tih rezultata u ne-

linearnoj analizi. Disertacija sadr�i xest poglavǉa.

Prvo poglavǉe sadr�i osnovne osobine polu - metriqkih pros-

tora. U ǌoj je dato i jedno proxireǌe Borel - Lebegove teoreme

za tu klasu prostora. U drugom poglamǉu je dokazano jedno uop-

xteǌe teoreme o nepokretnoj taqki Niemitckog. U tre�em poglavǉu

je pojam mere nekompaktnosti proxiren na klasu polu - metriqkih

prostora. Tako�e je dokazana teorema o fiksnim taqkema za konden-

zuju�a preslikavaǌa definisana na toj klasi prostora. Slede�a tri

poglavǉa sadr�e nove stavove o zajedniqkim fiksnim taqkama Majr -

Kelerovog tipa, nove rezultate o akretivnim preslikavaǌima i nove

teoreme o zajedniqkim fiksnim taqkama za preslikavaǌa definisana

na verovatnosnim metriqkim prostorima.

Kǉuqne reqi: nepokretna taqka, polu - metriqki prostor, mera

nekompaktnosti, kondenzuju�e preslikavaǌe, akretivno preslikava-
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MAPPINGS OF CONTRACTIVE TYPE AND

ITS APPLICATIONS IN NONLINEAR ANALYSIS

ABSTRACT

The aim of this dissertation is to present new properties of some classes of

contractive mappings, and applications of this results to nonlinear analysis. It

contain six chapters.

The first chapter gives basic properties of semi-metric spaces. New result

is extension of Borel - Lebesque theorem to semi metric spaces. The second

chapter contain generalization of Niemytzki’s fixed point theorem. In third

chapter the notion of measure of non-compactness are extended to class of semi-

metric spaces. New fixed point theorem for condensing mappings defined on

semi-metric spaces is presented. Further three chapters contains new common

fixed points theorems of Mair - Keeler type, new results for accretive mappings

and new common fixed point results for mappings defined on probabilistic

metric spaces.
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UVOD

Ako je X neprazan skup i f : X → X, za element x ∈ X ka�emo da

je fiksna (nepokretna) taqka preslikavaǌa f ako je f(x) = x. Za fik-

sirani prirodni broj n funkcija fn : X → X definisana relacijama:

f1(x) = f(x), ...., fn(x) = f(fn−1(x)) za svako x ∈ X, naziva se n-ta it-

eracija funkcije f . Niz x0 = x, ..., xn = fn(x), ... zove se Pikarov1 iter-

ativni niz definisan taqkom x i preslikavaǌem f . Rezultati teorije

fiksne taqke xiroko su korix�eni u razliqitim matematiqkim dis-

ciplinama i ǌihovim primenama.

Problem odre�ivaǌa nepokretne taqke nekog preslikavaǌa je ma-

tematiqki najopxtiji naqin zapisivaǌa jednaqina. Neka je (X, +)

grupa, 0 ∈ X neutralni element za operaciju + i f : X → X. Kla-

siqan zapis jednaqine u obliku

f(x) = 0

mo�e se uvek transformisati u problem odre�ivaǌa fiksnih taqaka,

dok obrnuta transformacija nije mogu�a ako skup na kome se rexava

jednaqina nema algebarsku strukturu. Ta qiǌenica dovodi teoriju

nepokretne taqke na istaknuto mesto u savremenoj matematici. Pos-

toje qetiri glavna pravca istra�ivaǌa u teoriji nepokretne taqke,

i to su prouqavaǌa nepokretnih taqaka:

1) neprekidnih preslikavaǌa definisanih na kompaktnim i

konveksnim skupovima;

1Émile Picard
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2) kontraktivnih preslikavaǌa;

3) neekspanzivnih preslikavaǌa;

4) preslikavaǌa definisanih na parcijalno ure�enim skupovima.

Prvo tvr�eǌe koje je ekvivalentno Brauerovoj2 teoremi o fik-

snim taqkama, iskazao je i dokazao Anri Poenkare3 1883. godine, a

slede�e Pirs Bol4 1904. godine (prvi jednodimenzionalni ekviva-

lent je poznata Bolcanova5 teorema o nulama neprekidne funkcije

dokazana 1817. godine). Brauer 1909. dokazuje stav o fiksnim taqka-

ma za sluqaj trodimenzionalnog Euklidskog prostora. 1910. Ada-

mar6dokazuje odgovaraju�e tvr�eǌe za proizvoǉan konaqno dimen-

zionalni prostor, koriste�i Kronekerov7 indeks, a isto tvr�eǌe

dokazuje Brauer 1912. koriste�i simplicijalnu aproksimaciju i po-

jam stepena preslikavaǌa.

Iako su Poenkare i Bol dali direktne primene svojih rezul-

tata u teoriji diferencijalnih jednaqina, kao i u nebeskoj (Poen-

kare), odnosno analitiqkoj (Bol) mehanici, dugo nije bilo ozbiǉni-

jih primena Brauverog stava u Matematiqkoj analizi, izuzimaju�i

jedan rezultat Xaudera8 iz 1927. godine koji se odnosi na egzisten-

ciju rexeǌa eliptiqkih parcijalnih jednaqina. Do naglog preokre-

ta dolazi kada je �on fon Nojman9 [01] primenio Brauerovu teoremu,

koja je ve� naxla xiroke primene u Topologiji i Diferencijalnoj

2L. J. E. Brower
3Henri Poincaré
4Piers Bohl
5B. Bolzano
6J. Hadamard
7L. Kronecker
8J. Schauder
9John von Neumann

3



geometriji (teorija poǉa), u dokazu egzistencije rexeǌa matriqnih

igara sume nula u skupu kombinovanih strategija. Ovaj rezultat,

koji predstavǉa osnovu klasiqne teorije igara, naglo je pove�ao in-

teres matematiqara razliqitih specijalnosti za prouqavaǌe pri-

mena ove teoreme u razliqitim oblastima analize.

Moderna istra�ivaǌa uslova kontraktivnog tipa poqela su Ba-

nahovim10 stavom o fiksnoj taqki, koji je jedan od klasiqnih stavova

funkcionalne analize. ǋega je prvi iskazao i dokazao poznati poǉ-

ski matematiqar Stefan Banah (1892. - 1945.) u svojoj doktorskoj

disertaciji odbraǌenoj u ǈvovu 1920. godine. Rezultati te dis-

ertacije su objavǉeni u radu [02]. Banahovim rezultatima su pretho-

dila istra�ivaǌa francuskog matematiqara Pikara [03]. Pikar

je razvio metod sukcesivnih aproksimacija za rexavaǌe diferenci-

jalnih jednaqina, i tim metodom je dokazao teoremu o egzistenciji

i jedinstvenosti rexeǌa za xiroku klasu ovih jednaqina. Banah

je primenio Pikarov metod na rexavaǌe jednaqina na kompletnim

normiranim prostorima, koji su u ǌegovu qast dobili naziv Bana-

hovi prostori, iz qega je proistekla ǌegova Teorema. Kasnije je

zapa�eno da kod ovog stava nije bitna vektorska, ve� samo metriqka

struktura prostora, pa se zato on obiqno iskazuje za kompletne met-

riqke prostore. Xiroku primenu ovog stava omogu�ile su dve qi-

ǌenice:

1. Rexavaǌe mnogih vrsta numeriqkih i funkcionalnih jedna-

qina mo�e da se svede na problem odre�ivaǌa fiksnih taqaka nekih

preslikavaǌa.

2. Banahov stav omogu�uje efektivno izraqunavaǌe (konstruk-

10Stefan Banach
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ciju) fiksne taqke i daje mogu�nost za procenu grexke, t. j. maksi-

malnog rastojaǌa pribli�nog od taqnog rexeǌa.

Xiroke primene ovog stava motivisale su mnoge matematiqare

da prouqavaju mogu�nosti za ǌegovo uopxtavaǌe. Prvo uopxteǌe

Banahovog stava dokazao je 1930. godine italijanski matematiqar

Kaqiopoli10.

Rastojaǌe izme�u dve taqke je jedan od najstarijih matematiqkih

pojmova. Krajem XIX veka nastala je potreba za definisaǌem konver-

gencije niza funkcija i neprekidne transformacije koja dejstvuje na

datom skupu funkcija. To je dovelo do potrebe da se pojmovi konver-

gencije i neprekidnosti prenesu sa Euklidskih prostora na apstrak-

tnije strukture. Francuski matematiqar M. Frexe11 1906. godine

dao je aksiomatcku definiciju rastojaǌa na proizvoǉnom skupu i

tako uveo pojam metriqkog prostora. Frexeova definicija naxla

je odmah xiroke primene u Diferencijalnoj geometriji (problem

geodezijskih rastojaǌa), teoriji jednaqina Matematiqke fizike i

omogu�ila ubrzan razvoj Funkcionalne analize koja je tek nastajala

u to vreme.

Postoje znaqajni matematiqki pojmovi u teoriji metriqkih pros-

tora koji se ne mogu definisati na proizvoǉnom topoloxkom pros-

toru, zato xto nisu topoloxke invarijante. To su, na primer, kom-

pletnost prostora, ravnomerna nepekidnost funkcije, pojam Koxi-

jevog12 niza, itd.

Klasu ravnomernih topoloxkih prostora (ili preciznije, pros-

tora sa ravnomernom topologijom) - najopxtiju na koju se svi nave-

10R. Caccioppoli
11Maurice Fréchet
12Augustin Louis Cauchy
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deni pojmovi mogu preneti, prvi je opisao A. Tihonov 1930. godine

preko ǌenih separacionih svojstava kao kompletno regularne pros-

tore. 1934. godine �. Kurepa razmatra metriqke prostore sa ap-

straktnim rastojaǌem, tj. prostore u kojima rastojaǌe izme�u taqa-

ka ne mora biti realan broj. Zatim su usledile definicije A. Ve-

jla13 1938. godine, Efremoviqa, Antonovskog, Boltjanskog i Sarim-

sakova 1960. godine. Detaǉni istorijski komentari mogu se na�i

u radu �. Kurepe [05]. Mi �emo usvojiti naziv ravnomeran pros-

tor koji potiqe od A. Vejla. On je pokazao da je topoloxki prostor

ravnomeran ako i samo ako se ǌegova topologija mo�e definisati

preko familije pseudometrika i dokazao da topoloxke grupe i kom-

paktni prostori pripadaju ovoj klasi prostora. Dokazi navedenih

qiǌenica mogu se na�i u monografiji Kejlija14[06].

Pojam metriqkog prostora je dobio brojna uopxteǌa. U okviru

ovog rada razmatra�emo pseudo-kontraktivne operatore definisane

na polu-metriqkim prostorima i verovatnosnim metriqkim prosto-

rima.

Pored toga xto su metriqki prostori pronaxli xiroke primene

u gotovo svim oblastima savremene Matematiqke analize, pojavili su

se problemi u primeǌenim matematiqkim disciplinama (na primer,

u teoriji informacija) i fizici (objaxǌeǌe nekih pojava koje nas-

taju u magnetnom poǉu) u kojima je neprikladno rastojaǌe posma-

trati deterministiqki (kao fiksiran broj) ve� je daleko praktiq-

nije odrediti verovatno�u da je rastojaǌe izme�u objekata koji se

posmatraju ograniqeno nekim brojem. Ti problemi naveli su poz-

13Andre Wail
14John Kelley
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natog austrijskog matematiqara Karla Mengera15, koji se desetak

godina ranije proslavio uvo�eǌem pojma konveksnih metriqkih pros-

tora i definicije dimenzije skupa u proizvoǉnom topoloxkom pros-

toru, da 1942. godine definixe verovatnosne metriqke prostore (on

ih je nazivao Statistiqki metriqki prostori). Prvobitna Menger-

ova definicija je do�ivela mnogobrojne kritike, tako da on 1951. go-

dine daje novu definiciju, otklaǌaju�i neke nedostatke koje je uo-

qio A. Vald16 1943. godine. Za daǉi razvoj ove teorije izuzetno je

znaqajan rad Xvajcera16 i Sklara17 [07] u kome je dat pregled svih

dotadaxǌih rezultata i ukazano na nove mogu�nosti za razvoj ove

teorije. Kompletni prikazi ove teorije i ǌenih primena mogu se

na�i u monografiji Xvajcera i Sklara [08].

Rad se sastoji iz uvoda, xest glava i spiska literature. U pr-

voj glavi je dat pregled najva�nijih pojmova iz teorije polu-metriq-

kih prostora. Od originalnih rezultata dato je uopxteǌe poznate

Borel18-Lebegove19 teoreme. U drugoj glavi su data uopxteǌa poz-

natih rezultata Niemitckog20 [09] o uopxteǌima Banahovog stava na

kompaktnim prostorima.

U tre�oj glavi je pojam mera nekompaktnosti prenet na polu-

metriqke prostore, i dokazan je opxti stav o fiksnim taqkama uop-

xtenih kondenzuju�ih preslikavaǌa. Pri tome se poxlo od defini-

cije mere nekompaktnosti na ravnomernim prostorima date u radu

15Karl Menger
16A. Wald
16B. Schweizer
17A. Sklar
18Emile Borel
19Henri Lebesgue
20V. Niemytzki
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M. Milovanovi� - Aran�elovi� [10]. Taj rad je privukao i pa�ǌu

stranih matematiqara i citiran je u radovima [11,12,13,15] i mono-

grafiji [14].

U qetvrtoj glavi se dokazuju dve teoreme o postojaǌu zajedniqkih

fiksnih taqaka familije preslikavaǌa koja ispuǌava kontraktivni

uslov Majr21 - Kelerovog22 tipa. Osnovni rezultati te glave su pub-

likovani u radu A. Kumar23, S. L. Sing24, S. N. Mixra25, M. Milo-

vanovi� - Aran�elovi� [16]. Peta glava je posve�ena rezultatima iz

teorije akretivnih operatora. Osnovni rezultati te glave su pub-

likovani u radu �iri�, Ume26, Jexi�, Milovanovi� - Aran�elovi�

[17]. Xesta glava donosi nove rezultate na klasi verovatnosnih met-

riqkih prostora. Osnovni rezultati te glave su publikovani u radu

M. Milovanovi� - Aran�elovi� [18]. Taj rad je privukao i pa�ǌu

stranih matematiqara i citiran je u radovima [19,20,21,22].

Autor duguje veliku zahvalnost mentoru disertacije dr Drago-

qubu Keqki�u i qlanovima komisije: dr Zoranu Kadelburgu i dr

Nenadu Caki�u, kao i dr Stojanu Radenovi�u penzionisanom profe-

soru Univerziteta u Bgeogradu, na velikom broju korisnih saveta i

primedbi kojima je znaqajno poboǉxan kvalitet ovog rada.

Beograd, 22. jul 2016.

Marina Milovanovi� - Aran�elovi�

21A. Meir
22E. Keeler
23Ashish Kumar
24Shyam Lal Singh
25S. N. Mishra
26J. S. Ume
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1. POLU-METRIQKI PROSTORI

Postoje razliqita uopxteǌa pojma metriqkog prostora. Jedno

od ǌih su polu-metriqki prostori, koje su u svojim radovima defin-

isali M. Frexe, K. Menger [23], E. V. Qitenden27 [24] i V. A. Vil-

son28 [25]. M. �ikeze29 [26] je prvi razmatrao preslikavaǌa kontrak-

tivnog tipa i dokazao prve rezultate o fiksnim taqkama za ovu klasu

prostora. Daǉe rezultate u ovoj oblasti dali su: J. Jaqimski30,

J. Matkovski31, T. Svjatkovski32[27], T. L. Hiks33, B. E. Rouds34 [28],

M. Aamri35, D. El Mutavakil36[29], J. Cu37, J. J. Qo38, S. M. Kang39

[30], D. Mihet40 [31], M. Imdad41, J. Ali42, L. Kan43[32], I. D. Aran-

�elovi�, D. J. Keqki� [33], S. Alxehri44, I. Aran�elovi�, N. Xah-

27E. W. Chittenden
28W. A. Wilson
29M. Cicchese
30J. Jachymski
31J. Matkowski
32T. Światkowski
33T. L. Hicks
34B. E. Rhoades
35M. Aamri
36D. El Moutawakil
37J. Zhu
38Y. J. Cho
39S. M. Kang
40D. Miheť
41M. Imdad
42J. Ali
43L. Khan
44S. Alshehri
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zad45[34],....

Neka X je neprazan skup i d : X2 → [0,∞). (X, d) je simetriqan

prostor (koristi se i termin E-prostor, u terminologiji M. Fre-

xea) ako i samo ako je:

(W1) d(x, y) = 0 ako i samo ako x = y;

(W2) d(x, y) = d(y, x) za sve x, y ∈ X.

Kao xto vidimo, u simetriqnim prostorima, za razliku od met-

riqkih, ne mora da va�i nejednakost trougla. Me�utim, mnogi poj-

movi se u teoriji simetriqnih prostora definixu isto kao u teoriji

metriqkih prostora. Na primer, u simetriqnom prostoru (X, d) gra-

niqna vrednost niza (xn) se definixe sa

lim d(xn, x) = 0 ⇔ lim xn = x.

Tako�e, za niz {xn} ⊆ X se ka�e da je Koxijev niz, ako za svako ε > 0,

postoji prirodan broj n0 takav da je d(xm, xn) < ε za sve m,n ≥ n0.

Simetriqan prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako svaki Koxijev

niz iz X konvergira ka nekom x ∈ X. Diametar skupa A ⊆ X je:

diam(A) = sup
x,y∈A

d(x, y),

a otvorena kugla sa centrom u taqki x ∈ X polupreqnika r > 0 je:

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}.

Uslovi koje navodimo u slede�oj definiciji se koriste kao de-

limiqna zamena za nejednakost trougla.

45N. Shahzad
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Definicija 1.1. Za simetriqan prostor (X, d) ka�emo da ima os-

obinu:

(W3) lim d(xn, x) = 0 ∧ lim d(xn, y) = 0 ⇒ x = y;

(CC) lim d(xn, x) = 0 ⇒ lim d(xn, y) = d(x, y);

(JMS) lim d(xn, yn) = 0 ∧ lim d(yn, zn) = 0 ⇒ limd(xn, zn) 6= ∞.

Osobinu (W3) je uveo V. A. Vilson [25], (CC) B. T. Sims46 [35],

(JMS) J. Jaqimski, J. Matkovski i T. Svjatkovski [27]. Poznato je

da (CC) ⇒ (W3) i (W3) 6⇒ (CC) (videti S. H. Qo47, G. J. Li48 i J. S.

Bae49[36]).

Neka je X neprazan skup. Topologija na X se mo�e definisati

operatorom zatvaraǌa to jest proizvoǉnim preslikavaǌem : 2X →

2X partitivnog skupa od X u samog sebe koje ispuǌava uslove:

1) ∅ = ∅;

2) A ⊆ A;

3) A ∪B = A ∪B;

4) A = A,

za svako A,B ⊆ X.

Neka je (X, d) proizvoǉan simetriqan prostor i c : 2X → 2X pres-

likavaǌe partitivnog skupa od X u samog sebe definisano sa

c(A) = {x ∈ X : d(x,A) = 0},
46B. T. Sims
47S. H. Cho
48G. Y. Lee
49J. S. Bae
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gde je

d(x,A) = inf{d(x, a) : a ∈ A}.

c ne mora da bude operator zatvaraǌa na X. c ima osobine 1), 2) i

3), ali ne i osobinu idempotencije 4).

U svakom simetriqnom prostoru (X, d) mo�e se uvesti topologija

τd definisaǌem familije zatvorenih skupova na slede�i naqin: skup

A ⊆ X je zatvoren ako i samo ako A = c(A).

Definicija 1.2. Topoloxki prostor (X, τ) je polumetrizabilan ako

postoji simetriqna funkcija d : X ×X → R takva da je τd = τ i da je

preslikavaǌe

X ⊇ A 7→ c(A) = {x ∈ X : d(x,A) = 0}

operator zatvaraǌa u τd, to jest da je operator c idempotentan. Tada

je (X, d) polu-metriqki prostor.

Dokazi naredna dva stava mogu se na�i u radu Aran�elovi�,

Keqki� [34].

Stav 1.1. Neka je (X, d) simetriqan prostor. Tada je (X, d) polu-

metriqki prostor ako i samo ako su ispuǌeni slede�i uslovi:

(1) (X, τd) zadovoǉava prvu aksiomu prebrojivosti;

(2) Za svaki niz (xn) ⊆ X, d(xn, x) → 0 je ekvivalentno sa xn → x u

topologiji τd.

Neka je (X, τ) topoloxki prostor i x ∈ X. Familija otvorenih

skupova Bx je lokalna baza topologije τ u taqki x ako i samo ako
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1) x ∈ B za svaki B ∈ Bx;

2) za svaki U ∈ τ takav da x ∈ U postoji B ∈ Bx takav da je B ⊆ U .

Stav 1.2. Ako je (X, d) simetriqan prostor, tada familija otvore-

nih kugli {B(x, r) : r > 0} obrazuje lokalnu bazu u taqki x. Tako�e, iz

d(xn, x) → 0 sledi da xn → x u topologiji τd.

Napomiǌemo da se ta baza ne mora sastojati od otvorenih skupo-

va. Postoji polumetrizabilan prostor (X, τ) takav da za svako d koje

generixe τ , postoji x ∈ X i r > 0, takvo da skup B(x, r) nije otvoren

(videti tako�e rad Aran�elovi�, Keqki� [34]). Tako�e, iz konver-

gencije niza (xn) ka taqki x ∈ X u topologiji τd ne sledi d(xn, x) → 0,

me�utim obrnuto tvr�eǌe je taqno, o qemu nam govori prethodni stav.

U tekstu koji sledi do kraja ove, i u naredne dve glave, svi

topoloxki pojmovi �e se odnositi na topologiju τd.

U doktorskoj disertaciji B. T. Simsa [35] su dokazani slede�i

rezultati.

Za topoloxki prostor (X, τ) ka�emo da je prebrojivo kompaktan,

ako svaki ǌegov prebrojiv otvoren pokrivaq sadr�i konaqan pod-

pokrivaq.

Stav 1.3. B. T. Sims [35]. Neka je (X, d) polu-metriqki prostor.

Tada je X kompaktan ako i samo ako je prebrojivo kompaktan.

Stav 1.4. B. T. Sims [36]. Neka je (X, d) polu-metriqki prostor

koji ima osobinu CC, i Y ⊆ X ǌegov neprazan podskup. Tada je (X, d)

polu-metriqki prostor.
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Stav 1.5. B. T. Sims [35]. Neka je (X, d) simetriqan prostor koji ima

osobinu CC. Tada je (X, d) polu-metriqki prostor u kome su otvorene

kugle otvoreni skupovi.

Naredni rezultat uopxtava poznatu Borel - Lebegovu teoremu.

Teorema 1.1. Neka je (X, d) kompaktan polu-metriqki prostor koji

ima osobinu CC, i K ⊆ X ǌegov neprazan podskup. Tada je K kompaktan

ako i samo ako je nizovno kompaktan.

Dokaz: Prema Stavu 1.4 (K, d) je polu-metriqki prostor. On ima

osobinu CC, jer K ⊆ X. Ako je (K, τd) kompaktan, on prema Stavu 1.1

zadovoǉava prvu aksiomu prebrojivosti. K je prebrojivo kompaktan

zato xto je kompaktan (S. Lipxuc50 [37] - Teorema 11.9). On je tako�e

nizovno kompaktan, zato xto je prebrojivo kompaktan i zadovoǉava

prvu aksiomu prebrojivosti (S. Lipxuc [38] - Problem 10.7).

Ako je (K, τd) nizovno kompaktan, on je prebrojivo kompaktan (S.

Lipxuc [37] - Teorema 11.9). ǋegova kompaktnost sledi iz Stava 1.3.

Neka je F familija rastu�ih realnih funkcija F : [0,∞) → [0,∞),

takvih da je:

1) F (x) = 0 ako i samo ako je x = 0;

2) lim
t→0+

F (t) = 0.

Dokazi naredna dva stava mogu se na�i u radu Aran�elovi�,

Keqki� [34].

50S. Lipschutz
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Stav 1.6. Neka je F ∈ F i {εn} ⊆ [0,∞). Tada iz F (εn) → 0 sledi

εn → 0.

Stav 1.7. Neka je (X, d) simetriqan prostor, x ∈ X, {xn} ⊆ X i F ∈ F .

Definiximo preslikavaǌe d∗ : X2 → [0,∞) relacijom

d∗(x, y) = F (d(x, y)), za sve x, y ∈ X.

Tada:

1) (X, d∗) je simetriqan prostor;

2) lim d(xn, x) = 0 ako i samo ako lim d∗(xn, x) = 0.

Poglavǉe zavrxavamo narednim tvr�eǌima.

Lema 1.1. Neka je (X, d) simetriqan prostor i F ∈ F neprekidno

preslikavaǌe. Definiximo preslikavaǌe d∗ : X2 → [0,∞) relacijom

d∗(x, y) = F (d(x, y)), za sve x, y ∈ X.

Tada:

1. ako (X, d) ima osobinu CC, onda i (X, d∗) ima osobinu CC;

2. za svaki A ⊆ X i x ∈ X uslovi d(x,A) = 0 i d∗(x,A) = 0 su ekviva-

lentni;

3. (X, d) je polu - metriqki prostor, ako i samo ako je (X, d∗) polu -

metriqki prostor.

Dokaz:

1. Neka (X, d) ima osobinu CC i neka je {xn} ⊆ X. Iz lim d(xn, x) = 0,

prema Stavu 1.7 dobijamo da je lim d∗(xn, x) = 0. Odatle sledi:

lim d∗(xn, y) = lim F (d(xn, y))) = F (lim d(xn, y)) = d(x, y),
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pa je (X, d∗) simetriqan prostor koji ima osobinu CC.

2. Za svaki A ⊆ X i x ∈ X, iz uslova d(x, A) = 0, dobijamo da

postoji {an} ⊆ A takav da je lim d(an, x) = 0, odakle dobijamo da je

lim d∗(an, x) = 0, to jest d∗(x,A) = 0. Sliqno, iz uslova d∗(x,A) = 0,

dobijamo da postoji {an} ⊆ A takav da je lim d∗(an, x) = 0, odakle

dobijamo da je lim d(an, x) = 0, to jest d(x,A) = 0.

3. Prema dokazanom u taqki 2. preslikavaǌa cd, cd∗ : 2X → 2X defi-

nisana sa

cd(A) = {x ∈ X : d(x,A) = 0} i cd∗(A) = {x ∈ X : d∗(x,A) = 0},

imaju iste vrednosti za svako A ⊆ X. Odatle sledi da je idempo-

tentnost jednog od ǌih ekvivalentna sa idempotentnosti drugog.

Teorema 1.2. Neka je (X, d) kompaktan polu - metriqki prostor, koji

ima osobinu CC i F ∈ F neprekidno preslikavaǌe. Definiximo pres-

likavaǌe d∗ : X2 → [0,∞) relacijom

d∗(x, y) = F (d(x, y)), za sve x, y ∈ X.

Tada je (X, d∗) kompaktan polu - metriqki prostor koji ima osobinu

CC.

Dokaz: Iz Leme 1.1 sledi da je (X, d∗) polu - metriqki prostor koji

ima osobinu CC. Neka je {xn} ⊆ X, proizvoǉan niz. Prema Teoremi

1.1 (X, d) je nizovno kompaktan, pa postoje y ∈ X i {xnj} ⊆ {xn} takvi

da je lim d(xnj , y) = 0, odakle sledi da je lim d∗(xnj , y) = 0. Tako do-

16



bijamo da je (X, d∗) nizovno kompaktan. Kompaknost prostora (X, d∗)

sledi iz Teoreme 1.1.
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2. KOMPAKTNA PSEUDO-KONTRAKTIVNA PRESLIKAVAǋA

Niemitcki [09] je dokazao naredna dva tvr�eǌa na klasi met-

riqkih prostora.

Stav 2.1. Neka je X kompaktan metriqki prostor i f : X → X pres-

likavaǌe koje ispuǌava uslov:

d(f(x), f(y)) < d(x, y),

za sve x 6= y, x, y ∈ X. Tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Stav 2.2. Neka je X kompletan metriqki prostor, f : X → X pres-

likavaǌe sa osobinama:

1. f(X) je relativno kompaktan u X,

2. d(f(x), f(y)) < d(x, y), za sve x 6= y, x, y ∈ X.

Tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Iz uslova Stava 2.1 ne sledi da je f kontrakcija na X, kao xto

mo�emo videti iz slede�eg primera.

Primer 2.1. Neka je

X = {0, 1,
1
2
,
1
3
,
1
4
, . . .},

a d euklidska metrika indukovana sa skupa realnih brojeva. Preslika-

vaǌe f : X → X definisano sa

f(x) =
{

0, x = 0;
1

n+1 , x = 1
n ,

18



ispuǌava uslove stava 2.1, a nije kontrakcija.

Sada �emo uopxtiti navedene rezultate Niemitckog [09], pro-

xireǌem kontraktivnog uslova i prelaskom na klasu polu-metriqkih

prostora.

Teorema 2.1. Neka je (X, d) kompaktan polu-metriqki prostor koji

ima osobinu CC, i f : X → X preslikavaǌe koje ispuǌava pseudo-kontra-

ktivni uslov:

d(f(x), f(y)) < max{d(x, y), d(x, f(x)), d(y, f(y))},

za sve x 6= y, x, y ∈ X. Ako je funkcija g : X → [0,∞) definisana sa

g(x) = d(x, f(x)) odozdo poluneprekidna, onda f ima jedinstvenu fiksnu

taqku.

Dokaz: Neka je x 6= f(x) za svako x ∈ X. Poxto je g odozdo po-

luneprekidna funkcija na kompaktnom skupu X ona dosti�e svoj min-

imum na X (videti V. Xaterlend51 [38 - Problem 5.10.29]), pa prema

tome postoji ε > 0, takvo da je

ε = min
x∈X

g(x).

Neka je ε = g(x0), x0 ∈ X. Primenom pseudo-kontraktivnog uslova na

x0 i f(x0) dobija se

0 < d(f(x0), f(f(x0))) < d(x0, f(x0)) = ε,

51W. A. Shuterland
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xto je kontradikcija.

Pretpostavimo da je x1 6= x2, f(x1) = x1 i f(x2) = x2. Dobijamo

da je:

d(x1, x2) = d(f(x1), f(x2)) < d(x1, x2),

xto je kontradikcija.

Posledica 2.1. Neka je (X, d) polu-metriqki prostor koji ima osobinu

CC i f : X → X preslikavaǌe koje ispuǌava uslove:

1. f(X) je relativno kompaktan u X;

2. d(f(x), f(y)) < max{d(x, y), d(x, f(x)), d(y, f(y))}, za sve x 6= y;

3. funkcija g : X → [0,∞) definisana sa g(x) = d(x, f(x)) je odozdo

poluneprekidna. Tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Dokaz: Dokaz ovog stava se dobija primenom Teoreme 2.1, na zat-

voreǌe skupa f(X), koje je kompaktan polu-metriqki prostor koji ima

osobinu CC prema Stavu 1.4.

Posledica 2.2. Neka je (X, d) simetriqan prostor takav da je d :

X2 → [0,∞) neprekidna i f : X → X neprekidno preslikavaǌe koje is-

puǌava uslove:

1. f(X) je relativno kompaktan u X;

2. d(f(x), f(y)) < max{d(x, y), d(x, f(x)), d(y, f(y))}, za sve x 6= y. Tada f

ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Dokaz: Pod definisanim uslovima, funkcija g : X → [0,∞) defin-

isana sa g(x) = d(x, f(x)) je odozdo poluneprekidna, a (X, d) je si-
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metriqni prostor koji ima osobinu CC. Prema Stavu 1.5, (X, d) je

polu-metriqki prostor koji ima osobinu CC, pa tvr�eǌe sledi iz

prethodne posledice.

Napomiǌemo da Teorema 2.1 delimiqno (u sluqaju kompaktnih

prostora) uopxtava rezultat Sehgala52 [39], dobijen za metriqke pro-

store. To nas dovodi do slede�eg problema, koji za sada ostaje

nerexen:

Problem 2.1. Da li se uslov ,, X je kompaktan” iz Teoreme 2.1 mo�e

zameniti Sehgalovim uslovom: ,,postoji x0 ∈ X takvo da iterativni

niz {fn(x0)} ima taqku nagomilavaǌa”?

U doktorskoj disertaciji V. Kilbarde [40], dokazan je slede�i

rezultat za klasu metriqkih prostora.

Stav 2.3. Neka je X kompaktan metriqki prostor i f : X → X

neprekidno preslikavaǌe koje ispuǌava uslov:

d(f(x), f(y)) < max{d(x, y), d(x, f(x)), d(y, f(y)), d(x, f(y)), d(y, f(x))},

za sve x 6= y, x, y ∈ X. Tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Slede�e pitaǌe ostaje za sada bez odgovora:

Problem 2.2. Da li se pseudo-kontraktivni uslov iz Teoreme 2.1

mo�e zameniti kontraktivnim uslovom iz Stava 2.3, na klasi polu-

metriqkih prostora koji imaju osobinu CC?

52V. M. Sehgal
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Posledica 2.3. Neka je (X, d) kompaktan polu-metriqki prostor koji

ima osobinu CC, F : [0,∞) → [0,∞) neprekidno, rastu�e preslikavaǌe,

takvo da je F (0) = 0 i f : X → X preslikavaǌe koje ispuǌava pseudo-

kontraktivni uslov:

F (d(f(x), f(y))) < F (max{d(x, y), d(x, f(x)), d(y, f(y))}),

za sve x 6= y, x, y ∈ X. Ako je funkcija g : X → [0,∞) definisana sa

g(x) = d(x, f(x)) neprekidna, onda f ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Dokaz: Neka je d∗ : X2 → [0,∞) preslikavaǌe definisano relacijom

d∗(x, y) = F (d(x, y)), za sve x, y ∈ X.

Tada je, prema Teoremi 1.2, (X, d∗) kompaktan polu - metriqki prostor

koji ima osobinu CC. Daǉe imamo, da je:

F (max{d(x, y), d(x, f(x)), d(y, f(y))}) =

=max{F (d(x, y)), F (d(x, f(x))), F (d(y, f(y)))}) =

=max{d∗(x, y), d∗(x, f(x)), d∗(y, f(y))},

jer je F rastu�e preslikavaǌe. Tada, primenom Teoreme 2.1 na pros-

tor (X, d∗), dobijamo da f ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Posledica 2.4. Neka je (X, d) kompaktan polu-metriqki prostor koji

ima osobinu CC i f : X → X preslikavaǌe koje ispuǌava pseudo-kontra-

ktivni uslov:

∫ d(f(x),f(y))

0

dx <

∫ max{d(x,y),d(x,f(x)),d(y,f(y))}

0

dx
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za sve x 6= y, x, y ∈ X. Ako je funkcija g : X → [0,∞) definisana sa

g(x) = d(x, f(x)) neprekidna, onda f ima jedinstvenu fiksnu taqku.
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3. PRESLIKAVAǋA KONDENZUJU�EG TIPA

U klasiqnoj i modernoj matematiqkoj analizi, va�nu ulogu ima

pojam kompaktnosti, koji je qesto restriktivan za primene. Umesto

podatka o tome da li je neki skup kompaktan, qesto je dovoǉno imati

procenu koliko se posmatrani skup razlikuje od kompaktnog skupa.

Funkcije koje nam daju takvu procenu nazivaju se mere nekompakt-

nosti. Prva definicija mere nekompaktnosti na metriqkim pros-

torima data je u klasiqnom radu Kuratovskog53 [41]. Zbog texko�a

koje se javǉaju prilikom konkretnog izraqunavaǌa, kasnije je uve-

deno jox nekoliko neekvivalentnih definicija, pri qemu novouvedene

funkcije zadr�avaju osobine mere Kuratovskog.

Postoje razliqite opxte definicije pojma mere nekompaktnosti

na topoloxkim prostorima. Mi ovde usvajamo koncept uveden u radu

M. Milovanovi� - Aran�elovi� [10], na klasi ravnomernih topolo-

xkih prostora.

Definicija 3.1. Neka je X ravnomeran topoloxki prostor. Pres-

likavaǌe φ : P(X) → [0,∞] koje ispuǌava slede�e uslove:

1) φ(A) = ∞ ako i samo ako skup A nije ograniqen;

2) φ(A) = φ(A);

3) iz φ(A) = 0 sledi da je A relativno kompaktan skup;

53K. Kuratowski
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4) ako je {Bn}n∈N niz nepraznih zatvorenih podskupova od X takvih da

je Bn+1 ⊆ Bn za svako n ∈ N i limn→∞ φ(Bn) = 0, tada je K =
⋂

n∈N Bn

neprazan kompaktan skup;

5) iz A ⊆ B sledi φ(A) ≤ φ(B),

naziva se mera nekompaktnosti na X.

Sada �emo na primerima pokazati da su iskazi 1)−5), Definicije

3.1 logiqki nezavisni.

Primer 3.1. Neka je X = [0,∞), d(x, y) = |x− y| i f(x) = [x]. Funkcija

ψ : P(X) → [0,∞] definisana sa:

ψ(A) = sup
x∈A

f(x)

ispuǌava uslove 1), 3), 4) i 5) ali uslov 2) nije ispuǌen. Jer ako je

A = [0, 1) onda je ψ(A) = 0 a ψ(A) = 1.

Primer 3.2. Neka je X = R i d(x, y) = |x−y|, Funkcija ψ : P(R) → [0,∞]

definisana sa:

ψ(A) =
{

infx∈A |x| ako je A ograniqen

∞ ako A nije ograniqen

ispuǌava uslove 1), 2), 3) i 4) ali uslov 5) nije ispuǌen.

Primer 3.3. Neka je X = R i

d(x, y) =
{

0 x = y

1 x 6= y.

Funkcija ψ : P(R) → [0,∞] definisana sa:

ψ(A) =
{

supx∈A e−x ako je A beskonaqan

0 ako je A konaqan
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ispuǌava uslove 2), 3) i 5) ali uslovi 1) i 4) nisu ispuǌeni. Jer ako je

Bn = [n,∞) onda je

⋂

n∈N

Bn = ∅.

Slede�a definicija prenosi definiciju Pasickog54 [42] datu na

klasi metriqkih prostora na polu-metriqke prostore.

Definicija 3.2. Neka je X polu-metriqki prostor koji ima osobinu

CC i φ : P(X) → [0,∞] preslikavaǌe koje ispuǌava uslove: 1)-3) i 5)

Definicije I.3.1. Ako za svako A ⊆ X i x ∈ X va�i φ(A ∪ {x}) = φ(A),

onda je φ *-mera nekompaktnosti na X.

Slede�a Teorema proxiruje rezultat dobijen u radu L. Pasic-

kog [42] sa klase metriqkih prostora na polu-metriqke prostore.

Teorema 3.1. Ako je X kompletan polu-metriqki prostor koji ima

osobinu CC i φ : P(X) → [0,∞] *-mera nekompaktnosti na X, onda je φ

mera nekompaktnosti na X.

Dokaz: Neka je X kompletan polu-metriqki prostor koji ima os-

obinu CC, i neka je {Bn}n∈N niz nepraznih zatvorenih podskupova od

X takvih da je Bn+1 ⊆ Bn za sve n ∈ N i limn→∞ Φ(Bn) = 0. Posma-

trajmo proizvoǉan niz (xn) qiji qlanovi ispuǌavaju uslov xn ∈ Bn.

Neka je

D = ∪∞n=1{xn}.

54L. Pasicki
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Tada je

φ(D) = φ(∪∞n=1{xn}) = φ(∪∞n=k{xn}) ≤ φ(Bk),

odakle sledi φ(D) = 0. Iz Teoreme 1.1 sledi da je D nizovno kompak-

tan. Ako je x∗ graniqna vrednost bilo kog od konvergentnih podnizova

niza {xn}, onda je x∗ ∈
⋂

n∈N Bn = K. Prema tome, K je neprazan skup.

ǋegova kompaktnost sledi iz zatvorenosti i φ(K) = 0.

Definicija 3.3. Neka je (X, d) polu-metriqki prostor i f : X → X

neprekidno preslikavaǌe. f je kondenzuju�e ako postoji preslikavaǌe

φ : X → [0,∞) koje je *-mera nekompaktnosti na X i koje ispuǌava

uslove:

a) φ(A) = φ(f(A)) ako i samo ako je φ(A) = 0;

b) iz φ(A) > 0 sledi φ(f(A)) < φ(A),

za svaki ograniqen skup A ⊆ X.

U dokazu rezultata o fiksnim taqkama neophodna nam je slede�a

lema:

Lema 3.1. Neka je X neprazan, kompletan polu-metriqki prostor koji

ima osobinu CC i f : X → X kondenzuju�e preslikavaǌe. Tada postoji

neprazan skup K ⊆ X, takav da je K ⊆ f(K).

Dokaz: Neka je x ∈ X proizvoǉan element.

Neka je M = {x, f(x), f2(x), . . .}. Iz M = {x}⋃
f(M) sledi da je

φ(M) = φ(f(M)) pa je, prema tome, M relativno kompaktan. Neka

je K skup svih taqaka nagomilavaǌa skupa M . Ako je z ∈ K, onda
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postoji rastu�i niz prirodnih brojeva {kn}, takav da je

z = lim
n→∞

fkn(x).

Niz {fkn−1(x)} je sadr�an u kompaktnom skupu pa postoje {rn} ⊆ {kn−

1} i y ∈ X, takvi da je

y = lim
n→∞

frn(x).

Iz neprekidnosti funkcije f sledi f(y) = z. Iz prethodnih relacija

sledi da je z ∈ f(K). Time smo pokazali da je K ⊆ f(K).

Osnovni rezultat ove glave dat je u narednoj teoremi. Ona uop-

xtava poznati rezultat �. Darboa56[43].

Teorema 3.2. Neka je X neprazan, kompletan polu-metriqki prostor

koji ima osobinu CC i f : X → X kondenzuju�e preslikavaǌe koje ispu-

ǌava uslov:

d(f(x), f(y)) < max{d(x, y), d(x, f(x)), d(y, f(y))},

za sve x 6= y, x, y ∈ X. Tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Dokaz: Neka je K ⊆ X skup koji ispuǌava uslov K ⊆ f(K). Egzis-

tencija takvog skupa dokazana je u Lemi 3.1. Definiximo familiju

podskupova σ skupa X na slede�i naqin:

σ = {Y ⊆ X : K, f(Y ) ⊆ Y ; Y = Y }.

σ je neprazna jer X ∈ σ. Na skupu σ mo�e se uvesti relacija poretka

na slede�i naqin:

56G. Darbo
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Y1 ≤ Y2 ako i samo ako je Y2 ⊆ Y1. Definisani poredak na σ

je induktivan (svaki lanac ima svoju majorantu), jer za proizvoǉan

potpuno ure�eni podskup od σ, presek svih ǌegovih elemenata je ma-

joranta u poretku definisanom na σ. Definisa�emo preslikavaǌe

g : σ → σ na slede�i naqin:

g(Y ) = f(Y ),

za svako Y ∈ σ. Iz K ⊆ Y sledi f(K) ⊆ f(Y ), pa prema tome, imamo:

K ⊆ f(K) ⊆ f(Y ) ⊆ Y.

Sada, iz zatvorenosti skupa Y , sledi:

g(Y ) = f(Y ) ⊆ Y.

Odatle dobijamo

f(g(Y )) ⊆ f(Y ) ⊆ f(Y ) = g(Y ) ⊆ Y.

Tako smo pokazali da iz Y ∈ σ sledi g(Y ) ∈ σ i Y ≤ g(Y ). Iz

Cornove55 leme sledi da postoji maksimalni element Y0 ∈ σ. On

ispuǌava uslov: g(Y0) = Y0. Iz relacije

φ(f(Y0)) = φ(Y0),

sledi kompaktnost skupa Y0. Prema tome f : Y0 → Y0, f je neprekidno

preslikavaǌe i Y0 je kompaktan polu-metriqki prostor (Stav 1.4), pa

prema Teoremi 2.1, f ima fiksnu taqku.

55Max Zorn
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Posledica 3.1. - Furi57-Viǌoli58 [44]. Neka je X metriqki pros-

tor i f : X → X kondenzuju�e preslikavaǌe koje ispuǌava uslov:

d(f(x), f(y)) < d(x, y),

za sve x 6= y, x, y ∈ X. Tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Dokaz: Sledi direktno iz prethodne Teoreme.

57M. Furi
58A. Vignoli
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4. KONTRAKTIVNI USLOVI MAJR-KELEROVOG TIPA

Jedno od najznaqajnijih uopxteǌa Banahovog principa dali su

Majr i Keler [1969].

Stav 4.1. Majr i Keler [45]. Neka je (X, d) kompletan metriqki

prostor i f : X → X. Ako za svako ε > 0 postoji δ > 0 takvo da za

svako x, y ∈ X iz ε ≤ d(x, y) < ε + δ sledi d(f(x), f(y)) < ε, f ima jedin-

stvenu fiksnu taqku koja je graniqna vrednost svih nizova Pikarovih

iteracija.

Majr - Kelerova teorema uopxtava poznate rezultate Braudera59

[46] i Bojda60i Vonga61[47]. ǈ. �iri� [48] je pokazao da se uslov ,,iz

ε ≤ d(x, y) < ε + δ sledi d(f(x), f(y)) < ε” mo�e zameniti suxtinski

slabijim uslovom ,,iz ε < d(x, y) < ε + δ sledi d(f(x), f(y)) ≤ ε”.

Neka je (X, d) metriqki prostor i S, T, A,B : X → X i x, y ∈ X.

Koristi�emo slede�e oznake:

M(x, y) = max{d(Sx, Ty), d(Ax, Sx), d(By, Ty),
d(Ax, Ty) + d(By, Sx)

2
}

i C(S, T ) = {u ∈ X : Su = Tu}.

U ovom poglavǉu nax najva�niji rezultat je dat u slede�oj Teo-

remi, koja je dokazana u radu A. Kumar, S. L. Sing, S. N. Mixra,

M. Milovanovi� - Aran�elovi� [16].

59F. E. Browder
60D. W. Boyd
61J. S. Wong
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Teorema 4.1. Neka je (X, d) metriqki prostor, B familija preslika-

vaǌa skupa X u samog sebe i S, T,A : X → X preslikavaǌa za koja va�i:

1) A(X) ⊆ T (X) i B(X) ⊆ S(X) za svako B ∈ B;

2) postoji B∗ ∈ B takvo da za svako ε > 0 postoji δ > 0, takvo da

za sve x, y ∈ X iz ε ≤ M(x, y) < ε + δ sledi d(Ax, B∗y) < ε;

3) za svako B ∈ B postoje konstante k ≥ 0 i 0 < α < 1
2 takve da je

d(Ax,By) < kd(Sx, Ty) + α[d(Ax, Sx) + d(By, Ty) + d(Ax, Ty) + d(By, Sx)]

za sve x, y ∈ X, ukoliko je desna strana prethodne nejednakosti razli-

qita od 0.

Ako je jedan od skupova S(X) ili T (X) kompletan podprostor od

(X, d) onda:

(I) Za svako B ∈ B skupovi C(S, A) i C(B, T ) su neprazni. Pored

toga iz u ∈ C(S, A) i v ∈ C(B, T ) sledi

Su = Au = Bv = Tv;

(II) Ako postoji u ∈ C(S, A), takvo da je SAu = ASu, onda A i S

imaju zajedniqku fiksnu taqku;

(III) Za svako B ∈ B za koje postoji v ∈ C(T,B), takvo da je TBv =

BTv, ako je ispuǌen bar jedan od uslova:

d(Bx,B2x) < d(Tx, T 2x)

za svako x ∈ C(T, B), za koje je desna strana prethodne nejednakosti

razliqita od nule, ili

d(Tx, T 2x) < max{d(Bx, B2x), d(T 2x,B2x)}
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za svako x ∈ C(T, B) za koje je desna strana prethodne nejednakosti

razliqita od nule, preslikavaǌa B i T imaju zajedniqku fiksnu taqku;

(IV ) Ako je ispuǌen uslov (II) onda preslikavaǌa S, T , A i sva B ∈ B

koja ispuǌavaju (III), imaju zajedniqku fiksnu taqku.

Dokaz: Izaberimo proizvoǉno x0 ∈ X. Konstruiximo nizove (xn) i

(yn) na slede�i naqin: y2n = Ax2n = Tx2n+1, y2n+1 = B∗x2n+1 = Sx2n+2,

n ≥ 0.

Dokaza�emo da je (yn) Koxijev niz. Neka je dn = d(yn, yn−1).

a) Prvo dokazujemo da iz dn+1 > 0 sledi dn+1 < dn.

a1) Neka, za neko k, va�i: d2k > 0. Tada je M(x2k, x2k−1) > 0,

jer bismo u suprotnom dobili Ax2k = B∗x2k−1, to jest y2k−1 = y2k,

odnosno d2k = 0. Iz uslova 2), ako je ε = M(x2k, x2k−1), dobijamo da

je: d(Ax2k, B∗x2k−1) < M(x2k, x2k−1). Prema tome je:

d2k = d(Ax2k, B∗x2k−1) < M(x2k, x2k−1).

Odatle sledi:

M(x2k,x2k−1) = max{d(Sx2k, Tx2k−1), d(Ax2k, Sx2k),

d(B∗x2k−1, Tx2k−1),
d(Ax2k, Tx2k−1) + d(B∗x2k−1, Sx2k)

2
}

= max{d(y2k−1, y2k−2), d(y2k, y2k−1),
d(y2k, y2k−2)

2
}

= max{d(y2k−1, y2k−2), d(y2k, y2k−1),
d(y2k, y2k−1)) + d(y2k−1, y2k−2)

2
}

= max{d2k−1, d2k,
d2k + d2k−1

2
} = max{d2k−1, d2k}.

Tako smo dobili da je d2k < max{d2k−1, d2k}, odakle sledi d2k−1 > d2k.
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a2) Neka, za neko k, va�i: d2k+1 > 0. Tada je M(x2k, x2k+1) > 0,

jer bismo u suprotnom dobili Ax2k = B∗x2k+1, to jest y2k+1 = y2k,

odnosno d2k+1 = 0. Iz uslova 2), ako je ε = M(x2k, x2k+1), dobijamo da

je: d(Ax2k, B∗x2k+1) < M(x2k, x2k+1).Prema tome je:

d2k+1 = d(Ax2k, B∗x2k+1) < M(x2k, x2k+1).

Odatle sledi:

M(x2k,x2k+1) = max{d(Sx2k, Tx2k+1), d(Ax2k, Sx2k),

d(B∗x2k+1, Tx2k+1),
d(Ax2k, Tx2k+1) + d(B∗x2k+1, Sx2k)

2
}

= max{d(y2k−1, y2k), d(y2k, y2k+1),
d(y2k+1, y2k−1)

2
}

= max{d(y2k−1, y2k), d(y2k, y2k+1),
d(y2k+1, y2k)) + d(y2k, y2k+1)

2
}

= max{d2k+1, d2k,
d2k + d2k+1

2
} = max{d2k−1, d2k}.

Tako smo dobili da je d2k+1 < max{d2k+1, d2k}, odakle sledi d2k+1 >

d2k.

a3) Ako je dn > 0 za svako n, onda iz a1) i a2) sledi da je (dn),

opadaju�i niz. Ako je, za neko n, dn = 0, onda je dk = 0 za svako k ≥ n,

pa je (yn) konvergentan niz.

b) Zatim dokazujemo da je lim dn = 0. (dn) je opadaju�i niz poz-

itivnih brojeva, pa je, prema tome, konvergentan. Neka je lim dn =

d. Pretpostavimo da je d > 0. Tada postoji realan broj δ > 0 i

prirodan broj k takav da iz n ≥ k sledi d < dn < d + δ, odnosno

d < M(x2k, x2k+1) < d + δ jer je M(x2k, x2k+1) = max{d2k, d2k+1}. Tako

dobijamo da je d2k = d(Ax2k, B∗x2k+1) < d, xto je kontradikcija.
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v) Na kraju dokazujemo da je, u opxtem sluqaju, (yn) Koxijev niz.

Izaberimo ε > 0. Tada postoji δ > 0, takvo da je ispuǌen uslov 2)

iskaza Teoreme. Bez ograniqeǌa opxtosti, mo�emo uzeti da je δ < ε.

Poxto je lim dn = 0, postoji neparan broj k, takav da iz n ≥ k sledi

dn < δ
4 . Primenom matematiqke indukcije, pokaza�emo da je za svaki

prirodan broj i ispuǌeno d(yk, yk+i) < ε + δ
2 . Tvr�eǌe je oqigledno

taqno za i = 1. Pretpostavimo da je taqno i za i = 2, . . . , n. Sada

proveramo taqnost za i = n + 1. Razmatra�emo slede�a dva sluqaja:

v1) n je paran. Iz nejednakosti trougla dobijamo:

d(yk, yk+n+1) ≤ dk+1 + d(yk+1, yk+n+1).

Poxto je k + 1 paran, k + n + 1 je paran pa je

d(yk+1, yk+n+1) = d(Axk+1, B∗xk+n+1).

Uvedimo oznake x = xk+1 i y = xk+n+1. Sada je:

d(Sx, Ty) = d(yk, yk+n) < ε +
δ

2
;

d(Ax, Sx) = d(yk, yk+1) <
δ

4
;

d(B∗y, Ty) = d(yk+n+1, yk+n) <
δ

4
;

d(Ax, Ty) + d(B∗y, Sx)
2

≤ d(Sx, Ty) +
d(Ax, Sx) + d(B∗y, Ty)

2
< ε + δ.

Tako smo dokazali da je M(x, y) < ε + δ. Iz M(x, y) ≥ ε sledi

d(Ax,B∗y) < ε; ako je 0 < M(x, y) < ε onda je d(Ax, B∗y) ≤ M(x, y) < ε;

iz M(x, y) = 0 dobijamo d(Ax,B∗y) = 0. Tako smo u svim sluqajevima
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dobili da je d(Ax,B∗y) < ε, odnosno d(yk+1, yk+n+1) < ε, odakle sledi

da je:

d(yk, yk+n+1) < ε +
δ

2
.

v2) n je neparan. Iz nejednakosti trougla, dobijamo:

d(yk, yk+n+1) ≤ d(yk, yk+1) + d(yk+1, yk+n) + d(yk+n, yk+n+1).

Poxto je k + 1 paran, k + n + 1 je neparan, pa je

d(yk+1, yk+n+1) = d(Axk+1, B∗xk+n+1).

Na analogan naqin kao u 1), dokazujemo da je M(xk, xk+n−1) < ε + δ,

odakle sledi da je d(yk+1, yk+n) < ε, odnosno

d(yk, yk+n+1) < ε +
δ

2
.

Iz v1) i v2) sledi da je tvr�eǌe taqno za i = n+1, qime je dokaz

indukcijom zavrxen. Tako smo dokazali da za svaki prirodan broj i

va�i: d(yk, yk+i) ≤ 3ε
2 . Neka su prirodni brojevi m,n ≥ k proizvoǉni.

Prema dokazanom, imamo:

d(ym, yn) ≤ d(ym, yk) + d(yk, yn) ≤ 3ε,

qime je pokazano da je (yn) Koxijev niz.

Neka je B ∈ B proizvoǉno. Pretpostavimo da je T (X) kompletan.

Poxto je (y2n) ⊆ T (X), iz kompletnosti sledi da postoji w ∈ T (X)

takvo da je w = lim y2n. Poxto je (yn) Koxijev niz, tako�e va�i w =

lim y2n+1.
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Neka v ∈ T−1w, to jest neka je w = Tv. Sada �emo pokazati da je

Bv = Tv = w.

d(y2n, Bv) = d(Ax2n, Bv) < kd(Sx2n, T v)+

+ α[d(Ax2n, Sx2n) + d(Bv, Tv) + d(Ax2n, T v) + d(Bv, Sx2n)].

Kad n →∞, dobijamo:

d(Tv, Bv) ≤ kd(Tv, Tv) + α[d(Tv, Tv) + d(Bv, Tv) + d(Tv, Tv)+

+ d(Bv, Tv)] = 2αd(Bv, Tv) < d(Bv, Tv),

xto je kontradikcija. Prema tome, Bv = Tv = w, odakle sledi da je

C(B, T ) neprazan. Poxto je B(X) ⊆ S(X), postoji u ∈ X takvo da je

w = Bv = Su. Sada �emo pokazati da je Au = Su.

d(Bx2n+1, Au) < kd(Tx2n+1, Su) + α[d(Au, Su)+

+ d(Bx2n+1, Tx2n+1) + d(Au, Tx2n+1) + d(Bx2n+1, Su)].

Kad n →∞, dobijamo:

d(Au, Su) ≤ kd(Su, Su) + α[d(Au, Su) + d(Su, Su) + d(Au, Su)+

+ d(Su, Su)] = 2αd(Au, Su) < d(Au, Su),

xto je kontradikcija. Prema tome, Au = Su = w, odakle sledi da je

Bv = Tv = w = Au = Su i da je C(A,S) neprazan.

Ako je S(X) kompletan, analognim postupkom dobijamo da je skup

C(A, S) neprazan. Ako su u ∈ C(A,S) i v ∈ C(B, T ) proizvoǉni, onda
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je:

M(u, v) = max{d(Su, Tv), d(Au, Su), d(Bv, Tv),
d(Au, Tv) + d(Bv, Su)

2
} =

= max{d(Au,Bv),
d(Au,Bv) + d(Bv, Au)

2
} = d(Au,Bv).

Poxto iz M(u, v) 6= 0 sledi d(Au,Bv) < M(u, v), dobijamo da je:

d(Au,Bv) = 0. Time smo zavrxili dokaz za (I).

Iz komutativnosti preslikavaǌa A i S u taqki u, sledi:

Az = ASu = SSu = A2u = Sz.

Ako je z 6= Az, dobijamo:

d(z,Az) = d(A2u,Bv) < max{d(SAu, Tv), d(A2u, SAu), d(Bv, Tv),

d(A2u, Tv) + d(Bv, SAu)
2

} = d(z,Az),

xto je kontradikcija. Prema tome je z = Az odakle sledi Au = A2u =

SAu, pa je Au zajedniqka fiksna taqka za A i S. Time smo zavrxili

dokaz za (II).

Iz komutativnosti preslikavaǌa B i T u taqki v sledi:

Bz = BTv = TBv = B2v = T 2v = Tz.

Zamenom x sa v u uslovima navedenim u (III), dobijamo da je Bv za-

jedniqka fiksna taqka za B i T , qime smo zavrxili dokaz za (III) i

(IV ).

Prethodna Teorema uopxtava rezultate dobijene u radovima [49],

[50,51,52].
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Ako je B jednoqlana familija, to jest ako je B = {B}, onda se

uslovi Teoreme 4.1 mogu znaqajno pojednostaviti, to jest mo�e se

znaqajno oslabiti grupa uslova navedena pod (III), o qemu nam gov-

ori slede�a Teorema, koja je dokazana u radu A. Kumar, S. L. Sing,

S. N. Mixra, M. Milovanovi� - Aran�elovi� [16].

Teorema 4.2. Neka je (X, d) metriqki prostor i S, T, A, B : X → X

preslikavaǌa za koja va�i:

1) A(X) ⊆ T (X) i B(X) ⊆ S(X);

2) za svako ε > 0, postoji δ > 0, takvo da za sve x, y ∈ X,

iz ε ≤ M(x, y) < ε + δ, sledi d(Ax,By) < ε;

3) postoje konstante k ≥ 0 i 0 < α < 1
2 , takve da je

d(Ax,By) < kd(Sx, Ty) + α[d(Ax, Sx) + d(By, Ty) + d(Ax, Ty) + d(By, Sx)]

za sve x, y ∈ X, ukoliko je desna strana prethodne nejednakosti razli-

qita od 0.

Ako je bar jedan od skupova S(X) ili T (X) kompletan podprostor

od (X, d) onda va�i:

(I) Skupovi C(S, A) i C(B, T ) su neprazni. Pored toga, iz u ∈ C(S, A)

i v ∈ C(B, T ), sledi

Su = Au = Bv = Tv;

(II) Ako postoji u ∈ C(S, A), takvo da je SAu = ASu, onda A i S

imaju zajedniqku fiksnu taqku;

(III) Ako postoji v ∈ C(T, B) takvo da je TBv = BTv, onda B i T

imaju zajedniqku fiksnu taqku;
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(IV ) Ako su ispuǌeni (II) i (III), onda S, T , A i B imaju zajedniqku

fiksnu taqku.

Dokaz: (I) i (II) se dokazuju identiqno kao u prethodnoj Teoremi.

Iz komutativnosti preslikavaǌa B i T u taqki koincidencije v

sledi:

BTv = TBv = B2v = T 2v.

Sada dobijamo:

d(Bv,B2v) = d(A2u, Bv) < max{d(Su, TBv), d(Au, Su), d(BBv, TBv),

d(Au, TBv) + d(BBv, Su)
2

} = d(Au,BBv),

xto je kontradikcija, qime smo zavrxili dokaz za (III) i (IV ).

Prethodna Teorema uopxtava rezultate dobijene u radovima

[53,54,55,56,57,58,59].
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5. AKRETIVNI OPERATORI

Akretivni operatori su uvedeni u radovima ameriqkog matem-

atiqara Braudera [60] i japanskog matematiqara Katoa62 [61]. Oni

su nezavisno doxli do sliqnih rezultata. Kato je koristio ter-

min monotoni operatori. Ako je X normiran prostor, preslikavaǌe

T : X → X je akretivno ako za svako x, y ∈ X i svako t ≥ 0 va�i:

‖x− y‖ ≤ ‖x− y + t(Tx− Ty)‖.

Ako je X Hilbertov63 prostor, uslov akretivnosti se svodi na:

<e〈Tx− Ty, x− y〉 ≥ 0.

Neka je X realan Banahov prostor i X∗ ǌegov dualni prostor.

Koristi�emo oznaku:

〈x, f〉 = f(x),

za svako x ∈ X i f ∈ X∗. Preslikavǌe J : X → 2X∗
definisano sa

J(x) = {f ∈ X∗ : 〈x, f〉 = ‖x‖2, ‖f‖ = ‖x‖},

za svako x ∈ X naziva se normalizovano dualno preslikavaǌe.

62T. Kato
63David Hilbert
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Neka je A ⊆ X i T : A → X. Za T se ka�e da je strogo akretivno

ako postoji konstanta k ∈ (0, 1) takva da za svako x, y ∈ A postoji

j(x− y) ∈ J(x− y) takvo da je

〈Tx− Ty, j(x− y)〉 ≥ k‖x− y‖2.

T je strogo pseudo-kontraktivno preslikavaǌe ako je I−T strogo

akretivno. Praktiqno, T je strogo pseudo-kontraktivno, ako postoji

konstanta k ∈ (0, 1) takva da za svako x, y ∈ A postoji j(x−y) ∈ J(x−y)

takvo da je

〈Tx− Ty, j(x− y)〉 ≤ (1− k)‖x− y‖2.

Neka je 1 < p < ∞. Preslikavaǌe J : X → 2X∗
definisano sa

Jp(x) = {f ∈ X∗ : 〈x, f〉 = ‖x‖p, ‖f‖ = ‖x‖p−1},

za svako x ∈ X naziva se uopxteno dualno preslikavaǌe.

Neka je A ⊆ X, T : A → X i ϕ : [0, +∞) → [0,+∞) monotono

neopadaju�e preslikavaǌe takvo da je φ(x) = 0 ako i samo ako je x = 0.

Za T se ka�e da je uopxteno strogo akretivno ako za svako x, y ∈ A

postoji jp(x− y) ∈ Jp(x− y) takvo da je

〈Tx− Ty, jp(x− y)〉 ≥ ϕ(‖x− y‖).

T je uopxteno strogo pseudo-kontraktivno preslikavaǌe ako je

I − T uopxteno strogo akretivno. Praktiqno, T je uopxteno strogo

pseudo-kontraktivno ako postoji ϕ : [0, +∞) → [0,+∞) monotono neop-

adaju�e preslikavaǌe takvo da je φ(x) = 0 ako i samo ako je x = 0, i
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ako za svako x, y ∈ A postoji jp(x− y) ∈ Jp(x− y) takvo da je

〈Tx− Ty, jp(x− y)〉 ≤ ‖x− y‖p − ϕ(‖x− y‖).

U dokazu naxih rezultata bi�e nam neophodne slede�e dve leme.

Prvu od ǌih su dokazali �iri� i Ume [62].

Oznaqi�emo sa Ψ skup svih monotono neopadaju�ih funkcija koje

preslikavaju [0,∞) u [0,∞) i koje ispuǌavaju uslov ψ(x) = 0 ako i

samo ako je x = 0.

Lema 5.1 (�iri�, Ume [62]). Neka je ψ ∈ Ψ, {θn} niz nenegativnih

realnih brojeva, σn nula-niz realnih brojeva, {λn} niz realnih brojeva

koji ispuǌavaju uslove 0 ≤ λn ≤ 1 i
∞∑

n=0

λn = ∞. Ako postoje realan broj

p > 0 i prirodan broj n0 takvi da je za sve n ≥ n0

θp
n+1 ≤ θp

n − λnψ(θn) + λnσn,

onda je {θn} nula-niz.

Narednu Lemu su dokazali �ung64, Qo, Li65, Jang66 i Kang [63].

Lema 5.2 �ung, Qo, Li, Jang, Kang [63]. Neka je X Banahov prostor,

1 < p < ∞ i J : X → 2X∗
uopxteno dualno preslikavaǌe. Tada, za svako

x, y ∈ X imamo

(1) ‖x + y‖p ≤ ‖x‖p + p〈y, jp(x + y)〉,
64S. S. Chang
65B. S. Lee
66J. S. Jung
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za sve jp(x + y) ∈ Jp(x + y).

U modernoj nelinearnoj analizi i ǌenim primenama teorija Ix-

ikavinih67 iteracija (videti Ixikava [64] i Kirk68 [65].) ima zna-

qajnu ulogu zato xto se one mogu primeniti u mnogim situacijama

u kojima klasiqne metode (konvergencija Pikarovih ili Manovih69

iteracija) nisu upotrebǉive. U mnogim radovima Ixikavini it-

eracioni nizovi su korix�eni za dobijaǌe aproksimativnih taqaka

ne-ekspanzivnih i pseudo-kontraktivnih preslikavaǌa definisanih

na Hilbertovim i Banahovim prostorima.

Neka su {αn} i {βn} dva niza realnih brojeva. Ako je X normiran

prostor i C neprazan, konveksan poskup od X. Tada se za proizvoǉno

x0 ∈ C niz Ixikavinih iteracija (T, {αn}, {βn)} u taqki x0 definixe

sa:

yn = βnTxn + (1− βn)xn, xn+1 = αnTyn + (1− αn)xn.

Ako su {un}, {vn} dva niza sadr�ana u proizvoǉnom, nepraznom

skupu D ⊆ X i ako su nizovi {xn} i {yn} definisani sa:

x0 ∈ D;

yn = βnTun + (1− βn)xn;

xn+1 = αnTvn + (1− αn)xn,

gde je lim ‖xn − un‖ = ‖yn − vn‖ = 0, onda je {xn} niz modifikovanih

67S. Ishikawa
68W. A. Kirk
69W. R. Mann
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Ixikavinih iteracija (T, {αn}, {βn}, {un}, {vn}) u taqki x0.

Naxe osnovne rezultate u ovom poglavǉu dajemo u slede�im teo-

remama, koje su publikovane u radu �iri�, Ume, Jexi�, Milovano-

vi� - Aran�elovi� [2007].

Teorema 5.1. Neka je X proizvoǉan realan Banahov prostor, D ⊆ X

proizvoǉan, neprazan konveksan podskup i neka su S, T : D → D dva

Lipxicova preslikavaǌa, takva da je Lipxicova69 konstanta L ≥ 1.

Neka je T strogo-pseudo kontraktivno i k (0 < k < 1) realan broj takav

da za svako x, y ∈ A postoji j(x− y) ∈ Jp(x− y) takvo da je

〈Tx− Ty, j(x− y)〉 ≤ (1− k)‖x− y‖p.

Neka je λ (0 < λ < 1) proizvoǉno i neka su {αn} i {βn} dva niza realnih

brojeva koja ispuǌavaju uslove:

(a) 0 ≤ αn ≤ 1 za sve n i αn je nula-niz;

(b) 0 ≤ βn ≤ kλ(L + L2)−1 za sve n;

(c)
∑∞

n=0 αn = ∞.

Neka su nizovi {xn} i {yn} definisani sa:

x0 ∈ D;

yn = βnSun + (1− βn)xn;(2)

xn+1 = αnTvn + (1− αn)xn,(3)

gde su {un} ⊆ D, {vn} ⊆ D dva niza takva da je lim ‖xn − un‖ = 0 i

lim ‖yn − vn‖ = 0.

69Rudolf Lipschitz
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Ako postoji y ∈ D, takvo da je

y = Ty = Sy,

onda je y jedinstveno i za svako x0 ∈ D, niz modifikovanih Ixikavinih

iteracija {xn} konvergira ka y.

Dokaz: Neka q ∈ D ispuǌava uslov q = Tq = Sq. Poxto je S Lip-

xicovo, iz (2) dobijamo:

‖yn − q‖ = ‖(1− βn)(xn − q) + βn(Sun − Sq)‖ ≤

≤ (1− βn)‖(xn − q)‖+ βnL‖un − q‖ ≤

≤ (1− βn)‖(xn − q)‖+ βnL‖un − xn‖+ βnL‖xn − q‖.(4)

Iz βn ≤ 1 i L > 1 sledi:

(5) ‖yn − q‖ ≤ L‖un − xn‖+ L‖xn − q‖.

Poxto je T Lipxicovo, iz (3) i (5) dobijamo:

‖xn+1 − q‖ = ‖αn(Tvn − Tq) + (1− αn)(xn − q))‖ ≤

≤ αnL‖vn − q‖+ (1− αn)‖xn − q‖ ≤

≤ αnL‖yn − q‖+ αnL‖vn − yn‖+ (1− αn)‖xn − q‖ ≤

≤ αnL2‖xn − q‖+ αnL2‖xn − un‖+ αnL‖vn − yn‖+ (1− αn)‖xn − q‖ ≤

≤ (1− αn + αnL2)‖xn − q‖+ 2αnL2 max{‖un − xn‖, ‖vn − yn‖}.

Odatle sledi

(6) ‖xn+1 − q‖ ≤ (1− αn + αn3L2)max{‖xn − q‖, µn}
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gde je

(7) µn = max{‖un − xn‖, ‖vn − yn}‖}.

Poxto je realna funkcija f : [0, +∞) → [0, +∞), definisana sa

f(t) = tp, za sve p > 1 rastu�a i konveksna, za svako α ∈ [0, 1] i sve

t1, t2 ∈ [0,+∞) va�i:

[(1− α)t1 + αt2]p ≤ (1− α)tp1 + αtp2,

odakle sledi

((1− αn) + αn3L2)p ≤ 1− αn + αn(3L2))p ≤ 1 + αn3pL2p.

Poxto je 1−αn +αn3L2 ≥ 1 i ax za a ≥ 1 rastu�a funkcija, va�i:

((1− αn) + αn3L2)p−1 ≤ 1 + αn3pL2p.

Iz (6) i (7) sledi

(8) ‖xn+1 − q‖p−1 ≤ (1 + αn3pL2p)max{‖xn − q‖p−1, µp−1
n }

i

(9) ‖xn+1 − q‖p ≤ (1 + αn3pL2p)max{‖xn − q‖p, µp
n}.

Iz Leme 5.2 i (3) dobijamo:

‖xn+1 − q‖p = ‖(1− αn)(xn − q) + αn(Tvn − q)‖p ≤

≤ (1− αn)p‖xn − q‖p + pαn〈Tvn − q, jp(xn+1 − q)〉 ≤

≤ (1− αn)p‖xn − q‖p + pαn〈Txn+1 − q, jp(xn+1 − q)〉+

+ pαn〈Tvn − Txn+1, jp(xn+1 − q)〉.

47



Prema tome va�i:

‖xn+1 − q‖p ≤ (1− αn)p‖xn − q‖p + pαn〈Txn+1 − q, jp(xn+1 − q)〉+

+ pαn‖Tvn − Txn+1‖ · ‖xn+1 − q‖p−1.(10)

Sada �emo proceniti sabirake na desnoj strani prethodne nejed-

nakosti.

Prvo �emo pokazati da je

(11) (1− αn)p ≤ 1− pαn +
p2α2

n

2
.

Posmatrajmo eksponencijalnu funkciju f(x) = e−x za svako x ≥ 0. Za

svako x > 0, postoji c = c(x) ∈ (0, x) takvo da je

f(x) = f(0) + f ′(0)x +
1
2!

f ′′(c)x2.

Iz f ′′(c) = e−c i 0 < e−c < 1, sledi

f(0) + f ′(0)x < f(x) < f(0) + f ′(0)x +
x2

2
,

to jest:

(12) 1− x ≤ e−x ≤ 1− x +
x2

2
za sve x ≥ 0.

Iz 0 ≤ 1− αn ≤ e−αn sledi da je (1− αn)p ≤ e−pαn za sve p > 0, pa prema

(12) dobijamo:

(1− αn)p ≤ e−pαn ≤ 1− pαn +
p2α2

n

2
,
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jer je αn ≥ 0. Time smo pokazali nejednakost (11). Iz (11) sledi:

(13) (1− αn)p‖xn − q‖p ≤ (1− pαn + p2α2
n)‖xn − q‖p.

Iz stroge pseudo-kontraktivnosti preslikavaǌa T , sledi da postoji

j(x− y) ∈ Jp(x− y) takvo da je

〈Txn+1 − Tq, j(x− q)〉 ≤ (1− k)‖x− q‖p.

Tako dobijamo:

pαn〈Txn+1 − q, jp(xn+1 − q)〉 ≤ pαn‖xn+1 − q‖p − pkαn‖xn+1 − q‖p.

Poxto je p = pλ + (p− 1)(1− λ) + (1− λ), dobijamo:

−pkαn‖xn+1 − q‖p =− [αnkpλ + αnk(p− 1)(1− λ)‖xn+1 − q‖p−

− αnk(1− λ)‖xn+1 − q‖p.(14)

Iz (9) sledi:

αn[p− kpλ− k(p− 1)(1− λ)]‖xn+1 − q‖p ≤

≤ αn[p− kpλ− k(p− 1)(1− λ)](1 + αn3pL2p)max{‖xn − q‖p, µp
n} ≤

≤ αn[p− kpλ− k(p− 1)(1− λ)]max{‖xn − q‖p, µp
n}+

+α2
np3pL2p max{‖xn − q‖p, µp

n}.

Tako smo dobili da je:

pαn〈Txn+1 − q, jp(xn+1 − q)〉 ≤

≤ αn[p− kpλ− k(p− 1)(1− λ)]max{‖xn − q‖p, µp
n}+

+ α2
np3pL2p max{‖xn − q‖p, µp

n} − αnk(1− λ)‖xn+1 − q‖p.(15)
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Sada proceǌujemo pαn‖Txn+1 − Tvn‖‖xn+1 − q‖p−1. Poxto su S i T

Lipxicova preslikavaǌa, iz nejednakosti trougla, (2) i (3) dobi-

jamo:

‖Tvn − Txn+1‖ ≤ L‖vn − xn+1‖ ≤

≤ L(‖vn − yn‖+ ‖yn − xn‖+ ‖xn+1 − xn‖) ≤

≤ L(βn‖Sun − xn‖+ αn‖Tvn − xn‖+ ‖vn − yn‖) ≤

≤ Lβn(‖Sun − Sq‖+ ‖xn − q‖)+

+ Lαn(‖Tvn − Tq‖+ ‖xn − q‖) + L‖vn − yn‖ ≤

≤ Lβn(L‖un − xn‖+ L‖xn − q‖) + Lβn‖xn − q‖+

+ Lαn(L‖vn − yn‖+ L‖yn − q‖) + Lαn‖xn − q‖+ L‖vn − yn‖.

Iz (5) sledi:

‖Tvn − Txn+1‖ ≤

≤ βn(L + L2)‖xn − q‖+ βnL2‖un − xn‖+ αnL2‖vn − yn‖+

+ αnL2(L‖xn − q‖+ L‖un − xn‖) + Lαn‖xn − q‖+ L‖vn − yn‖ ≤

≤ [βn(L + L2) + αn(L + L3)]‖xn − q‖+ (βnL2 + αnL3)‖un − xn‖+

+ (αnL2 + L)‖vn − yn‖

Odatle primenom uslova b) dobijamo:

(16) ‖Tvn − Txn+1‖ ≤ [kλ + αn2L3]‖xn − q‖+ 4L3µn.

Iz (8) i (16) dobijamo:

‖Tvn − Txn+1‖‖xn+1 − q‖p−1 ≤ [(kλ + αn2L3)‖xn− q‖+ 4L3µn]·

· (1 + αn3pL2p) max{‖xn − q‖p−1, µp−1
n }(17)
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Pretpostavimo da je

(18) max{‖xn − q‖p−1, µp−1
n } = ‖xn − q‖p−1.

Iz (17) dobijamo:

‖Tvn − Txn+1‖‖xn+1 − q‖p−1 ≤ [(kλ + αn2L3)(1 + αn3pL2p)‖xn − q‖p+

+ µn4L3(1 + αn3pL2p)‖xn − q‖p−1.(19)

Iz

4L3(1 + αn3pL2p) < 8 · 3pL2p+3,

(kλ + αn2L3)(1 + αn3pL2p) ≤ kλ + αn8 · 3pL2p+3

i (19) dobijamo:

(20) ‖Tvn−Txn+1‖‖xn+1−q‖p−1 ≤ (kλ+αnR)‖xn−q‖p +µnR‖xn−q‖p−1,

gde je R = 8 ·3pL2p+3. Sada imamo dve mogu�nosti: ili je ‖xn− q‖ > 1,

ili ‖xn − q‖ ≤ 1.

Ako je ‖xn − q‖ > 1, onda je ‖xn − q‖p−1 < ‖xn − q‖p, pa je prema

(20):

(21) ‖Tvn − Txn+1‖‖xn+1 − q‖p−1 ≤ [kλ + (αn + µn)R]‖xn − q‖p.

Ako je ‖xn − q‖ ≤ 1, onda je ‖xn − q‖p−1 ≤ 1, pa je prema (20):

(22) ‖Tvn − Txn+1‖‖xn+1 − q‖p−1 ≤ (kλ + αnR)‖xn − q‖p + µnR.

Prema (21) (22) u oba sluqaja dobija se:

(23) ‖Tvn − Txn+1‖ · ‖xn+1 − q‖p−1 ≤ (kλ + (αn + µn)R)‖xn − q‖p + µnR.
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Zamenom (13), (15) i (23) u (10) dobijamo:

‖xn+1 − q‖p ≤ (1− pαn + p2α2
n)‖xn − q‖p − αnk(1− λ)‖xn+1 − q‖p+

+ [pαn − αnpkλ− αnk(p− 1)(1− λ)]‖xn − q‖p+

+ α2
npR‖xn − q‖ppαn[k + (αn + µn)R]‖xn − q‖p + pαnµnR.

Odatle sledi:

‖xn+1 − q‖p ≤ ‖xn − q‖p − αnk(1− λ)‖xn+1 − q‖p−

− αn{k(p− 1)(1− λ)− [αnp2 + (2αn + µn)pR]}‖xn − q‖p+

+ pαnµnR.(24)

Poxto je limαn = 0 i limµn = lim max{‖un − xn‖}, ‖vn − yn‖} = 0,

postoji prirodan broj n0 takav da je

αnp2 + (2αn + µn)pR < k(p− 1)(1− λ)

za sve n > n0. Prema (24), va�i:

(25) ‖xn+1 − q‖p ≤ ‖xn − q‖p − αnk(1− λ)‖xn+1 − q‖p + αnµnpR

za sve n > n0.

Preostao je jox sluqaj:

max{‖xn − q‖p−1, µp−1
n } = µp−1

n .

Posle zamene max{‖xn − q‖p−1, µp−1
n } sa µp−1

n u (15) i ‖xn − q‖ sa µn u

(23), dobija se da relacija (25) ostaje taqna.
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Ako u ǌoj izvrximo smene θn = ‖xn − q‖p, λn = αn, ψ(θn+1) =

k(1− λ)θp
n+1 i σn = pRµn u (25), iz Leme 5.1 sledi:

lim ‖xn − q‖ = 0.

Prema tome, niz (xn) konvergira ka jedinstvenoj fiksnoj taqki q.

Teorema 5.2. Neka je X proizvoǉan realan Banahov prostor, D ⊆ X

proizvoǉan, neprazan konveksan podskup, neka je T : D → D Lipxicovo

uopxteno strogo-pseudo kontraktivno preslikavaǌe i neka su {αn} i

{βn} dva nula niza relnih brojeva takva da je:
∑∞

n=0 αn = ∞.

Neka je niz {xn} i definisan sa:

x0 ∈ D;

xn+1 = αnTvn + (1− αn)xn,

gde su {un} ⊆ D, {vn} ⊆ D dva niza takva da su nizovi {Tun} i {Tvn}

ograniqeni.

Ako postoji y ∈ D takvo da je

y = Ty,

onda je y jedinstveno i za svako x0 ∈ D, niz modifikovanih Ixikavinih

iteracija {xn} konvergira ka y.

Dokaz: Neka je q fiksna taqka preslikavaǌa T i neka je L ≥ 1 ǌegova

Lipxicova konstanta. Uvex�emo oznaku

M = ‖x0 − q‖+ sup{max{‖Tun − q‖, ‖Tvn − q‖} : n ≥ 0}.
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Indukcijom se pokazuje da je

‖xn − q‖ ≤ M.

Iz (11) dobijamo

(26) (1− αn)p‖xn − q‖p ≤ ‖xn − q‖p − pαn‖xn − q‖p +
p2α2

nMp

2
.

Tako�e imamo:

‖xn+1 − q‖p ≤ (1 + αn3pL2p)(‖xn − q‖p + µp
n) ≤

≤ ‖xn − q‖p + µp
n + 2αn3pL2pMp =

= ‖xn − q‖p + µp
n + αnQMp,(27)

gde je Q = 2·3pL2p. Iz uopxtene pseudo kontraktivnosti preslikavaǌa

T i (27) sledi:

pαn〈Txn+1 − q, jp(xn+1 − q)〉 ≤

≤ pαn‖xn+1 − q‖p − pαnϕ(‖xn+1 − q‖) ≤

≤ pαn‖xn − q‖p + pαn(µp
n + αnQMp)− pαnϕ(‖xn+1 − q‖).(28)

Na isti naqin kao u dokazu prethodne Teoreme dobijamo:

‖Tvn − Txn+1‖ ≤ [βn(L + L2) + αn2L3]‖xn − q‖+ 4L3µn ≤

≤ [βn(L + L2) + αn2L3]M + 4L3µn.

Odatle dobijamo:

pαn‖Tvn − Txn+1‖ · ‖xn+1 − q‖p−1 ≤

≤ pαn{[βn(L + L2) + αn2L3]M + 4L3µn}Mp−1 ≤

≤ pαn[βn(L + L2) + αn2L3]Mp + αnµn4pL3Mp−1.(29)
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Posle zamene (26), (28) i (29) u (10) dobija se:

‖xn+1 − q‖p ≤ ‖xn − q‖p − αnpϕ(‖xn+1 − q‖) + αnp(αnp + µp
n + αnQMpp)+

+ αnp[βn(L + L2)Mp + αn2L3Mp + µn4L3Mp−1].(30)

Poxto su (αn), (βn) i (µn) nula nizovi, dobijamo da je

(31) lim p[αnp+µp
n+αnQMp+βn(L+L2)Mp+αn2L3Mp+µn4L3Mp−1] = 0.

Ako zamenimo θn = ‖xn − q‖p , λn = αn, ψ(t) = pϕ(‖xn+1 − q‖) i

σn = p[αnp + µp
n + αnQMp + βn(L + L2)Mp + αn2L3Mp + µn4L3Mp−1

u (30), vidimo da iz relacija (30), (31) i Leme 5.1 sledi da je

lim ‖xn − q‖ = 0,

xto povlaqi da niz (xn) konvergira strogo ka q, koja mora biti jedin-

stvena fiksna taqka, jer je niz (xn) proizvoǉno izabran.

Poxto iz pretpostavki Teoreme 5.1 za S = T sledi da su nizovi

{Tun} i {Tvn} ograniqeni, Teorema 5.2 je uopxteǌe Teoreme 4.1 kada

je S = T .

Teoreme 5.1 i 5.2 su uopxteǌa aktuelnih rezultata (qak i u slu-

qaju un = xn i vn = yn) datih u radovima �ung, Qo, Li, Jang, Kang

[63, Teorema 3.2]; Qidume70 [66], Qidume [67, Teorema 4], Qidume

70C. E. Chidume
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[68, Teorema 2], Deng71 [69, Teorema 4], Deng [70, Teorema 2], Deng,

Ding72[71, Teorema 1], i Tan73, Hu74 [72, Teorema 4.2].

71L. Deng
72X. P. Ding
73K. K. Tan
74H. K. Hu
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6. VEROVATNOSNI METRIQKI PROSTORI

Prvi rezultati u teoriji verovatnosnih metriqkih prostora ko-

ji opisuju postojaǌe i jedinstvenost fiksnih taqaka preslikavaǌa

koja ispuǌavaju kontraktivne uslove, kao i konvergenciju odgovaraju-

�ih iterativnih nizova, dati su u doktorskoj disertaciji V. M. Se-

hgala [73]. Slede�i je ovaj problem razmatrao Xervud75 [74], koji je

prvi dao i primere kompletnih verovatnosnih metriqkih prostora

na kojima stavovi o fiksnim taqkama ne va�e. Ti primeri ukazuju

da su za prouqavaǌe stavova o nepokretnim taqkama pogodni verovat-

nosni metriqki prostori sa t−normom, koja ispuǌava Mengerovu ne-

jednakost i koji se stoga nazivaju Mengerovi prostori. 1972. godine

V. M. Sehgal i A. T. Baruqa - Reid76 objavǉuju rad [75] koji sadr�i

osnovne rezultate iz Sehgalove teze. Taj rad je privukao veliku pa�-

ǌu i motivisao veliki broj matematiqara iz celog sveta da poqnu sa

istra�ivaǌima u ovoj oblasti. Usledio je qitav niz rezultata od

kojih su najva�niji dati u radovima Istrateskua77 i Sakuju78 [76],

Bokxana79 [77], [78], ǈ. �iri�a [79] u kome je prenesen uslov general-

isane kontraktivnosti na Mengerove prostore, A. T. Baruqa - Reida

75H. Shervood
76A. T. Bharucha-Reid
77V. Istratescu
78I. Sakuiu
79G. Bocsan
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[80], T. Hiksa80 [79] i Tardifa81 [80]. U radovima O. Ha
i� [81] i

T. Hiksa [79] izlo�eni su metodi za dobijaǌe teorema na verovatnos-

nim prostorima iz odgovaraju�ih stavova na metriqkim prostorima.

Za funkciju F : R → R ka�emo da je funkcija raspodele ako is-

puǌava slede�e uslove:

1) iz x ≤ y sledi F (x) ≤ F (y) za sve x, y ∈ R;

2) lim
x→−∞

F (x) = 0;

3) lim
x→∞

F (x) = 1;

4) lim
t→x−

F (t) = F (x) za svako x ∈ R.

Naziv ”funkcija raspodele” potiqe iz teorije verovatno�e i do-

deǉen je ovoj klasi funkcija zato xto osobine 1) − 4) karakterixu

funkcije raspodela sluqajnih promenǉivih. Skup svih funkcija ras-

podele obele�ava�emo sa L. Funkcija raspodele H definisana sa

H(x) =
{

0, za x ≤ 0
1, za x > 0

naziva se Hevisajdova82 funkcija.

Definicija 6.1. Verovatnosni metriqki prostor je ure�en par (X,F)

gde je X neprazan skup a F : X ×X → L (sliku taqke (u, v) ∈ X ×X pri

preslikavaǌu F oznaqava�emo sa Fu,v) preslikavaǌe koje ima slede�e

osobine:

(a) Fu,v(x) = 1 za sve x > 0 ako i samo ako je u = v,

80Troy Hicks
81R. Tardiff
82O. Heaviside
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(b) Fu,v(0) = 0,

(c) Fu,v(x) = Fv,u(x),

(d) iz Fu,v(x) = 1 i Fv,w(y) = 1 sledi Fu,w(x + y) = 1,

za sve u, v, w ∈ X i sve x, y ∈ R.

Vrednost Fu,v(x) funkcije Fu,v za x ∈ R mo�e se interpretirati

kao verovatno�a da je rastojaǌe izme�u u i v maǌe od x. Iz (b) sledi

da je Fp,q(x) = 0 za sve x ≤ 0. Prema tome, imamo da je uslov (a)

ekvivalentan tvr�eǌu: p = q ako i samo ako je Fp,q = H. Uslov

(d) je uopxteǌe nejednakosti trougla i mo�emo ga interpretirati na

slede�i naqin: ako je izvesno da je rastojaǌe od p do q maǌe od x, i

tako�e, da je rastojaǌe od q do r maǌe od y, tada je izvesno i da je

rastojaǌe od p do r maǌe od x + y.

Svaki metriqki prostor mo�e biti razmatran kao verovatnosni

metriqki prostor ako se definixe Fp,q(x) = H(x − d(p, q)) za svaki

par taqaka (p, q) iz metriqkog prostora. Obrnut problem, tj. problem

uvo�eǌa metrike na verovatnosnim metriqkim prostorima, rexavalo

je vixe autora (Xvajcer, Sklar i Torp83 [82], Hiks [79], itd.) i on

je uspexno rexen za izvesne klase ovih prostora o qemu �e biti vixe

reqi kasnije.

Uslov (d) je uvek zadovoǉen u metriqkim prostorima, gde se re-

dukuje na obiqnu nejednakost trougla. Me�utim, u onim verovatnos-

nim metriqkim prostorima u kojima jednakost Fp,q(x) = 1 ne va�i

83E. Thorp
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(za p 6= q) za proizvoǉno konaqno x, uslov (d) �e biti zadovoǉen samo

formalno. Zbog toga je neophodno uvesti stro�iju verziju uopxt-

ene nejednakosti trougla, xto �e nas dovesti do pojma Mengerovih

prostora.

Definicija 6.2. Funkcija t : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] koja ispuǌava uslove:

1. t(a, 1) = a, t(0, 0) = 0,

2. t(a, b) = t(b, a),

3. t(c, d) ≥ t(a, b) za sve c ≥ a, d ≥ b,

4. t(t(a, b), c) = t(a, t(b, c)),

naziva se t−norma.

Definicija 6.3. Ure�ena trojka (X,F , t), gde je (X,F) verovatnosni

metriqki prostor a t t-norma koja ispuǌava Mengerovu nejednakost:

Fu,w(x + y) ≥ t[Fu,v(x), Fv,w(y)]

za sve u, v, w ∈ X i sve x ≥ 0, y ≥ 0, naziva se Mengerov prostor.

Na prostoru (X,F , t) se uobiqajeno razmatra topologija qiju bazu

qine skupovi, {Uv(ε, λ) | v ∈ X, ε > 0, λ > 0}, gde je

Uv(ε, λ) = {u ∈ X | Fu,v(ε) > 1− λ, ε > 0, λ > 0}.

Takvi skupovi se nazivaju (ε, λ) - okoline taqke v ∈ X. Xvajcer,

Sklar i Torp [82] dokazali su da familija {U(ε, λ) | ε > 0, λ > 0}, gde

je

U(ε, λ) = {(u, v) ∈ X2 | Fu,v(ε) > 1− λ, ε > 0, λ > 0},
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predstavǉa bazu za uniformnu strukturu na X2. Ta struktura tako�e

ispuǌava Hausdorfovu aksiomu separacije i ima prebrojivu lokalnu

bazu. Iz toga zakǉuqujemo da Mengerovi prostori pripadaju klasi

metrizabilnih topoloxkih prostora. Odatle sledi da je na tim

prostorima mogu�e uvesti razliqite metrike koje su saglasne sa

topologijom prostora, ali se takvim pristupom gube mogu�nosti opi-

sa nedeterministiqkih modela.

Za niz taqaka {pn} u verovatnosnom metriqkom prostoru (S,F)

re�i �emo da konvergira ka taqki p ∈ S (xto zapisujemo sa pn → p)

ako i samo ako za svako ε > 0 i svako λ > 0, postoji ceo broj Mε,λ,

takav da pn ∈ Up(ε, λ), tj. Fp,pn(ε) > 1− λ za sve n ≥ Mε,λ.

Ako pn → p, tada Fp,pn → Fp,p = H, tj. za svako x ∈ S Fp,pn(x) →

Fp,p(x) = H(x), i obrnuto. Konvergencija je uniformna na proizvoǉ-

nom zatvorenom intervalu [a, b] takvom da je a > 0, t.j. Mε,λ ne zavisi

od x za a ≤ x ≤ b. Za proizvoǉno x, a ≤ x ≤ b je Fp,pn(x) ≥ Fp,pn(a).

Mengerovu nejednakost mo�emo interpretirati na slede�i na-

qin: naxe saznaǌe o tre�oj stranici trougla na simetriqan naqin

zavisi od onoga xto znamo o drugim dvema stranama i ne smaǌuje se,

ako se pove�a znaǌe o drugim dvema stranama. Ova interpretacija

se mo�e izkazati i preciznije, izborom odre�ene funkcije za t. Ovde

�emo navesti najjednostavnije primere:

t1(a, b) : = max{a + b− 1, 0} tj. t = max{sum− 1, 0};

t2(a, b) : = ab tj. t = product;
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t3(a, b) : = min{a, b} tj. t = min .

Ovih tri funkcije su navedene u poretku rastu�e ‘snage’, pri

qemu �emo re�i da je t” jaqa od t’ (ili da je t’ slabija od t”) ako je

t”(a, b) ≥ t′(a, b) za sve (a, b) iz skupa [0, 1] × [0, 1], pri qemu stroga ne-

jednakost va�i bar za jedan par (a, b). Oqigledno je da ako Mengerova

nejednakost va�i za proizvoǉnu datu funkciju t, tada tim pre va�i

i za sve slabije funkcije od t.

Za t = product Mengerovu nejednakost mo�emo interpretirati na

slede�i nain: verovatno�a da je rastojaǌe od p do r maǌe od x + y

nije maǌa od proizvoda verovatno�a da je, nezavisno, rastojaǌe p do

q maǌe od x i da je rastojaǌe od q do r maǌe od y.

Za t = min interpretacija glasi: verovatno�a da je rastojaǌe od

p do r maǌe od x+y nije maǌa od maǌe od verovatno�a da je rastojaǌe

od p do q maǌe od x i da je rastojaǌe od q do r maǌe od y.

Znaqaj t−norme t = min proistiqe i iz slede�e leme.

Lema 6.1. Ako t−norma t ispuǌava uslov t(a, a) ≥ a za sve a ∈ [0, 1], onda

je t = min.

Dokaz:
min{a, b} ≤ t(min{a, b},min{a, b}) ≤ t(a, b) ≤

≤ t(min{a, b}, 1) = min{a, b}.

U radu Xvajcera i Sklara [08 - Teorema 8.1] dokazan je slede�i

rezultat:

Stav 6.1. Ako je (S,F , t) Mengerov prostor pri qemu je funkcija t
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neprekidna, tada je verovatnosna funkcija rastojaǌa F poluneprekidna

odozdo funkcija, tj. za svako fiksirano x ∈ R, i sve konvergentne nizove

{pn}, {qn} ⊆ S takve da qn → q i pn → p va�i:

limn→∞Fpn,qn
(x) = Fp,q(x).

Slede�a Lema uopxtava rezultat Xvajcera i Sklara [08 - Teo-

rema 8.2] koji sadr�i dodatni uslov koji zahteva da t nije slabija od

t1 = max(a + b− 1, 0).

Lema 6.2. Neka je (S,F , t) Mengerov prostor. Pretpostavimo da je

t−norma t neprekidna. Pretpostavimo, sem toga, da: pn → p, qn → q i

da je Fp,q neprekidna u taqki x. Tada je:

lim
n→∞

Fpn,qn(x) = Fp,q(x).

Dokaz: Poxto vrednost je vrednost izraza t(t(a, b), c) ista za sve per-

mutacije brojeva a, b i c, uvex�emo oznaku

t∗(a, b, c) = t(t(a, b), c).

Zapazi�emo da je novouvedena funkcija t∗ rastu�a po svim koordi-

natma, i da je neprekidna, jer je t po pretpostavci neprekidna.

Posmatrajmo proizvoǉne nizove {an}, {bn}, {cn} ⊆ [0, 1], takve da

je limbn = β i lim an = lim cn = 1. Tada za svako ε > 0 postoji n0 takvo

da iz n ≥ n0 sledi bn < β + ε, a uslovi an, bn ≤ 1 su ispuǌeni za svako

n. Iz monotonosti funkcije t∗ dobijamo:

t∗(an, bn, cn) ≤ t∗(1, β + ε, 1) = β + ε,
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odakle sledi da je:

limt∗(an, bn, cn) ≤ β.

Poxto postoji {bnk
} ⊆ {bn} takav da je lim

k→∞
bnk

= β, imamo:

lim
k→∞

t∗(ank
, bnk

, cnk
) = t∗(1, β, 1) = β,

jer je t∗ neprekidna. Prema tome je:

limt∗(an, bn, cn) = β = limbn.

Iz uslova pn → p i qn → q sledi da je limn→∞Fpn,p(ε) = 1, odnosno

limn→∞Fqn,q(ε) = 1, za svako ε > 0.

Neka su u, v, w, h ∈ S i a, b, c ∈ [0, 1] proizvoǉni. Tada primenom

Mengerove nejednakosti dobijamo:

Fu,h(a + b + c) ≥ t(Fu,w(a + b), Fw,h(c)) ≥ t(t(Fu,v(a), Fv,w(b)), Fw,h(c)) =

= t∗(Fu,v(a), Fv,w(b), Fw,h(c)).

Odatle dobijamo, da je za proizvoǉno ε > 0:

Fp,q(x + 2ε) ≥ t∗(Fp,pn(ε), Fpn,qn(x), Fqn,q(ε)).

Odatle sledi:

Fp,q(x + 2ε) ≥ limn→∞t∗(Fp,pn(ε), Fpn,qn(x), Fqn,q(ε)) = limn→∞Fpn,qn(x),

odnosno

Fp,q(x) ≥ limn→∞Fpn,qn(x).
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Primenom Stava 6.1 dobijamo:

limn→∞Fpn,qn
(x) = Fp,q(x) ≥ limn→∞Fpn,qn

(x),

odakle sledi da je:

lim
n→∞

Fpn,qn(x) = Fp,q(x).

Sada �emo dati osnovne informacije vezane za kompletne Menger-

ove prostore.

Za niz taqaka {pn} u Mengerovom prostoru (S,F , t) re�i �emo da

je Koxijev ako i samo ako za svako ε > 0 i svako λ > 0 postoji prirodan

broj Mε,λ, takav da je Fpm,pn(ε) > 1 − λ za sve m,n ≥ Mε,λ. Neka je

(X,F , t) Mengerov prostor, gde je t neprekidno i {xn}n∈N konvergentan

niz. Tada je niz {xn}n∈N Koxijev.

Verovatnosni metriqki prostor je kompletan ako i samo ako je

svaki Koxijev niz sadr�an u ǌemu, konvergentan.

Ako je (X, d) metriqki prostor, tada metrika d indukuje pres-

likavaǌe F : X ×X → L, gde je F(p, q) (p, q ∈ X) definisano sa:

F(p, q)(x) = H(x− d(p, q)),

x ∈ R. Ako je funkcija t : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] definisana sa t(a, b) =

min{a, b}, tada je (X,F , t) Mengerov prostor koji je kompletan ako i

samo ako je metrika d kompletna. Ovako dobijeni prostor (X,F , t)

zove se indukovani Mengerov prostor.
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Zajedniqkim fiksnim taqkama komutiraju�ih preslikavaǌa u ve-

rovatnosnim metriqkim prostorima bavili su se S. L. Sing i B. D.

Pant84[83], B. M. L. Tivari85 i B. D. Pant [84], Dedeji� i Sarapa

[85] i [86], Qamola86, Dimri87 i Pant [87], B. S. Tuteja88[88], Mixra

[89] i Vasuki89 [90].

Narednu lemu su dokazali Sing i Pant [83]. ǋen dokaz se mo�e

izdvojiti i iz dokaza Teoreme 3 date u radu [73].

Lema 6.3. Neka je {un} niz u Mengerovom prostoru (X,F , t), gde je norma

t neprekidna i zadovoǉava uslov: t(x, x) ≥ x za x ∈ [0, 1]. Ako postoji

konstanta k, k ∈ [0, 1), takva da je

Fun,un+1(kx) ≥ Fun,un−1(x), n = 1, 2, ....

za sve x > 0, tada je {un} Koxijev niz u X.

Dokaz: Neka su ε i λ pozitivni realni brojevi. Tada, za m > n, iz

Mengerove nejednakosti, sledi:

Fun,um(ε) ≥ t(Fun,un+1(ε− kε), Fun+1,um(kε)) ≥

≥ t(Fu0,u1(ε− kε)k−n, Fun+1,um(kε))

gde posledǌa nejednakost sledi iz uslova Leme. Ako oznaqimo: a =

(ε − kε)k−n, i ponovimo prethodni postupak, na sliqan naqin, dobi-

84B. D. Pant
85B. M. L. Tivari
86K. P. Chamola
87R. C. Dimri
88B. S. Tuteja
89R. Vasuki
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jamo:

Fun,um
(ε) ≥ t(Fu0,u1(a), t(Fun+1,un+2(kε− k2ε), Fun+2,um

(k2ε))) ≥

≥ t(Fu0,u1(a)), t(Fu0,u1(k(ε− kε)k−n−1), Fun+2,um
(k2ε))) =

= t(Fu0,u1(a), t(Fu0,u1(a), Fun+2,um(k2ε)))

Zbog asocijativnosti funkcije t i pretpostavke t(x, x) ≥ x imamo

da je:

Fun,um(ε) ≥ t(Fu0,u1(a), Fun+2,um(k2ε))

Ako ovaj postupak ponovimo odre�en broj puta, dobi�emo:

Fun,um(ε) ≥ t(Fu0,u1(a), Fum−1,um(km−n−1ε)) ≥ t(Fu0,u1(a), Fu0,u1(k
−nε)) ≥

≥ t(Fu0,u1(a), Fu0,u1(a)) ≥ Fu0,u1((ε− kε)k−n)

Za dovoǉno veliko N bi�e:

Fu0,u1((ε− kε)k−N ) > 1− λ,

odakle sledi da je:

Fun,um(ε) > 1− λ

za sve n ≥ N tj. {un) je Koxijev niz.

Naredno tvr�eǌe je dokazano u radu M. Milovanovi� - Aran-

�elovi� [18]. Ono uopxtava odgovaraju�i rezultat indijskog matem-

atiqara R. Vasukija [90].
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Teorema 6.1. Neka je (Tn), n = 1, 2, ... niz preslikavaǌa kompletnog

Mengerovog prostora (X,F , t) u sebe i S : X → X neprekidna funkcija,

takva da je Tn(X) ⊆ S(X) i S komutira sa svakim od Tn. Neka je

t(r, s) = min(r, s) za svako r, s ∈ [0, 1]. Ako postoji konstanta α ∈ [0, 1),

takva da je za sve Ti, Tj i sve x, y ∈ X:

F 2
Tix,Tjy(αp) ≥ min{F 2

Sx,Tix(p), F 2
Sy,Tjy(p), F 2

Sx,Sy(p),(1)

FSx,Tjy(2p)FSy,Tix(p), FSx,Tjy(2p)FSx,Tix(p)}

za svako p > 0, tada postoji jedinstvena zajedniqka fiksna taqka za

sve Tn i S.

Dokaz: Neka je x0 proizvoǉna taqka u X i {xn} niz definisan sa

Sxn = Tnxn−1 (n = 1, 2, ...). Iz (1), za svako p > 0, sledi:

F 2
Sx1,Sx2

(αp) = F 2
T1x0,T2x1

(αp)

≥ min{F 2
Sx0,T1x0

(p), F 2
Sx1,T2x1

(p), F 2
Sx0,Sx1

(p),

FSx0,T2x1(2p)FSx1,T1x0(p), FSx0,T2x1(2p)FSx0,T1x0(p)}.

Odatle,

F 2
Sx1,Sx2

(αp) ≥ min{F 2
Sx0,Sx1

(p), F 2
Sx1,Sx2

(p), F 2
Sx0,Sx1

(p),

FSx0,Sx2(2p)FSx1,Sx1(p), FSx0,Sx2(2p)FSx0,Sx1(p)}.
Iz Mengerove nejednakosti za t = min, dobijamo:

FSx0,Sx2(2p)FSx1,Sx1(p) = FSx0,Sx2(2p) ≥ min{FSx0,Sx1(p), FSx1,Sx2(p)}

≥ min{F 2
Sx0,Sx1

(p), F 2
Sx1,Sx2

(p)};
FSx0,Sx2(2p)FSx0,Sx1(p) ≥ min{FSx0,Sx1(p), FSx1,Sx2(p)} · FSx0,Sx1(p)

= min{F 2
Sx0,Sx1

(p), FSx0,Sx1(p)FSx1,Sx2(p)}.
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Prema tome,

F 2
Sx1,Sx2

(αp) ≥ min{F 2
Sx0,Sx1

(p), F 2
Sx1,Sx2

(p), FSx0,Sx1(p)FSx1,Sx2(p)},

xto povlaqi

(2) FSx1,Sx2(αp) ≥ min{FSx0,Sx1(p), FSx1,Sx2(p)}.

Neka je za neko p > 0 ispuǌeno FSx0,Sx1(p) > FSx1,Sx2(p) = r. Neka je

q = sup{t > 0 : FSx1,Sx2(t) = r}. Tada postoji p1 > q takvo da je αp1 < q.

Dobili smo FSx1,Sx2(αp1) ≤ r < FSx1,Sx2(p1). Iz (2) sledi:

FSx1,Sx2(αp1) ≥ min{FSx0,Sx1(p1), FSx1,Sx2(p1)}.

Prema tome, FSx1,Sx2(αp1) ≥ FSx0,Sx1(p1). Odavde je:

r = FSx1,Sx2(p) ≥ FSx1,Sx2(αp1) ≥ FSx0,Sx1(p1) ≥ FSx0,Sx1(p),

xto je kontradikcija sa FSx0,Sx1(p) > FSx1,Sx2(p).

Tako, iz (2) sledi FSx1,Sx2(αp) ≥ FSx0,Sx1(p) za sve p > 0. Ponavl-

jaǌem postupka, dobijamo

(3) FSxn,Sxn+1(αp) ≥ FSxn−1,Sxn(p), n = 1, 2, ...

Iz (3) sledi da niz Sxn = yn ispuǌava uslove Leme 6.3. Prema

tome, {Sxn} je Koxijev niz u X. Poxto je X kompletan, postoji u ∈ X

takvo da Sxn → u. Iz Sxn = Tnxn−1, sledi da {Tnxn−1} tako�e

konvergira ka u. Poxto S komutira sa svakim Tn, iz (1), sledi:
F 2

SSxn,Tku(αp) = F 2
STnxn−1,Tku(αp) = F 2

TnSxn−1,Tku(αp)

≥ min{F 2
SSxn−1,SSxn

(p), F 2
Su,Tku(p), F 2

SSxn−1,Su(p),

FSSxn−1,Tku(2p)FSu,SSxn(p),

FSSxn−1,Tku(2p)FSSxn−1,SSxn(p)}.
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Oznaqimo sa P , skup svih p > 0, za koje je funkcija FSu,Tku nepre-

kidna u taqkama p, αp i 2p. Za sve p ∈ P , prelaskom na graniqne

vrednosti kad n → ∞, iz neprekidnosti preslikavaǌa S i Stava 6.2

dobijamo:

F 2
Su,Tku(αp) ≥ min{F 2

Su,Su(p), F 2
Su,Tku(p), F 2

Su,Su(p)

FSu,Tku(2p)FSu,Su(p), FSu,Tku(2p)FSu,Su(p)} = F 2
Su,Tku(p).

Za takve p smo dobili da je FSu,Tku(αp) ≥ FSu,Tku(p), odakle sledi da

je FSu,Tku(αp) = FSu,Tku(p). Pretpostavimo da postoji q > 0 takvo da

je FSu,Tku(αq) < FSu,Tku(q). Poxto je funkcija FSu,Tku rastu�a takvih

brojeva ima najvixe prebrojivo mnogo, pa postoje a, b ∈ P takvi da

je a < q < b. Iz αa < αq < αb i konstantnosti funkcije FSu,Tku na

intervalima [αa, a] i [αb, b], dobijamo da je FSu,Tku(αp) = FSu,Tku(q),

xto je kontradikcija. Prema tome je FSu,Tku(p) = 1, za svako p > 0.

Odatle zakǉuqujemo da je Su = Tku za svaki fiksirani prirodni

broj k. Daǉe,

F 2
Sxn,Tku(αp) ≥ F 2

Tnxn−1,Tku(αp)

≥ min{F 2
Sxn−1,Sxn

(p), F 2
Su,Tku(p), F 2

Sxn,Su(p),

FSxn−1,Tku(2p)FSu,Sxn(p),

FSxn−1,Tku(2p)FSxn−1,Sxn(p)}.

Za sve p > 0, za koje je funkcija Fu,Tku neprekidna u taqkama p,

αp i 2p, kad n →∞ dobijamo:

F 2
u,Tku(αp) ≥ min{F 2

u,u(p), F 2
Tku,Tku(p), F 2

u,Tku(p)

Fu,Tku(2p)FTku,u(p), Fu,Tku(2p)Fu,u(p)} = F 2
u,Tku(p).
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Identiqnim razmatraǌem kao u prethodnom sluqaju dobijamo da je:

Fu,Tku(αp) = Fu,Tku(p) za sve p > 0. Odatle sledi u = Tku = Su za

sve prirodne brojeve k. Prema tome, u je zajedniqka fiksna taqka za

S i Tn, n = 1, 2, ....

Sada �emo pokazati da je u jedinstvena zajedniqka fiksna taqka.

Pretpostavimo da je u′ tako�e zajedniqka fiksna taqka za S i sve Tn.

Tada, iz (1), za sve p > 0, sledi:

F 2
u,u′(αp) = F 2

Tiu,Tju′(αp)

≥ min{F 2
Su,u(p), F 2

Su′,u′(p), F 2
Su,Su′(p)

FSu,u′(2p)FSu′,u(p), FSu,u′(2p)FSu,u(p)}

= min{F 2
u,u′(p), F 2

u′,u′(p), F 2
u,u′(p),

Fu,u′(2p)Fu′,u(p), Fu,u′(2p)Fu,u(p)}

= F 2
u,u′(p).

Odavde sledi da jeFu,u′(αp) ≥ Fu,u′(p) za sve p > 0. Prema tome,

u′ = u, pa je u jedinstvena zajedniqka fiksna taqka za sve Tn i

S. Time je dokaz teoreme zavrxen.

Ako je S identiqko preslikavaǌe na X, dobijamo slede�i rezul-

tat:

Posledica 6.1. Neka je (Tn), n = 1, 2, ... niz preslikavaǌa kompletnog

Mengerovog prostora (X,F , t) u sebe, gde je t(x, y) = min(x, y) za sve

x, y ∈ [0, 1]. Ako postoji konstanta α (0 ≤ α < 1), takva da je za svaka
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dva preslikavaǌa Ti i Tj ispuǌena slede�a nejednakost:

F 2
Tix,Tjy(αp) ≥ min{F 2

x,Tix(p), F 2
y,Tjy(p), F 2

x,y(p),(4)

Fx,Tjy(2p)Fy,Tix(p), Fx,Tjy(2p)Fx,Tix(p)}

za sve x, y ∈ X i p > 0, tada za sve x0 ∈ X, niz xn = Tnxn−1 (n = 1, 2, ...)

konvergira i ǌegova graniqna vrednost je jedinstvena zajedniqka fiksna

taqka za sve Tn.

Dokaz: Postojaǌe i jedinstvenost zajedniqke fiksne taqke, kao i

konvergencija niza {xn} sledi neposredno iz Teoreme 6.1.

Posledica 6.2. (R. Vasuki [90]) Neka je (Tn), n = 1, 2, ... niz preslika-

vaǌa kompletnog Mengerovog prostora (X,F , t) u sebe, gde je t(x, y) =

min(x, y) za sve x, y ∈ [0, 1]. Ako postoji realan broj α (0 ≤ α < 1), takav

da za svako Ti i Tj va�i nejednakost:

F 2
Tix,Tjy(αp) ≥ min{Fx,y(p)Fx,Tix(p), Fx,y(p)Fy,Tjy(p),(5)

Fx,Tix(p)Fy,Tjy(p), Fx,Tjy(2p)Fy,Tix(p)}

za sve x, y ∈ X i sve p > 0, onda je za svako x0 ∈ X, niz xn = Tnxn−1

((n = 1, 2, ...)) konvergentan i ǌegova graniqna vrednost je jedinstvena

zajedniqka fiksna taqka za sve Tn.

Dokaz: Poxto je min{a2, b2, c2} ≤ min{ab, bc, ca} a, b, c ≥ 0 imamo

min{Fx,y(p)Fx,Tix(p), Fx,y(p)Fy,Tjy(p), Fx,Tix(p)Fy,Tjy(p)},

≥ min{F 2
x,Tix(p), F 2

y,Tjy(p), F 2
x,y(p)}.
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Iz (5), dobijamo

F 2
Tix,Tjy(αp)

≥ min{Fx,y(p)Fx,Tix(p), Fx,y(p)Fy,Tjy(p),

Fx,Tix(p)Fy,Tjy(p), Fx,Tjy(2p)Fy,Tix(p)}

≥ min{F 2
x,Tix(p), F 2

y,Tjy(p), F 2
x,y(p),

Fx,Tjy(2p)Fy,Tix(p), Fx,Tjy(2p)Fx,Tix(p)}.

Prema tome, ako niz (Tn) zadovoǉava uslov (5), on tako�e zadovoǉava

i uslov (4) Posledice 6.1, na osnovu koje sledi tvr�eǌe.
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[62] Lj. B. Ćirić and J. S. Ume, Iterative processes with errors for nonlinear equations. Bull. Austral. Math.
Soc. 69 (2004) 177-189.

76



[63] S. S. Chang, Y. J. Cho, B. S. Lee, J. S. Jung, and S. M. Kang, Iterative approximations of fixed points
and solutions for strongly accretive and strongly pseudo-contractive mappings in Banach spaces.
J. Mat. Anal. Appl. 224 (1998)149165.

[64] S. Ishikawa, Fixed points and iteration a nonexpansive mapping in a Banach space,
Proc. Amer. Math. Soc. 59 (1976) 465–71.

[65] W. A. Kirk, Krasnoselskii’s iteration process in hyperbolic spaces, Numer. Func. Anal. Optim.
4 (1982), 371–381.

[66] C. E. Chidume, An iterative process for nonlinear Lipschitzian strongly accretive mappings in Lp
-spaces. J. Math. Anal. Appl. 151 (1990) 453461.

[67] C. E. Chidume, Approximation of fixed points of strongly pseudo-contractive mappings. Proc.
Amer. Math. Soc. 120 (1994) 545551.

[68] C. E. Chidume (1995). Iterative solution of nonlinear equations with strongly accretive operators. J.
Math. Anal. Appl. 192:502518.

[69] L. Deng (1993). An iterative process for nonlinear Lipschitzian and strongly accretive mappings in
uniformly convex and uniformly smooth Banach spaces. Acta Appl. Math. 32:183196.

[70] L. Deng (1993). On Chidumes open questions. J. Math. Anal. Appl. 174:441449.

[71] L. Deng and X. P. Ding (1995). Iterative approximation of Lipschitz strictly pseudo-contractive mappings
in uniformly smooth Banach spaces. Nonlinear Anal. 24:981987.

[72] K. K. Tan and H. K. Hu (1993). Iterative solutions to nonlinear equations of strongly accretive operators
in Banach spaces. J. Math. Anal. Appl. 178:921.

[73] V. M. Sehgal, Some fixed point theorems in functional analysis and probability, doktorska disertacija,
Wayne State University 1966.

[74] H. Shervood, Complete Probabilistic Metric Spaces, Z. Wahrscheinlichkeitstheorie. Geb. 20 (1971),
117-128.

[75] V. M. Sehgal, A. T. Bharucha-Reid, Fixed points of contractions mappings on probabilstic metric spaces,
Math. systems theory, 6 (1972), 97-102.

[76] V. Istratescu, I. Sakuiu, Fixed points theorems for contraction mappings on probabilistic metric
spaces, Rev. Roum. Math. Pures Appl. 18 (1973) 1375 -1390.

[77] G. Bocsan, On some fixed point theorem in PM spaces, Math. Balc. 4 (1974), 67-70.

[78] G. Bocsan, On some fixed point theorems in random normed spaces, Sem. Teor. Funct. Univ. Timisoara
13 (1974).
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