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Rezime

Posle kratkog uvodnog pregleda, rad je pode	en na dva dela. Prvi deo se
bavi prisustvom verovatno�e u logici (v. [16], [17], [18], [19], [22], [23] i [24]),
a drugi je posve�en primeni entropije u klasifikaciji polivalentnih logika
(v. [14], [15], [20], [21] i [25]).

Osnovna ideja koja dominira prvim delom rada jeste oboga�iva�e Gentzen{
ovog raquna sekvenata klasiqne logike iskaza jednim verovatnosnim opera-
torom definisanim nad sekventima Γ ` ∆ kako bi se izrazila qi�enica da
"verovatno�a istinitosti sekventa Γ ` ∆ pripada intervalu [a, b] ⊆ [0, 1]".
Uvodimo slede�e sisteme: LKprob, LKprob(ε), NKprob i LKfuzz. Osnov-
na forma sekevnata u sistemu LKprob je Γ `b

a ∆ sa gore datim znaqe�em.
Sistem LKprob(ε) se fokusira na Suppes{ove forme Γ `n ∆ koje omogu�avaju
formalizaciju reqenice "verovatno�a istinitosti sekventa Γ ` ∆ pripada
intervalu [1 − nε, 1] ⊆ [0, 1]", za neki n ∈ N. Sistem NKprob predstav	a
prirodno{dedukcijski analogon raqunu sekvenata LKprob. Modeli zasnovani
na Carnap–Popper–Leblance{ovoj semantici definisani su za svaki od ovih
raquna uz odgovaraju�e rezultate saglasnosti i potpunosti. Konaqno, raqun
LKfuzz je uveden sa opxtijom formom sekvenata Γ `x ∆, gde je x element
konaqne mre�e, sa ci	em da se opixe jedno rasplinu�e raquna LK. Znaqe-
�e sekventa Γ `x ∆ je "da je x mera rasplinu�a sekventa Γ ` ∆". Modeli za
LKfuzz su dati sa rezultatima saglasnosti i potpunosti, a dokaz{teoretski
tretman raquna LKfuzz uk	uquje i teoremu eliminacije seqe�a.

Drugi deo rada istra�uje qi�enicu da svaki logiqki sistem povezan
sa particijom indukovanom odgovaraju�om Lindenbaum–Tarski{jevom algebrom
omogu�ava definisa�e �egove entropije. Definixemo entropiju logiqkog sis-
tema baziranoj na geometrijskoj raspodeli mera nad odgovaraju�om partici-
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jom skupa formula. Ova definicija omogu�ava klasifikaciju polivalent-
nih iskaznih logika u odnosu na �ihovu entropiju. Asimptotske aproksi-
macije entropije nekih beskonaqnovalentnih logika su tako�e date. Raz-
motreni primeri uk	uquju Lukasiewicz{evu, Kleene{jevu i Priest{ovu trova-
lentnu logiku, Belnap{ovu qetvorovalentnu logiku, Gödel{ove i McKay{eve
m{valentne logike, i Heyting{ovu i Dummett{ovu beskonaqnovalentnu logiku.
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Probability sequent calculi and entropy based non-classical logics classification

Abstract

After a brief introductory survey, this work is divided into two parts. The first

part deals with presence of probability in logic (v. [16], [17], [18], [19], [22], [23] and

[24]), and the second one is devoted to the application of entropy in classification of

many–valued logics (v. [14], [15], [20], [21] and [25]).

The basic idea, dominant in the first part of the work, is to enrich the Gentzen’s

sequent calculus LK for propositional classical logic by a kind of probability operator

defined over the sequents Γ ` ∆ in order to express the fact that ”the truthfulness

probability of Γ ` ∆ belongs to the interval [a, b] ⊆ [0, 1]”. We introduce the

following four systems: LKprob, LKprob(ε), NKprob and LKfuzz. The basic

form of sequents in LKprob is Γ `b
a ∆ with the above given intended meaning. The

system LKprob(ε) is focused on the Suppes’ forms Γ `n ∆ enabling to formalize

the sentence ”the truthfulness probability of Γ ` ∆ belongs to the interval [1 −
nε, 1] ⊆ [0, 1]”, for some n ∈ N. The system NKprob presents a natural deduction

counterpart of the sequent calculus LKprob. The models founded on Carnap–

Popper–Leblance probability semantics are defined for each of these calculi and

accompanied by the corresponding soundness and completeness results. Finally, the

calculus LKfuzz is introduced with a more general form of the sequents Γ `x ∆,

where x is an element of a finite lattice, with the aim to describe a fuzzification

of LK. The meaning of Γ `x ∆ is that ”x is the fuzziness measure of Γ ` ∆”.

Models for LKfuzz are given with soundness and completeness results, and a proof–

theoretical treatment of LKfuzz includes the cut–elimination theorem.

The second part of the work explores the fact that each logical system associated

with the partition induced by the corresponding Lindenbaum–Tarski algebra makes

it possible to define its entropy. We define the entropy of a logical system based on

geometric distribution of measures over matching partition of set of formulae. This
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definition enables the classification of many–valued propositional logics according to

their entropies. Asymptotic entropy approximations for some infinite–valued logics
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Predgovor

Ovaj rad, pored standardnog Uvoda i Zak	uqka, sadr�i dve celine. Jedna
se odnosi na verovatnosne raqune sekvenata, a druga na entropiju logiqkog
sistema, pa je �egov alternativni naslov mogao da glasi Verovatno�a dedukcije
i entropija logike. Struktura rada striktno sledi prijavu teze prihva�enu
od strane Nastavno{nauqnog ve�a Matematiqkog fakulteta i Ve�a prirodno{
matematiqkih nauka Univerziteta u Beogradu.

U uvodnom delu se daju svi neophodni elementi za pra�e�e glavnih rezulta-
ta izlo�enih u drugom i tre�em delu rada i tiqu se raquna sekvenata i prirod-
nih dedukcija, verovatnosnih logika, rasplinutih i polivalentnih logika, i
entropije.

Drugi deo rada se bavi najpre uvo�e�em verovatnosnih proxire�a LKprob

i LKprob(ε) Gentzen{ovog raquna sekvenata klasiqne logike iskaza LK

(v. [47], [63], [108]), a zatim i verovatnosnim raqunom prirodnih dedukci-
ja NKprob inspirisanim Gentzen{ovim raqunom NK (v. [47], [94]), kao i
raqunom sekvenata rasplinute logike LKfuz zasnovanom tako�e na raqunu LK.
Polazi se od modela definisanih u radovima Carnap{a, Popper{a i Leblanc{a
(v. [28], [93], [65], [66] i [67]) i dokazuju se teoreme saglasnosti i potpunosti
za raqune LKprob, LKprob(ε) i NKprob. Neki od ovih rezultata su ili
�e biti objav	eni u samostalnim autorovim radovima [18] i [24], i saopxteni
na me�unarodnim i nacionalnim nauqnim konferencijama (v. [16], [17], [19] i
[22]). Za raqun LKfuz definisana je odgovaraju�a semantika u odnosu na koju
su dokazane teoreme saglasnosti i potpunosti, kao i teorema o eliminaciji
pravila seqe�a.

U tre�em delu rada se definixe pojam entropije logiqkog sistema i demon-
strira �egova primena u klasifikaciji pojedinih poznatih konaqnovalent-

1



nih iskaznih logika, uk	uquju�i i asimptotske procene entropije nekih od
poznatih beskonaqnovalentnih iskaznih logika. Ovi rezultati su tako�e ob-
jav	eni u samostalnim autorovim radovima [14] i [25], i saopxteni na me�u-
narodnim i nacionalnim nauqnim konferencijama (v. [15], [20] i [21]).

Ovom prilikom autor zahva	uje qlanovima Seminara za verovatnosne
logike i Seminara za logiku Matematiqkog instituta SANU, M. Raxkovi�u,
Z. Markovi�u, M. Bo�i�u, S. Ghilezan, Z. Petri�u, A. Perovi�u i D. Do-
deru, na korisnim diskusijama tokom izlaga�a delova ovog rada na seminari-
ma i konferencijama. Autor posebnu zahvalnost izra�ava svojim mentorima
Z. Og�anovi�u i N. Ikodinovi�u na podrxci i nizu korisnih sugestija tokom
pisa�a ovog rada.
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1

Uvod

U ovom uvodnom delu rada, kroz kratke eseje o raqunima sekvenata, verovat-
nosnim, rasplinutim i polivalentnim logikama, i entropiji, dajemo okvir i
preciziramo neke od pojmova na kojima se teme	e preostala dva dela rada, bez
ambicija da dub	e analiziramo ve� poznate, i odavno prisutne u literaturi,
rezultate i koncepte.

1.1 O raqunima sekvenata i prirodnih deduk-
cija

Jedan uobiqajen i dominantno prisutan u literaturi naqin sintaksnog pred-
stav	a�a logiqkih sistema najqex�e se vezuje za Hilbert{ovo ime i podrazumeva
konaqne spiskove shema aksioma i pravila izvo�e�a (v. [63]).

Klasiqna logika iskaza, suxtinski zasnovana na Aristotelovom principu
dvovalentnosti, uvodi se nad iskaznim jezikom.

Definicija 1.1.1. Iskazni jezik se sastoji od simbola za: (1) iskazna slo-
va: p1, p2, ..., (2) iskazne veznike: ¬, ∧, ∨ i →, i (3) zagrade: ) i (. Skup
iskaznih formula For je definisan induktivno kao najma�i skup koji sadr�i
sva iskazna slova i zatvoren je za slede�e pravilo: ako su A i B iskazne for-
mule, onda su (¬A), (A ∧B), (A ∨B) i (A → B) tako�e iskazne formule.

Obiqno se veznik ekvivalencije (A ↔ B) uvodi kao skra�enica za (A → B)∧
(B → A), i pretpostav	aju se uobiqajene konvencije o izostav	a�u pojedinih
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zagrada, kao, na primer, da umesto formula (((¬A) ∧ B) → (C ∨ (¬D))), (A →
(B → C)) i ((A → B) ↔ (C ∧ D)), respektivno pixemo ¬A ∧ B → C ∨ ¬D,
A → B → C i (A → B) ↔ C ∧D.

Sistem C klasiqne logike iskaza Hilbert{ovog tipa mo�e se predstaviti
slede�om listom shema aksioma:

(A1) A → B → A

(A2) (A → B → C) → (A → B) → A → C

(A3) ((A → B) → A) → A

(A4) A → (B → A ∧B)

(A5) A ∧B → A

(A6) A ∧B → B

(A7) A → A ∨B

(A8) B → A ∨B

(A9) (A → C) → (B → C) → (A ∨B → C)

(A10) A → ¬A → B

i jedinstvenim shema pravilom izvo�e�a modus ponens:

A A → B

B
(mp)

Navedena aksiomatika potiqe od Kleene{ja (v. [63]) i ima svojstva koja
omogu�avaju odvojeno tretira�e svakog iskaznog veznika.

Relaciju dedukcije, u oznaci `, definixemo ovako:

Definicija 1.1.2. Γ ` A akko postoji konaqan niz formula A1, ..., An takav
da je An = A i svaka formula Ai (1 ≤ i ≤ n) ovog niza zadovo	ava jedan od
lede�ih uslova: (i) Ai je aksioma; (ii) Ai ∈ Γ; ili (iii) Ai sledi, po pravilu
modus ponens, iz neke dve formule skupa {A1, ..., Ai−1}. Tada jox ka�emo i da
A sledi iz skupa hipoteza Γ. Ako je Γ = ∅, ka�emo da je A dokaziva, ili da
je teorema, xto oznaqavamo sa ` A.

Ovako uvedena relacija dedukcije ` mo�e se algebarski posmatrati kao bi-
narna relacija nad skupom P(For)×For, gde smo sa P(For) oznaqili partitivan
skup skupa For svih iskaznih formula, koja, evidentno, ima slede�a svojstva:

(i) identitet: {A} ` A;
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(ii) slab	e�e (ili monotonost): ako Γ ` A, onda Γ ∪ {B} ` A, i
(iii) hipotetiqki silogizam (ili tranzitivnost): ako Γ ` A i Π∪{A} `

B, onda Γ ∪ Π ` B (v. [1], [10], [45]).
Relacija dedukcije sa svojstima (i), (ii) i (iii) najqex�e se vezuje za Tarski{

jevo ime (v. [109]), a ovakva relacija dedukcije, kada je jox zatvorena za sup-
stituciju, u potpunosti mo�e okarakterisati odgovaraju�u iskaznu logiku (v.
[1]), odnosno sa �om se identifikovati.

Kao alternative Hilbert{ovom naqinu predstav	a�a logiqkih sistema
Gentzen (v. [47], [94], [106], [108]) uvodi raqune sekvenata i sisteme prirod-
nih dedukcija, qiji �emo kra�i prikaz ovde dati u funkciji delova teksta
koji slede.

Raqun sekvenata klasiqne logike iskaza LK se formulixe na iskaznom
jeziku proxirenom jednim novim simbolom `. Nije sluqajno xto ovde koris-
timo isti simbol kao simbol za relaciju dedukcije, jer se raqun sekvenata
mo�e posmatrati i kao svojevrsna formalizacija relacije dedukcije. Polazi
se od skupa W(For) svih reqi formiranog induktivno nad skupom iskaznih
formula For, uk	uquju�i i praznu req. Osnovni objekat raquna sekvenata je
forma oblika Γ ` ∆, tzv. sekvent, gde su Γ i ∆ reqi. Reqi Γ i ∆ sekventa
Γ ` ∆ se, redom, nazivaju antecedens i konsekvens posmatranog sekventa.

Raqun sekvenata LK (v. [47], [106], [108]) klasiqne logike iskaza se sastoji
od jedinstvene aksiome:

p ` p

gde je p bilo koje iskazno slovo, i slede�ih strukturnih pravila izvo�e�a:

ΓABΠ ` ∆

ΓBAΠ ` ∆
(P `)

ΓAA ` ∆

ΓA ` ∆
(C `)

Γ ` ∆

ΓA ` ∆
(W `)

Γ ` ∆ABΛ

Γ ` ∆BAΛ
(` P )

Γ ` AA∆

Γ ` A∆
(` C)

Γ ` ∆

Γ ` A∆
(` W )

Γ ` A∆ AΠ ` Λ

ΓΠ ` ∆Λ
(cut)
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i logiqkih pravila izvo�e�a:

Γ ` A∆

Γ¬A ` ∆
(¬ `)

ΓA ` ∆

Γ ` ¬A∆
(` ¬)

ΓA ` ∆

ΓA ∧B ` ∆
,

ΓB ` ∆

ΓA ∧B ` ∆
(∧ `)

Γ ` A∆ Γ ` B∆

Γ ` A ∧B∆
(` ∧)

ΓA ` ∆ ΓB ` ∆

ΓA ∨B ` ∆
(∨ `)

Γ ` A∆

Γ ` A ∨B∆
,

Γ ` B∆

Γ ` A ∨B∆
(∨ `)

Γ ` A∆ ΠB ` Λ

ΓΠA → B ` ∆Λ
(→`)

ΓA ` B∆

Γ ` A → B∆
(`→)

Dokazi u raqunu LK imaju formu drveta qiji se inicijalni qvorovi sastoje
od instanci aksioma, a svako grana�e se odvija u skladu sa odgovaraju�im
pravilom raquna LK.

Raqun LK predstav	a skup pravila koja u potpunosti definixu me�sob-
ne odnose relacije dedukcije ` i iskaznih veznika, a koja treba da obezbede
da se sekvent A1 . . . Am ` B mo�e shvatiti kao qi�enica {A1, . . . , Am} ` B u
odgovaraju�oj formulaciji raquna tipa Hilbert{a, odnosno sekvent A1 . . . Am `
B1 . . . Bn kao {A1, . . . , Am,¬B1, . . . ,¬Bn−1} ` Bn. Preciznije, osnovnu sintak-
snu interpretaciju sekventa Γ ` ∆ predstav	a formula

∧
Γ → ∨

∆, gde
∧

Γ

i
∨

∆ predstav	aju, redom, konjunkciu i disjunkciju svih formula iz Γ i ∆.
Posebno, ` ∆ se interpretira kao

∨
∆, Γ ` kao ¬∧

Γ, a ` kao apsurd. Seman-
tiqki posmatrano sekvent Γ ` ∆ �e biti zadovo	en u nekom modelu ukoliko
neka formula iz Γ nije zadovo	ena u tom modelu ili ukoliko neka formula
iz ∆ jeste zadovo	ena u tom modelu.

U jedinstvenoj aksiomi raquna LK i strukturnim pravilima slab	e�a an-
tecedensa (W `) i seqe�a (cut) prepoznajemo osobine identiteta, slab	e�a
i hipotetiqkog silogizma relacije dedukcije vezane za Hilbert{ov tip formu-
lacije klasiqne logike iskaza C. Preciznije posmatra�e relacije ` u raqunu
LK zahteva nexto drugaqiji pistup u kojem je, oqigledno, `⊆ W(For)×W(For)

(v. [1], [10]).
Ipak tv�e�e koje neposrednije povezuje klasiqnu logiku iskaza C pred-

stav	enu raqunom tipa Hilbert{a i raqun sekvenata LK (v. [47], [63], [108])
mo�e se iskazati na slede�i naqin:

Teorema 1.1.3. Sekvent Γ ` ∆ je dokaziv u raqunu LK akko je �egova inter-
pretacija

∧
Γ → ∨

∆ dokaziva u klasiqnom raqunu iskaza C.
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Dokaz. Indukcijom po du�ini dokaza sekventa Γ ` ∆ u raqunu LK, odnosno
po du�ini dokaza formule

∧
Γ → ∨

∆ u klasiqnom raqunu iskaza C (v. [47],
[63], [108]).

Opxte veze izme�u Hilbert{ovog, ili bo	e reqeno Tarski{jevog (v. [109]), s
jedne, i Gentzen{ovog pristupa relaciji dedukcije, s druge strane, predstav-
	aju i da	e savremenu temu za rasprave (v. [44], [45], [98]). Posebno je xiroko
po	e istra�iva�a algebarskih svojstava relacije dedukcije (v. [1], [10], [109],
[119]) karakteristiqno, u jednom du�em periodu, za po	sku logiqku xkolu (v.
[107], [118], [119]).

Sistem prirodnih dedukcija NK klasiqne logike iskaza, kako ga je uveo
Gentzen (v. [47]) i kasnije razvijao Prawitz (v. [94]) baziran je na slede�im
pravilima izvo�e�a koja se odnose na implikaciju:

[A]

B
A → B

(I →)
A A → B

B
(E →)

konjunkciju:
A B

A ∧B
(I∧)

A ∧B

A
,

A ∧B

B
(E∧)

disjunkciju:

A

A ∨B
,

B

A ∨B
(I∨)

A ∨B
[A]

C

[B]

C
C

(E∨)

i negaciju:

⊥
A

(⊥)

[¬A]

⊥
A

(RAA)

gde je ⊥ oznaka za konstantu apsurda preko koje se negacija definixe kao:
¬A = A → ⊥.

U odnosu na uobiqajene formulacije tipa Hilbert{a, gor�i sistem zahteva
komentar pravila (I →), (E∨) i (RAA), u kojima se pojav	uje forma oblika

[A]

B

koja oznaqava deo izvo�e�a zak	uqka B iz skupa pretpostavki koji je mo�da
sadr�ao i formulu A u kojem se, na kraju, zak	uqak A → B tretira kao
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zak	uqak koji je izveden iz skupa pretpostavki koji ne mora sadr�ati formulu
A.

Tv�e�e koje uspostav	a vezu izme�u sistema prirodnih dedukcija NK i
raquna sekvenata LK (v. [47], [94]) formulixe se na slede�i naqin:

Teorema 1.1.4. Sekvent Γ ` A je dokaziv u raqunu LK akko u sistemu NK je
mogu�e dokazati da se iz skupa hipoteza Γ mo�e izvesti zak	uqak A.

Dokaz. Indukcijom po du�ini dokaza sekventa Γ ` A u raqunu LK, odnosno po
du�ini izvo�e�a formule A iz skupa hipoteza Γ sistemu prirodnih dedukcija
NK (v. [47], [94]).

Aspekt sistema prirodnih dedukcija koji �e nama biti interesantan u nas-
tavku jeste da je to sistem koji omogu�ava potpunu sintaksnu manipulaciju sa
formulama koja podrazumeva mogu�nost uvo�e�a (I|pravila) i eliminacije
(E|pravila) svakog iskaznog veznika.

Uvo�e�e raquna sekvenata i sistema prirodnih dedukcija u logiku, kao
qisto sintaksnih sredstava, imalo je za posledicu uteme	iva�e jedne sasvim
nove logiqke discipline | teorije dokaza, qija su centralna tvr�e�a teoreme
o eliminaciji pravila seqe�a i teoreme normalizacije, sa brojnim posledica-
ma. Kako je svrha pomi�a�a ovakvih formulacija logiqih sistema u naxem
radu potpuno druge prirode, mi se na ovim tvr�e�ima karakteristiqnim za
teoriju dokaza ne�emo deta	nije zadr�avati. Naime, nax je ci	 da raqun
sekvenata neposredno pove�emo sa pojmom verovatno�e i da razvijemo jedan
verovatnosni sistem izvo�e�a, te da sve to opravdamo jasnom semantiqkom ar-
gumentacijom oliqenom u odgovaraju�im teoremama saglasnosti i potpunosti.

Navex�emo samo formulaciju slavne Gentzen{ove teoreme o eliminaciji
seqe�a sa �enim najneposrednijim posledicama (v. [47], [63], [108]), bez bav	e-
�a �enim dokazom:

Teorema 1.1.5. Teorema o eliminaciji seqe�a. (Cut–elimination The-

orem) Ako je sekvent Γ ` ∆ dokaziv u raqunu LK, onda je Γ ` ∆ dokaziv u LK

bez korix�e�a pravila seqe�a.

Neposrednim posmatra�em pravila izvo�e�a raquna LK mo�emo primeti-
ti da svako pravilo, osim pravila seqe�a, ima slede�e svojstvo: ako se neka
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formula pojav	uje u sekventima pravila sa gor�e strane crte, onda se ona
pojav	uje kao podformula u sekventu sa do�e strane crte. Ovo svojstvo je
poznato u literaturi kao svojstvo podformule (subformula property) i igra
k	uqnu ulogu u traga�u za dokazom nekog sekventa. Na ovom svojstvu se bazi-
raju dokazi i sintaksne procedure odluqivosti raquna sekvenata klasiqne LK

i intuicionistiqke LJ logike iskaza. Zanim	ivo je da se intuicionistiq-
ki raqun sekvenata LJ mo�e dobiti iz raquna LK slede�om jednostavnom re-
strikcijom koja se uvodi na sekvente: u konsekvensu svakog sekventa pojav	uje
se najvixe jedna formula.

Ovaj deo zavrxavamo napomenom o prisustvu tzv. oznaqenih sekvenata u
teoriji logiqkih sistema. Naime, jedna od najdub	ih analiza relacije deduk-
cije formalizovane u Gentzen{ovim raqunima sekvenata usledila je korix-
�e�em aparature teorije kategorija (v. [75]) u kojoj se svaki sekvent posma-
tra (i imenuje) kao jedna kategorija, xto dovodi do pojma oznaqenog sekven-
ta (labelled sequent) i mogu�nosti kodira�a (i dekodira�a) dokaza posmatra-
nog sekventa (v. [34]). U takvom kontekstu mogu�e je drugaqije, uz naglxenu
primenu algebarske metodologije, posmatra�e procesa normalizacije dokaza
i eliminacije seqe�a iz dokaza nekog sekventa (v. [106]). Koncept ozna-
qene relacije dedukcije i deduktivnog sistema (labelled deductive system) je
rasprostra�en i izvan raquna sekvenata i on, po pravilu, objedi�uje sintaksu
jedne logike i �enu (qesto sasvim tradicionalnu) semantiku (modele). Ovakav
pristup baca novo svetlo na ve� poznate sisteme i najqex�e se prime�uje na
modalne logike i neklasiqne iskazne logike u sprezi sa odgovaraju�im Kripke{
ovim modelima (v. [44], [113]). Inspirisani ovakvim naqinom predstav	a�a
logiqkih sistema doxli smo do 'verovatnosnog sekventa' koji je oznaqen inter-
valom [a, b] ⊆ [0, 1] i koji predstav	a usaglaxeno i eksplicitno izra�ava�e
verovatno�e jednog sekventa, o qemu �e biti reqi deta	nije u delovima 2.1
i 2.2 ovog rada koji se bave verovatnosnim raqunima sekvenata. U delu 2.4
razvijamo raqun oznaqenih sekvenata u ci	u definisa�a jednog raquna sekve-
nata rasplinute logike, gde oznake sekvanata interpretiramo kao kontekste u
kojima mo�e neka uzroqno{poslediqna veza da se dedukuje.
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1.2 O verovatnosnim logikama

Pored potpunog i teme	nog pregleda Z. Og�anovi�a, M. Raxkovi�a i Z.
Markovi�a [89] razvoja ideje o poveziva�u pojma iskaza i pojma verovatno�e
i, tako�e preglednih qlanaka Fenstad{a [38] i Williamson{a [117], pokuxa�emo
ovde da damo, komplementarno, samo one elemente ovog poveziva�a koje je u
funkciji istra�iva�a koja slede.

Tradicionalni pristup verovatnosnim iskaznim logikama mogao bi se pos-
matrati, analogno iskaznim modalnim logikama (v. [29]), kao logiqki sistem
nad jezikom iskaza proxirenim najvixe prebrojivom listom verovatnosnih
operatora koji ima za ci	 da omogu�i adekvatnu formalizaciju semaniqkog
sadr�aja koji izra�ava stav da "verovatno�a iskaza A pripada intervalu
[a, b] ⊆ [0, 1]". Sintaksna bav	e�a ovom temom nalazimo jox u radovima Boole{
a [13], Keynes{a [61], filozofsko{semantiqka kod Venn{a [111] i [112], Carnap{a
[28], Popper{a [93] i Adams{a [2] i [3], dok semantiqko{sintaksna razmatra�a
imamo kod Hailperin{a (v. [51], [52] i [53]) i Leblanc{a (v. [65], [66] i [67]) sa
rezultatima potpunosti, xto je omogu�ilo i inspirisalo niz rezultata, me�u
kojima ovom prilikom istiqemo autore okup	ene oko Seminara za verovat-
nosne logike Matematiqkog instituta SANU (v. [89], [87], [99], [57], [33], [14],
[15], [16], [17], [18], [90], [24], [25]).

Tipiqan pristup formalnom tretira�u verovatno�e jednog iskaza, slede-
�i, na primer, [52] ili, vixe u duhu polimodalnih logika, kao u [87], polazi
od proxire�a jezika iskazne logike konaqnom listom verovatnosnih operatora
P≥r, r ∈ I ⊆ [0, 1], gde je I konaqan skup koji sadr�i 0 i 1, a skup formula se
definixe induktivno dodatnim uslovom: ako je A formula, onda je, za svaki
r ∈ I, P≥r(A) tako�e formula. Znaqe�e formule P≥r(A) je "verovatno�a od A

jednaka je ili ve�a od r".
Spisak aksioma koje definixu ponaxa�e verovatnosnih operatora i koji

se dodaje na aksiome klasiqne logike iskaza najqex�e sadr�i analogone Kol-
mogorov	evih aksioma verovatno�e:

(P1) P≥0(A)

(P2) P≥s(A) → P≥r(A), za s ≥ r

(P3) P≥s(A) ∧ P≥r(A) ∧ P≥1(¬A ∨ ¬B) → P≥min(1,r+s)(A ∨B)
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gde svakako prepoznajemo osobine nenegativnosti, monotonosti i aditivnosti.
Prisutna je i jedna forma modalnog pravila izvo�e�a nu�nosti (v. [29]) prema
kojem iz ` A mo�emo izvesti ` P≥1(A) (v. [52], [99], [87]).

Semantiku ovakve logike qine uslovi koji su uglavnom prisutni u radovima
Carnap{a [28] i Popper{a [93], za qije se pristupe ovoj problematici, ispostavi-
lo da su istovetni (v. [65], [66], [67]). Naime, polazi se od slede�ih uslova koje
treba da zadovo	i funkcija na skupu iskaznih formula:

(i) p(>) = 1 i p(⊥) = 0;

(ii) ako p(A ∧B) = 0, onda p(A ∨B) = p(A) + p(B);

(iii) ako ` A ↔ B u klasiqnoj logici, onda p(A) = p(B).

Modeli su, po pravilu, skupovi mogu�ih svetova, a relacija zadovo	e�a
se definixe sliqno kao i u modalnim logikama (v. [29]), uz karakteristiqno
veziva�e zadovo	e�a verovatnosne formule P≥r(A) za uslov

p{x|x |= A} ≥ r

oznaqavaju�i da je mera svih svetova u kojima je formula A zadovo	ena ve�a
ili jednaka od r. Ovakav pristup omogu�ava razmatra�e kombinova�a verovat-
nosnih aksioma i sa neklasiqnim logikama (v. [72] i [73]).

Vezu izme�u sintakse i semantike uspostav	aju rezultati saglasnosti i
potpunosti. Saglasnost podrazumeva da �e svaka formula koja je dokaziva u
(verovatnosnoj) logici biti i zadovo	ena u svakom modelu, a potpunost, obr-
nuto, da �e svaka formula koja je zadovo	ena u svakom modelu biti i dokaziva
u posmatranoj logici.

U radu [37] razmatra se jezik u kome je mogu�e izraziti reqenice oblika
"verovatno�a doga�aja A je ve�a od 0.5" ili "verovatno�a doga�aja A je bar tri
puta ma�a od verovatno�e doga�aja B". Autori razlikuju dva sluqaja | prvi
gde su svi doga�aji mer	ivi skupovi, i drugi, koji se qex�e jav	a u praksi i
koji predstav	a centralni deo rada, gde ne moraju svi doga�aji biti mer	ivi
skupovi. Definixu se tzv. osnovne te�inske formule koje predstav	aju lin-
earne kombinacije oblika a1w(A1) + . . . anw(An) ≥ c, gde su a1, . . . , an, c ∈ Z,
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dok te�insku formulu predstav	aju bulovske kombinacije osnovnih te�in-
skih formula. Modeli se definixu kao strukture M = (S,X , µ, π), gde je
(S,X , µ) prostor verovatno�a, a π svakom sta�u s ∈ S i svakom iskaznom slovu
p pridru�uje jednu od dve istinitosne vrednosti oznaqenu sa π(s)(p). Ako je
AM = {s ∈ S|π(s)(p) = >}, onda je relacija zadovo	e�a definisana na slede�i
naqin:

M |= a1w(A1) + . . . anw(An) ≥ c akko a1µ(A1) + · · ·+ anµ(An) ≥ c,

a zatim se relacija zadovo	e�a produ�ava na te�inske foprmule na uobiqa-
jeni naqin: M |= ¬A akko nijeM |= A, iM |= A∧B akkoM |= A iM |= B.
U nastavku daje se aksiomatizacija jednog sistema verovatnosne logike, koja se
sastoji od tri grupe aksioma | one koje se odnose na iskazno zak	uqiva�e, za-
tim na sisteme linearnih nejednaqina i konaqno one koje se tuqu verovatno�e.
Dati sistem je potpun u odnosu na prikazane modele, a ceo pristup ima sliq-
nosti sa pristupom Hailperin{a i Raxkovi�a (v. [52] i [99]) u kojem se primen-
juje metodologija linearnog progamira�a. Sluqaj sa nemer	ivim skupovima
se tretira po ugledu na pristup koji je obiqno prisutan u teoriji mere kada
se nemer	ivom skupu pridru�uje �egova unutrax�a ili spo	na mera.

1.3 O rasplinutim logikama

U modelira�u procesa u kojima dominiraju nesigurnost i neodre�enost (un-

certainty and vagueness), pored teorije verovatno�a, veoma qest je i pristup
zasnovan na teoriji rasplinutih skupova (fuzzy set theory) koja qini osnovicu
rasplinutih logika (fuzzy logics). Za rodonaqelnika ovakvog pristupa se sma-
tra L. A. Zadeh svojim slavnim qlankom [120]. Retke su ideje u istoriji matem-
atike koje su otvorile toliko mnogo po	a istra�iva�a koliko je to uqinila
ideja rasplinutog skupa u drugoj polovini proxlog veka. Prosto, skoro da
nema oblasti matematike, pre svega prime�ene matematike, na koju se nije po-
jam rasplinu�a (fuzzyness) reflektovao. U ovom naxem kratkom uvodu, koji je
isk	uqivo u funkciji dela teksta koji sledi, mi �emo se najvixe osla�ati na
slede�e izvore: [6], [30], [31], [45], [78], [83] i [97].
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U pore�e�u sa klasiqnom logikom iskaza koja poqiva na valuaciji v koja
iskaznim slovima, pa i formulama, pridru�uje vrednosti iz dvoqlanog skupa
{0, 1}, rasplinute logike mogu biti okarakterisane valuacijom qije su vrednos-
ti u realnom intervalu [0, 1] (v. [30], [31] i [97]), u nekoj Heyting{ovoj algebri (v.
[6], [30] i [31]) ili mre�i (v. [30], [31], [45], [78] i [83]). Ovakva karakterizacija
ih dovodi u blisku vezu sa polivalentnim i verovatnosnim logikama, ali i
predstav	a verodostojnu paralelu opisa prelaska sa klasiqne definicije sku-
pa na definiciju rasplinutog skupa. U savremenim pristupima, radi jasnijeg
izdvaja�a, u opxtoj inflaciji radova iz rasplinutih logika, insistira se
na matematiqkim rasplinutim logikama (v. [30] i [31]). U �ima se, kao se-
mantiqka osnovica, najqex�e uzimaju neprekidne trougaone norme (continuous

t–norms) posredstvom kojih se definixe priroda logiqkih veznika logike.

1.4 O polivalentnim logikama

Pojava polivalentnih logika mo�e se posmatrati kao zadovo	e�e potrebe
za adekvatnom klasifikacijom iskaza prema �ihovoj istinitosnoj vrednos-
ti. Prvu polivalentnu, taqnije trovalentnu logiku formulisao je Lukasiewicz

[70] 1917. godine (v. [11]), da bi se ubrzo otvorio prostor za uvo�e�e kako
konaqnovalentnih, tako i beskonaqnovalentnih iskaznih logika, motivisanih
raznovrsnim filozofskim idejama i praktiqnim problemima.

U pore�e�u sa klasiqnom dvovalentnom logikom, u kojoj se svaki binarni
veznik mo�e okarakterisati tablicom istinitosnih vrednosti du�ine 22, m{
valentnu logiku mogu�e je opisati kao sistem u kojem je svaki binarni veznik
mogu�e definisati pomo�u tablice du�ine 2m. Tablice istinitosnih vred-
nosti predstav	aju jedan striktno semaniqki pojam, pa je osnovno pita�e, naj-
qex�e, kako aksiomatizovati, tj. sintaksno opisati odgovaraju�u polivalent-
nu logiku, xto uvek podrazumeva apsolutno poklapa�e sintakse i semantike
izra�eno kroz tvr�e�a o saglasnosti i potpunosti.

Polazimo od pretpostavke da su veznici konaqnovalentne logike L defin-
isani odgovaraju�im tablicama istinitosnih vrednosti nad iskaznim jezikom
nad prebrojivim skupom iskaznih slova i osnovnim veznicima ¬, ∧, ∨ i →,
sa uobiqajenim znaqe�em, i skupom iskaznih formula For. U ovakvom kon-
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tekstu prirodno se definixe Lindenbaum–Tarski{jeva algebra logike L preko
relacije ekvivalencije ≡L koju direktno generixe ovakva definicija (v. [7]):

A ≡L B akko `L A → B i `L B → A

qijim se posredstvom izdvaja klasa ekvivalencije formule A kao [A] = {B|A ≡
B}, a u odgovaraju�em koliqniqkom skupu For /≡ = {[A]|A ∈ For} se, nad
klasama, definixu operacije na slede�i naqin: [A]′ = [¬A], [A]∧ [B] = [A∧B],
[A] ∨ [B] = [A ∨ B] i [A] → [B] = [A → B]. U ovakvom pristupu, jasno je da �e
≡ predstav	ati jednu relaciju kongruencije u odnosu na uvedene operacije na
For /≡.

Bi�e od interesa qi�enica da �e, za svaku konaqnovalentnu logiku, par-
ticija skupa svih iskaznih formula izgra�e nih nad skupom od n me�usobno
razliqitih iskaznih slova Forn, zasnovana na prethodno uvedenoj relaciji kon-
gruencije ≡, sadr�ati konaqno mnogo skupova. Xtavixe, broj elemenata skupa
Forn /≡ ne�e prevazilaziti mmn .

Od konkretnih sistema polivalentnih logika u zavrxnom delu rada pomi-
�a�emo trovalentne logike Lukasiewicz{a (v. [70], [71], [114] i [97]) i Kleene{ja
(v. [62], [63] i [97]), sa po jednom designiranom vrednox�u, trovalentnu logiku
Priest{a, sa dve designirane vrednosti (v. [95] i [96]), kao i qetvorovalentnu
logiku Belnap{a (v. [8]) koja ima jednu designiranu vrednost.

Pored �ih, posmatra�emo i intuicionistiqku (ili Heyting{ovu) logiku
iskaza H koja bazira na istovetnim shema{aksiomama kao i klasiqna logika
C, uz izostav	a�e aksiome (A3), tzv. Peirce{ovog zakona, i jedinstvenom she-
ma{pravilu izvo�e�a modus ponens, te nizove �enih proxire�a. Prvi takav
niz, u oznaci H+Em, dobija se kada se iskaznoj logici H dodaju shema{aksiome
Em: ∨

1≤i<j≤m

(Ai ↔ Aj)

za m ≥ 3, gde A ↔ B predstav	a formulu (A → B) ∧ (B → A). Ovaj niz
je uveo McKay (v. [76]) i svaki od ovih sistema H + Em predstav	a jednu
(m− 1){valentnu logiku sa jednom designiranom vrednox�u.

Heyting{ova H i Dummett{ova logika LC = H + (A → B) ∨ (B → A) (v.
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[35] i [6]), koja se, dakle, dobija kao proxire�e Heyting{ove logike dodava�em
shema{aksiome (A → B) ∨ (B → A), predstav	aju beskonaqnovalentne logike
sa po jednom designiranom vrednox�u, dok Gödel{ova proxire�a Sm (v. [50])
Dummett{ove logike definisane kao Sm = LC+Am, gde je takozvani Nagata{in
niz formula (Am) (v. [82]) induktivno definisan sa:

A1 = ((P2 → P1) → P2) → P2

Am+1 = ((Pm+2 → Am) → Pm+2) → Pm+2

pri qemu su P1, P2, ... iskazna slova, predstav	aju (m+1){valentne logike koje
karakterixu (m + 1){elementni linearno ure�eni sistemi sa jednom desig-
niranom vrednox�u. Primetimo da formule (Am) predstav	aju varijacije
Peirse{ovog zakona.

U opxtem pristupu polivalentnim logikama dominira algebarsko defi-
nisa�e logiqkog sistema posredstvom matrica istinitosnih vrednosti koje
definixu ponaxa�e iskaznih veznika. Matrica se obiqno definixe (v. [10])
kao ure�en par A = (A, F ), gde je A algebra nad datim jezikom iskaza, a F bilo
koji podskup od A. Algebarska relacija dedukcije, u oznaci |=A, definisana
je nad skupom P(For)× For uslovom: Γ |=A B ako i samo ako iz h(Γ) ⊆ F sledi
h(B) ∈ F , za svaki homomorfizam h : For → A. Ukoliko je M klasa matrica,
relacija dedukcije |=M definixe se kao Γ |=M B ako i samo ako je Γ |=A B,
za svaku matricu A ∈ M . Klasa matrica M predstav	a matriqnu semantiku
deduktivnog sistema ukoliko se relacija dedukcije `, koju smo definisali
u vezi sa hilbertovskom formulacijom klasiqne logike iskaza, poklapa sa
algebarskom relacijom dedukcije |=M , xto, u naqelu, predstav	a tvr�e�e o
saglasnosti i potpunosti.

1.5 O entropiji

U radovima S. Carnot{a iz 1824. godine o osnovama funkcionisa�a parne
maxine i R. Clausius{a izme�u 1851. i 1865. godine, jav	aju se prvi nagovex-
taji definicije entropije. Ipak, pojam entropije se u literaturi iz oblasti
termodinamike vezuje za Ludwig{a Boltzmann{a i period od 1896. do 1898. go-
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dine, kada je entropija S definisana kao rexe�e

S = k log W

diferencijalne jednaqine
dS =

dQ

W

gde je k Boltzmann{ova konstanta i W broj mikrosta�a kompatibilnih sa zada-
tim makrosta�em sistema koji sadr�i n qestica. Uz Boltzmann{a, M. Planck i
J. W. Gibbs prvi istiqu statistiqko znaqe�e entropije i uvode je u mehaniku,
kao verovatnosnu funkciju.

Koncept entropije u teoriji informacija vezuje se za Klaude{a Shannon{
a i predstav	a meru neodre�enosti jednog stohastiqkog sistema. Neka je A

sluqajan doga�aj sa ishodima a1, . . . , an, qija je raspodela verovatno�a data sa
P (ai) = pi, za i ∈ {1, . . . n}, gde su pi ≥ 0 za svaki i ∈ {1, . . . n} i

∑n
i=0 pi = 1.

Tada se entropija sluqajnog doga�aja A definixe kao H(A) = −∑n
i=1 pi log pi.

Shannon{ova entropija, nastala u kontekstu teorije informacija, otvara
mogu�nost uopxte�a pojma entropije u okvirima teorije mere i omogu�ava
izla�e�e iz stohastiqkog okvira. Jedno od uopxte�a jeste entropija partici-
je skupa snabdevenog merom. Pod particijom nepraznog skupa X podrazumevamo
najvixe prebrojivu familiju (Ai) me�usobno disjunktnih podskupova skupa X

za koje va�i ∪iAi = X. Neka je α = {Ai, i ∈ N} proizvo	na mer	iva particija,
xto podrazumeva (∀i)(i ∈ I → µ(Ai) ≥ 0), (∀i, j)(i ∈ I∧j ∈ I∧ i 6= j → Ai∩Aj =

∅) i µ(X \ ∪i∈IAi) = 0. Tada se entropija particije α definixe kao:

H(α) = −
∑
i∈I

µ(Ai) log2 µ(Ai)

pri qemu se po definiciji uzima µ(Ai) log2 µ(Ai) = 0, za µ(Ai) = 0, imaju�i u
vidu da je limx→0+ x log2 x = 0.

Iskorak u odnosu na Shannon{ovu entropiju napravili su A. N. Kolmogorov

i J. G. Sinai 1959. godine kada su definisali jox jedan koncept entropije,
kome ovde ne�emo posvetiti pa��u. On se odnosi na deterministiqke di-
namiqke sisteme. Polaze�i od deterministiqkog dinamiqkog sistema qiji je
skup sta�a {ω1, ω2, . . . , ωn} u faznom prostoru tokom vremenskih intervala
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4t, snabdevenog invarijantnom merom, Kolmogorov–Sinai{eva entropija sistema
definixe se kao:

hKS = sup
P

lim
n→∞

(
− 1

n4t

∑
ω1ω2...ωn

µω1ω2...ωn ln µω1ω2...ωn

)

gde se supremum uzima po svim mogu�im particijama P , a sa µ je oznaqena data
invarijantna mera dinamiqkog sistema.
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2

Verovatnosni raquni sekvenata

U ovom delu rada, kroz razvija�e tri raquna sekvenata LKprob, LKprob(ε)

i LKfuz, i jednog raquna prirodnih dedukcija NKprob, dokazujemo nekoliko
teme	nih tvr�e�a koja opravdavaju pomenute raqune i uk	uquju definisa-
�e odgovaraju�ih modela, pra�ene rezultatima saglasnosti i potpunosti. Za
raqun LKfuz dokazujemo i teoremu o eliminaciji seqe�a.

2.1 Verovatnosni raqun sekvenata LKprob

Ovaj deo teksta je bitno baziran na jednom neobjav	enom qlanku i saopxte�ima
[16], [17], [22] i [23] autora.

Prisustvo pojma verovatno�e istinitosti iskaza je evidentno jox od samih
poqetaka razvoja moderne logike (v. [13], [111], [112]). Moglo bi se qak ar-
gumentovati da je G. Boole bio prvi autor koji ne samo xto je tvrdio da je
logika deo matematike, ve� i da je teorija verovatno�e prirodan deo logike
(v. [53]). Tako�e va	a napomenuti da je slavni ekonomista J. M. Keynes jedan
od prvih autora koji posmatra eksplicitno verovatno�u iskaza (v. [61]), no,
na �alost, �egov rad nije imao neposrednog uticaja na razvoj ove oblasti.
Konaqno, verovatnosne funkcije u logiku su uveli R. Carnap [28] i K. Popper

[93] (v. tako�e [51], [52], [53], [65], [66] i [67]) i zasnovali novu oblast logike
| verovatnosne logike. S druge strane, raqun sekvenata u logiku je uveo G.

Gentzen [47] (v. tako�e [108], [106] i [94]) sa ci	em da uk	uqi relaciju dedukcije
` u objekt{jezik logiqkog sistema. Pojam sekventa, kroz elegantne Gentzen{ove
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formulacije klasiqne LK i intuicionistiqke LJ logike, sa teoremom o elim-
inaciji pravila seqe�a (the cut–elimination theorem), zasniva teoriju dokaza.
Imaju�i u vidu da svaki sekvent Γ ` ∆, gde su Γ i ∆ konaqni nizovi (reqi)
(mogu�e prazni) formula, mo�e da se interpretira kao formula

∧
Γ → ∨

∆

koja se sastoji od konjunkcije formula koje se pojav	uju u Γ i disjunkcije for-
mula iz ∆, raqun sekvenata je mogu�e posmatrati i kao uopxteni raqun Horn{
ovih formula [54] koje igraju fundamentalnu ulogu u logiqkom programira�u.

Pristupaqan savremeni uvod u teoriju verovatnosnih pravila izvo�e�a
nalazimo kod A. M. Frisch{a i P. Haddawy{ja [42], i C. G. Wagner{a [115], koji
povezuju svoja ista�iva�a sa filozofskim nasle�em i pokuxajima prethod-
nih autora kao xto su E. Adams (v. [2] i [3]), T. Hailperin (v. [51], [52] i [53]),
D. Lewis (v. [68] i [69]), N. J. Nilsson (v. [84] i [85]) i P. Suppes (v. [105]).
Pomenimo, ovom prilikom, i inspirativan i ekstenzivan koautorski rad R.

Fagin, J. Y. Halpern i N. Megiddo [37]. Konaqno, istaknimo i to da su slede�i
izvori neposredno uticali na ovo istra�iva�e: A. M. Frisch, P. Haddawy [42]
i C. G. Wagner [115], koji se prevashodno odnose na deduktivne osobine uslovne
verovatno�e, kao i radovi Z. Og�anovi�a i M. Raxkovi�a [87] i [99], u kojima
se razvija semantika za logike sa verovatnosnim operatorima nad formulama,
uk	uquju�i i pregled Z. Og�anovi�a, M. Raxkovi�a i Z. Markovi�a [89]. Za
razliku od �ih, mi posmatramo jednostavna verovatnosna svojstva dedukcije
u kontekstu jedne vrste raquna oznaqenih sekvenata (labelled sequent calculus)
poput onog kategorijalnog razvijenog kod M. E. Szabo{a [106] (v. tako�e [44],
[113]). Modeli koje razvijamo imaju mnogo zajedniqkih elemenata sa modelima
koje su razmatrali Carnap, Popper i Leblanc (v. [28], [93], [66] i [67]). Istakni-
mo i to da, mada Carnap i Popper pripadaju razliqitim xkolama mix	e�a (v.
[79]), u ovom domenu �ihovi stavovi se apsolutno poklapaju. Naime, H. Leblanc

i B. C. van Fraassen (v. [65]) su analizirali definicije verovatno�e iskaza
Carnap{a i Popper{a i dokazali da se radi o logiqki podudarnim definici-
jama.

Radovi koje ovde citiramo uglavnom se bave verovatnosnim logikama zada-
tim preko semantike ili, sintaksno, preko sistema tipa Hilbert{a (v. [99], [87],
[89], [57], [32]). Radovi [42] i [115] fragmentarno tretiraju verovatnosne ope-
ratore u prirodnim dedukcijama. Nije nam poznato da se do sada neko bavio
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ista�iva�em veza izme�u verovatno�e i sekvenata, izuzev naxeg rada [18] koji
se odnosi na sekvente sa visokim verovatno�ama istinitosti.

Kada iskazni jezik proxirimo nekim verovatnosnim operatorima, na
primer, Pr (r ∈ I, gde je I neki konaqan podskup realnog intervala [0, 1]

koji sadr�i 0 i 1), onda su, obiqno, iteracije tih operatora dozvo	ene. U
tom sluqaju postoji mogu�nost da izrazimo ne samo tvr�e�e da je "verovatno�a
istinitosti iskaza A ve�a od ili jednaka r" kao "PrA", ve�, tako�e, i da izraz-
imo stav da je "verovatno�a istinitosti iskaza PrA ve�a od ili jednaka s" kao
"PsPrA" (v. [87], [57] i [89]). Takav je pristup apsolutno u skladu sa duhom
logiqke tradicije tretira�a unarnih operatora, kao u modalnim logikama (v.
[29]). Ipak, s druge strane, naxa osnovna informacija, u skladu sa tradicijom
teorije verovatno�e, odnosi se na samo jedan nivo: ako je A sluqajan doga�aj,
onda P (A) ≥ r znaqi da je "verovatno�a doga�aja A ve�a ili jednaka r", dok
iskaz P{P (A) ≥ r} ≥ s, mada predstav	a smisleno tvr�e�e, ne igra znaqajnu
ulogu u teoriji verovatno�e i zahtevao bi proxire�e prostora verovatno�a
jednom induktivnom definicijom koja bi osigurala da, ako je A sluqajan do-
ga�aj, onda bi to morao da bude i skup {P (A) ≥ r}, tako�e.

U naxem pristupu, u okviru jedinstvenog sistema, kombinujemo dva gore
pomenuta koncepta: verovatno�u iskaza i relaciju dedukcije formalizovanu
kao u raqunu sekvenata. Pojmom 'verovatnosni sekvent' uopxtavamo tradi-
cionalni pojam sekventa sa ci	em da formalno opixemo raqun sekvenata ob-
lika Γ `b

a ∆ sa znaqe�em "verovatno�a sekventa Γ ` ∆ pripada skupu [a, b]∩I",
gde je I konaqan podskup realnog intervala [0, 1] (zatvoren za sabira�e takav
da 0, 1 ∈ I), ili, imaju�i u vidu teoremu potpunosti koju �emo dokazati, da
"verovatno�a intinitosti sekventa Γ ` ∆ iznosi c ∈ [a, b] ∩ I". Radi jednos-
tavnijeg oznaqava�a, ubudu�e �emo koristiti [a, b], umesto [a, b]∩ I. Imaju�i u
vidu prisustvo relacije dedukcije u sekventima, bilo bi mogu�e interpreti-
rati sekvent Γ `b

a ∆ i kao "verovatnoca dokazivosti (ili istinitosti, imaju�i
u vidu teoremu potpunosti za iskazni raqun klasiqne logike) sekventa Γ ` ∆

pripada skupu [a, b]".
Ovde �emo definisati raqun sekvenata LKprob kao modifikaciju origi-

nalnog Gentzen{ovog sistema LK za klasiqnu logiku iskaza koji omogu�ava
rad sa teorijama koje se zasnivaju na qi�enicama oblika Γi `bi

ai
∆i, a ko-

20



je mogu biti rezultat nekog empirijskog istra�iva�a. Naime, nax sistem
verovatnosnih sekvenata definixe pravila izvo�e�a pomo�u kojih mo�emo
izvoditi zak	uqke oblika Γ `b

a ∆, iz konaqne liste hipoteza Γi `bi
ai

∆i. Pre-
ciznije, sistem LKprob mo�e biti posmatran kao program koji daje kao izlaz
LKprob(σ1, . . . , σn) za ulaz (σ1, . . . , σn), gde je σi (1 ≤ i ≤ n) niz sa qlanovi-
ma oblika Γi `bi

ai
∆i (1 ≤ i ≤ n). Ci	 nam je da razvijemo sistem rada sa

verovatno�ama nad Gentzen{ovim raqunom sekvenata klasiqne iskazne logike
LK. Na�alost, ovaj metod se ne mo�e uniformno proxiriti na sluqaj Gentzen{
ovog raquna sekvenata intuicionistiqke iskazne logike LJ, mada postoje vred-
ni rezultati koji se bave verovatnosnim verzijama intuicionistiqke logike
tipa Hilbert{a (v. [72] i [73]), ali, s druge strane, postoje indicije da bi ipak
bilo mogu�e dobiti potpunu verovatnosnu verziju LJprob raquna sekvenata
LJ na sliqan naqin. Naime, prva dilema sa kojom bismo se ovde suoqili jeste
kakvim uslovom zameniti uslov iz klasiqne definicije verovatno�e koji daje
uniju dva komplementarna doga�aja kao izvestan doga�aj, odakle bi sledilo i
da bi verovatno�a zakona isk	uqe�a tre�eg iznosila 1, p(A∨¬A) = 1, xto bi
intuicionistiqki bilo nedopustivo.

Dominantan tip semantike za klasiqnu verovatnosnu logiku u literaturi
je Kripke{ova semantika mogu�ih svetova (v. [37], [84], [85], [87], [57], [89] i
[99]), ali ovde, neoqekivano, dobijamo jednostavniji tip semantike koju �emo
opravdati rezultatima saglasnosti i potpunosti.

2.1.1 Sistem verovatnosnih sekvenata

Proxiruju�i Gentzen{ov raqun klasiqne logike iskaza LK, uvodimo sistem
sekvenata LKprob nad skupom iskaznih formula na slede�i naqin. Za svaki
sekvent Γ ` ∆ iz LK pretpostav	amo da je, za sve a, b ∈ I, Γ `b

a ∆ sekvent
raquna LKprob, gde je suxtinsko znaqe�e sekventa Γ `b

a ∆ da "postoji c ∈ [a, b]

takav da verovatno�a sekventa Γ ` ∆ iznosi c". U sluqajevima kada je a = 1

ili b = 0, za Γ `b
a ∆ i a ≤ b koristimo slede�e skra�enice Γ `1 ∆ i Γ `0 ∆,

respektivno, dok u sluqaju kada je a > b sekvent shvatamo Γ `∅ ∆ kao qistu
kontradikciju.

Preciznije, iskazne formule su definisane nad iskaznim jezikom koji se
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sastoji od prebrojivog skupa iskaznih slova: {p1, p2, ...}, logiqkih veznika: ¬,
∧, ∨ i →, i dva pomo�na simbola: ) i (, kao u Definiciji 1.1.1. Velika slova
latinice A,B,C,D, ... koristimo kao metapromen	ive nad skupom iskaznih
formula, dok kao metapromen	ive za reqi nad skupom iskaznih formula, tj.
za konaqne nizove (mogu�e i prazne) formula (bez zareza), koristimo velika
slova grqkog alfabeta Γ, ∆, Λ, Π, ... Umesto prazne reqi ostav	amo prazninu
(blanko). Za svake dve reqi Γ i ∆, i sve a, b ∈ I, Γ `b

a ∆ je sekvent.
Aksiome raquna LKprob su slede�a dva sekventa:

`0

A `1 A

za svaku formulu A.
Strukturna pravila raquna LKprob su:

permutacija:

kontrakcija:

ΓABΠ `b
a ∆

ΓBAΠ `b
a ∆

(P `b
a)

ΓAA `b
a ∆

ΓA `b
a ∆

(C `b
a)

Γ `b
a ∆ABΛ

Γ `b
a ∆BAΛ

(`b
a P )

Γ `b
a AA∆

Γ `b
a A∆

(`b
a C)

za sve a, b ∈ I, pravilo seqe�a:

Γ `b
a A∆ ΠA `d

c Λ

ΓΠ `min(b+d,1)
max(0,a+c−1) ∆Λ

(cut[a,b][c,d])

za sve a, b, c, d ∈ I, kao i slede�a specifiqna strukturna pravila:

slab	e�e: Γ `b
a ∆ `d

c A

ΓA `min(1,b+1−c)
max(a,1−d) ∆

(W `b
a)

Γ `b
a ∆ `d

c A

Γ `min(1,b+d)
max(a,c) A∆

(`b
a W )

za sve a, b, c, d ∈ I,

monotonost: Γ `b
a ∆

Γ `d
c ∆

(M ↑) Γ `b
a ∆ Γ `d

c ∆

Γ `min(b,d)
max(a,c) ∆

(M ↓)

za sve [a, b] ⊆ [c, d], i sve a ≤ b i c ≤ d, respektivno, za (M ↑) i (M ↓), i slede�e
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specifiqno pravilo koje se odnosi na aditivnost:

AB `1 `b
a A `d

c B

`min(1,b+d)
min(1,a+c) AB

(ADD)

Ova pravila, i neka od pravila koja slede, mogu se opravdati dobro pozna-
tim Boole{ovim i Bonferroni{jevim nejednakostima prema kojim: iz `b

a A i `d
c B,

mo�emo direktno izvesti `min(b,d)
max(0,a+c−1) A∧B, `min(1,b+d)

max(a,c) A∨B, `min(1,1−a+d)
max(1−b,c) A → B

i `1−a
1−b ¬A. Napomenimo da su pravila (M ↓) i (M ↑) tako�e poznata, u nexto

drugaqijoj formi, redom, kao "pravilo xire�a intervala" (’the interval expan-

sion inference rule’) i "vixestruko pravilo izvo�e�a" (’the multiple derivation

inference rule’) (v. [42]).
Slede�e pravilo, koje se odnosi na protivreqnost:

Γ `∅ ∆

Π `∅ Λ
(⊥)

neposredno je inspirisano radom Frisch{a i Haddawy{ja [42], koje daje elegant-
niji sistem izvo�e�a i jasniji status neprotivreqnosti sistema.

Deo naxeg sistema je i slede�e pravilo:

[Γ `c1
c1

∆]

Γ `∅ ∆

[Γ `c2
c2

∆]

Γ `∅ ∆
. . .

[Γ `cm
cm

∆]

Γ `∅ ∆
Γ `∅ ∆

(` ∅)

za sve reqi Γ i ∆, gde je I = {c1, c2, . . . cm}.
Duple linije koje se pojav	uju u pravilu (` ∅) predstav	aju nekoliko ko-

raka u izvo�e�u sekventa Γ `∅ ∆, dok pojav	iva�e [Γ `c
c ∆] znaqi da je mogu�e

izostaviti Γ `c
c ∆ iz skupa hipoteza posmatranog izvo�e�a. Preciznije, u

ovom sluqaju skup hipoteza se dobija brisa�em nekih (ili nijednog, ili svih)
pojav	iva�a sekventa Γ `c

c ∆, ukoliko takva postoje.
Neposredna posledica pravila (` ∅) bi�e da je sekvent Γ `1

0 ∆ dokaziv u
naxem sistemu, za sve reqi Γ i ∆.

Napomenimo tako�e da pravilo seqe�a prime�eno na sekvente Γ `b
a A∆ i

ΠA `d
c Λ qiji intervali [a, b] i [c, d] nisu u blizini taqke 1 (ili 0), daju

zak	uqak ΓΠ `min(b+d,1)
max(0,a+c−1) ∆Λ sa veoma xirokim intervalom. Na primer, iz

Γ `
1
2
1
2

A∆ i ΠA `
1
2
1
2

Λ izvodimo ΓΠ `1
0 ∆Λ, tj. trivijalno dokaziv sekvent.
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Primetimo da pravilo aditivnosti (ADD) nema smisla u sluqaju kada je a+c >

1. Naime, tada iz `1
a A i AB `1, pomo�u pravila seqe�a izvodimo B `1

a, tj.
`1−a

0 B. Ali, ukoliko je `1
c B, onda moramo uzeti da je c < 1 − a, inaqe

bismo dobili `∅ B. Zbog toga verujemo da ima vixe smisla razmatrati jedan
podsistem sistema LKprob koji se bavi isk	uqivo intervalima oblika [1 −
ε, 1], za dovo	no mali ε > 0, xto �emo i uqiniti u nastavku ovog rada (v. [18]).
Ideju za razmatra�e takvog sistema prvi put nalazimo kod Suppes{a (v. [105]
i [115]).

Logiqka pravila raquna LKprob su:

Γ `b
a A∆

Γ¬A `b
a ∆

(¬ `b
a)

ΓA `b
a ∆

Γ `b
a ¬A∆

(`b
a ¬)

ΓAB `b
a ∆

ΓA ∧B `b
a ∆

(∧ `b
a)

Γ `b
a A∆ Γ `d

c B∆

Γ `min(b,d)
max(0,a+c−1) A ∧B∆

(`b
a ∧)

ΓA `b
a ∆ ΓB `d

c ∆

ΓA ∨B `min(b,d)
max(0,a+c−1) ∆

(∨ `b
a)

Γ `b
a AB∆

Γ `b
a A ∨B∆

(`b
a ∨)

Γ `b
a A∆ ΓB `d

c ∆

ΓA → B `min(b,d)
max(0,a+c−1) ∆

(→`b
a)

ΓA `b
a B∆

Γ `b
a A → B∆

(`b
a→)

Dokazi u LKprob (ili u LKprob(σ1, . . . , σn)) imaju formu drveta, kao u
Gentzen{ovom sistemu LK, qiji se inicijalni qvorovi sastoje od samih in-
stanci aksioma, a svako grana�e na drvetu se odvija u skladu sa pojedinim
pravilom sistema LKprob. Za sekvent Γ `b

a ∆ ka�emo da je dokaziv u LKprob

ukoliko postoji drvo dokaza u LKprob koje se zavrxava sekventom Γ `b
a ∆.

Posebno se mogu posmatrati (v. [42]) "najbo	i dokazi" za sekvent Γ `b
a ∆ u

LKprob ukoliko je [a, b] naju�i interval takav da je Γ `b
a ∆ dokaziv u LKprob

tj. [a, b] =
⋂{[x, y]|Γ `y

x ∆ je dokaziv u LKprob}. Oqigledno, u sluqaju kada
je naju�i interval za sekvent Γ ` ∆ prazan skup, tj. kada je sekvent Γ `∅ ∆

LKprob{dokaziv, imamo ne�e	enu situaciju | protivreqnost sistema.
Raqun LKprob mo�emo posmatrati i kao definisa�e (konaqne) kolekcije

relacija `b
a⊆ W(For)×W(For), a, b ∈ I, koja predstav	a uopxte�e relacije `

raquna LK, i, oqigledno, poseduje slede�a svojstva:
(i) `1

0= W(For)×W(For);
(ii) `⊆`1, gde je relacija ` definisana raqunom LK;
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(iii) `∅= ∅;
(iv) ako [a, b] ⊆ [c, d], onda `b

a⊆`d
c ;

(v) `b
a ∩ `d

c⊆`min(b,d)
max(a,c),

gde, jasno, svojstvo (i) opravdava aksioma Γ `1
0 ∆, svojstvo (ii) govori o vezi

izme�u raquna LK i LKprob, svojstvo (iii) se odnosi na neprotivreqnost sis-
tema LKprob, dok svojstva (iv) i (v), redom, slede iz pravila monotonosti
(M ↑) i (M ↓).

Sada navodimo i nekoliko pomo�nih tvr�e�a koja se odnose na LKprob{
dokazivost:

Lema 2.1.1. (a) (Verovatno�a komplementarnog doga�aja) Ako je sekvent `b
a A

dokaziv u LKprob, onda `1−a
1−b ¬A dokaziv u LKprob; ako je sekvent A `b

a

dokaziv u LKprob, onda je ¬A `1−a
1−b dokaziv u LKprob.

(b) (Aditivnost) Ako su sekventi `0 A ∧ B, `b
a A i `d

c B dokazivi u
LKprob, onda je `min(1,b+d)

min(1,a+c) A ∨B dokaziv u LKprob.
(c) Ako je sekvent Γ ` ∆ dokaziv u LK, onda je Γ `1 ∆ dokaziv u LKprob.
(d) Ako su sekventi `c

c A i A `1 B dokazivi u LKprob, onda je `1
c B dokaziv

u LKprob.

Dokaz. (a) Sledi neposredno iz pravila (¬ `b
a), (`b

a ¬) i pravila slab	e�a
(W `b

a).
(b) Sledi iz pravila aditivnosti (ADD).
(c) Indukcijom po du�ini dokaza sekventa Γ `1 ∆ u LKprob.
(d) Neposredno pomo�u pravila seqe�a.

Neposredno, pomo�u prethodne leme, mo�emo dokazati:

Posledica 2.1.2. Ako `c
c A, `d

d B, A `1 B i B `1 A, onda c = d.

Ova qi�enica bi opravdavala princip da ekvidokazivi sekventi imaju
jednake verovatno�e.

Tako�e, mo�emo dobiti i slede�e tvr�e�e:

Posledica 2.1.3. (a) (Subaditivnost) Ako su sekventi `0 A ∧ B, `1
a A i

`1
c B dokazivi u LKprob, onda je `1

min(1,a+c) A ∨B dokaziv u LKprob.
(b) (Superaditivnost) Ako su sekventi `b

0 A i `d
0 B dokazivi u LKprob,

onda je `min(1,b+d)
0 A ∨B dokaziv u LKprob.
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Sada navodimo dva primera drveta izvo�e�a.

Primer 2.1.4. Neka su date hipoteze B `0.8
0.5 D, A `0.9

0.7 FG, BG `0.9
0.6 E i

AC `0.6
0.5 (D∧E)F . U sistemu LKprob mo�emo dokazati A(B∨C) `0.6

0 (D∧E)F

na slede�i naqin:

B `0.8
0.5 D

AB `0.8
0.5 DF

(W `,` W )
A `0.9

0.7 FG BG `0.9
0.6 E

AB `1
0.3 FE

(cut)

AB `0.8
0 (D ∧ E)F

(` ∧)

AC `0.6
0.5 (D ∧ E)F

A(B ∨ C) `0.6
0.5 (D ∧ E)F

(∨ `)

U nastavku rad bi�e dat i primer sa konkretnim interpretacijama hipoteza
iz upravo navedenog primera.

Primer 2.1.5. U ovom primeru ilustrova�emo primenu pravila aditivnos-
ti. Neka su date hipoteze AB `1, ¬A `0.42

0.37, `0.35
0.22 B, AB `0.83

0.72 C i ABD `0.92
0.91 E.

Odgovaraju�e drvo izvo�e�a u LKprob predstav	amo u nastavku:

AB `1

¬A `0.42
0.37

`0.42
0.37 A `0.35

0.22 B

`0.77
0.59 AB

(ADD)
AB `0.83

0.72 C ABD `0.92
0.91 E

ABC → D `0.83
0.63 E

(→`)

C → D `1
0.13

(cut)

2.1.2 Modeli za verovatnosne sekvente

Sada �emo opisati modele za LKprob (v. [17]).

Definicija 2.1.6. Neka je Seq skup svih neoznaqenih sekvenata, tj. sekve-
nata oblika Γ ` ∆, i I konaqan podskup realnog intervala [0, 1] zatvoren za
sabira�e i koji sadr�i elemente 0 i 1. Tada �e preslikava�e p : Seq → I

predstav	ati model, ukoliko zadovo	ava slede�e uslove:
(i) p(A ` A) = 1, za svaku formulu A;
(ii) ako p(AB `) = 1, onda p(` AB) = p(` A) + p(` B), za sve formule A i

B;
(iii) ako su sekventi Γ ` ∆ i Π ` Λ ekvivalentni u LK, u smislu da su
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dokaziva oba slede�a sekventa
∧

Γ → ∨
∆ ` ∧

Π → ∨
Λ i

∧
Π → ∨

Λ ` ∧
Γ →

∨
∆ u LK, tada p(Γ ` ∆) = p(Π ` Λ).

Podvlaqimo da gor�e aksiome grubo korespondiraju sa Carnap{ovim i
Popper{ovim aksiomama verovatno�e iskaza (v. [28] i [93]), qije su varijacije
i me�usobne odnose razmatrali Leblanc i van Fraassen (v. [65], [66] i [67]).

Primetimo tako�e da u sluqaju da gor�i uslov (ii) zamenimo slede�im
uslovom (iv) ako je AB ` dokaziv u LK, onda p(` AB) = p(` A) + p(` B), za sve
formule A i B, uslov (iii) bi bio suvixan u ovoj definiciji, kao posledica
uslova (i) i (iv). Ipak, radi vixeg stepena intuitivnosti i jasnije korespon-
dencije sa Carnap{ovim i Popper{ovim aksiomama, polazimo od definicije
kakva je upravo data.

Definicija 2.1.7. Ka�emo da je verovatnosni sekvent Γ `b
a ∆ zadovo	en u

modelu p ako
|=p Γ `b

a ∆ akko a ≤ p(Γ ` ∆) ≤ b

Za sekvent Γ `b
a ∆ �emo re�i da je va	an ako je isti zadovo	en u svakom

modelu, xto oznaqavamo sa |= Γ `b
a ∆.

U produ�etku �emo razmotriti neka od osnovnih svojstava funkcije p.

Lema 2.1.8. Za sve formule A i B va�i:
(a) p(` ¬A) = 1− p(` A);
(b) p(` AB) = p(` A) + p(` B)− p(` A ∧B);
(c) p(` AB) ≥ p(` A);
(d) p(A ` B) ≤ p(A `) + p(` B);
(e) p(A ` A) = p(A `) + p(` A).

Dokaz. (a) Koriste�i osobine (i), (ii) i (iii) funkcije p , imamo 1 = p(A ` A) =

p(` A¬A) = p(` A) + p(` ¬A).
(b) Kako su ` (A ∧ B)(¬A ∧ B) i ` B ekvivalentni, i p(AB¬AB `) = 1, iz

(ii) i (iii), imamo p(` B) = p(` (A∧B)(¬A∧B)) = p(` (A∧B))+ p(` (¬A∧B)).
Tako�e, ` AB i ` A(¬A∧B) su ekvivalentni. Koriste�i (ii), (iii) i prethodnu
qi�enicu, imamo p(` AB) = p(` A(¬A ∧ B)) = p(` A) + p(` (¬A ∧ B)) = p(`
A) + p(` B)− p(` A ∧B).
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(c) Sliqno, p(` AB) = p(` A(¬A ∧B)) = p(` A) + p(` ¬A ∧B) ≥ p(` A).
(d) Sledi direktno iz (b), jer p(` ¬A ∧B) ≥ 0.
(e) Sledi iz (ii) i (iii).

Leme koje slede garantuju nam saglasnost raquna LKprob sa datim modelom.

Lema 2.1.9. Za sve formule A i B i svaki sekvent Γ ` ∆ va�i:
(a) |= Γ `1

0 ∆;
(b) |=`0;
(c) |= A `1 A.

Dokaz. (a) |=p Γ `1
0 ∆ va�i za sve p, jer p(Γ ` ∆) ∈ [0, 1], za svaki p.

(b) 1 = p(A ` A) = p(` A¬A) = p(` A¬A) + p(`), pa |=p `0 va�i za svaki p.
(c) p(A ` A) = 1, tako da |=p A `1 A va�i za svaki p.

Iz uslova (iii) naxe definicije neposredno imamo:

Lema 2.1.10. Za sve formule A i B, i sve reqi Γ, ∆, Π i Λ:
(a) p(ΓABΠ ` ∆) = p(ΓBAΠ ` ∆);

(b) p(Γ ` ∆ABΛ) = p(Γ ` ∆BAΛ);

(c) p(ΓAΠ ` ∆) = p(ΓAAΠ ` ∆);

(d) p(Γ ` ∆AΛ) = p(Γ ` ∆AAΛ);

(e) p(Γ ` A∆) = p(Γ¬A ` ∆);

(f) p(ΓA ` ∆) = p(Γ ` ¬A∆);

(g) p(ΓAB ` ∆) = p(ΓA ∧B ` ∆);

(h) p(Γ ` AB∆) = p(Γ ` A ∨B∆);

(k) p(ΓA ` B∆) = p(Γ ` A → B∆).

Lema 2.1.11. Za sve formule A i B, i sve reqi Γ, ∆, Π i Λ, va�i:
(a) ako a ≤ p(Γ ` ∆) ≤ b i c ≤ p(` A) ≤ d, onda

max(a, 1− d) ≤ p(ΓA ` ∆) ≤ min(1, b + 1− c);

(b) ako a ≤ p(Γ ` ∆) ≤ b i c ≤ p(` A) ≤ d, onda

max(a, c) ≤ p(Γ ` A∆) ≤ min(1, b + d);
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(c) ako a ≤ p(Γ ` A∆) ≤ b i c ≤ p(Γ ` B∆) ≤ d, onda

max(0, a + c− 1) ≤ p(Γ ` A ∧B∆) ≤ min(b, d);

(d) ako a ≤ p(ΓA ` ∆) ≤ b i c ≤ p(ΓB ` ∆) ≤ d, onda

max(0, a + c− 1) ≤ p(ΓA ∨B ` ∆) ≤ min(b, d);

(e) ako a ≤ p(Γ ` A∆) ≤ b i c ≤ p(ΓB ` ∆) ≤ d, onda

max(0, a + c− 1) ≤ p(ΓA → B ` ∆) ≤ min(b, d).

Dokaz. (a) Iz p(Γ ` ∆) ∈ [a, b] i p(` A) ∈ [c, d] sledi

p(ΓA ` ∆) = p(` ¬(
∧

Γ)¬A∆)

= p(` ¬(
∧

Γ)∆) + p(` ¬A)− p(` (¬(
∧

Γ)∆) ∧ ¬A)

= p(Γ ` ∆) + 1− p(` A)− p(` (¬(
∧

Γ)∆) ∧ ¬A)

tj. p(ΓA ` ∆) ∈ [max(a, 1− d), min(1, b + 1− c)].
(b) Sliqno kao (a).
(c) Iz p(Γ ` A∆) ∈ [a, b] i p(Γ ` B∆) ∈ [c, d] sledi

p(Γ ` (A ∧B)∆) = p(` (A ∧B)∆¬(
∧

Γ))

= p(` (A ∨∆ ∨ ¬(
∧

Γ)) ∧ (B ∨∆ ∨ ¬(
∧

Γ)))

= p(` A∆¬(
∧

Γ)) + p(` B∆¬(
∧

Γ))− p(` AB∆¬(
∧

Γ))

= p(Γ ` A∆) + p(Γ ` B∆)− p(` AB∆¬(
∧

Γ))

Dakle, p(Γ ` (A ∧B)∆) ∈ [max(0, a + c− 1), min(b, d)].
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(d) Iz p(ΓA ` ∆) ∈ [a, b] i p(ΓB ` ∆) ∈ [c, d] imamo

p(Γ(A ∨B) ` ∆) = p(` (¬A ∧ ¬B)∆¬(
∧

Γ))

= p(` (¬A ∨∆ ∨ ¬(
∧

Γ)) ∧ (¬B ∨∆ ∨ ¬(
∧

Γ)))

= p(` ¬A∆¬(
∧

Γ)) + p(` ¬B∆¬(
∧

Γ))−
− p(` ¬A¬B∆¬(

∧
Γ))

= p(ΓA ` ∆) + p(ΓB ` ∆)− p(` ¬A¬B∆¬(
∧

Γ))

Dakle, p(Γ(A ∨B) ` ∆) ∈ [max(0, a + c− 1), min(b, d)].
(e) Sliqno, ako pretpostavimo p(Γ ` A∆) ∈ [a, b] i p(ΓB ` ∆) ∈ [c, d], imamo

p(Γ(A → B) ` ∆) = p(` (A ∧ ¬B)∆¬(
∧

Γ))

= p(` (A ∨∆ ∨ ¬(
∧

Γ)) ∧ (¬B ∨∆ ∨ ¬(
∧

Γ)))

= p(` A∆¬(
∧

Γ)) + p(` ¬B∆¬(
∧

Γ))− p(` A¬B∆¬(
∧

Γ))

= p(Γ ` A∆) + p(ΓB ` ∆)− p(` A¬B∆¬(
∧

Γ))

Dakle, p(Γ(A → B) ` ∆) ∈ [max(0, a + c− 1), min(b, d)].

Slede�a lema se bavi pravilom seqe�a i �emu bliskim pravilima.

Lema 2.1.12. Neka je p(` A) = a, p(` B) = b, p(` C) = c, p(A ` B) = r i
p(B ` C) = s, uz uslov a + r ≥ 1. Tada:

(a) (T. Hailperin [52]) (Verovatnosna verzija pravila modus ponens)

a + r − 1 ≤ p(` B) ≤ r

(b) (C. G. Wagner [115]) (Verovatnosna verzija pravila modus tollens)

r − b ≤ p(A `) ≤ r

(c) (M. Boriqi� [16] i [24]) (Verovatnosna verzija pravila hipotetiqkog
silogizma)

max(1− a, b) + max(1− a, 1− b, c)− 1 ≤ p(A ` C) ≤ 2− a− b + c
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(d) (M. Boriqi� [16] i [24]) (Verovatnosna verzija pravila hipotetiqkog
silogizma)

max(r − a, r + s− 1) ≤ p(A ` C) ≤ min(s + 1− a, r + c)

Granice u (a), (b), (c) i (d) su najbo	e mogu�e.

Dokaz. (a) Iz p(` B) ≤ p(A ` B) i p(A ` B) ≤ p(A `) + p(` B) izvodimo
p(A ` B)− p(A `) ≤ p(` B) ≤ p(A ` B), tj. a + r − 1 ≤ p(` B) ≤ r.

(b) Iz p(A ` B) = p(¬B ` ¬A) neposredno izvodimo r − b ≤ p(A `) ≤ r.
(c) Posmatrajmo slede�e izvo�e�e:

` A → B

A ` A B ` C

A(A → B) ` C
(∗)

A ` C
(∗∗)

u kojem je korak oznaqen sa (∗) naprav	en po pravilu 'uvo�e�a implikacije u
antecedens' (→`) oblika:

A ` B C ` D

A(B → C) ` D
(→`)

dok je korak oznaqen sa (∗∗) zapravo specijalan sluqaj primene pravila seqe�a,
tj. pravila modus ponens:

` B AB ` C

A ` C

Ovo izvo�e�e pokazuje kako pravilo hipotetiqkog silogizma mo�e da se izvede
kao logiqka posledica pravila modus ponens. Iz pretpostavki p(` A) = a,
p(` B) = b, p(` C) = c, p(A ` B) = r i p(B ` C) = s, oznaqimo li jox
p(A ` ((A → B) → C)) = t, imamo:

max(1− a, b) ≤ r ≤ min(1, 1− a + b), (2.1.1)

max(1− b, c) ≤ s ≤ min(1, 1− b + c) (2.1.2)

i
max(1− a, c) ≤ p(A ` C) ≤ min(1, 1− a + c) (2.1.3)
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Iz
t = p(A(A → B) ` C) = p(` ¬A ∨ ¬B ∨ C) =

= p(B ` C) + p(` ¬A)− p(` ¬A ∧ (B → C))

zak	uqujemo:
max(1− a, s) ≤ t ≤ min(1, s + 1− a) (2.1.4)

S druge strane, imaju�i u vidu Hailperin{ov rezultat (a) koji se odnosi na
verovatnosni analogon pravila modus ponens, tj. �egov specijalan sluqaj oz-
naqen sa (∗∗), imamo

r + t− 1 ≤ p(A ` C) ≤ t (2.1.5)

Da	e, iz (2.1.2) i (2.1.4) dobijamo:

max(1− a, 1− b, c) ≤ t ≤ min(1, 1− b + c) + 1− a (2.1.6)

da bismo, konaqno, iz (2.1.1), (2.1.3), (2.1.5) i (2.1.6), dobili:

max(1− a, b) + max(1− a, 1− b, c)− 1 ≤ p(A ` C) ≤ min(1, 1− a + c)

(d) Iz prethodne relacije (c), neposredno izvodimo:

max(r − a, r + s− 1) ≤ p(A ` C) ≤ min(s + 1− a, r + c, 1)

imaju�i u vidu 1− a ≤ r i 1− a + c ≤ r + c.

Napomenimo da deo (c) naxe leme uopxtava i sadr�i kao svoje posebne
sluqajeve oba rezultata Hailperin{ovu verovatnosnu verziju pravila modus po-

nens i Wagner{ovu verovatnosnu verziju pravila modus tollens. Tako�e, kao
neposrednu posledicu ove leme, kako je max(r − a, r + s − 1) ≥ r + s − 1 i
min(s + 1 − a, r + c, 1) ≤ r + c ≤ r + s, dobijamo tra�enu verovatnosnu formu
pravila seqe�a:

Posledica 2.1.13. Ako a ≤ p(Γ ` A∆) ≤ b i c ≤ p(ΠA ` Λ) ≤ d, onda

max(0, a + c− 1) ≤ p(ΓΠ ` ∆Λ) ≤ min(b + d, 1).
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2.1.3 Neprotivreqne LKprob{teorije

Definicija 2.1.14. Neka je σi (1 ≤ i ≤ n) konaqan niz sekvenata oblika
Γi `bi

ai
∆i, za ai, bi ∈ I (1 ≤ i ≤ n). Tada, sa LKprob(σ1, . . . , σn) oznaqavamo

proxire�e raquna LKprob sekventima σ1, . . . , σn kao dodatnim aksiomama i
nazivamo ga LKprob{teorijom nad σ1, . . . , σn.

Definicija 2.1.15. Ka�emo da je teorija LKprob(σ1, . . . , σn) protivreqna
ako postoje dva sekventa Γ `b

a ∆ i Γ `d
c ∆, oba dokaziva u LKprob(σ1, . . . , σn)

takva da je [a, b] ∩ [c, d] = ∅; u suprotnom, ka�emo da je LKprob(σ1, . . . , σn)

neprotivreqna.

Definicija 2.1.16. Za sekvent Γ `b
a ∆ ka�emo da je neprotivreqan u odno-

su na teoriju LKprob(σ1, . . . , σn) ukoliko je LKprob(σ1, . . . , σn, Γ `b
a ∆) ne-

protivreqna teorija. Neprotivreqnu teoriju nazivamo maksimalnom nepro-
tivreqnom teorijom ukoliko je svako �eno pravo proxire�e protivreqno.

Primetimo da u sluqaju protivreqne teorije, iz Γ `b
a ∆ i Γ `d

c ∆, pomo�u
pravila (M ↓) mo�emo izvesti Γ `∅ ∆, odakle, da	e, pomo�u (M ↑), izvodimo
Γ `b

a ∆, za sve a, b ∈ I, i, xtavixe, izvodimo Π `b
a Λ, za sve a, b ∈ I i sve Π, Λ,

koriste�i (⊥).

Lema 2.1.17. Svaka neprotivreqna teorija mo�e se proxiriti do maksi-
malne neprotivreqne teorije.

Dokaz. Neka je T neprotivreqna teorija, i neka je α1, α2, . . . , αn, . . . niz neoz-
naqenih sekvenata, tj. αn je oblika Γn ` ∆n, i za svaki c ∈ I, neka je
αc

1, α
c
2, . . . , α

c
n, . . . niz odgovaraju�ih oznaqenih sekvenata, tj. αc

n je oblika
Γn `c

c ∆n. Neka je, da	e, (Tn) niz teorija definisan induktivno na slede�i
naqin: T0 = T , i Tn+1 = Tn∪{αc1

n }, ukoliko je αc1
n neprotivreqna u odnosu na Tn,

ali, ukoliko nije neprotivreqna, onda: Tn+1 = Tn∪{αc2
n }, ukoliko je αc2

n nepro-
tivreqna u odnosu na Tn, ali, ukoliko nije, onda ... Tn+1 = Tn∪{αcm−1

n }, ukoliko
je αcm−1

n neprotivreqna u odnosu na Tn, i, konaqno, Tn+1 = Tn∪{αcm
n }, inaqe; gde

je {c1, c2, . . . , cm} = I. Naglasimo da kraj�i razultat ove konstrukcije zavisi
od redosleda taqaka c1, c2, . . . , cm skupa I. Neka je

T ′ = ∪n∈ωTn
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Tada, indukcijom po n dokaza�emo da je T ′ jedno maksimalno neprotivreq-
no proxire�e polazne teorije T . Najpre �emo dokazati da ako je Tn nepro-
tivreqna, onda je i Tn+1 neprotivreqna. Jedini interesantan sluqaj je kada
je Tn+1 = Tn ∪ {αcm

n }. Tada, toerija Tn+1 mora biti neprotivreqna zbog prav-
ila ` ∅. Da bismo dokazali da je T ′ maksimalno neprotivreqno proxire�e
teorije T proxiri�emo teoriju T ′ sekventom Γk `b

a ∆k. U sluqaju da je to
pravo proxire�e, mi ve� znamo da teorija Tk+1 ⊂ T ′ sadr�i Γk `c

c ∆k, za neki
c /∈ [a, b], pa je, sledstveno tome, ovo proxire�e protivreqno.

Pokaza�emo da je u ovom sluqaju problem neprotivreqnosti jedne LKprob{
teorije mogu�e svesti na pita�e neprotivreqnosti �enog skupa izvesno doka-
zivih sekvenata, tj. sekvenata oblika Γ `1 ∆:

Lema 2.1.18. LKprob(σ1, . . . , σn) je neprotivreqna akko postoji sekvent Γ `1

∆ koji nije dokaziv u LKprob(σ1, . . . , σn).

Dokaz. Ako je teorija LKprob(σ1, . . . , σn) protivreqna, onda je sekvent Γ `b
a ∆

dokaziv za sve Γ i ∆, i sve a, b ∈ I, pa su, stoga, i svi sekventi oblika Γ `1

∆ dokazivi. Obrnuto, ako su svi sekventi oblika Γ `1 ∆ dokazivi, onda je
`1 tako�e dokaziv, xto znaqi da je teorija LKprob(σ1, . . . , σn) protivreqna,
imaju�i u vidu da je `0 jedna aksioma.

Odavde sledi da se pita�e neprotivreqnosti mo�e tretirati i na tradi-
cionalan naqin:

Posledica 2.1.19. LKprob(σ1, . . . , σn) je protivreqna akko postoji formula
A takva da su oba sekventa `1 A i `1 ¬A dokaziva u LKprob(σ1, . . . , σn).

2.1.4 Saglasnost i potpunost raquna LKprob

U ovom delu rada definixemo pojam kanonskog modela i dokazujemo teoreme
saglasnosti i potpunosti za LKprob{teorije.

Teorema 2.1.20. (Teorema saglasnosti) Ako neka LKprob{teorija ima model,
onda je ona neprotivreqna.
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Dokaz. Indukcijom po du�ini dokaza za svaki sekvent Γ `b
a ∆ koji je dokaziv u

LKprob mo�emo dokazati da je sistem LKprob saglasan. Ova qi�enica sledi
direktno iz naxeg opravdava�a aksioma i pravila izvo�e�a u tvr�e�ima 2.1.9
| 2.1.13. Dakle, svaki skup sekvenata {σ1, . . . , σn} koji je zadovo	en, bi�e i
neprotivreqan u odnosu na LKprob.

Da bismo dokazali potpunost, najpre definixemo pojam kanonskog modela.

Definicija 2.1.21. Neka je Cn(LKprob(σ1, . . . , σn)) skup svih sekvenata ko-
ji su dokazivi u LKprob(σ1, . . . , σn) i neka je ConExt(Cn(LKprob(σ1, . . . , σn)))

klasa svih �egovih maksimalnih neprotivreqnih proxire�a. Tada, za svaki
X ∈ ConExt(Cn(LKprob(σ1, . . . , σn))) ka�emo da je sekvent Γ `b

a ∆ zadovol-
jen u modelu pX , u oznaci |=pX Γ `b

a ∆, ukoliko a ≤ max{c|Γ `1
c ∆ ∈ X} i

b ≥ min{c|Γ `c
0 ∆ ∈ X}.

Oqigledno, ovakva definicija osigurava da preslikava�e pX , koje zavisi
od X, dobije adekvatne vrednosti. U ovom sluqaju imamo:

Lema 2.1.22. |=pX Γ `b
a ∆ akko Γ `b

a ∆ ∈ X.

Dokaz. Iz |=pX Γ `b
a ∆, po prethodnoj definiciji i pravilu monotonosti (M ↑),

imamo Γ `1
a ∆ ∈ X. Sliqno, Γ `b

0 ∆ ∈ X, odakle, po pravilu monotonosti
(M ↓), zak	uqujemo Γ `b

a ∆ ∈ X. Obrnuto, ako Γ `b
a ∆ ∈ X, onda, kako je X

deduktivno zatvoren, po pravilu monotonosti (M ↑), dobijamo Γ `1
a ∆ ∈ X, pa

je a ≤ max{c|Γ `1
c ∆ ∈ X}. Sliqno, Γ `b

0 ∆ ∈ X, pa je b ≥ min{c|Γ `c
0 ∆ ∈ X}.

Sledstveno tome, imamo |=pX Γ `b
a ∆.

Radi sa�etosti, nada	e izostav	amo oznaku X iz pX , i pixemo samo p.
Tako�e imamo:

Lema 2.1.23. Kanonski model je model.

Dokaz. Neka je p bilo koje preslikava�e definisano kao gore na proizvo	nom
maksimalnom neprotivreqnom skupu proizvo	ne LKprob{teorije. Tada:

(1) Imamo da je p(A ` A) = 1, jer je A `1 A aksioma.
(2) Ako je p(AB `) = 1, p(` A) = c1 i p(` B) = c2, tada, po aditivnosti,

izvodimo p(` AB) = p(` A) + p(` B), za bilo koje formule A i B.

35



(3) Iz prethodne leme i tvr�e�a 2.1.1 i 2.1.2, zak	uqujemo da ako su sekventi
Γ ` ∆ i Π ` Λ ekvivalentni u LK, onda sekventi Γ ` ∆ i Π ` Λ imaju iste
verovatno�e u kanonskom modelu.

Teorema 2.1.24. (Teorema potpunosti) Svaka neprotivreqna LKprob{teo-
rija ima model.

Dokaz. Imaju�i u vidu da svaka neprotivreqna LKprob{teorija mo�e biti
proxirena do maksimalne neprotivreqne LKprob{teorije, i da je takva jed-
na opisana upravo kao kanonski model, dovo	no je dokazati da za svaku ne-
protivreqnu teoriju postoji jedan svet kanonskog modela koji zadovo	ava tu
teoriju.

2.2 Verovatnosni raqun sekvenata LKprob(ε)

Ovaj deo teksta je bitno baziran na objav	enom qlanku [16], i saopxte�ima
[17] i [18] autora.

U ve�ini empirijskih istra�iva�a zak	uqak se mo�e svesti na oblik 'skup
zak	uqaka ∆ sledi iz skupa hipoteza Γ u m od n sluqajeva', pri qemu su najzna-
qajniji iskazi oni za koje tvrdimo da su taqni sa visokom verovatno�om, dok
se klasiqna logika bavi iskazima oblika 'skup zak	uqaka ∆ sledi iz skupa
hipoteza Γ', odnosno 'Γ ` ∆'. Nax ci	 je da formalizujemo sistem u kome �e
iskazi imati formu 'Γ ` ∆ sa verovatno�om najma�e p', i u te svrhe defin-
ixemo verovatnosni raqun sekvenata LKprob(ε) kao proxire�e Gentzen{ovog
klasiqnog iskzanog raquna sekvenata LK. U raqunu LKprob(ε) sekventi su
oblika Γ `n ∆, sa znaqe�em 'verovatno�a sekventa Γ ` ∆ pripada intervalu
[1− nε, 1]'.

2.2.1 Aksiome i pravila izvo�e�a u LKprob(ε)

Svakom ε > 0 oblika ε = 1
k
, za k ∈ N, pridru�ujemo verovatnosni raqun

LKprob(ε) nad iskaznim formulama na slede�i naqin. Svaki sekvent Γ ` ∆

iz LK definixe sekvente u LKprob(ε) oblika Γ `n ∆, gde je n ∈ N. Iskazne
formule se grade nad iskaznim jezikom, kao u Definiciji 1.1.1. Za bilo koje
reqi Γ i ∆, i bilo koji n ∈ N, takav da je [1−nε, 1] ⊆ [0, 1], Γ `n ∆ je sekvent u
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LKprob(ε). U sluqaju da je nε ≥ 1, po definiciji uzimamo da je 1−nε jednako
0.

U nastavku slede aksiome i dve grupe pravila izvo�e�a { strukturna i
logiqka, raquna sekvenata LKprob(ε).

Aksiome raquna LKprob(ε) su

A `0 A

Γ `k ∆,

za proizvo	ne reqi Γ i ∆, i proizvo	nu formulu A.
Strukturna pravila LKprob(ε) su:

permutacija:

kontrakcija:

slab	e�e:

ΓABΠ `n ∆

ΓBAΠ `n ∆
(P `)

ΓAA `n ∆

ΓA `n ∆
(C `)

Γ `n ∆

ΓA `n ∆
(W `)

Γ `n ∆ABΛ

Γ `n ∆BAΛ
(` P )

Γ `n AA∆

Γ `n A∆
(` C)

Γ `n ∆

Γ `n A∆
(` W )

pravilo seqe�a:
Γ `n A∆ ΠA `m Λ

ΓΠ `m+n ∆Λ
(cut)

dva specifiqna pravila koja se tiqu monotonosti:

Γ `n ∆

Γ `m ∆
(M ↑)

za sve m (m ≥ n), i aditivnost:

AB `0 `m A `n B

`m+n−k AB
(ADD)

gde je kε = 1.
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Logiqka pravila raquna LKprob(ε) su slede�a:

Γ `n A∆

Γ¬A `n ∆
(¬ `)

ΓAB `n ∆

ΓA ∧B `n ∆
(∧ `)

ΓA `n ∆ ΓB `m ∆

ΓA ∨B `m+n ∆
(∨ `)

Γ `n A∆ ΠB `m Λ

ΓΠA → B `m+n ∆Λ
(→`)

ΓA `n ∆

Γ `n ¬A∆
(` ¬)

Γ `n A∆ Γ `m B∆

Γ `m+n A ∧B∆
(` ∧)

Γ `n AB∆

Γ `n A ∨B∆
(` ∨)

ΓA `n B∆

Γ `n A → B∆
(`→)

Prethodno predstav	ena pravila mogu se direktno opravdati korix�e�em
Boole{ove i Bonferroni{jeve nejednakosti.

Definicija 2.2.1. LKprob(ε)|teorija nad sekventima σ1, . . . , σm, oznaqe-
nu sa LKprob(ε)(σ1, . . . , σm), je proxire�e raquna sekvenata LKprob(ε) novim
sekventima σi oblika Γi `ni ∆i (1 ≤ i ≤ m), koji se tretiraju kao dodatne
aksiome u sistemu.

Definicija 2.2.2. Dokazi u LKprob(ε)(σ1, . . . , σm) imaju formu drveta, gde
su poqetni qvorovi aksiome i svako grana�e je u skladu sa pravilima izvo�e�a
sistema LKprob(ε).

Definicija 2.2.3. Sekvent Γ `n ∆ je dokaziv u LKprob(ε)(σ1, . . . , σm) ako
postoji drvo dokaza u LKprob(ε)(σ1, . . . , σm) koje se zavrxava sekventom Γ `n

∆.

Sada �emo navesti primere koji opisuju dokaze u naxem sistemu. Prva dva
primera sadr�e interpretaciju formula, dok su druga dva uopxtenija.

Primer 2.2.4. Neka formule A, B, C, D i E imaju slede�u interpretaci-
ju: A{ispitanik je �enskog pola, B{ispitanik je visokoobrazovan, C{
ispitanik je magistar ili doktor nauka, D{ispitanik ima visoka prima�a,
E{ispitanik poseduje bar jednu nekretninu. Anketria�em odre�enog broja
ispitanika dobijenu su slede�i rezultati: (i) verovatno�a da ispitanik
ima visoka prima�a, ako je �enskog pola i visokoobrazovan je bar 0.873, (ii)

verovatno�a da ispitanik poseduje bar jednu nekretninu ukoliko je �enskog
pola i visokoobrazovan iznosi bar 0.794 i (iii) verovatno�a da ispitanik nije
magistar ili doktor nauka ukoliko je �enskog pola je bar 0.951. Prethodni
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iskazi predstav	aju dodatne aksiome naxeg sistema LKprob(10−3), i mogu
se zapisati u slede�em obliku: (i) AB `127 D, (ii) AB `206 E i (iii) A `49 ¬C.
Iz dokaza

AB `127 D AB `206 E

AB `333 D ∧ E
(` ∧)

A `49 ¬C

AC `49
(¬ `)

AC `49 D ∧ E
(` W )

A(B ∨ C) `382 D ∧ E
(∨ `)

zak	uqujemo da verovatno�a da osoba �enskog pola koja je visokoobrazovana
ili je magistar ili doktor nauka poseduje bar jednu nekretninu i ima visoka
prima�a iznosi najma�e 1− 382 · 10−3 = 0.618.

Napomenimo da je nax sistem posebno koristan u sluqajevima kada nam
nije dostupna cela baza sa podacima istra�iva�a ili ankete, nego su dos-
tupni isk	uqivo zak	uqci (u ovom primeru to su hipoteze (i), (ii) i (iii)).

Primer 2.2.5. Neka formule A, B, C, D, E, F i G respektivno predstav	a-
ju slede�e simptome i dijagnoze: kaxa	, kijavica, osip na ko�i, alergija 1,
alergija 2, prehlada i grip. Pretpostavimo da se u n baza nalaze informa-
cije o pacijentima tokom n godina, i da te informacije qine slede�i skup
hipoteza B `5 D, BG `10 E, A `3 FG i AC `8 (D ∧ E)F , gde je ε = 10−2.
Hipoteza B `5 D znaqi da je verovatno�a da pacijent ima alergiju 1 ukoliko
ima kijavicu bar 0.95. Ukoliko �elimo da izraqunamo verovatno�u da paci-
jent ima obe alergije (D ∧ E) ili da je prehla�en (F ) ukoliko kax	e (A) i,
kija ili ima osip (B ∨ C), to mozehmo uraditi u LKprob(10−2) na slede�i
naqin:

B `5 D

AB `5 DF
(W `,` W )

A `3 FG BG `10 E

AB `13 FE
(cut)

AB `18 (D ∧ E)F
(∧ `)

AC `8 (D ∧ E)F

A(B ∨ C) `26 (D ∧ E)F
(` ∨)

Dakle, zak	uqujemo da pomenuta verovatno�a pripada intervalu [1−26ε, 1] =

[0.74, 1].

Primer 2.2.6. U ovom primeru prikaza�emo kako pravilo aditivnosti
pove�ava verovatno�u, odnosno su�ava interval. Neka su dodatne aksiome u
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LKprob(10−1): `6 A, `8 B, `7 C, AB `0, A∨BC `0 i ΓA∨B `1 ∆. Dokaza�emo
da verovatno�a sekventa Γ ` C∆ pripada intervalu [0.8, 1].

AB `0 `6 A `8 B

`4 A ∨B
(ADD)(` ∨)

`7 C A ∨BC `0

`1 A ∨BC
(ADD)(` ∨)

ΓA ∨B `1 ∆

Γ `2 C∆
(cut)

Primer 2.2.7. U ovom primeru koristi�emo pravila (` ∧), (¬ `) i (→`).
Neka su dodatne aksiome u LKprob(10−2): Γ `3 A∆, Γ `10 C i Π `7 ΛB. Tada
imamo

Γ `3 A∆

Γ`10C
Γ`10C∆

(` W )

Γ `13 A ∧ C∆
(` ∧)

Π `7 ΛB

Π `7 BΛ
(` P )

Π¬B `7 Λ
(¬ `)

ΓΠ(A ∧ C → ¬B) `20 ∆Λ
(→`)

i zak	uqujemo da je verovatno�a sekventa ΓΠ(A ∧ C → ¬B) ` ∆Λ bar 0.8.

2.2.2 Modeli i saglasnost pravila izvo�e�a

Sada �emo definisati modele za LKprob(ε) i dokazati tvr�e�a koja se tiqu
saglasnosti pravila izvo�e�a.

Definicija 2.2.8. Neka je I = {1 − nε|n ∈ N}. Model za LKprob(ε) je
preslikava�e p : Seq → I ∩ [0, 1] koje zadovo	ava slede�e uslove:

(i) p(A ` A) = 1, za svaku formulu A;
(ii) ako je p(AB `) = 1, onda je p(` AB) = p(` A) + p(` B), za sve formule

A i B;
(iii) ako su sekventi Γ ` ∆ i Π ` Λ ekvivalentni u LK, u smislu da postoje

dokazi za sekvente
∧

Γ → ∨
∆ ` ∧

Π → ∨
Λ i

∧
Π → ∨

Λ ` ∧
Γ → ∨

∆ u LK,
onda je p(Γ ` ∆) = p(Π ` Λ).

Napomenimo da se prethodno navedeni uslovi mogu povezati sa Carnap{ovim
[28] i Popper{ovim [93] aksiomama verovatno�e formula, koje su varijacija
aksioma predstav	enih od strane Leblanc{a i van Fraassen{a (v. [66], [67] i
[65]).
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Definicija 2.2.9. Sekvent Γ `n ∆ je zadovo	en u modelu p, u oznaci |=p

Γ `n ∆, ako va�i p(Γ ` ∆) ≥ 1−nε. Sekvent Γ `n ∆ je va	an ako je zadovo	en
u svakom modelu, u oznaci |= Γ `n ∆.

Imaju�i u vidu tvr�e�a 2.1.8 i 2.1.10, navodimo jox neke osobine preslika-
va�a p koje �e kasnije biti korix�ene u dokazu teoreme potpunosti.

Lema 2.2.10. Aksiome sistema LKprob(ε) su va	ane.

Dokaz. |=p A `0 A va�i jer je p(A ` A) = 1. Tako�e, |=p Γ `k ∆ va�i, jer je
p(Γ ` ∆) ∈ [0, 1].

Lema 2.2.11. Za sve formule A, B, Γ, ∆, Π i Λ, va�i:
(a) ako je p(Γ ` A∆) ≥ 1− nε i p(Γ ` B∆) ≥ 1−mε, onda je

p(Γ ` A ∧B∆) ≥ 1− (m + n)ε;

(b) ako je p(ΓA ` ∆) ≥ 1− nε i p(ΓB ` ∆) ≥ 1−mε, onda je

p(ΓA ∨B ` ∆) ≥ 1− (m + n)ε;

(c) ako je p(Γ ` A∆) ≥ 1− nε i p(ΠB ` Λ) ≥ 1−mε, onda je

p(ΓΠA → B ` ∆Λ) ≥ 1− (m + n)ε.

Dokaz. (c) Neka je p(Γ ` A∆) ≥ 1− nε i p(ΠB ` Λ) ≥ 1−mε, onda

p(ΓΠA → B ` ∆Λ) = p(` (A ∧ ¬B)∆Λ¬(
∧

Γ)¬(
∧

Π)) =

= p(` (A ∨∆ ∨ Λ ∨ ¬(
∧

Γ) ∨ ¬(
∧

Π)) ∧ (¬B ∨∆ ∨ Λ ∨ ¬(
∧

Γ) ∨ ¬(
∧

Π))) =

= p(` A∆Λ¬(
∧

Γ)¬(
∧

Π)) + p(` ¬B∆Λ¬(
∧

Γ)¬(
∧

Π))−
−p(` A¬B∆Λ¬(

∧
Γ)¬(

∧
Π)) ≥

≥ p(` A∆¬(
∧

Γ)) + p(` ¬BΛ¬(
∧

Π))− 1 =

= p(Γ ` A∆) + p(ΠB ` Λ)− 1

Dakle, p(ΓΠA → B ` ∆Λ) ≥ 1− (m + n)ε.
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U slede�oj lemi predstav	amo verovatnosne verzije pravila modus ponens,

modus tollens i hipotetiqkog silogizma, xto kasnije koristimo u dokazu sa-
glasnosti pravila seqe�a.

Lema 2.2.12. (a) (T. Hailperin [52]) (Verovatnosna verzija pravila modus po-

nens) Ako je p(` A) ≥ 1− iε i p(A ` B) ≥ 1−mε, onda

p(` B) ≥ 1− (i + m)ε

(b) (C. G. Wagner [115]) (Verovatnosna verzija pravila modus tollens) Ako
je p(A ` B) ≥ 1−mε i p(` B) ≥ 1− jε, onda

p(A `) ≥ 1− (j + m)ε

(c) (M. Boriqi� [16]) (Verovatnosna verzija pravila hipotetiqkog silo-
gizma) Ako je p(` A) ≥ 1− iε, p(` B) ≥ 1− jε i p(` C) ≥ 1− kε, onda

p(A ` C) ≥ 1− (j + k)ε

(d) (M. Boriqi� [16]) (Verovatnosna verzija pravila hipotetiqkog silo-
gizma) Ako je p(A ` B) ≥ 1−mε i p(B ` C) ≥ 1− nε, onda

p(A ` C) ≥ 1− (m + n)ε

Granice u (a), (b), (c) i (d) su najbo	e mogu�e.

Dokaz ove leme se mo�e dobiti kao neposredna posledica Leme 2.1.12.
Napomenimo da Wagner [115] istiqe razliku izme�u Hailperin{ovog [51] i [52],

i Suppes{ovog [105] pristupa. T. Hailperin je u [51] razvio metod za raquna�e
najbo	ih granica verovatno�e logiqke funkcije, zasnovan na metodama lin-
earnog programira�a. Po �emu, M. Fréchet [41] je prvi dokazao da su poznate
nejednakosti Boole{a i Bonferroni{ja sa najbo	im mogu�im granicama.

Delovi (c) i (d) iz prethodne leme predstav	aju uopxte�e Suppes{ovog
(verovatnosna verzija pravila modus ponens) i Wagner{ovog (verovatnosna
verzija pravila modus tollens) rezultata. Tako�e, kao direktnu posledicu
prethodne leme dobijamo saglasnost pravila seqe�a:
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Lema 2.2.13. Ako p(Γ ` A∆) ≥ 1−mε i (ΠA ` Λ) ≥ 1− nε, onda

p(ΓΠ ` ∆Λ) ≥ 1− (m + n)ε.

2.2.3 Pojam neprotivreqnosti

S obzirom da negacija sekventa u jeziku ne postoji, pojam protivreqnosti se
definixe na naqin koji nije tradicionalan.

Definicija 2.2.14. Teorija LKprob(ε)(σ1, . . . , σn) je neprotivreqna ako i
samo ako postoji sekvent Γ `0 ∆ koji nije dokaziv u LKprob(ε)(σ1, . . . , σn). U
suprotnom, ka�emo da je protivreqna.

U sluqaju da je teorija protivreqna, svaki sekvent je dokaziv.

Definicija 2.2.15. Neprotivreqna teorija je maksimalna ako i samo ako je
svako �eno pravo proxire�e protivreqna teorija.

Sledi Lema o maksimalnoj neprotivreqnoj teoriji, koju koristimo u dokazu
potpunosti raquna LKprob(ε) u odnosu na opisane modele.

Lema 2.2.16. Svaka neprotivreqna teorija se mo�e proxiriti do maksi-
malne neprotivreqne teorije.

Dokaz. Neka je T neprotivreqna teorija i neka je α0, α1, . . . , αn, . . . niz sekve-
nata iz LKprob, preciznije: αn je sekvent Γn ` ∆n. Neka je za svaki
k ∈ {0, 1, . . . ,m}, pri qemu je m = min{p|p ∈ N i 1 − pε ≤ 0}, αk

n niz sekve-
nata sa labelom, tj. αk

n je Γn `k ∆n. Za svaki n ∈ {0, 1, . . . }, definixemo
teoriju Tn na slede�i naqin: T0 = T , i Tn+1 = Tn ∪ {α0

n} ako je neprotivreq-
na, u suprotnom, Tn+1 = Tn ∪ {α1

n} ako je neprotivreqna, u suprotnom, . . . ,
Tn+1 = Tn ∪ {αm−1

n }, u suprotnom, Tn+1 = Tn ∪ {αm
n }. Imaju�i u vidu prethodnu

konstrukciju, sledi da je teorija T ′ = ∪n∈N Tn tako�e neprotivreqna. Teorija
T ′ je istovremeno i maksimalno neprotivreqno proxire�e teorije T . Pret-
postavimo da teoriji T ′ dodamo sekvent Γk `t ∆k. Ako je sekvent Γk `s ∆k, za
neki s < t, ve� pripada teoriji T ′, onda koriste�i pravilo monotonosti (M ↑),
izvodimo sekvent Γk `t ∆k, xto znaqi da T ′∪{Γk `t ∆k} nije pravo proxire�e
teorije T ′. U sluqaju da nijedan sekvent Γk `s ∆k, za s < t, ne pripada teoriji
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T ′, imaju�i u vidu definiciju teorije T ′, ona sadr�i sekvent Γk `l ∆k za neki
l > t. Me�utim, to nije mogu�e, jer bi to znaqilo da je teorija Tk ∪ {Γk `t ∆k}
protivreqna, i samim tim bi i teorija T ′ ∪ {Γk `t ∆k} bila protivreqna.

2.2.4 Saglasnost i potpunost raquna LKprob(ε)

Koriste�i Leme 2.1.8, 2.1.10, 2.2.10, 2.2.11, 2.2.12 i 2.2.16, u ovom delu �emo
dokaziti saglasnost i potpunost LKprob(ε){teorije. Tako�e, u dokazu bi�e
konstruisan i kanonski model.

Teorema 2.2.17. LKprob(ε){teorija ima model ako i samo ako je nepro-
tivreqna.

Dokaz. Saglasanost sledi direktno iz Lema 2.1.8, 2.1.10, 2.2.10, 2.2.11 i
2.2.12. Potpunost se dokazuje na slede�i naqin: Pretpostavimo da je teori-
ja LKprob(ε)(σ1, . . . , σn) neprotivreqna. Sada �emo konstruisati kanonski
model. Neka je CE(LKprob(σ1, . . . , σn)) klasa svih maksimalnih neprotivreq-
nih proxire�a skupa svih sekvenata dokazivih u LKprob(ε)(σ1, . . . , σn). Za
proizvo	an X ∈ CE(LKprob(ε)(σ1, . . . , σn)) definixemo |=pX Γ `m ∆ ako i
samo ako 1−mε ≤ pX(Γ ` ∆), gde je pX(Γ ` ∆) = 1− ε ·min{n|Γ `n ∆ ∈ X}, sa
znaqe�em |=pX Γ `m ∆ ako i samo ako m ≥ min{n|Γ `n ∆ ∈ X}. Iz prethodne
definicije i pravila monotonosti (M ↑) mo�emo zak	uqiti da je |=pX Γ `m ∆

ako i samo ako Γ `m ∆ ∈ X, xto predtav	a karakteristiqnu osobinu kanon-
skog modela. Tako�e, primetimo da ovako konstruisan kanonski model jeste
model, jer va�i: (i) p(A ` A) = 1, zato xto je A `0 A aksioma; (ii) ako je
p(AB `) = 1, onda je p(` AB) = p(` A) + p(` B), za sve formule A i B, zbog
pravila aditivnosti; (iii) da jednakost p(Γ ` ∆) = p(Π ` Λ), gde su sekventi
Γ ` ∆ i Π ` Λ ekvivalentni u LK, va�i zak	uqujemo iz slede�eg razmatra�a.
Iz Leme 2.2.12(a) sledi da ako su `n A i A `0 B dokazivi u LKprob(ε), onda je
i `n B dokaziv u LKprob(ε). Konaqno, kako je X maksimalan neprotivreqan
skup, a svaka neprotivreqna teorija se mo�e proxiriti do maksimalne nepro-
tivreqne teorije, postoji model za LKprob(ε).
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2.3 Verovatnosni raqun prirodnih dedukcija
NKprob

U ovom poglav	u predstav	amo verovatnosnu logiku zasnovanu na klasiq-
noj logici iskaza koja omogu�ava rad sa formulama oblika A[a, b] sa znaqe-
�em 'verovatno�a c istinitosti iskaza A pripada intervalu [a, b]'. Sistem
NKprob, za svaki veznik, sadr�i bar po jedno pravilo izvo�e�a za uvo�e�e,
i bar po jedno za eliminaciju veznika, pri qemu su granice najbo	e mogu�e.
Tako�e, definixemo i modele inspirisane Carnap–Popper{ovim pristupom (v.
[28], [93], [66], [65]) u odnosu na koje je sistem potpun i saglasan. Izlaga�e je
bitno bazirano na autorovom qlanku [24].

2.3.1 Aksiome i pravila izvo�e�a u NKprob

Skup iskaznih formula definixemo induktivno nad prebrojivim skupom
iskaznih slova i osnovnih veznika: ¬, ∧, ∨ i →. Skup I je konaqan pod-
skup skupa [0, 1], koji sadr�i 0 i 1, zatvoren za sabira�e, tj. a + b predstav	a
min(1, a + b), a a + b − 1 predstav	a max(0, a + b − 1). Primer takvog skupa
je I = {0, 1

n
, 2

n
, . . . , n−1

n
, 1}, za svaki n ∈ N. Primetimo da je presek svaka dva

takva skupa, tako�e takav skup.

Definicija 2.3.1. Za svaku iskaznu formulu A i sve a, b ∈ I, objekat A[a, b]

se naziva verovatnosnom formulom.

Specijalni sluqajevi verovatnosne formule A[a, b] su A[a, a], za a = b, i
A∅, za b < a. Napomenimo da A[a, b] predstav	a A[c, c], za neki c ∈ [a, b]. Kako
je I konaqan, svaka iskazna formula A generixe konaqan skup verovatnosnih
formula A[a, b], a, b ∈ I. Kombinova�e verovatnosnih formula posredstvom
iskaznih veznika nije dozvo	eno u sistemu NKprob.

Aksiome sistema NKprob su A[1, 1], za svaku formulu A koja je dokaziva u
klasiqnoj logici iskaza.

Pravila izvo�e�a sistema NKprob su slede�a, i odnose se na uvo�e�e,
odnosno eliminaciju:
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konjunkcije:

A[a, b] B[c, d]

(A ∧B)[a + c− 1, min(b, d)]
(I∧)

A[a, b] (A ∧B)[c, d]

B[c, 1 + d− a]
(E∧)

disjunkcije:

A[a, b] B[c, d]

(A ∨B)[max(a, c), b + d]
(I∨)

A[a, b] (A ∨B)[c, d]

B[c− b, d]
(E∨)

implikacije:

A[a, b] B[c, d]

(A → B)[max(1− b, c), 1− a + d]
(I →)

A[a, b] (A → B)[c, d]

B[a + c− 1, d]
(E1 →)

B[a, b] (A → B)[c, d]

A[1− d, 1− c + b]
(E2 →)

negacije:
A[a, b]

(¬A)[1− b, 1− a]
(I¬)

(¬A)[a, b]

A[1− b, 1− a]
(E¬)

pravilo aditivnosti:

A[a, b] B[c, d] (A ∧B)[e, f ]

(A ∨B)[a + c− f, b + d− e]
(ADD)

koje se mo�e posmatrati kao dodatni naqin tretira�a pravila (E∧) i (I∨),
dva pravila monotonosti:

A[a, b] A[c, d]

A[max(a, c), min(b, d)]
(M ↓) A[a, b]

A[c, d]
(M ↑)

gde se u pravilu (M ↑) pretpostav	a da je [a, b] ⊆ [c, d] i, konaqno, dva pravila
koja se tiqu protivreqnosti:

[A[c1, c1]]

A∅
[A[c2, c2]]

A∅ . . .
[A[cm, cm]]

A∅
A∅ (I∅) A∅

B[a, b]
(E∅)

za sve iskazne formule A i B, i sve a, b ∈ I = {c1, c2, . . . cm}.
Pravila (E1 →) i (E2 →) su zapravo ve� poznate verovatnosne verzije prav-

ila modus ponens i modus tollens (v. [52], [115]), i jedno se mo�e izvesti iz dru-
gog i obrnuto. Tako�e, iz A[a, b] i A[c, d], pomo�u pravila (M ↓), izvodimo A∅,
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u sluqaju [a, b] ∩ [c, d] = ∅. Formula A∅ vezana je za protivreqnost sistema, o
qemu �e biti reqi kasnije. Pravilo (I∅) garantuje da se, za svaku iskaznu for-
mulu A, verovatnosna formula A[0, 1] mo�e tretirati kao aksioma u NKprob,
sa znaqe�em da je A[c, c] zadovo	ena, za neki c ∈ [0, 1]. Pravilo (E∅) omogu�ava
tretira�e protivreqnosti na tradicionalan naqin.

Izvo�e�e iz hipoteza definixemo na klasiqan naqin, induktivno:

Definicija 2.3.2. Formula A[a, b] se mo�e izvesti iz skupa hipoteza Γ u
NKprob ako postoji konaqan niz verovatnosnih formula koji se zavrxava sa
A[a, b], takav da je svaka od �ih aksioma, pripada Γ ili je dobijena primenom
nekog NKprob|pravila na neke od prethodnih formula u nizu.

Specijalno, duple linije koje se pojav	uju u pravilu (I∅) predstav	aju
upravo definisano izvo�e�e. Zapravo, svako pojav	iva�e [A[c, c]] znaqi da
je mogu�e izostaviti A[c, c] iz skupa hipoteza Γ. Preciznije, u ovom sluqaju
skup hipoteza se dobija brisa�em nekih (ili nijednog, ili svih) pojav	iva�a
formule A[c, c], ukoliko postoje.

Alternativan naqin predstav	a�a pravila izvo�e�a u NKprob je pomo�u
sekvenata. Na primer, pravila (I∨), (E∨) i (I∅) bi imala slede�u formu:

Γ ` A[a, b] ∆ ` B[c, d]

Γ ∪∆ ` (A ∨B)[max(a, c), b + d]
(I∨)

Γ ` A[a, b] ∆ ` (A ∨B)[c, d]

Γ ∪∆ ` B[c− b, d]
(E∨)

Γ1 ` A∅ Γ2 ` A∅ . . . Γm ` A∅
(Γ1 \ A[c1, c1]) ∪ (Γ2 \ A[c2, c2]) ∪ · · · ∪ (Γm \ A[cm, cm]) ` A∅(I∅)

Pokaza�emo da su svake dve formule koje su me�usobno ekvivalentne u kla-
siqnoj logici, ekvidokazive sa istim intervalima u NKprob.

Lema 2.3.3. Za sve iskazne formule A i B, ako je A ↔ B dokaziva u klasiqnoj
logici, i A[a, b] dokaziva u NKprob, onda je B[a, b] dokaziva u NKprob.

Dokaz. Primetimo da ukoliko je A ↔ B dokaziva u klasiqnoj logici, onda, po
definiciji, formule (A → B)[1, 1] i (B → A)[1, 1] su aksiome u NKprob. Iz
A[a, b] i (A → B)[1, 1], pomo�u pravila modus ponens (E1 →), izvodimo B[a, 1].
Sa druge strane, iz A[a, b] i (B → A)[1, 1], pomo�u pravila modus tollens (E2 →),
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izvodimo B[0, b]. Konaqno, iz B[a, 1] i B[0, b], koriste�i pravilo monotonosti
(M ↓), izvodimo B[a, b].

Direktno iz prethodne Leme sledi:

Posledica 2.3.4. Ako za iskazne formule A i B va�i, ako je A ↔ B dokaziva
u klasiqnoj logici, i A[a, a] dokaziva u NKprob, onda je B[a, a] dokaziva u
NKprob.

Navodimo jedan primer izvo�e�a u NKprob.

Primer 2.3.5. U ovom primeru predstav	amo izvo�e�e formule ((A ∨ C) ∧
E)[0.3, 0.8] iz hipoteza ¬B[0.2, 0.3], (A → B)[0.8, 1], C[0.5, 0.8], D[0.9, 1],
E[0.7, 0.8] i (A ∧ C ∧ E)[0.1, 0.4]. Primenom pravila za eliminaciju negaci-
je i implikacije, dobijamo:

¬B[0.2, 0.3]

B[0.7, 0.8]
(E¬)

(A → B)[0.8, 1]

A[0.5, 1]
(E2 →)

Zatim, koriste�i prethodno izvedenu formulu i primenom pravila za eli-
minaciju konjunkcije i aditivnosti izvodimo:

A[0.5, 1] C[0.5, 0.8]

D[0.9, 1] (A ∧ C ∧D)[0.1, 0.4]

(A ∧ C)[0, 0.4]
(E∧)

A ∨ C[0.6, 1]
(ADD)

Konaqno, iz prethodnog izvo�e�a i hipoteze E[0.7, 0.8], dobijamo:

(A ∨ C)[0.6, 1] E[0.7, 0.8]

((A ∨ C) ∧ E)[0.3, 0.8]
(I∧)

2.3.2 NKprob{teorije

U ovom poglav	u definixemo pojam neprotivreqne teorije i dokazujemo teo-
remu o maksimalnoj neprotivreqnoj teoriji, koja predstav	a bazu za dokaz
teoreme potpunosti u slede�em poglav	u.
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Definicija 2.3.6. Pod NKprob{teorijom (ili samo teorijom), u oznaci
NKprob(A1[a1, b1], . . . , An[an, bn]), podrazumevamo skup formula koje se mogu
izvesti iz skupa hipoteza A1[a1, b1], . . . , An[an, bn].

Definicija 2.3.7. Teorija NKprob(A1[a1, b1], . . . , An[an, bn]) je protivreqna
ako postoji iskaz A takav da su verovatnosne formule A[a, b] i A[c, d] dokazive
u NKprob(A1[a1, b1], . . . , An[an, bn]), i [a, b] ∩ [c, d] = ∅. U suprotnom, ka�emo
da je teorija neprotivreqna. Neprotivreqnu teoriju nazivamo maksimalnom
neprotivreqnom teorijom ukoliko je svako �eno pravo proxire�e protivreq-
no.

Lema 2.3.8. Svaka neprotivreqna teorija se mo�e proxiriti do maksi-
malne neprotivreqne teorije.

Dokaz. Neka je T neprotivreqna teorija, neka je A0, A1, . . . , An, . . . niz svih
iskaznih formula, i za svaki c ∈ I, neka je A0[c, c], A1[c, c], . . . , An[c, c], . . . niz
odgovaraju�ih verovatnosnih formula. Neka je (Tn) niz teorija definisan
induktivno na slede�i naqin: T0 = T , i Tn+1 = Tn ∪ {An[c1, c1]}, ako je ne-
protivreqna, a ukoliko je protivreqna, onda: Tn+1 = Tn ∪ {An[c2, c2]}, ako je
neprotivreqna, a ukoliko je protivreqna, onda ... Tn+1 = Tn ∪ {An[cm−1, cm−1]},
ako je neprotivreqna, i konaqno, Tn+1 = Tn ∪ {An[cm, cm]}, inaqe; gde je
{c1, c2, . . . , cm} = I. Primetimo da konaqan rezultat prethodne konstrukcije
zavisi od redosleda taqaka c1, c2, . . . , cm. Neka je

T ′ = ∪n∈ωTn

Tada �emo indukcijom po n dokazati da je T ′ maksimalno neprotivreqno
proxire�e teorije T . Prvo �emo dokazati da ako je Tn neprotivreqna, onda je
i Tn+1 neprotivreqna. Jedini interesantan sluqaj je Tn+1 = Tn ∪ {An[cm, cm]},
i on je opravdan pravilom (I∅). Kako bismo dokazali da je T ′ maksimalno
neprotivreqno proxire�e teorije T , proxiri�emo teoriju T ′ verovatnosnom
formulom Ak[a, b]. Ukoliko je to pravo proxire�e, ve� imamo da teorija
Tk+1 ⊂ T ′ sadr�i Ak[c, c] za neki c /∈ [a, b], xto znaqi da bi ovo proxire�e
bilo protivreqno.
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2.3.3 Modeli, saglasnost i potpunost

Modeli u NKprob, koje �emo opisati u ovom poglav	u, su inspirisani Carnap{
ovim i Popper{ovim pristupom (v. [28], [93], [66], [65]), tj. aksiome modela su u
gruboj korespodenciji sa �ihovim aksiomama verovatno�e iskaza.

Definicija 2.3.9. Neka je For skup svih iskaznih formula i I konaqan pod-
skup skupa [0, 1] zatvoren za sabira�e, koji sadr�i 0 i 1. Tada se preslika-
va�e p : For → I naziva NKprob{modelom (ili samo modelom), ako zadovo	ava
slede�e uslove:

(i) p(>) = 1 i p(⊥) = 0

(ii) ako je p(A ∧B) = 0, onda p(A ∨B) = p(A) + p(B);
(iii) ako je A ↔ B u klasiqnoj logici, onda p(A) = p(B).

Saglasnost pravila aditivnosti i monotonosti opravdava slede�a Lema:

Lema 2.3.10. (a) p(A) + p(B) = p(A ∨B) + p(A ∧B)

(b) Ako je A → B u klasiqnoj logici, onda je p(A) ≤ p(B).

Dokaz. (a) Iz p(A) = p((A∧¬B)∨ (A∧B)) = p(A∧¬B)+p(A∧B) i p(A∨B) =

p((A∧¬B)∨B) = p(A∧¬B)+p(B) izvodimo p(A)+p(B) = p(A∧B)+p(A∨B).
(b) p(B) = p(¬A∨B)+p(¬A∧B)−p(¬A) = p(¬A∨B)+p(¬A∧B)−1+p(A) ≥

p(A), jer je p(A → B) = p(¬A ∨B) = 1.

Definicija 2.3.11. Ka�emo da je verovatnosna formula A[a, b] zadovo	ena
u modelu p, u oznaci |=p A[a, b] ako i samo ako je a ≤ p(A) ≤ b. Formula A[a, b]

je va	ana ako i samo ako je zadovo	ena u svakom modelu, u oznaci |= A[a, b].

Saglasnost pravila za uvo�e�e veznika dokazana je u slede�oj Lemi:

Lema 2.3.12. (a) p(A) + p(B)− 1 ≤ p(A ∧B) ≤ min(p(A), p(B))

(b) max(p(A), p(B)) ≤ p(A ∨B) ≤ p(A) + p(B)

(c) max(1− p(A), p(B)) ≤ p(A → B) ≤ 1− p(A) + p(B)

(d) p(¬A) = 1− p(A)

Granice u (a), (b), i (c) su najbo	e mogu�e.

Dokaz. (a) Iz prethodne leme imamo p(A ∧ B) = p(A) + p(B) − p(A ∨ B) ≥
p(A)+p(B)−1. Tako�e va�i p(A) = p((A∧B)∨(A∧¬B)) = p(A∧B)+p(A∧¬B),
odnosno p(A ∧B) = p(A)− p(A ∧ ¬B) ≤ p(A). Sliqno, p(A ∧B) ≤ p(B).
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(b) p(A ∨ B) = p(A) + p(¬A ∧ B) ≥ p(A), i sliqno va�i p(A ∨ B) ≥ p(B).
Gor�a granica se dobija iz p(A ∨B) = p(A) + p(B)− p(A ∧B) ≤ p(A) + p(B).

(c) Ova nejednakost sledi iz p(A → B) = p(¬A ∨B) i dela (b).
(d) 1 = p(>) = p(A ∨ ¬A) = p(A) + p(¬A).

Saglasnost pravila za eliminaciju veznika dokazana je u slede�oj Lemi:

Lema 2.3.13. (a) Ako je a ≤ p(A) ≤ b i c ≤ p(A ∧ B) ≤ d, onda je c ≤ p(B) ≤
d + 1− a.

(b) Ako je a ≤ p(A) ≤ b i c ≤ p(A ∨B) ≤ d, onda je c− b ≤ p(B) ≤ d.
(c) Ako je a ≤ p(A) ≤ b i c ≤ p(A → B) ≤ d, onda je a + c− 1 ≤ p(B) ≤ d.
(d) Ako je a ≤ p(¬B) ≤ b i c ≤ p(A → B) ≤ d, onda je a + c− 1 ≤ p(¬A) ≤ d.
Granice u (a), (b), (c) i (d) su najbo	e mogu�e.

Dokaz. (a) Va�i p(B) = p(A ∧ B) + p(¬A ∧ B) ≥ c i p(B) = p(A ∨ B) + p(A ∧
B) − p(A) ≤ d − a + 1. Za p(¬A ∧ B) = 0 i p(A ∨ B) = 1, respektivno, do�a i
gor�a granica se dosti�u, xto znaqi da su ove granice najbo	e.

(b) Imamo da je p(B) = p(A∨B)− p(¬B ∧A) ≤ d i p(B) = p(A ∨B) + p(A ∧
B) − p(A) ≥ c − b. Za p(¬B ∧ A) = 0 i p(A ∧ B) = 0 do�a i gor�a granica se
dosti�u.

(c) Koriste�i deo (b), prethodnu Lemu deo (d) i qi�enicu p(A → B) =

p(¬A ∨ B) dobijamo a + c − 1 ≤ p(B) ≤ d. Za p(¬A ∧ B) = 0 i p(¬A ∧ ¬B) = 0

do�a i gor�a granica se dosti�u.
(d) Sliqno kao deo (c).

Sad �emo formulisati Lemu (v. [16]), koja se tiqe verovatnosne verzije
pravila hipotetiqkog silogizma. Dokaz je analogan dokazu Leme 2.1.13.

Lema 2.3.14. (a) Iz A[a, a], B[b, b] i C[c, c] u NKprob izvodimo:

(A → C)[max(1− a, b) + max(1− b, c)− 1, 2− a− b + c].

(b) Iz A[a, a], C[c, c], (A → B)[r, r] i (B → C)[s, s] u NKprob izvodimo:

(A → C)[max(r − a, r + s− 1), min(s + 1− a, r + c)].
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(c) Iz (A → B)[a, b] i (B → C)[c, d] u NKprob izvodimo:

(A → C)[max(0, a + c− 1), min(b + d, 1)].

Granice u (a), (b) i (c) su najbo	e.

Kao posledicu prethodnih lema dobijamo teoremu saglasnosti:

Teorema 2.3.15. Ako NKprob{teorija ima model, onda je neprotivreqna.

Dokaz. Indukcijom po du�ini dokaza proizvo	ne formule A[a, b] koja je
dokaziva u NKprob mo�emo dokazati da je sistem NKprob saglasan, xto sle-
di direktno iz tvr�e�a 2.3.10|2.3.14. Naglasimo da je pravilo (I∅) opravdano
qi�enicom da je model preslikava�e p : For → I. To povlaqi da je svaki skup
formula {σ1, . . . , σn} koji je zadovo	en, tako�e i neprotivreqan u NKprob.

Da bismo dokazali teoremu potpunosti, definisa�emo pojam kanonskog mod-
ela. Neka je Cn(NKprob(σ1, . . . , σn)) skup svih NKprob(σ1, . . . , σn){dokazivih
formula i ConExt(Cn(NKprob(σ1, . . . , σn))) klasa svih �egovih maksimalnih
neprotivreqnih proxire�a (postoja�e je opravdano Lemom 2.3.8).

Definicija 2.3.16. Za svaki X ∈ ConExt(Cn(NKprob(σ1, . . . , σn))) defin-
ixemo

|=pX A[a, b] akko a ≤ max{c|A[c, 1] ∈ X} i b ≥ min{c|A[0, c] ∈ X}.

pX se naziva kanonskim modelom.

Radi jasnijeg i kra�eg zapisa, izostav	a�emo X iz oznake pX . Va�i:

Lema 2.3.17. Kanonski model je model.

Dokaz. Neka je p preslikava�e definisano iznad na proizvo	nom maksimalno
neprotivreqnom skupu neke NKprob{teorije. Tada:

(1) Imamo da je p(A) = 1, za svaku formulu A koja je dokaziva u klasiqnoj
logici, jer je A[1, 1] aksioma.

(2) Ako je p(A ∧ B) = 0, p(A) = a i p(B) = b, onda direktno po pravilu
aditivnosti izvodimo p(A ∧B) = a + b, za proizvo	ne formule A i B.
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(3) Iz tvr�e�a 2.3.4 i 2.3.10 imamo da ako su formule A i B ekvivalentne
u klasiqnoj logici, onda imaju iste verovatno�e u kanonskom modelu .

Lema 2.3.18. |=pX A[a, b] ako i samo ako A[a, b] ∈ X.

Dokaz. Iz |=pX A[a, b], prethodne definicije i pravila monotonosti (M ↑),
imamo A[a, 1] ∈ X. Sliqno, va�i A[0, b] ∈ X, odakle iz pravila monotonosti
(M ↓), zak	uqujemo A[a, b] ∈ X. Obrnuto, ako A[a, b] ∈ X, onda, kako je X

deduktivno zatvoren, koriste�i pravilo monotonosti (M ↑), A[a, 1] ∈ X, pa je
a ≤ max{c|A[c, 1] ∈ X}. Sliqno, A[0, b] ∈ X, pa va�i b ≥ min{c|A[0, c] ∈ X}.
Dakle, imamo da je |=pX A[a, b].

Teorema 2.3.19. Svaka neprotivreqna NKprob{teorija ima model.

Dokaz. Imaju�i u vidu da se svaka neprotivreqna teorija mo�e proxiriti do
maksimalne neprotivreqne teorije, a ona je opisana kao kanonski model, do-
vo	no je dokazati da za svaku neprotivreqnu teoriju postoji svet iz kanonskog
modela koji je zadovo	ava.

2.4 Raqun sekvenata rasplinute logike LKfuz

Ovaj deo teksta je suxtinski baziran na jednom neobjav	enom qlanku i saop-
xte�u [16] autora. Naxa centralna tema �e ovde biti postupak pridru�iva�a
rasplinute logike klasiqnoj logici iskaza.

Osnovne principe rasplinute logike je uspostavio L. A. Zadeh [121], a kas-
nije su ih unapre�ivali i razvijali mnogi drugi autori (v. [30] i [31]). In-
spirativnu i zanim	ivu koresondenciju izme�u deduktivnih sistema (the crisp

deduction systems) i rasplinutih deduktivnih sistema (the fuzzy deduction sys-

tems) razmatrali su J. Pavelka [92], G. Gerla [48] i R. Tortora [49]. U radu G.

Metcalfe{ja [78] razmatra se raqun hipersekvenata rasplinute logike, koncep-
cijski bitno razliqit od naxeg pristupa.

Obiqno se pod rasplinu�em jednog skupa (fuzzification of a crisp set) S pod-
razumeva bilo koje preslikava�e familije S = {X|S ⊆ X} nadskupova (ili
qak nadskupova i podskupova zajedno) skupa S u kompletnu Heyting{ovu alge-
bru. Slede�i ovu ideju, pod rasplinu�em logike (fuzzification of a crisp logic) L

53



smatramo bilo koje pridru�iva�e svakom proxire�u logike L jedne vrednos-
ti konaqne mre�e sa vixe od dva elementa. Ovakav pristup nam omogu�ava da
definixemo rasplinu�a logiqkih teorija zasnovanih na klasiqnoj iskaznoj
logici. Naime, ovde istra�ujemo kako da definixemo pojam rasplinute
relacije dedukcije `x generisane relacijom dedukcije ` klasiqne logike, a
koja je povezana sa elementima x jedne konaqne mre�e koja meri rasplinutost
dedukcije.

Razmatra�emo proxire�a klasiqne logike iskaza definisane u stilu
Gentzen{a (v. [47] ili [106]). Ovakav pristup �e omogu�iti da klasifiku-
jemo iskaze klasiqnih teorija, tj. nelogiqkih proxire�a klasiqne logike,
pomo�u elemenata neke konaqne mre�e, a u skladu sa principima rasplinu-
tog rasu�iva�a. Obiqno, za bilo koji skup iskaza Γ ∪ {A}, izrazom Γ `x A

oznaqavamo da se 'A mo�e izvesti iz Γ u kontekstu x'. Ci	 nam je da ovde
razvijemo raqun formalnog rada sa izrazima ovakvog oblika. Rukovodimo se
principom da ako je Γ ` A dokaziv u kontekstu x, onda je Γ ` A dokaziv i u
svakom xirem kontekstu y. Smatraju�i da ima mnogo razloga za poistove�e�e
'konteksta' sa 'rasplinu�em', xiri kontekst mo�emo uvek shvatiti kao vixi
stepen rasplinutosti. Verujemo da nax sistem poseduje specifiqan nivo ap-
straktnosti koji pru�a bo	e razumeva�e odnosa izme�u jedne striktne logike
i �enih neodre�enih, nepreciznih i nejasnih formi. Tako�e, naglaxavamo
ovde da formalni sistemi koji se bave aproksimativnim rasu�iva�em sa znaqa-
jnim dokaz{teoretskim svojstvima su veoma retki. Mi �emo ovde razviti jedan
sa svojstvom eliminacije seqe�a (the cut–elimination property).

Ovaj deo rada je komponovan na slede�i naqin. Prvi deo se bavi sintak-
snim osobinama naxeg sistema LKfuz, koji predstav	a proxire�e Gentzen{
ovog originalnog raquna sekvenata LK klasiqne logike iskaza. Definixe-
mo LKfuz preko odgovaraju�ih aksioma i pravila izvo�e�a, i uvodimo pojam
neprotivreqne LKfuz{teorije. Sledi dokaz teoreme o eliminaciji pravila
seqe�a za raqun LKfuz, sa odluqivox�u kao posledicom. U drugom delu raz-
matramo semantiku za LKfuz i uvodimo modele u odnosu na koje je raqun LKfuz

potpun. Teoreme saglasnosti i potpunosti qine most izme�u sintakse i seman-
tike naxeg sistema, i daju neophodno opravda�e modela za uvedeno rasplinu�e
relacije dedukcije.
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Sistem LKfuz mo�e poslu�iti kao dobra osnovica za rad sa empirijskim
podacima oblika Γi `xi

∆i, gde svaki sekvent tretiramo kao novu nelogiqku ak-
siomu sistema LKfuz. U ovom sluqaju LKfuz postaje mehanizam, poput progra-
ma, koji proizvodi zak	uqke istog oblika. Takvo proxire�e sistema LKfuz

podacima σi, gde je σi skra�enica za Γi `xi
∆i, za svaki i (1 ≤ i ≤ n), zajed-

no sa svim svojim posledicama, predstav	a�e jednu LKfuz{teoriju koju �emo
oznaqavati sa LKfuz(σ1, . . . , σn).

Verujemo da se konstrukcija sistema LKfuz mo�e proxiriti i na druge
logiqke sisteme, posebno na raqune sekvenata iskaznih logika koje predsta-
v	aju proxire�a Heyting{ove logike (v. [43]), ali je otvoreno pita�e da li je
mogu�e definisati semantiku u tom sluqaju na sliqan naqin kao xto �emo to
uraditi u sluqaju naxeg sistema LKfuz.

2.4.1 Rasplinu�e relacije dedukcije klasiqne logike

Uvodimo proxire�e LKfuz Gentzen{ovog raquna sekvenata LK na jeziku
iskaza na slede�i naqin. Svakom (neoznaqenom) sekventu Γ ` ∆ raquna LK, za
svaki x, koji je element konaqne najma�e 3{elementne mre�e (v. [9]) sa nulom i
jedinicom, pridru�ujemo oznaqeni sekvent Γ `x ∆ raquna LKfuz sa znaqe�em
'rasplinutost sekventa Γ ` ∆ je najma�e x'. Sistem LKfuz se mo�e posma-
trati i kao jedna vrsta raquna oznaqenih sekvenata (labelled sequent calculus)
poput onog kategorijalnog razvijenog kod M. E. Szabo{a [106] (v. tako�e [44]).
Drugim reqima, polazimo od najma�e 3{elementne mre�e 〈L,∩,∪, 0, 1〉 sa pre-
sekom ∩, unijom ∪, nulom 0 i jedinicom 1 i skupa svih (neoznaqenih) sekvenata
Seq. Tada, svakom Γ ` ∆ ∈ Seq i svakom x ∈ L, pridru�ujemo jedan oznaqeni
sekvent Γ `x ∆. Ovo poveziva�e elemenata skupa Seq sa elementima skupa L

bi�e dobra osnovica za definisa�e odgovaraju�e funkcije pripadnosti koja
karakterixe stepen pripadnosti jednog elementa rasplinutom skupu.

U nastavku �emo, podse�amo, redom sa For i W(For) oznaqavati skup svih
iskaznih formula i skup svih reqi nad skupom iskaznih formula.

55



Aksiome sistema LKfuz predstav	aju slede�a dva sekventa:

A `0 A

Γ `1 ∆

za sve A ∈ For i sve Γ ` ∆ ∈ Seq.
Strukturna pravila izvo�e�a raquna LKfuz su slede�a:

permutacija:

kontrakcija:

slabljenje:

ΓABΠ `x ∆

ΓBAΠ `x ∆
(P `)

ΓAA `x ∆

ΓA `x ∆
(C `)

Γ `x ∆

ΓA `x ∆
(W `)

Γ `x ∆ABΛ

Γ `x ∆BAΛ
(` P )

Γ `x AA∆

Γ `x A∆
(` C)

Γ `x ∆

Γ `x A∆
(` W )

za sve x ∈ L, pravilo seqe�a:

Γ `x A∆ ΠA `y Λ

ΓΠ `x∪y ∆Λ
(cut)

za sve x, y ∈ L, kao i, redom, pravila pridru�iva�a i monotonosti:

Γ `x ∆ Γ `y ∆

Γ `x∩y ∆
(join)

Γ `x ∆

Γ `z ∆
(mon)

za sve x, y, z ∈ L takve da je x ≤ z, tj. x ∩ z = x, i sve A,B ∈ For i Γ, ∆, Λ, Π ∈
W(For).

Logiqka pravila izvo�e�a raquna LKfuz su slede�a:

Γ `x A∆

Γ¬A `x ∆
(¬ `)

ΓA `x ∆

Γ `x ¬A∆
(` ¬)

ΓAB `x ∆

ΓA ∧B `x ∆
(∧ `)

Γ `x A∆ Γ `y B∆

Γ `x∪y A ∧B∆
(` ∧)

ΓA `x ∆ ΓB `y ∆

ΓA ∨B `x∪y ∆
(∨ `)

Γ `x AB∆

Γ `x A ∨B∆
(` ∨)

Γ `x A∆ ΓB `y ∆

ΓA → B `x∪y ∆
(→`)

ΓA `x B∆

Γ `x A → B∆
(`→)

za sve x, y ∈ L, sve A,B ∈ For i sve Γ, ∆, Λ, Π ∈ W(For).

Napomena 2.4.1. Svako pravilo raquna LKfuz sa jednom premisom koja va�i
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u kontekstu x, uvek definixe zak	uqak koji va�i u istom kontekstu x, sa
izuzetkom pravila monotonosti qiji zak	uqak va�i u svakom xirem kon-
tekstu y(≥ x). Svako pravilo sa dve premise koje va�e u x i y, definixe
zak	uqak koji va�i u xirem kontekstu x∪ y, izuzev pravila pridru�iva�a
koje dvema istim premisama koje va�e u kontekstima x i y, daju�i zak	uqak
koji va�i u u�em kontekstu x ∩ y.

Dokazi i izvo�e�a iz hipoteza u LKfuz imaju formu drveta i definixu
se standardno, kao i u sluqaju sistema LKprob i LKprob(ε), gde �emo sa
LKfuz(σ1, . . . , σn) oznaqavati proxire�e raquna LKfuz sekventima σ1, . . . , σn

oblika Γi `xi
∆i, za svaki i (1 ≤ i ≤ n), kao novim aksiomama. U tom sluqaju

�emo raqun LKfuz(σ1, . . . , σn) posmatrati kao jednu LKfuz{teoriju.
Najpre dokazujemo da je LKfuz jedno konzervativno proxire�e raquna LK:

Lema 2.4.2. Sekvent Γ ` ∆ je dokaziv u LK akko Γ `0 ∆ je dokaziv u LKfuz.

Dokaz. Neposredno, indukcijom po du�ini dokaza sekventa Γ `0 ∆ u LKfuz,
i, obrnuto, indukcijom po du�ini dokaza sekventa Γ ` ∆ u LK.

Oqigledno, sekvent ΓΠ `x∩y ∆Λ se mo�e izvesti iz Γ `x ∆ i Π `y Λ u
LKfuz.

Lema 2.4.3. Ako je sekvent Π ` Λ mogu�e izvesti iz sekventa Γ ` ∆ u LK,
onda je Π `x Λ mogu�e izvesti iz Γ `x ∆ u LKfuz

Dokaz. Direktno, indukcijom po du�ini izvo�e�a sekventa Π `x Λ iz Γ `x ∆

u LKfuz.

Primetimo da pravilo mix:

Γ `x ∆ Π `y Λ

Γ(ΠA) `x∪y ∆AΛ
(mix)

gde ΠA oznaqava req dobijenu iz reqi Π izostav	a�em svih pojav	iva�a for-
mule A u Π i, sliqno, ∆A, oqigledno, predstav	a uopxte�e pravila seqe�a.
S druge strane, slede�e izvo�e�e

Γ `x ∆

Γ `x A(∆A)
(` P,` C)

Π `y Λ

ΠAA `y Λ
(P `, C `)

Γ(ΠA) `x∪y ∆AΛ
(cut)
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pokazuje da se pravilo mix mo�e izvesti u naxem raqunu LKfuz, tj. da su
pravilo mix i pravilo seqe�a ekkvivalentna u LKfuz, kao i u LK (v. [108]).
Dvostrukom linijom oznaqavamo skra�eno nekoliko oqiglednih koraka u izvo-
�e�u zasnovanih na strukturnim pravilima.

2.4.2 Eliminacija pravila seqe�a u raqunu LKfuz

Mada ovo nije suxtinski znaqajno za nax glavni rezultat u ovom delu rada koji
je vezan za teoreme saglasnosti i potpunosti, napomi�emo da se za raqun LKfuz

mo�e dokazati i teorema o eliminaciji seqe�a, fundamentalno tvr�e�e sa
stanovixta teorije dokaza za jedan raqun sekvenata:

Teorema 2.4.4. Teorema o eliminaciji seqe�a. (Cut–elimination The-

orem) Ako je sekvent Γ `x ∆ dokaziv u LKfuz, onda je Γ `x ∆ dokaziv u LKfuz

bez korix�e�a pravila seqe�a.

Dokaz. Sledimo originalni Gentzen{ov algoritam mix{eliminacije (v. [106]
ili [108]) zasnovan na transfinitnoj indukciji do ω2 po ordinalu ω · |A|+ r,
gde je |A| stepen slo�enosti formule A (tj. broj logiqkih veznika koji se po-
jav	uje u A), a r rang dokaza za Γ(ΠA) `x ∆AΛ definisan na slede�i naqin:
r = rL +rR, gde je rL, levi rang, (rR | desni rang) maksimalan broj uzastopnih
pojav	iva�a na putu u izvo�e�u sekventa Γ(ΠA) `x ∆AΛ takvih da je Γ ` ∆

(Π ` Λ, respektivno) i formula A je sadr�ana u konsekvensu (antecedensu,
respektivno) svakog od tih sekvenata. U sluqaju naxeg raquna LKfuz, sve
Gentzen{ove transformacije koje se koriste za LK mogu biti korix�ene i
ovde, uz posebnu pa��u posve�enu parametrima koji se odnose na meru x ras-
plinutosti posmatranog sekventa Γ `x ∆. To znaqi da su nam ovde jedini novi
sluqajevi sa pravilima (` ∧), (∨ `) i (→`). U nastavku dajemo karakteris-
tiqne korake.

Razmatramo slede�a dva sluqaja:
Sluqaj: r = 2, tj. rL = rR = 1. Na primer, izvo�e�e

Γ `x A∆ Γ `y B∆

Γ `x∪y A ∧B∆
(` ∧)

ΠAB `z Λ

ΠA ∧B `z Λ
(∧ `)

ΓΠ `x∪y∪z ∆Λ
(mix)
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mo�e biti zame�eno slede�im izvo�e�em:

Γ `y B∆

Γ `x A∆ ΠAB `z Λ

Γ(ΠA)B `x∪z ∆AΛ
(mix)

Γ(Γ(ΠA)B) `x∪y∪z ∆B(∆A)Λ
(mix)

ΓΠ `x∪y∪z ∆Λ

Primetimo da su stepeni slo�enosti |A| i |B| mix{formula A i B ma�i od
|A ∧B|.

Sluqaj r > 2 razdvajamo na dva podsluqaja: kada je rR > 1, i kada je rR = 1

i rL > 1.
Podsluqaj: rR > 1. Deo izvo�e�a d:

Γ `x ∆

Π `y AΛ ΠB `z Λ

ΠA → B `y∪z Λ
(→`)

Γ(ΠA→B) `x∪y∪z ∆A→BΛ
(mix)

gde ∆ sadr�i A → B, mo�e biti zame�en izvo�e�em:

Γ `x ∆

d′1

ΓΠA→B `x∪y ∆A→BAΛ

d′2

ΓΠA→BB `x∪z ∆A→BΛ

ΓΠA→B(A → B) `x∪y∪z ∆A→BΛ
(→`)

Γ(ΠA→B) `x∪y∪z ∆A→BΛ
(mix)

zasnovanom na slede�im dvama izvo�e�ima d1 i d2:

d1

Γ `x ∆ Π `y AΛ

ΓΠA→B `x∪y ∆A→BAΛ
(mix)

i
d2

Γ `x ∆ ΠB `z Λ

ΓΠA→BB `x∪z ∆A→BΛ
(mix)

koja, po induktivnoj hipotezi, mogu biti transformisana u izvo�e�a d′1 i d′2

u kojima se ne pojav	uje pravilo mix, znaju�i da je rR(d1) = rR(d2) = rR(d)− 1.
Podsluqaj kada je rR = 1 i rL > 1 je potpuno sliqan prethodnom.
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Mogu�nost eliminacije pravila seqe�a daje, kao neposrednu posledicu,
svojstvo podformule za raqun LKfuz odakle, da	e, imaju�i u vidu da je
〈L,∩,∪, 0, 1〉 konaqna mre�a, lako zak	uqujemo da sistem LKfuz predstav	a
jednu odluqivu logiku.

2.4.3 Neprotivreqne LKfuz|teorije

U ovom delu uvodimo pojam neprotivreqne teorije.

Definicija 2.4.5. Neka je σi (1 ≤ i ≤ n) konaqna lista sekvenata obli-
ka Γi `xi

∆i, za xi ∈ L (1 ≤ i ≤ n). Tada sa LKfuz(σ1, . . . , σn) oznaqava-
mo proxire�e raquna LKfuz sekvantima σ1, . . . , σn, kao dodatnim aksioma-
ma, i nazivamo ga LKfuz{teorijom nad σ1, . . . , σn. Ka�emo da je teori-
ja LKfuz(σ1, . . . , σn) protivreqna ukoliko je svaki sekvent Γ `x ∆ dokaziv
u LKfuz(σ1, . . . , σn); inaqe, ka�emo da je LKfuz(σ1, . . . , σn) neprotivreq-
na. Za sekvent Γ `x ∆ ka�emo da je neprotivreqan u odnosu na teori-
ju LKfuz(σ1, . . . , σn) ako je teorija LKfuz(σ1, . . . , σn) proxirena sekventom
Γ `x ∆ neprotivreqna. Neprotivreqnu teoriju nazivamo maksimalnom ne-
protivreqnom teorijom ukoliko je svako �eno pravo proxire�e protivreqno.

Primetimo ovde da je prazan sekvent `0 dokaziv u svakoj protivreqnoj
LKfuz{teoriji i, obrnuto, ako je `0 dokaziv, onda je odgovaraju�a LKfuz{
teorija protivreqna.

Lema 2.4.6. Svaku neprotivreqnu teoriju mogu�e je proxiriti do maksi-
malne neprotivreqne teorije.

Dokaz. Neka je T neprotivreqna teorija, i neka je α0, α1, . . . , αn, . . . niz svih
neoznaqenih sekvenata, tj. αn je oblika Γn ` ∆n, i neka je, za svaki c ∈ L,
αc

1, α
c
2, . . . , α

c
n, . . . odgovaraju�i niz oznaqenih sekvenata, tj. αc

n je oblika Γn `c

∆n. Neka je {c1, c2, . . . , cm−1, cm} = L, gde je c1 = 0 i cm = 1, i neka je niz teorija
(Tn) definisan induktivno na slede�i naqin: T0 = T , i Tn+1 = Tn ∪ {α0

n},
ako je α0

n neprotivreqan u odnosu na Tn; u suprotnom, formiramo niz teorija
T 2

n , . . . , T m−1
n na slede�i naqin: ako je Tn ∪ {αx

n|x ≥ c2} neprotivreqna, onda
T 2

n = Tn ∪ {αx
n|x ≥ c2}; u suprotnom: T 2

n = Tn, i, za svaki i (2 ≤ i ≤ m − 2),
ako je T i

n ∪ {αx
n|x ≥ ci+1} neprotivreqna, onda T i+1

n = T i
n ∪ {αx

n|x ≥ ci+1}; inaqe:
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T i+1
n = T i

n . Na kraju definixemo Tn+1 = T m−1
n . Napomenimo da je T i+1

n ⊇ T i
n i

da svaka teorija Tn sadr�i sve sekvente oblika Γ `1 ∆, zahva	uju�i qi�enici
da je ovaj sekvent aksioma. Oqigledno, kraj�i rezultat ove konstrukcije zavisi
od redosleda taqaka c2, . . . , cm−1 skupa L. Neka je

T ′ = ∪n∈ωTn

Tada, indukcijom po n dokazujemo da je T ′ maksimalno neprotivreqno proxire-
�e teorije T . Neposredno, slede�i definiciju kako smo sa Tn+1 proxirivali
teoriju Tn, zak	uqujemo da ako je Tn neprotivreqna, onda je i Tn+1 tako�e ne-
protivreqna. Sledstveno tome, T ′ je neprotivreqna. Pretpostavimo da T ′ nije
maksimalna. Tada postoji sekvent Γn `x ∆n koji pravi pravo proxire�e teori-
je T ′. U tom sluqaju, Γn `x ∆n ne pripada teoriji Tn+1, ali �e, s druge strane,
proxire�e teorije Tn+1 sekventom Γn `x ∆n predstav	ati jednu protivreqnu
teoriju, xto bi znaqilo da je proxire�e teorije T ′ sekventom Γn `x ∆n tako�e
protivreqno. Odavde sledi da teorija T ′ mora biti maksimalna.

2.4.4 Modeli za rasplinu�e relacije dedukcije

U ovom delu opisujemo modele za raqun LKfuz.

Definicija 2.4.7. Neka je 〈L,∩,∪, 0, 1〉 konaqna mre�a sa nulom i jedini-
com. Tada preslikava�e µ : Seq → L predstav	a model, ukoliko zadovo	ava
slede�e uslove:

(i) µ(A ` A) = 0, za sve A ∈ For;
(ii) ako µ(` A) = x i µ(ΓA ` ∆) = y, onda µ(Γ ` ∆) = x ∪ y, sa sve

Γ, ∆ ∈ W(For) i A ∈ For;
(iii) ako se sekvent Π ` Λ mo�e izvesti iz Γ ` ∆ u LK, onda µ(Γ ` ∆) ≤

µ(Π ` Λ), za sve Γ ` ∆, Π ` Λ ∈ Seq.

Glavna interpretacija qi�enice µ(Γ ` ∆) = x je da se LK{rasplinu�e
sekventa Γ ` ∆ mo�e izraziti kao vrednost x ∈ L, tj. kao 'rastoja�e' (neoz-
naqenog) sekventa Γ ` ∆ od skupa svih LK{dokazivih sekvenata, koje je odre-
�eno pozicijom elementa x u mre�i 〈L,∩,∪, 0, 1〉. Preslikava�e µ predstav	a
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dobru osnovicu za definisa�e odgovaraju�e funkcije pripadnosti (member-

ship function).

Definicija 2.4.8. Zadovo	e�e u modelu definisano je slede�im uslovom:

|=µ Γ `x ∆ akko x ≥ µ(Γ ` ∆)

kada ka�emo da je oznaqeni sekvent Γ `x ∆ zadovo	en u modelu µ. Ka�emo de
je sekvent Γ `x ∆ va	an akko je on zadovo	en u svakom modelu, xto oznaqavamo
sa |= Γ `x ∆.

U nastavku razmatramo fundamentalna svojstva funkcije µ.

Lema 2.4.9. Ako je sekvent Γ ` ∆ dokaziv u LK, onda µ(Γ ` ∆) = 0.

Dokaz. Direktno, indukcijom po du�ini dokaza sekventa Γ ` ∆ u LK i po
definiciji funkcije µ.

Leme koje slede opravdavaju saglasnost raquna LKfuz sa definisanim mo-
delima.

Lema 2.4.10. Za sve A,B ∈ For i sve Γ, ∆, Π, Λ ∈ Seq:
(a) µ(ΓABΠ ` ∆) = µ(ΓBAΠ ` ∆);
(b) µ(Γ ` ∆ABΛ) = µ(Γ ` ∆BAΛ);
(c) µ(ΓAΠ ` ∆) = µ(ΓAAΠ ` ∆);
(d) µ(Γ ` ∆AΛ) = µ(Γ ` ∆AAΛ);
(e) µ(Γ ` ∆) = µ(ΓA ` ∆);
(f) µ(Γ ` ∆) = µ(Γ ` A∆);
(g) µ(Γ ` A∆) = µ(Γ¬A ` ∆);
(h) µ(ΓA ` ∆) = µ(Γ ` ¬A∆);
(i) µ(ΓAB ` ∆) = µ(ΓA ∧B ` ∆);
(k) µ(Γ ` AB∆) = µ(Γ ` A ∨B∆);
(l) µ(ΓA ` B∆) = µ(Γ ` A → B∆).

Dokaz. Neposredno koriste�i deo (iii) definicije modela.

Lema 2.4.11. Za sve A,B ∈ For i sve Γ, ∆, Π, Λ ∈ Seq, imamo:
(a) ako µ(Γ ` A∆) = x i µ(ΠA ` Λ) = y, onda µ(ΓΠ ` ∆Λ) = x ∪ y;
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(b) ako µ(Γ ` A∆) = x i µ(Γ ` B∆) = y, onda µ(Γ ` A ∧B∆) = x ∪ y;
(c) ako µ(ΓA ` ∆) = x i µ(ΓB ` ∆) = y, onda µ(ΓA ∨B ` ∆) = x ∪ y;
(d) ako µ(Γ ` A∆) = x i µ(ΓB ` ∆) = y, onda µ(ΓA → B ` ∆) = x ∪ y;
(e) ako |=µ Γ `x ∆ i |=µ Γ `y ∆, onda |=µ Γ `x∩y ∆, za sve x, y ∈ L;
(f) ako |=µ Γ `x ∆, onda |=µ Γ `y ∆, za sve y ≥ x, (x, y ∈ L).

Dokaz. (a) Sliqno kao u [16], posmatramo slede�e LK{izvo�e�e:

` A → B

A ` A B ` C

A(A → B) ` C
(∗)

A ` C
(∗∗)

gde je korak oznaqen sa (∗) omogu�en LK{pravilom za 'uvo�e�e implikacije u
antecedens' (→`) koje je slede�eg oblika:

A ` B C ` D

A(B → C) ` D
(→`)

dok korak oznaqen sa (∗∗) posmatramo kao poseban pravilo modus ponens, tj.
poseban sluqaj pravila seqe�a:

` B AB ` C

A ` C

Ovo izvo�e�e pokazuje kako pravilo hipotetiqkog silogizma mo�e da se dobije
kao posledica pravila modus ponens. Pretpostavimo da je µ(A ` B) = µ(` A →
B) = x i µ(B ` C) = y. Tada, iz µ(A ` A) = 0 i µ(B ` C) = y, po definiciji,
deo (iii), imamo µ(A(A → B) ` C) = y, odakle, po definiciji, deo (ii), izvodimo
µ(A ` C) = x ∪ y. Odakle, neposredno, zak	uqujemo µ(ΓΠ ` ∆Λ) = x ∪ y, iz
µ(Γ ` A∆) = x i µ(ΠA ` Λ) = y.

(b) Iz µ(AB ` A∧B) = 0, µ(Γ ` A∆) = x i µ(Γ ` B∆) = y, direktno, prema
(a), Imamo µ(Γ ` A ∧B∆) = x ∪ y.

Za (c) i (d) koristimo slede�e dve qi�enice: µ(A∨B ` AB) = 0 i µ(AA →
B ` B) = 0, redom.

(e) i (f) slede neposredno iz definicije relacije zadovo	e�a.
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2.4.5 Saglasnost i potpunost raquna LKfuz

U ovom delu definixemo pojam kanonskog modela i dokazujemo teoreme saglas-
nosti i potpunosti za LKfuz{teorije.

Teorema 2.4.12. (Teorema saglasnosti.) Ako neka LKfuz{teorija ima
model, onda je ona neprotivreqna.

Dokaz. Indukcijom po du�ini dokaza za proizvo	an sekvent Γ `x ∆ koji je
dokaziv u LKfuz dokazujemo da je sistem LKfuz saglasan. Ova qi�enica sledi
neposredno iz naxeg opravdava�a pravila izvo�e�a kroz tvr�e�a 2.4.9|2.4.11.
Dakle, svaki skup zadovo	enih sekvenata {σ1, . . . , σn} je neprotivreqan u odno-
su na LKfuz.

Standardni dokaz teoreme potpunosti koji sledimo uk	uquje definisa�e
i korix�e�e pojma kanonskog modela.

Definicija 2.4.13. Neka je Cn(LKfuz(σ1, . . . , σn)) skup svih sekvenata ko-
ji su dokazivi u LKfuz(σ1, . . . , σn) i neka je ConExt(Cn(LKfuz(σ1, . . . , σn)))

klasa svih �egovih maksimalnih neprotivreqnih proxire�a. Tada defin-
ixemo µX(Γ ` ∆) = ∩{y|Γ `y ∆ ∈ X} i, sledstveno tome, |=µX Γ `x ∆ akko
x ≥ µX(Γ ` ∆), za svaki X ∈ ConExt(Cn(LKfuz(σ1, . . . , σn))).

Oqigledno, ovakva definicija osigurava da preslikava�e µ dobije adek-
vatne vrednosti. U tom sluqaju imamo:

Lema 2.4.14. |=µX Γ `x ∆ akko Γ `x ∆ ∈ X.

Dokaz. Iz |=µX Γ `x ∆, neposredno, iz gor�e definicije, po pravilu
pridru�iva�a, imamo, Γ `x ∆ ∈ X. Obrnuto, ako Γ `x ∆ ∈ X, onda, kako
je X deduktivno zatvoren, po pravilu monotonije Γ `y ∆ ∈ X, za sve y ≥ x, pa,
sledstveno tome, imamo i |=µX Γ `x ∆.

Radi kra�eg zapisa, nada	e �emo X izostav	ati iz oznake za preslikava�e
µX .

Tako�e imamo:

Lema 2.4.15. Kanonski model je model.
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Dokaz. Neka je µ bilo koje preslikava�e definisano u skladu sa gor�om
definicijom na proizvo	nom maksimalnom neprotivreqnom proxire�u neke
LKfuz{teorije. Tada:

(1) Imamo µ(A ` A) = 0, jer je A `0 A aksioma.
(2) Ako µ(` A) = x i µ(ΓA ` ∆) = y, onda, po pravilu seqe�a, izvodimo

µ(Γ ` ∆) = x ∪ y, za sve Γ, ∆ ∈ W(For) i A ∈ For.
(3) Iz prethodnih lema imamo da ako je sekvent Π ` Λ mogu�e izvesti iz

Γ ` ∆ u LK, onda µ(Γ ` ∆) ≤ µ(Π ` Λ) u kanonskom modelu.

Teorema 2.4.16. (Teorema potpunosti.) Svaka neprotivreqna LKfuz{
teorija ima model.

Dokaz. Imaju�i u vidu da svaka neprotivreqna teorija mo�e biti proxirena
do jedne maksimalne neprotivreqne teorije, te da je takva teorija opisana
taqno kao kanonski model, dovo	no je dokazati da za svaku neprotivreqnu
teoriju postoji jedan svet kanonskog modela u kojem je ona zadovo	ena.

Raqun LKfuz je uveden s ci	em da formalizuje qi�enicu da se 'A mo�e
dedukovati iz Γ sa merom rasplinutosti x', u oznaci Γ `x A. Pokazali smo da
LKfuz ima, kako lepe dokaz{teoretske osobine, uk	uquju�i teoremu o elimi-
naciji seqe�a, tako i znaqajne model{teoretske osobine, kao saglasnost i pot-
punost u odnosu na definisanu semantiku. Izbor (konaqne) mre�e kao os-
novne strukture za izra�ava�e rasplinutosti omogu�io je glavni tehniqki
progres sa stanovixta teorije dokaza i mogu�nost eliminacije seqe�a. S
druge strane, semantiqki deo sadr�i jednostavne i prirodne modele. Sis-
tem LKfuz omogu�ava eksplicitno definisa�e funkcije pripadnosti kao
µ(Γ ` ∆) = min{x|Γ `x ∆ je dokaziv u LKfuz}.

Konstrukcija sistema LKfuz bi mogla da se proxiri i na druge logiqke
sistema. Na primer, oqigledno, ako posmatramo bilo koje iskazno proxire�e
L Heyting{ove logike iskaza (v. [43]) mo�emo definisati �egov analog Lfuz,
na potpuno isti naqin kao xto je sistem LKfuz definisan na bazi klasiqne
logike iskaza LK. U takvom sistemu Lfuz mogla bi se dokazati teorema o
eliminaciji seqe�a, ali vidimo kao pravi izazov definisa�e klase modela
u odnosu na koju bi raqun Lfuz bio saglasan i potpun. Osnovno pita�e je da
li bi modeli za Lfuz morali da imaju bilo kakve veze sa modelima za L. Ne
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bi bilo iznena�e�e ako bi modeli za Lfuz mogli da se definixu nezavisno od
modela za L.
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3

Entropija logiqkog sistema

Ovaj deo teksta je bitno baziran na objav	enim qlancima [14] i [25], i saopxt-
e�ima [15], [20] i [21] samog autora.

Jedna od centralnih tema apstraktne teorije dinamiqkih sistema jeste
pita�e �ihove klasifikacije. Da bi se takav ci	 ostvario, neophodno je
obezbediti jedan adekvatan sistem mere�a koji bi omogu�io kvantifikaciju
i upore�iva�e osobina posmatranih dinamiqkih sistema. Pogodne osobine za
klasifikaciju sistema jesu one koje su invarijantne, poput ergodiqnosti, pe-
riodiqnosti i neodre�enosti. Tako�e, jedna invarijanta sistema, oset	iva na
prirodu sistema, jeste entropija. Koliko nam je poznato, entropija do sada
nije korix�ena za klasifikaciju logiqkih sistema (v. [60], [36]), iako se poj-
movi verovatno�e, entropije i rasplinutosti qesto prepli�u u literaturi iz
matematiqke logike (v. [116], [103], [74], [80], [81], [58], [64], [77], [102], [101],
[91] i [36]). Entropiju logiqke formule, kao koliqinu informacije sadr�ane
u datoj formuli, definisali su P. Forcheri i dr. (v. [39], [40]). Rödder je
razmatrao uslovnu trovalentnu logiku Calabrese{a (v. [102] i [27]).

3.1 Entropija polivalentne logike

Kombiniju�i dve ideje { entropiju deterministiqkih sistema u okviri-
ma teorije mere i vezu logiqkog sistema sa particijom skupa For svih
iskaznih formula indukuvanom odgovaraju�om Lindenbaum–Tarski{jevom alge-
brom, stvara se mogu�nost definisa�a entropije logiqkog sistema. Dva glavna
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problema jesu formira�e odgovaraju�e particije skupa For i definisa�e mere
na tim skupovima. Ovde predstav	amo tri pristupa u definisa�u mere { al-
gebarski, verovatnosni i filozofski, kao i klasifikaciju logiqkih sistema
baziranu na entropiji.

Jedna prirodna konstrukcija particije skupa For svih iskaznih formu-
la zasnovana je na klasama ekvivalencije koje su generisane odgovaraju�om
Lindenbaum–Tarski{jevom algebrom. Naime, koristimo relaciju ekvivalencije
definisanu na slede�i naqin: A ≡ B ako i samo ako je ` (A → B) ∧ (B →
A). Tada Lindenbaum–Tarski{jeva algebra, generisana m{valentnom iskaznom
logikom deli skup svih iskaznih formula nad konaqnim skupom od n iskaznih
slova Forn, na najvixe mmn klasa ekvivalencije, xto znaqi da je skup Forn /≡

konaqan. Svaka klasa ekvivalencije sadr�i prebrojivo mnogo me�usobno ekvi-
valentnih iskaznih formula. Nax ci	 je da definixemo meru neodre�enosti
na particiji Forn /≡ m{valentne iskazne logike, a zatim da je produ�imo na
For /≡.

3.1.1 Mogu�e definicije mere

Algebarski pristup podrazumeva da su sve klase ekvivalencije podjednako
va�ne, i samim tim mera svake od klasa Ai je ista i iznosi

µ(Ai) =
1

mmn

za svaki i = 1, 2, . . . , mmn . Napomenimo da u ovom pristipu, mera µ nije os-
et	iva na stepen istinitosti formule.

Poznato je da sluqajna veliqina sa uniformnom raspodelom ima maksi-
malnu entropiju. Neka su H(Ln

m) i H(Lm) respektivno entropije particija
skupova Forn i For. Tada je

H(Ln
m) = mn log2 m

i
H(Lm) = lim

n→∞
H(Ln

m) = +∞.

S obzirom da entropija konaqnovalentne logike te�i ka +∞, ovaj pristup
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nije pogodan za klasifikaciju logiqkih sistema. Tako�e, ovako definisana
entropija nije oset	iva ni na broj designiranih vrednosti k logike Lm.

Verovatnosni (ili kombinatorni) pristup se svodi na razmatra�e multi-
nomne raspodele, qiji je specijalni sluqaj binomna raspodela prirodno
povezana sa klasiqnom dvovalentnom logikom. U ovom delu razmatramo
isk	uqivo sluqaj dvovalentne logike, u kome se ispostav	a da ne dobijamo
konaqnu entropiju, xto znaqi da ni uopxte�e na sluqaj m{valentne logike za
m ≥ 3, sa merom zasnovanom na multinomnoj raspodeli, ne bi dalo adekvatan
rezultat.

Verovatno�u formule A u klasiqnoj dvovalentnoj iskaznoj logici, koja
sadr�i n iskaznih slova, mo�emo definisati kao koliqnik broja pojav	i-
va�a > u istinitosnoj tablici te formule i 2n. Po ovom kriterijumu mo�e-
mo napraviti particiju (Ai) (0 ≤ i ≤ 2n) skupa Forn. Naime, svaka klasa Ai

sadr�i prebrojivo mnogo formula koje nisu ekvidokazive, osim u sluqaju klasa
svih tautologija i svih kontradikcija. Ako sa p(Ai) oznaqimo verovatnosnu
meru klase Ai, prirodno je pretpostaviti da je

p(Ai) =

(
2n

i

)
1

22n

za svaki i = 0, 1, 2, 3, . . . , 2n. U sluqaju binomne raspodele, poznato je da va�i
slede�a asimtotska relacija

H(Ln
2 ) ∼ 1

2
ln

(
eπ2n−1

)

kad n →∞ (v. [104]), xto za posledicu ima:

H(L2) = lim
n→∞

H(Ln
2 ) = +∞

pri qemu su H(Ln
2 ) i H(L2) redom entropije dvovalentne logike L2 nad Forn i

For.
Konaqno, pristup koji nam omogu�ava klasifikaciju polivalentnih logika

baziranu na entropiji, je takozvani filozofski pristup koji �emo predstavi-
ti u ovom delu. Polazimo od Lindenbaum–Tarski{jeve algebre koja deli skup
svih iskaznih formula Forn, nad konaqnim skupom od n iskaznih slova, na mmn

69



klasa ekvivalencije. Svaka od klasa Ai sadr�i prebrojivo mnogo me�usobno
ekvivalentnih formula i deduktivno je zatvorena. Mere klasama m{valentne
logike sa k designiranih vrednosti, dode	ujemo na slede�i naqin:

µ(Ai) =
k

m

(
1− k

m

)i−1

za i = 1, 2, . . . , mmn − 1 i

µ(Ammn ) =

(
1− k

m

)mmn−1

,

pri qemu je A1 klasa svih tautologija, koja, stoga, dobija i najve�u meru, a sa
porastom indeksa i mera ostalih klasa geometrijski opada.

3.1.2 Primena i primeri

Koriste�i jednakost

n∑

k=1

kzk = z
1− (n + 1)zn + nzn+1

(1− z)2

koja se dokazuje indukcijom po M = mmn (v. [59]), imamo:

70



H(Ln
mk) = −

M∑
i=1

µ(Ai) log2 µ(Ai)

= − k

m
log2

k

m
− k

m

(
1− k

m

)
log2

(
k

m

(
1− k

m

))
− · · ·−

− k

m

(
1− k

m

)M−2

log2

(
k

m

(
1− k

m

)M−2
)
−

−
(

1− k

m

)M−1

log2

(
1− k

m

)M−1

= − k

m
log2

k

m

(
M−2∑
i=0

(
1− k

m

)i
)
−

− k

m
log2

(
1− k

m

) (
M−2∑
i=1

i

(
1− k

m

)i
)
−

(
1− k

m

)M−1

log2

(
1− k

m

)M−1

= −
(

1−
(

1− k

m

)M−1
)

log2

k

m
−

−
(

1− k

m

)
log2

(
1− k

m

)
1− (M − 1)

(
1− k

m

)M−2
+ (M − 2)

(
1− k

m

)M−1

k
m

−

−
(

1− k

m

)M−1

log2

(
1− k

m

)M−1

i, konaqno:

H(Lmk) = lim
n→∞

H(Ln
mk) = log2

(m

k
− 1

)
− m

k
log2

(
1− k

m

)

Specijalno, za k = 1, va�i:

H(Lm) = m log2 m− (m− 1) log2(m− 1)

i za logiku L koja se mo�e dobiti kao

lim
m→∞

Lm =
+∞⋂
m=2

Lm = L

imamo:
H(L) ∼ log2(m− 1)

kad m → +∞.

71



Napomenimo da je za k = m− 1,

lim
m→+∞

H(Lm,m−1) = 0

xto je intuitivno oqekivano, kao i da za konstantnu vrednost k
m

= λ, imamo
konstantnu vrednost entropije:

H(Lmk) = log2

(
1

λ
− 1

)
− 1

λ
log2 (1− λ)

Koriste�i prethodnu definiciju entropije m{velentne logike Lmk sa k

designiranih vrednosti, mo�emo izraqunati:

m k H(Lmk)

2 1 2.0000

3 1 2.7549

3 2 1.3774

4 1 3.2451

4 2 2.0000

4 3 1.0817

5 1 3.6096

5 2 2.4274

5 3 1.6183

5 4 0.9024

6 1 3.9001

(3.1.1)

Iz gor�e tabele zak	uqujemo da klasiqna iskazna logika ima entropiju
ma�u ili jednaku 2, i da obe trovalentne, Lukasiewicz{eva (v. [70], [71], [114] i
[97]) i Kleene{jeva (v. [62], [63] i [97]) imaju entropije ma�e ili jednake 2.7549.
Trovalentne Priest{ova logika sa dve designirane vrednosti, takozvana "logika
paradoksa" (v. [95] i [96]) imaju entropije ma�i ili jednaku 1.3774, dok Belnap{
ova (v. [8]) qetvorovalentna sa jednom designiranom vrednox�u ima entropiju
najvixe 3.2451.

Niz H + Em konaqnovalentnih proxire�a Heyting{ove iskazne logike H
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shema{aksiomama Em: ∨
1≤i<j≤m

(Ai ↔ Aj)

za m ≥ 3, gde A ↔ B predstav	a (A → B) ∧ (B → A), koji je uveo McKay (v.
[76]), predstav	a strogo opadaju�i niz H + Em (m − 1){valentnih logika sa
jednom designiranom vrednox�u izme�u H i klasiqne dvovalentne logike L2,
tj.

H ⊂ ... ⊂ H + Em+1 ⊂ H + Em ⊂ ... ⊂ H + E4 ⊂ H + E3 = L2.

Kako je
lim

m→+∞
(H + Em) =

⋂
m≥3

(H + Em) = H

(v. [76]) zak	uqujemo da za entropiju Heyting{ove iskazne logike va�i

H(H) ∼ log2(m− 2)

kad m → +∞, dok za entropiju logike H + Em+1 imamo:

H(H + Em+1) ≤ m log2 m− (m− 1) log2(m− 1).

Istaknimo ovde da je modele proxire�a Heyting{ove logike sliqnim shema{
aksiomama razmatrao i M. Bo�i� (v. [26]).

Sa druge strane, Gödel{ove ekstenzije Sm (v. [50]) Dummett{ove logike
LC = H + (A → B) ∨ (B → A) (v. [35] i [6]), definisane kao Sm = LC + Am,
gde je takozvani Nagata{in niz formula (Am) (v. [82]) induktivno definisan
sa:

A1 = ((P2 → P1) → P2) → P2

Am+1 = ((Pm+2 → Am) → Pm+2) → Pm+2

pri qemu su P1, P2, ... iskazna slova, predstav	a strogo opadaju�i niz iskaznih
intermedijalnih logika izme�u Dummett{ove logike LC i klasiqne dvova-
lentne logike L2, tj.

H ⊂ LC ⊂ ... ⊂ Sm+1 ⊂ Sm ⊂ ... ⊂ S2 ⊂ S1 = L2

(v. [110], [55] i [56]). Sm je (m + 1){valentna logika koju karakterixe (m + 1){
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elementni linearno ure�en sistem sa jednom designiranom vrednox�u, i va�i

lim
m→+∞

Sm =
+∞⋂
m=1

Sm = LC

xto znaqi da se entropija asimptotski ponaxa kao

H(LC) ∼ log2 m

kad m → +∞. U ovom sluqaju, va�i i:

H(Sm−1) ≤ m log2 m− (m− 1) log2(m− 1)

Primetimo da beskonaqnovalentne Heyting {ova i Dummett{ova logike ima-
ju beskonaqne entropije koje se asimptotski isto ponaxaju.
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4

Zak	uqak

Mada sistemi sekvenata LKprob, LKprob(ε) i LKfuz, svaki za sebe, pred-
stav	aju zasebne celine, mogu�e ih je, sve zajedno, posmatrati kao jednu kon-
tinuiranu logiqku analizu oznaqenih sekvenata iskazne klasiqne logike LK.
Istra�iva�e polazi od ideje probabilizacije Gentzen{ovog raquna LK (v.
[47]) zasnovane na principima filozofski fundiranim u radovima Carnap{
a (v. [28]) i Popper{a (v. [93]) i dose�e najpre do mogu�nosti definisa�a
intervalne verovatno�e istinitosti sekventa Γ ` ∆, za intervale oblika
[a, b] ⊆ [0, 1], kroz raqun LKprob sa sekventima oblika Γ `b

a ∆. Osnovno
opravda�e sistema LKprob predstav	aju teoreme saglasnosti i potpunosti
u odnosu na prirodno uvedenu semantiku.

Specijalan sluqaj raquna LKprob je raqun LKprob(ε) koji se bavi vi-
sokim verovatno�ama sekventa Γ ` ∆ vezanim za intervale oblika [1 − nε, 1]

i sekvente Γ `n ∆, xto je inspirisano poqetnim idejama Suppes{a (v. [105]).
Sistem LKprob(ε) poseduje daleko elegantnije forme pravila izvo�e�a (v.
[18]) u odnosu na iste u sistemu LKprob, koje su tako�e pra�ene odgovara-
ju�im rezultatima saglasnosti i potpunosti. Raqun LKprob(ε) predstav	a,
u izvesnom smislu, dokaz{teoretsko pobo	xa�e raquna LKprob. U oba ova
raquna, verujemo, izostaje, na primer, mogu�nost eliminacije pravila seqe�a
(cut–elimination theorem) zbog eksplicitnog prisustva pravila aditivnosti u
sistemu.

Konaqno, sistem LKfuz predstav	a uopxte�e prethodna dva u kojem in-
terval kao oznaku sekventa Γ `b

a ∆ zame�ujemo elementima x konaqne mre�e
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kako bismo, izostav	aju�i pravilo aditivnosti iz naxeg sistema, i odriqu�i
se osnovne verovatnosne interpretacije sekventa Γ `x ∆, a prihvataju�i in-
terpretaciju vezanu za meru rasplinutosti, dobili jasniju mogu�nost obezbe-
�iva�a odre�enih dokaz{teoretskih svojstava naxeg raquna, poput eliminaci-
je pravila seqe�a. Drugim reqima, za 'putova�e' od LK, preko LKprob i
LKprob(ε), do LKfuz mo�emo na�i uteme	eno opravda�e, pored semantiqkih
(model{teoretskih) rezultata saglasnosti i potpunosti, tako�e i u rezultati-
ma sintaksnog (dokaz{teoretskog) tipa.

Me�u mogu�im pravcima da	ih istra�iva�a i unapre�e�a dobijenih
rezultata svakako najizazovniji jeste transformacija verovatnosnih raqu-
na sekvenata LKprob i LKprob(ε) u odgovaraju�e intuicionistiqke verzi-
je LJprob i LJprob(ε), gde se, kao najve�i problem ispreqio tretman adi-
tivnosti. Naime, aditivnost bi bez dodatnih ograniqe�a intuicionistiqku
logiku pretvarala u klasiqnu. Razrexe�e ovog problema bi otvorilo put ka
definisa�u intuicionistiqke verzije NJprob raquna prirodnih izvo�e�a
NKprob, te definisa�e odgovaraju�ih modela. Pita�e je tako�e da li bi
modeli raquna LJprob i NJprob morali da budu bazirani na modelima sa
mogu�im svetovima tipa Kripke{a (v. [108] i [29]) ili bi mogli biti defi-
nisani jednostavnije, kao xto smo to uradili u sluqajevima raquna LKprob,
LKprob(ε), LKfuz i NKprob.

Pita�e koje otvara gore navedeni pristup entropiji logiqkog sistema jeste
mogu�nost primene istog pristupa na klasifikaciju konaqnih algebri, pa i
konaqnih relacionih struktura. Verujemo da bi na sliqan moglo da se do�e do
klasifikacije u teoriji algebarskih sistema.
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