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Prolog

Srednje uho je sistem koji prenosi energiju zvuka od spoljasnjeg slusnog kanala do kohlee koja
se nalazi u unutragnjem uhu. U tom sistemu, prostorno kretanje maleusa, inkusa i posebno stapesa
je glavni uzrok promene pritiska perilimfe u unutragnjem uhu gde su locirane ¢elije receptori. Ta
kretanja treba istraziti jer je sistem o kome je re¢ suvise kompleksan da bi se njegova funkcija
shvatila intuitivno. Protok energije kroz srednje uho i gubici energije u okviru tog sistema su
glavni ¢inioci njegovog modeliranja. Modeli uha su veoma vazni u analizi efekata upotrebe razlici-
tih transplantata koji se koriste u restoracijama funkcije srednjeg uha, bilo da se radi o zameni
bubne opne ili protezama koje menjaju elemente lanca slusnih koscica kao pasivni ili aktivni ele-
menti koji alternativno sprovode slusnu funkciju. Naime, hirurski tretmani hroni¢nih inflamatornih
bolesti srednjeg uha uklju¢uju eliminisanje patologkih procesa kao i rekonstrukciju bubne opne i
lanca slugnih koscica sa ciljem da se popravi slusna funkcija. Svaki taj model podleze skali razlici-
tog stepena idealizacije i bez obzira $to je u osnovi aproksimativan, on znac¢ajno moze da dopri-
nese, individualizaciji tretmana prilagodenoj svakom pojedincu posebno, pre svega zbog niske cene
numerickih nasuprot skupim eksperimantalnim simulacijama koje treba da ukljuce specifi¢nosti u
morfologiji i postojetem stanju sistema, posebno, za svakog pojedinca.

U okviru ove teze predlozice se model zasnovan na dinamici sistema krutih tela koja su sa okoli-
nom vezana sistemom frakcionih viskoelasti¢nih elemenata. Ovi elementi ¢e se modelirati kao stan-
dardno frakciono linearno viskoelasti¢no telo poznato kao frakcioni Zenerov model viskoelasti¢nog
tela, koje pored izvoda proizvoljnog realnog reda napona i deformacije ukljucuje i ograni¢enja na
koeficijente u modelu izvedena iz Klauzius-Dijemove nejednakosti. Ova odrednica modela dozvo-
ljava da se disipacija energije u sistemu analizira od samog pocetka analize kretanja sistema. Naime,
ovde se kao model srednjeg uha razmatra sistem od dva kruta tela slozene geometrije koja su medu-
sobno povezana sfernim zglobom i koja se mogu kretati u ogranicenom delu prostora. Ta dva tela
- inkudo-malearni blok (jer se inkus i maleus posmatraju kao jedna kruta celina) i stapes - su
za temporalnu kost povezana sistemom ligamenata, bubnom opnom i sa dva specificna miSica
(prislugkiva¢ i protektor). Inzenjeri bi rekli da ti ligamenti, opna i migi¢i zajedno ¢ine sistem koji
nosi lanac slugnih koscica, istovremeno ga pobuduje, upravlja njegovim kretanjem i zaustavlja ga.
Pojedini elementi tog noseteg sistema - sistema veSanja - su, sami za sebe, veoma sloZeni i po
obliku i po strukturi, pa ¢e se za njih, u okviru ove teze, predloziti prostije - priblizno ekviva-
lentne zamene modelirane takode standardnim frakcionim linearnim viskoelasti¢nim elementima.
Razumevanje kretanja ovog sistema i posebno disipacije energije u svakom od predlozenih visko-
elasti¢nih elemenata su od izuzetne vaZnosti za razumevanje funkcije srednjeg uha i u normalnim
i u patoloskim uslovima. Osnovna hipoteza teze je da ¢e se sa izabranim reologkim modelom koji
vrlo dobro opisuje ponasanje biologkih tkiva koja ¢ine srednje uho dobiti korektno, bar u kvalita-
tivnom smislu, predvidanje kretanja sistema kao celine, bez obzira na njegovu slozenost, kakva je
itekako prisutna u sistemu koji se u tezi razmatra.

Diferencijalne jednacine kretanja inkudo-malearnog bloka i stapesa ¢e se, uz pretpostavke
koje broj stepeni slobode kretanja redukuju na 3est, generisati Gibs-Apelovim jedna¢inama. Ove
jednacine ¢e se dopuniti konstitutivnim relacijama za sile koje ¢ine sistem vesanja slusnih koscica,
a koje sadrze izvode proizvoljnog realnog reda (uobicajeno frakcione izvode) kao i ogranicenja na
relaksacione koeficijente koja slede iz drugog zakona termodinamike. Ovi izvodi su nelokalni opera-
tori, §to znaci da se za odredivanje izvoda veli¢ine u jednom trenutku mora poznavati kompletna
istorija te veli¢ine do tog trenutka, $to sa aspekta numericke analize problema za predlozeni broj
stepeni slobode kretanja ima svoju tezinu. U rezultatu ¢e se kao model kretanja slusnih koscica
dobiti sistem diferencijalnih jednag¢ina proizvoljnog realnog reda. Ovaj sistem ¢e se resavati na dva

iii
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nacina: primenom ekspanzione formule kojom se sistem frakcionih diferencijalnih jednacina svodi
na znatno prosireni sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina ali koji ¢e se integraliti standardnim
numerickim procedurama i metodom Laplasove transformacije sa numerickom inverzijom.
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Model srednjeg uha






Glava 1

Polazni stavovi

1.1 Iz anatomije i fiziologije uha

Kompleksnu radnju kao sto je slusanje omoguéava auditorni sistem i to u tri konceptualno
razlicite faze - prenosa, pretvaranja i obrade signala. Naime, prvo se zvucni signal koji iz okruzenja
stize u obliku promene pritiska vazduha, prenosi do receptora. Zatim se taj signal u receptoru
pretvara u elektri¢ni signal, da bi se na kraju taj elektri¢ni signal obradio sa ciljem da se dobiju
informacije o visini, intenzitetu, boji i lokaciji izvora zvuénog signala iz sredine u kojoj je nastao.
Svakom od ova tri koraka odgovara posebna anatomska celina. Spoljasnje i srednje uho ¢ine
konduktivni podsistem koji sluzi za prenosenje zvuénog signala iz vazduha u unutrasnje uho. U
unutrasnjem uhu nalazi se senzoro-neuralni podsistem, koji ¢ine kohlea i osmi kranijalni nerv,
¢ija je fiziologka funkcija aktivacija odgovarajuéih nervnih ¢elija, koje predstavjaju senzore gde
se dobijeni signal pretvara u nervni, da bi se na kraju taj nervni signal procesirao u centralnom
auditornom nervnom sistemu. Sluh je dakle posledica taé¢no odredenog redosleda dogadaja koji
se desavaju u podsistemima auditornog sistema. Dakle, poznavanje auditornog sistema zahteva
poznavanje i svakog od ova tri podsistema i veza izmedu njih.

Kada se ¢uje zvuk, uglavnom to predstavlja neki fizicki poremecaj koji se prenosi kroz vazduh,
zatim kroz spoljasnji slusni kanal, pa kroz srednje uho i na kraju stize u unutragnje uho, gde moze
biti detektovan ako je odgovarajuteg intenziteta i odgovarajuce frekvencije. Ipak, nije to jedini
nacin prenosenja zvuka. Ako se na primer vrhom prsta blago kuca u temporalnu kost, kao posledica
toga, moze se ¢uti zvuk koji se prenosi prostiranjem talasa kroz kost lobanje direktno u unutrasnje
uho. To je jedan od najjednostavnijih testova za utvrdivanje uzroka gubitka sluha. Taj gubitak
moze biti posledica nemoguénosti prenosenja zvuka kroz spoljasnje i srednje uho do unutrasnjeg
uha ili posledica nefunkcionalnosti unutragnjeg uha. Osim toga, prostiranje zvucnog talasa kroz
kost lobanje je razlog zasto glas osobe, toj istoj osobi, zvuéi drugacije kada se snimi i pusti da se
poslusa. Naime, dok ¢ovek govori, zvuk koji nastaje treperenjem njegovih glasnih zica u govornom
aparatu, dolazi do unutragnjeg uha putem vazduha i srednjeg uha, kao i putem kosti lobanje. Zvuk
koji se tako c¢uje je, zbog mehanickih svojstava kosti lobanje, obi¢no dublji i priguseniji. Kada se
slusa snimak sopstvenog glasa, zvuk dolazi do unutranjeg uha samo putem vazduha i srednjeg
uha.

Eksperimentalnim merenjima utvrdeno je da minimalna amplituda zvucnog talasa (signala)
koju moze detektovati pojedinac sa normalnim sluhom iznosi oko 20 pPa. Ova vrednost se jo$
naziva i prag ¢ujnosti, a odnosi sa na frekvenciju od 1000 Hz. Poredenja radi, atmosferski pritisak'
iznosi oko 100 kPa, §to zna¢i da uho moze da detektuje promene vazdusnog pritiska koje su 2x 10710
deo atmosferskog pritiska. Uho je dakle veoma osetljivo na promenu pritiska i uobic¢ajeno je da
se ta osetljivost opisuje u odnosu na pomenuti prag ¢ujnosti, koji u opstem slucaju zavisi od
frekvencije, videti [Ashmore, 2002]. Zvuéni stimulans se moZe odrediti fizickim merenjem zvuénog
talasa na ulazu u spoljasnji slusni kanal korigéenjem kalibrisanih mikrofona, a izrazava se preko

I Atmosferski pritisak je posledica tezine vazdusnog stuba mereno od povrsine mora do granice svemira, za Sta
se uglavnom uzima Karmanova linija na visini od 100 km.
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4 GLAVA 1. POLAZNI STAVOVI

nivoa zvuénog pritiska u decibelima, na slede¢i nacin?

JZ =20log
10 Pref

gde JZ stoji za jacinu zvuka izrazenu u dB SPL, i gde je prey = 20 pPa. Uvodenje logaritamske
jedinice decibel je pogodno zbog velikog opsega pritisaka zvuka koje ¢ovek ¢uje. Naime, zvuéni
pritisci veli¢ine 20 Pa (120 dB SPL) izazivaju bol u ¢ovekovom slusnom sistemu pa se ta vrednost
opisuje kao granica bola, iako se ona blago menja sa promenom frekvencije. Pored $irokog opsega
pritisaka, uho moze da registruje i sirok opseg frekvencija. Opseg frekvencija koje covek moze da
¢uje iznosi od 20 Hz do 20 kHz. Taj interval moze da bude veoma razli¢it od osobe do osobe. Ispod
frekvencije od 20 Hz zvuk mora da bude toliko jak da moze da se kaze da se te frekvencije ni ne
cuju.

U ovoj tezi modelirate se samo jedna komponenta konduktivnog podsistema, a to je srednje
uho, slika 1.1. Pre nego $to se krene sa opisom anatomije potrebno je napomenuti da postoje levo
i desno srednje uho. Oba ta sistema sa svojim komponentama su simetri¢na u odnosu na sagitalnu
ravan. Posto ¢e se, u ovoj tezi, modelirati desno srednje uho, na slici 1.1 prikazana je njegova
anatomija. Srednje uho je veoma sloZen sistem Supljina i kanala, smestenih u slepooc¢noj kosti.
Gledajuéi od nazad ka napred sredisnji deo srednjeg uha predstavlja bubna supljina. Ispred bubne
Supljine se nalazi Eustahijeva slusna tuba koja se pruza ka donjem delu zdrela, a iza bubne supljine
se nalaze supljine mastoidnog nastavka slepooc¢ne kosti. Bubna supljina ima nepravilan oblika i
zapreminu od oko 2 cm?®. I pored nepravilnog oblika ona se moze aproksimirati kao prizma sa gest
strana: 1) spoljagnja ili opnasta strana 2) unutragnja ili labirintna strana 3) prednja ili karotidna
strana 4) zadnja ili mastoidna strana 5) gornja ili pokrovna strana i 6) donja ili jugularna strana.
Za ove elemente vezuje se sistem veSanja osikularnog lanca.

Gornji ligament inkusai
gornji ligament maleusa

Zadnji ligament

; Ink
inkusa us

Inkudo-malearni zglob

Anularni
ligament
stapesa Maleus . e ;
TetivamiSica zatezaca
Stapedijana bubne opne
bazalna ploca Migic zatezas
Inkudo-stapedijalni bubne opne
zglob Unutrasnja karotidna

Piramidno arterija
ispupcenje Petrotimpani¢na
Mi&i¢ stapesa pukotina
e Prednji ligament
Stilomastoidna ’ mJaIeSsa

arterija )
Gusto receptorni

Facijalni nerv 4,‘
! Prednja bubna nerv

Zadnjabubna Gusto receptorni Bubnaopna Prednji nastavak &€&
arterija nerv maleusa

Slika 1.1: Anatomija srednjeg uha. Modifikovano na osnovu [Gilroy et al. , 2012].

Bubna supljina je od spoljasnjeg uha, koje se sastoji iz usne gkoljke i spoljasnjeg usnog kanala,
odvojena bubnom opnom koja je ulozena u plitki kostani zljeb na dnu spoljasnjeg usnog kanala.
Bubna opna je postavljena koso (pod uglom od oko 45°) prema prednjem i donjem zidu spolja-
$njeg usnog kanala, zbog ¢ega su ova dva zida kanala nesto duza od ostala dva, tj. od zadnjeg i
gornjeg. Ovakva orijentacija omogucava bubnoj opni da ima vetu povrsinu od povrsine popre¢nog
preseka spoljasnjeg usnog kanala. Bubna opna je skoro ovalnog oblika a u popreénom preseku
dublji deo, tj. vrh, koji se nalazi malo ispred i ispod sredista bubne opne, nazvan je pupak
bubne opne (umbo membranae tympani), dalje umbo. Stranice konusa koji formira bubna opna
su konveksne gledano sa latelarne strane, tj. sa spoljasnje strane, videti sliku 1.2 a). Idué¢i od
spoljasnjeg usnog kanala ka bubnoj Supljini, bubna opna se sastoji iz koznog sloja, sopstvenog

2(eng. dB SPL, gde SPL stoji za sound preassure level)
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fibroznog sloja bubne opne i sluzokoznog sloja. Kozni sloj, koji oblaze spoljagnju stranu bubne
opne, ¢ini veoma tanka koza spoljasnjeg usnog kanala. Bubna opna se odlikuje vrlo izrazenom
regenerativnom sposobnoséu, zbog ¢ega povrede bubne opne, ili namerna rasecanja (paracenteza)
brzo zarastaju. Iako veoma tanak, moguce je da kozni sloj ima uticaja na mehanicka svojsta bubne
opne. Sopstveni fibrozni sloj bubne opne jeste srednji i jedini sloj koji iskljuc¢ivo pripada bubnoj
opni. Sluzokozni sloj, koji oblaze unutrasnju stranu bubne opne, deo je sluzokoze bubne Supljine.
To je veoma tanak sloj ¢elija, za koji se smatra da skoro i nema uticaj na mehanicka svojstva bubne
opne. Makroskopski posmatranjem mogu se razlikovati tri dela bubne opne. To su zategnuti deo
(pars tensa), labavi deo (pars flaccida) i anularni ligament bubne opne. Razlika izmedu zateg-
nutog dela i labavog dela bubne opne je u strukturi njihovog sopstvenog fibroznog sloja, videti
[Ferrazzini, 2003]. Zategnuti deo ¢ini donji, ve¢i i deblji deo bubne opne. Sopstveni fibrozni sloj
zategnutog dela sastoji se od dva subepidermalna vezivna sloja sa, gledajuéi od spoljasnjeg usnog
kanala, radijalnim vlaknima i cirkularnim vlaknima, videti [Sercer, 1966], [Volandri et al. , 2011]
i [Ferrazzini, 2003], odakle je i preuzeta slika 1.2 b). Takode, sopstveni sloj bubne opne sadrzi
i paraboli¢na i transverzalna vlakna, videti sliku 1.2, b). Labavi deo bubne opne, nazvan jos i
Sapnelova opna, predstavlja gornji, manji i tanji deo bubne opne. Sopstveni sloj labavog dela
bubne opne sastoji se iz vezivnog tkiva koje sadrzi vlakna kolagena i obilje elasti¢nih vlakana,
videti [Ferrazzini, 2003]. Anularni ligament je vlaknasto zadebljanje koje ¢vrsto vezuje skoro ceo
obim zategnutog sloja bubne opne za plitki kostani zleb na dnu spoljasnjeg usnog kanala, videti
[Ferrazzini, 2003], [Decraemer & Funnell, 2008]. Takode, radijalna, a i neka neredijalna, vlakna
bubne opne nastavljaju se i u anularni ligament bubne opne. Zbog toga je pomeranje bubne
opne na mestu anularnog ligamenta skoro nula. Uticaj tog ligamenta, koji gotovo da lezi u jed-
noj ravni od koje malo odstupa - anularnoj ravni bubne opne - na mehanicka svojstva bubne
opne je vrlo mali, videti [Ferrazzini, 2003] i [Decraemer & Funnell, 2008]. Sama za sebe bubna
opna je predmet izutavanja velikog broja radova, videti na primer [Decraemer & Funnell, 2008] i
[Volandri et al. , 2011] kao i reference u njima, jer se radi o izuzetno slozenom sistemu koji se mode-
lira parcijalnim diferencijalnim jednacinama. Ove jednacine se sa obzirom na pomenata radijalna i
cirkularna vlakna resavaju na nehomogenom domenu slozenog oblika tako da u resavanju uglavnom
dominiraju numeric¢ke procedure bazirane na metodama kona¢nih ili grani¢nih elemenata.

Dakle, u okvirima ove teze, radi jednostavnosti modela, izdvojite se samo dva svojstva bubne
opne: prvo svojstvo da kolektuje signal iz spoljasnjeg slusnog kanala i drugo da je to prvi elemenat
u kome zbog deformacije dolazi do disipacije energije. Ova dva svojstva ¢e se u model ukljuéiti u
znatno pojednostavljenom, ali ipak priblizno ekvivalentnom obliku. Prvo svojstvo: sam kolektovan
signal /pritisak koji je rasporeden po povrsini opne ¢e se zameniti jednom prinudnom silom koja
deluje u tacki umbo u pravcu normale na anularnu ravan bubne opne, kao na slici 1.2 a). Drugo
svojstvo: sama bubna opna Ce se zameniti sa tri znatno prostija elementa, i to sa tri, za umbo
vezana, vlakna istih reoloskih svojstava kao sama opna, videti sliku 1.2 c).

Labavi deo bubne opne

Spoljasnji nastavak maleusa

Sak

™

? ? ? Fekv 1 Fekv 2
Cirkularna
" vlakna
3
3 b) " )

Slika 1.2: Pritisak iz spoljagnjeg slusnog kanala a), nehomogenost bubne opne b) i prostiji
priblizno ekvivalentni sistem c¢). Modifikovano na osnovu [Ferrazzini, 2003].

Opravdano je pretpostaviti da za modeliranje ova dva, ovde izdvojena svojstva bubne opne,
eventualno postoje i druga reSenja, mnogo bliza realnim i posebno patologkim uslovima, ali je
gotovo sigurno da bi taj segment u razlicitim aspektima vodio ka neuporedivo slozenijim modelima
srednjeg uha, §to prevazilazi okvire ove teze.
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Pored bubne opne, u bubnoj $upljini se nalazi i lanac slugnih koscica, dalje osikularni lanac, ¢ije
kretanje izazvano promenom pritiska vazduha na bubnu opnu, izaziva promenu pritiska perilimfe u
unutrasnjem uhu. Osikularni lanac ¢ine tri kos¢ice, i to su, iduéi od spolja ka unutra: maleus, inkus
i stapes. Tradicionalni nazivi za te kos¢ice u nasem jeziku su redom ¢eki¢, nakovanj i uzengija.
Maleus je najveca od tri slusne koscice i utkan je u sopstveni fibrozni sloj bubne opne svojom
drgkom (manubriumom) i spoljagnjim (latelarnim) nastavkom. Sluzokozni sloj bubne opne pokriva
i drsku ceki¢a. Inkus se nalazi unutra i iza maleusa, a za njega je, prema Serceru, vezan pomoéu
nepokretnog zgloba. Naime, taj autor smatra da se posle izvesne dobi pokretljivost izmedu maleusa
i inkusa moze zanemariti, videti [Sercer, 1966]. Ova pretpostavka znatno smanjuje broj stepeni
slobode kretanja lanca slusnih koscica pa ¢e se i ovde usvojiti. Dalje je inkus sa stapesom vezan
pomocu pokretnog zgloba, za koji ¢e se pretpostaviti da je sferni i idealan. Uvodenje suvog trenja
u zglob izmedu inkusa i stapesa itekako ima smisla, jer pojasnjava slabljenje sluha u starijem dobu,
ali taj fenomen prevazilazi okvire ove teze, i o njemu se moze govoriti u okviru budu¢ih modela
srednjeg uha. Stapes, koji je najmanja ko$¢ica u nizu ali i u ljudskom telu, uglavljen je svojom
bazom u ovalni prozor na labirintnom zidu bubne supljine. Kretanje baze stapesa jeste glavni uzrok
za promenu pritiska perilimfe i zato ga je potrebno dobro prouciti, jer je kretanje osikularnog lanca
najvazniji segment u prenosu energije od spoljasnjeg slusnog kanala ka unutrasnjem uhu. To
kretanje omogucava sistem vesanja u kome takode dolazi do disipacije energije, o ¢emu ¢e sada biti
reci.

Sistem vesanja osikularnog lanca za temporalnu kost ¢ini nekoliko ligamenata i dva misica.

Maleus je vezan za temporalnu kost pomocu cetiri ligamenta: gornjeg, prednjeg, latelarnog i
zadnjeg ligamenta koji su dobili naziv spram relativne pozicije u odnosu na sam maleus. Gornji
ligament povezuje gornji deo glave maleusa sa gornjim zidom bubne $upljine. Iako neki autori
smatraju da je gornji ligament maleusa ustvari samo tanak sloj sluzokoze, kod nekih uzoraka
istog utvrdeno je prisustvo vlakana kolagena, videti [Sim & Puria, 2008]. Prednji ligament maleusa
povezuje vrat maleusa sa petrotimpani¢nom pukotinom, dok lateralni ligament maleusa povezuje
vrat istog sa kostanim marginama bubnog useka (Rivinusovog useka). Prednji i lateralni ligament
maleusa se smatraju pravim ligamentima posto se sastoje od kolagenih vlakana. Zadnji liga-
ment maleusa se ¢esto ne navodi u knjigama iz anatomije, ali je ipak njegovo prisustvo potvrdeno
disekcijom svezih uzoraka srednjeg uha, videti [Ferrazzini, 2003]. Sistem veSanja inkusa ¢ine dva
ligamenta, gornji i zadnji ligament inkusa. Gornji ligament se opisuje kao sluzokoza (mucosal fold),
videti [Ferrazzini, 2003]. Zadnji ligament inkusa, spaja kratki krak inkusa, uglavnom sa lateralne i
medijalne strane, i povezuje ga sa kostima bubne supljine opet sa lateralne i medijalne strane. Zbog
toga se ovaj ligament nekada posmatra kao dva odvojena ligamenta, videti [Sim & Puria, 2008].
Medutim, opazanjima je utvrdeno da su ta dva dela ligamenta spojeni sa donje ili zadnje strane
kratkog kraka inkusa tako da je zadnji ligament inkusa jedan ligament.

Pored navedenih ligamenata, izmedu baze stapesa i ovalnog prozora nalazi se anularni liga-
ment stapesa koji je elipti¢nog oblika i koji obezbeduje hermeticki zatvorenu ali pokretnu granicu
izmedu srednjeg uha i kohlearne te¢nosti. Sirina anularnog ligamenta po obimu baze stapesa nije
konstantna, tj. ligament je tanji na zadnjem delu baze stapesa. Iako se uglavnom opisuje kao liga-
ment, neki autori vezu izmedu baze stapesa i ovalnog prozora opisuju kao ,,pojednostavljen” zglob,
videti [Ferrazzini, 2003], pa se zbog toga ova veza naziva i stapedio-vestibularni zglob. Kao i bubna
opna i anularni ligament stapesa se moze modelirati parcijalnim diferencijalnim jedna¢inama za
prsten promenljive debljine oblika elipse koji predstavlja vezu baze stapesa sa temporalnom kosti.
Medutim, prisustvo parcijalnih jednacina bi znacajno uslozilo model srednjeg uha, pa ¢e se veza
baze stapesa za ovalni prozor ovde dati pojednostavljenim sistemom od cetiri sile reakcije veze
izmedu baze stapesa i temporalne kosti, videti sliku 1.3.

Srednje uho

Slika 1.3: Pojednostavljeno dejstvo anularnog ligamenta stapesa.
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Na neki nacin ove Cetiri sile menjaju rasporedeno opteretenje duz Cetiri dela elipse i tako obezbe-
duju moguénost da se analiziraju slozena kretanja baze stapesa (translaciju i obrtanje oko duge i
kratke ose simetrije baze/elipse stapesa).

Migiéi slugnih koséica i njihova slozena funkcija nisu u potpunosti razjasnjeni. Cak i u savre-
menoj literaturi postoje razliciti stavovi u pogledu njhove funkcije, $to je posledica slozenosti
sistema srednjeg uha, njegovih dimenzija, a najvise nedostupnosti neposrednog uvida u njegovu
funkciju tokom normalnog procesa slusanja pri fizioloskim uslovima. Iz tog razloga, ée se za
razvoj modela prihvatiti odredena stanovista prisutna u literaturi. Opravdanost tih stanovista
bila bi predmet rasprava medu otolozima a to prevazilazi okvire ove teze. U principu, radi se
0 poprec¢noprugastim misi¢ima od kojih je jedan regulator kretanja inkudo-stapedijalnog zgloba,
tj. prisluskiva¢ koji je stalno aktivan tokom procesa slusanja dok je drugi misi¢ protektor tj.
migi¢ koji stiti unutrasnje uho od prejakih nadrazaja tipa impulsnog dejstva kao sto su pucanj ili
eksplozija u neposrednoj blizini na primer. Termini prislugkiva¢ i protektor su preuzeti iz knjige
Sercera i stoje za misi¢ stapesa i miSi¢ zateza¢ bubne opne. Misi¢ stapesa (m. stapedius) jeste
najmanji popre¢noprugasti misi¢ kod ¢oveka. Migi¢ je smesten u Supljinu piramidnog ispupcenja,
na mastoidnom zidu bubne supljine. Veoma tanka tetiva izlazi iz piramidnog ispupcenja na njego-
vom vrhu i, pruzena unapred, pri¢vrs¢uje se na glavi stapesa u kojoj se nalazi zglob, videti sliku
1.1. Misi¢ stapesa je inervisan istoimenim zivcem (n. stapedius), boé¢nom granom facijalnog zivca.
Svojim dejstvom misi¢, tokom procesa slusanja, povlaéi napolje i nazad, videti [Sercer, 1966] i
[Mgller, 2006], i time izvla¢i njegovu bazu iz ovalnog prozora ¢ime se regulise pritisak perilimfe u
unutragnjem uhu. Misi¢ zateza¢ bubne opne (m. tensor tympani) veoma je tanak, izduzen misi¢,
¢ija se vlakna pri¢vrséuju na zidovima istoimenog kostanog polukanala i na hrskaviénom delu slusne
tube. Misi¢ se pruza unazad i prelazi u tanku tetivu, koja se pripaja na vratu maleusa. Zatezac
bubne opne je inervisan istoimenim Zivcem (n. tensoris tympani), granom mandibularnog Zivca.
U slucaju impulsnog optere¢enja ovaj migi¢ povla¢i manubrium maleusa ka unutra, zatezuéi i pri
tome pomerajuci, takode ka unutra, bubnu opnu, tako da se glava stapesa povuce unutra i prema
gore i tako spreci naglo kretanje njegove baze koje bi dovelo do ostetenja unutragnjeg uha, videti
[Sercer, 1966] i [Mgller, 2006]. U okviru teze proucavaée se samo regularno optereéenje, mada bi i
model koji u razmatranje uzima i impulsno opterec¢enje bio od interesa.

Sinergi¢nim dejstvom misi¢a zatezaca bubne opne i misi¢a stapesa dolazi do blokiranja osiku-
larnog lanca odnosno prestanka kretanja lanca slusnih koscica. Aktivacija ova dva misi¢a zove se
refleks srednjeg uha, i kod ¢oveka ukljucuje samo migi¢ stapesa dok kod Zzivotinja koje se ¢esto
koriste u istrazivanjima auditornog sistema (kao §to su macka, morsko prase, pacov) ukljucuje i
misi¢ zateza¢ bubne opne, videti [Mgller, 2006]. Ovaj refleks se aktivira u slu¢aju glasnog zvuka
(kad nivo zvuka prede oko 70 dB SPL ili po nekim autorima 90 dB SPL), videti [Sercer, 1966],
[Ashmore, 2002], [Mgller, 2006], ¢ime se $titi kohlea od stete koja moze nastati na primer preve-
likim pomeranjem baze stapesa. Kontrakcijom misi¢a stapesa smanjuje se prenos zvuka do kohlee,
vige za niske nego za visoke frekvencije, videti [Mgller, 2006]. Tako ovaj refleks ima zastitnu ulogu,
zbog vremena koje je potrebno za kontrakciju ovih misica, a koje iznosi od 25 do 100 ms u
zavisnosti od intenziteta zvuka, on ne moze da zastiti kohleu u slucaju impulsnog dejstva kao
§to je na primer pucanj. Kao sto je ve¢ receno, dalja razmatranja impulsnog dejstva prevazilaze
okvire ove teze. Dakle, u ovoj tezi se prihvata stanoviste da samo misi¢ stapesa stalno radi u
procesu slusanja, videti [Sercer, 1966] i [Mgller, 2006], pa se uticaj misi¢a zatezaca bubne opne
nece se uzeti u razmatranje.

Model koji se ovde predlaze ukljucuje disipaciju energije ab initio neposredno za misi¢ stapesa
i svaki ligament u sistemu veSanja posebno. Pri tome se tezine slusnih koscica nece uzeti u razma-
tranje posto pomeranjem glave ne dolazi do relativnog kretanja lanca slugnih kos¢ica u odnosu na
temporalnu kost i stvaranja zvucne senzacije. Ako se pretpostavi da je kretanje osikularnog lanca
obrtanje oko nepomi¢ne ose onda je jedno moguce objasnjenje ovoga stava da je teziste osikularnog
lanca blizu te ose obrtanja i ne pravi moment koji bi pomerao stapes. Najzad treba naglasiti da
se neposredno iza baze stapesa u unutrasnjem uhu nalazi perilimfa tako da ¢e se kretanje baze
stapesa posmatrati uz otpor fluidne sredine sa kojom je u kontaktu.

Na samom kraju ove sekcije evo nekoliko stavova klasi¢ne teorije sluha.

Kada ne bi imali srednje uho i kada bi ovalni prozor unutrasnjeg uha bio direktno izlozen
zvuénim talasima koji se prostiru kroz vazduh, samo 0.1% energije zvuka bi se prenelo do kohlee
dok bi 99.9% energije bilo reflektovano, odnosno odbijeno zajedno sa zvuénim talasom. Razlog za
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takve gubitke je to $to je kohlea ispunjena te¢noséu - perilimfom - koja ima dosta vetu akusti¢énu
impedansu od vazduha. Akusti¢na impedansa je mera otpora ¢estica sredine njihovom pomeranju
usled prostiranja zvucénog talasa kroz tu sredinu, i mnogo je veta za te¢nost nego za vazduh.
Akusti¢na impedansa jednaka je koli¢niku pritiska i zapreminske brzine protoka cestica sredine
kroz koji se prostire zvuéni talas. Na granici izmedu dve razli¢ite sredine koli¢ina odbijenog zvuka,
a samim tim i koli¢ina prenesenog zvuka, zavisi od razlike izmedu akusti¢nih impedansi te dve
sredine. Sto je veca razlika impedansi veéa je i kolicina odbijenog zvuka. Akusti¢na impedansa
vode (pretpostavimo i perilimfe) je oko 3750 puta veca od akustiéne impedanse vazduha, i to je
razlog zasto bi se 99.9% energije zvuka odbilo a samo 0.1% prenelo u kohleu.

Da bi prenelo energiju zvuka, srednje uho ima funkciju transformatora koji prilagodava ovu
veliku razliku u akusti¢nim impedansama vazduha i kohlee, i time omoguéava prenos energije sa §to
manje gubitaka. Ono omoguéava da se preko 60% energije zvuka koja dode do bubne opne prenese
u unutrasnje uho, videti [Ashmore, 2002]. Zbog toga su prenos energije kao i njeni gubici jako
vazni pri modeliranju dinamic¢kog ponasanja osikularnog lanca. Postoje dva osnovna mehanizma
koja omogutavaju ovo prilagodavanje impedansi. Prvi mehanizam je razlika u povrsinama bubne
opne i baze stapesa koja za posledicu ima povetavanje pritiska na bazi stapesa u odnosu na pritisak
na bubnoj opni, ali i smanjenje zapreminske brzine u kohlei. Drugi mehanizam je sistem poluge
koji ¢ini osikularan lanac i koji za posledicu ima povetanje sile na bazi stapesa u odnosu na silu
koja deluje na bubnu opnu. Kao posledica dejstva ova dva mehanizma vibracije velike amplitude
iz vazduha transformisu se u vibracije male amplitude u kohlearnoj tec¢nosti. Napominje se da,
kao posledica dejstva ova dva mehanizma, pritisak u kohlei bi trebalo, teorijski, da bude oko 20
puta veti od pritiska na buboj opni i taj odnos bi bio nezavistan od frekvencije. Ipak ekspe-
rimentalno je pokazano da ovo povectanje pritiska itekako zavisi od frekvencije. Tako su razlozi za
tu zavisnost od frekvencije slozeni, smatra se da veliku ulogu za to imaju fleksibilne veze izmedu
kos¢ica osikularnog lanca kao i inercijalni efekti osikularnog lanca, koji postaju znacajni na visokim
frekvencijama, videti [Ashmore, 2002]. Tako je kretanje osikularnog lanca na vigim frekvencijama
mnogo slozenije od sistema poluge, ova dva mehanizma predstavljaju bazi¢ni, jednostavan, teorijski
okvir za razumevanje funkcije srednjeg uha.

1.2 O postojecim modelima srednjeg uha

Od 60-tih godina prosloga veka i prvih rezultata Molera i Zvislockog, videti [Mgller, 1961]
i [Zwislocki, 1962], identifikovano je nekoliko razli¢itih pristupa modeliranju srednjeg uha. Tako
su razvijani razli¢iti modeli srednjeg uha koji se grubo mogu podeliti u dve veoma $iroke kategorije:
modele sa diskretnim parametrima i modele sa rasporedenim parametrima, videti
[Parent & Allen, 2010] i [Volandri et al. , 2012]. U modele sa diskretnim elementima, na primer,
spadaju ¢isto mehanicki modeli napravljeni od sintetickih materijala, videti [Stieger et al. , 2007],
zatim modeli zasnovani na elektro-akusti¢nim analogijama, videti [Mgller, 1961], [Zwislocki, 1962],
[Goode et al. , 1994], i matematicki modeli zasnovani na dinamici sistema krutih tela koji za rezul-
tat daju obi¢ne diferencijalne jednacine, videti [Eiber & Freitag, 2002] i [Volandri et al. , 2012].
Vise detalja o modelima srednjeg uha moze se naci u referencama navedenim u pomenutim radovima
ali i u monografijama Jankea [Jahnke, 2003] i Molera [Mgller, 2006] koje pored medicinskih sadrze i
biomehanicka razmatranja. Modeli sa rasporedenim parametrima, generisani metodama mehanike
kontinuuma, sadrze parcijalne diferencijalne jednacine koje se resavaju numericki. Pri tome, jos
od 1975. dominira metod konaénih elemenata, videti [Funnell, 1975] i [Zhao et al. , 2009]. Uzima-
juci u obzir slozenost geometrije, nehomogenost i anizotropnost, kakva se prepoznaje npr. kod
bubne opne, i primena metoda zasnovanih na grani¢nim elementima se moze razmatrati, videti
[Katsikadelis, 2002].

Modeli srednjeg uha razvijani su sa ciljem simulacije i predvidanja dinami¢kog ponaganja sred-
njeg uha i to u fiziologkim /normalnim, patoloskim i post-operativnim stanjima. Posebno se koriste
u analizi razli¢itih protetickih uredaja koje treba ugraditi radi restoracije slusne funkcije, videti
[Eiber & Freitag, 2002] i [Zhao et al. , 2009]. Kako svaki model predstavlja aproksimaciju koja
optimizira izmedu dve krajnosti - jednostavnosti i sveobuhvatnosti - glavni problem u izboru pristu-
pa koji ¢e se koristiti za modeliranje je kompromis izmedu slozenosti i numerickih zahteva vezanih
za reSavanje dobijenih jednacina.
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Tako su, na primer, modeli zasnovani na elektro-akusti¢nim analogijama dosta jednostavni jer
su bazirani na merenjima impedansi struktura srednjeg uha kojima se simuliraju samo odredeni
aspekti sprovodenja akusti¢nog signala kroz srednje uho. Medutim, kod ovih modela teze se menja-
ju geometrija i parametri struktura srednjeg uha, a modeliranje prostornog kretanja osikularnog
lanca je veoma slozeno, videti [Jahnke, 2003]. U jednostavnije modele ubrajaju se i modeli sa
diskretnim (koncentrisanim) masama, pre svega zbog malog broja stepeni slobode i uobic¢ajene pret-
postavke da se svi elementi osikularnog lanca kre¢u samo translatorno, videti [Feng & Gan, 2004],
[Guz & Warminski, 2009], [Garland, 2011]. Savremeni elektronski atlasi sa video prezentacijama
kretanja osikularnog lanca u klinickim uslovima govore da je kretanje elemenata lanca slusnih
kos¢ica mnogo slozenije od translatornog. Sa druge strane, modeli koji se resavaju metodom
konac¢nih elemenata zbog ukljuc¢ivanja slozene geometrije i nehomogenih i anizotropnih svojstava
struktura srednjeg uha mogu da budu veoma slozeni i veoma zahtevni u pogledu angazovanja
racunarskih resursa. Tako na primer broj stepeni slobode jednog takvog modela moze da bude
4491, kao u radu [Sun et al. , 2002], ili ¢ak 161751, kao u disertaciji [Ferrazzini, 2003].

Mehanicki modeli srednjeg uha zasnovani na dinamici sistema krutih tela uz odredene pret-
postavke predstavljaju alternativu prethodno pomenutim pristupima. Prvenstveno to su nume-
ricki manje zahtevni modeli koji mogu da ukljuce stvarna geometrijska i inercijalna svojstva slusnih
koscica i tako poboljsaju tacnost predvidanja. Pretpostavka da se slusne kos¢ice mogu modelirati
kao kruto telo bazirana je na eksperimentalnim merenjima prirodne frekvencije izolovanih slugnih
koscica, koja je izvan opsega frekvencije koje ljudsko uho moze da ¢uje. Naime, iako je u radu
[Beer et al. , 1999] navedeno da se slugne kosice mogu modelirati kao kruta tela samo u ograni¢enom
podrucju frekvencija od 0 do 3.5 kHz, merenja izvrsena na izolovanim slusnim kos¢icama pokazuju
da je njihova prva rezonantna frekvencija daleko iznad opsega frekvencija koje ljudsko uho moze
da ¢uje. To dovodi do zakljucka navedenog u disertaciji [Ferrazzini, 2003], da se kos¢ice mogu
modelirati kao kruta tela na celom opsegu frekvencija koje ljudsko uho moze da cuje. Takode,
eksperimentalnim opazanjima u radu [Huber et al. , 2001a] nije uoteno deformisanje tela stapesa
na ispitivanom podrucju frekvencija od 500 do 8000 Hz, sto opravdava pretpostavku o krutosti.

Poseban problem u modeliranju srednjeg uha je utvrdivanje reoloskih parametara struktura
srednjeg uha, jer je eksperimente za utvrdivanje tih parametara potrebno izvoditi na strukturama
veoma male dimenzije. Naime, problem odredivanja nepoznatih reologkih parametara potrebnih
za korektno modeliranje slozenih svojstava srednjeg uha ne predstavlja lak zadatak jer dostupni
eksperimentalni rezultati ¢esto nisu dovoljni ni za odredivanje nepoznatih reologkih parametara niti
za proveru predvidanja modela i njihovo slaganje sa realnim opazanjima, videti [Yao et al. , 2010].

Modeli srednjeg uha koji su fizicki realizovani, kao §to su ¢isto mehanicki modeli i modeli zasno-
vani na elektro-akusti¢nim analogijama, uklju¢uju disipaciju energije zbog nacina realizacije, dok
matematicki modeli mogu, ali i ne moraju, da ukljuce disipaciju energije pre svega zbog slozenosti
tog fenomena, videti [Yao et al. , 2010]. U modelima srednjeg uha, zasnovanim na dinamici sistema
krutih tela ili dinamici neprekidnih sredina, disipacija energije se obi¢no analizira ili uvodenjem
Kelvin-Vojtovog modela viskoelasti¢nog elementa koji se pridruzuje nekoj strukturi ili dodavanjem
disipativnog ¢lana u diferencijalne jednacine koji bi ukljuc¢io disipaciju sistema kao celine, videti
[Volandri et al. , 2012]. Disipacija sistema kao celine se ¢esto uklju¢uje u obliku Rejlijevih para-
metara koji nemaju jasno fizicko ili reolosko znacenje, videti [Semblat, 2009]. Kako je disipacija
energije jedan od najvaznijih faktora u modelu srednjeg uha njen izostanak ili nedovoljno preciziran
mehanizam veoma ogranicava moguénosti upotrebe takvih modela.

Model koji ¢e se u ovoj tezi razviti ukljucuje disipaciju energije ab initio, i to u svakom linijskom
ligamentu, tetivi migi¢a, ali i elementima koji na prostiji ali priblizno ekvivalenatan na¢in menjaju
dejstva anularnog ligamenta stapesa i bubne opne. Svaki taj element ¢e se u reoloskoj analizi
modelirati konstitutivnom jednac¢inom Zenerovog tipa sa frakcionim izvodima i ograni¢enjima koja
slede iz drugog zakona termodinamike, tako da ¢e se posle u strukturalnoj analizi, kroz njemu
odgovarajuce vrednosti modula elasti¢nosti, reda izvoda, i vrednosti relaksacionih konstanti, mo¢i
proceniti njegov uticaj na kretanje sistema ¢iji je deo. Osnovna hipoteza teze je da ¢e se tim
reologkim modelom elemenata koji ¢ine srednje uho dobiti korektno predvidanje kretanja sistema
kao celine, bez obzira na njegovu slozenost, a §to se vidi iz prikazanih stavova iz domena anatomije
i fiziologije.
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1.3 O konstitutivnim jednac¢inama koje ukljucuju frakcione
izvode

Poznato je da je kod idealno elasticnih tela napon linearna funkcija deformacije, $to pred-
stavlja Hukov zakon koji dominira u inzenjerskoj literaturi kao najjednostavnija konstitutivna
jednacina. Medutim, prema Belu (do 1973.), ali i kasnije moze se re¢i da su eksperimentalna
merenja u poslednjih 320 godina pokazala, da za svaki ispitivani materijal, deformacija koja nastaje
kao rezultat primene malog optere¢enja nije linearna funkcija tog optereéenja, videti [Bell, 1973].
Dakle, Hukov model predstavlja idealizaciju realnih materijala koja nije potvrdena eksperimentom.
Realni materijali ispoljavaju i svojstva kao §to su puzanje, relaksacija napona, memorijski efekti,
histerezis u dijagramu napon-deformacija, i posebno vazno svojstvo - disipaciju energije u procesu
deformacije. Uobicajeno je da se disipacija energije uklju¢i dodavanjem ¢lana kod koga ¢ée napon
biti proporcionalan prvom izvodu deformacije. Tako se dolazi do Kelvin-Vojtovog i Maksvelovog
modela viskoelasti¢cnog tela. Medutim ako se posmatra realni stimulans u kome se materijal iz
virginalnog stanja konstantnom brzinom deformise do zadate mere da bi se posle toga pratila re-
laksacija napona kao prirodno svojstvo svih materijala, videti [Troyer et al. , 2012], onda se vidi
da ni Kelvin-Vojtov ni Maksvelov model ne opisuju ono §to pokazuju eksperimenti. Korektan opis
daje tek Zenerov ili po Fungu - Kelvinov - model koji ukljucuje i prve izvode napona i deformacije,
videti [Fung, 1993]. Najzad, viskoelastitna svojstva novih materijala - elastomera i polimera - ne
opisuju se dobro celobrojnim - lokalnim izvodima veé nelokalnim - necelim izvodima (frakcionim
ili ta¢nije izvodima proizvoljnog realnog reda). Neki frakcioni modeli nastali su jednostavno zame-
njivanjem celobrojnog izvoda frakcionim kod standardnih konstitutivnih modela kao $to su Kelvin-
Vojtov, Maksvelov ili Zenerov, videti [Podlubny, 1999] i [Atanackovi¢, 2002]. Neki modeli uklju¢uju
jedan, a neki vige frakcionih operatora istog ili razli¢itog reda, videti [Pritz, 1996], [Pritz, 2003].
Postoje 1 modeli koji sadrze necele izvode rasporedenog reda, videti [Atanackovi¢, 2003], kao i
modeli koji sadrze necele izvode promenljivog reda, videti [Ramirez & Coimbra, 2007]. Pomenute
konstitutivne jednac¢ine nasle su primenu u analizi dinamickog ponasanja viskoelasti¢nog stapa
i analizi prostiranja talasa u viskoelasti¢nim materijalima, videti [Rossikhin & Shitikova, 2001],
[Atanackovié & Stankovi¢, 2002], [Atanackovié et al. , 2011b], [Atanackovié¢ et al. , 2011a], kao i
analizi sudara i oscilacija, videti [Spasi¢ & Charalambakis, 2002], [Grahovac, 2011], [Zigi¢, 2012],
[Grahovac et al. , 2012].

U ovoj tezi koristi¢e se frakcioni Zenerov model viskoelasti¢nog tela. Vazno je napomenuti da,
pored toga $to dobro opisuje ponasanje realnih materijala, puzanje, relaksaciju napona, memorijske
efekte, histerezis u dijagramu napon-deformacija, ovaj model je konzistentan sa drugim zakonom
termodinamike i odlikuje se malim brojem parametara.

1.4 O primeni frakcionog ra¢una u modeliranju bio-sistema

Matematicki modeli dobijeni primenom frakcionog ra¢una u mnogim slu¢ajevima bolje predvida-
ju dinamicko ponaganje realnih sistema 1 odnosu na modele dobijene primenom konvencionalnog
diferencijalnog ra¢una i diferencijalnih jednacina celobrojnog reda, videti [Oldham & Spanier, 1974],
[Miller & Ross, 1993], [Podlubny, 1999], [Hilfer, 2000], [Magin, 2006], [Baleanu et al. , 2009],
[Mainardi, 2010], [Monje et al. , 2010], [Sabatier et al. , 2010], [Baleanu et al. , 2011],
[Sheng et al. , 2011a]. Isto tvrdenje vazi i kada su bio-sistemi u pitanju. Poznato je, na primer,
da se elektri¢na svojstva membrana nervnih ¢elija kao i propagacija elektricnog signala kroz njih,
koja su istazivali Kol 1933. godine i Hodzkin 1946. godine, mogu opisati diferencijalnim jedna-
¢inama necelog reda, videti [Magin, 2006]. Pored toga frakcioni ra¢un ima veliku primenu u opisi-
vanju reologkih svojstava viskoelasti¢nih materijala. Jedan od razloga za to lezi u ¢injenici da se
polimerni i elastomerni materijali u velikoj meri koriste i u bio-inzenjerstvu. Ovi materijali ispol-
javaju neelasti¢ne osobine kao §to su puzanje, relaksacija napona, prigusenje, kao i efekat memo-
rije, a takvo ponaganje materijala se uspesno opisuje uvodenjem frakcionih (nelokalnih) operatora
u konstitutivne relacije, ¢ime se broj potrebnih parametara znacajno smanjuje. Begli i Torvik su
na osnovu eksperimenata utvrdili korektnost reologkih modela sa frakcionim izvodima za vise od
130 viskoelstiénih materijala, videti [Bagley & Torvik, 1986]. Pored toga, reoloski modeli visko-
elasti¢nog ponasanja sa frakcionim izvodima primenjivani su i za opisivanje viskoelasti¢nih svoj-
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stava razli¢itih biologskih materijala kao $to su dentin, videti [Petrovié et al. , 2005], meka tkiva
kardiovaskularnog sistema kao §to je bubreg ili karotidna arterija, videti [Spasi¢ & Miti¢, 2007],
misi¢na grupa harmstring, videti [Grahovac & Zigi¢, 2010], viskoelasti¢ne strukture srednjeg uha,
videti [Dankuc et al. , 2010], oko u normalnoj i fazi ranog glaukoma, videti [Doli¢anin et al. , 2012],
da se pomenu samo neki. Superiornost frakcionih modela u odnosu na modele sa celobrojnim
izvodima lezi u ¢injenici da su nelokalnog karaktera - relativno jednostavno uklju¢uju memorijske
efekte - te da se ponasanje koje predvidaju eksperimenti sa dovoljnom ta¢noséu opisuje sa vrlo
malim brojem parametara. Cena za to je rad sa specijalnim funkcijama i pazljiva primena pravila
frakcionog rac¢una.

1.5 O numerickim metodama

Problemi koji uklju¢uju frakcione izvode mogu se, na primer, resiti koristenjem Grunvald-
Letnikovljeve definicije necelog izvoda kao i ¢injenice da su za siroku klasu funkcija koje se sreéu u
fizici 1 inZenjerstvu ta i Riman-Ljuvilova definicija ekvivalentne, videti [Podlubny, 1999]. Takode,
za reSavanje problema koji uklju¢uju frakcione izvode, a kada je to moguce, koristi se i Laplasova
transformacija, videti [Doetsch, 1974], [Podlubny, 1999], ¢ime se problem transformise iz vremen-
skog domena, tj. prostora originala, u kompleksni domen, tj. prostor slika, u kom se umesto dife-
rencijalnih resavaju algebarske jednacine. Resenje koje se dobija na taj nacin je u prostoru slika i
potrebno je primeniti inverznu Laplasovu transformaciju. Inverzija Laplasove transformacije moze
se, npr. uraditi koriséenjem Kosijeve teoreme o reziduumu, videti [Spasi¢ & Charalambakis, 2002],
[Atanackovié et al. , 2011b], [Atanackovié et al. , 2011a], ili primenom neke od numerickih metoda
za inverznu Laplasovu transformaciju, videti [Wu et al. , 2001] i [Cohen, 2007]. Napominje se da
nisu svi numeri¢ki postupci za pronalazenje inverzne Laplasove transformacije podednako dobri za
probleme koji uklju¢uju necele izvode, videti [Sheng et al. , 2011b]. Pored pomenutog, moze se
koristiti i ekspanziona formula Atanackovi¢a i Stankovica, videti [Atanackovi¢ & Stankovi¢, 2004],
kojom se frakciona diferencijalna jednacina transformise u sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina
celobrojnog reda sa momentima funkcija, zatim matriéni pristup, videti [Podlubny, 2000], kao
i razni drugi postupci, videti na primer [Li et al. , 2011], koji se mogu sresti u literaturi. Od
svih raspolozivih metoda, sistem koji se razmatra u ovoj tezi resavate se paralelno primenom
Atanackovié-Stankovié ekspanzione formule i numerickom inverzijom Laplasove transformacije.
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Glava 2

Reoloska analiza elemenata
srednjeg uha

Svojstvo viskoelasti¢nosti deformacije biologkih tkiva, kao odgovor na spoljasnje opterecenje,
je posledica interakcija unutragnjih struktura (¢elija, molekula) tog tkiva. Te interakcije se mate-
maticki iskazuju konstitutivnim jednac¢inama koje uklju¢uju sile, mere deformacija i parametre koji
sluze za opis opstih viskoelasti¢nih svojstava i to bez opisivanja slozenih unutrasnjih interakcija
koje se desavaju na molekularnom nivou. Konstitutivne jednacine su dakle pojednostavljen model
ponaganja bioloskih tkiva. Iako se skoro svaki realan materijal ponasa sloZenije nego $to opisuju
konstitutivne jednacine, u odredenom opsegu temperatura, napona i deformacija realno ponasanje
bioloskih tkiva se moze vrlo dobro opisati pazljivo izabranim konstitutivnim jedna¢inama. U tom
slucaju problem se svodi na odredivanje vrednosti razli¢itih reologkih parametara materijala koje
sadrzi izabrani konstitutivni model. Poznato je da je pomocu relativno jednostavnih reoloskih
eksperimenata, koji se Cesto mogu sresti u literaturi, mogucée odrediti vrednosti konstanti koje
opisuju konstitutivni model za odredeni materijal. Dobijeni reologki model se zatim moze koris-
titi za predvidanje ponasanja datog materijala u strukturalnoj analizi pri razli¢itim slucajevima
opteretenja, npr. udarnog ili ciklicnog. Tako ¢e se i u okviru ove teze, na osnovu rezultata jednos-
tavnih eksperimenata preuzetih iz literature, odrediti parametri konstitutuvnog modela struktura
srednjeg uha da bi se sa tim vrednostima analiziralo kretanje u okviru slozenog dinamickog modela
srednjeg uha.

2.1 Frakcioni Zenerov model i eksperiment tipa relaksacije
napona

U ovoj tezi, kao konstitutivna jednacina koristi¢e se model poznat kao frakcioni Zener, ili stan-
dardno frakciono linearno viskoelasti¢no telo, i to zajedno sa ograni¢enjima na vrednosti konstanti
koja slede iz drugog zakona termodinamike, videti [Bagley & Torvik, 1986] i [Atanackovi¢, 2002].
Model ée se primeniti u analizi uniaksijalne, izotermne deformacije viskoelasti¢nih elemenata sred-
njeg uha za koje ¢e se pretpostaviti da su zanemarljive mase. Ova konstitutivna jednacina ukljucuje
disipaciju energije ab initio, a u poredenju sa standardnim procedurama koje su bazirane na Proni-
jevoj aproksimaciji i desetinama konstanti, ovaj reologki model za predvidanje viskoelasti¢nog pon-
asanja sa istom ta¢no$cu zahteva poznavanje samo cetiri konstante: red izvoda, modul elasti¢nosti
i relaksacione konstante materijala. Tako na primer pri uniaksijalnoj izotermnoj deformaciji tela,
nizim vrednostima reda izvoda i nizim vrednostima razlike relaksacionih konstanti odgovara manja
disipacija energije, videti [Spasi¢ & Charalambakis, 2002], a vazi i obrnuto, §to nije bez znacaja u
primenama. Te ¢etiri konstante se dobijaju obradom podataka dobijenih eksperimentom. Razma-
tranja koja slede preuzeta su iz rada [Dankuc et al. , 2010].

13
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Frakcioni Zenerov model dat je slede¢im izrazom
o+ Taaa(a) = Eag + EaTeag(a)7 (21)

gde o i e redom oznacavaju napon i deformaciju u proizvoljnom trenutku vremena t, (~)(a) je oznaka
za nelokalni operator - frakcioni tj. izvod proizvoljnog realnog reda «, « je realan broj (0 < o < 1),
FE,, je modul elasti¢nosti, a 7,4 1 Tco su relaksacione konstante ¢ije su dimenzije sekund na stepen
a. U specijalnom slucaju o = 1 ovaj model se svodi na Zenerov model a konstante 7,1 1 71
na vremena relaksacije. U gornjem izrazu koristi se Riman-Ljuvilova definicija frakcionog izvoda,
videti [Podlubny, 1999],

a
dte

(t) = ul® 1 /t u (§) d§ (2.2)
0

d
AT (1—a)fy -6

gde je I' Ojlerova gama funkcija. Vazno je napomenuti da u Zenerovom modelu viskoelasti¢nog tela
postoje ograni¢enja na parametre modela, koja slede iz Klauzijus-Dijemove nejednakosti, i koja su
data u sledetem obliku

Ey,>0, 750 >0, Teq > Toa- (2.3)

Primenom Laplasove transformacije na konstitutivnu jedna¢inu (2.1) dobija se veza izmedu
napona i deformacije u prostoru slika

L4 Teas
14 ToasS®

5(s) (s), (2.4)

gde se koristila definicija Laplasove transformacije, videti [Spiegel, 1965] i [Doetsch, 1974],
a(s)=L{u(t)} = / e *tu (t) dt, (2.5)
0

kao i izraz za Laplasovu transformaciju frakcionog izvoda u(®, u obliku

t

- 1 u (&) d¢

L{u = s%a(s) — / , 2.6

W =556~ |y | g (26)
t=0

gde ¢lan u zagradama is¢ezava ako je u (t) ograni¢eno kada ¢ — 0, videti [Oldham & Spanier, 1974].

Primenom inverzne Laplasove transformacije na jednacinu (2.4) dobija se

o (t) = Ene () + pL! { - ia z (s)} , (2.7)

gde A i p stoje za 1/750 1 Eq (Tea/Toa — 1), respektivno, videti [Mainardi & Gorenflo, 2000] i
[Dankuc et al. , 2010].

Sada se na osnovu reologkih eksperimenata moze, za poznatu deformaciju ¢ (t), odrediti za-
visnost napona od vremena, o(t). Klasi¢na relaksacija napona i puzanje su analizirani u radu
[Petrovié et al. , 2005], sa € = g9 = const. i 0 = oy = const., respektivno. Napominje se da pri
izvodenju eksperimenata, zbog sila inercije, fizicki nije moguce realizovati trenutnu deformaciju
uzorka materijala, dok se pri koris¢enju velikih brzina deformacije kao aproksimacije trenutne de-
formacije, javljaju problemi kao sto su neta¢nost u trenutnom ostvarivanju vrednosti gy, vibracije,
kao i nedovoljno dobra aproksimacija istorije deformacije, videti [Troyer et al. , 2012]. Zbog toga
se klasican eksperiment relaksacije napona, pri kom se meri napon kao odgovor tkiva na trenutnu
(Hevisajdovu ili step) pobudu, ne moze smatrati dovoljno realnim, videti [Vas & Nagy, 2006], pa ¢e
se reoloski parametri Zenerovog modela za elemente srednjeg uha odrediti iz specijalne modifikacije
klasi¢nog eksperimenta relaksacije napona o kojoj ¢e sada biti vise reci.

Eksperiment relaksacije napona poznat kao rastezi-ravnomerno-pa-fiksiraj-deformaciju (na en-
gleskom govornom podruéju ovaj specijalni eksperiment tipa relaksacije napona poznat je pod
nazivom ramp-and-hold strain then stress relaxation) sastoji se od dve faze. Tokom prve faze
eksperimenta uzorak se uniaksijalno deformise konstantnom brzinom deformacije do trenutka ¢y,
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kada se postize unapred odredena vrednost deformacije € = g, pri ¢emu i napon o raste do vred-
nosti oy, videti sliku 2.1, pa se ova faza zove i faza opteretenja (loading). U drugoj fazi postignuta
deformacija se odrzava konstan- tnom dok napon, a §to je svojstvo gotovo svih realnih materijala,
opada, videti sliku 2.1. U ovoj fazi dolazi do relaksacije napona. Isti obrazac deformacije moze se
primeniti i u slu¢aju prostog smicanja, videti [Enelund & Lesieutre, 1999] i [Spasi¢, 2014a], a §to ¢e
se koristiti za odredivanje parametara anularnog ligamenta stapesa. Dakle, zavisnost deformacije
od vremena i odgovarajuca zavisnost napona od vremena za realne materijale prikazana je na slici
2.1.

€
N &,=const.
Kt ——
>
0 t t
0y,
o A
0,
>
O tk t
Slika 2.1: Realni stimulus - tipi¢no ponasanje: ramp-and-hold strain then stress relaxation
eksperiment.

Funkcija deformacije sa slike 2.1 moze se zapisati kao

kt, za0<t<ty,
Ktr = const., zat > ti.

gde je k = const., ili u ekvivalentnom obliku
e(t) =r[th(t) = (t —te) h (L —tx)], (2.9)

gde je h (t) Hevisajdova prekidna (ili jediniéna odskoéna) funkcija. Primenom Laplasove transfor-
macije na jednacinu (2.9) dobija se

2 (s) = 852 [1— ] (2.10)

Ako se zameni (2.10) u (2.7), inverzijom se dalje dobija, videti [Mainardi & Gorenflo, 2000] i
[Dankuc et al. , 2010],

t
Eokt 4 pk [eq (§,N)dE, za0 <t <ty
0

7 (t) - Eokty + MK |:j €a (fa )‘) df— (211)

t

}tk Ca (67 )\) d§:| , zat>tg,
0

gde e, (t; \) oznacava generalisanu funkciju Mitag-Leflera definisanu kao
eq (t;A) = MLE, (—Xt%),
gde je MLE, (t) funkcija Mitag-Leflera, (o > 0),

00 tn

———, za male vrednosti ¢,
nz::O r (O[TL + 1)
MLE, (t) = ‘
00 t—J
— > ———, za velike vrednosti ¢.

j=1 ra —aj)’
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Moze se pokazati da se za vrednosti parametara modela koje zadovoljavaju (2.3) izraz za funkciju
napona (2.11) ponasa kao na slici 2.1.

Nakon definisanja funkcije napona vrednosti nepoznatih parametara se odreduju metodom
najmanjih kvadrata, tj trazenjem minimuma funkcije

Ngap
A(aa Toa Tear Ea, ) = Z (U(tia Q, Toas Teas Ba, ) - UEa:pi)za
i=1
gde su 0 ggp, vrednosti napona dobijene eksperimentalnim putem u trenucima t;, i = 1 + Nggp,
gde je Nggp broj eksperimentalnih tacaka.
Minimizacija funkcije A(@, Toas Tea, Ea,) uradena je primenom PSO (Particle Swarm Opti-
mization) algoritma, videti [Kennedy & Eberhart, 1995] i [Rapai¢ & Kanovi¢, 2009].
Napomenimo da se ¢esto, zbog velike brzine deformacije i kratkog trajanja prve faze opisanog
eksperimenta, prikazuju samo rezultati iz druge faze, koja traje duze i u kojoj se odvija relaksacija
napona. Ista procedura se moze primeniti i ako su poznati eksperimentalni podaci iz obe faze
eksperimenta i tada se za odredivanje parametara modela koriste podaci iz faze opteretenja i faze
relaksacije, videti primer iz [Dankuc et al. , 2010]. Iz pomenutog rada ¢e se u paragrafima koji
slede prikazati vrednosti dobijene za pojedine elemente sistema srednje uho. Napomenimo jos
i da se osim ovde koris¢enog postupka za odredivanje reoloskih konstanti frakcionog Zenerovog
modela, koji kombinuje analiticko resenje i algoritam PSO, moze koristiti i metod prikazan u radu
[Spasic et al. , 2016], kojim se primenom Laplasove transformacije, Postove inverzione formule i
Njutnovog postupka odreduju reoloske konstante.

2.2 Reoloske konstante za prednji ligament maleusa

Rezultati eksperimentalnih merenja funkcije relaksacije napona prednjeg ligamenta maleusa
prvi put su objavljeni u radu [Cheng & Gan, 2008b]. Brzina deformacije iznosila je 1.8 mm/s
a izduzenje 40 % pocetne duzine. Merena je i zabelezena funkcija relaksacije napona tokom
perioda vremena, sve dok promena napona nije bila manja od 0.01 %/s. Na slici 7b, iz rada
[Cheng & Gan, 2008b], prikazana je normalizovana funkcija relaksacije napona za devet uzoraka
prednjeg ligamenta maleusa, uzetih sa kadavera, duzine od 1.45 do 2.38 mm, prosetne $irine na
sredini uzorka od 1.32 mm i prose¢ne debljine od 1.2 mm. Prethodno opisanom procedurom za
odredivanje parametara modela dobijene su slede¢e vrednosti istih

a=0.303, 7,4 =0.598, 7., = 1.515, E, = 1.64, (2.12)
gde je modul elasti¢nosti E,, dat u MPa, a 75, i 7c, su konstante relaksacije koje imaju dimenziju

vremena na stepen «, tj. sekund na stepen «. Na slici 2.2 prikazano je slaganje eksperimentalnih
rezultata sa slike 7b iz rada [Cheng & Gan, 2008b], i frakcionog modela (2.11) sa (2.12).
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Slika 2.2: Slaganje izmedju eksperimentalnih rezultata relaksacije napona (isprekidana linija
dobijena interpolacijom) i frakcionog modela (puna linija) za prednji ligament maleusa.
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2.3 Reoloske konstante za tetivu miSica stapesa

Eksperimentalni rezultati mehanickih osobina tetive misica stapesa (misié¢ - prislugkiva¢) prvi
put su objavljeni u radu [Cheng & Gan, 2007], gde je izvrsen eksperiment relaksacije napona,
pocevsi od t = 0 brzinom deformacije od 1.8 mm/s, i izduzenjem od 40 % pocetne duzine uzorka.
Merena je i zabelezena relaksacija napona tokom perioda vremena, sve dok promena napona nije
bila manja od 0.01 %/s. Na slici 7b iz istog rada prikazana je normalizovana srednja vrednost
funkcije relaksacije napona za devet uzoraka, uzetih sa kadavera, duzine od 0.86 do 1.12 mm,
prosecne §irine od 0.4 mm i prose¢ne debljine od 0.39 mm. Prethodno opisana procedura u tom
slucaju daje sledece rezultate za parametre frakcionog Zenerovog modela

a=0411, 75, =0.491, 7., = 1.397, E, = 3.334, (2.13)

gde je modul elasti¢nosti F, dat u MPa, a 7,4 1 T, su konstante relaksacije date u sec®. Na
slici 2.3 prikazano je slaganje eksperimentalnih rezultata sa slike 7b iz rada [Cheng & Gan, 2007],
i frakcionog modela (2.11) sa (2.13).
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Slika 2.3: Slaganje izmedju eksperimentalnih rezultata relaksacije napona (isprekidana linija
dobijena interpolacijom) i frakcionog modela (puna linija) za tetivu migi¢a stapesa.

2.4 Reoloske konstante za tetivu misica zatezaca bubne opne

U radu [Cheng & Gan, 2008a] objavljeni su rezultati eksperimenta relaksacije napona misi¢a
protektora. Na slici 9b iz istog rada prikazana je srednja vrednost funkcije relaksacije napona za
deset uzoraka misica duzine od 1.23 do 1.79 mm, prosecne Sirine od 1.12 mm i prose¢ne debljine od
0.84 mm. Brzina deformacije i izduzenje su isti kao u slu¢aju tetive misic¢a stapedijusa i iznose 1.8
mm/s i 40 % od pocetne duzine uzorka, respektivno. Na osnovu tih merenja odredeni su parametri
frakcionog Zenerovog modela

o =040, Tya = 0.399, Too = 1.017, E, = 2.003, (2.14)

gde je modul elasticnosti E, dat u MPa, a 7,4, 1 Teo su konstante relaksacije u sekundama
na stepen a. Na slici 2.4 prikazano je slaganje eksperimentalnih rezultata sa slike 9b iz rada
[Cheng & Gan, 2008al, i frakcionog modela (2.11) sa (2.14).
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Slika 2.4: Slaganje izmedju eksperimentalnih rezultata relaksacije napona (isprekidana linija
dobijena interpolacijom) i frakcionog modela (puna linija) za tetivu misi¢a protektora.

Kao sto je u uvodnom delu nagovesteno ovaj migi¢ ima zastitnu ulogu u sluc¢aju impulsnog
opteretenja, koje se u okviru ove teze nete razmatrati, tako da se njegov reologki opis ovde daje
zbog kompletnosti i uporedivanja sa ostalim elementima ovog sistema.

2.5 Reoloske konstante za bubnu opnu

Mehanicke karakteristike bubne opne kod ¢oveka prvi put su merene od strane von Békésy-ja
1960. godine, i od tada je objavljeno vige razli¢itih eksperimentalnih rezultata. Nedavno su, u radu
[Cheng et al. , 2007], objavljeni rezultati eksperimenta relaksacije napona devet uzoraka duzine od
5 do 8.5 mm, 8irine od 1.5 do 2.4 mm i debljine od 0.06 do 0.1 mm, koji su iseCeni sa zadnje
strane bubne opne blizu spoljne ivice. U pocetnom trenutku ¢ = 0 uzorak je izduzen brzinom
deformacije od 1.8 mm/s sve dok nije dostignuto izduzenje uzorka od 15 % pocetne duzine. Nakon
toga zabelezena je funkcija relaksacije napona sve do potpune relaksacije. Na slici 8 u pomenutom
radu prikazane su funkcije relaksacije napona devet uzoraka kao i njihova srednja vrednost. Na
osnovu tih eksperimentalnih rezultata odredeni su parametri frakcionog Zenerovog modela:

o =0.536, Toa = 2.023, Tea = 3.563, E, = 4.096, (2.15)

gde je modul elasti¢nosti E,, dat u MPa, a 75, i 7o, su konstante relaksacije koje imaju dimenziju
sec™. Na slici 2.5 prikazano je slaganje eksperimentalnih rezultata sa slike 8 za srednje vrednosti iz
rada [Cheng et al. , 2007], i frakcionog modela (2.11) sa (2.15).

Na ovom mestu mogu se dati dve napomene. Prvo, numericke vrednosti iz ovog paragrafa
¢e biti koris¢ene u numerickim eksperimentima ali u okviru u uvodnom delu nagovestenog po-
jednostavljenog modela sa slike 1.1. Drugo, u restoracijama slusne funkcije, bubna opna se na-
jéeste mora zameniti nekim drugim tkivom. ODbi¢no su to fascia temporalis ili hrskavica usne
gkoljke varijabilne debljine, medutim u poslednje vreme koristi se i tkivo mokraéne besike, videti
[Parekh et al. , 2009]. Logi¢no je postaviti pitanje koje od tih tkiva najbolje menja bubnu opnu?
Jedan od mogucih odgovora bio bi tkivo sa priblizno istim parametrima frakcionog Zenerovog mod-
ela. Dakle, kada bi se uradili eksperimenti i dobile vrednosti ¢etiri reologka parametra Zenerovog
modela moglo bi se pretpostaviti da ¢e bliskost numerickih vrednosti reoloskih parametara tkiva
koja se koriste u restoracijama vrednostima dobijenim za bubnu opnu odrediti tkivo koje najvige
doprinosi restoraciji slusne funkcije.



2.6. REOLOSKE KONSTANTE ZA ANULARNI LIGAMENT STAPESA 19

o_e-% rrrrrrrrrrrr S S S [ [ A L
“
R
0—26 0 2IO 4I0 GIO 8I0 160 12I0 t’l‘IlO

Slika 2.5: Slaganje izmedju eksperimentalnih rezultata relaksacije napona (isprekidana linija
dobijena interpolacijom) i frakcionog modela (puna linija) za uzorke bubne opne ¢oveka.

2.6 Reoloske konstante za anularni ligament stapesa

Vrednosti objavljene u prethodnim paragrafima preuzete su iz rada [Dankuc et al. , 2010] a
dobijene su iz eksperimenata u kojima je koris¢ena uniaksijalna deformacija. Ti rezultati se mogu
smatrati kao prvi doprinos ove doktorske disertacije. U ovom paragrafu, kao navedeni originalni do-
prinos teze, prikazace se reoloski parametri anularnog ligamenta stapesa dobijeni na osnovu eksper-
imenta prostog smicanja kao §to je preporuceno u [Enelund & Lesieutre, 1999] ili [Spasi¢, 2014a].
Naime, eksperimentalni rezultati ispitivanja mehanickih osobina anularnog ligamenta stapesa, po
saznanjima autora, prvi put su objavljeni u radu [Gan et al. , 2011]. Uzorci su bili optere¢eni na
prosto smicanje brzinom deformacije od 0.4 mm/s sve dok pomeranje nije iznosilo 0.2 mm. Na
slici 9b u pomenutog rada prikazana je normalizovana srednja vrednost funkcije relaksacije napona
za pet uzoraka. Na osnovu tih eksperimentalnih rezultata odredeni su parametri frakcionog Ze-
nerovog modela

a = 0.2462, T, = 0.4479, 1., = 1.3016, G, = 0.0845, (2.16)

gde je modul smicanja G, dat u MPa, a 7,5, 1 T.o su konstante relaksacije koje imaju di-
menziju sec®. Na slici 2.6 prikazano je slaganje eksperimentalnih rezultata sa slike 9b iz rada
[Gan et al. , 2011], i frakcionog modela (2.11) sa (2.16).
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Slika 2.6: Slaganje izmedju eksperimentalnih rezultata relaksacije napona (isprekidana linija
dobijena interpolacijom) i frakcionog modela (puna linija) za uzorke anularnog ligamenta stapesa.
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Napominje se da ¢e se ovde navede numericke vrednosti frakcionog Zenerovog modela anularnog
ligamenta stapesa u tezi koristiti u okviru pojednostavljenog modela o kome je bilo re¢i u uvodnom
poglavlju.

2.7 Komentari o dobijenim vrednostima za parametre

Na ovom mestu moze se dati nekoliko komentara dobijenih vrednosti reoloskih parametara
ispitivanih struktura.

Prvo predvidanja relaksacije napona ispitivanih struktura po frakcionom Zenerovom modelu
sa ovde utvrdenim vrednostima reoloskih konstanti se u principu veoma dobro slazu sa izmerenim
rezultatima eksperimenata istog tipa.

Drugo, upotreba frakcionog Zenera u modeliranju elemenata koji ¢ine sistem srednje uho je
relativno nova tako da, prema saznanjima autora, ne postoje radovi iz oblasti reologkih svojstava
srednjeg uha sa rezultatima za poredenje ovde dobijenih vrednosti reda izvoda i relaksacionih kon-
stanti. Medutim, te vrednosti se mogu porediti unutar ovde ispitivanog sistema. Tako se vidi
da su red izvoda anularnog ligamenta stapesa i prednjeg ligamenta maleusa uporedivi i manji od
reda izvoda kojim se modeliraju misi¢i protektor i prisluskivaé¢ ¢iji je red izvoda gotovo identican.
Napominje se da manji red izvoda odgovara ¢vrséem tkivu a ve¢i meksem - fluidnom. S tim u
vezi ligi¢no je sto je dobijeno da je red izvoda u modelu bubne opne najveéi. Dakle, sa obzirom
na red izvoda u bubnoj opni je najveta disipacija energije. Isto govori i razlika u relaksacionim
konstantama koja je najvec¢a za bubnu opnu. Dobijene vrednosti relaksacionih konstanti se mogu
porediti i za sebe ali takva analiza izlazi iz okvira ove teze. Izmedu ostalog razlog za to je i ¢injenica
da za Cetvrti parametar Zenerovog modela - modul elasti¢nosti koji je dobro pokriven eksperimen-
talnim istrazivanjima postoji varijetet od ¢ak 5000%, videti [Decraemer & Funnell, 2008]. Naime
u postojecoj literaturi se mogu naci veoma razlicite vrednosti za modul elasti¢nosti bubne opne, a
pregled istih se moze naéi u [Gaihede et al. , 2007] i [Volandri et al. , 2011]. Logi¢no je ocekivati i
veliki varijetet u vrednostima i ostala tri parametra. Eksperimenti relaksacije napona za strukture
u srednjem uhu su se tek pojavili. Bilo bi zanimljivo proveriti vrednosti relaksacionih konstanti na
ponovljenim eksperimentima istog tipa, ali to prevazilazi okvire ove teze, posebno jer to zahteva
vrlo sofisticiranu opremu za merenje sile i deformacije u relativno malim uzorcima tkiva.

Najzad, evo komentara o vrednostima modula elasti¢nosti i modula klizanja koje su rela-
tivno dobro pokrivene u literaturi. Ovde dobijena vrednost za modul elasti¢nosti bubne opne
E, = 4.096 je u skladu sa rezultatima prikazanim u radu [Cheng et al. , 2007]. Takode, u radu
[Luo et al. , 2009], prikazani su eksperimentalni rezultati ponasanja, pri mehanickom opterecenju,
uzoraka bubne opne secenih u radijalnom i cirkularnom pravcu kako za zdrave tako i za bubne opne
u razli¢itim patoloskim stanjima. Na osnovu tih rezultata mogli bi se odrediti parametri &, Tyq, Tea
i Ey, iu radijalnom i u cirkularnom pravcu, za razlicita patologka stanja bubne opne. Napominje
se jos i rad [Daphalapurkar et al. , 2009] u kom je objavljeno da se vrednosti modula elasti¢nosti
dobijene za ¢etiri kvadranta bubne opne ne razlikuju znacajno, a $to po Dafalapurkaru nije slucaj sa
rezultatima drugih autora. Vrednosti za modul elasti¢nosti prednjeg ligamenta maleusa prikazana
u ovoj tezi je u skladu sa rezultatima prikazanim u [Cheng & Gan, 2008b]. Pregled vrednosti
modula elasti¢nosti ligamenata osikularnog lanca, koris¢enih u raznim modelima, moze se naéi
u [Volandri et al. , 2012], gde se moZe videti da je u veéini modela koris¢ena vrednost modula
elasti¢nosti prednjeg ligamenta maleusa veta u odnosu na modul elasti¢nosti ostalih ligamenata
osikularnog lanca. U ovoj tezi e se, za modeliranje ponasanja ligamenata osikularnog lanca za koje
se u literaturi ne mogu naci eksperimentalni rezultati, a na osnovu pretpostavke da biologki materi-
jali koji imaju sliénu histologku strukturu imaju sliéna mehanicka svojstva,videti [Sun et al. , 2002],
koristiti vrednosti parametara modela dobijenih za prednji ligament maleusa. Dobijene vrednosti
za, modul elasti¢nosti tetive migi¢a protektora i tetive misi¢a stapesa su u skladu sa vrednostima
koje su koristili drugi autori, videti [Volandri et al. , 2012]. Takode i dobijena vrednost za modul
smicanja anularnog ligamenta stapesa je u skladu sa podacima objavljenim u literaturi 0.2 ili 0.49,
videti [Zhao et al. , 2009], a ovde oko 0.1.

Dakle, vrednosti koje ¢e se koristiti u dinamickom modelu su orijentacione. One su motivisane
vrednostima dobijenim obradom podataka iz nedavno uradenih eksperimenata preuzetih iz lite-
rature. Jasno je da su in vivo svojstva tkiva drugacija nego in wvitro, takode je jasno da postoje
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veoma velike individualne razlike medu jedinkama ljudske vrste, ali i u okviru jedne iste jedinke u
razli¢itom starosnom ili dobu dana ili pak patofizioloskom stanju. Medutim isto tako je jasno da
mikro i nano elektro-mehanicki sistemi pomeraju granice savremene medicine tako da je za oceki-
vanje da ¢e se parametri frakcionog Zenerovog modela pojedinih struktura moéi odrediti in vivo, in
situ, ¢ime bi predvidanja modela za svakog ispitanika posebno bila mnogo realnija i upotrebljivija
u klini¢koj praksi. Primer za to su radovi [Muller et al. , 2008] i [Prevost et al. , 2011], gde se in
vivo ispituju reologka svojstva redom tetive i mozdanog tkiva.
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Glava 3

Dinamicki model srednjeg uha

3.1 Opis modela

Pratec¢i princip da svaki model treba da bude $to je moguce jednostavniji a da pri tome ukljuci
8to je moguce vise svojstava sistema koji se modelira, gde se kao izbor izmedu dve krajnosti,
prepoznaje uobicajeni zadatak optimizacije, ovde se predlaze jedno originalno resenje bazirano na
fundamentalnim fizickim i geometrijskim principima koji se, u okvirima biomehanike, dopunjuju,
relativno novim tipom konstitutivnih jednacina.

Centralni deo teze je analiza kretanja baze stapesa koje je osnovni izvor promene pritiska
perilimfe i otud generator signala u unutrasnjem uhu, a koje nastaje usled dejstva prinudne sile
na umbo. Za analizu tog kretanja posmatrace se sistem od dva kruta tela slozene geometrije.
Prvo kruto telo ¢ini¢e stapes, a drugo zajedno kao jedna celina, maleus i inkus, dalje inkudo-
malearni blok. Iako se u nekim radovima, na osnovu eksperimentalnih opazanja, veza izmedu
maleusa i inkusa, odnosno inkudo-malearni zglob, smatra aktivnim, veliki broj autora u modelima
zanemaruje relativno kretanje inkusa u odnosu na maleus, videti [Willi et al. , 2002]. U ovoj
tezi, prateci stav Sercera da veza inkusa i maleusa nakon odredenog broja godina zivota vise ne
dozvoljava relativno kretanje izmedu ta dva elementa, inkudo-malearni sistem modelirace se kao
kruti blok, videti [Sercer, 1966]. S druge strane, kao $to je uobicajeno, inkudo-stapedijalni zglob,
modelirace se kao idealni sferni zglob. Dakle veza izmedu inkudo-malearnog bloka i stapesa bice
idealna i u obliku sfernog zgloba.

Eksperimentalno je utvrdeno da je kretanje plocice - baze stapesa, kao odgovor na zvucénu
stimulaciju normalnog uha, veoma slozeno. O tome govori ¢itav niz radova: [Voss et al. , 2000],
[Huber et al. , 2001a], [Hato et al. , 2003], [Chien et al. , 2009], [Sim et al. , 2010}, da se spomenu
samo neki. Na niskim frekvencijama, uglavnom do 1kHz ili 2kHz zavisno od autora, kretanje baze
stapesa je nalik kretanju klipa u cilindru, tj. dominantna je translacija. Na srednjim i visokim
frekvencijama kretanje baze stapesa je opstije od translatornog, jer se pojavljuje i obrtanje baze
stapesa. Dakle, eksperimenti pokazuju da se kompleksno kretanje baze stapesa moze dekompono-
vati na translaciju duz ose upravne na bazu stapesa i obrtanje, pri ¢emu ugaona brzina stapesa
ima projekcije na dve ose (dugu i kratku osu baze stapesa).

Napominje se da je baza stapesa vezana za ovalni prozor anularnim ligamentom koji joj
ograni¢ava kretanje, ali nije veza u smislu da sprecava kretanje, tako da su pomeranja tacaka
stapesa u pravcu dve medusobno upravne ose koje leze u ravni baze stapesa mnogo manja od
pomeranja u pravcu ose upravie na bazu stapesa. Sli¢no obrtanje baze stapesa oko ose upravne na
nju je mnogo manje od obrtanja oko duze i krace ose baze stapesa. Na osnovu prethodnog, moze
se zakljuciti da je redukcija broja stepeni slobode od 6 na 3 u skladu sa anatomskim ogranic¢enjima
pokretljivosti baze stapesa u Euklidovom prostoru. Naime, po klasi¢noj teoriji sluha translatorno
kretanja plocice stapesa ka unutrasnjosti skale vestibuli dovodi do promene pritiska u njoj. Ta
promena dovodi do razlike pritiska izmedu skale vestibuli i skale timpani koja sadrzi okrugli prozor
koji predstavlja fleksibilnu granicu izmedu skale timpani i srednjeg uha. Izjednacavanjem ovog
pritiska pomeranjem baziliarne membrane dolazi do pokretanja talasa koji putuje duz baziliarne
membrane prema helikotremi. Po klasi¢noj teoriji sluha obrtanje stapesa oko duze ili krac¢e ose ne
dovodi do promene ukupne zapremine kohlearne te¢nosti kod ovalnog prozora. Stoga ne dolazi ni
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do promene pritiska pa se obrtno kretanje ploc¢ice stapesa smatra izgubljenom energijom koja se ne
pretvara u zvucnu senzaciju. Iako je generalno prihvac¢eno da je najefikasniji nacin za pomeranje
kohlearne te¢nosti translatorno kretanje plocice stapesa, nezavisno od toga da li je obrtanje plocice
stapesa pozeljno ili ne, ono je eksperimentalno potvrdeno kod ¢oveka i potrebno je ispitati njegov
uticaj na sluh. Takode, u radovima [Huber et al. , 2008] i [Eiber et al. , 2012] eksperimentalno je
pokazano, na zamorci¢ima, da i obrtnim kretanjem plocice stapesa dolazi do stimulisanja kohlee.
Naime, ista stimulacija kohlee moze se ostvarititi sa manje translatornog a vise obrtnog kretanja
baze stapesa. Iako nije dokazano da su druga kretanja, tj. obrtanje oko ose upravne na ravan baze
kao i translatorno pomeranje u pravcu bilo koje dve ose u ravni baze, stapesa beznacajna, u ovoj
tezi pretpostavice se, kao i u radovima [Sim et al. , 2010] i [Hato et al. , 2003], da translatorno
kretanje u pravcu upravnom na ravan ovalnog prozora i obrtanje oko dve ose, tj. duge i kratke ose
simetrije baze stapesa, dovoljno dobro opisuju stvarno kretanje stapesa. Dakle, iskljuc¢uju se za-
kretanje i translacija baze stapesa u ravni ovalnog prozora. Kako je veza inkudo-malearnog bloka,
dalje bloka, i stapesa zglobna, relativno kretanje bloka u odnosu na stapes bi¢e obrtanje krutog
tela oko tacke tako da je broj stepeni slobode koji se razmatra u sistemu srednje uho 6.

U slucaju anularnog ligamenta stapesa smatrate se poznatim njegova debljina kao i povrsina
smicanja. Kao §to je u uvodu nagovesteno, uticaj anularnog ligamenta na bazu stapesa, za koji se
pretpostavlja da je optereten na prosto smicanje (simple shear), uzete se kroz deformaciju 4 laka
Stapa promenljive duzine, kao rezultujuce dejstvo ekvivalentno dejstvu anularnog ligamenta duz
Cetiri luka elipse. Sile u tim stapovima odrediée se na osnovu konstitutivne jednacine frakcionog
Zenerovog modela, a deformacije korig¢enjem Viliotovog plana pomeranja, videti [Varvak, 1977].
Takode, pretpostavite se da pravci tih stapova ostaju konstantni tokom vremena. Pored anularnog
ligamenta u model kretanja sistema koji se razmatra bite ukljuéeno jos ligamenata iz sistema
veSanja osikularnog lanca. U principu celovitost sistema, upravljanje kretanjem i ogranicavanje
oblasti kretanja ostvaruje se ligamentima, videti [Brinckmann et al. , 2002]. U model koji se u
ovoj tezi predlaze, bi¢e ukljuceni gornji, prednji i latelarni ligament maleusa, kao i zadnji ligament
inkusa koji ¢e se modelirati kao dva odvojena ligamenta, videti [Sim & Puria, 2008]. Ovi liga-
menti modelirate se kao uniaksijalno optereteni viskoelasti¢ni laki $tapovi. Posto se analiziraju
mala pomeranja osikularnog lanca pretpostavite se da pravci tih stapova ostaju konstantni tokom
vremena. | kod ovih §tapova, deformacije ¢e se odrediti pomoéu Viliotovog plana pomeranja, a
sile u $tapovima na osnovu konstitutivne jednacine frakcionog Zenerovog modela. Gornji ligament
inkusa neée biti uklju¢en u sistem vesanja osikularnog lanca posto se opisuje kao sluzokoza (mu-
cosal fold), videti [Ferrazzini, 2003] i [Berkovitz et al. , 2007]. Zadnji ligament maleusa, posto se
Cesto ne navodi u litaraturi, u ovoj tezi neée biti ukljuc¢en u noseéi sistem.

Veoma vazan za model srednjeg uha je i migi¢ stapesa posto, prema Serceru, taj misié stalno
radi u procesu slusanja. U principu svaki misi¢ je bioloska magina koja hemijsku energiju iz reakcije
hranljivih substanci i kiseonika pretvara u mehanicki rad i toplotu. Pri tome misi¢ ima sposobnost
da generise silu koja moze da inicira, uspori ili spreci kretanje. Ipak, u ovoj tezi, nec¢e se modelirati
unutrasnji mehanizmi aktivacije tog misi¢a, videti [Keener & Sneyd, 2001], ve¢ ¢e se on tretirati
kao pasivni element koji predstavlja deo sistema veSanja osikularnog lanca i vrsi disipaciju energije
u sistemu srednje uho. I misi¢ stapesa ¢e se modelirati kao uniaksijalno optereéen viskoelasti¢ni laki
Stap, a deformacija i sila u $tapu odredice se koriséenjem Viliotovog plana pomeranja i konstitutivne
jednacine frakcionog Zenerovog modela, respektivno. Pretpostavice se i da pravac tog Stapa ostaje
konstantan tokom vremena.

I bubna opna stalno radi u procesu slusanja i to kao generator prinudne sile i prvi element
u kome dolazi do disipacije energije. Od svih raspolozivih metoda modeliranja i ukljucivanja
njenog uticaja na rad srednjeg uha, videti [Volandri et al. , 2011] i [Decraemer & Funnell, 2008]
kao i reference u njima, u ovoj tezi uticaj bubne opne uzete se kroz dejstvo poznate periodi¢ne
prinudne sile koje deluje u tacki umbo i ima pravac koji je upravan na anularnu ravan bubne
opne, i tri uniaksijalno opteretena viskoelasti¢na laka Stapa ¢ija deformacija ¢e se odrediti koristeci
Viliotov plan pomeranja. Pretpostavite se da se pravci tih stapova ne menjaju tokom vremena, §to
odgovara ¢injenici da su deformacije tih $tapova u ravni upravnoj na inicijalni pravac mnogo manje
od njihove duzine. Takode pretpostavlja se i stalno isti pravac prinudne sile. Naime, posto se ova
sila generige promenom pritiska vazduha u slusnom kanalu ¢ija je konfiguracija u temporalnoj kosti
stalna, smatra se da se ni njen pravac ne menja sa vremenom.

Dakle, elementi srednjeg uha koji pobuduju i nose osikularni lanac modelirace se lakim viskoe-
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lasti¢nim $tapovima, ¢iji pravci, ostaju konstantni tokom vremena, a dejstvo svakog od njih na
osikularan lanac zamenice se jednom silom konstantnog pravca ¢iji se intenzitet odreduje na os-
novu konstitutivne jednacine frakcionog Zenerovog modela. Takode, pretpostavice se da su poz-
nate pocetne duzine lakih stapova kao i povrsine poprecnih preseka. Posto prethodni deo ove
teze obuhvata odredivanje reoloskih parametara frakcionog Zenerovog modela koji se koristi kao
konstitutivna jednacina, ti reoloski parametri se smatraju poznatim.

Najzad, pored sila u viskoelasti¢cnim $tapovima kojima se menja dejstvo anularnog ligamenta i
pored reakcije veze u inkudo-stapedijalnom zglobu koja izrazava uticaj preostalih struktura sred-
njeg uha, na bazu stapesa deluje i kohlearna te¢nost. Dejstvo kohlearne te¢nosti na bazu zamenice
se, saglasno Poasonovoj teoremi, silom koja deluje u centru baze stapesa, koja je jednaka glavnom
vektoru svih sila kojima kohlearna tecnost deluje na povrsinu baze stapesa, i spregom sila koji
je jednak glavnom momentu svih sila kojima kohlearna te¢nost deluje na povrsinu bazu stapesa
za centar te baze, videti [Spasi¢, 2014b]. Kao konstitutivne jednacine, pretpostaviée se da su sila
i spreg sila kao otpor kohlearne te¢nosti redom, linearna funkcija vektora brzine centra baze sa
smerom koji je suprotan od smera vektora brzine i linearna funkcija vektora ugaone brzine takode
sa suprotnim smerom. Verovatno bi se mogla analizirati i druga resenja za uticaj perilimfe na
kretanje baze stapesa ali bi njihovo uklju¢ivanje u model bilo slozenije od ovde pretpostavljenog.

3.2 Sistem koji se razmatra

Na slici 3.1 prikazan je sistem koji se razmatra: stapes, mase m; i inkudo-malearni blok mase
ms. U razmatranjima koja slede indeks 1 odnosi se na stapes a indeks 2 na inkudo-malearni
blok. Pretpostavlja se da je u pocetnom trenutku ¢ = 0 sistem u stanju mirovanja i u polozaju
prikazanom na slici 3.1. Takode pretpostavlja se da taj polozaj u pocetnom trenutku odgovara
virginalnom stanju svih viskoelasti¢nih elemenata sistema.

i
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Slika 3.1: Koordinatni sistemi i karakteristi¢cne tacke osikularnog lanca Iy i Io;, k =1+ 5,
1=1=+9.

3.2.1 Koordinatni sistemi i inercijalna svojstva

Kao bazni, apsolutno nepokretan, koordinatni sistem usvoji¢e se desni Dekartov koordinatni
sistem Ozyz, vezan za temporalnu kost i postavljen u centar ovalnog prozora, sa x-osom upravnom
na njegovu ravan i osama y i z koje imaju redom pravac duge i kratke ose simetrije tog prozora.
Smerovi ovih osa prikazani su na slici 3.1. Dakle, u poc¢etnom trenutku ravan baze stapesa je
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paralelna sa ovalnim prozorom. Orijentacija baznog koordinatnog sistema preuzeta je iz rada
[Weistenhofer & Hudde, 1999]. Neka je u centru mase stapesa, tacki C7, postavljen koordinatni
sistem Ciz1y121, kruto vezan za telo stapesa, Cije su ose glavne ose inercije tog tela, a momenti
inercije za te ose Jy,, Jy,, J,. Isto tako, neka je u centru mase inkudo-malearnog bloka, tacki Cs,
postavljen koordinatni sistem Caxoysz2, kruto vezan za taj blok, sa osama koje su njegove glavne
ose inercije. Momenti inercije za glavne ose bloka su Jg,,Jy, i J,,. Naime, iako je puno radova
objavljeno na temu srednjeg uha, u mnogima od njih nisu istovremeno dati podaci i o geometriji
i o inercijalnim karakteristikama osikularnog lanca, a $to je posebno vazno za analizu razli¢itih
intervencija na slugnom aparatu (dodavanje razli¢itih uredaja). U ovoj tezi podaci o geometriji
slusnih kos¢ica, kao i njihova inercijalna svojstva preuzece se iz rada [Weistenhofer & Hudde, 1999].
U tabeli 1, date su vrednosti za mase i momente inercije za glavne ose inercije, kao i vrednosti
Kardanovih uglova kojima je odredena orijentacija glavnih osa inercije stapesa i inkudo-malearnog
bloka u odnosu na bazni koordinatni sistem. Naime, orijentacije koordinatnih sistema Cyx1y121
i Cyxaysz2 u odnosu na bazni koordinatni sistem Oxyz, u pocetnom trenutku, date su redom
uglovima 6;,, t = 1,2 a 0 = z,y, z, videti tabelu 1. S tim u vezi ortogonalne transformacije koje
bazni koordinatni sistem sa tri sferna ugla Ojlerovog tipa prevode redom u sisteme Ciz1yi21 i
Cxo1s29 u poletnom trenutku su za stapes i blok K; i Ko, respektivno. Prema tome tabela 1
izgleda kao sto sledi

TABELA 1

Inercijalna svojstva

Telo Stapes ¢ =1 | IMBlok ¢ =2
Masa [mg] 3.36 52.8
Momenti inercije [mg-mm?]

T, 1.68 97.6
Jys 4.89 165
7., 6.22 2174

Kardanovi uglovi [°]
Oix —0.65 7.19
iy —0.65 —20.79
;. 7.22 14.94

pri ¢emu su za vrednosti Kardanovih uglova iz tabele 1 matrice prelaza K; i Ko definisane redom

K1 = Rot(m,@lw) 'ROt(y,Hly) -Rot(z,@lz) = [/ﬂilj]3><3

K2 = ROt(.’E, 92$) . ROt(y,egy) . Rot(z, ng) = U{)Z-zj]gxg,,

gde oznaka Rot (o, 0) stoji za matricu rotacije oko ose o za ugao 6, videti [Paul, 1981] i [Spasi¢, 2014b].
Eksplicitna forma matrica K; i Ky je data u Dodatku A.

Kako je kretanje baze stapesa primarni interes teze od koristi ¢e biti i koordinatni sistem
012}y 21 koji je vezan za bazu stapesa i krece se zajedno sa njom, pri éemu je tacka O ,geometrijski
centar elipse - baze stapesa. Koordinatni sistem O;2y] 2] se u po¢etnom trenutku vremena poklapa
sa baznim koordinatnim sistemom Oxyz. Pri kretanje inkudo-malearnog bloka i stapesa menja se
polozaj tacaka O1, C1, i C5 kao i orijentacije koordinatnih sistema Oz} y 2}, Crz1y121 1 Comayazo
u odnosu na bazni koordinatni sistem. Napominje se da su sistemi O12y] 2] 1 C1x1y1 21 razliciti ali
fiksirani za isto kruto telo tako da ¢e im ugaona brzina biti istog intenziteta jer je orijentacija jednog
u odnosu na drugi fiksirana i data matricom K;. S tim u vezi koordinate bilo koje tacke stapesa
u koordinatnom sistemu Oz} y] 2] se jednostavnim transformacijama prevode u koordinate te iste
tacke u koordinatnom sistemu C}x1y;21. Napominje se da je koordinatni sistem O;2)y;2] uveden
kao pomoc¢ni i to za opis polozaja centra mase stapesa mada taj sistem potpuno odreduje i polozaj
centra i orijentaciju baze stapesa, ¢ije kretanje je glavni interes modela, dok je koordinatni sistem
Cix1y121 uveden jer su jer su to glavne ose inercije. Svi uvedeni koordinatni sistemi prikazani
su na slici 3.1. Na ovoj slici prikazane su i karakteristicne tacke potrebne za analizu geometrije
opteretenja, o kojima ¢e biti re¢i u posebnom delu, tek posto se u razmatranje uvedu generalisane
koordinate, a sto je predmet naredne sekcije.
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3.2.2 Generalisane koordinate

U delu koji se odnosi na anatomiju i fiziologiju srednjeg uha, opisano je da se baza stapesa
nalazi u ovalnom prozoru i da njeno kretanje ograni¢ava anularni ligament tako da su projekcije
vektora brzine bilo koje tacke stapesa na dve medusobno upravne ose koje se nalaze u ravni baze
stapesa mnogo manje od projekcije na osu koja je upravna na tu ravan, tako da ¢e se analizirati
samo translacija duz jedne ose. Isto tako zbog dejstva anularnog ligamenta, projekcija vektora
ugaone brzine baze stapesa na osu koja je upravna na ravan baze stapesa mnogo je manja od
projekcija na ose koje se nalaze u ravni te baze pa ¢e se analizirati samo zakretanja baze stapesa
u odnosu na ravan ovalnog prozora, bez obrtanja u ravni tog ovalnog prozora. Dakle, kretanje
baze stapesa e se opisati sa tri generalisane koordinate: neka generalisana koordinata ¢; = ¢ (),
u metrima, opisuje kretanje tacke O; koja se moze kretati samo duz pravca bazne ose z, i neka
dva sferna ugla Ojlerovog tipa, g2 = g2 (t) i g3 = ¢3 (t), u radijanima, opisuju otklon baze stapesa
u odnosu na ravan ovalnog prozora. Pri tome ¢e se odabrati uglovi iz verzije Krilovljevih uglova
jer tada pri malim otklonima u odnosu na bazni koordinatni sistem oba ugla ostaju mala, videti
[Spasi¢, 1993]. Tako ¢ée se proizvoljna orijentacija baze stapesa opisati obrtanjem u pozitivnom
matematitkom smeru prvo oko ose O1y] za ugao gs a zatim oko nove O;z] ose za ugao gqz. Za
opisani redosled rotacija ortogonalna matrica prelaza od koordinatnog sistema O;z]y]z; u bazni
koordinatni sistem Oxyz definisana je kao

T = T1(q2,q3) = Rot(y}, ¢2) - Rot(z], g3).

Vazno je napomenuti, a sa obzirom na to da se radi o bioloskom sistemu da generalisane koordinate
q1, g2 1 g3 ne zavise jedna od druge i mogu biti potpuno proizvoljne ali samo u granicama prostora
koji je odreden svojstvima anularnog ligamenta. Na primer sa progresijom otoskleroze maksimalne
grani¢ne vrednosti za ove koordinate se znacajno smanjuju.

Za poznavanje kona¢nih jednacina kretanja stapesa potrebno je poznavati zakon kretanja tacke
01 i kako se menjaju prethodno uvedena dva Krilovljeva ugla. Kada se to zna, onda je i kretanje
tacke Z sa slike 3.1 - inkudo-stapedijalnog zgloba, koja pripada i inkudo-malealnom bloku - potpuno
odredeno, tako da je za potpuno poznavanje kretanja drugog tela u sistemu - inkudo-malealnog
bloka - potrebno poznavati jo§ samo njegovu orijentaciju.

Za odredivanje proizvoljne orijentacije inkudo-malearnog bloka koristice se tri Krilovljeva ugla.
Neka se proizvoljna orijentacija inkudo-malealnog bloka moze ostvariti obrtanjem u pozitivhom
matematickom smeru prvo oko ose Coys za ugao qq = q4(t)7 zatim oko nove xo ose za ugao
g5 = ¢5(t), 1 na kraju oko nove 29 ose za ugao gs = ¢s(t), gde su generalisane koordinate g4, ¢s i
gs u radijanima. Generalisane koordinate q4, ¢5 i g ne zavise jedna od druge i mogu biti potpuno
proizvoljne ali u granicama koje diktira biomehanicka konfiguracija. Za opisani redosled rotacija
ortogonalna matrica prelaza od koordinatnog sistema Caxoy222 u proizvoljnom trenutku u isti taj
koordinatni sistem u pocetnom vremena definisana je na nacin uobic¢ajen za Krilovljevu verziju
sfernih uglova Ojlerovog tipa sa

Ty = T2(q4,75,96) = Rot(y2,q4) - Rot(x2,¢5) - Rot(z2, gs).

Dakle, polozaj sistema koji se razmatra odreden je sa 6 uvedenih generalisanih koordinata. Jasno
je da su matrice T; i Ty ortogonalne. Da bi se lakSe pratili atributi kretanja sistema koji se
razmatra, na slici 3.2 prikazani su uvedeni koordinatni sistemi i veze izmedu njih date ortogonalnim
matricama transformacija, dok je eksplicitna forma ovih ortogonalnih matrica data u Dodatku A.

U skladu sa prethodno uvedenim generalisanim koordinatama i matricama transformacija, vek-
tor polozaja centra mase stapesa, u baznom koordinatnom sistemu (r)= r(o_) i u baznom koordi-
natnom sistemu), u proizvoljnom trenutku vremena je

re, =ro, + rg; =ro, + T ~pg;7 (3.1)

T
gde je rp, = [ql 0 O]T, a pgi = [)\gi ugi l/gi] je vektor polozaja tacke C7 u odnosu na
tacku O, u koordinatnom sistemu O;2) v} 2].
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Slika 3.2: Uvedeni koordinatni sistemi i ortogonalne matrice transformacija izmedju njih.

Sli¢no, vektor polozaja centra mase inkudo-malearnog bloka, u baznom koordinatnom sistemu,
u proizvoljnom trenutku vremena je

re, =ro, + rgl + rgz =ro, +T1- pgl + K> Ty pgz, (3.2)

gde je vektor polozaja inkudo-stapedijalnog zgloba, tacke Z, u odnosu na tacku Oi, u koordi-

. . T . .
natnom sistemu O,y 2}, dat izrazom p* = (A uy v9], dok je vektor polozaja tacke

C5 u odnosu na tacku Z, u koordinatnom sistemu Coxzoyszo, dat sa ng = [{é 77%2 (gz]T.
U razmatranjima koja slede p i A, u, v oznacavaju redom vektor polozaja tacke i njegove koordi-
nate u koordinatnom sistemu Oyz]yiz] a p i &, n, ¢ redom vektor polozaja i njegove koordinate u
koordinatnom sistemu Cozoys2o.

Vektori polozaja pg;, pgl su konstantni u koordinatnom sistemu Oz} y]z21, dok je p(Zj2 kon-
stantan u koordinatnom sistemu Cyxay222. Vrednosti projekcija ovih vektora - konstanti u koor-
dinatnim sistemima o kojima je re¢ preuzete su iz rada [Weistenhofer & Hudde, 1999], i date su u
Dodatku B na kraju rada.

Sa uvedenim generalisanim koordinatama vektor polozaja bilo koje tacke stapesa, recimo Mg
je u baznom koordinatnom sistemu dat izrazom

rig =ro, + rloﬂ1 =ro, + T - ploﬁl. (3.3)

Sliécno vektor polozaja bilo koje tacke inkudo-malearnog bloka M, je u baznom koordinatnom
sistemu oblika

ro, =ro, + rgl + rQZU =ro, +T;- pgl + Ky Ty pQZv. (3.4)

Vektor riz je funkcija generalisanih koordinata g;, j = 1,3, a vektor ry, funkcija generalisanih
koordinata q;, j = 1,6. Najzad kao sto je u uvodu receno u ovde predlozenom dinami¢kom modelu
tezine slugnih koscica ¢e se zanemariti. Zato su u pocetnom trenutku, sve strukture koje nose
osikularni lanac u virginalnom stanju, sve generalisane koordinate su nula i sistem je u stanju
ravnoteze. U pocetnom trenutku matrice T i Ty se poklapaju sa jedini¢nim.

3.2.3 Geometrija opterecenja

Neka na telo stapesa u pet tacaka Ijg, deluju redom sile Fy;, £ = 1 + 5, slika 3.1. Vektori

. . . o T .. .. . . .
polozaja ovih tacaka u odnosu na tacku O, p?kl = [)\?kl MlOkl y?kl] , 1 jedini¢ni vektori pravaca

dejstva svake od tih sila u baznom koordinatnom sistemu, &1 = [mkz Klky mkz] T , se smatraju
poznatim. Uz to smer svakog jedini¢nog vektora je ka temporalnoj kosti. Prve Cetiri sile, k = 1+-4
predstavljaju sile ekvivalentnog dejstva anularnog ligamenta stapesa na njegovu bazu, a peta sila
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k = 5 menja dejstvo tetive misi¢a stapesa. U skladu sa ranije uvedenom pretpostavkom, pravci
ovih sila se ne menjaju sa vremenom, tako da se svaka sila moze zapisati u obliku

Fip = Figkig, k=1+5, (3.5)

gde su Fyj projekcije koje se menjaju sa vremenom. Sli¢no, neka na telo inkudo-malearnog bloka

u devet tacaka Iy;, deluje devet sila Fo;, ¢« = 1 + 9, slika 3.1. Vektori polozaja ovih tacaka u
T

odnosu na tacku Z, recimo pQZi = [§2ZZ n%. CQZZ] , 1 jediniéni vektori pravaca dejstva svake od

tih sila u baznom koordinatnom sistemu, recimo kg9; = [mgm K24y mgiz}T, se takode smatraju
poznatim. Sada indeks ¢ = 1 stoji za prednji ligament maleusa, i = 2 za latelarni ligament
maleusa, ¢ = 3 za gornji ligament maleusa, ¢ = 4 za latelarni deo zadnjeg ligamenta inkusa, a ¢ = 5
za medijalni deo zadnjeg ligamenta inkusa. Indeksi ¢ = 6,7, 8 stoje za tri viskoelasti¢na stapa koji
predstavljaju ekvivalentno dejstvo bubne opne u segmentu koji se odnosi na disipaciju energije, a
indeks ¢ = 9 odnosi se na silu pobude kao ekivalentno dejstvo bubne opne u segmentu kolektovanja
signala iz spoljasnjeg slusnog kanala. Smer jedini¢nog vektora koji se odnosi na silu pobude je ka
osikularnom lancu, dok su smerovi ostalih jedini¢nih vektora ka temporalnoj kosti. Pored toga,
pravci ovih vektora ne menjaju se sa vremenom. Tada se svaka ta sila moze izraziti na sledeéi
nacin
Fo; = Foikg;, i=1+9, (3.6)

gde se projekcije Fo; menjaju sa vremenom.

Vrednosti projekcija jedini¢nih vektora Kigx, k =1+ 51 Ko, © = 1+ 9 i vektora plokl, k=1=5
i pZ,i=1+09, preuzete su iz literature i date u Dodatku B.

Specijalno za § = k = 1 +5 iz jednacina (3.3) dobijaju se vektori polozaja napadnih tacaka sila
F1x u baznom koordinatnom sistemu

riy =ro, + rlolc1 =ro, + T~ plokl’ (37)

dok se za B =i =1+9 iz jednacina (3.4) dobijaju vektori polozaja napadnih tacaka sila Fa; u
istom koordinatnom sistemu

ro; =ro, + I'(Z)1 + rQZi =ro, + T ~pgl + Ky Ty pQZZ (3.8)

Vektori ryj, su funkcije generalisanih koordinata g;, j = 1 + 3, a vektori rp; funkcije ¢;, j =1+6 1
bice upotrebljeni kasnije.
Dejstvo kohlearne te¢nosti na bazu stapesa zamenice se, saglasno Poasonovoj teoremi, glavnim
vektorom
GX = —kivo,, (3.9)

¢ija je napadna tacka O i glavnim momentom za tacku Oy
M§, = —kow?, (3.10)

gde su k; i ko poznate konstante, v, je vektor brzine tacke O; a w$ vektor ugaone brzine stapesa
u baznom koordinatnom sistemu.
Najzad, sila pobude je data izrazom

Fgg = Fggli‘,gg, (311)

tako da je kog jedini¢ni vektor pravca normale na anularnu ravan bubne opne, koji se ne menja sa
vremenom i tako da se projekcija ove sile menja po zakonu

F29 :Fpsin(wp-t). (312)

Ovde je Fp amplituda, a wp je ugaona frekvencija zvuénog signala. Ugaona frekvencija se racuna
kao wp = 27 fp, gde je fp frekvencija zvucnog signala u hercima, i promenljiva je veli¢ina u
modelu. Amplituda sile pobude odredi¢e se kao proizvod pritiska u spoljasnjem usnom kanalu i
fiziologki aktivne povrsine bubne opne. Iako fiziologki aktivna povrsina zavisi od frekvencije, u ovoj
tezi, ta zavisnost neée se razmatrati. Takode, ovde se uzima samo jedna frekvencija (¢ist ton) a u
stvarnosti valja uzeti pobudu u obliku Furijeovog reda, ¢ime se nete baviti ova teza.
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3.2.4 Lokalna i globalna svojstva kretanja

Za generisanje diferencijalnih jednac¢ina kretanja potrebno je poznavati vektore brzine i ubrzanja
centra mase stapesa i centra mase inkudo-malearnog bloka. Diferenciranjem po vremenu jednacine
(3.1) dobija se vektor brzine centra mase stapesa

o 3 @)

v, =vo, +va =vo, + T1-pcl, (3.13)
gde je vp, = [ql 0 0} T, a T oznacava prvi izvod po vremenu matrice transformacija T i zbog
preglednosti dat je u Dodatku A. Vektor brzine centra mase stapesa v, je funkcija generalisanih
koordinata ¢;, j = 2,3, i generalisanih brzina ¢;, j = 1 + 3.

Kako je vektor pgi konstantnog intenziteta, i kako je matrica Tlel kososimetri¢na, (T4 je
ortogonalna pa je T1_1 =T7 gde ()T kao sto je uobicajeno oznacava operaciju transponovanja
matrice), to se po teoremi Ojlera moZe uvesti ugaona brzina stapesa wi. Vektor ugaone brzine
stapesa u baznom koordinatnom sistemu je

o o 3 sin go
Wi = w;p (q27 q?v Q3) = q.2 . (314)
G3 COS q2
a u koordinatnom sistemu Ciz1y121
Wy T q2 sin qs3
w1 = wi(g3,G2,43) = |wy, | = Kj |G2cosgs|, (3.15)
O‘)Zl q3

videti Dodatak D. Napominje se da projekcije wg,, wy, i w,, nisu medusobno nezavisne posto je
orijentacija stapesa opisana sa dve nezavisne koordinate, pa se projekcija w,, moze izraziti kao

Wy = (kh — k3, tan q3)71 (wyl (k‘%Q tangqs — kb) +w,, (k%3 tan gz — k%3)) .

Poznavanjem projekcija vektora ugaone brzine wi u koordinatnom sistemu C121y1 21 iz Ojlerovih
kinematickih jednacina (3.15) se mogu odrediti generalisane brzine ¢, i ¢3, na slede¢i nacin

q.2 = Secqs3 (k%IWM + ki%wal + k%S(‘UZl) )
(3.16)
q3 = k%lwl‘l + kflﬂwyl + ]{3%3(,021.

Diferenciranjem po vremenu jednacine (3.2) dobija se vektor brzine centra mase inkudo-malernog
bloka

ve, = Vo, + Vgl + V(Z?Q =Vvo, + Tl . pCZ)1 + Ko - TQ ' pg27 (317)

gde je T, prvi izvod po vremenu matrice transformacija T i zbog preglednosti dat je u Dodatku
A. Vektor brzine centra mase inkudo-malearnog bloka v¢, je funkcija generalisanih koordinata g;,
Jj =2+ 6, i generalisanih brzina ¢;, j =1+ 6.

Sli¢no vektor ng je vektor konstantnog intenziteta, a kako su elementi matrice Ko konstante
to je (Ko-To) = Ko - T,, pa je matrica K, - Ty ortogonalna, a matrica Ky - T - T, K;!
kososimetriéna, te se saglasno teoremi Ojlera uvodi ugaona brzina inkudo-malearnog bloka ws
koja je u koordinatnom sistemu Cszoy222 u proizvoljnom trenutku vremena, data sa

Wy, {4 COS @5 SIN gg + (5 COS G
wa = wa(qs, G, 44, G5, G6) = |Wy, | = |aCOSG5COSGgs — G58ings | , (3.18)
W, —q48ings + ge

videti Dodatak D. Izrazi (3.15) i (3.18) su se mogli dobiti i direktno kao Ojlerove kinematicke
jednacine za izabranu verziju sfernih uglova Ojlerovog tipa. Poznavanjem projekcija vektora ugaone
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brzine ws u koordinatnom sistemu Cozoys2o iz Ojlerovih kinematickih jednacina (3.18) se mogu
odrediti generalisane brzine ¢4, ¢5 i ¢¢, na slede¢i nacin

G4 = sec g5 (Wa, SN g + Wy, COS gs),
45 = Wa, COS g6 — Wy, SiN ge, (3.19)
46 = (wg, Sin g + wy, COSgp) tan gs + w.,.

Dalje se, diferenciranjem po vremenu izraza (3.13) i (3.17) dobijaju redom vektori apsolutnog
ubrzanja centra mase stapesa

ac, =ap, + agi =ap, +T ~pg;, (3.20)
i apsolutnog ubrzanja centra mase inkudo-malearnog bloka

ac, =ao, + T1-p' + Ko - To - pé,, (3.21)
gde je ap, = [ijl 0 O]T, i gde su T, 1T drugi izvodi po vremenu matrica transformacija T
i T9, respektivno, i dati su u Dodatku A. Vektor ubrzanja centra mase stapesa ac, je funkcija
generalisanih koordinata q;, j = 2,3, generalisanih brzina ¢;, j = 2,3 i generalisanih ubrzanja §;,
j = 1+ 3, a vektor ubrzanja centra mase inkudo-malearnog bloka ac, je funkcija generalisanih
koordinata g¢;, j = 2 + 6, generalisanih brzina ¢;, j = 1 + 6 i generalisanih ubrzanja ¢;, j = 1 + 6.
Sliéno se diferenciranjem po vremenu izraza (3.15) i (3.18) dobijaju izrazi za vektor ugaonog
ubrzanja stapesa u koordinatnom sistemu Chx1y1 21

G2q3 cos g3 + G2 sin g3
e1 =K7{ | —dagssings + Gocosgs | . (3.22)
Gs

i izraz za vektor ugaonog ubrzanja u koordinatnom sistemu Caxoy2 22

—(445 SIn g5 Sin g + GaGe COS g5 COS g6 — (56 SIN g6 + (4 COS g5 SIN gg + G5 COS (g
€2 = | —qaqs5 cos g6 sin g5 — Gads COS g5 Sin gs — (56 COS @6 + G4 COS g5 COS g — s sings | . (3.23)
—(q45 COS @5 — G4 Sings + G

Argumenti ovih veli¢ina su poznati, e, = €1(gs, ¢2, 43, G2, §3) i €2 = €2(q5, g6, 44, 45, 46 Ga, G5, Gs ) -

3.2.5 Viliotov plan pomeranja

U okviru pripreme za izvodenje diferencijalnih jednacina kretanja stapesa i inkudo-malearnog
bloka, na ovom mestu, ¢e se analizirati deformacije viskoelasti¢nih $tapova. Naime, za odredivanje
deformacije viskoleasti¢nih §tapova koji se pojavljuju u modelu srednjeg uha, saglasno opstoj teoriji,
koristic¢e se Viliotov plan pomeranja, videti [Varvak, 1977]. To znali da ¢e deformacije - promene
duzina - viskoelasti¢nih lakih stapova biti odredene kao projekcije pomeranja napadne tacke u
kojoj deluje sila na pravac Stapa - pravac dejstva sile. Viliotov plan ¢e se koristiti i za sile Fg,
k =1+ 5, koje deluju na stapes i za sile Fo;, © = 1 + 8, koje deluju na inkudo-malearni blok.

Za konacne vrednosti generalisanih koordinata pomeranja napadnih tacaka sila Fip, k =1+ 5,
koje deluju na stapes su

Arlk =TIk (qlv q2, qd) — Tk (07 07 0) = rOl + (Tl - I)plokla k =1 - 57 (324)
a pomeranja napadnih tacaka sila Fg;,7 = 1 + 8 koje deluju na inkudo-malearni blok su

Ary; = T19; (1,92, G35 445 G5, 46) —T2; (0,0,0,0,0,0) = ro, +(Ty — I) pJ* + Ky (T2 — I) p%;, i = 1+8.
(3.25)

Projektovanjem veli¢ina Arix i Arg; na pravce odredene jediniénim vektorima kip i Kg;, re-
spektivno, saglasno sa Viliotovim planom pomeranja, dobijaju se promene duzina struktura koje
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deluju na stapes i inkudo-malearni blok. U skladu sa tim, promena duzine viskoelasti¢nog lakog
gtapa koji deluje na telo stapesa je

Aly, = -k Aryy, k=1-+5, (3.26)

gde znak minus stoji zbog izabranog smera jedini¢nog vektora k1. Sli¢no, promena duZine viskoe-
lasti¢nog lakog stapa koji deluje na telo inkudo-malearnog bloka je

Aly; = —K3.Ary;, =18 (3.27)

Dalje se za poznate promene duzine, uvode mere deformacije viskoelasti¢nih stapova €1 1 €9;, sa

Al
ep= 2L k=1+5 (3.28)

ik

i Al
E9i = lm, i=1=8, (3.29)

2%

gde su [y i ly; pocetne duzine, a u slucaju stapova koji menjaju dejstvo anularnog ligamenta
stapesa debljine, struktura koje deluju na stapes i inkudo-malearni blok.

Jasno je da se veli¢ine l1x, k = 1+5,1ly;, s = 1+8, mere u milimetrima, a veli¢ine Aly,, k = 1+5
i Aly;, i = 1+ 8 u mnogo manjim jedinicama duzine, videti [Hudde & Weistenhofer, 2006]. Iz tog
razloga se moze pretpostaviti i da kretanjima stapesa i inkudo-malearnog bloka odgovaraju male
vrednosti generalisanih koordinata. U tom sluc¢aju se razvojem u Tejlorov red vektora polozaja
rix (q1,492,93) 1 r2; (¢1,42,93,94,45,96) , K = 1+ 5, ¢ = 1+ 8 u okolini nultih vrednosti generalisanih
koordinata uz zadrzavanje samo na linearnim ¢lanovima jednacine (3.24) i (3.25) svode na

3
0
Ary = Z “Lk -qj, k=1=+5, (3.30)
=1 9q; (0,0,0)
1
0 5‘1‘2-
i=1 dq; (0,0,0,0,0,0)

Eksplicitne vrednosti Alyx i Alg; u sluéaju malih vrednosti generalisanih koordinata su date u
Dodatku E.

3.3 Diferencijalne jednacine kretanja

Sada je neophodna priprema uradena i moze se preci na izvodenje diferencijalnih jednacina
kretanja. Ovaj posao se moze uraditi na nekoliko nacina.

3.3.1 Njutn-Ojlerove aksiome

Prvo ¢e se uraditi dekompozicija posmatranog sistema. Naime stapes i inkudo-malearni blok
¢e se razdvojiti i posmatrati kao dva slobodna tela. Pri tome ée se uvesti sila reakcije veze u
inkudo-stapedijalnom zglobu (tacka Z na slici 3.1). Vektor sile reakcije veze koja deluje na telo
stapesa oznacice se sa R, a vektor sile reakcije veze koja deluje na telo inkudo-malearnog bloka sa
R;. Vektori Ry i Ry su saglasno sa aksiomom o uzajmnom dejstvu dve materijalne tacke vezani

jednac¢inom Ry = —R,. Dalje se uvode glavni vektor spoljagnjih sila koje deluju na stapes
5
GY =) Fuu+ G +Ry, (3.32)
k=1

i glavni vektor spoljasnjih sila koje deluju na inkudo-malearni blok

9 9
G5 =) Fsu+Ry=) Fy —Ry. (3.33)
i=1

i=1
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Vektori Fiy, k = 1+5, definisani su izrazima (3.5), vektor G¥ izrazom (3.9), a vektori Fo;, i = 1+9,
izrazima (3.6). Vektori u izrazima (3.32) i (3.33) dati su u baznom koordinatnom sistemu. Glavni
moment spoljasnjih za centar mase stapesa, u koordinatnom sistemu Ciz1y121, je

5
Mg =" piix (KT - T - Fui) +p5 < (KT - T - Ra)+2:p5! x (KT - TT - GX)+K{-TT - M,
k=1

(3.34)
a glavni moment spoljasnjih sila za centar mase inkudo-malearnog bloka, u koordinatnom sistemu
Cowaya 29,

9
Ma — Zp% x (TT KT - Fy;) — p%* x (T7 -KI-Ry), (3.35)
im1

Njutn-Ojlerove aksiome, videti [Spasié¢, 2014b] i [Glocker, 2001], za kretanje stapesa su

mac, = GY, (3.36)
Le, = M2, (3.37)
a inkudo-malearnog bloka
moac, = Gj, (3.38)
Le, = M2, (3.39)

Vektor apsolutnog ubrzanja centra mase stapesa ac, i vektor apsolutnog ubrzanja centra mase
inkudo-malearnog bloka ac, dati su izrazima (3.20) i (3.21), respektivno. Promena momenta
koli¢ine kretanja za centar mase stapesa, u koordinatnom sistemu Cyx1y; 21, je

L, =Jo,e1 + w1 x Jowi, (3.40)

a promena momenta koli¢ine kretanja za centar mase inkudo-malearnog bloka, u koordinatnom
sistemu Coxays22,
Lo, =Jc,e0 + wa X Jo,wo. (341)

Vektori wy i €1 dati su redom izrazima (3.15) i (3.22), a vektori wo i €9 izrazima (3.18) i (3.23)
respektivno.

Da bi se naslo kretanje sistema za zadatu silu pobude, Njutn-Ojlerove aksiome treba integraliti
uz zadate pocetne uslove, koji su u ovom slucaju trivijalni. Dakle, sve generalisane koordinate i
generalisane brzine su u po¢etnom trenutku jednake nuli:

g;(0)=0, ¢;(0)=0, j=1=6 (3.42)

Jasno je da Njutn-Ojlerove aksiome osim atributa kretanja sadrze i nepoznate spoljasnje sile
u viskoelasti¢nim $tapovima i silu reakcije veze. Da bi se odredilo kretanje sistema potrebne su
odredene pretpostavke o ovim dejstvima. Za sile u viskoelasti¢nim stapovima &e se pretpostaviti
analiticke zavisnosti od mera deformacije, dok ¢e se reakcija veze u inkudo-stapedijalnom zglobu
eliminisati projektovanjem Njutn-Ojlerovih aksioma na specijalno izabrane pravce, a §to je predmet
naredna dva paragrafa.

3.3.2 Konstitutivne jednacine

Sile koje vezuju osikularni lanac za temporalnu kost - reakcije veze - su sada spoljasnje i tesko
je pretpostaviti njihovu vezu sa atributima kretanja. Zato ¢e se na ovom mestu, prate¢i Fremonov
pristup da je sistem sa¢injen od krutih elemenata deformabilan, u sistem ukljuciti i temporalna kost,
odnosno temporalna Supljina, tako da sile u ligamentima, i one koje menjaju funkciju bubne opne
vezanu za disipaciju energije postaju unutragnje. Kao i sve unutrasnje sile i ove treba odrediti
eksperimentalno uz pracenje ogranicenja koja diktira drugi zakon termodinamike. Bas to je i
uradeno u prethodnoj glavi tako da ¢e se tamo prikazani rezultati sada direktno primeniti. Na
taj nacin ¢e se projekcije Figx, k = 1+ 51 Fy;, © = 1 =+ 8 sila u viskoelasti¢nim stapovima koje
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ogranicavaju oblast kretanja stapesa i inkudo-malearnog bloka na deo prostora u okviru temporalne
gupljine prikazati na slede¢i nacin

Fiy + Tg1kF1(;?1k) = B A (51k + 7511@55%““)) ) k=1=+5, (3.43)

Fy; + TaQiFQ(iazi) = [ Ay (€2i + TsQiﬁé?Zi)) ; 1=1+38, (3.44)

gde su a1k, To1ks Telk, Fik, K =1+ 5,1 oy, To2i, Te2is F2i, ¢ = 1 + 8, poznati reoloski parametri
modela uvedeni u prethodnoj glavi, Ay, k =1+5,1 Ag;, i = 1+ 8, su povrsine popreénog preseka
viskoelasti¢nih stapova kojima se modeliraju strukture srednjeg uha, a ey, k = 1+5,1€9;, ¢ = 1+8,
su deformacije tih §tapova date izrazima (3.28) i (3.29). Vrednosti duzina i povrsina popre¢nih
preseka viskoelasti¢nih stapova kojima se modeliraju strukture srednjeg uha, zajedno sa reoloskim
parametrima frakcionog Zenerovog dela dati su u Dodatku C. Iz pretpostavke da sistem zapocinje
kretanje iz virginalnog stanje sledi da je

Fip(0)=0, k=1+5 i Fy(0)=0, i=1+8 (3.45)

3.3.3 Kejnove jednacine

U odnosu na Njutn-Ojlerove diferencijalne jednacine kretanja, Kejnov metod iz 1961. godine, se
pokazao kao veoma efikasan za opis kretanja sistema sa velikim brojem stepeni slobode. U pocetku
na ove jednacine se referisalo kao na Lagranzevu formu Dalamberovog principa, jer predstavljaju
projekciju zadatih i inercijalnih sila na pravce kretanja materijalnog sistema, a u sluc¢aju kretanja
krutog tela i na pravce oko kojih se telo moze obrtati. Ima vise radova u kojima se metod Kejna
poistovecuje sa Madijevim jednacinama i Zurdenovim diferencijalnim varijacionim principom. Ima
radova u kojima se pokazuje ekvivalentnost Kejnovh i Gibs-Apelovih jednacina. Kriticari metoda
mu u osnovi zameraju §to se svodi na algebarske operacije nad Njutn-Ojlerovim aksiomama i da
sa te strane nije jasna njegova veza sa op§tom jednac¢inom dinamike, videti npr. [Kane, 1961],
[Benati & Morro, 1990], [London, 1990], [Baruh, 2000]. Medutim i te se jednacine mogu izvesti iz
opste jednacine dinamike - Lagranz-Dalamberovog diferencijalnog varijacionog principa i to na vrlo
jednostavan nacin primenom Poasonove teoreme, videti [Spasi¢, 2014c].

Saglasno opstoj teoriji Kejnove diferencijalne jednacine kretanja predlozenog modela srednjeg
uha glase

% S .. Ow; s 7 B .
; [ 94, (GF —miac,) + 4 (Mci ch)} =0, j=1+6. (3.46)

gde se u malim zagradama prepoznaju Njutn-Ojlerove aksiome, dok vektori

8VC¢, 8&)7
aq; g’

i=1,2, j=1=6.

redom predstavljaju pravce duz kojih se mogu kretati centri masa i pravce oko kojih se mogu obrtati
stapes i inkudo-malearni blok. Broj ovih jednac¢ina jednak je broju stepeni slobode kretanja sis-
tema. Ove jednacine se mogu u razvijenom obliku napisati kao sistem diferencijalnih jednac¢ina dru-
gog reda po generalisanim koordinatama koje se resavaju zajedno sa konstitutivnim jedna¢inama u
kojima se pojavljuju neceli izvodi. To je jedna moguénost i osnovna verzija Kogijevog problema kao
modela kretanja osikularnog lanca. Druga moguénost bi bila da se na konstitutivne jednacine pri-
meni Laplasova transformacija pa zatim i inverzija da bi se sile u viskoelasti¢nim stapovima izrazile
preko integrala konvolucije sa jezgrom koje sadrzi funkcije Mitag-Leflerovog tipa koje mnoze mere
deformacija kao kona¢ne veze izmedu generalisanih koordinata, videti [Spasic et al. , 2004]. U
pomenutom radu pokazana je i primena teorije fiksne tacke u dokazu egzistencije resenja, sa ¢ime
se ovde nete baviti. Dakle druga mogué¢nost je da se Kejnove jednacine napisu u formi Kogi-
jevog problema za diferencijalno-integralne jednacine. Treta moguénost bi bila da se Kejnove
jednacine napisu kao diferencijalne jednacine prvog reda po projekcijama nezavisnih ugaonih brz-
ina i brzine centra baze stapesa i da se te jednac¢ine komplementiraju sa Ojlerovim kinematickim
jednacinama resenim po generalisanim brzinama. I tada bi se na konstitutivne jednac¢ine mogao
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primeniti prethodno opisani postupak, medutim ovde se predlaze drugacije. Naime, 2004. Atanack-
ovi¢ i Stankovi¢ su predlozili ekspanzionu formulu za leve Riman-Ljuvilove frakcione izvode, koji
se za red izvoda a, 0 < a < 1, izrazavaju preko funkcije, njenog prvog izvoda i njenih mom-
enata, videti [Atanackovi¢ & Stankovi¢, 2004]. Nedavno je pokazano da ta ekspanziona formula
uop$tava na zadovoljavajuéi nacin Lajbnicovo i pravilo posrednog diferenciranja za necele izvode,
videti [Spasi¢, 2012]. Kako se u konstitutivnim jedna¢inama viskoelasti¢nih stapova koji menjaju
strukture srednjeg uha pojavljuju mere deformacije koje sadrze proizvode funkcija generalisanih
koordinata ta ekspanziona formula se moze koristiti da se konstitutivne jednacine koje komple-
mentiraju Kejnove prikazu u formi kona¢nog broja diferencijalnih jednac¢ina prvog reda tako da
se dinamika kretanja osikularnog lanca u ovom slucaju svodi na klasican Kosijev problem, za koji
postoje klasi¢ni rezultati dokaza egzistencije resenja. Osim toga sada se i numericki postupak
integracije svodi na klasi¢ne metode, videti [Spasi¢, 2012].

Pre nego $to se pristupi numerickom resavanju dobijenih jednacina kako je gore predlozeno,
diferencijalne jednacine kretanja osikularnog lanca ¢e se izvesti direktno u formi diferencijalnih
jednagina prvog reda. Za to ¢e se koristiti koncept pseudobrzina i Gibs-Apelove jednacine, kao za
ovaj problem najelegantnije/najsazetije jednac¢ine analiticke mehanike.

3.3.4 Gibs-Apelove jednacine

Treta moguénost iz prethodnog paragrafa motivisala je slede¢i korak, a to je da se dife-
rencijalne jednac¢ine kretanja osikularnog lanca napisu u formi Gibs-Apelovih jednacina, videti
[Markeev, 1999]. Za taj posao e se uvesti slede¢e pseudobrzine

7:('1 - q.17
Ty = (2 COS (3,
7'1—3 = 437 (3 47)

4 = ¢4 COS g5 Sin gg + ¢5 COS g,
5 = ¢4 COS g5 COS g6 — (5 SIN g,
g = —(aSings + ge.

Pseudobrzine 79 i 73 su projekcije vektora ugaone brzine stapesa na ose O1y] i O; 2] koordinatnog
sistema Oy} 2], respektivno. Sli¢no, pseudobrzine 74, 75 i ¢ su redom projekcije vektora ugaone
brzine inkudo-malearnog bloka ws, date jedna¢inom (3.18), na ose Caza, Coys i Cazs koordinatnog
sistema Caxay222 u proizvoljnom trenutku vremena. Takode, moze se primetiti da su pseudokoor-
dinate 71 i w3 jednake generalisanim koordinatama q; i g3, respektivno.

Resavanjem jednacina (3.47) po generalisanim brzinama ¢;, j = 1 + 6, a $to je prikazano u
Dodatku F, dobija se

Q1 = 7'1-17
q2 = T2 secqs,
q3 = 7T37 (3.48)

Gs = sec qs(7ry sin g + 75 COS gg),
(5 = T4 COS gg — 75 SiN gp,
ge = (T4 singg + 75 cos ¢g) tan g5 + 7g,

_1
cosqgs *

gde je secqs = ,1secqs =

1
COSs q3
Prate¢i Markeeva, saglasno sa (3.47), po definiciji se uvode proizvoljne i nezavisne veli¢ine -

varijacije pseudokoordinata - kojih ima isto koliko i stepeni slobode kretanja sistema

67(-1 = 6q17
dmy = 0qa COS g3,
671—3 = 5q37

014 = dqq COS g5 sin gg + 0gs5 cos gg, (3.49)

075 = dqq COS g5 cOS gg — 0¢s sin gg,
0me = —0qa sings + dqe,
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odakle se rese varijacije generalisanih koordinata

(5(]1 = (571'1,
dqo = dmo secqs,
dqz = o3,

0qq = sec g5 (sin ggdmy + d75 COS G6), (3.50)

dqs = 074 cOS qg — 05 sin gg,
dqe = (0my sin gg + 05 cos gg) tan g5 + dme.

Diferenciranjem izraza (3.48) dobija se veza izmedu generalisanih ubrzanja i pseudoubrzanja,
koja je zbog preglednosti data u Dodatku F. Zatim se ubrzanja centara masa, ugaone brzine i
ugaona ubrzanja izraze preko generalisanih koordinata, pseudobrzina i pseudoubrzanja i uvrste u
energiju ubrzanja koju su uveli Gibs i Apel. Energija ubrzanja za dva kruta tela kojima se bavi
ovaj model je

1 1
S = Z |:2miaCi -ac; + 551' 'JCiEi +€; - w; X Jciwi , (351)
=1

gde su svi vektori dati kao funkcije generalisanih koordinata g;, j = 1+6, pseudobrzina 7., v = 1+-6
i pseudoubrzanja 7, v =1+ 6.

Sa energijom ubrzanja se virtualni rad sila inercije iz op$te jednacine dinamike moze izraziti u
obliku

6
JAT ==->" 05 5,
~y=1

0%y

dok se virtualni rad svih zadatih sila i spregova moze napisati u formi

6
SA =Y Z,om,,
y=1

gde su 2, v = 1 + 6 generalisane sile koje odgovaraju redom pseudokoordinatama 7., v =1+ 6,
a koje su funkcije generalisanih koordinata ¢;, j = 1+ 6 i pseudobrzina 7, v = 1 + 6. Detalji u
vezi sa izvodenjem pomenutih generalisanih sila dati su u Dodatku G. Sada se iz opste jednacine
dinamike i uslova linearne nezavisnosti veli¢ina d7.,, v = 16, videti [Spasi¢, 2014c], lako dobijaju
Gibs-Apelove diferencijalne jednac¢ine kretanja stapesa i inkudo-malearnog bloka u obliku

— =%, y=1+6. (3.52)

Diferenciranjem izraza (3.51) po pseudoubrzanju 7., dobija se

a8 2 Odac, T Og; r Og;
— § . i . an Jres Ry W =1-+6.
= 4 [mz ( F ) ac, + ( W) Jc,ei + ( "w> w; X Jo,wi |, v 6

(3.53)
odakle sledi, da se za dobijanje Gibs-Apelovih diferencijalnih jednac¢ina kretanja ne moraju rac¢unati
skalarni proizvodi u energiji ubrzanja S, videti [Baruh, 1999].

Kako u Gibs-Apelovu funkciju, pseudoubrzanja ulaze ili kroz linearne, ili kroz kvadratne ¢lanove,
to su Gibs-Apelove jednacine linearne po pseudoubrzanjima i mogu se po njima resiti, a zatim i
integraliti. Sa poznatim vrednostima pseudobrzina iz jednacina (3.48) dobijaju se generalisane
brzine, a njihovom integracijom i generalisane koordinate.
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3.3.5 Bezdimenzijska forma jednacina kretanja

Pre numericke integracije, diferencijalne jednacine kretanja ¢e se napisati u bezdimenzijskoj
formi uvodenjem bezdimenzijskih veli¢ina

3

5 _milfe) [I,
JZ2’ ! Fp mo

- F - kifp |J. - kafp  [ma
F=_ =2, = S gy = /o
FP 3 wp , 1 FP Mo ) 2 FP Jzz )
EvAwg [ J. By Ay | J. .
Biy=————4/=2, k=1+5, Bgy=—"="4/2 i=1+8,
Y el \me ’ ? Fpla; '\ mo !

gde se sa L oznacCavaju sve veli¢ine koje imaju dimenziju duzine, a sa F' sve veli¢ine koje imaju
dimenziju sile. Izostavljanjem posebnih oznaka za bezdimenzijske velicine, Gibs-Apelove diferenci-
jalne jednacine (3.52), konstitutivne jednacine (3.43), (3.44), (3.9) i (3.10), kao i sila pobude (3.12),
u bezdimenzijskoj formi postaju

Oag, r de; \ " de; \ " —
> |Bi -ac, + Joei + cwi x Jowi| =2, y=1+6, (3.54)

) i:1727

2 o%., 0%, 0%,
P+ Tou P = Bu (Al + T MG ) k=145, (3.55)
Poi + Toni P = By (Al + e MS™), i=138, (3.56)
GF =-kivo,, M§, = —kw?,  Fy=sin(wpt). (3.57)

Diferencijalne jednacine (3.48) koje kompletiraju prethodni sistem jednaéina ostaju iste u bezdi-
menzijskoj formi.

3.4 Srednje uho kao linearni sistem

Da bi se sistem smatrao linearnim, potrebno je da ispunjava dva kriterijuma: izlaz iz sistema
mora da se povetava proporcionalno povetanju njegovog ulaza i izlaz sistema, ako se dva razlic¢ita
signala zbirno primene na njegovom ulazu, mora biti jednak zbiru izlaza, kao da je svaki ulazni
signal primenjen pojedina¢no. Drugi kriterijum se naziva jo$ i principom superpozicije. Srednje
uho se ¢esto moze posmatrati kao linearni sistem, $to ima uporiste u eksperimentalnim rezultatima,
na mackama, koji su pokazali da se baza stapesa krete proporcionalno pritisku zvuka koji deluje
na bubnu opnu sve do 130 dB SPL za frekvencije ispod 2 kHz i ¢ak do 140-150 dB SPL za
frekvencije iznad 2 kHz, videti [Mgller, 2006]. Takode, amplituda intrakohlearnog pritiska kod
ovalnog prozora, amplituda translatorne komponente pomeranja i amplituda brzine centra baze
stapesa su proporcionalne amplitudi zvu¢nog pritiska kod bubne opne, videti [Meddis et al. , 2010].
U istoj knjizi je navedeno da promene pritiska vazduha ispred bubne opne u obliku periodi¢ne
funkcije dovode do promene pritiska perilimfe kod ovalnog prozora u vidu iste periodi¢ne funkcije.
Dakle, sistem srednje uho ne unosi distorziju u zvuéni signal, ve¢ samo oblikuje spektar zvuka, tj.
ponasa se kao filter. Kako nije jasno o kom tipu filtera je re¢, neki autori tvrde da se srednje uho
ponasa kao filter sa relativno ravnom funkcijom prenosa na sirokom opseg frekvencija, dok drugi
autori smatraju da se ono ponasa kao sistem sa maksimalnim poja¢anjem signala pri frekvencijama
izmedu 700 i 1200 Hz, videti [Meddis et al. , 2010], [Ruggero & Temchin, 2003].

Pretpostavka o linearnosti srednjeg uha ne mora uvek biti zadovoljena. Na primer, nelinearnost
u sistemu srednje uho moze biti posledica kontrakcije dva misi¢a srednjeg uha, ¢ime se znatno
menja relativan polozaj kos¢ica osikularnog lanca, a samim time i struktura celog sistema. Ova
nelinearnost se moze smatrati geometrijskom. Pored geometrijske, sistem srednje uho moze da
ima i materijalnu nelinearnost. Na primer, kao posledicu nelinearnih fizickih svojstava struktura
srednjeg uha. Medutim, materijalna nelinearnost je ovde iskljucena jer se relacija sila deformacija
ovde uzima u linearnom obliku i dobro oponaga ono §to pokazuju eksperimenti a cena koja se za
to plati je upotreba frakcionih izvoda.
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Model srednjeg uha, dat jednacinama (3.48), (3.54), (3.55), (3.56) i (3.57), je geometrijski
nelinearan. Medutim, u skladu sa navedenim argumentima, resavace se linearizovani model. Moze
se primetiti da usvojena konstitutivna jednacina, frakcioni Zenerov model, spada u domen linearne
viskoelasti¢nosti, posto je operator necelog diferenciranja linearan. Dakle, model srednjeg uha, koji
¢e se u nastavku resavati, bi¢e opisan sistemom linearnih diferencijalnih jednac¢ina realnog reda.

3.5 Kosijev problem kao model za kretanje osikularnog lanca

Resavanjem Gibs-Apelovih diferencijalnih jednac¢ina kretanja (3.54) po pseudoubrzanjima, do-
bija se sistem jedna¢ina u formi Kogijevog problema. U skladu sa ¢injenicom da se srednje uho moze
posmatrati kao linearni sistem, uvodi se pretpostavka da kretanjima stapesa i inkudo-malearnog
bloka odgovaraju male vrednosti generalisanih koordinata. Pretpostavka se moze opravdati ¢in-
jenicom da su pomeranja tacaka osikularnog lanca mnogo manja od njegovih fizickih dimenzija,
videti [Hudde & Weistenhdfer, 2006]. U tom slucaju se, razvojem svih ¢lanova u Tejlorov red u
okolini nultih vrednosti generalisanih koordinata, uz zadrzavanje samo na linearnim ¢lanovima,
Gibs-Apelove diferencijalne jednacine (3.54) mogu zapisati kao

M, # = MuF + Foy V) + Mst, (3.58)

gde su matrice M1, My, Mj i vektor V; konstantne i date su u Dodatku H, Fbg je sila pobude,
aw = [’/Tl ’/:Tg}T, T = [7’(1 7T6]T1F= [Fll F15 F21 F28]T. Ukoliko
se sistem (3.58) pomnozi matricom Mfl, sa leve strane, uz pretpostavku da je simetri¢na matrica
M; regularna, sistem jednacina (3.58) se moze zapisati u formi Kosijevog problema

() = My " (MoF + Fog Vi + M#) (3.59)

koji se resava uz homogene pocetne uslove i konstitutivne jednacine (3.55) i (3.56) kojima je
odredena sila F.

Sli¢no, razvojem u Tejlorov red svih élanova u jednacinama (3.48), opet uz zadrzavanje samo
na linearnim ¢lanovima, jednacine (3.48) se mogu zapisati kao

q = My, (3.60)

gde je konstantna matrica My data u Dodatku H i gde je ¢ = [q'l e q'G]T . Sistem jednacina
(3.60) se resava uz homogene pocetne uslove.

Ovako postavljen Kosijev problem moZe se resiti na nekoliko na¢ina. Na primer, moze se isko-
ristiti ¢injenica da su za Siroku klasu funkcija, koje se sre¢u u fizici i inZenjerstvu, Riman-Ljuvilov
i Grunvald-Letnikovljev neceli izvod ekvivalentni, videti [Podlubny, 1999], te se problem resiti ko-
riséenjem Grunvald-Letnikovljevog necelog izvoda, kao u [Grahovac & Zigi¢, 2010] i [Zigi¢, 2012].
Drugi nacin resavanja je da se primenom ekspanzione formule Atanackovi¢a i Stankovic¢a, konsti-
tutivne jednacine (3.55) i (3.56) prikazu u formi diferencijalnih jedna¢ina prvog reda. Tada se
problem moze integraliti standardnim metodama za numeri¢ku integraciju obi¢nih diferencijalnih
jednacina. Kosijev problem se takode moze resiti i primenom Laplasove transformacije, kojom se
sistem diferencijalnih jednacina prevodi u sistem algebarskih jednac¢ina u kompleksnom domenu,
a zatim se primenom numericke inverzije Laplasove transformacije dobijaju resenja kao funkcije
vremena.

3.6 Resavanje Kosijevog problema primenom ekspanzione
formule Atanackovica i Stankovica
Primenom ekspanzione formule Atanackovi¢a i Stankovica, kao §to je detaljno prikazano u
Dodatku I, konstitutivne jednacine (3.55) i (3.56) se mogu zapisati u obliku

14+ 7516t K24
To1ptt = K1y

Telk . 14 Topt ™ K2y,
el (Allk) + Blk 5117(1 1
Tolk To1klt le]-lk

N N
K315 Telk F'(p+ax—1) I'(p+aix—1)
B E _o (Al — E —_— o (F}
* K1y 1k7’alk —s trT'(p—1) myp—2 (Alik) et trT'(p—1) mp—2 (Fix) |

Fy, = By, Alyy, — Fig (3.61)
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1+ 7ot ™" K2y, Al L+ 7ot "1 K2y,
2i —
To2itt =2 Ky,
N

N
K39 Te2i I'p+ o —1) I'(p+ a9 —1)
Bo; o (Alg)) =Y ————"my,_ o (Fy)|,
+K12i [ 2 7'021'1;2 T (p—1) myp—2 (Aly;) Z #T(p— 1) mp—2 (Fa;)

Fy = 321‘@ (Alg;) + Ba;

To2i Tooitt~2i K1g;

28 (3.62)

p=2

gde je k =1+5u (3.61)i¢ =1+ 8u (3.62). Dakle, uvedeno je dodatnih 13 -2 - (N — 1)
promenljivih mp_o (Fix) , mp—2 (Alik), Mp—2 (F2;) 1 mp—2 (Als;), p = 2+ N, koje predstavljaju
momente funkcija Fyg, Alyg, Fo; i Alo;, k=1+5,49=1-=8, respektivno, a konstante K1y, K21x,
K311, k=1+51 Klo;, K29;, K35;, 1 = 1+ 8, su definisane redom izrazima

(p+ o — 1)
Klypy=——" k=1+5
1k F(Q—alk[ ZFalk—l p+1) ’
N
1 1 I'(p+aix—1)
K24 = — , k=1=+5,
YT - an) F(Q_alk)r(alk_l); I (p)
1
K3y = k=1+5
t L2 = agg) (o — 1)’ ’
p+0£21*1) .
Klyy = ————— =1=+8
% F(2—a22[ Zl"agl—l L(p+1) ' ,
N
1 1 F(p+ay—1)
K29 = - . i=1=x8,
T T(1 - ay) F(Q—Om)r(a%—l)pz:; I (p)
1
K39, = 1 =1-=+8.

F(? — Oézi)r (O[QZ‘ — 1)
Momenti sila i deformacija uvode se slede¢im diferencijalnim jedna¢inama, videte Dodatak I

mp,Q(F1k>=tp_2F1k, p=2-+ N, k=1-+35,

Mp—2 (Al1g) = P72 Alyy, p=2+ N, k=1=+5, (3.63)

Thp—o (Fai) = P72 Fy, p=2+N, =138, .
(

mp_g Algi) = tp72Al2i, p=2-+ N, 1=1-+8,

uz homogene pocetne uslove, videti [Atanackovié¢ & Stankovié, 2004].

Dakle, primenom ekspanzione fomule, konstitutivne jednacine, kojih u problemu ima 13, za-
menjene su sistemom od 13- (2(IN — 1) + 1) diferencijalnih jednac¢ina prvog reda. Kosijev problem
sa homogenim pocetnim uslovima, koji pored jednacina (3.59) i (3.60), ukljucuje jednacine (3.61),
(3.62) i (3.63), moze se resiti standardnim numerickim metodama za integraciju obi¢nih diferenci-
jalnih jednacina. Ipak, pre resavanja treba obratiti paznju na dve stvari: primenom ekspanzione
formule, u jedna¢inama (3.61) i (3.62), pojavljuje se singularitet u po¢etnom trenutku ¢ = 0 i
uvodi se greska aproksimiranja necelog izvoda zbog uzimanja konatno mnogo (N — 1) momenata
funkcije.

Problem singulariteta u po¢etnom trenutku, izbegava se tako $to se za pocetni, uzima trenutak,
blizak, ali razli¢it od nule. Procena greske aproksimacije necelog izvoda reda 0 < a < 1 diferenci-
jabilne funkcije je data u radu [Atanackovi¢ & Stankovi¢, 2004]. Pokazano je da greska zavisi od
maksimuma apsolutne vrednosti izvoda funkcije, reda necelog izvoda, vremena (sa ¢ijim porastom
se greska poveéava) 1 od broja N kojim se beskona¢ni red zamenjuje kona¢nim (¢ijim povetavanjem
se greska smanjuje). Mada je moguée oceniti ta¢nost pribliznog resenje frakcione diferencijalne jed-
nacine u kojoj su frakcioni izvodi zamenjeni ekspanzionom formulom, zbog slozenosti problema koji
je predmet ove teze, bilo bi vrlo tesko analizirati uticaj greske pri aproksimaciji necelih izvoda na
gresku kona¢nog numerickog resenja. Medutim, numericko resenje dobijeno primenom ekspanzione
formule, sa standardnim procedurama za numericku integraciju diferencijalnih jedna¢ina razvijenim
u programskom paketu Matlab, uporedice se sa resenjem dobijenim primenom numericke inverz-
ije Laplasove transformacije, $to je potpuno nezavisan postupak. Tako se moze proceniti koliko
je momenata funkcije dovoljno za aproksimaciju njenog necelog izvoda u prihvatljivom vremenu
trajanja simulacije.
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3.7 Resavanje Kosijevog problema primenom Laplasove trans-
formacije
Primenom Laplasove transformacije, videti jednacinu (2.5), na sisteme jednacina (3.58), (3.60)

i na jednacine (3.55), (3.56) i (3.57), uz definicije Laplasove transformacije celobrojnog i necelog
izvoda funkcije, sa napomenom da su svi pocetni uslovi jednaki nuli, dobija se

s2M, 7 (s) = MaF(s) + Fag(s) V1 + sM3#(s), (3.64)
sq(s) = sMy7(s), (3.65)

- 1 c ik
Fra(s) = BioeT2%% AT (s),  k=1=+5, (3.66)

F2i(5) = BQimAZ%(S)a 1=1+38, (3.67)
~ 2
gde je Fyo(s) = ﬁWQ)Q i predstavlja Laplasovu transformaciju intenziteta sile pobude Fsg, a
s% + (27
- - . T = - - - - T .
71'(8) = [7’(1(8) te 7T6(8)} 5 F(S) = |:F]_1(S) R F15(S) F21(S) FQg(S)] 1
a(s)= [q] (s) - tj@(s)] r stoje za slike, redom, pseudokoordinata, sila u viskoelastiénim stapovima

i uvedenih generalisanih koordinata. Promene duzina viskoelasti¢nih Stapova koris¢enih u pred-
lozenom modelu srednjeg uha se, u matri¢noj formi, mogu zapisati kao Al = M,q, videti Do-
datak E, sto nakon primene Laplasove transformacije postaje Al(s) = M;q(s), gde je Al(s) =
[A[H(s) e Al~15(s) Al~21(s) e Aigg(s)}T. Sada se jednadine (3.66) i (3.67) mogu zapisati
u matri¢noj formi: _

F(s) = Ms (s) Al(s) = Ms (s) Muq(s), (3.68)
14 7oq8%0

5

gde je dijagonalna matrica Ms = [mi,,j] 13x13°

T4 7egis™ . . s
Bgim,l—lfg,lmi,j —0,71#‘].
_ Uvrstavanjem q iz jednacine (3.65) u (3.68), a zatim uvrstavanjem tako dobijenog izraza za silu
F u jednacinu (3.64), dobija se

a mfl (s) = By; 1= 1+5, mg+i75+i (s) =

(s°M; — sM3 — MoMs (s) M;My) 7 (s) = Fao(s) V. (3.69)
Mnozenjem prethodnog izraza sa leve strane matricom
M(S) = (82M1 — SMg — M2M5 (S) MlM4)71

moze se izraziti @ kao

7?(5) = FQQ(S)M(S)Vl.

Uvrstavanjem prethodnog izraza u jednacine (3.65) i (3.68), sistem jednacina u kompleksnom
domenu, na koji ¢e biti primenjen postupak numericke inverzije, ¢ine

a(s) = Fao(s)MaM(s) V1, (3.70)
s7(s) = sFa9(s)M(s) V7, (3.71)
F(s) = Fao(s)Ms5 (s) MMM (s) V7, (3.72)

gde s7r(s) predstavlja sliku vektora pseudobrzina u kompleksnom domenu.

Ako se na jednacine (3.70), (3.71) i (3.72) primeni numericka inverzija Laplasove transformacije,
na primer kao §to je opisano u radu [Branéik, 1999], mogu se dobiti redom generalisane koordinate
gj, j = 1+ 6, pseudobrzine 7, v = 1 + 6, i projekcije sila Fiy, K =1+51 Fy;, i = 1+ 8, kao
funkcije vremena u izabranim trenucima. Medutim, izra¢unavanje matrice M u analitickom obliku
je, ¢ak i primenom racunara, veoma zahtevno. Kako je inverzna matrica, ako postoji, jedinstvena,
ona ¢e se numericki odredivati za svaku zadatu vrednost kompleksne promenljive s. Na osnovu
ovako dobijenog seta inverznih matrica, numericki se odreduje inverzna Laplasova transformacija,
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videti [Brancik, 1999] i [Brancik, 2011]. Numericki se lako moze proveriti da je, za svako zadato s,
matrica M regularna, te se navedeni postupak moze primeniti.

Tako postoje razni nac¢ini za analitiCko i numericko odredivanje inverzne Laplasove transfor-
macije, videti [Spiegel, 1965] i [Cohen, 2007], zbog slozenosti problema, koristi¢e se numericki
postupak opisan u [Brancik, 1999] i [Brancik, 2011]. Naime, u radovima [Sheng et al. , 2010] i
[Sheng et al. , 2011b] je pokazano da nije svaki postupak za numericku inverziju Laplasove trans-
formacije funkcije koja ukljuc¢uje necele stepene kompleksne promenljive podednako efikasan. U
navedenim radovima, postupak numericke inverzije iz rada [Branéik, 1999] se pokazao kao vrlo
efikasan.

3.8 Ocena disipacije energije u sistemu srednje uho

Disipacija energije u predlozenom modelu srednjeg uha ukljuc¢uje disipaciju u stapovima koji
modeliraju: izabrane ligamente, tetivu migic¢a stapesa, ekvivalentna dejstva bubne opne i anularnog
ligamenta stapesa, kao i disipaciju ekvivalentnog dejstva perilimfe u kohlei. Pored disipativnih sila,
razmatrace se i ukupna energija saopstena sistemu od strane sile pobude.

Ukupna energija saopstena sistemu srednje uho, od poc¢etnog do proizvoljnog trenutka ¢*, moze
se odrediti kao

t* t*
o / FT vaodt — / Fag (Alao) dt,
0 0

gde je Fag dato izrazom (3.11), (Alag) = (Arag) Kag, i

. 41 0 —43 ¢ o 0 —g qa
(Argg) = (0| + | g3 0 0 fpz"+Ka| s 0 —d5 | ph.
0 —¢ 0 0 —4s G5 0

U prethodnom izrazu izvren je razvoj svih ¢lanova u Tejlorov red u okolini nultih vrednosti general-
isanih koordinata, pri ¢emu su zadrzani samo linearni ¢lanovi. Disipirana energija u viskoelasticnim
Stapovima je negativan rad sila u strukturama srednjeg uha:

t* t*
Dy, = f/F?k,Vlk-dt = /Flk (Allk) dt, k=1-+ 5,
0 0
t* t*
Dy, = —/F%;V%dt = /ng (Algl) dt, 1=1=+8,
0 0

gde su korigéene relacije (3.5), (3.26), (3.6) i (3.27). Disipirana energija ekvivalentnog dejstva
kohlee, koja predstavlja negativan rad glavnog vektora i glavnog momenta za izabranu tacku, je

t* t*
T T
Dk = —/ (GF) voldt—/(Mgl) wfdt

0 0
t* t*

= kl/ (VOI)T Voldt+k2/ (wlo)Twlodt
0 0
t* t*

= kl/qfdtJer/ (45 + ¢3) dt.
0 0

Ukupna disipacija energije u viskoelasti¢nim stapovima je

5 8
D= ZDUC +ZD21'7
k=1 i=1
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a procenat te energije u odnosu na energiju saopstenu sistemu je

D
Sliéno, procenat disipirane energije ekvivalentnog dejstva kohlee u odnosu na energiju saopstenu

sistemu je
Dgk

Na ovom mestu se napominje da efekat oscilacija membrane drugog otvora koji spaja unutrasnje
i srednje uho, okruglog prozora, na ukupnu disipaciju energije u sistemu srednjeg uha nije razma-
tran.



Glava 4

Rezultati i diskusija

U ovom delu prikazace se rezultati predvidanja modela, tj. resenja jednacina (3.59) i (3.60) sa
(3.61) do (3.63), kao i numericka inverzija Laplasove transformacije jednag¢ina (3.70) do (3.72) sto
daje vrednosti generalisanih koordinata i sila u stapovima kao funkcije vremena. Na ovom mestu,
naglasava se da su za potrebe ilustracije izabrane vrednosti ulaznih parametara: masa, momenata
inercije, relaksacionih konstanti, modula elasti¢nosti, reda frakcionih izvoda kao i geometrijskih
parametara, motivisane iz velikog broja razli¢itih referenci i da se sigurno ne odnose na jedno
konkretno srednje uho. Medutim, i pored toga ocekuju se slaganja i analogija sa nekoliko vaznih
referenci na kojima se bazira ovaj rad kako bi se potvrdila osnovna hipoteza izneta u Prologu. Na
ovaj nacin prikazuje se opstost modela bez pretenzije da se dobijeni rezultati predvidanja u pot-
punosti i kvalitativno i kvantitativno sloze sa ve¢ objavljenim rezultatima koji se odnose na merenja
na jednom konkretnom srednjem uhu. Naime, kada bi se in vivo reoloskim eksperimentima para-
metri uha odredili tacnije za isto srednje uho a odgovaraju¢im metodama geometrijski i inercijalni
parametri tog istog uha onda bi model davao predvidanja za razli¢ita fizioloska opteretenja sa
vetom pouzdanoséu. U sluc¢aju potrebe to bi doprinelo kvalitetnijoj analizi objekata koji se koriste
u restoraciji slusne funkcije kod povreda i bolesti, a koji menjaju pojedine segmente srednjeg uha.
S tim u vezi, jedan od pravaca daljih istrazivanja bi bio razvoj metoda za komparaciju predvidanja
modela sa rezultatima eksperimenata. Posebno svojstvo modela je da se na jedan relativno jednos-
tavan nacin predvida disipacija energije pri kretanju osikularnog lanca, sto se takode moze povezati
sa izborom objekata za rekonstrukciju slusne funkcije.

U svim numerickim eksperimentima izabrana je vrednost amplitude sile pobude od Fp =
7.3754 x 1075 N, sto odgovara jacini zvuka od 80 dB SPL i fiziologki aktivnoj povrsini bubne
opne od 37 mm?. Naime, u disertaciji [Ferrazzini, 2003] je navedeno da fiziologki aktivna povrsina
bubne opne iznosi 55 mm?, a &to je priblizno jednako povrsini projekcije zategnutog dela bubne
opne preuzete iz rada [Decraemer & Funnell, 2008] na njenu anularnu ravan. Posto je Dodatku D
izvr§eno skaliranje dimenzija bubne opne, da bi se dobili geometrijski parametri njenog ekviva-
lentnog dejstva, izvrseno je i skaliranje fizioloski aktivne povrsine bubne opne.

Prvo ¢e biti prikazani rezultati, kako za prelazno, tako i za ustaljeno stanje, za frekvenciju sile
pobude od fp = 1000 Hz, a zatim i rezultati za ustaljeno stanje za interval frekvencija od 20 Hz
do 20 kHz, sracunati za 50 logaritamski rasporedenih frekvencija. Kako je ugaona frekvencija sile
pobude, nakon bezdimenzionisanja konstantna i iznosi wp = 27, period oscilovanja sile pobude
za svaku frekvenciju je jednak jednoj bezdimenzijskoj jedinici vremena. Na svim slikama, resenja
dobijena koriséenjem ekspanzione formule Atanackovi¢a i Stankoviéa prikazana su punim linijama,
dok su sva resenja dobijena koristenjem numericke inverzije Laplasove transformacije prikazana
crvenom isprekidanom linijom. Pri koris¢enju ekspanzione formule, kori¢eno je po 24 momenata
funkcije, te je N = 25, tako da ukupan resavani sistem ¢ini 649 diferencijalnih jednacina prvog
reda. Slaganje rezultata ova dva metoda primetno je u izabranom intervalu vremena. Izvan tog
intervala, prema ocekivanju, primetno je pove¢anje greske kod primene ekspanzione formule.

43
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4.1 Generalisane koordinate, generalisane brzine i trajek-
torija tacke umbo

Na slikama 4.1 1 4.2 su prikazane generalisane koordinate ¢;(t), j = 1+3, koje opisuju pomeranje
centra baze stapesa i obrtanja oko duge i kratke ose simetrije te baze. Primetuje se postojanje
prelaznog i ustaljenog rezima kretanja kao i veoma dobro slaganje rezultata dobijenih predlozenim,
nezavisnim, numerickim metodama. Napominje se da u prikazima koji slede mnozenjem vrednosti
na apcisi sa 102 dobija vreme u sekundama. MnoZenjem vrednosti ordinate na slici 4.1 sa 2.029 x
10°® dobija se pomeranje u nanometrima (nm).
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Slika 4.1: Pomeranje centra baze stapesa, generalisana koordinata ¢ (t).
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Slika 4.2: Generalisane koordinate ¢2(t) (plava linija) i ¢3(t) (zelena linija).

Na slici 4.2 se moze primetiti da je maksimalna vrednost ugla obrtanja oko duge ose simetrije
baze stapesa go primetno ve¢i od maksimalne vrednosti ugla obrtanja gz oko njene krace ose
simetrije, §to se slaze sa eksperimentalnim opazanjima, vidi [Berkovitz et al. , 2007]. Takode, vidi
se da je kretanje stapesa slozeno a ne samo translatorno kako pretpostavlja klasi¢na teorija sluha.

Generalisane koordinate g;(t), 7 = 4,5,6, koje opisuju orijentaciju inkudo-malearnog bloka,
prikazane su na slici 4.3. I ovde se prepoznaje dobro slaganje rezultata oba predlozena numericka
postupka, kao i ustaljeni rezim kretanja.
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Slika 4.3: Generalisane koordinate g4(¢) (plava linija), g5(¢) (zelena linija) i ¢g(t) (svetlo plava
linija).

Na ovom mestu, naglagava se da se ugao obrtanja oko duge ose simetrije baze stapesa, ¢a,
najizrazenije menja i da to kretanje zajedno sa pomeranjem centra baze stapesa ¢; najvise do-
prinosi promeni pritiska perilimfe u unutrasnjem uhu. Ovome verovatno doprinosi sistem vesanja
osikularnog lanca. Ovaj rezultat predlozenog modela je saglasan sa ve¢ publikovanim svojstvima
kretanja osikularnog lanca, vidi npr. [Hudde & Weistenhofer, 2006]. S druge strane, male oscilacije
inkudo-malearnog bloka i stapesa dovode do znatno izrazenijih kretanja umba, $to je prikazano na
slici 4.4. Koordinatni pocetak predstavlja polozaj umba u pocetnom trenutku, a prikazana trajek-
torija je dobijena na osnovu generalisanih koordinata g;(t), j = 1+ 6. I ovo predvidanje je saglasno
sa postojetim saznanjima o kretanju osikularnog lanca, videti npr. [Hudde & Weistenhofer, 2006]
i [Berkovitz et al. , 2007]. O uporedivanju kretanja stapesa i umba pri razli¢itim frekvencijama
prinudne sile bi¢e rec¢i kasnije.

z-0sa[nm]

y-osa[nm] x-0sa[nm]

Slika 4.4: Trajektorija umba.

Napominje se da je na slici 4.4 pomeranje umba, i u tranzijentnom i u ustaljenom stanju, dato u
geometrijskom prostoru.

4.2 Sile u viskoelastiénim Stapovima

Drugi rezultat ove teze je procena intenziteta sila u sistemu veSanja osikularnog lanca: liga-
mentima i tetivi migi¢a stapesa (prisluskivaca). Poznavanje ovih sila moze biti od koristi i u izboru
biomaterijala i u proceni biokompatibilnosti kao mera sli¢nosti prirodnih ligamenata sa koriséenim
zamenama. Prema saznanju autora, upotreba frakcionog Zenerovog modela za procenu ovih sila je
potpuno nov rezultat i ne moze se naci u postoje¢im modelima srednjeg uha baziranim na metodi
kona¢nih elemenata, gde se uglavnom koriste reoloski modeli koji ne ispunjavaju restrikcije koje
diktira drugi zakon termodinamike, videti jedna¢inu (2.3). S tim u vezi, rezultati prikazani u ovom
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paragrafu su potpuno novi. U prikazima koji slede mnozenjem bezdimenzijskih sila sa 7.3754 x 106
dobija se vrednost sile u njutnima (N).

Na slici 4.5 su prikazane projekcije sila ekvivalentnog dejstva lukova anularnog ligamenta
stapesa, redom: Fj1, Fio, Fi3 1 Fi4, koje deluju kao $§to je prikazano na slici 1.3. Moze se primetiti
da projekcije Fy; i F14 imaju skoro istu fazu $to je posledica dominantnog obrtanja baze stapesa
oko njegove duge ose simetrije. Iz istog razloga i projekcije Fio i Fj3 imaju priblizno istu fazu.
Na istoj slici prikazana je i projekcija sile tetive migi¢a stapesa Fis, koji je nesto manji od sila
uvedenih da zamene dejstvo anularnog ligamenta stapesa.
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Slika 4.5: Projekcije sila koje deluju na stapes: Fiq (plava linija), Fyo (zelena linija), Fi3 (svetlo
plava linija), F14 (crveno ljubicasta linija) i Fy5 (crna linija).

Projekcije sila u ligamentima maleusa, prikazane su na slici 4.6. Najveci intenzitet sile je u
prednjem ligamentu maleusa (Fb1), zatim u latelarnom (Fhs) i na kraju u gornjem (Fs3). Na slici
4.7 su prikazane projekcije sila koje deluju na inkus, tj. projekcije sila u zadnjem ligamentu inkusa:
u njegovom latelarnom delu (Fb4) i u njegovom medijalnom delu (Fss).
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Slika 4.6: Projekcije sila koje deluju na inkudo-malearni blok: Fb; (plava linija), Fase (zelena
linija), Fa3 (svetlo plava linija).
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Slika 4.7: Projekcije sila koje deluju na inkudo-malearni blok: Fsy (crveno ljubicasta linija), Fbs
(crna linija).

Na slici 4.8, prikazane su projekcije sila pojednostavljenog ekvivalentnog dejstva bubne opne u
smislu disipacije energije. Projekcije sila u viskoelasti¢nim stapovima koji se pruzaju od umba ka
dole, ka napred i ka nazad su: Fyg, Fo7 i Fbg, respektivno.

Bezdimenzijska sila

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Bezdimenzijsko vreme

Slika 4.8: Projekcije sila ekvivalentnog dejstva bubne opne: Fyg (plava linija), Far (zelena linija),
Fyg (svetlo plava linija).

Sada, posto je nadeno kretanje i sile koje to kretanje ogranicavaju moze da se pristupi proceni
disipacije energije. Prednost izabranog reoloskog modela je sto se disipacija energije uzima ab
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initio, a visestruka primena tog modela u analizi slozenog kretanja osikularnog lanca predstavlja
trec¢i doprinos ove teze.

4.3 Disipacija energije u predlozenom modelu

Rad sile pobude pretvara se u kineticku energiju kretanja osikularnog lanca, deformaciju viskoe-
lasti¢nih Stapova i savladivanje otpora perilimfe kretanju baze stapesa. Po aksiomi o uzajamnom
dejstvu, otporne sile perilimfe predstavljaju pobudu za unutrasnje uho. Kako je na te sile primen-
jena Poasonova teorema to rad sile otpora perilimfe na bazu stapesa predstavlja energiju koja se
od srednjeg uha prenosi u unutrasnje uho (kohleu).

Ukupna energija saopstena sistemu srednje uho je prikazana na slici 4.9, dok su ukupna en-
ergija disipirana u viskoelasti¢nim $tapovima i disipirana energija ekvivalentnog dejstva perilimfe,
prikazane na slikama 4.10 i 4.11, respektivno. Moze se primetiti da je disipirana energija ek-
vivalentnog dejstva perilimfe za red veli¢ine ve¢a od energije disipirane u svim viskoelasti¢nim
stapovima. Pored toga, na slici 4.10, postoji razlika u rezultatima procene energije disipacije za
dva primenjena numeri¢ka postupka (ekspanziona formula i numericka inverzija Laplasove trans-
formacije), koja se povetava sa vremenom jer se za njeno odredivanje koristi i numericka integracija
kako je prikazano u sekciji 3.8. Napominje se da se mnozenje ordinate sa 1.4966 x 10~% dobija
disipirana energija u dzulima.
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Slika 4.9: Energija saopstena sistemu.
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Slika 4.10: Disipacija energije u strukturama srednjeg uha
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Slika 4.11: Disipacija energije ekvivalentnog dejstva perilimfe.

Na slikama 4.12 i 4.13, prikazan je procenat disipirane energije u viskoelasti¢nim stapovima,
kao i procenat energije disipiran od strane ekvivalentnog dejstva perilimfe, oba racunata u odnosu
na energiju saopstenu sistemu. MoZe se primetiti da ekvivalentno dejstvo perilimfe disipira ve¢inu
energije, $to je saglasno sa funkcijom srednjeg uha da se energija zvuka iz spoljasnjeg usnog kanala
prenese do kohlee u unutrasnjem uhu.
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Slika 4.12: Procenat disipirane energije u viskoelasti¢nim stapovima modela srednjeg uha u
odnosu na energiju saopstenu sistemu.
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Slika 4.13: Procenat disipirane energije ekvivalentnog dejstva kohlee u odnosu na energiju
saopStenu sistemu.

Poslednje dve slike mogu biti od koristi za utvrdivanje minimalnog procenta prenesene energije
od spoljasnjeg slusnog kanala do unutrasnjeg uha koji sistem za restoraciju slusne funkcije treba
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da ostvari. Ovde procenjenih preko 80% prenesene energije odgovara navodima Asmora (videti
[Ashmore, 2002]) koji govori da je procenat prenesene energije veci od 60%. Jasno je da bi uvodenje
veteg broja viskoelasti¢nih stapova u model povetalo energiju disipacije. Ovde bi to moglo da se
uradi kroz ukljucivanje veteg broja radijalnih vlakana bubne opne u model (a ne samo tri), kao
i uvodenje veteg broja koncentrisanih sila koje menjaju rasporedeno dejstvo anularnog ligamenta
stapesa (a ne samo ¢etiri). Drugi nacin je da se vrednosti reda necelog izvoda $tapova koji modeli-
raju bubnu opnu i anularni ligament stapesa povecaju zajedno sa razlikom relaksacionih konstanti
jer bi se tako povecala disipacija. Ovde je samo napravljen pokusaj da se disipacija energije u
nehomogenoj membrani i nehomogenom elipticnom prstenu kvantificira uproséenim elementima.
Sam problem odredivanja reologkih parametara frakcionog Zenerovog modela u okviru postupka
homogenizacije je potpuno nov problem i izlazi iz okvira teze.

4.4 Kretanje stapesa i umba pri razlicitim frekvencijama
sile pobude

Na slici 4.14 prikazane su amplitude ustaljenog kretanja centra baze stapesa - plava linija i
umba - crna linija za frekventni opseg od 20 Hz do 20 kHz. Prema predvidanjima modela, za
centar baze stapesa ta amplituda iznosi 1.18 nm za frekvenciju od 20 Hz, i opada sve do 1.05
nm pri frekvenciji od 589.4 Hz. Iznad ove frekvencije amplituda pomeranja raste do maksimalne
vrednosti od 2.25 nm za frekvenciju od 781.4 Hz, nakon koje naizmeni¢no opada i raste, kao sto je
prikazano na slici 4.14, sve do frekvencije od 6475 Hz kada iznosi 0.29 nm, posle koje stalno opada
i za frekvenciju od 20 kHz iznosi 0.046 nm. PonaSanje centra baze stapesa ovog tipa primetio je
i Huber, videti sliku 4 u radu [Huber et al. , 2001a] koja je dobijena eksperimentalnim merenjima
intraoperativno in vivo.

Amplituda ustaljenog kretanja umba iznosi 4.64 nm pri frekvenciji od 20 Hz, nakon koje je
skoro konstantna, a zatim raste do maksimalne vrednosti od 7.57 nm pri frekvenciji od 589.4 Hz.
Iznad ove frekvencije ta amplituda opada na vrednost od 2.82 nm za frekvenciju od 781.4 Hz, a
zatim naizmenicno raste i opada kao $to je prikazano na slici 4.14, sve do frekvencije od 4884 Hz
kada iznosi 3.62 nm, nakon koje stalno opada i za frekvenciju od 20 kHz iznosi 0.094 nm. Ponaganje
ovog tipa prepoznaje se na slici 6 u radu [Huber et al. , 2001b] koja je dobijena eksperimentalnim
merenjima pomocu laser Dopler vibrometra in vivo.

10¢

=

A=)

S,

E o1

2 L

X

g

i) =

g 0’15

=}

<

°

=]

g L P SRR | L P S R R | L P TR SR |

g 001 1 2 3 4
10 10 Frekvencija[HZ] 10 10

Slika 4.14: Amplituda ustaljenog kretanja centra baze stapesa (plava linija) i tacke umbo (crna
linija) pri razli¢itim frekvencijama sile pobude.

Naredna slika prikazuje brzinu centra baze stapesa normalizovanu prema vrednosti brzine koja
odgovara frekvenciji od 1 kHz, i izrazena je u decibelima. Ovaj rezultat se relativno dobro slaze sa
rezultatima dobijenim in vivo ¢ prikazanim na slici 1 u radu [Ruggero & Temchin, 2003]. Napom-
inje se da je ta brzina za Sirok opseg frekvencija proporcionalna pritisku u skali vestibuli koji
predstavlja ulazni signal za unutragnje uho, videti [Ruggero & Temchin, 2003].
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Slika 4.15: Brzina centra baze stapesa normalizovana prema vrednosti za 1 kHz i izrazena u
decibelima.

Na slici 4.16 prikazani su intenziteti projekcija ugaone brzine stapesa za razlicite frekvencije, i
to na duzu osu simetrije baze (zelena linija), i na kra¢u osu simetrije (crna linija).
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Slika 4.16: Projekcije ugaone brzine stapesa.

Kvalitativno ponasanje prikazano na ovoj slici odgovara zapazanjima koja prate sliku 9 iz rada
[Sim et al. , 2010].

4.5 Disipacija energije pri razlic¢itim frekvencijama sile
pobude

Na slikama 4.17 i 4.18, prikazani su redom, procenat energije disipacije na savladivanje ot-
pora perilimfe, kao i procenat energije disipacije u viskoelasti¢nim $tapovima za izabrani opseg
frekvencije sile pobude. Disipacija energije na savladivanje otpora perilimfe zavisi od brzine centra
baze stapesa i projekcija njegove ugaone brzine na dugu i krat¢u osu simetrije. Kako se te veli¢ine
povecavaju sa porastom frekvencije, kao $to je prikazano na prethodne dve slike, povetava se i
disipacija energije.



52 GLAVA 4. REZULTATI I DISKUSIJA

S

8 &8 8 8

Procenat disipirane energije
ekvivalentnog dejstva perilimfe

l L L R R |

0 10 10° 10
Frekvencija[HZ]

= O

Slika 4.17: Procenat disipirane energije ekvivalentnog dejstva kohlee u zavisnosti od frekvencije
sile pobude.
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Slika 4.18: Procenat disipirane energije u strukturama srednjeg uha u zavisnosti od frekvencije
sile pobude.

Moze se primetiti da je zbir ove dve veli¢ine koje izrazavaju disipaciju energije priblizno konstan-
tan te da se komplementira kinetickom energijom osikularnog lanca koja je kako model predvida
znatno manja. To govori da ovaj model predvida prenos energije sa bubne opne na perilimfu bez
prevelike kineticke energije oscilovanja osikularnog lanca.

Sve do sada receno govori da u ovoj tezi predlozeni model moze bar kvalitativno da obuh-
vati razlicite ve¢ utvrdene ¢injenice o kretanju ovog kompleksnog dinamickog sistema. Medutim,
predvidanja modela se mogu kvantitativno porediti sa eksperimentalnim merenjima samo po redu
velicina. I pored toga konstatuje se da je red veli¢ina prikazanih rezultata za pomeranja centra
baze stapesa, pomeranja umba i ugaone brzine stapesa, u skladu sa eksperimentalnim meren-
jima, videti [Huber et al. , 2001a], [Huber et al. , 2001b], [Hato et al. , 2003], [Chien et al. , 2009]
i [Sim et al. , 2010]. Jo§ jednom se napominje da ovde koris¢eni podaci o geometriji, inercijal-
nim karakteristikama i morfometriji srednjeg uha, preuzeti iz razlic¢itih radova, predstavljaju samo
okvirne vrednosti. U krajnjoj liniji, parametri uha koji ulaze u model se i inace razlikuju od
¢oveka do coveka tako da se rezultati dobijeni za jedno uho jedne jedinke ne moraju slagati sa
rezultatima dobijenim za drugo uho druge jedinke zbog razli¢itih geometrijskih, inercijalnih, mor-
fometrijskih i reoloskih parametara. Najzad, uprkos §to su neki elementi srednjeg uha zamenjeni
prostijim objektima sa, bar kvalitativno, uklju¢enom disipacijom energije (bubna opna i anularni
ligament stapesa), da bi model bio jednostavniji, dobijeni rezultati se mogu smatrati osnovom za
dalja poboljsanja modela sa ciljem boljeg slaganja predvidanja modela i eksperimenata.
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Mehanicki model srednjeg uha koristan je ne samo za razumevanje prenosa energije i prostornog
kretanja lanca slusnih kos¢ica, vec i za razumevanje i tretmane bolesti kao $to su otoskleroza, upale
srednjeg uha, prekid lanca slusnih kosé¢ica, perforacija bubne opne, itd. Razli¢ite bolesti se mogu
opisati promenom parametara i\ili strukture modela. Korektan mehanic¢ki model i numericke
simulacije za razli¢ite parametre sistema i procesa nisu skupi, ali mogu mnogo da pomognu u
klini¢koj praksi pri obnavljanju slusne funkcije.

U saradnji sa Departmanom za otorinolaringologiju Medicinskog fakulteta Univeziteta u Novom
Sadu, analizirane su moguée primene modela ovog tipa. Naime, na pomenutom Departmanu je
tokom 2009. godine rekonstruisana bubna opna kod 88 pacijenata, a kao biologki materijali za
rekonstrukciju korigéeni su ovojnica temporalnog misi¢a (fascia temporalis), slika 5.1 a), i hrskavica
usne skoljke (auricular cartilage), slika 5.1 b). Nakon rekonstrukcije bubne opne, funkcionalna
analiza sa tonalnom audiometrijom je pokazala da hrskavica, kao rekonstruktivni materijal, ima
bolja svojstva nego ovojnica temporalnog migi¢a. Primenom modela, moglo bi se odgovoriti ne
samo na pitanje zasto je hrskavica bolja za rekonstrukciju bubne opne, ve¢ bi se moglo ispitati i koji
bioloski materijali mogu da se koriste u istu svrhu, kao i koji od njih bolje zamenjuje bubnu opnu.
Dakle, model daje moguénost da se kvantitativno opisu i procene kvalitativna zapazanja klinicara,
koji se bave rekonstrukcijom slusne funkcije. Ipak, napominje se da rezultat rekonstrukcije slusne
funkcije ne zavisi samo od materijala koji se koristi za rekonstrukciju, ve¢ i od tehnike hirurga,
uslova ugradnje, kao i od stanja ostalih struktura srednjeg uha.

Slika 5.1: Biologki materijali koji se koriste kao zamena za bubnu opnu: a) ovojnica temporalnog
misic¢a (fascia temporalis), b) hrskavica usne skoljke (auricular cartilage).

Kvantifikacija atributa kretanja lanca slugnih kosé¢ica, na osnovu modela, moze biti od izuzetne
vaznosti, kako u razvoju, tako i u dobijanju optimalnih resenja proteza kojima se vraca, iz razlicitih
uzroka izgubljena, funkcija sluha. Naime, na slici 5.2, prikazana je patologija kao i nacini lecenja
otoskleroze. Kako hirursko lec¢enje ove bolesti podrazumeva uklanjanje dela stapesa, zatim pravl-
jenje otvora u njegovoj bazi i ugradnju proteze u otvor, prirodno je postaviti pitanje od kakvog
materijala i kakvog oblika treba da bude ta proteza, da bi izvrSena restoracija slusne funkcije bila
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§to uspesnija. Odgovor na to pitanje se takode moze dobiti pomoéu modela. Naime, poznavanjem
oblika i materijala proteze, mogu se odrediti njene inercijalne karakteristike, za koje se predlozenim
modelom mogu dobiti predvidanja ponasanja sistema kao celine.
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otvora u njegovoj bazi osikularnim lancem u unutrasnje uho

Slika 5.2: Patologija i le¢enje otoskleroze. Modifikovano na osnovu [ClinicalGate, 2016].

Tako brojne grupe istrazivaca razvijaju modele srednjeg uha razli¢itog stepena idealizacije,
pojavljuje se sve ve¢i broj modela zasnovanih na teoriji neprekidnih sredina, koji se numericki
reSavaju metodom konaénih elemenata. Ipak, ni jedan od postoje¢ih modela nije prihvacen kao
alat za dijagnostiku, planiranje operacije, ili edukaciju, videti [Zhao et al. , 2009]. Jedan od razloga
je §to su ti modeli racunarski veoma zahtevni. U ovoj tezi predlozen model je relativno jednostavan
i mnogo manje numericki zahtevan, te je pogodan za razvoj individualnih modela srednjeg uha.
Koris¢enjem savremenih tehnologija za 3D skeniranje ljudskog tela, kao $to je na primer mikro-CT
skener, mogu se dobiti svi neophodni geometrijski i morfoloski podaci elemenata srednjeg uha,
potrebni za generisanje individualnog modela, videti [Sim et al. , 2007], [Baek & Puria, 2008] i
[Sim & Puria, 2008]. Individualni model mogao bi se koristiti za simuliranje razli¢itih patoloskih
promena kod pacijenta, kao i razvoj individualnih aktivnih ili pasivnih proteza kojima se delimi¢no,
ili totalno zamenjuje osikularni lanac. Pored svega, model uha koji daje fundamentalna nauka ima
i vaznu edukativnu ulogu.
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U ovoj tezi prouceno je kretanje osikularnog lanca kao sistema od dva zglobno vezana kruta
tela: inkudo-malearnog bloka i stapesa, koji su sistemom lakih viskoelasti¢nih stapova povezani za
temporalnu kost u okviru bubne duplje (cavitas tympani). U sistemu vesanja osikularnog lanca,
viskoelasti¢ni $tapovi su koris¢eni na dva nacina. Prvo, kao model za linijske elemente: prednji,
latelarni i gornji ligament maleusa, zadnji ligament inkusa i tetivu misica stapesa. S druge strane,
sa ciljem da se iz modela iskljuc¢e parcijalne diferencijalne jednacine, ovi $tapovi su korisceni i
za modeliranje priblizno ekvivalentnih dejstava membrane i prstena: bubne opne i anularnog liga-
menta stapesa. Bubna opna, koja je prvi element u sistemu u kome se disipira energija, modelirana
je sa tri za umbo vezana viskoelasti¢na stapa, dok je dejstvo anularnog ligamenta stapesa, koji pred-
stavlja pokretnu ali hermeticki zatvorenu granicu izmedu srednjeg i unutrasnjeg uha, zamenjeno
silama u Cetiri viskoelasti¢na stapa vezana za Cetiri tacke na bazi stapesa.

Konstitutivna jednacina za sve $tapove uzeta je u obliku koji odgovara standardnom frakcionom
linearno viskoelasti¢nom telu. To znac¢i da je analizirana uniaksijalna, izotermalna deformacija u
okviru modela koji ukljuéuje frakcione izvode Riman-Ljuvilovog tipa i ograni¢enja koja diktira drugi
zakon termodinamike. Ta ograni¢enja omogucavaju analizu disipaciju energije, koja je centralni
zadatak u modeliranju srednjeg uha, ab initio $to je svakako jedna od prednosti izabranog modela.
Za deformacije viskoelasti¢nih stapova pretpostavljeno je da su male $to povla¢i male amplitude
zakretanja slusnih koscica.

Pobuda na ulazu u sistem, kao model funkcije bubne opne da kolektuje zvuéni sugnal u spol-
jasnjem uhu i prenosi ga u tacku umbo maleusa, uzeta je u standardnom harmonijskom obliku,
dok je otpor perilimfe kretanju baze stapesa, na izlazu iz sistema, analiziran saglasno Poasonovoj
teoremi. Analizirana je prvo jedna a zatim i ¢itav slusni opseg frekvencija.

Za ovako definisan sistem sa Sest stepeni slobode izvedene su diferencijalne jednac¢ine kretanja i
u obliku Kejnovih i Gibs-Apelovih jednac¢ina. Ove jednacine dopunjene su konstitutivnim jednaci-
nama za sile u viskoelasti¢nim $tapovima i konstitutivnim jednacinama za ekvivalentno dejstvo
perilimfe. Prve su oblika frakcionog Zenerovog modela viskoelasti¢nog tela, koji pored izvoda
napona i deformacije proizvoljnog realnog reda u intervalu od nula do jedan (za koji se uobicajeno
koristi termin frakcioni), uklju¢uje i ograni¢enja na koeficijente u modelu izvedena iz Klauzius-
Dijemove nejednakosti. Druge su uzete u linearnoj formi koja otpornu silu i moment povezuje sa
brzinom centra baze stapesa i njegovom ugaonom brzinom. U rezultatu je kretanje osikularnog
lanca u izabranom sistemu vesanja opisano Kosijevim problemom za sistem linearnih diferencijalnih
jednacina proizvoljnog realnog reda.

Dobijeni Kosijev problem resavan je na dva nacina. Jedan je zasnovan na primeni Laplasove
transformacije i numerickoj inverziji te transformacije. Drugi nacin je baziran na standardnim pro-
cedurama numeric¢ke integracije obi¢nih diferencijalnih jednac¢ina u programskom paketu Matlab.
Za njegovu primenu originalni Kogijev problem je primenom Atanackovié-Stankovié ekspanzione
formule zapisan u ekvivalentnoj formi u kojoj su izvodi proizvoljnog realnog reda nepoznate funkcije
zamenjeni samom funkcijom, njenim prvim izvodom i redom koji sadrzi momente te funkcije. Na
ovaj nacin ekvivalentni Kosijev problem predstavljen je u vidu sistema diferencijalnih jednacina
prvog reda. U radu je izvrseno poredenje dobijenih rezultata ova dva sustinski razli¢ita numericka
postupka.
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Osnovna hipoteza teze je da ¢e se sa izabranim reoloskim modelom koji vrlo dobro opisuje
ponaganje biologkih tkiva koja ¢ine srednje uho dobiti korektno, bar u kvalitativnom smislu, pred-
vidanje kretanja sistema kao celine, bez obzira na njegovu slozenost u pogledu broja stepeni slobode
i broja viskoelasti¢nih elemenata koji realizuju sistem vesanja. Za potrebe numerickih ilustracija i
potvrdu da model moze da da rezultate upotrebljive za stvarno kretanje osikularnog lanca, na os-
novu eksperimentalnih rezultata preuzetih iz literature, odredeni su reoloski parametri frakcionog
Zenerovog modela za viskoelasti¢ne stapove, tj. modele ligamenata, tetive misi¢a stapesa i dejstava
koja menjaju bubnu opnu i anularni ligament stapesa. Taj deo predstavlja prvi originalni doprinos
ove doktorske teze.

Drugi originalni doprinos ove teze je sama metodologija modeliranja sistema srednje uho, i u
domenu primene rezultata analiticke mehanike i u domenu primene frakcionih izvoda za modeliranje
bioloskih tkiva. Za predlozeni model postoje dovoljno efikasni numericki postupci, a njegova opstost
i predvidanja, pokazalo se, mogu se povezati sa znac¢ajnim brojem ve¢ objavljenih eksperimentalnih
rezultata koji se bave analizom kretanja osikularnog lanca. Tre¢i doprinos teze su sami rezultati.
U tom smislu rezultati prikazani na slikama u ¢etvrtoj glavi koji se odnose na kretanja osikularnog
lanca i disipaciju energije su potpuno originalni. Spisku rezultata treba dodati i izbor referenci dat
na kraju teze kojim se razli¢ite oblasti anatomije, fiziologije, patofiziologije povezuju sa razli¢itim
oblastima i matematicke analize i analiticke mehanike.

Na kraju, evo i mogucih pravaca daljih istrazivanja.

U okviru teze proucavano je samo regularno opteretenje, mada bi i model koji u razmatranje
uzima i impulsno optere¢enje bio od interesa. Naime, pucanj ili eksplozija u blizini ¢oveka, koji
se modeliraju kao impulsno opterecenje, ¢esto dovode do ostetenja sluha. U tom slucaju bi se u
razmatranja ukljucio i misi¢ protektor (tensor tympani tendon).

Svi reoloski eksperimenti preuzeti iz literature uradeni su in vitro. Kada bi se in vivo reoloskim
eksperimentima parametri uha odredili ta¢nije za isto srednje uho a odgovaraju¢im metodama
geometrijski i inercijalni parametri tog istog uha onda bi model davao predvidanja za razli¢ita
fizioloska opterecenja sa veCom pouzdanostu, $to nije bez znacaja za probleme restoracije slusne
funkcije. Jedan od pravaca daljih istrazivanja bi bio razvoj metoda za komparaciju predvidanja
sa eksperimentima. Poseban problem bio bi i uvodenje trenja kako u inkudo-stapedijalni zglob
tako i u model kretanja baze stapesa u procesu okostavanja baze stapesa, ali to prevazilazi okvire
ove teze mada je danas mehanika razvila i aparat za potrebe takvih istrazivanja. U model bi se
mogle ukljuciti i parcijalne diferencijalne jednaine kao model za bubnu opnu i anularni ligament
stapesa, ali to povlaci dodatnu slozenost. Osikularni lanac, modeliran sistemom dva kruta tela,
mogao bi se preciznije modelirati sistemom tri kruta tela, gde se za vezu izmedu inkusa i maleusa
mogu pretpostaviti tri stepena slobode: dva obrtanja i jedna translacija, videti [Willi et al. , 2002].
Predvidanja takvog modela mogla bi se porediti sa eksperimentalnim merenjima iz pomenutog
rada. Time bi se unapredio model, ali bi se znatno pove¢ao broj jednacina u modelu. Medutim,
metodologija njegovog resavanja se ne bi promenila u odnosu na metodologiju razvijenu u ovoj
tezi.
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Dodatak A

Eksplicitna forma uvedenih
matrica i njihovih izvoda

Ortogonalne matrice transformacije K; i Ko, za stapes i inkudo-malearni blok, respektivno
koje bazni koordinatni sistem prevode redom u sisteme Cx1y121 1 Coxay222 u potetnom trenutku,
su nakon uvrstavanja vrednosti Kardanovih uglova iz tabele 1,

K; = Rot(z,01;) Rot(y,01,) - Rot(z,01.) = (A1)

0.9920 -0.1257 —0.0113
= 0.1258 0.9920  0.0113 |,
0.0098 —0.0127  0.9998

Ks: = Rot(z,0s,)-  Rot(y,0s,) - Rot(z,0,.) = (A.2)

0.9033 —0.2410 —0.3549
= 0.2129 0.9700 —0.1170
0.3725  0.0301 0.9275

Ortogonalna matrica prelaza od koordinatnog sistema Ojzy{z] u bazni koordinatni sistem
Ozyz definisana je kao

T: = Ti(g2, ¢3) = Rot(yy, 32) - Rot (21, g3) = (A3)
cosqz 0 sings cosqs —singz 0
= 0 1 0 sings cosgqs O] =
—singa 0 cosge 0 0 1
COS(@2COS(Q3 —COS@esings sings
= sin g3 COoS g3 0

—cosq@ssingy  singesings  cosqs

Sli¢no, ortogonalna matrica prelaza od koordinatnog sistema Cyzoyszs u proizvoljnom trenutku
vremena, u isti taj koordinatni sistem u pocetnom trenutku, za Krilovljevu verziju sfernih uglova
Ojlerovog tipa je

To = T2(q4, g5, 96) = Rot(yz2,q1) - Rot(x2,g5) - Rot(22,¢6) = (A.4)
cosqy 0 singy 1 0 0 cosqs —singg 0
= 0 1 0 0 cosqs —sings singg cosqs O] =
—singg 0 cosqy 0 sings cosgs 0 0 1

COS (4 COS g + Sin 4 Sin @5 Singg ~ COS g Sin @4 Sin g5 — COS @4 Singg  COS @5 Sin g4
= COS @5 Sin gg COS @5 COS (g —sings
— COS (g Sin qq + COS @4 SIN @5 SN g COS @4 COS @g SIN @5 + Sin g4 Sinqg  COS g4 COS @5
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Diferenciranjem po vremenu jednacine (A.3), uz napomenu da je izvod matrice jednaka matrici
izvoda njenih komponenata, dobija se prvi izvod matrice transformacije stapesa
o ; T, T
T1 = Ti(g2, g3, 42, d3) = a(Tl) =Ty Ty Ty, (A.5)
Ty Ty Ty

gde (-)! oznacéava pripadnost krutom telu jedan, tj. stapesu, i gde je

Tlll = —(2COSq3sin g — (3 COS g2 sin gz,
Tl, = Gosingysings — g3 cosga cos gs,
Tly = dacosqs,

Ty, = dscosgs,

Ty, = —dssings,

T213 = 0,

T3, = —docosqzcosqs + g3singosings,
T3, = (Gacosqzsings + dscosgs sings,
Tyy = —dasing,.

Sli¢no, diferenciranjem po vremenu jednacine (A.4) dobija se prvi izvod matrice transformacije
inkudo-malearnog bloka

o ] 1 7
To = T2(q4, g5, 96, 44, 45, d6) = ﬁ(Tﬂ = Tzz1 T2§2 ngs (A.6)
T3 T3 Ts3
gde (-)? oznacava pripadnost krutom telu dva, tj. inkudo-malearnom bloku, i gde su
Tfl = 4(cos g4 sin g5 sin gg — €oS gg Sin q4) + ¢5 COS g5 Sin ¢4 sin gg
+ gg(cos gg sin g sin g5 — cos g4 sin gg),

T122 = 4 (cos g4 cos g Sin g5 + sin g4 sin gg) + ¢5 COS g5 COS ¢p Sin gy

—_ I —

— gg(cos g4 cos gg + sin g4 sin g5 sin gg

)

2 . . .
T3 = G4 cOs @4 COS g5 — (5 Sin g4 sin gs,

T221 = —(¢5sin gs sin ge + (6 COS g5 COS g,
T222 = —(5 COS g6 Sin g5 — (g COS g5 Sin gg,
T35 = —q5 cos gs,

Tgl = 4 (sin g4 sin g5 sin gg — coS g4 cOS gg) + §5 COS g4 COS g5 Sin g

)

+ g6 (cos g4 cos gg sin g5 + sin g4 sin gg),
ng = G4(cos g4 sin gg — €0S ¢ SN g4 SIn q5) + §5 COS g4 COS g5 COS g
)

+ G (cos gp sin g4 — cos g4 sin g5 sin gg),

) . . . .
T35 = —G4€Os @5 8in g4 - —G5 COS @4 SiN G5.
Diferenciranjem po vremenu izraza (A.5) dobija se drugi izvod matrice transformacija stapesa

- R PR R e i
T1:Tl(Q2,937427(13,Q27Q3):%(Tl): Ty, Ty Togl, (A7)
T3 Ty T
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gde su

T!, = 2(agssingysings — (G5 + ¢3) cos ga cos g3 — Gz cos g3 sin gz — 3 cos ga sin g,
T!, = 2d243cosqssings + (43 + ¢3) cos gz sin gz + G sin go sin g3 — g3 cos g2 cos g,
Tly = —d3sings + G2 cosge,

T211 = —qg sin g3 + g3 cos gs,

Ty, = —djcosqs — {ssings,

Ty, = 0,

Tgll = 2¢2G3Ccosqesings + (q% + qg) COS @3 Sin qo — 2 COS g2 COS q3 + 3 Sin g2 Sin g3,
T312 = 223 cos gz cos g3 — (43 + ¢3) sin g sin g3 + Ga cos g2 sin g3 + ¢z cos g3 sin ga,
T?}P, = —q'% COS g2 — (o Sin qo.

Sli¢no, diferenciranjem po vremenu jednacine (A.6) dobija se drugi izvod matrice transformacije
inkudo-malearnog bloka
. d . [ 1 1
T, :TQ(q47Q57anQ47Q55q67Q4)q5aq6) = @(TQ) = T221 T222 T223 ’ (Ag)
T3 T3 T
gde su

Ty = 24546 cos gs cos g sin g4 + 244 (s cos g4 cos gs sin gs + g6 (cos g4 s g sin gs + sin g4 sin gg))
— (ﬁ (cos g4 cos gg + sin g4 sin g5 sin gg) — q'?) sin g4 sin g5 sin gg
— G2 (cos q4 cos g + sin g4 sin gs sin gg) + G4 (cos g4 sin gs sin gg — cos gg sin q4)
+ {5 cos g5 sin g4 sin gg + g (oS gg sin g4 sin g5 — cos g4 sin gg),

Tty = —2dsde cos gs sin g4 sin gs + 244 (s cos g4 cos g5 cos s + g6 (cos g6 Sin g4 — cos g4 sin gs sin gg))
+ 3 (cos g4 sin gg — cos gg sin g sin gz ) — G2 cos g sin g4 sin g5
+ G2(cos g4 sin gg — cos gg sin gy sin g ) + G4 (cos g4 cos gg sin gs -+ sin g4 sin gg)
+ {5 cos g5 oS g sin g4 — g (COS g4 cOS gg + sin g4 sin gs sin gg),

T2 = —2q4(s cos gasin g5 — (G2 + ¢2) cos gs sin g + {4 cOS g4 COS G5 — (5 Sin g4 sin gs,

T3 = —2dsd6 cos ge sin g5 — (43 + G5 ) cos g5 sin gg — 5 sin g5 sin g6 + s s gs Cos g,

T2, = 2456 sin gs sin gs — (G2 + 2) cos g5 cos gs — 5 COS g6 Sin s + G COS g5 Sin ge,

T35 = ¢3 sings — §s cos gs,

T3, = —2dsde cos g4 cos g5 cos gs — 24 (ds cos s cos g sin gs + g (cos g sin g4 sin g5 — cos g4 sin gg))
+ G2 (cos g Sin g4 — cOs gy Sin g5 sin gg) — G2 cos gy sin g5 sin gg
+ G2 (cos gg sin g4 — cos g4 sin gs sin gg) + G4 (— cos g4 cos g — sin g4 sin gs sin gg)
+ g5 cOS g4 COS g5 sin gg + g (COS g4 COS gg sin g5 + sin g4 sin gg),

T2, = —2(s5(6 cos g4 cos s sin g + 2G4 (—ds cos gs cos g sin g4 + 6 (COs g4 cos gg + sin g4 sin gs sin gg))
- qz(cos 4 cOS g sin g5 + sin g4 singg) — qg COS Q4 COS Qg Sin g5
— G2 (cos q4 cos gg sin g5 + sin g4 sin gg) + (cos g4 sin gg — cos gg sin g4 sin g5 )da
+ {5 €08 g4 cOS g5 08 g + g (COS go Sin g4 — €OS g4 8in g5 sin gg ),

T?,23 = 245 sin g4 sin gs — (43 + G2) cos q4 COS g5 — (4 COS G5 Sin g4 — 5 COS g4 Sin gs.

Variranjem po Lagranzu matrice transformacija T, definisane jedna¢inom (A.3), uz napomenu
da je varijacija matrice jednaka matrici varijacija njenih elemenata, dobija se

8TE 6T, 6Tl

“L8qy + —0q3 = 0T, O0TL, 0Tk, (A.9)
72 6Td 6T, 6T

0T1 =0T1(q2,93) =
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gde su
6T}, = —cosqssingadgs — cosqosin g3dgs,
6T112 = sin gy singzdge — cos g2 cos q3dqs,
) Tll3 = 08 ¢q20qo,
6Ty, = cosqzdgs,
5T212 = —singsdgs,
0Ty = 0,
5T311 = —Cos@s coS q3dqs + sin ¢o sin q30gs,
6Ty, = cosqgsin g3dqe + cos g3 sin g2dgs,
6Ty = —singadge.

Variranjem po Lagranzu matrice transformacija T, definisane jedna¢inom (A.4), dobija se

6T O0TE o017
Ogs = |03, 0135 oT5 |,
§T3 0T34 6T

JT, aT,

0T
0Ty =0T = ) )
2 2(q4, G5, 96) q4 + oy qs + 94

0q4

gde su

0T = (cos gy sin gs sin gg — cos qg sin q4)dqy + cos gs sin g4 sin ggdgs
+ (cos gg sin g4 sin g5 — cos g4 sin gg)d4gs,

0T = (cos gy cos qg sin gs + sin gy sin g )dqs + cos g5 cos g6 sin q40qs
— (cos g4 cos gg + sin g4 sin gs sin gg)dgs,

(5T123 = COS (4 COS 50q4 — Sin g4 sin ¢50¢s,

0T3, = — sin gs sin ggdgs + cos g5 cos g0,

0T, = — cos qg sin gsqs — cos gs sin g0,

T3 = — cos gs0gs,

8T = (sin gy sin gs sin gs — cos 4 €S ¢)dqa + COS g4 cOS g5 Sin ¢sqs
+ (cos g4 cos gg sin g5 + sin g4 sin gg)d4gs,

0T, = (cos g sin gg — cos gg Sin gy sin gs)dqs + COs 4 COS g5 cOS s 0 s
+ (cos gg sin g4 — cos g4 sin g5 sin gg)0gs,

(5T323 = — €08 @5 Sin q40q4 — COS @4 SIn ¢50¢s5.



Dodatak B

Vektori polozaja karakteristiénih
tacaka i jedini¢ni vektori pravaca
dejstva sila reakcija veze

Vektori polozaja karakteristi¢nih tacaka stapesa odredeni su koris¢enjem tri ortogonalne pro-
jekcije stapesa prikazane na slici 4 u radu [Weistenhofer & Hudde, 1999]. Kako je na pomenu-
toj slici dat bazni koordinatni sistem i razmera, mogu se odrediti koordinate svih tacka u tom
koordinatnom sistemu. Posto se orijentacije baznog koordinatnog sistema u ovoj tezi i iz rada
[Weistenhofer & Hudde, 1999] poklapaju i kako se koordinatni sistem O; )y} 2] u poc¢etnom trenutku
poklapa sa baznim, mogu se sra¢unati vrednosti projekcija karakteristi¢nih tacaka u koordinatnom
sistemu Oy )y} 2] 1 one su prikazane u tabeli 2.

TABELA 2

Tacka | Projekcije [A g V]T [mm)]
Cy [—1.2015 0 o0]"

Z [—3.3649 —0.305 0.1913]"
Ly | [0 09273 —0.454]"

L, | [0 09273 05725]"

s | [0 —07632 0.5725]"

Ly | [0 —07632 —0454]"
Iis | [-27158 03606 0]

Sli¢no, vektori polozaja tacke umbo i centra mase inkudo-malearnog bloka odredeni su na os-
novu tri ortogonalne projekcije inkudo-malearnog bloka prikazane na slici 5 u radu
[Weistenhdsfer & Hudde, 1999], a zatim su, koriséenjem ortogonalne matrice transformacije Ko kao
8to je prikazano na slici 3.2, odredene projekcije tih vektora, u odnosu na inkudostapedijalni zglob,
u koordinatnom sistemu Cyxay222. Tako dobijene vrednosti prikazane su u tabeli 3. Detaljna mor-
fometrija, kao §to su dimenzije i relativne pozicije u odnosu na osikularni lanac, ligamenata inkudo-
malearnog bloka preuzeta su iz rada [Sim & Puria, 2008]. Za razliku od inercijalnih karakteristika
osikularnog lanca koje se mogu naci u vetem broju radova, pregledom literature nije utvrdeno pos-
tojanje sli¢nih rezultata kao u prethodno pomenutom radu, u kom su prikazane dimenzije, pozicije
i orijentacije ligamenata inkudomalearnog bloka posebno za cetiri temporalne kosti, kao i njihove
srednje vrednosti koje se u ovoj tezi koriste. Napominje se da postoje relativno velike varijacije
u anatomiji srednjeg uha kod razlic¢itih preparata temporalne kosti §to dovodi do zakljucka da je
individualna anatomija jako vazna u modeliranju srednjeg uha, videti [Sim & Puria, 2008]. Tacke
u kojima se ligamenti vezuju za inkudo-malearni blok date su relativnim polozajem u odnosu na
inkudo-stapedijalni zglob i to projekcijama na ose koordinatnog sistema Coxoys2s, a prikazane su
u tabeli 3.
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64 DODATAK B. VEKTORI POLOZAJA TACAKA I JEDINICNI VEKTORI PRAVACA

TABELA 3
Tacka | Projekcije [£ 7 C]T [mm)]
Cy [-1.2933 —1.9812 3.7832]"
I, [-1.4933 —3.1812 2.2832]"
Iy [—2.2033 —2.7812 3.2832]" S
Iy [-0.5933 34812 5.3832]" k Kk
Iy [-1.9933 14188 5.3832]" 1,2,3,4[ [t 0 o
Ios [-1.4933 14188 4.9832]" 5 o1 o
Iy | [-1.8230 —2.3209 —1.7268]
Iz [-1.8230 —2.3209 —1.7268]"
Is | [-1.8230 —2.3299 —1.7268]"
I [-1.8230 —2.3209 —1.7268]"

U tabeli 4 date su projekcije, na ose baznog koordinatnog sistema, jedini¢nih vektora pravaca
dejstava uvedenih sila u prikazanom modelu srednjeg uha, i to onih koje deluju na stapes. Jedini¢ni
vektori koji odgovaraju silama ekvivalentnog dejstva anulanog ligamenta stapesa imaju pravac i
smer bazne ose x, $to odgovara smicanju tog ligamenta, dok je za jedini¢ni vektor pravca sile
koja odgovara tetivi migi¢a stapesa pretpostavljen pravac i smer bazne ose y, §to odgovara njenom
anatomskom polozaju u odnosu na bazu stapesa. Indeksi & = 1+4 oznacavaju ekvivalentna dejstva
Cetvrtina luka anularnog ligamenta stapesa na njegovu bazu, a indeks k = 5 oznacava tetivu misica
stapesa.

Jediniéni vektori sila koje odgovaraju ligamentima inkudo-malearnog bloka preuzeti su iz rada
[Sim & Puria, 2008], u kom su dati projekcijama na glavne ose inercije inkudo-malearnog bloka,
a zatim su koris¢enjem ortogonalne matrice transformacije Ko kao $to je prikazano na slici 3.2,
dobijene vrednosti projekcija na ose baznog koordinatnog sistema koje su date u tabeli 5. U
istoj tabeli, prikazane su i projekcije jedini¢nih vektora sila ekvivalentnog dejstva bubne opne (u
smislu disipacije energije), koje su odredene skaliranjem dva preseka bubne opne prikazana na
slici 5 u radu [Decraemer & Funnell, 2008], tako da rastojanje od tacke umbo do tacke koja se
zove latelarni proces maleusa sa prethodno pomenute slike bude isto kao i rastojanje izmedu istih
tacaka ali na slici 5 iz rada [Weistenhofer & Hudde, 1999]. Prethodno pomenuta tri jedini¢na
vektora zajedno sa vektorom od umba ka latelarnom procesu maleusa obrazuju konus bubne opne
¢iji ugao pri vrhu iznosi 130.2°. Prema Serceru, pri fizioloskim uslovima, ugao pri vrhu konusa koji
obrazuje bubna opna iznosi oko 120 stepeni, dok prema drugim autorima taj ugao iznosi od 132 do
137 stepeni, videti [Gaihede et al. , 2007], [Daphalapurkar et al. , 2009], [Volandri et al. , 2011].
Jedini¢ni vektor pravca sile pobude je takode dat u tabeli 5, i predstavlja vektor normale na
anularnu ravan bube opne koji ima smer ka osikularnom lancu. Indeks ¢ = 1 stoji za prednji
ligament maleusa, ¢ = 2 za latelarni ligament maleusa, ¢ = 3 za gornji ligament maleusa, ¢ = 4 za
latelarni deo zadnjeg ligamenta inkusa, a ¢ = 5 za medijalni deo zadnjeg ligamenta inkusa. Indeksi
1 = 6 + 8 stoje za tri viskoelasti¢na stapa koji predstavljaju ekvivalentno dejstvo bubne opne, a
indeks ¢ = 9 odnosi se na silu pobude.

TABELA 5
K2i
[0.1508 —0.8386  —0.5187
[—0.9303 —0.1674 —0.3363
[-0.3048 —0.1287 0.9476]
[<0.9818 —0.01053 —0.1990] "
[0.6835 0.7308 0.1027]"
[<0.7241 0 —0.6897] "
(04558 —0.8724 0.1764]"
[<0.3276  0.9363 0.1268]"
09326 0 —0.3609]"

]T

]T

O |0 [T || [ | W (N[




Dodatak C

Geometrijski i reoloski parametri
lakih stapova u modelu srednjeg
uha 1 parametri ekvivalentnog
dejstva perilimfe

Geometrijski parametri, tj.poc¢etne duzine i povrsine popre¢nih preseka viskoelasti¢nih stapova
u modelu koji deluju na stapes, zajedno sa u ovoj tezi odredenim reoloskim parametrima frak-
cionog Zenerovog modela tih stapova, prikazani su u tabeli 6. Pocetne duzine stapova koji ¢ine
ekvivalentno dejstvo anularnog ligamenta stapesa predstavljaju debljinu tog ligamenta, a povrsine
smicanja predstavljaju svaka po Cetvrtinu ukupne povr§ine smicanja, tj. povrsine anularnog lig-
amenta ra¢unate po obimu baze stapesa. Prethodne vrednosti srac¢unate se na osnovu rezultata
iz rada [Gan et al. , 2011], na osnovu kojih su odredeni i reologki parametri frakcionog Zenerovog
modela za anularni ligament stapesa. Iako debljina anularnog ligamenta stapesa po obimu njegove
baze nije konstantna, u ovoj tezi se to nete uzeti u obzir. Pocetna duzina tetive misica stapesa
i povrsina njenog poprec¢nog preseka preuzeti su iz rada [Cheng & Gan, 2007], iz kog su preuzeti
i eksperimentalni podaci reologkih eksperimenata. Napominje se da parametar Fix, k = 1 + 4,
predstavlja modul smicanja a parametar F15 modul elasti¢nosti. Indeksi £ = 1 =+ 4 predstavljaju
ekvivalentno dejstvo anularnog ligamenta stapesa na njegovu bazu, a indeks k = 5 predstavlja
tetivu misica stapesa.

Tabela 6

k a1k Tolk [So‘”"] Telk [SO‘”“] FEiy [MPa] Ik [mm] Al [me]
1,2,3,4 | 0.2462 0.4479 1.3016 0.0845 0.07 0.4378
5 0.411 0.491 1.397 3.334 0.99 0.156

U tabeli 7 dati su reoloski parametri frakcionog Zenerovog modela, kao i pocetne duzine i
povrsine popre¢nih preseka viskoelasti¢nih stapova kojima se modeliraju strukture inkudo-malear-
nog bloka. Parametri frakcionog Zenerovog modela odredeni su ranije u okviru teze, a pocetne
duzine i povrsine poprecnih preseka viskoelasti¢nih lakih stapova kojima se modeliraju ligamenti
preuzete su iz rada [Sim & Puria, 2008]. Poc¢etne duzine tri laka stapa koji predstavljaju ekviva-
lentno dejstvo bubne opne dobijene su na isti na¢in kao i jedini¢ni vektori pravca dejstva sila u
ovim $tapovima, dok su vrednosti povrsina popre¢nog preseka pretpostavljene. Indeks i = 1 stoji
za prednji ligament maleusa, ¢ = 2 za latelarni ligament maleusa, 7 = 3 za gornji ligament maleusa,
i = 4 za latelarni deo zadnjeg ligamenta inkusa, a ¢ = 5 za medijalni deo zadnjeg ligamenta inkusa.
Indeksi ¢ = 6,7, 8 stoje za tri viskoelasti¢na stapa koji predstavljaju ekvivalentno dejstvo bubne
opne u segmentu koji se odnosi na disipaciju energije.
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Tabela 7
1 Qo To2i [Sa%] Te2i [Sazi] FEs; [MP&} lo; [mm] Ag; [me}
11 0.303 0.598 1.515 1.64 2.1 0.6362
2 | 0.303 0.598 1.515 1.64 2.0 0.2376
31 0.303 0.598 1.515 1.64 1.3 0.0491
4 | 0.303 0.598 1.515 1.64 0.59 0.57
5 | 0.303 0.598 1.515 1.64 0.38 0.51
6 | 0.536 2.023 3.563 4.096 3.668 1
7 1 0.536 2.023 3.563 4.096 3.2 1
8 | 0.536 2.023 3.563 4.096 4.452 1

Vrednosti parametara ekvivalentnog dejstva kohlearne te¢nosti na bazu su: k; = 0.2 [Ns/m] i
ks = 1-107% [Nms]. Vrednost parametra k; preuzeta je iz rada [Gan et al. , 2004], dok je vrednost
paramatara ko pretpostavljena kao vrlo mala. Pretpostavka za parametar ko zasnovana je na stavu
da obrtanjem baze stapesa ne dolazi do ukupne promene zapremine kohlearne te¢nosti, pa samim
tim ni do stvaranja velikog otpora obrtanju.



Dodatak D

Vektori ugaone brzine i ugaonog
ubrzanja stapesa i
inkudo-malearnog bloka

Vektor ugaone brzine stapesa w?, u baznom koordinatnom sistemu, predstavlja dualni vektor
kososimetri¢ne matrice ugaone brzine QY = T, - T, gde []T oznacava operaciju transponovanja
matrice, videti [Markeev, 1999]. Na osnovu prethodnog, pomenuta kososimetri¢na matrice je

o 0 —(3 COS (2 Go
Q7 = [ gzcosq 0 —g3sings |, (D.1)
D) g3 sin qo 0

a njen dualni vektor, tj. vektor ugaone brzine

g3 sin qa
w10 = G2 . (D.2)
g3 cos g2

Koris¢enjem pravila za transformaciju elemenata matrice iz jednog koordinatnog sistema u drugi,

videti [Lai et al. , 2009], elementi kososimetri¢ne matrice ugaone brzine u koordinatnom sistemu
AN

Oz y 2] su

Q = 17.9%. 17, =711 (D.3)
0 —q3 G2 cOS q3
= g3 0 —¢2sings | ,
—(G2c08q3 (¢2Sings 0

gde je iskoriséena ortogonalnost matrice Ty,tj. Ty - TT = TT . Ty = I, gde je I jedini¢na ma-
trica. Dualni vektor prethodne matrice, tj. vektor ugaone brzine stapesa u koordinatnom sistemu
O171y1 2] je
2 8in g3
w| = wi(gs,q2,43) = |dacosgs| . (D.4)
g3
Napominje se da se vektor w) mogao racunati i kao w) = TT - w?.
Sada se za poznat vektor ugaone brzine diferenciranjem po vremenu dobija vektor ugaonog
ubrzanja stapesa. Pogto je vektor ugaone brzine w} dat u koordinatnom sistemu kruto vezanom za
telo stapesa, vektor ugaonog ubrzanja u tom koordinatnom sistemu dobija se diferenciranjem po
vremenu projekcija vektora ugaone brzine u istom koordinatnom sistemu, videti [Markeev, 1999].
Na osnovu prethodnog, vektor ugaonog ubrzanja stapesa u koordinatnom sistemu O, 2]y} 21, je

G2q3 cos g3 + ¢a Sin g3
€1 = €1(g3, G2, 43, G2, G3) = | —Gag3sings + G2 cosqs | . (D.5)
43
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Koris¢enjem ortogonalne matrice transformacije K1, kao sto je prikazano na slici 3.2, vektori
ugaone brzine i ugaonog ubrzanja stapesa, u koordinatnom sistemu C121y;21, su respektivno

. . g2 sin gz
w1 = wl(qi’n 427(13) = Kl : w/l = Kl 42 Cosqs | , (DG)
43

4243 cos g3 + G2 sings
e1 = €1(q3, G2, 43, G2, G3) = Ki - €} = K| | —Gadssings + G cosqs | (D.7)
)

Vektor ugaone brzine inkudo-malearnog bloka wsg, u koordinatnom sistemu Coxoy222 u pocet-
nom trenutku, predstavlja dualni vektor kososimetri¢éne matrice ugaone brzine Q59 = T, - T7.
Koris¢éenjem pravila za transformaciju elemenata matrice iz jednog koordinatnog sistema u drugi,
elementi matrice ugaone brzine u koordinatnom sistemu CsZ2y222 u proizvoljnom trenutku su

Q=TF Qy Ty =TL T, (D.8)
0 gasings — ge qa 08 g5 €08 g6 — g5 Sin go
= —qasings + ge 0 —(4 €08 Q58N gs — g5 COSge | ,
—(4C08 Q5 COS g + G5 Sings 4 COS Q58N gs + G5 COS 6 0

gde je iskoriséena ortogonalnost matrice Ty. Dualni vektor prethodne matrice, tj. vektor ugaone
brzine inkudo-malearnog bloka u koordinatnom sistemu Cozayszs u proizvoljnom trenutku vre-
mena, je
{4 COS g5 Sin g + 5 COS gp
wa = w2 (g5, 96, G4, G5, Gs) = |Ga cOS g5 COS gs — G55inge | - (D.9)
—qasings + ge
Vektor ugaonog ubrzanja se dobija diferenciranjem po vremenu vektora ugaone brzine inkudo-
malearnog bloka. Posto je vektor ugaone brzine ws dat u koordinatnom sistemu kruto vezanom
za telo inkudo-malearnog bloka, vektor ugaonog ubrzanja u tom koordinatnom sistemu dobija se
diferenciranjem po vremenu projekcija vektora ugaone brzine u istom koordinatnom sistemu. Na
osnovu prethodnog, vektor ugaonog ubrzanja inkudo-malearnog bloka u koordinatnom sistemu
Cyxayaz2 u proizvoljnom trenutku vremena je

—@aqs SIn g5 Sin gg + 4G COS g5 COS g6 — G5q6 SIN g + G4 COS g5 Sin ge + G5 COS Gp
€2 = | —quqs5 COS gp Sin g5 — Gaqe COS G5 SN g6 — (56 COS g6 + G4 COS g5 COS gg — (5 SiN gg
—(q4q5 COS @5 — Ga Sings + G

Argumenti prethodne veli¢ine su e = €2(gs, gs, 44, G5, 46, G4, G5, 6 )-



Dodatak E

Odredivanje deformacija struktura
srednjeg uha

Razvojem u Tejlorov red izraza za vektore polozajariy (g1, ¢2,93) , k = 1+51r2; (g1, 92,93, G4, 5, G6)
i = 1+ 8, u okolini nultih vrednosti generalisanih koordinata uz zadrzavanje samo na linearnim
¢lanovima, jednacine (3.24) i (3.25) svode se na

Q1 0 —g3 @
Ary =0+ & 0 0]p%, k=1=+5,
0 - 0 0
G 0 —g3 @ o 0 —g @
Arg;= |0+ ¢ 0 0]p3*+Ks| a6 0 —g5|p7, i=1=+8
0 - 0 0 - ¢ 0
Uvrstavanjem u prethodne dve jednacine: plok1 = [)\10,; ,u(ljkl y?kl]T, pgl = [)\(Z)I ,u(Zjl Vgl]T,

T. s N
py =[5 05 (] iKs= [k7 ;]3x3, isti se mogu zapisati kao

O O
a1+ Vi G2 — [y a3
Aryy, = A9l gs ., k=1=+5,
O
—>\1;§(12

a1+ 190 — 1 a5 + (Kach - kel ) an+ (Wand — KaCh) as + (Khatd — W) ao
Ary; = /\CZ)IQS + (k§1CQZi - k%?,fzzi) qa + (kg?,nzzi - k%2€22i) a5 + (k§2§2zi - k%ﬂ?z%‘) de )
10) z z z z
—Az @2+ (k§1C2i - k§3§2i) qs + (’%gfl% - k%QCQi) qs + (k§2§211 - k%lﬁQZi) de
gde jet=1-+8.
Sada se projektovanjem veli¢ina Ari, i Ars; na pravece odredene jedini¢nim vektorima ki i

Ko;, respektivno, prema Viliotovom planu pomeranja, dobijaju promene duzina $tapova u modelu
srednjeg uha

Al = —K{, ATy = —Kikeqr + (K«lkz/\?kl - fﬁsz?kl> q2 + (Klkxﬂlokl - Kmy/\?kl) g3, k=1+5
(E.1)
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70 DODATAK E. ODREDIVANJE DEFORMACIJA STRUKTURA SREDNJEG UHA

Aly; = —K3;Are; = —Foinqr + (Hziz)\gl Kozl ) g2 + (Hzmugl - HQiy/\Ol) q3 (E.2)
+ (“22‘:1: (kfgfi. - k%lCQZi) + K2iy (kgsfzzi - k§1§2Zi) + hK2iz (k§3£2z k31<21)) q4

+ (me (k%QCQZi - kiﬂ?zzi) + Kaiy (k§2<22i - k§3n22i> + K2iz (k§2CQz k337721>) ]

+ )

(K2ia: (k'%anZi - kf2§22i) + K2iy (kgﬂbzi - k%QfQZi) + K2iz (k§1772z k32£21) g6, 1 =1-+8.

Zgodno je ovde uvesti vektore Al = [Alll oo Aly Algp - Algg] T q= [ql . q6] r
kako bi se jednacine (E.1) i (E.2) mogle zapisati kao sistem jednacina
Al=M; - q, (E.3)

gde je matrica M; = [méd]mxﬁ’ a elementi su joj

mby = —kKuw, i=1+5,  mbi, = ko, i=1+8,

mé,Q = /‘ilz‘z>\10il — /€1ixl/10il, i=1=+5, m5+1 9 = /4:212)\21 — Iigixygl, i=1-=+8,
mé,3 = Iilix,uloil — Hliy)\loil, i =1-+5, m5+i,3 = Hzix‘uzl — /{21-2!)\217 1=1-+38,
mb, = 0, 1+5, mls =0, i=1+5, mig=0, i=1+5,

5

=
( 13521 1C2Z7,) + Kaiy (k23f2¢ k§1<2Zi> + K2iz (kg?,fzzi - k§1<2zi) , 1=1+38,
mé+i,5 = K2z (k12sz k%3772z) + Kaiy (k’gzgzzi - k?snfi) + K2iz (k§2C2Zi - k?snfi) ;o 1=1=+38,

mé+z‘,6 = K2iz k117721 klzfzz + Kaiy (k217722 k%zfzzi) + K2iz (k§17722¢ - k§2§22¢> , 1=1+8.

l
Myyi4 = K2z



Dodatak F

Pseudobrzine i njihova veza sa
generalisanim brzinama

Na izbor pseudobrzina 7, v = 1 + 6, definisanih sistemom jednacinama (3.47) namece se
samo jedan uslov, a to je da taj sistem mora da bude resiv po generalisanim brzinama ¢;, j =
1 + 6. Drugim re¢ima, determinanta linearnog po ¢;, j = 1 + 6, sistema jednacina (3.47) mora

da bude razli¢ita od nule. Sistem jednadina (3.47) se uvodenjem vektora 7t = [7%1 ﬁG}T i
q= [ql e cj6]T , zbog lakseg zapisa, moze zapisati kao
1 0 0 0 0 0
0 cosqs O 0 0 0
0 0 1 0 0 0
T=R-q= 0 0 0 cosgssings cosqgs O 1 (F.1)
0 0 0 cosqscosqe —sings O
0 0 0 —sings 0 1

Determinanta matrice R jednaka je
det(R) = — cos g3 cos ¢s,

gto je uvek razlicitno od nule jer se radi o Krilovljevim uglovima. Kao posledica prethodnog
cosgs ~ 11 cosqs = 1, te je det(R) &~ —1. Sada se inverzijom matrice R sistem (F.1) moze resiti
po 4, kao

1 0 0 0 0 0
0 secqgs O 0 0 0
o-1. |0 0 1 0 0 0
Q=R 7= 0 0 0 secgssingg cosggsecgs O (F.2)
0 0 0 COS Qg — sin gg 0
0 0 0 singgtangs; cosggtangs 1
gde je secqs = ﬁ, isecqs = Coiq Diferenciranjem po vremenu sistema (F.2) i uvodenjem
oznaka 7 = [m e 7r6] igq= [ql e qg] , dobija se
1 0 0 0 0 0
0 secqs O 0 0 0
0 0 1 0 0 0] .. *
9= 10 0 0 secgssings cosggsecqs; 0 w+h (F.3)
0 0 0 COSs Qg —singg 0
0 0 0 singgtangs cosggtangs 1
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72 DODATAK F. PSEUDOBRZINE I NJIHOVA VEZA SA GENERALISANIM BRZINAMA

gde je
h"=RNax=1[0 hy 0 hj hi kg’
0 0 0 0 0
0 secgstangs-gs O 0 0
o 0 0 0 0
— |0 0 0 secqs(singgtangs-gs + cosgs-Gs)  secqs(cos ge tan gs-¢s — sin gs-ge)
0 0 0 — sin gs-ge — €08 g6°6
0 0 0 (sec q5)2 sin gg-gs + cos qg tan gs-ge  (sec Q5)2 €08 gg-G5 — Sin gg tan gs-gg

O OO OO O



Dodatak G

(Generalisane sile struktura
osikularnog lanca

Da bi se napisale generalisane sile, potrebno je prvo napisati virtualni rad svih sila i spregova
koji deluju na osikularan lanca. Kao priprema za pisanje virtuelnog rada odredic¢e se varijacije
vektora polozaja napadnih tacaka sila koje deluju na osikularan lanac. Variranjem po Lagranzu,
videti [Markeev, 1999], vektora polozaja napadne tacke k-te sile stapesa, definisanog izrazom (3.7),
dobija se

dr1y, = oro, + 0Ty - p§p, (G.1)
gde je drp, = [(5(]1 0 O]T, a 0T je varijacija matrice prelaza T i data je u Dodatku A.
Sliéno, variranjem po Lagranzu vektora polozaja napadne tacke i-te sile inkudo-malearnog bloka
definisanog jednacinom (3.8), dobija se

0ry; = orp, + 0T, .pCZ)1 + Ko -6Ts - p2Zi, (G2)

gde je T, varijacija matrice prelaza T i data je u Dodatku A. Vektori drix i dro; su funkcije
generalisanih koordinata ¢;, j = 1 + 3, i generalisanih koordinata g;, 7 = 1 + 6, respektivno.
Virtuelni rad svih sila i spregova sila koji deluju na stapes racuna se kao

5
§A; = 0AK + ) Foryy, (G.3)

k=1

gde AKX predstavlja virtuelni rad ekvivalentnog dejstva kohlee i gde su sile Fy, k = 1 + 5, date
izrazima (3.5) a virtuelna pomeranja ory; izrazima (G.1). Virtuelni rad ekvivalentnog dejstva
kohlee je

5AK = (GX) oo, + (ME,)" 6w?, (G.4)

gde je sila G definisana izrazom (3.9), moment M§ izrazom (3.10), a vektor dw se dobija po
Herc Helderovoj hipotezi iz jednacine (3.14) i jednak je

sin gz - 0q3
dwf = 5q2
cos g2 - 0q3

Uvrstavanjem prethodnog i izraza (3.9), (3.10) i (3.14), kao i dro, = [6g1 0 O]T ivo, =
[ql 0 O]T, u izraz (G.4) dobija se

T . . .
SAR = —kyv 610, — ky (WD) dw? = —k1G16g1 — kag20qa — kagsdgs.
Dalje se, uvrstavanjem prethodnog i izraza (3.5) i (G.1) u izraz (G.3), dobija
0A1 = (Q11 — k1G1) 0q1 + (Q12 — k2g2) 0g2 + (Q13 — kads) dgs, (G.5)
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74 DODATAK G. GENERALISANE SILE STRUKTURA OSIKULARNOG LANCA

gde je
SELTE ST !
1= Fi,——= Fyy, = Fi. |0], (G.6)
k=1 On i On = 0
> Jr oT
1k 1 o
Q2= Fl—= 902 Z Flim— 90 k (G.7)
k=1
—cos@ssings singsgsings  cosqe
B A 0 0 ) o
= —COS@2C08q3 COS@esings —sings
or °\ 0Ty
ZFT B NTRL =L 0 P (G.8)
k=1
—cosgasings —cosgacosqgs 0
= Z ka COS q3 —sings 0 p?kl .
sin g2 sin q3 cosgzsingy 0

Uvrstavanjem jednacina (3.50) u izraz (G.5) dobija se

0A1 = (Q11 — k1d¢1) dm1 + (Q12 — kada) sec g30ma + (Q13 — kads) 07, (G.9)

. _ 1
gde je secqz = 3 7

Virtuelni rad svih sila koje deluju na inkudo-malearni blok ra¢una se kao

6Ay = Z FLory;, (G.10)

gde su sile Fo;, i = 1 + 9 date izrazima (3.6), a virtuelna pomeranja dry; izrazima (G.2). Uvrsta-
vanjem izraza (G.2) u izraz (G.10), isti se moze zapisati kao

0As = Q210q1 + Q22092 + Q23093 + Q24094 + Q250q5 + Q269Gs, (G.11)
gde je
9 81’2‘ 9 81’0 9 1
— T v T 1 T
RSB ST T .12
=1 =1 i=1 0
? ara; ? oT
=N pr2 _NTRpTZTL 0 G.13
Q22 l:ZI 21 an l:ZI 21 an Pz ( )
—cosqzsings singsgsings  cosqe
T o
=> F, 0 0 0 A
i= —CO0S(Q2COS(Q3 COS@asings —sings
0 Or 0 JT
_ T Y12 T 1 0
23 = Zin dgs ZFQiiaqs Pz (G.14)
i=1 =1
—cos@esingg —cosqacosqs 0
= Z FZTZ Cos g3 —sin qs 0 pgl ,
i= sin g9 sin g3 cosqzsingy 0
o or (‘3T
2i 2
2 =) F, 3(11 ZF pzzz ZF (G.15)
i=1
COS (4 Sin @5 SN gg — COS Qg SIN G4 COS 4 COS (g SiN @5 + Sin gy Singg ~ COS g4 COS qs5
X 0 0 0 pZ,

sin g4 Sin g5 sin gg — COS G4 COS Qg COS @4 SIN g — COS @6 SiN g4 SIN g5 — COS @5 Sin gy



(0]

9

(91'2 8T2
Q=) Fig ZF p3; (G-16)
=1
COS @5 Sin g4 Singg COS (@5 COS Qg Singy — sin gy sin gy
= Z F%;KQ — sin g5 sin gg — COS g Sin g5 —CoS Qs pQZi,
i=1 COS @4 COSQ58iNgg COS(QqCOSQ5COSQs — COSQysings
2 T 81‘21 8T2 Z
w= YRGS K @1
i=1
cos gg sin g4 sin g5 — cos g singg  —(cos g4 cos gg + sin gy sings singg) 0
= Z FQTiKg COS @5 COS (g — oS g5 sin gg 0 pQZi.

COS @4 COS @ Sin g5 + sin g4 sin gg €OS g6 sin g4 — €Os @4 sin g5 sin gg 0
Uvrstavanjem jednacina (3.50) u izraz (G.11) dobija se

0As = Q210m1 + Q22 8€C 3072 + Q23073 (G.18)
+ (Q24 s€C g5 sin g + Q25 cos gs + Q26 Sin gp tan gs) dmy
+ (Q24 5€C g5 €08 g5 — Q25 5in gg + Q26 COS g tan gs ) 075 + Q26076

gde je secqsz = osas —Cosl%.
Virtuleni rad svih sila koje deluju na osikularni lanac dobija se sabiranjem izraza (G.9) i (G.18)

¢ime se dobija

isecqs =

JA =041 4042 = (Q11 — k1¢1 + Q21) 0m1 + (Q12 — kada + Q22) sec g0 (G.19)
+ (Q13 — kags + Q23) 073 + (Q24 s€C g5 5N g6 + Q25 COS g6 + Q26 5in g6 tan gs) 074
+ (Q245€C g5 €08 g5 — Q25 5in g6 + Q26 COS G tan gs) 075 + Q26676.

Oznacavanjem generalisane sile koja stoji uz veli¢inu 571 sa & =1+6 rethodni izraz se
v v )
moze zapisati kao

0A = 210w + 2909 + 23073 + E40m4 + E5075 + 56571'6,

gde je

E1=Qu — k1g1 + Qa1,

Ep = (Q12 — k22 + Q22) secgs,

E3 = Q13 — k2g3 + Q2s, (G.20)

E4 = Qagsecgs singg + Q25 c0s gg + Q26 sin gp tan gs, ’

E5 = Qaa8ecqs cos gg — Q25 8in g + Q26 €OS g6 tan gs,

E6 = (a6,
i gde su veli¢ine Q1x, k = 1 + 3 date izrazima (G.6) - (G.8), a veli¢ine Qg;, i = 1 + 6 izrazima
(G.12) - (G.17). Izrazi (G.20) predstavljaju generalisane sile koje odgovaraju uvedenim pseudoko-
ordinatama m, v =1 + 6, videti [Spasi¢, 2014c].
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Dodatak H

Linearizacija Gibs-Apelovih
diferencijalnih jednac¢ina kretanja

Linearizacijom jednac¢inama (3.48) u okolini polozaja stabilne ravnoteze kome odgovaraju nulte
vrednosti generalisanih koordinata, te jednacine postaju

g1 = 71,
Go = T2,
4s = T3,
Q4:7.T57
q.5:7.r47
g6 = Te-

Istim postupkom se iz sistem jednac¢ina (F.3) dobija linearna veza izmedu generalisanih ubrzanja
i pseudoubrzanja

Gr = 71,
Go = T2,
Gz = 73,
s = s,
[1.5:’}%47
Ge = Te-

Zgodno je vezu izmedu generalisanih brzina i pseudobrzina zapisati u matri¢noj formi kao

q =My, (H.1)
T . .11 .
gde je 4 = [¢1 o], F =M 7rg) " i
100 000
010000
001000
Ma=10 000 1 0
000100
000001

Razvojem u Tejlorov red u okolini nultih vrednosti generalisanih koordinata svih elemenata
matrica (A.7) 1 (A.8), opet uz zadrzavanje samo na linearnim ¢lanovima, dobija se respektivno

. . 0 -G ¢
Ty =Ti(G2,43) = | G3 0 0],
—(2 0 0
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o 0 i i
Ty = T2 (G, ds.d6) = | ds 0 —gs
—Gs s 0

Uvrstavanjem prethodne dve matrice i veze izmedu generalisanih ubrzanja i psudoubrzanja, kao i

. T
ao, = [ 0 0], p2 =& u& w2 e =g uG v pE =[¢4, nE A

i Ko = [k7], , uizraze (3.20) i (3.21), dobija se, respektivno
T+ Ve T2 — el T3
ac, = /\%7'%3 : (H.2)
“X9i#,

. O1 - O1 - VA A . z . z ..
i1+ VG s — uQ s + (1CE, — K€l ) s + (Rand, — KhCl, ) fa+ (Kath, — Khnd, ) Fo

ac, = X i + (318, — ka6l ) s + (W3and, — k3a¢, ) ra + (Ka€l, — Wi, ) s
2Dty + (BiCE, — K358, ) s + (WBan, — KaCZ, ) ra + (WaZ, — Kund, ) o
(H.3)

Kao priprema odredic¢e se parcijalni izvodi po pseudoubrzanjima matrica transformacija T i
T,. Uvrstavanjem veza izmedu generalisanih ubrzanja i pseudoubrzanja u matrice (A.7) i (A.8),
zatim parcijalnim diferenciranjem tako dobijenih matrica po pseudoubrzanjima 7., v = 1 + 6,
pa razvojem svih elemenata u Tejlorov red u okolini nultih vrednosti generalisanih koordinata uz
zadrzavanje samo na linearnim ¢lanovima, dobija se

. g 0 1
T q2
% =l o o o |,
2 -1 ¢ —q
ot, (& L0
ﬁ: 1 -q 0],
3 0 q2 0
oty 0 @ g
87 =0 —¢g5 —-1],
4 0 1 —g
ob, [To 8 1
(97 = qs5 g6 s
> -1 0 —q4
ot, (" 1O
or |\ o
6 g g O

. . . . . T 0o o o o T
Na osnovu prethodnih matrica, uz uvrstavanje: ap, [ql 0 0] s PO, = [)‘Ci Koy Vci]
o) T T . [ .. .
Pt = [)\21 u?l ycz)l] . PE, = [fgz né, ng] i Ky = [k7]3x3, dobijaju se redom parcijalni
izvodi ubrzanja centra mase stapesa i centra mase inkudo-malearnog bloka po pseudoubrzanjima

Ty, 7 =16,

)

8acl - 8a02 - 8&01

= = =10
o7ty 07ty 07ty 0 ’
. )\ %!
8301 8T1 o )\Cl 2+ Vcl

= 0
o) o) o
—ACy Ve a2+ B, a3

)

ity Oy PO

o 9 _ )\Ol
33.01 - (9T1 O, Mcl Clqs

L= pll = | A s |
87'&'3 871'3 pCl % OIMC1 B
Ko, 42
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8801 o 8acl
Oits  Oits Oite

“AJ'qz + v

o 8&01 —0

8302 _ 8T1 01

= - = pZ - 0 y
0 0
2 2 A = VY g+ Y s
O O
T —kz' —AZ'q3
dac, _ 0T PO — )\ozl B uozlqg
ity Oz’ 2 Z 0% ’
Kz g2
5 o k’%?ﬂ?g? - k%Qng + k%ﬂ(iqé& - k%ﬂ?a + k‘%ngQ g5 + k%1cgﬂti
ac. 2 Z Z V4
a,ﬁ_: = K2 Tmpgg = k%?)ng'g - k%ZCCQ =+ k%lngb q4 — k%anQ + k%SCCQ g5 + k%lCCQqﬁ ’
_k§3n€2 - k%zgé + k31né,qs — (k3amé, + k§3(é g5 + k%lch(]G_
i z 4 z z z z ]
5 i k21CE, — ki€, — (RREC, + k13CE, ) aa + K12€E, a5 + k9CE, g6
ac T,
o 2 =Ky a'Tg,ng = k%fé - k%sfé - k%lfé + kgsfgg g4 + k%Qng% + k%QCng‘a )
5
Z Z z Z Z Z
_k§1<C2 — k3366, — (K3166, +K33CE, ) qa + k326C,05 + k:?QCcQQG_
i z A Z T
5 of k26, — k%ﬂ?(zjz + k%sna% + ki386,05 — (K1 EC, + kfz??é de
ac 2 z Z z
8#62 = K2 T%ng = k%2£C2 - k%llrlgg + k%3ngg q4 + k%3502 a5 — k%lé-CQ + k%?ngg d6

z z z
_k§2€C2 - kgmgg + k%sné% + k33£0,05 — (k3:6C, + k%ﬂ?é s |

Uvrstavanjem veze izmedu generalisanih brzina i pseudobrzina i veze izmedu generalisanih ubrzanja
i pseudoubrzanja u izraze za globalna svojstva kretanja predlozenog modela, a zatim razvojem tako
dobijenih vektora u Tejlorov red u okolini nultih vrednosti generalisanih koordinata uz zadrzavanje
samo na linearnim ¢lanovima, globalna svojstva kretanja predlozenog modela postaju

0

o . . _KT .
w1 = wi (2, 73) =Ki |2,

T3

0

[P, T | .
€1:€1(W2,7T3):K1 T2 ,

T3

T4
Wy = w7y, 75, 6) = |75 ,
6

€y = €2(it4, 75, 76) = | 75

Moze se primetiti da projekcije vektora ws i €5 nije potrebno razvijati u Tejlorov red zbog izbora
pseudobrzina.

Slicno se dobijaju i parcijalni izvodi ugaonih ubrzanja stapesa i inkudo-malearnog bloka po
pseudoubrzanjima 7y, vy =16 :

Oe1 _ Oe1_ 0o Oy _Os _Oe_ Oex
a7.{'1 N (97'('4 B 871'5 o 67'('6 - 87‘(1 o 87'['2 - 8773 o
]fl qs + kl 0 kl
deq q3 1193 T K21 de, 31
9 KT | 1| = |klags+ k3|, Die KT 0| = |kl
? 0 ki3qs + ks 8 1 kis
Oes 1 Oe 0 Jes 0
? = 0 ) 8 == ]- ) 87 = 0 )
T4 0 5 0 T6 1
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gde je koristeno da je Ky = [k};]3x3.

Sada su svi potrebni ¢lanovi za generisanje Gibs-Apelovih diferencijalnih jednacina kretanja
(3.54) razvijeni u Tejlorov red. Na osnovu njih se te jedna¢ine mogu zapisati u linearnoj formi u
obliku

M7t =&, (H.4)
. [ . - — - 1T . A . .
gde su uvedene oznake 7t = [7T1 e Tt 18 =21 - :6] , 1 gde je simetri¢na matrica

M, = [mgj]GXﬁ , konstantna, a elementi su joj

mil = (Bl + BQ) )
ml _ ml — (B O1 B O
12 = Mgy = | bivg +Davy ),
m}3 = mél = — (Bl,l,bgi =+ BQ/J.gl) 5
mh = m41 By (k:131702 k%QCég)
mls = miy = Bs (WiCE, — khel,),
miG = m<151 = B (kfzgé - k?mé)
2 2 2
my, = B ((Vgl) (»&) > + (k) Jay + (Kh)* Ty, + (K3s)” Joy + B ((Vg) + (29 ) ,
Mys = Myy = kg kg Jo, + kaokzoJy, + kagkzs e, — Blﬂcl V01 Bopg vy,
m§4 = m42 B ((k%?,ﬂCQ k%chz,) (k32C02 k337702) )\(Zjl) )
m%5 = m%Q = (( f1§gz 35@) (k’33502 k?ﬂﬁé) )\21>7
m%G = mflsz = B (( %2552 - k%ﬂ?gz) V(zjl + (kgﬂkzrz - kgzgé) )\21) )
2 2 2 2
mhy = B ((12) 4 (02) )+ 007 e+ 05 e )0 (1) (02)).
myy = myy=DB; (( %QCCQ k’137702> Hgl + <k§377€‘2 - k%zCé) A%) )
m§5 = mé?, = B (( %3552 - k%lca) (kzlcg2 - k%?ﬁé) )‘gl) )
m£1’>6 = mel‘>3 =B ((k?m@ kfzgcg) (kzzfgz - k%mé) )‘gl) )

2 2 2
mzl14 = B ((k%:a??gz - k%Qng) + (’fﬁsné - k%zCé) + (k§377€2 - k%Qng) > + Jzy,
})4 By (kfgné - k%QC(i) (k%ﬂ:gz 3502
+ By (k'337702 k%z(é) (k?2>1ch k33§cg> + By

z z
m}m = m64 = By (k137702 k%QCCg) (k%QECQ 1177()2

mzlxs

|
3

)
(k 37702 k%QCé) (kglch - k%:sf(z,*g) )
)
+ Bs (k§377€*2 - k%zgé) (k§2§gz - k§17702) + Bo (kzsngz - k%zﬁé) (kSQng - k%ﬂ?é) ;
ks = B ( (10, ~ Ku6,) + (#i<B, ~ 36B) + (e, — 12, ) +
mbs = B (KiCZ, — kg, ) (*

+ B; (k’gﬂfc2 k’33§cz) k3268, — k’317702) + By (kmCCz kg?ﬁé) (kngé - k%ﬁ?é) )

(
mtlafs = By ((kﬁ&g‘g - 117702>2 (kQQfCQ kg177(z,‘2) + (k§2§g‘2 - k%ﬂ?éf) + 2y

z
2502 117702>
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Razvojem svih elemenata u jednac¢inama (G.20) u Tejlorov red u okolini nultih vrednosti gen-
eralisanih koordinata, uz zadrazavanje samo na linearnim ¢lanovima, zatim uvrstavanjem linearne
veze izmedu generalisanih brzina i pseudobrzina, generalisane sile postaju

w
|

5 9
= Z Fipkige + Z Fyikoip — k171,

- HQizugl) — ka3,
K2aCE) + maiy (Band, — K3aCE,) + iz (Waanfs — KaCE) )

k%3£2zi) + K2iy (kglcgi - k%sfi‘) + K2z (k§1<22 k33§ 2i )

k=1 i=1
9
o o o .

HEy = ZFlk <f<u'1ka:V1k lﬁkz)\lkl) + ZFQZ' <f€2mvz1 - K?iz)\zl) — kotra,

i=1

9

= o) o
3 = ZFlk (Hlky h lilkzulkl) + Zin (Kziy)\z

i=1
E4 = ZF21 ('%211 ( 137727,
E5 = ZFQz (/43211 ( 1C21
B¢ = ZFm (

. . . . 1T
Uvodenjem oznaka 7t = [m 7r6] JF = [Fu
prethodni sistem jednacina se moze zapisati kao

E = MuyF + FyV, + My,

gde su: matrica My = [mfj] ¢iji su elementi

6x13’

Fis

K2iz ( 265 — k%ﬂ?zzi) + Kaiy (k%2€2zi - kimzzi) + K24z (k?,zfgz k317721)>

P F] 1B = [E

(H.5)

— Koty =138,
- HijMgla Jj=1=+38,

k12<2j> + Kajy (k23772j - k22<2j) + K2j. (k?2,3772zj - k%QCQZJ) , J=1+38,
K65, ) + iy (W1CT, — Ka€d) ) + oz (Which, — Kaed))  j =1+ 8,

K2ja (k%2€23 k11772g) + Kajy (k§2§2zj - k%17722j> + K2jz (k§2£2zj - k%ﬂ?zzj) , J=1=+8,

mi; = Kiae, J=1595, mi j+5 = K2jz, J=1+8,
2 _ O, (o} . 0,
My; = Kieli) — ”1JZA1J ,j=1+5,mj 45 = K2jaly
2 _ Oy . B RN
mi; = Ry AL = Rkl 5= 155, mE s = RajyAg
mij = 0, =1+ 5m5]*0.]*1 5m6]f0 j=1+5,
2 _
Myjrs =  h2jz (k13772j -
2 _ 2 +Z
Ms545 =  h2jz (kuCQj -
2 _
Mej+5 =
vektor
K29z
(@] o
KQQxVZI - 529z>\zl
O (@]
KogyAy' — Koopfiy'
— 2 7 2 +Z 2 z 2 7 5 gz 9 .7
Vi = | koo (k137729 - k12<29) + Kagy (kzsnzg - k22<2i9> + Kog. (k337729 — k32(29) ,

2 ~Z 2 +Z 2 +Z 2 ¢Z 2 7 2
ko9 | k1129 — k3839 )| + Kooy ( k21C29 — k33859 ) + K202 ( k31029 — k33859
2 7 2,7 2 7 2.7 2 o7 2.7
| F292 k12859 — ki1m39 | + Kooy ( k22859 — k21M39 ) + K292 ( k32859 — k31M39
i matrica M3 = [m,z;’j]ﬁ,X6 ¢iji su elementi m$, = —kq, m3, = m3; = —ko, a ostali nula. Sila Fyg je

posebno izdvojena jer predstavlja silu pobude i prikazana je jednac¢inom (3.12).

(1]



82

DODATAK H. RAZVOJ GIBS-APELOVIH JEDNACINA U TEJLOROV RED



Dodatak 1

Ekspanziona formula Atanackovica
i Stankovica

Ekspanziona formula Atanackovi¢a i Stankovica, videti [Atanackovi¢ & Stankovi¢, 2004], omogu-
cava da se levi Riman-Ljuvilov frakcioni izvod funkcije izrazi preko funkcije, njenog prvog izvoda i
reda koji sadrzi momente te funkcije. Primenom ekspanzione formule ay,-ti izvod (0 < o, < 1) po
vremenu funkcije uy, se moze zapisati kao

o =T -1
up™) = aptt T KL+ upt O K2y + K3ty mmpz (un), (1.1)
p=2

gde T stoji za Ojlerovu gama funkciju, videti ([Podlubny, 1999]), konstante K1y, K2;, i K3, su

p + ap — 1)
th_f‘(2—ah ZI‘ah—l Tp+1) |’ 1.2)
- 1 B 1 T(p+a,—1)
K2 = Tl—an) T(2-an)l(an—1) p; T (p) (L.3)
K3y, = = (L4)

T2 —an)l (an — 1)’

a mp_2 (up), p = 2 + co su momenti funkcije uy, 1 predstavljaju dopunske promenljive koje se
zadaju na slede¢i nacin

t
mp—2 ’Uh /tp 2’Uh dfa p:2—OO7
0

a u problem ukljuc¢uju kroz
My (up) = 7 2uy, p =200, (1.5)

uz pocetne uslove my_s (t = 0) = 0, p = 2+00. Napominje se da iako je konstanta K1, jednaka nuli
kada p — oo, videti [Atanackovi¢ & Stankovi¢, 2004], pri numerickom resavanju koristi se samo
konatno mnogo momenata funkcije pa konstanta K1, nije jednaka nuli. Tako se i sa relativno
malim brojem momenata obezbeduje prihvatljiva ta¢nost aproksimacije.

Uvrstavanjem veli¢ina Fyy i Alyg, k = 1+ 5 umesto uy, i a1, K = 1+ 5 umesto oy, u jednacine
(I.1) i (I.5) dobija se

I'(p+ax—1)

(a1k) ” l—« —a; 1—a9; -
F = Fit K1 Foit7 2 K2 + K3t %
1k 1k 1k + £2; 1k + £ 31k E T (p — 1)

mp_2 (Flk) y (16)
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oo

AL = (Aly) 17O K1y + Ayt ™% K20, + K311 Z; Dipt ok — 1) (57 lf (;‘1_’“ ;) Dy s (Aly),
. (L7)
1
My_o (Fip) = P 2Fy,,  p=2-+ o0, (1.8)
My (Alyy,) = P2 Alyy, p =200, (1.9)

gde se konstante K17y, K21, 1 K31 dobijaju uvrstavanjem 1k, k = 1 + 5, umesto h u jednacine
(1.2), (I.3) i (I.4), respektivno. Promena duzine Alyy, k = 1+5, data je jednacinom (E.1), a (Alyg)
predstavlja njen prvi izvod po vremenu. Sli¢no, uvrstavanjem veli¢ina Fy; i Alg;, ¢ = 1+ 8, umesto
Up, 1 agi, © = 1 + 8 umesto ay, u jednacine (I.1) i (I.5), dobija se

; g m o= (p+ag —1)

Py = Fpgtt =0 K Ly 4 Fyit 0% K2; + K30t 702 Y ol 2oy (B, 1.10
2 2 2; + I3 2; + 2 2 #T(p — 1) my_o (Fy;), ( )

(a2:) A (p+ gy — 1)
AL = (Alg;) t1702 K Lgj + Algit = K29+ K35t 0% > — 2, (Aly;), (L11
2i (Alz;) 2i T Al 2i T 132 2 T (p— 1) 2 (Aly;), (L11)

i

Mo (Fai) =P 2Fy,  p=2+ o0, (1.12)
_9 (AZQZ) = tpiQAlgi, p=2-+ 00, (113)

gde se konstante K1o;, K29; i K39; dobijaju uvrstavanjem 2¢, ¢ = 1 + 8, umesto h u jednacine
(1.2), (I.3) i (I.4), respektivno. Promena duzine Aly;, i = 18, data je jednacinom (E.2), a (Aly;)’
predstavlja njen prvi izvod po vremenu.

Sada se uvrstavanjem jednacina (I.6) i (I.7) u jednac¢inu (3.55) i jednacina (I.10) i (I.11) u
jednaéinu (3.56), prvi izvodi po vremenu intenziteta sila Fix, k = 1+ 5,1 Fy;, ¢ = 1 + 8, mogu
izraziti kao

. 14 Tept ™ K29 14+ 71t " K21
Fi. =B Alyg B Al — r
1k 1k Ulk( k) + Bk Tt oKy, 1k Tl e Ky, 1k
K31 Tak D (p+ i — 1) T (p+a —1)
B (Al =y W (F
i K1y, { [ K otk ]; tPT'(p— 1) mp—2 (Ahr) 1; T(p—1) mp—2 (F1r)| ¢

. i ) 1 T2 K29, 1 s2it T~ 42 K29,
Fy; = By, Te2i (Algl) + By + Te2 2i Aly; — + To2i 2i Py

To2i Tooit! =21 K1y, Tooit! =221 K19,

K3y Tezi x~ L (P +azi — 1) ~T(p+ay—1)
Bi — Al; - — _ FL
+K12¢ {[ 2 T”%;)Z:; #T(p—1) mp—2 (Aly;) pz:; T (p—1) Mp—2 (F2;)

} |

Izvodi po vremenu (Aly;) , k=1+5,1 (Aly) , i =1+ 8, dobijaju se diferenciranjem jednacina
(E.1) i (E.2), a nakon uvrstavanja veze izmedu generalisanih brzina i pseudobrzina, jednaki su

. . o O . O 9 . .
(Allk) = —KlkgT1 + (Hlkz)\lkl - /flk'rylkl> T + (’ilkm,uqkl - Hlky/\U;) 3, k=1+5
(Alsi) = —#igrr + (2122 t (kaionQ — ka2t 7
21 R2iz7rl /5217; 52211/2 71—2 R2iz 7 R2iyA 7 3

+ (;{21-36 (kﬁg% k137721> + Kaiy k:22§2l k%gnzzi) + Ko2is (k§2C2Z¢ — k§3772Zz)) o

+ (HZir (k%3§21 k%1§2z> + Kaiy (k2352zi - k%lCQZi) + K2iz (k§3fzzi - k;lCi)) 5
+ (’im‘w (k%ﬂhz k%252z> + Kaiy (k21772z k%gﬁi) + K2iz (k'gﬂhzi - k32§221)> g, 1 =1=+38.
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Iste veli¢ine se mogu dobiti i diferenciranjem sistema jednacina (E.3) i koris¢enjem (H.1), posle
¢ega se dobija
(Al) =M;q = MM, 7,

. . . . AT . . . . 1T
gde su (Al) = [(Aln) e (Al15) (Algl) s (Algg) ] 17T = [ﬂ'l e 71'6]

Posto se pri numerickom ra¢unanju moze uzeti samo kona¢no mnogo momenata funkcija, p =
2+ N, gde je N prirodan broj i N > 2.
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