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Predgovor

Problemi u raznim nau¢nim disciplinama, kao na primer u fizici,
mehanici fluida i gasnoj dinamici se opisuju hiperboliénim zakonima
odrZanja sa prekidnom funkcijom fluksa. Posto hiperboli¢ni zakoni odr-
Zanja ovih naucnih disciplina opisuju probleme koji imaju Siroku pri-
menu u praksi, jasno je da odredivanje njihovih pravilnih reSenja dopri-
nosi razvoju nauke i tehnologije.

U okviru ove teze ¢emo posmatrati Rimanov problem skalarne jed-
nacine zakona odrZanja sa dva fluksa

u+ (F(x,u))y =0, (1)

gde je

F = (H(x)g(u) + (1—H (x))h(u)), 2)
g 1 h su funkcije sa najviSe jednim ekstremom na posmatranom intervalu,
a H(x) Hevisajdova funkcija, tj.

0, x<0
H(x>:{ I, x>0

uz pocetni uslov

u, x<0
uo(x):{ uy, x>0

Jednacinu (1), (2) su analizirali mnogi naucnici pod pretpostavkom da su
oba fluksa g i # konveksnog ili konkavnog tipa (tj. oba fluksa imaju na
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posmatranom intervalu samo po jedan ekstrem istog tipa, minimum ili
maksimum) i da se seku u najviSe jednoj tacci unutar intervala. Gene-
ralno, parovi realnih brojeva (A, B) koji zadovoljavaju Rankine — Hugo-
niotov uslov skoka u x = 0, tj. h(A) = g(B) i koji imaju osobinu da je
W(A) <0, g (B) > 0 se koriste za konstrukciju reSenja ovog problema.
Parovi (A, B) koji zadovoljavaju navedene osobine se u [1, 57] nazivaju
“koneksijama” (engl. connections). ReSenje jednacine (1), (2) se tada
sastoji od stacionarnog udarnog talasa u x = 0 odredenog koneksijom,
levog (koji povezuje konstante u; 1 A) 1 desnog (koji povezuje B i u,)
putujuceg udarnog ili razredujuceg talasa.

Medutim, koneksija ima beskonacno mnogo, a razni autori se ne
slaZzu oko toga koje koneksije daju entropijski (pravilni) stacionarni udarni
talas. Drugim reCima, prema [15, 57], postoje razliCite teorije entropije
koje su razvijane razli€itim pristupima i u kontekstima razlicitih fizickih
modela. Tako npr. u [3], autori koriste specifican “unutrasnji” (engl.
interface) uslov entropije koji se zasniva na izbegavanju podkompre-
sibilnih (engl. undercompressive) stacionarnih udarnih talasa (4'(A) <
0, ¢'(B) > 0). U smislu koneksija, ovo zna¢i da je kod pravilnih resenja,
ili #'(A) =0 ili g’(B) =0. Ovakvi talasi se nazivaju marginalno pod-
kompresibilni (engl. marginally undercompressive) talasi i predstavljaju
fizicki relevantne talase za model dvofaznog protoka u heterogenoj po-
roznoj sredini, (viSe detalja se moZe naci u [57]). Pored toga, ovi autori
su razvili algoritam baziran na postupku Godunova za konstrukciju na-
vedenih entropijskih reSenja. U [1], ova je teorija proSirena drugacijim
unutra$njim uslovom entropije koji se zasniva na znaku tzv. unutraSnje
entropijske funkcionele (koja se definiSe za koneksije), 1 konstruisana su
jedinstvena entropijska reSenja za svaku koneksiju. Posto koneksija ima
beskonacno mnogo, autori ovog rada su definisali i tzv. “optimalnu ko-
neksiju” (engl. optimal connection) kada se u zavisnosti od medusobnog
polozaja flukseva, A ili B poklapa sa argumentom jednog od ekstrema
h(u) ili g(u). Sli¢ni koncept reSenja za numericki postupak Engquist-
Osher, gde se za svaku koneksiju (A, B) dobija jedinstveno entropijsko
reSenje se moze naci u [14].

Vv 2

S druge strane, autori rada [17] su analizirali model preciS¢avanja
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fluida koji predstavlja kombinaciju jednacina sa dva fluksa i tri prekida.
Pokazali su da fluks ovog modela zadovoljava tzv. uslov preseka (engl.
crossing condition, ako se fluksevi g i h seku u u, € I, tada sa leve (de-
sne) strane tacke u, grafik fluksa / lezi iznad (ispod) grafika fluksa g),
1 razvili su teoriju entropije zasnovanu na modifikovanom uslovu Kruz-
kova. Pokazano je da se reSenja koja se smatraju entropijskim po ovoj
teoriji poklapaju sa reSenjima koja se mogu dobiti metodom iSC¢ezava-
juce viskoznosti (engl. vanishing viscosity) za ovaj problem. U slucaju
kada se fluksevi g 1 & seku u u,, dobili su jedinstveno entropijsko rese-
nje koje se sastoji od konstantnog stacionarnog udarnog talasa odredenog
koneksijom (u,,u.). Uslov preseka je zadovoljen u nekim slucajevima
regularnog preseka fluksa (detalji o vrstama preseka flukseva se mogu
naci u glavi 4) i u slucaju podkompresibilnog preseka flukseva. Stoga,
u slucaju podkompresibilnog preseka flukseva imamo podkompresibilan
stacioarni udarni talas. Ovo je u suprotnosti sa teorijom izbegavanja pod-
kompresibilnih stacionarnih udarnih talasa u x = 0 koja je razvijena u [3]
na osnovu rezultata rada [37], gde se koristi metod iS¢ezavajuce visko-
znosti dodavanjem nestandardnog (razli¢itog od €u,,, € — 0) viskoznog
Clana sa desne strane jednakosti zakona odrZanja sa neprekidnim fluk-
sem, $to odgovara modelu dvofaznog protoka u heterogenoj poroznoj
sredini. S druge strane, entropijska teorija u [17] za model preciS¢avanja
fluida se zasniva na standardnoj proceduri iS¢ezavajuce viskoznosti (tj.
dodaje se viskozni Clan oblika €uy,, € — 0).

U ovoj tezi ¢emo problem jednaCine sa dva fluksa reSavati uvo-
denjem neprekidne aproksimacije Fg(x,u) fluksa F(x,u) (tj. izvrSiCemo
regularizaciju fluksa) i traziti diskretni profil udarnog talasa (engl. discrete
shock profile, ili skraceno, DSP) za originalni postupak Godunova za
probleme sa prostorno promenljivim fluksem za dobijenu perturbovanu
jednacinu. Ukratko, DSP predstavlja tacno resSenje numericke aproksi-
macije zakona odrZanja. DefinisaCemo i odgovarajucéi diskretni uslov
entropije. Pri tome ¢emo postojanje entropijskog DSP-a postaviti kao
kriterijum za dopustivost udarnih talasa. Prilikom definisanja regulari-
zacije fluksa, neCemo uzimati u obzir ni jedan konkretan fizicki model,
veé ¢emo postavljati iskljucivo uslove koji su pogodni sa matematickog
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glediSta. Drugim recima, i dobijeni diskretni uslov entropije Ce biti ne-
zavisan od fizickog modela. Pokazace se da ¢e entropijski DSP-ovi za
regularizaciju koju ¢emo definisati biti jedinstveni, te da stoga nece biti
obuhvacdena reSenja za sve fizicke modele. Medutim, (sli¢no kao kod
gore pomenute viskozne regularizacije u [37] 1 [17]), pokazatemo da
neka od tih reSenja moZemo dobiti relaksacijom uslova za regularizaciju.

U [58] je analiziran 1 slucaj kada je jedan od flukseva g ili 4 kon-
veksnog tipa, a drugi konkavnog, pri ¢emu se fluksevi seku na krajevima
posmatranog intervala. U tom radu je pokazano da se primenom en-
tropijske teorije, koju je grupa autora razvila u [1], dobijaju reSenja u
¢ijem sastavu se pojavljuju podkompresibilni stacionarni udarni talasi. U
okviru ove teze ¢emo pokazati da se naSa teorija entropije moze prime-
niti i u ovom slucaju, ukoliko uopstimo diskretni uslov entropije koji smo
razvili u slucaju kada su oba fluksa istog tipa konveksnosti.

U [5], je analiziran i slucaj kada grafik jednog fluksa g ili 4 na po-
smatranom intervalu leZi iznad grafika drugog fluksa, te zbog nemogué-
nosti zadovoljenja Rankine-Hugoniotovog uslova skoka u x = 0 nema
klasicnog reSenja. Autor ovog rada je definisao tzv. slabi Rankine-
Hugoniotov uslov kao i odgovarajuéa generalizovana entropijska reSenja
(engl. generalized entropy solutions, ili skraéeno GES), koja u okolini
x = 0 uglavnom imaju oblik pocetnog uslova. U okviru ove teze, anali-
ziraCemo i ovaj slucaj i dokazati postojanje reSenja u obliku singularnih
udarnih talasa. Pri tome ¢emo singularne udarne talase reprezentovati
pomocu tzv. “talasa senki” (engl. shadow waves), tj. mreza deo po deo
konstantnih funkcija.

Prvi deo ove doktorske teze obuhvata teorijske osnove kao i pregled
vazelih stavova iz literature. U prvoj glavi se moZe naci pregled osnov-
nih pojmova, definicija i teorema koje se koriste u daljem radu. Hiperbo-
li¢ni sistemi zakona odrZanja i njihova slaba reSenja su detaljno opisani
u drugoj glavi. Takode su opisani i konzervativni numericki postupci za
reSavanje nelinearnih problema. Detaljno je opisan postupak Godunova.
U trecoj glavi su predstavljeni diskretni udarni profili i njithove opSte oso-
bine. U Cetvrtoj glavi su opisani zakoni odrZanja sa prekidnom funkcijom
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fluksa. Detaljno su opisane teorije dopustivosti reSenja po [39] 1 [57].

Drugi deo teze je posvecen novim rezultatima istrazivanja. Drugim
reCima, ovo je originalni deo teze. U okviru ovog dela, u petoj glavi se
bavimo problemom pronalaZenja dopustivog DSP-a za jednacinu sa dva
fluksa, kako u slucaju kada su fluksevi istog, tako i kada su fluksevi ra-
zli¢itog tipa konveksnosti. U ovom delu je dato i nekoliko numerickih
primera koji su dobijeni razvijanjem programa u programskom paketu
Mathematica, a koji se zasniva na primeni prethodno izloZene teorije.
U Sestoj glavi je izloZena analiza egistencije singularnih reSenja u slu-
Cajevima kada ne postoje reSenja koja se sastoje od klasi¢nih udarnih i
razredujucih talasa, kao i njihova numericka verifikacija.
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Teorijske osnove






Glava 1

Uvodni deo

1.1 Oznake

C - skup kompleksnih brojeva
R - skup realnih brojeva
R™ - skup nenegativnih realnih brojeva
R™ - vektorski prostor uredenih m-torki nad poljem realnih brojeva
C* (D) - prostor k puta neprekidno diferencijabilnih funkcija na skupu D
C(l) - prostor neprekidno diferencijabilnih funkcija sa kompaktnim nosa-
éem
={v() :[vlly <o}

Supp( ) - nosa¢ funkcije ¢
d

Uy (x,1) = Ju(x,t)
u (x,1) = aat (x,1)
A - Laplasov operator

2 2
Npr. za u = u(x,t), Au= (8 ud u)

ox2’ or?

A = [aj;] - matrica formata m x n sa elementima a;;

7
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A~! - inverzna matrica matrice A

X = [x1,x2, ...,xm]T - vektor kolona sa komponentama x;

det (A) - determinanta matrice A

E - jedini¢na matrica

diag(ay,...,a;) - dijagonalna matrica formata m x m sa elementima ay, ..., a,,
[r1|7r2] ... | rm) - matrica formata m x m u ¢ijim kolanama se nalaze ka-
rakteristi¢ni vektori neke matrice

a =~ b - a priblizno jednako b

a < b - a je mnogo manje od b

||x|| - proizvoljna vektorska norma

|| x|, - vektorska p-norma, 1 < p < eo

{xk} -niz brojeva, odnosno vektora
O -simbol Landaua

fx)=0(gx) zax—a<|f(x)] <Mlgx)|, zax — a.
U] - kraj dokaza.

1.2 Osnovni pojmovi, definicije i teoreme

Definicija 1.2.1 Neka je data matrica A € R™™. Broj A € C se naziva
karakteristicni koren matrice A ako jednacina

Ax = Ax

ima nenula resenje x koje se naziva karakteristicni vektor matrice A.
Karakteristi¢ni koreni su reSenja jednacine det(AE —A) = 0.

Definicija 1.2.2 Preslikavanje ||| : R™ — R koje zadovoljava
L ||x|| >0,xeR™, |lx|| =0 samo ako je x = 0;
2. ollx]| = ol flx||, x€R™ aeR;
3o eyl <l + Iyl xyeR™

se naziva vektorska norma.
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Najcesce se koriste p-norme,

" 1/p
HXHPZ<Z\%‘!”) , 1<p<eo

i=1

za p = 1,2 1 u grani¢nom slucaju p = oo,

m
lelly =} Il
i=1

.- 2
il = ([ bl

= max
ol = max [,
Definicija 1.2.3 Preslikavanje F : D C R" — R™ je Frese diferencija-
bilno u tacci x € D ako postoji linearno preslikavanje A : R — R™ takvo
da je

. |[F(x4+Ax) = F (x)||
1
ACSO [Ax]

Linearni operator A se oznacava sa F' (x) i naziva izvod preslikavanja F
u tacci x, a njegova matricna reprezentacija je data matricom Jakobijana

=0.

[ dfi af af
3 @ ax;m SR ax;m
Loy Ly Ly
ax1 8x2 ox,,
F'(x)=9(x) = : :
oo U 3
i g(x) axZ ( ) axn (x) ]

Definicija 1.2.4 Funkcija f : [a,b] C R — R je Lipsicova u tacci x*, ako
postoji konstanta K > 0, tako da vaZi

| () = f ()] < K| —x7|
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za svako x, |x —x*| dovoljno malo. Funkcija f je LipSic neprekidna ako
Jje LipSicova u svakoj tacci.

Definicija 1.2.5 Uniju otvorenih skupova O;, i € I, takvu da vaZi

KCUOi

icl
nazivamo otvorenim prepokrivacem skupa K.

Definicija 1.2.6 Skup X je kompaktan ako svaki otvoreni prepokrivac

U Oi skupa X postoje O;,, 0, ...,0;, € | O; tako da vaZi
iel il

n
xclJo, clo.
k=1

il

Teorema 1.2.1 U konacno dimenzionalnom normiranom linearnom pro-
storu, svaki zatvoren i ogranicen skup je kompaktan.

Teorema 1.2.2 Neka je K kompaktan skup u nekom normiranom pro-
storu. Tada svaki niz elemenata skupa K sadrii konvergentan podniz
Cija je granica takode elemenat skupa K.

Definicija 1.2.7 Funkcija ¢ : R x Rt — R™ ima kompaktan nosac ako
vazi

Q(x,1)=0 zasve (x,t) ¢ K,
gde je K kompaktni podskup skupa R x R™.

Kompaktni nosa¢ iz prethodne definicije oznacavamo sa Supp ().

Definicija 1.2.8 Neka je Q otvoren skup u R". Oznacimo sa D (Q) vek-
torski prostor svih funkcija iz skupa C* () sa kompaktnim nosacem. Ka-
Zemo da niz funkcija {f,} u D (Q) "teZi ka nula”, u oznaci "{f,} — 0"
ako i samo ako vaZi

1. Nosaci funkcija f,, su sadrzani u nekom kompaktnom podskupu
skupa Q
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2. Za svaki parcijalni izvod D vazi

Definicija 1.2.9 Linearnu transformaciju T : D (Q) — C takvu da
T(f) >0 uC kad”{f,} -0
nazivamo distribucijom na Q.

Sa D' (Q) oznatavamo prostor svih distribucija na Q.

Neka je f : R — R lokalno integrabilna funkcija. Tada se odgova-
rajuca distribucija moze definisati sa

Tr.9) = [ f@omdx = e D) (1.1)

Primer 1.2.1 Dirakova delta funkcija na R koju definisemo sa

0, 0
o= 270.

t.

je distribucija. MoZemo je posmatrati i kao granicnu vrednost funkcije
O%, € =0, gde je

suppd® C [-m (g),m (g)],

pri Cemum (€) = 0 kade — 0, i

/8£(x)dx:1.



GLAVA 1. UVODNI DEO 12

Iz (1.1) imamo da je

(8,9) = ¢(0).

Proizvod funkcije o € C* (Q) i distribucije T € D' (Q) se definise
kao o.7 € D' (Q), gde je

(a.T) (@) =T (ap) YoeD(Q).
Izvodi distribucija su dati relacijom

U9 = [ fodx= 000"~ [ refdx= (7.4,
pri ¢emu smo koristili ¢injenicu da test funkcija ¢ ima kompaktan nosac.

Neka je H(x) dato sa

0, x<0

L xo0 (1.2)

H@:{

Funkciju H definisanu sa (1.2) nazivamo Hevisajdova step funkcija.

Primer 1.2.2 Izvod Hevisajdove funkcije dobijamo iz

H0) == [ HWE (x)dx = —(=) +9(0) = (5,0).

Drugim recima,
!
H =29.

Sli¢no, parcijalni izvodi distribucija se definiSu na sledeci nacin:
AkojeT € D' (Q), % € 7' (Q) je distribucija data sa

@ =-1(5) veecow@)
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Teorema 1.2.3 Neka je data funkcijau: R x RT —R", uc C?([a,b] x [c,d]).
Ako je x,x+ Ax,x — Ax € [a,D] i t € [c,d], tada vaZi

Ax.t) — 0 Ax 9?

u(x+Ax 1) —u(xt) S (o) + = sulen M), (1.3)
—ulxr— Ax p) Ax 9?

wx,t) —u(x—Axt) Sunn) =S aunn) M) (14)

gde su 0 <np,M2 < Ax.

Definicija 1.2.10 Kolicnike (1.3) i (1.4) iz prethodne teoreme nazivamo
diferencnim kolicnicima. Pri tome kolicnik (1.3) nazivamo diferencnim
kolicnikom unapred, a (1.4) diferencnim kolicnikom unazad.

Definicija 1.2.11 Neka je f : [a,b] — R, pri cemu je a,b € R i f ogra-
nicena na la,b|. Neka je data podela intervala [a,b] na n podintervala
tackama

a=x)<x1 < ..<Xp_1<x,=b.

Tada sumu

n(fia,b) = Z f(xiz1) (i —xiz1)
nazivamo levom Rimanovom sumom, a sumu
w(f3a,b) Z f(x) (ki —xi—1)

desnom Rimanovom sumom.

Teorema 1.2.4 Nekaje f € C' [a,b]. Neka je M = max { f' (x) : x € [a,b]} .

Tada vazi
b Moo
/f(x)dx—Ln(f;a,b) §32(xi Xi—1)
2 i=1
i
b
M n
[ £@dx=Da(frab)| < T Y (=)

a
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Neka su {f,} i {gn} dva niza. Tada vazi

Y fi(gk1 — 8k) = (fur18ns1 — fngm) — Y 8kt (fierr — f) -
k=m k=m

Gore navedenu formulu nazivamo formulom parcijalnog sumiranja. Ova
formula u stvari predstavlja diskretni analogon formule parcijalne inte-

gracije
[ rag=ro~ [ sar.



Glava 2

Z.akoni odrzanja

2.1 Hiperbolicni sistemi zakona odrzanja

Jednodimenzionalni sistemi zakona odrzanja su sistemi parcijalnih
diferencijalnih jednacina oblika:

%u(x,t)—i—%f(u(x,t)) =0, (2.1)
gdejeu:RxRT - R™i f:R™ — R™,
Definicija 2.1.1 Sistem (2.1) uz pocetni uslov
u(x,0) =up(x), —oco<x<eo t>0

nazivamo Kosijev problem.

Definicija 2.1.2 Ako je Jakobijan sistema zakona odrZanja ' (u) regu-
larna matrica sa realnim karakteristicnim korenima, tada je sistem hi-
perbolican. Ako su uz to karakteristicni koreni medusobno razliciti, tada
je sistem strogo hiperbolican.

15
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Zakon odrZanja moZemo zapisati i u integralnom obliku:

d/ (e, 0)dx = f(u(x1,1)) — f(u(xat)). 2.2)

Ovaj izraz zapravo izrazava konzervaciju veliCine oznaene sa u u smislu
da je brzina promene u iznosu veli¢ine u od satnja x| do x; data razlikom
vrednosti funkcije f(«) u tim taCkama. Stoga se, sasvim prirodno, funk-
cija f(u) naziva funkcijom fluksa problema (2.2).

Integracijom po vremenu dobijamo:

72u(x,t2)dx:ju(x,n)dx—i—/af(u(xl,t))dz—/tzf(u(x%t))dt

Da bismo iz integralnog dobili diferencijalni oblik zakona odrzanja, mo-
ramo pretpostaviti diferencijabilnost funkcija u(x,#) i f(u(x,t)). Tada
je

u(x,ty) —u(x,) /—uxt

Flux,1)) = fu(x,1) / = flut.n)

pa je na osnovu (2.2)
tzf J ( t)—f—af(( t)) pdxdt =0 (2.3)
34 ACiCs xdt = 0. .
1 X
Posto (2.3) vazi na proizvoljnim intervalima [x;,xz] i [f],f2], moZemo
zakljuciti da podintegralna funkcija mora biti jednaka nuli, tj.

ur+ f(u)y =0.

Dakle, uz dodatnu pretpostavku o diferencijabilnosti funkcija u i f (u),
moZzemo zakljuciti da su diferencijalni i integralni oblik zakona odrZanja
ekvivalentni.
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2.2 Skalarni zakon odrzanja

Resenja hiperboli¢nih zakona odrZanja se pojavljuju u obliku talasa.
Ne postoji precizna definicija talasa, ali ga moZemo opisati intuitivno kao
signal koji se prenosi sa jednog mesta u sredini do drugog, prepoznatlji-
vom brzinom. Pri tome signal moZe biti bilo koji poremecaj, kao $to su
maksimum ili promena neke veli€ine.

2.2.1 Linearna jednacina zakona odrZanja

Posmatrajmo najpre KosSijev problem za skalarni zakon odrZanja sa
linearnom funkcijom fluksa:
u; + au, =0 (2.4)
u(x,0) =uo(x),
gdejea € R, —oo <x < oo, t > 0.
Lako se moze proveriti da je reSenje datog problema funkcija
u(x,t) = up(x —at). (2.5)
Krive oblika x — at = x¢ nazivamo karakteristikama skalarne jednacine
odrZanja. Karakteristi¢ne krive zadovoljavaju diferencijalne jednacCine:
¥(1) = a, x(0) = xo
Ako u(x,t) diferenciramo duz karakteristike, dobijamo

d d d /
Eu(x(t)’t) = gu(x(t),t)—kau(x(t),t)x(t)

= u;+au,=0.

Odavde vidimo da je reSenje problema (2.4) konstantno duz karakteri-
stika, tj. da postojanje singulariteta funkcije ug(x) u nekoj tacci xg, po-
vlaci postojanje singulariteta u reSenju duz karakteristike x — ar = xq, dok
¢e duz ostalih karakteristika funkcija reSenja biti glatka. Kao Sto vidimo,
kod linearnih hiperboli¢nih jednacina se singulariteti prenose samo duz
karakteristika.
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2.2.2 Nelinearna jednacina zakona odrzanja

Posmatrajmo sada nelinearnu skalarnu jednacinu zakona odrzanja
w+ f(u), =0, (2.6)

pri ¢emu je f (u) nelinearna funkcija od u. Pretpostavi¢emo da je f kon-
veksna funkcija, tj. f”(u) > 0 Vu (ili, ekvivalentno tome, da je konkavna,
tj. f"(u) <0, Yu).

Uzmimo, na primer da je u (2.6)

1
f(l/l) = 5”27
gde je u diferencijabilno. Tada dobijamo jednaCinu

us + uu, = 0. 2.7)

Jednacina (2.7) je poznata kao Burgerova jednacina i prema [47] pred-
stavlja dobar model nelinearne jednacine skalarnog zakona odrzanja sa
konveksnim fluksom. Stoga ¢emo uvid u problematiku reSenja nelinear-
nih jednacina steéi analiziranjem Burgerove jednacine.

Posmatra¢emo najpre jednacinu (2.7) sa glatkim pocetnim uslovom.
Karakteristike ove jednaCine zadovoljavaju

X (t)=u(x(t),t). (2.8)

S obzirom da vazi

d 0 d /
Eu(x(t),t) = gu(x(t),t)—i—au(X(t),t)x (1)

= u +uu, =0,

vidimo da je u konstantno duz karakteristika. Na osnovu toga iz (2.8)
moZemo zakljuciti da je X’ (¢) konstantno pa su karakteristike prave linije
odredene pocetnim uslovom. Za t dovoljno malo tako da se karakteri-
stike medusobno ne seku, moZemo konstruisati reSenje koje prati karak-
teristike. Za svako (x,t) treba resiti jednacinu

x=E&+u(g0)r (2.9)
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po &, §to nam daje reSenje jednacine (2.7) u obliku

u(x,t) =u(&,0).

Medutim, za vece vrednosti ¢, jednacina (2.9) ne mora imati jedinstveno
reSenje, Sto se deSava u slucaju da se karakteristike seku. A to se prema
[47] moze desiti ako je uy (x,0) < 0 u nekoj tacci. U trenutku kada se
karakteristike preseku, funkcija u (x,7) dobija beskonacni nagib, talas se
lomi i formira skok, nakon ¢ega viSe nema klasicnih reSenja. Iz tog ra-
zloga se uvodi pojam slabih reSenja zakona odrZanja.

Osnovna ideja pri definisanju reSenja sistema zakona odrZanja (2.1)
koje ne zahteva diferencijabilnost funkcija u i f(u) se sastoji u premesta-
nju parcijalnih izvoda sa ovih funkcija na neku drugu, glatku funkciju.
Neka je ¢ € C}(R x R). Ako pomnoZzimo sistem (2.1) funkcijom ¢(x,?)
i integralimo nad intervalom [0, eo] X [—co, o] dobijamo

//(pu,+(pf x| dxdt = 0.
0 —o

Nakon parcijalne integracije, imajuci u vidu da funkcija ¢ ima kompak-
tan nosac, dobijamo

[

Definicija 2.2.1 Funkciju u(x,t) nazivamo slabim resenjem zakona odr-
Zanja ako (2.10) vaZi za sve funkcije ¢ € C} (R x R).

8\8

[Qru+ Q. f (u)]dxdt = /(p x,0)u(x,0)d (2.10)

Napomena 2.2.1 Funkciju ¢ iz prethodne definicije Cesto nazivamo ,test
funkcijom”.

S obzirom da ¢emo u daljem radu posmatrati iskljucivo probleme
sa prekidnim pocetnim uslovom, pod terminom ,reSenje” smatrace se
slabo resenje.
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Definicija 2.2.2 Zakon odrzanja sa pocetnim uslovom

u, x<0
u(x,O):{ui =0 (2.11)

se naziva Rimanov problem.

Posmatrajmo sada Rimanov problem za Burgerovu jednacinu. Oblik
reSenja ovog problema prema [64], [47] zavisi od medusobnog odnosa
konstanti u; 1 u,, pa moZemo posmatrati sledeca dva slucaja:

Slucaj I: u; > u,.

U ovom slu¢aju imamo jedinstveno slabo resenje

ow, o x<st
u(x,t) = { 4 x>st (2.12)
pri ¢emu je
s = M (2.13)
2
Resenje (2.12) nazivamo udarnim talasom ili skokom (engl. shock
u/ ______ _: / X:St
i
ba ur
» X » X

or

Slika 2.1: Entropijski udarni talas

wave), a s predstavlja ovog brzinu talasa. 1z (2.12) moZemo zakljuciti
da se udarni talas sastoji od diskontinuiteta u obliku prekida funkcije
koji putuje po vremenu brzinom s. Pimetimo da karakteristike idu ka
diskontinuitetu, sl. 2.1.
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Slucaj II: u; < u,.

U ovom slucaju reSenje datog problema nije jedinstveno. Jedno od
mogucih resenja je udarni talas (2.12) koji se krece brzinom (2.13). Me-
dutim, karakteristike ovog puta idu od diskontinuiteta (sl. 2.2), Sto ovo
reSenje Cini nestabilnim u smislu da male perturbacije promenljive u ili
dodavanje zanemarljivo malog ¢lana €u,,, € — 0 desnoj strani jednacine
(2.7), mogu dovesti do potpuno drugacijeg reSenja.

- Uy x=st

uy ————-------

Slika 2.2: Neentropijski udarni talas

Drugo resenje, koje je stabilno, je takozvani razredujudi talas (engl.
rarefaction wave, sl. 2.3) oblika

up, x<upt
ulx,t) =< x/t, upt <x<ud .
Ur, X > Uyt

U opstem slucaju, razredujuci talas za jednacinu (2.1) je oblika

u, x< f’(ul)t
uCe,t)y =< ), fllu)t<x<f(u)t . (2.14)
ur, x> f(up)t

Rankine — Hugoniotov uslov

Udarni talas (2.12) je reSenje Burgerove jednacine samo ako je br-
zina talasa data sa (2.13). Brzina udranog talasa se dobija iz zakona odr-
Zanja. Ako pretpostavimo da je st < M, iz zakona odrZanja za Burgerovu
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'/-_ ur
uy -/ t
Slika 2.3: Razredujudi talas
jednacinu dobijamo
M
d
& Jutwnds = fu)-f(w)
-M
1
= 5 (g +uy) (u; —uy) . (2.15)
S druge strane, iz (2.12) imamo
M
/ u(x,t)dx = (M+st)u;+ (M — st) uy,
-M
tako da je
p M
E/u(x,t)dx:s(ul—ur). (2.16)
-M

1z (2.15) i (2.16) sledi (2.13).

Na isti nacin (detalji se mogu naci u [34]), se u opStem slucaju za
proizvoljnu funkciju fluksa f (u), moZe izvesti uslov za brzinu talasa

() = f (ur) = s (i —uy) .

2.17)

Ovaj uslov je poznat kao Rankine — Hugoniotov uslov skoka, (ili skra-

¢eno, RH-uslov). Kod skalarnih problema vazi

o f(ul) _f(”r)

u; — Uy
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Radi lakSeg obelezavanja moZemo uvesti oznaku

gde je
fl=f(u)—f(u) i [u]=w—u-.

Entropijski uslovi

Videli smo da slabo reSenje zakona odrZanja ne mora biti jedin-
stveno pa nam je potreban dodatni uslov da bismo odredili fizicki rele-
vantno reSenje. Ovakav uslov nazivamo uslovom entropije, a reSenje
jednacine zakona odrzanja koje zadovoljava uslov entropije nazivamo
entropijsko reSenje. Pri tome pod fizicki relevantnim reSenjem podrazu-
mevamo ono resenje koje predstavlja granicu reSenja viskozne jednacine

Uz +f(u)x = €Uy

kada € — 0. Medutim, sa ovim uslovom je komplikovano rukovati u
praksi. Stoga su izvedene razne varijante uslova entropije. U ovoj tezi
¢emo navesti samo one koji ¢e nam trebati u daljem radu. Kao §to smo
ve¢ napomenuli, udarni talas bi trebao da ima karakteristike koje idu ka
diskontinuitetu. Skok Cije karakteristike idu od njega nije stabilno reSenje
pa bi u tom slucaju takav skok trebalo zameniti razreduju¢im talasom.
Ovo nam daje prvu verziju uslova entropije.

Definicija 2.2.3 (Laksov uslov entropije) [47] Diskontinuitet koji se krece
brzinom (2.17) zadovoljava uslov entropije ako vazi

fw)>s>f(u).
Primecujemo da za konveksno f, s mora biti izmedu f” (u;) i f/ (u,), $to
se opet, zbog konveksnosti svodi na uslov u; > u,.

Opstiji uslov entropije, koji vaZzi i za nekonveksne funkcije fluksa je
Olejnikov uslov entropije:
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Definicija 2.2.4 [47] KaZemo da je u(x,t) entropijsko resenje skalarnog
zakona odrZanja (2.6) ako vaZi
=82

f) = flu) o ) = fur) (2.18)

u—u U— Uy

za svako u € [uy,uy).

Jo$ opstiji uslov entropije je tzv. uslov Kruzkova koji dobijamo
preko definicije slabog reSenja. Neka je n = 1(u) konveksna funkcija,
a @ nenegativna test funkcija u Ci(R x (0,40)). Ako sa g oznacimo
funkciju za koju vazi

q'(u) = f'(u)n’(u), (2.19)

tada imamo da je
0— / / o+ £ () — €N () pelxdlt

_ / / () dxdi + / / ¢ (u)uxpdxds

—e [ [ (00— 0"(0) (1)) gdxas

_ / / N () @rdoxdt — / / q(u)psdxd, (2.20)
—e//n (pxxdxdt+8//n (1) > dlxdr

// (Pt + q (Px + Sn(Pxx)dxdt

pri ¢emu smo koristili konveksnost funkcije m, tj. 1" > 0.

Nejednakost (2.20) moZemo zapisati u distributivnom smislu kao

0.9
3T 5354 = M

Sto za € — 0 daje

0 0
SN+ 5-4<0. 2.21)
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Funkciju 1 nazivamo entropijskom funkcijom, a g entropijskim fluksem.

Uzmimo na primer
() = ((u—c)*) +8)"2,
d > 0, za neku konstantu c. Ukoliko pustimo 6 — 0, dobijamo funkciju

M) = u—c| (2.22)

q(u) = sign(u—c)(f(u) = f(c))-

Funkciju (2.22) nazivamo funkcijom Kruzkova i prema [34] moZe se po-
kazati da ukoliko za ovu funkciju vaZzi nejednakost

// u)Q; +q(u)Qy)dxdt >0

za svaku konstantu ¢ € R, onda ova nejednakost vazi za sve konveksne
funkcije. Na osnovu toga se uvodi sledeca definicija:

Definicija 2.2.5 KaZemo da je funkcija u entropijsko resenje KruZkova
za problem (2.6) ukoliko nejednakost

i ’ 5 Sign(u—c)(f(u) = f(c)) <0 (2.23)

vazi u distributivnom smislu za svako c.

Nejednakost (2.23) u integralnom obliku postaje

[ [ (=l + signtu—) ()~ £ () youcina = 0

Sto treba da vaZzi za svaku konstantu c¢ i sve nenegativne test funkcije
¢ € CJ(R x (0,400)).
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2.2.3 Numericko reSavanje nelinearnih skalarnih jed-
nacina zakona odrzanja

Posmatrajmo sada problem

w4 f(u)y =0 (2.24)
u(x,0) =up.

Pretpostavicemo da je funkcija fluksa f nelinearna, jer je slucaj sa neli-
nearnom funkcijom fluksa znatno jednostavniji (detalji se mogu naci u
[47D).

Izvrsi¢emo najpre diskretizaciju x — ¢ ravni usvajanjem mreze Sirine Ax
1 koraka po vremenu A¢. Kod hiperboli¢nih problema zakona odrZanja,
uglavnom se uvodi pretpostavka

At/Ax — const  kada Ax,At — 0.
Sada moZemo definisati ¢vorove mreze (x s tn) sa

xj = jAx, j=..-1012,..
t, = nAt, n=0,12,...

Analogno tome moZemo definisati i

1
Xjy1/2 =Xj+Ax/2 = <]—}—§) Ax.

Definicija 2.2.6 Oblast [x s X j+1) X [tn, th+1) nazivamo Celijom mreZe.

Neka je data funkcija u : R x RT™ — R™. Funkciju u definiS§emo u
¢vorovima mreze sa
uj=u (xj,tn) )
MoZemo definisati aproksimaciju funkcije u kao deo po deo konstantnu

funkciju ua, (x,7) Cija je vrednost jednaka u’; u (j,n) — toj Celiji mreZe, tj.

upe (x,1) = uf za (x,1) € [xj,%j11) X [ty tnt1)
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Numericki postupak za reSavanje problema zakona odrZanja se in-
tuitivno definiSe na sledeci naCin: Diskretizacijom pocetnog uslova ug
dobija se pocetna aproksimacija u°. Zatim se iz u° prema odgovaraju-
¢em pravilu konstruiSe u!, iz u!, (ili eventualno i u°) se dobija u? i tako
dalje. Generalno receno, u"*! se izraunava iz «" kod jednokoraénih
postupaka, ili preko «”,u"~!,...,u"", r < n, kod visekora¢nih postu-
paka. Medutim, za reSavanje hiperboli¢nih jednac¢ina zakona odrZanja se
uglavnom koriste jednokorac¢ni postupci. Jedan od razloga je to Sto vise-
koracni postupci zahtevaju viSe memorije 1 postojanje posebnih startnih
procedura s obzirom na ¢injenicu da u prvom koraku imamo samo po-

&etnu aproksimaciju u°.

Za konstrukciju numerickih postupaka se uglavnom koristi diskre-
tizacija jednacine putem zamene izvoda odgovarajuc¢im diferencnim ko-
li¢nicima, tj.

Au  Af(u)
—+——=0.
At i Ax

Postupke kod kojih se u?“ moze izraCunati direktno nazivamo ek-

splicitnim postupcima. Eksplicitne jednokora¢ne postupke moZemo
oznaciti sa

u; = Gu"; ).

Ukoliko se u?“ ne moze izracunati direktno, ve¢ samo preko si-
stema jednacina formata N X N u skalarnom slucaju, ili preko sistema
formata mN x mN ako je u € R", numericke postupke nazivamo im-
plicitnim postupcima. Implicitni postupci se veoma retko Kkoriste za
reSavanje hiperboli¢nih problema zakona odrZanja, stoga ih ne¢emo raz-
matrati u ovom radu.

Konzervativni postupci

Kao $to smo vec videli, slaba reSenja Rimanovih problema neline-
arnih zakona odrZanja ne moraju biti jedinstvena. S numericke strane se
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moZe postaviti pitanje da li ¢e postupak koji smo odabrali konvergirati ka
pravom slabom resenju. Medutim, kod numerickog reSavanja jednaCina
zakona odrZanja se moZe pojaviti i jedan mnogo ozbiljniji problem koji
¢emo sagledati kroz sledeci primer.

Primer 2.2.1 Posmatrajmo Burgerovu jednacinu
u; +uuy, =0,
uz pocetni uslov

0 {1 ]<0
J

Ui =19 0 i>0°
Diskretizacijom uz pretpostavku da je u7 > 0 za sve j,n, dobijamo postu-
pak
At
1

u’J%+ =uj— A—xu;’ (] —uf_y). (2.25)
Iz (2.25) vidimo da je u} = u? za svako j. Iz toga sledi da je u"* = u®
za sve j,n. Stoga postupak (2.25) konvergira ka funkciji u (x,t) = ug (x),
koja uopste nije slabo reSenje problema.

Dakle, moZze se desiti da numericki postupak konvergira ka funkciji
koja nije slabo reSenje jednacine zakona odrZanja koju reSavamo. Stoga
¢emo predstaviti konzervativne postupke, klasu numerickih postupaka
kod kojih je pomenuti problem prevaziden.

Uvedimo najpre, radi lakSeg zapisa, oznaku

At
A= —.
Ax

Definicija 2.2.7 Numericki postupak je konzervativan, ako se moZe za-
pisati u obliku

Wit = (2.26)

— A [T (uj_p,u?_pﬂ,...?u%_q) —F (u?_p_l,u?_p,...,u%q_l)} )
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Funkciju ¥ iz definicije 2.2.7 nazivamo numerickom funkcijom
fluksa. U najjednostavnijem slucaju, p =01 g =1 pa iz (2.26) dobijamo

;}H _ ur; Y [_7: (u?,u?ﬁr]) —F (”?—17”?)} ) 2.27)

u

Radi jednostavnijeg zapisa moZemo uvesti oznaku

g: (ul’l,]> = —{}' (u;?—pa u?7p+1 PRRES) u?—}-q) )
pa postupak (2.26) moZemo zapisati u obliku

Wi = A F () = F W= 1) 2.28)

Definicija 2.2.8 Numericki postupak (2.27) je konzistentan sa orginal-
nom jednacinom zakona odrZanja ako je za u (x,t) =1,

F (u,u)=f(u) VueR.

Za konzistentnost je bitno da funkcija F bude LipSic neprekidna po
svim promenljivama.

U opstem slucaju, kada je ¥ funkcija viSe od dve promenljive, tada
se uslov konzistentnosti svodi na

F (u,u,....u) = f(a),
a LipSicov uslov zahteva postojanje konstante K takve da
| (jpyosttjvg) = f @] <K _max [ujyi =3,

vazi za sve uj; dovoljno bliske sa .

Primeri konzervativnih postupaka

Najjednostavniji konzervativni postupak je jednosmerni postupak
sa numerickom funkcijom fluksa

F(u"sj) = f(uf).
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Medu poznatije konzervativne postupke ubrajamo i Lax-Friedrichs- ov
postupak

1 1
M?H = E(M?H i)~ Ek(f(“ﬁl) — (1)), (2:29)

Sto u konzervativnom obliku daje fluks oblika

1

F ) = o ()~ )+ 3 (PG + )

Postupak poznat pod imenom Engquist — Osher ima funkciju fluksa
oblika

F(u";)) Zf(uj1/2)+/uj+l/2 (f'(u) " du
Uj_1/2

=f(ujs1/2) —/

Uj_1/2

Ujr1/2

(f'(w) " du
=5 ) ) = [ @l
gde je
FHw) =max(f(u),0) i f (u)=min(f (u),0).

Takode je poznata varijanta postupka Lax — Wendroff, tzv. Richt-
myer-ova Sema

Tl ) = F(G i +0) MGG~ F6), (230)

odnosno

n 1 n n A n n
Wiy = ) = S ) — )

w = =M~ ).
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Jo§ jedan primer konzervativnog postupka je druga varijanta po-
stupka Lax-Wendroff, tzv. MacCormack-ova dvokora¢na Sema

Fu ) = 5 (£~ M)~ @) + /), @3D
t.
G = M) )
= )~ S ()~ flw))

Jedan od najcesce koriSéenih konzervativnih postupaka za nume-
ricko reSavanje jednacina zakona odrZanja je postupak Godunova.

Osnovna ideja postupka Godunova se sastoji u sledeCem: Nume-
ricko resenje u" se koristi za definisanje deo po deo konstantne funkcije
u" (x,1,) koja je na Celiji mreZe x; 15 <x < xj,1/ jednaka ;. Data
funkcija nije konstantna nad intervalom ¢, <t < t,41. Stoga koristimo
u" (x,t,) kao pocCetni uslov zakona odrZanja koji reSavamo tacno da bi-
smo dobili u" (x,7) za t, <t <t,,. Zatim definiSemo aproksimaciju re-

Senja 1! za vreme #,1 kao srednju vrednost taénog resenja u vremenu
tn—O—l )
1 Xj+1/2
n+1 __ ~n
uit = / u' (x,ty41)dx. (2.32)
Xj-1/2

Time smo dobili vrednosti koje definiSu deo po deo konstantnu funkciju
"1 (x,t,11) i postupak se nastavlja. Pri tome (2.32) lako moZemo dobiti
iz integralnog oblika zakona odrzanja. Naime, posto je u slabo resSenje
zakona odrZanja, znamo da vazi

Xjy1/2 Xj+1/2 Ini1
/ ' (x,tpy1)dx = / u' (x,t,)dx+ /f(ﬁ" (xj_1/2,1)) dt
Xj-1/2 Xj-1/2 In

Int1

_ / (@ (x40 /001)) d.
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Ako dobijeni izraz podelimo sa Ax, iskoristimo (2.32) i ¢injenicu da je

i (x,1,) = naintervalu (x;_1,%412), dobijamo konzervativni oblik

postupka Godunova
n+1 non n n
up =i = AT (ufen) = F (Wuf)]
pri ¢emu je numericka funkcija fluksa ¥ data sa

In+1

/ £ (x51)0.1)) dt (2.33)

In

1
n .n _

F (uf i) = &
IzraCunavanje integrala (2.33) je trivijalno, jer je u" konstantno nad inter-
valom (,,,+1) u tacci x; /2, Sto sledi iz Cinjenice da je reSenje Rima-
novog problema konstantno duZ karakteristike (x —x;,/,)/t = const. S
obzirom da u konkretnom Rimanovom problemu, 4" duZ linije x =x;1

n
j+ ],u]+1 . Tada nu-

mericki fluks (2.33) moZemo zapisati u obliku

F (ufsulfr) = f (" (] ufi) -

Medjutim, ukoliko je interval po vremenu dovoljno veliki, moZe do¢i do
interakcije talasa koji nastaju reSavanjem susednih Rimanovih problema.
S obzirom da su brzine tih talasa ogranic¢ene sa max |f’ («)| i da se dva
susedna Rimanova problema nalaze na udaljenosti Ax, do interakcije ta-
lasa susednih Rimanovih problema nec¢e doci za At dovoljno malo. 1z tog
razloga se, prema [34] uvodi sledeéi uslov:

zavisi samo od u? iu", ., mozemo u" oznaciti sa u* <u"

A ()] < 1. (2.34)

Definicija 2.2.9 Uslov (2.34) nazivamo Courant-Friedrichs-Levy-evim,
ili skraceno CFL-uslovom.

Konvergencija i stabilnost konzervativnih postupaka

Kao §to smo ve¢ napomenuli, primenom konzervativnih postupaka
izbegavamo dobijanje reSenja koja uposte ne predstavljaju slaba reSenja
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problema zakona odrZanja koji smo posmatrali. Upravo o tome nam go-
vori teorema Lax-a i Wendroff-a.

Teorema 2.2.1 (Lax-a i Wendroff-a) [44]. Posmatrajmo niz mreZa in-
deksiranih sal = 1,2, ..., sa parametrima At;, Ax; — 0, kada | — . Neka
je uj (x,t) numericka aproksimacija dobijena konzistentnim konzervativ-
nim postupkom na l-toj mreZi. Pretpostavimo da u; — u, kada | — oo.
Tada je funkcija u (x,t) slabo resenje jednacine zakona odrZanja.

Kao $to vidimo, teorema Lax-a i Wendroff-a nam ne garantuje samu
konvergenciju postupka, niti da li ¢e to slabo reSenje ujedno zadovoljiti
uslov entropije, ve¢ samo da ukoliko konzervativni postupak konvergira
ka nekoj funkciji, ona predstavlja slabo reSenje navedenog problema.
Sledi kratak pregled rezultata iz oblasti konvergencije 1 stabilnosti kon-
zervatinih postupaka. U tu svrhu ¢emo najpre uvesti pojam totalne vari-
jacije funkcije u na intervalu [0, 7] sa

e—0 &

T oo
1
TV (u) = limsup—//|u(x+£,t)—u(x,t)|dxdt (2.35)

T oo
1
+limsup — / / lu(x,t+¢€) —u(x,t)|dxdt.
e—0 €
0 —o0
Uzimajuci u obzir da je numeric¢ka aproksimacija reSenja zakona odrza-
nja uy, (x,t) deo po deo konstantna funkcija, iz (2.35) imamo da je

|

T/At oo

V(W)=Y Y (Al - a4 Ax
n=0 j=—oo

n+l . n
“j

odnosno

T /At
TV (u") = Z [ATTV (u") + Hu”“ —u””l] :
n=0
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Posmatrajmo sada skup funkcija sa uniformno ogranicenom total-
nom varijacijom i nosacem:

K= {u € L]7T . TVr (I/t) <R i (2.36)
Supp (u(-1)) C [-M,M], ¥t € [0,T]}

gde su M,R € R. Moze se pokazati [47] da je skup K kompaktan. Stoga
svaki niz funkcija iz tog skupa mora sadrzati konvergentan podniz.

Definicija 2.2.10 KaZemo da je numericki postupak TV -stabilan, ako su
sve aproksimacije ux; za At < Aty sadrZane u skupu oblika (2.36).

Teorema 2.2.2 [47] Neka je dat konzervativni postupak sa LipSic ne-
prekidnim numerickim fluksom. Ako za svaki pocetni uslov uy postoji
Atg,R > 0 tako da je

TV (u") <R Vn,AtzaAt <Aty i nAt<T,
tada je postupak TV-stabilan.

Teorema 2.2.3 [47] Ako je konzervativan i konzistentan postupak TV -
stabilan, onda je i konvergentan.

Jedan od najjednostavnijih nacina da se obezbedi 7'V -stabilnost,
prema [49] jeste uslov da totalna varijacija bude nerastuca tokom vre-
mena. Kao §to ¢emo videti, takav uslov nam obezbeduje da totalna vari-
jacija u proizvoljnom trenutku vremena bude ogranicena totalnom vari-
jacijom pocetnog uslova. Stoga moZemo definisati sledecu klasu nume-
rickih postupaka:

Definicija 2.2.11 Za numericki postupak kaZemo da je postupak nera-
stuce totalne varijacije (engl. Total variation diminishing method) ili
skraceno TV D ako vaZi

TV (") < TV (u").
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Neposredno iz definicije sledi da za TV D-postupke vazi
TV (") < TV (u®) < TV (),

za svako n > 0.

Jedan od problema koji se moze javiti kod numericke aproksimacije
prekidnih reSenja je pojava oscilacija u okolini diskontinuiteta. Da bismo
prevazisli pomenuti problem, uvodimo definiciju postupaka koji cuvaju
monotonost.

Definicija 2.2.12 [49] KaZemo da numericki postupak cuva monotonost
ako iz
u? > (<) (j)-za svako j
sledi
u? > (§)u’} za svako j,n.

Iz definicije se jasno vidi da kori§¢enjem postupka koji cuva mono-
tonost ne moze do¢i do pojave oscilacija u okolini diskontinuiteta, jer je
Rimanov pocetni uslov monoton.

Teorema 2.2.4 [49] Svaki TV D-postupak cuva monotonost.

Definicija 2.2.13 KaZemo da numericki postupak u?“ = G (u";)) ima

osobinu l|-kontrakcije, ako za svako u" i V', gde je VTFI =G(W4sJj)za
koje u* —V" ima kompaktan nosac, vazi

||un+l _vn—i—IHI S ||Mn_vnH1.

Prema [27], lako se moZe dokazati da je postupak Godunova /;-kontrakcija.

Teorema 2.2.5 [49] Postupak sa osobinom l|-kontakcije je TV D.

S obzirom na Cinjenicu da su 7V D-postupci konvergentni, sledi da
su postupci sa osobinom /;-kontakcije konvergentni.
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Definicija 2.2.14 KaZemo da je numericki postupak u?“ =G (u"; j) mo-
noton ako vazi

n n . n—+1 n+1 .
Vi > U Vi — v zuj Vj.

Prema [34], da bismo pokazali da je neki numericki postupak mo-
noton, dovoljno je proveriti da li vazi

5,29 W) 20 Vi, ju. (2.37)
l

Primer 2.2.2 PokaZimo da je Lax-Friedrichs-ov postupak monoton pod
uslovom da je zadovoljen CFL-uslov.

1z (2.29) vidimo da je

n, - 1 n n 1 n n
G"; j) = 5(”j+1 +ujy) — E)\'(f(uj-i-l —f}y),)
pa je
B %(1+7Lf/(uj_1)) za i=j—1
oG ') = s(1=Af'(ujr1)) za i=j+1
! 0 inace
Iz CFL-uslova imamo da je 1 + kf’(u’}) > 0 za svako i, pa (2.37) vaZi za

svako i, j.

Teorema 2.2.6 [49] Svaki monotoni postupak je 1y -kontrakcija.

Ako rezimiramo odnose medu odgovaraju¢im tipovima numerickih
postupaka, dobijamo sledecu Semu:

monoton — /; — kontraktivan — 7V D — ¢uva monotonost

Kod numerckih postupaka se uvek postavlja pitanje koliko dobro
aproksimiraju reSenja problema koji reSavaju. Da bismo definisali red
tanosti numerickih postupaka za reSavanje jednacina zakona odrZanja,
moramo najpre uvesti pojam lokalne greske odsecanja.
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Definicija 2.2.15 Lokalnu gresku odsecanja numerickog postupka defi-
nisemo sa

1

La(x) = Ar (S(Af)u— Sn(At)u) (x),

gde je S(t) operator reSenja problema (2.24), tj. u = S(t)uq predstavlja
reSenje u vremenu ¢ , dok Sy(¢) predstavlja formalni operator reSenja
postupka, tj.

Sn(An)u(x) = u(x) = A(F (u;j) = F(u;j—1)).

Definicija 2.2.16 KaZemo da je numericki postupak reda tacnosti p uko-
liko za svako glatko reSenje u(x) vazi

|Las| = O(ALP),
kada At — 0.

Teorema 2.2.7 [47] Monotoni postupak je najvise prvog reda tacnosti.

Odavde mozemo zakljuciti da je Lax-Friedrichs-ov postupak najvise reda
taCnosti jedan. Na osnovu oblika lokalne greSke odsecanja, koji je prema
[34] za ovaj postupak oblika

Ly = 2 = (O @)~ 1) + O (817

iz ¢ega vidimo da je Lax-Friedrichs-ov postupak zaista reda tacnosti je-
dan. Isto tako, na osnovu oblika lokalne greske odsecanja, prema [34],
postupak Godunova je takode reda tacnosti jedan, dok su postupci Lax-
Wendroff i MacCormack reda tacnosti dva. Postupci drugog reda tacnosti
proizvode oscilacije u okolini diskontinuiteta, Sto nije slucaj kod postu-
paka niZeg reda tacnosti. Iz tog razloga se ¢esto kombinuju fluksevi viseg
1 niZeg reda taCnosti i tako dobijaju hibridni postupci viSeg reda taénosti
bez oscilacija. ViSe o tome se moZe naci u [34, 47].

Napomena 2.2.2 Dokazi gore navedenih teorema se mogu naci u [34,
47, 49].
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Uslov entropije

Podsetimo se uslova entopije Kruzkova koji zahteva postojanje ska-
larne entropijske funkcije 1 () i entropijskog fluksa ¢ (1) za koje u di-
stributivhom smislu treba da vaZi nejednakost (2.21). Da bismo pokazali
da slabo reSenje u (x,t) dobijeno konzervativnim postupkom zadovoljava
uslov entropije, prema [47], dovoljno je pokazati da vaZi diskretni uslov
entropije

n (“’f“) < (u}) =A[Q ")) — Q" j—1)], (2.38)

gde je Q odgovaraju¢i numericki fluks entropije koja mora biti konzi-
stentna sa ¢ u istom smislu kaoi ¥ sa f.

Postupak Godunova je jedan od popularnijih numeric¢kih postupaka
upravo iz razloga jer se prema [49] moZe pokazati da ukoliko u svakom
koraku po vremenu koristimo entropijska reSenja Rimanovog problema,
reSenje dobijeno ovim postupkom je takode entropijsko.

Pretpostavimo da je 1 (u) konveksna funkcija entropije, a ¢ (1) en-
tropijski fluks, tako da svako u”* zadovoljava uslov entropije (2.21). Na-
mera nam je da izvedemo diskretni uslov entropije oblika (2.38). Po-
Sto u" (x,1) za t, <t < t,+ predstavlja tacno reSenje koje zadovoljava
uslov entropije, tada integracijom nejednakosti (2.21) nad pravougaoni-
kom [x;_1/2,%11/2] X [ta,tat1] dobijamo

| Xj+1/2 ] Xjy1/2
o [ @ enears o [ n@xn)ds

Xj-1/2 Xj-1/2

Int1 Int1

1

e | [ 9@ ) [ (i) ar

In In

S obzirom da je funkcija u" konstantna duZ tri od Cetiri stranice datog
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pravougaonika, imamo da je

Xj+1/2

1
N / (@ (5 1)) dx (2.39)

< ) ~Ala @ (@)~ (6 )]

Sada mozemo definisati numericki fluks entropije sa

Q(u?au?qu) = q(”t*(u]}'au}}ﬁ»l))' (240)

Jasno je da je Q konzistentno sa g. Dakle, desna strana nejednakosti
(2.39) se slaze sa (2.38). Leva strana iste nejednakosti nije jednaka

n (u?“) jer " (x,t,41) nije konstantno u intervalu [xj_l/z,xjﬂ/ﬂ .

Medutim, posto je n konveksna funkcija, mozemo koristiti Jense-
novu nejednakost

Xjt1/2 Xjt1/2

1
| [ Pened] <o [ @) @4y

Xj—1/2 Xj=1/2

Leva strana ove nejednakosti je jednaka n <u’]1 +1> . Kombinacijom izraza
(2.39), (2.40) 1 (2.41) dobijamo trazenu nejednakost entropije

n () <0 (@) = h[Q () — 0 ().

Prema [49], fluks postupka Godunova koji daje entropijsko reSenje
skalarnog zakona odrZanja je oblika

minujgugujﬂf(u) za uj<ujp

242
maxy,  <u<u; f(4) 22 ujp1 <uj. (242

F o) = {

Za dobijanje entropijskih reSenja zakona odrZanja vazna je 1 klasa
monotonih konzervativnih postupaka. U [16] Crandall i Majda su doka-
zali sledeéu teoremu:
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Teorema 2.2.8 Numericko resenje jednacine zakona odrZanja dobijeno
konzistentnim monotonim konzervativnim postupkom sa konstantnim ko-
licnikom At / Ax konvergira ka entropijskom reSenju za At — 0.

S obzirom da smo videli da je postupak Lax-Fridrichs-a monoton,
mozemo zakljuciti da su numeri¢ka reSenja dobijena ovim postupkom
entropijska.

2.3 Sistemi zakona odrZanja

2.3.1 Linearni hiperboli¢ni sistemi

Posmatrajmo linearni sistem zakona odrZanja
u; +Au, =0 (2.43)

sa pocetnim uslovom
u(xv 0) = uo(x),

gdejeu: RxR — R™ a A e R™™ matrica sa konstantnim koefici-
jentima i f(u) = Au. Pretpostavicemo da je sistem (2.43) strogo hiper-
boli¢an. S obzirom da su tada karakteristicni koreni matrice A realni i
razliciti, postoji skup od m linearno nezavisnih karakteristicnih vektora
pa moZemo izvrSiti dekompoziciju:

A=RAR !,
A = diag(M, Az, ..., Ay) gde su Ay, p=1,2,...,m, karakteristi¢ni koreni
matrice A, a R=[r | rp | ... | r,y] matrica karakteristi¢nih vektora. Tada
vazi

Arp =Aprp

za p =1,2,...,m. Nakon mnoZenja sa R~! i uvodenja smene

v=Rlu
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dobijamo
Vi + Au, = 0.

Posto je A dijagonalna matrica, dobijamo m nezavisnih skalarnih jedna-
¢ina oblika
(Vp) +2Ap (vp), =0
¢ija su reSenja na osnovu (2.5) data sa
vp(x,1) = vp(x—Aput,0).
Iz Cinjenice da je
v(x,0) = R 'ug (x),

sledi da je reSenje problema (2.43) dato sa:
m m
= ¥ vl = L vple— ot O (2.44)
p=1 p=1

Krive x = xo + kpt, Cine familiju karakteristika, i ¢esto ih nazivamo ka-
rakteristikama p-te familije.

Rimanov problem

Posmatrajmo Rimanov problem (2.11) za strogo hiperbolic¢an line-
arni sistem (2.43). Posto su tada karakteristi¢ni koreni matrice A realni i
razli¢iti, mozemo ih urediti:

M<A<...< Ay

Resenje linearnog sistema je dato sa (2.44). S obzirom da su karakteri-
sti¢ni vektori matrice A linearno nezavisni, jer su karakteristicni koreni
medusobno razli€iti, oni ¢ine bazu prostora R” pa vektore u; i u, mo-
Zemo prikazati u obliku:

m m
u = Z Oplp, Ur= Z Bprp-
p=1 p=1
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Tada je
oy, x<0

%@ﬂ%:{ﬁm x>0

pa je
oy, x—=Apt <0
W)—{B,,, =Dt > 0.

Oznacimo sa J(x,t) maksimalnu vrednost p za koju je x — A, > 0. Tada
je

J(x,t)
u(x,t) =Y Bprp+ ), 04y,
p=l1

p=J(x,1)+1

odnosno

x—Apt>0

ulx,t) = w+ Z (Bp—op)rp
Uy — Bp—ap)rp
x=Apt<0
DuzZ p-te karakteristike reSenje ima skok oblika

U =By —p)rp. (2.45)
1z f(u) = Au sledi

[fl=Alu] = (Bp— o) Arp =1p[u],

Sto nam ukazuje na ¢injenicu da skok (2.45) zadovoljava RH-uslov.

Napomena 2.3.1 Skok (2.45) u p-toj karakteristicnoj familiji se Cesto
naziva p-talasom.

2.3.2 Nelinearni sistemi

Posmatrajmo sada nelinearni sistem

w+ f (), =0, (2.46)
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gde je u(x,t) € R™. Pretpostavicemo da je sistem (2.46) striktno hiper-
boli¢an. S obzirom da tada matrica f’ (u) ima realne i razli¢ite karakteri-
sti¢ne korene koje mozemo oznaciti sa A (u) < ... <Ay, (1) , postoji i od-
govarajuci skup linearno nezavisnih karakteristi¢nih vektora {rp (u) }Zzl .
Resenje Rimanovog problema za sistem (2.46) sastoji od m diskontinui-
teta koji se prostiru konstantnim brzinama s; < s, < ... < s, za ||uy — uy||

dovoljno malo.

Posmatraju¢i nelinearnu skalarnu jednaCinu zakona odrZanja smo
pretpostavili da je funkcija fluksa konveksna. Sada ¢emo dati uopstenje
tog uslova na nelinearne sisteme jedacina zakona odrZanja.

Definicija 2.3.1 Za p—to karakteristicno polje kaZemo da je zaista neli-
nearno ako vazi
VA, (u)-rp(u) #0 (2.47)

za svako u, gde je VA, (u) = (0A,/dui,....,0N, /Ouy,) .

Napomena 2.3.2 Zam =1, A (u) = ' (u), a r1 (u) = 1 za svako u, pa
se uslov (2.47) svodi na uslov konveksnosti f" (u) # 0 Vu.

Shodno prethodnoj definiciji moZzemo dati i uopstenje uslova entro-
pije:
Definicija 2.3.2 (Laksov uslov entropije) [47] Skok sa u; na u, u p—
tom pravom nelinearnom polju zadovoljava uslov entropije ako vaZi

Ap (up) > s> Ay (uy), (2.48)

pri cemu je s brzina talasa.

Skok sa u; na u, u p-tom pravom nelinearnom polju nazivamo p-
talasom. Dakle, svaki p-talas koji predstavlja reSenje nelinearnog sistema
zakona odrZanja mora zadovoljavati Laksov uslov entropjie. U suprot-
nom, neentropijski p-talas valja zameniti razredujuc¢im talasom oblika

u, x<&t
u(x,r) =4 wx/t), &r<x<&u , (2.49)
up, x>6&t
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pri Cemu je w glatka funkcija, a w(&;) = u; i w(&y) = u,. Prema [47],
funkcija w u (2.49) je odredena sistemom obicnih diferencijalnih jedna-
¢ina

§1 <&<& (2.50)

uz pocetni uslov
w (Edl) = uj,

gdeje &1 =N, (1) i & = Ap (u,) . 1z (2.50) vidimo da u slucaju skalarne
jednacine (2.49) postaje (2.14).

Definicija 2.3.3 Za p-to karakteristicno polje kazemo da je linearno de-
generisano ako vaZi

VA, (u)-rp(u) =0, Vu.

Diskontinuitet u linearno degenerisanom polju nazivamo kontaktni dis-
kontinuitet.

Za opsti nelinearni sistem sa p— tim linearnim degenerisanim po-
ljem, se prema [47] moZe pokazati da je brzina prostiranja kontaktnog
diskontinuiteta koji povezuje konstante u; i u,, jednaka s =X, (u;) =
Ay (u). Stoga kod sistema koji se sastoje od zaista nelinearnih i line-
arno degenerisanih karakteristicnih polja, Laksov uslov entropije (2.48)
mozZemo zapisati u obliku

Ap(up) > s> Ay (uy).

2.3.3 Numericko resavanje sistema zakona odrzanja

Kao $to ¢emo videti, nelinearni sitemi se uglavnom mogu linearizo-
vati, te se njihovo reSavanje svodi na reSavanje linearnih sistema zakona
odrZzanja. Stoga ¢emo najpre opisati postupak Godunova za reSavanje
linearnog sistema jednacina zakona odrZanja.
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Linearni sistemi

Posmatrajmo sistem linearnih jednacina zakona odrZanja

u; +Au,, = 0.
ReSavanjem Rimanovog problema za u't § iu’ jSE dobijamo
u (u “J+1) u + Z Ocprp—u Z Oplp,
Ap<0 Ap>0

gde je r, p—ti karakteristiCni vektor matrice A, a o, njegov koeficijent u
razvoju u';, | — u’;. Podsetimo se da je vektor o dat sa

=R (ufy —uj),
pri ¢emu smo sa R oznacili matricu karakteristicnih vektora matrice A.
Uvedimo sledece oznake:
Ay = max(A,,0), AT =diag(A],...,A;), (2.51)
A, = min(X,,0), A~ =diag (], .‘.,x,;) . (2.52)

Otigledno je da vazi AT +A~ = A. U skladu sa (2.51) i (2.52), uvodimo
oznake
AT =RATR™!, A-=RA R

Takode vazi AT +A~ = A.

Koriste¢i navedene oznake, fluks postupka Godunova za reSavanje
sistema linearnih jednaCina zakona odrZanja postaje

ffujn) = A ()
= Auj+ Z ophpry = Auf g — Z oAty
Ap<0 Ap>0
= Au +A” ( Uity u”) (2.53)

= A —AT (- ). (2.54)
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Ako (2.53) uzmemo za F (u;?, ”’}H) ,a(254)za F <u?71,u’}>, tada po-

stupak Godunova moZemo zapisati u obliku

G A ) AT )] e

Nelinearni sistemi

Posmatrajmo sada nelinearni sistem jednacina zakona odrZanja
u+ f () uy =0, (2.56)

gde je u € R™. Dati problem se prema [69] moZe resiti takozvanom Roo-
vom linearizacijom, koja se sastoji u pronalazenju matrice s konstantnim
koeficijentima A (u;,u,) za aproksimaciju funkcije f’ (u). Za pomenutu
matricu se postavljaju sledeci uslovi:

A, ur) (ur = wr) = f (ur) = f (1) (2.57)
A (u7,u,) je regularna matrica sa realnim karakteristiénim korenima (2.58)
A(ug,ur) — f () kada uy,u, — 7 (2.59)

Nakon linearizacije problema (2.56) reSavamo linearni sistem jednacina

zakona odrZanja oblika
i+ A (ug,uy) i = 0. (2.60)

Prvi uslov se odnosi na zadovoljenje RH — uslova diskontinuiteta koji se
pojavljuju u reSenju. Drugi uslov obezbeduje hiperboli¢nost i reSivost
sistema (2.60), a treci uslov se odnosi na konzistentnost problema.

Konvergencija i stabilnost

Za opsti nelinearan sistem zakona odrZanja sa proizvoljnim pocet-
nim uslovom, do sada nazalost, ni jedan postupak se nije pokazao sta-
bilnim, odnosno konvergentnim. Medutim, u [24] i [48] se na primer,
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moZe videti da se u nekim specijalnim slu¢ajevima dobija konvergencija.
Uprkos Cinjenici da postupak za reSavanje skalarnog zakona odrZanja ne
garantuje konvergenciju prilikom reSavanja proizvoljnog sistema zakona
odrzanja, u praksi se pokazalo da proSirenje nekih postupaka na sisteme
daje dobre rezultate.

2.4 Prostorno promenljivi fluksevi

U dosadaSnjem izlaganju smo pretpostavili da funkcija fluksa za-
kona odrZzanja (2.1) ne zavisi eksplicitno od promenljivih prostora i vre-
mena, $to je tano samo u slu¢aju homogene sredine. Ako posmatramo
nehomogenu sredinu, funkcija fluksa eksplicitno zavisi od promenljivih
prostora i vremena. Cak §ta viSe, ova zavisnost moZe da bude i prekidna,
kao na primer u slu€aju kada se sredina sastoji od razlicitih slojeva. Opsti
oblik skalarne jednaCine sa prostorno promenljivim fluksom je

u+ (F(x,u))x =0 (2.61)
u(x,0) =uo(x),
gde je u nepoznata, a F' glatka funkcija fluksa koja je prostorno promen-
ljiva. Jo$ opstiji oblik ove jednacine dobijamo ukoliko pretpostavimo da
F zavisi (prekidno ili neprekidno) i od prostorne i od vremenske promen-
ljive,
u + (F(x,u,t)), =0
u(x,0) =up(x).

U okviru ovog rada ¢emo se baviti isklju¢ivo jedna¢inama oblika
(2.61). Ova jednacina ima nekoliko specijalnih oblika. Ovde ¢emo na-
vesti samo dva oblika koja ¢emo proucavati u daljem radu, dok se ostali
oblici mogu naci u [57].

- Multiplikativni oblik
ur+ (a(x)f(u))x =0 (2.62)
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u(x,0) =up(x),

koji dobijamo za F(x,u) = a(x)f(u), pri ¢emu a(x) moze da bude pre-
kidno ili neprekidno.

- Oblik sa dva fluksa

ur + (H(x)g(u) + (1 — H(x))h(u))x =0 (2.63)
u(x,0) =up(x),

gde su g i h LipSic neprekidne funkcije, a H tzv. Hevisajdova funk-
cija sa osobinom

0, x<0
H(x):{ I, x>0~

2.4.1 Numericko resavanje problema zakona odrzZanja
sa prostorno promenljivim fluksom

Pretpostavimo sada da funkcija F(x,u) u (2.61) zavisi od x nepre-
kidno, dok ¢emo se slucajem kada je ova zavisnost prekidna baviti u
glavama 4 — 6.

Bale, Leveque, Mitran i Rossmanith su razvili postupak Godunova
za reSavanje zakona odrZanja sa prostorno promenljivim fluksom. Sledi
kratko objaSnjenje ovog postupka, dok se viSe detalja moZe naci u [7, 49].

Da bismo resili jednacinu zakona odrzanja sa prostorno promenlji-
vim fluksom, neophodno je najpre izvrsiti diskretizaciju fluksa tako da
dobijemo funkciju Fj(u) koja vazi na j-oj ¢eliji mreZe. Ako je jednacina
zakona odrZanja oblika (2.61), onda diskretnu funkciju fluksa moZemo
definisati sa

FJ(M) :F(Xj,l/t),
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za F dovoljno glatko u odnosu na x. Tada se Rimanov problem na ¢eliji
X;j_1/2 sastoji od jednacine

u+Fi_yp(x,u)y =0,
zajedno sa pocetnim uslovom, pri ¢emu je

B Fj—l(“)v x<xj—1/2
Fj_1/2(x7u)_{ FJ(M)7 x>xj—l/2 .

ReSavanje gore navedenog Rimanovog problema se pak sastoji od pro-
nalazenja konstanti i ; 1/, 1, ; 1/ koje zadovoljavaju

Fj1(fi j—12) = Fj(j—12),

pri Cemu u;_; moZe da se poveZe sa i ; 1/, iskljucivo pomocu talasa
koji putuju u levo, a ii,.; /5 sa u; iskljucivo pomocu talasa koji putuju u
desno. Ukoliko talas koji spaja i ; 1/, 1 i, ;1> ne bi bio stacionaran,
tada reSenje problema ne bi bilo ograniceno, (videti odeljak 16.4 u [49]).

U sluéaju kada je F(x,u) = F(u), tj. ukoliko je funkcija fluksa pro-
storno nezavisna, ovaj postupak se poklapa sa standardnim postupkom
Godunova ¢ija je numericka funkcija fluksa oblika (2.42).

2.4.2 Uslov entropije

Kao i kod zakona odrZanja sa prostorno nezavisnim fluksom, vazno
je odrediti koja su reSenja dopustiva.

Multiplikativni oblik zakona odrzanja

Posmatrajmo najpre jednacinu oblika (2.62), i izvedimo odgovara-
juci uslov entropije. Pretpostavimo da je N = 1(«) konveksna funkcija, a
¢ nenegativna test funkcija u C3'(R x (0,00)). Tada imamo da je

0= / / (g + (@) f (1) )2 — £t )Y () @ xdt



GLAVA 2. ZAKONI ODRZANIJA 50

_// ur +a(x) f (u)uy + K (x) f(u) — €u )N’ (1) @dxdt

_ / / () pdxdt + / / u)pdxdt + / / K (x u)pdxd
—¢€ / / uxxn u)Qdxdt
— / / N () odxdt + / / K (x)g(u))dxdr
+ / / K (x w)pdxdi — / / ) (1) @clxdlt
/ / N(u)Q,dxdt — / / u) Q. dxdt
—//k’ () (f)n () —q(u))(pdxdt—8//n(u)(pxxdxdt
+e / / N (u) (uy) > Pdxdt

/ / 1)Qy + a(x)g()@e + K () (£ () (u) — g(u))@ +Engur)dxdr,

gde je g(u) definisano sa (2.19) i i n” > 0. Uz iste pretpostavke i na
potpuno isti nacin kao i u slucaju zakona odrZanja sa prostorno nezavi-
snim fluksom, prema [87] mozemo zakljuciti da je u dopustivo reSenje
problema (2.62) ukoliko je nejednakost

%|u —c|+ %(a(x)q(u)) +sign(u—c)k' (x)f(c) <0. (2.64)

zadovoljena u distributivnom smislu za sve konstante c.

Zakon odrZanja sa dva fluksa

JednacCinu (2.63) moZemo zapisati i u obliku
ur + F(x,u), =0, (2.65)
gde je funkcija fluksa F oblika

F(x,u) =H(x)g(u)+ (1 —H(x))h(u).
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U [38] se moze naci uslov entropije za neSto opstiji zakon odrZanja
oblika

ur+ (F (Y(x),u)), = D(u)xx (2.60)
u(x,0) = up(x),

koji dopustivim smatra ono reSenje u(x,?) koje zadovoljava sledecu ne-
jednakost tipa Kruzkova

|u—cl + (sign (u—c) (F(v(x),u) = F(Y(x),¢))) .+ D) = D(c) |x
+7 (x) sign(u — ¢)F(y(x),c) <0
(2.67)

za svako konstantno ¢ € R u distributivnom smislu.

Posto (2.65) sledi iz (2.66) za y(x) = x, D = 0, nejednakost (2.67) u
tom slucaju postaje

lu—cls+sign ((u—c) (F(x,u)

x,0))),
+sign(u — )Fx(x c) <0. (2.65)






Glava 3

Profili udarnih talasa

3.1 Diskretni profili udarnih talasa

Neka je
u+F(x,u)y=0, xeR,t>0 (3.1)

sistem zakona odrzanja, pri cemu je F : U — R neprekidna funkcija
fluksa, a U konveksan otvoren podskup skupa R™, zajedno sa pocetnim
uslovom

up(x) = a(x).
Pretpostavimo da je sistem hiperboli€an u okolini #; 1 u,. Posmatracemo

ponaSanje numerickih aproksimacija sistema (3.1) na mrezi AxZ x AtN i
pretpostaviti da je numericki postupak konzervativan i konzistentan.

Prema [72], putujudi talas od u; do u, nazivamo diskretnim profi-
lom udarnog talasa, ili krace, DSP (od engl. discrete shock profile). U
stvari, DSP je reSenje jednaCine (2.28) oblika

ui = u(j—nsh), (3.2)

53
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sa grani¢nim uslovom
u(-00) = uy, u(+00) = u,.
Jednacinu (3.2) moZemo zapisati i u obliku

xj—stn)
)

n__
I/t-—l/t( Ax

iz Cega se jasno vidi da parametar s € R predstavlja brzinu talasa. Funk-
ciju u iz gornje jednacine nazivamo udarnim profilom. Ukoliko Ax — 0,
dobijamo talas oblika

u(xt): uj, x<st.
’ Uy, X > St

S obzirom na Cinjenicu da u, definisano sa (3.2), predstavlja putujuci
talas numericke Seme, ova funkcija takode zadovoljava jednacinu

u(y —sh) = u(y) + AMF(Mx,u(y = p),....u(y+gq—1))
—F(Msxu(y—p41),...,u(y+q)))) (3.3)
=:G(Mx,u(y—p),...,u(y+q))-

Uvedimo sledec¢u oznaku:
u:=s\.

Parametar u Cesto nazivamo ,brzinom mreze”, s obzirom da predstavlja
prosecan broj tataka napredovanja talasa po koraku vremena. Radi sta-
bilnosti postupka, informacije se kroz numericki postupak moraju pro-
stirati brze od talasa. Zato je neophodno da bude zadovoljen CFL uslov
oblika

—g<<u<p.
Ukoliko je npr. p =1 a g =0, ovaj uslov postaje 0 < u < 1.
Iz jednacine (3.3) vidimo da domen pofila # mora da bude trans-

laciona invarijanta u odnosu na parametar u. Stoga je minimalni domen
profila aditivna grupa Z + uZ. Ukoliko je u = r/I racionalno, tada u stvari
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imamo diskretni domen /~!Z. S druge strane, ukoliko je parametar u ira-
cionalan, tada Z + uZ postaje gust u R. U ovom slucaju, pretpostavljamo
da se u moze definisati na celoj realnoj pravoj, a odgovarajuci profil na-
zivamo ,neprekidnim diskretnim” udarnim profilom.

Pretpostavimo da je u = r/I racionalno i da je r > 0. Tada se jedna-
¢ina (3.3) prema [10] moZe integraliti jedanput. Razlika u(y) — u(y — u)
se moze zapisati u obliku

") uly =) ey ).

u(y) —u(y —p) =u(y) +... +uly -

Na slic¢an nacin vr§imo dekompoziciju razlike flukseva i na osnovu (3.3)
zaklju¢ujemo da je izraz

r—1

: !
Jj k k
Z u(y— 7) —kz F(Mxu(y—p+ 7),...,u(y—|—q— 1 —i—;))
Jj=0 k=1

konstantan u odnosu na pomeranje od 1/1. Jasno je da ovaj izraz ostaje
konstantan na celom domenu /~'Z. Njegovu vrednost dobijamo ukoliko
pustimo y — F-oo:

r—1 : / k
Z u(y— %) —kz F(?u;x,u(y—p—f— 7),) =ru ,—MF (ur,),
j=0 k=1

pri ¢emu smo koristili uslov konzistentnosti fluksa. Odavde dobijamo
potreban uslov

Fluy) —F(u) = %(u,—ul),

Sto u stvari predstavlja Rankine — Hugoniotov uslov, koji dozvoljava spa-
janje konstanti u, i u; diskontinuitetom brzine s koji pretsavlja distribu-
tivno resenje jednaCine

Ukoliko je parametar u iracionalan, sasvim je prirodno pretpostaviti
da je profil u : R — U neprekidan. Tada je opet, prema (3.3) izraz

X%k/ F(hx,u(y—p),.. (y+q—1))dy—/xiyu(y)dy
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konstantan. Kada izracunamo njegove vrednosti na krajevima oo, dobi-
jamo

x+1 X
7»/ F(k;x,u(y—p),---,u(qu—1))dy—/ u(y)dy = M (uy,,) —puyr,
X x—u

iz Cega opet sledi RH-uslov.

3.2 Viskozni profili

Viskozni profil zadovoljava nelinearnu obi¢nu diferencijalnu jedna-
¢inu
W = ( Go M)/ :
u distributivnom smislu, pri ¢emu smo sa G oznacili
G(u) = F(u) — su.
Nakon integracije gornje jednacine dobijamo
U = Gou—cst.
Posto je graniCna vrednost u u +oo jednaka u; ., imamo da je konstanta
integracije jednaka G(u; ,), iz Cega zakljuCujemo da je
G(u;) = G(uy),
Sto predstavlja RH-uslov.
Posto u;, u, predstavljaju dve susedne nule funkcije G — G(u;), ova
funkcija ima konstantan znak imedu njih. Viskozni profil se smatra do-

pustivim ukoliko se znak funkcije G — G(u;) poklapa sa znakom u, — u;.
Ovaj uslov dopustivosti je u stvari Olejnikov uslov entropije.

Uslov dopustivosti viskoznog profila se mozZe predstaviti i kao uslov
da ovaj profil dostize grani¢nu vrednost putujuceg talasa viskozne aprok-
simacije jednacine

u+ F(x,u)y = €Au,

gde smo sa A oznacili Laplasov operator.
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3.3 Egzistencija DSP-a numerickih postupaka

Egzistencija DSP—ova kod numerickih postupaka za reSavanje za-
kona odrzanja sa neprekidnom funkcijom fluksa je dokazana u nekoliko
slucajeva. Tako na primer, u [36] je dokazana egzistencija i stabilnost
DSP-a za striktno monotone Seme sa diferencijabilnom funkcijom fluksa
za skalarne zakone odrZanja. Majda 1 Ralston su u [55] dokazali egzi-
stenciju DSP za konac¢ne diferencne Seme reda tacnosti jedan za sisteme
zakona odrzanja kada je As racionalno. U [79] je dokazana egzistencija
DSP za Semu Lax-Wendroff kada je As racionalno. Haitao Fan je u [26]
dokazao egzistenciju i jedinstvenost LipSic neprekidnog DSP-a za Semu
Godunova. Zatim je u [27] uz pretpostavku da par (u;,u,) zadovoljava
uslov Olejnika (2.18) dokazao sledeéu teoremu:

Teorema 3.3.1 [27] Numericki postupci sa fluksom klase C' koji cuvaju
monotonost imaju DSP kada je \s racionalno.






Glava 4

Z.akoni odrzanja sa prekidnim
fluksom

Posmatrajmo zakon odrZanja oblika (2.63). U skladu sa definicijom
slabog resenja zakona odrZanja koju smo predstavili u glavi 2, mozemo
reci da funkciju u : R x Ry — R smatramo slabim reSenjem ukoliko V¢ €
C* xR, vazi

/_O; /Ooo (u%—(tp +(Hx)g(u)+(1 —H(x))h(u))g_()s)dxdt

+/_O:° uo(x)@(x,0)dx = 0.

Lako se moZe proveriti da ovo poslednje vaZi ako i samo ako u u slabom
smislu zadovoljava

u+h(u),=0 x<0, r>0

u+gu)y=0 x>0, r>0 “.1)
1u x = 0 zadovoljava RH-uslov u smislu da za skoro svako ¢ vazi
g(u’ (1)) = h(u (1)), 4.2)

59
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gde je

J’_ _ . . - _ .
u (t)—x1_1>r(§1+u(x,t) i u (t)—xl_l)rgl_u(x,t). 4.3)

4.1 Egzistencija reSenja

Vazno je napomenuti da ne postoji uvek slabo reSenje za sve jedna-
¢ine oblika (2.63). Tako na primer, problem

hu)=u?+1 i gu)=—u*—1
uz pocetni uslov
uo(x) =0

nema reSenja u klasicnom smislu, iz razloga $to, kao Sto se moze zaklju-
Citi sa slike 4.1, RH-uslov (4.2) ne moZe biti zadovoljen ni za jedan izbor
realnih brojeva.

F

A

\/
<

Slika 4.1: Primer flukseva za koje ne postoji slabo reSenje u klasicnom
smislu
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4.2 Jedinstvenost resenja

Isto kao 1 kod zakona odrZanja sa neprekidnom funkcijom fluksa,
gore definisana slaba reSenja ne moraju biti jedinstvena, pa je neophodno
da zadovolje odgovarajuéi uslov entropije. S obzirom da funkcija fluksa
ima prekid u nuli, prirodno je zahtevati da funkcija u van okoline nule za-
dovoljava entropijsku nejednakost Kruzkova. Medjutim, zadovoljavanje
entropijske nejednakosti Kruzkova van okoline tacke x = 0 nije dovoljno
da garantuje jedinstvenost reSenja. Tako na primer, ukoliko imamo pro-
blem oblika

glu)=u i h(u)=—u, 4.4)

uz

mozemo konstruisati beskonacno mnogo resenja oblika

0 za x<t
iy (x,1) = —A za t<x<0
AT = A oza O<x<t

0O za x>t

gde je A € R proizvoljno. Pored toga, u(x,t) = 0 takode predstavlja
reSenje ovog problema. Lako se moZe proveriti da gore definisano u
predstavlja slabo reSenje problema (4.4) u smislu definicije (4) 1 da za-
dovoljava entropijsku nejednakost Kruzkova van okoline nule. Da bi
se obezbedila jedinstvenost reSenja, potrebno je dakle, uvesti dodatni
uslov entropije u x = 0. Ovom problematikom su se bavili razni nau¢nici
[2, 14, 22, 28, 37, 39, 57, 66] koji su kreirali razne uslove entropije koji
dovode do razliCitih entopijskih reSenja. U nastavku ¢emo izdvojiti te-
orije dopustivosti iz [39] i [57] sa kojima ¢emo uporedivati reSenja koja
¢emo dobiti u glavi 5.
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4.2.1 Teorija entropije prema Adimurthiju, Gowdi i Mis-
hri

Indijski nau¢nici Adimurthi, Gowda i Mishra su u [58] posmatrali
jednacinu oblika (2.63). Pretpostavili su da je h[X]| = g[X] i h[Y] = g[Y],
te da su fluksevi & i g konveksnog tipa na I = [X,Y], oslanjajuéi se na
sledecu definiciju:

Definicija 4.2.1 [57] Neka je f € C'(I), tada kaZemo da je f

- fluks konveksnog tipa ukoliko ima jedan minimum, a ni jedan mak-
simum unutar intervala I,

- fluks konkavnog tipa ukoliko ima jedan maksimum, a ni jedan mi-
nimum unutar intervala I,

Napomena 4.2.1 Napomenimo da fluksevi g i h ne moraju da budu kon-
veksni. Nasuprot konveksnih funkcija Ciji drugi izvod je striktno poziti-
van, drugi izvod funkcije konveksnog tipa moZe biti promenljivog znaka
na posmatranom intervalu. Tako je npr. f = (u— 2)2(u + 2)4 Sfunkcija
konveksnog tipa na intervalu [1,2.5], sl. 4.2. Primecéujemo da ova funk-
cija ima prevojnu tacku u tacci u ~ 1.5.

Takode su pretpostavili sa se fluksevi seku u najvise jednoj tacci us
pomenutog intervala, pri cemu presek flukseva moze biti regularan, pod-
kompresibilan ili nadkompresibilan, u skladu sa definicijom koja sledi.

Definicija 4.2.2 [57]Presek dva fluksa je
(a) regularan ukoliko je I (u.),g (u.) > 0ili b (us), g (us) <0
(b) podkompresibilan ako je ' (u.) <01ig'(u.) >0
(c) nadkompresibilan ako je ' (u,) > 0i g'(u,) <0

(d) marginalno pod(nad)kompresibilan ukoliko nije regularan i vaZi jedna
od relacija W' (uy) =0 ili g’ (us) = 0.
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Slika 4.2: Funkcija konveksnog tipa

Na slici 4.3 moZemo videti razne mogucnosti preseka flukseva. Na
slican nacin se definiSu i tipovi udarnih talasa, pa npr. kazemo da je
udarni talas podkompresibilan ako je

Hu)<0 i gu™) >0,
odnosno marginalno podkompresibilan ukoliko je
Hu)<0 i gut)=0

ili
Hu)=0 i gu")>0.

Zatim su uveli pojam koneksija koje su definisali na sledeci nacin:

Definicija 4.2.3 Par (A,B) nazivamo koneksijom ukoliko vaZi

h(A) =g(B), H'(A)<0, g'(B)>0. (4.5)
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A) Fluksevi se ne seku B) Regularan presek flukseva
F F

X v X v
C) Podkompresibilan presek flukseva D) Nadkompresibilan presk flukseva
F F

h

g

; , ‘ )
X vy oIx Y

Slika 4.3: Razne mogucnosti preseka flukseva istog tipa konveksnosti

Neka su 0, i 0, redom, jedinstveni minimumi funkcija g, odnosno
h. Tada je jasno da se u posmatranom slucaju, relacija (4.2.3) u stvari
svodi na

h(A) =g(B), A<6, B>0,. (4.6)

Za svaku koneksiju, pomenuti autori su konstruisali tzv. (A,B) —
entropijsko reSenje problema (2.63) koje pored entropijske nejednako-
sti KruZkova van okoline nule, zadovoljava i dodatni uslov entropije u
okolini nule, a koji navodimo u definiciji koja sledi.

Definicija 4.2.4 Resenje problema (2.63) zadovoljava uslov entropije u
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okolini nule ukoliko

sign (u™ (t) —A) (h(u™(t)) —h(A)) —sign (u" (t) — B) (g(u" (r)) — g(B)) >0

vaZi za skoro svako t.

Isti autori su zatim definisali tzv. optimalne koneksije sa
<
an={ e MooZhen @
gde je
6,>6; takoda g(6;) =h(6s) akoje g(8;) <h(6y),
iusuprotnom 6,<6, takoda g(8;)=h(0,). (4.8)
Potom su dokazali da optimalne koneksije daju fizicki relevantna reSenja

za model dvofaznog protoka u heterogenoj poroznoj sredini. Ova reSenja
su nazvali optimalnim entropijskim reSenjima.

Na sl. 4.4 moZemo videti primer dopustive, nedopustive i optimalne
koneksije prema [1].

ReSenje Rimanovog problema

Oznacimo sa A tacku koja zadovoljava
h(A)=h(A) i A>6,. 4.9)
Sli¢no, neka je B tatka koja zadovoljava
g(B)=g(B) i B<#,. (4.10)

Kao §to smo ve¢ napomenuli, u [57] je za svaku koneksiju (A, B) kon-
struisano odgovarajuée entropijsko reSenje Rimanovog problema (2.11)
za jednacinu (2.63). Ova reSenja se sastoje od talasa koji putuju u levo
1 desno, a povezani su stacionarnim talasom u x = 0. U tekstu ispod,
prikazaemo spisak ovih reSenja za slucaj kada se fluksevi g i & seku
podkompresibilno.

Radi kraceg zapisa, uvedimo najpre sledeée oznake:
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F —— optimalna koneksija
—————— dopustiva koneksija
............... nedopustiva koneksija

X AA 60 B,B, Y
Slika 4.4: Koneksije prema [1]

SO - stacionarni udarni talas u x = 0

? - udarni talas pozitivne brzine

S - udarni talas negativne brzine

ﬁ - razredujudi talas pozitivne brzine
— .. . .

R - razredujudi talas negativne brzine

Pri tome za neko o, B, S(a, B) oznacava skok sa vrednosti o na vrednost

B, tj. udarni talas (2.12) brzine (2.2.2), dok R(a, ) predstavlja razredu-
judi talas oblika (2.14).

Slucaj 1: X <u; <A
Ovde imamo nekoliko podslucajeva
Sluéaj 1.1:u, < B
Neka je i, € [X,A] tako da vazi h(i,) = g(u,). Sada imamo
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dva podslucaja:
Slucaj 1.1.1: u; < ii,. Tada imamo resenje oblika

— _ _
R (uy,i,) + So(ur, ur)

Sluéaj 1.1.2:4, < u; < A. Tada imamo reSenje oblika

<
S (ula L_‘r) + So(ﬁh ur)

Slu¢aj 1.2:B < u, < B. Tada imamo reSenje oblika
F
R (u,A) +S°(A,B) + S (B,u)

Slucaj 1.3: B < u, <Y. Tada imamo resenje oblika
%
R (M[,A) + SO(A7B) + ﬁ(B7 MR)

Sluéaj 2: A < u; < A. Tada imamo nekoliko podslucajeva:
Slu¢aj 2.1: X < u, < B. Tada imamo reSenje oblika
%
S (I/tl, I/_tr) + SO(I/_lr, I/lr)
Slucaj 2.2:
B < u, < B. Tada imamo reSenje oblika

S (u, A) +5°(A,B) + S (B,uy)

Slucaj 2.3: B < u, < Y. Tada imamo resenje oblika
S (w,A) +S°(A,B) + R (B,
Slucaj 3: A <u; <Y. Neka je ity € [0,,Y] za koje vazi g(it;) = h(u;).
Tada imamo sledece podslucajeve:
Slu¢aj 3.1: X < u, < B. Tada imamo podslucajeve
Slucaj 3.1.1: i(y;) < g(u,). Tada imamo reSenje oblika
S (w ,) + S0 (@, uy)
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Slucaj 3.1.2: h(u;) > g(u,). Tada imamo resenje oblika
SO, @) + S (i, uy)

Slu¢aj 3.2: B < u, <Y. Tada imamo podslucajeve
Sluéaj 3.2.1: B < u, < ii;. Tada imamo reSenje oblika

SO (g, i)+ S (g uy)

Slucaj 3.2.2: it; < u, < Y. Tada imamo resenje oblika

So(ul, IZI) + ﬁ(ul, IZI)

Numericki postupak

U [57] je konstruisan numericki postupak tipa Godunova koji za
svaki izbor koneksije (A, B) aproksimira odgovarajuée entropijsko rese-
nje problema (2.63). Za ovaj postupak je definisan numericki fluks u
okolini x = 0 sa

TAB(uj_l,uj):max(}[(uj_hA),g(B,uj)) za |]|<2

gde su A i G numericki fluksevi za postupak Godunova (2.42) konzi-
stentni, redom, sa /& 1 g. Zatim je definisana diskretizacija prostora sa

2j—1 2j+1
xj:<]T)Ax za j>1, x,:(%)m za j< -1

1 pocetnog uslova sa

/ " o(0)d >0,
u X za
1= jz
Ax +1/2
j—1/2

O

uj_y = Ax up(x)dx za j<O,

Xj-3/2
dok je diskretizacija vremena t, = nAt odredena odgovaraju¢im CFL

uslovom
2hmax{Lip g,Lip h} < 1.
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Numericki postupak tipa Godunova je definisan sa

W =t x(g(u ) - g(u;gl,uy)) za j>2
”'11: uy — 7‘(9(”1>”‘2) TAB(”ZUWD)

u_| =u I—X(TAB(M o u) — 5"[(”’127”ril>)

= A (H )~ H )z <2

4.11)

Kao $to vidimo, ovo je u stvari postupak Godunova za i # +1.

Konveksno — konkavni slucaj

U [57, 58] je jednacina (2.63) posmatrana u tzv. konveksno — kon-
kavnom slucaju, tj. kada je jedan od flukseva g ili 4 konveksnog, a drugi
konkavnog tipa i fluksevi se seku na krajevima intervala. Kao $to Ce biti
detaljnije objasnjeno u odeljku 5.2, u slucaju kada su fluksevi razli¢itih
tipova konveksnosti, postoji samo po jedna koneksija, i to (Y,Y) ukoliko
je g konveksnog tipa, a h konkavnog tipa i (X,X) u obrnutom slucaju.
U skladu s tim, i u ovom slucaju je koriS¢en numericki postupak oblika
(4.11), ali je odredivanje numerickog fluksa F4p ovoga puta komplek-
snije, tj. zavisi od tipa konveksnosti flukseva g i 4 i medusobnog odnosa
vrednosti flukseva na krajevima intervala. Drugim recima, ukoliko je g
konveksnog tipa, a 1 konkavnog tipa, a g(X) < g(Y), tada je F4p dato sa

Fap(uj—r,uj) =min (H(u;—1,Y),G(Y,u;)) za |j|<2,
ukoliko je g konveksnog tipa, a & konkavnog tipa, a g(X) > g(Y),

Fap(uj—r,u;) =max (H(uj—1,Y),G(Y,uj)) za |[j|<2
ukoliko je g konkavnog tipa, a h konveksnog tipa, a g(X) < g(Y),

Fap(uj—1,uj) =max (H(uj-1,X),G(X,u;j)) za |j|<2
a ukoliko je g konkavnog tipa, a h konveksnog tipa, a g(X) > g(Y¥),

TAB(uj,l,uj) = min (}[(ujfl,X), g(X,uj)) zZa |j‘ < 2.
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Jednostavnosti radi, ovde ¢emo prikazati samo reSenja koja su do-
bijena u slucaju kada je g konveksnog tipa, 4 konkavnog tipa, a g(X) <
g(Y). U tom slucaju, ukoliko je

1. h(u;) <h(Y),tada 3ig; € (84,Y], g(it;) = h(u;). Ukoliko je pri tome

1.1 i < u,, tada je resenje oblika SO (u, ;) + ﬁ(ﬂl, ur), dok je u
slucaju

1.2 i > u,, dobijeno redenje u obliku SO (uy, i) + ?(ﬂl, ur).
Ukoliko je pak

2. %ul) > h(Y), tada imamo reSenje oblika <E(MI,Y) + 80y, Y) +
(Y, ur).

Resenja u ostalim slucajevima se takode sastoje od talasa (udarnih
ili razredujucih) koji putuju u levo i desno, povezanih sa stacionarnim
udarnim talasom, a mogu se naci u [57].

4.2.2 Teorija entropije po Karlsenu, Risebrou i Towersu

U [39] Karlsen, Risebro i Towers su posmatrali jednacinu (2.63)
kada su oba fluksa istog tipa konveksnosti, uvodeci pri tome dodatni
uslov entropije u okolini x = 0 poznat kao slabi uslov karakteristika.

Definicija 4.2.5 Pretpostavimo da par (u~ ,u™) zadovoljava RH-uslov
(4.2). Kazemo da (u~,u™) zadovoljava slabi uslov karakteristika ako
vazi

min {0, (u”) } max {0,¢'(u")} =0 akoje u” #u".

Slabi uslov karakteristika zapravo zahteva da karakteristike resSe-
nja idu od diskontinuiteta unazad, barem sa jedne njegove strane, za
u~ #u". U sluCaju da je u~ = u™, nema nikakvih ograni¢enja u vezi
sa kakarteristikama. Jasno je da je slabi uslov karakteristika zadovo-
ljen ukoliko za u~ # u™ (u~,u™) nije podkompresibilni talas, tj. nije
W(u_)<0,g(uy)>0.
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Slika 4.5: Razne moguénosti preseka flukseva. Fluksevi u slu¢ajevima
C, D i E zadovoljavaju uslov preseka, a u ostalim ne

Pod pretpostavkom da je slabi uslov karakteristika zadovoljen, au-
tori su uspeli da dokaZu postojanje jedinstvenog entropijskog resenja u
slucaju da se fluksevi g i & ne seku ili zadovoljavaju tzv. uslov preseka.

Definicija 4.2.6 [39] KaZemo da funkcije g i h zadovoljavaju uslov pre-
seka ukoliko za svako u,v € [X,Y] vaZi

glu)—h(u) <0< gv)—h(v) s u<v. (4.12)

Na slici 4.5 su prikazane moguénosti preseka flukseva. Primetimo
da se fluksevi koji zadovoljavaju uslov preseka seku podkompresibilno
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(sl. 4.5 C1D), dok kod nadkompresibilnog (sl. 4.5 A 1 B) uslov preseka
nije zadovoljen. Kod regularnog preseka, u slu¢aju koji vidimo na sl. 4.5
E, jeste zadovoljen uslov preseka, a u slucaju F nije.

U slucaju da se fluksevi ne seku, jedina dopustiva koneksija prema
ovim autorima je koneksija (4.7). Ukoliko se fluksevi seku i zadovolja-
vaju uslov preseka, jedinstvena dopustiva koneksija je (A, B) = (uy, i),
gde je u, taCka preseka flukseva. Slucaj kada fluksevi ne zadovoljavaju
uslov preseka, nije bio obuhva¢en ovom teorijom entropije.

S druge strane, ista grupa autora je u [14] razvila teoriju veoma
sli¢nu teoriji iz [1], koja za svaku koneksiju definiSe entropijsko resSenje,
kao i odgovaraju¢i numericki postupak baziran na modifikaciji postupka
Engquist — Osher, ¢iji fluks u okolini x = 0O je oblika:

(A(uj1) +5(u;))

([ g @aal- [ (@)do),

Fap(uj_1,u;) =

| =

gde je

h(u) = min(h(u),h(A)),  §(u) = min(g(u),(B)).

4.3 Neklasi¢na reSenja jednacine sa dva fluksa

U [5], indijski matemati¢ari Adimurthi, Mishra i Gowda su ana-
lizirali slucaj jednacine sa dva fluksa kada se fluksevi g 1 & ne seku
i h(u) > g(u) (ili h(u) < g(u)) na posmatranom domenu pa RH-uslov
(4.3) u x = 0 ne moze biti zadovoljen. Upravo iz tog razloga, za ovaj
problem ne postoje klasicna slaba reSenja (koja se sastoje od udarnih i
razredujucih talasa). Autori ovog rada su zamenili standardni RH-uslov
takozvanim slabim RH-uslovom Koji zavisi od medusobnog odnosa fluk-
seva. Tako na primer, ako je & konveksnog tipa, a g konkavnog tipa i
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h(u) > g(u) za svako u na posmatranom intervalu, slabi RH-uslov glasi

h(u™) > g(u™).

U skladu s tim, autori ovog rada definiSu generalizovana entropijska
resenja (GES)!. U tom slu¢aju, GES je zapravo istog oblika kao i pocetni
uslov ukoliko je zadovoljen uslov nadkompresibilnosti

W (ur) > 0> g ().

Takode su posmatrali i slu¢aj kada su oba fluksa linearnai #’' > 0 >
g'. Poznato je da i u ovom sluaju jednacina (2.63) nema klasi¢na reenja
(detalji Ce biti izloZeni u glavi 6). Opet, GES zadrZava oblik pocetnog
uslova.

Prema [5], GES predstavljaju ogranicena reSenja, 1 mogu da se do-
biju kao grani¢ne vrednosti modifikovanog postupka Godunova. Autori
ovog rada uporeduju GES sa rezultatima koje bi se dobili kada bi se ko-
ristio postupak Godunova na razredenoj mreZzi opisan u [38], a koji je
zapravo definisan za slucajeve kada RH-uslov u x = 0 mozZe biti zadovo-
ljen. U slucajevima kada RH-uslov ne moze biti zadovoljen, navedena
numericka Sema daje reSenje u kome se u x = 0 pojavljuje (citiramo)
veliki prebacaj (engl. overshoot, izolovana tacka Cija se vrednost pove-
¢ava s vremenom, tj. resenje je neograni¢eno), a pokalpa se sa GES u
svim ostalim delovima (tj. ukoliko izuzmemo tacku x = 0). Ovaj rezul-
tat je posluZio kao podsticaj za istraZivanje koje ¢emo izloZziti u glavi 6,
gde ¢emo dokazati da pomenuti prebacaj u stvari predstvalja singularni
udarni talas.

!GES - od engl. Generalized entropy solutions
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Glava 5

Numericke procedure za
dopustive DSP

U okviru ove glave ¢emo izloZiti teoriju o dopustivim reSenjima
zakona odrZanja sa prekidnom funkcijom fluksa koju smo razvili tokom
izrade ove teze. Analiziracemo jednacinu sa prekidom fluksa u x =0
oblika (2.63). U okviru odeljka 5.1 ¢emo najpre izloziti slucaj kada su
fluksevi levo i1 desno od tacke prekida istog tipa konveksnosti. Pri tome
¢emo, bez uticaja na opStost, razmatrati samo slucaj kada su oba fluksa
konveksnog tipa, jer je slucaj kada su oba fluksa konkavnog tipa veoma
slican. Takode ¢emo analizirati i specijalan oblik jednacine (2.63), tzv.
multiplikativnu jednacinu oblika (2.62). Potom ¢emo u okviru odeljka
5.2 analizirati slucaj kada su fluksevi razli¢itog tipa konveksnosti.

U procesu konstrukcije reSenja za posmatrani problem, najpre éemo
izvrsiti regularizaciju funkcije fluksa, a potom dokazati postojanje DSP—
a za postupak Godunova za zakone odrZanja sa prostorno promenljivim
fluksom. Da bismo iz skupa DSP—ova izdvojili pravilna reSenja, definisa-
¢emo diskretan uslov entropije koji ¢e povlaciti zadovoljenje entropijske

77
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nejednakosti Kruzkova talasa kome Ce teziti DSP kada parametar regula-
rizacije pustimo da teZi nuli.

Regularizacija fluksa koju ¢emo koristiti ovom prilikom, kao i dis-
kretni uslov entropije koji ¢emo izvesti, su nezavisni od bilo kog fizickog
modela. Medutim, s obzirom na ¢injenicu da iste jednacine, za razliCite
fizicke modele imaju razliCita relevantna reSenja, prikazaCemo i primer
konstrukcije specijalnih regularizacija, konstruisanih tako da se njiho-
vom primenom mogu dosti¢i neka od fizicki relevantnih reSenja odrede-
nih modela.

U okviru odeljka 5.1, uporedi¢emo dobijene rezultate sa rezultatima
drugih autora.

U ovoj glavi ¢emo prikazati i nekoliko numerickih primera, u ko-
jima se mogu videti grafici DSP—ova.

5.1 Slucaj sa fluksevima konveksnog tipa

Posmatrajmo najpre jednacinu zakona odrZanja sa dva fluksa (2.63)
zajedno sa pocCetnim uslovom (2.11) pod pretpostavkom da su fluksevi
g 1 h konveksnog tipa (vidi definiciju 4.2.1). Namera nam je da dobi-
jemo jedinstveni entropijski DSP za ovaj problem. Kao Sto smo videli
u prethodnom poglavlju, uslovi entropije kod jednacina zakona odrZa-
nja sa prekidnim fluksom se razlikuju od autora do autora. Razlog za
ovo lezi u tome S$to su oni razvijani u kontekstu razli¢itih fizickih mo-
dela. Prema [15], izgleda na ne postoji univerzalni uslov entropije za
opsti oblik zakona odrzanja (2.63). U istom radu se mogu naci detalji 1
dodatna objas$njenja na ovu temu.

Osnovna ideja nam je da posmatramo jednacinu (2.63) u opsStem
slucaju, nezavisno od bilo kojeg fizickog problema koji ova jednacina
moZe modelovati. Namera nam je da definiSemo uslove entropije kori-
ste¢i DSP za perturbovanu varijantu jednacine (2.63). U odeljku 3.1 smo
videli da DSP u stvari predstavlja tacno resSenje numericke aproksimacije
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zakona odrZanja.

JednacCinu (2.63) mozemo zapisati i u obliku
u+ F(x,u)y =0,

gde je
F(x,u) =H(x)g(u)+ (1 —H(x))h(u). (5.1)

Gornju jednacinu ¢emo aproksimirati jedna¢inom
ty + (Fe(x,u)); =0, (5.2)

gde je F; neprekidno diferencijabilna aproksimacija fluksa F, (vidi (5.8),
(5.9)). Ovu jednacinu ¢emo potom reSavati postupkom Godunova za za-
kone odrZanja sa prostorno promenljivim fluksom, koji smo opisali u
odeljku 2.4.1. Od dobijenih DSP—ova ¢emo izabrati onaj koji zadovo-
ljava diskretan oblik entropijske nejednakosti Kruzkova. Pri tome ¢emo
smatrati da je udarni talas entropijsko reSenje jednacine (2.63) ukoliko
entropijski DSP njene perturbovane jednacine korvergira ka tom talasu.
Drugim recima, postojanje entropijskog DSP—a ¢emo postaviti kao en-
tropijski kriterijum za udarne talase, Sto predstavlja alternativan pristup
kriterijumu iS¢ezavajuce viskoznosti. Pri tome ¢e centralni problem biti
u odredivanju entropijskog dela reSenja u okolini x = 0 gde imamo fluks
koji je prostorno zavisan, dok van okoline nule imamo neprekidan, pro-
storno nezavisan fluks. Kao §to smo napomenuli u odeljku 3.3, u slucaju
neprekidnog i prostorno nezavisnog fluksa je u [27] dokazana egzisten-
cija entropijskog DSP-a za postupak Godunova pod uslovom da je zado-
voljen entropijski uslov Olejnika (2.18).

5.1.1 Uvodne oznake i pretpostavke

Radi bolje preglednosti, izdvojicemo neke od oznaka i pretpostavki
(oznacic¢emo ih sa H) koje ¢emo koristiti u daljem tekstu ovog odeljka.

Oznacimo sa I = [X,Y] domen flukseva g i A, pri Cemu je —oo <
X <Y < Hoo.



GLAVA 5. NUMERICKE PROCEDURE ZA DOPUSTIVE DSP 80

H1: Fluksevi g,h € C'(I) i zadovoljavaju g(X) = h(X) i g(Y) =
h(Y).

H2: U skladu sa definicijom 4.2.1, fluksevi g 1 & su konveksnog
tipa.

Oznacimo jedinstvene minimume flukseva g i & na intervalu [ re-
dom sa 6, 1 6y, .

8(8g) =ming(u) i h(8;) =minh(u).

Slucaj kada su oba fluksa konkavnog tipa je veoma sli¢an pa ga
necemo razmatrati u okviru ove teze.

H3: Fluksevi g i & se seku u najviSe u jednoj tacci u unutrasnjosti
I. OznaCimo tacku preseka flukseva sa u,. Pri tome presek flukseva
moze biti regularan, podkompresibilan ili nadkompresibilan, u skladu sa
definicijom 4.2.2.

Koneksije u skladu sa definicijom 4.2.3, ¢emo oznacavati sa (A, B).

5.1.2 Rimanov problem

Objasni¢emo najpre ukratko Rimanov problem koji ¢emo koristiti
za konstrukciju DSP—a. Posmatrajmo problem (2.63), (2.11) pod pretpo-
stavkama H1 — H3 uvedenim u odeljku 5.1.1. U opstem slucaju, Rima-
nov problem (2.63), (2.11) ima jedinstveno reSenje u obliku stacionarnog
udarnog talasa S°(A, B) za svaku koneksiju (A, B) ux = 0 koji je povezan
sa levim udarnim S (u;,A) ili razredujuéim R (u;,A) talasom, i desnim
udarnim ?(B, uy) ili razredujuéim ?(B, u,) talasom. Jasno je da bi levi
talas morao imati negativnu brzinu, a desni pozitivnu, jer bi u suprot-
nom doslo do interakcije talasa. Talas u x = 0 je stacionaran, jer svaka
koneksija povlaci RH-uslov za brzinu talasa jednaku nuli.
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Pojava udarnih ili razredujucih talasa sa leve i desne strane x = 0
zavisi od toga da 1i parovi (u;,A) i (B,u,) redom zadovoljavaju Olejni-
kov uslov entropije, posto se javljaju na neprekidnom delu fluksa. Tako
na primer, ukoliko par (B,u,) zadovoljava Olejnikov uslov entropije, a
(u7,A) ne, tada je reSenje jednacine (2.63) oblika

%
R (u,A) +S°(A,B) + S (B,uy),
pri ¢emu operacija "+"oznacava spajanje talasa.

Medutim, glavni akcenat u ovoj tezi je na udarnim talasima. Bilo vi-
skozni ili diskretni, udarni profili se uglavom razmatraju za pojedinacne
talase. Upravo iz tog razloga ¢emo se usredsrediti na slucaj kada u reSe-
nju pored stacionarnog udarnog talasa imamo samo jedan putujuci udarni
talas, na primer desni. U skladu s tim, biramo levu konstantu pocetnog
uslova, tj. pretpostavicemo da je u; = A (naravno, isto tako smo mogli
razmatrati i levi talas, a fiksirati desnu stranu).

Dakle, razmatra¢emo resenja oblika

SO(A,B) + S (B,uy),

tj.
uy=A4A, x<0
u(x,t) =14 B, O<x<st (5.3)
Uy, X > st
gde je
8(B) —g(ur)
=s(B =27 _°"7>0 54
s = s(B,uy) B—u, (5.4)
a par (B, u,) zadovoljava Olejnikov uslov entropije
u—B u— Uy

za sve u izmedu B 1 u,.

Namera nam je da dokaZzemo egzistenciju DSP-a za (5.3) za svaku
koneksiju 1 da odredimo koneksiju koja gradi entropijski DSP. Nagla-

simo da egzistencija entropijskog DSP-a za desni talas ?(ur, B) sledi iz
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Olejnikovog uslova entropije (5.5), $to je pokazano u [27]. Dakle, glavni
predmet istraZivanja e u stvari biti stacionarni talas S°(A, B).

U skladu sa uslovom da desni talas ima pozitivnu brzinu i da za
zadovoljava Olejnikov uslov entropije, definisacemo dopustiv skup vred-
nosti u, za svaku koneksiju sa

A(A,B) := {uy|s(B,u;) > 01 (5.5) vazi Vu € (u,,B)}. (5.6)

Primetimo da iz definicije koneksije (4.5) (vidi definiciju 4.2.3)
sledi da je S°(A, B) podkompresibilan ili marginalno podkompresibilan
talas. Cak 3ta vie, naSa pretpostavka u; = A zna&i da mi u stvari posma-
tramo slucaj kada je /' (u;) < 0.

Pored toga, pokazac¢emo da je nasa teorija entropije takode primen-
ljiva i u obrnutom slucaju, tj. kada je i’(u;) > 0. Ispostaviée se da tada
uvek postoji entropijsko reSenje jednacine (2.63) oblika

SO (@) + S (i ) (5.7)

gde je if; dato sa
g(l/_tl) = h(ul) 1> eg,

i u € A(uy,u;). Definicija A(u;,1;) je konzistentna sa (5.6), tako da
u ovom slucaju imamo par (u;,i;) umesto koneksije (A,B). Primetimo
da (u;,1;) u stvari ne predstavlja koneksiju jer je /' (u;),g'(i;) > 0, .
S%(uy,i1;) je regularni udarni talas.

5.1.3 Egzistencija entropijskih DSP-a za zakon odrza-
nja sa dva fluksa

Posmatrajmo sada (2.63), (2.11) pod pretpostavkama H1 — H3 koje
smo naveli u odeljku 5.1.1. Namera nam je da pronademo DSP za per-
turbaciju ovog problema za svaku dopustivu koneksiju (A, B) (definiciju
dopustive koneksije uvodimo u tekstu ispod) koji konvergiraju ka (5.3).
Jedan deo ovoga je izuzetno jednostavan s obzirom da se, kao Sto smo veé
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napomenuli, moZemo osloniti na rezlutate iz [27] 1 dobiti DSP za putu-
judi talas koji je sastavni deo oCekivanog rezultata. S toga nam preostaje
da pronademo entropijski DSP za stacionarni talas.

Koristiéemo regularizaciju fluksa (5.1) F; € C' (R x I) tako da je
Fe(x,u) =F(x,u) za |x|>g¢, (5.8)

gde je € > 0 dovoljno malo, 1 perturbovani problem reSavati postupkom
Godunova za zakone odrzanja sa prostorno promenljivim fluksom, koji
smo opisali u odeljku 2.4.1. U okviru ove glave, pod nazivom ,,postupak
Godunova ”, smatraéemo postupak Godunova sa promenljivim fluksom.

Medutim, najpre ¢emo uvesti dodatni uslov za dopustivost regulari-
zacije.
Definicija 5.1.1 KaZemo da je regularizacija Fe € C' (R x 1) data sa
(5.8) dopustiva ako
Fe(x,u) <Fe(y,u) za  g(u) > h(u) i

59
Fa(xa) > Fely) za g(u) < ha) e
vaZi za svako x,y € |—¢€,€| tako da je x <y, i svako u € I.

Napomena 5.1.1 Uslov (5.9) obezbeduje da se Fg(x,u) i Fe(y,u) seku
samo na krajevima intervala I i u tacci preseka flukseva u, € I za svako
x,y € [—¢€,€].

Primer 5.1.1 Navedimo uopstenje regularizacije iz [11]

( h(u), x< —¢
8(u) — h(u) 2
S P (x+e€)2+h(u), —e<x<0
Fe(xu)=4 , (u)232g (u>( 8)2 ), —¢ (5.10)
T(x—s) +g(u), 0<x<e
L g(u), x>¢

kao primer dopustive regularizacije. Izvrsimo sada diskretizaciju fluksa
(5.10) na intervalu [—¢, €] gde je

e = j"Ax, (5.11)
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za neko j* € N i definisimo
J={-j—j+1,..,j} (5.12)

Diskretni nizovi flukseva {F;} jey za (5.10) u sluc¢aju kada se g i h ne seku
ili se seku u jednoj tacci unutar intervala I su prikazani na sl. 5.1 A) i
5.1 B) redom.

Napomena 5.1.2 Niz {F;}jcj nasl. 5.1 smo generisali implementirajuci
glacanje (5.10) u odgovarajuci matematicki program uz parametar j* =
6. Primetimo da iz (5.12) sledi |{F;}jcs| = |J| = 2j* + 1, §to znaci da
diskretan niz grafika u nasem slucaju sadrzi 13 krivih. Medutim, radi

preglednosti slike, obrisali smo nekoliko krivih linija. Isto vaZi i za sl.
5.1—sl. 5.7 ispod.

A) Fluksevi se ne seku B) Fluksevi se seku u u, € 1
F;

)

u

X % X yu

Slika 5.1: Niz diskretnih flukseva dopustive regularizacije

Napomena 5.1.3 Uslov (5.9) u stvari obezbeduje da se Fg(x,u) i F¢(y,u)
seku samo na krajevima intervala I i u tacci preseka flukseva g i h tj.
u, € I za svako x,y € [—€,€]. (Ovo ée biti pokazano u slucaju kada
imamo flukseve razlicitog tipa konveksnosti, lema 5.2.1, poglavlje 5.2).
Ovakva osobina regularizacije je pogodna sa matematickog stanovista,
a pored toga relacija (5.9) definise Siroku klasu regularizacija. Cak Sta
vise, koriséenje regularizacije (5.9) u nasem konceptu resenja obezbe-
duje jedinstvenost entropijskog resenja. Medutim, kao sto smo videli
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u glavi 4, razliciti fizicki modeli imaju razlicita relevantna resenja, sto
znaci da ne moZemo dostic¢i sva reSenja koriste¢i regularizaciju koja za-
dovoljava (5.9). Resenje ovog problema je u blagom popustanju uslova
(5.9), kako bismo dobili regularizaciju koja nam dopusta konstrukciju
DSP—ova cije grani¢ne vrednosti predstavijaju fizicki relevantna rese-
nja specificnih modela. Detaljno objasnjenje i primeri su dati u odeljku
5.1.5.

Nakon regularizacije fluksa (5.8) koja je odredena sa (5.9), jedna-
¢ina (2.63) postaje
ur + Fe(x,u)x = 0. (5.13)

Odaberimo sada iz skupa svih koneksija one koje su dopustive u
skladu sa regularizacijom u slede¢em smislu:

Definicija 5.1.2 KaZemo da je koneksija (A,B) dopustiva u odnosu na
regularizaciju ako jednacina

Fe(x,u) = h(A)

ima realna resenja u intervalu I za svako x € [—¢€,¢€|.

U nastavku, ove koneksije ¢emo jednostavno zvati dopustivim. Na
sl. 5.2 vidimo primere dopustivih i nedopustivih koneksija u raznim slu-
Cajevima preseka flukseva. Kao $to vidimo, kada se fluksevi g i & ne
seku, ili im je presek regularan, sl. 5.2 A) i B) redom, svaka koneksija
data sa (4.5) je dopustiva. S druge strane, iz sl. 5.2 C) zakljuCujemo da
je u slucaju podkompresibilnog preseka flukseva jedina dopustiva konek-
sija odredena taCkom preseka, tj. A = B = u,, jer druge koneksije, kao
npr. (A1,B)) ili (A2,B») ne seku Fj za svako k € J. Kod nadkompresi-
bilnih preseka flukseva, sve koneksije iznad koneksije (A, B) odredene sa
h(A) = g(B) = h(u*) su dopustive, sl. 5.2 D).

Teorema 5.1.1 Neka je € dovoljno malo. Uz oznake i pretpostavke H1-
H3 iz odeljka 5.1.1, jednacina (5.13) ima DSP za postupak Godunova
Cija granicna vrednost je oblika
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A) Fluksevi se ne seku B) Regularan presek flukseva

F F.

! —— dopustiva koneksija ' —— dopustiva koneksija

h
g
g h

+ + + —+—+——U i i i B -

X A, A=6, B=0,B,Y X A, A A=9, B=6,BBY"
C) Podkompresibilan presek flukseva D) Nadkompresibilan presek flukseva
F F

e dopustiva koneksija ' —— dopustiva koneksija

\ - nedopustiva koneksija 4

~—"
‘ ~A=B=u, u . L S ey
X AA B B Y X A AAuU BBB, Y

Slika 5.2: Dopustivost koneksija u raznim sluc¢ajevima preseka flukseva

- (5.3) za svaku dopustivu koneksiju i uy = A, u, € 4(A,B),

- (5.7) za h’(ul) >0iu, € /"Zl(ul,lil).
Dokaz ReSenje jednacine (2.63) je ekvivalentno reSenju sistema

Uy +h(u)x = O,.X <0
u+gu)y=0,x>0 (5.14)

i u zadovoljava RH-uslov (4.2), gde su ™" i u~ dati sa (4.3). Namera nam
je da pronademo DSP za udarne talase sa desne strane x = 0. Jednostav-
nosti radi, prikazaCemo samo dokaz egzistencije DSP-a koji za € — 0
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konvergiraju ka (5.3), tj. za A = uy, i u, € 4(A,B), dok je dokaz egzi-
stencije DSP-a ¢ija je grani¢na vrednost za € — 0 oblika (5.7) veoma
sli¢na. Stoga, neophodno je da reSimo dva problema.

Prvi problem je jednacina (5.13) zajedno sa

Jw=A, x<0
MO(X)_{B, Ocx<e - (5.15)

Egzistencija koneksije (A, B) zahteva zadovoljenje uslova
Fg(S,B) :Fg(_e,A) (5.16)

Posto se za x > € problem (5.14) redukuje na

u+ g (1) =0, (5.17)
sa pocetnim uslovom
B, x<eg,
wi)={ 0 T8 5.18)

problem (5.17), (5.18) predstavlja drugi problem koji treba reSavati. OCi-
gledno je da se DSP za nas$ problem sastoji iz dva nezavisna dela: stoje-
¢eg DSP-au x =0, i DSP-a desno od x = 0, a koji se prostire od x =€ u
desno, tj. brzina mu je pozitivna. Upravo iz ovog razloga mozemo dokaz
podeliti na dva dela. Krenimo najpre od problema (5.13), (5.15).

Nakon diskretizacije ovog problema na intervalu [—¢€, €] gde su j* i
J dati redom sa (5.11) i (5.12) dobijamo sledeci niz Rimanovih problema

n

w+Fj_1(u)x =0, u(x,O):{ B %> X1 (5.19)
J = ’ J—
i
i1/, X<Xj_
iy -+ Fy(u)y = 0, u(x,O):{ 1) Sy iﬁ L (5.20)
J’ -
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Za stacionarni DSP u x = 0O bi trebalo da vazi u’}“ = u? =ujza

svako j i n. Zato, da bismo resili probleme (5.19) i (5.20), moramo
pronaci vrednosti & ;15 1, ;_1/2 zakoje vazi (2.4.1), takve da se u;_;
moZe povezati sa il ;1 iskljuCivo pomocu talasa koji putuju u levo, tj.

Fj1(f,j—1/2) — Fj-1(uj-1)
Upj—1/2 —Uj—1

<0,

C17j =

odnosno ; j_j /» = u;1 Sto odgovara slucaju Fj 1 (i1 j_1 /o) = Fj—1(uj-1)
ic¢;j=0,ai,; 1/ sau;iskljucivo pomocu talasa koji putuju u desno,
tj.

Fj(uj) = Fj (i j-1/2)

Uj—Uyj1/2

Cr’j:: 207

odnosno i, ; 1/, = u;.

Iz Cinjenice A = u; sledi da je brzina ¢; _ j+;1 = 0. Ukoliko bi bilo
crj >0, j < j*, tada bi doslo do interakcije talasa koji spaja u; i d, ;12
sa talasom koji spaja ity ;12 14,4 1/2 Cija je brzina jednaka nuli, Sto bi
bilo kontradiktorno sa relacijom "} = u; za neko n. Za j = j* vidimo da
je g(B) = Fj-(uj<) = F_j<(u_j) = h(A) na osnovu (5.16). Medutim, kao
$to smo vec videli,

Fj*_] (ﬁl,j*—l/Z) = Fj*—l (I/tj*_l) =..= F_j*(u_j*).
Odavde sledi da je ¢, j = 0. Na osnovu toga dobijamo

Fi(uj) = Fioi(uj1) = g(B) = h(A), j=—j +1,.j’. (521)

S druge strane, problem (5.17), (5.18) ima reSenje u obliku udarnog

talasa brzine
g(uy)—g (B )
u,—B
Kao $to smo ve¢ napomenuli, postojanje DSP-a skalarne jednacine sa

neprekidnim fluksom i poc€etnim uslovom koji ima prekid u x = 0, je do-
kazana u [27]. Ovaj rezultat mozemo da primenimo u nasem slucaju,

S =
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u
u/= ﬁ stacionarni DSP

: putujuéi DSP

|

|

' B
ur

0 2 e+st > X

Slika 5.3: Unija stacionarnog i putuju¢eg DSP-a daje novi DSP za
problem (5.13), (2.11)

jer je na$ pocetni problem samo transliran u x = €. Preostaje nam samo
jos$ da iskombinujemo putujuci talas sa gore dobijenim stacionarnim ta-
lasom. Naime, putuju¢i DSP u ovom slucaju ima vrednost jednaku B za
€ < x < st + ¢, dok stacionarni DSP za problem (5.13), (5.15) ima vred-
nost jednaku B za x = €, kao §to smo ve¢ dokazali. S obzirom da je pu-
tuju¢i DSP pozitivne brzine, unija ova dva DSP-a predstavlja novi DSP
za problem (5.13) sa pocetnim vrednostima (2.11), vidi sl. 5.3. (2.11)
Napomenimo joS 1 da je dokaz postojanja DSP-a sa grani¢nom vredno-
S¢u oblika (5.7) analogan, a zasnovan je na reSavanju problema (5.13)
zajedno sa

_Jow, x<0
uo(x)—{ i 0<x<e (5.22)

1(5.17) sa

o, x<e
uo(x)—{u“ x>¢€

Ovim je teorema dokazana. []

Medutim, reSenje jednacine (5.21) nije jedinstveno pa iz tog razloga
uvodimo odgovarajuci uslov entropije. Drugim reima, namera nam je
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da pronademo koneksiju (A,B) za (5.21) koja dopusta entropijski DSP
za perturbovani problem (5.13) za razlicite tipove preseka flukseva za
postupak Godunova. Kao $to ¢emo videti, ukoliko takva koneksija po-
stoji, ispostavice se da je ona jedinstvena.

Krenimo najpre od definisanja diskretnog uslova entropije za nas
problem. Kao $to smo napomenuli u odeljku 2.4.2 (strana 49), nejedna-
kost entropije tipa KruzZkova u nasem slucaju na osnovu (2.68) glasi

lu—cl+ (sign(u —¢) (Fe(x,u) —Fg(x,c)))x

. (5.23)
+sign(u—c)Fg(x,¢)y < 0.

Namera nam je sada da pronademo odgovarajuci diskretni oblik nejed-
nakosti (5.23). U tu svrhu ¢emo uvesti sledeCu oznaku

G(x,u) :=sign(u—c) (Fe(x,u) — Fe(x,c)).

G G
Neka je <8_> (x j,u7> aproksimacija izraza P (x j,u’}) u obliku
X/, X

diferencnog koli¢nika. Tada bi trebalo da vazi

G, . (9G .
™ (xj,uf) — (g) (xj,u) <0, (5.24)
app

jer bismo u suprotnom uticali na nejednakost (5.23). Naime, koristeéi
obrnut znak nejednakosti u (5.24), veStacki bismo smanjivali vrednost
parcijalnog izvoda izraza G u svakoj tacci (x;,,), Sto bi se akumuli-
ralo prilikom sumiranja diskretne nejednakosti po prostoru i vremenu.
Na ovaj nacin bismo mogli dobiti DSP koji zadovoljava diskretni oblik
nejednakosti entropije (5.23), a da pri tom njegova grani¢na vrednost
uopste ne zadovoljava nejednakost (5.23). Drugim reCima, uslov (5.24)
obezbeduje da grani¢na vrednost DSP-a koji zadovoljava diskretni oblik
nejednakosti (5.23), takode zadovoljava uslov entropije.

Iz Tejlorovog reda za funkcije dve promenljive dobijamo

oG oG
G(xj+Ax,u +Au}) = G(x;, u?)img(xj, ') iAu?E(xj,u;?) + O(kin)
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gde je Auy = uf? —uft_ i kj, = max (Ax, Au? ). Odavde sledi
oG oG
= (3),1)) = VIG] = —pj=—(xj,u}) + O (k5,) zau] | <ut (5.25)

oG oG
a(xj,u;!) - VI[Gj] z,uja—u(xj,u’}) +0 (kfn) zaui_y >u;  (5.26)
oG oG
g(Xj,M?)—A[G | = /’lj+1a (x]’ )+O<k]+l n) Zau <uj+1
(5.27)
oG oG
P = (xj,u}) —A[G)] = Hjr13, (XJ"“’}) +0 (k?+1,n) zaui>ujy (5.28)
pri cemu
V(G| = G(xj,u}) — G(xj-1,u}_;) AIG] = G(xjy1,u ) — Glxj,uf)
J Ax ’ J Ax ’
redom oznacava aproksimaciju parcijalnog izvoda izraza G u tacci (x;, u?)
Au'
pomocu diferencnih koli¢nika unazad i unapred, a u; = | / | >0.
Iz (5.24) 1 (5.25) dobijamo uslov
oG "
g(xﬁ”j) >0
Sto povlaci
aF : n l(..n
sign(u} —¢)=— E» (xj, ]) = sign(u} —c)F;(u}) >0 (5.29)

Lako se moze proveriti da je sluaj ¢ ¢ (u} Wiy, ,) trivijalan, poSto je
tada desna strana diskretne nejednakosti entropije dobijena kori§¢enjem
diferencnih koli¢nika unazad (vidi (5.30) ispod) jednaka nuli. U slu-
¢aju kada je u 1 <c< u , uslov (5.29) postaje F (u ) > 0, posto je
tada s1gn(u — c) > 0. Shcno kombinovanjem (5. 24) i (5 26), dobijamo
Fi(u}) > 0, jer je tada sign(u’t — c) < 0. Na isti nain, iz (5.27) i (5.28),
redom dobijamo uslov F(u ) <0.
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Sve u svemu, moZemo zakljuCiti da se za F;(u}) > 0, korektna

T oG
aproksimacija izraza a—(x s J) dobija koriS¢enjem diferencnih koli¢-
X

nika unazad, (jer se upravo ovom vrstom aproksimacije izbegava ve-
Stacko umanjenje vrednosti parcijalnog izvoda izraza G u tatkama (x;, u;l)
Sto bi moglo dovesti do pojave entropijskog DSP-a ¢ija grani¢na vred-
nost ne zadovoljava uslov entropije, Sto je objasnjeno u tekstu iznad). Na
ovaj nacin dobijamo diskretni oblik nejednakosti entropije (5.23)

|u"-+1—c|—|u';—c|+>»<sign<m—c> (F) =) (530

— sign(uj_ )(F] 1(Wj_y) — Fj- 1( )))
+k51gn —¢) (Fj(c) 1(c)) <0.

Na sli¢an nacin kao i za F}(u}) > 0, moZemo zaklju¢iti da se ko-

oG

rektna aproksimacija izraza —— (x;,u) u slu¢aju kada je F;(u}) < 0 do-

bija kori§¢enjem diferencnih kohcnlka unapred, Sto daje

W — | = [} — |+ A(sign(ud} g — ) (Fjpr ()
—Fj1(c)) — sign(u’} —c) (Fj(u;l) —Fj(c))). (5.31)
+Asign(u —c) (Fit1(c)—Fj(c)) <0

Lako se moZe proveriti da obe nejednakosti (5.30) 1 (5.31) pred-
stavljaju korektne diskretizacije nejednakosti entropije (5.23). Neka je
¢(x,1) test funkcija sa kompaktnim nosacem, tj.

Q(x,t)=0,zar>T:=NAr i @(x,1)=0, zax¢ |[—¢,¢g|,

i T dovoljno veliko. Ukoliko saberemo (5.30) za svako j € J, gde su j* i
J dati redom sa (5.11) i (5.12), dobijamo

-

N J

n+1 At Al n, :
Y 2 ol ) (Wi —el =l e+ ) Y 0m) Q0" )

n=0j=—j* n=0 j=—j*
—Q(u"; j— 1) +sign(uj — ) (Fj(c) — Fj-1(c))) <0,
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gde je O(u"; j) = sign(uj —c)(Fj(u}j) — Fj(c)), j € J. Parcijalnim sumi-
ranjem dobijamo

- Z ¢(x;,0 |“ —c|— Z Z O(xjs 1) — xjatn%))‘”?—c‘

7k

j==J Jj=—Jj"n=

__Z Z O(xj41,tn) — @(xj,12)) (Qu"; j) +sign(u} — ¢) Fj(c)) < 0.

n 0 j=—j*

Nakon pregrupisavanja dobijamo

N J . _ .
AtAxZ Z.*<(p(xj’tn) A(tf’(xjatnl)m,}_c|

+Ax Z ¢(x;,0)| ?—c\ >0.
==

Posto ovo predstavlja Rimanovu sumu slabe formulacije nejednakosti
(5.23), preostaje samo joS da pustimo Ax — 0,Ar — 0. Dokaz u slucaju
da je (5.31) takode korektna diskretizacija nejednakosti (5.23) je veoma
sli¢na. Stoga mozemo uvesti sledecu definiciju:

Definicija 5.1.3 KaZemo da je DSP za jednacinu (5.13) entropijski ako
za svaku dopustivu regularizaciju Fe vaZi nejednakost (5.30) ako je F J’ (uj)>
0, i (5.31) ako je Fj(uj) < 0 za svaku konstantu ¢ € R i svako j € J.

Sada moZemo da definiSemo postojanje entropijskog DSP-a kao
entropijski kriterijum za udarne talase.

Definicija 5.1.4 KaZemo da je udarni talas za jednacinu (2.63) entro-
pijski ako postoji entropijski DSP za perturbovanu jednacinu (5.13) koji
konvergira ka njemu.
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Lema 5.1.1 Problem (5.13), zajedno sa (5.15) i (5.16) ima jedinstven
stacionarni DSP za postupak Godunova ako i samo ako vaZi jedan od

sledecih uslova

/ .
Fj(u;?) >0 za svako j € J,

F]’(u’]) <0 za svako j € J, (5.32)

ili u;! = U, za svako j € J.

Drugin rec¢ima, (5.32) predstavlja diskretni uslov entropije za stacionarni
DSP.

Dokaz Pretpostavimo da (5.32) vazi za svako j € J. Posmatrajmo najpre
slucaj kada je F ]’ (u?) > 0 za svako j € J. Tada vazi

sign(uj —c) —sign(uj_; —c)=-2 i Fj1(uj_;)—Fj-1(c)>0

za svaku konstantu c¢ takvu da je u <c<u'_,,j€J,(vidisl. 54 A), i

-
sign(u} —c) —sign(uj_y —¢c)=2 i Fj1(uj_;)—Fj-1(c) <0

za svaku konstantu ¢ takvu da je u 1 <c< u , j€J, (vidi sl. 5.4 B).
Odavde sledi

(sign(u’t — ) —sign(u}_y —c)) (Fj-1(u}_) — Fj—1(c)) <O0.

Uzimaju¢i u obzir (5.21) dobijamo

¢)— Slgn( 1—¢)) (Fj-1(j_y) = Fj-1(c))
j— ) (Fj(u}) + Fj(c) — Fj(c) = Fj-1(c))
(R C)( ( 1) = Fj-1(c))
= n(u;l )( (u?) —Fj( )) —mgn(u?
Fi_ 1(0)) + sign(u} —c) (F —1(c)

0> (s1gn(
= sign(u
— sign(u

1 —¢) (Fj1 ()

za svako c iz intervala ( _u ) Kao $to smo ve¢ napomenuli, slucaj

kada je c izvan intervala ( ) je trivijalan, posto je tada desna strana

Uj—1,4
ove nejednakosti jednaka nuli. N a osnovu u’}“ =u'; zasvako j,ni A>0,

zakljucujemo da (5.30) vazi za svaku konstantu c.
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A)uj_l >C > Uj B)uj_l <c<uj
F . . . .
Fi Fi1 F Fi-1 | Fj

\\

= =

.U

Uj Cuj_1 Uj_1 CI Uj

\/
c

Slika 5.4: PoloZaj Fj_1(c) u odnosu na Fj_1 (u;_)

U slu¢aju kada je F;(u}) < 0 polazimo od

0> (sign(uj, | —c) —sign(u} —c)) (Fjr1(j 1) — Fjy1(c))

i na veoma sli¢an nacin kao u slucaju F J’(uy) > 0 dokazujemo da vazi
(5.31) za svaku konstantu c.

Ukoliko je pak u; = u, za svako j € J, imamo da je
sign(u; — c) — sign(uj_| — ¢) = sign(usx — ¢) — sign(u. —c) =0,
odakle sledi

(sign(ut —c) —sign(u}_y —c)) (Fj_1(u}_) = Fj—1(c)) =0.

Dakle, (5.30) vaZzi za svako c¢. Lako se moZe proveriti da relacija (5.31)
takode vaZzi u tom slucaju pa je prema definiciji 5.1.3, DSP oblika u;’ = Uy
entropijski.

Pretpostavimo sada da je dobijeni DSP entropijski. Prema definiciji
5.1.3, to znaCi za svako j € J vazi (5.30) za F]{(uj) > 0, odnosno (5.31)
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za F}(u;) < 0. Pretpostavimo da (5.30) vazi za Fj(u;) > 0 i svako c.

Koristeci ¢injenicu da je u"“ = u? zasvako jin, tedaje A >0, dobijamo

0> 51gn(u;’ )(Fj(uﬁ)—Fj(c)) sign(u; wi_y — )(Fj_l(u?_l)

— (c)) (Fj(c) —Fj,l(c)) 31gn(uj —¢)

= 31gn( ui—c) (F](u;’) —Fj_ (c)) — sign(u?_l —c) (Fj,l(u’}_l) — Fj,l(c)).
Uzimajuci u obzir (5.21), dobijamo

(sign(uf—c)— sign(u_; — c)) (Fj,l(u’},l) —Fj—1(c)) <0. (5.33)

Pretpostavi¢emo sada da uslov F; («}) = 0 nije zadovoljen za svako
J € J. Tada postoji indeks k € J takav da je

Fw)>0 i F_,(u}_,)<0 (5.34)
ili
Fl)<0 i E_ @ ,)>0. (5.35)
A) F{(u) > 0, By () <0 B) F(up) <0, Fl_ () >0
F F

Slika 5.5: Neentropijski DSP

PokaZimo najpre da za (5.34), nejednakost (5.33) ne vazi, izuzev
kada je u’; = u, za svako j € J. Posto u slucaju (5.34), imao da je u;_1 <
uy, te za ¢ € (up — 1,uy) vazi

sign(uy —c) —sign(uj_; —c) =2,
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pa iz (5.33) dobijamo

(Fe-1(u_1) = Fie1(c)) <0,

Sto generalno nije tacno, vidi sl. 5.5 A). S druge strane, ako sada pretpo-
stavimo da vazi (5.35), tada ili postoji neki indeks k; > k tako za koji vazi
(5.34) (iz Cega opet sledi da nije zadovoljena nejednakost entropije), ili
imamo da je Fj-(u;+) < 0, Sto dalje povlaci pojavu nedopustivog desnog
talasa (u+,u,) negativne brzine, sl. 5.5 B).

Dokaz kada vazi (5.31) se izvodi analogno pa moZemo zakljuciti da
sistem (5.21) ima jedinstveno reSenje koje zadovoljava (5.32), a koristi
se za konstrukciju jedinstvenog DSP-a za problem (5.13), (5.15). Ovim
je lema dokazana. [

Sli¢no, u slucaju u; > 6;, imamo sledecu lemu.

Lema 5.1.2 Problem (5.13), zajedno (5.22) ima jedinstveni stacionarni
entropijski DSP za postupak Godunova ako i samo ako

Fj’(u?) > 0 vazZi za svako j € J. (5.36)

Na osnovu toga imamo i teoremu koja sledi:

Teorema 5.1.2 Posmatrajmo jednacinu (5.13) zajedno sa pocetnim uslo-
vom (2.11) pod pretpostavkama H1 — H3, Cije resenje se sastoji iskljucivo
od udarnih talasa sa desne strane x = 0. Postupak Godunova za resa-
vanje ovog problema dopusta jedinstven entropijski DSP koji za € — 0
konvergira ka talasu oblika

(a) (5.3)zau; =Aiu, € A(A,B) u sledeéim sluc¢ajevima:

(i) Fluksevi se ne seku ili im je presek regularan i h(8,) > g(0y).
Entropijska koneksija je tada definisana sa (A, B) = (65, 05),
gde je g(8y) = h(0}), 0, > 6,

(ii) Presek flukseva je podkompresibilan. Tada je entropijska ko-
neksija odredena sa A = B = u,.
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(b) (5.7) za h'(w;) >0iu, € A(u;,i;) u sledeéim slucajevima:
(i) Fluksevi se ne seku ili je presek regularan i h(0) > g(8,).

(ii) Fluksevi se ne seku ili je presek regularan, h(0)) < g(8g) i
h(ur) > g(6y).
(iii) Presek flukseva je podkompresibilan i h(u;) > h(u,).

(iv) Presek flukseva je nadkompresibilan i u; > u.

Napomena 5.1.4 Ukoliko paZljivo razmotrimo slucaj (a) teoreme 5.1.2,
vidimo da u, € A(A,B) u stvari znaci da je u, < B. Medutim, prime-
timo da se postupak Godunova za skalarne zakone odrZanja sa prostorno
promenljivim fluksom moZe primeniti i u slucaju kada je u, > B za iste
koneksije date u podslucajevima (i)-(ii). Diskretno resSenje u tom slucaju
za € — 0 konvergira ka kombinaciji stojeceg talasa u x = 0 i razreduju-
Ceg talasa desno od x = 0. Isto vazi i u slucaju (b) za u, > i; uz uslove
nabrojane u podslucajevima (i)-(iv). Medutim, posto u okviru ove teze
razmatramo samo DSP—e, izostavicemo ove slucajeve.

Dokaz (a)(i) Neka je g(6,) < h(0). Tada imamo tri moguénosti:
(i.1) fluksevi se ne seku,
(1.2) W (us) <0, g (us) <O,
(i.3) W (ue) >0, g (ue) > 0.

(1.1) U ovom slu¢aju neophodno je da dokazemo da linija odredena ko-
neksijom

[:=1[(64,1(8)), (81, 8(6n))]

sece krivu
©:= (u,Fe(x,u))

u taCci uy ¢ tako da vazi

F'(x,uye) >0, zasvakox € [—g,g].
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A) Fluksevi se ne seku B) Regularan presek flukseva
F

-
-

X U/=A=9h u,B=6,Y Y X u,:A:Gh 'U, B'=§h Y Y
C) Podkompresibilan presek flukseva D) Nadkompresibilan presek flukseva
i F
{3 /

e,

Sve dopustivé RV R
ove linije - nema entropijskog-DSP=a” .-
asociranog sa koneksijama u ovom sfucaju

X U U=A=B=y, VYOI U U, Y

Slika 5.6: Struktura entropijskih DSP—a konstruisanih pomocu
koneksija u raznim slucajevima preseka fluksevaiu; = A

Jasno je da je ® neopadajuca na intervalu (8,¢,Y), gde O, predstavlja
minimum funkcije F¢(x,u) za fiksno x € [—¢€,€]. 1z (5.9) sledi

h(6y) > Fe(x,0.¢) > g(8,).
Ovo dalje povlaci
F'(x,uye) >0 zasvakox € [—¢,¢].

Pretpostavimo sada da entropijska koneksija (A, B) = (8},,0},) nije jedin-
stvena. Tada postoji koneksija (A,B), A| # A, B| # B za koju linija

Iy == [(A1,h(A1)), (B1,8(B1))]
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<N

A) Fluksevi se ne seku

X

+——+—+t—+—U
uuuyY

B) Regularan presek flukseva

- U
X uu oY

C) Podkompresibilan presek flukseva D) Nadkompresibilan presek flukseva

F

X

F

/

Il TR E— U
X u u u Y

Slika 5.7: Struktura entropijskih DSP-a u raznim slu¢ajevima preseka

seCe krivu @ u tacci #i, ¢ tako da vaZzi

F'(x,fe) >0

flukseva za A’ (u;) > 0

za svako x € [—¢€, €,

vidi sl. 5.8. Ovo je u suprotnosti sa ¢injenicom da je

W'(A1) <0, ¢'(B1) >0

1 da je A = 6, argument jedinstvenog minimuma fluksa 4. Ovim je do-
kazana jedinstvenost entropijske koneksije. Dokaz u slucajevima (i.2) i
(1.3) se izvodi na sli¢an nacin.



101 5.1. SLUCAJ SA FLUKSEVIMA KONVEKSNOG TIPA

! e F.(x,u)

1=[(6,,h(8,)).(8,,.9(8,))]
l=[(Ah(A,).(B,g(B))] {/

X A:Qh uX,El'l'{Ix,sB1 y

Slika 5.8: ITlustracija dokaza teoreme 5.1.2, slucaj (i.1)

(i1) Iz Cinjenice
F(x,u.) = F(y,u.) zasvako x,y € [—¢€,€]

sledi
Fj(u.) = Fi(u.), zasvakoi,jeJ

odakle sledi da je

u;’ =u, zasvakojeJ

pa moZemo zakljuciti da je uslov (5.32) zadovoljen. U ovom slucaju,
jedinstvenost entropijske koneksije sledi iz Cinjenice da je A = B = u,
jedina dopustiva koneksija. Na sl. 5.6 je prikazana struktura entropijskih
DSP-a za slucaj (a).

(b)) Pretpostavimo sada da se fluksevi ne seku ili da im je presek
unutar intervala [X,Y] regularan, i da je 1(8) > g(8,). Koristeci sli¢ne
oznake kao u slu¢ajevima iznad, tj.

® = (u,Fg(x,u)),
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0, ¢ predstavlja jedinstveni minimum funkcije Fe (x, u) za fiksno x € [—¢, €]

U= [(u, h(wy)), (a7, ()],

pokazujemo da kriva m seCe liniju / u tacci u, ¢ tako da vazi
Fl(x,uye) >0 zasvakox € [—¢&,¢].
Na osnovu (5.9) je jasno da je
h(8y) > Fe(x,0x¢) > g(0,).

Odavde sledi da se za svako x € [—€,€] tacka (Oy¢,Fe(x,0y¢)) nalazi
ispod linije I. Uzimajuci u obzir da je A’ (u;) > 0, moZemo zakljuciti da
za svako x € [—¢, €] kriva o sece liniju / u tadi uy, ¢ tako da F/(x,uy¢) > 0.
Pretpostavimo sada da ovaj entropijski DSP nije jedinstven. Tada postoje
dve tacke A, B € I takve da je A # u;, B # i1 1 h(A) = g(B). 1z uslova en-
tropije (5.32) sledi #'(A),g'(B) > 0 §to prouzrokuje pojavu talasa (u;,A)
pozitivne brzine pa dolazi do interakcije ovog talasa sa stacionarnim ta-
lasom (A, B), §to nije dozvoljeno. Ovim smo dokazali jedinstvenost en-
tropijske koneksije.

(i) U ovom slucaju iz (5.9) sledi Fe(x,0,¢) < g(6,). Opet, uzima-
juéi u obzir da je A’ (u;) > 0, moZemo zakljuciti da tvrdenje vazi. Jedin-
stvenost se u ovom slucaju dokazuje analogno kao i u slucaju (i).

DefiniSimo sada tacku iz, € I takvu da je

u slucaju da je u tacci u, podkompresibilan presek flukseva, a

gli.) =g(us) i g'(us)>0

ako se radi o nadkompresibilnom preseku. Koristeéi Cinjenicu da se u
slu¢aju podkompresibilnog ili nadkompresibilnog preseka flukseva, za
svako x € [—€, €] tacka (Oy ¢, Fe(x, 0y ¢)) nalazi ispod linije

[:= [(u*,h(u*)), (ﬁ*,h(”_‘*))]v
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(ii1) 1 (iv) se dokazuje slicno kao i u prethodnim slucajevima. Struktura
entropijskih DSP-a za /'(«;) > 0 u raznim slu¢ajevima preseka flukseva
je prikazananasl. 5.7. [J

Na kraju, u skladu sa definicijom 5.1.4, preostaje nam samo joS$ da
pustimo € — 0 da bismo dobili entropijsko reSenje jednacine (2.63) koje
se sastoji od stacionarnog udarnog talasa u x = 0 i udarnog talasa koji
putuje u desno.

5.1.4 DSP za multiplikativnu jednacinu

Posmatrajmo sada jednacinu (2.62), (2.11). Lako se mozZe uociti
da je ovaj problem u stvari specijalan slucaj problema (2.63), (2.11), pri
¢emu smo h(u) zamenili sa a;f(u), a g(u) sa a,f(u) za funkciju f koja
je konveksnog tipa i zadovoljava uslov f(X) = f(Y).

U ovom sluc€aju odgovarajuca perturbovana jednacina je oblika

ur + (ae(x) f(u))x =0,

gde je
ag(x) =a(x) za |x|>¢€

neprekidno diferencijabilna aproksimacija funkcije a(x). Pretpostavi-
¢emo da je a¢(x) monotona funkcija, jer se tada lako moZe dokazati da
je ae f(u) dopustiva regularizacija fluksa a(x) f(«) u smislu (5.9). Primer
diskretnog niza flukseva koji se dobija primenom dopustive regulariza-
cije u ovom slucaju je prikazan na sl. 5.9.

Takode ¢emo pretpostaviti i da je a; > a, > 0. U ovom slucaju,
jedinstveni minimumi flukseva a;f 1 a, f se poklapaju. Oznaci¢emo nji-
hovu zajednicku taCku minimuma sa 6. Drugim re¢ima, 6 = 6;, = 0,.
Ovo je u stvari slucaj kada se fluksevi h = a;f 1 g = a,f ne seku pa
na osnovu teorije izloZene u odeljku 5.1.3, postoji jedinstvena koneksija
(A,B) = (0,0), gde je

arf(é) = alf(e)a f/(é) >0,
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>y
X Y

Slika 5.9: Diskretni niz flukseva za multiplikativnu jednacinu

a koja zadovoljava (5.32), tj.
fW}) >0 Vjel. (5.37)

Ova koneksija gradi stacionarni DSP i DSP koji putuje u desno ako je
up=Aiu, € 4(A,B). S druge strane, ako je u; > 6, tada imamo reSenje
u obliku (5.7).

Primetimo da je (5.37) ekvivalentno sa
sign(u_; —0)sign(u} —0) >0 Vje{-j +1,.,j}.

Na osnovu leme 5.1.1, stacionarni DSP zadovoljava selede¢i oblik nejed-
nakost entropije Kruzkova:

o 71— = |u} — ] +A(a;sign(uf — o) (f (u}) — f(c))
—aj_ysign(u_ —c)(f(uj_y) — f(c)))
+Asign(u; —c)(aj—aj-1)f(c) <0,
za svaku konstantu ¢, gde a; predstavljaju diskretne vrednosti funkcije
ag(x). Tu ovom sluéaju, entropi¢nost desnog DSP-a sledi iz Olejnikovog

uslova entropije. Struktura DSP-a u slu¢ajevimau; =A =01 h' (1) >0
su prikazani redom na sl. 5.10 A) i B).
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Au=A=9 B) i'(u;) >0
a;f af

A A

Slika 5.10: Struktura DSP-a za multiplikativnu jednacinu

5.1.5 ProSirenja i poredenja sa rezultatima dobijenim
pomocu drugih teorija entropije

Diskretni uslov entropije (5.32) za stacionarni DSP u x = 0 je izve-
den nezavisno od tipa regularizacije. Njegova osnovna odlika je u tome
da dopusta DSP-ove za stacionarne marginalno podkompresibilne i re-
gularne udarne talase. S druge strane, DSP—ovi za stacionarne podkom-
presibilne talase su dopusSteni samo u slucaju konstantnog talasa.

Nasuprot tome, dopustivost koneksija u odnosu na regularizaciju,
(vidi definiciju 5.1.2) zavisi od izbora regularizacije. Kao $to smo napo-
menuli u odeljku 5.1.3, izabrali smo standardnu matematicku definiciju
klase regularizacije (5.9). Medutim, postoje i druge regularizacije koje
mozemo implementirati u na$ koncept reSenja da bismo dobili relevantna
reSenja za odredene fiziCcke modele. Sli¢na situacija se javlja kada se do-
daje standardni Clan (€uy,, € — 0) 1 nestandardni (razli¢it od €u,,, € — 0)
sa desne strane jednacine (2.63) u metodi iS¢ezavajuce viskoznosti, vidi
[37].

Drugim recima, moZemo prosiriti naSu teoriju ako popustimo malo
uslov dopustivosti regularizacije (5.9) na slede¢i nacin. U zavisnost od
medusobnog geometrijskog odnosa flukseva, mozemo izabrati pogodan
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srednji fluks z(u) 1 koristiti dopustivu regularizaciju (koja zadovoljava
(5.9)), koju éemo oznaciti sa F!(x,u) na intervalu [—¢,0] za par flukseva
h i z, i drugu dopustivu regularizaciju F/ (x,u) na intervalu [0, €] za par z
i g. Potom ¢emo konstruisati regularizaciju F¢(x,u) oblika

h(u), x<-—¢
Fsl(x,u), —e<x<0
Fl(x,u), 0<x<e
g(u), xX>¢€

Fe(x,u) = (5.38)

Naravno, ova regularizacija je neprekidna u odnosu na prostornu pro-
.o . . l o r o . . . .
menljivu jer je F; (0,u) = F{(0,u) = z(u) i nazivamo je dospustivom s

leva i desna.

U primeru 5.1.2 ¢emo prikazati regularizaciju oblika (5.38) speci-
jalno dizajniranu da bi se dostigao marginalno podkompresibilni udarni
talas u x = 0 u slucaju nadkompresibilnog preseka flukseva, a koji inace
ne mozemo dobiti putem regularizacije (5.9). Takvo reSenje je dobijeno
pomocu teorije entropije koja se oslanja na nedopustanju podkompresi-
bilnih talasa u [3] i podudara se sa tzv. optimalnim resenjem u [1, 57]
(tj. predstavlja fizic¢ki relevantno reSenje za model dvofaznih protoka u
heterogenoj poroznoj sredini).

Primer 5.1.2 Posmatrajmo slucaj nadkompresibilnog preseka flukseva.
Neka je F; € C(R x I) regularizacija data sa (5.38). Pretpostavimo da
je uy = A = 0y. Da bismo dostigli marginalno podkompresibilni DSP u
x = 0, moZemo odabrati srednji fluks 7 konveksnog tipa takav da je

X)) =n(X), 2(Y)=h(Y), z(u)<h(u),

na intervalu [—€,0), i z sece fluks g u nekoj tacci u, nadkompresibilno,
vidi sl. 5.11. Na toj slici smo oznacili niz diskretnih flukseva Fl i Fl sa
{F}}je]l i {F} jes, respektivno, gde je

JIZ{_j*;---,_l}v Jr:{lv'“vj*}7 I FO:F&ZF&ZZ'

Ako sada koristimo koncept resenja koji se oslanja na DSP, dobijamo
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Slika 5.11: Entropijski DSP koji tezi ka marginalnom
podkompresibilnom udarnom talasu kod nadkompresibilnog preseka
flukseva dobijen pomocu regularizacije koja je dopustiva s leva i desna

entropijski DSP (koji zadovoljava (5.32)) za koneksiju (A,C), gde je

posto je uy nadkompresibilno. Stoga imamo jos jedan entropijski DSP
(koji zadovoljava (5.36)) za koneksiju (C,B) na intervalu [0,€]. Unija
ovih DSP—ova daje entropijski DSP za par (A,B), vidi sl. 5.11.

Primer 5.1.3 Ukoliko je g(u) <0 i h(u) <Ozauecligih se seku
nadkompresibilno u u, € I, tada srednji fluks z opisan u primeru 5.1.2

moze biti oblika
g(u) +h(u)
= " h
2(u) = 2 4w,
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8(u) + h(u)
2

malo u smislu da je uy nadkompresibilno. Tada je regularizacija (5.38)
oblika

pri Cemu parametar o. > 1 izaberemo tako da je dovoljno

([ h(u), i< e
SOET I e
Rlow=1 _z%gcz)g(u() : (81);;2;;12;) e=x=0
202 (x—e)*4g(u), 0<x<e
[ 8(u), c>e

Medutim, dostizanje reSenja za specificne fizicke modele je izvan
dosega teme ove teze, te ovo pitanje neéemo dalje razmatrati.

Kao §to smo ve¢ napomenuli, razliciti autori u svojim radovima do-
bijaju razli¢ita entropijska reSenja za jednacinu (2.63) jer su razvili razli-
Cite teorije entropije. Osnovni predmet rasprave je uglavnom pitanje da li
su (marginalno) podkompresibilni udarni talasi u x = 0, kao delovi celo-
kupnog reenja, dopusteni ili ne. Oznac¢imo sa (EXU') rezultate dobijene
u [3] pomocu principa isklju¢ivanja podkompresibilnih udarnih talasa, sa
(IEF?) entropijsku teoriju koja se oslanja na unutra$nju entropijsku funk-
cionelu razvijenu od strane grupe autora u [1] i [14], sa (CRO3) entro-
pijsku teoriju razvijenu u [17] koja zahteva zadovoljenje uslova preseka,
1 rezultate dobijene u okviru ove teze sa (DSP). Pri tome, razmatraéemo
samo DSP—ove dobijene regularizacijom oblika (5.9).

Tabela 5.1 prikazuje moguénost pojave podkompresibilnog (ozna-
enog sa U*) i marginalno podkompresibilnog (MU?) stacionarnog udar-
nog talasa u x = 0, u razli¢itim slu¢ajevima preseka flukseva, za 1’ (u;) <
0, iz ugla razli¢itih entropijskih teorija.

YEXU - od engl. excluding undercompressive shocks
2IEF - od engl. interface entropy functional

3CRO - od engl. crossing condition

4U - od engl. undercompressive

SMU - od engl. marginally undercompressive
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U slucaju kada se fluksevi ne seku u unutraSnjosti /, sve Cetriri teo-
rije entropije dopuStaju marginalno podkompresibilne stacionarne udarne
talase, s tim Sto IEF pored toga dopusta i podkompresibilne udarne talase
(tj. dobijaju entropijska reSenja za svaku koneksiju).

U sluc€aju regularnog preseka flukseva imamo sli¢nu situaciju, je-
dino Sto CRO sada dopusta konstantne regularne udarne talase oblika
S%(u,,u,) ali pod uslovom da je zadovoljen uslov preseka.

Suprotno od EXU teorije koja doposSta samo marginalno podkom-
presibilne talse, i IEF koja dopusta i podkompresibilne i marginalno
podkompresibilne talase, u slucaju podkompresibilnog preseka flukseva
CRO 1 DSP dopustaju jedino pojavu podkompresibilnog konstantnog
udarnog talasa oblika S (i, us).

S druge strane, DSP pristup zajedno sa regularizacijom oblika (5.9)
ne dopusta ni podkompresibilne, ni marginalno podkompresibilne udarne
talase u slucaju nadkompresibilnog preseka flukseva. Sli¢no, nadkom-
presibilni presek flukseva naruSava uslov preseka teorije CRO pa ne po-
stoje (marginalno) podkompresibilni stacionarni udarni talasi. Nasuprot
tome, EXU dopusta marginalno podkompresibilne udarne talase, a IEF
dopusta i podkompresibilne i marginalno podkompresibilne udarne ta-
lase.

Na kraju, napomenimo jo$ i da naSa teorija entropije dopusta regu-
larne stacionarne udarne talase u x = 0 za sve tipove preseka flukseva
u slucaju kada je #'(u;) > 0, tj. reSenja jednacine (2.63) oblika (5.7).
Postojanje reSenja ovog tipa su takode dokazana u [57].

5.1.6 Numericki primeri

PrikaZimo sada nekoliko numerickih primera. Najpre ¢emo posma-
trati slucajeve kada se fluksevi ne seku, (Primer 5.1.4 i Primer 5.1.5),

U ovoj tabeli su prikazani samo DSP—ovi dobijeni regularizacijom oblika (5.9).
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(Marginalno) podkompresibilni udarni talasi

Fluksevi se Regularni Podkompresibilni Nadkompresibilni

ne seku presek presek presek
MU U MU U MU U MU U
EXU + - + - + - + -
IEF + + + + + + + +
CRO + - - - - + - -
DSP®  + - + - - + - -

Tabela 5.1: Pojava (marginalno) podkompresibilnih stacionarnih
udarnih talasa u x = 0 prema razlicitim teorijama entropije

kao 1 kada se fluksevi seku podkompresibilno (Primer 5.1.6 i Primer
5.1.7). Za oba slucaja poloZaja flukseva ¢emo posmatrati po dva razli-
Cita poCetna uslova (jedan pocetni uslov kada je h'(u;) < 0 i drugi kada
je 1 (u;) > 0). Potom ¢emo analizirati slucaj kada se fluksevi seku nad-
kompresibilno, (Primer 5.1.8 1 Primer 5.1.9), sa istim po¢etnim uslovom,
ali sa razli¢itom funkcijom glacanja (jedan primer sa glacanjem (5.10) 1
jedan sa (5.39)). Na kraju, u primeru 5.1.10 ¢emo prikazati i jedan primer
numerickog resavanja multiplikativne jednacine.

U svim primerima ¢emo Koristiti numeri¢ku proceduru za konstru-
isanje DSP-a koju smo opisali u odeljku 5.1.3. Ponovimo ukratko da
je glavna ideja naSe numeri¢ke procedure primena postupka Godunova
za zakone odrZanja sa prostorno promenljivim fluksom (oznacimo ovaj
postupak sa GSVF’) za reSavanje perturbovane jednadine (5.13).

U slucaju kada je 1'(u;) < 0, koristimo entropijske koneksije koje
zadovoljavaju diskretni uslov entropije (5.32) da bismo konstruisali sta-
cionarni DSP u x = 0. Jednostavnosti radi, u dokazu Teoreme 5.1.1 smo
pretpostavili da je u; = A (vidi (5.15)), i pored stacionarnog DSP-a po-
smatrali smo iskljucivo desni DSP. Posto levi talas moZe da se tretira

"GSVF - od engl. Godunov scheme with spatially varying flux
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na isti nacin kao 1 desni, u naSim numeri¢kim primerima posmatraéemo
problem (2.63), (2.11) sa proizvoljnim u; € I. To znaci da ¢emo reSavati
perturbovanu jednacinu (5.13) sa opStijim pocetnim uslovom oblika

u, x<-—¢€
A —e<x<0

tp(x) B O<x<g ' (5.40)
Up, Xx>E¢€

koriste¢i Semu GSVF. Naravno, za x < —€ 1 x > € ovo se svodi na stan-
dardni postupak Godunova sa neprekidnim fluksom 4 1 g, respektivno.

S druge strane, ako je A’ (u;) > 0 prema Teoremi 5.1.1, Koristimo

u;, x<0
up(x)=¢ 1 O0<x<e (5.41)
up, xX>¢€

umesto (5.40).

Kao $to smo ve¢ napomenuli, u primerima (5.1.4) — (5.1.8)1(5.1.10)
koristi¢emo regularizaciju datu sa (5.10), a u primeru (5.1.9) regulariza-
ciju (5.39). Odgovarajuéi parametar j* koji definiSe broj diskretnih fluk-
seva unutar intervala glacanja [—¢€, €] biramo tako da bismo dobili Zeljenu
vrednost € u odnosu na Sirinu mreZe Ax, vidi (5.11). Vrednosti parame-
tara Ax, j* 1 € u primerima 5.1.4 — 5.1.10 su date u tabeli 5.2 na kraju
ovog odeljka.

Napomenimo joS i da smo u svrhu dobijanja numerickih rezultata
koje ¢emo prikazati u okviru ove teze razvili odgovarajuci softver u pro-
gramskom paketu Mathematica, a koji se bazira na gore opisanoj nume-
rickoj proceduri.

Primer 5.1.4 Posmatrajmo jednacinu (2.63) gde je

h(u):u(u—l)(uz—F%) i gu)=uu—1D)+u+1) (5.42)
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02 04 06 08 rou
0.1
h

02
0.3
-0.4 (o]

\ 4

F

Slika 5.12: Osnos flukseva u primerima 5.1.415.1.5

zajedno sa pocetnim uslovom

0.6, x<0
) =9 08 x>0 -

Kao sto moZemo videti iz sl. 5.12, fluksevi se ne seku unutar posma-
tranog intervala, i h(8),) > g(0,). Posto je h'(u;) = ' (0.6) < 0, prema
Teoremi 5.1.2, numericko reSenje cemo konstruisati pomocu jedinstvene
koneksije (A, B) = (85,0}, u (5.40), gde je ), = 0.65859 i 8, = 0.91698.
Numericko resenje dobijeno uz pomo¢ GSVF postupka u t =1 je prika-
zano na sl. 5.13 A), dok na sl. 5.13 B) moZemo videti reSenje unutar
intervala t € [0,1]. Kao S$to vidimo, pored stacionarnog i desnog DSP—
a, numericko reSenje sadrZi i levi razredujuci talas. Grani¢na vrednost
numerickog resenja kada € — 0 je oblika

<1!?(0.6, 0.65859) + 50(0.65859, 0.91698) + ?(0.91698, 0.8).

Analizirajmo sada isti problem kao u primeru 5.1.4, ali sa drugim
pocetnim uslovom.

Primer 5.1.5 Posmatrajmo jednacinu (2.63), (5.42), zajedno sa pocet-
nim uslovom

uo(x):{ 0.8, x<0

0.6, x>0~
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A) B)
u

0.9f
0.85
0.8] —

0.75

Slika 5.13: Numericko reSenje u primeru 5.1.4
Ovoga puta je W' (u;) = h'(0.8) > 0 pa éemo stacionarni DSP u x = 0

konstruisati koristeci par (uy,i;), gde je ii; = 0.9298. Koristeci postupak
GSVF sa (5.41) dobijamo numericko resenje koje konvergira ka

59(0.8,0.9298) + S (0.9298,0.6),

vidi sl. 5.14.

Primer 5.1.6 Posmatrajmo sada jednacinu (2.63), gde je
3
h(u) =u(u—1)?+u+1) i glu)=3u(u—1)u*— Eu—i— 1) (5.43)
zajedno sa

03, x>0

Kao sto moZemo videtina sl. 5.15, fluksevi g i h se seku podkompresibilno
u tacci u, = 0.43127, i W' (u;) = W' (0.5) < 0. Stoga prema Teoremi 5.1.2
koristimo koneksiju (A,B) = (us,u.) pa postupak GSVF za (5.40) daje
reSenje koje se sastoji od tri DSP—a, a konvergira ka

uo(x):{ 0.5, x<0

<_
S (0.5,0.43127) + $°(0.43127,0.43127) + S (0.43127,0.3),
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0.75)

0.7

0.65|

Slika 5.14: Numericko reSenje u primeru 5.1.5

vidi sl. 5.16. Primetimo da je stacionarni DSP u x = 0 konstantan u
ovom primeru.

Posmatrajmo sada opet isti primer kao gore, ali sa drugim pocetnim
uslovom.

Primer 5.1.7 Posmatrajmo jednacinu (2.63), gde su g i h dati sa 5.43 i

0.9, x<0
X)) =9 06 x>0

Ovoga puta imamo da je I (u;) = 1'(0.9) > 0 pa uzmimamo u; = 0.9, ii; =
0.75333, te postupak GSVF za (5.41) daje numericko resenje prikazano
na sl. 5.17. Kao $to vidimo, ovo resenje konvergira ka

5°(0.9,0.75333) + S (0.75333,0.6).

U nastavku ¢emo analizirati jedan primer u kojem se fluksevi seku
nadkompresibilno pa nema DSP—ova za glacanje koje zadovoljava uslov
(5.9).
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02 04 06 038 r
0.1
0.2
0.3 h
0.4 g
\ 4
F

Slika 5.15: Odnos flukseva u primeru 5.1.615.1.7

Primer 5.1.8 Posmatrajmo sada Rimanov problem za jednacinu (2.63),
gde je

h(u):3u(u—1)(u2—%u+l) i gu)=u(u—1) 2 +u+1), (5.44)

zajedno sa pocetnim uslovom

02, x<0
u(x,O):{ 0 §>0 , (5.45)

pri cemu cemo koristiti, glacanje (5.9), bas kao i u prethodnim prime-
rima. Fluksevi se seku nadkompresibilno u tacci u, = 0.5 i dostiZu, re-
dom, minimume u tackama 0, = 0.34776 i 6, = 0.62996. U ovom slu-
Caju imamo da se sve dopustive koneksije nalaze iznad linije odredene
tackama (Gh,h(ﬁh)) i (éh,g(éh)), gde je 8, = 0.78226. Lako se moZe
proveriti da ne postoji ni jedna koneksija koja zadovoljava (5.32) pa u
ovom slucaju za glacanje (5.10) nemamo dopustiv DSP za postupak Go-
dunova.

Primer 5.1.9 Posmatrajmo sada problem (2.63) gde su fluksevi dati sa
(5.44), zajedno sa pocetnim uslovom (5.45), pri cemu cemo koristiti gla-
canje (5.39) sa parametrom o. = 4. Kao sto smo videli u primeru 5.1.2
(vidi sl. 5.11), ovakvo glacanje nam omogucava da koristimo entropijsku
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A)
u

— 0.5

0.45

04

0.35

Slika 5.16: Numericko reSenje primeru 5.1.6

koneksiju (8y,0,) = (0.34776,0.78226) za konstrukciju DSP-a. Nume-
ricko resenje koje dobijamo u ovom slucaju konevrgira ka

R (0.2,0.34776) + $°(0.34776,0.78226) + S (0.78226,0.6),

vidi sl. 5.19.

Na kraju ovog odeljka, posmatrajmo i jedan primer multiplikativne
jednacine.

Primer 5.1.10 Posmatracemo multiplikativnu jednacinu zakona odrZa-
nja (2.62), gde je f = u?>+2u+ 3 konveksna i ima minimum u tacci
0 = —1. Neka je a(x) dato sa

1.5, x<0
a(x) = 1 x>0

aup(x) =—1.2.
Aproksimaciju funkcije fluksa a(x) f (1) éemo izvrsiti slicno kao i kod jed-
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A) B)
u

Y
0.85
084
0.755
07

0.65

Slika 5.17: Numericko reSenje primeru 5.1.7

02 04 06 0.8 ru

-0.1

-0.2

Slika 5.18: Odnos flukseva g 1 4 u primeru 5.1.815.1.9

nacine sa dva fluksa, tj. u ovom slucaju (5.10) postaje

a, x< —¢
arz—zal (x+e)?+a, —e<x<0
ke(x) = aj € a, ) (5.46)
22 (x—8)2+ar, 0<x<e
ar, X>€

Na sl. 5.20 moZemo videti odnos flukseva u ovom primeru. Kao sto
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A)

u

07l
06

0.5

-1 -0.5 0.5 1

Slika 5.19: Numericko reSenje u primeru 5.1.9

vidimo, a;f(0) > a,f(0), pa DSP gradimo pomocu koneksije (6,8) =
(—1,0). U ovom slucaju dobijeno numericko reSenje konvergira ka
R(=12,-1)+5°(~1,0)+ 5 (0,-1.2),

sl. 5.21.

Primer AX Jjt e
5.1.4  0.00997 6 0.05982
5.1.5  0.00499 10 0.04990

5.1.6  0.00499 6 0.02994
5.1.7 0.00499 6 0.02994
5.1.9  0.00399 8 0.03192
5.1.10 0.02649 4 0.10596

Tabela 5.2: Vrednosti numeri¢kih parametara u primerima 5.1.4 —5.1.10

Na posletku, u tabeli 5.2 navodimo i vrednosti parametara koje smo
koristili u numerickim procedurama u primerima 5.1.4 — 5.1.10.
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D>

=1 r€[0,1]

Slika 5.21: Numericko reSenje problema u primeru 5.1.10

5.2 Konveksno — konkavni slucaj

Posmatrajmo sada jednacinu (2.63) u tzv. konveksno — konkav-
nom slucaju, tj. kada je jedan od flukseva g ili 4 konveksnog tipa, a
drugi konkavnog tipa. U skladu s tim, u odeljku 5.2.1 ¢emo uvesti i od-
govarajuce pretpostavke koje ¢e vaziti u okviru ovog poglavlja. Namera
nam je da i u ovom slucaju, izvrSimo regularizaciju fluksa i potom resa-
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vamo perturbovanu jednacinu (5.13).

Medutim, slucaj jednaCine sa dva fluksa kada su fluksevi razlici-
tog tipa konveksnosti je neSto sloZeniji od slucaja kada su oba fluksa
istog tipa konveksnosti. Naime, ispostavice se da uslov entropije (5.32)
u ovom slucaju vise nije relevantan, tj. mora da se uopsti da bi obuhvatao
i ovaj slucaj. Glavni problem leZi u tome $to za neko j € J, diskretni fluks
Fe(xj,u) moZe imati vise ekstrema (vidi primer 5.2.1), jer se regulariza-
cija F¢ dobija kao aproksimacija originalnog fluksa (5.1) koji se sastoji od
flukseva koji su razlicitih tipova konveksnosti. To znaci da tacke DSP-a
u? koje zadovoljavaju uslov (5.32) nisu jednistveno odredene. Cak §ta
viSe, neki izbori DSP-a koji zadovoljavaju ovaj uslov, ne zadovoljavaju

diskretnu nejednakost Kruzkova.

Primer 5.2.1 Posmatrajmo flukseve
h=—(u+1) (Var1-11v2) i g= =

na intervalu [—1,1.1]. Tada za € = 0.1 fluks Fz(—0.25¢,u) definisan re-
gularizacijom (5.10) ima maximum u 01 = —0.38 i minimum u 6, = 0.55.
Na sl. 5.22 A) vidimo diskretni niz dobijen regularizacijom (5.10), a na
sl. 5.22 B) smo izdvojili krivu Fe(—0.25¢,u).

u+1) ((u+1)* - 16)

Napomena 5.2.1 Kao i u prethodnom poglavlju, diskretni niz flukseva
na sl. 5.22 A) je dobijen pomocu programa koji smo kreirali za potrebe
numerickih primera ove teze. Medutim u nastavku, preglednosti radi,
diskretni nizovi flukseva na sl. 5.25 — 5.27 su crtani rucno.

5.2.1 Uvodne oznake i pretpostavke

Pretpostavicemo da vazi pretpostavka H1 sa strane 80. Preglednosti
radi, u nastavku ¢emo ponoviti njenu formulaciju.

H1: Fluksevi g,h € C!'(I) zadovoljavaju g(X) = h(X) i g(Y) =
h(Y).
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A) B)
F — - F(0.25¢) F

Slika 5.22: Diskretni fluks sa dva ekstrema

S obzirom da sada posmatramo flukseve razli¢itog tipa konveksno-
sti, jasno je da se u ovom slucaju mogu pojaviti Cetiri slucaja odnosa
flukseva g i A, tj.

A) g je konveksnog tipa, a & je konkavnog tipa, i
(i) g(X) <g(¥)
(i) g(X)>g(Y)
B) g je konkavnog tipa, a & je konveksnog tipa, i
(i) g(X) >g(Y)
(i) ig(X) <g(Y).
Gore navedeni slucajevi se mogu videti na sl. 5.23.
Bez uticaja na opStost, usredsredi¢emo se na slucaj A)(i), s obzi-

rom na to da se ostali slucajevi mogu posmatrati na slican nacin. U tom
kontekstu, uvodimo sledecu pretpostavku:

H4: Fluks g je konveksnog tipa, a & je konkavnog tipa i g(X) <
g(Y).
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A) (1) A) (ii)

Slika 5.23: Razne moguc¢nosti odnosa flukseva u konveksno —
konkavnom slucaju

Uvedimo sada oznake za tacke ekstrema flukseva. Jedinstveni mi-
nimum fluksa g oznacavamo sa 0,, dok jedinstveni maksimum fluksa &
oznacavamo sa 0y, tj.

8(0g) =ming(u) 1 h(6;) =maxh(u).

uel uel

U skladu sa pretpostavkom H4, definicija koneksije (4.2.3) se u
ovom slucaju svodi na

h(A)=g(B), A>6, i B>, (5.47)
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Lako se moze proveriti da je u ovom slucaju A = B =Y jedina ko-
neksija, jer jedino par(Y,Y) zadovoljava uslov (5.47).

Napomena 5.2.2 Ukoliko bismo posmatrali slucaj kada je g konkavnog,
a h konveksnog tipa, onda bi jedina moguca koneksija bila data sa A =
B=X.

5.2.2 Rimanov problem

Posmatrajmo sada problem (5.22), (5.1) zajedno sa pocetnim uslo-
vom (2.11), pod pretpostavkama H1 i H4 iz odeljka 5.2.1.

Kao $to smo ve¢ napomenuli, u posmatranom sluc¢aju jedina konek-
sijaje A= B =Y. Prema [57, 58], Rimanov problem (2.63), (2.11) za
ovu koneksiju ima reSenje u obliku levog udarnog i desnog (udarnog ili
razredujuceg) talasa povezanog sa konstantnim udarnim talasom u x = 0.

%
Oznacimo levi udarni talas sa S (u;,Y), desni udarni (razredujuéi)
talas sa ?(Y, uy) (?(Y, u,)) , akonstantni udarni talas u x = 0sa S°(¥,Y).

Jasno je da brzina levog talasa mora biti negativna, a brzina desnog talasa
pozitivna, jer bi u suprotnom doslo do inerakcije talasa. Oznacimo sa Y
tacku za koju vazi

Yel, g¥)=g().

Kao $to mozemo videti sa sl. 5.24 A), ako posmatramo koneksiju (¥,Y),

levi udarni talas <g(ul,Y ) ima negativnu brzinu za u; € [Y,Y]. Isto tako,
lako se moZze proveriti da za svako u; € [Y,Y] par (;,Y) zadovoljava
Olejnikov uslov entropije (2.18). Isto vazii za par (Y, u,) za svako u, € I.
S druge strane, jasno je da je talas odreden koneksijom (Y,Y) staciona-
ran, jer je h(Y) = g(Y). Stoga zau; € [Y,Y], u, €I = A(Y,Y) (dopustiv
skup desnih konstanti iz pocetnog uslova za koji postoji desni udarni talas
pozitivne brzine), problem (5.2), (2.11) ima reSenje u obliku

S (w, V) + 2V, Y) + S (Y,uy). (5.48)
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A) B)

Slika 5.24: Resenja Rimanovog problema u slu¢aju A) u; > Y i B)
u < Y

I ovog puta, kao i u slucaju flukseva istog tipa konveksnosti, bez
uticaja na opStost ¢emo posmatrati specijalan slucaj (5.48) kadaje u; =Y
pa (5.48) postaje

S, Y) + S (Y,u), (5.49)

tj. reSenje se sastoji samo iz jednog putujuceg talasa (u ovom slucaju
desnog).

U suprotnom slucaju, tj. kada je u; € [X,Y], reSenje koje zadovo-
ljava RH-uslov u x = 0 se sastoji od stacionarnog udarnog talasa S°(u;, i7;)
povezanog sa ?(121, u,) ili ﬁ(ﬁl,ur), u zavisnosti da li par (i, u,) zado-
voljava (2.18) ili ne. Ovde smo sa if; oznacili tacku za koju vaZzi

g i) = h(uy).

Naravno, i u ovom slucaju, kao i slucaju sa dva fluksa konvek-
snog tipa, ograni¢i¢emo naSa razmatranja samo na slucajeve kada su
udarni talasi deo reSenja, tj. kada par (i;,u,) zadovoljava (2.18), tj.
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u, € A(uy, ;) = [X, ;). Tada je olekivano reSenje oblika

SO(ur, @) + S (i, uy). (5.50)

5.2.3 [Egzistencija DSP—ova za jednacinu sa dva fluksa
u konveksno — konkavnom slucaju

Dakle, kao i u slucaju kada su fluksevi istog tipa konveksnosti, iz-
vr$iéemo najpre regularizaciju fluksa (5.1) koristeéi F; € C! (R x I) koje
zadovoljava relaciju (5.8) za dovoljno malo € > 0. U posmatranom slu-
¢aju polozaja flukseva (vidi H4, odeljak 5.2.1), definicija dopustive regu-
larizacije (5.9) se svodi na

Definicija 5.2.1 Regularizacija F. € C' (R x I) data sa (5.8) je dopu-
stiva ukoliko

FE(X,M) >F£(y7u) (551)

vazi za svako x,y € [—€, €] za koje vazi x < y,isvakou € I.

Napomena 5.2.3 Relacija (5.51) je izvedena iz (5.9) na osnovu ¢injenice
da je na osnovu H4 g(u) < h(u) za u € (X,Y). Naravno, u suprotnom
sluc¢aju (g(u) > h(u)), morali bismo koristiti obrnuti znak nejednakosti u
relaciji (5.51).

Lako se moZe proveriti da je regularizacija oblika (5.10) i u ovom
slucaju dopustiva. Diskretan niz flukseva {F;} za koji vazi (5.8) je pri-
kazan na sl. 5.25. Kao $to smo najavili u poglavlju 5.1.3, relacija (5.51)
nam obezbeduje osobine koje ¢emo dokazati u lemama 5.2.1 — 5.2.3.

Lema 5.2.1 Neka je F; dopustiva regularizacija fluksa F. Tada je
Fx,X)=g¢gX)=h(X) i FxY)=hY)=g() (5.52)

za sve x € [—¢,¢€]. Cak §ta viSe, krajevi intervala su jedine tacke preseka
flukseva Fe(x,u) i Fe(y,u) za svako x,y € Y ovog intervala.
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Slika 5.25: Diskretni niz flukseva {Fj} jc; za dopustivu regularizaciju

Dokaz 1z (5.8), (5.51) 1 Cinjenice da je
gX)=h(X) 1 g¥)=nh),
jasno je da (5.52) vazi za svako x € [—¢, €]. Pretpostavimo sada da postoje

5Lye(—¢ee€),x<y i w€l,u,#X,Y

tako da je
Fg()z, M*) = Fg(j}, M*).

Tada imamo da je

Fe(X,u) > F,(J,u) za wu€c (X,u)

Fe(%u) < Fe(F,u) za u€ (u,Y),
ili obrnuto. Naravno,
Fe(Xu) < Fe(J,u) za u€ (uy,Y)

je u suprotnosti sa (5.51), jer je ¥ < y. Ovim je lema dokazana. []
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Kao direktnu posledicu leme 5.2.1, imamo lemu:
Lema 5.2.2 Jednacina
Fe(x,u) =h(Y)=g() (5.53)

ima realna refenja u I za svako fiksirano x € [—¢€,€|.

Naime, iz leme 5.2.1 nedvosmisleno sledi da uvek imamo reSenje
jednacine (5.53) oblika u =Y za svako x € [—€,€]. Ali, o¢igledno, ovo
reenje nije jedinstveno za svako x € [—¢, €], vidi sl. 5.26 A). Kao $to
vidimo, F¢(x,u) = h(Y) ima samo jedno reSenje u =Y u I, dok Fg(y,u) =
h(Y) ima vise od jednog reSenja, tj. u € {Y,iiy, iy, i3 }.

Podsetimo se da smo u odeljku 5.1.3 koneksije koje zadovoljavaju
lemu 5.2.2 zvali dopustivim u odnosu na regularizaciju. Ocigledno, je-
dina koneksija A = B =Y je ujedno i dopustiva u odnosu na regulariza-
ciju.

X u, u,u, Y

Slika 5.26: ReSenja jednacine A) Fg(x,u) = h(Y) i B) Fg(x,u) = h(u;) u
1



GLAVA 5. NUMERICKE PROCEDURE ZA DOPUSTIVE DSP 128

Lema 5.2.3 Neka je g(X) <g(Y)iu € [X,Y]. Jednacina
Fe(x,u) = h(up) (5.54)

ima realna reenja za svako fiksno x € [—€,€] u I.
Cak $ta vise, za svako x € [—¢, €] postoji it € {u|Fe(x,u) = h(u;)} tako da

%—Z(x, i) > 0. (5.55)

Dokaz Dokaz sledi direktno iz leme 5.2.1 i Cinjenice da je

g(X) < g(ur) <g(¥),

vidi sl. 5.26 B). Medutim, posto za neko x € [—¢, €] fluks Fg(x,u) moZe
imati viSe od jednog ekstrema, jasno je da reSenje jednaCine (5.54) sa
osobinom (5.55) nije jedinstveno. [J

Nakon regularizacije fluksa (5.10), jednacina (2.63) poprima oblik
(5.13) 1 imamo sledecu teoremu.

Teorema 5.2.1 Pretpostavimo da vaZe hipoteze HI i H4. Neka je € do-
voljno malo. Jednacina (5.13) ima DSP za postupak Godunova koji kon-
vergira ka

(a) 549 zau;=Y iu, €1

(b) (5.50) za u; € [X,Y] iu, € [X,l/_tl].
Dokaz (a) Posmatrajmo najpre egzistenciju DSP—ova koji teze ka
(5.49), tj. slucaj u; = A =Y i u, € I. Isto kao i u slu¢aju kada su fluksevi
istog tipa konveksnosti, na$ problem se sastoji iz dva dela. Prvi problem
se sastoji od zakona odrZanja sa promenljivom funkcijom fluksa (5.13)

zajedno sa
uo(x) =Uu;= Y, (5.56)

za x < € Cije oCekivano reSenje je u obliku stacionarnog DSP-a, 1

ur+g(u), =0, (5.57)
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sa

Y, x<e
wi={ TS 5.58)

za x > €, iz kojeg ¢emo dobiti putujuc¢i DSP pozitivne brzine.

Posto se Fg(x,u) podudara sa h za x < —e i up =Y, dovoljno je da
posmatramo problem (5.13), (5.15) na intervalu [—¢,€|, jer za x < —¢
imamo zakon odrzanja sa neprekidnom funkcijom fluksa i konstantnim
pocetnim uslovom, Cije je opSte poznato reSenje oblika u =Y.

Nakon diskretizacije problema (5.13), (5.56) na skupu J datim sa
(5.12), (5.11), dobijamo niz Rimanovih problema (5.19) i (5.20), te na
potpuno analogan nacin kao i u dokazu Teoreme 5.1.1 u odeljku 5.1.3,
dobijamo sistem

Fj(uj) =Fj—1(uj—1) =h(Y), jeJ\{-j}, (5.59)
koji prema lemi 5.2.2 daje stacionarni DSP. Oznacimo dobijeni DSP sa

Ustac = {Mj}jej-

Posto resenje sistema (5.59) nije jedinstveno, jasno je da ni ug,e nije
jedinstveno odreden. S toga ¢emo u odeljku 5.2.4 izvesti odgovarajuéi
diskretni entropijski uslov.

S druge strane, egzistencija DSP—a pozitivne brzine za problem
(5.57), (5.58) sledi na osnovu rezultata iz [27], jer je ovo u stvari za-
kon odrZanja sa neprekidnom funkcijom fluksa i par (Y,u,) zadovoljava
Olejnikov uslov entropije (2.18) za sve u, € I. Oznacimo putujuéi DSP
Sa Usray = {Uj} j>j+. Unija DSP-a ugqc 1 tsrqy daje novi DSP za problem
(5.13) sa pocetnim uslovom (2.11).

(b) Dokaz egzistencije DSP-a koji tezi ka (5.50) poCinje resa-

vanjem problema (5.13) zajedno sa

_Jow, x<0
uo(x)—{ i O<x<e (5.60)
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1(5.57) sa

i, x<E¢
uo(x):{er ;‘;>£. (5.61)

Sli¢no kao i pod (a), reSavanjem problema (5.13), (5.60) dobijamo sistem
Fij(uj) = Fj-1(uj—1) = h(w), jeJ\{-j}. (5.62)

Ostatak dokaza je analogan kao i pod (a). Ovim je teorema dokazana. []

5.2.4 Diskretni uslov entropije

Kao $to smo videli u prethodnom odeljku, izbor tacaka DSP-a u
slucaju koji posmatramo nije jedinstven, vidi sl. 5.27 za u; =Y, i sl
5.28 zau; < Y. Stoga éemo u tekstu ispod predstaviti diskretni uslov en-
tropije koji ¢e povlaciti zadovoljenje jedne od entropijskih nejednakosti
Kruzkova (5.30) ili (5.31).

Teorema 5.2.2 Problem (5.13), zajedno sa (2.11) ima jedinstveni entro-
pijski stacionarni DSP za postupak Godunova sa prostorno promenljivim
fluksom, ako i samo ako

(auj=Y zaw =Y (5.63)
(b) uj =maxS;, S;={a|Fj(a) =h(u) NFj(@) >0} ,zau <Y (5.64)
vaZivj e J.
Drugim recima, (5.63) i (5.64) predstavljaju diskretne uslove entro-
pije za stacionarne DSP—ove u slucaju u; =Y iu; <Y, redom.
Dokaz (a) Pretpostavimo najpre da vaZzi uslov (5.63). DokaZzimo da je
tada odgovarajuci DSP entropijski, tj. da za Vj € J za koje je F/ J’ (u;l) >0

vazi (5.30), a da za Vj za koje je Fj’(uy) < 0 vazi (5.31). Na osnovu
pretpostavke H4 1 (5.51) imamo da je

Fj(u}) <0zaj<ji i Fj(u})>0zaj> ji,
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Slika 5.27: Razne mogucnosti reenja jednacine Fj(u) =Y

gde je ji neki indeks iz skupa J, (vidi sl. 5.27).
Za j < ji, tj. Fj’(uy) < 0 na osnovu (5.63) imamo da je
sign(u,; —c) —sign(u} — ¢) = sign(¥Y —c¢) —sign(¥ —c) =0,
za svaku konstantu c, Sto daje

(sign(u’}H —c) —sign(u] — c)) (FJ-H(u;fH) —Fjyi1(c)) =0, (5.65)
Kombinacija relacije (5.65) sa (5.59) daje
0 = (sign(u ';‘+1 —c) —sign(u} —c)) (Fj+1 () — Fy(c))
= sign(u, U, —c) ( Fji1(u ]+1) _Fj+1(c))
—sign(uf — ) (Fj(uj) — Fi(c )"‘Fj(c) —Fj11(c))
sign(uj,y — ¢) (Fj1(u}41) = Fjia(c)) — sign(u} — ¢) (F(u)
Fj(c)) +sign(uj —c) (Fj11(c) = Fj(c))
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Slika 5.28: Razne moguénosti reSenja jednacine F;(u) = u;

Posto je u;?“ = u;?, VjeJin>0,A> 0 zakljuCujemo da (5.31) vazi
Vc € R. Naisti na¢in, moZemo pokazati da (5.30) vaZi za svaku konstantu
cza j> ji, tj. kada F(u}) > 0.

Pretpostavimo sada da je DSP dobijen u Teoremi 5.2.1 entropijski.
Tada, prema definiciji 5.1.3, DSP zadovoljava (5.30) ako je F'(u;) > 0
ili (5.31) ako je F'(uj) <0 zasvako j € J.

Namera nam je da pokazemo da u; =Y vaZi za svako j € J. Pretpo-
stavimo suprotno, tj. da postoji indeks jx € J, jx > —j*, takavdau; #Y.
Bez uticaja na opStost, pretpostaviéemo da je

F (u;,) >0, (5.66)

tj. posto je DSP entropijski, tada za svako ¢ € R vazi (5.30). (Dokaz u
slucaju kada je Fj (u;,) <0 se izvodi veoma sli¢no). Na osnovu Cinjenice
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J U= =U'—1—y
k

Slika 5.29: Neentropijski DSP, ilustracija dokaza teoreme 5.2.2 (a),
Fi (u})>0

da je u”+1 ujk za svako n i A > 0, dobijamo

0> sign(uf, —¢)(Fj (u) = Fj(c)) —sign(u _y — ) (Fjp—1 (1)
= Fji—1(c)) +sign(u, —c) = sign(uj, — ) (Fj, (u,) = Fj,—1(c)) -
— sign(u/; Wj—1— ¢)(Fj—1(u jk—l) Fj— 1( )

Uzimajuci u obzir (5.59) iu;, 1 =Y, dobijamo

—c) —sign(Y —¢)) (Fj,—1(Y) = Fj—1(c)) <0.

(X,Y), 4. uj, <Y,zac € (uj,—1,Y) imamo da je

—2,

(sign(uﬁk (5.67)
Posto je uj, €
sign(uj, —c) —sign(Y —c) =

pa relacija (5.67) postaje
ij,I(Y) —ijfl(c) > 0. (568)
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Slika 5.30: Neentropijski DSP, ilustracija dokaza teoreme 5.2.2 (a),
Fl(u")=0
Jk N Jk

Posmatrajmo najpre slucaj kada je nejednakost (5.66) striktna, tj. F ](k (u’}-k) >

0. Tada postoji konstanta ¢ > u;?k, takva da

vidi sl. 5.29 kao ilustraciju. Na osnovu relacije (5.51) koja vazi za svaku
dopustivu regularizaciju, dobijamo

Fj—1(€) > Fj, (2),
te je na osnovu (5.69)
Fj—1(Y) = Fj,—1(8) <0,

Sto je u kontradikciji sa (5.68). Sli¢no, ako je F ]’k(u’]k) =0, tada u/} pred-
stavlja lokalni minimum (sl. 5.30 A)) ili maksimum (sl. 5.30 B)) fluksa
Fj, (). Opet, na osnovu (5.51) imamo da je Fj,_i(u) > Fj,(u) pa za do-
voljno malo Ax postoji konstanta ¢ > u;, takva da Fj,_1(¢) > Fj (u;,),
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Sto je u kontradikciji sa (5.68). Stoga dobijamo da u’; =Y vaZi za svako
jeJin>0.

(b) Pretpostavimo sada da je u; < Y i da (5.64) vazi Vj € J. Doka-
Zimo da je tada DSP entropijski. Na osnovu posmatranog poloZaja fluk-
seva, jasno je da (5.64) povlaci uj_; < uj. Slucaj kada je ¢ & (u;_1,u;)
je trivijalan, posto je tada

sign(u} — c) —sign(uj_; —¢) =0,
pa ¢emo pretpostaviti da je u; 1 < ¢ < uj. Odavde sledi da je

sign(u} —c) —sign(uj_; —c) =2. (5.70)
Relacija (5.64) povlaci

Fj—1(uj_y) —Fj-1(c) <0. (5.71)
Kombinacijom (5.70) i (5.71), dobijamo
(sign(u? —c) —sign(uj_; — c)) (Fj-1 (ui_y) — Fj-1 (c)) <0.

Analogno kao i u (a), dobijamo da (5.30) vazi za Vc € R.

Pretpostavimo sada da je dobijeni DSP entropijski, odnosno da (5.30)
vazi za F(u;) > 0, dok (5.31) vaZi za F}(u;) < 0. Namera nam je da po-
kaZemo da tada vaZi uslov (5.64). DokaZimo najpre da vaZzi Fj(u;) >0
za Vj € J. Pretpostavimo suprotno, tj. da su F; _; (uj,—1) i Fj (u;,) razli-
¢itog znaka za neki indeks jx € J, npr.

F!

ji—1(j—1) <0 iFj{k(ujk) > 0.

Tada relacija (5.30) vazi za ji, Sto na osnovu pokazanog pod (a) povlaci
(sign(u?k —c) —sign(u _| — ¢)) (Fj—1 (1) — Fj,—1(c)) <0 (5.72)

Medutim, lako se moze pokazati da to nije tacno jer su F ]{k_l (uj—1) i
Fj (uj,) razliCitog znaka, tj.

sign(u} —c) —sign(u _; —c) =2,
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AYF] (u ) <0, F] (u) >0 B)F/ (u!

]k 1) > Tk

/
]k 1)>0’FJ/<( ])<O

i Y ST S S
XY sty Y XUy Y Yy

o ey
XYU/k Euu Y

Slika 5.32: Neentropijski DSP, ilustracija dokaza teoreme 5.2.2 (b),
F]{k(u’}k) > O
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ijfl(u;!kfl) —Fj—1(c) >0,
vidi sl. 5.31 A). Isto tako, ako je

Fi(u} )>0,1F; (u}) <0,

Je\P k=1

tada na osnovu Cinjenice da je g'(uj<) > 0 sledi da postoji neko k; > k
(bez uticaja na opStost uzecemo da je k; = k+ 1) tako da vazi

Fj (uj,) <0 1Fj 4y (uje1) >0,

a ve¢ smo pokazali da u tom slu¢aju nemamo entropijski DSP. Stoga,
jasno je da je Fj{(uj) istog znaka za svako j € J. Cak $ta viSe, na osnovu

Fio=g, ujp =1 ig'(ﬁl) >0,

sledi da je Fj(u;) > 0.

DokaZimo sada da je u; = maxS; za svako j € J, gde je S dato sa
(5.63). Pretpostavimo suprotno, tj. da za neko jy —1 € J, F'(uj,—1) > 0,
postoji vrednost i > uj, 1 takva da je

ij_l(ﬁ) = h(ul) lFJ/ (ﬁ) > 0.

—1
Za dovoljno malo Ax, iz uj, > uj, , 1(5.72) sledi da je
ij—l(u;!kfl) —Fj—1(c) <0,

Sto nije tacno za svako ¢ € (uj,—1,u;,), vidi sl. 5.32. Time je teorema
dokazana. []

Napomena 5.2.4 Lako se moZe pokazati da uslov (5.63) vaZi i u opstem
slucaju, tj. kada je uy >Y #Y.

Struktura entropijskih DSP—ova se moZe videti na sl. 5.33.
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ANuy=A=Y B)u <Y
F
F A
J
hf‘i’fﬁ'?
g
} i > U i !_ > U
X u, U,=Y Xu/y

Slika 5.33: Struktura entropijskih DSP—ova u sluc¢aju A)(i)

5.2.5 Numericki primeri

U okviru ovog odeljka ¢emo posmatrati nekoliko numerickih pri-
mera i dati predlog za poboljSanje rezolucije resenja na kraju ovog odeljka.
U svim primerima koristimo regularizaciju (5.10), a vrednosti numeric-
kih parametara postupka GSVF su dati u tabeli 5.3.

Primer 5.2.2 Posmatrajmo problem (2.63), gde je
h=3u—2u> i g=2u>—u (5.73)
zajedno sa pocetnim uslovom
up(x) = 0.6.

Kao $to moZemo videti na sl. 5.34, h(u) > g(u) na posmatranom inter-
valu. Takode, u; = 0.6 >Y = 0.5, pa se refenje u postupku GSVF gradi
pomocu koneksije (YY) = (1,1), a sastoji iz konstantnog stacionarnog
DSP—a koji je povezan sa po jednim levim i desnim DSP—om. Ovo reSe-
nje za € — 0 teZi ka
§(0.6,1)+5°(1, 1)+ 5 (1,0.6),
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vidi sl. 5.35.

0.8
0.6
0.4
0.2 g

02 0. 06 038 >y

Slika 5.34: Odnos flukseva u primerima 5.2.2 — 5.2.5

A) B)

09

08

r=1 IE[Oal]

Slika 5.35: Numericko reSenje u primeru 5.2.2

U primeru koji sledi posmatraéemo iste flukseve, ali sa drugim po-
cetnim uslovom.

Primer 5.2.3 Posmatrajmo problem (2.63), gde su fluksevi dati sa (5.73)
zajedno sa

up(x) =0.3. (5.74)
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Na sl. 5.34 vidimo da je u ovom slucaju ul < Y = 0.5, pa stacionarni
DSP gradimo koristeci par (uy,i;), pri cemu je i; = 0.9. ReSenje koje
dobijamo GSVF postupkom, za € — 0 tezi ka

5°(0.3,0.9) + S (0.9,0.3),

vidi sl. 5.36.

>
>

0.9 [—

0.8
0.7
0.6
0.5
0.4-

r=1 t€[0,1]

Slika 5.36: Numericko reSenje u primeru 5.2.3

U primeru koji sledi, posmatracemo opet iste flukseve kao 1 u pret-
hodna dva primera, ali ovoga puta, konstante koje grade desni talas ne
zadovoljavaju Olejnikov uslov entropije, pa ¢e do¢i do formiranja razre-
dujuceg talasa.

Primer 5.2.4 Posmatrajmo jednacinu (2.63), gde su fluksevi dati sa (5.73)
zajedno sa

] 03 za x<0
uo(x)—{l @ x>0 (5.75)

Kao sto moZemo videti na sl. 5.37, resenje koje dobijamo GSVF postup-

kom teZi ka
59(0.3,0.9) + K (0.9,1).
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A) B)

09
08
07
06
05
04

0.2

oS

r=1 t€10,1]

Slika 5.37: Numericko reSenje u primeru 5.2.4

3k

Primer Ax Jjt o€

5.14 0.015 6 0.09
5.5 002 6 0.12
5.1.10 0.02 6 0.12

Tabela 5.3: Vrednosti numerickih parametara u primerima 5.2.2 - 5.2.4

Numericko poboljSanje reSenja na neekvidistantnoj mrezi

Postupak Godunova za reSavanje jednacina zakona odrZanja sa ne-
prekidnom, prostorno nezavisnom funkcijom fluksa je poznat po svojoj
osobini da daje numericka reSenja dobre rezolucije. Drugim rec¢ima, $i-
rina mreze Ax moZe da bude relativno velika (¢ak i do 0.1, $to znaci da
nam nije potreban veliki broj ta¢aka intervala), a da pri tome dobijamo
sasvim precizno reSenje. S druge strane, u odeljku 5.1 1 5.2 smo dokazu-
judi egzistenciju entropijskog udarnog talasa za jednacinu sa prekidnim
fluksom oblika (2.63) glacali funkciju na intervalu duZine 2¢, € — 0. Sa-
mim tim je jasno da je unutar intervala glacanja [—¢,€| neophodno ko-
ristiti precizniju mrezu. Ukoliko zbog toga koristimo izuzetno preciznu
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mreZu na celom prostornom domenu [xq,Xxg], moracemo koristiti nepo-
trebno veliki broj tacaka intervala, sl. 5.38. Ukoliko pak zbog dobre
rezolucije postupka Godunova na ¢itavom domenu usvojimo manji broj
tacaka, tj. mreZzu sa veCom Sirinom, moze se desiti da unutar intervala
glacanja nema tacaka (sl. 5.39), ili da, ukoliko Zelimo da unutar tog in-
tervala imamo dovoljno tacaka, interval glacanja bude previSe veliki, sl.
5.40.

Ovaj problem nas navodi na ideju da koristimo neekvidistantnu mrezu
kao na sl. 5.41, ¢ija Sirina ¢e unutar intervala E := [—¢, €] biti Axg, a van
tog intervala, tj. unutar £ = [xq,xg]\E jednaka Axz.

Ax
..
X, X, 0:X;- X,
2¢

Slika 5.38: Ekvidistantna mreZa: Nepotrebno veliki broj tacaka mreze

Ax
e o o o O -0 0 o o o
X x,: 00 x, X,
2¢
Slika 5.39: Ekvidistantna mreza: U intervalu glacanja nema tacaka
mreze

Primer 5.2.5 Posmatrajmo sada jednacinu (2.63), pri cemu su fluksevi
dati sa (5.73) i up(x) = 0.3. Neka je broj tacaka intervala glacanja E
dat sa j* =6, tj. 12. Na slici 5.42 A) vidimo reSenje ovog problema na
ekvidistantnoj mreZi, pri cemu je Sirina mreZe Ax = 0.1, tj. broj tacaka
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AXx
° oo o O 0o o o ° ®
X, e 0 X, X,

2¢

Slika 5.40: Ekvidistantna mreza: Interval glacanja je relativno veliki

_AXe AXg

Slika 5.41: Primena neekvidistantne mreze

intervala N = 60. Kao Sto vidimo, rezolucija slike je losa, jer je u tom
slucaju € = 0.6, te je Sirina intervala glacanja zapravo 2€ = 1.2. Na
s1.5.42 B) je prikazan raspored tacaka prostornog intervala u ovom slu-
caju. Ukoliko isti problem resSavamo primenom neekvidistantne mreZe sa
parametrima Axg = 0.1, Axg = 0.01 (51.5.43 B), dobijamo reSenje dobre
rezolucije (sl. 5.43 A), jer je € = 0.06, pri Cemu je broj tacaka intervala
mali, tj. N =72.

S druge strane, ukoliko primenom ekvidistantne mreZe Zelimo da po-
stignemo jednako dobru rezoluciju (sl. 5.44 A) kao kod neekvidistantne
mreZe, tj. da postignemo € = 0.06, neophodno je koristiti mreZu Sirine
Ax = 0.01 (sl. 5.44 B), sto znaci da ce nam trebati izuzetno veliki broj
tacaka intervala, tj. N = 600. VaZno je napomenuti da broj tacaka in-
tervala utice na vreme izvrSenja numericke procedure, te je jasno da je u
nasem slucaju pogodnije koristiti neekvidistantnu mreZu.
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A) ReSenje problema u primeru 5.2.5  B) Raspored tacaka intervala [xq, xp]

09] | iecererecacanen, 1
08l
3 0.5
0.7
06 Of sesseseeeeeeeeeseeessescacascscsccscccsssscsccccccccnnnnnnns
05
-0.5
0.4
. ) X -1
-3 2 i 1 2 -3 -2 -1 0 1 2 3

Slika 5.42: Primena ekvidistantne mrezZe Sirine Ax = 0.1

A) ReSenje problema u primeru 5.2.5  B) Raspored taCaka intervala [xq, xp]

0.9lpeeeeeeecncen, 1
08
0.5
07
06 O coreerererenesmie it bbbt er e
05 05
04
] -1
3 ) i * 7 P 57X -3 -2 -1 0 1 2 3

Slika 5.43: Primena neekvidistantne mreZe sa parametrima Axg = 0.1,
Axg =0.01

A) Resenje problema u primeru 5.2.5  B) Raspored tacaka intervala [xq, xp]

09, 1
08

0.5
07

06 0
05

-0.5
0.44

;] -1

3 B =T 7 % 5 X -3 -2 -1 0 1 2 3

Slika 5.44: Primena ekvidistantne mreze Sirine Ax = 0.01



Glava 6

Dodatak: Egzistencija
singularnih resenja

U okviru ove glave ¢emo analizirati postojanje neklasi¢nih resenja
jednacine (2.63). Drugim reCima, zanimaju nas slucajevi kada resenje
ovog problema ne moZe da se nade u obliku kombinacije udarnih i raz-
redujucih talasa. Ovakvu situaciju imamo na primer, (vidi sl. 6.1), u
slucaju kada je, npr. h(u) > g(u) za svako u iz posmatranog domena pa
RH-uslov u x = 0 (4.2) ne moZze biti zadovoljen. Isto tako, kod linearnih
flukseva, ukoliko je &’ > 0 > g/, za proizvoljne vrednosti u;, u, ne postoji
par (u ,u"), gde suu~ iu™ dati sa (4.3), a koji zadovoljava RH — uslov
ux =0, a da talas (u;,u") sa leve strane x = 0 ne putuje u desno i talas
sa desne strane (u,,u") ne putuje u levo, te dolazi do njihove interakcije,
sl. 6.2.

145
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6.1 Jednacine sa RH-deficitom

Najpre ¢emo posmatrati jednacinu (2.63) zajedno sa pocetnim uslo-

vom oblika
u_1, x<0
uo(x)z{ ull AP 6.1)

u tzv. nadkompresibilnom slucaju, tj. kada vaZzi

W(u_1)>0>g ). (6.2)

Dakle, poSto RH-uslov u x = 0 ne vazi, dolazi do pojave tzv. RH-
deficita

K:=h(u_y)—g(u), (6.3)

Sto znaci da GES resSenja definisana u [5] (vidi odelajk 4.3) ne zadovolja-
vaju jednacinu (2.63) u distributivnom smislu. Takode, u [49] se navodi
da je reSenje neograniceno u slucaju kada RH-uslov ne mozZe biti zado-
voljen. Ovo nas je navelo da istrazimo da li tzv. prebacaj u x =0 o
kojem autori rada [5] izveStavaju, u stvari predstavlja stacionaran singu-
larni udarni talas (SSW)! snage K (talas koji sadrzi Dirakovu delta funk-
ciju, vidi odeljak 6.2 za precizniju definiciju). Na sl. 6.3 mozemo videti
poredenje SSW 1 GES ux = 0.

Singularna reSenja sistema zakona odrZanja su do sada analizirana
u nizu radova i pri tome su kori$éeni razliciti koncepti, kao npr. pri-
mena split delta funkcija ([62, 63]), primena Kolomboovih generalizova-
nih funkcija ([59]) kao i razni drugi metodi [8, 12, 18, 35, 40, 71, 21, 20]).

Posto u okviru ove teze posmatramo nelinearne flukseve, kljucni
problem u radu sa singularnim udarnim talasima za jednacinu (2.63) je
pojava stepena Dirakove delta funkcije, kao i stepenova proizvoda ove
funkcije sa Hevisajdovom step funkcijom, $to nije definisano. Da bismo
prevazisli ovaj problem, koristi¢emo koncept predstavljanja singularnih
udarnih talasa mreZama deo po deo konstantnih funkcija koje nazivamo

ISSW — od engl. singular shock wave
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A) h—konveksnog, g—konkavnog tipa  B) h-konveksnog, g—konveksnog tipa
F

F A

6&
5 6
4
A 3 h 4
2
2
-4 -2 2 T 4 \-2\/2”4 >u
- E—— R g
2u? + 1 —1
h= 2 1 — h= 2 l.g=———
AL S TPy whe=a

C) h-konkavnog, g—konveksnog tipa D) h-konkavnog, g—konkavnog tipa
F

A

1

h=—?+1),g= 55—
h (u”+1),g T

h= — g=—
u2+l'g u?+1

Slika 6.1: Primeri odnosa flukseva za koje jednacina (2.63) nema
klasi¢no reSenje

talasi senke, ili skraéeno SDW? (vidi [61, 60]). Osnovni princip u kon-
struisanju stacionarnog SDW-a u x = 0 je perturbacija brzine ¢ = 0 talasa
sa konstantama u_1,u; sa leve i desne strane malim parametrom € > 0.
Nakon perturbacije, konstante u_,u; izvornog talasa su povezane sa tri
talasa: (u—j,u—1¢), (u—1¢,u1e) i (u1¢,u1). Srednji talas je staciona-
ran, dok levi 1 desni talas imaju perturbovane brzine (pri tome levi talas
ima negativnu, a desni pozitivnu brzinu da ne bi doslo do interakcije ta-
lasa). Dve meduvrednosti u_1 ¢ i uj ¢ teze ka beskonaCnosti kada € — 0.

2SDW — od engl. shadow wave
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h

t - >
X uu uuy

Slika 6.2: Nadkompresibilni slu¢aj linearnih flukseva

Al
—SSW
---- GES
Uy
0 e )
< Gg>x
0

Slika 6.3: SSW nasuprot GES

Naravno, sve kalkulacije se izvode u distributivnom smislu (detalji su
navedeni u odeljku 6.2).

Kao $to smo ve¢ napomenuli, najpre ¢emo posmatrati jednacinu
2.63 zajedno sa pocetnim uslovom oblika (6.1), (6.2). Pri tome (6.2) u
stvari predstavlja uslov dopustivosti za SSW (vidi [20, 40, 63]), Sto u
stvari znaci da karakteristike ulaze u singularni talas sa obe strane. Ovaj
uslov zovemo uslovom nadkompresibilnosti.
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Pored toga, posmatracemo 1 opsti oblik pocetnog uslova

u, x<0
Mo(x):{ x>0 (6.4)

koji ne mora da zadovoljava uslov (6.2). U tom slucaju, konstante u; 1
u, moraju biti povezane klasicnim talasima sa nekim konstantama u_
i u; respektivno, a koje zadovoljavaju uslov (6.2). Opet, da bi se izbe-
gle interakcije talasa, brzina talasa (u;,u_) mora biti negativna, a talasa
(uy,u,) pozitivna. Kao Sto éemo videti u odeljku 6.4, ovaj uslov nam
obezbeduje jedinstven izbor konstanti (u_1,u; ). Stoga za proizvoljni po-
cetni uslov oblika (6.4) nakon Sto pustimo € — 0 dobijamo jedinstveno
reSenje jednacine (2.63) u obliku kombinacije stacionarnog SSW-a i kla-
si¢nih talasa.

U nastavku, u odeljku 6.2 ¢emo najpre pretpostaviti da je i kon-
veksnog tipa, g konkavnog tipa i h(u) > g(u) za svako u iz posmatranog
intervala, i navesti joS neke uvodne pretpostavke i oznake. Potom ¢emo u
odeljku 6.3 dokazati egzistenciju SSW-a za jednacinu (2.63), (6.1), (6.2)
kao grani¢ne vrednosti SDW-a u nadkompresibilnom slucaju. U odeljku
6.4 ¢emo proSiriti nas rezultat na opSti Rimanov problem. U odeljku 6.5
posmatrac¢emo prosirenje dobijenih rezultata na jednacinu (2.63) sa line-
arnim fluksevima i uporedi¢emo dobijene rezultate sa rezultatima koji se
mogu dobiti koristeéi delta split metodu. Na kraju, u odeljku 6.6 jedna-
¢inu (2.63) ¢emo predstaviti u obliku sistema zakona odrZanja i resiti je
numericki koristec¢i postupak Godunova. Potom ¢emo verifikovati da se
dobijeno neograniceno resenje podudara sa teorijski o¢ekivanim SSW, a
pri tome ¢emo Koristiti numericki test koji smo predstavili u [41].

6.2 Uvodne oznake, definicije i pretpostavke

Kao Sto smo ve¢ napomenuli, u okviru ovog poglavlja ¢emo anali-
zirati slucajeve kada RH-uslov zbog specifi¢nog poloZaja flukseva (npr.
h(u) > g(u) ili h(u) < g(u) za svako u) ne moze biti zadovoljen. Bez
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uticaja na opStost, posmatracemo slucaj kada je h(u) > g(u) (analiza u
obrnutom slucaju se izvodi veoma slicno). Kao i u prethodnim pogla-
vljima, pretpostavicemo da su fluksevi konveksnog ili konkavnog tipa.
Kao $§to moZemo videti na sl. 6.1, tada zapravo imamo cetiri slucaja:

A) h je konveksnog tipa, a g je konkavnog tipa,
B) oba fluksa % i g su konveksnog tipa,

C) h je konkavnog tipa, a g je konveksnog tipa,
D) oba fluksa £ 1 g su konkavnog tipa.

Analiza egzistencije singularnih reSenja jednacine (2.63) je slicna u
svim slucajevima A — D, stoga ¢emo u okviru ove teze detaljno analizirati
samo slucaj A, tj. uvodimo sledecu pretpostvaku:

HS5: Fluks & je konveksnog tipa, g je konkavnog tipa i h(u) > g(u)
zasvakou € I.

Ozna¢imo sada minimum fluksa 4 sa 0, a maksimum fluksa g sa
0, 4.
h(0;) = minh i 0,) = .
(6n) =minh(u) 1 g(8,)=maxg(u)

KazZemo da je funkcija f(u) polinomno ogranicena, ukoliko postoji
konstanta M > 0, takva da

| (w)] < Mu'],

zaneko Y€ Z. U okviru ovog odeljka éemo pretpostaviti da su fluksevi
polinomno ograniceni, tj. uvodimo sledecu pretpostavku:

H6: Fluksevi 4 i g su polinomno ograniceni.

U okviru ove glave ¢emo Kkoristiti relaciju ~ u sledecem kontekstu:

f(u) ~u¥ ako postoji ¢ € (0,+e) tako da  lim flu) =c.

u—oo YV
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Neka su g¢,he mreZe lokalno integrabilnih funkcija na nekom domenu
® C R xR,,i72(m) je prostor distribucija. Relaciju =~ definiS§emo sa

ge~geD(w) ako /wgstp—><gs,q>>

kada € — 0 za svaku test funkciju ¢ € Cy’(®). Drugim recima, ge ~ he
zapravo znaci da g¢ — he ~ 0 1 kaZemo da su g¢ 1 he jednake u distributiv-
nom smislu (imaju istu grani¢nu vrednost u distributivnom smislu).

Singularni udarni talas (SSW) koji povezuje vrednosti u_j,u; je
talas oblika

Q

_ t
u(x,t) {u ,x<c

uy, x>ct

+k(t)d(x—ct), (6.5)

gde §(x) Dirakova delta funkcija, c je brzina talas, a k € C(R) nazivamo
“snagom SSW-a”.

Ako je ¢ =0, SSW je stacionaran, i (6.5) postaje

1, x<0
w(x,t) =~ {”mlx’; o HKOB().

Kao §to smo ve¢ napomenuli, ocekujemo da ée reSenje jednacine (2.63)
biti u obliku stacionarnog SSW-a koji popunjava RH—deficitu x =0. U
okviru ove teze SSW—e ¢emo predstaviti u obliku SDW-a, koje defini-
Semo na sledeci nacin:

Definicija 6.2.1 [61, 60] Neka su ag¢,bs male pozitivne vrednosti. SDW
je funkcija oblika

u_1, x<(c—agt

U_1e, (c—ag)t<x<ct
ure, ct<x<(c+be)t
up, x> (c+belt

ug(x,t) = (6.6)

gde je
_(X/ J—
U_1e~€ ", Ueg~E Bv

0,3 >0, u_1¢iue sezovu “meduvrednosti”, dok c predstavlja brzinu
SDW=a.
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Posto u stvari Zelimo da dostignemo stacionarni SSW kada pustimo
€ — 0, prilikom konstrukcije reSenja jednacine (2.63) pretpostavicemo
dajec=0u(6.6).

Vrednost
kg(t) — agl/t_Lgt + bguhgt (67)

nazivamo ‘“‘snagom SDW-a".

SDW se naziva jedinstvenim u slabom smislu ukoliko je grani¢na

vrednost
lim ke (1) = k(t)

€0
jedinstveno odredena. Tada ova grani¢na vrednost zapravo predstavlja
snagu odgovarajuéeg SSW — a. Jednostavnosti radi, u nastavku ¢emo ko-
ristiti skraceni pojam “jedinstveni SDW”.

6.3 Nadkompresibilni slucaj

Posmatrajmo sada jednacinu (2.63) zajedno sa (6.1) 1 (6.2) pod pret-
postavkama HS5 i H6 iz odeljka 6.2. Namera nam je da pronademo rese-
nje problema u obliku stacionarnog SDW-a, tj. ¢ =0 u (6.6). Pored
toga, jednostavnosti radi, pretpostavicemo da su parametri perturbovane
brzine talasa ag, be jednaki €.

Teorema 6.3.1 Neka je
h(u) ~u’', g(u) ~ —u"? (6.8)

i min(vy,vp) <1, (6.9)
Jednacina (2.63) zajedno sa pocetnim uslovom oblika (6.1), (6.2) ima

resenje u obliku SDW-a koji teZi ka

_ 0
u(x,t) =~ {Muf’xx;o + Kkt (x), (6.10)
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u distributivnom smislu, gde je K dato sa (6.3).

Dokaz Pokazacemo da jednacina (2.63) ima reSenje u obliku jedinstve-
nog SDW-a
u—1, x<-—¢&
) u—1e, —€8<x<0
te (x,1) = e, O0<x<er ©6.11)
u, x>€&

gde je
U_1g=U_] —I—E_,,lﬁia 1 Ule =uj +&187B.
io,f>0,0<E_1,E < +oo. Jasno je da (6.11) u stvari tezi ka (6.10)
kada e — 0.
Iz (6.11) 1 (1.1), koriste¢i standardne Rankine — Hugoniot kalkula-

cije za udarne talase dobijamo

(Orte, 0(x,1)) ~ € /O (Uore—uy)@(—er,1)di —€ / (w1 — 1 ¢)(et, 1)dt.

0

Koristeci Tejlorov razvoj

(£et)/

o(£er,1) = (0,1) + Z 0/9(0,1) +0(e™ ), (6.12)

j=1
za m = 1 dobijamo
<8tug,(p)%/ (—e(ut +ur) +e(u_r.e +ure) (0,0)dt

+/ (w1 —u—y +u—1e—ue)tQx(0,1)dt

~ ((—€(u—1+ur) +€(u—1e+uie))d(x),@(x,1))
— (&% (ug —u_y +u_1e—upe)td (x),0(x,1)).

Ukoliko zanemarimo c¢lanove koji teze ka nuli, dobijamo

(@i, 9) = (617951 +21PEy ) (8(x), 0(x,1)) (6.13)
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— (€71 —e2P)) (18 (). 9(x.1)).
S druge strane,
@uF (). @) = [ (1) = hlu1))o(—t,1)dr
4 [ gl e) ~ b)) 9(0.00ds
+ [ gl) =gl e)) ofer.r)dr.

Nakon kori$éenja Tejlorovog razvoja (6.12) za m = 2 i (6.3), ovo postaje

(F (i), @) ~ — / " k0(0,1)di —¢ /O T(h(ure) + glure))rx(0,1)dt

0
2 poo
+ 5 [ (1) = .2 0u0.1)ds
~ <—K5(x),(p(x,t)) + <8t (h(u—lﬁ) +g(u1,8)) 8/(x),(p(x,t)>
2.2
(S (1) — 8l01.2)) 8'(3), 9(x,1). 6.14)

Primetimo da je ¥ > 0 na osnovu posmatranog geometrijskog odnosa
flukseva, (vidi HS). Stoga, iz (2.63), (6.13) i (6.14) dobijamo

(e +0xF (ue), ) ~ ((—x+ (e'*E_1 +&'PE1))3(x), p(x.1))

+((e(h(u-1£)+&(ure))
— (7% 1 —€77Pg)) )18 (x), 9(x,1))
(1)~ (00)8 (). 05.)) 0.
Iz ovoga dalje sledi
lim (& e e Pe =k (6.15)
lim (&(h(u-1.) +g(ure)) — (€761 - PE1 ) ) =0 (6.16)
lime? (h(u_1¢) —glure)) =0.  (6.17)

e—0
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Posmatrajmo najpre relaciju (6.15). Jasno je da je o, < 1, jer bi u su-
protnom bilo
K= 1im(<81706§71 —|—817B§1>) = oo,
£—0

Odavde sledi da drugi ¢lan izraza sa leve strane jendakosti (6.16) nestaje,
tj. relacija (6.16) postaje

lime(h(u—_1e)+g(ure)) =0,

£—0

a sistem (6.15) — (6.17) glasi

lim((§ie! " +&ie' P)) =x (6.18)
gi_l}r(l)e(h(u_]@) +g(u1e)) =0 (6.19)
lime? (h(u-1¢) — g(ure)) =0 (6.20)

S druge strane, imamo da je oo = 1 ili B = 1, jer je k > 0. Drugim re¢ima,
ako bi bilo istovremeno i o < 1 i B < 1, leva strana relacije (6.18) bi
tezila ka nuli, i ne bi postojao RH-deficit u x = 0. Uzimajuéi u obzir
(6.8), sistem (6.18) — (6.20) postaje

E el gl P (6.21)
g\illelfvloc . ;‘;\lfzglfvzﬁ ~0 (6.22)
§V_1182—V10c + &}’282—\/25 ~ 0. (6.23)

Na osnovu ¢injenice da fluksevi g i 4 ispunjavaju uslov (6.9)i o =1
ili B = 1 mozemo pokazati da je sistem (6.21) — (6.23) konzistentan. Na-
ime, ukoliko posmatramo uslov (6.9), jasno nam je da postoji Sest slu-
¢ajeva koje navodimo u tabeli 6.1. Pri tome smo, bez uticaja na opStost,
pretpostavili da je vi < 1, a v, proizvoljno. (Dokaz u slucaju v, < 1, vy
proizvoljno, se izvodi sli¢no.) U ovoj tabeli su date i moguénosti izbora
parametara o i 3 koji obezbeduju konzistentnost sistema (6.21) — (6.23),
kao i vrednosti parametara &_; i §; koje dobijamo iz sistema. U slucaje-
vima kada je §_ ili &; proizvoljan broj, uzeli smo da je njegova vrednost
jedanaka 1.
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Slucaj Izbor parametara  ReSenje sistema

D vi<l vp<l a=1 Bp=% E,=x §&=1

2) vi<l v=1 a=1 B=5; & l=x §=1
1

3) vi<l va>1 a=1 B:W E1=x & =1
2

4 vi=1 v<l a=1 B=1 Ei=1 & =x

5 vi=1 v,=1 a=1 B:ll =5 F,l:gl

6) vi=1 vo>1 a=1 B:V— E1=x & =x"
2

Tabela 6.1: Izbor parametara o i B i odgovarajuca reSenja sistema 6.21 —
6.23

Na osnovu vrednosti parametara o, B, &;, i &, iz tabele 6.1 se lako
moZe proveriti da u svim slucajevima vazi

lim ke (¢) = lim (eu_1 ¢ +€ui ¢) = K,
£—0 €0

gde je ke dato sa (6.7), pa zakljuCujemo da je dobijeni SDW jedinstven u
slabom smislu.

Na kraju, preostaje joS da pustimo € — 0, te dobijamo reSenje u
obliku singularnog udarnog talasa oblika (6.10) [.

Ukoliko paZzljivo razmotrimo vrednosti parametara u tabeli 6.1, mo-
Zemo uociti, u svim slucajevima sem 5) i 6), da leve strane jednaCina
(6.22) 1 (6.23) teze ka nuli, te su ove jednaCine zadovoljene. U sluca-
jevima 5) i 6), samo leva strana jednacine (6.23) tezi ka nuli. Ukoliko
bismo u (6.8) g(u) ~ —u"! zamenili sa g(u) ~ u"!, ova jednacina bi bila
oblika

\jlgl—vloc +§Y281—VZB ~0

i ne bi bila resiva, s obzirom na ¢injenicu da su §_1,&; > 0.

S druge strane, znak fluksa g u sluajevima 1) — 4) ne igra nikakvu
ulogu. Stoga, u ova Cetiri slucaja imamo i sledecu teoremu:
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Teorema 6.3.2 Neka je

h(u) ~u*', g(u) ~u"? (6.24)

i min(vy,vs) < 1, (6.25)

Jednacina (2.63) zajedno sa pocetnim uslovom oblika (6.1), (6.2) ima
resSenje u obliku SDW-a (6.11).

F
A
15|
h
05 [
2 1 1 v
05
g \
A5 |

Slika 6.4: Odnos flukseva u primeru 6.3.1

Primer 6.3.1 Posmatrajmo jednacinu (2.63) gde je

B 14242 14242

h(u) = 112 ig(u) = R (6.26)

zajedno sa pocetnim uslovom oblika ug(x) = 1.

Odnos flukseva u ovom primeru je prikazan na sl. 6.4. Lako se moZe
proveritida je h,g ~u’ i W' (1) > 0 > g'(1), tj. uslov nadkompresibilnosti
Jje zadovoljen.

Zaa=1iB= % Jjednacina (6.21) je oblika

E_1=x, (6.27)
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gde je x = h(1) — g(1) = 3, dok izrazi sa leve strane jednacina (6.22) i
(6.23) teZe ka nuli, sto znaci da su jednacine (6.22) i (6.23) zadovoljene.
Stoga moZemo izabrati proizvoljno &1 € (0,40), recimo & = 1. Kao $to
vidimo, na osnovu teoreme 6.3.1, resenje ovog problema je singularni
udarni talas koji spaja vrednosti u_1 =1 i uy = 1 a njegova snaga je
Kt = 3t. Drugim recima, resenje je asocirano sa

u(x,r) = 143t3(x).

Slika 6.5: Odnos flukseva u primeru 6.3.2

Razmotrimo sada i jedan primer flukseva istog znaka.

Primer 6.3.2 Posmatrajmo jednacinu (2.63), gde je

h(u)=Vur+1+1 i gu)= ! ;

u?+1

uz pocetni uslov up(x) = 1.

Znak oba fluksa je isti na citavom domenu, sl. 6.5. Ovaj slucaj ta-
kode odgovara slucaju 1) iz tabele 6.1. Na osnovu teoreme 6.3.2, reSenje
ove jednacine je oblika

242
2

u(x,t) ~1+ 13(x).
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6.4 ReSenja opSteg Rimanovog problema

Posmatrajmo sada problem (2.63), zajedno sa opStim oblikom po-
cetnog uslova

u, x<0
u()(x):{ ul, o0 (6.28)

Kao Sto vidimo na sl. 6.6, postoje Cetiri kombinacije poloZaja vrednosti
u; 1 u, u odnosu na 6y, 1 0, respektivno. Drugim recima, s obzirom da po-

1) u; > 0y, MrZGg i) u; > 0y, ur<eg
F F
A A
h
h
) ,-':'S:DWO .
i u 2SDW’ U
] i Il' > —t—
g 656, Llr I g U- _094 6, U
__/_/‘\‘\ ——/“/ﬁ‘\
iii) u; < 0y, u, > eg i) u < 0y, u, < eg

F F

A

1Spw’ SSDW’

gy
u 68..u u: u:6,6,
’V\‘\ _J/N

Slika 6.6: Razliciti poloZzaji vrednosti u;, u,

smatramo flukseve kao $to smo naveli u pretpostavkama HS5 1 H6, imamo
sledece podslucajeve:

1) up >0y, up > 64
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1v) u; <O, u, <0

U slucaju 1) uslov nadkompresibilnosti (6.2) je zadovoljen pa prema
Teoremi 6.3.1, postoji SDW koji tezi ka stacionarnom singularnom udar-
nom talasu u x = 0 koji spaja vrednostii u; 1 u,. OznaciCemo ga sa
SDWO(u;,u,). Primetimo da je u ovom slu¢aju SDW jedinstveno odre-
den. Naime, ukoliko bi postojala vrednost i, tako da @, > 0, 1 i, # u,
koja odreduje stacionarni SDW u x = 0, tj. SDW°(u;, i), tada bi pa-
rom (i,,u,) bio odreden talas sa desne strane x = 0 koji bi imao nega-
tivnu brzinu. Drugim re¢ima, doslo bi do interakcije pomenutog talasa
sa SDWO(u;, 4, ), §to nije dopusteno.

U slucaju ii), imamo da je #'(u;) > 0, g'(u,) > 0, tj. uslov nad-
kompresibilnosti nije zadovoljen. Stoga vrednost u, moramo spojiti sa
konstantom u;, takvom da vazi g'(u1) <O, tj. u; > 6,. Tada par (u;,u;)
zadovoljava uslov nadkompresibilnosti pa na osnovu Teoreme 6.3.1 sledi
egzistencija SDW° (u;,u1). Konstante u; i u; formiraju desni talas, koji je
u stvari razredujudi talas, jer je u; > u,, g je konkavnog tipa i Olejnikov
uslov za udarne talase

glu) —g(u) _ gluy) —g(m) _ g(u) —g(ur)
U—uj B Ur —uj o U— Uy

za sve u izmedu u, 1 u; ne moze biti zadovoljen. Jedinstveni izbor kon-
stante u; je
up = 0Oy,

posto bi za svako u; > 6y, brzina razdredujuceg talasa bila g’'(u;) < 0, §to
bi prouzrokovalo interakcije sa SDWO(ul,ul). Stoga je reSenje u ovom
slucaju oblika

SDWP(u7,0,) + R (0g,uy).

Sli¢no, u slucaju iii) jedini izbor konstante u_; sa kojom treba spo-
jiti u; tako da par u;, u—1 zadovoljava uslov nadkompresibilnosti, i koji iz-
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begava interakciju levog razredujudéeg talasa <R?(ul, u_1)saSDWO(u_y,u,),
je u_1 = eh.

Slucaj iv) se moZze odrediti sli¢no. U tabeli 6.2 su prikazana reSenja
Rimanovog problema za (2.63), (6.4) u sluajevima i) — iv).

Sluc¢aj Pozicija konstanti u;,u, ReSenje

i) up>0piu, >0, SDWO (u;,u,)

i) w>0hiu <0, SDWO(uy,0,) + R (0g,uy)

i) < Opiu >0, R (ur,05,) + SDWO (83, uy)

V) w<8piu <8, R (u1,0) + SDWO(6;,,0,) + R (0, 1)

Tabela 6.2: ReSenja problema (2.63), (6.4)

6.5 Diskusije i proSirenja

U okviru ovog odeljka ¢emo pokazati da se naSa teorija moZe pri-
meniti i na slucaj kada su oba fluksa g i 4 linearna, te da se ovaj slucaj
moze verifikovati primenom tzv. delta split metoda [62, 63].

Posmatrajmo stoga (2.63), gde je
h(u)=pu+q  glu)=pu+q,
p1 > 0, p, <0, zajedno sa pocenim uslovom (6.1). Jasno je da je
W (u-1)>0>g'(u1)

za svaki izbor konstanti #_1,u, (vidi sl. 6.7 kao primer). Prema teoremi
6.3.1, ovaj problem ima reSenje u obliku SSW — a koji spaja vrednosti
u_11uy,tj.

u(x,t) ~ U+ (piu—y — pyur +q; — qr) 18(x), (6.29)
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gde smo (6.1) oznadili sa U(x), tj.

_Ju_y, x<0
U(x) _{ e (6.30)
E
3A
h
2
1
3 2 1 1 2 3>u
-
g
2
3

Slika6.7: h=uig=—u

Primer 6.5.1 Posmatrajmo jednacinu (2.63) gde su fluksevi dati sa
h=u i g=-—u (6.31)

zajedno sa konstantnim pocetnim uslovom up(x) = 1.

Prema (6.29), problem (2.63), (6.31) ima re3enje oblika SDW?(1,1) gde
jext = (h(1)—g(1))r =2t.

Slucaj sa linearnim fluksevima je pogodan za primenu delta split
metoda pa moZemo dobiti singularno reSenje na alternativni nacin i upo-
rediti ga sa dobijenim reSenjem u obliku SDW-a. Osnovna ideja delta
split tehnike [62, 63] se sastoji u predstavljanju delta funkcije kao line-
arne kombinacije delta funkcije 8~ (x) sa podr§kom na skupu (—e0,0), i
8% (x) na skupu (0, +), tj.

8(x) = p-8" (x) + 48" (x), (6.32)
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p—+py =1

Posto je izvod Hevisajdove funkcije delta funkcija, lako se moze pokazati

da vazi
U'(x) = [U]3(x), gdeje U] =u;—u_.

Proizvod step funkcije U (x) oblika (6.30) i delta funkcije (6.32) je defi-
nisana sa
U@)8(x) ~ (1 +11121)3(x),
jer je
U(x) (u_8 (x) + 8" (x)) ~u_pu_8 (x) + upuy 8 (x)
o (gt g ) (B8 () 18 (1)),

gde je
Ao U . UL

a0 T e fus
e =1
Potrazimo reSenje problema (2.63), (6.31) u obliku

u(x,t) =~ U +k(t)(u_8 (x) +us 8 (x)). (6.33)
Iz (6.33), dobijamo

F(x,u) =~ (pH(x) + pi(1 — H(x))) u(x,t) + q-H(x) + (1 = H(x))q
~ pyUH + pi(U(x) —U(x)H (x)) +k(t) (prits + pr(1 — p14.))d(x)
+q,H(x) +q;(1-H(x)),

Sto daje

ur ~ k' (t)8(x) (6.34)
F. =~ (p,/[UH|+ pi([U]) - [UH]) + [H](gr — q1)) 8(x)
+k(t) (prag + pr(1— 1)) 8 ().
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Kombinovanjem (2.63) i (6.34), dobijamo sistem

K(t)+ pr{UH]+ pi([U] - [UH]) + [H](g- — q1) = 0
prit++pi(1—uy) =0

Y

4.
k(t) = pju—1 — pyur +q1 — qr
1
lLl_ _lLlJF - 2'

Kao §to vidimo, dobijamo resenje koje se podudara sa (6.29).

6.6 Numericka verifikacija

Na posletku, izvrS§icemo numericku verifikaciju rezultata dobijenih
u primeru 6.3.1. U tu svrhu, posmatrajmo jednacinu (2.63) kao nelinea-
ran sistem jednacina oblika

u+ (wg(u)+ (1 —w)h(u)), =0 (6.35)

zajedno sa pocetnim uslovom

gde su g i h dati sa (6.26).

Namera nam je da reSimo ovaj sistem numeri¢ki pomocu postupka
Godunova za linearne sisteme zakona odrZanja koji smo opisali u odeljku
2.3.3 (strana 44). Naravno, najpre ¢emo linearizovati sistem koriste¢i Ro-
ovu linearizaciju koja se sastoji u aproksimaciji sistema (6.35) u svakoj
¢eliji mreZe linearnim sistemom oblika (2.60) Cija je matrica oblika

R Mj—1/2 Pj-1/2
Aj-172= !
0 0
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gde je

(=2 ) tuy) —2(1+2u7)
e Sl e 4
(l-l—u?_l)(l—l-u?) =Y (l-l-u?)

Hj—1/2 =

Karakteristicni koreni matrice A ;_; /2 su

Micipi=uji—12 1 Aji_1p2=0.

Lako se moze proveriti da su uslovi (2.57) i (2.59) zadovoljeni. Uslov
(2.58) takode vaZi jer uj_1/, # 0 za svako j posto je u; +u, =2 > 01
ocekivano reSenje je singularni udarni talas iznad linije u = 1. To povlaci
dajeu;_1+u;#0zasve j.

Ukoliko sada koristimo postupak Godunova za linerane sisteme hi-
perboli¢nih zakona odrZanja (2.55) da Sirinom mreze Ax = 0.01 dobijamo
rezultat kao na s1.6.8 A — D.

Primetimo da je promenljiva w u sistemu (6.35) u stvari samo po-
moc¢na promenljiva, koja predstavlja diskretnu Hevisajdovu funkciju. Kao
Sto je 1 oCekivano, w se ne menja sa vremenom. S druge strane, nume-
ricka aproksimacija promenljive u nije ogranicena odozgo. Da bismo
proverili da je u pitanju zaista singularni udarni talas, primeni¢emo nu-
mericki test koji smo predstavili u [41], a koji se sastoji u slede¢em:

Oznaci¢emo singularni deo ocekivanog reSenja (6.10) sa ug, tj.
Us = Xt,
gde je k dato sa (6.3), a povrSinu ispod singularnog dela reSenja sa
P(1) = / usdx = Kt / 8(x)dx ~ Kk = 3,
pri ¢emu smo iskoristili ¢injenicu da je
/ S(x)dx ~ 1,

i (kao Sto smo videli u primeru 6.3.1) da je u naSem slucaju ¥ = 3.
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A)u(x)zat=1 B) w(x) zatr =1
u w
N A
. 1
300 08
06
200
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Slika 6.8: Numericko resenje problema u primeru 6.3.1

U nasem numerickom testu, aproksimiraemo P(t) koristeéi levu
Rimanovu sumu, koju oznacavamo sa P;(t). Kao $to mozemo videti, na
sl. 6.9, teorijski ocekivana (isprekidana linija) i numericki dobijena (puna
linija) povrSina ispod singularnog dela singularnog udarnog talasa nad
intervalom [0, 1] su veoma bliske pa moZemo zakljuditi da dobijeno nu-
mericko reSenje u stvari predstavlja singularni udarni talas koji se moze
predstaviti u obliku SDWO(1,1).
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Slika 6.9: Test za verifikaciju singularnog udarnog talasa u primeru 6.7






Zakljucak

U okviru ove teze je razvijen novi koncept reSavanja skalarne jed-
nacine sa dva fluksa istog tipa konveksnosti koji se seku na krajevima
posmatranog intervala i najviSe u jednoj taCci unutar intervala, a bazira
se na glacanju funkcije fluksa u okolini x = 0 i konstrukciji DSP—ova
primenom postupka Godunova za zakone odrZanja sa prostorno promen-
ljivim fluksom. Na taj nacin, dokazano je postojanje DSP-a za postupak
Godunova za jednaCine sa prostorno promenljivim fluksom.

Za odabir dopustivih reSenja, izveden je i odgovarajuci diskretni
uslov entropije. Stacionarni udarni talas za ovu jednacinu se smatra do-
pustivim ukoliko postoji entropijski DSP koji konvergira ka njemu. Dis-
kretni uslov entropije iskljucuje mogucnost pojave podkompresibilnih
DSP-ova, sem u slucaju konstantnog talasa koji se javlja u tacci preseka
flukseva kada se oni seku podkompresibilno. Pri tome, posmatrane su
razli¢ite mogucnosti preseka flukseva, 1 dati su brojni numericki primeri.

Prilikom izvodenja diskretnog uslova entropije, kao 1 prilikom de-
finisanja uslova dopustive regularizacije, nismo se oslanjali ni na jedan
konkretan fizicki model, ve¢ na opSte matematicke principe. Medutim,
iako se u okviru ove disertacije nismo detaljno bavili fizickim modelima,
pokazali smo da se mogu konstruisati i specijalne regularizacije koje nas
vode do fizicki relevantnih reSenja specificnih modela.

Takode smo pokazali da ovaj koncept moZe da se primeni i u slu-
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¢aju kada su fluksevi razlicitog tipa konveksnosti, a seku se na krajevima
intervala. S obzirom na problem mogucnosti pojave da fluks koji do-
bijamo nakon glacanja ima vise od jednog ekstrema u nekoj prostornoj
tacci unutar intervala glacanja, uspeli smo da uopstimo diskretni uslov
entropije u ovom slucaju.

Na kraju, pokazali smo postojanje neogranienih reSenja skalarne
jednacine sa dva fluksa u slucajevima kada se grafik jednog fluksa na-
lazi ispod grafika drugog fluksa na ¢itavom domenu koji posmatramo, pa
RH-uslov u x = 0 ne moZe biti zadovoljen. Pokazali smo da tada postoje
reSenja u obliku singularnih udarnih talasa koje moZemo dobiti kao gra-
ni¢ne vrednosti mreZe deo po deo konstantnih funkcija — tzv. talasa senki
tj. SDW-a. Primena SDW koncepta nam je omogucila da posmatramo
nelinearne flukseve, a da pri tome izbegnemo rad sa nedefinisanim ste-
penima Dirakove delta funkcije. U slucaju linearnih flukseva, dobijeni
rezultati su verifikovani tzv. delta split metodom. Postojanje singular-
nih udarnih reSenja za jednacinu sa sva fluksa (2.63) smo takode potvr-
dili 1 numericki, posmatranjem ove jednacine u obliku sistema zakona
odrZanja koji smo linearizovali i potom reSavali standardnim postupkom
Godunova za linearne hiperboli¢ne sisteme zakona odrZanja. Pri tome
smo na dobijene rezultate primenili i specifican numericki test koji se
oslanja na proracun povrsine ispod singularnog dela reSenja, i pokazali
da dobijeno numericko reSenje teZi ka teorijski o¢ekivanom singularnom
udarnom talasu.
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Izvod: U okviru ove doktorske disertacije posmatrani su zakoni odrZa-
nja sa funkcijom fluksa koja ima prekid u x = 0, pri ¢emu delovi fluksa
levo i desno od x = 0 imaju smo po jedan ekstrem. U prvoj glavi se
moZe naci pregled osnovnih pojmova, definicija i teorema. U drugoj
glavi su opisani hiperboli¢ni sistemi zakona odrZanja, slaba reSenja, kao
1 numericki postupci za njihovo reSavanje. U trecoj glavi su predstavljeni
diskretni profili darnih talasa. U Cetvrtoj glavi su opisani zakoni odrzanja
sa prekidnom funkcijom fluksa i ukratko su predstvaljeni rezultati drugih
autora iz ove oblasti. U petoj glavi je najpre analizirana tzv. jednaCina
sa dva fluksa u slucaju kada oba dela fluksa levo 1 desno od z = 0 imaju
minimum, a pri tome se seku u najviSe jednoj tacci unutar intervala. Pri-
menom regularizacije na intervalu [—¢, €], za € > 0 dovoljno malo, do-
kazano je postojanje diskretnih udarnih profila za postupak Godunova za
zakone odrZanja sa promenljivom funkcijom fluksa. Definisan je i odgo-
varajuci diskretan uslov entropije, a postojanje entropijskog diskretnog
udarnog profila je postavljen kao kriterijum za dopustivost udarnih ta-
lasa. Potom je analizirana ista jednacina u slucaju kada deo fluksa levo
od z = 0 ima maksimum, a deo fluksa desno od x = 0 minimum, dok
se oba dela fluksa seku na krajevima posmatranog intervala. U ovom
slucaju, uopsten je uslov entropije. U okviru ove glave je prikazano ne-
koliko numerickih primera za oba opisana slucaja. Numericki rezultati
su dobijeni koris¢enjem softvera razvijenog za potrebe ove teze u pro-
gramskom paketu Mathematica.



Physical description: 6 chapters, 181 pages, 88 references, 5 tables, 60
figures
PD
Science field: Matematics
SF
Scientific discipline: Analysis and Numerical analysis
SD
Kew words: conservation laws, discontiuous flux function, regulariza-
tion, discrete shock profiles, singular shock waves
Holding data: HD Notes:
VN
Abstract: We consider conservation laws with a flux discontinuity at
x = 0, where the flux parts from both left and right hand side of z = 0
have at most one extreme on the observed domain. The first chapter pro-
vides elementary definitions and theorems. The second chapter refers to
hyperbolic systems of conservation laws, their solutions, and numerical
procedures. The third chapter is devoted to discrete shock profiles. The
fourth chapter describes conservation laws with discontinuous flux func-
tions and provides basic information upon known results in this field. In
the fifth chapter, we first analyse the two-flux equation when both flux
parts have a minimum and cross at most at one point in the interior of
the domain. Using a flux regularization on the interval [—¢, €], for e > 0
small enough, we show the existence of discrete shock profiles for Go-
dunov’s scheme for conservation laws with discontinuous flux functions.
We also define a discrete entropy condition accordingly, and use the exi-
stence of an entropy discrete shock profile as an entropy criterion for
shocks. Then we analyse the same problem in the case when the flux
part on the left of + = 0 has a maximum and the part on the right of
= 0 has a minimum, whereas the fluxes cross at the edges of the inter-
val. We derive a more general discrete entropy condition in this case. We
provide several numerical examples in both of the above mentioned flux
cases. All the presented numerical results are obtained using a program
written in Mathematica. Finally, in chapter six, we prove the existence
of singular shock waves in the case when the graph of one of the flux
parts is above the graph of the other one on the entire domain. For that
purpose, we use the shadow wave technique. At the end of this chapter,
we provide a numerical verification of the obtained singular solution.



Na kraju, u Sestoj glavi je analizirano postojanje neklasi¢nih reSenja
u slucaju kada se grafik dela fluksa levo od z = 0 nalazi iznad grafika
dela fluksa desno od x = 0. Primenom tehnike talasa senki (engl. sha-
dow waves) pokazano je postojanje singularnih udarnih talasa u ovom
slucaju. Na kraju ove glave, data je 1 odgovarajuca numericka verifika-
cija navedenog singularnog resenja.
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