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Naslov doktorske disertacije: Asimptotska svojstva neparame-

tarskih testova zasnovanih na U-statistikama i V -statistikama
sa nedegenerisanim i slabo degenerisanim jezgrom

Rezime: Testovi saglasnosti sa raspodelom i testovi simetrije zauzi-
maju znaqajno mesto u neparametarskoj statistici. Veliki broj kla-
siqnih testova saglasnosti sa raspodelom je zasnovan na posmatra�u
rastoja�a izme�u pretpostav	ene funkcije raspodele i �ene posto-
jane ocene, empirijske funkcije raspodele. Analogno su naprav	eni i
testovi simetrije u kojima se posmatra razlika izme�u ocena funkcije
raspodele i repa raspodele. Jedan od novijih pristupa koji je posebno
atraktivan posled�ih godina podrazumeva prav	e�e testova na os-
novu karakterizacija raspodela razliqitog tipa. U takvim testovima
se jav	aju uopxte�a empirijskih funkcija raspodele U -empirijske
funkcije raspodele, U -empirijske transformacije raspodela (npr.
Laplasova transformacija, karakteristiqna funkcija itd.) i U -
empirijski momenti raspodele. Glavna prednost ovakvih testova je
to xto su qesto slobodni od nekog parametra raspodele pa je �ima
omogu�eno testira�e slo�enih nultih hipoteza. Za pore�e�e testova
sve vixe se koristi Bahadurova efikasnost, za qije odre�iva�e nije
neophodna asimptotska normalnost test-statistike. Jox jedna prednost
ove vrste efikasnosti je xto se lokalno qesto poklapa sa Pitmanovom
efikasnox�u. Ispostav	a se da je za odre�iva�e Bahadurove efika-
snosti neophodno na�i funkciju velikih odstupa�a ukoliko va�i nulta
hipoteza. Ukoliko to nije mogu�e, najqex�e se odre�uje pribli�na Ba-
hadurova efikasnost za koju je dovo	no poznava�e graniqne raspodele
test statistike i �ene graniqne vrednosti u verovatno�i ukoliko va�i
alternativna hipoteza.

Ci	evi ove disertacije su formira�e novih testova saglasnosti
i simetrije zasnovanih na U -statistikama i V -statistikama, odre�i-
va�e graniqnih raspodela novih statistika, odgovaraju�ih funkcija
velikih odstupa�a i odre�iva�e Bahadurove efikasnosti testa ili
�ene aproksimacije. Disertacija se sastoji od dva dela.

Prvi deo se sastoji od tri poglav	a. Prvo je posve�eno teoriji
U -statistika i V -statistika, kao i U -empirijskim i V -empirijskim
funkcijama raspodele i drugim empirijskim funkcijama. Drugo
poglav	e je posve�eno U -statistikama i V -statistikama sa oce�enim
parametrima. U tre�em poglav	u definisana je asimptotska efika-
snost neparametarskih testova. Najvixe pa��e je posve�eno Ba-
hadurovoj asimptotskoj efikasnosti. U istom poglav	u na�ena je i
funkcija velikih odstupa�a za novu klasu test statistika. Rezultat je



prikazan u radu [69].
Drugi deo, koji poqi�e qetvrtim poglav	em, posve�en je novim

testovima zasnovanim na U -statistikama i V -statistikama. U qetvr-
tom poglav	u su predstav	eni tipovi karakterizacija na osnovu ko-
jih su konstruisani testovi u narednim poglav	ima i to karakteri-
zacije raspodela na osnovu jednako raspode	enih statistika u kojima
su posebno izdvojene karakterizacije simetriqnih raspodela, na osnovu
funkcionalnih jednaqina koje zadovo	ava funkcija raspodele, na os-
novu nezavisnosti statistika i na osnovu momenata. U ovom poglav	u
su pokazane i dve nove karakterizacije simetriqnih raspodela. U
petom poglav	u su predstav	eni novi testovi saglasnosti sa raspode-
lom i to qetiri testa saglasnosti sa familijom eksponencijalnih
raspodela, dva testa saglasnosti sa familijom Paretovih raspodela,
dva testa saglasnosti sa familijom logistiqkih raspodela i jedna nova
klasa testova saglasnosti sa uniformnom U [0, 1] raspodelom kojim je
mogu�e testirati saglasnost sa bilo kojom unapred zadatom neprekid-
nom raspodelom (v. [66], [69], [67]). Xesto poglav	e posve�eno je novim
testovima simetrije. Predstav	eno je pet novih testova simetrije. U
novim testovima pored U -statistika sa nedegenerisanim jezgrom jav	a-
ju se i statistike sa slabo degenerisanim jezgrom. U sedmom poglav	u
su predstav	eni testovi saglasnosti sa familijom eksponencijalnih
raspodela zasnovanih na U -statistikama i V -statistikama sa oce�enim
parametrima. Posebno su izdvojeni testovi u kojima se jav	aju U -
empirijske Laplasove transformacije. Pored ovih predstav	eni su
i testovi zasnovani na U -empirijskim momentima. Za testove je pored
Bahadurove, odre�ena i Pitmanova asimptotska efikasnost. Na kraju
disertacije, u osmom poglav	u prikazan je kratak osvrt na neke primene
predstav	enih testova u analizi vremenskih serija.
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Doctoral Dissertation Title: Asymptotic properties of non-parametric
tests based on U-statistics and V -statistics with non-degenerate and weakly
degenerate kernel

Abstract: Goodness of fit and symmetry tests occupy a significant part
of nonparametric statistic. Most of classical tests are based on the distance
between the assumed distribution function and its consistent estimate, empir-
ical distribution function. The symmetry tests are analogously constructed.
A new approach that is especially attractive in recent years is making tests
based on characterizations of different types. Those tests use U -empirical
distribution functions (generalized empirical ones), U -empirical transforms
(eg. Laplace transform, characteristic functions etc.) and U -empirical mo-
ments of distributions. The main advantage of these tests is that they are
often free of some distribution parameters. Therefore they are suitable for
testing composite hypothesis.

For purpose of comparison of tests the Bahadur efficiency has become
very popular. One of the reasons is that it does not require the asymptotic
normality of test statistics. In addition, Bahadur and Pitman efficiencies very
often locally coincide. It turns out that for determining Bahadur efficiency it
is necessary to find large deviations function under null hypothesis. If that is
not possible, usually the approximate Bahadur efficiency is used. It requires
the existence of asymptotic distribution and the asymptotic behavior of its
tail under null hypothesis, and the limit in probability under alternative
distribution.

The goals of the thesis are the construction of new goodness of fit and
symmetry tests based on U -statistics and V -statistics, deriving the asymp-
totic distribution of proposed statistics, their large deviation functions and
Bahadur efficiencies or their approximations. The thesis is divided into two
parts.

The first part consists of three chapters. In the first chapter the theory
of U -statistics and V -statistics as well as U -empirical and V -empirical dis-
tribution function and some other empirical transforms is presented. The
second chapter is devoted to the U -statistics and V -statistics with estimated
parameters. The third chapter deals with asymptotic efficiency of nonpara-
metric tests. Most of the chapter is devoted to Bahadur efficiency. In the
same chapter the large deviation function for a new class of tests statistics
is derived. This result is presented in [69].

The second part, which starts with the fourth chapter, is dedicated to new
tests based on U -statistics and V -statistics. In the fourth chapter some type
of characterizations which are used within the next chapters for construction
of tests are presented. They include characterizations based on equidistri-



bution of some statistics among which the characterizations of symmetric
distributions stand out, then those based on functional equations that the
distribution function satisfies, those based on the independence of statistics
and those based on moments. Two new characterizations of symmetric dis-
tributions are also presented. The fifth chapter deals with new goodness of fit
tests. There are four new exponentiality tests, two new goodness of fit tests
for a family of Pareto distribution, as well as two new goodness of fit tests
for logistic distribution (see [66], [69]). Also one new class of uniformity tests
which can be used as goodness of fit test for any predetermined continuous
distribution is proposed (see [67]). The sixth chapter is devoted to new sym-
metry tests. Five new symmetry tests are proposed. In the seventh chapter
there are new exponentiality tests based on U -statistics and V -statistics with
estimated parameters. A special attention is given to new tests based on U -
empirical Laplace transforms. Beside those, some tests based on U -empirical
moments are also presented. For new presented tests local Bahadur and/or
Pitman efficiency is calculated. In the final chapter, a brief review of some
applications in time series analysis is shown.

Keywords: U -statistics, asymptotic efficiency,large deviation theory,
goodness-of-fit tests, symmetry tests

Scietific Area: Mathematics

Scientific Sub-area: Probability and Statistics

UDC: 519.224+519.234.3(0.433)
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Prvi deo

Teorija U-statistika i
V -statistika
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Poglav	e 1

U-statistike i V -statistike

U teoriji oce�iva�a kao prirodne ocene veoma qesto se jav	aju U -
statistike i V -statistike. U -statistike su simetriqne i nepris-
trasne ocene nekih parametara pa je �ihova upotreba posebno znaqa-
jna u neparametarskoj statistici gde se nepoznati parametri dru-
gaqije interpretiraju a raspodela elemenata uzorka pripada nekoj klasi
raspodela. Glavna zasluga za razvija�e teorije U -statistika pripisuje
se Hefdingu (v. [43]). Deo �egovog doprinosa i doprinosa �egovih sled-
benika bi�e prikazan u ovom poglav	u a vixe se mo�e na�i u k�izi [53].

Neka je X1, . . . , Xn uzorak iz raspodele F i neka je ϑ = ϑ(F ) para-
metar koji ima nepristrasnu ocenu na osnovu datog uzorka, tj. postoji
m ≥ 1 i mer	iva funkcija Φ(x1, . . . , xm) takva da je

ϑ(F ) = E(Φ(X1, . . . , Xm)) =

∫
....

∫
Φ(x1, . . . , xm)dF (x1) · · · dF (xm).

(1.1)
Najma�e m za koje postoji ocena nazivamo redom parametra ϑ.

Ukoliko funkcija Φ nije simetriqna po svojim argumentima mo�emo
je zameniti simetriqnom funkcijom

Φ0(x1, . . . , xm) =
1

m!

∑
π(m)

Φ(xπ1 , . . . , xπm)

gde π(m) predstav	a skup svih permutacija skupa {1, 2, ...,m}. Zbog toga,
u da	em tekstu, mo�emo pretpostaviti simetriqnost funkcije Φ po
svojim argumentima.

Definicija 1.0.1. Neka je X1, X2, . . . , Xn prost sluqajan uzorak iz

raspodele F i neka je Φ : Rm 7→ R mer	iva funkcija. U-statistika

3



Poglav	e 1. U -statistike i V -statistike

reda m sa jezgrom Φ je statistika

Un =
1(
n
m

) ∑
1≤i1<···≤im≤n

Φ(Xi1 , . . . , Xim), (1.2)

Primetimo da je U -statistika, na ovaj naqin definisana, nepris-
trasna ocena parametra ϑ.

Najjednostavniji primer U -statistike reda 1 je uzoraqka sredina.
Poznati primeri U -statistika su i nepristrasne ocene centralnih mo-
menata raspodele, tj. parametra

ϑ = E(X1 − EX1)m, m ≥ 2.

To su U - statistike sa jezgrom

Φ(x1, ..., xm) =
1

m!

∑
π(m)

( m∑
k=1

(−1)k−1

(
m

k − 1

)
xm−k+1
π1

xπ2· · ·xπk+(−1)mxπ1· · ·xπm
)
.

Specijalno, za m = 2 dobijamo U -statistiku sa jezgrom

Φ(x1, x2) =
1

2
(x2

1 + x2
2 − 2x1x2) =

1

2
(x1 − x2)2. (1.3)

Transformacijom izraza (1.2) dobija se da je U -statistika sa jezgrom
(1.3) poprav	ena uzoraqka disperzija.

Asimptotska svojstva U -statistika zavise od �enog reda, ali i od
osobina �enog jezgra, tj. od ranga U -statistike definisanog na slede�i
naqin.

Pretpostavimo da je E|Φ(X1, ...., Xm)| < ∞. Oznaqimo sa Φc matem-
atiqko oqekiva�e

Φc(x1, ..., xc) = EΦ(x1, . . . , xc, Xc+1, . . . , Xm)

= E(Φ(X1, . . . , Xm)|X1 = x1, . . . , Xc = xc), 0 ≤ c ≤ m.

Neka je
Φ̃(x1, ...., xm) = Φ(x1, ..., Xm)− ϑ(F )

Φ̃c(x1, ..., xc) = Φc(x1, ..., xc)− ϑ(F )

Da	e, neka je sa

4



Poglav	e 1. U -statistike i V -statistike

g1(x1) = Φ̃1(x1)

g2(x1, x2) = Φ̃2(x1, x2)− g1(x1)− g1(x2)

...

gm(x1, . . . , xm) = Φ̃m(x1, . . . , xm)−
m∑
i=1

g1(xi)−
∑

1≤i1<i2≤m

g2(xi1 , xi2)

− · · · −
∑

1≤i1<···<im−1≤m

gm−1(xi1 , . . . , xim−1).

definisan niz funkcija koje imaju svojstvo kompletne degenerisanosti
tj. E(gc(x1, ..., xc−1, Xc)) = 0 za c = 1, 2, ...,m. Ovo svojstvo se veoma
qesto koristi u izvo�e�u osobina U -statistika koje �emo u da	em tekstu
navesti.

Neka je r ≥ 1 najma�i prirodan broj za koji je g1 = · · · = gr−1 = 0
i gr 6= 0. Broj r tada se naziva rangom jezgra, odnosno U -statistike.
Ako je rang jezgra jednak jedan, tada jezgro nazivamo nedegenerisanim,
u suprotnom ih nazivamo degenerisanim. Ako je rang jezgra jednak dva,
tada jezgro nazivamo slabo degenerisanim dok ga u sluqajnu ranga m
nazivamo kompletno degenerisanim. Stepen degenerisanosti u najve�oj
meri utiqe na tip graniqne raspodele statistike.

Svaka U -statistika ranga r se mo�e predstaviti u obliku zbira
kompletno degenerisanih U -statistika odnosno va�i Hefdingova
reprezentacija ([43]).

Un − ϑ =
m∑
c=r

(
m

c

)
Unc,

gde je Unc = 1

(nc)

∑
1≤i1<···<ic≤n

gc(Xi1 , ..., Xic).

Korix�e�em ove reprezentacije i martingalskih svojstava U -
statistika koja ne�emo navoditi (v. [53]) mo�e se pokazati da se dis-
perzija U -statistike qije jezgro pripada nekom L2 prostoru i ima rang
r, mo�e predstaviti na dva naqina. Va�i

σ2(Un) =
1(
n
m

) m∑
c=r

(
m

c

)(
n−m
m− c

)
ηc,

gde je ηc = EΦ̃2
c(X1, ..., Xc). Drugi naqin da se predstavi disperzija je

σ2(Un) =
m∑
c=r

(
m
c

)2(
n
c

) δc,
5



Poglav	e 1. U -statistike i V -statistike

gde je δc = Eg2
c (X1, ..., Xc).

Iz ove dve reprezentacije disperzije, mo�e se izvesti veza izme�u ηc
i δc, ali i izvesti slede�a asimptotska relacija

σ2(Un) = r!

(
m

r

)2
1

nr
ηc +O

( 1

nr−1

)
.

Primetimo da su U -statistike zbirovi jednako raspode	enih sluqa-
jnih veliqina. Ukoliko je m = 1 radi se o zbiru nezavisnih jednako
raspode	enih sluqajnih veliqina pa, uz uslov da jezgro pripada L2 pros-
toru i da je nedegenerisano, mo�emo primeniti centralnu graniqnu
teoremu i dobiti da

√
n(Un − ϑ) ima asimptotski normalnu N (0, η1)

raspodelu. Mo�emo primeniti i zakon velikih brojeva i dobiti da Un
skoro sigurno konvergira ka θ. Postav	a se pita�e da li graniqna
vrednost i graniqna raspodela U -statistike postoje i koji su u sluqaju
reda ve�eg od 1. Odgovor na ovo pita�e da�emo u slede�em ode	ku.

1.1 Asimptotska svojstva U-statistika

Slede�a teorema predstav	a zakon velikih brojeva za U -statistike.
Dokaz se mo�e na�i u [53].

Teorema 1.1.1. Neka je Un U-statistika sa jezgrom Φ za koje va�i

E|Φ(X1, ..., Xm)| <∞. Tada za Un va�i jaki zakon velikih brojeva, tj.

niz Un skoro sigurno konvergira parametru ϑ.

Najpoznatija formulacija centralne graniqne teoreme za U -
statistike je slede�a.

Teorema 1.1.2 (Hefding, 1948). Neka je Un U-statistika sa

nedegenerisanim jezgrom Φ za koje va�i

E(Φ2(X1, ..., Xm)) <∞. (1.4)

Tada
1√
DUn

(Un − ϑ)
d→ N (0, 1).

Mo�e se pokazati da tvr�e�e teoreme 1.1.2 va�i i ukoliko se uslov
(1.4) zameni slabijim uslovom

E|gc(X1, ..., Xc)|γc <∞, c = 1, 2, ...,m (1.5)

6



Poglav	e 1. U -statistike i V -statistike

gde je γc = 2c
2c−1

. Ovaj uslov je ispu�en ukoliko je E|Φ(X1, ..., Xm)| 43 <∞.

U sluqaju U -statistika sa degenerisanim jezgrom graniqna raspodela
nije normalna. Iz metodoloxkih razloga prvo �emo navesti teo-
remu za U -statistike drugog reda sa degenerisanim jezgrom, a za-
tim proizvo	nog reda sa slabo degenerisanim jezgrom, i na kraju,
proizvo	nog reda sa rangom r. Dokazi ovih teorema se mogu na�i u
[53].

Teorema 1.1.3. Pretpostavimo da je r = 2 i da je EΦ2(X1, X2) < ∞.

Tada

nUn
d→
∞∑
j=1

λj(τ
2
j − 1),

gde je {τj} niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa normalnom N (0, 1)
raspodelom, {λj} su sopstvene vrednosti integralnog operatora S :
f 7→ E(Φ(X1, x)f(X1)).

U sluqau U -statistika sa slabo degenerisanim jezgrom va�i slede�a
teorema.

Teorema 1.1.4. Pretpostavimo da je r = 2 i da je EΦ2(X1, ...., Xm) <
∞. Tada

nUn
d→
(
m

2

) ∞∑
j=1

λj(τ
2
j − 1),

gde je {τj} niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa normalnom N (0, 1)
raspodelom, {λj} su sopstvene vrednosti integralnog operatora S :
f 7→ E(g2(X1, X2)f(X2)|X1).

Da bismo prikazali uopxte�e ove teoreme potrebno je da defin-
ixemo Vikove polinome. Neka je f1, f2, ...fm ortonormiran skup
funkcija u nekom L2 prostoru i W (·) Gausova sluqajna mera. Tada je
sa

: τj1 ...τjn :=

∫
· · ·
∫
fj1(x1) · · · fjn(xn)W (dx1) · · ·W (dxn)

definisan Vikov polinom.

Teorema 1.1.5. Pretpostavimo da je rang jezgra r i da je

E|gc(X1, ..., Xc)|γrc <∞, c = r, r + 1, ...,m, (1.6)

7



Poglav	e 1. U -statistike i V -statistike

gde je γrc = 2c
2c−r . Tada

n
r
2Un

d→
(
m

r

) ∞∑
(i1,...,in)=1

hr(i1, ..., ir) : τi1 · · · τir ,

gde je

hr(i1, ..., ir) = E(gr(X1, ..., Xr)φi1(X1)φir(Xr)),

a {φj} ortonormirani sistem funkcija u nekom L2 prostoru i :
τi1 · · · τir je Vikov polinom.

1.2 V -statistike

Neka je X1, ..., Xn prost sluqajan uzorak. Funkciju

Fn(x) =
1

n

n∑
j=1

I{Xi ≤ x}, x ∈ R,

nazivamo empirijskom funkcijom raspodele. V -statistike, poznate
jox i pod nazivom fon-Mizesove statistike predstav	aju funkcionale
od empirijskih funkcija raspodele (statistiqke funkcionale).
Defnisane su na slede�i naqin.

Definicija 1.2.1. Neka je X1, X2, . . . , Xn uzorak iz raspodele F i neka

je Φ : Rm 7→ R mer	iva funkcija.

Vn = ϑ(Fn) =

∫
· · ·
∫

Φ(x1, ..., xm)dFn(x1) · · · dFn(xm)

=
1

nm

∑
1≤i1,...,im≤n

Φ(Xi1 , ..., Xim).

naziva se V -statistika reda m sa jezgrom Φ.

Bez uma�e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da je funkcija Φ si-
metriqna po svojim argumentima, jer ako nije mo�emo je simetrizovati
na ve� prikazan naqin.

Primetimo da se za m = 1 definicije U -statistika i V -statistika
poklapaju, dok za m ≥ 2 V -statistike predstav	aju pristrasne ocene
funkcionala ϑ(F ) definisanog u (1.1). U da	em tekstu vide�emo da u
nekim situacijama U -statistike i V -statistike sa istim jezgrom imaju
uglavnom ista asimptotska svojstva stoga je za �ihovo prouqava�e do-
vo	no posmatrati samo jednu od spomenutih klasa statistika.

8



Poglav	e 1. U -statistike i V -statistike

Neki od primera V -statistika su uzoraqka sredina i uzoraqka
disperzija. Veoma qesto se prirodno jav	aju u konstrukciji test-
statistika za testove saglasnosti, posebno zasnovanih na karakteri-
zacijama. Va�no je i napomenuti da je neretko implementacija V -
statistika mnogo jednostavnija, a i vremenski ma�e zahtevna kod pro-
grama koji su "vektorski orijentisani" (R, Matlab).

1.2.1 Asimptotska svojstva V -statistika

Dokazi teorema koje navodimo se mogu na�i u [53].

Teorema 1.2.1. Pretpostavimo da je

max{EΦ(Xi1 , ..., Xim)2 : 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ im ≤ n} <∞,

Tada
√
n(Un − ϑ(Fn))

d

→ 0, n→∞,

i ako postoje graniqne raspodele sluqajnih veliqina
√
n(Un − ϑ(F )) i√

n(ϑ(Fn)− ϑ(F )) onda se one poklapaju.

Direktna posledica ove teoreme je da u sluqaju nedegenerisanih jez-
gara V -statistike imaju istu asimptotiku kao i U -statistike istog reda
i jezgra.

Teorema 1.2.2. Pretpostavimo da je jezgro Φ V -statistike Vn reda
dva i da je E|Φ(X1, X1)| <∞, EΦ(X1, X2) = 0 i EΦ2(X1, X2) <∞. Tada

nVn
d→ EΦ(X1, X1) +

∞∑
j=1

λj(τ
2
j − 1), n→∞, (1.7)

gde je {τj} niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa normalnom N (0, 1)
raspodelom, {λj} su sopstvene vrednosti integralnog operatora S :
f 7→ E(g2(X1, X2)f(X2)|X1).

Ukoliko je operator S nuklearan, odnosno

∞∑
j=1

|λj| <∞,

onda je

EΦ(X1, X2) =
∞∑
j=1

λj,

9



Poglav	e 1. U -statistike i V -statistike

pa se (1.7) svodi na

nVn
d→
∞∑
j=1

λjτ
2
j , n→∞.

U dokazu teoreme se koristi ve� postoje�i rezulatat za U -statistiku
reda dva sa slabo degenerisanim jezgrom, i reprezentacija V -statistike
preko odgovaraju�e U -statistike tj.

nVn =
1

n

n∑
i=1

Φ(Xi, Xi) +
2

n

∑
1≤i<j≤n

Φ(Xi, Xj)

=
1

n

n∑
i=1

Φ(Xi, Xi) + (n− 1)Un.

Na sliqan naqin mo�emo dobiti graniqne raspodele ostalih V -
statistika.

Primer 1.2.1. Neka su X1, ..., Xn nezavisne i jednako raspode	ene
sluqajne veliqine za koje je EX1 = µ i σ2(X1) = σ2. Posmatrajmo
U -statistike i V -statistike sa jezgrom Φ(x1, x2) = x1x2

Un =
1(
n
2

) ∑
1≤i<j≤n

XiXj

Vn =
1

n2

∑
1≤i,j≤n

XiXj.

Tada je g1(x1) = E(X1X2|X1 = x1) = x1µ − µ2. Razlikova�emo dva
sluqaja.

1. Neka je µ 6= 0. Sada je Eg1(X1)2 = µ2σ2. Primenom teoreme 1.1.2
zak	uqujemo da

√
n(Un − µ2)

d→ N (0, 4µ2σ2).

Isto va�i i za statistiku Vn.

2. Neka je µ = 0. U ovom sluqaju radi se o slabo degenerisanom jezgru
jer je g1(X1) = 0 i g2(x1, x2) = x1x2. Treba da na�emo λ za koje je

λf(x) = xE(Y f(Y )).

Diferencira�em dobijamo da je

f(x) = cx+ d; c, d su konstante.
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Poglav	e 1. U -statistike i V -statistike

Zamenom u polaznoj jednaqini dobijamo da je λ = 1, d = 0 pa pri-
menom teoreme 1.1.4 dobijamo

nUn
d→ σ2(Z2 − 1),

gde je Z sluqajna veliqina sa standardnom normalnom raspodelom.
Kako je EΦ(X1, X1) = EX2

1 = σ2 dobijamo da va�i

nVn
d→ σ2Z2.

Do istog rezultata mo�emo do�i i na slede�i naqin. Primetimo da je

n− 1

σ2
Un =

(∑n
i=1Xi√
nσ

)2

−
n∑
i=1

X2
i

nσ2
.

Primenom centralne graniqne teoreme dobijamo da prvi sabirak u
raspodeli te�i sluqajnoj veliqini sa normalnom N (0, 1) raspodelom.
Na drugi sabirak mo�emo primeniti zakon veliih brojeva i dobiti da
on u verovatno�i te�i 1, pa primenom teoreme Sluckog dobijamo tv-
r�e�e.

Napomena: Teorema Sluckog koju na ovom mestu koristimo odnosi

se na zbirove nizova sluqajnih veliqina. Naime, ukoliko su {An} i
{Bn} nizovi sluqajnih veliqina za koje va�i

An
d→ A, n→∞,

Bn
p→ b, n→∞,

gde je b konstanta, tada

An +Bn
d→ A+ b, n→∞.

1.3 U-empirijske funkcije raspodele

Definicija 1.3.1. Neka je X1, X2, . . . , Xn uzorak iz raspodele F i neka

je h : Rm 7→ R mer	iva funkcija. Funkcije raspodele

Un(t) =
1(
n
m

) ∑
1≤i1<···<im≤n

I{h(Xi1 , . . . , Xim) ≤ t}, t ∈ R (1.8)

Vn(t) =
1

nm

∑
1≤i1 6=···6=im≤n

I{h(Xi1 , . . . , Xim) ≤ t}, t ∈ R (1.9)

nazivaju se redom U-empirijska i V -empirijska funkcija raspodele.
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Poglav	e 1. U -statistike i V -statistike

Za m = 1 Un(t) se poklapa sa empirijskom funkcijim raspodele pa
je prirodno oqekivati da U -empirijske i V -empirijske funkcije dobro
aproksimiraju funkciju raspodele. O tome nam govori slede�a teorema
([37]).

Teorema 1.3.1 (Helmers, Jansen, Serfling (1988)). Za U-empirijsku
funkciju raspodele Un(t) i ε > 0 postoji pozitivna konstanta C koja

ne zavisi od F tako da va�i

P
{

sup
t
|Un(t)− U(t)| > ε

}
≤
(
1 + 4C

√
[n/m]ε

)
e−2[n/m]ε2 , (1.10)

gde je U(t) = E(Un(t)) = P{h{(X1, ..., Xm) < t}.

Primetimo da je za svako fiksirano t Un(t) statistika sa jezgrom
Φ(x1, ..., xm; t) = I{h(x1, ..., xm) < t}. Vixe o familijama U -statistika
se mo�e na�i u k�izi [47].

Za familiju U -statistika nedegenerisanost definixemo na slede�i
naqin (v. [77]).

Definicija 1.3.2. Za familiju U-statistika {Un(t), t ∈ [a, b]} s

jezgrima Φ(Xi1 , . . . , Xim ; t) i prvim projekcijama φ(s1; t) = g1(s1; t) na

X1 ka�emo da je nedegenerisana ako je funkcija disperzija σ2
φ(t) =

Eφ2(X1; t) jednaka nuli samo na krajevima intervala [a, b] i u najvixe

konaqno mnogo taqaka iz unutrax�osti tog intervala.

Za ovakvu familiju statistika Silverman ([95]) je pokazao da va�i
slede�e tvr�e�e. Neka je rastoja�e ρq

ρq(x, y) = sup
t∈R

∣∣∣ 1

q(t)
(x(t)− y(t))

∣∣∣, x, y ∈ D(−∞,∞),

pri qemu je q te�inska funkcija definisana na (−∞,∞).

Teorema 1.3.2 (Silverman (1983)). Pretpostavimo da je q(s) = q(1−s)
za 0 ≤ s ≤ 1

2
i neka je v(t) = t

1
2

q(t)
. Pretpostavimo jox da va�e slede�i

uslovi

1. q je neopadaju�a i nenegativna funkcija na [0, 1
2
];

2. v je rastu�a na [0, 1
2
] i limt→0+ v(t) = 0;

3.

1
2∫

0

(log 1
t
)
1
2dv(t) <∞.
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Poglav	e 1. U -statistike i V -statistike

Neka je ψ(x) = q(U(x)) za svako x. Tada
√
n(Un(t)−U(t)) konvergira slabo

u ρψ metrici na D(−∞,∞) ka nekom centriranom Gausovom procesu

koji je neprekidan u svim taqkama neprekidnosti funkcije U(t).

U radu [93] Rejmgart i Zejlen su posmatrali sluqajni process

ηn(t) =
√
n(Un(t)− U(t)), t ∈ Rr, (1.11)

gde su oznake iste kao u (1.10) i pokazali tvr�e�e analogno tvr�e�u
1.3.2.

1.4 Ostale U-empirijske funkcije

U ovom poglav	u navodimo jox neke U -empirijske funkcije koje su zbog
svojih svojstava poput U -empirijskih funkcija raspodele, pogodne za
konstrukciju neparametarskih testova.

Pretpostavimo da pozitivna sluqajna veliqina X ima funkciju
raspodele F i Laplasovu transformaciju

L(t) = E(e−tX) =

∫ ∞
0

e−txdF (x),

za t za koje dati integral konvergira. Tada je empirijska Laplasova

transformacija

Ln(t) =
1

n

n∑
i=1

e−tXi =

∫ ∞
0

e−txdFn(x), (1.12)

gde je Fn empirijska funkcija raspodele.
Empirijska Laplasova transformacija ima mnoga lepa svojstva me�u

kojima su i slede�a koja se mogu na�i u radu [20]. Ta svojstva govore
o graniqnoj raspodeli empirijske Laplasove transformacije i posto-
janosti ocene.

Teorema 1.4.1. Pretpostavimo da L(s) postoji na intervalu I =
[−σ,∞), σ > 0. Ako je J ⊂ I zatvoreni interval tada za svaki priro-

dan broj k va�i

sup
s∈J
|L(k)

n (s)− L(k)(s)| → 0, n→∞ s.s,

gde su L
(k)
n (s) i L(k)(s) k-ti izvodi empirijske Laplasove transforma-

cije, odnosno Laplasove transformacije, redom.
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Poglav	e 1. U -statistike i V -statistike

Teorema 1.4.2. Neka je

Wk,n(s) =
1√
n

n∑
j=1

Xk
j e
−sXj − E(Xke−sX).

Tada ako 2s ∈ I
Wk,n(s)

D→ N (0, σ2
k(s)),

gde je

σ2
k(s) =

1

22k
L(2k)(2s)− (L(k)(s))2.

Prirodno se name�e ocena Laplasove transformacije neke funkcije
sluqajnih veliqina Φ(X1, ..., Xm), tj.

Ln,Φ(t) =
1(
n
m

) ∑
i1<···<im

e−tΦ(X1,...,Xm),

koju nazivamo U-empirijska Laplasova transformacija sluqajne veli-

qine Φ(X1, ..., Xm). Analogno se definixe V -empirijska funkcija.
Ukoliko sluqajna veliqina X nije pozitivna, prirodno je posma-

trati �enu empirijsku karakteristiqnu funkciju, odnosno

ϕn(t) =
1

n

n∑
i=1

eitXi =

∫ ∞
−∞

eitxdFn(x), (1.13)

ili za sluqajnu veliqinu Φ(X1, ..., Xm), �enu U-empirijsku karakteris-
tiqnu funkciju

ϕn,Φ(t) =
1(
n
m

) ∑
i1<···<im

eitΦ(X1,...,Xm).

U radu [27] su pokazana slede�a lepa svojstva empirijske karakter-
istiqne funkcije.

Teorema 1.4.3. Za fiksirano T > 0 je

P{ lim
n→∞

sup
|t|<T
|ϕn(t)− ϕ(t)| = 0} = 1.

Teorema 1.4.4. Neka je {Yn(t), t ∈ R} sluqajni proces definisan sa

Yn(t) =
√
n(ϕn(t)− ϕ(t)).
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Tada za svako t ∈ [a, b], −∞ < a < b <∞

Yn(t)
d→ Y (t),

gde je {Y (t), t ∈ R} centriran Gausov proces sa kovarijacionom funkci-

jom

K(t1, t2) = ϕ(t1 + t2)− ϕ(t1)ϕ(t2).

U literaturi se ne mogu na�i rezultati o slaboj konvergen-
ciji U -empirijskih Laplasovih transformacija i karakteristiq-
nih funkcija. Me�utim test-statistike zasnovane na razlici U -
empirijskih i teorijskih funkcija se veoma qesto svode na U - statis-
tike ili V -statistike pa se o �ihovim asimptotskim svojstvima za-
k	uquje na osnovu teorije U -statistika.

Intuitivno se oqekuje da sluqajni proces UL
n (t) =

√
n(Ln,Φ(t)−Ln(t)),

ako funkcija Φ zadovo	ava uslov da je za svako t jezgro e−tΦ(X1,...,Xm)

nedegenerisano, konvergira nekom centriranom Gausovom procesu. Do
tog zak	uqka smo doxli jer su tada sve konaqnodimenzione raspodele
procesa UL

n (t) asimptotski normalne (v. [53]).
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Poglav	e 2

U-statistike i V -statistike
sa oce�enim parametrima

Veoma qesto se u test-statistikama jav	aju ocene nekog parametra,
odnosno statistika Tn se mo�e prikazati u obliku

Tn(λ̂) = Tn(X1, ..., Xn; λ̂),

gde je λ̂ ocena parametra λ na osnovu uzorka X1, ..., Xn. Posmatrajmo
pomo�nu funkciju

Tn(γ) = Tn(X1, ..., Xn; γ).

Ukoliko {Tn(γ), γ ∈ Γ} predstav	a familiju U -statistika, tada
statistiku Tn(λ̂) nazivamo U-statistika sa oce�enim parametrom.

Analogna je definicija V -statistike sa oce�enim parametrom. U tek-
stu koji sledi govori�emo o U -statistikama sa oce�enim parametrima,
a ukoliko neko svojstvo ne va�i za V -statistike sa oce�enim
parametrima to �emo naglasiti.

U poglav	u 1 data je raspodela U -statistika u zavisnosti od osobina
�ihovog jezgra. U ovom poglav	u �emo prikazati rezultate iz litera-
ture koji nam omogu�avaju da na�emo graniqnu raspodelu za neke klase
U -statistika sa oce�enim parametrima.

Prvi rezultati na ovu temu datiraju iz 1982. godine kada je Ran-
dles u svom radu [92] dao dovo	ne uslove da je graniqna raspodela test-
statistike sa oce�enim parmetrom normalna.

Neka je {Tn(γ), γ∈ Γ} familija U -statistika sa jezgrom Φ reda m i

θ(γ) = lim
n→∞

EλΦ(X1, ...., Xm; γ).
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Teorema 2.0.5. Pretpostavimo da je
√
n(λ̂− λ) = Op(1), n→∞. (2.1)

Da	e, pretpostavimo da postoji okolina λ, u oznaci K(λ), i pozi-

tivna konstanta K1 takva da za svako γ ∈ K(λ) i sferu sa centrom

u γ polupreqnika d u oznaci D(γ, d) tako da je D(γ, d) ⊂ K(λ) i da su

ispu�ena slede�a dva uslova:

E( sup
γ′∈D(γ,d)⊂K(λ)

|φ(X1, ..., Xm; γ′)− φ(X1, ..., Xm; γ)|) ≤ K1d; (2.2)

lim
d→0

E( sup
γ′∈D(γ,d)⊂K(λ)

|φ(X1, ..., Xm; γ′)− φ(X1, ..., Xm; γ)|2) = 0.

Tada va�i
√
n(Tn(λ̂)− θ(λ̂)− Tn(λ) + θ(λ))

p→ 0, n→∞.

Slede�a teorema je direktna posledica teoreme 2.0.5.

Teorema 2.0.6. Pretpostavimo da je funkcija θ(γ) diferencijabilna
u taqki γ = λ i da va�i uslov (2.1). Pretpostavimo da

√
n(Tn(λ)− θ(λ))

d→ N (0,m2η2
1), (2.3)

gde je η1 > 0 disperzija prve projekcije jezgra Φ na X1.

Ukoliko je
∂

dγ
θ(γ)|γ=λ = 0 (2.4)

Tada va�i √
n(Tn(λ̂)− θ(λ))

d→ N (0,m2η2
1).

Ukoliko je

∂

dγ
θ(γ)|γ=λ 6= 0

√
n(Tn(λ)− θ(λ), λ̂− λ)

d→ Np+1(0,Σ), n→∞
(2.5)

tada je ispu�eno

√
n(Tn(λ̂)− θ(λ))

d→ N (0, τ 2),

gde je

τ 2 = DTΣD > 0

DT =
(

1,
∂θ(·)
∂γ1

, ...,
∂θ(·)
∂γp

)
.
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Poglav	e 2. U -statistike i V -statistike sa oce�enim parametrima

Vidimo da ako su Tn(γ) za svako fiksirano γ U -statistike sa nede-
generisanim jezgrom, onda i odgovaraju�a U -statistika sa oce�enim
parametrom ima normalnu raspodelu sa parametrom disperzije koji se
mo�e odrediti. Ovaj rezultat je dosta znaqajan jer nam omogu�uje da na-
�emo raspodelu test-statistika u testovima saglasnosti kod kojih se te-
stira slo�ena hipoteza, u kojima figurixe ocena nepoznatog parametra
kako bi se postiglo da testovi budu slobodni od parametara raspodele.
Deo ove teze su upravo takvi testovi pa �e sva navedena tvr�e�a kasnije
biti ilustrovana primerima.

Ajverson i Randles su u svom radu [45] pokazali slede�i zakon ve-
likih brojeva za U -statistike sa oce�enim parametrom.

Teorema 2.0.7. Pretpostavimo da je E(Φ(X1, ..., Xm;λ)) <∞ i da pos-

toji okolina taqke λ K(λ) takva da ako je D(λ, d) ⊂ K(λ) sfera sa

centrom u λ polupreqnika d va�i

lim
d→0

E( sup
γ∈D(γ,d)⊂K(λ)

|φ(X1, ..., Xm; γ)− φ(X1, ..., Xm;λ)|) = 0.

Ako su ovi uslovi ispu�eni tada va�e slede�e implikacije:

λ̂
p→ λ⇒ Tn(λ̂)

p→ θ(λ);

λ̂
s.s.→ λ⇒ Tn(λ̂)

s.s.→ θ(λ).
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Poglav	e 3

Asimptotska efikasnost

neparametarskih testova

Izbor adekvatnog testa u nekoj konkretnoj situaciji je jedan od va�nih
zadataka statistiqara. Zato je neophodno definisati neke kriterijume
na osnovu kojih �emo izvrxiti pore�e�e odgovaraju�ih testova. U ovom
poglav	u definisa�emo neke tipove asimptotske relativne efikas-
nosti, i izlo�iti osnovna tvr�e�a koja �e nam biti potrebna u da	em
tekstu. Vixe se mo�e na�i u k�izi Nikitina (v. [75]) i Serflinga (v.
[94]).

Neka je sluqajna veliqina X definisana na parametarskom prostoru
verovatno�a (Ω,A, Pθ), θ ∈ Θ sa odgovaraju�im uzoraqkim prostorom.
Oznaqimo saX(n) prost sluqajan uzorak. Nulta i alternativna hipoteza
u testira�u su

H0 : θ ∈ Θ0 ⊂ Θ H1 : θ ∈ Θ1 = Θ \Θ0. (3.1)

Neka je {Tn} niz test statistika koje koristimo u testira�u. Pret-
postavi�emo da je kritiqna oblast za testira�e oblika W = {Tn ≥ c},
gde je c ∈ R pozitivna konstanta. Ovaj oblik kritiqne oblasti je
verovatno najqex�e korix�eni oblik. Analogno se razmatraju drugi
oblici kritiqne oblasti.
Za tako definisanu kritiqnu oblast funkcija mo�i testa je

M(θ) = Pθ{Tn ≥ c}.

Za svako β ∈ (0, 1) i θ ∈ Θ1 definixemo niz konstanti cn := cn(β, θ)
tako da je ispu�eno

Pθ{Tn > cn} ≤ β ≤ Pθ{Tn ≥ cn}. (3.2)
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Poglav	e 3. Asimptotska efikasnost neparametarskih testova

Neka je αn(β, θ) minimalni nivo znaqajnosti testa sa test statistikom
Tn za koji je M(θ) ≥ β, i neka je NT (α, β, θ) minimalni obim uzorka za
koji �e test za fiksiran nivo znaqajnosti testa α imati mo� testa u
taqki θ ne ma�u od β.

Vratimo se osnovnoj postavci problema. Za dve test statistike Tn
i Vn kojima testiramo nultu hipotezu H0 protiv iste alternative, de-
finisa�emo relativnu efikasnost (Vn u odnosu na Tn) kao odnos mini-
malnih obima uzoraka potrebnih da se dostigne odgovaraju�a mo� testa,
tj.

eV,T (α, β, θ) =
NT (α, β, θ)

NV (α, β, θ)
.

Ukoliko je relativna efikasnost ma�a od 1 zak	uqujemo da ako ko-
ristimo statistiku Tn bi�e nam potreban ma�i uzorak da dostignemo
odgovaraju�u mo� pa je test zasnovan na ovoj statistici bo	i nego test
zasnovan na test statistici Vn. Me�utim, izraqunava�e eV,T je veoma
komplikovano ili nije uopxte mogu�e. S druge strane razlikova�e
alternativa koje nisu bliske nije toliko znaqajno, kao ni pore�e�e
testova za visoke nivoe znaqajnosti ili male mo�i. Zato o kvalitetu
testova zasnovanim na pomenutim statistikama zak	uqujemo na osnovu
asimptotske relativne efikasnosti (ARE). U zavisnosti od toga da li
posmatramo relativne efikasnosti za niske nivoe znaqajnosti, velike
mo�i ili bliske alternative razlikujemo tri osnovne vrste ARE:

• Bahadurova ARE:

eBV,T (β, θ) = lim
α→0

eV,T (α, β, θ), β ∈ (0, 1), θ ∈ Θ1;

• Ha
is-Lemanova ARE:

eHLV,T (α, θ) = lim
β→1

eV,T (α, β, θ), α ∈ (0, 1), θ ∈ Θ1;

• Pitmanova ARE:

ePV,T (α, β) = lim
θ→θ0

eV,T (α, β, θ), 0 < α < β < 1, θ0 ∈ ∂Θ0.

U sva tri sluqaja se podrazumeva da graniqna vrednosti postoji. Pored
ovih ARE postoje ARE koje se dobijaju kad neka dva od tri posma-
trana parametra te�e graniqnim vrednostima (Qernofova, Hefdin-
gova, Rubin-Seturamanova ARE).

U tezi �emo vixe pa��e posvetiti Bahadurovoj ARE kao i Pit-
manovoj ARE koje imaju dosta sliqnosti lokalnog karaktera.
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3.1 Pitmanova asimptotska efikasnost

Upotreba Pitmanove efikasnosti kao mere kvaliteta testa datira iz
1949. Pitmanovi rezultati iz tog perioda su u velikoj meri doprineli
razvoju neparametarske statistike. Ova mera efikasnosti se najqex�e
koristi kad je graniqna raspodela test statistike normalna. Slede�a
teorema govori o tome kako uz neke dodatne pretpostavke mo�emo odre-
diti Pitmanovu ARE.

Teorema 3.1.1. Neka je Θ = R1 i Θ0 = (−∞, θ0). Pretpostavimo da

niz test statistika {Tn} zadovo	ava slede�e uslove:

1. Postoje funkcije sred�e vrednosti µn(θ) i funkcije standardnog
odstupa�a σn(θ) tako da je za θ = θ0 i θn = θ0 + k√

n
, k ≥ 0

lim
n→∞

Pθ

{Tn − µn(θ)

σn(θ)
< z
}

= Φ(z), z ∈ R.

2. Postoji desni izvod µ′n(θ0) > 0.

3.

lim
n→∞

µ′n(θn)

µ′n(θ0)
= 1, lim

n→∞

σn(θn)

σn(θ0)
= 1, lim

n→∞

µ′n(θ0)√
nσn(θ)

= c > 0.

Neka je T̃n drugi niz test statistika koji zadovo	ava ove uslove

kod kojih su asimptotske sred�e vrednosti i standardna odstupa�e

funkcije µ̃n i σ̃n. Tada Pitmanova ARE postoji za sve 0 < α < β < 1
i mo�e se izraqunati korix�e�em formule

eP
T,T̃

(α, β, θ0) = lim
n→∞

(µ′n(θ0)σ̃n(θ0)

σ(θ0)nµ̃′n(θ0)

)2

=
c2

c̃2
. (3.3)

Neka je I(θ0) informaciona funkcija Fixera. U radu [91] je
pokazano da ukoliko va�e neki dodatni uslovi postoji gor�a granica
c2, naime va�i

c2

I(θ0)
≤ 1.

Zato se prirodno uvodi pojam apsolutne Pitmanove asimptotske

efikasnosti koja predstav	a koliqnik u gor�oj nejednakosti.
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3.2 Bahadurova asimptotska efikasnost

Da bismo prikazali teoreme koje se odnose na odre�iva�e Bahadurove
ARE uvex�emo slede�e oznake. Za svako θ ∈ Θ, t ∈ R i niz test stati-
stika {Tn} oznaqimo

Fn(t, θ) = Pθ{Tn(X(n)) < t} i Gn(t) = inf
θ∈Θ0

{Fn(t, θ)}.

Tada je p-vrednost testa

Ln(X(n)) = 1−Gn(Tn(X(n))).

Ako postoji

lim
n→∞

1

n
logLn

p
= −1

2
cT (θ), θ ∈ Θ1 (3.4)

gde je cT (θ) funkcija parametra θ, onda se cT (θ) naziva Bahadurov taqan
nagib. Slede�a teorema nam omogu�ava da ako va�i (3.4) Bahadurovu
ARE nizova test statistika {Tn} i {Vn} mo�emo odrediti kao koliqnik
Bahadurovih nagiba.

Teorema 3.2.1. Pretpostavimo da za niz test statistika {Tn}
va�i (3.4) i da je cT (θ) > 0 za θ ∈ Θ1. Tada je

NT (α, β, θ) ≈ −2 log(α)

cT (θ)
, α→ 0.

Dokaz ove teoreme kao i dokazi teorema koje slede u ovom poglav	u
se mogu na�i u [75].

Teorema 3.2.2. Pretpostavimo da je za θ ∈ Θ1

lim
n→∞

Tn
Pθ= b(θ),

pri qemu je |b(θ)| <∞. Da	e pretpostavimo da je

lim
n→∞

log(1−Gn(t))

n
= −f(t), t ∈ I, (3.5)

gde je I neki interval na kome je f neprekidna i {b(θ), θ ∈ Θ1} ⊂ I.
Tada va�i (3.4) i

cT (θ) = 2f(b(θ)).
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Funkcija f iz jednakosti (3.5) naziva se funkcija velikih odstu-

pa�a.

Kako bismo doxli do prirodne definicije Bahadurove efikasnosti
definisa�emo Kulbak-Lajblerovo rastoja�e izme�u dve raspodele.

K(θ, θ
′
) := K(Pθ, Pθ′ ) =

{ ∫
log dPθ

dP
θ
′
dPθ, ako je Pθ � Pθ′ ;

∞, inaqe.

Poznato je da je Kulbak-Lajblerovo rastoja�e nenegativna veliqina
kao i da je identiqki jednako nuli ako i samo ako se radi o istim
raspodelama. Oznaqimo sa K(θ,Θ0) rastoja�e raspodele Pθ od familije
raspodela {Pθ0 , θ0 ∈ Θ0}, tj. neka je K(θ,Θ0) = infθ0∈Θ0 K(θ, θ0). Va�i
slede�a teorema Ragavaqarija i Bahadura.

Teorema 3.2.3 (Bahadur, Ragavaqari 1970). Za svako θ ∈ Θ1 je

lim
n→∞

1

n
logLn(X(n)) ≥ −K(θ,Θ0)

sa verovatno�om Pθ jednakom 1.

Ukoliko za niz statistika {Tn} va�i (3.4) korix�e�em ove teoreme
dobijamo gor�u granicu Bahadurovog nagiba, tj.

cT (θ) ≤ 2K(θ,Θ0). (3.6)

Apsolutna Bahadurova efikasnost se sada prirodno definixe na
slede�i naqin:

eT (θ) =
cT (θ)

2K(θ,Θ0)
. (3.7)

Pomenuti koliqnik nije uvek jednostavno odrediti. Sa druge strane,
od suxtinskog znaqaja je ispitati efikasnost testa protiv bliskih al-
ternativa pa tako dolazamo do pojma lokalne Bahadurove efikasnosti
definisane sa

eT = lim
θ→θ0

cT (θ)

2K(θ,Θ0)
, θ0 ∈ ∂Θ0. (3.8)

Ukoliko je za neku alternativnu rapspodelu ispu�eno da je eT = 1
takvu raspodelu zovemo lokalno optimalnom alternativnom raspode-

lom za nax niz test statistika {Tn}.
Sledi nekoliko tvr�e�a koja nam omogu�avaju da odredimo funkciju

f iz teoreme 3.2.2.
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3.2.1 Odre�iva�e funkcije velikih odstupa�a

Neka je X realna sluqajna veliqina sa funkcijom raspodele F . Tada je
�ena moment-generatorna funkcija MX(t) = EetX , za t ∈ R (pod pret-
postavkom da je oqekiva�e konaqno). Neka je ρ = inft≥0MX(t). Tada je
0 ≤ ρ ≤ 1.

Teorema 3.2.4. Neka je {Xn} niz nezavisnih i jednako raspode	enih

sluqajnih veliqina. Tada je

P{X1 +X2 + · · ·+Xn ≥ 0} ≤ ρn, n ≤ 1. (3.9)

Teorema 3.2.5. Neka je {un} niz realnih brojeva takav da je

limn→∞ un = u, |u| <∞ i P{X > u} > 0. Tada va�i:

lim
n→∞

1

n
logP{X1 +X2 + · · ·+Xn ≥ nun} = −f(u), (3.10)

gde je f funkcija odre�ena uslovom

e−f(u) = inf
t≥0

e−tuMX(t). (3.11)

Teoremu 3.2.5 je formulisao i dokazao Qernov 1952. godine (v. [18]).
Kako se mnoge test statistike mogu predstaviti u obliku zbira neza-
visnih i jednako raspode	enih sluqajnih veliqina, �egov rezultat je
naxao xiroku primenu (npr. v. [1], [34], [74], [88], [82], [97], [98]).

Ako pretpostavimo da je MX(t) < ∞ u okolini nule i EX1 = 0 i
D(X1) = σ2 > 0 razvija�em funkcija MX(t) i e−tu u Maklorenov red,
dobijamo da je

f(u) =
u2

2σ2
(1 + o(1)), u→ 0. (3.12)

Slede�e teoreme se odnose na odre�iva�e funkcije velikih odstu-
pa�a za U -statistike i V -statistike. Rezultati koje �emo predstaviti
i koji su veoma korix�eni u radovima autora nalaze se u radu Nikitina
i Ponikarova [79].

Teorema 3.2.6 (Nikitin, Ponikarov (1999)). Neka je jezgro Φ U-
statistike

Un =

(
n

m

)−1 ∑
1≤i1<···<im≤n

Φ(Xi1 , . . . , Xim)

ograniqena funkcija na [0, 1]m. Neka je pored toga EΦ = 0 i Φ ima rang

1, tj.
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σ2 = Eφ2(X1) > 0,

gde je φ(s1) = E(Φ(X1, . . . , Xm)|X1 = s1) projekcija jezgra Φ na X1. Tada

za svaki niz realnih brojeva γn koji te�i nuli kad n→∞ je

lim
n→∞

1

n
lnP{Un ≥ ε+ γn} =

∞∑
j=2

bjε
j := −gΦ(ε), (3.13)

gde red na desnoj strani jednakosti konvergira za dovo	no malo ε > 0.
Pored toga, b2 = −1/(2m2σ2).

Za male vrednosti ε funkcija f iz teoreme 3.2.2 mo�e se predstaviti
u obliku

f(ε) =
1

2m2σ2
ε2 + o(ε2). (3.14)

U sluqaju U -statistika sa slabo degenerisanim jezgrom va�i slede�a
teorema.

Teorema 3.2.7 (Nikitin, Ponikarov 1999). Neka je jezgro Φ ograniqena

funkcija na [0, 1]m i neka je λ0 najma�e λ koje zadovo	ava integralnu

jednaqinu

x(s1) = λ

1∫
0

Φ∗(s1, s2)x(s2)ds2, (3.15)

odnosno λ0 je prosta karakteristiqna vrednost linearnog integralnog

operatora sa jezgrom Φ∗ sa domenom L2[0, 1] i kodomenom L2[0, 1], gde je
Φ∗(s1, s2) = E(Φ(X1, X2..., Xm)|X1 = s1, X2 = s2). Tada je

lim
n→

n−1 logP{Tn ≥ ε} =
n∑
j=2

cjε
j
2 ,

pri qemu je red sa desne strane izraza konvergentan za dovo	no malo

ε > 0 i

c2 = − λ0

m(m− 1)
.

Obe teoreme va�e i za odgovaraju�e V -statistike. Va�no je ista�i da
su jezgra Φ funkcije definisane na [0, 1]m jer se bez uma�e�a opxtosti
mo�e smatrati da je pod pretpostavkom da va�i H0 X

(n) prost sluqajan
uzorak iz uniformne U [0, 1] raspodele.
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Napomi�emo da za U -statistike i V -statistike ranga ve�eg od dva,
do sada nisu odre�ene funkcije velikih odstupa�a.

Posmatrajmo statistiku

Kn = sup
t∈T

∣∣Un(Xm, t)
∣∣,

gde je {Un(t), t ∈ T} familija U -statistika reda m sa centri-
ranim, ograniqenim, nedegenerisanim jezgrom Φ, a parametarski skup
je T = [a1, b1] × · · · × [ap, bp] ⊂ Rp. Pretpostavimo da je familija U -
statistika {Un(t)} nedegenerisana, odnosno �ena funkcija disperzije
σ2
ϕ(t) = E(ϕ2(X1, t)) je strogo pozitivna za svako t iz unutrax�osti
skupa T osim u konaqno mnogo taqaka. Oznaqimo

σ2
0 = sup

t∈T
σ2
ϕ(t).

Dodatno pretpostavimo jox i da familija {Un(t)} zadovo	ava jox
jedan novi uslov, takozvani vixedimenzioni uslov monotonosti po

parametru koji je prirodno uopxte�e uslova monotonosti po parametru
datog u radu Nikitina [77] u kome je posmatran sluqaj p = 1.

Ukoliko postoji niz podela intervala T takav da je u qvorovima

podele funkcija disperzije pozitivna i da za svako ki = 0, ..N − 1,
i = 1, ..., p va�i

sup

t∈
p∏
i=1

[tki ,tki+1]

Un(t) ≤ Un(tk1+1, ..., tkp+1) + ∆n(N), (3.16)

gde niz ∆n(N) konvergira ka nuli brzo, odnosno postoji niz τN koji

konvergira ka nuli kad N → ∞ tako da je brzina konvergencije data

slede�im izrazom

lim
N→∞

lim
n→∞

1

n
logP{∆n(N) > τN} = −∞. (3.17)

ka�emo da familija {Un(t)} zadovo	ava vixedimenzioni uslov

monotonosti po parametru.

U radu Nikitina [77] je pokazana slede�a teorema.

Teorema 3.2.8 (Nikitin (2010)). Neka je {Un(t), t ∈ [a, b] ⊂ R} familija
U-statistika sa nedegenerisanim jezgrima Φ(·, t) koja su ograniqena i
centrirana za svako t i zadovo	ava uslov monotonosti po parametru.

Tada je za ε > 0 ispu�eno

lim
n→∞

1

n
logP{Kn ≥ ε} = − inf

t∈[a,b]
gφ(ε, t), (3.18)
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gde je gφ(ε, t) funkcija definisana sa gφ(ε, t) := −
∞∑
j=2

bj(t)ε
j,. Za dovo	no

malo ε ova graniqna vrednost se mo�e prikazati u obliku

gK(ε) := inf
t∈[a,b]

gφ(ε, t) =
ε2

2m2σ2
0

+ o(ε2), ε→ 0, (3.19)

gde je σ2
0 = sup

t∈[a,b]

σ2
ϕ(t).

U radu autora [69] je pokazano uopxte�e kada je parametarski skup
T vixedimenzionalan.

Teorema 3.2.9 (Miloxevi�, Obradovi� 2015). Neka je {Un(t), t ∈ T}
familija U-statistika sa nedegenerisanim jezgrima Φ(·, t) koja su

ograniqena i centrirana za svako t i zadovo	ava vixedimenzioni uslov
monotonosti po parametru. Tada je za ε > 0 ispu�eno

lim
n→∞

1

n
logP{Kn ≥ ε} = − inf

t∈T0
gφ(ε, t), (3.20)

gde je gφ(ε, t) funkcija definisana sa gφ(ε, t) := −
∞∑
j=2

bj(t)ε
j,. Za dovo	no

malo ε ova graniqna vrednost se mo�e prikazati u obliku

gK(ε) := inf
t∈T

gφ(ε, t) =
ε2

2m2σ2
0

+O(ε3), ε→ 0. (3.21)

gde je σ2
0 = supt∈T σ

2
φ(t).

Dokaz. Pokaza�emo da va�i nejednakosti

lim
1

n
logP{sup

t∈T
Un(t) > ε} ≤ gK(ε) (3.22)

lim
1

n
logP{sup

t∈T
Un(t) < ε} ≥ gK(ε). (3.23)

U dokazu nejednakosti (3.22) k	uqnu ulogu igraju vixedimenzioni uslov
monotonosti po parametru i slede�a lema.

Lema 3.2.1. Neka je Un U-statistika sa jezgrom Φm, |Φm| < M , koje

je nedegenerisano i z > 0. Tada je

P{|Un| > z} ≤ 4e
− nz2

2m2σ2+Lz ,

gde je L = M
(
2m+3mm + 2

3m

)
.
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Dokaz ove leme se mo�e na�i u [7]. Uvedimo oznaku T0 = {t ∈ T : σ2
φ(t) >

σ2
0

2
}. Neka je T pode	en tako da va�i (3.16) i neka je τN niz takav da

va�i (3.17). Tada je

P{sup
t∈T

Un(t) > ε} ≤
N−1∑
k1=1

· · ·
N−1∑
kp=1

P{ sup

t∈
p∏
i=1

[tki ,tki+1]

Un(t) ≥ ε}

≤
N−1∑
k1=1

· · ·
N−1∑
kp=1

P{Un((tk1+1, ..., tkp+1)) ≥ ε}

+
N−1∑
k1=1

· · ·
N−1∑
kp=1

P{∆n(N) ≥ τN}

≤
N−1∑
k1=1

· · ·
N−1∑
kp=1

P{Un((tk1+1, ..., tkp+1)) ≥ ε}

+ (N − 1)pP{∆n(N) ≥ τN}.

(3.24)

Zbog brzine konvergencije niza τN ka nuli drugi sabirak je zanemar	iv.
Posmatrajmo sumu

N−1∑
k1=1

· · ·
N−1∑
kp=1

P{Un((tk1+1, ..., tkp+1)) ≥ ε}.

Mo�emo je podeliti na dve sume, jednu za koju su qvorovi podele u skupu
T0 i drugu za koju su u skupu T c0 . Ukoliko je (tk1+1, ..., tkp+1) ∈ T0 tada
se na statistiku Un((tk1+1, ..., tkp+1)) mo�e primeniti teorema za velika
odstupa�a za nedegenerisane U -statistike pa je

1

n
logP{Un((tk1+1, ..., tkp+1)) > ε− τn} = g(ε− τN , (tk1+1, ..., tkp+1)) + o(1)

≤ gK(ε− τN) + o(1), n→∞.

Za sabirke za koje (tk1+1, ..., tkp+1) ∈ T c0 je

P{Un((tk1+1, ..., tkp+1)) > ε− τN} ≤ 4e
− n(ε−τN )2

m2σ20+L(ε−τN ) .

Majoriraju�i izraz (3.24) korix�e�em ovih nejednakosti dobija se

lim
n→∞

1

n
logP{sup

t∈T
Un(t) > ε} ≤ min

(
− gK(ε− τN),

−(ε− τN)2

m2σ2
0 + L(ε− τN)

)
(3.25)
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Da bismo dovrxili dokaziva�e nejednakosti 3.22 potrebno je jox da
poka�emo da je funkcija gK(·) neprekidna.

Korix�e�em teoreme 3.2.6 je za t ∈ T0

g(ε, t) =
∞∑
j=2

bj(t)ε
j, (3.26)

odakle je za ε1 > ε2 za koje red (3.26) konvergira

|gK(ε1)− gK(ε2)| ≤ sup
t∈T0
|
∞∑
j=2

bj(t)(ε
j
1 − ε

j
2)| ≤ |ε1 − ε2|

∞∑
j=2

k||bj||εk−1
1 .

Red sa desne strane konvergira pa je neprekidnost pokazana. Vratimo
se sad na nejednakost (3.25). Puxtaju�i da N →∞ dobijamo da je

lim
n→∞

1

n
logP{sup

t
Un(t) > ε} ≤ min

(
− gK(ε),

−(ε)2

m2σ2
0 + L(ε)

)
= −gK(ε).

(3.27)
Posled�a jednakost va�i za dovo	no malo ε. Ovim je prvi deo teoreme
dokazan. Sada pokazujemo nejednakost (3.23). Jasno je da va�i

P{sup
t∈T

Un(t) > ε} ≥ sup
t∈T0

P{Un(t) > ε} ≥ P{Un(t) > ε}, t ∈ T0.

Odavde je

lim
n→∞

1

n
logP{sup

t
Un(t) > ε} ≥ − inf

t∈T0
g(ε, t) = −gK(ε).

Potrebno je jox pokazati da va�i (3.21).

gK(ε) ≤ inf
t∈T0

ε2

2m2σ2
φ(t)

+ sup
t∈T0
|
∞∑
k=3

bk(t)ε
k| = ε2

2m2σ2
0

+ sup
t∈T0
|
∞∑
k=3

bk(t)ε
k|.

gK(ε) ≥ inf
t∈T0

ε2

2m2σ2
φ(t)

+ inf
t∈T0

∞∑
k=3

bk(t)ε
k ≥ ε2

2m2σ2
0

− sup
t∈T0
|
∞∑
k=3

bk(t)ε
k|.

Odavde je

|gK(ε)− ε2

2m2σ2
0

| ≤
∞∑
k=3

‖bk‖εk = o(ε2), ε→ 0.

Poznato je da je funkcija velikih odstupa�a za statistike Kol-
mogorov	evog tipa ista u sluqaju jednostranih i dvostranih statistika
(v. [75]) te je ovim dokaz zavrxen. �
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3.2.2 Odre�iva�e Bahadurove efikasnosti za

posebnu klasu alternativa

Neka je G = {G(x, θ), θ ∈ Θ} klasa alternativa koje zadovo	avaju
slede�e uslove regularnosti (v. [78])

1. postoje parcijalni izvodi ∂g(x,θ)
∂θ

i ∂G(x,θ)
∂θ

;

2. g(x, θ) je apsolutno neprekidna funkcija parametra θ skoro svuda
i g(x, 0) > 0;

3. ∂G(x,θ)
∂θ

je apsolutno neprekidna funkcija za skoro svako θ ∈ Θ,
∂G(x,θ)
∂θ

∣∣
θ=0

nije identiqki jednako nuli i

sup
x

sup
θ

∣∣∣∂G(x, θ)

∂θ

∣∣∣ ≤M, (3.28)

lim
x↓a

∂G(x, θ)

∂θ
= lim

x↑b

∂G(x, θ)

∂θ
= 0; (3.29)

4. za skoro svako x ∈ [a, b]

∂2G(x, θ)

∂x∂θ

∣∣
θ=0

=
∂2G(x, θ)

∂θ∂x

∣∣
θ=0

. (3.30)

Napomenimo da su ovi uslovi zadovo	eni za ve�inu poznatih alterna-
tivnih funkcija raspodele.

Neka su h(x) i H(x) funkcije definisane sa

h(x) =
∂g(x, θ)

∂θ

∣∣
θ=0

, H(x) =
∂G(x, θ)

∂θ

∣∣
θ=0

.

U radu [78] su pokazane slede�e teoreme.

Teorema 3.2.10 (Nikitin, Posel 2004). Neka je Un U-statistika
sa nedegenerisanim jezgrom Φ(X1, . . . , Xm) i alternativna funkcija

raspodele G(x, θ) zadovo	ava prethodno navedene uslove regularnosti.

Tada za bU(θ), graniqnu vrednost u verovatno�i pod alternativnom

hipotezom va�i

bU(θ) = m

b∫
a

φ(x)h(x)dx · θ + o(θ), θ → 0. (3.31)
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Teorema 3.2.11 (Nikitin, Posel 2004). Neka je Un U-statistika
sa slabo degenerisanim jezgrom Φ(X1, . . . , Xm), Pretpostavimo da fa-

milija alternativa G zadovo	ava prethodno navedene uslove regu-

larnosti. Tada za bU(θ), graniqnu vrednost u verovatno�i pod alter-

nativnom hipotezom va�i

bU(θ) =
m(m− 1)

2

∫
R2

Φ∗(x1, x2)gθ(x1, 0)gθ(x1, 0)dx1dx2 · θ2 + o(θ2), θ → 0.

(3.32)

3.3 Pribli�na Bahadurova asimptotska

efikasnost

Veoma qesto funkciju velikih odstupa�a nije mogu�e odrediti. Zbog
toga se mnogi testovi porede na osnovu pribli�ne Bahadurove efika-
snosti definisane na slede�i naqin.

Pretpostavimo da za niz test statistika {Tn} postoji graniqna
raspodela, tj. da postoji nedegenerisana funkcija raspodele F (t) takva
da je

lim
n→∞

P{Tn ≤ t} = F (t),

gde je F (t) neka nedegenerisana funkcija raspodele. Da	e, pretpostavi-
mo da je

lim
t→∞

log(1− F (t)) = −aT t
2

2

i da za svako θ ∈ Θ1 postoji graniqna vrednost u verovatno�i Pθ

lim
n→∞

Tn√
n

= bT (θ) > 0.

Tada je pribli�na relativna Bahadurova efikasnost (PRBE) testa
zasnovanog na nizu test statistika {Tn} u odnosu na test zasnovan na
nizu test statistika {Vn} za koji va�e isti uslovi,

e∗T,V =
c∗T
c∗V
, (3.33)

gde je
c∗T = aT b

2
T (θ) (3.34)

pribli�ni Bahadurov nagib statistike Tn.
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Primetimo da je, ukoliko test statistika ima normalnu graniqnu
raspodelu koeficijent aT reciproqna vrednost �ene asimptotske dis-
perzije.

Ukoliko posmatramo bliske alternative (za malo θ) govorimo o
lokalnoj pribli�noj relativnoj Bahadurovoj efikasnosti. Lokalna
PRBE se veoma qesto poklapa sa Pitmanovom lokalnom ARE a neretko
se dosta jednostavnije raquna. Dovo	ni uslovi da bi doxlo do pokla-
pa�a dati su u radu [105]. Uslove nije uvek lako proveriti da va�e ali
je ponekad to jednostavnije nego raquna�e Pitmanove lokalne ARE pa
se onda ona odre�uje indirektno, raquna�em lokalne PRBE. Zbog svoje
jednostavnosti lokalna PRBE je korix�ena u mnogim radovima (v. npr.
[57], [52], [14], [65] ).
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Drugi deo

Testovi zasnovani na

U-statistikama i
V -statistikama
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Poglav	e 4

Karakterizacije raspodela

Stalna potraga za mo�nijim i efikasnijim testovima dovela je do
pronala�e�a velikog broja karakterizacija raspodela, tj. osobina koji
poseduje samo neka familija raspodela. Jedan od najqex�e pomi�anih
primera u literaturi je svojstvo odsustva pam�e�a eksponencijalne
raspodele odnosno slede�e tvr�e�e.

Teorema 4.0.1. Neka je F (x) nedegenerisana funkcija raspodele. Pret-
postavimo da F (x) zadovo	ava slede�u funkcionalnu jednaqinu

1− F (x+ y) = (1− F (x))(1− F (y)),

za svako x ≥ 0 i y ≥ 0. Tada je F (x) = 1−e−λx, x ≥ 0, gde je λ pozitivna
konstanta.

Navedena karakterizacija je samo jedan od mnogobrojnih primera
karakterizacija eksponencijalne raspodele (v. [29], [84]). Pored
karakterizacija eksponencijalne raspodele u literaturi se mo�e
na�i mnoxtvo primera karakterizacija i za normalnu i uniformnu
raspodelu (v. [50], [29], [6], [4], [9]).

Klasifikaciju karakterizacija nije jednostavno napraviti i
mogu�e je datom problemu pristupiti na vixe naqina. Neki krite-
rijumi za grupisa�e karakterizacija mogu biti familije raspodela
koje se karakterixu kao i osobine raspodele koje figurixu u karakter-
izacijama. Prikaza�emo neke tipove karakterizacija koji su korix�eni
u radovima autora za konstrukciju testova saglasnosti sa raspodelom i
testova simetrije i dve nove karakterizacije simetriqne raspodele.

Orginalni rezultati odnose se na nove karakterizacije raspodela
simetriqnih oko nule i prikazani su teoremama 4.1.6 i 4.1.7.
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4.1 Karakterizacije raspodela zasnovane

na jednako raspode	enim statistikama

U ovom ode	ku navodimo tip karakterizacija koji je veoma pogodan za
konstrukciju testova saglasnosti, jer se test-statistike mogu praviti i
oce�iva�em funkcije raspodele posmatranog obele�ja U -empirijskim i
V -empirijskim funkcijama raspodelama, ali i oce�iva�em Laplasove
transformacije i karakteristiqne funkcije posmatranog obele�ja sa
odgovaraju�im U -empirijskim i V -empirijskim funkcijama.

Slede�e karakterizacije se odnose na ekponencijalnu raspodelu.

Teorema 4.1.1 (Puri, Rubin 1970). Neka su X1 i X2 dve nezavisne

kopije sluqajne veliqine X sa funkcijom gustine f(x). Tada X i

|X1 − X2| imaju istu raspodelu ako i samo ako je f(x) = λe−λx za neko
λ ≥ 0.

U narednim karakterizacijama figurixu statistike poretka.

Teorema 4.1.2 (Desu 1971 ). Neka je F (·) funkcija raspodele sluqajne

veliqine X. Neka je X1, X2, ...Xn prost sluqajan uzorak iz raspodele F
i W = min(X1, ..., Xn). Ako je F (·) nedegenerisana funkcija raspodele,

onda za svaki prirodan broj n, nW i X su jednako raspode	ene ako i samo

ako je F (x) = 1− e−λx, za x ≥ 0, gde je λ neka pozitivna konstanta.

Teorema 4.1.3 (Miloxevi�, Obradovi� 2015). Neka je X1, . . . , Xn

prost sluqajan uzorak apsolutno neprekidnih sluqajnih veliqina qija

gustina f(x) se mo�e razviti u Maklorenov red za svako x > 0 i neka

je X0 sluqajna veliqina nezavisna od uzorka koja ima istu raspodelu.

Neka je k fiksirani broj takav da je 1 < k ≤ n. Ako va�i

X(k−1;n) +
1

n− k + 1
X0

d
= X(k;n) (4.1)

onda X ima eksponencijalnu raspodelu s nekim λ > 0.

Od posebnog znaqaja �e nam biti karakterizacija za n = 2, k = 2 i
n = 3, k = 3. Tada se jednakost 4.1 svodi na

X0 + min(X1, X2)
d
= max(X1, X2) (4.2)

X0 + med(X1, X2, X3)
d
= max(X1, X2, X3), (4.3)

gde med(·) oznaqava medijanu odgovaraju�eg niza. Dokazi teorema 4.1.2,
4.1.1 i 4.1.3 se mogu na�i u radovima [22], [89], [68]. Specijalan sluqaj
(4.3) je pokazan u radu [83].
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4.1.1 Karakterizacije simetriqnih raspodela

U ovom ode	ku navex�emo nekoliko karakterizacija raspodela koje su
simetriqne oko nule, tj. za funkciju raspodele sluqajne veliqine X
va�i

F (x) = 1− F (−x), x ∈ R.

Teorema 4.1.4 (Baringhaus, Henze 1992). Neka su X i Y nezavisne, jed-

nako raspode	ene, apsolutno neprekidne sluqajne veliqine sa funkci-

jom raspodele F . Tada je raspodela sluqajne veliqine X simetriqna

oko nule ako i samo ako su sluqajne veliqine |X| i |max(X, Y )| jednako
raspode	ene.

Navedena karakterizacija se mo�e na�i u [12]. U radu [3] je data
slede�a karakterizacija.

Teorema 4.1.5 (Ahsanulah 1992). Pretpostavimo da su X1, ..., Xk neza-

visne apsolutno neprekidne jedanko raspode	ene sluqajne veliqine sa

funkcijom raspodele F (x). Oznaqimo X1,k = min(X1, ..., Xk) i Xk,k =
max(X1, ..., Xk). Tada su |X1,k| i |Xk,k| jednako raspode	ene ako i samo

ako je raspodela sluqajne veliqine X1 simetriqna oko nule.

Oznaqimo sa X(k) k-tu statistiku poretka prostog sluqajnog uzorka
X1, ..., Xn. Tada va�i slede�e tvr�e�e.

Teorema 4.1.6 (Obradovi�, Miloxevi� 2015). Pretpostavimo da je

X1, ..., Xn, prost sluqajan uzorak apsolutno neprekidnih sluqajnih

veliqina sa funkcijom raspodele F (x) i k ≤ n
2
. Tada su sluqajne veli-

qine |X(k)| i |X(n−k+1)| jednako raspode	ene ako i samo ako je raspodela

sluqajne veliqine X1 simetriqna oko nule.

Dokaz. Jednaka raspode	enost sluqajnih veliqina |X(k)| i |X(n−k+1)|
se mo�e prikazati slede�om jednakox�u:

n∑
j=k

(
n

j

)
F (x)j(1− F (x))n−j =

n−k∑
j=0

(
n

j

)
F (−x)j(1− F (−x))n−j. (4.4)

Desna strana jednakosti je jednaka sumi

n∑
j=k

(
n

j

)
F (−x)n−j(1− F (−x))j. (4.5)

Posmatrajmo funkciju

r(a) =
n∑
j=k

(
n

j

)
aj(1− a)n−j.
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Kako bismo ispitali tok ove funkcije na�imo �en prvi izvod.

r′(a) = n

n∑
j=k

(
n− 1

j − 1

)
aj−1(1− a)n−j − n

n∑
j=k

(
n− 1

n− j − 1

)
aj−1(1− a)n−j−1

= n

n−1∑
j=k−1

(
n− 1

j

)
aj(1− a)n−j−1 − n

n−1∑
j=k

(
n− 1

j

)
aj−1(1− a)n−j−1

= n

(
n− 1

k − 1

)
ak−1(1− a)n−k.

Kako je r′(a) ≥ 0 za a ∈ [0, 1] zak	uqujemo da je na tom intervalu r(a)
neopadaju�a funkcija.

Primetimo da je izraz (4.4) nakon transformacije (4.5) ekvivalentan
sa

r(a) = r(b), a = F (x), b = (1− F (−x)).

Kako je funkcija r(x) monotona zak	uqujemo da je a = b, odnosno

F (x) = 1− F (−x), (4.6)

xto je i trebalo pokazati.
Ukoliko va�i (4.6) jednakost (4.4) trivijalno va�i za svako x ∈ R.

�

Teorema 4.1.7 (Miloxevi�, Obradovi� 2015). Pretpostavimo da su

X1, ..., X2k+1 nezavisne apsolutno neprekidne jednako raspode	ene sluqa-

jne veliqine sa funkcijom raspodele F (x). Tada je raspodele uzoraqke

medijane simetriqna oko nule ako i samo ako je raspodela sluqajne veli-

qine X1 simetriqna oko nule.

Dokaz je analogan dokazu teoreme 4.1.6 pa �emo ga izostaviti.
Slede�a karakterizacija se mo�e na�i u radu [23].

Teorema 4.1.8 (Donati-Martin, Song, Jor 1994). Ako su X i Y nezav-

isne i jednako raspode	ene sluqajne veliqine sa funkcijom raspodele F
tada su sluqajne veliqine |X + Y | i |X − Y | jednako raspode	ene ako i
samo ako je sluqajna veliqina X simetriqna u odnosu na nulu.

4.2 Karakterizacije raspodela zasnovane

na funkcionalnim jednaqinama

Ovde �e biti reqi o funkcionalnim jednaqinama koju zadovo	ava
funkcija raspodele ili neka �ena transformacija. Jedna od karak-
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terizacija ovog tipa je ve� navedeno svojstvo odsustva pam�e�a ekspo-
nencijalne raspodele,

Slede�e tri karakterizacije se mogu na�i u [29].

Teorema 4.2.1. Neka je F funkcija raspodele nenegativne, neprekidne

sluqajne veliqine X. Tada za x, y > 1 va�i slede�a jednakost

1− F (xy) = (1− F (x))(1− F (y))

ako i samo ako X ima Paretovu raspodelu sa funkcijom raspodele

F (x) = 1− x−λ, x > 1, λ > 0. (4.7)

Teorema 4.2.2. Neka je F funkcija raspodele neprekidne sluqajne veli-

qine X koja je simetriqna oko nule. Tada slede�a jednakost va�i

1− F (x+ y)

(1− F (x))(1− F (y))
=

F (x+ y)

F (x)F (y)

ako i samo ako X ima logistiqku raspodelu sa funkcijom raspodele

F (x) =
1

1 + e−λx
, R, λ > 0. (4.8)

Naredna karakterizacija govori o konstantnom oqekivanom pre-
ostalom �ivotnom veku eksponencijalno raspode	ene sluqajne veli-
qine.

Teorema 4.2.3. Neka je funkcija raspodele F nenegativne, neprekidne

sluqajne veliqine X. Tada va�i slede�a jednakost

∞∫
x

(1− F (y))dy =
1

λ
(1− F (x)), x > 0, λ > 0

ako i samo ako je F (x) = 1− e−λx, x ≥ 0.

U slede�im karakterizacijama se jav	aju transformacije raspodele
poput karakteristiqne funkcije i moment-generatorne funkcije.

Teorema 4.2.4 (Lin, Hu 2007). Neka su X1, X2, X3 nezavisne i jednako

raspode	ene sluqajne veliqine sa funkcijom raspodele F , F (0) = 1
2
i

karkateristiqnom funkcijom φ. Pretpostavimo da je funkcija t2φ(t)
apsolutno integrabilna na R. Tada je F funkcija raspodele sluqajne

veliqine sa standardnom logistiqkom raspodelom odnosno

F (x) =
1

1 + e−x
, x ∈ R
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ako i samo ako je

φ(2)(t) = (1 + t2)φ(t), (4.9)

gde je φ(2)(t) karkateristiqna funkcija uzoraqke medijane

med(X1, X2, X3).

Jednakost (4.9) se mo�e interpretirati i na slede�i naqin. Neka
X0 je nezavisna od uzorka X1, X2, X3 i ima istu raspodelu tada je 4.9
ekvivalentno sa

X0 = med(X1, X2, X3) + L,

gde je L sluqajna veliqina sa sa standardnom Laplasovom raspodelom sa
karakteristiqnom funkcijom φ(t) = 1

(1+t2)
, t ∈ R. Pored ove teoreme u

radu [59] se mo�e na�i i uopxte�e za uzoraqku medijanu uzorka obima
m > 3, kao i sliqna tvr�e�a koja karakterixu logistiqku raspodelu u
kojima figurixu ekstremne vrednosti uzorka.

U radu [41] predstav	ena je nova karakterizacija eksponencijalne
raspodele na osnovu svojstva koje karakteristiqna funkcija φ(t) =
u(t) + iv(t) zadovo	ava.

Teorema 4.2.5 (Henze, Meintanis 2002). Neka nenegativna sluqajna

veliqina X ima neprekidno diferencijabilnu funkciju gustine f tako
da postoji limx→0+ f(x) i f ′(x) je integrabilna funkcija. Tada je

v(t)− 1

θ
tu(t) = 0,

ako i samo X ima eksponencijalnu E(θ) raspodelu.

U radu [32] predstav	ena je karakterizacija normalne raspodele.

Teorema 4.2.6 (Gox 1981). Neka je X sluqajna veliqina qija je moment-

generatorna funkcija MX(t). Tada X ima normalnu N (0, 1) raspodelu
ako i samo ako

M ′
X(t) = t, t ∈ R.

4.3 Karakterizacije raspodela zasnovane

na nezavisnosti statistika

Karakterizacija kojom zapoqi�emo ode	ak jedna je od prvih karakte-
rizacionih teorema ovog tipa i odnosi se na normalu raspodelu (v.
[13]).
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Teorema 4.3.1 (Bernxtajn 1941). Neka su X i Y nezavisne i jednako

raspode	ene sluqajne veliqine i neka su X+Y i X−Y nezavisne sluqa-

jne veliqine. Tada X i Y imaju normalnu raspodelu.

Lukaq je formulisao karakterizacionu teoremu za gama raspodelu
(v. [61]).

Teorema 4.3.2 (Lukaq 1955). Neka su X i Y dve nezavisne nedege-

nerisane i pozitivne sluqajne veliqine. Sluqajne veliqine U = X +Y
i V = X/Y nezavisne su ako i samo ako sluqajne veliqine X i Y imaju

gama raspodele s istim parametrom skalira�a.

Primetimo da se u teoremi ne postav	a uslov jednake raspode-
	enosti sluqajnih veliqinaX i Y . Me�utim, prilikom prav	e�a odgo-
varaju�ih test-statistika taj uslov se prirodno name�e ukoliko se radi
o testira�u hipoteze na osnovu prostog sluqajnog uzorka.

Jox jedna karakterizacija gama raspodele ovog tipa data je u radu
[54].

Teorema 4.3.3 (Kotlarski, 1967). Neka su X1, X2 i X3 nezavisne poz-

itivne sluqajne veliqine i U1, U2

U1 =
X1

X1 +X2

, U2 =
X1 +X2

X1 +X2 +X3

.

Potreban i dovo	an uslov da bi sluqajne veliqina Xk imala gama

raspodelu Γ(pk, a), za k = 1, 2, 3, je da su sluqajne veliqine U1 i U2 neza-

visne sa beta raspodelama B(p1, p2) i B(p1 + p2, p3), redom.

Karakterizacija ovog tipa za eksponencijalnu raspodelu mo�e se
na�i u radu [28].

Teorema 4.3.4 (Fis 1958). Neka su apsolutno neprekidne sluqajne

veliqine X i Y nezavisne i jednako raspode	ene. Sluqajne veliqine

min{X, Y } i |X −Y | su nezavisne ako i samo ako X i Y imaju funkciju

raspodele F (x) = 1− e−λx, x > 0, λ > 0.

4.4 Karakterizacije raspodela zasnovane

na momentima

Karakterizacije u qijim formulacijama uqestvuju momenti raspodele
su veoma qeste. Navex�emo neke od �ih.

Karakterizacija stepene raspodele preko rekurentne veze momenata
data je u radu Tua i Lina (v. [99]) slede�om teoremom.
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Teorema 4.4.1 (Tu i Lin 1989). Neka su X1, . . . Xn nezavisne jednako

raspode	ene sluqajne veliqine qiji momenti odgovaraju�ih redova po-

stoje. Tada va�i(
r

(
n

r

))−1

EX2
(r;n) − 2

(
(r + p)

(
n+ p

r + p

))−1

EX(r+p;n+p)

+
(

(r + 2p)

(
n+ 2p

r + 2p

))−1

= 0

ako i samo ako X1 ima stepenu raspodelu s parametrom 1/p.

Specijalan sluqaj ove teoreme za n = 1, r = 1 i p = 1 svodi se na
karakterizaciju uniformne U [0, 1] raspodele svojstvom

EX2
1 − EX(2;2) +

2

3
= 0.

Teorema 4.4.2 (Papatanasiju 1990). Neka su X1 i X2 nezavisne i jedna-

ko raspode	ene sluqajne veliqine. Va�i nejednakost

Cov(min(X1, X2),max(X1, X2)) ≤ 1

3
DX1,

gde se jednakost dosti�e ako i samo ako X1 ima uniformnu U [a, b]
raspodelu.

Napomi�emo da je ovo karakterizacija proizvo	ne uniformne
raspodele. �ena formulacija i dokaz se mogu na�i u [87]. Jox jedna
karakterizacija u kojoj figurixu nejednakosti izme�u momenata statis-
tika poretka mo�e se na�i u [86].

Teorema 4.4.3 (Papadatos 1999). Neka su X1, X2 i X3 nezavisne i jed-

nako raspode	ene sluqajne veliqine. Va�i nejednakost

Cov(min(X1, X2, X3),max(X1, X2, X3)) ≤ 6

a2
DX1,

gde je a ≈ 5.96941 jednistveno rexe�e jednaqine tanh a
2

= a
6
, pri qemu

se jednakost dosti�e ako i samo X1 ima sinus hiperboliqku raspodelu

sa gustinom

g(x, µ, σ) =
1

a
√

(x− µ)2 + λ2σ2
, |x− µ| < aσ

√
2

a2 − 24
,

gde je λ =
√

2(36−a2)
a2−24

≈ 0.25089.
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Testovi saglasnosti

Testovi saglasnosti zauzimaju veoma va�no mesto u neparametarskoj
statistici i zato se u posled�ih nekoliko decenija u literaturi mo�e
na�i mnogo primera takvih testova. Najvixe je testova saglasnosti sa
eksponencijalnom, normalnom i Paretovom raspodelom. Jedan od ra-
zloga za to je velika primena, a drugi je veliki broj karakterizacija
pomenutih raspodela koje mogu poslu�iti kao osnova za konstrukciju
test-statistika. Testovi zasnovani na karakterizacijama veoma su ak-
tuelni posled�ih godina npr. u radovima [5], [2] i [55] predlo�eni
su testovi zasnovani na svojstvu odsustva memorije eksponencijalne
raspodele, dok su radovima [56], [44] predlo�eni testovi eksponencijal-
nosti zasnovani na karakterizaciji o konstantnom preostalom �i-

votnom veku.
U testovima zasnovanim na jednako raspode	enim statistikama

prirodno se jav	aju U -statistike, zato je teorija U -statistika za-
uzela znaqajno mesto u odre�iva�u graniqne raspodele test-statistika.
Primeri takvih testova eksponencijalnosti mogu se na�i u radovima
[80], [101], [102]. Testovi normalnosti ovog tipa mogu se na�i u radovima
[72], [104]. Od testova saglasnosti sa Paretovom raspodelom zasnovanih
na karakterizacijama jednako raspode	enih statistika navodimo [103],
[49].

Testova saglasnosti zasnovanih na karakterizacijama nezavisnosti
nekih statistika nije bilo sve do 2015. godine kada je u radu [11] pred-
lo�ena jedna klasa ovih testova.

Testova zasnovanih na karakterizacijama koje uk	uquju momente ima
dosta u literaturi. Prvi test saglasnosti sa uniformnom raspodelom
ovog tipa bio je predlo�en u radu [36] zasnovan na karaterizaciji iz
rada [87]. Test zasnovan na karakterizaciji iz rada [99] bio je pred-
lo�en u radu [70]. Isti autori predlo�ili su testove zasnovane na
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karakterizacijama koje sadr�e i momente rekorda sluqajnih veliqine
(v. [71]).

U pomenutim radovima kao mera kvaliteta najqex�e je korix�ena
Bahadurova asimptotska efikasnost. Jedan od glavnih razloga za to
je xto se ona mo�e raqunati i kad graniqna raspodela test-statistike
nije normalna.

Organizacija ovog poglav	a je slede�a. Prvo �emo predstaviti
nove testove saglasnosti (sa eksponencijalnom raspodelom) zasnovane
na karakterizacijama jednako raspode	enih statistika. Ti rezul-
tati su sadr�ani u radu autora [66]. Slede�i rezultati odnose se na
testove zasnovane na nezavisnosti statistika uzorka (sa eksponencijal-
nom raspodelom) i testove zasnovane na funkcionalnim jednaqinama
koju zadovo	ava funkcija raspodele obele�ja (sa Paretovom i logis-
tiqkom raspodelom). Nove test-statistike integralnog tipa su origi-
nalni rezultata autora dok su nove test-statistike Kolmogorov	evog
tipa predstav	ene u koautorskom radu [69]. Na kraju su predsta-
v	eni testovi zasnovani na karakterizaciji u kojoj figurixu momenti
raspodela i koji za razliku od prethodno navedenih, imaju prostu nultu
hipotezu odnosno da obele�je ima neku, unapred definisanu funkciju
raspodele F0. Rezultati su sadr�ani u radu autora [99]. U svim pred-
lo�enim testovima podrazumevamo da odbacujemo nultu hipotezu uko-
liko je vrednost test-statistike velika. Za svaki od testova bi�e odre�-
ena Bahadurova asimptotska efikasnost protiv bliskih altrenativa, i
ukoliko je mogu�e, na�ena klasa lokalno optimalnih alternativa za
svaki od predstav	enih testova.

5.1 Testovi zasnovani na karakterizaci-

jama na osnovu jednako raspode	enih

statistika

Neka je X1, X2, ..., Xn prost sluqajan uzorak. Konstruisa�emo test ek-
sponencijalnosti zasnovan na karakterizaciji iz teoreme 4.1.3 za sluqaj
koji smo posebno izdvojili (4.3).

Test-statistike koje predla�emo su:

In =

∞∫
0

(Hn(t)−Gn(t))dFn(t), (5.1)

Kn = sup
t≥0

∣∣Hn(t)−Gn(t)
∣∣, (5.2)
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gde su

Gn(t) =
1

n4

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1

I{Xi + med(Xj, Xk, Xl) < t},

Hn(t) =
1

n3

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1

I{max(Xj, Xk, Xl) < t}.

Nakon integracije dobijamo da je

In =
1

n5

∑
i1,..,i5

(
I{max(Xi2 , Xi3 , Xi4) < Xi5}

− I{Xi1 + med(Xi2 , Xi3 , Xi4) < Xi5}
)
.

Primetimo da In i Kn ne zavise od parametra skalira�a λ. To je jako
va�na osobina predlo�enih test-statistika koja nam omogu�ava da te-
stiramo slo�enu nultu hipotezu.

Test-statistika In asimptotski je ekvivalentna V -statistici sa si-
metriqnim jezgrom (v. [53])

Ψ(X1, X2, X3, X4, X5) =
1

5!

∑
π(1:5)

(
I{max(Xπ2 , Xπ3 , Xπ4) < Xπ5}

− I{Xπ1 + med(Xπ2 , Xπ3 , Xπ4) < Xπ5}
)
.

�ena projekcija na X1 ako va�i H0 je

ψ(s) = E(Ψ(X1, X2, X3, X4, X5)|X1 = s)

=
1

5

(
P{max(X2, X3, X4) < X5} − P{s+ med(X2, X3, X4) < X5}

)
+

3

5

(
P{max(s,X3, X4) < X5} − P{X2 + med(s,X3, X4) < X5}

)
+

1

5

(
P{max(X3, X4, X5) < s} − P{X2 + med(X3, X4, X5) < s}

)
.

S obzirom na to da test-statistika ne zavisi od parametra λ mo�emo
da pretpostavimo da je λ = 1. Nakon izraqunava�a dobijamo

ψ(s) = − 1

20
+

2

5
e−3s − 9

10
e−2s +

1

2
e−s.

Lako je pokazati da je oqekivana vrednost projekcije nula a da za �enu
disperziju va�i

σ2
I = E(ψ2(X1)) =

29

42000
.
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Na osnovu ovog zak	uqujemo da je jezgro Ψ nedegenerisano. Koriste�i
teoremu 1.2.1 za V -statistike sa nedegenerisanim jezgrom dobijamo da je
graniqna raspodela naxe test-statistike normalna N (0, 29

1680
).

Lema 5.1.1 (Miloxevi� 2015). Za datu test-statistiku In funkcija
velikih odstupa�a fI iz teoreme 3.2.2 je analitiqka za dovo	no malo
ε > 0 i va�i

fI(ε) =
840

29
ε2 + o(ε2), ε→ 0.

Dokaz. Jezgro Ψ je ograniqeno, centrirano i nedegenerisano. Sada
mo�emo primeniti teoremu 3.2.6 o velikim odstupa�ima za nedege-
nerisane U -statistike i dobijamo tvr�e�e leme. �

Slede�a lema direktna je posledica teoreme 3.2.10.

Lema 5.1.2 (Miloxevi� 2015). Za datu alternativnu raspodelu g(x; θ)
iz familije G koja je definisana u ode	ku 3.2.2 va�i

b(θ) = 5θ

∞∫
0

ψ(x)h(x)dx+ o(θ), θ → 0.

Funkcija h(x) je ovde i u tekstu koji sledi definisana sa h(x) =
g′θ(x, 0).

Kulbak-Lajblerovo rastoja�e alternativnih raspodela sa gusti-
nom g(x, θ) iz G od klase eksponencijalnih raspodela sa gustinom
{λe−λx, x ≥ 0}, je

K(θ) = inf
λ>0

∫ ∞
0

ln[g(x, θ)/λ exp(−λx)]g(x, θ) dx. (5.3)

U radu ([82]) je pokazano da za malo θ izraz (5.3) se mo�e prikazati u
obliku

2K(θ) =

( ∞∫
0

h2(x)exdx−
( ∞∫

0

xh(x)dx
)2
)
· θ2 + o(θ2). (5.4)

U da	em tekstu odredi�emo lokalnu Bahadurovu efikasnost naxih
testova za slede�e alternative:

• Vejbulova raspodela s gustinom

g(x, θ) = e−x
1+θ

(1 + θ)xθ, θ > 0, x ≥ 0; (5.5)
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• Makehamova raspodela s gustinom

g(x, θ) = (1+θ(1−e−x)) exp(−x−θ(e−x−1+x)), θ > 0, x ≥ 0; (5.6)

• gama raspodela s gustinom

g(x, θ) =
xθ

Γ(θ + 1)
e−x, θ > 0, x ≥ 0; (5.7)

• mexavina eksponencijalnih raspodela s negativnim te�inama
MENT(β) (v. [48]) s gustinom

g(x, θ) = (1 + θ)e−x − βθeβx, θ ∈
(
0,

1

β − 1

]
, x ≥ 0; (5.8)

• raspodela linearne stope otkaza (LSO) sa gustinom

g(x, θ) = (1 + θx)e−x−θ
x2

2 , θ > 0, x ≥ 0; (5.9)

• generalisana eksponencijalna raspodela (GE) ([73]) sa gustinom

g(x, θ) = e1−(1+x)1+θ(1 + θ)(1 + x)θ θ > 0, x ≥ 0; (5.10)

• proxirena eksponencijalna raspodela (PE) ([30]) sa gustinom

g(x, θ) =
1 + θx

1 + θ
e−x, θ > 0, x ≥ 0. (5.11)

Slede�im primerima ilustrova�emo izraqunava�e lokalne Ba-
hadurove efikasosti.

Primer 5.1.1. Neka je alternativna raspodela Vejbulova sa gustinom
(5.5). Prvi izvod po θ funkcije gustine u taqki θ = 0 je

h(x) = e−x + e−x log x− e−xx log x.

Koriste�i (5.4) dobijamo da je Kulbak-Lajblerovo rastoja�e

K(θ) =
π2

6
θ2 + o(θ2), θ → 0.

Korix�e�em leme 5.1.2 dobijamo

bI(θ) = 5θ

∞∫
0

ψ(x)(e−x + e−x log x− e−xx log x)dx+ o(θ)

= log

(
3

211/8

)
θ + o(θ) ≈ 0.146θ + o(θ), θ → 0.

Sada mo�emo iskoristiti tvr�e�e leme 5.1.1 i (3.8) i dobiti da je
lokalna Bahadurova efikasnost eB(I) = 0.746.
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Sliqno se mogu dobiti i rezultati za alternative (5.6)-(5.10). �i-
hove efikasnosti su prikazane u tabeli 5.1. Izuzetak je alternativa
(5.11) za koju se lema 5.1.2 i izraz (5.4) ne mogu primeti. Slede�im
primerom je prikazano izraqunava�e u tom sluqaju.

Primer 5.1.2. Posmatrajmo PE alternativu sa funkcijom gustine
(5.11). �en prvi izvod po θ u taqki θ = 0 je

h(x) = −e−x + e−xx.

Izrazi
∫∞

0
h(x)ψ(x)dx i

∫∞
0
h2(x)exdx −

( ∫∞
0
xh(x)dx

)2

su jednaki

nuli pa nam je potreban razvoj funkcija bI(θ) 2K(θ) do prvog qlana
razliqitog od nule. Graniqna vrednost statistike In kad n → ∞ u
verovatno�i bI(θ) je

bI(θ) = P{max(X2, X3, X4) < X5} − P{X1 + med(X2, X3, X4) < X5}

=
1

4
− 6

∞∫
0

g(x, θ)

∞∫
0

G(y, θ)(1−G(y, θ))g(y, θ)

∞∫
x+y

g(z, θ)dzdydx

=
θ2(168 + 356θ + 161θ2)

2304(1 + θ)4
=

7

96
θ2 + o(θ2), θ → 0.

Dvostruko Kulbak-Lajblerovo rastoja�e (5.3) alternative (5.11) klase
ekponencijalnih raspodela je

2K(θ) = 2
(1 + θ) log(1 + 2θ)− e1/θθEi(−(1/θ))

(1 + θ)2
= θ4 + o(θ4), θ → 0,

(5.12)
gde je Ei(z) = −

∫∞
−z u

−1e−udu eksponencijalni integral. Primenom
leme 5.1.1 i izraza (3.8) dobijamo da je lokalna Bahadurova efikasnost
eB(I) = 0.481.

Mo�emo primetiti da su u tabeli 5.1 sve efikasnosti relativno vi-
soke osim u sluqaju (5.9) i (5.11) koju smo uvrstili kao primer kako se
mo�e odrediti lokalna Bahadurova efikasnost kada se ne mo�e pri-
meniti lema 5.1.2.

Sada �emo ispitati asimptotska svojstva statistike Kn date izra-
zom (5.2). Za fiksirano t > 0 izraz Hn(t) − Gn(t) je V− statistika sa
jezgrom

Ξ(X1, X2, X3, X4, t) =
1

4!

∑
π(1:4)

(
I{max(Xπ2 , Xπ3 , Xπ4) < t}

− I{Xπ1 + med(Xπ2 , Xπ3 , Xπ4) < t}
)
.
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Tabela 5.1: Lokalna Bahadurova efikasnost za test-statistiku In

Alt. Efikasnost
Vejbul 0.746
Makeham 0.772
Gama 0.701

MENT(3) 0.916
LSO 0.308
GE 0.556
PE 0.481

Projekcija ove familije jezgara na X1 ako va�i H0 je

ξ(s, t) = E(Ξ(X1, X2, X3, X4, t)|X1 = s)

=
1

4

(
P{max(X2, X3, X4) < t} − P{s+ med(X2, X3, X4) < t}

)
+

3

4

(
P{max(s,X3, X4) < t} − P{X2 + med(s,X3, X4) < t}

)
=

1

4
I{s < t}e−s−3t(−es − 2e4s + 6e2t + 3es+t + 3e3s+t − es+2t(9− 6s))

+
1

4
I{s ≥ t}e−3t(−1 + 6et − 2e3t − e2t(3− 6t)).

Disperzije ovih projekcija su

σ2
K(t) =

9

80
e−6t − 3

8
e−5t − 3

8
e−4t − 9

8
e−3t +

33

16
e−2t − 3

10
e−t.

Grafik ove funkcije prikazan na slici 5.1. Pronalazimo da va�i

σ2
K = sup

t≥0
σ2
K(t) = 0.017. (5.13)

Supremum se dosti�e za t0 = 1.892. Sa grafika 5.1 i (5.13) zak	uqu-
jemo da je familija jezgara Ξ(X1, X2, X3, X4, t) nedegenerisana, pa se za
odre�iva�e funkcije velikih odstupa�a mo�e koristiti teorema iz
rada [77]. Korix�e�em teoreme 1.3.2 mo�e se pokazati da V -empirijski
proces √

n (Hn(t)−Gn(t)) , t ≥ 0,

konvergira slabo u D(0,∞) kad n → ∞ ka centriranom Gausovom pro-
cesu ν(t) qija kovarijaciona funkcija se mo�e odrediti. Na osnovu
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1 2 3 4 5

0.005

0.010

0.015

Slika 5.1: Grafik funkcije σ2
K(t),

toga zak	uqujemo da
√
nKn konvergira u raspodeli ka sluqajnoj veli-

qini supt≥0 |ν(t)| qiju raspodelu ne znamo.
U tabeli 5.2 su prikazane kritiqne vrednosti za test-statistiku Kn

dobijene Monte Karlo metodom sa 10000 ponav	a�a.

Tabela 5.2: Kritiqne vrednosti za test-statistiku Kn

n α = 0.1 α = 0.05 α = 0.025 α = 0.01
10 0.49 0.56 0.62 0.70
20 0.33 0.39 0.43 0.48
30 0.26 0.30 0.34 0.38
40 0.23 0.26 0.29 0.31
50 0.20 0.23 0.25 0.28
100 0.14 0.16 0.17 0.19

Lema 5.1.3 (Miloxevi� 2015). Za statistiku Kn funkcija fK iz teo-

reme 3.2.2 je analitiqka za dovo	no malo ε > 0, i va�i

fK(ε) =
1

32σ2
K

ε2 + o(ε2) ≈ 1.84ε2 + o(ε2), ε→ 0.

Dokaz. Da bismo primenili teoremu 3.2.8 potrebno je da poka�emo
da statistika zadovo	ava uslov monotonsti po parametru. Neka su
qvorovi podele interavala [0,∞) taqke tk,N = F−1

(
k
N

)
, k = 0, 1, ..., N

Tada va�i

sup
tk≤t<tk+1

|Hn(t)−Gn(t)| ≤ Hn(tk+1)−Gn(tk+1) +Gn(tk+1)−Gn(tk).
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Neka je ∆n = Gn(tk+1)−Gn(tk). Primetimo da je

∆n = (Fn(tk+1))3 − (Fn(tk))
3,

gde je Fn empirijska funkcija raspodele uzorka X1, ..., Xn. Tada je

∆n < 2(Fn(tk+1)− Fn(tk))

Odatle zak	uqujemo da va�i

P{n∆n > τ} ≤ P
{
n(Fn(tk+1)− Fn(tk)) >

τ

2

}
.

U radu [76] je pokazano da ako sluqajana veliqina Sn ima binomnu

B
(
n, 1

N

)
raspodelu onda va�i

P{Sn > nτ} ≤ 4ne−nτ logN . (5.14)

Kako sluqajna veliqina n(Fn(tk+1) − Fn(tk)) ima binomnu B(n, 1
N

)
raspodelu dobijamo da va�i

P
{
n(Fn(tk+1)− Fn(tk)) >

τ

2

}
≤ 4ne−

nτ logN
2 .

Za τ = 2√
logN

dobijamo da je uslov monotonosti po parametru zadovo	en.
�

Graniqna vrednost u verovatno�i test-statistike Kn kad n → ∞
data je slede�om lemom.

Lema 5.1.4 (Miloxevi� 2015). Za datu alternativnu raspodelu g(x; θ)
iz G va�i

bK(θ) = 4θ sup
t≥0

∣∣ ∫ ∞
0

ξ(x; t)h(x)dx
∣∣+ o(θ), θ → 0.

Dokaz. Koriste�i Glivenko-Kantelijevu teoremu za V -statistike,
analognu teoremi 1.3.1, (v. [37]) dobijamo

bK(θ) = sup
t≥0

∣∣P{max(X2, X3, X4) < t} − P{X1 + med(X2, X3, X4) < t}
∣∣

(5.15)

= sup
t≥0

∣∣G3(t, θ)− 6

t∫
0

g(x, θ)

t−x∫
0

G(y, θ)(1−G(y, θ))g(y, θ)dydx
∣∣.
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Neka je

a(t, θ) = G3(t, θ)− 6

t∫
0

g(x, θ)

t−x∫
0

G(y, θ)(1−G(y, θ))g(y, θ)dydx. (5.16)

Posle diferencira�a unutar integrala dobijamo da va�i

a′θ(t, 0) =

t∫
0

h(x)(4ξ(x, t) + e−3t(1− 6et + 2e3t + e2t(3− 6t))dx

= 4

∞∫
0

h(x)ξ(x, t)dx.

Razvijaju�i a(t, θ) u Maklorenov red i korix�e�em (5.15) dobijamo tvr-
�e�e leme.

Slede primeri izraqunava�a lokalnih Bahadurovih efikasnosti za
alternative (5.5) i (5.11), dok su rezultati za sve prethodno pomenute
alternative prikazani u tabeli 5.3.

Primer 5.1.3. Neka je alternativna raspodela Vejbulova sa funkcijom
gustine (5.5). Koriste�i lemu 5.1.4 dobijamo

a(t, θ) = 4θ

∫ ∞
0

ξ(x, t)(e−x + e−x log x− e−xx log x)dx+ o(θ), θ → 0.

Grafik funkcije a′θ(t, 0), je prikazan na slici 5.2. Supremum funkcije

2 4 6 8 10

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

Slika 5.2: Grafik funkcije a′θ(t, 0)

a(t, θ) se dosti�e u taqki t1 ≈ 1.761, pa je bK(θ) ≈ 0.34θ + o(θ), θ → 0.
Koriste�i leme 5.1.3, 5.1.4 i izraz (3.8) dobijamo da je lokalna Ba-
hadurova efikasnost test-statistike Kn pribli�no jednaka 0.258.
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Primer 5.1.4. Neka je alternativna raspodela (5.11). Tada je funkcija
a(t, θ) iz (5.16)

a(t, θ) =
3

4(1 + θ)4
e−3tθ2

(
− 2− 8θ − 9θ2 − 2t3θ2 − 4t2θ(1 + 2θ)

+ 8et(1 + θ)(2 + t+ 6θ + 4tθ + t2θ)− t(2 + 10θ + 13θ2)

+ e2t(−14− 56θ − 39θ2 + t(6 + 18θ + 11θ2))
)

=
3

2
(−e−3t + 8e−2t − 7e−t − te−3t + 4e−2tt+ 3e−tt)θ2 + o(θ2).

Grafik funkcije a2(t), koeficijenta uz θ2, u prethodnom izrazu
prikazan je na grafiku 5.3. Sada je

sup
t≥0
|a(t, θ)| ≈ 0.241θ2 + o(θ2), θ → 0.

Dvostruko Kulbak-Lajblerovo rastoja�e dato je izrazom (5.12). Ko-
riste�i leme 5.1.3, 5.1.4 i izraz (3.8) dobijamo da je lokalna Bahadurova
efikasnost pribli�no 0.213.

2 4 6 8 10

0.05

0.10

0.15

0.20

Slika 5.3: Grafik fukcije a2(t)

Mo�emo primetiti da su efikasnosti ma�e nego za test integralnog
tipa. Me�utim u pore�e�u sa drugim testovima istog tipa zasnovanih
na karakterizacijama koji se mogu na�i npr. u [101], rezultati su zado-
vo	avaju�i.

Slede�om teoremom su prikazane neke klase lokalno optimalnih al-
ternativa.
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Tabela 5.3: Lokalna Bahadurova efikasnost test-statistike Kn

Alternativa Efikasnost
Vejbul 0.258
Makeham 0.370
Gamma 0.212

MENT(3) 0.364
LSO 0.213
GE 0.298
PE 0.213

Teorema 5.1.1 (Miloxevi� 2015). Neka je g(x; θ) funkcija gustine iz
G za koju va�i

∞∫
0

exh2(x)dx <∞.

Tada su, za malo θ > 0, gustine alternative

g(x; θ) = e−x + e−xθ(C1ψ(x) +D1(x− 1)), x ≥ 0, C1 > 0, D1 ∈ R (5.17)

g(x; θ) = e−x + e−xθ(C2ξ(x, t0) +D2(x− 1)), x ≥ 0, C > 0, D2 ∈ R,
(5.18)

gde je t0 ≈ 1.892, lokalno optimalne za test zasnovan na statistici

In i Kn, redom.

Dokaz. Uvedimo pomo�nu funkciju

h0(x) = h(x)− (x− 1)e−x
∞∫

0

h(s)sds, (5.19)

koja zadovo	ava slede�e uslove:

∞∫
0

h2
0(x)exdx =

∞∫
0

exh2(x)dx−
( ∞∫

0

h(x)xdx

)2

, (5.20)

∞∫
0

ψ(x)h0(x)dx =

∞∫
0

ψ(x)h(x)dx

∞∫
0

ξ(x)h0(x)dx =

∞∫
0

ξ(x)h(x)dx. (5.21)
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Bahadurova lokalna efikasnost testa zasnovanog na test-statistici In
je

eBI = lim
θ→0

cI(θ)

2K(θ)
= lim

θ→0

2f(bI(θ))

2K(θ)
= lim

θ→0

2 · 840
29
b2
I(θ)

2K(θ)
= lim

θ→0

b2
I(θ)

25σ2
I2K(θ)

= lim
θ→0

25θ2

( ∞∫
0

ψ(x)h(x)dx

)2

+ o(θ2)

25
∞∫
0

ψ2(x)e−xdx

(
θ2(
∞∫
0

exh2(x)dx−
( ∞∫

0

h(x)xdx
)2

) + o(θ2)

)

=

( ∞∫
0

ψ(x)h(x)dx

)2

∞∫
0

ψ2(x)e−xdx

( ∞∫
0

exh2(x)dx−
( ∞∫

0

h(x)xdx
)2
)

=

( ∞∫
0

ψ(x)h0(x)dx

)2

∞∫
0

ψ2(x)e−xdx
∞∫
0

h2
0(x)exdx

.

Na osnovu nejednakosti Koxi-Xvarca zak	uqujemo da je eBI = 1 ako i
samo ako je h0(x) = C1ψ(x)e−x. Kada uvrstimo dobijeni izraz u (5.19)
dobijamo h(x). Gustine iz tvr�e�a teoreme imaju istu funkciju h(x),pa
je ovim prvi deo dokaza zavrxen.

eK = lim
θ→0

cK(θ)

2K(θ)
= lim

θ→0

2f(bK(θ))

2K(θ)
== lim

θ→0

b2
K(θ)

16σK(t0)22K(θ)

= lim
θ→0

16θ2 sup
t≥0

( ∞∫
0

ξ(x, t)h(x)dx

)2

+ o(θ2)

16 sup
t≥0

∞∫
0

ξ2(x, t)e−xdx

(
θ2(
∞∫
0

exh2(x)dx−
( ∞∫

0

h(x)xdx
)2

) + o(θ2)

)

=

sup
t≥0

( ∞∫
0

ξ(x, t)h(x)dx

)2

sup
t≥0

∞∫
0

ξ2(x, t)e−xdx

( ∞∫
0

exh2(x)dx−
( ∞∫

0

h(x)xdx
)2
)

=

sup
t≥0

( ∞∫
0

ξ(x, t)h0(x)dx

)2

∞∫
0

ξ2(x, t)e−xdx
∞∫
0

h2
0(x)exdx

.
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Uslov jednakosti u Koxi-Xvarcvov nejednakosti, eK = 1 se posti�e
ako i samo ako je h0(x) = Cξ(x, t0)e−x. Lako se pokazuje da familija
alternativa (5.18) zadovo	ava ovaj uslov. �

5.1.1 Empirijska mo� testa u sluqaju malih uzoraka

Da bismo ispitali kvalitet testa za uzorke obima n = 20 i n = 50 pro-
tiv poznatih alternativa uporedili smo ih sa drugim testovima ekspo-
nencijalnosti koji se mogu na�i u radu [42]. Mo�i testova su prikazane
u tabelama 5.4 i 5.5. Oznake u tabelama su preuzete iz rada [42]. Ukratko
�emo opisati svaki od testova koji su upore�eni. Neka je Y1, ..., Yn normi-
ran polazni uzorak, odnosno Yj =

Xj
X̄n
. Napomi�emo da je svaki od testova

zasnovan na razliqitim svojstvima eksponencijalne raspodele i da se
delimiqno i zbog toga bax ovi testovi najqex�e biraju za pore�e�e sa
novim predlo�enim testovima.

Eps i Puli su 1986. godine predlo�ili test-statistiku koja je zas-
novana na empirijskoj karakteristiqnoj funkciji (v. [25])

EPn =
√

48n
( 1

n
e−Yj − 1

2

)
.

Baringhaus i Henze su 2000. predlo�ili slede�e test-statistike za-
snovane na konstantnom preostalom �ivotnom veku eksponencijalno
raspode	ene sluqajne veliqine (v. [38])

KSn = sup
t≥0

∣∣∣ 1
n

n∑
j=1

min(Yj, t)−
1

n

n∑
j=1

I{Yj ≤ t}
∣∣∣,

CMn =

∫ ∞
0

( 1

n

n∑
j=1

min(Yj, t)−
1

n

n∑
j=1

I{Yj ≤ t}
)2

e−tdt.

D'Agostino i Stivens su 1986. predlo�ili test-statistiku na osnovu
uzoraqkih razmaka (v. [21])

Sn = 2n− 2

n

n∑
j=1

jY(j).

Ouks i Koks su 1984. godine predlo�ili test-statistiku (v [19])

COn = n+
n∑
j=1

(1− Yj) log Yj.
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Statistika ω2 je standardna statistika Kramera i fon Mizesa, a KS
standardna statistika Kolmogorova i Smirnova. Alternative za koje
su pore�eni testovi su: Vejbulova raspodela (W ), gama raspodela Γ, log-
normalna raspodela (LN), halfnormalna raspodela (HN), uniformna
raspodela na [0, 1] U , Qenova raspodela (CH), raspodela linearne stope
otkaza (LF ), modifikovana raspodela ekstremnih vrednosti (EV ).

Podeb	anim slovima su oznaqene mo�i naxih testova koje su ve�e
od mo�i svih konkurentskih testova. Mo�e se primetiti izvanredno
ponaxa�e statistike In, dok se statistika Kn odliqno pokazala za
uzorke obima n = 20. S obzirom na to da smo uspeli da optimizujemo kod
i postignemo izuzetno brzo raquna�e predlo�enih test-statistika pre-
poruqujemo ga za testira�e eksponencijalnosti uzoraka malih i sred-
�ih obima.

Napomi�emo da su mo�i testova odre�ene Monte Karlo metodom sa
N = 10000 ponav	a�a i da je nivo znaqajnosti testa α = 0.05.

Tabela 5.4: Procenat odbaqenih nultih hipoteza za razliqite testove
saglasnosti n = 20, α = 0.05

Alternativa EP KS CM ω2 KS S CO I K
W (1.4) 36 35 35 34 28 35 37 46 32

Γ(2) 48 46 47 47 40 46 54 59 32
LN(0.8) 25 28 27 33 30 24 33 9 6
HN 21 24 22 21 18 21 19 30 25

U 66 72 70 66 52 70 50 79 89

CH(0.5) 63 47 61 61 56 63 80 23 20
CH(1.0) 15 18 16 14 13 15 13 22 19

CH(1.5) 84 79 83 79 67 84 81 22 20
LF (2.0) 28 32 30 28 24 29 25 39 32

LF (4.0) 42 44 43 41 34 42 37 53 44

EV (0.5) 15 18 16 14 13 15 13 22 19

EV (1.5) 45 48 47 43 35 46 37 57 52

56



Poglav	e 5. Testovi saglasnosti

Tabela 5.5: Procenat odbaqenih nultih hipoteza za razliqite testove
saglasnosti n = 50, α = 0.05

Alternative EP KS CM ω2 KS S CO I K
W (1.4) 80 71 77 75 64 79 82 82 62

Γ(2) 91 86 90 90 83 90 96 94 72
LN(0.8) 45 62 60 76 71 47 66 14 7
HN 54 50 53 48 39 54 45 58 50
U 98 99 99 98 93 99 91 99 100

CH(0.5) 94 90 94 95 92 94 99 41 37
CH(1.0) 38 36 37 32 26 38 30 41 38

CH(1.5) 100 100 100 100 98 100 100 40 38
LF (2.0) 69 65 69 64 53 69 60 73 62
LF (4.0) 87 82 87 83 72 87 80 88 79
EV (0.5) 38 36 37 32 26 38 30 41 37
EV (1.5) 90 88 90 86 75 90 78 90 88

5.2 Testovi zasnovani na karakterizaci-

jama na osnovu nezavisnosti statistika

U ovom poglav	u �emo predstaviti statistike integralnog i Kol-
mogorov	evog tipa zasnovane na karakterizaciji iz teoreme 4.3.4

IEn =

∞∫
0

∞∫
0

(HEn (x, y)−GEn(x, y))dFn(x)dFn(y),

KEn = sup
t1,t2>0

|HEn (t1, t2)−GEn(t1, t2)|,

gde su

GEn(t1, t2) =
1(
n
2

) ∑
1≤i<j≤n

I{min(Xi, Xj) ≤ t1, |Xi −Xj| ≤ t2},

HEn (t1, t2) =
1(
n
2

) ∑
1≤i<j≤n

I{min(Xi, Xj) ≤ t1} ·
1(
n
2

) ∑
1≤k<l≤n

I{|Xk −Xl| ≤ t2}.

U -empirijske vixedimenzione raspodele.
Statistika In je asimptotski ekvivalentna U -statistici sa sime-
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triqnim jezgrom (v. [53])

ΨE(X1, X2, X3, X4) =
1

4!

∑
π(4)

I{min(Xπ1 , Xπ2) ≤ Xπ3}(I{|Xπ4 −Xπ5| ≤ Xπ6}

− I{|Xπ1 −Xπ2| ≤ Xπ6})

Prva projekcija jezgra na X1 pod pretpostavkom da va�i nulta hipoteza
je

ψE(s) = E(ΨE(X1, X2, X3, X4)|X1 = s) =
1

3
P{|s−X2| ≤ X3}

− 1

2
P{|s−X2| ≤ X3,min(s,X2) ≤ X4}+

1

6
P{|X3 −X2| ≤ s}

− 1

4
P{|X3 −X2| ≤ s,min(X3, X2) ≤ X4}+

1

6
P{|X4 −X2| ≤ X3}

− 1

4
P{|X4 −X2| ≤ X3,min(X4, X2) ≤ s}

=
1

3
se−s − 1

3
e−s +

3

8
e−2s − 1

24
.

Oqekiva�e projekcije je nula dok je �ena disperzija

σ2
IE = E(ψE(X1)2) =

7

77760
,

na osnovu qega zak	uqujemo da se radi o U -statistici sa nedege-
nerisanim jezgrom. Kao i u prethodnim poglav	ima, korix�e�em teo-
reme 1.1.2 zak	uqujemo da je graniqna raspodela statistike

√
nIEn nor-

malna N (0, 112
77760

).
Funkcija velikog odstupa�a, potrebna za raquna�e lokalne Ba-

hadurove asimptotske efikasnosti odre�ena je u slede�oj lemi.
Napomi�emo da su ova lema, kao i ostale leme u kojima nije naglaxen

autor, originalni rezultati disertacije.

Lema 5.2.1. Neka je ε > 0. Funkcija velikog odstupa�a iz teoreme

3.2.2 analitiqka je za dovo	no malo ε i va�i

fIE (ε) =
77760

224
ε2 + o(ε2), ε→ 0.

Slede�a lema nam daje graniqnu vrednost u verovatno�i statistike
IEn kad n→∞.
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Lema 5.2.2. Za datu alternativnu funkciju gustine g(x; θ) iz famil-
ije G definisane u ode	ku 3.2.2 va�i

bIE (θ) ∼ 4θ

∞∫
0

ψE(x)h(x)dx · θ + o(θ), θ → 0. (5.22)

Primer 5.2.1. Za Vejbulovu raspodelu je h(x) = e−x + e−x log x −
e−xx log x i dvostruko Kulbak-Lajblerovo rastoja�e je 2K(θ) = π2

6
θ2 +

o(θ2), θ → 0. Primenom leme 5.2.2 dobijamo

bIE (θ) =
1

6
(1 + 2 log 2− 2 log 3)θ + o(θ), θ → 0.

Koriste�i lemu 5.2.1 dobijamo da Bahadurov nagib

cIE (θ) ≈ 22.06θ2 + o(θ2), θ → 0,

odakle dobijamo da je lokalna Bahadurova efikasnost pribli�no 0.419.

Lokalne Bahadurove efikasnosti za test-statistiku IEn za alterna-
tive (5.5)-(5.11) i (5.9) prikazane su u tabeli 5.6. Kako je izraz (5.22)
identiqki jednak nuli za odre�iva�e lokalnog Bahadurovog nagiba ne
mo�emo iskoristiti lemu 5.2.2 ve� graniqnu vrednost u verovatno�i
b(θ) raqunamo po definiciji a zatim dobijeni izraz razvijamo u Mak-
lorenov red zak	uqno sa kvadratnim qlanom.

Tabela 5.6: Lokalna Bahadurova efikasnost za test-statistiku IEn

Alternativa Efikasnost
Vejbul 0.419
Makeham 0.714
Gamma 0.701

MENT(3) 0.542
LSO 0.535
GE 0.680
PE 0.536

Sada �emo ispitati asimptotska svojstva statistike KEn . Za fik-
sirano t1 > 0 i t2 > 0 izraz HEn (t1, t2) − GEn(t1, t2) je U -statistika sa
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jezgrom

ΞE(X1, X2, X3, X4, t1, t2) =
1

2
I{min(X1, X2) ≤ t1}

(
I{|X1 −X2| ≤ t2}

− I{|X3 −X4| ≤ t2}
)

+
1

2
I{min(X2, X3) ≤ t1}

(
I{|X2 −X3| ≤ t2}

− I{|X1 −X4| ≤ t2}
)
.

Projekcija ove familije jezgra na X1 ako va�i H0 je

ξE(s, t1, t2) = E(ΞE(X1, X2, X3, X4, t1, t1)|X1 = s)

=
1

2
P{min(X2, s) ≤ t1, |X2 − s| ≤ t2}

− 1

2
P{min(X2, s) ≤ t1, |X3 −X4| ≤ t2}

+
1

2
P{min(X2, X3) ≤ t1, |X2 −X3| ≤ t2}

− 1

2
P{min(X2, X3) ≤ t1, |s−X4| ≤ t2}

=
1

2
e−s−2t1−t2

(
− 1 + es + et2(−es + et2)I{s > t2}

− et1I{s > t1}(es − et1 + et2(−es + et1+t2)I{s > t1 + t2})
)
.

Disperzije projekcija pod uslovom da va�i nulta hipoteza H0 su

σ2
E(t1, t2) =

1

12
e−5t1−3t2

(
(−1 + et1)2(−1− et1 + et2 + e2t2)I{t1 ≤ t2}

+ (−1 + et2)2(−1 + et1 − et2 + e2t1)I{t1 > t2}
)

Grafik je prikazan na 5.4.
Dobijamo da je

σ2
E = sup

t1,t2≥0
σ2
E(t1, t2) ≈ σ2

E(0.452757, 0.669169) ≈ 0.02234,

na osnovu qega zak	uqujemo da je naxa familija jezgara
{ΞE(X1, X2, X3, X4, t1, t2), t1 ≥ 0, t2 ≥ 0} nedegenerisana. Graniqna
raspodela statistike KEn nije poznata, ali se mo�e pokazati da
U -empirijski proces

νEn(t1, t2) =
√
n
(
HEn (t1, t2)−GEn(t1, t2)

)
, t1 t2 > 0
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Slika 5.4: Grafik funkcije σ2
E(t1, t2),

slabo konvergira u D((0,∞)2) kad n → ∞ centriranom Gausovom
po	u νE(t1, t2) (v. [93]). Tada niz test-statistika

√
nKEn konvergira

u raspodeli ka sluqajnoj veliqini supt1≥0,t2≥0 |νE(t1, t2)| ali je odre�i-
va�e taqne raspodele ove sluqajne veliqine jako komplikovano pa se
u praksi koriste tablice kritiqnih vrednosti dobijene Monte-Karlo
simulacijama.

Da bismo primenili teoremu 3.2.9 o funkciji velikih odstupa�a za
ovaj tip U -statistika potrebno je da poka�emo da statistika KEn zado-
vo	ava vixedimenzioni uslov monotonosti po parametru. Podelimo
intervale [0,∞) i [0,∞] na N delova tako da su qvorovi u podeli tki,N =

log N
N−i , k = 1, 2, i = 1, ..., N . Oznaqimo Ti,j,N = [t

(1)
i,N , t

(1)
i+1,N ]× [t

(2)
j,N , t

(2)
j+1,N ],

i, j = 1, 2, ..., N Za fiksirano i, j

sup
(t1,t2)∈Ti,j,N

|HEn (t1, t2)−GEn(t1, t2)| ≤ GEn(t
(1)
i+1,N , t

(2)
j+1,N)−HEn (t

(1)
i+1,N , t

(2)
j+1,N)

+HEn (t
(1)
i+1,N , t

(2)
j+1,N)−HEn (t

(1)
i,N , t

(2)
j,N).

Sada je
∆n(N) = HEn (t

(1)
i+1,N , t

(2)
j+1,N)−HEn (t

(1)
i,N , t

(2)
j,N).

∆n(N) =
1(
n
2

) ∑
1≤r≤s

I{min(Xr, Xs) ∈ [t
(1)
i,N , t

(1)
i+1,N ], |Xr −Xs| ∈ [t

(2)
j,N , t

(2)
j+1,N ]}

≤ 1

n2

∑
1≤r≤s

I{min(Xr, Xs) ∈ [t
(1)
i,N , t

(1)
i+1,N ]}.

Neka je τN niz realnih brojeva koji konvergira ga nuli. Oznaqimo Ti =
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[t
(1)
i,N , t

(1)
i+1,N ]. Tada va�i:

P{∆N > τN} ≤ P
{ 1(

n
2

) ∑
1≤r≤s

I{min(Xr, Xs) ∈ Ti} ≥ τN}

≤ P
{ 1(

n
2

) ∑
1≤r≤s

I{Xr ∈ Ti} ≥ τN

}
+ P

{ 1(
n
2

) ∑
1≤r≤s

I{Xs ∈ Ti} ≥ τN

}
≤ P

{ 2

n− 1

∑
1≤r≤s

I{Xr ∈ Ti} ≥ τN

}
= P

{ n∑
r=1

I{Xr ∈ Ti} ≥
n− 1

2
τN

}
.

Primetimo da su svi sabirci nezavisne i jednako raspode	ene Bernuli-
jeve sluqajne veliqine pa je �ihov zbir binomna sluqajna veliqina
B(n, 1

N
).

Prime�uju�i nejednakost (5.14) i stav	aju�i da je τN = (logN)−
1
2 ,

za dovo	no veliko N dobijamo

P{∆N ≥ τN} ≤ e−(n−1)
√

logN .

Ovim je uslov monotonosti po parametru pokazan. Primenom teoreme
3.2.9 dobijamo da va�i slede�e tvr�e�e.

Lema 5.2.3 (Miloxevi�, Obradovi� 2015). Neka je ε > 0. Funkcija

velikih odstupa�a za test-statistiku KEn je analitiqka u nuli i

mo�e se predstaviti u obliku:

fKE (ε) = 0.715ε2 + o(ε2), ε→ 0.

U slede�oj lemi odredi�emo limes u verovatno�i test-statistike KEn
kad n→∞ pod pretpostavkom da va�i alternativna hipoteza H1.

Lema 5.2.4 (Miloxevi�, Obradovi� 2015). Pretpostavimo da je al-

ternativna gustina g(x; θ) koja pripada familiji G. Tada je graniqna
vrednost u Pθ verovatno�i test-statistike KEn kad n→∞

bKE (θ) = 4θ sup
t1,t2>0

∣∣∣ ∞∫
0

ξE(x; t1, t2)h(x)dx
∣∣∣+ o(θ), θ → 0. (5.23)

Dokaz se izvodi primenom Glivenko-Kantelijeve leme za V statis-
tike. Oznaqimo sa aE(t1, t2, θ) graniqnu vrednost u verovatno�i statis-
tike HEn (t1, t2)−GEn(t1, t2) kad n→∞. Primenom Glivenko-Kantelijeve
teoreme za V -statistike se dobija funkcija aE(t1, t2, θ). Tada je

aE(t1, t2, θ) = a′E(t1, t2, 0)θ + o(θ), θ → 0,
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pri qemu se dobija da je

a′E(t1, t2, 0) =

∞∫
0

ξE(x; t1, t2)h(x)dx.

Raquna�e lokalne Bahadurove efikasnosti statistike KEn ilustro-
va�emo primerom.

Primer 5.2.2. Neka je alternativa Makehamova raspodela sa gustinom
(5.6). Tada je h(x) = −2e−2x+2e−x−e−xx.Funkcija a′E(t1, t2, 0) prikazana
je na grafiku 5.5.

Slika 5.5: Grafik funkcije a′E(t1, t2, 0) u sluqaju Makehamove raspodele

Supremum se dosti�e u taqki (t1E0 , t
2E
0 ) ≈ (0.405, 0.693) i pribli�no

iznosi 0.00617. Primenom leme 5.2.3 dobijamo da je lokalna Bahadurova
efikasnost testa pribli�no 0.375.

Lokalne Bahadurove efikasnosti za ostale alternative prikazane
su u tabeli 5.7. Neke klase lokalno optimalnih alternativa za test-
statistike IEn i KEn date su slede�om teoremom.

Teorema 5.2.1. Neka je g(x; θ) funkcija gustine iz G za koju va�i

∞∫
0

exh2(x)dx <∞.

Tada su, za malo θ > 0, gustine alternative

g(x; θ) = e−x + e−xθ(C1ψ
E(x) +D1(x− 1)), x ≥ 0, C1 > 0, D1 ∈ R (5.24)

g(x; θ) = e−x + e−xθ(C2ξ
E(x, t10, t20) +D2(x− 1)), x ≥ 0, C > 0, D2 ∈ R,

(5.25)
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Tabela 5.7: Lokalna Bahadurova efikasnost za test-statistiku KEn

Alt. Efikasnost
Vejbul 0.200
Makeham 0.375
Gamma 0.131

MENT(3) 0.334
LSO 0.235
GE 0.315
PE 0.235

gde je (t10, t20) ≈ (0.452757, 0.669169), lokalno optimalne za test-

statistike IEn i KEn , redom.

Dokaz je analogan dokazu teoreme 5.1.1 pa �emo ga izostaviti.

5.3 Testovi zasnovani na karakteri-

zacijama na osnovu funkcionalne

jednaqine koju zadovo	ava funkcija

raspodele

U ovom ode	ku �emo prikazati testove saglasnosti sa Paretovom i lo-
gistiqkom raspodelom. Testovi saglasnosti sa Paretovom raspodelom
su zasnovani na karakterizaciji Paretove raspodele iz teoreme 4.2.1 a
testovi saglasnosti sa logistiqkom raspodelom su zasnovani na osnovu
karakterizacije 4.2.2.

5.3.1 Testovi saglasnosti sa Paretovom raspode-

lom

Da bismo testirali slo�enu nultu hipotezu H0 da je uzorak iz Paretove
raspodele predla�emo test-statistike integralnog i Kolmogorov	evog
tipa koje ne zavise od parametra oblika λ

IPn =

∞∫
0

∞∫
0

(HPn (x, y)−GPn (x, y))dFn(x)dFn(y)

KPn = sup
t1,t2>1

|HPn (t1, t2)−GPn (t1, t2)|,
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gde su

HPn (t1, t2) =
1(
n
2

) ∑
1≤i1<i2≤n

1

2!

∑
π(2)

I{Xiπ(1) > t1}I{Xiπ(2) > t2}

i

GPn (t1, t2) =
1

n

n∑
i=1

I{Xi > t1t2},

U -empirijske vixedimenzione funkcije raspodele. Statistika IPn je
asimptotski ekvivalentna U -statistici sa simetriqnim jezgrom (v.
[53])

ΨP(X1, X2, X3, X4) =
1

4!

∑
π(4)

(
I{Xπ1 > Xπ3}I{Xπ2 > Xπ4}

− I{Xπ1 > Xπ3Xπ4}
)
.

Prva projekcija jezgra na X1 pod pretpostavkom da va�i nulta hipoteza
je

ψP(s) = E(ΨP(X1, X2, X3, X4)|X1 = s) =
1

2
P{X3 > s}P{X2 > X4}

+
1

2
P{s > X3}P{X2 > X4} −

1

4
P{s > X3X4}

− 1

4
P{X2 > X3X4} −

1

2
P{X2 > sX3}.

Oqekiva�e projekcije je nula dok je �ena disperzija

σ2
IP = E(ψP(X1)2) =

5

6912
,

na osnovu qega zak	uqujemo da je graniqna raspodela test-statistike√
nIPn normalna N (0, 5

432
).

Za fiksirane t1 > 1 i t2 > 1 izraz HPn (t1, t2) − GPn (t1, t2) je U -
statistika sa simetriqnim jezgrom

ΞP(X1, X2; t1, t2) =
1

2
I{X1 > t1}I{X2 > t2}+

1

2
I{X1 > t2}I{X2 > t1}

−1

2
I{X1 > t1t2} −

1

2
I{X2 > t1t2}.

Projekcija jezgra na X1 ukoliko va�i nulta hipoteza je

ξP(s) =E(ΞP(X1, X2; t1, t2)|X1 = s) = − 1

2t1t2
+

1

2t2
I{s > t1}

+
1

2t1
I{s > t2} −

1

2
I{s > t1t2}.
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Disperzija ove projekcije je

σ2
P(t1, t2) =

−1 + t1 − t2 + t1t2
4t21t

2
2

I{t1 < t2}+
−1− t1 + t2 + t1t2

4t21t
2
2

I{t1 ≥ t2}.

Grafik ove funkcije je prikazan na slici 5.6.

Slika 5.6: Grafik funkcije σ2
P(t1, t2),

Dobijamo da je

σ2
P = sup

t1>1,t2>1
σ2
P(t1, t2) = σ2

P(1.414, 1.414) = 0.0625,

na osnovu qega zak	uqujemo da je familija jezgara {ΞP(X, Y, t1, t2), t1 >
1, t2 > 1} nedegenerisana.

Graniqna raspodela statistike KPn nije poznata, ali se mo�e
pokazati da U -empirijski proces

νPn (t1, t2) =
√
n
(
HPn (t1, t2)−GPn (t1, t2)

)
, t1 t2 > 1

slabo konvergira u D((1,∞)2) kad n → ∞ centriranom Gausovom po	u
νP(t1, t2) (v. [93]). Tada niz test-statistika

√
nKPn konvergira u

raspodeli ka sluqajnoj veliqini supt1≥0,t2≥0 |νP(t1, t2)| ali je odre�iva�e
taqne raspodele ove sluqajne veliqine jako komplikovano pa se u praksi
koriste tablice kritiqnih vrednosti dobijene Monte-Karlo simulaci-
jama.

Lako je pokazati da test-statistika KPn zadovo	ava uslov
monotonosti po parametru pa korix�e�em teorema 3.2.6 i 3.2.9 dobi-
jamo da va�i slede�e tvr�e�e.
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Lema 5.3.1. Neka je ε > 0. Funkcije velikih odstupa�a iz teoreme

3.2.2 za test-statistike IPn i KPn su analitiqke u nuli i mogu se

predstaviti u obliku:

fIP (ε) =
216

5
ε2 + o(ε2), ε→ 0,

fKP (ε) = 2ε2 + o(ε2), ε→ 0.

Slede�a lema daje nam graniqnu vrednost u verovatno�i test-
statistika IPn i KPn kad n→∞ ukoliko va�e bliske alternative.

Lema 5.3.2. Pretpostavimo da je alternativna gustina g(x; θ) koja
pripada familiji G definisanoj u ode	ku 3.2.2. Tada su graniqne vred-

nosti u verovatno�i Pθ za test-statistik3 IPn i KPn kad n → ∞
redom jednake

bIP (θ) = 4θ

∞∫
0

ψP(x; t1, t2)h(x)dx+ o(θ), θ → 0,

bKP (θ) = 2θ sup
t1,t2>0

∣∣∣ ∞∫
0

ξP(x; t1, t2)h(x)dx
∣∣∣+ o(θ), θ → 0.

Delovi lema 5.3.1 i 5.3.2 koji se odnose na statisiku KPn prikazani
su u radu [69].

U radu [85] smo pokazali da se dvostruko Kulbak-Lajblerovo rasto-
ja�e bliske alternative od familije Paretovih raspodela mo�e
prikazati u obliku

2KP(θ) = θ2

( ∞∫
1

x2h2(x)dx−
( ∞∫

1

h(x) lnxdx

)2)
+ o(θ2), θ → 0. (5.26)

Odabrali smo alternative koje se veoma qesto koriste kao alternative
Paretovoj raspodeli a za koje va�i da se sma�iva�em parametra θ pri-
bli�avamo bax Paretovoj raspodeli. To su:

• log-Vejbulova raspodela sa gustinom

g1(x; θ) = (1 + θ)xθe−x
1+θ

, x ≥ 1, θ ∈ (0, 1), (5.27)

• log-gama raspodela sa gustinom

g2(x; β, θ) =
xθ

Γ(1 + θ)
e−x, x ≥ 1, θ ∈ (0, 1), (5.28)
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• a Lej-Paindaveine alternativa sa gustinom

g3(x, θ) =
1

x2
−
πθ cos

(
π(1− 1

x
)
)

x2
, x ≥ 1, θ ∈

(
0,

1

π

)
, (5.29)

• inverzna beta raspodela sa gustinom

g4(x; θ) =
1 + θ

x2

(
1− 1

x

)θ
, x ≥ 1, θ ∈ (0, 1), (5.30)

• Paretova raspodela sa tilt parametrom (v. [63]) sa gustinom

g5(x; θ) =
1 + θ

(x+ θ)2
, x ≥ 1, θ ∈ (0, 1), (5.31)

• mexavina Paretovih alternativa sa gustinom

g
[β]
6 (x, θ) =

1− θ
x2

+
βθ

xβ+1
, x ≥ 1, θ ∈ (0, 1). (5.32)

Raquna�e lokalne Bahadurove efikasnosti ilustrova�emo primerom.
Rezultati za ostale alternative prikazani su u tabeli 5.8. Mo�emo
primetiti da je test integralnog tipa dosta efikasan, posebno u sluqaju
log-Vejbulove alternative i Paretove raspodele sa tilt parametrom dok
su efikasnosti testa Kolmogorov	evog tipa dosta ma�e.

Tabela 5.8: Lokalna Bahadurova efikasnost za test-statistike IPn i KPn

Alt. IPn KPn
g1 0.821 0.158
g2 0.788 0.174
g3 0.720 0.23
g4 0.777 0.181
g5 0.800 0.1875

Primer 5.3.1. Neka je alternativa inverzna beta raspodela sa gusti-
nom (5.30). Tada je

h(x) =
1

x2
+

log
(
1− 1

x

)
x2

.

Graniqna vrednost u verovatno�i test-statistike IPn kad n→∞ je

bIP (θ) =
1

12
(π2 − 9)θ + o(θ), θ → 0.
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Iz izraza (5.26) i leme 5.3.1 dobijamo da lokalna Bahadurova efikasnost
statistike IPn jednaka 0.777.

Graniqnu vrednost u verovatno�i test-statistike KPn kad n → ∞
raqunamo tra�e�i supremum funkcije aP(t1, t2, θ) definisane analogno
funkciji aE(t1, t2, θ). Grafik funkcije a

′
P(t1, t2, 0) prikazan je na slici

5.7.

Slika 5.7: Grafik funkcije a′P(t1, t2, 0) u sluqajnu inverzne beta
raspodele

Supremum se dosti�e u taqki (t1P0 , t2P0 ) ≈ (1.447, 1.447) i iznosi pri-
bli�no 0.0812. Koriste�i izraz (5.26) i lemu 5.3.1 dobijamo da lokalna
Bahadurova efikasnost statistike KPn pribli�no jednaka 0.181.

Protiv alternative (5.32) integralni test nije postojan. Za test-
statistiku KPn se dobija da je lokalna Bahadurova efikasnost

eKP (β) =
8β − 4

β2 β+1
β−1

.

Maksimalna efikasnost se posti�e za β ≈ 6.114 i iznosi pribli�no
0.292.

Neke lokalno optimalne alternative za test-statistike IPn iKPn date
su slede�om teoremom.

Teorema 5.3.1. Neka je g(x; θ) funkcija gustine iz G za koju va�i

∞∫
1

x2h2(x)dx <∞.
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Tada su, za malo θ > 0, gustine alternative

g(x; θ) =
1

x2
+

1

x2
θ(C1ψ

P(x) +D1(log x− 1)), x ≥ 0, C1 > 0, D1 ∈ R
(5.33)

g(x; θ) = e−x + e−xθ(C2ξ
P(x, t10, t20) +D2(log x− 1)), x ≥ 0, C > 0, D2 ∈ R,

(5.34)

gde je (t10, t20) = (1.414, 1.414), lokalno optimalne za test-statistike
IPn i KPn , redom.

Dokaz je analogan dokazu teoreme 5.1.1 uz napomenu da je sada pomo�na
funkcija

h0(x) = h(x)− log x− 1

x2

∞∫
1

h(s)sds.

5.3.2 Test saglasnosti sa logistiqkom raspodelom

Za testira�e slo�ene nulte hipoteze H0 da je uzorak X1, . . . , Xn iz
logistiqke raspodele sa funkcijom raspodele (4.8) predla�emo test-
statistike integralnog i Kolmogorov	evog tipa zasnovanu na karakte-
rizaciji 4.2.2.

ILn =

∞∫
0

∞∫
0

(HLn (x, y)−GLn(x, y))dFn(x)dFn(y)

KLn = sup
t1,t2∈R

|HLn (t1, t2)−GLn(t1, t2)|,

gde su

HLn (t1, t2) =
1(
n
3

) ∑
i1<i2<i3

1

3!

∑
π(1:3)

I{Xiπ(1) < t1 + t2}I{Xiπ(2) > t1}I{Xiπ(3) > t2}

GLn(t1, t2) =
1(
n
3

) ∑
i1<i2<i3

1

3!

∑
π(1:3)

I{Xiπ(1) > t1 + t2}I{Xiπ(2) < t1}I{Xiπ(3) < t2}.

Pod pretpostavkom da va�i nulta hipoteza H0 test-statistike ILn i
KLn ne zavise od parametra skalira�a λ pa u da	im izraqunava�ima
mo�emo pretpostaviti da je λ = 1.
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Statistika ILn je asimptotski ekvivalentna U -statistici sa sime-
triqnim jezgrom (v. [53])

ΨL(X1, X2, X3, X4, X5) =

=
1

5!

∑
π(5)

(
I{Xπ1 < Xπ2 +Xπ3}I{Xπ4 > Xπ2}I{Xπ5 > Xπ3}

− I{Xπ1 > Xπ2 +Xπ3}I{Xπ4 < Xπ2}I{Xπ5 < Xπ3}
)
.

Prva projekcija jezgra na X1 pod pretpostavkom da va�i nulta hipoteza
je

ψL(s) = E(ΨL(X1, X2, X3, X4, X5)|X1 = s)

=
1

5
P{s < X2 +X3, X4 > X2, X5 > X3}

+
2

5
P{X4 < X2 +X3, s > X2, X5 > X3}

+
2

5
P{X2 < s+X3, X4 > s,X5 > X3}

− 1

5
P{s > X2 +X3, X4 < X2, X5 < X3}

− 2

5
P{X4 > X2 +X3, s < X2, X5 < X3}

− 2

5
P{X2 > s+X3, X4 < s,X5 < X3}.

Oqekiva�e projekcije je nula a disperzija

σ2
IL = E(ψL(X1)2) ≈ 4.146 · 10−4.

na osnovu qega zak	uqujemo da je graniqna raspodela test-statistike√
nILn normalna N (0, 10.4 · 10−4).
Za fiksirane t1, t2 ∈ R statistika HLn (t1, t2) − GLn(t1, t2) je U -

statistika sa simetriqnim jezgrom

ΞL(X1, X2, X3, t1, t2) =
1

3!

∑
π(3)

(
I{Xi1 < t1 + t2}I{Xi2 > t1}I{Xi3 > t2}

−I{Xi1 > t1 + t2}I{Xi2 < t1}I{Xi3 < t2}
)
.
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Projekcija jezgra na X1 ako va�i H0 je

ξL(s, t1, t2) =E(ΞL(X1, X2, X3, t1, t2)|X1 = s) =
−1 + et1 + et2 + et1+t2

3(1 + et1)(1 + et2)(1 + et1+t2)

− et2(1 + et1)

3(1 + et2)(1 + et1+t2)
I{s > t1} −

et1(1 + et2)

3(1 + et1)(1 + et1+t2)
I{s > t2}

+
1 + et1+t2

3(1 + et1)(1 + et2)
I{s > t1 + t2}

Izraz za disperziju σ2
L je previxe glomazan da bi se prikazao. Grafik

σ2
L je prikazan na 5.8. Supremum disperzije je

Slika 5.8: Grafik funkcije σ2
L(t1, t2),

σ2
L = sup

t1,t2∈R
σ2
L ≈ σ2

L(0.669169, 0.669169) ≈ 0.00945498.

Na osnovu supremuma i grafika zak	uqujemo da je familija jezgara
{ΞL(X, t1, t2)), t1, t2 ∈ R} nedegenerisana i da U -empirijsko po	e

νLn (t1, t2) =
√
n
(
HLn (t1, t2)−GLn(t1, t2)

)
, t1 t2 > 1

konvergira u D(−∞,∞) ka centriranom Gausovom po	u νL(t1, t2) (v.
[93]). Tada niz test-statistika

√
nKLn konvergira u raspodeli ka sluqa-

jnoj veliqini supt1,t2∈R |ν
L(t1, t2)|.

Primenom teorema 3.2.6 i 3.2.9 dobijamo da va�i slede�e tvr�e�e.

Lema 5.3.3. Neka je ε > 0. Funkcije velikih odstupa�a iz teoreme

3.2.2 za test-statistike ILn i KLn su analitiqke u nuli i mogu se

predstaviti u obliku:

fIL(ε) ≈ 48.25ε2 + o(ε2), ε→ 0,

fKL(ε) =≈ 5.87ε2 + o(ε2), ε→ 0.
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Slede�a lema nam daje graniqnu vrednost u verovatno�i naxih test-
statistika pod pretpostavkom da va�i alternativna hipoteza H1.

Lema 5.3.4. Pretpostavimo da je alternativna gustina g(x; θ) koja
pripada familiji G definisanoj u ode	ku 3.2.2. Tada su graniqne vred-

nosti u verovatno�i Pθ test-statistika I
L
n i KLn kad n→∞

bIL(θ) = 5θ

∞∫
−∞

ψL(x)h(x)dx+ o(θ), θ → 0, (5.35)

bKL(θ) = 3θ sup
t1,t2∈R

∣∣∣ ∞∫
−∞

ξL(x; t1, t2)h(x)dx
∣∣∣+ o(θ), θ → 0. (5.36)

Delovi lema 5.3.3 i 5.3.4 koji se odnose na statisiku KLn prikazani
su u radu [69].

Za logistiqku raspodelu se u literaturi ne mo�e na�i mnogo testova
saglasnosti a samim tim ne postoje standarndne alternative protiv ko-
jih se meri efikasnost testa. Zato su alternative koje �emo posmatrati:

• alternativa translacije sa gustinom

gl(x, θ) =
e−(x−θ)

(1 + e−(x−θ))2
, x ∈ R, θ ∈ (0, 1), (5.37)

• generalizovana logistiqka raspodela (GL) sa gustinom

gg(x, θ) =
(1 + θ)e−x

(1 + e−x)2+θ
, x ∈ R, θ ∈ (0, 1). (5.38)

U sluqaju logistiqke raspodele nije mogu�e na�i analitiqki izraz
za infimum (5.3). Zato ne mo�emo izvesti izraz za dvostruko Kulbak-
Lajblerovo rastoja�e sliqan izrazu (5.26) za Paretovu raspodelu. Zato
�emo za svaku alternativu posebno odrediti infimum izraza (5.3). Pri
tome koristimo teoremu o implicitnim funkcijama i qi�enicu da su
alternative bliske. Za alternativu (5.37) dobijamo da je dvostruko

Kulbak-Lajblerovo rastoja�e postignuto za λ̃l(θ) = 1 + o(θ) i iznosi
pribli�no 0.33θ2 +o(θ2), dok je za alternativu (5.38) jednak pribli�no

0.82θ2 + o(θ2) i posti�e se za λ̃g(θ) ≈ 1− 0.35θ + o(θ), θ → 0.
Grafik funkcije |a′lo(t1, t2, 0)| za alternativu translacije prikazan

je na slici 5.9. Supermum apsolutne vrednosti funkcije se dosti�e u
koordinatnom poqetku i iznosi 0.0417. Grafik funkcije |a′lo(t1, t2, 0)| za
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generalizovau logistiqku raspodelu prikazan je na slici 5.10. Supre-
mum apsolutne vrednosti funkcije se dosti�e u koordinatnom poqetku
i iznosi 0.0577623. U tabeli 5.9 su prikazane lokalne Bahadurove
efikasnosti za alternative (5.37) i (5.38).

Tabela 5.9: Lokalna Bahadurova efikasnost za test-statistike ILn i KLn

Alt. ILn KLn
gl 0.988 0.551
gg 0.845 0.430

Slika 5.9: Grafik funkcije |a′L(t1, t2, 0)| za alternativu translacije

5.4 Testovi zasnovani na karakterizaci-

jama na osnovu momenata

U ovom poglav	u predstav	amo testove saglasnosti zasnovane na karak-
terizaciji uniformne raspodele iz teoreme 4.4.1 za k = 1. Rezultati
su prikazani u radu autora [99]. Neka su X1, . . . , Xn nezavisne i jednako
raspode	ene sluqajne veliqine sa neprekidnom funkcijom raspodele F0.
Bez uma�ena opxtosti mo�emo pretpostaviti da se radi o uniform-
noj U [0, 1] raspodeli. Ukoliko �elimo da testiramo da je uzorak iz
raspodele F0 primeni�emo nax test za uniformnu raspodelu na trans-
formisan uzorak F0(X1), F0(X2), . . . , F0(Xn).
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Slika 5.10: Grafik funkcije |a′L(t1, t2, 0)| za generalizovanu logistiqku
raspodelu

Da bismo testirali H0 da je F (x) = x, x ∈ (0, 1) predla�emo slede�u
klasu test-statistika.

Tmn =
1(
n

m+1

) ∑
i1<···<im+1

(
X2

(1),Xi1 ,...,Xim
− 2

n+ 1
X(2),Xi1 ,...,Xim+1

+
2

(n+ 1)(n+ 2)

) (5.39)

Ove statistike su asimptotski ekvivalentne sa U -statistikama sa si-
metriqnim jezgrom

Φm(X1, .., Xm+1) =
1

(m+ 1)!

∑
π(m+1)

X2
(1),Xπ1 ,...,Xπm

− 2

n+ 1
X(2),X1,...,Xm+1

+
2

(n+ 1)(n+ 2)
.

Prva projekcija jezgra Φm(X1, .., Xm+1) na Xm+1 ako va�i H0 je

φm(s) = E(Φm(X1, .., Xm+1)|Xm+1 = s) =
m− 1

m
E(X(1),s,X1,...,Xm−1)

+
1

m
E(X(1),X1,...,Xm)− 2

n+ 1
E(X(2),s,X1,...,Xm)

+
2

(n+ 1)(n+ 2)
, s ∈ [0, 1].
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Lako se mo�e pokazati da su prve projekcije identiqki jednake nuli.
Zato se, za razliku od prethodno posmatranih statistika u disertaciji,
radi o U -statistikama sa degenerisanim jezgrom koje, kao xto smo mogli
da vidimo u poglav	u o U -statistikama, imaju drugaqija asimptotska
svojstva od U - statistika sa nedegenerisanim jezgrom. Druga projekcija
jezgra Φm(X1, .., Xm+1) na (Xm, Xm+1) ako va�i nulta hipoteza je

φ∗m(s, t) = E(Φm(X1, .., Xm+1)|Xm = s1, Xm+1 = t)

=
m− 1

m+ 1
E(X(1),s,t,X1,...,Xm−3) +

1

m+ 1
E(X(1),s,X1,...,Xm−2)

+
1

m+ 1
E(X(1),t,X1,...,Xm−2)−

2

n+ 1
E(X(2),s,t,X1,...,Xm−1)

+
2

(n+ 1)(n+ 2)
, s, t ∈ [0, 1].

E(X(1),s,t,X1,...,Xm−3) = I{s < t}
(
sP{s < X(1),X1,...,Xm−3}

+ E(X(1),X1,...,Xm−3I{X(1),X1,...,Xm−3 ≥ s})
)

+ I{s > t}
(
tP{t < X(1),X1,...,Xm−3}

+ E(X(1),X1,...,Xm−3I{X(1),X1,...,Xm−3 ≥ t})
)

E(X(1),s,X1,...,Xm−2) = sP{s < X(1),X1,...,Xm−2}
+ E(X(1),X1,...,Xm−2I{s > X(1),X1,...,Xm−2})

E(X(1),t,X1,...,Xm−2) = tP{t < X(1),X1,...,Xm−2}
+ E(X(1),X1,...,Xm−2I{t > X(1),X1,...,Xm−2})

E(X(2),s,t,X1,...,Xm−1) = I{s < t}
(
tP{X(1),X2,...,Xm−1 > t}

+ sP{X(1),X2,...,Xm−1 < s < X(2),X2,...,Xm−1

+ E(X(1),X1,...,Xm−1I{s < X(1),X1,...,Xm−1 < t})
+ E(X(2),X1,...,Xm−1I{X(2),X1,...,Xm−1 > s})}

)
+ I{s > t}

(
sP{X(1),X2,...,Xm−1 > s}

+ tP{X(1),X2,...,Xm−1 < t < X(2),X2,...,Xm−1

+ E(X(1),X1,...,Xm−1I{t < X(1),X1,...,Xm−1 < s})
+ E(X(2),X1,...,Xm−1I{X(2),X1,...,Xm−1 > t})}

)
.
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Nakon raquna�a dobijamo

φ∗m(s, t) = − 2

m(1 +m)2(2 +m)

(
− 2 + 2(1− t)m +m2

(
− (1− s)m+1

+ (1− t)mt
)

+m
(
− 2(1− s)m+1 + (1− t)m + 2(1− t)mt

))
+

2

m(1 +m)
I{s < t}((1− t)m − (1− s)m).

Za m = 1 i m = 2 dobijaju se slede�e druge projekcije jezgra

φ∗1(s1, s2) =
s2

1

2
+
s2

2

2
−max(s1, s2) +

1

3
, (5.40)

φ∗2(s1, s2) =
1

3
I{s < t}(s2 − 2t+ t2 − s2) +

1

3
I{s > t}(t2 − 2s+ s2 − t2

)
+

1

6

+
1

3
s2 +

1

3
t2 − 2

9
s3 − 2

9
t3.

(5.41)
Oqigledno je da je druga projekcija razliqita od nule. Zato mo�emo

zak	uqiti da je naxa klasa statistika klasa U -statistika sa slabo
degenerisanim jezgrom.

Koriste�i teoremu 1.1.4 dobijamo da va�i

nTmn
d→
(
m+ 1

2

) ∞∑
i=1

νi(τ
2
i − 1),

gde su νi sopstvene vrednosti integralnog operatora S definisanog sa

Sf(t) =

1∫
0

φ∗m(s, t)f(s)ds.

Dakle, treba da reximo integralnu jednaqinu

νf(t) =

1∫
0

φ∗m(s, t)f(s)ds, (5.42)

uz uslov
1∫
0

f(s)ds = 0.

Oznaqimo sa y(t) =
∫ t

0
f(s)ds. Nakon diferencira�a izraz (5.42)

postaje

νy′′(t) = −2
(1− t)m−1

m+ 1
y(t), y(0) = 0, y(1) = 0.
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Da bismo rexili ovaj graniqni problem uvedimo smenu t = 1 − s i
λ = ν−1. Tada dobijamo jednaqinu

y′′(s) +
2

m+ 1
λy(s)sm−1 = 0, y(0) = 1, y(1) = 1. (5.43)

U tekstu koji sledi pokaza�emo kako se mo�e rexiti (5.43) u opxtem
sluqaju. Za m = 1 i m = 2 odredi�emo taqnu ili pribli�nu vrednost
najve�e karakteristiqne vrednosti (reciproqne vrednosti najma�e sop-
stvene vrednosti) potrebnu za odre�iva�e lokalne Bahadurove efikas-
nosti testa.

Za m = 1 izraz (5.43) postaje poznati Xturm-Luivilov graniqni
problem

y′′(t) + λy(t) = 0, y(0) = 0, y(1) = 0,

pa se ceo spektar operatora S mo�e odrediti. Dobijamo da su karakter-
istiqne vrednosti (reciproqne vrednosti sopstvenih vrednosti) λk =
k2π2, k = 1, 2... pa je glavna karakteristiqna vrednost λ1 = π2.

Intresantno je da test-statistika Kramera i fon Mizesova statis-
tika ima isto jezgro kao naxa statistika T 1

n . Zbog toga �e one imati
sliqna asimptotska svojstva.

U sluqaju (5.41), izraz (5.43) postaje

y′′(s) +
2

3
λy(s)s = 0, y(0) = 1, y(1) = 1.

Koriste�i rezultat iz k�ige [51] (2.162, str.440) za a = 0, c = 0 i
b 6= 0 dobijamo da je rexe�e jednaqine linearna kombinacija Beselovih
funkcija prve vrste

y(s) = 2
1
6λ

1
6
√
s

(
J− 1

3

(
(
2

3
s)

3
2

√
λ
)

Γ(
2

3
)C1 + J 1

3

(
(
2

3
s)

3
2

√
λ
)
Γ(

4

3
)C2

)
,

pri qemu je

Jν(x) =
∞∑
k=0

(−1)k
(
x
2

)ν+2k

k!Γ(ν + k + 1)
.

Iz graniqnih uslova dobijamo sistem

lim
s→0

y(s) = 0 = C1,

y(1) = 0 = 2
1
6λ

1
6

1√
3
J 1

3

(2
√

2λ

3
3
2

)
Γ
(4

3

)
C2,
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koji ima rexe�a ukoliko je λ nula Beselove funkcije J 1
3

(
(2

3
)
3
2

√
λ
)
. Ko-

riste�i numeriqke metode dobijamo da je glavna karakteristiqna vred-
nost λ1 = 28.4344.

U opxtem sluqaju, da bismo odredili λ za m ≥ 1 treba da odredimo
kada slede�i sistem ima rexe�a:(

1 +
1

m

)− 1
m+1
( m

m+ 1

) −1
m+1

C1 = 0,

(2λ)
1

2+2m

(
1 +

1

m

)− 1
m+1 (m2(m+ 1))

1
2+2mJ 1

m+1

( 2
√

2λ

(1 +m)
3
2

)
Γ
(2 +m

1 +m

)
C2 = 0.

Zato je problem odre�iva�a karakteristiqnih vrednosti λ ekviva-
lentan problemu odre�iva�a nula Beselovih funkcija J 1

m+1
(x), koji se

mo�e rexiti za svako m ≥ 1.

U tekstu koji sledi odredi�emo lokalnu Bahadurovu efikasnost
testova i uporediti ih sa nekim konkurentskim testovima.

S obzirom na to da je nulta hipoteza prosta dvostruko Kulbak-
Lajblerovo rastoja�e bliske alternative sa funkcijom gustine g(x, θ)
je

2K(θ) = I(g)θ2 + o(θ2), θ → 0, (5.44)

gde je I(g) ∈ (0,∞) informaciona funkcija Fixera.

Konkurentski testovi su

• test Komogorova i Smirnova

Dn = sup
t∈(0,1)

|Fn(t)− t|; (5.45)

• test Andersona i Darlinga

A2
n =

1∫
0

(Fn(t)− t)2

t(1− t)
dt; (5.46)

• test Kramera i fon Mizesa

W 2
n =

1∫
0

(Fn(t)− t)2dt; (5.47)
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• test Fortiana i Grane zasnovan na maksimalnim korelacijama [26]

Qc = |Qn − 1| = | 6

n2

n∑
i=1

(2i− n− 1)X(i) − 1|; (5.48)

• test Haximota i Xirahate ([36])

Cn =

(
n

4

)−1 ∑
i<j<k<l

h(Xi, Xj, Xk, Xl); (5.49)

gde je

h(Xi, Xj, Xk, Xl) =
1

36

(
(Xi −Xj)

2 + (Xi −Xk)
2 + (Xi −Xl)

2

+ (Xj −Xk)
2 + (Xj −Xl)

2 + (Xk −Xl)
2
)

− 1

6

(
(max(Xi, Xj)−max(Xk, Xl))(min(Xi, Xj)−min(Xk, Xl)

+ (max(Xi, Xk)−max(Xj, Xl))(min(Xi, Xk)−min(Xj, Xl)

+ (max(Xi, Xl)−max(Xj, Xk))(min(Xi, Xl)−min(Xj, Xk))
)
.

Alternative uniformnoj protiv kojih �emo odrediti lokalne Ba-
hadurove efikasnosti su:

• stepena raspodela sa funkcijom gustine

g1(x, θ) = (θ + 1)xθ, x ∈ (0, 1), θ > 0; (5.50)

• raspodela sa gustinom

g2(x, θ) = 1 + θ(2x− 1) x ∈ (0, 1), θ > 0; (5.51)

• mexavina uniformne i stepene raspodele sa gustinom

g3(x, θ) = 1− θ + βθxβ−1, x ∈ (0, 1); (5.52)

• druga Lej-Paindaveine alternativa sa gustinom

g4(x, θ) = 1− θπ sin πx, x ∈ (0, 1) θ ∈ [0, π−1]. (5.53)
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Mo�e se pokazati da ove alternative zadovo	avaju uslove regularnosti
definisane u ode	ku 3.2.2 .

Za neke od konkurentskih testova su poznate fukcije velikih
odstupa�a neophodne za odre�iva�e lokalne Bahadurove efikasnosti.
Funkcije se mogu na�i u [75] i [31] za testove (5.45)-(5.48)

fD(a) = −2a2 + o(a2), a→ 0,

fA(a) = −a+ o(a2), a→ 0,

fQ(a) = −5

2
a2 + o(a2), a→ 0.

U tekstu koji sledi �emo odrediti funkciju velikih odstupa�a za
Haximoto-Xirahata test-statistiku 5.49. Napomi�emo da to u radu
Haximota i Xirahate nije ura�eno.

Primetimo da je Cn U -statistika sa jezgrom h(X1, X2, X3, X4).
Nije texko pokazati da se radi o slabo degenerisanom jezgru. Pro-

jekcija jezgra na (X1, X2) je

h∗(s1, s2) = E(h(X1, X2, X3, X4)|X1 = s1, X2 = s2) =
s2

1s2 + s2
2s1

6

+
min(s1, s2)

18
− 2s1s2

9
− s2

1s
2
2

6

Da bismo primenili teoremu 3.2.7 potrebno je da na�emo najma�e λ koja
zadovo	ava integralnu jednaqinu

x(s1) = λ

1∫
0

h∗(s1, s2)x(s2)ds2,

1∫
0

x(s2)ds2 = 0,

odnosno

x′′′(s1) = − λ

18
x′(s1), x(0) = x(1) = 0,

1∫
0

x(s2)ds2 = 0.

Pronalazimo da je tra�eno λ = λ0 = 72π2, pa je funkcija velikih
odstupa�a za statistiku Cn

fC(a) = −6π2a+ o(a), a→ 0.

Slede�im primerom ilustrova�emo odre�iva�e lokalne Bahdurove
efikasnosti za naxe test-statistike i Haximoto-Xirahata test.
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Primer 5.4.1. Neka je alternativna raspodela stepena raspodela sa
gustinom (5.50). Tada je

h(x) = 1 + log x.

Lako se pokazuje da stepena raspodela zadovo	ava uslove regularnosti
definisane u ode	ku 3.2.2 pa je

2K(θ) = 1 · θ2 + o(θ2). θ → 0.

Korix�e�em teoreme 3.2.11 dobijamo da je graniqna vrednost u
verovatno�i test-statistike Cn kad n → ∞, pod pretpostavkom da se
radi o stepenoj raspodeli bliskoj uniformnoj

bC(θ) =
4 · 3

2 · 1944
θ + o(θ), θ → 0.

Primenom teoreme 3.2.7 dobijamo da je tra�ena lokalna Bahadurova
efikasnost

eC = 72π2 1

1944
= 0.37.

Sliqno za test-statistike T 1
n i T 2

n dobijamo

bT 1(θ) =
2

27
θ + o(θ), θ → 0,

bT 2(θ) =
3 · 37

1296
θ + o(θ), θ → 0.

Na osnovu qega zak	uqujemo da su lokalne Bahadurove efikasnosti

eT 1 = π2 · 2

27
= 0.73,

eT 2 = 28.43 · 37

1296
= 0.81.

Lokalne Bahadurove efikasnosti za ostale alternative prikazane su
u tabeli 5.10. Vidimo da su predlo�eni testovi dosta velikih efikas-
nosti, u pore�e�u sa konkurentskim testovima.

Predlo�ene testove uporedi�emo i kao testove saglasnosti sa nor-
malnom i Koxijevom raspodelom protiv odgovaraju�ih alternativa
translacije. Prikaza�emo kako se u ovom sluqaju, kada se umesto
nulte hipoteze da je X obele�je sa uniformnom U [0, 1] raspodelom,
testira nulta hipoteza da je X sa funkcijom raspodele F0 za koju
va�i 0 < F0(x) < 1 za svako x. Neka je alternativna funkcija
raspodele F (x, θ) = F0(x − θ), odgovaraju�a gustina f(x, θ) = f0(x − θ)
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Tabela 5.10: Lokalna Bahadurova efikasnost

Alternative A D T (2) Qc C T (1)

g1 0.40 0.54 0.81 0.14 0.37 0.73

g2 0.5 0.75 0.95 0 0.66 0.98

g3(3) 0.48 0.74 0.82 0.06 0.63 0.94

g4 0.49 0.81 0.96 0 0.76 1

i h∗(x) = f ′θ(x, 0). Ako je nulta hipoteza taqna onda F0(X) ima uni-
formnu U [0, 1] raspodelu a alternativna funkcija raspodele koja odgo-
vara funkciji raspodele F0(x− θ) je
G(x, θ) = Pθ{F0(X) ≤ x} = Pθ{X ≤ F−1

0 (x)} = F0(F−1
0 (x)− θ), x ∈ (0, 1).

Dakle, G(x, θ) je (bliska) alternativna funkcija raspodele uniform-
noj funkciji raspodele. Primetimo da je G(x, 0) = x. Tada se naxe
testira�e mo�e predstaviti u obliku

H0 : U [0, 1] (θ = 0) protiv H1 : G(x, θ) (θ > 0).

Gustina alternative je

g(x, θ) =
∂G(x, θ)

∂x
=
f0(F−1

0 (x), θ)

f0(F−1
0 (x))

=
f0(F−1

0 (x)− θ)
f0(F−1

0 (x))
.

Tada je

h(x) = g′θ(x, 0) =
h∗(F−1

0 (x))

f0(F−1
0 (x))

,

odakle sledi slede�i niz jednakosti∫ 1

0

∫ 1

0

h(x)h(y)φ∗m(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ 1

0

h∗(F−1
0 (x))

f0(F−1
0 (x))

h∗(F−1
0 (y))

f0(F−1
0 (y))

φ∗m(x, y)dxdy

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

h∗(u)

f0(u)

h∗(v)

f0(v)
φ∗m(F0(u), F0(v))f0(u)f0(v)dudv

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

h∗(u)h∗(v)φ∗m(F0(u), F0(v))dudv.

Kako G(x, θ) i G(x, 0) imaju isti nosaq (0, 1) mo�emo odrediti dvostruko
Kulbak-Lajblerovo rastoja�e u funkciji od Fixerove informacione
funkcije, odnosno va�i

I =

∫ 1

0

h2(x)dx =

∫ 1

0

(h∗(F−1
0 (x))

f0(F−1
0 (x))

)2
dx =

∫ ∞
−∞

(h∗(u)

f0(u)

)2
f0(u)du

=

∫ ∞
−∞

(h∗(u))2

f0(u)
du.
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Primer 5.4.2. �elimo da testiramo nultu hipotezu da oble�je ima
normalnu N (0, 1) raspodelu sa funkcijom raspodele F (x) i gustinom
f(x), protiv alternative da ima N (θ, 1), gde je oqekiva�e θ > 0. Odavde
dobijamo da je

h∗(x) =
1√
2π
xe−

x2

2 .

Dvostruko Kulbak-Lajblerovo rastoja�e je

2K(θ) = 1 · θ2 + o(θ2), θ → 0.

Tada je graniqna vrednost u verovatno�i statistike T 1
n , kad n→∞

bT 1(θ) =

∞∫
−∞

h∗(x)φ∗1(F (x))dx · θ + o(θ) ≈ 0.092θ + o(θ), θ → 0,

odakle dobijamo da je lokalna Bahadurova efikasnost 0.092 · π2 = 0.91.

Tabela 5.11: Lokalna Bahadurova efikasnost testova protiv alterna-
tiva translacije

Stat. Normalna r. Koxijeva r.
A2
n 0.96 0.66

Dn 0.64 0.81
Qc
n 0 0

Cn 0.49 1
T 1
n 0.91 0.76
T 2
n 0.87 0.72

Intresantno je primetiti da je Haximo-Xirahata lokalno opti-
malan test za Koxijevu raspodelu. Slede�om teoremom date su neke
klase lokalno optimalnih alternativa za statistiku Tmn

Teorema 5.4.1 (Miloxevi� 2015). Neka je g(x; θ) funkcija gustine iz
familije G. Tada, za malo θ, alternative gustine sa funkcijom h(x)

h(x) = Cf0,m(x), x ∈ [0, 1], C > 0,

gde f0,m(x) je sopstvena funkcija koja odgovara prvoj sopstvenoj vred-

nosti integralnog operatora (5.42), su lokalno optimalne alterna-

tive za test-statistiku Tmn .
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Prime�uju�i ovu teoremu za T
(1)
n dobijamo da su neke klase lokalno

optimalnih alternativa

g(1),1(x, θ) = 1 + θ cos πx, x ∈ [0, 1],

g(1),2(x, θ) =
3(2− θ)θ

2 arctan
√

3θ
2−θ

1

1− θ cosπx
, x ∈ [0, 1].

Na slikama 5.11, 5.12 su prikazane neke klase lokalno optimalnih al-
ternativa za statistiku T 2

n .

Slika 5.11: Lokalno optimalne alternative g(2),1(x, θ)

Slika 5.12: Lokalno optimalne alternative g(2),2(x, θ)
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Testovi simetrije

Testira�e svojstva simetrije raspodele oko nule jox je jedan od prob-
lema neparametarske statistike i mogao bi se definisati na slede�i
naqin. Neka je X1, ..., Xn prost sluqajan uzorak obima n sa neprekidnom
funkcijom raspodele F . �elimo da testiramo nultu hipotezu

H0 : F (x) = 1− F (−x), x ∈ R, (6.1)

protiv alternative da je funkcija raspodele posmatranog obele�ja
G(x, θ) za koju jednakost (6.1) ne va�i osim u sluqaju θ = 0. Klasu
raspodela za koje va�i (6.1) oznaqi�emo sa H. U monografiji Nikitina
([75]) predstav	ene su test-statistike koje su analog standardnim test-
statistikama Kolmogorova i Smirnova, Kramera i fon Mizesa, Vot-
sona i Darlinga za testira�e saglasnosti sa raspodelom. Ispitana
su �ihova asimptotska svojstva i na�ene funkcije velikih odstu-
pa�a potrebne za odre�iva�e �ihove Bahadurove efikasnosti pro-
tiv alternativa translacije. U radovima Bur�a i Nikitina [16],
[17] su predlo�eni testovi simetrije zasnovani na linearnoj kombi-
naciji test-statistike znakova i Vilkoksonove, odnosno Maezonove test-
statistike. Odre�ene su �ihove Pitmanove efikasnosti protiv al-
ternativa translacije. U radu Baringhausa i Henzea su predlo�eni
testovi Kramer-fon Mizesovog i Kolmogorov	evog tipa zasnovanih na
karakterizaciji iz teoreme 4.1.4, dok je u radu Litvinove ([60]) pred-
lo�en test integralnog tipa na osnovu iste karakterizacije. U oba
rada su odre�ene Bahadurove efikasnosti testova.

Va�no je napomenuti da se Bahadurova efikasnost testova simetrije
raquna na malo drugaqiji naqin od Bahadurove efikasnosti testova
saglasnosti. Za razliku od nejednakosti (3.6) mo�e se pokazati da za
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Bahadurov nagib niza test-statistika {Tn} i g(x, θ) va�i

cT (θ) ≤ 2 inf
{ ∞∫
−∞

log
g(x, θ)

g(x, 0)
g(x, θ)dx : g(x, 0) ∈ H

}

= 2

∞∫
−∞

g(x, θ) log
2g(x, θ)

g(x, θ) + g(−x, θ)
dx. (6.2)

Ukoliko funkcija g(x, θ) pripada famili G definisanoj u ode	ku
3.2.2 onda je desna strana nejednakosti (6.2) asimptotski ekvivalentna
sa

1

4
I1(g) · θ2,

gde je

I1(g) =

∞∫
−∞

(g′θ(x)− g′θ(−x))2

g(x, 0)
dx.

Zato je u ovom sluqaju prirodno definisati lokalnu Bahadurovu
efikasnost kao koliqnik leve i desne strane nejednakosti (6.2)

eBT = lim
θ→0

cT (θ)

2
∞∫
−∞

g(x, θ) log 2g(x,θ)
g(x,θ)+g(−x,θ)dx

. (6.3)

U ovom poglav	u predla�emo nekoliko novih testova simetrije
zasnovanih na U -empirijskim funkcijama raspodele. Poqe�emo sa
test-statistikama integralnog i Kolmogorov	evog tipa zasnovanih na
karakterizaciji iz teoreme 4.1.6. Nultu hipotezu odbacujemo ako je
vrednost test-statistike velika. Primeni�emo karakterizaciju za n =
2k, i posmatrati centralne dve statistike poretka, odnosno raspodela
obele�ja X je simetriqna ako i samo ako je

|X(k),X1,...,X2k
| d= |X(k+1),X1,...,X2k

|.

Neka je

I1,(k)
n =

∫ ∞
0

(H1,(k)
n (t)−G1,(k)

n (t))dQn(t), (6.4)

gde su

H1,(k)
n (t) =

1(
n
2k

)∑
I2k

I{|X(k),Xi1 ,...Xi2k
| < t},

G1,(k)
n (t) =

1(
n
2k

)∑
I2k

I{|X(k+1),Xi1 ,...Xi2k
| < t},
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U -empirijske funkcije raspodele, Qn empirijska funkcija raspodele
uzorka |X1|, ..., |Xn|, i Im = {(i1, ..., im) : 1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ n}.

Nakon integracije dobijamo da se statistika (6.4) mo�e predstaviti
u obliku

1

n
(
n
2k

)∑
I2k

n∑
i2k+1=1

I{|X(k),Xi1 ,...Xi2k
| < |Xi2k+1

|}−I{|X(k+1),Xi1 ,...Xi2k
| < |Xi2k+1

|}.

Radi znatno jednostavnijeg raquna va�no je pokazati da ovako defi-
nisana statistika ne zavisi od izbora raspodele i da bez uma�e�a opx-
tosti mo�emo pretpostaviti da se radi o uzorku iz uniformne U [−1, 1]
raspodele.

Uvex�emo i dodatnu pretpostavku da je funkcija F strogo rastu�a
funkcija. Tada �en inverz F−1 postoji i tako�e je rastu�a funkcija.
Neka je y = F (t). Tada je

I1,(k)
n =

∫ 1

1
2

(H(k)
n (F−1(y))−G(k)

n (F−1(y)))dQn(F−1(y)). (6.5)

Za y > 1
2
va�i

H1,(k)
n (F−1(y)) =

1(
n
2k

)∑
I2k

I{|X(k),Xi1 ,...Xi2k
| < F−1(y)}

=
1(
n
2k

)∑
I2k

I{−F−1(y) < X(k),Xi1 ,...Xi2k
< F−1(y)}

=
1(
n
2k

)∑
I2k

I{F−1(1− y) < X(k),Xi1 ,...Xi2k
< F−1(y)}

=
1(
n
2k

)∑
I2k

I{1− y < F (X(k),Xi1 ,...Xi2k
) < y}

=
1(
n
2k

)∑
I2k

I{1− y < F (X)(k),F (Xi1 ),...F (Xi2k ) < y}

=
1(
n
2k

)∑
I2k

I{1− y < U(k),Ui1 ,...,Ui2k
< y},

gde su {Ui} nezavisne sluqajne veliqine sa uniformnom U [0, 1] raspode-
lom. Koristili smo da ukoliko je F funkcija raspodele sluqajne veli-
qine simetriqne u odnosu na nulu tada je za y > 1

2

−F−1(y) = F−1(1− y).
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Sliqno se pokazuje da je

G1,(k)
n (F−1(y)) =

1(
n
2k

)∑ I{1− y < U(k+1),Ui1 ,...,Ui2k
< y}.

Zamenom dobijenih izraza za U -empirijske funkcije u (6.5) naxe tvr-
�e�e je pokazano. U da	em tekstu pretpostav	amo da je nulta hipoteza
naxeg testa da su X1, ...Xn iz U [−1, 1] raspodele.

Test statistika I
1,(k)
n je asimptotski ekvivalentna U -statistici sa

simetriqnim jezgrom

Φ1,(k)(X1, ....X2k+1) =
1

(2k + 1)!

∑
π(2k+1)

I{|X(k),Xπ(i1),...,Xπ(i2k)
| < |Xπ(i2k+1)|}

− I{|X(k+1),Xπ(i1),...,Xπ(i2k)
| < |Xπ(i2k+1)|}

qija je projekcija na X1, pod pretpostavkom da va�i H0 i s ∈ [−1, 1]

φ1,(k)(s) = E(Φ1,(k)(X1, ...X2k+1)|X1 = s)

=
1

2k + 1

(
P{|X(k),X2,...X2k+1

| < |s|} − P{|X(k+1),X2,...,X2k+1
| < |s|}

)
+

2k

2k + 1

(
P{|X(k),s,...X2k

| < |X2k+1|} − P{|X(k+1),s,...,X2k
| < |X2k+1|

)
.

Primetimo da je razlika u prvoj zagradi jednaka nuli zbog karakteri-
zacije. Nakon raquna�a druge dve verovatno�e dobijamo da je

φ1,(k)(s) =

{
− 1

(2k+1)22k−1 ((s2 − 1)k − (−1)k), s ∈ (−1, 0)
1

(2k+1)22k−1 ((s2 − 1)k − (−1)k), s ∈ (0, 1);

Lako se pokazuje da je E(φ1,(k)(X1)) = 0. Disperzija projekcije je

σ2
I1,(k) = E(φ1,(k)(X1)2)

=

√
πΓ(k + 3

2
)Γ(2k + 1)− 2Γ(2k + 3

2
)(
√
πΓ(k + 1)− Γ(k + 3

2
)))

24k−1((2k + 1)2Γ(k + 3
2
)Γ(3

2
+ 2k)

Koriste�i teoremu 1.1.2 dobijamo da je graniqna raspodela statistike√
nI1,(k) normalna N (0, (2k + 1)2σ2

I1,(k)
).

Neka je

K1,(k)
n = sup

t>0

∣∣∣H1,(k)
n (t)−G1,(k)

n (t)
∣∣∣.

Oznaqimo sa K
1,(k)∗
n (t) = H

(k)
n (t)−G(k)

n (t).
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Za svako fiksirano t ∈ (0, 1) K
1,(k)∗
n (t) je U -statistika sa jezgrom

Ξ1,(k)(X1, ..., X2k, t) = I{|X(k),X1,...X2k
| < t} − I{|X(k+1),X1,...,X2k

| < t}.

Prva projekcija na X1 pod pretpostavkom da va�i H0 je

ξ1,(k)(s, t) = E(Ξ(k)|X1 = s)

=

(
2k − 1

k − 1

)
t
(t+ 1

2

)k−1(1− t
2

)k−1(
− I{s < −t}+ I{s > t}

)
U radu Ahsanulaha i Nikitina ([81]) posmatran je sluqaj k = 1. Za k = 2
dobija se projekcija

ξ1,(2)(s, t) =
3

4
I{s < −t}(t3 − t) +

3

4
I{s > t}(t− t3).

�ena disperzija je

σ2
K1,(2)(t) =

9

16
(1− t)(t3 − t)2.

Grafik funkcije disperzije za k = 2 prikazan je na slici 6.1. Supre-
mum se dosti�e u taqki t0 = 0.47 i jednak je 0.040. Na osnovu
grafika zak	uqujemo da je familija jezgara {Ξ1,(2)(·; t), t ∈ (0, 1)} nedege-
nerisana. Koriste�i teoremu Silvermana 1.3.2 zak	uqujemo da uko-
liko va�i nulta hipoteza H0 onda proces

√
nK

1,(2)∗
n (t) slabo konver-

gira centriranom Gausovom procesu {κ1,(2)(t), t ∈ (0, 1)} dok statistika√
nK

1,(2)
n (t) konvergira u raspodeli sluqajnoj veliqini supt |κ1,(2)(t)| qija

je raspodela nepoznata.
Disperzija projekcije u opxtem sluqaju je

σ2
K1,(k)(t) =

(
2k − 1

k − 1

)2

24−4kt2(1− t)(1− t2)2k−2, t ∈ (0, 1).

Supremum disperzije projekcije u opxtem sluqaju je

σ2
K1,(k) =

(
2k − 1

k − 1

)2 (
√

32k − 7− 1)2(−1+
√

32k−7
2(4k−1)

− 1)2k−1(1 + −1+
√

32k−7
2(4k−1)

)2k−2

24k−2(4k − 1)2
.

Posmatraju�i funkciju disperzije za svako fiksirano k ∈ N , ko-
riste�i teoremu 1.3.2 dolazimo do zak	uqka da ukoliko va�i nulta
hipoteza H0 onda proces

√
nK

1,(k)∗
n (t) slabo konvergira centriranom

Gausovom procesu {κ1,(k)(t), t ∈ (0, 1)}, odnosno statistika
√
nK

1,(k)
n kon-

vergira u raspodeli sluqajnoj veliqini supt |κ1,(k)(t)|,
Slede�a lema nam daje funkcije velikih odstupa�a za test stati-

stike I
1,(k)
n i K

1,(k)
n .
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Slika 6.1: Grafik funkcije σ2
K1,(2)(t)

Lema 6.0.1 (Miloxevi�, Obradovi� 2015). Za statistike I
1,(k)
n i

K
1,(k)
n pod pretpostavkom da va�i H0 funkcija velikih odstupa�a iz

teoreme 3.2.2 postoji, analitiqka je za dovo	no malo ε > 0 i va�i

fI1,(k)(ε) =
1

2(2k + 1)2σ2
I1,(k)

ε2 + o(ε2), ε→ 0,

fK1,(k)(ε) =
1

8k2σ2
K1,(k)

ε2 + o(ε2), ε→ 0.

Dokaz sledi iz teorema 3.2.6 i 3.2.9.

Lema 6.0.2 (Miloxevi�, Obradovi� 2015). Za datu alternativnu

raspodelu g(x; θ) iz G definisane u ode	ku 3.2.2 graniqne vrednosti u

verovatno�i Pθ test-statistika I
1,(k)
n i K

1,(k)
n su

bI1,(k)(θ) = (2k+1) sup

∞∫
−∞

ψ1,(k)(2G(x, 0)−1)h(x)dx ·θ+o(θ), θ → 0. (6.6)

bK1,(k)(θ) = 2k sup
t∈R
|
∞∫

−∞

ξ1,(k)(2G(x, 0)− 1; t)h(x)dx| · θ+ o(θ), θ → 0. (6.7)

Dokaz. Prvi deo teoreme koji se odnosi na integralnu statistiku
posledica je tvr�e�a 3.2.10. Drugi deo se dokazuje korix�e�em zakona
velikih brojeva za U -statistike.

K1,(k)∗
n (t)

Pθ→ a1,(k)(θ) = P{|X(k),X1,...X2k
| < t} − P{|X(k+1),X1,...,X2k

| < t}

=

(
2k

k

)
G(x, θ)k(1−G(x, θ))k −

(
2k

k

)
G(−t, θ)k(1−G(−t, θ))k.
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Da	e je

a′1,(k)(0) = −
(

2k

k

)
kG(t, 0)k−1(1−G(t, 0))k−1(2G(t, 0)− 1)(H(t) +H(−t))

= −
(

2k

k

)
kG(t, 0)k−1(1−G(t, 0))k−1(2G(t, 0)− 1)

·

( ∞∫
−∞

h(s)I{s < t}ds+

∞∫
−∞

h(s)I{s < −t}ds

)

= 2k

(
2k − 1

k − 1

)
G(t, 0)k−1(1−G(t, 0))k−1(2G(t, 0)− 1)

·

( ∞∫
−∞

h(s)I{s > t}ds−
∞∫

−∞

h(s)I{s < −t}ds

)

= 2k

∞∫
−∞

ξ1,(k)(2G(s, 0)− 1; 2G(t, 0)− 1)h(s)ds.

Razvijaju�i funkciju a1,(k)(θ) u Maklorenov red dobijamo tvr�e�e leme.
�

U da	em tekstu odredi�emo lokalne Bahadurove efikasnosti pred-
lo�enih testova protiv alternativa translacije qija je funkcija
raspodele G(x, θ) = G(x − θ, 0) i asimetriqnih alternativa Azalini-
jevog tipa sa gustinom g(x, θ) = 2g(x, 0)G(θx, 0) (v. [8]), i to kad je
G(x, 0) normalna, logistiqka i Koxijeva raspodela.

U tabelama su alternative sa parametrom translacije oznaqene sa
indeksom L a alternative Azalinijevog tipa sa indeksom A. Rezul-
tati koji se odnose na test-statistike I

1,(k)
n i K

1,(k)
n se nalaze u tabeli

6.1. Generalno govore�i, testovi su priliqno efikasni, osim u
sluqaju Koxijeve raspodele. Me�utim i u tom sluqaju, za alternative
translacije, se posti�u efikasnosti ve�e nego za druge testove prouqa-
vane u literaturi (v. [81]). Za alternative Azalinijevog tipa efikas-
nosti nismo naxli u literaturi. Intresantno je jox primetiti da su
predlo�eni testovi istih efikasnosti za alternativu translacije za
normalnu raspodelu i Azalinijevog tipa.

Slede�a teorema nam daje neke klase lokalno optimalnih alterna-
tiva za test-statistike I

1,(k)
n i K

1,(k)
n .

Teorema 6.0.2 (Miloxevi�, Obradovi� 2015). Neka je g(x; θ) funkcija
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Tabela 6.1: Lokalna Bahadurova efikasnost testova I
1,(k)
n i K

1,(k)
n

Alt. I
1,(1)
n I

1,(2)
n I

1,(3)
n I

1,(4)
n K

1,(1)
n K

1,(2)
n K

1,(3)
n K

1,(4)
n

NL 0.977 0.957 0.932 0.911 0.764 0.810 0.804 0.794
NA 0.977 0.957 0.932 0.911 0.764 0.810 0.804 0.794
LL 0.937 0.981 0.989 0.986 0.750 0.865 0.885 0.889
LA 0.962 0.920 0.885 0.858 0.747 0.767 0.754 0.741
CL 0.358 0.497 0.587 0.649 0.376 0.570 0.662 0.716

gustine iz G za koju va�i

∞∫
−∞

h2(x)

g(x, 0)
dx <∞.

Tada su, za malo θ > 0, gustine alternative

g(x; θ) = g(x, 0) + Cψ1,(k)(x), C ∈ R, g(x, 0) ∈ H (6.8)

g(x; θ) = g(x, 0) + Cξ1,(k)(x, t0), C ∈ R, g(x, 0) ∈ H, (6.9)

gde je t0 taqka u kojoj disperzije σ
2
K1,(k)(t) dosti�e maksimum, lokalno

optimalne za test-statistike I
1,(k)
n i K

1,(k)
n .

Dokaz. Neka je h0(x) = h(x)−h(−x)
2

pomo�na funkcija i neka je
g(x, 0) ∈ H. Tada je

1

4

∞∫
−∞

(h(x)− h(−x))2

g(x, 0)
dx =

∞∫
−∞

h2
0

g(x, 0)
dx.

Koriste�i neparnost funkcije jezgra φ1,(k) dobijamo da va�i slede�i
niz jednakosti
∞∫

−∞

φ1,(k)(x)h0(x)dx =
1

2

∞∫
−∞

φ1,(k)(x)h(x)dx− 1

2

∞∫
−∞

φ1,(k)(x)h(−x)dx

=
1

2

∞∫
−∞

φ1,(k)(x)h(x)dx+
1

2

∞∫
−∞

φ1,(k)(x)h(x)dx

=

∞∫
−∞

φ1,(k)(x)h(x)dx.

(6.10)
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Na isti naqin se pokazuje da je

∞∫
−∞

ξ1,(k)(x, t)h0(x)dx =

∞∫
−∞

ξ1,(k)(x, t)h(x)dx. (6.11)

Za lokalnu Bahadurovu efikasnost testa I
1,(k)
n va�i

eBI1,(k) = lim
θ→0

cI(θ)
1
4
I1(g) · θ2

=

( ∞∫
−∞

φ1,(k)(x)h(x)dx
)2

1
4

∞∫
−∞

(h(x)−h(−x))2

g(x,0)
dx

∞∫
−∞

(φ1,(k)(x))2g(x, 0)dx

=

( ∞∫
−∞

φ1,(k)(x)h0(x)dx
)2

∞∫
−∞

h20(x)

g(x,0)
dx

∞∫
−∞

(φ1,(k)(x))2g(x, 0)dx

≤ 1.

Uslov jednakosti u prime�enoj Koxi-Xvarc nejednakosti se posti�e
ukoliko je za neko C ∈ R

h0(x)√
g(x, 0)

= Cφ1,(k)(x)
√
g(x, 0),

odnosno ukoliko je
h0(x) = Cφ1,(k)(x)g(x, 0). (6.12)

Kako za alternative (6.8) va�i (6.12) tvr�e�e prvog dela teoreme je
dokazano.

eBK1,(k) = lim
θ→0

cK(θ)
1
4
I1(g) · θ2

=

sup
t∈R

( ∞∫
−∞

ξ1,(k)(x, t)h(x)dx

)2

∞∫
−∞

h20(x)

g(x,0)
dx sup

t∈R

∞∫
0

(ξ1,(k)(x, t))2g(x, θ)dx

≤ 1

Iz uslova jednakosti u prime�enoj Koxi-Xvarc nejednakosti sledi
tvr�e�e teoreme. �

Slede�e dve test-statistike koje predla�emo su zasnovane na karak-
terizaciji iz teoreme 4.1.7.
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Neka su

I2,(k)
n =

∫ ∞
−∞

(H2,(k)
n (t)−G2,(k)

n (t))dFn(t), (6.13)

K2,(k)
n = sup

t∈R

∣∣∣H2,(k)
n (t)−G2,(k)

n (t)
∣∣∣. (6.14)

gde su

H2,(k)
n (t) =

1(
n

2k+1

) ∑
I2k+1

I{−X(k+1),Xi1 ,...Xi2k+1
< t},

G2,(k)
n (t) =

1(
n

2k+1

) ∑
I2k+1

I{X(k+1),Xi1 ,...Xi2k+1
< t},

U -empirijske funkcije raspodele.
Nakon integracije dobijamo da se statistika (6.13) mo�e pred-

staviti u obliku

1

n
(

n
2k+1

) ∑
I2k+1

n∑
i2k+2=1

I{X(k+1),Xi1 ,...Xi2k+1
> −Xi2k+2

}−I{X(k+1),Xi1 ,...Xi2k
< Xi2k+2

}.

Na isti naqin kao i za statistiku I
1,(k)
n se pokazuje da pod pret-

postavkom da va�i nulta hipoteza simetrije, i test-statistike I
2,(k)
n i

K
2,(k)
n ne zavise od pretpostav	ene raspodele.
Test statistika I

2,(k)
n je asimptotski ekvivalentna U -statistici sa

simetriqnim jezgrom

Φ2,(k)(X1, ....X2k+2) =
1

(2k + 2)!

∑
π(2k+2)

I{X(k+1),Xπ(i1),...,Xπ(i2k+1)
> −Xπ(i2k+2)}

− I{X(k+1),Xπ(i1),...,Xπ(i2k+1)
< Xπ(i2k+2)}

qija je projekcija na X1, pod pretpostavkom da va�i H0 i s ∈ [−1, 1]

φ2,(k)(s) = E(Φ2,(k)(X1, ...X2k+2)|X1 = s)

=
1

2k + 2

(
P{X(k+1),X2,...,X2k+1

> −s} − P{X(k+1),X2,...X2k+1
< s}

)
+

2k + 1

2k + 2

(
P{X(k+1),s,...,X2k+1

> −X2k+2} − P{X(k+1),s,...X2k+1
< X2k+2}

)
.

(6.15)
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Oznaqimo sa Yj j-tu statistiku poretka u uzorku X2, ..., X2k+1. Tada
je

φ2,(k)(s) =
2k + 1

2k + 2

(
P{s < Yk, Yk > −X2k+2}+ P{Yk < s < Yk+1, s > −X2k+2}

+ P{Yk+1 < s, Yk+1 > −X2k+2} − P{s < Yk, Yk < X2k+2}

− P{Yk < s < Yk+1, s < X2k+2} − P{Yk+1 < s, Yk+1 < X2k+2}
)
.

(6.16)
Nakon raquna�a dobija se da je projekcija

φ2,(k)(s) =

(
2k + 1

k

)
1

22k+1

k∑
j=0

(−1)j

2j + 1

(
k

j

)
s2j+1.

Za k = 1 i k = 2 se dobija

φ2,(1) =
s

8
(3− s2)

φ2,(2) =
s

48
(15− 10s2 + 3s4).

Pokazuje da je Eφ2,(k)(X1) = 0 za svako k ≥ 1, kao i da je disperzija
projekcije pozitivana.

Zak	uqujemo da je jezgro Φ2,(k) nedegenerisano pa se primenom
Hefdingove teoreme dobija da je za svako k graniqna raspodela
test-statistike normalna sa oqekiva�em nula i disperzijom koja je
prikazana na grafiku 6.2.

Slika 6.2: Asimptotska disperzija statistike I
2,(k)
n

Neka je

K2,(k)
n = sup

t∈R

∣∣∣H2,(k)
n (t)−G2,(k)

n (t)
∣∣∣.
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Tada je za svako fiksirano t ∈ [−1, 1] K
2,(k)∗
n (t) = H

2,(k)
n (t) − G

2,(k)
n (t)

U -statistika sa jezgrom

Ξ2,(k)(X1, ..., X2k+1; t) = I{X(k+1),X1,...,X2k+1
> −t} − I{X(k+1),X1,...X2k+1

< t}.

Projekcija jezgra na X1 pod pretpostavkom da va�i H0 i s ∈ [−1, 1] je

ξ2,(k)(s, t) = P{X(k+1),s,X2...X2k+1
> −t} − P{X(k+1),s,X2...X2k+1

< t}.

Raquna�em odgovaraju�ih verovatno�a dobija se

ξ2,(k)(s, t) =

(
2k

k

)
(1− t2)k2−2k

(
I{s > t} − I{s < −t}

)
.

Disperzija projekcije u opxetm sluqaju je

σ2
K2,(k)(t) =

(
2k

k

)2

2−4k(1− t2)2k((1− t)I{t ≥ 0}+ (1 + t)I{t < 0}).

Maksimum disperzije se dosti�e za t = 0 i jednak je

σ2
K2,(k) =

(
2k

k

)2

2−4k.

Koriste�i iste argumente kao i za test-statistiku K
1,(k)
n zak	uqujemo

da
√
nK

2,(k)∗
n (t) konvergira centriranom Gausovom procesu a da statis-

tika
√
nK

2,(k)
n korvergira sluqajnoj veliqini qiju je raspodelu texko

odrediti, pa tablice kritiqnih vrednosti se mogu dobiti Monte Karlo
metodom.

Za odre�iva�e lokalne Bahadurove efikasnosti koristimo slede�e
leme.

Lema 6.0.3. Za statistike I
2,(k)
n i K

2,(k)
n pod pretpostavkom da va�i

H0 funkcija velikih odstupa�a iz teoreme 3.2.2 postoji, analitiqka

je za dovo	no malo ε > 0 i va�i

fI2,(k)(ε) =
1

2(2k + 2)2σ2
I2,(k)

ε2 + o(ε2), ε→ 0,

fK2,(k)(ε) =
1

2(2k + 1)2σ2
K2,(k)

ε2 + o(ε2), ε→ 0.

Dokaz sledi iz teorema 3.2.6 i 3.2.9.
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Lema 6.0.4. Za datu alternativnu raspodelu g(x; θ) iz G graniqne

vrednosti u verovatno�i Pθ test-statistika I
2,(k) i K2,(k) su

bI2,(k)(θ) = (2k+ 2)

∞∫
−∞

ψ2,(k)(2G(x, 0)− 1)h(x)dx · θ+O(θ2), θ → 0. (6.17)

bK2,(k)(θ) = (2k+ 1) sup
t
|
∞∫

−∞

ξ2,(k)(2G(x, 0)− 1; t)h(x)dx| · θ+O(θ2), θ → 0.

(6.18)

Dokaz je analogan dokazu leme 6.0.2.
U tabeli 6.2 se nalaze lokalne Bahadurove efikasnosti testova I

2,(k)
n

i K
2,(k)
n . Prime�ujemo da su testovi uporedivi sa prethodnim, kao i da

su efikasniji u sluqaju Koxijeve raspodele.
Na isti naqin kao u sluqaju teoreme 6.0.2 mo�e se dokazati da su

neke klase najpovo	nijih alternativa za test-statistike I
2,(k)
n i K

2,(k)
n

date slede�om teoremom.

Teorema 6.0.3. Neka je g(x; θ) funkcija gustine iz Gl za koju va�i

∞∫
−∞

h2(x)

g(x, 0)
dx <∞.

Tada su, za malo θ > 0, gustine alternative

g(x; θ) = g(x, 0) + Cψ2,(k)(x), C ∈ R, g(x, 0) ∈ H (6.19)

g(x; θ) = g(x, 0) + Cξ2,(k)(x, 0), C ∈ R, g(x, 0) ∈ H (6.20)

lokalno optimalne za test-statistike I
2,(k)
n i K

2,(k)
n , redom.

Poglav	e zavrxavamo jox jednim testom simetrije koji je zasnovan
na karakterizaciji iz teoreme 4.1.8. Predla�emo test-statistiku

Sn =

∫ ∞
−∞

(R(1)
n (t)−R(2)

n (t))dF ∗n(t),

gde su

R(1)
n (t) =

1

n2

∑
i,j

I{|Xi −Xj| < t},

R(2)
n (t) =

1

n2

∑
i,j

I{|Xi +Xj| < t},
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Tabela 6.2: Lokalna Bahadurova efikasnost testova I
2,(k)
n i K

2,(k)
n

Alternativa I
2,(1)
n I

2,(2)
n I

2,(3)
n I

2,(4)
n K

2,(k)
n

NL 0.906 0.873 0.849 0.838 0.637
NA 0.906 0.873 0.949 0.831 0.405
LL 0.988 0.972 0.957 0.945 0.75
LA 0.853 0.815 0.790 0.772 0.584
CL 0.709 0.764 0.800 0.818 0.811

V -empirijske funkcije raspodele, a F ∗(t) funkcija raspodele zbira
dve jednako raspode	ene sluqajne veliqine sa funkcijom raspodele F i
F ∗n(t) odgovaraju�a empirijska funkcija. Nakon integracije dobijamo

Sn =
1

n4

∑
i,j,a,b

I{|Xi −Xj| < Xa +Xb} − I{|Xi +Xj| < Xa +Xb}.

Mo�e se lako pokazati da ukoliko va�i nulta hipoteza simetrije oko
nule raspodela statistike Sn ne zavisi od raspodele. Zato mo�emo
pretpostaviti da ukoliko va�i H0 uzorak je iz uniformne U [−1, 1]
raspodele. Primetimo da je Sn Vn-statistika sa simetriqnim jezgrom

Φ(X1, X2, X3, X4) =
1

4!

∑
π(4)

I{|Xπ1 −Xπ2| < Xπ3 +Xπ4}

− I{|Xπ1 +Xπ2| < Xπ3 +Xπ4}.

Prva projekcija jezgra na X1 ako va�i H0 je identiqki jednaka nula,
dok je druga na (X1, X2) jednaka

φ(s, t) =


− 1

12
(s+ 2)t, −1 < s < t < 1, s+ t < 0;

1
12
s(2− t), −1 < s < t < 1, s+ t > 0;
− 1

12
(t+ 2)s, 1 > s > t > −1, s+ t < 0;

1
12

(2− s)t, 1 > s > t > −1, s+ t > 0;

Jasno je da druga projekcija razliqita od nule pa je jezgro slabo de-
generisano.

Da bismo naxli graniqnu raspodelu iskoristi�emo reprezentaciju
V -statistika sa simetriqnim jezgrom preko U -statistika (v. [53]).
Naime, va�i

V =
m∑
k=1

n−m
(
n

k

)
Unk,
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gde su

Unk =
1(
n
k

) ∑
1≤i1<···<ik≤n

Φm,k(Xi1 , ..., Xik),

Φm,k(x1, ..., xk) =
∑

ν1+···νk=m
νj≥1

m!

ν1! · · · νk!
Φ(xν11 , ..., x

νk
k ).

U naxem sluqaju je

Sn =
1

n4

∑
1≤i1≤n

Φ(Xi1 , Xi1 , Xi1 , Xi1)

+
1

n4

∑
1≤i1<i2≤n

(4Φ(Xi1 , Xi1 , Xi1 , Xi2) + 4Φ(Xi2 , Xi2 , Xi2 , Xi1)

+ 6Φ(Xi1 , Xi1 , Xi2 , Xi2))

+
1

n4

∑
1≤i1<i2<i3≤n

12(Φ(Xi1 , Xi1 , Xi2 , Xi3)

+ Φ(Xi2 , Xi2 , Xi1 , Xi3) + Φ(Xi3 , Xi3 , Xi1 , Xi2))

+
1

n4

∑
1≤i1<i2<i3<i4≤n

24Φ(Xi1 , Xi2 , Xi3 , Xi4).

Ako pomno�imo statistiku sa n i posmatramo graniqnu vrednost kad
n te�i beskonaqnosti dobijamo da prva dva sabirka te�e nuli. Zato je
graniqna raspodela statistike nSn

(
4

2

) ∞∑
i=1

νi(τ
2
i − 1) +

1

3!
E(Φ4,3(X1, X2, X3)) (6.21)

gde su {νi} sopstvene vrednosti integralnog operatora Ĵ : L2[−1, 1] 7→
L2[−1, 1] definisanog sa

Ĵ(x(t)) =

∫ 1

−1

1

2
x(t)φ(s, t)dt.

Ukoliko va�i H0

E(Φ4,3(X1, X2, X3)) = 12(E(Φ(X1, X1, X2, X3) + E(Φ(X1, X2, X2, X3)

+ E(Φ(X1, X2, X3, X3))

= 12 · 3 · 1

6

(
P{X2 +X3 > 0} − P{|2X1| < X2 +X3}

)
= 2.
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Sada �emo na�i sopstvene vrednosti operatora, tj. vrednosti ν za
koje va�i

νx(s) = Ĵ(x(t)) =

∫ 1

−1

1

2
x(t)φ(s, t)dt. (6.22)

Koriste�i osobine jezgra mo�e se pokazati da su sve sopstvene funkcije
neparne. Razvoj sopstvene funkcije u Furijeov red je

x(t) =
∞∑
k=1

ek(t)ak, (6.23)

gde su ek(s) =
√

2 sin kπs ortonormirane funkcije.
Kada operator Ĵ dejstvuje na funkciju x datu izrazom (6.23) imamo

da je jednaqina (6.22) ekvivalentna sa

Ĵ(
∞∑
k=1

akek(t)) = µ
∞∑
l=1

el(s)al. (6.24)

Leva strana je neparna funkcija iz L2[−1, 1] pa je mo�emo razviti u
Furijeov red, odnosno

Ĵ(
∞∑
k=1

akek(t)) =
∞∑
l=1

blel(s).

Skalarno �emo pomno�iti prethodnu jednakost sa el i dobijamo∫ 1

−1

Ĵ(
∞∑
k=1

akek(t))el(s)
1

2
ds =

∫ 1

−1

( ∞∑
k=1

akĴ(ek(t))
)
el(s)

1

2
ds

=
∞∑
k=1

ak

∫ 1

−1

∫ 1

−1

φ(t, s)ek(t)el(s)
1

4
dtds =

∞∑
k=1

Jl,kak = bl.

gde je koeficijent

Jl,k =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

φ(t, s)ek(t)el(s)
1

4
dtds.

Nakon izraqunava�a dobijamo

Jl,k =

{
(−1)k+l

6klπ2 , k 6= l;
1

3k2π2 , k = l.
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Primetimo da ukoliko zamenimo k = l u izraz za Jl,k za k 6= l dobijamo
duplo ma�u vrednost nego xto je Jl,l. Iz izraza (6.24) proizilazi

∞∑
l=1

∞∑
k=1

akJl,kel = ν

∞∑
l=1

alel(s).

Izjednaqavaju�i koeficijente uz funkcije el dobijamo sistem

∞∑
k=1

akJl,k = νal.

Da	e je

νal =
∞∑
k=1

ak
(−1)k+l

6π2kl
+

1

6π2l2
al =

(−1)l

6π2l
C +

1

6π2l2
al,

gde je

C =
∞∑
k=1

(−1)k

k
ak.

Iz prethodnog dobijamo(
ν − 1

6π2l2
)
al =

(−1)l

6π2l
C,

ili ekvivalentno

(−1)l

l
al =

1

6π2l2
C
(
ν − 1

6π2l2
)−1

=
1

6π2l2ν − 1
C.

Sumiraju�i levu i desnu stranu prethodne jednakosti po l dobijamo

C = C

∞∑
l=1

1

6π2l2ν − 1
= C

(1

2
−

cot 1√
6ν

2
√

6ν

)
.

Ova jednaqina se mo�e rexiti numeriqki. Najve�e rexe�e jed-
naqine je ν1 = 0.0404938. Zato je glavna karakteristiqna vrednost
neophodna za raquna�e funkcije velikih odstupa�a λ1 = 24.6952.
Primetimo jox da je trag operatora Ĵ

trĴ =
∞∑
k=1

Jk,k =
∞∑
k=1

1

3k2π2
=

1

3π2
· π

2

6
=

1

18
.

Sada mo�emo graniqnu raspodelu statistike nSn prikazati u drugaqi-
jem obliku, odnosno va�i
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nSn
d→
(

4

2

)( ∞∑
i=1

νi(τ
2
i − 1) + trĴ

)
=

(
4

2

) ∞∑
i=1

νiτ
2
i .

Koriste�i teoremu 3.2.7 dobijamo da va�i slede�a lema.

Lema 6.0.5. Za statistiku Sn pod pretpostavkom da va�i H0

funkcija velikih odstupa�a iz teoreme 3.2.2 postoji, analitiqka je

za dovo	no malo ε > 0 i va�i

fS(ε) = 2.058ε+ o(ε
3
2 ), ε→ 0.

Koriste�i teoremu 3.2.11 dobijamo da je graniqna vrednost u
verovatno�i Pθ statistike Sn.

Lema 6.0.6. Za datu alternativnu raspodelu g(x; θ) iz familije G
definisane u ode	ku 3.2.2 graniqna vrednost u verovatno�i Pθ test
statistike Sn je

bS(θ) = 6

∫
R2

φ(x1, x2)gθ(x1, 0)gθ(x1, 0)dx1dx2 · θ2 + o(θ2), θ → 0. (6.25)

U tabeli 6.3 su prikazane lokalne Bahadurove efikasnosti statis-
tike Sn ukoliko je alternativna raspodela normalna sa parametrom
lokacije, normalna Azalinijevog tipa i Koxijeva raspodela sa
parametrom translacije.

Tabela 6.3: Lokalna Bahadurova efikasnost test-statistike Sn

Alt. NL NA Cl
0.858 0.858 0.834
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Testovi sa oce�enim

parametrima

Za testira�e saglasnosti sa familijom raspodela koja zavisi od nepoz-
natih parametara, jako je va�no predlo�iti test-statistiku koja uko-
liko va�i nulta hipoteza, ne zavisi od parametara raspodele. Zato
u test-statistikama veoma qesto figurixu ocene nepoznatih param-
etara. Neki od primera takvih testova mogu se videti izme�u ostalog
u radovima [92], [64], [65], [52]. Mi �emo predlo�iti nekoliko novih
testova saglasnosti sa eksponeciajlnom raspodelom ovog tipa. Test-
statistike �e biti konstruisane korix�e�em U -empirijskih Laplaso-
vih transforamcija kao i U -empirijskih momenata raspodele.

7.1 Testovi zasnovani na Laplasovim

transformacijama raspodela

Do sad smo ve� videli nekoliko pristupa za konstrukciju test-
statistika. Uz navedene postoji jox mnogo pristupa me�u kojima je
i onaj koji koristi Laplasove transformacije. Mogu se na�i mnogi
radovi na ovu temu. Navex�emo neke od �ih.

Baringhaus i Henze [10] su konstrisali test-statistike na osnovu
diferencijalne jednaqine koju Laplasova transformacija eksponenci-
jalne raspodele zadovo	ava. Sliqan test za Rejlijevu raspodelu pre-
do�en je u radu Meintanisa i Iliopulusa [64], a za gama raspodelu u
radu Henzea, Meintanisa i Ebnera [40]

Test zasnovan na pore�e�u empirijske i teorijske Laplasove trans-
formacije konstruisan je za eksponencijalnu i inverznu Gausovu
raspodelu u radovima [38] i [39], redom.
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Za testira�e saglasnosti sa raspodelama qiji nosaq je qitav skup
realnih brojeva, umesto empirijske Laplasove transformacije, za kon-
strukciju testova korix�ene su empirijske karakteristiqne funkcije
(v. npr. [41], [35]).

U ovom ode	ku za testira�e slo�ene nulte hipoteze da je uzorak iz
neke familije raspodela prikaza�emo testove zasnovane na karakteri-
zacijama jednako raspode	enih statistika oblika

ω1(X1, ..., Xm)
d
= ω2(X1, ..., Xm),

gde su ω1 i ω2 linearne kombinacije elemenata uzorka i �ihovih stati-
stika poretka. Rezultati su deo koautorskog rada sa M. Obradovi�em i
prikazani su na konferenciji PROBASTAT 2015 u Smolenicama. Za
testira�e slo�ene nulte hipoteze H0 da je uzorak iz eksponencijalne
raspodele predla�emo slede�u familiju test-statistika:

Jn,a =

∞∫
0

(L(1)
n (t)− L(2)

n (t))X̄e−aX̄tdt, (7.1)

gde je X̄ uzoraqka sredina, a > 0 pozitivna konstanta a

L(k)
n (t) =

1

n[m]

∑
i1<...<im

∑
π(m)

e−tωk(Xπ(i1),...,Xπ(im)), k = 1, 2.

U -empirijske Laplasove transformacije statistika ω1 i ω2.
Napomi�emo da se do sada u literaturi ne mogu na�i primeri

ovakvih test-statistika.
Kako bismo odredili graniqnu raspodelu test-statistike Jn,a, pod

pretpostavkom da va�i nulta hipoteza posmatra�emo pomo�nu funkciju

J∗n,a(µ) =
µ

n[m]

∑
i1<...<im

∑
π(m)

( 1

aµ+ ω1(Xiπ1
, .., Xiπm )

− 1

aµ+ ω2(Xiπ1
, .., Xiπm )

)
.

gde je µ = λ−1 parametar sred�e vrednosti. Za svako fiksirano µ > 0
J∗n,a(µ) je U -statistika qija raspodela ne zavisi od µ. Zato mo�emo
pretpostaviti da je µ = 1.. Simetriqno jezgro U -statistike J∗n,a(1) je

Φ(X1, ..., Xm; a) =
1

m!

∑
π(m)

( 1

aX̄ + ω1(Xπ1 , .., Xπm)
− 1

aX̄ + ω2(Xπ1 , .., Xπm)

)
.

U sluqaju da se radi o nedegenerisanom jezgru mo�emo primeniti teo-
remu 1.1.2 za U -statistike i dobiti da je graniqna raspodelu statistike
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√
nJ∗n,a(1) normalna N (0,m2σ2

Φ), gde je σ2
Φ disperzija projekcije jezgra na

X1 pod pretpostavkom da va�i nulta hipoteza.
Poznato je da za graniqnu raspodelu uzoraqke sredine va�i

√
n(X̄ − µ)

d→ N (0, µ2).

Odavde zak	uqujemo da su uslovi (2.4) iz teoreme 2.0.6 ispu�eni i
zak	uqujemo da se graniqne raspodele statistika

√
nJ∗n,a(µ) i

√
nJn,a

poklapaju. Kako raspodela
√
nJn,a ne zavisi od parametra λ = µ−1 dobi-

jamo da je graniqna raspodela statistike
√
nJn,a normalna N (0,m2σ2

Φ).

7.1.1 Pribli�na lokalna Bahadurova i Pitmanova

asimptotska efikasnost testova

Lema 7.1.1 (Miloxevi�, Obradovi� 2015). Za datu alternativnu

raspodelu sa funkcijom gustine g(x; θ) koja pripada familiji G va�i

da je graniqna vrednost u verovatno�i test-statistike Jn,a kad n→
∞ jednaka

b(θ) = m

∫ ∞
0

ψ(x)h(x)dx · θ + o(θ), θ → 0.

Dokaz. Iskoristi�emo poznati rezultat da uzoraqka sredina skoro
sigurno konvergira ka �enoj oqekivanoj vrednosti µ(θ) i primeniti za-
kon velikih brojeva za U -statistike sa oce�enim parametrima (v. teo-
remu 2.0.7).

Zak	uqujemo da se graniqna vrednost u verovatno�i test-statistike
Jn,a kad n→∞ poklapa sa graniqnom vrednosti u verovatno�i pomo�ne
funkcije J∗n,a(µ(θ)). S obzirom na to da je pod pretpostavkom da va�i
nulta hipoteza (θ = 0) test statistika slobodna od vrednosti parametra
sred�e vrednosti, mo�emo pretpostaviti da je µ(0) = 1. Dobijamo da
va�i

b(θ) = Eθ(Φ(X1, ..., Xm))

= µ(θ)

∫
Rm

( 1

a+ ω1(x1, ..., xm)
− 1

a+ ω2(x1, ..., xm)

)
dG1(x1, θ)...dGm(x2, θ).
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Prvi izvod funkcije b(θ) po θ u nuli je

b′θ(0)

= µ′(0)

∫
Rm

( 1

a+ ω1(x1, ..., xm)
− 1

a+ ω2(x1, ..., xm)

)
dG1(x1, 0)...dGm(xm, 0)

+
∂

∂θ

∫
Rm

( 1

a+ ω1(x1, ..., xm)
− 1

a+ ω2(x1, ..., xm)

)
dG1(x1, θ)...dGm(xm, θ)

∣∣∣
θ=0

.

Prvi sabirak je jednak nuli zbog karakterizacije. Na drugi sabirak
prime�ujemo teoremu 3.2.10 i dobijamo

b′θ(0) = m

∞∫
0

h(x)ψ(x)dx.

Razvija�em b(θ) u Maklorenov red dokaz je zavrxen. �
Pretpostavimo da je alternativna hipoteza H1 : θ1 = δ√

n
, δ > 0.

Kako su funkcije σ2
Ψ(θ) i b(θ) neprekidne po θ i σ2

Ψ(θ) > 0 zak	uqu-
jemo da je jezgro Ψ nedegenerisano i pod pretpostavkom da va�i H1,
odnosno graniqna raspodele statistike Jn,a je normalna. Pri tome ko-
ristimo teoremu 2.0.6. Pretpostavimo jox da je b(θ) > 0. Zak	uqujemo
da su uslovi teoreme 3.1.1 ispu�eni. Na osnovu toga je Pitmanov nagib

cP =
b′(0)2

m2σ2
Ψ

. (7.2)

Sliqno, na osnovu graniqne raspodele pod nultom hipotezom nalazimo
da je koeficijent a iz definicije pribli�nog Bahadurovog nagiba 3.34
jednak (σ2

Ψ)−1 pa je

cB(θ) =
b′(0)2θ2

m2σ2
Ψ

. (7.3)

Na osnovu izraza za lokalne nagibe (7.2) i (7.3) zak	uqujemo da se
lokalne relativne Pitmanove i Bahadurove efikasnosti poklapaju.

U tekstu koji sledi predstavi�emo tri familije test-statistika za-
snovane redom na karakterizacijama eksponencijalne raspodele 4.1.2 i
4.1.1.

JDn =
X̄

n(n− 1)

∑
i1<i2

∑
π(2)

( 1

aX̄ + 2 min(Xiπ1
, Xiπ2

)
− 1

aX̄ +Xiπ1

)
,

JPn =
X̄

n(n− 1)

∑
i1<i2

∑
π(2)

( 1

aX̄ + |Xiπ1
−Xiπ2

|
− 1

aX̄ +Xiπ1

)
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Projekcije jezgra U -statistika JD∗n,a, i J
P∗
n,a na X1 pod pretpostavkom

da va�i H0 su

ψD(s) =E(ΦD(X1, X2)|X1 = s) = − 1

2(a+ s)
+

1

2
eaEi(−a)

+
1

2(a+ 2s)
e−s
(

2 + aea/2+sΓ(0,
a

2
)− 2e

a
2

+ssΓ(0,
a

2
)

− aea/2+sΓ(0,
a

2
+ s) + 2e

a
2

+ssΓ(0,
a

2
+ s)

)
,

ψP(s) =E(ΦP(X1, X2)|X1 = s) = − 1

2(a+ s)
+

1

2
eaEi(−a)

− e−a−s(e2aEi(−a) + Ei(a)− Ei(a+ s)),

gde su Ei(z) =
∫∞
−z u

−1e−udu Eksponencijalni integral i Γ(a, z) =∫∞
z
ta−1e−tdt nekompletna Gama funkcija.
Mo�e se pokazati da su jezgra centrirana i nedegenerisana za svako

a > 0.
Uzimaju�i ovo u obzir i prethodna razmatra�a, mo�emo na�i

graniqne raspodele statistika JDn , i J
P
n za svako a > 0.

Uporedi�emo ove testove sa testovima integralnog tipa zasnovanim
na istim karakterizacijama. Konkurentske test-statistike umesto raz-
like U -empirijskih Laplasovih transformacija raspodele sadr�e ra-
zlike U -empirijskih funkcija raspodele,

IDn =

∞∫
0

(Gn(t)− Fn(t))dFn(t),

IPn =

∞∫
0

(Hn(t)− Fn(t))dFn(t),
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gde su

Fn(t) =
1

n

∑
i

I{Xi < t}

Gn(t) =
1(
n
2

)∑
i<j

I{2 min(Xi, Xj) < t},

Hn(t) =
1(
n
2

)∑
i<j

I{|Xi −Xj| < t},

U -empirijske funkcije raspodela. Na isti naqin kao u prethodnim
poglav	ima mo�e se pokazati da su ove test-statistike ekvivalentne
U -statistikama sa nedegenerisanim jezgrima, pa �emo taj postupak na
ovom mestu izostaviti.

Testove �emo uporediti za alternative (5.5), (5.6), (5.7) i (5.9).

Tabela 7.1: Pribli�na ARE (JDn,a, I
D
n )

a 1 2 5
Vejbul 1.11 1.21 1.27
gama 1.09 1.08 1.03

Makeham 1.11 1.44 1.76
LSO 1.33 2.05 3.12

Tabela 7.2: Pribli�na ARE (JPn,a, I
P
n )

a 1 2 5
Vejbul 1.03 1.06 1.07
gama 1.04 1 0.96

Makeham 1 1.11 1.2
LSO 1.32 1.68 2.06

Na graficima 7.1-7.4 je prikazana zavisnost nagiba Ca od parametra
a. Radi pore�e�a, za svaku alternativu, prikazani su nagibi za obe
statistike. Ukoliko je nagib statistike ve�i tada je taj test efikas-
niji. Mo�emo primetiti da u sluqaju Mekeham i LSO alternative test
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Slika 7.1: Pribli�an nagib za Vejbul alternative

Slika 7.2: Pribli�an nagib za gama alternative

zasnovan na Puri-Rubin je uvek efikasniji, dok u sluqaju gama alter-
native je test zasnovan na Desuovoj karakterizaciji efikasniji, osim
za ma�e vrednosti parametra a. U sluqaju Vejbulove alternative test
zasnovan na Puri-Rubin karakterizaciji je efikasniji za vrednosti
parametra a ma�e od 3.5.
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Slika 7.3: Pribli�an nagib za Makeham alternative

Slika 7.4: Pribli�an nagib za LSO alternative

7.2 Testovi zasnovani na U-empirijskim

momentima

U ovom ode	ku, kao jedan od originalnih rezultata disertacije, pred-
la�emo dva testa eksponencijalnosti na osnovu naxe karakterizacije
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4.1.3 za n = 2, k = 2 i n = 3, k = 3.

Tm,(2) =
1(

n
2

)
X̄n

∑
i<j

(
min(Xi, Xj) +

1

2
Xi +

1

2
Xj −max(Xi, Xj)

)
Tm,(3) =

1(
n
2

)
X̄n

∑
i<j<k

(
med(Xi, Xj, Xk) +

1

3
Xi +

1

3
Xj +

1

3
Xk

−max(Xi, Xj, Xk)
)
.

Primetimo prvo da ukoliko va�i nulta hipoteza eksponencijal-
nosti predlo�ene test-statistike ne zavise od parametra skalira�a λ.
Zato ukoliko tra�imo graniqnu raspodelu test-statistika

√
nTm,(2) i√

nTm,(3) mo�emo bez uma�e�a opxtosti pretpostaviti da je µ = 1
λ

= 1.
Da	e, primetimo da statistike Tm,2 i Tm,3 mo�emo predstaviti u ob-
liku

Tm,(2) =
1

X̄n

· 1(
n
2

)∑
i<j

(
min(Xi, Xj) +

1

2
Xi +

1

2
Xj −max(Xi, Xj)

)
=

1

X̄n

T ∗m,(2) (7.4)

Tm,(3) =
1

X̄n

· 1(
n
2

) ∑
i<j<k

(
med(Xi, Xj, Xk) +

1

3
Xi

+
1

3
Xj +

1

3
Xk −max(Xi, Xj, Xk)

)
=

1

X̄n

T ∗m,(3). (7.5)

Statistike T ∗m,(2) i T
∗
m,(3) su U -statistike. �ihova jezgra su redom

Υ(X1, X2) = min(X1, X2) +
1

2
X1 +

1

2
X2 −max(X1, X2)

Υ(X1, X2, X3) = med(X1, X2, X3) +
1

3
X1

+
1

3
X2 +

1

3
X3 −max(X1, X2, X3).

Prve projekcije jezgra ovih statistika, pod pretpostavkom da va�i
nulta hipoteza su

υ2(s) = Emin(X2, s) +
s

2
+

1

2
− Emax(X2, s) =

1

2
(4e−s + s− 3)

υ3(s) = Emed(X2, X3, s) +
s

3
+

2

3
− Emax(X2, X3, s)

=
1

6
(9e−2s − 24e−s − 4s+ 13).
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Oqekiva�a projekcija su nula a �ihove disperzije su redom

σ2
2 = E(υ2

2(X1)) =
1

12
, (7.6)

σ2
3 = E(υ2

2(X1)) =
4

45
. (7.7)

Primenom teoreme 1.1.2 zak	uqujemo da su graniqne raspodele
pomo�nih statistika

√
nT ∗m,(2) i

√
nT ∗m,(3) normalne N (0, 1

3
) i N (0, 4

9
).

Kako X̄n
p→ µ, primenom teoreme Sluckog zak	uqujemo da se graniqne

raspodele statistika
√
nTm,(2) i

√
nTm,(3) poklapaju sa raspodelama odgo-

varaju�ih pomo�nih statistika.

Testove �emo uporediti korx�e�em relativne Pitmanove efikas-
nosti, odnosno pribli�ne lokalne Bahadurove efikasnosti, koje su za
ove test-statistike poklapaju.

Napomena: Na ovom mestu koristili smo teoremu Sluckog koja

se odsnosi na proizvode nizova sluqajnih veliqina. Ukoliko za nizove

sluqajnih veliqina {An} i {Bn} va�i

An
d→A, n→∞,

Bn
p→b, n→∞,

gde je b konstanta, tada

AnBn
d→ Ab, n→∞.

Pretpostavimo da testira�e eksponecijalnosti prikazujemo u ob-
liku

H0 : θ = 0 H1 : θ1 =
δ√
n
, δ > 0.

Uvedimo slede�e oznake.

υ2(s, θ) = Eθ(Υ2(X1, X2)|X1 = s),

υ3(s, θ) = Eθ(Υ3(X1, X2, X3)|X1 = s),

σ2
2(θ) = D(υ2(X1, θ)),

σ2
3(θ) = D(υ3(X1, θ))
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Kako su funkcije σ2
2(θ) i σ2

3(θ) neprekidne po θ i σ2
2(0) > 0 i

σ2
3(0) > 0, (na osnovu (7.6)) zak	uqujemo da su jezgra Υ2 i Υ3 nede-
generisana i pod pretpostavkom da va�iH1, odnosno graniqne raspodele
statistika

√
nTm,(2) i

√
nTm,(3) su normalne. Testove �emo upore�ivati

protiv alternativa za koje je µ′Υk(0) > 0. Zbog neprekidnosti funkcije
µΥk(θ),za k = 1, 2 zak	uqujemo da su i ostali uslovi teoreme 3.1.1 is-
pu�eni. Na osnovu toga je Pitmanov nagib

cP =
µ′Υk(0)2

k2σ2
k

.

Istim rezonova�em kao za test-statistike zasnovane na U -
empirijskim Laplasovim transformacijama zak	uqujemo da je Ba-
hadurov nagib

cB =
µ′Υk(0)2θ2

k2σ2
k

.

Zato se lokalne relativne asimptotske Bahadurove efikasnosti pokla-
paju sa Pitmanovim lokalnim asimptotskim efikasnostima.

Uporedi�emo test-statistike (7.4) sa test-statistikama integralnog
tipa zasnovane na empirijskim funkcijama raspodele odnosno sa

IMn =
1

n4

∑
i1,..,i4

(
I{max(Xi2 , Xi3) < Xi4}

− I{Xi1 + min(Xi2 , Xi3) < Xi4}
)

;

In =
1

n5

∑
i1,..,i5

I
(
{max(Xi2 , Xi3 , Xi4) < Xi5}

− I{Xi1 + med(Xi2 , Xi3 , Xi4) < Xi5}
)
.

Statistika In je deta	no prouqavana u ode	ku 5.1, a asimptotska
svojstva statistike IMn se na sliqan naqin izvode pa �emo izvo�e�a
izostaviti i navesti samo rezultate neophodne za odre�iva�e relativne
efikasnosti.

Prva projekcija jezgra ΦM na X1 pod pretpostavkom da va�i H0 je

φM(s) =
5

24
− e−2s

8
− e−s

6
,

na osnovu koga dobijamo da je graniqna raspodela test-statistike IMn
normalnaN (0, 2

135
). Za graniqnu vrednost test-statistike u verovatno�i
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Pθ kad n → ∞ za alternative g(x, θ) koje zadovo	avaju uslove regu-
larnosti va�i

b′(0) = 4

∫ ∞
0

φM(s)h(s).

Sad imamo sve xto nam je potrebno da odredimo Pitmanove nagibe i
relativnu efikasnost statistika protiv alternativa (5.5),(5.7), (5.6) i
(5.9). Rezultati su prikazani u tabeli 7.3. Intresantno je da se test Tn,2
pokazao kao efikasniji od odgovaraju�eg zasnovanog na U -empirijskim
funkcijama raspodele za sve posmatrane alternative.

Tabela 7.3: Pribli�na ARE (Tn,2, I
M
n i Tn,3, In)

Stat. (Tn,2, I
M
n ) (Tn,3, In)

Vejbul 1.169 0.980
gama 1.147 0.722

Makeham 1.600 1.214
LSO 3.600 2.818

7.3 Mo�i testova za male obime uzorka

U tabelama 7.4 i 7.5 prikazane su mo�i testova predlo�enih na osnovu
U -empirijskih Laplasovih transformacija i na osnovu U -empirijskih
momenata i upore�ene sa testom integralnog tipa (5.1). Mo�emo
primetiti da su za male obime uzoraka testovi zasnovani na Laplaso-
vim transformacijama dosta bo	i od odgovaraju�ih zasnovanih na mo-
mentima, xto se ne dexava u asimptotskom sluqaju.
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Tabela 7.4: Procenat odbaqenih nultih hipoteza za razliqite testove
saglasnosti n = 20, α = 0.05

Alt. JD,1 JD,2 JD,5 JP,1 JP,2 JP,5 T2,n T3,n In IMn
W (1.4) 47 48 50 49 50 49 34 35 45 46

Γ(2) 70 67 67 65 64 62 54 52 61 59
HN 24 26 30 29 31 31 17 18 24 30
U 51 61 71 73 77 79 30 30 66 79

CH(0.5) 17 20 22 21 23 22 13 13 17 23
CH(1.0) 17 19 23 21 23 22 13 13 28 22
CH(1.5) 17 19 22 21 23 23 13 13 17 22
LF (2.0) 31 35 40 38 40 41 22 22 32 39
LF (4.0) 44 49 50 52 56 56 31 30 47 53
EW (0.5) 18 20 22 21 23 23 13 13 18 22
EW (1.5) 40 46 55 53 57 58 27 26 48 57

Tabela 7.5: Procenat odbaqenih nultih hipoteza za razliqite testove
saglasnosti n = 50, α = 0.05

Alt. JD,1 JD,2 JD,5 JP,1 JP,2 JP,5 T2,n T3,n In IMn
W (1.4) 82 87 88 86 89 88 54 55 83 82

Γ(2) 97 98 97 97 97 96 83 83 96 94
HN 41 53 60 53 62 66 19 18 49 58
U 80 92 98 98 99 99 31 31 96 100

CH(0.5) 28 37 45 40 46 49 14 14 33 37
CH(1.0) 27 38 44 41 46 48 14 15 33 38
CH(1.5) 28 38 45 40 47 50 14 13 32 38
LF (2.0) 56 70 76 72 77 80 25 26 66 62
LF (4.0) 75 86 91 89 92 93 35 35 84 79
EW (0.5) 28 38 44 41 47 50 14 13 33 37
EW (1.5) 70 82 90 88 92 94 30 29 82 88
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vremenskih serija

U ovom poglav	u prikaza�emo primenu nekih od prikazanih testova za
proveru korektnosti modela u analizi vremenskih serija.

8.1 Provera korektnosti modela traja�a

Napredak qoveqanstva u protekle dve decenije ostavio je trag i na
naqin trgova�a svuda u svetu. Najve�i uticaj na promene trgov-
a�a imao je razvoj raqunarstva. Znaqajno pove�a�e mo�i raqunara
omogu�ilo je da se transakcije sakup	aju ne samo na dnevnom nivou.
Naime, umesto bele�e�a cene vrednosnih papira ili robe (i ostalih
�egovih svojstava) najvixe dva puta dnevno (na otvara�u i zatvara�u
berze) omogu�eno je sinhrono quva�e podataka, odnosno transakcije su
se bele�ile u realnom vremenu. Bilo je nu�no promeniti pristup i u
analizi takvih podataka jer modeli vremenskih serija kojima se opisi-
valo neko obele�je, pretpostav	ali su da su vremenski trenuci u ko-
jima se dexavaju promene istih, ekvidistantni. Jedan od problema bio
je i taj xto qak ni proseqna uqestalost po jedinici vremena nije bila
konstanta. Ukoliko bi se odabrao mali interval postojala je bojazan
da se pojave intervali u kojima nema transakcija. S druge strane ako
je taj interval veliki onda bi doxlo do velikog gubitka informacija
xto bi se odrazilo na kvalitet modela. Zbog svih ovih nedostataka
prethodnog modela pojavili su se stohastiqki modeli za modelira�e
vremena izme�u transakcija. Autoregresivni uslovni modeli traja�a
(ACD) su prvi put bili predlo�eni od strane Ingla i Rasela (v. [24])
bax za modelira�e nepravilno raspode	enih finansijskih transak-
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cija. Od tada privlaqe pa��u mnogih istra�ivaqa i �ihova primena
je sve ve�a i ve�a.

U da	em tekstu opisa�emo neke ACD modele.
Osnovni pojam u ACD modelira�u je traja�e. Pod traja�em po-

drazumevamo interval izme�u dve transakcije. Prirodno je da se tra-
ja�e modelira nenegativnom sluqajnom veliqinom.

Oznaqimo sa Xi = Ti − Ti−1, i = 1, 2..., du�inu i-tog intervala.
ACD(p, q) modelom se pretpostav	a da je

Xi = εiψi,

gde je {εi} niz nezavisnih i jednako raspode	enih sluqajnih veliqina
sa pozitivnim nosaqem koje ispu�ava�u uslov normiranosti E(εi) = 1.
Uslovna traja�a ψi su opisana jednaqinom

ψi = ω +

p∑
j=1

αjXi−j +

q∑
j=1

βjψi−j,

gde su p i q nenegativni prirodni brojevi koji oznaqavaju red modela,
dok su αj i βk pozitivne konstante takve da model zadovo	ava uslove
stacionarnosti. Neophodan uslov za to je da je suma koeficijenata mod-
ela ma�a od 1.

Prvi predlo�eni ACD model podrazumevao je da su sluqajne veli-
qine εi sa eksponencijalnom E(1) raspodelom i naziva se eksponenci-
jalni autoregresivni model traja�a EACD(p, q). Pored �ega, u is-
tom radu (v. [24]) je bio predlo�en i model u kojima sluqajne veli-
qine εi imaju Vejbulovu raspodelu WACD(p, q). Kasnije su bili pred-
lo�eni modeli u kojima sluqajne veliqine εi imaju generalizovanu gama
raspodelu (v. [62]) ili Burovu raspodelu (v. [33]).

Va�na etapa u modelova�u je provera korektnosti modela. Pored
testova korelisanosti reziduala koji se mogu na�i u literaturi novi
pristup podrazumeva i proveru saglasnosti reziduala sa pretposta-
v	enom raspodelom, npr. u sluqaju EACD(p, q) modela sa eksponenci-
jalnom raspodelom.

Posebnu pa��u posveti�emo EACD(1, 1) modelu. Pretpostavimo
dakle da je nax model zadat jednaqinama:

Xi = εψi,

ψi = ω + αXi−1 + βψi−1, i = 1, 2, ...
(8.1)

Ukoliko je vremenska serija {Xt} slabo stacionarna onda �ena dis-
perzija mora biti konaqna i oqekiva�e konstantno. Uzimaju�i u obzir
pretpostavku modela dobijamo da je
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µx = E(Xt) =
ω

1− α1 − β1

σ2
x = D(Xt) =

µ2
x(1− (α1 + β1)2)

1− 2α2
1 − β2

1 − 2α1β1

,

na osnovu qega zak	uqujemo da mora da va�i

0 ≤ α1 + β1

2α2
1 + β2

1 + 2α1β1 < 1.

Na sliqan naqin mogu se dobiti potrebni uslovi slabe stacionarnosti
za EACD model ve�eg reda.

Ukoliko su poznati parametri modela prognozu mo�emo vrxiti na
sliqan naqin kao kod ARMA modela. Ukoliko to nije sluqaj potrebno
je parametre oceniti. To radimo koriste�i metod uslovne maksimalne
verodostojnosti.

Oznaqimo sa θ vektor svih nepoznatih parametara u modelu, xt =
(x1, ...., xt)

′ vektor realizovanih vrednosti vremenske serije do trenutka
t i neka je m = max(p, q). Tada funkciju verodostojnosti mo�emo
prikazati u obliku

f(xn|θ) = f(xm|θ) · f(xm+1|xm, θ) · f(xn|xn−1, θ).

S obzirom na to da je m obiqno zanemar	ivo u odnosu na veliqinu
serije na osnovu koje vrximo ocenu nepoznatih parametara mo�emo zane-
mariti uticaj funkcije f(xm|θ) na vrednost funkcije verodostojnosti
f(xn|θ) a ocene parametara θ su one koje maksimiziraju funkciju

L(θ) =
n∏

i=m+1

f(xi|xi−1θ),

ili, ekvivalentno, ali dosta pogodnije za rad, funkciju

l(θ) = logL(θ). (8.2)

Iz postavke modela je

f(xi|xi−1, θ) =
1

ψi
e
− xi
ψi .

U tom sluqaju je izraz 8.2 ekvivalentan sa

−
n∑

i=m+1

logψi +
xi
ψi
.
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Ocene dobijene na ovaj naqin nazivaju se QMLE ocene kvazi metodom

maksimalne verodostojnosti.
Oce�ena duracija je tada

ψ̂i = ω̂ + α̂xi−1 + β̂ψ̂i−1

a reziduali modela su

ε̂i =
xi

ψ̂i
.

Ukoliko je naxa pretpostavka o modelu korektna onda �e se oce�e-
ni reziduali {εi} ponaxati kao niz nezavisnih sluqajnih veliqina
sa eksponencijalnom E(1) raspodelom. Jedan od naqina da se ispita
nekorelisanost reziduala je primena �ung-Boksovog testa. Za proveru
saglasnosti reziduala sa eksponencijalnom raspodelom predla�emo,
pored standardnih testova i testove opisane u prethodnim poglav	ima.
U da	em tekstu uporedi�emo mo�i testova ukoliko je alternativna
raspodela gama ili Vejbulova raspodela. Pre toga naglaxavamo da
model 8.1 treba da zadovo	ava uslove regularnosti koji su glomazni i
koje ne�emo navoditi (v. [58]). Za odre�iva�e mo�i testova koristi�emo
slede�i algoritam (v. [96]), koji se osla�a na parametarski butstrep.

1. Na osnovu polazne serije X1, ..., Xn QMLE metodom dobiju se ocene
θ̂∗ nepoznatih parametara ACD modela, ocene reziduali modela i
na osnovu �ih dobije vrednost test statistike T̂ .

2. Generixu se ε∗1, ε
∗
2, ..., ε

∗
n sa raspodelom F0 i na osnovu �ih konstru-

ixu oce�ene vrednosti elemenata serije X∗1 , X
∗
2 , ..., X

∗
n koriste�i

ocene parametara dobijene u prethodnom koraku. Za poqetne vred-
nosti serije za generisa�e se odaberu vrednosti X∗0 = X∗−1 = · · · =
X∗−p+1 = ψ∗0 = ψ∗−1 = · · · = ψ∗−q+1 = X̄n

3. Ocene se parametri modela θ̂ i ocene reziduali na osnovu kojih se
raquna vrednost test statistike T̂n.

4. Ponove se koraci 2-4 B puta i na osnovu toga odredi (1 − α)-ti
kvantil raspodele test statistike q̂. Ukoliko je vrednost T̂ ma�a
od q̂ prihvata se nulta hipoteza.

5. Ponove se koraci 1-5 N puta i mo� testa oceni udelom odbaqenih
hipoteza.

Napomi�emo da je ovo algoritam koji se najqex�e koristi u ovim
situacijama.
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Ispita�emo kvalitet jednog od naxih testova (JPn,a), odre�uju�i em-
pirijsku veliqinu testa (udeo odbaqenih nultih hipoteza pod pret-
postavkom da va�i ona) i mo� testa (sa N = 1000 ponav	a�a).

Generisa�emo EACD(1, 1) seriju obima n = 300 sa parametrima θ =
(0.3, 0.2, 0.4), gde je ω = 0.3, α = 0.2 i β = 0.4 . Postupak �emo ponoviti
sa parametrima modela θ = (0.3, 0.2, 0.2).

Testira�emo nultu hipotezu da su reziduali ε̂1, ..., ε̂n iz eksponenci-
jalne E(1) raspodele protiv alternative da se radi o gama Γ(a, b) pri
qemu zbog uslova modela mora biti a = b, i protiv alternative da se
radi o Vejbulovoj V(λ, 1).

Konkurentski testovi su Kolmogorov-Smirnov test Dn, Kramer-
fon Mizesov test ωn, test zasnovan na �inijevom indeksu sa test-
statistikom

G′n = 1−Gn =
1

n− 1
(2n− 2

nX̄n

jX(j)),

test eksponencijalnosti zasnovan na empirijskoj karakteristiqnoj
funkciji, odnosno �enom realnom (sn(t)) i imaginarnom delu (cn(t))
sa test-statistikom

Wn,a =

∞∫
−∞

(sn(t)− icn(t))2e−atdt.

Tabela 8.1: Empirijska veliqina i mo� testova za model sa θ =
(0.3, 0.2, 0.4)

Test E(1) Γ(1.2, 1.2) Γ(1.5, 1.5) V(1.1) V(1.2)
Dn 0.056 0.496 0.995 0.376 0.917
ωn 0.041 0.581 0.999 0.488 0.965
G′n 0.065 0.663 0.998 0.620 0.985
Wn,a 0.055 0.662 1 0.542 0.981
JPn,a 0.056 0.735 1 0.580 0.976

Generalno govore�i vidimo da se nax test pokazao kao najmo�niji
za testira�e saglasnosti reziduala protiv gama alternative, dok je
u sluqaju Vejbulove alternative jedan od vode�ih. Isto tako mo�emo
primetiti da se poredak testova nije promenio nakon xto smo malo
izmenili polazne parametre modela.

121



Poglav	e 8. Primena u analizi vremenskih serija

Tabela 8.2: Empirijska veliqina i mo� testova za model sa θ =
(0.3, 0.2, 0.2)

Test E(1) Γ(1.2, 1.2) Γ(1.5, 1.5) V(1.1) V(1.2)
Dn 0.043 0.509 0.990 0.407 0.906
ωn 0.050 0.575 0.997 0.455 0.961
G′n 0.048 0.655 0.997 0.642 0.988
Wn,a 0.058 0.651 1 0.550 0.982
JPn,a 0.045 0.759 1 0.593 0.978

8.2 Detekcija cikliqne komponente vre-

menske serije

Otkriva�e cikliqne komponente va�an je korak u analizi vremenskih
serija. U ovom ode	ku prikaza�emo kako se neki od prikazanih testova
mogu koristiti u te svrhe.

Neka je {Xt, t ∈ N} stacionarna vremenska serija sa oqekiva�em µ
i kovarijacionom funkcijom K za koju va�i

∞∑
h=−∞

|K(h)| <∞.

Tada postoji spektralna gustina vremenske serije {Xt, t ∈ N} defin-
isana sa

f(ω) =
1

2π

∞∑
k=−∞

K(k)e−ikω, ω ∈ [−π, π].

Jedna od ocena spektralne gustine na osnovu prvih n qlanova vremenske
serije je periodogram definisan za Furijeove frekvencije ωj = 2πj

n
,

j = −[(n− 1)/2], ..., [n/2] sa

I(ωj) =

{
1

2π

∑
|k|<n K̂(k)e−ikωj , za j 6= 0;

n
2π
X̄n, inaqe,

(8.3)

gde je

K̂(k) =
1

n

n−|k|∑
t=1

(Xt+|k| − X̄n)(X̄t+|k| − X̄n).

Pokazuje se da je izraz (8.3) ekvivalentan sa

I(ωj) =
1

2πn

∣∣∣ n∑
t=1

Xte
−itωt

∣∣∣2.
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Pretpostavimo da je vremenska serija {Xt} definisana sa

Xt = µ+

(p−1)/2∑
k=1

Ak cos
2πkt

p
+Bk sin

2πkt

p
+ A p

2
(−1)t + Zt, (8.4)

pri qemu je A p
2

= 0 ukoliko je p neparan broj a {Zt} je Gausov beli xum
sa disperzijom σ2. �elimo da testiramo nultu hipotezu da posmatrana
serija nema sezonsku komponentu, odnosno

H0 : Aj = Bj = 0, j = 1, 2..., (p− 1)/2.

U k�izi Dejvisa i Brokvela [15] pokazan je slede�i rezultat.

Teorema 8.2.1. Neka je Xt stacionarna vremenska serija definisana

sa (8.4). Tada su sluqajne veliqine

Yi =

∑i
k=1 I(ωk)∑q
k=1 I(ωk)

, i = 1, 2, ..., q − 1,

gde je q =
[
n−1

2

]
, raspode	ene kao statistike poretka uniformne

U [0, 1] raspodele ako i samo ako je {Xt} Gausov beli xum.

Primer 8.2.1. Posmatrajmo vremensku seriju

Xt = sin
t

3
π + Zt, t = 1...100.

�elimo da testiramo da je Xt Gausov beli xum. Ukoliko je to taqno

onda

Yk =

∑k
i=1 I(ωi)∑48
i=1 I(ωi)

, k = 1.., 48,

su statistike poretka uniformne U [0, 1] raspodele. Zato �emo pri-

meniti testove T 1
n i T 2

n (5.39). Dobijamo p-vrednosti testa 0.032 i

0.029 i zak	uqujemo da cikliqna komponenta postoji.

Na osnovu ovog primera vidimo da je nax test saglasnosti sa uni-
formnom raspodelom uspexno detektovao cikliqnu komponentu gener-
isane serije.
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Zak	uqak

U disertaciji je predlo�eno trinaest testova saglasnosti koji se mogu
podeliti u dve grupe. Prvu qine testovi saglasnosti zasnovani na
U -statistikama i V -statistikama. Testovi su konstruisani korix-
�e�em karakterizacija na osnovu jednako raspode	enih statistika,
na osnovu nezavisnosti statistika, momenata statistika i karater-
izacija raspodela na osnovu funkcionalnih jednaqina koje zadovol-
java funkcija raspodele. U predlo�enim statistikama se java	aju
U -empirijske funkcije raspodele i U -empirijski momenti raspodele.
Drugu grupu qine testovi saglasnosti zasnovani na U -statistikama i
V -statistikama sa oce�enim parametrima na osnovu karakterizacija
jednako raspode	enih statistika koje su linearne funkcije elemenata
uzoraka i �egovih statistika poretka. U predlo�enim testovima se
jav	aju U -empirijski momenti kao i U -empirijske Laplasove transfor-
macije. Pored testova saglasnosti u radu je predlo�eno i pet testova
simetrije.

Za sve predlo�ene test-statistike su na�ene graniqne raspodele. Za
�eno odre�iva�e korix�ena su svojstva U -statistika i V -statistika
koja su navedena u prvom delu disertacije.

Prva grupa predlo�enih testova je upore�ivana sa standardnim
testovima saglasnosti, kao i sa novijim testovima koji su bili pred-
lo�eni u posled�ih nekoliko godina. Glavni kriterijum za pore�e�e
je bila lokalna Bahadurova asimptotska efikasnost. Za odre�iva�e
iste korix�ene su teoreme o velikim odstupa�ima za neke klase U -
statistika i odgovaraju�ih familija U -statistika. Formulisana je
i dokazana nova teorema o funkciji velikih odstupa�a qiji znaqaj
proizilazi iz qi�enice da se �ome odre�uje funkcija velikih odstu-
pa�a za xiroku klasu test-statistika. Neki od predlo�enih testova
su upore�eni i za uzorka malih obima odre�iva�em empirisjke mo�i
testova korix�e�em Monte Karlo metoda.

Na kraju disertacije je prikazana i primena predlo�enih testova u
analizi vremenskih serija.
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Pravci da	eg istra�iva�a su brojni a me�u �ima se izdvaja
pronala�e�e funkcije velikih odstupa�a za U -statistike sa oce�enim
parametrima sa nedegenerisanim ili slabo degenerisanim jezgrom. Uko-
liko se to ostvari rexila bi se velika klasa problema u neparam-
etarskoj statistici. Jox jedan od intresantnih da	ih pravaca is-
tra�iva�a je pronala�e�e graniqne raspodele degenerisane statistike
Kolmogorov	evog tipa i odgovraju�e funkcije velikih odstupa�a.
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[84] M. H. Obradović, Karakterizacije nekih raspodela i Bahadurova asimp-
totska efikasnost testova saglasnosti, Diss. Univerzitet u Beogradu-
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Volkova, Tests of exponentiality based on Arnold-Villasenor character-
ization, and their efficiencies, Comput. Stat. Data Anal. vol.90 (2015)
100–113;
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• B. Milošević, The Ruin Time for The Sum of Two Compound Poisson
Processes Perturbed by a Diffusion, The 13th Serbian Mathematical
Congress, Vrnjačka banja (2014);
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• B. Milošević, M. Obradović, Testovi eksponencijalnosti zasnovani na
empirijskim Laplasovim transformacijama, Šesti simpozijum ”Matema-
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