HacTtaBHO Hay4HOMm Behy
MaTtemaTuykor ¢akyaTera
YHuBep3uteta y beorpaay

Opnykom HactaBHo HayyHor Beha MaTemaTuukor dakynTteTa, YHuep3uTeTa y beorpagy, QAOHeToj Ha
cegHnum ogpxaHoj 20. jyHa 2014. rogMHe, MMEHOBAHM CMO Y KOMMUCWjy 3a npernes n oLeHy pyKonuca
Feomempuja 4YemeopodumeH3UOHUX HuanomemHux Jlujesux epyna, Koju je npeaat Kao [AOKTOPCKA
auceptaumja TnjaHe Wykmnosuh.

N3BELLITAJ

Bbuorpaduja kanauaara

Tujana Lyknnosuh je poheHa 2.12.1983. roanHe. MatemaTuukm ¢dakynteT, YHuBep3uTeta y beorpaay (y
hasbeM TekcTy: MatemaTuukm pakyntet), cmep Hymepuuka matemaTrKa M onTMmu3aumja 3aepmna je 2007.
roguHe ca npoceyHom oueHom 9.27. Lkoncke 2007/8. roguMHe ynucana ce Ha [OKTOPCKe cTyauje
MaTtemaTuukor ¢akynTteta, cmep FeomeTpuja. Monoxkuna je cee ucnute npegsuheHe NaaHOM M NPOrpamom
ca npoceyHom oueHom 10.00.

Tujana Wykunosuh je og 2007. go 2010. rogMHe pagunia Kao capagHWK y HacTaBu Ha MaTtemaTUyKom
dakyntety. Og 2010. roguHe Ha MaTemaTUYKOM GaKyATeTy pafM KAao acUCTEHT 3a YKy Hay4yHy obnact
FeomeTpuja. TnjaHa je aprkana sBexkbe ns npeameta Feometpuja 1, Feometpuja 2, Nf’eomeTpuja 4, HauptHa
reomeTtpuja, Nlreometpuja (Ha cmepy MHPopmaTuka), Nporpamckm naketTm y matematmum, MatemaTtunka 1 (Ha
dakryntety 3a ¢u3Muky xemujy), Bruoctatuctka u Bromatematnka (Buonowkn dakyntet). KoayTop je
yubeHunka lfeomempuja 3a UHhopmamu4ape Koju je Ha peLeHsnju.

Ocum  HaBedeHOr aKaJemMCKOr pagHOr WMCKYCTBA, TujaHa je XOHOPapHO pagu/a Kao MCTPaXKMBay Ha
npojekTMma obpage noaataka u cTaTUCTUYKe aHanu3e 3a dupmy Strategic Marketing Research. AHraxkosaHa
je Kao KoHcynTaHT og ctaHe UNICEF-a.

O6nactm HayyHor wucTtpaxkusawa TujaHe LWyknnosuh cy [AudepeHumjanHa reomeTpuja, [AUCKpeTHa
avdepeHumjanHa reomeTtpuja, OnepaumoHa UCTparkmBarba M MeToamKa HactaBe reometpuje. TujaHa je
objaBuna 4 papa (og Tora 2 Ha CUM nuctn, oa Kojux jegaH camocTanaH) u3 HaBedeHux obnactm y
mehyHapoaHMM Yaconucuma.

e T. Sukilovi¢, Curvature based shape detection, Computational geometry, 2015, vol. 48, No. 3, 180-
188;

e N. Bokan, T. Sukilovi¢, S. Vukmirovi¢, Lorentz geometry of 4-dimensional nilpotent Lie groups,
Geometriae Dedicata, DOI 10.1007/s10711-014-9980-4 (18 pages);



e N. Bokan, T. Sukilovi¢, S. Vukmirovi¢, On Modelling of Competencies in a Descriptive Geometry
Course, Pollack Periodica, 2012, vol 7, 173-183;

e Savié, T. Sukilovi¢, V. Filipovi¢, Solving the Two-dimensional Packing Problem with m-M Calculus,
Yugoslav Journal of Operations Research, 2011, vol. 21, No. 1, 93-102.

Tujana Wykunosuh je og 2008. roanHe yyecHUK npojekta Neomempuja, obpasosarbe U 8u3yeausayuja ca
npumeHama, MUHUCTapCTBa NPOCBETE, HAYKe M TEXHONOLWKOr pa3Boja Penybanke Cpbuje. YuectBoBana je Ha
5 mefhyHapoaHux KoHbepeHuuja, og Tora 3 ca caonwTerem.

[Ipo6sieM U caapikaj pykormnuca

Pykonuc KaHgupata TujaHe LWykunosuh (y fdasbem TeKCTy: KaHAMAAT) nog Hasueom [eomempuja
YemeopoOUMEH3UOHUX HuamnomemHux Jlujegux epyna (y Aa/bem TEKCTy : PYKOMMUC) CagpiKu yBog, net
nornae/ba, 3ak/by4yak, Cnucak autepaType u npuaore. Lleo pykonuc uma 78 cTpaHa, a CnNMUcak auTepaTtype
cagpu 65 6ubunmnorpadckux jeamHuua. MNpunosm cagpxke 4 Tabene ca pesynTaTuma WMCTParkMBarba U
PEYHMK CTPAHMX NOjMOBa M MMeHa KopuwheHux y pyKonucy.

YKpaTKo, pykonuc ce 6aBn Knacudukaumjom M reomeTpujom 1eBo-MHBAPUjAHTHUX METPUKA MPOM3BOJbHE
CUTHATYpE Ha YETBOPOANUMEH3NOHUM HUIMOTEHTHMM JInjeBuM rpynama. 3a cBaky og, 40bunjeHUx MmeTpuKa us
KnacuouKaumje ce padyHajy KpUBUHCKE MHBapWjaHTe, rpyna XO0/N0HOMUje U AeKOMMNO3abUAHOCT METpPUKe,
rpyna usometpuja u ogpehyje aa N1 Noctoje NPojeKTUBHO EKBUBAJIEHTHE METPUKE.

Y yBOAHOM MOrfaB/by MPWKa3aHM Cy MO3HATM Pe3yaTaTh y OBOj obnactm W pgaTa mMoOTMBaLMja 3a
NCTpaxuBame. MpBU Koju je CUCTEMATUYHO UCTPAXKUBAO reOMETPWU]jy IEBO-MHBAPUjAHTHUX METPUKA Ha HEKO]
Knacu /njeeux rpyna 6mo je MunHop (1976). JleBo-MHBapUjaHTHE METPUKE Ha YETBOPOAUMEH3NOHUM
HUANOTEHTHMM JlnjeBMM rpynama je Knacudukosao Jlayper (1997), annm ce Huje 6aBMO HMUXOBOM
reomeTpujom. AKTyenHa cy UCTpaxuBarba rpyna msometpuja (Kopaepo, Mapkep, ae bapko, OBaHAo...)
NpojeKTMBHE EKBMBANIEHTHOCTU MeTpuKa (Matsejes, Kuocak, Xan, Mukeuw...). OBaj pyKonuc je nokywaj aa ce
pesyntati Jlaypeta yonwTe Ha MPOU3BOJbHY CUTHATYpPy M M3y4M reomeTpuja AobujeHuX MeTpuKa, ca
aKL,EeHTOM Ha ogpehunBarbe rpyna M3oMeTpuja, X0IOHOMMUjA U UCNUTUBAHE NPOjEKTUBHE EKBUBANEHTHOCTY.

Y npeBom nornasmwy leomempuja Jlujesux epyna u aneebpu yBoau ce TEPMWHONOIMjA M HOTauuja M
npeacTaB/bajy NO3HATE YMHEHMULIE KOje Ce KOpUCTE Y Oa/beM UCTPaKMBakby. YBOAE CE OCHOBHWM MOjMOBM
Be3aHu 3a J/lujese rpyne un aarebpe 1 nojam HUAMNOTEHTHe rpyne. BaxaH je pesyntat MaruHa (1986) aa ao
Ha u3omopdmr3am nocroje camo Ase YeTBOpPoAMMEH3NOHe JlnjeBe anrebpe Koje o3HayaBamo ca h: &R u g4.
MpBa of wux, h;PR, je AMpeKTHa cyma Xaj3ebeprose anrebpe n jegHogMmeH3noHe anrebpe. Ogrosapajyhe
npocTo nosesaHe JlujeBe rpyne o3HavyaBamo peaom ca G4 u HsxR. MNpeactaB/beH je M BarKaH pe3yartat
PaxmaHuja (1992) na Ha XajseHbeprosoj rpynu Hs, y JIopeHL0BOj CUrHaTypu, NOCTOjU TPU HEEKBUBAJIEHTHE
N1eBO-UHBAPMjaHTHE METPUKE, 04, KOjUX je jeaHa paBHa. Kako y PUMaHOBOj curHaTypu Ha UCTOj rpynu nNocToju
CaMoO jedHa METPMKa, Koja y3 TO HWje paBHA, Taj Pe3y/iTaT HaroBellTaBa 3HayajHe pasinke usmehy
PumaHoBor n nceygo-PumaHoBor ciyyaja. Y oBOM Nornae/by ce YBOAE M OCHOBHE KPUBUMHCKE MHBapWjaHTe:
PumaHOB TeH30p KpuBUHE, PUunjeBa un ckasnapHa KpmMBMHa U Bejnos npojekTnsHKN TeH30p. [ocebHa naxa je
nocseheHa rpynu, o4HOCHO anrebpu xonoHomuje 1 Nojmy KUanHroBmMx BEKTOPCKMX Nosba.

Y apyrom nornaemy Kaacugukayuja 71eeo-uHeapujaHmMHUX Mempukad KNacMGUKOBAHM Cy CKanapHu
npousBoauM Ha anrebpama h;@AR n g4 p[o Ha ayTomopodusam anrebpe. OBaj npobnem je eKBMBaNEHTAH



oapehunBamy K/laca CMMETPUUYHMX MaTpuua gate curHaTtype, dopmata 4x4, y oAHOCY Ha AejcTBO S->ATSA, roe
je A aytomopdumsam anrebpe. Mako oBaj npobnem agenyje anrebapcku, KaHANAAT ra je y PyKonucy pewmo
Kopuctehn reomeTpujckn npuctyn. Knacudumkaumja ckanapHux npomnseoga PumaHose curHatype (4,0) je oa
paHuje no3Hat pesynTat (Teopeme 2.1 u 2.2). Knacudukaumja ckanapHux npounssoaa JlopeHLoBe cUrHatype
(3,1) (Teopema 2.3 3a anrebpy g4 n Teopema 2.2 3a anrebpy h;@R) 1 HeyTpanHe curHatype (2,2) (Teopema
2.5 3a anrebpy g4 n Teopema 2.6 3a anrebpy h;@R) cy opurmHanHu1 AonpuHoc KaHamaaTa. Knacudpukauuja y
JlopeHuU0BOj cUrHaTypu je objaB/beHa y paay [1], a y HeyTpanHoj cMrHaTypu ce Hanasu y paay [2].

Y3 nomoh neBux TpaHcnauuja ckafapHW npousBogd, Ha JIujesoj anrebpu nocraje seBO-MHBAPUjaHTHA
MeTpuKa Ha JlnjeBoj rpynn. Ha ocHOBY HaBeaeHUX Teopema, AOKasaHe cy Teopeme 2.7 1 2.8 Koje onucyjy
CBe /IeBO-MHBApUWjaHTHE METPUKe, CBUX CUTHaTypa, Ha Jinjesum rpynama G4 mn Hs;xR. Ha rpynu G4 wvma 7
K/laca MeTPMKa 04, KOjux jeaHa 3aBWUCKU O, TPU peasiHa MapameTpa, a ocTane Of AUCKPETHUX MapameTapa,
LOK Ccy Ha rpynu Hz;xR cBuX 5 Knaca meTpuKa 3aBuce of, ANCKPETHMX NapameTapa.

NHTepecaHTHO je Aa cy cBe MeTpuKe Y PMMAHOBOj CMrHaTypu reofesmjcku KOMNAeTHe, Kao U MeTpUKe
NpPou3BOJ/bHE CUTHaType Ha rpynu HsxR, [oK Ha rpynn G4 nocTtoje meTpuKe JlopeHUoBe U HeyTpasiHe
CUTHATYpe KOje HUCY reode3njcKM KOMMNETHE.

Y 1tpehem nornasmy leomempujcka ceojcmea 3a MeTpUKe U3 KnacuduKaumje ce npoyyaBajy KpPUBUHCKe
ocobuHe, ogpehyje anrebpa XxoNO0HOMMUjE U KapaKTepuLly HeyTpasHe Bokepose meTpuKke. TeH30p KpUBUHE
nart je Tabenama Al1-Ad y Mpwunory. Y PumaHOBOM c/lyyajy He NOCTOje paBHE METPUKE, a CKaslapHa KPUBKUHA je
HeraTMBHa KOHCTaHTA. Y cny4yajy JlopeHUoBe M HeyTpasHe CUMrHaType NOCTOoje paBHEe J1eBO-UHBApPWjaHTHe
METpPUKE, a CKa/lapHa KpMBMHA MOXKe A3 byae M No3UTUBHA, HEraTUBHA UK Hy/a KOHCTaHTa.

3aTm ce y pykonucy oapehyje anrebpa xonoHomuje, Tj. HbeHa penpeseHTauuja y oaroeapajyhoj Jlvjesoj
anrebpu, 3a CBaKy 04, MeTPUKa M3 KnacudPuKkaunje. AKo anrebpa XoN10HOMUje MMa Kao MHBAPWUjaHTHE CamMo
fereHepucaHe NoTnpocTope, TaAa je, Ha OCHOBY Teopema Ae Pama u Bya, JlujeBa rpyna ca ogrosapajyhom
NIeBO-UHBAPMJAHTHOM METPUKOM Heaekomnos3abuaHa. Y cynpoTHom, Jlvjesa rpyna ca ogrosapajyhom
METPUKOM je AeKomMMo3abusiHa, Tj. OHa je AMpPEKTaH NpousBog ABe fnceyao-PvMmaHoOBEe MHOroCTpyKoCTw.
HakoH ayre v geTtasbHe aHanvse, y pykonucy cy gobujeHe Tabene 3.1 u 3.2 Koje onucyjy anrebpe
XONOHOMMja METPUKA Ha rpynama G4 un HsxR, pegom. Ocmm TOra, nokasyje ce ga cy cee PumaHose neBo-
WHBapMWjaHTHE MeTpuKe Ha G4 HegekomnosabuaHe, a cBe PumaHoBe meTpuKe Ha HzxR pekomnosabunHe.
Ca apyre cTpaHe, Ha obe rpyne nocToje Kako AeKomno3abwuiHe, TaKo U HegeKomMno3abunHe meTpuke
JlopeHuo0Be 1 HeyTpanaHe CUrHaType.

MpoyyaBarbem penpeseHTaunje anrebpe xosnoHoOMMUje onumcaHe cy oHe JlopeHuoBe mMeTpuke Ha G4 n HsxR
KOje cy nn-Tanacu, a Koju MMajy BeJIMKM 3Hadaj y OnwToj TEOPUju penaTMBHOCTU U TeOPUju CTPyHa. Takohe cy
onucaHe HeyTpasHe MeTpUKe Koje cy BokepoBe, Tj. AonywTajy napanenHy ABOAUMEH3UOHY HyA
ancTpubyumjy. 3a Bokepose meTpuke u3 Knacudukauuje "HopmanHa popma" u 6asa Hyn anctpubyumje je
pata Tabenom 3.4, a Jlemom 3.8 cy KapakTepucaHe oHe BokepoBe MeTpuKe Koje AONyLlTajy HUINOTETHY
rpyny msomeTpuja. [JoKas oBe siemMe CagpKM KOMMIMKOBAHO pellaBarbe NapumjasHux andepeHumjaHmx
jeAHauYMHa pagm oapehuBarba anrebpe KMamMHroBmx BEKTOPCKUX Nosba. CBU pesyntatn Tpeher nornaesa cy
OPUIMHANHU U cafprKaHu y pagosuma [1], [2] unu [3].

YetBpTO nornasme [pyne usomempuja ce 6asu ogpehusBarbem rpyne u3oMeTpuja MeTpUKa U3
KnacuduKaumje n npoyyaBarbem CTPYKType rpyne nsometpuja. Osae ce notephyje Aa je CTPyKTypa rpyne
M30MeTpMja MHOTO KOMMN/IMKOBaHWja y nceyao-PrmaHoBoM Hero y PumaHoBOM ciyyajy, nocebHo y cayyajy



Kaga JlnjeBa rpyna uma pgereHepucaH ueHTap. pyne wmnsomeTpuja cy onucaHe Jlemama 4.2 n 4.3,
MNocnegmnuom 4.2 n Teopemom 4.2. BaxKHy ynory y pasymeBamy rpyne msomeTpuja npeacraBs/ba paHuje
nomeHyTa anrebpa KUAnMHrosmx BEKTOPCKUX Nosba. OBO NOrnas/be CaApKM MHOTO OPUTMHANIHUX U aKTYENHUX
pes3ynTaTta Koju ce Hanase y paay [3].

Meto nornaesme [IpojekmusHa eKksusaneHMHocm mMempuka 6aBu ce UCMUTUBAHEM Aa N METpUKe Wu3
KnacuduKaumje umajy NpojeKTUBHO EKBUBANIEHTHY METPUKY.

MoaceTMmo Aa cy ABE METPUKE MPOjeKTMBHO E€KBUBAZIEHTHE aKo MMajy MCTM CKYNn HenapameTpu3OoBaHMUX
reofesmnjcknx IMHnja. AKo NPOjeKTUBHO EKBMBAJIEHTHE METPUKE UMajy ucte JleBu-Yneuta noBesaHocCcTH, Taga
ce OHe HasuBajy apuHO ekBuBaNeHTHe. [pn Tome, MPOJEKTUBHO EKBMBAJIEHTHE METPUKE MOry MMaTh
pasnmuute curHatype. MpoydyaBarbe MPOjEeKTUBHO EKBMBAJIEHTHUX METPUKA je BeoMa 3HauyajHO y OnuwToj
TEopujn penaTUBHOCTH.

Y pyKonucy je KaHAMAAT KOPUCTMO YCNOB U3PaXKeH NpeKo Bejnosor npojeKTUBHOr TeH30pa A4a 61 ycTaHoBUAA
O3 NU 32 CBaKy A0 MEeTpUKa M3 KnacuduKauuje noctoje MeTpUKe-KaHAMAaTu, Koje cy AaToj MeTpuum
€BEHTya/IHO TMPOJEKTMBHO €eKBMBaneHTHe. Kaga oapeau KaHaugate pelwaBakbem ogrosapajyhunx
napumnjanHmux andepeHuMjanHUX jegHAYMHA KaHaugat yTephyje ga nvM cy MeTpuKe-KaHaMAaTW 3aucta
NMPOjEeKTUBHO EKBMBAJIEHTHU AaTOj MeTpuuu M3 Knacudukaumje. Pesyntatm padyyHa cy npeacraB/beHM
Tabenama 5.1 n 5.2, a 3ak/by4yak gaty Teopemu 5.3:

AKo je g neBo-WMHBapWjaHTHA METPMKA Ha YeTBOPOAMMEH3NOHO]j HUAMOTETHOj JlujeBoj rpynu u g'
H0j MPOjeKTUBHO eKBUBaJIEHTHa MeTpuKa. Taga je, unn g'=Ag, rae je A KOHCTaHTa (Ka)kemo aa je
METPUKa g reodesujcku purngHa), uam je g' aduHO eKBMBaseHTHa ca g W Takohe neso-
MHBAPWjaHTHa.

Pe3yntaTtn oBor norsias/ba Cy OPUTMHAJIHU 1 Halase ce y pagosuma [1] u [2].

MeTo/ie Koje ce KOPUCTE Y UCTPAXKUBAY

Knacudukauuja neBo-mHBapmnjaHTHUX METpPUKa Ha JInjeBoj rpynu ce cBOAM Ha KaacuduKaumjy cCKanapHux
npousBoga Ha oarosapajyhoj /lujesoj anrebpu, wto je npobsem Koju ce pellaBa meTtogama JluHeapHe
anzebpe. V3yyaBarbe TeH30pa KPWMBMHE Ce W3BOAW MeTodama TeH3o0pckoz pavyyHa w  PayyHa
dughepeHyujanHum ¢popmama. 3a ogpehunBarbe X0/JIOHOMUjE U UCMIUTUBAHE AEKOMMNO3abUIHOCTU METPUKe
Kopuctn ce Teopuja peripezeHmayuja. N3ydyaBarbe BoKepoBux MeTpuKa u oapehusarbe rpyna nsomeTtpuja,
Tj. KunuHroBmx nosba cBOAM Ce Ha MeToAe pellaBawa [lapyujanHux OugepeHyujanHux jedHa4uHa.
MpojeKTMBHO EeKBMBAJIEHTHE METPUKE Ce OCMM pellaBarbeM NapuujasHuX audepeHumjanHuxX jeiHauMHa
oapehyjy 1 ynotpebom cynTUAHUX reOMETPUjCKUX MHBaAPWjaHTU Kao WTO je BejnoB npojekTnBHM TEH30p.

PedepeHIlie reHepucaHe y TOKY HMCcakba pyKoIuca

[1] N. Bokan, T. Sukilovi¢, S. Vukmirovi¢, Lorentz geometry of 4-dimensional
nilpotent Lie groups, Geometriae Dedicata, DOI 10.1007/s10711-014-9980-4;

[2] T. Sukilovié¢, Geometric properties of neutral signature metrics on 4-dimensional
nilpotent Lie groups, Ha peLeH3unju;



(3] T. Sukilovi¢, Isometry groups of 4-dimensional nilpotent Lie groups, npuxsaheH 3a wramny y
Journal of Mathematical Sciences.

3aKJ/by4yaK

PesynTaTu npuKasaHu y pykonucy eomempuja 4emeopoOuMEeH3UOHUX HuamomemHux Jlujegux epyna
npeAacTaB/bajy akTyesiHa UCTPaXKmMBakba M3 obaacTn gudepeHumjanHe reomeTpuje fSinjesux rpyna. KaHanapat
TujaHa LWykunosuh je y OBOM PYyKONWUCY YyCNeWHO u3y4aBana pasHopogHe reomeTpujcke npobreme
KopucTehn pasnumumTe MatemaTMuke metoge. KnacuduKkoBana je /fieBO-MHBApUjaHTHE METPUKE Ha
YeTBOPOAMMEH3MOHUM HUAMOTETHUM JIMjeBMUM rpynama, a 3aTum 3a aobujeHe MeTpuKe oapegmna
KPUBMHCKE MHBapPWUjaHTe, FPyny XOJIOHOMM]a, Fpyny M30OMETPUja U NPOjeKTUBHO EKBMBAZIEHTHE METPUKE.

CmaTtpamo [a je pyKOMMC HaMWCaH jacHO M MnperfiegHo W Aa npeactas/ba 3HavyajaH AOMPUHOC U3y4vaBakby
reomeTtpuje Jlnjesmx rpyna. [eo pesyntata je wramnaH y 4Yaconucy Ha CUW nuctm, a geo pesyntata je
NPUNPEM/bEH 3a WUTAMMY M Hanasu ce Ha peLeH3nju. KaHanaaT je ceoje pesyatate NpeacTaBno Ha gomahum
n mehyHapoaHMM ceMMHapuMa 1 KoHbepeHLMjama.

Ha ocHoBy cBera HaBegeHor u ¢ 063Mpom Aa cy UcNyHeHU CBM GOPMAsIHM YCNOBU Npeanaxemo HactaBHo
HayyHom Behy Matematuukor ¢akynteta, YHuBepsuteta y beorpagy, Aa pykonuc [leomempuja
YemeopoOUMeH3UOHUX Huanomemudux Jlujesux zpyna KaHpauaata TujaHe LWykunosuh npuxsatM Kao
AOKTOPCKY AUcCepTaumjy U oapeamn KOMUCH]Y 3a HeroBy jaBHy oa6paHy.

Y beorpaay, 7. jaHyapa 2015.

Komucmja 3a nperneg v oLeHy:

ap CphaH Bykmuposuh, (MeHTop) agoueHT
YHusep3uTeT y beorpaay, Matematnuku dpakyntert

ap. boxknpap JosaHoBuh, Hay4YHN CaBETHUK
MaTtemaTtnukm nHctutyt CAHY

npoo. ap. MupjaHa hopuh, pegosHu npodecop
YHuBep3uTeT y beorpagy, Matematnuku pakynter

ap Mupocnasa AHTUh, gOUEeHT
YHuBep3uTeT y beorpagy, Matematuuku pakyntert



