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SPEKTRALNO PREPOZNAVANJE GRAFOVA I MREZA

Rezime

Spektralna teorija grafova je matematicka teorija koja grafove proucava pomocu
sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora matrica koje su im pridruzene. Posebno
interesantni problemi ovog istrazivackog domena jesu problemi spektralnog prepo-
znavanja grafova. Tu ubrajamo: karakterizaciju grafa sa zadatim spektrom, tacno
ili priblizno konstruisanje grafa sa zadatim spektrom, slicnost grafova i perturbacije
grafova. U disertaciji se u prvom redu razmatraju problemi slicnosti grafova, gde se
razlika pravi u zavisnosti od toga da li su ili ne poredbeni grafovi istog reda.

Slicnost grafova istog reda ustanovljava se izracunavanjem spektralnih rasto-
janja, dok se, kada je re¢ o grafovima razli¢itog reda, izrac¢unavaju i uporeduju
mere slicnosti definisane za njihove ¢vorove. Mere slicnosti mogu i ne moraju da
budu spektralno zasnovane, a poredbeni grafovi su u tom slucaju obi¢no grafovi
sa velikim brojem ¢vorova, pa se nazivaju mrezama. Disertacija sadrzi izvesne re-
zultate koji se odnose na Menhetn spektralno rastojanje grafova bazirano na matrici
susedstva, Laplasovoj matrici i nenegativnoj Laplasovoj matrici. Predlozena je nova
mera sli¢nosti za ¢vorove poredbenih mreza koja se zasniva na razlici funkcija ge-
neratrisa za brojeve zatvorenih Setnji u ovim ¢vorovima. Brojevi zatvorenih Setnji
izrac¢unavaju se, shodno novoj spektralnoj formuli, brojanjem razapinjuéih zatvore-
nih Setnji u grafletima odgovarajucih grafova.

Zapoceta je analiza spektralno-strukturalnih karakteristika digrafova u odnosu
na spektar matrica AA”, odnosno AT A, gde je A matrica susedstva razmatranog
digrafa. Generalizovan je pojam kospektralnosti, pa su u tom smislu dati neki
rezultati vezani za kospektralnost digrafova i multigrafova u odnosu na matricu

AAT i nenegativnu Laplasovu matricu, respektivno.

Kljucne reci: graf, digraf, spektar, spektralno rastojanje, zatvorena Setnja, raza-

pinjuca zatvorena Setnja, graflet, kospektralnost, funkcija generatrisa.
Naucna oblast: teorija grafova.
Uza naucna oblast: spektralna teorija grafova.

UDK broj: 519.177(043.3).



SPECTRAL RECOGNITION OF GRAPHS AND NETWORKS

Abstract

Spectral graph theory is a mathematical theory where graphs are considered by
means of the eigenvalues and the corresponding eigenvectors of the matrices that
are assigned to them. The spectral recognition problems are of particular interest.
Between them we can distinguish: characterizations of graphs with a given spectrum,
exact or approximate constructions of graphs with a given spectrum, similarity of
graphs and perturbations of graphs. In this dissertation we are primarily interested
for the similarity of graphs, where graphs with the same number of vertices and
graphs of different orders are considered.

Similarity of graphs of equal orders can be established by computation of the
spectral distances between them, while for graphs with different number of vertices
the measures of similarity are introduced. In that case, graphs under study are
usually very large and they are denoted as networks, while the measures of similarity
can be spectraly based. Some mathematical results on the Manhattan spectral
distance of graphs based on the adjacency matrix, Laplacian and signless Laplacian
matrix are given in this dissertation. A new measure of similarity for the vertices of
the networks under study is proposed. It is based on the difference of the generating
functions for the numbers of closed walks in the vertices of networks. These closed
walks are calculated according to the new spectral formula which enumerates the
numbers of spanning closed walks in the graphlets of the corresponding graphs.

The problem of the characterization of a digraph with respect to the spectrum
of AAT, apropos AT A, where A is the adjacency matrix of a digraph, is introduced.
The notion of cospectrality is generalized, and so the cospectrality between some
particular digraphs with respect to the matrix AAT and multigraphs with respect

to the signless Laplacian matrix is considered.

Key words: graph, digraph, spectrum, spectral distance, closed walk, spanning

closed walk, graphlet, cospectrality, generating function.
Scientific field: graph theory.
Scientific subfield: spectral graph theory.

UDK number: 519.177(043.3).



Predgovor

Spektralna teorija grafova je matematicka teorija u kojoj se osobine grafa izu-
cavaju preko sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora matrica pridruzenih grafu.
Poslednjih decenija ova grana matematike belezi intenzivan i kontinuiran razvoj, a

brojne su i njene primene, posebno u domenu ra¢unarstva.

Problemi spektralnog prepoznavanja (engl. spectral recognition of graphs) spa-
daju u grupu problema koji su medu najinteresantnijim za istrazivanje i prouca-
vanje. Spomenuti problemi su od znacaja u matematici, ali je posebno vazna
njihova primena u racunarstvu. U tipi¢ne probleme prepoznavanja spadaju: ka-
rakterizacija grafa sa zadatim spektrom, tacno ili priblizno konstruisanje grafa sa
zadatim spektrom, slicnost grafova i perturbacije grafova, odnosno promene spektra
grafova uzrokovane malim promenama u njihovoj strukturi. U disertaciji prvenstve-
no razmatramo probleme sli¢nosti grafova, gde pravimo razliku u zavisnosti od toga

da li su poredbeni grafovi istog ili razli¢itog reda.
Disertacija je organizovana u Cetiri poglavlja.

Poglavlje 1 je uvodnog karaktera te sadrzi definicije i osnovne rezultate spektralne
teorije grafova na koje smo se pozivali u istrazivanju. Ukratko je opisana motivacija
za razmatranje problema slicnosti grafova, odnosno opstije, problema spektralnog

prepoznavanja grafova.

U Poglavlju 2 je, u izvesnom kontekstu, razmatrana slicnost grafova istog reda.
Slicnost ovakvih grafova ustanovljava se izracunavanjem spektralnih rastojanja gra-
fova. Euklidovo, Menhetn ili neko drugo rastojanje izmedu nizova sopstvenih vred-
nosti poredbenih grafova istog reda oznacavamo kao spektralno rastojanje (engl.
spectral distance). Ukoliko su dva grafa na rastojanju jednakom nula, kazemo da
su kospektralni (engl. cospectral). Grafove smatramo slicnim ako je njihovo spek-
tralno rastojanje malo. Poglavlje je bazirano na matematickim rezultatima sumi-
ranim u radovima autora [57, 58, 59, 60] koji se ticu Menhetn spektralnog rastojanja

grafova u odnosu na matricu susedstva, Laplasovu i nenegativnu Laplasovu matricu.
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Deo rezultata je opsteg karaktera, i odnosi se na povezanost spektralnog rastojanja
sa energijom grafa, zatim na neka gornja ogranicenja spektralnog rastojanja dva
proizvoljna grafa, moguée odnose spektralnih rastojanja u odnosu na razli¢ite ma-
trice, kao i na nezavisnost spektralnog rastojanja od zajednickih sopstvenih vrednosti
poredbenih grafova. Druga grupa rezultata pokazuje kako se spektralno rastojanje
menja pri odredenim grafovskim operacijama, odnosno pri nekim grafovskim trans-
formacijama, dok se tre¢om grupom rezultata opisuju spektralna rastojanja regu-
larnih grafova. Izra¢unata su ekstremalna spektralna rastojanja u nekim skupovima
grafova specijalno izabrane strukture i medusobnog odnosa, kao i spektralna rasto-
janja u odnosu na matricu susedstva grafova koji su najvise zastupljeni u literaturi.
Razmotrene su neke od postavljenih hipoteza o spektralnom rastojanju grafova u
odnosu na matricu susedstva. Za dalju analizu generisanih hipoteza predlozena je

modifikacija interaktivnog kompjuterskog programa AutoGraphiX.

Slicnost grafova sa razli¢itim brojem ¢vorova razmatrana je u Poglavlju 3. U
ovom slucaju poredbeni grafovi najcesée imaju veliki broj ¢vorova i nazivaju se
mrezama (engl. networks). Slicnost mreza se ustanovljava izracunavanjem i upo-
redivanjem mera sli¢nosti izmedu njihovih ¢vorova. Posebno su aktuelne kompa-
rativne analize bioloskih mreza, koje su, medutim, racunski neizvodljive jer po-
drazumevaju resavanje problema izomorfizma podgrafova. Ovaj problem je NP-
kompletan, pa se pristupa dizajniranju heuristickih strategija za njegovo priblizno
resavanje. Jedna od njih podrazumeva poravnavanje mreza (engl. network align-
ment). Uz kratak prikaz osnovnih karakteristika nekih od algoritama za globalno
poravnavanje bioloskih mreza, predlazemo novu meru sli¢nosti koja bi mogla da bude
sastavni deo njihove implementacije. Mera sli¢nosti izmedu fiksiranih ¢vorova pored-
benih mreza bazirana je na razlici funkcija generatrisa za brojeve zatvorenih Setnji
u ovim ¢vorovima. Broj zatvorenih Setnji odredene duzine u izabranom ¢voru grafa
izracunava se, prema novopredlozenoj spektralnoj formuli, brojanjem razapinjué¢ih
zatvorenih Setnji u grafletima odredenog tipa. Pod grafletom podrazumevamo mali
indukovani povezani koreni podgraf grafa. Poglavlje sadrzi rezultate koji su dati u

radovima autora [27, 54, 55].

Spektralno-strukturalne karakteristike digrafa u odnosu na matrice AAT i AT A,
gde je A matrica susedstva digrafa, razmatrane su u Poglavlju 4. Navedene ma-
trice su pozitivno semidefinitne, pa je odgovarajuéi spektar digrafa kome su ove
matrice pridruzene oznacen kao nenegativan spektar digrafa (engl. nonnegative spec-

trum). Motivacija za otvaranje istrazivanja ove vrste (vidi rad autora [56]), koje bi

i
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se moglo podvesti pod problem karakterizacije digrafa sa zadatim spektrom, nalazi
se u primeni spektralne teorije u racunarstvu. Naime, za potrebe resavanja izvesnih
racunarskih problema digrafovi se razmatraju u kontekstu matrica AAT i AT A, koje
se u zavisnosti od razmatranog problema u literaturi sre¢u pod razli¢itim nazivima.
Informacije koje mogu da se dobiju jedino iz spektra ovih matrica dovoljne su za
istrazivace iz domena racunarskih nauka. Po ugledu na postoje¢e rezultate na ko-
jima se temelji spektralna teorija grafova i digrafova, u disertaciji izlazemo nekoliko
elementarnih rezultata koji opisuju nenegativan spektar digrafa u odnosu na neke
digrafovske operacije i transformacije. Posebna paznja je posveéena generalizaciji
pojma kospektralnosti. Preciznije, razmatrana je (N — @))-kospektralnost posebno
odredenih digrafova i multigrafova, gde je sa N oznacena digrafovska matrica AAT,

odnosno AT A, dok () predstavlja nenegativnu Laplasovu matricu multigrafova.

U Dodatku A dat je kratak opis C++ programa SDCalc koji je namenjen
izracunavanju spektralnih rastojanja grafova. U Dodatku B navedeni su ra¢unski
rezultati koji se odnose na spektralna rastojanja grafova malog reda u odnosu na
matricu susedstva, Laplasovu matricu i nenegativnu Laplasovu matricu, dobijeni uz
pomo¢ programa SDCalc. Dodatak C sadrzi formule koje se odnose na brojeve

razapinjucih zatvorenih Setnji u grafletima malog reda.

Originalni doprinos autora predstavljaju sledeéi rezultati:

e Poglavlje 2: Tvrdenja 2.3.4, 2.3.8, 2.3.9 1 2.3.10 koja karakterisu spektralno
rastojanje grafova pri odredenim grafovskim operacijama, Leme 2.3.1 i 2.3.2,
Posledice 2.3.1 i 2.3.2, i Tvrdenje 2.3.2 u kojima je opisana promena spek-
tralnog rastojanja grafova pri nekim grafovskim transformacijama, Tvrdenja
2.2.11 2.3.3, Lema 2.3.3, i Tvrdenja 2.3.5, 2.3.6 i 2.3.7 gde su dati rezul-
tati koji se odnose na spektralna rastojanja koja ukljucuju regularne grafove,
Teorema 2.4.1, kao i pratec¢e Tvrdenje 2.4.1, Posledica 2.4.1 i Teorema 2.4.2.
gde je pokazano da spektralno rastojanje grafova ne zavisi od njihovih za-
jednickih sopstvenih vrednosti, primeri kojima je pobijena Hipoteza 2.6.1 o
A-spektralnom rastojanju dva grafa, Tvrdenje 2.6.1 kojim je pokazano da L-
spektralno rastojanje izmedu dva grafa iz skupa povezanih regularnih grafova
¢ije A-sopstvene vrednosti nisu manje od -2 nije veée od L-spektralnog rasto-
janja konture i kompletnog grafa, Teoreme 2.7.1-2.7.6 i Tvrdenja 2.7.1-2.7.3,
u kojima su odredeni karakteristi¢ni polinomi, raspored sopstvenih vrednosti
u monotono uredenom spektru, izracunata spektralna rastojanja i ocenjeni

parametri spektralnog rastojanja grafova iz specijalno konstruisanih skupova

il



PREDGOVOR

grafova, medu kojima posebno izdvajamo Teoremu 2.7.3 ¢iji je dokaz baziran

na funkciji generatrisi za brojeve zatvorenih Setnji.

e Poglavlje 3: Teorema 3.2.1 i Tvrdenje 3.2.1 kojim su date formule za izra-
¢unavanje broja razapinju¢ih zatvorenih Setnji odredene duzine u izabranom
¢voru grafa (odnosno u korenom grafu), Teorema 3.2.2 kojom se odreduje broj
zatvorenih Setnji odredene duzine u izabranom ¢voru grafa pomocu broja raza-
pinjucih zatvorenih Setnji iste duzine u neizomorfnim grafletima razmatranog
grafa, Tvrdenje 3.2.2 za broj kontura odredene duzine u izabranom ¢voru grafa
u zavisnosti od broja razapinju¢ih zatvorenih Setnji u grafletima odredenog
tipa, Teorema 3.3.1 kojom je uvedena nova mera slicnosti za ¢vorove pored-
benih mreza bazirana na razlici funkcija generatrisa za brojeve razapinjuc¢ih
zatvorenih Setnji u neizomorfnim grafletima, analiza kompleksnosti postojecih

i novopredlozenog algoritma za poravnavanje mreza;

e Poglavlje 4: Lema 4.2.3 kojom se odreduje N-spektralni radijus regularnog
digrafa, Tvrdenja 4.2.2 i 4.2.3 kojim se karakteriSu povezani digrafovi bez
parova ¢vorova sa zajednickim prednjim susedima, Tvrdenje 4.3.1 kojim je
odreden N-spektar komplementa regularnog digrafa, Teorema 4.3.1 kojom se
opisuje preplitanje N-sopstvenih vrednosti digrafova, Teoreme 4.3.2 i 4.3.3 u
kojima je dat N-karakteristi¢ni polinom digrafa koji je od datog digrafa dobijen
dodavanjem visece grane, Tvrdenje 4.3.2 kojim je dat N-spektar digrafa grana
regularnog digrafa, Teoreme 4.4.1 - 4.4.5 koje daju neophodne i dovoljne uslove
za egzistenciju multigrafa koji je (QQ — IV)-kospektralan sa posebno odredenim

digrafom.

e Racunski rezultati i formule u Dodacima A, B i C.

Rezultati sumirani u Poglavlju 2 rezultat su saradnje sa dr Zoranom Stani¢em,
a rezultati izlozeni u Poglavlju 3 i Poglavlju 4 proistekli su iz zajednickog rada sa

akademikom Dragosem Cvetkovicem.

Autor se ovom prilikom zahvaljuje dr Zoranu Stani¢u na ukazanom poverenju
prilikom preuzimanja mentorstva, akademiku Dragosu Cvetkovi¢u na konstantnoj i
svesrdnoj pomoc¢i pruzenoj tokom izrade disertacije, Miodragu Purisi¢u na pomodi
pri konstrukciji C++ programa SD Calc, dr Bosku Jovanoviéu, dr Milanu Merkleu i

dr Tatjani Davidovi¢ na korisnim savetima i podrsci koju su pruzili u toku doktorskih

v
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studija, upravi Racunarskog fakulteta na ukazanom poverenju i razumevanju, i na-
posletku Gordani Jovanovi¢ bez ¢ije apsolutne podrske ovaj poduhvat ne bi ni bio

zapocet.
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1 Uvod

Teorija grafova je relativno mlada nauka. Godina 1936, kada je Denes Konig
objavio knjigu Teorija konacnih i beskonacnih grafova (nem. Theorie der endli-
chen und unendlichen Graphen) smatra se godinom zasnivanja teorije grafova kao
posebne matematicke discipline. Tada pocinju i prva veca istrazivanja u ovoj grani
matematike. Nekoliko decenija kasnije matematicari uvidaju prednost koris¢enja
aparata linearne algebre pri izucavanju problema sa grafovima. Tako je proucavanje
grafova uz pomo¢ sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora matrica koje su im
pridruzene oznacilo nastanak spektralne teorije grafova, jedne od najekspanzivnijih
i Siroko primenjivanih teorija.

No, bez obzira na konstantan razvoj, postojanje brojnih grafova koji nisu okara-
kterisani svojim spektrom ostavlja otvorenim pitanje o generalnoj efikasnosti spek-
tralne teorije grafova. Prirodno se namecu i za istrazivace postaju interesantni
takozvani problemi spektralnog prepoznavanja i problemi spektralne rekonstrukcije

grafova.

Uvodno poglavlje je sastavljeno iz dva odeljka. U Odeljku 1 navodimo osnovne
definicije i rezultate spektralne teorije grafova na koje smo se pozivali u istrazivanju,
a koji se mogu nadéi u knjigama [12, 22, 26, 30]. U Odeljku 2 dajemo kratak osvrt

na opste karakteristike problema spektralnog prepoznavanja grafova.

1.1 Spektar grafa

Nije moguce utvrditi kada su ta¢no ljudi poceli da koriste dijagrame, koje da-
nas nazivamo grafovima, za slikovit opis problema, ali su svakako intenzivna is-
trazivanja koja uklju¢uju grafove u prvoj polovini proslog veka doprinela da graf
od pomocnog crteza postane jedan od osnovnih matematickih pojmova. Danas u
literaturi nailazimo na razlicite definicije ovog matematickog pojma. Graf (engl.

graph) G mozemo da definiSemo kao ureden par G = (V, E), ¢ija prva komponenta,
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V = {v,vy,...,v,}, predstavlja neprazan, konacan skup elemenata v; koje nazi-
vamo ¢vorovima (engl. wvertices) grafa G. Dvoelementni podskupovi skupa V', u
oznaci {v;,v;} ili v;v;, jesu elementi skupa E, a zovemo ih granama (engl. edges)
grafa G '. Ukoliko je [V]| = n i |E| = m ?, kazemo da je graf G reda n i veli¢ine
m. U zavisnosti od konteksta, ¢esto ¢emo m grana razmatranog grafa G' oznacavati
sa €1, ey, ..., en. Graf sa visestrukim granama i petljama nazivamo multigraf (engl.

multigraph).

Spektralna teorija grafova je nastala iz potrebe da se pronade neka opsta metoda
uz pomo¢ koje bi bilo moguce resiti Sto siru klasu grafovskih problema. Mozemo
je oznaciti kao skup tehnika uz pomo¢ kojih resavamo probleme sa grafovima na

osnovu spektra, pre svega, matrica susedstva koje su im pridruzene.

Kazemo da su ¢vorovi v; i v; grane e grafa G incidentni grani e koja ih spaja,
i obratno (vidi [88]). Stoga se ¢vorovi incidentni nekoj grani smatraju susednim,
odnosno kazemo da su ¢vorovi grafa G susedni ukoliko su povezani granom. Dva
grafa su izomorfna (vidi [22]) ako postoji uzajamno jednoznacno preslikavanje sku-
pova njihovih ¢vorova (iz jednog na drugi) koje odrzava osobinu susednosti ¢vorova.
Stepen cvora v; grafa G, u oznaci deg(v;), d,, ili d;, jeste broj svih ¢vorova koji
cvorom (engl. isolated vertex), a ako je stepen ¢vora u grafu jednak 1, kazemo da
je ¢vor wiseéi (engl. pending vertex). Graf ¢iji su svi ¢vorovi stepena r naziva se

r-reqularanim grafom (engl. regular graph).

Jako regularan graf sa parametrima (n,r, e, f) (vidi, na primer, [30]) jeste r-
regularan graf reda n gde svaka dva susedna ¢vora imaju tacno e zajednickih suseda,
a svaka dva nesusedna ¢vora imaju tacno f zajednickih suseda. Moze se proveriti
da ukoliko je G jako regularan graf sa parametrima (n,r, e, f), tada je njegov komp-
lement G takode jako regularan graf sa parametrima (7,7,€, f), gde je m = n,
T=n—r—1,e=n—-2-2r+fif=n—2r+e Kazemo da je jako regularan

graf primitivan ukoliko su i graf G i njegov komplement G povezani grafovi.

Pod setnjom (engl. walk) duzine k u grafu G podrazumevamo niz, ne obavezno
razlic¢itih, ¢vorova vy, ve, ..., v, Upy1 grafa G tako da za svako i = 1,2,..., k postoji
grana od ¢vora v; do ¢vora v;1. Ako su grane u Setnji medusobno razlic¢ite, onda se

ona naziva staza (vidi [88]). Staza u kojoj su i ¢vorovi medusobno razli¢iti naziva

!'Napominjemo da su u Poglavlju 3 navedene oznake neznatno modifikovane u skladu sa oz-

nakama zastupljenim u literaturi referentnoj za tematiku koja je u ovom poglavlju obradivana.
20vde, kao i u daljem tekstu, |S| oznacava broj elemenata skupa S.
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se put. Rastojanje cvorova v; i v; grafa G jeste duzina najkraceg puta izmedu ovih
¢vorova. Graf G je povezan ako postoji put izmedu bilo koja dva razlicita ¢vora
grafa GG. Ako postoje ¢vorovi koji se ne mogu povezati putem, graf je nepovezan.
Nepovezan graf se sastoji od dva ili vise odvojenih delova koji se nazivaju komponente

povezanosti grafa (vidi [22]).

Matrica susedstva (engl. adjacency matriz) A = [a;;] grafa G ¢iji je skup ¢vorova

V = {v1,v9,...,v,} jeste binarna, kvadratna matrica reda n takva da je:

1, ako wvv; € R
a;j = .
0, ako vwv; ¢ E
Karakteristi¢ni polinom det(x] — A) matrice susedstva A grafa G naziva se kara-
kteristicni polinom grafa G i oznacava se sa Pg(x). Kako je A simetricna matrica,
to su sopstvene vrednosti ove matrice realni brojevi i nazivamo ih sopstvenim vred-
nostima (engl. eigenvalues) grafa G. Skup svih sopstvenih vrednosti grafa G jeste
spektar grafa G (engl. spectrum). Pretpostavljatemo da su sopstvene vrednosti
grafa G u odnosu na matricu susedstva A uredene monotono nerastuce, i oznacavati
ih sa: Ay > Xy > --- > \,. Vektor = za koga vazi Ax = Az jeste sopstveni vektor
(engl. eigenvector) matrice A, odnosno grafa G koji odgovara sopstvenoj vredno-
sti A\. Najveca sopstvena vrednost A\; grafa G naziva se indeks grafa G. Indeks
povezanog grafa je prosta sopstvena vrednost kojoj odgovara pozitivan sopstveni
vektor, i obratno (Teorema 3.34 iz [26]). Vazi i sledece (Tvrdenje 1.1.1 iz [30]):

Tvrdenje 1.1.1 Ako je A(G) maksimalni stepen grafa G, onda za svaku sopstvenu
vrednost A grafa G vazi: [N\ < A(G).

U opstem slucaju, primena spektralne teorije podrazumeva analizu strukturnih
osobina grafova na osnovu spektra matrica koje su im pridruzene. To svakako za-
hteva poznavanje sopstvenih vrednosti grafova, odnosno, u slu¢aju da se ne koristi
pomoc¢ racunara, razradu tehnika za njihovo nalazenje. U nastavku slede definicije i
spektri, odnosno karakteristi¢ni polinomi, opstepoznatih grafova koji su u izvesnom

kontekstu prisutni i u disertaciji.

Put P, (engl. path) duzine n — 1, za n > 2 jeste graf sa skupom évorova V' =

{v1,v9,...,v,} i n — 1 granom oblika v;v;;1, za svako i = 1,2,...,n — 1. Spektar

T g,1=1,2,...,n.

ovog grafa ¢ine brojevi 2 cos 251,
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Kontura C,, (engl. cycle) jeste povezan 2-regularan graf reda n, i spektar ovog
grafa se sastoji od brojeva 2 cos %ri, 1 =1,2,...,n. Zbog svojih strukturnih kara-
kteristika, konture se u literaturi ¢esto oznacavaju imenima mnogouglova, pa tako
za n = 3 govorimo o trouglu, za n = 4 o cetvorouglu, za n =5 o petouglu, i slicno.

Kompletan graf K, (engl. complete graph) je povezan (n— 1)-regularan graf sa n
¢vorova. Karakteristiéni polinom kompletnog grafa je: P(z) = (x —n+1)(z+1)""1,
odnosno spektar kompletnog grafa se sastoji od broja n —11in —1 brojeva jednakih
-1.

Povezan graf sa n(> 1) ¢vorova i n—1 grana naziva se stablo (engl. tree). Zvezda
(engl. star) predstavlja specijalan slucaj stabla. Ukoliko se radi o zvezdi reda n,
koristimo oznaku S,-1, i podrazumevamo da u takvom grafu postoji jedinstven
¢vor stepena n — 1, koji se naziva centar zvezde, kao i da je stepen preostalih n — 1
¢vorova jednak 1.

Bipartitni graf (engl. bipartite graph) definisemo kao graf G ¢iji skup évorova
V moze da se podeli na dva disjunktna podskupa Vi i V5 tako da grane grafa G
povezuju jedino ¢vorove iz ovih disjunktnih podskupova. Ako je svaki ¢vor iz skupa
V7 susedan sa svakim ¢vorom iz skupa V5, kazemo da je G kompletan bipartitni graf

(engl. complete bipartite graph). Kompletan bipartitni graf najéesée oznacavamo

sa Ky, n,, gde su ny i ng brojevi elemenata skupova V; i Vs, respektivno, a njegov

spektar sadrzi brojeve /niny, —/niny i ny + ny — 2 brojeva jednakih 0.
Spektar bipartitnog grafa okarakterisan je slede¢om teoremom (Teorema 3.11 iz

[26]) kojom se prikazuje povezanost spektralnih i strukturalnih osobina grafa.

Teorema 1.1.1 Graf koji sadrzi najmanje jednu granu jeste bipartitni ako i samo
ako je njegov spektar, predstavijen kao skup tacaka mna realnoj osi, simetrican u

odnosu na nulu.

Kompletan k-partitni graf (engl. complete k-partite graph) sa ny +ng + - -+ + ny,
¢vorova, u oznaci K, », ., definiSemo kao povezan graf ¢iji skup ¢vorova moze da
se podeli na 1 <7 < k medusobno disjunktnih podskupova V; od kojih svaki sadrzi
n; ¢vorova, tako da svaka grana u grafu povezuje jedino ¢vorove iz razlic¢itih skupova

V;. Karakteristicni polinom ovog grafa je:

k k
_ ,.n—k 1Y
Prmte) =4 (123 2 TG+
J

=1 =1

Ukoliko je ny = ny = -+ = ng, = 7, kompletan k-partitni graf se naziva kompletan
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reqularan multipartitni graf. Karakteristicni polinom u ovom slucaju je:

Px, ,(x)=a""" (x—i— % —n> (x—i— %)k_l.

Izvesni rezultati koji se odnose na spektar (bes)kona¢nih kompletnih multipartitnih

grafova dati su u ¢lanku [78].

Kao sto mozemo da primetimo, spektar je poznat jedino za neke jednostavnije
grafove, odnosno neke uske klase grafova. Stoga se pri primeni spektralne teorije
u resavanju grafovskih problema pribegava raznim kompozicijama grafova, kao sto
su, na primer, zbir ili unija grafova, koje nam omogucuju da spektar slozenog grafa
odredimo pomoc¢u poznatog spektra nekih jednostavnijih grafova. Slede definicije

najcesce koris¢enih binaranih i unarnih grafovskih operacija.

Neka su G; = (V,E1) i Gy = (V, Ey) grafovi sa istim skupom ¢vorova V =
{v1,v9,...,v,}, 1 sa moguéim dopustivim petljama. Jasno, smatramo da je Fy # Ej.
Unija (engl. union) G7 U Gy grafova G 1 Go jeste graf G = (V| E) takav da vazi
E = E; U E,. Za matrice susedstva Ay, Ay i A grafova G, G5 i G, respektivno,
vazi A = A; + As. Medutim, spektar grafa G = G7 U G5 u opstem slucaju, nije
odreden spektrima grafova G i G, jer Gy U G4 zavisi ne samo od G i Ga, veé i
od nacina na koji su ¢vorovi grafova G; i Gy oznaceni. Sledeca teorema obezbeduje
izvesne informacije o spektru unije grafova, i vise puta je koriS¢ena pri izvodenju

nekih dokaza u disertaciji, a moze se naci, na primer, u [30], str. 19.

Teorema 1.1.2 (Courant-Weyl-ove nejednakosti) Neka su A @ B kvadratne Her-

matske matrice reda n. Tada vazi:
Ai(A+ B) < Aj(A) + Aija(B), (nzi=j=1),
AilA+ B) 2 N(A) + Aija(B), (1<i<j<n).

Direktna suma (engl. direct sum) G1+Gy grafova Gy = (Vi, E1) i Gy = (Va, E»),
takvih da je V3 N Vy = ) jeste graf G = (V, E) za ¢ije skupove ¢vorova i grana vazi
V =ViUVsi E = E;UFE,. Ukoliko sa Ay, As i A oznac¢imo matrice susedstva grafova
G1, Gy i G1+Gs, respektivno, razmatranjem njihovih determinanti lako dokazujemo
da vazi (Teorema 2.4 iz [26]):

Teorema 1.1.3 Karakteristicni polinom direktne sume grafova G1 i Gy je:

Foyic, (%) = Fo,(2) Fo, ().
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Kompletan proizvod (engl. complete product) G1VGq grafova Gy i Gy jeste graf
dobijen iz G1+Gy spajanjem svakog évora grafa G granom sa svakim évorom grafa
(5. Karakteristi¢ni polinom grafa G; VG dat je slede¢om relacijom (Teorema 2.7
iz [26]):

Po,ve,(v) = (1) P, (v) Pgy (=2 — 1) + (=1)" Pg, () Pgy(—x — 1)
—(=1)"" Par(—2 = D) FPgy(—x — 1),

gde su ny i ny brojevi ¢vorova grafova G i G, respektivno.

Pri konstrukciji izvesnih familija slozenih grafova, ¢ije smo spektre analizirali u
disertaciji, prethodno spomenute binarne grafovske operacije kombinovali smo sa
slede¢im unarnim grafovskim operacijama.

Komplement (engl. complement) G grafa G jeste graf sa istim skupom ¢vorova
kao i graf G, pri ¢emu su dva évora susedna u G ako i samo ako nisu susedni u G.

Prethodno opisane grafovske operacije direktna suma, kompletan proizvod i
komplement povezane su slede¢om relacijom: G1VGy = G1+G,.

Graf grana L(G) (engl. line graph) grafa G jeste graf ¢iji skup ¢vorova odgovara
skupu grana grafa G, pri cemu su dva ¢vora grafa L(G) susedna ako su odgovarajuce
grane grafa G susedne u grafu G. Karakteristicni polinom grafa grana L(G) r-

regularnog grafa G sa n ¢vorova i m grana je (Teorema 2.4.1 iz [30)):

Pry(z) = (x +2)" "Pg(x —r +2).

Definiciju grafovske operacije NEPS (engl. non-complete extended p-sum), u
odnosu na koju smo razmatrali spektralna rastojanja grafova u Poglavlju 2, navo-
dimo kako je to ucinjeno u [30], strana 44:

Neka je B skup ne-nula binarnih n-torki, tj. B C {0,1}"\ {(0,...,0)}. NEPS
grafova Gy, ..., G, sa bazom B jeste graf sa skupom cévorova V(Gy) X -+ xV(G,), u
kome su dva évora (xy,...,2y) @ (Y1, ..., Yn) Susedna ako i samo ako postoji n-torka
B=(p,...,0n) € B takva da je x; = y; kada je 5; =0, i x; je susedan y; (u G;) za
Bi = 1.

Manje promene u strukturi polaznog grafa, kao Sto su, na primer, uklanjanje ili
dodavanje ¢vorova ili grana, u disertaciji su oznacene kao grafovske transformacije i
analizirane su u kontekstu Menhetn spektralnog rastojanja u Poglavlju 2. Jasno je
da su podgrafovi rezultat primene grafovskih transformacija na konkretan graf.

Kazemo da je graf Gy = (V4, Ey) podgraf (engl. subgraph) grafa G = (V, E)
ako vazi Vi C Vi E; C E. Kada je Vi = V podgraf G, naziva se razapinjuci

6
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podgraf (engl. spanning subgraph) grafa G. Gy je indukovani podgraf (engl. induced
subgraph) grafa G ako u skupu E; postoje sve grane skupa F koje povezuju ¢vorove
iz skupa V}.

Graf subdivizije S(G) (engl. subdivision graph) grafa G nastaje zamenom svake
grane grafa G putem duzine 2, odnosno umetanjem novog ¢vora na svaku od grana
grafa G. Ako je G r-regularan graf sa n ¢vorova i m grana, karakteristi¢ni polinom
grafa subdivizije S(G) je (Teorema 2.17 iz [26]):

Pse)(x) = 2™ " Pg(x* — ).

O promenama u spektru grafa koje grafovske transformacije uzrokuju citalac
moze procitati u knjigama [30, 31], a u nastavku navodimo dva opstepoznata tvrde-
nja kojima se opisuju promene indeksa pri transformaciji uklanjanja ¢vora, odnosno
grane grafa (Tvrdenja 1.3.9 1 1.3.10 iz [30]):

Tvrdenje 1.1.2 Za proizvoljan ¢évor v; povezanog grafa G vazi: M (G — v;) <
A (G)3.

Tvrdenje 1.1.3 Ako je graf G — vyv; dobijen uklanjanjem grane v;v; povezanog
grafa G, onda je A\ (G — viv;) < M (G) 4.

Tvrdenje 1.1.2 predstavlja zapravo specijalan sluc¢aj naredne teoreme koja moze

da se pronade, na primer, u [30], str. 17:

Teorema 1.1.4 Neka je Q realna n X m matrica takva da vazi: QTQ = I, i neka
je A realna simetri¢na kvadratna matrica reda n ¢ije su sopstvene vrednosti Ay >

Ao > - > N\,. Ako suvy > --- > v, sopstvene vrednosti matrice QT AQ, onda je:
)\n—m—l—i S v; S )\i7 1= 172, .o, M. (11)

U slucaju kada nejednakosti (1.1) vaze, kazemo da sopstvene vrednosti pu; preplicu
(engl. interlace) sopstvene vrednosti A;.
Sledeca posledica prethodne teoreme poznata je pod nazivom Teorema o prepli-

tanju (engl. Interlacing Theorem), i Cesto se kao spektralna tehnika primenjuje ne

3Za ¢vor v; € V, G — v; oznacava graf dobijen od G = (V, E) uklanjanjem évora v; kao i svih
grana koje su ovom ¢voru incidentne.

1Ako je v;v; grana grafa G, tada G — v;v; oznacava graf dobijen od G uklanjanjem grane v;v;.
Opstije, za skup grana FE grafa G, graf koji je nastao iz G uklanjanjem grana skupa E oznacavamo
sa G—F.
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samo u ovoj disertaciji, ve¢ i u teoriji grafova uopste. Teorema o preplitanju pred-
stavlja i pomoc¢no sredstvo pri sprovodenju pretrage u grafovskoj bazi podataka.
Naime, u nekim bazama podataka podaci su predstavljeni pomoc¢u grafova (primere,
kako sugerise [18], ¢italac moze potraziti u [79, 83, 95]). Upit za jednu takvu bazu
podataka takode je u formi grafa. Kako bi se pronasao trazeni podatak u bazi,
neophodno je porediti podgrafove u grafu koji predstvalja upit sa podgrafovima
grafova koji su kao podaci sacuvani u bazi. U toj situaciji Teorema o preplitanju
predstavlja dobru alternativu problemu izomorfizma podgrafova, jer dok je problem
kojim bi se poredili podgrafovi NP-kompletan, poredenje spektra ovih podgrafova

moze da se obavi u polinomijalnom vremenu.

Posledica 1.1.1 Neka je G graf sa n ¢vorova i sopstvenim vrednostima ° A\ (G) >
Xo(G) > -+ > M\(G), i neka je H indukovani podgraf grafa G reda m. Ako su
M(H) > XNao(H) > -+ > N\ (H) sopstvene vrednosti grafa H, onda je:

Prethodno navedene nejednakosti poznate su pod nazivom Kosijeve nejednakosti

(engl. Cauchy’s inequalities).

Usled brojnih primena spektra grafova, posebno u racunarskim naukama, pri-
rodno se namec¢e mogucénost izbora matrica koje se grafovima mogu pridruziti i
u odnosu na koje mogu da se analiziraju njihove spektralno-strukturalne kara-
kteristike. Tako se u zavisnosti od razmatranog problema grafovi mogu posma-
trati u kontekstu Laplasove matrice, nenegativne Laplasove matrice, normalizovane
Laplasove matrice ili pak Zajdelove matrice. Ako sa D oznacimo dijagonalnu ma-
tricu diag(dy, ds, . ..,d,), gde je d; stepen évora v;, i = 1,2,...,n grafa G, onda je
Laplasova matrica (engl. Laplacian matriz) grafa G matrica L = D — A, gde je A
matrica susedstva grafa G. Nenegativna Laplasova matrica (engl. signless Laplacian
matriz) jeste matrica Q = D + A, normalizovana Laplasova matrica (engl. norma-
lized Laplacian) je L = D~Y2LD~'/2, dok je Zajdelova matrica (engl. Seidel matriz)
S =J—1-2A, gde je J kvadratna matrica reda n ¢iji su svi elementi jednaki 1. O
spektralnim osobinama Laplasove matrice i nenegativne Laplasove matrice, ¢italac

moze procitati u, na primer [30, 32, 33, 34].

Matrice L i () su pozitivno semidefinitne Sto znaci da su im sopstvene vrednosti
nenegativne, tj. uy > -+ > p, > 0i Kk > -+ > K, > 0, respektivno. Uz to, multi-

plicitet sopstvene vrednosti koja je jednaka 0 matrice L pridruzene grafu G ukazuje

5Sopstvene vrednosti matrice susedstva grafa G.
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na broj komponenata grafa (Teorema 7.1.2 iz [30]), odnosno broj komponenata koje

su bipartitne ili trivijalne, u slucaju da se radi o sopstvenoj vrednosti matrice @)
(Posledica 7.8.2 iz [30]).

Kada je re¢ o preplitanju sopstvenih vrednosti grafa G' u odnosu na matricu L,
i slicno matricu @), moze da se pokaze da vazi analogon Teoreme o preplitanju ali u

odnosu na grane grafa (Teorema 7.1.5 iz [30]):

Teorema 1.1.5 Ako je e proizvoljna grana grafa G i G = G — e, onda je:

/

0= 11n(G) = (@) € p=1(G) < a1 (G) < -+ < pa(G) < (@) < ().

Naravno, za graf H koji je nastao uklanjanjem k (k < n) grana grafa G' uzastopna
primena gore navedene teoreme k puta rezultira osobinom preplitanja u slede¢em
obliku, tj. pik(G) < wi(H) < u;(G), zai=1,2,...,n — k.

Grafovi ¢iji je spektar isti u odnosu na proizvoljnu matricu M koja im je pridru-
zena nazivaju se M -kospektralni grafovi (engl. M -cospectral graphs). Graf H koji
je M-kospektralan sa grafom G ali ne i izomorfan grafu G naziva se M -kospektralni

parnjak (engl. M-cospectral mate) grafa G.

1.2 Spektralno prepoznavanje grafova

Problemi spektralnog prepoznavanja grafova na naucno-istrazivacku scenu stu-

paju kao posledica razvoja i sve vec¢e primene spektralne teorije grafova.

Sa jedne strane, grafove susre¢emo u raznim nauc¢nim disciplinama, poput hemije,
fizike, biologije, sociologije, racunarstva, i slicno. Glavni razlog za ovako Sirok spek-
tar primena lezi, u prvom redu, u jasnoj geometrijskoj poruci koju graf sadrzi a koja
je bliska intuitivnoj predstavi koju covek ima o osobinama i ponasanju objekta koji
se predstavlja grafom (D. Cvetkovi¢, [21]). Ovo je svakako tacno kada se radi o
grafovima sa malim brojem ¢vorova. Medutim, kada uz pomoé¢ grafova pokusamo
da predstavimo velike strukture, odnosno strukture ¢iji su modeli grafovi sa velikim
brojem ¢vorova, kao §to su drustvene mreze ili Internet, kao rezultat dobijamo nepre-
gledne i nesugestivne crteze iz kojih nije mogucée dobiti neke korisne informacije. U
takvim situacijama potrebno je razviti strategije i tehnike za resavanje problema pre-
poznavanja grafova, i dizajnirati racunske programe koji bi potpomogli razmatranje

problema ove vrste.
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Sa druge strane, pronalazenjem brojnih primera kospektralnih grafova pobija
se hipoteza o karakterizaciji grafa pomocu spektra, postavljena u zacetku razvoja
spektralne teorije grafova. Ustanovljeno je da veéina grafova iz pojedinih klasa
grafova ne moze da se prepozna na osnovu spektra. Tako je, na primer, dokazano da
skoro svako stablo nije okarakterisano svojim spektrom. Za reSavanje su se prirodno
nametnuli problemi spektralnog prepoznavanja grafova, koji podrazumevaju prepo-
znavanje Citavih grafova ili nekih njihovih delova bilo na tac¢an ili priblizan naéin.
Zapravo, mozemo reéi [18] da je Citava spektralna teorija grafova u izvesnom smislu
povezana sa prepoznavanjem grafova jer spektralni parametri grafa nose dosta in-
formacija o strukturi grafa, kako lokalnoj tako i globalnoj. U preglednom ¢lanku

[18] ukazano je na nekoliko problema spektralnog prepoznavanja grafova:
e karakterizacija grafova sa datim spektrom,
e tacna ili priblizna konstrukcija grafova sa zadatim spektrom,
e slicnost grafova,

e grafovske perturbacije.

Kada razmatramo sli¢nost grafova naglasimo da je ne treba dovoditi u vezu sa
slicnos¢u matrica koje su pridruzene grafovima. Drugim rec¢ima, dva grafa mogu da
budu sli¢na bez obzira da li su u takvoj relaciji i njima pridruzene matrice. Sli¢nost
grafova se ustanovljava razmatranjem spektralnih rastojanja izmedu grafova, kada se
radi o poredbenim grafovima sa jednakim brojem ¢vorova, odnosno izracunavanjem
mera slicnosti, koje mogu i ne moraju da budu spektralno zasnovane, u slucaju da
su poredbeni grafovi razli¢itog reda. U drugom slucaju poredbeni grafovi najcesée
imaju veliki broj ¢vorova, i nazivaju se mreZama, dok se ustanovljavanje sli¢nosti
izmedu njih oznacava kao poravnavanje mrezZa. U tom kontekstu mozemo da govo-
rimo o spektralnom prepoznavanju mreZa. Osnovni zadatak se sastoji u pronalazenju
zajednickih ili slicnih podgrafova u poredbenim mrezama. Kako je problem izo-
morfizma podgrafova NP-kompletan, resavanje ovog zadatka izvodi se uz pomoé
heuristickih algoritama. U Poglavlju 3 ove disertacije dat je kratak pregled nekih
od postojecih algoritama za globalno poravnavanje mreza, i definisana nova mera
slicnosti za njihove ¢vorove. Mera je zasnovana na razlici funkcija generatrisa za bro-
jeve razapinjuc¢ih zatvorenih Setnji u neizomorfnim grafletima mreza koje se porede.
Broj razapinjuc¢ih zatvorenih Setnji u grafletima ra¢unat je prema novopredlozenoj

formuli u ¢ijoj se osnovi nalazi princip ukljucenja-iskljucenja.
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Spektralno rastojanje izmedu grafova istog reda jeste Euklidovo, Menhetn ili neko
drugo rastojanje izmedu nizova njihovih sopstvenih vrednosti (u odnosu na matricu
koja je grafovima pridruzena)®. Ukoliko su dva grafa na rastojanju jednakom nula,
to neophodno ne znaci da su grafovi jednaki, tj. izomorfni, ve¢ za takva dva grafa
kazemo da su kospektralni. U tom smislu, na spektralno rastojanje grafova mozemo
da gledamo kao na meru slicnosti izmedu grafova sa jednakim brojem ¢vorova, pa
grafove smatramo slicnim ukoliko je njihovo spektralno rastojanje malo. Na taj
nacin, kospektralni grafovi su slicni. U Poglavlju 2 disertacije bavimo se Men-
hetn spektralnim rastojanjem grafova u odnosu na matricu susedstva, Laplasovu
matricu i nenegativnu Laplasovu matricu. U preglednom ¢lanku [18] predlozeno
je uvodenje pozitivnog rastojanja izmedu kospektralnih grafova. Naime, za svako
spektralno rastojanje moglo bi da se definise odgovarajuce kospektralno rastojanje
grafova (engl. cospectral graph distance). Tada bi se umesto razlike odgovarajuéih
sopstvenih vrednosti grafova razmatrale razlike odgovarajuc¢ih elemenata matrice
uglova (engl. angle matriz) 7. Stoga bi Menhetn kospektralno rastojanje grafova
(engl. Manhattan cospectral graph distance) bilo definisano kao suma apsolutnih

vrednosti razlika odgovaraju¢ih elemenata matrica uglova poredbenih grafova.

Pojam spektralnog rastojanja predstavlja dobru polaznu osnovu za dizajniranje
razli¢itih algoritama heuristickog tipa pomocu kojih je moguce konstruisanje grafova
sa datim spektrom, $to je deo takozvanih problema spektralne rekonstrukcije grafova.
Neke idejne smernice za razmatranje problema ove vrste takode su date u [18], dok je
u Poglavlju 2 ove disertacije opisano kako bi jedan od najpopularnijih interaktivnih
komjuterskih programa, AutoGraphiX, mogao da se upotrebi za resavanje problema

koji se ticu spektralnog rastojanja grafova.

Na slicne grafove mozemo da gledamo i kao na grafove koji su nastali jedni
iz drugih nekim malim perturbacijama. Perturbacija grafa podrazumeva malu
promenu u strukturi ili spektru grafa. U disertaciji su promene u strukturi grafa,
kao sto su, na primer, uklanjanje ili dodavanje ¢vorova ili grana grafu, oznacene kao
grafovske transformacije, i analizirane su u kontekstu Menhetn spektralnog rasto-

janja u Poglavlju 2.

Kao sto smo ve¢ istakli, postojanje kospektralnih grafova baca senku sumnje na

efikasnost spektralne teorije grafova. D. Cvetkovié¢ u pristupnom predavanju SANU

60vde podrazumevamo da su sopstvene vrednosti poredbenih grafova uredene monotono

nerastuce.
70 uglovima grafa kao i o matrici uglova grafa biée vige re¢i u Poglavlju 3.

11
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[23] napominje da bi uz poznavanje spektra, poznavanje uglova grafa poveéalo opseg
problema u teoriji grafova koji bi mogli da se proucavaju i analiziraju. Medutim,
istice, da sopstvene vrednosti i uglovi ipak ne sadrze dovoljno informacija za potpunu
karakterizaciju grafova, pa opet ostajemo uskraceni za tretiranje izvesnih grafovskih
problema. Medutim, ono $to svakako ide u prilog efikasnosti spektralne teorije
grafova jeste njena velika popularnost u primenama u ra¢unarstvu [2, 18, 20]. Tu
se postojanje kospektralnih grafova ne smatra nedostatkom, jer je kolic¢ina informa-
cija koja moze da se dobije iz spektra dovoljna za analizu i reSavanje racunarskih
problema. Pokazalo se da se spektri pojavljuju u raznim delovima racunarstva,
pa su tako u preglednom clanku [2] precizirane i grane racunarskih nauka (engl.
Computer Science) u kojima se primenjuju spektralne tehnike: ekspanderi i kom-
binatorna optimizacija, slozene mreze i topologija interneta, data mining, analiza
slika i prepoznavanje oblika, pretraga Interneta, multiprocesori, antivirusna zastita,
razvojne mreze, statisticke baze podataka i socijalne mreze, kvantno racunarstvo,
bioinformatika, teorija kodiranja i teorija sistema. Glavni razlog upotrebe spektra
grafova u raCunarstvu proistice iz ¢injenice da se sopstvene vrednosti i sopstveni
vektori matrica pridruzenih grafu brzo izra¢unavaju - racunska kompleksnost iznosi

O(n?), gde je n broj ¢vorova grafa.

Neka novija numericka istrazivanja impliciraju pozitivne zakljucke u pogledu
karakterizacije grafova pomocu spektra. Naime, statisticki podaci pokazuju da se
za povezane grafove sa m Cvorova proporcija onih koji se ne mogu okarakterisati
spektrom smanjuje za n > 10. Stoga se u [35] postavlja hipoteza da su skoro svi
grafovi sa n ¢vorova okarakterisani svojim spektrom za n — oo. Svakako bi dokaz

ove hipoteze opravdao zastupljeno misljenje o efikasnosti spektralne teorije grafova.

Na pitanje da li su spektralne tehnike dovoljno jake da postanu kohezioni faktor
za celu teoriju grafova danas se sa velikom sigurnosSéu mozZe odgovoriti potvrdno.
MoZda bi trebalo detaljnije videti statistiku objavijenih radova ali spomenute sponta-
ne primene u racunarstvu predstavijaju jak pokazatelj da su spektralne tehnike pre-

poznate kao zajednicke tehnike cele teorije grafova. (D. Cvetkovié, [20])

12



2 Spektralna rastojanja grafova

Problemi u vezi sa spektralnim rastojanjem grafova razmatrani su i ranije. Ri-
chard Brualdi na problemskoj sekciji matematicke radionice o spektrima grafova
koja je odrzana 2006. godine u Averiju, Portugalija (vidi [85]) posebno izlaze neke

od ovih problema, od kada oni ponovo postaju interesantni za istrazivace.

Sadrzaj ovog poglavlja baziran je na rezultatima izlozenim u radovima autora

58], [57], [59] i [60].

Poglavlje je organizovano na sledeéi na¢in. U Odeljku 1 dajemo pregled osnovnih
definicija koje se odnose na spektralno rastojanje i parametre spektralnih rastojanja.
Odeljak 2 sadrzi neke opste relacije vezane prvenstveno za A-spektralna rastojanja
grafova, a znacajne zbog povezanosti spektralnog rastojanja sa energijom grafa. U
Odeljku 3 razmatramo kako grafovske transformacije poput uklanjanja c¢vorova ili
grana grafa uticu na promenu spektralnog rastojanja. Izrac¢unavamo spektralna
rastojanja grafova dobijenih odredenim grafovskim operacijama, kao sto su komple-
ment, graf grana ili NEPS, a izlazemo i relacije za odnos spektralnih rastojanja nekih
grafova u odnosu na spektre razli¢itih matrica. U Odeljku 4 razmatramo spektralna
rastojanja grafova sa zajednickim sopstvenim vrednostima. A-spektralna rastoja-
nja izmedu grafova koji su najzastupljeniji u literaturi sumiramo u Odeljku 5. U
Odeljku 6 komentarisemo hipoteze izlozene u [59] koje se ticu A-spektralnog rasto-
janja grafova. U Odeljku 7 konstruisemo familije grafova sa jednakim brojem ¢vorova
i izraCunavamo parametre spektralnih rastojanja, odnosno ekstremalna spektralna
rastojanja u ovim familijama. Poglavlje zaklju¢ujemo idejnim smernicama za mo-
difikaciju kompjuterskog programa AutoGraphiX za koji verujemo da bi mogao da
potpomogne istrazivanje i ovog problema spektralne teorije grafova. Racunski rezul-
tati koji se odnose na spektralna rastojanja grafova u nekim skupovima grafova do
reda 11 dobijeni uz pomo¢ C' + + programa SDCalc, posebno kreiranog za ove

potrebe, kao i kratak opis ovog programa, izlozeni su u Dodatku A i Dodatku B.
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2.1 Pojam spektralnog rastojanja grafova

Neka su GG1 i G5 neizomorfni grafovi reda n. Sem kada to nije posebno naglaseno,
razmatrac¢emo grafove bez petlji i visestrukih grana. Neka su spektri ovih grafova u
odnosu na matricu M: my(Gy) > ma(Gy) > -+ > m,(G1) 1 mi(Ge) > mo(Ge) >

- > my(Gy), respektivno. M -spektralno rastojanje, odnosno rastojanje izmedu

spektara ovih grafova u odnosu na matricu M, definisemo kao (vidi [85]):

om (G, Gs) = Z [mi(G1) — mi(Go)| -

Stoga, za grafove G 1 G kazemo da su €ys-kospektralni ukoliko je op(G1, Ga) <€,
gde je € proizvoljan nenegativan broj. Jasno, grafovi Gy i G5 jesu 0j;-kospektralni

ako i samo ako su M-kospektralni.

Na ovaj nacin definisano spektralno rastojanje grafova razmatrali smo u odnosu
na matricu susedstva A, Laplasovu matricu L = D — A i nenegativnu Laplasovu
matricu Q = D + A, gde je D dijagonalna matrica stepeni ¢vorova razmatranog
grafa G. Sopstvene vrednosti grafa G reda n u odnosu na navedene matrice, redom,

oznacavali smo sa: A\;(G), u;(G) i ki(G),zai=1,2,... n.

Od posebnog interesa je, medutim, izrac¢unavanje ili ocenjivanje vrednosti para-
metara spektralnih rastojanja grafova u nekim specijalno izabranim klasama grafova
istog reda. Cesto ¢emo ove parametre, s obzirom na njihovu definiciju, zvati eks-
tremalna spektralna rastojanja. Neka je G proizvoljan skup grafova reda n. M-

kospektralnost (engl. M -cospectrality) grafa G € G definisemo kao (vidi [85]):
sy (G) = min{on(G,H): H € G, H+# G}.

Stoga je ng(G) = 0 ako i samo ako graf G ima M-kospektralnog parnjaka. M -mera

kospektralnosti (engl. M -cospectrality measure) na skupu G je:
es™(G) = max{csy (G) : G € G}.

Ovom funkcijom se procenjuje koliko spektar, u odnosu na matricu M, nekog grafa
iz skupa G moze da bude udaljen od spektra bilo kog drugog grafa iz istog skupa.
U radu [59] definisani su jo$ i: M -spektralni ekscentricitet (engl. M -spectral eccen-

tricity) grafa G iz skupa G:

seccy (G) = max{oy (G, H) : H € G},
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kao i M-spektralni dijametar (engl. M-spectral diameter) na skupu G:
sdiam™ (G) = max{seccy (G) : G € G}.

Funkcija spektralni dijametar na skupu G pokazuje koliko velika moze biti spektralna

udaljenost grafova iz datog skupa.

U narednim odeljcima primeti¢emo da je spektralno rastojanje na izvestan nacin
povezano sa energijom grafa. Energija (engl. energy) grafa G reda n definisana je od
strane Gutmana (vidi [42]) 1978. godine kao suma apsolutnih vrednosti sopstvenih

vrednosti grafa G u odnosu na matricu susedstva A, odnosno
E(G) =) MG
i=1

Energija grafa nije glatka funkcija sto probleme u kojima se ona razmatra na diskret-
nim strukturama, kao sto su grafovi, ¢ini teskim, ali istovremeno i izazovnim za
istrazivace iz raznih oblasti. Tako su u knjizi [92] izlozena dva teska i jos uvek u
potpunosti neresena problema koja se ticu energije grafa. Jedan od njih, u knji-
zi oznacen kao Grand Open Problem, podrazumeva opisivanje grafova reda n koji
imaju maksimalnu energiju. ReSenje je poznato za n = 4k?, gde je k ceo broj,
dok su trazeni ekstremalni grafovi jako regularni grafovi. Kako da se ustanovi da
dva grafa imaju istu energiju, zadatak je drugog teskog i neresenog problema. O jos
nekim osobinama energije grafa moze se procitati u, na primer, [44] i [52]. Laplasova
energija grafa G reda n definisana je na sledeéi nacin (vidi [45]):

n

LE(G) =)

=1

w(G) — 2

n

I

gde je m broj grana grafa G. Po analogiji sa LE(G), nenegativnu Laplasovu energiju

grafa definiSemo:

2.2 Neki opsti rezultati

U ovom odeljku izlazemo nekoliko opstih rezultata koji se ticu A-spektralnog
rastojanja grafova. Prvi medu njima znacajni su zbog povezanosti A-spektralnog
rastojanja i energije grafa. Stavise, u sledeéim odeljcima primeti¢emo da su vrednosti

parametara spektralnih rastojanja u odredenim specijalno konstruisanim skupovima
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grafova jednaki energiji nekih posebnih grafova. Odeljak zaklju¢ujemo odredivanjem

jednog gornjeg ogranicenja za A-spektralno rastojanje dva proizvoljna grafa reda n.

Lema 2.2.1 Neka sun=(Gy) i n~ (Gy) brojevi negativnih sopstvenih vrednosti gra-
fova Gy i Gy reda n, respektivno. Oznacimo sa k = max{n(G1),n (Gq)} il =
In™(G1) —n~(G2)| @ pretpostavimo da |A(G1)| > |Ni(G2)| vazi, za svakoi <n —k i
1 >n—k-+1. Tada je:

0a(G1,G2) = E(G1) = E(G2) +2 ) [M(G)l.
n—k<i<n—k+l
Dokaz. Za vrednosti i < n—kii>n—k+1[imamo da je |\ (G1) — Ni(Ga)| =
IAi(G1)] — |[Ni(G2)|, dok je u ostalim slucajevima |[A\;(G1) — A\i(Ga)| = |Ni(Gh)]
|Ai(G2)|. Stoga je:

+

a(G1,Gq) = Z MG = INGa))+ D (MG +[M(Ga)))

n—k<i<n—k+l

+ Z (N (G| = IN(Go)) = BE(G1) — E(Ga) +2 Y [M(Go)l.

i=n—k+Il+1 n—k<i<n—k+l

Posledica 2.2.1 Ako su Gy i Gy bipartitni grafovi reda n, i ako vazi \;(Gy) >
MNi(Ga),i=1,...,|n/2], onda je:

04(Gr, Ga) = B(G) — E(Gs).

Dokaz. Kako su oba grafa bipartitni grafovi, bice:

[n/2]
04(G1,Ga) =2 [Xi(Gh) — Xi(Ga)

i=1

(primetimo da ako je n neparan broj, vazi: Aj,/2)11(G1) = An/2)+1(G2) = 0). Dalje
je |)\z(Gl) — )\Z<G2)| = )\1<G1) — )\1(G2) (Z = 1, Cey Ln/2j), odakle sledi dokaz. |

Tvrdenje 2.2.1 Neka su stepeni reqularnosti grafova Gy i Gy sa n ¢vorova redom

jednaki r1 i ro. Ako je r1 <1y, onda vaze sledece nejednakosti:
(i) 0q(G1,G2) < 0a(G1,Ga) +n(ry —11),
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(ZZ) O'L(G17 Gg) S O'A(Gl,GQ) + n(?“g — 7”1).

Dokaz. Kako se karakteristicni polinomi matrice susedstva i Laplasove matrice
regularnih grafova mogu izraziti preko karakteristicnog polinoma nenegativne La-
plasove matrice (vidi, na primer, [19]), to je Q-spektar r-regularnog grafa G reda
n: M(G)+1r > XNG)+1r > - > A\(G) + r, dok je njegov L-spektar sasta-
vijen od: r — A\ (G) > r — X\1(G) > -+ > 1 — M\ (G). Kao sto je veé naglaseno,
Ai(G), 1 < i < n jesu sopstvene vrednosti razmatranog grafa u odnosu na matricu
susedstva.

Sada za (7) nalazimo da je:
o(G1,G2) ZMZ (G1) — ri(Go)| —Z| ) +71) = (Ai(G2) +19)| <

Z 1Xi(G1) = Ail(G2)| + Z r1 = 12| = 04(G1, Ga) + n(r2 — ).

i=1

Tvrdenje (i7) se dokazuje na slican na¢in. H

Napomena 2.2.1 Ako su Gy i G reqularni grafovi istog stepena reqularnosti, tada
je:
O'A(Gl,GQ) :UQ(Gl,GQ) :O'L(Gl,GQ). (21)
Teorema 2.2.1 Pretpostavimo da nejednakost
mln{)\Z(Gl), /\Z(Gg)} < HlaX{/\H_l(Gl), )‘i+l(G2)} (22)

vazi za tacno t razlicitih vrednosti indeksa v, 1 <1 <n—1. Oznacimo ove vrednosti
sa ki,..., k. Tada je:

O'A(Gl, GQ) S max{/\l(Gl), >\1<G2)} — min{)\kl (Gl), )‘kl (GQ)}"‘
+ max{Ar,+1(G1), Ay +1(Ga)} — min{ A, (G1), Ak, (Ga) } + -+ -+

4 max{ A, 11(Gh)s A1 (Ga)} — mind A (G1), An(Ga)}.

Pored toga, ako je: max{\(G1), \1(G2)} — min{ g, (G1), A\, (G2)},
maX{)‘h-ﬁ-l(Gl)v >‘k1+1(G2)} - min{)‘kz (G1)7 /\k‘z (GZ)}v s 7maX{)‘kt+1(G1)v
Aki+1(G2)} — min{ A, (G1), An(Ga)} < s, bice:

UA(Gl,G2> S S(t + 1)
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2. SPEKTRALNA RASTOJANJA GRAFOVA

Dokaz. Kako vazi da je Il'llIl{)\Z(Gl), )\Z(Gg)} Z maX{/\iH(Gl), )\Z'+1<G2)}7 za i =

1,...,k — 1, imamo:

k1
Z |>\l(G1) - AZ(GQ)l = maX{A1(G1), )\1(G2)} — min{)\l(Gl), /\1(G2)}

+ max{Aa(Gh), Ao(Ga)} — min{Aa(Gh), Aa(Ga)} + -
+ max{A, (G1), A, (G2)} — min{ Ay, (G1), Aw, (G2)}
< max{Ai(G1), M(G2)} — min{A(Gr), Mi(G2)}
+ min{A;(G1), M (G2)} — min{Az(G1), Ao(Ga)} + - +
+ min{ Ak, —1(G1), Ak, —1(G2)} — min{ Ay, (G1), Ak, (G2)}
= max{A(G1), M(G2)} — min{Ag, (G1), A, (G2)},

ianalognoza k; + 1 <i<kjq, i=1,....,t =11k +1<1i<n. Stoga je:
A(G1, o) = ZM (G1) — N(Go)| + Z X (G1) = Mi(Ga)| +

i=k1+1
+ Z [Ai(G1) — Ai(Ga)| <

max{\;(G1), M\ (G2)} — min{A, (G1), Ak, (G2) }+
+max{Ar, +1(G1), Ak +1(Ga) p — min{ A, (G1), Ak, (Ga) } + -+ +
+ max{Ar,4+1(G1), Ak1(Ga) } — min{ A, (G1), A\ (G2)} < s(t + 1).

Posledica 2.2.2 Pod pretpostavkom da vaze oznake kao u prethodnoj teoremi, ako

parametri s i t ne zavise od n, onda ni 04(Gy, G2) ne zavisi od n.

Primer 2.2.1 (dostizanje granice u (2.3)) Jednostavno moze da se proveri da
se jednakost u relaciji (2.3) dostize za Gy = nK; . Nadalje, razmotrimo dobro
poznat Petersenov graf P, koji je 3-reqularan graf reda 10, i ¢iji je A-spektar: 3, [1]°
i [=2]*, i graf 5K,. Koriséenjem oznaka iz prethodne teoreme, imamo t = 3 i
ki ="Tky=8ks =9, pa je:

8 = o4(P,5K>5) < M (P) ) + Z (5K5) — \(P)) =8.

L Ako graf G predstavlja disjunktnu uniju n kopija grafa H, koristimo oznaku G' = nH.
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2. SPEKTRALNA RASTOJANJA GRAFOVA

Primer 2.2.2 (04(G1,G2) ne zavisi od n) Razmotrimo grafove P, i P,_1 + K;.
Posto se sopstvene vrednosti grafa P,_1 preplicu sa sopstvenim vrednostima grafa
P,, a graf K1 ima samo jednu sopstvenu vrednost koja je jednaka nuli, imamo da je

t =0. Ako, na primer, uzmemo da je s = 4, dobijamo:
0A(Py, P14+ K1) <4, zasvako n > 2.

Odavde zakljucujemo da se vrednost A-spektralnog rastojanja o 4(G1, Ga) ne poveéava

sa porastom vrednosti broja ¢vorova n.

Primer 2.2.3 (04(Gy,G2) zavisi od n) Razmotrimo grafove P, i nK;. Ukoliko je
n paran broj, bice t = n —2 (nejednakost (2.2) vazi kad god je i # n/2). Ukoliko je,
sa druge strane, n neparan broj, imamo t = n—3 (nejednakost (2.2) vazi za |n/2] #
i # [n/2]). Ako, na primer, uzmemo da je s = 2, dobijamo: o4(P,,nK;) < 2(n—1),
ako je n paran broj, odnosno oa(P,,nK;) < 2(n—2), ako je n neparan broj. Zaista,
oa(P,,nKy) = E(P,) — o0 kada n — oo.

Za Ko, 1 2K, tmamo t = 0 i s = 2n, pa je 04(Ks,,2K,) = 2n — oo kada

n — OQ.

Primer 2.2.4 (ocena (2.3) je u izvesnim slu¢ajevima gruba) Za grafove K,
i Kino1 + Ky, iz Teoreme 2.2.1 imamo t = 0 i s = 2y/n, pa je 04(Kin, K101

+K7) < 2v/n. Sa druge strane, direktnim izracunavanjem dobijamo
UA(Kl,na Kl,n—l + Kl) = 2(\/5 —Vvn— 1) — 0

kada n — oo.

2.3 Spektralna rastojanja pri nekim grafovskim

operacijama i transformacijama

Ovaj odeljak zapocinjemo tvrdenjima u kojima razmatramo promenu spektra-
Inog rastojanja grafova pri nekim grafovskim transformacijama. Kao $to smo na-
glasili u uvodnom poglavlju, pod grafovskim transformacijama ovde podrazumeva-
mo uklanjanje izvesnog broja ¢vorova ili grana grafa, zatim zamenu postojec¢ih grana
nekim novim, koje prethodno u razmatranom grafu nisu postojale ili, na primer, do-

davanje petlji.

Slede¢a lema daje gornje ogranicenje za A-spektralno rastojanje indukovanih

podgrafova istog reda datog grafa.
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2. SPEKTRALNA RASTOJANJA GRAFOVA

Lema 2.3.1 Neka su Gy i Gy indukovani podgrafovi reda m grafa G. Tada je:

min{m,n—m}

o4(G1,Gs) < Z (Ai(G) = M—minfmn—m}+i(G)).
i=1
U specijalnom slucaju, ako je svaki od grafova Gy i Gy dobijen uklanjanjem jednog
cvora grafa G, vazi: 04(G1,Ga) < M(G) — M\(G).

Dokaz. 1z Teoreme o preplitanju (vidi Posledicu 1.1.1 u uvodnom poglavlju ili
Teoremu 0.10 iz [26]) imamo da je: \(G) > Ni(Gh), Ni(G2) > Amti(G), za @ =
1,...,m. Stoga je:

m

D IN(G) = Mi(Gr)| < Z()\i(G) — Aiemti(G)) =

=1

min{m,n—m}

> (G = Mcmingmn—my+i(G))-

i=1
Za m = n — 1, poslednja suma se svodi na A\;(G) — A\, (G), ¢ime je lema dokazana.

Lemom u nastavku izracunavamo L- i J- spektralno rastojanje grafa i podgrafa

koji je od datog grafa nastao uklanjanjem odredenog broja grana.

Lema 2.3.2 Neka je G graf reda n. Neka je graf H dobijen uklanjanjem k grana

grafa G. Tada vazi:
or(G,H) = 0¢(G, H) = 2k.

Dokaz. Pretpostavimo da graf G ima m grana. Tada je & < m. Oznac¢imo sa H’
graf koji je dobijen uklanjanjem jedne grane grafa GG. Prema Teoremi 7.1.5. iz [30]
imamo: p;(G) > wu;(H') (i = 1,2,...,n). Slicno, shodno Teoremi 7.8.13. iz [30],
bice: k;(G) > ki(H') (1 =1,2,...,n).

Kako je graf H nastao uklanjanjem k grana grafa G, sukcesivhom primenom
gore navedenih nejednakosti, dobijamo da je: 1;(G) > w;(H) (i = 1,2,...,n), i
ki(G) > ki(H) (i=1,2,...,n). Stoga je:

n

oL(G, H) = Z (G = wi(H)| = (1(G) = ps(H)) = 2m — 2(m — k) = 2k,

=1

i analogno: og(G,H) =2k. n
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2. SPEKTRALNA RASTOJANJA GRAFOVA

Posledica 2.3.1 Neka su Gy, Gy, G i G~ grafovi redan sa my, mo,m* im~ grana,
respektivno. Ako je G, odnosno G~ zajednicki nadgraf, odnosno podgraf grafova G,

1 G, onda vaZe sledece nejednakosti:
max{or(G1,G2),00(G1,Ga)} <2(2m™ —my —my), @
max{o(G1,Gs),00(G1,Ga)} < 2(my +mg —2m™).
Dokaz. Kako je:
or(G1,Go) < min{o(G1,G") + 0 (GY,G),00(G1,G7) + or.(G~,Go)},

i analogno za 0g(G1, Gz), dokaz sledi iz Leme 2.3.2. =

Posledica 2.3.2 Neka je X = {Gy, Gy, ..., G(n)} skup grafova reda n, gde je svaki

od grafova G; nastao uklanjanjem grane grafa G;y1, 1 =0,1..., (Z) — 1. Tada je:
(i) sk(Gy) =2,0<i<(}),
(ii) st (X) =2,
(iii) secck (G;) = max{2i,n(n — 1) — 2i},
(iv) sdiam™(X) = n(n — 1).

Dokaz. Za i < j prema Lemi 2.3.2 imamo da je 0.,(G;, G;) = 2(j — i), odakle sledi
dokaz. ®

Napomena 2.3.1 Analogno tuvrdenje vazi i za spektralna rastojanja u odnosu na

nenegativnu Laplasovu matricu.

Tvrdenje 2.3.1 Pretpostavimo da je graf H dobijen od grafa G reda n uklanja-
njem grana uwsq,...,uw, ¢ dodavanjem mnovih grana vwy,...,vwy koje prethodno
nisu postojale u grafu G. Ako oznac¢imo sa A = max{\(G), \1(H)}, odnosno sa
A =min{\,(G), \,(H)}, onda je:

oa(G H) < A+ M(G) = A(G) = A
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2. SPEKTRALNA RASTOJANJA GRAFOVA

Dokaz. Vazi (vidi [90]):

)\i—l(G) > )\Z(H) > )\i—i-l(G); za 1 = 2,3,. Lo, = 1.

Koriséenjem gore navedenih nejednakosti, kao i zbog preplitanja sopstvenih vredno-

sti (vidi, na primer, Posledicu 1.1.1 u uvodnom poglavlju), imamo:

|>\1(G> - /\l(H)‘ < /\1_1(G> - )\7;+1(G), za i = 2,3, e, — 1,
kao i
M(G) = M(H)| <A =X(G), 1 [M(G) = Au(H)| < Xy 1 (G) = A

Na kraju je:
oa(G H) = [N(G) = M(H)| < A+ M(G) = M(G) = A,
i=1
¢ime je tvrdenje dokazano. H

Tvrdenje 2.3.2 Neka su Gy i Gy dva proizvoljna grafa reda n. Neka su G i G,
grafouvi dobijeni redom od grafova G © G dodavanjem petlje kod svakog ¢vora. Tada

vazi: O'A(Gll, GIQ) = O'A(Gl, Gg)

Dokaz. Oznacimo sa G graf koji je dobijen dodavanjem petlje kod svakog ¢vora
grafa G reda n. Tada za matricu susedstva A" ovog grafa vazi A = A + I, gde je
A matrica susedstva grafa GG, dok je I jedinicna matrica. Primenom Courant-Weyl-
ovih nejednakosti (vidi Teoremu 1.1.2 u uvodnom poglavlju ili Teoremu 1.3.15. iz
[30]) dobijamo da za odgovarajuée sopstvene vrednosti ovih grafova vazi: \;(G') <
Ni(G) +1, zalﬁjgigni)\i(G/)ZAj(G)—i-l,zalgigjgn. To znaci da je
MN(G) =XN(G) +1,zai=1,2,...,n, ito dokazuje tvrdenje. ®

Prelazimo na razmatranje operacija nad grafovima. Ako jer = A\ (G) > A\ (G) >
-+« > A\(Q) spektar r-regularnog grafa GG, onda je spektar njegovog komplementa
G (vidi 26]): n—1—7 > —1 = \,(G) > --- > —1 — \y(G), pa je A-spektralno

rastojanje izmedu ova dva grafa jednako:
oa(G,G) =|n—2r = 1|+ > |N(G) + Aig2(G) + 1.
=2

Odavde mozemo da primetimo da je tesko izracunati ta¢nu vrednost A-spektralnog
rastojanja izmedu regularnog grafa G i njegovog komplementa G u opstem slucaju,

pa u nastavku razmatramo neke specijalne slucajeve.
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2. SPEKTRALNA RASTOJANJA GRAFOVA

Tvrdenje 2.3.3 Neka je G regularan bipartitan graf reda n, takav da njegov stepen
reqularnosti v nije veéi od stepena reqularnosti njegovog komplementa G. Ako je

Xi(G) = X1 (G)| <1 ,i=1,...,| 2], onda 04(G,G) =2(n—2r — 1).

Dokaz. Nalazimo da je:

n

Eju (@)= (=20 =1)+ 3 N(G) + Auisa(G) + 1] =
[n/2] -
(n—2r—1)+2 Y |N(G) = A (G) — 1.

Ako je n neparan broj, kako je )\nT-H(G> =0, to je
[n/2]
22 IM(G) = A ( )—1]:(n—l)—2</\1(G)—)\nT+1(G)> —n—2r— 1.
Ukoliko je, pak, n paran broj, bice:

/2]
2 Z X (G) =N 1 (G)—=1] = (n—2) =2 (M(G) = \ja(G)) +1-2X,0(G) = n—2r—1.

Na taj na¢in u oba slu¢aja imamo da je o4(G,G) =2(n —2r —1). =W

Lema 2.3.3 Neka je G primitivan jako reqularan graf sa parametrima (n,r,e, f).
Tada je:
74(G.8) == 2r =11+ (= De+ 1= 11+ (1= —le=f+1]).
A
2r+(n—1)(e = f)I,

gde je A= (e — f)*+4(r — f).

Dokaz. Prema Teoremi 3.6.5 iz [30] spektar grafa G se sastoji od: [r],[s]" i [t]',

gde je s,t=1((e—f) £ VA) ikl = 3 (n— 1F LW) Iz Teoreme 2.1.2 iz

[30] sledi da spektar grafa G ¢ine: [n —r —1],[—t — 1]' i [-s — 1]*. Stoga je:

n min{k,l}+1
= NG = X@) | =In—2r =1+ D |s+t+1]+
=1 1=2
max{k,l}+1 n
+ Y NG =M@+ D) s+t =|n—2r— 1|+
i=min{k,l}+2 i=max{k,l}+2
max{k,l}+1
+ (min{k, 1} —max{k, 1} +n—1)[s+t+1+ > [N(G)—X(G)|.
i=min{k,l}+2
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U zavisnosti od medusobnog odnosa multipliciteta & i [, poslednji sabirak u

gornjoj jednakosti je:

max{k,l}+1 max{k,l}+1
Z 125+ 1| = Z ‘\/Z—(f—e—l)‘,
i=min{k,l}+2 t=min{k,l}+2

za k > [, odnosno

max{k,l}+1 max{k,l}+1
oo pt+i= ) ‘\/K—i-(f—e—l)’,
i=min{k,l}+2 i=min{k,l}+2

za k < 1. Kako za k > [ vazi da je r < 25*(f —e), tj. f > e, odnosno za k <
vazi da je f < e+ 1 (jer ako bi bilo f > e+ 1, npr. f = e+ 2, imali bismo da je
2r+ (n—1)(e—f)=2r—2(n—1) <0, jer je r < n —1, sto je kontradikcija sa
pretpostavkom), imamo da je:

max{k,l}+1
S ING) — MG = (ma{k, 1} — min{k, 1) |[VA — |f — e —1]].
i=min{k,l}+2
Posto je: |[f—e—1]> = (f—e—1)* = (f—€)*+2(e—f)+1 < (f—e)*+2(r—f)+1 <

A, to s obzirom na jednakosti kojima su odredeni multipliciteti £ i [, imamo da je:

max{k,l}+1 . 1
(@) = N(@) = —=[2r+(n—1)(e = N (VA= [f—e—1]),
imi%l}-{& VA ( )
odnosno
oa(G,G) = |n—2r—1|+(n—1)|e—f+1|+(1 - %k —f+ 1|) |2r4+(n—1)(e—f)].

U slucaju kada je k = [, odnosno 2r + (n — 1)(e — f) = 0, grafovi G i G imaju
iste parametre (vidi, na primer, [77]): (n,r,e, f) = (4t + 1,2t,t — 1,t), za neko

t > 1. Njihovi spektri su u tom slucaju: [”T’l] , [#ﬁ] * [#E]T, pa je

A-spektralno rastojanje:
oa(G,G)=n—2r—1|+(n—1)(f—e—1)=0.

Time je lema dokazana. ®

Za regularne grafove vazi i sledece tvrdenje.

Tvrdenje 2.3.4 Neka O(G) oznacava primenu grafovskih operacija graf grana i
komplement na reqularan graf G proizvoljan broj puta i u proizvoljnom poretku.

Neka su G i G r-regularni grafovi reda n. Tada vazi:

04(0(G1), 0(G2)) = 04(G1, Ga) = 0(O(G1), O(Gz)) = 01(G1,G2) =
00(0(G1),0(Gy)) = 0q(G1, Ga).
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Dokaz. Jednakosti iz formulacije tvrdenja se dobijaju razmatranjem odnosa izmedu
sopstvenih vrednosti regularnih grafova pri navedenenim operacijama i u odnosu na

navedene matrice (vidi, na primer, [30] i [19]) i iz jednakosti (2.1). ®

Tvrdenje 2.3.5 Neka je G reqularan graf reda n, takav da njegov stepen regu-

larnosti v nije veéi od stepena reqularnosti njegovog komplementa G. Vai:
or(G,G) < o4(G,G) + (n—2)(n—2r —1).

Dokaz. Prema pretpostavci tvrdenja vazi n — 2r — 1 > 0. Sli¢no kao u dokazu
Tvrdenja 2.2.1, na osnovu rezultata sumiranih u [19] nalazimo da je L-spektar grafa
G: (G) =71 = A(G) 2 p2(G) =7 = Xt (G) = -+ = pn(G) = 17— M(G) =0,
odnosno da je L-spektar komplementa ovog grafa: u;(G) = n —r + X\iy1(G), za
1 <i<nip,(G) =0, gde su, kao i obitno, \;(G), 1 < i < n sopstvene vrednosti

matrice susedstva razmatranog grafa. Stoga je:

_ilm( — 1:(G))| Z ~ A (@) = (=74 A (G))] =

n

D IN(G) + Anis2(G) +n — 27| < |>\i(G) + Aina(G) + 1]+

=2 1=2

# 21— 2 = 1= FINE) = (1= duessal @)+ (G — (0 = 1= 1)+

+(n—2)(n—2r—1) ZM (G)] + M(G) = M (G)|+
+(n—=2)(n—2r—1)=0a(G,G)+ (n—2)(n —2r — 1),
sto dokazuje tvrdenje. W

Napomena 2.3.2 Moze se naci dosta primera grafova za koje se dostiZe jednakost
u relaciji iz prethodnog tvrdenja. Medu njima je i jako reqularan Petersenov graf,
u kom slucaju ce wvrednosti izraza sa obe strane znaka nejednakosti iznositi 30.
Stavise, pokazacemo da jednakost vazi i za sve primitivne jako reqularne grafove

2L i f = e+ 1. Nasuprot tome, za

sa parametrima (n,r,e, f), takvim da je r <

kompletan bipartitan graf reda n, K» », kome su uklonjene grane koje c¢ine savrseno
272

sparivanje (za definiciju vidi, na primer, [88]), jednakost se dostize jedino za n = 2.

Pored toga, za n > 8 bice:

30— 16 = oy, (K;Q,K;E> <oa (Kgﬂ Kﬂﬂ>+(n—2) <n—2<——1>—1>
272 272 272 2

272

= 3n — 10.
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Tvrdenje 2.3.6 Neka je G primitivan jako reqularan graf éiji sa parametrima (n,r,

e, f) takvim da je r < ”T_l i f=e+1. Tada je:
or(G,G) = 04(G,G) + (n—2)(n —2r — 1).

Dokaz. Slicno kao u dokazu Tvrdenja 2.2.1, nalazimo da je L-spektar grafa G:
[r =1, [r—s]" i [0], dok je L-spektar njegovog komplementa Gine: [n — r + s]*
n—r+1"i[0], gde je s,t =1 <—1i\/Z) IA=1+4(r—e—1).

Kako je 2r+(n—1)(e—f)=2r—(n—1) < 2% —(n—1) =0, to je k > L.

Neka je k > [. Tada je L-spektralno rastojanje:

I

1 k
oL(G,G) =) lr—t—n+r—s|+ > In—r+s—r+s|+
i=1

i=l+1
n—1
+ Y |r—s—n+r—t\:2l\n—2r—1|+(/€—Z)‘n—2r—1+\/Z —
i=k+1

2(n —2r — 1)+ (k—1)(n—2r —1+VA) =

(n—2r —1)(I+ k) + VA (_27“ + (n\/—zl)(—l)

U slucaju kada je k = [, grafovi G i G imaju iste parametre, pa je o.(G, G) = 0.

) =ntn2e

Iz Leme 2.3.3 sledi da je A-spektralno rastojanje grafa G(n,r,e,e+ 1) i njegovog
komplementa: o4(G,G) = 2(n —2r — 1), za k > [, odnosno o 4(G,G) =0, za k = [.

Stoga imamo da je:
oa(G,G)+(n—2)(n—2r—1)=nn—2r —1) =0,(G,G),
¢ime je tvrdenje dokazano. H

Tvrdenje 2.3.7 Neka je G primitivan jako regularan graf sa parametrima (n,r,
e, f). Tada vaZi:

1. Ako je f =eir= "2, tada je 0, (G,G) = 04(G,G) + (n — 2)(n — 2r — 1);

2. Ako je f = e+a, a> 117 < 752, tada ne postogi ni jedan jako regularan
graf sa navedenim parametrima za koga vazi da je o (G,G) = 04(G,G)+ (n—
2)(n —2r —1);

3. Neka jee = f+0b, b>11ir < "T_b Ako je n — 2r + 1 < VA, tada je
01(G,G) =04(G,G)+ (n—2)(n—2r —1) zar = 5L, Pored toga, ne postoji
ni jedan drugi joko reqularan graf sa navedenim parametrima takav da A- i
L-spektralna rastojanja izmedu njega 1 njegovog komplementa zadovoljavaju

navedenu jednakost.
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Dokaz.

1. U ovom slucaju vazi da je 2r + (n — 1)(e — f) =2r =n — 1 > 0, §to znaci da
je k < 1. Neka je k < [. Tada je L-spektralno rastojanje:

k l
oL(G.G) =) Ints—r—r+tl+ > |r—t—n—t+r[+

i=1 i=k+1
n—1
—l—Z]T—s—n—t+r|:2k]n—2r|+(l—k)’n—2r—\/z:
i=l+1
2r+ (n—1)(e—f) 2r
%+ (I —k(VA-1)=n—1- for— =
(BB = A VA

2(n—1)(1—\/—1£>.

Iz Leme 2.3.3 dobijamo da je A-spektralno rastojanje:

oa(G,G)=2(n—1) (1 — ﬁ) , paje

or(G,G) = 04(G,G)+ (n—2)(n —2r — 1).

Ukoliko je k = [, bi¢e o(G,G) = 04(G, G) = 0, pa tvrdenje ocigledno vazi.

2. U ovom slucaju imamo da je: 2r + (n — 1)(e — f) = 2r —a(n — 1) < 275% —

a(n —1) =n(l —a) <0, §to znaci da je k > [, pa je:

l k
UL(G,E):Z|r—t—n+r—s|—|— Z In—r+s—r+s|/+
i=1 i=l+1
n—1
+ Z n—r+t—r+s|=2n—2r—al+(k—-10)|n-2r—a+ VAl =
i=h+1
2(n—2r —a) + (k—1)(n—2r —a+VA) =
2r 4+ (n—1)(—a)
VA

(n—1)(n—2r—a)— VA
n(n —2r—1).
Iz Leme 2.3.3 sledi da je A-spektralno rastojanje:
oa(G,G) =

(n—2r—1)+(n—1)(a—1)+(1— (a—l))|2r—an+a|:

SRR B

(n—2r—1)+(n—1)(a—1)—|—<1—

2an — 2r — a) (1—\%@—1)).

(a—l))((m—Qr—a):
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Ukoliko bi postojao graf ¢ija spektralna rastojanja o (G, G) i 04(G, G) zado-
voljavaju jednakost iz formulacije tvrdenja, to bi znacilo da je:
or(G,G) — (n—2)(n—2r — 1) = 04(G, G),

n—2r—1=(an—2r —a) (1—\/—%@—1)),

1 1
ﬁ(n—Zr—l):(n—l) (Mﬁ(a—l)),
(n—1)(VA —a)+2r =0,

a=vVA+ 2r

n—1

Kako je k > [, to graf G nije konferencijski graf (engl. conference graph) (za
definiciju i osobine vidi [30]), pa je VA ceo broj. Posto je 2r <n—a <n—1,
to % nije ceo broj, sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je a ceo broj

veéi od jedan.

. Kakoje2r+(n—1)(e—f) <252+ (n—1)(f+b—f)=b(n—2)+n >0,

to je k < [, pa imamo da je:

k l
UL(Gaa):Zm—T—f‘S—T-Fﬂ—F Z r—t—n+r—t/+
i=1 i=k+1
n—1
+ Z ]r—s—n—i—r—t|:2k(n—2r—|—b)+(l—k)‘n—Qr—l—b—\/Z.
i=l+1

Zamenom odgovarajuc¢ih vrednosti za k i [, dobijamo da je:
or(G,G) =n(n—2r —1),
ukoliko jen — 2r + b > \/Z, odnosno

or(G,G) =n(n—2r —1) +2 (2r +b(n — 1)) (1 — %(n—%—i—b)) :

ukoliko je n—2r+b < v/A. Iz Leme 2.3.3 sprovodenjem elementarnih racunskih

operacija dobijamo da je:
oa(G,G)=(n—2r—1)+(n—1)(b+1)+ (1 — %(H 1)> (2r +b(n —1)).
S obzirom na prethodno, ako bi vazilo da je

or(G,G) = 0A4(G,G) + (n—2)(n—2r — 1),
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zan—2r+b< \/Zib > 1, to bi znagcilo da je (2r+b(n—1))(n—2r—1) =0,
odakle je b =
Sa druge strane, ukohko bi Vazﬂo daje or(G,G) = 0a(G,G)+(n—2)(n—2r—

1), pod pretpostavkom da je n — 2r +b > VA, to bi, zamenom izracunatih

1
29

== §to znaci da se jednakost dostize jedino za b = 1.

spektralnih rastojanja znacilo da je b = 2(r — f) — =, Sto je kontradikcija sa

¢injenicom da b mora biti ceo broj.

Definicijom grafovske operacije NEPS, navedenom u Odeljku 1.1, ne dopusta se
postojanje baze koja sadrzi n-torku cije su sve koordinate jednake nuli. Ukoliko
dopustimo postojanje ovakve n-torke, kao posledicu dobijamo graf sa petljom kod

svakog ¢vora. Sledeée tvrdenje predstavlja zapravo specijalan slucaj Tvrdenja 2.3.2.

Tvrdenje 2.3.8 Neka je G = NEPS(Gy,Gs,...,Gn;B1) i H = NEPS(Hy, Ho,

L Hyy By), gde su Gy @ Hy, i = 1,2,...,n proizvoljni grafovi. Ako je Bll =
By U {(0,0,...,0)} i B, = B, U{(0,0,...,0)}, i G = NEPS(G4,Gs,...,Gp:B))
i H = NEPS(Hy, Hy, ..., H,:;:B,), onda je: oa(G',H') = 04(G, H).

Dokaz. Prema Teoremi 2.5.4 iz [30] spektar grafa G’ (odnosno H') sastoji se od
77777 5, takvih da je: Ay, 4 (G) = ZBGB )\ﬁl )\g’;n, za
i =1,...0kn 1 h = 1,...,n, gde su A;j,..., Ay,

= 1,2,...,n, respektivno. Stoga, imamo: A; _; (G') = > 5eB, )\fjl --~>\§?n +
AL, A, = Ay, (G) + 1. A-spektralno rastojanje je:

Ny, 21yeeey

svih mogucih vrednosti A;,

sopstvene Vrednostl grafa Gj,

ZM )+ 1=X(H) = 1] = 0a(G, H),

sto dokazuje tvrdenje. W

Tvrdenje 2.3.9 Neka je G = NEPS(Ks, Ko, ..., Ky; B), i neka su
MG =Af (@) =D X X =1, ks, h=1,....n
BeB

razlicite sopstvene vrednosti grafa G, takve da je k sopstvenih vrednosti, 0 < k < n,
medu sopstvenim vrednostima Ay, ...\, grafova Ky jednako —1. Pretpostavimo
da je baza B takva da je A*(G) > A*(G) + 2, za svako 0 < k < n. Neka je G =
NEPS(Ks, Ky, ..., Ky, B), gdeje B = BU{(1,1,...,1)}. Tada vazios(G,G") = 2.
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Dokaz. Kao u dokazu prethodnog tvrdenja (Teorema 2.5.4 iz [30]) nalazimo da se

spektar grafa G sastoji od svih moguéih sopstvenih vrednosti A(G') takvih da je:

MG )= AL A = ZA?; A A A, = AG) + A A,
BseB’ peB

za i, = 1,...,ky, h =1,...,n. Ako je medu sopstvenim vrednostima Aty - Ang,

grafova K5 njih k£ jednako -1, to je:
AMG) = ANG) + (1),

gde je 0 < k < n. Multiplicitet sopstvene vrednosti A¥(G), odnosno A*(G'), odgo-
vara broju nacina na koje je moguce izabrati k sopstvenih vrednosti koje su jednake

-1, odnosno (Z,) S obzirom na pretpostavku u formulaciji tvrdenja, imamo da je:
AM(G) = AMG) + (1) 2 AHG) + ()" = AMH(E),

za svako 0 < k < n, pa je A-spektralno rastojanje:

n

oA(G.C) =Y (Z) AR(@) + (~1)F — AR@)| = 2.

k=0

Ovim je tvrdenje dokazano. ®

Primer 2.3.1 Neka je G = NEPS(Ky, Ko, ..., Ky, B), gde se baza B sastoji od
binarnih n-torki od kojih svaka ima tacno jednu komponentu jednaku jedinici, tj.
B = {(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0), ...,(0,0,0,...,1)}. Graf G je zapravo n-kub
ciji je spektar [n — 2@'](?), 0<i<n.

Oznacimo sa G' = NEPS(Ky, Ko, ..., Ky, B), gde je B = BU{(1,1,...,1)}.

Kako za razlicite sopstvene vrednosti grafa G vazi da je:
NG =n—-2i>n—-2>G+1)+2=A"G) +2,

za svaki izbor i sopstvenih vrednosti grafova Ko koje su jednake -1, 0 < i < n, to
vazi i
AG)Y=AN(G)+ (1) =n—2i+ (—1) >n—2(i+ 1) + (1) = AHG),

pa je A-spektralno rastojanje ovih grafova jednako:

n

0a(G, A=Y (7;) In— 2+ (—1)' — (n — 2i)| = 2.

1=0
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U radu [51] definisane su dve nove grafovske operacije oznacene kao Syerter Spa-
janje (engl. Syertex JOIN) 1 Seage spajanje (engl. Seqge join) grafova Gy = (V4, Ey) i
Go = (Va, E5), takvih da je |[Vi| = ny 1 |Va| = no. Naime, Syeper Spajanje grafova Gy
i Go, u oznaci G1VGy, jeste graf koji nastaje od grafova S(G1) i Go spajanjem svakog
¢vora iz skupa V] sa svakim ¢évorom iz skupa V5. Ovde, S(G) oznacava graf dobijen
subdivizijom grafa G (za detalje vidi uvodno poglavlje ili [26, 30]). Seqze spajange
grafova G 1 G, u oznaci G1VGs, jeste graf koji se dobija od grafova S(G) i Gy
spajanjem svakog ¢vora iz skupa Vs(a,) \ Vi, gde Vs(q,) oznacava skup évorova grafa
S(Gy), sa svakim évorom iz skupa V5. U radu [51] dati su A-spektri ovih grafova za

slucaj kada su G; r;-regularni grafovi, 1 = 1, 2.

Tvrdenje 2.3.10 Neka su G; povezani r;-reqularni grafovi reda n;, i = 1,2. Neka
su spektri ovih grafova u odnosu na matricu susedstva: r; = M\ (G;) > Ao(G;) >
o> M (GY), i = 1,2, takvi da vazic A\, (Ga) > —/M(Gy) + 1. Tada je:

04(G1VGs, G1VGs) =

> N(GIVG:) = M(GIVGy)| + MGV Ga) — X (G1VGy)),
ie{l,n1+mi+na}
gde je my broj grana grafa Gy, dok su N(G1VGy) i X (G1VGs) nule polinoma hy(z) =
23 — rox?® — (nyng + 2r1)x + 21179 1 he(x) = 23
spektivno, koje su razlicite od A\ (G1VG2) @ Ay tmyny(G1VG2), odnosno A (G1VG)

[ )\n1+m1+n2 (GlMGQ) .

— row? — (myng + 2ry)x + 2r17r9, TeE-

Dokaz. Shodno Teoremama 1.11 1.2 iz [51] spektri grafova G1VGs 1 G1 VG5 razliku-

ju se u vrednosti jedino tri sopstvene vrednosti. Ostalih ny +m; +ny — 3 sopstvenih
vrednosti su :I:\/m, zai = 2,3,...,n1, \i(Gs), zai =23,...,ny i nula
multipliciteta m; — ny. Razmotrimo preostale tri sopstvene vrednosti ovih grafova.

Kako je S(G;) indukovani podgraf grafa G;VGs (odnosno G;VGs) iz Teoreme o

preplitanju (vidi Posledicu 1.1.1 u uvodnom poglavlju) imamo da je:

)\1(G1\7G2) > )\1<S(G1)) = v/ )\1(G1> + 7 > AV )\Q(Gl) —+ 7.

Sa druge strane, kako je G indukovan podgraf grafa G;VGs (odnosno GiVGs),

primenom Teoreme o preplitanju dobijamo da vazi:
M(G1VGa) > Mi(Ga) > Xa(Ga).

Iz datih nejednakosti mozemo da zaklju¢imo da je jedan od korena polinoma

hi(z) (odnosno hs(zx)) upravo indeks grafa G;VGy (odnosno G1VG3). Na slican
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nacin, nalazimo da je:

)‘n1+m1+n2 (GIVGQ) < /\n1+m1 (S(Gl)) -~V >‘1<G1) + 1,

/\n1+m1+n2 (G1VG2> < )\”2 (G2>’

odnosno

Anitmitns (G1VG2) < min{Ay, (G2), =/ A (G1) + 11} =

VNG + < V(G + 1,

odakle mozemo da zaklju¢imo da je jedan od preostala dva korena polinoma h(z)
(ho(z)) sopstvena vrednost A, ym,+ny(G1VG2) (Anytmyins (G1VGo)).

Preostali, tre¢i koren polinoma hy(z) i he(z), koji je razlicit od nule, ozna¢imo sa
Ai ), respektivno. Bez smanjenja opstosti, pretpostavimo da je sopstvena vrednost
A u spektru grafa GV G5 na poziciji z, dok je sopstvena vrednost A" u spektru grafa
G1VG4 na poziciji y, tako da je z < y. Tada A- spektralno rastojanje ovih grafova

postaje:

0A(G1\7G2, G1MG2> = ‘)\1 (Gl\/Gg) — )\1 (G1MG2)|+

x—1

+ ) IN(G1VGa) = M(GIVGa)| + [Aa(G1VGa) = Aa(G1VGa) |+
=2
y—1

+ ) A(GIVGa) = M(GrVGa)| + |\ (GrVGa) — My (G1VGa) |+
t=x+1

ni+mi+na—1

+ > N(GIVG) — MGG+

i=y+1
+ Ay tmi4ne (G1VG2) = Apy sy (G1YG2)| = [M(G1VG2) — M (G1VGa) |+
y—1
+ (A= A(G1VG2)) + Y [N(G1VGa) = Aip1 (G1VGa)| + (A (G1VGa) — N )+
i=z+1

[ Atmitna (G1VG2) = Any g 4na (G1VGo) | = [M(G1VG2) — M (G1V G|+
+ (A = A(G1VG)) + Ao y1(G1VGs) — A\ (G1VGa) + Ny (G1VGs) — N+

+ Ay tms 02 (G1VG2) = Ay 40 (G1VGo) | = [M(G1VG2) — A (G Ga) [+
+ (A=) + P4 (G1VG2) = Any g ns (G1VGo).

Ovim je tvrdenje dokazano. ®
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2.4 Spektralna rastojanja grafova sa zajednickim

sopstvenim vrednostima

Tvrdenjem 2.3.10 iz prethodnog odeljka pokazali smo da ako se A-spektri dva
grafa istog reda razlikuju po vrednosti tacno tri sopstvene vrednosti, onda A-spektra-
Ino rastojanje izmedu njih zavisi jedino od ovih Sest razli¢itih sopstvenih vrednosti
(po tri iz A-spektra svakog od grafova). U ovom odeljku izlazemo nesto opstiji
rezultat (vidi [58]).

Neka su GGy i G5 dva grafa reda n, ¢iji su spektri u odnosu na matricu M redom
jednaki x1 > x9 > ... > x,, odnosno y; > ys > ... > y,. Oznacimo sa z; > 25 >

co. > 2 1t >t > .. > 1, razliCite sopstvene vrednosti ovih grafova, respektivno.

Definicija 2.4.1 Neka je \ zajednicka sopstvena vrednost grafova Gy i Go takva
da je N\ = z,, za neko Iy € {1,2,...,m} i A\ = t,, za neko ly € {1,2,... ny}.
Neka su iy,iy € {1,2,...,n} najmanji indeksi takvi da je x;; = XN iy, = A, 1
slicno, neka su ji,jo € {1,2,...,n} najveéi indeksi takvi da vazi x;, = X i y;, =
. M-parcijalno spektralno rastojanje Pux(G1, G2) grafova Gy i Gy koje odgovara
zajednickoj sopstvenoj vrednosti \ je:

max{j1,j2}
Pua(Gr,Ga) = > ok —wml. (2.4)

k=min{i,i2}
Ocigledno vazi iy < j; 149 < jo. Pored toga, ukoliko za svaku zajednicku sopstvenu
vrednost A grafova G; i G sa I, oznac¢imo skup indeksa sopstvenih vrednosti ovih

grafova koje pripadaju intervalu [min{iy, i}, max{ji, jo}], nalazimo da je:

ou(GrGo) = Pun(Gr,Go) + D lme—wml=)0 FY . (25)

ke{1,2,..n\U, I

gde se prvo sumiranje vrsi po svim zajednickim sopstvenim vrednostima A grafova
G i Go. Ukoliko grafovi GG i G2 nemaju zajednickih sopstvenih vrednosti, jedno-

stavno imamo da je oy (G1, G2) = .

Definicija 2.4.2 Parcijalna realizacija RPy x(G1,G2) parcijalnog spektralnog ra-
stojanga Py A(Gy, Ga) grafova Gy i Gy koje odgovara zajednickoj sopstvenoj vrednosti
A ovih grafova jeste aritmeticki izraz nastao iz sume (2.4) tako $to je svaki sabirak
|z — yx| zamenjen sa xp + (—yi), ako je xx > yx, odnosno sa —xy + yp ako je

T < Yk, 26 svako k = min{iy,is}, ..., max{ji, ja}.
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Definicija 2.4.3 Redukovana parcijalna realizacija RRPy A (G1, Ga) parcijalnog
spektralnog rastojanja Py a(Gi,G2) grafova Gy i Gy jeste aritmeticki izraz dobi-
jen od RPy \(G1,G2) brisanjem svih parova sabiraka suprotnog znaka, tj. ¢lanova

oblika a, —a.

Jasno vazi: PM,)\(Gl, Gg) = RPM’)\(Gl, Gg) = RRPM’)\(Gl, GQ)

Tvrdenje 2.4.1 Neka su Gy © Gy grafovi reda n sa datim spektrima v odnosu na
matricu M. Ako je X zajednicka sopstvena vrednost ovih grafova sa multiplicite-
tima my i may, respektivno, onda redukovana parcijalna realizacija RRPy (G, Ga)
parcijalnog spektralnog rastojanja Pya(Gi, Ga) sadrzi najvise |my — ma| sabiraka,
odnosno clanova koji su jednaki A ile —\. U specijalnom slucaju, ako je multiplicitet
sopstvene vrednosti A u spektrima grafova Gy © Gy jednak, onda redukovana parci-

jalna realizacija RRPy\(G1,G2) ne sadrzi ¢lanove koji su jednaki A i —\.

Dokaz. Bez smanjenja opstosti, u dokazu ¢emo razmotriti slucaj kada je m; >
mo > 1. Svi ostali sluc¢ajevi analiziraju se na analogan na¢in. Pod navedenom pret-
postavkom razlikova¢emo nekoliko moguéih odnosa pozicija 71, 72, j1 i j2 zajednickih
sopstvenih vrednosti A u spektrima grafova G i G (naravno, koristimo prethodno

uvedenu notaciju).
Ako je i1 = i3 < jo < j1, onda je parcijalno spektralno rastojanje jednako:

J1

Pua(Gr,Ga) = ) ok — wil-

k=i1
Parcijalna realizacija je:
J2 Jt
RPyA(G1,Ga) =Y (A= + > (A —um),
k‘=i1 k':j2+1

pa redukovana parcijalna realizacija postaje:

J1
RRPM,)\(G17G2) = (m1 — mg))\ — Z Yk, -

k=j2+1
Neka je: 11 < 19 < jo = 7;. Tada je:
J1

Pua(Gi1,Go) = Z T — Y,

k=i1
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pa je parcijalna realizacija:

in—1
RPyA(G1,Gs) = Z Yk — A) + Z (A=N).
k=i1 k=ia
Naposletku imamo:
i2—1
RRPy Gy, Gs) = Zyk-ir my —my)(—A).
k=11

Ako je i1 <19 < J1 < jo, onda vazi:

Pya(Gr,G2) = Z’xk_yk’

k=i
pa je:
ig—1 J2
RPyA(G1,G2) = > (g — A) + Z A=N+ > (A —ap).
k=i1 k=ia k=j1+1
Stoga imamo:
i2—1 J2
RRPy (G, G2) = Z Y — Z z + (mq —ma)(—N).
k=i1 k=j1+1

Slucaj kada je i1 < io = j; < jo analizira se na slican nacin kao prethodni.

Neka sada 19 < i1 < jo < j1 vazi. Tada je:

J1

Pua(Gi,Go) = Z Tk — Yl

k=is
pa parcijalna realizacija postaje:
il 1 .jl
RPM7)\(G1,G2) = Z ZL“k— +Z )\ )\ Z ()\—yk).
k= 12 k= =11 k= j2+1

Redukovana parcijalna realizacija je:

i1—1

RRPM)\ Gl,GQ ZIk— Z yk—l— myi — TTLQ))\

k=io k=jo+1

Slucaj iy < i1 = jo < j; razmatra se na nacin analogan prethodnom.
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Ako je iy < J1 < i < jo, tada je:

PM,\ G17G2 Z’xk_yk

k=11
pa imamo da je:
Ji in—1 J2
RPyA(G1, Ga) = Z(?/k —A)+ Z (yr — k) + Z(A — ).
k=i1 k=j1+1 k=iz

Redukovana parcijalna realizacija je:

ig—1 J2

RRPM)\ Gl,GQ Zyk Z Ty + (ml _m2)<_>\)-
k=11 k=j1+1

Neka je io < jo < i1 < j1. Parcijalno rastojanje je:

J1

Prua(Gi1,Go) = Z Tk — Y|,

k=ig
pa imamo:
J2 i1—1 Ji
RPyA(GLGa) = (=N + > (e —w) + ) (A=)
k=ig k=jo2+1 k=i1

Redukovana parcijalna realizacija je:

i1—1

RRPM)\ Gl,GQ ZZEk— Z yk—l— mq — mg))\

k=12 k=72+1
Ako vazi iy < iy < jJo < j1, onda je:

Pua(Gr, G2) = Z|$k_yk|

k=11
pa je:
iQ 1 ,jl
RPM)\(Gl,Gz) = Z Yk — —|— Z )\ )\ Z ()\ — yk)
k=iy k=i k=ja+1

Sada imamo: RRPy,(G1,Gs) = 22 Zi Yi — ZQ:]QH yp— (Jo—J1+ia—i)A. 1
Iz Tvrdenja 2.4.1 vidimo da ukoliko su multipliciteti zajednicke sopstvene vred-

nosti A u M-spektrima grafova G, i G, ¢ije M-spektralno rastojanje izracunavamo,

isti, onda redukovana parcijalna realizacija ne sadrzi ¢lanove, odnosno sabirke A i

—A. U slucaju kada su spomenuti multipliciteti razlic¢iti, shodno ranije uvedenim

oznakama, imamo:
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Posledica 2.4.1 Ako M-spektri grafova Gi i Gy sadrie sopstvenu vrednost \ sa

visestrukostima my # mqy, respektivno, tako da vazi:
lg — 11 = J1 — Jo, 2a iy <1y < Jo < J1 @My > ma, (2.6)

ili
1 —lg = Jo — J1, 2 1 < i1 < J1 < J2 1 My < Mg, (2.7)
onda redukovana parcijalna realizacija RRPy\(G1, Ga) parcijalnog spektralnog ra-

stojanja Py a(G1, Ga) ne sadrzi élan X kao ni élan —X\.

Dokaz. Sledi direktno iz poslednjeg slucaja razmotrenog u dokazu Tvrdenja 2.4.1.

Kako su sopstvene vrednosti koje ¢ine sabirke u sumi ) _, iz formule (2.5) medu-

sobno razlicite, iz formule (2.5) i Tvrdenja 2.4.1 direktno sledi sledec¢a:

Teorema 2.4.1 M-spektralno rastojanje grafova istog reda ne zavisi od njihovih

zajednickih sopstvenih vrednosti do na multiplicitet.
Takode, iz prethodno izlozenog sledi da vazi i sledeca:

Teorema 2.4.2 Neka M-spektri grafova Gy i Gy sa n cvorova sadrie sopstvene
vrednostt \y > Ay > --- > N\, sa multiplicitetima redom mqy, Mio, ..., My, 1@
Ma1, Mo, - . ., Mo, tako da my # moy vazZi za svako | € {1,2,...,m}. Ako parovi
ma, may, U skladu sa definicijom 2.4.1, zadovoljavaju relaciju (2.6) ili (2.7), onda
M -spektralno rastojanje izmedu grafova Gy i Gy ne zavisi od zajednickih sopstvenih

vrednosti ovih grafova.

2.5 A-spektralna rastojanja nekih posebnih gra-

fova

Kako je [59] jedan od prvih radova u kojima se razmatra problem spektralnih
rastojanja izlozen na matematickoj radionici u Averiu 2006. godine (vidi [85]), tu
su izracunata A-spektralna rastojanja izmedu nekih grafova koji su opstepoznati i
sveprisutni u literaturi. Spektri nekih od grafova ¢ija ¢emo spektralna rastojanja

izracunati u ovom odeljku navedeni su u uvodnom poglavlju, a spektri ostalih se
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mogu naéi u, na primer, [26] ili [30], a izlistani su u Tabeli 2.1. Napominjemo da je
koktel-parti graf C'P,, koji je komplement grafa nK,, graf sa 2n ¢vorova.

Odeljak zapocinjemo interesantnim rezultatom koji se odnosi na spektralno ra-
stojanje konture C), i puta P,, i koje je, pokazuje se, jednako u odnosu na spektre
sve tri matrice - i matrice susedstva, i Laplasove matrice i nenegativne Laplasove

matrice.

Teorema 2.5.1 Vazi: o4(P,,C,) =2, n > 3.

Dokaz. Pretpostavimo da je n neparan broj. Razmatranjem spektara grafova P, i
C,, (vidi Tabelu 2.1), dobijamo:

)\1(Cn) > Al(Cn) = /\@+1(Cn) > )\1+2(Cn) = >\i+3(Cn>7 = 2, 4, 6, e, — 3,
kao i
/\z(Cn) > )\Z(Pn) > )‘i+1(Pn> > )\Hl(C’n), 1=1,3,5,...,n— 2, )\’rL(Cn) > )\n(Pn)

Koriséenjem gore navedenih jednakosti, imamo:

TA(Pn, Co) = Mi(Ch) +Z|A Cy)l

= A (Cn) = M(Po) + S (Ai(Pn) = Ai(Cn) + Ai(Cr) = Aiga(Po))

1 paran, (=2

n

=2+ (=1)"\i(P) =2,

i=1
gde poslednja jednakost sledi iz ¢injenice da je P, bipartitan graf, a n neparan broj.

Pretpostavimo sada da je n paran broj. Kako vazi:

)‘1(071> > )‘1(0”) = )‘iJrl(Cn) > )‘2+2<Cn) = )\z+3(cn> > )‘n(Cn>7 1= 274: 67 s ,n—4,

)\Z(Cn) > /\l(Pn) > /\H-I(Pn) > Ai—i—l(C’n% L= ]-737 s 17

to je:

n+1

oa(Py,Cn) =2M(Cy) —l—i(—l) Ai( —4—22 " cos

Poslednja jednakost u gornjoj relaciji sledi iz éinjenice da je P, bipartitan graf, kao

i iz trigonometrijskog identiteta: Z?ﬁ(—l) =1/2. =
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Napomena 2.5.1 Shodno Lemi 2.3.2, vazi i da je: o(P,,Cy) = 0g(Py, Cy) = 2.

Tabela 2.1: Neki posebni grafovi i njihovi A-spektri

Graf Spektar grafa
P, 2cosnij:1,i:1,...,n
Ch QCOS%,izl,...,n
Zn Oi2cos(22:—_1;7r,i:1,...,n—1
W, || 2,[0%,—2i2cos 25, i=1,...,n—4
K, n—1i[-1]""1
Ko | /2, 04272 § — g
cPp, on — 2, [0]" i [—2]

Teorema 2.5.2 Vazi: 04(Zap—1,Con1) =2, n > 2.

Dokaz. Kako sopstvene vrednosti grafova iz formulacije tvrdenja zadovoljavaju iste
jednakosti, odnosno nejednakosti, kao i sopstvene vrednosti grafova P, i C,, za slucaj

kada je n neparan broj (vidi prvi deo dokaza Teoreme 2.5.1), to je:

0a(Zop-1,Con—1) =2+ Z(—l)n)\i(Zanl) =2.

i=1

Ovim je teorema dokazana. H

Teorema 2.5.3 Za A-spektralna rastojanja grafova P,, C,, Z, i W, vazi sledece:

(i) oa(Pn, Zn) < 1 za svaki neparan broj n i paran broj n takav da je n > 30.

(ii) Neka je n > 5. Tada je oa(P,,W,) < 2 za svaki neparan broj n takav da je

n > 11,1 svaki paran broj n.
(111) o4(Ch, Zy) < 3 kada je n paran broj i n > 4.

(iv) Neka je n > 5. Tada je o4(Cp, W,) < 3 za svaki neparan broj n takav da je

n > 7, i svaki paran brojn .

(v) Neka je n > 5. Tada je o4(Z,,W,) < 1 za svaki neparan broj n takav da je

n > 31, i svaki paran broj n.
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Dokaz. Razmatranjem apsolutnih vrednosti razlika |\;(P,) — \i(Z,)], za i =
1,...,n, moze da se proveri da oa(Pay, Zok),0a(Pog—1, Zog—1) < 0a(Pog—2, Zok_2)

vazi za svako k > 2. Pored toga, neposrednim izracunavanjem dobijamo:
oa(P3o, Z30) <14 0a(Pap—1, Zox—1) <1, k < 15.
Otuda sledi (i). Ostali slucajevi se dokazuju analognim rezonovanjem. ™

Teorema 2.5.4 Neka je G proizvoljan graf, i neka n* = n*(G) oznacava broj sop-

stvenih vrednosti grafa G koje su vece ili jednake -1. Tada je:

(i) oa(Kn, G) = 2(n" = 1+ 3070, M(@)).
E(G) — 2z, /i < ~M(G)
(it) 0a(Kning: G) = E(G) +20,(G), /mimz € [=An(G), M(G))
E(G) 4 2(y/ning — M(G) + M\u(G)),  /nina > M(G).
Dokaz. (i) Imamo da je:

n

oa(KnG) = n—1=M(G)+ Y _|N(G)+1] =n—1-X\(G)+

> (@) +1) — | Y @) +1) =

n—1—)\1(G)+n*—1+nz)\i(G)—n+n*— i Ai(G) =

i=n*+1

2(n*—1) — +Z)\ Z Ai( n—1+2/\

i=n*+1
gde poslednja jednakost sledi iz > 7 | A;(G) = 0.
(ii)) U ovom slucaju je:

TA(Kny nyy G) = E(G) = M(G) + A(G) + [M(G) — Vina| + |A(G) + Vning,

odakle se razmatranjem mogucih vrednosti y/nins dobijaju jednakosti iz formulacije

tvrdenja. ®
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Tabela 2.2: A-spektralna rastojanja grafa K, i nekih posebnih grafova

G oa(Ky, Q) ogranicenje

. 2({2(n+1)J , L

3 i DY N(Py)) n>6
lafn

c, 2(2 {—J+ > Ai(Cn)> n>4

2
W, 2( HJ n /\,(Wn)> n>7
1=2
K,
Koy ny 2(n — 2) 2<n=mny+ny
CP, n n je paran broj

U Tabelama 2.2, 2.3 i 2.4 izlozena su jos neka A-spektralna rastojanja grafova iz
Tabele 2.1. Pri izracunavanju ovih A-spektralnih rastojanja pozivali smo se na bi-
partitnost odredenih grafova, spektre grafova izlozene u Tabeli 2.1, kao i na Teoremu
2.5.4. Analiziranjem dobijenih rezultata vidimo da je, na primer, o4(CP, /2, W,,) =
04(CPyj2, K\ ny), kao i da je ovim A-spektralnim rastojanjima jednako A-spektra-
Ino rastojanje izmedu grafova C'P, /s i C), za n =4 0.

U nekim sluc¢ajevima, spektralna rastojanja izmedu ovih posebnih grafova u
odnosu na Laplasovu i nenegativnu Laplasovu matricu izrac¢unavaju se veoma jedno-
stavno. Na primer, kako je svaki graf G sa n ¢vorova podgraf po granama kompletnog

grafa K, to je prema Lemi 2.3.2:
oL(Kn, G) = 0g(K,,G) =n(n—1) — 2¢(G),
gde je e(G) broj grana grafa G. Tako je:
or(K,,Cy) =n(n—3),
oL(Kn, P,) = (n = 1)(n - 2),

or(Ky, Z,) = (n—1)(n—2),
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Tabela 2.3: A-spektralna rastojanja grafa K, ,, i nekih posebnih grafova

G oA(Kpy ny, G) ogranicenje
P, 2(y/ning — 22X\ (P,)) + E(P,) ni+mns=n>5
C, 2(y/ming — 24+ M\ (Cr)) + E(Cy) ny+ng=n2=>>5
Z 2(y/ming — 2\ (Z,)) + E(Z,,) ni+mny=mn>5
W, 2(y/ming —4) + E(W,) n+ng=n>5
K, 2(n —2) ng+neg=n>2
Koy 0
CP, 2(n —4) ny +ny =mn > 6, n je paran broj

Tabela 2.4: A-spektralna rastojanja grafa C'P,/; i nekih posebnih grafova

G 04(CP,2,G), n paran ogranicenje

P, || 2(n =X (Py) + Anja(Pr) — 2) n>6

C, 2(n+ A2 (Cr) — 4)

Z, 2(n — M (Z,) — 2)

W 2(n —4) >

K, n
Koy ny 2(n —4) ni+ny=n>6
CP, 0

o(Ky,Wy,) = (n—1)(n—2),
or(Ky,CP,2) =n, zan paran,
o (K, Ky ny) =n(n—1) — %nlng, ny +ng =n.
Slicno vazi i za koktel-parti graf C'P, ,, gde je n paran broj:
0(CPyj2, Cp) = n(n —4),

0r(CPya, Py) = n? —4n + 2,

0L(CPuja, Zn) = n® —4n + 2, g > 3,
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or(CPyp, W) =n> —dn+2, = > 4.

|3

Rezultati navedeni u prethodnim teoremama i tabelama predstavljaju primere
beskonac¢nih familija grafova cije je A-spektralno rastojanje relativno malo, odno-
sno u konkretnom slu¢aju manje ili jednako 1,2 ili 3. Preciznije, ukoliko vazi
c4(G1,Gs) < €, gde je € nenegativan i dovoljno mali broj, kazemo da su grafovi
G 1 Gy skoro kospektralni. U tom smislu sledeé¢im tvrdenjem dat je jos jedan par
grafova koji nisu kospektralni, odnosno koji nemaju jednake spektre, a cije je A-

spektralno rastojanje proizvoljno malo.

Tvrdenje 2.5.1 Vazi: 04(Kpy gy Kny—iny + K1) <€, za svako ny > (E4ding)?

16€2no
Dokaz. Resavanjem nejednakosti:
OA(Kny ngs Ky —iny + 1K) =2 (\/”1”2 — /(1 — l)nz) <e

dolazimo do rezultata. ®

2.6 Hipoteze o spektralnom rastojanju grafova

U ovom odeljku najpre navodimo hipoteze postavljene u [59] koje se odnose na
A-spektralno rastojanje grafova, a nastale su kao rezultat izra¢unavanja sprovedenih
u C' + + programu SDCalc specijalno kreiranom za ove potrebe (vidi Dodatak A i
Dodatak B).

Hipoteza 2.6.1 A-spektralno rastojanje izmedu dva grafa reda n nije vece od
EX® = max{FE(G), G je graf reda n}.

Racunski rezultati (videti Dodatak B) potvrduju ovu pretpostavku za n < 8. Uko-
liko sa G,, oznac¢imo skup svih grafova reda n, Hipoteza 2.6.1 moze da se formulise

na slede¢i nacin: sdiam®(G,) = Emax?

Hipoteza 2.6.2 Neka su Ry i Ry grafovi ¢ije je A-spektralno rastojanje u skupu

svih povezanih reqularnih grafova reda n maksimalno. Tada je jedan od njih K, .
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Racunski rezultati potvrduju ovu pretpostavku za n < 11. Takode, na osnovu
dobijenih rezultata moze se zakljuc¢iti da ne postoji pravilnost vezana za strukturu
drugog grafa, pa je to nekad kontura, a za n = 10 Petersenov graf. Stavise, u nekim
slucajevima postoji i vise od jednog grafa kandidata za drugi graf. Ukoliko sa R,
oznac¢imo skup svih regularnih grafova reda n, onda se Hipoteza 2.6.2 moze krace

formulisati kao: sdiam®(R,,) = secciy (K,)?

Hipoteza 2.6.3 Neka su By i By grafouvi cije je A-spektralno rastojanje u skupu svih

povezanih bipartitnih grafova reda n maksimalno. Tada je jedan od njih Ky 21, n/2)-

Racunski rezultati potvrduju ovu pretpostavku za n < 11. Sli¢no, kao i u pretho-
dnom slucaju, jasno pravilo u pogledu strukturnih osobina drugog grafa ne postoji.
Ukoliko sa B,, ozna¢imo skup svih bipartitnih grafova reda n, Hipotezu 2.6.3 krace

formulisemo kao: sdiam®(B,) = seccg (K21, n/2))?

Hipoteza 2.6.4 A-spektralno rastojanje izmedu dva stabla reda n nije veée od A-

spektralnog rastojanja o 4(P,, Kn—11).

Racunski rezultati potvrduju ovu pretpostavku za n < 16. Ukoliko sa 7,, oznac¢imo
skup svih stabala reda n, tada Hipotezu 2.6.4 kra¢e mozemo da formulisemo kao:

sdiam®(7,,) = oa(P,, Kn_11)?

Takode, vazi i:
Lema 2.6.1 Ukoliko je T,, proizvoljno stablo reda n, tada je:
O-A(Tna Kn—l,n) S UA(Pm Kn—l,l)'

Dokaz. Kako je za svako n: \(P,) < M(T5) < M (Ky—11) 1 E(P,) > E(T,) (vidi
[43]), to je:
oa(Th, Kno11) =2(vVn—1—=2\(T,)) + E(T,,) <
2(Wn—1=2\N(P,)) + E(P,) = 0a(Pp, Ky—11).
Ovim je lema dokazana. =

Naredna hipoteza predstavlja zapravo dopunu rezultata koji su dati u Tabelama
2.2,2.3124.

Hipoteza 2.6.5
1
0.945 ~ lim 04(P,, Z,) = lim o4(W,,, Z,) = 5 lim oa(P,, W,);

n—oo n—oo n—oo

lim 04(Cap, Zopn) =2 (= 04(Con1, Zon—1)).

n—oo
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Hipoteza 2.6.6 Postoje grafovi Gy i Gy bez zajednickih sopstvenih vrednosti tako
da je: 04(G1,Ge) < €, gde je € > 0 proizvoljan mali broj.

Par grafova iz Tvrdenja 2.5.1 predstavlja primer grafova ¢ije je A-spektralno rasto-
janje proizvoljno malo. Uz to, racunski rezultati pokazuju da se sa pove¢anjem reda
grafa, minimalno A-spektralno rastojanje smanjuje, Sto opravdava postavku ovakve

hipoteze.

Lema 2.3.3 nas je inspirisala (vidi [58]) da pokusamo da pronademo par grafova
¢ije je A-spektralno rastojanje ve¢e od maksimalne energije E]"* na skupu svih
grafova reda n. Kako za energiju grafa G reda n vazi sledeca nejednakost (vidi [63]):
E(G) < 3(1++/n), gde se jednakost dostize ako i samo ako je G jako regularan graf
sa parametrima (n, (n ++/n)/2, (n 4+ v/n)/4, (n + /n)/4), zakljucili smo da za jako
regularan graf G sa parametrima (n,r, e, f) takvim da je f ~ y/n i e mali pozitivan

broj, vazi da je: 04(G,G) = O(n?/?). Preciznije, razmotrimo sledec¢e primere.

Primer 2.6.1 Generalisani cetvorougaonik (engl. generalized quadrangle) Q)1 =
GQ(2,4) (nesto vise o ovom tipu grafova citalac moze naci, na primer, u [39], str.
81) je jako reqularan graf sa parametrima (27,10,1,5). A-spektar ovog grafa cine:
10, [1]%0, [=5]%, pa se lako izracunava 04(Q1, Q1) = 84. Kako je EI" < 2(1+4/n) ~

83.648, ovim primerom smo opovrgli Hipotezu 2.6.1.

Primer 2.6.2 Generalisani cetvorougaonik Qa = GQ(3,9) je jako regularan graf sa
parametrima (112,30,2,10). Kako je A-spektar ovog grafa sastavijen od: 30, [2]%°,
[—10]*, nalazimo da je 04(Q2,Q2) = 690 > 648,648 = %(1+/n) > EM*, odnosno
nalazimo jos jedan primer parova grafova kojim pobijamo Hipotezu 2.6.1. Pored
toga, energije grafova Qs i Qo takode su manje od vrednosti A-spektralnog rastojanja
izmedu njih, i iznose: E(Gs) = 420 i E(G,) = 540.

U nastavku razmatramo Hipotezu 2.6.2 ali na jednom posebno odabranom pod-
skupu svih povezanih regularnih grafova reda n, i u odnosu na Laplasove matrice

odgovarajucih grafova.

Tvrdenje 2.6.1 Neka je R skup povezanih reqularnih grafova reda n ciji je spektar
u odnosu na matricu susedstva A\ (R) > Ay(R) > ... > A\y(R) > —2, za proizvoljan
graf R iz skupa R. Tada vazi da je:

UL(RI; RZ) S O-L(Om Kn)a

gde su Ry © Ry dva ri-reqularna grafa, i = 1,2 iz skupa R takva da jer; > 2,1 =1,2
1 T+ T2 S n — 3.

45



2. SPEKTRALNA RASTOJANJA GRAFOVA

Dokaz. Shodno Lemi 2.3.2, nalazimo da je:
—1
or(Cn, Kp,) =2 (% — n) =n(n —3),
kao i:

nn—1) nr

or(R,K,)=2 ((T — ?) =nn—1-r),
za neki r-regularan graf R iz skupa R.
Kako je L-spektar proizvoljnog r-regularnog grafa R iz skupa R sledec¢eg oblika:
pi(R) =r =AM (R) > p2(R) =r— A1 (R) > ... > pp(R) =7 — M (R) = 0, imamo
da je:

RlaRQ Z |,Mz Rl — My RQ)| =

n

D 1 = Ai(Ry) = (r2 = Xi(Ra))| < Z (max{ry,ra} +2) <

i=1
n(n—3—min{ry,re} +2) = og (Rmin{mm}, Kn) <nn—-1-2)=0,(C,, K,),
¢ime je tvrdenje dokazano. W

Izrac¢unavanja koja su sprovedena za stabla reda 5 < n < 11 (vidi Dodatak
B) pokazuju da su stabla sa maksimalnom L-energijom zvezde Ki,_1, kao i da
ne postoje parovi stabala reda n ¢ije je L-spektralno rastojanje veée od L-energije

zvezde K ,_1, tj. EL(KLn_l). Stoga je opravdano da postavimo sledeéu [58]:
Hipoteza 2.6.7 Neka su Ty i T proizvoljna stabla reda n. Tada je:
o (T, Ty) < B* (K, 1).
Uz dodatne pretpostavke mozemo da dokazemo sledece:

Tvrdenje 2.6.2 Neka su Ty i Ty stabla reda n > 5 za ¢ije sopstvene vrednosti u
odnosu na Laplasovu matricu vazi: |p(Th) — pi(T2)| < min{u (7)), (To)} — 2 4
i (Th) — pi(T2)| < min{u, (1), wi(T)}, za @ = 2,3,...,n. Tada je: op(Th,Ts) <
EX(Kypn1).

Dokaz. S obzirom na pretpostavke bice:

4
or(Th,Ty) < (u(Th) — 2) + Zuz (1) =2(n=1) =2 <2 —d+ — = B (K1),

=2

¢ime je tvrdenje dokazano. W

Napomena 2.6.1 Analogni rezultati vaze 1 za QQ-spektralna rastojanja stabala.
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2.7 Spektralna rastojanja u specijalno konstrui-

sanim skupovima grafova

Jedan od istrazivackih zadataka u vezi sa spektralnim rastojanjem grafova tice se
ispitivanja kospektralnosti grafa iz neke specijalno odabrane klase grafova [85]. Stoga
u ovom odeljku konstruisemo sedam familija grafova specijalno odredene strukture i
medusobnog odnosa, i izracunavamo spektralna rastojanja i parametre spektralnih
rastojanja u njima. Odeljak zakljucujemo izracunavanjem spektralnih rastojanja u

nekim skupovima regularnih grafova.

2.7.1 Skup KK/ grafova

Graf K K/ definisan je u [38] kao graf koji nastaje od dve kopije kompletnog grafa
K, tako sto jedan ¢vor jedne od kopija grafa K, povezujemo pomocu j grana sa j
¢vorova druge kopije grafa K, gde je 1 < j < n. A-karakteristi¢ni polinom grafa
KK} zan>3i1<j<nizozen je uradu [38]: Py ,(z) = (z+ 1)@=9h(z), gde
je h(z) polinom ¢etvrtog stepena. U nastavku ¢emo pokazati da su nule polinoma

h(x) upravo prva, druga, tre¢a i 2n-ta sopstvena vrednost grafa K K.

Za matricu susedstva A’ grafa K KJ vazi da je: A7 = A+ M;, gde je A° matrica
susedstva grafa 2K, dok je M; matrica sledeceg oblika:

0 01 1
0 - 0
v o Xx;\ o000 -0
/ XTI o 1 - 00 -~ 0 - 0|’
1
0 - 00 - 0 -~ 0

gde je O nula matrica reda n, dok je X; matrica reda n koja jedino u jednoj vrsti
(koja odgovara izabranom ¢voru u jednoj od kopija grafa K,) ima j jedinica, i sve
ostale elemente jednake nuli.

Kako se primenom elementarnih transformacija vrsta matrica M; svodi na ma-

tricu cije su sve sem dve nula-vrste, to u spektru matrice M; postoje 2n—2 sopstvene
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vrednosti koje su jednake nuli. Preostale dve su zbog bipartitnosti pripadajuceg

grafa simetricne u odnosu na nulu, i neposrednom proverom se pokazuje da su jed-
nake ++/7,za 1 < j < n.

Odredimo sada raspored sopstvenih vrednosti \;(KKY), i =1,2,...,2n u spek-
tru grafa KKJ. Iz Courant-Weyl-ovih nejednakosti (Teorema 1.1.2 u uvodnom
poglavlju) primenjenih na matrice A° i M; dobijamo da vazi:

MKKD) > N1 (2K,) 4 Aon1 (M) = N1 (2K,) = —1,1=4,5,...,2n — 1;
MKKD) < N1(2K,) + X (M) = N1 (2K,) = —1,1 =4,5,...,2n — 1;
Aon(KK?) < Aop 1(2K,) + Ao (M) = Ao 1(2K,,) = —1;

M(KKD) > M(2K,) + Aon1(M;) = \(2K,) = —1,
jer se spektar grafa 2K, sastoji od: [n — 1]* i [-1]*"2, pa zakljucujemo da su

nule polinoma h(z) upravo sopstvene vrednosti A\j(KK7), M\(KK?), \3(KKJ) i
Aon(KKY).

Teorema 2.7.1 Neka je Gy = {Go, G1,...,G,} skup grafova takvih da je Gy = 2K,
i Gy = KK, 2a 1 <i<mn. Za A-spektralno rastojanje grafova iz skupa G, vazi da
je:

o4(Gy,G;) < M(Gy) Gi) + 37 — 1,

26 0<i1 <3< nin>3.
Dokaz. A-spektralno rastojanje grafova G; = KK! 1 G; = KK) za0<i<j<n
je:

4(Gi, G5) Z (G G,)| =

[AL(Gi) = M(GH)| + [A(Gi) = A2 (G)] + [A3(Gi) = As(Gy)] + [A2a(Gi) — A2n(G))]
odnosno, kako indeks grafa ne opada dodavanjem novih elemenata (Teorema 0.7 iz
[26]) bice:

04(Gi, Gj) = M(Gj) — M(Gi) + [A(Gi) — A (Gj)l +
[A3(Gi) — As3(Gj)| + [A2n(Gi) — A2n(Gj)] -

Kako za matrice susedstva A" i A7 grafova KK' i KK/, respektivno, vazi da je
Al = A"+ M;_;, gde je M;_;, kao i ranije, matrica reda 2n sa (j —i+ 1)-nom ne-nula

vrstom, primenom Courant-Weyl-ovih nejednakosti dobijamo:

)\Z(KK%)S)\Z(KK )+>\1( j— Z)—)\Z(KKZ)—F j—l,l:2,3,2n,
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MKKD) > N(KKL) + An(M;_) = N(KKL) — \/j —i,1 = 2,3,2n,

Sto znaci da je: | N(G;) — N(Gy)| < VJj —t, zal =2,3,2n. Stoga je:

o4(Gi, Gy) < M(Gy) — M(Gh) + 3/ — 4.

Ovim je teorema dokazana. ®

Napomena 2.7.1 Kako odgovarajuce prve, druge, trece, odnosno 2n-te sopstvene
vrednosti grafova iz skupa Gy nisu monotono uredene, nije moguce tacno izracunati,
odnosno oceniti parametre A-spektralnih rastojanja u datom skupu, u opstem slucaju.
Tako je, na primer, u skupu G; za Gy = 2Ky, ¢s(G1) = 04(Go, G1) = 2, dok
je sdiam(Gy) = oa(Go, G5) = 3.68, sto se razlikuje od vrednosti A-spektralnog di-
jametra u nekim skupovima grafova specijalne strukture i medusobnog odnosa koje
cemo razmotriti u nastavku. Naime, videcemo da ée spektralni dijametar u tim
skupovima grafova odgovarati A-spektralnom rastojanju izmedu ekstremalnih grafova

datog skupa, tj. grafova sa najmanjim, odnosno najvecim brojem grana.

Napomena 2.7.2 S obzirom da je graf G; iz skupa Gi podgraf po granama grafa G,
2a0 <1 < 7 <mn, idase ovi grafovi razlikuju za tacno j—1i grana, shodno Lemzi 2.3.2,
L-, odnosno Q-spektralno rastojanje ovih grafova je: o (G;,G;) = 0o(G;, G;) =
2(j—1i). Uovom slucaju parametre spektralnih rastojanja moguce je taéno izracunati.

Tako imamo da je:
o cs§,(Gi) = min{o (G, Gy) : Gy € G, j #1i} = 2;
o osL(Gh) = 2;
o secch, (Gi) = max{o.(G;, G;) : Gj € Gy,j # i} = max{2i,2(n —i)};
e sdiam”(G,) = 2n.

Analogno cée vaziti i za odgovarajuce grafovske invarijante u odnosu na Q-spektre

ovih grafova.

2.7.2 Neki kompletni multipartitni grafovi

Neka je Go = {G1,Ga,...,G,} skup kompletnih multipartitnih grafova G; =
Ky, xm, reda n, gde je 1 < ¢ < p. Ovde p predstavlja broj faktora odnosno razlicitih
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delilaca broja n. Svaki od grafova G; iz skupa Gy se sastoji od k; delova (gde
je k; jedan od delilaca broja n), a svaki od ovih delova ima jednak broj ¢vorova
m; = kp_it1, za 1 < ¢ < p. Takode, pretpostavicemo da su grafovi iz skupa G
na izvestan nacin uredeni, odnosno da za grafove G; i G takve da je i < j, vazi
k; < k;. Na taj nacin, graf G je graf koji se sastoji od izolovanih ¢évorova (k; =1
im; =k, =n), graf Gy = Koxm, = Koxi, , je kompletan bipartitan graf, dok je
G kompletan graf (k, = nim, = k; = 1). Spektar grafa G; = Ky, «, sastoji se od
(vidi [26], strana 73): [(k; — 1)m], [0]%(™=Y i [=m,]%~1 no kako za svako i vazi da

']k:i—l.

n=ki i [—m;

je ki - m; = n, bi¢e: [n —m;], [0]
Teorema 2.7.2 Neka je Gy prethodno definisan skup grafova. Tada je:
(i) CSSQ(Gi) = min{2(n — k;mii1),2(n — ki—ymy)}, for2 <i<n-—1;
(ii) cs*(G2) = 2(n —ma) = 2(n — ky—1);
(iti) secc (G;) = max{2(n — k;),2(n —my)}, for 1 <i < n;
(iv) sdiam™(Gy) = E(K,) = 2(n — 1).

Dokaz. Odredimo A-spektralno rastojanje izmedu grafova G; = Kixm, 1 Gj =
Ky, xm; 1z skupa Gy, takvih da je 1 < < j < p, sto znaci da je k; < kj 1 m; > m;.
Kako je: A\ (G;) < Mi(G)) 1 | Au(Gi)| > [A(G5)|, imamo da je:

nfkj+1

oa(Gi, G;) = M(Gi) — M(Gj)| + Z Ae(Gh) — Me(Gy) |+
k=2
n—k;+1 n

> IMG) = MG+ DD (G = M(Gy)| =
kznfkj+2 k=n—k;+2
n—k;+1 n

|(n—m;i) — (n —my)| + Z | —my| + Z | —mi+my| =
k:n,kj+2 k=n—k;+2

ki m; + (k] — le)m] = 2(71 — kz m]’).

Sada mozemo da odredimo parametre A-spektralnih rastojanja na skupu Gs.

Prema definiciji, kospektralnost na skupu G jednaka je:
cséQ(Gi) =min{oa(G;,G;) : G; € Go,j # i} = min{2(n — k;m;11),2(n — kiymy) },

za 2 < i < p— 1. Drugim recima, grafovi koji su najblizi grafu G; u skupu G, jesu

njegovi susedi G;. To znaci da je i razlika brojeva delova k; i k; minimalna.
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Kako u skupu G, postoje grafovi koji se sastoje samo iz jednog dela, odnosno grafovi

¢iji su svi delovi kardinalnosti jedan, mozemo da zakljuc¢imo da je:
es(G2) = max{2(n — 1-m3),2(n — kyp1 - 1)} = 2(n — my),

jer je mo = k1.
Maksimalno A-spektralno rastojanje postize se sa praznim ili kompletnim grafom,

odnosno
secc (G;) = max{oa(G;,G;) : Gj € X,j # i} =max{2(n — k; - 1),2(n — 1 - m;)}.
Stoga je spektralni dijametar:
sdiam”(Gy) = 04(G1,G,) = E(K,,) = 2(n — 1).
Ovim je teorema dokazana. ®

Primer 2.7.1 Zan = 12, skup Gy sastojace se iz sledecih sest grafova: G; = 12 K,
Go = Kaxe, Gz = Kixa, Ga = Kuxs, G5 = Kexa @ Go = Kia.

A-kospektralnosti grafova iz skupa Gy redom su jednake: cs™(Gy) = o4(G1,Gy) = 12,
csA(Gy) = 04(Ga, G3) = 8, cs(G3) = 04(G3,Gy) = 6, cs(Gy) = 04(G3,Gy) = 6,
cs(Gs) = 04(Gy, G5) = 8 i cs?(Gg) = 04(Gs, Gs) = 12, pa je mera kospektralnosti:
cs(Gy) = 04(G1,Gy) = 04(Gs, Gg) = 12.

Spektralni ekscentriciteti redom su jednaki: secc (G1) = oa(G1, Gg) = 22, secc?(Go)
= 04(Go, Gs) = 20, secc?(G3) = 0a(G3,Gs) = 18, secc(Gy) = 04(Gy, Gy) = 18,
secc(G5) = 04(Gs,G1) = 20 i secct(Gg) = 04(Gy,Ge) = 22, pa je spektralni
dijametar na skupu Go: sdiamA(g2) = F(Gg) = 22.

2.7.3 Grafovi koji su dobijeni transformisanjem kompletnih

multipartitnih grafova

U ovom pododeljku analiziramo tri nove klase grafova koje su, u opstem slucaju,
dobijene dodavanjem novih grana kompletnom multipartitnom grafu.

Dokaz naredne teoreme zasnovan je na funkcijama generatrisama (engl. walk ge-
nerating function) H;(t) = > - Ni(j)t* za brojeve Ni(j) zatvorenih Setnji duzine
k u izabranom ¢voru j razmatranog grafa. Nesto viSe o Setnjama u grafu, uglovima

grafa i funkcijama generatrisama bice receno u Odeljku 3.1, Poglavlje 3.
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Neka je G5 = {Go, Gy, ...,Gi} skup grafova reda n, gde je Go = Ky,
kompletan k-partitan graf, takav da vazi: ny +ns + ... +np = nin; > 3, za
svako 1 < 7 < k. Graf G; nastaje dodavanjem n; grana grafu G,;_, tako da je

Gi = C,VCo,V -V, VK, 1<i<k

41,1425y Nk

Teorema 2.7.3 Neka je G prethodno opisan skup grafova reda m. Tada su para-

metri koji se odnose na A-spektralno rastojanje ovih grafova:
(i) ¢s§,(G;) = min{E(Cy,), E(Cy,.,)}, 1<i<k—1,
(it) cs™(Gs) < E(C,.), where n; = max{n;, 1 <1 <k},
(iii) seccd,(Gi) = max{> | E(Cy,), >k . E(Cy,)}, 1<i<k-—1,

(iv) sdiam™(Gs) = Y5, E(Ch,).

Dokaz. Oznacimo sa G; = H1VHy, zal <1 <k, gde je H, = C,,VC,,,V---VC,,
graf reda m; = Z;Zl Ny, 1 Hy = K,
odredili karakteristi¢ni polinom grafa G;, koristi¢emo slede¢u formulu (vidi Teoremu
2.7 iz [26)):

k .
n, graf reda mg = 37 . ng. Da bismo

Pryvir, (x) =(=1)" Py, (¢) Py (=2 = 1) + (=1)™ P, () Py (= — 1) =
(=1)™*" Py =2 — 1) Py (=2 — 1), (2.8)

Karakteristi¢ni polinom grafa H; odredi¢emo koriséenjem funkcija generatrisa (vidi
Teoremu 1.11 iz [26]):

Hy () = © ((—mmlw 1), 29)

odnosno

(2.10)

Kako je H, = C,,VC,,V..VC,, = C,,+Cp,+..+C,,, prema Teoremi 2.4 iz [26],

dobijamo:

Pyi(w) = [ [ Por(@). (2.11)

p=1

Kako je C, 2-regularan graf, primenom Teoreme 2.6 iz [26] nalazimo da je A-

karakteristi¢ni polinom komplementa ovog grafa:

— 3
nupo (—z—1),

Perlw) = (-1 0 e,
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pa relacija (2.11) postaje:

: T —n,+3 /2] n n, —k
Pr(x) :,,1;[1 ((_1)"19“"3 (—2+ kz:% (—1)”pk%jk( r )(x+ 1)%%))
(2.12)
Kako je H, = C,,,VC,,V...VC,, = Cp,+Cp,+ -+ +C,,, primenom Teoreme 7.20

(relacije 7.10 1 7.11, iz [26]), nalazimo funkciju generatrisu grafa H;:

> Her (—357)
TH1—a> Ho (—325)

Hpy, (z) = : (2.13)

kao i funkciju generatrisu grafa C’_np:

Home) = st i) T
P r+1—x-He, (—735) 1—x(n,—3)
gde je He, (v) = 125 funkcija generatrisa 2-regularnog grafa sa n, ¢vorova. S

obzirom na to, relacija (2.13) postaje:

P e 1
p=1 z(np—2)+1

Tl 5V
L—x-3 2(np—2)+1

Hpg, (z) (2.14)

Uvrstavanjem (2.12) i (2.14) u (2.10), dolazimo do relacije za karakteristi¢ni polinom

grafa Hy:

7 [np/2] n n —k‘
-2 —1)F—2_ (P np=2k | 2.1
IT{-2+ 2 >np_k( . ) (2.15)

Karakteristi¢ni polinom grafa H je (vidi relaciju (2.50) iz [26]):

Py, (z) = ™2~ (k=9 (1 - > mzq ) I @+ ny), (2.16)

. n, ) L
q:zJ,»]_ q=Z+1

dok je karakteristi¢ni polinom njegovog komplementa:

Pry(x) = (x+ 1™ " T (@ = ng +1). (2.17)

q=i+1
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Zamenom (2.12), (2.15), (2.16) i (2.17) u (2.8) dobijamo karakteristi¢ni polinom
grafa G;:

% ["p/2
—k
Pg,(z) =™ (k— z) ZH 94 Z <npk );L‘n”%

p=1 k=0
i k i k

Sada mozemo da izvedemo zakljucke vezane za spektar grafa G;. Prvi faktor,
odnosno ¢inilac, u relaciji za karakteristicni polinom ovog grafa daje sopstvene vred-
nosti [0]™2~*=9  Potom, proizvod sledeéa dva faktora daje sopstvene vrednosti
kontura C,,,,C,,,...,C,, bez sopstvene vrednosti koja je jednaka 2, respektivno.
Proizvod poslednja tri ¢inioca daje preostalih k sopstvenih vrednosti, i to A;(G;),
1 A g2(Gy), o, A(G), za 1 < i < k. Pozicije sopstvenih vrednosti u monotono
nerastuce uredenom spektru grafa G; odredili smo primenom Teoreme o preplitanju

na indukovan podgraf Kso o = Kjxo grafa G;. Uz to, vazi da je:

jer je suma sopstvenih vrednosti kontura C,,, (1 < p <) koje su u spektru grafa G;
jednaka -2.
Da bismo izracunali A-spektralno rastojanje izmedu dva grafa G; i G;, 0 <17 <

j < k iz skupa Gj3, koristi¢emo slede¢e osobine njihovih spektara:

1. M(Gj) > M (G;) (sledi direktnim razmatranjem proizvoda poslednja tri fakto-
ra u relaciji za A-karakteristicni polinom grafa G; i poredenjem odgovarajucih

polinomskih funkcija),
2. M(Gy) > N(Gy), l=n—k+2,...,n (indukcijski argument),

3. IN(GY)| = IN(Gy)], T =2,...,n—k + 1 (sledi iz toga $to se u svakoj iteraciji

broj kontura povecava).

A-spektralno rastojanje grafova G; 1 G, 0 <i < j <k je:

n—k+1 n
0a(Gi, Gj) = [Mi(Gi Gyl + Z A(G G+ Y NG = N(Gy)| =
l=n—k+2
n—k+1 n
MG = G+ Y (MG =GN+ D (N(Gy) = M(G) =
=2 l=n—k+2
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n

MG - MG+ Y NG = NG)) + S E(C,) — 2 — S B(Cay) +2i =
l=n—k+2 p=1 p=1

> E(Cn,) =20 — i)+ M(G Z N (GH) Z N(G

p*i-&-l l=n—k+2 l=n—k+2

ZE ny) = 2(J — 1) +2j —2i =
p=i+1
J
> E(Cy,).
p=i+1

Sada se parametri (i)—(iv) koji se odnose na A-spektralna rastojanja izracunavaju

prema definiciji. ™

Napomena 2.7.3 L- i Q-spektralna rastojanja izmedu grafova iz skupa G3 izracuna-
vaju se na jednostavan nacin. Naime, svaki od grafova G; jeste podgraf po granama

grafa Gj, za 0 <i < j <k, pa primenom Leme 2.3.2, dobijamo:

J
UL(GZ',G]') = O'Q(Gi,Gj) =2 Z np.

p=i+1

Shodno definiciji, dalje je:
(i) csg,(G;) = csg (G;) = min{2n;,2n;1}, 0<i < j <k
(ii) cst(Gs) = cs9(G3) < 2max{n,, 1<p<k};
(iii) secch, (G;) = seccg (G;) = max{2 Zp . np,QZp i pt, 0 << <k;

(iv) sdiam®”(Gs) = sdiam®(Gs) = 2 22:1 n, = 2n.

U nastavku razmatramo skup grafova G, = {Go, Gy, ..., Gy}, takav da je Gy =
K, ns,..n, kompletan k-partitan graf, takav da je ny +ng + --- +np = n. Graf

n; (nZ 1)

G;, 1 < i < k nastaje dodavanjem grana grafu G,_i, tako da vazi: G; =

Koy mg ot VK iy

Teorema 2.7.4 Neka je G4 prethodno opisana familija grafova. Tada je:
(i) csg,(G;) = min{2(n; — 1),2(nip1 — 1)}, 1<i<k-—1,
(ii) cs?(Gy) = max{2(n; — 1), 1<i <k},

(iii) seccd (G;) =max{237  n, — 20,238 m, —2(k—i)}, 1<i<k-—1,
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() sdiam™(G,) = o(Go, Gx) = 2(n — k).

Dokaz. Neka je Hy = Ky jnyyogn;, 1 Hy = Ky nivo,..n,- Da bismo odredili
A-karakteristicni polinom grafa G;, kao i u dokazu prethodne teoreme, koristimo
Teoremu 2.7 iz [26]:

Pryvim, () =(=1)"2 Py, (2) Py (=2 — 1) + (=1)™ Pp, () Pprr(—2 — 1)—
(=1)™ " P(—2 = 1) Py (== = 1), (2.18)

gde su my i mg brojevi ¢vorova grafova H; i Ho, respektivno. Kako je:

Py, (x) = (x — an + 1) (x + 1)22:1””_1 ,
p=1
PH—l(;p) = xz;:1 ”p’

k k
k . ng—(k—1 nl
PH2(°T) = gla=in1 a7 (1 _ZZ nl—l—l’> SH (l‘—kns)’

=i+1 =i+1
. k
Py(x) = (x4 1)=a=int "6 TT (@ = n, + 1),
s=i+1

to je A-karakteristi¢ni polinom grafa G:

k

PGi (SIJ) — x25=i+1 ng—(k—1) (:L’ + 1)2;:1 np—1 H (Q? + ns).
s=1+1
k n i
l
. H{1-— — .
(oo (-2 5%) )
l=i+1 p=1

Sada mozemo da odredimo spektar grafa G;. Prvi ¢inilac u prethodnoj relaciji
daje sopstvene vrednosti grafa G; koje su jednake nuli, tj. [O]Z§=i+1"q’(k’i), a
drugi [—1]22:1"”_1. Kako je kompletan graf K} podgraf grafa G;, to iz Teoreme
o preplitanju zakljucujemo da preostala dva ¢inioca iz formule za karakteristi¢ni
polinom grafa G; daju sopstvenu vrednost A\i(G;) i (k — i) sopstvenih vrednosti
An—(k—i)+1s s Any 22 1 <0 < K.

Za izracunavanje A-spektralnog rastojanja izmedu grafova G, i G; iz skupa Gy

za 0 <1 < j < k koristi¢emo sledec¢e osobine njihovih spektara:

1. Mi(Gy) > Mi(G) (jer prema Teoremi 0.7 iz [26] indeks grafa ne opada doda-

vanjem novih elemenata),
2. N(Gy) > N(Gy), l=n—(k—j)+p, p=1,...,n (indukcijski argument).
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Stoga je:

k k
O'A(GZ‘,G]‘) = /\1(G]) — /\1(Gz) + Z ny — Z Ng + 2(2 —])+

p=i+1 q=j+1
n k k
Yo G = MG)) = M(G) = MG+ D mp— > ng +2(i— j)-
l=n—(k—j)+1 p=i+1 q=j+1
(an—l)—i-)\l (an—1>—)\1 _2an—23—z
l=i+1

Vrednosti parametara A-spektralnih rastojanja (i)—(iv) izracunavamo prema defi-

niciji. M

Napomena 2.7.4 Kako je graf G; podgraf po granama grafa G;, za 0 <1i < j <k,
to primenom Leme 2.3.2 nalazimo L- (i analogno Q-) spektralno rastojanje ovih

grafova:
J
0L(Gi,Gy) = > my(n, — 1),

p=i+1

Stoga su parametri spektralnog rastojanja:
(i) csg,(G;) = min{n;(n; —1),n11(nig1 — 1)}, 1<i<k—1,
(ii) cst(G4) = max miny<jcp_1{ni(n; — 1), ni1(nip — 1)},
(iii) secck (G;) = max{3"1_ ny(n, — 1), 30 mp(n, — 1)}, 1<i<k—1,

(iv) sdiam®™(G,) = o(Go, Gi) = Sob_ my(n, — 1).

Neka je sada G5 = {Go, G, ...,Gy} skup grafova reda n, gde je Go = Kyxm
kompletan k-partitan graf sa m c¢vorova u svakom delu i k- m = n. Graf G,

1 <i < k ovog skupa nastaje dodavanjem £(2m — p — 1) grana grafu G;_; tako da
_]e G,L = (KipVKiX(m—p)>VK(k—i)><m 10< p<m.

Teorema 2.7.5 Neka je G5 prethodno opisana familija grafova. Tada je:
(i) ¢s§.(Gy) = min{oa(Go, Gi),04(G;,Giz1)}, 1<i<k—1,
(ii) cst(Gs) = maxmin{o4(Go, G;),04(Gi, Giv1)}, 1<i<k—1,
(iti) secc (G;) = max{oa(Go,G;),04(Gi,Gr)}, 1<i<k—1,
(iv) sdiam®(Gs) = o 4(Go, Gy).
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Dokaz. Ako oznacimo sa: H; = K,V Kx(m—p) i Ho = Kgy_jxm, onda je G; =
H,V H,.
Koriséenjem formule za karakteristi¢ni polinom kompletnog proizvoda dva regu-

larna grafa (vidi Teoremu 2.8 iz [26]), mozemo da odredimo karakteristi¢ni polinom

grafa Hy:
Pp, @) =(x + l)ip_lxi(m_p_l)(x +m—p) L
((z—ip+ 1(z = (i = 1)(m —p)) = *p(m —p)) =
($ + l)ip—lxi(m—p—l)(x +m _p)i—l < F'.
Kako je:

Pr(z) =" (x— (m—p)+ 1) (z + 1)(m=p=D)i
Py, (z) = 259D (g —m(k —i—1)) - (z +m)F1,
Pgy(x) = (x —m+ 1) (¢ 4 1) D),
to koriséenjem formule (2.8) izracunavamo karakteristicni polinom grafa Gj:
Pa,(z) = Puyym,(z) = 25D 7% (2 4+ )P Yz 4 m — p) Yz +m) L F

gdeje F = (x+m)F'+(z+1)(z+m—p)(x—m(k—i—1))— (z+1)(z+m—p)(z+m).

Iz poslednje relacije mozemo da zaklju¢imo da se spektar grafa G; sastoji od:
[0]kCm=1=w [ 1]P=1 [—m + p]"~' i [-m]F~*~1. Cinilac F' daje preostale tri sopstve-
ne vrednosti, i to A{(G;) (G; je povezan kompletan multipartitan graf, pa mora da
postoji jedinstvena pozitivna sopstvena vrednost), i A\y_x11(Gi) 1 Ap—pr14:(Gi), 1 <
i < k—1. O pozicijama ovih sopstvenih vrednosti u monotono nerastuce uredenom
spektru grafa G; zakljucili smo primenom Teoreme o preplitanju na indukovani
podgraf Hy grafa G;. Uz to, vazi i da je: A\ (G;) + Mpr1(Gi) + Mpr11(Gi) =
m(k—2)+p—1.

Sada mozemo da pristupimo izracunavanju A-spektralnog rastojanja. Za grafove

G; i G iz skupa G5 takve da je 1 < ¢ < j <k, imamo da je:
04(Gi, Gj) =D IN(G:) = M(Gy)| =
=1

IAL(Gi) = AL(GH)] H [ Ak 1(Gi) — Acig1 (G) |+
An—kt14i(Gi) — (P —m)| + | = m — A—pg145(G) |+

k(m—1)—ip+1 n—k+j
o NG =G+ D NG = MGl
I=k(m—1)—jp+2 l=n—k+i+2
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Odavde, kako vazi )\1(Gj) > /\1(Gz), )\n—k—l-l(Gj) < )\n—k—i-l(Gi); 1 )\n—k+1+i(Gi) <

p—miN_kt+14(G;) > —m, dobijamo da je:

oG, G3) = 2(p( = 1)+ (uka (G) = M in(G)) ).

Kako je A-spektar grafa Go: [(k — 1)m], [0]*™=1 i [-m]*! toza 1 <i <k

nalazimo da je:

4(Go, G Z I\(Go) — (G| =

n—k+1 n

M (Gi) — M(Go) + Z N (G Z | =m—X(Gi)| =

l=n—k+2
/\1<Gz) — km +m + ip —1- >\n—k+l(Gi) + ip —Pp + >\n—k+1+i(Gi> +m =

Dakle, iz prethodnih rezultata mozemo da zaklju¢imo da je:

04(Go,Gi) = 2(ip — N1 (Gi) — 1), 1 <i<k,
oG, Gi) = 2(p(G = i) + (i (Go) = Mawn(G) ), 1<i<j<h.

Konaé¢no, parametre spektralnih rastojanja (i)—(iv) izracunavamo direktno pre-

ma definiciji. ™

Napomena 2.7.5 Kako je graf G; podgraf po granama grafa G, za 0 <1 < j <k,

to ée prema Lemi 2.3.2 L- (i analogno Q-) spektralno rastojanje ovih grafova biti:
or(Gi, Gj) =p (2m —p —1)(j — ).
Stoga su parametri spektralnog rastojanja:
(i) csg (Gi) =p@2m—p—1), 0<i<Kk,
(ii) cs*(Gs) = p(2m —p — 1),
(i) secc (Gi) = max{ip(2m —p—1), (k—i)p(2m—p—1)}, 1<i<k—1,

(iv) sdiam™(Gs) = kp (2m —p — 1).
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2.7.4 Grafovi koji su rezultat primene operacije kompletni

proizvod

Neka je Gs = {Go, ... G, } skup grafova reda 2n, gde je Go = C'P,. Graf G, za
i =1,...,n, nastaje umetanjem ¢ grana grafu Gy, tako da vazi G; = Ko, VCP,_; i
Gn - KQn.

Teorema 2.7.6 Neka je Gg prethodno opisan skup grafova. Tada je:
(i) es§(Gi) =2, 1<i<n,
(i) cs*(Gs) = 2,

(iii) seccl, (G;) = max{2i,2(n — i)}, 1<i<n,

() sdiam?(Gg) = 2n.

Dokaz. Za odredivanje A-karakteristicnog polinoma grafa G;, slicno dokazima teo-
rema iz prethodnog pododeljka, koristimo formulu za kompletni proizvod grafova

(vidi Teoremu 2.7 iz [26]), i nakon kraceg racuna dobijamo:
Po(z) = (x — 20 + 1)(z + D)* " (x(z +2)" "+
(x—2n—0)+ 22" (z+2)" e+ 1% - (z+ D% (z(z+2)" " =
(z+2)" "o+ 1)* 2" (2® 4+ (3= 2n)z +2(1 —n —1)).
Iz gornje relacije vidimo da spektar grafa G; sacinjavaju: [—2]"~*1 [—1]*"! i
[0]"~*. Preostale dve sopstvene vrednosti su nule polinoma drugog stepena koji je
poslednji ¢inilac u formuli za karakteristicni polinom grafa G;: A1 i A\,4;11. Kako je

M(Gi) + Myis1(Gi) = M(Gy) + Agj41(Gj) = 2n — 3, kad god je j < n, dobijamo
da je A-spektralno rastojanje grafova G; i G, takvih da je 0 <1 < j < n jednako:

oa(Gi, Gy) = 2(j — ).

Parametri spektralnog rastojanja sada se jednostavno izracunavaju. B
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2.7.5 Skup grafova dobijenih primenom operacije NEPS

Definiciju grafovske operacije NEPS naveli smo u Odeljku 1.1. Neka je sada
G :NEPS(f(Q, Ky, ..., Ky; By), gde se baza By sastoji od k& < n binarnih n-torki

sa ta¢no jednom kogrdinatom jednakom 1. Tako je, na primer, By = {(1,0,...,0)},
B, = {(1,0,...,0),(0,1,...,0)}, By = {(1,0,...,0),(0,1,...,0),(0,0,1,...,0)}, i
tako redom. Prema Teoremi 6.1.1 iz [86], graf G}, je regularan i integralan, dok je
na osnovu Teoreme 1.3.2 iz [86] graf G\ bipartitan. Kako rang matrice By, koja
je sacinjena od vektora baze By u polju GFs, iznosi k, to prema Teoremi 1.2.1 iz
[86] graf G ima 2"~* komponenti povezanosti. Shodno Teoremi 6.2.2 iz [86] sve
komponente grafa GG, medusobno su izomorfne, a svaka od njih je izomorfna grafu
Gy, =NEPS(Ky, Ky, ..., Ky; B,), za neku bazu By, takvu da je B, = P(By). Ovde

je P izomorfizam lil;learnog podprostora L£(By) generisanog bazom By, i vektorskog
prostora GEY. Ukoliko izomorfizam P definisemo sa: (zy,...,Tx_1,2k,0,...0) LR
(z1, ..., 251, 7), gde je z; € {0,1}, za svako i = 1,2, ..., k, graf G}, bi¢e upravo k-
kub, ¢iji je spektar [/f—2i](lz>, za 0 < i < k. Stoga je spektar grafa Gy: [k—Zi]zn_k(lz),
za0<1<kil<k<n.

Na taj nac¢in mozemo da razmatramo spektralno rastojanje i parametre spek-
tralnih rastojanja u familiji grafova G; = {G1, Ga, ..., G,}, gde je svaki od grafova

G, za 1 < k < n jedan od prethodno opisanih grafova.

Tvrdenje 2.7.1 A-spektralno rastojanje izmedu susednih grafova Gy it Gyyq1, za 1 <
k <n—1 iz familije G; je:
O'A(Gk, Gk+1) = 2”.

Dokaz. Najpre ¢emo dokazati nejednakosti koje se odnose na multiplicitete razli-
¢itih sopstvenih vrednosti grafova Gy i G1.
. . . . n—k (k n—k—1 ( (k+1 k41 .
Nije tesko proveriti da je: 2"7%(7) < 2" % ((*[") + (}1])), z2a 0 < @ < k.

Naime, vazi da je: (1:11) > (’;) 1 (kﬁl) > (lf) za svako 0 < ¢ < k.

Takode je: 2""“(’;) > 2”_’“_1(’“{1), za svako 0 < i < |k/2]. Za dokaz ove
nejednakosti dovoljno je pokazati da je 2(k +1 —14) > k + 1, Sto vazi za svako
i < |k/2].

S obzirom na prethodno dokazane nejednakosti, kao i na bipartitnost grafova
Gi 1 Giy1, mozemo da zakljucimo da ¢e svaka od razlicitih sopstvenih vredno-
sti grafa Gy, do na multiplicitet, vrednosti spektralnog rastojanja o4(Gy, Gri1)

doprinositi modulom razlike sa dve razlicite sopstvene vrednosti grafa G, tj.
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|(k—2i)—(k+1—2i)|=1i|(k—2i)— (k+1—-2(i+1))] = 1. Stoga je A-spek-

tralno rastojanje:

A(Gr, Gry) = 22" ’“( ) 1=2"

Ovim je tvrdenje dokazano. ®

Tvrdenje 2.7.2 A-spektralno rastojanje izmedu grafova Gy i G iz familije G za

1 <k <nik-neparan je:

TA(Gr, Gryg) = 2772 ka 2 XJ: ( ) ka ]zi ( )

j=0 i=0 j=1 =0

Dokaz. Dokaza¢emo najpre izvesne nejednakosti za multiplicitete sopstvenih vred-

nosti grafova Gy i G2, gde je k neparan broj.

onk (k) > gnh=2 (k JZ“ 2), (2.19)
1

za 0 < i < |k/2]. Da bismo dokazali ovu nejednakost, dovoljno je pokazati da je 4 >
(k+2)(k+1) o : L (RF2)(k+1) (k+2)(k+1)
m. Kako Jje < U{I/ZJ imamo da Je: r2—)(k+1—9) < (it2— oy 1)(k+1 1)
4 (k2)(k+1)
(k+5)(k+3)

Vazi da je:

< 4, ¢ime je nejednakost dokazana.

Dokazimo dalje da je: 2" (¥) < 2n=h=2 ((*%) 4 (]:12)), odnosno da je:

O (= e

za0<i<|k/2]il1<k<n.

Neposredno se proverava da je nejednakost (2.20) zadovoljenazai=0i1 < k <
n. Pokazimo da (2.20) vazi i za ¢ > 1. Primenom elementarnih racunskih operacija
(2.20) postaje:

k! (k+1)(k+2)(k+3)
il(k—i) (4_ (z’+1)(k:—z’+1)(k:—i+2)) =0,

a kako je > 0, to (2.20) vazi ako je:
(k i)!

(k+1)(k+2)(k+3)
G+D)k—i+1)(k—i+2) —

Neposredno se proverava da je (k+2)(k+3) > 4(i+1)(k—i+ 1), pa gornja relacija
za 1 > 1 postaje:

(k+1)(k+2)(k +3) (k+1D4@i+1)(k—i+1) B
G+ DE—itOk—i+2) " GrOk—ir)k—i+2) =
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Sada je A-spektralno rastojanje:

on—(k+2) on—k
oa(Gr,Gry2) =2-% > k= (k+2)[+ Y |k—kp+
i=1 j=on—(k+2) 41
on—(k+2) (14 (k42)) 2n—k.(14-k)
+2. > \(k —2) — k| + > (k—2)— (k—2)| p +
i=2n—k 41 i=2n—(k+2). (14 (k+2))+1
2n71

4+ 9. Z |1 —1].

on—(k+2) ((kgz)Jr(kf)Jr_..Jr( leﬁj))Jrl

Dalje imamo da je:

0A(Gr, Gryg) = 2"~ FH2F2 4 gne(k2)+2 (1 - (k 1— 2)) —onht2

(e (192 (5) ()
e (1) (1) (1)

Odavde grupisanjem odgovarajuc¢ih sabiraka dolazimo do relacije u postavci tvrde-

nja. N

Analogno bismo mogli da odredimo A-spektralno rastojanje grafova Gy i Giia,

kada je k paran broj.

Napomena 2.7.6 MoZemo zapaziti da se izracunavanje A-spektralnog rastojanja
usloznjava sa povecanjem modula razlike izmedu kardinalnosti baza grafova iz skupa
G cije A-spektralno rastojanje izracunavamo. Na taj nacin, nije jednostavno izracu-

nati © oceniti parametre A-spektralnog rastojanja na ovakvom skupu grafova.

Sa druge strane, L- ili )- parametri spektralnih rastojanja na skupu G; mogu
tacno da se izracunaju s obzirom da je svaki od grafova Gj podgraf po granama

grafa Gpiq,zal <k <n-—1.
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Tvrdenje 2.7.3 Neka je G; prethodno opisana familija grafova. Tada vazi da je:
1. csé(G@ =2" 1<k<n;
2. cst(Gr) =27
3. seccl (Gr) = max{2"(k —1),2"(n —k)}, 1<k <n;

4. sdiam™(G;) = 2"(n — 1).

Dokaz. Svaka od razlic¢itih binarnih n-torki sa ta¢no jednom koordinatom jedna-
kom jedinici odgovara postojanju 2"~! grana u odgovarajuéem grafu. Kako je svaka
od baza B; nastala dopunjavanjem baze By, za k < [, nekim binarnim n-torkama
sa tacno jednom koordinatom jednakom jedinici, svaki od grafova Gy jeste podgraf
po granama grafa ;. Stoga je L-spektralno rastojanje proizvoljnih grafova Gy i Gy,
1 <k <1< nizskupa G; shodno Lemi 2.3.2 jednako:

or(Gr,G)) =2 (2" 1 =2 k) =2" (I — k).

Vrednosti parametara spektralnih rastojanja dobijaju se neposrednom procenom

shodno definiciji. ™

2.7.6 Primeri A-spektralnih rastojanja u nekim skupovima

regularnih grafova

U nastojanju da odredimo parametre A-spektralnog rastojanja na sto Sirem
skupu grafova iz klase regularnih grafova, u nastavku ¢emo razmotriti nekoliko fami-
lija regularnih grafova specijalno odredene strukture i medusobnog odnosa. Naime,
najpre ¢emo parametre A-spektralnih rastojanja izracunati za neke kompletne multi-
partitne grafove, medu kojima su kompletan graf i tzv. prazan graf, odnosno graf
koji se sastoji od izolovanih ¢vorova. Potom ¢emo ovaj skup grafova prosiriti sa dva
nova regularna grafa, od kojih jedan predstavlja uniju disjunktnih puteva duzine 1,
a drugi je proizvod ? kompletnog grafa i puta duzine 1. Naposletku, analiziramo
parametre A-spektralnih rastojanja na skupu grafova koji nastaje od prethodnog

dodavanjem 2-regularnog povezanog grafa, odnosno konture.

2 Proizvod G1 x G4 grafova G; i G5 je specijalan slu¢aj operacije NEPS, ¢ija je definicija data
u Odeljku 1.1, za n = 2 1 bazu B = {(1,1)}.
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Primer 2.7.2 Razmatramo skup regqularnih grafova Ry = {Go,G1,...,Gp} san =
20 p e Zt\ {0} cvorova, takav da je Gy = K, = Ko kompletan graf. Graf

=2 grana grafu

G = Kijxn, = Kop—inoi, za 1 < 1 < p nastaje oduzimanjem 2P
Gi_1, odnosno Zf]:l 2pta=2 = gpti=l _ 9p=1 — 9p=2(2"1 _ 9} grana grafu Gy, tako
da je svaki od grafova G; kompletan multipartitan graf sa jednakobrojnim delovima.
Sledstveno, graf G, = nk; = 2P K, jeste graf koji se sastoji od izolovanih cvorova.
Primetimo da su grafovi iz skupa Ry tacno 2'(2P~" — 1)-regularni, za 1 <1i < p.

Odredimo A-spektralno rastojanje izmedu grafova G; i G, 0 <1 < j < p iz skupa
R1. Koriséenjem osobina spektara ovih grafova, tj. A (G;) < M(Gi), M(G;) <
M(G) @ ki(m; — 1) < kj(m; — 1), nalazimo da je:

n—k;+1 n—k;j+1
oa(Gi,Gy) = IM(G) = M(GHl+ D 10-01+ Y [—2 -0+
q=2 qg=n—k;+2

n

Z ’ _ 9t _ (_2j)| — 2p+i—j+1(2j—i - 1)_

qg=n—k;+2

Odavde sledi da je:

1. esp (G;) = min{oa(Gi, Git1),04(Giz1, Gi)} = n;
2. cs(Ry) = n;

3. secciy (G;) = max{2P~"1 (2 — 1), 201 (2071 — 1)},

4. sdiam™(R,) = 2(n — 1).

Primer 2.7.3 Razmatramo skup regularnih grafova Re = {Go, G, ...,Gp1,G",
H* Gy} san=2°,pe ZT\{0,1,2} ¢vorova. Za grafove Gy, G, ...,Gp_1 vaZe iste
pretpostavke kao i u prethodnom primeru. Graf G* nastaje oduzimanjem 2°P~* grana
grafu Gp_1, odnosno %2 grana grafu Gy, tako da je G* = K» X K. Primetimo da je
graf G* (2P~1 — 1)-reqularan graf. Graf H* nastaje oduzimanjem %(n —4) grana od
grafa G*, odnosno oduzimanjem % (n — 2) grana od grafa Gy, tako da je H* = 5 K;.
Ovag graf je 1-regularan. I konacno, graf G, = nK; nastaje oduzimanjem % grana
od grafa H*, odnosno 5(n — 1) grana od grafa Gy.

Pokazademo da vazi: ¢s(Rq) = n i sdiam(Ry) = max{2(n — 1),3n — 4y/n}.
Najpre éemo odrediti A-spektralna rastojanja izmedu grafova iz skupa Ro.
Iz prethodnog primera imamo da je o4(G;, G;) = 2PTI1H (2071 — 1), 2za 0 < i < j <
p— 1.

65



2. SPEKTRALNA RASTOJANJA GRAFOVA

Spektar grafa G* = Kz X Ky ¢ine: §—1, (1)1, 1]z, —5+1, pa su A-spektralna
rastojanja ovog grafa do grafova prethodnika 1z skupa R jednaka:

oa(G*,Go) =2(n — 2),

O'A(G*, Gp—l) =n,

oa(G*,G) =3n—2"2 21" 120 =1,2,...,p—2.

A-spektralna rastojanja grafa H* do grafova prethodnika iz skupa Ry su:

oa(H*,Go) =2(n — 2),

oa(H*,Gp_1) =2(n — 2),

oA(H* G))=3n -2 -2 i=1,2,... . p—2,
oa(H*,G*)=n—4

04(Gyp, Go) =2(n — 1),

0a(Gp, Gp1) =1,

oa(Gp,Gi) =2(n—2"),i=1,2,....,p—2,
0a(Gp, G7) = 2(n — 2),

oa(Gp, H") = n.

Odredimo sada kospektralnost svakog od grafova iz skupa Rso. Imamo da je:

csi, (Go) = min{n, 2(n — 2),2(n — 1)} = n,

s, (Gpo1) = min{n,2(n — 2)} = n,

esh, (Gi) = min{n, 3n — 272 = 2170 42,3 — 241 — 2177 9(n — 20)} =,
esp, (G*) = min{2(n — 2),n,3n — 272 — 2" + 2 n — 4} =n — 4,

csp, (H*) = min{2(n — 2),3n — 2%' = 2'"'n,n —4,n} = n — 4,

csm, (Gp) = min{2(n — 1),n,2(n — 2°),2(n — 2)} = n.

Odavde sledi da je mera kospektralnosti na skupu Ry jednaka: cs(Rq) = n.

Izracunagmo spektralne ekscentricitete grafova 1z skupa Ro. Imamo da je:

secc, (Go) = max{2(n — 1),2(n — 2)} = 2(n — 1),
seccy, (Gpo1) = max{2(n — 2),n} = 2(n — 2),
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secca (G;) = max{ max {2P7"FL1(2! — 1), 2071 (2P~F — 1)} 3pn — 22 —2l7ip 4 2,
Ro

1<i<p—2
3In — 2i+1 . 21—in} =3n — 2i+1 . 21—in7
secc, (G*) = max{2(n — 2),n,3n — 22 — 2" + 2, n — 4} =
— _ 9it2 _ gl
max{2(n — 2), 15?3352{3n 2 277'n + 2}},

seccq, (H*) = max{2(n — 2),3n — 2" —2"""'n,n — 4, n} =

max {3n — 2'71 — 217"p}
1<i<p—2

seccq, (Gp) = max{2(n — 1),n,2(n — 2°),2(n — 2)} = 2(n — 1).

Odredimo nadalje graf G; sa kojim se postiZe maxi<;<,—20a(H*, G;). Posmatrajmo
funkciu f(i) = 3n — 2771 —217in_ 2a i € [1,p — 2] i n = 2P. Prvi izvod ove funkcije
je: f(i) = =21 In2 4+ 27nIn2 = In2{2""'n — 2'*}, dok je stacionarna tacka
i=3logyn=2=, zaic[l,p—2]. Kakoje f(1) =2°Pt' -4 < f(p—2) =5-20"1 -8 <
f(5)=3-27— 2:+2 mozemo da zakljucimo da se maksimum na intervalu [1,p — 2]
postize u tacki %log2 n = £. Stoga imamo da je: seccy (H*) = oa(H*, G’[
oa(H*, G[g]) ~ 3n — 4/n.

% logg n]) -

Sada mozZemo da odredimo spektralni dijametar na skupu Ro. Imamo da je:
sdiam?(Ry) = max{2(n — 1),2(n — 2), max;<i<, 2{3n — 271 — 2'"n} max;<;c, o
{3n — 21+2 — 217 4 2} 3n — 4/n}, odnosno sdiam*(R,y) = max{2(n — 1),3n —
4y/n}. Odavde dobijamo da je sdiam®(Ry) = 2(n — 1), za p = 3 i sdiam™(Ry) =
oa(H*, G[g]) ~ 3n —4y/n, za p > 4.

Primer 2.7.4 Sada éemo skup Ro dopuniti povezanim 2-reqularnim grafom, tj.

konturom C,, tako sto éemo oduzeti 3 (% — 3) grana od grafa G*, odnosno %(n — 3)

grana od grafa Gy. MoZe se pokazati da je mera kospektralnosti tako dobijenog skupa

Rs ={Go, G, ...,Gp1,G*,Cy, H* .G} jednaka n.

Spektar grafa C,, za n-parno, je simetrican u odnosu na nulu, i vaZi da je
AM(Ch) = =M (C) = 2. Uz to, ukoliko sa x* oznacimo broj sopstvenih vrednosti, bez
M(Ch), koje su vece ili jednake od 1, razmatranjem spektra ovog grafa moZemo da
zakljucimo da vazi: r* = %(n — 4), ukoliko je p paran broj, odnosno x* = %(n —2),
ukoliko je p neparan broj.

A-spektralna rastojanja grafa C, do ostalih grafova iz skupa R3 su:

o1
0a(Cp,Go) =2n —4 — 22" + 2 Z Xi(Ch),

=2
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n/2
Ta(Cr,Gypot) =n— 442> Xi(Ch),
=2
n/2
0a(Cp,Gi) =20 — 21 =4 423 " Ni(Ch),i=1,2,...,p—2,
Jj=ki
¥ +1 n/2
oA(Co, G7) =20 =8 = 42" +2-$ Y " N(Cp) = D N(Ch) ¢
i=2 i=z*+2
*+1 n/2
oa(Co, H ) =n— 42" +2-0 Y N(Co) = > X(Ch) ¢,
=2 i=x*42
x*+1 n/2
oa(Cr,Gy) = 442> X(Co)+2 ) N(Ch).
=2 i=x*42

S obzirom na ova, kao i A-spektralna rastojanja izracunata u prethodnom prime-

ru, sprovodenjem odgovarajucih ocena, dobijamo sledece vrednosti za kospektralnost

svakog od grafova 1z skupa Rs:

csﬁg(Go) =n,
CS7€3<GP—1) =n,
CS%3<G¢)IH,ZIL2, 7p_27
s (GF) =n —4,
z*+1 n/2
ey (C) = o(Cos HY) = n—da* +2- 8 S N(C) = Y NG p
=2 i=a* 42
z*4+1 n/2
esip (H*) = o(Co, H) = — 42" +2- X Y " N(Co) = D N(C) 7,
=2 i=a* 42
n/2
csm, (Gp) =min{ n, 4+ 2 Z Xi(Ch)
=2

Stoga je, shodno definiciji, mera kospektralnosti cs™(R3) na skupu Rs:
n/2

s (R3) = max { n,min { n,4 + 2 Z Xi(Cn) =n,

=2
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jer vazi:
x*+1 n/2
i=2 i=z*+2
n/2
n—2- Z Ai(Cr) < n.
t=x*+42

2.8 AutoGraphiX i problemi spektralnog rasto-

janja grafova

Inspirisani nereSenim hipotezama u vezi sa Menhetn spektralnim rastojanjem
grafova istog reda, kao i problemom odredivanja dobrih gornjih ograni¢enja za ekstre-
malna spektralna rastojanja na generalnim skupovima grafova reda n, kao sto su,
na primer, regularni ili bipartitni grafovi, predlazemo modifikaciju interaktivnog
kompjuterskog sistema AutoGraphiX. Verujemo da se istrazivanje vezano za spek-
tralna rastojanja grafova moze poboljsati i olaksati uz pomo¢ sistema AutoGra-
phiX. Uz to, postojeéi racunski rezultati mogli bi da se proSire novim rezultatima

za spektralna rastojanja grafova viseg reda (uz pomoé¢ AGX-a do reda 12).

Ekstremalnim nazivamo one grafove koji minimizuju ili maksimizuju neku gra-
fovsku invarijantu ili funkciju grafovskih invarijanti. Grafovska invarijanta jeste
funkcija grafa koja je nezavisna od nacina na koji obelezavamo ¢vorove i grane grafa.
Tako su indeks grafa, minimalni 6 i maksimalni A stepen ¢vora u grafu, hromatski
broj i dijametar grafa primeri grafovskih invarijanti (definicije navedenih pojmova
¢italac moze nadi u [22], [26] ili [30]).

Vecinu problema ekstremalne teorije grafova, koja podrazumeva nalazenje ekstre-
malnih grafova, mozemo da razmatramo kao probleme kombinatorne optimizacije.
Neka je G konacan graf bez petlji i f(G) neka formula, odnosno funkcija, koja zavisi
od jedne ili viSe invarijanti grafa G. Neka su G, i G, ,,, skupovi svih kona¢nih grafova
bez petlji sa n ¢vorova, odnosno n ¢vorova i m grana, respektivno. Razmatra¢emo
probleme sledeceg oblika:

Cr;rélgr}l f(G). (2.21)

Naravno, moguce su i modifikacije problema (2.21) u smislu maksimizacije ili opti-
mizacije na skupu grafova sa datim brojem i ¢vorova i grana. Svi problemi oblika

(2.21) mogu se priblizno resiti pomoc¢u generisu¢ih heuristika.
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Potreba za resavanjem problema oblika (2.21) u teoriji grafova imala je za posle-
dicu nastanak mnogih sistema za automatsko generisanje hipoteza. Medu njima je
sistem za automatsko odnosno semi-automatsko dokazivanje teorema Theor theo-
rem prover, koji je deo opstijeg sistema Graf (engl. Graph), oba razvijena od
strane Cvetkovica i saradnika (vidi [16] i reference tamo). Jedan od sistema za au-
tomatsko odnosno interaktivno generisanje, analizu ili opisivanje grafova jeste sistem
Ingrid, razvijen od strane Brigham-a i Dutton-a, dok se uspesnim za automatsko
generisanje, proveru i izbor hipoteza pokazao i sistem Graffiti, razvijen od strane
Fajtlowicz-a (videti [16] ili [17]). Program Nauty razvijen od strane McKay-a (vidi
reference u [17]) veoma brzo izlistava sve grafove iz zadate klase grafova. Medutim,
slobodno mozemo reci, najpopularniji medu automatizovanim sistemima u teoriji
grafova, uz pomo¢ koga je generisano na stotine hipoteza i objavljena ¢itava serija
radova jeste AutoGraphiX system, krace AGX. Ovaj interaktivni komjuterski pro-
gram, ¢iji su autori Gilles Caporossi i Pierre Hansen, razvijan je od 1997. godine u
GERAD-u, Montreal. Sistem koristi optimizacijski modul koji je heuristickog tipa i

zasnovan je na VNS-u, te tako predstavlja i jednu od njegovih prvih primena.

Metodu promenljivih okolina (engl. Variable neighborhood search), kraée VNS,
mozemo neformalno definisati (vidi [47]) kao metaheuristiku za gradenje heuristika
koja je zasnovana na sistematskim promenama okolina kako u fazi spusta, odnosno
fazi rasta za nalazenje lokalnog optimuma, tako i u perturbacijskoj fazi za napustanje
odgovarajucée 'doline’; odnosno ’brda’ (mesta dostizanja lokalnih optimuma). Prvi
put je predlozena 1997. godine (vidi [75]), od kada belezi neprestani razvoj, kako na
polju modifikacija, tako i na polju primena. VNS se u teoriji grafova moze iskoristiti
u sledec¢em smislu (vidi [46]): pronalazenje grafa koji zadovoljava data ogranicenja,
pronalazenje optimalnih ili priblizno optimalnih vrednosti neke invarijante u odnosu
na ogranicenja, pobijanje hipoteze, sugerisanje hipoteze ili sugerisanje dokaza.

Sistem AGX se, u opstem slucaju, sastoji iz tri kljuéne celine (za detalje vidi
[16]):

1. inicijalizacija;
2. VNS;

3. analiza grafa.

Inicijalizacija podrazumeva postavku problema koga treba resiti, odnosno for-

mulisanje funkcije cilja u zavisnosti od jedne ili vise grafovskih invarijanti.
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Optimizaciona rutina VNS-a koja je u okviru AGX-a primenjena na razli¢itim
okolinama naziva se Metoda promenljivog spusta (engl. Variable Neighborhood De-
scent), krace VND. Ona podrazumeva sistematsko eksploatisanje sve vece okoline
tekuceg grafa, dok se pomeranje (engl. move) vrsi jedino kada se dobiju bolja
reSenja. Okoline o kojima govorimo odgovaraju slede¢im grafovskim transformaci-

jama:
e brisanje grane (engl. remove);
e dodavanje grane (engl. add) izmedu nesusednih ¢vorova;

e pomeranje grane (engl. move) tj. brisanje grane za kojim sledi dodavanje

grane ali ne izmedu istog para ¢vorova;

e obilazak (engl. detour) - uklanjanje jedne grane i dodavanje grana koje spa-
jaju krajeve uklonjene grane sa ¢vorom koji nije susedan ni jednom krajnjem

¢voru uklonjene grane;
e precica (engl. short cut) - transformacija suprotna od obilaska;

e 2 opt - uklanjanje dve nesusedne grane i dodavanje dve nove nesusedne grane

koje spajaju krajeve uklonjenih grana;

e umetanje viseceg cvora (engl. insert pending vertex) - uklanjanje grane in-
cidentne vise¢em ¢voru i dodavanje dve nove grane koje ovaj visec¢i ¢vor po-
vezuju sa dva nova susedna ¢vora, pri ¢emu je izmedu ovih ¢vorova uklonjena

grana;

e dodavanje viseceg cvora (engl. add pending verter) - dodavanje grane koja je

incidentna jednom ¢voru grafa i drugom novom (vise¢em) évoru;

e uklanjanje c¢vora (engl. remove vertexr) ogranicenog stepena, kao i grana koje

su mu incidentne;

e povezivanje - uklanjanje dve nesusedne grane i dodavanje dve susedne.

Opisane transformacije su ilustrovane na Slici 2.1, a na korisniku je da naznaci
da li ¢e primeniti sve opisane transformacije ili odabrati podskup okolina koje ¢e

koristiti u sistemu.

U okviru trece celine sistema AGX sprovode se testiranja u cilju ustanovlja-

vanja pripadnosti dobijenog grafa nekoj od poznatih klasa grafova, kao Sto su, na
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)
Remove / ——— °
)
Add —_— /
[ J
/ °
Move —_—

°
[ ] /

e
Detour *—— o — /\0
Short cut /\. _—
2-Opt / / —_—

SR

Insert pending ( }/ —_—
vertex
Add pending V _—
vertex

Remove vertex \L)\ —_— V
Slika 2.1: Okoline implementirane u AGX-u iz [16]

primer, bipartitni, regularni, kompletni, i slicno. Takode se izracunavaju parametri

i sprovodi vizuelizacija dobijenih rezultata.

Ono $to moze predstavljati nedostatak pri radu sa sistemom AGX jeste to sto
dobar deo performansi ovog sistema zavisi upravo od korisnikovog znanja i izbora
adekvatnih transformacija. Stoga su Gilles Caporossi i Pierre Hansen predlozili
izvesne modifikacije ovog sistema, oznacene kao AGX 2 i LD (skraceno od engl.
Learning Descent Algorithm). Opis ovih novih verzija sistema kao i prvih eksperi-
menata sprovedenih u AGX-u (vidi [15]), zatim razli¢ite forme rezultata koje mogu
da se dobiju uz pomo¢ AGX-a, neke jako teske kao i jos uvek neresene hipoteze

sumirani su u [57].

U dosadasnjoj implementaciji sistema AGX, kao $to smo videli, resavali su se
optimizacijski problemi ¢ija je funkcija cilja predstavljala funkciju jedne ili vise in-
varijanti jednog grafa G, na, u opstem slucaju, skupu svih grafova reda n. Medutim,
kako racunanje i ispitivanje spektralnog rastojanja podrazumeva baratanje sa spek-

trima dva grafa, predlazemo slede¢u modifikaciju sistema AGX.
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Razmatramo optimizacijski problem sledeceg oblika:

cmax f(Gy,Gs),

gde je f funkcija invarijanti dva grafa, G; i G. Specijalno, u nasem slucaju je:

o max d(G1,Gq) = ; [Ai(G1) = Ai(Go)l,

gde je d(G1,G2) Menhetn spektralno rastojanje grafova Gy i Gy. Naravno, istra-
zivanja mogu da se sprovedu i za neko drugo, npr. Euklidovo rastojanje, pa da se
uporede dobijeni rezultati, kao i da se razmotre spektri matrice susedstva, Laplasove

i nenegativne Laplasove matrice datih grafova.

Modifikovana verzija AGX-a mogla bi da barata opet sa matricom, na primer,
susedstva jednog grafa G reda 2n koji ¢e, medutim, biti nepovezan graf a Cini¢e ga
dve komponente povezanosti - grafovi Gy i G Cije spektralno rastojanje racunamo.

Stoga ¢e matrica susedstva ovog grafa imati sledeéi oblik:

4 A107
0 A

gde su A; i Ay matrice susedstva grafova Gy i G, respektivno. Optimizacija
bi se sprovodila na matricama A; i A,, ali nezavisno. To bi znacilo da bi se
promene okolina, odnosno njima odgovarajuc¢e grafovske transformacije, primenji-
vale nezavisno samo na odgovaraju¢im komponentama povezanosti grafa G, ali ne
i izmedu njih. Preciznije, postojala bi izvesna restrikcija grafovskih transformacija
na skupu svih ¢vorova grafa G. Pa tako, ukoliko ¢vorove grafa uredimo tako da
¢vorovi Vi ={1,2,...,n} predstavljaju évorove jedne komponente povezanosti G,
aVy={n+1,n+2,...,2n} évorove druge komponente povezanosti G, grafovska
transformacija kao sto je, na primer, dodavangje grane ne bi smela da se izvrsi izmedu
¢vorova iz skupova Vi i V,. Preciznije, restrikovane bi bile sledece grafovske transfor-
macije: dodavanje grane, pomeranje grane, obilazak, 2-opt, umetanje viseceq cvora,
dodavanje viseceg cvora, uklanjanje ¢vora i povezivanje. S obzirom da rac¢unamo
spektralno rastojanje izmedu komponenata povezanosti grafa GG, njegov spektar ne
bi trebalo da bude monotono ureden u celosti, ve¢ parcijalno. To znaci da bi trebalo
sortirati samo njegove odgovarajuce polovine, koje odgovaraju prethodnom uredenju

skupa ¢vorova grafa G.
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3 Zatvorene Setnje 1 poravnavanje

mreza

Poravnavanje mreza je tipican zadatak prepoznavanja grafova. U radu autora
[27] ovaj problem je tretiran uz pomo¢ zatvorenih Setnji koje su u uskoj vezi sa
spektralnim invarijantama grafova. Broj razapinju¢ih zatvorenih Setnji odredene
duzine u korenskom grafu izracunat je koris¢enjem principa ukljuc¢enja-iskljucenja.
Izracunavanja su sprovedena za male povezane indukovane korenske podgrafove, koji
su oznaceni kao grafleti. Grafleti ucestvuju u definiciji mere sli¢nosti izmedu ¢vorova
mreza koje se porede i tretiraju nekim od algoritama za poravnavanje mreza [64].
Formule izvedene za brojeve razapinju¢ih zatvorenih Setnji upotrebljene su prilikom
komparacije nekih postojec¢ih i novopredlozenog metoda za globalno poravnavanje

mreza.

Sadrzaj ovog poglavlja baziran je na rezultatima izlozenim u radovima autora
[27], [54] i [55].

Poglavlje je organizovano na slede¢i nacin. U Odeljku 1 navodimo neke osnov-
ne definicije spektralne teorije grafova na koje smo se pozivali u istrazivanju. U
Odeljku 2 izlazemo nove formule za izracunavanje broja razapinjuc¢ih zatvorenih
Setnji u indukovanim korenskim podgrafovima. U Odeljku 3 dajemo kratak pregled
nekih postojecih algoritama za globalno poravnavanje mreza i definiSemo novu meru
slicnosti za ¢vorove poredbenih mreza. Sa teorijskog aspekta poredimo postojece i
novopredlozeni pristup u poravnavanju mreza. Formule koje se odnose na brojeve

razapinjucih zatvorenih Setnji i podaci vezani za neke mere sli¢nosti sumirani su u
Dodatku C.

3.1 Uglovi grafa i Setnje u grafu

Neka je G graf sa skupom ¢évorova V' = {1,2,...,n}. Osim ako nije posebno

naglaseno, pretpostavljacemo da je G graf bez petlji i viSestrukih grana. Kao sto
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smo naveli u uvodnom poglavlju, pod setnjom duzine k u grafu G podrazumevamo
niz, ne obavezno razlicitih, ¢vorova ji, jo, ..., Jjk, jer1 € {1,2,...,n} tako da za
svako i = 1,2,...,k postoji grana od évora j; do évora ji41. Setnja koja pocinje
i zavrSava se u ¢voru j € {1,2,...,n} naziva se zatvorena Setnja (engl. closed
walk). U radu [27] upotrebljavali smo termin pouvratna Setnja (engl. self-returning
walk) shodno literaturi iz domena hemije i primena. Zatvorena Setnja u grafu je
razapinjuéa zatvorena Setnja (engl. spanning closed walk) ako prolazi kroz svaki

¢vor grafa.

Ako korenski graf (engl. rooted graph) definisemo kao graf u kome je jedan ¢vor
oznacen na nacin na koji ga mozemo razlikovati od ostalih ¢vorova u grafu, i ako
taj specijalno oznacen ¢évor nazovemo koren grafa (engl. root), smatracemo da je

zatvorena Setnja u korenskom grafu zatvorena Setnja u ¢voru koji je koren tog grafa.

Za izracunavanje odnosno brojanje Setnji, i isto tako zatvorenih Setnji, bilo u
grafu ili u korenskom grafu, mozemo da koristimo tehnike koje su u vezi sa spektrom
grafa. Kao $to smo ve¢ istakli u Pododeljku 2.7.3, Ni(j) oznacava broj zatvorenih
Setnji duzine k u ¢voru j grafa G (i analogno, broj zatvorenih Setnji duzine k grafa

G koji je korenski graf sa korenom u ¢voru j).

Jedan od dobro poznatih spektralno zasnovanih rezultata koji je u vezi sa izracu-
navanjem Setnji u grafu (ili digrafu) iskazan je u vidu sledece teoreme (vidi Teoremu
2.2.1 iz [31] ili [26] str.44):

(k)
ij
i-te vrste i j-te kolone matrice A* jednak broju Setnji duZine k koje pocinju u cvoru

Teorema 3.1.1 Ako je A matrica susedstva grafa, onda je element a;.’ u preseku

1 1 ZaUrsavaju se U CvoTuy j.

Stoga je broj zatvorenih Setnji duzine k u ¢évoru j grafa G jednak j-tom dijago-

nalnom elementu k-tog stepena matrice susedstva grafa G, tj. Ni(j) = ag-];).

Spektar grafa G’ u odnosu na matricu susedstva A = (a;;) oznacavali smo sa
AL > Ay > ... > A\, dok razlicite sopstvene vrednosti ovog grafa, odnosno matrice
A, mozemo da ozna¢imo sa v > vy > ... > Uy,,. Skup sopstvenih vektora e(\) =
{z € R": Az = Az} koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti A matrice A zovemo

sopstveni potprostor (engl. eigenspace) generisan sopstvenom vrednoséu A.

Normalizovan pozitivan sopstveni vektor koji odgovara najvec¢oj sopstvenoj vred-
nosti povezanog grafa G u odnosu na matricu susedstva naziva se glavni sopstven:

vektor (engl. principal eigenvector). Koordinate glavnog sopstvenog vektora u vezi
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su sa susedstvom ¢vora grafa zato $to su asimptotski proporcionalne broju Setnji
duzine k koje poc¢inju u nekom odredenom ¢voru, tzv. izlazne Setnje (engl. outgoing

walks). Sledeca relevantna teorema T.H. Wei-a [89] razmotrena je u [31], str. 26:

Teorema 3.1.2 Neka je Np(i) broj Setnji duzine k koje pocinju u cvoru i ne-

bipartitnog povezanog grafa G ¢iji su cvorovi 1,2,... ,n. Neka je si(i) = Ni(i) -
-1

(Z?:l Nk(j)> . Tada, za k — oo, vektor (sp(1),s1(2),...,sk(n))T tezi glavnom

sopstvenom vektoru grafa G.

Pod pretpostavkom da matrica susedstva A grafa G ima spektralnu dekompozi-
ciju (engl. spectral decomposition) (nesto vise o osnovim pojmovima Citalac moze

naéi u, na primer, [87]) A =11 P, + 1P + ...+ vy, Py, nalazimo da vazi:

AP = "ukp, (3.1)
i=1
Ovde je P, =UE,UT,i=1,2,...,m, gde je U ortogonalna matrica ¢ije su kolone

sopstveni vektori koji formiraju ortonormiranu bazu prostora R"™, dok svaka matri-
ca FE;, i = 1,2,...,m ima blok dijagonalnu formu diag(O,...,0,I1,0,...,0) (za
detalje vidi, na primer, [31] ili [30]).

Broj zatvorenih Setnji u odredenom ¢voru grafa moze da se izracuna uz pomoé

uglova grafa.

Neka su S = €(v1), ..., Sm = €(Vm), sopstveni potprostori koji odgovaraju raz-
licitim sopstvenim vrednostima matrice susedstva A grafa G. Neka je {eq, ea, ...,
en} standardna ortonormirana baza prostora R™. Matrice P; predstavljaju zapravo
ortogonalnu projekciju prostora R" na €(v;) u odnosu na standardnu ortonormiranu
bazu {eq,...,e,} prostora R". Brojevia,; =cosf;; (i =1,2,...,m;7=1,2,...,n),
gde je B;; (ostar) ugao izmedu S; i e;, nazivaju se uglovi grafa (engl. graph angles).
Niz oy; (j = 1,2, ..., n) nazivamo niz uglova sopstvene vrednosti v; (i =1,2,...,m)
(engl. eigenvalue angle sequence). Takode, mozemo da definisSemo matricu uglova
grafa G (engl. angle matriz) kao matricu formata m x n (gde je m broj razlicitih
sopstvenih vrednosti grafa G, a n red grafa G) ¢iji su elementi (o;;). Spomenuta
matrica je grafovska invarijanta ako su joj kolone leksikografski uredene. Vrste
matrice uglova nazivamo standardnim nizovima uglova sopstvenih vrednosti (engl.
standard eigenvalue angle sequences). Kako P; predstavljaju ortogonalnu projekciju
R" na €(v;), imamo da je a;; = ||Pe;l|, odnosno o2 = ||Pe;||> = el (PTR)e;.
Uzimajuéi u obzir definiciju matrice P; lako se pokazuje da je PI'P; = P;, odakle
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sledi o, = el Piej, pa mozemo da zakljucimo da se brojevi o, j = 1,2,...,n

J
pojavljuju kao dijagonalni elementi matrice P;. Na taj nacin, iz (3.1) dobijamo:

N(j) = al) =3 " vkal, (3.2)
=1

U Dodatku u [31] izracunate su sopstvene vrednosti i uglovi povezanih grafova do pet
¢vorova, pa iz (3.2) mozemo da dobijemo numericke rezultate za brojeve zatvorenih

Setnji duzine k£ u odredenom ¢voru razmatranog grafa G.

Da se podsetimo, u Pododeljku 2.7.3 funkciju generatrisu Y, Ni(j)t* za bro-
jeve Ni(j) zatvorenih Setnji duzine k u izabranom évoru j razmatranog grafa oznacili
smo sa H;(t). Iz formule (3.2) dobijamo da vaze i sledece relacije ([31], str. 82):

m

ZNk Ztk;a Zlf%

=1

Ako je Pg(z) = det(xzl — A) karakteristi¢ni polinom grafa G, onda funkcija

generatrisa moze da se odredi pomocu formule:
G 1 1
HE() = Pes(5)/tPaly),

jer

n 04
Pej() = Pa() )
r—u;

i=1
vazi za karakteristi¢ni polinom podgrafa koji je nastao od grafa G uklanjanjem ¢vora
J.

Sa druge strane, za neki ceo broj k > 0, k-ti spektralni momenat (engl. spectral
moment) grafa G definisemo kao sumu k-tih stepeni sopstvenih vrednosti grafa G,
tj. sk = >, AF. Broj svih zatvorenih Setnji duzine k u grafu G jednak je k-tom

spektralnom momentu (vidi Teoremu 3.1.1 iz [30]):

) =l ZNk

j=1
U literaturi se javljaju brojne formule u kojima su spektralni momenti izrazeni preko
broja odredenih podgrafova razmatranog grafa (vidi, na primer, [29] ili [74]). Na
taj nacin, imamo da je sy = 2e, gde je e broj grana grafa G, s3 = 6t, gde je t broj
trouglova grafa G, dok je 4-ti spektralni momenat s; = 2e 4+ 4p + 8¢, gde p oznacava
broj puteva duzine 2, dok je ¢ broj ¢etvorouglova grafa G. U ovom poglavlju slicne

formule se javljaju za brojeve zatvorenih Setnji u odredenom ¢voru.

77



3. ZATVORENE SETNJE I PORAVNAVANJE MREZA

3.2 Brojanje zatvorenih Setnji

3.2.1 Pojam grafleta

Naznacili smo da je korenski graf graf u kome je jedan ¢vor oznacen na nacin na
koji ga mozemo razlikovati od ostalih ¢vorova u grafu. Taj specijalno oznacen ¢vor
naziva se koren grafa, dok se za graf kaze da ima koren u ¢voru j. Graflet (engl.
graphlet) u grafu definisemo kao (mali!), indukovani, povezani, korenski podgraf
grafa. Moguci koreni grafleta su topoloski razliciti ¢vorovi u grafu, i odgovaraju
orbitama? grupe automorfizama grafa (uporediti sa definicijom koja je data u [64]
gde se termin orbita upotrebljava u drugac¢ijem smislu). Na taj nacin nalazimo da
dva povezana korenska grafa sa tri ¢vora i dve grane odgovaraju grafu koji je u [64]
oznacen kao graflet G; koji ima, u smislu tamo koriséene terminologije, dve orbite
¢iji su predstavnici numerisani sa 11 2 (vidi Sliku 3.1). Dakle, grafletu G, iz [64],

ovde odgovaraju, u smislu prethodno uvedene definicije, dva grafleta.

1

Graflet Gy iz [64] Dva korenska grafa

Slika 3.1: Graf GGy i odgovarajuci korenski grafovi

Razmatracemo graflete do reda pet. Postoji 30 povezanih grafova sa dva do pet
¢vorova, medu kojima razlikujemo 73 korena. Drugim rec¢ima, postoji 73 razli¢itih
korenskih grafova, odnosno grafleta, sa dva do pet ¢vorova (vidi Sliku 3.5). Su-

miranjem odgovarajuc¢ih koeficijenata u funkciji generatrisi za izracunavanje broja

1Ovde se misli da je podgraf malog reda, odnosno sa relativno malim brojem évorova.
2 Automorfizam grafa (vidi [22]) je izomorfizam grafa na samog sebe, odnosno to je permutacija

skupa ¢vorova grafa koja ¢uva relaciju susedstva ¢vorova. Moze se dokazati (Teorema 1, str. 132
u [22]) da skup svih automorfizama nekog grafa obrazuje grupu u odnosu na kompoziciju preslika-
vanja. Tako odredena permutaciona grupa naziva se grupa automorfizama grafa. Neka je I'(G)
grupa automorfizama grafa G. Za dva ¢vora v; i v; grafa G kazemo da su slicna ako postoji auto-
morfizam v € I'(G) tako da vazi vy(v;) = v;. Ovako definisana relacija jeste relacija ekvivalencije u

skupu ¢vorova grafa, a njene klase ekvivalencije nazivaju se orbitama grupe automorfizama grafa.
3U nastavku, sem kada to nije posebno naglaseno, pod grafletom éemo podrazumevati induko-

vani, povezani korenski podgraf grafa.
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grafova sa Sest ¢vorova (vidi, na primer, [48]), nalazimo da postoji 156 takvih grafova.
U opstem slucaju, funkcija generatrisa za izracunavanje broja svih grafova reda n
dobija se primenom specijalizacije Polya-ine teoreme (engl. Polya’s Theorem) na
graf koji je oznacen kao konfiguracija (engl. configuration) ¢ije su figure (engl. figu-
res) parovi tacaka (vidi [48]). Tabela svih 112 povezanih grafova reda Sest izlozena

je u [28]. U knjizi [82] takode postoji katalog grafova malog reda.

Dalja primena Polya-ine teoreme rezultira funkcijom generatrisom za izracuna-
vanje broja korenskih grafova reda n. Spomenuta funkcija generatrisa je sledeceg
oblika:

Gn(x) = Z5(S1 X Sp_1, 1 + ).

Ovde Z(G, f(x)) oznacava funkciju dobijenu iz ciklusnog indeksa Z(G) konfigu-
racijske grupe G zamenom svake nepoznate f, sa f(2*); ¢(x) = 1 + x predstavlja
funkciju generatrisu za izra¢unavanje figura (jer je korenski graf takode konfiguracija
u kojoj su figure parovi tacaka), dok je S,, simetri¢na grupa od n tacaka kojoj je per-
mutacijska grupa R,, izomorfna i za koju vazi Z(R,) = Z(S,) (vidi [48] za detalje).
Analiziranjem koeficijenata u funkciji generatrisi za izrac¢unavanje broja korenskih
grafova reda Sest, zakljucujemo da postoji 544 takvih grafova, medu kojima je 137

nepovezanih korenskih grafova i 407 povezanih korenskih grafova.

Svih 853 razli¢itih povezanih grafova reda 7 izlozeno je u Dodatku u [25].

3.2.2 Brojanje zatvorenih Setnji u grafletima

Princip ukljucenja-isklju¢enja (vidi, na primer, [13]) spada u najstarije racunske
metode i primenjuje se u raznim naucnim i istrazivackim domenima ve¢ vise od tri
stotine godina. Jedna od prvih primena principa ukljuc¢enja-iskljuc¢enja bila je kod
proucavanja dearanzmana (vidi, na primer, [36]). Ovaj princip upotrebljen je i za
izracunavanje broja antilanaca A(n, k) duzine k u partitivhom skupu P(z) datog
skupa X ¢ija je kardinalnost n (vidi [24]). Princip ukljucenja-iskljucenja nalazi
se u osnovi istoimene tehnike koja se primenjuje pri dizajniranju brzih algoritama
¢ija je vremenska slozenost eksponencijalna, tzv. algoritama ukljucenja-iskljucenja
(vidi, na primer, [37]). Zbog svojih dobrih osobina (prostorna slozenost nije ekspo-
nencijalna) slicno dinamickom programiranju, algoritmi ukljucenja-isklju¢enja mogu
¢esto da se iskoriste ne samo za reSavanje NP-teskih problema, ve¢ i za reSavanje
nekih tezih racunskih problema. U radu [8] izlozeni su neki algoritmi zasnovani na

principu uklju¢enja-iskljuéenja namenjeni resavanju nekih dobro poznatih i intenzi-
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vno proucavanih problema podele (engl. partition problems), kao $to su problemi
koji su u vezi sa hromatskim brojem, hromatskim polinomom, bojenjem liste, i dr.
Algoritmi za bojenje grafa [7] uz pomo¢ tehnike ukljucenja-iskljucenja analizirani su
u [37]. Ovde princip ukljucenja-isklju¢enja koristimo za izra¢unavanje broja razapi-

njucih zatvorenih Setnji odredene duzine u korenskom grafu.

Neka je G korenski graf sa korenom u ¢évoru j. Razmatracemo graflete grafa
G koji sadrze ¢vor j i koji takode imaju koren u ¢voru j. Broj ovakvih grafleta
je konacan. Pretpostavimo da je medu grafletima njih g neizomorfno kao i da su
neizomorfni grafleti indeksirani sa 0,1,...,9 — 1 na proizvoljan nacin. Za graflet
sa indeksom 7 kazemo da je grafiet tipa 1. Ako, na primer, razmatramo indukovane
povezane podgrafove do reda pet, indeks i odgovara jednom od 73 korena koji su

numerisani brojevima 0,1,...,72 (vidi Sliku 3.5). Oznac¢imo sa w; broj grafleta
k

tipa i. Neka su, dalje, a¥ i n} oznake za broj zatvorenih Setnji i broj razapinjuéih

zatvorenih Setnji duzine k u grafletu tipa i, respektivno.

Teorema 3.2.1 Neka je G korenski graf sa korenom u cvoru j ¢iji je skup cvorova
V ={1,2,...,n}. Neka je S podskup skupa V — j i neka je Gg povezana komponenta
koja sadrzi cvor j indukovanog podgrafa grafa G koji je dobijen uklanjanjem cvorova

12 skupa S. Za svaki pozitivan broj k vazi:

nf(G) = d"(G) + > (-1)¥a*(Gy), (3.3)

gde se sumiranje vrsi po svim nepraznim podskupovima S skupa V — j, dok a*(G) i
n*(G) oznacavaju broj zatvorenih Setnji i broj razapinjuéih zatvorenih Setnji duZine

k w ¢voru j grafa G (i analogno grafa Gg).

Dokaz. Broj razapinjuéih zatvorenih etnji n*(G) dobijamo ako od broja zatvo-
renih Setnji oduzmemo broj onih zatvorenih Setnji grafa GG koje ne sadrze barem
jedan ¢vor iz skupa V' — j. Broj ovih Setnji jednak je broju zatvorenih Setnji u
uniji skupova zatvorenih Setnji svih grafova Gy, i € V — j. Primenom principa

ukljucenja-iskljucenja dokazujemo tvrdenje teoreme. ®

Primer 3.2.1 Teoremu 3.2.1 ilustrovacemo na primeru grafleta tipa 26, ¢iji smo
skup cvorova oznacili sa V. = {x,y,j,z,t} (leva strana Slike 3.2). Indukovane pod-
grafove grafleta tipa 26 dobijene uklanjanjem jednog cvora razlicitog od j mozZemo

da oznacimo sa Gy, Gy, G @ Gryy. Ovi podgrafovi su prikazani sa Slici 3.2.
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R el aak 8

Graflet G2 iz [64] Indukovani podgrafovi reda 4

Slika 3.2: Graflet tipa 26 i neki njegovi indukovani podgrafovi

Na slican nacin, podgrafove razmatranog grafleta koji su dobijeni uklanjanjem
dva c¢vora razlicita od ¢vora j moZemo da oznacimo: Giu.y, Giyzy, Gazys Giagys

G{y,t} 1 G{Z,t} (Sllka 33)

°9 o QI?@A.

Slika 3.3: Indukovani podgrafovi reda 3

Svi indukovani podgrafovi razmatranog grafleta sa dva ¢vora od kojih je jedan j
oznaceni su 564 Gizy v, Giayirs Gazay, Gy, dok je indukovani podgraf dobijen
uklanjanjem cetiri ¢vora od kojih ni jedan nije j oznacen sa Gy y .. Ovi podgrafovi

prikazani su na Slici 3.4.
0 0 0@/’
O, @©—o O,
°
Slika 3.4: Indukovani podgrafovi reda 2 i reda 1

Prema formuli (3.3), odnosno prema principu ukljucenja-iskljucenja, nalazimo

da je broj svih razapinjucih zatvorenih Setnji za koren 26 jednak:

n§6:a’§6—(a’f0+a’§+a’f1+a§)+(a§+a§+a’f+a§+a’§+a§)—(a’é—l—a’g—i—a'g),

odnosno

k _ k k k k k k k k

Napomena 3.2.1 Brojevi razapinjucih zatvorenih Setnji za sve ostale grafiete do pet
¢vorova izracunati pomocu principa ukljucenja-iskljucenja, odnosno Teoreme 3.2.1,
dati su u Dodatku C.
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Posledica 3.2.1 Za prazan skup () imamo da je Gy = G, pa vazi sledeéa formula:

nf(G) =) (-1)¥la*(Gy),

s
gde se sumiranje vrsi po svim podskupovima S skupa V — 7. R

Pod pretpostavkama iz Teoreme 3.2.1, imamo:

Tvrdenje 3.2.1 Za svaki pozitivan ceo broj k vazi:
nf(G) = d"(G) = Y nF(Gs), (3.4)
S
gde se sumiranje vrsi po svim nepraznim podskupovima S skupa V — j.

Dokaz. Broj razapinjuéih zatvorenih Setnji n*(G) u korenu j grafa G dobijamo
ako od broja svih zatvorenih Setnji a*(G) u &voru j oduzmemo broj zatvorenih
Setnji koje nisu razapinjuce. Ove Setnje su upravo razapinjuée zatvorene Setnje u

grafletima grafa G. W

Napomena 3.2.2 Brojevi razapinjucih zatvorenih Setnji za graflete 0-72 (Slika 3.5)

1zracunati na prethodno opisan nacin dati su v Dodatku C.

Napomena 3.2.3 Takode, moZemo da odredimo i algebarske izraze za brojeve ra-
zapinjucth zatvorenih Setnji u odredenom korenu grafa izracunavanjem k-tog stepena
odgovarajuce matrice susedstva i primenom Tuvrdenja 3.2.1. Na primer, k-ti stepen

matrice susedstva Ag grafleta Gy iz [64] je:

A= (- (D) A S (L (9

gde je I jedinicna matrica. Broj svih zatvorenih Setnji duZine k u korenu 0 je:
af = % (1 + (—1)’“), k=1,2,..., paje broj svih razapinjucih zatvorenih setnji duZine
k u korenu 0: nf =1, zak =20 il=1,2,..., odnosno n§ =0, ako je k =2l +1 i
[=1,2,....

Na slican nacin nalazimo da je k-ti stepen matrice susedstva A, grafleta G iz

[64] sledeéeg oblika:

Ak = “@k (14 (—=1)F) 4% +

(ﬂ)k—l

5 (- (—1)%) A,

pa je broj svih zatvorenih Setnji duZine k uw cvorovima 1 1 2 jednak:

o= 2 (1
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o= 1

respektivno. Prema Tuvrdenju 3.2.1, imamo da je: n3* = a?* —n2F = 2k=1 — 1 4
nitt = g2 2 — 0 20 k = 2,3,..., i takode n3F = a2F — 2n2k =28 —2 4

n%kﬂ = agkﬂ — Qn(%k“ =0,2zak=2,3,....
Ako nastavimo izracunavanje na prethodno opisan nacin, nalazimo, na primer,
da je:
nfy = &= (1+(—1)%)(15-28/2+10-3*/2+3(3(3—V/5))*2(v/5—5) —3(1 (3+/5))*/*(V5+
5)), k=28,9,10,...,
nky = L1+ (=1)F)(22 — (V3)* + 2(v2)* — 1), k = 8,9,10,...,
nat =102 —2)(3-3-284+3%), k=3,4,5,..., odnosno nig"" =0, k = 3,4,5,.. ..
Analogni rezultati za sve povezane korenske grafove sa dva do cetiri ¢vora dati

su u Dodatku C.

Sada se broj zatvorenih Setnji duzine k u ¢voru j grafa G moze izracunati na

slede¢i nacin:
Teorema 3.2.2 Za svaki pozitivan ceo broj k i svaki ¢vor j grafa G imamo:

Ni(j) = S5 nfu;. (3.5)
Dokaz. Svaka zatvorena Setnja w grafa GG jeste razapinjuc¢a zatvorena Setnja u
jedinstvenom grafletu grafa G koji je indukovan ¢vorovima Setnje w, i, naravno,
svaka razapinjuca zatvorena Setnja u proizvoljnom grafletu grafa G jeste zatvorena

Setnja grafa G. &

Koris¢enjem odgovarajué¢ih dijagonalnih elemenata k-tog stepena matrica su-
sedstva 30 grafova do reda pet, kao i formule (3.5), izra¢unali smo brojeve zatvorenih

Setnji duzine k u ¢voru j proizvoljnog grafa G za nekoliko vrednosti parametra k:
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Ns(j) = up+(3us +6uq) +20us+ (us+2us) + (2u+6ur) + 18us + (dug+5uio+10uq1 ) +
(30u12 + 42uq3) + 120u14 + (2ugs + 2use + 2ugy + duss) + (2usge + 2ug + 2ugy + duyo) +
(duyz + 8Buiay) + (2uys + 2uag + 4ugr + 2ugg) + (12u4g9 + 18usg) + (dusy + duse + Guss) +
(12us4 + 18uss) + (6usg + 6usy + 12uss) + (12us9 + 14ugo + 20ug; ) + (16uge + 22ug3 +
18ug4) + (32ugs + 34ues + 46ugr) + (46ugs + H61ueg) + (9079 + 108u71) 4+ 216uz0 + 2h,;.

Primetimo da su u zagradama grupisani brojevi razapinju¢ih zatvorenih Setnji u
¢voru j za korene koji pripadaju istom grafu. U poslednjoj jednakosti h; oznacava

broj Sestouglova koji sadrze ¢vor j.

Napomena 3.2.4 Kako u bipartitnom grafu ne postoje konture neparne duZine,
formule za brojeve zatvorenih setnji duZine k = 1,2,...,6 u cvoru j imaju nesto

jednostavniju formu:

Ni(j) = 0;
N>(j) = uo;
N3(j) = 0;
Ny(j) = wo + ug + 2ug + 2us;
Ns5(j) = 0;

N@(]) = Ug + 3U1 + 6U2 + uyg + 2U5 + 2u6 + 6’LL7 + 18U8 + 2U35 + 2U36 + 211,37 + 4U38 +
12/IL49 + 18u50 + 2hj

Tvrdenje 3.2.2 Neka je I'y, skup indeksa grafleta reda k. Za svaki ¢vor j grafa G

mamo:

> nku; = 2e(5),

i€Ty,
gde se sumiranje vrsi po svim grafletima tipa i € T'y sa k évorova, i gde je c(j) broj

kontura sa k c¢vorova koje sadrze cvor j.

Dokaz. U zavisnosti od orijentacije, dve zatvorene Setnje duzine k u ¢voru j obilaze
konturu reda k koja sadrzi ¢vor j. Na taj nacin, postoji 2¢x(j) takvih Setnji. Svaka
od ovih zatvorenih Setnji postoji kao razapinjuc¢a zatvorena Setnja u jedinstvenom
grafletu grafa G (koji je indukovan ¢vorovima date Setnje). U odgovarajuéim grafle-
tima ne postoje druge razapinjuce zatvorene Setnje duzine k. Stoga je ukupan broj
razapinjucih zatvorenih Setnji duzine k u évoru j za sve graflete reda k jednak 2¢ (7).
]
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S obzirom na ovu ¢injenicu, prethodne formule za brojeve zatvorenih Setnji mogu

da se pojednostave:

5

(7) =
N4(j) Uo+U1+2U2+4U5+2qJ,
N5<j) = 10’&3 -+ 2'LL9 -+ 2'U,10 —+ 4U11 -+ 8U12 —+ 12U13 —+ 30%14 —+ 2}9],

Ng(j) = wo + 3uy + 6ug + 20u3 + uy + 2us + 2ug + 6ur + 18ug + dug + Suqg + 10ug; +
30u1a + 42uq3 + 120u14 4+ 2uss + 2usg + 2usy + dusg + 2usg + 2uag + 2ug1 + duas +
duuys + 8ugg + 2uys + 2ug6 + dugr + 2u48 + 12ug9 + 18usg + dusy + duss + 6uss + 12us4 +
18uss + 6usg + 6usy + 12uss + 12us59 + 14ugo + 20ug; + 16uge + 22163 + 18uga + 32ugs +
3dugs + 46ugy + 46ups + S6ugy + 90urzg + 108u71 + 216ure + 2N,

gde t; = ¢3(4), ¢j = ca(j), pj = ¢5(j4) 1 hy = c6(j) oznacava broj trouglova koji
sadrze ¢vor j, broj ¢etvorouglova koji sadrze ¢vor j, broj petouglova koji sadrze
¢vor j i broj Sestouglova koji sadrze ¢vor j, respektivno. Tako, na primer, vidimo
da u grafletima tipa 8, 12, 13 i 14 zatvorene Setnje duzine 4 obilaze konturu sa
cetiri ¢vora. Ove Setnje su razapinjuce zatvorene Setnje. U zavisnosti od orijenta-
cije, postoji 2¢; takvih Setnji, i u navedenim grafletima nema drugih razapinjuc¢ih
zatvorenih Setnji duzine 4. U ostalim grafletima reda 4, odnosno grafletima tipa

4,5,6,7,9,10 1 11 ne postoje razapinjuce zatvorene Setnje duzine 4.

3.3 Poravnavanje mreza

3.3.1 Osnovni pojmovi

MreZe se obicno definisu kao grafovi sa velikim brojem ¢vorova i sluze kao modeli
za najrazlicitije relacije, procese i fenomene iz raznih istrazivackih domena, kao $to su
racunarske nauke, lingvistika, hemija i fizika, sociologija i biologija. U racunarskim
naukama, na primer, grafovima se predstavljaju komunikacijske mreze ili nacini
organizacije podataka. Graf je prirodan model molekula, gde su atomi predstavljeni
¢vorovima grafa a veze izmedu njih granama grafa. Kao posledica upotrebe grafova
u socioloskim naukama, nastali su razni tipovi grafova socijalnih grupa (engl. social
network graphs). Tako grafovi prijateljstva (engl. friendship graphs) reprezentuju da
li se ljudi iz date grupe ljudi poznaju, dok se grafovima saradnje (engl. collaboration

graphs) modeluje medusobna kooperacija ljudi.
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Analizom biologkih mreza moze se ste¢i bolji uvid u evoluciju, proteinsku i
¢elijsku funkciju, kao i proteinske interakcije, sto za posledicu ima predvidanje toka
bolesti, sintezu novih medikamenata, kao i sveukupno bolje razumevanje biologije
i evolucije uopste. Brojna bioloska teorijska i prakti¢na istrazivanja rezultirala su
razli¢itim tipovima bioloskih mreza, kao Sto su mreze za kontrolu gena (engl. gene re-
gulatory networks), metabolicke mreze (engl. metabolic networks), neuronske mreze
(engl. neuronal networks), i druge. Najintenzivnije proucavane jesu mreze protein-
skih interakcija (engl. protein-protein interaction (PPI) networks), koje se modeluju
neorijentisanim netezinskim grafom, ¢iji skup ¢vorova reprezentuje skup proteina,
dok skup grana grafa predstavlja njihove medusobne reakcije. U nastavku teksta

¢emo ove mreze krace zvati PPI mreze.

Komparativne analize, posebno bioloskih, mreza predstavljaju jedan od najvecih
izazova za danasnje naucnike i istrazivace. Medutim, poredenje velikih grafova je
racunski neizvodljivo zato Sto zahteva reSavanje problema izomorfizma podgrafova
(engl. subgraph isomorphism problem): da li jedan graf postoji kao tacan podgraf u
drugom grafu? Kako je ovakav problem NP-kompletan, potrebno je razviti strategije
heuristickog tipa za njegovo priblizno resavanje. Poravnavanje mreZa je jedna od
njih.

Glavni zadatak pri poravnavanju mreza jeste definisanje jednog ili vise mogucih
preslikavanja, ili mapiranja, izmedu ¢vorova poredbenih mreza. Ovakva preslikava-
nja ne moraju obavezno da budu definisana za sve ¢vorove u mrezi. Na taj nacin, po-
ravnavanjem mreza pokusavamo da odredimo Sto je mogucée veéi zajednicki podgraf
za dve poredbene mreze. Grane ovog podgrafa odgovaraju tzv. o¢uvanim granama,
odnosno granama koje su ostale nepromenjene u odnosu na definisana preslikavanja.
Razlikujemo dva tipa algoritama za poravnavanje mreza, u zavisnosti od prirode
preslikavanja - lokalni i globalni algoritmi za poravnavanje mreza. Lokalnim porav-
navanjem otkrivaju se lokalne regije slicnosti poredbenih mreza. Sa druge strane,
uz pomo¢ algoritama za globalno poravnavanje mreza svaki ¢vor iz jedne od mreza
uparuje se sa nekim ¢vorom iz druge mreze, ili se pak oznacava kao "usamljen” ¢vor
(engl. gap node), odnosno ¢vor bez parnjaka u drugoj mrezi (vidi, na primer, [84]).
Algoritmi globalnog poravnavanja mreza, dakle, podrazumevaju postojanje jedin-
stvenog preslikavanja za sve delove razmatrane mreze. Na taj nacin, globalno po-
ravnavanje dve mreze G = (Vg, E¢) i H = (Viy, Ey), takve da je |Vg| < |V, jeste
skup uredenih parova (i, ), gde je i € Vg i j € Vi, takvih da ni jedna dva uredena

para nemaju zajednicki évor. Svaki takav ureden par nazivamo poravnati par (engl.
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aligned pair, vidi, na primer, [70] ili [71]).

Poslednjih godina razvijeni su brojni algoritmi za globalno poravnavanje mreza,
i ve¢ina je implementirana na poravnavanje PPI mreza. Prvi medu njima bio je
IsoRank (vidi [84]), ¢ijim je novijim verzijama moguée lokalno i globalno poravnati
mnogostruke mreze (vidi [68]). Zatim slede PATH i GA algoritmi (vidi [93]), potom
algoritmi koji mogu da poravnaju bilo koji tip mreza ne samo bioloske, kao Sto su
GRAAL (engl. GRAph ALigner, vidi [64]) i H-GRAAL (engl. Hungarian-algorithm-
based GRAAL, vidi [71]), i naposletku njihove unapredene verzije MI-GRAAL (engl.
Matching-based Integrative GRAph ALigner, vidi [65]), koji upotrebljava bilo koji
broj i tip mera sli¢nosti izmedu ¢vorova i C-GRAAL (engl. Common-neighbors based
GRAph ALigner, vidi [70]), kod koga mere sli¢nosti zavise jedino od topologije raz-
matrane mreze, itd. U opStem slucaju, svi ovi algoritmi se realizuju u dve faze.
U prvoj fazi se izracunava mera slicnosti izmedu ¢vorova mreze GG i ¢vorova mreze
H. Potom se u drugoj fazi, shodno odredenoj meri sli¢nosti, definisu preslikavanja
izmedu ¢vorova mreza, odnosno konstruisu se tzv. poravnati parovi ¢vorova. Prime-
timo da se pri definisanju mere sli¢nosti izmedu ¢vorova uvek uzima u obzir susedstvo
odgovarajucih ¢vorova, kao i da mere slicnosti mahom nisu spektralno zasnovane,

izuzev, na primer, u slucaju IsoRank algoritma.

U [18] i [55] predloZena je nova mera sli¢nosti za ¢évorove poredbenih mreza.
Naime, mera slicnosti izmedu ¢vora ¢ mreze GG i ¢vora j mreze H trebalo bi da
bude zasnovana na razlici H{ () — H (t) funkcija generatrisa za brojeve zatvorenih
Setnji u datim ¢vorovima. Na taj nacin, predlozena mera slicnosti bila bi spek-
tralno okarakterisana i, naravno, uzimala bi u obzir susedstvo ¢vorova koje bi u
ovom slucaju bilo prosireno na citav graf, za razliku od nekih mera slicnosti gde
je susedsvo ogranic¢eno, kao na primer u [64]. Stoga ¢emo u ovom odeljku, izmedu
ostalog, ukazati na neke prednosti ovakvog pristupa poravnavanju mreza, i sa teo-
rijskog aspekta ga uporediti sa postojecim algoritmima za globalno poravnavanje

mreza.

3.3.2 Neki algoritmi za globalno poravnavanje mreza

Kao sto smo videli u uvodnom delu ovog odeljka, poravnavanjem mreza, u opstem
slucaju, pokusavamo da ustanovimo da li izmedu datih mreza postoji neka sli¢nost.

U opstem slucaju, algoritmi za globalno poravnavanje mreza realizuju se u dve faze.

U okviru prve faze se za ¢vorove datih grafova G = (V, Eg) 1 H = (Viu, Eg)
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definise mera slicnosti, s tim da se uvek uzima u obzir susedstvo odgovarajuéih

se stepeni razhkuju. Oznammo sa I?; j meru slicnosti izmedu ¢vora 7 grafa G i ¢vora

j grafa H. Neka je B tezinski bipartitni graf, ¢iji je skup ¢vorova Vg = Vg U Vg i
¢ije grane imaju tezinu R; ;. U okviru druge faze optimalnog poravnavanja mreza uz
pomo¢ postojeéih algoritama kombinatorne optimizacije (vidi, na primer, [76]) za
problem pridruzivanja, medu kojima je Madarski algoritam (engl. Hungarian algo-
rithm) jedan od najcesée koriséenih, u bipartitnom grafu B odreduje se maksimalno
sparivanje. Ovim sparivanjem odredeni su podgrafovi grafova G i H koji se sma-
traju slicnim shodno definisanoj meri sli¢nosti izmedu ¢vorova. Neki od algoritama

za globalno poravnavanje mreza zasnovani su na drugacijem, tzv. pohlepnom (engl.

seed-and-extend) pristupu u drugoj fazi.

Prvi algoritam za globalno poravnavanje mreza bio je IsoRank. Optimalno glo-
balno poravnavanje dveju mreza zasnovano je na heuristici po kojoj ¢vorovi ¢ i
j treba da budu upareni jedino ukoliko se njihovi susedi mogu dobro upariti (vidi
[84]). Mera sli¢nosti realizovana u ovom algoritmu za svaki par ¢vorova (7, j) jednaka
je sumi prosecnih vrednostih mera sli¢nosti svih parova ¢vorova (u, v), gde je u sused

¢vora ¢ a v sused ¢vora j. Drugim recima, vazi sledeca formula:

"2 2w W

uweN (i) vEN(j
zai € Vgij € Vy,igdejesa N(a) oznacen skup suseda ¢vora a.

Ovaj algoritam koristi sopstvene vektore, i slican je algoritmu PageRank koji
se koriti u internet pretrazi (vidi [10]). Mera slicnosti R;; je spektralno okara-
kterisana, zato sto je vektor sacinjen od svih R;;, za ¢ € Vg i j € Vg glavni
sopstveni vektor matrice A reda |Vi||Vu| X |Vi||Va|, koja je definisana na sledeéi
nacin: Ali, j|[u,v] = W, ako je {i,u} € Eg i {j,v} € En, i Ali, jl[u,v] =0,
inace. Glavni sopstveni vektor grafa sa matricom susedstva velikih dimenzija moze
se efikasno odrediti uz pomo¢ iterativnog algoritma Stepena metoda (engl. Power
method, vidi, na primer [40]). Po izracunavanju glavnog sopstvenog vektora, pri-
stupa se odredivanju poravnatih parova ¢vorova resavanjem problema maksimalnog
sparivanja (engl. maximum-weight matching problem) u bipartitnom grafu, kao sto

je prethodno naznaceno.

Slican koncept pri definisanju mere sli¢nosti za ¢vorove dva digrafa predlozen je

u [9] i upotrebljen za identifikovanje sinonima u re¢niku. Ukoliko bismo predlozenim
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postupkom razmatrali neorijentisane grafove, dobili bismo upravo metod izlozen u

okviru IsoRank-a.

Strategija slicna onoj koja je u okviru druge faze IsoRank algoritma korisée-
na za odredivanje poravnatih parova ¢vorova reSavanjem problema maksimalnog
sparivanja u bipartitnom tezinskom grafu pomocu algoritama za optimalno spariva-
nje, kao sto je Madarski algoritam, implementirana je i u algoritmu H-GRAAL (vidi
[71]), a posluzila je i za reSavanje problema uparivanja c¢vorova mreZa (engl. node

matching problem) (vidi [91]).

Problem uparivanja ¢vorova sustinski je isti kao i problem poravnavanja mreza.
Glavni zadatak je odredivanje parova uparenih ¢vorova poredbenih mreza, odnos-
no parova poravnatih ¢vorova. Medutim, dok se kod poravnavanja mreza za to
pozivamo samo na strukturalne ili topoloske osobine razmatranih mreza, kod pro-
blema uparivanja ¢vorova koristimo i tzv. otkrivene uparene évorove (engl. revealed
matched nodes), odnosno parove ¢vorova koji su prethodno odredeni za sparivanje.
Skup ¢vorova koji su veé¢ odredeni za sparivanje sastoji se od parova ¢vorova ¢ija
prva komponenta odgovara ¢voru sa veéim stepenom u referentnoj mrezi, dok druga
komponenta odgovara ¢voru izabranom u drugoj mrezi nekom metodom koja je u
skladu sa prirodom razmatrane mreze. Mera slicnosti svakog od parova ¢vorova
koji nisu parovi prethodno uparenih ¢vorova izracunava se u zavisnosti od broja
otkrivenih uparenih ¢vorova koji postoje u okolini datog para. U [91] je za takvo

izrac¢unavanje primenjen Jaccard-ov indeks (vidi [53]).

U drugoj fazi H-GRAAL algoritma upotrebljava se Madarski algoritam kako bi
se odredilo maksimalno sparivanje u bipartitnom tezinskom grafu shodno uvedenoj
meri slicnosti za ¢vorove poredbenih mreza. Tezinska funkcija (engl. cost function)
ovde je zasnovana na slicnosti potpisa (engl. signature similarity) izmedu ¢vorova
poredbenih mreza. To znaci da je svaki ¢vor mreze okarakterisan 73-dimenzionalnim
vektorom stepena grafleta (engl. graphlet degrees), koji opisuje topologiju susedstva

datog ¢vora. Ramotrimo nesto detaljnije novouvedene pojmove.

U prethodnom odeljku graflet smo definisali kao povezani indukovani korenski
podgraf razmatranog grafa. Takode, pod pretpostavkom da medu grafletima postoji
njih g medusobno neizomorfnih, kao i da su neizomorfni grafleti na proizvoljan nacin
indeksirani sa 0,1,...,g — 1, graflet sa indeksom k oznacili smo kao graflet tipa k.
Algoritam H-GRAAL (vidi [71]), kao i GRAAL (vidi [64]), u implementaciji koriste
graflete do reda pet. Kako medu trideset povezanih grafova sa dva do pet ¢vorova

postoje 73 razlicita korena, to se u prethodno spomenutim algoritmima pravi razlika
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izmedu 73 tipa grafleta. Na taj nacin, indeks k£ odgovara jednom od 73 korena koji
su numerisani brojevima 0,1,...,72 i prikazani su na Slici 3.5. Kao i ranije, sa
ut oznac¢imo broj grafleta tipa k kod ¢vora i. Tada k-ta koordinata ui pomenutog
73-dimenzionalnog vektora predstavlja broj grafleta tipa k& (odnosno stepen grafleta
prema terminologiji uvedenoj u [71] i [64]) u ¢ijem korenu je uoceni ¢vor i. Ovaj

vektor se naziva potpis (engl. signature) ¢vora i.

Tezina koja je pridruzena grani {i,j}, za svaki par ¢vorova i € Vg ij € Vi
bipartitnog grafa u kome se u okviru druge faze H-GRAAL algoritma odreduje

sparivanje minimalne tezine, predstavljena je slede¢om tezinskom funkcijom:
C(i,7) =2 = (L= )T, j) + aS(, 7))

U navedenoj formuli je:

di + d;
)
maX;evg dl + maX;evy dj

T(%Q) =

gde d; oznacava stepen ¢vora 7, dok je max;cy,, d; maksimalni stepen ¢vora u grafu
G (i analogno, grafu H); S(i,7) predstavlja slicnost potpisa ¢vorova i i j, dok se
parametrom « € [0, 1] kontrolise doprinos sliénosti potpisa ¢vorova i i j. U ovom, kao
i u sledecem pododeljku, pretpostavljacemo da su skupovi ¢vorova Vi i Vi grafova
G i H disjunktni, tako da su sve veli¢ine indeksirane sa ¢ i j u vezi sa grafovima G

i H, respektivno.

Slicnost potpisa S(i,7) ¢vorova i i j izracunava se na sledeéi nacin: S(i,7) =

90



3. ZATVORENE SETNJE I PORAVNAVANJE MREZA

1 —D(i,7). Ovde je D(i,j) totalno rastojanje (engl. total distance) izmedu ¢vorova
117, 1 dato je slede¢om formulom:
72 .
D
D(i,j) = kio?z k(%])'
k=0 Wk

Veli¢ina wy, jeste teZina grafieta tipa k (engl. the weight of the graphlet of type k), i
definisana je sa (vidi [72]):
~ log(ok)

log(73)

Celobrojna vrednost o, oznacava broj povezanih indukovanih korenskih podgrafova

Wy =

grafleta tipa k koji imaju koren u istom c¢voru kao i graflet tipa k, uklju¢ujuéi
i sam graflet. Tako je, na primer, o4 = 6, jer su grafleti tipa 0, 1, 2, 4, 5 i
16 povezani indukovani korenski podgrafovi grafleta tipa 16 sa korenom u istom
¢voru. Racunski rezultati (vidi Dodatak C) pokazuju da vrednosti wy pripadaju
intervalu [0.488,0.838], izuzev za wy = 1. Tako imamo da je ws3 = wgy = 0.488
iw = wy = wg = 0.838. Ukoliko uvedemo oznaku w = 222:0 wg, 1z racunskih

rezultata nalazimo da je w = 45.135.
Rastojanje Dy(i,j) izmedu k-tih koordinata 73-dimenzionalnih vektora stepena

grafleta koji su pridruzeni ¢vorovima ¢ i j dato je slede¢om formulom:

| log(uj, +1) — log(uf + 1)
log(max(ul,ul) +2)

Dy(i,7) = wg

|log(z+1)—log(y+1)|
log(max(z,y)+2)

Uvodenjem funkcije LD(z,y) = , formula za totalno rastojanje

postaje:

72 72
1
i L Ao .
(i.4) = — > Di(i,5) = 0022 3 Dy(i, )
k=0 k=0
0.022 x (wo LD (up, wd) +wy LD (ul,uf) +wy LD(ub,u) + -+ ) =
o d; d;
0.022 x (LD(d;,d;) + 0.838 LD (u}, u]) + 0.838 LD ((2) — 1, ( f) - tj)
+0.838 LD(t;,t;) + 0.744 LD (u}y, u) + -+ ) =
o d;
0.022 LD(d;, d;) + 0.018 LD(ui, ) + 0.018 LD (<2> — 1, ( )
+0.018 LD(t;,t;) + 0.016 LD (u}y, ul) + - -+

gde d; i t; oznacavaju stepen ¢vora [ i broj trouglova koji sadrze ¢vor [, respektivno.

Numericke vrednosti navedene u prethodnoj formuli zaokruzene su na tri decimale.
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Stice se utisak da je formula za D(i,j) pomalo vestacki konstruisana. Naime,
nije sasvim jasno kada je D(i,j) = 1, iako vrednosti totalnog rastojanja pripadaju
intervalu [0, 1]. Takode, moze se desiti da za sve parove ¢vorova 4, j vrednost totalnog
rastojanja bude znatno manja od 1. Pored toga, tezine wy su u relativno suzenom

intervalu, Sto znaci da ucestalosti pojedinih grafleta nisu dobro balansirane.

U radu [71] se, izmedu ostalog, u okviru prve faze predlaze primena dinamicke
verzije Madarskog algoritma. Perturbacija neznatnog broja tezina grana u grafu
polaznog problema, za koje je poznato optimalno sparivanje, imala bi kao posledicu
novu verziju algoritma koji podseca na problem uparivanja ¢vorova i koji moze da
se izvrsi brzinom O(n?). Nadalje, u radu [64] kao jos jedno od resenja predlaze
se dodavanje proteinske sekvence kao nove komponente vrednosnoj funkciji, sto bi
rezultiralo eventualno boljim poravnavanjem PPI mreza. Medutim, jedna od glavnih
prednosti algoritma GRAAL jeste upravo ta sto ne postoji potreba za implementi-
ranjem ovakve vrste podataka, tako da se ovim algoritmom mogu poravnati bilo

koje dve mreze, ne nuzno bioloske.

Dok se prakticno podudaraju u prvoj fazi, druga faza algoritama H-GRAAL i
GRAAL je potpuno razlicita. Naime, algoritmom H-GRAAL se dobija optimalno
poravnavanje mreza, dok algoritam GRAAL predstavlja pohlepni pristup problemu
poravnavanja mreza (vidi [64]). To znaci da se na pocetku druge faze iz razmatranih
mreza bira par ¢vorova sa velikom slicnoséu stepena grafleta. Dati par se smatra
inicijalnim semenom. Potom se pohlepno poravnava sto je mogucée vec¢i deo mreze

oko semena.

Algoritam GRAAL je unapreden, pa tako govorimo o novim i poboljsanim algo-
ritmima za globalno poravnavanje mreza koji su svi jednaki u drugoj fazi, odnosno
imaju tzv. pohlepni pristup. Jedan od takvih je i algoritam MI-GRAAL koji je
nastao poboljsanjem prve faze algoritma GRAAL, pa tako postoji moguénost inte-
gracije proizvoljnog broja i tipova mera slicnosti ¢vorova poredbenih mreza. Kao
rezultat dobijamo postojana poravnanja (engl. stable alignments), odnosno porav-
navanja koja su veoma slicna za sva pokretanja algoritma. Algoritmom C-GRAAL
se pri izboru semena koristi mera oznacena kao kombinovana koncentracija susedstva
(engl. combined neighbour density) i iskljucivo je zasnovana na topologiji razmatrane
mreze. Veca kombinovana koncentracija susedstva izmedu dva ¢vora ekvivalentna je
vec¢oj topoloskoj sliénosti njihovih prosSirenih susedstava do rastojanja 2, za razliku

od strategije sa grafletima gde je spomenuto rastojanje 4.

Prethodno opisani algoritmi sumirani su u Tabeli 3.1 shodno slicnostima u jednoj
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od dve faze realizacije.

Tabela 3.1: Neki algoritmi za globalno poravnavanje mreza

faza 1 faza 2
optimalno sparivanje pohlepno sparivanje
H-GRAAL IsoRank GRAAL
H-GRAAL MI-GRAAL
Optimal node matching algorithm C-GRAAL
GRAAL

3.3.3 Novi pristup poravnavanju mreza

U nastavku odeljka izlozi¢emo jedan novi pristup poravnavanju mreza. Ideja
prezentovana na teorijskom nivou odnosi se na prvu fazu postojec¢ih algoritama za

globalno poravnavanje mreza.

Za razliku od, na primer, algoritma H-GRAAL u ¢ijoj je prvoj fazi svaki ¢vor
mreze okarakterisan 73-dimenzionalnim vektorom stepena grafleta, u [27] i [55]
predlozeno je da u problemima poravnavanja ¢vorovi mreza budu okarakterisani
funkcijama generatrisama H;(t) za brojeve zatvorenih Setnji. Ove funkcije zavise od
susedstva ¢vorova kojima su pridruzene, a koja su za razliku od metoda sa grafletima
iz GRAAL-a i H-GRAAL-a prosirena na ceo graf. Smatramo da bi definicija mere
slicnosti izmedu évorova 4 i j mogla da se zasniva na razlici H{ (t) — HJ' () funkcija
generatrisa za brojeve zatvorenih Setnji u ¢voru ¢ grafa G odnosno ¢évoru j grafa H,
koje tretiramo algoritmima za poravnavanje. Preciznije, za dovoljno malu pozitivnu

vrednost ty predlazemo slede¢u formulu:
d(i,j) = A |HiG<t0) — H (t0)] - (3.6)

Ovde je A izabrano tako da je maksimalna vrednost d(i, j) po svim parovima ¢vorova
(4,7) jednaka 1. Primetimo da izbor vrednosti A zavisi od vrednosti ¢y. Na taj nacin
rastojanje uvek moze da dostigne vrednost 1, Sto ne mora da bude sluc¢aj kod metoda

sa grafletima.

93



3. ZATVORENE SETNJE I PORAVNAVANJE MREZA

Vrednost tg moze da se izabere u intervalu (0, R), gde je R radijus konvergencije

sledeceg stepenog reda:

—+o00 “+oco mag My
HE) -0 = SO0 -3 = 3 (e - Sl
k=0 k=0 \p=1 =1
U gornjoj formuli, N (s) (Nf(s)) oznacava broj zatvorenih Setnji duzine k u évoru
s grafa G (H), mg i mH su brojevi razlicitih sopstvenih vrednosti grafova G i H,

respektivno, dok Vf zap=12,....mgii=12...|V(G)|, predstavljaju

pz,
razli¢ite sopstvene vrednosti i uglove grafa G (i analogno za graf H). Lako se moze
zakljuciti da ukoliko je v > vf onda je R = G, i analogno, ako je v¥ < vil radijus
konvergencije ¢e biti R = # U slucaju kada je v¢ = v radijus konvergencije je
R = % ako vazi af # aﬁ-, dok ¢e u suprotnom vrednost radijusa konvergen-
cije zavisiti od odnosa drugih najveéih razlicitih sopstvenih vrednosti grafova G i
H, slicno kao u prethodnoj situaciji. Na taj nacin, mozemo da pretpostavimo da

vrednost t; pripada intervalu (O —max{yl _H}>
10

Primenom formula izlozenih u prethodnom odeljku za brojeve zatvorenih Setnji

duzine 2-6 u évoru j grafa G, relacija za rastojanje (3.6), postaje:

d(i,j) =A |HE (to) — HI (t)| =
“+o0o

D (NE() = N () 8

A|(NF (1) = Ny (7)) 5 ( F(6) = N3 (7)) 5 + (NE (6) = Ni' (7)) to+
+(NS(@) = NN tg +--- | = (3.7)
AL\ = dy) + 20t = t;) to + ((ds — dy) + (uf — ug) + 2(uh — ug)+

At = 1) + 20 — ¢7) 15 + (10 (6 — 1) + 2 (ug — ud) + 2 (uy — o)+

4 (ufy — ufy) + 8 (ufy — ufy) + 12 (ujs — uly) + 30 (ufy — uly)+

2(pi —pi) to+ .

A

Naglasimo da u formuli (3.7) gornji indeksi i i j veli¢ine ug, oznacavaju pripadnost
grafu G i grafu H, respektivno. S obzirom da je vrednost parametra t, prakticno
jako mala, sabirci koji sadrze t&, za k > 5 u formuli (3.7) mogu da se zanemare, pa

dobijamo:

d(i, §) A1+ 3)(d; — dy) + 3 (u} — ul) + 23 (uh — ud)+
+ 2to(1 + 2to + 5t5) (t; — t;) + 2te(q — ;)|
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Kako je ul +t, = (Cg), to imamo:

d(i, ) AL |(di — dj) (14 15(di + dy)) + 5 (uy — uf)+
+ 2to(1 +to + 5t3) (t: — t5) + 2t5(qi — q;)|-

Stoga, izostavljanjem sabiraka sa t, formula (3.7) kona¢no postaje:

d(i, ) =Atg|(1+ 1) (d; — dj) + 5 (uy — ) + 215 (uh — uh)+
2to (142t + 5t2)(t; — t;) + 212 (s — q;) + 215 (uh — ud)+
2 t?) (uio - ujio) +4 t?) (uzn - ujn) +38 t?) (uzm - uj12) +12 tg (Ull?, - U{3)+
3045 (uhy — ufy) + 285 (pi—ps) + - .

Vidimo da rastojanje d(i, j) zavisi od strukturalnih parametara koji karakterisu
susedstva ¢vorova i i j. Cini se da samo neki grafleti uti¢u, odnosno doprinose
novouvedenoj meri slicnosti izmedu ¢vorova. Naravno, i ¢lanovi viseg reda, ciji je
doprinos regulisan izborom ty, mogu se u (3.7) uzeti u razmatranje. Sto je veéa
vrednost parametra t,, bice veca duzina zatvorenih Setnji, koje ¢e znacajno uticati

na rastojanje d(i, j).

Ovaj pododeljak zaklju¢ujemo nesto opstijim rezultatom. Iz Teoreme 3.2.2,

nalazimo da je:

o9 o0 -1 -1 o0
H;(t) = Z Ny ()HtF = Ztk gz:nfu, = gz:ui antk
k=0 k=0 i=0 =0 k=0

Ako sa S;i(t) = Y p.,nkt* oznacimo funkciju generatrisu za brojeve nf

7

razapinjucih

zatvorenih Setnji duzine k grafleta tipa 7, imamo da je

Na taj nacin je dokazana sledeca:

Teorema 3.3.1 Vazi da je: d(i,j) = A |39 (ul — ul)S,(to)|.

3.3.4 Analiza kompleksnosti

U nastavku uporedujemo brzine izvrSsavanja prvih faza nekih od prethodno opi-

sanih algoritama za globalno poravnavanje mreza.
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Kao sto smo videli, u algoritmima GRAAL i H-GRAAL se pri definisanju mere
slicnosti izmedu ¢vorova poredbenih mreza koriste 73-dimenzionalni vektori stepena
grafleta. Spomenutim algoritmima traze se grafleti do reda pet u odredenom grafu
sa n &vorova. Broj grafleta reda pet jednak je (1) = n(n—1)(n—2)(n—3)(n—4),
pa je brzina izvrsavanja prve faze algoritama GRAAL i H-GRAAL O(n®) (vidi [72]).

Mera slicnosti R; ; izmedu ¢vora ¢ grafa G reda n i ¢vora j grafa H reda m u
okviru prve faze algoritma IsoRank interpretirana je kao koordinata glavnog sop-
stvenog vektora grafa G x H. Kako je matrica susedstva grafa G x H jednaka Kro-
nekerovom proizvodu matrica susedstva grafova G i H, i kako je glavni sopstveni
vektor grafa G x H jednak Kronekerovom proizvodu glavnih sopstvenih vektora
grafova G i H (vidi, na primer, [26], str. 69-70), to glavni sopstveni vektori grafova
G i H mogu da se odrede nezavisno. Ukoliko bismo za odredivanje svakoga od
njih primenili, na primer, Stepenu metodu, brzina izvrSavanja prve faze algoritma
IsoRank bila bi O(n?).

S obzirom da je mera slicnosti R;; jednaka proizvodu i-te koordinate glavnog
sopstvenog vektora grafa GG i j-te koordinate glavnog sopstvenog vektora grafa H,
to je brzina izvrSavanja prve faze algoritma IsoRank O(n?). Primetimo da je u [84]
Stepena metoda primenjena na matricu susedstva reda nm x nm (odnosno matricu
reda n? xn? kada su grafovi G i H istog reda), §to ima za posledicu brzinu izvrsavanja

O(n*). Na ovo je ukazano veé¢ u radu [18].

Iz formula koje su izlozene u uvodnom delu ovog poglavlja vidimo da se uglovi
grafa mogu lako izrac¢unati pomocu sopstvenih vektora. Stoga je za izra¢unavanje
upravo predlozene mere slicnosti potrebno samo odrediti sopstvene vrednosti i sop-
stvene vektore odgovarajuc¢ih matrica susedstva. S obzirom da se sopstvene vrednosti
i sopstveni vektori neke matrice izra¢unavaju brzinom O(n?), to bi brzina izvrsavanja
prve faze algoritma za poravnavanje mreza sa novouvedenom merom slicnosti bila

O(n?), $to je bolje od brzine izvrsavanja prve faze algoritama GRAAL i H-GRAAL.

3.3.5 Za kraj ovog odeljka

Dakle, u ovom odeljku analizirani su neki algoritmi za globalno poravnavanje
mreza striktno matematicki i na teorijskom nivou, za razliku od bioinformaticke li-
terature gde su opisani sprovedeni eksperimenti u kojima su se poravnavale odredene
PPImreze. Stoga se u navedenom razmatranju poravnavanje mreza ne dovodi u vezu

sa nekim drugim prirodnim naukama, pre svega biologijom.
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Novopredlozeni pristup, u osnovi koga su zatvorene Setnje u odredenim ¢vo-
rovima, po pitanju kompleksnosti nalazi se izmedu pristupa implementiranog u
algoritmu IsoRank i pristupa baziranog na frekvencijama grafleta u odredenim
¢vorovima, realizovanog u algoritmu GRAAL. Uz to, opisane analize pokazuju da je
po pitanju kvaliteta predlozena mera sli¢nosti uporediva sa merom koja se uz vece

racunsko vreme dobija u okviru pristupa sa grafletima.

Poredenje izlozenih prisupa u poravnavanju mreza mozemo dalje da nastavimo
analizom nedostataka. Kako su kod regularnih grafova sve koordinate glavnog
sopstvenog vektora jednake, to ¢e u slucaju da su poredbene mreze, odnosno grafovi
G i H regularni mera slicnosti za svaki par ¢vorova ¢ i j biti konstanta, pa je u tom
slucaju algoritam IsoRank nepodesan. Sli¢na situacija u novopredlozenom pristupu
javlja se u slucaju nesto uze klase grafova - kod jako regularnih grafova. Naime,
kod jako regularnih grafova sa istim sopstvenim vrednostima, jednaki su i uglovi
za sve ¢vorove (vidi [31], str. 77). Medutim, to nije slu¢aj sa svim predstavnicima
klase regularnih grafova. Tako su, na primer, neki grafovi iz skupa kubnih grafova
okarakterisani do na izomorfizam sopstvenim vrednostima i uglovima (vidi [31], str.

119).

Sa druge strane, u bioinformatickoj literaturi, prilikom poredenja algoritama za
poravnavanje mreza akcenat je stavljen na kvalitet postignutog poravnavanja, i to
viSe sa biloskog aspekta. Analiza kompleksnosti u ovom slucaju nije od preterane
vaznosti s obzirom da je broj potencijalnih PPI mreza interesantnih za poravnavanje

mali.

Kako je brzina izvrsavanja prve faze algoritma GRAAL veca od brzine izvrsava-
nja prve faze algoritma IsoRank, to je izvesno da se implementacijom ovog algoritma
na poravnavanje konkretnih mreza, posebno PPI mreza, postizu bolja poravnava-

nja, u stvari jedna od najkompletnijih topoloskih poravnavanja biologkih mreza (vidi
[64]).

Smatramo da bi bilo interesantno i korisno neke od opisanih algoritama, koji bi
u prvoj fazi kao meru sli¢nosti izmedu ¢vorova koristili meru sli¢nosti (3.6), imple-

mentirati na poravnavanje konkretnih bioloskih mreza.
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4 Nenegativan spektar digrafa

U ovom Poglavlju razmatramo spektralno-strukturalne osobine digrafa D u odno-
su na matrice ATA i AAT, gde je A matrica susedstva digrafa D. Sprovedena istra-
zivanja upotpunjuju i u izvesnom smislu unapreduju postojece tehnike i rezultate
problema spektralnog prepoznavanja grafova. Pozitivno semidefinitne matrice A7 A
i AAT su u nesto drugacijem kontekstu jos od ranije prisutne u literaturi, i njihov

zajednicki spektar krace oznacavamo kao nenegativan ili N-spektar digrafa.

Tako, na primer, na celokupnu strukturu Interneta (engl. World Wide Web,
krace WWW), mozemo da gledamo kao na jedan veliki digraf D = (V(D), A(D)).
Cvorovi ovog digrafa odgovaraju internet stranicama, a svaka orijentisana grana
(vi,v;) € A(D), znaci da postoji link sa stranice v; na stranicu v;. Ulazni stepen
¢vora v; predstavlja broj stranica koje imaju linkove na stranicu v;, dok izlazni
stepen Cvora v; odgovara broju stranica za koje na stranici v; postoji link. Glo-
balna struktura WWW-a je nepredvidiva, s obzirom da gotovo svaki korisnik moze,
uz ogranicCeni uticaj, da menja njegovu strukturu linkova. Stoga je aposteriorna
analiza WWW-a od izuzetnog znacaja, a kao jedan od glavnih zadataka namece se
pronalazenje merodavnih (engl. authoritative) web stranica za konkretan upit [81].
Za potrebe resavanja zadataka ovog tipa, odnosno za istrazivanje web podataka,
razvijene su mnogobrojne metode, od kojih su za nas od posebnog interesa one koje

su spektralnog karaktera.

Medu najpopularnijim spektralno zasnovanim metodama za istrazivanje web po-
dataka su: Hypertext Induced Topic Search, krate HITS, (vidi, na primer, [62]),
razvijena 1997. godine od strane J. Kleinberg-a, PageRank (vidi [10] ili [11]), razvi-
jena od strane S. Brin-a i L. Page-a, kao i SALSA (vidi, na primer, [67]), nastala
2000. godine. Spomenute metode opisane su u preglednom clanku [66]. Metod
HITS, na primer, koristi spektralne tehnike pri odredivanju merodavnih stranica i
koncentrisuéih stranica (engl. hubs). Na koncetrisuée stranice mozemo da gledamo
(vidi [81]) kao na stranice koje sadrze linkove za razne merodavne izvore, dakle imaju

izvestan broj izlaznih linkova (engl. out-links). Merodavna stranica je stoga stra-
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nica koja je linkovana od strane vise koncentrisu¢ih stranica, odnosno ima izvestan
broj ulaznih linkova (engl. in-links). U okviru metode HITS definisana je Iterativna
stepena metoda (engl. iterative power method) za izrac¢unavanje glavnog sopstvenog
vektora matrica AAT i AT A pridruzenih digrafu koji modeluje internet mrezu. Ma-
trica AAT, s obzirom na svoje karakteristike, oznacena je kao koncentrisuéa matrica
(engl. hub matriz), dok je AT A nazvana merodavna matrica (engl. authority ma-
triz). U ovom poglavlju analiziramo spektralno-strukturalne osobine digrafa upravo

u odnosu na ove matrice.

Sadrzaj Poglavlja baziran je na rezultatima sumiranim u radu autora [56]. Po-
glavlje je organizovano na sledeé¢i nac¢in. U Odeljku 1 dajemo pregled osnovnih
digrafovskih pojmova koje koristimo. U Odeljku 2 izlazemo neke elementarne rezul-
tate koji se odnose na spektralno-strukturalne osobine digrafa D u odnosu na matrice
AAT 1 AT A. U Odeljku 3 razmatramo AAT- i AT A-spektar digrafa pri odredenim di-
grafovskim operacijama i transformacijama. Poglavlje zakljucujemo generalizacijom
pojma kospektralnosti u Odeljku 4, gde navodimo primere (N — @)-kospektralnih

parnjaka digrafova i multigrafova.

4.1 Pregled osnovnih digrafovskih pojmova

Teorija digrafova je jedna od jako vaznih i plodonosnih grana teorije grafova,
koja obiluje mnostvom rezultata, uglavnom zbog velike moguénosti primene. Tako
se, na primer, digrafovi koriste kao modeli mreza protoka i elektri¢cnih mreza. Oni se
primenjuju i pri apstraktnoj reprezentaciji kompjuterskih programa, a korisni su i za
sistemsku analizu u teoriji sistema (engl. control theory). Postoje razliciti koncepti
zasnivanja teorije digrafova, kao i razliciti aspekti tretiranja problema u kojima se

oni mogu javiti ili primeniti (vidi [5], [50], [49] ili [4]).

Orijentisani graf ili digraf D (engl. directed graph), mozemo da definiSemo
(prema [88]) kao uredenu trojku (V' (D), A(D),%p) koju ¢ine neprazan skup V(D)
= {v1,v9,...,v,} Cvorova, skup A(D) orijentisanih grana ili lukova i funkcija inci-
dencije 1 p, koja svakom luku a pridruzuje ureden par (ne nuzno razli¢itih) ¢vorova v;
iv; koje a spaja. Preciznije, ukoliko je ¢p(a) = (v;, v;), kazemo da orijentisana grana
a spaja cvor v; sa ¢vorom vj, kao i da su v; i v; kragnji ¢vorovi od a, i to v; pocetni
¢vor, a v; zavrsni cvor. Ukoliko, dakle, postoji grana od ¢vora v; do ¢vora v;, kazemo

da su ¢vorovi v; 1 v; susedni, odnosno da je évor v; zadngi sused (engl. in-neighbour)
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¢vora vj, dok je v; prednji sused (engl. out-neighbour) ¢vora v;. Cesto ¢emo u daljem
tekstu orijentisane grane, odnosno lukove zvati prosto granama digrafa D, koga ¢emo
oznacavati kao ureden par D = (V(D), A(D)), podrazumevajué¢i da su elementi
skupa A(D) uredeni parovi ¢vorova. Nadalje, izlazni stepen (engl. out-degree) évora
v; definisemo kao ukupan broj grana kojima je v; pocetni ¢vor, dok ukupan broj grana
kojima je v; zavrsni, odnosno krajnji ¢vor predstavlja ulazni stepen (engl. in-degree)
¢vora v;. lzlazni i ulazni stepen ¢vora v; digrafa D oznacavamo sa outdegp(v;) i

indegp(v;), odnosno df,(v;) i dp,(v;), respektivno. Primer digrafa dat je na Slici 4.1.

Slicno multigrafu, multidigraf mozemo da
oznac¢imo kao digraf kod koga se izmedu dva
¢vora nalazi vise od jedne grane iste orijentacije.
Naravno, ovde su moguce i visestruke petlje. Na
slici 4.2 predstavljen je jedan multidigraf. U
daljem tekstu pretpostavljatemo da su petlje,

Slika 4.1: Primer digrafa odnosno grane oblika (v;,v;) dopustene, za raz-

liku od visestrukih grana. Takode, naglasimo da
petlja u nekom ¢voru doprinosi sa 1 vrednosti ulaznog i izlaznog stepena tog cvora.
Mnoga druga svojstva koja sre¢emo kod (neorijentisanih) grafova vaze i za digrafove,
pa ¢emo se u daljem tekstu koncentrisati uglavnom na pojmove i osobine digrafova
na koje ne nailazimo kod grafova.

Digraf D" = (V'(D"), A'(D")) predstavlja orijentisani podgraf (vidi [1]) digrafa
D = (V(D),A(D)), §to oznacavamo kao D' = (V',A") < D = (V,A), ako je
V(D) CV(D)iA(D') C A(D).

Za svaku granu datog digrafa D = (V(D), A(D)) neka je A'(D) = A(D)\
{(v,v),v € V(D)} tako da je D' = (V(D), A (D)) orijentisani podgraf digrafa
D = (V(D),A(D)) kome su uklonjene petlje. Neka je R simetri¢no zatvorenje
(za dopunske definicije vidi [1]) skupa A'(D), tako da ako (v;,v;) € A'(D), tada
(vi,v;), (vj,v;) € Ri E je skup grana koje predstavljaju relaciju R. Tada se graf
G = (V(D), ES) naziva noseéim grafom orijentisanog grafa D = (V (D), A(D)).
Izrazeno neformalno, skup grana E° noseéeg grafa G° = (V, E®) je definisan sa
{vi,v;} € E® ako i samo ako (v;,v;) € A(D) ili (v;,v;) € A(D), za razlicite évorove
v; 1 v;.

Sem kada drugacije nije naglaseno, razmatracemo povezane digrafove. Za digraf
D = (V(D), A(D)) kazemo da je povezan (vidi [1]) ako je njegov noseéi graf povezan.

Pored toga, digraf D je jako povezan ako za svaki uredeni par ¢vorova v;,v; € V(D)
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postoji usmereni put od ¢évora v; do ¢évora v;. Orijentisani put P digrafa D jeste
podgraf digrafa D sa skupom évorova {vi,vs,...,v,}, 1 < p < n i skupom grana
{(vi,vi41) 1 = 1,2,...,p — 1}. Orijentisana kontura C digrafa D jeste podgraf
digrafa D sa skupom ¢vorova {vy,ve,..., v}, 1 <1 <n iskupom grana {(v;, v;11) :
i=1,2,...,0 =1} U{v,v}.

Matrica susedstva digrafa D sa n ¢vorova <

jeste (0,1)-matrica A = [a;;] reda n, takva da
je a;; = 1 ukoliko postoji grana od cvora v;
do ¢vora v; i a;; = 0, u suprotnom, za svako

i,j €{1,2,...,n}. Ukoliko je |A(D)| = m, ma- .

trica A ¢e sadrzati m jedinica. Razli¢ito uredenje

skupa ¢vorova digrafa rezultira matricom sused- Slika 4.2: Primer multidigrafa

stva u obliku PAPT, za neku permutacionu ma-
tricu P. Za proizvoljnu kvadratnu binarnu matricu A reda n sa m jedinica, pod
pretpostavkom o izvesnom uredenju skupa ¢vorova, moze da se konstruise digraf D

reda n sa m grana ¢ija je matrica susedstva upravo matrica A.

Karakteristiéni polinom Pa(x) = det (z1 — A) matrice A jeste karakteristicni
polinom digrafa D, dok su sopstvene vrednosti A, odnosno spektar o(A) matrice A
sopstvene vrednosti, odnosno spektar digrafa D. Kako A nije neophodno simetri¢na
matrica, sopstvene vrednosti digrafa D su u opstem slucaju kompleksni brojevi.
Opste je poznato (vidi, na primer, [73]) da je spektralni radijus p(A) nenegativne
matrice A jednak najvec¢oj sopstvenoj vrednosti te matrice. Medu mnogobrojnim

ocenama za spektralni radijus (neke su date u [94]), izdvajamo slede¢u:

Teorema 4.1.1 (Frobenius-ova teorema [6]) Neka je A nenegativna kvadratna ma-

trica reda n. Tada je:
min{R;, 1 <i<n} <p(A) <max{R;, 1 <i<n}. (4.1)

Nadalje, ako je A ireducibilna, u (4.1) vazi leva ili desna jednakost ako i samo ako
je R1 = R2 = = Rn, gdeje R,L = Z?:l aij.

Pretpostavimo da su grane digrafa D uredene na odredeni nacin, npr. ay, as,

.y Q. Ulazna matrica incidencije digrafa D (engl. in-incidence matriz, vidi, na
primer, [14]) jeste nxm matrica By, = [b;;] takva da je b;; = 1 ukoliko je a; = (vg, v;)
za neki ¢vor vy, 1 b;; = 0, inace. Sli¢no, izlazna matrica incidencije digrafa D (engl.
out-incidence matriz) jeste n X m matrica By, = [b;j} takva da je b;j = 1 ukoliko je

. oo . !/ . -« .o
a;j = (vi,v;) za neki évor vy, i b;; = 0, inace. Lako se proverava da vazi: A = BouBE .
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Vedina pojmova iz teorije digrafova na koje se pozivamo u ostatku poglavlja
bi¢e propracena odgovarajuc¢im definicijama, dok za detaljnija objasnjenja citaoca

upuéujemo na, na primer, [1], [3], [22] ili [88].

4.2 Elementarni rezultati

Kao $to smo veé¢ nagovestili, u ovom poglavlju razmatramo digraf D = (V(D),
A(D)) sa skupom ¢vorova V(D) = {vy, vs, . .., v, } u kontekstu spektra matrice AAT,
odnosno AT A, gde je A matrica susedstva datog digrafa. Matrice AAT i ATA su
nenegativne, kvadratne i simetricne. Pored toga, moze se pokazati da su navedene
matrice pozitivno semidefinitne, Sto znaci da imaju nenegativne sopstvene vrednosti.

Preciznije, vazi sledece tvrdenje (vidi [81]):

Lema 4.2.1 Neka je M € R™ "™ matrica. Tada je MM?T pozitivna semidefinitna

matrica.

Dokaz. Neka je A\ sopstvena vrednost matrice MM7T i x sopstveni vektor koji

odgovara ovoj sopstvenoj vrednosti. Tada imamo da je:

(MM = \x
eT(MM*z) = 2" (\z) = Mz" )
T MMTx
B o
2T

odnosno \ = ;;—fc, gde je z = MTz. Kako za proizvoljan vektor v € R? vazi v7v > 0,

tojeaxTx >01i272>0, pajestogar>0. W

Rezultat izlozen u narednom tvrdenju takode je dobro poznat (vidi, na primer,
[66]).

Tvrdenje 4.2.1 Element u preseku i-te vrste i j-te kolone matrice AAT (odnosno
AT A) digrafa D jednak je broju zajednickih prednjih (zadnjih) suseda cvorova v;
v v; digrafa D. Specijalno, dijagonalni elementi ove matrice jednaki su izlaznim

(ulaznim) stepenima odgovarajuéih évorova digrafa.

Dokaz. Element u preseku i-te vrste i j-te kolone matrice AAT nastaje sumiranjem
svih proizvoda oblika a;ajj, za svako | = 1,2,...,n. Vazi da je azaj; = 1 jedino
akojeay =11 alTj = 1, odnosno ukoliko ¢vorovi v; i v; imaju zajednickog prednjeg

suseda vy.
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Dokaz za slucaj matrice AT A izvodi se na analogan nac¢in. M

Prema prethodnim napomenama i tvrdenju, mozemo da uvedemo slede¢e ozna-
ke: Nous = Nows(D) = AAT i Ny, = Niyp(D) = AT A, gde je A matrica susedstva di-
grafa D. Karakteristi¢ni polinom det(xl — Ny, ) matrice Ny, jeste N;,-karakteristicni
polinom digrafa D, dok je karakteristi¢ni polinom det(zl — N,,;) matrice Ny, za-
pravo N, -karakteristicni polinom digrafa D. Sopstvene vrednosti matrice NV;, jesu
Nin-sopstvene vrednosti digrafa D, a sopstvene vrednosti matrice Ny, jesu Nyyi-

sopstvene vrednosti digrafa D.

U [81] je takode pokazano da vazi i sledece:

Lema 4.2.2 Neka je M € R™ " proizvoljna matrica. Tada matrice MM?T i MTM
imagu iste nenula sopstvene vrednosti, ukljucujuéi odgovarajucée multiplicitete. Sta-

vise, ukoliko je x sopstveni vektor matrice MM?T, tada je MTx sopstveni vektor
matrice MT M.

Dokaz. Neka je A nenula sopstvena vrednost matrice M M7 i z sopstveni vektor

koji odgovara sopstvenoj vrednosti A. Imamo da je:
(MM™")z = M\
MY (MM = M™ (\z)
(MTM)(MTz) = \(M"z),

odakle slede oba tvrdenja iz formulacije leme. ®

S obzirom na navedenu lemu, zajednicki spektar matrica N;, i N,,; mozemo da
ozna¢imo sa 7, > 1y > ... > 1, 1 nazovemo nenegativan ili N-spektar (razma-
tranog digrafa D). U tom slucaju, karakteristi¢ni polinomi ovih matrica, u oznaci
N(z) = Np(z), predstavljaju N-karakteristicni polinom (razmatranog digrafa D).
Naglasimo da smo se u istrazivanju orijentisali na N,,; matricu digrafa D i pri tom
upotrebljavali prethodno navedene oznake. N-spektralni radijus py(D) digrafa D
definisemo kao spektralni radijus matrice Ny = Nowi (D), odnosno Ny, = Ny (D).

Iz prethodno izlozenih rezultata direktno sledi sledeca:

Teorema 4.2.1 Neka je D = (V(D),A(D)) orijentisani graf reda n ¢iji je N-

spektar ny,mo, ..., Mn. Tada vaZe sledeéa tvrdenja:

1. Brojevi my,ma, ..., N, Su realni i nenegativni.
2. M AN+ ...+ 0 =trNoy (=1rN;y,) = >0 outdeg(v;) (=D i, indeg(v;)).
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3. D je prazan digraf, odnosno digraf koji se sastoji jedino od izolovanih cvorova,

ako 1 samo ako vazi da je: m =mne = ... =n, =0.

Za digraf D kazemo da je r-regularan digraf ukoliko su ulazni i izlazni stepen

svakog ¢vora ovog digrafa jednaki r.
Lema 4.2.3 N-spektralni radijus py (D) r-reqularnog digrafa D reda n jednak je r?.

Dokaz. U dokazu ¢emo, bez smanjenja opstosti, posmatrati N,,, matricu digrafa
D.

Suma elemenata svake vrste matrice N, digrafa D iznosi 2. Naime, izlazni
stepen svakog ¢vora digrafa D jednak je r, pa su svi dijagonalni elementi matrice
Nout jednaki r. Uocimo ¢vor v; digrafa D i orijentisanu granu (v;, v;). Kako je ulazni
stepen ¢vora v; jednak r, postojace r — 1 mogucih parova ¢vorova v;, vi, takvih da
im je ¢vor v; zajednicki prednji sused. Uz to, izlazni stepen ¢vora v; je takode
r, pa postoji ukupno r(r — 1) parova ¢vorova v;, v; koji imaju zajednicke prednje
susede. Stoga je suma elemenata i-te vrste, za svako ¢ € {1,2,...,n}, matrice N,y
jednaka 7 + r(r — 1) = r?. Kako je N, kvadratna nenegativna matrica takva da
su sume elemenata svake od njenih vrsta medusobno jednake, to je prema Teoremi

4.1.1 spektralni radijus ove matrice 7. M

Napomena 4.2.1 Sopstveni vektor koji odgovara N -sopstvenoj vrednosti v requ-

larnog digrafa D stepena r jeste vektor c¢ije su sve koordinate jednake 1.

Kompletan digraf reda n, u oznaci K, jeste digraf (vidi [14]) u kome za svaki
par ¢vorova v;, v; postoji grana (v;, v;), uklju¢ujudi i petlju kod svakog ¢vora. Stoga,

digraf K,, ima n? orijentisanih grana i predstavlja n-regularni digraf.

Primer 4.2.1 (N-karakteristi¢ni polinom kompletnog digrafa)

Izlazni (ulazni) stepen svakog od évorova digrafa I?n jeste n, 1 svaki par cvorova ima
n zajednickih prednjih (zadnjih) suseda, tako da su svi elementi matrice Ny (Nip)
ovog digrafa jednaki n. Stoga je N - karakteristicni polinom ovog digrafa:

N- (z) = (z —n?)z"

n

odnosno N -spektar je sastavljen od: n?, [0]" 1.
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Razmotrimo nadalje digrafove kod kojih ne postoje parovi ¢vorova sa zajednickim

prednjim susedima. Podsetimo se najpre definicija nekih pojmova.

Korensko orijentisano stablo, ili samo korensko stablo, (vidi [3]) jeste orijenti-
sano stablo sa specijalno odabranim ¢vorom vy, koji se naziva koren, takvo da za
svaki drugi ¢vor v; put koji povezuje v; i v; jeste orijentisani put od v; do v;. Ovo
znaci da je indeg(vy) = 0.

Digraf F_’;L reda n definiSemo kao digraf sa skupom ¢vorova V(]S;L) = {v1,v9,...,
v, } 1 skupom orijentisanih grana (v, v;y1), za svako ¢ = 1,2,...,n — 1. Ovakav
digraf je zapravo specijalan slucaj korenskog orijentisanog stabla.

Ako je D = (V(D), A(D)) digraf kod koga ne postoje parovi ¢vorova sa zajedni-
¢kim prednjim susedima, onda za svaki ¢vor v; € V(D) vazi da je indegp(v;) < 1.

Uz to, ako za svaki ¢vor v; € V(D) vazi indegp(v;) = 0, D nije povezan digraf.

Slika 4.3: Unicikli¢cni digrafovi ¢iji ¢vorovi nemaju zajednicke prednje susede

Prema Teoremi 15.2 iz [1], digraf D je korensko stablo ako i samo ako je D
povezan digraf u kome postoji jedinstven ¢vor v; takav da je indegp(vy) = 0 i
indegp(v;) = 1, za sve ostale ¢vorove v; digrafa D. Jasno je da ¢vorovi ovog digrafa
nemaju zajednicke prednje susede. Korensko stablo je jedini povezan digraf ¢iji
¢vorovi nemaju zajednicke prednje susede sa osobinom da indegp(v;) = 1 ne vazi za

svaki ¢vor v; ovog digrafa.

Pokusajmo da konstruiSsemo povezan digraf D reda n ¢iji ¢vorovi nemaju zajed-
nicke prednje susede. Pocnimo od nekog ¢vora v;. Kako v; ne bi trebalo da ima
zajednicke prednje susede ni sa jednim ¢vorom digrafa D, sledi da je indeg(vy) = 0
ili indeg(v,) = 1. Pretpostavimo da je indeg(v;) = 0. Kako je D povezan digraf,
ukoliko za red ovog digrafa vazi n # 1, to postoji barem jedna grana (vy,v,), za
neki ¢vor v, # v;. Kako je indeg(v,) < 11 D je povezan, to jedino grane oblika
(vg,v,) mogu da budu incidentne ¢voru v,. Ulazni stepen svakog ovakvog cvora

v, takode je 1, pa je za svakog od njih dopusteno postojanje jedino izlaznih grana,
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tj. grana oblika (v, v.), i tako redom. Na kraju, kao rezultat povezivanja svih n
¢vorova granama na opisan nacin, prema Teoremi 15.2 iz [1], dobijamo korensko
stablo. Kako je indeg(v;) = 0, ovo stablo mozemo dopuniti jos jednom granom tako
da i u rezultujucem digrafu ne postoje ¢vorovi sa zajednickim prednjim susedima.
Razlikujemo dve moguénosti: dodata grana moze da bude petlja u ¢voru vy ili grana
(vg, v1), za tacno jedan od preostalih ¢vorova v, digrafa D. U ovom slucaju je, dakle,

rezultujuéi digraf uniciklican® digraf izveden iz korenskog stabla (Slika 4.3).

Ovim smo pokazali da vazi:

Tvrdenje 4.2.2 U povezanom digrafu D ni jedan par cvorova mema zajednicke
prednje susede ako i samo ako je D korensko orijentisano stablo ili uniciklicni digraf

wzveden 1z korenskog orijentisanog stabla na prethodno opisan nacin.

Napomena 4.2.2 Konverzni digraf digrafa D, u oznaci Conv(D), jeste (vidi [3])
digraf D sa granama izmenjene orijentacije. Preciznije, svaka grana (v;,v;) digra-
fa D jeste grana (v;,v;) u digrafu Conv(D). Stoga je digraf kod koga ni jedan par
cvorova nema zajednicke zadnje susede konvezni digraf korenskog orijentisanog stabla

ili uniciklicnog digrafa koji iz njega moZe da se izvede.

Tvrdenje 4.2.3 N-spektar povezanog digrafa D sa skupom évorova V(D) = {wvy,
Vo, ..., Un} takvim da ni jedan par ¢vorova nema zajednicke prednje susede sastoji

se od: outdegp(vy), outdegp(va),..., outdegp(vy,).

Dokaz. Kako ni jedan par ¢vorova nema zajednicke prednje susede, N,,; matrica

digrafa D je:

outdeg(vy) 0 0o - 0
0 outdeg(vz) 0 --- 0
Nout(D) = . . .
0 0 0 - outdeg(vy)

Primer 4.2.2 Ukoliko je D korensko orijentisano stablo, N -karakteristicni polinom
ovog digrafa je:

Np(z) = o' H (outdegp(v;) — ),
v;€U(D)

gde je | broj listova (odnosno ¢vorova v, takvih da je outdeg(v,) = 0), a U(D) C

V(D) skup ¢vorova koji imagju bar jednu izlaznu granu.

Y Unicikliéan digraf jeste digraf u kome postoji jedinstvena orijentisana kontura.
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N -karakteristicni polinom digrafa P, je:

N- (2) = x(x —1)" L.

Py
-
Ako sa C,, oznacimo povezan 1-reqularan digraf, onda je:

NCZ@) = (z—1)".

4.3 Nenegativan spektar digrafa u odnosu na ne-

ke digrafovske operacije i transformacije

U ovom odeljku razmatramo kako se menja N-spektar digrafa pri odredenim di-
grafovskim operacijama, kao sto su komplement ili digraf grana, odnosno pri nekim

digrafovskim transformacijama poput uklanjanja ili dodavanja grane.

Komplement D€ digrafa D = (V (D), A(D)) jeste digraf sa skupom ¢vorova V(D)
i skupom orijentisanih grana A(D®) takvih da je a orijentisana grana digrafa D¢
ako i samo ako a nije orijentisana grana digrafa D. Pritom, ukoliko u digrafu D nije
postojala petlja kod évora v;, postojace u digrafu DC. Sliéno dokazu Teoreme 2.1.2

iz [30] mozemo dokazati i sledece:

Tvrdenje 4.3.1 Ako su n;(D), i = 1,2,...,n N-sopstvene vrednosti r-regqularnog
digrafa D sa n ¢vorova, onda su N-sopstvene vrednosti digrafa D¢ jednake n, (D)
=(n—-r)2in(DY =n(D),i=2,3,...,n.

Dokaz. Dokaz ¢emo sprovesti za matricu N,,, digrafa D. Ukoliko sa J oznac¢imo
kvadratnu matricu reda n ¢iji su svi elementi jednaki 1, matrica susedstva digrafa
D€ bi¢e: Apc = J — Ap, odnosno Agc = J — AL, gde je Ap matrica susedstva
digrafa D. Stoga je:
Nout<DC) :ADCAgC -

J?* — ApJ — JAL + ApAf, =

(n—2r)J + Ny (D),
jer je suma svake vrste matrice susedstva Ap digrafa D jednaka r. Neka je sada

{1, x9,...,2,} ortogonalna baza prostora R" takva da vazi: N,y (D)x; = n;(D)z;,
i=2,3,...,nix;=7=(1,1,...,1). Tada je:

Nowt (D21 = ((n — 2r)J + Noywe(D)) 21 = (n(n — 2r) + 732y,
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odakle sledi da je 0 (DY) = n% — 2nr + r%, odnosno: N, (Dz; = nizii =
2,3,....n. N

U nastavku ¢emo razmotriti odnos N-spektra digrafa D, ¢iji je skup ¢vorova
V(D) = {v1,vs,...,v,}, i N-spektra digrafa D" koji je dobijen od D uklanjanjem
grane (v;,v;), pri cemu je moguce da je ¢ = j ukoliko u D postoji petlja kod ¢vora

v;. Kao i do sada, posmatra¢emo N,,; matrice ovih digrafova. Kako je
> (D) =D (D) =m—(m—1)=1,
i=1 i=1

to je uvek n;(D) > n;(D"), za najmanje jednu vrednost j, gde m oznacava broj
grana digrafa D. Nadalje, imamo da je: Ny (D) = Ny (D') 4+ M, gde je M = [m,,]
kvadratna matrica reda n takva da vazi: m; = 11imy; = my; = 1, za svako [ €
{1,2,...,n}\ {i} tako da je (v;,v;), (vi,v;) € A(D).

Rang matrice M je uvek jednak 2, sem u slucaju kada je (v;, v;) jedina ulazna
grana za ¢vor v;. U prvom slucaju spektar matrice M se sastoji od [0]""% i dve
nenula sopstvene vrednosti, od kojih je jedna negativna. U drugom slucaju, rang
matrice je jednak 1, dok su sopstvene vrednosti: [1],[0]""!. Stoga se uz pomo¢
Courant-Weyl-ovih nejednakosti (Teorema 1.1.2 iz uvodnog poglavlja) pokazuje da

vazi sledeca:

Teorema 4.3.1 (Teorema o preplitanju za N-spektre digrafova) Neka je D
digraf sa n cvorova i N-spektrom ny(D) > ny(D) > -+ > n,(D), i neka je D’
digraf dobijen od D uklanjanjem grane (v;,v;) takve da je indegp(v;) = 1. Ako su
N-sopstvene vrednosti digrafa D' jednake n,(D") > ny(D") > --- > n,(D"), onda za
N -spektre ovih digrafova vazi da je:

’

m(D) = m(D") = na(D) > na(D) > ...0a(D) = n,(D') > 0.

U opstem slucaju ovakvo preplitanje N-sopstvenih vrednosti digrafova D i D' ne

vazi, Sto pokazuje i sledec¢i primer.

Primer 4.3.1 N,,, matrice digrafa D, koji je predstavijen na Slici 4.4 i digrafa D’

koji je nastao od D uklanjanjem grane (1,3) su, redom:

Nout(D>: 3 iNout(D):

SO ~ = = W
_ o O O O

1
1
0
1
0

o O = O =
S N O ==
_ o O O O
O = = =N
S = O = =
S O = O
S N O ==
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pa za njihove spektre, odnosno sopstvene vrednosti vazi: 4.390 > 3.879 > 1.838 >
1.653 >1>1>0.544 > 0.468 > 0.228 > 0.

3 5 4 3 D1 4
Slika 4.4: Digrafovi D i D, iz primera 4.3.1
Medutim, za spektre digrafova Dy (Slika 4.4), i D/1 koji je dobijen od Dy uklanja-

njem grane (1,3), preplitanje N-sopstvenih vrednosti opisano u prethodnom tvrdenju

ne vazi. Naime, Ny, matrice ovih digrafova su, redom:

32110 2111 0
2.2 0 1 0 12010
Now®D@)=| 10100 |,iNow(@D)=]1 010 0 [,
11020 11020
0000 1 0000 1

dok su njihovi N -spektri, redom: 5.303 > 1.697 > 1 > 1 > 0, odnosno 4.115 >
1.764 >1>1>0.139.

Pri analizi N-karakteristicnog polinoma digrafa D* koji je od datog digrafa D
nastao dodavanjem viseée grane?, pravimo razliku u zavisnosti od stepena évora u

kom dodajemo vise¢u granu.

Teorema 4.3.2 Neka je D* digraf dobijen od digrafa D reda n dodavanjem visele

grane (vj,v;) kod ¢vora v; takvog da je indegp(v;) = 0. Tada je
Np«(x) = (x — 1)Np(x).

Dokaz. Kako je indegp+(v;) = 1, Ny (D*) matrica digrafa D* je:

Now(D) 0
NOM(D*):( otT( | 1) |
(n+1)x(n+1)

2Viseéa grana je grana incidentna évoru stepena 1, odnosno viseéem évoru. U orijentisanom

digrafu D za visedi ¢vor v vazi outdegp(v) = 1iindegp(v) = 0 ili indegp(v) = 11 outdegp(v) = 0.
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gde je 0 nula-vektor reda n (jer ¢vor v; nema zajednickih prednjih suseda ni sa

jednim ¢vorom digrafa D). B

Za proizvoljan digraf D sa skupom évorova V(D) = {vy,v,...,v,} neka je
pp(vi,v;) = 1, ako je (v;,v;) € A(D), i up(v;,v5) = 0, u suprotnom, za svako
i,jef{1,2,... n}

Definicija 4.3.1 Neka je D digraf sa skupom cévorova V(D) = {vy,ve,...,0,} i
skupom grana A(D), i neka je D,, digraf dobijen od D uklanjanjem cvora vy, takvog
da je (vg,v;) € A(D) i indegp(v;) = 1. Digraf Dy, je izlazna vg-kontrakcija

out
digrafa D ako: V(D) = V(Dy,) i@ A(Dyy) = A(Dy,) U {(vj,v:)|lup(vj,v) =
1, za svako j # k}.

Vi

out Upravo Nout(D) matrica

Iz definicije je jasno da je N,y (D.k,) matrica digrafa D

digrafa D bez k-te vrste i k-te kolone.

Teorema 4.3.3 Neka je D* digraf dobijen od digrafa D reda n dodavanjem viseée
grane (vj,v;) u ¢voru v; tako da je (vg,v;) € A(D) iindegp(v;) = 1. Tada je
Np-(2) = (& = 1)Np(w) — Ny (),

Vg
out

gde je N DUk, (x) N-karakteristicni polinom digrafa D
digrafa D.

koji je izlazna vi-kontrakcija

Dokaz. Imamo da je indegp-(v;) = 2, pa N, matrica digrafa D* ima sledeéu

Nowi(D) r
Nout(D*) = ( tjg ) 1 ) 5
" (n+1)x(n+1)

gde je r = (0,...,0,_1 ,0,...,0)T vektor duzine n. Jedina nenula koordinata

k
ovog vektora odgovara zajednickom prednjem susedu ¢vorova v i v;. Razvijanjem

strukturu:

determinante matrice N, (D*) po poslednjoj vrsti, imamo da je:
Np-(x) = det (I — Npy(D*)) = (x — 1)Np(z) + (=1)™+D+E - det (M|r),

gde je matrica M dobijena uklanjanjem k-te kolone matrice xI — N, (D). Razvija-

njem determinante matrice (M|r) po poslednjoj koloni, dobijamo:

Np-(2) =(z — 1)Np () + (= 1) D+ (_1)k+n qo (x[ - M’) -

( — 1)Np(z) — det (:cl . M/> ,
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gde je M’ matrica dobijena od matrice N, (D) uklanjanjem k-te vrste i k-te kolone.
Matrica M’ jeste Ny (DY) matrica digrafa D, koji je izlazna vj-kontrakcija di-

out

grafa D. 1

Digraf grana L(D) (engl. line digraph) digrafa D jeste (prema [14]) digraf ¢iji
su ¢vorovi grane ap, g, . . . , a,, digrafa D tako da su ¢vorovi a; 1 a; u £L(D) povezani
granom ako i samo ako je krajnji ¢vor grane a; jednak pocetnom ¢voru grane a; u
D. Grana a, koja predstavlja petlju u nekom ¢voru digrafa D postaje petlja u ¢voru
a, digrafa £(D).

Izvesni rezultati vezani za spektar i energiju iterativnih grafova grana u odnosu
na matricu susedstva izlozeni su u [80]. Na analogan na¢in mozemo da definisemo
i iterativne digrafove grana. Ako je D = L°%(D) digraf i £(D) = L£'(D) njegov
digraf grana, tada su digrafovi £*(D), k = 2,3, ..., definisani rekurzivno formulom
LF(D) = L (L*Y(D)), iterativni digrafovi grana digrafa D.

Digraf grana r-regularnog digrafa takode je r-regularni digraf. Naime, svaka
grana (a;, a;) digrafa £(D) odgovara putu duzine 2 u digrafu D. Kako je broj puteva
duzine 2 u digrafu D koji kao pocetnu granu imaju granu a; jednak izlaznom stepenu
krajnjeg ¢vora grane a;, odnosno r, zakljucujemo da je izlazni stepen ¢vora a; u
digrafu £(D) takode jednak r. Preciznije, digraf grana £!(D) r-regularnog digrafa D

reda n jeste regularni digraf reda n; = nr i stepena regularnosti r; = r. Sledstveno,

red i stepen regularnosti digrafa £F(D), k = 2,3, ... su, redom, ny, = rng_; i ry =1,
gde je ng_ red digrafa £¥71(D), odnosno ng = r-7-ng_o =1r-1-1-14_3 = ... =1kn
irg =r.

Napomena 4.3.1 Kako svaka grana digrafa L(D) odgovara putu duZine 2 u digra-
fu D, broj svih orijentisanih puteva duzine k u digrafu D bice jednak tragu matrice
Nowi(LFY(D)) digrafa L¥*(D), odnosno broju njegovih grana.

Tvrdenje 4.3.2 N-spektar digrafa grana L(D) r-regularnog digrafa D reda n sa-

stoji se od: [r?]™ i [0]"Dn,

Dokaz. Odredi¢emo N-karakteristicni polinom digrafa £(D) razmatranjem
Nowt(L(D)) matrice ovog digrafa.

Kako je L = Bl B,, matrica susedstva digrafa grana L£(D) digrafa D (vidi
[14]), gde su By, i B,y ulazna i izlazna matrica incidencije digrafa D, respektivno,
nalazimo da je:

Nowt(L(D)) = rBiy(D)* By (D),
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jer je dijagonalna matrica izlaznih, odnosno ulaznih stepeni ¢vorova digrafa D:

A =rl = By, B}, = B,.BZ ..

Shodno lemi 8.2.3 iz [39] bice:

det (I — B;u(D)B;,(D)) = det (I — Bj,(D)Bin(D)) ,

odnosno )
det (In - x’lr[n) = det <Im - wl;Nwt([,(D))) )
Dalje je:
1
™ " det (xI, — rl,) = det (xlm — —Nout(E(D))> ,
r
1
det ((z —r+ 1)1, —1I,) = x"’mr—m det (rxl, — Ny (L(D))),
chl(x —r+1)= x”_mr—mNﬁ(D)(rx),
odnosno

odakle sledi dokaz. ®

Dakle, spektar digrafa £F(D) r-regularnog digrafa D sastoji se od: [r?]"™ =
[TQ]nrk i 0]V = [0]" V""" Shodno tome, mozemo da zakljucimo da su itera-
tivni digrafovi grana £¥(D;) i £*(D,) dva regularna digrafa D; i Dy istog reda n
i istog stepena regularnosti r uvek N-kospektralni, bez obzira na kospektralnost

digrafova Dy i Dy. Ovim je dokazana:

Posledica 4.3.1 Neka su Dy i Dy reqularni digrafovi reda n i stepena reqularnosti
r. Tada su za svako k > 1 digrafovi L¥(Dy) i L¥(Dy) N -kospektralni, nezavisno od
kospektralnosti digrafova Dy 1 Dy.

4.4 Multigrafovi i (X — Y )-kospektralnost

U uvodnom poglavlju smo spomenuli da se grafovi koji imaju iste spektre u
odnosu na odredenu matricu, kao Sto je, na primer, matrica susedstva ili nenega-
tivna Laplasova matrica, nazivaju izospektralnim ili kospektralnim grafovima (za

detalje vidi [26]). Slede¢om definicijom uopstavamo pojam kospektralnosti:
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Definicija 4.4.1 Multi(di)grafovi Gy i Gy ¢iji je spektar isti u odnosu na matrice X
1Y, respektivno nazivaju se (X —Y')-kospektralni multi(di)grafouvi.

U nastavku, za dati digraf D = (V(D), A(D)), sa skupom ¢vorova V(D) =
{v1,v9,...,v,} definiSemo multigrafove koji predstavljaju njegove (N — A)-kospek-
tralne parnjake, gde je A matrica susedstva odgovaraju¢eg multigrafa, a N jedna od

matrica N;,, odnosno N,,; datog digrafa.

Definicija 4.4.2 Ulazni multigraf (engl. in-multigraph) M, = (V(Mp), E(Mp))
digrafa D jeste multigraf takav da je V(Mp) =V (D), {v;,v;} € E(M) ako i samo
ako postoji évor vy, € V(D) tako da je (vg,v;), (vg,v;) € A(D), i za svaku granu

(vg, v;) u D postoji petlja u ¢voru v; multigrafa M.

Dakle, broj grana izmedu ¢vorova v; i v; multigrafa M, jednak je broju njihovih
zajednickih zadnjih suseda. Iz na¢ina na koji je dati multigraf formiran jasno je da
je njegova matrica susedstva A jednaka NV;,, matrici digrafa D, tj. A(Mp) = Ni,(D),
sto znaci da su digraf D i multigraf M, (N — A)-kospektralni.

Definicija 4.4.3 Izlazni multigraf (engl. out-multigraph), ¢ija je oznaka M}, =
(V(M}), E(M})), digrafa D jeste multigraf takav da je V(Mp) = V(D), {vi,v;} €
E(M}) ako i samo ako postoji évor vy, € V(D) tako da je (vi,vx), (vj,vr) € A(D),

i za svaku granu (vi,vg) u D postoji petlja u cvoru v; multigrafa M},

Iz definicije je jasno da je broj grana izmedu ¢vorova v; i v; u multigrafu M},
jednak broju njihovih zajednickih prednjih suseda u digrafu D. U ovom slucaju vazi
da je A(M}) = Nou (D), pa je A-spektar multigrafa M}, jednak N-spektru digrafa
D, odnosno digraf D i multigraf M}, su (N — A)-kospektralni.

Kako su spektri matrica Ny, i Ny isti, zakljucujemo da su multigrafovi Mg iM,
kospektralni u odnosu na matricu susedstva. Stoga, izlozeni postupak za formiranje
multigrafova koji odgovaraju datim digrafovima predstavlja jedan od nacina da se

konstruisu parovi kospektralnih, i ne nuzno izomorfnih, multigrafova.

L
2 O

Slika 4.5: Digraf iz Primera 4.4.1 i odgovarajudéi ulazni i izlazni multigraf, redom
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Primer 4.4.1 Na slici 4.5 prikazan je digraf D reda 4, ¢ije su matrica susedstva

A, Ny @ Ny, matrica, redom jednake:

01 10 2 1 0 1 2.0 2 0
1010 120 2 01 10

A(D) = . Ny (D) = i Ny (D) =

D) 000 1 out(D) 0010 D) 2 1 3 0
1010 120 2 000 1

Ulazni multigraf My, i izlazni multigraf M}, datog digrafa D prikazani su takode na
Slici 4.5, gde numericka vrednost pored petlje u grafu ukazuje na broj petlji u datom

cvoru. Odgovarajuce matrice susedstva ovih multigrafova redom su jednake:

A(Mp) = Nin(D) = , odnosno A(M})) = Nyut(D) =

S N O N
S = = O
— o O O

0
0
1
0

N O N

1
2
0
2

S W =N
= o =N

Napomena 4.4.1 Za konverzni digraf Conv(D) datog digrafa D, vazi:

A(M})) = Now(D) = Nin(Conv(D)) = A(M,1)):

odnosno
A(Mp) = Nijp(D) = Ny (Conv(D)) = A(Mgmw(D)).
U nastavku odeljka govorimo o (N — Q)-kospektralnosti digrafova i multigrafova,
gde je matrica @) nenegativna Laplasova matrica (multi)grafa. Narednim tvrdenjem

odredi¢emo (N — @)-kospektralne parnjake regularnog digrafa.

Teorema 4.4.1 Neka je D = (V (D), A(D)) povezan r-reqularan digraf reda n.
Tada je Now(D) = Q(M) za neki r-reqularan multigraf M bez petlji ako i samo
ako jer =0 ili r = 2.

Dokaz. Kako je D r-regularan digraf, to je Ny (D) = rI + C. Svi dijagonalni
elementi matrice C' jednaki su 0, a suma elemenata svake njene vrste je r(r — 1).
Ako je Nyu(D) = [n;;] nenegativna Laplasova matrica nekog multigrafa bez
petlji, to vazi da je n; = r = r(r —1) = Zj;éinij7 za svako i € {1,2,...,n},
odnosno r = 0 ili 7 = 2. Ako je N, (D) nenegativna Laplasova matrica multigrafa
koji ima petlju bar u jednom ¢évoru, neka je to v; € V(D), to za elemente i-te vrste
ove matrice vazi n; = r > r(r —1) = > ., ni;. Ova nejednakost je zadovoljena

za r = 1, pa imamo da je N, = I, gde je I jedini¢na matrica. Kako ne postoji
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multigraf ¢ija je nenegativna Laplasova matrica jedini¢na matrica I, s obzirom na
prethodno, zakljucujemo da je r =0 ili r = 2.

Obratno, ukoliko je » = 0, digraf D se sastoji od izolovanih ¢vorova, pa je
Nout(D) = Q(M) za multigraf M koji se takode sastoji od izolovanih ¢vorova. Uko-
likojer=2tojeny =r=r(r—1)= Z#i”ija za svako i € {1,2,...,n}, pa za
neki 2-regularan multigraf M bez petlji imamo da je Q(M) = Ny (D). 1

L] [

Slika 4.6: (N — @Q)-kospektralni par iz Primera 4.4.2

Primer 4.4.2 N, (D) matrica 2-reqularnog digrafa D koji je prikazan na Slici 4.6
je:

= A(M) + D(M),

N = = O
S = = O
S O O N
S O N O
S N O O
N OO O

11
0 0
0 0
11

(e )

1
0
2
1

= O N =

gde je A(M) + D(M) = Q(M) nenegativna Laplasova matrica odgovarajuceg (N —
Q)-kospektralnog parnjaka M datog digrafa.

Primer 4.4.3 Za 3-regularni digraf ¢ija je Ny matrica:

Nout(D) -

N = = W O N

H N O N =W
NN O W
N = W= NN O

S W == NN
W O NN =

ne postoji multigraf ¢ija je nenegativna Laplasova matrica Q(M) = Ny (D).

U daljem tekstu ¢emo razmatrati disjunktne digrafove Dy = (V(Dy), A(D4)) i
Dy = (V(D3), A(D»)), odnosno digrafove bez zajednickih ¢vorova i grana tj. V(D1)N
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Definicija 4.4.4 Izlazno spajange (engl. out-join) D1V . Do disjunktnih digrafova
Dy = (V(Dy), A(Dy)) i Dy = (V (D), A(D2)) jeste digraf D = (V(D), A(D)) takav
da je V(D) = V(D) UV(Dy) i A(D) = A(D;y) U A(D2) U{(u,v)|u € V(Dy),v €
V(Dsq)}, za svako w € V(D) i svako v € V(Dy).

Ocigledno je da ovako definisana digrafovska operacija nije komutativna, tj.
D1V Dy # D5V, Di. Ukoliko je ny red digrafa D; i ny red digrafa D, re-
zultujudi digraf D = D1V, Dy ima ny + ny ¢vorova i my + mso + niny grana, gde su
my i mgy brojevi grana digrafova D; i Dy, respektivno. Ny (D) = Noui(D1V our D2)

matrica digrafa D = DV, Dy ima sledecu strukturu:

A J AT Of
Nowt(D) = Nowt(D1Voui D) = 0 A JT AT -

Nopwt(D1) + JJT (A JT)T
Ay JT Nou(Ds) )

Ovde su A; i Ay matrice susedstva digrafova Dy i D», respektivno, dok je J matrica
¢iji su svi elementi jednaki 1. Uz to, naglasimo da je svaki element j-te vrste,
j=1,2,...,ny matrice AyJT jednak outdegp,(u;), gde je u; € V(Dy).

Na slican na¢in mozemo da govorimo o:

Definicija 4.4.5 Ulazno spajanje (engl. in-join) D1V, Dy disjunktnih digrafova
Dy = (V(Dy), A(Dy)) t Dy = (V (D), A(D3)) jeste digraf D = (V(D), A(D)) takav
da je V(D) = V(D) UV(Dy) i A(D) = A(D1) U A(D3) U{(v,u)|v € V(Ds),u €
V(D1)}, za svako w € V(D) i svako v € V(D).

S obzirom na prethodnu definiciju, vazi: D1V Do = DoV, D1.

Definicija 4.4.6 Spajanje (engl. join) DNV Dy digrafova Dy = (V(Dy), A(Dy)) i
Dy = (V(Ds), A(D3)) koji su disjunktni jeste digraf D = (V (D), A(D)) takav da je
V(D) = V(D) UV(Dy) i A(D) = A(D1Vgu:Ds) U A(DyVin Do)\ (A(Dy) U A(Ds)).

Dakle, skup grana digrafa D = D;V D, je:
A(D) = A(Dy) U A(Ds) U{(u,v), (v,u)|lu € V(Dy),ve V(Dy)},

za svako u € V(Dy) i svako v € V(Ds).

Sada mozemo dokazati sledeéu:
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Teorema 4.4.2 Za digraf D = D1V D2 koji je rezultat izlaznog spajanja poveza-
nth disjunktnih digrafova Dy i Do ¢iji je red ny i ng, respektivno, postoji multigraf M
takav da je Ny (D) = Q(M) ako i samo ako je Dy korensko orijentisano stablo ili
uniciklican digraf izveden iz ovog stabla. Specijalno, ako je Dy izolovan évor®, onda
je Dy digraf reda ny < 2 ili je 1-reqularan digraf reda 3. U ovom sluc¢aju ne postoji
digraf Dy reda ny > 4 takav da je Ny (D) = Q(M). Ako digraf Dy nije izolovan

cvor, tada mora biti ny = 1.

Dokaz. Oznacimo sa V(Dy) = {uy, ua, ..., Uy, } 1V (Dy) = {v1,v9,...,v,,} skupove
¢vorova digrafova Dy i Do, respektivno.

Ako je matrica

Nowt(D) = ( Nowt(Dy) + JJT (A JT)T )

AQJT Nout(DQ)

nenegativna Laplasova matrica nekog multigrafa, tada za elemente ove matrice vazi

da je:

ni+nz

Nk (Nowt (D)) > Z Nt (Now (D)), (4.2)
1=1,1k

za svako k = 1,2,....,n1 +ns. Za k =mny+ 1,n, + 2,...,n; + ny prethodna ne-
jednakost zapravo znaci da je: outdegp,(v,) > ni x outdegp,(v,)+ ukupan broj
zajednickih prednjih suseda ¢vora v, sa ostalim ¢vorovima digrafa D, u Ds, za
svako p = 1,2,...,n9. Da bi poslednja nejednakost bila zadovoljena to ni jedan
¢vor digrafa D, ne bi trebalo da ima zajednicke prednje susede ni sa jednim drugim
¢vorom digrafa Dy u Dy. To prema Tvrdenju 4.2.2 znaci da je Dy korensko orijenti-
sano stablo ili uniciklican digraf izveden iz ovog stabla. Uz to, ako Dj nije izolovan
¢vor, onda u Dy postoji sigurno jedan évor v, takav da je outdegp,(v,) > 1, pa mora
biti n; = 1.

Ako je Dy izolovan ¢vor, nejednakost (4.2) se za k =1,2,...,n; svodi na:
nkk(Nout(Dl)) 2 Z nkl(Nout<D1)) +ny — 2. (43)
1=1,1£k

Razmotrimo u tom slucaju strukturu digrafa D;.
Ako je ny = 1, relacija (4.3) postaje:

outdegp, (uy) >0 — 1,

30vde podrazumevamo da takav évor nema petlju.
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Sto vazi jer je izlazni stepen ¢vora uy u digrafu D, nenegativan broj.

Kada je n; = 2, relacija (4.3) ima slede¢i oblik:

outdegp, (u,) > Z Npg(Nout (D1)), (4.4)

q=1,qg#p
za svako p = 1,2. Izlazni stepeni ¢vorova digrafa D; tada mogu biti 0, 1 ili 2, pa je
mogudi broj njihovih zajednickih prednjih suseda redom jednak 0, 0 ili 1,1 0, 1 ili

2, sto znaci da je relacija (4.4) zadovoljena.

Razmotrimo sada sluéaj kada je n; = 3. Tada relacija (4.3) postaje:

3

outdegp, (u,) > Z Npg(Nowt (D1)) + 1, (4.5)

q=1,q#p

pa da bi bila zadovoljena mora biti 3 > outdegp, (u,) > 1, za svako p = 1,2, 3.
Neka je u; proizvoljan ¢vor digrafa D;. Ukoliko je outdegp, (u;) = 3, to znaci da je
indegp, (u1) = indegp, (uz) = indegp, (u3) = 1, pa kako izlazni stepen ¢vorova us i
ug mora biti barem 1, to relacija (4.5) nece biti zadovoljena za svaki évor digrafa.
Ako je outdegp, (u1) = 2, to zbog outdegp, (u2), outdegp,(us) > 1, relacija (4.5)
nece biti zadovoljena barem za jedan ¢vor w,, p € {1,2,3} digrafa D;. I naposletku,
ukoliko je outdegp,(uy) = 1, relacija (4.5) ¢e biti zadovoljena ako i samo ako je
22=1,q7ﬁi N1g(Nowt(D1)) = 0. Kako izlazni stepen svakog ¢vora mora biti barem 1, to

sledi da je D; 1-regularan digraf.

U nastavku ¢emo pokazati da ne postoji digraf D, reda n; > 4 ¢iji svi ¢vorovi
zadovoljavaju relaciju (4.3). Dokaz ¢emo izvesti primenom principa matematicke
indukcije po broju ¢vorova n; digrafa D,,,.

Neka je ny = 4. Relacija (4.3) tada postaje:

4

outdegp, (u,) > Z Npq(Nout(Dy)) + 2, (4.6)

q=1,q#p

za svako p = 1,2,3,4. Kako je Z;Zl7q¢pnpq(Nout(D4)) > 0 za svako p, da bi
relacija (4.3) bila zadovoljena, trebalo bi da je 4 > outdegp,(u,) > 2, za svako
p=1,2,3,4. Uoc¢imo proizvoljan ¢vor u; digrafa Dy. Ako je outdegp,(u;) = 4, tada
je indegp,(u1) = indegp,(us) = indegp,(us) = indegp,(us) = 1, pa kako izlazni
stepen svakog ¢vora mora biti barem 2, relacija (4.6) nece biti zadovoljena za svaki

¢vor digrafa Dy. Sliéno, ako je outdegp,(u1) = 3 ili outdegp,(u;) = 2, kako izlazni
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stepen svakog ¢vora mora biti barem 2, relacija (4.6) nece biti zadovoljena za svaki
¢vor digrafa Dy.

Dakle, pokazali smo da u digrafu D4 reda 4 postoji barem jedan ¢vor koji ne
zadovoljava relaciju (4.6), tj. takav da je outdegp,(u,) < 2321761# Npg(Nowt (D4)) +2,
za barem jedno p € {1,2,3,4}.

Pretpostavimo da u digrafu reda s postoji barem jedan ¢vor koji ne zadovoljava
relaciju (4.3).

Posmatrajmo digraf Ds,; reda s + 1. Uklanjanjem jednog ¢vora ovog digrafa
i njemu incidentnih grana, dobijamo digraf Dy reda s u kome, prema induktivnoj
hipotezi, postoji barem jedan ¢vor, oznac¢imo ga sa u,, koji ne zadovoljava relaciju
(4.3), tj. takav da je

s

outdegp, (u,) < Z Naqg(Nout(Ds)) + 5 — 2.

q=1,q#z
Ukoliko vratimo uklonjeni évor i njemu incidentne grane, tada za prethodno uoceni

¢vor u, u digrafu Dgyq reda s + 1 vazi:

outdegp,, (u;) < outdegp, (u,) +1 <

s s+1
> Nag(Nowr(Dy)) +5=241< Y ngg(Now(Das1)) + 5 — 1.
q=1,g#x q=1,q#x

Dakle, prema principu matematicke indukcije pokazano je da u slucaju kada
je Do izolovan ¢évor ne postoji digraf D; reda ny > 4 takav da je Ny (D) =
Nout(DlvoutDQ) = Q(M)

Dokazimo obrat tvrdenja. Ako je n; = 11 ni jedan par ¢vorova digrafa D, nema

zajednicke prednje susede u Dy, matrica N,y (D) ima sledeéu strukturu:

outdegp(u1)  outdegp,(v1) outdegp,(ve) ... outdegp,(vn,)

outdegp,(v1) outdegp,(v1) 0 e 0

Nouwt(D) = | outdegp,(va) 0 outdegp, (ve) ... 0
outdegp, (vn,) 0 0 ... outdegp,(vn,)

Kako u D, ne postoje ¢vorovi sa zajednickim prednjim susedima, to imamo da je:
> o2 outdegp, (v;) < ny = outdegp(uy), ako kod évora u; digrafa D; nema petlje,
odnosno Y, outdegp,(v;) < ny < ng + 1 = outdegp(u ), ako kod évora uy postoji
petlja, tj. D; :}Z. U ovom slucaju je matrica N, (D) nenegativna Laplasova

matrica nekog multigrafa M.
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4. NENEGATIVAN SPEKTAR DIGRAFA

Ukoliko je, pak, no = 1 i kod jedinstvenog ¢vora digrafa Dy nema petlje, Ny

matrica digrafa D ima oblik:

Ny (D JJT o7
Nout(D) - ( t( 1) * ) 5

O 0
pa se neposrednom proverom za slucaj da je ny < 2 ili da je Dy 1-regularan digraf

reda 3 pokazuje da vazi:

nkk(Nout<D1)) 2 nkl(Nout(Dl)) + ny — 2a
1=1,l#k

za svako k = 1,2,...,ny, odnosno da je N, (D) nenegativna Laplasova matrica

nekog multigrafa. m

Napomena 4.4.2 [z prethodne teoreme mozZemo da zakljucimo da je matrica Ny
digrafa D = D1V g D2, koji je rezultat izlaznog spajanja izolovanog ¢vora Dy (ili
1zolovanog cvora sa petljom, Dy :[? 1) sa povezanim r-reqularnim digrafom Dy reda
ny, gde je r > 0, nenegativna Laplasova matrica Q(M) nekog multigrafa M ako i

samo ako jer = 1. U tom slucaju je:

ng 1 1 1
1 1 0
Nout(D) = L o1 s
1 0 0 1
ukoliko je Dy 1zolovan cvor, odnosno:

no+1 1 1 1

1 1 0 0
Nouwt(D) = 1 0 1 0 1,

1 0 0 1

ukoliko je Dy =K, pa je odgovarajuci multigraf parnjok zvezda tj. M = S,,41,

odnosno zvezda sa petljom.

Teorema 4.4.3 Za digraf D = D1V Dy koji je rezultat spajanja povezanih disjunkt-
nih digrafova Dy 1 Do ciji je red ny i ng, respektivno postoji multigraf M takav da
je Now(D) = Q(M) ako i samo ako je:
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4. NENEGATIVAN SPEKTAR DIGRAFA

1. jedan od digrafova Dy @ Dy je izolovan cvor, a drugi jedan od sledecih digra-
fova: izolovan cvor, c¢vor sa petljom, dva cvora povezana granom, dva cvora
povezana dvema granama tako da je indeg(vy) = indeg(vy) = 1 ili dva c¢vora
povezana granom sa petljom kod jednog cvora tako da ni jedan od ta dva cvora

nema ulazni stepen jednak 2 (Slika 4.7);

2. oba digrafa su cvorovi sa petljom, odnosno D1 = Dy =K.

08 7

Slika 4.7: Digrafovi iz Teoreme 4.4.3

Dokaz. Oznacimosa V(Dy) = {v1,va,...,0n, } 1V (Da) = {1, ug, ..., un, } skupove
¢vorova digrafova Di i Do, respektivno. N, (D) matrica digrafa D ima slede¢u

strukturu:

Nyt (D) = Nyt (D1 V Dy) = Av T AT
out - out 1 2) — J A2 J A2T -

Nowt(Dy) + JTT  AJT + JTAT
(A1 JT + JTADT No(Dy) + JJT

gde su A; i Ay matrice susedstva digrafova D; i Ds, respektivno. Uz to, matrica
Ay JT + JT AL je sledeéeg oblika:

outdegp, (v1) + outdegp,(u1) -+ outdegp, (v1) + outdegp, (Un,)
AT 4 JTAT — outdegp, (v2) —|— outdegp,(u1) -+ outdegp, (ve) —|— outdegp, (tn,)
OUtdeng (Un1> + OUﬁdegDz (ul) e OUtdeng (Un1> + OUtdegDz (Un2)

Ako je Nyt (D) nenegativna Laplasova matrica, onda za vrste 1,2, ..., n; matrice

Nowt(D) vazi da je:

ni n2
Nii(Nowt (D1))+n2 > Z (nij(Nout(Dl))—i—ng)—l—ngXoutdegpl(vi)—I—ZoutdegDQ(uk),
J=15# k=1
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4. NENEGATIVAN SPEKTAR DIGRAFA

za svako ¢ = 1,2,...,ny, dok za vrste n; + 1,11 + 2,...,n7 + ny imamo da je:

no ni
Nk (Nout (Do) )41 > Z (111 (Nout (D2))+n1)+m1 XOUtdegDz(Uk)+Z outdegp, (vi),
1=1,lk i=1
za svako k =1,2,...,ns.
Nakon sredivanja, prethodne relacije postaju:

n1
outdegp, (v;) + ng > Z Nij(Nowt(D1)) + (n1 — 1)ng + ng X outdegp, (v;) + mo,
=L

(4.7)

za svako 1 =1,2,...,ny, odnosno

n2

outdegp, (ux) + nq > Z Nk (Nowt(D2)) 4 (ne — 1)ny + ny X outdegp, (ux) + mq,
I=1,l#k

(4.8)

za svako k =1,2,... ny, gde su my i my brojevi grana digrafova D; i Ds, respekti-
Vno.

U nastavku ¢emo najpre pokazati da je ny < 3. Naime, za n; > 3 iz (4.7) imamo
da je:

ni

outdegp, (v;) + ng > Z N (Nowt(D1)) + (3 — 1)ng + ng X outdegp, (v;) + ma,
j=Li#i

za svako 1 =1,2,...,ny, odnosno

ni

outdegp, (v;) > Z Nij(Nout(D1)) + (outdegp, (v;) + 1)ng + mo,
=1

pa kako je no > 1, odavde imamo da je:

ni
outdegp, (v;) > Z i (Now (D)) 4 outdegp, (vi) + 1 4 mo,
j=1,j#i

za svako 1 =1,2,...,n;.

Na analogan nac¢in moze da se pokaze da je ny < 3.

Detaljnim razmatranjem relacija (4.7) 1 (4.8) zan; = 1imy; =0, ny = 11
m=1lnm=2im=1n=2im =2, n=2im =3,in =21mq =4,
dolazi se do strukturalnih karakteristika digrafova D, i Dy iz formulacije teoreme.

Obrat tvrdenja se dokazuje direktnom proverom. H
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Slika 4.8: Digrafovi reda 2 koji ne mogu ucestvovati u operaciji spajanja iz Teoreme
4.4.3

Definicija 4.4.7 Sparivange (engl. matching) D1+ Do disjunktnih digrafova Dy =
(V(D1),A(Dy)) i Dy = (V(D3), A(Ds)) istog reda n jeste digraf D = (V(D), A(D))
takav da je V(D) = V(D) UV (Dy) i A(D) = A(D1) U A(Dy) U{ay;, as}, gde (Vi €
{1,2,...,n}) Ay € {1,2,...,n}) a1; = (vi,u;), az = (u;,v;) iv; € V(Dq), uj €
V(Dy).

Digraf D = Dy 4+, Dy ima 2n ¢vorova i my; + mo + 2n grana, gde su mq i
mo brojevi grana digrafova D i D,, respektivno. Ukoliko su D; i Dy 1-regularni
digrafovi, digraf D = D; 4+ Dy je 2-regularan, pa prema Teoremi 4.4.1 postoji
multigraf M koji je (@ — N)-kospektralan sa digrafom D = D; +j; Dy. U opstem

slucaju vazi sledeca:

Teorema 4.4.4 Neka su Dy i Dy povezani disjunktni digrafovi reda n. Tada za
digraf D = Dy 4 Do postoji multigraf M koji je (Q — N)-kospektralan sa digrafom
D ako i samo ako su Dy i Dy korenska orijentisana stabla ili uniciklicni digrafovi

koji iz ngih mogu da se izvedu.

Dokaz. Neka su V(Dy) = {vy,va,...,v,} 1 V(D2) = {uy,us,...,u,} skupovi
¢vorova digrafova Dp i D, respektivno. N, (D) matrica digrafa D = Dy 4+, Dy

ima sledeéu strukturu:

A, P:)<fq‘})>__< Nout(D1) + 1 AJ1+PA§)

Nou (D) = T T AT T
PT A, )\ PT Al (AP + PAT)T Nou(Ds) + 1

gde su A; i Ay matrice susedstva digrafova D; i D,, respektivno, dok je P permu-
taciona matrica reda n.

Ako je Ny (D) nenegativna Laplasova matrica, imamo da je:
(Vie {1,2,...n}H)(3Ak € {1,2,...n})

outdegp, (v;) +1 > Z N (Nowt(D1)) + outdegp, (v;) + indegp, (uy),

J=Lj#
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4. NENEGATIVAN SPEKTAR DIGRAFA

kao i
(Vie{1,2,...n})(3%k € {1,2,...n})

outdegp, (u;) +1 > Z Nij(Nowt (D2)) + outdegp, (u;) + indegp, (v,).
=1,
Iz prethodnih relacija zakljucujemo da je ulazni stepen svakog ¢vora u digrafovima
D1 i Dy najvise 1, pa ni jedan par ¢vorova ovih digrafova ne moze imati zajednicke
prednje susede. To znac¢i da su Dy i Dy korenska orijentisana stabla ili unicikli¢ni
digrafovi koji mogu iz njih da se izvedu.

Obrat tvrdenja se dokazuje direktnom proverom. ®

Po analogiji sa prethodno definisanim izlaznim i ulaznim spajanjem disjunktnih
digrafova, mozemo da govorimo o izlaznom i ulaznom sparivanju disjunktnih di-

grafova istog reda.

Definicija 4.4.8 Izlazno sparivanje (engl. out-matching) D = Dy 4y, Dy di-
sjunktnih digrafova Dy = (V (D), A(Dy)) i Dy = (V(Ds), A(Dy)) reda n jeste digraf
éiji je skup cvorova V(D) = V(Dy) U V(Dy) i skup orijentisanih grana A(D) =
A(Dy) U A(Ds) U{a;}, gde (Vi € {1,2,...,n}) (35 € {1,2,...,n}) a; = (v;,u) 1
v; € V(Dy), u; € V(Dy).

Definicija 4.4.9 Ulazno sparivanje (engl. in-matching) D = Dy +p, Do disjunkt-
nih digrafova Dy = (V(Dy),A(Dy)) @ Dy = (V(Ds), A(D2)) reda n jeste digraf
¢igi je skup ¢vorova V(D) = V(Dy) U V(D3) i skup orijentisanih grana A(D) =
A(Dy) U A(Dy) U{a;}, gde (Vi € {1,2,...,n}) (35 € {1,2,...,n}) a; = (uj,v;) i
v; € V(Dy), uj € V(Ds).

Prethodno definisane digrafovske operacije nisu komutativne. Sli¢no ranije spro-

vedenim dokazima, moze se pokazati da vazi i sledeca:

Teorema 4.4.5 Neka su Dy = (V(Dy),A(Dy)) i@ Dy = (V(Ds), A(D3)) povezani
disjunktni digrafovi reda n. Tada za digraf D = Dy 4y, Do postoji multigraf
M koji je (Q — N)-kospektralan sa digrafom D ako i samo ako je Dy korensko
orijentisano stablo ili uniciklican digraf koji iz njega moZe da se izvede, dok u
digrafu Dy vazi (Vi € {1,2,...,n}) (Ak € {1,2,...,n}) ny(Now(D1)) +1 >
Z?:Lj;éi 1 (Nowt (D1)) + indegp, (uk), gde je up € V(D2).
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A Program SDCalc

SDCalc! (Jovanovié¢ 1., Stani¢ Z.) je jednostavan program namenjen izracuna-
vanju spektralnih rastojanja parova grafova istog reda. Napisan je u programskom

jeziku C' + +.

Grafovima ¢ije je spektralno rastojanje (u odnosu na matricu susedstva) potre-
bno izracunati pristupa se preko odgovarajué¢ih matrica susedstva. Spomenute ma-
trice susedstva predstavljaju izlazni rezultat skupa procedura nauty, i deo su .txt
fajla koji istovremeno predstavlja ulazne podatke za program SDCalc. Nauty,
od engleskog no automorphisms, yes?, jeste program (vidi [69]) za izracunavanje
grupa automorfizama grafova i digrafova. Podaci u ulaznom fajlu, pored matri-
ca susedstva odredenih grafova, sadrze i imena grafova, koja su u ovom slucaju
predstavljena odredenim numerickim vrednostima, kao i red grafova. Naravno, ko-
risniku je ostavljena moguénost reimenovanja ulaznih fajlova, ¢ija je imena shodno
izboru potrebno podesiti u glavnoj programskoj funkciji. Na primer, ulazni fajl koji
mozemo da nazovemo “tree5” a koji sadrzi sva neizomorfna stabla reda 5 generisana

pomocu programa nauty ima slede¢u formu:

Graph 1, order 5.

00001
00001
00001
00001
1 1 1 10
Graph 2, order 5.
000T11
00001
00001
1 0000
1 1 100

1Za detalje i kompletan C 4 + kod kontaktirati autora: irenaire@gmail.com.
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Graph 3, order 5.

00101
00O0T171
10000
01000
1 1000

Nakon podesavanja naziva ulaznog fajla u glavnoj programskoj funkciji main(),
i pokretanja programa, izracunavaju se i sortiraju spektralna rastojanja grafova iz
ulaznog fajla. Komunikacija korisnika sa programom obavlja se putem standardnog
ulaza, odnosno izlaza, gde korisnik uvek ima trenutni pregled faza rada programa
- koji grafovi, odnosno matrice susedstva, su ucitani radi dalje obrade, da li se
spektralna rastojanja izracunavaju ili je nastupila faza sortiranja. Putem konzolne
aplikacije korisnik takode moze da izabere nacin na koji zeli da izra¢unata i sortirana
spektralna rastojanja budu upisana u rezultujuci fajl. NesSto preciznije, mogu da

budu realizovane neke od slede¢ih programskih funkcija:

void determineKDistances(FILE *f,int k,int choice) - Zeljeni broj eks-
tremalnih (najmanjih ili najveéih) spektralnih rastojanja.

void determineLessMore(FILEx f,real v,int choice) - spektralna rastoja-

nja koja su manja ili ve¢a od izabrane vrednosti.

void distancesInInterval (FILEx f,real first,real end) - spektralna

rastojanja u zadatom intervalu.
void printAllDistances() - sva spektralna rastojanja.

void printAllDistancesAscending(FILE* f) - spektralna rastojanja prikaza-

na u rastu¢em poretku;

void printAllDistancesDescending(FILE* f) - spektralna rastojanja prika-

zana u opadajuc¢em poretku.

Rezultati izvrSavanja programa upisani su u .txt fajl. Intervenisanjem u glavnom
programu, odnosno delu koda koji opisuje zeljenu funkciju, korisnik moze da menja
nazive fajlova u koje su upisani rezultati. Linije izlaznog .txt fajla sadrze nazive
parova grafova za kojim sledi vrednost spektralnog rastojanja (zaokruzena na dva-
naest decimala) tih grafova. Na primer, izlazni fajl u koji su upisana sva spektralna

rastojanja za grafove iz fajla "tree5” ima sledeé¢u sadrzinu:

1, 2 : 1.83521559941
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1, 3 : 2.53589838486
2, 3 : 0.70068278544

Pored Zeljenog rezultujuceg .txt fajla, pokretanjem programa korisnik dobija jos
jedan izlazni .txt fajl oznacen kao graphspectra. U taj fajl je, pored imena, reda
i matrice susedstva grafa, upisan i spektar grafa u odnosu na matricu susedstva.
[zracunavanje spektra matrice susedstva, odnosno pripadajuceg grafa, bazirano je
na Jakobijevoj iterativnoj metodi za izracunavanje sopstvenih vrednosti i sopstvenih

vektora realnih simetri¢nih matrica (vidi, na primer, [41])

[zracunavanje i sortiranje spektralnih rastojanja realizovano je definisanjem dve
strukture podataka, oznacene kao GRAPH i Distance. Prva medu njima broji tri
¢lana koji se odnose na labelu, odnosno ime grafa, zatim red grafa, i naposletku
spektar grafa. Clanovi druge strukture podataka u vezi su sa spektralnim rasto-
janjem i grafovima za koje je ono izracunato. Sortiranje izracunatih spektralnih
rastojanja sprovedeno je parcijalnom obradom podataka koji su organizovani po

datotekama, pri ¢emu je koriS¢ena korisnicka funkcija:

void gsort (void* base, size_t num, size_t size,

int (*cmp) (const void*,const voidx*));

iz zaglavlja < cstdlib >, (stdlib.h) biblioteke jezika C (vidi [61]), ¢iji su elementi
kao podskup ukljuceni u C++ Standardnu biblioteku. U nastavku navodimo de-
love glavnog C++ programa koji se, redom, odnose na izra¢unavanje i sortiranje

spektralnih rastojanja grafova.

/*Izracunavanje spektralnih rastojanja */

FILE *ff,*xf1,*xf2;

GRAPH gl1,g2;

f=fopen("array.dat","rb+");

ff=fopen("distances.dat","wb");

int 1,j;

Distance d;

long counterd=0;

for(i=0;i<counter-1;i++)

{
fseek(f,i*sizeof (GRAPH) ,SEEK_SET) ;
fread(&gl,sizeof (GRAPH),1,f);

for(j=i+1;j<counter; j++)
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{
fseek(f, j*sizeof (GRAPH) ,SEEK_SET) ;
fread(&g2,sizeof (GRAPH) ,1,f);
d.graphl=gl.label;
d.graph2=g2.label;
real sigma=0;
for(int i1=0;il<gl.order;il++)
sigma += abs(gl.vector[il] - g2.vector[il]);
d.dst=sigma;
fwrite(&d,sizeof (Distance),1,ff);
counterd++;
}
}
fclose(f);
fclose(ff);

/*Sortiranje spektralnih rastojanja */

long k=0,n,num=1;

f=fopen("distances.dat","rb+");
fi=fopen("sortl.dat","wb");
f2=fopen("sort2.dat","wb");

while (fread(&d,sizeof(Distance),1,f) && k<10000000)

{
alk]=d;
k++;

}

n=k;

gsort(a,n,sizeof (Distance) ,compare) ;
for (k=0;k<n;k++)
{

furite(&alk] ,sizeof (Distance),1,f2);
}
fclose(£f2);
k=0;
while (fread(&d,sizeof(Distance),1,f))
{

if (k<10000000)

{

alk]=d;

k++;

)
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else
{
n=k;
gsort(a,n,sizeof (Distance) ,compare) ;
k=0;
if (num % 2==1)
{

fi1=fopen("sortl.dat","wb");
f2=fopen("sort2.dat","rb");
}
else
{
fi1=fopen("sort2.dat","wb");
f2=fopen("sortl.dat","rb");
}
while(k<n && fread(&d,sizeof (Distance),1,f2))
{
while(alk].dst<=d.dst && k<n)
{
furite(&al[k],sizeof (Distance),1,f1);
k++;
}
furite(&d,sizeof (Distance),1,f1);
}
while (k<n)
{
fwrite(&alk] ,sizeof (Distance),1,f1);
k++;
}
while(fread(&d,sizeof (Distance),1,f2))
{
furite(&d,sizeof (Distance),1,f1);
}
num++;
k=0;
fclose(f1);
fclose(£f2);

}
fclose(f);
if (k>0)

{

n=k;
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gsort(a,n,sizeof (Distance) ,compare) ;
k=0;
if (numy2==1)
{
fi=fopen("sortl.dat","wb");
f2=fopen("sort2.dat","rb");
}
else
{
fi=fopen("sort2.dat","wb");
f2=fopen("sortl.dat","rb");
}
while(k<n && fread(&d,sizeof(Distance),1,f2))
{
while(a[k] .dst<=d.dst && k<n)
{
fwrite(&alk],sizeof (Distance),1,f1);
k++;
}
furite(&d,sizeof (Distance),1,f1);
}
while (k<n)
{
furite(&alk],sizeof (Distance),1,f1);
k++;
}
while(fread(&d,sizeof (Distance),1,£2))
{
fwrite(&d,sizeof (Distance),1,f1);
}
num++;
fclose(f1);
fclose(£f2);

if (num}2==1)

{
fi1=fopen("sortl.dat","wb");
f2=fopen("sort2.dat","rb+");
}
else

fi=fopen("sort2.dat","wb");
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f2=fopen("sortl.dat","rb+");
}
fclose(f1);

Naravno, postojeéi C++ kod posluzio je za izracunavanje L- i Q)-spektralnih ra-
stojanja, s obzirom da su prema definiciji Laplasova matrica i nenegativna Laplasova
matrica nastale od matrice susedstva A, tj. L =D — AiQ = D+ A, gde je matrica

D dijagonalna matrica stepena ¢vorova.
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B Spektralna rastojanja grafova malog

reda

U ovom Dodatku izlozeni su rezultati izracunavanja sprovedenih u programu
SDCalc.

U Tabelama B.1, B.2, B.3 i B.4 data su A-spektralna rastojanja grafova ma-
log reda iz skupa, redom, svih grafova, povezanih regularnih grafova, povezanih
bipartitnih grafova i skupa stabala. Prva kolona ovih tabela oznacava red grafova,
druga kolona vrednost minimalnog nenula A-spektralnog rastojanja, tre¢a kolona
sadrzi vrednost maksimalnog A-spektralnog rastojanja, dok je u ¢etvrtoj naveden
broj parova kospektralnih grafova. Broj parova grafova ¢ije A-spektralno rastoja-
nje pripada numerickom intervalu oblika (0, 5], gde je b € {0.5,1,2} naveden je u
naredne tri kolone. Poslednja kolona sadrzi broj parova grafova ¢ije je rastojanje

vece od A-energije kompletnog grafa K.

Tabela B.1: A-spektralna rastojanja svih grafova do reda 8

n|minoc maxc oc=0 <05 o<1 o<2 n—2<go
31 0.83 4 0 0 1 4 1
41 0.54 6 0 0 ) 29 1
5| 0.47 8 1 2 33 211 1
6| 0.30 10 5 26 395 3214 1
71 0.22 12 58 345 9283 112937 2
8| 0.12 1433 963 13862 544525 12244923 29
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Tabela B.2: A-spektralna rastojanja povezanih regularnih grafova do reda 11

n |minc maxoc oc=0 0<05 o<1 06<2 2n—-2<go
6 2 8 0 0 0 1 0

7 4 11.21 0 0 0 0 0

8 2 13.65 0 0 0 1 0

9 | 0.93 16 0 0 2 16 2

10 | 0.90 20 4 0 14 514 34

11| 0.52  22.45 28 0 204 8636 186

Tabela B.3: A-spektralna rastojanja povezanih bipartitnih grafova do reda 11

n |minc maxoc oc=0 <05 o<1 c<2 2n-—-2<g0
4 | 0.54 2 0 0 1 3 0
5 | 0.70 3.43 0 0 3 0
6 | 0.30 6 0 7 21 78 0
71 0.23 7.59 0 25 134 448 0
8 | 0.13 10 8 244 1449 6155 0
9 | 0.10 11.96 102 2136 16071 85262 0
10| 0.06 14.94 690 29396 294681 2075391 0
11| 0.05 1642 6416 505931 6985367 > 108 0

Tabela B.4: A-spektralna rastojanja stabala do reda 11

n |minc maxo =0 <05 <1 <2 2n—2<g¢
51 070 254 0 0 1 2 0
6 | 048  4.25 0 1 3 10 0
7| 042 5.56 0 1 12 32 0
8 | 0.32 7.29 1 10 48 139 0
9 | 0.25 8.68 5 37 184 539 0
10| 0.20 10.38 4 119 750 2577 0
11 017  11.79 33 418 2995 11786 0

Tabele B.5, B.6, B.7 i B.8 sadrze slicne rezultate. U Tabeli B.5 data su L-
i ()-spektralna rastojanja grafova iz skupa svih grafova reda 3 < n < 8. Prva

kolona tabele sadrzi ukupan broj grafova reda n, u drugoj i tre¢oj koloni date su
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vrednosti minimalnog nenula i maksimalnog spektralnog rastojanja, respektivno,
dok cetvrta kolona sadrzi broj parova L-, odnosno )-kospektralnih grafova. Preo-
stale tri kolone sadrze brojeve parova grafova c¢ije spektralno rastojanje pripada
numerickom intervalu oblika (0, b, gde je b € {0.5,1,2}. U Tabelama B.6, B.7 i B.8
navedena su L- (i, s obzirom na podudarnost odgovarajuéih numerickih podataka,
()-) spektralna rastojanja grafova malog reda iz klase, redom, povezanih regularnih

grafova, povezanih bipartitnih grafova i klase stabala.

Tabela B.5: L- i @Q-spektralna rastojanja grafova reda 3 < n <8.

n | § grafovi mino;, maxop, o, =0 0,<05 o,<1 o,<2
3 4 2 6 0 0 0 3

4 11 2 12 0 0 0 20

5 34 0.83 20 0 0 2 124

6 156 0.47 30 2 4 48 1357
7| 1044 0.36 42 74 26 976 25813
8 | 12346 0.16 56 1112 1582 55148 1515175
n | § grafovi minog maxog og=0 0g<05 09<1 o0g<2
3 4 2 6 0 0 0 3

4 11 2 12 1 0 0 20

5 34 0.78 20 2 0 5 129

6 156 0.34 30 8 9 85 1450
7| 1044 0.25 42 54 119 1813 30720
8 | 12346 0.13 56 694 3397 93430 2064027

Tabela B.6: L (i )-spektralna rastojanja povezanih regularnih grafova do reda 11.

n |mino;, maxor or=0 o0,<05 o<1 o,<2
6 4 18 0 0 0 0

7 4 28 0 0 0 0

8 2.64 40 0 0 0 0

9 0.93 54 0 0 2 16
10 | 0.90 70 4 0 14 471
11| 0.52 88 28 0 204 8636
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Tabela B.7: L (i )-spektralna rastojanja povezanih bipartitnih grafova do reda 11.

n |mino;, maxor or=0 o0,<05 o0,<1 o0,<2
4 2 2 0 0 0 3

) 1.38 4 0 0 0 4

6 0.47 8 0 1 2 47

7 0.68 12 2 0 12 201

8 0.50 18 6 1 102 1903
9 0.31 24 54 22 T 16585
10| 0.15 32 216 267 9009 243043
11| 0.09 40 1718 2077 114346 5051403

Tabela B.8: L (i Q)-spektralna rastojanja stabala do reda 11.

n |mino;, maxor or=0 o0,<05 o<1 o ,<2
5 1.38 4 0 0 0 1

6 0.92 6 0 0 1 7

7 0.98 8.49 0 0 2 20

8 0.52 10.83 0 0 7 87

9 0.42 13.06 0 1 37 294
10| 0.24 15.59 0 3 126 1249
11| 0.23 17.98 3 19 472 5222

U Tabelama B.9 i B.10 navedeni su podaci koji se odnose na ()-energije i -
spektralna rastojanja grafova malog reda iz skupa svih grafova, skupa povezanih
regularnih grafova, zatim povezanih bipartitnih grafova i skupa stabala. Prva kolona
ovih tabela oznacava red grafa. U drugoj koloni je data vrednost maksimalne Q-
energije, a u tre¢oj broj parova grafova cije (Q-spektralno rastojanje premasuje vred-
nost maksimalne energije. Cetvrta kolona sadrzi broj grafova koji imaju maksi-
malnu (-energiju, dok su u poslednjoj koloni navedeni grafovi sa maksimalnom
-energijom. Napominjemo da je u poslednjoj koloni oznaka R, upotrebljavana za
oznacavanje nekog r-regularnog grafa. Zbog podudaranja numerickih rezultata za
L- i Q-energije i spektralna rastojanja grafova iz klase povezanih bipartitnih grafova
i stabala, u Tabelama B.11 i B.12 date su vrednosti L-energija i L-spektralnih rasto-
janja samo za grafove iz skupa svih grafova do reda 8 i grafova iz skupa povezanih

regularnih grafova do reda 11.
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Tabela B.9: @Q-energije i @-spektralna rastojanja svih grafova do reda 8 i povezanih

regularnih grafova do reda 11

n || max QE(G) o > max QE(G) No. G
grafovi
3 4 3 1 K;
4 18 1 K,
5 148 1 K
6 10.93 1573 1 CSia
7 14.49 34439 1 CSys
8 18.80 2212476 1 CSs;
povezani
regularni grafovi
6 10 4 1 Kg
7 12 1 K;
8 14 51 2 K, Rs
9 16.47 105 1 Re
10 20 3938 1 R
11 22.45 2534 1 R
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Tabela B.10: @-energije i )-spektralna rastojanja povezanih bipartitnih grafova i

stabala do reda 11

n || max QE(G) o> max QE(G) No. G
povezani
bipartitni grafovi
4 5 0 1 K
5 6.8 0 1 Kig
6 9.33 0 1 Kja
7 12.57 0 1 Kys
8 16 103 1 K
9 19.56 587 1 Ksy
10 23.2 11771 1 Ksg
11 27.82 196914 1 Ksg
stabla

5 6.8 0 1 Kiya
6 8.67 0 1 Kis
7 10.57 0 1 Kig
8 12.5 0 1 Kis
9 14.44 0 1 Kig
10 16.4 0 1 Ky
11 18.36 0 1 K
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Tabela B.11: L-energije i L-spektralna rastojanja svih grafova do reda 8

n | max LE(G) o > max LE(G) G

3 4 3 K3

4 6 18 PAy1, K3 UKy, KoV2K, Ky
) 9.6 84 K4U K,y

6 13.33 907 KsU K,y

7 17.14 19868 K¢ UKy, K5 U2K,

8 22.5 686232 K¢ U2K,

Tabela B.12: L-energije i L-spektralna rastojanja povezanih regularnih grafova do

reda 11

n || max LE(G) o > max LE(G) G
6 10 4 K
7 12 5 K-
8 14 51 Ks, Rs
9 16.47 105 Rg
10 20 3938 Re
11 22.45 2396 Rg
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C Brojevi razapinjucéih zatvorenih

Setnji

U ovom Dodatku ¢emo sumirati racunske rezultate za brojeve razapinjuc¢ih za-
tvorenih Setnji u grafletima do reda pet zakljuéno. Izlozi¢emo algebarske formule
za brojeve razapinjuc¢ih zatvorenih Setnji za graflete do reda cetiri, kao i numericke
rezultate koji se odnose na tezine grafleta odredenih tipova, a koji su koris¢eni pri

razmatranju mera slicnosti ¢vorova poredbenih mreza.

Racunski rezultati u Tabeli C.1 dobijeni su koris¢enjem formule (3.3). Prva
kolona tabele sadrzi labelu korena grafa, odnosno tip grafleta, dok je u drugoj
koloni navedena oznaka grafa kome dati koren pripada. Koristili smo oznake kao
u [64]. U trecoj koloni se nalaze brojevi razapinju¢ih zatvorenih Setnji duzine k u
odgovarajuc¢em ¢voru. Poslednja kolona tabele sadrzi duzinu najkrace razapinjuce

zatvorene Setnje u datom korenu, odnosno grafletu odredenog tipa.

Tabela C.1: Broj razapinju¢ih zatvorenih Setnji u odre-

denom c¢voru izracunat primenom principa ukljucenja-

iskljucenja.
Pocetak tabele
o |G nk min k
01]0 ap 2
111 af — ak 4
2 11 ak — 2ak 4
3| 2 ay — 2af 3
4|3 ak — a¥ 6
513 af —ak —af + af 6
6 | 4 af — 2a¥ + af 6
7|4 a¥ — 3ak + 3af 6
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Nastavak Tabele C.1

G nk min k

5 af — ab — 2ak + 2a¥ 4

6 af — 2a% + ak 5
10| 6 aky — af — af + af 5
11| 6 a¥, — ak — 2ak + 3ak 5
121 7 aty — af — 2a¥ + 2a 4
13| 7 afy — 2ak — ab + 3af 4
14| 8 ak, — 3ak + 3ak 4
159 afs — a¥ 8
16| 9 afs —a¥ — ak + af 8
17| 9 ay; — 2a¥ + af 8
18 | 10 aky — 2ak + af 8
19 | 10 aky — af — ak + a} 8
20 | 10 aky — a6 2af + af + 2a} — af 8
21 | 10 aby — ak — 2a¥ + 2a% + af — af 8
22 | 10 aky — 3ak + 3al — af 8
23 | 11 aks — 4ak + 6al — 4ak 8
24 | 12 a, — ak —ak + af 7
25 | 12 aks — 2ak, + ak 7
26 | 12 abs — a¥y — afy — af + af + af + af — af 7
27 | 13 ak. — 2ak + af 7
28 | 13 aky — af — 2a + a + 2af — af 7
29 | 13 aky — aky — ak + a¥ 7
30 | 13 ak, —ak, — 2a5 + 2ak + af — af 7
31| 14 a¥, — af — 2ak + 3ay — ab 7
32 | 14 aky, — 2a10 af + ak + 2a} — af 7
33 | 14 ak, — 2ak, — 2ak + af + 5ak — 4af 7
34115 ak, — 2af — 2ak + af + 24} 5
35 | 16 aks — ak — 2af + 2ay 6
36 | 16 aks — af — 2ak + 2a} 6
37 | 16 ak, —af — af — af + af + 24} — af 6
38 | 16 aks — ak — a¥ — 2af + 3ak + 2al — 2af 6
39 | 17 aky — 2ak — ak + 3ak — af 6
40 | 17 aly — afy — afy — af + af + 2af — af 6

0
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Nastavak Tabele C.1

o |G nk min k
41 | 17 afy — aky — 2a%y + 2a% + af — af 6
42 | 17 aky — aky — 2ak, — ak + 2a% + 4ak — 4af 6
43 | 18 aky — 2a%y — ab + a% + 2a¥ — af 6
44 | 18 ak, — 4a11 + 2a% + 4ak — 4ak 6
45| 19 aks — ak — 2a% + 2a¥ 6
46 | 19 aks — aky — 2a% + 2a¥ 6
47119 ak, — a¥y — aly — 2af + af + 2ab + 24k — 2ak 6
48 | 19 aks — aks — a¥y — af + ab + af + af — af 6
49 | 20 aky — 2a% — 2ak + af + 4a¥ — 2af 6
50 | 20 aky — 3af — ak + 3a + 3af — 3af 6
51 | 21 ab, —af —ak — af — af + ab + 3af — af b}
52 | 21 aky — 2aky — 2af + af + 2af 5
53 | 21 | afy —af) — afy — af — af + af + 245 + 2a% — 24k )
54 | 22 ak, — 2a%y, — 2ak + af + 4ak — 2a¥ 6
55 | 22 abs — 3aky — ak + 3ak + 3ak — 4af 6
56 | 23 aks — 3ak + 3a} — af 6
57 | 23 ak, — a¥, — 2ak, + 2a§ + a¥ — ab 6
58 | 23 aby — a¥y — 3a¥, + 3ak + 3ak — 4af 6
59 | 24 aky — aky, — afy — ak — af + af + 3ak — ak )
60 | 24 | af, — a¥y — aky — afy — a¥ + 2a} + af + 24} — 24k 5
61 | 24 af, — 2a¥s — 2ak, + 3ak + 3ak — 4af 5
62 | 25 agy — 2af — 2ak + af + 4af — 2af 5
63 | 25 | afy —ak, —al, — 2ak + ab + 24k + 3ak — 3af 5
64 | 25 afy — aky — 2aky — af + 2a% + b + 24k — 2af 5
65 | 26 afs — 2afy — 2ak + af + 4a¥ — 2af 5
66 | 26 aks — ak, — a¥y — 2al, + 3ak + 24} — 2af 5
67 | 26 ak. — a¥y — 2aky — a¥y + 4ak + 2ak — 4af 5
68 | 27 afs — a¥y — 2ak, — ak + 2a + ab + 3a} — 3a} )
69 | 27 afy — 4als + 4ak + 24k — 4af 5
70 | 28 aky — a¥y — 3af, + 3ak + 3a} — 3af 5
71| 28 ak, — 2ak, — 2ak, + 5ak + af — 4af 5
72|29 aky — 4ak, + 6af — 4af )

Kraj tabele
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U Tabeli C.2 izlozeni su racunski rezultati za brojeve razapinju¢ih zatvorenih

setnji u grafletima do reda pet dobijeni koriséenjem formule (3.4). Sli¢no kao i

u prethodnom slucaju, prva kolona tabele sadrzi labelu korena grafa, u drugoj je

naveden graf kome dati koren pripada (kao u [64]), dok se u tre¢oj koloni nalaze

brojevi razapinjuc¢ih zatvorenih Setnji duzine k u odgovaraju¢em korenu.

Tabela C.2: Broj razapinju¢ih zatvorenih Setnji u odre-

denom korenu.

Pocetak tabele
o |G n”
01]0 nk
111 af —nk
2 |1 ay — 2nk
3| 2 a¥ — 2nk
413 ak —n¥ —nf
513 a¥ —nk —nb —2nk
6 | 4 af — 2nk —nk
714 ak — 3nk — 3nk
81 5 ak —nk —2n¥ — 2nk
916 af — 2nk —nf
10| 6 afy —nk —nb —2nk
11| 6 a¥, —nk —2nk — 3nf
12| 7 aky —nk —2n¥ — 2nk
13 7 ayy — 2nk —nk — 3n§
14| 8 af, — 3nk — 3nk
151 9 afs —nk —nk —nk
16 | 9 aks —nf —nk —nk —nk — 2nk
1719 ayy —2n¥ —nk —2n¥ — 2nf
18 110 afs — 2nk —n¥k —nk
19 | 10 aky —nk —nk —onk — nk
20| 10 aky —nk — 2nf —nk — 2nk — 2nf
21110 ak, —nk —2nf — 3nk —nk — 3n§
22 110 aky — 3nk — 3nk — nf
23111 ak, — 4nk — 6nk — ank
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Nastavak Tabele C.2

o |G nk
24 112 aky —nk —nk —onk — nk
25 | 12 aks — 2nk, — nk — 2nk — 2nk
26 | 12 aks —nk —nky —nk —nk —2nk —nk — 3nk
27 | 13 ak, — 2nk —n¥ — nk
28 | 13 aks —nk — 2nf —nk — 2nk — 2nk
29 113 aky — nky —nk —nk —nk —onk
30 | 13 aky —nky —2nf —nk — 2nk —nk — 3nk
31| 14 ak, —nk —2nk — 3ny — nf
32|14 aky —2n%, — nf —nk —2nf — 2nk
33| 14 aky —2n%, — 2nk —nk — 5nk — 4nk
34 115 ak, — 2nk — 2nk —nk — 2nk — 2nk
35 | 16 aks —nk —2nk — 2n¥ — nf
36 | 16 aks —nk —2nk —nk — 2nk — 2nk
37| 16 ak. —nk —nk —nk —nk — 3nk — 2nk
38 | 16 aky —nk —nk —2onk — 3nk — 2nk — 3n}
39 | 17 aky — 2n§ —nf — 3ny — nf
40 | 17 aky —nk, —nk, —nk —nk — 3nk — 2nf
41 | 17 ak, —nky —2n¥, — 2nk —nk —nk — 3nk
42 | 17 aky —nky —2n% —nk —2nk —4ank — an}
43 | 18 aks —2n%, — nk —nk —2nk — 2nf
44 1 18 ak, —4nk, — 2nk — dnk — Anf
45| 19 aks —nf —2nk — 2n¥ — nf
46 | 19 aks — nky —2nk — nk —2nk — onk
47119 ak, —nk, —nk —2nk —nk —2nk — 2n¥ — 3nk
48 | 19 aks —nky —nky —nk —2nk —nk —nk — 3nk
49 | 20 aky — 2nk — 2nk —nk — 4nk — 2nk
50 | 20 aky — 3nk —nk — 3nk — 3nk — 3nk
51 | 21 a¥; —nk —nk —nk —nf —nk —3ny — 2n}
52 | 21 aky — 2nk, — 2nk — nk —onk — 2nk
53 | 21 | afy —nb —nky —nk —nf —nk —2n5 —2nk — 3nk
54 | 22 ak, — 2n%, — 2nk —nk — dn¥ — 2nk
55 | 22 abs — 3nfy — nk — 3nk — 3nk — 4nf
56 | 23 a¥s — 3nk — 3nk — nf
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Nastavak Tabele C.2

o |G nk
57 | 23 ak, —nk, —2n¥, — 3nk — nk — 3nk
a8 | 23 aks —nk, — 3nk, — 3nk — 3nk — 4n§
59 | 24 aky — nky — nky —nk —nk —nk — 3nk — 2nf
60 | 24 | afy — n¥y — nky — nfy —nk — 2nk —nk — 2nk — 3nk
61 | 24 af, — 2nk, — 2n% — 3n§ — 3nk — ank
62 | 25 agy — 2nk — 2nk —nk — 4nk — onk
63 | 25 aky — nky —nk —2nk —nk —2nk — 3nk — 3nk
64 | 25 afy — nky — 2n%, — nk — 2nk — nk — 2nk — 3nk
65 | 26 ags — 2nk, — 2nk — nk — 4nk — 2nk
66 | 26 afs —nk, —nk, —2nk — 3nk — 2nk — 3nk
67 | 26 ag, —nky —2nk, — nn 4nk — 2nk — ank
68 | 27 afy — nks — 2n¥y — nk — 2nk —nk — 3nk — 3nk
69 | 27 afy — 4nk, — dnk — 2nk — Anf
70 | 28 aky —nk, — 3nk, — 3nk — 3nk¥ — 3n§
71| 28 ak, —2n%, — 2nk, — 5nk —nk — dnk
72|29 aky — 4nk, — 6nk — 4nk

Kraj tabele

U Tabeli C.3 izlazemo algebarske izraze za brojeve razapinjuc¢ih zatvorenih Setnji
duzine k za sve graflete sa dva do cetiri ¢vora. Za dobijanje ovih rezultata koristili
smo programski paket Mathematica (www.wolfram.com/mathematica/).

Brojevi af, a¥, i a¥, iz Tabele C.3 redom su jednaki b+d, 2a+2b+d i 2a+3b+d,

gde su a, b i d resenja sledeceg sistema linearnih jednacina:
r3a+ 23b+ xic+d = :17’{,
r3a+ 130+ x9c +d =
zia+ a3b+ x3c+d = xlg,
z3a+ 23b + x40+ d = 2k,

Koeficijenti sistema su i-ti stepeni, ¢ € {0,1,2,3,k}, sopstvenih vrednosti z1, z,
x3, T4 matrice susedstva grafa Gg. lzraze za brojeve razapinju¢ih zatvorenih Setnji

duzine k u korenima 9, 10 i 11 izostavili smo zbog slozenosti uc¢estvujuéih sabiraka.
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Tabela C.3: Algebarski izrazi za brojeve razapinjuc¢ih zatvorenih Setnji duzine k u

grafletima do reda cetiri

0 s(1+ (=D

1 L1 4 (=1)k) ((@’“ - 1)
2 W+ (-9 (V)" -2)
3 L2k = (-1)F=3)

o (e (V) e (V) - o)

; e lE )

7 1+(= 1’6( _3(\/§)k+3)

8 1+ (=1DHE?+1-(v2)")

9 ag—%(l—f—( DR ((V2)F - 1)

0 ok — (—1)%) ((x/zﬁ)’“ ) + 128 4 2(=1)k))

11 ak, — (1 +( DF)((V2)F = §) = 32" +2(-D)*

12 (1 - 24C 2+k)) (14 (=D + (2= =28 + 2=
(1= VIT)H(1 + VIT) + (VIT = 1)(1 + VIT)*

17 - 214k (—9 — 4(—1)k 224k 4 3. 2K/2(1 4 (=1)F)))
14 %1(6 4 (_1)k — 924k 4 3k)

)
13 22727R(=3(1 — VIT)R(—17 + V17) 4+ 3(1 + VIT)*(17 + V17)—

5 LD (10— 15 (v2)" — (V5 - 5) (@)Z (v5+5) (\/“75>k)

U Tabeli C.4 izracunate su prema formuli w, = 1 — 1ogg73; tezine grafleta tipa

0-72. Prva vrsta tabele sadrzi oznaku tipa grafleta (odnosno oznaku orbite prema

[64]). U drugoj vrsti naveden je broj korena (odnosno orbita) koji uti¢cu na koren ¢,

pri ¢emu se podrazumeva da svaki koren uti¢e na samog sebe. U trecoj vrsti su dati

odgovarajuéi numericki rezultati (zaokruzeni na tri decimale).

Tabela C.4: Tezine grafleta odredenih tipova.

Pocetak Tabele

No(i) 0| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
o ||1] 2 2 2 3 4 3 3 4 3
w; || 1]0.838]0.838 | 0.838 | 0.744 | 0.677 | 0.744 | 0.744 | 0.677 | 0.744
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Nastavak Tabele C.4

No(1) 10 11 12 13 14 15 16 17 18
0; 4 4 4 4 3 4 6 5 4
w; 0.677 | 0.677 | 0.677 | 0.677 | 0.744 | 0.677 | 0.582 | 0.625 | 0.677

Nastavak Tabele C.4

No(7) 19 20 21 22 23 24 25 26 27
0; 5 6 6 4 4 5 5 8 4
w; 0.625 | 0.582 | 0.582 | 0.677 | 0.677 | 0.625 | 0.625 | 0.515 | 0.677

Nastavak Tabele C.4

No(i) 28 29 30 31 32 33 34 35 36
0; 6 6 7 5 6 6 6 5 6
w; 0.582 | 0.582 | 0.546 | 0.625 | 0.582 | 0.582 | 0.582 | 0.625 | 0.582

Nastavak Tabele C.4

No(7) 37 38 39 40 41 42 43 44 45
0; 7 7 5 7 7 7 6 5 5
w; 0.546 | 0.546 | 0.625 | 0.546 | 0.546 | 0.546 | 0.582 | 0.625 | 0.625

Nastavak Tabele C.4

No(i) 46 47 48 49 50 o1 52 53 54
0; 6 8 8 6 6 8 6 9 6
w; 0.582 | 0.515 | 0.515 | 0.582 | 0.582 | 0.515 | 0.582 | 0.488 | 0.582

Nastavak Tabele C.4

No(1) 55 56 57 58 59 60 61 62 63
0; 6 4 6 6 8 9 6 6 8
w; 0.582 | 0.677 | 0.582 | 0.582 | 0.515 | 0.488 | 0.582 | 0.582 | 0.515
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Nastavak Tabele C.4

No(7) 64 65 66 67 68 69 70 71 72
0; 8 6 7 7 8 5 6 6 4
wj 0.515 | 0.582 | 0.546 | 0.546 | 0.515 | 0.625 | 0.582 | 0.582 | 0.677

Kraj tabele C.4
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