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AYTOp-H, HACJIOB, 4ACONNC, FOAHHA, 6poj BotyMena, cTpannne

D. S. Raki¢, Decomposition of a ring induced by minus partial order, Electron. J. Linear
Algebra, 2012, 23: 1040-1059.

U radu je ispitivana relacija minus parcijalnog uredenja u proizvoljnim i fon Nojmanovim
prstenima. Pokazano je da uslov a <~ b, gde je <~ minus parcijalno uredenje, odreduje dve
trojke medusobno ortogonalnih idempotenata (e) i (fp), i = 1,2,3, sa sumama jednakim 1, i
time dekompoziciju prstena R u direktnu sumu bimodula e;Rf;. Koriste¢i ovaj rezultat
nekoliko poznatih osobina minus parcijalnog uredenja na skupu kompleksnih matrica je
dokazano u kontekstu prstena. Dobijeni su ckvivalentni uslovi pri kojima je izraz abMa
invarijantan u odnosu na izbor unutra$njig inverza b(*). Pokazano Jje da vecina rezultata vazi
na skupu pravougaonih matrica nad prstenom.

D. S. Raki¢, D. S. Djordjevié, Space pre-order and minus partial order for operators on Banach
spaces, dequationes Math. 2013, 85: 429-448.

U radu su ispitivane relacije prostrornog pre-uredenja i minus parcijalnog uredenja na skupu
B(X,Y), ograni¢enih linearnih operatora iz Banahovog prostora X u Banahov prostor Y.
Koriste¢i geometrijske tehnike dekompozicije potprostora, veliki broj poznatih osobina ovih
relacija je prodiren sa skupa kompleksnih matrica na skup B(X,Y).

D. S. Raki¢, N. C. Din¢ié, D. S. Djordjevi¢, Core inverse and core partial order of Hilbert
space operators, Appl. Math. Comput, 2014, 244: 283-302.

U radu su definicije nedavno uvedenog jezgarnog inverza matrice I jezgarnog parcijalnog
uredenja prosirene na skup B(H), ograni¢enih linearnih operatora na Hilbertovom prostoru H.
Date su matri¢ne reprezentacije operatora i njegovog jezgarnog inverza. Pokazano je da je
operator A manji od operatora B u odnosu na jezgarno uredenje ako i samo ako oni imaju
svojevrsnu simultanu dijagonalizaciju indukovanu odgovaraju¢im dekompozicijama prostora
H. Relacija je takode okarakterisana inkluzijom odgovaraju¢ih podskupova skupa uopstenih
inverza. Spektralne osobine jezgarnog inverza su takode ispitivane.

D. S. Raki¢, N. C. Din¢i¢, D. S. Djordjevi¢, Group, Moore-Penrose, core and dual core inverse
in rings with involution, Linear Algebra Appl. 2014, 463: 115-133.

U radu su definicije jezgarnog i dualnog jezgarnog inverza proSirene sa matri¢nog na slu¢aj
proizvoljnog prstena sa involucijom. Pokazano je da se grupni, Mur-Penrouzov, jezgarni i
dualni jezgarni inverz mogu istovetno ispitivati koris¢enjem odgovarajuéih idempotenata.
Dokazano je nekoliko novih osobina, a neki poznati rezultati matri¢nih inverza su dokazani u
slucaju prstena. Dat je veliki broj karakterizacija EP elemenata. Dokazano je da jezgarni i
dualni jezgarni inverz pripadaju klasi inverza duz elementa i klasi (b, c) inverza.

J. Marovt, D. S. Raki¢, D. S. Djordjevi¢, Star, left-star, and right-star partial orders in Rickart
*-rings, Linear Multilinear Algebra, 2015, 63(2): 343-365.

U radu je posredstvom anulatora definisana relacija <" na prstenu A. Pokazano je da se u
slucaju kada je A Rikartov #-prsten ova relacija poklapa sa poznatom relacijom zvezda
parcijalnog uredenja. Pojmovi levog-zvezda i desnog-zvezda parcijalnog uredenja su takode
prosireni i ispitivani. Dokazano je da su ove relacije parcijalna uredenja na Rikartovom *-
prstenu. Date su 3 x 3 matri¢ne forme elemenata a i b kada je a <* b. Odredeni su uslovi
pod kojima su ova uredenja ekvivalentna minus parcijalnom uredenju. Dijamantsko parcijalno
uredenje je takode analizirano u kontekstu prstena.

D. S. Raki¢, D. S. Djordjevi¢, Partial orders in rings based on generalized inverses - unified
theory, Linear Algebra Appl. 2015, 471: 203-223.

U radu je najpre uveden pojam konaéno dimenzionalnog prstena R, koji je blisko povezan sa
pojmom Dedekindovog kona¢nog prstena. Zatim Jje Mitrina jedinstvena teorija matri¢nih
parcijalnih uredenja baziranih na uopstenim inverzima, proSirena sa skupa kompleksnih
matrica na R. Dati su potrebni i dovoljni uslovi pod kojima je G-relacija parcijalno uredenje na
R.

D. S. Raki¢, Generalization of sharp and core partial order using annihilators, Banach J. Math.
Anal. 2015, 9(3): 228-242.

Koncept ostrog uredenja je nedavno proiren sa skupa kompleksnih matrica indeksa 1 na skup
I onih ograni¢enih operatora A na Banahovom prostoru X za koje vaZzidaje Im A @ Ker A =
X. U ovom radu je, koris¢enjem anulatora, definicija ostrog uredenja proSirena sa Iy na skup
onih elemenata prstena za koje su levi i desni anulator glavni levi odnosno glavni desni ideal
generisan istim idempotentom. Dokazano je da je oStro uredenje relacija poretka na ovom
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skupu. Nastavljaju¢i ideju baziranu na anulatorima, u radu je takode proSiren i ispitivan
koncept jezgarnog parcijalnog uredenja na Rikartovom *-prstenu.

HUCIYIBEHOCT YCJIOBA 3A OABPAHY JOKTOPCKE JUCEPTAIIMJE

Kanau/ar ueryibapa yeloBe 3a OLeHy M 0j0pany J0KTOPCKe AMcepTaluje koju ¢y npejieulienn 3aKonom o BUCOKOM HE
obpasosamwy, Crarytom YHusepsurera u Cratytom Pakynrera. da

Kandidat je objavio tri rada u ¢asopisima kategorije M21 (od toga dva kao samostalan autor), tri rada u
Casopisima kategorije M22 i jedan rad u ¢asopisu kategorije M23.

BPEJIHOBAIGE MOJEAUHHUX JEJOBA JOKTOPCKE JJMCEPTAIIHJE
Kpatak onuc nojeinHux aenoea aucepratmje (do 500 pevi)

Pored Predgovora, Indeksa simbola i pojmova, Literature i obaveznih priloga, disertaciju ¢ine sledece
glave: 1. Uvod, 2. Direktna suma potprostora i dekompozicija jedinice, 3. Minus parcijalno uredenje, 4. Zvezda,
ostro, jezgamo i dualno jezgarno parcijalno uredenje, 5. Parcijalna uredenja odredena anulatorima.

U prvoj glavi su prezentovani osnovni pojmovi i poznati rezultati neophodni za dalji rad. Ako je G(A)
odredeni podskup skupa svih uopsetih inverza kompleksne matrice A, onda kazemo da je A manja od matrice B
u odnosu na relaciju <% ako postoji X € G(A) tako da je AX = BX i XA = XB. Za razli¢ite izbore skupa G (A)
dobijamo razli¢ita matri¢na uredenja.

U drugoj glavi je uspostavljena veza izmedu topoloke direktne sume potprostora normiranog vektorskog
prostora X i algebarskog pojma dekompozicije jedinice prstena R = B(X) u vidu sume medusobno ortogonalnih
idempotenata. Pokazano je da svaka matri¢na forma elementa prstena odreduje jednu matri¢nu reprezentaciju
operatora i obrnuto. Rezultati ove glave su deo neobjavljenog rukopisa.

Glava 3 sadrZi rezultate publikovane u radovima 1. i 2. U Poglavlju 3.1 je ispitivano prostorno pre-uredenje
<* | minus parcijano uredenje <~ na proizvoljnim i fon Nojmanovim regularnim prstenima. Dokazano je da
uslov @ <~ b, gde su a i b regularni elementi prstena, prirodno definise dve trojke medusobno ortogonalnih
idempotenata (e;) i (fj), i,j = 1,2,3 sa sumama jednakim 1, ¢ime se prsten razlaZe u direktnu sumu bimodula

e;Rf;. U odnosu na ovu dekompoziciju elementi @ i b imaju dijagonalne matriéne forme

a 0 0 a 0 0
a=|0 0 0 ib=[0 b—a O] ; (1)
exf exf

0 0 0 0 0 0

pri emu su a € e;Rf, i b —a € e;Rf, u odredenom smislu invertibilni. Ovaj rezultat predstavlja uopstenje
jedne od najbitnijih osobina matri¢nog minus parcijalnog uredenja. U Poglavlju 3.2 su dobijeni odgovarajuci
rezultati u vezi relacija <% i <~ na skupu B(X,Y) ograni¢enih operatora iz Banahovog prostora X na Banahov
prostor Y. Dobijeni su ekvivalentni uslovi pri kojima je izraz ABX2)C invarijantan u odnosu na izbor
refleksivnog inverza B(%%),

Glava 4 sadrzi rezultate objavljene u radovima 3, 4 i 6, kao i rezultate koji se trenutno nalaze u proceduri.
U Poglavlju 4.1 se najpre nalazi ekvivalentna definicija jezgarnog inverza matrice, kojom se pojam prosiruje na
proizvoljan prsten sa involucijom. Zatim su analizirani Mur-Penrouzov, grupni, jezgarni i dualni jezgarni inverz,
sa naglaskom na sliénostima i analogiji njihovih osobina. U Poglavlju 4.2 se ispituju osobine odgovarajuceg
zvezda, ostrog, jezgarnog i dualnog jezgarnog parcijalnog uredenja na prstenu. Dokazano je da su ove relacije
zaista relacije poretka na odgovarajuéim skupovima regularnih elemenata. Uredenja su okarakterisana
reprezentacijama analognim onima u (1), a takode i preko inkluzija odgovaraju¢ih podskupova skupa uopstenih
inverza. U Poglavlju 4.3 je tematika iz prethodnog poglavlja posmatrana na algebri B(H), gde je H Hilbertov
prostor. Na primer, pokazano je da je operator A manji od operatora B u odnosu na jezgarno uredenje ako i
samo ako je H = Im A @ Im (BB* — AA*) @ Ker B, H = Im A @+ Im (B — A) @* Ker B i ako u odnosu na
ove dekompozicije operatori A i B imaju slede¢e matri¢ne forme

A, 0 0 A, 0 0
A=|o o o|liB=|0 B, 0|
0 0 0 0 0 0

pri ¢emu su A; € B(Im A) i B; € B(Im (BB — AA"),Im (B — A)) invertibilni. Rezultati ove glave koji se ticu
jezgarnog inverza i jezgarnog parcijalnog uredenja su vec¢inom novi ¢ak i u matricnom slucaju. U Poglavlju 4.4
je Mitrina jedinstvena teorija parcijalnih uredenja baziranih na uopStenim inverzima, proSirena sa skupa
kompleksnih matrica na prsten.

Nedostatak svih prethodnih uredenja je taj $to se oni definiSu samo na skupu elemenata koji poseduju
uopiteni inverz. Problem prosirenja definicije minus parcijalnog uredenja sa skupa kompleksnih matrica na celu
algebru B(H) je prvi posmatrao P. Semrl u radu Automorphisms of B(H) with respect to minus partial order, J.
Math. Anal. Appl. 2010, 369:205-213. U Poglavlju 5.1 su date definicije i osnovne osobine vezane za pojmove
anulatora i Rikartovih prstena, dok je u Poglavlju 5.2 posmatran anulator operatora na normiranom prostoru. U~
Poglavlju 5.3 je posredstvom anulatora pronadena ekvivalentna algebarska definicija Semrlove definicije koja



omogucuje prodirenje minus uredenja na opstije matematicke strukture:

a <~ b < postoje idempotentip i g takvidaje °p = %a,q° = a®ia = pb = bq.
Dokazano je da je <~ relacija parcijalnog uredenja na Rikartovom prstenu. Pokazano je da uslov a <™ b
odreduje 3 X 3 matri¢ne reprezentacije sliéne reprezentacijama (1), pri ¢emu sada elementi a € e;Rf;
b — a € e,Rf, imaju osobinu da nisu delioci nule. Nastavljajuci pristup iz prethodnog poglavlja, u Poglavlju 5.4
su data prosirenja zvezda, levog-zvezda i desnog-zvezda parcijalnog uredenja. Pored dokaza da su ove relacije
parcijalna uredenja na Rikartovom *-prsenu, jo§ jednom su dobijene reprezentacije sline onima u (1). Takode
je posmatran uzajamni odnos ovih uredenja sa minus uredenjem, a osobine su posebno ispitane za normalne
elemente prstena. U Poglavlju 5.5 je zaokruZena terija parcijalnih uredenja odredenih anulatorima, definisanjem
i ispitivanjem ostrog i jezgarnog parcijalnog uredenja. Deo rezultata Glave 5 je publikovan u radovima 5.1 7, a
deo rezulata jo§ uvek nije publikovan.

BPE/IHOBAILE PE3YJITATA JOKTOPCKE I[HCEPTAI_(I/IJE

HuBo ocTBapMBaiba MOCTAB/BEHHMX LIH/bEBA H3 NIPHjaBe JOKTOPCKe aucepTaumje (o 200 pe
Predlozena doktorska disertacija je u potpunosti ostvarila ciljeve postavljene u njenoj prijavi. Najbitnije osobine
matri¢nih parcijalnih uredenja baziranih na uopstenim inverzima su dokazane u kontekstu ograni¢enih linearnih
operatora na Banahovim i Hilbertovim prostorima. Minus, zvezda, ostro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno
uredenje su detaljno ispitani u kontekstu proizvoljnog i fon Nojmanovog regularnog prstena. Poznata Mitrina
jedinstvena teorija matriénih parcijalnih uredenja je proSirena na slucaj prstena. KoriSc¢enjem anulatora,
definicije svih pomenutih relacija su prosirene i na skup elemenata koji ne poseduju uopsteni inverz. Ovako
definisana uredenja su ispitivana u kontekstu Rikartovih i Rikartovih *-prstena. Uopsten je veliki broj poznatih
osobina, a dokazan je i znatan broj osobina koje su nove ¢ak i u matri¢cnom slucaju.
BpennoBaibe 3Ha4aja i HAYYHOT JONPHHOCA pesyJITaTa aucepraumje (Jo 200 peui)

Tokom poslednje &etiri decenije, uvedeno je i izuavano nekoliko matri¢nih uredenja baziranih na
uopitenim inverzima, medu kojima su minus, zvezda i o§tro parcijalno uredenje, kao i prostorno pre-uredenje.
Oblast je aktuelna o ¢emu svedo¢i nedavno uveden pojam jezgarnog matriénog parcijalnog uredenja, brojni
radovi i jedna skora$nja monografija.

Nau¢ni doprinos predlozene doktorske disertacije se ogleda u uspesnom ispitivanju navedenih relacija na
Sirim matemati¢kim strukturama. Tehnike konagno dimenzionalne linearne algebre, koje se koriste u matricnom
slutaju, a koje su neprimenljive u slu¢aju ograni¢enih operatora na Banahovim ili Hilbertovim prostorima, su
zamenjene geometrijskom tehnikom dekompozicije prostora. Koriste¢i tehniku dekompozicije jedinice prstena u
vidu sume medusobno ortogonalnih idempotenata, uopstene su najbitnije osobine uredenja u kontekstu fon
Nojmanovih i proizvoljnih prstena sa ili bez involucije. Dokazan je i znatan broj novih rezultata. Znadaj
ovakvog, do sada neprimenjivanog pristupa u ispitivanju parcijalnih uredenja, leZi u Cinjenici da je njime
moguce na slican nadin ispitivati osobine svih nabrojanih uredenja, $to je i naznaceno odgovarajucom
jedinstvenom teorijom. Poseban doprinos i zna¢aj disertacije predstavlja upotreba anulatora u cilju pravilnog
prosirenja definicija razli¢itih parcijalnih uredenja na skup elemenata koji ne poseduju uopSteni inverz i primena
ovog pristupa u slu¢aju Rikartovih prstena.

OlieHa caMOCTAJIHOCTH HAYSHOT pafa Kauamaara (do /(0 pey)
Kandidat je pokazao visok stepen samostalnosti u nauénom radu. Objavio je dva samostalna naucna rada u
asopisima kategorije M21. Ustanovio je da se geometrijski pristup dekompozicije potprostora, tehnika
dekompozicije jedinice prstena u vidu sume medusobno ortogonalnih idempotenata, i upotreba anulatora, sa
velikim uspehom mogu primeniti na ispitivanje svih posmatranih parcijalnih urenjenja.
BAKIBYYAK (0o 100 peyir)

Na osnovu detaljnog pregleda prilozene doktorske disertacije, Komisija zakljuCuje sledece:

- Sadrzaj uradene disertacije odgovara nazivu i ciljevima predloZenim u prijavi disertacije.

- Metodologija razmatranja i izlaganja sadrzaja disertacije je na odgovaraju¢em nau¢nom nivou.

- Kandidat izuzetno dobro poznaje teorijske osnove nauéne oblasti koju istrazuje.

- Kandidat je dao sopstveni originalni nauéni doprinos u oblasti u kojoj je predlozena tema, $to je

potvrdeno objavljenim nau¢nim radovima u uglednim medunarodnim ¢asopisima.

Na osnovu svega §to je u izvestaju navedeno, Komisija sa zadovoljstvom predlaze Nastavno-nau¢nom vecu
Prirodno-matemati¢kog fakulteta u Nisu, da rad kandidata Dragana Raki¢a pod nazivom ,Parcijalna uredenja
odredena uopitenim inverzima i anulatorima* prihvati kao doktorsku disertaciju i odobri njenu javnu odbranu.
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