
Nastavno-nau~nom ve}u

Matemati~kog fakulteta

Univerziteta u Beogradu

Na sednici Nastavno-nau~nog ve}a Matemati~kog fakulteta odr`anoj

14.12.2012 odre|eni smo u komisiju za pregled i ocenu doktorske diser-

tacije,

Topologija i kombinatorika
kvazitorusnih mnogostrukosti i

K-stepena

diplomiranog matemati~ara \or|a Barali}a. Komisija je podne{enu di-

sertaciju pa`qivo pregledala i nakon konsultacija podnosi Ve}u slede}i,

IZVE[TAJ

1. Biografija kandidata

\or|e Barali} je ro|en 29.09.1986. u Kragujevcu, gde je zavr{io osnovnu

{kolu "Stanislav Srem~evi}" i Prvu kragujeva~ku gimnaziju kao u~enik

generacije. Prema sopstvenim re~ima talenat za matematiku je otkrio u

Matemati~koj radionici mladih profesora Zorana Vasiqevi}a. Tokom

osnovne i sredwe {kole u~estvovao je na matemati~kim takmi~ewima i

osvaja~ je medaqa na me|unarodnim matemati~kim olimpijadama (srebrna

BMO 2005, bronzana MMO 2004, BMO 2004, JBMO 2001). Diplomirao je

2008. godine naPrirodno-matemati~kom fakultetu u Kragujevcu, smer teo-

retska matematika, sa prose~nom ocenom 10 nakon ~ega je upisao doktorske

studije na Matemati~kom fakultetu u Beogradu. Iste godine je zaposlen

na Matemati~kom institutu SANU gde je anga`ovan u okviru projekta

174020 "Geometrija i topologija mnogostrukosti, klasi~na mehanika i

integrabilni dinami~ki sistemi", kao i projekta "@iva matematika" i

radu CGTA seminara (Seminar za kombinatoriku, geometriju, topologiju

i algebru). Tokom doktorskih studija u~estovao je i imao predavawa i

postere na 2 matemati~ka kongresa, 10 me|unarodnih nau~nih konferen-

cija i boravio u matemati~kim institutima u Pizi (Italija), Obervol-

fahu (Nema~ka), Berlinu (Nema~ka), Qubqana (Slovenija), Temi{var (Ru-

munija) i Stokholmu ([vedska). U~estovao je i na 1. Hajdelberg Laureat
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Forumu 2013. Autor je jedne zbirke zadataka. Pored torusne, geometrijske

i algebarske topologije, u wegov nau~ni interes spadaju kombinatorika,

diskretna i kombinatorna geometrija, klasi~na i ra~unarska projektivna

geometrija.

2. Publikovani nau~ni radovi, radovi na recenziji i druge publikacije

1. Dj. Baralić, Immersions and Embeddings of Quasitoric Manifolds over
the Cube, Publications de l’Institut Mathematique, Beograd (u {tampi).

(kategorijaM23)

2. Dj. Baralić, On Non-Zero Degree Maps between Quasitoric 4-manifolds,
na recenziji (Homology, Homotopy and Applications), preprint http:
//arxiv.org/abs/1301.0848
3. Dj. Baralić, B. Prvulović, G. Stojanović, S. Vrećica and R. Živaljević,
Topological Obstructions to Totally Skew Embeddings Transactions of Amer-
ican Mathematical Society. AMS, (2012), vol. 364 no. 4, 2213-2226.

(kategorijaM21)

4. Dj. Baralić, B. Grbić and Dj. Žikelić, Theorems about Quadrilaterals and
Conics, prihvaćen za štampu u International Journal of Computer Mathe-
matics. (kategorijaM23)

5. Dj. Baralić and I. Spasojević, New Theorems about Pascal’s Hexagram,
Proceedings of the Second Mathematical Conference of Republic of Srpska,
41–48.

6. Dj. Baralić and I. Spasojević, Illumination of Pascal’s Hexagrammum
and Octagrammum Mysticum, Discrete and Computational Geometry (na

reviziji), preprint http://arxiv.org/abs/1209.4795

7. Dj. Baralić, Around the Carnot theorem , na reviziji, preprint

http://arxiv.org/abs/1308.6144

8. Dj. Baralić: How to Understand Grassmannians? The Teaching of
Mathematics. The Mathematical Society of Serbia, Belgrade, 2011

9. \. Barali}: 300 pripremnih zadataka za juniorske matemati~ke olimpi-

jade - Iskustvo Srbije, Matica Srpska - Dru{tvo ~lanova u Crnoj Gori,

Podgorica, Crna Gora, 2012.

3. Oblast doktorske disertacije

Oblast disertacije je algebarska topologija mnogostrukosti i generalni-

jih prostora (K-stepena) na kojima dejstvuju n-dimenzionalni topolo{ki
torusi T n. Teorija torusnih dejstava je sama po sebi va`na oblast ekvi-

varijantne algebarske topologije koja datiraod samihpo~etakaovematema-

ti~ke discipline. Pre dvadesetak godina pojavila se nova oblast �torusna
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topologija� koja povezuje ekvivarijatnu topologiju sa algebarskom i sim-

plekti~kom geometrijom, kombinatorikom i komutativnom algebrom.

Torusna topologija je oblast veoma intenzivnog razvoja sa najaktivni-

jim grupama matemati~ara u Rusiji (Moskva, institut Steklova) gde radi

{kola koju vode Viktor Buh{taber i Taras Panov, vi{e grupa u S.A.D.

(Fred Cohen, Antony Bahri, Martin Bendersky), Meksiku (Samuel Gitler),
Poqskoj (Tadeus Januszkiewicz),Man~esteru (Nigel Ray), u Japanu (Mikiya
Masuda, Osaka), Ju`noj Koreji, Kanadi, i mnogim drugim zemqama. Do-

bar pregled aktivnosti u okviru ove disciline nudi � Manchester Toric
Topology Page �,

http://www.maths.manchester.ac.uk/~nige/tortop.html
U okviru torusne topologije posebnu pa`wu privukli su tzv. kvazi-

torusni varijeteti (kvazitorusne mnogostrukosti) asocirani sa prostim

konveksnim politopima, koji u topologiji igraju ulogu sli~nu ulozi

nesingularnih torusnih varijeteta u algebarskoj geometriji i simplek-

ti~koj geometriji.

4. Prikaz disertacije sa akcentom na originalnim doprinosima

Disertacija ima 144+15 strana teksta sa ~ak 79 slika i dijagrama. Spisak
literature se sastoji od 66 bibliografskih jedinica. Pored uvoda i do-

datka, u kome je dat pregled najva`nijih ~iwenica vezanih za topolo{ke

grupe, dejstva grupa i ekvivarijatna preslikavawa, disertacija ima jo{

pet glava. Glave 2 i 3 (Simplicijalni kompleksi, Politopi) su pre-

glednog karaktera i izla`u materijal vezan za navedene oblasti u obimu

neophodnom za ~itawe centralnih glava teze.

Glava 4 (Torusni varijeteti i kvazitorusne mnogostrukosti) uvodi

kvazitorusne mnogostrukosti kao centralne objekte istra`ivawa teze po-

tenciraju}i geometrijski i kombinatorni pristup (videti npr. Defini-

ciju 4.3.2 kao i Sliku 4.5 gde je kvazitorusna mogostrukost raslojena nad

pripadnim konveksnim politopom). U ovoj glavi su izlo`eni svi cen-

tralni rezultati vezani za ovu klasu mnogostrukosti ukqu~uju}i i funda-

mentalne rezultate Martina Dejvisa i Tadeu{a Janu{kijevi~a (M. Davis,
T. Januszkiewicz) o reprezentaciji kohomolo{kog prstena kvazitorusnog
varijeteta.

Glava 5 (Stepenipreslikavawame|u kvazitorusnimmnogostrukostima)

iGlava 6 (Totalnokosa ulagawaiimerzije kvazitorusnihmnogostrukosti)

pokrivaju centralne originalne doprinose teze, ukqu~uju}i i autorove

rezultate publikovane u me|unarodnim nau~nim publikacijama.

U Glavi 5 se razmatra problem odre|ivawa skupa D(M,N) svih celih
brojeva koji se mogu pojaviti kao stepeni preslikavawa izme|u dve zadane
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mnogostrukosti M i N . U pitawu je klasi~ni topolo{ki problem koji

je posebno aktuelizovan radovima poznatih kineskih topologa Haibao

Duana i [i{eng Vanga (Haibao Duan, Shicheng Wang). Po pravilu se

detaqno izu~avaju posebne klase mnogostrukosti kao na primer u radovima

Legranda, Matveevea i Ci{anga (Legrand, Matveev, Zieschang) koji su

izu~avali stepene preslikavawa me|u specijalnim klasama 3-mnogostru-
kosti.

\or|e Barali} u sli~nom duhu, oslawaju}i se na rezultate Duana i

Vanga izu~ava stepene preslikavawa me|u kvazitorusnim 4-mnogostruko-
stima i dobija niz vrlo interesantnih rezultata. Odgovori koje je do-

bio pokazuju u kojoj meri skup stepena D(M,N) zavisi od aritmeti~kih

osobina odgovaraju}ih parametara. Na primer u Stavu 5.3.4 na strani

84 pokazuje da u slu~aju povezanih suma kompleksnih projektivnih pros-

tora M = N = CP2♯CP2 broj n ≥ 0 se pojavquje kao stepen ako i samo

ako se svaki prost delilac od n oblika 4k − 1 javqa paran broj puta u

wegovoj kanonskoj faktorizaciji na proste brojeve. Sli~an uslov se po-

javquje i u Teoremama 5.3.9, 5.3.13, 5.3.14 koje se odnose na {iru klasu

4-mnogostrukosti.
Jedna od zanimqivosti je da se analiza i re{avawe ~isto topolo{kog

problema na kraju svodi na re{avawe sistema diofantskih jedna~ina i

ukqu~uje klasi~ne rezultate o predstavqawu celih brojeva u obliku sume

kvadrata i osobine Adamarovih matrica ({−1, 1}-matrice za koje va`i

jednakost u Adamarovoj nejednakosti).

Kao kontrast gore izlo`enom autor daje dovoqne uslove u Teoremi 5.5.4

za va`ewe jednakostiD(M,N) = Z odnosno uslove da se svaki ceo broj po-

javquje kao stepenpreslikavawaizme|u dve kvazitorusne 4-mnogosturkosti.
Kao posledicu dobija rezultat da za zadanu kvazitorusnu 4-mnogostrukost
postoji beskona~no mnogo kvazitorusnih torusnih 4-mnogostrukosti koje
se u wu mogu preslikati sa svakim unapred zadanim stepenom. Za pore-

|ewe navedimo se u ve} pomenutim radovima Duana i Vanga (videti npr.

rad The degrees of maps between manifolds, Mathematische Zeitschrift 2003)
obra|uju u primerima samo slu~ajevi najprostijih 4-mnogostrukosti.

Glava 6 je posve}ena potpuno kosim (totally skew) ulagawima mno-

gostrukosti. Problematika ulagawa i imerzija (lokalnih ulagawa) mno-

gostrukosti spada u jednu od centralnih tema topologije. Potpuno kosa

ulagawa su se nedavno pojavila u radovima Gomija i Taba~nikova (M.
Ghomi, S. Tabachnikov. Totally skew embeddings of manifolds. Math.
Zetschrift, 2008). Ulagawe mnogostrukosti M u euklidski prostor Rd je

potpuno koso ako su tangentni prostori ulo`ene mnogostrukosti u svake

dve razli~ite ta~ke mimoilazni u ambijentnom prostoruRd. Uslov je vrlo
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interesantan jer povezuje topologiju mnogostrukosti sa geometrijskim i

kombinatornim svojstvima kao {to su konveksnost krivih, susednost kod

konveksnih politopa, i dr.

U timu sa grupom beogradskih matemati~ara (B. Prvulovi}, G. Sto-

janovi}, S. Vre}ica, R.@ivaqevi}) \or|e Barali} analizira opstrukcije

kohomolo{kog karaktera (teorija vektorskih raslojewa i karakteristi-

~nih kohomolo{kih klasa) za postojawe potpuno kosih ulagawa. Osnovi

ove teorije sa primenama izlo`ene su u zajedni~kom radu,

• Dj. Baralić, B. Prvulović, G. Stojanović, S. Vrećica,
R. Živaljević, Topological Obstructions to Totally Skew
Embeddings, Transactions of American Mathematical
Society, AMS, 2012,

a u disertaciji su predmet poglavqa 6.1. Imaju}i kvazitorusne mno-

gostrukosti kao osnovnu temu istra`ivawa, autor se prirodno bavi pi-

tawem wihovih potpuno kosih ulagawa. U slu~aju mnogostrukosti nad je-

dini~nim kubom dobija posebno sadr`ajne rezultate. Kao primer pokazuje

(Teorema 6.3.3) da za svaki prirodan broj postoji kvazitorusna mnogostru-

kost nad hiperkubom In koja se ne mo`e potpuno koso ulo`iti u euklidski
prostor dimenzije mawe od 8n − 4α(n) + 1 tj. da se u ovoj klasi dosti`e
teoretski o~ekivana gorwa granica.

Sli~nom tehnikom (Teorema 6.4.5) dobija i teoretski najboqe ocene

za minimalnu imerzionu dimenziju euklidskih prostora za jednu klasu

kvazitorusnih mnogostrukosti nad hiperkubom.

5. Zakqu~ak

Doktorska disertacija �Topologija i kombinatorika kvazitorusnih

mnogostrukosti i K-stepena� je vrlo lep i sadr`ajan prilog topologiji

kvazitorusnih mnogostrukosti i svim disciplinama sa kojima se ona

grani~i. S obzirom na mno{tvo interesantnih rezultata ali i primewe-

nih tehnika, koje ukqu~uju dejstva grupa, teoriju karakteristi~nih koho-

molo{kih klasa, kao i tehnike elementarne teorije brojeva i teorije kon-

veksnih politopa, autor se predstavio kao kompletan mladi matemati~ar.

Ovaj utisak je utoliko ja~i ako istaknemo (videti spisak nau~nih radova)

da je autor ve} dostigaoi zna~ajan ekspertskinivo udoprinosimaklasi~noj

projektivnoj geometriji u kojoj razvija vrlo interesantan i nov pravac is-

tra`ivawa baziran na primenama programskog paketa Cinderella.
Sa zadovoqstvom predla`emo Nau~no-nastavnom ve}u Matemati~kog

fakulteta Univerziteta u Beogradu da prihvati ovaj rad kao doktorsku

disertaciju kandidata \or|a Barali}a i odredi komisiju za wenu javnu

odbranu.
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dr Sini{a Vre}ica dr Rade @ivaqevi} (mentor)

redovni profesor redovni profesor

Matemati~ki fakultet Beograd Matemati~ki institut SANU

dr Svjetlana Terzi} dr Vladimir Gruji}

dopisni ~lan CANU, redovni profesor docent

PMF Podgorica Matemati~ki fakultet Beograd

Beograd, 19 oktobar 2013
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