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Uvodna razmatranja 

1.1 Uvod 

Veliki broj mehaničkih sistema su složene strukture sastavljene od dva ili više osnovnih 

mehaničkih sistema čije je dinamičko ponašanje uslovljeno njihovom međusobnom interakcijom. 

Sistemi povezani elastičnim slojem čine jednu grupu ovakvih mehaničkih struktura koje se veoma 

često sreću u mašinskoj i građevinskoj industriji. Mehanički sistemi nastali međusobnim 

elastičnim povezivanjem zbog prirode dinamičke interakcije uslovljene elastičnim vezama, imaju 

složeno oscilovanje i veći broj prirodnih frekvencija. Kako broj povezanih osnovnih elemenata 

određuje i broj osnovnih prirodnih frekvencija, time su ovakvi mehanički sistemi izloženi većoj 

mogućnosti za nastanak rezonancije koja može prouzrokovati lom ili oštećenje. U cilju primene 

teorijskog istraživanja u inženjerskoj praksi, najpre je razvijen veliki broj linearnih dinamičkih 

modela koji opisuju kretanje sistema. Ovakvi modeli su značajni jer daju prvu aproksimaciju 

rešenja i uopšten uvid u dinamičko ponašanje sistema pri malim pomeranjima. Ukoliko tehnička 

praksa zahteva detaljnije ispitivanje ponašanja sistema, ovakvi dinamički modeli pružaju dobru 

osnovu za nastavak istraživanja sa uticajima nelinearnosti. 

    Na delovima mašinskih konstrukcija koje obavljaju veliki broj cikličnih operacija, a izloženi su 

opterećenjima, vrlo često nastaju oštećenja. Po nastanku oštećenja, dinamičko ponašanje sistema 

se menja i treba ga poznavati kako bi se sprečila  rezonancija i posledice koje ona može 

prouzrokovati. Ovakva dinamička ponašanja razlikuju se kod struktura bez oštećenja i određivanje 

rezonancije je od velike važnosti.
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U prikazanom istraživanju, uticaji inercije rotacije i poprečnog smicanja uzeti su u obzir pri 

formiranju matematičkih modela kako elastično povezanih nosača, tako i oštećenih nosača. 

Oscilacije i stabilnost ovakvih sistema su višedecenijski predmet naučnog, akadameskog i praktičnog 

proučavanja mnogih autora. Interesovanje naučne javnosti za problem oscilacija i stabilnosti sistema 

sa oštećenjem, povećava se iz razloga sprečavanja lomova u realnim uslovima tehničke prakse. To je 

dovelo do razvoja analitičkih i numeričkih metoda koje se koriste pri analizi oscilacija kako 

linearnih, tako i nelinearnih mehaničkih sistema.

    Problem oscilacija nosača međusobno povezanih Winkler-ovim elastičnim slojem bili su 

predmet interesovanja velike grupe naučnika. Problem oscilovanja dva nosača elastično 

povezana Winkler-ovim slojem pojavio se sa ciljem utvrđivanja uslova za ponašanje sistema kao 

dinamičkog absorbera u tehničkoj praksi. Matematički model dali su Seelig i Hoppmann [1]. U 

svom radu su istraživali problem impulsivnog dejstva opterećenja na jedan od nosača i dali 

sistem parcijalnih diferencijalnih jednačina koji opisuje njegovo oscilovanje. Dobijenim teorijskim 

i eksperimentalnim rezultatima su potvrdili dovoljno dobru aproksimaciju analitičkog rešenja 

dobijenog za tanke nosače pri malim transverzalnim pomeranjima korišćenjem Euler-Bernoulli-

jeve teorije.  

    Oniszczuk [2, 3] je analizirao problem slobodnih i prinudnih oscilacija dva elastično 

povezana Euler-Bernoulli-jeva nosača. Odredio je analitička rešenja sopstvenih frekvencija, 

amplitudnih funkcija i oblika oscilovanja. Razmotrio je uticaj krutosti elastičnog međusloja na 

frekvencije i amplitude sistema. Odredio je uslove za nastanak rezonancije i ponašanje sistema 

kao dinamičkog absorbera. 

Analizu sistema dva povezana nosača nastavili su Zhang i  [4,5] razmatrajući

problem slobodnih i prinudnih oscilacija dva elastično povezana nosača Euler-Bernoulli-jevog 

tipa sa uticajima pritisnih aksijalnih sila. Prikazali su analitička rešenja prirodnih frekvencija 

sistema u funkciji uticaja pritisnih aksijalnih sila kao i njihovo dejstvo na amplitude oscilovanja. 

Odredili su zavisnost odnosa kritične sile sistema i Euler-ove kritične sile u funkciji aksijalne sile 

drugog nosača.    

      Vu i  [6] su izučavali problem prinudnih prigušenih oscilacija sistema dva elastično

povezana Euler-Bernoulli-jeva nosača. Dali su analitička rešenja parcijalnih diferencijalnih 

jednačina u kojima figuriše faktor prigušenja. Odredili su uticaj prigušenja sitema na oscilacije i 
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amplitude pod prinudnom harmonijskom silom. Njihovi analitički rezultati su pokazali veliko 

slaganje sa eksperimentalnim rezultatima na dinamičkim absorberima koje su izveli Seelig i 

Hoppmann [1]. 

    Li i Hua [7] su koristeći spektralni metod konačnih elelemenata odredili numerička rešenja 

prirodnih frekvencija dva elastično povezana nosača Timoshenkovog tipa za različite slučajeve 

oslanjanja. Odredili su oblike oscilovanja i amplitudno-frekventnu zavisnost u slučaju prinudnih 

oscilacija sistema.    

    Izučavanje oscilacija sistema složenih struktura koji se u tehničkoj praksi sreću kao fizički 

modeli armatura, spregnutih nosećih konstrukcija u mašinstvu i višespratnih objekata u 

građevinarstvu, pronašli su značajno mesto u oblastima ispitivanja mnogih istraživača. Ovakve 

strukture, sačinjene od tri i više elastično povezanih elementarnih nosača bili su predmet i 

skorašnjih istraživanja. Razvoj računarskih resursa i primena numeričke matematike na ovakve 

modele doveli su do intenzivnjeg interesovanja grupe naučnika u dvadesetom veku. 

Li i  [8] razmatrali  problem tri elastično povezana nosača Timoshenko vog

tipa. Numerički su odredili prirodne frekvencije za različite tipove oslanjanja, osnovne oblike 

oscilovanja i uticaj krutosti elastičnih međuslojeva na oscilacije sistema. Kelly i Srinivas [9] su 

razmatrali problem više elastično povezanih Euler-ovih tipova nosača. Odredili su prirodne 

frekvencije i osnovne oblike oscilovanja za slučaj nosača identičnih karakteristika koristeći 

Rayleigh-Ritz-ov numerički metod. Ariaei i  [10] su istraživali problem pokretnog tela po

sistemu više elastično povezanih Timoshenko-vih nosača na elastičnoj podlozi koristeći 

 metod. Zaključili su da se maksimalni ugib sistema nosača smanjuje u slučaju kretanja

tela po nosačima bližih podlozi. Mao [11] je odredio osnovne oblike oscilovanja za prvih deset 

modova sistema više elastično povezanih Euler-ovih tipova nosača na elastičnoj podlozi koristeći 

 metod dekompozicije.

Stojanović i  [12] analizirali su slobodne oscilacije i statičku stabilnost dva

elastično povezana nosača sa uzetim u obzir uticajima inercije rotacije i poprečnog smicanja  Na

primeru su prikazana analitička rešenja prirodnih frekvencija i odre  kritičn  sil  sistema

spregnutih nosača.   
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    Stojanović i Kozić [13] su razmatrali slučaj prinudnh oscilacija dva elastično povezana 

nosača i uticaj pritisnih aksijalnih sila na odnose amplituda oscilacija sistema za tri tipa spoljašnje 

prinudne sile – harmonijska proizvoljno kontinuirana pobuda, harmonijska uniformna 

kontinuirana pobuda i harmonijska koncentrisana pobuda. Odredili su opšte uslove za nastanak 

rezonancije i ponašanja sistema kao dinamičkog absorbera. U radu [14] Stojanović i  su

razmatrali analitičku analizu statičke stabilnost sistema tri elastično povezana nosača 

Timoshenkovog tipa na elastičnoj podlozi. Prikazali su izraze za kritičnu silu sistema pod 

uticajem elastičnih slojeva Winkler-ovog tipa. Stojanović i  [15] su na primeru više

elastično povezanih nosača Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-ovog tipa odredili analitičke oblike 

prirodnih frekvencija, njihovu promenu pod uticajem pritisnih aksijalnih sila i uslove statičke 

stabilnosti za različit broj povezanih nosača. 

    Problemi oscilovanja nosača sa oštećenjem zauzimaju značajno mesto u teorijsko-

eksperimentalnom istraživanju ponašanja dinamičkih sistema. Pojava oštećenja različitih tipova 

u konstrukcijama dovodi do trajnih modifikacija na njima i povećan rizik od loma. Široka 

inženjerska praksa u ovoj oblasti pokrenula je veliki broj istraživača na izučavanje oscilacija 

dinamičkih sistema sa oštećenjem. Christides i Barr [16] eksperimentalno  faktor

uticaja na prirodne frekvencije slobodno oslonjenog nosača sa oštećenjem zatvorenog tipa. 

Dobijenim rezultatima su pokazali da pojava oštećenja snižava prirodne frekvencije sistema. 

Nekoliko istraživanja u oblasti analize nosača sa oštećenjem je sprovedeno na modelu 

promen  kruto  nosača kao posledic  oštećenja i njenim uticajem na prirodne frekvencije,

osnovne oblike oscilovanja i faktor prigušenja u linearnom režimu. Tako su Sinha i  [17]

razvili model prividne promene geometrije nosača na mestu oštećenja. Koristeći eksperimentalno 

određen faktor uticaja na prirodne frekvencije nosača sa oštećenjem koji su objavili Christides i 

Barr [16] za tip zatvorenog kreka, odredili su potrebnu promenu u geometriji nosača na mestu 

oštećenja modelom trougaonog tipa otvorenog oštećenja. Oscilacije ovako formulisanog 

matematičkog modela su ispitivali metodom konačnih elemenata i verifikovali rezultate 

eksperimentalnom proverom istih. Pandey i  [18] su u radu izučavali uticaj oštećenja na

prirodne oblike oscilovanja. 

Jedna grupa istraživača je usmerila dinamičku analizu na detekciju i lokalizaciju

oštećenja. Pojavu najvećih odstupanja od osnovnih oblika oscilovanja, kao jedan od načina, 

koristili su za pronalaženje oštećenja na nosaču. Panteliou i  [19] su koristili promenu

faktora prigušenja za lokalizaciju oštećenja. Značajan broj radova iz oblasti nelinearnih oscilacija 
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oštećenih nosača je potvrdio zainteresovanost istraživača za ovu oblast. Tako su Bikri i 

[20] razmatrali geometrijski nelinearne oscilacije obostrano uklještenog nosača sa  i

pokazali razliku u rezultatima osnovnih oblika oscilovanja između linearnog i nelinearnog 

modela. Andreaus i  [21] su istraživali geometrijski nelinearne oscilacije konzole pod

uticajem harmonijske pobude. odel   kao bilinearni oscilator koji

podrazumeva otvaranje i zatvaranje oštećenja pri oscilovanju. Stojanović i  [22, 50, 51]

su na osnovu dotadašnjih istraživanja iz oblasti nelinearnih oscilacija nosača sa oštećenjem 

razvili novu p-verziju metode konačnih elemenata geometrijski nelinearnih oscilacija ošte enih

nosača Timoshenko vog tipa. Model oštećenja su za razliku od prethodnih tipova formirali tako

da se pored promene u krutosti sistema uzima u obzir promena mase sistema. Prednost nove 

metode je određivanje prirodnih frekvencija sistema sa manjim brojem funkcija 

, odnosno manjim brojem stepeni sloboda oscilovanja. rikazana  pojava

longitudinalnih oscilacija obostrano uklještenog nosača koja se javlja isključivo kao posledica 

nastalog oštećenja.  Izvedeni su numerički eksperimenti na modelu Timoshenkovog tipa nosača, 

tako da su uticaji inercije rotacije i poprečnog smicanja uzeti u obzir kao u slučaju elastično 

povezanih nosača.  Pokazano je da sprezanje izmedju transverzalnih oscilacija i komponentnih 

oscilacija poprečnih preseka dovodi do pojave asimetrije u nelinearnom vremenskom režimu 

oscilovanja. U nelinearnom domenu oscilovanja korišćena je metoda direktne

integracije za rešavanje nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednačina prinudnog oscilovanja 

oštećenog nosača Timoshenko-vog tipa. Na modelu slobodnih nelinearnih oscilacija korišćena je 

 metoda za određivanje tačaka bifurkacija, Stojanović i Ribeiro [23]. Nova p-verzija

metode konačnih elemenata je formirana u okviru matematičkog modela nosača Timoshenkovog 

tipa pa su time određeni uticaji zaokretanja poprečnih preseka (inercija rotacije i poprečno 

smicanje) na geometrijski nelinearne oscilacije nosača manjih i većih debljina. 

1.2 Oscilacije nosača Euler-ovog, Rayleigh-jevog, Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-

ovog tipa 

Euler-Bernoulli-jeva teorija homogenih elastičnih tankih prizmatičnih nosača [2, 3]

podrazumeva da se oscilovanje nosača odvija tako da su poprečni preseci nosača 

uvek upravni na njegovu neutralnu liniju, pri čemu su uticaji inercije rotacije i poprečnog 
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 zanemareni (slika 1.2.2). Teorija daje dobre aproksimacije rešenja pri malim

transverzalnim pomeranjima u slučajevima tankih nosača.  

Slika 1.2.1 Slobodno oslonjeni nosač pod dejstvom aksijalnih pritisnih sila !
i kontinualnih opterećenja "#$%& '()i)"*$%& '(

Slika 1.2.2 Elementarni deo nosača Euler-ovog tipa 

Ako funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu označimo sa)+$,& %& '( i -$,& 
%& '( onda će za prikazane uglove na slici 1.2.2 elementarnog dela nosača sa slike 1.2.1 važiti

sledeće relacije  
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+.$,& %& '( / +.0$%& '( 1 , 2-.0$%& '(2% &)))))-.$,& %& '( / -.0$%& '(&) )$34543(

gde +0$%& '(  i -0$%& '(  predstavljaju longitudinalna i transverzalna pomeranja tačke $6& %& '(
nosača koja pripada osi %. Deformacija u pravcu % ose u funkciji pomeranja i veza između napona

i deformacije po Hooke-ovom zakonu su  

78$,& %& '( / 2+.$,& %& '(2% / 2+.0$%& '(2% 1 , 2*-.0$%& '(2%* &) $34545(

98$,& %& '( / :78$,& %& '(&)))))) )$3454;(

gde je :  Young-ov modul elastičnosti. Jednačine izvodimo na osnovu principa virtuelnog rada za

koji važi 

<=>? @ <=A @ <=BC / 6&)))))) )$3454D(

gde su <=>? & <=A  i <=BC  virtuelni radovi inercijalnih, unutrašnjih i spoljašnjih sila redom.

Virtuelni rad inercijalnih sila je 

<=>? / 1EFG G H2*-.$,& %& '(2'* I-.$,& %& '( @ 2*+.$,& %& '(2'* I+.$,& %& '(J K,K%
L
M

N)LM

O
0

4)))))))))$3454P(

Imajući u vidu relaciju longitudinalnog pomeranja  +.$,& %& '( / +.0$%& '( 1 , QRST$8&U(Q8 , član u 

podintegralnoj funkciji 
QMVS$W&8&U(

QUM I+.$,& %& '(  predstavlja uticaj inercije rotacije. Matematički

model Euler-ovog tipa nosača ne uzima u obzir uticaj inercije rotacije pa ga možemo zanemariti 

u izvođenju talasne jednačine nosača Euler-ovog tipa. Virtuelni rad unutrašnjih sila je oblika 

<=A / 1FG G 98$%& '(I78$%& '(K,K%
L
M

N)LM

O
0

4) $3454X(

Virtuelni rad spoljašnjih sila u transverzalnom pravcu 
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 !"# $ % &'()* +,-./0()* +, 1 2 3./0()* +,3)
3-./0()* +,3) 4 5)6

0
*7

'()* +, $ 7 '8()* +, 9 ':()* +,*777 7(;<=<>,

Zamenom jednačina (1.2.5-1.2.7) u jednačinu (1.2.4) dobijamo 

9?% % @A()* +,-BA()* +,5C5)
D
E
F7DE

9 G?% % 3:./(C* )* +,3+: -./(C* )* +,5C5)777
D
E
F7DE

6
0

6
0

1% &'()* +,-./0()* +, 1 2 3./0()* +,3)
3-./0()* +,3) 4 5)6

0
$ H< 7(;<=<I,

Sukcesivnom primenom Green-ove teoreme na jednačinu (1.2.8) o parcijalnu

jednačinu transverzalnih oscilacija nosača Euler-ovog tipa u obliku

GJ 3:./0()* +,3+: 1 3:
3): KLM#

3:./0()* +,3): N 1 2 3:./0()* +,3): $ ' ()* +,! 7(;<=<O,

 Rayleigh-jeva teorija homogenih elastičnih tankih prizmatičnih nosača podrazumeva da 

se kretanja tačaka nosača odvijaju tako da su poprečni preseci nosača kao u slučaju Euler-ovog 

matematičkog modela uvek upravni na njegovu neutralnu liniju pri deformaciji pri čemu su uticaji 

inercije rotacije uzeti u obzir. Konstitutivne relacije su iste kao uslučaju Euler-ovog tipa nosača 

dok se dinamička jednačina menja i uzima se u obzir član  
PEQR(S*A*T,

PTE -U/(C* )* +,  u izrazu za

virtuelni rad inercijalnih sila. Ako funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu 

označimo sa7UV(C* )* +, i .V(C* )* +, onda će na osnovu položaja tačke nosača  UV(C* )* +,  važiti

sledeće relacije longitudinalnog i transverzalnog pomeranja tačaka nosača Rayleigh-ovog tipa 

UV(C* )* +, $ UV0()* +, 9 C 3.V0()* +,3) *77777.V(C* )* +, $ .V0()* +,*7777777777777777 7777777(;<=<;H,

gde UV0()* +, i .V0()* +, predstavljaju redom longitudinalna i transverzalna pomeranja tačke (H* )* +,
nosača koja pripada osi ). Deformacija u pravcu ) ose u funkciji pomeranja i veza između napona

i deformacije po Hooke-ovom zakonu su  

gde su:    gustina materijala, A površina poprečnog preseka, : Young-ov modul elastičnosti, YC
moment inercije površine poprečnog preseka nosača za osu x i F  aksijalna pritisna sila. 
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78$,& %& '( / 2+Z0$%& '(2% 1 , 2*-Z0$%& '(2%* &))))))))))) )$345433(

98$,& %& '( / :78$,& %& '(4) )))))))$345435(

Virtuelni rad inercijalnih sila sada

<=>? / 1EFG G H2*-Z$,& %& '(2'* I-Z$,& %& '( @ 2*+Z$,& %& '(2'* I+Z$,& %& '(J K,K%
L
M

N)LM

O
0

4)))))$34543;(

Virtuelni rad unutrašnjih sila je 

<=A / 1FG G 98$%& '(I78$%& '(K,K%
L
M

N)LM

O
0

4)))))))))) )$34543D(

Virtuelni rad spoljašnjih sila je oblika 

<=BC / G H"$%& '(I-Z0$%& '( @ ! 2-Z0$%& '(2%
2I-Z0$%& '(2% J K%O

0
&)

"$%& '( / )"#$%& '( 1 "*$%& '(&) )))))))$34543P(

Zamenom jednačina (1.2.13-1.2.15) u jednačinu (1.2.4) dobijamo 

1FG G 98$%& '(I78$%& '(K,K%
L
M

N)LM

1 EFG G H2*-Z$,& %& '(2'* I-Z$,& %& '( @ 2*+Z$,& %& '(2'* I+Z$,& %& '(J K,K%
L
M

N)LM

O
0

O
0

@G H"$%& '(I-Z0$%& '( @ ! 2-Z0$%& '(2%
2I-Z0$%& '(2% J K% / 64) )))))$34543X())))))))))))O

0
Primenom Green-ove teoreme na jednačinu (1.2.16) izdvajamo jednačinu transverzalnih oscilacija 

nosača Rayleigh-jevog tipa u obliku 

E[ 2*-Z0$%& '(2'* 1 EYC 2
\-Z0$%& '(2%*)2'* @ 2*

2%* ]:YC
2*-Z0$%& '(2%* ^ @ ! 2*-Z0$%& '(2%* / " $%&  ! """""""#$%&%$'!



      Teorija homogenih elastičnih prizmatičnih nosača Timoshenko-vog tipa predstavlja 

matematički model koji pored uticaja inercije rotacije podrazumeva i uzimanje u obzir uticaje sila 

smicanja koje izazivaju zaokretanje poprečnih preseka nosača. Na osnovu ove pretpostavke uvodi 

se funkcija rotacije poprečnog preseka. Na osnovu elementarnog deformisanog dela nosača sa slike 

1.2.3 slede funkcije pomeranja u sledećem obliku  

()#*+ ,+  ! - ().#,+  ! / *0).#,+  !+"""""""1)#*+ ,+  ! - 1).#,+  !+" """"""""""""#$%&%$2! 

Slika 1.2.3 Elementarni deo nosača Timoshenko-vog tipa 

gde ().#,+  ! , 1).#,+  ! i 0).#,+  ! predstavljaju redom longitudinalna i transverzalna pomeranja 

tačke #3+ ,+  ! nosača koja pripada osi , i ugao između poprečnog preseka deformisanog nosača i 

ose y, slika 1.2.3. Deformacije u pravcu , ose 45 i tangencijalnom pravcu usled sila smicanja 657""su 

oblika 

45#*+ ,+  ! - "" 8().#,+  !8, / * 80).#,+  !8, +" "#$%&%$9! 
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657#*+ ,+  ! - 81).#,+  !8, / 0).#,+  !%" """""""#$%&%&3! 

Pod pretpostavkom da je material izotropan i elastičan, važiće Hooke-ov zakon veze između 

napona  i deformacija 

: ;5<57= - >? 33 @AB : 45657=+ "#$%&%&$! 

gde je G modul klizanja  a @ smicajni faktor. Jednačine kretanja izvodimo na osnovu principa 

virtuelnog rada za koji važi  

CDEF / CDG / CDHI - 3+" """""""#$%&%&&! 

gde su CDEF + CDG  i CDHI  virtuelni radovi inercijalnih, unutrašnjih i spoljašnjih sila redom. 

Virtuelni rad inercijalnih sila je 

CDEF - JKLM M N8O1)#*+ ,+  !8 O P1)#*+ ,+  ! / 8O()#*+ ,+  !8 O P()#*+ ,+  !Q R*R,
S
T

U"ST

V
.

%"""""#$%&%&W! 

Virtuelni rad unutrašnjih sila je  

CDG - JLM M X;5#,+  !P45#,+  ! / <57#,+  !P657#,+  !YR*R,
S
T

U"ST

V
.

%" "#$%&%&Z! 

Virtuelni rad spoljašnjih sila je 

CDHI - M N[#,+  !P1).#,+  ! / \ 81).#,+  !8,
8P1).#,+  !8, Q R,V

.
+"

[#,+  ! - "[]#,+  ! J [O#,+  !%" """""""#$%&%&^! 

Zamenom jednačina (1.2.23-1.2.25) u jednačinu (1.2.22) dobijamo 
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JLM M X;5#,+  !P45#,+  ! / <57#,+  !P657#,+  !YR*R,
S
T

U"ST

V
.

 

JKLM M N8O1)#*+ ,+  !8 O P1)#*+ ,+  ! / 8O()#*+ ,+  !8 O P()#*+ ,+  !Q R*R,
S
T

U"ST

V
.

 

/M N[#,+  !P1).#,+  ! / \ 81).#,+  !8,
8P1).#,+  !8, Q R,V

.
- 3%"" "#$%&%&_! 

Primenom Green-ove teoreme na jednačinu (1.2.26) dobijamo jednačine oscilovanja nosača 

Timoshenko-vog tipa u obliku 

K` 8O1).#,+  !8 O J A`@ a8O1).#,+  !8,O / 80).#,+  !8b c / \ 8O1).#,+  !8,O - [#,+  !+"""" """""""#$%&%&'! 

KdI 8O0).#,+  !8 O J ?dI 8O0).#,+  !8,O / @A`e81).#,+  !8, / 0).#,+  !f - 3%""""""" """""""#$%&%&2! 

      Na osnovu znanja o raspodeli smučućih napona, Timoshenko-vom teorijom nije uzeto u 

obzir da su naponi u krajnjim tačkama poprečnih preseka jednaki nuli pa je korišćen smicajni 

faktor k. Primena Reddy-Bickford-ovog matematičkog modela nosača, prikazanog u referencama 

Reddy-ja [29,30] i Wang-a i drugih [31], podrazumeva aproksimaciju deformacije poprečnog 

preseka nosača u yz ravni po liniji tačaka vrednosti smičućih napona. Time se omogućava tačnija 

naponsko-deformaciona matematička interpretacija u analizi kretanja tačaka nosača i nije 

neophodno korišćenje smicajnog faktora k. Funkcije pomeranja i deformacija su prema ref. [31], 

sledećeg oblika 

(gh#*+ ,+  ! - (gh. #,+  ! / *0gh. #,+  ! J i*j a0gh. #,+  ! / 81gh. #,+  !
8, c+"""""

1gh#*+ ,+  ! - 1gh. #,+  !+"" """""""#$%&%&9! 

45#,+  ! - "" 8(gh. #,+  !
8, / * 80gh. #,+  !

8, J i*j a80gh. #,+  !
8, / 8O1gh. #,+  !

8,O c+"" ""#$%&%W3! 

657#,+  ! - 0gh. #,+  ! / 81gh. #,+  !
8, J k*O a0gh. #,+  ! / 81gh. #,+  !

8, c+"" ""#$%&%W$! 
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gde su i - ZlWmO,"k - Wi, (gh. #,+  ! longitudinalno pomeranje tačke #3+ ,+  ! nosača koja pripada 

osi ,, 1gh. #,+  ! transverzalno pomeranje tačke #3+ ,+  ! nosača koja pripada osi , i 0gh. #,+  ! ugao 

poprečnog preseka nosača na mestu njegovog preseka sa neutralnom linijom u odnosu na osu y 

kao što je prikazano na slici 1.2.4.  Pod pretpostavkom da je material izotropan i elastičan, važi 

Hooke-ov zakon  

: ;5<57= - >? 33 AB : 45657=+ "#$%&%W&! 

gde je G modul klizanja. Jednačine kretanja izvodimo na osnovu principa virtuelnog rada kao u 

prethodnim slučajevima  za koji važi  

CDEF / CDG / CDHI - 3+"" """"""""""""#$%&%WW! 

gde su CDEF+ CDG  i CDHI  virtuelni radovi inercijalnih, unutrašnjih i spoljašnjih sila redom. 

Virtuelni rad inercijalnih sila je 

CDEF - JKLM M N8O1gh#*+ ,+  !8 O P1gh#*+ ,+  ! / 8O(gh#*+ ,+  !8 O P(gh#*+ ,+  !Q R*R,
S
T

U"ST

V
.

%"""#$%&%WZ! 

Slika 1.2.4 Elementarni deo nosača Reddy-Bickford-ovog tipa 
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Virtuelni rad unutrašnjih sila je  

CDG - JLM M X;5#,+  !P45#,+  ! / <57#,+  !P657#,+  !YR*R,
S
T

U"ST

V
.

%" "#$%&%W^! 

Virtuelni rad spoljašnjih sila je 

CDHI - M N[#,+  !P1gh. #,+  ! / \ 81gh. #,+  !
8,

8P1gh. #,+  !
8, Q R,V

.
+"

[#,+  ! - " []#,+  ! J [O#,+  !%" """""""#$%&%W_! 

gde P predstavlja operator varijacije. Zamenom jednačina (1.2.34-1.2.36) u jednačinu (1.2.33) 

dobijamo  

JLM M X;5#,+  !P45#,+  ! / <57#,+  !P657#,+  !YR*R,
S
T

U"ST

V
.

 

JKLM M N8O1gh#*+ ,+  !8 O P1gh#*+ ,+  ! / 8O(gh#*+ ,+  !8 O P(gh#*+ ,+  !Q R*R,
S
T

U"ST

V
.

 

/M N[#,+  !P1gh. #,+  ! / \ 81gh. #,+  !
8,

8P1gh. #,+  !
8, Q R,V

.
- 3%" "#$%&%W2! 

Primenom Green-ove teoreme na jednačinu (1.2.38) dobijamo jednačine oscilovanja nosača Reddy-

Bickford-ovog tipa u sledećem obliku 

nop+.
8p1gh. #,+  !

8,p / noO+O
8p1gh. #,+  !

8,O"8 O / noO+.
8O1gh. #,+  !

8,O / no.+O
8O1gh. #,+  !

8 O / nq]+O
8j0gh. #,+  !

8,"8 O  

/nq]+.
80gh. #,+  !

8, / nqj+.
8j0gh. #,+  !

8,j - [#,+  !+" """""""#$%&%W9! 

noj+.
8j1gh. #,+  !

8,j / no]+O
8j1gh. #,+  !

8,"8 O / no]+.
81gh. #,+  !

8, / nqO+.
8O0gh. #,+  !

8,O  

/nq.+O
8O0gh. #,+  !

8 O / nq.+. 0gh. #,+  ! - 3+ """""""#$%&%Z3! 
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gde su 

nop+. - $
ZZ2 LmriO?+"""noO+O - J $

ZZ2 LmriOK+ "noO+. - J $
23 LAkOms / $

_LAkmj J LAm / \+"

no.+O - LmK+ nq]+O - $
23LmsiK J $

ZZ2 LmriOK+ nq]+. - J $
23 LAkOms / $

_LAkmj J LAm+ 
nqj+. - $

ZZ2 LmriO? J $
23 Lmsi?+ noj+. - $

23 Lmsi? J $
ZZ2 LmriO?+ no]+O - $

ZZ2 LmriOK J $
23 LmsiK+ 

no]+. - $
23 LAkOms J $

_LAkmj / LAm+ nqO+. - J $
ZZ2 LiO?mr / $

Z3 Li?ms J $
$& L?mj+ 

nq.+O - $
ZZ2 LiOKmr J $

Z3 LiKms / $
$& LKmj%""""nq.+. - $

23 LkOAms J $
_LkAmj / LAm%"""""""#$%&%Z$! 

Primena teorije nosača koja uzima u obzir uticaje inercije rotacije i poprečnog smicanja 

(Timoshenko-v i Reddy-Bickford-ov model) daje bolje aproksimacije rešenja što je pogodno u 

analizi nosača većih debljina kod kojih dolazi do zaokretanja poprečnih preseka.  

Slika 1.2.5 Elementarni deo nosača sa poprečnim presecima 

Euler-ovog, Rayleigh-jevog, Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-ovog tipa 
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      Matematički modeli nosača Euler-ovog i Rayleigh-jevog tipa zasnivaju se na pretpostavci 

da su poprečni preseci nosača uvek upravni na neutralnu liniju što nije slučaj kod nosača većih 

debljina. Pored inercije rotacije, modeli Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-ovog tipa uzimaju u 

obzir i uticaje sila smicanja koje utiču na zaokretanje poprečnog preseka nosača. Za razliku od 

Timoshenko-vog tipa modela, Reddy-Bickford-ov model zadovoljava i uslove smicajnih napona na 

graničnim površinama. Na slici 1.2.5 mogu se videti deformacije vlakana poprečnih preseka nosača 

u zavisnosti od tipa korišćenih teorija.   



2 
 Slobodne oscilacije  

i stabilnost sistema dva elastično povezana nosača

2.1   Slobodne oscilacije dva elastično povezana nosača Rayleigh-jevog tipa 

     Analizirajmo uticaj inercije rotacije na slobodne transverzalne oscilacije sistema dva 

elastično povezana nosača slojem Winkler-ovog tipa, Stojanović i  [12]. Neka su dva 

nosača istih dužina l, povezana elastičnim slojem krutosti K. Nosači su na svojim krajevima 

izloženi dejstvu pritisnih aksijalnih sila  ! i  " kao što je prikazano na slici 2.1.1.  

Slika 2.1.1 Sistem dva elastično povezana nosača  

Neka su funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu sistema nosača Rayleigh-

jevog tipa #$!%&' (' )*, +$!%&' (' )*' ,#$"%&' (' )* i +$"%&' (' )*. Analogno relaciji (1.2.10), za sistem 

dva nosača važi 

#$!%&' (' )* - #$!. %(' )* / & 0+$!. %(' )*0( ',,,,,+$!%&' (' )* - +$!. %(' )*', ,,,,,,,,,,,,%12323* 
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#$"%&' (' )* - #$". %(' )* / & 0+$". %(' )*0( ',,,,,+$"%&' (' )* - +$". %(' )*2,,,, %12321* 

Deformacije u pravcu ( ose u funkciji pomeranja i veza između napona i deformacije po Hooke-

ovom zakonu su  

45!%&' (' )* - 0#$!. %(' )*
0( / & 0"+$!. %(' )*0(" ',,,,,45"%&' (' )* - 0#$". %(' )*

0( / & 0"+$". %(' )*0(" ',,,,,%12326* 

75!%&' (' )* - 845!%&' (' )*',,,,,,,,,75"%&' (' )* - 845"%&' (' )*2,,,, %12329* 

Virtuelni rad inercijalnih sila je 

:;<=! - />?!@ @ A0"+$!%&' (' )*0)" B+$!%&' (' )* C 0"#$!%&' (' )*0)" B#$!%&' (' )*D E&E('
FGH
I,FGH

J
.

,, ,%1232K* 

:;<=" - />?"@ @ A0"+$"%&' (' )*0)" B+$"%&' (' )* C 0"#$"%&' (' )*0)" B#$"%&' (' )*D E&E(
FHH
I,FHH

2J
.

, ,%1232L* 

Virtuelni rad unutrašnjih sila je  

:;M! - /?!@ @ 75!%(' )*B45!%(' )*E&E(
FGH
I,FGH

'J
.

,,:;M" - /?"@ @ 75"%(' )*B45"%(' )*E&E(
FHH
I,FHH

2J
.

%1232N* 

Virtuelni rad spoljašnjih sila je 

:;OP! - @ AB+$!. %(' )*Q R+$". %(' )* / +$!. %(' )*S C  ! 0+$!. %(' )*0(
0B+$!. %(' )*0( D E(',,,,,,,,%1232T*J

.
 

:;OP" - @ AB+$". %(' )*Q R+$!. %(' )* / +$". %(' )*S C  " 0+$". %(' )*0(
0B+$". %(' )*0( D E(',,,,,,,,%1232U*J

.
 

Na osnovu principa virtuelnog rada  :;<=< C :;M< C :;OP< - V' W - 3'1, i jednačina (2.1.5-2.1.9) 

dobijamo 
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/?3@ @ 75!%(' )*B45!%(' )*E&E(
X31
I,X31

/J
.

/>?3@ @ A0"+$!%&' (' )*0)" B+$!%&' (' )* C 0"#$!%&' (' )*0)" B#$!%&' (' )*D E&E(,,,,
X31
IX31

J
.

,,,,C@ AB+$!. %(' )*Q R+$". %(' )* / +$!. %(' )*S C  ! 0+$!
. %(' )*
0(

0B+$!. %(' )*0( D E( - V', ,,,%12323V*J
.

/?1@ @ 75"%(' )*B45"%(' )*E&E(
X11
I,X11

/J
.

/>?1@ @ A0"+$"%&' (' )*0)" B+$"%&' (' )* C 0"#$"%&' (' )*0)" B#$"%&' (' )*D E&E(
X11
I,X11

J
.

,,,,,,,,,,,C@ AB+$". %(' )*Q R+$!. %(' )* / +$". %(' )*S C  " 0+$". %(' )*0(
0B+$". %(' )*0( D E( - V2,,,,%123233*J

.

Sukcesivnom primenom Green-ove teoreme na izraze (2.1.10-2.1.11) dobijamo jednačine 

transverzalnih oscilacija sistema elastično povezanih nosača Rayleigh-jevog tipa u obliku 

>Y! 0
"+$!. %(' )*0)" / >ZP! 0

[+$!. %(' )*0("\0)" C 8ZP! 0
[+$!. %(' )*0([ C  ! 0

"+$!. %(' )*0("
CQ R+$!. %(' )* / +$". %(' )*S - V',,,,, ,%123231*

>Y" 0
"+$". %(' )*0)" / >ZP" 0

[+$". %(' )*0("\0)" C 8ZP" 0
[+$". %(' )*0([ C  " 0

"+$". %(' )*0("
,CQ R+$". %(' )* / +$!. %(' )*S - V',, ,%123236*

gde su   gustina materijala, A površina poprečnog preseka, 8 Young-ov modul elastičnosti, ZP
moment inercije površine poprečnog preseka nosača za osu x. Početni i granični uslovi sistema 

dva elastično povezana slobodno oslonjena nosača Reyleigh-jevog tipa su 

+$<. %(' V* - +WV%(* ',,,,,,,E+$!. %(' V*E) - ]WV%(*' ,%123239*
+$<. %V' )* - E"+$!. %V' )*E(" - E"+$!. %^' )*E(" - +$<. %^' )* - V',,,,W - 3'12, ,%12323K*
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Smatrajući da je kretanje tačaka nosača harmonijsko, rešenja jednačina (2.1.12) i (2.1.13) 

pretpostavljamo u obliku proizvoda funkcija 

+$<. %(' )* -,_ `a%(*bWa%)*',,,,,,,,,,W - 3'1'
c

a-3
, ,,%12323L*

gde je Tin(t)  nepoznata vremenska funkcija a Zn(z) funkcija osnovnih oblika oscilovanja 

`=%(* - def%g=(*',,,,,,, ,g= - ah ^',,,,,,,,,a - 3'1'6' i, ,,,,,,,,,,%12323N*j

Zamenom pretpostavljenih rešenja (2.1.16) u jednačine transverzalnih oscilacija sistema dva 

elastično povezana nosača Rayleigh-jevog tipa (2.1.12) i (2.1.13) dobijamo sistem dve 

diferencijalne jednačine u obliku 

_kl! E
"b!=E)" C %m! /  !n!*b!= /o!b"=p `= - V

q

=r!
', ,,,,,,,,,,%12323T*

_ kl" E
"b"=E)" C %m" /  "n"*b"= /o"b!=p `= - V

q

=r!
', ,,,,,,,,,,%12323U*

gde su uvedene sledeće smene, W - 3 ' 1

l< - 3 C st<" g="' ,,m< - su<" g=[ Co< ',,,,o< - Q
>Y< ',,,n< -

g=">Y< ',,,st< - vZ<Y< ' su< - v8Z<>Y<2
Rešenja diferencijalnih jednačina (2.1.18) i (2.1.19) možemo pretpostaviti u sledećem obliku 

b!= - s=wxyz{ ',,,,,,,,b"= - |=wxyz{ ',,,,,,,,} - ~/3', ,%12321V*

gde je �= prirodna frekvencija sistema. Ako zamenimo izraz (2.1.20) u jednačine (2.1.18) i (2.1.19)

dobijamo sistem homogenih algebarskih jednačina  

%m! /  !n! / l!�="*s= / o!|= - V',,,,,,, ,%123213*
%m" /  "n" / l"�="*|= / o"s= - V2,,,,,, ,%123211*
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Sistem algebarskih jednačina (2.1.21) i (2.1.22) ima netrivijalna rešenja kada je determinanta 

matrice sistema jednaka nuli. Iz tog uslova dobijamo karakterističnu jednačinu sistema u obliku 

polinoma četvrtog stepena   

l!l"�=[ / %m!l" Cm"l! /  !n!l" /  "n"l!*�=" C %m! /  !n!*%m" /  "n"* / o!o" - V2,,,%123216* 

Karakteristična jednačina %123216* ima dva različita pozitivna realna korena  

�=!" - l"%m! /  !n!* C l!%m" /  "n"*1l!l"  

/ 3
1l!l"��l"%m! /  !n!* / l!%m" /  "n"*�" C 9l!l"o!o"' %123219* 

�="" - l"%m! /  !n!* C l!%m" /  "n"*1l!l"  

C 3
1l!l"��l"%m! /  !n!* / l!%m" /  "n"*�" C 9l!l"o!o",2 ,%12321K* 

Odnosi amplituda modova oscilovanja za svaku od frekvencija �=!' �=", su  

�=< - s=|= -
o!m! /  !n! / l!�=<"

- m" /  "n" / l"�=<"o" ',,,W - 3'12,, ,%12321L* 

Opšte rešenje sistema diferencijalnih jednačina (2.1.18) i (2.1.19) je oblika 

b!=%)* - s!=wxyzG{ C s"=wIxyzG{ C s�=wxyzH{ C s[=wIxyzH{ ', ,,%12321N* 

b"=%)* - |!=wxyzG{ C |"=wIxyzG{ C |�=wxyzH{ C |[=wIxyzH{', ,%12321T* 

odnosno 

b!=%)* -_�Y=<def%�=<)* C �=<��d%�=<)*�
"

<r!
', ,,,,,,,,,,%12321U* 

b"=%)* -_�=<�Y=<def%�=<)* C �=<��d%�=<)*�
"

<r!
', ,,,,,,,,,,%12326V* 
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gde su Y=< i �=< (i = 1, 2) nepoznate konstante. Rešenja sistema parcijalnih diferencijalnih 

jednačina %123231* i %123236* slobodnih transverzalnih oscilacija sistema dva elastično povezana 

slobodno oslonjena nosača pod uticajima inercije rotacije su oblika 

+$!. %(' )* -,_ `a%(*b3a%)* - _ def%ga(*_�YaWdef%�aW)*C �aW��d%�aW)*�
1

W-3
'

c

a-3

c

a-3
, ,%123263* 

+$". %(' )* -,_ `a%(*b1a%)* - _ def%ga(*_�aW�YaWdef%�aW)*C �aW��d%�aW)*�
1

W-3

c

a-3

c

a-3
2,,,,,,%123261* 

Nepoznate konstante Y=< i �=< (i = 1, 2) određujemo iz početnih uslova %123239* korišćenjem 

uslova ortogonalnosti funkcija u obliku  

@ `=`�E� - @ def%g=(*
J
.

J
.

def%g�(*�( - �:=�,',,,, ,%123266* 

� - @ `="E� - @ �def%g=(*�"�( - ^
1

J
.

J
.

' 

gde je :=� je Kronecker-ova delta funkcija. Ako početne uslove (2.1.14) unesemo u izraze (2.1.31) 

i (2.1.32)  dobijamo 

+$!. %(' V* - +3V%(* - _ def%ga(*_�aW
1

W-Z
',

c

a-3

+$". %(' V* - +1V%(* - _ def%ga(*_�aW�aW
1

W-Z
', ,,%123269*

c

a-3
 

E+�3V %(' V*E) - ]!.%(* - _ def%g=(*_�=<Y=<
"

<r�
',

q

=r!
E+�1V %(' V*E) - ]".%(* - _ def%g=(*_�=<�=<Y=<

"

<r�
2

q

=r!
, ,,,,,,,,,,%12326K* 

Množenjem izraza (2.1.34) i (2.1.35) sopstvenom funkcijom `=, integracijom po promenljivoj z od 

0 do l i korišćenjem uslova ortogonalnosti (2.1.33) dobijamo 
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1
^ @ +!.

J
.

def%g=(* E( -_�=<
"

<r�
',,,,, 1

^ @ +".
J
.

def%g=(* E( -_�=<�=< '
"

<r�
,, ,,,,,,,,,,%12326L* 

1
^ @ ]!.

J
.

def%g=(* E( -_�=<Y=<
"

<r�
', 1

^ @ ]".
J
.

def%g=(* E( -_�=<�=<Y=< 2
"

<r�
,,,,,,,%12326N* 

Nakon rešavanja sistema jednačina (2.1.36)  i (2.1.37) nepoznate konstante određujemo u 

obliku  

Y=! - 1
�=!%�=" / �=!*^ @ %]!.�=" / ]".* def%g=(* �('

J
.

,,,,,,,,,,%12326T* 

Y=" - 1
�="%�=! / �="*^ @ %]".�=! / ]!.* def%g=(* �(' ,%12326U*J

.
 

�=! - 1
%�=" / �=!*^ @ %+!.�=" / +".* def%g=(* �('

J
.

,,,,,,,,,,%12329V* 

�=" - 1
%�=! / �="*^ @ %+!.�=! / +".* def%g=(* �(2 ,%123293*J

.
 

2.2  Slobodne oscilacije dva elastično povezana nosača Timoshenko-vog tipa 

Razmotrimo uticaje inercije rotacije i poprečnog smicanja na slobodne transverzalne oscilacije 

sistema dva elastično povezana nosača slojem Winkler-ovog tipa, Stojanović i  [12]. 

Neka su kao u slučaju Rayleigh-jevog modela nosači istih dužina l, povezani elastičnim slojem 

krutosti K. Nosači su na svojim krajevima izloženi dejstvu pritisnih aksijalnih sila  ! i  ", slika 

2.1.1. Neka su funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu kao i ugao 

zaokretanja poprečnog preseka #�!%&' (' )*, +�!%&' (' )*' � .�!%(' )*' # �"%&' (' )*, +�"%&' (' )* i 
�.�"%(' )*2 Analogno relaciji (1.2.18), sada za sistem dva nosača važe jednačine pomeranja 

#�!%&' (' )* - #�!. %(' )* C &��!. %(' )*',,,,,,,+�!%&' (' )* - +�!. %(' )*', %12123* 
#�"%&' (' )* - #�". %(' )* C &��". %(' )*',,,,,,,+�"%&' (' )* - +�". %(' )*2, %12121* 
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Deformacije u funkciji pomeranja i veze između napona i deformacije po Hooke-ovom zakonu su 

45!%(' )* - ,, 0#�!
. %(' )*
0( C & 0��!. %(' )*

0( ' ,,,,�5�!%(' )* - 0+�!. %(' )*0( C ��!. %(' )*',,,,,,,,,,,,,,%12126* 
45"%(' )* - ,, 0#�"

. %(' )*
0( C & 0��". %(' )*

0( ' ,,,,�5�"%(' )* - 0+�". %(' )*0( C � !" #$% &'%(((((((((((((#)*)*+' 
, -./0.1/2 3 45 66 789 ,

:./;.1/2 % , -.!0.1!2 3 45 66 789 ,
:.!;.1!2* (#)*)*<' 

Virtuelni rad inercijalnih sila je 

=>?@/ 3 ABC/D D EF!G /#H% $% &'F&! IG /#H% $% &' J F!K /#H% $% &'F&! IK /#H% $% &'L MHM$%
NOP
Q(NOP

R
"

(((#)*)*S' 

=>?@! 3 ABC!D D EF!G !#H% $% &'F&! IG !#H% $% &' J F!K !#H% $% &'F&! IK !#H% $% &'L MHM$
NPP
Q(NPP

*R
"

((#)*)*T' 

Virtuelni rad unutrašnjih sila je  

=>U/ 3 AC/D D V-./#$% &'I:./#$% &' J 0.1/#$% &'I;.1/#$% &'WMHM$
NOP
Q(NOP

R
"

%( (((((#)*)*X' 

=>U! 3 AC!D D V-.!#$% &'I:.!#$% &' J 0.1!#$% &'I;.1!#$% &'WMHM$*
NPP
Q(NPP

R
"

( (((((#)*)*Y' 

Virtuelni rad spoljašnjih sila je oblika 

=>Z[/ 3 D EIG /" #$% &'\ ]G !" #$% &' A G /" #$% &'^ J _/ FG /" #$% &'F$
FIG /" #$% &'F$ L M$%((((((#)*)*`6'R

"
 

=>Z[! 3 D EIG !" #$% &'\ ]G /" #$% &' A G !" #$% &'^ J _! FG !" #$% &'F$
FIG !" #$% &'F$ L M$%((((((#)*)*``'R

"
 

Zamenom jednačina (2.2.6-2.2.11) u opštu jednačinu principa virtuelnog rada  =>?@? J =>U? J
=>Z[? 3 6% a 3 `%)( dobijamo 
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AC/D D V-./#$% &'I:./#$% &' J 0.1/#$% &'I;.1/#$% &'WMHM$ A
NOP
Q(NOP

R
"

 

ABC/D D EF!G /#H% $% &'F&! IG /#H% $% &' J F!K /#H% $% &'F&! IK /#H% $% &'L MHM$ J
NOP
Q(NOP

R
"

 

JD EIG /" #$% &'\ ]G !" #$% &' A G /" #$% &'^ J _/ FG /" #$% &'F$
FIG /" #$% &'F$ L M$ 3 6% #)*)*`)'R

"
 

AC!D D V-.!#$% &'I:./#$% &' J 0.1!#$% &'I;.1!#$% &'WMHM$ A
NPP
Q(NPP

R
"

 

ABC!D D EF!G !#H% $% &'F&! IG !#H% $% &' J F!K !#H% $% &'F&! IK !#H% $% &'L MHM$ J
NPP
Q(NPP

R
"

 

JD EIG !" #$% &'\ ]G /" #$% &' A G !" #$% &'^ J _! FG !" #$% &'F$
FIG !" #$% &'F$ L M$ 3 6*(((#)*)*`b'R

"
 

Sukcesivnom primenom Green-ove teoreme na izraze (2.2.12-2.2.13) dobijamo jednačine 

oscilovanja sistema elastično povezanih nosača Timoshenko-vog tipa u obliku 

Bc/ F
!G /" #$% &'F&!

A 8c/7 dF
!G /" #$% &'F$! J Fe /" #$% &'

Ff g J _/ F
!G /" #$% &'F$! J \]G /" #$% &' A G !" #$% &'^ 3 6% #)*)*`+'((

Bh[/ F
!e /" #$% &'
F&! A 5h[/ F

!e /" #$% &'
F$! J 8c/7 iFG /" #$% &'F$ J e /" #$% &'j 3 6%(((((((((((((((((#)*)*`<' 

Bc! F
!G /" #$% &'F&!

A 8c!7 dF
!G !" #$% &'F$! J Fe !" #$% &'

Ff g J _! F
!G !" #$% &'F$! J \]G !" #$% &' A G /" #$% &'^ 3 6% #)*)*`S' 

Bh[! F
!e !" #$% &'
F&! A 5h[! F

!e !" #$% &'
F$! J 8c!7 iFG !" #$% &'F$ J e !" #$% &'j 3 6%(((((((((((((((#)*)*`T' 

Početni i granični uslovi sistema dva elastično povezana slobodno oslonjena nosača

Timoshenko-vog tipa su 
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G ?" #$% 6' 3 Gk a6#$' %(((MG ?" #$% 6'M& 3 lka6#$'%(((ema6 #$% 6' 3 en o6#$' % Mema6 #$% 6'M& 3 pna6#$'%(((((#)*)*`X' 
G ?" #6% &' 3 M)G ?" #6% &'M$! 3 M)G ?" #q% &'M$! 3 G ?" #q% &' 3 6%((((a 3 `%)%((( (#)*)*`Y' 

Me ?" #6% &'M$ 3 Me ?" #q% &'M$ 3 6%((((a 3 `%)*(((((( (#)*)*)6' 

Smatrajući da je kretanje tačaka nosača harmonijsko, rešenja jednačina (2.2.14-2.2.17) 

pretpostavljamo u obliku proizvoda funkcija 

G ?" #$% &' 3(r st#$'mnat#&'%((((((ema6 #$% &' 3(rut#$'mnat#v'#&'%
w

t3`
((a 3 `%)%

w

t3`
((( ((#)*)*)`' 

gde su mx?@#&' i mx?@#y'#&' nepoznate funkcije vremena a funkcije s@#$' i(u@#$' funkcije osnovnih 

oblika oscilovanja  

s@#$' 3 zo{#7@$'%((((u@#$' 3 |}z#7@$'% ((((((7@ 3 t~ q%(((((((((t 3 `%)%b% �((((((#)*)*))'�  

Zamenom pretpostavljenih rešenja (2.2.21) u jednačine transverzalnih oscilacija sistema dva 

elastično povezana nosača Timoshenko-vog tipa (2.2.14-2.2.17) dobijamo sistem četiri 

diferencijalne jednačine drugog reda u obliku  

�
c/B 6 6 66 c!B 6 66 6 h/B 66 6 6 h!B

�
��
�
��
mx�/@#&'
mx�!@#&'
mx�/@#y'#&'
mx�!@#y'#&'��

�
�� J(((((( (((( #)*)*)b' 

J
��
��
�c/877@! A _/7@! J \ A\ c/877@ 6

A\ c!877@! A _!7@! J \ 6 c!877@c/877@ 6 c/87 J 5h/7@! 6
6 c!877@ 6 c!87 J 5h!7@!��

��
�

��
�
�� mx/@#&'mx!@#&'mx/@#y'#&'
mx!@#y'#&'��

�
�� 3 �

6666
�* 

Rešenja sistema jednačina (2.2.23) pretpostavljamo u sledećem obliku  

mx/@ 3 ��@���k�� %(((mx!@ 3 �n@���k�� %(((mx/@#y'#&' 3 ��@#y'���k�� %(((((mx!@#y'#&' 3 �n@#y'���k�� % � 3 �A`*((#)*)*)+'  
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Ako zamenimo pretpostavljena rešenja #)*)*)+' u sistem jednačina #)*)*)b' dobijamo sistem 

algebarskih jednačina koji ima netrivijalnih rešenja kada je determinanta sistema 

jednaka nuli 

��
��
�c/877@! A c/B�k@! A _/7@! J \ A\ c/877@ 6

A\ c!877@! A c!B�k@! A _!7@! J \ 6 c!877@c/877@ 6 c/87 J 5h/7@! A h/B�k@! 6
6 c!877@ 6 c!87 J 5h!7@! A h!B�k@!��

��
�

��
�
�� ��@�n@��@#y'
�n@#y'��

�
�� 3 �

6666
�%

#)*)*)<' 

Karakterističnu jednačinu sistema #)*)*)<' dobijamo iz uslova o egzistenciji netrivijalnih rešenja 

u obliku polinoma osmog stepena. Ako uvedemo smenu   � 3 �k@!, frekventna jednačina je

 �¡ J ¢£/ �¤ J ¢£! �! J ¢£¤ � J ¢£¡ 3 6*(( (#)*)*)S' 

Konstante ¢£/% ¢£!% ¢£¤ i ¢£¡ date su u prilogu 2.2.1 (http://www.2shared.com/file/tcb0znSv/prilog_221.html). 

Polinom četvrtog stepena može se faktorizovati u sledećem obliku 

¥ �! J ¦§/ � J §̈/©¥ ! J ¦§! � J §̈!© 3 6% (#)*)*)T' 
gde su 

ª¦§/¦§!« 3
/
! E¢£/ ¬¢£/! A +¢£! J +®§/L% 

ª §̈/§̈!« 3
/
! E®§/ ¬ ¢£/®§/ A )¢£¤

¯¢£/! A +¢£! J +®§/L* 

U izrazima ®§/ predstavlja jedan od korena jednačine trećeg stepena 

®§¤ A ¢£!®§! J #¢£/¢£¤ A +¢£¡'®§ J #+¢£!¢£¡ A ¢£¤! A ¢£/!¢£¡' 3 6*( ((#)*)*)X' 

Posle faktorizacije jednačine (2.2.26) rešenja možemo napisati u obliku kvadrata prirodnih 

frekvencija 
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�k@/! 3  �/ 3 A¦§/) (A °¦§/!+ A §̈/% (((((((�k@!! 3  �! 3 A¦§!) A °¦§!!+ A §̈!(%(

�k@¤! 3  �¤ 3 A¦§!) J °¦§!!+ A §̈!%( �k@¡! 3  �¡ 3 A¦§/) J °¦§/!+ A §̈/(*( (#)*)*)Y' 

Tri korena jednačine (2.2.28) su 

®§/ 3 ¢£! b� J )A±x|}z¥²x b� ©%  
®§! 3 ¢£! b� J )A±x|}zV¥²x J )~© b� W% (#)*)*b6' 
®§¤ 3 ¢£! b� J )A±x|}zV¥²x J +~© b� W% 

gde su 

²x 3 ¢³´Q/ dµ� A±x¤¶ g%( ±x 3 A/
·#¢£!! A b¢£/¢£¤ J `)¢£¡'%

µ� 3 /
¸¡#)¢£!¤ A Y¢£/¢£!¢£¤ J )T¢£¤! J )T¢£/!¢£¡ A T)¢£!¢£¡'* 

Izborom jednog od tri korena iz izraza (2.2.30) dobijamo jedinstvena rešenja jednačine (2.2.26)*(
Amplitud određujemo iz jednačine #)*)*)<' za svaku od frekvencija, prilog 2.2.2 (http://

www.2shared.com/file/4_8DxOgf/prilog_222.html). Opšte rešenje sistema diferencijalnih jednačina (2.2.23) je 

oblika 

mx/@#&' 3 ��/@���k�O� J ��!@�Q��k�O� J ��¤@���k�P� J ��¡@�Q��k�P�% (#)*)*b`' 
mx!@#&' 3 �n/@���k�O� J �n!@�Q��k�O� J �n¤@���k�P� J �n¡@�Q��k�P� % (#)*)*b)' 

mx/@#y'#&' 3 ��/@#y'���k�¹� J ��!@#y'�Q��k�¹� J ��¤@#y'���k�º� J ��¡@#y'�Q��k�º�% (#)*)*bb' 
mx!@#y'#&' 3 �n/@#y'���k�¹� J �n!@#y'�Q��k�¹� J �n¤@#y'���k�º� J �n¡@#y'�Q��k�º�% (#)*)*b+' 

odnosno  

mx/@#&' 3rVc�@?zo{#�k@?&' J »x@?|}z#�k@?&'W
!

?¼½
%( ((((((((((#)*)*b<' 
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mx!@#&' 3r¾§@?Vc�@?zo{#�k@?&' J »x@?|}z#�k@?&'W
!

?¼½
%( ((((((((((#)*)*bS' 

mx/@#y'#&' 3 rVc�@¿zo{¥�k@¿&© J »x@¿|}z¥�k@¿&©W
¡

¿¼¤
%( ((((((((((#)*)*bT' 

mx!@#y'#&' 3 r¾§@¿Vc�@¿zo{¥�k@¿&© J »x@¿|}z¥�k@¿&©W%
¡

¿¼¤
((((((((((#)*)*bX' 

gde su c�@?,(»x@?, c�@¿ i »x@¿ (i = 1, 2; g=3, 4;) nepoznate konstante. Rešenja sistema parcijalnih 

diferencijalnih jednačina slobodnih transverzalnih oscilacija sistema dva elastično povezana 

slobodno oslonjena nosača uzimajući u obzir uticaje inercije rotacije i poprečnog smicanja su 

oblika 

G /" #$% &' 3(r st#$'mn`t#&' 3 r zo{#7t$'rVcntazo{#�kta&'J »nta|}z#�kta&'W
)

a3`
%

w

t3`

w

t3`
(((( ((#)*)*bY' 

G !" #$% &' 3(r st#$'mn)t#&' 3 r zo{#7t$'r¾ktaVcntazo{#�kta&'J »nta|}z#�kta&'W
)

a3`

w

t3`

w

t3`
*((((((((#)*)*+6' 

e /" #$% &' 3 (ru@#$'mx/@#y'#&' 3 r |}z#7@$'rVc�@¿zo{¥�k@¿&© J »x@¿|}z¥�k@¿&©W
¡

¿¼¤
%

À

@¼/

À

@¼/
((((((#)*)*+`' 

e !" #$% &' 3 (ru@#$'mx!@#y'#&' 3 r |}z#7@$'r ¾§@¿Vc�@¿zo{¥�k@¿&© J »x@¿|}z¥�k@¿&©W
¡

¿¼¤

À

@¼/

À

@¼/
* #)*)*+)' 

Nepoznate konstante c�@?,((»x@?, c�@¿ i »x@¿ (i = 1, 2; g=3, 4)  određujemo na osnovu početnih 

uslova #)*)*`X' korišćenjem uslova ortogonalnosti trigonometrijskih funkcija  

D s@sÁMf 3 D zo{#7@$'
R
"

R
"

zo{#7Á$'Â$ 3 ¢=@Á(%

¢ 3 D s@!Mf 3 D Ãzo{#7@$'Ä!Â$ 3 q
)

R
"

R
"

% ¢ 3 D u@!M$ 3 D Ã|}z#7@$'Ä!Â$ 3 q
)

R
"

R
"

*((((#)*)*+b' 

gde je =@Á Kronecker-ova delta funkcija. Ako zamenimo početne uslove (2.2.18) u izraze 

#)*)*bY A )*)*+)'  dobijamo 
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G /" #$% 6' 3 Gk`6#$' 3 r zo{#7t$'r»nta
)

a3`
%G !" #$% 6' 3 Gk)6#$' 3 r zo{#7t$'r¾kta»nta

)

a3`

w

t3`
(%((

w

t3`

GÅ  /" #$% 6' 3 lk`6#$' 3 r zo{#7t$'r�ktacnta
)

a3`
%GÅ  !" #$% 6' 3 lk)6#$' 3 r zo{#7t$'r¾kta�ktacnta

)

a3`
(

w

t3`
%((((

w

t3`

e /" #$% 6' 3 ex/"#$' 3 r |}z#7@$'r»x@¿
¡

¿¼¤
% e !" #$% 6' 3 ex!"#$' 3 r |}z#7@$'r ¾§@¿»x@¿%

¡

¿¼¤

À

@¼/

À

@¼/

eÅ /" #$% 6' 3 pn/"#$' 3 r |}z#7@$'r�k@¿c�@¿
¡

¿¼¤
% eÅ !" #$% 6' 3 pn!"#$' 3 r |}z#7@$'r ¾§@¿�k@¿c�@¿

¡

¿¼¤
*

À

@¼/
(

À

@¼/
#)*)*++' 

Množenjem izraza (2.2.44) odgovarajućim sopstvenim funkcijima s@, odnosno u@ integracijom po 

promenljivoj z od 0 do l  i korišćenjem uslova ortogonalnosti (2.2.43) dobijamo 

)
q D Gk/"

R
"

zo{#7@$' M$ 3r»x@?
!

?¼/
%(((((( )

q D Gk!"
R
"

zo{#7@$' M$ 3r¾§@?»x@? %
!

?¼/
( ((((((((((#)*)*+<' 

)
q D l§/"

R
"

zo{#7@$' M$ 3r�k@?c�@?
!

?¼/
%( )

q D l§!"
R
"

zo{#7@$' M$ 3r¾§@?�k@?c�@? %(((
!

?¼/
((((#)*)*+S' 

)
q D ex/"

R
"

|}z#7@$' M$ 3 r»x@¿
¡

¿¼¤
%(((( )

q D ex!"
R
"

|}z#7@$' M$ 3 r¾§@¿»x@¿%
¡

¿¼¤
(((((((((#)*)*+T' 

)
q D pn/"

R
"

|}z#7@$' M$ 3 r�k@¿c�@¿
¡

¿¼¤
%(((((((()q D pn!"

R
"

|}z#7@$' M$ 3 r¾§@¿�k@¿c�@¿*
¡

¿¼¤
(#)*)*+X' 

Nakon rešavanja sistema jednačina (2.2.45-2.2.48) nepoznate konstante dobijamo u sledećem obliku  

c�@/ 3 )
�k@/#¾§@! A ¾§@/'q D #l§/"¾§@! A l§!"' zo{#7@$' Â$%

R
"

c�@! 3 )
�k@!#¾§@/ A ¾§@!'q D #l§!"¾§@/ A l§/"' zo{#7@$' Â$%

R
"

»x@/ 3 )
#¾§@! A ¾§@/'q D #Gk/"¾§@! A Gk!"' zo{#7@$' Â$%

R
"

»x@! 3 )
#¾§@/ A ¾§@!'q D #Gk/"¾§@/ AGk!"' zo{#7@$' Â$%

R
"

c�@¤ 3 )
�k@¤#¾§@¡ A ¾§@¤'q D ¥pn/"¾§@¡ A pn!"© |}z#7@$' Â$%

R
"

c�@¡ 3 )
�k@¡#¾§@¤ A ¾§@¡'q D ¥pn!"¾§@¤ A pn/"© |}z#7@$' Â$%

R
"

»x@¤ 3 )
#¾§@¡ A ¾§@¤'q D ¥pn/"¾§@¡ A pn!"© |}z#7@$' Â$%

R
"

»x@¡ 3 )
#¾§@¤ A ¾§@¡'q D ¥pn/"¾§@¤ A pn!"© |}z#7@$' Â$*

R
"

((#)*)*+Y' 

2.3   Slobodne oscilacije dva elastično povezana nosača Reddy-Bickford-ovog tipa 

       Neka su kao u slučaju Timoshenko-vog modela nosači istih dužina l, povezani elastičnim 

slojem krutosti K. Nosači su na svojim krajevima izloženi dejstvu aksijalnih sila _/ i _!, slika 
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2.1.1. Označimo funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu kao i ugao 

zaokretanja poprečnog preseka nosača na neutralnoj liniji KÆÇ/#H% $% &', 
GÆÇ/#H% $% &'% (eÆÇ/" #$% &'% (KÆÇ!#H% $% &', GÆÇ!#H% $% &' i eÆÇ!" #$% &'* Analogno relaciji #`*)*)Y', za 

sistem dva nosača važe jednačine pomeranja 

KÆÇ/#H% $% &' 3 KÆÇ/" #$% &' J HeÆÇ/" #$% &' A ¾H¤ deÆÇ/" #$% &' J FGÆÇ/" #$% &'
F$ g%(((

GÆÇ/#H% $% &' 3 GÆÇ/" #$% &'%((( #)*b*`' 

KÆÇ!#H% $% &' 3 KÆÇ!" #$% &' J HeÆÇ!" #$% &' A ¾H¤ deÆÇ!" #$% &' J FGÆÇ!" #$% &'
F$ g%(((

GÆÇ!#H% $% &' 3 GÆÇ!" #$% &'*((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((#)*b*)' 
Deformacije u funkciji pomeranja i veze između napona i deformacije po Hooke-ovom zakonu su 

:./#$% &' 3 (( FKÆÇ/
" #$% &'
F$ J H FeÆÇ/" #$% &'

F$ A ¾H¤ dFeÆÇ/" #$% &'
F$ J F!GÆÇ/" #$% &'

F$! g%(( (#)*b*b' 

;.1/#$% &' 3 eÆÇ/" #$% &' J FGÆÇ/" #$% &'
F$ A ÈH! deÆÇ/" #$% &' J FGÆÇ/" #$% &'

F$ g%( (#)*b*+' 

:.!#$% &' 3 (( FKÆÇ!
" #$% &'
F$ J H FeÆÇ!" #$% &'

F$ A ¾H¤ dFeÆÇ!" #$% &'
F$ J F!GÆÇ!" #$% &'

F$! g%(( (#)*b*<' 

;.1!#$% &' 3 eÆÇ!" #$% &' J FGÆÇ!" #$% &'
F$ A ÈH! deÆÇ!" #$% &' J FGÆÇ!" #$% &'

F$ g%( (#)*b*S' 

, -./0.1/2 3 45 66 89 ,
:./;.1/2 % , -.!0.1!2 3 45 66 89 ,

:.!;.1!2* (#)*b*T' 

Virtuelni rad inercijalnih sila je 

=>?@/ 3 ABC/D D EF!GÆÇ/#H% $% &'F&! IG /#H% $% &' J F!KÆÇ/#H% $% &'F&! IK /#H% $% &'L MHM$%
NOP
Q(NOP

R
"

(((#)*b*X' 

=>?@! 3 ABC!D D EF!GÆÇ!#H% $% &'F&! IG !#H% $% &' J F!KÆÇ!#H% $% &'F&! IK !#H% $% &'L MHM$
NPP
Q(NPP

*R
"

((#)*b*Y' 

Virtuelni rad unutrašnjih sila je  
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=>U/ 3 AC/D D V-./#$% &'I:./#$% &' J 0.1/#$% &'I;.1/#$% &'WMHM$
NOP
Q(NOP

R
"

%(((((((((( (#)*b*`6' 

=>U! 3 AC!D D V-.!#$% &'I:.!#$% &' J 0.1!#$% &'I;.1!#$% &'WMHM$*
NPP
Q(NPP

R
"

(((((((((( (#)*b*``' 

Virtuelni rad spoljašnjih sila je oblika 

=>Z[/ 3 D EIGÆÇ/" #$% &'\¥G !" #$% &' A G /" #$% &'© J _/ FGÆÇ/" #$% &'
F$

FIGÆÇ/" #$% &'
F$ L M$%( (#)*b*`)'R

"
 

=>Z[! 3 D EIGÆÇ!" #$% &'\¥GÆÇ/" #$% &' A GÆÇ!" #$% &'© J _! FGÆÇ!" #$% &'
F$

FIGÆÇ!" #$% &'
F$ L M$%((((((((#)*b*`b'R

"
 

Zamenom jednačina (2.3.8-2.3.11) u opštu jednačinu principa virtuelnog rada  =>?@? J =>U? J
=>Z[? 3 6% a 3 `%)( dobijamo 

AC/D D V-./#$% &'I:./#$% &' J 0.1/#$% &'I;.1/#$% &'WMHM$ A(
NOP
Q(NOP

R
"

ABC/D D EF!GÆÇ/#H% $% &'F&! IGÆÇ/#H% $% &' J F!KÆÇ/#H% $% &'F&! IKÆÇ/#H% $% &'L MHM$ J
NOP
Q(NOP

R
"

(

JD EIGÆÇ/" #$% &'\ ]GÆÇ!" #$% &' A GÆÇ/" #$% &'^ J _/ FGÆÇ/
" #$% &'
F$

FIGÆÇ/" #$% &'
F$ L M$ 3 6% #)*b*`+'R

"
 

AC!D D V-.!#$% &'I:./#$% &' J 0.1!#$% &'I;.1!#$% &'WMHM$ A
NPP
Q(NPP

R
"

(

ABC!D D EF!GÆÇ!#H% $% &'F&! IGÆÇ!#H% $% &' J F!KÆÇ!#H% $% &'F&! IKÆÇ!#H% $% &'L MHM$ J
NPP
Q(NPP

R
"

 

JD EIGÆÇ!" #$% &'\ ]GÆÇ/" #$% &' A GÆÇ!" #$% &'^ J _! FGÆÇ!
" #$% &'
F$

FIGÆÇ!" #$% &'
F$ L M$ 3 6*( ((#)*b*`<'R

"
 

Sukcesivnom primenom Green-ove teoreme na izraze (2.3.14-2.3.15) dobijamo jednačine 

oscilovanja sistema elastično povezanih nosača Reddy-Bickford-ovog tipa u obliku 

�É¡%" F
¡GÆÇ/" #$% &'

F$¡ J �É!%! F
¡GÆÇ/" #$% &'
F$!ÊF&! J �É!%" F

!GÆÇ" #$% &'
F$! J �É"%! F

!GÆÇ/" #$% &'
F&! J �Ë/%! F

¤eÆÇ/" #$% &'
F$ÊF&! ((((
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J�Ë/%" FeÆÇ/
" #$% &'
F$ J �Ë¤%" F

¤eÆÇ/" #$% &'
F$¤ J \ ]GÌ»`6 #$% &' A GÌ»)6 #$% &'^ 3 6%( (#)*b*`S' 

�É¤%" F
¤GÆÇ/" (#$% &'

F$¤ J �É/%! F
¤GÆÇ/" #$% &'
F$ÊF&! J �É/%" FGÆÇ/

" #$% &'
F$ J �Ë!%" F

!eÆÇ/" #$% &'
F$!  

J�Ë"%! F
!eÆÇ/" (#$% &'

F&! J �Ë"%" eÆÇ/" #$% &' 3 6% (((((((#)*b*`T' 

�É¡%" F
¡GÆÇ!" #$% &'

F$¡ J �É!%! F
¡GÆÇ!" #$% &'
F$!ÊF&! J �É!%" F

!GÆÇ!" #$% &'
F$! J �É"%! F

!GÆÇ!" #$% &'
F&! J �Ë/%! F

¤eÆÇ!" #$% &'
F$ÊF&! (

J�Ë/%" FeÆÇ!
" #$% &'
F$ J �Ë¤%" F

¤eÆÇ!" #$% &'
F$¤ J \ ]GÌ»)6 #$% &' A GÌ»`6 #$% &'^ 3 6%( (#)*b*`X' 

�É¤%" F
¤GÆÇ!" #$% &'

F$¤ J �É/%! F
¤GÆÇ!" #$% &'
F$ÊF&! J �É/%" FGÆÇ!

" #$% &'
F$ J �Ë!%" F

!eÆÇ!" #$% &'
F$!  

J�Ë"%! F
!eÆÇ!" #$% &'

F&! J �Ë"%" eÆÇ!" #$% &' 3 6% (((((((#)*b*`Y' 
gde su 

�É¡%" 3 `
++X C/Í/Î¾!5%(((�É!%! 3 A `

++X C/Í/Î¾!B% (�É!%" 3 A `
X6 C/8È!Í/¸ J

`
SC8ÈÍ/¤ A C/8Í/ J _/%

�É"%! 3 C/Í/B% �Ë/%! 3 `
X6 C/Í/¸¾B A

`
++X C/Í/Î¾!B% �Ë/%" 3 A `

X6 C/8È!Í/¸ J
`
S C/8ÈÍ/¤ A C/8Í/%

�Ë¤%" 3 `
++X C/Í/Î¾!5 A

`
X6 C/Í/¸¾5% �É¤%" 3

`
X6 C/Í/¸¾5 A

`
++X C/Í/Î¾!5% �É/%! 3

`
++X C/Í/Î¾!B A

`
X6 C/Í/¸¾B%

�É/%" 3 `
X6 C/8È!Í/¸ A

`
S C/8ÈÍ/¤ J C/8Í/% �Ë!%" 3 A `

++X C/¾!5Í/Î J
`
+6 C/¾5Í/¸ A

`
`) C/5Í/¤%

�Ë"%! 3 `
++X C/¾!BÍ/Î A

`
+6C/¾BÍ/¸ J

`
`) C/BÍ/¤*((((�Ë"%" 3

`
X6 C/È!8Í/¸ A

`
SC/È8Í/¤ J C/8Í/% #)*b*)6'

(((((((#)*b* !' 
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�Ë¤%" 3 `
++X C!Í!Î¾!5 A

`
X6 C!Í!¸¾5% �É¤%" 3

`
X6 C!Í!¸¾5 A

`
++X C!Í!Î¾!5% �É/%! 3

`
++X C!Í!Î¾!B A

`
X6C!Í!¸¾B%

�É/%" 3 `
X6 C!8È!Í!¸ A

`
S C!8ÈÍ!¤ J C!8Í!% �Ë!%" 3 A `

++X C!¾!5Í!Î J
`
+6C!¾5Í!¸ A

`
`) C!5Í!¤%

�Ë"%! 3 `
++X C!¾!BÍ!Î A

`
+6 C!¾BÍ!¸ J

`
`) C!BÍ!¤%(((�Ë"%" 3

`
X6 C!È!8Í!¸ A

`
SC!È8Í!¤ J C!8Í!%(((#)*b*)`'

  Za razliku od Euler-ove i Timoshenko-ve teorije nosača koje pripadaju grupi teorija 

četvrtog reda, Reddy-Bickford-ova predstavlja teoriju grupe šestog reda, i potrebno nam je 6 

graničnih uslova (po tri na svakom kraju nosača). Ako primenimo varijaciju na konstitutivne 

relacije (2.3.10-2.3.11) virtuelnih radova unutrašnjih sila dobijamo 

(A MÏ.?M$ J #±.? A ÈÌ.?' 3 6% 
A¾ M!Ð.?M$! A M

M$ #±.? A ÈÌ.?' 3 6%((((a 3 `%)* ((#)*b*))' 
gde su  

Ï.? 3 D H-$aMc A ¾Ð.? % ±.? 3 D 0$HaMc
*
ÑÒ

*
ÑÒ

% Ð.? 3 D H¤-$aMc% Ì.? 3 D H!0$HaMc%((((#)*b*)b'
*
ÑÒ

*
ÑÒ

 

redom moment savijanja, sila smicanja, rezultujući napon u normalnom i rezultujući napon u 

tangencijalnom pravcu. Zamenom relacija (2.3.3-2.3.7) u (2.3.23) dobijamo 

Ï.? 3 A `
X6¾Ca5Ía<

F)GÌ»aF$) A `
)+6Ca5Íab¥b¾Ía) A )6© FeÌ»aF$ A ¾Ð.? % 

±.? 3 A `
`)Ca8Ía¥ÈÍ) A `)© dFGÌ»aF$ J eÌ»ag% 

Ð.? 3 A `
++X¾Ca5ÍaT

F)GÌ»aF$) A Ca5Ía<¥<¾Ía) A )X©
))+6

FeÌ»aF$ %(
Ì.? 3 A `

)+6Ca8Íab¥bÈÍa) A )6© dFGÌ»aF$ J eÌ»ag *(((((( ((#)*b*)+' 

U slučaju slobodno oslonjenih nosača, moment i ugib na krajevima nosača mora biti jednak nuli, 

pa na osnovu relacija (2.3.24) slede po tri uslova na svakom od krajeva nosača: GÌ»a 3 6%(((Ï.? 3

�É¡%" 3 `
++X C!Í!Î¾!5%(((�É!%! 3 A `

++X C!Í!Î¾!B% (�É!%" 3 A `
X6 C!8È!Í!¸ J

`
SC8ÈÍ!¤ A C!8Í! J _!%

�É"%! 3 C!Í!B% �Ë/%! 3 `
X6C!Í!¸¾B A

`
++X C!Í!Î¾!B% �Ë/%" 3 A `

X6 C!8È!Í!¸ J
`
SC!8ÈÍ!¤ A C!8Í!%

(((((((#)*b* !'
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6  Na osnovu relacija (2.3.24) granični uslovi se svode na uslove kao u slučaju 

Timoshenko-vog tipa nosača i oblika su 

GÆÇ?" #6% &' 3 M)GÆÇ?" #6% &'
M$! 3 M)GÆÇ?" #q% &'

M$! 3 GÆÇ?" #q% &' 3 6%((((a 3 `%)%( (#)*b*)<' 
MeÌ»a" #6% &'

M$ 3 MeÌ»a" #q% &'
M$ 3 6% a 3 `%)*((( (#)*b*)S' 

Početne uslove definišemo u sledećem obliku 

GÆÇ?" #$% 6' 3 Gkn a6#$' %(((MGÆÇ?" #$% 6'
M& 3 lkna6#$'%(((eÆÇ?6 #$% 6' 3 enn o6#$' % MeÆÇ?6 #$% 6'

M& 3 pnna6#$'%(((#)*b*)T' 

Smatrajući da je kretanje tačaka nosača harmonijsko, rešenja jednačina (2.3.16-2.3.19) 

pretpostavljamo u obliku proizvoda funkcija  

GÆÇ?" #$% &' 3(r st#$'mnnat#&'%((((((eÆÇ?6 #$% &' 3(rut#$'mnnat#v'#&'%
w

t3`
((a 3 `%)%

w

t3`
( (#)*b*)X' 

gde su mxx in(t) i mxx?@#y' nepoznate funkcije vremena a funkcije Zn(z) i(u@#$' funkcije osnovnih oblika 

oscilovanja  

s@#$' 3 zo{#7@$'%((((u@#$' 3 |}z#7@$'% ((((((7@ 3 t~ q%(((((((((t 3 `%)%b% �((((((#)*b*)Y'�  

Zamenom pretpostavljenih rešenja (2.3.28) u jednačine (2.3.16-2.3.19) dobijamo sistem četiri 

diferencijalne jednačine drugog reda u obliku 

�
K// 6 K/¤ 66 K!! 6 K!¡K¤/ 6 K¤¤ 66 K¡! 6 K¡¡

�
��
�
��
mxx�/@#&'
mxx�!@#&'
mxx�/@#y'#&'
mxx�!@#y'#&'��

�
��
J �

l// A\ l/¤ 6A\ l!! 6 l!¡l¤/ 6 l¤¤ 66 l¡! 6 l¡¡
�
��
�
��
mxx/@#&'
mxx!@#&'
mxx/@#y'#&'
mxx!@#y'#&'��

�
�� 3 �

6666
�%(((((#)*b*b6' 

gde su 

K// 3 `
++X BC/Í/¥¾!Í/Ó7@! J ++X©% K/¤ 3 K¤/ 3 ¾BC/Í/¸7@#<¾Í/! A )X'

))+6 % 
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K¤¤ 3 BC/Í/¤Ãb¾Í/!#<¾Í/! A <S' J <S6Ä
ST)6 % K!! 3 `

++X BC!Í!¥¾!Í!Ó7@! J ++X©% 
K!¡ 3 K¡! 3 ¾BC!Í!¸7@¥<¾Í!! A )X©

))+6 % K¡¡ 3 BC!Í!¤#b¾Í!!#<¾Í!! A <S' J <S6'
ST)6 % 

l// 3 C/Í/7@!Ô`<¾!5Í/Ó7@! J )X8ÃÈÍ/!#bÈÍ/! A +6' J )+6ÄÕ
ST)6 A _/7@! J \% 

l¤/ 3 l/¤ 3 C/Í/7@Ôb¾5Í/¡7@!#<¾Í/! A )X' J )X8ÃÈÍ/!#bÈÍ/! A +6' J )+6ÄÕ
ST)6 % 

l!! 3 C!Í!7@!Ô`<¾!5Í!Ó7@! J )X8ÃÈÍ!!#bÈÍ!! A +6' J )+6ÄÕ
ST)6 A _!7@! J \% 

l¡! 3 l!¡ 3 C!Í!7@Ôb¾5Í!¡7@!#<¾Í!! A )X' J )X8ÃÈÍ!!#bÈÍ!! A +6' J )+6ÄÕ
ST)6 % 

l¡¡ 3 C!Í!Ô5Í!!7@!Ãb¾Í!!#<¾Í!! A <S' J <S6Ä J )X8ÃÈÍ!!#bÈÍ!! A +6' J )+6ÄÕ
ST)6 * 

Rešenja sistema jednačina (2.3.30) pretpostavljamo u sledećem obliku  

mxx/@ 3 ���@���kn�� %(((mxx!@ 3 �nn@���kn�� %(((mxx/@#y'#&' 3 ���@#y'���k�� %(((((mxx!@#y'#&' 3 �nn@#y'���kn�� % � 3 �A`*((#)*b*b`'  

Ako zamenimo pretpostavljena rešenja #)*b*)X' u sistem jednačina #)*b*`S A )*b*`Y' dobijamo 

homogeni sistem algebarskih jednačina koji ima netrivijalnih rešenja kada je determinanta sistema 

jednaka nuli 

VÖ×WÔØÙÕ 3 ÔÚÕ Û3Ü
��
��
��
¦// A\ ¦/¤ 6
A\ (¦!! 6 ¦!¡
(¦¤/ 6 (¦¤¤ 6
6 ¦¡! 6 ¦¡¡��

��
��

��
�
��

���@
�nn@
���@#y'
�nn@#y'��

�
�� 3 �

6666
�%( ((((((((((#)*b*b)' 

gde su 

¦// 3 C/Í/Ô7@!Ã`<¾!Í/Ó#57@! A B�kn@!' J )X8ÃÈÍ/!#bÈÍ/! A +6' J )+6'Ä A ST)6B�@!ÕST)6
A _/7@! J \% 

¦¤/ 3 ¦/¤ 3 C/Í/7@Ôb¾Í/¡#<¾Í/! A )X'#57@! A B�kn@!' J )X8ÃÈÍ/!#bÈÍ/! A +6' J )+6ÄÕ
ST)6

% 

¦!! 3 C!Í!Ô7@!Ã`<¾!Í!Ó#57@! A B�kn@!' J )X8ÃÈÍ!!#bÈÍ!! A +6' J )+6'Ä A ST)6B�kn@!Õ

ST)6A _!7@! J \% 
¦¡! 3 ¦!¡ 3 C!Í!7@Ôb¾Í!¡#<¾Í!! A )X'#57@! A B�kn@!' J )X8ÃÈÍ!!#bÈÍ!! A +6' J )+6ÄÕ

ST)6 % 

¦¡¡ 3 C!Í!ÔÍ!!Ãb¾Í!!#<¾Í!! A <S' J <S6Ä#57@! A B�kn@!' J )X8ÃÈÍ!!#bÈÍ!! A +6' J )+6ÄÕ
ST)6 * 

ST)6

ST)6
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Frekventnu jednačinu sistema  !"#"#!$ dobijamo iz uslova o egzistenciji netrivijalnih rešenja 

Det%&'( ) *+ u obliku polinoma osmog stepena. Ako uvedemo smenu  ,-- ) ./012, polinom možemo 

svesti na sledeći oblik 

,--3 4 56-7,--8 4 56-2,--2 4 56-8,-- 4 56-3 ) *" 9 !"#"##$ 

Konstante 56-7+ 56-2+ 56-8 i 56-3 date su u prilogu 2.3.1(http://www.2shared.com/file/QtPhChr2/prilog_231.html). 

Polinom četvrtog stepena može se faktorizovati u sledećem obliku 

:,--2 4 ;<=7,-- 4 ><=7? :,--2 4 ;<=2,-- 4 ><=2? ) *+9 9 !"#"#@$ 
gde su 

A;<=7;<=2B ) 7
2 C56-7 D E56-72 F @56-2 4 @G<=7H+ 

A><=7><=2B ) 7
2
IJ
JKG<=7 D 56-7G7 F !56-8

E56-72 F @56-2 4 @G<=7LM
MN  

U izrazima !"#$ predstavlja jedan od korena jednačine trećeg stepena 

!"#% & '(!"#( ) *'+,$'+,% & -'+,./!"# ) *-'+,('+,. & '+,%( & '+,$('+,./ 0 1 22*3 4 45/ 

Posle faktorizacije jednačine (2.3.33) rešenja možemo napisati u obliku kvadrata prirodnih 

frekvencija 

6789$( 0 :,,$ 0 & ;"#$3 & <;"#$(- & ="#$> 22222226789(( 0 :,,( 0 & ;"#(3 & <;"#((- & ="#(2>2

6789%( 0 :,,% 0 & ;"#(3 ) <;"#((- & ="#(>2 226789.( 0 :,,. 0 & ;"#$3 ) <;"#$(- & ="#$2 2 2*3 4 4?/ 

Tri korena jednačine (2.3.35) su 
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!"#$ 0 '+,( 4@ ) 3A&B##CDE FG## 4@ H>
!"#( 0 '+,( 4@ ) 3A&B##CDE IFG## ) 3JH 4@ K> 2222222222*3 4 4L/ 
!"#% 0 '+,( 4@ ) 3A&B##CDE IFG## ) -JH 4@ K> 

gde su 

G## 0 'MNO$ PQ,, A&B##%R S >222222B 0 &$
T*'+,(( & 4'+,$'+,% ) U3'+,./>

Q 0 $
V.*3'+,(% & W'+,$'+,('+,% ) 3L'+,%( ) 3L'+,$('+,. & L3'+,('+,./  

Izborom jednog od tri korena iz izraza (2.3.37) dobijamo jedinstvena rešenja jednačine (2.3.33) 

gde su četiri prirodne frekvencije sistema realni pozitivni koreni 6789$ 0 A:,,$>2226789( 0 A:,,(>2226789% 0
A:,,%>2226789. 0 A:,,.2 2Amplitudne odnose određujemo iz jednačine *3 4 4U/ za svaku od frekvencija 

prilog 2.3.2 (http://www.2shared.com/file/wGTiFubh/prilog_232.html). Opšte rešenje diferencijalnih jednačina 

*3 4 41/ je oblika 

X##$9*Y/ 0 Z,,$9[\]78 ^_` ) Z,,(9[O\]78 ^_` ) Z,,%9[\]78 ^a` ) Z,,.9[O\]78 ^a`> 2*3 4 4b/ 
X##(9*Y/ 0 c88$9[\]78 ^_` ) c88(9[O\]78 ^_` ) c88%9[\]78 ^a` ) c88.9[O\]78 ^a` > 2*3 4 4W/ 

X##$9*d/*Y/ 0 Z,,$9*d/[\]78 ^e` ) Z,,(9*d/[O\]78 ^e` ) Z,,%9*d/[\]78 ^f` ) Z,,.9*d/[O\]78 ^f`> 2*3 4 -1/ 
X##(9*d/*Y/ 0 c88$9*d/[\]78 ^e` ) c88(9*d/[O\]78 ^e` ) c88%9*d/[\]78 ^f` ) c88.9*d/[O\]78 ^f`> 2*3 4 -U/ 

odnosno  

X##$9*Y/ 0 g Ih,,9iEjkl6789iYm ) n##9iCDEl6789iYmK
(

iop
>2 2222222222*3 4 -3/ 

X##(9*Y/ 0 g q"#9i Ih,,9iEjkl6789iYm ) n##9iCDEl6789iYmK
(

iop
>2 2222222222*3 4 -4/ 

X##$9*d/*Y/ 0 g Ih,,9rEjkl6789rYm ) n##9rCDEl6789rYmK
.

ro%
>2 2222222222*3 4 --/ 

X##(9*d/*Y/ 0 g q"#9r Ih,,9rEjkl6789rYm ) n##9rCDEl6789rYmK >
.

ro%
2222222222*3 4 -5/ 
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gde su  !!"#,$%&&"#,  !!"' i %&&"' (i = 1, 2; g=3, 4;) nepoznate konstante. Rešenja sistema parcijalnih 

diferencijalnih jednačina slobodnih transverzalnih oscilacija sistema dva elastično povezana 

slobodno oslonjena nosača uzimajući u obzir uticaje inercije rotacije i poprečnog smicanja su 

oblika 

()*+, -./ 01 2$3 45-.167785-01 23 9:;-<5.13= 775>9:;?@A75>0BC %775>DE9?@A75>0BF
G

>28
/

H

528

H

528
$$$$ $$-GIJIKL1 

()*M, -./ 01 2$3 45-.1677G5-01 2 3 9:;-<5.13NA75> = 775>9:;?@A75>0BC %775>DE9?@A75>0BF
G

>28

H

528

H

528
I$$$$$$$$-GIJIKO1 

P)*+, -./ 01 2 $3Q"-.16&&+"-R1-01 2 3 DE9-<".13 = !!"'9:;?@A7"'0B C %&&"'DE9?@A7"'0BF
S

'TU
/

V

"T+

V

"T+
$$$$$$-GIJIKW1 

P)*M, -./ 01 2 $3Q"-.16&&M"-R1-01 2 3 DE9-<".13 NX&"' = !!"'9:;?@A7"'0B C %&&"'DE9?@A7"'0BF
S

'TU

V

"T+

V

"T+
I -GIJIKY1 

Nepoznate konstante  !!"#,$$%&&"#,  !!"' i %&&"' (i = 1, 2; g=3, 4)  određujemo na osnovu početnih 

uslova -GIJIGO1 korišćenjem uslova ortogonalnosti trigonometrijskih funkcija  

Z 4"4[\] 2 Z 9:;-<".1
^
,

^
,

9:;-<[.1_. 2 `a"[$/$$$$$$$$$$$$$$$$$$$

` 2 Z 4"M\] 2 Z b9:;-<".1cM_. 2 d
G

^
,

^
,

/ ` 2 Z Q"M\. 2 Z bDE9-<".1cM_. 2 d
G

^
,

^
,

I$$$$-GIJIef1 

Ako zamenimo početne uslove (2.3.27) unesemo u izraze -GIJIKL g GIJIKY1  dobijamo 

()*+, -./ f1 2 (A78f-.1 2 3 9:;-<5.13%775>
G

>28
/()*M, -./ f1 2 (A7Gf-.1 2 3 9:;-<5.13NA75>%775>

G

>28

H

528
$/$

H

528

(h )*+, -./ f1 2 iA78f-.1 23 9:;-<5.13@A75> 775>
G

>28
/(h )*M, -./ f1 2 iA7Gf-.1 2 3 9:;-<5.13NA75>@A75> 775>

G

>28
$

H

528
/$$$$

H

528

P)*+, -./ f1 2 P&&+,-.1 2 3 DE9-<".13%&"'
S

'TU
/ PjM, -./ f1 2 P&&M,-.1 2 3 DE9-<".13 NX&"'%&&"'/

S

'TU

V

"T+
$

V

"T+

Ph)*+, -./ f1 2 k77+,-.1 2 3 DE9-<".13@A7"' !!"'
S

'TU
/ Ph)*+, -./ f1 2 k77M,-.1 2 3 DE9-<".13 NX&"'@A7"' !!"'

S

'TU
I

V

"T+
$

V

"T+
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-GIJIe81 
Množenjem izraza (2.3.51) odgovarajućim sopstvenim funkcijima 4", odnosno Q" integracijom po 

promenljivoj z od 0 do l  i korišćenjem uslova ortogonalnosti (2.3.50) dobijamo 

G
d Z (A7+,

^
,

9:;-<".1 \. 23%&&"#
M

#Tl
/$$$$$$$ G

d Z (A7M,
^
,

9:;-<".1 \. 23NX&"#%&&"# /
M

#Tm
$$$$$$$$$$-GIJIeG1 

G
d Z iX&+,

^
,

9:;-<".1 \. 23@A7"# !!"#
M

#Tm
/$ G

d Z iX&M,
^
,

9:;-<".1 \. 23NX&"#@A7"# !!"# /
M

#Tm
$$$$-GIJIeJ1 

G
d Z P&&+,

^
,

DE9-<".1 \. 2 3 %&&"'
S

'Tmmm
/$ G

d Z P&&M,
^
,

DE9-<".1 \. 2 3 NX&"'%&&"'/
S

'Tmmm
$$$$$$$$$$-GIJIeK1 

G
d Z k77+,

^
,

DE9-<".1 \. 2 3 @A7"' !!"'
S

'Tmmm
/$ G

d Z k77M,
^
,

DE9-<".1 \. 2 3 NX&"'@A7"' !!"'I
S

'Tmmm
$$$$$$$$$$-GIJIee1 

Nakon rešavanja sistema jednačina (2.3.52 -2.3.55) nepoznate konstante dobijamo u sledećem obliku 

 !!"+ 2 G
@A7"+?NX&"M g NX&"+Bd Z ?iX&+,NX&"M g iX&M,B 9:;-<".1 _./

^
,

 !!"M 2 G
@A7"M?NX&"+ g NX&"MBd Z ?iX&M,NX&"+ g iX&+,B 9:;-<".1 _./

^
,

%&&"+ 2 G
?NX&"M g NX&"+Bd Z ?(A7+,NX&"M g(A7M,B 9:;-<".1 _./

^
,

%&&"M 2 G
?NX&"+ g NX&"MBd Z ?(A7+,NX&"+ g(A7M,B 9:;-<".1 _./

^
,

 !!"U 2 G
@A7"U?NX&"S g NX&"UBd Z nk77+,NX&"S g k77M,o DE9-<".1 _./

^
,

$$ !!"S 2 G
@A7"S?NX&"U g NX&"SBd Z nk77M,NX&"U g k77+,o DE9-<".1 _./

^
,

%&&"U 2 G
?NX&"S g NX&"UBd Z nk77+,NX&"S g k77M,o DE9-<".1 _./

^
,

%&&"S 2 G
?NX&"U g NX&"SBd Z nk77+,NX&"U g k77M,o DE9-<".1 _.I

^
,

2.4  Kritična sila izvijanja dva elastično povezana nosača i numerička analiza  

       Uslove statičke stabilnosti sistema dva elastično povezana nosača (Timoshenkovog i 

Reddy-Bickford-ovog tipa) odredićemo za slučaj kada su materijalne karakteristike i poprečni 

preseci nosača identični.  

 + 2  M 2  /$$$$$p+ 2 pM 2 p/ q+ 2 qM 2 q/ r+ 2 rM 2 r. $-GIKI81 
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Pri porastu intenziteta pritisnih sila, prirodna frekvencija oscilovanja se smanjuje. Kada su 

intenziteti pritisnih sila jednaki kritičnoj vrednosti, frekvencija oscilovanja je jednaka nuli i sistem 

nosača se nalazi u stanju indiferentne ravnoteže. Ako uvedemo novu oznaku  $ kao odnos pritisne

aksijalne sile na drugom nosaču prema pritisnoj sili na prvom (sM 2  s+$/$f t  t 8I), tada

rešavanjem frekventnih jednačina (2.2.26) i (2.3.33) uz uslove @A" 2 f/@A7" 2 f/ dobijamo dva

rešenja od kojih je manje kritična sila izvijanja sistema, ref. [12]  

usvwRxj#[yz{|"wy 2
-8 C  1?}vM<"S C ~�B g �-8 C  1M-}vM<"S C ~�1M g K }vM<"S-}vM<"S C G~�1

G �� I -GIKIG1

Kritična sila izvijanja sistema dva elastično povezana nosača Reddy-Bickford-ovog tipa data je u 

prilogu 2.4.1 (http://www.2shared.com/document/uV4OsB5Z/prilog_241.html). 

Anlizirajmo uticaje inercije rotacije i poprečnog smicanja za parametre sistema iz referenci [2- 5]  

� 2 8 � 8f+,$���M/ � 2 fIJK/$$$$$$$�, 2 G � 8f�$���M/
� 2 G � 8fU$����U/$$$$$$$$$ 2 e � 8f�M$�M/ p 2 K � 8f�S$�S/$$

$d 2 8f$�/ r 2 8
W$�

e
J $$�/ q+ 2 G

e$�
J
e $�/$ $$$$-GIKIJ1

    Vrednosti prirodnih frekvencija uzimajući u obzir uticaje inercije rotacije i poprečnog 

smicanja sistema dva elastično povezana nosača prikazana su u Tabelama 2.4.1-2.4.3. U 

numeričkom eksperimentu su koriščena dva seta vrednosti za modul klizanja i smicajni faktor: 

ref. Kaneko [GK] u obliku � 2$ �
M-+��1 / < 2 ����

����/ koji daje najbolje slaganje sa eksperimentalnim 

rezultatima, i na osnovu materijalnih karakteristika nosača za primer korišćen u referenci [12] 

� 2 fIK8O � 8f+,���M/ < 2 �
�I Razlike u aproksimacijama rešenja u zavisnosti od tipa modela prikazane

su u tabelama 2.4.1-2.4.3 i na serijama slika 2.4.1-2.4.7 gde su korišćene vrednosti smicajnog 

faktora, modula klizanja i krutosti Winkler-ovog sloja iz tabele 2.4.1. 
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Tabela 2.4.1 

Uticaji inercije rotacije i poprečnog smicanja 

na prirodne frekvencije �"� [��+] sistema dva elastično povezana nosača 

� 2 $ �
G-8 C �1 / < 2 e C e�

L C e� /$$$$$$� 2 �,/ q 2 q+$ 

��+ 5 2 8 5 2 G 5 2 J 5 2 K 5 2 e 5 2 L
�����$���I bGc 8YIOJYGfWW OWIYeLWJeG8 8OOILeGWOYG J8eIWGOJKfW KYJIKWfGG O8fIL88e8LY ¡¢��£¤¥ 8YIOJ8KGfLW OWIWJGKKL8K 8OOIfGef8GL J8JIWe88fOe KWWILWfOfJO OffIOGGKLW8¦£§¨©¥�ª«¨ 8YIOfOefYWW OWIKeK8LKW8 8OeI8KefWef JfWIfeWG8LO KOKIYOW8YWG LOJIJKYYKWW �¬¬¢ g £®«¯¨�¬ 8YIOfLKeLWJ OWIKJOLJJKY 8OeIfLJYeWL JfOIW8GKeKY KOKIKfWYK8Y LOGIGKf8KYK

 

��M
����� LLIGeKJJfY8 8f8I8LK8JJ8 8WWIeOefJYK JGGIfYOLOfJ KYOIe8LeLf8 O8JIKGfKKGL ¡¢��£¤¥ LLIGGW8YfGJ 8f8IffKOeWe 8WOIYfWeO8J JGfIfWGGf8e KYGILOOOWLY OfJIKYGJfK8¦£§¨©¥�ª«¨ LLIGG88WeGG 8ffIO8fYWKe 8WLI8K8OLKJ J8KIKfYWJWG KOYIfYWJfWK LOLIGKJYLeK �¬¬¢ g £®«¯¨�¬ LLIGGfWOLWW 8ffILYW8eWL 8WLIfLeeLLO J8KI8LYGOWL KOWIeJKGYeW LOeI8JYJOLY

 

$$$$$$$� 2 fIK8O � 8f+,���M$/ < 2 e
L/$$$$$$$$$� 2 �,/ q 2 q+$$$ 

��+ 8 G J K e L
�����$���I bGc 8YIOJYGfWW OWIYeLWJeG8 8OOILeGWOYG J8eIWGOJKfW KYJIKWfGG O8fIL88e8LY ¡¢��£¤¥$���I b8Gc 8YIOJ8KGfLW OWIWJGKKL8K 8OOIfGef8GL J8JIWe88fOe KWWILWfOfJO OffIOGGKLW8¦£§¨©¥�ª«¨$���I b8Gc 8YIOfYfOOOK OWIKOWWKefL 8OeIGLLOKLW JfWIKGYfL8L KOeIWKJYfOO LOeIfeJefYK �¬¬¢ g £®«¯¨�¬ 8YIOfYfOWJK OWIKOWWWGYK 8OeIGLO8Lee JfWIKJ8JGfG KOeIWeGfYWY LOeIfOLeLe

 

��M
�����$���I bGc LLIGeKJJfY8 8f8I8LK8JJ8 8WWIeOefJYK JGGIfYOLOfJ KYOIe8LeLf8 O8JIKGfKKGL ¡¢��£¤¥$���I b8Gc LLIGGW8YfGJ 8f8IffKOeWe 8WOIYfWeO8J JGfIfWGGf8e KYGILOOOWLY OfJIKYGJfK8¦£§¨©¥�ª«¨$���I b8Gc LLIGG8LKKJ8 8ffIOJf8JKe 8WLIGeLfK8J J8KIOOGWKe8 KOYIYeLfeYL LOOIYJYeKLK �¬¬¢ g £®«¯¨�¬ LLIGG8LKKKY 8ffIOJf8LJY 8WLIGeLKJKJ J8KIOOefeKY KOYIYLK8OJ LOOIYLGKWY8

 

Tabela 2.4.2 

Razlika u aproksimacijama rešenja za sistem nosača deljine h=5h1  

na prirodne frekvencije sistema �"# [��+]  

$$$$$$$� 2 $ �
G-8 C �1 / < 2 e C e�

L C e�/ � 2 �,/ q 2 eq+ 
��+ 8 G J K e L
����� YWILYLfKKf8 JYKIOWK8OL WWWIGLKJYL8 8eOYI8JLOfK GKLOIKf88 JeeJIfeOeWK ¡¢��£¤¥ YOIOJL8KfOe JWfIfLKWKeY W8WIeGW8GJK 8JOLILJYLeJ Gf8YIf8O8WY GO8LILfeJKG¦£§¨©¥�ª«¨ YKIYYeLJYLe JKeIGeYLWYW LWWIfWGJGee 8fOWI8GGOGO 8KYfIO8KOee 8Y8JIJWL88G �¬¬¢ g £®«¯¨�¬ YKIWW8OWWJW JKKIffWYYWO LWKI8eefW 8fOfIO8JGJG 8KWfI8YLGGW 8Yf8IGOWJ8G
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��mm 8 G J K e L
����� 8fGILLWYGYe JYeIOYLfY8 WWWIO8KeYWK 8eOYIJWYYWL GKLOIeLJGfY JeeJI8Of8L8 ¡¢��£¤¥ 8f8ILOfJWLL JW8IfJYfJG8 W8WIYKGYW8 8JOLIWLfKeL Gf8YI8KYWJY GO8LILY8K8L¦£§¨©¥�ª«¨ YYIfKOG8KfY JKLIJeWWWLG LWWILGfJfeG 8fOWIKL8LYW 8KYfIYeY8eK 8Y8JIeOOfe �¬¬¢ g £®«¯¨�¬ YWIYJWJeLK JKeI88GYWG8 LWKILYOfK8e 8fO8IfeeGJe 8KWfIKKGLY8 8Yf8IKOfJW

 

Tabela 2.4.3 

Razlika u aproksimacijama rešenja druge prirodne frekvencije sistema �"M [��+]  za sistem 

nosača povezan slojem Winkler-ovog tipa različite krutosti K    

$$$$$$$$$$� 2 $ �
G-8 C �1 / < 2 e C e�

L C e�/ � 2 G�,/ q 2 q+ 
��M 8 G J K e L
����� Y8IeYKYeW8W 88YIJfOfYfK 8YWIWYWJGYe JGWIGKWGKJJ ef8IeGfK8eY O8LIG8WJeG8 ¡¢��£¤¥ Y8IeeWW8YJK 88YI88Y8JJJ 8YWI8YeJOLe JGLI8YKGWWK KYLILKGOf8W OfLIGe8GOOG¦£§¨©¥�ª«¨ Y8IeeJWJKWK 88WIWO88K8W 8YLIeGKfOGJ JGfILJeLeYK KWJI8WJGWe LOYI8GeLKOG �¬¬¢ g £®«¯¨�¬ Y8IeeJL8eKK 88WIWLfJ8Y8 8YLIKeGfGWL JGfIKffffJJ KWGILGKJWeY LOWIfGLGfKY

 

� 2 $ �
G-8 C �1 / < 2 e C e�

L C e�/ � 2 J�,/ q 2 q+ 
��M 8 G J K e L
����� 888IJfWOKJK 8JeIfJKffGK GfWIO88LJGK JJKIGWeLOf8 efeIKYGeeYK O8YIffeJOK8 ¡¢��£¤¥ 888IGLKWGLe 8JKIWG8GLY8 GfOIYOJYYLY JJGI8YJYJO effIeOLG8GW OfWIYYYe8KG¦£§¨©¥�ª«¨ 888IGLfOYG8 8JKILfJfYOJ GfLIJWKOKWW JGLIOKGWO8e KWOIGJKf88W LW8IYYe8efL �¬¬¢ g £®«¯¨�¬ 888IGLfL8KK 8JKIeYJeOW8 GfLIJ8LGLY8 JGLIe88WKOW KWLILWf8f88 LWfIYffOY8G

 

� 2 $ �
G-8 C �1 / < 2 e C e�

L C e�/ � 2 K�,/ q 2 q+ 

��M 8 G J K e L
����� 8GWIfGGf8e8 8KYI888JfLW G8WIfWJWfJW JKfIG8eYOKJ efYIKJJOJGJ OG8IOW8LJKe ¡¢��£¤¥ 8GOIYO8efKf 8KWIWOLJYeY G8OIJ8JfKKY JJWIfWO8JJe efKIKOYfeKK O88IOJO8JYL¦£§¨©¥�ª«¨ 8GOIYLWfeKG 8KWILOYLe8L G8eIOYeJ8GY JJGIOJWffeO KY8IGe8JJL LWKIWeGLGWL �¬¬¢ g £®«¯¨�¬ 8GOIYLOYfGK 8KWILO8fLWK G8eIOGYYJeW JJGIe88JLOO KYfIOfGGYJY LWJIOLJGYfG

 

� 2 $ �
G-8 C �1 / < 2 e C e�

L C e�/ � 2 e�,/ q 2 q+ 

��M 8 G J K e L
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Slika 2.4.1 a) Uticaj debljine nosača ° 
na prirodne frekvencije sistema �"# [��+] u prvom modu 

Slika 2.4.1 b) Uticaj debljine nosača °  
na prirodne frekvencije sistema �"# [��+] u prvom modu 

U tabeli 2.4.1 može se primetiti mala razlika u aproksimacijama rešenja prirodnih frekvencija za 

različite vrednosti faktora smicanja kod Timoshenko-vog i Reddy-Bickfod-ovog modela. 

Značajnija razlika je primetna kod debljih nosača (tabela 2.4.2) kod kojih Euler-ov i Rayleigh-jev 
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model ne daju dovoljno dobre aproksimacije. Razmatranim modelima dobijamo približno iste 

aproksimacije rešenja u nižim modovima ali se razlika značajno povećava kod nosača većih 

debljina. Na serijama slika 2.4.1-2.4.3 prikazane su promene prirodnih frekvencija u zavisnosti od 

Slika 2.4.2 a) Uticaj faktora debljine nosača °  
na prirodne frekvencije sistema �"# [��+] u trećem modu 

Slika 2.4.2 b) Uticaj faktora debljine nosača °  
na prirodne frekvencije sistema �"# [��+] u trećem modu 
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faktora debljine nosača ° 2 q±d u različitim modovima. Može se zaključiti da se pri vrednostima 

° većim od 0.2 javlja značajna razlika izmedju dobijenih rezutata Euler-ovim i Rayleigh-jevim 

modelom na jednoj strani i prilično boljim aproksimacijama dobijenih Timoshenko-vim i Reddy-

Bickford-ovim modelom na drugoj strani.  

Slika 2.4.3 a) Uticaj debljine nosača ° na  

prirodne frekvencije sistema �"# [��+] u petom modu 

Slika 2.4.3 a) Uticaj debljine nosača ° na  

prirodne frekvencije sistema �"# [��+] u petom modu 
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Slika 2.4.4 Transverzalna pomeranja srednjih linija nosača za sumu prvih 7 članova reda sa 

zadatim početnim uslovima  ! "#$% &'( ! #)"*%&+( ! #),*% -.'( ! "* $/ % .+( ! ,* $)/  

 

 

 

 

Slika 2.4.5 Transverzalna pomeranja srednjih linija nosača za sumu prvih 7 članova reda sa 

zadatim početnim uslovima   ! "0$% &'( ! #)"*%&+( ! #),*% -.'( ! "* $/ % .+( ! ,* $)/  
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Slika 2.4.7 Transverzalna pomeranja srednjih linija nosača za sumu prvih 7 članova reda sa 

zadatim početnim uslovima   ! ,0$% &'( ! #)"*%&+( ! #),*% -.'( ! "* $/ % .+( ! ,* $)/  

Na serijama slika 2.4.1-2.4.3 su prikazane promene frekvencija do vrednosti 1 ! " iz razloga što 

se u takvim slučajevima mogu analizirati fekvencije elastičnih tela čije su sve tri prostone 

dimenzije bliske. Ovakav slučaj odnosa dimenzija se može sresti kod višerasponih nosača [27] 

kada su rastojanja između oslonaca mala u poređenju sa debljinom nosača ili kod oscilacija 

brodskih korita kada su talasne dužine male. Na slikama 2.4.4-2.4.6 prikazana su transverzalna 

pomeranja srednjih linija nosača za različite modele u različitim vremenskim trenucima određenih 

za prvih 7 članova reda u sumi pri zadatim početnim uslovima. Može se zaključiti da  pri različitim 

tipovima modela postoji razlika izmedju transverzalnih pomeranja srednjih linija nosača koja se 

pri većem broju uzetih članova u sumi povećava. 

Slika 2.4.8 Uticaj pritisnih aksijalnih sila    na odnos kritičnih sila 2345 67/  

u modovima 1, 2 i 3 (8 ! 8'% Timoshenko model) 
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Slika 2.4.9 Uticaj pritisnih aksijalnih sila    na odnos kritičnih sila 2345 67/  

u modovima 1, 2 i 3 (8 ! 8'% Reddy-Bickford-ov model) 

Slika 2.4.10 Uticaj pritisnih aksijalnih sila    na odnos kritičnih sila 2345 67/   

u modovima 1, 2 i 3 (8 ! 98'% Timoshenko model) 
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Slika 2.4.11 Uticaj pritisnih aksijalnih sila    na odnos kritičnih sila 2345 67/   

u modovima 1, 2 i 3 (8 ! 98'% Reddy-Bickford-ov model) 

Slika 2.4.12 Uticaj pritisnih aksijalnih sila    na odnos kritičnih sila 2345 67/   

Za različite vrednosti debljina nosača (Timoshenko model) 
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Slika 2.4.13 Uticaj pritisnih aksijalnih sila    na odnos kritičnih sila  !"# $%&    

Za različite vrednosti debljina nosača (Reddy-Bickford-ov model) 

      Na serijama slika 2.4.8-2.4.13 dat je prikaz odnosa kritičnih sila u zavisnosti od faktora 

pritisne aksijalne sile na drugom nosaču  . Može se zaključiti da u odnosima kritčnih sila postoji 

minorna razlika između Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-ovog modela, te da se bez obzira na 

debljinu nosača i mod u kome se kritična sila razmatra mogu podjednako uspešno koristiti obe 

teorije.  Opšti zaključak na osnovu prikazanih rezultata može biti da se samo Timoshenko-va i 

Reddy-Bickford-ova teorija mogu koristiti kod nosača većih debljina. Prednost Reddy-Bickford-

ove teorije je u određivanju smičućih napona za koje nam nije potreban smicajni faktor. Pri 

povećanju moda oscilovanja najbolje aproksimacije rešenja daje Reddy-Bickford-ova teorija 

nosača. Na osnovu određenih razlika u aproksimacijama rešenja između korišćenih teorija, 

prikazani rezultati mogu poslužiti pri odabiru tipa matematičkog modela za dinamičko 

razmatranje dva elastično povezana nosača.    
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3 
Uticaji pritisnih aksijalnih sila, inercije rotacije i 

poprečnog smicanja na prinudne oscilacije sistema 

dva elastično povezana nosača 

3.1   Prinudne oscilacije dva elastično povezana nosača Rayleigh-jevog tipa 

     Analizirajmo uticaje pritisnih aksijalnih sila i inercije rotacije na prinudne transverzalne 

oscilacije sistema dva elastično povezana nosača Rayleigh-jevog tipa, Stojanović i Kozić [13]. 

Neka su dva nosača istih dužina l, povezana elastičnim slojem krutosti K. Nosači su izloženi 

prinudnim opterećenjima   !"# $% i &'!"# $% i pritisnim aksijalnim silama na krajevima kao što je 

prikazano na slici 3.1.1.  

Slika 3.1.1 Sistem dva elastično povezana nosača pod dejstvom prinudnih opterećenja 

Neka su funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu sistema nosača Rayleigh-

jevog tipa () !*# "# $%, +) !*# "# $%# ,()'!*# "# $%i +)'!*# "# $%,oblika 

() !*# "# $% - () . !"# $% / * 0+) . !"# $%
0" #,,,,,+) !*# "# $% - +) . !"# $%#, ,,!12323% 
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()'!*# "# $% - ()'. !"# $% / * 0+)'. !"# $%
0" #,,,,,+)'!*# "# $% - +)'. !"# $%2,, ,!12324% 

Deformacije u pravcu " ose u funkciji pomeranja i veza između napona i deformacije po Hooke-

ovom zakonu su  

56 !*# "# $% - 0() . !"# $%
0" / * 0'+) . !"# $%

0"' #,,,,,56'!*# "# $% - 0()'. !"# $%
0" / * 0'+)'. !"# $%

0"' 2,,,,,!12321% 

76 !*# "# $% - 856 !*# "# $%#,,,,,,,,,76'!*# "# $% - 856'!*# "# $%#, ,!12329% 

Virtuelni rad inercijalnih sila je 

:;<= - />? @ @ A0'+) !*# "# $%0$' B+) !*# "# $% C 0'() !*# "# $%0$' B() !*# "# $%D E*E"#
FGH
I,FGH

J
.

,,,,,,!1232K% 

:;<=' - />?'@ @ A0'+)'!*# "# $%0$' B+)'!*# "# $% C 0'()'!*# "# $%0$' B()'!*# "# $%D E*E"
FHH
I,FHH

2J
.

,,,,,!1232L% 

Virtuelni rad unutrašnjih sila je  

:;M - /? @ @ 76 !"# $%B56 !"# $%E*E"
FGH
I,FGH

#J
.

,,:;M' - /?'@ @ 76'!"# $%B56'!"# $%E*E"
FHH
I,FHH

2J
.

!1232N% 

Virtuelni rad spoljašnjih sila je 

:;OP - @ A& !"# $%B+) . !"# $% C B+) . !"# $%QR+)'. !"# $% / +) . !"# $%S C T 0+) . !"# $%
0"

0B+) . !"# $%
0" D E"# !1232U%J

.
 

:;OP' - @ A&'!"# $%B+)'. !"# $% C B+)'. !"# $%QR+) . !"# $% / +)'. !"# $%S C T' 0+)'. !"# $%
0"

0B+)'. !"# $%
0"

J
.

D E " ! !1232V% 

Na osnovu principa virtuelnog rada  :;<=< C :;M< C :;OP< - W# X - 3#4,i jednačina (3.1.5-3.1.9) 

dobijamo 



54 /?3@ @ 76 !"# $%B56 !"# $%E*E"
Y34
I,Y34

/ >?3@ @ A0'+) !*# "# $%0$' B+) !*# "# $% C 0'() !*# "# $%0$' B() !*# "# $%D E*E"
Y34
IY34

J
.

J
.

 

C@ A& !"# $%B+) . !"# $% C B+) . !"# $%Q R+)'. !"# $% / +) . !"# $%S C T 
0+) . !"# $%

0"
0B+) . !"# $%

0" D E" - W#,,,,!12323W%

J
.

 

/?4@ @ 76'!"# $%B56'!"# $%E*E"
Y44
I,Y44

/ >?4@ @ A0'+)'!*# "# $%0$' B+)'!*# "# $% C 0'()'!*# "# $%0$' B()'!*# "# $%D E*E"
Y44
I,Y44

J
.

J
.

 

C@ A&'!"# $%B+)'. !"# $% C B+)'. !"# $%Q R+) . !"# $% / +)'. !"# $%S C T'
0+)'. !"# $%

0"
0B+)'. !"# $%

0" D E" - W# !123233%

J
.

 

Sukcesivnom primenom Green-ove teoreme na izraze (3.1.10-3.1.11) dobijamo jednačine 

transverzalnih oscilacija sistema elastično povezanih nosača Rayleigh-jevog tipa u obliku 

>Z 0
'+) . !"# $%0$' / >[P 0

\+) . !"# $%
0"']0$' C 8[P 0

\+) . !"# $%0"\ C T 0
'+) . !"# $%0"'  

CQR+) . !"# $% / +)'. !"# $%S - &3!"# $%# ,!123234% 

>Z' 0
'+)'. !"# $%0$' / >[P' 0

\+)'. !"# $%
0"']0$' C 8[P' 0

\+)'. !"# $%0"\ C T' 0
'+)'. !"# $%0"'  

CQR+)'. !"# $% / +) . !"# $%S - &4!"# $%# ,!123231% 
Početni i granični uslovi sistema dva elastično povezana slobodno oslonjena nosača Reyleigh-

jevog tipa su  

+)<. !"# W% - W#, , E+) . !"# W%E$ - W#, ,,,,,,,!123239% 
+)<. !W# $% - E'+) . !W# $%E"' - E'+) . !^# $%

E"' - +)<. !^# $% - W#,,,,X - 3#42,,,,,,,,,,,,, ,,,,,,,!12323K% 

Smatrajući da je kretanje tačaka nosača harmonijsko, rešenja jednačina (3.1.12) i (3.1.13) 

pretpostavljamo u obliku  

+) . !"# $% - ,_ `=!"%_a<=!$%
'

<bc
#

d

=b 
,!12323L% 

,!12323 % 

,!12323!% 
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+)'. !"# $% - ,_ `=!"%_e=<a<=!$%
'

<bc
#

d

=b 
,,,,,,,,,,,,,,,, ,!12323N% 

gde su a<=!$%,!X - 3#4% nepoznate funkcije vremena kojima odgovaraju frekvencije f=< Rayleigh-

jevog modela. Ako zamenimo pretpostavljena rešenja (3.1.16) i (3.1.17) u sistem  

parcijalnih diferencijalnih jednačina (3.1.12) i (3.1.13) dobijamo 

_`=!"%_gh ai<= C !j / T k / l e=<%a<=m - n & !"# $%
'

<bc
#, ,,!12323U%

d

=b 
 

_`=!"%_gh'ai<= C oj' / T'k' / l'e=<I pa<=me=< - n'&'!"# $%
'

<bc
#, ,,!12323V%

d

=b 
 

gde  su 

n - 3
>Z # ,,,,,,, n' - 3

>Z' #,,,,,,,,,,l -
Q
>Z #,,,,,,,,,l' -

Q
>Z',,#

h - 3 C qr ' s='#,,,,,,,,,,h' - 3 C qr'' s='#,,,,,,,,,j - qt ' s=\ C l # j' - qt'' s=\ C l'2,

qt< - u8[<>Z< #,,,,,,,,,,qr< - u[<Z< # ,,,,,,,,X - 3#42 

Množenjem jednačina (3.1.18) i (3.1.19) sopstvenom funkcijom `=, integracijom po promenljivoj 

z na intervalu od 0 do ^ i primenom uslova ortogonalnosti funkcija dobijamo 

_gh ai<= C !j / T k / l e=<%a<=m - 4n ^ @ `=
J
.

& !"# $%E"
'

<b 
2, ,!12324W% 

_gh'ai<= C oj' / T'k' / l'e=<I pa<=me=< - 4n'^ @ `=
J
.

&'!"# $%E"
'

<b 
2, ,!123243% 

Koristeći  određene u prethodnom poglavlju (2.1.26) i jednačina (3.1.20) i (3.1.21)  

_gai<= C f=<' a<=m - 4n h ^ @ `=
J
.

& !"# $%
'

<b 
E"#, ,,,,,,,!123244% 

_gai<= C f=<' a<=me=< - 4n'h'^ @ `=
J
.

&'!"# $%
'

<b 
E"2,,, ,,,,,,,!123241% 
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odnosno 

ai<= Cf=<' a<= - v<=!$%#,,,,,,X - 3#4# ,!123249% 
gde su 

v= !$% - 4
e=' / e= @ wx e='& !"# $% / x'&'!"# $%y z{|!s="% E"

J
.

#, ,,!12324K% 

v='!$% - 4
e= / e='@ wx e= & !"# $% / x'&'!"# $%y z{|!s="% E"

J
.

#, ,,!12324L% 

x - n h ^ # ,,,,,,,,,x' - n'h'^ 2

Iz jednačina (3.1.16), (3.1.17), (3.1.25) i (3.1.26) i rešenja jednačine (3.1.24), ref. [5], slede analitički 

oblici prinudnih oscilacija dva elastično povezana nosača Rayleigh-jevog tipa 

+) . !"# $% - ,_ z{|!s="%_ 3
f=<@ v=<!}%

~
.

'

<b 
z{|wf=<!$ / }%yE}#

d

=b 
, ,!12324N% 

+)'. !"# $% - ,_ z{|!s="%_ e=<f=<@ v=<!}%
~
.

'

<b 
z{|wf=<!$ / }%yE}2

d

=b 
, ,!12324U% 

Opšta rešenja prinudnih oscilacija (3.1.27) i (3.1.28) mogu se primeniti u analizi sistema pod 

dejstvom različitih vrsta prinudnih opterećenja. 

3.2   Prinudne oscilacije dva elastično povezana nosača Timoshenko-vog tipa 

      Analizirajmo uticaje pritisnih aksijalnih sila, inercije rotacije i poprečnog smicanja na 

prinudne transverzalne oscilacije sistema dva elastično povezana nosača Timoshenko-vog tipa, 

Stojanović i Kozić [13]. Uvedimo funkcije pomeranja tačaka nosača u longitudinalnom i 

transverzalnom pravcu kao i ugao zaokretanja poprečnog preseka nosača Timoshenko-vog tipa 

(� !*# "# $%, +� !*# "# $%# �� . !"# $%# ,(�'!*# "# $%, +�'!*# "# $% i ��'. !"# $%2 Funkcije pomeranja su 

(� !*# "# $% - (� . !"# $% C *�� . !"# $%#,,,,,,,+� !*# "# $% - +� . !"# $%#, ,!12423% 
(�'!*# "# $% - (�'. !"# $% C *��'. !"# $%#,,,,,,,+�'!*# "# $% - +�'. !"# $%#,, ,!12424% 
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Deformacije u funkciji pomeranja i veze između napona i deformacije po Hooke-ovom zakonu su 

56 ! !"# $% -,, 0(� . !"# $%
0" C * 0�� . !"# $%

0" # ,,,,�6� !"# $% - 0+� . !"# $%
0" C �� . !"# $%#, ,!12421% 

56'! !"# $% -,, 0(�'. !"# $%
0" C * 0��'. !"# $%

0" # ,,,,�6�'!"# $% - 0+�'. !"# $%
0" C ��'. !"# $%#,, ,!12429% 

� 76 �6� � - �8 WW s�� �
56 �6� � # � 76'�6�'� - �8 WW s�� �

56'�6�'�2 !1242K% 

Virtuelni rad inercijalnih sila je 

:;<= - />? @ @ A0'+� !*# "# $%0$' B+� !*# "# $% C 0'(� !*# "# $%0$' B(� !*# "# $%D E*E"#
FGH
I,FGH

J
.

,,,!1242L% 

:;<=' - />?'@ @ A0'+�'!*# "# $%0$' B+�'!*# "# $% C 0'(�'!*# "# $%0$' B(�'!*# "# $%D E*E"
FHH
I,FHH

2J
.

,,!1242N% 

Virtuelni rad unutrašnjih sila je  

:;M - /? @ @ g76 !"# $%B56 !"# $% C �6� !"# $%B�6� !"# $%mE*E"
FGH
I,FGH

J
.

#,,, ,,!1242U% 

:;M' - /?'@ @ g76'!"# $%B56'!"# $% C �6�'!"# $%B�6�'!"# $%mE*E"2
FHH
I,FHH

J
.

, ,,!1242V% 

Virtuelni rad spoljašnjih sila je 

:;OP - @ �& !"# $%B+� . !"# $% C B+� . !"# $%QR+�'. !"# $% / +� . !"# $%SJ
.

C T 0+� . !"# $%
0"

0B+� . !"# $%
0" D E"# !12423W% 

,,,:;OP' - @ �&'!"# $%B+�'. !"# $% C B+�'. !"# $%QR+� . !"# $% / +�'. !"# $%SJ
.

C T' 0+�'. !"# $%
0"

0B+�'. !"# $%
0" D E"# !124233% 

Zamenom jednačina (3.2.6-3.2.11) u opštu jednačinu principa 

/? @ @ g76 !"# $%B56 !"# $% C �6� !"# $%B�6� !"# $%mE*E" /
FGH
I,FGH

J
.
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/>? @ @ A0'+� !*# "# $%0$' B+� !*# "# $% C 0'(� !*# "# $%0$' B(� !*# "# $%D E*E" C,
FGH
I,FGH

J
.

C@ A& !"# $%B+� . !"# $% C B+� . !"# $%Q R+�'. !"# $% / +� . !"# $%S C T 0+� . !"# $%
0"

0B+� . !"# $%
0" D E" - W# !124234%J

.
 

/?'@ @ g76'!"# $%B56 !"# $% C �6�'!"# $%B�6�'!"# $%mE*E" /,
FHH
I,FHH

J
.

/>?'@ @ A0'+�'!*# "# $%0$' B+�'!*# "# $% C 0'(�'!*# "# $%0$' B(�'!*# "# $%D E*E" C,
FHH
I,FHH

J
.

C@ �&'!"# $%B+�'. !"# $% C B+�'. !"# $%Q R+� . !"# $% / +�'. !"# $%SJ
.

C T' 0+�'. !"# $%
0"

0B+�'. !"# $%
0" D E" - W2 !124231% 

Sukcesivnom primenom Green-ove teoreme na izraze (3.2.12-3.2.13) dobijamo jednačine prinudnih 

oscilacija sistema elastično povezanih nosača Timoshenko-vog tipa u obliku 

,,>Z 0
'+� . !"# $%
0$' / �Z s �0

'+� . !"# $%
0"' C 0�� . !"# $%

0� � C T 0
'+� . !"# $%0"' C,,

CQR+� . !"# $% / +�'. !"# $%S - &3!"# $%# ,!124239% 

>[P 0
'�� . !"# $%
0$' / 8[P 0

'�� . !"# $%
0"' C �Z s �0+� . !"# $%

0" C �� . !"# $%� - W# !12423K% 

,>Z' 0
'+� . !"# $%0$' / �Z's �0

'+�'. !"# $%
0"' C 0��'. !"# $%

0� � C T' 0
'+�'. !"# $%0"' ,,,,

CQR+�'. !"# $% / +� . !"# $%S - &4!"# $%# ,!12423L% 

>[P' 0
'��'. !"# $%
0$' / 8[P' 0

'��'. !"# $%
0"' C �Z's �0+�'. !"# $%

0" C ��'. !"# $%� - W2,,,,,,,!12423N% 

gde su materijalne i geometrijske karakteristike nosača u oznakama iste kao u prethodnom 

poglavlju. Početni uslovi sistema dva elastično povezana nosača su dati glavnim koordinatama u 

daljem tekstu, dok su granični uslovi sistema  

+�<. !W# $% - +�<. !^# $% - W# X - 3#4#, ,,,,,,,!12423U% 
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E'+�XW !W# $%E"4 - E'+�XW !^# $%E"4 - W#,,,,X - 3#4#, ,,,,,,,!12423V% 
E�� . !W# $%

E" - E�� . !^# $%
E" - W#,,,X - 3#42, ,,,,,,,!12424W% 

Smatrajući da je kretanje tačaka nosača harmonijsko, rešenja jednačina (3.2.14-3.2.17) 

pretpostavljamo u obliku proizvoda funkcija  

+�<. !"# $% -,_ `�!"%a� X�!$%#,,,,,,��XW !"# $% -,_��!"%a� X�!�%!$%#
�

�-3
,,X - 3#4#

�

�-3
,,,,,,,,,,,,!124243% 

gde su a�<=!$% i a�<=!r%!$% nepoznate funkcije vremena a funkcije Zn(z) i �=!"% funkcije osnovnih 

oblika oscilovanja  

`=!"% - z{|!s="%#,,,,�=!"% - ��z!s="%# s= - �� ^#, ,� - 3#4#1# �, ,,!124244%�  

Zamenom pretpostavljenih rešenja (3.2.21) u jednačine transverzalnih oscilacija sistema (3.2.14-

3.2.17), množenjem sopstvenim funkcijama, integracijom od 0 do l duž nosača i primenom uslova 

ortogonalnosti dobijamo  

�
Z > W W WW Z'> W WW W [ > WW W W ['>

�
��
�
��

a�i =!$%
a�i'=!$%
a�i =!r%!$%
a�i'=!r%!$% �

¡
�¢ C,,

C
£¤
¤¤
¥�sZ s=' / T s=' C Q /Q �sZ s= W

/Q �sZ's=' / T's=' C Q W �sZ's=/�sZ s= W /8[ s=' / �sZ W
W /�sZ's= W /8['s=' / �sZ'¦§

§§̈
��
�
�� a� =!$%a�'=!$%a� =!r%!$%
a�'=!r%!$% �

¡
�¢

-

��
��
��
�4^ @ `=

J
.

& !"# $%E"
4
^ @ `=

J
.

&'!"# $%E"
WW  �

�¡
��
¢
2 ,!124241% 

Rešenja sistema  diferencijalnih jednačina određujemo metodom modalne analize

Kelly [25]. Sistem jednačina !124241% može se zapisati u matričnom obliku 
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g©ª m �«�i� C g¬ª m®«�¯ - °±²# ,,,,,,,!124249% 
gde su 

�«�i� -
��
�
��

a�i =!$%
a�i'=!$%
a�i =!r%!$%
a�i'=!r%!$% �

¡
�¢ # ®«�¯ -

��
�
�� a� =!$%a�'=!$%a� =!r%!$%
a�'=!r%!$% �

¡
�¢ # °±² -

��
��
��
�4^ @ `=

J
.

& !"# $%E"
4
^ @ `=

J
.

&'!"# $%E"
WW  �

�¡
��
¢
# g©ª m - �

Z > W W WW Z'> W WW W [ > WW W W ['>
�#,

g¬ª m -
£¤
¤¤
¥�sZ s=' / T s=' C Q /Q �sZ s= W

/Q �sZ's=' / T's=' C Q W �sZ's=/�sZ s= W /8[ s=' / �sZ W
W /�sZ's= W /8['s=' / �sZ'¦§

§§̈,2 

Kvadrati prirodnih frekvencija sistema f³ = ,f³'=# f³´=  i f³\=  predstavljaju sosptvene vrednosti 

matrice g©ª mIµg¬ª m . Nehomogenisistemdiferencijalnih jednačina kome odgovaraju generalisane

koordinate ®«�¯  možemo prevesti na sistem glavnih koordinata ¶·¸=!$%# ¹ - 3#4#1#9# uvođenjem 

modalne matrice sistemagºªm - g»ª »ª'»ª´»ª\mčije kolone predstavljaju normalizovane osnovne oblike 

oscilovanja (normalized mode shapes) 

®«�!$%¯ -_ ¶·¹�!$%®»ª¸¯2 ,,,,,,,!12424K%
\

¸b 
 

Transformacija (3.2.25) ekvivalentna linearnoj transformaciji između generalisanih i glavnih 

koordinata sistema 

®«�!$%¯ - gºªm°¼³!$%²2,,, ,,,!12424L% 

Zamenom jednačne (3.2.26) u sistem (3.2.24) dobijamo  

_ ¶·i ¹�!$%w©³y®»ª¸¯ C_ ¶·¹�!$%w¬³½y®»ª¸¯ - °±²
\

¸b 
2,,,,,,, ,!12424N%

\

¸b 
 

Ako obe strane izraza pomnožimo skalarno sa °»r² za proizvoljno r=1,2,3,4, dobijamo 

_ ¶·i ¹�!$%o®»ªr¯# w©³y®»ª¸¯p C_ ¶·¹�!$%o®»ªr¯# w¬³½y®»ª¸¯p - o®»ªr¯# °±²p
\

¸b 
2, ,!12424U%

\

¸b 
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Primenom uslova ortogonalnosti osnovnih oblika oscilovanja (mode-shape orthogonality

condition) dobijamo samo jedan član u svakoj od suma koji je različit od nule i to za r=j. Kako 

su osnovni oblici oscilovanja normalizovani, jednačina (3.2.28)   

¶·ir=!$%Cf³��4 ¶·r=!$% - ¾·r=!$%# � - 3#4#1#92#, ,,!12424V% 

gde je ¾·r=!$% - o®»ª�¯# °±²p . Ako su početni uslovi definisani glavnim koordinatama ¶·r=!W% -
W# ¶·¿r=!W% - W# rešenja možemo zapisati u oblku konvolucionog integrala 

¶·r=!$% - 3
f³��@ ¾·r=!}%

$
W z{|wf³��!$ / }%yE}# � - 3#4#1#9#, ,,,,,,,!12421W%,

Zamenom dobijenih rešenja (3.2.30) u jednačinu transformacije koordinata (3.2.25) dobijamo 

®«�¯ -
��
�
�� a� =!$%a�'=!$%a� =!r%!$%
a�'=!r%!$% �

¡
�¢ -

��
�
��À
�  !f³�3%¶· =!$% C À� '!f³�4%¶·'=!$% C À� ´!f³�1%¶·´=!$% C À� \!f³�9%¶·\=!$%À�' !f³�3%¶· =!$% C À�''!f³�4%¶·'=!$% C À�'´!f³�1%¶·´=!$% C À�'\!f³�9%¶·\=!$%À�´ !f³�3%¶· =!$% C À�´'!f³�4%¶·'=!$% C À�´´!f³�1%¶·´=!$% C À�´\!f³�9%¶·\=!$%À�\ !f³�3%¶· =!$% C À�\'!f³�4%¶·'=!$% C À�\´!f³�1%¶·´=!$% C À�\\!f³�9%¶·\=!$% �

¡
�¢ 2,,  !124213% 

Ovako dobijene funkcije vremena se sada mogu zameniti u pretpostavljena rešenja (3.2.21) odakle 

slede opšta rešenja prinudnih transverzalnih oscilacija dva elastično povezana nosača Timoshenko-

vog tipa 

+� . !"# $% -,_ z{|!s�"% gÀª33!f³�3%¶·3�!$% C Àª34!f³�4%¶·4�!$% C Àª31!f³�1%¶·1�!$% C Àª39!f³�9%¶·9�!$%m#
�

�-3
!124214% 

+�'. !"# $% -,_ z{|!s�"% gÀª43!f³�3%¶·3�!$% C Àª44!f³�4%¶·4�!$% C Àª41!f³�1%¶·1�!$% C Àª49!f³�9%¶·9�!$%m#
�

�-3
!124211% 

�� . !"# $% - ,_ ��z!s="% gÀ³13!f³= %¶·3�!$% C À³14!f³='%¶·4�!$% C À³11!f³=´%¶·1�!$% C À³19!f³=\%¶·9�!$%m#
d

=b 
!124219% 

��'. !"# $% - ,_ ��z!s="% gÀ³93!f³= %¶·3�!$% C À³94!f³='%¶·4�!$% C À³91!f³=´%¶·1�!$% C À³99!f³=\%¶·9�!$%m2
d

=b 
!12421K% 

Opšta rešenja prinudnih oscilacija neophodna  za određivanje rezonancije i ponašanja sistema 

kao dinamičkog absorbera, ispitivanja amplituda sistema  uticajima pritisnih  
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različitim vrstama prinuda. Modalna matrica sistema data je u prilogu 3.2.1 (http://

www.2shared.com/file/FY-dZiam/prilog_321.html). 

3.3   Prinudne oscilacije dva elastično povezana nosača Reddy-Bickford-ovog tipa 

      Neka su kao u slučaju Timoshenko-vog modela nosači istih dužina l, povezani elastičnim 

slojem krutosti K. Nosači su na krajevima izlođeni dejstvu aksijalnih sila T  i T'  i prinudnim 

promenljivim kontinualnim opterećenjima & !"# $% i &'!"# $%. Označimo redom funkcije pomeranja 

u longitudinalnom i transverzalnom pravcu kao i ugao tangente deformisanog poprečnog preseka 

nosača na neutralnoj liniji ()Á !*# "# $% , +)Á !*# "# $%# , � .)Á !"# $%# , ( )Á'!*# "# $% , +)Á'!*# "# $% i 
�.)Á'!"# $%2 Za sistem dva nosača važe funkcije pomeranja 

()Á !*# "# $% - ()Á . !"# $% C *�)Á . !"# $% / e*´ ��)Á . !"# $% C 0+)Á . !"# $%
0" �#,,,,,

+)Á !*# "# $% - +)Á . !"# $%#,, ,!12123% 

()Á'!*# "# $% - ()Á'. !"# $% C *�)Á'. !"# $% / e*´ ��)Á'. !"# $% C 0+)Á'. !"# $%
0" �#,,,,,

+)Á'!*# "# $% - +)Á'. !"# $%#,, ,!12124% 

Deformacije u funkciji pomeranja i veze između napona i deformacije po Hooke-ovom zakonu su 

56 !*# "# $% - ,, 0()Á . !"# $%
0" C * 0�)Á . !"# $%

0" / e*´ �0�)Á . !"# $%
0" C 0'+)Á . !"# $%

0"' �#,,,,,,,,,,,,,!12121% 

�6� !*# "# $% - �)Á . !"# $% C 0+)Á . !"# $%
0" / Â*' ��)Á . !"# $% C 0+)Á . !"# $%

0" �# !12129% 

56'!*# "# $% - ,, 0()Á'. !"# $%
0" C * 0�)Á'. !"# $%

0" / e*´ �0�)Á'. !"# $%
0" C 0'+)Á'. !"# $%

0"' �#,,,,,,,,,,,,!1212K% 

�6�'!*# "# $% - �)Á'. !"# $% C 0+)Á'. !"# $%
0" / Â*' ��)Á'. !"# $% C 0+)Á'. !"# $%

0" �2, !1212L% 

� 76 �6� � - �8 WW �� �
56 �6� � # � 76'�6�'� - �8 WW �� �

56'�6�'�2 !1212N% 
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Virtuelni rad inercijalnih sila je 

:;<= - />? @ @ A0'+)Á !*# "# $%0$' B+� !*# "# $% C 0'()Á !*# "# $%0$' B(� !*# "# $%D E*E"#
FGH
I,FGH

J
.

,,,!1212U% 

:;<=' - />?'@ @ A0'+)Á'!*# "# $%0$' B+�'!*# "# $% C 0'()Á'!*# "# $%0$' B(�'!*# "# $%D E*E"
FHH
I,FHH

2J
.

,,!1212V% 

Virtuelni rad unutrašnjih sila je  

,,:;M - /? @ @ g76 !"# $%B56 !"# $% C �6� B�6� mE*E"
FGH
I,FGH

J
.

#, ,!12123W% 

,,:;M' - /?'@ @ g76'!"# $%B56'!"# $% C �6�'B�6�'mE*E"2
FHH
I,FHH

J
.

,, ,!121233% 

Virtuelni rad spoljašnjih sila je oblika 

:;OP - @ A& !"# $%B+)Á . !"# $% C B+)Á . !"# $%QR+�'. !"# $% / +� . !"# $%S C T 0+)Á . !"# $%
0"

0B+)Á . !"# $%
0" D E"# !121234%,J

.

:;OP' - @ �&'!"# $%B+)Á'. !"# $% C B+)Á'. !"# $%QR+)Á . !"# $% / +)Á'. !"# $%SJ
.

C T' 0+)Á'. !"# $%
0"

0B+)Á'. !"# $%
0" D E"  !121231% 

Zamenom jednačina (3.3.10-3.3.13) u opštu jednačinu principa virtuelnog rada dobijamo 

/? @ @ g76 !"# $%B56 !"# $% C �6� !"# $%B�6� !"# $%mE*E" /,,
FGH
I,FGH

J
.

/>? @ @ A0'+)Á !*# "# $%0$' B+)Á !*# "# $% C 0'()Á !*# "# $%0$' B()Á !*# "# $%D E*E" C
FGH
I,FGH

J
.

 

C@ �& !"# $%B+)Á . !"# $%Ã C B+)Á . !"# $%QR+)Á'. !"# $% / +)Á . !"# $%SJ
.

C T 0+)Á . !"# $%
0"

0B+)Á . !"# $%
0" D E" - W#,,,!121239% 

/?'@ @ g76'!"# $%B56 !"# $% C �6�'!"# $%B�6�'!"# $%mE*E" /
FHH
I,FHH

J
.

 

!12123 % 

!12123!% 

!12123"% 
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 !"#$ $ %&#'()#*+, -, ./&.# 0'()#*+, -, ./ 1 &
#2()#*+, -, ./&.# 02()#*+, -, ./3 4+4- 1

566
78566

9
:

 

1$ ;<#*-, ./0'()#: *-, ./ 1 0'()#: *-, ./=>'()?: *-, ./  '()#: *-, ./@9
:

81 A# &'()#
: *-, ./
&-

&0'()#: *-, ./
&- 3 4- B CD *EDEDFG/ 

Sukcesivnom primenom Green-ove teoreme na izraze (3.2.14-3.2.15) dobijamo jednačine 

oscilovanja sistema elastično povezana dva nosača Reddy-Bickford-ovog tipa u obliku 

HIJ,: &
J'()?: *-, ./
&-J 1 HI#,# &

J'()?: *-, ./
&-#K&.# 1 HI#,: &

#'()?: *-, ./
&-# 1 HI:,# &

#'()?: *-, ./
&.# 1 HL?,# &

MN()?: *-, ./
&-K&.#  

1HL?,: &N()?
: *-, ./
&- 1 HLM,: &

MN()?: 8*-, ./
&-M 1 = >'OPFC *-, ./  'OPQC *-, ./@ B <?*-, ./,888888 8888888*EDEDFR/ 

HIM,: &
M'()?: *-, ./
&-M 1 HI?,# &

M'()?: *-, ./
&-K&.# 1 HI?,: &'()?

: *-, ./
&- 1 HL#,: &

#N()?: *-, ./
&-#  

1HL:,# &
#N()?: *-, ./
&.# 1 HL:,:N()?: *-, ./ B C, 8*EDEDFS/ 

TIJ,: &
J'()#: *-, ./
&-J 1 TI#,# &

J'()#: *-, ./
&-#K&.# 1 TI#,: &

#'()#: *-, ./
&-# 1 TI:,# &

#'()#: *-, ./
&.# 1 TL?,# &

MN()#: *-, ./
&-K&.#  

1TL?,: &N()#
: *-, ./
&- 1 TLM,: &

MN()#: *-, ./
&-M 1 = >'OPQC *-, ./  'OPFC *-, ./@ B <#*-, ./,8 888888888*EDEDFU/ 

TIM,: &
M'()#: *-, ./
&-M 1 TI?,# &

M'()#: *-, ./
&-K&.# 1 TI?,: &'()#

: *-, ./
&- 1 TL#,: &

#N()#: *-, ./
&-#  

1TL:,# &
#N()#: *-, ./
&.# 1 TL:,:N()#: *-, ./ B C, 8*EDEDFV/ 

gde su 

HIJ,: B F
WWU "?X?YZ#[,888HI#,# B  

F
WWU "?X?YZ#!, 8HI#,: B  

F
UC "?\]#X?^ 1

F
R"\]X?M  "?\X? 1 A?,

 !"!"# $ 
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%&'() * +,-,.( %/,() * #
01 +,-,23. 4 #

550 +,-,63).( %/,(' * 4 #
01 +,78)-,2 9 #

:+,78-,; 4 +,7-,(
%/;(' * #

550 +,-,63)< 4 #
01+,-,23<( %&;(' * #

01+,-,23< 4 #
550 +,-,63)<( %&,() * #

550 +,-,63). 4
#
01 +,-,23.(

%&,(' * #
01 +,78)-,2 4 #

:+,78-,; 9 +,7-,( %/)(' * 4 #
550 +,3)<-,6 9 #

51 +,3<-,2 4 #
#=+,<-,;(

%/'() * #
550 +,3).-,6 4 #

51+,3.-,2 9 #
#= +,.-,;">>>>%/'(' * #

01 +,8)7-,2 4 #
:+,87-,; 9 +,7-,(>>> !"!"=1$

?&@(' * #
550 +)-)63)<(>>>?&)() * 4 #

550 +)-)63).( >?&)(' * 4 #
01+)78)-)2 9 #

: +78-); 4 +)7-) 9 A)(

?&'() * +)-).( ?/,() * #
01 +)-)23. 4 #

550 +)-)63).( ?/,(' * 4 #
01 +)78)-)2 9 #

:+)78-); 4 +)7-)(

?/;(' * #
550 +)-)63)< 4 #

01 +)-)23<( ?&;(' * #
01 +)-)23< 4 #

550 +)-)63)<( ?&,() * #
550 +)-)63). 4

#
01+)-)23.(

?&,(' * #
01 +)78)-)2 4 #

:+)78-); 9 +)7-)( ?/)(' * 4 #
550 +)3)<-)6 9 #

51+)3<-)2 4 #
#= +)<-);(

?/'() * #
550 +)3).-)6 4 #

51 +)3.-)2 9 #
#= +).-);( ?/'(' * #

01 +)8)7-)2 4 #
:+)87-); 9 +)7-)">>> !"!"=#$

Granični uslovi sistema dva elastično povezana slobodno oslonjena nosača Reddy-Bickford-ovog 

tipa su na osnovu  ="!"== 4 ="!"=5$ 
>>BCDE'  1( F$ * 1( BCDE'  G( F$ * 1(>>>> >H * #(=(>>>> >>>>>>> !"!"==$ 
I)BJKH1  1( F$

IL= * I)BJKH1  G( F$
IL= * 1(>>>>>>>> >H * #(=(>>>> >>>>>>> !"!"=!$ 

IMJKH'  1( F$
IL * IMJKH'  G( F$

IL * 1(>>>>>>>>> >H * #(=">>>> >>>>>>> !"!"=5$ 
Smatrajući da je kretanje tačaka nosača harmonijsko, rešenja jednačina (3.3.16-3.3.19) 

pretpostavljamo u obliku proizvoda funkcija 

BCDE'  L( F$ *>N OP L$QRR HP F$(>>>>>>MJKH1  L( F$ *>N SP L$QRR HP T$ F$(
U

P*#
>>H * #(=(

U

P*#
> >>>>>>>>>>>>> !"!"=V$ 

gde su funkcije Zn(z) i SW L$ funkcije osnovnih oblika oscilovanja  

 

 

> !"!"= $

> !"!"=!$
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OW L$ * XYZ [WL$(>>>>SW L$ * \]X [WL$( [W * P^ G(> >P * #(=(!( _  !"!"=:$`

Zamenom pretpostavljenih rešenja (3.3.25) u jednačine transverzalnih oscilacija sistema (3.3.16-

3.3.19), množenjem sopstvenim funkcijama, integracijom od 0 do l duž nosača i primenom uslova 

ortogonalnosti dobijamo  

abcc d efRRgh 9 aicc jd efRRh * klm( >>>>>>> !"!"=n$ 
gde su 

efRRgh *
op
q
pr

Qssg,W F$
Qssg)W F$

Qssg,W t$ F$
Qssg)W t$ F$up

v
pw

( efRRh *
op
q
pr Qss,W F$

Qss)W F$
Qss,W t$ F$
Qss)W t$ F$up

v
pw ( klm *

op
pq
pp
r=
G x OW

y
'

z, L( F$IL
=
G x OW

y
'

z) L( F$IL
11 up

pv
pp
w
"

Matrice abcc d i aicc jd date su u prilogu 3.3.1 - http://www.2shared.com/file/SnRW6x79/prilog_331.html. Kvadrati 

prirodnih frekvencija sistema {|c,W ,{|c)W( {|c;W  i {|c@W  predstavljaju sosptvene vrednosti matrice 

abcc d}~ aicc jd" Nehomogeni sistem diferencijalnih jednačina kome odgovaraju generalisane koordinate

efRRh možemo prevesti na sistem glavnih koordinata ���W F$( � * #(=(!(5( uvođenjem modalne matrice 

Sistema a�ccd * a�cc,�cc)�cc;�cc@dčije kolone predstavljaju normalizovane osnovne oblike oscilovanja 

(normalized mode shapes) 

efRR F$h * N ��R�P F$ e�cc�h"> > !"!"=0$
@

��,
 

Transformacija (3.3.28) je ekvivalentna linearnoj transformaciji između generalisanih i glavnih 

koordinata sistema 

efRR F$h * a�ccd ��|c F$�"> >>>>> !"!"=�$ 

Zamenom jednačne (3.3.28) u sistem (3.3.27) dobijamo  

N ��Rg �P F$�b|c���c�� 9 N ��R�P F$�i|c�� e�cc�h * klm
@

��,
">>>>>> > !"!"!1$

@

��,
 

Ako obe strane izraza pomnožimo skalarno sa k�tm za proizvoljno r=1,2,3,4, dobijamo 
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N ��Rg �P F$ �e�ccth ( �b|c� e�cc�h� 9 N ��R�P F$ �e�ccth ( �i|c�� e�cc�h� * �e�ccth ( klm�
@

��,
"> >> !"!"!#$

@

��,
 

Primenom uslova ortogonalnosti osnovnih oblika oscilovanja (mode-shape orthogonality condition) 

dobijamo samo jedan član u svakoj od suma koji je različit od nule i to za r=j. Kako su osnovni 

oblici oscilovanja normalizovani, jednačina (3.3.31) postaje 

��RgtW F$9{|cPT= ��RtW F$ * ��RtW F$( T * #(=(!(5"(>>>> >> !"!"!=$ 

gde je ��RtW F$ * �e�ccTh ( �lc�� . Ako su početni uslovi definisani glavnim koordinatama ��RtW 1$ *
1( ��R�tW 1$ * 1( rešenja možemo zapisati u oblku konvolucionog integrala 

��RtW F$ * #
{|c TP x ��RtW �$

F
1 XYZ�{|c TP F 4 �$�I�"> >>>>>>> !"!"!!$ 

Zamenom dobijenih rešenja (3.3.33) u jednačinu transformacije koordinata (3.3.29) dobijamo 

efRRh *
op
q
pr Qcc#P F$

Qcc=P F$
Qcc#P T$ F$
Qcc=P T$ F$up

v
pw *

op
q
pr�RR,, {|cP#$��R,W F$ 9 �RR,) {|cP=$��R)W F$ 9 �RR,; {|cP!$��R;W F$ 9 �RR,@ {|cP5$��R@W F$
�RR), {|cP#$��R,W F$ 9 �RR)) {|cP=$��R)W F$ 9 �RR); {|cP!$��R;W F$ 9 �RR)@ {|cP5$��R@W F$
�RR;, {|cP#$��R,W F$ 9 �RR;) {|cP=$��R)W F$ 9 �RR;; {|cP!$��R;W F$ 9 �RR;@ {|cP5$��R@W F$
�RR@, {|cP#$��R,W F$ 9 �RR@) {|cP=$��R)W F$ 9 �RR@; {|cP!$��R;W F$ 9 �RR@@ {|cP5$��R@W F$up

v
pw ">> !"!"!5$ 

Ovako dobijene funkcije vremena se sada mogu zameniti u pretpostavljena rešenja (3.3.25) odakle 

slede opšta rešenja prinudnih transverzalnih oscilacija dva elastično povezana nosača Timoshenko-

vog tipa 

BCD,'  L( F$ *>N XYZ [PL$ a�cc## {|cP#$��R#P F$ 9 �cc#= {|cP=$��R=P F$ 9 �cc#! {|cP!$��R!P F$ 9 �cc#5 {|cP5$��R5P F$d(
U

P*#
 !"!"!V$ 

BCD)'  L( F$ *>N XYZ [PL$ a�cc=# {|cP#$��R#P F$ 9 �cc== {|cP=$��R=P F$ 9 �cc=! {|cP!$��R!P F$ 9 �cc=5 {|cP5$��R5P F$d(
U

P*#
 !"!"!:$ 

MCD,'  L( F$ * >N \]X [WL$ ��|c!# {|cW,$��R#P F$ 9 �|c!= {|cW)$��R=P F$ 9 �|c!! {|cW;$��R!P F$ 9 �|c!5 {|cW@$��R5P F$�(
�

W�,
 !"!"!n$ 

MCD)'  L( F$ * >N \]X [WL$ ��|c5# {|cW,$��R#P F$ 9 �|c5= {|cW)$��R=P F$ 9 �|c5! {|cW;$��R!P F$ 9 �|c55 {|cW@$��R5P F$�"
�

W�,
 !"!"!0$ 
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Opšta rešenja prinudnih oscilacija su neophodna za određivanje uslova ponašanja sistema kao 

dinamičkog absorbera i ispitivanja amplituda sistema pod uticajima pritisnih aksijalnih sila i 

različitih vrsta prinuda.Modalna matrica sistema  a�ccd prikazana je u analitičkom oblikutakođe u 

prilogu3.3.1 (http://www.2shared.com/file/SnRW6x79/prilog_331.html). 

3.4   Partikularna rešenja specijalnih slučajeva prinudnih oscilacija 

  sistema dva elastično povezana nosača 

       Određena opšta rešenja prinudnih oscilacija dva elastično povezana nosača mogu se 

primeniti za određivanje partikularnih rešenja prinudnih oscilacija sistema podvrgnutim 

harmonijskimkontinualnim (slika 3.4.1), harmonijski uniformnim (slika 3.4.2) i harmonijski 

koncentrisanim (slika 3.4.3) opterećenjima. 

Slika 3.4.1  Sistem nosača pod dejstvom proizvoljne harmonijske kontinuirane prinude 

Slika 3.4.2  Sistem nosača pod dejstvom harmonijske uniformne prinude 
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Slika 3.4.3  Sistem nosača pod dejstvom harmonijske koncentrisane prinude 

Prikazani fizički slučajevi harmonijskih prinuda sa slika 3.4.1-3.4.3 su oblika  

#$>��]Y��]��Z�>����]ZY�X��>�]Z�YZ�Y��Z�> ]¡�¢�>
z, L( F$ * £ L$ XYZ ¤F$ ( z) L( F$ * >1(>>>>>> > !"5"#$ 

=$>¥���]ZY�X��>�ZY¦]��Z�>�]Z�YZ�Y��Z�> ]¡�¢�>
z, L( F$ * £ XYZ ¤F$ ( z) L( F$ * >1(> > !"5"=$ 
!$>¥���]ZY�X��>�]Z\§Z��YX�Z�> ]¡�¢�>>>>>>> 

z, L( F$ * A XYZ ¤F$¨ L 4 1"VG$ ( z) L( F$ * >1(> > !"5"!$ 

gde su redom £ L$( q, >A , >¤  i ¨ (z) proizvoljna funkcija po prostornoj koordinati L( amplituda 

uniformnog dejstva, frekvencija harmonijske koncentrisane sile i Dirac-ova delta funkcija. 

Zamenom jednačina (3.4.1), (3.4.2) i (3.4.3) u opšta rešenja prinudnih oscilacija sistema Reyleigh-

jevog, Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-ovog tipa dobijamo partikularna rešenja. 

3.4.1   Partikularna rešenja prinudnih oscilacija sistema dva elastično povezana 

  nosača Rayleigh-jevog tipa 

Zamenom jednačina (3.4.1), (3.4.2) i (3.4.3) u opšta rešenja (3.1.25-3.1.26) dobijamo 
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©W, F$ * 3W) 3W) 4 3W,$ [C XYZ ¤F$ (>>>P * #(=(!( " " " (  !"5"5$ 

©W) F$ * 3W, 3W, 4 3W)$ [C XYZ ¤F$ (>>>P * #(=(!( " " " (  !"5"V$ 

Zamenom jednačina (3.4.4) i (3.4.5) u opšta rešenja jednačina (3.1.27) i (3.1.28) dobijamo 

BC,'  L( F$ * >N XYZ [WL$ ª«W, XYZ ¤F$ 9 NKWE XYZ {WEF$
)

E�,
¬ (

�

W�,
>>>P * #(=(!( " " " (>>>>>>>>>>>>> !"5":$ 

BC)'  L( F$ * >N XYZ [WL$ ª«W) XYZ ¤F$ 9 N3WEKWE XYZ {WEF$
)

E�,
¬ (

�

W�,
> >P * #(=(!( " " " (>>>>>>>>> !"5"n$ 

gde su 

>>>>>«W, * [C3W) 4 3W,  3W){W,) 4 ¤) 4 3W,{W)) 4 ¤)®(>>>>«W) * [C3W) 4 3W,  3W,3W){W,) 4 ¤) 4 3W,3W){W)) 4 ¤)®( 

KW, * [C
3W)3W) 4 3W,  ¤

{W, ¤) 4 {W,) $®(>>>>>>>KW) * [C
3W,3W) 4 3W,  ¤

{W) {W)) 4 ¤)$®>">>>>>>>

U zavisnosti od tipa prinude u opštim rešenjima menjase samo parametar [Cza koji važi 

X��¯��> �YZ�¢§>#$>[C * =°, x £ L$ XYZ [WL$ IL
y

'
(>>>>P * #(=(!( " "" 

X��¯��> �YZ�¢§>=$>[C * °,
5G£
P^ ( P * #(=(!( " "" 

X��¯��> �YZ�¢§>!$>[C * =A°, XYZ �P^= � (>>>>P * #(=(!( " "" 

Sada su prinudne oscilacije mehaničkog sistema oblika 

BC,'  L( F$ * > XYZ ¤F$ N «W, XYZ [WL$ (
�

W�,
>>>P * #(=(!( " " " (>  !"5"0$ 

BC)'  L( F$ * XYZ ¤F$ N «W)XYZ [WL$ (
�

W�,
>>>P * #(=(!( " " " ( ">  !"5"�$ 

gde su «W,( «W) amplitude ustaljenog režima oscilovanja. Uslovi nastanka rezonancije i ponašanja 

sistema kao dinamičkogabsorbera su 

±$>²§�]Z�Z\Y��³>>>¤ * {WE ( P * #(!(V( " "">>
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+$>´YZ��Y¯�Y>�¡X]�¡§�³ ¤) * 3W){W)) 4 3W,{W,)3W) 4 3W, ( >>>>«W, * 1( 

>«W) * [C
3W, 4 3W){W,) 4 {W))

( P * #(=(!( _ 

3.4.2  Partikularna rešenja prinudnih oscilacija  

 sistema dva elastično povezana nosača Timoshenko-vog tipa 

       Potražimo partikularna rešenja prinudnih oscilacija sistema spregnutih nosača 

Timoshenko-vog tipa pri delovanju različitih tipova prinuda. Zamenom jednačina (3.4.1), (3.4.2) 

i (3.4.3) u opšte jednačineprinudnog oscilovanja (3.2.32) i (3.2.35) dobijamo  

Bµ,'  L( F$ *>N XYZ [PL$ ¶«cP# XYZ ¤F$ 9 NKcPT XYZ {|PTF$
5

T*#
· (

U

P*#
>>>P * #(=(!( " " " (>>>>>>>>> !"5"#1$ 

Bµ)'  L( F$ *>N XYZ [PL$ ¶«cP= XYZ ¤F$ 9 N%cPT XYZ {|PTF$
5

T*#
· (

U

P*#
>>>P * #(=(!( " " " (>>>>>>>>> !"5"##$ 

Mµ,'  L( F$ *>N \]X [PL$ ¶«cP! XYZ ¤F$ 9 N?cPT XYZ {|PTF$
5

T*#
· (

U

P*#
>>>P * #(=(!( " " " (>>>>>>>>> !"5"#=$ 

Mµ)'  L( F$ *>N \]X [PL$ ¶«cP5 XYZ ¤F$ 9 N<cPT XYZ {|PTF$
5

T*#
· (

U

P*#
>>>P * #(=(!( " " " (>>>>>>>>> !"5"#!$ 

gde su 

«sW, * [µ ¸ �|##={|,W) 4 ¤) 9 �|#=={|)W) 4 ¤) 9 �|#!={|;W) 4 ¤) 9 �|#5={|@W) 4 ¤)¹(>

«sW) * [µ º �|##�|=#{|,W) 4 ¤) 9 �|#=�|=={|)W) 4 ¤) 9 �|#!�|=!{|;W) 4 ¤) 9 �|#5�|=5{|@W) 4 ¤)»(>>

«sW; * [µ º �|##�|!#{|,W) 4 ¤) 9 �|#=�|!={|)W) 4 ¤) 9 �|#!�|!!{|;W) 4 ¤) 9 �|#5�|!5{|@W) 4 ¤)»(>>

«sW@ * [µ º �|##�|5#{|,W) 4 ¤) 9 �|#=�|5={|)W) 4 ¤) 9 �|#!�|5!{|;W) 4 ¤) 9 �|#5�|55{|@W) 4 ¤)»(>>

KR,W * [µ�|##=  ¤
{|,W ¤) 4 {|,W) $® ( KR)W * [µ�|#==  ¤

{|)W ¤) 4 {|)W) $®>(>
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KR;W * [µ�|#!=  ¤
{|;W ¤) 4 {|;W) $® ( KR@W * [µ�|#5=  ¤

{|@W ¤) 4 {|@W) $®>( 

%s,W * [µ�|##�|=#  ¤
{|,W ¤) 4 {|,W) $® ( %s)W * [µ�|#=�|==  ¤

{|)W ¤) 4 {|)W) $®>( 

%s;W * [µ�|#!�|=!  ¤
{|;W ¤) 4 {|;W) $® ( %s@W * [µ�|#5�|=5  ¤

{|@W ¤) 4 {|@W) $®>( 
?c,W * [µ�|##�|!#  ¤

{|,W ¤) 4 {|,W) $® ( ?c)W * [µ�|#=�|!=  ¤
{|)W ¤) 4 {|)W) $®>(>

?c;W * [µ�|#!�|!!  ¤
{|;W ¤) 4 {|;W) $® ( ?c@W * [µ�|#5�|!5  ¤

{|@W ¤) 4 {|@W) $®>( 

<¼,W * [µ�|##�|5#  ¤
{|,W ¤) 4 {|,W) $® ( <R)W * [µ�|#=�|5=  ¤

{|)W ¤) 4 {|)W) $®>( 

<R;W * [µ�|#!�|5!  ¤
{|;W ¤) 4 {|;W) $® ( <R@W * [µ�|#5�|55  ¤

{|@W ¤) 4 {|@W) $®>( 

X��¯��> �YZ�¢§>#$>[µ * =
G x £ L$ XYZ [WL$ IL

y
'

(>>>>P * #(=(!( " "" 

X��¯��> �YZ�¢§>=$>[µ * 5£
P^ ( P * #(=(!( " "" 

X��¯��> �YZ�¢§>!$>[µ * =
G A XYZ �P^= � (>>>>P * #(=(!( " "" 

Partikularna rešenja prinudnih oscilacija mehaničkog sistema su oblika 

Bµ,'  L( F$ *>XYZ ¤F$ N «cP# XYZ [PL$ (
U

P*#
>>>P * #(!(V( " " " (> >>>>>>>>>>>>> !"5"#5$ 

Bµ)'  L( F$ * XYZ ¤F$ N «cP=XYZ [PL$ (
U

P*#
>>>P * #(!(V( " " " ( "> >>>>>>>>>>>>> !"5"#V$ 

Mµ,'  L( F$ *>XYZ ¤F$ N «cP! \]X [PL$ (
U

P*#
>>>P * #(!(V( " " " (> >>>>>>>>>>>>> !"5"#:$ 

Mµ)'  L( F$ * XYZ ¤F$ N «cP5\]X [PL$ (
U

P*#
>>P * #(!(V( " " " ( "> >>>>>>>>>>>>> !"5"#n$ 

gde su «sWt  amplitude ustaljenog režima oscilovanja. Uslovi nastanka rezonancije i ponašanja 

sistema kao dinamičkog absorbera su  

±$>²§�]Z�Z\Y�� ½ >>>¤ * {|tW( P * #(=(!( " "" 
+$>´YZ��Y¯�Y>�¡X]�¡§� 



73 

Određivanje prinudne frekvencije ¤  pri kojoj će se sistem ponašati kao dinamički absorber 

dobijamo iz uslova da je «sW, * 1">Posle faktorizacijejednačine [µ ¾ ��##=
¿|ÀÁÂ }ÃÂ 9 ��#==

¿|ÂÁÂ }ÃÂ 9 ��#!=
¿|ÄÁÂ }ÃÂ 9

��#5=
¿|ÅÁÂ }ÃÂÆ * 1( dobijamo bikubnu polinomsku jednačinu po nepoznatim prinudnim frekvencijama 

¤Ç 9 ±,¤@ 9 ±)¤) 9 ±; * 1(>> >>>>>>> !"5"#0$ 
gde su 

±, * 4�R,,) {|W)) 9 {|W;) 9 {|W@)$ 9 �R,)) {|W,) 9 {|W;) 9 {|W@)$
�R,,) 9 �R,)) 9 �R,;) 9 �R,@) 4>>>

4�R,;) {|W,) 9 {|W)) 9 {|W@)$ 9 �R,@) {|W,) 9 {|W)) 9 {|W;)$
�R,,) 9 �R,)) 9 �R,;) 9 �R,@) ( 

±) * {|W@)È�R,,)É{|W)) 9 {|W;)Ê 9 �R,))É{|W,) 9 {|W;)ÊË 9 {|W;) �R,,){|W)) 9 �R,)){|W,)$
�R,,) 9 �R,)) 9 �R,;) 9 �R,@) 9 

9�R,;)È{|W,) {|W)) 9 {|W@)$ 9 {|W)){|W@)Ë 9 �R,@)È{|W;) {|W,) 9 {|W))$ 9 {|W,){|W))Ë
�R,,) 9 �R,)) 9 �R,;) 9 �R,@) ( 

±; * 4{|W@)È{|W;) �R,,){|W)) 9 �R,)){|W,)$ 9 �R,;){|W,){|W))Ë 9 �R,@){|W,){|W)){|W;)
�R,,) 9 �R,)) 9 �R,;) 9 �R,@) " 

odakle slede trirešenja prinudnih frekvencija za koje je amplituda prvog nosača jednaka nuli. 

Ì
¤R,)¤R))¤R;)

Í * 4±�,! 9 =Î4��
!
 !
!"
!!
# $%& ' ()*
$%& ' ( + ,!) *
$%& ' ( + -!) *.!

!/
!!
0
12222222 23)4-4567 

uz uslov da je  8 9 :;<
= + >;?

@A B C i gde su 

D; 9 E;@ F E;G
@
) 12222H;( 9 E;(I F

E;GE;@) + ,E;GI,J 1222 ( 9 $%&KG LF H;, MF
D;
)N

K?<O42
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3.4.3   Partikularna rešenja prinudnih oscilacija 

  sistema dva elastično povezana nosača Reddy-Bickford-ovog tipa 

      Partikularna rešenja prinudnih oscilacija sistema spregnutih nosača Reddy-Bickford-ovog 

tipa pri delovanju različitih tipova prinuda određujemo zamenom jednačina (3.4.1), (3.4.2) i 

(3.4.3) u opšte jednačine prinudnog oscilovanja (3.3.35-3.3.38)   

PQRGS 3T1 U7 92V &WX3YZT7 L[\\Z5 &WX3]U7+V\̂\Z_ &WX`ab\Z_Uc
-

_95
O 1

d

Z95
222Z 9 51,1)1 4 4 4 12222222223)4-4,C7 

PQR@S 3T1 U7 92V &WX3YZT7 L[\\Z, &WX3]U7+Ve\\Z_ &WX`ab\Z_Uc
-

_95
O 1

d

Z95
222Z 9 51,1)1 4 4 4 12222222223)4-4,57 

fQRS 3T1 U7 92V $%&3YZT7 L[\\Z) &WX3]U7+V8\\Z_ &WX`ab\Z_Uc
-

_95
O 1

d

Z95
222Z 9 51,1)1 4 4 4 12222222223)4-4,,7 

fQRS 3T1 U7 92V $%&3YZT7 L[\\Z- &WX3]U7+Vg\\Z_ &WX`ab\Z_Uc
-

_95
O 1

d

Z95
222Z 9 51,1)1 4 4 4 12222222223)4-4,)7 

gde su 

[hhiG 9 YQR j kb\55,
ab\Gi@ F ]@ +

kb\5,,
ab\@i@ F ]@ +

kb\5),
ab\Ii@ F ]@ +

kb\5-,
ab\=i@ F ]@l122

[hhi@ 9 YQR ' kb\55kb\,5
ab\Gi@ F ]@ +

kb\5,kb\,,
ab\@i@ F ]@ +

kb\5)kb\,)
ab\Ii@ F ]@ +

kb\5-kb\,-
ab\=i@ F ]@*12

[hhiI 9 YQR ' kb\55kb)5
ab\Gi@ F ]@ +

kb5,kb),
ab\@i@ F ]@ +

kb5)kb))
ab\Ii@ F ]@ +

kb5-kb)-
ab\=i@ F ]@*12

[hhi= 9 YQR ' kb55kb-5
ab\Gi@ F ]@ +

kb5,kb-,
ab\@i@ F ]@ +

kb5)kb-)
ab\Ii@ F ]@ +

kb5-kb--
ab\=i@ F ]@*12

(̂(Gi 9 Ymkb55, n ]
ab\Gi3]@ F ab\Gi@ 7o 1 (̂(@i 9 YQRkb5,, n ]

ab\@i3]@ F ab\@i@ 7o212
(̂(Ii 9 YQRkb5), n ]

abIi3]@ F ab\Ii@ 7o 1 (̂(=i 9 YQRkb5-, n ]
ab\=i3]@ Fab\=i@ 7o21 

ehhGi 9 YQRkb\55kb\,5 n ]
ab\Gi3]@ Fab\Gi@ 7o 1 ehh@i 9 YQRkb5,kb,, n ]

ab\@i3]@ F ab\@i@ 7o21 

ehhIi 9 YQRkb\5)kb\,) n ]
ab\Ii3]@ F ab\Ii@ 7o 1 ehh=i 9 YQRkb\5-kb\,- n ]

ab\=i3]@ F ab\=i@ 7o21 
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8\\Gi 9 YQRkb\55kb\)5 n ]
ab\Gi3]@ Fab\Gi@ 7o 1 8\\@i 9 YQRkb\5,kb\), n ]

ab\@i3]@ F ab\@i@ 7o212

8\\Ii 9 YQRkb\5)kb\)) n ]
ab\Ii3]@ F ab\Ii@ 7o 1 8\\=i 9 YQRkb\5-kb\)- n ]

ab\=i3]@ F ab\=i@ 7o21 

g((Gi 9 YQRkb55kb-5 n ]
ab\Gi3]@ Fab\Gi@ 7o 1 g((@i 9 YQRkb\5,kb\-, n ]

ab\@i3]@ Fab\@i@ 7o21 

g((Ii 9 YQRkb\5)kb\-) n ]
ab\Ii3]@ F ab\Ii@ 7o 1 g((=i 9 YQRkb\5-kb\-- n ]

ab\=i3]@ F ab\=i@ 7o21 

&pqrst2uvWXqwx2572YQR 9 Ym 9 ,
y z H3T7 &WX3YiT7 {T

|
S

12222Z 9 51,1)1 4 44 
&pqrst2uvWXqwx2,7YQR 9 Ym 9 -H

Z} 1 Z 9 51,1)1 4 44 
&pqrst2uvWXqwx2)72YQR 9 2Ym 9 ,

y ~ &WX �
Z}
, � 12222Z 9 51,1)1 4 44 

Partikularna rešenja prinudnih oscilacija mehaničkog sistema su oblika 

PQRGS 3T1 U7 92&WX3]U7V [\\Z5 &WX3YZT7 1
d

Z95
222Z 9 51,1)1 4 4 4 12 22222222222223)4-4,-7 

PQR@S 3T1 U7 9 &WX3]U7V [\\Z,&WX3YZT7 1
d

Z95
222Z 9 51,1)1 4 4 4 1 42 22222222222223)4-4,�7 

fQRGS 3T1 U7 92&WX3]U7V [\\Z) $%&3YZT7 1
d

Z95
222Z 9 51,1)1 4 4 4 12 22222222222223)4-4,�7 

fQR@S 3T1 U7 9 &WX3]U7V [\\Z-$%&3YZT7 1
d

Z95
22Z 9 51,1)1 4 4 4 1 42 22222222222223)4-4,J7 

gde su [hhi�  amplitude ustaljenog režima oscilovanja. Uslovi nastanka rezonancije i ponašanja 

sistema kao dinamičkog absorbera su  

E72�x�%XsX$Wts � 222] 9 ab\�i1 Z 9 51,1)1 4 44 
�72�WXs�Wr�W2s�&%v�xv 

Određivanje prinudne frekvencije ]  pri kojoj će se sistem ponašati kao dinamički absorber 

dobijamo kao u slučaju Timoshenko-ovog sistemanosača odakle slede tri rešenja prinudnih 

frekvencija  

ezonancij
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�
]((G@
]((@@
]((I@
� 9 FE;(G) + ,�F

D;(
)

 !
!!
"
!!!
# $%& � (()�

$%& � (( + ,!) �

$%& � (( + -!) �.!
!!
/
!!!
0

122222222222 23)4-4,�7 

gde su 

E;(G 9 Fk((GG
@3ab\i@@ + ab\iI@ + ab\i=@7 + k(G@@3ab\iG@ + ab\iI@ + ab\i=@7

k((GG@ + k((G@@ + k((GI@ + k((G=@
F222

Fk((GI
@3ab\iG@ + ab\i@@ + ab\i=@7 + k((G=@3ab\iG@ + ab\i@@ + ab\iI@7

k((GG@ + k((G@@ + k((GI@ + k((G=@
1 

E;(@ 9 ab\i=@�k((GG@ �ab\i@@ + ab\iI@� + k((G@@ �ab\iG@ + ab\iI@�� + ab\iI@3k((GG@ab\i@@ + k((G@@ab\iG@7
k((GG@ + k((G@@ + k((GI@ + k((G=@

+ 

+k((GI@�ab\iG@3ab\i@@ + ab\i=@7 + ab\i@@ab\i=@� + k((G=@�ab\iI@3ab\iG@ + ab\i@@7 + ab\iG@ab\i@@�
k((GG@ + k((G@@ + k((GI@ + k((G=@

1 

E;(I 9 Fab\i=
@�ab\iI@3k((GG@ab\i@@ + k((G@@ab\iG@7 + k((GI@ab\iG@ab\i@@� + k((G=@ab\iG@ab\i@@ab\iI@

k((GG@ + k((G@@ + k((GI@ + k((G=@
4 

D;( 9 E;(@ F E;(G
@
) 12222H;( 9 E;(I F E;(GE;(@) + ,E;(GI,J 1222 (( 9 $%&KG LFH;(, 'F

D;(
)*

K?<O42

3.5   Numerička analiza  

 Uzimanje u obzir uticaja inercije rotacije i poprečnog smicanja ima za cilj da prikaže razlike 

u amplitudama koje se javljaju pri dejstvu aksijalnih sila kod nosača većih debljina. Ovi uticaji 

povećavaju razliku u aproksimaciji rešenja i moraju se uzeti u obzir kada dolazi do zaokretanja 

poprečnih preseka nosača usled sila smicanja.U numeričkom eksperimentu je korišćen model dva 

nosača identičnih materijalnih i geometrijskih karakteristika 

g 9 5 � 5CGS��K@1 � 9 C4)-1 � 9 2C4-5J � 5CGS��K@1 Y 9 �
� 12222� 9 , � 5C���K@ 
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� 9 , � 5CI���KI1 [ 9 � � 5CK@�@1 � 9 ��I
5, 9 - � 5CK=�=12

y 9 5C2�12222� 9 5
��

�
)�1 2� 9 �G 9 ,

��
)
��4222222 23)4�457 

Uvedimo veličinu � – faktor aksijalne sile na prvom nosaču u funkciji njene kritične vrednosti, " 

- faktor aksijalne sile na drugom nosaču u funkciji aksijalne sile na prvom nosaču i odnose 

amplituda sa i bez dejstva aksijalnih sila  G1  @  u obliku 

2~G 9 �~¡� 1 C ¢ � ¢ 51 ~@ 9 "~G1 C ¢ " ¢ 51 222 G 9 2[iG2[S1iG 12222 @ 9
2[i@2[S1i@12

vx£4 ��5�2¤qpxv1 �s¥pxW�¦§22~¡� 9 g�}@
y@ 1 vx£4 ��,�22¨W�%&¦xX�%§ ~¡� 9

©ª«<
|<

5 + ©ª«<
¬¡|<

212

vx£4 �)5�2�xww¥ F ®W$�£%vw§ ~¡� 9 g�!@ ��-C� + ©¯<!<
|< �

y@ ��-C� + °�©¯<!<
|< � 4 23)4�4,7 

U slučaju harmonijske uniformne kontinuirane pobude, amplitude ustaljenih prinudnih oscilacija 

sistema nosača se mogu odrediti za parametre sistema na osnovu određenih analitičkih izraza. 

Odnosi amplituda  Gi  @, pri pobudi sledećih karakteristika ] 9 C4�aiªª, H 9 5  prikazani su na 

dijagramima 3.5.1 - 3.5.16. Dobijeni rezultati upoređeni sa rezultatima prinudnih oscilacija 

sistema elastično povezanih nosača Euler-ovog tipa, Zhang i  [5]. Na svim dijagramima  

primetno da je odnos amplituda drugog nosača veći u poređenju sa odnosima amplituda 

prvog. oređenjem dobijenih rezultata u istom režimu oscilovanja za različite vrednosti  

( 9   ! " #  ! $ ) može se zaključiti da uticaj aksijalne sile na drugom nosaču neznatno utiče na 

razliku odnosa amplituda oscilovanja kako prvog tako i drugog nosača. Za slučaj nosača duplo 

veće debljine (3.5.9-3.5.16) vidimo da sa povećanjem moda oscilovanja raste brže razlika u 

odnosima amplitude među korišćenim modelima pri čemu Timoshenko-va i Reddy-Bickford-ova 

daju mnogo bolje aproksimacije, čime je za ovakav fizički model dva elastično povezana nosača 

veće debljine ispravno koristiti analitički određene rezultate iz ovog poglavlja. Na dijagramima 

3.5.17-3.5.18 date su amplitudno-frekventne karakteristike oscilovanja dva elastično povezana 

nosača slojem Winkler-ovog tipa. Na njima se jasno vidi kada nastupa rezonancija i kada se 

sistem ponaša kao dinamički absorber. Razlika u dobijenim rešenjima pokazuje značaj korišćenja 

teorija koje uzimaju u obzir inerciju rotacije i poprečno smicanje čiji se uticaji povećavaju sa 

pove anjem moda u prinudnim oscilacijama sistema. 
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Slučaj nosača debljine  !  " 

   Slika 3.5.1  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile # 
    na relativni odnos amplituda $"; (% ! &' ( ! )*+, 

Slika 3.5.2  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile # 
   na relativni odnos amplituda $-; (% ! &' ( ! )*+, 

     Slika 3.5.3  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile # 
     na relativni odnos amplituda $"; (% ! .' ( ! )*+, 

 Slika 3.5.4  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile # 
      na relativni odnos amplituda $-; (% ! .' ( ! )*+, 

     Slika 3.5.5  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile #   
na relativni odnos amplituda $"; (/% ! &' ( ! )*0, 

    Slika 3.5.6  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile  

      na relativni odnos amplituda $-; (/% ! &' ( ! )*0, 
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Slučaj nosača debljine  ! " # 

       Slika 3.5.7  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile $ 
       na relativni odnos amplituda %#; ( & ! '( ) ! *+,- 

    Slika 3.5.8  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile $ 
       na relativni odnos amplituda %.; (/& ! '( ) ! *+,- 

   Slika 3.5.9  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile $ 
    na relativni odnos amplituda %#; (/& ! 0( ) ! *+1- 

Slika 3.5.10  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile $ 
  na relativni odnos amplituda %.; (/& ! 0( ) ! *+1- 

Slika 3.5.11  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile $ 
    na relativni odnos amplituda %#; (/& ! '( ) ! *+1- 

 Slika 3.5.12  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile $ 
       na relativni odnos amplituda %.; (/& ! '( ) ! *+1- 
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   Slika 3.5.13  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile $ 
      na relativni odnos amplituda %#; (/& ! 0( ) ! *+,- 

  Slika 3.5.14  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile $ 
     na relativni odnos amplituda %.; (/& ! 0( ) ! *+,- 

    Slika 3.5.15  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile $ 
    na relativni odnos amplituda %#; (/& ! '( ) ! *+,- 

  Slika 3.5.16  Uticaj faktora pritisne aksijalne sile $ 
    na relativni odnos amplituda %.; (/& ! '( ) ! *+,- 

Slika 3.5.17  Amplitudno-frekventni dijagram prinudnih oscilacija sistema elastično povezanih nosača pri dejstvu 

uniformne harmonijske kontinuirane pobude  h=h1, n=3 
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Slika 3.5.18  Amplitudno-frekventni dijagram prinudnih oscilacija sistema elastično povezanih nosača pri 

dejstvu uniformne harmonijske kontinuirane pobude  h=h1, n=5 
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4 
Uticaji poprečnog smicanja na statičku stabilnost  

sistema elastično povezanih nosača na elastičnoj podlozi 

4.1   Kritična sile izvijanja tri elastično povezana nosača Timoshenko-vog tipa na 

elastičnoj podlozi 

     Analizirajmo primer tri povezana nosača Timo enko-vog tipa istih dužina l, na elastičnoj 

podlozi Winkler-ovog tipa krutosti K sa uticajem  F, Stojanović i  

[14]. Parcijalne diferencijalne jednačine pomeranja tačaka sistema prikazanog na slici 4.1.1 

izvešćemo primenom principa virtuelnog rada kada su nosači istih geometrijskih i materijalnih 

karakteristika.  

a)  b) 

Slika 4.1.1 a) Sistem tri nosača na elastičnoj podlozi 

b) Elementarni deformisani deo nosača
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Neka su funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu kao i ugao između 

poprečnog preseka nosača i   ose redom, !"#$ % &% '(% )"#$ % &(% *"#+ $&(% ,!"-$ % &(, 
)"-$ % &(,,,*"-+ $&(% ,!".$ % &(, )".$ % &( i *".+ $&(/ Za negativno orijentisan ugao poprečnog preseka 

*"+ ref. [14, 26], pomeranja tačaka nosača su 

!"0$ % &( 1 !"0+ $&( 2  *"0+ $&(%,,,,,,,)"0$ % &( 1 )"0+ $&(% 3 1 4%5%6/,,,,,, ,,$7/4/4( 

Deformacije u funkciji pomeranja i veze između napona i deformacije po Hooke-ovom zakonu su 

890$ % &( 1 , :!"0+ $&(:& 2  :*"0+ $&(:& % ,,,,;9<0$&( 1 :)"0+ $&(:& 2 *"0+ $&(% ,,$7/4/5( 

= >90?9<0@ 1 AB CC DEF =
890;9<0@ % 3 1 4%5%6/, ,,$7/4/6( 

Virtuelni radovi unutrašnjih i spoljašnjih sila su 

GHI0 1 2JK K L>90$&(M890$&( N ?9<0M;9<0$&(OP P&
Q
R
S,QR

T
+

%,,,,,,3 1 4%5%6/,,,, ,$7/4/7( 

GHUV# 1 K WM)"#+ $&(X Y)"-+ $&( 2 5)"#+ $&(Z N [ :)"#+ $&(
:&

:M)"#+ $&(
:& \ P&%,, ,$7/4/](T

+
 

GHUV- 1 K WM)"-+ $&(X Y)"#+ $&( 2 5)"-+ $&( N )".+ $&(Z N [ :)"-+ $&(
:&

:M)"-+ $&(
:& \ P&%, ,,,$7/4/^(T

+
 

GHUV. 1 K WM)".+ $&(X Y)"-+ $&( 2 )".+ $&(Z N [ :)".+ $&(
:&

:M)".+ $&(
:& \ P&%,, ,$7/4/_(T

+
 

Zamenom jednačina (4.1.4-4.1.7) u opštu jednačinu principa virtuelnog rada i primenom Green-

ove teoreme dobijamo parcijalne diferencijalne jednačine pomeranja tačaka nosača u statičkom 

domenu 

2DE` a:-)#:&- 2 :*#:& b N [ :-)#:&- N 5X)# 2 X)- 1 C%,,, 2 BcV :
-*#:&- 2 DE` d:)#:& 2 *#e 1 C%,,,,$7/4/f( 
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,,,,,2DE` a:-)-:&- 2 :*-:& b N [ :-)-:&- 2 X)# N 5X)- 2 X). 1 C%,,,, 2 BcV :
-*-:&- 2 DE` d:)-:& 2 *-e ,,1 C%,

$7/4/g( 

2DE`a:-).:&- 2 :*.:& b N [ :-).:&- 2 X)- N X). 1 C% 2BcV :
-*.:&- 2 DE` d:).:& 2 *.e 1 C% $7/4/4C( 

Eliminacijom *0 iz jednačina (4.1.8 - 4.1.10) dobijamo sistem tri parcijalne diferencijalne jednačine 

četvrtog reda oblika 

Bc d4 2 [
D`Ee

:h)#:&h N d[ 2 5 XBcD`Ee
:-)#:&- N XBc

D`E
:-)-:&- N 5X)# 2 X)- 1 C%, ,$7/4/44( 

Bc d4 2 [
D`Ee

:h)-:&h N XBc
D`E

:-)#:&- N d[ 2 XBc
D`Ee

:-)-:&- N XBc
D`E

:-).:&- 2 X)# N 5X)- 2 X). 1 C% $7/4/45( 

Bc d4 2 [
D`Ee

:h).:&h N XBc
D`E

:-)-:&- N d[ 2 XBc
D`Ee

:-).:&- 2 X)- N X). 1 C/, ,$7/4/46( 

Kako su nosači slobodno oslonjeni, primenjujemo granične uslove za koje važi 

)0$C( 1 P5)0$C(P&- 1 P5)0$i(P&- 1 )0$i( 1 C/,,, ,,,,,$7/4/47( 

Ugib nosača možemo pretpostaviti u obliku reda 

)0$&( 1,j `k3lk$&(%,,,,,,,,3 1 4%5/
m

k14
,,,,,,,,,,,,,,, ,$7/4/4]( 

gde funkcija Zn(z) ima oblik 

ln$&( 1 opq$Dn&(%,,,,,,,,,Dn 1 kr i%, ,,,,k 1 4%5%6% s,,,,, ,$7/4/4^(t  

Zamenom pretpostavljenih rešenja (4.1.15) u jednačine (4.1.11-4.1.13) dobijamo  

algebarskih jednačina koji možemo napisati u matričnom obliku 
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uv N 5wX 2Xw C2Xw v N 5wX 2XwC 2Xw v N wXx y
`n#`n-`n.

z 1 yCCCz%, ,$7/4/4_( 
gde su 

w 1 4 N Bc
E`D Dn-,%,,,,,v 1 Dn-$BcDn- 2 [w(,/ ,,,,,$7/4/4f( 

 netrivijalnih rešenja ahteva da determinant  matrice u jednačini (4.1.17) bude 

jednaka nuli, što daje karakterističnu jednačinu trećeg stepena u obliku 

v. N ]wXv- N ^$wX(-v N $wX(. 1 C%,, ,,,,,$7/4/4g( 
de su 

,{+ 1 4%,,,,,{# 1 ]wX%,,,,{- 1 ^$wX(-%,,,,{. 1 $wX(./ 

Rešenja polinoma trećeg stepena jednačine (4.1.19) su 

v# 1 2]
6wX N 5|2}

6 ~�� d
 

6e 1 2C%4gfC^5wX% 
v- 1 2]

6wX N 5|2}
6 ~�� d

 N 5!
6 e 1 24%]]7g^wX% 

v. 1 2]
6wX N 5|2}

6 ~�� d
 N 7!

6 e 1 26%57^gfwX%, ,,,,,$7/4/5C( 
de su 

} 1 {-{� 2
{#-6{+- % ,� 1 { !" #

!$!%&!'% ( )!$ )*!' +,,,,,- . /%
0 ( 1 

)* 2 3+,,,,, . 4567$ 8#/
) 9#

1
&:

7;
<=,>,,

Ako zamenimo rešenja (4.1.20) u izraz (4.1.18) dobićemo tri vrednosti za silu ? od kojih je 

najmanja vrednost kritična sila izvijanja i oblika je 

?@AB . 3>CDE3F),GH%
!%I% ( JK!%I%

H% 9C ( LM
NOA

!<P<
Q< :>, ,R0>C>)CS 

Za G . 3 iz jednačine (4.1.21) dobijamo 
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TP . JK!%I%
H% 9C ( LM

NOA
!<P<
Q< :+, ,R0>C>))S 

što predstavlja kritičnu silu izvijanja n-tog moda Timoshenko-vog nosača [27].  Za I . C 
jednačina (4.1.22) svodi na oblik 

T . JK!%
H% 9C ( LM

NOA
!<
Q<:

>,, ,,R0>C>)&S 

što je najmanja vrednost sile pod čijim uticajem se nosač nalazi u stabilnom području. Rešenja 

jednačine (4.1.19) proverićemo trigonometrijskom metodom [28]. Pretpostavimo da su rešenja 

istema homogenih algebarskih jednačina (4.1.17) netrivijalna 

UPA . V6WIX"+ V Y 3+ 6WIX"#,3+ X . C+)+&>, ,,,,,R0>C>)0S 

Zamenom pretpostavljenih rešenja (4.1.24) u s stem jednačina (4.1.17) dobijamo 

#GZ$V6WI"( R[ ( )ZGS$V6WI)" # GZ$V6WI&" . 3>, ,,,,,R0>C>)\S 

Rešavanjem jednačine (4.1.25) po nepoznatoj promenljivoj x dobijamo 

[ . )GZR456" # CS>, ,,,,R0>C>)FS 

Zamenom pretpostavljenog rešenja (4.1.24) i x iz izraza (4.1.26) u prvu jednačinu sistema (4.1.17) 

dobijamo sledeći identitet 

R[ ( )ZGS$UP$ # GZ$UP%, ] ,3+,,,, ^ ,,, R)GZ456" # )GZ ( )GZS$V6WI" # GZV6WI)" . 3+,,,,R0>C>)*S 

dok se iz treće jednačine sistema (4.1.17) dobija 

#GZ$UP%, ( R[ ( ZGS$UP . 3,,,, ^ ,,,#GZ$V6WI)" ( R)GZ456" # GZS$V6WI&" . 3>,,,,,,,,R0>C>)ES 

Razvijanjem i transformacijom jednačine (4.1.28) dobijamo 
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6WI0" # 6WI&" . 3+,,, >_ ,,,),6WI `0"# &"
) a 456 `0" ( &"

) a . 3>,, ,,,,,R0>C>)DS 

Rešenja trigonometrijske jednačine (4.1.29)  su 

6WI 9"): . 3, b ,456 `*") a . 3, ^ ," . )I!, b ,*") . 6! # !

) ,,^ ,"c . )6 # C
* !+,,,6 . C+)+&+%I> R0>C>&3S 

Jednačina (4.1.17) za različite vrednosti "cmože se napisati u sledećem obliku 

[c . )GZd456"c # Ce . XP%RJKXP% # ?ZS+,,,,6 . C+)+&+%I> ,,,,,R0>C>&CS 

Sile izvijanja iz jednačine (4.1.32) određujemo u obliku 

?c . ) ,GH%
!%I% dC # 456"ce ( JK!%I%

H% 9C ( LM
NOA

!<P<
Q< : +,,,,,6 . C+)+&+%I+, ,,,,,R0>C>&)S 

dakle zamenom  c . %c7$f ! za 6 . C+)+& u izraz za ?c (4.1.33) slede sile izvijanja redom

?$ . ) ,GH%
!%I% 9C # 456 !*: (

JK!%I%
H% 9C ( LM

NOA
!<P<
Q< : . 3>CDE3F)) ,GH%

!%I% (
JK!%I%

H% 9C ( LM
NOA

!<P<
Q< : g ?@M +,

?% . ) ,GH%
!%I% `C # 456 &!* a (

JK!%I%
H% 9C ( LM

NOA
!<P<
Q< : . C>\\0D\E ,GH%

!%I% (
JK!%I%

H% 9C ( LM
NOA

!<P<
Q< : g ?@MM +,

? . ) ,GH%
!%I% `C # 456 \!* a . &>)0FD*DF ,GH%

!%I% (
JK!%I%

H% 9C ( LM
NOA

!<P<
Q< : g ?@MMM >, ,,,,,R0>C>&&S 
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4.2   Kritična sila izvijanja dva elastično povezana nosača Timoskenko-vog tipa na   

   elastičnoj podlozi 

      Analizirajmo slučaj dva elastično povezana nosača Timoshenko-vog tipa na elastičnoj podlozi. 

Oba nosača su pod dejstvom jednakih aksijalnih pritisnih sila, ref. [14].  

Slika 4.2.1Sistemdvanosačanaelastičnomsloju Winkler-ovogtipa 

Jednačina R0>C>C*S u matričnom zapisu se sada svodi na sledeći oblik 

h[ ( )ZG #GZ#GZ [ ( ZGi j
UP$UP%k . 3> ,,,,R0>)>CS 

Razvijanjem determinante (4.2.1) dobijamo jednačinu 

[% ( &ZG[ ( RZGS% . 3+,,,, ,,,,R0>)>)S 
čija su rešenja 

[$ %l . #&ZG m ZGn\
) ^,,, [$ . #&ZG ( ZGn\

) . #3>&E)ZG+,,,
[% . #&ZG # ZGn\

) . #)>FCEZG> 

Manja vrednost predstavlja kritičnu silu izvijanja za n-ti mod oscilovanja sistema i oblika je  

?@oB . 3>&E),GH%
!%I% ( JK!%I%

H% 9C ( LM
NOA

!<P<
Q< :,>,,,,,, ,R0>)>&S 
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4.3   Kritična sila izvijanja nosača Timoskenko-vog tipa na elastičnoj podlozi 

      U slučaju jednog nosača na elastičnoj podlozi, jednačina R0>C>C*S u matričnom zapisu svodi 

se na sledeći oblik 

Slika 4.3.1 Nosač na elastičnoj podlozi Winkler-ovog tipa 

R[ ( ZGSUP$ . 3>,,,,,,,,,, ,,,,R0>&>CS 

Rešavanjem jednačine (4.3.1) za n-ti mod oscilovanja dobijamo izraz za kritičnu silu izvijanja u 

obliku 

?@AB . ,GH%
!%I% (

JK!%I%
H% 9C ( LM

NOA
!<P<
Q< :>,,,,,, ,R0>&>)S 

4.4   Numerička analiza 

   Vrednosti fizičkih parametara sistema korišćenih u numeričkom eksperimentu 

J . C p C3$',Vq7%+,,,,r . ,3>0C* p C3$'Vq7%+,,,X . \ Fl +,,,G' . ) p C3s,Vq7%+,,,, ,,,,R0>&>CS 
H . C3,q+,,,,,,,,,,U . \ p C37%q%+,,,,,,,,,,K . 0 p C37tqt+ u . ) p C3 ,Xvq7 > 

Uvođenjem bezdimenzionog parametra kao odnosa debljine poprečnog preseka i dužine nosača,w .
x Hl , površinu poprečnog preseka i moment inercije možemo  napisati u obliku 

U . x% . RyHS%+,,,,,K . Kz . xt
C) .

RyHSt
C) >, ,R0>&>)S 

Promena relativnog odnosa kritičnih sila i kritične sile u funkciji bezdimenzionog parametra w za 

različit broj nosača i različitu krutost, prikazana je na slici 4.4.1. Na slici 4.4.1 zaključujemo da se 
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relativni odnos kritičnih sila smanjuje pri povećanju debljine nosača ali da se sa povećanjem broja 

nosača u slučaju najmanje krutosti Winklerov-og sloja odnos kritičnih sila smanjuje za male debljine 

nosača. Iz odnosa kritičnih sila zaključujemo da je sistem najstabilniji u slučaju jednog nosača na 

elastičnoj podlozi i da se sa povećanjem broja nosača stabilnost smanjuje. Na slici 4.4.2 se može 

uočiti ista tendencija odnosa relativnog odnosa kritičnih sila za različite modove. Promena oblasti 

statičke stabilnosti sistema u funkciji broja nosača i krutosti Winkler-ovih slojeva pri promeni 

debljine nosača prikazana je na slici 4.4.3. Označene tačke na dijagramu 4.4.4 pokazuju za koje 

vrednosti fizičkih parametara sistem ima istu vrednost kritične sile u različitim modovima. Tako 

tačka A12 na slici 4.4.4 predstavlja tačku razgraničenja sistema sa jednim nosačem, odnosno 

vrednost odnosa debljine i dužine nosača za koju sistem ima istu apsolutnu vrednost kritične sile u 

prvom i drugom modu. Sa povećanjem debljine nosača od A12, sistem postaje stabilniji u drugom 

modu. Tačka A13 predstavlja tačku za čiju vrednost odnosa debljine i dužine nosača, sistem ima 

istu apsolutnu vrednost kritične sile u prvom i trećem modu. Isti je slučaj i sa tačkama B12, B13 

koje se odnose na sistem sa dva nosača i C12 i C13 koje se odnose na sistem sa tri nosača.  Sa 

povećanjem broja nosača, može se zakljućiti da sistem postaje osetljiviji na uticaj krutosti elastičnih 

slojeva jer su potrebne manje debljine nosača za koje sistemi imaju istu kritičnu silu u različitim 

modovima. 

Slika 4.4.1 Uticaj debljine nosača na odnose kritičnih sila ?@AB{TP (G =0.5G'+ G'+ C>\G') 
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Slika 4.4.2 Uticaj debljine i broja nosača na odnose kritičnih sila ?@AB{TP (n=1,2,3) 

Slika 4.4.3 Uticaj debljine i broja nosača na kritičnu silu ?@AB (G =0.5G'+ G'+ C>\G') 

Slika 4.4.4 Uticaj debljine i broja nosača na kritičnu silu ?@AB (n=1,2,3) 



5 
 Uticaji inercije rotacije i poprečnog smicanja na 

oscilacije i stabilnost sistema elastično povezanih 

nosača Timoshenko-vog tipa na elastičnoj podlozi 

5.1   Slobodne oscilacije elastično povezanih nosača Timoshenko-vog tipa 

       Razmotrimo sistem m elastično povezanih nosača Timoshenko-vog tipa istih dužina l, 

elastično povezanih slojevima Winkler-ovog tipa krutosti  !! " #$$ % &" '" ( ") * '+ pod uticajem 

pritisnih aksijalnih sila intenziteta F, ref.[15]. 

a)                                                           b)     

Slika 5.1.1  a) Sistem elastično povezanih nosača na elastičnoj podlozi 

b) Elementarni deformisani deo nosača

Neka su funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu kao i ugao između 

poprečnog preseka nosača i , ose redom -./0#," 1" 2+,3.4/0#," 1+" 5.4/06 #1+" 70 % '"8" ( ")9 Za negativno 
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orijentisan ugao poprečnog preseka 56 kao na slici 5.1.1 b) a u skladu sa izvedenim jednačinama 

u referenci :';< definišemo pomeranja tačaka nosača u obliku 

-./0#," 1" 2+ % -./06 #1" 2+ * ,5./06 #1" 2+"44444443./0#," 1" 2+ % 3./06 #1" 2+"444444470 % '"8" ( ")94 4#;9'9'+ 

Deformacije u funkciji pomeranja i veze između napona i deformacije po Hooke-ovom zakonu su 

=>/0#," 1" 2+ % 44 ?-./0
6 #1" 2+
?1 * , ?5./06 #1" 2+?1 " 4444@>A/0#1" 2+ % ?3./0

6 #1" 2+
?1 * 5./06 #1" 2+"4 4#;9'98+ 

B C>/0D>A/0E % FG/0 && HI/0J B
=>/0@>A/0E"444 70 % '"8" ( ")9 4#;9'9K+ 

Virtuelni rad inercijalnih sila je 

LM!N/0 % *O/0P/0Q Q R?S3./0#," 1" 2+?2S T3./0#," 1" 2+ U ?
S-./0#," 1" 2+?2S T-./0#," 1" 2+V W,W19

XY0Z
[4XY0Z

\
6

444#;9'9]+ 

Virtuelni rad unutrašnjihsila je  

LM^/0 % *P/0Q Q _C>/0#1" 2+T=>/0#1" 2+ U D>A/0#1" 2+T@>A/0#1" 2+`W,W19
XaZ
[4XaZ

\
6

4444444444444444 4#;9'9;+ 

Virtuelni rad spoljašnjih sila je oblika 

LMbcd % Q BT3.d6 #1" 2+ e* 63.d6 #1" 2+ U  df3.S6 #1" 2+ * 3.d6 #1" 2+gh
\
6

U i ?3.d6 #1" 2+?1
?T3.d6 #1" 2+?1 j W1" #;9'9k+ 

LMbc! % Q BT3.!6 #1" 2+ e* ![d f3.!6 #1" 2+ * 3.![d6 #1" 2+g U  ! f3.!ld6 #1" 2+ * 3.!6 #1" 2+gh
\
6

U 

Ui ?3.!6 #1" 2+?1
?T3.!6 #1" 2+?1 j W1" $ % 8" K" ( ") * '"4 #;9'9m+ 

LMbcn % Q BT3.n6 #1" 2+ e* n[d f3.n6 #1" 2+ * 3.n[d6 #1" 2+gh\
6

U i ?3.n6 #1" 2+
?1

?T3.n6 #1" 2+
?1 j W1" #;9'9o+ 
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Zamenom jednačina (5.1.4-5.1.8) u opštu jednačinu principa virtuelnog rada LM!N/0 U LM^/0 U
LMbc/0 % &" 70 % '"8" ()"4i primenom Green-ove teoreme dobijamo spregnuti sistem parcijalnih 

diferencijalnih jednačina oscilovanja u sledećem obliku 

Odpd ?
S3d?2S * HIdpd q?

S3d?1S * ? d?1 r U i
?S3d?1S U  63d *  d#3S *3d+ % &"4 4#;9'9s+ 

Odtcd ?
S d?2S * Gdtcd ?

S d?1S * HIdpd u
?3d?1 *  dv % &"44 4444444#;9'9'&+ 

O!p! ?
S3!?2S * HI!p! q

?S3!?1S *
? !?1 r U i

?S3!?1S U  ![d#3! * 3![d+ *  !#3!ld * 3!+ % &"4444 4444444#;9'9''+ 

O!tc! ?
S !?2S * G!tc!

?S !?1S * HI!p! u
?3!?1 *  !v % &"44444$ % 8" K"w 4) * '"4444444444444 4444444#;9'9'8+ 

Onpn ?
S3n?2S * HInpn q?

S3n?1S * ? n?1 r U i
?S3n?1S U  n[d#3n * 3n[d+ % &"444444 4444444#;9'9'K+ 

Ontcn ?
S n?2S * Gntcn ?

S n?1S * HInpn u?3n?1 *  nv % &"4 4444444#;9'9']+ 

Sistem spregnutih diferencijalnih jednačina (5.1.9-5.1.14) eliminacijom promenljive  n svodi se 

na sledeći oblik 

Gdtd u' * i
HpdIdv

?x3d?1x U FOdpd U # 6 U  d+ !dtdHpdIdJ
?S3d?2S *  d!dtdHpdId

?S3S?2S  

UFi * # 6 U  d+ GdtdHpdIdJ
?S3d?1S U  d GdtdHpdId

?S3S?1S  

*Odtd F' U GdHId *
i

HpdIdJ
?x3d?1S?2S U

!dStdHId
?x3d?2x U # 6 U  d+3d *  d3S % &"4444444 4444444#;9'9';+ 

G!t! u' * i
Hp!I!v

?x3!?1x *
 ![d!!t!Hp!I!

?S3![d?2S U RO!p! U # ![d U  !+ !!t!Hp!I!V
?S3!?2S *

 !!!t!Hp!I!
?S3!ld?2S  
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U ![dG!t!Hp!I!
?S3![d?1S U Fi * # ![d U  !+ G!t!Hp!I!J

?S3!?1S U
 !G!t!Hp!I!

?S3!ld?1S * O!t! F' U G!HI! *
i

Hp!I!J
?x3!?1S?2S

U !!St!HI!
?x3!ld?2x 4y  ![d3![d U # ![d U  !+3! *  !3!ld % &"4444$ % 8" K"w 4) * '" 4444444#;9'9'k+ 

Gntn u' * i
HpnInv

?x3n?1x *  n[d!ntnHpnIn
?S3n[d?2S U ROnpn U  n[d!ntnHpnIn V ?S3n?2S  

U n[dGntnHpnIn
?S3n[d?1S U Fi *  n[dGntnHpnIn J ?S3n?1S * Ontn F' U GnHIn *

i
HpnInJ

?x3n?1S?2S

U !nS tnHIn
?x3n?2x *  n[d3n[d U  n[d3n % &94 4444444#;9'9'm+ 

Početni i granični uslovi slobodno oslonjenih nosača su oblika 

3/0#1" &+ % 3/06#1+"444444443z /0#1" &+ % {/06#1+"44444444 |0#1" &+ %  /06#1+"44444444 z /0#1" &+ % "/06#1+" 4444444#;9'9'o+ 
3/0#&" 2+ % 3/0#}" 2+ % 3~~/0#&" 2+ % 3~~/0#}" 2+ % &"444444470 % '"8"Kw)9444444444444444 4444444#;9'9's+ 

Ako pretpostavimo da je kretanje nosača harmonijsko, transverzalna pomeranja nosača možemo 

napisati u obliku proizvoda funkcija 

3/0#1" 2+ % 4� �N#1+�/0N#2+"44444 444
�

N�d
70 % '"8" ()4 4444444#;9'98&+ 

gde su �/0N#2+" 70 % '"8"Kw)" nepoznate funkcije vremena dok je Zn(z) funkcija osnovnih oblika 

oscilovanja koja zadovoljava granične uslove slobodno oslonjenih nosača 

�N#1+ % ���#HN1+"4 4444HN % �� }"444444444� % '" 8" K"w9444 4#;9'98'+�  

Ako zamenimo pretpostavljena transverzalna pomeranja (5.1.20) u jednačine (5.1.15-5.1.17) 

dobijamo 

�� '��dS
Wx�dNW2x U R' U ��dS q' U ��dS��dS ��dx r HN

S U '
��dS ��6

� U�d * i# !"# $
%& !$'% ( ) *+ %

$%&%!$'%
,

!- 
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. /*0 % 1!2 . 3)45 . ) ( 6  !" 78 . *0 %*+ % *9 % 1!%:# & ! ( ) 78 . *0 %*+ % *9 % 1!%:&%!; <! = >? @AB8BCCD

E F 8*+G%
$2&G!$'2 ( )GH 5

*+G%
$%&@GH D!

$'% . /8 . *9G% 78 . *0G%*+G%*9G2: 1!
% . 8

*+G% 3)GH 
5 . )G ( 6 G!"# $

%&G!$'%
,

!- 
 

( )G*+G%
$%&@GI D!

$'% ( )@GH D5 78 . *0G%*+G%*9G% 1!
%:&@GH D! . /*0G% 1!2 . 3)GH 5 . )G ( 6 G!" 78 . *0G%*+G%*9G% 1!

%:# &G!

JJ()G 78 . *0G%*+G%*9G% 1!
%:&@GI D!; <! = >?JJJJJK = C?L?M JN ( 8? JJ@AB8BCLD 

EF 8
*+O%

$2&O!$'2 ( )OH 5
*+O%

$%&@OH D!
$'% . /8 . *9O% 78 . *0O%*+O% *9O2 :1!% . 8

*+O% 3)OH 5 ( 6 O!"# $
%&O!$'%

,

!- 
 

()OH 5 78 . *0O%*+O% *9O% 1!%:&@OH D! . /*0O% 1!2 . 3)OH 5 ( 6 O!" 78 . *0O%*+O% *9O% 1!%:# &O!; <! = >?
JJJJ@AB8BCPD 

gde su 

)QRH 5 = SQRH TQRUQR ? J)QR = SQRTQRUQR ?  QR! = 1!%TQRUQR?

*0QR = VWQRXQRTQRUQR ? J*+QR = VYQRUQR1TQRXQR ? J*9QR = VXQRUQR J? J ZR = 8?C?L?M JNBJ

Rešenja jednačina (5.1.22 -5.1.24) pretposavljamo u obliku 

&QR! = UQR![\]^_J?JJJJJZR = 8?C?L?M JN?JJJJJJJJ` = a(8J?JJ JJJJJJJ@AB8BCAD 
gde je b! prirodna frekvencija sistema. Ako zamenimo rešenja (5.1.25) u diferencijalne jednačine 

(5.1.22-5.1.24) dobijamo homogeni sistem algebarskih jednačina po nepoznatim U! ? U!%? U!c?
MJJU!O u obliku 

F!!2*+ % ( /8 . *9 % 78 . *0 %*+ % *9 2 :1!
% . 8

*+ % 3)45 . ) ( 6  !"#!!%

.*0 % 1!2 . 3)45 . ) ( 6  !" 78 . *0 %*+ % *9 % 1!%:;U ! . ) /!!%*+ % ( 78 . *0 %*+ % *9 % 1!%:# U%! = >JJJJJ@AB8BCdD
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)GH 5 /!!%*+G% ( 78 . *0G%*+G%*9G% 1!
%:# U@GH D! . F!!2*+G% ( /8 . *9G% 78 . *0G%*+G%*9G2: 1!

% . 8
*+G% 3)GH 

5 .)G ( 6 G!"#!!%  

. /*0G% 1!2 . 3)GH 5 . )G ( 6 G!" 78 . *0G%*+G%*9G% 1!
%:#; UG! . )G /!!%*+G% ( 78 . *0G%*+G%*9G% 1!

%:#U@GI D! = >? @AB8BCeD

)OH 5 / !!%*+O% ( 78 . *0O%*+O% *9O% 1!%:# U@OH D! . F !!2*+O% ( /8 . *9O% 78 . *0O%*+O% *9O2 :1!%

. 8
*+O% 3)OH 5 ( 6 O!"#!!% ./*0O% 1!2 . 3)OH 5 ( 6 O!" 78 . *0O%*+O% *9O% 1!%:#;UO! = >B @AB8BCfD

Radi određivanja analitičkih rešenja, pretpostavljamo da su nosači identičnih materijalnih i 

geometrijskih karakteristika. Tada se sistem algebarskih jednačina (5.1.26-5.1.28) 

može zapisati matričnom jednačinom oblika 

gh
hh
hh
hh
i j! (k! > M > > > M > > >(k! j! (k! M > > > M > > >M M M M M M M M M M M> > > M j! (k! > M > > >> > > M (k! j! (k! M > > >> > > M > (k! j! M > > >M M M M M M M M M M M> > > M > > > M (k! j! (k!> > > M > > > M > (k! j! ( k!l

mm
mm
mm
mn

op
pp
pq
pp
pp
r U! U!%U!cMU!@QRH DU!QRU!@QRI DMU!@OH%DU!@OH DU!O sp

pp
pt
pp
pp
u

=

op
pp
pq
pp
pp
r>>>M>>>M>>>s

pp
pp
t
pp
pp
u

? @AB8BCvD 

gde su 

)GH 5 = SGH 
"GUG = )? J)G = SGTGUG = )? JJJ G! = 1!%TGUG =  !? JK = 8?C?L?M JN? 

*0G = VWGXGTGUG = *0 ? J*+G = VYGUG1TGXG = *+ ?JJJJJJJJJJ*9G = VXGUG = *9 J?JJJJJK = 8?C?L?M JN?

j! = !!2*+% ( /8 . *9% 78 . *0%*+%*92:1!
% . 8

*+% 3C) ( 6 !"#!!% . /*0%1!2 . 3C) ( 6 !" 78 . *0%*+%*9% 1!
%:#?

k! = ) /(!!%*+% . 78 . *0%*+%*9% 1!
%:#B
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Sistem homogenih algebarskih jednačina (5.1.26 -5.1.28) ima rešenja različita od trivijalnih, samo 

ako je determinanta matrice NJwJN u jednačini @AB8BCvD jednaka nuli. Tada kao rešenje dobijamo 

polinom 4N-tog reda čija rešenja za konkretne podatke možemo odrediti samo numeričkim putem. 

Ako sistem povezanih nosača sadrži više od tri nosača moguće je dobiti rešenja trigonometrijskom 

metodom koju smo koristili za proveru analitičkih rešenja u poglavlju 4. Prema trigonometrijskoj 

metodi [28] nepoznate U!G pretpostavljamo u obliku 

U!QR = x yz{@ZR#D?JJJJ ZR = 8?C?LMNBJ JJJJJJJ@AB8BL>D 

Ako zamenimo (5.1.30) u ZR-tu jednačinu sistema (5.1.29) za ZR = 8?C?LMNJ sledi 

(k!xyz{@ZR ( 8D# . j!xyz{@ZR#D ( k!xyz{@ZR . 8D# = >?JJ JJJJJJJ@AB8BL8D 

odnosno 

@j! ( Ck!|}y#Dxyz{@ZR#D = >?JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ@AB8BLCD 
jednačina (5.1.32) je zadovoljena kada je x ~ > iJyz{@ZR#D ~ >Jjer su nepoznate UQR! ~ >? pa prema 

tome mora biti 

j! ( Ck!|}y# = >JJJJJ � JJJJJ j! = Ck!|}y#JBJJJJ JJJJJJJ@AB8BLLD 

Zamenom nepoznatih j! i k!u jednačinu (5.1.33) dobijamo frekventnu jednačinu koja je oblika 

polinoma četvrtog reda po nepoznatojJb!BJAko zamenimo U! = xyz{# i U!% = xyz{C# u prvu 

jednačinu sistema (5.1.29) dobijamo 

j!xyz{#( k!xyz{C# = >JJJJJ � JJJJJ @j! ( Ck!|}y#Dxyz{# � >BJJJJJJJJJJJJJJJJJ JJJJJJJ@AB8BLPD 

Nepoznatu promenljivu # određujemo iz poslednje jednačine sistema (5.1.29). Zamenom U@OH D! 

i UO! dobijamo 

(k!xyz{�@N ( 8D#� . @j! ( k!Dxyz{@N#D J= >?J JJJJJJJ@AB8BLAD 
odnosno 
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xk!yz{ �#C� |}y �%OI 
% #� = >BJJ JJJJJJJ@AB8BLdD 

Rešenja jednačine (5.1.36) su 

�K� �#C� = >J � ��� �%OI 
% #� = >JJJJJ � JJJJ#+ = %+H 

%OI $?JJJJJ� = 8?C?L?MN? JJJJJJJ@AB8BLeD 

Jer su x ~ >?JJJk! ~ > i �K� �#%� ~ >B Zamenom rešenja (5.1.37) u (5.1.33) dobijamo frekventnu 

jednačinu u obliku 

!!?+2
*+% ( /8 . *9% 78 . *0%*+%*92: 1!

% . 8
*+% 3C) ( 6 !"#!!?+% . /*0%1!2 . 3C) ( 6 !" 78 . *0%*+%*9% 1!

%:#

= C) /(!!?+%
*+% . 78 . *0%*+%*9% 1!

%:# |}y � %+H %OI $�?JJ J@AB8BLfD 

odnosno 

!!?+2 ( �*+%@�! . *9%1!%D . P)yz{% � %+H 
%@%OI D$� ( 6 !�!!?+%  

.*+% �*0%1!2 . P)�!yz{% � %+H 
%@%OI D$� ( 6 !�!� = >? � = 8?C?LMN?JJJJJJJJJJJJJJ JJJJJJJ@AB8BLvD 

gde je 

JJJJ�! = 8 . *0%*+%*9% 1!
%B

Jednačine (5.1.39) je bikvadratna pa jednostavno slede kvadrati prirodnih frekvencija u obliku 

�!!?+% �� = 8
C ��*+%@�! . *9%1!%D . P)yz{% � %+H 

%@%OI D$� ( 6 !� 

(��*+%@�! . *9%1!%D . P)yz{% � %+H 
%@%OI D$� ( 6 !�% ( P*+% �*0%1!2 . P)�!yz{% � %+H 

%@%OI D$� ( 6 !�!�; ? @AB8BP>D 

�!!?+% �� = 8
C ��*+%@�! . *9%1!%D . P)yz{% � %+H 

%@%OI D$� ( 6 !� 
.��*+%@�! . *9%1!%D . P)yz{% � %+H 

%@%OI D$� ( 6 !�% ( P*+% �*0%1!2 . P)�!yz{% � %+H 
%@%OI D$� ( 6 !�!�; ? @AB8BP8D 

J� = 8?C?LMNBJJJJJ
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gde � !?+�� predstavlja nižu a � !?+��višu prirodnu frekvenciju. Statičku stabilnost sistema u

zavisnosti od krutosti elastičnih slojeva možemo ispitati na osnovu jednačine (5.1.39). Sistem će 

biti u stanju indiferentne ravnoteže kada na njega deluju aksijalne sile pod čijim uticajima će 

prirodna frekvencija sitema biti jednaka nuli. Ako primenimo ovaj uslov ( !?+ = > ), iz jednačine 

(5.1.39) sledi 

*0%1!2 . P)�!yz{% � %+H 
%@%OI D$� ( 6 !�! = >?JJJJJ� = 8?C?LMNBJJJJJJJJJJJJJJJ JJJJJJJ@AB8BPCD 

Iz jednačine (5.1.42) sledi da je minimalna vrednost rešenja po nepoznatoj aksijalnoj siliF, 

kritična sila sistema m elastično povezanih nosača koja odgovara n-tom modu, Stojanović i 

 �8A� 

JJJJJJ60�9 = �z{!- ?%?cM+- ?%?cMO
F*0%1!2�! ! . P )

 !
yz{% � %+H 

%@%OI D$�; B�60�9 = �z{!- ?%?cM+- ?%?cMO
� WX$%�%
�% �8 . ��

���
$�!�
�� � . P JS�%

$%�% yz{% � %+H 
%@%OI D$�� ? 3AB8BPL" 

Za S = > iz jednačine (5.1.43) sledi 

�! = WX$%�%
�% �8 . ��

���
$�!�
�� �BJ J@AB8BPPD 

�! je kritična sila izvijanja jednog nosača Timoshenko-vog tipa koja odgovara n-tom modu. Njena 

minimalna vrednost pri kojoj nastupa izvijanje se dobija za n=1 

� = WX$%
�8 . ��

���
$�
��� �%

BJ J@AB8BPAD 

5.2   Numerička analiza u frekventnom domenu sistema elastično povezanih nosača  

 Timoshenko-vog tipa 

      U numeričkoj analizi upoređeni su rezultati za slučaj sistema sa 3, 5, 7 i 9 elastično povezanih 

nosača Timoshenko-vog tipa istih materijalnih karakteristika 

W = 8   8> 4¡�H%?JJJJY = J>BP8e   8> 4J¡�H%?JJJ1 = A d¢ ?JJJS4 = C   8>£¡�H%?JJJJ
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T = C   8>c¤¥�Hc? � = 8>J�?JJ JJU = A   8>H%�%?JJJJJJJJJJX = P   8>H2�2BJ J@ABCB8D 

U tabeli 5.2.1 prikazane su prirodne frekvencije Sistema za slučajeve različitog broja elastično 

povezanih nosača Timoshenko-vog tipa dobijenih trigonometrijskom metodom i numerički. Može 

se zaključiti da sa povećanjem broja nosača, najniža prirodna frekvencija teži vrednosti frekvencije 

jednog nosača bez elastičnih slojeva. 

Tabela 5.2.1 

Prirodne frekvencije [yH ] elastično povezanih 

nosača Timoshenko-vog tipa za � = 8? 6 = > i N = L? A? eJzJvB 

ref.[15] 
�¦§?¨�© Trigonometrijska           Numeričko rešenje 

         metoda (5.1.40)            jednačine (5.1.29) 

N = L 
! ? CfB>>PddLCfeA CfB>>PddLCfeL 
! ?%JJJJJJAvB8CdL8fCvLdJJJJJJJJJJJJJJ JJAvB8CdL8fCvLA 
! ?c fCBvCvACefPCL fCBvCvACefPCL 

N = A 

! ? CLBPAvA>vePfe CLBPAvA>vePfd 
! ?%JJJJJJPCB>PddPeCLPfJJJJJJJJJJJJJJ JJPCB>PddPeCLPe 
! ?cJJJJJJd8BeeeeefAPL>JJJJJJJJJJJJJJ JJd8BeeeeefAPCv 
! ?2JJJJJJeeBeALfPvde8>JJJJJJJJJJJJJJ JJeeBeALfPvde>v 
! ?£ ffB>C>fv8d8eA ffB>C>fv8d8ed 

N = e 

! ? C8Bf8CAf8>e>v C8Bf8CAf8>e>v 
! ?%JJJJJJJLLBvLeff8LPvLJJJJJJJJJJJJJ JJJJJLLBvLeff8LPvP 
! ?cJJJJJJJPfBfAAdePvACPJJJJJJJJJJJJJ JJJJJPfBfAAdePvACL 
! ?2JJJJJJJdCBvffCAfAC8CJJJJJJJJJJJJJ JJJJJdCBvffCAfAC8L 
! ?£JJJJJJJePBvdvLPvCf>LJJJJJJJJJJJJJ JJJJJePBvdvLPvCf>C 
! ?ªJJJJJJJfPB>CC8ef8C8vJJJJJJJJJJJJJ JJJJJfPB>CC8ef8C8v 
! ?« fvBdPe8fAfvPP fvBdPe8fAfvPA 

N = v 

! ? C8B>Pdd>ePdPL C8B>Pdd>ePdPP 
! ?%JJJJJJJJCvBPvfe8Ld8vCJJJJJJJJJJJJ JJCvBPvfe8Ld8v8 
! ?cJJJJJJJJP>Bvde8AL>A8dJJJJJJJJJJJJ JJP>Bvde8AL>A8d 
! ?2JJJJJJJJACBeCLdf>88f8JJJJJJJJJJJJ JJACBeCLdf>88f8 
! ?£JJJJJJJJdLBdf>fL>vCCeJJJJJJJJJJJJ JJdLBdf>fL>vCCf 
! ?ªJJJJJJJJeLBCAdCP8LA8LJJJJJJJJJJJJ JJeLBCAdCP8LA8L 
! ?«JJJJJJJJf8B>dP>A8eLA>JJJJJJJJJJJJ JJf8B>dP>A8eLA8 
! ?¬JJJJJJJJfdBfCvdAA>CdAJJJJJJJJJJJJ JJfdBfCvdAA>CdL 
! ? v>BLdLeCvvCLL v>BLdLeCvvCLP 

      Na osnovu dobijenih rezultata koji su prikazani u tabeli 5.2.1 može se primetiti da je 

razlika izmedju numeričkih i analitičkih rešenja dobijenih trigonometrijskom metodom 

zanemarjivo mala. Razmotrimo sada uticaj aksijalne sile pritiska ® = 6 60�9¢  i krutost elastičnih 
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slojeva S = >BAS4? JS4? 8BAS4 na najnižu prirodnu frekvenciju sistema sa jednim, tri i pet 

elastično povezanih nosača Timoshenko-vog tipa. Analitički oblici frekvencija na osnovu izraza 

@AB8BP>D za N = 8? L? AJnosača u prvom modu su 

�! ? % �� = 8
C ��*+%@� . *9%1 %D . P)yz{% $d ( 6  � 

(V�*+%@� . *9%1 %D . P)yz{% $d ( 6  �
% ( P*+% �*0%1 2 . P)� yz{% $d ( 6  � ��?JJJ@ABCBCD 

�! ? % �� = 8
C ��*+%@� . *9%1 %D . P)yz{% $

8P ( 6  � 

(V�*+%@� . *9%1 %D . P)yz{% $

8P ( 6  �
% ( P*+% �*0%1 2 . P)� yz{% $

8P ( 6  � ��?JJJJJJJ@ABCBLD 

�! ? % �� = 8
C ��*+%@� . *9%1 %D . P)yz{% $

CC ( 6  � 

(V�*+%@� . *9%1 %D . P)yz{% $

CC ( 6  �
% ( P*+% �*0%1 2 . P)� yz{% $

CC ( 6  � ��BJJJJJ@ABCBPD 
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Slika 5.2.1 Uticaj krutosti elastičnih slojeva na najnižu prirodnu frekvenciju 

a) N = 8;    b) N = L;    c) N = A.

Na osnovu prikazanih promena prirodnih frekvencija sa slike 5.2.1 možemo zaključiti da povećanje 

broja nosača dovodi do smanjenja prirodnih frekvencija. Za istekrutosti elastičnih slojeva kod 

Sistema savećim brojem nosača, prirodne frekvencije postaju bliske što može biti od značaja u 

analizi geometrijski nelinearnih oscilacija elastično povezanih nosača. Prednost izvedenih 

analitičkih izraza istema elastično povezanih nosača može poslužiti kao polazna tačka za uvid u 

promene koje nastaju u oscilovanju pri promeni geometrijskih i materijalnih karakteristika nosača. 

Pri tome nije neophodno praviti svaki put matematički model, već se promenom fizičkih 

parametara i broja elastično povezanih nosača u izrazima lako dolazi do rezultata. 

Slika 5.2.3 Uticaj broja nosača n anajnižu prirodnu 

frekvenciju u funkciji pritisnih aksijalnih sila za K=K0
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m = 5

m = 3

m = 1
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Stability region

5.3   Numerička analiza u statičkom domenu stabilnosti 

  sistema elastično povezanih  nosača Timoshenko-vog tipa 

      Ako u jednačinu @AB8BPCD zamenimo N = 8?L?A?J a za minimalne vrednosti � = 8  i JJ� = 8 
dobićemo redom analitičke izraze za kritične sile izvijanja sistema sa jednim, tri i pet elastično 

povezanih nosača Timoshenko-vog tipa, 

60̄9 = *0%1 2�   .P
)
  

yz{% $d?JJJJ @ABLB8D 

60̄9 = *0%1 2�   .P
)
  

yz{% $

8P?JJ @ABLBCD 

60̄9 = *0%1 2�   .P
)
  

yz{% $

CC?J @ABLBLD 

  Oblast stabilnosti 

Slika 5.3.1 Uticaj broja nosača na kritičnu silu izvijanja 60�9 
u funkciji krutosti elastičnih slojeva Winkler-ovog tipa 

      Na slici 5.3.1 prikazane su oblasti statičke stabilnosti sistema sa jednim, tri i pet elastično 

povezanih nosača Timoshenko-vog tipa.  Na osnovu podataka prikazanih na slici 5.3.1 može se 

zaključiti da je sistem najstabilniji u slučaju jednog nosača na elastičnoj podlozi pri čemu se taj 

region smanjuje sa povećanjem broja elastično povezanih nosača. 



6 
 Uticaji inercije rotacije i poprečnog smicanja na  

oscilacije i stabilnost sistema elastično povezanih 

nosača Reddy-Bickford-ovog tipa na elastičnoj podlozi  

6.1   Slobodne oscilacije sistema elastično povezanih nosača 

     Reddy-Bickford-ovog tipa  

     Razmotrimo sistem m elastično povezanih nosača Reddy-Bickford-ovog tipa istih dužina l, 

 uticajem pritisnih aksijalnih sila istih intenziteta F, [15].  

a)                                                       b)      

Slika 6.1.1  a) Sistem elastično povezanih nosača na elastičnoj podlozi 

b) Elementarni deformisani deo nosača

Neka su funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu kao i ugao između 

tangente deformisanog poprečnog preseka nosača na neutralnoj liniji i   ose redom !"#$%& ' (' )*, 
+"#$%& ' (*' ,-"#$%. &(*' /% 0 1'2' 3 '45 Za ugao -"#.  sa slike 6.1.1 b) a u skladu sa izvedenim 

jednačinama u referencama [15], [29-31] definišemo funkcije pomeranja  
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 !"#$%&' (' )* +  !"#$, %(' )* - &.!"#$, %(' )* / 0&1 2.!"#$, %(' )* - 34!"#$, %(' )*
3( 5'666

4!"#$%&' (' )* + 4!"#$, %(' )*' 7$ + 8'9' : ';<6 %=<8<8* 

Deformacije u funkciji pomeranja i veze između napona i deformacije po Hooke-ovom zakonu su 

>?#$%&' (' )* + 66 3 !"#$, %(' )*
3( - & 3.!"#$, %(' )*

3( / 0&1 23.!"#$, %(' )*
3( - 3@4!"#$, %(' )*

3(@ 5'66 6%=<8<9* 

A?B#$%&' (' )* + .!"#$, %(' )* - 34!"#$, %(' )*
3( / C&@ 2.!"#$, %(' )* - 34!"#$, %(' )*

3( 5'6666 6%=<8<D* 

E F?#$G?B#$H + IJ#$ KK L#$M E
>?#$A?B#$H'6667$ + 8'9' : ';< %=<8<N* 

Virtuelni rad inercijalnih sila je 

OPQR#$ + /S#$T#$U U V3@4!"#$%&' (' )*3)@ W4!"#$%&' (' )* - 3@ !"#$%&' (' )*3)@ W !"#$%&' (' )*X Y&Y(<
Z[$\
]6Z[$\

^
,

666%=<8<_* 

Virtuelni rad unutrašnjih sila je  

6OP`#$ + /T#$U U aF?#$%(' )*W>?#$%(' )* - G?B#$%(' )*WA?B#$%(' )*bY&Y(
Zc\
]6Zc\

^
,

<6666 6%=<8<=* 

Virtuelni rad spoljašnjih sila je oblika 

OPdef + U EW4!"f, %(' )* g/h,4!"f, %(' )* - hfi4!"@, %(' )* / 4!"f, %(' )*jk^
,

- 

-l 34!"f, %(' )*
3(

3W4!"f, %(' )*
3( m Y('666 66%=<8<n* 

OPdeQ + U EW4!"Q, %(' )* g/hQ]f i4!"Q, %(' )* / 4!"Q]f, %(' )*j - hQ i4!"Qof, %(' )* / 4!"Q, %(' )*jk^
,

- 

66-l 34!"Q, %(' )*
3(

3W4!"Q, %(' )*
3( m Y('666p + 9' D' : '; / 8<66 6%=<8<q* 
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OPder + U EW4!"r, %(' )* g/hr]f i4!"r, %(' )* / 4!"r]f, %(' )*jk^
,

- l6

-34!"r, %(' )*
3(

3W4!"r, %(' )*
3( m Y('6666666 6666%=<8<s* 

Zamenom jednačina (6.1.5-6.1.9) u opštu jednačinu principa virtuelnog rada OPQR#$ - OP`#$ -
OPde#$ + K' 7$ + 8'9' :;'6 i primenom Green-ove teoreme dobijamo spregnut sistem parcijalnih 

diferencijalnih jednačina oscilovanja u sledećem obliku  

tufv', 3
v4f3(v - tuf@'@ 3v4f3(@w3)@ - tuf@', 3

@4f63(@ - tuf,'@ 3
@4f3)@ -txff'@ 31.f3(w3)@ - txff', 3.f3( - txf1', 3

1.f3(1  

-h,4f / hf%4@ /4f* + K'6666 6%=<8<8K* 

tuf1', 3
14f3(1 - tuff'@ 314f3(w3)@ - tuff', 34f3( - txf@', 3

@.f%(' )*3(@ - txf,'@ 3
@.f6%(' )*3)@ - txf,',.f + K' %=<8<88* 

tuQv', 3
v4Q3(v - tuQ@'@ 3v4Q3(@w3)@ - tuQ@', 3

@4Q 63(@ - tuQ,'@ 3
@4Q3)@ -txQf'@ 31.Q3(w3)@ - txQf', 3.Q3( - txQ1', 3

1.Q3(1  

-hQ]f%4Q /4Q]f* / hQ%4Qof /4Q* + K'666666p + 9' D'y 6; / 8'6 6%=<8<89* 

tuQ1', 3
14Q3(1 - tuQf'@ 314Q3(w3)@ - tuQf', 34Q3( - txQ@', 3

@.Q3(@ - txQ,'@ 3
@.Q 63)@ - txQ,',.Q + K' 6%=<8<8D* 

turv', 3
v4r3(v - tur@'@ 3v4r3(@w3)@ - tur@', 3

@4r3(@ - tur,'@ 3
@4r3)@ -txrf'@ 31.r3(w3)@ - txrf', 3.r3( - txr1', 3

1.r3(1 - 

-hr]f%4r /4r]f* + K'66 6%=<8<8N* 

tur1', 3
14r3(1 - turf'@ 314r3(w3)@ - turf', 34r3( - txr@', 3

@.r3(@ - txr,'@ 3
@.r63)@ - txr,',.r + K'666%=<8<8_* 

gde su za 7$ + 8'9' : '; 

tu#$v', + 8
NNq T#$z#${0@J#$ '666tu#$@'@ + / 8

NNq T#$z#${0@S#$' 6tu@', + / 8
qK T#$L#$C@z#$| -

8
=T#$L#$Cz#$1 / T#$L#$z#$ - l'

tu#$,'@ + T#$z#$S#$' tx#$f'@ + 8
qK T#$z#$|0S#$ /

8
NNq T#$z#${0@S#$' tx#$f', + / 8

qKT#$L#$C@z#$| -
8
=T#$L#$Cz#$1 / T#$L#$z#$ '

tx#$1', + 8
NNq T#$z#${0@J#$ /

8
qK T#$z#$|0J#$' tu#$1', + 8

qK T#$z#$|0J#$ /
8
NNq T#$z#${0@J#$ ' tu#$f'@ + 8

NNq T#$z#${0@S /
8
qK T#$z#$|0S#$ '/
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tu#$f', + 8
qKT#$L#$C@z#$| /

8
=T#$L#$Cz#$1 - T#$L#$z#$' tx#$@', + / 8

NNq T#$0@J#$z#${ -
8
NKT#$0J#$z#$| /

8
89 T#$J#$z#$1'

tx#$,'@ + 8
NNq T#$0@S#$z#${ /

8
NK T#$0S#$z#$| -

8
89 T#$S#$zf1'6666tx#$,', + 8

qK T#$C@L#$z#$| /
8
=T#$CL#$z#$1 - T#$L#$z#$'666%

Za eliminaciju promenljive .r korisitmo program izrađen u softveru Mathematica 9 - prilog 6.1.1 

(http://www.2shared.com/file/ZTF0-q8o/Prilog_611.html). Nakon primene programa i eliminacije promenljive 

.r, sistem 2m parcijalnih diferencijalnih jednačina (6.1.10-6.1.15) svodimo na sistem m 

parcijalnih diferencijalnih jednačina oblika 

t%8*uf}', 3
}4f3(} - t%8*ufv'@ 3}4f3(v3)@ - t%8*ufv', 3

v4f3(v - t%8*uf@'v 3}4f3(@3)v - t%8*uf@'@ 3v4f3(@3)@ - t%8*u@@', 3
@4@3(@  

-t%8*uf@', 3
@4f3(@ - t%8*uf,'v 3

v4f3)v - t%8*u@,'@ 3
@4@3)@ - t%8*uf,'@ 3

@4f3)@ 6- %h, - hf*4f / hf4@ + K' %=<8<8n* 

t%p*uQ}', 3
}4Q3(} - t%p*uQv'@ 3}4Q3(v3)@ - t%p*u6Qofv', 3v4Qof3(v - t%p*u6Qof@'v 3}4Q3(v3)@ - t%p*uQ@'@ 3@4Q3(@3)@ - t%p*uQv', 3

v4Q3(v  

666666666-t%p*u6Qof@', 3@4Qof3(@ - t%p*uQ@', 3
@4Q3(@ - t%p*u6Q]f@', 3@4Q]f3(@ - t%p*uQ,'v 3

v4Q3)v - t%p*u6Qof,'@ 3@4Qof3)@  

-t%p*uQ,'@ 3
@4Q3)@ - t%p*u6Q]f,'@ 3@4Q]f3)@ ~hp/84p/8 - %hp/8 -hp*4p /hp4p-8 + K'666p + 9'D'y 6; / 8' %=<8<8q*

t%;*ur}', 3}4r3(} - t%;*urv'@ 3}4r3(v3)@ - t%;*urv', 3v4r3(v - t%;*ur@'v 3}4f3(@3)v-t%;*ur@'@
3@4r3(@3)@

-t%;*ur@', 3@4r3(@ - t%;*u6r]f@', 3@4r]f3(@ - t%;*u6r,'v 3v4r3)v - t%;*ur,'@ 3@4r3)@ - t%;*ur]f,'@ 3@4r]f3)@  

/hr]f4r]f - hr]f4r + K<66 6%=<8<8s* 

Uprošćeni oblici koeficijenata t%7$*u#$�'�
, 7$ + 8'9' : '; dati su u prilogu 6.1.2 

(http://www.2shared.com/file/NcyTdJkW/Prilog_612.html) 

      Pretpostavljamo kao u prethodnom poglavlju u slučaju sistema povezanih nosača 

Timoshenko-vog tipa, da su nosači identičnih materijalnih i geometrijskih karakteristika  

66�Q + �' 6666JQ + J' 6 6LQ + L' 66hQ]f + h' 666hr + K' 6666SQ + S6' 67$ + 8'9'D'y 6;<66666666%=<8<9K* 

6
6%=<8<8 * 
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Početni i granični uslovi slobodno oslonjenih nosača su na osnovu %9<D<99 / 9<D<9N* oblika 

4#$%(' K* + 4#$,%(*'666666664� #$%(' K* + �#$,%(*'66666666 �$%(' K* +  #$,%(*'66666666 � #$%(' K* + !#$,%(*'
4#$%K' )* + 4#$%�' )* + 4��#$%K' )* + 4��#$%�' )* + K'66666667$ + 8'9'Dy;<6 6%=<8<98* 

Ako pretpostavimo da je kretanje nosača harmonijsko, transverzalna pomeranja nosača možemo 

napisati u obliku proizvoda funkcija osnovnih oblika oscilovanja i nepoznatih funkcija vremena u 

sledećem obliku 

4#$%(' )* + 6� �R%(*�#$R%)*'6 6
�

R�f
�#$R + �#$R�����6'666667$ + 8'9'D'y 6;'66666666� + �/86<66 66%=<8<99* 

Funkcija  �R6zadovoljava granične uslove slobodno oslonjenih nosača ako je oblika 

�R%(* + ���%�R(*'6666666666�R + �� �'6 6� + 8' 9' D'y<6 6666666666%=<8<9D*�  

Ako zamenimo pretpostavljena transverzalna pomeranja (6.1.22) u jednačine (6.1.17-6.1.19) 

dobijamo homogeni sistem algebarskih jednačina po nepoznatim �Rf' �R@' �R1' y66�Rr6 u obliku 

��
��
��
��
� �R / R K y K K K y K K K/ R �R / R y K K K y K K Ky y y y y y y y y y yK K K y �R / R K y K K KK K K y / R �R / R y K K KK K K y K / R �R y K K Ky y y y y y y y y y yK K K y K K K y / R �R / RK K K y K K K y K / R �R /  R�

��
��
��
��

 ¡
¡¡
¡¢
¡¡
¡¡
£ �Rf�R@�R1y�R%#$]f*�R#$�R%#$of*y�R%r]@*�R%r]f*�Rr ¤¡

¡¡
¡¥
¡¡
¡¡
¦

+

 ¡
¡¡
¡¢
¡¡
¡¡
£KKKyKKKyKKK¤

¡¡
¡¡
¥
¡¡
¡¡
¦

' %=<8<9N* 

gde su 

�R + §t%v*¨©Rv -6t%@*¨©R@6 -6t%,*¨ª'666666666 R + t%@*«©R@ - t%,*«'6 6%=<8<9_* 
t%v*¨ + /DTz1S@¬0z@a0z@§z@�R@ - n_ª / qNKb - 9qKK' 

t%@*¨ + zS®T¯DJz@�R@¯0z@%90zv�R@ - n_0z@ / qNK* - 9qKK° - D_L¯Cz@%DCz@ / NK* 
-9NK*%z@�R@ - 89*° / 8_z¯D0z@%_0z@ / _=* - _=K°%l�R@ / 9h*±' 

t%,*¨ + /D0@TJ@z²�R} - _Jz@�Rv®Dl¯D0z@%_0z@ / _=* - _=K° / nTLz¯Cz@%DCz@ / NK* - 9NK°± 
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/DKh¬Jz@�R@¯D0z@%_0z@ / _=* - _=K° - 9qL¯Cz@%DCz@ / NK* - 9NK°
-N9KlL�R@¯Cz@%DCz@ / NK* - 9NK°'

t%@*« + 8_z@hS¯D0z@%_0z@ / _=* - _=K°' 
t%,*« + /8_h¬Jz@�R@¯D0z@%_0z@ / _=* - _=K° - 9qL¯Cz@%DCz@ / NK* - 9NK°< 

istem %=<8<9N* ima rešenja različita od trivijalnih, samo ako je determinanta matrice ;6³6; u 

jednačini %=<8<9N* jednaka nuli. Tada kao rešenje dobijamo polinom 4;-tog reda čija rešenja za 

konkretne podatke možemo odrediti samo numeričkim putem. Rešenje koje smo dobili u slučaju 

m elastično povezanih nosača Timoshenko vog tipa ćemo iskoristiti da formiramo 

trigonometrijsku frekventnu jednačinu iz sledećih relacija 

�R / 9 R´µ�" + K66666 ¶ 66666 �R + 9 R´µ�"6'666666"%·';* + @¸]f
@rof#'66666· + 8'9'D'y;'6 6%=<8<9=*6

gde je m broj elastično povezanih nosača a s redni broj frekvencije. Iz relacija (6.1.25) i %=<8<9=* 
sledi 

§t%v*¨©Rv -6t%@*¨©R@6 -6t%,*¨ª + /9§t%@*«©R@ - t%,*«ª6´µ� i6 @¸]f@rof#j'666 6666666666%=<8<9n* 
odnosno bikvadratna jednačina oblika 

t%v*¨©Rv -6gt%@*¨ - 9t%@*«´µ� i6 @¸]f@rof#jk©R@6 -6t%,*¨ - 9t%,*«´µ� i6 @¸]f@rof#j + K<666666%=<8<9q* 

Iz izraza (6.1.27) slede rešenja u obliku kvadrata prirodnih frekvencija 

a!R'¸@ b^ +
/at%@*¨ - 9t%@*«´µ�§ \¹ºc

\»¼c#ªb9t%v*¨

/½at%@*¨ - 9t%@*«´µ�§ \¹ºc
\»¼c#ªb@ / Nt%v*¨at%,*¨ - 9t%,*«´µ�§ \¹ºc

\»¼c#ªb
9t%v*¨ '6666 6666666666%=<8<9s* 
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a!R'¸@ b¾ +
/at%@*¨ - 9t%@*«´µ�§ \¹ºc

\»¼c#ªb9t%v*¨

-½at%@*¨ - 9t%@*«´µ�§ \¹ºc
\»¼c#ªb@ / Nt%v*¨at%,*¨ - 9t%,*«´µ�§ \¹ºc

\»¼c#ªb
9t%v*¨

!!!!!!!·!+!8'9'D!y;<66!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!6%=<8<DK* 
gde 6a!R'¸b^ predstavlja nižu a6a!R'¸b¾ višu prirodnu frekvenciju. Statičku stabilnost sistema u

zavisnosti od krutosti elastičnih slojeva možemo ispitati na osnovu jednačine (6.1.27). Sistem će 

biti u stanju  indiferentne ravnoteže kada na njega deluju aksijalne sile pod čijim uticajem će 

prirodna frekvencija sitema biti jednaka nuli. Ako primenimo ovaj uslov (!R + K), iz jednačine 

(6.1.27) sledi da je minimalna vrednost rešenja po nepoznatoj aksijalnoj sili F kritična sila sistema 

m elastično povezanih nosača koja odgovara n-tom modu  i oblika je 

l¿ÀÁ + Â��R�f'@'1y¸�f'@'1yr
JÃe�R@%Jz@�R@ - qNKL*
q_Jz@�R@ - qNKL - 9h

�R@ g8 / ´µ� i @¸]f
@rof#jk ' · + 8'9'Dy;<6 6%=<8<D8* 

Za h + K iz jednačine (6.1.30) sledi  

ÄR + JÃe�R@%Jz@�R@ - qNKL*
q_Jz@�R@ - qNKL '666 6666666666%=<8<D9* 

inimalna 

vrednost pri kojoj nastupa izvijanje  

Ä + JÃ#@ iqNKL - Å¾\#\
^\ j

�@ iqNKL - Æ|Å¾\#\
^\ j <6666 6666666666%=<8<DD* 

''666
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6.2   Numerička analiza i rezultati u statičkom i frekventnom domenu sistema 

elastično povezanih nosača Reddy-Bickford-ovog tipa 

       U numeričkoj analizi sistema upoređeni su rezultati za slučajeve sa 3, 5, 7 i 9 elastično 

povezanih nosača istih materijalnih karakteristika kako bi se videla neophodnost uzimanja u obzir 

uticaja inercije rotacije i poprečnog smicanja naročito kod nosača većih debljina.   

J + 8 Ç 8Kf,6ÈÂ]@' É + K<DN' L + 6 J
9%8 - É* ' � +

_ - _É
= - _É ' ÊËÌ< ¯9N°'6666h + h, + hf + 9 Ç 8K|6ÈÂ]@ 

S + 9 Ç 8K16ÍÎÂ]1'666� + _ Ç 8K]@6Â@66Ã + N Ç 8K]v6Âv6 6%=<9<8* 

� + 8K6Â'6666T + 8
q6Ï

_
D 66Â' zf + 9

_6Ï
D
_ 66Â< 

      U tabelama 6.2.1-6.2.3 prikazane su vrednosti prirodnih frekvencija sistema u funkciji broja 

elastično povezanih nosača, njihove debljine, krutosti Winkler-ovih slojeva i moda oscilovanja. 

Eliminacijom uticaja poprečnog smicanja i inercije rotacije sa poprečnim smicanjem iz jednačina 

iz sistema6%_<8<9s* uz uslov da su nosači istih materijalnih karakteristika i povezani elastičnim 

slojevima Winkler-ovog tipa istih krutosti, dobijamo izraze za prirodne frekvencije elastično 

povezanih nosača Rayleigh-jevog i Euler-ovog tipa redom u obliku  

ÐÑ&��pÒz6666a!R'¸@ b^ + Ït¿@�Rv / lÓ@ - 9Ô g8 / ´µ� i \¹ºc
\%\»¼c*#jk

8 - tÁ@�R@ '6666 6%=<9<9* 

J ��Õ6666666a!R'¸@ b^ + ÏJÃ�Rv / l�R@ - 9h g8 / ´µ� i \¹ºc
\%\»¼c*#jk

S� <66666 6%=<9<D* 

      Na osnovu analitičkih izraza (5.1.40) za frekvencije nosača Timoshenko-vog tipa i %=<8<9q* 
nosače Reddy-Bickford-ovog tipa kao i izraza %=<9<9* i %=<9<D* dobijamo vrednosti prirodnih 

frekvencija prikazane u tabelama (6.2.1-6.2.3).  
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Tabela 6.2.1 

Prirodne frekvencije  [·]f] elastično povezanih nosača � + 8' z + zf' h + h,' l + K
6666Ö66 ×ØÙÚÛ ÜÝÞÙÚßàá âßãäåáÚæçä ÜÚèèÞ / éßêçëäÛè 

; + D Öf'f 9q<KD8N9=qn9 9q<K9KD=nK_q 9q<KKD_=8=_8 9q<KK9q98n=_
Öf'@ _s<8_nK8=n9s _s<8DD=n=9s= _s<89_qK99D_ _s<89_N__=N_
Öf'1 q9<s=nND=q8N q9<sDNnK8s=n q9<s9s8=Ns_q q9<s9qs989Ds

 

; + _ 

Öf'f 9D<Nqn_Dq=KN 9D<Nnq9n8_qD 9D<N_q8sDN9K 9D<N_nDKsD9n
Öf'@ N9<KnD====q_ N9<K_nK==Nsn N9<KN_s8=ND8 N9<KN_N9_=8D
Öf'1 =8<qKs8sqNDN =8<nqNq88_qK =8<nnn9q_9nq =8<nn=s_Dss=
Öf'v nn<nsKKns8=9 nn<n_sDqnKNN nn<n_DN=8D8K nn<n_D9KKNq8
Öf'| qq<K=KNsDDq= qq<K9_nNsKnK qq<K9K__KsN9 qq<K9KD998NK

 

; + n 

Öf'f 98<qN8Dq8q_9 98<qD9n=ND99 98<q888=Ns98 98<q8K98Dnnq
Öf'@ DD<s=N9998__ DD<s_Kq98__D DD<sD=snD=== DD<sD=D=NKNs
Öf'1 Nq<qqDsKnKK_ Nq<q=N=8sqDD Nq<q__KNn_q8 Nq<q_N=9=9D8
Öf'v =D<K9KK8=nNs =9<ss_8_98=n =9<sqnnn_KDN =9<sqnN_KD8q
Öf'| n_<KKN=s_N=N nN<sn_8K9D9K nN<s=qsN_nsD nN<s=q=nNqK=
Öf'} qN<K=KNNn9D= qN<K9n9q88NK qN<K98q9K99N qN<K98_nsq__
Öf'{ qs<=qnDD_n_N qs<=_8sNs_== qs<=N=q_8ns= qs<=N==9nN88

 

; + s 

Öf'f 98<Kn_qN9q8s 98<K=n_9nDDD 98<KN_8Ds_n= 98<KNN8_D=q8
Öf'@ 9s<_9_9==N_= 9s<_8D=8n9N= 9s<Nsn==q8N_ 9s<Ns=s=_sns
Öf'1 NK<ssNK9NsK8 NK<snnq_K=q= NK<s==NK9n8q NK<s=_qsqnqD
Öf'v _9<n_9n=s9=q _9<nD8s__=DN _9<n9DKssnK8 _9<n99nKsqqn
Öf'| =D<n89nq_Knn =D<=qn=Nn8=9 =D<=qKD_9q=_ =D<=qKKD8ns_
Öf'} nD<9s8K_9K=N nD<9=98D_KDs nD<9__q9qKKK nD<9____KDqn
Öf'{ q8<8K8D_K8_D q8<K=sD_8_nK q8<K=D=qKKDN q8<K=DNDKDsN
Öf'Æ q=<q=qq_nNsK q=<qDN_qDDD_ q=<q9sDKsDq9 q=<q9sKnn9N9
Öf'² sK<NKN899D88 sK<D=qN_DD8_ sK<D=DDsq=_K sK<D=D8n=8=9

 

Tabela 6.2.2 

Prirodne frekvencije [·]f] elastično povezanih nosača � + 8' z + _zf' h + h,' l + K
666Ö66 6666×ØÙÚÛ ÜÝÞÙÚßàá âßãäåáÚæçä ÜÚèèÞ / éßêçëäÛè

; + D 

Öf'f ss<Ks=_qs9sK sq<8D9nsKDq= s_<NKN_NqN_9_9 s_<9s898sqKqD=
Öf'@ 8K8<nsq9s9_K8 8KK<qKq98n99n sq<8=K898sKsqn sq<K_K9K_K9==q
Öf'1 8K_<K=ssq88nq 8KN<KNqKq_sDs 8K8<Ns8Nsn8N=8N 8K8<Dq_N=_98nq 

; + _ 

Öf'f sq<q=KKn=NsN sn<qsq_nnqnq s_<8=D8KsD9D9= s_<KNsNn9=98s9
Öf'@ 8KK<Kq_K==Dss ss<888=_Dn88 s=<N8D9N8DK9__ s=<DK88qDNq8qn
Öf'1 8K9<889s=DKsq 8K8<88sq9nDqN sq<NqKnqs8KsDs sq<Dn89_n9D__N
Öf'v 8KN<9nNqDN_8q 8KD<9=K=n9n_s 8KK<=q9DnN9Kq=s 8KK<_n_N98_=N_8
Öf'| 8K_<qs_n_snDN 8KN<q=_qDDKsN 8K9<DD8NNNqsK=s 8K9<99=D_Dqn8nD
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; + n 

Öf'f sq<nqN_=qnNq sn<q9DqKN_Ks s_<Kq=K98N_s__ sN<sn99q=KqK_s
Öf'@ ss<N=nK_nNKK sq<Nss=__Dnn s_<nq9==D9nqKq s_<==sq8NK_88n
Öf'1 8KK<nK9KqKs9q ss<n99==n9Nn sn<KN9_n_8=ssD s=<sD89sn9_8=q
Öf'v 8K9<9=KqnDsKs 8K8<9==9ss=D= sq<=D8Nss9__9D sq<_998NnNsNND
Öf'| 8KD<q=_qqqKN9 8K9<q__nKD=Dn 8KK<9==8Kssn9n9 8KK<8_q=nqK=K9K
Öf'} 8K_<9ND_s8=nN 8KN<99KKKns9_ 8K8<==q88_NsN9_ 8K8<_=99q9==KDN
Öf'{ 8K=<8=qNn=q8= 8K_<8D_qsnnnK 8K9<=Kqn=__D9nD 8K9<_KDsq8sK8nn

; + s 

Öf'f sq<n_8DKNKs= sn<nsKq=DDqN s_<K_9K_s__n98 sN<sDq9qK=__N=
Öf'@ ss<8qDD8_=N_ sq<98q=nD9_D s_<NsDKn9_Kq8n s_<Dnsq_=ND_Kn
Öf'1 ss<ss_N8s89_ ss<K99qnqDDD s=<D98nq_8_n=q s=<9Ks=8D8nns=
Öf'v 8K8<Ks8qKD=N9 8KK<8Kq_ss_n_ sn<NDss=9s==q8 sn<D9s8n9Nq9nD
Öf'| 8K9<DN==sD9qq 8K8<D_89qNDNq sq<n8qsDn8s8Ks sq<=Ks=qs=qDKK
Öf'} 8KD<=9KsD8nD9 8K9<=8D89snD= 8KK<K8=n9n__Dq_ ss<sKsKK====8=
Öf'{ 8KN<nnq8q9sq= 8KD<n_s89_nDD 8K8<8sN=KqD=K8D 8K8<Kqq9NK9Nqs_
Öf'Æ 8K_<=sqn9ssNK 8KN<=nKn8s_q9 8K9<8D8K=_q=q== 8K9<K9_n_8nN9_n
Öf'² 8K=<9qsssNDDs 8K_<9_=9DDND8 8K9<nD9D99D9=q8 8K9<=9n=n_8D9s8

Tabela 6.2.3 

Prirodne frekvencije [·]f] elastično povezanih nosača � + 8' z + zf' h + 9h,' l + K 
Ö666 6666×ØÙÚÛ ÜÝÞÙÚßàá âßãäåáÚæçä ÜÚèèÞ / éßêçëäÛè

; + D 

Öf'f DN<Dnq_=KNqD DN<D=Nss=NKD DN<D_8D8nK_9 DN<D_Kn8Nq_n
Öf'@ q8<9sq=NK8=N q8<9==_=DnN8 q8<9=KsK=n88 q8<9=K=_nn8K
Öf'1 88_<==8DnsqKn 88_<=8_nN__Nn 88_<=88qnqqN= 88_<=88nKq=NN

; + _ 

Öf'f 9=<n8_K9_9n8 9=<nKNNqNqND 9=<=q=qN_=_D 9=<=q=K=sKDD
Öf'@ _=<8D8_N=D99 _=<8KsDss_sK _=<8K8Kqs9=D _=<8KKn9DN=n
Öf'1 q_<8_DNsN=sK q_<88sqsnDD9 q_<88N_8K=Kq q_<88N9nD_K_
Öf'v 8Kq<99=N89sqn 8Kq<8qDn898sn 8Kq<8ns__89K9 8Kq<8nsD=qKNq
Öf'| 899<s=9KN_Nn9 899<s8D_DKnDK 899<sKss8ss88 899<sKsn=KsnKs

; + n 

Öf'f 9D<n_q9nDNnK 9D<nNqqss=DK 9D<n9sK_8Nq= 9D<n9q8nn_D8
Öf'@ ND<nqs9n9n=D ND<nn8ss_=q8 ND<n=89qqsn= ND<n=Kq8n=ns
Öf'1 ==<9_NDDKsKq ==<99q8sK99= ==<9988q_98n ==<99Kqn=qq9
Öf'v q=<s8KDNqDsN q=<qn=K_nq=q q=<qnKnq=_qs q=<qnK__N_=n
Öf'| 8KN<98sq9=sKK 8KN<8nqnK=s8K 8KN<8nNDnK=sN 8KN<8nN8nsq9q
Öf'} 88n<99s8q9NDn 88n<8q9s9s_ss 88n<8ns89KNK9 88n<8nqs_9nD8
Öf'{ 89_<9s8=_sqDs 89_<9N999_sN= 89_<9Dq=sKq8D 89_<9Dq_D_9KNN

; + s 

Öf'f 99<DD9=9KN=n 99<D9DqKs88s 99<DK9=qn8Ds 99<DK8n_nKN8
Öf'@ D=<nsN=_88=n D=<nqK8DDq8n D=<n=nD=8sND D=<n==nssn88
Öf'1 _N<_8KNKKn=8 _N<NqqqsD=_9 _N<NqKD9sqqn _N<Nnss_9sDN
Öf'v n8<sNNsDKKsq n8<s8=_NN8qn n8<s8K88Dss8 n8<sKsqDKs_q
Öf'| qn<s8NnNK_8q qn<qqKK_DnKs qn<qnNqN=N8N qn<qnN=8n9Kq
Öf'} 8K8<n_99NsN8= 8K8<n898KDK8 8K8<nKn=_99s8 8K8<nKnN_=Dq_K
Öf'{ 889<sqD9qKDKq 889<sDqnK9=s9 889<sDNnDN9_K 889<sDN__s_n8K
Öf'Æ 898<9_NsDsq__ 898<9KnKsq=_9 898<9KDNDK=9D 898<9KD9=s8=_=
Öf'² 89=<D8nn_8D8n 89=<9=ns89_ns 89=<9=NNKssNN 89=<9=N9__n=_9
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Na slici 6.2.1 prikazana je promena prirodnih frekvencija sistema u zavisnosti od uticaja 

aksijalnih sila pritiska definisane bezdimenzionim parametrom ì + l �l ¿ÀÁ i broja elastično 

povezanih nosača različitih tipova: Euler, Rayleigh, Timoshenko i Reddy-Bickford. Može se 

zaključiti da sa povećanjem broja nosača, prirodna frekvencija sistema opada. Takođe se može 

primetiti da postoji značajna razlika u aproksimacijama rešenja u zavisnosti od tipa, odnosno 

teorije nosača koja se koristi. U numeričkom eksperimentu čiji su rezultati prikazani na 

serijama slika 6.2.7a-f, uzet je u razmatranje deblji nosač pri čemu su uticaji inercije rotacije i 

poprečnog smicanja veći, pa se shodno tome javlja razlika u aproksimaciji rešenja prve po redu 

prirodne frekvencije. Na slici 6.2.1 b) u slučaju tri elastično povezana nosača se može videti da 

su uticaji poprečnog smicanja mali u odnosu na uticaje poprečnog smicanja i inercije rotacije 

odnosno da Rayleigh-jev model daje dobre aproksimacije rešenja, što nije  slučaj za više od 3 

elastično povezana nosača gde se uticaji poprečnog smicanja povećavaju pa Timoshenkov i 

Reddy-Bickford-ov model daju bolje aproksimacije rešenja. Primetno je da sa povećanjem 

aksijalnih pritisnih sila, razlike u aproksimcijama rešenja postaju manje. Tako u slučaju jednog 

nosača na elastičnoj podlozi pri uticaju aksijalnih sila većim od 70% od kritične vrednosti, 

uticaji poprečnog smicanja na prirodne frekvencije nestaju, pa je u ovakvim slučajevima moguće 

koristiti Rayleigh-jev model za deblje nosače.  

Na slikama 6.2.2 a-b prikazana je promena prirodnih frekvencija sistema u zavisnosti od 

uticaja pritisnih aksijalnih sila tankih nosača Reddy-Bickford-ovog tipa u zavisnosti od njihovog 

broja. Na slikama 6.2.3 i 6.2.4 prikazane su promene prirodnih frekvencija sistema u zavisnosti 

od debljine nosača definisane bezdimenzionim parametrom í + z î � ! . Na slici 6.2.3 a) se može 

primetiti da sve teorije daju približno iste vrednosti za aproksimacije rezultata do vrednosti í + 
K<9 ali da kod poprečnih preseka većih debljina raste razlika u aproksimacijama rešenja. Sa 

povećanjem broja nosača, Timoshenko-v i Reddy-Bickford-ov model sistema daju veoma 

približne rezultate. U slučaju jednog nosača na elastičnoj podlozi, slika 6.2.3 a), Reddy-Bickford-

ov model daje najbolje aproksimacije rešenja. 
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Slika 6.2.1 Uticaj promene aksijlne kompresije   na najnižu prirodnu frekvenciju nosača h=15h1

a)  ! ";    b)  ! #;    c)  ! $  d)   ! %;    e)  ! &;    f)  ! "".
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Slika 6.2.2 Uticaj pritisnih aksijalnih sila ' na najnižu prirodnu frekvenciju nosača debljine h=h1 

a)  ! "( #( $( %;    b)  ! &( ""( "$( )*+

Slika 6.2.3 Uticaj parametra , na najnižu prirodnu frekvenciju nosača 

a)  ! ";    b)  ! #;    c)  ! $-    d)   ! %+
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##

Slika 6.2.4 Uticaj parametra , na najnižu prirodnu frekvenciju nosača za različite modove n

a) . ! ";    b) . ! #;    c) . ! $-   d)  . ! %+

Na slikama 6.2.4 a-d može se uočiti zona debljine nosača u kojoj sve teorije daju dobre 

aproksimacije u zavisnosti od moda oscilovanja za slučaj tri elastično povezana nosača. Takođe 

se može primetiti da sa povećanjem moda oscilovanja, razlike u aproksimacijama frekvencija 

postaju veće, a zona debljine nosača za koju sve teorije daju dobre rezultate se smanjuje. Ova 

pojava je najznačajnija izmedju Euler-ovog i Reddy-Bickford-ovog modela.  

a slici 6.3.1 prikazane su oblasti statičke stabilnosti sistema sa jednim, tri i pet elastično 

povezanih nosača različitih tipova. Razlika u aproksimacijama rešenja između korišćenih tipova 

modela je mala, ali je važno istaći da je sistem najstabilniji u slučaju jednog nosača na elastičnoj 

podlozi.  

Slika 6.3.1 Uticaj broja nosača na kritičnu silu izvijanja /01234  

u funkciji krutosti elastičnih slojeva Winkler-ovog tipa 
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Prilog 6.1.1 – Program eliminacije promenljive  56  u jednačinama (6.1.10-6.1.15) 
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Prilog 6.1.2 - Koeficijenti u parcijalnim diferencijalnim jednačinama (6.1.17-6.1.19) 

78"9:;<(= >;?;@)AB;C;DE>;=8#E>;= F G*9 H )G*I H >;D#J>;=8$J>;= F $K9 H $K*I8L< H L;9M
)AC;DE>;=8#E>;= F G*9 H )G*I

78"9:=<(= >;=L;?;D#J>;=8$K F $J>;=9 F $K*I
)AC;DE>;=8#E>;= F G*9 H )G*I

78"9:;<(N B;>;O?;=D#J>;=8$J>;= F $K9 H $K*I
)AC;DE>;=8#E>;= F G*9 H )G*I

78"9:;=(< / H P;>;=D#J>;=8$K F $J>;=9 F $K*I8L< H L;9)AC;DE>;=8#E>;= F G*9 H )G*I
78"9:==(< P;>;=L;D#J>;=8$J>;= F $K9 H $K*I

)AC;DE>;=8#E>;= F G*9 H )G*I
78"9:;=(= >;=?;@#/D#J>;=8$J>;= F $K9 H $K*I H B;>;OD&JP;8$K F $J>;=9 H %EC;8G* F #E>;=9I F "KA*B;>;8P; H C;9M

AGC;DE>;=8#E>;= F G*9 H )G*I
78"9:;=(N F J=B;>;Q?;=

"G*C;DE>;=8#E>;= F G*9 H )G*I
78"9:;N(< "

AGP;>;=@%B;>; F
#/D#J>;=8$J>;= F $K9 H $K*I
C;DE>;=8#E>;= F G*9 H )G*I M

78"9:;N(= J=B;P;>;Q?;
%*C;DE>;=8#E>;= F G*9 H )G*I

78"9:;R(< F J=B;P;=>;Q
"G*C;DE>;=8#E>;= F G*9 H )G*I

78S9:T<(=UUUU >T?T@)ABTCTDE>T=8#E>T= F G*9 H )G*I H >TD#J>T=8$J>T= F $K9 H $K*I8LT HLTV;9M
)ACTDE>T=8#E>T= F G*9 H )G*I
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78S9:T<(N BT>TO?T=D#J>T=8$J>T= F $K9 H $K*I
)ACTDE>T=8#E>T= F G*9 H )G*I

78S9:T=(< / H PT>T=D#J>T=8$K F $J>T=9 F $K*I8LT H LTV;9)ACT8E>T=8#E>T= F G*9 H )G*9
78S9:TV;=(< PT>T=LTV;D#J>T=8$J>T= F $K9 H $K*I

)ACTDE>T=8#E>T= F G*9 H )G*I
78S9:TW;=(< PT>T=LTD#J>T=8$J>T= F $K9 H $K*I

)ACTDE>T=8#E>T= F G*9 H )G*I
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AGCTDE>T=8#E>T= F G*9 H )G*I
78S9:T=(N F J=BT>TQ?T=

"G*CTDE>T=8#E>T= F G*9 H )G*I
78S9:TN(< "
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CTDE>T=8#E>T= F G*9 H )G*I M

78S9:TN(= J=BTPT>TQ?T
%*CTDE>T=8#E>T= F G*9 H )G*I

78S9:TR(< F J=BTPT=>TQ
"G*CTDE>T=8#E>T= F G*9 H )G*I
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UUUUU78 9:<(=UUUUUUUU >6?6@)AB6C6DE>6=8#E>6= F G*9 H )G*I H >6L<D#J>6=8$J>6= F $K9 H $K*IM
)AC6DE>6=8#E>6= F G*9 H )G*I
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78 9:<(N B6>6O?6=D#J>6=8$J>6= F $K9 H $K*I
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78 9:=(< / H P6>6=L<D#J>6=8$K F $J>6=9 F $K*I)AC6DE>6=8#E>6= F G*9 H )G*I
78 9:6V;=(< P6>6=L<D#J>6=8$J>6= F $K9 H $K*I

)AC6DE>6=8#E>6= F G*9 H )G*I
78 9:=(= >6=?6@#/D#J>6=8$J>6= F $K9 H $K*I H B6>6OD&JP68$K F $J>6=9 H %EC68G* F #E>6=9I F "KA*B6>68P6 H C69M

AGC6DE>6=8#E>6= F G*9 H )G*I
78 9:=(N F J=B6>6Q?6=

"G*C6DE>6=8#E>6= F G*9 H )G*I
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C68E>6=8#E>6= F G*9 H )G*9 M

78 9:N(= J=B6P6>6Q?6
%*C6DE>6=8#E>6= F G*9 H )G*I

78 9:R(< F J=B6P6=>6Q
"G*C6DE>6=8#E>6= F G*9 H )G*I
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 Geometrijski nelinearne oscilacije nosača 

Timoshenko-vog tipa sa oštećenjem primenom 

nove p - verzije metode konačnih elemenata

7.1 Razvoj nove p – verzije metode konačnih elemenata 

      Razvoj moćnih računara i numeričkih metoda omogućio je istraživačima da preciznije ispituju 

nelinearne matematičke modele. Konkretno, metoda konačnih elemenata se intenzivno primenjuje 

za pravljenje nelinearne diskretizovane strukture nosača i ploča. Metoda konačnih elemenata se 

zasniva na određivanju približnog rešenja korišćenjem odgovarajućih polinomskih funkcija, ref. 

Petyt [32]. U opštem slučaju, struktura je podeljena na manje elemente i lokalni oblik funkcija je 

definisan preko njih. Funkcije oblika predstavljaju jednostavni polinomi sa fiksnim, nižim 

stepenom p a tačnost aproksimacije rešenja se povećava povećanjem broja elemenata u modelu. 

Povećanje broja elemenata dovodi do smanjenja njihove širine h.  način za poboljšanje 

preciznosti aproksimacije je da mreža ostane ista a da se poveća broj oblika funkcija što 

podrazumeva povećanje njihovog stepena p i po tome je nazvana p – verzija metode konačnih 

elemenata ref. Ribeiro [32]. Razlog za njeno korišćenje jesu glavne prednosti u odnosu na klasične 

metode a to su: 

a) ne zahteva promenu formirane mreže kako bi se povećala tačnost rešenja,

b) matrica nelinarnih članova nižeg reda polinoma može biti iskorišćena u izvodima matrica

nelinearnih članova poboljšane nove aproksimacije, 

c) matrice linearnih članova u p – verziji metode su dijagonalne i lakše su za primenu nego matrice

već uslovljenih članova klasične metode konačnih elemenata, 
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d) spajanje elemenata različitog reda polinoma je jednostavno i omogućava lako uvođenje dodatnih

stepeni slobode gde je to neophodno, 

e) jednostavne strukture mogu biti modelirane samo jednim elementom što otklanja probleme

kontinuiteta internih elemenata kao i njihovu potrebu povezivanja, 

f) mogućnost izbora broja i vrste funkcija oblika za različita pomeranja  omogućava bolje

sagledavanje interakcije među pojediniačnim komponentnim oscilacijama (komponentno 

longitudinalne oscilacije, komponentno transverzalne oscilacije i komponentne oscilacije 

zaokretanja poprečnih preseka), 

g) p – verzijom metode konačnih elemenata moguće je dobiti veću tačnost rešenja bez povećanja

broja elemenata u strukturi već samo povećanjem reda polinoma koji čine osnovni oblik 

oscilovanja. 

Kao posledica ovih osobina, p – verzija metode konačnih elemenata zahteva manje vremena da se 

struktura modelira i ispita nego u slučaju klasičnih metoda konačnih elemenata. Ovo je velika 

prednost u nelinearnoj analizi gde iterativni proces računanja zahteva određivanje matrice 

nelinearnih članova pri svakom koraku. Brža konvergencija tačnom rešenju korišćenjem p – verzije 

metode konačnih elemenata potvrđena je u statičkoj linearnoj analizi nosača, ploča i ljuski u 

radu, Szabó i Sahrmann[34], nelinearnoj geometriskoj statičkoj analizi kompozitnih ploča, Han i 

 [35], kao i u analizi slobodnih i prinudnih oscilacija različitih struktura [36-43]. 

Nova p – verzija metode konačnih elemenata nastala je kao posledica istraživanja geometrijski 

nelinearnih oscilacija nosača sa oštećenjem. Klasičnom p - verzijom konačnih elemenata nije bilo 

moguće prepoznati dovoljno mali diskontinuitet u poprečnom preseku nosača bez obzira na 

povećanje stepena polinoma funkcija oblika pomeranja u okviru konačnog elementa. Da bi se ovo 

omogućilo, bilo je neophodno uvesti nove funkcije oblika pomeranja koje zadovoljavaju i granične 

uslove i zavise od lokacije i veličine oštećenja na nosaču. Na slici 7.1.1 prikazan je model 

homogenog, elastičnog i izotropnog nosača dužine  , širine ! i debljine ". Prisutno oštećenje 

predstavlja usek pravougaonog poprečnog preseka duž čitave širine nosača dubine "#. Veličina 

oštećenja u pravcu lokalne koordinatne ose $  definisana je početkom %#  i završetkom %& 
diskontinuiteta poprečnog preseka. 
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Slika 7.1.1 Model oštećenog nosača sa lokalnim i globalnim koordinatnim sistemom 

Za razliku od klasičnih metoda konačnih elemenata, u p – verziji broj elemenata koji se koristi 

zavisi pre svega od geometrije strukture koja se analizira. Tako su naprimeru ramovskog nosačaref. 

Ribeiro [44] korišćena tri elementa. Povećanje tačnosti rezultata klasičnim metodama konačnih 

elemenata na mestima promenjene geometrije strukture se postiže povećanjem broja elemenata u 

njenoj okolini. Međutim, bez obzira nanavedene osnovne karakteristike klasične i p - verzije 

metode konačnih elemenata, prikazaće se da je bez obzira na promenu geometrije nosača usled 

oštećenja, moguće dobiti tačan model uvođenjem novih funkcija oblika pomeranja ref. Stojanović 

i  '((). Odnos između lokalnih i globalnih koordinata je dat izrazom 

$ * (+
 ,-- ----------./,0,01 

Ako funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu koje odgovaraju globalnom 

koordinatnom sistemu označimo sa-2.+3 43 51i 6.+3 43 51onda će važiti sledeće relacije 

2.+3 43 51 * 27.+3 51 8 497.+3 513-----6.+3 43 51 * 67.+3 513---- -./,0,(1 

gde 27.+3 51  i 67.+3 51 predstavljaju redom longitudinalana i transverzalna pomeranja tačke 

.+3 4 * :3 51  nosača koja pripada osi + . Rotacija poprečnog preseka 97.+3 51  je definisana 

promenom ugla između ose z i poprečnog preseka nosača u ravni +4 oko ; ose. Uzimajući u obzir 
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von Kármán-ov model geometrijske nelinearnosti, deformacije u pravcu x ose-<=.+3 51 i deformacije 

usled poprečnog smicanja >=?.+3 51 su oblika 

<=.+3 43 51 * @27.+3 51
@+ 8 0

(A
@67.+3 51

@+ B
&
8 C@97.+3 51@+ 3--- ./,0,D1 

>=?.+3 51 * @67.+3 51
@+ 8 97.+3 51,-- -./,0,E1 

U svakom elementu, vektor FG.$3 51, koga čine komponentna pomeranja može biti izražen kao 

kombinacija hijerarhijskih funkcija oblika   

FG.$3 51 * H.$1-I.51 J*K L
27.$3 51
67.$3 51
97.$3 51

M * N
HO.$1P G G

G HQ.$1P G
G G HR.$1P

S L
IT.51IU.51IV.51

M (7.1.5)

gde su IT.51 - vektor longitudinalnih generalisanih pomeranja, IU.51 - vektor transverzalnih 

generalisanih pomeranja i IV.51 - vektor generalisanih rotacija poprečnog preseka  oko ; ose. H.$1 
je matrica funkcija oblika sastavljena od vektora redova longitudinalnih, transverzalnih i 

rotacionih funkcija oblika. Povećanje broja ovih funkcija oblika u modelu povećava tačnost u 

diskretizaciji modela.Ukupan broj funkcija oblika implementiranih u model jednog elementa 

ujedno predstavlja i broj stepeni slobode sistema. 

Uvođenjem dve nove funkcije u p – verziju metode konačnih elemenata dobijamo novi sistem 

funkcija oblika koje će omogućiti da se prepozna očekivana povećana fleksibilnost nosača u uskom 

domenu gde se nalazi oštećenje. Dve nove funkcije oblika uvedene u model označene su sa “d” u 

indeksu i zavise od lokacije sredine oštećenja  # * WXYWZ
& , slika 7.1.1. Sada su redovi vektora 

longitudinalnih, transverzalnih i rotacionih pomeranja poprečnih preseka nosača sa 

diskontinuitetom oblika  

[O.$1P * \]#̂ . 3  #3 $1]&̂ . 3  #3 $1 _ ]#.$1 ]&.$1]̀ .$1 a -]bO.$1c3 
[Q.$1P * \]#̂ . 3  #3 $1]&̂ . 3  #3 $1 _]#.$1 ]&.$1]̀ .$1 a ]bQ.$1c3 
[R.$1P * \]#̂ . 3  #3 $1]&̂ . 3  #3 $1 _ ]#.$1 ]&.$1]̀ .$1 a -]bR.$1c3 

(7.1.6)
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gde su d2, d6 i d9 broj longitudinalnih, transverzalnih i rotacionih funkcija oblika kojima su 

dodate i funkcije ]#̂ . 3  #3 $1-e-]&̂ . 3  #3 $1,--Prve četiri funkcije oblika su  

 

]#.$1 * 0
( f

D
E $ 8

0
E $`3---]&.$1 *

0
E f

0
E $ f

0
E $& 8

0
E $`3------------------------------------------ 

]̀ .$1 * 0
( 8

D
E $ f

0
E $`3---]g.$1 * f0

E f
0
E $ 8

0
E $& 8

0
E $`,--------------------------./,0,/1 

-
Preostale funkcije oblika se dobijaju po formuli, ref. Petyt [32] str. 298 

 

]h.$1 * i .f01j.(k f (l f /1m
(jln .k f (l f 01n

opPqrZs

jt7
$hu&ju#3 k K E3---------------------------------./,0,v1 

 

gde su  km * k.k f (1a .(-wk-013 :m * .f01m=1 i INT-.kx(1 ceo deo od kx(. Funkcije oblika ]h.$1 
zadovoljaviju granične uslove obostrano uklještenih nosača (funkcije i njihovi prvi izvodi su na 

granicima elementa nule). Funkcije ]# f ]g polinoma trećeg stepena, poznate kao Hermite-ovi 

polinomi [33], obično se uključuju kada treba promeniti granične uslove kod ostalih slučajeva 

oslanjanja nosača i primenjuju se za konstrukciju i sastavljanje funkcija. Nove implementirane 

funkcije ]#̂ . 3  #3 $1 I ]&̂ . 3  #3 $1 u analitičkom obliku su  

]#̂ . 3  #3 $1 *
yz
{
z| .0 8 $1&}~ # 8  .0 f ($1�

v 3 ---f0 � $ � ( # 3
. 8 ( #1`.$ f 01&. f ~ # 8 ( $1

v . f ( #1` 3 -----( #x � $ � 03
---------------./,0,�1 

 

]&̂ . 3  #3 $1 *
yz
{
z|

0
E .0 8 $1& �$ f ( # �3--- ----------------f0 � $ � ( #x 

. 8 ( #1&.$ f 01&.$ f &�X
� 1

E. f ( #1& - 3 --------------------( #x � $ � 0,
------------------./,0,0:1 



128 

]#�. 3  #3 �1 ]&�. 3  #3 �1 
Slika 7.1.2  Funkcije oblika pomeranja 

Za primer bezdimenzione lokacije oštećenja, date u odnosu globalnog prema lokalnom 

koordinatnom sistemu . * &=
� 1 , -- # * :,� , uvedene nove funkcije osnovnih oblika pomeranja 

prikazane su na slici 7.1.2. Funkcija ]#̂ . 3  #3 $1 je uvedena tako da ima maksimum na mestu gde 

je sredina oštećenja, dok je funkcija ]&̂ . 3  #3 $1 uvedena tako da je njena nula na mestu sredine 

oštećenja. Uključivanjem ove dve funkcije u element, uslov kontinuiteta i dalje važi. 

 Pretpostavljamo da je materijal nosača elastičan i izotrpoan tako da važi Hooke-ov zakon 

� * �� ,���=�=?� * �� :: ��� �
<=>=?�3---------------------------------------------./,0,001

gde je � matrica elastičnih koeficijenata, � i � su vektori napona i deformacije, � - Young-ov 

modul elastičnosti, -�  modul klizanja dat kao �x}(.0 8 �1�3  gde je �  Poisson-ov koeficient. U 

numeričkom eksperimentu korišćen je smicajni faktor koji je dao najbolje slaganje sa 

eksperimentalnim rezultatima, ref. [24] u obliku k=(5+5-�)/(6+5-�). Longitudinalna deformacija 

se može napisati u obliku 

<= * �0----4� A�<7b<7�� 8 �<�b: �B, -./,0,0(1 

U jednačini (7.1.12) deformacija ima linearni i nelinearni deo, gde <7b  i z <7�  predstavljaju 

respektivno linearnu longitudinalnu i linearnu deformaciju usled savijanja, dok <�b  predstavlja 

geometrijsku nelinearnu longitudinalnu deformaciju. U prikazanom modelu one mogu biti 

napisane u obliku  



129 

 

<7b * [3�O PIT ( 3 --<7� * [3�R
PIV ( 3 ---<�b * (

 & IUP[3�Q[3�QPIU3 ->=? * �( [3�Q� [R�  �IUIV� 3 ./,0,0D1 

gde je sa ¡3 $¡ označen prvi izvod promenljive po $. Integracijom normalnog i smičućeg napona 

kao i momenta normalnog napona u izrazima (7.1.11) dobijamo redom sile u normalnom i 

tangencijalnom pravcu kao i moment u obliku 

 

¢= *
yz
{
z| £ �=¤C

¥
Z

u¥
Z

3 + ¦ §f  
( 3 %#¨ © §%&3  (¨

£ �=¤C
¥
Z-u-ªX

u¥
Z

3 -+ ¦ }%#3 %&�
3------------------------ ./,0,0E1

«= *
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{
z| £ �=?¤C

¥
Z

u¥
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3 + ¦ §f  
( 3 %#¨ © §%&3  (¨

£ �=?¤C
¥
Z-u-ªX

u¥
Z

3 --+ ¦ }%#3 %&�
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(7.1.15)
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{
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3 + ¦ §f 
( 3 %#¨ © §%&3  (¨

£ �= 4 ¤C
¥
Z-u-ªX

uªx&
3 + ¦ }%#3 %&�

,-------------------- 
(7.1.16)

 

Zamenom veličina označenih u izrazima (7.1.13) u jednačine (7.1.14-7.1.16) određujemo relaciju 

između sila i momenta sa jedne strane i deformacija sa druge strane  

 

�¢¬� * � ®® ¯� A�
<7b<7�� 8 �<�b: �B3 

-«= *
y{
| �"°

(.0 8 �1 >=? 3 + ¦ §f 
( 3 %#¨ © §%&3  (¨�." f "#1°(.0 8 �1 >=?3 -+ ¦ }%#3 %&�

3 

3 ®3 ¯ * £ .03 43 4&1� ¤C?
?

3 --------------- (7.1.17)

 

gde su:- koeficijent istezanja, ®-koeficijent sprezanja između deformacije savijanja i istezanja 

(javlja se kao posledica oštećenja na nosaču, u ostalim slučajevim aklasičnih nosača je nula) i ¯ 

koeficijent savijanja koji imaju sledeće oblike 
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 * L �"3 + ¦ §f  
( 3 %#¨ © §%&3  (¨�." f "#13 -+ ¦ }%#3 %&�

3 ---------------- 

® * ± :3 + ¦ §f  
( 3 %#¨ © §%&3  (¨�"#."# f "1

( 3 + ¦ }%#3 %&�
3------------------------------ 

¯ *
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| �"`

0( 3 + ¦ §f  
( 3 %#¨ © §%&3  (¨�}"` 8 ." f ("#1`�(E 3 + ¦ }%#3 %&�

3---------------- 

(7.1.18)

Možemo primetiti da je B različito od nule na delu nosača gde postoji promena oblika u vidu 

oštećenja kao geometrijska promena na nosaču. Jednačine kretanja izvodimo  na osnovu principa 

virtuelnog rada za koji važi  

 

²³´j 8 ²³µ 8 ²³¶= * :3 ------------- (7.1.19)

 

gde su ²³´j3 ²³µ i ²³¶=virtuelni radovi inercijalnih, unutrašnjih i spoljašnjih sila na virtuelnom 

pomeranju ²Fu obliku 

 

²F * ·²¸²¹²9º * H ²I, ------------- (7.1.20)

 

Virtuelni rad unutrašnjih sila je 

 

²³µ * f£²�P�¤»,
µ

* 

* f!£ ¼�²<7b²<7��
P
8 �²<�b: �P½ � ®® ¯� A�

<7b<7�� 8 �<�b: �B ¤¾
?
�

f !£ ²>=? �"°
(.0 8 �1 >=?-¤¾

WX
u¿
Z

f 

-----------------f!£ ²>=? �." f "#1°(.0 8 �1 >=? ¤¾
WZ
WX

f £ ²>=? �"°
(.0 8 �1 >=? ¤¾

�x&
WZ

* ²IPÀ.I1I3 
(7.1.21)

 

gde je ²�vektor virtuelne deformacije. Virtuelni rad inercijalnih sila je  
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(7.1.22)

 

gde je FÂ komponentno ubrzanje tačke nosača. Virtuelni rad spoljašnjih sila je 

 

²³¶= * £ qÅÆOÇ.51²È+ f +ÇÉ 8 ÆÔ .+3 51Ê²2.+3 51 8 ÅÆQÇ.51²È+ f +ÇÉ 8 ÆQ̂ .+3 51Ê²6.+3 51s -¤¾
?
�

8 

8£ Å¬Ç.51²È+ f +ÇÉ 8 ¬^.+3 51Ê²9.+3 51-¤¾?
�

* \²ITP---²IUP ---²IVPc L
ËTÌ.51ËUÌ.51ÄÌ.51

M,------------./,0,(D1 

         Ako zamenimo jednačine (7.1.21-7.1.23) u jednačinu (7.1.19) dobijamo nelinearni sistem 

parcijalnih diferencijalnih jednačina prinudnih oscilacija oštećenog nosača Timoshenko-vog tipa u 

sledećem obliku   
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(7.1.24)

 

gde je ÖËTÌ.513 ËUÌ.513 ÄÌ.51× vektor generalisanih spoljašnjih sila. Matrice Ä i À  čine članovi koji 

su konstante, članovi matrica ÀØ Ó , ÀØ Ô  i-ÀØ �h zavise linearno od rešenja dok članovi matrice ÀØ Õ  

zavise kvadratno od rešenja (odnosno u opštem obliku predstavljaju članove kubnih nelinearnosti). 

Oznake u indeksima %3 !3 k  i >  predstavljaju uticaje longitudinalnog pomeranja, savijanja, 

komponentnog rotacionog pomeranja poprečnih preseka nosača i smicanja redom. Oznaka-%k u 

indeksu predstavlja sprezanje između longitudinalnog i rotacionog pomeranja koje se javlja u 

matricama masa i krutosti kao posledica oštećenja na nosaču. Oznaka !k predstavlja sprezanje 
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između transverzalnog pomeranja i rotacionog pomeranja poprečnih preseka koje se javlja i u 

matrici nelinearnih članova. Ako uvedemo Rayleigh-jev tip prigušenja definisan koeficijentima Ù
i  , dobijamo 

(Ä8ÄÚ1IÂ .51 8 Ù.À 8 À 

Ú1IÛ .51 8  .Ä 8ÄÚ1IÛ .51 8
8ÖÀ 8 À 

Ü 8 ÀØ }I.51� 8 ÀØ Ü }I.51�×I.51 * Ë.51,----------------------------------./,0,(�1

Matrice ÄÚ, À 

Ú i-ÀØ Ü ÈI.51É predstavljaju sprezanja u kretanju između nezavisnih pomeranja koja

se javljaju zbog diskontinuiteta u poprečnom preseku. Matrice masa i krutosti linearnih i 

nelinearnih članova date su u Prilogu 7.1.1. 

7.2 Osnovni oblici komponentnih longitudinalnih i transverzalnih oscilacija i 

osnovni oblici komponentih oscilacija poprečnih preseka nosača 

    Model p-verzije metode konačnih elemenata primenjen je na obostrano uklješteni nosač 

karakteristika datih u radovima [17], [45], [46]. U zavisnosti od dubine oštećenja u numeričkom 

eksperimentu su razmatrani sledeći slučajevi 

Slučaj 1.1. Ref. [13] 

 * 0DD:-ÝÝ, ! * (�,D-ÝÝ, " * (�,D ÝÝ, � * (:D,�0 ÞßÝu&, Á * /v::-àáÝu`.
Pozicija oštećenja: %# * (((,� ÝÝ, %& * (E/,� ÝÝ, 6^ * 0,v/â.

Dubina oštećenja: a) E ÝÝ b) v ÝÝ c) 0( ÝÝ,

Slučaj 2.1 Ref. [35],[36]

 * E:~-ÝÝ, ! * (:-ÝÝ, " * ( ÝÝ, � * /,0/( ÞßÝu&, Á * (v::-àá-Ýu`.

2.1.1. Pozicija oštećenja:  %# * ~v ÝÝ, %& * /�,� ÝÝ, 6^ * 0,/â.

Dubina oštećenja: a) :,D ÝÝ b) :,~ ÝÝ c) :,� ÝÝ.

2.1.2. Pozicija oštećenja: %# * f� ÝÝ, %& * �ÝÝ, 6^ * (,Eâ,
Dubina oštećenja: a) :,� ÝÝ
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Slučaj 2.2. Ref [35] 

 * E:~-ÝÝ, ! * (:-ÝÝ, " * 20.3 mm, � * /,0/( ÞßÝu&, Á * (v::-àá-Ýu`. 
Pozicija oštećenja: %# * ~v Ým, %& * /�,� Ým, 6^ * 0,/â. 

Dubina oštećenja: a) �ÝÝ b) � ÝÝ 

 

 

U numeričkom eksperimentu 6^ predstavlja relativnu dužinu oštećenja u procentima. Nosači baš 

ovih geometrijskih i materijalnih karakteristika su izabrani kako bi se izvršila verifikacija dobijenih 

rezultata sa već postojećim eksperimentalnim u literaturi. Eksperimentalni rezultati dobijeni u 

radu Sinha [17] su upoređeni sa dobijenim rezultatima za slučaj lokacije oštećenja na istom mestu. 

Eksperimentalni rezultati dobijeni na neoštećenom nosaču, ref. Wolf [47], numerički su upoređeni 

sa rezultatima istog nosača u nelinearnom režimu oscilovanja ref. Ribeiro [45]. Poznate numeričke 

i eksperimentalne rezultate verifikovali smo novom p-verzijom metode konačnih elemenata na 

istom modelu nosača stavljajući da je dubina oštećenja u modelu nula. U radu [45] je analiziran 

neoštećeni nosač veće debljine (L/h=20) čije su karakteristike iskorišćene u razmatranju oscilacija 

debljih nosača sa oštećenjem. Za komparaciju modela u pogledu stepena slobode oscilovanja 

iskorišćen je programski paket Ansys [48]. 

Rezultati u tabelama 7.2.1, 7.2.2 i 7.2.3 pokazuju transverzalne prirodne frekvencije nosača za 

različite dubine oštećenja. U komparaciji rezultata sa programskim paketom Ansys korišćena je 

h-verzija elementa “BEAM189” koji je baziran na Timoshenko-voj teoriji i ima tri tačke vezivanja 

sa po šest stepeni sloboda oscilovanja na svakoj od njih. Rezultati prikazani u tabelama Ansys 

programskog paketa dobijeni su korišćenjem na modelu od 300 elemenata. Ovako gusta mreža je 

iskorišćena kako bi se verifikovala p-verzija metode konačnih elemenata, iako se konvergencija 

postiže sa korišćenjem samo trideset elemenata. U tabelama su prikazani i rezultati dobijeni 

tradicionalnom p – verzijom metode konačnih elemenata koje koriste funkcije oblika prikazane u 

radu [49] bez implementiranih funkcija 1

df i 2

df . 
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Tabela 7.2.1 

Prirodne frekvencije [Hz] obostrano uklještenog nosača za slučaj 1.1 

 

Mod 

          8mm dubina 

oštećenja 

            12mm dubina 

oštećenja 

 

ANSYS 

BEAM189 

Klasična 

p-FEM 

(26 sf) 

Nova

p-FEM 

(26sf) 

Eksperimental. 

[17] 

ANSYS 

BEAM189 

Klasična

p-FEM 

(28 sf) 

Nova 

p-FEM 

(28 sf) 

Eksperimental. 

[17] 

 

1 

 

74.666 

 

75.094 

 

74.648 74.063 73.973 75.230 

 

73.957 72.813 

2 201.21 205.258 201.00 202.500 194.50 205.679 194.30 197.188

3 400.80 401.977 400.90 404.688 399.11 402.084 399.29 403.125

4 654.02 659.781 654.043 662.813 644.90 660.167 644.79 655.938

 

Tabela 7.2.2 

Prirodne frekvencije [Hz] obostrano uklještenog nosača za slučaj 2.1 

 

 

Mod 

Nosač bez oštećenja 0.3 mm dubina oštećenja 2.1.1. 

ANSYS 

BEAM189 

Klasična

p-FEM 

(15 sf) 

Nova

p-FEM 

(15sf) 

ANSYS 

BEAM189 

Klasična 

p-FEM 

(28 sf) 

Nova

p-FEM 

(28 sf) 

 

1 

 

63.111 63.111 63.111 63.070 

 

63.131 63.045 

2 173.93 173.93 173.93 172.85 173.39 172.53

3 340.87 340.87 340.87 340.62 340.73 340.51

4 563.25 563.28 563.28 561.71 562.37 561.22

 

 

 

Mod 

0.6 mm dubina oštećenja 2.1.1. 0.9 mm dubina oštećenja 2.1.1. 

ANSYS 

BEAM189 

Klasična

p-FEM 

(28sf) 

Nova

p-FEM 

(28sf) 

ANSYS 

BEAM189 

Klasična 

p-FEM 

(28sf) 

Nova

p-FEM 

(28sf) 

 

1 

 

62.893 

 

63.197 

 

62.769 

 

62.419 

 

63.306 

 

62.387 

2 170.51 173.31 169.22 165.77 173.66 165.27

3 340.03 340.71 339.67 338.86 340.81 338.72

4 558.33 562.14 556.64 551.76 562.49 551.39

 

 

 

 

 

 

Mod 

              Nosač bez oštećenja         4mm  dubina oštećenja  

ANSYS 

BEAM189 

Klasična 

p-FEM 

(15 sf) 

Nova 

p-FEM 

(15 sf) 

Experimental.[17] ANSYS 

BEAM189 

Klasična

p-FEM 

(25 sf) 

Nova p-

FEM 

(25 sf) 

Eksperimental.[17]

 

1 

 

74.979 

 

74.986 

 

74.986 75.313 74.923 75.012 

 

74.924 74.688 

2 206.01 206.05 206.05 207.188 204.52 205.37 204.50 205.625

3 402.04 402.21 402.21 406.250 401.65 402.00 401.79 405.625

4 660.88 661.35 661.35 667.813 658.66 660.12 658.94 666.250
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Mod 

0.9 mm dubina oštećenja 2.1.2. 

ANSYS 

BEAM189 

Klasična

p-FEM 

(23 sf) 

Nova 

p-FEM 

(23 sf) 

1 59.832 63.255 60.300

2 173.88 173.93 173.92

3 318.24 339.40 321.00

4 562.61 563.26 563.25

Tabela 7.2.3 

Prirodne frekvencije [Hz] obostrano uklještenog nosača za slučaj 2.2 

Mod 

Nosač bez oštećenja 9 mmdubina oštećenja 

ANSYS 

BEAM189 

Klasična

p-FEM 

(15 sf) 

Nova

p-FEM 

(15sf) 

ANSYS 

BEAM189 

Klasična 

p-FEM 

(28sf) 

Nova

p-FEM 

(28sf) 

1 629.74 629.74 629.74 623.36 631.97 623.15

2 1698.7 1698.7 1698.7 1671.3 1698.6 1620.5

3 3240.1 3240.1 3240.1 3222.9 3245.0 3227.2

4 5121.8 5121.8 5121.8 5103.6 5190.2 5047.8

Rezultati u tabelama 7.2.1-7.2.3 pokazuju da nova p-verzija metode konačnih elemenata dovodi 

do tačnih rezultata i to sa manjim brojem korišćenih stepeni sloboda oscilovanja u poređenju sa 

h-verzijom komercijalnog softvera  Slaganje sa eksperimentalnim rezultatima potvrđuje 

ispravnost i vrednost nove metode. Treba napomenuti da tradicionalna p-verzija metode konačnih 

elemenata ne omogućava dobijanje dobrih rezultata kod nosača sa oštećenjem jer se njome 

dobijaju veće frekvencije od frekvencija neoštećenog nosača. 

Promena u prirodnim frekvencijama ne daje kompletnu sliku o uticaju oštećenja na oscilacije 

strukture. Prirodna frekvencija može biti ista u slučajevima različite lokacije oštećenja pa je 

neophodno da se utvrdi i promena drugih karakteristika koje opisuju oscilovanje. Jedna od ovih 

karakteristika je promena u nezavisnim komponentama osnovnih oblika oscilovanja. Kod 

neoštećenih obostrano uklještenih nosača isključivo su moguća dva komponentna oblika 

oscilovanja, transverzalna pomeranja srednjih linija nosača i rotacija poprečnih preseka. U slučaju 

modela sa oštećenjem javlja se antisimetrija u geometriji nosača što dovodi do sprezanja između 

transverzalne rotacije i longitudinalnog pomeranja (B je različito od nule – druga jednačina 7.1.18) 

i manifestuje se promenama u submatricama masa i krutosti linearnih članova. Ovakav model 

nosača sa oštećenjem nam omogućava da odredimo longitudinalne komponente osnovnih oblika 
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oscilovanja. Na slici 7.2.1 su prikazani osnovni oblici longitudinalnih oscilacija za karakteristične 

modove slučaja 1.1 c) nosača. Sa dijagrama se može videti da nagle promene u pravcima 

longitudinalnih oscilacija nastaju na gemetrijskom mestu oštećenja. U prvom i šestom modu se 

javlja maksimalno longitudinalno pomeranje nosača na mestu početka oštećenja sa strane nosača 

koja je dalja uklještenju. U višim modovima maksimalno longitudinalno pomeranje nosača je na 

mestu početka oštećenja sa strane nosača koja je bliža uklještenju. Opisana pojava longitudinalnih 

oscilacija je bitna dinamička karakteristika modela jer se javlja isključivo kao posledica oštećenja 

na nosaču. 

 

Slika 7.2.1 Longitudinalne komponente osnovnih oblika oscilovanja 

 

 

 

$$$ 

$$$ 

27 27 27
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27 27 27
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Transverzalne i rotacione komponente osnovnih oblika oscilovanja nosača (slučaj 1.1) prikazane 

su na dijagramima 7.2.2-7.2.3. Da bi se olakšalo upoređivanje, komponentni oblici oscilovanja su 

normalizovani tako da amplitude budu jednake u tački pojave prvog lokalnog ekstremuma sa leve 

strane na neoštećenom nosaču. Komponentnim oblicima oscilovanja sa dijagrama (7.2.2-7.2.3) 

odgovaraju prirodne frekvencije prikazane u tabeli 7.1.1. Na dijagramima se vidi jasna devijacija 

u oblicima oscilovanja na mestu lokacije oštećenja koja postaje značajnija u višim modovima.  

 

Transverzalna komponenta – mod 1 

 

Transverzalna komponenta – mod 2 

(a) (b) 

 

Transverzalna komponenta – mod 3 

 

Transverzalna komponenta – mod 4 

(c) (d) 

Slika 7.2.2 Transverzalne komponente osnovnih oblika oscilovanja:  

Slučaj 1.1   neoštećeni nosač; ----- 8mm oštećenje;    12mm oštećenje 

$$

$ 

$ 

67
 67

 

67
 67

 

$$$ 

27 27 27
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Međusobno sprezanje između longitudinalnih oscilacija sarotacionim komponentama oscilacija 

poprečnih preseka dovodi do novih oblika u oscilovanju kao što je to prikazano na slici 7.2.3. 

Najpre možemo primetitida se sa povećanjem dubine oštećenja povećava i amplituda 

transverzalnog oscilovanja u zoni gde je oštećenje prisutno. Interesantno je primetiti da je ugao 

rotacije poprečnog preseka kod komponentogrotacionog oscilovanja poprečnih preseka na mestu 

sredine oštećenja isti bez obzira na dubinu oštećenja, ali da se u zoni od sredine oštećenja do 

njihovih krajeva ugao rotacije poprečnih preseka povećava a zatim teži vrednostima uglova 

poprečnih preseka neoštećenog nosača. Ova pojava je karakteristična i javlja se bez obzira na mod 

u kome se oscilovanje vrši. Karakteristiku promene ugla poprečnog preseka nije lako 

eksperimentalno potvrditi. Ukoliko bi to bilo moguće, onda bi se za detekciju oštećenja na nosaču 

mogli koristiti osnovni oblici komponentnih rotacionih oscilacija poprečnih preseka nosača sa 

velikom tačnošću.  

 

Rotaciona komponenta poprečnog preseka - 

mod 1 

 

Rotaciona komponenta poprečnog preseka - 

mod 2 

(a) (b) 

 

Rotaciona komponenta poprečnog preseka - 

mod 3 

 

Rotaciona komponenta poprečnog preseka - 

mod 4 

(c) (d) 

Slika 7.2.3 Rotacione komponente poprečnih preseka nosača osnovnih oblika oscilovanja: 

Slučaj 1.1    neoštećeni nosač; ----- 8mm oštećenje;    12mm oštećenje 
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7.3  Geometrijski nelinearne oscilacije oštećenog nosača Timoshenko-vog tipa u 

 vremenskom domenu 

       Značaj razmatranja prinudnih geometrijski nelinearnih oscilacija oštećenog nosača može 

imati primenu u tehničkoj praksi. Pored numeričkih alata za detekciju oštećenja, značajnu ulogu 

ima dinamičko ponašanje oštećene strukture u vremenskom domenu. Ovo podrazumeva 

odeđivanje pomeranja srednje linije nosača sa oštećenjem u funkciji od lokacije i dubine oštećenja. 

Sistem nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednačina 7.1.24 je rešen primenom Newmark metode 

[32]. U numeričkom eksperimentu transverzalno prinudno dejstvo na nosač je uzetokao 

harmonijski koncentrisana spoljašnja pobudaoblika ].51 * ã äåæ.ç¶-51, gde su ç¶ i F frekvencija 

i amplituda pobude redom. Nova p – verzija metode konačnih elemenata je testirana prvo za 

slučaj 2.1 neoštećenog nosača koji je razmatran eksperimentalno [46] i numerički [45]. Model 

neoštećenog nosača sa novim implementiranim funkcijama oblika izveden je i testiran u 

nelinearnom domenu kada je dubina oštećenja jednaka nuli. Na slici 7.3.1 prikazano je 

transverzalno pomeranje tačke na sredini neoštećenog i nosača sa različitim dubinama oštećenja 

za slučaj kada je amplitude spoljašnje koncentrisane harmonijske pobude jednaka 0.134 N, a 

frekvencijaè¶ * èW#,- Za određivanje amplituda u vremenskom domenu neoštećenog nosača 

korišćeno je 15 funkcija oblika u novom p modelu. Na vertikalnoj osi su prikazane vrednosti 

transverzalnog pomeranja nosača podeljene sa njegovom debljinom h dok je na horizontalnoj osi 

prikazana bezdimenziona frekvencija. Amplituda neoštećenog nosača se dobro slažu sa 

rezultatima dobijenim  metodom kao i tradicionalnom p - verzijom metode konačnih 

elemenata [45]. Za primer maksimalne amplitude transverzalnog pomeranja srednje tačke 

neoštećenog nosača računate pri frekvenciji pobude od è¶ * 0 , : ( - è W# dobijena novom p-

verzijom metode konačnih elemenata iznosi 0.425, vrednost koja je veoma bliska 

eksperimentalnom rezultatu dobijenom pri istim uslovima 0.43 datim u referenci [47]. 



140 

Slika7.3.1Amplitudno-vremenski dijagram,+ * :,Slučaj - 2.1.1,  

spoljašnja pobuda - 0.134 N, è¶ * èW#,   neoštećen nosač; !!! 2.1.1. b); """ 2.1.1. c).

Na dijagramu 7.3.1 možemo uočiti jedva primetnu razliku u veleičini amplitude srednjih linija 

nosača pri spoljašnjoj pobudi srednje tačke nosača. Međutim u tačkama srednje linije nosača 

bližim oštećenju dolazi do njegovog većeg uticaja i vidljivih razlika u amplitudama oscilovanja 

nosača. Slika 7.3.2 nam ilustruje amplitude dve simetrično izabrane tačke nosača u odnosu na 

vertikalnu osu z. Možemo zaključiti da se javlja asimetrija u oscilovanju koja je posledica 

promenjene geometrije nosača usled oštećenja i vidljiva je upoređenjem dobijenih rezultata za 

tačku bližu sredini oštećenja  ! "#$"%&''$ Uticaj konstantnog člana na ugib nosača vidi se na 

dijagramu Fourier-ovog spektra 7.3.5 c) koji spregnut sa nelinearnim članovima povećava efekat 

kvadratnih nelinearnosti i ne dozvoljava zanemarivanje drugog harmonika pri oscilovanju.  

Slika 7.3.2 Amplitudno-vremenski dijagram simetričnih tačaka nosača 

slučaj 2.1.1 c), spoljašnja konc. pobudana sredini nosača amplitude 0.134 N,() ! (*+; 
   ! ,"-mm; •••  ! "- mm; !! ! ,#% mm;""" ! #% mm
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Slika7.3.3Amplitudno-vremenski dijagram ! 75$8 mm za slučaj 2.1.1 c)

9:;<=>?@=>&A;@B$ :;CDE> ! 75$8mm, 0.134 N, () ! (*+,(a) linearni režim (b) nelinearni režim

!!neoštećen nosač; ###2.1.1 c) 

Na dijagramima 7.3.3 a) i b) prikazane su amplitude pri spoljašnjoj koncentrisanoj pobudi za 

linearni i nelinearni model redom. Bitno je istaći da se nelinearni uticaj manifestuje pojavom 

asimetrije u oscilovanju u odnosu na horizontalnu osu x što se ne može zaključiti na osnovu 

linearnog modela. Veće amplitude u oscilovanju se tako javljaju na strani na kojoj se nalazi 

oštećenje (u ovom modelu sa gornje strane nosača). Ovakav fenomen se javlja kao posledica 

sprezanja između transverzalnih i rotacionih pomeranja poprečnih preseka u matrici krutosti 

nelinearnih članova (jednačina 7.1.24). 

Slika 7.3.4Amplitudno-vremenski dijagram  ! 75$8 mm,slučaj 2.1.1,

amplituda prinudne sile 0.134 N, () ! (*+,!!neoštećeni nosač; $$$  2.1.1. b); ###  2.1.1. c).
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Uticaj geometrijskih nelinearnosti za različite vrednosti dubine oštećenja prikazan je na slikama 

7.3.4-7.3.5. Povećanje dubine oštećenja dovodi do povećanja amplituda transverzalnih pomeranja 

srednje linije nosača što je izraženije u tačkama bližim oštećenju. Na faznom dijagramu 7.3.5 a) 

može se takođe uočiti asimetrija u oscilovanju kao posledica oštečenja i geometrijske nelinearnosti. 

Tačke na Poincaré-ovom dijagramu 7.3.5 b) pokazuju razliku između oscilacija neoštećenog i 

nosača sa različitim dubinama oštečenja. 

Slika 7.3.5Slučaj 2.1.1 amplituda prinudne silex = 0, 0.134N, () ! (*+
(a) Fazni dijagram ! 75$8 mm;(b) Poincaré dijagram  ! 75$8&mm; (c) Fourier spektar ! 75$8 mm.

!!, "neoštećeni nosač; $$$ 2.1.1. b); ### 2.1.1. c) 

Razlika između amplitude nosača sa oštećenjima različitih dubina povećava se pri višim modovima 

prinudnog dejstva. Na slici 7.3.6 je prikazan amplitudno-vremenski dijagram pri frekvenciji 

spoljašnje pobude jednake linearnoj frekvenciji u trećem modu.Možemo primetiti da pri 

parametrima ovakve prinude nastaje izraženija asimetrija oscilovanja i pomeranje nosača prema 

strani sa koje je oštećenje locirano. Sa povećanjem dubine oštećenja pri višim modovima 

oscilovanja povećava se i asimetrija u oscilovanju nosača.  
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Slika 7.3.6 Slučaj 2.1.1 amplituda prinudne sile0. 4N, x= 101.5mm, () ! (*H
(a) Amplitudno-vremenski dijagram; (b) Fazni dijagram; (c) Poincaré dijagram; (d) Fourier spektar; 

( ! 75$8&mm)!!, " neoštećeni nosač; $$$ 2.1.1. b); ### 2.1.1. c)

Nova p- verzija metode konačnih elemenata može se primeniti i kod razmatranja nosača većih 

debljina. Rezultati koji su dobijeni za deblji nosač (slika 7.3.7) pokazuju isti kvalitativni učinak 

geometrijske nelinearnosti i oštećenja kao u slučaju tankih nosača. 
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Slika 7.3.7 Slučaj 2.2 amplituda prinudne sile 2000N,x = 0, () ! (*+
(a) Amplitudno-vremenski dijagram; (b) Fazni dijagram; (c) Poincaré dijagram; ( ! 75$8&mm)

!!, " neoštećeni nosač; $$$ 2.2 a); ### 2.2 b)

7.4 Slobodne geometrijski nelinearne oscilacije oštećenog nosača 

     Timoshenko-vog tipa u frekventnom domenu 

Primenom metode harmonijskog balansa i  metode [49] možemo odrediti tačke

bifurkacija koje su u nelinearnoj mehanici veoma česta pojava. Ako posmatramo sistem oštećenog 

nosača na koga ne deluju spoljašnje sile KL)M ! 0, primenom principa virtuelnog rada dobijamo

NO
* P PP OQ PP P OR

S TU
V WUVXUV Y
Z [&& \ P P O*R

P P P
O*R] P P

^ TU
V WUVXUV Y
Z [

[ _
`* P P
P `

 

abb `
 

abc
P `

 

acb ` 
Q [ `

 

acc
d T
UWUXUYZ [ \

P P ` 
*R

P P P
` 
*Re P P

^ T
UWUXUY Z [& &&&&&&& /"$8$#3

[ \ P `f g /UX3 P
`f h /UX3 `f i /UX3 PP P P

^ T
UWUXUY Z [ \

P P PP P `f QR/UX3
P `f QRe/UX3 P

^ T
UWUXUYZ ! TPPPZ$

Proizvodi jO*klUV Wm1 jO*RklUV Ym i nO*R]olUV Wm predstavljaju male veličine i ne utiču na rešenja u

nelinearnom režimu što je pokazano u ref. [44] i mogu se zamenariti  

pOQ 00 ORq rUVXUV Y s [ N ` 

abb `
 

abc
`

 

abce `tuuuuvvS w
UXUYx [ n`yt# `yt5`ytz 0 o wUXUYx ! wPPx$&&&&&&&&&&&&&&&&/"$8$53

gde su 

 3

 2

 1

0

1

2

3

 0.4  0.2 0 0.2 0.4

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

 0.02  0.015  0.01  0.005 0

.F/I
GJ3

!

56.
F

( )4

.G4 .G4

(b) (c) 



145!

!

`tuuuuvv ! ` 
Q [ `

 

acc , &` 
*Re` 

*{+` 
*R 1 `yt# ! &`f i /UX3 , `f h /UX3`t||{+`g|h, 

`yt5 ! &`f QR , 5`g|he` 
*{+` 

*R 1 `ytz ! &`f QRe , &` 
*Re` 

*{+`f g /UX3. 
Sada vektor generalisanih koordinata i njihovih drugih izvoda (ubrzanja) možemo predstaviti kao 

sumu prva tri člana trigonometrijskog reda (prva tri člana su dovoljna na osnovu rezultata 

Fourier-ovog spektra) u obliku 

rUX/}3UY/}3s !
#
5 r

~���~��� s [ B;9/�23 r~��b~��b s [ B;9/5�23 r~��c~��c s [ B;9/z�23 r~���~��� s1&&&&&&&&&&&&&&&/"$8$z3

rUVX/23UV Y/23s ! ,�� B;9/�23 r~��b~��b s , 8&�� B;9/5�23 r~��c~��c s , �&�� B;9/z�23 r~���~��� s$&&&&&&&&&&/"$8$83

gde� predstavlja prirodnu frekvenciju sistema. Vektor novih nepoznatih je sada

l~���m !

��
��
�
��
��
~���~��b~��c~���~���~��b~��c~����

��
��
��
��

$&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&/"$8$%3

Ako zamenimo izraze (7.4.3) i (7.4.4) u početni sistem jednačina kretanja (7.4.2) dobijamo 

�,��O��� [ `t��� [ `yt����l~���m ! l0m1&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&/"$8$73

gde su 

O��� !

��
��
��
��
00000000

0OQ
000000

008OQ
00000

000�OQ
0000

00000000

00000OR
00

0000008OR
0

0000000�OR��
��
��
��
1&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&/"$8$"3



146!

`t��� !

��
��
��
��
/#G53`

 

abb
000

/#G53`
 

abce
000

0`
 

abb
000

`
 

abce
00

00`
 

abb
000

`
 

abce
0

000`
 

abb
000

`
 

abce

/#G53`
 

abc
000/#G53`tuuuuvv000

0`
 

abc
000`tuuuuvv00

00`
 

abc
000`tuuuuvv0

000`
 

abc
000`tuuuuvv��

��
��
��

$&&&&&&/"$8$-3

 Amplitudno frekventna karakteristika prvog i trećeg harmonika modela prikazana je na slici 7.4.1. 

Slika 7.4.1 Amplitudno-frekventni dijagram za slučaj 2.1.1 

Sa slike 7.4.1 možemo zaključiti da interakcija između viših modova pri oscilovanju za različito 

locirano oštećenje na nosaču dovodi do pojava bifurkacija koje su naznačene na dijagramu, 

Stojanović i Ribeiro [23]. Njihovo pojavljivanje dovodi nosač u stanje interne rezonancije pa je 

neophodno znati u kom amplitudno-frekventnom odnosu ona nastupa. Na dijagramu 7.4.1 su 

prikazana mesta mogućih dvojnih rešenja za prvi i treći harmonik oscilovanja nosača sa 

oštećenjem. 

Na osnovu prikazanih rezultata, Stojanović i  [50], zaključujemo da promena

geometrije nosača nastala usled pojave oštećenja unosi nova sprezanja između komponentnih 

oblika oscilovanja kako u linearnom tako i u nelinearnom režimu oscilovanja. Određene devijacije 

u komponentnim oblicima oscilovanja mogu biti iskorišćene u formiranju modela za detekciju 

oštećenja. Rezultati   dobijeni   na  osnovu  pojave   longitudinalnih   oscilacija   i   asimetrije  u 

transverzalnim oscilacijama predstavljaju novine u dinamici kretanja tačaka nosača sa oštećenjem 

i mogu biti iskorišćeni pri analizi realnih konstrukcija. 
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Prilog 7.1.1 - Matrice masa i krutosti linearnih i nelinearnih članova u izrazu (7.1.24) 
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Zaključak 

     Problemi oscilacija nosača predstavljaju osnovni mehanički sistem prisutan u 

mašinstvu, građevini i saobraćajnoj industriji. Značajnost određivanja tačnijih rešenja povećava 

se u realnim uslovima tehničke prakse kada je potrebno analizirati kretanje složenih sistema kao 

deformabilnih tela sa beskonačnim brojem stepeni sloboda oscilovanja. Egzistencija tačnijih 

aproksimacija rešenja na pojedinim elementima omogućuje otklanjanje kumulativnog efekta 

greške u određivanju rešenja složenih dinamičkih sistema. Jedan tip složenih sistema 

predstavljaju elastično povezani nosači. Uzimanjem u obzir uticaja inercije rotacije i poprečnog 

smicanja, čiji su efekti poznati u literaturi, u okviru prikazanog istraživanja analiziran je 

problem određivanja analitičkih rešenja linearnih oscilacija dva i više elastično povezanih nosača 

većih debljina sa beskanačnim brojem stepeni sloboda oscilovanja. Veliku pažnju istraživača 

zauzeli su problemi dva elastično povezana nosača iz praktičnih razloga određivanja uslova pod 

kojima će se sistem ponašati kao dinamički absorber. Akcenat u istraživanju slučajeva više 

elastično povezanih nosača bačen je na stabilnost i određivanje analitičkih oblika prirodnih 

frekvencija sistema čiji se broj povećava sa brojem povezanih elemenata što dovodi do povećanja 

verovatnoće ulaska sistema u rezonantno stanje. Široka zastupljenost ovakvih mehaničkih 

sistema u građevini, modeli višespratnih zgrada ili povezanih armaturnih mreža, dovela je 

istraživače u poziciju uzimanja u obzir što većeg broja fizičkih uticaja pri formulaciji 

matematičkih modela koji će obezbediti bolje aproksimacije rešenja.     

    Pored dinamičkih sistema koji su po svojoj prirodi složeni, u realnim tehničkim uslovima, 

građevini, mašinstvu, avio i saobraćajnoj industriji pojavljuju se dinamički problemi elastičnih 

tela koji ne moraju biti složeni po strukturi, ali čija su kretanja veoma složena (pod složenim se 

podrazumeva izražena devijacija u kretanju u odnosu na klasične modele mehaničkih sistema), 
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naročito u nelinearnom režimu oscilovanja. Jednu takvu grupu, praktično važnih mehaničkih 

sistema, predstavljaju nosači sa oštećenjem. U većini slučajeva oscilatorno kretanje ovakvih 

sistema moguće je odrediti samo eksperimentalno. Razvoj dovoljno dobrih matematičkih modela, 

numeričkih metoda i softverskih alata, omogućio je kompletniju analizu nosača sa oštećenjem. 

Time je određivanje tačnijih rešenja oscilovanja sistema olakšano u pogledu uštede vremena pri 

računanju u nelinearnim uslovima kretanja mehaničkih sistema. U priloženom istraživanju 

nelinearnog oscilatornog kretanja oštećenih nosača određena su numerička rešenja pod uticajima 

inercije rotacije i poprečnog smicanja novom razvijenom metodom konačnih elemenata. 

     U analizi elastično povezanih nosača kao složenih struktura i oštećenih nosača sa 

devijacijama u kretanju uključeni su uticaji inercije rotacije i poprečnog smicanja koji 

omogućavaju ispitivanje dinamike nosača većih debljina i određivanje još tačnijih aproksimacija 

rešenja tankih nosača.

     Izloženi rad čini sedam delova koji su zasebno formirani po poglavljima. Prvo poglavlje se 

odnosi na uvodna razmatranja i pregled dosadašnjih istraživanja u teoriji elastično povezanih i 

oštećenih struktura. U njemu je prikazan jedan od načina za izvođenje parcijalnih diferencijalnih 

jednačina koje opisuju kretanje mehaničkih sistema i dat osnovni pregled korišćenih metoda. 

Poglavlja 2-6 posvećena su analizi linearnih oscilacija elastično povezanih nosača dok je sedmo 

poglavlje posvećeno geometrijski nelinearnim oscilacijama oštećenih nosača primenom nove 

metode konačnih elemenata. 

   Slobodne oscilacije i statička stabilnost dva elastično povezana nosača razmatrana je u 

poglavlju 2, ref. Stojanović i  [12]. Na različitim primerima prikazani su analitički

dobijeni rezultati i uticaji pojedinih mehaničkih parametara sistema na prirodne frekvencije i 

amplitude oscilovanja. Verifikacija dobijenih analitičkih rezultata je prikazana upoređivanjem sa 

rezultatima modela istih geometrijskih i materijalnih karakteristika dobijenih klasičnom Euler-

Bernoulli-jevom teorijom nosača.  U poglavlju su date formulacije jednačina slobodnog 

oscilovanja dva elastično povezana nosača slojem Winkler-ovog tipa sa uticajima inercije rotacije 

(Rayleigh-jev model) i uticajima inercije rotacije sa poprečnim smicanjem (Timoshenko-v model, 

Reddy-Bickford-ov model). U poslednjem delu poglavlja  razmatrana je statička stabilnost dva 

elastično povezana nosača različitih tipova i dati su analitički izrazi za vrednosti kritičnih sila. 

Numerički eksperiment je potvrdio validnost analitički dobijenih rezultata upoređivanjem sa 

rezultatima modela koji postoje u literaturi. Iz celog poglavlja 2 se može zaključiti da se uticaji 
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inercije rotacije i poprečnog smicanja moraju uzeti u obzir kod nosača većih debljina jer se 

greške koje se javljaju njihovim zanemarivanjem povećavaju sa povećanjem moda oscilovanja. 

Za različite vrednosti parametara mehaničkog sistema prikazane su promene prirodnih 

frekvencija kao i oblasti stabilnosti pri čemu se može zaključiti da deformaciona teorija višeg 

reda daje najtačnije aproksimacije rešenja. 

U poglavlju 3 su analizirane prinudne oscilacije dva elstično povezana nosača 

Rayleigh-jevog, Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-ovog tipa pod uticajem aksijalnih sila. 

Prikazani su analitički oblici rešenja za tri tipa spoljašnje pobude – harmonijska proizvoljno 

kontinuirana pobuda, harmonijska uniformna kontinuirana pobuda i harmonijska koncentrisana 

pobuda. Analitička rešenja dobijena su pomoću metode modalne analize, ref. Kelly [25]. U 

poglavlju su izvedene parcijalne diferencijalne jednačine oscilovanja prinudnog sistema za tri 

tipa modela nosača pod uticajem pritisnih aksijalnih sila. Prikazana su opšta rešenja prinudnih 

oscilacija sistema dva elastično povezana nosača pod uticajem pritisnih aksijalnih sila sa uzetim 

u obzir uticajima inercije rotacije i poprečnog smicanja. U poglavlju prinudnih oscilacija za 

slučaj proizvoljne harmonijske kontinuirane spoljašnje pobude koja deluje na jedan od nosača 

pod dejstvom pritisnih aksijalnih sila, izvedena su analitička rešenja i dati uslovi nastanka 

rezonancije i ponašanja sistema kao dinamičkog absorbera.  Određena su analitička rešenja 

prinudnog oscilovanja za slučaj uniformne kontiuirane harmonijske pobude na jednom od nosača 

pod dejstvom aksijalnih sila. U poglavlju su takođe prikazana i analitička rešenja prinudnog 

oscilovanja za slučaj dejstva koncentrisane harmonijske pobude na jednom od nosača pod 

dejstvom pritisnih aksijalnih sila. Na osnovu izloženih rezultata u poglavlju, može se izvesti 

zaključak da se sa povećanjem pritisnih aksijalnih sila do njihove kritične vrednosti pod 

dejstvom spoljašnje harmonijske kontinuirane uniformne pobude, povećava odnos između 

amplituda oscilovanja nosača. Prikazane su razlike u aproksimacijama ovih rešenja u zavisnosti 

od korišćenog modela tipa nosača. Reddy-Bickford-ov i Timoshenko-v model, Stojanović i Kozić 

ref. [13], dali su tačnija rešenja u odnosu na Rayleigh-jev, ref. [13] i Euler-ov, Zhang i 

ref. [5]. Povećanje moda oscilovanja dovodi do povećanih razlika u rešenjima pa je u tim 

slučajevima obavezno uzimanje u obzir uticaja inercije rotacije i poprečnog smicanja. 

     U poglavlju 4 je razmatrana statička stabilnost sistema elastično povezana dva i tri 

nosača kao i slučaj jednog nosača Timoshenko-vog tipa na elastičnoj podlozi. Izvedene su 

parcijalne diferencijalne jednačine pomeranja tačaka srednjih linija nosača pri deformaciji i 
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analitički je određena kritična sila izvijanja svakog od sistema ponaosob. Izveden je zaključak da 

je sistem najstabilniji u slučaju jednog nosača na elastičnoj podlozi.  

          U poglavljima 5 i 6 analizirane su slobodne oscilacije m elastično povezanih nosača 

Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-ovog tipa na elastičnoj podlozi pod dejstvom pritisnih 

aksijalnih sila. Analitička rešenja prirodnih frekvencija i kritičnih sila, ref. Stojanović i  

[15], određena su trigonometrijskom metodom, ref. Rašković [28] i verifikovana numeričkim 

putem. Zaključno razmatranje na osnovu numeričkog eksperimenta datim u ovom poglavlju 

izvodi se na osnovu rezultata u kojima najtačnije aproksimacije daje Reddy-Bickford-ov model 

nosača čije su vrednosti prirodnih frekvencija najniže. Reddy-Bickford-ovim modelom dobijene 

su niže vrednosti u odnosu na Timoshenko-v model što može biti od značaja kod nosača velikih 

poprečnih preseka pri čemu je najispravnije koristiti deformacionu teoriju višeg reda. 

    

Nove formirane funkcije oblika koje 

zavise od lokacije oštećenja mogu se takođe koristiti u nelinearnoj analizi neoštećenih nosača. 

Model nosača sa otvorenim tipom oštećenja je načinjen geometrijskom promenom na nosaču 

koja podrazumeva otvoreni tip kreka pravougaonog poprečnog preseka. Promenjena geometrija 

nosača je dovela do otkrivanja sprezanja između longitudinalnih i rotacionih pomeranja 

poprečnih preseka nosača u matricama masa i krutosti linearnih članova kao i između 

transverzalnih i rotacionih pomeranja u matricama krutosti nelinearnih članova. U poglavlju 7.1 

izvedene su nelinearne parcijalne diferencijalne jednačine prinudnog oscilovanja nosača 

Timoshenko-vog tipa sa oštećenjem. Kao posledica oštećenja otkrivena je pojava longitudinalnih 

oscilacija obostrano uklještenog nosača i njihovi osnovni komponentni oblici su grafički prikazani 

(u slučaju obostrano uklještenog nosača bez oštećenja, longitudinalnih pomeranja nema). 

Zaključeno je se pojava longitudinalnih oscilacija može lakše iskoristi za detekciju i lokalizaciju 

oštećenja nego promene u osnovnim komponentnim oblicima oscilovanja (rotacione oscilacije 

poprečnih preseka je veoma teško iskoristiti u eksperimentalne svrhe). Najveća longitudinalna 

pomeranja nosača ne zavise od moda u kome sistem osciluje i javljaju se na mestima graničnim 

površinama oštećenja. U 
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zavisnosti od dubine i lokacije oštećenja određeni su i osnovni oblici transverzalnih i rotacionih 

pomeranja nosača. Zaključeno je da se devijacija u obliku oscilovanja u odnosu na neoštećeni 

nosač povećava sa povećanjem dubine oštećenja i moda oscilovanja. U tabelarnom prikazu 

prirodnih frekvencija primetno je da su one kod nosača sa oštećenjem nižih vrednosti. 

Numeričkim eksperimentom je obuhvaćen i eksperimentalno obrađen primer oštećenog nosača 

gde je prikazano veoma dobro slaganje sa dobijenim rezultatima. U poglavlju 7.2 su Newmark 

metodom dobijena rešenja sistema neleinearnih parcijalnih diferencijalnih jednačina koje opisuju 

kretanje sistema u vremenskom domenu. Zaključeno je da se amplitude nosača sa oštećenjem 

povećavaju sa povećanjem dubine oštećenja. Ova pojava je veća u regionu oštećenja. Pored 

promene amplituda kao posledice promenjene geometrije, javlja se i pojava asimetrije u 

oscilovanju koja je naročito izražena pri višim modovima prinudnog oscilovanja. Pri višim 

modovima prinudnog dejstva dolazi i do pomeranja nosača u vertikalnoj ravni prema strani na 

kojoj je oštećenje orijentisano. Pri analizi sistema u frekventnom domenu određene su tačke 

bifurkacija i amplitudno-frekventna karakteristika za prvi i treći harmonik. Na osnovu 

prikazanih rezultata se može zaključiti da za slučajeve oštećenih nosača dolazi do pojave interne 

rezonancije na mestima koje zavise od lokacije oštećenja. Izvodi  opšti zaključak da je zbog 

interakcije frekvencija između viših modova neophodno  amplitudno-frekventnu analizu 

nosača i to za svaki pojedinačni slučaj oštećenja   

   Formulisani matematički modeli u priloženom istraživanju mogu se iskoristiti za 

formiranje novih koji uzimali u obzir geometrijski tip nelinearnosti i promenu krutosti 

elastičnih međuslojeva sa komponentim pomeranjima pod prigušenjem. Priloženim istraživanjem 

je formirana celina za sveobuhvatnu dalju analizu nelinearnog oscilovanja dinamičkih  sistema 

sa oštećenjem sa mogućnošću određivanja uslova ponašanja takvog sistema kao neoštećenog 

uvrštavanjem elastične podloge promenljive krutosti čije bi istraživanje moglo imati široku 

primenu u tehničkoj praksi. Određeni uslovi ponašanja nosača većih debljina kao dinamičkog 

absorbera mogu biti od širokog značaja  aero-

elastičnom podrhtavanju. Priloženo istraživanje može poslužiti i kao osnova za dalju analizu 

nelinearnih slobodnih i prinudnih oscilacija elastičnih tela u mehanici kontinuuma (formulacija 

matematičkog modela koji uzima u obzir sprezanje longitudinalnih, transverzalnih, torzijskih i 

rotacionih oscialcija poprečnih preseka elastično povezanih nosača i nosača sa oštećenjem u tri 
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dimenzije). 

      dalji autorov naučno-istraživački 

rad usmeren razvoj novih teorija u nelinearnoj mehanici deformabilnih tela, razvoj 

numeričkih metoda koj  će omogućiti njihovo rešavanje i razvoj softvera za određivanje 

naponsko-deformacionog stanja mehaničkih sistema sa oštećenjem gde je činjen prvi korak

metod  konačnih elemenata. 



Literatura 

[1] J. M. Seelig, W.H. Hoppmann II, Impact on an elastically connected double-beam system, 

Transactions of the American Society of Mechanical Engineers, Journal of Applied Mechanics 31 

(1964) 621–626. 

[2] Z. Oniszczuk, Free transverse vibrations of elastically connected simply supported double-

beam complex system, Journal of Sound and Vibration 232 (2000) 387–403. 

[3] Z. Oniszczuk, Forced transverse vibrations of an elastically connected complex simply 

supported double-beam system, Journal of Sound and Vibration 264 (2003) 273–86. 

[4] Y. Q. Zhang, Y. Lu, S.L. Wang, X. Liu, Vibration and buckling of a double-beam system 

under compressive axial loading, Journal of Sound and Vibration 318 (2008) 341–352. 

[5] Y. Q. Zhang, Y. Lu, G.W. Ma, Effect of compressive axial load on forced transverse 

vibrations of a double-beam system, International Journal of Mechanical Sciences 50 (2008) 

299–305. 

[6] H. V. Vu, A.M. Ordonez, B.H. Karnopp, Vibration of a double-beam system, Journal of 

Sound and Vibration 229 (2000) 807–822. 

[7] J. Li, H. Hua, Spectral finite element analysis of elastically connected double-beam systems, 

Finite Elements in Analysis and Design 15 (2007) 1155–1168. 

[8] J. Li, Y. Chen, H. Hua, Exact dynamic stiffness matrix of a Timoshenko three-beam system, 

International Journal of Mechanical Sciences 50 (2008) 1023–1034. 

[9] S. G. Kelly, S. Srinivas, Free vibrations of elastically connected stretched beams, Journal of 

Sound and Vibration 326 (2009) 883-893. 

[10] A. Ariaei, S. Ziaei-Rad, M. Ghayour, Transverse vibration of a multiple-Timoshenko beam 

system with intermediate elastic connections due to a moving load, Archive of Applied 

Mechanics 81(3) (2011) 263-281. 

[11] Q. Mao, Free vibration analysis of elastically connected multiple-beams by using the 

Adomian modified decomposition method, Journal of Sound and Vibration 331 (2012) 2532-

2542. 

[12] V. Stojanović, P. Kozić, R. Pavlović, and G. Janevski, Effect of rotary inertia and shear on 

vibration and buckling of a double beam system under compressive axial loading, Archive of 

Applied Mechanics, 81 (2011) 1993-2005. 



[13] V. Stojanović  P. Kozić, Forced transverse vibration of Rayleigh and Timoshenko double-

beam system with effect of compressive axial load, International Journal of Mechanical 

Sciences 60 (2013) 59-71. 

[14] V. Stojanović, P. Kozić, and G. Janevski, Buckling instabilities of elastically connected 

Timoshenko beams on an elastic layer subjected to axial forces, Journal of Mechanics of 

Materials and Structures 7 (2012) 363-374. 

[15] V. Stojanović, P. Kozić, and G. Janevski, Exact closed-form solutions for the natural 

frequencies and stability of elastically connected multiple beam system using Timoshenko 

and high-order shear deformation theory, Journal of Sound and Vibration 332 (2013)  563-576. 

[16] S. Christides, A. D. S. Barr, One dimensional theory of cracked Bernoulli-Euler 

beams  International Journal of Mechanical Sciences 26 (1984) 639-648. 

[17] J. K. Sinha, M. I. Friswell, S. Edwards, Simplified models for the location of cracks in 

beam structures using measured vibration data  Journal of Sound and Vibration 251 (2002) 

13-38. 

[18] A. K. Pandey, M. Biswas and M. M. Samman, Damage detection from change in 

curvature mode shapes  Journal of Sound and Vibration 145 (1991) 321-332. 

[19] S. D. Panteliou, T. G. Chondros, V. C. Argyrakis, A. D. Dimarogonas, Damping factors 

as an indicator of crack severity  Journal of Sound and Vibration 241 (2001) 235–245. 

[20] K. El Bikri, R. Benamar, M. M. Bennouna, Geometrically non-linear free vibrations 

of clamped–clamped beams with an edge crack  Computers  Structures 84 (2006) 485–502. 

[21] U. Andreaus, P. Casini, F. Vestroni, Non-linear dynamics of a cracked cantilever 

beam under harmonic excitation  International Journal of Non-Linear Mechanics 42 (2007) 566 

– 575. 

[22] V. Stojanović, P. Ribeiro, S. Stoykov, Non-linear vibration of Timoshenko damaged beams 

by a new p-version finite element method, Computers  Structurers 120 (2013) 107-119.  

[23] V. Stojanović  P. Ribeiro, Modes of vibration of damaged beams by a new p-version finite 

element, The 23rd International Congress of Theoretical and Applied Mechanics (ICTAM2012), 

Beijing, China, 19 to 24 August, 2012. ISBN 978-988-16022-3-7.  

[24] T. Kaneko, On Timoshenko’s correction for shear in vibrating beams  Journal of Physics 

D 8 (1975) 1927–1936. 

[25] S. G. Kelly, Mechanical Vibrations: Theory and Applications, Cengage Learning, ISBN-13: 

978-1-4390-6212-8,USA . 

[26] M. A De Rosa, Free vibrations of Timoshenko-beams on two-parameter elastic foundation  

Computers and Structures  57 (1995) 151-156. 



[27] P. S. Timoshenko, M. J. Gere, Theory of Elastic Stability. 2nd ed. International student 

edition (McGraw-Hill; 1964). 

[28] D. Rašković, Teorija Oscilacija, (Theory of Oscillations), (Naučna knjiga, 1965, in 

Serbian). 

[29] J. N. Reddy, Energy and Variational Methods in Applied Mechanics, John Wiley, New 

York, (1984). 

[30] J. N. Reddy, Mechanics of Laminated Composite Plates: Theory and Analysis, (1997a), 

CRC Press, Boca Raton, Florida  

[31] C. M. Wang, J. N. Reddy and K. H. Lee, Shear deformable beams and plates, Elsevier, 

(2000) Relationships with Classical Solutions. 

[32] Petyt  Introduction to Finite Element Vibration Analysis. Cambridge:

Cambridge University Press, 1990. 

[33] P. Ribeiro, A p-version, first order shear deformation, finite element for geometrically non-

linear vibration of curved beams. International Journal for Numerical Methods in Engineering 

61 (2004) 2696-2715. 

[34] Szabó,  Sahrmann, Hierarchic plate and shell models based on p-extension.

International Journal for Numerical Methods in Engineering, 1988, 26, 1855-1881. 

[35] Han, W., Petyt, M. and Hsiao, K.M. An investigation into geometrically nonlinear analysis 

of rectangular laminated plates using the hierarchical finite element method. Finite Elements in 

Analysis and Design, 1994, 18, 273-288. 

[36] Meirovitch, L., Baruh, H. On the inclusion principle for the hierarchical finite element 

method. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 1983, 19, 281-291. 

[37] Meirovitch, L. Elements of Vibration Analysis. Singapore: McGraw-Hill, 1986. 

[38] Zhu, D.C. Development of hierarchical finite element methods at BIAA. In Proceedings of 

International Conference on Computational Mechanics, May 1986, Tokyo. Tokyo: Springer- 

erlag, 1986. 

[39] Houmat, A. Hierarchical finite element analysis of the vibration of membranes. Journal of 

Sound and Vibration, 1997, 201(4), 465-472. 

[40] Houmat, A. An alternative hierarchical finite element formulation applied to

plate vibrations  Journal of Sound and Vibration, 1997, 206(2), 201-215.

[41] Bardell, N. S. Free vibration analysis of a flat plate using the hierarchical finite 

element method  Journal of Sound and Vibration, 1991, 151(2), 263-289.



[42] Han, W. and Petyt, M. Linear vibration analysis of laminated rectangular plates using the 

hierarchical finite element method - I: Free vibration analysis. Computers and Structures, 1996, 

61(4), 705-712. 

[43] Han, W. and Petyt, M. Linear vibration analysis of laminated rectangular plates using the 

hierarchical finite element method - II: Forced vibration analysis. Computers and Structures, 

1996, 61(4), 713-724. 

[44] P. Ribeiro, Hierarchical finite element analyses of geometrically non-linear vibration of 

beams and plane frames. Journal of Sound and Vibration 246 (2001) 225-244. 

[45] P. Ribeiro, Non-linear forced vibrations of thin/thick beams and plates by the finite 

element and shooting methods. Computers & Structures 82 (2004) 1413–1423. 

[46] H. Wolfe, An experimental investigation of nonlinear behaviour of beams and plates excited 

to high levels of dynamic response, PhD thesis, University of Southampton, 1995. 

[47] ANSYS Workbench User’s Guide, 2009. 

[48] P. Ribeiro, A p-version, first order shear deformation, finite element for geometrically non-

linear vibration of curved beams. International Journal for Numerical Methods in Engineering 

61 (2004) 2696-2715. 

[49] R. Lewandowski, Non-linear free vibration of beams by the finite element and continuation 

methods, Journal of Sound and Vibration 170 (1994) 539-593. 

[50] V. Stojanović, P. Ribeiro, S. Stoykov, A new p-version finite element method for nonlinear 

vibrations of damaged Timoshenko beams, 6th European congress on computational methods in 

applied sciences and engineering (eccomas 2012), University of Vienna, Austria, September 10-

14, 2012. ISBN 978-3-9502481-8-0. 

[51] P. S. Timoshenko, Strength of Materials, Advanced theory and problems-part I, (New York; 

1930). 

[52] P. S. Timoshenko, Strength of Materials, Advanced theory and problems-part II, (New 

York; 1942). 




