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Predgovor

Ova doktorska disertacija je proistekla kao rezultat vi{egodi{weg rada
pod mentorstvom dr Marije Stani}, vanrednog profesora na Prirodno�mate-
mati~kom fakultetu Univerziteta u Kragujevcu. Tema istra`ivawa doktorske
disertacije su kvadraturne formule Gausovog1 tipa koje predstavqaju va`an
deo Numeri~ke integracije, koja je deo Numeri~ke analize. Sa druge strane
oblast istra`ivawa je povezana i sa Teorijom ortogonalnih sistema {to je
deo Teorije aproksimacija.

U periodu od 2008. do 2010. godine rezultati ovog istra`ivawa obavqeni su
u okviru projekta pod nazivom �Ortogonalni polinomi i primene�(#144004),
finansiranog od strane Ministarstva nauke Republike Srbije, pod rukovod-
stvom akademika Gradimira V. Milovanovi}a, a zatim od 2011. godine u
okviru projekta �Aproksimacija integralnih i diferencijalnih operatora
i primene�(#174015), koji finansira Ministarstvo prosvete, nauke i tehno-
lo{kog razvoja Republike Srbije, pod rukovodstvom akademika Gradimira V.
Milovanovi}a. U tom periodu publikovano je nekoliko radova [61]–[64] u ko-
jima su detaqno izu~avani ostaci kvadraturnih formula za trigonometrijske
polinome. Koncept vi{estruke ortogonalnosti u prostorima trigonometri-
jskih polinoma polu�celobrojnog stepena }e biti publikovan u radu [65], a
tako|e je deo ove doktorske disertacije.

Poznate kvadraturne formule Gausovog tipa, koje imaju maksimalan alge-
barski stepen ta~nosti, izu~avaju se skoro dva veka. Tako|e, tokom tog pe-
rioda dobijene su razli~ite generalizacije i uop{tewa. Jedan vid gene-
ralizacije su kvadraturne formule Gausovog tipa sa maksimalnim stepenom
ta~nosti u nekom linearnom prostoru, razli~itom od prostora algebarskih
polinoma. Takav primer su kvadraturne formule Gausovog tipa sa maksi-
malnim trigonometrijskim stepenom ta~nosti, odnosno kvadraturne formule
Gausovog tipa za trigonometrijske polinome. Prvi radovi u toj oblasti publi-
kovani su od strane ruskih matemati~ara Tureckog2 iMisovskog3. Posledwih
sedam godina profesori G. V. Milovanovi}, A. S. Cvetkovi} i M. P. Stani}

1 Johann Carl Friedrich Gauss (1777�1855), nema~ki matemati~ar
2 Abram Haimovich Turetzkii (1905�1975), ruski matemati~ar
3 Ivan Petrovich Mysovskikh (1921�2007), ruski matemati~ar
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PREDGOVOR

su intezivno prou~avali trigonometrijske polinome polu�celobrojnog ste-
pena i wihovu primenu na konstrukciju kvadraturnih formula maksimalnog
trigonometrijskog stepena ta~nosti. Problemi koji do sada nisu razmatrani
odnose se na ocene ostataka ovih kvadraturnih formula.

Predmet ove disertacije je analiza kvadraturnih formula Gausovog tipa za
trigonometrijske polinome i wihove primene, a posebna pa`wa je posve}ena
oceni ostataka takvih kvadraturnih formula. Jedan deo disertacije je po-
sve}en i optimalnim skupovima kvadraturnih formula za trigonometrijske
polinome i, sa tim u vezi, vi{estruko ortogonalnim trigonometrijskim poli-
nomima polu�celobrojnog stepena. Disertacija je organizovana na slede}i
na~in.

Prva glava je uvodnog karaktera. Uwoj je dat kratak pregled osnovnih rezul-
tata o Gausovim kvadraturnim formulama za algebarske polinome. Posebno
su istaknuti rezultati dobijeni za ocenu ostatka tih kvadraturnih formula
koji }e biti kori{}eni u ostalim poglavqima. Na kraju poglavqa je data
generalizacija na kvadraturne formule za nepolinomske funkcije.

U drugoj glavi su predstavqenirezultati o trigonometrijskimpolinomima
polu�celobrojnog i celobrojnog stepena, kao i numeri~kimetod zawihovu kon-
strukciju. Odgovaraju}e kvadraturne formule Gausovog tipa sa maksimalnim
trigonometrijskim stepenom ta~nosti analizirane su u tre}oj glavi. Posebno
su, u poglavqima 3.1 i 3.2, posmatrane kvadraturne formule za neparnim,
odnosno, parnim brojem ~vorova, respektivno. Navedeni su i numeri~ki
metodi za wihovu konstrukciju, bazirani na datim osobinama trigonometri-
skih polinoma polu�celobrojnog i celobrojnog stepena. U oba slu~aja (paran
i neparan broj ~vorova) posebno su posmatrane kvadraturne formule sa parnom
te`inskom funkcijom i veza sa odgovaraju}im Gausovim kvadraturnim formu-
lama za algebarske polinome.

U ~etvrtoj glavi su dati rezultati ocene ostataka kvadraturnih formula
Gausovog tipa za trigonometrijske polinome. U poglavqu 4.1 su date ocene
ostataka Gausovih kvadraturnih formula za trigonometrijske polinome sa
neparnim brojem ~vorova za 2π�periodi~ne funkcije, analiti~ke na odre|enoj
oblasti kompleksne ravni (unutra{wost kru`nice oko intervala [−1, 1] sa
centrom u koordinatnom po~etku) u odnosu na te`inske funkcije w(x) = 1,
x ∈ [0, 2π), kao i w(x) = 1 + cosx i w(x) = 1− cosx, x ∈ [−π, π). Za neke parne
te`inske funkcije dobijene su ocene ostataka Gausovih kvadraturnih formula
za trigonometrijske polinome u slu~aju parnog i neparnog broja ~vorova za
funkcije analiti~ke na odre|enoj oblasti kompleksne ravni (unutra{wost
kru`nice i elipse). Ti rezultati su dati u poglavqu 4.2. Tako|e su navedeni i
numeri~ki primeri, kao ilustracija nekih od dobijenih rezultata.

Peta glava je posve}ena pojmu vi{estruke ortogonalnosti. Na po~etku je
dat pregled najva`nijih rezultata o vi{estruko ortogonalnim algebarskim
polinomima. Zatim je u poglavqu 5.2 uveden pojam vi{estruko ortogonalnih
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PREDGOVOR

trigonometrijskih polinoma polu�celobrojnog stepena, date su i osnovne oso-
bine, kao i rekurentne relacije u slu~aju parnih te`inskih funkcija. Na kraju
je data karakterizacija optimalnog skupa kvadraturnih formula koje imaju
trigonometrijski stepen ta~nosti (poglavqe 5.4 ) uz numeri~ke primere.

Najva`niji doprinos autora u ovoj disertaciji ogleda se u slede}im rezu-
ltatima:

• ocena ostataka Gausovih kvadraturnih formula za trigonometrijske po-
linome sa neparnim brojem ~vorova za funkcije analiti~ke na odre|enom
delu kompleksne ravni u odnosu na jedini~nu te`insku funkciju, te`i-
nsku funkciju 1−cos x i 1+cosx, x ∈ [−π, π) (teoreme 4.1, 4.2 i 4.3, prema
rezultatima radova [63], [61]);

• ocena ostataka Gausovih kvadraturnih formula za trigonometrijske po-
linome sa parnim i neparnim brojem ~vorova za funkcije analiti~ke
na odre|enom delu kompleksne ravni u odnosu na neke parne te`inske
funkcije na intervalu (−π, π) (poglavqe 4.2 prema rezultatima rada [64]);

• ocena ostataka Gausovih kvadraturnih formula za trigonometrijske po-
linome sa parnim i neparnim brojem ~vorova za funkcije analiti~ke na
odre|enom delu kompleksne ravni u odnosu na parne te`inske funkcije
na intervalu [−π, π) koje se svode na ^ebi{evqeve4 (prema rezultatima
rada [64]) i Gegenbauerove5 te`inske funkcije (odeqak 4.2.2);

• koncept vi{estruko ortogonalnih trigonometrijskih polinoma polu�
celobrojnog stepena, kao i rekurentne relacije za wihovu konstrukciju u
slu~aju parnih te`inskih funkcija (poglavqa 5.2 i 5.3, redom, bazirana
na radu [65]);

• definicija i karakterizacija optimalnih skupova kvadraturnih for-
mula za periodi~ne integrande (poglavqe 5.4 bazirano na radu [65]).

4 Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821�1894), ruski matemati~ar
5 Leopold Bernhard Gegenbauer (1849�1903), austrijski matemati~ar
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***

Ovom prilikom posebno se zahvaqujem svom mentoru dr Mariji Stani} na
stru~noj pomo}i i velikoj podr{ci koju mi je svakodnevno pru`ala od po~etka
na{e saradwe. Zahvalnost dugujem i profesoru Aleksandru Cvetkovi}u na
saradwi koja mi je zna~ajno pomogla u razumevawu ~itave oblasti. @elim da se
zahvalim akademiku Gradimiru V. Milovanovi}u na projektima pod wegovim
rukovodstvom.

Na kraju, najiskrenije se zahvaqujem svojoj porodici, prijateqima i meni
dragim qudima koji su od prvog dana verovali u mene, na strpqewu, po`rtvo-
vanosti i qubavi koje su mi nesebi~no pru`ali svih ovih godina.

Kragujevac, 08.01.2014. Tatjana Tomovi}
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�Matematika � to je jezik kojim govore sve prirodne nauke. Ne postoji

matemati~ka oblast, ma kako ona apstraktna bila, koja se ne bi mogla

primeniti na pojave realnog sveta.�

� Nikolaj Loba~evski �



Glava 1

Uvod

Odre|eni integral predstavqa jedan od najzna~ajnijih objekata matemati-
~ke analize. Izra~unavawe mnogih fizi~kih veli~ina (povr{ina, zapremi-
na, du`ina pre|enog puta, moment inercije,...) svodi se upravo na problem
izra~unavawa odre|enog integrala date funkcije. S druge strane, poznato
je da odre|eni integral, u op{tem slu~aju, nije mogu}e ta~no izra~unati, pa
pribli`no izra~unavawe odre|enog integrala predstavqa jedan od va`nih
problema numeri~ke analize. Numeri~ka integracija funkcija sastoji se u
pribli`nom izra~unavawu odre|enih integrala. Po~eci numeri~ke inte-
gracije sre}u se jo{ u anti~kom periodu. Jedan primer anti~ke numeri~ke
integracije je Gr~ka kvadratura kruga, odnosno izra~unavawe povr{ine kruga
kori{}ewem upisanih i opisanih pravilnih mnogouglova. Taj proces je
omogu}io Arhimedu1 da do|e do dowe i gorwe granice broja π. Tokom vekova,
posebno u periodu od XVI veka, razvijeni su mnogi metodi numeri~ke inte-
gracije (videti, na primer [46] i [11]).

Numeri~kom integracijom funkcija dobijaju se pribli`ne vrednosti odre-
|enih integrala na osnovu niza vrednosti podintegralnefunkcije po odre|enoj
formuli. Formule za numeri~ko izra~unavawe jednostrukih integrala nazi-
vaju se kvadraturne formule, za izra~unavawe dvostrukih integrala kubaturne
formule itd. U daqem tekstu bavi}emo se samo kvadraturnim formulama.

Potreba za numeri~kom integracijom javqa se u velikom broju slu~ajeva.
Naime, Wutn2�Lajbnicova3 formula∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a),

1 Archimedes (287�212 p. n. e. ), gr~ki matemati~ar
2 Isaac Newton (1642�1727), britanski matemati~ar
3 Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646�1716), nema~ki matemati~ar
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1.1. KVADRATURNE FORMULE GAUSOVOG TIPA ZA ALGEBARSKE POLINOME

gde je F primitivna funkcija za funkciju f , ne mo`e se uvek uspe{no pri-
meniti. Nave{}emo neke od tih slu~ajeva:

• funkcija F se ne mo`e predstaviti pomo}u kona~nog broja elementarnih
funkcija (na primer, kada je f(x) = e−x2

);

• primenaWutn�Lajbnicove formule ~esto dovodi do vrlo slo`enog izra-
za, ~ak i kod izra~unavawa integrala jednostavnih funkcija, kao na
primer: ∫ a

0

dx

1 + x4
=

1

4
√
2
ln
a2 + a

√
2 + 1

a2 − a
√
2 + 1

+
1

2
√
2

(
arctg

a√
2− a

+ arctg
a√
2 + a

)
;

• kod integracije funkcija, ~ije su vrednosti poznate samo na diskretnom
skupu ta~aka.

1.1 Kvadraturne formule Gausovog tipa za algebarske

polinome

U ovom poglavqu }emo dati pregled osnovnih rezultata vezanih za kvadra-
turne formule Gausovog tipa za algebarske polinome. Pritom, ograni~i}emo
se samo na one rezultate koji su nam neophodni za daqe izlagawe, kao i za
upore|ivawe sa kvadraturnim formulama za trigonometrijske polinome koje
}e biti detaqno analizirane u glavi 3. Vi{e detaqa o Gausovim kvadraturnim
formulama za algebarske polinome se mo`e na}i u [10], [2], [20], [13], [14], [21],
[33], [16], itd.

Sa P }emo obele`avati skup svih realnih polinoma, a sa Pn ⊂ P, n ∈ N0,
skup svih polinoma stepena ne vi{eg od n.

Neka je te`inska funkcija w̃(x) integrabilna i nenegativna na intervalu
[a, b), takva da mo`e imati vrednost nula samo na skupu mere nula. Kvadraturna
formula sa n ta~aka je formula oblika

(1.1)

∫ b

a

f(x) w̃(x) dx =
n∑

ν=1

σνf(τν) + R̃n(w̃; f),

gde zbir

Qn(x) =
n∑

ν=1

σνf(τν)

11



1.1. KVADRATURNE FORMULE GAUSOVOG TIPA ZA ALGEBARSKE POLINOME

predstavqa aproksimaciju integrala
∫ b

a
f(x) w̃(x) dx, a R̃n(w̃; f) je odgovara-

ju}i ostatak. Ostatak kvadraturne formule je gre{ka koja nastaje aproksi-
macijom integrala odgovaraju}om sumom. Ta~ke τν(∈ [a, b)), ν = 1, 2, . . . , n, se
nazivaju ~vorovi, a σν , ν = 1, 2, . . . , n, te`ine kvadraturne formule.

Kvadraturna formula (1.1) ima algebarski stepen ta~nosti d ako za sve
polinome p ∈ Pd va`i R̃n(w̃; p) = 0 i postoji polinom q ∈ Pd+1 takav da je

R̃n(w̃; q) ̸= 0.

Jedan od na~ina za konstrukciju kvadraturnih formula je da se ~vorovi
unapred fiksiraju, a da se zatim te`ine odrede iz uslova maksimalnog alge-
barskog stepena ta~nosti. Ako se u tom postupku primewuje interpolacioni
polinom, onda se takve formule nazivaju kvadraturne formule interpola-
cionog tipa. Prirodno se do{lo na ideju da se ~vorovi ne fiskiraju una-
pred nego da se odre|uju tako da se algebarski stepen ta~nosti pove}a. Za
kvadraturnu formulu sa n ta~aka maksimalan algebarski stepen ta~nosti je
2n− 1, i tada se kvadraturna formula naziva Gausova kvadraturna formula.

Neka su ~vorovi τν , ν = 1, 2, . . . , n, unapred fiksirane ta~ke iz intervala
[a, b). Te`ine σν , ν = 1, 2, . . . , n, odredi}emo iz uslova maksimalne ta~nosti
kvadraturne formule. Ako τν , ν = 1, 2, . . . , n, uzmemo za ~vorove interpolacije
mo`e se konstruisati Lagran`ov4 interpolacioni polinom

(1.2) pn(x) =
n∑

ν=0

f(τν)ℓν(x),

gde je

ℓν(x) =
n∏

k=1
k ̸=ν

x− τk
τν − τk

.

Mno`e}i (1.2) sa w̃(x) i integracijom na intervalu [a, b), dobijamo da su te`ine
kvadraturne formule (1.1) date sa

(1.3) σν =

∫ b

a

n∏
k=1
k ̸=ν

x− τk
τν − τk

w̃(x) dx, ν = 1, 2, . . . , n.

Tako dobijena kvadraturna formula je interpolacionog tipa i ima algebarski
stepen ta~nosti n− 1.

Algebarski stepen ta~nosti se mo`e pove}ati ako ~vorovi kvadraturne
formule nisu fiksirani unapred ve} se odre|uju iz uslova maksimalnog alge-
barskog stepena ta~nosti, tj. iz uslova da je kvadraturna formula ta~na za
sve polinome stepena 2n − 1, i to su kvadraturne formule Gausovog tipa.
Me|utim, iz uslova da je kvadraturna formula ta~na za sve polinome stepena
2n− 1 dobijamo nelinearan sistem 2n jedna~ina za odre|ivawe 2n nepoznatih

4 Joseph–Louis Lagrange (1736�1813), italijansko�francuski matemati~ar
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1.1. KVADRATURNE FORMULE GAUSOVOG TIPA ZA ALGEBARSKE POLINOME

(n ~vorova i n te`ina kvadraturne formule), koji u op{tem slu~aju nije jed-
nostavan za re{avawe. Zato su analizirani polinomi ~ije su nule ~vorovi
kvadraturne formule, i dobijen je fundamentalni rezultat za konstrukciju
Gausovih kvadraturnih formula. Kvadraturna formula (1.1), gde su te`ine σν ,
ν = 1, 2, . . . , n, date sa (1.3), je Gausova kvadraturna formula ako i samo ako su
~vorovi τν(∈ [a, b)), ν = 1, 2, . . . , n, nule ortogonalnog polinoma stepena n u
odnosu na te`insku funkciju w̃(x).

Svojstvo ortogonalnih polinoma da zadovoqavaju tro~lanu rekurentnu
relaciju je najzna~ajnija informacija za konstrukciju ortogonalnih polinoma.

Teorema 1.1. Sistem moni~nih ortogonalnih polinoma {πk} zadovoqava tro~la-
nu rekurentnu relaciju

πk+1(t) = (t− αk)πk(t)− βkπk−1(t), k ∈ N0, π−1(t) = 0, π1(t) = 1,

gde je

αk =
(tπk, πk)w̃
(πk, πk)w̃

, k = 0, 1, 2, . . . ,

βk =
(πk, πk)w̃

(πk−1, πk−1)w̃
, k = 1, 2, . . . ,

i skalarni proizvod je dat sa (f, g)w̃ =
∫ b

a
f(x)g(x) w̃(x) dx, f, g ∈ P.

Dokaz teoreme 1.1 mo`e se na}i gotovo u svim kwigama koje se bave ortogo-
nalnim polinomima (na primer [32], [4], [16], [31]).

Za neke te`inske funkcije dobijene su eksplicitne formule za odgovaraju}e
ortogonalne polinome i wihove nule. Izdvoji}emo ^ebi{evqeve polinome
zbog primene u glavi 4, kao i wihovog zna~aja u numeri~koj analizi. Najboqi
pokazateq toga je slede}a re~enica kojom po~iwe kwiga [30]:

,,Chebyshev polynomials are everywhere dense in numerical analysis.”

^ebi{evqevi polinomi. ^ebi{evqevi polinomi prve vrste su ortogonalni u
odnosu na prvu ^ebi{evqevu te`insku funkciju 1/

√
1− x2, x ∈ (−1, 1), i za

|x| ≤ 1 su dati sa
Tn(x) = cos(n arccosx).

^vorovi Gausove kvadraturne formule (1.1) u odnosu na prvu ^ebi{evqevu
te`insku funkciju, su nule polinoma Tn(x), i eksplicitno su date sa

xk = cos

(
(2k − 1)π

2n

)
, k = 1, 2, . . . , n,

a sve te`ine su jednake π/n.

Druga ^ebi{evqeva te`inska funkcija je oblika
√
1− x2, x ∈ (−1, 1), a

odgovaraju}i ortogonalni polinomi su ^ebi{evqevi polinomi druge vrste,
koji se mogu zapisati u obliku

Un(x) =
sin((n+ 1) arccos x)√

1− x2
.
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1.2. OCENE OSTATKA GAUSOVIH KVADRATURNIH FORMULA ZA ALGEBARSKE POLINOME

Nule ^ebi{evqevog polinoma druge vrste, tj. ~vorovi Gausove kvadraturne
formule (1.1) u odnosu na drugu ^ebi{evqevu te`insku funkciju, su

xk = cos
kπ

n+ 1
, k = 1, 2, . . . , n,

a te`ine su date sa

σk =
π

n+ 1
sin2 kπ

n+ 1
, k = 1, 2, . . . , n.

1.2 Ocene ostatka Gausovih kvadraturnih formula za

algebarske polinome

Ostatak Gausove kvadraturne formule za algebarske polinome je prou~avan
decenijama unazad. U ovom poglavqu }emo dati kratak pregled nekih rezultata,
a za detaqnije izu~avawe ~itaoce upu}ujemo na [10], [66], [3], [27], [18], [19], [17],
[23], [54], [24], [42], [60], [67], [51].

Posmatra}emo Gausove kvadraturne formule oblika

(1.4)

∫ 1

−1

f(x)w(x) dx =
n∑

ν=1

σνf(τν) + R̃n(w̃; f).

Ostatak kvadraturne formule R̃n(w̃; f) je ~esto izra`avan preko 2n�tog
izvoda date funkcije f . U radu [10] dobijena je ocena ostatka kvadraturne for-
mule (1.4) koja ne sadr`i izvod funkcije f , pri ~emu je kori{}ena ~iwenica da
je R̃n(w̃; f) ograni~ena linearna funkcionela u odgovaraju}em Hilbertovom5

prostoruH analiti~kih funkcija f . Tada, o~igledna nejednakost

|R̃n(w̃; f)| ≤ δn∥f∥H, δn = ∥R̃n∥,

mo`e biti kori{}ena za ocenu gre{ke u slu~aju w̃(x) = 1, gde je ∥R̃n∥ norma
funkcionele R̃n, i ∥f∥H norma funkcije f u Hilbertovom prostoru H. Me|u-
tim, ova ocena ostatka zahteva analizu funkcije f u kompleksnoj ravni C, pa je
zato primenqiva u relativno jednostavnijim slu~ajevima, gde zaista mo`emo
dobiti pouzdane ocene. Tako|e, odre|ivawe norme funkcionele R̃n mo`e biti
te{ko, zavisno od izbora prostoraH.

Rad [10] je nastavqen radom [22], gde je posmatrana kvadraturna formula sa
ekvidistantnim ~vorovima τν , ν = 1, 2, . . . , n, sa naglaskom na dobijawu op{teg
izraza za δn koji se mo`e jednostavno izra~unati.

5 David Hilbert (1862�1943), nema~ki matemati~ar
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1.2. OCENE OSTATKA GAUSOVIH KVADRATURNIH FORMULA ZA ALGEBARSKE POLINOME

U radu [75] je tako|e posmatran slu~aj w̃(x) = 1. Za konkretnu normu ∥f∥
izabrani su τν i σν , ν = 1, 2, . . . , n, tako da je δn minimalno za svako fiksirano
n. Na taj na~in je dobijena nova klasa integralnih formula.

Mnogo jednostavnija i starija tehnika ocene ostatka kvadraturne formule
(1.4) je bazirana na Ko{ijevoj6 teoremi (videti [17], [18], [19]).

Neka je funkcija f analiti~ka na domenu D koji sadr`i interval [−1, 1].
Sa Γ ozna~imo bilo koju konturu u D oko intervala [−1, 1]. Tada za svako
t ∈ [−1, 1], na osnovu Ko{ijeve formule, va`i:

f(t) =
1

2πi

∫
Γ

f(z)

z − t
dz, t ∈ [−1, 1].

Primenom linearne funkcionele

R̃n(w̃; f) =

∫ 1

−1

f(x) w̃(x) dx−
n∑

ν=1

σνf(τν)

na obe strane Ko{ijeve formule, dobijamo

R̃n(w̃; f) =
1

2πi

∫
Γ

R̃n

(
w̃;

1

z − ·

)
f(z) dz,

odnosno,

(1.5) R̃n(w̃; f) =
1

2πi

∫
Γ

Kn(z)f(z) dz.

Funkcija

(1.6) Kn(z) = R̃n

(
w̃;

1

z − ·

)
se naziva jezgro funkcionele R̃n. Iz (1.5) dobijamo ocenu ostatka

|R̃n(w̃; f)| ≤
1

2π
max
z∈Γ

|Kn(z)| ·
∫
Γ

|f(z)|| dz|(1.7)

≤ ℓ(Γ)

2π
max
z∈Γ

|Kn(z)|max
z∈Γ

|f(z)|,

gde je ℓ(Γ) du`ina konture Γ. Prvi maksimum zavisi samo od kvadraturnog
pravila (tj. od w̃(x)), dok drugi zavisi samo od funkcije f . U literaturi,
maxz∈Γ |Kn(z)| je ili ograni~en odozgo, ili je odre|en asimptotski za dovoqno
veliko n (ili veliko z, ili oboje). Ocena gre{ke (1.5) zavisi i od izbora
konture Γ. Naj~e{}e posmatrane konture su koncentri~ne kru`nice

Cr = {z ∈ C : |z| = r}, r > 1,

6 Augustin–Louis Cauchy (1789�1857), francuski matemati~ar

15



1.2. OCENE OSTATKA GAUSOVIH KVADRATURNIH FORMULA ZA ALGEBARSKE POLINOME

ili konfokalne elipse (imaju fokus u ±1 i suma poluosa im je jednaka ρ)

Eρ = {z ∈ C : z =
1

2
(ρeiθ + ρ−1e−iθ), 0 ≤ θ ≤ 2π}, ρ > 1.

Ove elipse, kada ρ → 1, se skupqaju prema intervalu [−1, 1], a postaju vi{e
kru`nog oblika kada se ρ pove}ava.

Ako funkcija f ima polove na intervalu [−1, 1], kvadraturna formula (1.4)
}e sporo konvergirati. [tavi{e, ocena (1.7) se ne mo`e primeniti, po{to f
vi{e nije analiti~ka na domenu D koji sadr`i interval [−1, 1].

Poznato je, me|utim, kako se polovi mogu ukqu~iti u ra~un, a da se zadr`i
brzina konvergencije koju dobijamo u slu~aju kada je f analiti~ka funkcija
(videti [17]). Pretpostavimo, jednostavnosti radi, da funkcija f ima samo
kona~an broj polova pi u kona~nom delu kompleksne ravni, i da su svi polovi
prosti, tada va`i∫ 1

−1

f(x) w̃(x) dx =
n∑

ν=1

σνf(τν)−
∑
i

Kn(pi) Res
pi
f + R̃n(w̃; f),

gde Res
pi
f ozna~ava rezidum funkcije f u polu pi. Za ostatak R̃n(w̃; f) imamo

istu reprezentaciju kao u slu~aju kada je f analiti~ka:

R̃n(w̃; f) =
1

2πi

∫
Γ

Kn(z)f(z) dz,

pri ~emu je Γ kontura u D oko intervala [−1, 1], koja obuhvata i polove pi.
Zna~i, ocene ostatka }e va`iti i u ovom slu~aju ako kru`nica Cr, r > 1,
odnosno elipsa Eρ, ρ < 1, obuhvataju i polove pi.

1.2.1 Maksimum jezgra Kn na kru`nici i odgovarauju}e ocene

ostatka kvadraturne formule

Slede}a teorema je dokazana u [18] i daje maksimum jezgra Kn datog sa (1.6)
na kru`nici Cr, r > 1.

Teorema 1.2. Va`i:

(1.8) max
z∈Cr

|Kn(z)| =
{
Kn(r), ako je w̃(x)/w̃(−x) neopadaju}a na (−1, 1),
|Kn(−r)|, ako je w̃(x)/w̃(−x) nerastu}a na (−1, 1).

Napomena 1.1. Ako je w̃(x) = w̃(−x) na (−1, 1) tada, na osnovu simetrije,

Kn(r) = |Kn(−r)|, va`i bilo koji slu~aj u (1.8).
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1.2. OCENE OSTATKA GAUSOVIH KVADRATURNIH FORMULA ZA ALGEBARSKE POLINOME

U situacijama razmatranim u prethodnoj teoremi, moduo jezgra Kn(z) do-
sti`e svoj maksimum na kru`nici Cr u ta~ki z = r ili z = −r na realnoj osi.
Za Jakobijevu7 te`insku funkciju (1− x)α(1 + x)β , α > −1, β > −1, sledi da se
maksimum dosti`e u z = r ako je α ≤ β, odnosno u z = −r ako je α > β. Ocena
ostatka (1.7), zajedno sa na primer prvim slu~ajem teoreme 1.2, daje kona~nu
ocenu ostatka

(1.9) |R̃n(w̃; f)| ≤ r ·Kn(r) ·max
z∈Cr

|f(z)|.

Ova ocena ostatka mnogo zavisi od pona{awa funkcije f na konturi Cr. Ako
je f brzo oscilatorna funkcija na Cr, tada nejednakost (1.9) mo`e biti nepri-
menqiva. Neko poboq{awe se mo`e dobiti, za specifi~ne funkcije f , opti-
mizacijom granice sa desne strane nejednakosti (1.9) kao funkcije od r (videti
[18, 6. Examples]).

1.2.2 Maksimum jezgra Kn na elipsi i odgovarauju}e ocene osta-

tka kvadraturne formule

Ispitivawe jezgra Kn na elipsi Eρ je znatno te`e nego u slu~aju kru`nice
Cr. Boqe ocene ostatka su dobijene samo za neke specijalne te`inske funkcije,
i ovde }e biti izlo`eni ti rezultati. Neki op{tiji rezultati se mogu na}i u
[18], [17], [23], [54].

Teorema 1.3 ( [54, Theorem 3.2]). Jezgro Kn, dato sa (1.6), u odnosu na parnu

te`insku funkciju w̃(x), x ∈ (−1, 1), zadovoqava slede}e.

(a) Ako w̃(x)
√
1− x2 raste na (0, 1), tada va`i

max
z∈Eρ

|Kn(z)| = Kn

(
1

2
(ρ+ ρ−1)

)
za ρ ≥ ρ∗n =


2.4139, n = 2,
2.0017, n = 3,√
2

2
(1 +

√
3), n ≥ 4.

(b) Ako w̃(x)
√
1− x2 opada na (0, 1), tada va`i

max
z∈Eρ

|Kn(z)| = Kn

(
i

2
(ρ− ρ−1)

)
za ρ ≥ ρ∗n,

gde je ρ∗n = 1 +
√
2 ako je n ≥ 1 neparno, a ako je n ≥ 2 parno, tada je ρ∗n

najve}a nula funkcije

dn(ρ) = (ρ− ρ−1)− 4− (ρ2 − ρ−2)

(
(n+ 1)2

(ρn+1 + ρ−n−1)2
+

(n+ 3)2

(ρn+3 + ρ−n−3)2

)
.

7 Carl Gustav Jacob Jacobi (1804�1851), nema~ki matemati~ar
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1.2. OCENE OSTATKA GAUSOVIH KVADRATURNIH FORMULA ZA ALGEBARSKE POLINOME

Interesantan za detaqnorazmatrawe je slu~aj Jakobijeve te`inskefunkcije
w̃(x) = (1− x)α(1 + x)β , α > −1, β > −1, iako je precizne rezultate te{ko do-
biti za proizvoqne vrednosti parametara. Primetimo da na osnovu jednakosti

koja va`i za Jakobijeve polinome, p
(α,β)
n (z) = (−1)np

(β,α)
n (−z), dobijamo da je

|K(β,α)
n (z)| = |K(α,β)

n (−z)| = |K(α,β)
n (−z)|, pa zamena parametara rezultuje pres-

likavawem u odnosu na imaginarnu osu. Zato je dovoqno posmatrati slu~aj
α ≤ β.

^ebi{evqeve te`inske funkcije

Slede}a teorema daje maksimum modula jezgra Kn kada je α = β = −1/2 u
Jakobijevoj te`inskojfunkciji, tj. kada je te`inskafunkcija prva^ebi{evqeva
(dokaz teoreme se mo`e na}i u [17], [18]).

Teorema 1.4. Ako je w̃(x) = (1− x2)−1/2 na (−1, 1), tada je

max
z∈Eρ

|Kn(z)| = Kn

(
1

2
(ρ+ ρ−1)

)
,

tj. maksimum |Kn(z)| na Eρ se dosti`e na realnoj osi.

Zaα = β = 1/2 u Jakobijevoj te`inskojfunkciji, imamodrugu^ebi{evqevu
te`insku funkciju. Prvi rezultati u ovom slu~aju su dobijeni u radu [18] samo
kada je n neparno.

Teorema 1.5. Ako je w̃(x) = (1− x2)1/2 na (−1, 1) i n neparno, tada je

max
z∈Eρ

|Kn(z)| = Kn

(
i

2
(ρ− ρ−1)

)
,

tj. maksimum |Kn(z)|, za neparno n, se na Eρ dosti`e na imaginarnoj osi.

Kasnije je u radu [19] ispitan i slu~aj kada je n parno i dokazana slede}a
teorema.

Teorema 1.6. Za svaki prirodan broj n, n ≥ 2, sa ρn > 1 ozna~imo jedinstveno

re{ewe jedna~ine

a1(ρ)

an(ρ)
=

1

n
, aj(ρ) =

1

2
(ρj + ρ−j), j = 1, 2, . . . , ρ > 1.

Ako je w̃(x) = (1− x2)1/2 na (−1, 1), i n ≥ 2 parno, tada je

max
z∈Eρ

|Kn(z)| =
∣∣∣∣Kn

(
i

2
(ρ− ρ−1)

)∣∣∣∣ , za ρ ≥ ρn+1,

tj. maksimum |Kn(z)| na Eρ, kada je ρ ≥ ρn+1, se dosti`e na imaginarnoj osi.

Ako je 1 < ρ < ρn+1, tada |Kn(z)| dosti`e maksimum za neko z = z∗ =
1/2

(
ρeiθ

∗
+ ρ−1e−iθ∗

)
∈ Eρ, gde je (n/(n+ 1))π/2 < θ∗ < π/2.

18



1.2. OCENE OSTATKA GAUSOVIH KVADRATURNIH FORMULA ZA ALGEBARSKE POLINOME

Teorema 1.7 ( [18]). Ako je w̃(x) =
√

(1 + x)(1− x) na (−1, 1), tada je

max
z∈Eρ

|Kn(z)| = Kn

(
1

2
(ρ+ ρ−1)

)
,

tj. maksimum |Kn(z)| na Eρ se dosti`e na realnoj osi.

Gegenbauerove te`inske funkcije

Kao specijalan slu~aj op{tije teoreme 1.3 dobijena je slede}a teorema, koja
daje maksimum modula jezgra u slu~aju Gegenbauerove te`inske funkcije (1 −
x2)α, α > −1.

Teorema 1.8 ( [54, Theorem 5.2]). Za jezgroKn dato sa (1.6), gde je w̃(x) = (1−x2)α,
x ∈ (−1, 1), α > −1, α ̸∈ (−1/2, 1/2), Gegenbauerova te`inska funkcija, na

svakoj elipsi Eρ, ρ ≥ ρ∗n va`i

max
z∈Eρ

|Kn(z)| =


Kn

(
1

2
(ρ+ ρ−1)

)
, ako je −1 < α ≤ −1

2
, n ≥ 2,∣∣∣∣Kn

(
i

2
(ρ− ρ−1)

)∣∣∣∣ , ako je α ≥ 1

2
, n ≥ 1.

Parametar ρ∗n je za α ∈ (−1, 1/2] dat sa

ρ∗n =


2.4139, n = 2,
2.0017, n = 3,√
2

2
(1 +

√
3), n ≥ 4.

Ako je α ≥ 1
2
, tada je ρ∗n najve}a nula funkcije

dn(ρ) =
(
ρ− ρ−1

)2 − 4−
(
ρ2 − ρ−2

)2( (n+ 1)2

(ρn+1 + ρ−n−1)2
+

(n+ 3)2

(ρn+3 + ρ−n−3)2

)
ako je n ≥ 2 parno, a ako je n ≥ 1 neparno, tada je ρ∗n = 1 +

√
2.

Za maksimum |Kn(z)| na elipsi Eρ, kada je w̃(x) = (1 − x2)α, x ∈ (−1, 1),
α ∈ (−1/2, 1/2), dobijeni su samo empirijski rezultati zasnovani na izra~u-
navawima. Ako je −1/2 < α < 0, tada se maksimum dosti`e na imaginarnoj
osi ako je n = 1, a sa pove}awem n maksimum se pomera du` Eρ prema realnoj
osi i to sve br`e sa pove}awem ρ. Ako je 0 ≤ α < 1/2, tada se maksimum
dosti`e na imaginarnoj osi, osim u slu~aju ako je n parno i ρ nije veliko, kada
se pretpostavqa da je malo izvan imaginarne ose (videti [17], [18]).
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1.2.3 Izra~unavaweKn(z)

Za odre|ivawe ocene ostatka Gausove kvadraturne formule (1.4) va`no je
odrediti maksimum modula jezgra Kn(z) datog sa (1.6), tj.

Kn(z) = R̃n

(
w̃;

1

z − ·

)
=

∫ 1

−1

w̃(x)

z − x
dx−

n∑
ν=1

σν
z − τν

.

Me|utim, za prakti~na izra~unavawa pogodniji je slede}i oblik

Kn(z) =
qn(z)

πn(z)
, qn(z) =

∫ 1

−1

πn(x)

z − x
w̃(x) dx, z ∈ C\[−1, 1],

gde je πn ortogonalan polinom stepena n u odnosu na te`insku funkciju w̃
(videti [18, 23]). Tada polinomi πn(z) i qn(z) mogu biti dobijeni kori{}ewem
tro~lane rekurentne relacije

yk+1 = (z − αk)yk − βkyk−1, k = 0, 1, . . . ,

gde je β0 =
∫ 1

−1
w̃(x) dx.

Zaista, polinom πn se jednostavno dobija primenom date rekurentne rela-
cije, pri ~emu su po~etne vrednosti:

y−1 = 0, y0 = 1, za yn = πn.

Polinom qn (stepena n − 1) je minimalno re{ewe date rekurentne relacije
za z ∈ C\[−1, 1] (po{to qn/πn → 0, n → ∞) i jedinstveno je odre|en jednom
po~etnom vredno{}u

y−1 = 1, za yn = qn,

a mo`e biti dobijen kori{}ewem slede}e rekurzije detaqno opisane u [15].
Neka je

(1.10) r[ν]ν = 0, r
[ν]
k−1 =

βk

z − αk − r
[ν]
k

, k = ν, ν − 1, . . . , 2, 1.

Tada, ako je z ∈ C\[−1, 1], lim
ν→∞

r
[ν]
k−1(z) = rk−1(z) postoji, i

(1.11) q−1(z) = 1, qk(z) = rk−1(z)qk−1(z), k = 0, 1, 2, . . . , n.

Stoga, za odre|ivawe qn(z) sa gre{kom ε, polazimo od neke po~etne vrednosti
ν0 > n indeksa ν, i uve}avamo ν, recimo za 5, sve dok ne bude zadovoqeno

|r[ν+5]
k−1 (z) − r

[ν]
k−1(z)| ≤ ε|r[ν+5]

k−1 (z)| za svako k = 0, 1, . . . , n. Onda primenimo

(1.11), pri ~emu rk−1(z) aproksimiramo sa r
[ν+5]
k−1 (z) za dobijeni indeks ν.
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1.3. GENERALISANE GAUSOVE KVADRATURNE FORMULE

U specijalnom slu~aju Jakobijeve te`inske funkcije w̃(x) = (1−x)α(1+x)β ,
α > −1, β > −1, iteracija po indeksu ν se mo`e izbe}i. Odgovaraju}a vrednost
za ν, kada je z = ±r, r ≥ 1, je nezavisna od α i β, i to je najmawi ceo broj koji
zadovoqava (videti [15])

(1.12) ν ≥ n+
ln(1/ε)

2 ln(r +
√
r2 − 1)

.

U ovom slu~aju izra~unavawe qn(z) kori{}ewem (1.10)�(1.11) je delimi~no
efikasno, ~ak i u slu~aju kada je z = ±r relativno blizu intervala [−1, 1].

Naglasimo ~iwenicu da je algoritam (1.10)�(1.11) primenqiv za proizvo-
qan kompeksan broj z ̸∈ [−1, 1]. Me|utim, izra~unavawe ν na osnovu (1.12)
za proizvoqnu Jakobijevu te`insku funkciju je malo koplikovanije. Sada je
potrebno odrediti najmawi ceo broj koji zadovoqava

(1.13) ν ≥ n+
ln(1/ε)

2 ln |z + (z − 1)1/2(z + 1)1/2|
,

gde se glavne vrednosti arg(z−1)i arg(z+1) koriste u izra~unavawukvadratnih
korena. Ako je z = iy ~isto imaginarno, (1.13) se svodi na

ν ≥ n+
ln(1/ε)

2 ln(y +
√
y2 + 1)

.

1.3 Generalisane Gausove kvadraturne formule

Klasi~ne Gausove kvadraturne formule (za algebarske polinome) su efika-
sne za aproksimaciju integrala kada je integrand funkcija koja se mo`e dobro
aproksimirati algebarskim polinomom. Me|utim, za neke integrale, kao {to
su na primer integrali periodi~nih funkcija, brzo�oscilatornih funkcija,
klasi~an Gausov metod aproksimacije integrala nije dovoqno dobar, ali se on
na prirodan na~in mo`e pro{iriti na nepolinomske funkcije. Neka je

(1.14) {φ0(t), φ1(t), φ2(t), · · · }, t ∈ [a, b],

sistem linearno nezavisnih funkcija, izabran tako da je kompletan u nekom
prostoru funkcija (videti [14], [28], [29]). Neka je w̃(x) te`inska funkcija,
integrabilna i nenegativna na intervalu [a, b), takva da mo`e imati vrednost
nula samo na skupu mere nula. Ako kvadraturna formula

(1.15)

∫ b

a

f(x)w̃(x) dx =
n∑

ν=1

Aνf(tν) + R̃n(w̃; f)
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1.3. GENERALISANE GAUSOVE KVADRATURNE FORMULE

ta~no integrali prvih 2n funkcija sistema (1.14), ka`emo da je kvadraturna
formula (1.15) Gausova za sistem funkcija (1.14), odnosno generalisana Gausova
kvadraturna formula. Egzistencija i jedinstvenost generalisane Gausove
kvadraturneformule (1.15) je obezbe|ewa uslovom da prvih 2nfunkcija sistema
(1.14) formiraju ^ebi{evqev sistem na [a, b] (ne postoji linearna kombinacija
a0ϕ0 + a1ϕ1 + · · ·+ anϕn koja ima n+ 1 razli~itu nulu na [a, b]). Poznato je da
su sve te`ine A1, A2, . . . , An u (1.15) pozitivne.

Specijalno, ako je sistem funkcija (1.14) oblika

{1, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, . . . }, t ∈ [0, 2π],

dobijamo kvadraturne formule za trigonometrijske polinome, koje }e biti
detaqnije analizirane u narednim poglavqima.
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Glava 2

Ortogonalni sistemi

trigonometrijskih polinoma

Po~ev{i od fundamentalnih rezultata datih u [69], ortogonalni polinomi
su osnovni alat u analizi problema u matematici i in`ewerstvu. Na primer,
problemi vezani za momente, kvadraturne formule, aprosimaciju i interpo-
laciju, kao i sve wihove primene u in`ewerstvu, se re{avaju kori{}ewem
ortogonalnih polinoma i wihovih osobina.

Dobro je poznato da se za konstrukciju kvadraturnih formula sa mak-
simalnim algebarskim stepenom ta~nosti mora razmatrati ortogonalnost u
potprostoru algebarskih polinoma. Zbog konstrukcije kvadraturnih for-
mula sa maksimalnim trigonometrijskim stepenom ta~nosti javila se potreba
za izu~avawem ortogonalnih sistema trigonometrijskih polinoma, celobro-
jnog i polu�celobrojnog stepena. U daqem tekstu }emo razlikovati sistem
trigonometrijskih polinoma celobrojnog stepena

T = {1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . . . , cosnx, sinnx, . . .}

i sistem trigonometrijskih polinoma polu�celobrojnog stepena

T1/2 =

{
cos

1

2
x, sin

1

2
x, cos

(
1 +

1

2

)
x, sin

(
1 +

1

2

)
x,

cos

(
2 +

1

2

)
x, sin

(
2 +

1

2

)
x, . . . , cos

(
n+

1

2

)
x, sin

(
n+

1

2

)
x, . . .

}
.

Trigonometrijske funkcije oblika

(2.1) tn+1/2(x) =
n∑

ν=0

(
cν cos

(
ν +

1

2

)
x+ dν sin

(
ν +

1

2

)
x

)
,
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2.1. ORTOGONALNI TRIGONOMETRIJSKI POLINOMI POLU�CELOBROJNOG

STEPENA

takve da je cν , dν ∈ R, |cn|+ |dn| ̸= 0, zovu se trigonometrijski polinomi polu�
celobrojnog stepena n+ 1/2.

Ozna~imo sa T
1/2
n , n ∈ N0, lineal nad skupom {cos(k + 1/2)x, sin(k + 1/2)x :

k = 0, 1, . . . , n}, tj. skup svih trigonometrijskih polinoma polu�celobrojnog
stepena ne vi{eg od n+ 1/2.

Trigonometrijske funkcije oblika

(2.2) tn(x) = c0 +
n∑

ν=1

(cν cos νx+ dν sin νx) ,

takve da je cν , dν ∈ R, |cn| + |dn| ̸= 0, zovu se trigonometrijski polinomi

(celobrojnog) stepena n.

SaTn, n ∈ N0, ozna~ava}emo skup svih trigonometrijskih polinoma stepena
ne vi{eg od n, tj. lineal nad skupom {cos kx, sin kx : k = 0, 1, . . . , n}.

2.1 Ortogonalni trigonometrijski polinomi polu�

celobrojnog stepena

Osnovne osobine trigonometrijskih polinoma polu�celobrojnog stepena
date su u [70], detaqna analiza ovih trigonometrijskih polinoma je data u [38],
[40], [37], [8], [39], dok je asimptotsko pona{awe analizirano u [9].

O~igledno je

(2.3) An+1/2(x) = A

2n∏
k=0

sin
x− xk

2
(A konstanta razli~ita od 0)

trigonometrijski polinom polu�celobrojnog stepena n + 1/2. Va`i i obrat
ovog tvr|ewa: svaki trigonometrijski polinom polu�celobrojnog stepena
oblika (2.1) se mo`e predstaviti u obliku (2.3), gde je

A = (−1)n22ni(cn − idn)e
i/2

∑2n
k=0 xk ,

a x0, x1, . . . , x2n su nule trigonometrijske funkcije (2.1), koje le`e u traci
0 ≤ Rex < 2π (videti [70]).

Teorema 2.1 ( [6]). Trigonometrijski polinom polu�celobrojnog stepena n+ 1/2
ima na traci 0 ≤ Re z < 2π ta~no 2n+1 nula, broje}i i wihove vi{estrukosti,
pri ~emu se kompleksne nule javqaju u konjugovanim parovima.

Napomena 2.1. Zakqu~ujemo, na osnovu prethodne teoreme, da trigonometrijski

polinom polu�celobrojnog stepena n + 1/2 ne mo`e imati paran broj promena

znaka na intervalu [0, 2π). Tako|e, to va`i za bilo koji interval du`ine 2π
oblika [L,L+ 2π), L ∈ R.
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STEPENA

Veza izme|u trigonometrijskog polinoma polu�celobrojnog stepena An+1/2

i algebarskog polinoma stepena 2n+ 1 data je u slede}oj lemi (videti [40]).

Lema 2.1. Neka je

An+1/2(x) =
n∑

k=0

(
ck cos

(
k +

1

2

)
x+ dk sin

(
k +

1

2

)
x

)
∈ T1/2

n ,

i ak = ck − idk, k = 0, 1, . . . , n. Tada se An+1/2(x) mo`e predstaviti u obliku

An+1/2(x) =
1

2
e−i(n+1/2)xQ2n+1(e

ix),

gde je Q2n+1(z) algebarski polinom stepena 2n+ 1, dat sa

Q2n+1(z) = an + an−1z + · · ·+ a1z
n−1 + a0z

n + a0z
n+1 + · · ·+ an−1z

2n + anz
2n+1.

Svaki trigonometrijski polinom (celobrojnog stepena) se mo`e predsta-
viti preko trigonometrijskog polinoma polu�celobrojnog stepena. Takva re-
prezentacija data je u slede}oj lemi (videti [65]). Specijalan slu~aj, kada je
m = n, je dokazan u [40].

Lema 2.2. Svaki trigonometrijski polinom stepena n+m,m ≤ n,

Bn+m(x) = a0 +
n+m∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

mo`e na jedinstven na~in biti predstavqen u obliku

(2.4) Bn+m(x) = An+1/2(x)Sm−1/2(x) + Tn(x),

gde je

An+1/2(x) =
n∑

k=0

(
ck cos

(
k +

1

2

)
x+ dk sin

(
k +

1

2

)
x

)
datitrigonometrijski polinom polu�celobrojnog stepena n+1/2, cn+idn ̸= 0, a

Sm−1/2 =
m−1∑
ν=0

(
γν cos

(
ν +

1

2

)
x+ δν sin

(
ν +

1

2

)
x

)
,

Tn(x) = u0 +
n∑

k=1

(uk cos kx+ vk sin kx)

su tra`eni trigonometrijski polinomi polu�celobrojnog stepena m − 1/2 i

stepena n, respektivno.
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STEPENA

Dokaz. Upore|ivawem koeficijenata uz cos ℓx i sin ℓx, ℓ = n+1, n+2, . . . , n+m,
sa obe strane jednakosti (2.4), dobijamo slede}i sistem jedna~ina za odre|ivawe
nepoznatih koeficijenata γν , δν , ν = 0, 1, . . . ,m− 1:

1

2

n∑
k=ℓ−m

(ckγℓ−k−1 − dkδℓ−k−1) = aℓ,(2.5)

1

2

n∑
k=ℓ−m

(ckδℓ−k−1 + dkγℓ−k−1) = bℓ,

za ℓ = n+ 1, n+ 2, . . . , n+m. Po{to ovaj sistem mo`e biti zapisan u obliku

n∑
k=ℓ−m

(ck + idk)(γℓ−k−1 + iδℓ−k−1) = 2(aℓ + ibℓ), ℓ = n+ 1, . . . , n+m,

determinanta sistema je (cn + idn)
m ̸= 0. Prema tome, nepoznati koeficijenti

γν i δν , ν = 0, 1, . . . ,m− 1, mogu biti jedinstveno odre|eni iz sistema (2.5).

Daqe, iz jedna~ine

1

2

m−1∑
k=0

(ckγk + dkδk) + u0 = a0,

koja je dobijena upore|ivawem slobodnih ~lanova sa obe strane jednakosti (2.4),
lako se dobija nepoznati koeficijent u0.

Sli~no, ako uporedimo koeficijente uz cos ℓx i sin ℓx, ℓ = 1, 2, . . . , n, sa obe
strane jednakosti (2.4), dobi}emo sistem jedna~ina:

1

2

j∑
k=ℓ

(ckγk−ℓ + dkδk−ℓ) +
1

2

m−ℓ−1∑
k=0

(ckγk+ℓ + dkδk+ℓ)

+
1

2

ℓ−1∑
k=0

(ckγℓ−k−1 − dkδℓ−k−1) + uℓ = aℓ,

1

2

j∑
k=ℓ

(dkγk−ℓ − ckδk−ℓ) +
1

2

m−ℓ−1∑
k=0

(ckδk+ℓ − dkγk+ℓ)

+
1

2

ℓ−1∑
k=0

(ckδℓ−k−1 + dkγℓ−k−1) + vℓ = bℓ,

za ℓ = 1, 2, . . . ,m− 1, j = min{n, ℓ+m− 1} i

1

2

j∑
k=ℓ

(ckγk−ℓ + dkδk−ℓ) +
1

2

ℓ−1∑
k=ℓ−m

(ckγℓ−k−1 − dkδℓ−k−1) + uℓ = aℓ,

1

2

j∑
k=ℓ

(dkγk−ℓ − ckδk−ℓ) +
1

2

ℓ−1∑
k=ℓ−m

(ckδℓ−k−1 + dkγℓ−k−1) + vℓ = bℓ,
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za ℓ = m,m + 1, . . . , n i j = min{n, ℓ +m − 1}, iz koga se dobijaju jedinstvena
re{ewa za koeficijente uℓ, vℓ, ℓ = 1, 2, . . . , n.

Pretpostavimo da je w te`inska funkcija, integrabilna i nenegativna na
[0, 2π), koja ima vrednost nula samo na skupu mere nula.

Za datu te`insku funkciju w, skalarni proizvod funkcija f i g uvodimo sa

(2.6) (f, g) =

∫ 2π

0

f(x)g(x)w(x) dx, f, g ∈ T1/2.

Definicija 2.1. Sistem {Ak+1/2},Ak+1/2 ∈ T
1/2
k , je sistem ortogonalnihtrigo-

nometrijskih polinoma polu�celobrojnog stepena u odnosu na skalarni proizvod

(2.6), tj. u odnosu na te`insku funkciju w na intervalu [0, 2π), ako i samo ako
je (Ak+1/2, Aj+1/2) = 0 za sve 0 ≤ j < k, k ∈ N.

Prema definiciji 2.1, An+1/2 je ortogonalni trigonometrijski polinom

stepena n+ 1/2 ako je ortogonalan na svakom elementu prostora T
1/2
n−1 u odnosu

na te`insku funkciju w na intervalu [0, 2π), tj. ako je∫ 2π

0

An+1/2(x)t(x)w(x) dx = 0, t ∈ T
1/2
n−1.

Po{to je dimenzija prostora T
1/2
n−1 jednaka 2n, a trigonometrijski polinom

polu�celobrojnog stepena An+1/2 ima 2n + 2 koeficijenata, zakqu~ujemo da
An+1/2 ima dva slobodna koeficijenta i mi }emo izabrati da to budu cn i
dn. Koeficijente cn i dn zva}emo vode}im koeficijentima trigonometrijskog
polinoma polu�celobrojnog stepena An+1/2.

U [70, §3.] dokazana je slede}a teorema.

Teorema 2.2. Trigonometrijski polinom polu�celobrojnog stepena An+1/2 koji je

ortogonalan na intervalu [0, 2π) na svim trigonometrijskim polinomima polu�

celobrojnog stepena ne vi{eg od n − 1/2 u odnosu na te`insku funkciju w,
jedinstveno je odre|en ako su unapred zadati vode}i koeficijenti cn i dn.

Naravno da ne mo`emo izabrati vode}e koeficijente cn = dn = 0, jer u
tom slu~aju nemamo trigonometrijski polinom stepena n + 1/2 ve} stepena
ne vi{eg od n − 1/2. Specijalno, za izbor vode}ih koeficijenata cn = 1 i
dn = 0, ozna~ava}emo odgovaraju}i ortogonalni trigonometrijski polinom
polu�celobrojnog stepena sa AC

n+1/2, a za izbor cn = 0 i dn = 1 sa AS
n+1/2.

U [70] su posmatrani ortogonalni trigonometrijski polinomi polu�celo-
brojnog stepena samo na intervalu [0, 2π). Kasnije je u radu [40] dokazano da se
mogu posmatrati ortogonalni trigonometrijski polinomi polu�celobrojnog
stepena na bilo kom drugom intervalu du`ine 2π, odnosno na intervalu oblika
[L,L+ 2π), L ∈ R.
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Lema 2.3. Ako je {An+1/2} niz ortogonalnih trigonometrijskih polinoma polu�
celobrojnog stepena na intervalu [0, 2π) u odnosu na te`insku funkcijuw, tada

je {Ãn+1/2}, gde je Ãn+1/2 = An+1/2(x − L), n ∈ N0, L ∈ R, niz ortogonalnih

trigonometrijskih polinoma polu�celobrojnog stepena na intervalu [L, 2π+L)
u odnosu na te`insku funkciju w̃(x) = w(x− L), x ∈ [L, 2π + L).

U nastavku }emo posmatrati interval [0, 2π) ili interval [−π, π), kao
specijalan slu~aj intervala oblika [L,L+ 2π), L ∈ R, za L = −π.

2.1.1 Rekurentne relacije

Svojstvo trigonometrijskih polinoma polu�celobrojnog stepena, ortogo-
nalnih u odnosu na skalarni proizvod (2.6), da zadovoqavaju peto~lane reku-
rentne relacije je va`no za wihovu konstrukciju.

Za ν, µ ∈ N0 uvedimo oznake

ICν = (AC
ν+1/2, A

C
ν+1/2), JC

ν,µ = (2 cos xAC
ν+1/2, A

C
µ+1/2),

ISν = (AS
ν+1/2, A

S
ν+1/2), JS

ν,µ = (2 cos xAS
ν+1/2, A

S
µ+1/2),

Iν = (AC
ν+1/2, A

S
ν+1/2), Jν,µ = (2 cos xAC

ν+1/2, A
S
µ+1/2).

Teorema 2.3. Trigonometrijski polinomi polu�celobrojnog stepena AC
k+1/2(x) i

AS
k+1/2(x), k ≥ 1, ortogonalni u odnosu na skalarni proizvod (2.6), zadovoqavaju

slede}e peto~lane rekurentne relacije:

AC
k+1/2(x) = (2 cosx− α

(1)
k )AC

k−1/2(x)− β
(1)
k AS

k−1/2(x)(2.7)

− α
(2)
k AC

k−3/2(x)− β
(2)
k AS

k−3/2(x),

AS
k+1/2(x) = (2 cosx− δ

(1)
k )AS

k−1/2(x)− γ
(1)
k AC

k−1/2(x)(2.8)

− δ
(2)
k AS

k−3/2(x)− γ
(2)
k AC

k−3/2(x),

gde su koeficijenti α
(j)
k , β

(j)
k , γ

(j)
k , δ

(j)
k , k ≥ 1, j = 1, 2, re{ewa slede}ih sistema

linearnih jedna~ina

JC
k−1,k−j = α

(j)
k ICk−j + β

(j)
k Ik−j, Jk−1,k−j = α

(j)
k Ik−j + β

(j)
k ISk−j,

Jk−j,k−1 = γ
(j)
k ICk−j + δ

(j)
k Ik−j, JS

k−1,k−j = γ
(j)
k Ik−j + δ

(j)
k ISk−j,

i α
(2)
1 = β

(2)
1 = γ

(2)
1 = δ

(2)
1 = 0.

Dokaz teoreme 2.3, kao i detaqna analiza koeficijenata datih rekurentnih
relacija i eksplicitne formule za ra~unawe koeficijenata za neke specijalne
te`inske funkcije mogu se na}i u radovima [40], [8], [38] i [39].
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2.1.2 Parne te`inske funkcije

U radu [40] posmatrana je i simetri~na te`inska funkcija na intervalu
(0, 2π), odnosno te`inska funkcija za koju va`i

w(x) = w(2π − x), x ∈ (0, 2π).

Specijalno, ako je w(x), x ∈ [0, 2π), simetri~na te`inska funkcija, tada
te`inska funkcija w̃(x) = w(x + π), x ∈ (−π, π), zadovoqava w̃(x) = w̃(−x),
x ∈ (−π, π), tj. funkcija w̃ je parna u svom domenu. Primetimo da je skalarni
proizvod (2.6) u ovom slu~aju dat sa

(f, g) =

∫ π

−π

f(x)g(x)w(x) dx, f, g ∈ T1/2.

U nastavku, kada to ne dovodi do zabune, koristi}emo oznaku w(x) za
te`insku funkciju na bilo kom intervalu oblika [L,L + 2π), L ∈ R, pri
~emu }e biti nagla{en domen te`inske funkcije.

Ako je te`inska funkcija w(x) parna na (−π, π), tada su odgovaraju}i orto-
gonalni trigonometrijski polinomi polu�celobrojnog stepena dati sa (videti
[40], [8])

AC
n+1/2(x) =

n∑
ν=0

cν cos

(
ν +

1

2

)
x, cn = 1,

AS
n+1/2(x) =

n∑
ν=0

gν sin

(
ν +

1

2

)
x, gn = 1,

i zadovoqavaju slede}e tro~lane rekurentne relacije

AC
n+1/2(x) = (2 cos x− α(1)

n )AC
n−1/2(x)− α(2)

n AC
n−3/2(x),

AS
n+1/2(x) = (2 cos x− δ(1)n )AS

n−1/2(x)− δ(2)n AS
n−3/2(x),

gde su koeficijenti α
(j)
n , δ

(j)
n , n ≥ 1, j = 1, 2, re{ewa slede}ih jedna~ina

JC
n−1,n−j = α(j)

n ICn−j, JS
n−1,n−j = δ(j)n ISn−j,

i α
(2)
1 = δ

(2)
1 = 0.
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2.2. ORTOGONALNI TRIGONOMETRIJSKI POLINOMI CELOBROJNOG STEPENA

2.2 Ortogonalni trigonometrijski polinomi celo-

brojnog stepena

Ortogonalnost kao i osobine koje va`e za ortogonalne trigonometrijske
polinome polu�celobrojnog stepena, date u poglavqu 2.1, u analognom obli-
ku va`e i za ortogonalne trigonometrijske polinome celobrojnog stepena.
Ve}ina osobina ortogonalnih trigonometrijskih polinoma celobrojnog ste-
pena se mogu na}i u radovima [5], [6], kao i [62], [64].

Sa T̃n }emo ozna~avati Tn\L{cosnx} ili Tn\L{sinnx}, gde je sa L ozna~en

lineal, tj.L{x} = {ax : a ∈ R}. O~igledno je dimenzija prostora T̃n jednaka 2n.

Trigonometrijski polinom (2.2) se mo`e predstaviti u obliku

(2.9) An(x) = A

2n−1∏
k=0

sin
x− xk

2
(A konstanta razli~ita od 0)

gde su x0, x1, . . . , x2n−1 nule trigonometrijske funkcije (2.2), koje le`e u traci
−π ≤ Rex < π (videti [5], [31]). O~igledno, va`i da je (2.9) trigonometrijski
polinom stepena n. Za nule trigonometrijskog polinoma va`i slede}a teorema
(videti [5], [6]).

Teorema 2.4. Trigonometrijski polinom stepena n ima na traci−π ≤ Re z < π
ta~no 2n nula, broje}i i wihove vi{estrukosti. [tavi{e, kompleksne nule se

javqaju u konjugovanim parovima.

Napomena 2.2. Primetimo da, na osnovu prethodne teoreme, trigonometrijski

polinom stepena n ne mo`e imati neparan broj promena znaka na intervalu

[−π, π). Tako|e, isto va`i za bilo koji interval du`ine 2π oblika [L,L+ 2π),
L ∈ R.

Svaki trigonometrijski polinom (2.2) stepena n mo`e biti predstavqen
kori{}ewem algebarskog polinoma stepena 2n u obliku t(x) = e−inxq(eix), gde je
q(s), s = eix, algebarski polinom stepena 2n (videti [41, str. 19�20]). Polinom
q(s) je samo�inverzan (videti [68] i [41, str. 16]), tj. q(s) = s2nq(1/s).

U slede}oj lemi je data reprezentacija trigonometrijskog polinoma stepena
n+m preko datog trigonometrijskog polinoma stepena n.

Lema 2.4. Za dati trigonometrijski polinom stepena n

An(x) = c0 +
n∑

k=1

(ck cos kx+ dk sin kx) , cn + idn ̸= 0,
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2.2. ORTOGONALNI TRIGONOMETRIJSKI POLINOMI CELOBROJNOG STEPENA

svaki trigonometrijski polinom Bn+m ∈ Tn+m, oblika

Bn+m(x) = a0 +
n+m∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

se mo`e na jedinstven na~in predstaviti u obliku

(2.10) Bn+m(x) = An(x)Sm(x) + T̃n(x),

gde su

Sm(x) = γ0 +
m∑

ν=1

(γν cos νx+ δν sin νx) ,

T̃n(x) = u0 +
n−1∑
k=1

(uk cos kx+ vk sin kx) + un cosnx,

Sm ∈ Tm i T̃n(x) ∈ T̃n(x) tra`eni polinomi.

Dokaz. Upore|ivawem koeficijenata uz cos ℓx i sin ℓx, ℓ = n+1, . . . , n+m sa obe
strane jednakosti (2.10) dobijamo sistem jedna~ina za odre|ivawe nepoznatih
koeficijenata γν , δν , ν = 1, 2, . . . ,m:

1

2

n∑
k=ℓ−m

(ckγℓ−k − dkδℓ−k) = aℓ(2.11)

1

2

n∑
k=ℓ−m

(ckδℓ−k + dkγℓ−k) = bℓ

za ℓ = n+ 1, n+ 2, . . . , n+m. Ako ovaj sistem zapi{emo u obliku

n∑
k=ℓ−m

(ck + idk)(γℓ−k + iδℓ−k) = 2(aℓ + ibℓ), ℓ = n+ 1, . . . , n+m,

zakqu~ujemo da je determinanta sistema (cn + idn)
m ̸= 0. Zato su γν i δν ,

ν = 1, 2, . . . ,m, jedinstvena re{ewa sistema (2.11). Daqe, iz jedna~ine

γ0dn +
1

2

n−1∑
k=n−m

(ckδn−k + dkγn−k) = bn

koja je dobijena upore|ivawe slobodnih ~lanova sa obe strane jednakosti (2.10),
nalazimo jedinstveno re{ewe za γ0. Na kraju, upore|ivawe koeficijenata uz
cos ℓx i sin ℓx, ℓ = 1, 2, . . . , n, sa obe strane jednakosti (2.10), dobijamo sistem
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jedna~ina

c0γ0 +
1

2

m∑
k=1

(ckγk + dkδk) + u0 = a0

c0γ1 +
1

2

m+1∑
k=2

(ckγk−1 + dkδk−1) + c1γ0 +
1

2

m−1∑
k=1

(ckγk+1 + dkδk+1) + u1 = a1

c0δ1 +
1

2

m+1∑
k=2

(dkγk−1 − ckδk−1) + d1γ0 +
1

2

m−1∑
k=1

(ckδk+1 − dkγk+1) + v1 = b1

c0γℓ +
1

2

j∑
k=ℓ+1

(ckγk−ℓ + dkδk−ℓ) + cℓγ0 +
1

2

m−ℓ∑
k=1

(ckγk+ℓ + dkδk+ℓ)+

+
1

2

ℓ−1∑
k=1

(ckγℓ−k − dkδℓ−k) + uℓ = aℓ

c0δℓ +
1

2

j∑
k=ℓ+1

(dkγk−ℓ − ckδk−ℓ) + dℓγ0 +
1

2

m−ℓ∑
k=1

(ckδk+ℓ − dkγk+ℓ)+

+
1

2

ℓ−1∑
k=1

(ckδℓ−k + dkγℓ−k) + vℓ = bℓ

ℓ = 2, 3, . . . ,m− 1, j = min{n, ℓ+m}

c0γm +
1

2

2m∑
k=m+1

(ckγk−m + dkδk−m) + cmγ0 +
1

2

m−1∑
k=1

(ckγm−k − dkδm−k) + um = am

c0δm +
1

2

2m∑
k=m+1

(dkγk−m − ckδk−m) + dmγ0 +
1

2

m−1∑
k=1

(ckδm−k + dkγm−k) + vm = bm

1

2

j∑
k=ℓ+1

(ckγk−ℓ + dkδk−ℓ) + cℓγ0 +
1

2

ℓ−1∑
k=ℓ−m

(ckγℓ−k − dkδℓ−k) + uℓ = aℓ

1

2

j∑
k=ℓ+1

(dkγk−ℓ − ckδk−ℓ) + dℓγ0 +
1

2

ℓ−1∑
k=ℓ−m

(ckδℓ−k + dkγℓ−k) + vℓ = bℓ

ℓ = m+ 1,m+ 2, . . . , n− 1, j = min{n, ℓ+m}

cnγ0 +
1

2

n−1∑
k=n−m

(ckγn−k − dkδn−k) + un = an,

iz koga se dobijaju jedinstvena re{ewa za u0, uk i vk, k = 1, 2, . . . , n−1, i un.

Slede}om definicijom uvodimo pojam ortogonalnih trigonometrijskih
polinoma celobrojnog stepena. Analogno slu~aju ortogonalnih trigonome-
trijskih polinoma polu�celobrojnog stepena, mo`e se umesto intervala [0, 2π)
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posmatrati bilo koji interval oblika [L,L+2π), L ∈ R. Mi }emo posmatrati
interval oblika [−π, π). Skalarni proizvod funkcija f i g uvodimo sa

(2.12) (f, g) =

∫ π

−π

f(x)g(x)w(x) dx, f, g ∈ T,

gde je w(x) te`inska funkcija na intervalu [−π, π).
Definicija 2.2. Za trigonometrijske polinome {An}, An ∈ Tn, ka`emo da

su ortogonalni trigonometrijski polinomi celobrojnog stepena u odnosu na

te`insku funkciju w na intervalu [−π, π) ako i samo ako je (An, Ak) = 0 za sve
0 ≤ k < n, n ∈ N, gde je skalarni proizvod dat sa (2.12).

Na osnovu definicije 2.2 zakqu~ujemo da je An ortogonalni trigonometri-
jski polinom stepena n, ako je

(2.13)

∫ π

−π

An(x)Ak(x)w(x) dx = 0, 0 ≤ k < n,

tj. ako je ortogonalan sa svakom elementu prostora Tn−1. Po{to je dimenzija
prostora Tn−1 jednaka 2n − 1, a trigonometrijski polinom An ima 2n + 1
nepoznatih koeficijenata, postavqa se pitawe pod kojim uslovima je polinom
An jedinstveno odre|en.

Teorema 2.5. Trigonometrijski polinom stepena n

(2.14) An(x) = c0 +
n∑

k=1

(ck cos kx+ dk sin kx) ,

koji je ortogonalan na intervalu [−π, π) na svimtrigonometrijskim polinomima
stepena iz Tn−1 u odnosu na te`insku funkciju w, jedinstveno je odre|en ako su
unapred zadati vode}i koeficijenti cn i dn.

Dokaz. Uslovi ortogonalnosti trigonometrijskog polinoma An mogu biti
zapisani u obliku∫ π

−π

An(x) cos νxw(x) dx = 0, ν = 0, 1, . . . , n− 1,∫ π

−π

An(x) sin νxw(x) dx = 0, ν = 1, 2, . . . , n− 1.

Kada zamenimo trigonometrijski polinom An(x), dat sa (2.14), u prethodne
uslove i uvedemo oznake:∫ π

−π

cos νx cos kxw(x) dx = αk,ν , k, ν = 0, 1, . . . , n,∫ π

−π

cos νx sin kxw(x) dx = βk,ν , ν = 0, 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . , n,∫ π

−π

sin νx sin kxw(x) dx = γk,ν , k, ν = 1, 2, . . . , n,
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dobijamo slede}i sistem jedna~ina za odre|ivawe nepoznatih koeficijenata
ck, k = 0, 1, . . . , n− 1, i dk, k = 1, 2, . . . , n− 1:

c0α0,ν +
n−1∑
k=1

(ckαk,ν + dkβk,ν) = −cnαn,ν − dnβn,ν , ν = 0, 1, . . . , n− 1,

c0βν,0 +
n−1∑
k=1

(ckβν,k + dkγν,k) = −cnβν,n − dnγν,n, ν = 1, 2, . . . , n− 1.

(2.15)

Determinanta sistema je

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α0,0 α1,0 β1,0 α2,0 β2,0 · · · αn−1,0 βn−1,0

α0,1 α1,1 β1,1 α2,1 β2,1 · · · αn−1,1 βn−1,1

β1,0 β1,1 γ1,1 β1,2 γ1,2 · · · β1,n−1 γ1,n−1

α0,2 α1,2 β1,2 α2,2 β2,2 · · · αn−1,2 βn−1,2

β2,0 β2,1 γ2,1 β2,2 γ2,2 · · · β2,n−1 γ2,n−1
...

...
...

...
...

. . .
...

...
α0,n−1 α1,n−1 β1,n−1 α2,n−1 β2,n−1 · · · αn−1,n−1 βn−1,n−1

βn−1,0 βn−1,1 γn−1,1 βn−1,2 γn−1,2 · · · βn−1,n−1 γn−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Po{to je αk,ν = αν,k, k, ν = 0, 1, . . . , n − 1, i γk,ν = γν,k, k, ν = 1, 2, . . . , n − 1,
determinanta ∆ je simetri~na. Posmatrajmo sada slede}u kvadratnu formu
promenqivih ξ0, ξ1, η1, ξ2, η2, . . . , ξn−1, ηn−1:

F =
n−1∑
ν=0

n−1∑
k=0

αk,νξkξν + 2
n−1∑
ν=0

n−1∑
k=1

βk,νξνηk +
n−1∑
ν=1

n−1∑
k=1

γk,νηkην

=

∫ π

−π

w(x)

[
n−1∑
ν=0

ξν cos νx

]
·

[
n−1∑
k=0

ξk cos kx

]
dx+

+ 2

∫ π

−π

w(x)

[
n−1∑
ν=0

ξν cos νx

]
·

[
n−1∑
k=1

ηk sin kx

]
dx+

+

∫ π

−π

w(x)

[
n−1∑
ν=1

ην sin νx

]
·

[
n−1∑
k=1

ηk sin kx

]
dx

=

∫ π

−π

w(x)

[
n−1∑
ν=0

ξν cos νx

]2
dx+

+ 2

∫ π

−π

w(x)

[
n−1∑
ν=0

ξν cos νx

]
·

[
n−1∑
k=1

ηk sin kx

]
dx+

+

∫ π

−π

w(x)

[
n−1∑
k=1

ηk sin kx

]2
dx

=

∫ π

−π

w(x)

[
n−1∑
ν=0

ξν cos νx+
n−1∑
k=1

ηk sin kx

]2
dx > 0.
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Kvadratna forma F je pozitivna i wena determinanta je jednaka∆, pa je∆ > 0
i sistem (2.15) ima jedinstveno re{ewe po promenqivim ck, k = 0, 1, . . . , n− 1,
i dk, k = 1, 2, . . . , n− 1.

Specijalno, ako vode}e koeficijente izaberemo tako da je cn = 1 i dn = 0,
odnosno cn = 0 i dn = 1, dobijamo

AC
n (x) = cosnx+

n−1∑
ν=1

(
c(n)ν cos νx+ d(n)ν sin νx

)
+ c

(n)
0 ,(2.16)

AS
n(x) = sinnx+

n−1∑
ν=0

(
f (n)
ν cos νx+ g(n)ν sin νx

)
+ f

(n)
0 ,(2.17)

respektivno.

Teorema 2.6. Ortogonalni trigonometrijski polinom celobrojnog stepena An u

odnosu na skalarni proizvod (2.12) ima u intervalu [−π, π) ta~no 2n razli~itih
prostih nula.

Dokaz. Primetimo najpre da An(x) ima bar jednu nulu na intervalu [−π, π), jer
ako to ne bi va`ilo, tada, za n ∈ N uslov ortogonalnosti∫ π

−π

An(x) cos
x

2
w(x) dx = 0

ne bi bio ispuwen, jer integrand ne mewa znak na [−π, π). Tako|e,An ima paran
broj promena znaka na [−π, π) (videti napomenu 2.2).

Pretpostavimo da An ima 2m, m < n, promena znaka na [−π, π). Ozna~imo
te nule sa y1, y2, . . . , y2m i defini{imo

t(x) =
2m∏
k=1

sin
x− yk

2
.

Kako je t ∈ Tm,m < n, zbog uslova ortogonalnosti va`ilo bi∫ π

−π

An(x)t(x)w(x) dx = 0,

{to je nemogu}e jer integrand ne mewa znak na [−π, π). Stoga, trigonometrijski
polinom An ima ta~no 2n razli~itih prostih nula.
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2.2.1 Rekurentne relacije

Svojstvo trigonometrijskih polinoma polu�celobrojnog stepena, ortogo-
nalnih u odnosu na skalarni proizvod (2.6), da zadovoqavaju peto~lane reku-
rentne relacije (videti odeqak 2.1.1) se mo`e analogno dokazati i za trigono-
metrijske polinome celobrojnog stepena.

Za ν, µ ∈ N0 uvedimo oznake

ICν = (AC
ν , A

C
ν ), JC

ν,µ = (2 cos xAC
ν , A

C
µ ),

ISν = (AS
ν , A

S
ν ), JS

ν,µ = (2 cos xAS
ν , A

S
µ),

Iν = (AC
ν , A

S
ν ), Jν,µ = (2 cos xAC

ν , A
S
µ).

Napomenimo da smo iste oznake uveli i u slu~aju trigonometrijskih poli-
noma polu�celobrojnog stepena, ali sa obzirom na to da }emo oznake koristiti
u okviru poglavqa i da }e uvek biti nagla{en polu�celobrojni stepen, ne}e
do}i do zabune.

Teorema 2.7. Trigonometrijski polinomi celobrojnog stepena AC
k (x) i AS

k (x),
k ≥ 1, ortogonalni u odnosu na skalarni proizvod (2.12), zadovoqavaju slede}e
peto~lane rekurentne relacije:

AC
k (x) = (2 cosx− α

(1)
k )AC

k−1(x)− β
(1)
k AS

k−1(x)(2.18)

− α
(2)
k AC

k−2(x)− β
(2)
k AS

k−2(x),

AS
k (x) = (2 cosx− δ

(1)
k )AS

k−1(x)− γ
(1)
k AC

k−1(x)(2.19)

− δ
(2)
k AS

k−2(x)− γ
(2)
k AC

k−2(x),

gde su koeficijenti α
(j)
k , β

(j)
k , γ

(j)
k , δ

(j)
k , k ≥ 1, j = 1, 2, re{ewa slede}ih sistema

linearnih jedna~ina

JC
k−1,k−j = α

(j)
k ICk−j + β

(j)
k Ik−j, Jk−1,k−j = α

(j)
k Ik−j + β

(j)
k ISk−j,

Jk−j,k−1 = γ
(j)
k ICk−j + δ

(j)
k Ik−j, JS

k−1,k−j = γ
(j)
k Ik−j + δ

(j)
k ISk−j,

i α
(2)
1 = β

(2)
1 = γ

(2)
1 = δ

(2)
1 = 0.

Dokaz. Kako su trigonometrijski polinomicelobrojnog stepenaAC
ν (x)iA

S
ν (x),

ν = 0, 1, . . . , k, linearno nezavisni, izraz 2 cos xAC
k−1(x) mo`emo predstaviti u

slede}em obliku

2 cos xAC
k−1(x) = AC

k (x) +
k−1∑
ν=0

(
α
(k−ν)
k AC

ν (x) + β
(k−ν)
k AS

ν (x)
)
.
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Ako sada obe strane prethodne jednakosti pomno`imo redom sa w(x)AC
ν (x) i

w(x)AS
ν (x) za ν = 0, 1, . . . , k−3, i integralimo na [−π, π), zbog ortogonalnosti

dobijamo slede}e homogene sisteme linearnih jedna~ina

α
(k−ν)
k ICν + β

(k−ν)
k Iν = 0, α

(k−ν)
k Iν + β

(k−ν)
k ISν = 0,

sa nepoznatim koeficijentima α
(k−ν)
k , β

(k−ν)
k , ν = 0, 1, . . . , k − 3. Determinante

prethodnih sistema su

Dν =

(∫ π

−π

(
AC

ν (x)
)2
w(x) dx

)(∫ π

−π

(
AS

ν (x)
)2
w(x) dx

)
−
(∫ π

−π

AC
ν (x)A

S
ν (x)w(x) dx

)2

, ν = 0, 1, . . . , k − 3.

Da bi pokazali da je Dν ̸= 0, ν = 0, 1, . . . , k − 3, iskoristi}emo integralnu
nejednakost Ko{i�[varc1�Buwakovskog2 (videti [45, str. 45]):(∫ b

a

f(x)g(x) dx

)2

≤
(∫ b

a

f 2(x) dx

)(∫ b

a

g2(x) dx

)
, f, g ∈ L2[a, b],

u kojoj va`i znak jednakosti ako i samo ako su funkcije f i g linearno zavisne.

Sa obzirom na to da su trigonometrijski polinomi celobrojnog stepena
AC

ν (x) i A
S
ν (x) linearno nezavisni, zakqu~ujemo da je Dν ̸= 0, ν = 0, 1, . . . , k −

3, pa prethodni homogeni sistemi imaju samo trivijalna re{ewa α
(k−ν)
k =

β
(k−ν)
k = 0, ν = 0, 1, . . . , k − 3. Prema tome, prethodna rekurentna relacija
redukuje se na peto~lanu rekurentnu relaciju

2 cos xAC
k−1(x) = AC

k (x) + α
(1)
k AC

k−1(x) + β
(1)
k AS

k−1(x)

+ α
(2)
k AC

k−2(x) + β
(2)
k AS

k−2(x),

tj. dobijamo rekurentnu relaciju (2.18).

Ako obe strane prethodne rekurentne relacije pomno`imo sa w(x)AC
k−j(x)

i w(x)AS
k−j(x), j = 1, 2, i integralimo na [−π, π), dobi}emo slede}e sisteme

linearnih jedna~ina:

JC
k−1,k−j = α

(j)
k ICk−j + β

(j)
k Ik−j, Jk−1,k−j = α

(j)
k Ik−j + β

(j)
k ISk−j, j = 1, 2,

sa nepoznatim koeficijentima α
(j)
k , β

(j)
k , j = 1, 2. Koriste}i opet iste argu-

mente mo`e se pokazati da dobijeni sistemi tako|e imaju jedinstvena re{ewa.

Analogno se dobija rekurentna relacija (2.19) za AS
k (x).

1 Karl Hermann Amandus Schwarz (1843�1921), nema~ki matemati~ar
2 Viktor Yakovych Bunyakovsky (1804�1889), ukrajinski matemati~ar
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2.2. ORTOGONALNI TRIGONOMETRIJSKI POLINOMI CELOBROJNOG STEPENA

2.2.2 Parne te`inske funkcije

Posmatra}emo posebno slu~aj kada je te`inska funkcija w(x) parna na
(−π, π).

Lema 2.5. Ako je te`inska funkcija w(x) parna na (−π, π), tada u (2.18) i (2.19)
va`i β

(j)
k = 0, γ

(j)
k = 0, j = 1, 2, k ∈ N, i za koeficijente u (2.16) i (2.17) va`i

da je d
(n)
ν = 0, ν = 1, 2, . . . , n− 1, i f

(n)
k = 0, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Dokaz. Ako primenimo Gram3�[mitov4 postupak ortogonalizacije na bazu
prostora Tn, tj. na

{cos 0x, cosx, sinx, . . . , cosnx, sinnx},

u odnosu na skalarni proizvod (2.12), za k ∈ N0, ν ∈ N, imamo∫ π

−π

cos kx sin νxw(x) dx = 0,

pa zakqu~ujemo da se dobijeni sistem ortogonalnih funkcija mo`e predstaviti
pomo}u dva niza funkcija φk, k ∈ N0, koje zavise samo od kosinusnih funkcija,
i ψν , ν ∈ N, koje zavise samo od sinusnih funkcija. Dobijeni sistem funkcija,
po{to je jedinstven, mora biti jednak ortogonalnim trigonometrijskim poli-
nomima AC

ν , ν ∈ N0, i A
S
ν , ν ∈ N, tj. AC

ν , ν ∈ N0, zavisi samo od kosinusnih

funkcija, pa je d
(ν)
k = 0, k = 1, 2, . . . , n− 1, ν ∈ {0, 1, . . . , n}, a AS

ν , ν ∈ N, zavisi

samo od sinusnih funkcija, pa je f
(ν)
k = 0, k = 0, 1, . . . , n − 1, ν ∈ {1, 2, . . . , n}.

Zato se sistem od dve peto~lane rekurentne relacije pretvara u dve nezavisne

tro~lane rekurentne relacije, tj. β
(j)
k = 0, γ

(j)
k = 0, j = 1, 2, k ∈ N.

Na osnovu prethodne leme zakqu~ujemo da kada je te`inska funckija w(x)
parna na (−π, π), trigonometrijski polinomi celobrojnog stepena (2.16) i
(2.17) svode se na:

(2.20) AC
n (x) =

n∑
ν=0

c(n)ν cos νx, c(n)n = 1,

AS
n(x) =

n∑
ν=1

g(n)ν sin νx, g(n)n = 1,

i zadovoqavaju slede}e tro~lane rekurentne relacije

AC
n (x) = (2 cosx− α(1)

n )AC
n−1(x)− α(2)

n AC
n−2(x),

3 Jorgen Pedersen Gram (1850�1916), danski matemati~ar
4 Erhard Schmidt (1876�1959), nema~ki matemati~ar
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2.2. ORTOGONALNI TRIGONOMETRIJSKI POLINOMI CELOBROJNOG STEPENA

AS
n(x) = (2 cosx− δ(1)n )AS

n−1(x)− δ(2)n AS
n−2(x),

gde su koeficijenti α
(j)
n , δ

(j)
n , n ≥ 1, j = 1, 2, re{ewa slede}ih jedna~ina

JC
n−1,n−j = α(j)

n ICn−j, JS
n−1,n−j = δ(j)n ISn−j,

i α
(2)
1 = δ

(2)
1 = 0.
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Glava 3

Kvadraturne formule Gausovog tipa

za trigonometrijske polinome

Detaqnije o poznatoj Gausovoj kvadraturnoj formuli sa maksimalnim al-
gebarskim stepenom ta~nosti smo pisali u glavi 1. Tako|e smo pomenuli
jedan primer uop{tewa tih kvadraturnih formula na kvadraturne formule
sa maksimalnim trigonometrijskim stepenom ta~nosti. Kvadraturne for-
mule Gausovog tipa za trigonometrijske polinome su veoma va`ne zbog wihove
primene u ~istoj i primewenoj matematici, kao i u drugim naukama. Takve
kvadraturne formule su izu~avane u mnogim radovima, na primer, [70], [47],
[48], [49], [5], [6], [26], [36], [40], [38], [52]. Razli~iti metodi za konstrukciju
ovih kvadraturnih formula su upore|eni u [40].

Saw(x)ozna~i}emonenegativnuiintegrabilnu te`inskufunkciju nainte-
rvalu [−π, π), koja ima vrednost nula samo na skupu mere nula.

Definicija 3.1. Kvadraturna formula

(3.1)

∫ π

−π

f(x)w(x) dx =
n∑

ν=0

wνf(xν) +Rn(f),

gde je −π ≤ x0 < x1 < · · · < xn < π, ima trigonometrijski stepen ta~nosti d
ako za sve trigonometrijske polinome t ∈ Td va`i Rn(t) = 0 i postoji trigo-
nometrijski polinom g ∈ Td+1 takav da je Rn(g) ̸= 0.

Napomena 3.1. Turecki je u radu [70] posmatrao interval [0, 2π) umesto inter-
vala [−π, π), ali kako je dokazano u [40], pomenuta kvadraturna formula mo`e

biti razmatrana na bilo kom intervalu oblika [L, 2π+L), L ∈ R (dokaz se svodi
na kori{}ewe odgovaraju}e osobine ortogonalnih trigonometrijskih polinoma

date lemom 2.3). Zato }emo u nastavku posmatrati kvadraturne formule na
intervalu [−π, π), kao specijalan slu~aj intervala oblika [L, 2π +L), L ∈ R, za

L = −π, ili na intervalu [0, 2π).
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3.1. KVADRATURNE FORMULE SA NEPARNIM BROJEM ^VOROVA

Maksimalan trigonometrijski stepen ta~nosti kvadraturnih formula ob-
lika (3.1) sa n + 1 ~vorom je n. Takve kvadraturne formule su poznate kao
kvadraturne formule Gausovog tipa za trigonometrijske polinome. Po{to
je dimenzija prostora Tn jednaka 2n + 1, iz uslova maksimalne ta~nosti kva-
draturne formule (3.1) dobijamo nelinearan sistem od 2n + 1 jedna~ina za
odre|ivawe 2n + 2 nepoznate x0, x1, . . . , xn, w0, w1, . . . , wn. Zato, postupaju}i
kao u slu~aju kvadraturnih formula sa maksimalnim algebarskim stepenom
ta~nosti (videti poglavqe 1.1), umesto direktnog re{avawa dobijenog sistema,
analiziraju se osobine trigonometrijskog polinoma ~ije su nule ~vorovi xν ,
ν = 0, 1, . . . , n, kvadraturne formule (3.1). Zbog ovog metoda moramo posebno
razmatrati kvadraturne formule sa parnim odnosno neparnim brojem ~vorova.
Konstrukcija kvadraturnih formula za oba slu~aja je sli~na, sa razlikom {to
se koriste ortogonalni trigonometrijski polinomi polu�celobrojnog i celo-
brojnog stepena, u slu~aju neparnog, odnosno parnog broja ~vorova, respek-
tivno. Kratak pregled najva`nijih rezultata, kao i reference sa detaqnijom
analizom kvadraturnih formula (sa neparnim i parnim brojem ~vorova) za
trigonometrijske polinome, dat je u slede}a dva poglavqa.

3.1 Kvadraturne formule sa neparnim brojem ~vorova

Posmatra}emo kvadraturne formule sa neparnim brojem ~vorova, odnosno
kvadraturne formule sa maksimalnim parnim trigonometrijskim stepenom
te~nosti. Postoji nekoliko razli~itih metoda za konstrukciju takvih kva-
draturnih formula (videti [40] i tamo date reference), ali metod predstavqen
u [70] je simulacija razvoja Gausovih kvadraturnih formula za algebarske poli-
nome.

Interpolaciona kvadraturna formula za trigonometrijske polinome (3.1)
je u ovom slu~aju oblika

(3.2)

∫ 2π

0

f(x)w(x) dx =
2n∑
ν=0

wνf(xν) +Rn(f),

gde je 0 ≤ x0 < x1 < · · · < x2n < 2π i

(3.3) wν =

∫ 2π

0

ℓν(x)w(x) dx, ℓν(x) =
2n∏
j=0
j ̸=ν

sin
(x−xj

2

)
sin
(xν−xj

2

) , ν = 0, 1, . . . , 2n.

Maksimalan trigonometrijski stepen ta~nosti kvadraturne formule (3.2) je
2n. Poznato je (videti [70], [40]) da je (3.2) kvadraturna formula Gausovog
tipa za trigonometrijske polinome, tj. ta~na za sve trigonometrijske poli-
nome stepena 2n, ako i samo ako su ~vorovi xν , ν = 0, 1, . . . , 2n, nule orto-
gonalnog trigonometrijskog polinoma polu�celobrojnog stepena n + 1/2 u
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3.1. KVADRATURNE FORMULE SA NEPARNIM BROJEM ^VOROVA

odnosu na te`insku funkciju w na [0, 2π). Detaqna analiza takvih Gausovih
kvadraturnih formula kao i numeri~ki metodi za konstrukciju se mogu na}i u
[70], [40], [8].

Za neke te`inske funkcije, dobijene su i eksplicitne formule za ~vorove
i te`inske koeficijente kvadraturne formule (3.2) (videti [70, §3]). Speci-
jalno (videti [70, Example 1.]), ako je te`inska funkcija w(x) = 1, tada
je kvadraturna formula (3.2) sa maksimalnim trigonometrijskim stepenom
ta~nosti data sa∫ 2π

0

f(x)w(x) dx =
2n∑
ν=0

2π

2n+ 1
f

(
(2k + 1)π

2n+ 1

)
+Rn(f),

gde je Rn(f) = 0 za f ∈ T2n.

3.1.1 Parne te`inske funkcije

Posmatra}emo kvadraturne formule Gausovog tipa (3.2) pri ~emu je inter-
val integracije [−π, π) i te`inska funkcija w(x) parna na intervalu (−π, π),
tj. w(−x) = w(x), x ∈ (−π, π), odnosno kvadraturne formule oblika

(3.4)

∫ π

−π

f(x)w(x) dx =
2n∑
ν=0

wνf(xν) +Rn(f),

gde je −π ≤ x0 < x1 < · · · < x2n < π i

(3.5) wν =

∫ π

−π

ℓν(x)w(x) dx, ℓν(x) =
2n∏
j=0
j ̸=ν

sin
(x−xj

2

)
sin
(xν−xj

2

) , ν = 0, 1, . . . , 2n.

Veza izme|u kvadraturne formule (3.4) i odre|ene Gausove kvadraturne for-
mule za algebarske polinome je razmatrana u radu [40], gde su dokazane i slede}e
dve leme. Osnovnerezultate oGausovimkvadraturnimformulama za algebarske
polinome ~itaoci mogu na}i u glavi 1.

Lema 3.1. Neka je w parna te`inska funkcija na intervalu (−π, π). Neka su

τν , σν , ν = 1, 2, . . . , n, ~vorovi i te`inski koeficijenti Gausove kvadraturne

formule za algebarske polinome sa n ta~aka u odnosu na te`insku funkciju

(3.6) w̃1(x) = w(arccosx)

√
1 + x

1− x
, x ∈ (−1, 1).
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3.1. KVADRATURNE FORMULE SA NEPARNIM BROJEM ^VOROVA

Tada za kvadraturnu formulu Gausovog tipa za trigonometrijske polinome (3.4)
u odnosu na te`insku funkciju w na (−π, π), imamo

w2n−ν−1 = wν =
σν+1

1 + τν+1

, ν = 0, 1, . . . , n− 1,(3.7)

w2n =

∫ π

−π

w(x) dx−
2n−1∑
ν=0

wν ,

x2n−ν−1 = −xν = arccos τν+1, ν = 0, 1, . . . , n− 1, x2n = π.(3.8)

Lema 3.2. Neka je w parna te`inska funkcija na intervalu (−π, π). Neka su

τν , σν , ν = 1, 2, . . . , n, ~vorovi i te`inski koeficijenti Gausove kvadraturne

formule za algebarske polinome sa n ta~aka u odnosu na te`insku funkciju

(3.9) w̃2(x) = w(arccosx)

√
1− x

1 + x
, x ∈ (−1, 1),

Tada za kvadraturnu formulu Gausovog tipa za trigonometrijske polinome (3.4)
u odnosu na te`insku funkciju w na (−π, π), imamo

w2n−ν = wν =
σν+1

1− τν+1

, ν = 0, 1, . . . , n− 1, wn =

∫ π

−π

w(x) dx−
2n∑
ν=0
ν ̸=n

wν ,

(3.10) x2n−ν = −xν = arccos τν+1, ν = 0, 1, . . . , n− 1, xn = 0.

Za datu funkciju f uve{}emo slede}e funkcije:

f1(x) =
f(− arccosx) + f(arccos x)

1 + x
;(3.11)

f2(x) =
f(− arccosx) + f(arccos x)

1− x
.(3.12)

Sa R̃n(w̃; g) }emo ozna~iti ostatak Gausove kvadraturne formule u odnosu
na te`insku funkciju w̃ na intervalu (−1, 1) konstruisane za algebarske poli-
nome:

(3.13)

∫ 1

−1

g(x) w̃(x) dx =
n∑

ν=1

σνg(τν) + R̃n(w̃; g).

Detaqnije o ovim kvadraturnim formulama i ostatku R̃n(w̃; g) ~italac mo`e
na}i u poglavqima 1.1 i 1.2, kao i, u tamo datim referencama.

Sada }emo dati vezu ostatka Gausove kvadraturne formule za trigonometri-
jske polinome sa ostatkom odgovaraju}e Gausove kvadraturne formule za alge-
barske polinome (videti [64]).
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Lema 3.3. Ako je f(π) = 0, tada je ostatakRn(f) kvadraturne formule Gausovog
tipa (3.4) u odnosu na parnu te`insku funkciju w na (−π, π) jednak ostatku
R̃n(w̃1; f1) Gausove kvadraturne formule konstruisane za algebarske polinome,
gde su w̃1(x) i f1 dati sa (3.6) i (3.11), respektivno.

Dokaz. Elementarnim transformacijama i smenom x := arccos x u integralu na
levoj strani (3.4), dobijamo∫ π

−π

f(x)w(x) dx =

∫ 0

−π

f(x)w(x) dx+

∫ π

0

f(x)w(x) dx

=

∫ π

0

f(−x)w(x) dx+
∫ π

0

f(x)w(x) dx

=

∫ π

0

(f(−x) + f(x))w(x) dx

=

∫ 1

−1

(f(− arccos x) + f(arccosx))
w(arccos x)√

1− x2
dx

=

∫ 1

−1

f(− arccosx) + f(arccos x)

1 + x
w̃1(x) dx.

Primenom Gausove kvadraturne formule konstruisane za algebarske polinome
u odnosu na te`insku funkciju w̃1(x), x ∈ (−1, 1), dobijamo∫ 1

−1

f(− arccosx) + f(arccos x)

1 + x
w̃1(x) dx =

n∑
ν=1

σνf1(τν) + R̃n(w̃1; f1),

gde je f1 dato sa (3.11). Zamenom (3.8) i (3.7) u sumu na desnoj strani (3.4) i
kori{}ewem f(π) = 0 imamo

2n∑
ν=0

wνf(xν) =
n−1∑
ν=0

wνf(xν) +
n−1∑
ν=0

w2n−ν−1f(x2n−ν−1) + w2nf(x2n)

=
n−1∑
ν=0

σν+1

1 + τν+1

f(− arccos τν+1) +
n−1∑
ν=0

σν+1

1 + τν+1

f(arccos τν+1)

+ w2nf(π)

=
n−1∑
ν=0

σν+1
f(− arccos τν+1) + f(arccos τν+1)

1 + τν+1

=
n∑

ν=1

σνf1(τν).

Zna~i dobijamo da su ostaci, Rn(f) i R̃n(w̃1; f1), ove dve kvadraturne formule
jednaki.

Slede}a lema se mo`e dokazati na sli~an na~in.
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Lema 3.4. Ako je f(0) = 0, tada je ostatakRn(f) kvadraturne formule Gausovog
tipa (3.4) u odnosu na parnu te`insku funkciju w na (−π, π) jednak ostatku
R̃n(w̃2; f2) Gausove kvadraturne formule konstruisane za algebarske polinome,
gde su w̃2(x) i f2 dati sa (3.9) i (3.12), respektivno.

3.2 Kvadraturne formule sa parnim brojem ~vorova

Po{to je broj ~vorova paran kvadraturna formula (3.1) je u ovom slu~aju
data sa

(3.14)

∫ π

−π

f(x)w(x) dx =
2n−1∑
ν=0

wνf(xν) +Rn(f),

gde je −π ≤ x0 < x1 < · · · < x2n−1 < π.

Analogno postupku koji je koristio Turecki u [70], konstruisa}emo in-
terpolacione kvadraturne formule oblika (3.14), tj. kvadraturne formule
(3.14) koje su ta~ne za sve trigonometrijske polinome iz T̃n. Za konstruk-
ciju takvih kvadraturnih formula nam je potreban trigonometrijski inter-
polacioni polinom u Lagran`ovom obliku. U [5, Theorem 3.3.] dokazana je
teorema o egzistenciji i jedinstvenosti tra`enog interpolacionog polinoma.

Teorema 3.1. Neka su xν ∈ [−π, π), ν = 0, 1, . . . , 2n− 1, 2n razli~itih ~vorova i
yj , j = 0, 1, . . . , 2n− 1, realni brojevi i posmatrajmo interpolacioni problem

(3.15) T̃n(xj) = yj, j = 0, 1, . . . , 2n− 1.

Tada va`i:

1◦ ako je
∑2n−1

j=0 xj ̸= kπ za svako k ∈ Z, tada postoji jedinstveno re{ewe

interpolacionog problema (3.15) u prostoru Tn\L{cosnx} i Tn\L{sinnx};
2◦ ako je

∑2n−1
j=0 xj = kπ, gde je k neparan ceo broj, tada postoji jedinstveno

re{ewe interpolacionog problema (3.15) u prostoru Tn\L{cosnx};
3◦ ako je

∑2n−1
j=0 xj = kπ, gde je k paran ceo broj, tada postoji jedinstveno

re{ewe interpolacionog problema (3.15) u prostoru Tn\L{sinnx}.

U [5] je, tako|e, data reprezentacija interpolacionog polinoma Lagran`o-
vog tipa:

(3.16) T̃n(x) =
2n−1∑
ν=0

f(xν)s̃ν(x),
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gde je

s̃ν(x) =
1

2A′
n(xν) sin ηn

sin

(
x+ αν

2

)
An(x)

sin
(
x−xν

2

)
ili

s̃ν(x) =
1

2A′
n(xν) cos ηn

cos

(
x+ αν

2

)
An(x)

sin
(
x−xν

2

) ,
ako je T̃n prostor Tn\L{sinnx} odnosno Tn\L{cosnx}, respektivno,

ηn =
1

2

2n−1∑
ν=0

xν , αν =
2n−1∏
k=0
k ̸=ν

xk,

i

An(x) = A
2n−1∏
k=0

sin
x− xk

2
(A konstanta razli~ita od 0).

Ako obe strane jednakosti (3.16) pomno`imo sa w(x) i integralimo na
[−π, π), dobijamo da su te`ine u kvadraturnoj formuli (3.14) date sa

(3.17) wν =

∫ π

−π

s̃ν(x)w(x) dx, ν = 0, 1, . . . , 2n− 1.

Ako ~vorovi xν , ν = 0, 1, . . . , 2n − 1, nisu unapred fiksirani, mo`e se
pove}ati ta~nost kvadraturne formule (3.14), tako da ona bude ta~na za sve
trigonometrijske polinome t ∈ T2n−1.

Teorema 3.2. Kvadraturna formula oblika (3.14), u kojoj su te`inski koefici-

jenti wν , ν = 0, 1, . . . , 2n − 1, dati sa (3.17), je Gausova kvadraturna formula,
tj. ima trigonometrijski stepen ta~nosti 2n− 1, ako i samo ako su ~vorovi xν
(∈ [−π, π)), ν = 0, 1, . . . , 2n−1, nule ortogonalnog trigonometrijskog polinoma
celobrojnog stepena An(x) u odnosu na te`insku funkciju w(x) na [−π, π).

Dokaz. Pretpostavimo da je formula (3.14) ta~na za sve trigonometrijske poli-
nome iz prostora T2n−1. Neka je

t(x) = An(x)Qn−1(x),

gde je

An(x) = A

2n−1∏
ν=0

sin
x− xν

2

iQn−1 proizvoqan trigonometrijski polinom stepena ne vi{eg od n−1. Tada
t(x) ∈ T2n−1 pa va`i∫ π

−π

t(x)w(x) dx =

∫ π

−π

An(x)Qn−1(x)w(x) dx =
2n−1∑
ν=0

wνAn(xν)Qn−1(xν) = 0,
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tj. trigonometrijski polinom An(x) je ortogonalan na (−π, π) u odnosu na
te`insku funkciju w(x) na proizvoqnom trigonometrijskom polinomu Qn−1.

Obratno, neka su xν , ν = 0, 1, . . . , 2n−1, nule polinomaAn(x), na intervalu
[−π, π), koji je ortogonalan na svim trigonometrijskim polinomima stepena
ne vi{eg od n− 1 u odnosu na te`insku funkciju w(x) na intervalu (−π, π).

Primenom leme 2.4, specijalno kada jem = n−1, trigonometrijski polinom
t(x) ∈ T2n−1 mo`e biti predstavqen u obliku

t(x) = An(x)Qn−1(x) + P̃n(x), Qn−1 ∈ Tn−1, P̃n ∈ T̃n.

Sada dobijamo∫ π

−π

t(x)w(x) dx =

∫ π

−π

An(x)Qn−1(x)w(x) dx+

∫ π

−π

P̃n(x)w(x) dx

=
2n−1∑
ν=0

wνP̃n(xν) =
2n−1∑
ν=0

wνt(xν),

tj. kvadraturna formula (3.14) je ta~na za sve trigonometrijske polinome ste-
pena maweg ili jednakog od 2n− 1.

3.2.1 Parne te`inske funkcije

Posmatra}emo kvadraturne formule (3.14) Gausovog tipa kada je te`inska
funkcija w parna na intervalu na intervalu (−π, π).

Napomenimoda su u [5]~vorovixν , ν = 0, 1, . . . , 2n−1, nule bi�ortogonalnog
trigonometrijskog sistema (videti [5, Corollary 5.6.]), ali se u slu~aju parne
te`inske funkcije bi�ortogonalnost svodi na ortogonalnost datu definici-
jom 2.2.

Veze, analogne onim me|u kvadraturnim formulama Gausovog tipa (3.4) i
odre|enim Gausovim kvadraturnim formulama za algebarske polinome, do-
bijene su i za kvadraturne formule (3.14) (videti [64]). Prvo }emo navesti
potreban pomo}ni rezultat. Koristi}emo rekurentne relacije, osobine orto-
gonalnih trigonometrijskih polinoma, kao i oznake koje su date u poglavqu 2.2.

Lema 3.5. Za parnute`inskufunkcijuw(x), x ∈ (−π, π), i za svako 0 ≤ k ≤ n−1,
n ∈ N, va`i:∫ 1

−1

Cn(x)Ck(x)
w(arccosx)√

1− x2
dx = 0, Cn(x) =

n∑
ν=0

c(n)ν Tν(x)

i ∫ 1

−1

Sn(x)Sk(x)
√
1− x2w(arccosx) dx = 0, Sn(x) =

n∑
ν=0

g(n)ν Uν(x),
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gde su Tν i Uν , ν ∈ N0, ^ebi{evqevi polinomi prve i druge vrste, respektivno.

Polinomi Cn(x) i Sn(x), n ∈ N, zadovoqavaju slede}e tro~lane rekurentne

relacije:

Cn(x) = (2x− α(1)
n )Cn−1(x)− α(2)

n Cn−2(x), α
(2)
1 = 0, C0 = 1,(3.18)

Sn(x) = (2x− δ(1)n )Sn−1(x)− δ(2)n Sn−2(x), δ
(2)
1 = 0, S0 = 1.

Dokaz. Po{to je AC
n ∈ Tn ortogonalan na svim A

C
k , 0 ≤ k ≤ n− 1, u odnosu na

parnu te`insku funkciju w(x), zakqu~ujemo da je (na osnovu (2.13))∫ π

0

AC
n (x)A

C
k (x)w(x) dx = 0, n, k ∈ N, n > k.

Smenom x := arccos x, dobijamo

(3.19)

∫ 1

−1

AC
n (arccos x)A

C
k (arccosx)

w(arccos x)√
1− x2

dx = 0.

Po{to je cos(ν arccos x) = Tν(x), sledi da je

AC
n (arccos x) =

n∑
ν=0

c(n)ν Tν(x),

gde je AC
n dato sa (2.20). Sada, mewaju}i AC

n (arccos x) u (3.19) i ozna~avawem

Cn(x) =
∑n

ν=0 c
(n)
ν Tν(x) dobijamo prvo tvr|ewe.

Drugo tvr|ewe se mo`e dokazati na isti na~in kori{}ewem uslova ortogo-
nalnosti za AS

n i jednakosti sin(ν arccos x) =
√
1− x2Uν(x).

Odgovaraju}e rekurentne relacije se dobijaju zamenom x := arccosx u reku-
rentnim relacijama za AC

n i AS
n datih u odeqku 2.2.2.

Iz dokaza leme 3.5 se vidi da je

(3.20) AC
n (arccos x) = Cn(x),

gde algebarski polinom Cn zadovoqava tro~lanu rekurentnu relaciju (3.18).

Sada }e u slede}e dve leme biti date veze kvadraturneformule Gausovog tipa
(3.14) i odgovaraju}e Gausove kvadraturne formule za algebarske polinome.

Lema 3.6. Neka je w parna te`inska funkcija na intervalu (−π, π) i neka su
τν i σν , ν = 1, 2, . . . , n, ~vorovi i te`inski koeficijenti Gausove kvadraturne

formule sa n ta~aka za algebarske polinome u odnosu na te`insku funkciju

(3.21) w̃3(x) =
w(arccos x)√

1− x2
, x ∈ (−1, 1).

Tada za kvadraturnu formulu Gausovog tipa (3.14) u odnosu na te`insku fu-

nkciju w na (−π, π) va`i:

w2n−1−ν = wν = σν+1, ν = 0, 1, . . . , n− 1,(3.22)

x2n−1−ν = −xν = arccos τν+1, ν = 0, 1, . . . , n− 1.
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Dokaz. Smenom x := arccosx dobijamo da su nule trigonometrijskog polinoma
AC

n (x) date sa x2n−1−ν = −xν = arccos τν+1, ν = 0, . . . , n − 1. Te`inski koefi-
cijenti Gausove kvadraturne formule se mogu dobiti kori{}ewem [ohatove1

formule (videti [55], [35])

σν =
µ0

n−1∑
k=0

(
Cn(τν)∏k
j=2 α

(2)
j,0

)2 , ν = 1, 2, . . . , n,

gde je

µ0 =

∫ 1

−1

w(arccos x)√
1− x2

dx.

Primenom (3.20) dobijamo

σν =
µ0

n−1∑
k=0

(
AC

n (x2n−ν)∏k
j=2 α

(2)
j,0

)2 , ν = 1, 2, . . . , n.

Kako je w(x), x ∈ (−π, π), parna te`inska funkcija, te`inski koeficijenti wν

su dati sa

w2n−1−ν =
2µ0

2
n−1∑
k=0

(
AC

n (x2n−1−ν)∏k
j=2 α

(2)
j,0

)2 ,

za ν = 0, 1, . . . , n− 1, gde je∫ π

−π

w(x) dx = 2

∫ π

0

w(x) dx = 2

∫ 1

−1

w(arccosx)√
1− x2

dx = 2µ0.

Upore|uju}i formule za te`inske koeficijente dobijamo da je w2n−1−ν = σν+1,
ν = 0, 1, . . . , n − 1, i po{to je kvadraturna formula simetri~na sledi da je
wν = w2n−1−ν , ν = 0, 1, . . . , n− 1.

Primenom sli~nih argumenata mo`e se dokazati slede}a lema.

Lema 3.7. Neka je w parna te`inska funkcija na intervalu (−π, π) i neka su
τν i σν , ν = 1, 2, . . . , n, ~vorovi i te`inski koeficijenti Gausove kvadraturne

formule za algebarske polinome sa n ta~aka u odnosu na te`insku funkciju

(3.23) w̃4(x) = w(arccos x)
√
1− x2, x ∈ (−1, 1).

Tada za kvadraturnu formulu Gausovog tipa (3.14) u odnosu na te`insku fu-

nkciju w na (−π, π) va`i:

w2n−1−ν = wν =
σν+1

1− τ 2ν+1

, ν = 0, 1, . . . , n− 1,

x2n−1−ν = −xν = arccos τν+1, ν = 0, 1, . . . , n− 1.

1 James Alexander Shohat (1886�1944), ameri~ki matemati~ar
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Za datu funkciju f uvedimo slede}e funkcije:

f3(x) = f(− arccos x) + f(arccosx);(3.24)

f4(x) =
f(− arccosx) + f(arccos x)

1− x2
.(3.25)

U slede}e dve leme je data veza ostatka kvadraturne formule Gausovog tipa
(3.14) i ostatka R̃n(w̃; g) odgovaraju}e Gausove kvadraturne formule (3.13) kon-
struisane za algebarske polinome u odnosu na te`insku funkciju w̃ na inter-
valu (−1, 1).

Lema 3.8. Ostatak Rn(f) kvadraturne formule Gausovog tipa (3.14) u odnosu

na parnu te`insku funkciju w na (−π, π) je jednak ostatku R̃n(w̃3; f3) Gausove
kvadraturne formule konstruisane za algebarske polinome, gde su w̃3(x) i f3
dati sa (3.21) i (3.24), respektivno.

Dokaz. Elementarnim transformacijama i smenom x := arccos x u integralu na
levoj strani (3.14), dobijamo∫ π

−π

f(x)w(x) dx =

∫ 0

−π

f(x)w(x) dx+

∫ π

0

f(x)w(x) dx

=

∫ 1

−1

(f(− arccosx) + f(arccos x)) w̃3(x) dx.

Primenom Gausove kvadraturne formule konstruisane za algebarske polinome
u odnosu na te`insku funkciju w̃3(x), x ∈ (−1, 1), dobijamo∫ 1

−1

f3(x) w̃3(x) dx =
n∑

ν=1

σνf3(τν) + R̃n(w̃3; f3),

gde je f3 dato sa (3.24). Zamenom (3.22) u sumu na desnoj strani (3.14) dobijamo

2n−1∑
ν=0

wνf(xν) =
n−1∑
ν=0

wνf(xν) +
n−1∑
ν=0

w2n−1−νf(x2n−1−ν)

=
n∑

ν=1

σνf(− arccos τν) +
n∑

ν=1

σνf(arccos τν)

=
n∑

ν=1

σν(f(− arccos τν) + f(arccos τν))

=
n∑

ν=1

σνf3(τν).

Zakqu~ujemo da su ostaci Rn(f) i R̃n(w̃3; f3) jednaki.

Na sli~an na~in se mo`e dokazati i slede}a lema.
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Lema 3.9. Ostatak Rn(f) kvadraturne formule Gausovog tipa (3.14) u odnosu

na parnu te`insku funkciju w na (−π, π) je jednak ostatku R̃n(w̃4; f4) Gausove
kvadraturne formule konstruisane za algebarske polinome, gde su w̃4(x) i f4
dati sa (3.23) i (3.25), respektivno.
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Glava 4

Ocene ostataka kvadraturnih

formula Gausovog tipa za

trigonometrijske polinome

O ostatku Gausove kvadraturne formule za algebarske polinome je pisano u
poglavqu 1.2. Sada }emo posmatrati ostatak kvadraturnih formula Gausovog
tipa za trigonometrijske polinome.

Prve rezultate oko ocene ostatka kvadraturnih formula Gausovog tipa za
trigonometrijske polinome dao je [tenger1 u [67] i to samo u slu~aju te`inske
funkcije w(x) = 1. Mi smo u [61] i [63] za ocenu ostatka kvadraturnih for-
mula Gausovog tipa za trigonometrijske polinome koristili metod analogan
metodu [tengera iz [66] za ocenu ostataka Gausovih kvadraturnih formula
za algebarske polinome. Prednost na{eg metoda, koji je dat u poglavqu 4.1, je
{ira oblast primene, jer se mo`e osim zaw(x) = 1 primeniti i na kvadraturne
formule sa drugim te`inskim funkcijama.

Kori{}ewem veze izme|u kvadraturnih formula sa maksimalnim trigo-
nometrijskim stepenom ta~nosti i odgovaraju}ih kvadraturnih formula za
algebarske polinome, dobijene su ocene ostataka za kvadraturne formule sa
parnim te`inskim funkcijama u slu~aju maksimalnog parnog i neparnog tri-
gonometrijskog stepena ta~nosti za funkcije koje su analiti~ke na odre|enoj
oblasti kompleksne ravni. Sada je kori{}en metod dat u [18], [17]. Pregled
dobijenih rezultata je dat u poglavqu 4.2, a najva`niji rezultati se mogu na}i
radovima [62], [64].

1 Frank Stenger, University of Utah
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4.1 Metod [tengera

Posmatra}emo kvadraturne formule Gausovog tipa za trigonometrijske
polinome sa maksimalnim parnim stepenom ta~nosti, tj. sa neparnim brojem
~vorova oblika (3.2), ~iji su te`inski koeficijenti dati sa (3.3). Preciznije,
bi}e data ocena ostatka za kvadraturnu formulu (3.2) u specijalnom slu~aju
kada je w(x) = 1, tj. za Gausovu kvadraturnu formulu oblika

(4.1)

∫ 2π

0

f(x) dx =
2n∑
ν=0

2π

2n+ 1
f

(
(2k + 1)π

2n+ 1

)
+Rn(f),

kao i ocena ostatka za Gausove kvadraturne formule

(4.2)

∫ π

−π

f(x)w(x) dx =
2n∑
ν=0

wνf(xν) +Rn(f),

u odnosu na te`inske funkcije w(x) = 1− cos x i w(x) = 1+ cos x, x ∈ (−π, π),
i 2π�periodi~ne funkcije f , analiti~ke na domenu D = {z ∈ C : |z| ≤ ρ},
ρ > 1. Za dobijawe ovih rezultata potrebni su nam pomo}ni rezultati, koje
}emo dati u slede}e ~etiri leme.

Lema 4.1. Ako je L ≤ x0 < x1 < · · · < x2n < L + 2π, L ∈ R, tada va`i slede}a

jednakost:

ein(xk−x)

2n∏
j=0
j ̸=k

eix − eixj

eixk − eixj
=

2n∏
j=0
j ̸=k

sin
(x−xj

2

)
sin
(xk−xj

2

) .
Dokaz. Zaista,

ein(xk−x)

2n∏
j=0
j ̸=k

eix − eixj

eixk − eixj
= ein(xk−x)

2n∏
j=0
j ̸=k

eix/2eixj/2
(
ei(x−xj)/2 − ei(xj−x)/2

)
eixk/2eixj/2

(
ei(xk−xj)/2 − ei(xj−xk)/2

)
= ein(xk−x)ei2n(x−xk)/2

2n∏
j=0
j ̸=k

2 sin
(x−xj

2

)
2 sin

(xk−xj

2

)
=

2n∏
j=0
j ̸=k

sin
(x−xj

2

)
sin
(xk−xj

2

) .

Lema 4.2. Neka je f 2π�periodi~na funkcija i neka je analiti~ka na domenu

D = {z ∈ C : |z| ≤ ρ}, za ρ > 1 i C = {z ∈ C : |z| = ρ}. Tada va`i

(4.3) f(s) =
2n∑
k=0

f(sk)
(sk
s

)n p(s)

(s− sk)p′(sk)
+

1

2πi

p(s)

sn

∮
C

f(ξ)ξn

(ξ − s)p(ξ)
dξ,
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gde je L ≤ x0 < x1 < · · · < x2n < L + 2π, L ∈ R, sk = eixk , k = 0, 1, . . . , 2n,
s = eix i p(s) =

∏2n
k=0(s− sk).

Dokaz. Ako primenimo teoremu o rezidumu na konturni integral

1

2πi

p(s)

sn

∮
C

f(ξ)ξn

(ξ − s)p(ξ)
dξ,

dobijamo

1

2πi

p(s)

sn

∮
C

f(ξ)ξn

(ξ − s)p(ξ)
dξ =

p(s)

sn

(
f(s)sn

p(s)
+

2n∑
k=0

f(sk)s
n
k

(sk − s)p′(sk)

)

= f(s) +
p(s)

sn

2n∑
k=0

f(sk)s
n
k

(sk − s)p′(sk)
,

tj.

f(s) =
2n∑
k=0

f(sk)
(sk
s

)n p(s)

(s− sk)p′(sk)
+

1

2πi

p(s)

sn

∮
C

f(ξ)ξn

(ξ − s)p(ξ)
dξ.

Napomena 4.1. Ozna~imo sumu sa desne strane jednakosti (4.3) sa t(s), tj.

(4.4) t(s) =
2n∑
k=0

f(sk)
(sk
s

)n p(s)

(s− sk)p′(sk)
.

Primetimo da je p(s)/(s − sk) polinom po promenqivoj s stepena 2n, i da se

trigonometrijski polinom t(s) mo`e predstaviti u obliku s−nq(s), gde je q(s)
algebarski polinom stepena ne vi{eg od 2n. Uvo|ewem smene s = eix i sk = eixk ,

k = 0, 1, . . . , 2n, u (4.4), dobijamo

t(x) =
2n∑
k=0

f(xk)e
in(xk−x)

2n∏
j=0
j ̸=k

eix − eixj

eixk − eixj

tj. primenom leme 4.1,

t(x) =
2n∑
k=0

f(xk)
2n∏
j=0
j ̸=k

sin
(x−xj

2

)
sin
(xk−xj

2

) .
Dakle, t(x) je trigonometrijski interpolacioni polinom funkcije f(x).

Lema 4.3. Neka su xk = (2k+1)π/(2n+1), k = 0, 1, . . . , 2n, ~vorovi kvadraturne
formule (4.1) i neka je sk = eixk , k = 0, 1, . . . , 2n. Tada va`i slede}a reprezenta-

cija:

p(z) =
2n∏
k=0

(z − sk) = 1 + z2n+1.
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Dokaz. Iz p(z) = 0, sledi da je z2n+1 = −1, odnosno zk = ei(2k+1)π/(2n+1),
k = 0, 1, . . . , 2n, {to je i trebalo dokazati.

Lema 4.4. Neka su τk, k = 1, 2, . . . , n, nule ^ebi{evqevog polinoma druge vrste
Un(x), x2n−ν−1 = −xν = arccos τν+1, ν = 0, 1, . . . , n − 1, x2n = π i sk = eixk ,

k = 0, 1, . . . , 2n. Tada va`i

p(s) =
2n∏
k=0

(s− sk) = 1 + s+ s2 + · · ·+ s2n+1.

Dokaz. O~igledno je

p(s) = 1 + s+ s2 + · · ·+ s2n+1 =
1− s2n+2

1− s
, s ̸= 1.

Sada, iz p(s) = 0 dobijamo sk = ei
2kπ
2n+2 = ei

kπ
n+1 , k = 1, . . . , 2n+ 1 (primetimo da

je k ̸= 0 jer je s ̸= 1). Elementarnim transformacijama dobijamo

s2n+1−ν = ei
2n+1−ν

n+1
π = e2iπe−i ν+1

n+1
π = eixν , ν = 0, 1, . . . , n− 1,

sn+1 = eiπ = eix2n i sν+1 = eix2n−ν−1 , ν = 0, 1, . . . , n − 1, gde je x2n−ν−1 = −xν =
ν+1
n+1

π, ν = 0, 1, . . . , n−1, x2n = π. Daqe, sledi da su x2n−ν−1 = −xν = arccos τν+1,
ν = 0, 1, . . . , n − 1, x2n = π, gde su τk = cos(kπ/(n + 1)), k = 1, 2, . . . , n, nule
^ebi{evqevog polinoma druge vrste Un(x) (videti [33]).

Slede}a lema se mo`e dokazati na sli~an na~in.

Lema 4.5. Neka su τk, k = 1, 2, . . . , n, nule ^ebi{evqevog polinoma druge vrste
Un(x), x2n−ν = −xν = arccos τν+1, ν = 0, 1, . . . , n − 1, xn = 0 i sk = eixk ,

k = 0, 1, . . . , 2n. Tada va`i

p(s) =
2n∏
k=0

(s− sk) = −1 + s− s2 + · · · − s2n + s2n+1.

U slede}oj teoremi }emo dati ocenu ostatka kvadraturne formule Gausovog
tipa za trigonometrijske polinome (4.1).

Teorema 4.1. Neka je f 2π−periodi~na funkcija i neka je analiti~ka na domenu
D = {z ∈ C : |z| ≤ ρ}, gde je ρ > 1, i C = {z ∈ C : |z| = ρ}. Za ostatak Rn(f) u
kvadraturnoj formuli (4.1), va`i slede}a ocena:

|Rn(f)| ≤
2π

ρ2n+1 − 1
max
ξ∈C

|f(ξ)|.

Dokaz. Kori{}ewem leme 4.2 dobijamo

(4.5) f(s) =
2n∑
k=0

f(sk)
(sk
s

)n p(s)

(s− sk)p′(sk)
+

1

2πi

p(s)

sn

∮
C

f(ξ)ξn

(ξ − s)p(ξ)
dξ,
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gde je s = eix, p(s) =
∏2n

k=0(s−sk), sk = eixk , k = 0, 1, . . . , 2n i xk, k = 0, 1, . . . , 2n,
su ~vorovi kvadraturne formule (4.1), tj. p je polinom uveden u lemi 4.3. Po{to
je s = eix i x ∈ (0, 2π), sledi da s ∈ C1, gde je C1 jedini~na kru`nica sa
centrom u koordinatnom po~etku, i dx = (is)−1 ds. Mno`e}i (4.5) sa (is)−1 i
integracijom po jedini~noj kru`nici C1, dobijamo∫

C1

f(s)

is
ds =

∫
C1

2n∑
k=0

f(sk)
(sk
s

)n p(s)

(s− sk)p′(sk)

ds

is
(4.6)

+
1

2πi

1

i

∫
C1

p(s)

sn+1

∫
C

f(ξ)ξn

(ξ − s)p(ξ)
dξ ds.

Na osnovu napomene 4.1 imamo da je∫
C1

2n∑
k=0

f(sk)
(sk
s

)n p(s)

(s− sk)p′(sk)

ds

is
=

2n∑
k=0

f(xk)

∫ 2π

0

2n∏
j=0
j ̸=k

sin
(x−xj

2

)
sin
(xk−xj

2

) dx,
i pomo}u (3.3), dobijamo∫

C1

2n∑
k=0

f(sk)
(sk
s

)n p(s)

(s− sk)p′(sk)

ds

is
=

2n∑
k=0

ωkf(xk).

Tada, po{to je ∫
C1

f(s)

is
ds =

∫ 2π

0

f(x) dx,

na osnovu (4.6), sledi

Rn(f) =
1

2πi

1

i

∫
C1

p(s)

sn+1

∫
C

f(ξ)ξn

(ξ − s)p(ξ)
dξ ds.

Daqe, zamenom redosleda integracije dobijamo

(4.7) Rn(f) =
1

2πi

1

i

∫
C

f(ξ)ξn

p(ξ)

∫
C1

p(s)

sn+1(ξ − s)
ds dξ.

Posmatrajmo sada integral ∫
C1

p(s)

sn+1(ξ − s)
ds.

O~igledno je da za |s/ξ| < 1, tj. |ξ| > |s| = 1, dobijamo∫
C1

p(s)

sn+1(ξ − s)
ds =

∫
C1

p(s)

sn+1ξ (1− s/ξ)
ds =

∫
C1

p(s)

sn+1ξ

∞∑
k=0

sk

ξk
ds

=

∫
C1

p(s)
∞∑
k=0

sk−n−1

ξk+1
ds =

∞∑
k=0

1

ξk+1

∫
C1

p(s)sk−n−1 ds.
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Primenom leme 4.3, sledi∫
C1

p(s)

sn+1(ξ − s)
ds =

∞∑
k=0

1

ξk+1

∫
C1

(1 + s2n+1)sk−n−1 ds

=
∞∑
k=0

1

ξk+1

∫
C1

sk−n−1 ds+
∞∑
k=0

1

ξk+1

∫
C1

sk+n ds

=
∞∑
k=0
k ̸=n

1

ξk+1

∫
C1

sk−n−1 ds+
1

ξn+1

∫
C1

ds

s

+
∞∑
k=0

1

ξk+1

∫
C1

sk+n ds.

Svi integrali u sumi na desnoj strani prethodne jednakosti su jednaki nuli,
osim

∫
C1
s−1 ds = 2πi, tako da dobijamo∫

C1

p(s)

sn+1(ξ − s)
ds = 2πi

1

ξn+1
,

{to sa (4.7) daje

Rn(f) =
1

2πi

1

i

∫
C

f(ξ)ξn

p(ξ)

(
2πi

1

ξn+1

)
dξ

tj.

(4.8) Rn(f) =
1

i

∫
C

f(ξ)ξ−1

p(ξ)
dξ.

Daqe, iz (4.8) dobijamo

|Rn(f)| =
∣∣∣∣1i
∫
C

f(ξ)ξ−1

p(ξ)
dξ

∣∣∣∣ ,
tj.

|Rn(f)| ≤ max
ξ∈C

|f(ξ)|max
ξ∈C

∣∣∣∣ ξ−1

1 + ξ2n+1

∣∣∣∣ ∫
C

| dξ|

= ℓ(C)max
ξ∈C

|f(ξ)|max
ξ∈C

∣∣∣∣ ξ−1

1 + ξ2n+1

∣∣∣∣ ,
gde je ℓ(C) = 2ρπ obimkri`niceC. Tako|e, po{to jeC kru`nicapolupre~nika
ρ > 1, sledi da se maksimum dosti`e kada je izraz |ξ2n+1 − (−1)| minimalan, tj.
kada je ξ = −ρ:

|Rn(f)| ≤ 2ρπ
ρ−1

|1 + (−ρ)2n+1|
max
ξ∈C

|f(ξ)|

= 2ρπ
ρ−1

ρ2n+1 − 1
max
ξ∈C

|f(ξ)|

=
2π

ρ2n+1 − 1
·max

ξ∈C
|f(ξ)|.
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Posmatrajmo sada kvadraturnu formulu (4.2) u odnosu na parnu te`insku
funkciju w(x) = 1− cosx, x ∈ (−π, π).

Teorema 4.2. Neka je D = {z ∈ C : |z| ≤ ρ}, gde je ρ > 1, C = {z ∈ C : |z| = ρ} i
neka je f 2π−periodi~na funkcija, analiti~ka na domenu D. Za ostatak Rn(f)
u (4.2) za w(x) = 1− cosx, x ∈ (−π, π), va`i slede}a ocena

|Rn(f)| ≤
π(ρ+ 1)2

ρ(ρ2n+2 − 1)
max
ξ∈C

|f(ξ)|.

Dokaz. Na osnovu leme 4.2 dobijamo

(4.9) f(s) =
2n∑
k=0

f(sk)
(sk
s

)n p(s)

(s− sk)p′(sk)
+

1

2πi

p(s)

sn

∮
C

f(ξ)ξn

(ξ − s)p(ξ)
dξ,

gde je s = eix, p(s) =
∏2n

k=0(s−sk), sk = eixk , k = 0, 1, . . . , 2n, i xk, k = 0, 1, . . . , 2n,
su ~vorovi kvadraturne formule (4.2). Kako je s = eix i x ∈ (−π, π), sledi da
s ∈ C1, gde je C1 jedini~na kru`nica sa centrom u koordinatnom po~etku,
dx = (is)−1 ds i w(x) = 1 − (eix + e−ix)/2, tj. w(s) = 1 − (s + s−1)/2 = −(s −
1)2/(2s). Mno`ewem jednakosti (4.9) sa (is)−1w(s) i integracijom po jedini~noj
kru`nici C1, dobijamo∫

C1

f(s)w(s)

is
ds =

∫
C1

2n∑
k=0

f(sk)
(sk
s

)n p(s)

(s− sk)p′(sk)

w(s)

is
ds(4.10)

+
1

2πi

1

i

∫
C1

p(s)w(s)

sn+1

∫
C

f(ξ)ξn

(ξ − s)p(ξ)
dξ ds.

Daqe, na osnovu napomene 4.1, istim postupkom kao u dokazu prethodne teoreme
dobijamo

(4.11) Rn(f) =
1

2πi

1

i

∫
C

f(ξ)ξn

p(ξ)

∫
C1

p(s)w(s)

sn+1(ξ − s)
ds dξ.

Posmatrajmo sada integral ∫
C1

p(s)w(s)

sn+1(ξ − s)
ds.

Lako se vidi da za |s/ξ| < 1, tj. |ξ| > |s| = 1, dobijamo∫
C1

p(s)w(s)

sn+1(ξ − s)
ds =

∫
C1

p(s)w(s)

sn+1ξ (1− s/ξ)
ds

=
∞∑
k=0

1

ξk+1

∫
C1

p(s)w(s)sk−n−1 ds.
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Po{to je w(arccos x)
√

(1 + x)/(1− x) =
√
1− x2 ^ebi{evqeva te`inska fun-

kcija druge vrste, poznato je da su ~vorovi Gausove kvadraturne formule sa
n ta~aka konstruisane za algebarske polinome dati sa τk = cos(kπ/(n + 1)),
k = 1, 2, . . . , n (videti poglavqe 1.1). Kori{}ewem (3.8), dobijamo da su xν ,
ν = 0, 1, . . . , 2n, ~vorovi kvadraturne formule (4.2) u odnosu na parnu te`insku
funkciju w(x) = 1 − cos x, x ∈ (−π, π), dati sa x2n−ν−1 = −xν = cos τν+1,
ν = 0, 1, . . . , n− 1, x2n = π. Daqe, kori{}ewem leme 4.4 dobijamo

p(s) =
2n∏
k=0

(s− sk) =
1− s2n+2

1− s

i ∫
C1

p(s)w(s)

sn+1(ξ − s)
ds =−

∞∑
k=0

1

ξk+1

∫
C1

1− s2n+2

1− s

(s− 1)2

2s
sk−n−1 ds

=
1

2

n−1∑
k=0
k ̸=n

1

ξk+1

∫
C1

ds

sn+1−k
+

1

2

1

ξn+1

∫
C1

ds

s

− 1

2

n∑
k=0

k ̸=n+1

1

ξk+1

∫
C1

ds

sn+2−k
− 1

2

1

ξn+2

∫
C1

ds

s

+
1

2

∞∑
k=0

1

ξk+1

(
−
∫
C1

ds

s−n−1−k
+

∫
C1

ds

s−n−k

)
.

Svi integrali na desnoj strani prethodne jednakosti su jednaki nuli, osim∫
C1
s−1 ds = 2πi, pa dobijamo∫

C1

p(s)w(s)

sn+1(ξ − s)
ds =

1

2

(
2πi

ξn+1
− 2πi

ξn+2

)
= πi

ξ − 1

ξn+2
,

{to sa (4.11) daje

Rn(f) =
1

2πi

1

i

∫
C

f(ξ)ξn

p(ξ)
πi
ξ − 1

ξn+2
dξ

tj.

Rn(f) =
1

2i

∫
C

f(ξ)(ξ − 1)

ξ2(1− ξ2n+2)/(1− ξ)
dξ = − 1

2i

∫
C

f(ξ)(ξ − 1)2

(1− ξ2n+2)ξ2
dξ.

Daqe, dobijamo

|Rn(f)| =
∣∣∣∣− 1

2i

∫
C

f(ξ)(ξ − 1)2

(1− ξ2n+2)ξ2
dξ

∣∣∣∣
tj.

|Rn(f)| ≤
1

2
max
ξ∈C

|f(ξ)|max
ξ∈C

∣∣∣∣ (ξ − 1)2

(1− ξ2n+2)ξ2

∣∣∣∣ ∫
C

| dξ|

=
ℓ(C)

2
max
ξ∈C

|f(ξ)|max
ξ∈C

|ξ − 1|2

|1− ξ2n+2||ξ|2
,
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gde je ℓ(C) = 2ρπ obim kru`nice C. Kako je C kru`nica polupre~nika ρ > 1,
o~igledno je da |ξ − 1|2 dosti`e svoj maksimum kada je ξ = −ρ i |1 − ξ2n+2|
dosti`e svoj minimum za ξ = ±ρ. Stoga, |ξ − 1|/|1 − ξ2n+2| dosti`e maksimum
za ξ = −ρ, tj.

|Rn(f)| ≤
2ρπ

2

| − ρ− 1|2

|1− (−ρ)2n+2||ρ|2
max
ξ∈C

|f(ξ)| = π(ρ+ 1)2

ρ(ρ2n+2 − 1)
max
ξ∈C

|f(ξ)|.

Na sli~an na~in mo`emo analizirati i kvadraturnu formulu (4.2) za parnu
te`insku funkciju w(x) = 1 + cos x, x ∈ (−π, π).

Teorema 4.3. Neka je f 2π−periodi~na funkcija i neka je analiti~ka na domenu
D = {z ∈ C : |z| ≤ ρ}, gde je ρ > 1, i C = {z ∈ C : |z| = ρ}. Za ostatak Rn(f) u
(4.2) za w(x) = 1 + cos x, x ∈ (−π, π), va`i slede}a ocena:

|Rn(f)| ≤
π(ρ+ 1)2

ρ(ρ2n+2 − 1)
max
ξ∈C

|f(ξ)|.

Dokaz. Analogno, kao u dokazu teoreme 4.2 dobijamo

(4.12) Rn(f) =
1

2πi

1

i

∫
C

f(ξ)ξn

p(ξ)

∫
C1

p(s)w(s)

sn+1(ξ − s)
ds dξ,

gde je s = eix, x ∈ (−π, π), p(s) =
∏2n

k=0(s − sk), sk = eixk , k = 0, 1, . . . , 2n, i
xk, k = 0, 1, . . . , 2n, su ~vorovi kvadraturne formule (4.2), dx = (is)−1 ds, i
w(x) = 1 + (eix + e−ix)/2, tj.

w(s) = 1 +
s+ s−1

2
=

(s+ 1)2

2s
.

Primetimo da, kako je s = eix i x ∈ (−π, π), sledi da s ∈ C1, gde je C1 jedini~na
kru`nica sa centrom u koordinatnom po~etku. Posmatrajmo sada integral∫

C1

p(s)w(s)

sn+1(ξ − s)
ds.

Lako se vidi da za |s/ξ| < 1, tj. |ξ| > |s| = 1, dobijamo∫
C1

p(s)w(s)

sn+1(ξ − s)
ds =

∞∑
k=0

1

ξk+1

∫
C1

p(s)w(s)sk−n−1 ds.

Po{to je w(arccos x)
√

(1− x)/(1 + x) =
√
1− x2 ^ebi{evqeva te`inska fun-

kcija druge vrste, poznato je da su ~vorovi Gausove kvadraturne formule sa
n ta~aka konstruisane za algebarske polinome dati sa τk = cos(kπ/(n + 1)),
k = 1, 2, . . . , n (videti poglavqe 1.1). Na osnovu (3.10), dobijamo da su xν , ν =
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0, 1, . . . , 2n, ~vorovi kvadraturne formule (4.2) u odnosu na te`insku funkciju
w(x) = 1 + cos x, x ∈ (−π, π), dati sa

x2n−ν = −xν = arccos τν+1, ν = 0, 1, . . . , n− 1, xn = 0.

Daqe, kori{}ewem leme 4.5 dobijamo

p(s) = −1 + s− s2 + · · · − s2n + s2n+1 =
s2n+2 − 1

s+ 1
, s ̸= −1

i ∫
C1

p(s)w(s)

sn+1(ξ − s)
ds =

∞∑
k=0

1

ξk+1

∫
C1

s2n+2 − 1

s+ 1

(s+ 1)2

2s
sk−n−1 ds

=
1

2

∞∑
k=0

1

ξk+1

(∫
C1

ds

s−n−1−k
+

∫
C1

ds

s−n−k

)
− 1

2

∞∑
k=0
k ̸=n

1

ξk+1

∫
C1

ds

sn+1−k
− 1

2

1

ξn+1

∫
C1

ds

s

− 1

2

∞∑
k=0

k ̸=n+1

1

ξk+1

∫
C1

ds

sn+2−k
− 1

2

1

ξn+2

∫
C1

ds

s
.

Po{to je
∫
C1
s−1 ds = 2πi i svi ostali integrali na desnoj strani prethodne

jednakosti su jednaki nuli, dobijamo∫
C1

p(s)w(s)

sn+1(ξ − s)
ds =

1

2

(
− 2πi

ξn+1
− 2πi

ξn+2

)
= −πiξ + 1

ξn+2
,

{to sa (4.12) daje

Rn(f) =
1

2πi

1

i

∫
C

f(ξ)ξn

p(ξ)
(−πi)ξ + 1

ξn+2
dξ

= − 1

2i

∫
C

f(ξ)(ξ + 1)

ξ2(ξ2n+2 − 1)/(ξ + 1)
dξ

= − 1

2i

∫
C

f(ξ)(ξ + 1)2

(ξ2n+2 − 1)ξ2
dξ.

Zato je

|Rn(f)| =
∣∣∣∣− 1

2i

∫
C

f(ξ)(ξ + 1)2

(ξ2n+2 − 1)ξ2
dξ

∣∣∣∣ ,
tj.

|Rn(f)| ≤
ℓ(C)

2
max
ξ∈C

|f(ξ)|max
ξ∈C

|ξ + 1|2

|ξ2n+2 − 1||ξ|2
,

gde je ℓ(C) = 2ρπ obim kru`niceC polupre~nika ρ > 1. O~igledno je da |ξ+1|2
dosti`e svoj maksimum na C kada je ξ = ρ. Po{to je ξ = ρ jedna od ta~aka u

61



4.1. METOD[TENGERA

kojoj |ξ2n+2 − 1| dosti`e svoj minimum na C, zakqu~ujemo da |ξ + 1|/|ξ2n+2 − 1|
dosti`e maksimum na C kada je ξ = ρ, tj. va`i

|Rn(f)| ≤
2ρπ

2

|ρ+ 1|2

|ρ2n+2 − 1||ρ|2
max
ξ∈C

|f(ξ)| = π(ρ+ 1)2

ρ(ρ2n+2 − 1)
max
ξ∈C

|f(ξ)|.

4.1.1 Numeri~ki primeri

U ovom poglavqu da}emo nekoliko numeri~kih primera koji ilustruju do-
bijene teorijske rezultate.

Primer 4.1. Posmatrajmo integraciju funkcije f(x) = 1/(eix − 3/2), na inter-
valu (−π, π) sa te`inskom funkcijom w(x) = 1− cos x.

Lako se dobija da je ∫ π

−π

1− cos x

eix − 3/2
dx = −8π

9
.

Po{to je f(z) = 1/(z − 3/2) mo`emo izabrati ρ ≈ 3/2, za maksimalno pri-
hvatqivu vrednost za ρ. Primenom teoreme 4.2 zakqu~ujemo da se ostatak
kvadraturne formule pona{a kao Rn ≈ C/1.52n+1. Tabela 4.1 prikazuje apso-
lutne vrednosti ostataka (brojevi u zagradama ozna~avaju decimalne ekspo-
nente), kao i koli~nike ostataka |Rn/Rn−10|. Primetimo da, na osnovu teo-
reme, moramo dobiti da je |Rn/Rn−10| ≈ (2/3)20 ≈ 3.(−4), {to je i dobijeno
numeri~ki (videti tabelu 4.1, pri ~emu brojevi u zagradama ozna~avaju deci-
malne eksponente).

n 5 15 25 35
|Rn| 2.7(−3) 8.1(−7) 2.4(−10) 7.3(−14)

|Rn/Rn−10| 3.(−4) 3.(−4) 3.(−4)

Tabela 4.1. Stvarni ostatak |Rn|, n = 5(10)35, i koli~nik |Rn/Rn−10| u inte-
graciji funkcije f(x) = 1/(eix−3/2) sa te`inskom funkcijomw(x) = 1−cosx.

Primer 4.2. Posmatra}emo integralfunkcije f(x) = 1/(eix+4/3), na intervalu
(−π, π) sa te`inskom funkcijom w(x) = 1 + cos x.

Jednostavno se dobija da je∫ π

−π

1 + cosx

eix + 4/3
dx =

15

16
π.
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U ovom slu~aju je f(z) = 1/(z + 4/3), i na osnovu uslova teoreme 4.3,
mo`emo uzeti ρ ≈ 4/3, kao maksimalnu dozvoqenu vrednost za ρ. Ocena os-
tatka kvadraturne formule, dobijena teorijski, pokazuje da se ostatak, kao
funkcija od n, pona{a kao |Rn| ≈ c/1.332n+1, gde je c nezavisno od n i zavisi
od ρ. U tabeli 4.2 su date stvarne vrednosti ostatka (brojevi u zagradi su vred-
nosti decimalnih eksponenata). Po{to smo proverili asimptotsko pona{awe
za |Rn(f)| dat je i koli~nik ostataka |Rn/Rn−10|. Na osnovu teorijskih rezul-
tata trebalo bi da va`i |Rn/Rn−10| ≈ (3/4)20 ≈ 3.2(−3), {to je i dobijeno
numeri~ki (videti tabelu 4.2).

n 10 20 30 40
|Rn| 0.35(−3) 0.11(−5) 0.35(−8) 0.11(−10)

|Rn/Rn−10| 3.2(−3) 3.2(−3) 3.2(−3)

Tabela 4.2. Stvarni ostatak |Rn|, n = 10(10)40, i koli~nik |Rn/Rn−10| u
integraciji funkcije f(x) = 1/(eix + 4/3) na intervalu (−π, π) u odnosu na
te`insku funkciju w(x) = 1 + cos x.

Primer 4.3. Posmatrajmo slede}i integral∫ π

−π

eix

eix + 5/4i
(1 + cosx) dx = −4π

5
i.

Sada je w(x) = 1 + cos x i f(z) = z/(z + 5/4 i).

Na osnovu teoreme 4.3 funkcija f mora biti analiti~ka na domenu D, zato
su 1 < ρ < 5/4 prihvatqive vrednosti, tj. maksimalna dozvoqena vrednost za ρ
je ρ ≈ 5/4. U ovom slu~aju ostatak, kao funkcija od n, bi trebalo da se pona{a
kao |Rn| ≈ c/1.252n+1, a za koli~nike ostataka treba da va`i |Rn/Rn−10| ≈
(4/5)20 ≈ 1.1(−2), {to je i dobijeno numeri~ki (videti tabelu 4.3).

n 5 15 25 35
|Rn| 0.48 0.51(−2) 0.59(−4) 0.68(−6)

|Rn/Rn−10| 1.1(−2) 1.1(−2) 1.1(−2)

Tabela 4.3. Stvarni ostatak |Rn|, n = 5(10)35, i koli~nik |Rn/Rn−10| u in-
tegraciji funkcije f(x) = eix/(eix + 5/4i) na intervalu (−π, π) sa te`inskom
funkcijom w(x) = 1 + cos x.
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4.2 Parne te`inske funkcije

OkvadraturnimformulamaGausovog tipa za trigonometrijske polinome sa
neparnim, odnosno parnim brojem ~vorova smo pisali u poglavqima 3.1 i 3.2,
respektivno. U ovom poglavqu }emo posmatrati ostatakRn ovih kvadraturnih
formula gde je w(x), x ∈ (−π, π), parna te`inska funkcija, tj. ostatak kvadra-
turnih formula Gausovog tipa oblika

(4.13)

∫ π

−π

f(x)w(x) dx =
2n∑
ν=0

wνf(xν) +Rn(f)

i

(4.14)

∫ π

−π

f(x)w(x) dx =
2n−1∑
ν=0

wνf(xν) +Rn(f).

Sa D }e biti ozna~ena oblast u kompleksnoj ravni koja sadr`i interval
[−1, 1], a sa Γ kontura u D oko intervala [−1, 1]. Specijalno, posmatra}emo
slu~ajeve kada je Γ jedna od slede}ih kontura: koncentri~ne kru`nice,

Cr = {z ∈ C : |z| = r}, r > 1,

ili konfokalne elipse (imaju fokus u ta~kama ±1 i sumu polu�osa ρ > 1),

Eρ =
{
z ∈ C : z =

1

2

(
ρeiθ + ρ−1e−iθ

)
, 0 ≤ θ ≤ 2π

}
, ρ > 1.

Kada ρ ↓ 1, elipsa Eρ se su`ava prema intervalu [−1, 1], dok pove}avawem ρ
ona postaje sve vi{e kru`nog oblika. Prednost elipti~ke konture u odnosu
na kru`nu, je {to je u tom slu~aju potrebna analiti~nost funkcije f na mawem
regionu kompleksne ravni, posebno kada je ρ blizu 1. Sa ℓ(Γ) ozna~avamo
du`inu Γ.

Teorema 4.4. Neka je f 2π�periodi~na funkcija, f(π) = 0 i (f(arccos z) +
f(− arccos z))/(1 + z) analiti~ka na domenu D koji sadr`i interval [−1, 1],
i neka je Γ kontura u D, oko intervala [−1, 1]. Ako je w parna na (−π, π), tada
za ostatak Rn(f) u (4.13) va`i slede}a ocena:

(4.15) |Rn(f)| ≤
ℓ(Γ)

2π
max
z∈Γ

|Kn(z)|max
z∈Γ

|f1(z)| ,

gde je

(4.16) Kn(z) = R̃n

(
w̃1;

1

z − ·

)
,

R̃n je dato sa (3.13), a f1 i w̃1 sa (3.11) i (3.6), respektivno.
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Dokaz. Smenom x := arccos x u integralu na levoj strani jednakosti (4.13) i
primenom Gausove kvadraturne formule u odnosu na te`insku funkciju w̃1,
dobijamo

(4.17)

∫ 1

−1

f1(x)w(arccosx)

√
1 + x

1− x
dx =

n∑
ν=1

σνf1(τν) + R̃n(w̃1; f1).

Na osnovu leme 3.3, ostaci kvadraturnih formula (4.13) i (4.17) su jednaki. U
slu~aju Gausove kvadraturne formule konstruisane za algebarske polinome u
odnosu na te`insku funkciju w̃1(x), x ∈ (−1, 1), za funkciju f1(z) analiti~ku
na domenu D, koji sadr`i interval [−1, 1], va`i ocena (videti poglavqe 1.2)

|Rn(f)| ≤
ℓ(Γ)

2π
max
z∈Γ

|Kn(z)|max
z∈Γ

|f1(z)|,

gde je Kn(z) = R̃n (w̃1; 1/(z − ·)) i Γ kontura u D, oko intervala [−1, 1].

Teorema 4.5. Ako je parna te`inska funkcija w nerastu}a na (0, π), tada za

jezgro Kn dato sa (4.16) va`i:

max
z∈Cr

|Kn(z)| = Kn(r),

pa je

(4.18) |Rn(f)| ≤ rKn(r)max
z∈Cr

|f1(z)| .

Dokaz. Neka je te`inska funkcija w nerastu}a na (0, π).

Ako je x1 < x2, x1, x2 ∈ (−1, 1), tada je arccos x1 > arccos x2, odnosno
w(arccos x1) ≤ w(arccos x2) i w(arccos(−x1)) ≥ w(arccos(−x2)), pa je

w(arccos x1)

w(arccos(−x1))
≤ w(arccosx2)

w(arccos(−x2))
,

tj. w(arccosx)/w(arccos(−x)) je neopadaju}a funkcija na (−1, 1). Daqe, kako je
(1 + x)/(1− x) rastu}a funkcija na (−1, 1) i

w̃1(x)

w̃1(−x)
=

1 + x

1− x
· w(arccosx)

w(arccos(−x))
, x ∈ (−1, 1),

sledi da je w̃1(x)/w̃1(−x) neopadaju}a funkcija na (−1, 1). Stoga, na osnovu
teoreme 1.2 dobijamo maxz∈Cr |Kn(z)| = Kn(r). Nejednakost (4.18) dobijamo
zamenom dobijenog maksimuma i ℓ(Cr) = 2rπ u (4.15).

Teorema 4.6. Neka je f 2π�periodi~na funkcija, f(0) = 0 i (f(arccos z) +
f(− arccos z))/(1 − z) analiti~ka na domenu D koji sadr`i interval [−1, 1],
i neka je Γ kontura u D, oko intervala [−1, 1]. Ako je te`inska funkcija w
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parna na (−π, π), za ostatak Rn(f) kvadraturne formule (4.13) va`i slede}a

ocena:

|Rn(f)| ≤
ℓ(Γ)

2π
max
z∈Γ

|Kn(z)|max
z∈Γ

|f2(z)| ,

gde je

(4.19) Kn(z) = R̃n

(
w̃2;

1

z − ·

)
,

R̃n je dato sa (3.13), a f2 i w̃2 sa (3.12) i (3.9), respektivno.

Dokaz. Uvo|ewem smene x := arccos x u integralu na levoj strani jednakosti
(4.13), analogno kao u dokazu teoreme 4.4, dobijamo∫ 1

−1

f2(x)w(arccosx)

√
1− x

1 + x
dx =

n∑
ν=1

σνf2(xν) + R̃n(w̃2; f2).

Prema lemi 3.4, kori{}ewem istog postupka kao u dokazu teoreme 4.4, lako se
dobija da va`i ocena

|Rn(f)| ≤
ℓ(Γ)

2π
max
z∈Γ

|Kn(z)|max
z∈Γ

|f2(z)|,

gde je Kn(z) = R̃n (w̃2; 1/(z − ·)) i Γ kontura u D, oko intervala [−1, 1].

Napomena 4.2. Primetimo da je umesto intervala (−π, π) mogao biti posma-
tran bilo koji interval du`ine 2π, tj. bilo koji interval oblika (απ−2π, απ),
α ∈ R. U slu~aju simetri~ne te`inske funkcije na (απ − 2π, απ) u odnosu

na απ − π, sli~ne ocene ostataka se mogu dobiti za funkciju f analiti~ku u

odre|enom domenu, koja zadovoqava f(βπ) = 0, za β = α ili β = α− 1.

Teorema 4.7. Ako je parna te`inska funkcija w neopadaju}a na (0, π), tada za
jezgro Kn dato sa (4.19) va`i:

max
z∈Cr

|Kn(z)| = |Kn(−r)|,

pa je

|Rn(f)| ≤ r|Kn(−r)|max
z∈Cr

|f1(z)| .

Dokaz. Neka je te`inska funkcija w neopadaju}a na (0, π).

Analogno kao u dokazu teoreme 4.5 dobijamo da je w(arccos x)/w(arccos(−x))
je nerastu}a funkcija na (−1, 1), i po{to je funkcija (1− x)/(1 + x) opadaju}a
na (−1, 1) i

w̃2(x)

w̃2(−x)
=

1− x

1 + x
· w(arccosx)

w(arccos(−x))
, x ∈ (−1, 1),
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imamo da je w̃2(x)/w̃2(−x) nerastu}a funkcija na (−1, 1). Stoga, na osnovu
teoreme 1.2 sledi da je maxz∈Cr |Kn(z)| = |Kn(−r)|.

Kvadraturna formula sa maksimalnim neparnim trigonometrijskim ste-
penom ta~nosti, tj. Gausova kvadraturna formula sa parnim brojem ~vorova
(4.14), mo`e biti analizirana na sli~an na~in.

Teorema 4.8. Neka je f 2π�periodi~na funkcija, f(− arccos z)+f(arccos z) anali-
ti~ka funkcija na domenu D, koji sadr`i interval [−1, 1], i neka je Γ kontura

u D, oko intervala [−1, 1]. Ako je te`inska funkcija w parna na intervalu

(−π, π), tada za ostatak Rn(f) iz (4.14) va`i slede}a ocena:

|Rn(f)| ≤
ℓ(Γ)

2π
max
z∈Γ

|Kn(z)|max
z∈Γ

|f3(z)|,

gde je

(4.20) Kn(z) = R̃n

(
w̃3;

1

z − ·

)
,

R̃n je dato sa (3.13), a w̃3 i f3 su date sa (3.21) i (3.24), respektivno.

Dokaz. Smenom x := arccos x u integralu na levoj strani jednakosti (4.14),
dobijamo ∫ 1

−1

f3(x)
w(arccos x)√

1− x2
dx =

n∑
ν=1

σνf3(τν) + R̃n(w̃3; f3).

Kori{}ewem leme 3.8, analogno kao u dokazu teoreme 4.4 zakqu~ujemo da
va`i ocena

|Rn(f)| ≤
ℓ(Γ)

2π
max
z∈Γ

|Kn(z)|max
z∈Γ

|f3(z)|,

gde je Kn(z) = R̃n (w̃3; 1/(z − ·)), i Γ kontura u D, oko intervala [−1, 1].

Teorema 4.9. Jezgro Kn dato sa (4.20) zadovoqava

max
z∈Cr

|Kn(z;w)| =
{
Kn(r), ako je w(x) nerastu}a funkcija na (0, π),
|Kn(−r)|, ako je w(x) neopadaju}a funkcija (0, π),

i va`i

|Rn(f)| ≤ rmax
z∈Cr

|Kn(z)|max
z∈Cr

|f3(z)|.

Dokaz. Ako je te`inska funkcija w nerastu}a na (0, π) lako se vidi da je
w̃3(x)/w̃3(−x) nerastu}a funkcija na (−1, 1). Stoga, na osnovu teoreme 1.2
dobijamo maxz∈Cr |Kn(z)| = Kn(r).

Na sli~an na~in dobijamo da ako je te`inska funkcija w neopadaju}a na
(0, π), tada je w̃3(x)/w̃3(−x) nerastu}a funkcija na (−1, 1), pa na osnovu teoreme
1.2 imamo da je maxz∈Cr |Kn(z)| = |Kn(−r)|.
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Teorema 4.10. Ako je w parna te`inska funkcija na (−π, π), w(π − x) = w(x),
x ∈ (0, π), i w je opadaju}a funkcija na (0, π/2), tada jezgro Kn dato sa (4.20)
zadovoqava:

max
z∈Eρ

|Kn(z;w)| = Kn

(
1

2

(
ρ+ ρ−1

))
, za n ≥ 2 i

ρ ≥ ρ∗n =


2.4139, n = 2,
2.0017, n = 3,√
2

2
(1 +

√
3), n ≥ 4.

Dokaz. Neka je x1 < x2, x1, x2 ∈ (0, 1). Tada je arccosx1 > arccos x2 i po{to
je w opadaju}a funkcija na (0, π/2), sledi da je w(arccos x1) < w(arccos x2), tj.
w(arccos x) je rastu}a funkcija na (0, 1), i stoga va`i da je

w̃3(x)
√
1− x2 =

w(arccos x)√
1− x2

√
1− x2 = w(arccos x)

rastu}a funkcija na (0, 1), gde je w̃3 dato sa (3.21). Elementarnim transforma-
cijama i kori{}ewem osobine w(π − x) = w(x), x ∈ (0, π), dobijamo

w̃3(−x) =
w(arccos(−x))√

1− (−x)2
=
w(π − arccos x)√

1− x2
=
w(arccosx)√

1− x2
= w̃3(x),

tj. w̃3 je parna funkcija na (−1, 1). Daqe, po{to je w̃3(x)
√
1− x2 rastu}a

funkcija na (0, 1) i w̃3(x) parna na (−1, 1), zakqu~ujemo, na osnovu teoreme 1.3,
da je

max
z∈Eρ

|Kn(z;w)| = Kn

(
1

2

(
ρ+ ρ−1

))
, za n ≥ 2 i

ρ ≥ ρ∗n =


2.4139, n = 2,
2.0017, n = 3,√
2

2
(1 +

√
3), n ≥ 4.

Kori{}ewem leme 3.9 i sli~nih argumenata kao u dokazu teoreme 4.8, lako
se dokazuje i slede}a teorema.

Teorema 4.11. Neka je f 2π�periodi~na funkcija takva da je (f(− arccos z) +
f(arccos z))/(1 − z2) analiti~ka funkcija na domenu D, koji sadr`i interval

[−1, 1], i neka je Γ kontura uD, oko intervala [−1, 1]. Ako je te`inska funkcija

w parna na intervalu (−π, π), tada za ostatak Rn(f) iz (4.14) va`i slede}a

ocena:

|Rn(f)| ≤
ℓ(Γ)

2π
max
z∈Γ

|Kn(z)|max
z∈Γ

|f4(z)|,
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gde je

(4.21) Kn(z) = R̃n

(
w̃4;

1

z − ·

)
,

R̃n je dato sa (3.13), a w̃4 i f4 su date sa (3.23) i (3.25), respektivno.

Maksimum modula jezgra Kn datog sa (4.21) na kru`nici i elipsi daju
slede}e dve teoreme, respektivno.

Teorema 4.12. Jezgro Kn dato sa (4.21) zadovoqava

max
z∈Cr

|Kn(z;w)| =
{
Kn(r), ako je w(x) nerastu}a funkcija na (0, π),
|Kn(−r)|, ako je w(x) neopadaju}a funkcija (0, π),

i va`i

|Rn(f)| ≤ rmax
z∈Cr

|Kn(z)|max
z∈Cr

|f4(z)|.

Teorema 4.13. Ako je w parna te`inska funkcija na (−π, π), w(π − x) = w(x),
x ∈ (0, π), i w je rastu}a na (0, π/2), tada jezgro Kn dato sa (4.21) zadovoqava

max
z∈Eρ

|Kn(z;w)| =
∣∣∣∣Kn

(
i

2

(
ρ− ρ−1

))∣∣∣∣ , za ρ ≥ ρ∗n.

Parametar ρ∗n je najve}a nula funkcije

dn(ρ) =
(
ρ− ρ−1

)2 − 4−
(
ρ2 − ρ−2

)2( (n+ 1)2

(ρn+1 + ρ−n−1)2
+

(n+ 3)2

(ρn+3 + ρ−n−3)2

)
ako je n ≥ 2 parno, a ako je n ≥ 1 neparno, tada je ρ∗n = 1 +

√
2.

Dokaz. Neka je x1 < x2, x1, x2 ∈ (0, 1). Tada je arccosx1 > arccos x2 i kako je
w rastu}a funkcija na (0, π/2) dobijamo da je w(arccos x1) > w(arccos x2), tj.
w(arccos x) je opadaju}a funkcija na (0, 1). Daqe, po{to je w̃4 dato sa (3.23), i

w̃4(x)√
1− x2

=
w(arccos x)

√
1− x2√

1− x2
= w(arccosx),

sledi da je w̃4(x)/
√
1− x2opadaju}a funkcija na (0, 1). Kako jew(π−x) = w(x),

x ∈ (0, π), dobijamo

w̃4(−x) = w(arccos(−x))
√
1− (−x)2 = w(π − arccos x)

√
1− x2

= w(arccos x)
√
1− x2 = w̃4(x), x ∈ (−1, 1),

tj. w̃4 je parna funkcija na (−1, 1). Sada, na osnovu teoreme 1.3, dobijamo dato
tvr|ewe.
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4.2.1 Numeri~ki primeri

U ovom odeqku }emo dati numeri~ke primere kao demonstraciju dobijenih
teorijskih rezultata.

Primetimo da u ocenama ostatka Rn(f), dobijenim u poglavqu 4.2, imamo
takozvano jezgro Kn(z), tj. maksimum jezgra na odgovaraju}oj konturi. Jezgro
Kn je dato sa

(4.22) Kn(z) = R̃n

(
w̃;

1

z − ·

)
=

∫ 1

−1

w̃(x)

z − x
dx−

n∑
k=1

σk
1

z − τk
,

gde su σk, τk, k = 1, 2, . . . , n, te`ine i ~vorovi Gausove kvadraturne formule sa
n ta~aka, konstruisane za algebarske polinome, u odnosu na te`insku funkciju
w̃(x), x ∈ (−1, 1) (za alternativni na~in dobijawa Kn videti odeqak 1.2.3).

Primer 4.4. Posmatrajmo integral∫ π

−π

1 + cosx√
3− cosx

(2 + cos x) dx.

Ovde se mo`e uzeti w(x) = 2 + cos x i f(x) = (1 + cos x)/
√
3− cosx.

Smenom x := arccos x dobijamo integral∫ 1

−1

2√
3− x

√
1 + x√
1− x

(2 + x) dx.

Ovde je w̃1(x) = w(arccos x)
√

(1 + x)/(1− x) = (2+x)
√
1 + x/

√
1− x, a f1(z) =

2/
√
3− z, kvadratni koren treba shvatiti u smislu glavne vrednosti. Singu-

laritet je u z = 3, zato su sve kru`nice Cr, gde je 1 < r < 3, prihvatqive.
Po{to je

|
√
3− z| =

√
|3− z| ≥

√
3− |z|

sledi da je

|f1(z)| ≤
2√
3− r

, z ∈ Cr.

Kako je w(x) nerastu}a funkcija (0, π), iz teoreme 4.5, dobijamo da je

max
z∈Cr

|Kn(z)| = Kn(r),

odnosno, na osnovu teoreme 4.4, sledi da je

(4.23) |Rn(f)| ≤ rKn(r)
2√
3− r

, 1 < r < 3,

gde jeKn(z) = R̃n (w̃1; 1/(z − ·)) dato sa (4.22), za w̃ = w̃1. Numeri~ki rezultati
su dati u tabeli 4.4.
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n r ocena ostatka (4.23) |Rn|
15 2.9 4.3(−9) 6.3(−10)

2.8 3.1(−9)
2 1.8(−9)
1.5 2.1(−9)

20 2.9 3.3(−9) 4.9(−10)
2.8 2.4(−9)
2 1.4(−9)
1.5 1.7(−9)

Tabela 4.4. Ocena ostatka (4.23) i stvarna vrednost ostatka |Rn|.

Primer 4.5. Posmatra}emo integraciju na intervalu (−π, π), sa te`inskom

funkcijom w(x) = 3− cos x, funkcije f(x) = (2− cos x)/(5i− 2 cos x)2 , tj.∫ π

−π

2− cosx

(5i− 2 cos x)2
(3− cos x) dx.

Uvo|ewem smene x := arccos x dobijamo integral∫ 1

−1

2(2− x)

(5i− 2x)2
3− x√
1− x2

dx.

Ovde je w̃3(x) = (3− x)/
√
1− x2, f3(x) = 2(2− x)/(5i− 2x)2 i na osnovu uslova

teoreme 4.8 mo`emo izabrati r ≈ 5/2 za maksimalnu prihvatqivu vrednost
za r. Kako je u ovom slu~aju te`inska funkcija w(x) = 3− cos x neopadaju}a na
(0, π) i

|f3(z)| ≤
2(2− r)

(5− 2r)2
, z ∈ Cr,

na osnovu teorema 4.8 i 4.9 dobijamo da je ocena ostatka data sa:

(4.24) |Rn(f)| ≤ r
2(2− r)

(5− 2r)2
|Kn(−r)|, 1 < r < 5/2,

gde je Kn(z) = R̃n (w̃3; 1/(z − ·)) dato sa (4.22), za w̃ = w̃3. Stvarni ostatak i
ocena ostatka u ovom slu~aju su dati u tabeli 4.5.

Primer 4.6. Sada }emo posmatrati integral∫ π

−π

1− cos2 x

(5− cos x)
(1 + sin2 x)3 dx,

gde je te`inska funkcija w(x) = (1 + sin2 x)3 i f(x) = (1− cos2 x)/(5− cosx).

Kako je (f(arccos z) + f(− arccos z))/(1 − z2) = 2/(5 − z), najbli`i singu-
laritet je z = 5, pa su zato sve elipse Eρ, sa 1 < ρ < 5 + 2

√
6, prihvatqive.

71



4.2. PARNE TE@INSKE FUNKCIJE

n r ocena ostatka (4.24) |Rn|
20 2.4 4.0(−7) 2.4(−9)

2.1 6.9(−9)
1.8 5.3(−9)
1.6 7.6(−9)

25 2.4 3.8(−10) 2.4(−12)
2.1 6.5(−12)
1.8 4.8(−12)
1.6 6.7(−12)

Tabela 4.5. Ocena ostatka (4.24) i stvarna vrednost ostatka |Rn|.

Te`inska funkcija w(x) je parna na (−π, π). Zato, na osnovu teoreme 4.11 (za
Γ = Eρ) dobijamo

(4.25) |Rn(f)| ≤
ℓ(Eρ)
2π

max
z∈Eρ

|Kn(z;w)|max
z∈Eρ

|f4(z)|,

gde je f4(z) = 2/(5 − z), w̃4(x) =
√
1− x2(2 − x2)3 i Kn(z) = R̃n (w̃4; 1/(z − ·))

dato sa (4.22), za w̃ = w̃4.

Daqe, sledi da je

ℓ(Eρ) = 2(ρ+ ρ−1)

∫ π/2

0

√
1−

(
2

ρ+ ρ−1

)2

sin2 θ dθ,

|f4(z)| ≤
2

5− (ρ+ ρ−1)/2
, z ∈ Eρ.

Kako jew parna te`inska funkcija,w(π−x) = w(x), x ∈ (−π, π), iw je rastu}a
funkcija na (0, π/2), sledi da je (videti teoremu 4.13)

max
z∈Eρ

|Kn(z;w)| =
∣∣∣∣Kn

(
i

2

(
ρ− ρ−1

))∣∣∣∣ , ρ ≥ ρ∗n.

Parametar ρ∗n, za neke vrednosti u slu~aju kada je n ≥ 2 parno, je dat u [54,
Table 1] (za n = 20 imamo ρ∗n = 2.41421356237), a ako je n ≥ 1 neparno, onda je
ρ∗n = 1 +

√
2. Kona~no, iz (4.25), dobijamo

|Rn(f)| ≤
2

π

ρ+ ρ−1

5− (ρ+ ρ−1)/2

∣∣∣∣Kn

(
i

2

(
ρ− ρ−1

))∣∣∣∣×(4.26)

×
∫ π/2

0

√
1−

(
2

ρ+ ρ−1

)2

sin2 θ dθ,

gde je ρ∗n ≤ ρ < 5 + 2
√
6. Numeri~ki rezultati su dati u tabeli 4.6.
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n ρ ocena ostatka (4.26) |Rn|
15 4.9 1.4(−11) 6.3(−12)

3.9 1.1(−11)
2.9 1.0(−11)
2.6 8.7(−12)

20 4.9 9.5(−12) 3.7(−12)
3.9 6.9(−12)
2.9 7.2(−12)
2.6 7.3(−12)

Tabela 4.6. Ocena ostatka (4.26) i stvarna vrednost ostatka |Rn|.

4.2.2 Te`ine koje se svode na ^ebi{evqeve i Gegenbauerove

U ovom odeqku }emo prvo posmatrati slede}e parne te`inske funkcije na
(−π, π):

w1(x) = 1− cos x, w2(x) = 1, w3(x) = 1 + cos x, w4(x) = 1− cos2 x.

Ove te`inske funkcije se svode na drugu i tre}u ^ebi{evqevu te`insku fu-
nkciju, tj. na

√
1− x2 i

√
(1 + x)/(1− x), x ∈ (−1, 1). Ostatak Gausove kva-

draturne formule za algebarske polinome u odnosu na ^ebi{evqeve te`inske
funkcije je analiziran u [18], [19].

Teorema 4.14. Neka je f 2π�periodi~na funkcija, takva da je f(π) = 0 i neka

je (f(arccos z) + f(− arccos z))/(1 + z) analiti~ka na domenu D koji sadr`i

interval [−1, 1], a Γ kontura uD oko [−1, 1], w ∈ {w1, w2}. Za ostatak Rn(f) u
(4.13) va`i slede}a ocena:

(4.27) |Rn(f)| ≤
ℓ(Γ)

2π
max
z∈Γ

|Kn(z;w)|max
z∈Γ

|f1(z)| ,

gde jeKn(z;w) = R̃n (w̃1; 1/(z − ·)), R̃n je dato sa (3.13), f1 i w̃1 su date sa (3.11)
i (3.6), respektivno.

(a) Za Γ = Cr i w = w1 imamo da je

max
z∈Cr

|Kn(z;w)| = Kn(r).

(b) Kada je n neparno i w = w1 maksimum za |Kn(z;w)| na Γ = Eρ se dosti`e

na imaginarnoj osi:

(4.28) max
z∈Eρ

|Kn(z;w)| =
∣∣∣∣Kn

(
i

2

(
ρ− ρ−1

))∣∣∣∣ .
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Ako je n ≥ 2 parno, tada postoji ρ∗ takvo da za svako ρ ≥ ρ∗ va`i

(4.28), a ako je 1 < ρ < ρ∗, tada |Kn(z;w)| dosti`e maksimum za neko

z = z∗ = 1/2
(
ρeiθ

∗
+ ρ−1e−iθ∗

)
∈ Eρ, gde je (n/(n+ 1))π/2 < θ∗ < π/2.

(v) Ako je Γ = Cr i w = w2, tada je

max
z∈Cr

|Kn(z;w)| = Kn(r).

(g) Za w = w2 maksimum od |Kn(z;w)| na Γ = Eρ se dosti`e na realnoj osi:

(4.29) max
z∈Eρ

|Kn(z;w)| = Kn

(
1

2

(
ρ+ ρ−1

))
.

Dokaz. Analogno kao u dokazu teoreme 4.4 dobijamo ocenu (4.27).

(a) U ovom slu~aju je w(x) = w1(x) i w̃1(x) = w1(arccos x)
√

(1 + x)/(1− x) =√
1− x2. Kako je w̃1(x)/w̃1(−x) = 1 neopadaju}a funkcija na (−1, 1), na

osnovu teoreme 1.2, sledi da je

max
z∈Cr

|Kn(z;w)| = Kn(r).

(b) Kako je u ovom slu~ajuw(x) = w1(x) i w̃1(x) =
√
1− x2, tj. dobijamo drugu

^ebi{evqevu te`insku funkciju, na osnovu teoreme 1.5, zakqu~ujemo da
je

max
z∈Eρ

|Kn(z;w)| =
∣∣∣∣Kn

(
i

2

(
ρ− ρ−1

))∣∣∣∣ ,
kada je n neparno. Neka je sada n ≥ 2 paran broj i ρn > 1 jedinstven koren
jedna~ine

a1(ρ)

an(ρ)
=

1

n
, aj =

1

2

(
ρj + ρ−j

)
, j = 1, 2, 3, . . . .

Tada, ako je ρ ≥ ρn+1 = ρ∗, maksimum za |Kn(z;w)| na Eρ se dosti`e
na imaginarnoj osi, a ako je 1 < ρ < ρ∗, tada |Kn(z;w)| dosti`e svoj
maksimum u nekoj ta~ki z = z∗ = 1/2

(
ρeiθ

∗
+ ρ−1e−iθ∗

)
∈ Eρ, gde je (n/(n+

1))π/2 < θ∗ < π/2 (videti teoremu 1.6).

(v) Za w(x) = w2(x) imamo w̃1(x) = w2(arccos x)
√

(1 + x)/(1− x), odnosno

w̃1(x) =
√
(1 + x)/(1− x). Kako je w̃1(x)/w̃1(−x) = (1 + x)/(1 − x)

neopadaju}a funkcija na (−1, 1), na osnovu teoreme 1.2, dobijamo

max
z∈Cr

|Kn(z;w)| = Kn(r).

(g) Kako je u ovom slu~aju w(x) = w2(x) i w̃1(x) je tre}a ^ebi{evqeva
te`inskafunkcija (videti prethodni slu~aj), na osnovu teoreme 1.7, sledi
(4.29).
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Teorema 4.15. Neka je f 2π�periodi~na funkcija, takva da je f(0) = 0 i neka

je (f(arccos z) + f(− arccos z))/(1 − z) analiti~ka na domenu D, koji sadr`i

interval [−1, 1], a Γ kontura u D oko [−1, 1]. Za ostatak Rn(f) u (4.13) va`i

slede}a ocena:

(4.30) |Rn(f)| ≤
ℓ(Γ)

2π
max
z∈Γ

|Kn(z;w3)|max
z∈Γ

|f2(z)| ,

gde jeKn(z;w3) = R̃n (w̃2; 1/(z − ·)), R̃n je dato sa (3.13), f2 je dato sa (3.12) i w̃2

sa (3.9), za w = w3.

(a) Ako je Γ = Cr, tada je

max
z∈Cr

|Kn(z;w3)| = Kn(r).

(b) Kada je n neparno maksimum za |Kn(z;w3)| na Γ = Eρ se dosti`e na imagi-

narnoj osi:

(4.31) max
z∈Eρ

|Kn(z;w3)| =
∣∣∣∣Kn

(
i

2

(
ρ− ρ−1

))∣∣∣∣ .
Ako je n ≥ 2 parno, tada postoji ρ∗ takvo da za svako ρ ≥ ρ∗ va`i

(4.31), a ako je 1 < ρ < ρ∗, |Kn(z;w3)| dosti`e svoj maksimum u z = z∗ =
1/2

(
ρeiθ

∗
+ ρ−1e−iθ∗

)
∈ Eρ za (n/(n+ 1))π/2 < θ∗ < π/2.

Dokaz. Analogno dokazu teoreme 4.6 dobijamo ocenu (4.30).

(a) Neka je Γ dato sa Cr, r > 1, kru`nica u D i w̃2(x) =
√
1− x2. Kako je

w̃2(x)/w̃2(−x) = 1 neopadaju}a funkcija na (−1, 1), na osnovu teoreme 1.2,
sledi da je

max
z∈Cr

|Kn(z;w3)| = Kn(r).

(b) Neka je sada Γ = Eρ, ρ > 1. Po{to je w̃2 druga ^ebi{evqeva te`inska
funkcija, analogno kao u dokazu prethodne teoreme, dobijamo tra`eni
maksimum za |Kn(z;w3)|.

Teorema 4.16. Neka je f 2π�periodi~na funkcija i f(arccos z) + f(− arccos z)
analiti~ka funkcija na domenu D, koji sadr`i interval [−1, 1], i neka je Γ
kontura u D oko [−1, 1]. Za ostatak Rn(f) u (4.14) va`i slede}a ocena:

(4.32) |Rn(f)| ≤
ℓ(Γ)

2π
max
z∈Γ

|Kn(z;w4)|max
z∈Γ

|f3(z)| ,

gde jeKn(z;w4) = R̃n (w̃3; 1/(z − ·)), R̃n je dato sa (3.13), f3 je dato sa (3.24) i w̃3

sa (3.21), za w = w4.
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(a) Ako je Γ = Cr, tada je

max
z∈Cr

|Kn(z;w4)| = Kn(r).

(b) Kada je n neparno, maksimum za |Kn(z;w4)| na Γ = Eρ se dosti`e na

imaginarnoj osi:

(4.33) max
z∈Eρ

|Kn(z;w4)| =
∣∣∣∣Kn

(
i

2

(
ρ− ρ−1

))∣∣∣∣ .
Ako je n ≥ 2 parno, tada postoji ρ∗ takvo da za svako ρ ≥ ρ∗ va`i (4.33),
a ako je 1 < ρ < ρ∗, tada |Kn(z;w4)| dosti`e maksimum za z = z∗ =
1/2

(
ρeiθ

∗
+ ρ−1e−iθ∗

)
∈ Eρ, gde je (n/(n+ 1))π/2 < θ∗ < π/2.

Dokaz. Smenom x := arccos x, w(x) = w4(x) i primenom leme 3.8, kao u dokazu
teoreme 4.8, dobijamo (4.32).

Slu~ajevi (a) i (b) se lako mogu dokazati kori{}ewem sli~nih argumenata
kao u dokazu prethodne dve teoreme.

Sada }emo posmatrati ostatak Gausovih kvadraturnih formula (4.13) i
(4.14) u odnosu na slede}e parne te`inske funkcije na intervalu (−π, π):

wα
1 (x) = (sin2 x)α−1/2(1− cos x), wα

2 (x) = (sin2 x)α−1/2(1 + cos x), α > 0,

wα
3 (x) = (sin2 x)α−1/2, α > 0.

Po{to su sve te`inske funkcije wα
i (x), x ∈ (−π, π), α > 0, i = 1, 2, 3,

parne na (−π, π) zakqu~ujemo da va`e ocene ostataka Gausovih kvadraturnih
formula date u teoremama 4.4, 4.6, 4.8 i 4.11, ali se maksimum modula jezgraKn

ne mo`e dobiti kori{}ewem teorema koje su date u prethodnom poglavqu za
sve vrednosti parametra α.

Slede}e teoreme daju lokalizaciju maksimuma modula jezgra Kn na kru-
`nici Cr, r > 1, i elipsi Eρ, ρ > 1, kori{}ewem ~iwenice da se te`inske
funkcije wα

i (x), x ∈ (−π, π), α > 0, i = 1, 2, 3, smenom x := arccos x svode
na Gegenbauerove te`inske funkcije (1 − x2)α, x ∈ (−1, 1), α > 0. Os-
tatak Gausove kvadraturne formule za algebarske polinome u odnosu na Gegen-
bauerove te`inske funkcije je razmatran u radovima [18], [19], [54].

Teorema 4.17. Jezgro Kn(z;w
α), wα ∈ {wα

1 , w
α
2 , w

α
3 }, α > 0, dato sa (4.16) ako je

wα = wα
1 , sa (4.19) ako je w

α = wα
2 , i sa (4.21) ako je w

α = wα
3 , zadovoqava slede}e.

(a) Za svaku kru`nicu Cr, r > 1, imamo da je

max
z∈Cr

|Kn(z;w
α)| = Kn(r), α > 0.
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(b) Ako je α ≥ 1/2, tada na svakoj elipsi Eρ, za ρ ≥ ρ∗n, va`i:

max
z∈Eρ

|Kn(z;w
α)| =

∣∣∣∣Kn

(
i

2

(
ρ− ρ−1

))∣∣∣∣ ,
gde je parametar ρ∗n najve}a nula funkcije

dn(ρ) =
(
ρ− ρ−1

)2−4−
(
ρ2 − ρ−2

)2( (n+ 1)2

(ρn+1 + ρ−n−1)2
+

(n+ 3)2

(ρn+3 + ρ−n−3)2

)
ako je n ≥ 2 parno, dok ako je n ≥ 1 neparno, tada je ρ∗n = 1 +

√
2.

Dokaz. Detaqan dokaz }e biti dat za slu~aj wα = wα
1 . Potpuno sli~no se

dokazuju odgovaraju}a tvr|ewa za slu~ajeve wα = wα
2 i w

α = wα
3 .

U ovom slu~aju Kn(z;w
α
1 ) je dato sa (4.16), gde je w̃1 dato sa (3.6) za w = wα

1 ,
tj. w̃1(x) = wα

1 (arccos x)
√

(1 + x)/(1− x) = (1− x2)α, α > 0, x ∈ (−1, 1).

(a) Kako je w̃1(x)/w̃1(−x) = 1 neopadaju}a funkcija na (−1, 1), na osnovu
teoreme 1.2, sledi da je

max
z∈Cr

|Kn(z;w
α
1 )| = Kn(r), α > 0.

(b) Po{to je u ovom slu~aju w̃1(x) = (1 − x2)α, α > 0, x ∈ (−1, 1), tj. w̃1(x)
je Gegenbauerova te`inska funkcija. Kada je α ≥ 1/2, na osnovu teoreme
1.8, sledi da je

max
z∈Eρ

|Kn(z;w
α
1 )| =

∣∣∣∣Kn

(
i

2

(
ρ− ρ−1

))∣∣∣∣ , za ρ ≥ ρ∗n.

Parametar ρ∗n je najve}a nula funkcije

dn(ρ) =
(
ρ− ρ−1

)2−4−
(
ρ2 − ρ−2

)2( (n+ 1)2

(ρn+1 + ρ−n−1)2
+

(n+ 3)2

(ρn+3 + ρ−n−3)2

)
ako je n ≥ 2 parno, dok ako je n ≥ 1 neparno, tada je ρ∗n = 1 +

√
2.

Napomena 4.3. Za maksimum |Kn(z;w
α)|, wα ∈ {wα

1 , w
α
2 , w

α
3 }, α > 0, na elipsi Eρ

kada je 0 < α < 1/2 imamo samo empirijske rezultate zasnovane na izra~unava-
wima. Na osnovu wih se zakqu~uje da se maksimum dosti`e na imaginarnoj osi,

osim u slu~aju kada je n parno i ρ nije mnogo veliko, kada se pretpostavqa da je
malo izvan imaginarne ose (videti [18]).

Teorema 4.18. Za Kn(z;w
α
3 ), α ≥ 0, dato sa (4.20), va`i slede}e.

(a) Na svakoj kru`nici Cr, r > 1, sledi da je

max
z∈Cr

|Kn(z;w
α
3 )| = Kn(r), α ≥ 0.
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(b) Ako je α ≥ 3/2, tada na svakoj elipsi Eρ, za ρ ≥ ρ∗n, va`i:

max
z∈Eρ

|Kn(z;w
α
3 )| =

∣∣∣∣Kn

(
i

2

(
ρ− ρ−1

))∣∣∣∣ .
Parametar ρ∗n je najve}a nula funkcije

dn(ρ) =
(
ρ− ρ−1

)2−4−
(
ρ2 − ρ−2

)2( (n+ 1)2

(ρn+1 + ρ−n−1)2
+

(n+ 3)2

(ρn+3 + ρ−n−3)2

)
ako je n ≥ 2 parno, a ako je n ≥ 1 neparno, tada je ρ∗n = 1 +

√
2.

Za 0 < α ≤ 1/2, imamo da je

max
z∈Eρ

|Kn(z;w
α
3 )| = Kn

(
1

2

(
ρ+ ρ−1

))
, za n ≥ 2 i

ρ ≥ ρ∗n =


2.4139, n = 2,
2.0017, n = 3,√
2

2
(1 +

√
3), n ≥ 4.

Dokaz. Po{to je u ovom slu~ajuKn(z;w
α
3 ), α ≥ 0, dato sa (4.20) i w̃3 sa (3.21), za

w = wα
3 , α > 0, zakqu~ujemo da je w̃3(x) = wα

3 (arccos x)/
√
1− x2 = (1 − x2)α−1,

α > 0, x ∈ (−1, 1).

(a) Sada, po{to je w̃3(x)/w̃3(−x) = 1 neopadaju}a funkcija na (−1, 1), na
osnovu teoreme 1.2, dobijamo

max
z∈Cr

|Kn(z;w
α
3 )| = Kn(r).

(b) Kada je α ≥ 3/2, tada iz teoreme 1.8, sledi

max
z∈Eρ

|Kn(z;w
α
3 )| =

∣∣∣∣Kn

(
i

2

(
ρ− ρ−1

))∣∣∣∣ , za ρ ≥ ρ∗n.

Parametar ρ∗n je najve}a nula funkcije

dn(ρ) =
(
ρ− ρ−1

)2−4−
(
ρ2 − ρ−2

)2( (n+ 1)2

(ρn+1 + ρ−n−1)2
+

(n+ 3)2

(ρn+3 + ρ−n−3)2

)
ako je n ≥ 2 parno, dok ako je n ≥ 1 neparno, tada je ρ∗n = 1 +

√
2.

Ako je 0 < α ≤ 1/2, tada dobijamo (videti teoremu 1.8)

max
z∈Eρ

|Kn(z;w
α
3 )| = Kn

(
1

2

(
ρ+ ρ−1

))
, za n ≥ 2 i

ρ ≥ ρ∗n =


2.4139, n = 2,
2.0017, n = 3,√
2

2
(1 +

√
3), n ≥ 4.
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Napomena 4.4. Ako je 1/2 < α < 3/2, tada za maksimum izraza |Kn(z;w
α
3 )| na

elipsi Eρ imamo samo empirijske rezultate na osnovu kojih se zakqu~uje slede}e.
Kada je 1/2 < α < 1, tada se maksimum dosti`e na imaginarnoj osi ako je

n = 1; sa pove}awem n ta~ka u kojoj se dosti`e maksimum se pomera du` elipse

Eρ prema realnoj osi, i to br`e ako je ρ ve}e. Ako je 1 ≤ α < 3/2 maksimum se

dosti`e na imaginarnoj osi, osim kada je n parno i ρ nije mnogo veliko, a tada
se pretpostavqa da je malo izvan imaginarne ose (videti [18]).
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Glava 5

Vi{estruko ortogonalni

trigonometrijski polinomi

polu�celobrojnog stepena i

optimalni skupovi kvadraturnih

formula

Vi{estruko ortogonalni polinomi (eng. multiple orthogonal polynomials)
predstavqaju generalizaciju ortogonalnih polinoma u smislu da oni zadovo-
qavaju p ∈ N uslova ortogonalnosti.

Neka je p ∈ N i neka jeW = {w1, w2, . . . , wp} skup p te`inskih funkcija na
realnoj pravoj, takvih da je nosa~ svake funkcije wi podskup nekog intervala
Ei. Neka je n = (n1, n2, . . . , np) vektor (ure|ena p�torka) nenegativnih celih
brojeva, koji se zove multi�indeks, a |n| = n1 + n2 + · · ·+ np wegova du`ina.

Uvedimo parcijalno ure|ewe multi�indeksa na slede}i na~in:

(5.1) m ≼ n ⇔ mν ≤ nν za svako ν = 1, 2, . . . , p.

5.1 Vi{estruko ortogonalni algebarski polinomi

Vi{estruko ortogonalne algebarske polinome je prvi uveo Hermite1 u
dokazu transcedentnosti broja e, i daqe su kori{}eni u teoriji brojeva i
teoriji aproksimacija. Naime, u Hermite�Padeovoj2 aproksimaciji, koja se

1 Charles Hermite (1822�1901), francuski matemati~ar
2 Henri Eugéne Padé (1863�1953), francuski matemati~ar
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koristi za racionalnu aproksimaciju sistema Markovih3 funkcija, imenioci
zadovoqavaju vi{e relacija ortogonalnosti koje su ekvivalentne uslovima
ortogonalnosti vi{estruko ortogonalnih polinoma. Za vi{e detaqa o vi{e-
strukoortogonalnimpolinomimaiHermite�Padeovoj aproksimaciji ~itaoce
upu}ujemo na kwigu [50, Chapter 4], pregledne ~lanke [1], [12] i [44], kao i rado-
ve [53], [57], [58], [59], [71], [74], i poglavqe 23 kwige [25]. Tako|e, vi{estruko
ortogonalni polinomi su kori{}eni u dokazima iracionalnosti i transce-
dentnosti nekih realnih brojeva (videti [71], [72], [74]).

Postoje dva tipa vi{estruko ortogonalnih polinoma.

• Vi{estruko ortogonalni polinomi tipa I
Vi{estruko ortogonalni polinomi tipa I su predstavqeni vektorom

(5.2) (Bn,1, Bn,2, . . . , Bn,p)

p polinoma, gde je Bn,j , 1 ≤ j ≤ p, polinom stepena nj − 1 i va`e slede}i
uslovi ortogonalnosti:

(5.3)

p∑
j=1

∫
Ej

xkBn,j wj(x) dx = 0, k = 0, 1, 2, . . . , |n| − 2,

sa normalizacijom

(5.4)

p∑
j=1

∫
Ej

x|n|−1Bn,j wj(x) dx = 1.

Za p = 1 imamo obi~ne ortogonalne polinome.

Svaki polinom Bn,j ima nj koeficijenata. Vektor (5.2) je kompletno
odere|en ako mo`emo odrediti svih |n| nepoznatih koeficijenata. Uslo-
vi (5.3)�(5.4) daju linearan sistem od |n| jedna~ina za ra~unawe ovih
|n| nepoznatih koeficijenata polinoma Bn,j , j = 1, 2, . . . , p. Ka`emo
da je multi�indeks normalan za tip I ako uslovi (5.3)�(5.4) jedinstveno
odre|uju polinome u (5.2).

Za vi{estruko ortogonalne polinome tipa I uve{}emo i slede}u funkci-
ju:

(5.5) Bn(x) =

p∑
ν=1

Bn,νwν(x).

• Vi{estruko ortogonalni polinomi tipa II
Pod vi{estruko ortogonalnim polinomom tipa II podrazumeva se moni-
~an polinom Pn stepena |n| takav da zadovoqava slede}e uslove ortogo-
nalnosti:

(5.6)

∫
Eν

Pn(x)x
k wν(x) dx = 0, k = 0, 1, . . . , nν − 1, ν = 1, 2, . . . , p.

3André�i Andréevi~ Markov (1856�1922), ruski matemati~ar
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Uslovi ortogonalnosti (5.6) daju sistem od |n| linearnih jedna~ina za
odre|ivawe |n| nepoznatih koeficijenatamoni~nog polinomaPn. Po{to
matrica ovog sistema mo`e biti singularna, potrebni su dodatni uslovi
za p te`inskih funkcija koji }e obezbediti jedinstvenost vi{estruko
ortogonalnog polinoma.

Vi{estruko ortogonalan polinom tipa II Pn je jedinstven ako i samo ako
je vektor vi{estruko ortogonalnih polinoma tipa I jedinstven (videti [25]).
Ako je polinom Pn jedinstven, tada je multi�indeks n normalan. Ako su svi
multi�indeksi normalni tada ka`emo da p te`inskih funkcija ~ini savr{en

sistem.

Slede}a dva sistema te`inskih funkcija su savr{eni sistemi (videti [74]):

1. Angelesco sistem, za koji su intervali Ei (nosa~i te`inskih funkcija),
disjunktni, tj. Ei ∩ Ej = ∅ za 1 ≤ i ̸= j ≤ p;

2. AT sistem, gde sve te`inske funkcije imaju nosa~e u istom intervalu E
i skup

{xkwν(x) : k = 0, 1, . . . , nν − 1, ν = 1, 2, . . . , p}

~ini ^ebi{evqev sistem na E za sve multi�indekse n.

Va`e slede}a tvr|ewa (videti [74], [25]).

Teorema 5.1. Za Angelesco sistem vi{estruko ortogonalni polinom tipa II
Pn(x) mo`e se predstaviti kao proizvod p polinoma, Pn(x) =

∏p
j=1 qnj

(x), gde
svaki polinom qnj

ima ta~no nj nula na Ej .

Teorema 5.2. Za AT sistem vi{estruko ortogonalni polinom tipa II Pn(x) ima
ta~no |n| nula na E. Za vektor vi{estruko ortogonalnih polinoma tipa I
linearna kombinacija

∑p
j=1Bn,j(x)wj(x) ima ta~no |n| − 1 nula na E.

5.1.1 Rekurentne relacije

Kao {to ortogonalni polinomi na realnoj pravoj uvek zadovoqavaju tro-
~lanu rekurentnu relaciju, tako postoje i rekurentne relacije za vi{estruko
ortogonalne polinome. Prvo su dobijene rekurentne relacije reda p + 1 za
vi{estruko ortogonalne polinome tipa II za takozvane skoro dijagonalne
multi�indekse (videti [72]), a zatim i rekurentne relacije za proizvoqan
multi�indeks, takozvane rekurentne relacije �najbli`ih suseda�, za vi{estru-
ko ortogonalne polinome tipa I i II.
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Neka skup te`inskih funkcija W = {w1, w2, . . . , wp} ~ini jedan od pos-
matranih sistema u poglavqu 5.1 i neka za svaku te`insku funkciju wk, k =
1, 2, . . . , p

(f, g)k =

∫
Ek

f(x)g(x)wk(x) dx, f, g ∈ Pn,

ozna~ava odgovaraju}i skalarni proizvod funkcija f i g.

Rekurentne relacije u slu~aju skoro dijagonalnih multi�indeksa

Neka je p ∈ N i neka je m ∈ N0. Zapisa}emo ga u obliku m = ℓp + j, gde je
0 ≤ j < p i ℓ = [m/p]. Skoro dijagonalan multi�indeks d(m), koji odgovara
brojum, je multi�indeks

d(m) = (ℓ+ 1, ℓ+ 1, . . . , ℓ+ 1︸ ︷︷ ︸
j puta

, ℓ, ℓ, . . . , ℓ︸ ︷︷ ︸
p−j puta

).

Sa Pm ozna~i}emo odgovaraju}e vi{estruko ortogonalne polinome tipa II
Pd(m), u odnosu na skup te`inaW .

Uzimaju}i za skalarne proizvode (·, ·)j+ℓp = (·, ·)j za svako ℓ ∈ Z va`i
slede}a teorema (dokaz se mo`e na}i u [43]).

Teorema 5.3. Vi{estruko ortogonalni polinomi tipa II sa skoro dijagonalnim
multi�indeksima {Pm} zadovoqavaju rekurentnu relaciju

(5.7) Pm+1(x) = (x− am,p)Pm(x)−
p−1∑
k=0

am,kPm−p+k(x), m ≥ 0,

gde je P0(x) = 1, Pi(x) = 0, za i = −1,−2, . . . ,−p,

am,0 =
(xPm, P[(m−p)/p])j+1

(Pm−p, P[(m−p)/p])j+1

i

am,k =
(xPm −

∑k−1
i=0 am,iPm−p+i, P[(m−p+k)/p])j+k+1

(Pm−p+k, P[(m−p+k)/p])j+k+1

, k = 1, 2, . . . , p,

gde je ℓ = [m/p] i j = m− ℓp ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Mewaju}im = 0, 1, . . . , n− 1 u (5.7) dobijamo

Hn


P0(x)
P1(x)
...

Pn−1(x)

 = x


P0(x)
P1(x)
...

Pn−1(x)

− Pn


0
...
0
1

 ,
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tj.

(5.8) HnPn(x) = xPn(x)− Pn(x)en,

gde je

Pn(x) =
[
P0(x) P1(x) · · · Pn−1(x)

]T
, en =

[
0 0 · · · 0 1

]T
i Hn slede}a dowa (sa trakom) Hesenbergova

4 matrica reda n

Hn =



α0,p 1
α1,p−1 α1,p 1
...

. . .
. . .

. . .

αp,0 · · · αp,p−1 αp,p 1
αp+1,0 · · · αp+1,p−1 αp+1,p 1

. . .
. . .

. . .
. . .

αn−2,0 · · · αn−2,p−1 αn−2,p 1
αn−1,0 · · · αn−1,p−1 αn−1,p


Ova vrsta matrica se dobija i u konstrukciji ortogonalnih polinoma na radi-
jalnim zracima u kompleksnoj ravni (videti [34]).

Neka su x
(n)
i , i = 0, 1, . . . , n− 1, nule polinoma Pn(x). Tada se relacija (5.8)

svodi na problem sopstvenih vrednosti

x
(n)
i Pn(x

(n)
i ) = HnPn(x

(n)
i ).

Prema tome, x
(n)
i su sopstvene vrednosti matrice Hn, a Pn(x

(n)
i ) odgovaraju}i

sopstveni vektori. Jednostavno se dobija i slede}a reprezentacija vi{estruko
ortogonalnih polinoma tipa II

Pn(x) = det(xIn −Hn),

gde je In jedini~na matrica reda n.

Nule polinoma Pn(x), kao sopstvene vrednosti matriceHn, mo`emo dobiti
QR algoritmom ( EISPACK rutina COMQR [56, c. 277–284]). Tako|e se mogu
koristiti i Matlab ili Mathematica.

Rekurentne relacije �najbli`ih suseda�

Rekurentne relacije za op{temulti�indekse, takozvane rekurentne relacije
�najbli`ih suseda�date su u [25] i [73]. Ove relacije ukqu~uju multi�indekse
oblika n± eν , gde je eν standardni jedini~ni vektor sa 1 na ν�toj koordinati.

4 Karl Adolf Hessenberg (1904–1959), nema~ki matemati~ar

84



5.1. VI[ESTRUKO ORTOGONALNI ALGEBARSKI POLINOMI

Sa 0 }emo ozna~iti multi�indeks 0 = (0, 0, . . . , 0). Neka je (i1, i2, . . . , ip)
permutacija p�torke (1, 2, . . . , p) i neka su σν slede}i multi�indeksi:

(5.9) σν =
ν∑

j=1

eij , ν = 1, 2, . . . , p.

Multi�indeks σν ima ν koordinata jednakih 1 i p − ν jednakih 0. Polinom
Pn−σν je stepena |n| − ν, ν = 1, 2, . . . , p, i n − σp = (n1 − 1, n2 − 1, . . . , np − 1).
Izaberimo k ∈ {1, 2, . . . , p} i pretpostavimo da su svi multi�indeksi m ≼
n+ ek normalni. Tada va`i slede}a rekurentna relacija (videti [25])

(5.10) xPn(x) = Pn+ek(x) + an,0(k)Pn(x) +

p∑
ν=1

aν(n)Pn−σν (x),

gde su

an,0 =

∫
E

xPn(x)Bn+ek(x) dx,

aν(n) =

∫
E

xPn(x)Bn−σν−1(x) dx, ν = 1, 2, . . . , p,

a Bn je funkcija za polinome tipa I data sa (5.5) i σ0 = 0.

Napomena 5.1. Ako je (1, 1, . . . , 1) ≼ n, tada je i n−σp multi�indeks. Me|utim,

javqa se problem kada multi�indeks n ima neke koordinate jednake 0, tj. kada
n−σp ima negativnih koordinata. Tako|e, po{to je (5.10) rekurentna relacija
reda p + 1, potrebna nam je p + 1 po~etna vrednost. Problem po~etnih vred-

nosti je povezan sa problemom kada su neke koordinate multi�indeksa n jednake

0. Me|utim, ako je nℓ = 0, za neko ℓ ∈ {1, 2, . . . , p}, tada u stvari nemamo uslove
ortogonalnosti u odnosu na te`insku funkcijuwℓ, tj. imamo uslove ortogonal-

nosti u odnosu na p − 1 te`insku funkciju; ako n ima dve koordinate jednake

0, tada imamo uslove ortogonalnosti u odnosu na p − 2 te`inske funkcije,

i tako daqe. Kona~no, ako je (1, 1, . . . , 1) ̸≼ n i nℓ1 = nℓ2 = · · · = nℓr = 0
za odre|eno r ∈ {1, 2, . . . , p}, izabra}emo permutaciju (i1, i2, . . . , ip) za koju

je {ip, ip−1, . . . , ip−r+1} = {ℓ1, ℓ2, . . . , ℓr}, i postaviti da je Pn−σj
(x) = 0, za

j = p, p − 1, . . . , p − r + 1, tj. Pm(x) = 0 ako multi�indeks m ima bar jednu

negativnu koordinatu. Sada se lako zakqu~uje da su po~etni uslovi rekurentne

relacije (5.10) dati sa

P0(x) = 1, P−σj
(x) = 0, j = 1, 2, . . . , p.

Za p = 1 vi{estruko ortogonalni polinomi tipa II se svode na obi~ne
ortogonalne polinome, a rekurentna relacija reda p + 1 se svodi na poznatu
tro~lanu rekurentnu relaciju.
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Napomena 5.2. Ako je nν = 0 za neko ν ∈ {1, 2, . . . , p}, tada je odgovaraju}a

koordinata u polinomu tipa I nula polinom, tj. Bn,ν(x) = 0. Za n = 0 imamo da
je B0,ν(x) = 0, ν = 1, 2, . . . , p, i stoga je B0(x) = 0. Za n = eν , ν = 1, 2, . . . , p,
imamo da je Beν ,ν polinom stepena 0, tj. Beν ,ν = aν , gde je aν konstanta koja

mo`e biti dobijena iz uslova normalizacije (5.4). Stoga,
∫
E
aν wν(x) dx = 1,

tj.

aν =
1∫

E
wν(x) dx

,

i

(5.11) Beν (x) = Beν ,ν(x)wν(x) = aνwν(x), ν = 1, 2, . . . , p.

Tako|e, za (1, 1, . . . , 1) ̸≼ n, imamo da je Bn,ν(x) = 0 ako je nν = 0, i Bn,ν(x) =
Beν ,ν(x) ako je nν = 1. Sada jednostavno dobijamo

(5.12) Bσν (x) =
ν∑

j=1

Beij ,ij
(x)wij(x) =

ν∑
j=1

aijwij(x), ν = 1, 2, . . . , p,

gde je σν data sa (5.9), za permutaciju (i1, i2, . . . , ip).

Vi{estruko ortogonalni polinomi tipa I tako|e zadovoqavaju rekurentnu
relaciju datu slede}om teoremom.

Teorema 5.4. Neka je n ̸= 0 multi�indeks. Izaberimo k ∈ {1, 2, . . . , p} takvo

da je nk ̸= 0, i pretpostavimo da su svi multi�indeksi m ≼ n + (1, 1, . . . , 1)
normalni. Neka je σj , j = 1, 2, . . . , p, multi�indeks dat sa (5.9). Tada funkcije
{Bm} za polinome tipa I, date sa (5.5), zadovoqavaju rekurentnu relaciju

(5.13) xBn(x) = Bn−ek(x) + bn,0(k)Bn(x) +

p∑
j=1

bj(n)Bn+σj
(x),

gde je B0(x) = 0 i Bσj
(x), j = 1, 2, . . . , p, dato sa (5.12). Koeficijenti

rekurentne relacije su dati sa

bn,0(k) =

∫
E

xBn(x)Pn−ek(x) dx,

bj(n) =

∫
E

xBn(x)Pn+σj−1
(x) dx, j = 1, 2, . . . , p,

gde je Pm odgovaraju}i vi{estruko ortogonalan polinom tipa II i σ0 = 0.

Tako|e, interesantne su i rekurentne relacije za vi{estruko ortogonalne
polinome tipa II koji daju vezu izme|u polinoma u odnosu na multi�indeks
n, jedan multi�indeks n + ek i svih susednih multi�indeksa oblika n − ej ,
1 ≤ j ≤ p.
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Teorema 5.5. Neka je n multi�indeks. Izaberimo k ∈ {1, , . . . , p} i pret-

postavimo da su svi multi�indeksi m ≼ n + ek normalni. Tada vi{estruko

ortogonalni polinomi tipa II zadovoqavaju slede}u rekurentnu relaciju:

xPn(x) = Pn+ek(x) + an,0Pn(x) +

p∑
j=1

an,jPn−ej(x),

sa po~etnim uslovima P0(x) = 1 i P−ej(x) = 0, j = 1, 2, . . . , p. Koeficijenti

rekurentne relacije su dati sa

an,0 =

∫
E

xPn(x)Bn+ek(x) dx,

an,j =

∫
E

xnjPn(x)wj(x) dx∫
E

xnj−1Pn−ej(x)wj(x) dx

, j = 1, 2, . . . , p,

gde je Bm funkcija za polinome tipa I data sa (5.5).

Sli~ne rekurentne relacije za susedne multi�indekse va`e i za vi{estruko
ortogonalne polinome tipa I.

Teorema 5.6. Neka je n ̸= 0 multi�indeks. Izaberimo k ∈ {1, 2, . . . , p} takvo

da je nk ̸= 0, i pretpostavimo da su svi multi�indeksi m ≼ n i n + eν ,
ν = 1, 2, . . . , p, normalni. Tada funkcije {Bm} za polinome tipa I, date sa (5.5),
zadovoqavaju rekurentnu relaciju

xBn(x) = Bn−ek(x) + bn,0(k)Bn(x) +

p∑
j=1

bj(n)Bn+ej(x),

gde je B0(x) = 0 i Bej(x), j = 1, 2, . . . , p, dato sa (5.11). Koeficijenti

rekurentne relacije su dati sa

bn,0(k) =

∫
E

xBn(x)Pn−ek(x) dx,

bj(n) =
kn,j
kn+ej ,j

, j = 1, 2, . . . , p,

gde je Pm odgovaraju}i vi{estruko ortogonalan polinom tipa II i km,j je vode}i

koeficijent polinoma Bm,j (stepenamj − 1).
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5.2 Vi{estruko ortogonalni trigonometrijski poli-

nomi polu�celobrojnog stepena

U poglavqu 2.1 smo naveli najva`nije osobine trigonometrijskih poli-
noma polu�celobrojnog stepena. Prirodno se name}e pitawe uop{tewa na
vi{estruko ortogonalne trigonometrijske polinome polu�celobrojnog ste-
pena. Definicija i osnovne osobine takvih polinoma su date u radu [65].

Lineal nad skupom {cos(k+1/2)x, sin(k+1/2)x : k = 0, 1, 2, . . . ,m} }emo, kao
i u glavi 2, ozna~iti sa T

1/2
m ,m ∈ N0, a sa Tm linearni prostor trigonometrij-

skih polinoma stepena ne vi{eg od m. Naravno, va`i da je dim(Tm) = 2m + 1

i dim(T
1/2
m ) = 2(m + 1). Tako|e, naglasi}emo da umesto oznake tm+1/2 (koja

je kori{}ena u poglavqu 2.1) u ovom poglavqu trigonometrijski polinomi
polu�celobrojnog stepena }e, zbog preglednosti zapisa, biti ozna~eni sa

t1/2m (x) =
m∑

ν=0

(
cν cos

(
ν +

1

2

)
x+ dν sin

(
ν +

1

2

)
x

)
,

gde je cν , dν ∈ R, |cm|+ |dm| ≠ 0, i mogu se predstaviti u obliku

t1/2m (x) = A
2m∏
k=0

sin
x− xk

2
(A konstanta razli~ita od 0).

Neka jeW = {w1, w2, . . . , wp} skup p te`inskih funkcija, nenegativnih i in-
tegrabilnih na intervalu E du`ine 2π. U ovoj glavi uvek }emo podrazumevati
da je interval E zatvoren sa leve strane i otvoren sa desne strane, tj. da je
oblika [L,L+ 2π), L ∈ R.

Analogno vi{estruko ortogonalnim algebarskim polinomima, opisanim u
poglavqu 5.1, defini{u se vi{estruko ortogonalni trigonometrijski poli-
nomi polu�celobrojnog stepena.

Definicija 5.1. Neka je n multi�indeks. Vi{estruko ortogonalni trigonome-

trijski polinomi polu�celobrojnog stepena tipa I u odnosu na W su pred-

stavqeni vektorom (A
1/2
n,1 , A

1/2
n,2 , . . . , A

1/2
n,p) trigonometrijskih polinoma polu�

celobrojnog stepena, gde jeA
1/2
n,ν polu�celobrojnog stepenanν−1/2, ν = 1, 2, . . . , p,

takav da su zadovoqeni slede}i uslovi ortogonalnosti:

p∑
ν=1

∫
E

A1/2
n,ν cos

(
k +

1

2

)
xwν(x) dx = 0, k = 0, 1, 2, . . . , |n| − 2,(5.14)

p∑
ν=1

∫
E

A1/2
n,ν sin

(
k +

1

2

)
xwν(x) dx = 0, k = 0, 1, 2, . . . , |n| − 2,
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sa normalizacijom:

p∑
ν=1

∫
E

A1/2
n,ν cos

(
|n| − 1

2

)
xwν(x) dx = 1,(5.15)

p∑
ν=1

∫
E

A1/2
n,ν sin

(
|n| − 1

2

)
xwν(x) dx = 1.

Uslovi (5.14)�(5.15) daju sistem od 2|n| jedna~ina za odre|ivawe 2|n| nepo-
znatih koeficijenata trigonometrijskih polinoma polu�celobrojnog stepena

A
1/2
n,ν , ν = 1, 2, . . . , p. Multi�indeks n je normalan za tip I ako sistem (5.14)�

(5.15) ima jedinstveno re{ewe.

Za vi{estruko ortogonalne polinome tipa I uvodimo i slede}u funkciju:

(5.16) An(x) =

p∑
ν=1

A1/2
n,νwν(x).

Tada, uslovi ortogonalnosti (5.14) i normalizacija (5.15) postaju∫
E

An(x) cos

(
k +

1

2

)
x dx = 0, k = 0, 1, 2, . . . , |n| − 2,(5.17) ∫

E

An(x) sin

(
k +

1

2

)
x dx = 0, k = 0, 1, 2, . . . , |n| − 2,

i ∫
E

An(x) cos

(
|n| − 1

2

)
x dx = 1,(5.18) ∫

E

An(x) sin

(
|n| − 1

2

)
x dx = 1,

respektivno.

Definicija 5.2. Neka je n multi�indeks. Trigonometrijski polinom polu�ce-

lobrojnog stepena T
1/2
n je vi{estruko ortogonalan polinom polu�celobrojnog

stepena tipa II u odnosu na W ako je polu�celobrojnog stepena |n| + 1/2 i

zadovoqava slede}e uslove ortogonalnosti:∫
E

T 1/2
n (x) cos

(
kν +

1

2

)
xwν(x) dx = 0, kν = 0, 1, . . . , nν − 1,(5.19) ∫

E

T 1/2
n (x) sin

(
kν +

1

2

)
xwν(x) dx = 0, kν = 0, 1, . . . , nν − 1,

za ν = 1, 2, . . . , p.

Napomena 5.3. Primetimo da, ako je neko nν = 0, tada nemamo uslove ortogo-
nalnosti (5.19) u odnosu na odgovaraju}u te`inu wν .
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Za p = 1 dobijamo obi~ne ortogonalne trigonometrijske polinome polu�
celobrojnog stepena, o kojima smo detaqnije pisali u poglavqu 2.1.

Uslovi ortogonalnosti (5.19) daju sistem linearnih jedna~ina za nepoznate

koeficijente trigonometrijskog polinoma T
1/2
n . Sa obzirom na to da je

T 1/2
n (x) =

|n|∑
k=0

(
ak cos

(
k +

1

2

)
x+ bk sin

(
k +

1

2

)
x

)
∈ T

1/2
|n| ,

imamo 2|n| + 2 nepoznatih koeficijenata ak, bk, k = 0, 1, . . . , |n|. Uslovi
(5.19) daju 2(n1 + n2 + · · · + np) = 2|n| jedna~ina za odre|ivawe 2|n| + 2

nepoznatih koeficijenata trigonometrijskog polinoma T
1/2
n , pa moramo fi-

ksirati 2 koeficijenta. Unapred }emo fiksirati vode}e koeficijente a|n| i
b|n| (naravno, a

2
|n| + b2|n| ̸= 0). Specijalno, za izbor vode}ih koeficijenata,

(a|n|, b|n|) ∈ {(1, 0), (0, 1)}, uvodimo slede}e oznake

TC,1/2
n (x) = cos

(
|n|+ 1

2

)
x+

|n|−1∑
k=0

(
c
(n)
k cos

(
k +

1

2

)
x+ d

(n)
k sin

(
k +

1

2

)
x

)
,

(5.20)

T S,1/2
n (x) = sin

(
|n|+ 1

2

)
x+

|n|−1∑
k=0

(
f
(n)
k cos

(
k +

1

2

)
x+ g

(n)
k sin

(
k +

1

2

)
x

)
.

Polinome T
C,1/2
n (x) i T

S,1/2
n (x) nazivamo moni~ni kosinusni odnosno moni~ni

sinusni vi{estruko ortogonalni trigonometrijski polinom polu�celobro-
jnog stepena, respektivno.

Ako sistem jedna~ina (5.19) ima jedinstveno re{ewe, tada je multi�indeks
n normalan za tip II.

Lema 5.1. Multi�indeks n je normalan za tip I ako i samo ako je normalan za
tip II.

Dokaz. Za ν = 1, . . . , p, uvedimo slede}e oznake:

IC,ν
i,j =

∫
E

cos

(
i+

1

2

)
x cos

(
j +

1

2

)
xwν(x) dx,

IS,νi,j =

∫
E

sin

(
i+

1

2

)
x sin

(
j +

1

2

)
xwν(x) dx,

Iνi,j =

∫
E

cos

(
i+

1

2

)
x sin

(
j +

1

2

)
xwν(x) dx,

90



5.2. VI[ESTRUKO ORTOGONALNI TRIGONOMETRIJSKI POLINOMI POLU�CELOBROJNOG STEPENA

m
(ν)
i,j =

[
IC,ν
i,j Iνi,j

Iνj,i IS,νi,j

]
,

za i, j = 0, 1, . . ., i

Mν =


m

(ν)
0,0 m

(ν)
0,1 · · · m

(ν)
0,|n|−1

m
(ν)
1,0 m

(ν)
1,1 · · · m

(ν)
1,|n|−1

...
...

. . .
...

m
(ν)
nν−1,0 m

(ν)
nν−1,1 · · · m

(ν)
nν−1,|n|−1

 .

Tada je matrica sistema (5.14)�(5.15) data sa

M I =
[
MT

1 MT
2 · · · MT

p

]
2|n|×2|n| ,

a matrica sistema (5.19) (vode}i koeficijenti trigonometrijskog polinoma

T
1/2
n su fiksirani) je

M II =


M1

M2
...
Mp


2|n|×2|n|

.

O~igledno je matrica M II transponovana matrici M I , {to zna~i da su de-
terminante sistema (5.19) i (5.14)�(5.15) jednake, tj. sistem (5.14)�(5.15) ima
jedinstveno re{ewe ako i samo ako sistem (5.19) ima jedinstveno re{ewe.

Na osnovu leme 5.1, mo`emo govoriti samo o normalnim multi�indeksima.
Ako su svi multi�indeksi normalni, tada te`ine ~ine savr{eni sistem fun-

kcija.

Po{to matrica koeficijenata sistema (5.19) mo`e biti singularna, potre-
bni su dodatni uslovi za p te`inskih funkcija da bi obezbedili jedinstvenost
vi{estruko ortogonalnih trigonometrijskih polinoma polu�celobrojnog ste-
pena. Lako je primetiti da je jedinstvenost obezbe|ena uslovom da je skup
funkcija

{wν(x) cos(kν+1/2)x,wν(x) sin(kν+1/2)x : kν = 0, 1, . . . , nν−1, ν = 1, 2, . . . , p},

^ebi{evqev sistem na E za multi�indeks n. Takav skupW = {w1, w2, . . . , wp}
zva}emo trigonometrijski AT sistem (TAT sistem) te`inskih funkcija za
multi�indeks n.

Osobine nula vi{estruko ortogonalnih trigonometrijskih polinoma po-
lu�celobrojnog stepena tipa I i II su date u slede}e dve teoreme.
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Teorema 5.7. Neka je n multi�indeks takav da je W = {w1, w2, . . . , wp} TAT

sistem te`inskih funkcija za svaki multi�indeks m za koji va`i m ≼ n. Za
vi{estruko ortogonalne trigonometrijske polinome polu�celobrojnog stepena

tipa I u odnosu naW funkcijaAn(x), data sa (5.16), ima ta~no 2|n|−1 prostih
nula na E.

Dokaz. Jednostavno je uo~iti da funkcija An(x) za polinome tipa I ima
bar jednu promenu znaka na E, jer ako pretpostavimo suprotno, za |n| ≥ 1
ortogonalnost ∫

E

An(x) sin
x− L

2
dx = 0

ne bi bila mogu}a jer sin(x− L)/2 ne mewa znak na [L, 2π + L).

Funkcija An(x) ima najvi{e 2|n| − 1 nula na E po{to je u pitawu TAT si-
stem. Broj promena znaka naE je neparan (videti napomenu 2.1). Pretpostavimo
da ima 2m − 1, m < |n|, promena znaka u ta~kama x1, x2, . . . , x2m−1 ∈ E, i
ozna~imo

Q(x) =
2m−1∏
i=1

sin
x− xi

2
.

Tada, An(x)Q(x) ne mewa znak na E i∫
E

An(x)Q(x) dx ̸= 0,

{to je u kontradikciji sa uslovima ortogonalnosti (5.14). Zato jem = |n|, {to
zna~i da An(x) ima ta~no 2|n| − 1 prostih nula na E.

Teorema 5.8. Pretpostavimo da je n multi�indeks takav da je skup te`inskih

funkcijaW = {w1, w2, . . . , wp}TAT sistem za sve multi�indeksem za koje va`i

m ≼ n. Vi{estruko ortogonalan trigonometrijski polinom polu�celobrojnog

stepena tipa II T
1/2
n (x) u odnosu naW ima ta~no 2|n|+ 1 prostih nula na E.

Dokaz. Sli~no kao u dokazu teoreme 5.7 zakqu~ujemo da T
1/2
n (x) ima neparan

broj promena znaka na E za |n| ≥ 1.

Pretpostavimo da polinom T
1/2
n (x) ima 2m+1 promena znaka naE u ta~kama

x0, x1, . . . , x2m i da jem < |n|. Neka jem = (m1,m2, . . . ,mp)multi�indeks takav
da jem = |m|,m ≼ n, imj < nj za bar jedno j. Konstrui{imo sada funkciju

Q(x) =

p∑
i=1

Q1/2
mi

(x)wi(x),

gde je svakiQ
1/2
mi trigonometrijski polinom polu�celobrojnog stepenami−1/2,

za i ̸= j, aQ
1/2
mj je trigonometrijski polinompolu�celobrojnog stepenamj+1/2,

tako da ona zadovoqava interpolacione uslove

Q(xk) = 0, k = 0, 1, . . . , 2m,
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i Q(x2m+1) = 1, za neku dodatnu ta~ku x2m+1 ∈ E. Po{to radimo sa ^ebi-
{evqevim sistemom od 2m + 2 funkcije, interpolacioni problem ima jedin-
stveno re{ewe, a kako funkcija Q ve} ima 2m + 1 nula ona ne mo`e imati
dodatnih promena znaka. Naravno, funkcija Q nije identi~ki jednaka nuli,

jer je Q(x2m+1) ̸= 0. O~igledno T
1/2
n (x)Q(x) ne mewa znak na E, pa je∫

E

T 1/2
n (x)Q(x) dx ̸= 0,

{to je u kontradikciji sa uslovima ortogonalnosti (5.19). Prema tome, T
1/2
n (x)

ima ta~no 2|n|+ 1prostih nula na E.

Dokaza}emo sada slede}u biortogonalnost izme|u vi{estruko ortogona-

lnih trigonometrijskih polinoma polu�celobrojnog stepena tipa II T
1/2
n (x) i

funkcije Am(x) za polinome tipa I, date sa (5.16).

Teorema 5.9. Pretpostavimo da su n i m dva multi�indeksa takva da je skup

W = {w1, w2, . . . , wp} TAT sistem te`inskih funkcija u odnosu na oba multi�

indeksa n im. Tada va`i slede}a biortogonalnost:

(5.21)

∫
E

T 1/2
n (x)Am(x) dx =


0, ako je m ≼ n,
0, ako je |n| ≤ |m| − 2,
a|n| + b|n|, ako je |n| = |m| − 1,

gde je T
1/2
n (x) odgovaraju}i vi{estruko ortogonalan trigonometrijski polinom

polu�celobrojnog stepena tipa II sa vode}im koeficijentima a|n| i b|n|, iAm(x)
odgovaraju}a funkcija za polinome tipa I, data sa (5.16).

Dokaz. Po{to je Am(x) data sa (5.16) sledi da je∫
E

T 1/2
n (x)Am(x) dx =

∫
E

T 1/2
n (x)

(
p∑

ν=1

A1/2
m,νwν(x)

)
dx

=

p∑
ν=1

∫
E

T 1/2
n (x)A1/2

m,ν wν(x) dx.

Pretpostavimo prvo da je m ≼ n. Na osnovu (5.1) i uslova ortogonalnosti

(5.19) za T
1/2
n (x), zakqu~ujemo da su svi integrali na desnoj strani prethodne

jednakosti jednaki nuli, tj.∫
E

T 1/2
n (x)Am(x) dx = 0.

Kako su a|n| i b|n| vode}i koeficijenti trigonometrijskog polinoma T
1/2
n ,

dobijamo
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∫
E

T 1/2
n (x)Am(x) dx =a|n|

∫
E

Am(x) cos

(
|n|+ 1

2

)
x dx(5.22)

+ b|n|

∫
E

Am(x) sin

(
|n|+ 1

2

)
x dx

+

|n|−1∑
k=0

ak

∫
E

Am(x) cos

(
k +

1

2

)
x dx

+

|n|−1∑
k=0

bk

∫
E

Am(x) sin

(
k +

1

2

)
x dx.

Ako je |n| ≤ |m| − 2, kori{}ewem uslova ortogonalnosti (5.17) za Am(x),
dobijamo da su svi integrali na desnoj strani prethodne jednakosti jednaki
nuli i zato je ∫

E

T 1/2
n (x)Am(x) dx = 0.

Da bi kompletirali dokaz posmatrajmo slu~aj |n| = |m| − 1. Na osnovu
uslova (5.18) i (5.17), iz (5.22) dobijamo dato tvr|ewe.

5.3 TAT sistem parnih te`inskih funkcija

Neka je u ovom poglavqu interval E = [−π, π) i neka su te`inske funkcije
W = {w1, w2, . . . , wp}parne na intervalu (−π, π). Kao i u prethodnompoglavqu
neka je n multi�indeks i W = {w1, w2, . . . , wp} TAT sistem u odnosu na n na
intevalu [−π, π).

Teorema 5.10. Neka jenmulti�indeks i neka jeW = {w1, w2, . . . , wp}TATsistem
u odnosu na n na intervalu [−π, π). Ako su sve te`inske funkcije skupaW parne

na intervalu (−π, π), tada je u (5.20) d(n)k = 0 i f
(n)
k = 0, k = 0, 1, . . . , |n| − 1, tj.

moni~ni trigonometrijski polinomi polu�celobrojnog stepena se svode na

(5.23) TC,1/2
n (x) = cos

(
|n|+ 1

2

)
x+

|n|−1∑
k=0

c
(n)
k cos

(
k +

1

2

)
x

i

(5.24) T S,1/2
n (x) = sin

(
|n|+ 1

2

)
x+

|n|−1∑
k=0

g
(n)
k sin

(
k +

1

2

)
x.
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Dokaz. Polaze}i od baze prostora T
1/2
|n| , tj. od{

cos

(
0 +

1

2

)
x, sin

(
0 +

1

2

)
x, . . . , cos

(
|n|+ 1

2

)
x, sin

(
|n|+ 1

2

)
x,

}
primenom Gram�[mitovog postupka ortogonalizacije, u odnosu na skalarni
proizvod

(f, g)ν =

∫ π

−π

f(x)g(x)wν(x) dx, ν = 1, 2, . . . , p,

dobijamo sistem ortogonalnih funkcija φ
(ν)
k i ψ

(ν)
k , k = 0, 1, . . . , |n|, pri ~emu

funkcije φ
(ν)
k zavise samo od kosinusnih funkcija, a ψ

(ν)
k zavise jedino od si-

nusnih funkcija, jer za i, j ∈ N0 imamo∫ π

−π

cos

(
i+

1

2

)
x sin

(
j +

1

2

)
xwν(x) dx = 0, ν = 1, 2, . . . , p.

Za svako ν = 1, 2, . . . , p dobijeni sistem funkcija, po{to je jedinstven, mora
biti jednak moni~nim vi{estruko ortogonalnim trigonometrijskim poli-

nomima tipa II polu�celobrojnog stepena T
C,1/2
n i T

S,1/2
n , tj. sledi da T

C,1/2
n

zavisi samo od kosinusnih funkcija, a T
S,1/2
n zavisi samo od sinusnih funkcija,

odnosno svode se na (5.23) i (5.24), respektivno.

Iz formula (5.23) i (5.24) neposredno dobijamo slede}i rezultat.

Posledica 5.1. Neka je n multi�indeks i neka je W = {w1, w2, . . . , wp} TAT

sistem u odnosu na n na intervalu [−π, π). Ako su sve te`inske funkcije skupa

W parne na intervalu (−π, π), tada va`i:

TC,1/2
n (−π) = 0, T S,1/2

n (0) = 0.

Teorema 5.11. Neka je n = (n1, n2, . . . , np) multi�indeks takav da je skup te`i-

nskih funkcija W = {w1, w2, . . . , wp} TAT sistem u odnosu na n na intervalu

[−π, π). Ako su sve te`isnske funkcije sistemaW parne funkcije na intervalu

(−π, π), tada va`i:∫ 1

−1

Cn(x)Ckν (x)

√
1 + x

1− x
wν(arccos x) = 0, kν = 0, 1, . . . , nν − 1,

i ∫ 1

−1

Sn(x)Skν (x)

√
1− x

1 + x
wν(arccosx) = 0, kν = 0, 1, . . . , nν − 1,

za ν = 1, 2, . . . , p, gde suCkν , Skν ∈ Pkν ,Cn, Sn ∈ P|n|, algebarski polinomi oblika

Cn(x) =

|n|∑
k=0

c
(n)
k (Tk(x)− (1− x)Uk−1(x))
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i

Sn(x) =

|n|∑
k=0

g
(n)
k (Tk(x) + (1 + x)Uk−1(x)),

Tk i Uk, k ∈ N0, su ^ebi{evqevi polinomi prve i druge vrste, respektivno.

Dokaz. Po{to su sve te`ine wν(x), ν = 1, 2, . . . , p, parne na intervalu (−π, π),
iz uslova ortogonalnosti polinoma T

C,1/2
n , zakqu~ujemo da je∫ π

0

TC,1/2
n (x)T

C,1/2
kν

(x)wν(x) dx = 0, kν = 0, 1, . . . , nν − 1, ν = 1, 2, . . . , p.

Uvo|ewem smene x := arccos x, dobijamo

(5.25)

∫ 1

−1

TC,1/2
n (arccosx)T

C,1/2
kν

(arccosx)
wν(arccos x)√

1− x2
dx = 0.

Jednostavnim transformacijama dobijamo

cos

((
k +

1

2

)
arccosx

)
=

√
1 + x

2
Tk(x)−

√
1− x

2

√
1− x2Uk−1(x),

gde su Tk(x) iUk−1(x), ^ebi{evqevi polinomi prve i druge vrste, respektivno,
pa onda sledi da je

TC,1/2
n (arccosx) =

√
1 + x

2

|n|∑
k=0

(Tk(x)− (1− x)Uk−1(x)).

Zamenom u (5.25) i primenom elementarnih transformacija dobijamo prvo
tvr|ewe. Drugo tvr|ewe se mo`e dobiti na sli~an na~in kori{}ewem uslova

ortogonalnosti polinoma T
S,1/2
n i

sin

((
k +

1

2

)
arccos x

)
=

√
1− x

2
Tk(x) +

√
1 + x

2

√
1− x2Uk−1(x).

Iz dokaza teoreme 5.11 zakqu~ujemo da je

(5.26) TC,1/2
n (arccos x) =

√
1 + x

2
Cn(x),

gde je Cn algebarski vi{estruko ortogonalan polinom tipa II u odnosu na
multi�indeks n i skup te`inskih funkcija

(5.27)

{√
1 + x

1− x
w1(arccos x),

√
1 + x

1− x
w2(arccos x), . . . ,

√
1 + x

1− x
wp(arccos x)

}
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na intervalu [−1, 1).

To zna~i da mo`emo ra~unati nule algebarskog vi{estruko ortogonalnog
polinoma (kao {to je opisano u odeqku 5.1.1), a onda odrediti nule trigono-

metrijskog polinoma polu�celobrojnog stepena T
C,1/2
n . Vezu izme|u nula ovih

polinoma daje slede}a lema.

Lema 5.2. Neka je n multi�indeks i neka je W = {w1, w2, . . . , wp} TAT sis-

tem u odnosu na n na intervalu [−π, π) i neka su sve te`inske funkcije

sistema W parne na intervalu (−π, π). Ako su τν , ν = 1, 2, . . . , n nule alge-

barskog vi{estruko ortogonalnog polinoma u odnosu na multi�indeks n i skup

te`inskih funkcija (5.27) na intervalu (−1, 1), tada za nule trigonometrij-
skog polinoma polu�celobrojnog stepena vi{estruko ortogonalnog u odnosu na

(W,n), na intervalu [−π, π) va`i:

x0 = −π, x2n−ν+1 = −xν = arccos τν , ν = 1, 2, . . . , n.

Dokaz. Na osnovu posledice 5.1 zakqu~ujemo da je x0 = −π. Daqe, iz (5.26),
dobijamo:

x2n−ν+1 = −xν = arccos τν , ν = 1, 2, . . . , n,

gde su τν , ν = 1, 2, . . . , n, nule algebarskog vi{estruko ortogonalnog polinoma
u odnosu na multi�indeks n i skup te`inskih funkcija (5.27) na intervalu
(−1, 1).

Analogno se dokazuje i slede}a lema.

Lema 5.3. Neka je n multi�indeks i neka je W = {w1, w2, . . . , wp} TAT sis-

tem u odnosu na n na intervalu [−π, π) i neka su sve te`inske funkcije

sistema W parne na intervalu (−π, π). Ako su τν , ν = 1, 2, . . . , n nule alge-

barskog vi{estruko ortogonalnog polinoma u odnosu na multi�indeks n i skup

te`inskih funkcija{√
1− x

1 + x
w1(arccosx),

√
1− x

1 + x
w2(arccosx), . . . ,

√
1− x

1 + x
wp(arccos x)

}
na intervalu (−1, 1), tada za nule trigonometrijskog polinoma polu�celobro-
jnog stepena vi{estruko ortogonalnog u odnosu na (W,n), na intervalu [−π, π)
va`i:

xn = 0, x2n−ν = −xν = arccos τν+1, ν = 0, 1, . . . , n− 1.

5.3.1 Rekurentne relacije za skoro dijagonalne multi�indekse

Po{to vi{etruko ortogonalni algebarski polinomi zadovoqavaju reku-
rentne relacije reda p + 1, prirodno se do{lo do ispitivawa rekuretnih
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relacija za vi{estruko ortogonalne trigonometrijske polinome polu�celo-
brojnog stepena tipa II, i dobijene su sli~ne rekurentne relacije u slu~aju
kada su sve te`inske funkcije parne.

Neka je n prirodan broj koji se mo`e napisati u obliku n = ℓp + j, za
ℓ = [n/p] i j ∈ {0, 1, . . . , p − 1} i d(n) skoro dijagonalan multi�indeks koji
odgovara prirodnom broju n.

Ozna~i}emo odgovaraju}e moni~ne vi{estruko ortogonalne trigonometrij-
ske polinome polu�celobrojnog stepena tipa II, u odnosu na parne te`inske
funkcijeW = {w1, w2, . . . , wp}, sa

TC,1/2
n = T

C,1/2
d(n) , T S,1/2

n = T
S,1/2
d(n) ,

Teorema 5.12. Neka je m ∈ N i neka je skup parnih te`inskih funkcija W =
{w1, w2, . . . , wp} TAT sistem na intervalu (−π, π) u odnosu na svaki skoro

dijagonalni multi�indeks d(k) ≼ d(m + 1), k ∈ N. Vi{estruko ortogo-

nalni trigonometrijski polinomi polu�celobrojnog stepena tipa II sa skoro

dijagonalnim�multi indeksima T
C,1/2
m i T

S,1/2
m , m ≥ 0, zadovoqavaju slede}e

rekurentne relacije:

2 cos xTC,1/2
m (x) = T

C,1/2
m+1 (x) +

p∑
k=0

αm,p−kT
C,1/2
m−k (x),(5.28)

2 cos xT S,1/2
m (x) = T

S,1/2
m+1 (x) +

p∑
k=0

βm,p−kT
S,1/2
m−k (x),(5.29)

sa po~etnim uslovima T
C,1/2
0 (x) = cos(x/2) i T

C,1/2
i (x) = 0, i = −1,−2, . . . ,−p,

odnosno, T
S,1/2
0 (x) = sin(x/2) i T

S,1/2
i (x) = 0, i = −1,−2, . . . ,−p, za relacije

(5.28) i (5.29), respektivno.

Dokaz. Po{to je u slu~aju parnih te`inskih funkcija T
C,1/2
i , k = 0, 1, . . . ,m,

dato sa (5.23), izraz 2 cos xT
C,1/2
m (x) mo`e biti predstavqen u obliku

(5.30) 2 cos xTC,1/2
m (x) = T

C,1/2
m+1 (x) +

m∑
k=0

αm,kT
C,1/2
k (x).

Pretpostavimo da je m = ℓp + j. Primetimo da je za m ≤ p jednakost (5.30)
istog oblika kao jednakost (5.28) sa datim po~etnim uslovima. Posmatrajmo
sada slu~aj m > p. Treba pokazati da je αm,rp+i = 0 za r = 0, 1, . . . , ℓ − 2 i
i = 0, 1, . . . , p− 1, i kada je r = ℓ− 1 tako|e za i = 0, 1, . . . , j− 1, tako da se desna
strana jednakosti (5.30) svodi na

T
C,1/2
m+1 (x) +

m∑
k=m−p

αm,kT
C,1/2
k (x),
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koja je istog oblika kao desna strana (5.28).

Dokaza}emo prethodno tvr|ewe indukcijom po r.

Neka je r = 0. Pomno`imo obe strane jednakosti (5.30) sa T
C,1/2
0 (x)w1(x) i

integralimo na [−π, π). Zbog uslova ortogonalnosti (5.19) (specijalno za ν = 1
prva koordinata multi�indeksa d(m) je ℓ + 1, ℓ > 1) desna strana se redukuje
na

αm,0

∫ π

−π

T
C,1/2
0 (x)T

C,1/2
0 (x)w1(x) dx,

a leva je oblika ∫ π

−π

cos xT
C,1/2
0 (x)TC,1/2

m (x)w1(x) dx

i jednaka je nuli kad god je m > p, pa je αm,0 = 0. Da bismo dokazali da

je αm,1 = 0 pomno`imo jednakost (5.30) sa T
C,1/2
0 (x)w2(x) i integralimo na

[−π, π). Uop{teno, za proizvoqno i = 0, 1, . . . , p − 1, pomno`imo jednakost

(5.30) sa T
C,1/2
0 (x)wi+1(x) i integralimo na intervalu [−π, π). Iz uslova orto-

gonalnosti (5.19) sledi da je αm,i = 0, i = 0, 1, . . . , p− 1.

Pretpostavimo sada da za n ≤ r − 1 i i = 0, 1, . . . , p − 1 (r ≤ ℓ − 2)
va`i αm,np+i = 0. Poka`imo da je tada am,rp+i = 0 za i = 0, 1, . . . , p − 1.

Pomno`imo obe strane jednakosti (5.30) sa T
C,1/2
r (x)w1(x) i integralimo na

intervalu [−π, π). Zbog uslova ortogonalnosti (5.19) (specijalno za ν = 1 prva
koordinata multi�indeksa d(m) je ℓ+ 1, ℓ ≥ r + 2) leva strana, tj.∫ π

−π

cosxTC,1/2
r (x)TC,1/2

m (x)w1(x) dx,

je jednaka 0, a desna strana se redukuje na

αm,rp

∫ π

−π

TC,1/2
r (x)TC,1/2

rp (x)w1(x) dx.

Prethodni integral je razli~it od 0, jer bi u suprotnom imali jedan uslov

ortogonalnosti vi{e{to bi imliciralo T
C,1/2
rp (x) ≡ 0. Prema tome, αm,rp = 0.

Sli~no, ako jednakost (5.30) pomno`imo sa T
C,1/2
r (x)wi+1(x) i integralimo

na [−π, π), iz uslova ortogonalnosti (5.19) dobijamo da je αm,rp+i = 0, i =
1, 2, . . . , p− 1.

Neka je na kraju r = ℓ − 1. Ako pomno`imo (5.30) sa T
C,1/2
ℓ−1 (x)wi+1(x) i

integralimo na [−π, π) leva strana }e biti jednaka nuli za i = 0, 1, . . . , j − 1
(prvih j koordinata multi�indeksa d(m) su ℓ+1, ℓ = r+1), dok }e desna strana
biti proporcionalna sa αm,(ℓ−1)p+i. Dakle αm,(ℓ−1)p+i = 0 za i = 0, 1, . . . , j − 1,
{to je i trebalo dokazati.

Analogno se dobija rekurentna relacija (5.29) za T
S,1/2
m (x).
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Na osnovu prethodne teoreme, vi{estruko ortogonalni trigonometrijski

polinomipolu�celobrojnog stepena tipa IIT
C,1/2
m iT

C,1/2
m semogu konstruisati

ako su poznati koeficijenti rekurentnih relacija.

Razmotri}emo najpre detaqno najjednostavniji slu~aj p = 2 za trigonome-

trijske polinome T
C,1/2
m (potpuno analogno se dobijaju odgovaraju}i koefici-

jenti rekurentne relacije za trigonometrijske polinome T
S,1/2
m ). U ovom slu~aju

imamo multi�indekse d(m) = (m1,m2), gde je m1 = [(m + 1)/2] i m2 = [m/2],
m1 +m2 = m. Rekurentne relacije (5.28) su tada oblika

T
C,1/2
1 (x) = 2 cos xT

C,1/2
0 (x)− α02T

C,1/2
0 (x),

(5.31)

T
C,1/2
2 (x) = 2 cos xT

C,1/2
1 (x)− α11T

C,1/2
0 (x)− α12T

C,1/2
1 (x),

T
C,1/2
3 (x) = 2 cos xT

C,1/2
2 (x)− α20T

C,1/2
0 (x)− α21T

C,1/2
1 (x)− α22T

C,1/2
2 (x),

T
C,1/2
4 (x) = 2 cos xT

C,1/2
3 (x)− α30T

C,1/2
1 (x)− α31T

C,1/2
2 (x)− α32T

C,1/2
3 (x),

...

tj.

(5.32) T
C,1/2
m+1 (x) = (2 cosx− αm,2)T

C,1/2
m − αm,1T

C,1/2
m−1 (x)− αm,0T

C,1/2
m−2 (x),

zam ≥ 1 i po~etnim uslovima T
C,1/2
0 (x) = cos(x/2), T

C,1/2
−1 (x) = T

C,1/2
−2 (x) = 0.

Da bismo odredili koeficijente rekurentne relacije (5.31), odnosno (5.32),
uve{}emo slede}e skalarne proizvode:

⟨f, g⟩ν =

∫ π

−π

f(x)g(x)wν(x) dx, ν = 1, 2, f, g ∈ T1/2,

i koristi}emo uslove ortogonalnosti⟨
TC,1/2
m , T

C,1/2
i

⟩
1
= 0 za i ≤

[
m− 1

2

]
,
⟨
TC,1/2
m , T

C,1/2
i

⟩
2
= 0 za i ≤

[
m− 2

2

]
.

Kako je
⟨
T

C,1/2
1 , T

C,1/2
0

⟩
1
= 0, iz prve jednakosti u (5.31) dobijamo

(5.33) α02 =

⟨
2 cos xT

C,1/2
0 , T

C,1/2
0

⟩
1⟨

T
C,1/2
0 , T

C,1/2
0

⟩
1

.

U slede}em koraku koristimo drugu jednakost u (5.31), kao i ~iwenicu da je
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⟨
T

C,1/2
2 , T

C,1/2
0

⟩
1
= 0 i

⟨
T

C,1/2
2 , T

C,1/2
0

⟩
2
= 0. Tako da dobijamo

α11 =

⟨
2 cos xT

C,1/2
1 , T

C,1/2
0

⟩
1⟨

T
C,1/2
0 , T

C,1/2
0

⟩
1

(zbog
⟨
T

C,1/2
1 , T

C,1/2
0

⟩
1
= 0)(5.34)

α12 =

⟨
2 cos xT

C,1/2
1 − α11T

C,1/2
0 , T

C,1/2
0

⟩
2⟨

T
C,1/2
1 , T

C,1/2
0

⟩
2

.(5.35)

Sli~no, tre}a jednakost u (5.31) i uslovi ortogonalnosti⟨
T

C,1/2
3 , T

C,1/2
0

⟩
1
= 0,

⟨
T

C,1/2
3 , T

C,1/2
0

⟩
2
= 0,

⟨
T

C,1/2
3 , T

C,1/2
1

⟩
1
= 0

daju

α20 =

⟨
2 cos xT

C,1/2
2 , T

C,1/2
0

⟩
1⟨

T
C,1/2
0 , T

C,1/2
0

⟩
1

(5.36)

α21 =

⟨
2 cos xT

C,1/2
2 − α20T

C,1/2
0 , T

C,1/2
0

⟩
2⟨

T
C,1/2
1 , T

C,1/2
0

⟩
2

(5.37)

α22 =

⟨
2 cos xT

C,1/2
2 − α20T

C,1/2
0 − α21T

C,1/2
1 , T

C,1/2
1

⟩
1⟨

T
C,1/2
2 , T

C,1/2
1

⟩
1

(5.38)

Nastavqaju}i ovu proceduru daqe mo`emo dokazati slede}i rezultat.

Teorema 5.13. Neka je m = 2ℓ + ν, gde je ℓ = [m/2] i ν ∈ {0, 1}. Koeficijenti
rekurentne relacije (5.32) mogu se predstaviti u obliku

αm,0 =

⟨
2 cos xT

C,1/2
m , T

C,1/2
[(m−2)/2]

⟩
ν+1⟨

T
C,1/2
m−2 , T

C,1/2
[(m−2)/2]

⟩
ν+1

,(5.39)

αm,1 =

⟨
2 cos xT

C,1/2
m − αm,0T

C,1/2
m−2 , T

C,1/2
[(m−1)/2]

⟩
ν⟨

T
C,1/2
m−1 , T

C,1/2
[(m−1)/2]

⟩
ν

,(5.40)

αm,2 =

⟨
2 cos xT

C,1/2
m − αm,0T

C,1/2
m−2 − αm,1T

C,1/2
m−1 , T

C,1/2
[m/2]

⟩
ν+1⟨

T
C,1/2
m , T

C,1/2
[m/2]

⟩
ν+1

,(5.41)

gde je ⟨·, ·⟩j+2m = ⟨·, ·⟩j , j = 1, 2, za svakom ∈ Z.
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Prethodna teorema se mo`e uop{titi na slu~aj p ∈ N, p ≥ 3, parnih
te`inskih funkcija wj , j = 1, 2, . . . , p. Uzimaju}i za skalarne proizvode
⟨·, ·⟩j+rp = ⟨·, ·⟩j , r ∈ Z, va`i slede}i rezultat.

Teorema 5.14. Neka jem ∈ N i neka je skup parnihfunkcijaW = {w1, w2, . . . , wp}
TAT sistem na intervalu [−π, π) u odnosu na svaki skoro dijagonalni multi�
indeks d(k) ≼ d(m + 1), k ∈ N. Trigonometrijski vi{estruko ortogonalni

polinomi polu�celobrojnog stepena tipa II sa skoro dijagonalnim�multi indek-

sima T
C,1/2
m i T

S,1/2
m ,m ≥ 0, zadovoqavaju slede}e rekurentne relacije:

T
C,1/2
m+1 (x) = (2 cos x− αm,p)T

C,1/2
m (x)−

p−1∑
k=0

αm,kT
C,1/2
m−p+k(x),(5.42)

T
S,1/2
m+1 (x) = (2 cosx− βm,p)T

S,1/2
m (x)−

p−1∑
k=0

βm,kT
S,1/2
m−p+k(x).(5.43)

Koeficijenti rekurentne relacije su dati sa

αm,0 =

⟨
2 cos xT

C,1/2
m , T

C,1/2
[(m−p)/p]

⟩
j+1⟨

T
C,1/2
m−p , T

C,1/2
[(m−p)/p]

⟩
j+1

i

αm,k =

⟨
2 cos xT

C,1/2
m −

∑k−1
i=0 αm,iT

C,1/2
m−p+i, T

C,1/2
[(m−p+k)/p]

⟩
j+k+1⟨

T
C,1/2
m−p+k, T

C,1/2
[(m−p+k)/p]

⟩
j+k+1

, k = 1, 2, . . . , p,

βm,0 =

⟨
2 cos xT

S,1/2
m , T

S,1/2
[(m−p)/p]

⟩
j+1⟨

T
S,1/2
m−p , T

S,1/2
[(m−p)/p]

⟩
j+1

i

βm,k =

⟨
2 cos xT

S,1/2
m −

∑k−1
i=0 βm,iT

S,1/2
m−p+i, T

S,1/2
[(m−p+k)/p]

⟩
j+k+1⟨

T
S,1/2
m−p+k, T

S,1/2
[(m−p+k)/p]

⟩
j+k+1

, k = 1, 2, . . . , p,

gde je ℓ = [m/p] i j = m− ℓp ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Svi potrebni skalarni proizvodi mogu se ra~unati ta~no, izuzimaju}i
jedino gre{ke zaokrugqivawa, kori{}ewem Gausovih kvadraturnih formula
za trigonometrijske polinome u odnosu na odgovaraju}e te`inske funkcije

(5.44)

∫ π

−π

g(t)wi(t) dt =
2N∑
ν=0

A
(N)
i,ν g(τ

(N)
i,ν ) +Ri,N(g), i = 1, 2, . . . , p.
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Dakle, za odre|ivawe vi{estruko ortogonalnog polinoma polu�celobrojnog

stepena tipa II T
C,1/2
m i T

S,1/2
m ,m ≥ 0, sa skoro dijagonalnim indeksom u odnosu

na skup parnih te`inskih funkcija koristimo rekurentne relacije (5.42) i
(5.43) i kvadraturne formule (5.44).

5.4 Optimalan skup kvadraturnih formula za trigo-

nometrijske polinome

Trigonometrijski stepen ta~nosti kvadraturne formule i odgovaraju}e
kvadraturne formule Gausovog tipa za trigonometrijske polinome u odnosu
na jednu te`insku funkciju su detaqno opisane u glavi 3. Sada }emo, analogno
optimalnom skupu kvadraturnih formula za algebarske polinome, uvesti pojam
optimalnog skupa kvadraturnih formula za trigonometrijske polinome.

Neka je n multi�indeks i neka jeW = {w1, w2, . . . , wp} TAT sistem u odnosu
nannaintervaluE. Razmatra}emoproblemizra~unavawa skupaod podre|enih
integrala sa istim intervalom integracije E, u odnosu na te`inske funkcije
iz skupaW i istim integrandom, tj. skup integrala oblika:∫

E

f(x)wν(x) dx, ν = 1, 2, . . . , p.

Kori{}ewe skupa od p Gausovih kvadraturnih formula nije optimalno jer
zahteva velikibroj izra~unavawa vrednostiintegranda u odnosu na postignuti
stepen ta~nosti. Zato se uvodi skup kvadraturnih formula koje su optimalne
za trigonometrijske polinome u Borgesovom5 smislu.

Kao u [7], uvodimo �koli~nik performanse�( eng. perfromance ratio) u odnosu
na trigonometrijski stepen ta~nosti na slede}i na~in:

RT =
Ukupan trigonometrijski stepen ta~nosti+ 1

Broj izra~unavawa vrednosti integranda
.

Ako su ~vorovi za svaku od p kvadraturnihformula razli~iti tada je o~igledno
da }e RT biti maksimalno ako koristimo skup od p Gausovih kvadraturnih
formula. U tom slu~aju je

RT =
2n+ 1

p(2n+ 1)
=

1

p
,

pa je RT < 1/2 za svako p > 2.

Ako izaberemo skup od 2n + 1 razli~itih ~vorova, zajedni~kih za sve
kvadraturne formule, tada te`inski koeficijenti za svaku od p kvadraturnih

5 Carlos F. Borges, Naval Postgraduate School
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formulamogu bitiizabranina takavna~inda jeRT > 1/2, {to}emoipokazati
u nastavku.

Definicija 5.3. Neka je n multi�indeks i neka je W = {w1, w2, . . . , wp} TAT

sistem u odnosu na n na intervalu E. Skup kvadraturnih formula oblika:

(5.45)

∫
E

f(x)wν(x) dx ≈
2|n|∑
k=0

Aν,kf(xk), ν = 1, 2, . . . , p,

je optimalan skup u odnosu na (W,n) ako i samo akote`inski korficijentiAν,k,

ν = 1, 2, . . . , p, k = 0, 1, . . . , 2|n|, i ~vorovi xk, k = 0, 1, . . . , 2|n|, zadovoqavaju
slede}e jedna~ine:

2|n|∑
k=0

Aν,k =

∫
E

wν(x) dx,

2|n|∑
k=0

Aν,k cosmνxk =

∫
E

cosmνxwν(x) dx, mν = 1, 2, . . . , |n|+ nν ,

2|n|∑
k=0

Aν,k sinmνxk =

∫
E

sinmνxwν(x) dx, mν = 1, 2, . . . , |n|+ nν ,

za ν = 1, 2, . . . , p.

Napomena 5.4. Primetimoda optimalan skup kvadraturnihformula ima 2|n|+1
razli~itih ~vorova, zajedni~kih za sve kvadraturne formule, i trigonometrij-

ski stepen ta~nosti |n|+m, gde jem = min{n1, n2, . . . , np}. Prema tome,

RT =
|n|+m+ 1

2|n|+ 1
=

1

2
+
m+ 1/2

2|n|+ 1
> 1/2.

Karakterizacija optimalnog skupa kvadraturnih formula za trigonome-
trijske polinome je data slede}om teoremom, koja je uop{tewe fundamentalne
teoreme za Gausove kvadraturne formule.

Teorema 5.15. Neka jenmulti�indeks i neka jeW = {w1, w2, . . . , wp}TATsistem
u odnosu na n na intervalu E. Skup kvadraturnih formula (5.45) je optimalan
skup u odnosu na (W,n) ako i samo ako va`i:

1◦ sve kvadrature su ta~ne za sve trigonometrijske polinome iz T|n|;

2◦ T
1/2
n (x) =

∏2|n|
k=0 sin((x−xk)/2) je vi{estruko ortogonalan trigonometri-

jski polinom polu�celobrojnog stepena |n|+1/2tipa II u odnosu na (W,n).
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Dokaz. Pretpostavimo prvo da kvadraturne formule (5.45) ~ine optimalan
skup u odnosu na (W,n).

Za svako ν = 1, 2, . . . , p, odgovaraju}a kvadraturna formula u odnosu na
te`insku funkcijuwν je ta~na za sve trigonometrijske polinome stepena maweg
ili jednakog od |n| + nν , pa samim tim i za sve trigonometrijske polinome
stepena maweg ili jednakog od |n|. Prema tome, tvr|ewe 1◦ je dokazano.

Za dokaz tvr|ewa 2◦ pretpostavimo da je S
1/2
mν−1(x), ν = 1, 2, . . . , p, trigono-

metrijski polinom polu�celobrojnog stepena mν − 1/2, gde je mν ≤ nν , ν =

1, 2, . . . , p. Onda je T
1/2
n (x)S

1/2
mν−1(x) trigonometrijski polinom stepena maweg

ili jednakog od |n| + nν , ν = 1, 2, . . . , p. Po{to je odgovaraju}a kvadraturna
formula, u odnosu na te`insku funkciju wν , ν = 1, 2, . . . , p, ta~na za sve takve

polinome i T
1/2
n (xk) = 0, k = 0, 1, . . . , 2|n|, sledi da je∫

E

T 1/2
n (x)S

1/2
mν−1(x)wν(x) dx =

2|n|∑
k=0

Aν,kT
1/2
n (xk)S

1/2
mν−1(xk) = 0,

za ν = 1, 2, . . . , p, odnosno T
1/2
n (x) je vi{estruko ortogonalan trigonometrijski

polinom polu�celobrojnog stepena |n|+ 1/2 tipa II u odnosu naW .

Pretpostavimo sada da za kvadraturne formule (5.45) va`e tvr|ewa 1◦ i 2◦.

Neka je B|n|+nν (x) ∈ T|n|+nν , ν = 1, 2, . . . , p. Na osnovu leme 2.2, B|n|+nν (x)
mo`emo zapisati u obliku

B|n|+nν (x) = T 1/2
n (x)S

1/2
nν−1(x) + P|n|(x),

gde je S
1/2
nν−1 ∈ T

1/2
nν−1 i P|n| ∈ T|n|. Tada je∫

E

B|n|+nν (x)wν(x) dx =

∫
E

[T 1/2
n (x)S

1/2
nν−1(x) + P|n|(x)]wν(x) dx

=

∫
E

T 1/2
n (x)S

1/2
nν−1(x)wν(x) dx+

∫
E

P|n|(x)wν(x) dx,

ν = 1, 2 . . . , p. Iz tvr|ewa 2◦ je∫
E

T 1/2
n (x)S

1/2
nν−1(x)wν(x) dx = 0, ν = 1, 2 . . . , p,

i, po{to je P|n| ∈ T|n|, na osnovu 1
◦ dobijamo da je∫

E

P|n|(x)wν(x) dx =

2|n|∑
k=0

Aν,kP|n|(xk), ν = 1, 2 . . . , p,

i, prema tome,∫
E

B|n|+nν (x)wν(x) dx =

2|n|∑
k=0

Aν,kP|n|(xk), ν = 1, 2 . . . , p.
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Kona~no, po{to je T
1/2
n (xk) = 0, k = 0, 1, . . . , 2|n|, sledi da je B|n|+nν (xk) =

P|n|(xk), k = 0, 1, . . . , 2|n|, ν = 1, 2 . . . , p, i zato dobijamo∫
E

B|n|+nν (x)wν(x) dx =

2|n|∑
k=0

Aν,kB|n|+nν (xk), ν = 1, 2 . . . , p,

odnosno, kvadraturna formula u odnosu na te`insku funkciju wν je ta~na
za sve trigonometrijske polinome stepena maweg ili jednakog od |n| + nν ,
ν = 1, 2, . . . , p. Prema tome, skup kvadraturnih formula (5.45) je optimalan u
odnosu na (W,n).

Napomena 5.5. Kada je p = 1 optimalan skup kvadraturnih formula se svodi na
Gausove kvadraturne formule za trigonometrijske polinome opisane u glavi 3.

5.4.1 Numeri~ki primeri

U ovom odeqku }emo ilustrovati karakterizaciju optimalnog skupa kva-
draturnih formula (5.45). Prema teoremi 5.15 ~vorovi optimalnog skupa
kvadraturnih formula u odnosu na (W,n) su nule vi{estruko ortogonalnog

trigonometrijskog polinoma polu�celobrojnog stepena tipa II T
1/2
n za dati

TAT sistem W . Kada na|emo ~vorove onda te`inske koeficijente Aν,k, k =
0, 1, . . . , 2|n|, ν = 1, 2, . . . , p, nalazimo iz uslova 1◦ teoreme 5.15.

Primer 5.1. Odredi}emo parametre optimalnog skupa kvadraturnih formula

na intervalu E = [−π, π), za p = 2, n = (2, 1), u odnosu na te`inske funkcije

w1(x) = 1 i w2(x) = 1 + sin 2x.

Prvo proverimo da slede}i skup funkcija{
cos

x

2
, sin

x

2
, cos

3x

2
, sin

3x

2
, cos

x

2
(1 + sin 2x), sin

x

2
(1 + sin 2x)

}
,

predstavqa ^ebi{evqev sistem na intervalu [−π, π). Neka su −π ≤ y1 <
y2 · · · < y6 < π proizvoqne razli~ite ta~ke. Kori{}ewem elementarnih trans-
formacija i osobina determinanti jednostavno se dobija da je determinanta∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos y1
2

sin y1
2

cos 3y1
2

sin 3y1
2

cos y1
2
(1 + sin 2y1) sin y1

2
(1 + sin 2y1)

cos y2
2

sin y2
2

cos 3y2
2

sin 3y2
2

cos y2
2
(1 + sin 2y2) sin y2

2
(1 + sin 2y2)

cos y3
2

sin y3
2

cos 3y3
2

sin 3y3
2

cos y3
2
(1 + sin 2y3) sin y3

2
(1 + sin 2y3)

cos y4
2

sin y4
2

cos 3y4
2

sin 3y4
2

cos y4
2
(1 + sin 2y4) sin y4

2
(1 + sin 2y4)

cos y5
2

sin y5
2

cos 3y5
2

sin 3y5
2

cos y5
2
(1 + sin 2y5) sin y5

2
(1 + sin 2y5)

cos y6
2

sin y6
2

cos 3y6
2

sin 3y6
2

cos y6
2
(1 + sin 2y6) sin y6

2
(1 + sin 2y6)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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jednaka

−1024
6∏

i,j=1
i<j

sin
yi − yj

2
̸= 0.

Prema tome, imamo ^ebi{evqev sistem funkcija, tj. W = {w1, w2} je TAT
sistem za multi�indeks n = (2, 1).

Sada, vi{estruko ortogonalni trigonometrijski polinom tipa II polu�
celobrojnog stepena |n|+1/2 = 3+1/2 semo`edobitiiz uslovaortogonalnosti
(5.19). Izabra}emo vode}e koeficijente a3 = b3 = 1, pa je

T 1/2
n (x) = cos

7x

2
+ sin

7x

2
+

2∑
k=0

(
ak cos

(
k +

1

2

)
x+ bk sin

(
k +

1

2

)
x

)
.

Re{ewe odgovaraju}eg sistema (5.19) je a0 = b0 = a1 = b1 = a2 = b2 = 0, tj.

T
1/2
n (x) = cos(7x/2) + sin(7x/2). Nule trigonometrijskog polinoma T

1/2
n (x), tj.

~vorovi kvadraturnih formula xi, i = 0, 1, . . . , 6, su

x0 = −13π

14
, x1 = −9π

14
, x2 = −5π

14
, x3 = − π

14
, x4 =

3π

14
, x5 =

π

2
, x6 =

11π

14
.

Te`inske koeficijenteAν,k, ν = 1, 2, k = 0, 1, . . . , 6, dobijamo, kori{}ewem
uslova 1◦ teoreme 5.15, tj. iz uslova da su kvadraturne formule (5.45) ta~ne za
sve trigonometrijske polinome iz T3. Rezultati su dati u tabeli 5.1.

k A1,k A2,k

0 0.897597901025655 1.28705103454674
1 0.897597901025655 1.59936819864474
2 0.897597901025655 0.195827603406575
3 0.897597901025655 0.508144767504572
4 0.897597901025655 1.77269114865139
5 0.897597901025655 0.897597901025655
6 0.897597901025655 0.0225046533999260

Tabela 5.1. Te`inski koeficijenti Aν,k, ν = 1, 2, k = 0, 1, . . . , 6, optimalnog
skupa kvadraturnih formula u odnosu naW = {1, 1 + sin 2x} i n = (2, 1).

Primer 5.2. Konstrui{imo sada optimalan skup kvadraturnih formula na in-

tervalu E = [0, 2π), za p = 3, n = (1, 1, 1), u odnosu na te`inske funkcije

w1(x) = 3− cos 2x, w2(x) = 1 + 2 sin x, i w3(x) = 2 + cos x.

U vom slu~aju treba proveriti da je skup funkcija{
cos

x

2
w1(x), sin

x

2
w1(x), cos

x

2
w2(x), sin

x

2
w2(x), cos

x

2
w3(x), sin

x

2
w3(x)

}
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^ebi{evqev sistem na intervalu [0, 2π), {to se mo`e uraditi kao u primeru 5.1.

Odredi}emo moni~ni trigonometrijski sinusni polinom polu�celobroj-

nog stepena T
S,1/2
n ∈ T

1/2
3 . Na osnovu uslova ortogonalnosti (5.19) dobijamo

da je T
S,1/2
n = sin(7x/2). Tada su ~vorovi xi, i = 0, 1, . . . , 6, optimalnog skupa

kvadraturnih formula dati sa

x0 = 0, x1 =
2π

7
, x2 =

4π

7
, x3 =

6π

7
, x4 =

8π

7
, x5 =

10π

7
, x6 =

12π

7
.

Za svako ν = 1, 2, 3, te`inski koeficijenti Aν,k, k = 0, 1, . . . , 6, dati u
tabeli 5.2, mogu biti dobijeni kori{}ewem uslova 1◦ u teoremi 5.15.

k A1,k A2,k A3,k

0 1.79519580205131 0.897597901025655 2.69279370307697
1 2.89252802633042 2.30113849626382 2.35483893951061
2 3.50150146779564 2.64778439627711 1.59546147879785
3 2.13315056561766 1.67650416806782 0.986488037332638
4 2.13315056561766 0.1186916339834889 0.986488037332638
5 3.50150146779564 −0.852588594225803 1.59546147879785
6 2.89252802633042 −0.505942694212505 2.35483893951061

Tabela 5.2. Te`inski koeficijenti Aν,k, ν = 1, 2, 3, k = 0, 1, . . . , 6, optimalnog
skupa kvadraturnih formula u odnosu naW = {3− cos 2x, 1+ 2 sinx, 2+ cos x}
i n = (1, 1, 1).

Primer 5.3. Odredimo sada parametre optimalnog skupa kvadraturnihformula

na intervalu E = [−π, π), za p = 2, n = (2, 2), u odnosu na parne te`inske

funkcije w1(x) = 1 + cos x i w2(x) = 1 + cos 2x.

Prvo treba proveriti da je skup funkcija{
cos

x

2
w1(x), sin

x

2
w1(x), cos

3x

2
w1(x), sin

3x

2
w1(x), cos

x

2
w2(x), sin

x

2
w2(x),

cos
3x

2
w2(x), sin

3x

2
w2(x)

}
^ebi{evqev sistem na intervalu [−π, π), {to se mo`e uraditi analogno pri-
meru 5.1.

Odredi}emo vi{estruko ortogonalni moni~ni kosinusni trigonometrij-

ski polinom polu�celobrojnog stepena T
C,1/2
n ∈ T

1/2
4 kori{}ewem rekurentnih

relacija datih u odeqku 5.3.1. Na osnovu po~etnog uslova T
C,1/2
0 (x) = cos(x/2)

iz (5.33) dobijamo koeficijent α02 = 4/3, {to sa prvom jedna~inom u (5.31) daje

T
C,1/2
1 (x) = cos

3x

2
− 1

3
cos

x

2
.
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U slede}em koraku iz (5.34) i (5.35) dobijamo α11 = 5/9 i α12 = 8/3, pa zamenom
u drugu jedna~inu u (5.31) dobijamo

T
C,1/2
2 (x) = cos

5x

2
− 3 cos

3x

2
+ cos

x

2
.

Sli~no, kori{}ewem jednakosti (5.36)�(5.38) i tre}e jednakosti u (5.31), do-

bijamo T
C,1/2
3 (x) = cos(7x/2). Na kraju, iz (5.39)�(5.41), za m = 3, i ~etvrte

jednakosti u (5.31) dobijamo T
C,1/2
4 (x) = cos(9x/2). Nule trigonometrijskog

polinoma T
C,1/2
n (x), tj. ~vorovi optimalnog skupa kvadraturnih formula xi,

i = 0, 1, . . . , 8, su

x0 = −π, x1 = −7π

9
, x2 = −5π

9
, x3 = −3π

9
,

x4 = −π
9
, x5 =

π

9
, x6 =

3π

9
, x7 =

5π

9
, x8 =

7π

9
.

Za svako ν = 1, 2, te`inski koeficijenti Aν,k, k = 0, 1, . . . , 8, dati u tabeli
5.3 (brojevi u zagradama ozna~avaju decimalne eksponente), se lako dobijaju
kori{}ewem uslova 1◦ u teoremi 5.15.

k A1,k A2,k

0 −6.89098837277279(−29) 1.396263401595464
1 0.1633317908364284 0.819360998412773
2 0.576902403182691 0.0421024932213876
3 1.047197551196598 0.349065850398866
4 1.354160908374076 1.232931610759035
5 1.354160908374076 1.232931610759035
6 1.047197551196598 0.349065850398866
7 0.576902403182691 0.0421024932213876
8 0.1633317908364284 0.819360998412773

Tabela 5.3. Te`inski koeficijenti Aν,k, ν = 1, 2, k = 0, 1, . . . , 8, optimalnog
skupa kvadraturnih formula u odnosu naW = {1+cos x, 1+cos 2x} i n = (2, 2).
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[53] L. R. Piñeiro, On simultaneous approximations for a collection of
Markov functions, Vestnik Mosk. Univ., Ser. I, no. 2 (1987), 67–70 [En-
glish translation in Moscow Univ. Math. Bull. 42 (2) (1987), 52–55].

[54] T. Schira, The remainder term for analytic functions of symmetric
Gaussian quadrature, Math. Comp. 66 (1997), 297–310.

[55] J. A. Shohat, On a certain formula of mechanical quadraeures with
non–equidistant ordinates, Trans. Amer. Math. Soc. 31 (1929), 448–463.

[56] B. T. Smith, et al. Matrix Eigensystem Routines EISPACK Guide
Lect. Notes Comp. Science Vol. 6, Springer Verlag, Berlin Heidelberg
New York, 1976.

[57] V. N. Sorokin, Generalization of classical polynomials and convergence
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Dodatak

Summary

Numerical integration is the study of how the numerical value of an integral
can be found. Also called quadrature, which refers to finding a square whose area
is the same as the area under a curve, it is one of the classical topics of numerical
analysis. Of the central interest is the process of approximating a definite integral
from values of the integrand when exact mathematical integration is not available.

The principal topic of this doctoral dissertation is Gaussian quadrature rule
with maximal trigonometric degree of exactness, as a generalization of the clas-
sical Gaussian quadrature rule for algebraic polynomials. The research in this
dissertation is connected with the following subjects: Theory of Orthogonality,
Numerical Integration and Approximation Theory.

This dissertation, beside Preface and References with 75 items, consists of
five chapters: Introduction; Orthogonal systems of trigonometric polynomials;
Quadrature rules of Gaussian type for trigonometric polynomials; Error estimates
for quadrature rules of Gaussian type for trigonometric polynomials; Multiple or-
thogonal trigonometric polynomials of semi–integer degree and the corresponding
quadrature rules.

The first chapter of the thesis contains a short history of Gaussian quadrature
rules for algebraic polynomials, including some error estimates of such quadrature
rules and their generalizations on non–polynomial functions. Generalization on
quadrature rules for trigonometric polynomials is a motivation for the research
that is presented within this dissertation.

Definitions and features of trigonometric polynomials of semi–integer and in-
teger degree are presented in the second chapter.

The third chapter is devoted to quadrature rules with maximal trigonometric
degree of exactness, i.e., quadrature rules of Gaussian type. The quadrature
rules with an even and an odd number of nodes are observed particulary. Also,
in the both cases (even and odd numbers of nodes) quadrature rules with even
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weight functions are considered and the connection with corresponding Gaussian
quadrature rules for algebraic polynomials is given.

The fourth chapter presents the latest results about error estimates for Gaus-
sian quadrature rule for trigonometric polynomials. At first, error estimates in the
case of quadrature rules with an odd numbers of nodes for 2π–periodic functions,
analytic in circular domain, and with respect to the weight functions w(x) = 1,
x ∈ [0, 2π), w(x) = 1 + cos x and w(x) = 1 − cos x, x ∈ [−π, π) are given. Also,
for some even weight functions the error bounds of Gaussian quadrature rules
for trigonometric polynomials in the both cases (even and odd number of nodes)
and for 2π–periodic integrand in certain domain of complex plane (circular and
elliptic) are given. Several numerical examples are also included.

In the fifth chapter multiple orthogonal trigonometric polynomials of semi–
integer degree and the corresponding optimal quadrature formulae for trigono-
metric polynomials are introduced. Also, some numerical examples are included.

The problem of numerical integration is open–ended, no finite collection of
techniques is likely to cover all possibilities that arise and to which an extra bit
of special knowledge may be of great assistance.

Biografija

Tatjana Tomovi} je ro|ena 30.06.1984. godine u Novom Pazaru. Osnovnu
{kolu Jovan Jovanovi} Zmaj zavr{ila je kao nosilac diplome Vuk Karaxi} i
|ak generacije. Gimnaziju u Novom Pazaru, zavr{ila je 2003. godine kao nosi-
lac diplome Vuk Karaxi}. Dobitnica je vi{e nagrada na takmi~ewima iz
matematike i fizike. Nakon toga, upisala je Prirodno-matemati~ki fakul-
tet u Kragujevcu, smer matematika-informatika i diplomirala sa prose~nom
ocenom 10 i kao student generacije.

Tokom studija vi{e puta je progla{ena za najboqeg studenta Prirodno�
matemati~kog fakulteta. Dobitnik je stipendije u okviru projekta EFG banke
i Nacionalne {tedionice, stipendije fonda ,,Dennis Hale”, stipendista Mi-
nistarstva prosvete i Ministarstva nauke i tehnolo{kog razvoja Republike
Srbije.

Doktorske studije iz matematike na Prirodno�matemati~kom fakultetu u
Kragujevcu upisala je 2007. godine i sve predmete predvi|ene planom i pro-
gramom polo`ila sa prose~nom ocenom 10.

U zvawe asistenta (u`a nau~na oblast Matemati~ka analiza sa primenama)
na Institutu za matematiku i informatiku Prirodno�matemati~kog fakul-
teta u Kragujevcu izabrana je 2008. godine. U dosada{wem radu naInstitutu za
matematiku i informatiku izvodila je ve`be iz predmeta: Analiza 1, Analiza

118



BIOGRAFIJA

2, Numeri~ka matematika, Numeri~ka analiza, Obrazovni softver 1, Lin-
earna algebra i analiti~ka geometrija, Osnovi programirawa, Arhitektura
ra~unara i ra~unarske mre`e,Matematika 2 (za studente fizike) iMatematika
3 (za studente fizike).

Tatjana Tomovi} se aktivno bavi nau~no�istra`iva~kim radom iz oblasti
numeri~ke analize. U periodu od 2008. do 2010. godine bila je u~esnik projekta
Ortogonalni polinomi i primene, finansiranog od straneMinistarstva nauke
Republike Srbije. Trenutno je anga`ovana na projektu Aproksimacija inte-

gralnih i diferencijalnih operatora i primene koji finansira Ministarstvo
prosvete, nauke i tehnolo{kog razvoja Republike Srbije.

Rezultate istra`ivawa objavila je u okviru slede}ih nau~nih radova.
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certain Gaussian quadrature rule for trigonometric polynomials, Kragujevac
J. Math 36 (1) (2012), 63–72.
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