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UuvaobD

Metoda konaénih razlika je jedna od najznaéajnijih metoda za priblizno refavanje
parcijalnih diferencijalnih jednacina. Jedan od problema kojt se javlja pri koridéenin
ove metode je 1 problem konstrukeije konvergentnih diferencijskih shema. U okviru
tog problema od interesa je uspostavljanje veze izmedju glatkosti ulaznih podataka
i bezine konvergencije diferencijskih shema.

U sluéaju linearnih parcjjalnih jednadima drugog reda parabolikog tipa izgradje-
na je kompletna teorija egzistencije 1 jedinosti reSenja osnovnih poéetno-graniénih
problema u anizotropnim prostorima Soboljeva W’;'SN(Q). Zato moZemo za ocenu
brzine konvergencije koristiti diferencijske analoge ovakvih normi.

Neka je uw = u{x,t) redenje pofetno-graniénog problemai v redenje odgovara-
juce diferencijske sheme. Za ocenu brzine kovergencije paraboli¢ke diferencijske
sheme oblika:

(1 e = vllyrezgg, y £ Ch+ V7)Y Thullgserngy » s>

redl cemo da je saglasna sa glatko$éu refenja polaznog pocetno—graniénog problema.
Ako koraci A 1 T zadovoljavaju prirodnu relaciju:

E1h? <7 < koh® | k), ko= const >0
ocena (1) se svodi na oblik:
(2) [ju — v||W;,r/z(QM) < C'h’_rHuHW;,sn(Q) , s>

U sluéaju jednaéina sa promenljivim koeficijentima konstanta C zavisi od normi
koeficijenata. Ako koeficijenti ne zavise od t, dobijamo ocene oblika:

() M- ”“w;-r/!(QM) <O H}%X||f1z‘j“w;-‘(n)“““Wj"”(Q) , s>

U sluzaju da koeficijenti zavise i od ¢, §t0 ée posebno biti razmatrano, imame ocenu
oblika:

s=r ..
(4) |- U”Wzr.r/‘.’(Qhr) < Ch r]rél!z}xﬂau[lw;_l.(s_;)/z(q)||u|fw;,,/z(Q) , s>



Ocene oblika (1)—(3) , najpre za celobrojne s, a zatim i za razlomljene s dobijene
su u radovima [11],[17],118],[19],[23],[26],[51]. Tehunika izvodjenja ovih ocena zasno-
vana je na lemi Bramble~Hilberta i njenim generalizacijama. Cilj ove disertacije je
dobijanje ocena oblika (4), kao 1 uvodjenje alternativne tehnike izvodjenja ocena
brzine konvergencije zasnovane na teoriji interpolacije [5],[29],[30],[56].

Prva glava sadrzi osnovne pojmove 1 tvrdjenja potrebne za postavku potetno-
graniénih paraboli€kih problema s generalisanim refenjima 1 za ispitivanje brzine
konvergencije odgovarajucih diferencijskih shema.

U drugoj glavi razmatramo problem s promenljivim operatorom L = L{{), u
oblasti @ = (0,1)" x(0,T), n = 1,2. Uz pretpostavke da su koeficijentt monotono
opadajuée funkcye po promenljivoj ¢ i o jednacini bez mesovitih izvoda dobijamo
"dobre” apriorne ocene u W2 -normi. Tehnikom zasnovanom na lemi Bramble—
Hilberta izvodimo ocenu oblika (4}, za r =2 1 2 < s <4.

U treto) glavi razmatramo problem s promenljivim operatorom F = L(), u
oblasti @ = (0,1)? x (0,7), i izvodimo ocenu oblika (4) za r =1 1 1 < s < 3.
Tehnika izvodjenja zasnovana je, takodje, na lemi Bramble-Hilberta . Primetimo
da poseban problem predstavija izvodjenje "dobre” apriorne ocene u Wzl'l/2~normi.

U &etvrto] glavi dokazujemo konvergenciju diferencijske sheme paraboli¢kog tipa
u Lo-normi. U konstrukeiji diferencijske sheme koristimo nestandardni operator
usrednjenta kojt tatno aproksimira izvode po promenljivo] z. Izvodimo ocenu
oblika (3)za r=01 s=2.

U peto) glavi uvodimo interpolacionu tehniku izvodjenja ocena brzine konver-
gencije. Najpre izvodimo ocene oblika (3) za s =2, s =3 1 s = 4, a zatim
interpolacyjom ovih ocena dobijajmo ocene razlomljenog reda za 2 < s < 3 i
J<s< 4.

Konaéno, zahvalio bih se profesoru Bogku Jovanovidu, kako na poroéi pri-
likom 1zrade ove disertacije, tako i na lzuzetno korektnom odnosu u toku celih
poslediplomskih studija. Nadam se da ée se nada saradnja nastaviti.



I MATEMATICKI APARAT

1. PROSTORI SOBOLJEVA

Uvedimo najpre pojmove i oznake koje éemo koristiti u daljem radu.

Otvoren 1 povezan skup € ¢ B® nazivamo oblagéu. Neka f:Q2 — R™. Nosa-
tem funkcije f, u oznacl suppf, nazivacemo zatvorenje skupa tafaka u keojima je
flz) # 0 . Parcijalne izvode oznatavademo na sledeéi naéin:

af Jled ¢
- . [ad — D(n Dozg L. On —
Jx; by ! : D" f dove) §%gy .- Gz,

D f

Koristiéemo sledeée funkcionalne prostore:

C™(§2) = prostor funkeija neprekidnih u §2, zajedno sa svim parcijalnim izvodima
reda < m (m € Ny U {co}) ,

C(Q) = Q)

CF(£1) = potprostor C™(€) koji éine funkeije s kompakinim nosagemn u Q ,

C™({Y) = prostor funkcija neprekidnih na @ zajedno sa svim parcijaloim izvodi-
ma reda < rm, sa normom :

~mgfy = Mmax max |[D® f(z)|
Il om A th_| f(=)

L,(82) = Lebegov prostor merljivib funkcija na £, za koje je:

=

”f”Lp(ﬂ}:(jﬂ"f(I)‘de) < o0, lgp<00,

odnosno,
1fliz oy = sup ess|f(z)] < 0.
refl
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Ly 000 (§2) = prostor lokaluo tutegrabilnib funkeija:
Fla) € Lp1oc(Q) ako f(x) € Ly(Q) za svaku ogranienu podollast Q' & Q.

Za hiperpoves 5 € B dimenzije n — | kaZiemo da je klase (. u oznaci
Se ™ | ako se u ckoiini svake tatke =y € 5 moZe predstaviti jednadinomn:

(103—‘0(:'3) = O 1

pri Feran e, @0 Za hiperpovrd S kazemo da je neprekidna po Lipschitzu ako
podeliti na konafne mnogo delova 5, od kojih se svaki mwoZe predstaviti

jednacinom oblika:
1y, = vy f{E, .. i N Y R v En) .

pri ¢ernu je funkeija vy neprekidna po Lipschitzu.  Za oblast € kazemo da je
Lipschitzova ako joj je granica neprekidna po Lipschitzu.
U7 skupu funkeija O3 (F7) definisimo konvergenciju na sledeéi naéin.

Definicija 1. Za niz funkcija 5 € (537(FE") kazemo da konvergira ka funkeyji
@ € CF(R™Y ako su ispunjeni slededi uslovi:

[. Postoji kompaktan skup K CE" takav dasuppy; € K za svako J,

2. Za svaki multundeks a. niz D%, uniformno konvergira ka D™ na K,
kad j — oco.

Prostor C§*(E") snabdeven ovom topologijom nazivatemo prostorom osnovnih
funkcija i oznadavati sa D = D(E"). Ako je @ oblast u B™ sa D(Q) C D(E")
oznafavad‘emo skup osnovnih funkeija €11 su nosatéi u §2.

Linearne neprekidne funkcionale na skupu P(Q2) nazivamo distribucijama, a nji-
hov skup oznafavanio sa (). Vrednost distribucije f € D() na osnovinoj
funkeiji » € D)) oznatavarmo sa:

(fio) = {fiolp <Dy
Akoje f(z) € Ly 1,.(B") tada je sa:

o) [ f@)p(z) de
k=

definisan jedan linearan ogranicen funkecional na D(E"). Drugim reéima, svaka
lokalno integrabilna funkeija indukuje jednu distribuciju. Ovakve distribucije nazi-
vamo regularnim. Svaku regularnu distribuciju izjednacavacemo s lokaluo integra-
bilnom funkecijom koja je indukuje i pisati:

ifop) = /1 Fleye(z) de
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Munoienje distribucije [ € P{Q} glatkown funkcijom « € (/(Q) defimse se

na slededr naéin:

{af,p) = {fiap), Yo eD{).

Diferenciranje distribucije f € D'({}) defimse se na sledeél nafin:
(Df, @) = (— 1)1, D), v € D).
Primetimo da jo svaka distribucija beskonaéno puta diferencijabilna.
Definisimmo sada prostor Soboljeva. Neka je & € Ny 1 1 < p < oo. Prostor
Soboljeva I/V;[Q) defimse se na slededt naéin:

WiQ) = {f € Lp(2) : Df € Lp(Q) . || < &}
Pri towe se izvodi shvataju v smislu distribucija. Specijalno. za & = 0 . cznacava-
¢emos

WOQ) = Ly(S2).

Norma u W;(Q) definise se na slededi nadin:

1
(Z‘f‘wug)P cl<p<oc.

HIPTION
gde je:
1
& P
[flw () = Z IDA o)
o] =
adnosnao:
Hwa* o= mﬁ‘i U|w- (80
gde je:

[flws (o = max ||D Fllzccoy -

W;‘ (€2) je Banahov prostor. Specijalno, W£(2) je Hilberlov prostor sa skalarnim
proizvodom:

{f.9) wha) = Z z}D%g(x) dz

Jee| <k
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Za 0 < o< 1 oznatimo:

1

I —J‘:“"V:-I _/
vz con = (/ M—TJ—— t'ffrf.ﬂ . I <p <o,
g aQJ0 |-C—:r'w /
odnosna:
: . |flx) — fly)
IfIW;'c(m = Sup ess——————— .
) ref lz =y
Prostor Soboljeva Wi{Q) s razlomljenim pozitivnin indeksom s = [s] + o,

0 < o < I, definise se kao skup funkeija iz H'}ES:(Q]. za koje je konafna norma:

1] " })
Whwycar = (I, + iz ) LS p<oc,

gde je:
i
, iy »
| flsw sy = ( Z Jf)lfﬁv;_g.qm)) .
ler|=[s)

odnosno:

I llwe oy = Mfliwgriay + flwe o -
gde je:

[flws oy = Z D" flyys-ted (g -
fa| =[]

Zatvorenje skupa D(Q) u normi prostora Wi (2) predstavlja potprostor Wy (%)

o]
koji Eemo oznacavati sa V5 (§2).

U teoryl prostora Soboljeva fundamentalnu ulogu imaju teoreme potapanja.

Teorema 1. Nekaje [ € W] (Q), 5 >0 ineka je granica oblasti Q neprekidna
po Lipschitzu. Tada vaze sledeca potlapanja:
a) ako je sp < n tada

WY CL() , p<as
h) akoje sp=n tada
1’1’;(9) CL&) , p<y<on

¢) ako je sp > n tada
Wi(g) C ().



, 1
Teorema 2. Nekaje 0 <I<s< 0. | <p<g<x | 5,_>f,__ Tada
p q
VAZi:

W3 (§2) © W, (8).
Teorema 3. Neka f € W7 (Q), s> 1/p,s #ceobroj+ t/p, 1 neka je granica
oblasti Q doveljno glatka (U € (B1"+1y | Tada postaji trag funkeije f na granici I

- ra=1 Lo
Soji pripada prostoru W, fp(l") I vaZl ocena:

“f”w;*llp(m < ("”f”W;(ﬂ] :

2. ANTZOTROPNI PROSTORI SOBOLJEVA

Cesto se pojavljuju funkeije koje imaju razli¢itu glatkost po pojedinim promenlji-
vim, kao. na primer, u sluéaju refenja parabolickog problema. Prostori takvih
funkcija nazivaju se anizotropnini.

Neka je By skup nenegativnih realnih brojeva. U ovom odeljku elemente skupa

&% nazivademo multiindeksima. Za « = {ay, az, ..., 0,)7 € B} oznafimo:
o] = ([a], [eo], - [T 1 o] = ([aa] 7 [oo] e fea) )T
gde je [a,] = najveéi ceo broj < a, 1 [c;]” = najvedi cen broj < «;. Uvedimo i

konacne raziike:
Anflz)=flz+he)— flz), he®R,i=1,2,...,n,

gde su »1.72,...,7n jediniéni vekiori koordinatnih osa u R,
Neka je Q oblast u B". s granicom neprekidnom po Lipschitzu. Za o € 2 1]
I < p<oc definidimo polunormu |f[s, ua sledeéi natin:

I£15,, = 1Al oy T M =ay= . Sa =0,
l ik, f(ﬂ) .
P A . ) — .
|f}a, /'/f‘llr] ER dh,dz , zal0 <o, <!}, ap =0, Ve #£1,

; FATRTIAVE f(z)”
b= [ ], o Tl s st
)I

za 0 <oy, o5 <1, ap=0 VE#1i7,

IAI,hl o n N (T)i .
Lfla P ] / L ) |[1111+P0<1 T Mlnll"i‘p“ ﬂ”ll - '(”Lndl‘ )

za 0 < aq v, .0, < b

|f!e’t}) |D =l ako je neko ap > 1.



Ovde je oznateno:

Qi(x) = {.’1;; oAy € Q} ,
Quy(x) = {(hi, )T+ & cshrs ey €0, ey = 0,1}

n

0 ,(z)= {(/’11 o h) T et chhkm e, e =0, 1} .
k=1

Za p=co integrali u definiciji se zamenjuju sa sup ess:

[f[(‘tjm = Hf“Lw(ﬂ) ¥ 24 (¥ = Xy = ... = kp = 0 b
[flece = supess l-%-?’;l—”l{vﬂ,za0<rri<l] ap =0, Yk £1 |
PRI

pEQ R, EN, ()

itd.

Konagan skup multiindeksa A C B
0= {00,070 € 4 izasvako o = (o|.c9,. ..,
brojevi Bp > ap (k= 1,2,...,n) takvida fgrp € A

nazivatemo regularnim ake vagi:
an)” € A postoje realni

Ako je A regularan skup multiindeksa definidime norme:

“fHW;‘(Q—(Zlﬂnp)) 1<p<OO

wEeA
1 fllwa oy = gleaj(mnm .

Zatvorenje ("*°(£1) u normi || - llw 4(q) oznatavacemo sa W),
Neka je, dalje, @ oblast uw R™ i H proizvoljan Hilbertov prostor.

prostori W7 (£2, H) funkeija f:Q2 — H definidu se analogno sa prostorima W, (€2,

pri éemu se apsolutna vrednost zamenjuje sa normom prostora M. Tako je, na

Soboljevski

primer:

1
o P
||f||L,,m,H)=( i Il.f(:r’)Iéqd»v) Cl<p<oo,

b
2l r - P
‘ffwzi(“’ﬂ) = ( Z [ fH]L,,(ﬂ,'H)) coe=010,200

[ae]=i

1
17 ) = Sl r
lﬂw;;(n,’ﬁ) = (/ / B yJTH-oP (82,70 drdy , D<o 1, itd.
Q -
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Nekaje Q= 0x1 gdeje QCRE* 1 I=(0,T)CR. Akosu sir nenegalival
realni brojevi, anizotropni prostor Soboljeva W7 (@) definisemo na sledeci nacin
{v. Jovanovié [27]):

W (@) = Ly (L WH{Q)) n W1, Lp (L))

pri éemu se norma definise sa:

g 5
filws oy = (/ﬂ 17y s 0y 4+ 1] ];’V;(I,Lp(ﬂ)]) s poo,

s odgovarajucom izmenom za p = 0o.

Wim(@Q) se svodi na prostor oblika W];‘l(Q). Na primer, ako s & My tada je:

A= {(ol.“. ,(‘zn,U)T:m Elg, i+t an <5}
w0, 08T geN, sartu{0. 0T}

U daljem radu koristicemo prostor W;’S/E(Q) = Lo(I, WE ()N DV;/Z([. La(£1)).
Kod njega moeZemo izdvojitt najstariju polunormu, stavljajudl:

2

T
— 2 2
WWS””(Q) - (]0 ’fﬁ)lwg(m dt + mw;”(!,Lz(n)))

Anizotropni prostori takodje zadovoljavaju odredjene teoreme potapanja. U da-
liem radu biée nam potrebna sledeéa tvrdjenja [3),[37],[50].

Teorema 1. Neka f € WJ'(Q), s,7 > 0 ineka o € N} 1 k € Ny
. & v .
zadovoljavaju uslov M + - < 1. Jada D;‘fo e Wih(Q) | gde je B_Y_
8 r - ) & T

1 k : T .
| — (E’l -+ —) ,a Dy 1 Dy parcijaloi izvodi po ¢ = (xq, ..., &n ), odinosno £,
5 il

Teorema 2. Ako f & W37 (Q), s > 0, r > 1/2, tada za k < r — 1/2

. 9* f(z,0 : s 1
(k €1) postoji trag j;(%’) € W), gde je ¢ = ; (r —k— -2—)
Teorema 3. a) ako je sp>n-2 tada
Wi lHQ) € @)
. 2 2
l))akoJ'elgp§q§oo.0§t§s<oois—”+ 2t_n+ tada
P g

W@y € WHAQ).

fvedimo i prostor W5 /2(Q) = Wi /2@y Vazi: W7 (Q)= W%y,

uz ekvivalentnost normi {27].
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3. LEMA BRAMBLE-HILBERTA

Lema Bramble-Hilberta [7],{8],[13] ima fundamentalnu ulogn za ocenjivanje
lincarnih funkcionala u prostorima Soboljeva.

Lema 1. Neka je Q oblast u " s Lipschitzovom granicom, s—pozitivan realan
hroj i Py skup polinoma (od n promenljivih) stepena < s. Tada postoji kestanta
(= (82, 8.p) takva da Je:

Piél_}; IF = Pllwseay < Clflwan , Y€ WI(Q) .

Ova lema se lako prenost na anizotropne prostore soboljevskog tipa. Neka je
A C E% regularan skup nenegativnih realnih multiindeksa. Sa x(A) oznagimo
koanveksan omotad skupa A u B7. Neka je dgw{A) deo granice skupa x(A) koji ne
pripada koordinatuim hiperravnima i Az = A 0 dpr(A). Neka je B podskup od
Ap, takav da je B U {0} regularan skap multiindeksa, i v(B) = {# € N}
plel”pr =9 vae B}. Sa Pp oznacimo skup polinoma oblika:

Pley= Z Pt

wEvtB)

Vaze slededi rezultati [11],[20]:

Lema 2. Neka je ©Q oblast u B™ s Lipschitzovom granicom I neka skupovi
multiindeksa A 1 B zadovoljavaju gornje uslove. Tada postoji konstanta € =
(82, A. B, p) takva da je:

. - . A
A IS = Pllwggay < D Mflap ¥ F € WH(Q)
w€ B
Sledeca tvrdjenja su neposredna posledica leme 2.

Lema 3. Neka je n(f) ograniéen linearan funkcional koji se anulira na WPA(Q)
kada je f(x) =z, o € v(B) . Tada postoji konstanta ' = C(Q, A, B, p) takva
da za svako f € W(Q) vai nejednakost:

Y | flay -

o257

Lema 4. Neka Ay, By /{0, v R™ (b =1,2,... ,m) zadovoljavaju iste uslove

kao A. Bt Q. Neka je n(fy, fa,... . fm} ogranifen polilinearan funkcional na
I/VPAII(QI) x DVJZZ(QQ) oo % I«VpAn:"(Qm) . koji se anulira ako je neki od njego-

vilh argumenata oblika fr = 2% | » € Oy , o € v(Br). Tada postoji kons-
tanta ' = C(y, A1, By, p1, O, Aa, Ba,pe, oo, S0, A, B ) takva da za
svako (f1, fo, o f) € WA (SL) x WA (Qa) x - x W,Am () vazi nejednakost:

e

In(fi oo Fd < CT] D0 Wt laps -

k=1 acH,

10



4. MULTIPLIKATORI U PROSTORIMA SOBOLJEVA

eka su ¥ 1 W odva realna funkecionalna prostora sadrzana u 7(§2). Za funkeiju

lefinisanu na Q kazemo da je multiplikator iz ¥V u W ako za svake f € V
rotzved ef{a) f(x) pripada prostoru W. Skup ovakvih multiplikatora oznacavamo
Vil — W), Specijalno, za ¥V = W stavljame M (V)= M{V —17) .

Dgranicime se na rmdtiplikatore M(i-‘V[f(Q) — W) | <p<oc. t25>0

Navedimo neke nsnovne rezultate o multiphkatoritua u prosierima Soboljeva.

Lema 1. Ako « € M(W}f(lﬂ‘") — W), 252 0. tada:

a € MW, 7T (R") — L")
A€ MWI7(RPY) — WET®™) . 0 <o<s
“a € M(WIHRY) — WilEr) el <s
Dha € MW el @m ) — LR™) ol < s,

Lema 2. Nekaje t > s> 0. Ako a € M(WIR") — WJ(R")) tada a €
V(IWHERHE) o WS(EHRY) Fakodje « € MWy P x By — W R R,

Lema 3. Ako a, € M(LI/}?"“'(E‘.”) — Wi=H(EM), s = k, za svaki multiindeks

o, tada diferencijalni operator:

1) Lu= Z ae(2)D% . re "

lal <k

lefinise neprekidno preslikavanje Wi (BF™) — W;‘k(lﬁi”).

Lema 4. Neka operator (1) definie neprekidno preslikavanje 1z W] (B™) u
E‘.';f""(?ﬁ”) inekaje p(s—k) > n, p> 1. Tada a, € J‘VI(I/V},S_M(]P!”) — W;”(R”))
za svaki multiindeks o

Prethodun rezultati se mogu preneti 1 na prostore Soboljeva u oblasti. Preciznije,
ako Je {2 Lipschitzova oblast u R™ i\ « pripada prostoru M (W () — W7(2)) tada
postoji produzenje @ na K™ koje pripada prostorn M(WJ{IR™) — W7 (R")). Vagii
obrnuto: suzenje multiplikatora @ € M(Wi{R") — W5 (IR*)) na @ pripada prostoru
M{WQ) — W3 ().

Lema 5. Neka je (¥ ograni¢ena Lipschitzova oblast u ™,
1€ W {Q). gde je:

5>0 1 p>1. Ako

g=p. t=3s, kada je sp > mn, odnosno
g>nfs t=s+=s¢ M, >0, kada je sp<n

cada a € M{WS ().

11



Lema 6. Neka je (2 ogranicena Lipschitzova oblast u B”, s > 07 p > 1. Ako
a € L), gde je:

g=p, kado je sp >,

g >p, kada je sp=mn, 1

q¢ > n/s, keda je sp <,
tada o € M{VI{Q) — Ly(Q)).

5. ELEMENTI TEORIJE INTERPOLACLIE

Opisademo ukratko osnovuu ideju teorije interpolacije (v. Triebel [50]). Ne-
ka su A 1 Ay dva Banahova prostora linearno 1 neprekidno potoplieni u linearni
topeloski prostor A, t). A © A, Ay C A, gde simbol € eznafava inkluziju
u skupovno-topoloskem smislu. Tada par {Ay, A2} nazivamo interpolacionl par.
Neka je { By, By} drugi interpolacienl par, pri éemu je By C B, By C B, gde je B
linearni topologki prostor. Neka je dalje T linearni operator iz A u B, takav da su
njegove restrikel)e na A,, ¢ = 1,2 linearni neprekidni operatori iz 4; u B;.

Neka su dalje, A 3 B Banahovi prostori, 1 A C A, B C B . Prosiort 41
B3 raspolazu interpolacionimn svojstvorn ako je restrikeija svakog operatora 7 (sa
gornjim osobirama), na A linearni neprekiduil operator iz A u 5.

Jedan od dva razlicita pristupa u teorijl interpolacije podrazumeva odredjivange
"preslikavanja® F koje svakom interpolacionom paru {43, A2} pridruzuje Banahov
prostor F({A1, As}), tako da prostort A = F{{A1.42}) + B = F({B1, B2})
raspolazu interpolacionim svojstvom. Drugi pristup podrazumeva opisivanje "svih”
prostora 41 B sa interpolacionim svojstvom [ svih "preshkavanja” F.

Neka je {A|, 42} interpolacioni par. Definigizno prostor 4y N A5 sa normom:

llallayaa, = max{(lalla,, [le]|a, }
iLprostor A1+ A4 ={a€ A:a=a +asy, a; € A;, = 1,2} sa normom:
lallas+a. = _inl {ffagfla, + llezf]a.t
Ga=ar+daz
a,cA,
Jednostavno se pokazuje dasu A; MAy i A; + A; Banahovi prostori i da vagi:

ANA, CA CAL+ Ay, i=12

Uvedimo sada pojam kategorije, koju karakteridu sledeéa dva svojstva :
1. Kategorija se sastoji od :

a) neke klase objekata A, B, (/...

b) klase uzajamno disjunktnib wepraznih skupova [A. B], pri é¢emu svakom
uredjenom parn objekata (A, B) jednoznaéno odgovara neki skup [A4, B]. Elementi
skupa [4, B] nazivaju se morfizmi iz 4 u B.

2. Za svalu uredjenu trojku (A, B, (") definisana je kompozicija morfizama
[B,C] % [4, B] — [A, (1.

12



Definicija 1. Neka su =, { Zy dve kategorije. Kovarfjantni funktor je svako
preslikavanje 7 Zs u =4, pri kome je siika F(A) objekta A iz Zo objekat u =), a
stika morfizma f € [A, B] iz Za~ morfizam F(f) € [F(A), F(B)] iz 1.

Uvedimo sade dve specijalne kategorije: kategoriju ) &ji su objekti Banahovi
prostorl A, B, ..., a morfizil neprekidni linearni operatori L € LA, B), 1 kale-
goriju ( Eijt su objekil interpolacioni parovi {Ar, Ax}b, {5, Bz}, ..., a morfizmi
Le Zu{A, Azt {8y, Bo}). gde je L({ A, As}, { B, Bz} skup neprekidnih linear-
nih operatora iz Ay - Aa w B -+ Bs  &ije restrikeije na A;. ¢ = 1,2 pripadaju
£(4, B i=1%

Defimecija 2. . Kovarjantus funktor F:C; — () naziva se mberpolacionim
funktorom ako vagi:

I A0 A CF({AL Ab) C© Ar + A, za svaki interpolaciont par { Ay, Az},

2. za svakl morfizam L € L({A), As}, {B1, Ba}), F(L) je restrikcifa operatora
L na _F({A_] y _“ig}).

Oduovarajudl Banahov prostor A = F({A;. A2}} naziva se interpolacionim
prostorom,

Prunetime da su Ay NAds 1 A4y + Ay interpolacioni prostori.

PRIMEDBA. MoZe se pokazati da Je ovakav pristup interpolaciji poemoéu -
terpolacionog funktora dovoljno generalan, tj. da se svaki Banahov prostor sa
interpolacionim svejstvom moze predstavitl na pornenutl nafin.

Definicija 3. F Je interpolacion! funkior tipa 6, 0 < & < 1. ako za sve in-
terpolacione parove {Ay, Ao} {Bi, Ba}, ... i za svako L € L({A;. A2}, {B1. Ba})

vazl:
L7 (A= ci8m2 < CILI g 1,y > € = const > 1
(| Ll 5. — B, oznacava normu operatora L:A; — By, i =1,2).

Akoje O = 1. F je tacan tipa f.

Razmotrimo sada " K-rmetod” realne interpelacije.

Definicija 4. Neka je {4, A2} interpolacioni par. Definisime K —funkcional:

K{t,a) = Kit, a. A, 4y) = aE}lluf Wella, + Hlezfla,}
a= a1+az
d.e.-'l,

koji pri fiksiranom t € (0, 00) . predstavlja normu u prostoru A+ As ekvivaleninu
za standardnom normom tog prostora.
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Definicija 5. Neka je {4, As} interpolaciont par i 0 < # < 1. Prostor
(Ar, Asz)g o definidemo na slededi naéin:

~ , ¢ dtN g
(A1,.4.2)p;q—_— (56‘414"142:”@“(‘41»142)9 . (/ (i_b‘h(i,a))"i>q <00 g,

0

l<g¢g<oo,
odnosno:

(A, Asdg oo = {a e A+ Az lalla ag, . = sup TR ) < oo} .
D<t<lro

PriMEDBA. Definicija prostora {A;, As)gyza ¢ <0 ili § > 1 1 ¢ < co nema
smisla jer Je tada (A, As)s, = {0}. Takodje nema smisla ni sluéaj (A, Az)s .
§<0 ili &> 1. Shéaj (A, A2)s0,, =0 ii ¢ =1 ima smisla ali ga neéemo
razmatrati.

Sledeéa teorema daje osnovna svojstva interpolacionih prostora debijenih ” K-
metodony” interpolacije.

Teorema 1. Neka je { Ay, Az} interpolacioni par. Tada vazi:
a) (A1, Ag)e, za 0 < & < 1.1 < g < oc jeinterpolacioni prostor za par
{41, A2}, a odgovarajudi interpolacion] funkior je tadan tipa 6, tj.
1-e 9
WLy, 4200 =08 B2, S 12, g 4, — 8,

by (Al A2)e, = (A2, Av)i—e g
c)Za D<f< ]l 1 1<g<p<oo vadl

(Ar, Az)e1 C{A Adds g C (AL Andap C (A1, A2)gco s
d) Akeje A1 C Az tadaza 0<@<n<l, 1 <y¢y<p<oo vadl:
(A1, A2)o,e CLAL Ayy
e) Ako je A; = A2 tada je:
(A1, Az)ay = A = Az |
f) Postoji pozitivna konstanta (Vg,q takva da za svake a € A N Ay vazl:

-y -4
Nallay o, < Cogllallyy®llallf,.
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MeZe se pokazati da su prostori 1W3(Q) 1 l'l”;"‘/:’(Q) interpolacioni prostori. Vaie
zledede teorerne.
Teorema 2. Za 0 <<s). 80 <o, 5 F s, 00 <], 1 <qg< 0o vail
(W () 1) '(“”))E_q = B, (B} s = (3 8)s) +0s2
gde jo- B, (R™) prostor Besova [14].
Za g=p iraztomljene s=1(1—@)s; + sy , koristed relaciju
Bf “(‘_") = ]L SR
(A
1) (W (mny, H";‘(?Z”])E_p = W) s = {1 - 8)s1 + Os2
lok u slugaju p=2 relacija (1) vail bez ogranifenja:
(IR, WEHR), , = WER)
Isr- relacije vage 1 za prostore Soboljeva u oblasti ¢ s dovolyno glatkom granicorm.
Teorema 3. Neka jo sp.so,0p. e 20, 0< 0 < 1. Tada yo [37):
(W7 Q) ° (@), = WR(Q)
gde jo s = {1 —8)s) + 8:;-_;,. r=(1=8)r + 8rs.

B

Pored prethodnil tecrema. od posebnog znafaja za ovaj rad jeste 1| sledeéa teo-
rema

Teorema 4. Neka su Ay, A2 By, By i (/},(7y tri para Banahovih prostora,
takvihi da je Ay C Ay, By C Bs i 'y C (s Neka je L{a,b) neprekidan bilinearan
operator Iz Aa x By u (%, takav da njegova restrikcija na Ay x By predstavlja
neprekidan bilinearan operator iz 4y x By w (/). Tada je L neprekidan bilinearan

. ! . . 1
operater iz {A1, Az)ap X (B, Ba)yg u (1, C2)gr, gdeje 0 < 0 < 1i - =
-
1

-+ 1> ivaz:
rooq

“L“(A;,Az)e,prﬂl-B:)e.q—'(cl,ce)s. ”L”Ap(Bp—-( 1”L“€igx82—v(7:‘

Pored izloienog "K-metoda”, pomenimo jos 1 "J-metod” i “L-metod” realne
interpolacije [2],[50], kao i metod kompleksne interpolacije [37],[50].

Za dalji rad bide nam potrebni i rezultati dobijeni interpolacijorn pomocdu pozi-
tivnog operatora [37].

Neka su Ag 1 Ay dva separabilna Hilbert-ova prostora koji zadoveljavaju
uslove:

l) .40 C A] 1

1) Ay je gust u Ay sa neprekidnom injekeijom.

Neka je A 4y — A samokonjugovan operator, pozitivan u A, sa domenom
D{A) = Ay, takav da je

(u.v)a, = (Au,Av)a, , Yu,v € Ag.
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Definicija 6. Neka su Ay 1 Ay napred uvedent Hilbert-ovi prostori. a A
gore definisani operator, Interpolacioni prostor [Ag, A1y, 0 <8 < |, definiSemo
kao domen operatora A'=% tj.:

[Ao, 41]p = DA

Sa NOrInomn
1—8

1/2
) .

lllleag.ange = ([[ula, + 1A ul3,

Teorema 5. Interpolaciont prostorf uvedeni definicijom 6 imaju sledeée osobine:
a) [As, Ailo = An 1 {Ae, Al = Ay,
hi Ay je gusi v [Ao. A1]e za Y8 € [0,1].

r —t
¢) Nullpas,an < Cllully lulib, .

d) [Ae. Ale, C [Ao. Alls, za 8, < 8y,
e) [Ao, A1, Je gust u [Ag, A1)e, za 8 <0z i
) [[Ao, A1le, [Ao, Arle.], = [Ao. ALl — 616,400, -

Teorema 6. Neka su s5. 59, 71, ro 20, 0@ < |, i QC B Tade vesi

(W0, T); W) Wi (o, Ty Wi )], = Wi =0, 7y wi =M ),

6. EGZISTENCIJA GENERALISANTH RESENJA

Razmotrimo prvl poéetho—graniéni problem za simetriénu linearnn parabolicku
jednaéinu, s promenljivim koeficijentima :

%?"F[:u:f oz ty e =5 x (0,1
(1) u=120 oz, el x 0,7

ulz, 0) =uplz) , zel

gde je:

n
Lu=— Z 1, (a,;J Dju) + au.
1,7=1
Neka su ispunjeni sledeéi uslovi (A):
I S} je ogranicena koenveksna oblast u R™, s granicom T & (0™
oa;,ac Cm(@) Vo = iy
I Operator L je siroge elipticki v oblasti @0, {3,

Zaijyayjzc?oz;uf Lo, Y(x )eQ , VyeR" |
toj=1 i=1

alez, t) >0 . Yz, t)eQ
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Uotims takodje uslove saglasnosti:

FPostoy funkerjo v € W;‘S/g(({)) takva da Je:
v=0 . (e.HHelx[0,7] ,
(2) wle, ) = ug(z) . re2

S [ o & Fla, 0)
SR BT A — LY
at (ax + ’)

o0 )
Resenje poletno—graniénog problema (1} pripada prostoru [*V;’S/E(Q) pod sle-
deéim uslovima [35],[371:
a) Zo s> 2, 5, 8/2 4 ceo brog + /2
ako [ & W’;il’ﬁﬁﬂ((,’)) Coug € WETHEY) 4 vaze uslon saglasnosts (2).
bt Za 1 <s<3/2
5 /
(I.(‘O f e (VVZZ-S. l—\?/’-(Q)) . g [ {/Vz.s—l(g?’) )

e 0<k< [S_'T

c) Za D s |

ako e (W l—-“”(ca)j’ s oug € (W)
dj Za s <0, $# ceobroj +1/2

ako fEESTHIIHAOY oy e 20
gde je Z33/2{(Q) prosior s tefinom [27].

Rezultat se moZe prosiriti 1 na interval 3/2 < s < 2 ako ulazni podac zadovo-
Lavaju specijalne uslove saglasnosti.

Neki od uslova (A} mogu se oslabiti. Dovoljno je da koeficijenti jednafine (1)
pripadaju odgovarajuéim prostorima multiplikatora:

i, & M (1’1’?;—1’(‘§_1)/2(Q)) :
s M(W;'S/Q(Q) — W;ig‘(s_g)ﬂ(Q)) :
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II PARABOLICKI PROBLEMI
S PROMENLJIVIM OPERATOROM:

Konvergencija u W,)'—normi

1. Postavka problema

Kao modelni zadatak, razmotrimo u oblasti @ = Qx (0,7 = (0, 1) x {0,7] prvi
poéetno-graniéni problem za parabolicku jednaéinu drugog reda s promenliivim
koeficijentom:

du d du
=T 5 b)) = 4
By =S @neq,
(1) u=10, {z, ) € 001 x [0,T7,
ulw, 0) = ug(z), x €8

Pretpostavimo da generalisano reenje problema (1) pripada anizotropnom prostoru
Soboljeva Wi /*(Q), 2 < s < 4, da f(x,£) pripada W3~ >*/*71(Q) i da koeficijent

a= a(z,t) zadovoljava uslove:
CEWL LI TQ) e >0, 2a 2<s <52,
(LEW';A'(S_I)/Z(Q% za /2 < s <4,

Ovi uslovi garantuju pripadnost keeficijenta a(z,t) odgovarajuéem prostoru mul-

tiplikatora M (W;fl'(“l)/?(Q)), Pretpostavimo da je koficijent a(z, ) monotono

opadajuéa funkeija po promenijivoj £ 1 da je a(z,#} > cg > 0. Takodje femo sma-
tratl da su ispunjeni i eventualni uslovi saglasnosti ulaznih podataka u tatkama
(0,0) 1 (1,0) koji garantuju egzistenciju redenja u € Wg’s/z(Q).
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2. Diferencijska shema

Neka je w uniformna mreza na £ = (0,1} s korakom h, @ = w U{0,1i} =

wlUs. Wt =wuU{l}, & =wuU{0}. Nekaje ¢, uniformna mreza ra (0,7) s
korakem 7. 6F = ¢ U{T}, 0. = 0, U{0,T}. Definiéimo uniformnu mrezu u oblasti
Q: Q-=wx. QF =wxgr i Q;L =@ % ;. Smalracemo da je zadovoljen
uslov:

fyh? <7 < koh®, ki ks = const > 0.

Definifimo konacne razlike po z 1 £ na uobiéajen nadin:

+
Br = : - v;‘
h
'+—2: - .
Vpp = 1_—112—”, sde je v (2 8) = v{z £ h.t).
)
HE — v, 1
velet) = vle -+ ) —o(e, ):’Uf(ilf,t-’r?’)v
T

Uvedimea 1 Steklovljeve operatore usrednjenja:
1
TYFlr ) = / flo+ha! ) de' =T fle+ht),
g
1
T 0= B A0 = [ (- W e 0d
-1
1
THie. i) = / e, i+ dt =T fle t+ 7).
0

Ovi gperatori su medjuscbuo karnutativni 1 preslikavaju parcijalne izvode n konaéne
razlike. §j vaii:

T (Do f(z, 1) = Do (TF Flz, 1) = fulz, b))

L7 (Do f{z, 1)) = Do (T fle, 1)) = falu, 1),
(D f(z,0) = D22 (2. 0)) = faz(z, 1),
(D fla, ) = Dt( fJ,f}) = fr{z.t), itd.

Pofetno-graniéni problem {1} aproksimirajmo na mrezi ¢J,, sledecom diferencij-
skom shemom:

’U{+LfLU:T;'2,];hf: u Q;t-r)
3] v=20, na v x &,

U= Ug, na w x {0},
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gde je
l
Lyv = 75((“?)3-);; + ((lvf)z) -

Shema (2) je standardna implicitna diferencijska shema s usrednjenom desnom
stranom [27],i42]. Shema bez usrednjenja ne moie se koristitl ake je s < 3.5, Jer
tada f(x,¢) nije neprekidna funkeija.

Neka je u refenje pofetno-graniénog prohlema (1) 1 v redenje diferencijske sherne
(2). Posto je, na osnovu teoreme 1.2.3 u{x. £} neprekidna funkeija za 2 < s <4,
definidimo gresku sa:

Fmu— 1.
Ovako definisana greska zadovoljava uslove:
e+ Ly =0+ v QF
z+Lpz=n+p. u @y,

=0, na wx {0}.

=0, na v x 6, .

oy
I

(3)

gde je:
i .
Ul Ith'_ (De(aDpu)) ~ 5 {(aug)z + (aug)y) , 1
@ = uf — Tj'f e

Definisimo diskretne skalarne proizvode:

(v, w)o = {(v. W),y = h Z v, wl-, 1),

TEwW

gde je v{,8) = v(z. ), (#,1) €w x {t}, t € 07 ~fiksirano,

(v, whg., = (v, W)L,(Qa) = h’rz Z vz, w{e,t) =7 Z (v, Wy,

TEW sept rept

i diskretne norme;

1% = (@ 0d s [ollh,, = (@0)g,,
1ol 2, = Mol sl +llosllh,, + sl

||'UH%,1 - (thi TJ)W 3
gde je Ly = Ly(t) vrednost operatora za fiksirano ¢ iz mreze 7.
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Vaii sledete tvrdjenje:

Lema 1. Diferencijska shema (3) zadovoljava apriornu ocenu
(4) ol s on s S Cllbillan. + lion )

Dokez. Mnoiedi (3) sa Lz = {—,Lh(z + 2+ Tz, gde je 2= e d—T) i
surirajudi po fvorovima mreie o jednostavno dobljamo sledede nejednakosti:

1 o s T 5 .
57 (N=ilz, ~ |3||i,‘)+§|lﬂfi|ih | Lnz|d = (4. Laz)
1 5 o
< §|171+90||;,+§!|Lh3||;
=01z, = 1EE, + 72lladllE, = 7liLazlly < rlly+ @l
=iz, = 1217+ 120 =137, + ez, A+ mlLn=ll < rlim+ 212
A 13

ade jo L = Lp{t) = Lp(i — 7). DokaZimo da je ispunjen uslov:

{5) 1207, — 12l = 0.

Uslov (5) je ekvivalentan sa uslovo:

((Zn —Ln) 2,5) = 0.

Kako je:
1
(Lpz.2)e = ;((a:x. e Flezp 25 du+).

unamo da je:

((E’h - Lh) 5:‘;')

gde je o = a(z,t), & = a(z.t - 7). Poslednja nejednakost jasno vaii, jer je po
pretpostavel funkeija a{z,?) monotono opadajuéa funkeija po promenljivo] ¢.
Dakle, pokagall smo da vail uslov (5), pa daljs imamo:
2 e : 2
M=llz, = N2, + rlliazliy < riln+ells -

Sumiranjem po évorovima mrege 8% dobijamo:

5o — O oy 7 D Hezlll <7 > I+l

icet =

[12(T")

Koristedi relacije

(T, ry 201

(6) Y Ll < Y I+l

tedF teat

Z(O)HEA(O) =0 lmamo:
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Primenon nejedvakosty {z¢f < g+ @l + 1Ly z]] 1 prethodne ocene sledi:

(7) Y s <Ay el

teet teeld

Konatno. pozivajuéi se na dobro poznate nejednakosti [34],[41]:

HEwzllgn, = Cllzezllgn. -

Izllgn, € Cllzelign. -
lorilon, < Cllzerllqn.

1ocene (6)1(7) jednostavno dohijamo:

P el sl ) < O S Ty el

tedd =t

cdnosno:

leliwzs 0,0 < Cllbillgn, + el ) - U

Na ta) nadin je probiem ocene brzine konvergencije diferencijske sheme (2) sveden
na ocent desne strane nejednakosti (4).

3. Ocena brzine konvergencije

Kao prvo, rastavimo 7 na slededi naéin:

i

n= Z i . gde Je

k=1
m = TP (aD2u) — (T2 a) (TR T Diu),

n2 = (12T a — a){T2T D),

na = a(TPT D% — ups ),

ne = 12T {DpaDpu) — (T Do a) (TR Deu)
w5 = (T2 Dea — 0.5(a, 4+ az) T2 Do),

tg = 0. 5((10r + az {7;, U Deu — 0.5{us + ug)),
7 = 0.25(ay — az)(us — ty).



Uvedimo elementarne pravougaonike ¢ = ez, 0} = {(&,v) : £ € (z — b+ +

). e {(f— 7.8}, Linearnim transformacijama & = o+ hr™, v = L4 7i7,
uspostavlja se ohostrano jednoznaéno preslikavanje izmedju ¢ 1 standardnog pravou-
gaonika £ = [(«”, (*) N P < 1. =1 < t* < 0}, Oznatime  u™{(x".{") =
(e = he™ i) a7 ) = ale 4 heT b ) 1.

Vrednost 5y u évoru {a.t) € QF moze se predstaviti u obliku:

Nt {// L= [ e (a7 DI ™ (2 ) di ™
j (1 —Je™ha™ (", ) di"dr™ x //(1 — |2y (w7 ) rlt*(l;r:*}
B

Odavide. primenom nejednakosti (auchy-Schwartza i Holdera, jednostavoo sledy:

|?)1(I f” — I{‘) !I(L ”H "‘ )\!h(ﬂ u “WP»;;;L(T_“(E) h /\ 2 U‘ 13 Z Z q > ‘2
Osim toga. n; =0 akeo je " konstanta ili ako je u™ polinom drugog stepena po »”
1 prvog stepena po £*. Primenom leme 1.3.4 dobijamo:

‘

C
[0 (. )] < I,,[a IW,\/\/(E){U fpnonre gy DAL 200 <3, g> 2.
2qflq—2}

Vraéajuél se na stare promenljive. uz uslov kih® < 7 < kah? . dobijamo:
J il t =T

2
. G A-E )
| ‘H’:‘VEfE‘) < {'h q‘ﬁLW‘?‘A"’Q(e} 1
. 3g-2)
KU < (Th E N
W*q; (a—2 )(E} ‘ |Wiq:"(q 2) e
Sledi:
T .
[0z, )] < ChAHT T WA |u}W,. DY D<A, 2<u<d, g=>2.
p s

Sumiranjem po fvorovima mrede Q;f‘_ debijamo:

WYy | millg,. <O pAte? [|a||‘ ras2

- "(Q)”“Hﬂtw/’ <A<l 2 <y,

(@’

Neka je ¢>2 1 5/2< s<4. Naosnovu ieareme 1.2.3 vaze sledeéa potapanja :

) Wt gy Wit Q) e d 2 3g

we T RO Q e wpNNQ) L a2 /2= 3/
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Stavljajuéi A4+p =35  zaneko A, g, 1 ¢ > 2 vaze prethodna polapanja. Tako,
na prinmier za 3 < 5 < 4 mofemo stavili ¢ = 3, A= 1. g = s—1. dck za
5/2 < s <3 mozemo staviti g = 6, A= 1/2. p=s— 1/2. Konatno. dobijamo
ocenL:

(10) H”i“Qhr S c(I?'\ABHGHW‘;"L‘?‘U/Z"Q)H‘“HLV’;"/:’E(J} : —)/2 <8 S 4

Uslutaju 2 < = < 5/2. qLavljaqu'i g=3{s—2), A=s-2, p=12. odnosno

za s =o/2, g =6.A=1/2, =2, 1 konsledi potapanja:
(11) WA Oy C WA (@), ca A2 3/
A — 4o {Xdpu—14s )
TR Oy c WAMRQ) . sa A <3/ te
dobijamo:

12y limllg., < ("’"_)H““u e e ﬁu[[w P 2<s <5/

Vrednost 5o u éveru (z,t) € QIT moze se predstaviti u obliku:

e { // (1 —jz"e"(x™. ) dt"de® —(z'(U,O)}

X /(u‘(l.t‘) —2u™(0.87) 4w (1, 7)) dt”

—1

Odavde sledi:

¢
(O] < Sl ilee,
' 3 3(g — 2)
< a 2 Tl | P LA — > ———2 g > 2.
= ” “ypare &l ”w' iz B P 2 4
Pared toga, 5o = 0 ako je ¢ polinom prvog stepena po »~ ili konstanta. a takodje
ako je u” polinom prvog stepena po 2* ili konstanta . Primencom leme 1.3.4 imamo:

o C N TR
|T}2(Jt)|< iﬂ |W)‘A/" E]Iu |Wl‘ H(.';z_q)(E‘)) E<AS2 T’<l£S2
Sledsi:
PN
2l , < CR i “("'”W* A2y H“'Hn "”“{I'_H(Q;

Usludaju 2 < s <5/2, stavljajudi ¢ =3/(s—2). A= s—24+2, p=2—¢ i
koristedi potapanja (11), dobijame:

(13 lbellg., = ("ff_‘l|““r,V;/-(:fi-)tx—1+ewz(—Q;”U”W; g 2< s S5/2
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U sludaju 3/2 < s <4, stavljaguéi g =0, A=s-2, =12 vade potapanja (9),
1 dobijamn:

(14) inella,., < ("”“”!|“|lwéﬂ.[-—13!2[(‘;)”“”@ 2 572 < s < 4
Dalje. ocentmo funkeional:
Ny = a(']]? ];‘Df t— tpr) = af

Vrednost 3 = 0207030 — wpep w0 évoru {z,8) € Q:“T moze se predstavitt u obliku:

Ao t) = (){ -/{1—|¢"'[)Df,;u"{;}:”.ﬁ"‘)dt*d:t’“—(u*(l,())2{1*(0,0)+u*(~1,0)}}

tn,

Sledi:

.

) S0 ( .
Ble ) < Ej“” H("tf} < FL 5>z

I["‘Hﬂ:;s,‘_'(E) .

Osim toga. 5= 0 ako je 1 polinom tredeg stepena po #* 1t prvog stepena po
pa primenom leme 1.3.3 1ramo:

O
Bz ) < F""’u IW;,S/-%E), R
Vracajuél se na stare promenljive imamo:

3
[u” IW.;S/(.»(E) < (T £1£!1v5\3f2(6] .

pa dobijamo:

e o 2 s < 4.

§1UIW;‘\/2(9) .

Dalje imamo:

=1

[pa{er, 1)) < (‘*115_5”“”(2‘(6?}Iulw,_,‘"/:'(c)! 2 s <4
Sumiranjem po évorovia mreie Q:} dobijamo:
182 B .
brallgn, < CA 2l g llellyecrs gy - 2 <5 <4
Na osnovu teoreme 1.2.3 vage potapanja:

Wy TR @), o 2<s </

W;-.l‘(s—l)/‘z(Q) CO(@y. za 5/2<s<4.
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Na tea) naéin dobijano ocene:

(15) ”713“({2;.7- S (‘hx_zu(d‘Ly:ﬂli‘j}(*"1+=)/3(Q)“u”wr;‘ ‘/3((‘)) L2 :“/ r)/z
odnosno:
{16} lInallg.. < (’h'\_2|E“”W;”-“*““¢Q)H“HW;““(Q)v 52 < s <4

Viednost g u évoru («, 1) € Q;':T moze s¢ predstaviti u obliku:

nalz ) = ?;2-{ f/(l — e D a (" ATV (T Y A T
E
—/ (L= [a"NDeea™ (" ") di™da" // 1 — ey -u® E°) dtF da” }

E

Odavde jednostavno sledi:
(.' = * .
[rafa, 1) < h—2||(1 ||W;.A/2(E)HU IIW;,'}‘(’;{QJ(E)’ Azl,.pz2l, g=2.

Osim toga. 94 = 0 ako Je a* polinom prvog stepena po 2™ 1li konstanta a takedje
ako je u” polinom prvog stepena po a* ili konstanta. Primenom lete 1.3.4 dobi-
jamo:

| (" . . .

Ina{z, O] < |a |ﬁ A VZ(E)‘U lyeiz gy LEAC2 LS <2 g >0,

25/ (a—2}
Vractajuél se na stare promenljive, dobijamo:
7
‘7f4(£-5)|S(."'I"'kﬁ_“ig‘”‘py* V" ‘u‘wﬁ wiZ gy l S)‘SZ 1 SJMSZ (j>2

2g/{g—2)

Sledi:

A =2 5 ¢
14l gnr < CR ”a”W;‘:"f? Q)Hu‘nwi‘g“q @) <AL, 1<,

U sludaju 2 < ¢ < 5/2. stavljajud ¢ =3, A =1, g =s— 1 1 koristedi
potapanja (11), dobijame:

(17 Mmallg., < ('.’1““‘\|(L||W;H:ti,)(s_l-.hc)m((?)Hu”w?s/z(Q) , 2< s < h/2

Neka jesada ¢ > 2 1 5/2 < s < 4. Stavijajuéiza 3 < s <4, ¢ =3, A=
/2, p=25/2, odnosno za 3/2< s <3, ¢=3. A=1, p=s5—1, vaic potapanja
(9) 1 dobjjame ccenu:

(18) Inallo,, < ¢ he—QH(LHW e /2 g, HuHer,‘/z(Q}, /2 < s <4

pAx



Dabe ceenimo:
s = (T2 Dev = 05{p + a WWTEL Do) = BT, Dyt

wde jo 3 =TT Dy — 050, + az) . Razmotritie pryvo sluéaj 5/2 < s < 4. Vazl:

r

(e ) < I“(EH{.(E /—Ha I]H 1=/ py

-~

Osim toza, 3 = 0 ako je o polinom drugog stepena pe =7 il prvog stepena po
£ pa primenom leme 1.3.3 imamo:

h ‘”;:—l,[\—l}/'z[E\.

Vradajudi ~e pa stare promnenljive nnano:

] L)

Ia"]”;:_,_(v,ll,‘_ m < ( I‘I\A itlw':“l [v-‘l_\/}{r\.

pa dobijuno:

[B(x. )] < (,'fz“_§|a|w:\_1‘(‘_1;/g“] .

Naosnovu teorema 1.2.11 2.3 imamo da je Dyu € W’._f_l'(S_”ﬁ{Q} C @),
sledi:

[z (o 1) < (‘/zs—;‘)iui“_.f,,.(“”,‘ (05wl -, -

{ed!

Dalje:
19) Ansllqn, < ChT ”a!w‘ Le=nif ””HW& YETIE 32 <s <4

Neka je sada 2 < s < D/2. Vaii:

e .
[nsle. £)] < h_zHa H(:('E)”” H(‘:(E)

3y —2)

) 2.
2q ¢>

« 3
< agllatllyrar gyl Hw,.; e A x o>

Pored toga. 75 = 0 ako je a” polinom: drugog stepena po 2™ ili prvog stepena po
. a takodje ako je w” konstanta . Primenom lerne 1.3.4 imamo:

i</\53'M

[sia. )] € 5
q 2q

<pu<l.

C
h? (B

|ec |Wx A2 gy |ve* |WJ i
Pyfla—2})
Siedi:

A
H’I')”ngf < hTee ““JIw;‘ﬂfﬂq)“”“if"f ,J"‘fjlj—”l’Q)
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Stavlajudiza 2 <5< 5/2, g=3/s =1}, A=s—=14¢. pt= 1 -7 odnosno za
s=5/2.A=3/2, p =1, ¢g=24 7 1korisledl potapanja (11}, dobijamo:

(20)

P . o E e
MFJHQJN < ot H(l.“pvw_f:_t;'h_1+g],’ztQ,‘IHTIHW.;.,Q/Q(Q) L2 s < »J/Z
Ocentmo funkclonal;

1 Py . 1 )
N = E((ﬂ_r +oa (LD~ 05{ue + wp)) = ;((!,J- + a7 )

gde je 2= T Dew—058(ur 4+, ). Usluéagn 2 < s <3 vaZl:
z
!

, S . .
[ )] < 'EH“ “(_“(F] = ! [ ”W;‘t’uf}fl'

Osim toga, 7 =10 ako je u* polinom drugog stepena po »™ 1l prvog stepena po
7. pa primenom leme 1.3.3 imamo:

|7z )] <

o
TJ“ s r2e

Vradajudi se na stare promenljive lmameo:

l‘.\xJI

|F(e )] < CRE \uin etz gy 28 <3

Dalje lmame:

i <_‘I » «
lpslx, ) < CA° ‘2H(rHC@J\u|w5,s;z(€) , 253
Swmiranjem po évorovima mreze @7 dobijamo:
)52 B .
mslla, < Chlallogllully ormgy . 2< 5 <3

Koristedl potapanja:

Wyt OOy c 0@, ma 2<s <572, i
we TRy c o). za s> 5/2.

dobijamo ocene:

(21) Insllen. < (fhs_z““HWa’/—(itzafs—“ﬂ)/?(Q)Hu”w;-b/?(Q) . 2<s<5H/2.
odnosno:
(22) nslign. < (_}'h“_2\](L||W571A(s4)/zw)f|u|\ﬂ.;,s/2(m STV R A

Ph]



U sluéaju 3 < s <4 vail sledede:

(f b *
[na(z )] < E‘g”” ”(_"(E)H“ ”(;‘(ﬁ)

. . 3 3y = 2)
< ﬁ”” HW,;‘JV’J(E)HU H;.V;q‘;({; p AT L —

. 2.
-yt q 2q 1~

Pored toga, s = 0 ako je o™ konstanta, a takodie ako je v’ polinom drugog
~epena po o7 il prvog stepena po #°. Prinenom leine 1554 imamo:

: 3(g - 2
gy, Bz

< g3,
i 20

ale O£ gzl ol e oy

~ledr:

Unsllo,, < ("h)\meg”uHer\ Iy

o { Q) HU’ ‘V,};@}![’:J_ 3)((9,'

Stavijajudt A=1. g =s—1, ¢ = 6. vade potapanja (9) i jednostavao dobyamo:

I

223 lslla.. < (z'h“'_jllaﬂwr1.&-—1)/:,Q)H%’HW; LTI A<s <A

Geenimo sada: |

7 = E(% — ag ) (g — i)

(e )] < h’QH(" ||("(Ej“” B

(" 3 3y - 2)
— " d " e g f 2 ARER] - - .
g arsem My A 00> T

N
Pored toga, nr = 0 ako je a7 polinow prvog stepena po »™ 1l konstanta, a takodje
ako je w” polinom prvog stepena po £* 1li koustanta. Primenarm B-H leme imamo:

(N y 3 L M2
|)’]7(J"t)| < Egl(l lqu,.\/z(E)lu }W““"’E ﬁ,)LE} L= <A < 2. —

< g2
2q/(q— q 2q

Sledi:
_ g A2
“??f”an— < Ch ”“HWC?-"/?(Q)|'u”pvé‘?-;‘(f;2‘2)((3)
Birajudi A, g i ¢ isto kao u sluéaju ocene funkcionala 1y, vaie potapanja (9) i
(113, 1 jednostavne dobijamo ocene:

: s—2 “ . ‘
(24) H:’]?“Qhr S Ch? Ha“ﬁ/;ﬂifi\!(5‘"T+E)/?(Q)HUHI/V;'S/:’(Q) s 2<ls S 5/2
odnosno:

(23) Inzlle,, < ('/?:'g_E‘I(LHW,;_“(”_1’”(@)““”%’;'5"2(@)? 5/2 < s <4

29



Konaéno. na osunovu izvedenih ocena [unkcionala 7 imamo ccene funkeionala

(26)  |nligur < (:'h”JH““W:/—(:ﬁ)f»--1+~)/z{Q]H””W;ww, L 2<s<5/2

odnosno:

(27) Inllg,- < (',',:"—'-%H(zH“:ﬂ (vmn}/:-{Q]HuHW; 1% B/« s <4

Ocenimo jod funkcional:
2
o= ur— Tug

Vazi:

(G U [ .
fielr, ) < ?““ H(;‘{f) = EE“”‘*“("(E) < h—gH“ Hw,_j-*:’?{E}' 5> 2

Osim toga. ¢ = {0 akoje v~ polinom treéeg stepena po »7 ill prvog stepena po (7.
Primenom leme 1.3.3 imamao:

(' - B
‘tp(ihat)‘ S pl“ |W§ssf"l(E)y 28 S 4.

Dalje:
;
o )] < D7 T ey, ey 28 <4
Sledi:
(25) llan. < OB Alullys sy, 235 4

Konatno, na osnovu apriorne ocene (4) 1 ocena (26),(27)1 (28) doblamo sledeéi
rezultat:

o .. " . . 9
Teorema 1. Diferencijska schema (2) konvergira u normi prostora W, ‘1(Q;”}
i, uz uslov ki h® <+ < kaht®, vaje ocene:

(29} [ — UHWQQ’l(Qh,.j < (,’!i“—gﬁaﬂW.S./_(iji,‘(s_wc)mm)”u”W;,S/E(Q) ,2<s<5/2

(30) |ju — vilwzaig,,) < CR* ™ lally o .\hm:w)HUHW;,S/z{Q) . Bj2<s <4

Dobijene ocene hrzine konvergencije su -.glasve s glatkoséu podataka.



4. Dvodimenzioni sluéaj

Razinorrimo sada u oblasti ¢ = (0.7 = (0, 1) x (0.7 prvi poletno-granicm
problein za parabolicku jednadinu drugog reda hez mesovitih izvoda s promentjivin
koeficijentnma:

du E o du

=1, (r.1)€Q .

it g
7=t

{1) u=70, (,8) & 8 < 0,7,
wlr, 0) = uofx), r e,

Pretpuosravinmo da generalisano redenje problema (1) pripada anizetropnein prostorn
Soboli=va H'._f's/')(Q)‘ 2 < s <4 da flr ) pripada 5/1"-_;42‘5/271(Q) i da koeficijent
a; = a1z t) zadovoljavajn uslove:

a, € ”}:/TQH-L‘ q_i'H)/“)((,_)). >0, za 2<s5<3,

a, € VTN gy za 3 < s <4,

Ovi usloy) garantuju pripadnost koelicijenata a;{x, #) odgovarajucem prostorn mul-
tiplikatora W (W ! (PU’I'(Q)). Preipostavimo da sn koficijenti a,(2, !} mono-

tono opadajuée funkeije po promenljivo) ¢t 1 da je a{x, ¢} > cp > 0. Takodje
femo ‘-ch\lT"LH da su ispunjeni 1 eventualni uslovi saglasnosii ulaznih podataka na

adQ % {U} koji garantuju egzistenciju redenja u € W) N Q/“(Q)

Neka je < uniformina tareza va & = [0.1]° s korakom b, w = N0 . 5 = N30,
Neka je 8; uniformua mreza na (0,7) s korakom 7, 8% = 8, U{T}, 8. = 6? U{U T}
Definisimo umiformnu mreiu u oblastl @1 QJnr = w x 6, Q,,T =w x 8} Q,U =
@ x .. Smatracemo da je zadovoljen uslov:

kyh? <7 <koh®. ky ks = const > 0.
Detinisime konaéne razlike po x; :
v

Up, = ——F— — vz, Vr,x, =

t oyt
; fi )

n?
gde je 15z t) = e(z £ hr, ). 1, jediniéni vektor koordinatne ose x,.
Uvedimo 1 Steklovijeve operatore usrednjenja po promenljivo) r,:
1
T;Jrf[a:,f] = / flo+ ha'e, O dae’ = T7 o+ he, t),
o
. i
(e ) = TYT7 flo ) = / (L—j2 T} f(z + ha'r, 1} da’.
—1
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Pocetno-graniéni problem (1} aproksimirajmo na muregt )y, sledecom diferencij-
skam shemom:

i+ Lye = TPHL7, u QF,,
(2) v =0, na 5 x &, ,

IS na wx {0},

gde je

o
Lyv = —é Z((ai ve e, + (aivs el ]
i=1
Sherna (2} je standardna unplicitna diferencijska shema s usrednjencm desnomn
stranott. Sherua bez usrednjenja ne moze se koristiti ako je s <4, jer tada f{z.f)
nije neprekidna funkeija.

Neka je u redenje pofetno-graniénog problema (1) 1 v resenje diferencijske sheme
{2]. Posio je, na osnovu teoreme 1.2.3 u{x {) ueprekidna funkeijaza 2 < s <4,
definisimo gresku sa:

I=u—-u.

Ovako definisana greska zadoveljava uslove:

i

27+ Lhz:ZUi‘f’SD‘ u Q?;,

i=1
{(3) =10, na w x {0},
=10, na 5 x 9_7 .

gde Je:

1 .
({0, )z, + (ai“f.)r;) 1

0= PTG (D D)) —

P Al 2 s
£ =uy — 17 ur.

Definisimo diskretan skalarui proizvod:

(v, w)g., = (v, W)L,(q,,) = hgrz Z viz, wlx, t) =7 Z(v, Whe ,

rEwegt tegt

i diskretne norme:
”UHEQ;,, = (U)U)th »

1ol 200y = llell,, + 5 o,

i=1 i=1!

o

2z
FRE I A

Qur + HU{HEQ;”— 4
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Vaii sledede tvrdjenje:
Lema 2. Diferencijska shema (3} zadovoljava apriornu ocenu

2

(4) [#lhsvcn,y € CO Imillgu. + lellan. ) -

Dokaz lenne 2 je avalogan dokazu leme 1, pa ga zato necemo navoditi. Primelimo
salio da ¢ wslov iz dokaza leme 1:

E

i -z, 20

avodl na:

((J‘_,,a — L) :,:)w =3 Z(((a, — "“I:".':I-)w" + {(a; — u,):j,‘:_r_]]w?-) >0,

=1

gde je a; = a,(z.t), & = a{@.t — 71. W, odoosno «; , mreia w prodirena” za

Jedno polje "udesno”. odnosno Yulevo” po i-to] koordinati. Poslednja nejednakost
1asno vazi. jer su po pretpostave funkeije ¢;(+. ) monotono opadajuée funkeije po
promenijivoj 7. Primetime. takodje da poslednja nejednakost vazl jer u jednacin
{1) ne figurisu mesoviti izvodi. U sluéaju jednacine s mefovitim izvodima prethodna
tehnika dokaza ne bi bila valjana.

Na ta] nadin je problem ocene brzine konvergencije diferencijske sheme (2) sveden
na ocenu desne strane nejednakosti (4).

5. Konvergencija diferencijske sheme

Rastavimo 1), na sledeél nadin:

7

e Z:r),;k . gde je:

k=1
m = BT e Div) — (WL L a) (TP G Div)
feo = (WTE 0 — a) (TP D),
ha = al{TC G Div— ),
e = LT (Diai Diw) = (TPHTDiad) (TR L Dive)
s = (125G Diay — G5(as,, + @, 2 )WL Diu)
Mo = 0.3(a, ., +a; WA Dow = 0.5{uz, +u, ),

i = 0.25(a, -, — i g Hur, — ).

i
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Uvedime slementarne paralelopipede e = efx,t) = {(£,,8,0) 0 & € (gi—h, v+
hy. 1= 1.2, ve(t—rt)}. Linearnin transformacijama & = z; + hao?, 1 =
L2 1=t rt*, usposlavlja se obostrano jednoznadno preslikavanje izmedju € 1

standardnog paralelepipeda E = {{z}, 05, 6%): faf| < 1. = 1.2, =1 <t* < 0}.
Omuadimo w™ (2" Y= v (@], 25 %) = wle 4+ hael oo+ b+ 770, atd.

Vreednost 9,0 u ¢voru (a,1) € QL— tnoze se predstavitl u obhku:

e ) = h%{ / Ele)k(es)ar (=% )Y Diut (27, 17) dt* do”
E
j/k Eled)a; (2", 7Y di da™ x / k(r}‘)!z(rE}D?u"(r”.t")dt”d;f:*}
E

k(ar) = 1—[2].

gde je

Radi kradeg zapisa ([ - di*dz” omnatava [[[ - di"deydzy .
£ E

Odavde jednostavne siedi:

-
[?,‘21 x. t”< l'(leH,x a2 E)”U ”Wp,/z )\20, ,uzz (])2

a/g=2) (&}

Osim toga. 15;; = 0 ako je @ konstanta il ako je ™ polinerm drugoeg stepena po
#7105 1 prvog stepena po £, Primenjujudi lemu 1.3.4 dobijamo:

(G i . .
!7?:‘1(~1'~t)‘ S h—2|a“|“";‘x'{2(E)|u ‘W“ /2 ){E) y U g A S 1.2 S H g 'gw q> 2.

Lo (g—-2

Vraéajuéi se na stare promenljive, uz uslov kih? <7 < k2% dobijamo:

4
. D - .
|, ]an,)\,rz(B) < Ch™ e |(1.1;IW([),A/2(€) i
_2g-2)
it E iz < «’ ff g |U| PRYE] .
W"q./fq 2)(‘9) W2q/(f;—~ tel

Sledi:

EU:’E(T-t)t < (}hl-!-h—“‘([1‘|W(;\,A/2(0]!’U,|Wu.uj’z )( ) 0<A<l1, 2< p<3 g> 2.

&
2q/{y—2

Surniranjem po évorovima mrege Q;!.—T dobijaino:

A =2
Irtllan. < CO 5ol nnrs g lullgznr o),

0<A<]. 2< <3,
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Neku jesanda g > 2 0 3 <~ <4, Na esnovu teorenie 1.2.3 vage sledeca potapanja:
{3) H’ At /.’((2) c n"jfr,.;t(fq‘_"‘-')(Q) . za 3 2 4/([ i
WA Q) CWIMHQ) . sz 34y

Stavljajudy g =4 A= 1. 5= s = 1. 1 koristed] prethadna potapanja dobijamo
ocen

13) U-‘i”',}‘,-“_ < (',f)""';_¢£I|‘{L. *l-'-‘":""‘[Q,ii“!il,-t‘_‘ gy 3 < s <
U sludaju 2 < s <30 stanljaudl gy = 4f/(s —2), A =« =2, p =2 1 korsted

potapanga:

i) Wy Q) c Wil @) e A2 A g
i .\/Jr’ ;Ti"l 'J L ;'"““){Q} cul MEHQ)Y . m d < dfy+ =

dobijaime:

) 2 < s <

Jj"l‘-ll;Q..—- < Chis f"iiui‘"""-‘-“s'f"#'
EF

{a=7i

"-.Q\;ll"'lilli @y
Ocenimo. dalje:
Mo = (TP ay — a (TR T Div) = (R0 6wy — a; (T, T e 2,

Vred:sost oy u cvorn (x. ) £ (JIT moze se predstavit! u obliku:

Y

1
el 1) 7{][ DIl )l (27 O dE de” —(L,-’(U,())}
P //(u’( Loy =2 (G )+ u' (=1, 7)) dt7dey

-

sde e w (1. 7) = u (] 23, 67), w(Els 7)) = u™(2]. £1,¢7), By = (—1.1)
(~1.0). Odavde sledl.

: o 0o
hj‘i?("" [” S E'-_)_'”ﬂi' I|£'|-.i-,>'|l"[ ”('f—é}

i 4 2(g -- 2)
<—7-t1,)‘-‘| A Afr vt w2 ,/\>'—, "> —— > 2
- hJH I‘JH'? (‘C)“ il[vj;."ll*-‘){ﬁ] q = q 1

Pored toga. ny: = 0 ako je o polinons prvog stepena po x] i 23 ili konstanta. a
takodje ako jo u” polinom prvog stepena po »y iz ili konstanta. Primenom lemne
1.3.4 nnamo:

2(q —2)
q - i

| . ; 4 .
"152(4:' ")I = F;:iaa |W";‘~”-'tg]|“ IVV:'_,'(;:,'({JiZ)(E)’ - <AL, <pLl
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Vradajudi se na stare promenljive, dobipanio:

; 4 g — 2)
(. t)] < (.'h’\"'”_"lu_.' soazs, || g w2 L=< AL L < 2.
(7 & Ly 2572 Wittty q

Siedi:

~ g A=
”Uif_’ilQi..— = ¢ h * !J"‘!’”u"? “«""iQ'HU“H'L‘.{:“"’{"— )fL}

Uslutaju 2 < s <3, stavljajuéi g = (A4e}/{s—2), A=s—-2, p=2 1koristedi
potapanja (7} dobijamo:

(93 2., < (:h:‘*'—'||a,-|\w;j_(:;(v.+(=;.‘(QJ|!unwjmr_q, L 2 s <3,

Usluéaju 3 < s <4, stavljajudi g =4, A=2. p=s—2. 1 konsledl potapanja

{5) dobijamo:
(10) lizli.. < ("I’Shzw'l“*!l;-v;" emnrz g llullyrorzgy - 3 < s <4
Dalje, ocenimo funkcional:
iz = a,(leT_,?Y;_Dfu — Uz )=

I3 2 Frrr— 9 - - -
Vreednost @ = T*T7T7D 7w — w5, u €voru {x,) € Q;{‘T moze se predstavitl u

obliku:

*®

(" * 0
uleF = "TQHU ”‘.v;.‘s,f_-{g). 5> 2.

.
(B, )| = h—'gl

Osim toga, 7 = 0 ako je u” polinom tredeg stepena po z7 1 &3 ili prvog stepena
po {7, pa primenom leme 1.3.3 imamo:

R G
|,H(I1f”£ h_glu IH",’“”,"[E}' 2<554r

Vracajudi se na stare promenljive imamo:

- g s—2
|u ll-lr‘:'""zlE) < Ch f‘u|wg_\/:w' .

pa dobijamo:

1B(=.8)] < (rf,-‘—‘*,u]w_; 2y, 2<s<4.

Dalje imamo:

Ia(z, )] < ('h""‘l]a,-{l(‘{@Iulw_f 2y - 2<s< 4.
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Sumiranjein po éverovima nrege th dobijamo

isllon. < Chladlegllully g,

Na osnevu feoreme 1.2.3 vaje potapanja:

Wi o gy C o). e 2 s <8

Wm0y c (@), ra 3<s <4

Na taj nadin dobijamo ocene:

(1%)

l1neallon, < (_'/1‘“_3|]aiH”.;;(:i;(w1+=)/J(Q)[|u[|w§,q,(m L 2 s <3

odnosno:

(12/) ””zi”(@;w = (’rhs_—’)!;ai”ﬂ ;‘*1-(5*1)/2(Q)”uH[yf-SJ’E(Q] , 3 <4.

Vrednost 1,4 u évorn (z.8) € Gf_ moie se predstaviti u obliku

nia(, 1) {] E(xDk(xy) Dial (a7 7)Y Dy (27, 47) dt™ de”

~/ F(z k() Dia (2", ) dt~da” f/ (2])k{x5) Din” {;’”,t*)di"‘daz"}.
E

davde jednostavno sledi:

~

[1,4{z, t)| <

wl

o 2 TR CAZ L o pz ), g2
H i Hw* Az )“ “mz;q;(q{g)(g) el - q
Osim toga, 4 = 0 ako je af polinom prvog stepena po z} 1 5 ili konstanta a

akodje ako je u* polinom prvog stepena po ¢} 1 % ili konstanta. Primenom leme
1.3.4 dobijamo:

|7ia(a. £)] <

|a. ‘WA L |y sz g LEAS2, T2

b g2
2qf{g—2)

Vracajudi se na stare promenljive, dobijamo:

[a(z, )] < ChAHF g [WA Az )l'ltlwn YANTE A2, 18p?, ¢>2.
Sledi:

IniallQu., < B ladlly o g 1l gaase

<A<, 1<l
2afle-n(@)’ - ==
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Usluéaju 2 < s <3, stavljajuél ¢ =4, A =1, g ==s—1 ikoristedi polapanja
(7) dobijamo:

(13) Haallgn, < (.'h"*ﬂjla,-llW:;(:tj.)(g_z+c,/_)(Q]|lrtHW;.s,m(Q]. 2<s 3.

NekaJesada ¢ > 2 1 3<s<4. Stavljajudi g=4/(s—2). A=s-2. p=2,
vaze polapanja (5) 1 inamo:

(14) “?}.,;4”(‘%_, S (‘!".\#2“(11Hw_;"1'(“1”2((;)}”“'”W__f"‘f?(Q) ' 3 < s g 4.
Dalje. ocenimo:
s = (LT Doty = 0(a 0, + a5 VTG Diw) = #1717 Dau

gde je J = TP Do, — 05ia; -, + a;.3,) . Razmotrime prvo sluca) 3 < 5 < 4.
Vagi:

.

('. - ( * |}
|3z 0 < E““z H(‘:(E) < E"“a{ iiw__f—ku—l)/‘-’”;)-

Osim toga. 8 =10 ako je «f polinom drugog stepena po &7 1 2% ili prvog stepena
b Je a; gog ] 1 o 5
po £, pa primenom leme 1.3.3 imamo:

e
8 ’J'\f < — (I,-k s—=1,{s— 2 .
|50 1)) < fl‘ tlwz tle=11/2 gy
VYracajuéi se na stare promenljive lmamo:
. 8=
1([z 'H,.pl ¢<71;/-,-(E] S (,‘.")‘ }(”'W,‘_““_”’u(e) .

pa dobijamo:

[G(e. 1) < (}']]5'*4|(!,,j|W;—L‘(s—1)/z(e) .

Na osnovu teorema 1.2.11 1.2.3 imameo da je u & W;Jl'“_”n(Q) C C(Q). pa
sledi:

l:']i-i(-’-‘s t) < ("/1574|“r'|W;—l-(f—‘J/Z(e)”Dfu”(,‘(ﬁj -

Sledi:
- B .
(15) lsllan. < CR T laillymvemniz gy lully o g, 3<s <4
Neka je sada 2 < s < 3. Vain:
s .
|7125(3~'11)! < }1—2”“1 Hct(f)“‘” “(?‘(E;
e - 4 ¢ —2) :
< hﬁg““i Ilnf;'”“'[EJ”u Ilyv;z;‘{{f_:)(‘g} LA g D T > 2.
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Pored toga, ns = 0 ake je af polinoni drugog stepena po 27 1 23 ili prvog stepena
po ¢ a lakodje ako je v konstanta. Primenom leme 1.3.4 imamo:

4 . 2g—2)
psta, £)] < |(L IWA A/H(E)|u iWi',,f({,l S8 g < A< 3, T

<p <.

Sledi:
sl . < ChAw_3H“t£|ifvj‘”‘(63)H““Wﬁ}?{{iz;(Q}'

Stavljajuédi ¢ = {(d+&)/(s =), A =s— 1, = 1, 1 koristedi potapanja (7},
dobijaimo:

(16) H?],‘_;HQ,” < (,'h“_BHG,'“W:j_(ii._l—i(m1+:J/2[Q}HuHW;s/u(Q)\ 2 s <3
QOcemumo funkecional:
- _ _ I
iz, + U F )(T LT Dy — 0.5(us, + ur,)) = E(“zw; +0i5,)8

gde je 3 =107 10 — 0.5{us, +up, ) Uslutagu 2 < s <3 vazi:

"\

T“U‘ st By

Osim toga, =0 akc je v” polinom drugog stepena po 7 1 5 1l prvog stepena
po 17, pa primencin leme 1.3.3 imarmo:

+

) (G- .
ip){l‘\?‘)lg WI’U IW’;”’”(B)‘ 4!<‘7S§
Vradajuéi se na stare promenijive imamo:

| Bl )] < (fhs"3|u|wg,\;z(r). 2Cs<3.

Dalje imamo:

[mis(z, 8)] < (AT sery s 2<s5<38,

Sumiranjem po ¢vorovima mreze Q;’T dobijamo:

lonisllqn. < C4h°7 < s< 3.

\ “HWES'”Q(Q)’
Koristedi potapanje:

I/Vs/—(;+c (\_1+a)/2(Q) CO@), s 2<s<d,
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dobijamo ocenu:

(17) Hniﬁ”Qhr < (‘i,r)b#‘—)H(fviHW>;/—(ii-i‘)(cﬁ1+rvf.‘((2)”“HW';,S/'B((Q) L2 s < 3.

Uslufaju 3 < s <4 vail sledece:
[inle )] < h_’_-)Ha:H(‘(E)H“xHG(E\
4 2 — 2)

< gl gl g0 A > M7 T

g > 2.

Pored toga, m¢ = 0 ako je «f koustanta, a takodje ako je w™ polinom drugog
stepena po 7 1 7 ik prvog stepena po 7. Primenom lerne 1.3.4 imamo:

¢ 4 2q - 2)
alr Y < —at 2 B I .- <1, —=
Imicta- £} < f2 o W (Eﬂu IW:»J/({,-:a(EJ q “As ¢

< p= 3

Sledi:
[Imell,. < (-7}?’\”"2!!”{11:4/; srgyllullysnre oy

24/ {q—2)

Stavljajuét A = s =3, 1 = 3, ¢ = (4 +2)/(s — 3) 1 koristedl potapanja ()
jednostavno dobijamo:

(18) ”Uﬂﬁ“@hq— i: ("]L372|1(11“W’;'l'(q’”/'“’(Q)HHHWS!S-”Q{Q)7 3 < S 4.

QOceninic sada: |

T = -—((1-7 r, = ”i..f*,)(u':f\ - ’H.r.) .

4
Vazil:
icte ] < sllaf el e
i 4 2(g - 2)

2 A= —, >
w-ntEH q g

A

< gt o 10

Pored toga, 7,7 = 0 ako je a polinom prvog stepena po x) 1 25 i1 konstanta, a
takodje ako je u* polinom prvog stepena po £ 1 2% ili konstanta. Primenom lems
134 imamo:

o, . 4 , Ag-—-2) :
lniz(2, )] < Fl(ti |qu.uz(E)}u t”’;‘;;‘({f_:)(ﬁ)’ p < A< 2, — < g <2
Sledi:
. o pATE=2 N .
H?h’HQhr < Ch HGHW:-”-(Q)“ul‘wé‘q’;‘(’;‘_z}(Q) :
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Birajuéi A. g iqisto kao u sluéaju ocene funkcionala ;y vaze potapanja (531 (7},
pa jednostavno dohijamo ocene:

(]()) “7},7”th S ('(hs_zli”"”H"_:ﬂ;fj‘l(“_1+””{Q]“““l’i"_;‘"q"'"l(‘?) s 2< s S 3.
odnosno:
(20) irllon. < Ch 2 laclly=rc v gyllllys vz, 3 <5 <4

Konaéno. na osnovu izvedenih ocena funkconala 13 imanmo ocene funkcionala

M,

(21) inillg.- < ('"hs—l““’“vv;;ij;‘"'*"“{Q}“1"“1-'#_,’""”[(@)' 2<s<3.
odnosna:
(22) 7o, - < (,"fl‘“_"’||r.z;||M_,j,l_(“m;-l())jlul|“;£ SEP 3<s <4,

Ocenimo jos funkcional:

Vajii:

r\

(G O .
P 1S =lellem < 5 Hu e = el s s> 2

Osim toga, v = 0 ake je w* pullnom tredeg stepena po #] 1« ili prvog stepena
po t*. Primenom leme 1.3.3 imamo:

lp(z, )] < i ;|u |Ws gy 2<s< 4.
Dalje:
= EE B (‘]"s_qlf’-iw_j-sf-’(,,) L2 s <4,
Sledi:
(‘23 ) ”‘PHQJ\T S ('h.giillullw'z‘»‘f”[cg): PR S 1

Konaéno na esnovu apriorne ocene (4) 1 ocena (21),(22) 1 (23) dobyamo slededy
rezultat:

. . . . -2
Teorema 2. Diferenciska schema (2} konvergira u normi prostora I/If,u,“] (Qre)
i, uz uslov k1 h® < 1 < koh?, vaze ocene:

1y.5— 2 K B
”u - U”EV,_?‘I(Q,,,} S C'h ]n?.a‘x”(r‘i”Wj/‘(ifj‘}“‘H")-":(Q)!Iullw_f»’”(Q) : 2<s S 3 \
g s—2
[ — l"'kvj-’((g,,,| < Ch miax““"”w;*”’*””(q)”“”W:f--‘f'z(Q) . 3<s<d.

Dobijene ocene brzine konvergencije su saglasne s glathkoséu podataka.
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IIT PARABOLICKI PROBLEM
S PROMENLJIVIM OPERATOROM:

s . o .
Konvergencija u W, '*~normi

1. Postavka problema 1 diferencijska shema

Kao modelni zadatak razmotrimo u oblasti @ = Q % (0, 7] = (0, 1)* x (0, 77
prvi pofetno—graniéni problem za sirnetriénu linearnu parabohiéku jednaéinu drugog
reda, s promenljivim koeficijentima:
du

5{+Eu:f , (o )yeq

(1) ©=0 L (= OET [0, T =089 x [0.7]
u(z, 0) = up(z) . €8

gde je

2
Lu=— " Di(ay(z.t) Dju)
£, i=1
Smatrademo da generalisano refenje problema (1) pripada anizotropnom prostoru
Soboljeva W5 /(@) , | <5 <3, da f(x, t) pripada W5~ /*"4Q) | da koefici-
Jentl a5 = ag;(x, L) pripadaju odgovarajuéem anizotropnom prostoru Soboljeva:
gy e WO 20y o 50 1<5< 3.
s—1

Ovaj uslov garantuje pripadnost koeficijenata odgovarajuéem prostoru multipli-

katora: _ )
@, € M(w; BTGy
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Takodje ¢emo smatratl da su ispunjeni uslovi:

@iy = a5, . 0 < kg <agla,t)< Ao,
2 2
> ﬁij:%yjztfozyf >0 0 Y(x,)eqQ . VyeR®

rog=1 i=1

kao 1 eventualni uslovi saglasnosti ulaznih podataka na @0 x {0} koji garantuye

egzistenciju resenja we Wi (Q) .

Najzad, smatrademo da je retenje u{r, {1} zadatka (1) produZeno na oblast
(—d, L +d)? x (=d. T], gde je d >0, s ofuvanjem klase.

Napomenimo da osnovu rezultata dobijenih u ovo) glavi éini rad B. Jovanovica
[27] u kome je razmatran problem (1) s koeficijentima ., = aqy (2] .

Neka je @ uniformna mreza s korakom b u jediniénom kvadratu € = [0, 1]°. Neka
je T' = JQ granicaoblasti?i Ty =f{e el im =k, 0<as <1} i=1,2 k=
0,1.OQznadimow =o', vy =0—w, v =i Nw, w, =wlyg. 1= 1,2. Neka
je me N, 7 =T/m1 8, uniformma mrefa s korakom = na (0, T}. Oznaéimo
g =, U {0}, 3+—9 UA{T}, 97—19 U{OT} Ghr =w x 0. QET:wXQT_.
QF =wx8f 1 Q) =% x £ Smatraéemo da je:

kP << e L ey cp = const >0

Ph,r<d.

Poéetno-graniéni problem {1) aproksimirajmo na mrezi ¢, sledetom diferencij-
skorn shemom:

vp+ Lov=TPTIT f 0 Qf,

(2) v =10 na vy x|
v=Fug na wx {0}
gde je:
2
)C;,'U:— Z azJUr T, +(GU Vg )75] ’
2_}:
i
, 2<s <3
Pu:{u0 o S =
T!Tiw, l<s<2

Shema (2) predstavlja standardnu simetriénu implicitnu diferencijsku shemu s
usrednjenom desnom stranorn. Shema bez usrednjavanja ne moie se koristiti ako
Je s <04, Jer tada f(z, t} nije neprekidna funkcija.
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2. Apriorna ocena

Neka je wu redenje pocetno-granitnog problerma (1) 1 v — redenje diferencijske
sheme (2). Za | < s < 2. u(z, {) nije obavezno neprekidna funkeija, ali ima
integrabilne tragove za ¢ = const. U daljent radu demo smatrati da je, za 1 < 5 <
2, redenje u(x, 1) neparno produzeno po 2y 1 &2 van ). {Za ukazane vrednosti s
takvo produZenje cuva klasu H‘;‘ s/').

Definidimo gresku na sledeéi naéin:
=Fu—un

Tako definisana greska zadoveljava nslove:

b Ly = Z mE s ou QF
(3) i

2=0 na wx {0} ,

=0 na ~x a9
gde je:

;= T T, T {ay Dijw) = 0.5 [ag (P )y, 4 o (Pu)f]
0w o= Pu-— r[‘fTE u

Uvedimo diskretne norme i polunorme:

Ivllg,, = (v v)g.,

lollf =870 Y0 DT e t)

rEw, lEH,T

|1’|f/g Z Z [v(rt t’(z‘t')r

TEW y ¢'cF,
L#t’

2
ol v,y = B0 g2 = D enlF + folt e + {10113,

i=1

44



Vaie sledeca tvrdjenja:
Lema 1. Diferenciyska shema

il

(4) L= Z Nij,F U Q;‘L'T , z=0 na 7x8&,

i, 7=

zadovoljova apriornu ocenu:

2 S Dl

t, i=1

s
5) Nelairag, < O (=0 O +7 D7 Iz (- 0)
=1
Dokaz. Mnozedl Jednaéinu (4) sa 72z 1 sumirajuél po évorovima mrefe w dobi-
Jamo:

M

+T(£h“‘ "’)u., = Z T{:’]ij.x;)z)w'

=1

IE02) + 5 e = <1

(el

N[ =

Koristedi relacije:

2
(Lrz 2oz oo > foally, o i
1=1

1 %))
(i 20 Fho = = (M52 20w, < — bl + T liz2. 11,
€0

odatle dobijamo:

2

=l = 1ZIE + o D7 lize s, < — Z 7zl

i=1 2 =1

Najzad, sumiranjem po évorovima mreie 0, uz korigéenje diskreine nejednakosti
Friedrichsa, debijamo:

(6) M%+2Wﬂ£(w m+2wm)

1, =1

Da bismo ocenili |z];/5 razlozimo funkeiju = u redove po sinusima 1 kosinusima
promenljive ¢t [27]:

m—1

ki , t —
z(x, rzk(a, cos ——-T 4 712(3:) COS n;r ., tefd,
m—1 L?T"f
(e, t) = bip{r)sin — |, ied,
(o, 1) g w{2) sin T €
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gde Je
kat zlx, T) (—l)k

2 z(x, 0 ;
(”.:r"’k[]'—? { [1’2‘ )+Z:(;L"£)(‘OS—T'—+ 9
1€4 -
2 Lt
b = belz] —--—TZ £J~in-—
r €8,
Definisimo norme:
m—7] -
" 1 a3 1 .
Az) = (; ClalIE + 5 mllanfi2) L
m—-1 , 12
B(s) = (3 kbR
k=1

Vaie sledele ocene [27):
czlzliye < Alz) < ealzliya

™ B < e [yt r S (54 = )G 0]

oy

Takodje se neposredno proverava da je

m=1 .
b = Y i
k=1

1€d -

m—1

(8) -nao +§: lla[2]Il5 + Ham Bl

- %T [é o O+ D7 =0, 012 + 5 =, T)Ili]

LER -

kw(t—r/2) . ; :
{ sumirajmo pe &vorovima

. . . 2 )
Pomnozimo jednafinu (4) sa T osin 7
mreZe 0. Koristedi parcijalnu sumaciju, adicione trigonometrijske formule i pret-

hodne razvoje, dobijamo:

sin kar .,
2 T g kET . }:’ -
iy e T &(E,L-[N] = c0s 5T { {)L—{[,hx.} +i = bk[m].r.]}
2T T

S { -ttt Y aln )b+ sin ol { - Lasto

— $in ——
2T -
1,3:1

+ 2 Nz (2, 0) + (—1)* Lrpz(z, Th— (—1)*‘ Xu: 75, x, (2, T)}

1,7=1 1, j=!
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Mnozeéi dobijenu relaciju sa @p[z]. sumirajuél po éverovima mreie w i po k, ko-

D = .. sind e o : .
risteél ogranifenost funkcije T£ za <t < w/2, relacye (7)1 (8), jednakosti:

(%a) (arie=], rz,;_.[:})L‘ = (). ar]z- ) i
(belez.), aclc]), = — (ba{o]. ailz2,])

1 nejeduakost Cauchy-5chwartza. debijamo:
2 . — 2 2 - 2
(9) e < Cr 30 (O30 gl 12+ 3 112
ceg, =l 1=

Poito u (4} ne ufestvuju vrednosti n,,{(x, 0}, bez smanjenja opstosti moietuo
smatrali da su one jednake nuli. Tako iz (6) 1 (9) dobijamo tragenu nejednakost
{5)- T

Lema 2. Diferenciyska shema
(10} g+ Laz=vr ou @QF . =0 na yx G,. =0 na wx{0}

zadoveljara apriornu ecenu:

(1) “3I|f.,,_: i, S C (A%(0) + B*())
: ¢ L - : - . .
Doka:z. PomnoZimo jednaéinu (10) sa i'—“T 5in L(_Tl/ﬁ i sumirajmo po

¢vorovima mreie 81, Koristedi parcijalnu sumaciju, adicione trigonometrijske for-
mule i prethodne razvoje, dobijamo:

. kwT

SUL e kar

?il?kak[;};co: i be[Lnz] —si = ar[Ls 7]
2

(12) = AMT

T . kmT Ko ZT T

_? Slllf(—l) .Ch-,(.f.,T)—l- I'—(:E T!C(L;v[tf)]

2T

T

Primenom formula (
dobijamoe ocene:

) 1 (8a), uzimajuéi u obzir ograniéencst koeficijenata a;; .

v, £ Y Sl

3

k= + iz

(13) . tE87 ,
Y (aelCaz)iaelsl), € €7 Y0 D lzali2, -
k= 1E9;—+ =1
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Porunoiimo sada relacije {12) su ae]z]. 1 swnirajine po &vorovima imrede « 1
sind

po k. Koristedl ogranitenost funkeye za 0 < ¢ < w/2, relacije (13)1

nejednakost Cauchy-Schwartza, dobijamo:

m il

(14) 3 Ml < (7 T STl + 30 Kllealvli)
k=]

=1 tegt =1

m | r—1
gdeje S ep = sro+ 3 okt dc,
k=0 L=1

Pommnoizimo sada jednacinu (10) sa 2z | <wilrajmo po &vorovima iureze o .

Sledi:

G —

el TR 1 PR R B ’
(10 = D20Z) + =l = S5 +20Laz, ) = 2o, 2)a

Sumiranjem po évorovima mreie §F dobijamo:

(15) IO = [J=()i2 + Z ll= - 2|I2 + 27 Z(Cfi:|3)u.- =27y (vich.
'Eﬁf’

tE6T iegt
Vaii:
2T Z (vp.2)w =7 Z (Vi z+ 2+ 7 Z (7.2 — o -

ceaf tca}F rest

Dalje je
= 1 <112, TJ " ]
Py W B < Yl 24 Y w2
et tcdd e
Vazi:
,r'.? Z ”1‘,»)_”2 — 7_'.’ Z “‘I;’J(l‘-) - '1_!”“ - T)H; > Tg Z M _ '1.‘?
T L=(-npF - , TSYUE Wliye
teed tegt (t'ed,
1€t

Ocenimo izeaz 7 Y (7, + 2}, . Koristedi razvoj funkeije (t) u red po
reot
sinusima. 1 z{{) u red po kosinusima, imamo.

=1 m

rY e, =1 S S0 S (el o) é sin ’%f cos KU T/2)

T
geﬂ'{" leg;f k=1 j=0

) ol )
_J:m— o Jjm( TT/Z)-
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Primenom relacije:

_.’cw(t——r/2) ) gt —7/2) B T/2, j=k
T Z COs 7 co8 T = 0. 2 ;
teof

. .. .. . .. osinf )
c-nejednakostl 1 ogranifenostl funkeije e za 0 <@ <@/2, wnamo:

m-—1

} U kwr kwr

7 Z(wg,z + 2, =27 z byle . ailz ; sin 57l COon T
1egr'f h=1

. kaT
8N —— for
:szk’f“-“k 7]} & ——2—T~ OS_—;,I;;
2T

. m—1

/\

;—Zwm vuw—ﬁiz el

Iz (15) 1 prethodnih ocena sledi:

m—1 .
(16) > = Hz:h<(<|“’1/»+ Zum DIl + ¢ Z kjaxlz] um)

tept

Iz (14) 1 (16}, za dovoljno malo £, primepom {7}, dobijamo ocene:

TrL ™

0 < (Z s NW+ZW'N e ).
T (3t «pnﬁzknbk 2 )
regt i=1 t=1

Koraéno, iz (17} (18). primenom relacija (7) sledi apriorna ccena (11).
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[z (5) 1 (11), konséenjem relacija (7). zakljudujemo da diferencijska shema (3)
zadovoljava apriornu ocenu:

10 s, [Zn s+ il
(19) | i=! | |
+eliatT EZ, (?+‘7:j) llw . 112 j
1

. . . . 20 . . .

Primetimo da. za razliku od apriorne ocene u W -normi (ocena 2.5.4). apri-

orna acena {19) vaii bez dodatnib pretpostavki o monotonosti koeficijenata po
pronienljive] t i o jednaéini bez medovitih izveda.

3. Konvergencija diferencijske sheme

Problem ocene brzine konvergencije diferencijske sheme (2) je tako sveden na
acenn desne strane nejednakosul {19).

[Kao prvo, rastavimo 1,, na sledeéi nagin:
Mg = Tyl + hin + i3 + N4 - g‘(le je
Tyl = T+T3‘ T (o Diu) — (]”'13 T ag) (T-+T3? Ay Dju)
Nijo = [T,-'F’IgﬁiT, a;; — 0.5(a;; —La ] T+T3 T D)
N3 = 0.9 (a; + a't) {]:-"'Tg_,'[,‘ !)j u—0.5 [(P'u)zJ +{F u);—r";] }
Mya = — 0,25 (a4, — a;';’) [(Pu):, —(P u)}f;}

Uvedimo elementarne paralelopipede ¢ = gi{z.0) = {(&;. &0} 1 1, < & <
zi+ h, |&oi — w3 < h, v E(f—7.t)}. i = 1,2 Linearnim transformacijama
S =x, +hel, 1 = 1,2, v = ¢+ 717, uspostavlja se obostrano jednoznaéne
pres]lixavan_]e iziedju g; 1 standardnog paralelopipeda G = {(a], 230"} 0 < 2] <

lz5_,] < 1. =1 <t <0}, i = 1.2 Oznadimo u’{z", ") = v (2], 03,{7) =
u(e) + hal,zo+ haf t 4+ %), itd.

Vreednost 957 u évoru (a,{) € th moze se predstaviti u obliku:

HESLERY {/[ T Dt (T ) dUT T
;//k(a::;_,-)a;(r"t‘)dt‘dr‘ P /f k(z3_)0, u‘(:a:’,t")a't"d:z:'}
o, &,

k(rz_) =1-lr5 4.

gde je:

r
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Radi kradeg zapisa ff dt*da oznadava [[f - di*dridre}
a,
Odavde je dnostavno sledi:

‘

¢
[15 1 (0 )] < Haw“WA a2 Hu HW,‘,,;/» G A0, p>l. g>2.

Osim toga. m;; = 9 ako je a, konstanta ili ako je »* polinom prvog stepena po
£7 1 25 1 konstanta. Primenom leme 1.3.4 dobijamo:

¢« _ )
Inisn (e 1S ol aorig W a0 0SAS LIS pE2, g>2.

Vradajuéi se na stare promenijive, koristedi uslov k2% < 7 < koh? . dohijamo:

4
l(Y | DA, \j_‘ . S (,'1!?/\ g |a'i-7.h/1f;"\“(_f?.) 1
cn
! i < q 1 )2 .
[ 'Wé(,;(’,- g S Ch sl o
Sledi:
1A - . .
sl 0] < CI " aigly s, lulyrare 0 0SASL TS €2, > 2.

2qfiy~2)
Sumiranjem po ¢vorovima mreze Q;” tobyjamo:

HUUlH < ( hl\+#71li”ﬁ’-]”p{;‘ ’V'~ )HMHWJ‘ il 2 (Q}° O S )‘ S 1: l S H \‘_/‘ 2

2o f{q—2)
Vaize glededa polapanja:
[/V2A+11,£/\+A-:)/9(Q) c p;ﬁbq;z/q?_ﬂ(Q) Y > 4/@ i

Afop— - 1= )2 2
Wainen TR cWRAQ) s s 4jate.

Uslufaju | < s <2, stavljajuél ¢ =4/(s — 1), A=s~1. p=1. odnosno za
2<s<3.g=4, A=1, g=s5~1, vaie prethodna potapanja, pa jednostavno
dobijamo:

(20) H?]ijlni < (,‘}L57lHaif“W;,_(:ti;(s_l-u}/g((,?)HHHW;‘S”Z(QJ’ Il <s<3.

Ocenimo sada:
tije = [T T5 T, agg — 0.5{a + o) (T TS T Dy

Vaii ocena;

g2l ¢)] < ]_]j“a:j"(7(50“11*““/;‘”2(6,)

¥

! /\

4
““UHW* A2 [ HW Ay A . g > 2.



Pored toga. n;;2 = 0 ako je «, polinom prvog stepena po xj 1 w4 ill konstanta, a
wakodje ako je u* konstanta . Primenom leme 1.3.4 imamo:

| £ < Crar " 4 A< 2

{002, 8)] < Flftijim-,j ,\/Z(GJI'U JI’V_;I,,%;,”(U:}’ . SN2 g2,

Vracajuél se na stare promeuljne unamo:

0 . 4
izl ] < ('h)‘“ziamn ISEVENUN (1 PRVE: S <AL, g2,
b g

(#:) gq’j(,’,_g)(!j!) ' o
Sledi;
Moy s v EAM s s s a
IIT)JFJHI <t h H(LUHWq""‘/*((g]Ilullwzlc‘[}f(’;*ﬂ((g)
4+ = 2y 8 + Ze . .
Stavljajuéi A =s—1, ¢ = S—_r = gqu" = 5_7 I < 5 < 3,1 koristec
potapanja:
W) C WAy,
o=l fa—14e)/2 —1s—1)/2 N .
Wath (@) C W VRQy sal <5 <3
dabijamo:
(21) HUZ'j?Hi < (;hs—1“(“3'Hw.jﬂi.l.i,)(s71+ejf‘z{Q)HHHW-;,sm(Q), L <s g 3.

Za s > 1, ma{e. f) Je ogranifen bilinearan funkeional od (ai;, u) € C(g;) x
. 5/“(gi) keji se anulira ako je u polinon: drugog stepena po #, 123 1 proizvoljnog
stepena po t (s konstantuim koeficijentimna). Primenom lerne 1.3.3 dobijamo ocenu:

igale, 8] < CR 7 laglle,) e erz gy s l<s<3
Sumiranjem po éverovima mreZe Q;f,_ dobijamo:
lisalls < Ch* 7 laslloggy Hellg e orsgy 0 1<s 23

Koristedl potapanje:

Wea 0T c @), 1«5 <3,

dobijamo:.

5 B -1 v

@2) - limgalle = OO il o asemvrar g il oragy T<s <3
Dalje, ocenimos

thja = — 0.25 (a; — (Lj;i) [(P u)g;} -~ (F u)_{?ﬂ
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Razmotrimo najpre sluéaj [ < s < 2. Neka Je:
= (Puly, —(F u)}f: .

Vazl ocena:

oL
Ble el < )l

WG

gde je Gy = {(a] o %) =1 <ol <2, fes;[ <2, -1 <" <0}, i=12

Osiin toga. 8 = 0 ake je v™ polinom prvog stepena po =7 1 25 ili konstanta pa
2 . I ! g | 1 2

primenom leme 1.3.3 sledi:

1

(
I Y )
|3z, )] < h ju w2,
Vradajudl se na stare promenljive Imamo:

o 25— 3
|8, ] < C1° |”|Wj""'(g,.pl '

gde je @i, ey — ho<0 & <o+ 20 Jéan, — mass] < 20, v £

(t—7m i)} 1=

[l
—_
.
R S
o

Sy

(1=}

=

I

[ija(z. £)] < (.'Yhs_'g““-ijH(;(@)l“lwg-sﬁ(g, 0

Sumiranjem po ¢verovima mreie (Qp,, koristeél pretpostavku da je u slucaju 1<
s < 2 redenje u(r.f) neparno produzeno van oblasti ) s ofuvanjem klase, jednos-
tavno dobijamo:

lgalle < 0 Hlasillogy lellys ey 1<s<2
Koristedi potapanje:
w5 —1de (5= 14s)/2 o ] )
Wi COy, L<s<2,
dobijamo:.

oy ey o1 ) ;
(23} |i7)ij4”i < Ch H{L‘j”W;,_(itf‘)“_l""}“((?)HUHW;“Q"?(Q)’ l<s<2

U sluéaju 2 < s <3 vazi sledece:

(." * *
|75y 4(, 2)] < 7}“”“;‘;‘“0(5,) | HG(E,)
Co ) 4 g
7;”('[”1 [VGA,A,IE(GI)“'U ”Wp,,(,fz (G, A s E, e >

qfle=-2)

4N

, g > 2.

Osim toga. 153 = 0 ake je af, kounstanta ili ako je u* polinom prvog stepena po
27 1 .25 1) konstanta. Primenom leme 1.3.4 dobijamo:

Iijala, 8)] < h ‘GWIW?'M'W:JIU IW;JF(';:Q)((;») '
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pridermuje dfg < A< L Yy =2)/g << 2 >,
Vracajucl se na stare ])romPulji\fe\ dobijamo:

\ - g A u—94)
[mijalr )] < CHT " ags 00 'Ig,jiulﬂ"' AL
i E Syl fgm2yt
Sledu
izl < CHT 7 gzl 0mrz gy llullyy - Fia-n!@

VaZe swedera patapan)a:
e A4 ATy A , Sy
ko () C HZ'«'/{*-'*'“{Q}' za A>4d/qg
AR s A=), - ’ A e = 3
WO TR cwAQ), A< /g +e

Stavijajudi g =(d+:2)/(s=2). A=s—2, =2 Jednostavno dobijaine:

(24) Nmizalle < CW~Y|ags]), it ,_!+,‘.LH_3_IH,J”“: g - 2<5<3.

Kanacoo, na osnovu izvedenih ocena imamo:

9= op 3t ( o
{25) H”lj“f < Ch ”‘tf_‘.‘“nz:j-(i-t:l.)\-—1+v}/?(0)liull‘v;’- oy P s < 3.

Predjimo sada na ocenjivanje v, O¢tgledno je:
{26G) =20 za l<s<2
Za 2 <5< 3 je:
(27} Wl € 1T vz + v = Ty ¢iy2

Dalje je,za 0 < A < 1/2:

[T w(z, t) = T ¥(x. r,}]?

— 12 DALY LT, L) t
l’ill/'li‘ST T h Z Z TR

Za L, /€8, i t#¢ je

1T w(z, &) — .’}l-—'r / f r(.x gl —ufr. .,’,')] r!crrin"
b3 iy "2 1/2
{ o | PN o (e / / ‘1 Wz )] dada'}
,r—ﬂ’]'*"‘

54




[z posiednje dve nejednakosti dobijamo:

T T=7 [ufa NI E
. . . wia, ;) — e, &
i]"‘{* {~A|§/2 5 21+2)\ T.’)\*l ','], E ] / [ ( ’ ) ( : )} der do,l
e 0

|!T-— O.fll-i—.E,\

-
[Koristedt reprezentaciju:

wle, 1) = ule, 1) — TP T wlr 1}
Tit+h rath

= h? / / (1 - \_3}1%1_\) (l — I}E—f:ﬂ) [l t) —wly, t)] dyz dy

ri—f xo—h

rith o Tath oEy Lo

h h Ay dys

ry—h To—h sp s>

ho 2 ry+r rath

e Ly — waly Puly, 1)
/ / / ] _ E) (1 — - ) Ay dys dyy drds

L= ra—h

ri+h b s To+r

vlfrl\ sy uly, 1) o
/ // / )(l— h.) W(ﬂyﬂirdsdm

ri—h B ro—r

i nejednakost Cauchy—Schwartza. odatle dalje debijamo:

Tl o < C BT tlgpaonier gy 0 G AL/
Najzad, stavljajuél s = 24 2} . dobijjamo:
(28) 17741 < CloF el e vz 2<5< 3

Drugi sabirak u {27) moze se oceniti sa:
- 4, o
= Tl < 57207 30 D (=T 9)
" TEW 4eF,
Primenom leme 1.3.3 dalje dobijamo:

(29) lo =T g2 < CR T Julgees 2<s<3

@y
Najzad. primenom letne 1.3.31 teoreme o tragovima 1.2.2, dobijamo:

It Z Z (; + %) oz, )

TEw tE8,

: s 2 ! ! z
(30) <ens e S (c Yl Oy

ted,

< (I pPE ra 2<s5<3

Ll
f el ey
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Kombinujuéi (19} sa (233-{30) dobijamo slededi rezultat:

. } : ol 12, .
Teorema 1. Diferenceyska shema (2} honvergira u normi W, / (Qrr) . ko ye
. 2 . .
zadovolyen uslov oy b* < v < o b |1 vade siedede ocenc:

lm il oy € OB (s sy s g

(31)
—t—“ln%)“u”ni iy« A 2<s<d

22 ERal BESS
NIV T5 w — “”W._f‘ gy S (B max ]u,?-jiji.(ti,)(mws;/z(m ||u||W§,s/:(Qj .

{32) L A )

Ocena (32) je saglasne s glatkoséu podataka. dok je ocena (31) “skoro” saglasna

- saglasnost narusava clan o /in}—b . koy sporo raste kad h— 0.



IV KONVERGENCIJA U L.-NORMI

1. Diferencijska shema

U cvoj glavi pokazademo da se za odredjenu klasu diferencijskih shema parabo-
lickog tipa moZe dekazati konvergencija u Lo-normi.

Razmotrime. kao modelni zadatak, pocetao-graniéni problem za jednadinu pro-
vodjenja toplote:

Gu o
a—?—é(a%):f{x.!): (2. 0)€Q = (0. 1) x (0. T)
{1) w({x. 0) = uglz), D<z<l,

w(0, 1) =wu(l. )= 0. O<t<T.

Pretpostavimo da redenje problema (1) pripada prosteru Soboljeva W;"(Q).
f € La(Q) 1 ug € WHO0,1). Neka je, dalje koeficijent « = a(z) € WJ{0, 1) i
0<e <alz) < ().

MreZze na Q. (0,7) 1 @ definisane su na isti nadin kao u §2.2. Defini§imo i

normiu:
el =0 > (.8}

TEu

Defimiuno Steklovljev operator usrednjenja po promenljivo] z:
1 z+h/2
Tfe =g [
b Je_npo
Definisimo. takodje operator usrednjenja taéne diferencijske sheme [42]:

rx+h
Sfla, ) = %/ l w(z') fla' tyda',
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gele je

H

-1
xr o) T dy . .
(L'~h u(r;)) (Ir—h a('r;]) ! s (I —h, 1) )
-1 .
Iy r+h dp "
(19 ) (1 ). e nn,

Na mreil (Jp, vazi jednakost:

e Ju . . . 1ot dy L
S—ila—] = e )F 3 = r)y=1-— —_ .
5 (a 83’) () gde je alx) (h /f a('f})>

k(r') =

Primetimo da je & =77, ako je ¢ = 1. Oznafimo dalje:

zth
b=b{z)=25(1) :i/ ' w{x'ydz".

Problein (1) aproksimirajmo sledeéom diferencijskom shemom [31]:

bv{:(('zvr)f+,5"f%ﬁf 1 Qin—«

by = Supy na wx {0}, v=0 na v B,

(2)
Kako je reSenje v problema (1) neprekidna funkeija, definidimo grefku sa

z =u — v. Ovako definisana greska zadovoljava uslove:

(3) brp=(azg)z +{@ee)r +¥r u Qur,
’ b= na wx {0}, z=0 na v,
gdeje =T, u—u 1 ¥ =dbu— Su.

Vaze sledeca tvrdjenja:
Lema 1. Diferencijska shema

27 = ((l Z;,;)_f- + (ﬂ' (Pr)f U Qh,r B

{4) . o - ;
5=0 na wx {0}, z2=0 ne yxb,,

zadovoljava apriornu ccenu

(5) 1zl Laqny < Clleliagn, -

Dolaz. Neka je  ~ mregna funkcija definisana relacijom:

~(aGir=2 u Qf, (=0 za z=0,1.



Pomnozimo {4) sa , 1 smairajmeo po &vorovima mreze w . Koristedl relacije:

"'.(.t';‘r‘fhr-\:)u = _‘“er ( = *(- =B (;(QCI)JJ4 — _(‘::a:];... -

({azg)p Qo = —(:.s)w

" pe . (=T . . Y ST
Por Qe = 1ale,, G )t-_- =3 j_‘\‘}’” Lrell” T -T “[\'{”\' - “V“‘\J\[l} .

I |
[
-

gde jo ¢ =t~ 7). dobijamo
VARG + Uvru,xll VG Cell®) + 11 = =(, %)

Suniranjetn po évorovima mreze #F 0 1 primenom relacija

l[\/&—gr(m”z =0,

IA
)}
0

o
+

=

— (i 5} Qur Gort

Jjednostavno dobijano:
o 12 \ 2
11|z, . < i“;slq,J + §|i3||Q,,, -
odakle sledi (5). J

Lema 2. Diferencyska shena

r=faip)s oy Chr -
{6) :
z=¢ na <-x{0}. =0 na 5 x0,.
zadovoljava apriornu ocenu
(7) I=llzz1@uey S CUELaQunt -

Dokaz. Neka je n rwreina funkeija definisana sa:
—m=zou QF =0 za (=T+r.
Pomnozimo (6) sa 7 1 sumirajmo po évorovima mreie QY. Primenom relacija:
{ze.m)er = —(2 ) g — 2(, 000l 7}
(e ndgr = —(& )gr — (- 0(-, 7)
i potetnog uslova (-, 0) = #(-,0) {bitna aproksimacija pofetnog uslova) dobijameo:

T

—I Z(: Helgr = TZ((G zz) —h Z('y' Uiyt -

TEw t=r IEw
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Dalje, vaii

(((‘I zr):ﬁ ?J] = ’“(” me]r - = (\/ET]T?.; \/(17’/,1‘}(;;*
=L (Mmu‘f - Mm ) = DVl

C2r
gde Je n =yt + 7). Sledi:

2 T
=%, — 5 (IVan (T = IVan (o)1) Z Vil = (1. 2)q,.
Primenom uslova [[v/an,(T)| =0, jednostavne dobijamo:

115, < 00 <)e.,,

odakle sledi ocena (7). O
Primmetimo da vaze apriorne ocene (5) 1 {7), jer su sheme (4) 1 (6) u

"potpuno divergeninom” obliku.

" dobre”

Zapisimo sada shemu (3) u obliku:

AF ((1 ~r) + ((I Som)f + "'ff)f u QhT s
=3 na wx {0}, =0 na yxd,,
Primenom lema 1. 1 2. dobijamo ocenu:

gleje =+ (1—b)z.
£o@at F Wl Loy + max (1= 5(@) 2]l Laoun] -

(8)  Malliagun €€

Dalje vaii:
1 Tt [¢" — x| ,
bz) 1= — / ) [ty = {1~ ; 1] d
) ! d"f -t 7?) gt
S dnde™ dz" da’
]1,2(/ T}) V/.,. hf:r—h/c hfm (L ”) (L(T,H) e oo
z+h -1 r+th z+h T+ ’
_i(/ d?? / / / / @ (7] dn da™ do” dz'
HERNY (t(?}) s alE)af "”)
1) ; dobi-

Primenom nejednakosti Cauchy-Schwartza 1 ogranifenosti funkcije a(z)

jamo:
i=(r—h,z+h).

b(z) — 1] < CVR]d 0 < CVhilaliwo

Na ta] nacin, pri dovoljne malom #, iz {8) sledi da shema (3) zadovoljava apriornu

OCenu:
(Qrrt Pl L2 @n ) -

(9) 2l Lat@) < C(
60



2. Konvergencija diferencijske sheme

Ocenitmo sada desnu strann w nejednakosti (9). Izraz o zapidimo u obhku:

214 e = TAT, w— )+ [(T: u-—u)y =TT, u— u)] .

7

Qcenimo prvo ¢y . VaZl reprezentacija:

d J H
211 / / / « a'f” dt' dx’
hT o hjn

Odav Jde Jednostavno sledi:

‘ ke ade jo (= B2 E hJ2) % (T 1)

iﬁ“l,g(u‘

o1, ) <
l(f’l )l = ﬁ;

Sumiranjem po évorovima mreze .. dohijamo:

(10) Iorlaans < 7[5 o

Za acenu a2 potrebna naw je sledeca lema [37]:
Lema 3. Ako g e WJ{0. 1), 05 <o <] 1 g(0)=0. tada je:

B vz o411
/ £ df) O l¢lwsion) -

Neka je, dalje «ff) = Trv —w. Tada. za 1/2 < ¢ < |, primenom leme 3..
imamo:

loe(z, )] = |n — o] = ’%/ [(I(i) - r\(t‘r)] it

1 Y 1/2 1 . 1/2
{/ (tﬁt’}_g"[fv(t)—a(t')]'dt’} {/ (t—t’)”di’}
=T t-7
5 /2
20—£— O‘— i”)l- 7 H l
e S| (/ f_ = t”|‘+°" dt’ dt )

IA

L
-

Dalje:

[a{t') — a(t”)]

il

| pEhie
}E/ [tt(.r' Y~ ule, ¢y — w2’ ) + ulz, t7)] da’

—hj2
1 r+hj2

< 3/ |3(e") — d(x} dx’,
r—hjz
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gde je
Hey=ule, i —ulx, ).

Ocenjujuél gz} — 6(x’) analognim postupkom, dobijamo:

J Nl < (Fhe— W2 pr—1/2 | |
1 W lin dy e
R TR YD T VTR

gde je

o2 rhf2

ul? / / / / e’ 7y — ufe” ) —u(e’ ) w2 )
ul? =
(g.7) ¢ |2

_ aorr|1+2g \lf' _ fnlu»%

‘ 2

dt da |

rehf2 r=hf21-7 =7

di = de'de” | dt = di'dt” 1 1/2 < p. o < 1. Sumiranjem po ¢vorevima mreie
(Jn- jednostavno dobijamo:

{(11) oflraigun < CRET7 il oy, q

Izaberimo o & (1/2, 3/4) tstavino 0 = 2(1 —¢). Tadaje p-+20 =21 h¢7° <
#2 + v, Primenom teorerne 1.5.6 imamo:

(W2 (0, T); W0, 1)} V3 ((0.7); Wo, )], = Wi ({0, 7); Wi™*7(0, 1)),
odakle na osnovu teoreme 1.5.5 sledi:
Plez-2o, i S ullyy (0 7, i 00)
(12) < ('"“uni;;(cs.r).W;’(o,n) “u”zv;(fo,TJ,W,fru.u)
£ (”””;;(w,n B0 + Hu”;&; (to,1) Wg(u,m))i - Cllellwz gy -

Na taj naéin, iz (10-12} sledr:

(13) li#]

Lagu) SO (AT +7) ”UHw;"(Q} :
Ocenimo sada i . Neka je
W=y b e = [(bu = Su) — Ty (bu— Sw)] 4+ 17 (bu — Su).
Kako je vy = —b(T} u—u)+5(T7 u—u) = —bip+ S, primenom ocene (13) sledi:
(14) 191 s < €O+ 7) el g,
Sabirak w9 predstavimo u obliku:
—hg = thoy + 2,
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oy = ./01 (/3;:; &%) B (/xi;’h %) [e{z +x'h) — 2e(x) + ol — 2'h)] dz’

= [ U= ) L )

x [a{z 4+ 2'h) — olz)]de’

1o =T, u. Koristedi relaciju

P r+x'h Al @l
a(z-+z'h)—2alr)+alz—2'h) = = h/ I—I:r - 1|)dufgr2, )dzf’a'x”
r—zth [ 1 &
dobijamo:
V2h?
< — e =(z—hr+hyx(t—T11).
vl < o= ) (=m0
Sledi:
(15) 121l < V2h? -
} (3_,,32 L2(Q)

Sabirak g2 predstavimo u obliku:

) » - x+h _ T+h d
v [ () ) L )

/:c A /rH a(?f_ aﬁ)n} dfdﬂ) [f‘t(a: +a'hy — ”‘(Tﬂ da’

1 E gy =1, peth o prealh ooy
Lot () O L ey )
x [alz +2'R) — afz)]dz’ .

Odavde, koristedl nejednakost :

/ lg(m|*de < Ce / ol + g’ (P dn,  O<e<l,
0 S0

dobijamo:

(" h?
S 1o il
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Sledi:

{16) [¥22lln, < CPH | lL000, 1) Hully 200q,) -
Iz (14-1G} imamo:

(17)

"

Qn- < CO 1) lallwy o, 1) 1llwzo gy -

Konaéno iz (9), (13) 1 (17) debijamo slededi rezultat:
Teovema 1. Diferencyska shema (2} konwvergiva u diskrelnoj Lo-normi © vaz:
geend:

{18) [ = vllzagnn) < O (R + Mallw; o nllelipzag; -

Dobiyena ocena je saglosna s glatkoséu podataka.

PrivenBa 1. Diferencijska shema (2) konvergira 1 ka redenjima problema (1)
manje glatkostl. Akoje u € IIV;’1/2+3(Q), £ >0, uzuslov Cp < 9cg, vaZl ocena
saglasna s glatkodu podataka:

15)/8 — vllzager s < CO 7 lallz o [ullynr2se g, -

PriMEDBA 2. Prethodna tehnika ne moze se primeniti u slucaju kada koeficijent
a zavisiiod promenljive ¢ tj. a = a{x, {). Problemi se javljaju kod apriorne ocene
{ne vail dokaz leme 1), kao i kod najmanje dopustene glatkosti koeficijenta a.
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V PRIMENA TEORIJE INTERPOLACIJE

1. Postavka problema

C1l) ove glave je uvodjenje alternativne tehnike izvodjenja ocena brzine konver-
gencije diferencijskih shema, zasnovane na teoriji interpolacije [5],[29],[30],[56].

Kao modelni zadatak, razmotrime prvi pofetno—graniéni problem za parabolicku
jednadinu s promenljivim koeficijentima u cblasti @ = Qx(0,7] = (0,1)?*x (0,17 :

Hu : .
5= 2 DilaDiwy=1,  (@)cQ,
fj=1
(1) u=0, {z,t) € 0Q x [0, T7] .
wla, 0y = up(z), =20,
Pretpostavimo da redenje problema (1) pripada anizotropnom prostoru Sobolje-
v
wewy Q)  2<s<a,
we W), s =2,
da f(z,t) pripada prostoru W;_2’5/2_](Q} i da koeficijentl a;; = a;;{z) pripadaju
prostoru Soboljeva:
a;; € W), for 2<s<4,
a;; € WitHQ), 650, for s=2.
Ovi uslovi garantuju pripadnost keeficijenata a;; prostoru multiplikatora
M (I/V;—l’(hl)/z(Q)) . Smatrademo, takodje da je @; > ag > 0, kao i da vaie

eventualnl uslovi saglasnosii ulaznih podataka na 90 x {0} koji garantuju egeis-
tenciju resenja u € W;’S/Q(Q).
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2. Ocene celobrojnog reda

Neka su mree na £, (0.7) i  definisane na isti naéin kao u §2.5. Pret-
postavimo, takodze, da je 1spunjen uslov:

Eih® < < koh®, ki ko= const > 0.

Aproksimirajmo problem (1} sledeéom diferencijskom shemom:

v+ Lyv = PR f, v Qf,,
(2) =10, na7XéT'

v = ug, na wx {0}.

a5

Lpv=—-0.5 Z {(wjvs;)e, + (ai5vs, }5.) -

ty=1

Neka je u reSenge pofetno granicnog problema (1) i v redenje diferencijske sheme
(2). Gredka

r=u—v
zadovoljava uslove:

2

z+Lyz= Y mi+e, v Qf

1,7=1
(3) =0, na w x {0}.
z =10, na 7y x6;.

gde je

i = 5L (Di(ai; Dijw)) — 0.5((esjusz, )s, + (0, )z,), i

up — L T uy .

il

w

Energetskom metodom [41] jednostavio se dokazuje sledede tvrdjenje:

Lema 1. Diferencijska shema (3) zadoveljava apriornu ocenu

2
(4) llzllyz 0,0 S > lnillgn. +ilellan, -

ij=1
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Dakle. problem ocene brzine konvergencije diferencijske sheme (2} svodi se na
ocenu desne strane nejednakosti (4).

(snovna ideja zastojl se u sledeéem: prvo izvodimo ocene brzine konvergencije
celobrojneg redaza s =2, s =3 1 5 =4, azatim, primenorn teorije interpolacije.
izvodimo ocene brzine konvergencije razlomljenog reda za 2 < s <3 1 3 <s < 4.

Dakle. 1zvedimo ocene celobrojnog reda:

(5) HZHH/';‘l[QM) <O n}sx”“‘ij“w;“‘(ﬂ)”u”w’f"“'l““/ilQ) ;
{6) hellwzig,,, < (A Il;ii%xHaij||W§(Q)HUHW§-H2(Q) :

', 2
(7) HZHWQQ’I(Q,”) < Ch n}i}‘x”“U“Wj(ﬂ)“unwg‘z(@) :

Rastavimo n;; na sledeéi natin:

7
i =) ik, gde je:
k=1
i = KL ey T DiDyu) — (T a W LD D),
s = (T ag; — ay WGYE 17D Dy
ijs = ag (LT DiDju— 0.5(uz 0, + Uos,})
tija = L0 (Diasy T Dju) = (P25 Diag TP 17T Dy},
s = (I Diaiy — 0.5{a 5, + aij 0 ) (GG T D),
Mijs = 0.5(a,, + a0z ) (BT Dyu — 0.5(u;’ + ui?)),
+Z) .

557 = 0.25(as; », — aij’f,)(”;: —

Vrednost 5, u évoru (1) € w x {{} moze se predstaviti u obliku:

| r
(8) Nl t) = Eg// £(&1, E2)as; (&1, E) 7D Dyu(8y, £y, D)dE dEy—
1 | 1 _
—Ez—//k(al.‘JQ)Gij(O'I:O-Q)dO.IdJZ X 71—5// k(fl,fg)?; D;’Dj?.t(f],fg,t)dfjdfg

gdeje e=(z;—h 2+ h)x(z:—h,z2+h) 1

Her &) = (1Jf%&') (1_|§%9~;l) |

Odavde jednostavno stedi:

C -
i (- ] < ',;H“i:i Lol T ul Dlwzce
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Sumiranjem po évorovima mreze w dohijamo:
351l < Cllaglic (Q)HT (s llwzen
Dalje, sumiranjem po évorovima mreze 47 sledi:
liillon. < Cllaizlhellullwirvg) -
Koristedi potapanje W. H"’S(Q) C (@) dobijamo:
(9) H?}ileQhr S ("”aij“W21+6(Q)HUHW22\1(Q) .

Iz (8) sledi da se vrednost 137 u évoru (-, t) € w x {1} moze takodje predstaviti
u obliku:

£z
ij1(- 1) 2,’4/// (&1, E2)k( 0‘1,09)(/ Dyaij(m, o2)dr+ szaij('flez)dﬁ)

e X

(10) xI;_DiDju(&,fg,t)dfld@do‘ldog .

Odavde, primenom nejednakosti Cauchy-Schwartza 1 Holdera jednestavno dobi-
jamo:
)Hlﬂ/'~> (e) p > 2.

p*ﬁ

|T:'wl( i<
Sledi:
s Ol < Chllassliwy il T Ollwe, @) P> 2.

-z

Koristedl potapanja W3((2) W ) 1 Wi c M")p/(p 2) (). imamo:
limisn (2 Ollw < Chllagsllwzeay| %l Ollwzcay -

Sumiranjem po &vorovima mrefe £ dobijamo:

(11) miillon. < Chllasillwzellullyz.2rm g, -

Ako u (10) promenljive & 1 oy zamene mesta, elementarnim transformacijama
dobijamo reprezentaciju:

133
ni51(-, 1) = 5 ///]’C(El Ealk (7110’2)( Dlazg(ﬁ,ﬂz)dﬁ—l- DQGij(‘fI,Tz)d’@)

(12) X(E Diju(fl,gg, ﬂ) - Tt‘ [)iDju(crl, O’Q,i))(ifldggdo'ldd‘g .
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(Odavde. koristeéi relaciju:

TDDu{{l f‘) t) [)D’U.(O’],O’o i)

£ L
= T D Djulpy, oz, t)dp, +/ 1D D Dy wl(bn, pa, t)dpa

7

Jednostavno dobijamo:

I'q,-j](.,t” < ('h”a,-jHW;(F)i TQ'HI-..*]HWiL(E). D> 2.

p—=z
Sledi:
e () )l < R lletss T 2 syl T 70, ) o 3, (2 PP 2.
Fe)

Koristedi potapanja W3(Q) C WHQ) 1 WHQ) C W3 (£2), unamo:

2p/(p—2)
i (- )]l < OB [leviy v 200 [IT 00 O)llw sy -
Dalje:
(13) misillon. < Ch*llaillwzimlivlip sz, -

(cenimo sada
THj2 = (ﬂﬁﬂzfﬁj - ﬂij)(TfT%gT;_D,- Du).

Vrednost ;55 1 évorn {-, 1) € w x {t} moie se predstaviti u obhiku:

1
Mijal-t) = {h_3 // b€y, Ea)agy (&1, E2)dE dEs — azi{xy, l‘:z)}
(14) ® fg/ E(E1, &)1, Dy D€y, 2, 1)dE1dEs

Sledt:

|92 ) < o~ el 7l Dllwzee

Istim postupkom kao u shuéaju sabirka »s5;, za s =2, dobijamo ocenu:
(15) Brszlion, < Cllasily o livllvzgy -

1z (14) jednostavno sledi reprezentacija:

£a
1ij2(- 214//1“(51,@ ( Dlaij(ﬁ,{z)dﬁ+/ Dzﬂzj(ﬂfi,ﬂ'z)d‘f'z)dizd{fl
(16) ® //ﬂ_Dz‘D;‘u(&.fa,t)déldﬁe =y 4oy
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Vaii:
‘QIJ < (-’fHaiJHW;(e)”T:_“{" t)!‘WéL(e)ﬁ p>2.
=2
Sledi:
Healle € Chllasllwp VT ul Ollwsz, @), p> 2

5

]

Koristeéi potapanja Wi{Q) C L-L'PI(Q) i WHQ) C W2p/(p—2)(Q)’ marno:
llotfle < Chllasllwz o 1T 7wl Hiwz o -
Sumiranjem po évorovima mreie #F dobijamo:
loallan, < Chllasillvzenlinlly g, -
Za sabirak o vagl:

ezl < Chmaxilas; (e w1770 )llwge

Na osnovu teoreme o tragu 1.1.3, za s = 3, a;;(e),-) € WQSJQ(O, 1}. Koristedi

potapanje Wg“”(o, 1) © W, (0. 1), sumiranjem po évorovima mreze 8 . dobijamo:
lleeallqn, < (“h“azj“Wf(ﬂ)““!leWQ(Q) -

Dakle, vazi:

(17) lni52llg.,. < Ch”“ij'lw;—'(m“““wj-sfz(g) .

Iz (16), jednostavnim transformacijama dobijamo reprezentaciju:

€1 7y £2 T2
1 o
Nijz = ‘_ZIT{//’H‘EI»&?)(]]fofij(UI;EZ)dald71+f ngaij(l'l.JZ}dU.‘JdTQ)dfﬁdfl

e Ty ¥y Tz ¥2
(18) % ]/ﬁ_DiDju(ﬁl,&.t)d&dEz =B/ + B
¢
Vazl:
150,01 < Chllagllwz 1T 7wl Ollwe, 0 P> 2
r—2
Sledi:

1811l < CA?llagllwzml| T el lws @y, p>2.
, G

r—2
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Koristedi potapanja Wi () C WI(Q) 1 WJ(Q) C Wi (5 (82} . imamo:

= W) -

1811w < CR s w17 7wl 1))

Dalje:
151, < Chz”“z‘;HW'ZS(Q)”UHWj gy

Za sabirak 9 vaii:

H,t}g”w < (hE 1-1}.21[)( ”(tij (J:], -)”[/yﬁ(oj1)”3';_1.5(~7 t}”W;(ﬂ) R

Na osnovu teoreme o tragu 113, za s = 4, a;{z.-) € W;/E(O, ).

potapanje W;/E(O, 1) C Wﬁ((). 1y, dobijjamo:

2l < Ch2liaslwsayllulip i) -
Dakle. vaZi:
(19) lmiiellg., < C h* ”aUHW"(fl Hu”%“ (@)

Za dalji rad biée nam potrebna ocena izraza oblika:

Koristedl

1 Iy o s
= alay, xe) — T3 Ty ale . 20) = /‘Tgf ] [(I[.{“l,l’g) — a(z}, ;12’2)]([9:2(1.:';’1
ey—h Jxz—h

Rastavimo o na sledeéi naéin:

o=@+ as+rg, gdeje:

J. I Ta
Qe = —5/ / [alxi wo) — a(al, v2) — alzy, 14) + aa], wh)] debde)
ry—h Jzs—h

Lz
0y = / / [a vy, xe) — alx), #5)) debde) |
h z1—h Jr—h
az = / / [a(zy, z5) — a(x], 25)|dehdz! .
xy—h Sog—h

Vaie ocene:

|eval < CliDzallzyery
loal € CllDyallpyery, € = (21— h,zp) x (22 —h,x2) .

Primenom leme 4.2.3 dobijamo ocenu:

v 2041 v Zer U+p—1|
alio, o6
20—-1 2p—

eve| <
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gdeje /2 <o p<t, i

[a(z], 24) — a(x}, =} —a(J;’{,:L"Z)-I-a.(:r:’,’,:rff_,’)]zi 0 gt datd
|a l(ﬂpre [ ~ p0{H27| gl — gli]ite dzydzydeyds) .

el xel

Takodje vazi [37):
|“|(cf.n),ﬂ < “a”W;((U,l),wg(u,l)) :

Za p = o. naosnovu teoreme 1.3.5 Imarno:

< ell, 7/

— e
|(I‘(5,J\Aﬂ - H(LHW;'((OJ).W;(O,H (U 1w 2 (0, 1) ” H ».,(m 13:L40, 1))

1/2
= (“( Iz S(CRMZEMIBE) + H“”W 20 ((0.1),La{0, 1)))
= ”“HW;”)E"( 0.1)%{01)) = H“”W*“’(ﬂ
Na osnovu prethodnih ocena, stavljajuéi ¢ = 2o — 1 > 0, lmamo:

el < & (IDsalzaen + 150 1yieny + Nellyarng ) < Cllally e

Qcenimo sada:
53 = Qg (f 7; LD Dsu— 0.5(uz, 5, + Us,z,))
VaZi ocena:
_ (.'
| T T 0, Di Djul < 7DDl g =ex(t-71).
Dalje. rastavimo ug ., na sledeéi nafin:

upe, =M + G2+ 85+ 34, gde je:
S =TT Ty T us,r,
Bo= T wp,z, =10 15T g0,
By =T T3 vz, =T T3 T7 Uz g,
e P— (ufjxj —ry U_‘,':‘_q:j) -T17 (Uf,:cj — Tl_Tz_uf‘._r,) )

Vaze sledeée acene:

<
|51] < h—gnDiDju“Lz(y) )

W C e
32| < ||w;v(e') = U (T Diu)I;HW:?"(e'} < HHT; “||w;a+l(e)»
|8sl < C"Tp_l/ngl_Tz_uf;rJ|p;{r—7,t) = C"""U_]'/?|T1—Tz_ (T;'_Di”)rglp;(t-r.t)

Clrr=142
SR ””“W;’((H.o;w;(e))
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gdeje /2 <o, p<l, i:

(') — u{")*
‘“lp(: 1) / /_ it |1+ dd’di”

Dalje:

1/ (_va-l/2','12cr—l
"34' < - Tp ' “_ T T) 'U)x xr 1 (t—71. ) S T_”““DV_Q’((i—-'r,t},i’v.f”(e))

Analogno se ccenjuje 1 4y,z, . Stavimo p = . Vail

>

1/
* 2 2
Hui""’:f'(fo’”wi’”(”)) <O (HUHLQ{(“,T);WJ"WU) + H”“W_%'“ ((om.chm))
= ('fHu||u-jn,zV(Q)

Konatno. stavljajuél 4o = 2+ 2. swmirajuéi po &vorovima mreie Qp, 1 koristed
potapanje I/VH"(S(Q) C (Q) . jednostavno dobijamo:

(20 lmigsllqur = Cllag llyrre o llullyzeeivers g

Primenom leme 1.3.4, isto kao u §2.6 izvodime ocene sabitka njz2a 5 =3 1
s=4:

(21) lImisslln. < Chllasllwellully sz g, -
(22) lthsslin. < CR%laisllwagollullyszgq, -
Ocenimo sada
nija = T (Dia, T Dju) — (7 Diay (P TPT D).
U slutaju s =2 vazi:
sl B € sl oI5 D5 0 Dl
Dalje je:

"Dyl t)

o@ S CNLDjul Dllgyre(n)y < “uls Ollga+e )
Sumiranjem po &vorovima Imrefe w imamo:

lImssatle < Clles lwr o IT7ul, Dl zte ) -
Sledi:

(23) Iniallonr < Cllasllweenllullyyzeesers g -

73



U sluéajevima s =3 1 s =4 1,4 se ocenjuje istom tehnikom kao i 75,1 . Dakle,

vaze ocene:
(24) isall e, < Chliagliwzollullgzam gy,
(25) lImiallen. < CR2 e |z eyl g,
Ocenimo dalje:
Mijs = (7L Dii; — 0.5(asj o, + @i 0 RGN Dju) -

Va#i ocena; )
TPTED ¢ D
|77 Diays] < EH i@iillagey -
Dalje. a;; ., zapiéumo u oblikw:
ije, = (W50, — Ty Ty aije, ) + T0 Ty g0,

Jednostavno se dokazuju sledece ocene:

¢

S _ (.
Ty 15 ai.2,| = |T7 T Diasj| < FlIDiaijlizae)

tige, =T Ty @ijz,| <IN(Drag)e |acen P2 )e, paeny +Co ™ g o l(a.0)e

< % {HDNU ooy HlD2asjllra + C'oh'”#l““fi”W;"(e)}
gde Je 1/2 < ¢ < 1.Ista ocena vaZi i za a5, . Takodje, vazi ocena:
BTE Dy 0] £ 15 Dyuls Olloqes, < VT 0l Dliwawo,
Konadno, stavljajuél 20 = 6+ 1. sumiranjem po évorovima mreze w, dobijamo:
Inisslio < Cllagllyzee @y 1T 70l Ol 2+eq,y -

Sledi:
(26) Iissllanr < Cllassllps oyl zeersers gy -
U sluéaju s =13 potrebna nam je reprezentacija izraza oblika:

(@) =TT Dia = 5o, + ax,) = (T Dy — T Dia) +

+ (T Dia — %Ti(% +az,)) + é (10, + az,) = (a0, + az,))
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Ne umanjujudi opdtast stavimo ¢ = 1. Vazi reprezentacija:

rith rgth
s (ale f / f HE(ER) DPalps , €)1 déadé,

1k

Ti+h $2+h & r
-+ _“5/ / f Mﬁz)pf“(ﬁl;fz)d,f)l({fgd&
20 T1=h wo—F I

l rykh T2th £
+m/ / / DjDv(I(fl p?)dpf:(/;.,')([gl
T Iy T

1=

gde je (&) = 1 —|&, — z4]/h . Sabirak ;5 sada zapisimo u obhku:
ess = sl BT Dy

Koristedi reprezentaciu izraza ;(aq;), jednostavno dobijamo ocenu:

mijs| < Clag lwz 1T ul Ollwe iy < Clas lwzo 1T Bl
Sledi:
(27) miisllon, = Chllagllovzeollullysem g -

Razmotrimo sada slugaj s = 4. Primenom poznate osobine operatora Steklova:

T+h
flay —T2f( h/ / - ) = ,)D Flydnde

jednostavno dobijamo reprezentaciju:

1 r1th rz+h 131
@) =g [ [ [ e Dl i deede

i~ h 2—h

1 ryth o pEath P00 pp
vom ) [ f H2) Dl E2)dordps deade;
i zy—h Jrs #y

Tith rz+h £z
2]1 / f / 1{E2)(E2 — 1) Dy DA a(éy, np)dnadéadés

Korisiedi prethodnn reprezentaciju imamo:

95| < Chlag; lwo 17wl Ollwy oy < Claglws @ |15l Ollwzin,
Dalje jednostavno sledi:
(28 lmssllan. < Ch¥lallws oy llullws 2 gy -
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Ocenuno dalje:
mije = U5(ai z, + aije W B L Dju— 0.5(u;’ +uf’)) .

Ty
U oceni sabirka 175 dokazali smo ocenu:
|“1).r.| < Eh’.”“u!]w:’“(g) -

Takodje vazi ocena:

1?1127;27:_”1“’4 SNE™Dull e < W71, u“w;_”‘(m'
Dalje. zapisimo u,, na sledeci nadin:
ur, = (T7u)e, +(u— T ), .
Vaie ocene:

;(7:_“}:,{

FA

CHD T ulle gy < ClT ullyzee o
T,(-—l;"_'

h

)

(a0 - T 7w}, | S C w2 ((emr ). c6)

gde je /2 < p < 1. Na istl naéin se ocenjuju -u;)" i uj}'. Dalje, stavimo
4p =2+ . Vain

. o AR AT cily
|i“”w._';(\ LT )C(T)) = Cllully, 0. T W22 (1)) £ “-’-‘”w;" *Q
Konaéno. sumiranjem po évorovima mreze Gy, imamo:
(29) ”’)UG“Q).T < ('”a!.r”n»‘._,""“(n‘,”u||w§+‘-‘+=f"|_Q)
Uslutajevima s =3 1 s=4 rastavimo n;s na sledeci naéin:

Nijo =B + 02,  zdeje
B = 0.5(ai; -, + a; WL TDiju — TP Diu) .
B2 = 0.5(ai 2, + aij .z, }(7}2?33[)1- U — 0.5(14;,' -+ u;,)) }

Ocenimio sabirak ;. Ne umanjujuéi opitost stavimo ¢ = j = | . Vaii reprezentaci-
ja:

l
Sz t) = W[“l!(zl + 0, z2) = ay(2) - by 22))

T

oy +h ath 1 e
X / / / Dl D;‘U.(E] ,fg, V})di’/ldr/(ifgdfl .
ko =7 1

1—h To-h
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Odavde jednostavno dobijamo:

¢
] = wllenilieg i Dl -

Sumiranjem po évorovima yareie {Jy, dobijamo:
lAllen, < Chllandlo @il Py Deuflrae) -

Na osnovu teoreme 1.2.] vaZi:

“[)IDFU‘”L::(QJ < ('(”un_f"‘/Q(Q) .

Sledi:
15:llQ... < Chllaliwzioullygssrm g,
Takodje vaii reprezentacija.
Ty +h

i
Bz 8) = 217;/ Diap(€&y; 22)dé

;L'l-—h

EFER] Lath t v
X / / / / Dy Dyu(€y. &z, v )dr dudEadE, .
ri—h Jrza—h Ji-vJt

5] < ¢

Sleds:

lars (o z2)llws co 12 Diliz gy -

Sumiranjem po &évorovima inreze (Qn, dabijamo:

IB1llg., < Ch? max|ari (- z2){lwy, 0.0l 20 Deull o) -

Koristedi potapanja W3(R) ¢ Wi/2(0,1)  WL(0,1), dobijamo:
[Billgn. < ("]?-Qﬂﬂl1||wg(mﬂul|wg-2(<g) -
Sabirak (3, usluéaju i = j, se ocenjuje primenom reprezentacije ;(u). U

slu€aju ¢ # j ocena se izvodi primenom leme [.3.4, pri éemu je u = u{-,t) €
W31} . Dakle, imamo ocene:

(30) lmissllon, < ("hH“iing(mH““w;-m(Q) :

(31) lnssellen. < Ch¥lagllwaalliullyszgg, -

Ocenimo sada:

i1 = g (i, = e ug! = ufl).
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Ocenjujudl aj;z,, e, , g’ 1 ul’ na isti naéin kao u sluéaju ocena sabiraka
s 1 mije Jednostavno dobljamo ocenu:

(32) Hriellanr < Cllacllyy e yllillpy peerners g,

U slucajevima s =3 1 s =4, primenom leme 1.3.4, na isti naéin kao u §2.6.
dobijamo ocene:

(33) lnii7llan. < Chllaillwzanllullyzsrzgg,

(34) lellan. < OB lagillwsollullyaz g,

Konaéno na osnovu dokazanih ocena (9]-(34) imamoe ocene:

{35) sl = (—-*'H“ij”W21+"(ﬂ)HUIEW;~'+5-1+=/2(Q}:
(36) Inillan- < Chllagilwzallollysrz g
(37) Imiillon, < CR¥las lwacollullwseq,

Ocenimo sada 1zraz:
9
o = us— LT ur.

Konsteci reprezentaciju:

us = %{[n(~,t) - é/ﬁﬁT u(-,t’)dt’] + E /;T u(-, d)dt — (-t — T)}};

primenom leme 1.4.3, imamo;

« . ¢
-SSP 52 ~_p—1/2
le] < -7 lu =TT ulpye—ryy < o HUHW; (tt—rywim() "

gde je 1/2 < p,o < 1. Sumiranjem po &vorovima mreie () dobijamo:

o oe—1/2
Htf’”Qhr S (-’T IlullW,;((O,T);Wg’(n)) B

Za p = o jednostavno debijamo:

flellgn, < Cm7 2 lullpys020 gy -
Stavljajudi 4¢ = 2 +¢ dobijameo ocenu:
(38) H{P“Qhr < C"HUHW:?“'H"’"(Q)-
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Istom tehnikom kao v §2.6 izvodimo ccene:

(39) l[ellgn. < Chllullyysor gy
g2
(40} Lollg,, < C'h ”“HWZ"-%Q) -

Kona¢no. 1z ocena (35)-(40) 1 apriorne ocene (4) dobijamo ocene celobrojnog
reda (3)-(7).

3. Ocene razlomljenog reda

Sada cemeo, primenom teorije mterpolacye izvestl ocene brzine konvergencije
razlomljenog reda.
Definisuno operatore Ay, i B na slededi nafin:
ty = Ay lag,u) 1 = Blu).
e . . - - . . 1S 24e, 1422
1z {35) sledi da je A;; ogramiéen bilinearnl operator iz WZH" (Qyx W, e ()
u La{Qs-) .t vail ocena:

(1) ”Aii||W;+°(m><Vv'j*”*‘“(@)—u(@h,J =

Iz (36) sledi da je A;; ogranifen bilinearni operator iz W3{2) x ,_?‘3/2(@) u
La(@rr), 1 vaii:

(42) |i‘4ijllw’§(ﬂJxH-’:-:"/'E(Q)_L?-[Qhr) S ("h .

[z (37) sledi da je A;; ogranifen bilinearni operator iz W3 (Q) x V[/?‘Z(Q) u
LQ(QhT) 1 vagl:
(43) ||A:'Jng(n)xw;-"(Q)_L?(Qh,) =< (3']?-2-

Na osnovu teorema 1.5.2. 1.5311.54, 12 (41) 1 {42) sledi da je A;; ogranifen
bilinearni operator iz

(W3(Q), w2 o), , < (W) wi™ Q) =

— i.Vf'l‘@((‘-—l)(Q) x W;—e{l—a],(sﬁs(]75))/‘2(Q)

(Lo(@rr ) Lol@ur g o = L2(@nr )y
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1 vazi:
118

” —1 ’I.l _+a{e nl”}xwx—b.n Nf3-8(1-e))/3, (Q1= Lo Qnr) < ('h , O«

Sledi:
=6 -

il < Ch! ““e)”;Jj,-__-"wff‘*'!(Q,Hulin«'j‘g(l—ﬂ.lﬂ—ﬁt!—m:"—'gQ}: 01,

Stavljajudi 3-8 =135, 2«5 <3, dobyamo ocenu:
o) 82 i . b

(44} lnisllo.. = Ch ”“f.iHu-;-‘“”"’(Q}”””w;""“"" (re(3-20072 ) » 2< s <3,

Slicno. primenom teorema 1.3.2, 1331 154 iz (42} 1 (43) sledi da je A,
ograniten bilinearn] operator 1z

(W) W(Q),, x (WHQL W2 Q) , = WEP(@) ™)

1
{La(@nr), LE(Q&T)L T L?(Qhr}:
1 vail:
2-6
HAzJHW3 eP)XW' a"ﬂe/-(Q) I {Q;.r)<(h s D<<].
Stedi:

17351l Qn. < (;[;2—“H(HJ-[|W§_s(m||u||W;_e‘g_a;z(Q)‘ 0<f<l.
Stavljajudi 4— 8 =5, 3 < s < 4. dobijamo ocenu:
(45) :illqn. < Chx_z””u’”w;"(n';“u“w;"”((?) » 3<s< 4
Analogne, interpolacijom ocena (38) i (39) . odnosno (39) 1 (40), dobijjamo ocene
1Z1aza o
(46) el € CB ™ ullyrrrzgy - 3<s <4,

(47) llellon, € Ch 7|y tem—aote- 2<s5<3

".'.‘I'-'[Q'! '

Konaéno, iz (4), (35)-(40) 1 (44)-(47) dobijamo sledeéi rezultat:

Teorema 1. Diferencijska sfrema {4) konvergira u normi prostora W;?’I(Qh,_)
i, uz uslov ki h? < 7 < koh?, vage ocene:

|| — U”H/;.[(Qhr) < Ch'T max”a,JHH e l48(3— s)(ﬂ)“‘u[lws+z|3 Lokel3= /3 gy
2<s<3.

P
lfe = vliwzag,,, < CH° “1133‘||“r'3”w;—‘mx”u||w2'-n’-'.;QJ‘ 3<s <4

Druga ocena je saglasna s glatkoséu podataka, dok je prva ocena "skoro” saglasna
s glatkoséu podataka.
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PrRIMEDBA |. Ocene razlomljenog reda (44)—(47) mogu se dobiti I primenom n-
terpolacije pomaéu pozitiviiog operatora, koristeéi relacijn {(dg. A))g2 = [do. 411
[37] 1 analog teoreme 1.5.4.

PRIMEDBA 2. Napred izloZena tchnika moze se prinieniti generalno, na siroku
klasu diferencijskih shema eliptickog, parabolickog i hiperholickog tipa [4].[5].[29],
[30],[36]. U nekim sluéajeviina. pored izlozenil interpolacionth metoda necphodno
je koristiti 1 mewod kompleksoe interpolacije [37],[50]

PRIMEDBA 3 Interpolacions tehnika je narefito podesua za ispitivanje brzine
konvergencije diferencijskih shema definisanih na neravaomernim mreZarma [31],
[42], kada tehnika zasnovana na lemi Bramble—=Hilberta nije valjana.
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