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IIpearosop

Y oBoM pany 6uhe pacBer/beHa JBa BeoMa 3HauajHa MecTa MaTeMaTHYKE JIOTHKE y MaTe-
MAaTHLH, Ta H Hayny, yommre. Y oba cayuaja Ouhe nmpoydyapaHH HaYMHM Ha KOj€ €& MOXe
pOIIMPHBATH KIaCHYHA JIOFHKA JO HeKOT GoraTujer GopMalHOr CHCTEMa KOJH Je MOAECHH]H
33 pe30HOBame Y Pa3HUM CHTyalHjaMa. Jlakne, KibydHa IHTamba koja he OMTHM pa3sMaTpaHa
¢y, ¢ jemHe cTpaHe, NpuMeHa MaTeMaTHUKe IOTHKE Ha BCOMA 3HaYajHe ¥ BaXKHC MaTEMaTHKe
obnactu Kao mro cy Teopuja BeposaTHohe 1 Tononoruja u, ¢ Apyre CTpaHe, Kako oBe obnacru
MOI'Y YTHLATH Ha (MaTeMaTHUYKY) JIOTHKY,

Hajnpe he 6MTH npoyyaBaHe TONOJIOINKE JIOTHKE M TO HAJBHILE Y HUbY OCBET/bHBAHA
TOMOJOWKHMX CTPYKTYpa MaTeMaTH4KoM JorukoM. Takohe Ouhe maT u mperjiel HEKMX
3HaYAjHMjHX HCTPaXHBama y KOjUMa ce nperumhy MaTeMaTHdka JOrMKa M Tononordja. Ilo-
cebna maxma Ouhe nmoceeheHa TakKO3BaHHM KJIaca-TOHOJIOIIKMM JIOTHKaMa ITOJACCHHM 3a
fipoy4aBame TONONOTHje Ha paBuM KiacaMa. M y OBOM CIlyuajy Harjlacax je Ha jeJHOM
OIIITHjeM IIPHCTYILY IIojMy TorojiowmKor npocropa. Haume, 6uhe nedunucana jeaHa onuIruja
KJlaca MpocTopa, HOTOJHUX 33 IPOYIaBame Pa3sHHX TOMOIOMKHX OcOOHHA.

TMocebna maxma he OuTn mocBehieHa nuTamy. Ha KOJU HA'HMH je JeAaH Ol OCHOBHMX
ojMOBa—T0jaM BepoBaTHHlie, IPUCYTaH Yy MaTeMaTHUKOj Joruuy. brhe nepunncano Hexo-
JIAKO JIOTHKA Koje (hOPMANH3yjy CTATHCTHUKY (T3B. OGjeKTHBHY) BepoBaTHOhY M OHMX Koje
cy TIOTOAHE 33 GopMalIH3alMjy TaKo3BaHe cyOjekTHBHE BepoBaTHohe. Hako he yrmaBHOM T€
JIOTHKE NPeACTaB/baTH KOH3EPBATHBHA palllperba KNacHYHE NOTHKE, Ouhie MOMEHYTe H OHE
HasupaHe Ha HEKMM HEKNacHM4YHUM JorHkama. [ToceOHa maxma Ouhe moceehena yclIoBHHM
pepoBaTHohama. [Topes KnacHYHOT HPHCTYNA YCIOBHO] BepoBaTHOIM (kojn moTHue o Kon-
MoropoBa) 6uhie pa3MaTpaH u jexaH antepHaTHBHM (Jle (PHHETHjeB) IPHCTYII OBOM IOJMY.
JIpYr'd IpUCTYT je moce6HO 3aHUMIBMB J€p MY C€, MOCEMIbMX IOJMHA, NOK/Iakha CBE Beha
naxma. 3a CBaKy Off JIOTHKa Guhie 1aT CHCTeM aKCHOMA KOMILISTaH Y OHOCY Ha ofroBapajyhe
Knace Moaena. YrnasuoM he 6utH kopumehenn KpurkeoBH MoeNu I'ke je BepoBaTHoha fe-
¢HHNCAHA Ha MOACKYMOBHAMA CKyna CBMX Moryhux ceeropa (kao NMOTOJHA CCMATHTHKA 32
cybjekTHBHY BepopaTHohy), amu fie OGUTH M peun 0 MoAeaUMa (TTOTOJHHM 332 CTATHCTHYKO
cxBaTame BepoBaTHOhe) rae je BepoBaTHoha nedunMcaHa Ha NOMCHY HEKE CTPYKTYpC IIPBOT
pena. Taxobe, 3a cBaky of noruka 6uhe pasMaTpaHa NUTama ¥ ILHXOBC ONIYYHBOCTH H
IIpHMEHE.



1
JJOI'MKE

To claim that logic is first-order logic
is like to claim that astronomy is the
study of the telescope.

J. Barwise

Uaxo cy JIOTHKa ¥ MAaTEMATHKA YBeK O1IIe CpOIHE IMCUMIUIMHE, Y ApYroj NoAoBHHr X1X
Beka OHOC Meljy lhHMa NNOYHIbE [a ce Meba. Haume, ca HCTpaXkMBaltbHMa OCHOBA MAaTEMaTHKE
¥ npoGieMHMa HBEeHOT 3aCHHBamba, JIOTHKA je, Iocle JABe XMbajJe FOAMHA CIIOPOT pasBoja,
KpeHy/a JpyTHM [IPaBLEM, CACBHM APYradjuM ofl TPAJHIHOHAIHOT. JIOTHKa j¢ MaTeMaTHLH
yKa3aa Ha HA3 Ipo6JieMa KOjH Cy ¢€ JI0 Tafa CMaTpaJld HCKJbYYHBO JIOTHYKHM, a Te npobieme
je MaTeMaTHKa OTKPHJIA ¥ Y CBOJUM COTICTBEHHM OCHOBaMa H MoYela j¢ Ja KX H3yuaBa. MareMm-
aTHKA je HCTO TaKO IIpEy3ela HU3 MOJMOBA, IPETIIOCTABKH M 3aXTEBa KOJH CYy ¢ HOpMHpaH
y morur. Ca Apyre CTpaHe, JOTMKa KOPHCTH MAaTeMaTHUKE METOME Y JOKa3sMBamy CBOJHX
TBphema, Te ce YeCTO NOCMATPA Kao jeHA O] MATEMATHYKUX TEOPHja y YHjeM OKBHPY j¢ pa3BH-
jeH jeman 6poj MaTEMATHYKHX METOMa KOJM ce IO TIPHpoa¥ GHTHO HE Pa3NMKy]y Ol METONaA
anredpe, aHAIH3€E WIKH TONOJIOTH]E, OMHOCHO, KOJH CY TI0 NMPHPOAN MAaTEMATHYKH H CIYXE 32
pelliaBame MaTeMaTHUKHX npobiieMa. Pe3ynraTti KOJM Cy IOCTHIHYTH Y HCIHTHBaBY OCHOBA
MaTeMaTHKe, OIIET, Jadu CY BPJIO MHOTO MaTepHjajia IOTUUYKUM UCTpaXKUBalbUMa O APHPOIH
JIOTMYKOT MHIIJBEHba. JelaH o/l OCHOBHHX 3a/IaTaka y IpoydaBiby OCHOBa MAaTEMAaTHKE je 11 cE
OIMIIY U AHAJIH3MPA]y NOJMOBH ,,HHTYHTUBHE MaTeMaTHKe. 1IpBH KOpak y TOM IIpOoy4YaBamy
je 4ecTo ,npeBolebe’’ HHTYMTHBHE MaTeMaTHKe Ha GopManHu Jesuk. Pasyme ce, mpupona
TOT je3HKA 3aBHUCH Of HAUHMHA Ha KOJH CMO pa3yMelH 10jMOBE HHTYUTHBHE MaTeéMaTHKe, &I
M aHaIW3a TUX MOjMOBAa 3aBHCH o MOryhHOCTH Koje mpyxa H3adpaHH Je3uK. Moryo 6u
ce TBPJHMTH a4 je pa3syMeBame HHTYHTUBHHX MOJMOBA BaXKHH]E jEp, Ma KOJMKO OWIH mpe-
HM3HY (HOPMAJIHH CHCTEMH KOje KODHCTHMO, OHM HE MOTY OTKIOHMTH HENOCTATKe HALIUX
MHTYMTHBHHX I10jMOBa, Majia oMoryhyjy aa ce T4 HefocTauu OTKpH)y. Mnak, jJloruka je Hesa-
oBOWIa3aH METOJ 3a pellaBakhe MHOTHX MATEeMATHUKUX NMPOOJIeMa KOjJH ce He MOTY PEIINTH, a
yecTo HU OoOpo paszymerH, 6e3 oarosapajyhe normuxe anamuse. JIpyrum pednMa, JIOTHKa ce
HHKAKO HE CMe CXBATHUTH CaMO Kao KOHTEKCT Y KOME ce nocTojeche TeopHje MOry pUroposHo
H3MOKUTH, ajI KOjU ca CTAHOBMIUTA KOHKPETHHX pe3yaTaTa HE JOHOCH NMPAKUYHO HHUINTA
HORBO.,



1. TOI'’HKE 4

1.1 EkcreHn3mje JIoruKe NpBor peaa

[Ipe/MXATCKH PayyH, 2 THME M IETOB JE€3HK ca CKYNMOM HEJIOTHYKHX CHM boina S, je npunarohen
npoy4aBamby 0cobHHa S—CTPYKTYpa, 1J. penandjCKo-onepalHjcKHX MaTEMaTHYKHX CTPYK-
Typa o6muka M = (M, R, F, C), rae je M nenpasan ckyn, R, F, C peroM CKynosx penauuja,
onepalMja ¥ KOHCTaHTH Mo 6pojy U BPCTH mornyHo ofpehenu ca 5. MehytuM, nosHaro je
Jla ce [Be Haj3HauajHUje CTPYKTYpe, CTPYKTYpa NpHpOoIHuX GpojeBa N =(w,+,,%,50)un
CTpYKTypa peanHux 6pojesa R = (R, +,-, <, 0, 1) He Mory oKapakTepHCaTH oaropapajyhum
jesukoM mpBor peda. McrTo BaXKM M 3a HEKe YMTaBe KfIace CTPYKTypa: IpYymne ca TOP3UIOM,
nosba KapakTepucTHke 0 U Tako faJbe. 3alpaBo y jE3UKY NPBOT pea Huje Moryha notnyna

KapakTepusaudja 6uno koje beCKkOHa4He CTPYKTYpC.
IToxywaju ia ce CTBapH MONpPaBe AOBOJIC KO Pa3HHX TOTHYKHX CHCTCMa KOJH UMaj]y MHOIO

sehy u3paxajuy Moh o IpeANKaTCKOr payyHa.

Hepunnunja 1.1.1. [Tog roZuuxum cuciiiesom, unu kpahe Gog 10ZUKOM, L fiogpazymesamo
o ynryujy S Koja ceaxom ckyily cumbona S, apugpyscyje ckyd S-pevenuya &(S), u

o Gunapny penayujy =1, C Mg X 6(8S), 2ge je Ms knaca S-ciapyxiaypa

iaxo qa sadice ciegehe ocobune:
1. axo je Sp C S, onga je 3(Sp) C &(S51),
2. ako M =1 p, @aga, 3a nexo S, M je S-ciupyximiypa u ¢ € &(S).
3. acoMELouMEN, miaga N L o,
4. axo je Sy C Sy, p € 6(Sp) u M je S,\-cilipyxisiypa waga:
M =L p axko M [ S =L .

Axo je L noruxa u @ € &(5), Heka je
m5(p) = {M : M je S-crpykrypa u M = ¢}.

3a Ma KOjy 3aaTy IOTHKY L UeHTpaTHi Ipo6JieM je OMHCATH CTPYKTYpe KOje Cy L-eKBHBAJICHTHC,
Tj. Kaja 3a/I0BoJbaBajy UcTe L-peueHmuile.

Nedunnuuja 1.1.2. Hexa cy L u L' nozuxe.

(a) Hexa je S ckyai cumbona, ¢ € 6(S) uy € &'(S). Dopmyre ¢ u P cy nro2usxu exeusa-
neniine axo u camo axo je M5(p) = ME (Y).

(6) L' nuje cnabuja og L, y osnayu L < L', ako u camo axo 3a ceaxo S u céaro ¢ € &(5),
gocimoju P € &'(S) iwaxo ga cy ¢ u Y noduuku exsueanenine.

(e) Jlozuxe L u L' cy uciiie jauune, y osnayu L ~ L', axo u camo axo jeL < L'u L' < L.

JNloruka L je pe2ynapra ako H caMO aKo

e ,cazipxu HckasHe (BynoBe) Be3sHHKe , T. 3a 3a1aT0 S H:
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— ¢ € &(9), nocroju ¢ € &(S), Tako na 3a caKy S—CTpyKrypy M Baxu:
M L ¥ akxo Huje M =y, @,

— o,y € 6(S), nocroju § € &(S), Tako Aa 3a cBaKy S—CTpyKTYpy M Baxu:
M= 0 akko (ML ¢ u M =L 1Y),

e ,JI03BOJBbABA pelaTHBM3ALM)Y™, Tj. 3a ¢ € &(S) u ynapuu penaumjcku cumbon R
nocroju ¥ € &(S U {R}) rako na je:

(M, BM) k=1 ¢ akko RM |1 o,

3a cBe S-CcTpyKType M H cBe .5-3aTBOPEHE MOJACKYIIOBE RMoq M (RM je nommonen on
M ca gomerom R™M);

e ,JONYINTa 3aMeHY ONEPalMjCKKX cuMb0M1a 1 KOKCTAHTH PENALUjCKUM cuMboIHMa “, Tj.

aKo je S ckyn cumbona, a S” ckyl cum60l1a TaKaB Jla Ce CBH OTIEPALM]CKH CHMOOIH U
KOHCTaHTe B3 S 3aMEeheHH pelanMjCKUM cHMO0THMa 32 1UX0Be rpadoBe, Tala 3a CBaKO
¢ € 6(8) mocroju ¥ € &(ST) Tako Aa 3a cBaKy S-CTPYKTYpy M BaxH:

M p akko M" = .

Y HacTaBKy heMo y }=; M30CTaBJbaTH MHAEKC L, M MUCATH jeMHOCTaBHO =, jep he u3
KOHTEKCTa YBeK OUTH jaCHO O KOjOj JIOTHLIH je ped.

KaxeMo na JlepenxajM-CxoneMoBa TeopeMa Baxu ¥ L: Axo je ¢ € &(S5) 3agosonusa
dopmyna, @aga © uma u S-mogen wuju je gomen Hajeune apedpojus.

Crnnuno, kaxeMo 1a Teopema koMnakTHocTd Baxu y L: Axo je T' C &(S) u ceaxu xonaqan
gogexyii og T je 3agoeonsus, waga je u T’ 3agosomug cKyil.

OsHauuMo ca Lj KjlacudaH IIpeIMKATCKH paduyH NMpBOT pefa. Y OBOJ, Kao M Y OCTAJIHM
norukaMa xojuMa hemo ce oBzie 6aBUTH, CKyNn peyeHHUa 6(S) medHHHINE Ce KA0 MOOCKYM
ckymna ¢opmyna For(S).

Teopema 1.1.1. ( Lindstrém) Ako je L pedyrapua noduxa, waxea ga je Ly < L, y kojoj eavice
Hesenxaim-Cronemosa teopema u Teopema xomiaxi@inociiu, waga je L ~ Ly,

VY HacTaBKy YKpaTxo heMo OIMCcaTH HEKOJIMKO BEOMa 3HAYAJHUX JIOTMYKHX CHCTeMa: L{Q),
Ly, w, La, L11, Linon, KOJH €Y HaCTAJIM NPOIIHPHBEHEM TTIaBHHAX HJcja NPeAHKAaTCKOT padyHa
IIpBOT pefia JONyLITameM 6oraTHjuX jesHka, a kako heMo BUAETH KacHHje M GOTaTHJUX CTPYK-
Typa. 3aHHM/LHBO je IOMEHYTH H TO [1a CY YOIIIIITera IOTHKE IIPBOT Pefia CTapHja  Off e caMe.
CucTeM BeoMa OIM3ak JorHuM Apyror pena kopucto je Ilepc 1835. romune. IlpaxkTudno,
cBe 1o 1930. roouHe mpeoBNanaBajy CHCTeMH Apyror peaa. Jlo Taja HMje MOCTOjajia ONINTA
carnacHoCcT OKO HoTalldje, a HH MHTepnperanuje, popMannux cumbona. HMHTepecoBaibe 3a
eKCTEH3Mje JIOTHKA M T3B. allCTPAaKTHY TEOPUjY MOAENA HADOUHUTO j& MOPACHO MOCE pe3yn-
tata [lona Bapsajza (Jon Barwise) o 6eckoHaYHUM AOIYCTHBHM je3HIMMa ca moveTka 70-ux.
BapBajs je, KopucTehH uieje U3 mpommpeHe TEOpHje PEKYpP3Hja, YCIIEIIHO YOIIITHO TEOPH]Y
[I0Ka3a, TeoPeMY KOMITAKTHOCTH H CII.
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1.1.1 Jlornke ca yonmitennm kpantuduxaropuma L(Q))

JenaH oI MPBMX €KCIUTMLIMTHHX MNpEAora 3a Mpoy4aBame eKCTEH3Hja JIOTMKE IIPBOr' pena
METOaMa TeopHje MoJIeiIa fona3u 0 MOCTOBCKOT [1957]. Hheropa npeja 6una je ga ce A0Ra)y
KBAHTH(HKATOPH KOjH JMPEKTHO IPEACTaBIbajy OjMOBE ,,KOHAYHO MHOI'0* H ,,IIpebpOJHuBO
MHOFO® KOjH HHCY AeMHAOMIHM Yy JOTHMIM NPBOT pela, a A0CTa Cy BaXHH y MaTCMaTHLM.
Ckyn opMyna noruke L(()) reHepucaH je npaBUIHMa Koja, open cTaHJapAHHX, CaipXkKe U
cnefche MpaBUaO: aKo je ¢ GopMyna U T TPOMCHIBUBA, Qzy{z) je bopMyna, TIpK UeMY je T
pe3aHa IPOMEHJbUBA Y 0BOj GopMynH. 3Hayer-e HOBOT KBaHTODa () MOXe DMTH Pa3HOIHKO.
Ha nipuMep, 3a cBaku KapauHanaH 6poj Ra unteprnperaunja L{Qq )-bopmyie Qo y MOnETY
M 3a Banyammjy v : Var — M [neuHHCaHa J¢ TAKO Ja:

M £ Quzplv] axxo mocroju 6ap R, enemenata b raxsux ga M = @[v(b/2)];

rze je v(b/x) Basyanyja Koja CBUM NIPOMEHJLHBHM ROIEIbYjE HCTE BPeMHOCTH Kao ¥ BajlyalHja
v, OCHM TIPOMEHJBHBO] Z KOjOj AOAEIbYj¢ BPEAHOCT b.

Joruxa L(Qo) je usrpaljeHa Ha pa3IMkOBamy KOHAUHO-OECKOHAMHO. CIMuHO, JIOTHKA
L(@) je m3rpaljena Ha pa3jIHKOBAIbY npebpojuBo-Henpedbpojuso. Taxo, Ha MpUMep, Y JIOTHLIH
L(Qo) Moxemo medhHHHCATH MIOJMOBE Kao IITO Cy Ipyfne ca TOP3HjOM, KOHAYHO TeHCPHCAHE
IrpyIe, KOHaAYHO-THMEH3HOHE BEKTOPCKE MMPOCTOPE, & MOTY CC AebUHHCATH H IpUpoaHu 6po-
jeBH, mox je noruxa L(Q1) morogHa 3a AeHHACAHE MOjMOB2 Kao LITO Cy MpeOpojHBO TeHEp-
HCaHe TPyIe, pasHe HenmpeOpojHBe CTPYKTYPE H CIIMYHO.

Hsuenalyjyha je ummenuua aa ce noruka L(Q:) 6ome ,Jfonania* ox noruke L{Qp). Ha
npuMep, Jok ce 3a L(Qp) He MoXe AOoKa3aTH TeopeMa NOTIYHOCTH, 33 L(Q1) Moxe.

V norumu L{Qp) He BakH TeopeMa KOMIIAKTHOCTH, aJjld BaXH JIeseHxajM-CKOJIEMOBa
teopeMa. Y L((};) HUTH BaXKH TeOpeMa KOMIIAKTHOCTH HUTH JleBenxajM-CroyieMOBa TeOpeMa
(6yoyhu ma ¢popmyna Q1T = T HeMa npebpojus Mozen). 3aHUMIBHBO J€ MMOMEHYTH Jia y
0BOj JIOTHIIH BaXKH jeHA BapHjaHTa TeOpeMe KOMIAKTHOCTH. HauMe, jnoraka L(GQ1) je No-
KOMIAKTHA: ceaxu dpebpojus ckyfi L(Q1)-pevenuya je 3agosomue ako u camo ako je ceaxu
rel06 KoHavan iogckyd 3agososué. Jla TeopeMa KOMITAKTHOCTH HE BAXKH (3a HenpebpojuBe
CKYIIOBE peueHHIa) oKa3yje ciefichu MpuMep: aKo Je3HK CajipXH HenmpebpojUB CKYI CHMOOIA
KOHCTAHTH {C, | @ < N1}, cBakn KOHa4yaH MOACKYI OX

{_lCa=Cﬁ|0§&(ﬁ<N1}U{ﬁQ1$$=$}

j€ 3aJ0BOJHHB, JOK YMTAB CKYII TC HUJE.

Kucnep jey [25] moka3ao TeopeMy MOTHYHOCTH Y3HMajyliu 3a aKCOMATCKHU CHCTEM JIOTHKE
L{Q1) npoimperbe aKCHOMATCKOT CUCTEMa KITACHYHOT IIPEIUKATCKOT payyHa cnepchuM cxeMa-
AKCHOMAMA:

(1) @iz — Quyp(y/z), ako y HEJe CTOOOIHO Y ¢

(3amMeHa Be3aHe NMPOMEHIbHBE);

(it) "Quz(zr =y VI = 2)

(,,CHHEATOH ¥ ap HHCY HENpeOpOojHBH );

(iii) Vz(p — ) — (Qizp — Q17Y)

(,,CKYIl KOji HMa HernpeGpojuB MOACKYN je H caM HenpeOpojuB®);

(iv) ~QizIyp A Qiy3zp — JzChyyp

(,,AKO je yHMja HajBHIlle MPecGPOJUHBO MHOTO CKYTIOBA HenpebpojuBa, Taa je bap jeaan o THX
CKyNoBa Hermpebpojus ).
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1.1.2 Jloruka L,

Y noruuu L., , nopes yobuuajeHux GopMyia KIACHIHOT NPSAMKATCKOT pAYyHA JONMYIITEHE
Cy M KOHjyHKUHj¢ Hajsumie npebpojuBor ckyna ¢opmyna: axo jc P HajsHine npebpojus,
HerpasaH, ckyn dopmyna, Tana je 1 A ® dopMmyna. Penauujy 3agoBomerba dhopMmyna oBe
JIOTHKe IpolMpyjeMo cieachuM ycnosom:

M /\(IJ akko M |= ¢ 3a cBako ¢ n3 P.

Hucjynpjy \/ ® ypomuMo kao ckpaheme popmyne ~ A{—p | ¢ € ®} (npeMa ge Mopra-
HOBHM 3aKOHHMA).

HMa jrocTa npuMepa CTpyKTypa Koje Mory 6uTH onucaHe dopMynamMa noruxe L, ,: kaaca
CBHX KOHaGUHHMX MOJIeNIa, Kilaca CBHX IpyTia ca TOP3HjOM, K1aca NoJka Kapakrepuctrke 0, kiaca
apXuMeJCKH ypeheHuX mosba, Kilaca 1oBe3aHHX rpadoBa H Tako naske. Ha npumep, Kiaca
CBHX Ipylia ca TOP3HjOM OKapaKTePHCAHA j& KOHJYHKIMjOM yOOHUYajeHHX aKCHOMa 33 TPYyIIe
3ajeo ca: Yz V{z *...*z = e | n € N}. Takobe, ako 3a npuponan 6poj n Behu ox 1, ca

mn
P3n O3HAUMMO popMyny Fvg. .. Fup 1 (v = i AL A DU = Vpeg AL A DU = Vpy),
umamo Jia Baxu: M = \/{—p>, | n > 1} akko ,,M je konauaH ckyn®.

AKO ce no3BONE NOKa3u OeckoHauHe AYKHHE, NOTHKA L, ., MMa AKCHOMATCKH CHCTEM
KOJH je MOTHYH y ONHOCY Ha yBeneHy ceMaHTHKY. TIpBy TeopeMy IOTIIYHOCTH 3a OBY JIOTHKY
noxasao je Kapm (1964). AkcHOMATCKH CHCTEM KIAaCHYHOT MPEAMKATCKOT pauyyHa NpOIUKUpPEH
Je Ha cenehu HauMH: 3a cBaky peuenuny A @ u ¢ € ®, nonaje ce akcuoMa
DAND—
¥ npaBWIo H3Bohema:

(¢%) n3 9 — o, 3a cBako ¢ w3 P, 3aKmyUyjemo 1 — A P.
Teopema koMIIakTHOCTH He BaXxn y L., ., INTO HaM mokasyje cnegehn ckym pedennna:

{V{—ntp;ﬂ (n > 1}} U {psa | n > 1}

donycrusu ckynosn H jgornxa 1, 4

KaxkeMo na je ckyn gofiycifins axo H caMo aKo je HempasaH, TpaH3HTHBAH M Monen Kpurike-
IInarex Teopuje CKynosa.

CKymt z Je @pansuiliuéar axo je CBaKH €NiEMEHT Of I MOACKYI CKYNa . 3a CBAaKu CKyn
T TOCTOJH HAJMA¥M TPAH3HUTHBAH CKYN, T3B. [HPaHIuAUGHO 3aifi8operse CKyNa T, KOJH Ta
cafapxu. 3a cBaku OeckOHayaH KapauHan &, osHaumMo ca H(k) komexumjy cBux ckymopa
YH)€ j¢ TPAH3UTHBHO 3aTBOPCHE KAPAHHAIHOCTH < K. Y HacTasky he HapoOYHTO HUTH BaXKHe
xonexuyje HF = H{w) u HC = H{w;), unje hemo ememenTe penoM 3BaTH Xepeguifiapro
KOHAYHU U XepegquiliapHo dpebpojusy CKYIIOBH.

IlojaM goflycitiugoZ cxyiia ynenu cy Kpunke (1964) u [Inarek (1966) ocnamajyhu ce mpe
CBEFa HA TEOPH]y M3PauyHIBHBOCTH (pekyp3uja). OHH cy yoImuTwiM yobHuYajeHy TeopHjy
W3pavyHJbMBOCTH IPAPOHUX OpojeBa Ha OpJMHANE KOjH CY MARH OJ] HEKOT (DHKCHPAHOT T3B.
gotyciausol opgurana. Haume, Kpunke-ITnatexona Teopnja ckynosa ( KP) je , MuHumanza®
TEOPH)a Y K0JOj €€ MOXE 3aCHOBATH 110jaM H3PauyHBMBOCTH. 3a CBaky OpIOMHAT o, NOoCTOJH
oaropapajyha gamunuja KOHCTpYKTHOMIHMX cKyioBa L,. Ako je (IL,, €) Momen 3a KP,
OpAMHAN (¥ )€ TONYCTHB.
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Teopuja KP je Teopuja MpBOT pela Ha Je3UKY {€}, cnabuja o ZF teopuje ckynoa
jep ce onbauyje akcCHOMAa NapTUTHBHOT CKYIIA, JOK Cy aKCHOME cermapanuje (IMOACKya, KOM-
MpeXeH3uje) ¥ KONeKLHje (3aMeHe) OrpaHHYCHe CaMo Ha Ay popmyne. Cxyn Ay dopmyna
je HajMamM CKyn (GopMYTa KOji CaapXH aToMudke gopMyne jesuka {€} W 3aTBOpPEH je 3a
KoHAauHe KOHjYHKIMje M TUCjYHKUHM]E, OTpaHHYcHEe KBAHTHPHKATOPC dr € uun Vzr € u ¥ He-
ramgjy. Ckynm X ¢opMya je HajMarbH CKyIl GopMya KOJH CaJpxH Ag hopMyJie H 3aTBOPEH
je 32 KOHauHe KOHjYHKLMje M TUC]YHKIK]e, OrpAHMICHE kpaHTUMKaTOpe 3T € UU VT € u H
ersucCTeHUMjaIHe KBaHTHdMKaTOpe 3. YBeleHH CKYIIOBH popMyna Cy 3Ha4YajHH 300T BeoMa
BaKHUX 0coGMHA Koje heMo ¥ HacTaBKy oMeHyTH. AKo je (M, E) nexa crpykTypa ca jeIHOM
GVHapHOM pealujoM, Heka je Tp = {a € M : aEz}, 3a npoussomkan z € M I, ITon xpajreom
exciensujom onl (M, E) mogpasyMeBaMoO CBAKY HaJICTPYKTYDY (N, F) on (M, E) Taksy na je
38 CBAKO T € M, Tp = zp (x € M HeMa HOBe eJleMeHTe y Mpowupemy). [IpHMeTUMO Na
ykonuko cy M u N TpansutusHH ckynosu u M C N, Taja je (N, €) xpajiba eKCTEH3Hja Ol
(M, €). Heka je T HeKH CKyTI peyEHHIA Ha JE3HKY Teopuje CKYNoBa; Ha npuMep, ' Moxe OuTH
ynpaso KP. Kaxemo na je popmyna () fipenocusa y omHocy Ha T' ako H caMO aKo 32 CBe
(M, E), 3a xoje je (M, E) | T, Baxau: axo je (N, F') kpajiba eKCTCH3H]a 0N (M, F) takBa na
je(N,F) =T, Tana

w3 (M, E) = ¢[@], cnemu (N, F) |= ¢[a}, 3acBeans M.

Kaxe ce aa je dopMyna  adcoryiina y ofHocy Ha I' axo M €aMO aKo Cy H ¢ M HbCHa
Heranja poHocuse gopmyite y oarocy Ha T'. BeoMa BaxXHO TBpheme je ma cy cBe 2. popMyiie
npeHocuse y omHocy Ha T'. J{oxasaso je na Baxu u 06puyTo (PepepMan u Kucnep) na je cBaka
npeHocnpa gopMyna y ogHocy Ha T’ yjenHo u T-eKBHBAJICHTHA Hekoj 2 GOpMYINIH. 3HadajHe
CY H IIOCHEAULIE:

e cBaka BopMyna koja je Ag Han T je ancosyTHA y ONHOCY Ha 1';
e cBaka Ay GopMyna je allcOIyTHA Y OFHOCY Ha cBako 1.

HANOMEHA. Hexa cy M u N tpansurupsu ckynosu, M C N, (M,E),(N,F)ETn
Heka je ¢ GopMyIna ca napaMetpuma y M npeHocusa y ogHocy Ha T'. AKo Je Xcryny (N, F)
nedurucan popMynoM o, Tana je X N M cxyn y (M, E) nepunucan ca ¢. Taxobe, 3a cBaky
a € M, dopmynom z € a Ay jey (N, F) nepuHuCaH HCTH CKYN Kao M Y (M, E). O

Tako, akcuoMe Teopje KP Cy axcHOMe eKCTEH3HMOHAIHOCTH, PEryJIapHOCTH, napa M
yauje (kao kon ZF), sajemro ca cnepehuM cxemMama akcuoMa cenmapalidje ¥ KOJIEKLHje:

o (A, cenmapanuja) 3a ceaky Ag dopmyiny ¢(z,Y) ¥ ¥0joj ce IPOMEHJEHBA U HE NojaBibyje
CI000JHO, AKCHOMA J€:

VpvuIuVz(z € v < (z € v A o(z,7));

e (A, xonexumja) 3a cBaxy Ag gopMyny ¢(z, Yy, Z) Y K0joj ce IPOMEHIbUBA U He [I0jaBIbYje
cr1oBOAHO, AKCHOMA je:

vavu(Vz € uIyp(z,y,Z) — vz € udy € ve(z, y,2)).

' UnTynTHBHO, ocoba koja xusu y (M, E), TE cMaTpa ckynom enemMeHaTa ol .
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Jenna onl HajBaxHMjux Teopema teoprje KP je apunyuii L-pedrexcuje: y KP cBaka 2
dhopMmyna je exBuBaeHTHA hopMyITH 06muKka Jup®, IPU YeMy je penaimiususayuja o dbopmyne
© y OIHOCY Ha U AeHHHCAHA HHIYKLHjOM IO CIIOXCHOCTH dopmMyre ¢: (T = )% u (z € y)¥
cy pemom dopmyite = yu 7 € y; (¢ — ¥)* 1 (-p)* cy ¥* — ¢ 1 —p", ok je (Irp)*
dopmyna Jdr € up”.

3a cBaKH JONYCTHB CKYIT A, HajMatby OPIUHAJ KOJH HHJE CJICMCHT OfF A HasuBa ce opgunan
ckyiia A n obenexana ce ca o A). Ipumerumo ma je o(A) yBek IpaHUYAH OpIMHAI ¥ /la
je jeaHaK CKYIy CBUMX OpIMHANA KOjH Cy elneMenTH on A; uak je o(.A) moackyn on A xoju je
nedunabunan y (A, €) HekoM Ag GopMYIIOM. |

Baxxau nipuMepH gonycTieux ckynosa cy H(x), mpu uemy je o(H(k)) = «. HajMamu mehy
muma, HF = H(w), ofrosapa KIacH4YHO] TEOPHjHU M3PaUyHIbHBOCTH H JEIUHH J€ AOIYCTHB
CKYTL 4njH je opauHan w. Ha npumep, 3a X C HF xaxe ce na je pexyp3usro Habpojue aKo
je nedunabunan y (HF, €) nekom X dopmynom ca mapaMeTpuMa y HIF; ckyn X C HF je
pexyp3uean axo je mweros koMmieMeHT HF \ X pexyp3uBHO HabpOjHUB. [Toka3syje ce ma ako
CKYN TIpUpONHHX GpojeBa MaeHTHOUKYyjeMo ca ckymoM HIF, 3a csaku X C HEF axun: 1.)
X je Ao man HF ako u caMo ako je pexypsupan 4 2.) X je ¥ Hapx HIF axo u caMo ako je
peKkyp3uBHO Habpojus. Jlakie, y ©3BECHOM CMHCIIH Ag- ¥ 2-1eduHaOWIHN CKYTIOBH CY DCAOM
reHepaIH3alije peKyp3UBHHX H PeKypP3HBHO HabpOJMBHUX CKYIIOBA.

Jla 6¥ MCTaKIIM aHAJIOTHjy Ca KJIACHYHOM TEOPHMjOM H3PAYYHIBHBOCTH, 3a NMPOH3BOIbAH
nomycTus ckyn A, enemente ox A 3ahiemo A-xonaunuM ckymosuma. IToackym ox A je A-
pexyp3uero Habpojue ako je nedpuHabunan y (A, €) HekoM 2 GOpMYIIOM ca TapaMeTPUMa y A,
1j. ako je & nan A. Takobe, cxyn X C A je A-pexypsusan ako cy u X u A\ X A-pexyp3uBHO
naGpojusu. Ha mpumep, 3a cBaxu gomyctis ckyn A, ckyn o(A) je A-pexypsuBaH, aju Huje
A-KonauaH.

Teopema 1.1.2. Axo je A gouycizue ckyi, S nexu A-xonauan ckyiu X C S je A-pexypsusat,

waga je X u A-xouavan’.

Ia 61 noKa3ao YyBeHe TeopeMe HEMOTIYHOCTH, 'efen je (mpebpojuB) JesHk MpBOT pefia
KOIMpao MpUpoAHUuM 6pojeBuMa KopucTelin crannapaan Mozen aput™etrke N. Mcnocrasiba
ce Ia je CKYNl KOIOBA CBMX BAJbaHHX PedeHHIa KJIACMYHOT NMpPEIMKATCKOr payyHa, jedaH
peKyp3MBHO HabGpOjuUB cKyIl, Tj. AeduHabunan y N jeqaom 2 gopMynoMm.

Cnuuno, dpopMyrne oruke L, , MoXeMo KofHpaTH enemenTuMa ckyna HC npecnikasa-
meM —-: For(L,, ) — HC Ha cnenehu nayuH:

e CBaKH JIOTHUKH WM HEJJOTHYKH CMMOOII je HeKH pupoaaH 6poj,

(- AN3 =
1 2 3 4 ... )7

e 3a CBAKy IPOMEHIBHBY vy, je "v,,” = (0, 1),

e aToMHuHE GOPMYIIE CYy KOHAYHH HU30BH CHMOONA: "ty = U " = ("0, 7=7,"0y "), . ..

2W3 npunumna & peruekcHje u akcuome Ag-konexuuje cnean Aa je X aehunabunan y (A, €) Hekom Ag

dbopMynoM, oaxnc, pema akcuoMy Ag-cenpaunje cnean ga X € A,
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e cBe GopMyJIe Cy HajBHIIE TPeOPOJUBH CKYIIOBH: ¢! = (=7, T ), Tz = (F37,727, T,
A= (A pe?})

CauuHo, popMysIe MOKEMO KOTUPATH e1EMECHTHMA OUIIO KOT IONYCTHBOT CKYyTIa A. Dop-
Myna orHKe L 4 je cBaka nonyctpa ¢popmyna ¢ € I or(Ly,, ), Tj. TakBaga "¢" € A. 3aTo ce
Kkaxe U 1a je L4 ¢ppazmenii noruxe Ly, ,. CKyn popMyna ¢pparMeHTa L 4 uMa gocra ,s1enux”
ocobOMHa, Ha TIpHMeED:

e Axo je ® npebpojus ckyn dopmyna u & € A, Tama A @ € A, Ve e A {p:p€
Ple A {Jzp:pe @} EA,...

e axo je ® npebpojun ckyn gopmyna u3 For (L., ), TaJa TOCTOjU NPedPOJUB HparMeHT
L 4, Taxas Ja je ® ckyn momycTHBHX GopMyla.

dopMyna ¢ dieopema je noruke L 4, y o3HAIM 1, , AKO H CAMO aKO HMa JI0Ka3 y JIOTHIIH
L., . TakaBb [a je cBaka dopMyna Tora fokasa L 4-¢popMyna.

Teopema 1.1.3. (Teopema noTnynocTH) Axo je  peuenuya ipebpojueos gpazmenitia L 4 noluxe

L., ., maga éaxcu: b,  akxko [ .

Teopema 1.1.4. (BapsajioBa TeopeMa IOTHYHOCTH) Hexa je A C HC gogycitus ckyiu. Ckyil
caux eamanux pesenuya ppaimeniiia L 4 je T nag A.

Vomrrasajyhu TeopeMy KOMIIAKTHOCTH KJIACHYHOT TIPEAHKATCKOr padyHa: Axo je T cxyfi
peueruya (ipeo2 peqa) maxae ga ceaxu reios R0gCKyi To xoju apunaga HIF uma mogen, @aga
u T uma mogen, Bapsajs goxasyje u cnefiehy, BeoMa 3HaYa)HY, TEOPEMY.

Teopema 1.1.5. (Teopema Bapsajzose xomnkakTnoctH) Hexa je A C HC apebpojus gotiyciaug
cxyii u nexa je T cxyii L a-pevenuya xoju je ¥ nag A. Axo ceaxu To C T whaxae ga Ty € A uma

mogen, waga u T uma mogen.

1.1.3 Jloruxa apyror pena Ly

(DOpMAITHH je3HK JIOTHKe L1 je Npollnpehe je3uka MpBOT pella CKyITOM HOBHX IPOMCHIbHBHX.
3a CBaKM Ipuponan 6poj n, monajeMo mpoMerbmBe Vi, V1*, . .. 3a n-apHe penanje. Y oBOj
JIOTMIM JOMYIITeHe ¢y, opeR yobuuajennx, u opmyne obmuxka V™ ... t,, NpH YeMy CY
t1 . ..1t, TEDMH, K20 H OHE Y KOJHMA C€ KBAHTH(HKY]E TIO HOBUM TPOMEHJBUBUM: 31X p, Taeje @
dopMyia, a X peraumjcka MpOMEHIbMBA. Banyai)a Jpyror-peia ckyna M je cBako npeciu-

KaBaIbe I/, UHjH je JOMEH CKYTI CBHX TPOMEHILMBHX OBE JIOTHKE, {vo, V1, - - - }U U {vg, v, oL
neN

Taxo na {vo, v, ...} = Mu {V@, V{,...} = P(M™), 3a ceaxu npuposat 6poj n. Taxo, ako
je M 6uno xoja CTPYKTypa H  Bajlyallfja Apyror peaa, HMaMmo

M | 3V[v] akxo noctoju C C M™ tako na M = p[v(C/V")),
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rae je v(C/V™) Banyauuja Koja CBUM IMPOMEH/BHBHM JOMIE/bY]e HCTE BPEIHOCTH Kao 1 Baly-
alHja v, OCHM IIPOMEHJEHBO] V'™ K0joj Ho/ieiby)e BpeqHOCT C. YHHBep3aIHU KBAaHTH(OHKATOD
ce YBOAM Ha yobu4ajeH HauMH.

JIorBKa OApYTor pela je Beoma H3paxajua. Ha mpuMep, MOCTOJU pedeHANa YHJH CY CBH
Moe u3oMopdHH ca (w, s,0). Takole, ako je g KOHJyHLHja CBMX aKCHOMA 3a ypeleHa
mojba H PedeHMIle Apyror peaa: ,,CBaKH HelpasaH CKYNl KOJH Je OTpaHMYEH OJO3r0 HMa

cynpemMyM®™, 1J.

VX (( 3zXz AJyV2(Xz — z < y))
— Jy(Ve(Xz — (2 <yVz=y)) AVz(z <y — Jz(z < 2A X2))))

33 CBAKY CTPYKTYPY M (Ha jesuxy ypeherux nospa) Baxu: M = pr akko M = R.
TeopeMa KOMITAKTHOCTH He Baxu y L. Ha mpumep, ako je @rn opMya

VX ((VzIhyXzy AVeVyVz((Xzz A Xyz) — z =y)) — Vy3zXzy),
HMaMoO [1a BaXKH

M = s, aKKko ,,cBaka HHjeKTHBHa QyHKIMja U3 M y M je CHpJeKTHBHA™
akko ,,M je KoHayaH CKyMN".

Huje Tewxo Buaeth Aa ckyll {@ea} U {¥>n | n > 1} nuje 3anoBosbus, alH je, HapaBHO,
CBAKY H:ETrOB KOHa4aH [IOACKYI 3af0oBoJbHB. Kako cy opMyite JIOTHKE Opyror peAa KOHa4YHH
HU30BH CHMO0J1a, HEBAXCHbE TEOPEME KOMIIAKTHOCTH IToKkasyje Ja ¢& Y OBOJ JIOTHIH HE MOXe
nedMHUCATH AKCHOMATCKH CHCTEM ¥ KojeM 61 ToXa3H 6MIIH KOHAUHH HU30BH, a KOJH 0K buo
carmacad ¥ HOTITYH ¥ OJHOCY Ha CEMaHTHKY JoTHKe Ly

Byayhin na je Heku ckyn M Hajsume npeGpojHB aKO H CAMO aKO MOCTOJH ypeheme Ha M
TAKBO [a CBAKM eJeMEHT MMa CaMO KOHAYHO MHOTO MPETXOJHHKA, aKO CTABUMO 1A J€ P

dbopmMmyna:

Y (Vz-Yzx AVaVWVz((Yzy AYyz) = Yzz) AVzVy(YayVz =y Vv Yyz)
AVZIX (psn A VY(Xy < Yyz))),

MMaMO Ha BaKH:
M [ pg, axko ,,M je Hajume npebpojuB ckym™,

5.
M E ~pg, akko ,,M je HenpeGpojHB CKym.

Iaxne, JlepenxajM-CkrolieMOBa TeopeMa He BaxH y L.
WnTepecanTia je TOTHKA JIPYTOr pefia Y KOjy ¢e 3HAK JEAHAKOCTH YBOH PEYCHHIIOM

VaVy(z = y « VX (X « Xy))

no3natoM xao Jlajouunon identitas indiscernibilium: ,ABe cTBapH Cy jeHaKE aKO HE IIOCTOJH
CBOJCTBO KOj€ HX PaIHKyje".
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MonajcKka JloruKa apyror peaa Lipon

V 1or¥iH Loy JO3BOJBEHO je KBAHTH(MHUKOBAILE CAMO MO MOJACKYIIOBHMA AOMCHA CTPYKTYPE,
Te je 3aTO je3HK TPBOT peld MPONIMPEH CaMO HOBUM DECKOHAYHUM CKYNOM NMPOMEHIbUBHX
Vo, Vi, ..

3uaueme HOpMyTaMa oBe JloTuKe Hajuemhe ce Aaje y T3B. ¢rabum CTPYKTypaMa (M, S),
apH deMy je M Heka (onepauujcko-penanujcka) CTpyKTypa IpBor pelia, a S nmoackyn napTu-
TusHor ckyna P{M) ox M. Tako, Ha npamep, axo je (M, §) 6uno koja crada CTpykTypa H
v BaJlyaligja Jpyror pejia, iMaMo

(M, S) | 3V™p[v] akko nocroju C € S Taxo na (M, S) |= [ (C/V™).

Joruka Loon, HHTEPIPETHPaHA y CT1aOHM CTPYKTYpaMa, MOXKE CC CBECTH Ha onrosapajyhu
IBO-COPTHH NPEJHKATCKH payyH ca ofrosapajyhuM cTpykTypama obnuka (M, S, €), rue
je (M, S) Heka cnaba CTpykTypa, a € penauyja npunanamna Mehy eneMenTuMa ckyna M
 eleMeHTHMA Konekimje S. OTy/la H YUBEHHNA Na €€ 3a JIOTHKY Lmon, HHTEPIPETHPAHY
Ha OBaj HAYMH, MOTY [OKa3aTH OCHOBHE MOJIENI-TCOPETCKE TCOPEME: TEOPEME IOTIYHOCTH X
KOMITAaKTHOCTH, Kao H JIereHxajM-CKOJIEMOBA TEOpEMA.

BaxHO je IPUMETHTH Ja, KO C& OTPaHMYMMO €aMO Ha Mojelne obnuka (M, P(M)),
Taja HUjeJHa OO MOMEHYTHX MOJEN-TEOPETCKHX TeOpeMa HE BaXH. Uuaue, noruka Lyon
MHTEPIPETHPAHA CAMO Y OBAKBHM CTPYKTYpaMa Ha3UBa CE€ M #yHa MOHANCKA JIOTUKA.

VBeANMO M HEKOIMKO MOjMOBA, KojH hie HaM kacHHje OUTH 0/] KOpHCTH. HanMe, KOpHII-
hemeM JOTHUKHX TPAaBHIA 3a HEralyjy, HHje TEUIKO MOKa3aTH Aa je CBaKa Lmon-popMyna
eKBMBAJICHTHA CBOjO] T3B. Heayujcxoj Hopmannoj opmu, Tj. GHOPMYIH y KOjO) C€ 3HAK —
mojaBibyje caMo HCIpel ATOMHAYKUX dopMyna. Kaxemo Aa j€¢ Lmon-POpMyna @ io3uiiueHa
110 CKYIOBHO] NpoMeHJbHBo} X, aKo Je CBaKO ¢lobomHo 0jaB/bUBalke HPOMEHJbHBE X ¥
neZayujckof Hopmannoj hopmu of ¢ obmika Xt npu YeMy HCIpeN Xt Hema 3HaKa HETalyje;
@ HeZaffiuena 110 X, aKO je CBAKO CIIOGOMHO MOjaBIbUBatbe X Y He2ayujckoj HOpManHOj gopmu
ox  obmaxa —Xt. Ha npumep, popmyiia

AX-XtV (XzA-YzAy(XyAYy))

je To3UTHBHa 1o X, aJIH HHj¢ HU MO3UTHBHA HM HETATUBHA IO Y.

1.2 HexjgacH4yHe JIOTHUKE

Jloruke, Koje cMO TIOMEHYJIH, IIOTOJHH CY CHCTEMH 32 U3paXaBambhe CBOjCTaBa MaTEMaTHYKHX
cTpyktypa. Mckasnu (Bynos) padyH, kKao A€o0 CBaKe O/l MTOMEHYTHX JIOTHKA, dhopMan3yje OHa)
JI€0 JIOTHKE Y KOjeM JIETHTHMHOCT apIyMEHTAlHje 3aBUCH CaMo OJi BE3HHKa Nomohy KOjHX CY
peueHUIle KOHCTPYHCAHE, a HE H OJf BbHXOBOT 3HAUCHA WM YHYTPallihe CTPYKTYPE. Y oBOM
KOHTEKCTY, OGHTHH Cy CaMo: CTPYKTypa PEuCHHLE Y OJIHOCY Ha JIornyke (MCKasHe BE3HHKE’
M UMIbEHHULA Ja PEYEHHIIA MOXe GHTH CaMO MCTHHHMTA WM IaXHa, IPH YEMY )€ HPCICBAHTHO
3aIITO je MCTHHHTA WITH JIaXKHa, KAKO ¢ HHTepIIpETHpHA U 11ITa je el cMucao. Pasne motpebe
TeopHjcke (Ha npuUMep, POOIIeMH KOjH CY Ce MOJaBIIIH Y 3aCHHBaby MATCMAaTHK®, ¢u3UKe U
dunosoduje) u npakTHYHE (Ha IPHAMED, Y padyHAPCTBY) IPHPOJHO CY YTHLIAJIE KAKO Ha Pa3Bo)j
KJTaCHYHe MCKA3HE, OJJHOCHO NPEIUKATCKE, JIOTUKE, TAKO H Ha CTBApabhe PaSHUX HEKAACUHHUX
noruka. Tako, H3IBOjUIIE CYy CE BE IIaBHE IPYIE HEKJIACHYHHX JIOTHKA!

34KO ... OHAA ...5 ... M. .. .. . HUM. ..} HE. ..} ... aKO ¥ CAMO aKO . ..
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e JIOTHKE KOje KOpUCTE HCTH (HOPMATTHHM JE3UK aKO M KJIACHYHE JIOTHKE, aJlH CC Oll bUX pas3-
JMKY]Y pa3IMYMTUM TPETHPAkEM HCTHHATOCHHX BPEMHOCTH, HIIH onbauuBameM HEKHX
BajbaHUX GopMyna,

e JIOI'MKe Koje KopHcTe 6OTaTHjH GOPMAIIHH Je3HK HETO KNACHYHE IOTHKE YHME CE noehasa
H3paXkajHOCT, AOK Ce 3aApXKapajy KnacH4aH HauHH aehbunKcaba UICTHHE H OATOBapajyhe
BaJbaHe GopMyIIE.

Taxko je, Ha IPUMeD, APUHYUT UCKbYYerba ilipehes, BeoMa 3HaUa)aH YC/I0B KIIAaCHTHE JIOTHKE,
OBEAEH y CyMIbY jOIIl Y aHTHUKO o6a.* Hamymrame OBOT IPHHIMIA BOAW UK BOTHBAIICHT-
HMM JIOTMKaMa WIHM MHTYHIIUOHH3MY.

Taxolje, HanmyIITambe YCIOBa Ja j€ UCTHHHTOCHA BPENHOCT MCKa3a (p — ) nornyHo
onpeheHa HCTHHUTOCHUM BPeTHOCTHMA UCKA3a ¢ M Y, BOIIM HIM Y MOJIATIHE HIIH Y PEICBAHTHE
TOTHKE.

Momenyhemo caMo Heke HEKIIACHUYHE HCKA3HE JIOTHKE, Y3 HAIIOMEHY /1a 33 CBAKy Ol IbHX

IOCTOjM H oroBapajyha npeIuKaTcka JIOrHKa.

1.2.1 IToausanenTHe (BHIIEBPENHOCHE) JIOTHKE

V ONUBANEHTHHM JIOTHKaMa IPEeTIIOCTaB/ba CE /1A MCKa3 MOJXKE MMATH BHLIIE O AIBE]Y Moryhux
HCTUHMTOCHHX BPEOHOCTH; MOpESH HCTHMHHTOCHHX BPCIHOCTH Q4RO W HEWAYHO OCTOJE U
npyre. AKO JIOTMKa HMa TPY HCTHHHTOCHE BPEAHOCTH, Tpeha HCTHHUTOCHA BPEIHOCT TyMatil
ce Kao: Hello3Haiio, Heogpelieno, MpenywiHo Hema UCTHUHUITIOCHY épegrociii B ¢l Ha nipumep,
aKO CY HCTHHOTOCHE BpegHocTH: 0 (HEMCTHHUTO), 1 (HCTHHHTO) H 2 (HeoapeheHO), HCTHHH-
TOCHE TabJIHIE 3a —  — MOXEMO JedHHHCaTV Ha clleaehy HauYuH:

0 1 010 1 2
1 0 101 2°
2 2 21211

Huje Temxo nokasatu fa dpopmyna (¢ — (P — 8)) = ((p = ¢) — (¢ — d}), 3aBHCHO
o/l HCTHHHTHCHHX BPEAHOCTH KOje MMajy ©, ), 6, H{je YBEK UCTHHMTA, ajid Ja HH Y jeITHOM
cllydajy HHje HCUCTHHHTA.

Takolje, TOCTOj€ M 7L-3HAYHE JIOTHKE, 32 CBAKH IPHPOJaH Opoj 1, Kao u DeCKOHaYHO-3HAUYHE
JIoruke. Y HOBMjE BpeMe CBE BHIIE C€ IIPUMEIbY]Y [0, 1]-3HauHe JIOTHKE, T3B. (a3u JOTHKE’,
rze je [0, 1] jemuHudHu HHTepBal pealHUX OpojeBa. 3a CBAKH MCKa3HM BESHHK * neHHHINE CC
ncTHHATOCHA dyHkumja f, : [0,1)* — [0, 1], npu uemy ce, Hajuemhie, 3axTeBa ma fi | {0,1}
NpeAcTaBiba KIACHYHY , HCTHHHTOCHY TabmuIy™ Be3HHKa *; Ha mpuMep aa je fa(l, 1) =1
1 fa(1,0) = fA(0,1) = fA(0,0) = 0. V Benuxom 6pojy ciyyajeBa, H300p HCTHHMTOCHHX
(byHKLMja YCIOBI/bEH je KOHKpeTHUM npobieMoM KOjH ce pasMaTpa H onpehen je uzbopom
HCTHHHTOCHE (bYHKIMjE 32 KOHjYHKIHM]y; Ha IPHMEp, y3uMa ce a Je

fo{z,y) = max{z : falz,z) <y}

Hajo3HaTHjH IPUMEpM OBAKBHX JIOTHKa CY:

4JeqHa BEp3Mja OBOT MPUHLUNA j€ H IOTHYKO YUCH:E A2 Je CBaKH MCKa3 HIIH HCTHHHT WK JIAXaH.
Sam TeopHjy je 1965. roaune ycranorro 3aaex ysohemem ¢asu ckynosa. On Taga $a3u TeopHja CBE BHILE

HaJIa3K CBOjY MPAaKTHUHY HHAYCTPHJCKY MPHMEHY.
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e Jlykacujesmuena, rae je fa(z,y) = ALy = max{0,z +y — 1} u

) TSY
f—*(may)_mﬂ"Ly_{ l-z4+y, T>Y

e Tenenosa, raeje fa(z,y) = T Ag y = min{z,y} u

_J 1L sy
f**(:n,y)—:r:—rgy—{y, >y

e TIpoussoj-noruka, racje fa(z,y) =z Any =2z -y H

l, zsY
o T>Y

f—»(w,y)=$—*ny={

JleTaJbaH Nperien pasHux ¢asu JorHKa, cxBaheHUX kao [0, 1]-3HauHuX TOTHKa ca HCKa3HUM
Be3HUIIMMA YBEJCHHM MPEKO MCTHHHTOCHUX (QYHKIM}a, HAT je Y 138].

1.2.2 UHTYHHHOHUCTHYKA JIOTHKA

Jenan of Haj3HAYAjHMHX MOKYyIaja Ja ce MATEMATHKa JIOTHYKH 3aCHYje NPYXHIA je HHTY-
MIMOHHMCTHYKa JIOTHKAa. M3pa3HTH IpeNCTABHHK TOT CTAHOBHINTa OHO je bpayep, BEIHKH
MPOTHBHHK JIOTHIM3MA ¥ OTall HHTYHUHOHM3MA. [IpeMa BeroBOM MHIIEIHCILY: He focitioju
A0Zuxa Koja bu obasesusana cee vyge y C6UM SpeMEHUMA’.

WHTYKUHOHHM3aM CAaCBUM ozbalyje NOMUbAH¢ UCTHHHTOT M JIAKHOT, H TBPIH CaMO OHE
MCKase KOjU ¢ MOTY KOHCHpyKitiu6Ho JOKA3aTH.

[TPUMEP. (bpayep) ——¢ — ¢ HE€ MOXEMO TBPIUTH 3a CBAKO TBpheme . 3aucra,
HATDMIIHMO JeLIMMAJIHU pa3eoj 6pojam: m = 3,14159. .. 3annmmo n 6poj p = 0, 333333. ..
npekuajyhu 3anucuBame Kafia ce Hu3 Hudapa 0123456789 NojaBM y 3anucy 6poja m, Mox
npernoctaBkoM: He swam ga nu he ce uxaga nuz 0123456789 fiojasuitiu y geyumannom paseojy
6poja . Heka je ¢ TBpheme: p je payuonanan 6poj. Kiacuuno, ¢ je OUMIJIEOHO Ta4HO.
MHTYHIMOHHCTHYKH (0 C¢ MHTEpNpeTHpa Ha cnefehu Hauun: [locifioju KOHCITpyKyuja yeaux
6pojesa ™ u 1 fHakeux ga je p = . AKO NPETIOCTABHMO —, Tafa p HE MOXC butu
obmuka 0,33...300..., 1. p= %, OOHOCHO (¢ BaXKA INTO je KoHTpamuKiuja. Jlaxiue (MHTY-
MIIMOHHCTUYKHK) 1. AJIH, MHTYHITHOHHCTHYKH, HE MOXEMO TBPAHTH ¥, & THME HC MOKEMO
TBPIAMTH HH - — .

Apenz XejTHHT Je GOpMalIH30Ba0 HHTYHUHOHUCTHYKY NIOTUKY’ M JAHAC Ce 4eCTO HEeropa
¢dopManu3alija CMaTpa HHTYMIIMOHHCTUYKOM JIOTUKOM. Tparame 3a HHTYHLIHOHUCTHKHM
3aKOHHMA, JIOBETIO j€ JXO CHCTEMA UMje CY aKCHOME

(I1) ¢ — (¥ — ¥)
(12) (p = (W —80)) = ((p— ) = (¢ —0))

6Bpayep je cMaTpao aa je 6poj T NECHTHMHO KOHCTPYHCaH 6poj jep MOCTOJM aNropuTaM KOHCTpYHCAtba

uudapa
Tyemy ce, uHade, Bpayep KecTOKO MPOTHBHO
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(I3) (¢ — ) =
(14) ¢ — (¢ = ¥)
(15) ¢ = (¥ > p AY)
(16) oAy — ¢

A7) pAY — 9

0K je jemuHo nipaBuiio usBohema mogyc fionenc (MP).
MHTYUHMOHH3aM je HOBEO A0 HACTAHKAa MHOTHX MOACPHUX MAaTEMAaTHIKHX TECOPH)a.

1.2.3 Moaaane Joruke

Heky NMOTHYapH Cy CMATpaiM, a2 MHOTH joII yBeK CMaTpajy, Aa ce y oipehyBamy omHoca
Mely MCKa3HMa Mopajy y3uMaTH y ob63Up M ofenexja Kao HITO €y HyXcHOCH, moZyhHoCi,
Hemo2yhHocil, K20 M APYTH CPOMHH 110jMoBH. JIorHKa koja mpoy4aBa OB IIOJMOBE 30BE C€
MOGanua nosuxa®,

Jesuk MoOanHe JIoTHKE fo6Hja ce IpoIupeheM je3UKa KilaCHUHEe JIOTHKe YHapHUM OIep-

atopuMa [ u ¢, ipu uemy je Otpdéf—t[:l—mp. Onepatope [1 1 ¢ penom heMo 3BaTH HYJICHO H

modyhe. OBe omepatope, Ila THME H Be3e Mehy lbHMa, MOXEMO CXBATHTH HAa Pa3HC HAYUHE
[43], Tako ma NMOCTOje Pa3nHYMTH CHCTEMH MOJATHHX 3aKOHHTOCTH. Ha mpuMep, akcuome
JeOHOT TAKBOTI CHCTEMA, O3HAYMMO ra ca (K4), cy:

ML) ¢ = (¥ — @)

M2) (p =@ —0) - ({p—¥)—(¢—0))
(M3) (—p — ) — (¥ — ¢)

(M4) Qp — o

(M5) Op — OO

(M6) O(p — ¥) — (Hp — Uy)

JIOK Cy IpaBuia u3pohema mogyc fionenc (MP) u npaBuno weyecuiiayuje (N): 13 ¢ H3BOIH
ce L.

[To3HaTO je fa ce MOJANTHM TNOJMOBH HE Mory AepHHHCATH caMO HOMOhYy HCTHHMTOCTH
M JIAXHOCTH’, T€ CE 32 MOJAJIHE JIOTHKE Kaxke [a CY JIOTHKE H3HHWJaHCHMpaHe HCTHHE; MOpeH
MCKa3a KOjH CY TAYHH WITH HETAUHH, [IOCTOje U HCKa3H KOJH €y HY>KHO TauHHM, KOJH Cy Moryhu
M TaKo JaJbe.

HamoMeHMMO [a ce MOJAIHH IIOJMOBH HYXcHO H moZyhe MOTy, HA HM3BeCTaH Ha4MH,
MOBe3aTH ca Pa3HMM BpeMEHCKH oapeabaMa. Taxole, pauyH BepoBaTHORE ce MOXKE CXBAaTHTH
Kao HyMEpUUYKO MPOUIHPEHhE¢ MOAANIHE IOTHKE, Ka0 INTO ¢& MOAAIHE TBPAES MOTY CXBaTHTH
M K40 CTICLIAjaJIHM CJIy4YajeBH KOjH Ce MOojaBJbyjy y JIOTHIM BEpoBaTHORe.

Sjep cy ce y TpaIHIMOHATHO] JIOTHIH HYXHOCT, MOTYRHOCT HTA. 3BAJIH Mogarudieidu Ca3HAHA HITH HCTHHC
U CcTHHMTOCHA BpeAHOCT (GOpMYJIE KOj2 TIOYHILC HEKHM OJl MOJANHHX onepaTopa HHj¢ GpyHKUH]Aa MCTHHH-

TOCHHX BPEAHOCTH noagopMyna Te popmyne



1. JJOTUKE 16

1.2.4 Kpuikeoss MOA€EJIH

VomuTapalkhy MHTEpIpeTal#ja Koje ¢y KopuiiheHe y pasHUM HCKJIaCHYHUM JIOTHKaMa Haj-
puue je nonpuuaeo Cayn Kpunke (1940) npeTrnocTaBKOM Ja €y MOJIEIH ONMPEMIbEHM CKYTIOM
(mosyhux) ceeifiosa’® W H M3BECHOM perayujom goCIaudCHOCTHIU (qociliytinociiu) Mehy muMa
R C W x W. Tako, y Ipenu3HOM daBamy 3Hauekba (opMyliaMa HEKE HEKJIACHIHE JIOTHKE IPC
cBera ce KOPHUCTH ITOMEHYTH IPHCTYII ca MOTYhHM CBETOBUMa KOjH ce Ha3HBa M penanoHa
CEMAHTHKA.

KpHiikeoBH MO/Ie/IH 32 MOJAJHE JIOTHKE

MozelH 3a MOJAINE JIOTHKEe ce ynpapo 6a3upajy Ha MCTOBPEMEHOM MOCTOjalby BHIIE CBC-
TOBA, KOJH CBaKH 3a cebe MpejICTaB/ba KIACUIHY HCKa3HY MHTEpNpETALM]jY, ¥ Mehy CBeTOBHMA
IOCTOJH pellaliija JOCTHXHOCTH.

Ha mpHMep, ONMIOKMO Kiacy MOJieNa Koja oaroBapa MOJanHoM CHCTEMY (K4). Axo je
I ckyn HMcKasHHX cioBa, ypehena tpojka (W, R,v) je uckasnu Kpuiikeoe mogen, ako je W
HempasaH ckym, R TpaHsuTHBHA OHHapHa penanvjaHa W,av : W X I — {true, false} npe-
clIMKaBambe Koje CBaKoM cBeTy w € W npuipyxyje JefHy KIaCHIHY HCKa3HY HHTEPIPCTALHU]Y
v(w,:) : I — {true, false}. Penamdja 3agogosusocitiu, y O3HaLH |=, je buHapHa penaimja
usMehy cBetopa Momena (W, R, v) u gopmyiia, Taksa [ia 32 CBaKH CBET W € W Baxmu:

e ako p € I, w b= p akko v(w, p) = true,

—( aKKO HHUje W = @,

°
&
i

e wkEpAYakkow Epuw k=1,

o w & Oy axko 3a cBaKH CBET u TAKaB 1a wRu BaxH u = ¢.

KaxeMo 1a je Heka dopMmyna ¢ 6asbaHa y HEKOM HCKasHOM KpHIIKEOBOM Mozeny ako 3a
CBaKM CBET w TOT MOJie/la BaXH W = @, Tj. aKo je 3af0BOJbEHa Y CBAKOM CBETY TOT MOJIela.
Kako MOHaIHe JJOTHKE MPBOT pefa HacTajy IPOHIMPUBAEM KIACHYHE MPEIUKATCKE JIOTHKE
MOATHAM OMEepaTOPHMa, Kao IITO je TO paheHo W y UCKa3HOM Cly4aly, Ha CEMAHTHYKOM
HHBOY C€ CBAKOM CBETY MOJAJIHOT MOJENA IPHAPYKYJe TOMEH, CKYTI objekaTa XOji NOCToje ¥
TOM CBETY.

KpniikeoBn MO/IETH 32 HHTYIHOHHCTHYKY JIOTHKY

3Haueme GOpMyNIa Y HHTYWIMOHUCTHYKO] JIOTUIH Aaje ce, takohe, ynorpebom KpHIIKEOBHX
MOJIENA, KO KOJHX je pealuja JOCTHXHOCTU pediieKCHBHA M TPaH3UTHBHA. (CBETOBH MoJiena
Ce MOT'Y CXBATHTH K40 CKYNOBH HHpopMauMja, ONHOCHO CTaka 3Haka Y ogpehecHOM TPEHYTKY,
[IOK pelalpja JOCTHXHOCTH IIpefcTaB/ba Moryha mpommpera akTYelIHOT CTamba 3Hama!l.

Penanmja 3al0BOJGHBOCTH HCITyHbaBa clesehie 3axTese:

e aKO jé P MCKA3HO CNIOBO M W |= P, OHJIA 32 CBAKH CBET U TAKaB Jia je wRu Baxu u = p,

103 mpuMep, MHOTO j¢ HCKA3a KOjH Cy TAYHH jEIWHO Y 3aMaJbCKUM YCHOBHMA, Tj. TaYHH HA TUIAHCTH 3eMIbH,

NOK Y HEKOM ApYravHjeM cBeTy Moryhe je 1a OHH HUCY HCTHHHTH.
Hay Ru ce TymMau Kao ,,aK0 cana 3HaM w, oHaa hy y 6yxyhHoctn Mox/a 3HaTH u”.
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e wEpAYakkow Eguw =Y,

. w=goV¢aKKOw|=g0HHHw|=’¢b=

e w |= — aKKO 3a CBAKH CBET U TakaB [a je wlu Huje u = ¢,

e w |= ¢ — 1 aKKO 3a CBAKHM CBET u TakaB 1a je wRu aKko u |= ¢, oHNa u k= 1.

MDopMyila @ je eavana y Mogeay aKO 3a CBaKH CBET W MOJENA BaXH W = @, a unHiay-
UYUOHUCTIIUUKY 8a/baHA, AKO J€ BaJbaHa Y CBUM MOJICIHMA.
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TOITOJOI'NJA U JIOI'MKA

Quant a4 moi, toutes les voies diverses
ou je m’étais engagé successivement
me conduisaient A 1’Analysis Situs.

H. Poincaré

2.1 Tonoaoruja

2.1.1 TonoaouwkH NPOCTOPH

Pa3Boj GpyHKIMOHATIHE aHATH3E H APYTHX JHCIMIUINHA Y KOJUMA CYy yOueHH (PeHOMCHH CIIMYHH
HeNPEKATHOCTH H KOHBEPTEHIMjH (TCOPHja MapLyjaTHIX ypeherba, TeoOpHja CKYIOBa, JIOTHKA)
6HO je MpUpOoaH PA3yIor Oa ce, YMECTO MCTPHIKUX, nocMarpajy ancTpaKTHHJH IPOCTODH.
Tako A0J1a3¥ A0 3aCHUBAIA TEOpHUJe HOROA0UWKUX pocitiopa Koja IaHac MpelicTaB/ba HajIipH
OKBHP ¥ KOME Ce H3y4aBajy GeHOMCHH HETPCKHAHOCTH H CPOJIHH ¢denomMenn. Peu,,rononoruja‘
OTHYE Of TPUKE pedd TImos; Hako je yobudajeH MpeBojk OBE petH . JIPOCTOP®, Y HOCIEAHC
BpeMe cBe delllhe ce OHa ce NPEBOAM Ko ,,MecTo!“, IITO yOCTAIOM BHIIIE OATOBapa JIATHHCKOM
Ha3WBY 3a TOMONOTHjy: analysis situs.

Neduunuuja 2.1.1. Konexyuja T fiogckyiiosa HexoZ HedpasHoZ ckyia X je xonexuuja oflieopenux

cKyfiosa, uiu @oitonoZuja, ako u CamMo aKko eaxce caeqeha wpu ycnoea.
(T1) 0, X €T,

(T2) ako U,V € T, ongaUNV €T,

(T3) 3a ceaxy damunujy {U; : i € I} C T easneu | Jie; Us € T,

Tofionowru iipocimiop je tiap (X, T).

EjlemenTe xonekuuje 7 Ha3HBaMO OffigopeHum CKyNIOBUMA. 3aii60penu CKYIIOBH CY KOM-
IIEMEHTH OTBOPEHHUX.

| Jenan of pasnora je cBe 3HaYajHuja TeopHja Tornoca.

18
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Teopema 2.1.1. Konexyuja C céux 3aiigOPEHUX CKYRO8A HEKOS modoaowro? tpociwopa (X, T)

3ago8o.6a8a cieqgehe ycaose:

(C1) 0, X €C,

(C2) axo F,H € C,onga FUH €,

(C3) 3a ceaxy pamunujy {Fi:i € I} € C saocu (e Fi € C.

TomoNOMmKa CTPYKTYpa Ha HEKOM cKymy X Moxe ce JieprHHCATH TAKO IITO ¢¢ MPBO 33/1a
xoneximja C mojckynosa of X Koja 3a0BOJbaBa yCIOBE (C1), (C2), (C3) u unje enemanTe
30BEMO 3aTBOPEHH CKYIIOBM, 4 OHJia Ce OTBOPEHH CKYNOBM JeMHHUITY KAaO KOMIUICMCHTH
3aTBOPCHUX.

Teopema 2.1.2. Jatwu cy fodlonowku apociiopu Xy = (X, T), xonexyujom T otmigopenux
cxyiiosa na X, u Xo = (X, C), xonexyujom C 3aiisopenux cKyiosa Ha X. AxozaceaxuU € T
uceaku F € C éawcu U\ F € T u F\U € C, tmaga je T xonexyuja owieopeHux cKyuoea
dpocitiopa X, a C Konekyuja 3aitieopeHux ckyiosa gpocuiopa AXj.

[IpeMa [PETXOIHOj TEOPEMH, TOMONOINKH TMPOCTOP C¢ MOKE NCPUHUCATH H KO TPOjKa
(X,7,C), Taxo na xonexuuja 7 3a70BOMbABA YCIOBE (T1), (T2), (T3) 3a oTBOpEHE CKYTIOBE,
a C ycioee (C1), (C2), (C3) 3a 3aTBOpEHE CKYNOBE, y3 NONATHH YCIOB

(+) axoUecTuFel, tammU\FeTuF\UcC(.

HanoMeHUMO Jia je OBaKaB IIPHCTYI NOT0aH 33 HHTYMIMOHUCTHHYKO NPOy4aBakbe TOTOMOLIKHX
npocTopa ( [7]), Hajupe 36or ofBOjeHHX AehUHHIIM|A OTBOPEHHX M 3aTBOPCHHX CKYyIOBa (be3
KOMILICMEHTHpAba), 2 3ATHM H 360T UHILEHHUIIE 1A CC 32 Pa3IHKY Y (+) MoXKe y3eTH pellaTHBHH
KOMILIEMCHT. :

[TocToju joUI MHOTO HAYMHA JA CC Ha IPOU3BOJBHOM CKYITY paechHHMIIE TOMOJIOIKA CTPYK-
Typa: nomohy omepaTopa 3aTBOpEH:A, ONEpaToOpa YHYTPAIIBOCTH, nehHHHCAmEM KONICKIH)a
OKOJIMHA CBaKe Tayke CKyIa H Tako AaJbe.

2.1.2 TonoJjoruje Ha KJIacamMa

MeraTeopdja Ha Kojoj he 6MTH 3aCHOBaHO M3llarame y OBOM OICIbKY je NBG? teopuja
CKYTIOBa ¥ KOjoj Ce pa3MaTpajy Kiace, a Koja je 3aIipaBo exctensyja ZF teopuje ckynosa. Ta-
xolje, y 0BOM ofieJbKy fieMo, Hajuemhe, BeIMKHM MAaCHHM CIIOBHMA.: X,Y,Z,...o03Ha4aBaTH
Knace, a OOMYHHM (Maq¥M ¥ BCIMKUM CIOBHMA). Z,Y,2,..., XY, Z, ... ckynoe. Ko-
pucTuheMo M CTaHAapIHE O3HaKe: V 3a KIacy CBHX CKyNoBa, ORD 3a xiacy CBUX OpAHHAIA,
CARD 3a kacy CBHX KapJHHAaJa, U CI1.

[IpuMeTHMO Hajripe Aa ce AepHHHIH]e ¥ KOHCTPYKIHM]e KHaCHHE TOTIOJIOTHje (Ha HEKOM
CKyIy) He MOTY JIMPEKTHO IIPEHETH Ha kiace. Pasnor3a to je KopHIIheme CKYTIOBHE Ofiepanuje
KOMIUIEMEHTHpama. MehyTum, mpobnem ce Moxe MpepasHhil aKO OABOJCHO ACHHHHUIIEMO

2(bon Hojmau-Beprajc-T'eaen
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KJ1aCy OTBOPEHHX M KJIACy 3aTBOPEHHX IOACKYOBA MPOCTOPA, MHCIIHPUCAHH TCOPEMOM 2.1.2
KIacHuHe Tornonoruje. Mujajnosuh u hiupuh y [7, 8] yBoae nojaM TONONOMIKE CTPYKTYpe HA
paBHM KiIacaMa cieachoM AehuHAIHIOM.

Nepununuja 2.1.2. Hexa cy X, T u C xnace. Tpojra (X, T,C ) je WoRonowKu K1aca-Gpociiop
aKo U Camo axko axce caegehu ycnoeu.
(KT1) axou,v € T, ongaunv € T,

(KT2) 3a ceaxu ckyi i u céaxy pamunujy {u; : j € i}, axo 3a céaku j € 1, u; € T, onga u
U U; € T:

je&i
(KT3) 3a ceaxu z € X siocitioju v € T, makas ga T € u;
(KT4) axou € Tua € C, ongau\e € T;
(KC1) axoa,b€ C, ongaaUbe C;

KC2) 3a ceaxu ckyit i u ceaxy pamunujy {a; : j € i}, axo 3a céaxu j € 1, a; € C, ongau
N o ] J
a; g

JEi
(KC3) 3a ceaxu cxyi z, iwaxag ga je x C X, docmioju a € C, Wlaxas ga je T C a;
(KC4) avou € Tua € C,ongaa\u € C.

[IPMMEPH. 1. JuckpetaH knaca-npocrop Ha V: (V,V, V),
2. 3a CBaKM OpAMHAI &, HEKA j€ To CKYIl CBUX OTBOPEHHX, a 0, CBHX 3aTBOPCHUX MO/CKYIIOBA
ol @ y ONHOCY Ha Tononorujy ypehema na a. Kako je3a a < 5, 7, C 75 4 04 & 0p, JTAKO

cepummmajezaT= |J 7.uC= |J 04 (ORD,T,C) rononomku K1aca-npocrop.
acORD acORD
Tononomxu Kiaca-npocrop Ha kiacu CARD, nedpunvme ce Ha NOTIYHO aHATIOraH HA1HH.

3. Heka je Ha ckyny z AepurACcaH 0OHYaH TOMOJNOMIKH MMPOCTOD, ¥ KOME je Tx KOJIEKL{H}a CBUX
OTBOPCHHX, 2 0 KOJEKIIMja CBUX 3aTBOPEHHX CKYNOBAa. 3a MPOM3BOJLHY KIacy X, HEka je
T={u:uCX,zNuer}uC={a:aC X, zNa€ o} Tanaje(X,T,C) rononomxkmu
KJ1aca-TIpOCTOP.

AHAJIOTHO TIOCHEMIbEM TIPHMEDY, JIAKO ¢e IOKaszyje Jia je, 3a CBaKH TOIOJIOIIKH Kiaca-
npocrop (X, T,C) u ceaxu ckyn z € X, (z, T [ z,C | x) obuuaH TONONOMKH NPOCTOP,
mpuuemyje T [z ={yNz:yeT}uClz={yNz:yc ChBaxuuT = U Tlz

zCX
C=1|J Ciux.

zCX

2.1.3 Heka yonimTema TONOJOIIKHX DPOCTOPA

Ako je X mpoussospaH ckyml, a 7 u C KONeKuHje IOACKYNOBa OJ X Koje 3al0BOJbaBa)y
ceojcrea (KT1)- (KC4) mepwnuumie 2.1.2, Huje Tewko Buieth aa Tpojka (X, T,C) onpelyje
jeaH TOTOIOUIKY NPOCTOP Y KIACHYHOM CMUCITY.

TIPUMEP 1. Heka je Ha ckyny X = {1,2,...,n} 3agaT TONONOUIKHK NPOCTOP, IIpH YeMy je Tx
KONEKLHja OTBOPEHHX, a Cx KOJNEKIHja 3aTBOPCHUX CKynoBa. JlepHHHIIHUMO, MHAYKTHBHO,
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jesaH HU3 TOTOJOMIKHIT IPOCTOPa, CTaBsbajyhu fa je:
Xo=A,To=Tx,C=Cx,

Xl =AU{H+1},7] =’1'DU{X1},C1 ={X1\U U € Ti},
Xo =X1U{n+2},']§ ='IiU{X2},Cg = {Xz\UU = Té},

Hexaje T = {J Tn, C = |J Cp; ounrnemno je N = |J X,. Huje TemKo A0Ka3aTH Ja Baxe
neN neEN neN
cineneha Tephema:

l. akoU, V€T, oapaUNV eT;

2. 3a cBaKH KOHadaH ckyn | W cBaky daMumid)y U,i€ I, akoU; € 7,1 € I, onpa u
UU:eT,;

icl

sacBako £ € Nmocroju U € T majex € U;

akoU € TuFeC,oupaU\FeT,

axo . HeC,onma FUH €

AR I S

3a caky ckym I u cBaky hamunujy F, ¢ € I, axo F; €C,1 € I, oHman N F; € C,
il

7. 3a cBaxH koHauaH nojckyn K ckyna N moctoju F € C Takas na je K C F;

8§ akoU € TuF €C,ouna F\U €C. O

Nakie, Tpojka (N, 7, C), nedpunucana y npeTXoqHOM NPUMEPY, HMa 0CcoOMHE MOTIIYHO CIIMMHE
OHHM Koje Cy y3eTe 3a JepHUHHLM]y TOMONOMKHX Kiaca-npocropa. JIpyruM peusMa, onpas-
nauo je (N, 7, C) cMaTpaTH HEKOM BPCTOM TOTIONOMIKOT NPOCTOPA, HAKO, Y CMUCITY KJIaCHIHE
nebuHUIH)e, OH TO HHje. HMHave, NOTNYHO aHANIOTHO, MOXeE CC JeprHUCATH JOCTA CIHYHHX
CTPYKTypa ¢a NMOMeHYTHM ocobuHaMa. HauMe, Heka je (X,7,C) 6uno xojd TONOJOUIKH
MPOCTOP y KIACHYHOM CMHCITY H HeKa | X | = x; MoxkeMo y3eTH Aa je X = K. Quroeapajyha’
TpojKa (K + W, Trtw, Lrtw) 3aM0BOIBABA yeroBe 1. — 8., IIPH YeMy YMECTO PCHH ,,KOHauaH*
MOXE J1a CTOJH ,,KapOUHATHOCTH < K™

Nedunuunja 2.1.3. Tpojra (X, T ,C) je A-ioiionowxu &pocitiop, A € CARD, axo u camo axo

gasice cregehu ycaogu.

. acoUV eT, ongalU NV eT;

2. 3a ceaxu cxyii I kapgunannocmiu marve og A u ceaxy gamunyjy Uy, @ € I, ako U, € T,
i€l ongau\JU, €7,
i€l
sa ceaxo T € X GocimojuU € T gajex € U,
acoUeTuFeC ongaU\FeT;

ako F.H € C, onga FUH € C;

R

derapmajyhu na jei (kK + 1, Teq1,Catr ) tACje Ty =T U k+1}uCop1 ={+1\U|U € Tesa},...
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6. s3a ceaxu ckyi I u ceaxy pamumyy Fi, i € I, axo F; € C, 1 € I, onga u N F;€C;
i€l

7. 3a ceaxu fiogekyi K ckyfia X xapgunanuociiiu marwe 0g A #ocuaoju F € C makae ga je
K CF;

8 acoUcTuFeC, ongaF\U€C.

(X,T,C) je cnab GioRonowxu pocimop axo je | X |-modonowxu dpociaop.

HapeQUuMO HEKOAHKO NMpUMepa w-TOIMOJIOITKUX MTPOCTOPA.

TTPUMEP 2. Heka je X npou3BOJbaH CKYIl H Pw(X) KOnexkMja CBUX KOHAYHUX MOACKYNOBa
on X. Axo je 7 6umo xoja Ti-Tononornja* Ha X, tamaje (X, 7, P<.,(X)) jenas w-Tononomkx
npocrop. IIpumerumo na je u (X,7,C) jenan w-TONONOUIKH IPOCTOP, I7ie je C bumno koja
KOJICKIMja KOHAUHHX MORKYNOBa oA X Koja Je 3aTBOPCHA 3a KOHAYHEe YHHje H IpeceKe H
MOKPHBA CBE KOHAYHE IOICKYIIOBE: 32 CBAaKM KOHAYaH IOJCKYH K c X, nocroju C € C
taxkas fa je K C C. H

[TPUMEP 3. Heka je C 6uio koja KoJIeKIHja MOAKYNoBa 04 X KO0ja je 3aTBOPEHA 32 KOHATHE
yHHje ¥ IPOU3BOJBHE NPECeKe H IIOKPHBA CBE KOHAYHE TMTOJICKYTIOBE. AxojeT ={X\F:F ¢
C}, Tana je (X, 7,C) jenan w-TONMONOMIKA IPOCTOP, LITO J¢ JIAKO NOKA3ATH uMmajyhu y Bumy
ckynosHe jeaHakocr: F \ (X \ B} =FiNF, ( X\ )\ R =X\ (AU F), ... M

[IPUMEP 4. Hexa konekuujy C 4uHe Apa3aH CKyN M KOHa49HE YHH]E 3aTBOPEHHX HHTEpBAJIa Ca
pallMOHATHHM KpajeBUMa (YKJbyuyjyhH H CHHIJITOHE K20 3aTBODCHE HHTCPBAIIC la,al, a € Q),
a xonekujy 7 xoHauyHEe yHHj€ OTBOPCHHX HHTECpPBaJIa Ca palMOHATHHM KpajeBiMa. Tazga cy
(Q,7,C) u (R, T,C) w-TONONOIIKH APOCTOPH. ]

[IPUMEP 5. Heka je Ha 3aTBOpeHoM MHTepsaiy [0, 1] samata JleGerosa mepa. Axo je C
KONeK1IHja cBHX ckynopa Mepe 0 (,,ckopo HeMoryhux norahaja™), a 7 xonexlMja CBHX CKYyIoBa
mepe 1 (,,ckopo curypHux gorahaja“), Tana je ({0,1], 7, C) w-TOMOJOLIKH IPOCTOP: O

Benvku 6poj TBphera 0 TOMONOUIKUM IpocTOpHMa Hajuelnhic ce popMyuine H noKazyje
Ha ,je3uKy OKONMMHa“. JIpyrMM peduMa, oGjeKTH ca KOjuMa Hajuemfic paquMo Cy MapoBH
(U, z): mauxa x u omsopena okoruna U (, meciBio ™ oKo) Watke I; 9ECTO CC K CaMC TOTIOIOUIKE
CTPYKType Ae(pHHHUIIY TaKO LUTO C€ CBAKO) TaYKH IIPOCTOpA MPHAPYXHU KOJEKIHja HBEeHUX
oxomuua. Takohe, Kako Cy pa3He KOJEKLHje OTBOPEHHX CKYNOBa KOJ¢ IOCMATpaMoO NpH
ipoy4aBaiby HEKOT TOMOJIOHIKOT HPOCTOpa HHACKCHPaHe TauKaMa CaMOT IPOCTOpa, CBAKOM
nmoackyny A JaTor mpocTropa OAroBapa Ha HEKH HauMH H3abpaHa KOJIEKI{Hja OTBOPCHHUX
ckynosa {U, : a € A}, a Tume u okomuna \J 4 Us ckyna A. HHmeHHIA N2 CBAKHM MOA-
CKYII IPOCTOpA MMa HEKY CBOJy OKOJIMHY 3aXTeBa Jla TomoJiorHje Oyny gocra borare KoJick-
muje ckynosa. CHHYHO CTBapH CTOJE U €A 3aTBOPCHEM HEKOT CKYMA: C6aKu UOGCKYR uma
ceoje satmisoperve, hj. Hociioju 3ameopen cKyl Koju 2a Cagpxcu. JApyruM peuuMa, KoJeKiuje
OTBOPEHHX M 3aTBOPEHHX CKYNOBAa MODajy Jia IOKpH]y YHTaB MAPTUTHBHH CKYTI AATOT 1pOC-
TOpa KOjH jeé MHOT'O ,,KOMILIMKOBaHHJH" OJl MOCMaTPAaHOr CKYIla Taydaka. Cnabipeme OBHX
3aXTeBa MOBOAM HAC YIIPaBO O YBEACHHX caGHX TONONONIKHX TPOCTOpPA, Y KOJUMA, TaKO-
he, cBaxa Tayka ¥iMa CBOJY OKOIIHMHY, KOK OKOJIMHE H 3aTBOpCiba MMajy caMO HEKH CKYIIOBHU
(xapgunarnociau < ). CrnobomHHje peveHo, cl1abu TONMOMOMKH MPOCTOPH, MOX/Ia boJbe

4Tononowk# npocrop Hax X je T3 axo Cy CBH CHHIJITOHH {z}, x € X, na THME ¥ CBH KOHAYHH CKYTOBH,

3aTBOPEHH.
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ol yobHYajeHHX, OCIUKaBajy ,,TOKAHE" KapaKTEPUCTHKE HEKOT' CKyna Tadaka. OBe muuecje
MO3KEMO U [aJbe yormrapaTd. Haume, npe Hero mIro AeGUHHIIEMO TOIOIOIKY CTPYKTYPY Ha
HeKOM CKyIly X MOXEMO Ce Hajlpe ONPEACIHTH 34 Kojy (KakBy) KonexuHjy K IoACcKyIoBa ox
X cy HaM noTpebHe OKOJIHHE U 3aTBOPCHA, OIHOCHO, KOjHM CKYNOBHMAa MOXKEMO HHACKCHPATH
KOJEKL{Mje OTBOPEHHX CKYIIOBA; Y CIy4ajy A-TONOJIOIIKHX POCTOpa K={ACX:|A <A}

[IPUMEP 6. Crmuusio npuMepy 4, Heka je C KofeKuHja KOJy YHHE Npa3aH CKyIl ¥ KOHa4He
YHMjE& 3aTBOPEHUX peallHMX MHTepBaja u 7 KONEKLHja KOjy UHHE KOHaYyHe YHU]e OTBOPEHMX
peanHux MHTepBana. Tana je (R,7,C) jesaH w-TONMOJOWKHA MPOCTOPH. MebhyTHM, 0BOJ
npoCTOp 3a0B0JbaBaja U cieache ABe ocobuHe:

e 3a cBaKu oZpanuyen ckyn I C R u caxy hamumajy U,tel,akoU; € T,i€ l,onnan
UUieT;

e 3a cBaku oZpanuen noackyn K C R mocroju F' € C TakaB na je K CF.

aKJie, y OBOM Cll yajy 3a KOJICI(IIH' K MOXkeMO Y3CTH KOJICKIIH' OTPaAaHUYCHHUX IIOACKYIIOBA.
D

2.2 TOIIOJOIIKE JIOI'NKE

[Topen moveTHe aMOuULMje Aa ce 0O)eNuHE CPOMHM PE3yNTaTH aHAIIH3C, reoOMETPHJE, TOTHKE H
anrebpe, TOMOJOIIKE CTPYKTYPE CY €€ NMOojaBuiie y MHOTHM Hay4YHHM obnactuMa, YKbydyjyhu
uudOPMATHKY H pauyHAPCTBO, Ha MpHMep. IIpe Hero H3IOXAMO pasHE JIOMHYKE CHCTCME
[TOrO/IHE 32 IPOYYaBahe TONOJIOUIKHX CTPYKTYPa, IOMEHYNeMO HEKOIMKO KapaKTEPUCTHIHHX
[10jaB/bHBaba TOTIONIOIIKHX IIPOCTOPA Y JIOTHIIH.

2.2.1 Tomosonmka CEeMAHTHKA HEKHX HEKJIACHYHHX JIOTHKA

CroH ¥ Tapcky cy NpBH IPUMETHIIM 2 airedpa OTBOPEHUX CKYIIOBa Huje bynosa, Beh na ce
[OHAINA IO IPAaBHIMMA MHTYHLMOHUCTHYKE HCKa3He toruke. IlowmTo je TaKBa IpaBuia NpBY
dopmynucao, Beh NOMEHYTH HHTYHIMOHNCTA, XejTuur, oarosapajyha amrebpa ce Ha3uBa

X€JTHHTOBOM.
Xejruuropa anrebpa (uam bpay-

BepOBa MpEXa) Je orpaHMYeHa Mpexa, ca
Ou 1, TakBa a 3a CBaKM I1ap eicMeHaTA T, /

T =Y
.

4 TIOCTOJH CTENEH ¥, HIH KaKo ce yemhe
03HAYaBA I = Y, U BAXH:

L ]
oy Y
z<(z=>y)akko z A X S Y. \/
»

KoneKilja CBUX OTBOPEHHX cKynosa 7, LAY

HEKOT TOTIOJNOIIKOT MpocTopa, obpasyje
Xejtunrosy anre6py: (7, C) je orpaHHYeHa MpeXa, a 3a CBaKa /iBa OTBOpEHA CKyMa UuV,

U = V ce nedunme xao yuuja | J, W; cBux oTBopenux ckynosa W; TakBux 1a jeW,nU C V.
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Teopema 2.2.1. 3a cipouséosore enemenilie T, Y, z Heke Xejimiunzose anzebpe eaicu:
(H1) (z = z) =1,

(H2) zA(z = y) =z Ay, yA (T =Y) =1,

(H3) = (yAz) =(z =>y) A(z = 2).

O6puyino, ako bunapra odepayuja = Heke 0ZpanudeHe (ca 0 u 1) mpeosce L 3aqosomasa yciaoee

(H1)-(H3), onga je wa mpexca Xejliunzoea arzebpa ca uMiuauKkayujom = .

def

[ToMeHHMO ia ce Heralmja y XejTHHIOBY anrebpy yBomH ca: —z=(Z = 0).

TonooUIKa CEMAHTHKA HHTYHITHOHHOCTHYKE JIOTHKE

1o/l TOMONOIIKAM MOJEIOM HHTYHLIHOHMCTHYKE JOTHKE MOXEMO CMATPaTH CBAKO NPCCiIM-
xaBaibe [ KOje CKYNl MCKasHMX CIIOBA IPECHMKaBa y KOJEKUH]Y OTBOPCHHX CKYIOBA HCKOT
Tononomkor mpocropa (X, 7). CBako 0BakBO IpPECAMKABamE MPOUIMPYJEMO HA CKYIl CBHX
¢opmyna Ha cneehy HAYAH:

o fH{~p)=int(X\ f*(¥)),
o fHpAY) = fT(p)N fT (),
o fH(p—¢) =int((X\ fH{p)) U fT(¥)).

dopMyna  Baxu y Moneny f, y osHaum f = ¢, akO ¥ CaMoO aKo Je fr(p) = X. Huje
TeIIKo TokasaTH na je cucteM axcuoma (I1) — (I7) ca npasunom MP, maT y noaonebky
1.2.2, IOTIIYH y OAHOCY Ha YBeJCHY KJIACy TOIIOJIOIIKHX MOJCNA.

TomoaolIKa CeMARTHKA MOJAJIHE JIOTHKE

CIIHYHO, MO3KE CE JJaTH ¥ TOMOJOIIKA CEMAHTHKA MOJIaJIHE JIOTHKE. 110/ TOMONIOWIKHM MOA-
eJIOM MOJAJHE JIOTHKE MOXEMO CMATPaTH CBaKo MpeciiHKaBambe [ Koje CKYN HCKa3HHX CJIOBa
MpeclvKaBa y KOJIEKUM]y CBHX NOACKYNOBa O X HEKOr TOMOJOWIKOT IPOCTOpA. Caako
OBAKBO NPECIHKABAIbE NIPOIIHUPYJEMO Ha CKYT CBUX HOpMYIIa Ha cnefehy HaYuH:

o f*(—p)=X\ fT(p)
e fHe— ) = (X \ fFp)U ),
e ft0p = int(f*(p)),

u npu Tome f |= ¢ ako u camo axo je fT(p) = X. CucreM akcuoma (M1) — (M6)
ca npaswinna MP u N, gat y nogoneibky 1.2.3, j¢ MOTIYH y OJHOCY Ha YBEACHY KJacy
TOINMOJOMKUX MOJENA.
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222 Tononouxe goruxe L0 [P n L(I")

[lox GofonowKkom ClpyKidypom, ¥ OBOM OJCIBKY, nogpasymebahemo map (M, T), rne je
M Hexa (omepalHjCKO-peNallMjcKa) CTPYKTypa NpBOT peia, a 7 Tomonoruja Ha AOMEHY
M. TIpuMepH OBAaKBHX CTPYKTYpa Cy KNIaCHUHH TOINOJIOIIKH MPOCTOD, TONIONOWIKE T'PYIIE,
TOMONOIIKA JI0Jba M TakKo gase. HanmoMCHMMO Ja, Y OINIITEM cnyuajy, HeheMo NpeTnoc-
Tap/baTH J1a Cy pejallije U onepauuje CTPYKTYpe M na 6WJIO KaKaB HauyuH carjlacHe ca

tononorujom 7 .

[TocToju Buie GOPMANHMX je3MKA MOTOJHHMX 3a MPOYHaBaIbe TONOIOMIKMA CTPYKTYpA.
Jenan O BHX je je3uK JOTHKE Lmon, IITO je mpupoaHo, 6ynyhu na cy OTBOPEHH CKYIIOBH 00-
jexTH Apyror pefa. 3Hayerme GopMyna y TONOJIOIKUM CTPYKTYpaMma j& OUHIICAHO: CKYNIOBHE
IPOMEHJbUBE Y3UMaJy BPEAHOCTH Y 7. MoHaACKY JIOTHKY MHTEPIIPETHPAaHY Y TOMOJIOMIKHM

CTpYKTypaMa o3HadaBahieMo ca Lih,.

Ha ripuMep, ako je Phaus POpMYyIIa:

VaVy(~z =y — IXAY( Xz AYyY A Vz—(X2z A Yz))),

a (M, 7T) TomomnoIKa CTPYKTYpa, TaJla Baxu:
(M, T) = @naus akxo ,, T je Xay3nopgona TOMOJIOTHja".

CIMYHO, MHOTH TOIOJOMIKY MOJMOBH (PErynapHOCT, HOPMATHOCT, OBE3AHOCT,...) U3pa3HBH
CY Y OBOM }E3HKY.

Kaxo je Beh Ha To4YeTKy HATJIAIEHO, 3a JJIOTHKY L mon, AHTEPIIPETHPAHY Ha CIA0UM CTPYK-
TypaMa, MOTy Ce ZOKa3aTH OCHOBHE MOJIENI-TEOPETCKE TEOpEMeE: NMOTAYHOCTH, KOMINaKTHOCTH,
xao u JlesenxajM-Cxonemosa TeopeMa. MeljyTuM, To HE BaXH aKo c€ OTPAHUTHMO CAMO
Ha TOMOJIOLIKE CTPYKTYpe: aKO J€ Pdisc PCUCHMIIA vz3XVy(Xy < y = z), TaOa 3a CBaKy
TOTIONOINKY CTPYKTYpY (M, T'), Baxu:

(M, T) E pdisc akko ,, T je AHCKpETHA tonosoruja Ha M*
akko 7 = P(M),

11a aKO ¢ OrPaHHUYMMO CaMO Ha TOMONOIIKE CTPYKTYPES, Y OKBHPY nobujeHe TOTHKE MOXKEMO
[OGHMTH ¥ IYHY MOHAJICKY JTOTHKY, 3a KOJy He BaXe TOMEHYTE TCOPEME. IHaue, KaXXEMO a j€
(M, T) npebpojuB, axo je M npebpojus u 7 uma npebpojusy 6azy.

Taxole, He MOCTOjM peYCHNIa ¢ TAKBa J1a Je:

(M, T) | ¢ axko ,,T je Tononordja Ha M*™.
TToMeHuMO Aa je ,,6HTH Tornonomka 6a3a™ U3pasuBo y OBOj JIOTHITH: KO j€ PYhas GOPMYJIa

Vz3X Xz AVIVXVY (Xz AYz — 3Z(Zz AV2(Zz — (X2 A Y2)))),

Taa BaXKH:
(M, B) = pras  akko B je Tomomnolika 6asa Ha M,

Ja 6u ce u3beray HaBEACHK HEJOCTATAIM, YBOIH CC JIOTHKA L'P ([4, 15]), koja je cnabuja
on L  amu 3a Kojy Bake OCHOBHE MOJEN-TCOPETCKE TEOpEME YKOIMKO C€ HHTEPIPETHPA
caMoO TOIOJIOIIKHUM CTPYKTypaMma. PDopMylie JIOTHKE L*P rpajie ca Ha HCTOM JE3HMKY, C THUM
LITO CY AO3BOJbEHA CAMO KBaHTU(HKOBama CKYNIOBHUM MPOMCHJbHBUM cneacher obyuka:
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e aKo je t TEpM H  O3UTHBHA 110 X S rana je VX (Xt — @), mmu VX 3 to, opmyna,
e aKo je ¢ TEpM M (p HeraTHBHa 1o X, Taja je 31X (Xt — ), wmn 3X D tp, dopmyna.

HHTYUTHBHO, Y OBOJ JIOTHIH J03BOJBCHO je caMO KBaHTH(¢HKOBARKE [0 JOBOJHHO ,,MaJTUM"*
OKONIHHAMa Tayaka.

[IPUMEP . AKo je 1., PopMyna

VaVy(z = y V 3X 2 23Y 3 y¥Vz~(X2 AY2)),

Taja BaXH
(M, T) E @hus axko T je Xayanoposa TONOIOTH]A.

[IPUMEP 2. Heka je F' pyHKIMjCKM CHMOON apHOCTH 7, ¥ 5 popMyIa

Vz,...Yz,VY 3 f(z1,.. ., Za) 3X1321...3X0 D Tn
Vyl .. -Vyn(lel AN AXnyn — Yf(yh” . ayﬂ)):

Talla BaXH!

(M, FM,..),T) = ¢; axko F™:M"— M jeHenpexuano
(Ha M™ je Tononoryja npoussoaa). Ll

3a noruxy L*°P ce Mory oKasaTy TeopeMa KOMIIAKTHOCTH H NesenxajM-CKOJIEMOBA TEO-
peMa, [4, 15]°. Jloka3 ce 3acHHBA Ha YHMILCHULM [1a Cy PCUCHHIC JIOTHKC L*P pnedunucane
Tako na Oynmy uneapujanitine y OJHOCY Ha TOIIOJIOIIKE 6aze: Axo je ¢ peueHuua u B 6asa
tononoruje 7 Taga Baxu:

(M, T) = ¢ akko (M, B) = .
J{oka3 HUje TELIKO CIPOBECTH MHAYKIMJOM IO CIIOXKEHOCTH dopmyne. Kibyuno Tepeheme 3a
Ba)XEHe OCHOBHUX MOJIEN-TEOPETCKUX TCOPEMAL.
Teopema 2.2.2. Ckyit peuenuya T nozuxe L'°P uma ifiofionowky Mogen ako 1 camo ako TU{ptas}

uma crab mogen.

[ToMenuMo u noruky L{I™),>1, KOja je MpoIMpeme KIACHYHOT NPCIHKATCKOr padyHa
JIMCTOM HOBHX KBaHTH(MHKATOPA 32 OTepaTop yHyTpawmbocTH. [lopen yoOHuajeHnX opMyna
KIACHYHOT NMPEIHKATCKOT pauyHa OBIE HMaMO H dopmyne obnuka: Iy ... Tpp, NPU YEMY
je:

(M, T) 1"z, .. .z.0(Z, )@, b axko @ € intr{ce M": (M,T) | ¢(¢, b)}.
Ha npumep,

(M, T)EVeVy(z=yVv I 2zy—z = y) axko 7 je Xay3mopdoBa TONONOTH]A.

Sguneru nogoaemak 1.1.3
6raxohe ce Mokasyje [a j¢ 0Ba JIOTHKA YjeHO H MAKCHMANTHA TaKBa
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Mosxe ce TokasaTh aaje L{I™M)as1 < L*°P < L% ({4, 15]). Ha npumep, Aa je L(I"Jnz1 < Ltop
cIielld U3 Uuibenuue aa ce popmyna I"x; . .. Tnyp MOXKE H3PA3UTH Y L'°P ca

3X, 3 1...3X, D z,Vz, ... VI, (/\Xt-:.c,; — cp) ,

1=1

1 YHILEHHIE A CBOJCTBO ,,0MTH peryJiapaH TOMOJIOMKH pOCTOpP™ auje u3pasuBo y L(I™ Jn>1,
ok y L*P jecre.

3a pa3BOj TOMONOIIKHX JIOTHKA Haj3aclyXHUju ¢y PiayM H 3ajrmep. IloMeHHMO JAa Cy
onn pasmatpaiu ¥ LSF,. Takole, pasMaTpane Cy JJOTHKE pasHUX CrIeLiMjaIHUX TOMOMOIOIKHX
IpOCTOPA, Kao IITO Cy YHH(POPMHU NPOCTOPH, HH(HHUTE3UMAIIHU NPOCTOPHY, . . .

2.2.3 Tonosomka soruka L(O)

TononomKa Kaca-Ioruka Kojy heMo yBecTH y HApEHHOM OZIEJbKY, je CIIMYHA JIOTHIM L{O),
kojy je pasMartpao Crpo y [52]. C apyre cTpane, HOTHKa L(O) je nocra ciMyHa NOTULH
L(Q,), ca yommuTeHUM KBaHTH(PHKATOPOM JIocTOju HempeOpojuBo MHoro“. Tako, cKyn
¢opmyna noruxe L(O) reHepurcaH je npaBHANMA KOja, Hope/l CTAaHAaPAHUX, caAp¥ke H crefiche
npaBwiIo: ako je ¢ dopMyia ¥ T IPOMCHIbHBA, Ozy(x) je hopmyia, IpH YeMy Je & BE3aHa
npoMeHJbHBA ¥ 0Boj dopmymu. HHTepnperauuja GopMyie Oz y TOMONOIIKO] CTPYKTYPH
(M, T) 3a Banyaumjy v : Var — M nepuHHCaHa j¢ TAKO Aa:

M E Ozplv] axxko {be M : (M, T) | p[v(b/z)]} €T,

rze je v(b/x) Banyaija Koja CBUM IIPOMCHBHBHM MOAETbYje HCTe BPEHOCTH Kao U Balryalldja
v, OCHM [IPOMEHJBHBO]) T K0joj ofelbyje Bpearoct b, IloTnyHocT je moKa3aHa 3a aKCHOMATCKH
CHCTEM KOjH je mpoumpere KUCIepoBOr aKCHOMATCKOT CHCTEMA 34 L(Q)) cnenehuM cxeMa-
aKCHoOMaMma:

1. Ozxz =1z
2. Oxz # x;
3. Ozp A Oz — Oz A P);

4. YyOxzyp — Oz3yp.

Teopema 2.2.3. (52]) Cxya pevenuya T, no2uxe L(O), je neipofliuspesar axo u camo ako T uma
THOTONOWIKY MOGEN.

[MaBHH IpoblieM Y KOHCTPYKIMJH TOIIOMIOIIKOT MOZeIa je Kako obe3beaUTH a UHTEP-
peTanyja HOBOT KBaHTOpa Oyle 3aTBOpCHA 3a MPOM3BOJBHE yauje. KJbYUHH KOpaK KOH-
CTPYyKIIMj€e, KOjUM Ce OBO IIOCTHXE, J€ OaBakbe Ta4aKa AehHaOMITHAM CKYTIOBHMA KOJH HHCY
OTBODEHH TAaKO Ja OHH He 6yIy yHHje OTBOPDCHHX CKYIIOBA. OBaj KOpaK KOHCTPYKUHMJE j€
6a3upas Ha jemiocTaBHoM TBphewy: Ako jeY C X uY nuje ofisopen ckyit Gpoctiopa (X, T),
maga flociiioju Wayka ¢ € Y faxea ga 3a ceaxu olfieopen CKyu UCY umamo gac € U.
Taxole, nokazaHe cy 4 TeOpeMa KOMIIAKTHOCTH H JIeBenxajM-CKOIIEMOBA TEOpEMA.,
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[MoMeHNMO 1A je KBaHTOp (1 KoMmiaTubuiaH ca KBantopoM O, y CMHCITY a ce Teo-
peMa NOTIIYHOCTH MOXE ITOKa3aTH M 3a JIOTUKY L(Q1, O), npH yeMy je aKCHOMATCKH CHUCTEM
oc/Ieibe TOTHKe YHHja akcroMa 3a L(Qi1) n L(O).

TeopeMa MOTIYHOCTH TOKa3aHa je M 3a IoTuky Lo, {0}, TIIe je CKyI aKCcHMOMa 3a JIOTHKE
Lo, w ¥ L{O) nmpoupes ca:

e A Oxp— Oz,

wed

3a cBaku cxyi gopmyna ¢ ca KOHAYHO MHOTO CITOOOTHUX MPOMCHBUBHX.
Haxo je L(O) cnabuja ox L(I'), mene ,obpe” ocobune uynHe je BeoMa 3HAYAJHOM Y
NpHMEHAMA TOIMOJIOIIKHX JIOTHKA.

2.2.4 Tonoxomka xiaca-aoruka L 4(0, C)

Cunitiarca

Hexka je A npebpojuB ZONMYCTHB CKYN (BUACTH [3]) xoju canpxu cBe objeKTe HOTpedHE y
HApeHHM KOHCTPyKIIMjaMa: cKyll w, GopMyle, CKynose GOpMyNa H TaKo Aajbe. TOMoMommKa
knaca-noruka L 4(O, C) je nudunutapna noruka nobujena us L4 = Lu,w N A nonasamem
xpanTuduraropa O m C. Tako, ckyn ¢opmyna joruke L 4(0,C) je HajMamH CKYNl KOJH
CAIpXH CBE aTOMHYHeE GOPMyJIe ¥ 3aTBOPEH j¢ 3a HETalHjy (—), xpauTHduKaTope (V), (3),
(0), (C) u npebpojuse Heckonaune xoHjynkumje {A), Tj. ako je L ckym dopMyia ca KOHauyHO

MHOTO cIo6omHux mpomeHsHBUX U P € A, Tamaje /\ ¢ dopmyna. 3a cBakH NpUPOAaH 6pojn
pe®

nexa je &, = {p € ® : v je dopmyna noruke L 4(O, C) ca n+ 1 cnoboaHUX NPOMEHIBHBHX }
Taxo ma P, € A; ouurnenno je & =1 &,.

Cemanitiuxa

Tedununuja 2.2.1. Crab mogen 3a L (O, C) je ciupyxifiypa (K, T, C), 2ge je K mogen tipeoz
peqga Ha jesuxy L uuju je ynuaepsyjz: K raaca, a T u C cy knace fiogekyiiosa og K.
Cpegrou mogen 3a L 4(0, C) je caab mogen (K, T, C), wmaxas ga easrcu:
i) 3a ceaxu z € K tocmiojuU € T maxasgaz € U,
i) 3a ceaxu fogexyti X C K dociioju F' € C fwaxas ga X © F,
iti) saceeU€ TuFe CU\FeTuF\UeC.

Tofionowxu xnaca mogen 3a L4(0,C) je cnab mogen (K, T, C) xoju je moionowixu kraca-
dpociiop.
Penaumja 3a10BOJbeIba = HeduHNCAHA je Ha yoOH4ajeH HaulH, T).

(K, T,C) = Ozplby, ..., by akko {a : (K, T, C) E pla,by,...,b)} €T,

(K, T,C) = Czplby,...,ba] akxo {a : (K, T,C) E ¢la,by,...,b]} € C.
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Axcuomaiicku cuciem

Ckyn BabaHUX HOpMysa y OXHOCY Ha TOTONOIIKE KJIaca-MOJCIC MOXe OUTH OKapaKTep-
pcaH cnenchHM cariiacHUM H NMOTMYHHM CKYIIOM CX€Ma aKCHOMa.

1. Cee akcuoMe 3a L a;
2. Ya(p o ¥) = (Ozp < Oxzp); Va(p o ¢) — (Czp o Cz);

3. Ozp(z) — Oyp(y); Crp(z) — Cyp(y);

4. Oz(z # z); Cxz(z # x),
5. Oz A Oz — Oz(p AY); Cxp ACztp — Cz(p V¥);
6. Ozp A Cxp — Ox{p A —p); Ozp ACzY — Cz(—p A Y);
7. VyOzp(z,y) — OxIyp(z,y); YyCzo(z,y) — Cav¥yp(z,y);
8. A\ Ozp—O0z\/®; A Crp— Cz AP
ped ped
9. V$Y¢¥n Jy1 - . . Iyn{Ozp(2, Y1, -+ Yn) AP(E, U1, -2 Yn));
10. A A Vz1...Vz,V V Fu,.- ., 3Ym
n pEdn m YE®m

(Cz(2, Y15 - - 1 Ym) AVZ(P(Z, T2, -, Tn) = P(T, Y1, - -, Ym)));

H NMpaBuia usBohema:

1. u3 YHP— 'l,b, BHKJBY‘I)’jCMD ’l,b;

2. w3 @ — 1, 3a cBe ¥ € ¥, saxbyuyjemo v — N\ ¥
YeY

3. u3 p, 3aKIbydyjeMo VI, TIpH YeMy T HHUje CI000IHO Y ¥.

Wanoxenn akcuoMaTcki cucteM 3a Lo (O, C), npunaroben TornosomkuM Kiaca-npocTo-
puMa, cauyan je norumy L(O) 3a xacHYHE TONOJMOIIKE IPOCTOPE O KOjo} je OMJIM peuH y
IIPeTXOMHOM MOIOAE/bKY (52, npH YeMy cy caja JoaTe aKCHOME KOj¢ U3pakaBajy CBOJCTBA
TOTONOrMja Ha NpaBuM KiacaMa [8].

Hotmiiynocili

AxcromaTcxn cucteM 3a L4(O, C) je carnacan 6ynyhu fia cBe aKCHMOME IIPEACTaBIba]y
HEONMXOIHa 0cOGUHE TOMONOTHje Ha NpaBuM Krnacama. JloxaszaheMo na je OBaj CHCTEM H
NOTIYH Y OJIHOCY Ha KJIACy TOIIOJIOMKHNX Kaca-Mofiena, kombuHyjyhu Kucnepos gokas cnabe
TeopeMe TOTIyHOCTH [25], koHcTpykumjy Crpoay [52] ¥ KOHCTPYKILIHJY jaKoT Mojiena moMohy
cpemmer (9, 47].

Hexka je T HempoTHBpedaH, L-AedHHAOMIAH Haj A, ckyn peuennna u3 L4(0O,C). 3a
cBaKy dopmyay 6(z, ¥1, . . -, yn) ca 69 n ¢ osmaunmo crepehe peucHuIE:

(0) 0° je V1 . .. Vyz(~0260(2, 41, -, 4a) = [\ /\ 09(2: 91, ¥n)
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npu uemy je 99(z, y1, - - -, Yn) PopMyNA

Vzl . n Vzm((OZX(Z, L1y -+ -3 zm) A VZ(X(Z-} Zlye-ns zm) —* B(Z, i, --- iyﬂ)))
— (9(3:& Yis .- - :yﬂ) A _'X(:B: Zlyr - :Zm)));

(C) 6 eV, . .. Yy Tu(~C2B(z, b1, -, 9n) = \VAC S CATIN )

m xXEPm

npu gemy je 85(z, Y1, - - -, Yn) popMyna

\?’2:1 .. .Vzm((CZX(Z, ZYy -y Zm) FAN VZ(Q(Z,yl, . ,‘yﬂ) — X(z, Zlye e :zm)))
- (_'9(:‘1:‘j Yi, .- - '-'yﬂ) A X(mi ZLy» - 1zm)))v

Taxo, 09(z, 1, - - - , Yn) € CKYII CBUX Z KOJUCY Y f a HHCY HH Y KOM OTBOPEHOM NOACKYNY O/
# nedunucanoM nomohy x MpeKko Hapamerapa, IoK §° 3pauu f1a 3a NPOU3BOJBHE MAPaMETPE,
ako 8 Huje OTBOpEH, Tajla OH HHJC JeAHAK HYKaKBOj YHHjH OTBOPEHHX CKYNIOBa AchuHAOKIHUX
y La(0,C). Cnuuno, 6S(x, Y1, - -, Yn) j& CKYT CBUX T KOj¥ TIPUIafajy 3aTBOPEHOM CKyILy 6
nedunncanoM nomohy X Ipexo mapaMerapa, oK g% spaum Aa 3a MPOU3BOJBLHE I1aDAMETPE,
aKo 0 Huje 3aTBOPEH, TaZla OH HHje NIPECCK 3aTBOPCHHX CKYTIOBa nebunabumunx y L4(0, C).

Cxyn peuenmua I' = T U {6°,6 : 0 je dopmyna y L 4(0,C)} je nenpotuBpeuaH y
L4(0,C) 6ynyhn na Baxe:

VY1 .--Yyn /\ /\ Omﬁf(m,yl, ..., Yn), mpema (O),

m XE‘I'm

Yy, ... Vy Oz \/ V 09(z, 91, - »Yn) , IpeMa akcuoMH(8),

m XEPm

na Baxu u 89; 1, ciuuHo, H3

Vyl...‘dyﬂ/\ /\ Cxl(z, y1,. - -+ Yn) , IPEMA (C),

m xEPm

Vyi...VyaCz /\ /\ 95(:1:, Y1, ..,Yn) , IpeMa akcHoMu (8),

cnemu 6.
BaxcHo je npumeTutH caefche: ako je (K, T, C) Heku TONONOMIKH KNaca MOIEN, AOMEH K
je mpaBa Kjiaca ako M caMo aKo (K, T, C) |= ~Ozz = z. Kakas je cTaTycC dopmyne Ozz = 27
Hexa je 8(z) popmynaz =z H 99 oproeapajyha peuennna 3a popmyny (z) sata ca (O).

Axo paxc - —Ozz = z, Tama je 6° exsupanentHo dpopmymn Iz A/ 09 (x), rae je 05 (x)
m XE€EPm

dopMyna

Vzi.. . Vzu{(Ozx(2, 21, . oy 2m) A Va(x(2, 21, s Zm) — 2 = %))
— (r=zA-xz, 21,.-- , Zm)))

TJ-
Vzi ... Vzu(O2x(2, 21, - - .y 2m) — 2X(T, 215 - - - Zm))-
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Takie, 9° je exBUBaNEHTHO POPMYIIH

Az /\ /\ Vzp .. -Vzm(OZX(z: ATRER 1zm) - '_‘X(xw 21y -- !zm))?

m xEPm

Koja je KOHTPAIUKTOPHA aKCHOMH 9.

Ipema Tome, axo (K, T, C) |= Ozz = z, Tana je AOMEH K cxym, Tj. cTpykrypa (K, T, C)
je 3anpaBHO CKYTIOBHA, alli ¢a 0cobMHaMa TOMONOIIKKX Kiaca IpOCTOpa.

Kopucrehu Kucnepos Doka3 TeopeMe clrabe MOTNYHOCTH 25] (JIema 2.3.), nobujamo c1ab
ckynosnu mogen (K, T, C) Teopuje I, mpu Hemy Cy T u C ckynosu L (O, C)-nedpunabuaHux
CKYIIOBa ca MapaMeTpuMa y ckyny K, Tako Ja BaXH:

(B1) 3a cpaxu z € Kmocroju U € T TakaB 1a a € U (npema akcuomu 9),

(B2) 3a cBaku L 4(O, C)-nedunabunan NOACKYN X C Knocroju F € CrakaBgaje X C F
(npema akcuomu 10),

(B3) sacaxu U e Tu Fe C, U\ F € TuF\U € C (upema axcuom 6).

[IpobiieM ca, YIpaBO ONMMCAHUM, CIAOHM MOJEIOM je ma ycnoB (B2) Baxu JenquHO 32
L (0, C)-nedpunabunne noackynose of K. Kerba Ham je aa ceojctBo (b2) NPOMHPHMO Ha
cBe mopackymnose of K, Tj. a2 KOHCTpYUILIEMO CPCitbH MOJICIL.

Teopema 2.2.4. (Teopema GoiGRyRocian 3a cpegroe Mogene T02uKe LA(O,C)) Hexa je T ne-
APOTAUEPEYaH CKYH peyeHUYa L-geuHabunnux Hag A. Taga siocimioju cpegrou mogen 3a 1.

Jloxas. Heka je L' jesux koju yomu Kucnep y HOMEHYTO] KOHCTpYKUMju 3a [, 1j. L
je npoupeme je3uka L cKynmoM u3 A, HoBuX ciMbona xoHcranTi. Hexka jesuk M campxu
nBe spcre npomewbusux: X, Y, Z,.. . NIPOMEHIBHBE 34 CKYNOBE U I, Y, Z,. . . IPOMCHILUBC 34
ypeneMenTe, 3aTHM, HeKa jesHK M cafipXH K ApeauKaTe: En(zy,...,Zn, X), O(X) n C{X)
ca sHauemeM (1, ..., Tn) € X, X je olisopen ckyit u X je 3aitigopeH cKyd, PeLioM. Cumbonn
koHcTaHTH ¢y C,, 32 CBaKy QOPMYNY ¢y L',(0,C). Hexa S canpxi cnefiche pedcHHIIE Je3uKa
M A
(C1) (Akcuoma go6pe neduHUCaHOCTH)

VX A _'(3371:--~=$myn+1=--v:ym)( Em (-Tl:"‘1mn:yn+11"':ymix)
A Ep(x1,...,Tn, X))

npu ueMy je {Z1, ..., Tn} O {Uns1,- - Ym} = 0.
(C2) (AKcHoMa eKCTEH3HOHATHOCTH)

VIy.. Ve (En(z1, .- -, Tny, X) Eu(z1,.. ., Zn,Y)) o X =Y.

(C3) (AKcrHoMa KoMIIpexeHsuje’)

1. Vz1... VT, (Vi1 . . . VUmEnm(T1, - - - Tn, YLy -+ Ym, CR) ©

A n+m($la'--:mn:cl:“-}cmacR)):
3a cBaKy aTOMU4Hy dopMyity R(Z1, ..., Tn,C1,- - -, Cm) jE3HKA L'y

TcneuudnKalMje MK U3aBajakba
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2. Yz .. . VIn(En(1, . - - Eny Cag) — ~En(@1, .., Tny Cy))s
3. V.. .VZI?H(EH(I?I, ee oy Ln, CNb) — /\ En(xla e sy Lpy Ctp));

ped
4. Vzy ... Vﬂ:n(Eﬂ(wl: +veydn, C(VI)QD) o V$E1+“($’ L1s- -5 Tn; C‘P));
5. Vx1.. 'V'Tﬂ(Eﬂ(ml! ceeyTm C(Hz)tp) « HIEH.H(E', L1y« gLy C‘P));

6. V21 ...V En(T1, - . > Tny Cosyp) < AX(O(X) AVZ(Ei(z, X) <
— E14n(2,21,- - -, Tny Cp) )));

7. Y2y .. VT (En(Z1, . . . s Zny Cezp) — AX(C(X) AVz(E(z, X) <
2 E1+ﬂ-($3 T1y--- 1$ﬂrclp))));

(C4) (AkcHOMa TIOAICKYTIa)

1. VzIX(0O(X) A Ey(z, X)));

2. VX3Y(C(Y) AVz(Ei(z, X) — Ey(z,Y)));

3. VXVY (O(X) AC(Y) — 3Z(0O(Z) AVz(E;(z, Z) « ~Er(=,Y) A Ex(z, XN;

4. VXYY (O(X) AC(Y) — AZ(C(Z) AVz(E\(x, Z) < ~Er(z, X) A Ex(z, Y)))).
(C5) (AxcuoMe aHalIOTHE CBHM akcHoMama  joruke L, (0, C ),

VZy ... Ve Ea(21,. . - Zn, Cy).
(C6) (Axcroma peamnsalmje pedennta ¢ u3 I)
VzEi(z,C,).

Cna6 mognen (K, T, C) 3a L’4(O, C) moxe ce TpaHchopMuCaTH Y CTAHAAPAHY CTPYKTYDY
npsor pena B = (B, P, EE,OB,OB,CE)TLH%F rneje B=K, P C U PB"), Ef C

n=l1
B*x P,O® C B,C® C B,CE € PuF C L)(O,C). Hexa je CE = {(a1,...,84) :
(K, T,C) Evla,....as]} u P = {C:f . p € L',(0,C)}. Teopuja S je L-nepuHabmIHA Ha
Awucpaku Sy € 9, S € A, MMa cTaHIApAaH MOJIEI, Jep aKCHOMA

/\ /\ Vr;...Vz, v V Fyi ... Fym(C2(z, 41, -+ -y Ym) A

n eE(Shin m PHE(Sy)m
AV2(p(2,T1,. .« Tn) = V{2, Y1, - -1 Ym)))

paxH y cnabGom Mogeny, pH yemy je So € S, Sp € A, 3aTBOpeH 3a CYTICTHTYLIH]y KOHCTAHT-
HHX cM6ona n3 L/ ¥ qucjyaxuanjy, 1 (Sh). = {p € Sp : ¢ uMa n+1 cnoboany MPOMEHILUBY }.
[Ipema BapBaj30B0j TeOpeMH NOTHYHOCTH (BUACTH [3]) cnemu pa S mMa crasfapiaaH MoAen
B.
CraHgapfaH Moaen B ce Moxe TpaHC(OPMHCATH Y CPEIbH MOAEI (X, T,C) onT cras-
JbarbeM Ja je:
RF = {(z1,...,2,) € B : E(z1,...,%Zn, CR)},

U € T axko OB(U), F € C axxo C8(F),3a U, F C B. OpuM je TeopeMa J0Ka3aHa. O
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Teopema 2.2.5. (Teopema foimaynocimu 3a L 4(O, C) ) Axo je T’ neapomiuspenat, 2-gepunabunan
naq A, ckya peuenuya, onga T' uma wofionowku xkaaca-mogen.

Jlokas. Hexa je (K, T, C) Tomonowku Mofen nobujen u3 cpenmer mozena (K, T, C')
(supetvt [8], Teopema 3.2). Tamaje, T={Uz:2 € T} u C = {{Jz : z € Ci}, npn uemy je

- !
Ty = {Z : T je KOHAYAH ITPECeK eIeMEHATA U3 7"}

C; = {z :  je KoHauaH npecex eneMeHaTa u3 C'}.

Ioxas aa je (K, T, C'") =L 0.0 (K,T,C), n3ogu ce HHIYKIHJOM IO CHOKEHOCTH
dopmyne us L4(O, C) ca napamerpuma y K. Mu hemo oBJie IoKa3aTH caMo CITyyajeBe ca
nosuM kpantadukatopuMma: Oz(z,ay,. .., a,) u Czé(z, 01, . . ., ).

Axo je (K, T, C") = 028, tama (K, T, C) |= Oz6, jep T' & T. Cnuyno 3a C0.

Ipernocrasumo ma (K, T, C) | Oz, anu pa (K, T, C') | ~Ozf. Tana je

T O(x,a,.-., an)](E‘T‘E) (TipeMa MHAYKIMjCKOj APETIIOCTABIH)

(o).

x

0(z,a,...,0n)

|

racje (K, TV, C') k= Oz6?, (MHaeKcHH CKYTI 32 & je IPOU3BOJbAH, a 32 j KoHauaH). IIpuMeTMO
1A je

)

8°(ay,...,a,) € [0(z,04,...  ay)] & THC) \U (ﬂ[gi(m)](ﬁﬂ'.c’)) :

Cnuuno, npernocraBuMo aa je (I, T, C) = Czf, anm na je (K, T/, C') |= =Cz6. Tana je

[9(:1:,{11,,..,a“)](E,T’,C') = [0(z, al,...,an)](":’T’c) (mpeMa UHAYKIMJCKO] MPETIIOCTABLIM)

N (Ueiane==).

& 3

I

rae je (K, T/, C) | Oz6’,. Taxobe je

0%(ar, .., n) € [0(z, a1, .., a)] ST\ (U[ez;w)](“*"“‘:')) .

3

Naxxe, (K, T, C) je Tononomku knaca-Mogen 3a I'. O
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BEPOBATHORA U JIOI'TIKA

J’ai dit plus d’une fois qu’il faudrait
une nouvelle espéce de logique, qui
traiteroit des degrés de Probabilité.

G. Leibnitz

3.1 BepoBarnoha

Op cBor HacTaHka', Teopuja BepoBaTHohe ce BeoMa 6p30 pa3BHja, HENpPEKHIHO Hamasehu
HOBe MOTYRHOCTH IPHMEHE: TEOpHja MOY3XaHOCTH, fHoNordja, COIHONOrHja, MEAHIHHCKA
JIMjaTHOCTHKA, NMHTBHCTHKA, aTOMCKa IM3HKA, KOHTPOJIa KBAJIHTETA MaCOBHE HHAYCTPHJCKE
POU3BOMIHLE, TPAHCIIOPT, BELITAYKA WHTEINTEHIMja H MHOTE pyTe OONAcTH. Takobe, Tep-
MHHH BE3aHH 32 BEpOBaTHORY Cy BEOMA YeCTH H Y CB&KOIIHOBHOM roBopy. ,,BepoBaTHoha je®,
npema BaTtnepy ( [28)), ,,cyINTHHCKaA BOMMIba KABOTA".

CBe HCIPITHH]E H JIETAJbHHjE HCTIMTHBAE I10jaBa Y IPHPOJH H APYIITBY NOACTHY TEOpU}Y
pepoBaTHohe y Tparamy 3a HOBHMa HHTEpIpeTalljaMa, METOIaMa H 3aKOHHTOCTHMA. Kako
je 3Hauaj BeposaTHOhe Y MOJEPHOM JIPYIITBY H HAyL CBe Behiyl, FbeHHM KOHIICTITHMA C¢ MHOT'H
6ase: GWI030¢hH, MATeMaTHYapH, PUIHYAPH, CTATHCTHYAPH, ITPH YCMY CC jOHI YBEK JUCKYTYje
0 TEOPHjCKOM 3aCHHBAIbY OBOT IIojMa. JIBe OCHOBHE HHTEpIIpETalLHje BepoBaTHONE CY:

® pelaTHBHE YUECTAJOCTH (CTATHCTHYKH, O0)eKTHBMCTHYKH, eMITUPHJCKU ITPUCTYIT), H
e CTEleH BepoBama (CyDjeKTHBHCTHYUKH, JIMYHH IIPHCTYII).

V HacTaBKy mpukaszaheMo Ba Mojena Teopuje BepoBaTHohe: jeAaH KOJH je NMOTofaH 3a
00jeKTHBHCTHYKH, 3 APYTH IIOTOJaH 3a CyOJCKTHBUCTHYKH IIPHCTYI HUHTEpIIPETAlIM}H BEpOBAT-
nohe. [Tpsu notuue ox Konmoroposa [29], koju je nao aBa cucreMa: 3a KOHAUHO-AHTHBHY
U o-aAMTHBHY BepoBaTHohy (nedunumje 1. u 2.). Jpyru nmoruye ox ne PHUHCTH)A [11].

tepenunom XVII peka ca panosnma Mepma, Tackana n Xajredca Ha 3afalliMa BE3aHMM 34 Xa3ap/IHE HIPC;
BAXKHOCT HOBHX MpOYyYaBatba 6uiia KM je u Taja jacHa, jep, Ha npumMep, XajreHe y CBOM Aemy »O NMpopatyHHMa
M Xa3apAaHMM Mrpama“ nuine: ,Unranau he fa npHMeTH fa cc OBJie HC pajli CaMO O MIpPH, pch na ce opae

MOCTaB/bajy OCHOBE BPAO HHTEpECAHTHE H ayboke TeopHje.”

34
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3.1.1 BeposaTHOha Ka0 peJIJATHBHA Yy4eCTAJIOCT

OCHOBHU MO, IPH 06}eKTHBHCTHYKOM IIPUCTYILY MHTEpIpeTaluju BepoBaTHohe, e excitep-
uMenill KOJ KOTa OCcTBapHUBame ogpeheHHX yclnoBa HE IOBOAH A0 jeTHO3HAYHOT (ACTCPMMH-
ycTHYKOr) peaynTaTta. CKyI CBHX JIOTHYKH MOTYHMX MCXOJa HEKOr OIMHTA o3HauaBaheMmo
ca §), a IEroBe eICMEHTE, T3B. eleMeHilapre ucxoge, ca w. MehyTHM, y OBOM NPHUCTYIY
BEpOBATHONM Harnacak HMJE Ha eIeMCHTAPHUM HCXOQUMa, Beh Ha CKynmoBUMa €JIEMCHTapHUX
ucxoma. [Jozahaj ce medMHHUIIE KAo MOMACKYI CKymna {1, # Kaxe c¢ Jia C¢ HEKH gorahaj pe-
MU30800 AKO W CAMO aKo Ce OCTBAPMO eNEMEHTAPHHM MCXOJ KOjH NpHIajga ToM norahajy.
Hebunniuyhu porahaje xao MOACKYIIOBE ON (), pasHe MO3HATE pelallje ¥ onepalmje Mehy
CKYTIOBHMA TYMAade ¢ Y TEPMHHHMA pealiusaluje norahaja: neA = Q\ A (cy#ipoitian forahaj
norabajy A) ce peamH3yje ako H CaMO aKO Ce He peajnsyje A, AuB = ANB (1. AB)ce
peajH3yje ako M caMo aKo ce peamusyjy u A u B, Awm B = AU B ce peannsyje ako H
caMo aKo ce peanusyje 6ap jeman on gorabaja A u B. Hecro je noTpeOHO mocMaTpaTH H
npebpojuse npecexe u yxHje forahaja. Kako moackymnosu 6110 KOT DeCKOHAUYHOT CKYIla MOTY
OMTH BeOMa ,,pYXHU", YMECTO CBHX IIOJCKYNIOBA O/ (1, mocMaTpajy ¢¢ caMoO MOACKYIIOBH 34
KOj€ CMO ¥ JIaTOj CHTAIM)H ,,3aHHTEPECOBAHYU , IPH YEMY C€ 3aXTeBa Jla CKYIl CBHX porahaja F
KOju ce ocMaTpajy Oyle 3aTBOPEH 34 KOMIUIEMEHTHDaba, Y ONHOCY Ha (1, YHH]e H MPECEKE,
1j. 3axTeBa ce Aa F 6yne Bynosa anreOpa WiH, KaKO ¢€ MECTO Kaxe, anrebpa (moswpe) Noi-
ckynosa of €. UecTo ce 3aXTeBa 3aTBOPEHOCT M 3a IpeOpOjuBE NpeceKe 1 yHHje, Tj. ga F
6yze o-anrebpa (0-M0JbE) IOACKYHOBa Of (2.

BeoMa BaKHa IPETIOCTaBKA NPH OBAKBOM 3aCHHBamby BepoBaTHole, je ma morahaju noc-
MaTpane (o-)anrebpe F WMajy TaKO3BaHY CBlAMGUCIAUYKY XOMOZEHOC. Peu je 0 ToOME fa
3aMUIIUBAMO 12 OAroBapajyhl eKCIepHMEHT MOXEMO NTOHABJEATH TPOH3BOJLHO MHOTO NyTa
H Y CBAKOM TIOHABIbaikhy PETMCTPYJEMO [a JIH CC HEKM pnorahjaj A € F peanusoBao HIM HHjeE.
Axo je n 6poj IoHaB/bama excrepuMenTa a n(A), 0 < n(A) < n, 6poj peanuzauMja gora-
faja A, JbYICKO HCKYCTBO CaipXKaHO y HCTOPHJCKOM pa3Bojy HAyKe M HEMOCPEAHa HHTYHLIH]A

moKa3yjy Aa je yehameM 6poja MoHaBJbamba CKCICPHMEHTA (n — 00), TaKO3BaHa peraitiugHa

A : : :
yuecimanoch -?%— morahaja A cBe Gmka HekoM ¢ukcupanoM 6pojy P(A), koju 30BeMo

seposam@noha norahaja A. Opaj npucTyn BepoBaTHONH je YIPaBO MATEMATHIKH MOJCI 32 RO-
rahaje ca OBAKBHM CBOJCTBOM CTATHCTHYKE XOMOT€HOCTH, T3B. cayuajne gozahaje. Y dpopMan-
Hoj AeMHHUIH]H BepoBaTHohe 3aXTeBa ce ]a OHA 3a0BOJbABA OHA CBOJCTBA KOja IIPOUCTHYY
w3 mpeficTaBe o BepoBaTHOh# Hekor forahaja kao o 6pojy oxo kora ce L, TPYIHUIY“ pelaTHBHE
YUECTAHOCTH.

Nednnnnuja 3.1.1. Konauno-aguitiuena seposaitinoha, unu camo eepogaitinoha, goZaha anebpe
F je apecnuxasare P : F — [0, 1] koje 3agosomasa cregeha ceojciiisa:

(1) (nopmuparnocim) P(§1) = 1,

(2) (konauna aguimiuenocim) ako ¢y A, B € F qucjynxiinu goZahaju, maga je P(AUB) =
P(A) + P(B).

Konauno-aguitiughu fipoctiiop eeposaimnohia je ypehena mpojxa (§2, F, P).

Tedunumuja 3.1.2. o-aguitiugna seposaiminokia gozaha o-anrZebpe F je ceaxko Gpecauxasarve
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P : F — [0, 1] koje 3agoeomasa cregeha ceojciniga.
(1) (nopmupanoci) P(§1) = 1,

(2) (c-aguimuenoc@) axo ¢y A, € F, n = 1,2,..., y3ajamMHo qucjyHKiaHu goZahaju, maga je
P (U An) = 5 P(An).
n=1 n=1

Ipociziop seposai@noha je ypehena wpojxa (U, F, P)>.

U3 naseneHux qedyHULM]a Cle/ie HeKe OCHOBHE 0COOMHE (KOHaYHO-aJHTHRHE) BepoBaTHOhE!
P() = 0; MoHoTOHOCT (ako je A C B, omnma je P(A) < P(B)); P(2\ A) = 1 — P(A);
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AB) u Taxo Jame. BepopaTtHoha (aeduHuIHja 2.) HMa
M HeKa ClieldjajiHa CBOJjCTBA Kao IUTO J¢, HA NPpUMEpP, HENPCKUIHOCT (ako je HM3 porahaja

Ay, Ao, . .. Heonamajyhu, ouga je P | U An) = lim P(A,)) i Taxko gamne.
n=1 n—oo

Maxo ce y CABpeMEHHM KypceBHMa BepoBaTHolie paBopH3yje KOHLENT 0-aIMTHBHE BEPO-
paTHoRe, TIOjeIMHI HCTPAKHBAUH CMATpajy Aa J€ TO YeCTO HernoTpebHO, Harnamasajyhu na je
y MHOTHM CHTyaLMjaMa JOBOJbaH KOHUENT KOHAYHE aHTHBHOCTH.

VeaosHe BeposaTHohe

Axo HaM je MO3HATO WM aKO MPETOCTABUMO [a C¢ PalH30Bac porafaj A, oHOAa TO MOXe
Ia ¥Ma YTHLAaja Ha BpeJHOCT BepoBaTHOhE HEKOT ApYror norahaja B. Tako ce monasu o
yenoene eeposaminohe P(B | A), 1j. BepoBaTHOhe norahaja B moj ycIOBHMa KOJH H3BECHO
WM CHIYPHO JOBOJE A0 peanusaumje norahaja A. VIHTyHTHBHA IPEACTaBa O BepoBaTHOLH
kao 6pojy OKO Kora ce IpYIHIIY pelaTHBHE Y4eCTaJIOCTH, AOBOIH 110 Je(pHMHULH]E YCIOBHE
BepoBaTHOhE:

P(AB)
P(A)

(%) P(B| A) = P(A) > 0.

Teopema 3.1.1. Axo je (2, F, P) tipocitiop seposaiminoha u A € F, iiaxas ga je P(A) > 0,
waga je Pyncyuja P(- | A) : F — [0,1] seposamnoha nag (82, F).

MIHTYHTHBHA NpE/ICTABA O He3agucHociiu goahaja B on goralaja A, ol ce popManusyje
yciiosoM P(B | A) = P(B). Kopucrehiu ce Be3aMa

P(AB) = P(A)P(B | A) = P(B)P(A| B),

uMaMo da je v ToM ciydajy i P(A | B) = P(A). Tako, poralaju A u B cy HE3aBUCHH
(CTATHCTHUKM MAM CTOXAacTHUkH) ako je P{AB) = P(A)P(B). Tpeba npyMeTHTH Ja Je
OBaKO JehHHMCAHA HE3aBHCHOCT jorahaja cMMeTpUYHa (y3ajaMHa), Kao H Ja Cy CBaka JiBa
JIMCjyHKTHa JoTahaja ca MO3MTHBHUM BepoBaTHOhaMa 3aBUCHA! Takohe, y OBOM KOHTEKCTY,
OcTaje HepacBeTILEHO THTakhe HE3aBHCHOCTM Jorabjaja umja je BepoBaTHOha 0 o ocranmux

2Ca cranoruirra Teopuje Mepe nMamo MeprbB nipoctop (§2, F ) HaJl XOjuM je nedHHUCAHA HOPMHpPAaHA Mepa
P. BaxHo je uctahy ga je Teopuja BepoBaTHohic, HCTOPHCKH [JI€AaHO, CTapHja OX TeopHje Mepe, T¢ Ja je ¥

Teoprju Mepe HaljeH caMo jefaH NoroiaH OKBHUP Y KOME C¢ MOT'Y OfTHCATH nojMoBu Teopuie sepoBatHohe.
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norahaja. HanoMeHHMO, ia je HE3ABUCHOCT AcdHMHHMCAHA noMohy BepoBaTHONE MMPH NOjJaM
oIl UHTYUTHBHE MpefcTaBe O He3aBUCHOCTH /1Ba norahaja. (He)3apucHoCT siorahaja decTo ce
He CME MELIATH Ca y3pouHowhy.

3.1.2 BepoaTHolia kao Mepa BepoBaiba

IIpeMa OBOM CTAHOBHIHTY, goZahaj ce MOCMATpa Kao HCKas, JI0K je konekuuja porahaja cuab-
eBeHa anrebapcKoM CTPYKTYPOM CXOAHO NMPUPOIHHM BesaMa: wi = V, U = A, He = O,
cusypan gozahaj = T, nemodyh go2ahaj = L. AKo ce He NpEeToCTaBe HHKAKBE JIOTHYKE
pese Mehy jorahajumMa Heke MOCMaTpPaHe KOJCKIHje D, oHa ce Jonymyje oo bynose anrebpe
F, koja je sanpaBo cnobomHa Bynosa anredpa Hal CKYIIOM crmobonuux resepatopa D, Tj.
JInnpenGayMoBa anrebpa HCKa3HOT payyHa ca CKYIIOM MCKa3HHX CII0Ba D. IlpernocraBiba-
IbeM JJOTMYKHX Be3a Mely mocMaTpaHuM forahajuMa nobujamo bymosy anreopy F(T), roe
je T TeopHuja MCKa3HOT padyHa Koja OAroBapa MpEeTINOCTaBIECHUM JIOTHIKMM BE3aMa. CaMa
IpUpOJA OBAKBE MHTepIpeTalHje Hamehe fa ce Hajuemhe MOCMATpa KOHAYHA KOJNEKIH)a
norabaja D = {F, E», ..., E,}, koja, y citydajy TOTHYKE Ha3aBUCHOCTH nporahaja, AOBOIH [0
(cnoboHe) KOHAYHO renepucane bylnose anredpe ca aToMHMa: A= EFOA oA EIM,
j e {0,1}* (E® = —E, E! = E). Ca A; C E;, osHayaBaheMO “HI:CHHIY Ja je 7(3) = L
Y 0BOM MOCAaBIby ocMaTpalieMo yBEK KONEKIIH}e IOTHIKH HE3aBUCHUX Jorahaja, OCHM ako
Apyrauuje HHje pedyeHo.

Beposaminoha gozalaja ce CXBaTa Kao CTENEH YBESPCHOCTH y HCTHHUTOCT onrosapajyher
ucxasa. Peummo, pema ge Moprany ( [28]) BepoBarHoha o3HayaBa: ,.CTambe AyXa y NOTJICAY
jemnor TBphema, jemHor morahaja xoji he ce JecHTH WiH y moraexy Ouno xojer Apyror
npeaMeTa O KojeM He MOCTO)M arcoNyTHO sHame.”. Tako, cTeneH YBEpPEHOCTH, OHHOCHO
BepoBaTHohe Aorahaja Heke 3aAaTe xosieKimje D, 1 y OBOM ciyyajy MEpUMO PEaJIHUM Opoje-
BHMa, Tj. BepOBaTHORY CXBATAMO Kao IIPECINKABAILE P : D — [0,1] oepunucano o CTpane
HEKOT PALIMOHAIHOT OCMaTpaYa. AJH, TPUPOJHO CE HaMehy nuTama: ,,KorahemMo cMaTpaTH
paLMOHANHUM mocMaTpadeM?, ,,Unje heMo BepoBame MepuTH?“. QOAroBap JIEXH Yy HAPEIHO]
nedUHHIMjH; HAUMeE, PAMOHAJIHHM MOCMaTpaycM fieMO cMaTpaTH OHOT 4Hj¢ J¢ BEPOBaE
KOXepeHIIHO.

Tledpuununja 3.1.3. Heka je D nexa xonexyuja go2ahaja. 1lpeciuxasarve P:D — [0,1] je
Koxepenifino (qogemnusarse 6eposaminona) ako u camo ako ce modice Apowupuiau go KOHA4Ho-
aguiiusne seposaiinohe na F, 2ge je - bynoea anzebpa gozahaja Zenepucara ca D.

[IpMMETHMO 14 j& IIPOIIHpEE 10 BepOoBaTHONE HA F, HeKOI KOXEPEHTHOT MpeCcIHKaBama
P:{E, E,,...,E.} — [0,1], nornyno oapeleno cBojuM BpeAHOCTHMA Ha oaropapajyhem
CKYTLy ATOMa, Tj. CBaKa KOHAUHO-aUTHBHA BepoBaTHONA P* : F — [0, 1] notnyno je onpebe-
na kopecriongentjom: E7A - AEJ® 5 pj,j € {0,1}", npuuemyje >  p;=1.

je{0,1}n
Mmajyhu oBO y BHY, HMje TEKO JOKa3aTH clerehy TeopeMy.

Teopema 3.1.2. Hexa je D nexa xonexyuja goZahaja. Ilpecruxasarse P :D — [0,1] je
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KOXepeHTIHO aKO U CaMO aKo cuciliem, fio Hellosnafium Tj, j € {0, 1}

Ej ;= P(Et) (’L = 1,2,...,?1)
A;CE;

z; 2 0 (7 €40,1}7)

uma pewierve, ipu uemy cy A;, j € {0,1}", amiomu.

TIpHUMeTHMO Ia CY Peleiba CUCTEMA 3aNpaBo BepoBaTHohe oAropapajyhnx aroma.
VIopemuMo H3JIOKEH NPUCTYIL, ca 00jeKTHBHCTHYKUM, HaBOheHEM PeIoM Kopaxa y KOH-
CTPYKILMj# HEKOT KOHAYHOT IIPOCTOpa BEOpOBaTHORA.

OBJEKTUBUCTHYKH CYBJEKTUBUCTHYKH
3ajiaje ce CKyn eaemenimiapnux go2ahaja | 3ajaje ce ckyn goZahaja
Q={w1,...,wﬂ}. D={E1,...,Eﬂ}.

Nedunune ce T3B. @yuxyuja paciiogene | lepuHuiue ce gogerusarse geposaitinoha
seposaitinoha P : Q0 — [0,1], Tako maje | P: D — [0, 1], xoje je

. Plw)=1 KOXepeHTHO
well
Tlozakaj je cBaku moackym ox §12. Enementiapan golahaj j¢ CBaKM aTOM

+EA---ANLE,

Onpehyje ce seposamnoha Ma xor gora- | Onpelyjece gepogaiiHoha eNeMEeHTapHHX

haja: P(A) = ), P({w). morahaja, pemasameM cucreMa (S) y
weA teopemu 3.1.2.

Jenan ox Mogena (CITHYAH excilepumeniiy 3a BepoBaTHORY Kao pelaTHBHY YYECTANOCT) 32
BepoBaTHOhY cxBalicHy Kao CTEIICH BEpOBaba j& kiaherbe (5, 6, 11]. HanMe, NpeTIOCTaBUMO
[1a je ped o omxnamu Ha forabaje: E, ..., E, ca koepuumjertumMa 0 < py,...,pn < 1, penowm,
npu YeMy ce 3a cBaky ofl gorahaja F; ymaxe p;s; munapa. VY cry4ajy peanu3anmje norahaja
E; nobuja ce cyma on s; aMHapa. AtoMu Haj Fy, ..., Ey, ce MOTY CXBaTHTH Ka0 HEKa BpPCTa
,.CIIeMeHTapHuX Hexona®. Tako, axo ce ocTBapH A; = EJO A AE ("), nobHuTaK, OHOTra
KO ce KJIAJHO, je:

Gj = 31(_7(1) — pl) 4 ...+ SH(](R) — pﬂ).

Huje Tewko BUAETH Aa je MaTpulia-BpcTa Gy xze, Kojy unHe 006U G5 y CBAKOM Of cliydajeBa
A;, 7 € {0,1}", jemnaxa MpOH3BOMY:

j(l)—Pl
i(2) — p2
| 51 s2 -+ sﬂ_]lm- _ = sB.
_... j(n)upn .'_“xgn

HapagHo, HHKO pa3yMaH He 61 OpraHu3oBao Kialjieme Tako fa ¢y ¢ JO6HIH G ; TO3UTHBHH,
1. ma je G > 0; pasymno (Tj. KOXEpeHTHO Holle/bMBame KoeuuujeHaTa kinalhema) je na
6ap jenan poburak 6yme < 0. YnoTpeba peun KOXepeHTaH HUje CIy4ajHa, INTO pacBeT/bapa
Hape[Ha Teopema [6).
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Teopema 3.1.3. Hexa je B fipouseosrna matipuya duia n X m. Tauno jegan og cucitiema (S1)

u (Sy) uma pewerve, 2ge je

(S1) Bx=0,x2>0 ||| =1,
ca HeTOIHATIOM MATAPUKOM Xnmx1, Tpu uemy je ||X|| = D i u
(Sg) sB > 0,

Ca HeflO3HATOM MATUPUYOM S1xn.

ITpuMeTiMO na ce cucTeM (S), M3 Teopeme 3.1.2, MOXe 3aIIUCATH Y OOIUKY (S1), WTO 3HAYM
112 AKO CMO KOXepeHilino gogenunu koepuimjente (eeposaitinohe) norahajuma £, . . ., E,, tana
¥ CaMO TaAa JOGHTAK OHOTA KO CE KJIa{H HHje 3arapaHTOBaH, T). HUCY C6U KOJU ce Kaage CUZyphu
gobuimnuyw; Takohe Hucy ceu Hu cusypru ybuilinuyu, Jep aKo CUCTEM sB < O uMa pememe,
MMa ra ¥ cicTeM (S2) MpEeTXOOHE TEOpEME.

Yceiaopne sepopaTHolie

Pasnuke y cXBaTamy H aeHHHCamy BepoBaTHohe, ¥ H3JI0XKCHUM IIPKCTYIMMA, JOII Cy Apac-
THYHH]je 10 THTalby YCIOBHUX BepoBaTHoha. CMaTpa ce Aa IPHCTYT YCJIOBHHUM BepoBaTHOha-
Ma, y CMHCHY AeuHHIH]e (%), HHje OToMHa popMan3aliija OBOT nojMa. Haume, 3axTes na
je BepoBaTHOha ycoBa MO3UTHBHA j¢ IPEjaK, y cMUCHY Aa 6e3 oArosopa OCTajy MHOroOpojHa
TeOpHjCKO-NIPAKTHYHA IIHTalba KOja c€ OJHOCE HA HHTYHTHBHO IIOMMAHE YCIIOBHHX norahaja
¥ BUXOBHX BepoBaTHoha. Heky mpo6neMu oBe mpHpo/ie Cy Beh NOMEHYTH y HOAOICIBKY 3.1.1.

Taxolje, Kako je Ha IoYeTKy OBOT IIOTIaB/ba puMehicHO, CBaka BepoBaTHoha je Y Hi3BECHOM
CMHCITY YCITOBHA, T1a Cy MPUPOHHM NMOKYIIAjH Na ce Teoprja BepopaTHohe 3acHyje yBolemeM
caMo YCIOBHMX BepoBaTHOha, Tj. Ha ce IocMaTpajy camo BepoBaTHohe napoBa nporahaja
(E, H). HapaeHo, goZahaj octaje rieHTpannu nojaM. Ilog ycrnosHHM porahajeM cMmatpahemo
nap norahaja, y osnamu (E | H), kao uenuny, a ycloBHy BepoBaTHOhY kao BepoBaTHORy Te
HEeHHE

geposaitinoha og (E fioq ycroeom H),

a HE Kao
(seposatminoha og E), fiog ycroeom H.

Nedunnmuja 3.1.4. Hexa je F (byrosa) ancebpa ckywosa, B C F 3aitigopen 3a KoHauHe
yuuje (aguimuean cxyir) u B® = B\ {0}. Yenosna eeposaiinoha na 7 % B je iipecruxasarse

P : F x B — [0, 1] xoje 3agosomasa cregehe ycroge:
1. P(H| H) =1, 3aceaxu A € B,
2. P(-| H) je xonauno-aquizugna seposaminoha na F, 3a ceaxu H € Be,

3. P(AE|H)=P(E|H)-P(A|FEH),3aceaxu Ac FuE,Hc B, EH # 0.
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[TpuMeTHMO [a YCIOB 3 IPETXOJHE nechUHMIM]E Jaje KA YCIOBHA BEpoBaTHOhA P(- | H)
Huje noTIyHo oApeheHa norahajeM H, Beh na Ha M3BecTaH HAYMH 3aBHCH H O IPYTUX YCIOBHHX
pepoBaTHOha P(- | EH); ApyruM peduMa He MOXe e P(- | H) nepuvHuCATH HE3ABHUCHO.
Nedunnunja 3.1.5. Hexa je C = C1 X C2 @ipou360/6ar cKyil yerogHux go2ahajau P : C — [0,1).
Hpecnurasarse P je Koxepenisino axko ce Mox4ce Gpouupuiiiu go yerogne geposamnohe na F X B°,

apu uemy je F anZebpa ckyfiosa, B C F aguimiusan ckyd u CCFxB.

Huje Telxo BUAETH Aa ce 3a anredpy JF, HOMEHYTY ¥ IIPETXOAHO] AeOUHKLMJH, MOXKE Y3STH

MYHWMAIHA anrebpa renepucana ca C; UCy, a 3a 5 MUHHMaNIaH aflMTHBaH CKYII FEHCPHCaH Ca
Co.
Teopema 3.1.4. Hexa je C = {Ey | Hy,...,En | H,} apouseonan korauan cKyil yCROGHUX
gozahaja, B agquitiuean cKyu 2enepucan ca Hy, ... H,, F munumarna anriebpa Zenepucara
gozahajuma By, Hy, ..., En, Hy, ca ckyitom amioma Au P : C - [0,1}. Cnegehu ycrosu cy
mehycoOHO eXeUBANEHTINU.

(i) P je koxepenifio;

(i1) Caznacmu cy cuciiiemu (Sy), o HeAo3HATIUM gk, 7€ {0,1}*", k=0,1,...,m < n,
> z9 = P(E; | H;) D 29, (i=12,...,n)
A;CE; H; A;CH;
(So)$ 22 7y =1
A; CHY

L =920, je {01}
sgeje H = H1U...UHy usak 21

S =¥ =P(E | Hi) 3; zk, akoje ), it =0, (i=1L2,...,n)
A;CEH; A;CH; A;CH;

(Sk) Zj :I:;“ =1

A;CHFk
z§ 20,5 € {0, 1}2n,

2ge je H * yuuja ceux ckyiioea H; iwiaxeux ga je > i 3:";‘1 = (),
A;CH;

IHoxas. JaheMo caMo KJbY4HE KOpaKe MPUIHYHO IJIOMa3HOT I0Ka3a.

(i) = (#4) Hexa je B amutuBan nopckynon F u P* : Fx B® — [0, 1] ycnoBna BepoBaTHOhA
Koja TpolmHpyje mpecnukaBame P. Osnaummo ca Fy (KOHauHO-aAMTHBHY) BepoBaTHOhY
P*(- | H%) wa F. Ilpumernmo na je: Py(H®) = 1, ma je 3a Gap jeman ¢, ¢ € {1,2,...,n},
P*(H; | H) > 0, kao u 1a je Po(A;) = 0,3acee A; ¢ H".

3a k > 1, uunyktusuo feduummemo ckymose: HY = U{H; : Pe1(H:) = 0} u
peposaTHohe Pi(-) = P*(- | H*) na F, mox ron je H ¥ £ (; HapaBHO, Ha ONMCaH HA4MH,
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moryhe je neduHMCcaTH caMO KOHAYHO MHOTO CKYIOBa H! ..., H™usepoBatHoha Py, ..., Py,
npH yemy je m < n. [IpuMeTHMO 1, 3a CBAKO ke {1,...,m}, nocroju 6ap jenan H; € H k
ma je Po(H;) > 0, kao n pa je Pi(A;) = 0, 3a A; ¢ H*. Takobe, 3a cBako H;, mocroju 6ap
jemuo k € {0,1,...,m}, naje ) Pi(A;) > 0.

A;CH;
Huje Temko sunety xa cy 25 = Pu(4;),7 =1,... /22" pemema cucreMa (Si), 3a CBaKO
k=01,...,m.
(41) = (i) [IpeTmoCTaBUMO A CY CBH CHCTCMH (S), k = 0,1,...,m carnacuu. Hedu-

HHIMMO YCIOBHY BepoBatsohy P* na F x B°. Hexaje E | H € F X B¢ npoussosbaH
ycrnouu gorahaj. ITomTo je B aUTHBAH CKYTI, H je yauja Hexux (MOX/IA H CBHX) norahaja
H, i=1,...,n. Osnaunmo ca ko MakcuManaH k, Takas Jia je H < H*: taga cucreM (Sk,)
calpxu oArosapajyhy jemHauuHa 3a cBaku f; 3a xoju je H; C H. Ilomro je bap jexHo ol
pemema z5°, j € {0, 1}?", noMeHyTHX jeqHAUMHA HEHETATHBHO U H ¢ H**l caemn na je

>, p :1:;5“ > (, xao ¥ 2 je Zj :t:f = 0, 3a cBaxo k < kq. Jlaxiae, MOXXEMO CTaBHTH 12 je
A;CH A;CH

ko
3

Cana, Tpeba JoKa3aTH [a je OBaKo ACPUHHCAHO NPECAUKABALC P* 3aicTa ycHoBHA BepoBaTHOha
ta F % B. Ycnose 1. u 2. pedundimje 3.1.4 HHje TEIIKO NIPOBEPHTH. HokazaheMo caMo ycloB
3. TocmaTpajmo crenehe ycnosre norahaje AE | H, E | H, A| EH u3 F x B°. Axo je kg
rakapaje H C H% H ¢ H*tly 3. 2% > 0, Tana je, npema fcpHHUIIA]U PECIMKARAILA

A;CH
P,
> T >
A;CEH .
(1 PEIH)="S w P(AE|H)= "
i L > T
A;CH A;CH

Ilasbe, pasHKyjeMo JBa ClIydaja.
1° >, :r:;-“’ — 0%. V ooM cny4ajy je P*(E | H) = 0, a Takohe u P*(AE | H) = 0, na
A;CEH
oaroBapajyha jefHaKOCT TPHBHJAIIHO BaXH.

ko
2 %

_ A;CAEH : :
2° > :r:;‘?‘" > 0. Tamaje P*(A| EH) = = 7> LITO 3aje/IHO € JEIHAKOCTHMA (1},
A;CEH 2. T
A;CEH
naje ma Baxcn: P*(AE | H)=P*(E| H)- P*(A] EH). O

3.1.3 Heka yonterna IpocTopa BeposaTHohe

OcCHOBHM TIOJMOBHM Be€3aHH 3a BepoBaTHohy cy goZahaj M seposaminoha goZahaja, AOK Cy
CYIIITUHCKE APETIIOCTABKE

3panomenumo aa noctoju k > ko, Takso maje Y. x5 > 0.
A;CEH
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e KonekLuja goabaja (xoje pasmaTpaMo), cHabIeBeHa je M3BECHOM aarebapekoM CTPYK-
TypoM: ako cy A u B Hexu norahaju, To cy H Awm B, Au B, ne A, ... UCTAKHYTH
(onpelern) cy (aficonyiano) remolyh W (aiiconyitine) cuzypar porahaj, koje hemo pe-
oM osHauapatu ca @ u Q. Tako, moxa gorabajuma ce Hajuelthe rmoapasyMeBa)y HEKH
MOACKYIOBY yHanpen u3abpaHor ckyna {2 Koju ce CMaTpa alncolyTHO CUTYPHHM Jora-
hajeM, IpH yeMy Kollekumja csux gorabaja D = {A, B, ...} npeicrasiba jefjaH dpcitiex
MOACKYNOBa ox £

1. 0 €D,
2. ak0 A, BeD,rapaAUB,ANB €D,
3, ako A, B €D, tana A\ B €D,

ako ) € D, Tana ce xonekuuja D Hasuea fomem noraaja Ham () ¥ mpeACTaB/ba JENHY
BynoBy anrebpy.

e geposaimnoha goZahaja

— HHje YHYTpallllhe CBOjCTBO ToT jroraljaja, omHocHo o BepoBaTHOhH Hekor gorahaja
ce MOXE TOBOPHTH ¢aMo MNpPH HEKMM Ta4HO YTBpleHHMM ycroeuma; BepoBarHoha
Hekor porabhaja Moxe OUTH pasIMYMTA Y Pa3AMYUTUM OKOJIHOCTHMA,

— je MepJLHBO CBOJCTBO, OOHOCHO BepoBaTHohe morahaja ce MOy MpHKa3aTH Kao
eJICMCHTE HEKOT CKylla Ha KOME je¢ 3aJlaTO HEKakBO ypelerbe M H3BecHa ajre-
bapcka cTpyKTypa; moTpeby 3a ypelemeM Hamelie noTpeba 3a ymopehusameM
BepoBaTHORA, Tj. 32 hopMaNH3alMjOM [10jMOBA ,,BEPOBATHH]jE", ,,MAbE BEPOBATHO
1 CJI, JOK HaM je anrebapceka CTpyKTypa noTpebHa 3a H3paduyHaBame BEpoBaTHOha
,,Cloxenux gorahaja®.

K20 mTo cMO BHAETH Y MPETXOJHHM MOAOJEIbIMMa YyOOHUAjeHO j& Ja ¢€ MPETIIOCTaBU
na je BepoaTHoha Hexor jgorahaja peanan 6poj u3 mureppana [0, 1], uako cy y MHOTHM

cUTyalunjaMa BepoBaTHohe mocMaTpanux forahaja camo pauMoHaHH G6pojeBH U3 0, 1] wimn

1 2 n—1
camMmoHekuog < 0, —, —, ...,
n'n n

: 1}, 3a HEKH IIpHpoIaH 6poj n.

ITPUMEP 1. Jledunuija seposatHohe kojy je mao Jlammac 1812. roquHe’, a xoja je maHac
no3HaTa Kao kiacuuna win Jlaiinacosa pedHHKLIM]a BepoBaTHOIE, OMHOCH CE€ HA €KCIIEPUMEHTE

ca KOHAYHHM CKYIIOM Moryhux ucxoza {2, oA MPeTmOCTaBKOM Aa CY CBHM MCXOOHM JEAHAKO

P : .. :
BEPOBATHH: W |—Q-l HaumMe, peMa KJIAacHUHOj HepuHUIMjH je BepoBaTHoha Horabaja A

jemHaKa KONHYHUKY 6poja flogomnux ucxona 3a morahaj A n ©6poja CBUX moZyhux ucxona,

1j. P{A) = -S_)_}’ 3a cpaku gorahaj A C €. [Hakie, paur Jlamiacose BepoBaTHOhe je

1 *
0, —,...,1¢. ]
{ jo

.

[IPUMEP 2. Hexa je 2 = {1,2,...} ckyn npuponHux 6pojesa, a J xojekinja MoJACKynoBa
A C O uuje cy kapakTepucTHuHe dyukumje x4 :  — {0,1} nepuognune’. IIpuMeTHMO

4y cBOM pajy ,, Theorie analitique des probabilites*

Snepronom KapakTepucTHUHe GYHKLHMjE ckyna A je KajMarwH NpHpoxaH 6poj n4 Takas na je xa(n +na) =

xa{n), n € §2.
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xa je F jemna anredpa HOACKYIOBa O Q. Jedunumumo npeciukapame P : F — [0, 1] ca:

P(A) = 3, %, A € F. Tlpecukasame P je BepopaTHONA Ha F, Udju je paHT CKyN CBHX
icA
panuoHamHuX 6pojesa u3 [0, 1]. O

Axo je (2, F, P) Heku npocTop BepoBaTHORe (KOHAYHO WM O-aJMTHBAH), MO PaHIOM
pepoBaTHohe P : F — [0, 1] mompa3symeBaMo CKyIl Ran(P) = {P(A) : A € F}. Kaxkas paur
umajy [0, 1]-BpemnocHe BepoBaTHONE OKapaKTEPHCAHO je HAPEIHOM TCOPEMOM {1).

Teopema 3.1.5. 1. Axo je (2, F, P) xonauno-aguiziuéan apociiop geposaimroha, maga wi je
ceaxu 6poj uz Ran(P) wezoea usonosana iwauxa u Ran(P) je konayarn ckyll un je c6aKku 6pojf
uz Ran(P) weloea ilauxa HaZoMUnasarsa.

2. Axoje (Q, F, P) apociiop eeposaianoha, Maga je ceaxu 6poj us Ran(P) meZoea uszonoeana

miauxa u Ran(P) je konauan cxyf wiu céaxu 6poj us Ran(P) uma oxonury xoja cagpicu Hexy

saimgopen ckyi C C Ran(P) 6es usonoeanux fmayaxa.

MelyTHM ITOCTOj€ M MHOTE APYTE CTPYKTYpE UH]H MOICKYINOBH MOTY OHTH BeoMa MOTOMHK
3a U3pakaBambe BepoBaTHohie. Hasemhemo camo Heke npebpojuse. Ilopen craHmapaHOT
npuMepa apXMMEICKOT N0Jba PalOHaIHUX 6pojeBa:

e Q,1j. naTepanana [0, 1]o
BaXKaH je U IpUMEp HeapXMMEICKOT 110Jba, Kao IITO je:

¢ Q[e], Tj. HajMamer MoJba Koje ce nobuja 101aBabeM jeHe NO3UTHBHE HHPHUHHTEIUMAIIC
£ 1MOJbY pallHOHATHMX Opojea. ENEeMEHTH OBOT mojba Cy ,,pallMOHATHE dbyHKIHjE"™
obIuKa ) -

A(e)  ap+ @i+ age 4 ...+ ampe™

fe) = B(e) byt bie+bae?+ ..+ bpe™

rae ce A(e) 1 B{€) Mory CXBaTHTH Kao IIOJIHHOMH I10 € €4 palOHaNHUM KoehHIH]CH-
THMa, TIPH YeMy HHCy CBH KoeduuujeHTH y B(€) jenHaKH HyJIH. Axo je by, £ 2 0, psu,
clleBa Ha mecHo, KoehuuujerT y B(e) pasnuunT oa Hyse, Tafa aKo CBaKH KoehUIHjeHT
6pouoLia B UMEHHONA HOJENUMO ca by nobrjaMo T3B. HOpMHpPaH obmuk enemenTa f(e):

A(e) 'L de+abet+.. . +ale™
(1) fle)= ( =%f Y n
B(e) et + b e+ ...+ bue

[pumerimo ma je f(€) = 0 ako M caMo ako jeag = @3 = ... = a; = 0, a Takohe u
Jia ce CBAKH palHoHaNaH 6poj ¢ MOXe 3alHCATH Y OONHKY inmajeQ@ C Qe]. Ypeheme
na Q[e] je nedumucano na cnenehu naunn: f(g) > 0 akko ai > 0, npu Yemy je f(e)
sanHcad y HOPMaTHOM oOuKyY ¥ ai, k < 0, je npeu KoeULM]EHT, ClIeBa Ha JEeCHO Y
6pomory pa3soja (1), koju je pasmusur o 0, 7j. f(€) < g(e) akkoje g(e)— f(e) > O
f(€) = g(€). Huje TewKo NOKa3aTH Jia je jeAHO OBaKO NCPHUHUCAHO ypeljcibe TIHHEapHO
u Ia HEje apXMMeCKo: nE < 1, 3a cBaku NpHPoJaH 6poj 7.
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Takole, AHTEPECAHTHY Cy TPHMEPH TIPOU3BOMA ypehernx mowa, KOjH cy ypeheHH MpCTEHH,
Kao IOTO CY, Ha IPHMED, IPOU3BOIK :

e OxQQxQxQ,...

TeopHje KOMIUIEKCHUX, BEKTOPCKUX, HECTAHIAPIHAX MEpa HaM yKa3yjy 1a HA OBaKBe ClIydajeBe
He Tpeba 3aHEMapUTH.

[IruMEP 3. Kako cMo Beli HallOMEHY/H, HCTPaXHBAYH KOJH pa3Marpajy ,,CTATHCTUYKY
BepoBaTHORY* cMaTpajy Aa j¢ OCHOBHM 3aJaTak TeopHje BepoBaTHohe Ja OMMINE ,,peTY-
NapHOCT” HpH OCTBAPHBAILY HEKOT ciy4ajHor gorabaja nmpu peaH3alyjy oApeheHOr eKcIep-
UMEHTA WIH TIPU TIOCMATpamby Heke nojaBe. 1IpBH Kopak y Hanaxeiby oarosopa Ha MUTARmE
., KOIHMKO 4ecTo ce OCTBAPY)jC HEKH norahaj? je MOHAB/bAE CKCHCPUMEHTA M PEIHCTPOBAILE
6poja mojaBbuBama oapeheror norahaja: ako je HeKH eKCIIEPMMEHT pealn3oBat N myTa, ¥
TIpH TOM je curypan gorahaj {2 u3abpan Taxo fa ce OCTBapyje IPU CBAKOM YCIICITHO U3BSACHOM
eKCIICPUMEHTY, 3a cBakH forahaj A, mocMaTpaHOT 1osba norabaja D (HEKHX IOACKYNOBA ON
(1), perucTpyje ce 6poj N4 MOJaBIbUBAA porahaja A (nq = N). BepopaTnoha K0JOM, Ha OBOM
HYBOY, H3Boha4 EKCIICpUMCHTA (areHT) pacnojaxe j¢ KOHa4YHO-aJHTHBHA [0, 1]o-BpenHOCHA
BepoBaTHOha P, T3B. peraifiusna yueciianocu, nedHHHCAHA Ca:

P(4) = 75,

a Koja c¢ y3uMa Kao jefHa aripoKcuMalja QyHKUMje Ko)a Ce, y NaTOM KOHTCKCTY, CMa-
Tpa ,,alICOJIyTHOM™ BepoBaTHONOM. Toj ,,alcONYyTHO]* BepOBaTHOLH NMPHOMHKaBAMO CE TCK
HAarOMHNIaBameM HcKycTBa“, Tj. mocMatpamem [0, g X [0,1]g X ... x [0, 1jg-BpemHOCHE
N e ——. ——————
k
sepopaTHohe P*, IpH HeMy je k 6poj arcHaTa KOjH, He3aBHCHO jejaH OJ1 APYTOr, H3BOAE je/iaH

MCTH eKCIICPUMEHT, cBaku mo N; myta, 2 = 1,..., k, perucrpyjyhu dpojene n', NOjaB/bUBabA

nporahaja A: )
nl n
P A =(=2 .. . 2},

360T MPEeTIOCTABILEHE CIIARUCTAUYKE XOMOCEHOCIAU norahaja (nomonerpak 3.1.1) mpupoxHo

je [1a ce 3a HajpelcBaHTHH)e ,JACKYCTBO® y3MMa pElaTHBHA Y4ECTAJIOCT 33 HajsehuMm N;. Y

Be3H ca OBHM HHTEPACAHTHO je MOMEHYTH Aa HEKe CTyAHje noKasyjy Aa Mana feia 1 (MHOIH
n

) A
HeMATEMATHYAPH) MHTYHTHBHO BEPOBAaTHONY He CXBaTaJy YBEK Kao KOMMTHHK —r, Bch Kao

N
nap (na, N), y cMucny ja je gorahaj koMe oarobapa nap (1 moBosbaH Ucxox, 2 Moryha ucxona)
Marbe 6eposailian oji OHOT KOMe ofroBapa nap (2 noBoJbHA HCXO/A, 4 moryha ucxona). O

Nedunuunja 3.1.6. Hexa je G = (G,+,—,0,<) ypehena Aberosa Zpytia maxea ga je
(G, <) mpesica, 1 urcupar HoUTUBAH eneMeRil 06e Zpyie u 0,lc={z€G:0< <1}

Ipecnuxasawe P : F — [0, 1] je Konauno-aguitiuena [0, 1)g-eeposaimnoha na anzebpu F

S[Ipouanog, y CTAHASPAHOM CMHCITY, JIHHCADHHX ypeliema HHje MHcapHo ypeheme; ypelieie < Ha L1 x Lo
£ . :
npoussona (L, <1) x (Lg, <) maro ca: (z1,%2} < (yl,yg)aéa:l <3i y1 A 9 <o Y2 HHj¢ JIMHEAPHO, aJIH )¢

(Ly x Lg, <) mpexa.
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fiogckyfiosa og 1 aKo U caMo aro 8axicu.

(1) (nopmuparnocim) P(§2) = 1,

(2) (konauna agumiuenoci) axo cy A, B € F gucjyuximinu goZabaju, maga je P (AU B) =
P(A) + P(B).

Huje Telko J0Ka3aTH Ja U3 OB nedUHRLAjE cee TOMEHyTe ([IO0/IeTbaK 3.1.1) ocHoBHE
ocobune pepoBatTHohe.

3.2 BEPOBATHOCHE JIOI'MKE

ETuMoOrHja peud BepoBaTHONA (JIATHHCKM probare) nmokasyje aa ¢¢ y HapoJay BEpOBaTHO-
ha oceha Kao BpcTa BepoBama, T). HEKa BpCTa HENOTIYHOT JI0Ka3a. Taxo, cBakogHeBHa H
yoOuyajeHa ,,3aKJbydHBaIba 10 BEpOBATHORH® CMaTpa)y Ce payuoHanHo gobpo 3aCHOBAHUM,
HAKO Ce 3HA ]l CBe/IOYAHCTBA 32 BBHX HUCY HATH NIOTIIYHA HHTH ancoJIyTHA.

[IpBH KOjM je TEOpHjy BepoBATHONE CXBATHO Kao AEO JIOIHKE je JIajouun. IToMeHHMO
u Bommana xoju je mpeiarao Aa BepoBaTHOha OyRe JIOTMYKa Be3a U3Mel)y cTaBoBa, a Jia
pMILTMKanHja 6yae crelujanan ciy4aj Te sese. CIMYHUM MyTEM HILTA Cy MHOTH JIOTHHAPH.
Llopu Bya ( [2]), Llon Ben, Yapic [lepc 1 npyru.

Ilanac, mocToje /1Ba IJaBHa MpUCTyNa dopMaTH3aLMjH BEPOBATHOCHOT PE30HOBaMA!

e JIOrMKE 3a BEPOBATHOCHHM KBaHTHHKAaTOpUMA ( 121, 26, 27, 47, 49]), u
e JIOTMKE C2 BepOBATHOCHHM omepatopuMa ( [12, 13, 35, 39, 45, 46, 48]).

JIoTHKe ca BepOBAaTHOCHHM KBaHTHOHKaTOpUMA yBeo je [lepoM Kucnep ( [26]) pasmaTpajyhu
CTPYKTYpe TIpBOT pefla ¥ KOojUMa je BepoBaTHOha jJeduHMCaHA HA JOMEHY, T). CTPYKTYpe
obmixa (M, @), Ipu 4yemy je M Heka cTpYKTypa NpBOT pefla. Je3uk OBHX JIOTHKA CalpXH
ksaHTH(HKaTOpe obnuka PT 2 r, npu YeMy QopMyra (PZ > r)p(Z) 3HauM eeposaiirioha
cxyaia {Z : ©(%)} je seha uu jegnaxa r.” OBaxaB KOHUENT Je IOTOJAH 33 NPOYHaBalbe objek-
THBHe BepoBaTHOhe, ¥ K40 TAKaB IIpe/ICTaB/ba MONHO CPEICTBO 32 H3paXKaBabe MATCMATHHKHX
I0jMOBA KOJM CE jaB/bajy Y KIACHYHO] TEOPH)H pepoBaTHohe. Paspaljyjyhu Kucnepose ujeje,
Xysep [21] je npoy4aBao snoruxe Lp, Lo, p, L 4 p, Y KOjUMa c€ KOPHCTE BEPOBATHOCHH KBaH-
tudukaropu. ¥ [27] Kucnep je pasmMaTpao H BEpOBATHOCHC JIOTHKC IIOTOAHE 32 H3paKaBalbe
ocoGMHA CNYYajHHX NMPOMCHIBUBHX, H3yYaBame¢ CTOXACTHYKMX rnpoleca M Tako Hasbe. Y
norum L4 ; ce MHTErpajHK ONEPAaTOPH, CIHHHO CkoeMOBHM (PyHKUHjaMa y KIACHYHO]
JIOTHIIH, KOPHCTE 3a eIMMHHAIH]y BEPOBATHOCHHX xpanTadHKaTopa. Y moruiy L 4( {) ey
YMECTO BEpOBATHOCHUX KBAaHTH(HKATOPA YBEACHHU kpaHTHHKaTOpH 06nuKa | ...dT KojH
Be3yjy npoMewbuBy . VY Joruud L4 g yBelcH je onepatop Ef- | -] xojum ce u3pakaba
yCIIOBHO OUEKHBambE CITyUajHe NPOMEIBHEC. [Ipernen pe3yiTaTa y oBoj 061acTH gaT je y [49],
TAe ¢y Takohe pasMaTpaHe U UCKA3HE JIOTHKE Koje CaZipe BepoBaTHOCHE ONepaTope.

Jloruke ca BEpOBATHOCHHM ONEPAaTOPHMA, T3B. BCPOBATHOCHC JIOTHKE, CY HCKIIACHTHC
JIOTHKE KOj¢ HMa]y HHA3 CTHYHOCTH ca MOJAJIHUM JIOrHKama, a oMoryhagajy cTporo, GopMaHo,

"BepoBaTHOCHHM KBAHTH(HKATOPH CC KOPHUCTE YMECTO KIAACH'YHHX ¥ 1 3 unje 61 npucycTBO oHeMoryhiio aa

MpojekLiKjc MEpSBHBHX Jorahaja Oyay y onuuTeM Cay4ajy MepJbHBC.
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3aKJbyuMBam-e o BepoBaTHoliu (cxBalicHo), pe cBera, Kao CTeneH BepoBama). Mely npBuma
KOJU Cy Nafiii pa3He aKCHOMATCKE CHCTEME 32 CKCILTHIMTHO PESOHOBAIC O BepoBaTHOIY,
pokasyjyhu oaroeapajyhe TeopeMe NOTNYHOCTH H CII., CY @arnn, Xanmepd u Marugo [12, 13).
CruyHe JIOTHKE je, HE3aBUCHO, pasMaTpao H Pamxosuh y [48]. Tlomasehn on moMeHyTHX
pesyntata OrmanoBuh, y [41], neTarbHO je MPOYYHO M ONMHCAO OBC JIOTHKE, pa3MaTpa)yhu
U BHXOBE OHOCE CA MOJAJIHHM Y TEMIIOPAITHUM JIOTHKaMa. beckoHauHe aKCHOMAaTH3all{)e,
natey [41, 45, 46], 6uhe kopuiuficHe ¥ y OBOM pany. Tpeba HarIacuTH ga ce OECKOHAaYHOCT
ONHOCH Ha METaje3UK, Tj. HOoKasd Mory OuTH OeckOHaUHH JOK CY dbopMyie KOHaAYHE. Y
MOMCHYTHM paJIoBUMa MOKA3aHa J¢ CarjJaCHOCT H jaka nmoTImyHocT (,,CBaKH HETPOTUBpPEYAH
ckyn dopmyIia je 3aOBOJEUB ) y OIHOCY Ha Kjiace MoJcAa y KOjuMa Cy BepoBaTHohe medu-
pucaHe Haa MoryhuM ceeTouma. OBH MofenH nozcehiajy Ha MOAAITHE MOJIENS, C THM IITO CE
YMECTO MOJANHE pelal(ije ZOCTIKHOCTH yBoH(-€) mpocTop() BepoBaTHOha. beckoHauHa
aKCHOMATH3allHja ce OoNpaBjaBa OJCYCTBOM KOMNAKTHOCTH Y OBAKBHM JIOTHKama. MHoro-
6pojHH HOBH PE3YITaTH, ofl KOJUX hie HEKH y NaJbeM TEKCTY O6MTH OTNMCAHU, CY Y U3BECHOM
CMHCITY HACTaBak MOMECHYTHX paZoBa.

Na 6ucMo mOOMIH CHCTEM MOTOJaH 3a dopManusanujy ¢opMynaa dHje je MHTYHTHBHO
sHaueme: ,,BepopaTHoha off ( HRAje Maba O S, HajjeaHocTapnyje je (mpema {12, 13, 35, 41,
45, 46, 48)) je3ux KIaCHIHE JIOTHKE IPONIHPHTH JIACTOM ONEpaTOpa P5;,3a cBaKH pallHOHAJIAH
6poj S, TAKO [a T3B. BEpPOBATHOCHa QopMyrna P, MMa HaBeICHO HHTYHTUBHO 3HAUYCH:E.
BepoBaTHOCHE omnepaTtope je Moryhe HHACKCHPATH M HCKHUM APYTHM CKYTIOM KOJH j& Y3€T 34
kogoMeH BepoBaTHohe; Ha MpUMep, HEKMM KOHaYHUM CKYHOM (panoHaMHHX 6pojeBa) HIH,
kaoy [50], jenuHUUHKEM HHTEPBATIOM HEKOT PEKYP3UBHOT HCAPXHME/ICKOT TOJba KOje CagpikKH
palHoHalHe 6pojeBe (KaKBO )¢, peHMMO, Xapmujeso nosbe Q[e], onmucano y nogosaesbky 3.1.3)
H Tako Jasbe, JoOHjajyhil mMpHTOM pa3HE JIOTMKE MOTOMHE 334 PE30HOBAKC O BepoBaTHORM
M3paxeHoj oarosapajyhiuM CKynioM. Taxko}je, 10 moceGHUX JTOTHKa JOBOAU H ONPEREILCILE 32
jenny on cneaehux MOryRHOCTH:

s 03BOJbEHE CY HTEpaLMje BepoBaTHONA, Tj. opMyne obmvKa PssPsgp, M

e HHCY JO3BOJbEHE HTepalyje BepopaTHONA, T). BEPOBATHOCHM ONEPATOPH CC MOTY IpH-
MEEHBATH caMoO Ha KiIacH4He GopMylle, HHTH Je JO3BOJLCHO MEINAILE KIACHYHHX H
BepPOBATHOCHUX GOpMyNa, y CMHCIY [a Ce HCKa3HH BE3HHIM MOTY IPUMCILMBATH MK
Ha BepOBaTHOCHE WIH Ha KnacH4He GOopMYyIIe.

3.2.1 Jloruke ca omepaTopnMa 3a YCIOBHY BepoBaTHoOhy

Cmatpa ce fa GOpMAIHO PE3OHOBAIE O YCIOBHO] BepOBaTHOhM MOX€ OHUTH O BEMHKOT
3Hayaja y MHOTHM o61acTHMa padyHapCcTBa M BEIITAUKC HHTeNMUreHnMje. MHOTH HCTpaXKHBAa4dH
(1a npumep, Huncon y [39, 40]) cmaTpajy Aa ,.BepoBaTHOLA OX 3 nop ycnoBOoM «° MHOTO
BHUIIIE O[PAXKABAa OHO IUTO MHCIMMO O CHIYpHOMINY HEKOT IpaBHia obmHka ,,ak0 &, OHJAa
3“, nero ,BepoBaTHoha of a@ — (. Y BepOBaTHOCHHUM reHepaiM3aliijaMa HEMOHOTOHMX
paBWIa 3aKJbYUHBatha KOPUCTE €& PA3HH MPUCTYIH YCIOBHHM BepoBaTHOhaMa; Ha MpUMeEp
npuctyn Konmoroposa y [33], ne ®unerujes y (16]. Hnak, ynpkoc 3HAYAj]y YCIOBHHX
BepoBaTHORa y ,HECUIYpDHOM™ 3aK/by4YMBamy, HEMa MHOIO pajoBa y KOJUMa ce pa3MaTpa
yC/I0BHA BepoBaTHOha ca YHCTO JIOTHYKE TauKe IJICAWINTA. Y [18, 19] omucaHu Cy pa3HH
CHCTEMH (Ha CEMAHTHYKOM HHBOY) NOTOJHH 32 HEMOHOTOHO 3aKIbYMUBAIbC IO NpaBHIMMa
KOja ce 3aCHMBajy HA HEKMM OCOOHMHaMa YCIOBHHX BepoBaTHoha. ¥V [12] yBenmena je joruka



3 BEPOBATHOTRA U JIOT'UKA 47

norofHa 3a opMajHO pe30HOBAE O YCIIOBHHM BepoBaTHohama, IpH YeMy Cy KopuIhena
peasHo 3aTBOpeHa IoJba a OH ce o610 cariacaH ¥ IOTIYH aKCHOMATCKM CHCTEM. Y 6]
OMIUPHO, ATH CAMO HA CEMAHTHYKOM HHBOY, pa3MaTpaHe Cy yCIOBHE BepoBaTHOhe IpeMa
uncjama e Puneruja. KopuuliemeM HCTOT NPHCTYNA Y [34] yBenena je jemua Bpcra dasu-
MonaJIHe JOTHKE Y K0joj ce, 3a CBakH nap popMyna o U 3, ,,BepoBaTHORa O & OA YCIIOBOM
B y3uMma 3a HCTHHUTOCHY BpenHocT ((asn) MOAATHOT M3Ka3a P(o | B). CivyaH NPHCTYTI C€
moxe Hahn y [14] rae ce pasmMaTpa)y HeCTaHIapIHE yCIIOBHE pepopaTHohie ca acnekra ¢asH
noruke. Ynorpeda HeapXMMCICKHX [10J/ba Y3pOKOBaHa je Temkohama Koje M3a3uBajy noraba-
ju udja je BepoBaTHONA jefHAKA HYMH: JCAMHO neMoryh gorakaj uma BeposaTHohy jenHaKy
HYJIH, IOK CBH OCTAJIX HMa]y MO3UTHBHE, MOXJa H GeckoHauHO Maje, BepoBaTHohe. Hcra
Hieja ca HeapXUMMEINCKUM IIOJbHMA xopumhena je 1 y [50, 51] raoe cy pasMaTpane JIOTHKS
KOj¢ cafipe HEKOJIMKO THIIOBA BEPOBATHOCHHX ONEpaTopa (yxupydyjyhu 1 oneparop obnuka
BepoBaTHoha o a oz yenosuM J je s°). 3a KOAOMEH pepoBaTHohe y3eT J¢ JeAMHUYHH HHTCP-
BaJI pEKYp3UBHOT HeapXHMEICKOT N0Jba Qle], na je Moryhe yBeCTH ¥ BEpOBaTHOCHH OTICPATOP
ca 3HAYemEM ,BepoBaTHohe of a A f 1 B cy CkOpO jenHake™ MITO je moronaH ¢GopMaIHH
OKBHP 32 3aKJbYYHMBaIbe MO T3B. AUGONT-TPaBAIIMA.

Y HapegHa ABa OJCIbKa, 6uhe mpeacTaBibeHE ABC BEPOBATHOCHE JIOTHKC Lg p H Lg Ps
CIMUHE IOTHKAMA IPSICTABILEHEM ¥ [12, 13, 35, 39, 45, 46, 48]. Jloruka L p je sacnoBaHa
Ha npucTyny KoiMoroposa, JI0K ¢ L p 6asupana Ha ne (PMHETHJEBOM NPUCTYNY YCIOBHAM
pepoBaTHohama. Opxropapajyhn jesuim robujenH Cy NMpOUIMPHBAMEM JE3HKA KIIaCHYHOT
MCKA3HOT pauyHAa BEpOBATHOCHHM omepaTopuMa. Tako, pasMaTpaheMo dopMmyne obaHKa
CPs,(c | B) ca 3HayemeM ,,BepoBaTHONA O O TION YCIOBOM (3 Huje Mama of s, bynyhu na
CY M OBH BEPOBATHOCHHM ONIEPATOPH CIIMYHA MOJAHHM, 32 NABAIbC 3HAUCERA dopMynamMa Ko-
prctiheMo Mofene cavuHe KpANkeoBHM, OCHM IITO heMo yMecTO pelanije JOCTHXHOCTH
nedunicaTH BepoBaTHONy Haj MOACKYMOBHMA CKyIa Moryhux cperoBa. Y Npoy4daBamby
OBHX JIOTHKa, Harnacak heMo CTABHTH Ha [aBaibe MOTIYHHX aKCHOMATH3alMja y OLHOCY Ha
[oMeHyTe Kilace MoJeNa 1 Ha pobaeMe omtyunsocTu. Crenehn 35, 45, 46, 48, 51|, 3a cBaky
on noruka L& u L§p, naheMo GeckoHauny aKCHOMATH3ALM}y M JOKA3aTH JaKy MOTIYHOCT
y OMHOCY Ha yBefAcHY Kiacy Mogena (,,CBakd HEMPOTHBPECUAH CKyN dopMyaa uMa MoJen").
HarmacuMo 1a ce MOjMOBH ,,KOHAYHO H ,,6eCKOHaYHO™ OJHOCE jEAMHO HA METaje3HK, Tj.
06jeKT je3MK je mpeOpojus, GopMye CYy KOHAYHM HU3OBH cumbona, OK Cy JeAWHO JOKa3H
6eckonaunu. [1oTpeba 3a HGeckoHaqHolhy je mocneHIa HEBAXKCHbA TEOPEME KOMIAKTHOCTH
3a BEpOBAaTHOCHE JloTMke opor Tma. Kako je ykasano y [20, 46], HenpujaTHa mMOCIel-
HIa KOHAYHE aKCHOMaTH3alMje (Ha pHMEp, Y JIOTHKaMa MPCACTaBLCHUM ¥ [12, 34]) je na:
[OCTOj| HE3a0BOJBHB CKyN GopMy/a KOJH je HENPOTHBPEYaH y OMHOCY HA NPETIIOCTABIECHY
KOHAUHY akcHoMaTH3auujy. Kacuuje he 6MTH KaT ¥ IPHMED TaKBOT CKyIa dopmyna. Usriena
J1a je jeIMHM HAUMH Ja ce H36erHe HEMPOTHBPEUHOCT TAKBHX CKYIIOBA yBoheme GeCKkOHadHHX
JIOTHKA.

HamoMeHUMO 113, HaKo j¢ Joruka L p 3anpaBo jeaHo NpOIKper¢ JIOTHKA MPHKA3aHHX y
[45, 46, 48], nocroje u3BecHe pasauke Mehy oaroBapajyhuM Mofienmuma. Pesranuja 3aioBojbetba
y [45, 46, 48] je penaumja u3mehy MOZIENA U dopMyna, IOK ce KO OBHX JIOTHKa pefaiuja
33 IOBOJLEHa JehHHAIIEe H3MEDY CBETOBa HEKOT MOACHA H ¢opmyna. LTo ce IOTHKE L&p
THYE 33J0BOJBHBOCT ¢ MOXe AeHHUCATH Ha 002 HAUNHA, MeljyTHM, HauyTa3H C€ HA U3BCCHE
Temkohe TEXHUUKE NPHPOJE Kaja j€ Y MMTaby JIOTHKA L p. 3601 jeqHONMHMKOCTH y TPETHPAIbLY
3aI0BOJPMBOCTH KO OBHX JoTMKa, yBemhemo y ofa ciydaja penalujy 3agoBoJbEiba Kao
penaijy usMely cBeroBa Mojena u gopMyna. CiMyHa ceMaHTHKA pa3MaTpata jeuy [17].

3a ceaky o Aoruka LEp u L p Oulie nokasaHa 4 OMIy4HBOCT Ka0 MOCIEHLE YHECHHIIC
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na ce npobiieM 3aJ0BOJEUBOCTH L& - L p-hopMyna MOXe CBECTH Ha pelaBambe KOHAUHOT
cHCTEMA JIMHEAPHMX jellHaYMHA H HejeJHAYMHA Ca PAUHOHAIHAM koedHLMjeHTHMA.

HHTepecaHTHO je MOMEHYTH Aa CY JIOTHKE Lfpm LE » y u3BecHOM cMHMCITY HEYTIODEIIHBE, T}.
Ja TOCTOjH opMyna Koja Je L¥ p-BajbaHa, alli HUjE H LEp-Bamana, 1 OGPHYTO, [a MOCTOJH
LE o-Bassana dopMyna koja Huje L p-Basana.

K
Joruka Lp

Cunitiarca

Jeanx noruke L p cagpxu nipebpojus cKym I = {p1,p2, . - - } HCKA3HHUX CIIOBa, KIIACHHE
Be3HHKE A ¥ —, JIHCTE YHApHUX P>, B OHHapHHX BCpOBATHOCHHX OIICpaTOpa C P>,, 3a CBaKH
pauroHanan 6poj s € [0, 1] 1 GuHApHH BEpOBATHOCHH OTIEPATOP C Pgp.

Cxyn For® (LK) xnacuusiux ekasaux Gopmyna je iepHnca RHIYKTHBHO Kao HajMambH
ckyn X KOjH CapXM MCKa3Ha CIIOBa H 3aTBOPCH je 3a ceneha npapwia: ako a H 3 Npunajajy
X, Tama cy ~a u a A 3 Takobe y X. Enemente ckyna F or(L{p) o3nauapalieMo MauM
CclIOBHMA Tpukor angabera: «,f,... Cxyn ForP(LE;) ceux BepoBaTHOCHHX (opmyia je
HajMaK CKynl Y Koju caipxu dopmyine obmuka: Pysa, CPs,(a | B), CPgla | B8), 3a cse
a,f € Forfgp u cBaxd panmoHanan 6poj s u3 [0, 1], u 3aTBOpEH je 3a cleneha mpasuia: ako
Awu B npunanajy Y, ragacyu ~Au AA ByY. QopMyne ckyna Forf(L&;) osnauasahemo
SemHKuM ClopuMa mamumune: A, B, ...Hexa je For(LEp) = For®(LEp) U For(LEp).
®opmyne w3 For(LEp) heMo o3nauasaru ca: @, V¥, . ..

TIpumeTHMO Na Huje A03BOJHEHO Mellambe KIACHYHHX HCKa3HUX W BEPOBATHOCHHMX dop-
MyJia, HHTH je HO3BOJbEHA HTEpallija BEPOBATHOCHUX ONEpaTopa. Ha mpumep, —~P>o501 A

CPs1{(p1 — p2 | p2) je dopmyna noruke L., nok CPyo5(p1 | CPsos(p1 | Po1p1)) #
p1 A Ps1py TO HHCY.

Ocrane HcKasHe Be3HHKe V, —, <+ YBOIMMO Ha yoOu4ajeH HauyH. 3a CBAKH palMoHalIaH
6poj s u3 [0, 1} yBomuMo HOBE BEPOBATHOCHE OnepaTope:

Poy(0) & —Po(@), Pe(@) = Pois(-0),

Pyy(0) & —Pey(@), P-s(e) = Pso(@) A Ps(0),
a Takohe u:

CP.(a | B) & ~CPsy(a| B), CPgla|B)= CPss(-a|f)sas#0,
CP.(a| B) & ~CPe(a| B), CP=s(a|B)= CPsya]|B) ACP(alp)

3a o € ForC(LE,) u A € ForP(L¥p), w dopmyny a A ~a ¥ dopMyny A A —-A
o3pauaBahieMo ca J., ocras/bajyhyl Aa KOHTCKCT OApPEHH 3HAYCIHE, NOK fie T o3HauaBaTH
-,

Cemaniiuxa

3a gaBambe 3HaUCHa GopMynaMa KOpUCTHEiEMO MOJIENE Y KOJHMA je BepoBaTHOha AedHHU-
cana Haj MoryhuM ceetopuma. OBH Mozenu noacehajy Ha KpumnkeoBe MOIENE, aJIl YMECTO
pernalije JOCTIKHOCTH JeUHNCaHa je BepoBaTHONA Ha/l MOACKYNOBHMA CKYIa CBETOBA.

Tedunnunia 3.2.1. LEp-mogen je cmpyximypa M = (W, F, i, v), 2ge je:
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o W netipazan ckyii objexaifia Koje Hazusamo ceéeitiosuma,
o F anebpa fiogckyiioea og W,
® L KOHauno-aguiltusna eepoeatiinoha, p : F — [0,1],

o v: W x 1T — {true, false} Gpecruxasarse xoje ceaxom ceeiiy w € W gogemyje jeguy
KJACUYHY (g80-8DeqHOCHY) eayayujy uckaswux craoea; ceéarxa eanyayuja v{w,-) ce Ha
yobuuajern nauun fipowupyje Ha cee Kaacuure gopmyne.

Axo je M uexu LEp—momenua € For®(LEp), ckyn {w : v{w, @) = true} osnauaBahemo
ca [alm. Hnaekc M heMo 4ecTo M30CTaB/baTH H IMCATH jeAHOCTaBHO [al], KaJ rox je u3
KOHTEKCTa jacHo o koM Momeny M je pew. 3a LX,—momen M = (W, F, i, v) kxaxemo na
je mepaus, axo [ajy € F 3a cBaky dopMmyny @ € For®(L{p). Orpanmanhemo ce camo Ra
knacy mepibusux LE o-monena, xojy hemo o3nauaBatu ca Meas(LEp).

Axo je u([8]) > 0, mucahemo p([a], (]} ymecto ”([j[g]gﬁ])

Jedunuumja 3.2.2. Perayuja 3agosomersa ucilyrasa cregehe ycnoge: 3a ceéaxu LEp—mogen

M = (W, F,u,v) uceaxu ceeii w € W:
e axo o € For®(LEp), M, w |= a axko v(w, a) = true,
o axo o € For®(LEy), M,w |E Py,aaxxo p{[a]) > s,

palNB)

e a,8 € For®(LEp), M, w k= CPs,(a | B) axko unu je
wm je p([8]) = 0,

¢ a,8 € For’(L&p), M,w |= CPg(a | B) akxo pu{[a] N [B]) = 0 u ,u([ﬁ]) > 0,

e axo A € ForP(LEp), M, w | —A axko M, w - A,

e axo A,B ¢ Forfgp, MwEAABaxkoM,w = AuM,w = B.

Gopmuyna ® € For(L{p) je agosomusa axo ioctmioju mepmus LE p-mogen M = (W, F, i, v),
uceenw € W dareu ga M, w |= &, ® je samwara y mepousom Lip-mogery M = (W, F, pi, v)
(v o3nayu M = @), axo 3a ceaxu ceeti w € W, M, w t= 8, P je eamwana axo 3a ceaxu mepoua
Lip-mogen M, M = ®; cxyii T dhopmyna je 3agosonus axo docitioju mepaue LEp-mogen

M = (W, F, u,v), u ceeta w € W iiaxeu ga M, w |= ® 3a ceaxo ® € T.

Axcuomaiticku cuciiiem

Axcruomatcku cucreM Az(LEp) 3a noruxy LE . canpsu cnenehe cxeMe akcHoMa:
1. cBe For®(L{,)-nucranne KIacHYHAX HCKa3HHX TayTOIOTH]A,
2. ce ForP (L& )-uncTanie KIacHYHUX HCKa3HUX TayTOJIOTH]a,

3. nga,
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4. Popa — Pega, s >,
5. P.;a — Pga,
6. (Psra A PosB N Poi(—aV 103)) = Pomin(r+s){@V 8),
7. (P A PegfB) = Perps(@V ), T+ 5 < 1,
8. CPsslx| BY A PosfB — Psse(aAP),t >0,
9. (P=o(ax A B) A P5of3) «» CPgole | B),
u caeneha npaBuna uspohema:
. i3 ® u ® — U, samyuyjemo U, ako ®, ¥ € For®(LEp) umn @, ¥ € For?(LEp),
2. U3 a, 3aKbyuyjeMo P50,
3. u3 A — P, 10, 3a CBaKH NpHpOLaH 6poj k > 1, saxmmyuyjemo A — Py,

4. w3 A — (P58 — Ps..(a A B)), 3a cBaxu paumonanan 6poj r u3 [0, 1], saksmydyjeMo
A — CPy(a | B).

Az(LEp) npencranba MpoIIMpenhe aKCHOMATCKOT CHCTEMa BEPOBATHOCHHX JIOTHKA, 6e3
omepaTopa 3a YCIOBHY BepoBaTHOhy, pasmartpaHux y [46]. Hose akcuome 8 u 9, kao u
npaBUio 4 W3paxaBajy CTAaHAApOHY NedHHUIM]y yoIoBHE BepoBaTHoLe. I1paBuio 4 mosesyje
yHapHe 4 OMHapHE BepoBaTHOCHe onepatope. IIpHMeTHMO Ja ¢y IipaBuia 3 U 4 beckoHauHa.
Tedununnja 3.2.3. Popmyna P je goxasuea us cxyiia popmyra T (I' = @) axo flocitioju najeuie
apebpojus nuz gopmyna o, ®1, ..., ®, @waxas ga je ceaxa Gopmyna ®; axcuoma wiu fipuiiaga
cxyity T unu ce mooce gobuiliu u3 Gpeixogrux GopMyna ru3a APpUMEHOM HEKOZ 09 tpasuia
ussohersa.
dopmyna O je meopema (- D) axo je goxazusa us Gpasnos ckyia opmyna.

Cryi popmyna T je neiipoiiuspenan axo flociioju 6ap jegna dopmyaa uz F or®(LEp) u 6ap
jegna gpopmyna uz For® (LEp) koja nuje goxasusa us T; y cyipotanum, T je Bpofuspeuarn ckya.
Heapotmuspeuan ckyi popmyna T je maxcumanno nefipoluepeuan axKo 8asicu:

e 3a ceaxy opmyny o € For®(LEp), axo T+ a, magao € Tu Pryo €T, u

e 3a ceaxy gopmyny A € ForP(LEp), umu A€ Tum A€ T,

Cxyii T je gegykitiueno 3aisieopen axo 3a céaxy gopmyay ® € F or(L&p) sasxcu: axo T - Q,

imwaga ® € T.
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Hoiaaynociii

Cana, cneachu uneje u3 {45, 48, 51], Huje TemKO AOKA3aTH TEOPEMY IMOTIYHOCTH 32
MG&S(LIC{P).

Teopema 3.2.1. (Teopema caraacHOCTH) AKCUOMATECKU cuciem Ax(LE}) je caznacan caxnacom
mogena Meas(LE o

Jlokaz. CarnacHOCT Halller CHCTeMa HPOM3HIIA3¥ H3 TEOPEME CarlaCHOCTH KJIACHYHOT
HCKa3HOT pauyHa ¥ oaroeapajyhinx ocobnHa BepopaTHohe. Haume, Tpeba moka3aTH Aa ak-
CHOME BaX€e Y CBAKOM MepJbHBOM L5 p-Mozieny U ia IpaBuiIa U3BOlema 4yBajy BaJbaHOCT.

JIako ce BMAM Aa 33 CBaKy HHCTaHIY KIACHYHE MCKA3HE TayTONIOTHJE & U CBAXH MEPJbHB
LE-momen M = (W, F, p,v), u ceaxu ceer w € W, M, w | a. Axcuome 3-9 ce onHoce
Ha ocoGuHE BepoBaTHohe W OUHINIENHO BaXe y CBAKOM MOIENy. PasMoTpumo, Ha NpHMEp,
akeromy 7. M3 [o] = ([o] 0 (W \ [8]) U [a], mmamo za je u([o]) > (o] 0 (W \ [8]), 32
npouseosste a ¥ B. U3 [aVa] = ([a]n(W\[B]))U[B], cnemu na je p([aV B]) < p(lo])+p((6)),
Tj. Ka je akcHoMa 7 Basbana. Crmano, u3 p{[al, [B]) - p([8]) = u([e] N [A]), u([B]) > 0, cnemu
na cy akcuoMe 8 u 9 Basbane. BaJbaHOCT OCTANMX AKCHOMA JIOKa3yje ce Ha MOTIYHO CIMYaH
HAYHH.

Jla mpaBwio 1 uyBa Ba/baHOCT JOKa3syje ce Kao y KJacHUHOM ciydajy. PasmMoTpumo
npapuno 2. Heka je a Tayronoruja. Tana, 3a CBAKH MEPJbUB LEo-momen M = (W, F, p1,v),
lo] = W n (W) = 1. Jaxne, P»a Taxohe saxu y Mozeny. [Tpasuio 3 uyBa BasbaHoCT 300r
IO3HATHX CBOJCTABa CKYIa pallHOHATIHHX Opojesa.

PasmoTpumo Hajsan npasmio 4. Heka je M = (W, F, i1, v) npousBosba MepibHB L p-
Mojgen H w € W takas ma M, w = A — (P58 — Ps,.s(a A B)), 3a cBaku panoHanas 6poj
r €[0,1]. Hexa M,w |= A. Axoje u([f]) =0, Tama M,w = CPsi (e | B),uM,w F A —
CPs4(a | B). Hame, nexa je p([f]) = ro > 0. Byayhu fa ckyn npeTiiocTaBKH BaXH y CBETY
w U M, w |= P>,/3 32 cBaKku pallHOHaNaH 1 < 7, Mopa 6uth u([a] N [B]) 2 r-s(za T < o).
Axo 6u 6o p([a], [B]) < s, umanu 6ucmo na je p([a] N [B]) = p(lal, [8]) - u(1B]) < 570, T).
M, w & Poor(a A B). Baxie, p(le], [B]) 2 suM,w = CPsi(a | B). O

Teopema 3.2.2. 1. (Teopema nenywuuie) Axo je T' cxyii popmyna u ® u ¥V wiu obe knacusne

wiu obe sepoeaiinocne popmyne, magauz T U{®} F ¥, cregquT - @ — 0,

2. Hexa cy a u B xnacuune gpopmyne. Taga eaxcu:

(1) F Psi(a = B) — (Prsa — P3yf8),

(ii)) F Pyra — Pysa, 1 > 5,
(14i) axo je @ — B kaacuuna maymonozuja, Wagat C Py (8 | o),
(iv) + CPsi(a | B) — CPys(a | B),

(v) F P_gB8 — CP_i{a| ).

JMoxas. (1) Jokas hemo u3pectu xopumhemeM TpaHCOUHHTHE HHAYKUMjC MO JY)KHHU
mokasa 3a ¥ 3 cxyna T U {®}. Axo je XyxuHa goka3za 1, umamo cnefieha Tpu cnyuaja:
1°; ¥ je akcHoma. ITpema axcuoMu | wmm 2 umamo ja je - ¥ — (® — ¥) u kaxko je - ¥,
cieu - ® - U, Jakne T ¢ — 0.
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2°: U € T. OBaj cny4aj je MOTIYHO CIIMYaH MPETXOIHOM.
3°. ¥ = ®. [Ipema akcuoMu 1 umu 2 uMamo - ® — ¥; Jlakne T F® — V.

[IpernocraBuMo cana jaaje IT'U {®} + ¥ n na TeopeMa Baxu 3a cB€ GOPMYJIIC JOKa3HBE U3
T U {®} a uuja je LyxuHa HOKa3a Mama ofl AyXHHe Jokas3a GopMyne Uu3zTU{®}. Akoje ¥
axcomMa wm ¥ € Tumu ¥ = &, nokasyjece T - @ — ¥ noTIyHO CIMYHO Ko y CIy4ajeBUMa
1° — 3°. Pa3smMOTpHMO clTyyajese Kaza je ¥ nobujeno u3 T'U {®} npuMeHOM HEKOT Of MpaBUiia
uspoherma. Axo je ¥ nobujero uz T'U {®} npumenom npasuna 1 Ha opmyne O ang © — V¥,
Taza pemMa WHAYKIUjCKOj MpeTnocTaBiy uMaMo faje T - & — QanpgT+H P — (6 — V).
IIpema akcromu | wm 2, umaMo fa je = (& — (8 — ) — (& — 8) — (2 — ¥)).
JIBOCTpYKOM npuMeHoM npasuia 1 gobujamo T' - @ — W. IIpermocTaBuMO A2 je¥ = P«
no6ujeno w3 T U {®} npumenom npasmna 2 M 1a ® € ForP(Lgp). Tamaje T, ® F o xn
T,&  Psia, npema npasuty 2. Kako a € For®(Lgp) u @ € ForP (LX), ® He yTuye Ha
pokas 3a o u3 T U {®}, na uMaMo:
TH o
T + P (mpeMa npaBuity 2)
TI_P;;[CE—? ((I)—?P_'}_,la)
T - ® — P50 (npeMa nipasuny 1).

Naie, mpernoctaguMo aa je ¥ = A — Py a nobHjeHo 13 T'U{®} npuMeHOM IipaBuna 3
ud c ForP(LEp). Tana:

T,®+ A — P, 10,32 CBaKH IPHPOJAH 6poj k > 1

o
T+ ® — (A — Py, 1), 3a ceaku mpuposat 6poj k > ! (1o HHAYKIMICKO] MIPETIIOCTABLI)
T+ (® A A) — P, 10, 3a cBaxu npuposian 6poj k > 3,
T+ (@ A A) > Pssa (npema npasuiy 3)
TH® — V.

Hajaaz, npernocrasumo aa je ¥ = A — CPy(a | B) nobujeno w3 T'U {®} npuMeHOM
npapuna 4 u ma ® € Forf(LEp). Tana:
T, &+ A — (P58 — Psrs(a A B)), 32 cBAKHM panpOHalIaH 6po) 7 U3 (0,1),
TF & — (A— (Psr8 — Pors(a A B))), 3a craxo 7, (peMa HHAYKUH]CKO) NIPETIIOCTABIIH )
T+ (® A A) - (Ps.f — Psrs(a A f)),3acBakor,
T+ (® A A) — CPs.(a | B) (npema mpapuny 4)
TH® — W,
(2.5) Ako je s = 0, TBphere ounrneaHo Baxu. Heka je s pannonanan 6poj us (0, 1]. IIpume-
THMO Hajrpe Aa je, IpeMa npaBuiy 2:

(1) F Py (—~av L)
36or - —a Vv -L1. Cmuuno, u3 F (—ma A —L) V —-—a, RobujaMo
(2) F Py ((—a A L)V —-na).
ITpeMa akCHOMH 6, IMaMo J1a je
F (Pysa A Poom L A Pyy(maV=l)) — Py (av 1).
[lowrTo je - Pso—-L, npeMa axcHoMH 3, u3 (1) crenu

(3) e P;sﬂt —=p P;S(Oﬁ V _L)
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@opmyine Pss(a V L) 1 ~Py,(——a) MOXEMO 3aMEHHTH Ca Pgy s(ma A =1) u Pe(—a),
pedoM. [Ipema akcHOMH 7, HMaMoO

F (Pgi_s(ma A L) A Pegm—a) — Pa((ma A -1}V —a).
13 (2) nobujaMo na je
F (Pgi—s(—a@ A —=L) A Pegmar) — (Pa{(~a A ~1) V ==a) A -Pa((—~aA—-l) V-a).

Haxkne, - Pgl_s('“‘la' A ‘“'J..) — —1P{3(—‘—I{I), TJ.

(4) F Pyg(aV 1) — Pyya
M3 (3) u (4) nobujamo
(5) = P;;,s& — .P;a—"‘l&.

Heramuja gopmyne Psi{a — ) — (Pssa — Py,[3) exBuBaneHTHa je ca
P}l(“‘{}: V ﬁ) A P;sﬂ A P{Sﬁ.

[IpeMa (5), U3 nocieame GopMyne nodujamo Ps1(—ma V B) A Pys——a A Pesf3, ITO MOXEMO
samucaty 1 y cnenchem o6maxy Psi(—a V B) A Pgi_g—a A Pe,3. TIpeMa akcuoMu 7 je

F Pg—sma A P — P,(—aV B),
na UtMaMoO.
F —(Psy(a — B) = (Poset — Psuf)) = Poi(—aV f) A=Psi(-aV ),

1rto je konTpasukimja. Jakie, - Py {a — B) — (Pysa — Ps,.).

(2.4%) IIpema axcuoMama 4 ¥ 5, KMaMo Ja je F Py — Psga,3am > 5,0 E P00 — Py,

Naxne, - Pyra — Pyga,3a1 > 8.

(2.ii1) Heka je o — [ xiacuuna Tayronornja. Tama je - o — (a A 8), ma, mpeMa npasuiy 2,

amaMo b Ps;(a — (@ A f)). W3 (2.4) cnemn b Pyrae — Pora(a A 3), 3a CBakH panHOHaaH

6poj . IIpema npasmiy 4 (s = 1), aoGujamo = C P51 (B | ).

(2.iv) Tpema axcuomu 8 uMamo = CPy(a | B) — (PseB — Pxi(a A B)), 3a cBaku

pamuonanan ¢t > 0. Ilpema (2.¢¢) umamo fa je F Po(a A B) — Pus(a A (). Haxie,

F CPsi(a | B) = (PstfS — Pys{a AB)),3acaxut > 0. IipuMeHoM npaBuia 4 mobujamo

F CPyi(a | B) — CPzsle | B).

(2.v) Huje Temko moka3aTH (BUOCTH [46]) na w3 akcuoma 1 - 7 u mpaBuna 1 - 2 cnepu:

- Poofl — PolaAP)u

- P_of3 — — P53 3a cRaky palfHOHANaH T € (0, 1].

Tako, 32 s = 1 v caku r € [0, 1] nmMamo:

- P_ofl = (PorB — Pxc(a AB))

- P_oB — CP_i{a| B), npeMa npasuiy 4. O
BaxaH KOpak [0 JAOKa3a TeopeMe MOTIYHOCTH jé KOHCTPYKLH]a MaKCHMAJHO HEMpo-

TMBPEYHOT MPOIIHpEHa HEKOT HENMPOTHUBPEYHOT CKYMA.

Teopema 3.2.3. Ceaku neilpoiiuspeyar cKyil popmyaa moxce ce Gpouupuiiy go MakCUMaiHo

Hefipoifiugpeurnoe CKyua.
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Jloxas. Hexka je T HenpoTuBpeyaH ckym popmyina, on® (T') cKyn cBUX KJIACHYHUX MOCTIE-
uia ckyna T, a Ag, Ay, . .., jenHo Habpajame CBUX BepOBATHOCHHX QOpPMYJIa U3 ForP(L§y).
Jedpunummumo Hu3 ckynosa 15,1 =0, 1, 2, ..., Tako jJa je:

1. To=TU CO’J’LC(T) L {P;]LGE T € CO‘?’IC(T)},

2. 3a cBaku i > 0, axo je T; U {A;} nenporuspeyaH ckym, Tana je Tiy1 = T; U { A;}, unaue
je i1 =TV {-A:},

3. ako je A; = B — Py,0,a T;U{A;} je npoTuBpedaH cKy, Tajia 3a HekH IIPHPOJaH 6po]
n, ckyny Ti11 mogajemo gopmyny B — —P,,_ 1« Tako 1a je Ti4 1 HeMpoTHBpeEUaH,

4. ako je A; = B — CPs4(a | B), a T; U {A;} npoTuBpedaH CKym, TaJa 3a HEKH
pauponanad 6poj v’ us (0,1), popmyny B — ~{(Porff — Ps.s(a A 3)) monajemo
ckyny 7T;41, TAKO 12 OH Oy/le HENIPOTHBPCYAH.

CkynoBH 106HjeHH y KopaiMa 1 H 2 Cy OUMIVIEHO HENPOTHBPEUHA. AKO je T, A L,
npeMa TeopeMH Aenykuuje uMaMo pa T; b —A;, a mowrro je 7; HempoTHBpeYaH CKyM, TO jen
ckyn T; U {~A;}. PasmoTpumo kopak 3. Moe ce okasaTH Aa, ako je I; U {B — Py,a}
MPOTHBPEYAH CKYTI, Taja ce CKyl 1; MoXe HEMPOTHBPEIHO MPOIMHPHTH KAKO J& ONHCAHO Y 3.
3aucTa, ako To He 64 OHiI0 Moryhe, HMalH OHCMO:!

T;,~(B -+ Py,a), B — ~P5, 1t 1, 3a cBaku npuposas k > 1 (npema npernocTabIiy)
T:,~(B — Ps,a) - ~(B — —P;,_ja),3acBaku k > ! (mpema Teopemu nenyxumje)
T;,~(B — Pysa)F B— P,,_10a,3acBaku k > L (mpema k- ~(p — q) — (p — —9))
Ti,~(B — Py;a) F B — P50 (npeMa npasuiy 3)

T; + =(B — Py,a) — B — P5,a (npema TeopeMH AeayKuHje)

T;F B — Py,a.

Cama, mowro je 7; U {B — Ps,a} nporuspevan ckym, u3 I; & B — Py, cneqy na
je T; Takohe mpoTuBpedyaH CKyIN, ITO je KOHTpagukuuja. Jlakie, y KOpaky 3 mobujamo
HempOTHBpeYHe ckynoBe. Hajsan, pasMoTpumo kopak 4. Ako je ckyn 1; U {=(B — CPs,(c |
3))} npotuspeyan, Tana ce T; MoXke HENPOTUBPEYHO MPOIIMPHTH KAKO € ONHCAHO y OBOM
KOpaKy. AKO IIPETOCTaBHMO fIa TO H¥tje MoTyhie, CIHYHO Kao Y IPETXOLHOM CIy4ajy aoOnjaMo:
T, ~(B — CPs{a | 8)), B = —(PsrB — Pors(a AB))F L,3aceer

T, ~(B — CPs,{(a | B8)) - (B = ~(P5B — Pors{aAB))) — L,3acBET

T;,~(B — CPss(a | B)) F ~(B — ~(Pse8 = Pors(a Af))),3acBer

T., (B — CPs(ca | B)) b B — (P — Py (@ AfB)),3acBer

T:, ~(B — CPss(a | B)) F B — CPy,(c | B) (npema nipasuiny 4).

Haxie, ¥ y Kopaky 4 fobHjaMo HEIIPOTHBpEYHE CKYIIOBE.

Heka je T = U;T;. [Tokazahemo fa je T meAyKTHBHO 3aTBOPEH CKYT KOJH HE CAiPXH CBE
dopmyste, Tj. T je Hempotuspeuan. Ako a € For®(Lgp), npema nepunmnmiu ckyna To, o
M @ He MOTY MCTOBPEMCEHO TipunagaTu ckyny Tp. Takole, ako A € ForP(L&p), cxyn T ue
caapxu 06e popmyne A = A; u —A = Aj, jep Je Tmax{i j}+1 HSIPOTHBpPEYaH CKyL.

[IpHMeTHMO A 3a cBaky dpopmyny ® € ForC(LEp), ako T; - @, rana ® € T. 3aucra, axo
3a xnacuuny dopmyny @ saxu T; + @, ragajeu T - @, ma @ € Tp. Axo je ¢ BepoBaTHOCHA
bopmyna, ® = A, T; F Pud ¢ T, Tana Tmax{ik}+1 F P ¥ Tiaxfik}+1 F —d, mTo je
KOHTpaZuKIHia.

Ipetnocrasumo 1 + ®. Ako & € ForC®(L§p), Tama Tp F @, ma pesouyjyhiu kao rope,
jabyuyjemo qa ® € T. Hexka je ® € ForP(LEp). TlpermocraBumo ja je Hu3 dopmyna
&, D, ..., & noxas popmyne ® us T H 1a je npebpojuso HeckoHayaH (MHaye OH MOCTOjao
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peku k Takas ma Ty + © omaxie nupexTHO ciemyu ga © € 7). MokazaheMo Oa 3a CBaKH %, aKO
je ®; mobujeno momohy HEKOT O/ IpABUIIa U3BOhEtba H CBE NPETHOCTABKE npunangajy 7, Tana
®,; € T. IlpernocraBuMo Aa je Y; nobujero NpuMEHOM NpaBHa 1 ¥ ga ’berose NPEeTHOCTaBKE
$! u ©? npunamajy T. Tama moctoju k Takap na ®},®7 € Ti. Tlomro Tk b &;, nmamo
ma ®; € T. Ako je ®; nobujeHo MpuMeHOM TIpaBuiia 2, Taja IPETNOCTaBKa pUNana 1y, na
veTo BaxH u 3a ®;. Heka je ®; = B — P50 no6HjeHo NIpuMeHOM OeCKOHAUHOT MpaBuiia
3 na npernocraBke ®; = B — Py, 10, ®} = B — Py, 1 0,... KOje cBe IPHNANAA]Y

ckyny 7. Axo ®; ¢ T, npema KOpaky 3 KOHCTPYKLHje CKyma T, nocroju j > 1, Takas

ma B — —Py 10 € T. Taxobe, mocToju m Takas ga B — Py, 1o € T U B —
. 1 S T,n,t.j Naiote, T,, U {B} je npoTHBpe4aH CKyI, na Tm F jB — (', 3a cBakKy
dopmyny C € ForP(LEp). Cana umamo na T = B — Pysam B — Pysa € T, wro je
korTpamukipja. Hajsaz, npernoctasumo ja je &; = B — CPx(a | 3) nobujeno MPUMEHOM
6cckoHauHor npasuna 4 Ha npernoctaBke &) = B — (Por, B — Porjs(a A f)), 7 =1,2,...
KOje CBe Mpunaja)y CKymy T (r1, T2, - - je jeaHo HaOpajambe CBUX pallMOHATHUX OpojeBa U3

p—
»

(0,1)). Axo B — CP5s(a | B) ¢ T, npeMa KOHCTPYKIHjH CKyIla T, IOCTOjH pallHOHAIAH
6poj 75, TakaB 1a B — —(Psr;8 — Paeys(a A B)) € T. Haxne, noctoju Ty, Koju caapxu obe
dopmyne: B — (Por,f — Por (@ AB))u B — ~(Psr,8 — Psr,.s{a A B)). Pesonyjyhn
Kao y IpeTXOIHOM CIIy4ajy, 3aKibydyjemMo aa B — CPss(a| B) € T, 1LITO je KOHTPAJAUKIH]A.

Naxne, u3T + @, cnequ @ € T, 1j. ckyn T je nemyxTuBHO 3aTBOpeH. [ToWITO He campXu
cse dopMmyie, T je B HEIPOTHBPEUAH CKYTI, IOK Je peMa KOHCTPYKLIMJM MaXCUMaJiaH. u

V cnepehioj TeopeMH caipkaHa cy HeKa O4HITIEAHA CBOJCTBA MaKCHMATHO HETIPOTHBPEHHHX

cKynosa ¢opMyna.
Teopema 3.2.4. Heka je T maxcumanio nefipoimuspevan ckyii popmyna. Hewxa cy ® u ¥ unu
obe knacuune unu obe eeposailinocKe opmyne u Heka je o kaacuuna opmyaa. Taga easicu:

1. Axo ® € T, maga ~® & T.

 OANVEeETaxko®eTuV eT.
. Axo T + ®, maga ® € T, @j. T je geqyKimiusHo 3aiA60PeH.

2

3

4 Ao ®cTud®—VeT maga¥eT.

5. Axo Ps;a € T, us > r, maga Pyra €T,

6. Axo je r payuonanan 6poj ut = sup{s : Py,a € T}, iliaga Pyro € T.

Hoxas. I/I_J_ch*rpaunje pajy, AoKa3zaheMo caMmo 6. Hexkajer = sup{s: Pssa € f}. [Ipema
npasuny 3, T F Psra, na, momro je T° AeMYKTHBHO 3aTBOPCH CKY, Ps.a € T. Ocrana
CBOjCTBA CIIHYHO CE JOKa3y]y. O

Teopema 3.2.5. (Teopema notnynocry) Ceaxu Helipoiliugpeiar cKyd dopmyna T uma meprous

L p-mogen.

Jloxas. Axo je T MaKCHMaJHO HEIPOTHBPEYHO Mpolmuperme cxyna T', meQHHUIIMMO
cTpykTypy M = (W, F, i, v), na cnenehu HaquH:
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e W je cxyn cBHX KJIaCHYHHX HCKa3HHX HHTepIpeTaluja cKyna { HCKasHHX C/IOBa,

e 3a caxy hopmyny a € ForC(L&p), nexaje o] ={w e W |waluF ={[o] [ac
FOTC(LIC(P ):

o Hexaje i : F — [0,1] mato ca u([a]) = sup{s : Pxs(a) € T},

o v: W x I — {true, false} je mpecIuKaBambe TAKBO Ja 32 CBAKM CBET W € W H cBako
yckasHo cioso p € I Baxu: v(w,p) = true akko w = p.

[IpuMeTHMO a, TIOLITO j€ CBET W KJIacH4Ha HCKa3Ha HHTEpNpeTalyja, y AehUHMLM]H CTPYK-
Type M ca w |= @ cMO O3HAUHIIM YMELEHHILY 1a W 33/10BO/bAaBa (¢ Y CMUCIY KIIACHIHE HCKA3HE
JIOTHKE.

Hajnpe, Tpeba ma mokaxemo fAa je M jeman MepibuB LEp-monen. F je jemna anreOpa
nonckynosa ox W. 3aucra, 3a cBaky knacuuHy gopMyny o, W = (aV -a] € F. Takobe, ako
la] € F,Tanaje xommaeMent oAt [a] ckyn [—a] xoju npunana 7. Hajsaz, ako (], ... [on] € F,
taga [ U...Ufas] € F,jep [m]U...Ulag] = [m V... V a,). Hakne, F je anrebpa
nonckynosa og W. Jlame, mokaszaheMo fia 3a cBe Q, B € For®(LEp) maxu:

1. Ako je [o] = [B], Tana je p{[a]) = p((6]),

2. u(la]) 20,

3. u(la]) =1 — p([-al),

4. u(le] U [B) = u(fa]) + w([B]), 3a ce Ppopmyne o u B TakBe Aa je [a] N 18] =9,

Tj. {4 je KOHAYHO-aIUTHBHA BEPOBAaTHONA Ha F. |

1. JloBoJsHO je mokasaTd ma u3 [a] C [B], cnemr p(a]) < u(8]). U3 o] C [B], cnenn
F (A —B)ut Psi{a — B). Ako je Pys0 € T, Tapa npeMa TeopeMH 3.2.2 (2.1), HMaMO
P58 € T, omaxne 3axbydyjemo ja je ii([e]) < p((8]).

2. Tomwrto je P> akcuoMa, p([a]) 2 0.

3. Hexa je r = p{[a]) = sup{s : Ps,a € T}. IperoncraBumo na je 7 = 1. Tapa, npema
teopemu 3.2.4.(6) uaMaMo P = Pgy—a = —Pygna u ~Psgma € T. Axo je 3a Heko s > 0,
Ps,—a € T, npema akcromu 5, je Pog—a € w, mro je konTpamukumja. Jaxre, 1([—a]) = 1.
IpernoctariMo ja je 7 < 1. Tama, 3a cBaku pauHoHanaH 6poj r' € (r,1], "Popa = Pera
4 P.oa € T. Tlpema axcuomu 4, Pcpa u Psi_p(—a) npunagajy T. Ca mpyre crpaie, ako
mocToju paupoHanak 6poj v € [0,7) Takas ga Py (—a) € T, rapa ~Pona € T, mro je
xorTpamuximja. Jaxie, sup{s : Ps,(—a) € T} = 1 —sup{s : Py,a € T}.

4. Hekaje [a] N[A] = 0, u(la]) = r u p([B]) = s. Kaxko je [f] C [-a], npema ynpaso
JIOKa3aHOM CBOjcTBY 3, MMaMo jia je r + s < 7 + (1 — r) = 1. IIpernocraBumo na jer >0
" s > 0. IIpeMa mo3HaTOM CBOJCTBY CYNpeMyMa H MOHOTOHOCTH (Teopema 3.2.2 (2.2)), 3a
CBakH paloHanaH 6poj v’ € [0, ) M cBaKM pallioHaNaH s’ € [0, 5), iMamo P, Pro 0 € T.
[Ipema akchoMH 6, cnenu Poprig(a V B) € T. Haxue, 7+ s < sup{t Psi(a Vv B) € TY.
Axo je T + s = 1, tana TBpheme TpHBHjaNHO cnead. IIpernocTaBuMo Aa jer+ s < 1. Axko
r+s <ty = sup{t : Ps:(aV B) € T}, Tana, 3a caku pauHonanan 6poj t' € (r + s,to),
umamo Psye(a V ) € T. Uzabepumo palonanie 6pojepe ™ > ru §” > s TakBe Ka Baku:
Py, Pegnae € T, P8, Pegn(B) € Tur'+s" =t < 1. TIpema akcuomu 5, Pgna € T
KopumnihemeM akcuome 7 BMaMO Pepnygr(aV B), " Psprygn(aV B)u Pop(aV B) € T, wro
je konTpamxmmja. Hdaxne, p([e] U [8]) = u([a]) + 1([B]). Hajsan, axo mpeTnocTaBuMo Aa je
r = 0w s = 0, MOXEMO PE3OHOBATH CIIMYHO KA0 Y MPETXOJHOM CIIy4ajy.
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Haxne, M je jean MEp/bUB LE -monen. JlokasaheMo fa noctoju ceet w Moaena M Takas
aa cBaka ¢gopMysa U3 T BaxHu Yy w, Tj. Na je T 3a10BOJbUB CKYIl popMYyIa.

[To3abaBuMo ce Hajnpe KIacHuHuM dopmynama. Kako je Con®{T) HenpoTHBpeYaH CKyTI,
OH je 3a[I0BOJLMB Ha OCHOBY TE€OpEME MOTIYHOCTH 33 KIaCH4aH UCKasHH padyH, na NOCTOJH
cBeT w, Takas ga M, w = a, 3a cBaky Knacuyny GopMyiy & Koja IpHIaja T.

[oxasaheMo fa 3a cBaky dopmyiny A € ForP(LEp), M,w | Aaxko A€ T.

Heka je A = Pssa. Axo A € T, supf{r : Py,a € T} = p([e]) = s, Tapa M, w |= Pyscr.
Ca apyre cTpaHe, IPETHOCTABUMO 4 M,w = Ps.a, 1). Oa sup{r : Pyrax € T} > 8. AKo
je u([a]) > s, Tama, mpeMa IO3HATOM CBOJCTBY CYNpeMyMa K MOHOTOHOCTH byHxIMje 4,
Ps,a € T. Axo je pi[a]) = s, Tana npema Teopemu 3.2.4.(6), PyaceT.

Hexa je A = CPg(a | B). Axo A € T, Tana, npeMa akcHoMH 9, P_olaAB),PsoB €T,
6. e N8 = 0m p((8) > 0. Haxne, L0900 = 0, ma M,w |= CPgl(a | B).

Ca npyre crpane, ako M,w = CPgfa | 8), 1. W < 0, Tama, npeMa akcHoMHu Y,

amamo na je x([8]) > 0 u u([e] N [B]) = 0. IipumernMo da NMOCTOJM Lo € (0, 1] Taxas
ma je to = sup{t : P58 € T}, xao u Ja MOCTOjU pauUMOHANIaH 6poj t' > 0 TakaB ga
PsyB € T. Hawte, P5of € T. Takole, CHHUHO MIPETXOHOM, P_o(a A B) € T, onakie cienu
pit:| CP%[}(CE I ﬁ) eT.

Hajsan, neka je A = CPs(a | B). IlpernocraBumo 1a CPy(a | B) € T. Tanga wiu

PooBeTumPo8¢&T. Ako Poof € T taga p([B]) = 0,ma M, w |= CP5,(a | §),3acBes.
Axo P.oB8 ¢ T, tapa: M, w | CPs,(a | B) akko “—(;[?(%@l > s akxo u([a] N [3]) = s- u([B]).
Heka je to = p([8]) > 0. 3a cBako t < to uMamo Py} € T u Pys(a A B) € T (upema
axcuomu 8 u CPs,(a | B) € T). Haxue, ﬂU;u%][)ED > suM,w | CPss(a | B). Heka je cafia

M, w f= CPs,(a | B). Axo M,w |= P=of, Taza P_of € T, na (npema teopemn 3.2.2. 2.v)
CP-:(a | B) € T. Kaxo je CP_1{a | B) — CPys(a | B) 3a cBaku s, CPs.(a|B) €T. Axo
M, w ¥ P_oB, tana p([8]) = to > 0. Hexa je u(fa] N [B]) = r. Tana, umamo 3 2 s, M.
r >1tg- s (ep je M,w | CP5,(a | 8), omHocHO % > 5). 3a cee pauMoHalHe bpojeBe

t <tour < r, umamo Poy 3, Por(a A B) € T. Takobe, 3a cpaxu t' > to, " Popf € T.
Ilaxse, 3a cBaka t' < to, PorS — Pors{a AP) € T@{ - s <t-s < r),dsacBaku
t' > t, PspfB — Pops(aAP) € T (jep ~Ps¢B € T). Cana, npema mpabuiy 4, fo6ujaMo
O.P;s((]! | ,8) = T. UJ

Ognyuusociii

Kako je KiacHuaH HCKa3HH PauyH OJUTyYMB, HCIMTalieMo J1a JId je npobieM 3a10BOJBHBOCTH
pepoBaTHOCHUX (GopMyna ommyuHB. buhe kopuimrheHe HEKe METO/IC IMHCAPHOT IIPOTPaMu-
pama.

Heka je A € Forfgp BepoBaTHOCHA (OpMyna H HEKa CY P, . .., Pn CBA HCKA3HA CJIOBA

Koja yuecTBYjy y rpabemy dpopmyne A. AToMOM 0O A nazBahieMo cBaky ox ¢popMyna obIHKa
4+p; A ... & pa, THE je £p; WK p; WA -p;. AKO CYy @; U a; PAasIMYHUTH aTOMH, Tajla je
F a; — —a;. Jdaxie, y CBAKOM MEPIBHBOM LE -mopeny Baxu p(a; V a;) = p(a:) + plaj).
Moxe ce HOKAa3aTH, MOTIYHO CIMYHO KAo 3a KIacHuHE MCKasHe GopMylie, y3 Kopulitheme
quIbCHULE Ja U3 F o « B, cienn F Ps,a — P, 3, na je (buso koja) BepoBaTHOCHA popMyna
A exBHBaJIEHTHA (POPMYIIH:

m k;
DNF(4) =\/ \ Xi;(01,- -, Pa)

=1 3=1
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KOjy Ha3HBAMO GUC]YHKIRUBHA HOPMATHA opMa OLL A, ipH yeMy je : X; j HEKH BEPOBAaTHOCHH
onepatop u3 ckyna {Pss. , Pcs;y CPpsijs CPasyyo CPgy, “CPgo} (5i; je pauuoHanan
6poj u3 [0,1]), a X;;(p1,-..,Pn) O3HAYaBa Ha je KIacH4HA QOpMyNa KOja je TIoA AEjCTBOM
onepatopa X; ; 3anucaHa y oGIMKy AMCJYHKTHBHE HOpMaJHe dbopMe, Tj. Aa Je OIpeACTaB/beHA
Kao JUCjVHKIMja HEKHX aToMa ol A H 1a Cy CBa HCKa3Ha CjI0Ba KOja y4eCTBY]Y ¥y Irpabemy Te
KjIacHuHe opMylie HEKa OA P, . - - 5 Pn.

Teopema 3.2.6. JloZuxa LEp je ognyuusa.

Toxas. Hexa je DNF(A) = \/i_, /\?":1 Xij(p1,-- ., Pn) DUCJYHKTHBHA HOpManHa hopMa
pepoBaTHOcHE QopMyie A. Popmyla A je 3210BOJEHBA aKO H CaMO aKo je bap jemaH mguc-
jyukt y DNF(A) 3anosomus. Heka je £Psr 04, ..., £Fpr, 4, +CPs, (81 | M) -+ -5
+CP,, (B | 1), £CPco(d1 | m), ..., TCP(dc | 7c), a + b+ ¢ = ki, Habpajambe CBHX
B&EOB&THOCHHX dopMyna xoje ce, ka0 KOHjYHKTH, MOJaBJbY)y Yy HEKOM TUCjyHKTy D; =
Aj:l Xi,j(pl: - 1pn) oL DNF(A), npyu 4éMmy ﬂ:P;r € {P;,-, P{r}, :l:CP;_,- & {CP;T-, CP{,-}
H+CPg € {C Pgqy, —~C'Pgs}.

Mepy (BepoBaTHOhY) aToMa a; O3HAa4KMO ca ;. IIncalieMo a; € a Aa 64 O3HAYUIIM IO~
jAB/BHBAIbE ATOMA @; Y TUCjYHKTHBHO] HOPMAJIHO] GOPMHU KIIACHIHE dopmyne o. Jucjyakt D;
je 3a10BO/BUB aKO H CaMO aKo je 3aJl0BOJLUB Hap jefaH Of cnenehux (MMa HX KOHAYHO MHOTO)
CHCTeMa JIMHeapHHUX jelHauHHa K HejeIHaUHHA:
on
Sai=1, 20,(G=1,...,2%

i=1

> Ti 2 T, ak0 2P, = Py, ,(k=1,...,4a)

a; Cok

S, Ti < Tg, aK0 £P5r, = Per,, (k=1,..., 0)

a;cag

S.a;>0m Y, TSk p; Tipoum ), o =0,ak0 £CP,, = CPs,,(k=1,...,b)
G EYi 6i €5k Ak a; €Yy GiEYk

Sxi>0u Y, i< s ) Ti,ak0 kO Py, = CPe,,(k=1,...,b)

ai €Y a; €8 Ak a; Evx

Ei z; > 0H Z,: $i=0=aK0iCPgn=CPgu,(k=1,...,(:)

ai €Ny, a; E0p ANk
S 2;>0m Y, zi>0,mm Y, zi=0,ak0 £CPg = ~CPg,(k=1,...,0)

a; €N a; 0 AN @ €Nk

Kao je mpo6neM 3am0BOBMBOCTH (opMyle A CBeleH Ha pelIapambe CHCTCMa THHCAPHHX
jemHauMHa U HejeHAUYHHA, 3aKIbY4yjeMO Ja J¢ JOrHKa L&, onnyunza. L

Jloruxa Lp

V 0BOM HOIOAC/bKY NpHKa3aheMo JOTHKY L& p 3acHoBany Ha fe PHHETHJEBOM HPHCTYIY
ycIIoBHO]j BepoBaTHONM. JiehuHKIMjEe MHOTHX IIOJMOBA KOj€ CMO YBEJIH 32 JIOTHKY L& octajy
HCTE M Y OBOM CIIy4ajy, Tako Aa heMo yriaBHOM HariallaBaTH CaMoO pa3iIHKe.

Cunitiarkca

Jesuk noruxe LEp je npommiperse je3nka KIacHIHOT HCKA3HOT payuyHa JICTOM OUHapHUX
BepoBaTHOCHHX omeparopa CP5,, 3a CBaKH pallHOHA/IaH 6poj s u3 [0,1]. OsnHaummo ca
For®(LE ) ckyn cBux knacuumux dopmyna. Ako e, 8 € For®(L§p), B Huje KOHTpaMKIMja
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(IITO ce BEOMa JAKO MOXE IPOBEPUTH) M S J& HEKH pallHOHANaH 6poj w3 [0,1], Tama je
CPs,(a | B) ocHOBHa BEpOBATHOCHA (opMyna. CKyn CBHX BepOBATHOCHHX (hopMyna je
HajMamH ckyn For? (L p) KOjH CajipKH CBe OCHOBHE BEPOBATHOCHE $hopMyIie M 3aTBOPEH je
3a cieneha mpasuna: axo A, B € ForP(Lip), Tama —A, AA B € ForP(LEp). Hexa je
For(LEp) = For®(LEp) U For?(Lgp). Ocrtane uckasHe Be3HHKE V, —, < YBOIHMO Ha
yobHYajeH Ha4HH, a Takole U (axo [ HHje HCKa3HA KOHTPaAMKIM]a) onicpaTope:

CP.(a| B) & ~CPsy(a]B), CPela|B)= CPsi_y(~a|B),

CPsy(a | B) & ~CPc(a| B), CP-y(@|f) L CPxla|f) ACP(x|B).
I[IpumetuMo aa onepaTop CPgo(: | -) HMje moceOHO YBEOCH 3a Pa3INKy OX L&p.

Cemaniniuxa

H y 0BOM CITy4ajy KOPHCTHMO MOJEIE, Hanuk KpHITKeoBHM, CaMO ca YCIIOBHOM BEpOBaTHONOM
y ne DUHETHjEBOM CMHUCITY , AehHHHUCAHOM Ha MOACKYNOBHMA CKylla MOTYRHX CBETORA.

Nedunummja 3.2.4. L5 p-mogen je campyximypa M = (W, F, u,v), 2ge je (umajyhu na ymy
objawurverva gaiaa y iogogenky 3.1.2):
o W nefipazan ckyii objexaiiia Koje HA3UBAMO CéellioguMma,
o F anzebpa tiogckyiiosa og W,
o iu:F x F°® — [0,1] yenosna eeposaiminoha:
— (A, A) =1, 3a ceaxu A € F°,

— ul-, A) je konauno-aguitiuena seposatlinoha na F, sa ceaku A € F°,
- w(CNB,A)=pu(B,A) - u(C,BNA),3aceeC € FuA, B, ANBe F.

o v:W x I — {true, false} je ipecauxasarve xoje ceaxom ceeitiy w € W gogemyje jegry
xnacuuny eanyayufy v(w, -} uckasHux crosa.

L p-mogen M = (W, F, i, v) je mepaus axo u camo axo [a]m € F 3a ceaxy knacuuny gopmyny
o. Knacy ceux mepausux LE p-mogena osnauasahemo ca Meas(LEp).

IpuMeTHMO 12 je yClIoBHa BepoBaTHOha p eduHMCaHa 32 MapoBe CKYIIOBA CBETOBA, IIPH
yeMy Jpyra KOOpIHHATa Ilapa Mopa OUTH Hempa3saH ckym. byayhu na je Moryhe 1a Heka
KiacuyHa (GopMyna, HAKO HHje KOHTPaIUKLUja, HE BaXKH HH Y jeJHOM CBETY HEKOI MoJena,
penanujy 3aI0BoJbHBOCTH MopalieMo fa nedHHAIIEMO Kao NapUHjaHy peaaiyjy. AH, Ipe
TOTa, yBeAUMO cienehy neprHHLH]Y.

JNedununuia 3.2.5. Beposaitinocrha Qopmyaa je goilycitiuea y MepaousoM L& p-mogeny M, axo

He cagpoicu Hujegny foggopmyny obnuxa CPss(a | B), taxo ga je [Blar = 0.

Mmajyhu Ha yMy AOMYCTHBOCT BEPOBATHOCHE QOPMYJIEe Y JATOM MEPIEHBOM LE p-Moneiy,
penanmja 3aJ0BOJbHBOCTH Hehe OUTH feduHHCaHa 3a MoJeNe, OAHOCHO IbEIOBC CBETOBE, aKO
BEpOBATHOCHA (pOPMYJIa HHUj¢ JONMYCTHBA Y TOM MOJENY, MHade j¢ NehHHUIIEMO MOTHYHO
aHaJIOTHO Kao 3a jjoruky L. Ha npumep:
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o M,w = CPs{a| B) akko CPs,(a | 8) je monyctusa y M u u([al, [8]) 2 s.

[IpumMeTuMO U TO Aa, cxofHo Jle (PHMHETHJEBOM CXBAaTamy YCIOBHE BepoBaTHOhe, HE pa3Ma-
TpaMo cITyuaj Kaja je BepoaTHoha GopMyne J jeanaxa 0.

Axcuomaiticku cucitiem

AxcroMatcku cucteM Az(LEp) 3a noruky L p canpxu cnenehe cxeme akcHoma:

I. cse For®(LEp)-nucranue KacuYHHX MCKa3HUX TayTONOTH]a,

cse For?(LK,)-nAcTanie KIacHYHHX HCKA3HHX TayTOJIOTHja,

CPxola | B),

CPg(a| B) — CPes(a] B),s >,

5. CPy(a| B) — CPgla| B),

(CPs.(a | 1) ACPso(B | 7) ACPsi(~aV =6 | 7)) = CPemnpir+s}(@V £ 1 7),
(CP¢(a | 7) ACP«s(B17)) = CPersslaV B[ 7),r+s <1,

CPys(a]7) ACPsr(B|aAy) = CPrur(aAB | 7),

CP51(B|7) ACPss{aAB|7) = CPoyla| B A7),

1 cnefcha mpaBuiia H3BOhemA:

> M

o =9

1. i3®n ® — U, saxmyuyjemo ¥, &, ¥ € ForC(LEp) um &, ¥ € ForP(Lp),
2. u3 o — B, 3aximyuyjemo C P (8 | a),

3. uz3 A — (CPs(B | 7) = CPssi{la A B | 7)), 3a cBaku pauuonanan 6poj t us {0, 1),
. saxbyuyjeMo A — CPss(a | v A B).

U y oBoM ciayuajy, AepunungjoM 3.2.3 yBoARMO cBe oarosapajyhe mojMoBe: gokasueocil,
HeRpOouEpeHHoCild, . . .

Ilomnynociu

Teopema 3.2.7. (Teopema carnacHOCTH) AKCUOMATICKYU CUCTHEM Ax(LE ) je caznacan ca knacom
mogena Meas(LEp).

Hokaz. CarilaCHOCT OBOT aKCHOMATCKOI CHCTEMa CNeAyd M3 CarlacHOCTH KIacHYHOT
MCKa3HOT padyHa ¥ ocobuHa ycloBHe BepoBaTHohe. JIokas je MOTIIYHO CIIMYaH IOKa3y TEO-
peMe 3.2.1.

Wnycrpaliije paii, BOKaXUMO Ja Mpaswio 3 yypa BajbanocT. Heka je M MepibuB LEp-
MOJICJ ¥ W CBET OBOT MOJIENa Y KOME BaXe CBe ITPeTIIOCTaBKe Npasuia 3, mpu yemyje M, w = A
u (8], (7)) = to. Axo 6u 6mio u(lal, [8] N [v]) < s, Taga GucMo uMaiy, peMa JeUHHIHM]H
meprsusor LEp-monena, p(fa] 0 [B], (]} = p((8), [) - u(la), [B] 0 [7]) < s - to, omiocHo
M, wl A — (CPsy(B17) — CPsss(aAB ] v)), ITO je KOHTPAAUKIM]A. O

TeopeMy nornyHocTH heMo A0Ka3aTU MOTIYHO CIHYHO Kao 3a LEp.
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Teopema 3.2.8. . (Teopema nenyxuuje) Axo je I’ ckyfi popmyna u ® u ¥ uau obe knacuune

wiu obe seposaiinocre gopmyne, wagaus T U{Q} F U, crequ T F® — .

2. Hexa cy o, B, 7y knacuure opmyne, pu uemy Y nuje xoumpaguryuja. Taga sazicu:

(i) F CPsi(a— B|7) = (CPss(a|y) = CPx(B | 7)),
(i) + CPsi{a — B|7) = (CP<(B | 7) — CPusla| 7)),
(i33) - CPyr(a|y) = CPasla | 7). 7 > 5,
(iv) F CPsi(aAB|v) — (CPula| ) ACPxu(B 7)),
(v) F (CPsi(a ) ACPsi(B 7)) = CPa(aAB ),
(vi) F CPsi(aAB|7) « (CPai{a | ) ACPa(B | 7))
(vis) F CPsi{a « B|7) = (CPus(a|7) & CPes(B 7)), 0 €{<,2,<,>,=}
(viii) b CPs(a | 7) & CPys(a|yA L),

(i) - CPys(a | BAY) = (CPx(B | v) — CPset(a A B | 7)), ako B Ay nuje
KOHTpaguxyuja,

(z) F CP51(8 ¢ 71 —L) = (CPxla| f) & CPsla | 7).

Tokas. (1) JJoka3 ce cipoBOIM TPaHCHUHUTHOM HHAYKIHjOM IO OyXXHHH AoKka3a 3a W
us T U {®}. Kiacuunu ciydajeBH nokasyjy ce cranfapiHo. IIpermocraBumo ja o ¥ €
ForP(LE,), upaje ¥ = A — CPs4(a | B A7) usseneno us ckyna T U {®} npumentom
npasuna 3. Tana je:

TU{®}F A - (CPx(8 |7} = CPset(aAB]7)),3acBako t,

T+ & — (A — (CPx(B17) — CPxu{c A B | 7)), 32 cBako ¢, (npema MHJYKIHJCKO)
IIPETIIOCTABLH )

TH(®AA) — (CPs(B|7) = CPssi(aAB7)),3acBako

TH (®AA) — CPss(a | B A7), (npeMa npasuiy 3)

TH® - W,

(2) Jloka3H NOjeTRHAX TBpherba NOTHYHO CY CIIMYHY I0Ka3HMa oarosapajyhux TBphema Teo-
peme 3.2.2.2. Ha npumep, axo, y 10Ka3sy TBphema 3.2.2.2.1, cBaKy BepOBaTHOCHY (OpPMYNy
obmaka P - - -, 0 € {<, 2} samenumo dopmyioM C Po(: - - | v), no6uhemo nokas 3a TBpheibe
(2.1) oBe TeopeMe.

(2.iv) oxas je:

Fy— ((@ApB) — a)

Fy = ((aAB)— B)

FCPsi((aAB) — aly)

F CPsy({(aAB)— B 7)

FCPsi(aAB|v) — CPeifa | 7)

FCPsi(aAB]y) = CPx(B | 7)

- CPsi(aAB|v) = (CPula|7) ANCPu(B | 7).

(2.v) Hoxas3 je:

Fy — (= (8= (@A B)))

F CPsi(a — (8 — (@A B))|)

FCPsi(a|v) —= CPx(8 — (aAB) | )

- CPsy(a|y) = (CPx{B|7) = CPa(aAB| 7))

F(CPsi(a| ) ACPs1(B 7)) = CPsi{aAB 7).
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(2.viii) Kako je b v — —.L, npuMeHoM npasuia 2, 1o0HJaMo F CPsi(—1 | v). Hpema
npeTxomuoM Tephemy (2.vi%) umamo F CPsy(a | v) & CPys{a A—-L | ~v). Hajzan, us
axcroma 8 u 9 nobujamo - CPs.(a | v) « CPy(a| vy A L),

(2.iz) OBa dopMya je eKBUBAJICHTHA AKCHOMH 3.

2.7) Axo je F CP51(8 « 7 | —1), Tana je = CP5(8 | ~1) & CP5.(y | ~L) xao u
- CPsr(aAB | —1l) & CPx(a Ay | —l),3a cBaku 7. Axo je CPss(a | B), Tana je
- CPss(a | BA—L), anpema (2.27) 1

- CPss(a| B) = (CPx(B| L) — CPssi(anB| 1)),

sa cse £. Maxie, - CPsy{a | B) — (CPy(y | 1) — CPser(a Ay | 71)), 3a cBe t.
Hajzaj, npaMenoM npasuwia 3, no6ujamo b CPyy(a | B) —» CPoi(a | ¥ A—L). Hakne,
npema (2.vii), F CPss(a | B) — CPys{a | 7). TotnyHO CIM4HO ce IIOKasyje Aa BaXH M
F CPss(a]v) = CPyy(a | B). 0]

Teopema 3.2.9. Ceaxu nedpoitiugpeuan ckyu hopmyaa ce mMosice APOWUPUTAY GO MAKCUMANHO
Helipoifugpeytos CKyuda.

Joxas. Hexa je T’ HempOTHBpEYaH CKYII, Con®(T) cxym cBHX KJIaCHYHUX nocneuua ox I’
i Ag, Ay, . .., HabBpajambe CBEX BepoRaTHOCHHX dopMyna u3 For”(Lp). Medunummmo Hu3
T.,1=0,1,2,..., Ha cmenehu HayuH:

1. Ty = TUConC(T)U{CPs(a|p): B — ac Con®(T), nuje KoHTpamMKIHja },

2. 3a cBako i = 0, axo je T} U { A;} nemporuspeyan ckyn, Taga je Tiy1 = T; U {A;}, unade
je Tiy1 =T U {—A;}.

3. axo je ckyn Tiy1 fobujen mogarameM opmyne obmuka —(A — CPss(a | BAT))
Taja 3a HekM patoHanan 6poj t € (0,1), ckyny Tiy1 Takobe momajemo u dopmyny
A — =(CP5(B | 7) = CPsei(a A B 7)), Taxo ga je T;y1 HENpOTHBPEUAH.

JToKa)XMMO J1a je cBakH of ckynosa T; HenpoTuepedat. CKynoBH nobHjeHu Kopauuma 1-2
OUHITIEIHO Cy HENpPOTUBpeuHH. PasmoTpumo kopak 3. Axko je T; U fA— CPs(a|BA7)}
NPOTHBPEYAH CKyIl, TaJa ce CKyn T; MOXe HENPOTHBPEYHO NPOUMHPHTH HA HAYUH OMHCAH y
oBoM Kopaky. HauMe, axo npeTmocTaBuMo 1a je To Hemoryhe, umahemo KOHTPAAHKIH]Y:
T:,~(A — CPss(a | BAY)),A— ~(CPx(B17) = CPsse{laAB|7)) F L,3acBel
T, ~(A — CPay(a | BAY)) F (4 = ~(CPx(B|7) = CPses(@AB | 7)), 3a cBe t (npema
TEOPEMH JIEAYKLH]C)

T., (A — CPs,(a | BAY)) F A — (CPx(B | 7) = CPrsi(a A B |)), 3aceet, (mpeMa
F=(p—q)— (p— —g) |

T, ~(A — CPs(a | BA7)) F A — CPys(a | 5 A7) (npema npasuiy 3).

J{oka3 HENPOTHBPEUYHOCTH CKYTa T = U;T; je ckopo MACHTHYAaH oArosapajyheM moxas y
okBHpY Teopeme 3.2.3. Tipumepa pamu, pasMOTPHMO cydaj Kaja je A — CPy(al|BAY)
no6ujeHo NpuMeHOM OecKOHAa4HOT MpaBuiia M3Bohema 3 Ha MPETHOCTaBKe obmika A —
(CPsi,(B | 7) = CPssq;(a A B | 7)) xoje npunanajy ckyny T (%1, to, - . . je Habpajame CBUX
pamonaTHEX 6pojesa u3 [0,1]). Ako A — CPs(a | B A7) ¢ T, npema feduumju ckyna T,
nocToju uuzeke m, TakaB 1a A — —(CPs,, (B | 7) = CPsas (@ AB | 7)) € T. Taxole,
Moxe ce Hahu 1 ckyn Tk koji canpx u dopmyny A — (CPxe, (8| 7) = CPose, (@A | v))
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nA— ~(CPx, (B 7) = CPsst.(aAB| 7)), onaxne cnemu ga Ty = A — L, mrro 3naun
A— L €T. Jakne, A — CPsy(a | BAY) € T. Onucana KOHCTpyKIHja oGe3behyje na 3a
cBaky popmyny @, ® u ~® He MOTy UCTOBPEMEHO NPHIIAJATH CKYIY T. CIM4HO, 33 CBAKY
BEpOBaTHOCHY dopmyny A, ucnymero jeunu A € T unu A € T. Jakne, T je MAaKCHMaJTHO
HEIIPOTUBpEYAaH CKYIL. []

Teopema 3.2.10. Hexa je T maxcumanno nefipomiuepeyan ckyii opmyna. Hexa cy ® u ¥ wm
obe Kracuyne unu obe seposaitinocue gopmyne u Heka cy o u 3 kracuure popmyne. Taga eascu:

1. Axo® €T, maga -~ ¢T.

2. DAV €Takko® € Tang ¥ €T.

3. Ako T+ ®, maga ® € T, wj. T je gegyximusno 3atigoper cKkyfl.

4 Axo®eTud -V eT maga¥eT.

5. Axo CPsy(a| B) €T, us > r, wiaga CPs.{a | B) € T.

6. Axo je T payuonanan 6poj u v = sup{s : CPs,(c | B) € T'}, aga CPs. (| B) € T.

Jloxkas. JToxasaheMo camo 6. Heka je r = sup{s : CPs,(a | B) € T}. Ako 6u 610
CPsr(a |} B) € T, Tana 6ucmo umamu 1 1a CPs,(a | B A ~L1) & T. Kopak 3 xoHCTpyKIHje
NpeAcTaB/beHe Y JOKa3y NpeTxoiHe TeopeMe obe3behyje ersucTenuM)y paloHataHor 6poja
to € (0,1), Taksor ma ~(C Pt (—~L | B) = CPory(a AL | B)) € T, oaHOCHO TaKBOT Ha
CPersg(a AL | BYACPsu (=L | B) € T. Raxne, umamo CPery(a AL | B) € T (u
CPs,(~L | B) € T), 1j. CPsryy(a| B) € T, urro je KOHTpagUKIHja. O

Teopema 3.2.11. (Teopema nornynocrn) Ceaxu Hedpomiuspeuan ckyi hopmyna I’ uma meproug
LE p-mogen.

Hoxas. [peMa TeopeMH 3.2.9 MTOCTOJH MaKCHMAJIHO HEIIPOTUBPEYHO NpoLmpeise T cKyla
T. Nebunuummo crpykrypy M = (W, F, i, v), na cnenehin Hauuu:

¢ W je CKyIl CBHX KITaCHYHHX HCKa3HHX HHTepNpeTalldja CKyna  MCKa3HHX CIOBa,

o F={[a]|a€ For®(LEp)}, npu uemy je [a] = {w € W : w |= a}, 3a cRaky Knacuuny
popmyiy a,

o u: F x F®— [0,1]je maro ca p([a], [B]) = sup{s : CPs.(a | B) € T},

o v: W x I — {frue, false} je mpecnikaBame TAKBO Ja 3a CBakH CBeT w € W u cBako
vckasHo cnnoso p € I paxu: v(w,p) = true axko w = p.

Jokaxumo, Hajipe, aa je M jenan meprous L, p-Mozen. I[Tpema Teopemama 3.2.8 1 3.2.10,
axo je [@) = [B] u [y] = (0], Tana je p([a],[8]) = u([+],[0]), ma je p nobpo medwmcano.
Kako je - a — a, npema npasuiy 2, uMaMo aa je H CPy {a | @), na CPy(a | a) € 7.
Hakne, p([c, [¢]) = 1. Bynyhn na W cagpxu cBe KiacuyHe HHTEpIpeTalLHje, IAKO ce BUIH
na 3a caxo 8 € For®(LEp) saxu: [B] = @ akko je B kontpamuxunja. Jloxas na je 3a cBaky
kinacuyny ¢opmyny /3, Koja HHje KOHTpaHKuHja, i+, [F]) xoHauno-aauTHBHA BepoBaTHOhA
Ha F, Tj. Ja 3a CBe KJacHuHe GOPMYIIC & H Y BaXH:
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1. U(:a]v [ﬁ]) = 0,
2. w(led, [8]) = 1 — ([, [8]),
3. u(le] U [v], [8]) = i[al, [8)) + p([7], [B]), 32 cBe cx 1 v Takse na je [a] N [] = 0.

MOTIIYHO j¢ aHaJIoOTaH OAroBapajyheM meny gokasa TeopeMe 3.2.5. JIoKaxuMo Ia (i 38I0BO-
JbaBa u crenehu yoiios: 3a cBe Kiacuue gopmyiie «, 5, v ((7],[8 A 7] # 9) Baxu jennakoct

p(le] N [)8]1 ['7]) = f—‘([ﬁ]! [7]) - u(le], [8] N [A)D-

Hexa je p([8l,[7]) = s, wlla], (B O [1]) = u([a],[BA7]) =%, s> 0ut > 0. Axo je
se[0,s)ut €[0,t), Taga CPou(f | y) € Tu CPyyr(a | BAY) €T, na, mpemMa akcHOMH
8, CPyup(aAB|v) €T. Naxne,s-t < sup{r:7 € CPs.(aANB|7) € T} = ro. Axo
je s+t < 7o, Tana nocroju s’ TakaB ga je s < 8’ < 2y CP.y(a | B A y). Ilpema mpasuiy
3, nocToju tg TakaB Aa CPeg.y (A B | ¥) ACPs (B | v). U3 CPyy (B | 7v), nobujamo na
jeto Stus <& <P P, T s'-tg < r9. Caga uMamo fa C Py (ax A B | %), 1rro je
KOHTPaIHKLH]A.

Naxne, M je MepibUB Lg p-MOJIEII.

Hajzan, nokaxumo aa je T 3amoBossnsa Teopuja. Kako je Con®(T') nenpoTuBpeyaH cxym,
OH je 3aJJOBOJbHB HAa OCHOBY T€OPEME NMOTIYHOCTH 3a KJIACHYaH MCKA3HH padyyH, Ma MOCTOjH
cBet w, TakaB ja M, w = «, 3a cBaKy KiacnuHy ¢opmyny o u3 T. ITokasahemo na 3a cBaky
BepoBaTHOCHY dopmyny A Bax: M,w |= A akko A € T. Hexka je A = CPs,(a | B).
IMpernocrasumo 12 CPs,(a | B) € T. Axo A € T, tapa sup{r : CPs.(a | B) € T} =
u(lal, [8]) = s, ma M,w = CPy{a | 5). C apyre crpane, npernocraBumo aa M, w |=
CPos(a | B), 7). masup{r : CPy.(a | B)) € T} 2 s. Axo je u{[a],[F]) > s, Tama
(360r ocobuna cynmpemyma H MoHoToHocTH dyrkimje u{-, [8])) CPss(a | 8) € T. Axo je
u([al, [B]) = s, Tana, mpema Teopemu 3.2.10.(6), CPs (a | B) € T. O

Ogayuusocia

Onnyuusoct noruke LE p mokasyjeMo Ha moTmyno anajiora HauuH xao 3a LEp. Tako u
Y OBOM C/Iy4ajy KOPHCTHMO YHIEHHILY 12 j€ CBaKa BepoBaTHOCHa ¢opMyna A eKBHBaJIEHTHA
dbopMynIu obnnKa

T Ky
DNF(A) = \/ /\ +C P>, (aij | Bij),
i=1j=1

T3B. JHCJYHKTHBHO] HopManHo] dopmu ox A. Dopmyna A je 3a0BOJbMBA aKO H CaMoO
aKo je 3aJ0BOJLHB Oap jeman mucjyHKT M3 DNF(A). Kako je npobneMm 3ag0BO/bUBOCTH
KOHjYHKIHja HEKHX BEPOBATHOCHHX opMyna obnuka +C Ps.(a | #) exBuBaieHTaH npoBepH
KOXEPEHTHOCTH oAroBapajyher nosesbrBama yCIOBHHX BepoBaTHoha, npeMa TeopeMH 3.1.4,
CIICOU HapeaHO TBpheme.

Teopema 3.2.12. Jlosuxa L p je ogayuusa.

Onnoc wsmehy L&, n L,

Jesunm noruka LEp u LEp uucy uctn, For(LEp) C For(LEp), jep onepatopu obnuxa Ps,
He MpUnaaajy jesuky noruke L p. Unak, ceaka popMyna obimka Ps,a MoXe GHTH Hamyicana
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y o6muky C Ps,(a | T). Ca apyre crpane, onepatop C Pgp je mocebHO yBeeH Y Je3UK JIOrHKe
LX,, ok je neunabunan y LE p. Ce cy To nociemuie pasTMYHTAX NPETIIOCTABKH Ha KOjUMa
Cy 3aCHOBaHe JIOTHKE, Tj. PA3NMMYMTUHX CXBaTamba ycloBHe BepoBaTHOke (mpeMa KomMoroposy,
onHocHo [le CDHHeTij)

Joruxe LEp u LEp cy, y u3BecHOM cMHChy, Heymopeause, IITO Ce MOXE BHICTH H3
HapeHUX IIPUMEpa.

[IpuMEP 1. Dopmyna A = CPp(a | ) — CP;,D(,B | T) je nocnemuna L& p-axcuome
0, na je LCP-BELH:&H& MehytaM, gopmyna A nHuje LEp-Basmana. IlocMarpajmo criesehin
(MepibuB) L p-monen M = (W, F, u, v):

e W ={w,ws},
o F =2V

o u({w},W) =0, up({ws}, W}=1
n({ur}, {wi}) = 1, p({wa}, {wn}
p({wi}, {ws}) =0, p{{ws}, {ws})

o v(w;,p) = v(wa,p) = v(wy,q) = true, v(wz,Q) = false.

v osom momeny je: p{[p], [q]) = p({wr,we}, {w}) = 1, p([-pl[g]) = p(@,{w:1}) = 0n
;zg[q],[T]) = p({w},W) = 0. Haxne, M |= CP—(—p | g ACP=o(g | T), ma A HHj£
o p-BajbaHa.

?

II Il

[TPUMEP 2. ®opmyna CP_o(8 | T)ACP}I({I | B) —» CP 1(-10: | B) je LE p-Bamana, jep

je p.([ ], [8]) koHauHo-aguTHBHA BepoBaTHOhA. MclijHM npeMa Teopemu 3.2.2(2.v), y TOrHIH
LEp Baxu - Po — CP—i{a | B), onaxse cesm fia oBa GopMyna Huje LA,—pamana. O

ITpeTxogHH IPHMEPH TIOKa3yjy Aa ce Toruke L p i L p MOHaINajy pa3mmauTo Kaja je ped
0 ycIIOBHMM BepoBaTHOhaMa rae je BepoBaTHoha ycnoBa (Apyre KOopauHaTe yCHOBHOY A0Ta-
haja) jennaka nymu. Hapenuu npuMep (y3er u3 [6]) nmokasyje fa je ondauusame pasMaTpama
yCIIOBHHX BepoBaTHoha, Kajia je BepopaTHONA yCIIoBa JefHAKA HYIIH, BETHKH orpaHMy4aBajyhu

dakKTop.
[IPUMEP 3. HoBunh ce 6ala aBa yTa ¥ pETHCTPY]y ce cleachu Hexoay, £ = 1,2:
P = EKCIIEpUMEHT HHje ycIieo y kK — ToM bamamny,

M, CIIMMHO, O3HAUMMO Ca ¢y M T — IOjaBJbUBamE ,IUCMa“ M ,rpba”, peaom. IlpumerHmo
Hajupe Ja MCXOJH Pr HHCY HeMoryhu® HH JIOTHYKH HH HpaKTH‘IHO LWIIPHpOAHO® HOoOehu-
Barbe BepoBaTHOhG je: P—gpk, F_ 1gx M P_ 1Tk Hame, ,JIPHPOJHO® DOHEC/HHBAKE YCIIOBHHX

BepoBaTHOha MCXOHAa JPYTOF GauaH:.a HO,[[ ycnoBoM py je: CP_y (qz | p1), CP_ 1(1‘2 | 1),
CP_o(p2 | p1)- LE—dopmyna

(1) P_opy ACP_ l(fh | ;1) ACP_ (Tz | p1) A CP=o(p2 | 1)
L¢p—topmyna
(2) CP.o(p | T)A CP:%(Qz | 1) A CP:%(?‘z | p1) A CP—o(p2 | p1)

8anp. #opumh CTOjH YCTIPABHO HACTOHCH HA 3UN
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OATOBapajy NOMEHYTOM J10AeJbHBalby BepoBaTHOhA.

IIpema LE,-teopemu 3.2.2(2.v), dopmyna (1) unje L p—3anoBomusa. ITpoBepuMo 3amio-
BOJLHBOCT dopMyne (2). OnpenuiMo Hajpe aToMe: @) = g Ap1, @2 = T2 AP, a3 = P2 APy,
ay = go A Py, G5 = T9 A —p1 ¥ ag = P2 A ~p;. CHCTEM

:L'1+$2+$3=0($1+$2+$3+$4+$5+$5)
I = l(."A'?1-|‘$2-|-IB3)
Ty = 5(T1 + T2 + T3)
(50) z3 = 0(z) + =2 + x3)
$1+$2+$3+$4+$5+$5 1
z; 20,1=1,...,6

\

HMa pelieme T; = T = T3 = Tg = 0, T4 = Ts = 3. IIpenackoM Ha JAPYTH cucTeM (S1)
gobujaMo:
11 = (1 + Y2 + y3)
Y2 = 5(1n +v2 +y3)
(S1) ¢ s =O0(y1 + y2 + ¥3)
ntyptys=1
y; 2 0,1=1,2,3.

Pemiehe mMOCHENIHET CUCTEMA J&: Y1 = Yo = %— = 0. Jaxne, dopmyna (2) je Lip
33I0BOJHUBA. EI

Jloruxka LE, Moxe 6utn cxsaheHa Kao CBOjeBPCHH ,,IIpEIUc’ JIOTHKE npuKasane y [34],
rze je BepoBatHoha ycnoBHor forahaja ., Mo yCA0BOM 9% 3alpaBO HCTHHHTOCHA BPEHOCT
dhasu-MomanHor uckasa P(yp | ¥), koju untamo: 0 | ¥ je BepoBarHo®. Onrosapajyhia ¢asu
noruka usrpaljena je kao koMGuHammja Ko6po nosnarux L-° u II-'dasm nornka (ykpatko
omucanux y nmomonesbky 1.2.1). Haume, ysemenu cy [I-mmmmmkaumja —n, II-koHjyHkumja
Apg v L-ummmukanuja —y. YV TakBOM je3suky Moryhe je u3pasutu TBphewa THINA ,,yCIOBHA
BepoBaTHoha je jeqHaxa s (Mama oA S, HHje Beha of S, MO3UTHBHA j&,. .. ), Kao H ,,yCIIOBHH
morahaj oy | By je BepoBaTtan 6ap KONHKO U YCIOBHH forabaj as | G2 IIpBo TBpheme ce Moxke
JIAKO M3PasuTH U y joruim L p, Mok ce Apyro Moxe OMHCaTH yBoheleM HOBOI ONepaTopa
b{ay | B, a2 | B2) koju je neduHabUNAH Y je3UKY OBe JIOTHKE cleaehuM HecKOHaTTHUM CKYIIoM
AKCHOMA :

b{og | Br, 2 | B2) = (CPss(ae | B2) = CPyy(0r | 1)), 3a cBaxy s,

H J¢AHMM MIpaBHJIOM H3BOhLema:

u3 {CPsq(as | B2) — CPys(ai | B1)}, 3a cBaKo s, 3aKJbYUYyjeMO >{a; | B1, a2 | Ba2).

Kao wrro je Beli ITOMeHyTO, TeOpeMa KOMIIAKTHOCTH HE BaXH 3a LEp u LEp (xao mwTo
He BaXH HM 32 jelHy Off JIOTHKAa MpuKasanux y [12, 34]). 3awucra, nocmjn HE3a{0BOJHHB
ckyn GOpMyna YMjM je CBaKH KOHadaH NMOACKYN 3aJl0BOJbMB; Ha mpumep, I' = = {CP,o{c |
B U{CP /n (a | B) : n je npuponan 6poj}. ITpuMeTHMO [1a, NOIITO UMAMO BecKkOHAYHY aK-
cuoMaTu3anujy, 7' je npoTHBpedaH ckyn ¢popmyna y OMHOCY H Ha L¥p-nna L p-akcHoMaTCKH
CUCTEM.

? lykacHjepruena
OTIpousson
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CynehH Ha OCHOBY IpMMepa 3. M3IJIEAa Ja NPeRHOCT Tpeba JaTH JOrUuM LEp, jep oBa
JIOTHKA HYH MHOTO (IEKCHBIWIHHIH TPETMaH YCIIOBHUX BEPOBATHONA HETO JIOTHKA LE.. Ta-
kolje, OCToje M CUTYalUHje Y KOjHMa HHje CACBUM JaCHO 34 KOJy C€ O OBUX JIOTHKA OTIPEICITHTH.
V cBakoOM ciy4ajy, o6e jopManuzalnuje MOTy OMTH BeOMa KOPHCHH OKBHDH 34 pa3yMEBaIbe U
pa3MaTpame MHOTHMX MPAKTHYHUX NpobiieMa, pelliMO Ha NOJbY HEMOHOTOHOI' PE3OHOBAbA,
rue ¥x je Moryhe ImpUMEHMTH y pa3BHjalby OMIUTUX NMOCTYNaKa 3aK/bydHBarba IO mGonT

IpaBUIHMA.

Hrepannje ycaosuux seposaTHoha—Jlornka Lg}-&

Honymrame Gopmyia y KOJHMa Je JO3BOJbEHA HTEpalja orepaTopa 3a ycJIoBHY BepoBaTHOhY
IOBOMH 10 M3BecHHX Temkoha y dopMHupamy JIOIHKa Y KOjHMa je yClIOBHA BepoBaTHoOha
cxpahena y e DuHeTHjcBOM cMHCITY, Gynyhiu Ja KOHTpaJUKIH]a HeCMe OHTH YCIIOB, T). ApyTa
KopIHHAaTa yciosHor gorahaja. C apyre crpaHe Oe3 HKaKBHX Telmkoha ce MoXe M3BPIIUTH
oaroBapajyhe npoumpeme JIOTHKE LE,. Wuaue, ponymrame UTepalHja BepOBATHOCHHX
omepaTopa je Ofl BEIMKOT 3Hadaja 3a (popManu3auu]y ,.HeH3BECHOCTH BepoBaTHOhE™.

Je3uk joruke Lg:_,5 je mcTH Kao jesuk 3a Lip, ¢ THM mrTo cy npu rpalemy ckyna ¢op-

K_) no3eoibeHe HTepalije BEPOBATHOCHHX OIlCpaTOpa H MEMIAmhe HCKa3HUX U

myna For(Lz;
pepoBaTHOCHHX ¢opmyna. Taxo, ckyn gopmyna FO‘F(L(%) je HajMambH CKyNl KOHAYHHX HH-

30Ba CHME0MA KOJH CafipXH HCKa3HA CIIOBa M 3aTBOPEH je 3a ciefieha NMpaBHia: ako Cy @ H B
dopmyie, Tama cy H —a, @ A B, Psyo, CPs,(a | 8) u CPgla | B) dopmyne. I1pumep dop-
myne je CPso2(p1 — P2 | Pso12P>01p1). OcTane nckasse BE3SHMKE W OCTAIIC BEPOBATHOCHE
olepaTope YBOIMMO Kao Kojx L p.

Nedunuunja 3.2.6. L —mogen je ciapyximypa M = (W, v, Prob), 2ge je:
e W nedpazan ckyil ceeifiosa,

o v: W xI — {true, false} ipecruxasarve xoje ceaxom ceetiiy w € W gogesmyje karacuumy
8aTyayUjy UCKA3HUX CR084,

o Prob apecnuxasarce koje ceaxom ceemy w € W gogemyje jegan dpocitiop gepoeaiminoha
(W(w), F(w), p{w)), @axo ga je W(w) neipasan tiogckyis og W, F (w) an2ebpa iiog-
cxyiosa nag W(w) u p(w) : F(w) — [0, 1] konauno-aguiiuena eeposataroha.

3a ceaxu Lgﬁ-moqwz M, penayuja sagosomerva uciiyroasa ciegehe ycaoge:

e ako je p uckasno croso, maga: M, w = ¢ axxo v(w, p) = true,

e axo je  popmyna Pss0, faaga: M, w = ¢ axxo p(w){{w’ € W(w) : M’ |= a}) 2 s,

o axo je @ gopmyra CPss(a | B), haga: M, w = ¢ akxo wiu je
u(w)({ € W(w) : Myw' | B}) =0

uau je
u(w)({w' € W(w) : M,w |= B}) > 0
p(w)({w' € Ww) : M,v' Ea}n{w € Ww) : M,w' E §}) -

w(w)({w € W(w) : M, - B)) > 8
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o axo je p = CPg(a | B), maga: M, w = ¢ akko
pw){uw' e Ww) - M,vw' Eea}n{w e Ww) : M,w' = 6}) =0

plw)({w € W(w) : M,v" = 8}) >0,
o axo je p popmyna a A B, magaM,w |= ¢ akko M,w = au M, w =53,
e axo je @ gopmyna —, waga M, w |= ¢ axko Huyje M, w = .

Dopmyaa ¢ je 3agoeonuea y Lg-ﬁ-mogeﬂy M axo focitioju ceeii w diakas ga M, w | o.
Popmyna @ je éawana, ako 3a c6aKu Lg}s —mogen M u ceaxu meZoe ceeiti w, M, w = .

Lg-ﬁ-monen M je Mepmus, ako 3a cRaky popmyiny i cBaxu cer w 13 M, {v' € W(w) :

M, v’ = @} € F(w). Kiracy cBHX MepJbHBHX MOZiena o3Haynhemo ca Meas(LZ5). Ca [¢lmuw

osnauapamo ckyn {w' € W{w) : M,w' |= ¢}, npu uemy hemo mupexce M, w H30CTaB/BATH
Kaj{ TOA HaM TO KOHTEKCT A03BOJbaBa.

AXCHOMATCKH CHCTEM A:c(Lgﬁ) je motnyHo aHanoraH cucteMy Az(LGp) ocum mro y
OBOM C/Ty4ajy He MOpaMo BOMUTH padyHa Jia IH cy ¢opMyne Kilacu4He WK BEPOBATHOCHE,

7. yMecTo akcioMa 1. i 2. cictema Az(LXp) ysumamo cee For(L5,)-uHcTaHe KIACHIHUX

TayTONOTHja ¥ cIMyHO 3a mpaswio (MP). IlojMoBH KOjM C¢ OIHOCE Ha JOKa3€ Y OKBHDY

OBe JIOTHKE JAehHHHUIIY C€ MCTO Kao y LE&p, ca jemiHOM pa3mHKOM Ia ce MPaBUIIo H3BOhCHA
x

2 MOXC IPUMEHHTH CAMO Ha TEOPEME. 3a HEIIPOTHBPEYAH CKYII dopmyna T xaxeMmo Ha
>1¢

je MaKkcumManto Hefipoiiuspenan ako 3a CBaky QopMyiy ¢, WM & & Tuwm-a€T.
TeopeMe CarfJacHOCTH M MOTIYHOCTH OBOT AKCHOMATCKOI CHCTEMa Y OAHOCY Ha Kiacy

MoOZesNa Meas(Lg-ﬁ) OKA3yjy ce HA CacBHM cIMYaH HaumH Kao y L&p. Taxo, Moxe ce
JOKasaTH [a BaXKH TeopeMa AeAyKLHje, kKao ¥ ofroBapajyhe nmocneuie CucTeMa A:E(Lg?,

(teopeMa 3.2.2). Takole, MOXe ce MOKAa3aTH Jla €€ CBAKM HCMPOTHBPEHAH CKYII Lg-}-,—cpopmyna
MOX¢ MPOLIMPUTH JO MAaKCHMAITHO HEMPOTHBPEYHOI CKYMA. KopumhemeM MakCHMAaJIHO
HENPOTHBPEYHHX MPOIMPErHa HEKOT HETIPOTHBPEYHOT CKyMa hopMyna T KOHCTPYIIEMO T3B.
xaroncku mogen M = (W, v, Prob) y koMe Baxe ce ¢popmyrne ckyna T

e W je ckyIl CBHX MaKCHMAJIHO HEMPOTHBPEYHHX CKYNIOBA

e v: W x I — {true, false} je npecInkaBame TAKBO a 32 CBAKH CBET W € W u cBako
HckasHo ciioBo p € I Baxu: v(w,p) = true akxo p € w,

o Prob(w) = (W(w), F(w), p(w)) je kOHAYHO-aUTHBHH NIPOCTOP BepoBaTHORa, rae je:

- W(w)=W,
— F(w) ckyn cBux [p] = {w € W : ¢ € w}, 3a cBaxy Gopmyiy ¢,
~ p(w)([)) = sup{s : Poepp € w}.

Teopema 3.2.13. Ceaxu netipouspesan ckyd LZ-gopmyna T uma meprus LE--mogen.
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V [oKa3y ojiy4dBOCTH NpobiieMa 3a[0BOJBHBOCTH M BaJbaHOCTH 3& pasMarpaHy Kjacy
Mojena KOopucTHheMO C¢ MOCTYNIHMA ¢unTpanrje KojuM C¢ pa3sMaTparb¢ IPOH3BOJHHHX
MoJeNa Y UCTTUTHBAIbY 330BOJLMBOCTH CBOIM Ha MCIIMTUBaIbe KOHAUHHX MOACHA M TpaHC-
bopMHCAEBEM BEPOBATHOCHHX (pOpMyJIa y CHCTEME JIHEApHHX jeqHAYHHA U He)eAHAUMHA.

Teopema 3.2.14. Dopmyna & uma Mepous Lg-ﬁ-,uogeﬂ aKo U Camo aKko je 3agoeobsuéa y HeKom

KOHQAYHOM MEDBUBOM ngp-,uogeﬂy.

Jokas. Heka je M = (W, v, Prob) jenan MepibHB Lgﬁ-monen y 4HjeM CBETY W BaXH
dopmyna c. Iloctynkom ¢urpanmje tpanchopmucahemMo Monen M y koHadaH Molen y
yHjeM jeHOM CBeTy Takohe Baxu GopMyna a.

Hexa je Subfor(a) ckyn cBHX noTdopMyina of Q. JleduHUIIMO penalyjy eKBUBaJICHUH]E
~ Ha cKyny cseropa W, Tako aa

wr~u akko 3acsako 8 € Subfor(a): M,w k= 8 axxo M, u = 0.

ITourro je ckyn Subfor{c) koHa4aH, CKyl CBETOBA W je penanujoM = noAe/be¢H HA KOHAYaH
6poj xraca eksupanenuuje. Ca C, 03HAUMMO KIIacy eKBUBAJICHIIMjE KOJO] NMpHMajJa CBET U.
dwrrpauuja Moaena M = (W, v, Prob) ckynoM Subfor(c) je Mogen M* = (W*,v*, Prob®),
TaKaB J1a BaXXu

e W* cazpu Ta4HO IIO JefiaH CBET U3 CBAaKE O/l KNaca eKBHBAJICHIM}E KOJIMYHHYKOT CKYTa
W/ =~; neka je W* = {wy,.. ., W };

o v*(w;,p) = v(wi,P);
e Prob* je npecnukaBambe AeHHHCAHO TAKO Aa je:

— W*(w;) = {w: Bu € Cp)u € W(wi)},

— F*(w;) = P(W*(wy)),

_ sa ceaki u € W*, p*(w;)(v) = p{w;)(Cu N W(w;)) u 3a cBaxu D € F*(wi),
pr(w;)(D) = ;p(w,—)(cu N W(w;)).

Kako je

pw)WHw)) = D pw)(CuNW(wi)) = Y pw)(CunWiw)) =1,

ueW+*(w;) CueW/=

1*(w;) je BepoBaTHOha. Jlako ce BUIHM [ia je M* jenaH MepJbUB Lféﬁ-monen. UHIYKIH]OM 1O
croxeHocTd popMyna ckyna Subfor{a) mokasyje ce 3a CBaKH CBET W € W* u cBaky fopMyily
# ¢ Subfor(a) Baxu: M,w |= 0 ako u camo ako M*, w = 8. Axo je  ucka3HO CIIOBO H
M, w = 0, Tana M, w; |= 6 3a cBakl w; € C,,. Ouurnenso je ga: M, w; = 6 ako H caMmo aKo
M* w; =8 Axoje @ =61 A, M,w = 0 uw; € Cy, Tama:

M,w,;|=9 aKKO M,wil=91 HM,w,-,Izﬁ'g
aKKo M*,w,:_ |: 91 H M"‘,w,; |= 92
axkko M*,w; | 6.
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Cnyuaj 8 = —p ce CIMYHO JIoKasyje. Axo je & = Ps,fuM,w | 6, Tana M, w; |= 6 axu 3a
cpaku w; € O, M

M,wi l= 7]
o pw){reWw) :MulE=gh2r

& p{w;) U CoNW(w;) | 27
M,ul=3

~ p(wi) U ij M W(w;) =T
M,w; =0

& u(w;) U Co, "W(wi) | 27
M*,w;=p

& pr(w) ({w; € Wws) MY w =B} 27

=4 M*,w,; |= 8.

Crnyuajees § = CPs4(8 | 7) u 6 = CP<o(B | ) ce moka3syjy aHaJIOTHO.
[IpuMeTuMo aa Moaen M* Hema Buiue of 2" cBeTOBa, TAE je n 6poj mondopmyna popmyne
Q. O]
[IpuMeTHMO J1a TOCTYNAK (QHITpaliije Huje I0BOJbaH 34 JOKa3HBabe OUTY THBOCTH, Oynyhu
fa je, 360T BepOoBaTHOCHE KOMIIOHCHTE Y MEPJbHBHM L%,-Moncnnma, 6poj Mozesia ca KOHAYHHM
6pojeM cBeToBa GeckoHavaH. 3aTo hemo gpopmyne LIIpEBeCTH® Y CHCTEMe IHHEAPHHX jeIHAYMHA
H HejeHAYNHa.

Teopema 3.2.15. Jlozuka Lg-ﬁ je ognyuusa.

Jloxas. Hexa je M = (W, v, Prob) jenan MepIbuB Lg-ﬁ-M{)I[eJI ¥ udjeM CBETY W BaxXH Gop-
myna a ¥ Heka je Subfor(a) = {1, - - ., ¥} CKyn cBEX NOTQOPMYNIa OR x. Y CBAKOM CBETY W
BaKH TAYHO jefHa popMyna obmuKa £ A. . . Ad; HA30BHMO TY dopMyITy KapaKTEpHCTHYHA

dopMyna cera w. IloctynkoMm duitapumje 0besdbeheno je Aa MoCTOJH MEPJLHB Lgﬁ-monen

ca HajBHine 2° cBeToBa, Tako Oa hopMyNa & BaXH y 6ap jeAHOM CBETY TOT MOJella. 3a CBaK#
npuponas bpoyl < 2% pasMoTpulieMo Mofene ca { cBeTOBa. Y CBaKOM Ol THX CBCTOBA Baxuhe
TAYHO je[lHa KapakTepucTHuHa ¢popMyna. Jlaxne, 3a CBaKH | pasmoTpuheMo cBe cKynose o {
KapaKTepUCTHIHUX GopMyna Koje Cy HCKA3HO HEKOHTPAAKKTapHE H Ol xKojux 6ap jeaHa gop-
Myna cafpxkH moJasHy Gopmyiy a. 3a CBaKH TakaB H300p M CBAKM CBET W; (Tj. onrosapajyhy
<apaKTepuCTHUHy GOPMYIY 0%), Hexa je XriBu,- -, XryBp Yu(m | 81)s- -, Ya (% | &),
CPg«(m | 61),--.,CPgo(n: | &), p+ g+t < k, jemHo Habpajame cBUX GopMyna xoje ce
NojaB/bYjy Ka0 KOHJYHKTH Y oy, IPH UeMy je X, jefaH ol onepaTopa Pop, Per, a Y, jenan o
C Ps;, C Pc,. [TocMaTpahemo cliefichH CKYM THHEAPHHX jeAHaYHHA ¥ HejeaHaYHHA [0 Heno3-
matim o5 (= p(wi)(w;)), i=0,1,...,L, 7 =12,... .1, Ip1 YeMy 03HaKa @ € ; 3HAYH ,,p Ce
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[ojaBJbyje KA0 KOHJYHKT ¥ 04

i i i i
S TpZs 2. T M >; T3>0, unu ‘Ej ;= 0, ako CP54(7 | d) € a,
FyAo€a; JryEa; JyEe, jryEoy
i i i
> T;<s D Ti M 'Zj zt >0, axo CPe,(7 | d) € a,
Fiyhd€a; Fryea; Jryeo;

zj Tt = 0, E_j .’,II; > (, ako CP_Q;;(’I) | 9) € Q.

FAbEa; J:0€a;

[MomTo ce OMUCAHMM IOCTYIIKOM pa3sMaTpa caMO KOHAYHO MHOTC CHCTEMa JIHHCAPHUX jenHa-
ynHa 1 HejeAHaYHHa, TPoBIeM 3aJ0BO/bUBOCTH je omnyuuB. Kako je Heka ¢opMyna & BajbaHa
aKO M CaMO aKo — HUje 3aJI0BOJbUBA, OUTY4HB je i MpodleM BaJbaHOCTH. o

3.2.2 Jlornke mepe Lpg

Heka je G = (G, <, +, 0) ypelieH koMyTaTHBAH MOHOHLL. EneMment a u3 G je HeneZailiuean axo
jea>0. HexkajeGt ={z€G:z 2 0} cKyn CBMX HEHETATHBHHX eneMeHaTa. IIpumeTnMO
masaceeT,yus Gt usx+y=0crequgajex =0uy =0. JaucTa, ako x,y € Gt u
r+y=0Tamje0=z+y2z+0= r, ma 36or z 2> 0 umamo na je z = U; MOTHYHO
aHaToTHO ce Aodujau gajey = 0.

uunmmia 3.2.7. Hexaje G + crVIT HEHESAITTUBHUX eNeMAHATRA HEKOZ YPENEHOZ KOM MaifiueHO2
] J 4 yp 34

monouga u F anzebpa fiogckyfiosa og §1. Ilpecnuxasarse [i - F — Gt je GT-mepa axo u camo

ako eaice cnegehu yciosu:
1 pu(0) =0,

2. axo cy A u B gucjynxitinu, ifiaga je ji(A U B) = p(A) + u(B).

Pa3sMOTpUMO JOTHKY Mepe MPH HEMY je Mepa cxBahena y CMUCITY TPETXOAHE gepHHALH]C.
PasHM CIIeLMjaJIHH CTy4ajeBH OBE JIOTHKE MOTY OHTH OJl HHTEpeCa y pasIHiHTHM CUTyalH-
jaMa. JeXHOCTABHOCTH paiH, OrpaHHuuheMo ce caMO Ha MCKasHy JIOTHKY Mepe ¥ K0jo] HUCY
IO3BOJbEHE UTEpAlHje Mepa HUTH MELIaih¢ HCKa3HHX dopmyna u popMmyna mepe. CHHTAKCY
KJIaCHYHOT HCKasHOT pauyHa oboraTHheMo onepaTopuMa Mepe obnmuka M=, a € G7, HHICK-
CHpaHHM HEHCTaTHBHHUM €IEMCHTHMA HEKOT npebpojuBor ypeheHor KOMYTaTHBHOT MOHOR/IA

G=(G,<+,0).
Oznauumo ca For®(Lpg+) CKynl CBHX KNacCMYHHX HCKa3HHUX dopmyna. EmeMeHTe CKyna
For®(Lpg+) o3nauabalieMO MAJMM TPUKHM CIOBHMA: &, [, ... AKO & € For®(Lpg+) H

a € GF, tana je M_ga ocHoBHa dopMyna mepe. Ckyn CBEX dbopMyaa Mepe je HajMamu
cxkynl ForM(Lpg+) Koju CalpXH CBE OCHOBHE BEPOBATHOCHE dopMynie M 3aTBOpEH Je 32
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cnencha npaswia: ako A, B € ForM(Lpg+), Tama —A, AA B € For™{(Lpg+}. ®op-
myie ckyna For™M(LX.) osnavaBahemo BenyukuM cinosuMa natunuue: A, B, ...Hexka je
For(Lpg+) = For®(Lpg+) U ForM(Lpg+). ®@opmyne us For(Lpg+) hieMo o3HayaBaTH ca:
®, ¥, . .. UckazHe pe3nuke V, —, <> yBOIUMMO Ha yobuyajeH HayMH. Takole yBoguMo 4 HOBH

onepatop: M. def —~M_,0.
3a a € For(Lpg+) u A € ForM(Lpg+), u dopmyny o A ~a u popmyny A A —A
ozHayaBalieMo ca L, ocTaB/bajyhiu ia KOHTEKCT ONPEAM 3Hauewe, oK he T o3HayaBaTH L.
3a maBaibe 3Hauerma (popMylaaMa KopucTaheMo Mojene y KojuMa je oaropapajyha mepa
nedunncana Hay Moryhum ceetoBuMa. OBHM Monemw mojcehajy Ha Kpunkeobe Mojiene, anu
yMECTO peslalje JOCTIKHOCTH aeduHMcana je G -Mepa Ha/l IOACKYIIOBHMA CKYIIa CBETOBA.

Nedunuuuja 3.2.8. Lpg+-mogen je capyxiypa M = (W, F, i, v), 2ge je:
o W neiipazan ckyii objexaitia koje Hasueamo ceeiiosuma,
o F anzebpa fiogckyiioea og W,
o iije Gr-mepa, u: F — GT,
o v: W x I — {true, false} apecruxasarve xoje ceaxom ceeilly w € W gogemyje jeguy

KAGCUYHY (gB0-6DEgHOCHY) GANYaWWjy UCKASHUX CRosa; ceaxa eanyayuja v(w,-) ce Ha
yobuvajen navur Gpowupyje Ha cee Kaacuune gopmyie.

Lpg+-mogen M = (W, F, u, v) je Mepmug ako u camo axko
[alm = {w € W : v{w,a) = true} € F

3a ceaky xnacuuny gopmyny o. Knacy ceux mepmueux Lpg+-mogena osnavasahemo ca
MB&S(L PG+ )

Penanja 3asoBoibera =C Meas(Lpg+) X For(Lpg+) mepunucana je Ha yoOuuajeH
HAaYHH.
Axcuomatcku cucteM Az (Lpg+) 3a noruky Lpg+ cafpxH cieaehe cxeMe akcHoMa:

1. cBe ForC(L pg+)-MHCTaHIE KTACHUHHX HCKa3HHX TAyTOJIOrHja,
2. cBe For™ (L pg+)-MHCTaHIIE KIACHYHAX UCKA3HUX TAyTONOTH]a,
3. M_g—(a « 0) = (M_ga — M_,5),
4. (Moot A MoyB A Moo(o A B)) = Meays(aV B)
M cnefieha mpaBusia M3sohemwa:
1, i3®u ® — U, saxmyuyjemo ¥, axo je &, ¥ € ForC(LEp) umu &, ¥ € For™(Lgp),
2. H3 @, 3aKbydyjeMo M—_g—a,

3. us A — M .0, 3a cBakk a 13 G, 3aKmydyjeMo —A.
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IIpuMeTHMO Za (DecKOHAUYHUM) NpaBWIOM H3BODEeHma 3 CHHTAKCHO MOTIIYHO oapelyjeMo
paHr Mepe. LlojMoBe: gokasz, ieopema, . . . AepuHMINEMO Ha YOOHUAjCH HAYMH.

Teopema 3.2.16. (Teopema carnacrocTh) Axcuomaiticku cuciiem Ax(Lpg+) je caznacan ca
xnacom mogena Meas( L pg+).

Jloxkaz. CarnacHOCT OBOI' aKCHOMATCKOT CHCTEMa CIeAH M3 CANIaCHOCTH KJIACHYHOT
HCKA3HOT padyHa M ocoOMHa Mepe.

Heka je M = (W, F, i, v) Mepmus Lpg+-Moaen. PasMoTpHMO, Ha IpHMED, aKCHOMY 3.
Ako, M = M_o~(a « B) u M E M.,0, taga je y[-(a « B)] = 0 u ula] = a. Kaxo je
[~(a < B)] = ((~a] N [B)) U (la] N [6])  ([~a] N [8]) N (o] N [-8]) = 6 nuamto na je

0= pl~a < B)] = u([-~a] 0 [B]) + (e} N [-6])
na je p([-a] N [B]) = 0 u([a] N[-P]) = 0. Cana je,
w6 = u([o] N [B]) + u{[-e] U [B]) = p(la] N [B))

plo] = p(le] N [B]) + p(le] U [-8]) = p(la] N [B]).

Haxie, u[f] = pla) =a,ma M &= M_,B.

JoxaxuMmo ¥ Ja npaBwio 3 uyBa BasbaHOCT, Heka y Moeny M Baxe cBe IpernocraBke
oBor mpaBuna, Tj. M = A — M_,a, 3a cpako a € G*. Axo 6n 6mno M £ —A, umanu
6ucMo M = A, atume u M | M_,a, 3a cBako a € G, ognocHo pla] # a,3a cBakoa € GF,
KoHTpajuximja. [

Huje Tenixo A0Ka3aTH Aa je BaJbaHO ¥ cheache npasuiIo H3sohewa:

o uz < [, sakvyuyjemo M_qa — M_,0, 3a ceaxu a € G™.

Teopema 3.2.17. (Teopema penyxumuje) Axo je T' cxyii popmyna, a © u ¥ wiu 0be kracuune unu
obe geposaiinocne opmyne, wagauz T U{P} H T, crequT H & — 0,

Hokas. Jlokas ce cipoBoay TpaHCHUHUTHOM MHAYKLHjOM MO AYXHHM AoKa3a 3a ¥ u3
T U {®}. Knacuuxn cnyuajeBM Aokasayjy ce craupapauo. IlpermocraBumo ga P, ¥ ¢
ForM(Lpg+), 1 na je ¥ = —A usBenero u3 ckyna 7' U {®)} npumerom npasuna 3. Taaa je,
34 HEKY KJIaCHuHy ¢opMymy a:
TU{®}+ A — M .0, 3acBako a € G,
TH® — (A - M), 3a cBako a € G, (IpeMa HHIYKUHCKO] IPETIIOCTABLH)
TH(®AA) > Mg,a,3acBakoa € G,
T+ —(® A A), (npema mpasuiy 3)
TH® — T, ]
Ckyn dopmyna 1 ye maxcumanro Hefipoiiugpeuan aKo BaXH:

¢ 3a CBaKy KIacu4uHy ¢opmyny o, akoje T H o, tamaa € Tu M_y—~a €T, u

® 3a cBaKy BepoBaTHOCHY Gopmyny A, umu A € Tumu ~A € T.
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Teopema 3.2.18. Ceaxu nefipoiiugpevar ckyil I' ce mMoowce Gpowupuiiu go MAaKkcuMatHo Heapo-

iiuspeuros.

Jlokas. Hexa je T nenpotuspeuan ckyn, Con®(T) ckyl CBHX KIACHUHMX MOCHEIHIA
on T, Ao, Ay, .., HaOpajaie cBHX GOpMyTIa Mepe H g, A, . . . Habpajame CBHX KITaCHYHHX
dopmyna. Jedmnummmo vu3 73, ¢ = 0,1, 2, ..., Ha cnesehu HayuH:

1. Ty = TUCon®(T)U{M_g—a : a € Con®(T)},

2. 3a cBako ¢ = 0, axo je Ty; U {A;} HenpoTHBpeuaH ckym, oHna je Toi1 = To; U {A;};
uHaue je To;1 = To; U {—A;},

3. 3acBako ¢ 2 0, Thiyo = Toipq U {M=oa;}, 3a Heko a € G, tako na je Thiy Hellpo-
THBpEYaH.

Csaku on ckynoBa 13, ¢ 2 0, je HenmpoTuBpeuad. Jlako ce BUIM [ia CY CKYIIOBH JOOHjCHHK
kopauuMa 1. # 2. KOHCTpYKIMJC HEeNpoTUBpedHM. PasMoTpuMo xopax 3. Axo je Tz
HENPOTHBPEYAH, H aKo 6H 3a cBako a € G 6uno Thyy U {M_.a} + 1, umanu 6ucmo:

Toiv1 F M_oga — L, a € GT (npeMa TeopeMu aeaykumje)

Tﬂ_‘_l FT - M#a{l', ac Gt

Toi41 F T (upema npapmiy 3)

T). T3i11 j€ NPOTHBpeYaH, INTO Je Y KOHTPaJUKLUUJH ca MpeTnocTaBKoM. J[lakie, Henpo-
THBPCYHO HPOIIHPERE JaTo Y Kopaky 3. je ysek Moryhe.

Hexaje T = (J;50 T

(1) 3a ceaxy seposaitinocny gopmyay A, A€ Tum-~AeT.

(II) 3a céaxo i = 0, cxyat T; je netipoinuspevan.

(111) 3a ceaxy gpopmyny ®, axo je T, - ®, sanexoi > 0, mwaga ® € T.

Axo je ¢ xnacuuna bopmyna, taga ® € Ty, na repheme Baxu. Heka je & = A dopMyna
mepe Takpa na je T; + A, 3a Heko i > 0. Axo Ay & T, Tana 6ucmo umamy, npema (1), na
—A; € T, na 61 ckyn Tnax{i,2k+1}+1 64O NpoTHBpEUaH, WTO je Hcmoryhc npeMa (II).

(IV) Crya T j Je gegyxiusHo 3amisopen, ). axo je TrH® maga®cT.
TipernocraBumo 1 + . Tepleme ounrienno Baxu ako je $ 6mno koja kmacuuna dopMyna.
Pa3sMoTpuMO ciy4aj Kaja je ® popmyna mepe. Ako je mokas dopmyne  u3 T KoHadaH JaKo
ce noxasyje na $ € T'. IIpernocraBuMo Aa je Hu3 dopmyna Py, B, . . ., P GeckoHauaH HOKa3
thopmyne P n3 T. [okaszakiemo na 3a cBakH k, ako je @, nobujeHo moMohy HeKoT OX MpaBHIA
u3Bohema 1 cBe peTnocTaske npunanajy T, Taga ®, € T. ITpernocraBuMo Aa je Py moGujeHo
IIPUMCHOM MpaBria | ¥ Ia werope npetnocrapke P u $3 npunanajy 7. Tafa HOCTOjH ¢ TAKAB
na @}, ®2 € T;. Tlowro T; + ®4, umamo na B, € T. Axo je ®; mobujeno NpuMeHOM NpaBUiIa
2, Taga MPETIOCTaBKa mpumafga Ip, ma ucto BaxH W 3a Px. Heka je ®, = —A nobujeno
npuMeHoM GeckoHauHor npaswia 3 Ha ¢opmyne ¥ = A — My,a, a € G7, npu gemy
3acge a € G*, ¢ € T. Ipernocrapumo na &, ¢ T. Tama A € T, na nocroju i = 0
Tako fa A € T;. C ppyre cTpane, aKo je &« = @, Taja, IpeMa KOpPaKky 3. KOHCTpYKLHje,
32 HekH a; € G, Mo, 05 € Tyjy0. Taxohe, us @7 € T, cemu na nocroju m > 0, Takas
na® = A — Myga € T Jakne, A, Mog,a, A — Mo, € Tinax(i2j42,m}+1, ONAKIE
cne 12 je Tinax(i 2j+2,m})+1 IPOTUBpeUan ckyn, cynpotHo Tepehemy (II).

(V) Cryaa T je maxcumanno nedpot@uspeyar. 0

Teopema 3.2.19. Csaxu neiipotiuspevar ckyit hopmyna T uma mepous L pg+~mMogen.
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Jloxas. TIpema Teopemu 3.2.18 110CTOjH MAKCHMATIHO HENPOTHBPEYHO Ipomuperse T ckyna
T. Hepunuummo crpyktypy M = (W, F, i, v) Ha cnenehu HaduH:

o W jecKyll CBHX KNAaCHYHUX HCKa3HUX Baliyall{ja Koje 3a/10B0OJbaBajy CKYN CBHX KJIACHYHHUX
nocnepuna oa T, 1j. W = {w : w = Con®(T)},

o F = {le] : a € For“(Lpg+)}, npu uemy je o] = {w € W : w |= a}, 3a cBaky
KJIACHYHY POpPMYTTY v,

e u:F — Gt jenaroca: p([ca]) = a akko M_,a € T,

o v: W x I — {true, false} je npecnrkaBame TakBo Ja 3a cBaku cBeT w € W M cBako
MCKa3HO coBo p € I saxu: v(w,p) = true akko w = p.

JHokaxxuMo, Hajripe, Aa je M jenan MepibuB Lpg+-Monen. Ha ocHOBY TeopeMe MOTIYHOCTH
KNacU4YHOT MCKa3Hor pavyHa ckyn W je Hempa3zaH. Jlako ce mokasyje na je F jemHa anrebpa
nonckynosa on W. HokaxuMo ga je u Gt-mepa Ha F. Hajnpe, npoeepumo aa Jim je i
no6po meduHUCaHO MpecimkaBame. AKo je (o] = (0], Taga je, mpema TeopeMu NOTMYHOCTH
uckasnor pauyna Con®(T) + a «— B,majeu T F M_o—(a « (), npema npasuiy 2, Te go6pa
nebunucaHOCT cieam u3 akcuome 3. Heka je game, [0 N[B] = 8, M_,a € Tu M8 € T.
AKoO ce TIOHOBO TIO30BEMO Ha TEOPEMY NOTIYHOCTH HCKA3HOT pauyHa, JIaKoO 3aKJhy4yjeMo Jia
T+ M—o(a A f3), na ipema axcuomu 4 ciemu ja Mg p(a vV 8) € T, 1j. p(fa]U[G)) = a +b.

Ocrano je join ma ce HoKaxe aa 3a ¢saky ¢popmyny @ saxu: M |= ® ako m camo ako
® € T. Axo je ¢ knacuuna gopMyna, TBpheme ounrnemno Baxn. Heka je ® obmuka M_,a.
Axo je M |= M_,a, Tanma je p([a]) = a, na M_,a € T. Couuro ce nokasyje u Apyra cTpaHa
TBphema, Xao U f1a TBpherme BaXu 3a MOpMYyJe Mepe Koje cy Behe CIIoXKeHOCTH. O

Ha notnyHo aHa/moraH HayvH MoTJia 64 ce POl PHTH HHTYHIIMOHUCTHYKA JIOTHKA, JemaH
0J1 pa3fora je v Taj uiTo ce G -Mepa Moxke aeduHHcaTH Ha npctery D noackynosa of §2:

i. €D,
2.ako A, BeD,tamaAUB,ANB €D,
3. ako A, B € D, Tama A\ B € D.

[Toce6HO uHTepecaHTHa MoxXe OMTH JIOTHKA Koja oArosapa Heko] G1-mepu, npH YeMy je
G = (G, £, +, 0} auneapro ypelieH KOMyTATHBAH MOHOHMA. ¥ OBOM Cily4ajy 3a cBaky G-
Mepy p AepuHHcany Ha npcereHy D moackynosa of {1 Mory Aa HacTyne cneficha JBa ciyvaja:

o ckyn {¢(A) : A€ D} jeorpannuen y (G, £);
o ckyn {p(A) : A € D} uuje orpannven y (G, <).

VY npBoM cnyuajy, paHr ekcreHsuje GT-Mepe Ha MoJbe NOACKyNoBa F reHepucano ca D 6Guhe
Heku cerment [0,1] € G, mok cMo, y apyrom ciyuajy, ipuMopanu fa ckyny G+ nomgamo
HOBH eJIeMeHT 00, () = oo, npu demy je:

T < 00, 3acBako T € G,

00+ 00 =00, T+ 00 =00=00+z, 3acBako z € GT.
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3HauajHo je Aa, Yy Cly4yajy JuHeapHor ypehema, MOXKEMO YBECTH ciabHje onepaTope Mepe:

. def
M, 1 M,, pH 4eMy je onepatop M., Aedunabunan npexo wux: Mg = Msaa A Mo

Jloruke Koje ,,nokpunajy* [0, 1jc+-Mepe ¢y no3HaTe BEpOBaTHOCHE JIOT'MKE AETAJBHO IIPO-
yuede y (12, 13, 35, 39, 45, 46, 48].

V HacTaBKy fieMo OnHcaTH JJOTHKY Koja ofrosapa jeaHo] G+ U {oo} = [0, oo]-mepu. Ckyn
¢opmyna For(Lpi,w)) jelHe OBaKBe NOTHKE M3rpalyjeMO Ha MOTIYHO CIMYAaH HAYHH Kao
ckyn For(Lpg+), ocuM mTo cy ocHoBHe Gopmyne Mepe Mo u M5 o, 11¢ je o KnacuyHa
tbopMysa uckasHor pauyHa  a € [0, oo].

3a paBame 3Haucwa dopMmynaMma xopuctHuheMo Mopene koju noaceha)y Ha Kpunkeoge
MOJIEJIE, AJTH je YMECTO pellaliyje AOCTHXHOCTH fedunucana [0, ool-Mepa Hak MOACKyTIOBHMA
CKYIla CBETOBA.

Hedunnumja 3.2.9. Lpig oc)-Mogen je ciipykiiypa M = (W, F, u, v), 2ge je:
o W nefipazan ckyii objexaitia xoje Hazueamo ceeiiosuma,
o F anzebpa tiogcxkyiioea og W,
e uje [0, 00]-mepa na F:

~ p(Q) = o,
~ u(0) =0,
— axo cy A u B qucjynximnu, faga je p(A U B) = u(A) + u{B).
e v: W x I — {true, false} dpecruxasarce xoje ceaxom ceeilly w € W gogenyje jegny

KAQCUYRY (Ge0-6pegHoCHy) anyayujy UCKA3HUX cl06a; ceéaka sanyayuja v(w,:) ce Ha
yobuuajen Hauun fipowupyje Ha cée KaacuuHe gopmyne.

L pio coj-#oger M = (W, F, p, v) je mepmwus axo u camo axo
lalm = {w € W : v(w,a) =true} € F

3a ceaxy kaacuuny gopmyny «. Knacy ceux mepmugux L py oo-Mogena osnavasahemo ca

Penauuja safoBosbema [=C Meas(Lpj,co)) X For(Lppec)) Redpunucana je Ha yoGuuajeH
HaYHH,
AxcuoMatcku cucteM Az(Lpiooo)) 32 NOTHKY L pjg o) CaIpXku crenichic cxeMe akcHoOMa:

1. cBe For® (L P[{),m])-HHCTaHHC KJIACUYHKMX HCKA3HUX TayTOJIOTH)a,
2. cee ForM(L P{0,00] }-HHCTAHIE KNACHYHMX MICKA3HHUX TayTOJNOIH]a,
3. M >0,

4, M .0 — Mg,

3. Mgﬂ&' — M{ba, b > a,
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6. Mg(a < B) = (M=go = M=uf),
7. (M,___a(l’ A M=bﬁ AN M@(a A ﬂ)) — M=a+b(0! V ﬁ)
8. M{m{}f — M}m-_'a

v cnepeha npasuiia H3Bohema:

. 3@ u® — ¥, 3aweyayjemo ¥, ako je &,V € For®(LEp) unu @, ¥ € ForP(LE,),
2. U3 a, 3aKkmyuyjeMo Moa,

3. u3 A — M., 3a cBakH a u3 [0, 00|, 3aKbyayjemo —A.

4

. U3 A — M, 3a cBaku N U3 HEKOT HeorpaHUUeHOr nmojackyna NV C P, 3axibyqyjeMo
A — M}ma.

TeopeMe carnacHOCTH U JeflyKIM)e fokaly]y ce MTOTIYHO aHANIOTHO TeopeMama 3.2.16 u
3.2.17. Huje Temiko A0Ka3aTH A CY, ¥ OBOM CIy4ajy, BaJbaHa H ciiencha npasuia u3sokema:

¢ u3 q, 3axmyuyjemo Mo
o uza « 3, sakmyuyjemo M_,a — M_,03, 3a ceaxu a € {0, 00].

Taxohe, cBaki HempOTHBpPEUYaH CKYI popMyNa T MOXe C€ NMPOMHPUTH A0 MaKCHMAIHO
HENPOTHUBPEYHOT HAa HAYMH KOJH MMOTIYHO OATOBAapa NPOMMPHBAkhY OMMCAHOM ¥ JOKa3y TEO-
peme 3.2.18:

1. Ty = T U ConC(T) U{M_y—a : a € Con®(T)},

2. 3a cBako ¢ 2 0, ako je Ty; U {A;} HempoTuBpeuad ckym, onaa je Toi+; = To; U {A;};
uHave je To 1y = To; U { A},

3. 3a cBako ¢t 2 0, Toipp = Ty U {M_o0;}, 3a Hexo @ € G, Tako 1a je Thiro Hempo-
THBpEYaH,

= >0 Z5- Tanma Baxe cneacha tephama:
(1) 3a ceaxy seposaminocny gopmyay A, A€ Tunu-~AcT.
(II} 3a ceaxo i = 0, ckyii T; je netipoiiuspeyan.
(I1F) 3a ceaxy gropmyny ®, axo je T; b= @, 3a nexo i 2 0, maga ® € T,
(IV) Cxyua T je gegyxiuusno 3aimeopen, @yj. ako je T+ @, aga ® € T.
ITpakTHyHO jequHa HOBHHA (Y OAHOCY Ha IIOMEHYTH JIOKa3) KOjy OBAe Tpeba JOKa3aTH je: aKko
je @ = A = M0 nobHjeHo npumMeHoM beckoHauHor NpaBuia 4 Ha ¢opmyne F = A —
Mo, n € N, npu yeMy je N Hexu HeorpaHudeH nofckyn ox [0, 00} u @ € T, n € N, Tama
&, € T. Tpernocrasumo na @ € T. Tapa ~® = AN ~Msea € T, ma nocroju i 3 0 Tako
na A, ~Msoox € T;. C apyre cTpane, ako je o = ;, Tajia, IpeMa XOPaKy 3. KOHCTPyKLIHje,

3a Hekd a; € [0, 00], M=o, € Tojyo; HMje TEWKO BUACTH Ha je a; # oo. [lowrro je N

HeorpaHMueH ckym, nocroju ' € N Takas ga je n’ > aj, na nocroju 1 m > 0, Takas na
§

i = A > Myua € Ty, Hakne, A, Mo, 05, A = My,a € Tm&x{i,gj_*.g,m}_},], onaKie CNeau

1@ j& Tmax(i,2j+2,m}+1 NPOTUBPEUAH CKyI, cynpoTHO TRpehemy (II).
(V) Cryui T je maxcumanro netipoitiuspeuan.

KopumlhiemeM MaKCHMAITHO HEMPOTHBPEYHOT MPONIHPEHa Ma KOje HEMPOTUBPEYHE TCOPH]C
NAKO KOHCTPYMIIIEMO HheH KaHOHCKH MOJIEII.
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