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Ïðåäãîâîð

Òåîðèjà óîïøòåíèõ èíâåðçà ïî÷åëà jå äà ñå èçó÷àâà ó ïðâèì ãîäèíàìà XX

âåêà. Ïðâè ïóò ïîjàì "ïñåóäîèíâåðçà" èíòåãðàëíîã îïåðàòîðà ïîjàâèî ñå

ó ðàäó [27] øâåäñêîã ìàòåìàòè÷àðà Ôðåäõîëìà (Fredholm) èç 1903.ãîäèíå.

Íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð Õèëáåðò (Hilbert), jåäàí îä îñíèâà÷à ôóíêöèîíàëíå

àíàëèçå, ïðâè jå óâåî êîíöåïò óîïøòåíîã èíâåðçà äèôåðåíöèjàëíèõ îïåðà-

òîðà [15]. Íàèìå, óîïøòåíè èíâåðçè ïðåäñòàâ§àjó äåî ôóíêöèîíàëíå

àíàëèçå è ëèíåàðíå àëãåáðå êîjè jå ïðîèçàøàî èç ïðàêòè÷íèõ ïðîáëåìà

âåçàíèõ çà èíòåãðàëíå è äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå, äà áè ñå êàñíèjå

ïðåøëî íà êîìïëåêñíå ìàòðèöå, îïåðàòîðå íà Áàíàõîâèì (Banach) è

Õèëáåðòîâèì ïðîñòîðèìà, îäíîñíî åëåìåíòå ïðñòåíà ñ èíâîëóöèjîì, Áàíà-

õîâèõ è C∗-àëãåáðè.

1920.ãîäèíå àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð Ìóð (Moore) ïðâè jå óêàçàî íà

ïîñòîjà»å óîïøòåíîã èíâåðçà êîíà÷íèõ ìàòðèöà. Ó ðàäó [26], íà îâó

òåìó, Ìóð îâàj èíâåðç íàçèâà "general reciprocal". Íàðåäíèõ òðèäåñåòàê

ãîäèíà îâàj Ìóðîâ ðàä jå îñòàî íåçàïàæåí. Òåê 1951.ãîäèíå øâåäñêè

ãåîäåòà Ájåðõàìàð (Bjerhammar) jå óî÷èî âåçó èçìå¢ó Ìóðîâîã èíâåðçà è

ðåøå»à ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà ([2], [3], [4]). Î »åãîâîì àêàäåìñêîì

ðàäó ìîæå ñå ïðî÷èòàòè ó [41]. Ðåçóëòàòå äî êîjèõ jå äîøàî Ájåðõàìàð,

ïðîøèðèî jå åíãëåñêè ìàòåìàòè÷àð è ôèçè÷àð Ïåíðîóç (Penrose). Îí

jå 1955.ãîäèíå äîêàçàî jåäèíñòâåíîñò óîïøòåíîã èíâåðçà ìàòðèöà [67]

êîjè jå óâåî Ìóð. Ó »èõîâó ÷àñò îâàj èíâåðç ñå íàçèâà Ìóð-Ïåíðîóçîâ

èíâåðç. 1958.ãîäèíå àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð Äðàçèí (Drazin) îájàâèî jå

ðàä [42], ó êîìå jå äåôèíèñàî íîâè óîïøòåíè èíâåðç ó àñîöèjàòèâíèì

ïðñòåíèìà (êëàñè øèðîj îä êëàñå ìàòðèöà) è íàçâàî ãà jå ïñåóäî-èíâåðç.

Ó ïîìåíóòîì ðàäó Äðàçèí jå äîêàçàî jåäèíñòâåíîñò ïñåóäîèíâåðçà è
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óêàçàî äà jå îâàêî äåôèíèñàí èíâåðç ïðèìåí§èâ è íà ìàòðèöå. Îä òàäà

jå îâàj èíâåðç ïîçíàò êàî Äðàçèíîâ èíâåðç. Ó ðàäó [70] èç 1979.ãîäèíå

Êåìïáåë (Campbell) è Ìåjåð (Meyer) èñòðàæèâàëè ñó Äðàçèíîâ èíâåðç

êîìïëåêñíèõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöà. Äåôèíèñà»åì òåæèíñêîã Äðàçèíîâîã

èíâåðçà 1980.ãîäèíå, Êëàjí (Cline) è Ãðåâèë (Greville) ó ðàäó [55] ïðîøè-

ðèëè ñó ïîjàì Äðàçèíîâîã èíâåðçà íà ïðàâîóãàîíå ìàòðèöå. 1981.ãîäèíå

Êèàî (Qiao)) jå ó ðàäó [75] ïðîøèðèî ïîjàì òåæèíñêîã Äðàçèíîâîã èíâåðçà

ó òåîðèjè îãðàíè÷åíèõ ëèíåàðíèõ îïåðàòîðà èçìå¢ó Áàíàõîâèõ ïðîñòîðà.

Ïîjàì îáè÷íîã Äðàçèíîâîã èíâåðçà íà çàòâîðåíå ëèíåàðíå îïåðàòîðå

ïðîøèðèëè ñó Íàøèä (Nashed) è Æàî (Zhao) ó ðàäó [43] èç 1992.ãîäèíå.

Óîïøòåíè (ãåíåðàëèñàíè) Äðàçèíîâ èíâåðç ó Áàíàõîâîj àëãåáðè äåôèíè-

ñàî jå è èçó÷àâàî Êîëèõà (Koliha) [33]. Ðàêî÷åâè£ è Âåè (Wei), óîïøòàâà-

»åì ðåçóëòàòà êîjè ñó äîêàçàíè ó ðàäó [55], äåôèíèñàëè ñó è èñòðàæèâàëè

òåæèíñêè Äðàçèíîâ èíâåðç îãðàíè÷åíèõ ëèíåàðíèõ îïåðàòîðà èçìå¢ó

Áàíàõîâèõ è Õèëáåðòîâèõ ïðîñòîðà [76]. Îñèì íàáðîjàíèõ, íåäàâíî ñó

Áàêñàëàðè (Baksalari) è Òðåíêëåð (Trenkler) [51], óâåëè jîø äâà óîïøòåíà

èíâåðçà êîìïëåêñíå ìàòðèöå, jåçãàðíè è äóàëíè jåçãàðíè èíâåðç.

Ó äðóãîj ïîëîâèíè äâàäåñåòîã âåêà äîøëî jå äî åêñïàíçèjå èñòðàæèâà-

»à óîïøòåíèõ èíâåðçà, òàêî äà jå îájàâ§åí âåëèêè áðîj íàó÷íèõ ðàäîâà

íà îâó òåìó.

Ïðåäìåò èçó÷àâà»à îâå äèñåðòàöèjå ñó ïåðòóðáàöèjå óîïøòåíèõ èíâå-

ðçà åëåìåíàòà ó ïðîèçâî§íèì ïðñòåíèìà ñà èëè áåç èíâîëóöèjå, Áàíàõîâèì

è C∗-àëãåáðàìà. Ïðèêàçàíè ñó íîâè è îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè êîjè ñó

îájàâ§åíè ó ðàäîâèìà [47],[48] è [49].

Ñëåäè äåòà§íî èçëàãà»å ñàäðæàjà.

Äîêòîðñêà äèñåðòàöèjà jå ïîäå§åíà íà äâå ãëàâå, à ñâàêà ãëàâà èìà

ñâîjå îäå§êå.
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Ïðâà ãëàâà jå óâîäíîã êàðàêòåðà. Ó îäå§êó (1.1) íàâåäåíè ñó îñíîâíè

ïîjìîâè è îçíàêå ó Áàíàõîâèì àëãåáðàìà è ïðñòåíèìà. Îäå§àê (1.2)

ïîñâå£åí jå ïðîó÷àâà»ó óîïøòåíèõ èíâåðçà ó ïðñòåíèìà. Íàâåäåíå ñó

äåôèíèöèjå è òåîðåìå èç ïîçíàòå è áîãàòå ëèòåðàòóðå êîjà ñå áàâè îâîì

ïðîáëåìàòèêîì. Ó ñåêöèjàìà (1.3), (1.4) è (1.5), ðåäîì, äàòè ñó îñíîâíè

ïîjìîâè è ñòàâîâè î óîïøòåíèì èíâåðçèìà ó Áàíàõîâèì àëãåáðàìà,

C∗− àëãåáðàìà è òåîðèjè îïåðàòîðà, êîjè ñå êîðèñòå ó îâîj äèñåðòàöèjè.

Äðóãà ãëàâà jå çàñíîâàíà íà îðèãèíàëíèì ðåçóëòàòèìà ðàäîâà [47],

[48] è [49].

Ó îäå§êó (2.1) ðàçìàòðàí jå ïðîáëåì ãðóïíå èíâåðòèáèëíîñòè çà ëèíå-

àðíå îïåðàòîðå íà Õèëáåðòîâèì ïðîñòîðèìà. Ðåçóëòàòè âåçàíî çà îâó

ïðîáëåìàòèêó ìîãó ñå íà£è ó ðàäó [12]. Îñèì òîãà, ó ðàäó [12] ïðîó÷àâàí

jå çàêîí îáðíóòîã ðåäîñëåäà ("reverse order law"-ROL) çà ãðóïíè èíâåðç

îïåðàòîðà, òj. óñëîâè ïîä êîjèìà âàæè (AB)] = B]A].

Ó îäå§êó (2.2) èçëîæåíè ñó îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè î ãðóïíîì èíâåðçó

åëåìåíàòà ó jåäèíè÷íîì ïðñòåíó R [48]. Îíè ïðåäñòàâ§àjó óîïøòå»å

ðåçóëòàòà äî êîjèõ jå äîøàî Äåíã (Deng) [12] çà ëèíåàðíå îïåðàòîðå.

Íåêè ðåçóëòàòè èç [12] ñó ïðîøèðåíè íà îïøòèjå ñòðóêòóðå. Ïîëàçå£è

îä ïðåòïîñòàâêå äà çà ïðîèçâî§íî èçàáðàíå åëåìåíòå a, b ïðñòåíà R jå

ba ãðóïíî èíâåðòèáèëàí, ïîêàçàíî jå äà jå ab Äðàçèí èíâåðòèáèëàí ñà

ind(ab) ≤ 2 è äà jå (ab)D = a[(ba)]]2b. Îñèì òîãà, àêî ñó ab è ba ãðóïíî

èíâåðòèáèëíè, ïîêàçàíî jå äà âàæè (ab)] = a[(ba)]]2, (ab)]a = a(ba)] è

b(ab)] = (ba)]b. Çàòèì, çà ïðîèçâî§àí åëåìåíò x = ©­«
a b

0 d

ª®¬p,p

ïðñòåíà R,

(p jå èäåìïîòåíò), óç îäðå¢åíå ïðåòïîñòàâêå, ìîæå ñå èçðà÷óíàòè ãðóïíè

èíâåðç x] =
©­«

a b

0 d

ª®¬
]

p,p

=
©­«

a] y

0 d]
ª®¬p,p

,
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ãäå y = (a])2bdπ + aπb(d])2 − a]bd]. Ó îâîì îäå§êó ïðîó÷àâàíè ñó è

åêâèâàëåíòíè óñëîâè âåçàíî çà çàêîí îáðíóòîã ðåäîñëåäà çà ãðóïíè èíâåðç

ïðîèçâîäà åëåìåíàòà ïðñòåíà, òj. óñëîâè ïîä êîjèìà âàæè

(ab)] = b]a], a, b ∈ R.

Îäå§àê (2.3) ïîñâå£åí jå ïðîó÷àâà»ó àêóòíå ïåðòóðáàöèjå ãðóïíîã

èíâåðçà åëåìåíàòà Áàíàõîâå àëãåáðå ó îäíîñó íà ñïåêòðàëíè ðàäèjóñ [49].

Ðå÷ jå î óîïøòàâà»ó ðåçóëòàòà äî êîjèõ jå äîøàî Âåè [77] çà êîìïëåêñíå

ìàòðèöå. Íàèìå, ïðîøèðåíè ñó ðåçóëòàòè êîjè âàæå çà ìàòðèöå íà

åëåìåíòå ïðîèçâî§íå Áàíàõîâå àëãåáðå. Äîáèjåí jå åêñïëèöèòàí èçðàç

êîjè ïîâåçójå ãðóïíå èíâåðçå ïîëàçíîã è ïåðòóðáîâàíîã åëåìåíòà. Ïîëàçè

ñå îä ìàòðè÷íå ôîðìå ïðîèçâî§íîã åëåìåíòà Áàíàõîâå àëãåáðå ó îäíîñó

íà îäãîâàðàjó£å èäåìïîòåíòå, à çàòèì ñå êîíñòðóèøå ìàòðè÷íà ôîðìà

ãðóïíîã èíâåðçà ó îäíîñó íà èñòè èäåìïîòåíò. Êîðèñòå£è íàâåäåíå ôîðìå

äîêàçàíà jå ïðîöåíà ñïåêòðàëíèõ ðàäèjóñà

ρ[bb](1 − aa]), ρ[aa](1 − bb])], [ρ(bb] − aa])]2.

Ó îäå§êó (2.4) èçëîæåíà jå ïåðòóðáàöèîíà àíàëèçà çà jåçãàðíè èíâåðç

ó C∗−àëãåáðè. Ïðåçåíòîâàíè ñó îðèãàíàëíè ðåçóëòàòè èç ðàäà [49]. Ðå÷

jå î óîïøòå»ó ðåçóëòàòà äî êîjèõ jå äîøëà Ìà (H.Ma) [29]. Ïîëàçè

ñå îä ìàòðè÷íå ôîðìå ïðîèçâî§íîã åëåìåíòà a C ∗− àëãåáðå ó îäíîñó

íà îäãîâàðàjó£è ñàìîàäjóíãîâàíè èäåìïîòåíò, äîëàçè ñå äî ìàòðè÷íå

ôîðìå çà jåçãàðíè èíâåðç òîã åëåìåíòà, ïåðòóðáàöèjó e è b = a + e.

Êàäà ïåðòóðáàöèjà e çàäîâî§àâà îäðå¢åíå óñëîâå îíäà jåçãàðíè èíâåðç

îä b = a + e ïîñòîjè è äîáèjåíå ñó îïòèìàëíå ãðàíèöå çà jåçãàðíè èíâåðç.

Îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè èç ðàäà [47] ÷èíå îäå§êå (2.5) è (2.6).

Ó îäå§êó (2.5) ïîêàçàíî jå íà îðèãèíàëàí íà÷èí, ðàä [47], äà íåêè îä

ðåçóëòàòà äîáèjåíè çà êîìïëåêñíå ìàòðèöå ó ðàäó [46] âàæå ó ïðñòåíèìà

ñà èíâîëóöèjîì. Äîêàçàíå ñó ïåðòóðáàöèîíå ôîðìóëå çà Ìóð-Ïåíðîóçîâ
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èíâåðç ïðîèçâîäà, òj. (ab)† = b†r† + ρ è (ab)† = k†a† + θ, ãäå èçðàçè çà

ρ è θ ñàäðæå èíâåðçå b†,r† è a†, k†, ðåñïåêòèâíî. Ôîðìóëå ïåðòóðáàöèjå

ñó ïðèìå»åíå äà ñå èñïèòàjó ïîòðåáíè è äîâî§íè óñëîâè äà (ab)† áóäå

jåäíàêî y, ãäå y ïðåäñòàâ§à áèëî êîjè ïîãîäàí èçáîð èçðàçà çà ÌÏ-èíâåðç

ïðîèçâîäà ab.

Êîíà÷íî, ó îäå§êó (2.6) ìîãó ñå íà£è ðåçóëòàòè âåçàíè çà çàêîí

äèðåêòíîã ðåäîñëåäà ("forward order law" - FOL) çà Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç,

òj. íåìå»à»å ðåäîñëåäà èíâåðçèjå ïðîèçâîäà åëåìåíàòà ó ïðñòåíèìà

ñà èíâîëóöèjîì (ab)† = a†b†,a, b ∈ R, êîjè ïðåäñòàâ§àjó îðèãèíàëíà

óîïøòå»à ðåçóëòàòà äî êîjèõ ñó äîøëè Êàñòðî-Ãîíçàëåñ (Castro-Gonzalez)

è Õàðòâèã (Hartwig)[46]. Èäåjà jå áèëà äà ñå ïðèìåíîì ðåçóëòàòà ïåðòóðáà-

öèjå äîáèjå êàðàêòåðèçàöèjà çàêîíà äèðåêòíîã ðåäîñëåäà çà ÌÏ-èíâåðç

ó îäíîñó íà a è b.

Êîðèñòèì ïðèëèêó äà èçðàçèì èñêðåíó çàõâàëíîñò ìåíòîðó, äð Äðàãàíó

�îð¢åâè£ó, ðåäîâíîì ïðîôåñîðó Ïðèðîäíî-ìàòåìàòè÷êîã ôàêóëòåòà ó

Íèøó, íà âåëèêîj è íåñåáè÷íîj ïîìî£è êîjó ìè jå ïðóæèî ó íàó÷íîì

ðàäó, ïðîöå»ójó£è ðåçóëòàòå äî êîjèõ ñìî äîëàçèëè, êàî è íà áðîjíèì

êîðèñíèì ñàâåòèìà, ïðèìåäáàìà, ñòðï§å»ó è èçäâîjåíîì âðåìåíó òîêîì

èçðàäå îâå äèñåðòàöèjå.

Ïîñåáíî æåëèì äà ñå çàõâàëèì ñâîì ñóïðóãó Ãîðàíó, ïîðîäèöè, êóìè

Äðàãàíè, ïðèjàòå§èìà, ñâèì ìåíè äðàãèì §óäèìà êîjè ñó ìå ïîäðæàâàëè,

íà íåèçìåðíîj §óáàâè, ñòðï§å»ó, ñâèì òðåíóöèìà êîjå ñó èçäâîjèëè çà

ìåíå ó æå§è äà ìè ïîìîãíó äà èñòðàjåì ó èçðàäè äèñåðòàöèjå.

Jîø jåäíîì âåëèêî õâàëà !
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Ãëàâà 1

1 Óîïøòåíè èíâåðçè

Ó îâîj äèñåðòàöèjè áè£å ïðåäñòàâ§åíè ðåçóëòàòè êîjè ñå îäíîñå íà

ïåðòóðáàöèjå óîïøòåíèõ èíâåðçà åëåìåíàòà ó ïðîèçâî§íèì ïðñòåíèìà

ñà èëè áåç èíâîëóöèjå, ó Áàíàõîâèì è C∗-àëãåáðàìà. Êîðèñòèëè ñìî

èäåìïîòåíòå çà äîáèjà»å ìàòðè÷íå ôîðìå åëåìåíàòà ïðñòåíà, Áàíàõîâå

èëè C∗-àëãåáðå. Óâåäèìî íàjïðå ïîjìîâå è îçíàêå êîjè £å áèòè êîðèñíè

çà èçëàãà»å òèõ ðåçóëòàòà.

1.1 Ïîjìîâè ó Áàíàõîâèì àëãåáðàìà è ïðñòåíèìà

Íåêà jå A êîìïëåêñíà Áàíàõîâà àëãåáðà ñà jåäèíèöîì 1 è íåêà a ∈ A.

Åëåìåíò a ∈ A jå èíâåðòèáèëàí àêî ïîñòîjè åëåìåíò b ∈ A òàêàâ äà jå

ab = ba = 1. Òàêàâ åëåìåíò b jå jåäèíñòâåí è íàçèâà ñå èíâåðç åëåìåíòà

a, îçíà÷àâà ñå ñà a−1. Ñêóï ñâèõ èíâåðòèáèëíèõ åëåìåíàòà Áàíàõîâå

àëãåáðå A îçíà÷àâàìî ñà A−1.

Åëåìåíò a ∈ A jå èäåìïîòåíò àêî âàæè a2 = a. Ñêóï ñâèõ èäåìïîòåíàòà

ó A îçíà÷àâàìî ñà A•.

Çà a ∈ A ñèìáîëè σ(a) i r(a) îçíà÷àâàjó ñïåêòàð è ñïåêòðàëíè ïîëóïðå-

÷íèê îä a, ðåñïåêòèâíî. Èàêî ñå ìíîãå îñîáèíå ñïåêòðà èçó÷àâàjó ìåòîäàìà

àíàëèçå ñàì ïîjàì ñïåêòðà jå àëãåáàðñêè.

Äåôèíèöèjà 1.1.1 Íåêà jå a ∈ A. Ñïåêòàð åëåìåíòà a, ó îçíàöè

σ(a), jå ñêóï ñâèõ êîìïëåêñíèõ áðîjåâà λ ñà ñâîjñòâîì äà λ − a íèjå

èíâåðòèáèëàí åëåìåíò ó A, òî jåñò

σ(a) =
{
λ ∈ C : λ − a < A−1

}
.
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1 ÓÎÏØÒÅÍÈ ÈÍÂÅÐÇÈ

Ëåâè ñïåêòàð åëåìåíòà a, ó îçíàöè σl(a), äåôèíèøå ñå

σl(a) =
{
λ ∈ C : λ − a < A−1l

}
.

Äåñíè ñïåêòàð åëåìåíòà a, ó îçíàöè σr(a), äåôèíèøå ñå

σr(a) =
{
λ ∈ C : λ − a < A−1r

}
.

Êîìïëåìåíò ñêóïà σ(a), ó îçíàöè ρ(a), íàçèâà ñå ðåçîëâåíòíè ñêóï

åëåìåíòà a. Äàêëå,

ρ(a) =
{
λ ∈ C : λ − a ∈ A−1

}
= C \ σ(a).

Êàêî jå λ− a = −(a− λ), òî ñå óñëîâ λ− a < A−1 ó äåôèíèöèjè ñïåêòðà

åëåìåíòà a ìîæå çàìåíèòè óñëîâîì a− λ < A−1. Îâà ïðèìåäáà ñå îäíîñè

è íà ëåâè (äåñíè) ñïåêòàð åëåìåíòà a, ðåçîëâåíòíè ñêóï åëåìåíòà a, è

òàêî äà§å.

Êàêî jå çà ñâàêî a ∈ A ñïåêòàð åëåìåíòà a, òî jåñò σ(a), íåïðàçàí è

êîìïàêòàí ïîäñêóï ñêóïà êîìïëåêñíèõ áðîjåâà C, òðåáà îäðåäèòè çàòâîðå-

íó êóãëó íàjìà»åã ïîëóïðå÷íèêà ñà öåíòðîì ó êîîðäèíàòíîì ïî÷åòêó

êîjà jå íàäñêóï ñêóïà σ(a). Ñà òèì ó âåçè jå ñëåäå£à äåôèíèöèjà.

Äåôèíèöèjà 1.1.2 Íåêà jå a ∈ A. Ñïåêòðàëíè ïîëóïðå÷íèê åëåìåíòà

a, ó îçíàöè r(a), äåôèíèøå ñå

r(a) = sup {|λ | : λ ∈ σ(a)} .

Íàïîìåíèìî äà âàæè: 0 ≤ r(a) ≤ ‖a‖.

Ñïåêòðàëíè ïîëóïðå÷íèê ñå ìîæå ðà÷óíàòè è êàî

r(a) = limn→∞ ‖an‖
1
n (Òåîðåìà î ñïåêòðàëíîì ïîëóïðå÷íêó.)

Äåôèíèöèjà 1.1.3 Àêî jå a ∈ A i r(a) = 0, òàäà jå a êâàçèíèëïîòåíòàí

åëåìåíò.

2



1.1 Ïîjìîâè ó Áàíàõîâèì àëãåáðàìà è ïðñòåíèìà

Ñïåêòàð êâàçèíèëïîòåíòíîã åëåìåíòà ñàäðæè ñàìî 0, òî jåñò σ(a) = {0} .

Åëåìåíò a ∈ A jå íèëïîòåíòàí àêî ïîñòîjè ïðèðîäàí áðîj n òàêàâ äà

jå an = 0. Ñòåïåí íèëïîòåíòíîñòè åëåìåíòà a jå íàjìà»è òàêàâ ïðèðîäàí

áðîj n.

Ñêóï ñâèõ êâàçèíèëïîòåíòíèõ è íèëïîòåíòíèõ åëåìåíàòà ó A îçíà÷à-

âàìî ðåäîì ñà Aqnil i Anil .

Ñâàêè íèëïîòåíòàí åëåìåíàò jå è êâàçèíèëïîòåíòàí. Îáðíóòî ó îïøòåì

ñëó÷àjó íå âàæè.

Ó Áàíàõîâèì àëãåáðàìà ìîãó ñå êîðèñòèòè èäåìïîòåíòè êàêî áè ïðåäñòà-

âèëè åëåìåíòå ó ìàòðè÷íîì îáëèêó. Íåêà p,q ∈ A•. Òàäà ïðîèçâî§àí

åëåìåíò a ∈ A ìîæåìî çàïèñàòè ó îáëèêó ñóìå:

a = paq + pa(1 − q) + (1 − p)aq + (1 − p)a(1 − q).

Óâîäèìî ñëåäå£å îçíàêå: a11 = paq, a12 = pa(1 − q), a21 = (1 − p)aq,

a22 = (1 − p)a(1 − q). Äàêëå, ìàòðè÷íà ðåïðåçåíòàöèjà åëåìåíòà a ∈ A ó

îäíîñó íà ïðîèçâî§íå èäåìïîòåíòå p,q ∈ A• èçãëåäà:

a = ©­«
paq pa(1 − q)

(1 − p)aq (1 − p)a(1 − q)

ª®¬p,q

=
©­«

a11 a12

a21 a22

ª®¬p,q

.

Íåêà ñó ñàäà èäåìïîòåíòè p è q jåäíàêè. Îíäà a ∈ A èìà ñëåäå£ó

ìàòðè÷íó ðåïðåçåíòàöèjó ó îäíîñó íà èäåìïîòåíò p:

a = ©­«
pap pa(1 − p)

(1 − p)ap (1 − p)a(1 − p)

ª®¬p,p

=
©­«

a11 a12

a21 a22

ª®¬p,p

,

ãäå a11 ∈ pAp, a12 ∈ pA(1 − p), a21 ∈ (1 − p)Ap, a22 ∈ (1 − p)A(1 − p).

pAp è (1− p)A(1− p) ñó Áàíàõîâå àëãåáðå ñà jåäèíèöîì. Ó Áàíàõîâîj

àëãåáðè pAp jåäèíèöà jå èäåìïîòåíò p, äîê ó Áàíàõîâîj àëãåáðè

(1 − p)A(1 − p) jåäèíèöà jå èäåìïîòåíò 1 − p.
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1.2 Óîïøòåíè èíâåðçè ó ïðñòåíèìà

Íåêà jå R ïðñòåí ñà jåäèíèöîì 1. Çà åëåìåíò a ∈ R êàæåìî äà jå

èíâåðòèáèëàí àêî ïîñòîjè åëåìåíò x ∈ R òàêî äà jå ax = xa = 1. Åëåìåíò

x jå èíâåðç åëåìåíòà a è îçíà÷àâàìî ãà ñà a−1. Ñêóï ñâèõ èíâåðòèáèëíèõ

åëåìåíàòà ïðñòåíà R îçíà÷àâàìî ñà R−1.

Åëåìåíò a ∈ R jå íèëïîòåíòàí àêî jå an = 0 çà íåêî n ∈ N . Íàjìà»å

òàêâî n jå èíäåêñ íèëïîòåíòíîñòè åëåìåíòà a. Ñêóï ñâèõ íèëïîòåíòíèõ

åëåìåíàòà ó ïðñòåíó R îçíà÷åí jå ñà Rnil . Åëåìåíò p ∈ R jå èäåìïîòåíò

àêî jå p2 = p. Ñêóï ñâèõ èäåìïîòåíàòà ó R îçíà÷àâàìî ñà R•.

Äåôèíèöèjà 1.2.1 Åëåìåíò a ∈ R jå ðåãóëàðàí àêî èìà óíóòðàø»è

èíâåðç, òj. àêî ïîñòîjè x ∈ R òàêî äà jå axa = a.

Àêî ïîñòîjè, óíóòðàø»è èíâåðç åëåìåíòà a îçíà÷àâàìî ñà a−.

Ñêóï ñâèõ ðåãóëàðíèõ åëåìåíàòà ó ïðñòåíó R îçíà÷àâàìî ñà R−. Î÷èãëå-

äíî jå R−1 ⊆ R−.

Äåôèíèöèjà 1.2.2 Åëåìåíò x ∈ R jå ñïî§àø»è èíâåðç a ∈ R àêî jå

xax = x.

Äåôèíèöèjà 1.2.3 Åëåìåíò x ∈ R jå ðåôëåêñèâíè ãåíåðàëèñàíè èíâåðç

îä a ∈ R àêî jå x óíóòðàø»è è ñïî§àø»è èíâåðç îä a.

Àêî jå x óíóòðàø»è èíâåðç åëåìåíòà a ∈ R, òàäà jå xax ðåôëåêñèâíè

ãåíåðàëèñàíè èíâåðç îä a. Îâî ñå ìîæå ëàêî ïðîâåðèòè.

Äàêëå, ðåãóëàðíè åëåìåíò ó ïðñòåíó óâåê èìà ðåôëåêñèâíè ãåíåðàëèñà-

íè èíâåðç.

Äåôèíèöèjà 1.2.4 Íåêà jå a ∈ R. Äðàçèíîâ èíâåðç îä a jå åëåìeíò

x ∈ R êîjè çàäîâî§àâà ñëåäå£å óñëîâå:

ax = xa, xax = x, a(ax − 1) ∈ Rnil .

4



1.2 Óîïøòåíè èíâåðçè ó ïðñòåíèìà

Àêî ïîñòîjè Äðàçèíîâ èíâåðç x åëåìåíòà a, îíäà jå îí jåäèíñòâåí è

îçíà÷àâà ñå ñà aD. Çà åëåìåíò a òàäà êàæåìî äà jå Äðàçèí èíâåðòèáèëàí.

Ñêóï ñâèõ Äðàçèí èíâåðòèáèëíèõ åëåìåíàòà ó ïðñòåíó R îçíà÷àâàìî

ñà RD. Ïðèìåòèìî äà jå óñëîâ a(ax − 1) ∈ Rnil èç Äåôèíèöèjå (1.2.4)

åêâèâàëåíòàí óñëîâó an+1x = an çà íåêè íåíåãàòèâàí öåî áðîj n.

Äðàçèíîâ èíäåêñ åëåìåíòà a jå íàjìà»è íåíåãàòèâàí öåî áðîj n êîjè

çàäîâî§àâà ïðåòõîäíè óñëîâ.

Íåêà jå a ïðîèçâî§àí åëåìåíò ó R. Äåôèíèøèìî ñàäà ñêóï êîìóòàòè-

âíèõ è ñêóï äâîñòðóêî êîìóòàòèâíèõ åëåìåíàòà ñà a, ðåñïåêòèâíî

comm(a) = {x ∈ R : ax = xa} ,

comm2(a) = {x ∈ R : xy = yx, çà ñâàêî y ∈ comm(a)} .

Õàðòå (Harte) jå ó ðàäó [61] äåôèíèñàî êâàçèíèëïîòåíòíå åëåìåíòå ó

ïðñòåíó R.

Äåôèíèöèjà 1.2.5 [61] Åëåìåíò a ∈ R jå êâàçèíèëïîòåíòàí, àêî jå

1 + xa ∈ R−1, çà ñâàêî x ∈ comm(a).

Ñêóï ñâèõ êâàçèíèëïîòåíòíèõ åëåìåíàòà ó R îçíà÷àâàìî ñà Rqnil .

Ñàäà íàâîäèìî äåôèíèöèjó êâàçèïîëàðíèõ åëåìåíàòà ó ïðñòåíó.

Äåôèíèöèjà 1.2.6 [32] Åëåìåíò a ∈ R jå êâàçèïîëàðàí àêî ïîñòîjè

åëåìåíò p ∈ R òàêàâ äà jå

p2 = p, p ∈ comm2(a), ap ∈ Rqnil, a + p ∈ R−1.

Åëåìåíò a ∈ R jå ïîëàðàí åëåìåíò ðåäà k, àêî jå a êâàçèïîëàðàí åëåìåíò

è ap ∈ Rnil ñà èíäåêñîì íèëïîòåíòíîñòè k .

Åëåìåíò p, îäðå¢åí óñëîâèìà ó ïðåòõîäíîj äåôèíèöèjè, íàçèâà ñå

ñïåêòðàëíè èäåìïîòåíò åëåìåíòà a è îçíà÷àâà ñå ñà aπ.
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Äåôèíèöèjà 1.2.7 [32] Íåêà jå a ∈ R. Óîïøòåíè (ãåíåðàëèñàíè)

Äðàçèíîâ èíâåðç èëè g-Äðàçèíîâ èíâåðç îä a jå åëåìåíò x ∈ R êîjè

çàäîâî§àâà ñëåäå£å óñëîâå:

x ∈ comm2(a), xax = x, a(ax − 1) ∈ Rqnil .

Àêî óîïøòåíè Äðàçèíîâ èíâåðç îä a ïîñòîjè, îíäà jå îí jåäèíñòâåí è

îçíà÷àâà ñå ñà ad. Òàäà çà åëåìåíò a êàæåìî äà jå óîïøòåíî Äðàçèí

èíâåðòèáèëàí (èëè g-Äðàçèí èíâåðòèáèëàí).

Ñêóï ñâèõ óîïøòåíî Äðàçèí èíâåðòèáèëíèõ åëåìåíàòà ó R îçíà÷àâàìî

ñà Rd .

Àêî jå a(ax − 1) ∈ R íèëïîòåíòàí, îíäà jå a Äðàçèí èíâåðòèáèëàí

åëåìåíò è ad = aD. Àêî jå a ïîëàðàí åëåìåíò ó ïðñòåíó èëè jå åëåìåíò

ó Áàíàõîâîj àëãåáðè, îíäà jå äîâî§íî ïðåòïîñòàâèòè äà jå x ∈ comm(a)

óìåñòî äà jå x ∈ comm2(a).

Òåîðåìà 1.2.1 [32] Åëåìåíò a ∈ R jå óîïøòåíî Äðàçèí èíâåðòèáèëàí

àêî è ñàìî àêî jå åëåìåíò a êâàçèïîëàðàí. Ó îâîì ñëó÷àjó a ∈ R èìà

jåäèíñòâåíè óîïøòåíè Äðàçèíîâ èíâåðç ad äàò ïîìî£ó jåäíàêîñòè:

ad = (a + aπ)−1(1 − aπ).

Ó òåîðåìè êîjó ñìî íàâåëè äàòà jå åêâèâàëåíöèjà èçìå¢ó êâàçèïîëàðíèõ

åëåìåíàòà è óîïøòåíî Äðàçèí èíâåðòèáèëíèõ åëåìåíàòà ó ïðñòåíó R.

Åëåìåíò aπ jå jåäèíñòâåíè ñïåêòðàëíè èäåìïîòåíò îä a è aπ = 1 − aad .

Îçíà÷èìî ñà ind(a) g-Äðàçèíîâ èíäåêñ êâàçèïîëàðíîã åëåìåíòà a ∈ R.

Îâàj èíäåêñ jå äåôèíèñàí íà ñëåäå£è íà÷èí:

ind(a) =


0, àêî jå a ∈ R−1,

k, àêî jå a(ax − 1) íèëïîòåíò èíäåêñà k ∈ N,

∞, ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà.
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1.2 Óîïøòåíè èíâåðçè ó ïðñòåíèìà

Äåôèíèöèjà 1.2.8 Åëåìåíò b ∈ R jå ãðóïíè èíâåðç îä a ∈ R, àêî jå

aba = a, bab = b, ab = ba.

Àêî ïîñòîjè, ãðóïíè èíâåðç îä a îçíà÷àâà ñå ñà a]. Ñêóï ñâèõ åëåìåíàòà

êîjè èìàjó ãðóïíè èíâåðç ó R jå îçíà÷åí ñà R].

Ëåìà 1.2.1 [20] Ãðóïíè èíâåðç îä a ∈ R jå jåäèíñòâåí, ó ñëó÷àjó êàäà

ïîñòîjè. È âèøå, ãðóïíè èíâåðç a] äâîñòðóêî êîìóòèðà ñà a, òj. [a, x]=0

⇒ [a], x]=0.

Äîêàç: Íåêà ñó c, d äâà êàíäèäàòà çà ãðóïíè èíâåðç îä a, òàäà

c = c2a = c2a2d = cad = ca2d2 = ad2 = d. Äàêëå, àêî ïîñòîjè ãðóïíè

èíâåðç îä a jå jåäèíñòâåí.

Íåêà jå [a, x]=0, ãäå [a, x] = ax − xa. Òàäà,

a]x = (a])2ax = (a])2xa = (a])2xa2a] = (a])2axaa] = a]xaa].

Ñëè÷íî, xa] = a]axa], è a]x = xa]. �

Ïðèìåòèìî äà g-Äðàçèíîâ èíäåêñ îä a ∈ R jå êîíà÷àí àêî è ñàìî àêî jå

åëåìåíò a ïîëàðàí. Ñâàêè ïîëàðàí åëåìåíò jå g-Äðàçèí èíâåðòèáèëàí.

Êâàçèïîëàðàí åëåìåíò èìà Äðàçèíîâ èíâåðç àêî è ñàìî àêî jå »åãîâ

èíäåêñ êîíà÷àí. Äàêëå,

R−1 ⊆ R] ⊆ RD ⊆ Rd .

Ó ïðñòåíèìà ñå ìîãó êîðèñòèòè èäåìïîòåíòè äà áè ïðåäñòàâèëè åëåìåíòå

ó ìàòðè÷íîì îáëèêó. Íåêà ñó a ∈ R è p,q ∈ R•. Òàäà:

a = ©­«
paq pa(1 − q)

(1 − p)aq (1 − p)a(1 − q)

ª®¬p,q

=
©­«

a11 a12

a21 a22

ª®¬p,q

.

ãäå jå:
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a11 = paq, a12 = pa(1 − q), a21 = (1 − p)aq, a22 = (1 − p)a(1 − q).

Àêî jå a ∈ Rd îíäà ñå îí ìîæå ïðåäñòàâèòè ïîìî£ó ìàòðèöà íà

ñëåäå£è íà÷èí:

a = ©­«
a1 0

0 a2

ª®¬p,p

,

ó îäíîñó íà èäåìïîòåíò p = aad = 1−aπ, ãäå jå aπ ñïåêòðàëíè èäåìïîòåíò

îä a. Òàäà jå a1 èíâåðòèáèëàí ó pRp è a2 jå êâàçèíèëïîòåíòàí ó (1 −

p)R(1 − p). Ñàäà jå óîïøòåíè Äðàçèíîâ èíâåðç îä a äàò ñà

ad =
©­«

a−11 0

0 0

ª®¬p,p

.

Íåêà jå R ïðñòåí ñà íóëîì 0 è jåäèíèöîì 1. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå íà

ïðñòåíó R äåôèíèñàíà èíâîëóöèjà a 7→ a∗, îäíîñíî äà çà ñâå a, b ∈ R

âàæè

(a)∗)∗ = a, (a + b)∗ = a∗ + b∗, (ab)∗ = b∗a∗, 0∗ = 0, 1∗ = 1.

Åëåìåíò a ∈ R jå íîðìàëàí àêî aa∗ = a∗a.

Åëåìåíò a ∈ R jå ñàìîàäjóíãîâàí (õåðìèòñêè èëè ñèìåòðè÷àí) àêî

a∗ = a.

Äåôèíèöèjà 1.2.9 [67] Åëåìåíò a ∈ R jå Ìóð-Ïåíðîóç èíâåðòèáèëàí

(èëè ÌÏ-èíâåðòèáèëàí), àêî ïîñòîjè b ∈ R òàêî äà âàæè :

aba = a, bab = b, (ab)∗ = ab, (ba)∗ = ba.

Åëåìåíò b çà êîjè âàæå ïðåòõîäíå jåäíàêîñòè íàçèâà ñå Ìóð-Ïåíðîóçîâ

èíâåðç îä a.

Àêî ïîñòîjè ÌÏ-èíâåðç îí jå jåäèíñòâåí, è îçíà÷àâà ñå ñà a†. Åâî

êðàòêîã îáðàçëîæå»à çàñíîâàíîã íà çàïàæà»ó [xa, ya] = [ax,ay] = 0.
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1.2 Óîïøòåíè èíâåðçè ó ïðñòåíèìà

Ïðåòïîñòàâèìî äà ñó x, y äâà êàíäèäàòà çà ÌÏ-èíâåðç îä a. Òàäà

x = xax = (xa)(ya)x = (ya)(xa)x = yax = y(ay)(ax) = y(ax)(ay) = yay = y.

Ñêóï ñâèõ Ìóð-Ïåíðîóç èíâåðòèáèëíèõ åëåìåíàòà ó R îçíà÷àâàìî ñà R†.

Äåôèíèöèjà 1.2.10 [31] Åëåìåíò a ∈ R jå ëåâî ∗-ñêðàòèâ àêî

a∗ax = a∗ay ïîâëà÷è äà jå ax = ay. Åëåìåíò a ∈ R jå äåñíî ∗-ñêðàòèâ

àêî xaa∗ = yaa∗ ïîâëà÷è äà jå xa = ya. Àêî jå åëåìåíò a ëåâî ∗-ñêðàòèâ

è äåñíî ∗-ñêðàòèâ îíäà jå ∗-ñêðàòèâ.

Î÷èãëåäíî, a jå ëåâî ∗-ñêðàòèâ àêî è ñàìî àêî jå a∗ äåñíî ∗-ñêðàòèâ.

Íàïîìåíèìî äà ó C∗−àëãåáðè ñâàêè åëåìåíò jå ∗-ñêðàòèâ, jåð àêî jå

a∗az = 0, òàäà jå ‖az‖2 = ‖(az)∗az‖ = ‖z∗a∗az‖ = 0. Àêî jå zaa∗ = 0, íà

ñëè÷àí íà÷èí ñëåäè äà jå za = 0.

Ïðñòåí R jå ∗-ðåäóêîâàí, àêî jå ñâàêè åëåìåíò èç R ∗-ñêðàòèâ, øòî jå

åêâèâàëåíòíî ñà èìïëèêàöèjîì a∗a = 0⇒ a = 0, çà ñâàêî a ∈ R.

Äîêàç ñëåäå£å òåîðåìå, êîjà ïðåäñòàâ§à jåäàí îä îñíîâíèõ ðåçóëòàòà

ó âåçè åãçèñòåíöèjå Ìóð-Ïåíðîóçîâîã èíâåðçà ó ïðñòåíó ñà èíâîëóöèjîì,

ìîæå ñå âèäåòè ó ([32],[38]).

Òåîðåìà 1.2.2 [32] Íåêà jå R ïðñòåí ñà èíâîëóöèjîì è a ∈ R. Ñëåäå£è

èñêàçè ñó åêâèâàëåíòíè:

(i) a jå ÌÏ-èíâåðòàáèëàí.

(ii) a jå ëåâî ∗-ñêðàòèâ è a∗a èìà ãðóïíè èíâåðç.

(iii) a jå äåñíî ∗-ñêðàòèâ è aa∗ èìà ãðóïíè èíâåðç.

(iv) a jå ∗-ñêðàòèâ è a∗a è aa∗ èìàjó ãðóïíå èíâåðçå.

Óêîëèêî âàæè íåêè îä ïðåòõîäíèõ óñëîâà, òàäà jå ÌÏ-èíâåðç îä a

äàò ñà

a† = (a∗a)]a∗ = a∗(aa∗)].
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Äåôèíèöèjà 1.2.11 [31] Ïðñòåí R ñà èíâîëóöèjîì èìà Ãå§ôàíä-Íàèìàðêîâó

(Gelfand-Naimark) îñîáèíó (GN-îñîáèíó) àêî jå:

1 + x∗x ∈ R−1 çà ñâàêî x ∈ R.

Íàïîìåíèìî äà C∗− àëãåáðå èìàjó GN-îñîáèíó.

Äåôèíèöèjà 1.2.12 [31] Åëåìåíò a ∈ R jå äîáðî-ïîäðæàí àêî ïîñòîjè

ñàìîàäjóíãîâàíè èäåìïîòåíò p òàêî äà jå

ap = a, a∗a + 1 − p ∈ R−1.

Ó òîì ñëó÷àjó èäåìïîòåíò p ñå íàçèâà íîñà÷ îä a.

Òåîðåìà 1.2.3 [31] Íåêà jå R ïðñòåí ñà èíâîëóöèjîì. Åëåìåíò a ∈ R jå

ÌÏ-èíâåðòèáèëàí àêî è ñàìî àêî jå a ëåâî ∗-ñêðàòèâ è äîáðî ïîäðæàí.

Òàäà jå íîñà÷ p îä a äàò ñà p = a†a.

Àíàëîãíî ïîjìó íîñà÷à ó [31] äåôèíèñàí jå ïîjàì êî-íîñà÷à åëåìåíòà

a, êàî ïðîjåêöèjà q ∈ R çà êîjó âàæè

qa = a, aa∗ + 1 − q ∈ R−1.

Îñèì òîãà, èçâåäåí jå çàê§ó÷àê äà åëåìåíò a ∈ R jå ÌÏ-èíâåðòèáèëàí

àêî è ñàìî àêî èìà êî-íîñà÷ q è àêî jå äåñíî ∗-ñêðàòèâ. Ó òîì ñëó÷àjó jå

q = aa†.

Òåîðåìà 1.2.4 [31] Íåêà ïðñòåí R ñà èíâîëóöèjîì èìà GN-îñîáèíó.

Åëåìåíò a ∈ R jå ÌÏ-èíâåðòèáèëàí àêî è ñàìî àêî jå a ðåãóëàðàí.

Òåîðåìà 1.2.5 [32] Íåêà jå a ∈ R. Òàäà jå a ∈ R† àêî è ñàìî àêî jå a∗-

ñêðàòèâ è a∗a jå ãðóïíî èíâåðòèáèëàí. Òàêî¢å, aa∗ jå ãðóïíî èíâåðòèáè-

ëàí è a† = (a∗a)]a∗ = a∗(aa∗)].
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Òåîðåìà 1.2.6 [32] Íåêà jå R ïðñòåí ñà èíâîëóöèjîì. Òàäà jå a óîïøòåíî

Äðàçèí èíâåðòèáèëàí åëåìåíò àêî è ñàìî àêî jå a∗ óîïøòåíî Äðàçèí

èíâåðòèáèëàí åëåìåíò. Ó îâîì ñëó÷àjó jå (a∗)D = (aD)∗.

Òåîðåìà 1.2.7 [20] Çà a ∈ R† è λ ∈ C âàæå ñëåäå£å jåäíàêîñòè:

(i) (a†)† = a;

(ii) (a∗)† = (a†)∗;

(iii) (λa)† = λ†a†, ãäå jå λ† =

λ−1, λ , 0,

0, λ = 0;

(iv) (a∗a)† = a†(a†)∗;

(v) (aa∗)† = (a∗)†a†;

(vi) a∗ = a†aa∗ = a∗aa†;

(vii) a† = (a∗a)†a∗ = a∗(aa∗)†;

(viii) (a∗)† = a(a∗a)† = (aa∗)†a;

Äåôèíèöèjà 1.2.13 [32] Åëåìåíò a ó ïðñòåíó ñà èíâîëóöèjîì R jå EP

("equal power") àêî a ∈ R] ∩ R† è a] = a†.

Ëåìà 1.2.2 [16] Åëåìåíò a ∈ R jå EP àêî è ñàìî àêî a ∈ R† è aa† = a†a.

Åëåìåíò a ∈ R êîjè çàäîâî§àâà a∗ = a íàçèâà ñèìåòðè÷àí.

Òåîðåìà 1.2.8 [32] Åëåìåíò a ∈ R jå EP àêî è ñàìî àêî çà a ïîñòîjè

ãðóïíè èíâåðç è jåäàí îä ñëåäå£èõ åêâèâàëåíòíèõ óñëîâà âàæè:

(i) a]a jå ñèìåòðè÷àí åëåìåíò;

(ii) (a])∗ = aa](a])∗;

(iii) (a])∗ = (a])∗a]a;

(iv) a](aπ)∗ = aπ(a])∗, ãäå jå aπ ñïåêòðàëíè èäåìïîòåíò åëåìåíòà a.

Áîàñî (Boasso) jå ó÷èíèî êîðàê äà§å, äàî jå äåôèíèöèjó EP åëåìåíàòà

Áàíàõîâå àëãåáðå ó îäñóñòâó èíâîëóöèjå [24]. Ìå¢óòèì, íå ïîñòîjå î÷èãëå-

11



1 ÓÎÏØÒÅÍÈ ÈÍÂÅÐÇÈ

äíè êàíäèäàòè çà õåðìèòñêå åëåìåíòå ó ïðñòåíó áåç èíâîëóöèjå. Ïðåìà

òîìå îâàj íà÷èí íå èçãëåäà ïðèñòóïà÷íî ñà àëãåáàðñêå òà÷êå ãëåäèøòà.

ÅÏ åëåìåíòè ñó âàæíè jåð »èõ êàðàêòåðèøå êîìóòàòèâíîñò ñà Ìóð-

Ïåíðîóçîâèì èíâåðçîì. Ó ðàäó [16] jå äàòà êàðàêòåðèçàöèjà ÅÏ åëåìåíàòà

ó ïðñòåíó ñà èíâîëóöèjîì ïîìî£ó óñëîâà êîjè ñàäðæå »èõîâ ãðóïíè è

Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç.

Íàïîìåíèìî äà ñó íåêè îä îâèõ ðåçóëòàòà äîêàçàíè çà êîìïëåêñíå

ìàòðèöå, êîðèø£å»åì ðàíãà ìàòðèöå èëè äðóãå êîíà÷íî äèìåíçèîíàëíå

ìåòîäå, ó ðàäó ×åíã, Òèàí (Cheng,Tian) [68] èëè ó ðàäó Áàêñàëàðè,

Òðåíêëåð [50]. Àíàëîãíè ðåçóëòàòè çà îãðàíè÷åíå ëèíåàðíå îïåðàòîðå íà

Õèëáåðòîâèì ïðîñòîðèìà äîêàçàíè ñó êîðèø£å»åì îïåðàòîðñêèõ ìàòðèöà

�îð¢åâè£ [22], �îð¢åâè£ è Êîëèõà [19].

Çà ìàòðèöó A ∈ Mn, indA ≤ 1, Ðàî, Ìèòðà (Rao, Mitra) äåôèíèñàëè

ñó jåäèíñòâåí óîïøòåíè èíâåðç A−ρ∗,χ, êîjè jå jåäíàê A]AA† [13]. Âå£ ñìî

ðåêëè, Áàêñàëàðè è Òðåíêëåð äåôèíèñàëè ñó jåçãàðíè èíâåðç çà êîjè

ñå äîêàçójå äà jå èäåíòè÷àí ñà A−ρ∗,χ [51]. Àíàëîãíî, îíè ñó ó [51] äàëè

äåôèíèöèjó è äóàëíîã jåçãàðíîã èíâåðçà. Òàêî¢å, ó [51] jå ïîêàçàíî äà ñå

jåçãàðíè èíâåðç ïîêëàïà ñà Áîò-Äàôèíîâèì (Bot-Da�n) èíâåðçîì

PA[(A − I)PA + I]−1.

Íàïîìåíèìî, jåçãàðíè è äóàëíè jåçãàðíè èíâåðç ñó ñïåöèjàëíè ñëó÷àjåâè

jåçãàðíîã-ÅÏ èíâåðçà êîjåã ñó èñïèòèâàëè Ìà¶óíàòà Ïðàñàä è Ìîõàíà

(Manjunatha Prasad, Mohana) [37]. Îíè ó ñâîì ðàäó óìåñòî òåðìèíà

jåçãàðíè èíâåðç êîðèñòå òåðìèí jåçãàðíè-ÅÏ óîïøòåíè èíâåðç, à çà äóàëíè

jåçãàðíè èíâåðç êîðèñòå òåðìèí ∗jåçãàðíè-ÅÏ óîïøòåíè èíâåðç.

Äåôèíèöèjå jåçãàðíîã è äóàëíîã jåçãàðíîã èíâåðçà äàòå ó [51] íåìàjó

ñìèñëà çà åëåìåíòå ïðñòåíà. Ìå¢óòèì, ó ðàäó [23] äàòå ñó åêâèâàëåíòíå,

àëãåáàðñêå äåôèíèöèjå îâèõ èíâåðçà è ó ñëó÷àjó ïðñòåíà R (R jå ïðñòåí
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ñà èíâîëóöèjîì ∗ è jåäèíèöîì 1 èëè ñêðà£åíî ∗-ïðñòåí.)

Äåôèíèöèjà 1.2.14 [23] Íåêà jå a ∈ R. Åëåìåíò a ]© ∈ R êîjè çàäîâî§àâà

óñëîâå:

aa ]©a = a, a ]©R = aR, Ra ]© = Ra∗

jå jåçãàðíè èíâåðç îä a.

Äåôèíèöèjà 1.2.15 [23] Íåêà jå a ∈ R. Åëåìåíò a ]© ∈ R êîjè çàäîâî§àâà

óñëîâå:

aa ]©a = a, a ]©R = a∗R, Ra ]© = Ra

jå äóàëíè jåçãàðíè èíâåðç îä a.

Ñêóï ñâèõ jåçãàðíî, îäíîñíî äóàëíî jåçãàðíî, èíâåðòèáèëíèõ åëåìåíàòà

ïðñòåíà R îçíà÷àâàìî ñà R ]©, îäíîñíî ñà R ]©.

Äà§å, çà a ∈ R íåêà jå

a0 = {x ∈ R : ax = 0} è 0a = {x ∈ R : xa = 0} ,

äåñíè, îäíîñíî ëåâè àíóëàòîð.

Ëåìà 1.2.3 [23] Íåêà ñó a, b ∈ R. Òàäà:

(i) aêî jå aR ⊆ bR, îíäà jå 0b ⊆0 a;

(ii) aêî jå b ∈ R(1) è 0b ⊆0 a, îíäà jå aR ⊆ bR.

Ëåìà 1.2.4 [23] Íåêà ñó a, b ∈ R. Òàäà:

(i) aêî jå Ra ⊆ Rb, îíäà jå b0 ⊆ a0;

(ii) aêî jå b ∈ R(1) è b0 ⊆ a0, îíäà jå Ra ⊆ Rb.

Òåîðåìà 1.2.9 [23] Íåêà ñó a, x ∈ R. Ñëåäå£à òâð¢å»à ñó åêâèâàëåíòíà:

(i) a jå ãðóïíî èíâåðòèáèëàí è x = a];
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(ii) axa = a, xR = aR è Rx = Ra;

(iii) axa = a, 0x =0 a è x0 = a0;

(iv) axa = a, xR ⊆ aR è Rx ⊆ Ra;

(v) axa = a, 0a ⊆0 x è a0 ⊆ x0.

Òåîðåìà 1.2.10 [23] Íåêà ñó a, x ∈ R. Ñëåäå£à òâð¢å»à ñó åêâèâàëåíòíà:

(i) a jå MP èíâåðòèáèëàí è x = a†;

(ii) axa = a, xR = a∗R è Rx = Ra∗;

(iii) axa = a, 0x =0 (a∗) è x0 = (a∗)0;

(iv) axa = a, xR ⊆ a∗R è Rx ⊆ Ra∗;

(v) axa = a, 0(a∗) ⊆0 x è (a∗)0 ⊆ x0.

Øòàâèøå, ó ðàäó [23] jå èñòàêíóòî äà Äåôèíèöèjå (1.2.14), (1.2.15) è

Òåîðåìå (1.2.9 (ii) ), (1.2.10 (ii) ) ïîêàçójó äà ñå ãðóïíè, Ìóð-Ïåíðîóçîâ,

jåçãàðíè è äóàëíè jåçãàðíè èíâåðç ìîãó äåôèíèñàòè àíàëîãíî:

x ∈ R jå ãðóïíè èíâåðç îä a àêî è ñàìî àêî jå axa = a,xR = aR,

Rx = Ra,

x ∈ R jå ÌÏ-èíâåðç îä a àêî è ñàìî àêî jå axa = a, xR = a∗R,

Rx = Ra∗,

x ∈ R jå jåçãàðíè èíâåðç îä a àêî è ñàìî àêî jå axa = a, xR = aR,

Rx = Ra∗,

x ∈ R jå äóàëíè jåçãàðíè èíâåðç îä a àêî è ñàìî àêî jå axa = a,

xR = a∗R, Rx = Ra.

Îíî øòî ìîæåìî ïðèìåòèòè jå äà ñó îâà ÷åòèðè èíâåðçà áëèñêî ïîâåçàíà

è äà îáðàçójó îäðå¢åíó ïîäêëàñó êëàñå ñâèõ óíóòðàø»èõ èíâåðçà.
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1.3 Óîïøòåíè èíâåðçè ó Áàíàõîâèì àëãåáðàìà

Íåêà jå A Áàíàõîâà àëãåáðà. Óíóòðàø»è, ñïî§àø»è è ðåôëåêñèâíè

óîïøòåíè èíâåðç åëåìåíòà a ∈ A äåôèíèøó ñå íà èñòè íà÷èí êàî è ó

ïðñòåíó R.

Äåôèíèöèjà 1.3.1 Åëåìåíò a ∈ A jå ðåãóëàðàí (èëè óíóòðàø»å ðåãóëàðàí)

àêî ïîñòîjè åëåìåíò b ∈ A takav da je aba = a. Åëåìåíò b íàçèâà ñå

óíóòðàø»è èíâåðç åëåìåíòà a.

Äåôèíèöèjà 1.3.2 Åëåìåíò a ∈ A èìà ñïî§àø»è èíâåðç àêî ïîñòîjè

åëåìåíò b ∈ A, b , 0, òàêàâ äà jå bab = b. Çà åëåìåíò a êàæåìî äà jå

ñïî§àø»å ðåãóëàðàí.

Äåôèíèöèjà 1.3.3 Åëåìåíò b ∈ A êîjè jå è ñïî§àø»è è óíóòðàø»è

èíâåðç åëåìåíòà a ∈ A íàçèâà ñå ðåôëåêñèâíè óîïøòåíè èíâåðç åëåìåíòà

a. Çà åëåìåíò a êàæåìî äà jå ðåôëåêñèâíî ðåãóëàðàí.

Àêî jå åëåìåíò Áàíàõîâå àëãåáðå èíâåðòèáèëàí òàäà jå îí è ðåãóëàðàí.

Äàêëå, ñêóï ñâèõ èíâåðòèáèëíèõ åëåìåíàòà jå ïîäñêóï ñêóïà ñâèõ ðåãóëàðíèõ

åëåìåíàòà Áàíàõîâå àëãåáðå.

Ïðèìåòèìî äà óíóòðàø»à ðåãóëàðíîñò ó Áàíàõîâîj àëãåáðè ïîâëà÷è

ðåôëåêñèâíó ðåãóëàðíîñò.

Ñêóï ñâèõ ñïî§àø»å ðåãóëàðíèõ åëåìåíàòà îçíà÷àâàìî ñà A(2).

Àêî jå åëåìåíò a ∈ A èíâåðòèáèëàí, òàäà jå îí è ñïî§àø»å è óíóòðà-

ø»å ðåãóëàðàí. Èíâåðç åëåìåíòà a jå è ñïî§àø»è è óíóòðàø»è èíâåðç

òîã åëåìåíòà è âàæè a−1 = a(2)1,0.

Àêî jå b ∈ A óíóòðàø»è èëè ñïî§àø»è èíâåðç åëåìåíòà a ∈ A, òàäà

ñó åëåìåíòè b i 1 − ab èäåìïîòåíòè.
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Äåôèíèöèjà 1.3.4 [21] Íåêà jå a ∈ A i p,q ∈ A•. Åëåìåíò b ∈ A êîjè

çàäîâî§àâà jåäíàêîñòè

aba = a, ba = p, 1 − ab = q

íàçèâàìî (p,q)-óíóòðàø»è èíâåðç åëåìåíòà a.

Àêî ïîñòîjè (p,q)-óíóòðàø»è èíâåðç åëåìåíòà a, îí íå ìîðà áèòè

jåäèíñòâåí ([8], [9]).

Ïîjàì ñïî§àø»åã èíâåðçà ó îäíîñó íà äàòå èäåìïîòåíòå ó ðàäó [21]

óâåëè ñó �îð¢åâè£ è Âåè.

Äåôèíèöèjà 1.3.5 [21] Íåêà jå a ∈ A i p,q ∈ A•. Åëåìåíò b ∈ A êîjè

çàäîâî§àâà jåäíàêîñòè

bab = b, ba = p, 1 − ab = q

íàçèâàìî (p,q)-ñïî§àø»è èíâåðç åëåìåíòà a.

Ïðèìåòèìî äà jå (p,q)-ñïî§àø»è èíâåðç jåäèíñòâåí, äîê ñïî§àø»è

èíâåðç íå ìîðà áèòè jåäèíñòâåí. Îçíàêà çà (p,q)-ñïî§àø»è èíâåðç åëåìåíòà

a je a(2)p,q.

Ó íàðåäíîj òåîðåìè äîêàçàíà jå jåäèíñòâåíîñò a(2)p,q ïîä îäðå¢åíèì

óñëîâèìà.

Òåîðåìà 1.3.1 [21] Íåêà jå a ∈ A i p,q ∈ A•. Òàäà ñó ñëåäå£à òâð¢å»à

åêâèâàëåíòíà:

(i) ïîñòîjè a(2)p,q;

(ii) (1−q)a = (1−q)ap è ïîñòîjè íåêî b ∈ A òàêâî äà jå pb = b, bq = 0

è ab = 1 − q.

Øòàâèøå, àêî ïîñòîjè a(2)p,q òàäà jå îí è jåäèíñòâåí.
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Ñêóï ñâèõ åëåìåíàòà èç A êîjè èìàjó ñïî§àø»è óîïøòåíè èíâåðç ñà

äàòèì èäåìïîòåíòèìà p,q ∈ A• îçíà÷è£åìî ñà A(2)p,q.

Àêî jå a ∈ A ïðîèçâî§àí åëåìåíò, a íå ìîðà èìàòè íè óíóòðàø»è

íè ñïî§àø»è èíâåðç [72]. Ìå¢óòèì, âàæíî jå íàãëàñèòè äà ó Áàíàõîâîj

àëãåáðè ëèíåàðíèõ îãðàíè÷åíèõ îïåðàòîðà óâåê ïîñòîjè ñïî§àø»è èíâåðç

ëèíåàðíîã îãðàíè÷åíîã îïåðàòîðà.

Àêî jå åëåìåíò a ∈ A èíâåðòèáèëàí, òàäà jå îí è ñïî§àø»å è óíóòðà-

ø»å ðåãóëàðàí. Èíâåðç åëåìåíòà a jå è ñïî§àø»è è óíóòðàø»è èíâåðç

òîã åëåìåíòà è âàæè a−1 = a(2)1,0.

Íåêà åëåìåíò a ∈ A èìà ñïî§àø»è óîïøòåíè èíâåðç ó îäíîñó íà

äàòå èäåìïîòåíòå p,q ∈ A•. Àêî jå a è óíóòðàø»å ðåãóëàðàí, òàäà îí

èìà ðåôëåêñèâíè óîïøòåíè èíâåðç ó îäíîñó íà äàòå èäåìïîòåíòå p i q

è îçíà÷àâàìî ãà ñà a(1,2)p,q . Êàäà ïîñòîjè, jåäèíñòâåíîñò îâîã åëåìåíòà jå

î÷èãëåäíà.

Äðàçèíîâ, ãðóïíè è óîïøòåíè Äðàçèíîâ èíâåðç åëåìåíòà a ∈ A äåôè-

íèøó ñå àíàëîãíî êàî ó ïðñòåíó R.

Óêîëèêî ïîñòîjè, Äðàçèíîâ èíâåðç åëåìåíòà a ∈ A îí jå jåäèíñòâåí è

îçíà÷àâàìî ãà ñà aD. Òàäà çà åëåìåíò a êàæåìî äà jå Äðàçèí èíâåðòèáèëàí.

Ñêóï ñâèõ Äðàçèí èíâåðòèáèëíèõ åëåìåíàòà îçíà÷àâàìî ñà AD. Äðàçèíîâ

èíäåêñ åëåìåíòà a îçíà÷àâàìî ñà ind(a).

Åëåìåíò a jå èíâåðòèáèëàí àêî è ñàìî àêî jå ind(a) = 0.

Àêî çà åëåìåíò a ∈ A jå ind(a) = 1 êàæåìî äà a èìà ãðóïíè èíâåðç è

îçíà÷àâàìî ãà ñà a]. Ñêóï A] jå ñêóï ñâèõ åëåìåíàòà Áàíàõîâå àëãåáðå

A êîjè èìàjó ãðóïíè èíâåðç.

Jàñíî jå äà âàæè A] ⊂ AD.

Àêî ïîñòîjè óîïøòåíè Äðàçèíîâ èíâåðç åëåìåíòà a ∈ A, òàäà jå

îí jåäèíñòâåí è îçíà÷àâàìî ãà ñà ad . Ñêóï Ad jå ñêóï ñâèõ åëåìåíàòà
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Áàíàõîâå àëãåáðå A êîjè èìàjó óîïøòåíè Äðàçèíîâ èíâåðç.

Äðàçèíîâ èíäåêñ åëåìåíòà a jå ñòåïåí íèëïîòåíòíîñòè åëåìåíòà

a(1−ab). Äî óîïøòå»à Äðàçèíîâîã èíâåðçà äîëàçèìî àêî íèëïîòåíòíîñò

åëåìåíòà a(1 − ab) çàìåíèìî ñà »åãîâîì êâàçèíèëïîòåíòíîø£ó. Êàêî jå

Anil ⊂ Aqnil, jàñíî jå äà àêî åëåìåíò a èìà Äðàçèíîâ èíâåðç, îíäà îí èìà

è óîïøòåíè Äðàçèíîâ èíâåðç, òî jåñò âàæè AD ⊂ Ad .

Àêî a ∈ Ad \ AD, îíäà ïèøåìî ind(a) = ∞.

Ó Áàíàõîâèì àëãåáðàìà óîïøòåíè Äðàçèíîâ èíâåðç jå èçó÷àâàî Êîëèõà

[33]. Çàòî ñå îâàj èíâåðç íàçèâà è Êîëèõà-Äðàçèíîâ èíâåðç.

Ïðèìåòèìî äà jå A−1 ⊂ A] ⊂ AD ⊂ Ad .

Ñëåäå£à òåîðåìà äàjå óñëîâå çà åãçèñòåíöèjó è jåäèíñòâåíîñò óîïøòåíîã

Äðàçèíîâîã èíâåðçà.

Òåîðåìà 1.3.2 [20] Íåêà jå a ∈ A. Òàäà ñó ñëåäå£è óñëîâè åêâèâàëåíòíè:

(i) a èìà óîïøòåíè Äðàçèíîâ èíâåðç,

(ii) 0 < acc σ(a),

(iii) Ïîñòîjè èäåìïîòåíò p ∈ A êîjè êîìóòèðà ñà a òàêàâ äà jå

åëåìåíò ap êâàçèíèëïîòåíòàí è åëåìåíò a + p èíâåðòèáèëàí.

Àêî âàæè (i), (ii) èëè (iii) òàäà jå p = 1 − aad è

ad = (a + p)−1(1 − p).

Äàêëå, ad jå jåäèíñòâåí.

Èäåìïîòåíò p ∈ A èç ïðåòõîäíå òåîðåìå íàçèâà ñå ñïåêòðàëíè èäåìïîòåíò

åëåìåíòà a. Îâàj èäåìïîòåíò èìà îñîáèíó ap = pa ∈ Aqnil , a + p ∈ A−1.

Àêî ïîñòîjè, òàêàâ åëåìåíò jå jåäèíñòâåí è îçíà÷àâàìî ãà ñà aπ ([33], [35],

[62], [63]).
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Àêî jå åëåìåíò a ∈ A óîïøòåíî Äðàçèí èíâåðòèáèëàí è aπ = 1 − aad

»åãîâ ñïåêòðàëíè èäåìïîòåíò, òàäà jå ad ñïî§àø»è èíâåðç ó îäíîñó íà

èäåìïîòåíòå 1 − aπ è aπ, òî jåñò ad = a(2)1−aπ,aπ .

Ìàòðè÷íà ôîðìà åëåìåíòà a ∈ A, êîjè jå óîïøòåíî Äðàçèí èíâåðòèáèëàí,

ó îäíîñó íà èäåìïîòåíò p = aad jå:

a = ©­«
pap pa(1 − p)

(1 − p)ap (1 − p)a(1 − p)

ª®¬p

=
©­«

a2ad 0

0 a(1 − aad)

ª®¬aad

=
©­«

a2ad 0

0 aaπ
ª®¬aad

.

Ñàäà óâoäèìî ñëåäå£e îçíàêå:

a1 = a2ad, a2 = aaπ, B = aadAaad, C = (1 − aad)A(1 − aad),

Íàïîìåíèìî äà ñó è B,C Áàíàõîâå àëãåáðå.

Åëåìåíò a1 jå ãðóïíî èíâåðòèáèëàí ó A è âàæè (a2ad)] = ad, äîê jå

åëåìåíò a2 êâàçèíèëïîòåíòàí ó Áàíàõîâîj àëãåáðè A, ïà jå îíäà êâàçè-

íèëïîòåíòàí è ó Áàíàõîâîj àëãåáðè C. Êàêî jå ad = adaad = (aad)ad(aad)

òî ad ∈ B. Âàæè è ada1 = a1ad = a2adad = aad . Ïðèìåòèìî äà jå aad

jåäèíèöà ó B. Çàòî jå åëåìåíò a1 èíâåðòèáèëàí ó B è »åãîâ èíâåðç jå

a1 |−1B = ad .

Íà îâàj íà÷èí äîëàçèìî äî ñëåäå£å äåêîìïîçèöèjå óîïøòåíîã Äðàçè-

íîâîã èíâåðçà ad åëåìåíòà a:

ad =
©­«

ad 0

0 0

ª®¬aad

=
©­«

a1 |−1B 0

0 0

ª®¬aad

= (a2ad)].

Ñïåöèjàëíî, àêî jå a Äðàçèí èíâåðòèáèëàí îíäà jå åëåìåíò a2 íèëïîòåíòàí.

Îñèì òîãà, àêî jå a ãðóïíî èíâåðòèáèëàí, òàäà jå a2 = 0.

Íåêà jå

x = ©­«
a b

c d

ª®¬p

ìàòðè÷íà ðåïðåçåíòàöèjà åëåìåíòà x ∈ A ó îäíîñó íà èäåìïîòåíò p ∈ A,

è íåêà jå s = d−ca−1b Øóðîâ (Schur) êîìïëåìåíò åëåìåíòà a. Ïðèìåòèìî
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äà jå åëåìåíò a èíâåðòèáèëàí ó Áàíàõîâîj àëãåáðè pAp, äîê jå Øóðîâ

êîìïëåìåíò s èíâåðòèáèëàí ó Áàíàõîâîj àëãåáðè (1 − p)A(1 − p). Òàäà

èíâåðç åëåìåíòà x èìà Áàíàõèåâè÷-Øóðîâó ôîðìó:

x−1 = ©­«
a−1 + a−1bs−1ca−1 −a−1bs−1

−s−1ca−1 s−1
ª®¬p

.

Ó ñëó÷àjó äà åëåìåíò a ∈ A íèjå èíâåðòèáèëàí, îíäà óìåñòî Øóðîâîã

ïîñìàòðàìî óîïøòåíè Øóðîâ êîìïëåìåíò.

Àêî ïîñòîjè a(2)p,q ñïî§àø»è èíâåðç åëåìåíòà a ∈ A ó îäíîñó íà äàòå

èäåìïîòåíòå p,q ∈ A, îíäà ìîæåìî ïîñìàòðàòè óîïøòåíèØóðîâ êîìïëå-

ìåíò s = d − ca(2)p,qb åëåìåíòà a ó x. Îâî jå ìîãó£å çáîã jåäèíñòâåíîñòè

èíâåðçà a(2)p,q.

Íà èñòè íà÷èí, àêî jå a óîïøòåíî Äðàçèí èíâåðòèáèëàí, òàäà çà

óîïøòåíè Øóðîâ êîìïëåìåíò åëåìåíòà a ó x ìîæåìî óçåòè s = d − cadb.

1.4 Óîïøòåíè èíâåðçè ó C∗-àëãåáðàìà

Óîïøòåíå èíâåðçå ó C∗− àëãåáðàìà èçó÷àâàëè ñó Õàðòå, Ìáåêòà (Harte,

Mbekhta) ([58], [59]). Î Ìóð-Ïåíðîóçîâîì èíâåðçó ó C∗− àëãåáðàìà

çíà÷àjíè ðåçóëòàòè ñå ìîãó íà£è ó ðàäîâèìà Êîëèõå ([34], [36]).

Íåêà jå A C∗-àëãåáðà ñà jåäèíèöîì 1.

Åëåìåíò a ∈ A jå óîïøòåíî èíâåðòèáèëàí (ðåãóëàðàí) àêî ïîñòîjè

åëåìåíò b ∈ A òàêî äà jå aba = a. Òàäà çà åëåìåíò b êàæåìî äà jå

óíóòðàø»è èíâåðç åëåìåíòà a.

Åëåìåíò x ∈ A êîjè çàäîâî§àâà ÷åòèðè Ïåíðîóçîâå jåäíà÷èíå [67]:

axa = a, xax = x, (ax)∗ = ax (xa)∗ = xa,

íàçèâà ñå Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç åëåìåíòà a ∈ A è îçíà÷àâìî ãà a†.
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1.4 Óîïøòåíè èíâåðçè ó C∗-àëãåáðàìà

Ñêóï ñâèõ Ìóð-Ïåíðîóç èíâåðòèáèëíèõ åëåìåíàòà A îçíà÷àâàìî ñà

A†.

Åãçèñòåíöèjó Ìóð-Ïåíðîóçîâîã èíâåðçà çà ñâå ðåãóëàðíå åëåìåíòå ó

C∗− àëãåáðè A äîêàçàëè ñó Õàðòå è Ìáåêòà [59] ïðèìåíîì ðåçóëòàòà êîjè

ñó äîáèjåíè ó ([39], [60], [62]).

Òåîðåìà 1.4.1 [59] Íåêà jå A C∗− àëãåáðà. Àêî jå åëåìåíò a ∈ A

ðåãóëàðàí îíäà îí èìà Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç a† ∈ A.

Íàâîäèìî jîø íåêå òåîðåìå èç ïîìåíóòèõ ðàäîâà.

Òåîðåìà 1.4.2 [59] Íåêà jå A C∗− àëãåáðà. Àêî jå a ∈ A, òàäà âàæè:

a jå ðåãóëàðàí ⇔ a∗a jå ðåãóëàðàí ⇔ aa∗ jå ðåãóëàðàí.

Ó ñòâàðè,

(a∗a)† = a†(a†)∗ è (aa∗)† = (a†)∗a†.

Òåîðåìà 1.4.3 [59] Íåêà jå A C∗− àëãåáðà. Àêî jå a ∈ A, òàäà:

aA jå çàòâîðåí ⇒ a jå ðåãóëàðàí,

à ñàìèì òèì è:

aA = cl aA ⇔ Aa = cl Aa.

Ó ðàäó [25] ìîãó ñå íà£è èíòåðåñàíòíå åêâèâàëåíòíå ôîðìóëàöèjå

jåäíà÷èíà êîjå äåôèíèøó Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç åëåìåíàòà a.

Ïðîïîçèöèjà 1.4.1 [25] Íåêà jå A C∗− àëãåáðà è íåêà ñó a è x äâà

ïðîèçâî§íà åëåìåíòà ó A. Îíäà,

(i) jåäíà÷èíå a = axa è (ax)∗ = ax ñó åêâèâàëåíòíå ñà a = x∗a∗a.

(ii) jåäíà÷èíå a = axa è (xa)∗ = xa ñó åêâèâàëåíòíå ñà a = aa∗x∗.

(iii) jåäíà÷èíå x = xax è (ax)∗ = ax ñó åêâèâàëåíòíå ñà x = xx∗a∗.

(iv) jåäíà÷èíå x = xax è (xa)∗ = xa ñó åêâèâàëåíòíå ñà x = a∗x∗x.
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Ó äîêàçó Ïðîïîçèöèjå 1.4.1 Áîàñî ñëåäè èäåjå Òåîðåìå 1 ó [67].

Ïðîïîçèöèjà 1.4.2 [25] Íåêà jå A C∗− àëãåáðà è íåêà jå a ∈ A. Òàäà

ñó ñëåäå£è èñêàçè åêâèâàëåíòíè:

(i) x ∈ A jå Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç åëåìåíòà a,

(ii) a = x∗a∗a è x = a∗x∗x,

(iii) a = aa∗x∗ è x = xx∗a∗.

Ïðèìåäáà 1.4.1 [25] Íåêà jå A C∗−àëãåáðà, åëåìåíò a ∈ A ðåãóëàðàí

è x = a†. Òàäà ïðåìà Ïðîïîçèöèjè(1.4.2) è ÷è»åíèöè äà jå a∗ òàêî¢å

ðåãóëàðàí è (a∗)† = (a†)∗, ñëåäå£è èñêàçè ñó åêâèâàëåíòíè:

(i) x ∈ A jå Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç åëåìåíòà a,

(ii) a∗ = a∗ax è x∗ = x∗xa,

(iii) a∗ = xaa∗ è x∗ = axx∗.

Ïðîïîçèöèjà 1.4.3 [25] Íåêà jå A C∗− àëãåáðà è íåêà jå a ∈ A. Òàäà

ñó ñëåäå£è èñêàçè åêâèâàëåíòíè:

(i) x ∈ A jå Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç åëåìåíòà a,

(ii) a∗ = xaa∗ è x = xx∗a∗,

(iii) a = aa∗x∗ è x∗ = axx∗,

(iv) a∗ = a∗ax è x = a∗x∗x,

(v) a = x∗a∗a è x∗ = x∗xa.

Çàêîí îáðíóòîã ðåäîñëåäà (reverse order law-ROL) jå jåäíà îä íàjâàæíèjèõ

îñîáèíà Ìóð Ïåíðîóçîâîã èíâåðçà, òj. ïîä êîjèì óñëîâèìà jåäíàêîñò

(ab)† = b†a† âàæè.

Ó ðàäó [25] Áîàñî jå èçó÷àâàî ðåëàöèjå èçìå¢ó ïðîèçâîäà è Ìóð-

Ïåíðîóçîâîã èíâåðçà. Ó ñòâàðè, îí jå äîêàçàî ÷åòèðè åêâèâàëåíòíå

êàðàêòåðèçàöèjå çàêîíà îáðíóòîã ðåäîñëåäà çà Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç.
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1.4 Óîïøòåíè èíâåðçè ó C∗-àëãåáðàìà

Òåîðåìà 1.4.4 [25] Íåêà jå A C∗−àëãåáðà è íåêà ñó a, b ∈ A ðåãóëàðíè

åëåìåíòè òàêî äà jå ab, òàêî¢å, ðåãóëàðàí åëåìåíò. Äåôèíèøèìî p =

bb†, q = a†a†∗, r = bb∗ è s = a†a. Òàäà ñó ñëåäå£è èñêàçè åêâèâàëåíòíè:

(i) (ab)† = b†a†,

(ii) a(pq − qp)b†∗ = 0 è a(rs − sr)b†∗ = 0,

(iii) spqp = qp è srsp = sr.

Òåîðåìà 1.4.5 [25] Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæå èñòè óñëîâè è îçíàêå êàî

ó Òåîðåìè(1.4.4 ), òàäà ñó ñëåäå£è èñêàçè åêâèâàëåíòíè:

(i) (ab)† = b†a†,

(ii) b†(qp − pq)a∗ = 0 è b†(sr − rs)a∗ = 0,

(iii) pqps = pq è psrs = rs.

Òåîðåìà 1.4.6 [25] Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæå èñòè óñëîâè è îçíàêå êàî

ó Òåîðåìè(1.4.4 ),òàäà ñó ñëåäå£è èñêàçè åêâèâàëåíòíè:

(i) (ab)† = b†a†,

(ii) b∗(q†p − pq†)a† = 0 è b∗(sr† − r†s)a† = 0,

(iii) pq†ps = pq† è psr†s = r†s.

Òåîðåìà 1.4.7 [25] Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæå èñòè óñëîâè è îçíàêå êàî

ó Òåîðåìè(1.4.4 ),òàäà ñó ñëåäå£è èñêàçè åêâèâàëåíòíè:

(i) (ab)† = b†a†,

(ii) a†∗(pq† − q†p)b = 0 è a†∗(r†s − sr†)b = 0,

(iii) spq†p = q†p è sr†sp = sr†.

Äåôèíèöèjà 1.4.1 [7] Íåêà jå A C∗−àëãåáðà. Åëåìåíò a ∈ A èìà

äîáàð íîñà÷ àêî ïîñòîjè ïðîjåêöèjà p ∈ A òàêî äà jå a = ap è a∗a

èíâåðòèáèëàí ó pAp.
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Ó òîì ñëó÷àjó ïðîjåêöèjà p jå íîñà÷ îä a.

Íàïîìåíèìî è îâäå äà C∗− àëãåáðå èìàjó GN-îñîáèíó.

Êàêî C∗-àëãåáðà A jå ∗-ðåäóêîâàíè ïðñòåí ñà GN-îñîáèíîì òî âàæå

ïðåòõîäíî íàâåäåíè ðåçóëòàòè ó îäå§êó(1.2).

Ó C∗-àëãåáðàìà ÌÏ-èíâåðòèáèëíîñò ñå êàðàêòåðèøå íà ñëåäå£è íà÷èí.

Òåîðåìà 1.4.8 [31] Ó C∗-àëãåáðè A ñà jåäèíèöîì, ñëåäå£è óñëîâè çà a ∈

A ñó åêâèâàëåíòíè:

(i) a jå äîáðî ïîäðæàí (well-supported) ;

(ii) a jå Ìóð-Ïåíðîóç èíâåðòèáèëàí;

(iii) a jå ðåãóëàðàí.

Ðåçóëòàòè âåçàíî çà Øóðîâ êîìïëåìåíò ó C∗-àëãåáðè ìîãó ñå íà£è ó

ðàäó [17].

1.5 Óîïøòåíè èíâåðçè îïåðàòîðà

Íåêà ñó X è Y ïðîèçâî§íè Áàíàõîâè ïðîñòîðè. Îçíà÷èìî ñà L(X,Y )

ñêóï ñâèõ îãðàíè÷åíèõ ëèíåàðíèõ îïåðàòîðà èç X ó Y. Àêî jå X=Y, òàäà

ñà L(X) îçíà÷èìî ñêóï ñâèõ îãðàíè÷åíèõ ëèíåàðíèõ îïåðàòîðà èç X ó X.

Äåôèíèøèìî óíóòðàø»è, ñïî§àø»è è ðåôëåêñèâíè óîïøòåíè èíâåðç

îãðàíè÷åíîã ëèíåàðíîã îïåðàòîðà.

Äåôèíèöèjà 1.5.1 Íåêà ñó X è Y Áàíàõîâè ïðîñòîðè è íåêà jå A ∈

L(X,Y ).

Àêî ïîñòîjè îïåðàòîð B ∈ L(Y,X) òàêàâ äà jå ABA = A, òàäà jå

îïåðàòîð B óíóòðàø»è èíâåðç îïåðàòîðà A. Îïåðàòîð A jå ðåãóëàðàí

èëè óíóòðàø»å èíâåðòèáèëàí.
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1.5 Óîïøòåíè èíâåðçè îïåðàòîðà

Àêî ïîñòîjè îïåðàòîð C ∈ L(Y,X), C , 0 òàêàâ äà jå CAC = C, òàäà

jå îïåðàòîð C ñïî§àø»è èíâåðç îïåðàòîðà A. Îïåðàòîð A jå ñïî§àø»å

èíâåðòèáèëàí.

Àêî jå îïåðàòîð D ∈ L(X,Y ) è óíóòðàø»è è ñïî§àø»è èíâåðç îïåðàòîðà

A, òàäà jå îïåðàòîðD ðåôëåêñèâaí óîïøòåíè èíâåðç îïåðàòîðà A.

Íåêà jå A ïðîèçâî§àí îïåðàòîð, A ∈ L(X,Y ).

Íóëà ïðîñòîð èëè jåçãðî îïåðàòîðà A îçíà÷àâà ñå ñà N(A) è jåñòå

N(A) = {x ∈ X : Ax = 0} .

Ñëèêà îïåðàòîðà A îçíà÷àâà ñå ñà R(A) è òî jå ñêóï:

R(A) = {Ax : x ∈ X} .

Îïåðàòîð A ∈ L(X,Y ) jå ðåãóëàðàí àêî è ñàìî àêî ñó ìó jåçãðî N(A) è

ñëèêà R(A) çàòâîðåíè è êîìïëåìåíòàðíè ïîòïðîñòîðè, ðåäîì, ó ïðîñòîðèìà

X è Y.

Òåîðåìà 1.5.1 [72] Íåêà ñó X è Y Áàíàõîâè ïðîñòîðè è íåêà îïåðàòîð

A ∈ L(X,Y ) èìà óíóòðàø»è èíâåðç B ∈ L(Y,X). Òàäà âàæè:

(i) R(AB) = R(A) è N(BA) = N(A).

(ii) X = N(A) ⊕ R(BA), ãäå jå I − BA ïðîjåêòîð ïðîñòîðà X íà N(A)

ïàðàëåëíî ñà R(BA).

(iii) Y = R(A) ⊕ N(AB), ãäå jå AB ïðîjåêòîð ïðîñòîðà Y íà R(A)

ïàðàëåëíî ñà N(AB).

Òåîðåìà 1.5.2 [72] Íåêà ñó X è Y Áàíàõîâè ïðîñòîðè è íåêà îïåðàòîð

A ∈ L(X,Y ). Àêî ñó R(A) è N(A) çàòâîðåíè è êîìïëåìåíòàðíè ïîòïðîñòî-

ðè ïðîñòîðà Y è X, ðåäîì, òàäà jå îïåðàòîð A ðåãóëàðàí.
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Ïîñëåäèöà 1.5.1 [72] Íåêà ñó X è Y Áàíàõîâè ïðîñòîðè. Îïåðàòîð

A ∈ L(X,Y ) jå ðåãóëàðàí àêî è ñàìî àêî ñó ïðîñòîðè N(A) è R(A) çàòâîðåíè

è êîìïëåìåíòàðíè ïîòïðîñòîðè ïðîñòîðà X è Y , ðåäîì.

Ïîñëåäèöà 1.5.1 ó ñëó÷àjó êàäà ñó X è Y Õèëáåðòîâè ïðîñòîðè ãëàñè:

Îïåðàòîð A ∈ L(X,Y ) jå ðåãóëàðàí àêî è ñàìî àêî jå R(A) çàòâîðåí.

Òåîðåìà 1.5.3 [72] Íåêà ñó X è Y Áàíàõîâè ïðîñòîðè è íåêà îïåðàòîð

A ∈ L(X,Y ) èìà ñïî§àø»è èíâåðç B ∈ L(Y,X). Òàäà âàæè:

(i) R(BA) = R(B) è N(AB) = N(B).

(ii) Y = N(B) ⊕ R(AB), ãäå jå I − AB ïðîjåêòîð ïðîñòîðà Y íà N(B)

ïàðàëåëíî ñà R(AB).

(iii) X = R(B) ⊕ N(BA), ãäå jå BA ïðîjåêòîð X íà R(B) ïàðàëåëíî ñà

N(BA).

Òåîðåìà 1.5.4 [72] Íåêà ñó X è Y Áàíàõîâè ïðîñòîðè è íåêà îïåðàòîð

A ∈ L(X,Y ). Òàäà ïîñòîjè ñïî§àø»è èíâåðç B ∈ L(Y,X), B , 0 îïåðàòîðà

A àêî è ñàìî àêî jå A , 0.

Äàêëå, ñâàêè íåíóëà îïåðàòîð A èìà ñïî§àø»è èíâåðç. Ó Áàíàõîâèì

àëãåáðàìà îâî íå âàæè.

Óíóòðàø»à ðåãóëàðíîñò ïîâëà÷è ðåôëåêñèâíó ðåãóëàðíîñò, òj. àêî

jå A ∈ L(X,Y ) ðåãóëàðàí ñà óíóòðàø»èì èíâåðçîì B ∈ L(Y,X), òàäà jå

îïåðàòîð BAB ðåôëåêñèâíè óîïøòåíè èíâåðç îïåðàòîðà A.

Óíóòðàø»è èíâåðç îïåðàòîðà íèjå jåäèíñòâåí àêî ôèêñèðàìî ñëèêó

è jåçãðî êîä óíóòðàø»åã èíâåðçà. Êàêî jå ñïî§àø»è èíâåðç jåäèíñòâåíî

îäðå¢åí ñâîjîì ñëèêîì è jåçãðîì, òàäà jå è ðåôëåêñèâíè óîïøòåíè èíâåðç

jåäèíñòâåíî îäðå¢åí ñâîjîì ñëèêîì è jåçãðîì.

Ñëåäå£à òåîðåìà ïîêàçójå äà óíóòðàø»è èíâåðç ñà óíàïðåä çàäàòîì

ñëèêîì è jåçãðîì íèjå jåäèíñòâåí.
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1.5 Óîïøòåíè èíâåðçè îïåðàòîðà

Òåîðåìà 1.5.5 [72] Íåêà ñó X è Y Áàíàõîâè ïðîñòîðè è íåêà îïåðàòîð

A ∈ L(X,Y ) èìà óíóòðàø»è èíâåðç è íåêà ñó T è S çàòâîðåíè ïîòïðîñòî-

ðè X è Y , ðåäîì, òàêâè äà jå X = T ⊕ N(A) è Y = R(A) ⊕ S. Òàäà A èìà

ñëåäå£ó ìàòðè÷íó ôîðìó:

A = ©­«
A1 0

0 0

ª®¬ :
©­«

T

N(A)

ª®¬ 7→ ©­«
R(A)

S

ª®¬,
ãäå jå A1 èíâåðòèáèëàí îïåðàòîð.

È âèøå, íåêà jå îïåðàòîð B ∈ L(Y,X) óíóòðàø»è èíâåðç îïåðàòîðà

A ∈ L(X,Y ) òàêàâ äà jå R(BA) = T è N(AB) = S. Òàäà îïåðàòîð B èìà

ìàòðè÷íó ôîðìó:

B = ©­«
A−11 0

0 W

ª®¬ :
©­«
R(A)

S

ª®¬ 7→ ©­«
T

N(A)

ª®¬,
ãäå jå W ∈ L(S,N(A)) ïðîèçâî§àí îãðàíè÷åí îïåðàòîð.

Òåîðåìà 1.5.6 [72] Íåêà ñó X è Y Áàíàõîâè ïðîñòîðè è íåêà îïåðàòîð

A ∈ L(X,Y ), A , 0. Íåêà jå T ïîòïðîñòîð ïðîñòîðà X è S ïîòïðîñòîð

ïðîñòîðà Y . Òàäà ñó ñëåäå£à òâð¢å»à åêâèâàëåíòíà:

(i) Ïîñòîjè íåíóëà îïåðàòîð B ∈ L(Y,X) òàêàâ äà âàæè BAB = B,

R(B) = T è N(B) = S.

(ii) T è S ñó çàòâîðåíè è êîìïëåìåíòàðíè ïîòðîñòîðè ïðîñòîðà X

è Y , ðåäîì, A(T) ⊕ S = Y è ðåñòðèêöèjà A|T : T 7→ A(T) jå èíâåðòèáèëíè

îïåðàòîð.

Êàäà jå çàäîâî§åíî jåäíî îä òâð¢å»à (i) èëè (ii), òàäà jå îïåðàòîð B

èç (i) jåäèíñòâåí.

Ïðåòõîäíà òåîðåìà òâðäè äà ïîñòîjè jåäèíñòâåí ñïî§àø»è èíâåðç

îïåðàòîðà A êîjè èìà óíàïðåä çàäàòó ñëèêó T è jåçãðî S. Îâàj èíâåðç

îçíà÷àâàìî ñà A(2)T,S.

Íàâîäèìî ñëåäå£ó ïîñëåäèöó Òåîðåìå(1.5.6).
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Ïîñëåäèöà 1.5.2 [72] Íåêà jå B = A(2)T,S ñïî§àø»è èíâåðç îïåðàòîðà A

ñà óíàïðåä çàäàòîì ñëèêîì è jåçãðîì, è ïðåòïîñòàâèìî äà âàæå óñëîâè

Òåîðåìå(1.5.6). Òàäà îïåðàòîð A èìà ñëåäå£ó ìàòðè÷íó ôîðìó:

A = ©­«
A1 0

0 A2

ª®¬ :
©­«

T

N(BA)

ª®¬ 7→ ©­«
A(T)

S

ª®¬,
ãäå jå A1 èíâåðòèáèëàí.

È âèøå, A(2)T,S èìà ñëåäå£ó ìàòðè÷íó ôîðìó:

A(2)T,S =
©­«

A−11 0

0 0

ª®¬ :
©­«

A(T)

S

ª®¬ 7→ ©­«
T

N(BA)

ª®¬.
Íåêà ñó ñàäà H è K Õèëáåðòîâè ïðîñòîðè.

Îïåðàòîð A ∈ L(H,K) jå ðåãóëàðàí àêî è ñàìî àêî ìó jå ñëèêà

çàòâîðåíà.

Êàêî jå ñïî§àø»è èíâåðç jåäèíñòâåíî îäðå¢åí ñâîjîì ñëèêîì è jåçãðîì,

òàäà jå è ðåôëåêñèâíè óîïøòåíè èíâåðç jåäèíñòâåíî îäðå¢åí ñâîjîì ñëèêîì

è jåçãðîì.

Íåêà jå îïåðàòîð B ∈ L(K,H) òàêàâ äà âàæè ABA = A è BAB =

B. Ìîæåìî çàõòåâàòè äà ñó ñëèêà è jåçãðî îïåðàòîðà B îäðå¢åíè ñà

R(B) = N(A)⊥ = R(A∗) è N(B) = R(A)⊥ = N(A∗). Îâàêî äåôèíèñàí B jå

jåäèíñòâåíî îäðå¢åí è íàçèâà ñå Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç îïåðàòîðà A.

Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç îïåðàòîðà A îçíà÷àâà ñå ñà A†.

Êàêî ñó îïåðàòîðè AB è BA ñàìî-êîíjóãîâàíè, òî ñå Ìóð-Ïåíðîóçîâ

èíâåðç ìîæå îïèñàòè è Ïåíðîóçîâèì jåäíà÷èíàìà.

Òåîðåìà 1.5.7 [20] Íåêà ñó H , K Õèëáåðòîâè ïðîñòîðè è îïåðàòîð

A ∈ L(H,K) ñà çàòâîðåíîì ñëèêîì. Òàäà ïîñòîjè jåäèíñòâåí îïåðàòîð

A† ∈ L(K,H) êîjè çàäîâî§àâà ñëåäå£å jåäíàêîñòè:

(1) AA†A = A, (2) A†AA† = A†, (3) (AA†)∗ = AA†, (4) (A†A)∗ = A†A.
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Ãëàâà 2

2 Ïåðòóðáàöèjå

Òåîðèjà ïåðòóðáàöèjå ðàçìàòðà ðåøå»å íåêîã ïðîáëåìà àêî ñå ïîëàçíå

ïðåòïîñòàâêå ïðîìåíå çà àäèòèâíó êîíñòàíòó.

2.1 Ãðóïíà èíâåðòèáèëíîñò

Ó îâîì îäå§êó áè£å èçëîæåíè îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè î ãðóïíîì èíâåðçó

ó jåäèíè÷íîì ïðñòåíó äîáèjåíè ó ðàäó [48] Ìèõàjëîâè£, �îð¢åâè£ .

Ïðîáëåì ãðóïíå èíâåðòèáèëíîñòè çà ëèíåàðíå îïåðàòîðå íà Õèëáåðòîâèì

ïðîñòîðèìà èçó÷àâàí jå ó ðàäó [12].

Íåêà jå H áåñêîíà÷íî-äèìåíçèîíàëàí Õèëáåðòîâ ïðîñòîð. Ñà B(H)

îçíà÷åíà jå Áàíàõîâà àëãåáðà ñâèõ îãðàíè÷åíèõ ëèíåàðíèõ îïåðàòîðà

íà H . Íóëà ïðîñòîð (íóëòè ïðîñòîð èëè jåçãðî îïåðàòîðà) è äîìåò

îïåðàòîðà T ∈ B(H) îçíà÷àâà ñå ñà N(T) è R(T), ðåäîì. Àäjóíãîâàí

îïåðàòîð T∗ ëèíåàðíîã îïåðàòîðà T , íà Õèëáåðòîâîì ïðîñòîðóH , äåôèíè-

ñàí jå êàî ëèíåàðàí îïåðàòîð êîjè çàäîâî§àâà óñëîâ: (T x, y) = (x,T∗y),

çà ñâå x, y ∈ H . Êàäà çà îïåðàòîð T íà Õèëáåðòîâîì ïðîñòîðó H âàæè

T = T∗, îâàj îïåðàòîð ñå íàçèâà ñàìîàäjóíãîâàí. Íåêà jå U çàòâîðåí

ïîòïðîñòîð ïðîñòîðà H . Îçíà÷èìî ñà PU îðòîãîíàëíè ïðîjåêòîð íà U,

è íåêà jå PU,V èäåìïîòåíò òàêî äà R(PU,V ) = U è N(PU,V ) = V . Äèðåêòíó

ñóìó è îðòîãîíàëíó äèðåêòíó ñóìó îçíà÷àâàìî ñà U ⊕V è U ⊕⊥V , ðåäîì.

Ïðèìåòèìî äà jå R(PU) + N(PU) = U ⊕⊥ U⊥ = H è R(PU,V ) + N(PU,V ) =

U ⊕ V = H . Îïåðàòîð T ∈ H jå óîïøòåíî èíâåðòèáèëàí àêî ïîñòîjè

îïåðàòîð S ∈ H òàêî äà jå (1) TST = T . Ó îïøòåì ñëó÷àjó îïåðàòîð S

íèjå jåäèíñòâåí. Ó íàìåðè äà ñå äîêàæå »åãîâà jåäèíñòâåíîñò íåîïõîäíî

29



2 ÏÅÐÒÓÐÁÀÖÈJÅ

jå íàìåòíóòè è äîäàòíå óñëîâå:

(2)STS = S, (3)(TS)∗ = TS, (4)(ST)∗ = ST, (5)TS = ST .

Òàêî¢å, óçèìà ñå ó îáçèð è óñëîâ (1k) T k ST = T k, ãäå jå k ôèêñèðàí

ïîçèòèâàí öåî áðîj. Jàñíî jå äà (1) = (11). Åëåìåíòå S ∈ B(H) êîjè

çàäîâî§àâàjó (1) íàçèâàìî {1}-èíâåðçè îä T è îçíà÷àâàìî èõ S = T−.

Ñëè÷íî, (1, 2, 5)-èíâåðç ñå íàçèâà ãðóïíè èíâåðç è îçíà÷àâà ñå S = T ].

(1, 2, 3, 4)-èíâåðç jå Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç è îçíà÷àâà ñå S = T†. (1k,2,5)-

èíâåðç jå Äðàçèíîâ èíâåðç è îçíà÷àâà ñå S = T D, ãäå k=ind(T) íàçèâàìî

Äðàçèíîâ èíäåêñ îä T è òî jå íàjìà»è íåíåãàòèâàí öåî áðîj çà êîjè jå

R(T k+1) = R(T k) è N(T k+1) = N(T k) [5]. Ó ñëó÷àjó êàäà jå ind(T)=1,

îïåðàòîð T D ñå íàçèâà ãðóïíè èíâåðç îä T è îçíà÷àâà ñå ñà T ]. Êàäà

jå ind(T) = 0, ãðóïíè èíâåðç jå îáè÷àí èíâåðç, òj. T ] = T−1. Îïåðàòîð

T ∈ B(H) èìà Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç àêî è ñàìî àêî jå R(T) çàòâîðåí.

Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç T† jå jåäèíñòâåí è TT† = PR(T) è T†T = PR(T∗) [70].

Äà§å, àêî jå T ∈ B(H) ïîçèòèâàí, îíäà TT† = (TT†)∗ = (T†)∗T∗ = T†T .

Çà åëåìåíò T ∈ B(H) êàæåìî äà jå EP àêî jå T ] = T† [16]. Çà T ∈ B(H)

ãðóïíè èíâåðç jå jåäèíñòâåí, àêî ïîñòîjè ([14], [70]). Åëåìåíò T ∈ B(H)

jå ãðóïíî èíâåðòèáèëàí àêî è ñàìî àêî ïîñòîjè èäåìïîòåíò P ∈ B(H)

òàêî äà jå T + P èíâåðòèáèëàí, TP = 0 è TP = PT . Àêî ñó îâè óñëîâè

çàäîâî§åíè, ãðóïíè èíâåðç T ] îïåðàòîðà T äàò jå ñà T ] = (T + P)−1(I − P),

ïðè ÷åìó jå P = Tπ = I − TT ] [73]. Ó ðàäó [12] Äåíã jå äàî ïîòðåáíå è

äîâî§íå óñëîâå äà ïðîèçâîä äâà îïåðàòîðà áóäå ãðóïíî èíâåðòèáèëàí.

Çà îãðàíè÷åí ëèíåàðàí îïåðàòîð T è èäåìïîòåíò PL,M âàæå îñîáèíå

êîjå ñó çà Õèëáåðò C∗-ìîäóëå èçó÷àâàíå ó ðàäó [54].

Ëåìà 2.1.1 [54] Íåêà ñó L è M çàòâîðåíè ïîòïðîñòîðè îä H , è íåêà

jå PL,M èäåìïîòåíò íà L äóæ M.

(i) PL,MT = Tàêî è ñàìî àêî R(T) ⊂ L.
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(ii) TPL,M = Tàêî è ñàìî àêî N(T) ⊃ L.

Àêî ñó A,B ∈ Cnxn òàäà âàæè (AB)D = A[(BA)D]2B, [56]. Äåíã[12] jå

äîêàçàî ñëåäå£è ðåçóëòàò çà îãðàíè÷åíå ëèíåàðíå îïåðàòîðå A,B ∈ B(H).

Ëåìà 2.1.2 [12] Íåêà ñó A,B ∈ B(H). Àêî jå BA ãðóïíî èíâåðòèáèëàí,

îíäà jå AB Äðàçèí èíâåðòèáèëàí ñà ind(AB) ≤ 2 è (AB)D = A[(BA)]]2B.

Àêî ñó è AB è BA ãðóïíî èíâåðòèáèëíè îíäà âàæè:

(AB)] = A[(BA)]]2B, (AB)]A = A(BA)] è B(AB)] = (BA)] = (BA)]B.

Ó ([10], [11]) äàòè ñó íåêè ïîòðåáíè è äîâî§íè óñëîâè çà åãçèñòåíöèjó

ãðóïíîã èíâåðçà êâàäðàòíå ìàòðèöå. Ìå¢óòèì, íåêè îä òèõ ðåçóëòàòà

íå âàæå çà îïåðàòîðå ó Õèëáåðòîâîì ïðîñòîðó. Øòî ñå òè÷å ãðóïíîã

èíâåðçà ãîð»å òðîóãàîíå ìàòðèöå îïåðàòîðà äîáèjåí jå ñëåäå£è ðåçóëòàò.

Òåîðåìà 2.1.1 [12] Íåêà ñó H,K Õèëáåðòîâè ïðîñòîðè, è íåêà jå M =©­«
A B

0 D

ª®¬ îïåðàòîð íà H ⊕ K . Òàäà âàæå ñëåäå£à òâð¢å»à:

(i) Ïðåòïîñòàâèìî äà ãðóïíè èíâåðç D] ïîñòîjè (îäíîñíî, A] ïîñòîjè).

Òàäà M] ïîñòîjè àêî è ñàìî àêî A] ïîñòîjè (îäíîñíî, D] ïîñòîjè) è

AπBDπ = 0.

(ii) Ïðåòïîñòàâèìî äà A] è D] ïîñòîjå. Òàäà ïîñòîjè M] àêî è ñàìî

àêî jå AπBDπ = 0. Ó îâîì ñëó÷àjó jå,©­«
A B

0 D

ª®¬
]

=
©­«

A] Y

0 D]

ª®¬, ãäå jå Y = (A])2BDπ + AπB(D])2 − A]BD].

(iii) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå H (îäíîñíî, K) êîíà÷íî äèìåíçèîíàëàí.

Òàäà M] ïîñòîjè àêî è ñàìî àêî A],B] ïîñòîjå è àêî jå AπBDπ = 0.

Îñèì òîãà, ó ðàäó [12] äîáèjåíè ñó è íåêè åêâèâàëåíòíè óñëîâè çà

çàêîí îáðíóòîã ðåäîñëåäà îïåðàòîðà (Reverse order law, ñêðà£åíî ROL).
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Ó òåîðèjè óîïøòåíèõ èíâåðçà çàêîí îáðíóòîã ðåäîñëåäà çà óîïøòåíå

èíâåðçå ïðîèçâîäà ïðåäñòàâ§à çàíèì§èâó êëàñó îñíîâíèõ ïðîáëåìà.

Ó ñëåäå£îj òåîðåìè ïðîó÷àâàí jå çàêîí îáðíóòîã ðåäîñëåäà çà ãðóïíè

èíâåðç ïðîèçâîäà îïåðàòîðà, òj. ïîä êîjèì óñëîâèìà âàæè (AB)] = B]A].

Òåîðåìà 2.1.2 [12] Íåêà ñó A,B, AB ∈ B(H) ãðóïíî èíâåðòèáèëíè. Òàäà

(AB)] = B]A] àêî è ñàìî àêî jå (I − Aπ)BAπ = 0,B](I − Aπ) = (AB)]A.

Äîäàòíî, àêî ñó A,B,BAπ ãðóïíî èíâåðòèáèëíè, òàäà ñó ñëåäå£è

èñêàçè åêâèâàëåíòíè:

(i) (AB)] = B]A];

(ii) (BA)] = A]B];

(iii) A = A1⊕0, B = B1⊕B2 è B]
1 = (A1B1)

]A1 ó îäíîñó íà äåêîìïîçèöèjó

ïðîñòîðà H = N(Aπ) ⊕ R(Aπ), ãäå jå A1 èíâåðòèáèëíî.

(iv) A = A1⊕0, B = B1⊕B2 è B]
1 = A1(B1A1)

] ó îäíîñó íà äåêîìïîçèöèjó

ïðîñòîðà H = N(Aπ) ⊕ R(Aπ), ãäå jå A1 èíâåðòèáèëíî.

2.2 Ãðóïíà èíâåðòèáèëíîñò ó ïðñòåíèìà

Ðåçóëòàòè äàòè ó îâîj ñåêöèjè ñó îðèãèíàëíè è îájàâ§åíè ñó ó ðàäó [48].

Íåêà jå M ⊂ R, òàäà

M◦ = {x ∈ R : M x = {0}} è ◦M = {x ∈ R : xM = {0}} .

Âàæè ñëåäå£à ëåìà.

Ëåìà 2.2.1 Íåêà jå R ïðñòåí ñà jåäèíèöîì. Àêî t ∈ R ïðîèçâî§àí

åëåìåíò è p ∈ R• èäåìïîòåíò, òàäà âàæè:

(i) pt = t àêî è ñàìî àêî jå tR ⊂ pR;

(ii) tp = t àêî è ñàìî àêî jå t0 ⊃ p0.
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Äîêàç: (i) Íåêà pt = t, è tr ∈ tR çà íåêî r ∈ R. Òàäà tr = ptr ∈ pR, òàêî

äà tR ⊂ pR.

Ñ'äðóãå ñòðàíå, íåêà tR ⊂ pR. Êàêî t ∈ tR, èìàìî t ∈ pR, òàêî t = pr,

çà íåêî r ∈ R. Òàäà pt = ppr = pr = t.

(ii) Íåêà tp = t è x ∈ p0. Òàäà px = 0, tpx = 0, t x = 0 è x ∈ t0. Îòóäà,

t0 ⊃ p0.

Ñ'äðóãå ñòðàíå, íåêà t0 ⊃ p0. Êàêî 1 ∈ R, äîáèjàìî 1−p ∈ p0 è 1−p ∈ t0.

Ñàäà, t(1 − p) = 0 ïîâëà÷è t = tp. �

Àêî t ∈ Rd, òàäà jå tπ = 1 − ttd ñïåêòðàëíè èäåìïîòåíò îä t.

Íåêà jå R Áàíàõîâà àëãåáðà. Òàäà ñå p ìîæå äîáèòè ïîìî£ó ôóíêöè-

îíàëíîã ðà÷óíà.

Ñëè÷íîñò ó ïðñòåíèìà ñå äåôèíèøå íà ñòàíäàðäàí íà÷èí.

Äâà åëåìåíòà t, b ∈ R ñó ñëè÷íà, ó îçíàöè t ∼ b, àêî ïîñòîjè èíâåðòèáèëàí

åëåìåíò s ∈ R òàêî äà jå t = s−1bs.

Ëåìà 2.2.2 Íåêà ñó a, b ∈ R.

Àêî jå ba ãðóïíî èíâåðòèáèëàí, îíäà jå ab Äðàçèí èíâåðòèáèëàí ñà

ind(ab) ≤ 2 è (ab)D = a[(ba)]]2b.

Àêî ñó îáà, ab è ba ãðóïíî èíâåðòèáèëíè, îíäà (ab)] = a[(ba)]]2b, (ab)]a =

a(ba)] è b(ab)] = (ba)]b.

Äîêàç: Íåêà jå x = a[(ba)]]2b. Jàñíî,

xabx = a[(ba)]]2baba[(ba)]]2b = a(ba)](ba)]b = a[(ba)]]2b = x,

abx = aba[(ba)]]2b = a(ba)]b,

xab = a[(ba)]]2bab = a(ba)]b,

(ab)3x = (ab)3a[(ba)]]2b = (ab)2a(ba)]b = ababa(ba)]b = abab = (ab)2.

Äàêëå, x = (ab)D è ind(ab) ≤ 2.
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È âèøå, àêî ñó ab è ba ãðóïíî èíâåðòèáèëíè, îíäà

(ab)] = (ab)D = a[(ba)]]2b,

(ab)]a = a[(ba)]]2ba = a(ba)],

b(ab)] = ba[(ba)]]2b = (ba)]b. �

Ñàäà äîêàçójåìî òåîðåìó êîjà ïðåäñòàâ§à ãëàâíè ðåçóëòàò ó ðàäó [48].

Òåîðåìà 2.2.1 Íåêà jå R ïðñòåí, x ∈ R, p ∈ R•, è

x = ©­«
a b

0 d

ª®¬p,p

.

Ñëåäå£à òâð¢å»à âàæå:

(i) Ïðåòïîñòàâèìî äà d] ïîñòîjè (îäíîñíî, a] ïîñòîjè). Òàäà x]

ïîñòîjè àêî è ñàìî àêî a] ïîñòîjè (îäíîñíî, d] ïîñòîjè) è aπbdπ = 0.

(ii) Ïðåòïîñòàâèìî äà a] è d] ïîñòîjå. Îíäà x] ïîñòîjè àêî è ñàìî

àêî aπbdπ = 0. Ó îâîì ñëó÷àjó âàæè:

x] = ©­«
a b

0 d

ª®¬
]

p,p

=
©­«

a] y

0 d]
ª®¬p,p

,

ãäå

y = (a])2bdπ + aπb(d])2 − a]bd].

Äîêàç: (i)

⇒: Ïðåòîñòàâèìî äà x] è d] ïîñòîjå. Çà

x = ©­«
a b

0 d

ª®¬p,p

íåêà jå

x1 =
©­«
y z

0 d]
ª®¬p,p

.
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Îòóäà,

xx1x = ©­«
a b

0 d

ª®¬ ©­«
y z

0 d]
ª®¬ ©­«

a b

0 d

ª®¬ = ©­«
ay az + bd]

0 dd]
ª®¬ ©­«

a b

0 d

ª®¬
=

©­«
aya ayb + azd + bd]d

0 dd]d

ª®¬ .
Èìàìî xx1x = x àêî è ñàìî àêî jå

©­«
aya ayb + azd + bd]d

0 dd]d

ª®¬ = ©­«
a b

0 d

ª®¬ .
Òàêî aya = a. È âèøå,

x1xx1 =
©­«
y z

0 d]
ª®¬ ©­«

a b

0 d

ª®¬ ©­«
y z

0 d]
ª®¬ = ©­«

ya yb + zd

0 d]d

ª®¬ ©­«
y z

0 d]
ª®¬

=
©­«
yay yaz + ybd] + zdd]

0 d]dd]
ª®¬ .

Èìàìî x1xx1 = x1 àêî è ñàìî àêî jå

©­«
yay yaz + ybd] + zdd]

0 d]dd]
ª®¬ = ©­«

y z

0 d]
ª®¬ .

Äàêëå, yay = y. Òàêî¢å, èçðà÷óíàâàìî

xx1 =
©­«

a b

0 d

ª®¬ ©­«
y z

0 d]
ª®¬ = ©­«

ay az + bd]

0 dd]
ª®¬

è

x1x = ©­«
y z

0 d]
ª®¬ ©­«

a b

0 d

ª®¬ = ©­«
ya yb + zd

0 d]d

ª®¬ .
Èìàìî xx1 = x1x àêî è ñàìî àêî

©­«
ay az + bd]

0 dd]
ª®¬ = ©­«

ya yb + zd

0 d]d

ª®¬ .
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Äàêëå, ay = ya. Êàêî jå aya = a, yay = y è ay = ya, äîáèjàìî y = a].

Ïðèìåòèìî äà jå ñàäà:

ayb + azd + bd]d = b, yaz + ybd] + zdd] = z, az + bd] = yb + zd.

Äîáèjàìî

a(yb + zd) = b − bd]d, a(az + bd]) = b − bd]d,

a]aaz + a]abd] = a]b − a]bd]d, az + a]abd] = a]b − a]bd]d,

a(az + bd]) = aa]b − aa]bd]d, b − bd]d = aa]b − aa]bd]d.

Ïîñëåä»à jåäíàêîñò jå åêâèâàëåíòíà ñà aπbdπ = 0.

⇐: Ïðåòïîñòàâèìî äà çà åëåìåíòå a, b ∈ R ïîñòîjå ãðóïíè èíâåðçè

a], d] è äà jå aπbdπ = 0. Íåêà jå

x = ©­«
a b

0 d

ª®¬ , z = ©­«
a] y

0 d]
ª®¬ .

Òàäà,

xzx = ©­«
a b

0 d

ª®¬ ©­«
a] y

0 d]
ª®¬ ©­«

a b

0 d

ª®¬ = ©­«
aa] ay + bd]

0 dd]
ª®¬ ©­«

a b

0 d

ª®¬
=

©­«
aa]a aa]b + ayd + bd]d

0 dd]d

ª®¬ = ©­«
a aa]b + ayd + bd]d

0 d

ª®¬ .
Çàê§ó÷ójåìî xzx = x àêî è ñàìî àêî jå

©­«
a aa]b + ayd + bd]d

0 d

ª®¬ = ©­«
a b

0 d

ª®¬ ,
òj.

aa]b + ayd + bd]d = b. (2.2.1)
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Òàêî¢å, èìàìî

zxz = ©­«
a] y

0 d]
ª®¬ ©­«

a b

0 d

ª®¬ ©­«
a] y

0 d]
ª®¬ = ©­«

a]a a]b + yd

0 d]d

ª®¬ ©­«
a] y

0 d]
ª®¬

=
©­«

a]aa] a]ay + a]bd] + ydd]

0 d]dd]
ª®¬ = ©­«

a] a]ay + a]bd] + ydd]

0 d]
ª®¬ .

Çàê§ó÷ójåìî äà jå zxz = z àêî è ñàìî àêî jå

©­«
a] a]ay + a]bd] + ydd]

0 d]
ª®¬ = ©­«

a] y

0 d]
ª®¬

òj.

a]ay + a]bd] + ydd] = y. (2.2.2)

Ïðèìåòèìî äà jå

xz = ©­«
a b

0 d

ª®¬ ©­«
a] y

0 d]
ª®¬ = ©­«

aa] ay + bd]

0 dd]
ª®¬ ,

è

zx = ©­«
a] y

0 d]
ª®¬ ©­«

a b

0 d

ª®¬ = ©­«
a]a a]b + yd

0 d]d

ª®¬ .
Èìàìî äà jå xz = zx àêî è ñàìî àêî jå

©­«
aa] ay + bd]

0 dd]
ª®¬ = ©­«

a]a a]b + yd

0 d]d

ª®¬ ,
òj.

ay + bd] = a]b + yd. (2.2.3)

Êàêî jå aπbdπ = 0, äîáèjàìî

(1 − aa])b(1 − dd]) = 0,
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(b − aa]b)(1 − dd]) = 0,

b − bdd] − aa]b + aa]bdd] = 0, (2.2.4)

b = aa]b + bdd] − aa]bdd].

Ìíîæå»åì jåäíàêîñòè (2.2.2) ñà ëåâå ñòðàíå ñà a è ñà äåñíå ñòðàíå ñà d,

äîáèjàìî

aa]ayd + aa]bd]d + aydd]d = ayd, ayd + aa]bd]d + ayd = ayd,

ayd = −aa]bd]d.

Ñàäà, jåäíàêîñò (2.2.1) ïîñòàjå

aa]b − aa]bd]d + bd]d = b.

Íà èñòè íà÷èí, ìíîæå»åì jåäíàêîñòè (2.2.1)ñà ëåâå ñòðàíå ñà a] è ñà

äåñíå ñòðàíå ñà d], äîáèjàìî

a]aa]bd] + a]aydd] + a]bd]dd] = a]bd],

a]bd] + a]aydd] + a]bd] = a]bd], a]bd] = −a]aydd].

Ñàäà, jåäíàêîñò (2.2.2) ïîñòàjå

a]ay − a]aydd] + ydd] = y.

Ñëè÷íî, ìíîæå»åì jåäíàêîñòè (2.2.3) ñà ëåâå ñòðàíå ñà a], äîáèjàìî

a]ay + a]bd] = (a])2b + a]yd.

Ïîñëåä»à jåäíàêîñò è jåäíàêîñò (2.2.2) äàjó

(a])2b + a]yd + ydd] = y. (2.2.5)
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Ñàäà, èìàìî ay + bd] = a]b + yd (jåäíàêîñò (2.2.3), ïà äîáèjàìî

a · (2) + (1) · d] = ay + bd] = a]b + yd = a] · (1) + (2) · d

= a(a]ay + a]bd] + ydd]) + (aa]b + ayd + bd]d)d]

= a](aa] + ayd + bd]d) + (a]ay + a]bd] + ydd])d,

aa]ay + aa]bd] + aydd] + aa]bd] + aydd] + bd]dd]

= a]aa]b + a]ayd + a]bd]d + a]ayd + a]bd]d + ydd]d,

è

ay + 2aydd] + 2aa]bd] + bd] = a]b + 2a]ayd + 2a]bd]d + yd.

Èç jåäíàêîñòè (2.2.3) äîáèjàìî

2aa]bd] + 2aydd] = 2a]ayd + 2a]bd]d, 2aa](bd] − yd) = 2(a]b − ay)dd],

2aa](a]b − ay) = 2(a]b − ay)dd], 2a]b − 2ay = 2(bd] − yd)dd],

2a]b − 2ay = 2bd] − 2yd, a]b + yd = bd] + ay.

Ìíîæå»åì jåäíàêîñòè (2.2.3) ñà ëåâå ñòðàíå ñà a], äîáèjàìî

a]ay + a]bd] = (a])2b + a]yd,

è ñàäà èç (2.2.2) äîáèjàìî

y − ydd] = a]ay + a]bd], y − ydd] = (a])2b+ a]yd, y = (a])2b+ a]yd + ydd].

Ìíîæå»åì ïîñëåä»å jåäíàêîñòè ñà äåñíå ñòðàíå ñà (1 − dd]), äîáèjàìî

y(1 − dd]) = (a])2b(1 − dd]) + a]yd(1 − dd]) + ydd](1 − dd]),

y − ydd] = (a])2bdπ + a]y(d − ddd]) + y(dd] − dd]dd]),

y − ydd] = (a])2bdπ, y = (a])2bdπ + ydd].
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Ñàäà ìíîæå»åì jåäíàêîñòè (2.2.3) ñà äåñíå ñòðàíå ñà d] äîáèjàìî

ayd] + b(d])2 = a]bd] + ydd].

Èç jåäíàêîñòè (2.2.2) äîáèjàìî

a]bd] + ydd] = y − a]ay, ayd] + b(d])2 = y − a]ay,

y = ayd] + b(d])2 + a]ay.

Ìíîæå»åì ïîñëåä»å jåäíàêîñòè ñà (1 − aa]) ñà ëåâå ñòðàíå, äîáèjàìî

(1 − aa])y = (1 − aa])ayd] + (1 − aa])b(d])2 + (1 − aa])a]ay,

aπy = (a − aa]a)yd] + aπb(d])2 + (a]a − aa]a]a)y,

aπy = aπb(d])2, (1 − aa])y = aπb(d])2, y − aa]y = aπb(d])2,

y = aπb(d])2 + aa]y. (2.2.6)

Êàêî jå (a])2b + a]yd + ydd] = y, äîáèjàìî

(a])2b + a]yd = y(1 − dd]),

(a])2b(1 − dd]) + a]yd(1 − dd]) = y(1 − dd])(1 − dd]),

(a])2bdπ = y(1 − dd]),

y = (a])2bdπ + ydd]. (2.2.7)

Èç (2.2.6) è (2.2.7) äîáèjàìî

y = aπb(d])2 + aa][(a])2bdπ + ydd]], y = aπb(d])2 + (a])2bdπ + aa]ydd],

y = aπb(d])2 + (a])2bdπ − a]bd].
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(ii) ⇒: Ïðåòïîñòàâèìî äà åëåìåíòè a, d ∈ R èìàjó ãðóïíå èíâåðçå a], d] è

äà jå aπbdπ = 0. Ïðåìà òîìå, x] ïîñòîjè. Íåêà

z = ©­«
a] y

0 d]
ª®¬ ,

ãäå jå y = (a])2bdπ + aπb(d])2 − a]bd]. Èìàìî

xzx = ©­«
a b

0 d

ª®¬ ©­«
a] y

0 d]
ª®¬ ©­«

a b

0 d

ª®¬ = ©­«
aa] ay + bd]

0 dd]
ª®¬ ©­«

a b

0 d

ª®¬
=

©­«
aa]a aa]b + ayd + bd]d

0 dd]d

ª®¬ = ©­«
a aa]b + ayd + bd]d

0 d

ª®¬ .
Èìàìî xzx = x àêî è ñàìî àêî jå

©­«
a aa]b + ayd + bd]d

0 d

ª®¬ = ©­«
a b

0 d

ª®¬ ,
òj. aa]b + ayd + bd]d = b. Ðà÷óíàìî íà ñëåäå£è íà÷èí

aa]b + ayd + bd]d = aa]b + a[aπb(d])2 + (a])2bdπ − a]bd]]d + bdd]

= aa]b + a(1 − aa])b(d])2d + a]b(1 − dd])d − aa]bd]d + bd]d

= aa]b − aa]bd]d + bd]d.

Ñàäà, èç ïðåòïîñòàâêå äà jå aπbdπ = (1 − aa])b(1 − dd]) = 0, äîáèjàìî

b − bdd] − aa]b + aa]bdd] = 0,

òj.

aa]b + bdd] − aa]bdd] = b.

Äàêëå, xzx = x.
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Èìàìî

zxz = ©­«
a] y

0 d]
ª®¬ ©­«

a b

0 d

ª®¬ ©­«
a] y

0 d]
ª®¬ = ©­«

a]a a]b + yd

0 d]d

ª®¬ ©­«
a] y

0 d]
ª®¬

=
©­«

a]aa] a]ay + a]bd] + ydd]

0 d]dd]
ª®¬ = ©­«

a] a]ay + a]bd] + ydd]

0 d]
ª®¬ .

Çàòî, zxz = z àêî è ñàìî àêî jå

©­«
a] a]ay + a]bd] + ydd]

0 d]
ª®¬ = ©­«

a] y

0 d]
ª®¬ ,

òj. a]ay + a]bd] + ydd] = y.

Ðà÷óíàìî íà ñëåäå£è íà÷èí

a]a[(a])2bdπ + aπb(d])2 − a]bd]] + a]bd] + [(a])2bdπ + aπb(d])2 − a]bd]]dd]

= (a])2bdπ + a]a(1 − aa])b(d])2 − a]bd] + a]bd] + (a])2b(1 − dd])dd]

+aπb(d])2 − a]bd] = (a])2bdπ + aπb(d])2 − a]bd].

Êàêî jå

y = (a])2bdπ + aπb(d])2 − a]bd],

ïîêàçàëè ñìî äà jå zxz = z.

Ó íàñòàâêó äîêàçà òåîðåìå ïîêàçà£åìî äà âàæè xz = zx. Èìàìî,

xz = ©­«
a b

0 d

ª®¬ ©­«
a] y

0 d]
ª®¬ = ©­«

aa] ay + bd]

0 dd]
ª®¬ ,

zx = ©­«
a] y

0 d]
ª®¬ ©­«

a b

0 d

ª®¬ = ©­«
a]a a]b + yd

0 d]d

ª®¬ .
Ñàäà, xz = zx àêî è ñàìî àêî jå

©­«
aa] ay + bd]

0 dd]
ª®¬ = ©­«

a]a a]b + yd

0 d]d

ª®¬ ,
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òj. ay + bd] = a]b + yd. Ðà÷óíàìî íà ñëåäå£è íà÷èí

ay + bd] = a[(a])2bdπ + aπb(d])2 − a]bd]] + bd]

= a]bdπ + a(1 − aa])b(d])2 − aa]bd] + bd]

= a]bdπ − aa]bd] + bd] = a]b(1 − dd]) − aa]bd] + bd]

= a]b − a]bdd] − aa]bd] + bd]

= a]b(1 − dd]) + bd](1 − aa]) = a]bdπ + bd]aπ,

è

a]b + yd = a]b + [(a])2bdπ + aπb(d])2 − a]bd]]d

= a]b + (a])2b(1 − dd])d + (1 − aa])bd] − a]bd]d

= a]b + (1 − aa])bd] − a]bd]d

= a]b + bd] − aa]bd] − a]bd]d

= a]b(1 − d]d) + (1 − aa])bd] = a]bdπ + aπbd].

Äàêëå, xz = zx è

x] = z = ©­«
a] y

0 d]
ª®¬ ,

ãäå y = (a])2bdπ + aπb(d])2 − a]bd].

⇐: Ïðåòïîñòàâèìî äà a], d], x] ïîñòîjå. Îíäà ðåçóëòàò ñëåäè èç äåëà

(i). �

Òåîðåìà 2.2.2 Íåêà ñó a, b,ab ∈ R ãðóïíî èíâåðòèáèëíè. Òàäà (ab)] =

b]a] àêî è ñàìî àêî (1 − aπ)baπ = 0, b](1 − aπ) = (ab)]a. È âèøå, àêî ñó

a, b, baπ ãðóïíî èíâåðòèáèëíè, îíäà ñó ñëåäå£è èñêàçè åêâèâàëåíòíè:

(i) (ab)] = b]a];

(ii) (ba)] = a]b];
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(iii) a = ©­«
a11 0

0 0

ª®¬1−p,1−p

, b = ©­«
b11 0

0 b22

ª®¬1−p,1−p

è b]11 = (a11b11)]a11,

ó îäíîñó íà äåêîìïîçèöèjó 1 = p+(1−p), ãäå p = 1−aa] è a11 èíâåðòèáèëàí;

(iv) a = ©­«
a11 0

0 0

ª®¬1−p,1−p

, b = ©­«
b11 0

0 b22

ª®¬1−p,1−p

è b]11 = a11(b11a11)],

ó îäíîñó íà äåêîìïîçèöèjó 1 = p+(1−p), ãäå p = 1−aa] è a11 èíâåðòèáèëàí.

Äîêàç: Ïðâè äåî.

⇒ Êàêî ñó a è b ãðóïíî èíâåðòèáèëíè, òî a,a], b è b] èìàjó ñëåäå£å

ìàòðè÷íå ôîðìå:

a = ©­«
a11 0

0 0

ª®¬1−p,1−p

,a] = ©­«
a−111 0

0 0

ª®¬1−p,1−p

, b = ©­«
b11 b12

b21 b22

ª®¬1−p,1−p

, b] = ©­«
c11 c12

c21 c22

ª®¬1−p,1−p

.

Êàêî jå

ab = ©­«
a11b11 a11b12

0 0

ª®¬1−p,1−p

ãðóïíî èíâåðòèáèëàí, íà îñíîâó Òåîðåìe(2.2.1 (i)) äîáèjàìî

(1 − a11b11(a11b11)])a11b12 = 0

è

(ab)] = ©­«
(a11b11)] [(a11b11)]]2a11b12

0 0

ª®¬ .
Èç (ab)] = b]a], äîáèjàìî

©­«
(a11b11)] [(a11b11)]]2a11b12

0 0

ª®¬ = ©­«
c11a−111 0

c21a−111 0

ª®¬ .
Ñëåäè äà jå: c21 = 0, c11a−111 = (a11b11)]. Äà§å, c11 = (a11b11)]a11 è

[(a11b11)]]2a11b12 = 0.

44



2.2 Ãðóïíà èíâåðòèáèëíîñò ó ïðñòåíèìà

Êàêî jå a11b11[(a11b11)]]2a11b12 = (a11b11)]a11b12 = 0, äîáèjàìî

b12 = a−111 a11b12 = a−111 [a11b11(a11b11)]a11b12)]

= a−111 (a11b11)2[(a11b11)]]2a11b12 = 0.

Íàïîìåíèìî äà jå aπ = 1 − aa] = ©­«
0 0

0 p

ª®¬1−p,1−p

.

Ó òîì ñëó÷àjó jå

(1 − aπ)baπ = ©­«
0 b12

0 0

ª®¬1−p,1−p

= 0,

b](1 − aπ) = ©­«
(a11b11)]a11 0

0 0

ª®¬1−p,1−p

= (ab)]a.

⇐ Ñ'äðóãå ñòðàíå, àêî jå (1 − aπ)baπ = 0, îíäà b12 = 0 è (ab)] =©­«
(a11b11)] 0

0 0

ª®¬ .
Àêî, b](1 − aπ) = (ab)]a, îíäà c11 = (a11b11)] è c21 = 0. Ïðåìà òîìå,

(ab)] = b]a].

Äðóãè äåî.

Ïðåòïîñòàâèìî äà ñó a, b,ab, baπ ãðóïíî èíâåðòèáèëíè.

(i) ⇒ (iii): Ïðèìåòèìî äà (ab)] = b]a] àêî è ñàìî àêî a, b,a], b] èìàjó

ìàòðè÷íå ôîðìå:

a = ©­«
a11 0

0 0

ª®¬ ,a] = ©­«
a−111 0

0 0

ª®¬ , b = ©­«
b11 0

b21 b22

ª®¬ , b] = ©­«
(a11b11)]a11 c12

0 c22

ª®¬ .
Êàêî jå baπ ãðóïíî èíâåðòèáèëàí, b22 jå ãðóïíî èíâåðòèáèëàí, çàòî è b11

ãðóïíî èíâåðòèáèëàí è bπ22b21bπ11 = 0. Èìàìî

b] = ©­«
b11 0

b21 b22

ª®¬
]

=
©­«

b]11 0

y b]22

ª®¬ = ©­«
(a11b11)]a11 c12

0 c22

ª®¬ ,
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ãäå y = bπ22b21(b
]
11)

2 + (b]22)
2b21bπ11 − b]22b21b]11.

Ñëåäè äà jå b]11 = (a11b11)]a11 è y = 0. Ñàäà, èìàìî

b22ybπ11 = 0, b22b]22b21bπ11 = 0, b21bπ11 = 0, bπ22yb211 = 0.

Ïðåìà òîìå, bπ22b21b]11b11 = 0, òàêî äà bπ22b21 = 0, b22yb11 = 0, b22b]22b21b]11b11 =

0, b22b]22b21b]11b11 = 0.

Äàêëå, b21 = 0 è b = ©­«
b11 0

0 b22

ª®¬ .
(iii) ⇒ (i): Î÷èãëåäíî.

(ii) ⇔ (iv): Îâî jå ñëè÷íî äîêàçó (i) ⇔ (iii). �

2.3 Ãðóïíè èíâåðç ó Áàíàõîâèì àëãåáðàìà

Ó îâîj ñåêöèjè áè£å ïðèêàçàíè îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè èç ðàäà [49] êîjè

ñå îäíîñå íà àêóòíó ïåðòóðáàöèjó ãðóïíîã èíâåðçà åëåìåíàòà Áàíàõîâå

àëãåáðå ó îäíîñó íà ñïåêòðàëíè ðàäèjóñ.

Ìîòèâèñàíè ðåçóëòàòèìà êîjå jå Âåè ïðåçåíòîâàî ó ðàäó [77] ïîñòàâèëè

ñìî ñåáè çà öè§ ïðîøèðå»å îâèõ ðåçóëòàòà íà ñëó÷àj Áàíàõîâå àëãåáðå.

Îâè ðåçóëòàòè ñå ìîãó ïðîíà£è ó ðàäó [49].

Íåêà Cnxn îçíà÷àâà ñêóï ñâèõ êîìïëåêñíèõ ìàòðèöà îäãîâàðàjó£å äèìåíçèjå.

Èíäåêñ ìàòðèöå A îçíà÷àâàìî ñà ind(A). Íåêà A ∈ Cnxn, ind(A) = 1 è íåêà

jå B = A + E ïåðòóðáàöèjà ìàòðèöå A ñà ind(B) = 1. Êåìïáåë (Camp-

bell) è Ìåjåð (Meyer) ó ðàäó [69] ïðåäñòàâèëè ñó ïîòðåáàí è äîâî§àí

óñëîâ çà íåïðåêèäíîñò ãðóïíîã èíâåðçà êâàäðàòíå ìàòðèöå A ∈ Cnxn.

Íåêà ind(B) = ind(A) = 1,

B] → A] àêî è ñàìî àêî rang(B) = rang(A).

Ó îïøòåì ñëó÷àjó àíàëèçå ïåðòóðáàöèjå ãðóïíîã èíâåðçà B] è îáè÷íîã

ïðîjåêòîðà Bπ, íå òàêî äàâíî ó ðàäó [44] óâåäåí jå óñëîâ (C1) êîjè ñå
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îäíîñè íà ñòàáèëíó ïåðòóðáàöèjó B

(C1) R(B) ∩ N(A) = {0} è N(B) ∩ R(A) = {0} (2.3.1)

Òàêî¢å, ïîä ïðåòïîñòàâêîì äà ïåðòóðáàöèîíà ìàòðèöà B çàäîâî§àâà

óñëîâ (C1), òàäà jå ó ðàäó ([44], Òåîðåìà 2.3) äàòà ôîðìóëà çà èçðà÷óíàâà»å

Bπ. Äà§å, àêî jå ìàòðèöà In + A](B − A) íåñèíãóëàðíà, ó ðàäó [44], äàòà

jå ôîðìóëà çà èçðà÷óíàâà»å ãðóïíîã èíâåðçà B]. Îñèì òîãà, ó ([44],

Òåîðåìà 5.1),ïîä ïðåòïîñòàâêîì äà jå óñëîâ (C1) çàäîâî§åí, äàòà jå ãîð»à

ãðàíèöà çà
‖B]−A]‖
‖A]‖

è ïðîöåíà äà jå

max
{


A](B − A)




 ,


(B − A)A]



} < 1

1 +
√
‖Aπ‖

.

Àêóòíó ïåðòóðáàöèjó Ìóð-Ïåíðîóçîâîã èíâåðçà ìàòðèöå A ∈ Cmxn

èçó÷àâàëè ñó Âåäèí (Wedin) [52] è Ñòjóàðò (Stewart)[28] ñåäàìäåñåòèõ

ãîäèíà ïðîøëîã âåêà.

Íåêà jå A ∈ Cmxn è B = A + E, ãäå E ∈ Cmxn îçíà÷àâà ïåðòóðáàöèjó

ìàòðèöå A. Äîìåòè R(A) è R(B) ñó àêóòíè óâåê êàäà

BB† − AA†


 < 1,B = A + E,

àêî è ñàìî àêî jå

R(A) ∩ R⊥(B) = {0} è R(B) ∩ R⊥(A) = {0} ,

ïðè ÷åìó jå R⊥(A) îðòîãîíàëíè êîìïëåìåíò îä R(A).

Ñëè÷íî, äîìåòè R(A∗) è R(B∗) ñó àêóòíè, àêî

B†B − A†A


 < 1.

Ìàòðèöå A è B ñó àêóòíå àêî ñó R(A) è R(B) àêóòíè, è R(A∗) è R(B∗)

àêóòíè. Ó òîì ñëó÷àjó êàæåìî äà jå ìàòðèöà B àêóòíà ïåðòóðáàöèjà

ìàòðèöå A.

47



2 ÏÅÐÒÓÐÁÀÖÈJÅ

Âåè [77] jå ïðåçåíòîâàî àêóòíó ïåðòóðáàöèjó ãðóïíîã èíâåðçà ó îäíîñó

íà ñïåêòðàëíè ðàäèjóñ óìåñòî ñïåêòðàëíå íîðìå, jåð ãðóïíè èíâåðç èìà

ëåïà ñïåêòðàëíà ñâîjñòâà êîjà ñó èçó÷àâàëè Åðäå§è (Erd�elyi) è Åíãôèëä

(Engle�eld) [1].

Ó îâîì îäå§êó ñìî ñåáè ïîñòàâèëè çà öè§ äà îâå ðåçóëòàòå ïðîøèðèìî

íà ñëó÷àj Áàíàõîâå àëãåáðå.

Äåôèíèöèjà 2.3.1 [77] Çà ìàòðèöó B = A + E ∈ Cnxn êàæåìî äà jå

àêóòíà ïåðòóðáàöèjà ìàòðèöå A àêî jå íîðìà ‖E ‖ ïåðòóðáàöèîíå ìàòðèöå

E ìàëà è ρ(BB] − AA]) < 1.

Äåôèíèöèjà 2.3.2 Íåêà jå A jåäèíè÷íà Áàíàõîâà àëãåáðà a ∈ A, b =

a + e ∈ A. Êàæåìî äà jå b = a + e àêóòíà ïåðòóðáàöèjà îä a àêî jå

ïåðòóðáàöèjà ‖e‖ ìàëà è ρ
(
bb] − aa]

)
< 1.

Ñëåäå£è ðåçóëòàò âàæè çà ìàòðèöå [71] è îãðàíè÷åíå ëèíåàðíå îïåðàòîðå

íà Áàíàõîâèì ïðîñòîðèìà [45], à ó ñëó÷àjó êàäà jå A Áàíàõîâà àëãåáðà

ðåçóëòàò jå äîáèjåí ó [20].

Ëåìà 2.3.1 [20] Íåêà jå A Áàíàõîâà àëãåáðà, a ∈ A, p = p2 ∈ A è a èìà

ìàòðè÷íó ôîðìó

a = ©­«
a11 a12

a21 a22

ª®¬p,p

=
©­«

p

s

ª®¬ a11
(

p t
)

ãäå a11 = pap ∈ (pAp)−1, t = a−111 a12, s = a21a−111 è a22 = a22a−111 a12.

Òàäà jå a ãðóïíî èíâåðòèáèëàí àêî è ñàìî àêî jå p+ ts èíâåðòèáèëàí.

Ó îâîì ñëó÷àjó, a] è aπ ìîãó ñå èçðàçèòè íà ñëåäå£è íà÷èí

a] = ©­«
p

s

ª®¬ (p + ts)−1a−111 (p + ts)−1
(

p t
)
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=
©­«
[(p + ts)a11(p + ts)]−1 [(p + ts)a11(p + ts)]−1t

s[(p + ts)a11(p + ts)]−1 s[(p + ts)a11(p + ts)]−1t

ª®¬ ,
è

aπ = 1 −
©­«

p

s

ª®¬ (p + ts)−1
(

p t
)

=
©­«

p − (p + ts)−1 −(p + ts)−1t

−s(p + ts)−1 1 − p − s(p + ts]−1t

ª®¬ .
Ëåìà 2.3.2 [20] Íåêà b = a+e ∈ A è íåêà jå a ∈ A ãðóïíî èíâåðòèáèëàí.

Àêî ïåðòóðáàöèjà ‖e‖ çàäîâî§àâà


a]



 ‖e‖ < 1

1 +
√
2


aa]



 (≤ 1

1 +
√
2
), îíäà

jå b ãðóïíî èíâåðòèáèëàí è

b] = (a+e)] = ©­«
p

e21(a11 + e11)−1
ª®¬ x−1(a11+e11)−1x−1

(
p (a11 + e11)−1e12

)
,

è

bb] = ©­«
p

e21(a11 + e11)−1
ª®¬ x−1

(
p (a11 + e11)−1e12

)
,

ãäå x = p + (a11 + e11)−1e12e21(a11 + e11)−1.

Ïðîöåíà ñïåêòðàëíîã ðàäèjóñà îä


BB] − AA]



 ó ñëó÷àjó ìàòðèöà ìîæå
ñå íà£è ó ðàäó [77] (Òåîðåìà 2.1). Íàø öè§ jå äà ïðîøèðèìî äîáèjåíè

ðåçóëòàòà íà ñëó÷àj Áàíàõîâå àëãåáðå.

Òåîðåìà 2.3.1 Íåêà jå A Áàíàõîâà àëãåáðà, a ∈ A åëåìåíò êîjè jå

ãðóïíî èíâåðòèáèëàí è a11 ∈ (pAp)−1, ãäå jå p èäåìïîòåíò è p jåäèíèöà

ó pAp. Íåêà jå b = a + e ∈ A. Àêî ïåòóðáàöèjà e çàäîâî§àâà


a]



 ‖e‖ <
1

1+
√
2‖aa]‖

(≤
1

2
), îíäà jå b ãðóïíî èíâåðòèáèëàí è ñïåêòðàëíè ðàäèjóñè

îä bb](1 − aa]) è aa](1 − bb]) ñó èñòè, òàêî äà

(i) ρ[bb](1 − aa])] = ρ[aa](1 − bb])] ≤
‖y‖

1 − ‖y‖
,
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(ii) [ρ(bb] − aa])]2 = ρ[bb](1 − aa])] = ρ[aa](1 − bb])] < 1,

ãäå y = a]e(1 + a]e)−1(1 − aa])(1 + ea])−1ea] è ‖y‖ <
1

2
.

Äîêàç: (i) Íåêà a ∈ A èìà ìàòðè÷íó ôîðìó

a = ©­«
a11 a12

a21 a22

ª®¬p,p

ãäå p = aa]. Äàêëå, a èìà îáëèê

a = ©­«
a11 0

0 0

ª®¬p,p

,

è

a] = ©­«
x11 x12

x21 x22

ª®¬p,p

.

òj.

a] = ©­«
a−111 0

0 0

ª®¬p,p

.

Íåêà jå

b = a + e = ©­«
b11 b12

b21 b22

ª®¬p,p

.

Ïðåòïîñòàâèìî äà ïåðòóðáàöèjà e èìà îáëèê

e = ©­«
e11 e12

e21 e22

ª®¬p,p

.

òj.

b = a + e = ©­«
a11 0

0 0

ª®¬p,p

+
©­«

e11 e12

e21 e22

ª®¬p,p

=
©­«

a11 + e11 e12

e21 e22

ª®¬p,p

,
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2.3 Ãðóïíè èíâåðç ó Áàíàõîâèì àëãåáðàìà

òj

b = a + e = ©­«
a11 + e11 e12

e21 e22

ª®¬p,p

=
©­«

p

e21(a11 + e11)−1
ª®¬ (a11 + e11)

(
p (a11 + e11)−1e12

)
.

Èç Ëåìå(2.3.2) î÷èãëåäíî jå äà

b] = ©­«
a11 + e11 e12

e21 e22

ª®¬p,p

=
©­«

p

e21(a11 + e11)−1
ª®¬ (p+ (a11 + e11)−1e12e21(a11 + e11)−1)−1(a11 + e11)−1 (p+

(a11 + e11)−1e12e21(a11 + e11)−1)−1
(

p (a11 + e11)−1e12
)
,

òj.

b] = ©­«
p

e21(a11 + e11)−1
ª®¬ x−1(a11 + e11)−1x−1

(
p (a11 + e11)−1e12

)
,

ãäå x = p + (a11 + e11)−1e12e21(a11 + e11)−1,

è

bb] = ©­«
p

e21(a11 + e11)−1
ª®¬ (a11 + e11)

(
p (a11 + e11)−1e12

)
©­«

p

e21(a11 + e11)−1
ª®¬ x−1(a11 + e11)−1x−1

(
p (a11 + e11)−1e12

)
=

©­«
p

e21(a11 + e11)−1
ª®¬ (a11 + e11)(p + (a11 + e11)−1e12e21(a11 + e11)−1)

x−1(a11 + e11)−1x−1
(

p (a11 + e11)−1e12
)

=
©­«

p

e21(a11 + e11)−1
ª®¬ (a11 + e11) (a11 + e11)−1 x−1

(
p (a11 + e11)−1e12

)
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=
©­«

p

e21(a11 + e11)−1
ª®¬ x−1

(
p (a11 + e11)−1e12

)
.

Äàêëå,

bb]
(
1 − aa]

)
=

©­«
p

e21(a11 + e11)−1
ª®¬ x−1

(
p (a11 + e11)−1e12

) ©­­«
©­«

p 0

0 1 − p

ª®¬p,p

−
©­«

p 0

0 0

ª®¬p,p

ª®®¬
=

©­«
p

e21(a11 + e11)−1
ª®¬ x−1

(
p (a11 + e11)−1e12

) ©­«
0 0

0 1 − p

ª®¬p,p

=
©­«

px−1p px−1 (a11 + e11)−1 e12

e21 (a11 + e11)−1 x−1p e21 (a11 + e11)−1 x−1 (a11 + e11)−1 e12

ª®¬p,p

©­«
0 0

0 1 − p

ª®¬p,p

=
©­«
0 px−1 (a11 + e11)−1 e12 (1 − p)

0 e21 (a11 + e11)−1 x−1 (a11 + e11)−1 e12 (1 − p)

ª®¬p,p

=
©­«
0 x−1 (a11 + e11)−1 e12

0 e21 (a11 + e11)−1 x−1 (a11 + e11)−1 e12

ª®¬p,p
è

aa]
(
1 − bb]

)
=

©­«
p 0

0 0

ª®¬p,p©­­«
©­«

p 0

0 1 − p

ª®¬p,p

−
©­«

x−1 x−1 (a11 + e11)−1 e12

e21 (a11 + e11)−1 x−1 e21 (a11 + e11)−1 x−1 (a11 + e11)−1 e12

ª®¬p,p

ª®®¬
=

©­«
p 0

0 0

ª®¬p,p

©­«
p − x−1 −x−1 (a11 + e11)−1 e12

−e21 (a11 + e11)−1 x−1 1 − p − e21 (a11 + e11)−1 x−1 (a11 + e11)−1 e12

ª®¬p,p

=
©­«

p
(
p − x−1

)
−px−1 (a11 + e11)−1 e12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

p − x−1 −x−1 (a11 + e11)−1 e12

0 0

ª®¬p,p

.

Êàêî jå

52
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a]e


 ≤ 

a]



 ‖e‖ ≤ 1
2 < 1, èìàìî äà

(
1 + a]e

)−1
ïîñòîjè.

Äèðåêòíèì ðà÷óíà»åì äîáèjàìî

p − x−1 = − (p − x) x−1 = (a11 + e11)−1 e12e21 (a11 + e11)−1 x−1

(a11 + e11)−1 e12 =
(
p + a−111 e11

)−1 a−111 e12 = a−111
(
p + e11a−111

)−1 e12 =
(
1 + a]e

)−1
a]e (1 − p)(

1 + a]e
)−1

a]e (1 − p)

=
©­­«
©­«

p 0

0 1 − p

ª®¬p,p

+
©­«

a−111 0

0 0

ª®¬p,p

©­«
e11 e12

e21 e22

ª®¬p,p

ª®®¬
−1

©­«
a−111 0

0 0

ª®¬p,p

©­«
e11 e12

e21 e22

ª®¬p,p

©­«
0 0

0 1 − p

ª®¬p,p

=
©­­«
©­«

p 0

0 1 − p

ª®¬p,p

+
©­«

a−111 e11 a−111 e12

0 0

ª®¬p,p

ª®®¬
−1 ©­«

a−111 e11 a−111 e12

0 0

ª®¬p,p

©­«
0 0

0 1 − p

ª®¬p,p

=
©­«

p + a−111 e11 a−111 e12

0 1 − p

ª®¬
−1

p,p

©­«
0 a−111 e12 (1 − p)

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

(
p + a−111 e11

)−1
. . .

0 . . .

ª®¬p,p

©­«
0 a−111 e12 (1 − p)

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
0

(
p + a−111 e11

)−1 a−111 e11 (1 − p)

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
0

(
p + a−111 e11

)−1 a−111 e12

0 0

ª®¬p,p

.

Äàêëå,

(a11 + e11)−1 e12 =
(
1 + a]e

)−1
a]e (1 − p)

e21 (a11 + e11)−1 = (1 − p) ep
( (

p + e11a−111
)

a11
)−1

= (1 − p) ep
(
(a11)−1

(
p + e11a−111

)−1)
= (1 − p) ea]

(
1 + ea]

)−1
.

Èìàìî,
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(1 − p) ea]
(
1 + ea]

)−1
=

©­«
0 0

0 1 − p

ª®¬p,p

©­«
e11 e12

e21 e22

ª®¬p,p

©­«
a−111 0

0 0

ª®¬p,p©­­«
©­«

p 0

0 1 − p

ª®¬p,p

+
©­«

e11 e12

e21 e22

ª®¬p,p

©­«
a−111 0

0 0

ª®¬p,p

ª®®¬
−1

=
©­«

0 0

(1 − p) e21 (1 − p) e22

ª®¬p,p

©­«
a−111 0

0 0

ª®¬p,p

©­­«
©­«

p 0

0 1 − p

ª®¬p,p

+
©­«

e11a−111 0

e21a−111 0

ª®¬p,p

ª®®¬
−1

=
©­«

0 0

(1 − p) e21a−111 0

ª®¬p,p

©­«
p + e11a−111 0

e21a−111 1 − p

ª®¬
−1

p,p

=
©­«

0 0

(1 − p) e21a−111 0

ª®¬p,p

©­«
(
p + e11a−111

)−1
0

. . . . . .

ª®¬p,p

=
©­«

0 0

(1 − p) e21a−111
(
p + e11a−111

)−1
0

ª®¬p,p

=
©­«

0 0

e21 (a11 + e11)−1 0

ª®¬p,p
è,

e21 (a11 + e11)−1 = (1 − p) ea]
(
1 + ea]

)−1
(a11 + e11)−1 e12e21 (a11 + e11)−1 =

(
1 + a]e

)−1
a]e (1 − p) (1 − p) ea]

(
1 + ea]

)−1
=

(
1 + a]e

)−1
a]e (1 − p) ea]

(
1 + ea]

)−1
=

(
1 + a]e

)−1
a]e

(
1 − aa]

)
ea]

(
1 + ea]

)−1
.

Äà§å,(
1 + a]e

)−1
a]e

=
©­­«
©­«

p 0

0 1 − p

ª®¬p,p

+
©­«

a−111 0

0 0

ª®¬p,p

©­«
e11 e12

e21 e22

ª®¬p,p

ª®®¬
−1 ©­«

a−111 0

0 0

ª®¬p,p

©­«
e11 e12

e21 e22

ª®¬p,p
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=
©­­«
©­«

p 0

0 1 − p

ª®¬p,p

+
©­«

a−111 e11 a−111 e12

0 0

ª®¬p,p

ª®®¬
−1 ©­«

a−111 e11 a−111 e12

0 0

ª®¬p,p

=
©­­«
©­«

p + a−111 e11 a−111 e12

0 1 − p

ª®¬p,p

ª®®¬
−1 ©­«

a−111 e11 a−111 e12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

(
p + a−111 e11

)−1 a−111 e11
(
p + a−111 e11

)−1 a−111 e12

0 0

ª®¬p,p

,

x = aa] +
(
1 + a]e

)−1
a]e (1 − p) (1 − p) ea]

(
1 + ea]

)−1
= aa] +

(
1 + a]e

)−1
a]e (1 − p) ea]

(
1 + ea]

)−1
= aa] +

(
1 + a]e

)−1
a]e

(
1 − aa]

)
ea]

(
1 + ea]

)−1
= aa] + a]e

(
1 + a]e

)−1 (
1 − aa]

) (
1 + ea]

)−1
ea]

= p + y,

ãäå

y = a]e
(
1 + a]e

)−1 (
1 − aa]

) (
1 + ea]

)−1
ea].

Èìàìî,

yaa] = ya]a = y.

Êàêî jå x = 1 + y (p jåäèíèöà ó pAp) èìàìî

x−1 =
∞∑

n=0

(−y)n = 1 − y + y2 − y3 + ...

1 − x−1 = y − y2 + y3 − ...

= y
(
1 − y + y2 − ...

)


1 − x−1



 ≤ ‖y‖

1 − ‖y‖

è

ρ(1 − x−1) ≤


1 − x−1



 ≤ ‖y‖

1 − ‖y‖
.
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Àêî


a]



 ‖e‖ < 1

1 +
√
2


aa]



 è


1 − aa]



 = 

aa]


, îíäà

‖y‖ =





a]e
(
1 + a]e

)−1 (
1 − aa]

) (
1 + ea]

)−1
ea]






≤

( 

a]


 ‖e‖

1 −


a]



 ‖e‖
)2 


1 − aa]





=

( 

a]


 ‖e‖

1 −


a]



 ‖e‖
)2 


aa]




 < 1

2
,

è ïðîöå»ójåìî

ρ
(
bb]

(
1 − aa]

))
= ρ

(
aa]

(
1 − bb]

))
ρ
(
e21 (a11 + e11)−1 x−1 (a11 + e11)−1 e12

)
= ρ

(
(a11 + e11)−1 e21e12 (a11 + e11)−1 x−1

)
= ρ

(
p − x−1

)
≤
‖y‖

1 − ‖y‖

< 1.

(ii)(
bb] − aa]

)2
=

©­­«
©­«

x−1 x−1 (a11 + e11)−1 e12

e21 (a11 + e11)−1 x−1 e21 (a11 + e11)−1 x−1 (a11 + e11)−1 e12

ª®¬p,p

−
©­«

p 0

0 0

ª®¬p,p

ª®®¬
2

=
©­«

x−1 − p x−1 (a11 + e11)−1 e12

e21 (a11 + e11)−1 x−1 e21 (a11 + e11)−1 x−1 (a11 + e11)−1 e12

ª®¬
2

p,p

=
©­«

p − x−1 0

0 e21 (a11 + e11)−1 x−1 (a11 + e11)−1 e12

ª®¬p,p

.

Ñïåêòðàëíè ðàäèjóñ îä e21 (a11 + e11)−1 x−1 (a11 + e11)−1 e12 jå èñòè êàî

(a11 + e11)−1 e12e21 (a11 + e11)−1 x−1 = p − x−1,
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è ïðîöå»ójåìî[
ρ
(
bb] − aa]

)]2
= ρ

(
p − x−1

)
= ρ

[
bb]

(
1 − aa]

)]
= ρ

[
aa]

(
1 − bb]

)]
< 1. �

2.4 Jåçãàðíè èíâåðç ó C∗-àëãåáðàìà

Ó äðóãîì äåëó ðàäà [49], ìîòèâèñàíè ðåçóëòàòèìà êîjå jå ó ðàäó [29]

ïðåçåíòîâàëà Ma, äàòà jå ïåðòóðáàöèîíà àíàëèçà çà jåçãàðíè èíâåðç ó

C∗-àëãåáðè è äîáèjåíå ñó ïåðòóðáàöèîíå ãðàíèöå çà jåçãàðíè èíâåðç ïîä

îäðå¢åíèì óñëîâèìà.

Òåîðåìà 2.4.1 [65] Íåêà jå A ∈ Cnxn ìàòðèöà ðàíãà r. Òàäà ñå A ìîæå

íàïèñàòè ó îáëèêó

A = U ©­«
∑

K
∑

L

O O

ª®¬U∗ (2.4.1)

ãäå jå U ∈ Cnxn óíèòàðíà,
∑
= diag

(
σ1Ir1, σ2Ir2, ...,σr Irt

)
jå äèjàãîíàëíà

ìàòðèöà ñèíãóëàðíèõ âðåäíîñòè îä A, σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σt > 0,

r1 + r2 + ... + rt = r, è ìàòðèöå K ∈ Cr xr è L ∈ Cr x(n−r) çàäîâî§àâàjó

KK∗ + LL∗ = Ir .

Ïðåìà Õàðòâèã (Hartwig) è Ñïèíäåëáåê (Spindelb�ock) äåêîìïîçèöèjè,

ñëåäè äà ñå Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç ìàòðèöå A ìîæå íàïèñàòè ó îáëèêó:

A† = U ©­«
K∗

∑−1 O

L∗
∑−1 O

ª®¬U∗.

Îñèì òîãà, àêî jå ind(A) ≤1 è ìàòðèöà K jå èíâåðòèáèëíà, òàäà ñå ãðóïíè

èíâåðç ìàòðèöå A ìîæå íàïèñàòè ó îáëèêó

A] = U ©­«
K−1

∑−1 K−1
∑−1 K−1L

O O

ª®¬U∗.

Ó èñïèòèâà»ó jåçãàðíîã èíâåðçà âàæíî ìåñòî óçèìà ñëåäå£à äåôèíèöèjà.
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Äåôèíèöèjà 2.4.1 [51] Íåêà jå A ∈ Cnxn è ind(A) ≤ 1. Ìàòðèöà A ]© ∈

Cnxn ñå íàçèâà jåçãàðíè èíâåðç ìàòðèöå A àêî çàäîâî§àâà

AA ]© = PA è R(A ]©) ⊆ R(A),

ãäå jå ñà PA îçíà÷åíà îðòîãîíàëíà èäåìïîòåíòñêà ìàòðèöà çà êîjó jå

R(PA) = R(A).

Äóàëíè jåçãàðíè èíâåðç ñå äåôèíèøå àíàëîãíî.

Äåôèíèöèjà 2.4.2 [51] Íåêà jå A ∈ Cnxn. Ìàòðèöà A ]© ∈ Cnxn ñå

íàçèâà äóàëíè jåçãàðíè èíâåðç ìàòðèöå A àêî çàäîâî§àâà

A ]©A = PA∗ è R(A ]©) ⊆ R(A
∗).

Ó ðàäó [30] ïðåäñòàâ§åíà jå äðóãà êàðàêòåðèçàöèjà jåçãàðíîã èíâåðçà

ìàòðèöå.

Äåôèíèöèjà 2.4.3 [30] Íåêà jå A ∈ Cnxn è ind (A) ≤ 1. Òàäà ñå jåäèíñòâåíà

ìàòðèöà X ∈ Cnxn íàçèâà jåçãàðíè èíâåðç ìàòðèöå A àêî çàäîâî§àâà

ñëåäå£å òðè jåäíà÷èíå:

AX A = A, AX2 = X, (AX)∗ = AX .

Ëåìà 2.4.1 [51], [65] Íåêà jå A ∈ Cnxn èìà äåêîìïîçèöèjó (2.4.1) è ind

(A) ≤ 1. Òàäà

A ]© = U ©­«
(
∑

K)−1 0

0 0

ª®¬U∗

è

AA ]© = U ©­«
Ir 0

0 0

ª®¬U∗ = AA†, A ]©A = U ©­«
Ir K−1L

0 0

ª®¬U∗ = A]A.
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Çàòî èç [77] ñëåäè äà jå



I − A ]©A




 = 

I − A]A


 = 

A]A



 = 


A ]©A



 .

Íåêà jå ìàòðèöà A íåñèíãóëàðíà è íåêà ïåðòóðáàöèjà E èñïó»àâà

óñëîâ


A−1E



<1. Òàäà ïîñòîjè èíâåðç ìàòðèöå B = A+ E è äîáèjà ñå [18]

B−1 = (I + A−1E)−1A−1 = A−1(I + E A−1)−1,

è 

A−1




1 +


A−1E



 ≤ 

B−1


 ≤ 

A−1




1 −



A−1E


 .

Ó ñâîì ðàäó Ma ïðîøèðójå îâå ðåçóëòàòå íà jåçãàðíè èíâåðç ïîä îäðå¢åíèì

ðàçóìíèì óñëîâèìà.

Òåîðåìà 2.4.2 [29] Íåêà jå A ∈ Cnxn èìà äåêîìïîçèöèjó(2.4.1) è ind

(A) ≤ 1, B = A + E ∈ Cnxn. Àêî ïåðòóðáàöèjà E çàäîâî§àâà AA ]©E =

E AA ]© = E è



A ]©E




 ≤ 1, òàäà

B ]© = (I + A ]©E)−1A ]© = A ]©(I + E A ]©)−1,

è

BB ]© = AA ]©,B ]©B = A ]©A + (I + A ]©E)−1A ]©E(I − A ]©A).

Øòàâèøå, 


A ]©





1 +



A ]©E




 ≤



B ]©




 ≤



A ]©





1 −




A ]©E



,

è 


B ]©B − A ]©A






A ]©A




 ≤




A ]©E






1 − A ]©E




 .
Ó íàðåäíîj òåîðåìè èìà jåäíà ïðåòïîñòàâêà ìà»å íåãî ó Òåîðåìè(2.4.2).

Íàèìå, ïåðòóðáàöèjà E çàäîâî§àâà AA ]©E = E óìåñòî AA ]©E = E AA ]© =

E .
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Òåîðåìà 2.4.3 [29] Íåêà jå A ∈ Cnxn èìà äåêîìïîçèöèjó (2.4.1) è ind

(A) ≤ 1, B = A + E ∈ Cnxn. Àêî ïåðòóðáàöèjà E çàäîâî§àâà AA ]©E = E è


A ]©E



 < 1, òàäà

B ]© = (I + A ]©E)−1A ]© = A ]©(I + E A ]©)−1,

è

BB ]© = AA ]©, B ]©B = A ]©A + (I + A ]©E)−1A ]©E(I − A ]©A).

È âèøå, 


A ]©





1 +



A ]©E




 ≤



B ]©




 ≤



A ]©





1 −




A ]©E



,

è 


B ]©B − A ]©A






A ]©A




 ≤




A ]©E






1 − A ]©E




 .
Íàø öè§ jå äà ðåçóëòàòå îâèõ òåîðåìà ïðîøèðèìî íà ñëó÷àj C∗−

àëãåáðå.

Ëåìà 2.4.2 ([23], Òåîðåìà 2.14) Íåêà a ∈ A, òàäà a ∈ A ]© àêî è ñàìî

àêî ïîñòîjè x òàêî äà axa = a, xax = x, (ax)∗ = ax, xa2 = a, ax2 = x.

Ëåìà 2.4.3 ([23], Òåîðåìà 2.19) Íåêà a ∈ A ]©. Òàäà

(i ) a ∈ A] è a] = (a ]©)2a

(ii ) Àêî jå a ∈ A† îíäà jå a ]© = a]aa†.

Àêî ñó p è q ïðîjåêöèjå ó A, îíäà åëåìåíò a ∈ A èìà ñëåäå£ó ìàòðè÷íó

ðåïðåçåíòàöèjó ó îäíîñó íà p è q:

a = ©­«
a11 a12

a21 a22

ª®¬p,q

,

ãäå jå a11 = paq, a12 = pa(1 − q), a21 = (1 − p)aq, a22 = (1 − p)a(1 − q).

Ïðèìåòèìî äà jå a = a11 + a12 + a21 + a22.
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Ñàäà äîêàçójåìî òåîðåìå êîjå ñó ðåçóëòàò îðèãèíàëíîã ðàäà [49].

Òåîðåìà 2.4.4 Íåêà jå a ∈ A jåçãàðíî èíâåðòèáèëàí è b = a + e ∈ A.

Àêî ïåðòóðáàöèjà e çàäîâî§àâà aa ]©e = eaa ]© = e è



a ]©e




 < 1, òàäà

b ]© =
(
1 + a ]©e

)−1
a ]© = a ]©

(
1 + ea ]©

)−1
è

bb ]© = aa ]©, b ]©b = a ]©a +
(
1 + a ]©e

)−1
a ]©e

(
1 − a ]©a

)
.

Îñèì òîãà, 


a ]©





1 +



a ]©e




 ≤



b ]©




 ≤



a ]©





1 −




a ]©e



,

è 


b ]©b − a ]©a






a ]©a




 ≤




a ]©e





1 −



a ]©e




 .
Äîêàç: Íåêà p = aa ]©.

Òàäà

a = ©­«
a11 a12

0 0

ª®¬p,p

è

a ]© = ©­«
x11 0

0 0

ª®¬p,p

.

Ïðåòïîñòàâèìî äà ïåðòóðáàöèjó e ìîæåìî ðàçëîæèòè íà ñëåäå£è íà÷èí

e = ©­«
e11 e12

e21 e22

ª®¬p,p

Êàêî ïåðòóðáàöèjà e çàäîâî§àâà óñëîâå aa ]©e = eaa ]© = e, òî èç

aa ]© = ©­«
a11x11 0

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

p 0

0 0

ª®¬p,p
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ñëåäè äà

e21 = 0, e12 = 0, e22 = 0.

Çàòî ïåðòóðáàöèjà e èìà îáëèê

e = ©­«
e11 0

0 0

ª®¬p,p

è

b = a + e = ©­«
a11 + e11 a12

0 0

ª®¬p,p

.

Êàêî jå



a ]©e




 < 1, ñëåäè äà
(
1 + a ]©e

)−1
ïîñòîjè è


(1 + a ]©e

)


 ≤ 1

1 −



a ]©e




 .
Îâî ïîâëà÷è äà ñïåêòðàëíè ðàäèjóñ

ρ
(
ea ]©

)
= ρ

(
a ]©e

)
≤




a ]©e



 < 1

è äà
(
1 + ea ]©

)−1
òàêî¢å ïîñòîjè, òî jå (a11 + e11)−1 .

Êàêî
(
1 + a ]©e

)−1
ïîñòîjè, èìàìî

1 + a ]©e = ©­«
p 0

0 1 − p

ª®¬p,p

+
©­«

x11 0

0 0

ª®¬p,p

©­«
e11 0

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

p 0

0 1 − p

ª®¬p,p

+
©­«

x11e11 0

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

p + x11e11 0

0 1 − p

ª®¬p,p

,

è (
1 + a ]©e

)−1
=

©­«
(p + x11e11)−1 0

0 1 − p

ª®¬p,p

.

Êàêî jå

a + e = a + aa ]©e = a
(
1 + a ]©e

)
,
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îíäà âàæè

(a + e) ]© =
(
1 + a ]©e

)−1
a ]© = ©­«

(p + x11e11)−1 0

0 1 − p

ª®¬p,p

©­«
x11 0

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
(p + x11e11)−1 x11 0

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
(p + x11e11)−1 x11 0

0 0

ª®¬p,p

.

Ïðåìà òîìå, jåçãàðíè èíâåðç îä b ïîñòîjè è b ]©, b ]©b, bb ]© ìîãó ñå

ïðåäñòàâèòè íà ñëåäå£è íà÷èí

b ]© = (a + e) ]© = ©­«
(p + x11e11)−1 x11 0

0 0

ª®¬p,p

=
(
1 + a ]©e

)−1
a ]©,

bb ]© = ©­«
a11 + e11 a12

0 0

ª®¬p,p

©­«
(p + x11e11)−1 x11 0

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

a11 (p + x11e11) a12

0 0

ª®¬p,p

©­«
(p + x11e11)−1 x11 0

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

a11x11 0

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

p 0

0 0

ª®¬p,p

,

b ]©b = ©­«
(p + x11e11)−1 x11 0

0 0

ª®¬p,p

©­«
a11 (p + x11e11) a12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
(p + x11e11)−1 x11a11 (p + x11e11) (p + x11e11)−1 x11a12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

p (p + x11e11)−1 x11a12

0 0

ª®¬p,p

.

Êîíà÷íî,

b ]©b − a ]©a = ©­«
p (p + x11e11)−1 x11a12

0 0

ª®¬p,p

−
©­«

x11a11 x11a12

0 0

ª®¬p,p
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=
©­«

p (p + x11e11)−1 x11a12

0 0

ª®¬p,p

−
©­«

p x11a12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
0 (p + x11e11)−1 x11a12 − x11a12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
0

(
(p + x11e11)−1 − p

)
x11a12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
0

[
(p + x11e11)−1 − (p + x11e11)−1 (p + x11e11)

]
x11a12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
0 (p + x11e11)−1 (p − (p + x11e11)) x11a12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
0 − (p + x11e11)−1 x11e11x11a12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
(p + x11e11)−1 x11e11 0

0 0

ª®¬p,p

©­«
0 −x11a12

0 0

ª®¬p,p

=
(
1 + a ]©e

)−1
a ]©e

(
aa ]© − a ]©a

)
=

(
1 + a ]©e

)−1
a ]©

(
e − ea ]©a

)
=

(
1 + a ]©e

)−1
a ]©e

(
1 − a ]©a

)
.

Óçèìàjó£è íîðìå íà îáå ñòðàíå, äîáèjà ñå


b ]©b − a ]©a





=





(1 + a ]©e
)−1

a ]©e
(
1 − a ]©a

)




| ≤




a ]©e





1 −



a ]©e








1 − a ]©a




 .
Àëè, êàêî jå 


1 − a ]©a




 = 


a ]©a



 ,
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òî âàæè 


b ]©b − a ]©a






a ]©a




 ≤




a ]©e





1 −



a ]©e




 .
Íà èñòè íà÷èí,


b ]©




 = 



(1 + a ]©e
)−1

a ]©




 ≤




a ]©





1 −



a ]©e




 . �

Òåîðåìà 2.4.5 Íåêà jå a ∈ A jåçãàðíî èíâåðòèáèëàí è b = a + e ∈ A.

Àêî ïåðòóðáàöèjà e çàäîâî§àâà óñëîâ aa ]©e = e è



a ]©e




 < 1, òàäà

b ]© =
(
1 + a ]©e

)−1
a ]© = a ]©

(
1 + ea ]©

)−1
è

bb ]© = aa ]©, b ]©b = a ]©a +
(
1 + a ]©e

)−1
a ]©e

(
1 − a ]©a

)
.

Îñèì òîãà, 


a ]©





1 +



a ]©e




 ≤



b ]©




 ≤



a ]©





1 −




a ]©e



,

è 


b ]©b − a ]©a






a ]©a




 ≤




a ]©e





1 −



a ]©e




 .
Äîêàç: Íåêà jå p = aa ]© ñàìîàäjóíãîâàíè èäåìïîòåíò. Òàäà åëåìåíò

a ∈ A èìà ìàòðè÷íó ôîðìó:

a = ©­«
a11 a12

0 0

ª®¬p,p

è

a ]© = ©­«
x11 0

0 0

ª®¬p,p

.
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Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ïåðòóðáàöèjà e ðàçëîæåíà íà ñëåäå£è íà÷èí:

e = ©­«
e11 e12

e21 e22

ª®¬p,p

.

Êàêî ïåðòóðáàöèjà e çàäîâî§àâà óñëîâ aa ]©e = e, òî èç aa ]© = ©­«
p 0

0 0

ª®¬p,p

,

ñëåäè äà jå e21 = 0, e22 = 0.

Äàêëå, ïåðòóðáàöèjà e èìà ôîðìó

e = ©­«
e11 e12

0 0

ª®¬p,p

,

è

b = a + e = ©­«
a11 + e11 a12 + e12

0 0

ª®¬p,p

.

Êàêî jå



a ]©e




 < 1 è aa ]© ïðîjåêöèjà, èìàìî


a ]©eaa ]©



 ≤ 


a ]©e




 


aa ]©



 < 1.

Òàäà
(
1 + a ]©eaa ]©

)−1
ïîñòîjè è òî jå (p + x11e11)−1 .

Íà îñíîâó ðå÷åíîã, b ]©, b ]©b, bb ]© ìîãó ñå èçðàçèòè íà ñëåäå£è

íà÷èí:

b ]© = (a + e) ]© = ©­«
a11 + e11 a12 + e12

0 0

ª®¬p,p

,

b = a + e = a
(
1 + a ]©e

)
,

b ]© =
(
1 + a ]©e

)−1
a ]©,

b ]© = ©­«
(p + x11e11)−1 x11 0

0 0

ª®¬p,p
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=
©­«
[p (1 + x11e11)]−1 x11 0

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
(p + x11e11)−1 x11 0

0 0

ª®¬p,p

=
(
1 + a ]©eaa ]©

)−1
a ]© =

(
1 + a ]©e

)−1
a ]©,

è

b = ©­«
a11 a12

0 0

ª®¬p,p

©­­«
©­«

p 0

0 1 − p

ª®¬p,p

+
©­«

x11 0

0 0

ª®¬p,p

©­«
e11 e12

0 0

ª®¬p,p

ª®®¬
=

©­«
a11 a12

0 0

ª®¬p,p

©­­«
©­«

p 0

0 1 − p

ª®¬p,p

+
©­«

x11e11 x11e12

0 0

ª®¬p,p

ª®®¬
=

©­«
a11 a12

0 0

ª®¬p,p

©­«
p + x11e11 x11e12

0 1 − p

ª®¬p,p

=
©­«

a11 (p + x11e11) a11x11e12 + a12 (1 − p)

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

a11 (p + x11e11) e12 + a12

0 0

ª®¬p,p

,

bb ]© = ©­«
a11 (p + x11e11) e12 + a12

0 0

ª®¬p,p

©­«
(p + x11e11)−1 x11 0

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

a11 (p + x11e11) (p + x11e11)−1 x11 0

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

a11x11 0

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

p 0

0 0

ª®¬p,p

= aa ]©,
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b ]©b = ©­«
(p + x11e11)−1 x11 0

0 0

ª®¬p,p

©­«
a11 (p + x11e11) e12 + a12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
(p + x11e11)−1 x11a11 (p + x11e11) (p + x11e11)−1 x11 (e12 + a12)

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

p (p + x11e11)−1 x11 (e12 + a12)

0 0

ª®¬p,p

.

Ñàäà ìîæåìî èâðøèòè ïðîöåíó:

b ]©b − a ]©a = ©­«
p (p + x11e11)−1 x11 (e12 + a12)

0 0

ª®¬p,p

−
©­«

x11a11 x11a12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«

p (p + x11e11)−1 x11 (e12 + a12)

0 0

ª®¬p,p

−
©­«

p x11a12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
0 (p + x11e11)−1 x11 (e12 + a12) − x11a12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
0

[
(p + x11e11)−1 − p

]
x11a12

0 0

ª®¬p,p

+
©­«
0 (p + x11e11)−1 x11a12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
0

[
(p + x11e11)−1 − (p + x11e11)−1 (p + x11e11)

]
x11a12

0 0

ª®¬p,p

+
©­«
0 (p + x11e11)−1 x11a12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
0 (p + x11e11)−1 (p − (p + x11e11)) x11a12

0 0

ª®¬p,p

+
©­«
0 (p + x11e11)−1 x11e12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
0 − (p + x11e11)−1 x11e11x11a12

0 0

ª®¬p,p

+
©­«
0 (p + x11e11)−1 x11e12

0 0

ª®¬p,p

=
©­«
(p + x11e11)−1 0

0 0

ª®¬p,p

©­«
0 −x11a12

0 0

ª®¬p,p

+
©­«
0 (p + x11e11)−1 x11e12

0 0

ª®¬p,p
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=
(
1 + a ]©eaa ]©

)−1
a ]©eaa ]©

(
aa ]© − a ]©a

)
+
(
1 + a ]©eaa ]©

)−1
a ]©e

(
1 − aa ]©

)
=

(
1 + a ]©eaa ]©

)−1
a ]©e

(
aa ]©aa ]© − aa ]©a ]©a

)
+
(
1 + a ]©eaa ]©

)−1
a ]©e

(
1 − aa ]©

)
=

(
1 + a ]©eaa ]©

)−1
a ]©e

(
aa ]© − a ]©a

)
+

(
1 + a ]©eaa ]©

)−1
a ]©e

(
1 − aa ]©

)
=

(
1 + a ]©eaa ]©

)−1
a ]©e

(
aa ]© − a ]©a + 1 − aa ]©

)
=

(
1 + a ]©eaa ]©

)−1
a ]©e

(
1 − a ]©a

)
= a ]©e

(
1 + a ]©e

)−1 (
1 − a ]©a

)
=

(
1 + a ]©e

)−1
a ]©e

(
1 − a ]©a

)
.

Óçèìàjó£è íîðìó ñà îáå ñòðàíå, äîáèjà ñå


b ]©b − a ]©a






a ]©a




 ≤




a ]©e





1 −



a ]©e




 .
Îâèì jå äîêàç êîìïëåòèðàí. �

2.5 Ïåðòóðáàöèîíè ðåçóëòàòè çà Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç

ó ïðñòåíèìà ñà èíâîëóöèjîì

Ðåçóëòàòè ó îâîj ñåêöèjè ñó îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè èç ðàäà [47], íàñòàëè

êàî ðåçóëòàò çàjåäíè÷êîã ðàäà ñà �îð¢åâè£åì. Íàèìå, ìîòèâèñàíè ìíîãèì

èíòåðåñàíòíèì ðåçóëòàòèìà âåçàíî çà Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç ïðîèçâîäà

êîìïëåêñíèõ ìàòðèöà êîjå ñó äîêàçàëè Êàñòðî-Ãîíçàëåñ è Õàðòâèã [46],

ïîêàçàëè ñìî äà íåêè îä îâèõ ðåçóëòàòà âàæå ó ïðñòåíèìà ñà èíâîëóöèjîì

(ïîíåêàä è ó C∗-àëãåáðàìà) êîðèñòå£è óãëàâíîì ðàçëè÷èòå ìåòîäå. Ìóð-

Ïåíðîóçîâ èíâåðç jå øèðîêî ïðîó÷àâàí ó ïðñòåíèìà ñà èíâîëóöèjîì è

C∗-àëãåáðàìà (âèäåòè [20], [32], [36], [40], [53], [64], [74] è ìíîãî äðóãèõ.)
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Ó ðàäó [46] ñà Cmxn îçíà÷åí jå âåêòîðñêè ïðîñòîð êîìïëåêñíèõ ìàòðèöà

òèïà mxn. Çàòèì, ñà C(A),R(A),N(A) îçíà÷åíè ñó ïðîñòîð êîëîíà (äîìåò),

ïðîñòîð âðñòà è íóëà ïðîñòîð ìàòðèöå A. Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç ìàòðèöå

A jå jåäèíñòâåíà ìàòðèöà êîjà çàäîâî§àâà ÷åòèðè Ïåíðîóçîâå jåäíà÷èíå:

(1) AX A = A, (2) X AX = X, (3) (AX)∗ = AX, (4) (X A)∗ = X A,

îçíà÷åí ñà A†, è óâåê ïîñòîjè çà êîìïëåêñíå ìàòðèöå.

Íà ïðîáëåìó îäðå¢èâà»à èçðàçà çà Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç ïðîèçâîäà

ìàòðèöà AB ïðâè jå ðàäèî Êëàjí [57], êîjè jå óñòàíîâèî ôîðìóëó êîjà

îìîãó£àâà äà ñå ïðîáëåì ñâåäå íà îáëèê ïðîèçâîäà ìàòðèöà, ãäå jå jåäàí

îä ôàêòîðà îðòîãîíàëíè ïðîjåêòîð.

Ëåìà 2.5.1 [57] Íåêà ñó A ∈ Cmxn è B ∈ Cnxp. Òàäà jå (AB)† = K†R†, ãäå

R = ABB† è K = A†AB.

Ñëåäå£è ðåçóëòàò ñå ìîæå ïðîíà£è ó ðàäó [46].

Ëåìà 2.5.2 Íåêà ñó X,Y ∈ Cmxn è íåêà ñó F,G èäåìïîòåíòíå ìàòðèöå

ðåäà m è n, ðåñïåêòèâíî. Òàäà âàæè ñëåäå£å:

(i) (I − F)X = Y ⇔ FY = 0 è C(X − Y ) ⊆ C(F).

(ii) X(I − G) = Y ⇔ YG = 0 è R(X − Y ) ⊆ R(G).

Ëåìà 2.5.3 [6] Íåêà jå A ∈ Cmxn è íåêà jå F ∈ Cnxn èäåìïîòåíò. Òàäà:

N(AF) = (N(A) ∩ C(F)) ⊕ N(F).

Ïî÷è»åìî ñà èçëàãà»åì îðèãèíàëíèõ ðåçóëòàòà êîjå ñìî ïîêàçàëè ó

ðàäó [47].

Íåêà jå R ñåìèãðóïà, íàj÷åø£å ïðñòåí, ñïåöèjàëíî C∗-àëãåáðà ñà jåäè-

íèöîì 1 è èíâîëóöèjîì x 7→ x∗. Ñêóï ñâèõ èäåìïîòåíàòà, ñàìîàäjóíãîâàíèõ
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è Ìóð-Ïåíðîóç èíâåðòèáèëíèõ åëåìåíàòà ó R, îçíà÷àâàìî ñà R•, Rh, R†,

ðåñïåêòèâíî.

Ako je M ⊂ R, òàäà

M◦ = {x ∈ R : (∀y ∈ M) yx = 0}, ◦M = {x ∈ R : (∀y ∈ M) xy = 0}.

Ïðâî, äîêàæèìî íåêîëèêî ïîìî£íèõ ðåçóëòàòà. Èàêî ñå îâè ðåçóëòàòè

ìîãó íà£è ó ëèòåðàòóðè, äàjåìî »èõîâ êîìïëåòàí äîêàç äà áè ñå ðàä

ìîãàî ÷èòàòè íåçàâèñíî.

Ëåìà 2.5.4 Àêî jå x ∈ R, òàäà âàæè:

x ∈ R† ⇐⇒ x∗ ∈ R† ⇐⇒ xx∗ ∈ R† ⇐⇒ x∗x ∈ R†.

Àêî âàæè íåêè îä ïðåòõîäíèõ èñêàçà, òàäà jå (x∗)† = (x†)∗ è

(xx∗)† = (x∗)†x†, (x∗x)† = x†(x∗)†, x† = x∗(xx∗)† = (x∗x)†x∗.

Äîêàç: Äîêàç ñëåäè jåäíîñòàâíîì ïðîâåðîìÌóð-Ïåíðîóçîâèõ jåäíà÷èíà.

�

Ëåìà 2.5.5 Àêî jå f ∈ R•, òàäà (1 − f )◦ = fR.

Äîêàç: Àêî jå z = f r ∈ fR, òàäà (1 − f )z = 0, ïà jå fR ⊂ (1 − f )◦.

Àêî jå z ∈ (1 − f )◦, òàäà z = f z ∈ fR, ïà jå (1 − f )◦ ⊂ fR. �

Ëåìà 2.5.6 Àêî ñó x, y ∈ R è f ,g ∈ R•, òàäà âàæè ñëåäå£å:

(i) (1 − f ) x = y ⇐⇒ f y = 0 è (x − y) R ⊂ fR.

(ii) x (1 − g) = y ⇐⇒ yg = 0 è R(x − y) ⊂ Rg.

Äîêàç: (i) =⇒ : Ìíîæå»åì (1 − f ) x = y ñà ëåâå ñòðàíå ñà f , èìàìî

0 = f y.Ìíîæå»åì (1 − f ) x = y ñà ëåâå ñòðàíå ñà 1− f , äîáèjàìî (1 − f ) x =
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(1 − f ) y, èëè (1 − f ) (x − y) = 0, øòî ïîâëà÷è (x − y) ∈ (1 − f )◦ = fR

(êîðèñòèìî Ëåìó(2.5.5))

⇐= : Ïðåòïîñòàâèìî äà jå f y = 0 è (x − y)R ⊂ fR = (1 − f )◦. Ñëåäè

(1− f )(x− y) = 0, èëè x− y− f x+ f y = 0. Êàêî jå f y = 0, èìàìî (1− f )x = y.

(ii) Ñëåäè èç (i) àäjóíãîâà»åì. �

Ëåìà 2.5.7 Àêî ñó a, b,ab ∈ R† è (ab)† = b†a†, òàäà r = abb† ∈ R†

r† = bb†a†.

Äîêàç: Íåêà jå x = bb†a† = b(ab)†.

Òàäà

r x = ab(ab)† ∈ Rh, xr = (bb†)(a†a)(bb†) ∈ Rh, r xr = ab(ab)†abb† = r,

xr x = bb†a†abb†a† = b(ab)†ab(ab)† = x.

Ïðåìà òîìå, x = r†. �

Ëåìà 2.5.8 Àêî jå a ∈ R è f ∈ R•, òàäà

(a f )◦ = (a◦ ∩ fR) ⊕ f ◦.

Äîêàç: Ïðèìåòèìî äà (a f )◦, a◦, fR, f ◦ ñó äåñíè èäåàëè ó R. Íà îñíîâó

Ëåìå(2.5.4 ) çíàìî äà jå f ◦ = (1 − f )R. Ïðåìà òîìå, fR ∩ f ◦ = {0} è çàòî

jå (a◦ ∩ fR) ∩ f ◦ = {0}.

Íåêà jå x = y + z, ãäå y ∈ a◦ ∩ fR è z ∈ f ◦. Òàäà, ay = 0 è y = f s, çà

íåêî s ∈ R. Çàòî, x = f s + z ñà a f s = 0 è f z = 0.

Äàêëå, a f x = 0, ïà x ∈ (a f )◦.

Ñ' äðóãå ñòðàíå, íåêà jå x ∈ (a f )◦. Òàäà, x = f x+(1− f )x è (1− f )x ∈ f ◦.

Êàêî jå a f x = 0, äîáèjàìî f x ∈ a◦ ∩ fR. Ïðåìà òîìå, x ∈ (a◦ ∩ fR) ⊕ f ◦.

�

C∗− àëãåáðà jå ãëàâíè ïðèìåð ïðñòåíà ñà èíâîëóöèjîì.
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Àêî a ∈ R è p,q ∈ R•, òàäà èìàìî äîãîâîðåíó äåêîìïîçèöèjó:

a = paq + pa(1 − q) + (1 − p)aq + (1 − p)a(1 − q) = ©­«
a11 a12

a21 a22

ª®¬p,q

ãäå jå

paq = ©­«
a11 0

0 0

ª®¬p,q

, pa(1 − q) = ©­«
0 a12

0 0

ª®¬p,q

,

(1 − p)aq = ©­«
0 0

a21 0

ª®¬p,q

, (1 − p)a(1 − q) = ©­«
0 0

0 a22

ª®¬p,q

.

Àêî b ∈ R, òàäà jå

b = ©­«
b11 b12

b21 b22

ª®¬p,q

è

a + b = ©­«
a11 + b11 a12 + b12

a21 + b21 a22 + b22

ª®¬p,q

.

Àêî c ∈ R è s ∈ R•, ãäå

c = ©­«
c11 c12

c21 c22

ª®¬q,s

,

òàäà jå

ac = ©­«
a11c11 + a12c21 a11c12 + a12c22

a21c11 + a22c21 a21c12 + a22c22

ª®¬p,s

.

È âèøå, àêî p,q ∈ Ah ∩ A•, òàäà

a∗ = ©­«
a∗11 a∗21
a∗12 a∗22

ª®¬q,p

.

Íà ïðèìåð, àêî b ∈ R†, p = bb†,q = b†b,, òàäàp,q ∈ Rh ∩ R• è

b = ©­«
b1 0

0 0

ª®¬p,q

.
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Ó îâîì ñëó÷àjó jå

bb∗ = ©­«
b1b∗1 0

0 0

ª®¬p,p

,

ãäå b1b∗1 èíâåðòèáèëàí ó pRp (jåäèíèöà jå p)

(bb∗)† = ©­«
(b1b∗1)

−1 0

0 0

ª®¬p,p

è

b† = b∗(bb∗)† = ©­«
b∗1(b1b∗1)

−1 0

0 0

ª®¬q,p

.

Òà÷íèjå, àêî ñó A,B êîìïëåêñíå ìàòðèöå, îíäà âàæè òâð¢å»å (ABB†)† =

B(AB)†.Ìå¢óòèì, îâî íèjå òà÷íî ó ñëó÷àjó êàäà jå B èíâåðòèáèëíà ìàòðèöà.

Îâî çàïàæà»å èëóñòðójåìî ñëåäå£èì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 2.5.1 Íåêà ñó A = ©­«
1 2

0 0

ª®¬ è B = ©­«
1 2

0 3

ª®¬ .
Òàäà jå ìàòðèöà B èíâåðòèáèëíà è B† = B−1 = ©­«

1 −2
3

0 1
3

ª®¬ .
Ïðåìà òîìå, (ABB†)† = A† = ©­«

1
9 0

2
9 0

ª®¬ .
Ñ' äðóãå ñòðàíå, (AB)† = ©­«

1
65 0

8
65 0

ª®¬ è B(AB)† = ©­«
17
65 0

24
65 0

ª®¬ .
Ó ðàäó [46] ìîãó ñå íà£è ïåðòóðáàöèîíå ôîðìóëå çà èçðà÷óíàâà»å

Ìóð-Ïåíðóçîâîã èíâåðçà ïðîèçâîäà äâå êîìïëåêñíå ìàòðèöå A ∈ Cmxn è

B ∈ Cnxp. Íàèìå, (AB)† = B†R† + ρ è (AB)† = K†A† + θ, ïðè ÷åìó ñó ó

èçðàçèìà çà ρ è θ óê§ó÷åíå ìàòðèöå B†,R† è A†,K†, ðåñïåêòèâíî.Íàâîäèìî

áåç äîêàçà òåîðåìå è ïîñëåäèöå ó êîjèìà ñó ïîñòèãíóòè íàâåäåíè ðåçóëòàòè.
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Òåîðåìà 2.5.1 [46] Íåêà ñó A ∈ Cmxn è B ∈ Cnxp.

(i) Àêî jå R = ABB†, îíäà

(AB)† = (I − εε†)B†R† = B†(I − ε†B†)R† = B†(I −U†ε∗B†)R† (2.5.1)

AB(AB)† = RR† è (AB)†AB = B†B − εε† (2.5.2)

ãäå jå ε = B†(I − R†R) è U = R†R + ε∗ε .

(ii) Àêî jå K = A†AB, îíäà

(AB)† = K†A†(I − δ†δ) = K†(I − A†δ†)A† = K†(I − A†δ∗V†)A† (2.5.3)

AB(AB)† = AA† − δ†δ è (AB)†AB = K†K (2.5.4)

ãäå jå δ = (I − KK†)A† è V = KK† + δδ∗.

Ïîñëåäèöà 2.5.1 [46] Íåêà ñó A ∈ Cmxn è B ∈ Cnxp. Îíäà âàæè ñëåäå£å:

(i) Àêî jå BB† = I, îíäà

(AB)† = (I − εε†)B†A† = B†(I −U−1ε∗B†)A†,

AB(AB)† = AA† è (AB)†AB = B†B − εε†,

ãäå jå ε = B†(I − A†A) è U = A†A + ε∗ε .

(ii) Àêî jå A†A = I, îíäà

(AB)† = B†A†(I − δδ†) = B†(I − A†δ∗V−1)A†,

AB(AB)† = AA† − δ†δ è (AB)†AB = B†B,

ãäå jå δ = (I − BB†)A† è V = BB† + δδ∗.

Ïîñëåäèöà 2.5.2 [46] Íåêà ñó A ∈ Cmxn è B ∈ Cnxp. Îíäà

(AB)† = (I − εε†)B†J†A†(I − δ†δ),

ãäå jå J = A†ABB†, ε = B†(I − J†J) è δ = (I − JJ†)A†.
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Òåîðåìà 2.5.2 [46] Íåêà ñó A ∈ Cmxn,B ∈ Cnxk,R = ABB† è K = A†AB.

Ñëåäå£è èñêàçè ñó åêâèâàëåíòíè:

(i) Y = (AB)†.

(ii) C(BY ) ⊆ C(BB∗A∗) è C(B†R† − Y ) ⊆ C(B†(I − R†R)).

(iii) R(Y A) ⊆ R(B∗A∗A) è R(K†A† − Y ) ⊆ R((I − KK†)A†).

Ó ðàäó [47] äîêàçójåìî ðåçóëòàòe êîjè âàæå ó ïðñòåíèìà ñà èíâîëóöèjîì.

Òåîðåìà 2.5.3 Íåêà jå R jåäèíè÷íè ïðñòåí ñà èíâîëóöèjîì è a, b ∈ R†,

òàêî äà ab,abb† ∈ R†. Êîðèñòèìî ñëåäå£å îçíàêå:

r = abb†, ε = b†
(
1 − r†r

)
, u = r†r + ε∗ε .

Àêî ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè:

r† = b(ab)†, ε,u ∈ R† (2.5.5)

îíäà èìàìî:

(ab)† =
(
1 − εε†

)
b†r† = b†

(
1 − ε†b†

)
r† = b†

(
1 − u†ε∗b†

)
r† (2.5.6)

è

ab (ab)† = rr† è (ab)† ab = bb† − εε† (2.5.7)

Äîêàç:

Êîðàê 1.

Íåêà jå p = bb†,q = b†b è s = aa†. Òàäà âàæè

b = ©­«
b1 0

0 0

ª®¬p,q

, b† = ©­«
b∗1(b1b∗1)

−1 0

0 0

ª®¬q,p

,

a = ©­«
a1 a2

0 0

ª®¬s,p

,a∗ = ©­«
a∗1 0

a∗2 0

ª®¬p,s

,
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aa∗ = ©­«
d 0

0 0

ª®¬s,s

,a† = a∗(aa∗)† = ©­«
a∗1d−1 0

0 0

ª®¬p,s

,

ãäå jå d = a1a∗1 + a2a∗2 èíâåðòèáèëíî ó sRs. Òàêî¢å,

ab = ©­«
a1b1 0

0 0

ª®¬s,q

, (ab)† = (ab)∗(ab(ab)∗)† = ©­«
(a1b1)∗(a1b1(a1b1)∗)† 0

0 0

ª®¬q,s

,

r = abb† = ©­«
a1b1 0

0 0

ª®¬s,q

©­«
b∗1(b1b∗1)

−1 0

0 0

ª®¬q,p

=
©­«

a1b1b∗1(b1b∗1)
−1 0

0 0

ª®¬s,p

=
©­«

a1 0

0 0

ª®¬s,p

,

r† = b(ab)† = ©­«
b1 0

0 0

ª®¬p,q

©­«
(a1b1)∗(a1b1(a1b1)∗)† 0

0 0

ª®¬q,s

=
©­«

b1(a1b1)∗(a1b1(a1b1)∗)† 0

0 0

ª®¬p,s

.

Èç rr†r = r è ïðåòïîñòàâêå(2.5.5) çàê§ó÷ójåìî ñëåäå£å:

a1b1(a1b1)∗(a1b1(a1b1)∗)†a1 = a1 (2.5.8)

Êîðàê 2.

Íåêà jå x = (1 − εε†)b†r†. Äîêàæèìî äà jå x = (ab)†.

Êîðèñòå£è íàâåäåíå ìàòðè÷íå îáëèêå, ε = b†(1−r†r) ìîæåìî ïðåäñòàâèòè

íà ñëåäå£è íà÷èí:

ε = b†(1−r†r) = ©­«
b∗1(b1b∗1)

−1 0

0 0

ª®¬q,p

( ©­«
p 0

0 1 − p

ª®¬p,p

−
©­«

b1(a1b1)∗(a1b1(a1b1)∗)†a1 0

0 0

ª®¬p,p

)

=
©­«

b∗1(b1b∗1)
−1 0

0 0

ª®¬q,p

©­«
p − b1(a1b1)∗(a1b1(a1b1)∗)†a1 0

0 1 − p

ª®¬p,p
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=
©­«

b∗1(b1b∗1)
−1(p − b1(a1b1)∗(a1b1(a1b1)∗)†a1) 0

0 0

ª®¬q,p

.

Äàêëå, êîðèñòå£è (2.5.8 ), ðà÷óíàìî

abε = ©­«
a1 a2

0 0

ª®¬s,p

©­«
b1 0

0 0

ª®¬p,q

©­«
b∗1(b1b∗1)

−1(p − b1(a1b1)∗(a1b1(a1b1)∗)†a1) 0

0 0

ª®¬q,p

=
©­«

a1b1 0

0 0

ª®¬s,q

©­«
b∗1(b1b∗1)

−1(p − b1(a1b1)∗(a1b1(a1b1)∗)†a1) 0

0 0

ª®¬q,p

=
©­«

a1b1b∗1(b1b∗1)
−1(p − b1(a1b1)∗(a1b1(a1b1)∗)†a1) 0

0 0

ª®¬s,p

=
©­«

a1(p − b1(a1b1)∗(a1b1(a1b1)∗)†a1) 0

0 0

ª®¬s,p

=
©­«

a1 − a1b1(a1b1)∗(a1b1(a1b1)∗)†a1 0

0 0

ª®¬s,p

=
©­«

a1 − a1 0

0 0

ª®¬s,p

=
©­«
0 0

0 0

ª®¬s,p

.

Ïðåìà òîìå, abε = 0.

Ñàäà, èìàìî

abx = ab(1 − εε†)b†r† = ab(1 − εε†)b†b(ab)† = abb†b(ab)† − abεε†b†b(ab)†

= ab(ab)† = rr† ∈ Rh,

abxab = ab(ab)†ab = ab,

xabx = (1 − εε†)b†r†rr† = (1 − εε†)b†r† = x,

è

xab = (1 − εε†)b†r†ab = (1 − εε†)b†r†abb†b = (1 − εε†)b†r†rb
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= (1 − εε†)b†(1 − (1 − r†r))b = (1 − εε†)(b†b − b†(1 − r†r)b)

= (1 − εε†)(b†b − εb) = b†b − εb − εε†b†b + εε†εb = (1 − εε†)b†b.

Êàêî jå

b†bε = b†bb†(1 − r†r) = b†(1 − r†r) = ε,

òî jå

b†bεε† = εε† = εε†b†b.

Íàïîìåíèìî äà ñìî êîðèñòèëè ÷è»åíèöó äà jå ïðîèçâîä äâà ñàìîàäjóíãîâàíà

åëåìåíòà îïåò ñàìîàäjóíãîâàí àêî è ñàìî àêî çàäàíè ñàìîàäjóíãîâàíè

ôàêòîðè ìå¢óñîáíî êîìóòèðàjó. Êîíà÷íî, èìàìî

xab = (1 − εε†)b†b = b†b − εε†b†b = b†b − εε† ∈ Rh.

Ïðåìà òîìå, x = (ab)† è ïðâà jåäíàêîñò ó (2.5.6) jå äîêàçàíà.

Êîðàê 3.

Íåêà jå z = (1 − r†r)ε†. Äîêàæèìî äà jå z = ε†.

Ðà÷óíàìî íà ñëåäå£è íà÷èí:

ε zε = ε(1 − r†r)ε†ε = b†(1 − r†r)(1 − r†r)ε†ε

= b†(1 − r†r)ε†ε = εε†ε = ε,

zε z = (1 − r†r)ε†ε(1 − r†r)ε† = (1 − r†r)ε†b†(1 − r†r)(1 − r†r)ε†

= (1 − r†r)ε†b†(1 − r†r)ε† = (1 − r†r)ε†εε† = (1 − r†r)ε† = z,

ε z = b†(1 − r†r)(1 − r†r)ε† = b†(1 − r†r)ε† = εε† ∈ Rh,

zε = (1 − r†r)ε†ε = ε†ε − r†rε†ε ∈ Rh.
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Ïîñëåä»è çàê§ó÷àê ñëåäè èç ñëåäå£åã çàïàæà»à:

εr†r = b†(1 − r†r)r†r = 0, r†rε∗ = (εr†r)∗ = 0, r†re†ε = r†rε∗(εε∗)†ε = 0.

Ïðåìà òîìå,

r†rε†ε = ε†εr†r = 0 ∈ Rh.

Äàêëå,

z = (1 − r†r)ε† = ε†.

Êîðàê 4.

Èç r†rε∗ = 0, çàïàæàìî rr†ε† = rr†ε∗(εε∗)† = 0, òàêî äà jå

εε†b† = b†(1 − r†r)ε†b† = b†ε†b†.

Êàêî jå u = r†r + ε∗ε ∈ Rh ∩ R†, äîáèjàìî u† = u].

Êîðàê 5.

Íåêà jå w = r†r + (ε∗ε)†. Äîêàçà£åìî äà jå w = u†.

Äàêëå, ðà÷óíàìî íà ñëåäå£è íà÷èí:

uwu = (r†r + r†r)(r†r + (ε∗ε)†)(r†r + ε∗ε)

= (r†rr†r + r†r(ε∗ε)† + ε∗εr†r + ε∗ε(ε∗ε)†)(r†r + ε∗ε)

= (r†r + r†r(ε∗ε)† + ε∗ε(ε∗ε)†)(r†r + ε∗ε)

= r†rr†r +r†rε∗ε +r†r(ε∗ε)†r†r +r†r(ε∗ε)†ε∗ε + ε∗ε(ε∗ε)†r†r + ε∗ε(ε∗ε)†ε∗ε

= r†r + r†r((ε∗ε)∗ε∗ε)†(ε∗ε)∗r†r + r†rε∗ε(ε∗ε)† + (ε∗ε)†ε∗εr†r + ε∗ε

= r†r + ε∗ε

= u,

wuw = (r†r + (ε∗ε)†)(r†r + ε∗ε)(r†r + (ε∗ε)†)

= (r†rr†r + r†rε∗ε + (ε∗ε)†r†r + (ε∗ε)†ε∗ε)(r†r + (ε∗ε)†)

= (r†r + (ε∗ε)†r†r + (ε∗ε)†ε∗ε)(r†r + (ε∗ε)†)
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= r†rr†r+r†r(ε∗ε)†+(ε∗ε)†r†rr†r+(ε∗ε)†r†r(ε∗ε)†+(ε∗ε)†ε∗εr†r+(ε∗ε)†ε∗ε(ε∗ε)†

= r†r + r†r(ε∗ε)† + (ε∗ε)†r†r + (ε∗ε)†r†r(ε∗ε)† + (ε∗ε)†

= r†r + r†r(ε∗ε)∗(ε∗ε(ε∗ε)∗)† + ((ε∗ε)∗ε∗ε)†(ε∗ε)∗r†r

+((ε∗ε)∗ε∗ε)†(ε∗ε)∗r†r(ε∗ε)† + (ε∗ε)†

= r†r + r†rε∗ε(ε∗ε(ε∗ε)∗)† + ((ε∗ε)∗ε∗ε)†ε∗εr†r

+((ε∗ε)∗ε∗ε)†ε∗εr†r(ε∗ε)† + (ε∗ε)†

= r†r + (ε∗ε)†

= w,

uw = (r†r + ε∗ε)(r†r + (ε∗ε)†)

= r†rr†r + r†r(ε∗ε)† + ε∗εr†r + ε∗ε(ε∗ε)†

= r†r + r†r(ε∗ε)∗(ε∗ε(ε∗ε)∗)† + ε∗ε(ε∗ε)†

= r†r + r†rε∗ε(ε∗ε(ε∗ε)∗)† + ε∗ε(ε∗ε)†

= r†r + ε∗ε(ε∗ε)† ∈ Rh,

wu = (r†r + (ε∗ε)†)(r†r + ε∗ε)

= r†rr†r + r†rε∗ε + (ε∗ε)†r†r + (ε∗ε)†ε∗ε

= r†r + ((ε∗ε)∗ε∗ε)†(ε∗ε)∗r†r + (ε∗ε)†ε∗ε

= r†r + ((ε∗ε)∗ε∗ε)†ε∗εr†r + (ε∗ε)†ε∗ε

= r†r + (ε∗ε)†ε∗ε ∈ Rh.

Ïðåìà òîìå, w = u†.

Êîðàê 6.

Êîðèñòå£è r†rε∗ = 0 è (ε∗ε)†ε∗ = ε†, âèäèìî äà jå

u†ε∗b†r† = (r†r + (ε∗ε)†)ε∗b†r† = ε†b†r†,
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è çàòî

b†(1 − ε†b†)r† = b†(r† − ε†b†r†) = b†(r† − u†ε∗b†r†) = b†(1 − u†ε∗b†)r†.

Äàêëå, äîêàçàëè ñìî òðå£ó jåäíàêîñò ó (2.5.6).

Ïðâà jåäíàêîñò ó (2.5.6) jå äîêàçàíà ó Êîðàêó 4.

Jåäíàêîñòè ó (2.5.7) äîêàçójó ñå åëåìåíòàðíî. �

Òåîðåìà 2.5.4 Íåêà jå R jåäèíè÷íè ïðñòåí ñà èíâîëóöèjîì è íåêà a, b ∈

R† òàêî äà ab,abb† ∈ R†.

Óïîòðåáèìî ñëåäå£å îçíàêå:

k = a†ab, δ = (1 − kk†)a†, v = kk† + δδ∗.

Àêî ïðåòîñòàâèìî äà âàæè

k† = (ab)†a, δ, v ∈ R† (2.5.9)

òàäà èìàìî:

(ab)† = k†a†(1 − δ†δ) = k†(1 − a†δ†)a† = k†(1 − a†δ†v†)a† (2.5.10)

ab(ab)† = aa† − δ†δ è (ab)†ab = k†k (2.5.11)

Ïîñëåäèöà 2.5.3 Íåêà jå R jåäèíè÷íè ïðñòåí ñà èíâîëóöèjîì. Àêî

a, b ∈ R òàêî äà a, b,ab ∈ R†, òàäà

(ab)† = (1 − εε†)b† j†a†(1 − δ†δ),

ãäå jå j = a†abb†, ε = b†(1 − j† j) è δ = (1 − j j†)a†.

Äîêàç: Íåêà jå p = bb†,q = b†b, s = aa†. Òàäà äîêàç îâå ïîñëåäèöå ñëåäè

íà îñíîâó èäåíòèòåòà

(ab)† = (1 − εε†)b†r†

82



2.5 Ïåðòóðáàöèîíè ðåçóëòàòè çà Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç ó ïðñòåíèìà
ñà èíâîëóöèjîì

ó Òåîðåìè(2.5.3 ), ãäå jå r = abb† è ε = b†(1 − r†r).

Íåêà jå çàòèì r = ac, ãäå jå c = bb†. Ñàäà äîêàç ïðåîñòàëîã äåëà

òâð¢å»à èçâîäèìî íà îñíîâó èäåíòèòåòà

(ab)† = k†a†(1 − δ†δ)

ó Òåîðåìè(2.5.4 ), ãäå jå k = a†ab è δ = (1 − kk†)a†.

Òàêî äîáèjàìî

r† = (ac)† = j†a†(1 − δ†δ)

ãäå jå j = a†abb† = a†ac è δ = (1 − j j†)a†. �

Íàñòàâ§àìî ñà ñëåäå£èì ðåçóëòàòîì.

Òåîðåìà 2.5.5 Ïðèñåòèìî ñå óñëîâà è îçíàêà èç Òåîðåìå (2.5.3 ) è

Òåîðåìå(2.5.4 ). Îíäà âàæå ñëåäå£è èñêàçè:

(i) b(ab)†R ⊆ bb∗a∗R è (b†r† − (ab)†)R ⊆ b†(1 − r†r)R;

(ii) ((ab)†a)∗R ⊆ (b∗a∗a)∗R è (k†a† − (ab)†)∗R ⊆ ((1 − kk†)a†)∗R.

Äîêàç: (i)Íåêà jå y = (ab)†. Ïîçèâàjó£è ñå íà Ëåìó(2.5.6) è Òåîðåìó(2.5.3),

èìàìî y = (1 − εε†)b†r†, ãäå jå ε = b†(1 − r†r), è îâî jå åêâèâàëåíòíî ñà

εε†y = 0 è

(b†r† − y)R ⊆ εε†R = εR = b†(1 − r†r)R .

Ìíîæå»åì εε†y = 0 ñà ε∗ ñà ëåâå ñòðàíå, è êàêî jå ε∗εε† = ε∗(εε†)∗ = ε∗,

äîáèjàìî äà jå ε∗y = 0.

Èìàìî

r∗R = (rr†r)∗R = r†rr∗R ⊂ r†rR = r∗(rr∗)†r ⊂ r∗R,

øòî ïîâëà÷è äà jå

r∗R = r†rR.

83



2 ÏÅÐÒÓÐÁÀÖÈJÅ

Äà§å, εε†R ⊆ εR jå î÷èãëåäíî. Ñàäà, èìàìî

ε∗y = 0 è (b†r† − y)R ⊆ εR. (2.5.12)

Ó ñòâàðè, (2.5.12 ) ñå ðåäóêójå íà (1 − r†r)(b†)∗y = 0, èëè

(b∗)†yR ⊆ r†rR = r∗R = bb†a∗R,

çàòî øòî jå ε = b†(1 − r†r).

Ñàäà äîáèjàìî

b∗(b∗)†yR ⊆ b∗bb†a∗R = b∗(bb†)∗a∗R = (bb†b)∗a∗R = b∗a∗R,

òj.,

b∗(b∗)†yR ⊆ b∗a∗R,

(b†b)∗yR ⊆ b∗a∗R,

b†byR ⊆ b∗a∗R,

bb†byR ⊆ bb∗a∗R,

byR ⊆ bb∗a∗R,

R ⊆ bb∗a∗R,

èëè

b†byR ⊆ (ab)∗R,

øòî êîìïëåòèðà äîêàç.

(ii) Ñëåäè àíàëîãíî. �

Òåîðåìà 2.5.6 Íåêà jå A jåäèíè÷íà C∗-àëãåáðà. Àêî a, b ∈ A òàêî äà

ñó a, b,ab ðåãóëàðíè, îíäà âàæè ñëåäå£å:

(i) Àêî jå bb† = 1, îíäà

(ab)† = (1 − εε†)b†a† = b†(1 − u−1ε∗b†)a†,
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ab(ab)† = aa† è (ab)†ab = b†b − εε†,

ãäå jå

ε = b†(1 − a†a) è u = a†a + ε .

(ii) Àêî jå a†a = 1, îíäà

(ab)† = b†a†(1 − δδ†) = b†(1 − a†δ∗v−1)a†,

ab(ab)† = aa† − δ†δ è (ab)†ab = bb†,

ãäå jå δ = (1 − bb†)a† è v = bb† + δδ∗.

Äîêàç: (i) Íåêà jå bb† = 1, îíäà äîáèjàìî

1 = bb† = bb∗(bb∗)† = bb∗(bb∗)] = (bb∗)]bb∗ = (bb∗)†bb∗,

çàòî jå bb∗ èíâåðòèáèëíî è (bb∗)† = (bb∗)−1.

Íåêà jå

u = a†a + ε∗ε = a†a + (1 − a†a)(b†)∗b†(1 − a†a)

= a†a + (1 − a†a)(bb∗)−1(1 − a†a).

Çà òðåíóòàê, ïðåòïîñòàâèìî äà jå A = L(H) àëãåáðà ñâèõ îãðàíè÷åíèõ

ëèíåàðíèõ îïåðàòîðà íà íåêîì Õèëáåðòîâîì ïðîñòîðó H. Îçíà÷èìî ñà

c = (bb∗)−1 åëåìåíò êîjè jå ïîçèòèâàí è èíâåðòèáèëàí ó A. Íåêà jå

p = a†a. Îíäà èìàìî îðòîãîíàëíó ñóìó H = R(p) ⊕ R(1 − p), è êàî

ïîñëåäèöó òîãà äåêîìïîçèöèjó îïåðàòîðà:

p = ©­«
1 0

0 0

ª®¬ , 1 − p = ©­«
0 0

0 1

ª®¬ , c = ©­«
c11 c12

c21 c22

ª®¬ .
Êàêî jå c = c∗, äîáèjàìî c22 = c∗22. Óçìèìî m(c) = min σ(c) è çíàìî äà

m(c) > 0. Ñàäà, íåêà jå x ∈ R(1 − p) è ðà÷óíàìî íà ñëåäå£è íà÷èí:

m(c) ≤ 〈cx, x〉 = 〈c22x, x〉.
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Ñëåäè äà jå c22 ïîçèòèâíî è èíâåðòèáèëíî. Äîáèjàìî äà jå

u = ©­«
1 0

0 c22

ª®¬
ïîçèòèâíî è èíâåðòèáèëíî.

Àêî jå A óîïøòåíà jåäèíè÷íà C∗-àëãåáðà, îíäà ïîñòîjè Õèëáåðòîâ

ïðîñòîð H è ∗-èçîìåòðèjñêè èçîìîðôèçàì J : A → B ⊂ L(H), ãäå

jå B C∗-ïîäàëãåáðà îä L(H). Íå ãóáå£è îïøòîñò, èìàìî J(1) = 1 ∈

B. Ðàçìîòðèìî J(u) êîjè jå ïîçèòèâàí ó B è èíâåðòèáèëàí ó L(H).

Êîíà÷íî, ñïåêòàð åëåìåíòà ó C∗-àëãåáðè jå íåïðîìåí§èâ ó îäíîñó íà

èçáîð ïîäàëãåáðå ñâå äîê ïîäàëãåáðà ñàäðæè jåäèíèöó. Äàêëå, J(u) jå

ïîçèòèâàí è èíâåðòèáèëàí ó B, òàêî äà u ïîçèòèâàí è èíâåðòèáèëàí ó

A.

Ñàäà, ðåçóëòàò ñëåäè èç Òåîðåìå(2.5.3) çíàjó£è äà jå r = 1.

(ii) Ñëåäè íà èñòè íà÷èí êàî (i). �
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2.6 Çàêîí äèðåêòíîã ðåäîñëåäà (forward order law-FOL) çà
Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç ó ïðñòåíèìà ñà èíâîëóöèjîì

2.6 Çàêîí äèðåêòíîã ðåäîñëåäà (forward order law-

FOL) çà Ìóð-Ïåíðîóçîâ èíâåðç ó ïðñòåíèìà ñà

èíâîëóöèjîì

Ó ðàäó [46] Êàñòðî-Ãîíçàëåñ è Õàðòâèã ñó ðàçìàòðàëè ïîä êîjèì óñëîâèìà

çà ìàòðèöå âàæè çàêîí äèðåêòíîã ðåäîñëåäà (FOL) (AB)† = A†B†, ãäå

ìàòðèöå A,B ∈ Cnxn.

Ïîäñåòèìî ñå ñëåäå£åã.

Ðåëàöèjà (ab)† = b†a† jå çàêîí îáðíóòîã ðåäîñëåäà çà Ìóð-Ïåíðîóçîâ

èíâåðç, è îíà ó îïøòåì ñëó÷àjó íå âàæè.

Ïðñòåí R jå ∗-ðåäóêîâàí àêî çà ñâàêî a ∈ R âàæè èìïëèêàöèjà:

a∗a = 0⇒ a = 0. Ñâàêà C∗-àëãåáðà jå ∗-ðåäóêîâàí ïðñòåí. Ôîðìóëèøèìî

ñëåäå£è ðåçóëòàò (âèäè, íà ïðèìåð, [20]).

Ëåìà 2.6.1 Íåêà jå R ∗− ðåäóêîâàí ïðñòåí, è íåêà ñó a, b ∈ R Ìóð-

Ïåíðîóç èíâåðòèáèëíè. Òàäà ñó ñëåäå£è óñëîâè åêâèâàëåíòíè:

(i) (ab) jå Ìóð-Ïåíðîóç èíâåðòèáèëàí è (ab)† = b†a†;

(ii) a†a êîìóòèðà ñà bb∗, è bb† êîìóòèðà ñà a∗a.

Ñëåäè ïðèêàç îðèãèíàëíèõ ðåçóëòàòà âåçàíî çà çàêîí äèðåêòíîã ðåäîñëåäà

Ìóð-Ïåíðîóçîâîã èíâåðçà ó ïðñòåíó ñà èíâîëóöèjîì [47].

Òåîðåìà 2.6.1 Íåêà ñó a, b ∈ R òàêî äà a, b,ab ∈ R†. Îíäà ñó ñëåäå£è

èñêàçè åêâèâàëåíòíè:

(i) (ab)† = a†b†,

(ii) (ba)∗ = a∗a(ab)†bb∗, b∗a∗R ⊆ a∗R è abR ⊆ bR.

Äîêàç: (i) ⇒ (ii) : Èç (ab)† = a†b†, äîáèjàìî

a∗b∗ = a∗aa†b†bb∗ = a∗a(ab)†bb∗.
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Àêî

x = (ab)∗z = b∗a∗z ∈ b∗a∗R,

òàäà jå

x = (ab)†ab(ab)∗z = a†b†ab(ab)∗z ∈ a†b†R .

Íà îâàj íà÷èí äîáèjàìî

(ab)∗R ⊆ (ab)†R.

Àêî jå

y = a†b†u ∈ a†b†R,

òàäà

y = (ab)†u = (ab)∗(ab(ab)∗)†u = b∗a∗(ab(ab)∗)†u ∈ b∗a∗R,

ïà

(ab)†R ⊆ (ab)∗R.

Äàêëå,

(ab)∗R = (ab)†R = a†b†R ⊂ a†R = a∗(aa∗)†R ⊂ a∗R .

Íà èñòè íà÷èí

abR = ((ab)†)∗R ⊆ (b†)∗R = bR.

(ii) ⇒ (i) : Àêî a∗b∗ = a∗a(ab)†bb∗ ïîìíîæèìî ñà ëåâå ñòðàíå ñà (a∗a)†

è ñà äåñíå ñòðàíå ñà(bb∗)†, äîáèjàìî

a†b† = a†a(ab)†bb† (2.6.1)

Èç abR ⊂ bR âèäèìî äà ïîñòîjè íåêî s ∈ R òàêî äà ab = bs.Ìíîæå»åì

ïîñëåä»å jåäíàêîñòè ñà ëåâå ñòðàíå ñà bb†, äîáèjàìî

bb†ab = bs = ab èëè (ab)∗bb† = (ab)∗.
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Ñàäà ïîìíîæèìî ïîñëåä»ó jåäíàêîñò ñà [(ab)∗(ab)]† ñà ëåâå ñòðàíå. Äîáèjàìî

(ab)†bb† = (ab)† (2.6.2)

Èç b∗a∗R ⊂ a∗R, íà èñòè íà÷èí äîáèjàìî

(b∗a∗)†a∗(a∗)† = (b∗a∗)†,

èëè

a†a(ab)† = (ab)† (2.6.3)

Èç (2.6.1), (2.6.2) è (2.6.3) äîáèjàìî äà jå (ab)† = a†b†. �

Òåîðåìà 2.6.2 Íåêà ñó a, b ∈ R†. Îíäà, âàæè ñëåäå£å:

(i) a†b∗R = (ab)∗R ⇔
(
(ab)∗R ⊆ a∗R è (ba)∗R = a∗a(ab)∗R).

(ii) (b†)∗aR = abR ⇔
(
abR ⊆ bR è baR = bb∗abR).

Äîêàç: (i) ⇒: Ïðåòïîñòàâèìî äà jå a†b∗R = (ab)∗R = b∗a∗R, è íåêà jå

x ∈ b∗a∗R . Îíäà çà íåêî y, z ∈ R:

x = b∗a∗y = a†b∗z = a∗(aa∗)†b∗z ∈ a∗R.

Çàòî, (ab)∗R ⊆ a∗R.

Ñëè÷íî, íåêà w ∈ a∗b∗R. Îíäà çà íåêî u, v ∈ R:

y = a∗b∗u = a∗aa†b∗u = a∗ab∗a∗v ∈ a∗ab∗a∗R,

è çàòî (ba)∗R ⊆ a∗a(ab)∗R.

Ñ' äðóãå ñòðàíå, àêî s ∈ a∗ab∗a∗R, òàäà çà íåêî t, l ∈ R èìàìî:

s = a∗ab∗a∗t = a∗aa†b∗a∗l = a∗b∗a∗l ∈ a∗b∗R,

òj. a∗a(ab)∗R ⊆ (ba)∗R.
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⇐: Èìàìî

a†b∗R = (a∗a)†a∗b∗R = (a∗a)†a∗a(ab)∗R = a†a(ab)∗R.

Íåêà x ∈ R. Êàêî jå (ab)∗R ⊂ a∗R, ñëåäè äà ïîñòîjè íåêî y ∈ R òàêî

äà (ab)∗x = a∗y. Ìíîæå£è ïîñëåä»ó jåäíàêîñò ñà ëåâå ñòðàíå ñà a†a,

äîáèjàìî

a†a(ab)∗x = a†aa∗y = a∗y = (ab)∗x.

Çàòî,

a†a(ab)∗R = (ab)8R

è íà îñíîâó òîãà

a†b∗R = (ab)∗R.

(ii) Ñëåäè àíàëîãíî. �

Òåîðåìà 2.6.3 Íåêà ñó a, b ∈ R† òàêî äà ab,abb† ∈ R†. Àêî jå r = abb†,

îíäà ñó ñëåäå£è èñêàçè åêâèâàëåíòíè:

(i) (ab)† = a†b†.

(ii) b†(r† − bab†)R ⊆ b†(1 − r†r)R è a†b∗R = (ab)∗R.

(ii) r (1,3) = ba†b† è a†b∗R = (ab)∗R.

(iv) (ab)∗ = (ab)∗aba†b† è a†b∗R = (ab)∗R.

(v) (ab)∗bb∗ = (ab)∗aba†b∗, (ab)R ⊆ bR è a†b∗R = (ab)∗R.

Äîêàç: (i) =⇒ (ii) Íåêà jå y = a†b† ó Òåîðåìè(2.5.5) (i) =⇒ (ii). Îâî

äàjå (ab)† = y àêî è ñàìî àêî jå

ba†b†R ⊆ bb∗a∗R è (b†r† − a†b†)R ⊆ b†(1 − r†r)R (2.6.4)

Ïîçèâàjó£è ñå íà Òåîðåìó(2.5.3), b†bε = ε, ãäå jå

ε = b†(1 − r†r), (1 − b†b)ε = 0 , (1 − b†b)b†(1 − r†r) = 0,
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(1 − b†b)(b†r† − a†b†) = 0, (1 − b†b)a†b† = 0.

Ñàäà jå jàñíî,

b†r† − a†b† = b†(r† − ba†b†).

Ïðåìà òîìå,

(b†r† − a†b†)R = b†(r† − ba†b†)R ⊆ b†(1 − r†r)R.

Êàêî jå (1 − b†b)a†b† = 0, îíäà ïðâè óñëîâ ó (2.6.4) ïîñòàjå

a†b†R = b†ba†aR ⊆ b†bb∗a∗R = (b†b)∗b∗a∗R = (bb†b)∗a∗R = b∗a∗R.

Äàêëå,

a†b†A ⊆ b∗a∗A.

(ii) =⇒ (iii): Íåêà jå x = ba†b†. Èç ïðâîã óñëîâà ó (ii) ñëåäè äà jå

b†(r† − ba†b†)A ⊆ b†(1 − r†r)A,

abb†(r† − ba†b†)A ⊆ abb†(1 − r†r)A,

r(r† − ba†b†)A ⊆ r(1 − r†r)A,

òj.

r(r† − ba†b†)A = 0.

Ñàäà, rr† = rba†b† = r x jå õåðìèòñêè. Òàêî¢å, r xr = rr†r = r .

(iii) =⇒ (iv): Óîáè÷àjåíî, r (1,3) jå áèëî êîjè åëåìåíò êîjè çàäîâî§àâà

rr (1,3)r = r è (rr (1,3))∗ = rr (1,3). Òàêî¢å, r (1,4) jå áèëî êîjè åëåìåíò êîjè

çàäîâî§àâà rr (1,4)r = r è (r (1,4)r)∗ = r (1,4)r . Êàêî jå î÷èãëåäíî r† = r (1,4)rr (1,3),

íà îñíîâó Òåîðåìå (2.5.3), èìàìî

ab(ab)† = rr† = rr (1,4)rr (1,3) = rr (1,3).

Êîðèñòå£è ïðåòïîñòàâêó r (1,3) = ba†b†, äîáèjàìî

ab(ab)† = abb†ba†b† = aba†b†,
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ab(ab)† = aba†b†.

Ìíîæå£è ñà ëåâå ñòðàíå ñà (ab)∗, èìàìî

(ab)∗ab(ab)† = (ab)∗aba†b†,

(ab)∗ = (ab)∗aba†b†.

(iv) =⇒ (v): Ìíîæå£è ïðåòïîñòàâêó

(ab)∗ = (ab)∗aba†b†

ñà äåñíå ñòðàíå ñà bb∗, èìàìî

(ab)∗bb∗ = (ab)∗aba†b†bb∗,

(ab)∗bb∗ = (ab)∗aba†b∗.

Èìàìî

ab = (a†b†)∗(ab)∗ab = (b∗)†(a†)∗(ab)∗ab = b(b∗b)†(a†)∗(ab)∗ab.

Çàòî,

abR ⊆ bR.

(v) =⇒ (i): Ïîêàçà£åìî äà ñó óñëîâè (ii) ó Òåîðåìè (2.6.1), çàäîâî§åíè,

òj.

(ba)∗ = a∗a(ab)†bb∗, (ab)∗R ⊆ a∗R è abR ⊆ bR.

Èç a†b∗R = (ab)∗R, èìàìî (ab)∗R ⊆ a∗R è

a†b∗ = (ab)∗ = (ab)†(ab)(ab)∗ = (ab)†aba†b∗

= (ab)†(ab(ab)†)∗aba†b∗

= (ab)†((ab)†)∗(ab)∗aba†b∗ = (ab)†((ab)†)∗(ab)∗bb∗

= (ab)†(ab(ab)†)∗bb∗ = (ab)†ab(ab)†bb∗ = (ab)†bb∗.
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Îíäà,

a∗b∗ = a∗aa†b∗ = a∗a(ab)†bb∗.

�

Ñëåäå£å åêâèâàëåíöèjå ñëåäå íà îñíîâó ëåâå-äåñíå ñèìåòðèjå.

Òåîðåìà 2.6.4 Íåêà ñó a, b ∈ R† òàêî äà ab,a†ab ∈ R†. Àêî jå k = a†ab,

îíäà ñó ñëåäå£è èñêàçè åêâèâàëåíòíè:

(i) (ab)† = a†b†.

(ii) [(k† − a†b†a)a†]∗R ⊆ [(1 − kk†)a†]∗R è (b†)∗aR = abR.

(iii) k(1,4) = a†b†a è (b†)∗aR = abR.

(iv) ab = ab(ab)∗(b†)∗(a†)∗ è (b†)∗aR = abR.

(v) aba∗a = ab(ab)∗(b†)∗a, (b†)∗aR = abR è (ab)∗R ⊆ a∗R.

Òåîðåìà 2.6.5 Íåêà ñó a, b ∈ R† òàêî äà ab ∈ R† è ab = ba. Àêî âàæè

(ab)† = a†b†, òàäà âàæå ñëåäå£è èñêàçè:

(ab)∗R ⊆ (aba∗a)∗R è b∗abR ⊆ (b◦ ∩ (a∗)◦) ⊕ aR.

Äîêàç: Àêî jå ab = ba, òàäà ñå jåäíàêîñò (v) ó Òåîðåìè(2.6.3), (ab)∗bb∗ =

(ab)∗aba†b∗, ðåäóêójå íà

(ab)∗b(1 − aa†)b∗ = 0,

èëè

b(1 − aa†)b∗ab = 0,

òj.

b∗abR ⊆ (b(1 − aa†))◦.

Ñàäà, ïîçîâèìî ñå íà Ëåìó(2.5.8). Íåêà je a ∈ R è f ∈ R•. Òàäà

(a f )◦ = (a◦ ∩ fR) ⊕ f ◦
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ïîêàçójå äà

b∗(ab)R ⊆ (b◦ ∩ (1 − aa†)R) ⊕ (1 − aa†)◦,

òj.

b∗(ab)R ⊆ (b◦ ∩ (a∗)◦) ⊕ aR.

Ïðèìåòèìî äà

aR = aa†R = (1 − aa†)◦.

Äà§å,

a∗(1 − aa†) = a∗ − a∗aa† = a∗ − a∗(aa†)∗ = a∗ − (aa†a)∗ = 0,

çàòî,

(1 − aa†)R ⊆ (a∗)◦.

�

Òåîðåìà 2.6.6 Íåêà ñó a, b ∈ R† òàêî äà ab ∈ R† è a∗b = ba∗. Òàäà ñó

ñëåäå£è èñêàçè åêâèâàëåíòíè:

(i) (ab)† = a†b†,

(ii) (ab)∗(ba − ab)(ab)∗ = 0, (ab)∗R ⊆ aR,abR ⊆ bR è (ba)∗R = a∗b∗aR,

(iii) ab(ba)∗ − (ab)∗ab = 0, (ab)∗R ⊆ a∗R,abR ⊆ bR è baR = bab∗R .

Äîêàç: (i) ⇐⇒ (ii) Êîðèñòå£è ïðåòïîñòàâêó a∗b = ba∗ è a∗ = a∗aa†,

jåäíàêîñò (v)

(ab)∗bb∗ = (ab)∗aba†b∗

ó Òåîðåìè (2.6.3) ðåäóêójå ñå íà

b∗a∗bb∗ − b∗a∗aba†b∗ = 0,

b∗ba∗b∗ − (ab)∗aba†b∗ = 0,

b∗ba∗aa†b∗ − (ab)∗aba†b∗ = 0,
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(b∗ba∗a − (ab)∗ab)a†b∗ = 0,

êîjà jå íà îñíîâó èäåíòèòåòà

a†b∗R = (ab)∗R

(Òåîðåìà (2.6.3(v)) åêâèâàëåíòíà ñà

(b∗ba∗a − (ab)∗ab)(ab)∗ = 0,

(b∗a∗ba − (ab)∗ab)(ab)∗ = 0,

((ab)∗ba − (ab)∗ab)(ab)∗ = 0,

(ab)∗(ba − ab)(ab)∗ = 0.

Òàêî¢å, èìàìî b∗a = ab∗, øòî âîäè äî

a∗ab∗a∗R = a∗b∗aR . (2.6.5)

Äà äîêàæåìî (2.6.5), ïðâî ïðèìåòèìî äà âàæè

a∗ab∗a∗R = a∗b∗aa∗R ⊂ a∗b∗aR.

Ñ'äðóãå ñòðàíå,

a∗b∗aR = a∗b∗aa†aR = a∗b∗aa∗(aa∗)†aR ⊂ a∗b∗aa∗R,

è îâèì jå (2.6.5) äîêàçàíî.

Íà îñíîâó Òåîðåìå (2.6.2 (i)) èìàìî

a†b∗R = b∗a∗R ⇔ b∗a∗R ⊆ a∗R

è

a∗b∗R = a∗ab∗a∗R,

òàêî äà

b∗a∗R ⊆ a∗R.
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Ñàäà èìàìî

a∗b∗R = a∗ab∗a∗R = a∗b∗aR .

Çàòî,

a∗b∗R = a∗b∗aR.

(i) ⇐⇒ (iii): Êàêî jå a∗b = ba∗ è a∗ = a∗aa† = a†aa∗,íà îñíîâó

Òåîðåìå(2.6.4 (v) ), èìàìî

aba∗a = ab(ab)∗(b†)∗a, (b†)∗aR = abR

è

b∗a∗R ⊆ a∗R.

Òàêî¢å, èìàìî

aa∗ba = ab(ab)∗(b†)∗a,

aa∗(b∗)∗a − ab(ab)∗(b†)∗a = 0,

aa∗bb∗(b∗)†a − abb∗a∗(b†)∗a = 0,

(aa∗bb∗ − abb∗a∗)(b∗)†a = 0.

Êàêî jå (b†)∗aR = abR, äîáèjàìî

(aa∗bb∗ − abb∗a∗)ab = 0,

(aba∗b∗ − ab(ab)∗)ab = 0,

ab((ba)∗ − (ab)∗)ab = 0.

Èç Òåîðåìå (2.6.2 (ii)) èìàìî

(b†)∗aR = abR ⇔ abR ⊆ bR è baR = bb∗abR.

Ñëåäè äà jå

bab∗R = bb∗abR.
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Èç a∗b = ba∗ è b∗a = ab∗, èìàìî

bab∗x = bab∗bb†x = bb∗abb†x ∈ bb∗abR.

Ñ' äðóãå ñòðàíå

bb∗abx = bab∗bx ∈ bab∗R.

Ïðåìà òîìå,

bab∗R = bb∗abR = baR.

�

Òåîðåìà 2.6.7 Íåêà ñó a, b ∈ R. Àêî jå a èíâåðòèáèëíî, b ∈ R†è (ab)† =

a−1b†, òàäà âàæå ñëåäå£è èñêàçè:

(i) ab∗ = b†(ab)b∗ è abR = bR.

(ii) (ba)(ab)∗ = ab(ab)∗,abR = bR è ab∗R = b∗R.

(iii) a−1b = ba−1b†b,abR = bR è ab∗R = b∗R.

(iv) bb†a−1b = ba−1b†b,abR = bR è ab∗R = b∗R.

Äîêàç: (i) Àêî jå a èíâåðòèáèëíî îíäà aR = R è abR = bR. Òàêî¢å,

(b†)∗aR = (b†)∗R = (b∗)†R = b(b∗b)†R ⊂ R,

è

bR = (bb†b)∗∗R = (b∗bb†)∗R = (b†)∗b∗bR ⊂ (b†)∗R = (b†)∗aR.

Êîíà÷íî, äîáèjàìî

(b†)∗aR = bR.

Ñàäà,

ab = ((ab)∗)∗ = ab(ab)∗((ab)∗)† = ab(ab)∗((ab)†)∗ = ab(ab)∗(a−1b†)∗

= ab(ab)∗(b†)∗(a−1)∗,
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jå åêâèâàëåíòíî ñà

a−1ab = a−1ab(ab)∗(b†)∗(a−1)∗,

òj.

b = b(ab)∗(b†)∗(a−1)∗,

ba∗ = b(ab)∗(b†)∗(a−1)∗a∗,

ba∗ = b(ab)∗(b†)∗(aa−1)∗,

ba∗ = b(ab)∗(b†)∗,

èëè

ab∗ = b†(ab)b∗.

(ii) Àêî ïîñëåäèöó

b†(ab)b∗ = ab∗

ïîìíîæèìî ñà b†b ñà ëåâå ñòðàíå, èìàìî

b†bb†(ab)b∗ = b†bab∗,

b†(ab)b∗ = b†bab∗,

ab∗ = b†bab∗.

(1 − b†b)ab∗ = 0.

Çàòî,

b†(ab)b∗ = b†bab∗ è (1 − b†b)ab∗ = 0 (2.6.6)

Ñàäà íàâîäèìî jåäíó ïðèìåäáó. Àêî p ∈ R• è pxR = xR, îíäà çà ñâàêî

y ∈ R èìàìî pxy = xy. Äà äîêàæåìî ïðèìåäáó, ïðåòïîñòàâèìî äà pxR =

xR è y ∈ R. Òàäà ïîñòîjè íåêî x ∈ R òàêî äà jå pxz = xy. Îäìàõ äîáèjàìî

äà jå pxy = pxz = xy.
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Ñàäà, èç abR = bR ïðâà jåäíàêîñò ó (2.6.6) jå åêâèâàëåíòíà ñà abb∗ =

bab∗. Ìíîæå£è îâî ñà äåñíå ñòðàíå ñà a∗, èìàìî abb∗a∗ = bab∗a∗,

ab(ab)∗ = ba(ab)∗, êàî øòî ñìî æåëåëè.

Ïîçèâàjó£è ñå íà äåî (i)Ëåìå (2.5.6), äðóãè óñëîâ ó (2.6.6) jå åêâèâàëåíòàí

ñà ab∗R ⊆ b∗R. Äàêëå, óñëîâ (iii) jå çàäîâî§åí.

(iii) Ïîñëåäèöó (ba)(ab)∗ = ab(ab)∗ ïîìíîæèìî ñà äåñíå ñòðàíå ñà

(a∗)−1, èìàìî bab∗ = abb∗, øòî jå åêâèâàëåíòíî ñà a−1bab∗ = a−1abb∗,

òj. a−1bab∗ = bb∗.

Ñàäà, a−1bab∗ = ba−1ab∗, (a−1b − ba−1)ab∗ = 0.

Êàêî jå, ab∗R = b∗R, b∗R = b∗bb†R, èìàìî

(a−1b − ba−1)b∗ = 0,

(a−1b − ba−1)b†bb∗ = 0,

a−1bb†bb∗ − ba−1b†bb∗ = 0,

a−1bb∗ − ba−1b†bb∗ = 0,

(a−1b − ba−1b†b)b∗ = 0,

òj.

a−1b − ba−1b†b = 0.

(iv) Àêî ïîìíîæèìî ïîñëåäèöó a−1b = ba−1b†b ñà ëåâå ñòðàíå ñà bb†,

èìàìî

bb†a−1b = bb†ba−1b†b,

bb†a−1b = ba−1b†b.

�
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H3JABA 0 AyTOPCTBy

H3jaBJbyjeM Ha je HOKTOPCKa HHcepTaHHja, ITo;I HacJloBOM

HEPTypEAI|H]E yoHmTEHHx HHBEp3A EjlEMEHATA y HpCTEHHMA

Koja je oH6paELeHa Ha HPHpoHHo -MaTeMaTHtlKOM dyaKyjlTeTy yHHBep3HTeTa y HHmy:

•     pe3yjlTaT corlcTBeHor HCTpaxHBaqKor paHa;

•     Ha oBy HHcepTal|Hjy, HH y i|eJIHHH, HH" y HeTloBHMa, HHcaM HPHjaB]bHBao/jla Ha HpyrHM

dyaKyJITe"Ma, HH" yHHBep3HTeTHMa;
•     Ha HHcaM HOBpeHHo/Jla ayTopcKa HpaBa,  HH" 3JloyHOTpe6Ho/Ha HHTejleKTyajlHy cBojHHy

HpyrHx jlHI|a.

Ho3BOJbaBaM   Ha   ce   06jaBe   MojH   JIHt]HH   HOHal|H,   KojH   cy   y   Be3H   ca   ayTopcTBOM   H
Ho6HjarbeM  aKaHeMCKor  3Barba  AOKTOpa  HayKa,  Kao  HTo  cy  HMe  H  rlpe3HMe,  roHHHa  H  MecTo

pobelba  H  HaTyM  oH6paHe  paHa,  H  To  y  KaTajlory  BH6j"oTeKe,  J|H"TajlHOM  pello3HTopHjyMy
yHHBep3HTeTa y HHmy, Kao H y rly6]"Kal|HjaMa yHHBep3HTeTa y HHIIIy.
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H3]ABA o HCTOBETHoCTH mTAMHAHor H EjlHKTpoHCKor
OEJIHKA HOKTOPCKE HHCEPTAI|HJE

Hac]IOB HHcepTal|Hje :

HEPTypEAI|HJE yoHIHTEHHX HHBEP3A EJIEMEHATA y HPCTEHHMA

H3jaBjbyjeM ;|a je ejleKTpoHCKH o6j"K Moje HOKTopcKe HHcepTal|Hje, Kojy caM HpeHao/jla
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