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APSTRAKT

Predmet istrazivanja disertacije je intervalno ocenjivanje regresionih koeficijenata u prostom
linearnom regresionom modelu i kvadratnom regresionom modelu ako slu¢ajna greska nema
normalnu raspodelu i intervalno ocenjivanje mera disperzije ako osnovni skup ne sledi normalnu
raspodelu.

Ako su naruSene polazne pretpostavke, proporcija simuliranih intervala za regresione
koeficijente i mere disperzije moze znatno odstupati od nominalnog nivoa pouzdanosti.

U radu su razvijene originalne metode za intervalno ocenjivanje regresionih koeficijenata u
prostom linearnom i kvadratnom regresionom modelu zasnovane na Edgeworth-ovom razvoju
raspodele t statistika koje se koriste u pomenutim modelima. Dalje, predloZene su transformacije
metoda koje se koriste za intervalno ocenjivanje koeficijenta varijacije. Re¢ je o transformaciji
zasnovanoj na odsecenoj sredini i bootstrap transformaciji.

Validnost predlozenih metoda proverena je kroz simulacije koristec¢i razli¢ite raspodele, kao
1 podatke u oblasti korporativnih finansija. Korporativne finansije obuhvataju pracenje efekata
finansiranja kako bi se maksimizirala vrednost kompanije, kao i razli¢ite aspekte zna¢ajne za rast
kompanije. 1z tog razloga, predmet razmatranja prilikom konstrukcije intervalnih ocena bili su
podaci o indikatoru verovatnoce bankrotstva, kolicniku ukupnog duga, meri sistematskog rizika i
dividendama.

Utvrdeno je da su, u vecini razmatranih slucajeva, proporcije simuliranih intervala
zasnovanih na predlozenim metodama blize nominalnom nivou pouzdanosti u poredenju sa
proporcijama intervala proucavanih u literaturi. Na osnovu rezultata dobijenih u empirijskom delu,
date su preporuke za intervalno ocenjivanje koje se mogu koristiti za donoSenje pouzdanih
zakljucaka, pre svega, u oblasti korporativnih finansija.
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NON-PARAMETRIC STATISTICAL TECHNIQUES FOR ESTIMATION OF
REGRESSION COEFFICIENTS AND COEFFICIENT OF VARIATION IN
CORPORATE FINANCE

ABSTRACT

The subject of the research of dissertation is the interval estimation of the regression
coefficients in the simple linear regression model and quadratic regression model if an error term
does not have normal distribution and interval estimation of the measures of dispersion if the
population does not follow normal distribution.

If the initial assumptions are violated, the proportion of the simulated intervals for the
regression coefficients and measures of dispersion can noticeably deviate from the nominal
confidence level.

The original methods for the interval estimation of the regression coefficients in the simple
linear and quadratic regression model, based on the Edgeworth's expansion of the distribution of the
t statistics which are used in the mentioned models, were developed. Further, the transformations of
the methods used for the interval estimation of the coefficient of variation were proposed. It is about
the transformation based on the trimmed mean and the bootstrap transformation.

The validation of the proposed methods was checked through simulations using different
distributions, as well as the data in the field of corporate finance. Corporate finance includes
monitoring the effects of financing in order to maximize a company’s value, as well as various
aspects important to the company’s growth. For that reason, the data on the bankruptcy probability
indicator, total debt ratio, systematic risk measure and dividends were considered in order to
construct the interval estimates.

It was found that, in most of the considered cases, the proportions of the simulated intervals
based on the proposed methods are closer to the nominal confidence level compared with the
proportions of the intervals studied so far in the literature. Based on the results obtained in the
empirical part, the recommendations for the interval estimation, which can be used to draw the
reliable conclusions, primarily, in the field of corporate finance, were given.
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UvoD

Predmet istrazivanja doktorske disertacije je intervalno ocenjivanje regresionih koeficijenata
u prostom linearnom regresionom modelu i kvadratnom regresionom modelu ukoliko slucajna
greSka nije normalno raspodeljena, kao i intervalno ocenjivanje mera disperzije (varijansa i
koeficijent varijacije) ukoliko je narusena pretpostavka o normalnosti osnovnog skupa.

Poznato je da se intervalno ocenjivanje regresionih koeficijenata u prostom linearnom
regresionom modelu i kvadratnom regresionom modelu zasniva na t statistici ako su pretpostavke
modela ispunjene. Takode, poznato je da se intervalno ocenjivanje mera disperzije zasniva na y? i t
statistici ako nije naruSena pretpostavka o normalnosti. U tim slu¢ajevima ¢e proporcije simuliranih
intervala za regresione koeficijente odnosno mere disperzije koji sadrze nepoznati parametar biti
najblize nominalnom nivou pouzdanosti.

Moguce je definisati tri glavna cilja disertacije. Prvi cilj je analiza razli¢itth metoda za
intervalno ocenjivanje regresionih koeficijenata u prostom linearnom regresionom modelu i
kvadratnom regresionom modelu, kao 1 mera disperzije u slu¢aju neispunjenosti odredenih
pretpostavki. Drugi cilj je razvoj originalnih metoda za intervalno ocenjivanje regresionih
koeficijenata u prostom linearnom regresionom modelu i kvadratnom regresionom modelu koji su
zasnovani na t statistici. Originalne metode zasnovane su na Edgeworth-ovom (Edgeworth, 1898)
razvoju raspodele t statistike. Na osnovu razvoja predlazu se transformacije statistike koje se zatim
koriste u kombinaciji sa bootstrap-t intervalom poverenja prilikom konstrukcije novih intervala
poverenja za regresione koeficijente. Treci cilj odnosi se na predlaganje transformacija postojecih
metoda koje se koriste za intervalno ocenjivanje relativne mere disperzije. Pored navedenog,
koristec¢i originalne kodove koji su napisani u programskom jeziku R analizira¢e se podaci u oblasti
korporativnih finansija. Na osnovu empirijske analize bi¢e predloZzene metode intervalnog
ocenjivanja na osnovu kojih se mogu doneti pouzdani zakljucci u oblasti korporativnih finansija.

Korporativne finansije obuhvataju planiranje, investiranje 1 pracenje efekata finansiranja
kako bi se maksimizirala vrednost kompanije. Zato se smatra da se analizom podataka o indikatoru
verovatnoce bankrotstva 1 kolicniku ukupnog duga ostvaruje znacajan doprinos u oblasti
korporativnih finansija. Pored navedenog, korporativne finansije obuhvataju razli¢ite aspekte koji
su od znacaja za rast kompanije. Re¢ je o nacinima prikupljanja kapitala za investicije, izdavanju
akcija 1 drugih hartija od vrednosti, itd. Analiza hartija od vrednosti ima veliki znacaj u oblasti
korporativnih finansija 1 iz tog razloga ¢e u disertaciji akcenat biti na ispitivanju mere sistematskog
rizika i dividende.

Uzimajuéi u obzir predmet i cilj istrazivanja, u nastavku ¢e biti definisana klju¢na
istrazivacka pitanja.

U doktorskoj disertaciji ¢e se razmatrati sledea istrazivacka pitanja: koje metode ce
omoguc¢iti da proporcije simuliranih intervala (za regresioni koeficijent) koji sadrze parametar (u
daljem tekstu: proporcije simuliranih intervala) budu najblize nominalnom nivou pouzdanosti ako
slu€ajna greska u regresionom modelu ne sledi normalnu raspodelu, odnosno koje metode ce
omoguciti da proporcije simuliranih intervala (za mere disperzije) koji sadrze parametar (u daljem
tekstu: proporcije simuliranih intervala) budu najblize nominalnom nivou pouzdanosti ukoliko
osnovni skup nije normalno raspodeljen? Pored glavnih istraZivackih pitanja, paznja ¢e biti
posvecéena i $irinama klasi¢nih i Bayes-ovskih intervala.



Polaze¢i od definisanih istrazivackih pitanja, moguce je postaviti sledece istrazivacke
hipoteze:

Hi: Proporcije simuliranih intervala poverenja za regresioni koeficijent u prostom linearnom
regresionom modelu koji su zasnovani na novoj transformaciji t statistike, T,, za velike uzorke,

blize su nominalnom nivou pouzdanosti u odnosu na proporcije ostalih proucavanih intervala.

Hz: Proporcije simuliranih intervala poverenja za regresioni koeficijent f, u kvadratnom
regresionom modelu koji su zasnovani na novoj transformaciji t statistike, T, za velike uzorke,

blize su nominalnom nivou pouzdanosti u odnosu na proporcije ostalih proucavanih intervala.

Hs: Proporcije simuliranih intervala poverenja za varijansu osnovnog skupa, konstruisanih na
osnovu rangiranog uzorkovanja, blize su nominalnom nivou pouzdanosti od proporcija intervala
poverenja konstruisanih na osnovu prostog slucajnog uzorkovanja.

H4: Proporcije simuliranih intervala poverenja za Kkoeficijent varijacije osnovnog skupa,
zasnovanih na transformaciji sa odsecenom sredinom, blize su nominalnom nivou pouzdanosti u
odnosu na proporcije ostalih ispitivanih intervala.

Hs: Analiza pouzdanosti na realnim podacima, u oblasti korporativnih finansija, pokazuje da su
proporcije predloZenih intervala poverenja blize nominalnom nivou pouzdanosti U 0dnosu na
proporcije intervala koji su do sada koriséeni u literaturi.

U cilju postizanja adekvatnog odgovora na postavljena istrazivacka pitanja, proucavace se
razli¢ite metode. Bice reCi o metodama ponovljenih uzoraka, metodi rangiranog uzorkovanja,
metodama ponovljenih uzoraka u kombinaciji sa rangiranim uzorkovanjem, metodi parcijalnog
uzorkovanja i Markov Chain Monte Carlo (MCMC) metodama.

Metode ponovljenih uzoraka (engl. resampling methods) predstavljaju metode statistickog
zaklju¢ivanja koje se koristi da se na osnovu informacija iz ponovljenih uzoraka (engl. resamples)
izvedu zaklju¢ci o karakteristikama osnovnog skupa. Primena metoda ponovljenih uzoraka se
preporucuje ako je raspodela osnovnog skupa nepoznata ili je izabrani uzorak male veli¢ine. Ove
metode se zashivaju na generisanju uzoraka sa ponavljanjem iz originalnog uzorka. U svakom
uzorku sa ponavljanjem se izraCunava vrednost statistike 1 odreduje se raspodela replika statistika.
Metode ponovljenih uzoraka koje ¢e se razmatrati u ovom radu su bootstrap i jackknife metoda.

Bootstrap metodu je razvio Efron krajem sedamdesetih godina XX veka. Prilikom primene
ove metode polazi se od pretpostavke da je iz originalnog uzorka moguce generisati veliki broj
uzoraka sa ponavljanjem koji su iste veli¢ine kao originalni uzorak. Znac¢aj ove metode zasniva se
na izvodenju raspodela statistika koriste¢i originalni uzorak.

Jackknife metodu je predlozio Quenouille sredinom XX veka. Ova metoda se zasniva na
isklju¢ivanju po jednog elementa iz originalnog uzorka. Koristi se za odredivanje standardnih
greSaka ocena ili pristrasnosti ocena.

Intervali poverenja zasnovani na metodama ponovljenih uzoraka koriste se kao jedna od
alternativa klasi¢énim intervalima poverenja u situacijama kada nisu ispunjene odredene
pretpostavke. U radu ¢e se analizirati slede¢i intervali poverenja: bootstrap-t, percentil, BC
(skraceno od engl. bias-corrected), BCa (skraceno od engl. bias-corrected and accelerated) i
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jackknife. BCa metoda zasniva se na percentilima bootstrap raspodele koji zavise od korekcije
pristrasnosti i akceleracije. Percentil i BC metoda su specijalni slu¢ajevi BCa metode kada su
korekcija pristrasnosti i akceleracija jednaki nuli, odnosno kada je akceleracija jednaka nuli.

Rangirano uzorkovanje (engl. ranked set sampling) se prvi put pominje u radu Mcintyre
(1952). Predstavlja alternativni metod prikupljanja podataka koji je veoma ekonomic¢an. Primena
rangiranog uzorkovanja u odnosu na prosto sluc¢ajno uzorkovanje preporucuje se ako je merenje na
jedinicama skupo, zahteva mnogo vremena ili ga je komplikovano sprovesti. Pod ovom metodom
podrazumeva se rangiranje slucajno izabranih jedinica posmatranja iz osnovnog skupa, a zatim i
stvarna merenja na odredenom broju izabranih jedinica. U disertaciji ¢e se proucavati balansirano
rangirano uzorkovanje sa savrSenim procesom rangiranja, a koje Se zasniva na izboru k prostih
slucajnih uzoraka veli¢ine k. Jedinice posmatranja se u svakom uzorku rangiraju prema
promenljivoj od interesa. Zatim se iz prvog uzorka bira jedinica sa najmanjim rangom, iz drugog
uzorka se bira jedinica sa drugim po redu rangom, i tako dalje. Postupak se ponavlja dok se iz k-tog
uzorka ne izabere jedinica sa najvecim rangom.

Metoda parcijalnog rangiranog uzorkovanja (engl. partial ranked set sampling) predloZena je
u radu Haq et al. (2013). Predstavlja kombinaciju prostog slu¢ajnog uzorkovanja i rangiranog
uzorkovanja. Koristi se kada nije moguce ispitati sve jedinice koje su potrebne za formiranje
balansiranog rangiranog uzorka. Primenom ove metode se postize veca preciznost ocena u
poredenju sa prostim slu¢ajnim uzorkovanjem, a zahteva da se ispita manji broj jedinica u odnosu
na rangirano uzorkovanje.

Jedan od prvih Markov Chain Monte Carlo algoritama pod nazivom Metropolis-ov
algoritam razvijen je sredinom XX veka (Metropolis et al., 1953). Zatim je Hastings (1970) izvrSio
uopstenje ovog algoritma koji je dobio naziv Metropolis-Hastings-ov algoritam. Markov Chain
Monte Carlo metode predstavljaju metode generisanja sluc¢ajnih uzoraka iz ciljne raspodele. Ideja
na kojoj su zasnovane MCMC metode podrazumeva da se za izabranu ciljnu raspodelu konstruise
lanac Markova cija ravnotezna raspodela dobro aproksimira ciljnu raspodelu. U radu ce se
razmatrati Metropolis-Hastings-ov algoritam, njegove varijante nezavisni Metropolis-Hastings-ov
algoritam (engl. Independence Metropolis-Hastings algorithm) i Metropolis-Hastings-ov algoritam
sa slu¢ajnim hodom (engl. random walk Metropolis-Hastings), kao i Gibbs-ov algoritam.

Pored uvoda 1 zakljucka, rad se sastoji od pet delova.

U prvom delu disertacije se razmatraju osnovne definicije i pojmovi koji se odnose na
metode ponovljenih uzoraka: bootstrap metodu i jackknife metodu. Zatim se proucavaju intervali
poverenja zasnovani na ponovljenim uzorcima: bootstrap-t interval, percentil interval, BC interval,
BCa interval i jackknife interval. U nastavku se predstavlja koncept rangiranog uzorkovanja koje se
posmatra kao alternativa prostom slu¢ajnom uzorkovanju, opisuju se metode ponovljenih uzoraka u
kombinaciji sa rangiranim uzorkovanjem i metoda parcijalnog rangiranog uzorkovanja.

Drugi deo disertacije odnosi se na intervale poverenja za regresione koeficijente u prostom
linearnom regresionom modelu 1 kvadratnom regresionom modelu. Na pocetku ovog dela se
ispituju asimetri¢ne raspodele koje ¢e biti osnova za sprovodenje simulacionih studija. Bice reci o
slede¢im raspodelama: Weibull-ovoj, eksponencijalnoj, gama, log-normalnoj, skew-normalnoj,
skew-Student-ovoj, skew generalizovanoj t i skew-Laplace-ovoj raspodeli. Dalje, prikazuju se
intervali poverenja za regresioni koeficijent u prostom linearnom regresionom modelu. U pitanju su
postojeéi interval poverenja zasnovan na t statistici, bootstrap-t interval i bootstrap-t intervali sa
Hall-ovim (Hall, 1992a) transformacijama, T, i T,. Izvodi se Edgeworth-ov razvoj raspodele t
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statistike i predlaze se nova transformacija t statistike, oznaCena sa T;, na osnovu koje se konstruiSe
bootstrap-t interval sa transformacijom T,. U nastavku se predstavljaju intervali poverenja za

regresione koeficijente u kvadratnom regresionom modelu: postojeci intervali poverenja zasnovani
na t statistici, bootstrap-t, percentil, BC, BCa i jackknife interval. Izvodi se Edgeworth-ov razvoj
raspodele t statistike za regresioni koeficijent /S, i predlaze se nova transformacija t statistike,

oznadena sa T, , na osnovu koje se konstruiSe bootstrap-t interval sa transformacijom T, . U cilju

ispitivanja proporcija simuliranih intervala sprovode se simulacione studije u kojima se polazi od
pretpostavke da slucajna greska u regresionom modelu sledi neku od razmatranih asimetricnih
raspodela. Na osnovu dobijenih rezultata vr$i se poredenje proporcija simuliranih intervala za
regresioni koeficijent u prostom linearnom regresionom modelu, a zatim i u kvadratnom
regresionom modelu. Nakon sprovodenja simulacionih studija, analiza se vrSi na realnim podacima
u oblasti korporativnih finansija. Predmet istrazivanja su podaci o indikatoru verovatnoce
bankrotstva 1 kolicniku ukupnog duga, podaci koji se odnose na prose¢nu cenu leta 1 udaljenost
izmedu gradova, kao 1 zbirni finansijski indikatori: neto dobitak, troSkovi sirovina, broj zaposlenih 1
ukupna imovina. Na kraju drugog dela navode se kodovi iz programskog jezika R za izabrane
intervale poverenja.

U tre¢em delu disertacije razmatraju se intervali poverenja za mere disperzije: varijansu i
koeficijent varijacije. Na pocetku ovog dela navode se intervali poverenja za varijansu: interval

zasnovan na y? statistici, Bonett-ov interval (Bonett, 2006), Steve-ov interval (Steve, 1990)

zasnovan na normalnoj aproksimaciji u slucaju velikih uzoraka, interval zasnovan na logaritamskoj
transformaciji i interval sa korigovanim stepenima slobode. Dalje, predstavljaju se intervali
poverenja za koeficijent varijacije. Prvo se razmatraju postoje¢i intervali poverenja: interval
zasnovan na t statistici, Miller-ov interval (Miller, 1991), Curto-ov & Pinto-ov interval (Curto &
Pinto, 2009) i McKay-ev interval (McKay, 1932), a zatim intervali zasnovani na metodama
ponovljenih uzoraka: bootstrap-t, percentil, BC, BCa i jackknife. U nastavku se analiziraju Miller-
ov, Curto-ov & Pinto-ov i McKay-ev interval poverenja zasnovani na rangiranom uzorkovanju i
parcijalnom rangiranom uzorkovanju, kao i percentil, BC i BCa intervali u kombinaciji sa
rangiranim uzorkovanjem. Predlazu se dve transformacije Miller-ovog, Curto-ovog & Pinto-ovog i
McKay-evog intervala poverenja. Prva transformacija podrazumeva upotrebu odsecCene sredine
umesto aritmeticke sredine prilikom izraCunavanja varijanse uzorka. Odsecena sredina se odreduje
nakon iskljuCivanja opservacija sa ekstremnim vrednostima i zbog toga se smatra boljim izborom
ukoliko se analiziraju podaci koji potiCu iz asimetri¢ne raspodele. Koriste se Bonett-ova odsecena
sredina (Bonett, 2006) i odsecena sredina koja eleiminise 10% vrednosti. Druga transformacija se
zasniva na primeni percentila koji se koriste prilikom konstrukcije bootstrap-t intervala. U cilju
analize proporcija simuliranih intervala za razmatrane mere disperzije sprovode se simulacione
studije u kojima se polazi od pretpostavke da osnovni skup sledi asimetri¢nu raspodelu, a zatim se
ispitivanje vrSi na realnim podacima u oblasti korporativnih finansija. Predmet istrazivanja su
podaci 0 meri sistematskog rizika, dividendama i Stetama nastalim usled pozara u Danskoj. Na kraju
ovog dela prikazuju se kodovi iz programskog jezika R za izabrane intervale poverenja.

Na pocetku sledeceg, Cetvrtog dela disertacije razmatraju se razlike izmedu klasicnog 1
Bayes-ovskog pristupa u statistici. DefiniSu se apriorna i aposteriorna raspodela i1 predstavlja se
osnovna ideja Bayes-ovskog zaklju¢ivanja. Kako bi se omogucilo jednostavnije razumevanja ideje
Markov Chain Monte Carlo metoda, objasnjavaju se pojmovi poput slucajnog procesa, procesa
Markova i lanca Markova. U nastavku se izlazu svojstva lanaca Markova i osnovna ideja MCMC
metoda. Detaljno se opisuju MCMC algoritmi poput Metropolis-Hastings-ovog algoritma, njegovih
varijanti nezavisnog Metropolis-Hastings-ovog algoritma i Metropolis-Hastings-ovog algoritma sa
slucajnim hodom, kao i Gibbs-ovog algoritma. Dalje se paznja posvecuje dijagnostici lanca
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Markova analiziraju¢i konvergenciju lanca, prisustvo autokorelacije u lancu, efektivnu veli¢inu
uzorka (engl. effective sample size), Gelman-Rubinov pokazatelj i stopu prihvatanja (engl.
acceptance rate). Na kraju ¢etvrtog dela se na hipotetickom primeru objasnjava konstrukcija lanaca
Markova koji za ravnoteznu raspodelu imaju ciljnu aposteriornu raspodelu.

Poslednji, peti deo odnosi se na klasi¢ne i Bayes-ovske intervale za nepoznati parametar. Na
pocetku ovog dela predstavljaju se Bayes-ovski intervali. U pitanju su interval sa jednakim
repovima (engl. equal-tailed interval) i interval sa najve¢om aposteriornom gustinom (engl. highest
posterior density interval). Dalje, konstruiSu se dvodimenzionalni lanci Markova za sredinu i
koeficijent varijacije log-normalne raspodele primenom Metropolis-Hastings-ovog algoritma.
Analiziraju se S$irine intervala sa jednakim repovima i intervala sa najveCom aposteriornom
gustinom za koeficijent varijacije log-normalne raspodele, a zatim se porede S$irine klasi¢nih
intervala poverenja za koeficijent varijacije log-normalne raspodele sa Sirinama Bayes-ovskih
intervala. Analiza se sprovodi na simuliranim podacima i na podacima o neto dobitku.

Na kraju rada dat je uvid u zakljucke istrazivanja, doprinose doktorske disertacije, kao i
ograniCenja istrazivanja, a zatim su razmatrani pravci daljeg istraZivanja.

Originalni naucni rezultati su: odeljak 2.2.3, odeljak 2.3.3, odeljak 2.4.1, odeljak 2.4.2,
odeljak 2.5.4, odeljak 2.5.5, odeljak 3.2.5, odeljak 3.3.3 i odeljak 3.4.4.



| METODE PONOVLJENIH UZORAKA

Metode ponovljenih uzoraka (engl. resampling methods) su metode statistiCkog
zaklju¢ivanja koje se koriste za izvodenje zakljuCaka o karakteristikama osnovnog skupa koristeéi
informacije iz ponovljenih uzoraka (engl. resamples). Ove metode najviSe su proucavali Efron i
Tibshirani (videti Efron, 1979, 1981b; Efron & Tibshirani, 1986, 1993), a pre njih i Bernard (1963),
Marriott (1979), Simon (1969) i drugi.

Klasi¢ne metode se takode koriste za izvodenje zakljuCaka o karakteristikama osnovnog
skupa, ali postoji razlika u nacinu na koji se pomenuti cilj postize. Prednost metoda ponovljenih
uzoraka u odnosu na klasi¢ne metode je u tome $to zahtevaju minimalnu ispunjenost pretpostavki,
pri ¢emu Se njihovom primenom ponekad moze posti¢i i veca preciznost. Ukoliko je raspodela
osnovnog skupa nepoznata ili je izabrani uzorak male veli¢ine, preporucuje se upotreba metoda
ponovljenih uzoraka. Ove metode se baziraju na podacima iz uzorka umesto na podacima osnovnog
skupa sto podrazumeva da se novi uzorci biraju iz originalnog uzorka. Jedna od naj¢esce korisé¢enih
metoda ponovljenih uzoraka u praksi je bootstrap metoda.

Najpre ¢e biti predstavljene dve metode ponovljenih uzoraka: bootstrap metoda i jackknife
metoda, kao i intervali poverenja zasnovani na njima. Nakon toga ¢e biti opisane: procedura
rangiranog uzorkovanja, metode ponovljenih uzoraka u kombinaciji sa rangiranim uzorkovanjem i
parcijalno rangirano uzorkovanje.

1.1 Bootstrap metoda

Bootstrap metodu je predlozio Efron krajem sedamdesetih godina proslog veka. lako je on
razvio ovu metodu, o njoj se pisalo i ranije u radovima Hope (1968), Hartigan (1971, 1975), Maritz
i Jarrit (1978) i drugih.

Kod bootstrap metode, polazi se od pretpostavke da je iz originalnog uzorka moguce
generisati veliki broj uzoraka sa ponavljanjem, koji su iste veli¢ine kao i originalni uzorak. Ovaj
originalni uzorak ¢e reprezentovati osnovni skup iz koga je izabran. Na osnovu realizovanih
vrednosti statistike iz ponovljenih uzoraka, moze se dobiti informacija o raspodeli statistike koja se
proucava. ldeja koja stoji iza bootstrap metode je zapravo sledeca: da bi se izvrsila aproksimacija
raspodela statistika, podaci iz originalnog uzorka se koriste kao “surogat osnovnog skupa” (Singh &
Xie, n.d.).

Neka je X=(X;, X,,... X,) sludajan uzorak generisan iz neke raspodele sa nepoznatim

parametrom ¢. Neka je statistika 6 ocena parametra ¢, dobijena na osnovu slu¢ajnog uzorka.
Bootstrap uzorak X*=(Xf X;X,’:) predstavlja sluéajan uzorak veli¢ine n, generisan sa
ponavljanjem iz originalnog uzorka X =(Xy, X5, ..., Xn). Na primer, jedan bootstrap uzorak moze
biti formiran na sledeéi nacin: X, = X5, X;=Xg, Xz =X;, Xz =X, Xg=Xps, ... , X5 =Xg.
Primec¢uje se da se bootstrap uzorak sastoji od podataka originalnog uzorka, od kojih su neki

zastupljeni jednom, neki dva puta ili vise, dok neki uopste ne moraju biti zastupljeni u izabranom
bootstrap uzorku.



Sustina bootstrap metode je izvodenje raspodela statistika na osnovu jednog (originalnog)
uzorka. Ova procedura moze se sprovesti na osnovu nekoliko sledec¢ih koraka (videti Efron &
Tibshirani, 1993, str. 45-46):

1. 1z originalnog uzorka X=(Xy,X,,...,X,,) generife se B nezavisnih bootstrap uzoraka
X1, X5, .., X5, veliGine n.
2. U svakom od B bootstrap uzoraka izracunava se vrednost statistike 0, koja se oznacava sa

0" (na primer, ako 0 predstavlja sredinu )?=ixi/n dobijenu na osnovu originalnog
i=1

uzorka, tada §* predstavlja sredinu X = i X; /'n dobijenu na osnovu bootstrap uzorka).
i=1
3. Naosnovu bootstrap vrednosti &;,6;,...,6; odreduje se bootstrap raspodela statistike 6*.

4. Bootstrap raspodela statistike 0" reprezentuje raspodelu statistike 0, koja je zasnovana na
velikom broju uzoraka.

Ideja bootstrap metode je objaSnjena na sledeCem ilustrativnom primeru. Neka je iz
normalne raspodele sa sredinom 5 i varijansom 2 izabran originalni uzorak od deset elemenata:
x =(6,299675; 7,643615; 7,811522; 5,905474; 4,932619; 5,164273; 7,378087; 3,480086;
3,030977; 7,635812).

Na osnovu izabranog uzorka izraCunata je realizovana vrednost sredine uzorka koja iznosi
5,050145. 1z originalnog uzorka izabrano je 1000 uzoraka sa ponavljanjem (bootstrap uzoraka)
veli¢ine deset. U svakom od 1000 bootstrap uzoraka izra¢unata je sredina uzorka, tj. vrednost
statistike X . Na Slici 1.1 nalazi se histogram bootstrap raspodele statistike X™.
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Vrednosti

Slika 1.1: Histogram bootstrap raspodele statistike X *
Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

1.2 Jackknife metoda

Jackknife metodu je predlozio Quenouille (1949) godine sa ciljem da oceni pristrasnost
ocene parametra. Tukey (1958) je dao naziv ovoj metodi i proSirio je njenu upotrebu na izvodenje
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varijansi ocena. O ovoj metodi je diskutovano u radovima Efron i Stein (1981), Efron (1982, 1992),
Wu (1986), Shao i Tu (1995), Houdré (1997), Knight (2000), Abdi (2010), Chernick i LaBudde
(2011), Zhang et al. (2016) i drugim.

Postoji veliki broj situacija u praksi kada je vrlo tesko ili ¢ak nemoguce izvesti standardne
greSke ocena. Na primer, ocenjivanje varijanse neke statistike koris¢enjem uobi¢ajene procedure
moze biti nemoguce ukoliko se radi o slozenoj funkciji koju je nemoguce integraliti. U takvim
situacijama se moze koristiti jackknife metoda da bi se izvela standardna greska ocene ili
pl’iStl’&SﬂOSt ocene.

Neka je X=(X;,X,,... X,) slucajan uzorak generisan iz neke raspodele sa nepoznatim
parametrom ¢. Neka je statistika 6 ocena parametra @, dobijena na osnovu slu¢ajnog uzorka.
Jackknife uzorci Xy =(Xy, Xg,..0 Xigy Xiggsey Xp),1=12,...,n predstavljaju uzorke veliCine n-1,
izabrane iz originalnog uzorka X=(Xy,X,,...,X,). Prilikom izbora i-tog jackknife uzorka

izostavlja se element X;. Na primer, ako originalni uzorak ima pet elemenata X :(Xl, ) ST X5),
mogude je formirati slede¢ih pet jackknife uzoraka: Xq) = (X, X3, X4, Xs) , X(2) = (X1, X3, X4, Xs) ,
Xio) = (X1, X2, X4, X5), Xia) = (X1, X5, X3, X5) 1 Xis) = (X1, X5, X3, Xs) .

Jackknife procedura za ocenu standardne greske statistika se mozZe predstaviti slede¢im
koracima (Efron & Tibshirani, 1993, str. 141-142).

1. Iz originalnog uzorka X = (X, X,,..., X,) bira se n jackknife uzoraka.
2. U svakom jackknife uzorku se ocenjuje parametar ¢, odnosno racuna se vrednost statistike

6, koja se oznacava sa 6 (na primer, ako 6 predstavlja sredinu X =§xi /n dobijenu na
=

osnovu originalnog uzorka, tada &) predstavlja sredinu )?(i) dobijenu na osnovu jackknife
uzorka).
3. Jackknife ocena standardne greske statistike 0 je definisana na sledeci naéin:

{”_—12(9(0 —_Zn:e(i) /n] } . (L1)

n i

Ideja jackknife metode je objasnjena na slede¢em ilustrativnom primeru. Neka je iz
normalne raspodele sa sredinom 5 i varijansom 2 izabran originalni uzorak od deset elemenata:
x =(0,00194453; 6,88875643; 4,48961872; 5,60864398; 5,66182122; 6,38626244; 5,14790592;
4,96000652; 5,01502161; 4,48917942).

Na osnovu izabranog uzorka izracunata je realizovana vrednost sredine uzorka koja iznosi
4,864916. 1z originalnog uzorka izabrano je deset jackknife uzoraka veli¢ine devet prema opisanom
postupku. U svakom jackknife uzorku izracunata je sredina uzorka i dobijene sledece vrednosti:
5,405246; 4,640045; 4,906616; 4,782280; 4,776371; 4,695878; 4,833473; 4,854350; 4,848238;
4,906665. Na osnovu izracunatih sredina, koriste¢i formulu (1.1), jackknife ocena standardne greske
statistike X iznosi 0,5929286.



Upotreba jackknife metode podrazumeva da se biraju uzorci bez ponavljanja, za razliku od
bootstrap metode gde se biraju uzorci sa ponavljanjem. Ova metoda je manje ra¢unarski zahtevna u
odnosu na bootstrap metodu, jer koristi manje informacija (prednost je posebno izrazena ukoliko je
veli¢ina uzorka mala, jer se vrlo brzo i jednostavno racuna n jackknife vrednosti razmatrane
statistike). Primena jackknife metode, sli¢no kao i bootstrap metode, ne zahteva da bude izvedena
formula za ocenu standardne greske. Medutim, primenom jackknife metode asimptotska vrednost
ocene standardne greske je veca od one dobijene primenom bootstrap metode.

1.3 Intervali poverenja zasnovani na ponovljenim uzorcima

Postoji vise intervala poverenja koji su zasnovani na metodama ponovljenih uzoraka. Ovde
¢e biti predstavljeni i analizirani slede¢i intervali: bootstrap-t, percentil, BCa, BC i jackknife
interval poverenja.

Bootstrap-t interval poverenja

Bootstrap-t metoda zasniva se na percentilima raspodele standardizovane statistike. Ovu
metodu je predlozio Efron (1981a), a ona je proucavana i u radovima slede¢ih autora: Bickel i
Freedman (1981), Athreya (1986), DiCiccio i Romano (1988), Hinkley (1988), Mamman (1992),
Efron i Tibshirani (1993), Barbe i Bertail (1995), Davison i Hinkley (1997), Carpenter (1999), Raji¢
(2007), Chernick (2008), Wang et al. (2010), Drikvandi et al. (2011) i drugih.

Neka je X:(Xl,Xz,..., Xn) slucajan uzorak generisan iz neke raspodele sa nepoznatim

parametrom @. Ocena parametra ¢ dobijena na osnovu izabranog uzorka obelezava se sa @, a
ocena njene standardne greske sa S ;- Bootstrap-t procedura se sprovodi na slede¢i na¢in (Efron &

Tibshirani, 1993, str. 160):

1. 1z originalnog uzorka X=(Xj,X,,..,X,) bira se B nezavisnih bootstrap uzoraka
X1, X5, .. X5, veliGine n.

2. U svakom od B bootstrap uzoraka odreduje se 67; , b=1,...,B, koja predstavlja vrednost
statistike & na osnovu bootstrap uzorka X; .

6,6

3. lzratunava se vrednost statistike T, = , be{l,...,B}, gde S,. predstavlja ocenu
b

%

standardne greske ocene 6" u bootstrap uzorku X, .

4. Bootstrap-t interval poverenja predstavljen je slede¢om formulom:

I, :[g_fl—a/ZSé’H_fQIZSé} (1.2)



gde se vrednosti f,_,,, i ,,, odreduju na slede¢i nacin:!

#{Ty <t} /B=1-al2
#(T, <f,,}IB=al2.

Percentil interval poverenja

Percentil metoda zasniva se na percentilima bootstrap raspodele. Prvi put se pominje u radu
Efrona iz 1979. godine, a razmatrana je i u radovima Buckland (1985), Hall (1988a), DiCiccio i
Efron (1996), Carpenter i Bithell (2000), Good (2006), Chernick i LaBudde (2011) i drugih.

Neka je @ nepoznati parametar. Ocena parametra @ dobijena na osnovu slucajnog uzorka,
X=(Xy, X5, X, ), 0znaGena je sa 6. Ova procedura se sprovodi na sledeé¢i nagin (Efron &
Tibshirani, 1993, str. 170-171):

1. 1z originalnog uzorka X=(Xj,X,,..,X,) bira se B nezavisnih bootstrap uzoraka
X X500 X

2. U svakom od B bootstrap uzoraka odreduje se 675 , b=1,...,B, koja predstavlja vrednost
statistike & u bootstrap uzorku X; .

3. Vrednosti é; , b=1,...,B, se rangiraju u neopadaju¢em poretku.
Percentil interval poverenja pouzdanosti (1—a)100% za parametar ¢ definisan je na
sledec¢i nacin:

Nk Nk

ly = [‘9(1/2 O ar } ’ (1.3)

gdesusa 6, i 6 ,, oznateni /2 i 1—c/2 percentili raspodele vrednosti &, . Oni se mogu
izracunati koristeci sledece formule:

#O) <0}/ B=1-al2,
#O) <0} IB=al2

Ova metoda je vrlo jednostavna za upotrebu i iz tog razloga je Siroko primenljiva. Prednost
percentil metode u odnosu na bootstrap-t metodu je §to ima osobinu o¢uvanja transformacijaZ.

! Simbol #{Tb* < fl—alz} oznacava broj vrednosti Tb* (b=1,...,.B) manjihod €, 5.
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Medutim, za razliku od bootstrap-t metode koja je drugog reda preciznosti®, percentil metoda je
prvog reda preciznosti. Nedostatak ove metode je u tome $to je greska pokrivanja* (engl. coverage

error) Cesto velika ukoliko raspodela statistike 0 nije priblizno simetri¢na (Carpenter & Bithell,
2000).

BCa interval poverenja

BCa metoda zasniva se na percentilima bootstrap raspodele, koji zavise od dve veli¢ine:
korekcije pristrasnosti (engl. bias-correction) i akceleracije (engl. acceleration). Razmatrali su je
Efron (1987), Hall (1988b), DiCiccio i Romano (1988), Efron i Tibshirani (1993), Carpenter i
Bithell (2000), Chernick i LaBudde (2011) i drugi.

Neka je 6 ocena nepoznatog parametra @ izvedena na osnovu slucajnog uzorka
X =(Xy, X5,..., X,,). Iz originalnog uzorka generise se B bootstrap uzoraka. U svakom od B

bootstrap uzoraka racuna se vrednost statistike 0 i rangiraju se dobijene vrednosti é; ,b=1,...,B,u

neopadaju¢em poretku. BCa interval poverenja pouzdanosti (1—a)100% za parametar @ je oblika
(Efron & Tibshirani, 1993, str. 185):

,=6,.9, ] (1.4)

gde se vrednosti ¢, | a, ra¢unaju na osnovu slede¢ih formula:

2n+2Z
— |z 4+ 0t Can 15
A [ZO 1—3(20+za,2)} (1.5)

i3 +Z
=Pl 5.+ 0" =1-al2 ) 1.6
% [ZO 1—3(20+zl_a,2)} (1.6)

2 Neka se primenom odredene metode ponovljenih uzoraka dobija slede¢i interval poverenja (éd , ég) za nepoznati
parametar 6. Neka je h(@) monotona transformacija parametra 6. Ako se interval za h(@) moze definisati kao
(h(éd ), h(ég )) , metoda ima osobinu o¢uvanja transformacije.

% Neka su éd i ég donja i gornja granica intervala poverenja za nepoznati parametar 6. Interval poverenja je prvog
reda preciznosti (engl. first-order accurate) ako vazi P(€ < éd) =a+ O(n_m) i P(6> ég) =a+ O(n_”z) . Za
interval se kaze da je drugog reda preciznosti (engl. second-order accurate) ako vazi P(6 < éd) =a+0(n’1) i
P©O>0,)=a+0(n™).

4 Greska pokrivanja intervala poverenja predstavlja razliku izmedu stvarnog i nominalnog nivoa pouzdanosti.
11



U formulama (1.5) i (1.6), @(-) je funkcija raspodele standardizovane normalne promenljive, Z, je

korekcija pristrasnosti, 4 je akceleracija, dok Z,,, i Z,_,, predstavljaju «/2 1 1—«a/2 percentile

standardizovane normalne raspodele. Pristrasnost predstavlja razliku izmedu ocekivane vrednosti
ocene parametra i stvarne vrednosti parametra. Korekcija pristrasnosti odreduje se na osnovu

proporcije vrednosti é; (b=1,..., B) koje su manje od ocene 0, po sledecoj formuli:

#{ég <é}

f=t o, (1.7)

gde je cD‘l(-) inverzna funkcija funkcije raspodele standardizovane normalne promenljive.

Akceleracija meri brzinu promene standardne greske ocene parametra u odnosu na stvarnu vrednost
parametra i racuna se prema slede¢oj formuli:

n

n | 200

>| = 0i)

i=1 n

a= 7 (1.8)

n

n| 200

6 z i=1 e(l)
i=! n

gde () predstavlja vrednost statistike 6 dobijenu na osnovu jackknife uzorka (vise o tome
procitati u Efron & Tibshirani, 1993, str. 184-186).

IzraCunavanje Z, 1 & se moze objasniti na slede¢em ilustrativnom primeru. Neka je
a =0,05. Tada vrednosti Z,,, i Z,_,, iznose, redom, -1,96 i 1,96. Ako je proporcija vrednosti é;

(b=1,..., B) koje su manje od ocene 0 jednaka npr. 0,65, tada je prema formuli (1.7), korekcija
pristrasnosti jednaka 2, :q5*1(0,65)=0,3853205. Prilikom formiranja intervala poverenja npr. za

sredinu skupa u formuli (1.8) simbol & bi trebalo zameniti simbolom )?(i). Ako bi se iskoristile

vrednosti statistike na osnovu jackknife uzoraka iz odeljka 1.2 (one iznose 5,405246; 4,640045;
4,906616; 4,782280; 4,776371; 4,695878; 4,833473; 4,854350; 4,848238; 4,906665) dobila bi se
vrednost akceleracije -0,09584. Sledi, oy = ®(2,2399) =0,9875 i «a, = ®(2,3002) =0,9893 .

BCa metoda ima osobinu ocuvanja transformacija, drugog je reda preciznosti i greska
pokrivanja je manja nego kod percentil® i BC metode. Nedostatak je u tome $to racunanje

akceleracije moze biti veoma komplikovano pri reSavanju kompleksnih problema (Carpenter &
Bithell, 2000).

® Percentil metoda je specijalni slu¢aj BCa metode koja se dobija kada su korekcija pristrasnosti i akceleracija jednaki
nuli (Ghosh et al., 2017, str. 1695).

12



BC interval poverenja

BC metoda je specijalni slu¢aj BCa metode kada je akceleracija jednaka nuli (videti Ghosh
et al., 2017, str. 1695). Interval poverenja pouzdanosti (1—«)100% za parametar @, zasnovan na
BC metodi, predstavljen je slede¢om formulom:

l,=,.0,, | (1.9)
Vrednosti ¢, 1 a,, za percentile é;l [ é;z , izra¢unate su primenom sledec¢ih formula:

o =P[22,+Z,,] |
a, = D[22y +Zy 5]

BC metoda takode poseduje osobinu oCuvanja transformacija. Uzimajuéi u obzir nedostatak
percentil metode, zamisljeno je da BC metoda predstavlja poboljSanje percentil metode. Ukoliko je

raspodela statistike 6° simetri¢na u odnosu na @, BC i percentil interval poverenja su jednaki.
Greska pokrivanja je manja nego kod percentil metode (videti Carpenter & Bithell, 2000).

Jackknife interval poverenja

Neka je @ nepoznati parametar. Ocena parametra ¢ dobijena na osnovu slucajnog uzorka,
X =(Xq, X5,..., X,,) Je statistika 6. Procedura je sledeca:

1. Iz originalnog uzorka X=(X;, X,,..., X,) bira se n jedinstvenih jackknife uzoraka (videti
odeljak 1.2).

2. U svakom jackknife uzorku se rac¢una vrednost statistike 0 (uoznaci 6g)).
3. Odreduju se pseudo-vrednosti: «9, = né—(n—l)é(i) u cilju korigovanja pristrasnosti ocene.

4. Racuna se sredina pseudo-vrednosti: é:zi”:léi/n, koja predstavlja jackknife ocenu
parametra 4.

L2 12
5. Na osnovu standardne devijacije pseudo-vrednosti: Sjack:{i(éi—é) /[(n—l)-n]}
i=1

odreduje se jackknife standardna greska ocene parametra.

Jackknife interval poverenja pouzdanosti (1—a)100% za parametar @ je oblika:

o= [9 Yo naSiace O T 1005 jack } ’ (1.10)

gde t,_,,, predstavlja 1—« /2 percentil t raspodele sa n—1 stepeni slobode.
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1.4 Rangirano uzorkovanje

Procedura rangiranog uzorkovanja (u oznaci RSS, skra¢eno od engl. ranked set sampling)
predstavlja alternativni metod prikupljanja podataka i vrlo je ekonomi¢na procedura uzorkovanja.
Kada je merenje na jedinicama tesko izvodljivo, vremenski zahtevno ili skupo, a rangiranje moze da
se sprovede na jednostavan nacin, bez stvarnih merenja na izabranim jedinicama, preporucuje se
primena rangiranog uzorkovanja u odnosu na prosto slu¢ajno uzorkovanje (u oznaci SRS, skrac¢eno
od engl. simple random sampling). U navedenim situacijama, ova procedura se koristi da bi se
obezbedile ocene sa boljim osobinama (Wolfe, 2004, str. 636).

Rangirano uzorkovanje predstavlja proceduru koja se sastoji iz dve etape. U prvoj etapi
jedinice se identifikuju i rangiraju, dok se u drugoj etapi vrSe merenja na odredenom broju
rangiranih jedinica.

Rangirano uzorkovanje je prvi put objasnio Mclntyre (1952) na primeru ocenjivanja sredine
osnovnog skupa. Koristec¢i rangirano uzorkovanje, Stokes (1980) je zaklju¢io da se dobija ocena
varijanse koja je asimptotski nepristrasna a da je asimptotska efikasnost ocene bolja u poredenju sa
ocenom Kkoja je zasnovana na istom broju jedinica iz prostog slucajnog uzorka. Terpstra i Wang
(2008) su proucavali nekoliko metoda za konstruisanje intervala poverenja za proporciju osnovnog
skupa zasnovanih na rangiranom uzorkovanju, dok je Wolfe (2012) napisao pregledni ¢lanak o
uticaju rangiranog uzorkovanja na statisticko zaklju¢ivanje. Vise o proceduri rangiranog
uzorkovanja i njenoj primeni moze se nac¢i u Dell i Clutter (1972), Samawi (1999), Husby et al.
(2005), Chen (2007), Albatineh et al. (2014), Zamanzade i Vock (2015), Zhang et al. (2016),
Albatineh et al. (2017), Zamanzade i Mahdizadeh (2017), Ozturk (2018), i drugih.

1.4.1 Balansirano rangirano uzorkovanje

Balansirano rangirano uzorkovanje podrazumeva da se iz osnovnog skupa bira k? jedinica
na slucajan na¢in (Ganeslingam & Ganesh, 2006; Chen, 2007; Wolfe, 2012). Procedura se sastoji u
slede¢em (Ghosh et al., 2017; Ivkovi¢ & Raji¢, 2018):

1. Od k? izabranih jedinica formira se k uzoraka sa po k jedinica;

2. U svakom prostom slu¢ajnom uzorku vr$i se rangiranje jedinica u zavisnosti od
istrazivackog zadatka;

3. 1z prvog uzorka bira se jedinica sa hajmanjim rangom X(l). Zatim se iz drugog uzorka bira

jedinica sa slede¢im po redu rangom X @) Procedura se nastavlja dok se ne izabere jedinica
sa najve¢im rangom iz k-tog uzorka, X (k) Kao rezultat, dobijen je uzorak koji se sastoji od
k jedinica X(l),X(Z),...,X(k);

4. U cilju generisanja balansiranog rangiranog uzorka veli¢ine n=mk, prethodno opisani
postupak (odnosno ciklus) se ponavlja m puta (videti Tabelu 1.1). Balansirani rangirani
uzorak sa m ciklusa i k jedinica u svakom ciklusu se zapisuje na slede¢i nadin:

{X i i=12..ki=12..,m}.
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Tabela 1.1: Balansirani rangirani uzorak sa m ciklusa i k jedinica u svakom ciklusu

Ciklus 1 x(l)l x(z)l X(k)l
Ciklus 2 X(l)z X(Z)Z x(k)z
Ciklus m

X wm X 2m X oym

Izvor: Preuzeto iz Wolfe (2012)

Proces formiranja rangiranog uzorka moze se objasniti na slede¢em primeru. Neka je
predmet istrazivanja verovatnoéa bankrotstva kompanije, koja se meri indikatorom verovatnocée
bankrotstva. U tu svrhu, slu¢ajnim putem se bira 25 kompanija. Indikator verovatno¢e bankrotstva
je slozen pokazatelj za Cije izraCunavanje je potrebno poznavati nekoliko razli¢itih pokazatelja. 1z
tog razloga, vremenski je zahtevno izracunati ovaj pokazatelj za svaku od 25 izabranih kompanija.
Medutim, na osnovu racia pokri¢a kamata zaradom, koji je dosta jednostavniji pokazatelj, moZe se
dati gruba procena verovatnoc¢e bankrotstva kompanije. Kako bi se formirao rangirani uzorak, na
osnovu izabranih kompanija formira se pet uzoraka veli¢ine pet. U prvom uzorku od pet kompanija
vrsi se rangiranje kompanija, tako da se kompaniji za koju se smatra da ima najmanju verovatnocu
da bankrotira (analiziraju¢i racio pokri¢a kamata zaradom) dodeljuje rang 1, kompaniji za koju se
smatra da ima vecu verovatno¢u za bankrot dodeljuje se rang 2, dok se kompaniji za koju se smatra
da ima najvecu verovatnocu za bankrot dodeljuje rang 5. Iz ovog uzorka se bira kompanija za koju
se smatra da ima najmanju verovatnoc¢u za bankrot (odnosno kompanija kojoj je dodeljen rang 1) i
za ovu kompaniju se odreduje indikator verovatnoce bankrotstva. U drugom uzorku od pet
kompanija vr$i se rangiranje po istom principu. Iz drugog uzorka bira se kompanija kojoj je
dodeljen rang 2 i1 za ovu kompaniju se racuna indikator verovatno¢e bankrotstva. Postupak se
ponavlja sve dok se iz poslednjeg uzorka ne izabere kompanija za koju se smatra da ima najvecu
verovatno¢u za bankrot (kompanija kojoj je dodeljen rang 5). Za ovu kompaniju se odreduje
indikator verovatnoce bankrotstva. Sprovodenjem ove procedure zavrSen je jedan ciklus koji se
sastoji od pet jedinica, odnosno odabranih kompanija, za koje ¢e se izracunati indikator verovatnoce
bankrotstva. Ove kompanije ¢ine rangirani uzorak. UKkoliko je potrebno generisati rangirani uzorak
veli¢ine 15, ciklus se ponavlja tri puta (u svakom od tri ciklusa bi¢e izabrano pet kompanija za koje
¢e se odredivati indikator verovatnoce bankrotstva, §to rezultira rangiranim uzorkom veli¢ine 15).

Formule (1.11) i (1.12), zasnovane na rangiranom uzorkovanju, primenjuju su prilikom
racunanja ocene sredine i ocene varijanse osnovnog skupa (Stokes, 1980, str. 36-37):

_ 1 k m
Xrss _EZjﬂZi:lX(j)i, (1.11)

1 _ 2
SZRSS =m2'}=12?ll(x(j)i - XRSS) . (1.12)

Moguce je navesti nekoliko razlika izmedu balansiranog rangiranog uzorka veli¢ine n i
prostog slu¢ajnog uzorka iste veli¢ine. Prost sluajan uzorak se bira tako da su jedinice u uzorku
identi¢no raspodeljene, pri ¢emu mogu, a ne moraju biti nezavisne (u zavisnosti od toga da li je
uzorkovanje bez ili sa ponavljanjem). Kod prostog slucajnog uzorka svaka jedinica se moze
smatrati reprezentativnom, $to podrazumeva da dobro odrazava osobine osnovnog skupa. Kod
balansiranog rangiranog uzorka jedinice su nezavisne, ali nisu identi¢no raspodeljene, zbog Cega
jedinice koje ¢ine ovaj uzorak ne reprezentuju dobro osnovni skup. Medutim, individualne poredane
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statistike dobijene rangiranim uzorkovanjem veoma dobro reprezentuju razlicite delove osnovnog
skupa. Zbog ove osobine, ocene dobijene na osnovu balansiranog rangiranog uzorka su efikasnije
od ocena dobijenih prostim slu¢ajnim uzorkovanjem.

1.4.2 Metode ponovljenih uzoraka u kombinaciji sa rangiranim uzorkovanjem

Modarres et al. (2006), Amiri et al. (2013) i Ghosh et al. (2017) proucavali su proceduru
bootstrap rangirano uzorkovanje po redovima (engl. bootstrap ranked set sampling by row). Ova
procedura ¢e u odeljku 3.3.3 biti primenjena prilikom konstrukcije percentil, BCa i BC intervala
poverenja i sprovodi se na slede¢i nacin (Ivkovi¢ & Raji¢, 2019, str. 6):

1. 1z k nezavisnih slu¢ajnih uzoraka veli¢ine m (X(l)l,...,X (1Dn) ,(, X K )1,..>,( K m) generise se

k bootstrap uzoraka, svaki veli¢ine m.
2. Bootstrap rangirani uzorak predstavljen je na sledeci nacin:

X hss :(x(j)i, j=1,...,k;i=1,...,m).

1.4.3 Parcijalno rangirano uzorkovanje

Parcijalno rangirano uzorkovanje (engl. partial ranked set sampling) se sprovodi na sledeci
nacin. Iz skupa se bira A jedinica koriste¢i prosto slucajno uzorkovanje i B jedinica koristeci
rangirano uzorkovanje, na osnovu kojih se dobija parcijalni rangirani uzorak veli¢ine A+B. Uocava
se da je parcijalno rangirano uzorkovanje kombinacija prostog slu¢ajnog uzorkovanja i1 rangiranog
uzorkovanja. Predstavljena metoda se preporucuje kada nije moguce ispitati sve jedinice koje su
potrebne za formiranje balansiranog rangiranog uzorka ili kada je ispitivanje po jedinici veoma
skupo. Procedura parcijalnog rangiranog uzorkovanja zahteva ispitivanje manjeg broja jedinica u
poredenju sa rangiranim uzorkovanjem i obezbeduje preciznije ocene u odnosu na prosto slucajno
uzorkovanje (Haq et al., 2013, str. 207).

U cilju generisanja parcijalnog rangiranog uzorka veli¢ine k sprovodi se procedura opisana u
nastavku (Hagq et al., 2013; Ivkovi¢ & Raji¢, 2019):

1. Definise se r, tako da r=ak,0<a<0,5° i bira se 2r prostih slu¢ajnih uzoraka veli¢ine
jedan iz populacije.

2. Birase k—2r uzoraka veli¢ine k i u svakom uzorku se jedinice rangiraju.

3. lz i-tog uzorka, za i=r+1,....k—r, bira se i-ta rangirana jedinica. Ovim se zavr$ava jedan
ciklus i dobija se parcijalni rangirani uzorak veli¢ine k.

Ukoliko je za dalju analizu potreban parcijalni rangirani uzorak veli¢ine n=mk, ciklus se
ponavlja m puta. Kada je r=0, parcijalno rangirano uzorkovanje je identi¢no rangiranom
uzorkovanju.

® o je ponder koji se koristi da se izra¢una koeficijent na osnovu kog se odreduje koji deo parcijalnog rangiranog uzorka
¢e Ciniti prost slucajan uzorak.
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Il INTERVALI POVERENJA ZA REGRESIONE KOEFICIJENTE

U ovom delu bi¢e razmatrani intervali poverenja za regresione koeficijente u prostom
linearnom regresionom modelu i kvadratnom regresionom modelu. Pitanje koje se javlja je sledece:
kada ¢e proporcije simuliranih intervala (za regresioni koeficijent) koji sadrze parametar biti
najblize nominalnom nivou pouzdanosti kada slu¢ajna greska u regresionom modelu ne sledi
normalnu raspodelu’, ve¢ asimetriénu raspodelu. Proporcija simuliranih intervala koji sadrze
parametar (u daljem tekstu: proporcija simuliranih intervala) predstavlja proporciju intervala
poverenja koji sadrze vrednost parametra osnovnog skupa (odreduje se kao n,/n, gde je n, broj
intervala poverenja koji sadrze vrednost parametra osnovnog skupa, a n je ukupan broj formiranih
intervala poverenja).

Najpre ¢e biti razmatrane asimetri¢ne raspodele koje ¢e biti koriS¢ene prilikom sprovodenja
simulacionih studija, a zatim i intervali poverenja za regresione koeficijente u prostom linearnom i
kvadratnom regresionom modelu. U nastavku ¢e biti prikazani rezultati simulacionih studija, kao 1
rezultati dobijeni na realnim podacima. Na kraju ¢e biti navedeni kodovi iz programskog jezika R za
izabrane intervale.

2.1 Asimetri¢ne raspodele
Podaci se, u praksi, ¢esto mogu opisati nekom asimetricnom raspodelom. Neke od
asimetri¢nih raspodela koje ¢e se razmatrati u ovom odeljku su: Weibull-ova, eksponencijalna,
gama, log-normalna, skew-normalna, skew-Student-ova, skew-generalizovana t i skew-Laplace-ova
raspodela.

2.1.1 Weibull-ova raspodela

Neprekidna slu¢ajna promenljiva X ima Weibull-ovu raspodelu sa parametrom oblika
a>0 i parametrom skaliranja b >0 (u oznaci X ~W ((a,b)), ako je njena funkcija gustine oblika

(Dori¢ et al., 2007, str. 71):

00-23] ool (x>0 @Y

Na Slici 2.1 prikazana je funkcija gustine Weibull-ove raspodele za proizvoljno izabrane
vrednosti parametara a=2 i b=2.

7 Pretpostavlja se da su ostale pretpostavke regresionog modela ispunjene.
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Slika 2.1: Funkcija gustine Weibull-ove raspodele
Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Na osnovu parametra oblika utvrduje se oblik Weibull-ove “krive”, a parametar skaliranja
ukazuje na rasprSenost Weibull-ove raspodele. Matematicko ocekivanje, varijansa, koeficijent
asimetrije® i koeficijent spljostenosti® Weibull-ove raspodele su predstavljeni slede¢im formulama
(Pori¢ et al., 2007, str. 72):

E(X):,u:bf(l+;],

Var(X)=c?=h? {F(Hij—ﬂ {H;H,

F(l+ Sjbs —3uc?— 18

a
73(X) = 3 )
o

8 Koeficijent asimetrije i koeficijent spljostenosti predstavljaju mere oblika raspodele. Raspodela neprekidne slu¢ajne
promenljive X je simetri¢na ako postoji tacka c tako da vazi: g(c—X)=g(c+X), za svaki realan broj x. Ukoliko

navedeno nije ispunjeno, raspodela je asimetri¢na. Koeficijent asimetrije 7/3(X) definiSe se na slede¢i nadin:

;@(X):%, gde su g i w3 centralni momenti drugog i treéeg reda, respektivno. Za y,(X)=0 raspodela je
2

simetri¢na, za y,(X)> 0 raspodela je asimetri¢na udesno, dok je za y,(X)<0 raspodela asimetriéna ulevo (Pori¢ et

al., 2007, str. 8).

® Spljostenost raspodele govori o brzini konvergencije krajeva gustine raspodele ka nuli, kao i o koncentraciji oko

srednje vrednosti. Koeficijent spljostenosti y, (X ) odreduje se slede¢om formulom: y, (X )= ’u—‘; , gde je uy centralni
H

momenat Setvrtog reda. Za y,(X)=3 raspodela je normalne spljostenosti, za y,(X)>3 raspodela je manje
spljostenosti od normalne, dok je za 7, (X ) <3 raspodela vece spljostenosti od normalne (Pori¢ et al., 2007, str. 8).
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b4f[1+ 2’} 30 ~4y,03 u—602 1 — 1t

74(X): ] ’

gde I'(-)predstavlja gama funkciju®.

2.1.2 Eksponencijalna raspodela

Neprekidna slu¢ajna promenljiva X ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom
skaliranja A >0 (uoznaci X ~E(A)), ako je njena funkcija gustine (Pori¢ et al., 2007, str. 121):

f(x) :iexp(—ﬁj, X0, (2.2)

Na Slici 2.2 predstavljena je funkcija gustine eksponencijalne raspodele za proizvoljno
izabrane vrednosti parametra 4.
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Slika 2.2: Funkcija gustine eksponencijalne raspodele
Izvor: Preuzeto iz Pori¢ et al. (2007)

Parametar skaliranja A opisuje centar raspodele. Matematicko ocekivanje, varijansa,
koeficijent asimetrije i koeficijent spljostenosti eksponencijalne raspodele su predstavljeni u
slede¢em obliku (Pori¢ et al., 2007, str. 122):

E(X)=4, Var (X )= A2, ya(X)=2, y4(X)=6.

10 Gama funkcija se definiSe na slede¢i nagin: I"(x) = [e™'t*'dr, x > 0.
0
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2.1.3 Gama raspodela
Neprekidna slu¢ajna promenljiva X ima gama raspodelu sa parametrom oblika a>0 i

parametrom skaliranja b >0 (u oznaci X ~G(a,b)), ako je njena funkcija gustine (Pori¢ et al.,
2007, str. 96):

f(x)=brl(a)(zja_l exp[—]);), x>0, (2.3)

gde I'(-)predstavlja gama funkciju.

Na Slici 2.3 prikazana je funkcija gustine gama raspodele za proizvoljno izabrane
vrednosti parametara a=2 i b=1.
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Slika 2.3: Funkcija gustine gama raspodele
Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Matematicko ocekivanje, varijansa, koeficijent asimetrije 1 koeficijent spljoStenosti gama
raspodele su (Pori¢ et al., 2007, str. 98):

2 6
E(X)=ab, Var(X)=ab?, yg(X):ﬁ, 7a(X)=2-
2.1.4 Log-normalna raspodela

Neprekidna sluéajna promenljiva X ima log-normalnu raspodelu sa parametrom oblika

<R i parametrom skaliranja o >0 (u oznaci X ~ LN(u,c?)), ako je njena funkcija gustine
(Pori¢ et al., 2007, str. 240):

f(x):}(U\}Eexp{—;(ln);_ﬂf},x>0. (2.4)
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Na Slici 2.4 predstavljena je funkcija gustine log-normalne raspodele za proizvoljno
izabrane vrednosti parametara 4z =11 0=0,2.
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Slika 2.4: Funkcija gustine log-normalne raspodele
Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Matematicko ocekivanje, varijansa, koeficijent asimetrije i koeficijent spljostenosti log-
normalne raspodele su prikazani slede¢im formulama (Pori¢ et al., 2007, str. 241):

E(X):exp(u+§azj,
Var(X):exp(2y+02)(exp(02)—1),
73(X)=(0-1)"*(0+2),

74 (X) =" +20° +30* -6,

gde je a)zexp(az).

2.1.5 Skew-normalna raspodela

Skew-normalna raspodela izvedena je iz normalne raspodele. Neprekidna sluéajna
promenljiva X 1ima skew-normalnu raspodelu sa parametrom oblika ao<R (u oznaci
X ~SN(0,1,«)), ako je njena funkcija gustine:

f(X)=2¢(X)®P(ax), xeR, (2.5)
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gde je ¢(x) funkcija gustine standardizovane normalne promenljive, a @(x) je funkcija raspodele

standardizovane normalne promenljive (Azzalini, 1985; Eling, 2012). Kada je a = 0 skew-normalna
raspodela postaje standardizovana normalna raspodela N(0,1).

Ako X ~SN(0,L &) iako Y =pf+yX, tada slu¢ajna promenljiva Y ima skew-normalnu
raspodelu sa parametrima £, v i a, gde je R parametar lokacije, y >0 predstavlja parametar

skaliranja i « € R je parametar oblika, §to moZe biti zapisano u formi Y ~ SN(,7?,«) . Parametar

lokacije predstavlja apcisu neke mere lokacije, dok parametri skaliranja i oblika imaju ve¢
pomenuto znacenje.

Na Slici 2.5 predstavljena je funkcija gustine skew-normalne raspodele za =1, y=0,5 i
a=12.
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Slika 2.5: Funkcija gustine skew-normalne raspodele
Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Matematicko ocekivanje, varijansa, koeficijent asimetrije i koeficijent spljostenosti skew-
normalne raspodele su (Eling, 2012, str. 240):

EY)=8+yN2/ 75,
Var(Y) =y*(1-26% 1 7),
73(Y) =(4-n)12(5@21 7)V?)% 1 (1-2521 )*?,

7a(Y)=2(z=3)(5(2/ z)*)* 1 1-252 | z)?,

gde je S=a/1+a?.
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2.1.6 Skew-Student-ova raspodela

Skew-Student-ova raspodela izvedena je iz Student-ove raspodele. Neka slucajna
promenljiva Z ima skew-normalnu raspodelu sa parametrom oblika «oeR (oznaceno sa
Z ~SN(0,1,)) i neka sluéajna promenljiva W ima hi-kvadrat raspodelu sa v stepeni slobode (u

oznaci W ~ y2(v)). Tada sluajna promenljiva X, definisana na slede¢i nadin:

ima skew-Student-ovu raspodelu sa parametrom « <R (u oznaci X ~ ST (0,1 «)), ako je njena
funkcija gustine:

f(x)=2t(x;v)T(ax;v), xeR, (2.6)

gde je t(x;v) funkcija gustine T promenljive koja ima Studentovu raspodelu, a T (ax;Vv) je funkcija
raspodele T promenljive (Azzalini & Capitanio, 2003, str. 101).

Linearna transformacija Y =/£+yX ima skew-Student-ovu raspodelu sa parametrom
lokacije peR, parametrom skaliranja »>0 i parametrom oblika aeR, u oznaci

Y ~ST(B,7%,a).

Na Slici 2.6 prikazana je funkcija gustine skew-Student-ove raspodele za proizvoljno
izabrane vrednosti parametara S =3, y =1, a =2,5 i proizvoljan broj stepeni slobode 10.

04

Slika 2.6: Funkcija gustine skew-Student-ove raspodele
lzvor: lIzlaz iz programskog jezika R

Parametri lokacije, skaliranja i oblika imaju sli¢no znaéenje kao i u slu¢aju skew-normalne

raspodele. Matematicko oc¢ekivanje, varijansa i koeficijent asimetrije skew-Student-ove raspodele,
za [ =0, predstavljeni su u sledecem obliku (Azzalini & Capitanio, 2003, str. 103-104):
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EY)=yno,zav>1,

1
I =w-1
Var(Y)=*( "~ -1°6") za n=,/;(2 J

v(3-5%) 3, y -3/2
73(Y)=n5{ (V_3 )V2+277252}(V277252j ,za v >3

Koeficijent spljostenosti definisan je za v >4 i jednak je:

_ 3?2 4n*5%v(3-6%)  6n°s%v 4 b v 22 -
7a(V)= {(v—z)(v—4) v_3  Toy_p MO ( 2 ”‘Sj 3

Moguce je izvrsiti i generalizaciju ove raspodele. Neprekidna slu¢ajna promenljiva X ima
skew generalizovanu t raspodelu sa parametrom lokacije x € R, parametrom skaliranja o >0,

parametrom asimetrije —1< A <1 i dva parametra p>0 i q>0 koji kontrolidu spljostenost'?, ako
je njena funkcija gustine (Davis, 2015):

f(x)= P —xeR, (27

_uaml® C
2vo-q1’pB(l,qj = ptm -+1
Pl a(ve)® (Asign(x—p+m)+1)

gde B(:) predstavlja beta funkciju®? i

11 Za manje vrednosti p i g veée su vrednosti koeficijenta spljostenosti raspodele. Takode, dozvoljeno je da p i q budu

beskonacni.
I'(x)I(y)

1
12 Beta funkcija je definisana slede¢om formulom: B(x,y)=[t** (l—t)yil dt = .
0 r (x + y)
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Na Slici 2.7 predstavljena je funkcija gustine skew generalizovane t raspodele za =3,
oc=1,1=0,2, p=5iq=Inf .
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Slika 2.7: Funkcija gustine skew generalizovane t raspodele
Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Matematicko ocekivanje, varijansa, treéi i Cetvrti centralni momenat skew generalizovane t
raspodele su predstavljeni slede¢im formulama (Davis, 2015):

ZVJAql’pB(i,q—;

E(X)=pu+ J—m, za pg>1,

2
3 2 2 1
B(p'q‘pJ (p’q‘pj
Var(X)=(vo)* q?P| (842 +1)— "L —4AF ~F T

3 3

E[X - E(X)F :M{sﬁs[i,q—éj -3(347 +1)B[;,qu(z,q—1]8(3,q—2j+
e

p

2
+2(ﬂ,2 +1)B( t ,qj B(é,q—iﬂ, zapg >3,
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4 4 2
E[X - E(X)I* :WTX(—%MB(i,q—U +2402(322 +1)B[;,qJB(2,q—lj 5(3,q—2J—

e .

p

2 3
_3242(42 +1 B[l, J B(Z, —1}3{4, —3J+ 514 +1042 +1 B(l, J 8(5, —4J zapg>4.
(22 +1) o q LR ( ) 0] Bl pd= P zapa

2.1.7 Skew-Laplace-ova raspodela

Slucajna promenljiva X ima skew-Laplace-ovu raspodelu sa parametrima oblika « >0 i
£ >0 iparametrom lokacije € R, ako je njena funkcija gustine (Puig & Stephens, 2007, str. 47):

exp()(;’tl]/(a+ﬁ), X<
f(x)=

(28)

exp(’u_xj/(a + ), x> L.
p

Ako je a = /3, skew-Laplace-ova raspodela postaje klasi¢na Laplace-ova raspodela, a ako
a ili S teze 0 dobija se dvoparametarska eksponencijalna ili negativna eksponencijalna raspodela.

Na Slici 2.8 prikazana je funkcija gustine skew-Laplace-ove raspodele za proizvoljno
izabrane vrednosti parametara ¢ =2, f=0,51 u=3.
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Slika 2.8: Funkcija gustine skew-Laplace-ove raspodele
lzvor: lIzlaz iz programskog jezika R

Matematicko ocekivanje, varijansa, koeficijent asimetrije i koeficijent spljostenosti skew-
Laplace-ove raspodele su definisani na sledeé¢i nacin (Puig & Stephens, 2007, str. 47):

EX)=u+pB-«,
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Var(X)=a?+ 2,

73(X):M,
(a +ﬂ)
7/4(X):3+6(f4+0:42).
(a +,6’)

2.2 Intervali poverenja za regresioni koeficijent g; u prostom linearnom
regresionom modelu

Postojeéi interval poverenja za regresioni koeficijent B, u prostom linearnom regresionom

modelu zasnovan je na t-statistici. Proporcija simuliranih t intervala bi¢e bliska nominalnom nivou
pouzdanosti ako slucajna greska u regresionom modelu sledi normalnu raspodelu. Medutim,
postavlja se pitanje kada ¢e proporcija simuliranih intervala biti bliska nominalnom nivou
pouzdanosti ukoliko slucajna greSka sledi neku asimetricnu raspodelu. Razli¢ite alternative mogu
biti primenjene u tim situacijama.

U ovom odeljku bi¢e razmatrani slede¢i intervali poverenja za regresioni koeficijent 5, u

prostom linearnom regresionom modelu: interval poverenja zasnovan na t-statistici, bootstrap-t
interval, bootstrap intervali poverenja zasnovani na postoje¢im transformacijama statistika, kao i
interval poverenja zasnovan na novoj transformaciji statistike kombinovan sa bootstrap metodom
(Ivkovi¢ et al., 2020).

U literaturi se moze nac¢i nekoliko radova u kojima su se autori bavili ocenjivanjem
nepoznatih regresionih parametara, kao npr. Antille i Milasevi¢ (1988), Wilcox (1996), Buchholz et
al. (2008), Hall i Mayo (2008), Adrover i Salibian-Barrera (2010), George et al. (2013), Sobotka et
al. (2013), Téth i Somorc¢ik (2017), i drugih. Sen (1968) je proucavao klasi¢ne i robusne ocene
regresionih koeficijenata.

Malo je radova u kojima se proucavaju intervalne ocene regresionih parametara. Tako je
Douglas (1996) koristio bootstrap metodu za konstrukciju intervala poverenja za regresioni
koeficijent, dok su Jones i Waller (2013) proucavali intervale poverenja za standardizovane
regresione koeficijente.

Raspodelom slucajne greske i odstupanjem te raspodele od normalnosti bavili su se autori
Looney i Gulledge (1985), Jarque i Bera (1987), Yazici i Yolacan (2007) i drugi. Nekoliko autora je
ponudilo reSenje za situacije u kojima sluc¢ajna greska nije normalno raspodeljena (Bartolucci &
Scaccia, 2005; Soffritti & Galimberti, 2011).

Kada slucajna greska ne sledi normalnu raspodelu, jedan od nacina za konstrukciju
intervalnih ocena podrazumeva transformaciju t-statistike (Ivkovic et al., 2020). Nekoliko autora se
bavilo transformacijom t-statistike ali prilikom konstrukcije intervalnih ocena sredine i varijanse.
Johnson (1978) i Hall (1992a) razmatrali su transformacije t-statistike prilikom ocenjivanja sredine,
zasnovano na jednom uzorku. Cojbagi¢ i Londar (2011) su se bavili jednostranim intervalima
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poverenja za varijansu skupa koji sledi asimetri¢nu raspodelu. Takode, ovom tematikom bavili su se
Chen (1995), Zhou i Dinh (2005), Cojbasi¢ i Tomovi¢ (2007) i Cojbasi¢ i Stanojevic (2013).

2.2.1 Interval poverenja zasnovan na t-statistici
Neka je:
Yi = ot BXi T,
prost linearni regresioni model osnovnog skupa sa parametrima £, i f;. U ovom modelu X; je

objasnjavajuca promenljiva, Y; je zavisna promenljiva a &; je stohasti¢ki ¢lan odnosno sluc¢ajna

greSka (pri éemu je E(&) =0 i Var(&g) :052).

Ukoliko su ispunjene sve pretpostavke prostog linearnog regresionog modela interval
poverenja za parametar 3, zasnovan je na t-statistici:

, (2.9)

gde je b, ocena® parametra f; a Sy je ocena standardne greske ocene by. Interval poverenja

pouzdanosti (1—a)100% za regresioni koeficijent B, u prostom linearnom regresionom modelu,
zasnovan na statistici (2.9), sledeceg je oblika:

I'Bl = |:b1 _tn—Z;a/ZSbl ’bl +tn—2;a/28bl :|l (210)

gde je t,_» sluajna promenljiva koja ima t raspodelu sa n—2 stepena slobode, a t12:412 odredeno

je sa P(tn_2 > tn—2;a/2) =a /2. Kao §to je ve¢ navedeno u uvodnom delu odeljka, kada je slucajna

greSka normalno raspodeljena proporcija simuliranih t intervala bliska je nominalnom nivou
pouzdanosti 1—¢r.

2.2.2 Bootstrap-t interval poverenja

Ukoliko slu¢ajna greska sledi neku asimetri¢nu raspodelu, moguce je konstruisati bootstrap-
t interval za nepoznati parametar f,. On je zasnovan na sledecoj statistici:

i=1

i(Xi -X)(Yi-Y)

13 Ocena b, zasnovana na uzorku (X;,Y;),....(X,,Y,) data je formulom b, =
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by
gde je b; vrednost ocene b; na osnovu bootstrap uzoraka a Sbf je ocena standardne greske statistike

b;. Ovaj interval moze se predstaviti na slede¢i nacin:
I:Bl = [bl _tlfaIZSbl by _ta/ZSbl ] (2.12)

gde fl—a/Z i fa/Z predstavljaju 1—a /2 i o/ 2 percentile bootstrap raspodele statistike T

2.2.3 Edgeworth-ov razvoj raspodele t-statistike

Ukoliko slucajna greska nije normalno raspodeljena, proporcije simuliranih t intervala mogu
se znatno razlikovati od nominalnog nivoa pouzdanosti. Jedan od nacina za prevazilaZzenje ovog
problema jeste da se izvrsi transformacija t-statistike. Postupak koji je potrebno sprovesti sastoji se

u sledecem: izvesti Edgeworth-ov razvoj (Edgeworth, 1898) raspodele t-statistike (2.9) do reda

nY?2 | na osnovu razvoja predloZiti transformaciju t-statistike. Pored nove transformacije t-

statistike bife predstavljene i dve postojec¢e transformacije. Sve navedene transformacije bice
upotrebljene za konstruisanje bootstrap-t intervala poverenja za regresioni koeficijent (Ivkovi¢ et
al., 2020).

Teorema 1. Pod odgovaraju¢im uslovima regularnosti‘* raspodela t-statistike date izrazom
(2.9) ima slede¢i razvoj:

1 1
P(T<x)=@(x)+—= +0 . 2.13
(T<x)=@(x)+ =a(x)g(x) () (2.13)

U izrazu (2.13), q(x)=%(2x2+l), a #() i @(-) predstavljaju funkciju gustine i
funkciju raspodele standardizovane normalne promenljive. Tre¢i momenat Mé raCuna se Koriste¢i

. n o, .
formulu M, =E[(1/ n)Zl XiS], a slucajne promenljive X;,1=12,..,N definisane su na slede¢i
i=

nacin (Ivkovi¢ et al., 2020):

(X =X)(%-Y)_p
R
X; = N ,i=12,...,, (2.14)

14Analogno Hall (1992b, str.71) uslovi regularnosti su:
‘E exp (itlxj +it, X JZ )‘ <1li2)E (Xilg) <oc gde je Xi' definisano u (2.14).
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gde je:

2

V_E (x:1 X)(Y; \7) A
> (Xi -

i=1

Dokaz. Kako je ocena parametra f; oblika:

b1:|=1 . — ,
5 (x,-X)
i E(b1)= f1 sledi da je:
E (X'n X)(Y'_ ZY) _Aicion
> (X -X) n

i=1

Dalje ¢e biti izvrSena standardizacija slu¢ajnih promenljivih:

(X;(X“(Yxi_)j), Z12,m
X (X -
2
Njihova ocekivana vrednost je & a varijansa je V=E (X;_X)(Yi__j)—ﬁ . Nove
n Z(Xi—x) n

standardizovane promenljive bi¢e obelezene sa Xil (i=1,2,...,n) ione su oblika:

(Xi— )?)(Yi—\?)_ﬁ
Y(X-X) "
X, =—12 N i=12,...n. (2.15)

Zbog nacina na koji su dobijene (standardizacijom) za ove promenljive vazi da je E(Xi')= 0 i

Var (Xi') =1. Prosek promenljivih (2.15) je oblika:
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lz X, = i=1 , (2.16)

a u daljem tekstu bice oznacen sa Z,. ReSavajuci jednakost (2.16) po oceni b, dobija se (Ivkovi¢ et
al., 2020):

=nz,:\N +% B)=2,\Nn+p. (2.17)

Iz (2.17) sledi da je varijansa ocene b, jednaka:
Var(b,) =Var(Z,\Nn+ ) =nWar(z,) = nZVVar(1 3 X.) =nVVar(X,),
niz

odnosno njena standardna greska je oblika ./nVVar(X;). Ocena standardne greske ocene b,

odreduje se na sledeci nacin:

S, — JnVvar(X;). (2.18)

Koriste¢i formulu za varijansu uzorka dobija se

n , 2
e
X'2 i=1

S X,
Sy =AW E o L 7,- 72, (2.19)

gde je z, :%éx{z.

Zamenom (2.17) i (2.19) u (2.9), statistika T postaje (Ivkovi¢ et al., 2020):

ro "ZWNEAA g T (2.20)
U slede¢em koraku se definiSe statistika W, :
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0 0
W, = n—1(a—§l(u)-(zl—ul)+a—;2(u)-(zz—uz)+
1.0°g 2, 0°g 0%y 2

gde je g(Z)zﬁ15 i E(Z,,Z,)=U=(U;,U,)=(0,1). Izratunavanjem izvoda u izrazu
241

(2.21), dobija se sledece:

o9 o\ 5 -3/2
DB on=(z,-z2)  +z2%(z,-z -1,
0Z, ( ? 1) 1( ? l) 2)=0,7,=1
-3/2
9 01)=-1z z,(2,-27) _0,
0L, 2 21=0,2,-1
9 (0137 (2,-22) " +323(z,-27) " 0
72 , \Wé2—4 1\42=4 202, ,
’g N32 3, 5 \-5/2 1
N=-=(z,-22) " -2z2(z,-z -z
aZ82( ) 2( )%z .
i
d°g 5\-5/2
2(01)_— 1(2,-27) =0.
0Z5 4 24=0,2,41

Zamenom dobijenih vrednosti u (2.21) statistika W, se moze izraziti na sledeci nacin:
W, =/n— ( Z, ——z Z,).

Dalje, potrebno je odrediti prva tri momenta statistike W, . Prvi momenat se moze
predstaviti sledeCcom formulom:

EW, = E[«/n—l(gzl _%zlzz)] _ \/n—l[g E(Z,) —% E(2,2,)]- —%%M; ~o(n?)

gde je N—1=vn-———+o(n??), E@Z)=EC S X)) =ZE( X)) == 3 E(X])=0
2«/5 ni=1 n =1 ni=1

15 Pretpostavlja se da je g (Z) dva puta diferencijabilna u okolini tacke U.
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HZZ)E(ZX —ZX)E—E@X ZX)——E@X +§§XX)
i= = J_
i ]

=—[E(ZX )+§EE(X)E(X )]——E(ZX )——E( ZX )——
i#]j

Zamenom E(Z,) i E(Z,Z,) u EW, dobija se predstavljeni rezultat.

Drugi momenat se odreduje na sledeé¢i nacin:
9 3 1 _
=E[Vn- ( Z, ——z 1ZoF =(n-1)[ E(Z)) - S E(2{Z,) + 3 E@{Z])] =1+0(n ),
gde je

E(z2) = E(%%x;)z =n—12E(§1Xi')2 _—[E(z X.2) + E(E JZ XX )]
i#]

=—[z E(X; )+§§ E(X)E(X] )]——
i ]

E(Zfzz)=E[(%§1x;) 13 ]——E[(zX) X7 —E[(zx2+;1§1xxmx ]
i#]

:—E(ZX +zzx x2+zzx3x > zx X X)
n®  ia i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 k=1
i#] i#] i j#k

1 n " n n 9 9 nn 3 . n n n " . .
RO 5 L EOOEND + 2 LECORX) ¢y 2 2 ECORECK)]
#j#

i#] i#] #k

- LEE X +n(n-1)
n i=1
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E(Z{Z;)= E[( ZX) ( ZX )]— E[(ZX) (ZX %)%

:_E[(zx2+zzxx )- (ZX“+ZZX X7l
i=1 j=1 i=1 i=1j=1
i#] i#]

:—E(ZX 1YY X x4+zzx x2+z >3 X2X X+
n i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 k=1
i#] i#] i jzk

FYTXEX Y Y TXAX K AY Y Y il X,2X 2X, X, +

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1 i=L  j=1 k=1 1=l
i ] i jzk i jzk=l
+zzx3x Ly S zx XX
_lj—l i=1l j=1 k=1
i#] i# )=k

=_[E(zx ©)+2E(T T X*X 2)+n(n-1)(n-2)+E(3 ¥ XX ]
i=1 j=1 i=1j=1
i ] i#]

Tre¢i momenat predstavljen je sledeCom formulom:

EW,’ = E[Vn- ( Z - ZZz)]3
:(n_1)\/n_1[ E(Z8)- E(Z3ZZ) E(Z3Z) E(Zf’Zg)]

- L m;+0(n?),

2n

gde se posle niza izradunavanja dobija’®:

E(Z))= E( ZX)— 7 Ms,

E(zfzz)z%Mg+4i2M;—4i3M;,
n n n
E(z3z2 )_— 7 L =M, M; -7 14 M;M;+5i3|v|;.,—5i4|v|;.,+7i2M;—21i3M;,+14i4M;
n n n n n n

. . . ' 05 . .
16 Na primer, peti momenat je jednak Mg = E[(1/n)2 X;"]. Na sli¢an naéin odreduju se i ostali momenti.
i=1
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E(z}Z))= 10 L MM 10 L = MM, +—= L Mg +12— L — Mg — saiM;+24i5M'+1o L
n n

— M.
n’ n? °
+110m—14|\/|;—60n1 M +6n14M 6n15M +13n13M;M;—39 L v, M;+26— L

12n14|v| M, — 12 L =M |v|4+n1 M 3n—14M53+2n—15M53.

Na osnovu izra¢unatih momenata odreduju se kumulante statistike W,

Ky = EW, == &

2Jn

M;+0(n™),

Kon = EW2 —(EW, )" =[1+O(n)] - [——TM s+ )P =1+0(nh)

Kay = E (W, —EW, )’ = EW. —3EW2EW, + 2(EW, )’

71 ' -1 -1 11 ' -1
:[_§TM3+O(n )1=3[1+0(n )][_EﬁM“O(n )]
11

2[——T M;+0(n™HP?

1 1
=-2—=M,+0(n™).
n 3+0(n7)

Kumulante statistike W, koriste se za izracunavanje karakteristicne funkcije statistike W

v, (t)= exp{K1N (it) + K,y %+ Kan @+}

ool E VL e 2 e
_exp( 2]{1 2\/ﬁMs(lt) \/HMS 5 +0(n )}

= exp(—%j{“% M, (—%(it) —%(it)3j+0(n—l)}.
n

Prema Cojbasié 1 Tomovié¢ (2007),

uzimajuéi  u
+oc |
v, (t)= [ e™dP(W, <x), kaoida vazi e 72

obzir da je

= [ e™d@(x) i T=W,+0(n™"), sledi Edgeworth-
ov razvoj raspodele t-statistike predstavljen izrazom (2.13) O
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U nastavku Ce biti predstavljene tri kubne transformacije t-statistike, koje su konstruisane da
bi se korigovala asimetrija raspodele. Hall (1992a) je predlozio slede¢e dve transformacije t-
statistike koje su oblika:

-1
11 ~. 11 ~. 11 .~
T,=T,(U)=|2=—=M exp| 2= —=M.U |-1t+==M,,
22()(3/—n3J{p(3n3j}6n3
gde je U=T/+n,aM, je ocena momenta M,

Hall (1992a) je dodao ¢lan %Mézuii Johnson-ovoj kvadratnoj transformaciji'’

TFEVIRIES:

3 6n
konstruisanja intervala poverenja. Transformacija T, je ¢lan familije transformacija koje su
razmatrali Mallows i Tukey (1982).

M, i dobio kubnu transformaciju T,, koja je invertibilna i primenljiva prilikom

Navedene transformacije zadovoljavaju sledece uslove (Hoaglin, 1985):
¢  Tyanst (U)=M;/6n je priblizno U za U blisko nuli'®,

o Tyans (U)—M;/6n je jednako nuli za U jednako nuli.

Nakon analize prethodnih uslova, uvedena je nova kubna transformacija (Ivkovi¢ et al., 2020):

1., 1,5 11 ..
=T, (U)=U+JU%+ SUS+ =M, (2.22)

Sve transformacije su monotone i imaju eksplicitne inverzne formule, na osnovu Cega se
mogu primeniti na probleme konstrukcije intervalnih ocena. U cilju konstrukcije intervala poverenja

potrebno je odrediti inverznu funkciju transformacije. Inverzna funkcija od T;(-),i=1,2,3 moZe biti
reSena analiticki 1 ima slede¢e oblike (Hall, 1992a; Ivkovic et al., 2020):

!
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17 Ova kvadratna transformacija je predloZena u radu Johnson (1978).
8 T . Predstavlja bilo koju transformaciju t-statistike.

trans
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/3
_ 11 .,
T, 1(t):{8+12(t—gﬁM3ﬂ ~2.

Koriste¢i inverznu funkciju, transformisani (1—0!)100% bootstrap-t interval poverenja za
regresioni koeficijent je oblika (Ivkovic et al., 2020):

. f(l—a/2) . f(a/Z)
|, =| b T, [T]Sq,bl—«/ﬁi LT]SQ , (2.23)

gde je i=1,2,3. Intervali poverenja zasnovani na transformacijama T, T, i T, u daljem radu
oznaceni su kao T, T, i Ty intervali.

2.3 Intervali poverenja za regresione koeficijente f, i f, u kvadratnom
regresionom modelu

Postoje¢i intervali poverenja za regresione koeficijente f1 i £ u kvadratnom regresionom
modelu zasnovani su na t-statistici i adekvatni su ako slu¢ajna greska sledi normalnu raspodelu.
Intervali poverenja koji mogu biti bolji izbor ukoliko sluc¢ajna greska nije normalno raspodeljena
zasnovani su na metodama ponovljenih uzoraka. Takode, moguce je izvrSiti transformaciju t-
statistike, koja ¢e se koristiti za konstrukciju novog intervala poverenja. Transformisana statistika se

predlaze na osnovu Edgeworth-ovog razvoja raspodele t-statistike do reda n* i ima za cilj
korigovanje asimetrije raspodele, zbog ¢ega se ocekuje da ¢e proporcije simuliranih novih intervala
biti blize nominalnom nivou pouzdanosti u odnosu na proporcije simuliranih t intervala.

Kvadratnim regresionim modelima i ocenama parametara modela bavili su se slede¢i autori:
Piegorsch (1986), Galindo et al. (2001), Jaruskova (2001), Kuha i Temple (2003), Hirschberg i Lye
(2004), Kosmelj et al. (2005), Shacham et al. (2007), Yao i Miiller (2010), Horvath i Reeder (2013),
Han et al. (2016) i drugi.

2.3.1 Intervali poverenja zasnovani na t-statistikama
Kvadratni regresioni model je oblika:
2
Yi = Lo+ LXK + B X + 4.

U ovom modelu, f,, B, i B, predstavljaju parametre, Y; je zavisna promenljiva, X; je

objasnjavajuca promenljiva a €j je slucajna greska (pri ¢emu je E(g) = 01i Var(g) =0, 52 ).

Postojeci intervali poverenja za regresione koeficijente, 5, i f,, zasnovani na slede¢im
statistikama:
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R (2.24)

T, _b=fp : (2.25)

pogodni su za primenu ukoliko slu¢ajna greska sledi normalnu raspodelu. U izrazima (2.24) i
(2.25), b, i b, predstavljaju ocene'® parametara £ i f5,,a S, 1S, su ocene standardnih gresaka

ocena b, i b,. Na statistikama (2.24) i (2.25) zasnovani su intervali poverenja za regresione
koeficijente:

Iy = [bl ~to 3101250, 5D +tn—3;a/28bl:| (2.26)

g, = [bZ ~t3ias25p, D2 +tnf3;a/28b2:| (2.27)

gde je t, 5., odredeno sa P(tn_3>tn_3;a,2)=a/2 I t,_; je slucajna promenljiva koja ima

Studentovu raspodelu sa n—3 stepeni slobode.

19 Ocena b, data je formulom

> (X, X) (%, ~Y)

i=1 i=1
b, =
1

M=
—
>
=N
|
x|
N
SN—
N
|
L=
—_—
>
B N )
I
x|
N
SN—
—~~
<
|
=
N
M=
—~
x
|
x|
N
—~
>
I N
|
x|
N
N—




2.3.2 Intervali poverenja zasnovani na metodama ponovljenih uzoraka

Ukoliko slucajna greska nije normalno raspodeljena, intervali poverenja za regresione
koeficijente kvadratnog regresionog modela koji su zasnovani na metodama ponovljenih uzoraka se
koriste kao alternativa intervalima poverenja koji su zasnovani na t-statistici.

Konstruisanje intervala poverenja zasnovanih na bootstrap metodi podrazumeva da se iz
prostog slucajnog uzorka izabere B bootstrap uzoraka i u svakom od B bootstrap uzoraka

izradunaju vrednosti statistika b, i b,, oznadene sa b, i b,. U nastavku je opisana procedura samo
za konstruisanje intervala poverenja za regresioni koeficijent f,, a sliCan postupak se moze
primeniti za konstruisanje intervala za g, .

Bootstrap-t interval poverenja

Prilikom konstruisanja bootstrap-t intervala poverenja u svakom od B bootstrap uzoraka

izraCunava se vrednost statistike T* :M, gde Ska predstavlja ocenu standardne greske
2

*

bZ
statistike b,. Interval poverenja za regresioni koeficijent 3, pouzdanosti (l—a)lOO% definisan je

slede¢om formulom:

Iﬂz = [bZ _fl—aIZsz b, _fa/Zsz } (2.28)

gde ., if,, predstavljaju 1—a/2 i /2 percentile bootstrap raspodele statistike T*.

Percentil interval poverenja

Za konstrukciju percentil intervala poverenja prvo se vrsi rangiranje vrednosti statistike b,
(na osnovu bootstrap uzoraka) u neopadaju¢em poretku. Zatim se odreduju «/2 1 1-al2
percentili raspodele bootstrap replika, oznaceni sa b, B i b;li b Interval poverenja pouzdanosti

(l—a)lOO% za regresioni koeficijent 3, je oblika:
Iﬂz = |:b2a/2 ’bzl—aIZ :| (2.29)

BCa interval poverenja

BCa interval poverenja pouzdanosti (1—a)100% za regresioni koeficijent f, predstavljen
je formulom:

1, = [bz b, } (2.30)



Za percentile b, i b, , vrednosti @, i @, izratunate su na osnovu slede¢ih formula:
a az

20+Zy2 } ; l: 5 20+Zy_ar2
o =D| g+ U2 i g, =@ Zy+
l: 1-a (ZO+Za/2) 1-a (ZO+Zl—al2)
predstavlja korekciju pristrasnosti, a4 je akceleracija, dok Z,, i Z,_,, predstavljaju o/2 i
1—-«/2 percentile standardizovane normalne raspodele.

} (pogledati odeljak 1.3). Ovde Z,

BC interval poverenja

BC interval poverenja pouzdanosti (1—a)100% je oblika:

\ = [b;al b } (2.31)

Vrednosti , i a, za percentile b, i b, izradunavaju se koris¢enjem istih formula kao u

o az
slu¢aju BCa intervala.
Jackknife interval poverenja

Za potrebe formiranja jackknife intervala poverenja u svakom jackknife uzorku izracunava
se vrednost statistike b,, koja je oznacena sa bZ(i)' Jackknife interval poverenja pouzdanosti

(1—a)100% za regresioni koeficijent S, definisan je formulom:
Iﬂz = [bz _tl—a/Z,n—asjack ’b2 +t1—a/2,n—38jack :|, (2.32)

gde je 62i =nb2—(n—) , b, = Z,_lbz In, Sjack—{ (b, 6) I[(n-1) n]} it ., je l-al2

percentil t raspodele sa n—3 stepeni slobode.

2.3.3 Edgeworth-ov razvoj raspodele t-statistike

U cilju transformisanja t-statistike koja se koristi za konstrukciju intervalnih ocena za
regresioni koeficijent f3,, izves¢e se Edgeworth-ov razvoj raspodele t-statistike (2.25) do reda n™

Na osnovu razvoja predloziée se nova transformacija t-statistike, koja je upotrebljena za
konstrukciju bootstrap-t intervala.

Teorema 2. Pod odgovaraju¢im uslovima regularnosti?®® raspodela t-statistike date izrazom
(2.25) ima slede¢i razvoj:

20 Analogno Hall (1992b, str.71) uslovi regularnosti su:
‘Eexp(itlxj +it2Xj2)‘ <1i2) E(X
40

1) Cramer-ov uslov limsupy, . ilg) <o gdeje X; ; definisano u (2.34).



11 0, :
P(TZSX):CD(x)+En—_1M3(2x +1)¢(x)+0(n?), (2.33)

gde su ¢(-) i @(-) funkcije gustine i raspodele standardizovane normalne promenljive. Na osnovu

formule M, = E[(l/ n(n—l))i i X;%] izratunat je tre¢i momenat Mg, a slucajne promenljive
=R

i#]
Xi"j, i1=12,..,n; j=12,..,n predstavljene su slede¢im oblikom:
_ _ _\2

Xi=X) -V (X =X) (}i=%;)  p,
n n n 2 —
> (X, —X)Zz(xf—iz)z—(z(xi - X)(x? xz)) n(n-1)

x_’ _ i=1 i=1l i=1 (234)
1] \N

gde je

U nastavku ¢e biti izvrSena standardizacija slu¢ajnih promenljivih:
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Nove standardizovane promenljive bi¢e oznacene sa Xi', i (i:1,2,...,n; j:l,2,...,n)i mogu se predstaviti
slede¢im oblikom:

xR X)) g
(0, -x) 3 (x2-x2) (3 (% -x)-xe)) MY
X ;=2 = '3\7 i=12..n j=12,...ni#]j

Posto su ove promenljive dobijene standardizacijom, za njih vazi da je E ( XI i ) =0 iVar ( Xi'y i ) =1.

Prosek promenljivih (2.35) je sledeceg oblika:

1 55 (%= X)(%=Y) (X, =X ) (% =)
|_1IJ¢—]_1 1
2 ﬂZ
. n(n—1) %(xl_X)z%(xlz_iz)z_(é(xl_)Z)(Xiz_)zz)) n(n-1)
250 W

(2.36)

a u nastavku ée biti oznaden sa Zl . Reéavajuéi jednakost (236) po oceni b2 dOlea Se.
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I

=n(n-1)(Z,"\V + A0 D)

Bo)=Z,\Nn(n-1)+ 4,
(2.37)

Iz (2.37) sledi da je varijansa ocene b, jednaka:

Var(b,) =Var(Z,\N n(n-1) + 3,) = n?(n—1)*War(Z,)

1 nn ., '
n(n—l) EéX"J) - n(n—l)VVar(Xi’j),

=n?(n-1)*VVar(

odnosno njena standardna greska je oblika \/ n(n—-1)VVar (Xi" i) - Ocena standardne greske ocene b,

odreduje se na sledeci nacin:

S, :\/n(n—l)VVar(Xi"j). (2.38)

Koriste¢i formulu za varijansu uzorka dobija se

(2 3 X ;)"
n n =12
22X oy
=L - 1
S, =./n(n-1)WN | = n(n-1)WVz,-22,
by (n-1) n(n-1)-1 n(n-1)-1 (n-1) ¢ (2.39)
gde je Z, = : >3 X7
z_n(n—l)izllj:jl i

Zamenom (2.37) i (2.39) u (2.25), sledi da se statistika (2.25) moZe predstavi formulom:

Z\WNn(n-1)+p,-4  _ n(n-1)-1 4 (2.40)

N 2
/n(n_11)_1n(n—1)\/\71/22—zl2 Zo=4

Dalje, definiSe se statistika W,, :

T, =
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0 ik
StV BU) 425 U2V E U RO B D

Z

gde je g(Z)zﬁ21 i E(Z,,Z,)=U=U,U,)=(01). Izradunavanjem izvoda u izrazu
Z,-1{

(2.41) dobija se sledece:

0

g 2 -1/2 2 2 -3/2
0,1 ~72) v z3(z,-2 -1,
2 0= (2,-27) " +28(2,-27) rorn
-3/2
9 01)=-1z z,(2,-27) _0,
0L, 2 2,=0,Z,-1
9 (0.1)=37 (2,-22) " +323(z,-22) " 0
z2 " (42— 4 1(42—4 202, ,
g ( 1)__&( _Zz)—3/2_§22(z _Zz)—5/2 __l
1 1 2 1 -
02,02, 2 2 oz, 2
i
-5/2
g(01) (zz—zf) -0.
0Z; 240,21

Zamenom dobijenih vrednosti u (2.41) statistika W, se moze izraziti na sledeci nacin:

=n(n-1) —1(2 Z _12122)

gde je \/n(n-1)-1=/n(n-1) _T\/lni—l)ﬂj(nl) :

Zatim, potrebno je izracunati prva tri momenta statistike W,,.

Momenti se odreduju na analogan na¢in kao u dokazu Teoreme 1, samo §to umesto n treba
da stoji n(n—1) i jednaki su:

21 Pretpostavlja se da je g (Z) dva puta diferencijabilna u okolini tacke U.
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EW _ 1 1

" 2. nn-))

EWZ=1+0(n?) i

M, +0(n?),

EwW? 1 M, +0(n?).

2 n(n-1)

Koriste¢i izra¢unate momente odreduju se kumulante statistike W,, na analogan nacin kao u
dokazu Teoreme 1 i jednaki su:

1 1 . -
Kiv = EW, :_EmM3+O(n 2)’

K,y =1+0(n?) i

Kay = 2 M, +0(n?).

«/n(n—l)

U ¢lanu O(n2) eksponent je —2, jer se izvodi razvoj raspodele t-statistike do reda n™. Zatim se na

osnovu izracunatih kumulanti, koriste¢i Tejlorov razvoj, odreduje karakteristina funkcija statistike
W, :

v, (t)= exp{K1N (it)+ K,y ng Kan ¥+}

2 . \3
t 1 (it) o

U O S R S . 5
_exp( 2]{1 > ,_n(n_l)Mg(lt) D M+ (n )}

=exp(—§]{l+ﬁMé(—%(it)—%(it)3j+0(n‘2)}

Dalje, poznato je da vazi:

e—t2/2 — +J‘OC eitx¢(X)dX,

gde je ¢(x) funkcija gustine standardizovane normalne promenljive, kao i da je (ako postoji)
funkcija gustine slu¢ajne promenljive W, jednaka:

1. T —itx
f(x)zgllmTﬁm _jTe "w, (t)dt,
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odnosno:

t2

1 += _ 1 1 ! 1 C N3
f(xX)=— [e™e 2 ———M it—=———— M, (it))dt =
(%) Zﬂ_joc @ n(n-1) 3 n(n-1) 5 (1))

1+ ¢y ¢ 1 1 v

=— _'txe_?dt———l\/l e‘”Xe 2I'[dt——— e_'tX it 3dt
n{c 47 In(n-1) L 67 \/n(n-1) 37{[ * ()

t2 2
— 4(x )__;M [ee Zitd -~ 1 M. e™e 2 (it) o

nn-1) "« 67 n(n-1)

2
+oc t

Integral [ e™e 2itdt se izraunava na sledeéi nagin:

—oC

t

2 [t tix |2x2] 2 2 ix |2 x2 ~(t+ix
,7+oc =t -t
je"txe zltdt_J- ’\/_’\/_ e zitdt_ J'e(«/_ «/_j itdt =e 2 Ie 2

itdt =
smena X ~u? ~u?
:{t : } e ? jez i(U—ix)du =+/2 ¢(x)[ je2 udu+xje2 du]
+ix=u o o

—oC

e S _
27r¢(x)[|ﬁje udu+x\/§_{ce dUJ—2ﬂ¢(X)(0+X)—2ﬂ'X¢(X).

Koriste¢i analogan postupak izra¢unava se i sledeci integral:

2 _{t toix | X ] ﬁ _£+oc —(Lﬂ—sz X2 (t+lx)2
je"txe 2 (it)3dt = j R 2 (ity’dt=e 2 Je ¥ (it)’dt=e 2 je 2 (it)’dt =

—oC —oC

smena —ﬁw —u?
{ } 2 [e? i(ix—u)’du=
t+ix=u o

u2 y2 u2 42
—\/ﬂ(/ﬁ(x){ e2 (—ix®)du +3x? jue2 du+3|xj e2 uldu-— [ ue? dqu

—oC —oC —oC

—oC

u2

27[¢(X)I( ix3 \/gje du+0+3|x\/gje u“du— 0] 27gp(X)i(—ix" + 3ix) = 27(X)(X” —3X).

—0oC —0oC

Sledi da je funkcija gustine jednaka:

f(X):¢(x)_%ﬁMéX¢(x)—%ﬁ(x3—3x)Mé¢(x)+O(n2). (2.42)

Na osnowvu izraza (2.42) moze se izraunati
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1

P(W, <x)= f¢(t)d +- \/7'\/' It¢(t) m

M. | £4(t)dt+O(n2).

Integral [ tg(t)dt izracunava se na slede¢i nacin:

—oC

smena )
[ to(t)dt = | NS PO B 1 ey N — —4(x).
—oc —c \/ 272' 2 \/ 27[ —oc '\/ 271'
—tdt =du
Prema analognom postupku izraGunava se i sledeci integral:
smena ) ,
X X 1 £ t? ) 1 2 T2
t’pt)dt = [ t* —e 2dt={——=u =2 [ uU——e"du=—— [ ue'du=
—Jr;c 4 —Jf;c N2r 2 —Jc;c N2 2 —L
—tdt =du
2 X22 _iFeudu)— i(_x_ze_%z_eu XZZ)_L(_ Ze X22_e XZZ)_L(_XZ_Z)eg
\/27z S N2r o 2 - N2 N2
= (=X* =2)$(x).
Sledi da je
P(W, <x)=a( )+;M—5(2x2+1)¢(x)+0(n—2). (2.43)
n(n-1) 6

Posto vazi T, =W, +0(n™?) sledi da je Edgeworth-ov razvoj raspodele t-statistike dat izrazom
(2.33). O

Kako bi se korigovala asimetrija raspodele, uvesce se kubna transformacija t-statistike, koja
je monotona i ima eksplicitnu inverznu formulu. Nova transformacija, zasnovana na Edgeworth-

ovom razvoju (2.33), definisana je slede¢om formulom??:

1 1 .

UL M5, (2.44)

T, =T,(U)=U+-U*+—U%+=
=T (V) 20 T +6n(n—1)

Al

gde je M, ocena momenta Mé, aU=T,/yn(n-1).

Transformacija T, zadovoljava sledeée uslove (Hoaglin, 1985):

22 Ova transformacija uvedena je na ekvivalentan nagin kao transformacija u radu Ivkovi¢ et al. (2020).
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o Tyanst (U )—%ﬁ M, je priblizno U za U blisko nuli,
Tyranst (U )—%ﬁ M, je jednako nuli za U jednako nuli.

Njena inverzna funkcija je oblika:

1/3
*_1 _ _1 1 ~ _
T, (t){8+12(t 6—n(n_1)|v|3ﬂ 2, (2.45)

i na osnovu nje se moze konstruisati(1—a)100% bootstrap-t interval poverenja za regresioni
koeficijent g, :

_ s f(l—a/Z) s f(a/Z)
I = {bz —yn(n-=-1T, [mj Sy, b, —\n(n=1)T, (m] sz}. (2.46)

Interval poverenja za regresioni koeficijent S, zasnovan na transformaciji T, u daljem radu
ozna&en je kao T, interval.

2.4 Analiza pouzdanosti intervala poverenja za regresione koeficijente

U cilju ispitivanja pouzdanosti intervalnih ocena analizirate se proporcije simuliranih
intervala za regresione koeficijente u prostom linearnom i kvadratnom regresionom modelu, koji su
uvedeni u odeljcima 2.2 i 2.3, u situacijama kada slu¢ajna greska u regresionom modelu ne sledi
normalnu raspodelu.

2.4.1 Analiza pouzdanosti intervala poverenja za regresioni koeficijent u prostom linearnom
regresionom modelu

Predmet istrazivanja ovog odeljka je poredenje proporcija simuliranih intervala (za
regresioni koeficijent) koji sadrze nepoznati parametar u prostom linearnom regresionom modelu
kada slucajna greska nije normalno raspodeljena. U svrhe istrazivanja razmatrana su dva slucaja.
Predmet analize u prvom slucaju bi¢e eksponencijalna raspodela, dok ¢e u drugom slucaju biti
analizirana Weibull-ova raspodela. Predmet razmatranja moze biti bilo koja asimetri¢na raspodela.

U svakom slucaju sprovesce se ista procedura. Nominalni nivo pouzdanosti bi¢e 95%. Poci
¢e se od prostog linearnog regresionog modela sa regresionim koeficijentima S, =150 i B =20. Za
svaku kombinaciju parametara, izabrace se po 1000 uzoraka veli¢ine 10, 20, 50 i 80, na osnovu
kojih ¢e se formirati t-intervali. U cilju konstruisanja bootstrap-t intervala i intervala poverenja
zasnovanih na transformisanim statistikama kombinovanim sa bootstrap metodom, izabrace se
1000 bootstrap uzoraka iz svakog uzorka.
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Analiza je sprovedena u programskom jeziku R, koriste¢i originalne kodove. U nastavku
slede rezultati do kojih se doslo.

U prvom slucaju ispitivane su proporcije simuliranih intervala ukoliko je raspodela sluc¢ajne
greske eksponencijalna? sa parametrom A koji uzima vrednosti 0,2 i 2. Proporcije simuliranih 95%
dvostranih intervala za regresioni koeficijent B, prikazane su u Tabeli 2.1. Uocava se da su za male

uzorke (veli¢ine 10), u zavisnosti od parametra A eksponencijalne raspodele, proporcije simuliranih
bootstrap-t intervala bile najblize 0,95, dok su za uzorke veli¢ine 20 najbolji izbor bootstrap-t i T,

interval. Za uzorke veli¢ine 50 najbolji rezultati su dobijeni primenom intervala T, i T, dok su za

uzorke veli¢ine 80 najbolje rezultate dali intervali T, i T,.

Tabela 2.1: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent kada slucajna
greska ima eksponencijalnu raspodelu

A 0,2 2
n 10 20 50 80 10 20 50 80
0,924 | 0,915 | 0,901 | 0,849 | 0,937 | 0,923 | 0,856 | 0,908

Bootstrap-t 0,948 | 0,912 | 0,924 | 0,925 | 0,952 | 0,941 | 0,927 | 0,938

T, 0,790 | 0,917 | 0,930 | 0,942 | 0,829 | 0,918 | 0,932 | 0,944
T, 0,940 | 0,930 | 0,914 | 0,945 | 0,958 | 0,960 | 0,934 | 0,967
T 0,624 | 0,940 | 0,943 | 0,957 | 0,584 | 0,935 | 0,967 | 0,963

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ et al. (2020)

Predmet razmatranja u drugom slucaju su bile proporcije simuliranih intervala pod
pretpostavkom da je raspodela sludajne greske Weibull-ova®* sa parametrom a koji uzima
vrednosti 1,5 i 3, i parametrom b=1. U Tabeli 2.2 predstavljene su proporcije simuliranih 95%
dvostranih intervala za regresioni koeficijent f,. Za uzorke veli¢ine 10, u zavisnosti od parametra a

Weibull-ove raspodele, proporcije simuliranih bootstrap-t i T, intervala bile su najblize 0,95, dok su
za uzorke veli¢ine 20 najbolji rezultati ostvareni primenom T, i T, intervala. Kada je re¢ o velikim
uzorcima (veli¢ine 50) najbolji rezultati su dobijeni primenom bootstrap-t, T, i T, intervala, dok su
za uzorke veli¢ine 80, proporcije simuliranih bootstrap-t i T, intervala bile najblize 0,95.

23 Funkcija gustine eksponencijalne raspodele nalazi se u odeljku 2.1.2.
24 Funkcija gustine Weibull-ove raspodele nalazi se u odeljku 2.1.1.
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Tabela 2.2: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent kada slucajna
greska ima Weibull-ovu raspodelu

15 3
1 1
10 20 50 80 10 20 50 80
0,939 | 0,923 | 0,890 | 0,871 | 0,919 | 0,900 | 0,914 | 0,881

Bootstrap-t 0,942 | 0,921 | 0,921 | 0,955 | 0,956 | 0,929 | 0,949 | 0,941

~ ST |

T, 0,815 | 0,935 | 0,940 | 0,866 | 0,804 | 0,901 | 0,949 | 0,963

T 0,950 | 0,920 | 0,942 | 0,962 | 0,959 | 0,942 | 0,939 | 0,961
2

T 0,563 | 0,943 | 0,966 | 0,959 | 0,574 | 0,932 | 0,953 | 0,956

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ et al. (2020)

Na osnovu prethodnih rezultata izveden je generalni zaklju€ak za eksponencijalnu i
Weibull-ovu raspodelu. Kada je re¢ o malim uzorcima, proporcije simuliranih bootstrap-t intervala i

bootstrap-t intervala sa transformacijama T, i T; bile su najblize 0,95. Prilikom razmatranja velikih
uzoraka, utvrdeno je da su, u veéini slucajeva, proporcije simuliranih bootstrap-t intervala sa
transformacijama T, i T, bile najblize nominalnom nivou pouzdanosti.

2.4.2 Analiza pouzdanosti intervala poverenja za regresione koeficijente u kvadratnom
regresionom modelu

U situacijama kada sluCajna greska sledi asimetri¢nu raspodelu analizirate se proporcije
simuliranih intervala za regresione koeficijente u kvadratnom regresionom modelu. Analizirace se
tri slucaja. U prvom slucaju predmet interesovanja bi¢e gama raspodela, zatim ¢e se razmatrati
Weibull-ova raspodela, dok ¢e u tre¢em slu¢aju biti ispitivana eksponencijalna raspodela. Potrebno
je naglasiti da predmet razmatranja moze biti bilo koja asimetri¢na raspodela.

U svakom slucaju sprovesce se ista procedura. Razmatra¢e se nominalni nivoi pouzdanosti
od 95% 1 90%. Po¢i ¢e se od kvadratnog regresionog modela sa regresionim koeficijentima

B, =100, B,=10 i B, =2. Za svaku kombinaciju parametara, izabrace se po 1000 uzoraka

veli¢ine 10, 20, 50 i 80, na osnovu kojih ¢e se konstruisani t-intervali. U cilju formiranja intervala
poverenja zasnovanih na metodama ponovljenih uzoraka i intervala zasnovanih na transformisanoj

statistici (ovi intervali konstruisu se samo za regresioni koeficijent f,), generisace se 1000
bootstrap uzoraka iz svakog uzorka.

Za sve razmatrane intervale napisani su originalni kodovi u programskom jeziku R. U
nastavku slede rezultati do kojih se doslo.

U prvom slucaju analizirane su proporcije simuliranih intervala ukoliko je raspodela
slu¢ajne greske gama® sa parametrom a=2 i parametrom b koji uzima vrednosti 0,5; 1; 2,5 i 5.
Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent g, prikazane su u Tabeli

2.3. Analiza rezultata pokazala je sledece: za male uzorke (veli¢ine 10), proporcije simuliranih BC i

% Funkcija gustine gama raspodele nalazi se u odeljku 2.1.3.
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percentil intervala bile su najblize 0,95, dok su za uzorke veli¢ine 20 najbolji rezultati dobijeni
primenom jackknife i percentil intervala; za velike uzorke (veli¢ine 50), ustanovljeno je da su u
zavisnosti od parametra b gama raspodele, najbolji rezultati dobijeni primenom percentil, bootstrap-
t i BC intervala, a za uzorke veli¢ine 80 kao najbolji izbor su se pokazali percentil, BC, jackknife i
bootstrap-t interval.

Tabela 2.3: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent g, kada
slucajna greska ima gama raspodelu

a b n t Bootstrap-t BC BCa Percentil | Jackknife
10 0,931 0,972 0,962 0,976 0,954 0,963
20 0,908 0,941 0,934 0,934 0,932 0,950
’ o0 50 0,919 0,943 0,842 0,923 0,916 0,963
80 0,985 0,937 0,925 0,939 0,943 0,957
10 0,919 0,977 0,947 0,970 0,965 0,954
20 0,915 0,938 0,919 0,920 0,956 0,944
i ' 50 0,924 0,951 0,940 0,928 0,952 0,912
80 0,982 0,966 0,940 0,927 0,958 0,943
10 0,921 0,972 0,957 0,967 0,966 0,960
20 0,972 0,930 0,933 0,942 0,933 0,953
? 29 50 0,848 0,938 0,955 0,940 0,941 0,913
80 0,859 0,966 0,950 0,929 0,942 0,810
10 0,925 0,982 0,956 0,967 0,961 0,967
20 0,920 0,933 0,959 0,932 0,935 0,948
? ° 50 0,925 0,940 0,940 0,933 0,946 0,967
80 0,911 0,949 0,959 0,856 0,935 0,946

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent S, prikazane su u
Tabeli 2.4. Izvedeni su sledeci zakljuéci: kada je re¢ o uzorcima veli¢ine 10, intervali BC, T, i
jackknife su dali najbolje rezultate; za uzorke veli¢ine 20 kao najbolji su se pokazali intervali T,
BC i bootstrap-t; kod uzoraka veli¢ine 50, u zavisnosti od parametra b, proporcije simuliranih T, ,

bootstrap-t, percentil i BC intervala su bile najbolje, dok su za uzorke veli¢ine 80, intervali T; i
percentil obezbedili najbolje rezultate.
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Tabela 2.4: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent 3, kada
slucajna greska ima gama raspodelu

a b n t Bootstrap-t BC BCa Percentil | Jackknife *

T
10 0,933 0,976 0,966 0,980 0,963 0,959 0,960
20 0,908 0,942 0,938 0,931 0,938 0,974 0,951
’ oo 50 0,906 0,947 0,889 0,922 0,906 0,961 0,939
80 0,986 0,952 0,932 0,927 0,944 0,968 0,950
10 0,926 0,983 0,961 0,969 0,968 0,959 0,955
20 0,913 0,944 0,923 0,939 0,957 0,969 0,957
i ' 50 0,927 0,953 0,937 0,913 0,957 0,914 0,948
80 0,979 0,953 0,939 0,918 0,949 0,929 0,955
10 0,925 0,968 0,960 0,970 0,966 0,964 0,966
20 0,972 0,929 0,940 0,943 0,938 0,957 0,951
’ 29 50 0,841 0,943 0,954 0,942 0,949 0,917 0,933
80 0,857 0,967 0,955 0,934 0,938 0,861 0,954
10 0,929 0,984 0,959 0,966 0,969 0,969 0,966
20 0,907 0,948 0,951 0,944 0,947 0,955 0,941
? ° 50 0,921 0,911 0,949 0,942 0,952 0,970 0,930
80 0,925 0,956 0,960 0,853 0,936 0,938 0,950

Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Proporcije simuliranin 90% dvostranih intervala poverenja za regresioni koeficijent f;

predstavljene su u Tabeli 2.5. Izvedeni su slede¢i zakljucci: za uzorke veli¢ine 10, u zavisnosti od
parametra b gama raspodele, percentil, jackknife i BC intervali su dali najbolje rezultate, dok su se
za uzorke veli¢ine 20 kao najbolji pokazali bootstrap-t, percentil, jackknife i BCa intervali; kada je
re¢ o uzorcima veli¢ine 50, proporcije simuliranih percentil i jackknife intervala su bile najbolje, a
za uzorke veli¢ine 80 su se kao najbolji izbor pokazali intervali percentil, jackknife i BC.
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Tabela 2.5: Proporcije simuliranih 90% dvostranih intervala za regresioni koeficijent g, kada
sluajna greska ima gama raspodelu

a b n t Bootstrap-t BC BCa | Percentil | Jackknife
10 0,925 0,945 0,918 0,930 0,915 0,905
20 0,863 0,883 0,884 0,859 0,900 0,900
’ o0 50 0,879 0,893 0,875 0,879 0,889 0,906
80 0,953 0,871 0,899 0,881 0,903 0,817
10 0,926 0,918 0,930 0,934 0,912 0,922
20 0,865 0,900 0,876 0,872 0,896 0,919
i ' 50 0,810 0,913 0,858 0,872 0,907 0,893
80 0,946 0,888 0,903 0,881 0,854 0,894
10 0,841 0,927 0,906 0,927 0,932 0,917
20 0,859 0,905 0,849 0,898 0,886 0,929
? 2° 50 0,941 0,878 0,888 0,876 0,910 0,896
80 0,935 0,922 0,870 0,917 0,911 0,918
10 0,925 0,931 0,918 0,928 0,906 0,905
20 0,872 0,897 0,880 0,877 0,877 0,909
? ° 50 0,765 0,889 0,858 0,863 0,894 0,912
80 0,936 0,922 0,921 0,834 0,888 0,901

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Proporcije simuliranih 90% dvostranih intervala poverenja za regresioni koeficijent f,

predstavljene su u Tabeli 2.6. Kod uzoraka veli¢ine 10, percentil, T, i jackknife intervali su

obezbedili najbolje rezultate, dok su za uzorke veli¢ine 20, u zavisnosti od parametra b, proporcije
simuliranih percentil, bootstrap-t i BCa intervala bile najblize 0,90; kada je re¢ o uzorcima veli¢ine

50, najbolji izbor su bili T, , jackknife, percentil i bootstrap-t intervali, dok su za uzorke veli¢ine 80
najbolji rezultati ostvareni primenom T, i jackknife intervala.
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Tabela 2.6: Proporcije simuliranih 90% dvostranih intervala za regresioni koeficijent j3, kada
slucajna greska ima gama raspodelu

a b n t Bootstrap-t BC BCa Percentil | Jackknife *

T,
10 0,929 0,947 0,933 0,929 0,918 0,904 0,937
20 0,864 0,886 0,880 0,869 0,901 0,913 0,888
? o0 50 0,865 0,880 0,886 0,886 0,851 0,934 0,904
80 0,945 0,891 0,893 0,887 0,885 0,852 0,903
10 0,926 0,927 0,935 0,940 0,916 0,927 0,930
20 0,860 0,905 0,877 0,870 0,897 0,919 0,890
i ' 50 0,807 0,908 0,844 0,879 0,902 0,924 0,910
80 0,947 0,884 0,908 0,880 0,890 0,909 0,906
10 0,857 0,941 0,911 0,935 0,936 0,925 0,897
20 0,861 0,897 0,854 0,901 0,885 0,920 0,884
’ 29 50 0,933 0,872 0,885 0,884 0,916 0,900 0,890
80 0,925 0,922 0,873 0,920 0,881 0,914 0,915
10 0,931 0,948 0,925 0,941 0,904 0,924 0,923
20 0,867 0,899 0,875 0,879 0,891 0,929 0,891
? ° 50 0,780 0,903 0,865 0,867 0,909 0,928 0,894
80 0,926 0,924 0,916 0,837 0,867 0,892 0,894

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Predmet proucavanja u drugom slucaju su bile proporcije simuliranih intervala pod
pretpostavkom da je raspodela sludajne greske Weibull-ova?® sa parametrom a koji uzima
vrednosti 0,5; 1; 2 i 5, i parametrom b=1. U Tabeli 2.7 predstavljene su proporcije simuliranih
95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent S,. lzvedeni su slede¢i zakljucci: za uzorke

veli¢ine 10, percentil, jackknife, BC i BCa intervali su obezbedili najbolje rezultate, dok su za
uzorke veli¢ine 20, u zavisnosti od parametra a Weibull-ove raspodele, proporcije simuliranih
percentil, jackknife i bootstrap-t intervala bile najblize 0,95; u slucaju uzoraka veli¢ine 50,
percentil, jackknife, BC i BCa intervali su obezbedili najbolje rezultate, a za uzorke veli¢ine 80 kao
najbolji su se pokazali intervali jackknife, bootstrap-t i BCa.

%6 Funkcija gustine Weibull-ove raspodele nalazi se u odeljku 2.1.1.
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Tabela 2.7: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent g, kada
slucajna greska ima Weibull-ovu raspodelu

a b n t Bootstrap-t BC BCa Percentil | Jackknife
10 0,914 0,975 0,961 0,949 0,966 0,989
20 0,927 0,955 0,923 0,897 0,940 0,986
o0 . 50 0,992 0,962 0,896 0,857 0,946 0,973
80 0,980 0,915 0,923 0,830 0,943 0,956
10 0,927 0,978 0,968 0,961 0,947 0,979
20 0,913 0,943 0,928 0,930 0,931 0,959
' ' 50 0,913 0,941 0,944 0,935 0,935 0,947
80 0,913 0,951 0,961 0,927 0,940 0,965
10 0,932 0,966 0,962 0,973 0,970 0,947
20 0,920 0,929 0,938 0,941 0,934 0,958
? ' 50 0,910 0,932 0,878 0,930 0,944 0,943
80 0,977 0,940 0,963 0,949 0,881 0,933
10 0,930 0,978 0,958 0,972 0,960 0,968
20 0,922 0,965 0,939 0,941 0,947 0,956
° ' 50 0,910 0,956 0,953 0,947 0,946 0,960
80 0,905 0,955 0,946 0,960 0,937 0,951

Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

U Tabeli 2.8 predstavljene su proporcije simuliranin 95% dvostranih intervala za regresioni
koeficijent f,. Analiza uzoraka veli¢ine 10 pokazala je da su T,, jackknife i BCa intervali

obezbedili najbolje rezultate, dok su za uzorke veli¢ine 20 najbolji izbor bili bootstrap-t, T, i BCa
intervali; za uzorke veli¢ine 50, u zavisnosti od parametra a, proporcije simuliranih T, i percentil

intervala su bile najblize 0,95, a za uzorke veli¢ine 80 najbolji rezultati ostvareni su primenom T,
bootstrap-t i BC intervala.
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Tabela 2.8: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent g3, kada
slucajna greska ima Weibull-ovu raspodelu

a b n t Bootstrap-t BC BCa Percentil | Jackknife Tz*
10 0,919 0,978 0,959 0,947 0,973 0,970 0,954
20 0,928 0,950 0,924 0,898 0,928 0,984 0,951
os . 50 0,991 0,962 0,904 0,862 0,947 0,977 0,948
80 0,980 0,932 0,929 0,881 0,923 0,973 0,942
10 0,927 0,980 0,978 0,969 0,973 0,977 0,963
20 0,928 0,949 0,940 0,923 0,932 0,970 0,962
' ' 50 0,923 0,922 0,944 0,934 0,937 0,963 0,945
80 0,923 0,949 0,952 0,930 0,946 0,969 0,944
10 0,928 0,973 0,973 0,981 0,973 0,967 0,966
20 0,921 0,936 0,941 0,948 0,935 0,964 0,933
? . 50 0,923 0,932 0,879 0,927 0,943 0,942 0,952
80 0,979 0,927 0,961 0,954 0,834 0,967 0,953
10 0,932 0,983 0,973 0,971 0,966 0,963 0,975
20 0,934 0,969 0,939 0,941 0,946 0,959 0,947
° ' 50 0,913 0,954 0,953 0,954 0,948 0,957 0,939
80 0,902 0,942 0,948 0,955 0,939 0,957 0,958

Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

U Tabeli 2.9 su prikazane proporcije simuliranih 90% dvostranih intervala za regresioni
koeficijent f,. Razmatranjem rezultata uoceno je da su za uzorke veli¢ine 10, u zavisnosti od
parametra a Weibull-ove raspodele, proporcije simuliranih percentil, jackknife, BC i BCa intervala
bile najblize 0,90, dok su za uzorke veli¢ine 20 najbolji izbor bili percentil, jackknife, BC i
bootstrap-t intervali. Kada je re¢ o uzorcima veli¢ine 50 jackknife i bootstrap-t intervali obezbedili
su najbolje rezultate, dok su za uzorke veli¢ine 80 najbolji bili percentil, jackknife, BC, BCa i
bootstrap-t intervali.
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Tabela 2.9: Proporcije simuliranih 90% dvostranih intervala za regresioni koeficijent g, kada
slucajna greska ima Weibull-ovu raspodelu

a b n t Bootstrap-t BC BCa Percentil | Jackknife
10 0,938 0,927 0,913 0,905 0,908 0,932
20 0,958 0,870 0,853 0,799 0,890 0,925
o0 . 50 0,945 0,725 0,830 0,815 0,885 0,909
80 0,951 0,861 0,805 0,827 0,900 0,896
10 0,930 0,944 0,910 0,919 0,908 0,922
20 0,865 0,893 0,874 0,858 0,879 0,912
' ' 50 0,858 0,896 0,859 0,878 0,873 0,913
80 0,964 0,736 0,891 0,878 0,880 0,902
10 0,922 0,910 0,905 0,927 0,925 0,918
20 0,849 0,893 0,884 0,887 0,883 0,892
? ' 50 0,862 0,914 0,894 0,906 0,876 0,899
80 0,751 0,906 0,923 0,906 0,877 0,867
10 0,925 0,938 0,928 0,931 0,914 0,902
20 0,867 0,863 0,893 0,916 0,889 0,893
° ' 50 0,926 0,897 0,895 0,871 0,864 0,927
80 0,942 0,922 0,904 0,812 0,852 0,916

Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

U Tabeli 2.10 su prikazane proporcije simuliranih 90% dvostranih intervala za regresioni
koeficijent S,. Za uzorke veli¢ine 10 proporcije simuliranih percentil, BCa, bootstrap-t i jackknife

intervala su bile najbolje, dok je analizom uzoraka veli¢ine 20 utvrdeno da su proporcije simuliranih
T, percentil i BC intervala bile najblize 0,90. Za uzorke veli¢ine 50, u zavisnosti od parametra a,

kao najbolji su se pokazali intervali T,, BC, BCa, jackknife i bootstrap-t, dok su najbolje rezultate
za uzorke veli¢ine 80 obezbedili T, , percentil i bootstrap-t intervali.
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Tabela 2.10: Proporcije simuliranih 90% dvostranih intervala za regresioni koeficijent 5, kada
slucajna greska ima Weibull-ovu raspodelu

a b n t Bootstrap-t BC BCa Percentil | Jackknife Tz*
10 0,931 0,922 0,915 0,910 0,905 0,937 0,925
20 0,954 0,886 0,863 0,822 0,898 0,931 0,897
os . 50 0,954 0,730 0,836 0,808 0,878 0,906 0,865
80 0,946 0,868 0,719 0,827 0,896 0,876 0,855
10 0,925 0,943 0,933 0,917 0,926 0,926 0,921
20 0,872 0,890 0,880 0,867 0,875 0,916 0,893
' ' 50 0,842 0,903 0,871 0,874 0,857 0,919 0,852
80 0,940 0,790 0,892 0,857 0,879 0,919 0,904
10 0,925 0,914 0,921 0,929 0,927 0,921 0,936
20 0,857 0,915 0,899 0,893 0,878 0,897 0,906
? . 50 0,874 0,911 0,898 0,898 0,873 0,909 0,904
80 0,725 0,903 0,925 0,914 0,876 0,832 0,917
10 0,923 0,942 0,938 0,936 0,937 0,909 0,937
20 0,876 0,882 0,896 0,911 0,894 0,911 0,901
° ' 50 0,929 0,916 0,896 0,884 0,876 0,919 0,900
80 0,943 0,927 0,913 0,832 0,861 0,917 0,908

Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

U tre¢em slucaju ispitivane su proporcije simuliranih intervala ukoliko je raspodela slucajne
greske eksponencijalna?’ sa parametrom A koji uzima vrednosti 2,5; 0,625; 0,4 i 0,25. Proporcije
simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent f, predstavljene su u Tabeli 2.11.

Analizom rezultata uo¢eno je da su za uzorke veli¢ine 10 jackknife, percentil, BC i BCa intervali
dali najbolje rezultate, a da su za uzorke veli¢ine 20 najbolji izbor bili bootstrap-t i jackknife
intervali. Kada je re¢ o uzorcima veli¢ine 50, u zavisnosti od parametra A eksponencijalne
raspodele, proporcije simuliranih bootstrap-t i percentil intervala su bile najblize 0,95, dok su za
uzorke veli¢ine 80 najbolje rezultate obezbedili intervali bootstrap-t i BC.

27 Funkcija gustine eksponencijalne raspodele nalazi se u odeljku 2.1.2.
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Tabela 2.11: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent g, kada
slu¢ajna greska ima eksponencijalnu raspodelu

A n t Bootstrap-t BC BCa Percentil | Jackknife
10 0,915 0,976 0,957 0,957 0,967 0,967
20 0,903 0,953 0,901 0,938 0,934 0,963
o 50 0,838 0,913 0,904 0,903 0,950 0,959
80 0,971 0,946 0,948 0,935 0,870 0,929
10 0,909 0,970 0,971 0,966 0,946 0,959
20 0,926 0,945 0,929 0,925 0,929 0,958
0,625
50 0,926 0,950 0,899 0,902 0,922 0,948
80 0,978 0,955 0,952 0,928 0,946 0,943
10 0,925 0,977 0,974 0,967 0,962 0,956
20 0,922 0,942 0,907 0,921 0,938 0,952
o 50 0,891 0,940 0,900 0,921 0,947 0,906
80 0,979 0,945 0,892 0,922 0,900 0,942
10 0,919 0,982 0,954 0,969 0,969 0,955
20 0,917 0,943 0,934 0,932 0,936 0,959
025 50 0,908 0,950 0,933 0,936 0,943 0,959
80 0,810 0,953 0,942 0,927 0,846 0,969

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent S, predstavljene
su u Tabeli 2.12. Izvedeni su sledeéi zakljuéci: za uzorke veli¢ine 10, jackknife, T, i BC intervali su

obezbedili najbolje rezultate, a za uzorke veli¢ine 20 najbolji izbor su bili T, i bootstrap-t intervali.
Analiza uzoraka veli¢ine 50 pokazala je da su u zavisnosti od parametra A, proporcije simuliranih
T, , bootstrap-t i percentil intervala bile najbolje, dok su za uzorke veli¢ine 80 najbolji izbor bili

intervali T, , percentil i BCa.
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Tabela 2.12: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent 5, kada
sluc¢ajna greska ima eksponencijalnu raspodelu

A n t Bootstrap-t BC BCa Percentil | Jackknife Tz*
10 0,922 0,977 0,953 0,961 0,976 0,966 0,977
20 0,887 0,954 0,919 0,936 0,936 0,963 0,951
29 50 0,842 0,927 0,920 0,917 0,930 0,963 0,948
80 0,978 0,942 0,954 0,950 0,877 0,964 0,967
10 0,918 0,969 0,976 0,965 0,968 0,974 0,959
20 0,924 0,950 0,945 0,927 0,927 0,955 0,975
ooz 50 0,890 0,949 0,910 0,896 0,912 0,968 0,954
80 0,975 0,954 0,958 0,940 0,950 0,947 0,923
10 0,929 0,974 0,976 0,974 0,964 0,956 0,965
20 0,925 0,945 0,921 0,927 0,943 0,961 0,953
o 50 0,902 0,938 0,917 0,918 0,950 0,906 0,928
80 0,978 0,952 0,886 0,928 0,919 0,954 0,949
10 0,925 0,986 0,964 0,975 0,970 0,960 0,966
20 0,917 0,950 0,940 0,937 0,939 0,965 0,938
025 50 0,911 0,941 0,942 0,943 0,941 0,969 0,944
80 0,821 0,963 0,957 0,922 0,829 0,962 0,956

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Proporcije simuliranih 90% dvostranih intervala za regresioni koeficijent g, prikazane su u

Tabeli 2.13. Za uzorke veli¢ine 10, percentil interval je dao najbolje rezultate, dok su se za uzorke
veli¢ine 20, u zavisnosti od parametra A eksponencijalne raspodele, kao najbolji izbor pokazali
jackknife, bootstrap-t i percentil intervali. Primecuje se da su za uzorke veli¢ine 50 proporcije
simuliranih jackknife, percentil i BCa intervala bile najbolje, a za uzorke veli¢ine 80 najbolji
rezultati su ostvareni primenom jackknife, percentil i BC intervala.
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Tabela 2.13: Proporcije simuliranih 90% dvostranih intervala za regresioni koeficijent g, kada
slu¢ajna greska ima eksponencijalnu raspodelu

A n t Bootstrap-t BC BCa Percentil | Jackknife
10 0,876 0,926 0,932 0,914 0,901 0,920
20 0,926 0,898 0,886 0,883 0,887 0,878
o 50 0,814 0,851 0,846 0,847 0,871 0,913
80 0,946 0,892 0,774 0,872 0,797 0,906
10 0,920 0,946 0,931 0,927 0,903 0,918
20 0,928 0,888 0,883 0,867 0,894 0,897
0,625
50 0,855 0,889 0,885 0,900 0,901 0,899
80 0,785 0,922 0,922 0,876 0,906 0,918
10 0,925 0,950 0,916 0,928 0,913 0,924
20 0,932 0,878 0,864 0,860 0,888 0,912
o4 50 0,930 0,859 0,890 0,871 0,898 0,907
80 0,832 0,906 0,892 0,823 0,898 0,912
10 0,871 0,938 0,927 0,932 0,908 0,916
20 0,876 0,894 0,883 0,857 0,889 0,926
0.2 50 0,825 0,884 0,892 0,868 0,848 0,897
80 0,943 0,901 0,900 0,885 0,897 0,908

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Proporcije simuliranih 90% dvostranih intervala za regresioni koeficijent S, prikazane su u
Tabeli 2.14. Analiza uzoraka veli¢ine 10 je pokazala da su percentil i jackknife intervali obezbedili
najbolje rezultate, dok su se za uzorke veli¢ine 20 kao najbolji izbor pokazali T,, bootstrap-t i
percentil intervali. Kod uzoraka veli¢ine 50 je uoceno da su u zavisnosti od parametra A, proporcije
simuliranih T, i percentil intervala bile najbolje, dok se za uzorke veli¢ine 80 interval T, pokazao
kao najbolji.
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Tabela 2.14: Proporcije simuliranih 90% dvostranih intervala za regresioni koeficijent 5, kada
sluc¢ajna greska ima eksponencijalnu raspodelu

A n t Bootstrap-t BC BCa Percentil | Jackknife Tz*
10 0,870 0,926 0,930 0,930 0,907 0,912 0,933
20 0,930 0,902 0,888 0,892 0,894 0,892 0,885
2° 50 0,848 0,864 0,844 0,819 0,880 0,909 0,892
80 0,948 0,870 0,758 0,879 0,771 0,919 0,908
10 0,922 0,938 0,939 0,928 0,917 0,919 0,921
20 0,934 0,896 0,894 0,861 0,898 0,905 0,875
ooz 50 0,818 0,890 0,887 0,893 0,892 0,909 0,895
80 0,768 0,910 0,923 0,887 0,915 0,918 0,909
10 0,922 0,945 0,929 0,928 0,920 0,920 0,934
20 0,930 0,875 0,870 0,858 0,893 0,908 0,894
o4 50 0,926 0,856 0,883 0,880 0,893 0,909 0,913
80 0,847 0,896 0,888 0,788 0,894 0,927 0,902
10 0,876 0,938 0,930 0,934 0,910 0,922 0,922
20 0,876 0,897 0,891 0,873 0,880 0,927 0,898
0.2 50 0,832 0,883 0,878 0,874 0,850 0,889 0,890
80 0,937 0,890 0,891 0,866 0,894 0,922 0,901

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Uzimajuéi u obzir prethodno predstavljene rezultate, kada je re¢ o gama, Weibull-ovoj i
eksponencijalnoj raspodeli, izvedeni su slede¢i zakljucci. Kada je nominalni nivo pouzdanosti 95%

za parametar S, utvrdeno je sledece: u vecini slucajeva su za male uzorke proporcije simuliranih
BC i jackknife intervala bile najblize 0,95, dok su za velike uzorke najbolji rezultati dobijeni
koris¢enjem percentil i bootstrap-t intervala. Analiza rezultata za parametar S, pokazala je da su u
veéini sluéajeva za male uzorke proporcije simuliranih bootstrap-t intervala sa transformacijom T,
I bootstrap-t intervala bile najpribliznije nominalnom nivou pouzdanosti, dok se za velike uzorke
kao najbolji pokazao bootstrap-t interval sa transformacijom T,. Ako je nominalni nivo
pouzdanosti 90%, za parametar S, je utvrdeno da su u vecini slucajeva za male uzorke proporcije

simuliranih percentil i bootstrap-t intervala bile najblize 0,90, dok su za velike uzorke najbolji
rezultati dobijeni koris¢enjem jackknife i percentil intervala. Kada je re¢ o parametru f,, u vecini

slucajeva su za male uzorke proporcije simuliranih percentil i bootstrap-t intervala sa
transformacijom T, bile najbolje. Za velike uzorke se bootstrap-t interval sa transformacijom T,
pokazao kao najbolji izbor.
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Zakljucuje se da je prilikom intervalnog ocenjivanja parametra S, najbolje koristiti
percentile, bootstrap-t i jackknife intervale, dok se za parametar £, preporucuje primena bootstrap-
t intervala sa transformacijom T, i percentil intervala.

2.5 Analiza i primena u korporativnim finansijama

Na pocetku ovog odeljka bi¢e dat uvod u ekonomsku disciplinu korporativne finansije, a
zatim ¢e se detaljno opisati promenljive na osnovu kojih ée se izvrsiti analiza pouzdanosti intervala
poverenja za regresione koeficijente u prostom linearnom i kvadratnom regresionom modelu. Re¢ je
o indikatoru verovatno¢e bankrotstva i kolicniku ukupog duga. Na kraju ¢e se izvrsiti analiza
proporcija simuliranih intervala za regresione koeficijente.

2.5.1 Korporativne finansije

Razvoj korporativnih finansija vezuje se za pocetak 20. veka. Znacajan doprinos nastanku
ove discipline imale su institucije trZiSta kapitala 1 usavrSavanje finansijskih instrumenata (Aragon,
1989; Ross et al., 2003; Brealey et al., 2011; Damodaran, 2015; Besley & Brigham, 2018;
Todorovi¢ & IvaniSevi¢, 2018).

Korporativne finansije, kao ekonomska disciplina, trebalo bi da daju odgovor na sledeca
pitanja: koje dugoroc¢ne investicije bi trebalo preduzeti; kako obezbediti dugoro¢no finansiranje da
bi se platile investicije i kako upravljati svakodnevnim finansijskim aktivnostima poput prikupljanja
novca od kupaca i1 placanja dobavlja¢ima (Ross et al., 2003).

U periodu razvoja korporativnih finansija glavni cilj kompanije bio je da nabavi kapital,
zbog Cega se smatra da je ovakav pristup finansijama tradicionalan. Predmet interesovanja su bili
pravni 1 finansijski odnosi izmedu kompanije i finansijskih institucija, kao i instrumenti pomocu
kojih se kapital nabavlja. Kljuéne zamerke koje su upucivane tradicionalnom pristupu
korporativnim finansijama su u tome $to je problem finansija u odredenoj meri trebalo da se
razmatra sa stanovista donosioca investicionih odluka u kompaniji, kratkoro¢ni izvori finansiranja
se nisu razmatrali, velika paZznja se posvecivala problemima finansiranja akcionarskih kompanija u
odnosu na druge oblike kompanije, i drugo. Tradicionalni pristup korporativnim finansijama se nije
bavio temama kao S§to su: cena kapitala, utvrdivanje postojanja razlike u ceni kapitala u slucaju
primene razli¢itih metoda finansiranja, u kojoj meri o¢ekivani prinosi zadovoljavaju finansijske
standarde, itd. U periodu posle Drugog svetskog rata raste trziSna konkurencija, usavrSavaju se
finansijsko trziSte i finansijski instrumenti, a penzioni fondovi i osiguravaju¢e kompanije su
smatrani glavnim investitorima. Odgovornost menadzera dobija na znacaju, zbog Cega se u cilju
donoSenja dobrih finansijskih odluka javlja potreba za upotrebom nau¢nih metoda. Razvoj
savremenog pristupa korporativnim finansijama poceo je krajem 50-ih godina proslog veka, kada su
korporativne finansije pocele da se zasnivaju na kvantitativnim metodama. Upotreba ovih metoda
omogucila je menadZerima da se usmere ka optimalnoj alokaciji kapitala kako bi se ostvarili
dugoro¢ni ciljevi kompanije. Savremeni pristup korporativnim finansijama podrazumeva da se
pored nabavke kapitala razmatra i vrsta sredstava koju bi kompanija trebalo da nabavi, kao i nacin
na koji bi potrebna sredstva trebalo da budu finansirana (Todorovi¢ & Ivanisevi¢, 2018).

Ova disciplina obuhvata slede¢e tri oblasti: investiranje, finansiranje i dividende.
Investiranje podrazumeva donosenje odluka o tome na koji nacin kompanija ulaze svoje resurse.
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Kompanije imaju ograni¢ene resurse, zbog ¢ega je jedno od najvaznijih pitanja koje se razmatra u
korporativnoj finansijskoj teoriji donoSenje odluke o raspodeli resursa. Investicione odluke
obuhvataju one odluke koje se odnose na stvaranje prihoda i dobiti (na primer, uvodenje nove linije
proizvoda), zatim odluke koje se odnose na §tednju novca (na primer, izgradnja efikasnijeg sistema
distribucije), kao i odluke o tome da li i koliko kredita odobriti kupcima. U investicione odluke
ubrajaju se i odluke koje se odnose na upravljanje zalihama, kao i odluke u vezi sa ulaskom na
odredena trzista. Resurse bi trebalo ulagati u projekte koji obezbeduju prinose vece od minimalno
prihvatljive zahtevane stope prinosa. Zahtevana stopa prinosa bi trebalo da bude veca za rizi¢nije
projekte, kao i da odrazava udeo sopstvenog kapitala i duga u ukupnim finansijskim sredstvima,
dok bi prinosi na projekte trebalo biti mereni na osnovu ostvarenih nov¢anih tokova. Finansiranje
podrazumeva upravljanje finansijskim sredstvima koja se koriste za investiranje, odnosno
odredivanje odnosa sopstvenog kapitala i duga koji maksimiziraju vrednost izvrSenog ulaganja.
Svaka investicija se finansira iz sopstvenog kapitala ili pozajmljenog novca (duga). Kod privatnih
kompanija, $tednja vlasnika predstavlja kapital, a dug se sastoji od bankarskih pozajmica. Sto se
ti¢e javnih kompanija, sopstveni kapital potiCe iz emisije akcija 1 akumuliranja dobitka, dok je dug u
obliku obveznica. Kada je re¢ o dividendama, potrebno je utvrditi koji deo dobitka bi trebalo
ponovo uloziti, a koji deo vratiti vlasnicima (Damodaran, 2015).

Postoji nekoliko klju¢nih faktora koji su doprineli razvoju korporativnih finansija
(Todorovi¢ & Ivanisevic, 2018, str. 3-4):

e Globalizacija — re¢ je o globalizaciji poslovanja koja zavisi od razvoja transporta, ponasanja
kupaca, konstantnog rasta troskova istrazivanja i razvoja i sposobnosti multinacionalnih
kompanija da u kratkom roku organizuju proizvodnju u zemljama u kojima ¢e cena kostanja
biti znatno niZa.

e Razvoj informacione i komunikacione tehnologije - placanje, evidencija prodaje, kao i
nabavka zaliha obavljaju se koriste¢i ra¢unare, a zahvaljujuci upotrebi interneta doslo je do
razvoja IT platformi za e-trgovinu, e-poslovanje, itd.

e Stalni razvoj finansijske prakse i teorije — razvijaju se usluge poput konsultantskih usluga,
procene vrednosti kompanije, standardizacije finansijskih analiza. UsavrSavaju se metode
koje se koriste za merenje dostignu¢a kompanije, a slede¢i koncepti sve vise dobijaju na
znacaju: koncept stvaranja vrednosti za akcionare koji podrazumeva dodavanje vrednosti za
akcionare — SVA (skra¢eno od engl. Shareholder Value Added), koncept upotrebe merila
dodate trziSne vrednosti — MVA (skra¢eno od engl. Market Value Added) i koncept dodate
ekonomske vrednosti — EVA (skra¢eno od engl. Economic Value Added).

e Upravljanje rizikom — dolazi do porasta emitovanja i prometa finansijskih derivata, kao §to
su opcije 1 fjucersi (znacajni su zbog mogucnosti ostvarenja visokih prinosa i kao
instrument zastite od razliCitih rizika).

Predmet korporativnih finansija je upravljanje finansijama u kompaniji. Ova nau¢na
disciplina je u bliskoj vezi sa disciplinama kao $to su analiza hartija od vrednosti, finansijska trZista,
bankarstvo 1 osiguranje. Na primer, finansijski menadZeri bi trebalo da znaju pod kojim uslovima
moZe da se nabavi kapital i na koji na¢in finansijska trziSta vrednuju hartije od vrednosti (Todorovi¢
& IvaniSevi¢, 2018). Finansijski menadzeri posreduju izmedu kompanije i investitora. Sa jedne
strane pomazu kompaniji donose¢i dobre poslovne odluke, a sa druge strane saraduju sa bankama i
finansijskim trziStima (Brealey et al., 2011).
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Discipline koje su od posebnog znaCaja za finansijske menadzere su raunovodstvo,
informacione tehnologije 1 strategijski menadzment. Racunovodstvo omoguéava koriS¢enje
finansijskih izvestaja na osnovu kojih se sprovode finansijske analize, razmatra finansijska pozicija
kompanije i planiraju buduéi nov€ani tokovi. Takode, podrazumeva se da finansijski menadzeri
budu upoznati sa informacionim tehnologijama c¢ijom se upotrebom dobijaju relevantne
informacije. Na kraju, neophodno je razumevanje $ansi i opasnosti iz okruZenja sa kojima se
kompanija suocava. U tom smislu, strategijski menadzment pomaze da se izvr$i dugoro¢no
finansijsko planiranje, da se sagledaju potencijalni investicioni projekti, i drugo (Todorovi¢c &
IvaniSevi¢, 2018).

2.5.2 Indikator verovatnoce bankrotstva

Najveci problem koji se moZe desiti investitorima je bankrot kompanije. Postoje razliCiti
pristupi koji se koriste da bi se izvr$ila procena finansijske snage kompanije. Koris¢enje finansijskih
indikatora Cesto moze biti od pomoc¢i kako bi se ustanovila dugorocna odrzivost kompanije.
Kreditna sposobnost kompanije moze se proceniti na osnovu finansijskih indikatora profitabilnosti,
likvidnosti i solventnosti. Problem se javlja kada se dobijaju kontradiktorni rezultati. Na primer,
indikatori profitabilnosti mogu ukazivati na dobro stanje kompanije, dok indikatori likvidnosti
pokazuju pogorsanje kratkorocne sigurnosti (Kuc, 2017, str. 62).

U cilju reSavanja navedenog problema, Edward Altman (Altman, 1968) je razvio Z-skor
(engl. Z-Score) model, koji se koristi za predvidanje bankrotstva. Altman (1968) je primenio
multivarijacionu diskriminacionu analizu na podacima kompanija iz proizvodnih delatnosti ¢ijim
akcijama se otvoreno trgovalo na berzi. Koristio je stratifikovani slu¢ajni uzorak koji je obuhvatao
66 kompanija (kompanije koje su bankrotirale u periodu od 1946. do 1965. su €inile prvu polovinu

uzorka, dok su drugu polovinu ¢inile kompanije koje nisu bankrotirale u istom periodu).

Prilikom formiranja modela utvrdeno je da pet promenljivih na najbolji nac¢in objasnjava
bankrotstvo kompanije. Z-skor diskriminaciona funkcija moze se predstaviti u slede¢em obliku
(Altman, 1968, str. 594):

Z =0,012X, +0,014X, +0,033X, +0,006 X, +0,999X ,

gde se navedene promenljive mogu izracunati na slede¢i nacin:

X neto obrtni kapital
' ukupnaimovina '’

X — neraspodeljeni dobitak
2 ukupnaimovina

_ dobitak pre kamata i poreza

X3 —
ukupnaimovina

_ trziSna vrednost sopstvenog kapitala
knjigovodstvena vrednost ukupnih obaveza

4
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X _ prihodi od prodaje
> ukupnaimovina

Altman je utvrdio slede¢a pravila za interpretaciju Z-skora odnosno indikatora
verovatno¢e bankrotstva kompanije: vrednost Z-skora ispod 1,8 ukazuje da je velika verovatnocéa
bankrota kompanije; za kompaniju ¢iji je Z-skor iznad 3 se smatra da nec¢e bankrotirati. Vrednost Z-
skora izmedu 1,8 1 3 ukazuje da je status kompanije nedefinisan (velika je verovatnoca da se

napravi greska u predvidanju).

Nedostatak Z-skor modela je u tome sto ga nije moguce primeniti na preduzeca koja nisu u
formi otvorenog akcionarskog drustva. Takode, ovaj model nema veliku preciznost ukoliko se
primenjuje na neproizvodna preduzeca.

Sa ciljem da se otklone navedeni nedostaci, kreirane su dve verzije originalnog modela. Prva
verzija je namenjena za predvidanje bankrotstva preduzeca kojima se ne trguje na berzi (engl. Z’-
Score Private Firm Model). Razlika u odnosu na prvobitni model je u tome sto je promenljiva X,

modifikovana i raéuna se na sledeéi nac¢in:

_knjigovodstvena vrednost sopstvenog kapitala
knjigovodstvena vrednost ukupnih obaveza

X

Ova modifikacija je uticala na sve promenljive, tako da je novi model odreden slede¢com
formulom (Altman, 1993):

Z'=0,717X, +0,847X, +3,107 X5 +0,420X , +0,998X .

Altman et al. (1995) su kreirali drugu verziju kako bi se model primenio na neproizvodna
preduzeca i preduzeca van podrucja na kojima je razvijeno trziste kapitala. Re¢ je o modelu koji se
koristi da bi se procenio kreditni rizik preduzeca koja se nalaze na trzistima u razvoju, odnosno EM-
skor modelu (engl. Emerging Markets Scoring Model). Razlika u odnosu na originalni model je u
tome sto je promenljiva X, modifikovana i odreduje se na identi¢an nacin kao u Z’-skor modelu.

Promenljiva X: je zamenjena konstantom da bi se eliminisao uticaj delatnosti. Model se moze
5
predstaviti na sledec¢i nacin:

Z"=6,56X,+3,26X,+6,72X,+1,05X, +3,25.

Kako bi se odredila verovatnoca bankrotstva kompanije na osnovu EM-skora potrebno je
imati uvid u ekvivalentan kreditni rejting americkih korporativnih obveznica. U Tabeli 2.15
prikazani su kriterijumi za odredivanje ekvivalentnog kreditnog rejtinga. Moze se uoditi da postoje
tri zone rizika. Ako je EM-skor manji od 4,15 kompanija je u crvenoj zoni (ekvivalentan kreditni
rejting je u intervalu od B- do D). Ovo je signal da postoji visoka verovatno¢a bankrotstva
kompanije. Ukoliko je EM-skor vec¢i od 5,85, kompanija se nalazi u zoni komfora (ekvivalentan
kreditni rejting je u intervalu od BBB do AAA). U tom slucaju je kreditni rizik na niskom nivou.
Siva zona se nalazi se u intervalu od 4,15 do 5,85 (ekvivalentan kreditni rejting je u intervalu od
BBB- do B).
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Tabela 2.15: EM-skor i kreditni rejting kompanije

EM-skor kriterijum Kreditni rejting
>8,15 AAA
7,60-8,15 AA+
7,30-7,60 AA
7,00-7,30 AA-
6,85-7,00 A+
6,65-6,85 A
6,40-6,65 A-
6,25-6,40 BBB+
5,85-6,25 BBB
5,65-5,85 BBB-
5,25-5,65 BB+
4,95-5,25 BB
4,75-4,95 BB-
4,50-4,75 B+
4,15-4,50 B
3,75-4,15 B-
3,20-3,75 CCC+
2,50-3,20 CcCC
1,75-2,50 CCC-
<1,75 D

Izvor: Preuzeto iz Altman (2005, str. 314)

2.5.3 Koli¢nik ukupnog duga

Koli¢nik ukupnog duga (engl. total debt ratio) ili ukupan finansijski leveridz (engl. total
financial leverage) odreduje se kao odnos ukupnih obaveza i ukupne imovine i koristi za procenu
nivoa duga kompanije. Pokazatelj je dugoro¢ne sigurnosti poverilaca, s obzirom da daje informaciju
koliko imovine ostaje na raspolaganju u slu¢aju likvidacije (Rajan & Zingales, 1995, str. 1428).

Leveridz, kao poslovni termin, odnosi se na dug ili pozajmljivanje sredstava da bi
kompanija finansirala kupovinu opreme, zaliha i druge imovine. Ukoliko vlasnici kompanija koriste
dug da bi finansirali kupovinu imovine, raste rizik da kompanija bankrotira. Ako je kompanija
videna kao visoko zaduZena (tj. ima visok koli¢nik ukupnog duga), znac¢i da ima previse kredita i da
svoj rast finansira dugom. Zakljucuje se da ¢e sa porastom koli¢nika ukupnog duga Z-skor biti nizi,
odakle sledi da je vec¢a verovatnoca da ¢e kompanija bankrotirati.

Prilikom ra¢unanja koli¢nika ukupnog duga moguce je koristiti trziSne ili knjigovodstvene
vrednosti. TrziSna vrednost kapitala odrazava ocekivanja investitora u pogledu buducih prinosa,
zbog Cega trziSno iskazani indikatori govore o sposobnosti da se u buduénosti izmire obaveze.
Knjigovodstvena vrednost odreduje se kao razlika izmedu vrednosti ukupne imovine i ukupnih
obaveza. Na osnovu knjigovodstveno izrazenih indikatora stice se utisak o poslovanju kompanije u
proslosti (Hillier et al., 2012, str. 466).

U razvijenim zemljama trziSne vrednosti kompanije su uglavnom vece od knjigovodstvenih
vrednosti, zbog cega su knjigovodstveno iskazani indikatori strukture finansiranja precenjeni.
Suprotno, ako dode do pada kreditnog rejtinga, trziSna vrednost duga moZe biti niza od nominalne
vrednosti. Indikator leveridza koji balansira odnos izmedu trzi$nih i knjigovodstvenih vrednosti je
koli¢nik knjigovodstvene vrednosti duga 1 trZiSne vrednosti sopstvenog kapitala. Na primer, ako je
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trziSna vrednost veéa od knjigovodstvene vrednosti, trziSte smatra da je polozaj kompanije takav da
opravdava privlac¢enje dodatnog kapitala po povoljnim uslovima (White et al., 2003, str. 131).

2.5.4 Analiza pouzdanosti intervala poverenja za regresioni koeficijent u prostom linearnom
regresionom modelu na realnim podacima

Predmet razmatranja ovog odeljka bi¢e proporcije simuliranih intervala za regresioni
koeficijent u prostom linearnom regresionom modelu zasnovane na podacima o indikatoru
verovatnoée bankrotstva i koli¢niku ukupnog duga i Sirine intervala poverenja zasnovane na
podacima o zbirnim finansijskim indikatorima. Na kraju odeljka ¢e se razmatrati proporcije
simuliranih intervala za regresioni koeficijent u prostom linearnom regresionom modelu zasnovane
na podacima o prosecnoj ceni leta i udaljenosti izmedu gradova.

Primer 1 U ovom primeru analiziraée se proporcije simuliranih intervala za regresioni
koeficijent u prostom linearnom regresionom modelu (predmet razmatranja bice t, bootstrap-t, T, ,
T, i T, intervali) bazirane na podacima o indikatoru verovatnoée bankrotstva® i koli¢niku ukupnog

duga u 157 kompanija u Srbiji u 2014. godini (Ivkovi¢ et al., 2020). Ovi podaci su javno dostupni u
finansijskim izvestajima preduzeca. Istrazivanje je sprovedeno na najvec¢im preduze¢ima u Srbiji
prema kriterijjumu visine poslovnih prihoda, odnosno na preduzecima koja ostvaruju najveci nivo
poslovne aktivnosti. Razmatrana su preduzeca ¢iji su poslovni prihodi u 2013. godini bili iznad 5
milijardi dinara.

Deskriptivne mere za analizirane podatke prikazane su u Tabeli 2.16.

Tabela 2.16: Deskriptivne mere za indikator verovatnoée bankrotstva i koli¢nik ukupnog duga

Promenljiva Broj Sredina Standardna devijacija
kompanija
Indikator verovatnoce bankrotstva 157 6,65 3,82
Koli¢nik ukupnog duga 157 0,55 0,25

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ et al. (2020)

Slikom 2.9 predstavljen je histogram raspodele indikatora verovatnoée bankrotstva.
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Slika 2.9: Histogram raspodele indikatora verovatnoce bankrotstva
Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ et al. (2020)

28 Podaci o indikatoru verovatnoée bankrotstva i koli¢niku ukupnog duga nalaze se u PRILOZIMA 1 2.
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Histogram raspodele koli¢nika ukupnog duga predstavljen je Slikom 2.10.
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Slika 2.10: Histogram raspodele koli¢nika ukupnog duga
Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ et al. (2020)

Na Slici 2.11 prikazan je dijagram rasprsenosti dobijen na osnovu podataka o koli¢niku
ukupnog duga i indikatoru verovatnoée bankrotstva. Koriste¢i podatke o indikatoru verovatnoce
bankrotstva koji predstavlja zavisnu promenljivu i koli¢éniku ukupnog duga koji predstavlja
objasnjavajucu promenljivu dobijen je prost linearni regresioni model osnovnog skupa sa
regresionim koeficijentima £, =12,98 i f =-1143. Koeficijent determinacije ovog modela iznosi

56,06%, Sto znaci da je 56,06% varijacija promenljive indikator verovatnoce bankrotstva objasnjeno
promenljivom koli¢nik ukupnog duga. Standardna devijacija slucajne greske je 2,533, Sto
predstavlja odstupanja stvarnih vrednosti promenljive indikator verovatnoc¢e bankrotstva od njenih
prose¢nih vrednosti na regresionoj pravoj osnovnog skupa.
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Slika 2.11: Dijagram rasprsenosti na osnovu podataka o koli¢niku ukupnog duga i indikatoru

verovatnoce bankrotstva
Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Histogram raspodele sluc¢ajne greske, zasnovan na dobijenom modelu, predstavljen je na
Slici 2.12. Uocava se da slucajna greska nije normalno raspodeljena. Takode, upotrebljen je
Shapiro-Wilk test normalnosti koji je potvrdio da slu¢ajna greska nije normalno raspodeljena (Ho:
Slucajna greSka je normalno raspodeljena, a dobijena p-vrednost je priblizno 0).
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Slika 2.12: Histogram raspodele slu¢ajne greske
Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ et al. (2020)

Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent zasnovane na
podacima o indikatoru verovatnoc¢e bankrotstva i koli¢niku ukupnog duga prikazane su u Tabeli
2.17.

Tabela 2.17: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent kada
indikator verovatnoce bankrotstva zavisi od koli¢nika ukupnog duga

n 10 20 50 80
t 0,835 | 0,807 | 0,879 | 0,920

Bootstrap-t 0,853 | 0,857 | 0,929 | 0,972

T, 0,610 | 0,580 | 0,613 | 0,623
) 0,842 | 0,850 | 0,936 | 0,973
T 0,495 | 0,810 | 0,939 | 0,975

3

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ et al. (2020)

Uoceno je da su za male uzorke (veli¢ine 10 i 20) proporcije simuliranih bootstrap-t
intervala bile najbolje medu razmatranim intervalima, ali ni one nisu blizu nominalnog nivoa
pouzdanosti. Za velike uzorke (veli¢ine 50 i 80), T, i bootstrap-t intervali su obezbedili najbolje

rezultate.

Primer 2 Predmet razmatranja u ovom hipotetickom primeru biée intervali poverenja za
regresione koeficijente u prostim linearnim regresionim modelima i njihove §irine, zasnovani na
podacima o zbirnim finansijskim indikatorima u 105 opstina u Srbiji za 2017. godinu.

Projektni timovi nekoliko konsultantskih kompanija su u periodu maj-jun 2018. godine
sproveli istraZivanje u kom su prikupljeni podaci za brojne indikatore za 105 opstina u Srbiji u
periodu od 2008. do 2017. godine. KoriS¢eni su razli¢iti izvori podataka, poput javno dostupnih
izvora (Republicki Zavod za Statistiku) i finansijskih izvestaja.

Prikupljeni su podaci o slede¢ih osam grupa indikatora: indikatori povezanosti i
mobilnosti; indikatori razvoja lokalnog trziSta; poljoprivredna produktivnost; pristup
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domacinstava indikatorima blagostanja i obrazovanja; indikatori razvoja malih kompanija;
indikatori razvoja srednjih i velikih kompanija; indikatori demografskih kretanja i indikatori
opstih ekonomskih uslova.

U ovom primeru® bi¢e analizirani sledeéi zbirni finansijski indikatori, koji pripadaju
indikatorima razvoja malih, srednjih i velikih preduzeca, i indikatorima opstih ekonomskih uslova,
a odnose se na 2017. godinu: broj zaposlenih®, neto dobitak u hiljadama dinara, ukupna imovina u
hiljadama dinara i troskovi sirovina u hiljadama dinara.

Deskriptivne mere za analizirane podatke prikazane su u Tabeli 2.18.

Tabela 2.18: Deskriptivne mere za zbirne finansijske indikatore

Promenljiva Sredina Standardna Koeficijent
Devijacija Asimetrije
Neto dobitak 625235,61 1639685,18 5,69
Ukupna imovina 10969610,22 26580245,93 5,42
Troskovi sirovina 1525438,80 2407229,72 4,21
Broj zaposlenih 1522,60 2714,49 4,26

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Slede¢im Slikama 2.13-2.16 predstavljeni su histogrami raspodela navedenih promenljivih.
Na Slici 2.13 predstavljen je histogram raspodele neto dobitka.
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Slika 2.13: Histogram raspodele neto dobitka
Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Slikom 2.14 predstavljen je histogram raspodele ukupne imovine.

29 Promenljiva ukupna imovina se koristi u regresionom modelu u odeljku 2.5.5.
30 Podaci o neto dobitku, ukupnoj imovini, troskovima sirovina i broju zaposlenih nalaze se u PRILOZIMA 3, 4,5 6.
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Slika 2.14: Histogram raspodele ukupne imovine

Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Histogram raspodele troSkova sirovina predstavljen je Slikom 2.15.
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Slika 2.15: Histogram raspodele troskova sirovina

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Slika 2.16 predstavlja histogram raspodele broja zaposlenih.
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Slika 2.16: Histogram raspodele broja zaposlenih
Izvor: lIzlaz iz programskog jezika R

Poci ¢e se od pretpostavke da je neto dobitak zavisna promenljiva, a da su troskovi sirovina 1
broj zaposlenih objasnjavaju¢e promenljive. U ovom primeru ispitivaée se Sirine intervala
poverenja.

Na Slici 2.17 prikazan je dijagram rasprsenosti dobijen na osnovu podataka o neto dobitku i
troskovima sirovina. Koriste¢i navedene podatke dobijena je regresiona prava uzorka koja glasi:
y =-211800+0,5487x . Koeficijent determinacije iznosi 64,89%, odnosno 64,89% varijacija neto
dobitka objasnjeno je troSkovima sirovina. Standardna greska regresije koja pokazuje za koliko u
proseku stvarne vrednosti neto dobitka odstupaju od njegovih ocenjenih vrednosti na regresionoj
pravoj uzorka iznosi 976200 hiljada dinara.
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Slika 2.17: Dijagram rasprsenosti na osnovu podataka o troSkovima sirovina i neto dobitku
Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

U Tabeli 2.19 date su Sirine 95% intervala poverenja za regresioni koeficijent bazirane na
podacima o neto dobitku i troskovima sirovina.
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Tabela 2.19: Sirine 95% dvostranih intervala poverenja za regresioni koeficijent kada neto dobitak
zavisi od troskova sirovina

Interval Sirina intervala
t (0,4698;0,6276) 0,1578
Bootstrap-t (0,3883;0,9650) 0,5767
T, (0,4493;0,5487) 0,0994
T, (0,3863;1,0567) 0,6704
T, (0,3989;0,5487) 0,1498

Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Na Slici 2.18 prikazan je dijagram rasprsenosti dobijen na osnovu podataka o neto dobitku i
broju zaposlenih. Koriste¢i navedene podatke dobijena je regresiona prava uzorka koja glasi:
y =-229155,39+561,14x . Koeficijent determinacije iznosi 86,30% i pokazuje da je 86,30%
varijacija neto dobitka objasnjeno brojem zaposlenih. Standardna greska regresije koja pokazuje za
koliko u proseku stvarne vrednosti neto dobitka odstupaju od njegovih ocenjenih vrednosti na
regresionoj pravoj uzorka iznosi 609900 hiljada dinara.
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Slika 2.18: Dijagram rasprsenosti na osnovu podataka o broju zaposlenih i neto dobitku
Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Sirine 95% intervala poverenja za regresioni koeficijent zasnovane na podacima o neto
dobitku i broju zaposlenih prikazane u Tabeli 2.20.
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Tabela 2.20: Sirine 95% dvostranih intervala poverenja za regresioni koeficijent kada neto dobitak
zavisi od broja zaposlenih

Interval Sirina intervala
t (517,44;604,84) 87,40
Bootstrap-t (407,56;846,83) 439,27
T, (486,29;561,14) 74,85
T, (426,71;966,92) 540,21
T, (442,05;561,14) 119,09

Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

U oba slucaja najuzi interval poverenja dobijen je primenom bootstrap metoda u

kombinaciji sa transformacijom T,.

Primer 3%! Na osnovu podataka koji se odnose na prose¢nu cenu leta i udaljenost izmedu
gradova analizirace se proporcije simuliranih intervala za regresioni koeficijent u prostom
linearnom regresionom modelu koriste¢i podatke o 1000 letova za &etvrti kvartal 2002. godine®

(Ivkovi¢ et al., 2020).

Deskriptivne mere za ispitivane podatke predstavljene su u Tabeli 2.21.

Tabela 2.21: Deskriptivne mere za prose¢nu cenu i udaljenost

Promenljiva Broj letova Sredina Standardna devijacija
Prosec¢na cena 1000 163,38 55,34
Udaljenost 1000 1056,97 642,88

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ et al. (2020)

Histogram raspodele prosecne cene prikazan je na Slici 2.19.
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Slika 2.19: Histogram raspodele prose¢ne cene

31 Primer 3 je hipoteti¢ki primer.

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ et al. (2020)

32 Podaci su preuzeti sa sajta: http://www.stat.ufl.edu/~winner/datasets.html, iz baze podataka: Airfare i Demand

2002Q4 i bi¢e navedeni u PRILOZIMA 7 i 8.
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Slikom 2.20 predstavljen je histogram raspodele udaljenosti.
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Slika 2.20: Histogram raspodele udaljenosti
Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ et al. (2020)

Koriste¢i navedene podatke o prosecnoj ceni leta koja predstavlja zavisnu promenljivu i
udaljenosti koja predstavlja objasnjavajucu promenljivu dobijen je prost linearni regresioni model
osnovnog skupa sa regresionim koeficijentima f;=109,95 i £ =0,05. Koeficijent determinacije

ovog modela iznosi 34,48%, Sto znaCi da je 34,48% varijacija promenljive prosecna cena
objasnjeno promenljivom udaljenost. Standardna devijacija sluCajne greSke je 44,795, Sto
predstavlja odstupanja stvarnih vrednosti promenljive prosecna cena od njenih prose¢nih vrednosti
na regresionoj pravoj osnovnog skupa.

Na Slici 2.21 predstavljen je histogram raspodele slucajne greske, na osnovu koga se uocava
da slucajna greska nije normalno raspodeljena. Takode, sproveden je Shapiro-Wilk test normalnosti
koji je pokazao isti rezultat kao histogram (Ho: Slucajna greSka je normalno raspodeljena, a
dobijena p-vrednost je priblizno 0).
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Slika 2.21: Histogram raspodele sluc¢ajne greske
Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ et al. (2020)

U Tabeli 2.22 predstavljene su proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni
koeficijent zasnovane na podacima o prosecnoj ceni i udaljenosti.
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Tabela 2.22: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent kada
prose¢na cena zavisi od udaljenosti

n 10 20 50 80
t 0,898 | 0,908 | 0,902 | 0,924

Bootstrap-t 0,923 | 0,929 | 0,932 | 0,941

T, 0,795 | 0,818 | 0,840 | 0,900
T, 0,901 | 0,890 | 0,918 | 0,944
T 0,561 | 0,881 | 0,942 | 0,950

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ et al. (2020)

Na osnovu Tabele 2.22 uocava se da su za male uzorke (veli¢ine 10 i 20), proporcije
simuliranih bootstrap-t intervala bile najbolje (iznad 0,920), dok je kod velikih uzoraka (veli¢ine 50
180) T, interval obezbedio najbolje rezultate (iznad 0,940).

Uzimajuéi u obzir rezultate predstavljene u odeljcima 2.4.1 12.5.4 potvrduje se hipoteza

Hi: Proporcije simuliranih intervala poverenja za regresioni koeficijent u prostom linearnom
regresionom modelu koji su zasnovani na novoj transformaciji t statistike, T,, za velike uzorke,

blize sU nominalnom nivou pouzdanosti u odnosu na proporcije ostalih proucavanih intervala.

2.5.5 Analiza pouzdanosti intervala poverenja za regresione koeficijente u kvadratnom
regresionom modelu na realnim podacima

Primer 1 Predmet istrazivanja u ovom primeru bi¢e proporcije simuliranih intervala za
regresione koeficijente u kvadratnom regresionom modelu zasnovane na podacima o neto dobitku i
ukupnoj imovini u 105 opstina u Srbiji u 2017. godini.®

Na Slici 2.22 prikazan je dijagram rasprsenosti dobijen na osnovu podataka o neto dobitku i
ukupnoj imovini. Koriste¢i podatke o neto dobitku koji predstavlja zavisnu promenljivu, ukupnoj
imovini i kvadriranim vrednostima ukupne imovine koje predstavljaju objaSnjavaju¢e promenljive
dobijen je kvadratni regresioni model osnovnog skupa sa regresionim koeficijentima
B, =-4106, B, =5,404-107 i p,=4,453-10"". Koeficijent determinacije ovog modela je
98,97%, odnosno 98,97% varijacija neto dobitka objasnjeno je ukupnom imovinom i kvadriranim
vrednostima ukupne imovine. Standardna devijacija slu¢ajne greske je 165582,61 hiljada dinara, §to
predstavlja odstupanja stvarnih vrednosti neto dobitka od njegovih prose¢nih vrednosti na
regresionoj ravni osnovnog skupa.

33 Podaci su koriséeni u Primeru 2 u odeljku 2.5.4 ibiée navedeni u PRILOZIMA 3 i 4.
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Slika 2.22: Dijagram rasprsenosti na osnovu podataka o neto dobitku i
ukupnoj imovini
Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Slika 2.23 predstavlja histogram raspodele slucajne greske, zasnovan na prethodnom
modelu. Na osnovu histograma je uo¢eno da slucajna greska nije normalno raspodeljena. Shapiro-
Wilk test normalnosti takode je potvrdio da slucajna greSka nije normalno raspodeljena (Ho:
Slucajna greska je normalno raspodeljena, a p-vrednost je priblizno 0).
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Slika 2.23: Histogram raspodele slu¢ajne greske
Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent S, zasnovane na
podacima o neto dobitku i ukupnoj imovini prikazane su u Tabeli 2.23. Analiza rezultata pokazala
je sledeée: za uzorke velicine 10, proporcija simuliranih percentil intervala bila je najbliza
nominalnom nivou pouzdanosti, dok je kod uzoraka veli¢ine 20, jackknife interval dao najbolje
rezultate; za velike uzorke (vec¢e od 50), najbolji rezultati su dobijeni primenom bootstrap-t
intervala.
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Tabela 2.23: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent g, kada
neto dobitak zavisi od ukupne imovine

n t Bootstrap-t BC BCa Percentil | Jackknife
10 0,767 0,825 0,935 0,933 0,959 0,932
20 0,734 0,876 0,976 0,967 0,982 0,943
50 0,793 0,957 0,984 0,970 0,994 0,975

Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent S, zasnovane na

podacima o neto dobitku i ukupnoj imovini prikazane su u Tabeli 2.24. Za male uzorke (veli¢ine 10
i 20), jackknife interval je obezbedio najbolje rezultate, dok su za velike uzorke proporcije

simuliranih T, intervala bile najbolje.

Tabela 2.24: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent S, kada
neto dobitak zavisi od ukupne imovine

n t Bootstrap-t BC BCa Percentil | Jackknife T

2
10 0,711 0,814 0,976 0,977 0,977 0,956 0,794
20 0,703 0,848 0,993 0,990 0,991 0,953 0,847
50 0,703 0,915 0,997 0,996 0,995 0,983 0,922

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Primer 23% Proporcije simuliranih intervala za regresione Kkoeficijente u kvadratnom
regresionom modelu bazirane na podacima o indikatoru verovatno¢e bankrotstva i koli¢niku
ukupnog duga u 157 kompanija u Srbiji u 2014. godini bi¢e predstavljene u ovom primeru.

Na Slici 2.24 prikazan je dijagram rasprsenosti dobijen na osnovu podataka o indikatoru
verovatno¢e bankrotstva i koli¢niku ukupnog duga. Koriste¢i navedene podatke o indikatoru
verovatnoc¢e bankrotstva koji predstavlja zavisnu promenljivu, kolicniku ukupnog duga i
kvadriranim vrednostima koli¢nika ukupnog duga koji predstavljaju objasnjavaju¢e promenljive
dobijen je kvadratni regresioni model osnovnog skupa sa slede¢im regresionim koeficijentima
By =17,89, B, =-34,90 i B, =2190. Koeficijent determinacije ovog modela je 68,3%, odnosno

68,3% varijacija promenljive indikator verovatnoce bankrotstva objasnjeno je koli¢nikom ukupnog
duga i kvadriranim vrednostima koli¢nika ukupnog duga. Standardna devijacija slucajne greske je
2,151 i pokazuje koliko je odstupanje stvarnih vrednosti promenljive indikator verovatnoce
bankrotstva od njenih proseénih vrednosti na regresionoj ravni osnovnog skupa. S obzirom da je
koeficijent determinacije kvadratnog regresionog modela ve¢i od koeficijenta determinacije prostog
linearnog regresionog modela, a standardna devijacija sluajne greSke manja u poredenju sa prostim

34 Primer 2 je hipoteti¢ki primer.
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linearnim regresionim modelom, zakljuceno je da analiziranim podacima viSe odgovara kvadratni
regresioni model.
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Slika 2.24: Dijagram rasprsenosti na osnovu podataka o indikatoru verovatnoce

bankrotstva i koli¢niku ukupnog duga
Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Histogram raspodele slucajne greSke, zasnovan na prethodnom modelu, prikazan je na Slici
2.25. Na osnovu histograma je uoceno da slucajna greska nije normalno raspodeljena. Takode,
Shapiro-Wilk test normalnosti je potvrdio da slufajna greska nije normalno raspodeljena (Ho:
Slucajna greska je normalno raspodeljena, a p-vrednost je priblizno 0,01).
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Slika 2.25: Histogram raspodele slu¢ajne greske
Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent S, zasnovane na

podacima o indikatoru verovatnoce bankrotstva i koli¢niku ukupnog duga prikazane su u Tabeli
2.25. Izvedeni su slede¢i zakljucci: za male uzorke (veli¢ine 10), proporcija simuliranin BCa
intervala bila je najbliza nominalnom nivou pouzdanosti, dok je kod uzoraka veli¢ine 20, jackknife
interval obezbedio najbolje rezultate. Utvrdeno je da su za velike uzorke (veli¢ine 50 i 80),
proporcije simuliranih jackknife i percentil intervala bile najbolje.
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Tabela 2.25: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent g, kada
indikator verovatnoc¢e bankrotstva zavisi od koli¢nika ukupnog duga

n t Bootstrap-t BC BCa Percentil | Jackknife
10 0,837 0,916 0,940 0,941 0,935 0,912
20 0,782 0,838 0,847 0,862 0,799 0,873
50 0,850 0,919 0,910 0,932 0,906 0,941
80 0,892 0,968 0,955 0,973 0,946 0,981

Izvor: lIzlaz iz programskog jezika R

Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent S, zasnovane na

podacima o indikatoru verovatnoée bankrotstva i koli¢niku ukupnog duga prikazane su u Tabeli
2.26. Analiza uzoraka veli¢ine 10 pokazala je da je BCa interval obezbedio najbolje rezultate, dok
je za uzorke veli¢ine 20 proporcija simuliranih jackknife intervala bila najbliza 0,95. Primeceno je

da su za uzorke veli¢ine 50 najbolji rezultati ostvareni primenom intervala T;, a za uzorke veli¢ine
80 koris¢enjem percentil intervala.

Tabela 2.26: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za regresioni koeficijent /5, kada
indikator verovatnoce bankrotstva zavisi od koli¢nika ukupnog duga

n t Bootstrap-t BC BCa Percentil | Jackknife T

2
10 0,879 0,932 0,955 0,951 0,943 0,928 0,923
20 0,832 0,860 0,861 0,882 0,817 0,890 0,855
50 0,883 0,925 0,918 0,938 0,912 0,942 0,943
80 0,922 0,967 0,962 0,975 0,952 0,980 0,964

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Uzimajuci u obzir rezultate predstavljene u odeljcima 2.4.2 i 2.5.5 potvrduje se hipoteza

H2: Proporcije simuliranih intervala poverenja za regresioni koeficijent £, u kvadratnom

regresionom modelu koji su zasnovani na novoj transformaciji t statistike, T, , za velike uzorke,
blize su nominalnom nivou pouzdanosti u odnosu na proporcije ostalih proucavanih intervala.
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2.6 R kodovi za izabrane intervale

R je besplatan programski jezik koji omogucava koris¢enje niza statistiCckih i grafickih
tehnika. Radi na velikom broju UNIX platformi. Takode, Windows i MacOS podrzavaju upotrebu
ovog programskog jezika.

2.6.1 R kodovi za intervale poverenja za regresioni koeficijent u prostom linearnom
regresionom modelu

U slede¢im tabelama predstavljeni su originalni kodovi za t, bootstrap-t, T, i T, intervale
poverenja za regresioni koeficijent u prostom linearnom regresionom modelu.

Tabela 2.27: Kodovi za t interval i bootstrap-t interval za regresioni koeficijent u prostom
linearnom regresionom modelu

tinterval poverenja Bootstrap-t interval poverenja
x<-1:500 x<-1:500
y<-150+20*x+rnorm(500,0,2"0.5) y<-150+20*x+rnorm(500,0,1)
brsim<-1000 brsim<-1000
n<-10 B <- 1000
bl<-rep(NA,brsim) n<-5
shl<-rep(NA,brsim) bl<-rep(NA,brsim)

195<-rep(NA,brsim) shl<-rep(NA,brsim)
u95<-rep(NA,brsim) boot_bl<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
for (i in 1:brsim){ boot_sbl<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
uzorak<-sample(1:500,n) for(j in 1:brsim){
x1<-x[uzorak] uzorakl <- sample(1:500,n)

yl<-y[uzorak] x1<-x[uzorak1]
b1[i]<-Im(y1~x1)$coefficients[2] yl<-y[uzorakl]
sb1[i]<-summary(Im(yl~x1))$coefficients[2,2] ocena_bl<-Im(yl~x1)
195[i]<-b1[i]-qt(0.975,n-2)*sb1[i] ocena_sbl<-summary(Im(yl~x1))
u95[i]<-b1[i]+qt(0.975,n-2)*sb1[i] b1[j]<-Im(y1~x1)$coefficients[2]
} sb1[j]<-summary(Im(y1l~x1))$coefficients[2,2]
mean((195<=20)&(20<=u95)) for (iin 1:B){

uzorak2 <-sample(uzorakl,replace=T)

x2<- x[uzorak2]
y2 <- y[uzorak2]
ocena_boot_bl<-Im(y2~x2)
boot_b1[j,i] <- ocena_boot_bl$coefficients[2]
ocena_boot_shl<-summary(Im(y2~x2))
boot_sb1[j,i] <- ocena_boot_sh1$coefficients[2,2]

1}
boot_t=(boot_b1-bl)/boot_shl
t.low=apply(boot_t, 1, quantile, probs = ¢(0.025), na.rm = TRUE)
t.high=apply(boot_t, 1, quantile, probs = ¢(0.975), na.rm = TRUE)
195<-p1 - t.high*shbl
u95<-pl - t.low*sbl
mean((195<=20)&(20<=u95))
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Tabela 2.28: Kodovi za T, interval i T, interval za regresioni koeficijent u prostom linearnom
regresionom modelu

T interval poverenja

x<-1:500
y<-150+20*x+rnorm(500,0,1)
brsim<-1000
B <- 100
n<-10
bl<-rep(NA,brsim)
shl<-rep(NA,brsim)
x_ind<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
y_ind<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
xprim<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
boot_bl<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
boot_sbl<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
for(j in 1:brsim){

uzorakl <- sample(1:500,n)
x1<-x[uzorak1]

yl<-y[uzorakl]

sredina_x1=mean(x1)

sredina_yl=mean(yl1)

V=(1/n)*(sum((x1-sredina_x1)"2*(y1-sredina_y1)"2))/((sum((x1-
sredina_x1)"2)"2))-((2*20)/(n*n))*(sum((x1-sredina_x1)*(y1-
sredina_y1)))/((sum((x1-sredina_x1)"2)))+((20*20)/(n*n))
for(k in 1:n){

x_ind[j,k]<-x1[k]
y_ind[j,k]<-y1[k]

xprim[j,k]<-(((x_ind[j,k]-sredina_x1)*(y_ind[j,k]-
sredina_y1))/(sum((x1-sredina_x1)"2))-(20/n))/(\V"0.5)

}

ocena_bl<-Im(y1~x1)
ocena_sbl<-summary(Im(y1~x1))
b1[jl<-Im(y1~x1)$coefficients[2]
sb1[j]<-summary(Im(yl~x1))$coefficients[2,2]
for (iin 1:B){
uzorak2 <-sample(uzorakl,replace=T)
x2<- x[uzorak2]
y2 <- y[uzorak2]
ocena_boot_bl<-Im(y2~x2)
boot_bl[j,i] <- ocena_hoot_bl$coefficients[2]
ocena_boot_sh1l<-summary(Im(y2~x2))
boot_sbl[j,i] <- ocena_hoot_sbl$coefficients[2,2]
b
Xprim3=xprim”3
m3prim_kapa<-apply(xprim3,1,mean)
boot_t=(boot_b1-bl)/boot_sbl
t.low=apply(boot_t, 1, quantile, probs = ¢(0.025), na.rm = TRUE)
t.high=apply(boot_t, 1, quantile, probs = ¢(0.975), na.rm = TRUE)
t.lowl=t.low/(n"0.5)
t.highl=t.high/(n”0.5)
tlow_inv=(((1/3)*m3prim_kapa)"(-1))*((1+m3prim_kapa*(t.lowl-
(2/(6*n))*m3prim_kapa))(1/3))-(((1/3)*m3prim_kapa)"(-1))
thigh_inv=(((1/3)*m3prim_kapa)"(-1))*((1+m3prim_kapa*(t.highl-
(2/(6*n))*m3prim_kapa))"(1/3))-(((1/3)*m3prim_kapa)"(-1))
tlow_inv[is.na(tlow_inv)] <-0
thigh_inv[is.na(thigh_inv)] <- 0
195<-pb1 - (n"0.5)*thigh_inv*shl
u95<-bl - (n"0.5)*tlow_inv*shl
mean((195<=20)&(20<=u95))

Tzinterval poverenja

x<-1:10
y<-150+20*x+rnorm(10,0,1)
brsim<-5
B<-4
n<-5
bl<-rep(NA,brsim)
shl<-rep(NA,brsim)
x_ind<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
y_ind<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
xprim<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
boot_bl<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
boot_shl<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
for(j in 1:brsim){

uzorakl <- sample(1:10,n)
x1<-x[uzorak1]

yl<-y[uzorak1]

sredina_x1=mean(x1)

sredina_yl=mean(y1)

V=(1/n)*(sum((x1-sredina_x1)"2*(y1-
sredina_y1)"2))/((sum((x1-sredina_x1)"2)"2))-
((2*20)/(n*n))*(sum((x1-sredina_x1)*(y1-
sredina_y1)))/((sum((x1-sredina_x1)"2)))+((20*20)/(n*n))
for(k in 1:n){
x_ind[j,k]<-x1[k]
y_ind[j,k]<-y1[k]
xprim[j,k]<-(((x_ind[j,k]-sredina_x1)*(y_ind[j,k]-
sredina_y1))/(sum((x1-sredina_x1)"2))-(20/n))/(\V"0.5)

}
ocena_bl<-Im(y1l~x1)
ocena_sbhl<-summary(Im(y1~x1))
b1[j]<-Im(y1~x1)$coefficients[2]
sb1[j]<-summary(Im(yl~x1))$coefficients[2,2]
for (iin 1:B){
uzorak2 <-sample(uzorakl,replace=T)
x2<- x[uzorak2]
y2 <- y[uzorak2]
ocena_boot_bl<-Im(y2~x2)
boot_b1[j,i] <- ocena_boot_bl$coefficients[2]
ocena_boot_shl<-summary(Im(y2~x2))
boot_sb1[j,i] <- ocena_boot_shl$coefficients[2,2]
1}
Xxprim3=xprim"3
m3prim_kapa<-apply(xprim3,1,mean)
boot_t=(boot_b1-bl)/boot_shl
t.low=apply(boot_t, 1, quantile, probs = ¢(0.025), na.rm = TRUE)
t.high=apply(boot_t, 1, quantile, probs = ¢(0.975), na.rm = TRUE)
t.lowl=t.low/(n"0.5)
t.highl=t.high/(n"0.5)
tlow_inv=(((2/3)*(n"(-1/2))*m3prim_kapa)™(-1))*log(((2/3)*(n"(-
1/2))*m3prim_kapa)*(t.lowl-(1/(6*n))*m3prim_kapa)+1)
thigh_inv=(((2/3)*(n"(-1/2))*m3prim_kapa)"(-1))*log(((2/3)*(n"(-
1/2))*m3prim_kapa)*(t.highl-(1/(6*n))*m3prim_kapa)+1)
tlow_inv[is.na(tlow_inv)] <-0
thigh_inv[is.na(thigh_inv)] <- 0
195<-p1 —(n"0.5)*thigh_inv*sbhl
u95<-pl - (n0.5)*tlow_inv*shl
mean((195<=20)&(20<=u95))




2.6.2 R kodovi za intervale poverenja za regresione koeficijente u kvadratnom regresionom

modelu

U slede¢im tabelama navedeni su originalni kodovi za percentil, jackknife, BCa i T,

intervale poverenja za regresioni koeficijent u kvadratnom regresionom modelu.

Tabela 2.29: Kodovi za percentil interval i jackknife interval za regresione koeficijente u
kvadratnom regresionom modelu

Percentil interval poverenja

x<-1:500
X2<-X"2
y<-100+10*x+2*x2+rweibull(500,0.5,1)
brsim<-1000
B <- 1000
n<-10
bl<-rep(NA,brsim)
b2<-rep(NA,brsim)
boot_bl<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
boot_b2<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
for(j in 1:brsim){
uzorakl <- sample(1:500,n)
x1<-x[uzorak1]
x21<-x2[uzorak1]
yl<-y[uzorakl]
ocena_b<-lm(y1l~x1+x21)
b1[j]<-ocena_bS$coefficients[2]
b2[j]<-ocena_b$coefficients[3]
for (i in 1:B){
uzorak2 <-sample(uzorakl,replace=T)
x1b<- x[uzorak2]
x21b <- x2[uzorak2]
y1b <- y[uzorak2]
ocena_boot_b<-Im(ylb~x1b+x21b)
boot_b1[j,i] <- ocena_boot_bS$coefficients[2]
boot_b2[j,i] <- ocena_boot_bS$coefficients[3]

i
t.lowbl=apply(boot_bl, 1, quantile, probs = ¢(0.025), na.rm =
TRUE)
t.highbl=apply(boot_bl, 1, quantile, probs = ¢(0.975), na.rm =
TRUE)
195_bl<-t.lowbl
u95_bi<-t.highbl
mean((195_b1<=10)&(10<=u95_b1))
t.lowb2=apply(boot_b2, 1, quantile, probs = ¢(0.025), na.rm =
TRUE)
t.highb2=apply(boot_b2, 1, quantile, probs = ¢(0.975), na.rm=
TRUE)
195_b2<-t.lowb2
u95_h2<-t.highb2
mean((195_bh2<=2)&(2<=u95_h2))

Jackknife interval poverenja

x<-1:500
X2<-x"2
y<-100+10*x+2*x2+rweibull(500,5,1)
brsim<-1000
n<-80
bl<-rep(NA,brsim)
b2<-rep(NA,brsim)
partial_bl<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
partial_b2<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
pseudo_bl<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
pseudo_b2<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
for(j in 1:brsim){
uzorakl <- sample(1:500,n)
x1<-x[uzorak1]
x21<-x2[uzorak1]
yl<-y[uzorak1]
ocena_b<-Im(yl~x1+x21)
b1[j]<-ocena_b$coefficients[2]
b2[j]<-ocena_b$coefficients[3]
for(i in 1:n){
uzorak_jack<-sample(uzorakl1[-i],n-1)
X_jack<-x[uzorak_jack]
x2_jack<-x2[uzorak_jack]
y_jack<-y[uzorak_jack]
partial_ocena_b<-Im(y_jack~x_jack+x2_jack)
partial_b1[j,i]<-partial_ocena_b$coefficients[2]
partial_b2[j,i]<-partial_ocena_b$coefficients[3]
pseudo_b1[j,i]<-n*b1[j]-(n-1)*partial_b1[j,i]
pseudo_b2[j,i]<-n*b2[j]-(n-1)*partial_b2[j,i]

1}
jack_bl<-apply(pseudo_b1,1,mean)
jack_se_bl<-sqrt((apply(((pseudo_bl-jack_b1)"2),1,sum))/(n*(n-
1))
195_bl<-jack_b1-gt(0.975,n-3)*jack_se_bl
u95_bl<-jack_b1+qt(0.975,n-3)*jack_se_bl
mean((195_b1<=10)&(10<=u95_b1l))
jack_b2<-apply(pseudo_b2,1,mean)
jack_se_b2<-sqrt((apply(((pseudo_b2-jack_b2)"2),1,sum))/(n*(n-
1))
195_b2<-jack_b2-gt(0.975,n-3)*jack_se_b2
u95_h2<-jack_bh2+qt(0.975,n-3)*jack_se_b2
mean((195_b2<=2)&(2<=u95_h2))
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Tabela 2.30: Kodovi za BCa interval i T, interval za regresione koeficijente u kvadratnom
regresionom modelu

BCa interval poverenja

x<-1:500
X2<-X"2
y<-100+10*x+2*x2+rweibull(500,5,1)
brsim<-1000
B<-1000
n<-80
alfa=0.05
bl<-rep(NA,brsim)
b2<-rep(NA,brsim)
b1_jack<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
b2_jack<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
b1_tacka<-rep(NA,brsim)
b2_tacka<-rep(NA,brsim)
boot_bl<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
boot_b2<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
for(j in 1:brsim){
uzorakl <- sample(1:500,n)
x1<-x[uzorak1]
x21<-x2[uzorak1]
yl<-y[uzorakl]
ocena_b<-lm(y1l~x1+x21)
b1[j]<-ocena_bS$coefficients[2]
b2[j]<-ocena_bS$coefficients[3]
for(k in 1:n){
uzorak_jack<-sample(uzorak1[-k],n-1)
X_jack<-x[uzorak_jack]
x2_jack<-x2[uzorak_jack]
y_jack<-y[uzorak_jack]
ocena_b_jack<-Im(y_jack~x_jack+x2_jack)
bl _jack[j,k]=ocena_b_jack$coefficients[2]
b2_jack[j,k]=ocena_h_jack$coefficients[3]

bl_tacka=apply(bl_jack,1,mean)
b2_tacka=apply(b2_jack,1,mean)
for (i in 1:B){
uzorak2 <-sample(uzorakl,replace=T)
x1b <- x[uzorak2]
x21b <- x2[uzorak2]
y1b <- y[uzorak2]
ocena_boot_b<-Im(ylb~x1b+x21b)
boot_b1[j,i] <- ocena_boot_bS$coefficients[2]
boot_b2[j,i] <- ocena_boot_bS$coefficients[3]
b
a_kapa_bl=(apply(((b1_tacka-
bl_jack)"3),1,sum))/(6*((apply(((b1_tacka-
bl_jack)"2),1,sum))™(3/2)))
a_kapa_b2=(apply(((b2_tacka-
b2_jack)"3),1,sum))/(6*((apply(((b2_tacka-
b2_jack)"2),1,sum))™(3/2)))
br_manji_bl=rowSums(boot_bl<bl, na.rm=TRUE)
cumbr_bl=br_manji_b1/B
z0_kapa_bl=gnorm(cumbr_b1)
br_manji_b2=rowSums(boot_b2<b2, na.rm=TRUE)
cumbr_bh2=br_manji_b2/B
z0_kapa_b2=gnorm(cumbr_b2)
alfal_bl=pnorm(z0_kapa_bl1+((z0_kapa_bl+gnorm(alfa/2))/(1-
a_kapa_b1*(z0_kapa_bl+gnorm(alfa/2)))))
alfa2_bl1=pnorm(z0_kapa_b1+((z0_kapa_bl+gnorm(1-alfa/2))/(1-
a_kapa_b1*(z0_kapa_bl+gnorm(1-alfa/2)))))

T, interval poverenja

x<-1:500
X2<-x"2
y<-100+10*x+2*x2+rgamma(500,2,2)
brsim<-1050
B<-1000
n<-80
beta2=2
b2<-rep(NA,brsim)
sh2<-rep(NA,brsim)
boot_b2<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
boot_sh2<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
part_down<- rep(NA,brsim)
part_downsqg<- rep(NA,brsim)
V_1 <-rep(NA,brsim)
V_2 <-rep(NA,brsim)
V <-rep(NAbrsim)
Xprim_up<- matrix(rep(NA,brsim*(n”2-
n)),nrow=brsim,ncol=n"2-n)
xprim<- matrix(rep(NA,brsim*(n"2-n)),nrow=brsim,ncol=n"2-
n)
for(j in 1:brsim){
print(paste("j =", j))
uzorakl<-sample(x,n)
x1<-x[uzorak1]
x21<-x2[uzorak1]
yl<-y[uzorakl]
x1_bar=mean(x1)
y1_bar=mean(yl)
x1_barkv=x1_bar"2
ocena_b<-Im(yl~x1+x21)
ocena_sh<-summary(Im(yl~x1+x21))
b2[j]<-ocena_b$coefficients[3]
sh2[j]<-ocena_sh$coefficients[3,2]
for (iin 1:B){
uzorak2 <-sample(uzorakl,replace=T)
x1b <- x[uzorak2]
x21b <- x2[uzorak2]
y1b <- y[uzorak2]
ocena_boot_b<-Im(ylb~x1b+x21b)
boot_b2[j,i] <- ocena_boot_b$coefficients[3]
ocena_boot_sh<- summary(Im(ylb~x1b+x21b))
b_sh2 <- try(ocena_boot_sh$coefficients[3,2])
if (class(b_sh2) == "try-error") {
print(paste("Greska: i =", i, "---j=",]))
b2[j] <- NA
sb2[j] <- NA
boot_b2[j,i] <- NA
boot_sb2[j,i] <- NA
Yelse {
boot_sh2[j,i] <- b_sb2
1
comb<- expand.grid(1:n, 1:n)
comb_ind<- comb[1] != comb[2]
comb<- comb[comb_ind, ]
comb
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Tabela 2.30: Kodovi za BCainterval i T, interval za regresione koeficijente u kvadratnom
regresionom modelu (nastavak)

alfal_bl=pnorm(z0_kapa_bl1+((z0_kapa_bl+qgnorm(alfa/2))/(1-
a_kapa_b1*(z0_kapa_bl+gnorm(alfa/2)))))
alfa2_bl=pnorm(z0_kapa_b1+((z0_kapa_bl+gnorm(1-
alfa/2))/(1-a_kapa_b1*(z0_kapa_bl+gnorm(1-alfa/2)))))
alfal_b2=pnorm(z0_kapa_b2+((z0_kapa_b2+gnorm(alfa/2))/(1-
a_kapa_b2*(z0_kapa_b2+gnorm(alfa/2)))))
alfa2_b2=pnorm(z0_kapa_b2+((z0_kapa_b2+gnorm(1-
alfa/2))/(1-a_kapa_b2*(z0_kapa_b2+gnorm(1-alfa/2)))))
low_b1=apply(boot_bl, 1, quantile, probs = c(alfal_bl), na.rm=
TRUE)

Ib1=diag(low_b1)

high_bl=apply(boot_b1, 1, quantile, probs = c(alfa2_b1), na.rm
= TRUE)

hbl=diag(high_b1)

mean((lb1<=10)&(10<=hb1))

low_h2=apply(boot_b2, 1, quantile, probs = c(alfal_b2), na.rm=
TRUE)

Ib2=diag(low_b2)

high_b2=apply(boot_b2, 1, quantile, probs = c(alfa2_b2), na.rm
= TRUE)

hb2=diag(high_b2)

mean((1b2<=2)&(2<=hb2))

part_down<- ((sum ((x1 - x1_bar)"2)) * (sum ((x21 -
x1_barkv)"2)) - (sum ((x1 - x1_bar) * (x21 - x1_barkv)))"2)
part_downsg<- part_down”"2
V_1<-0
V_2<-0

for (s_comb in 1:nrow(comb)) {

s <- comb[s_comb, 1]

r <- comb[s_comb, 2]

pV_1 <-((x1[s] - x1_bar)"2 * (y1[s] - y1_bar)"2 * (x1[r] -
x1_bar)™ * (x1[s] - x1[r])"2)

pV_2 <- ((x1[s] - x1_bar) * (y1[s] - y1_bar) * (x1[r] -
x1_bar)"2 * (x1[s] - x1[r]))

V_1<-V_1+pV_1

V_2<-V_2+pV_2

V <- (1/((n"2)-n))*(V_1/part_downsq) - ((2*beta2)/((n"2)*((n-
1)72)))*(V_2/part_down) + ((beta22)/((n"2)*((n-1)"2))) }
for (s_comb in 1:nrow(comb)) {

s <- comb[s_comb, 1]

r <- comb[s_comb, 2]
xprim_up [j,s_comb] <- (x1[s] - x1_bar) * (y1[s] - y1_bar) *
(X1[r] - x1_bar)"2 * (x1[s] - x1[r])
xprim [j,s_comb] <- (xprim_up [j,s_comb] / part_down) -
(beta2/(n"2 - n))/ (V"0.5) }}
b2_na_ind <- which(is.na(b2))
b2 <- as.numeric(na.omit(b2))
sh2 <- as.numeric(na.omit(sh2))
boot_b2 <- na.omit(boot_b2)
boot_sh2 <- na.omit(boot_sh2)
ind<- sample(seq(b2), 1000, replace = FALSE)
b2 <- b2[ind]
sh2 <- sh2[ind]
boot_b2 <- boot_b2[ind, ]
boot_sb2 <- boot_sb2[ind, ]
if (Ilength(b2_na_ind) > 0) {
Xprim_up<- xprim_up[-b2_na_ind, ]
xprim<- xprim[-b2_na_ind, ] }
Xprim_up<- xprim_up[ind, ]
Xprim<- xprim[ind, ]
Xprim3=xprim”3
m3<-apply(xprim3,1,mean)
boot_t=(boot_b2-b2)/boot_sh2
t.low=apply(boot_t, 1, quantile, probs = ¢(0.025), na.rm=
TRUE)
t.high=apply(boot_t, 1, quantile, probs = ¢(0.975), na.rm =
TRUE)
tl=t.low/((n*(n-1))"0.5)
th=t.high/((n*(n-1))"0.5)
al=8+12*(tl-m3/(6*n*(n-1)))
a_low=sign(al)*abs(al)*(1/3)
a2=8+12*(th-m3/(6*n*(n-1)))
a_high=sign(a2)*abs(a2)"(1/3)
tlow_inv=a_low-2
thigh_inv=a_high-2
tlow_inv[is.na(tlow_inv)] <-0
thigh_inv[is.na(thigh_inv)] <- 0
195 <- b2-((n*(n-1))"0.5)*thigh_inv*sh2
u95 <- b2-((n*(n-1))"0.5)*tlow_inv*sh2
mean((195<=2)&(2<=u95))
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111 INTERVALI POVERENJA ZA MERE DISPERZIJE

Tre¢i deo disertacije odnosi se na intervale poverenja za mere disperzije: varijansu i
koeficijent varijacije. Pitanje koje se postavlja je sledece: kada ¢e proporcije simuliranih intervala
biti najblize nominalnom nivou pouzdanosti kada osnovni skup iz kog se bira uzorak nema
normalnu raspodelu, ve¢ sledi neku asimetricnu raspodelu. Na pocetku treéeg dela bice
predstavljeni intervali poverenja za varijansu (apsolutna mera disperzije) i koeficijent varijacije
(relativna mera disperzije). Nakon toga bice prikazani rezultati simulacionih studija, kao i rezultati
dobijeni na realnim podacima. Na kraju ¢e biti navedeni kodovi iz programskog jezika R za
izabrane intervale.

3.1 Intervali poverenja za varijansu

Varijansa osnovnog skupa je najéeS¢e koriS¢ena apsolutna mera disperzije. Postojeci
intervali poverenja za apsolutne mere disperzije osnovnog skupa konstruisani su korigéenjem 2
statistike. Ovi intervali su adekvatni ako osnovni skup sledi normalnu raspodelu. Medutim, cilj je
utvrditi koje intervalne ocene ostvaruju pouzdanost najblizu nominalnoj ukoliko osnovni skup ne
sledi normalnu raspodelu, ve¢ neku od asimetri¢nih raspodela. Postoje neke alternative intervalima
poverenja zasnovanim na 2 statistici koje mogu biti koriséene u takvim situacijama.

Veoma mali broj autora se bavio intervalima poverenja koji su robusni na odstupanja od
normalnosti ili na prisustvo ekstremnih vrednosti. Barham 1 Jeyaratnam (1999) su doSli do
zakljucka da je interval poverenja za varijansu, koji je zasnovan na oceni varijabiliteta koja
predstavlja linearnu kombinaciju poredanih statistika (engl. L-estimate of scale), robustan. Hummel
et al. (2005) su predlozili dva intervala poverenja za standardnu devijaciju osnovnog skupa. Re€ je
o intervalu zasnovanom na logaritamskoj transformaciji i intervalu sa korigovanim stepenima
slobode. Cojbasi¢ i Tomovi¢ (2007) su primenili metode ponovljenih uzoraka za konstruisanje
intervala poverenja za varijansu osnovnog skupa, dok su Banik et al. (2014) poredili osobine
intervala poverenja za standardnu devijaciju u slucaju simetri¢nih 1 asimetri¢nih raspodela. Burch
(2014) je proucavao razli¢ite metode za ocenjivanje koeficijenta spljostenosti, da bi zatim dobijene
ocene Kkoristio prilikom konstruisanja intervala poverenja za varijansu asimetri¢nih raspodela.
Bonett (2006), Niwitpong i Kirdwichai (2008), Cojbasi¢ i Londar (2011) i Abu-Shawiesh et al.
(2011) su se takode bavili intervalima poverenja za standardnu devijaciju odnosno varijansu u
sluajevima kada oshovni skup ne sledi normalnu raspodelu ili kada su prisutne ekstremne
vrednosti.

U odeljku 3.1 bice predstavljeni intervali poverenja za varijansu osnovnog skupa.

3.1.1 x° interval poverenja

Neka su X;,..., X, nezavisne slucajne promenljive iz normalne raspodele sa parametrima y i
o, . X,~N (,u, 02). Ako je X sredina uzorka, a S° :(1/(n—1))i(xi —)?)2 varijansa uzorka,
i-1

onda sledi da statistika (n—l)S2 /o ima y? raspodelu sa n—1 stepeni slobode. Interval poverenja

za varijansu skupa pouzdanosti (1—a)100%, zasnovan na prethodnoj statistici, sledeceg je oblika:
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| 2{ (n-1)s? ’(2—1)32]’ )

N 2
X 1-al2,(n-1) X al2,(n-1)

gde ;(21_a,2 i ;gza,z predstavljaju 1—a /2 i /2 percentile »° raspodele sa n—1 stepeni slobode.

Interval zasnovan na y° statistici (3.1) osetljiv je na minimalna naruiavanja pretpostavke o

normalnosti. U nastavku ¢e biti razmatrani alternativni intervali poverenja, koji se mogu koristiti
kada je naruSena pretpostavka o normalnosti.

3.1.2 Bonett-ov interval poverenja

Neka su Xi,..., X, neprekidne, nezavisne i identi¢no raspodeljene slucajne promenljive sa
E(X;)=p, Var(X;)=oc® i konaénim &etvrtim momentom. Bonett (2006) je predloZio sledeéu

ocenu koeficijenta spljoStenosti, 7, :

i=1

7a=nY (X —m)‘ll(iil(xi —)?)2)2,

gde je sa m oznacena Bonett-ova odsecena sredina koja eliminiSe procenat vrednosti koji se raCuna

po formuli 1/ [2(n—4)1/2]. Interval poverenja za varijansu skupa (¢iji je nivo pouzdanosti

(1-r)100%) zapisuje se u slede¢oj formi (Bonett, 2006, str. 777):

| .= [exp(ln (cs?)- Zl_a,zse) , exp(ln (cs?)+ Zl_a,zse)] (3.2)

gde je konstanta c oblika ¢ = n/(n—Zlfa,z), S je varijansa uzorka, Z, ., je 1—a/2 percentil

standardizovane normalne raspodele, a standardna greska od In(SZ) je oblika
12
se = c[{;?4(n—3)/n}/(n—1)] :
3.1.3 Steve-ov interval poverenja zasnovan na normalnoj aproksimaciji u sluc¢aju velikih
uzoraka

Steve-ov interval poverenja za varijansu skupa pouzdanosti (1—a)100% zasnovan na

normalnoj aproksimaciji u slu¢aju velikih uzoraka je sledeceg oblika (Steve, 1990):

, (3.3)
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gde je S? varijansa uzorka, Z,,, Je al2 percentil standardizovane normalne raspodele, a

2
V3= nZ(Xi —)Z)4 /(i(xi —)?)ZJ je ocena koeficijenta spljoStenosti.

i=1 i=1

3.1.4 Interval poverenja zasnovan na logaritamskoj transformaciji

Raspodela varijanse uzorka, S? je znatno asimetri¢na za malo n. U cilju korigovanja
asimetrije, Hummel et al. (2005) su modifikovali interval (3.3) i predlozili (1—a)100% interval

poverenja za varijansu osnovnog skupa:

I zz{szexp(za,2 %—_1J,Szexp(—za,z %—_lﬂ (3.4)
c n n

gde Z_,, predstavlja «/2 percentil Z raspodele, a 7, je ocena koeficijenta spljostenosti. Ovaj
interval ¢e u simulacijama biti imenovan sa LOG interval.
3.1.5 Interval poverenja sa korigovanim stepenima slobode

U cilju konstruisanja intervala poverenja sa korigovanim stepenima slobode, Hummel et al.
(2005) su korigovali broj stepeni slobode > raspodele, pri ¢emu su dobili slede¢i (1—a)100%

interval poverenja za varijansu osnovnog skupa:

Fs? s’
Io_z: 2 U] J (35)

X a2t X al2p

gde je f= ocena broja stepeni slobode, dok je 7, ocena koeficijenta spljostenosti, koja

2n
. +( 2n ]
Ve n_1
—\4
N X n(n+1) n (Xi—X) 3(n—1)2 o
se definiSe kao y, = > 2 — . Ukoliko je slu¢ajan uzorak
(n-1)(n-2)(n-3)i= S (n—2)(n-3)

izabran iz normalne raspodele, tada je r=n-1 i (3.5) se svodi na (3.1). Ovaj interval ¢e u
simulacijama biti oznacen sa ADF interval.

3.2 Intervali poverenja za koeficijent varijacije

Koeficijent varijacije predstavlja vaznu relativohu meru disperzije, koja nema svoju jedinicu
mere. Jedan od postoje¢ih metoda za intervalno ocenjivanje koeficijenta varijacije osnovnog skupa
zasnovan je na t-statistici i adekvatan je ukoliko osnovni skup sledi normalnu raspodelu. Pitanje
koje se postavlja je koji intervali poverenja za koeficijent varijacije su odgovarajuci kada osnovni
skup sledi neku asimetri¢nu raspodelu.

89



Veliki broj autora bio je zainteresovan za proucavanje intervala poverenja za koeficijent
varijacije osnovnog skupa (McKay, 1932; Miller, 1991; Curto & Pinto, 2009; Albatineh et al.,

2014). McKay (1932) se bavio utvrdivanjem raspodele statistike CV , dok je Miller (1991) izveo
asimptotski normalnu statistiku testa za testiranje hipoteza o koeficijentu varijacije normalne
raspodele. Rezultati do kojih su dosli se mogu iskoristiti za konstruisanje intervala poverenja za

koeficijent varijacije. Curto i Pinto (2009) su izveli asimptotsku raspodelu statistike CV , na osnovu
koje su konstruisali interval poverenja za koeficijent varijacije. Albatineh et al. (2014) su se bavili
intervalnim ocenjivanjem koeficijenta varijacije koriste¢i rangirano uzorkovanje. Panichkitkosolkul
(2009) je poredio osobine nekoliko intervala poverenja za koeficijent varijacije u sluc¢aju kada je
osnovni skup normalno raspodeljen. Medutim, retki su autori koji su analizirali proporcije
simuliranih intervala za koeficijent varijacije kada osnovni skup sledi neku asimetricnu raspodelu
(Albatineh et al., 2014).

U nastavku ¢e biti razmatrani postoje¢i intervali poverenja za koeficijent varijacije
osnovnog skupa. Zatim, bi¢e analizirani intervali poverenja zasnovani na metodama ponovljenih
uzoraka, rangiranom uzorkovanju, metodama ponovljenih uzoraka u kombinaciji sa rangiranim
uzorkovanjem 1 parcijalnom uzorkovanju. Na kraju, bi¢e predlozene transformacije postojecih
intervala poverenja koriste¢i odseCenu sredinu, koje su zasnovane na prostom slu¢ajnom
uzorkovanju i rangiranom uzorkovanju, kao i bootstrap transformacije postojecih intervala
poverenja (Ivkovi¢ & Raji¢, 2019).

3.2.1 Postojedi intervali poverenja

Predmet analize ovog dela bice intervali poverenja za koeficijent varijacije osnovnog skupa
koji se navode u literaturi (videti Miller, 1991; Curto & Pinto, 2009; McKay, 1932). Potrebno je
napomenuti da ¢e u daljem tekstu ocena koeficijenta varijacije osnovnog skupa biti oznacena sa

CV.

3.2.1.1 Interval poverenja zasnovan na t statistici

Neka su Xi,..., X, nezavisne i identi¢no raspodeljene slu¢ajne promenljive iz normalne

raspodele sa parametrima u i o. Ocena standardne devijacije statistike CV oznacena je sa Scv. Pod

CV -CV
Scv

raspodelu sa n—1 stepeni slobode, gde CV predstavlja koeficijent varijacije osnovnog skupa.

Interval poverenja za koeficijent varijacije pouzdanosti (1—a)100% ima slede¢u formu i u daljem
tekstu ¢e biti oznacen sa t interval (Abdi, 2010, str. 170):

pretpostavkom da osnovni skup sledi normalnu raspodelu, statistika t = sledi Student-ovu

ley = [CV —Y gizn190v, CV +t17a/2,n7130‘/] (3.6)

gde t,_,,, predstavlja 1—« /2 percentil t raspodele sa n—1 stepeni slobode.

Interval poverenja zasnovan na t statistici je osetljiv na minimalna odstupanja od
pretpostavke o normalnoj raspodeli osnovnog skupa.

90



3.2.1.2 Miller-ov interval poverenja

Miller (1991) je pokazao da raspodela statistike CV =S/ X teZi normalnoj raspodeli sa

sredinom o/u i standardnom devijacijom (11)(0/ u)2[0,5+(0/,u)2] ako je raspodela
n_

osnovnog skupa normalna sa sredinom x i standardnom devijacijom o. U tom slucaju,

(1—05)100% interval poverenja za koeficijent varijacije osnovnog skupa moze biti predstavljen na
slede¢i nacin (Miller, 1991, str. 3354):

Iy —{cv_zla,2 J(nl_l)c:v2(0,5+c:v2),c:v+zl_0[,2 \/(nll)cvz(o,mcvzﬂ, 37)

gde Z,_,,, predstavlja 1—« /2 percentil standardizovane normalne raspodele.

3.2.1.3 Curto-ov i Pinto-ov interval poverenja

Neka su Xi,..., X, nezavisne i identi¢no raspodeljene slucajne promenljive. Curto-ov i
Pinto-ov (engl. Curto & Pinto’s) (1-«)100% interval poverenja za koeficijent varijacije osnovnog
skupa je sledeceg oblika (Curto & Pinto, 2009, str. 24):

|CV{cv—zl_a,z\/(un)(cv4+0,5cv2),CV+zl_a,2\/(yn)(cvﬂo,scvzﬂ, (38)

gde Z, ., predstavlja 1—« /2 percentil standardizovane normalne raspodele. U nastavku ¢e ovaj
interval biti oznacen sa C&P interval.

3.2.1.4 McKay-ev interval poverenja

Za konstrukciju McKay-evog intervala poverenja koristi se »? raspodela. Interval poverenja
odreden sa nivoom pouzdanosti (1—a)100% za koeficijent varijacije osnovnog skupa predstavljen
je sledecom formulom (McKay, 1932, str. 697):

) 2 -1/2 2 2 -1/2
ICV = CV !{Zla/znll}cv 2 +lla/2,nl] ’CV !(Ia/z'”l]}c\/ 2 + la/Z,:rIi—l ] 1 (3.9)

n n-1 n

gde x2 ., i x>, predstavljaju 1-a /2 i /2 percentile 2 raspodele.
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3.2.2 Intervali poverenja zasnovani na metodama ponovljenih uzoraka
U cilju konstruisanja intervala poverenja zasnovanih na metodama ponovljenih uzoraka,

prvo je potrebno generisati B bootstrap uzoraka iz originalnog uzorka, a zatim u svakom od B
bootstrap uzoraka izracunati vrednosti statistike CV , uoznaci CV .

Bootstrap-t interval poverenja

Za potrebe formiranja bootstrap-t intervala poverenja, u svakom od B bootstrap uzoraka
Cv -Ccv

*

cv

potrebno je izraCunati vrednost statistike T* = , gde Scv™ predstavlja ocenu standardne

devijacije statistike CV . Interval poverenja odreden sa nivoom pouzdanosti (1—a)100% za
koeficijent varijacije skupa predstavljen je slede¢com formulom:

lov =[CV ~{_,,8e,CV -, Sev ], (3.10)

gde t_,,, i {,/, predstavljaju 1—c /2 i o/ 2 percentile raspodele statistike T, a Scv je ocena
standardne devijacije statistike CV .

Percentil interval poverenja

Za konstrukciju percentil intervala poverenja za koeficijent varijacije, prvo je potrebno u
neopadaju¢em poretku rangirati vrednosti statistike CV u bootstrap uzorcima. Zatim je potrebno

odrediti /2 i 1—a/2 percentile raspodele bootstrap replika, koji su oznadeni sa CVp i

CViar2. Interval poverenja odreden sa nivoom pouzdanosti (l—a)lOO% za koeficijent varijacije

skupa moze biti definisan u sledec¢oj formi:

loy = [CV a/z,CV1a/2:|- (3.11)

BCa interval poverenja

BCa interval poverenja odreden sa nivoom pouzdanosti (l—a)lOO% za koeficijent

varijacije moze se zapisati u slede¢em obliku:
oy = [CV a,CV a2:|. (3.12)

Postupak konstrukcije ovog intervala i izratunavanje vrednosti ¢, i «, detaljno su opisani u
odeljku 1.3.
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BC interval poverenja

BC interval poverenja odreden sa nivoom pouzdanosti (l—a)lOO% defini$e se na sledec¢i

nadin;:

ley =[cv;,cv;}, (3.13)

gde se vrednosti ¢, 1 «, za percentile CV,, i CV,, izraCunavaju na identi¢an nacin kao u slucaju
BCa intervala.

Jackknife interval poverenja

U cilju konstruisanja jackknife intervala poverenja u svakom jackknife uzorku je potrebno
izraCunati vrednost statistike CV , koja se oznacava sa CV . Interval poverenja za koeficijent

varijacije pouzdanosti (l—a)lOO% moze se zapisati na slede¢i na¢in:

loy = {CV _tlfalz,nflsjack 'CV +t17a/2yn71sjack }, (3.14)

gde su:
1/2

~ ~ -~ n ~ -\ . .
cv, =nCV —(n-1)CVq, cy=3Lcv,/n, Sjackz{Z(cvi—cvj /[(n—l)n]} b, e

1—«/ 2 percentil t raspodele sa n—1 stepeni slobode.

3.2.3 Intervali poverenja zasnovani na rangiranom uzorkovanju

Moguce je konstruisati intervale poverenja za koeficijent varijacije koji su zasnovani na
proceduri balansiranog rangiranog uzorkovanja (Ivkovi¢ & Raji¢, 2019, str. 5-6) koja je detaljno
opisana u odeljku 1.4.1. U svrhe istrazivanja bi¢e razmatrani Miller-ov, Curto-ov i Pinto-ov i
McKay-ev interval poverenja zasnovani na rangiranom uzorkovanju (u tabelama koje slede u
odeljku 3.3 ovi intervali bi¢e oznac¢eni sa RSS Miller-ov interval, RSS C&P interval i RSS McKay-
ev interval).

3.2.4 Intervali poverenja zasnovani na metodama ponovljenih uzoraka u kombinaciji sa
rangiranim uzorkovanjem

U svrhe istraZivanja moguce je konstruisati intervale poverenja za koeficijent varijacije koji
su zasnovani na proceduri bootstrap rangirano uzorkovanje po redovima (Ivkovi¢ & Raji¢, 2019,
str. 6) koja je detaljno opisana u odeljku 1.4.2. Mogu se razmatrati percentil, BC i BCa intervali
poverenja zasnovani na bootstrap rangiranom uzorkovanju po redovima (u tabelama koje slede u
odeljku 3.3 ovi intervali bi¢e oznafeni sa RSS percentil interval, RSS BC interval i RSS BCa
interval).
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3.2.5 Intervali poverenja zasnovani na parcijalnom rangiranom uzorkovanju

Intervali poverenja za koeficijent varijacije mogu se zasnivati i na proceduri parcijalnog
rangiranog uzorkovanja (Ivkovi¢ & Raji¢, 2019, str. 6) koja je detaljno opisana u odeljku 1.4.3.
Mogu se razmatrati Miller-ov, Curto-ov i Pinto-ov i McKay-ev interval poverenja zasnovani na
parcijalnom rangiranom uzorkovanju (u tabelama koje slede u odeljku 3.3 ovi intervali bi¢e
oznaceni sa PRSS Miller-ov interval, PRSS C&P interval i PRSS McKay-ev interval).

3.2.6 Transformacije intervala poverenja

Moguce je vrsiti 1 transformacije postojecih intervala poverenja kako bi se utvrdilo da 1i su
proporcije simuliranih transformisanih intervala bliske nominalnom nivou pouzdanosti. U svrhe
istrazivanja bi¢e predloZzene transformacije zasnovane na odseCenoj sredini i bootstrap
transformacija postoje¢ih intervala poverenja. Prvo, koristiCe se odseCena sredina umesto
aritmeticke sredine da bi se izraCunala varijansa uzorka, jer odsecena sredina predstavlja bolji izbor
ukoliko osnovni skup sledi asimetri¢nu raspodelu (Wilcox, 2005, str. 2066). Drugo, prilikom
konstruisanja postojecih intervala poverenja koristice se percentili bootstrap raspodele umesto
tradicionalnih kriti¢nih vrednosti (Ivkovi¢ & Raji¢, 2019, str. 6-7).

Transformacije postojecih intervala zasnovane na odse¢enoj sredini

Transformacije postojecih intervala poverenja zasnovane na odsecenoj sredini mogu se vrSiti
koriste¢i prosto slucajno uzorkovanje i rangirano uzorkovanje. To podrazumeva da ¢e se varijansa
uzorka racunati na osnovu odsecene sredine umesto aritmetiCke sredine. Ovaj postupak ¢e biti
sproveden na dva nacina. Prvo, koristi¢e se Bonett-ova odsecena sredina koja eliminiSe procenat

vrednosti koji se racuna po slede¢oj formuli 1/ [2(n—4)1’ 2} (Bonett, 2006, str. 776), tako da Bonett-

ova odsecena sredina konvergira aritmetickoj sredini sa porastom n. Nakon toga, bi¢e koriS¢ena
odsecena sredina koja eliminise 10%% vrednosti.

Miller-ov, Curto-ov i Pinto-ov i McKay-ev interval poverenja bic¢e transformisani koristeci
Bonett-ovu odseCenu sredinu i odseCenu sredinu koja eliminise 10% vrednosti. Formule za
transformisan Miller-ov, Curto-ov i Pinto-ov i McKay-ev interval poverenja koji su zasnovani na
Bonett-ovoj odsecenoj sredini ekvivalentne su formulama (3.7), (3.8) i (3.9), gde je X Bonett-ova
odsecena sredina uzorka (u tabelama koje slede u odeljku 3.3 navedeni intervali bi¢e oznaceni sa
Miller-ov trim interval, C&P trim interval i McKay-ev trim interval).

Transformacije Miller-ovog, Curto-ovog i Pinto-ovog i McKay-evog intervala poverenja
zasnovane na odsecenoj sredini koja eliminiSe 10% vrednosti bi¢e sprovedene na slican nacin (u
tabelama koje slede u odeljku 3.3 ovi intervali bi¢e oznaéeni sa Miller-ov trim 10% interval, C&P
trim 10% interval i McKay-ev trim 10% interval, respektivno).

Takode, bi¢e konstruisani Miller-ov, Curto-ov i Pinto-ov i McKay-ev interval poverenja
zasnovani na rangiranom uzorkovanju koriste¢i Bonett-ovu odsecenu sredinu i odsecenu sredinu

%Prilikom istrazivanja razmatrane su odsedene sredine kada se eliminise 5% i 10% vrednosti. Kako nije postojala
znacajna razlika izmedu dobijenih rezultata, predstavljeni su samo rezultati za odseCenu sredinu koja eliminise
10% vrednosti.
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koje eliminise 10% vrednosti (u tabelama koje slede u odeljku 3.3 navedeni intervali bi¢e oznaceni
sa RSS Miller-ov trim interval, RSS Miller-ov trim 10% interval, RSS C&P trim interval, RSS C&P
trim 10% interval, RSS McKay-ev trim interval i RSS McKay-ev trim 10% interval).

Bootstrap transformacije postojecih intervala

Kako bi se proporcije simuliranih intervala priblizile nominalnom nivou pouzdanosti,
moguce je za konstrukciju Miller-ovog i Curto-ovog i Pinto-ovog intervala koristiti percentile koji
se koriste prilikom konstrukcije bootstrap-t intervala. Na taj nacin bi¢e konstruisani Miller-ov
bootstrap-t interval poverenja (oznaCen sa Miller-ov bootstrap-t interval) i Curto-ov i Pinto-ov
bootstrap-t interval poverenja (oznac¢en sa C&P bootstrap-t).

3.3 Analiza pouzdanosti intervala poverenja za mere disperzije

Prilikom analize pouzdanosti bice ispitane proporcije simuliranih intervala za mere
disperzije osnovnog skupa, koji su uvedeni u odeljcima 3.1 1 3.2, u slucajevima kada osnovni skup
ne sledi normalnu raspodelu i1 bice predstavljeni rezultati primene predloZzenih metoda na
simuliranim podacima.

U odeljcima 3.3.1, 3.3.2 1 3.4.3, svi predstavljeni intervali poverenja bi¢e razmatrani
koriste¢i procedure prostog slu¢ajnog uzorkovanja 1 balansiranog rangiranog uzorkovanja koja je
detaljno opisana u odeljku 1.4.1. Intervali poverenja dobijeni procedurom balansiranog rangiranog

uzorkovanja bi¢e oznaceni na slede¢i nacin: RSS ;(2, RSS Bonett-ov, RSS Steve-ov, RSS LOG i

RSS ADF. U cilju izracunavanja ocena sredine i varijanse osnovnog skupa kod rangiranog
uzorkovanja koris¢ene su formule (1.11) i (1.12), koje su navedene u odeljku 1.4.1.

3.3.1 Analiza pouzdanosti intervala poverenja za varijansu u slu¢aju gama, log-normalne i
eksponencijalne raspodele

Pod pretpostavkom da osnovni skup ne sledi normalnu raspodelu, bi¢e analizirane
proporcije simuliranih intervala za varijansu osnovnog skupa koriste¢i prosto sluc¢ajno uzorkovanje
1 rangirano uzorkovanje. Potrebno je prona¢i odgovor na pitanje: kada su proporcije simuliranih
intervala za varijansu najblize nominalnom nivou pouzdanosti.

Prvo, u svrhe istrazivanja razmatrace se tri Sluaja sa: gama, log-normalnom i
eksponencijalnom raspodelom. Vazno je napomenuti da predmet razmatranja moZze biti bilo koja
asimetri¢na raspodela.

Nominalni nivo pouzdanosti u svim simulacijama bi¢e 95%. Za svaku kombinaciju
parametara, bi¢e izabrano po 1000 uzoraka veli¢ine 15, 20, 50 i 80. Svi razmatrani intervali
poverenja su implementirani primenom programskog jezika R. Slede rezultati do kojih se doslo.

U prvom slu¢aju razmatrana je gama® raspodela sa parametrom a=2 i parametrom b Koji
uzima vrednosti 0,5; 1,6 i 3,2. Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za varijansu gama

% Funkcija gustine gama raspodele nalazi se u odeljku 2.1.3.
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raspodele predstavljene su u Tabeli 3.1. Kada je re¢ o malim uzorcima (veli¢ine 15 i 20) najbolji
rezultati su dobijeni primenom RSS Bonett-ovog intervala. Za uzorke veli¢ine 50, u zavisnosti od
parametra b gama raspodele, najbolje su bile proporcije simuliranih Bonett-ovih i RSS LOG
intervala, dok su za uzorke veli¢ine 80 najbolji rezultati dobijeni primenom Bonett-ovog i RSS
ADF intervala.

Tabela 3.1: Proporcije simuliranin 95% dvostranih intervala za varijansu gama raspodele

a 2 2 2
b 0,5 1,6 3,2
n 15 20 50 80 15 20 50 80 15 20 50 80
i 0,831 | 0,838 | 0,784 | 0,803 | 0,824 | 0,854 | 0,805 | 0,847 | 0,829 | 0,807 | 0,765 | 0,758
RSS 0,865 | 0,881 | 0,818 | 0,861 | 0,887 | 0,875 | 0,898 | 0,852 | 0,871 | 0,868 | 0,856 | 0,840
12
Bonett-ov | 0,937 | 0,909 | 0,957 | 0,945 | 0,911 | 0,924 | 0,933 | 0,958 | 0,910 | 0,923 | 0,936 | 0,952
RSS 0,939 | 0,960 | 0,966 | 0,958 | 0,936 | 0,961 | 0,972 | 0,976 | 0,932 | 0,952 | 0,982 | 0,965
Bonett-ov
Steve-ov 0,714 | 0,769 | 0,902 | 0,913 | 0,750 | 0,726 | 0,900 | 0,918 | 0,723 | 0,750 | 0,901 | 0,907
RSS 0,748 | 0,773 | 0,932 | 0,936 | 0,757 | 0,747 | 0,923 | 0,939 | 0,737 | 0,832 | 0,923 | 0,941
Steve-ov
LOG 0,797 | 0,788 | 0,903 | 0,923 | 0,767 | 0,795 | 0,885 | 0,915 | 0,797 | 0,840 | 0,885 | 0,905
RSSLOG | 0,821 | 0,864 | 0,923 | 0,943 | 0,784 | 0,830 | 0,939 | 0,932 | 0,809 | 0,845 | 0,939 | 0,938
ADF 0,841 | 0,857 | 0,907 | 0,926 | 0,835 | 0,829 | 0,908 | 0,921 | 0,883 | 0,853 | 0,919 | 0,922
RSS ADF | 0,895 | 0,907 | 0,935 | 0,952 | 0,883 | 0,911 | 0,934 | 0,943 | 0,893 | 0,905 | 0,932 | 0,936

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ i Raji¢ (2018)

Predmet analize u drugom slu¢aju je log-normalna®’ raspodela sa parametrom u=2 i
parametrom o koji uzima vrednosti 0,25; 0,5 i 0,6. U Tabeli 3.2 prikazane su proporcije
simuliranih 95% dvostranih intervala za varijansu log-normalne raspodele. Za male uzorke, u
zavisnosti od parametra ¢ log-normalne raspodele, proporcije simuliranih RSS y* i RSS Bonett-
ovih intervala bile su najblize nominalnom nivou pouzdanosti. Analizom velikih uzoraka utvrdeno
je da su za uzorke veli¢ine 50 najbolji rezultati dobijeni koriS¢enjem RSS Bonett-ovog i Steve-ovog
intervala, dok su se za uzorke veli¢ine 80 najbolje pokazali Bonett-ov, RSS Bonett-ov, Steve-ov i
RSS ADF interval.

%7 Funkcija gustine log-normalne raspodele nalazi se u odeljku 2.1.4.
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Tabela 3.2: Proporcije simuliranin 95% dvostranih intervala za varijansu log-normalne raspodele

H 2 2 2
c 0,25 0,5 0,6
n 15 20 50 80 15 20 50 80 15 20 50 80
r 0,911 | 0,920 | 0,909 | 0,912 | 0,817 | 0,758 | 0,669 | 0,762 | 0,734 | 0,709 | 0,655 | 0,556
RSS 0,946 | 0,937 | 0,918 | 0,938 | 0,846 | 0,850 | 0,828 | 0,766 | 0,753 | 0,737 | 0,671 | 0,682
12
Bonett-ov | 0,965 | 0,964 | 0,972 | 0,969 | 0,922 | 0,930 | 0,937 | 0,949 | 0,915 | 0,900 | 0,919 | 0,939
RSS 0,977 | 0,980 | 0,974 | 0,980 | 0,942 | 0,949 | 0,953 | 0,961 | 0,924 | 0,933 | 0,940 | 0,941
Bonett-ov
Steve-ov | 0,788 | 0,833 | 0,947 | 0,945 | 0,658 | 0,679 | 0,911 | 0,920 | 0,610 | 0,579 | 0,842 | 0,866
RSS 0,839 | 0,883 | 0,954 | 0,964 | 0,690 | 0,729 | 0,927 | 0,936 | 0,636 | 0,612 | 0,884 | 0,888
Steve-ov
LOG 0,807 | 0,864 | 0,923 | 0,929 | 0,747 | 0,768 | 0,872 | 0,905 | 0,676 | 0,749 | 0,791 | 0,862
RSSLOG | 0,852 | 0,874 | 0,936 | 0,943 | 0,759 | 0,818 | 0,910 [ 0,932 | 0,753 | 0,760 | 0,884 | 0,886
ADF 0,904 | 0,915 | 0,927 | 0,942 [ 0,769 | 0,800 | 0,904 | 0,920 | 0,777 | 0,785 | 0,867 | 0,884
RSSADF | 0,924 | 0,935 | 0,963 | 0,955 | 0,838 | 0,850 | 0,914 | 0,925 | 0,802 | 0,840 | 0,875 | 0,897
Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ i Raji¢ (2018)

U tre¢em slucaju analizirana je eksponencijalna® raspodela sa parametrom A koji uzima
vrednosti 0,5; 1,5 i 2,2. Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za varijansu
eksponencijalne raspodele prikazane su u Tabeli 3.3. Kada je re¢ o malim uzorcima i o uzorcima
veli¢ine 50 najbolji rezultati su dobijeni pomocu RSS Bonett-ovog intervala. Za uzorke veli¢ine 80,

u zavisnosti od parametra A eksponencijalne raspodele, proporcije simuliranih Bonett-ovih i RSS
Bonett-ovih intervala su bile najbolje.
Tabela 3.3: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za varijansu eksponencijalne raspodele
A 0,5 1,5 2,2
n 15 20 50 80 15 20 50 80 15 20 50 80
r 0,757 | 0,753 | 0,720 | 0,722 | 0,753 | 0,769 | 0,683 | 0,658 | 0,746 | 0,694 | 0,687 | 0,653
RSS 0,799 | 0,843 | 0,762 | 0,751 | 0,763 | 0,786 | 0,751 | 0,744 | 0,755 | 0,785 | 0,734 | 0,739
12
Bonett-ov | 0,904 | 0,911 | 0,938 | 0,943 | 0,905 | 0,931 | 0,918 | 0,942 | 0,904 | 0,914 | 0,931 | 0,933
RSS 0,930 | 0,943 | 0,958 | 0,960 | 0,935 | 0,953 | 0,960 | 0,963 | 0,923 | 0,938 | 0,945 | 0,966
Bonett-ov
Steve-ov | 0,614 | 0,586 | 0,813 [ 0,908 | 0,510 | 0,631 | 0,822 | 0,916 | 0,625 | 0,647 | 0,883 | 0,908
RSS 0,637 | 0,722 | 0,907 | 0,930 | 0,654 | 0,763 | 0,901 | 0,934 | 0,652 | 0,721 | 0,897 | 0,922
Steve-ov
LOG 0,763 | 0,753 | 0,848 | 0,903 [ 0,746 | 0,770 | 0,888 | 0,914 | 0,720 | 0,704 | 0,875 | 0,894
RSSLOG | 0,769 | 0,832 | 0,891 | 0,917 | 0,795 | 0,836 | 0,902 | 0,920 | 0,726 | 0,808 | 0,908 | 0,917
ADF 0,781 | 0,844 | 0,904 | 0,907 | 0,764 | 0,797 | 0,900 | 0,918 | 0,780 | 0,778 | 0,893 | 0,906
RSS ADF | 0,797 | 0,858 | 0,910 | 0,925 | 0,807 | 0,836 | 0,925 | 0,933 | 0,839 | 0,840 | 0,906 | 0,922

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ i Raji¢ (2018)

Na osnovu navedenih rezultata zakljuceno je da su za gama, log-normalnu i eksponencijalnu
raspodelu, u vecini slucajeva, za sve veliCine uzoraka, najbolje proporcije simuliranih intervala za
varijansu dobijene primenom rangiranog uzorkovanja.

38 Funkcija gustine eksponencijalne raspodele nalazi se u odeljku 2.1.2.
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3.3.2 Analiza pouzdanosti intervala poverenja za varijansu u slu¢aju skew-normalne, skew-
Student-ove, skew-Laplace-ove i skew generalizovane t raspodele

U ovom delu razmatrace se sledeca cetiri sluc¢aja sa: skew-normalnom raspodelom, skew-
Student-ovom raspodelom, skew-Laplace-ovom raspodelom i skew generalizovanom t raspodelom.
Vazno je napomenuti da moze biti koris¢ena bilo koja druga asimetri¢na raspodela.

Nominalni nivo pouzdanosti u svim simulacijama bi¢e 95%. Za svaku kombinaciju
parametara bice generisano po 1000 uzoraka velic¢ine 15, 20, 50 i 80. Svi predstavljeni intervali
poverenja su implementirani koriste¢i programski jezik R.

U prvom sludaju razmatrana je skew-normalna®® raspodela sa parametrima =3, y=2 i

parametrom « koji uzima vrednosti 1; 2,5 i 5. U Tabeli 3.4 predstavljene su proporcije simuliranih
95% dvostranih intervala za varijansu skew-normalne raspodele. Za uzorke veli¢ine 15 najbolji

rezultati dobijeni su primenom y* i RSS y* intervala, dok su se za uzorke veli¢ine 20 kao najbolji
intervali pokazali Bonett-ov, RSS y* i RSS ADF interval. Kada je re¢ o uzorcima veli¢ine 50, u

zavisnosti od parametra o skew-normalne raspodele, proporcije simuliranin RSS y*, RSS Steve-
ovih i RSS ADF intervala su bile najbolje, dok su za uzorke veli¢ine 80 najbolji rezultati dobijeni
primenom »*, RSS LOG i RSS ADF intervala.

Tabela 3.4: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za varijansu skew-normalne raspodele

B 3 3
4 2 2 2
a 1 2,5
n 15 20 50 80 15 20 50 80 15 20 50 80
P 0,936 0,968 | 0,912 | 0,949 | 0,939 | 0,918 | 0,895 | 0,942 | 0,935 | 0,904 | 0,898 | 0,868
RSS 0,964 0,971 | 0,963 | 0,959 | 0,946 | 0,946 | 0,945 | 0,944 | 0,926 | 0,953 | 0,935 | 0,897
IZ
Bonett-ov | 0,977 0,973 | 0,980 | 0,986 | 0,978 | 0,963 | 0,980 | 0,965 | 0,970 | 0,950 | 0,961 | 0,969
RSS 0,977 0,981 | 0,987 | 0,992 | 0,968 | 0,985 | 0,993 | 0,983 | 0,978 | 0,987 | 0,987 | 0,982
Bonett-ov
Steve-ov 0,845 0,896 | 0,901 | 0,937 | 0,840 | 0,870 | 0,905 | 0,927 | 0,812 | 0,875 | 0,899 | 0,935
RSS 0,892 0,892 | 0,958 | 0,952 | 0,875 | 0,892 | 0,941 | 0,941 | 0,852 | 0,889 | 0,926 | 0,936
Steve-ov
LOG 0,882 0,894 | 0,900 | 0,926 | 0,858 | 0,858 | 0,914 | 0,930 | 0,831 | 0,867 | 0,904 | 0,933
RSSLOG | 0,883 0,918 | 0,939 | 0,944 | 0,845 | 0,899 | 0,943 | 0,951 | 0,848 | 0,881 | 0,947 | 0,947
ADF 0,921 0,921 | 0,928 | 0,905 | 0,896 | 0,911 | 0,933 | 0,934 | 0,860 | 0,902 | 0,905 | 0,920
RSS ADF | 0,917 0,937 | 0,964 | 0,949 | 0,916 | 0,928 | 0,963 | 0,947 | 0,910 | 0,934 | 0,949 | 0,955

Izvor: Preuzeto iz Raji¢ i Ivkovi¢ (2018)

Predmet analize u drugom slu¢aju bila je skew-Student-ova*® raspodela sa parametrima

p =3, y=2, parametrom « Kkoji uzima vrednosti 1; 2,5 i 5 i brojem stepeni slobode v=10. U

Tabeli 3.5 predstavljene su proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za varijansu skew-
Student-ove raspodele. Za male uzorke, u zavisnosti od parametra o skew-Student-ove raspodele,

%9 Funkcija gustine skew-normalne raspodele nalazi se u odeljku 2.1.5.
40 Funkcija gustine skew-Student-ove raspodele nalazi se u odeljku 2.1.6.
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najbolji rezultati su dobijeni primenom Bonett-ovog i RSS Bonett-ovog intervala. Kada je re¢ o
uzorcima veli¢ine 50 proporcije simuliranih Bonett-ovih i RSS ADF intervala su bile najblize 0,95,
dok su za uzorke veli¢ine 80 najbolji rezultati dobijeni primenom Bonett-ovog i RSS Steve-ovog
intervala.

Tabela 3.5: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za varijansu skew-Student-ove

raspodele
yij 3 3 3
4 2 2 2
a 1 2,5 5
Y; 10 10 10
n 15 20 50 80 15 20 50 80 15 20 50 80
2 0,882 0,895 | 0,879 | 0,838 | 0,876 | 0,887 | 0,835 | 0,840 | 0,885 | 0,828 | 0,878 | 0,831
RSS 0,897 0,902 | 0,916 | 0,937 | 0,901 | 0,901 | 0,861 | 0,832 | 0,831 | 0,917 | 0,856 | 0,785
ZZ
Bonett-ov | 0,947 0,965 | 0,967 | 0,964 | 0,953 | 0,938 | 0,961 | 0,930 | 0,909 | 0,934 | 0,957 | 0,946
RSS 0,953 0,965 | 0,980 | 0,975 | 0,970 | 0,962 | 0,969 | 0,980 | 0,939 | 0,959 | 0,974 | 0,962
Bonett-ov
Steve-ov 0,830 0,871 | 0,886 | 0,937 | 0,778 | 0,807 | 0,874 | 0,921 | 0,760 | 0,791 | 0,880 | 0,900
RSS 0,822 0,886 | 0,916 | 0,949 | 0,812 | 0,849 | 0,881 | 0,920 | 0,724 | 0,827 | 0,903 | 0,912
Steve-ov
LOG 0,854 0,854 | 0,924 | 0,927 | 0,810 | 0,839 | 0,880 | 0,908 | 0,743 | 0,799 | 0,857 | 0,906
RSSLOG | 0,832 0,908 | 0942 | 0,934 | 0,796 | 0,864 | 0,933 | 0,919 | 0,837 | 0,840 | 0,908 | 0,918
ADF 0,901 0,897 | 0,906 | 0,947 | 0,890 | 0,858 | 0,889 | 0,898 | 0,838 | 0,848 | 0,906 | 0,925
RSS ADF | 0,902 0,930 | 0,946 | 0,931 | 0,887 | 0,898 | 0,915 | 0,928 | 0,870 | 0,901 | 0,941 | 0,913

Izvor: Preuzeto iz Raji¢ i Ivkovi¢ (2018)

U tre¢em sludaju ispitivana je skew-Laplace-ova* raspodela sa parametrima x=3, f=1 i

parametrom « Koji uzima vrednosti 1, 2 i 4. Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za
varijansu skew-Laplace-ove raspodele predstavljene su u Tabeli 3.6 Analiza uzoraka veli¢ine 15
pokazala je da su najbolji rezultati ostvareni pomoc¢u Bonett-ovog i RSS Bonett-ovog intervala, dok
je RSS Bonett-ov interval bio najbolji za uzorke veli¢ine 20. Za uzorke veli¢ine 50, u zavisnosti od
parametra o skew-Laplace-ove raspodele, proporcije simuliranih Bonett-ovih i RSS Bonett-ovih
intervala su bile najbolje. Bonett-ov i RSS ADF interval su bili najbolji izbor za uzorke veli¢ine 80.

41 Funkcija gustine skew-Laplace-ove raspodele nalazi se u odeljku 2.1.7.
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Tabela 3.6: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za varijansu skew-Laplace-ove

raspodele
U
a
B
n 15 20 50 80 15 20 50 80 15 20 50 80
22 0,854 0,799 | 0,838 | 0,788 | 0,789 | 0,752 | 0,729 | 0,790 | 0,791 | 0,762 | 0,713 | 0,735
RSS 0,848 0,822 | 0,886 | 0,722 | 0,847 | 0,819 | 0,815 | 0,715 | 0,768 | 0,792 | 0,718 | 0,764
12
Bonett-ov | 0,937 0,933 | 0,954 | 0,950 | 0,934 | 0,921 | 0,926 | 0,939 | 0,890 | 0,900 | 0,920 | 0,938
RSS 0,938 0,961 | 0,966 | 0,967 | 0,928 | 0,938 | 0,959 | 0,960 | 0,910 | 0,937 | 0,929 | 0,905
Bonett-ov
Steve-ov 0,732 0,827 | 0,910 | 0,939 | 0,718 | 0,786 | 0,899 | 0,900 | 0,611 | 0,664 | 0,830 | 0,828
RSS 0,744 0,801 | 0,918 | 0,940 | 0,687 | 0,781 | 0,933 | 0,936 | 0,704 | 0,732 | 0,827 | 0,869
Steve-ov
LOG 0,801 0,824 | 0,881 | 0,915 | 0,747 | 0,841 | 0,871 | 0,866 | 0,762 | 0,739 | 0,864 | 0,858
RSSLOG | 0,834 0,862 | 0,919 | 0,933 | 0,787 | 0,840 | 0,924 | 0,911 | 0,736 | 0,797 | 0,868 | 0,864
ADF 0,882 0,914 | 0,901 | 0,922 | 0,861 | 0,859 | 0,895 | 0,904 | 0,852 | 0,829 | 0,853 | 0,859
RSS ADF | 0,897 0,890 | 0,941 | 0,931 | 0,869 | 0,897 | 0,915 | 0,941 | 0,823 | 0,846 | 0,886 | 0,892

Izvor: Preuzeto iz Raji¢ i Ivkovi¢ (2018)

veli¢ine 80 kao najbolji su se pokazali RSS LOG, ADF i RSS ADF intervali.

42 Funkcija gustine skew generalizovane t raspodele nalazi se u odeljku 2.1.6.

100

U ¢&etvrtom slucaju proucavana je skew generalizovana t*? raspodela sa parametrima
u=3, 0=15, p=5, q=Inf iparametrom A Koji uzima vrednosti 0,2; 0,5 i 0,8. U Tabeli 3.7
predstavljene su proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za varijansu skew generalizovane t
raspodele. Za uzorke veli¢ine 15, u zavisnosti od parametra 4 skew generalizovane t raspodele,
proporcije simuliranih ADF 1 RSS ADF intervala bile su najblize 0,95, dok su RSS Steve-ov, RSS
LOG, ADF i RSS ADF intervali bili najbolji izbor za uzorke veli¢ine 20. Utvrdeno je da su za
uzorke veli¢ine 50 najbolji rezultati ostvareni primenom Steve-ovog i ADF intervala, a za uzorke




Tabela 3.7: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za varijansu skew generalizovane t

raspodele
H 3 3 3
o 1,5 1,5 1,5
A 0,2 05 0,8
p 5 5 5
q Inf Inf Inf
n 15 20 50 80 15 20 50 80 15 20 50 80
72 0,990 0,994 | 0,993 | 0,990 | 0,991 | 0,992 | 0,994 | 0994 | 0,983 | 0,983 | 0,986 | 0,991
RSS 0,994 0,996 | 0,999 | 0,996 | 0,992 | 1,000 | 0,996 | 0997 | 0,995 | 0,996 | 0,997 | 0,991
12
Bonett-ov | 0,985 0,991 | 0,992 | 0,995 | 0985 | 0,992 | 0,990 | 0987 | 0,981 | 0,984 | 0,998 | 0,991
RSS 0,990 0,995 | 1,000 | 0,998 | 0,984 | 0,995 | 0,996 | 0,999 | 0,988 | 0,997 | 0,999 | 0,998
Bonett-ov
Steve-ov 0,890 0,897 | 0,949 | 0,964 | 0911 | 0,924 | 0,944 | 0938 | 0,892 | 0,918 | 0944 | 0,916
RSS 0,918 0,919 | 0970 | 0,973 | 0,923 | 0,942 | 0,979 | 0,964 | 0,883 | 0,936 | 0,978 | 0,970
Steve-ov
LOG 0,906 0,911 | 0,940 | 0,937 | 0,898 | 0,927 | 0,931 | 0943 | 0,889 | 0,914 | 0,934 | 0,940
RSSLOG | 0,927 0,954 | 0,970 | 0,960 | 0,908 | 0,940 | 0,965 | 0951 | 0,918 | 0,941 | 0,954 | 0,957
ADF 0,940 0,946 | 0,965 | 0,945 | 0,940 | 0,939 | 0,946 | 0,961 | 0,924 | 0,940 | 0,953 | 0,926
RSS ADF | 0,945 0,958 | 0,954 | 0,970 | 0,933 | 0,967 | 0,966 | 0970 | 0,931 | 0,950 | 0,974 | 0,943

Izvor: Preuzeto iz Raji¢ i Ivkovi¢ (2018)

Posmatraju¢i predstavljene rezultate, moze se izvesti slede¢i zakljuak koji se odnosi na
skew-normalnu, skew-Student-ovu, skew-Laplace-ovu i skew generalizovanu t raspodelu. U vecini
sluGajeva, za sve veliCine uzoraka, proporcije simuliranih intervala za varijansu zasnovanih na
rangiranom uzorkovanju su najblize nominalnom nivou pouzdanosti. Ovo se poklapa sa zakljuckom
do koga je dosao Wolfe (2004) koji je utvrdio da su ocene dobijene putem rangiranog uzorkovanja
efikasnije.

3.3.3 Analiza pouzdanosti intervala poverenja za koeficijent varijacije

Mnogi istrazivaCi su razmatrali razliite intervale poverenja za koeficijent varijacije
osnovnog skupa. Medutim studije nisu u potpunosti uporedive, jer su sprovedene pod razli¢itim
uslovima simulacije. Cilj ovog istrazivanja je da se uporede proporcije svih razmatranih simuliranih
intervala pod istim uslovima simulacije ako osnovni skup nije normalno raspodeljen.

Nominalni nivo pouzdanosti u svim simulacijama bi¢e 95%. U svrhe istraZivanja bice
razmatrana Cetiri sluCaja sa: gama raspodelom, Weibull-ovom raspodelom, log-normalnom
raspodelom i skew-normalnom raspodelom. Vazno je napomenuti da su ove raspodele proizvoljno
izabrane, a da predmet analize moze biti bilo koja druga asimetri¢na raspodela.

Procedura koja ¢e se sprovesti je ista za svaki slucaj i podrazumeva da ¢e za svaku

razmatranu raspodelu biti analizirane iste vrednosti koeficijenta varijacije osnovnog skupa: 0,1; 0,2
i 0,4. Za svaku kombinaciju parametara, bice generisano po 1000 uzoraka veli¢ine 10, 20, 40 i 80.
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Za potrebe formiranja intervala poverenja zasnovanih na metodama ponovljenih uzoraka,
bi¢e generisano 1000 bootstrap uzoraka iz svakog uzorka. U cilju konstruisanja intervala poverenja
zasnovanih na rangiranom uzorkovanju, bi¢e definisani parametri kK i m na sledec¢i nacin: 1) k=2 i m
uzima vrednosti 5, 10, 20 i 40; 2) k=5 i m uzima vrednosti 2, 4, 8 i 16. Analiza intervala poverenja
zasnovanih na parcijalnom rangiranom uzorkovanju zahtevace da se pored parametra k=5 i
parametra m koji uzima vrednosti 2, 4, 8 i 16 uvede i parametar r Kkoji uzima vrednosti 1 i 2. Za
sve razmatrane intervale poverenja napisani su originalni kodovi u programskom jeziku R.

U prvom sluéaju analizirana je gama®® raspodela. Kako bi se dobile vrednosti koeficijenta
varijacije osnovnog skupa: 0,1; 0,2 i 0,4, pretpostavljace se da je parametar b=2, a zatim se
parametar a prilagodava uzimaju¢i vrednosti 100, 25 i1 6,25. U Tabeli 3.8 predstavljene su
proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za koeficijent varijacije gama raspodele. Za uzorke
veli¢ine 10, u zavisnosti od parametra a gama raspodele, najbolji rezultati su dobijeni primenom
RSS C&P i McKay-evog intervala koji su zasnovani na odsecCenoj sredini i C&P bootstrap-t
intervala. Kada je re¢ o uzorcima veli¢ine 20 najbolji izbor su bili RSS Miller-ov i McKay-ev
interval koji su zasnovani na odseCenoj sredini. Kod uzoraka veli¢ine 40, proporcije simuliranih
RSS Miller-ovih, C&P, RSS C&P i McKay-evih intervala koji su zasnovani na odsecenoj sredini su
bile najblize 0,95, dok su za uzorke veli¢ine 80 najbolji izbor bili RSS Miller-ov i McKay-ev
interval koji su zasnovani na odsecenoj sredini.

3 Funkcija gustine gama raspodele nalazi se u odeljku 2.1.3.
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Tabela 3.8: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za koeficijent varijacije gama

raspodele
a 100 % 625
b 2 2 2
i 10 [ 20 [ 40 | 80 | 10 | 20 | 40 | 80 | 10 | 20 | 40 | 80
t 0,936 | 0,929 | 0,910 | 0,906 | 0,930 | 0,909 | 0,917 | 0,925 | 0,897 | 0,807 | 0,930 | 0,914
Percentil | 0,768 | 0,815 | 0,835 | 0,877 | 0,753 | 0,838 | 0,859 | 0,899 | 0,782 | 0,876 | 0,851 | 0,890
RSS | k=2 | 0,789 | 0,873 | 0,903 | 0,943 | 0,801 | 0,881 | 0,907 | 0,915 | 0,787 | 0,870 | 0,867 | 0,922
Percentil [ k=5 | 0,695 | 0,849 | 0,914 | 0,923 | 0,737 | 0,818 | 0,881 | 0,911 | 0,686 | 0,843 | 0,858 | 0,897
Bootstrap-t__| 0,861 | 0,914 | 0,930 | 0,937 | 0,862 | 0,919 | 0,931 | 0,40 | 0,851 | 0,915 | 0,945 | 0,934
BC 0,813 | 0,883 | 0,899 | 0,929 | 0,818 | 0,89 | 0,908 | 0,946 | 0,849 | 0,875 | 0,910 | 0,948
RSSBC | k=2 | 0,861 | 0,888 | 0,905 | 0,915 | 0,802 | 0,855 | 0,881 | 0,939 | 0,832 | 0,868 | 0,920 | 0,026
k=5 | 0,691 | 0,867 | 0,917 | 0,922 | 0,703 | 0,872 | 0,901 | 0,917 | 0,674 | 0,851 | 0,893 | 0,894
Bea 0,840 | 0,896 | 0,926 | 0,935 | 0,846 | 0,877 | 0,924 | 0,947 | 0,866 | 0,899 | 0,922 | 0,934
RSSBoa | k=2 | 0,825 | 0,890 | 0,939 | 0,904 | 0,826 | 0,890 | 0,900 | 0,922 | 0,839 | 0,903 | 0,897 | 0,914
k=5 | 0,698 | 0,869 | 0,900 | 0,927 | 0,704 | 0,875 | 0,902 | 0,921 | 0,727 | 0,852 | 0,892 | 0,919
Jackknife | 0,927 | 0,940 | 0,939 | 0,926 | 0,926 | 0,929 | 0,954 | 0,945 | 0,925 | 0,918 | 0,934 | 0,953
Miller-ov | 0,883 | 0,906 | 0,956 | 0,954 | 0,906 | 0,908 | 0,957 | 0,871 | 0,907 | 0,915 | 0,942 | 0,959
Miller-ov trim | 0,929 | 0,037 | 0,953 | 0,951 | 0,929 | 0,942 | 0,041 | 0,943 | 0,935 | 0,948 | 0,953 | 0,949
Miller-ov trim | 0,913 | 0,028 | 0,937 | 0,934 | 0,917 | 0,930 | 0,939 | 0,944 | 0,015 | 0,944 | 0,958 | 0,949
10%
RSS | k=2 | 0,910 | 0,901 | 0,018 | 0,936 | 0,895 | 0,935 | 0,032 | 0,943 | 0,925 | 0,957 | 0,963 | 0,955
Miller-ov | k=5 | 0,948 | 0,961 | 0,958 | 0,076 | 0,944 | 0,957 | 0,959 | 0,963 | 0,962 | 0,989 | 0,988 | 0,977
RSS | k=2 | 0,905 | 0,929 | 0,049 | 0,937 | 0,915 | 0,937 | 0,951 | 0,953 | 0,919 | 0,033 | 0,939 | 0,970
e OV 55,947 | 0,949 | 0,967 | 0,963 | 0,060 | 0,957 | 0,956 | 0,046 | 0,961 | 0971 | 0,070 | 0,975
RSS | k=2 | 0,010 | 0,937 | 0,923 | 0,949 | 0,920 | 0,915 | 0,958 | 0,050 | 0,925 | 0,050 | 0,926 | 0,963
Miller-ov
trim 10% [ k=5 | 0,951 | 0,073 | 0,962 | 0,956 | 0,946 | 0,073 | 0,977 | 0,970 | 0,964 | 0,961 | 0,870 | 0,957
Millerov | 0,893 | 0,896 | 0,941 | 0,046 | 0,885 | 0,913 | 0,948 | 0,947 | 0,921 | 0,956 | 0,970 | 0,965
bootstrap-t
PRSS | r=1 | 0,709 | 0,704 | 0,428 | 0,347 | 0,735 | 0,673 | 0,575 | 0,374 | 0,742 | 0,627 | 0,593 | 0,316
Miller-ov [ r=2 | 0,855 | 0,857 | 0,823 | 0,712 | 0,835 | 0,813 | 0,832 | 0,800 | 0,857 | 0,862 | 0,868 | 0,826

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ i Raji¢ (2019)
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Tabela 3.8: Proporcije 95% dvostranih simuliranih intervala za koeficijent varijacije gama
raspodele (nastavak)

a 100 25 6,25
b 2 2 2
n 10 20 40 80 10 20 40 80 10 20 40 80
C&P 0,907 | 0,937 | 0906 | 0,952 | 0912 | 0,903 | 0,924 | 0,957 | 0,889 | 0,956 | 0,919 | 0,973
C&P trim 0,904 | 0,952 | 0943 | 0,952 | 0923 | 0,954 | 0956 | 0,951 | 0,922 | 0,945 | 0,951 | 0,954
C&Ptrim10% | 0,902 | 0,931 | 0,932 | 0943 | 0,868 | 0,926 | 0938 | 0,962 | 0,904 | 0,923 | 0,951 | 0,962
RSSC&P | k=2 | 0,883 | 0,923 | 0,927 | 0,944 | 0,881 | 0,928 | 0,934 | 0,963 | 0,891 | 0,922 | 0,944 | 0,961
k=5 | 0,947 | 0,942 | 0976 | 0,967 | 0,969 | 0,956 | 0974 | 0,932 | 0,944 | 0,960 | 0,979 | 0,982
RSSC&P | k=2 | 0,911 | 0,934 | 0924 | 0962 | 0920 | 0,923 | 0,952 | 0,954 | 0,936 | 0,946 | 0,923 | 0,918
trim k=51 0966 | 0,959 | 0951 | 0978 | 0,951 | 0,959 | 0,957 | 0,971 | 0,963 | 0,966 | 0,969 | 0,967
RSSC&P | k=2 | 0,906 | 0,937 | 0927 | 0909 | 0,933 | 0,941 | 0,922 | 0,955 | 0,930 | 0,918 | 0,960 | 0,951
trim 10%
k=51 0943 | 0,966 | 0,949 | 0,967 | 0971 | 0,965 | 0,965 | 0,954 | 0,939 | 0,965 | 0,985 | 0,982
C&P bootstrap-t | 0,891 | 0,888 | 0,936 | 0,945 | 0,898 | 0,904 | 0,934 | 0,949 | 0,947 | 0,949 | 0,955 | 0,967
PRSS r=1 | 0,736 | 0,650 | 0,502 | 0,214 | 0,689 | 0,650 | 0,523 | 0,221 | 0,732 | 0,684 | 0,573 | 0,357
C&P r=2 | 083 | 0803 |0,792 | 0,718 | 0,809 | 0,859 | 0,825 | 0,745 | 0,827 | 0,843 | 0,856 | 0,733
McKay-ev 0,948 | 0,956 | 0941 | 0,965 | 0,957 | 0,963 | 0,964 | 0,935 | 0,973 | 0,978 | 0,963 | 0,975
McKay-evtrim | 0,954 | 0,951 | 0,949 | 0,950 | 0,952 | 0,946 | 0,942 | 0,950 | 0,944 | 0,978 | 0,972 | 0,950
McKay-ev trim | 0,950 | 0,949 | 0,930 | 0,961 | 0,951 | 0,953 | 0,967 | 0,949 | 0,966 | 0,967 | 0,958 | 0,950
10%
RSS k=2 | 0,944 | 0,966 | 0,965 | 0,958 | 0,944 | 0,958 | 0,927 | 0,942 | 0,983 | 0,972 | 0,970 | 0,961
McKay-ev | k=5 | 0,983 | 0,975 [ 0,968 | 0,982 | 0979 | 0974 | 0973 | 0,982 | 0,993 | 0,981 | 0,979 | 0,971
RSS k=2 | 0,947 | 0,947 | 0,959 | 0,947 | 0,945 | 0,962 | 0,934 | 0,951 | 0,973 | 0,954 | 0,958 | 0,964
MctK_ay-ev k=5 | 0,974 | 0,977 | 0,969 | 0,963 | 0,972 | 0,968 | 0,980 | 0,979 | 0,986 | 0,987 | 0,978 | 0,970
rim
RSS k=2 | 0,952 | 0,945 | 0,954 | 0,967 | 0,958 | 0,957 | 0,959 | 0,949 | 0,967 | 0,974 | 0,965 | 0,963
l:/lr;:nf%oe/;/ k=5 | 0,967 | 0,979 | 0,972 | 0971 | 0,962 | 0,970 | 0,984 | 0,972 | 0,981 | 0,981 | 0,974 | 0,986
PRSS r=1 | 0902 | 0,794 | 0,642 | 0,343 | 0,930 | 0,855 | 0,723 | 0,390 | 0,923 | 0,891 | 0,696 | 0,382
McKay-ev | r=2 | 0,920 | 0,927 [ 0,909 | 0,888 | 0,944 | 0917 | 0,909 | 0,906 | 0,958 | 0,913 | 0,943 | 0,854
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U drugom slu¢aju predmet proucavanja je bila Weibull-ova** raspodela sa parametrom a
koji uzima vrednosti 12,1543; 5,80 i 2,70, i parametrom b=2. U cilju izraCunavanja odgovarajuc¢ih
vrednosti koeficijenta varijacije osnovnog skupa izvrSena je procedura opisana u prvom slucaju.
Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za koeficijent varijacije Weibull-ove raspodele
prikazane su u Tabeli 3.9. Za uzorke veli¢ine 10, u zavisnosti od parametra a Weibull-ove
raspodele, RSS Miller-ov, Miller-ov bootstrap-t, RSS McKay-ev i PRSS McKay-ev interval
obezbedili su najbolje rezultate, dok su se za uzorke veli¢ine 20 kao najbolji pokazali RSS Miller-
ov, C&P, RSS C&P i RSS McKay-ev interval koji su zasnovani na odse¢enoj sredini. Kada je re¢ o
uzorcima veli¢ine 40, najbolji rezultati su dobijeni pomoé¢u Miller-ovog, RSS Miller-ovog, McKay-
evog i RSS McKay-evog intervala koji su zasnovani na odsecenoj sredini. Za uzorke veli¢ine 80
najbolji izbor su bili Miller-ov, C&P, RSS C&P i RSS McKay-ev interval koji su zasnovani na
odsecenoj sredini.

Tabela 3.9: Proporcije 95% dvostranih simuliranih intervala za koeficijent varijacije Weibull-ove

raspodele
a 12,1543 5,80 2,70
b 2 2 2
n 10 20 40 80 10 20 40 80 10 20 40 80
t 0,857 | 0,878 [ 0,903 | 0,871 | 0,888 [ 0,902 | 0,916 | 0,909 | 0,920 | 0,929 | 0,912 | 0,928
Percentil 0,747 | 0,844 [ 0,861 | 0,853 | 0,775 [ 0,876 | 0,917 | 0,860 | 0,826 | 0,903 | 0,886 | 0,932
RSS k=2 | 0,738 | 0,834 [ 0,892 | 0,925 | 0,825 | 0,853 | 0,907 | 0,919 | 0,810 | 0,895 | 0,925 | 0,937
Percentil | k=5 | 0,654 [ 0,790 | 0,872 | 0,904 | 0,702 | 0,858 | 0,889 | 0,917 | 0,742 | 0,825 | 0,894 | 0,921
Bootstrap-t 0,877 | 0,897 | 0,895 | 0,913 | 0,876 | 0,916 | 0,923 | 0,940 | 0,900 | 0,933 | 0,938 | 0,915

BC 0,774 10,859 | 0,889 | 0,929 | 0,817 | 0,870 | 0,923 | 0,941 | 0,808 | 0,892 | 0,926 | 0,934

RSS BC 0,803 | 0,858 | 0,881 | 0,905 | 0,808 | 0,872 | 0,913 | 0,920 | 0,819 | 0,902 | 0,934 | 0,938

il
N

0,688 | 0,803 | 0,863 | 0,915 | 0,695 | 0,829 | 0,888 | 0,936 | 0,740 | 0,888 | 0,900 | 0,919

Bca 0,786 | 0,848 | 0,908 | 0,914 | 0,825 | 0,856 | 0,932 | 0,934 | 0,869 | 0,922 | 0,925 | 0,936

RSS Bca | k=2 0,799 | 0,863 | 0,889 | 0,919 | 0,842 | 0,869 | 0,911 | 0,912 | 0,849 | 0,905 | 0,940 | 0,931
k=5 0,657 | 0,806 | 0,883 | 0,919 | 0,676 | 0,818 | 0,887 | 0,907 | 0,727 | 0,856 | 0,891 | 0,892

Jackknife 0,883 | 0,896 | 0,886 | 0,932 | 0,899 | 0,915 | 0,928 | 0,937 | 0,932 | 0,917 | 0,940 | 0,930
Miller-ov 0,908 | 0,855 ] 0,902 | 0,891 | 0,897 | 0,926 | 0,957 | 0,933 | 0,918 | 0,930 | 0,960 | 0,965

Miller-ov trim 0,864 | 0,883 | 0,908 | 0,903 | 0,905 | 0,916 | 0,949 | 0,954 | 0,935 | 0,944 | 0,953 | 0,968

Miller-ov trim 0,858 | 0,849 | 0,885 | 0,843 | 0,879 | 0,907 | 0,943 | 0,949 | 0,907 | 0,938 | 0,951 | 0,970

10%
RSS k=2 | 0,868 | 0,878 | 0,877 | 0,871 | 0,907 | 0,927 | 0,911 | 0,947 | 0,927 | 0,956 | 0,968 | 0,934
Miller-ov | k=5 | 0,925 | 0,929 | 0,914 | 0,935 | 0,949 | 0,956 | 0,970 | 0,957 | 0,963 | 0,962 | 0,980 | 0,962
RSS k=2 | 0,876 | 0,902 | 0,903 | 0,926 | 0,913 | 0,931 | 0,929 | 0,940 | 0,927 | 0,938 | 0,977 | 0,967
'V“t”?f'OV k=5 | 0,928 | 0,904 | 0,940 | 0,914 | 0,958 | 0,950 | 0,973 | 0,971 | 0,972 | 0,970 | 0,981 | 0,989
rnm
RSS k=2 | 0,861 | 0,913 | 0,917 | 0,888 | 0,895 | 0,905 | 0,949 | 0,946 | 0,926 | 0,959 | 0,941 | 0,964
Miller-ov
trim10% | k=5 | 0917 | 0,937 | 0,954 | 0,938 | 0,939 | 0,962 | 0,968 | 0,964 | 0,966 | 0,968 | 0,984 | 0,982
Miller-ov 0,867 | 0,888 | 0,913 | 0,927 | 0,924 | 0,927 | 0,945 | 0,944 | 0,951 | 0,958 | 0,962 | 0,974
bootstrap-t
PRSS [r=1]| 0684 |0563]0,329 | 0,211 | 0,720 [ 0,692 | 0,468 | 0,315 | 0,791 | 0,735 | 0,554 | 0,476
Miller-ov | r=2 | 0,774 | 0,771 | 0,714 | 0,615 | 0,787 | 0,805 | 0,814 | 0,743 | 0,880 | 0,917 | 0,879 | 0,833

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ i Raji¢ (2019)

44 Funkcija gustine Weibull-ove raspodele nalazi se u odeljku 2.1.1.
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Tabela 3.9: Proporcije 95% dvostranih simuliranih intervala za koeficijent varijacije Weibull-ove
raspodele (nastavak)

a 12,1543 5,80 2,70
b 2 2 2
n 10 20 40 80 10 20 40 80 10 20 40 80
C&P 0,818 | 0,882 | 0,919 | 0,879 | 0,883 | 0,916 | 0,935 | 0,927 | 0,922 | 0,925 | 0,946 | 0,970
C&P trim 0,829 0,857 | 0,881 | 0,860 | 0,888 | 0,935 | 0,948 | 0,948 | 0,885 | 0,950 | 0,946 | 0,946
C&P trim 10% 0,866 | 0,876 | 0,834 | 0,890 | 0,876 | 0,901 | 0,929 | 0,920 | 0,922 | 0,952 | 0,959 | 0,971
RSSC&P | k=2 | 0,842 0,888 | 0,851 | 0,895 | 0,880 | 0,895 | 0,930 | 0,942 | 0,936 | 0,957 | 0,956 | 0,969
k=5 | 0,927 0,923 | 0,919 | 0,943 | 0,944 | 0,943 | 0,966 | 0,986 | 0,959 | 0,974 | 0,986 | 0,995
RSSC&P | k=2 | 0,867 0,887 | 0,901 | 0,893 | 0,847 | 0,891 | 0,944 | 0,942 | 0,915 | 0,941 | 0,975 | 0,957
trim k=5 0,875 | 0,903 | 0,941 | 0,946 | 0,933 | 0,968 | 0,941 | 0,965 | 0,977 | 0,985 | 0,984 | 0,985
RSSC&P | k=2 | 0,861 0,906 | 0,923 | 0,872 | 0,880 | 0,891 | 0,930 | 0,945 | 0,935 | 0,949 | 0,957 | 0,946
i 0
trim 10% k=5 0926 | 0,939 | 0,935 | 0,941 | 0,921 | 0,955 | 0,974 | 0,962 | 0,955 | 0,980 | 0,986 | 0,988
C&P bootstrap-t 0,857 0,873 | 0,924 | 0,924 | 0,890 | 0,909 | 0,931 | 0,944 | 0,942 | 0,954 | 0,967 | 0,979
PRSSC&P | r=1 | 0625 | 0,524 | 0,422 | 0,230 | 0,690 | 0,621 | 0,367 | 0,546 | 0,764 | 0,631 | 0,527 | 0,426
r=2| 0,730 | 0,760 | 0,679 | 0,687 | 0,745 | 0,793 | 0,793 | 0,741 | 0,837 | 0,806 | 0,795 | 0,845

McKay-ev 0,881 0,903 | 0,878 | 0,911 | 0,937 | 0,936 | 0,935 | 0,944 | 0,975 | 0,962 | 0,980 | 0,970

McKay-ev trim 0,876 0,882 | 0,876 | 0,883 | 0,943 | 0,943 | 0,949 | 0,952 | 0,968 | 0,965 | 0,973 | 0,973

McKay-ev trim 0,901 0,909 | 0,900 | 0,903 | 0,921 | 0,923 | 0,929 | 0,925 | 0,979 | 0,972 | 0,983 | 0,979

10%
RSS k=2 0,940 | 0,901 | 0,904 | 0,933 | 0,943 | 0,934 | 0,934 | 0,953 | 0,984 | 0,980 | 0,988 | 0,970
McKay-ev | k=5 | 0,939 0,927 | 0,958 | 0,941 | 0,973 | 0,975 | 0,944 | 0,974 | 0,995 | 0,997 | 0,996 | 0,996
RSS k=2 | 0,886 | 0,893 | 0,901 | 0,871 | 0,926 | 0,945 | 0,937 | 0,935 | 0,973 | 0,985 | 0,982 | 0,980

MCtK_ay'ev k=5 0905 | 0,935 | 0,950 | 0,929 | 0,978 | 0,966 | 0,970 | 0,966 | 0,992 | 0,997 | 0,997 | 0,993
rim

RSS k=2 | 0,903 0,916 | 0,924 | 0,886 | 0,923 | 0,944 | 0,943 | 0,949 | 0,983 | 0,993 | 0,978 | 0,982

McKay-ev
trim 109% | k=5 | 0,925 0,939 | 0,926 | 0,932 | 0,979 | 0,987 | 0,970 | 0,967 | 0,993 | 0,991 | 0,986 | 0,996

PRSS r=1| 0,878 0,711 | 0,550 | 0,387 | 0,910 | 0,816 | 0,630 | 0,347 | 0,951 | 0,918 | 0,833 | 0,566

McKay-ev | r=2 | 0906 |0881 | 0,845 | 0,731 | 0,944 | 0,932 | 0,866 | 0,830 | 0,961 | 0,952 | 0,953 | 0,957
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U treéem slucaju analizirana je log-normalna* raspodela sa parametrom u=2 i

parametrom o koji uzima vrednosti 0,0998; 0,1980 i1 0,3853. Kako bi se dobile odgovarajuce
vrednosti koeficijenta varijacije osnovnog skupa sprovedena je opisana procedura. Proporcije
simuliranih 95% dvostranih intervala za koeficijent varijacije log-normalne raspodele date su u
Tabeli 3.10. Kada je re¢ o uzorcima veli¢ine 10, proporcije simuliranih RSS Miller-ovih i RSS
McKay-evih intervala koji su zasnovani na odsecenoj sredini bile su najblize 0,95, dok su za uzorke
veli¢ine 20 najbolji rezultati dobijeni primenom McKay-evog i RSS McKay-evog intervala koji su
zasnovani na odsec¢enoj sredini. Za uzorke veli¢ine 40, u zavisnosti od parametra ¢ log-normalne
raspodele, najbolji rezultati ostvareni su primenom RSS Miller-ovog, RSS C&P i McKay-evog
intervala koji su zasnovani na odsecenoj sredini. BC, C&P i RSS Miller-ov interval, kao i RSS C&P
I RSS McKay-ev interval koji su zasnovani na odsecenoj sredini su bili najbolji izbor za uzorke
veli¢ine 80.

Tabela 3.10: Proporcije 95% dvostranih simuliranih intervala za koeficijent varijacije log-normalne

raspodele
U 2 2 2
o 0,0998 0,1980 0,3853
n 10 20 40 80 10 20 40 80 10 20 40 80
t 0,895 | 0,913 [ 0,896 | 0,921 | 0,906 | 0,910 | 0,919 | 0,897 | 0,875 | 0,892 | 0,829 | 0,880
Percentil 0,793 | 0,841 | 0,903 | 0,900 | 0,777 | 0,818 | 0,859 | 0,896 | 0,712 | 0,841 | 0,853 | 0,808
RSS k=2 | 0,746 | 0,847 | 0,860 | 0,920 | 0,750 | 0,866 | 0,905 | 0,908 | 0,724 | 0,817 | 0,826 | 0,888
Percentil | k=5 | 0,694 | 0,817 | 0,900 | 0,917 | 0,659 | 0,848 | 0,900 | 0,902 | 0,657 | 0,787 | 0,765 | 0,785
Bootstrap-t 0,853 | 0,883 [ 0,925 | 0,926 | 0,858 | 0,878 | 0,904 | 0,937 | 0,860 | 0,824 | 0,876 | 0,887
BC 0,800 | 0,900 | 0,912 | 0,947 | 0,804 | 0,886 | 0,909 | 0,933 | 0,816 | 0,868 | 0,857 | 0,882
RSSBC | k=2 0,818 | 0,868 | 0,915 | 0,914 | 0,811 | 0,870 | 0,893 | 0,927 | 0,783 | 0,797 | 0,875 | 0,912
k=5 | 0,705 | 0,823 | 0,902 | 0,918 | 0,706 | 0,844 | 0,874 | 0,914 | 0,662 | 0,795 | 0,849 | 0,876
BCa 0,813 | 0,876 | 0,897 | 0,929 | 0,807 | 0,880 | 0,919 | 0,924 | 0,799 | 0,846 | 0,865 | 0,911
RSSBCa | k=2 | 0,840 | 0,906 | 0,907 | 0,925 | 0,824 | 0,880 | 0,905 | 0,925 | 0,807 | 0,845 | 0,869 | 0,899
k=5 | 0,700 | 0,851 | 0,907 | 0,922 | 0,687 | 0,881 | 0,863 | 0,905 | 0,678 | 0,828 | 0,824 | 0,902
Jackknife 0,909 | 0,934 | 0,943 | 0,933 | 0,887 | 0,923 | 0,925 | 0,946 | 0,876 | 0,879 | 0,918 | 0,912
Miller-ov 0,892 | 0,925 | 0,910 | 0,941 | 0,880 | 0,932 | 0,926 | 0,909 | 0,881 | 0,910 | 0,915 | 0,926

Miller-ov trim 0,918 |0941 0,934 | 098 | 0915 | 0938 | 0,918 | 0,919 | 0,916 | 0,904 | 0,920 | 0,941

Miller-ov trim 0,898 | 0,922 | 0,882 | 0,902 | 0,893 | 0,920 | 0,935 | 0,939 | 0,869 | 0,910 | 0,899 | 0,918

10%

RSS k=2 | 0,925 | 0,930 | 0,943 | 0,910 | 0,921 | 0,936 | 0,927 | 0,947 | 0,882 | 0,907 | 0,916 | 0,939
Miller-ov | k=5 | 0,959 | 0,944 | 0,960 | 0,975 | 0,936 | 0,980 | 0,955 | 0,966 | 0,936 | 0,941 | 0,945 | 0,957
RSS k=2 | 0,903 | 0,945 | 0,964 | 0,972 | 0,915 | 0,908 | 0,945 | 0,957 | 0,878 | 0,911 | 0,918 | 0,904

Miller-ov
trim k=5| 0,956 | 0,954 | 0,972 | 0,955 | 0,942 | 0,944 | 0,954 | 0,963 | 0,954 | 0,953 | 0,950 | 0,925
RSS k=2 | 0,921 | 0,915 | 0,969 | 0,932 | 0,918 | 0,943 | 0,909 | 0,933 | 0,898 | 0,905 | 0,895 | 0,934

Miller-ov
trim 10% | k=5 | 0,954 | 0,965 | 0,977 | 0,956 | 0,950 | 0,971 | 0,967 | 0,974 | 0,945 | 0,946 | 0,940 | 0,969
Miller-ov 0,893 | 0,936 | 0,940 | 0,932 | 0,877 | 0,898 | 0,931 | 0,941 | 0,882 | 0,910 | 0,952 | 0,958

bootstrap-t

PRSS r=1| 0,723 | 0,576 | 0,443 | 0,221 | 0,757 | 0,665 | 0,546 | 0,215 | 0,723 | 0,570 | 0,347 | 0,325
Miller-ov | r=2 | 0,842 | 0,837 | 0,853 | 0,788 | 0,808 | 0,830 | 0,850 | 0,656 | 0,826 | 0,819 | 0,722 | 0,723

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ i Raji¢ (2019)

%5 Funkcija gustine log-normalne raspodele nalazi se u odeljku 2.1.4.
107




Tabela 3.10: Proporcije 95% dvostranih simuliranih intervala za koeficijent varijacije log-normalne
raspodele (nastavak)

H 2
o 0,0998 0,1980 0,3853
n 10 20 4 80 10 20 40 80 10 20 40 80
C&P 0,877 | 0,933 | 0,919 | 0,947 | 0,888 | 0,904 | 0,907 | 0,889 | 0,870 | 0,861 | 0,883 | 0,915
C&P trim 0,909 0,940 | 0,935 | 0,960 | 0,909 | 0,939 | 0,930 | 0,936 | 0,906 | 0,933 | 0,933 | 0,939
C&P trim 10% 0,886 | 0,898 | 0,937 | 0,931 | 0,878 | 0,937 | 0,948 | 0,926 | 0,869 | 0,915 | 0,924 | 0,925
RSSC&P | k=2 | 0,902 | 0,935 | 0,913 | 0,941 | 0,875 | 0,913 | 0,916 | 0,907 | 0,888 | 0,895 | 0,926 | 0,919
k=51| 0964 | 0,973 | 0,942 | 0,977 | 0,941 | 0,956 | 0,947 | 0,956 | 0,919 | 0,915 | 0,931 | 0,956
RSSC&P | k=2 | 0,880 | 0,914 | 0,917 | 0,941 | 0,894 | 0,924 | 0,938 | 0,909 | 0,872 | 0,933 | 0,948 | 0,909
trim
k=51 0935 | 0,961 | 0,975 | 0,977 | 0,946 | 0,942 | 0,979 | 0,959 | 0,928 | 0,926 | 0,958 | 0,927
RSSC&P | k=2 | 0,889 | 0,932 | 0,949 | 0,953 | 0,903 | 0,906 | 0,921 | 0,935 | 0,890 | 0,919 | 0,905 | 0,935
trim 10%
k=5 0,959 | 0,957 | 0,979 | 0,972 | 0,939 | 0,959 | 0,956 | 0,954 | 0,920 | 0,940 | 0,927 | 0,944
C&P hootstrap-t 0,875 | 0,905 | 0,922 | 0,945 | 0,902 | 0,898 | 0,922 | 0,935 | 0,912 | 0,869 | 0,926 | 0,920
PRSSC&P | r=1 | 0,712 | 0,676 | 0,571 | 0,341 | 0,683 | 0,596 | 0,414 | 0,344 | 0,653 | 0,617 | 0,489 | 0,322
r=2 | 0,810 | 0,832 | 0,833 | 0,814 | 0,815 | 0,869 | 0,781 | 0,754 | 0,784 | 0,781 | 0,753 | 0,738
McKay-ev 0,941 | 0,943 | 0,957 | 0,964 | 0,943 | 0,931 | 0,963 | 0,934 | 0,969 | 0,938 | 0,957 | 0,906
McKay-ev trim 0,941 | 0,955 | 0,954 | 0,946 | 0,956 | 0,945 | 0,949 | 0,936 | 0,955 | 0,946 | 0,939 | 0,934
McKay-ev trim 0,959 | 0,933 | 0,953 | 0,924 | 0,930 | 0,959 | 0,936 | 0,934 | 0,943 | 0,971 | 0,942 | 0,937
10%
RSS k=2 | 0,944 | 0,956 | 0,940 | 0,931 | 0,956 | 0,943 | 0,947 | 0,967 | 0,944 | 0,966 | 0,907 | 0,936
McKay-ev | k=5 | 0,964 | 0,976 | 0,967 | 0,977 | 0,953 | 0,969 | 0,955 | 0,969 | 0,983 | 0,970 | 0,947 | 0,946
RSS k=2 | 0,938 | 0,940 | 0,933 | 0,957 | 0,953 | 0,921 | 0,945 | 0,935 | 0,939 | 0,951 | 0,941 | 0,921
McKay-ev
trim k=5 0,947 | 0,968 | 0,979 | 0,978 | 0,983 | 0,977 | 0,956 | 0,956 | 0,961 | 0,947 | 0,953 | 0,943
RSS k=2 | 0,947 | 0,950 | 0,937 | 0,936 | 0,929 | 0,939 | 0,934 | 0,928 | 0,954 | 0,938 | 0,931 | 0,948
McKay-ev
trim 10% —
k=5| 0972 | 0,976 | 0,967 | 0,977 | 0,952 | 0,965 | 0,981 | 0,965 | 0,977 | 0,966 | 0,954 | 0,923
PRSS r=1| 0,893 | 0,823 | 0,704 | 0,402 | 0,934 | 0,847 | 0,638 | 0,457 | 0,936 | 0,871 | 0,673 | 0,415
McKay-ev | r=2 | 0,938 | 0,923 | 0,909 | 0,834 | 0,946 | 0,923 | 0,878 | 0,865 | 0,942 | 0,911 | 0,865 | 0,858
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Predmet ispitivanja u &etvrtom slucaju bila je skew-normalna*® raspodela sa parametrima
F=5, a=2 i parametrom y koji uzima vrednosti 0,7947; 1,7928 i 4,8186. Kako bi se dobile
odgovarajuce vrednosti koeficijenta varijacije osnovnog skupa izvrSena je opisana procedura. U
Tabeli 3.11 predstavljene su proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za koeficijent
varijacije skew-normalne raspodele. Za uzorke veli¢ine 10, u zavisnosti od parametra y Skew-
normalne raspodele, primenom RSS C&P i PRSS McKay-evog intervala, kao i RSS C&P intervala
zasnovanog na odsecenoj sredini ostvareni su najbolji rezultati. Kada je re¢ o uzorcima veli¢ine 20,
najbolji izbor su bili Miller-ov bootstrap-t i RSS McKay-ev interval, kao i McKay-ev interval
zasnovan na odsecenoj sredini. Primenom RSS Miller-ovog intervala, kao i RSS Miller-ovog i RSS
McKay-evog intervala koji su zasnovani na odsecenoj sredini za uzorke veli¢ine 40 dobijeni su
rezultati najblizi 0,95. Za uzorke veli¢ine 80 koriste¢i C&P, RSS C&P, McKay-ev i RSS McKay-ev

interval koji su zasnovani na odsecenoj sredini dobijeni su najbolji rezultati.

Tabela 3.11: Proporcije 95% dvostranih simuliranih intervala za koeficijent varijacije
skew-normalne raspodele

B 5 5
7% 0,7947 1.7928 4,8186
o 2 2
n 10 20 | 40 | 80 10 20 | 40 | 80 10 20 | 40 | 80
t 0,023 | 0913 | 0,918 | 0,915 | 0,917 | 0,013 | 0,921 | 0,905 | 0,920 | 0,913 | 0,906 | 0,931
Percentil 0,808 | 0,810 | 0,862 | 0,921 | 0,782 | 0,838 | 0,890 | 0,909 | 0,800 | 0,876 | 0,882 | 0,917
RSS | k=2 | 0,770 | 0,866 | 0,902 | 0,905 | 0,796 | 0,875 | 0,900 | 0,929 | 0,809 | 0,898 | 0,908 | 0,904
Percentil | k=5 | 0,685 | 0,832 | 0,894 | 0,926 | 0,707 | 0,845 | 0,898 | 0,875 | 0.709 | 0.870 | 0,915 | 0,928
Bootstrap-t 0,850 | 0,880 | 0,918 | 0,939 | 0,847 | 0,896 | 0,916 | 0,923 | 0,907 | 0,924 | 0,917 | 0,946
BC 0,789 | 0,885 | 0,920 | 0,919 | 0,795 | 0,878 | 0,928 | 0,920 | 0,820 | 0,870 | 0,908 | 0,941
RSSBC | k=2 | 0,801 | 0,901 | 0,906 | 0,935 | 0,815 | 0,857 | 0,913 | 0,934 | 0,807 | 0,890 | 0,920 | 0,911
k=5 | 0,719 | 0,869 | 0,886 | 0,917 | 0,703 | 0,838 | 0,891 | 0,877 | 0,721 | 0,826 | 0,848 | 0,945
Bca 0,805 | 0,880 | 0,928 | 0,923 | 0,806 | 0,901 | 0,906 | 0,923 | 0,840 | 0,899 | 0,935 | 0,921
RSSBCa | k=2 | 0,838 | 0,891 | 0,008 | 0,929 | 0,822 | 0,888 | 0,009 | 0,915 | 0,841 | 0,889 | 0,911 | 0,923
k=5 | 0,714 | 0,829 | 0,894 | 0,897 | 0,700 | 0,880 | 0,882 | 0,923 | 0,738 | 0,867 | 0,893 | 0,915
Jackknife 0,013 | 0,902 | 0,926 | 0,921 | 0,921 | 0,939 | 0,944 | 0,935 | 0,909 | 0,923 | 0,929 | 0,943
Miller-ov 0,888 | 0,921 | 0,920 | 0,914 | 0,912 | 0,926 | 0,943 | 0,930 | 0,920 | 0,930 | 0,942 | 0,934
Miller-ovtrim | 0,888 | 0,906 | 0,953 | 0,940 | 0,008 | 0,920 | 0,042 | 0,926 | 0,906 | 0,922 | 0,967 | 0,979
Miller-ovtrim | 0,864 | 0,895 | 0,934 | 0,918 | 0,009 | 0,932 | 0,933 | 0,960 | 0,905 | 0,930 | 0,938 | 0,080
10%
RSS | k=2 | 0006 | 0,928 | 0,033 | 0,911 | 0,019 | 0,941 | 0,915 | 0,936 | 0925 | 0,942 | 0.954 | 0,979
Miller-ov | k=5 | 0,929 | 0,953 | 0,929 | 0,970 | 0,043 | 0,954 | 0,956 | 0,938 | 0,952 | 0,968 | 0,981 | 0,090
RSS | k=2 | 0,922 | 0,915 | 0,925 | 0,937 | 0,003 | 0,943 | 0,915 | 0,911 | 0,917 | 0,923 | 0,927 | 0,974
M't'lfr:qov k=5 | 0,071 | 0,981 | 0,965 | 0,977 | 0,038 | 0,963 | 0,952 | 0,985 | 0,065 | 0,976 | 0,982 | 0,985
RSS | k=2 | 0006 | 0,914 | 0,932 | 0,903 | 0,884 | 0,953 | 0,950 | 0,934 | 0937 | 0,957 | 0,939 | 0,982
Miller-ov
;r(')l(;ﬂ k=5 | 0942 | 0,053 | 0,974 | 0,068 | 0,951 | 0,954 | 0,964 | 0,963 | 0.967 | 0,983 | 0,974 | 0,965
0
Miller-ov 0,860 | 0,899 | 0,048 | 0,944 | 0889 | 0,013 | 0,928 | 0,951 | 0,952 | 0.953 | 0,963 | 0,975
bootstrap-t
PRSS | r=1 | 0,730 | 0582 | 0,541 | 0.282 | 0,708 | 0,699 | 0,423 | 0,243 | 0,732 | 0,700 | 0,544 | 0.324
Miller-ov | r=2 | 0828 | 0,766 | 0,775 | 0,777 | 0,841 | 0,854 | 0,812 | 0,789 | 0,837 | 0,831 | 0,885 | 0,753

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ i Raji¢ (2019)

%6 Funkcija gustine skew-normalne raspodele nalazi se u odeljku 2.1.5.
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Tabela 3.11: Proporcije 95% dvostranih simuliranih intervala za koeficijent varijacije

skew-normalne raspodele (nastavak)

y) 5
v 0,7947 1,7928 4,8186
a 2
n 10 20 40 80 10 20 40 80 10 20 40 80
C&P 0,872 | 0,931 | 0,941 | 0,937 | 0,909 | 0,933 | 0,931 | 0,956 | 0,896 | 0,914 | 0,966 | 0,956
C&P trim 0,879 0,937 | 0,940 | 0,931 | 0,894 | 0,928 | 0,946 | 0,950 | 0,903 | 0,946 | 0,958 | 0,969
C&P trim 10% 0,898 | 0,912 | 0,922 | 0,930 | 0,910 | 0,930 | 0,919 | 0,944 | 0,902 | 0,931 | 0,919 | 0,936
RSSC&P | k=2 | 0,871 | 0,925 | 0,926 | 0,940 | 0,879 | 0,929 | 0,943 | 0,942 | 0,890 | 0,924 | 0,937 | 0,972
k=5 | 0,945 | 0,967 | 0,965 | 0,974 | 0,905 | 0,961 | 0,967 | 0,964 | 0,950 | 0,971 | 0,976 | 0,989
RSSC&P | k=2 | 0,880 | 0,910 | 0,916 | 0,933 | 0,901 | 0,943 | 0,943 | 0,946 | 0,918 | 0,945 | 0,935 | 0,952
trim k=5 | 0,938 | 0,934 | 0,971 | 0,977 | 0,953 | 0,958 | 0,961 | 0,972 | 0,958 | 0,970 | 0,974 | 0,987
RSSC&P | k=2 | 0,895 | 0,913 | 0,908 | 0,949 | 0,907 | 0,941 | 0,934 | 0,927 | 0,884 | 0,928 | 0,966 | 0,953
trim 10%
k=5 | 0,943 | 0,973 | 0,940 | 0,978 | 0,950 | 0,962 | 0,970 | 0,932 | 0,954 | 0,961 | 0,957 | 0,992
C&P bootstrap-t | 0,859 | 0,886 | 0,915 | 0,934 | 0,893 | 0,886 | 0,940 | 0,954 | 0,949 | 0,961 | 0,963 | 0,967
PRSS r=1 | 0,694 | 0,592 | 0,558 | 0,234 | 0,696 | 0,613 | 0,579 | 0,182 | 0,748 | 0,725 | 0,543 | 0,492
C&P r=2 | 0,792 | 0,801 | 0,818 | 0,791 | 0,830 | 0,840 | 0,823 | 0,772 | 0,822 | 0,855 | 0,876 | 0,831
McKay-ev 0,944 | 0,946 | 0,956 | 0,955 | 0,954 | 0,957 | 0,938 | 0,959 | 0,973 | 0,964 | 0,971 | 0,973
McKay-ev trim 0,938 | 0,947 | 0,947 | 0,952 | 0,957 | 0,948 | 0,961 | 0,950 | 0,966 | 0,970 | 0,962 | 0,970
McKay-ev trim 0,925 | 0,951 | 0,952 | 0,940 | 0,956 | 0,947 | 0,965 | 0,960 | 0,970 | 0,961 | 0,974 | 0,931
10%
RSS k=2 | 0,960 | 0,950 | 0,946 | 0,947 | 0,943 | 0,940 | 0,975 | 0,923 | 0,974 | 0,976 | 0,973 | 0,984
McKay-ev | k=5 | 0,966 | 0,959 | 0,978 | 0,974 | 0,982 | 0,969 | 0,956 | 0,983 | 0,992 | 0,995 | 0,989 | 0,985
RSS k=2 | 0,942 | 0,957 | 0,951 | 0,943 | 0,944 | 0,961 | 0,926 | 0,939 | 0,971 | 0,980 | 0,975 | 0,972
McKay-ev
trim k=5 | 0,967 | 0,977 | 0,962 | 0,973 | 0,966 | 0,972 | 0,964 | 0,985 | 0,989 | 0,986 | 0,989 | 0,997
RSS k=2 | 0,935 | 0,926 | 0,927 | 0,925 | 0,955 | 0,970 | 0,965 | 0,950 | 0,974 | 0,973 | 0,965 | 0,973
McKay-ev
trim10% | k=5 | 0,980 | 0,970 | 0,974 | 0,972 | 0,964 | 0,974 | 0,981 | 0,981 | 0,988 | 0,994 | 0,990 | 0,989
PRSS r=1| 0,909 | 0,785 | 0,505 | 0,257 | 0,920 | 0,867 | 0,693 | 0,319 | 0,950 | 0,912 | 0,697 | 0,477
McKay-ev | r=2 | 0,945 | 0,904 | 0,894 | 0,852 | 0,947 | 0,935 | 0,885 | 0,896 | 0,955 | 0,957 | 0,909 | 0,932
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U nastavku ¢e se uporediti Sirine postojecih intervala poverenja (Miller-ov, Curto-ov i Pinto-
ov i McKay-ev interval poverenja zasnovan na prostom slu¢ajnom uzorkovanju i rangiranom
uzorkovanju) sa $irinama postojecih intervala koji su zasnovani na odsecenoj sredini. U Tabeli 3.12
predstavljena je prosecna Sirina 95% dvostranog intervala za koeficijent varijacije gama raspodele.

Tabela 3.12: Prose¢na $irina 95% dvostranog intervala za koeficijent varijacije gama raspodele

a 100 25 6,25
b 2 2 2
n 10 20 40 80 10 20 40 80 10 20 40 80
t 0,097 | 0,066 | 0,045 | 0,031 | 0,198 | 0,133 | 0,093 | 0,064 | 0,400 | 0,266 | 0,177 | 0,124
Percentil 0,076 | 0,057 | 0,040 | 0,029 | 0,154 | 0,111 | 0,082 | 0,061 | 0,296 | 0,219 | 0,170 | 0,109
RSS k=2 | 0,068 | 0,055 | 0,041 | 0,030 | 0,140 | 0,111 | 0,079 | 0,058 | 0,282 | 0,211 | 0,157 | 0,124
Percentil | k=5 | 0,049 | 0,043 | 0,034 | 0,025 | 0,098 | 0,089 | 0,069 | 0,051 | 0,189 | 0,170 | 0,142 | 0,112

Bootstrap-t 0,123 | 0,069 | 0,043 | 0,030 | 0,242 | 0,134 | 0,092 | 0,065 | 0,465 | 0,278 | 0,186 | 0,148

BC 0,071 | 0,054 | 0,041 | 0,031 | 0,241 | 0,110 | 0,082 | 0,060 | 0,278 | 0,215 | 0,173 | 0,133

RSSBC | k 0,070 | 0,054 | 0,039 | 0,029 | 0,134 | 0,108 | 0,083 | 0,061 | 0,268 | 0,217 | 0,166 | 0,116
k 0,047 | 0,042 | 0,034 | 0,026 | 0,094 | 0,085 | 0,069 | 0,053 | 0,185 | 0,174 | 0,147 | 0,112

O1{N

Bca 0,073 | 0,056 | 0,042 | 0,031 | 0,240 | 0,112 | 0,084 | 0,061 | 0,296 | 0,242 | 0,175 | 0,127

RSSBca | k=2 | 0,070 | 0,055 | 0,042 | 0,031 | 0,140 | 0,111 | 0,081 | 0,063 | 0,277 | 0,220 | 0,173 | 0,129
k=5 | 0,045 | 0,044 | 0,035 | 0,026 | 0,089 | 0,088 | 0,075 | 0,050 | 0,182 | 0,170 | 0,136 | 0,112

Jackknife 0,107 | 0,068 | 0,046 | 0,031 | 0,212 | 0,131 | 0,092 | 0,063 | 0,414 | 0,258 | 0,197 | 0,135
Miller-ov 0,091 | 0,064 | 0,045 | 0,032 | 0,184 | 0,129 | 0,091 | 0,063 | 0,402 | 0,271 | 0,204 | 0,148

Miller-ov trim 0,092 | 0,064 | 0,044 | 0,032 | 0,185 | 0,130 | 0,093 | 0,064 | 0,422 | 0,290 | 0,201 | 0,141

Miller-ov trim 0,089 | 0,060 | 0,045 | 0,032 | 0,191 | 0,129 | 0,091 | 0,064 | 0,416 | 0,278 | 0,200 | 0,146
10%

RSS 0,093 | 0,064 | 0,044 | 0,030 | 0,198 | 0,137 | 0,091 | 0,064 | 0,427 | 0,296 | 0,203 | 0,145

k=2
Miller-ov | k=5 | 0,093 | 0,065 | 0,046 | 0,031 | 0,191 | 0,135 | 0,092 | 0,064 | 0,426 | 0,300 | 0,195 | 0,142
RSS k=2 | 0,093 | 0,064 | 0,044 | 0,031 | 0,190 | 0,132 | 0,092 | 0,066 | 0,436 | 0,305 | 0,205 | 0,140
Miller-ov

trim k=5 | 0,095 | 0,064 | 0,044 | 0,032 | 0,197 | 0,132 | 0,093 | 0,065 | 0,432 | 0,293 | 0,203 | 0,137

RSS k=2 | 0,091 | 0,062 | 0,044 | 0,031 | 0,190 | 0,132 | 0,093 | 0,065 | 0,422 | 0,297 | 0,210 | 0,141
Miller-ov

;BI;: k=5 | 0,097 | 0,063 | 0,044 | 0,032 | 0,201 | 0,130 | 0,091 | 0,066 | 0,418 | 0,294 | 0,209 | 0,139

Miller-ov 0,128 | 0,069 | 0,046 | 0,031 | 0,252 | 0,139 | 0,091 | 0,068 | 0,614 | 0,318 | 0,219 | 0,157
bootstrap-t

PRSS r=1 | 0,075 | 0,053 | 0,038 | 0,026 | 0,155 | 0,107 | 0,076 | 0,053 | 0,339 | 0,230 | 0,163 | 0,112

Miller-ov | r=2 | 0,083 | 0,059 | 0,041 | 0,028 | 0,175 | 0,121 | 0,086 | 0,060 | 0,369 | 0,252 | 0,180 | 0,128

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ i Raji¢ (2019)
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Tabela 3.12: Prosecna Sirina 95% dvostranog intervala za koeficijent varijacije gama raspodele

(nastavak)
a 100 25 6,25
b 2 2 2
n 10 20 40 80 10 20 40 80 10 20 40 80
C&P 0,085 | 0,063 | 0,044 | 0,030 [ 0,182 | 0,126 | 0,091 | 0,065 | 0,397 | 0,289 | 0,197 | 0,148
C&P trim 0,086 | 0,061 | 0,045 | 0,032 [ 0,178 | 0,125 | 0,088 | 0,063 | 0,391 | 0,293 | 0,206 | 0,140

C&P trim 10% 0,085 | 0,061 | 0,044 | 0,031 | 0,176 | 0,128 | 0,087 | 0,064 | 0,382 | 0,281 | 0,200 | 0,141

RSSC&P | k=2 | 0,088 | 0,063 | 0,043 | 0,031 | 0,178 | 0,127 | 0,089 | 0,063 | 0,406 | 0,280 | 0,199 | 0,147

k=5 | 0,091 | 0,063 | 0,044 | 0,031 | 0,184 | 0,128 | 0,089 | 0,065 | 0,416 | 0,287 | 0,203 | 0,144

RSSC&P | k=2 | 0,090 | 0,064 | 0,045 | 0,031 | 0,187 | 0,126 | 0,092 | 0,065 | 0,422 | 0,285 | 0,206 | 0,139

trim k=5 | 0,090 | 0,063 | 0,044 | 0,032 | 0,185 | 0,128 | 0,090 | 0,065 | 0,413 | 0,285 | 0,202 | 0,142

RSSC&P | k=2 | 0,087 | 0,063 | 0,044 | 0,031 | 0,181 | 0,125 | 0,091 | 0,065 | 0,403 | 0,282 | 0,202 | 0,146
trim 10%

k=5 | 0,093 | 0,064 | 0,045 | 0,032 | 0,185 | 0,131 | 0,093 | 0,063 | 0,416 | 0,286 | 0,202 | 0,142

C&P hootstrap-t | 0,122 | 0,067 | 0,048 | 0,031 | 0,245 | 0,139 | 0,096 | 0,067 | 0,548 | 0,322 | 0,225 | 0,148

PRSSC&P | r=1 | 0,072 | 0,049 | 0,036 | 0,026 | 0,147 | 0,106 | 0,074 | 0,052 | 0,318 | 0,223 | 0,160 | 0,116

r=2 | 0,080 | 0,056 | 0,041 | 0,029 | 0,161 | 0,119 | 0,081 | 0,059 | 0,368 | 0,261 | 0,186 | 0,130

McKay-ev 0,115 | 0,071 | 0,046 | 0,032 | 0,239 | 0,150 | 0,097 | 0,067 | 0,702 | 0,347 | 0,224 | 0,150

McKay-ev trim | 0,112 | 0,069 | 0,047 | 0,032 | 0,249 | 0,145 | 0,099 | 0,067 | 0,785 | 0,362 | 0,227 | 0,149

McKay-ev trim | 0,114 | 0,070 | 0,047 | 0,033 | 0,237 | 0,154 | 0,096 | 0,066 | 0,730 | 0,356 | 0,210 | 0,148

10%
RSS k=2 | 0.115 | 0,071 | 0,046 | 0,033 | 0.245 | 0,146 | 0,096 | 0,068 | 0.741 | 0348 | 0,218 | 0.153
McKay-ev | k=5 | 0,120 | 0,071 | 0,048 | 0,033 | 0,257 | 0,153 | 0,099 | 0,067 | 0,773 | 0,345 | 0,226 | 0,150
RSS k=2 | 0.117 | 0,073 | 0,046 | 0,032 | 0.247 | 0,148 | 0,097 | 0,066 | 0,836 | 0,353 | 0,221 | 0,149
McKay-
Ctri?%’ev k=5 | 0117 | 0,071 | 0,047 | 0,033 | 0.258 | 0.149 | 0,099 | 0,066 | 0,741 | 0,358 | 0.235 | 0,148
RSS k=2 | 0,115 | 0,073 | 0,046 | 0,032 | 0.249 | 0.149 | 0,097 | 0,069 | 0,702 | 0,351 | 0.228 | 0,146
McKay-ev
trim10% [ =5 | 0.119 | 0,071 | 0,047 | 0,032 | 0,259 | 0,147 | 0,102 | 0,065 | 0,800 | 0,355 | 0.227 | 0.149
PRSS | r=1 | 0,092 | 0,058 | 0,039 | 0,027 | 0,193 | 0,117 | 0,080 | 0,055 | 0,492 | 0,272 | 0,167 | 0,124
McKay-ev | r=2 | 0,102 | 0,065 | 0,043 | 0,030 | 0,225 | 0,138 | 0,091 | 0,059 | 0,640 | 0,328 | 0,205 | 0,139

Prosecna Sirina 95% dvostranog intervala za koeficijent varijacije Weibull-ove raspodele
prikazana je u Tabeli 3.13.
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Tabela 3.13: Prosecna Sirina 95% dvostranog intervala za koeficijent varijacije Weibull-ove

raspodele
a 12,1543 5,80 2,70
b 2 2 2
n 10 20 40 80 10 20 40 80 10 20 40 80
t 0,096 | 0,064 | 0,041 | 0,031 | 0,204 | 0,129 | 0,090 | 0,063 | 0,394 | 0,263 | 0,182 | 0,124
Percentil 0,080 | 0,062 | 0,048 | 0,035 | 0,164 | 0,129 | 0,094 | 0,066 | 0,326 | 0,228 | 0,169 | 0,122
RSS k=2 | 0,079 | 0,062 | 0,049 | 0,037 | 0,154 | 0,118 | 0,084 | 0,063 | 0,295 | 0,231 | 0,161 | 0,117
Percentil | k=5 | 0,054 | 0,051 | 0,041 | 0,029 | 0,099 | 0,095 | 0,070 | 0,054 | 0,190 | 0,174 | 0,135 | 0,097
Bootstrap-t 0,138 | 0,080 | 0,053 | 0,038 | 0,256 | 0,140 | 0,100 | 0,067 | 0,473 | 0,280 | 0,184 | 0,126
BC 0,078 | 0,064 | 0,047 | 0,035 | 0,159 | 0,126 | 0,088 | 0,066 | 0,317 | 0,235 | 0,170 | 0,121
RSSBC | k=2 | 0,075 | 0,062 | 0,047 | 0,037 | 0,155 | 0,118 | 0,091 | 0,067 | 0,284 | 0,225 | 0,165 | 0,118
k=5 | 0,052 | 0,049 | 0,039 | 0,031 | 0,097 | 0,094 | 0,072 | 0,055 | 0,184 | 0,169 | 0,132 | 0,098
Bca 0,076 | 0,066 | 0,050 | 0,039 | 0,157 | 0,127 | 0,098 | 0,066 | 0,325 | 0,241 | 0,170 | 0,123
RSSBca | k=2 | 0,082 | 0,066 | 0,051 | 0,040 | 0,150 | 0,129 | 0,094 | 0,064 | 0,288 | 0,235 | 0,154 | 0,117
k=5 | 0,047 | 0,052 | 0,045 | 0,035 | 0,097 | 0,100 | 0,081 | 0,054 | 0,190 | 0,172 | 0,133 | 0,100
Jackknife 0,119 | 0,078 | 0,054 | 0,039 | 0,231 | 0,147 | 0,102 | 0,069 | 0,441 | 0,271 | 0,185 | 0,122
Miller-ov 0,089 | 0,060 | 0,044 | 0,031 | 0,193 | 0,132 | 0,091 | 0,065 | 0,415 | 0,295 | 0,200 | 0,145
Miller-ov trim 0,096 | 0,064 | 0,046 | 0,031 | 0,196 | 0,132 | 0,094 | 0,064 | 0,428 | 0,289 | 0,193 | 0,141
Miller-ov trim 0,089 | 0,063 | 0,044 | 0,031 | 0,186 | 0,125 | 0,091 | 0,063 | 0,445 | 0,286 | 0,202 | 0,136
10%
RSS k=2 | 0,094 | 0,062 | 0,045 | 0,033 | 0,193 | 0,140 | 0,094 | 0,064 | 0,427 | 0,291 | 0,209 | 0,145
Miller-ov | k=5 | 0,096 | 0,066 | 0,044 | 0,033 | 0,190 | 0,129 | 0,091 | 0,066 | 0,441 | 0,297 | 0,211 | 0,144
RSS k=2 | 0,096 | 0,062 | 0,045 | 0,032 | 0,196 | 0,131 | 0,088 | 0,064 | 0,426 | 0,298 | 0,202 | 0,145
M't':?;"" k=5 | 0,097 | 0,067 | 0,044 | 0,032 | 0,194 | 0,126 | 0,091 | 0,064 | 0,433 | 0,304 | 0,203 | 0,142
RSS k=2 | 0,091 | 0,067 | 0,045 | 0,031 | 0,193 | 0,130 | 0,090 | 0,066 | 0,429 | 0,304 | 0,201 | 0,142
Miller-ov
trim10% | k=5 | 0,095 | 0,067 | 0,044 | 0,032 | 0,199 | 0,133 | 0,094 | 0,064 | 0,462 | 0,301 | 0,200 | 0,147
Miller-ov 0,137 | 0,085 | 0,058 | 0,038 | 0,297 | 0,171 | 0,103 | 0,073 | 0,570 | 0,335 | 0,212 | 0,146
bootstrap-t
PRSS r=1 | 0,075 | 0,052 | 0,035 | 0,026 | 0,153 | 0,106 | 0,075 | 0,053 | 0,338 | 0,237 | 0,163 | 0,114
Miller-ov | r=2 | 0,082 | 0,058 | 0,041 | 0,029 | 0,175 | 0,120 | 0,085 | 0,060 | 0,388 | 0,264 | 0,188 | 0,135

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ i Raji¢ (2019)
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Tabela 3.13: Prosecna Sirina 95% dvostranog intervala za koeficijent varijacije Weibull-ove
raspodele (nastavak)

a 12,1543 5,80 2,70
b 2 2 2
n 10 20 40 80 10 20 40 80 10 20 40 80

C&P 0,084 | 0,062 | 0,043 | 0,031 | 0,185 | 0,127 | 0,093 | 0,066 | 0,411 | 0,282 | 0,201 | 0,143

C&P trim 0,089 | 0,064 | 0,045 | 0,031 | 0,178 | 0,131 | 0,088 | 0,065 | 0,421 | 0,272 | 0,194 | 0,137

C&P trim 10% 0,086 | 0,062 | 0,044 | 0,031 | 0,180 | 0,131 | 0,095 | 0,063 | 0,409 | 0,279 | 0,196 | 0,145

RSSC&P | k=2 | 0,089 | 0,060 | 0,043 | 0,031 | 0,189 | 0,129 | 0,091 | 0,064 | 0,391 | 0,273 | 0,201 | 0,145

k=5 | 0,090 | 0,063 | 0,045 | 0,031 | 0,185 | 0,124 | 0,092 | 0,063 | 0,412 | 0,295 | 0,209 | 0,145

RSSC&P | k=2 | 0,086 | 0,062 | 0,045 | 0,031 | 0,180 | 0,128 | 0,089 | 0,067 | 0,405 | 0,288 | 0,204 | 0,143

trim k=5 | 0,089 | 0,065 | 0,044 | 0,031 | 0,183 | 0,131 | 0,093 | 0,065 | 0,418 | 0,285 | 0,207 | 0,143

RSSC&P | k=2 | 0,083 | 0,062 | 0,047 | 0,031 | 0,187 | 0,129 | 0,092 | 0,063 | 0,405 | 0,280 | 0,204 | 0,134
trim 10%

k=5 | 0,087 | 0,062 | 0,047 | 0,032 | 0,181 | 0,129 | 0,093 | 0,064 | 0,416 | 0,288 | 0,202 | 0,142

C&P bootstrap-t 0,134 | 0,081 | 0,051 | 0,038 | 0,280 | 0,157 | 0,108 | 0,071 | 0,562 | 0,333 | 0,204 | 0,147

PRSSC&P | r=1 | 0,069 | 0,050 | 0,035 | 0,025 | 0,147 | 0,104 | 0,074 | 0,052 | 0,330 | 0,231 | 0,156 | 0,114

r=2 | 0,078 | 0,055 | 0,042 | 0,029 | 0,165 | 0,120 | 0,084 | 0,060 | 0,377 | 0,253 | 0,185 | 0,129

McKay-ev 0,112 | 0,070 | 0,044 | 0,032 | 0,249 | 0,148 | 0,096 | 0,069 | 0,811 | 0,369 | 0,219 | 0,149

McKay-ev trim 0,111 [ 0,072 | 0,047 | 0,032 | 0,247 | 0,141 | 0,095 | 0,068 | 0,795 | 0,336 | 0,234 | 0,150

McKay-ev trim 0,105 | 0,070 | 0,046 | 0,033 | 0,255 | 0,149 | 0,100 | 0,066 | 0,781 | 0,358 | 0,234 | 0,146
10%

RSS k=2 | 0,113 | 0,070 | 0,045 | 0,033 | 0,250 | 0,149 | 0,095 | 0,064 | 0,701 | 0,358 | 0,227 | 0,155

McKay-ev | k=5 | 0,121 | 0,072 | 0,046 | 0,032 | 0,258 | 0,146 | 0,097 | 0,066 | 0,733 | 0,349 | 0,221 | 0,149

RSS k=2 | 0,123 | 0,069 | 0,047 | 0,032 | 0,255 | 0,144 | 0,099 | 0,066 | 0,758 | 0,370 | 0,231 | 0,144

Mctfi?%/ & k=5 | 0,117 | 0,072 | 0,046 | 0,032 | 0,260 | 0,152 | 0,100 | 0,067 | 0,774 | 0,368 | 0,223 | 0,145

RSS k=2 | 0,116 | 0,072 | 0,047 | 0,032 | 0,248 | 0,152 | 0,096 | 0,067 | 0,745 | 0,351 | 0,226 | 0,153
McKay-ev

trim10% ["k=5 [ 0,119 | 0,071 | 0,047 | 0,032 | 0,260 | 0,151 | 0,099 | 0,067 | 0,754 | 0,358 | 0,222 | 0,155

PRSS r=1 | 0,092 | 0,057 | 0,038 | 0,026 | 0,202 | 0,120 | 0,079 | 0,053 | 0,501 | 0,268 | 0,179 | 0,119

McKay-ev | r=2 | 0,103 | 0,065 | 0,042 | 0,029 | 0,235 | 0,133 | 0,087 | 0,061 | 0,596 | 0,318 | 0,203 | 0,133

U Tabeli 3.14 predstavljena je prosecna sirina 95% dvostranog intervala za koeficijent
varijacije log-normalne raspodele.
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Tabela 3.14: Prosecna Sirina 95% dvostranog intervala za koeficijent varijacije log-normalne

raspodele
I 2 2 2
c 0,0998 0,1980 0,3853
n 10 20 40 80 10 20 40 80 10 20 40 80
t 0,101 [ 0,067 | 0,046 | 0,032 | 0,196 | 0,133 [ 0,088 [ 0,062 | 0,378 | 0,252 | 0,179 | 0,124
Percentil 0,074 [ 0,055 [ 0,042 | 0,030 | 0,146 | 0,112 | 0,085 [ 0,063 | 0,288 | 0,228 | 0,189 | 0,135
RSS k=2 | 0,071 | 0,058 [ 0,042 [ 0,031 | 0,134 | 0,111 | 0,089 | 0,062 | 0,270 | 0,221 | 0,176 | 0,137
Percentil | k=5 | 0,048 | 0,044 | 0,034 | 0,026 | 0,094 [ 0,092 [ 0,070 | 0,057 | 0,187 | 0,178 | 0,145 | 0,115

Bootstrap-t 0,120 | 0,069 | 0,046 | 0,032 | 0,254 | 0,134 | 0,096 | 0,064 | 0,516 | 0,298 | 0,197 | 0,161

BC 0,066 | 0,056 | 0,039 | 0,031 | 0,136 | 0,114 | 0,081 | 0,062 | 0,279 | 0,221 | 0,177 | 0,131

RSS BC 0,071 | 0,054 | 0,040 | 0,031 | 0,140 | 0,109 | 0,084 | 0,062 | 0,250 | 0,227 | 0,178 | 0,145

2
5 | 0,049 | 0,049 | 0,036 | 0,026 | 0,096 | 0,089 | 0,073 | 0,057 | 0,182 | 0,182 | 0,146 | 0,132

Bca 0,072 | 0,057 | 0,042 | 0,030 | 0,138 | 0,110 | 0,085 | 0,064 | 0,282 | 0,234 | 0,188 | 0,147

RSSBCa | k=2 | 0,072 | 0,057 | 0,040 | 0,032 | 0,136 | 0,108 | 0,083 | 0,060 | 0,268 | 0,214 | 0,179 | 0,140

k=5 | 0,048 | 0,046 | 0,037 | 0,027 | 0,090 | 0,091 | 0,076 | 0,058 | 0,179 | 0,178 | 0,175 | 0,126

Jackknife 0,105 | 0,070 | 0,045 | 0,031 | 0,207 | 0,143 | 0,093 | 0,062 | 0,436 | 0,301 | 0,190 | 0,153

Miller-ov 0,093 | 0,064 | 0,044 | 0,031 | 0,187 | 0,134 | 0,090 | 0,065 | 0,401 | 0,276 | 0,201 | 0,140

Miller-ov trim 0,089 | 0,061 | 0,045 | 0,032 | 0,187 | 0,133 | 0,094 | 0,064 | 0,430 | 0,290 | 0,206 | 0,135

Miller-ov trim 0,092 | 0,062 | 0,045 | 0,031 | 0,184 | 0,131 | 0,088 | 0,064 | 0,409 | 0,293 | 0,202 | 0,144
10%

RSS 0,096 | 0,064 | 0,045 | 0,033 | 0,186 | 0,134 | 0,094 | 0,064 | 0,396 | 0,265 | 0,204 | 0,143

k=2
Miller-ov | k=5 0,093 | 0,065 | 0,045 | 0,031 | 0,199 | 0,133 | 0,096 | 0,066 | 0,418 | 0,284 | 0,215 | 0,137
RSS k=2 0,090 | 0,064 | 0,045 | 0,032 | 0,188 | 0,129 | 0,090 | 0,065 | 0,416 | 0,301 | 0,207 | 0,150
Miller-ov

trim k=5 | 0,095 | 0,065 | 0,045 | 0,032 | 0,197 | 0,131 | 0,094 | 0,064 | 0,440 | 0,300 | 0,198 | 0,141

RSS k=2 0,091 | 0,063 | 0,043 | 0,031 | 0,188 | 0,133 | 0,091 | 0,066 | 0,423 | 0,277 | 0,201 | 0,144
Miller-ov

trim k=5 | 0,096 | 0,066 | 0,044 | 0,031 | 0,196 | 0,134 | 0,090 | 0,068 | 0,451 | 0,302 | 0,210 | 0,1454
10%

Miller-ov 0,128 | 0,071 | 0,045 | 0,031 | 0,268 | 0,149 | 0,097 | 0,065 | 0,592 | 0,372 | 0,242 | 0,168
bootstrap-t

PRSS r=1 0,078 | 0,052 | 0,038 | 0,025 | 0,154 | 0,109 | 0,074 | 0,053 | 0,307 | 0,230 | 0,164 | 0,116

Miller-ov | r=2 0,084 | 0,058 | 0,042 | 0,029 | 0,169 | 0,123 | 0,081 | 0,059 | 0,389 | 0,258 | 0,184 | 0,134

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ i Raji¢ (2019)
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Tabela 3.14: Prosecna Sirina 95% dvostranog intervala za koeficijent varijacije log-normalne

raspodele (nastavak)

H 2 2 2
o 0,0998 0,1980 0,3853
n 10 20 4 80 10 20 40 80 10 20 40 80
c&P 0,086 | 0,062 | 0,044 | 0,030 | 0,173 [ 0,123 [ 0,088 | 0,066 | 0,396 | 0,271 | 0,192 | 0,149
C&P trim 0,087 | 0,061 | 0,044 | 0,031 [ 0,183 | 0,129 [ 0,090 | 0,065 | 0,393 | 0,273 | 0,197 | 0,143
C&Ptrim10% | 0,088 | 0,062 | 0,044 | 0,032 | 0,184 | 0,124 | 0,091 | 0,063 | 0,374 | 0,283 | 0,206 | 0,139
RSSC&P [ k=2 | 0,088 | 0,061 | 0,043 [ 0,032 | 0,175 | 0,127 | 0,096 | 0,065 | 0,396 | 0,271 | 0,192 | 0,145
k=5 | 0,090 | 0,063 | 0,044 | 0,031 | 0,185 | 0,131 | 0,089 | 0,065 | 0,404 | 0,287 | 0,201 | 0,140
RSSC&P | k=2 | 0,088 | 0,063 | 0,044 | 0,029 | 0,183 | 0,128 | 0,092 | 0,065 | 0,413 | 0,276 | 0,195 | 0,144
rim k=5 | 0,090 | 0,063 | 0,044 | 0,031 | 0,191 | 0,131 | 0,090 | 0,063 | 0,398 | 0,288 | 0,190 | 0,143
RSSC&P | k=2 | 0,085 | 0,062 | 0,044 | 0,032 | 0,182 | 0,127 | 0,088 | 0,064 | 0,383 | 0,302 | 0,200 | 0,148
trim 10%
k=5 | 0,086 | 0,063 | 0,044 | 0,032 | 0,186 | 0,133 | 0,096 | 0,065 | 0,405 | 0,289 | 0,199 | 0,137
C&P bootstrap-t | 0,118 | 0,068 | 0,045 | 0,030 | 0,261 | 0,143 | 0,098 | 0,066 | 0,612 | 0,315 | 0,245 | 0,165
PRSSC&P [ r=1 | 0,071 [ 0,051 | 0,035 | 0,025 | 0,144 | 0,101 | 0,072 | 0,052 | 0,301 | 0,224 | 0,154 | 0,113
r=2 | 0,078 | 0,056 | 0,041 | 0,029 | 0,166 | 0,115 | 0,083 | 0,060 | 0,355 | 0,255 | 0,187 | 0,129
McKay-ev 0,109 | 0,071 | 0,046 | 0,032 | 0,238 | 0,142 | 0,095 | 0,067 | 0,676 | 0,363 | 0,222 | 0,155
McKay-evtrim | 0,113 | 0,071 | 0,047 | 0,033 | 0,236 | 0,144 | 0,097 | 0,068 | 0,686 | 0,347 | 0,232 | 0,153
McKay-evtrim | 0,116 | 0,071 | 0,047 | 0,032 | 0,252 | 0,145 | 0,098 | 0,067 | 0,680 | 0,347 | 0,220 | 0,146
10%
RSS k=2 | 0,118 | 0,067 | 0,046 | 0,032 | 0,250 | 0,147 | 0,097 | 0,067 | 0,707 | 0,356 | 0,222 | 0,151
McKay-ev | k=5 | 0,116 | 0,072 | 0,046 | 0,032 [ 0,250 | 0,146 | 0,099 | 0,066 | 0,686 | 0,347 | 0,230 | 0,147
RSS k=2 | 0,109 | 0,070 | 0,048 | 0,033 | 0,238 | 0,145 | 0,101 | 0,065 | 0,740 | 0,373 | 0,233 | 0,143
Mct':i?%/ ' k=5 [ 0,115 | 0,071 | 0,046 | 0,032 | 0,247 | 0,146 | 0,008 | 0,066 | 0,777 | 0,368 | 0,218 | 0,146
RSS k=2 | 0,118 | 0,073 | 0,047 | 0,032 | 0,243 | 0,145 | 0,094 | 0,066 | 0,718 | 0,342 | 0,228 | 0,150
McKay-ev
trim10% =51 0,121 | 0,075 | 0,049 | 0,032 | 0,249 | 0,148 | 0,097 | 0,068 | 0,776 | 0,355 | 0,226 | 0,142
PRSS [ r=1| 0,095 [ 0,059 | 0,038 | 0,027 [ 0,198 | 0,119 [ 0,081 | 0,054 | 0,481 | 0,269 | 0,173 | 0,119
McKay-ev | r=2 | 0,107 | 0,064 | 0,043 | 0,030 [ 0,220 | 0,137 [ 0,090 | 0,059 | 0,567 | 0,338 | 0,204 | 0,130

Prosecna Sirina 95% dvostranog intervala za koeficijent varijacije skew-normalne raspodele

prikazana je u Tabeli 3.15.
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Tabela 3.15: Prosecna Sirina 95% dvostranog intervala za koeficijent varijacije skew-normalne

raspodele
B 5 5 5
Y 0,7947 1,7928 4,8186
a 2 2 2
n 10 20 40 80 10 20 40 80 10 20 40 80
t 0,097 | 0,064 | 0,045 | 0,031 [ 0,205 | 0,132 [ 0,090 | 0,062 | 0,393 | 0,264 | 0,179 | 0,125
Percentil 0,073 | 0,055 | 0,042 | 0,031 [ 0,152 | 0,115 [ 0,086 | 0,060 | 0,328 | 0,243 | 0,168 | 0,126
RSS k=2 | 0,071 [ 0,056 | 0,041 | 0,031 | 0,147 | 0,111 | 0,080 | 0,065 | 0,294 [ 0,233 | 0,172 | 0,123
Percentil | k=5 | 0,049 | 0,046 | 0,036 | 0,026 | 0,093 | 0,093 [ 0,069 | 0,052 | 0,198 | 0,183 | 0,137 | 0,107
Bootstrap-t 0,123 | 0,067 | 0,047 | 0,032 | 0,247 | 0,137 | 0,091 | 0,064 | 0,499 | 0,281 | 0,184 | 0,137

BC 0,069 | 0,055 | 0,040 | 0,029 | 0,138 | 0,111 | 0,081 | 0,059 | 0,320 | 0,242 | 0,169 | 0,124

RSSBC | k 0,070 | 0,055 | 0,041 | 0,029 | 0,142 | 0,108 | 0,082 | 0,060 | 0,275 | 0,234 | 0,170 | 0,121
k 0,048 | 0,048 | 0,035 | 0,027 | 0,097 | 0,083 | 0,071 | 0,051 | 0,192 | 0,186 | 0,151 | 0,104

a1{nN

Bca 0,068 | 0,058 | 0,041 | 0,032 | 0,143 | 0,110 | 0,086 | 0,062 | 0,339 | 0,257 | 0,178 | 0,129

RSSBca | k=2 | 0,072 | 0,059 | 0,045 | 0,031 | 0,141 | 0,113 | 0,086 | 0,061 | 0,296 | 0,227 | 0,169 | 0,125
k=5 | 0,046 | 0,047 | 0,034 | 0,028 | 0,096 | 0,084 | 0,073 | 0,053 | 0,188 0,189 | 0,142 | 0,110

Jackknife 0,103 | 0,067 | 0,047 | 0,033 | 0,206 | 0,139 | 0,095 | 0,063 | 0,435 | 0,280 | 0,203 | 0,134
Miller-ov 0,090 | 0,063 | 0,044 | 0,031 | 0,186 | 0,131 | 0,091 | 0,065 | 0,421 | 0,289 | 0,205 | 0,142

Miller-ov trim 0,090 | 0,063 | 0,044 | 0,031 | 0,196 | 0,129 | 0,093 | 0,064 | 0,419 | 0,294 | 0,213 | 0,145

Miller-ov trim 0,092 | 0,063 | 0,044 | 0,031 | 0,185 | 0,132 | 0,094 | 0,065 | 0,412 | 0,292 | 0,213 | 0,145

10%
RSS k=2 | 0,089 | 0,065 | 0,045 | 0,031 | 0,188 | 0,129 | 0,094 | 0,065 | 0,414 | 0,291 | 0,203 | 0,140
Miller-ov | k=5 | 0,097 | 0,065 | 0,045 | 0,031 | 0,196 | 0,128 | 0,090 | 0,065 | 0,448 | 0,300 | 0,208 | 0,144
RSS k=2 | 0,094 | 0,063 | 0,044 | 0,030 | 0,195 | 0,133 | 0,092 | 0,065 | 0,433 | 0,287 | 0,212 | 0,135
Miller-ov
trim k=5 | 0,093 | 0,065 | 0,044 | 0,032 | 0,195 | 0,135 | 0,093 | 0,063 | 0,441 | 0,295 | 0,198 | 0,148
RSS k=2 | 0,090 | 0,065 | 0,044 | 0,031 | 0,190 | 0,133 | 0,091 | 0,063 | 0,449 | 0,298 | 0,206 | 0,141
Miller-ov
trim 10% ["=5 0,092 | 0,066 | 0,044 | 0,031 | 0,190 | 0,131 | 0,094 | 0,062 | 0,446 | 0,296 | 0,204 | 0,141
Miller-ov 0,133 | 0,076 | 0,045 | 0,032 | 0,255 | 0,148 | 0,100 | 0,065 | 0,625 | 0,348 | 0,221 | 0,147
bootstrap-t
PRSS r=1 | 0,074 | 0,052 | 0,036 | 0,025 | 0,154 | 0,107 | 0,077 | 0,053 | 0,331 | 0,226 | 0,165 | 0,112
Miller-ov | r=2 | 0,083 | 0,059 | 0,041 | 0,030 | 0,174 | 0,123 | 0,082 | 0,060 | 0,378 | 0,267 | 0,189 | 0,126

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ i Raji¢ (2019)
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Tabela 3.15: Prose¢na Sirina 95% dvostranog intervala za koeficijent varijacije skew-normalne
g i jacl)
raspodele (nastavak)

£ 5 5 5

V 0,7947 1,7928 4,8186

a 2 2 2

n 10 20 40 8 10 20 40 80 10 20 40 80
C&P 0,087 | 0,061 | 0,044 | 0,031 | 0,178 | 0,130 | 0,093 | 0,066 | 0,388 | 0,276 | 0,204 | 0,145
C&P trim 0,084 | 0,062 | 0,044 | 0,030 | 0,185 | 0,129 | 0,090 | 0,063 | 0,405 | 0,283 | 0,196 | 0,133

C&P trim 10% 0,086 | 0,061 | 0,044 | 0,032 | 0,178 | 0,127 | 0,089 | 0,066 | 0,394 | 0,270 | 0,202 | 0,146

RSSC&P | k=2 | 0,086 | 0,061 | 0,044 | 0,031 | 0,174 | 0,128 | 0,089 | 0,065 | 0,402 | 0,288 | 0,202 | 0,138

k=5 | 0,092 | 0,063 | 0,045 | 0,031 | 0,182 | 0,130 | 0,091 | 0,066 | 0,422 | 0,302 | 0,203 | 0,149

RSSC&P | k=2 | 0,084 | 0,062 | 0,044 | 0,031 | 0,183 | 0,129 | 0,088 | 0,064 | 0,407 | 0,283 | 0,199 | 0,147

trim k=5 | 0,089 | 0,064 | 0,044 | 0,031 | 0,186 | 0,130 | 0,092 | 0,063 | 0,429 | 0,292 | 0,206 | 0,143

RSSC&P | k=2 | 0,089 | 0,061 | 0,044 | 0,031 | 0,181 | 0,129 | 0,091 | 0,063 | 0,405 | 0,296 | 0,204 | 0,146
trim 10%

k=5 0,089 | 0,063 | 0,045 | 0,032 | 0,186 | 0,131 | 0,093 | 0,066 | 0,426 | 0,292 | 0,201 | 0,144

C&P hootstrap-t | 0,131 | 0,069 | 0,044 | 0,032 | 0,261 | 0,149 | 0,095 | 0,067 | 0,565 | 0,347 | 0,211 | 0,146

PRSSC&P | r=1 | 0,073 | 0,051 | 0,036 | 0,026 | 0,146 | 0,101 | 0,075 | 0,053 | 0,313 | 0,233 | 0,159 | 0,112

r=2 | 0,079 | 0,057 | 0,040 | 0,030 | 0,164 | 0,117 | 0,083 | 0,059 | 0,363 | 0,262 | 0,183 | 0,130

McKay-ev 0,113 | 0,069 | 0,047 | 0,032 | 0,237 | 0,146 | 0,096 | 0,067 | 0,742 | 0,346 | 0,220 | 0,152

McKay-ev trim 0,113 | 0,070 | 0,047 | 0,033 | 0,253 | 0,152 | 0,098 | 0,068 | 0,775 | 0,371 | 0,222 | 0,152

McKay-ev trim 0,112 | 0,071 | 0,046 | 0,033 | 0,254 | 0,151 | 0,100 | 0,068 | 0,779 | 0,357 | 0,226 | 0,152

10%
RSS k=2 | 0,115 | 0,071 | 0,046 | 0,032 | 0,254 | 0,146 | 0,099 | 0,069 | 0,732 | 0,357 | 0,238 | 0,150
McKay-ev | k=5 | 0,118 | 0,073 | 0,047 | 0,033 | 0,263 | 0,152 | 0,099 | 0,067 | 0,860 | 0,336 | 0,218 | 0,151
RSS k=2 | 0,118 | 0,070 | 0,048 | 0,032 | 0,252 | 0,149 | 0,098 | 0,068 | 0,744 | 0,376 | 0,228 | 0,150

McKay-ev
trin)ql k=5 | 0,121 | 0,072 | 0,048 | 0,032 | 0,251 | 0,151 | 0,100 | 0,067 | 0,815 | 0,360 | 0,217 | 0,154
RSS k=2 | 0,116 | 0,072 | 0,046 | 0,032 | 0,249 | 0,143 | 0,100 | 0,064 | 0,790 | 0,358 | 0,218 | 0,146

McKay-ev
trim10% | k=5 | 0,116 | 0,071 | 0,049 | 0,032 | 0,266 | 0,151 | 0,098 | 0,069 | 0,902 | 0,354 | 0,225 | 0,151
PRSS r=1| 0,091 | 0,056 | 0,039 | 0,027 | 0,197 | 0,120 | 0,080 | 0,055 | 0,522 | 0,271 | 0,178 | 0,121
McKay-ev | r=2 | 0,105 | 0,065 | 0,043 | 0,030 | 0,222 | 0,136 | 0,090 | 0,061 | 0,650 | 0,310 | 0,202 | 0,135

Utvrdeno je da intervali poverenja zasnovani na odseCenoj sredini imaju priblizno istu Sirinu
kao 1 oni koji nisu zasnovani na odsecenoj sredini.

Posmatrajuci predstavljene rezultate, mozZe se zakljuciti da su za gama, Weibull-ovu, log-
normalnu i skew-normalnu raspodelu, u veéini slu¢ajeva, proporcije simuliranih intervala za
koeficijent varijacije zasnovanih na odsecenoj sredini najblize nominalnom nivou pouzdanosti, za
sve veli¢ine uzoraka. Takode, uocava se da intervali poverenja zasnovani na odseCenoj sredini
imaju priblizno istu Sirinu kao 1 oni koji nisu zasnovani na odsecenoj sredini.

3.4 Analiza i primena u korporativnim finansijama

Koriste¢i razli¢ite promenljive u ovom delu ¢e se vrsiti analiza pouzdanosti intervala
poverenja za mere disperzije. Re¢ je o meri sistematskog rizika i dividendama. U odeljcima 3.4.3 i
3.4.4 ¢e biti prikazani dobijeni rezultati.
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3.4.1 Mera sistematskog rizika

Mera sistematskog rizika (beta koeficijent) predmet je proucavanja razli¢itih autora: Sharpe
et al. (1999), Ross et al. (2003), Brealey et al. (2011), Bodie et al. (2009), Damodaran (2015),
Besley i Brigham (2018) i drugih.

Kompanije razli¢ito reaguju na dejstvo ekonomskih (trzi$nih) faktora, kao Sto su promena
kamatne stope i potroSackih cena. Dodavanje razli¢itih hartija od vrednosti u dobro diversifikovan
portfolio ne bi imalo isti efekat na rizik portfolija, jer razliCite hartije od vrednosti imaju razlicit
stepen sistematskog rizika. Pitanje je kako izmeriti sistematski rizik pojedinacne hartije od
vrednosti. Svi rizici osim onih koji se odnose na trzi$na kretanja mogu se dobro diversifikovati.
Rizik koji preostaje nakon diversifikacije naziva se trziSni rizik. Trzisni rizik preostaje u portfoliju
koji se sastoji od sve finansijske i realne aktive koja je dostupna na trziStu. Neka se pretpostavi da
postoji moguénost za kupovinu sve finansijske aktive. Ako se raspolaze dobro diversifikovanim
portfolijom, povrac¢aj na portfolio samo je pod uticajem trziSnih faktora koji uticu na sve kompanije
(na primer, potrosacke cene). Taj portfolio nije pod uticajem onih faktora koje uti¢u na odredene
kompanije (na primer, loSa marketinska kampanja). Znaci, dobro diversifikovan portfolio je samo
pod uticajem sistematskog, odnosno trziSnog rizika. Moze se zakljuciti da postoji mogucnost da se
meri trzi8ni rizik pojedinacne hartije od vrednosti tako Sto se analizira njeno kretanje 1 kretanje na
trzistu. Mera osetljivosti akcije na trzi$ne fluktuacije naziva se beta koeficijent (Besley & Brigham,
2018).

Sistematski rizik je pod uticajem trziSnih kretanja i utiCe na sve hartije od vrednosti, a
specificni faktori rizika kompanije mere specificnosti vezane samo za konkretnu kompaniju. U
svrhu procene sistematskog i specifi¢nog rizika odredene hartije od vrednosti koriste se faktorski
modeli. Za potrebe definisanja faktorskog modela, polazi se od dodatnog prinosa neke hartije od
vrednosti, koji ¢e biti oznacen sa R;. Da bi se uocila razlika izmedu trzi$nih i specificnih faktora,

dodatni prinos se razlaze na slede¢e komponente (Bodie et al., 2009, str. 183):
R=E(R)+AM+g,i=1..n, (3.15)

gde je:
e E(R) - ocekivani dodatni prinos u periodu investiranja,
e M - pokazatelj trzi$nih kretanja tokom perioda investiranja,
e [ - pokazatelj osetljivosti hartije od vrednosti na trzi$ni faktor,
e & - pokazatelj uticaja neocekivanih dogadaja na kompaniju.

Faktorski model prinosa na hartije od vrednosti se koristi samo u sluc¢aju kada je moguce
izmeriti uticaj faktora koji deluje na prinose hartija od vrednosti. Na primer, kao aproksimaciju
trziSnog faktora moguce je koristiti stopu prinosa trziSnog indeksa S&P500. Model prinosa na
akcije koji na osnovu trzi$nog indeksa pokazuje uticaj sistematskih faktora rizika zove se indeksni
model. Na osnovu ovog modela se uocava veza izmedu prinosa na hartije od vrednosti i trziSnog
indeksa. Koriste¢i indeksni model, dodatni prinos hartije od vrednosti se moZe razloZiti na
sistematsku i specifi¢énu komponentu na sledec¢i nac¢in (Bodie et al., 2009, str. 185):

Ri:ai+ﬂiRM +8i,i:1,...,n. (316)

Jednacina (3.16) predstavlja regresionu jednac¢inu, gde je:
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R; - dodatni prinos na hartiju od vrednosti (zavisna promenljiva),

e ¢ - dodatni prinos na akciju kada je dodatni prinos trzista jednak nuli (odsecak),

e [ - mera osetljivosti prinosa hartija od vrednosti na promene u prinosu na trzistu
(koeficijent nagiba),

e Ry - trzi$ni dodatni prinos koji zavisi od kretanja na celokupnom trzistu (objasnjavajuca
promenljiva),

e & - deo prinosa koji je rezultat neocekivanih dogadaja koji su od znacaja samo za datu

hartiju od vrednosti (rezidualni prinos hartije od vrednosti).

Na osnovu regresione analize, koriste¢i podatke o istorijskim prinosima, odreduje se beta
koeficijent f;, koji pokazuje za koliko procentnih poena ¢e se promeniti prinos hartija od vrednosti

ako se trziSni prinos poveca za jedan procenat.

Iz jednacine (3.16) se uoCava da postoje dva rizika hartije od vrednosti: sistematski rizik,
SRy , koji je posledica osetljivosti hartije od vrednosti na kretanja na ukupnom trzistu i specifiéni

rizik, &, koji predstavlja neizvesnost koja nije pod uticajem trzisnog faktora.

Posto se nesistematski rizik moZe eliminisati diversifikacijom, nagrada za snoSenje rizika
zavisi samo od nivoa sistematskog rizika (Ross et al., 2003). Beta za prosecnu hartiju od vrednosti
uzima vrednost 1. Kada je beta veca od 1, hartija od vrednosti je volatilnija od trziSnog indeksa. U
slucaju kada je beta manja od 1, hartije od vrednosti predstavljaju tzv. defanzivne instrumente, jer
se njihovim dodavanjem u portfolio smanjuje rizik portfolia (Sharpe et al., 1999, str. 184). Hartija
od vrednosti moze imati i negativnu betu, $to se interpretira na sledeci nacin: kada stanje u privredi
belezi poboljSanje ocekuje se manji prinos hartije od vrednosti, i suprotno, u slucaju negativnog
trziSnog dodatnog prinosa hartija od vrednosti ¢e ostvariti ve¢i prinos. Sledi da hartija od vrednosti
sa negativnom betom obezbeduje zastitu od sistematskog rizika (Bodie et al., 2009).

Varijansa dodatnog prinosa akcije moze se zapisati na slede¢i nacin (Bodie et al., 2009):
Var(R;)=Var(a; + Ry +&)
=Var(£Ry )+Var(s;)

= Biow +0'2(8i)

=Sistematski rizik + Specifi¢ni rizik,

(3.17)

zai=1..,n.

Iz (3.17) sledi da ukupan varijabilitet stope prinosa svake hartije od vrednosti zavisi od
varijanse koja vodi poreklo od neizvesnosti koja se odnosi na celokupno trziSte (sistematski rizik
svake akcije zavisi od o i od osetljivosti akcije koja je odredena sa ;) i varijanse koja vodi

poreklo od specifi¢nih faktora rizika (njen uticaj se meri pomocu & ).

Jedan od nacina da se utvrdi relativna vaznost sistematskog rizika je da se izracuna odnos
sistematske varijanse i ukupne varijanse (Bodie et al., 2009, str. 187):

, _ Sistematska varijansa pio?,

Ukupna varijansa (ﬂiszfn +02(8i))’ 1=1..,n
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Ukoliko koeficijent korelacije (o) izmedu Ry, i R; iznosi 1 ili -1, prinos hartije od

vrednosti se u potpunosti objasnjava trziSnim prinosom. Visoka apsolutna vrednost ovog
koeficijenta znaci da trzi$ni faktor ima znacajan uticaj u objasnjavanju varijanse hartije od vrednost.

U nastavku ée biti analizirani podaci o meri sistematskog rizika*’ u S&P500 kompanijama
(razmatraée se 490 kompanija, jer podaci nisu dostupni za sve kompanije) na dan 5. jul 2017.
godine.

Deskriptivne mere za analizirane podatke navedene su u Tabeli 3.16.

Tabela 3.16: Deskriptivne mere za meru sistematskog rizika

Promenljiva Broj Sredina Standardna Koeficijent
kompanija devijacija asimetrije
Mera sistematskog rizika 490 1,02 0,52 0,43

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ i Raji¢ (2018)

Slikom 3.1 predstavljen je histogram raspodele mere sistematskog rizika.
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Slika 3.1: Histogram raspodele mere sistematskog rizika
Izvor: Preuzeto iz Ivkovié i Raji¢ (2018)

Uoceno je da analizirana promenljiva nije normalno raspodeljena. Takode, koriS¢en je
Shapiro-Wilk test normalnosti da bi se ispitalo da li je mera sistematskog rizika normalno
raspodeljena. Sprovedeni test pokazao je isti rezultat kao histogram (Ho: Mera sistematskog rizika je
normalno raspodeljena, a p-vrednost je priblizno 0).

3.4.2 Dividenda

Za kompaniju je od velike vaznosti da donese odluku o tome kako raspodeliti neto dobitak
na dividendu i akumulirani dobitak (Sharpe et al., 1999; Ross et al., 2003; Todorovi¢ & Ivanisevic,
2018).

Svaka kompanija u odredenom vremenskom periodu donosi odluku da li ¢e vratiti gotovinu
svojim akcionarima, i ako vrati koji deo ¢e biti u obliku dividendi. Slicno, vlasnik privatne

47 Podaci su preuzeti sa sajta: http:/finance.yahoo.com/ i bi¢e navedeni u PRILOGU 9. U daljem radu pretpostavljaée se
da je re¢ o osnovnom skupu.
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kompanije donosi odluku koliko novca povlaéi iz poslovanja i ponovo investira. Ove odluke
nazivaju se odlukama o dividendama i pod direktnim su uticajem dividendne politike koja se
primenjuje u kompaniji (Damodaran, 2015).

Izbor dividendne politike nam daje odgovor na razli¢ita pitanja: kako problem raspodele
resiti u praksi, da li dividendna politika uti¢e na trzisnu vrednost kompanije, da li postoji potreba za
eksternim kapitalom, i druga. Postoje tri razli¢ita stanovista o dividendnoj politici. Prema prvom
stanovistu dividende nemaju vaznost, jer ne uticu na vrednost kompanije. Ova tvrdnja poc¢iva na
slede¢e dve pretpostavke: prva pretpostavka je da nema nepovoljnog poreskog tretmana za
investitora koji prima dividendu nasuprot kapitalnom dobitku, a druga je da kompanija moze da
prikupi kapital na trziStu za nove investicije bez snoSenja previsokih troskova emisije. Prema
drugom stanovistu dividende nisu dobre za prosecnog akcionara zbog nepovoljnog poreskog
tretmana, Sto za rezultat ima niZzu vrednost kompanije. Pristalice tre¢eg stanoviSta smatraju da su
dividende dobre, jer su akcionari zainteresovani za njihovu isplatu i u skladu sa tim reaguju na
povecéanje dividendi (Damodaran, 2015).

Osnovne vrste nov€anih dividendi su redovna, dodatna, posebna 1 likvidiraju¢a dividenda.
NajceS¢e se isplacuje redovna dividenda. Nekada kompanija isplacuje 1 redovnu i dodatnu
dividendu. Dodatna dividenda podrazumeva isplatu koja se moze, a ne mora ponoviti. Posebna
dividenda se uglavnom smatra jednokratnom, dok se likvidiraju¢a dividenda isplac¢uje kada
kompanija zavrSava sa poslovanjem (Ross et al., 2003, str. 606).

Iznos isplate dividendi odvija se u skladu sa ranije usvojenom dividendnom politikom.
Dividende se najces¢e isplacuju jednom, dva puta ili Cetiri puta godiSnje. Razlikuju se Cetiri
dividendne politike: politika rezidualne dividende, politika konstantnog racija placanja dividende,
politika stabilnih dividendi i politika niskih regularnih plus ekstradividende (Todorovi¢ &
IvaniSevi¢, 2018, str. 216-218).

e Politika rezidualne dividende - cilj kompanije je maksimiziranje vrednosti, pa se raspolozivi
kapital koristi da bi se finansirali isplativi investicioni projekti, dok se ostatak isplac¢uje u
obliku dividende. Kao rezultat dividende ¢e iz godine u godinu konstantno oscilirati, §to ne
nailazi na odobravanje akcionara.

e Poltika konstantnog racija placanja dividende - kompanija unapred utvrduje procenat neto
dobitka koji ¢e se ispla¢ivati kao dividenda. Problem se javlja u slucaju kada je neto dobitak
vrlo nizak ili kada kompanija posluje sa gubitkom. Tada ¢e dividende biti znatno smanjenje,
ili nece biti isplacene, Sto dovodi do toga da investitori gube poverenje, pri ¢emu mogu pasti
trziSne cene akcija kompanije. Stoga, ukoliko su u kompaniji izraZene promene u visini
ostvarenog neto dobitka, ne bi trebalo primenjivati ovu politiku.

e Politika stabilnih dividendi - menadZeri imaju za cilj da cene akcija odrZze stabilnim.
Vodenje ove politike, koja podrazumeva visoke stabilne dividende, moze dovesti do
finansijskog optereenja kompanije, posebno u situacijama kada kompanija nije u
mogucnosti da generiSe gotovinu u istom obimu kao ranije ili se investicione potrebe
povecaju. U tom slucaju kompanija ¢e odustati od investicionih projekata, isplatu dividendi
¢e finansirati iz novih zaduZenja ili ¢e je ¢ak prekinuti, Sto vodi do velikog pada cena akcija.

e Politika niskih regularnih plus ekstradividende - isplatom visokih regularnih dividendi
povecava se finansijsko opterecenje kompanije, a investitori oCekuju da ¢e se dividende
povecavati. Iz tog razloga kompanija moZe odabrati da vodi politiku isplate ujednacenih
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dividendi, ali u znatno manjem iznosu u odnosu na politiku stabilnih dividendi. U periodu
kada kompanija bude raspolagala velikim zalihama gotovine, pored regularne dividende
isplatice i dodatne, tzv. ekstradividende. Primena ove politika je veoma pogodna za
kompanije kod kojih su izraZzene visoke fluktuacije neto nov€anog toka, a istovremeno
sprecava formiranje visokih oc¢ekivanja od strane akcionara.

Izbor dividendne politike zavisi od razli¢itih faktora, od kojih se mogu izdvojiti sledeci
(Todorovi¢ & Ivanisevi¢, 2018, str. 218-219):

e Raspolozivost gotovine - iznos gotovine koji se koristi za isplatu dividendi zavisi od zaliha
gotovine, gotovinskih ekvivalenata, itd.

e Raspolozivost alternativnih izvora kapitala i troSkovi njegovog privlacenja - ukoliko su
troSkovi emisije akcija visoki, cena eksternog sopstvenog kapitala ¢e biti ve¢a od cene
nerasporedenog dobitka, zbog ¢ega ¢e dividende biti niske.

e Nivo i stabilnost neto dobitaka, proslih i o¢ekivanih - kompanije ¢iji je godisnji neto dobitak
visok 1 stabilan ispla¢ivace veci procenat neto dobitka kao dividendu, dok ¢e kompanije sa

nestabilnim neto dobitkom zadrzati ve¢i deo neto dobitka da bi se odrzao stabilan nivo
dividendi.

e Iznos nerasporedenog dobitka - u nekim zemljama je zakonom utvrdeno da iznos dividendi
ne moze biti ve¢i od iznosa nerasporedenog dobitka u bilansu stanja.

e Preferencije akcionara - razliiti akcionari mogu placati porez po razliitim stopama.
Akcionari koji placaju porez po visim poreskim stopama pokusSavaju da ve¢i deo neto
dobitka akumuliraju, dok je suprotna situacija sa akcionarima koji su oslobodeni placanja
poreza na prihode od dividende.

Pored navedenih faktora na izbor dividendne politike uti¢u i investicione potrebe, nivo
zaduzenosti, kontrola nad kompanijom, itd.

U nastavku ¢ée biti analizirani podaci o dividendama*® u S&P500 kompanijama (razmatraée
se 436 kompanija, jer podaci nisu dostupni za sve kompanije) na dan 5. jul 2017. godine.

Deskriptivne mere za analizirane podatke navedene su u Tabeli 3.17.

Tabela 3.17: Deskriptivne mere za dividendu

Promenljiva Broj Sredina Standardna Koeficijent
kompanija devijacija asimetrije
Dividenda 436 1,63 1,34 1,92

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Histogram raspodele analizirane promenljive prikazan je na Slici 3.2.

48 Podaci su preuzeti sa sajta: http:/finance.yahoo.com/ i bi¢e navedeni u PRILOGU 10. U daljem radu pretpostavljaée
se da je re€ o osnovnom skupu.
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Slika 3.2: Histogram raspodele dividende
Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Primecuje se da dividenda nije normalno raspodeljena. U prilog tome govori i Shapiro-Wilk
test normalnosti (prilikom testiranja nulte hipoteze koja glasi Ho: Dividenda je normalno
raspodeljena dobijena je p-vrednost koja je priblizno 0).

3.4.3 Analiza pouzdanosti intervala poverenja za varijansu

U cilju analize pouzdanosti intervala poverenja bi¢e prikazane dobijene proporcije
simuliranih intervala za varijansu zasnovane na podacima o meri sistematskog rizika i dividendama.
Na kraju ¢e biti analizirani 1 podaci o Stetama nastalim usled poZara u Danskoj (engl. Danish fire
loss data).

Primer 1 Na osnovu podataka o meri sistematskog rizika*® analizirane su proporcije
simuliranih 95% dvostranih intervala za varijansu.

Iz Tabele 3.18 se uocava da su najbolji rezultati za uzorke veli¢ine 15 dobijeni primenom
RSS z® intervala, dok je za uzorke veli¢ine 20 najbolji izbor bio RSS ADF interval. Za uzorke

veli¢ine 50 primenom RSS Steve-ovog intervala dobijeni rezultat je najblizi 0,95, a za uzorke
velic¢ine 80 se kao najbolji pokazao ADF interval.

Tabela 3.18: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za varijansu mere sistematskog rizika

n 15 20 50 80
22 0,934 | 0,918 | 0,921 | 0,911
2 0,945 | 0,924 | 0,943 | 0,921

RSS X

Bonett-ov 0,962 | 0,972 | 0,976 | 0,971
RSS Bonett-ov 0,975 | 0,977 | 0,986 | 0,968
Steve-ov 0,811 | 0,878 | 0,919 | 0,938
RSS Steve-ov 0,833 | 0,893 | 0,955 | 0,931
LOG 0,839 | 0,873 | 0,904 | 0,913
RSS LOG 0,879 | 0,898 | 0,920 | 0,915
ADF 0,907 | 0,926 | 0,921 | 0,946
RSS ADF 0,919 | 0,935 | 0,943 | 0,938

Izvor: Preuzeto iz Ivkovié i Raji¢ (2018)

49 Podaci su preuzeti sa sajta: http://finance.yahoo.com/ i bi¢e navedeni u PRILOGU 9.
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Analiza na podacima o meri sistematskog rizika pokazala je da su, uglavnom, proporcije
simuliranih intervala za varijansu zasnovanih na rangiranom uzorkovanju bile blize nominalnom
nivou pouzdanosti u odnosu na proporcije simuliranih intervala zasnovanih na prostom slucajnom
uzorkovanju.

Primer 2 Na osnovu podataka o dividendama® analizirane su proporcije simuliranih 95%
dvostranih intervala za varijansu.

Iz Tabele 3.19 se zakljuCuje da je za male uzorke (veli¢ine 15 i 20), RSS Bonett-ov interval
obezbedio najbolje rezultate. Kod uzoraka veli¢ine 50, RSS Bonett-ov interval je bio najbolji izbor,
dok je za uzorke veli¢ine 80, proporcija simuliranih Bonett-ovih intervala bila najbliza nominalnom
nivou pouzdanosti (i iznosi 0,915).

Tabela 3.19: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za varijansu dividende

n 15 20 50 80
22 0,751 | 0,728 | 0,670 | 0,668
2 0,778 | 0,784 | 0,684 | 0,676

RSS X

Bonett-ov 0,910 | 0,894 | 0,891 | 0,915
RSS Bonett-ov 0,926 | 0,922 | 0,901 | 0,900
Steve-ov 0,602 | 0,593 | 0,749 | 0,859
RSS Steve-ov 0,637 | 0,637 | 0,756 | 0,846
LOG 0,675 | 0,679 | 0,755 | 0,868
RSS LOG 0,720 | 0,751 | 0,780 | 0,816
ADF 0,761 | 0,754 | 0,824 | 0,867
RSS ADF 0,791 | 0,792 | 0,807 | 0,822

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Sprovedena analiza na podacima o dividendama dovela je do zakljucka da su, uglavnom,
proporcije simuliranih intervala za varijansu zasnovanih na rangiranom uzorkovanju blize
nominalnom nivou pouzdanosti u odnosu na proporcije simuliranih intervala zasnovanih na prostom
slucajnom uzorkovanju.

Primer 3°%. Predmet analize su i proporcije simuliranih intervala za varijansu zasnovane na
podacima koji se odnose na Stete nastale usled pozara u Danskoj. Ovi podaci su analizirani od
strane mnogih autora i moze se na¢i mnogo radova u kojima se proucavaju navedeni podaci. Baza
podataka se sastoji od 2167 iznosa Steta u drzavi Danskoj i1 pokriva period od 03.01.1980. do
31.12.1990. godine (Pfaff et al., 2018)2.

Eling (2012) je u svom obimnom istrazivanju pokazao da je skew-Student-ova raspodela
pogodna za opisivanje logaritma iznosa Steta.

Deskriptivne mere analiziranih podataka date su u Tabeli 3.20.

%0 Podaci su preuzeti sa sajta: http:/finance.yahoo.com/ i bi¢e navedeni u PRILOGU 10.
51 Primer 3 je hipoteti¢ki primer.
52 U daljem radu pretpostavljace se da je re¢ o osnovnom skupu.
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Tabela 3.20: Deskriptivne mere za logaritam iznosa $teta

Promenljiva Broj Steta Sredina Standardna Koeficijent
devijacija asimetrije
Logaritam iznosa Steta 2167 0,79 0,72 1,76

Izvor: Preuzeto iz Raji¢ i Ivkovi¢ (2018)

Slikom 3.3 predstavljen je histogram raspodele logaritma iznosa Steta.
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Slika 3.3: Histogram raspodele logaritama iznosa $teta
Izvor: Preuzeto iz Raji¢ i Ivkovi¢ (2018)

Proporcije simuliranin 95% dvostranih intervala za varijansu logaritama iznosa Steta su
navedene u Tabeli 3.21.

Tabela 3.21: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za varijansu logaritama iznosa Steta

n 15 20 50 80
P 0,774 | 0,781 | 0,790 | 0,755
2 0,808 | 0,805 | 0,804 | 0,788
RSS 4

Bonett-ov 0,893 0,902 | 0,932 0,944
RSS Bonett-ov | 0,908 | 0,926 | 0,959 | 0,968

Steve-ov 0,591 | 0,680 | 0,842 | 0,918
RSS Steve-ov | 0,624 | 0,717 | 0,881 | 0,926
LOG 0,722 | 0,761 | 0,864 | 0,905
RSS LOG 0,761 | 0,812 | 0,900 | 0,924
ADF 0,831 | 0,835 | 0,926 | 0,928

RSS ADF 0,821 | 0,864 | 0,938 | 0,937

Izvor: Preuzeto iz Raji¢ i Ivkovi¢ (2018)

U slu¢aju malih uzoraka RSS Bonett-ov interval obezbedio je rezultate najbliZe nominalnom
nivou pouzdanosti. Za uzorke veli¢ine 50 RSS Bonett-ov interval je bio najbolji izbor, dok je za
uzorke veli¢ine 80, proporcija simuliranih Bonett-ovih intervala bila najbliZa nominalnom nivou
pouzdanosti (iznosi 0,944).

Na osnovu dobijenih rezultata zakljucuje se da su, u vecini sluc¢ajeva, proporcije simuliranih
intervala za varijansu zasnovanih na rangiranom uzorkovanju bile blize nominalnom nivou
pouzdanosti u odnosu na proporcije simuliranih intervala zasnovanih na prostom slu¢ajnom
uzorkovanju.
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Na osnovu rezultata koji su predstavljeni u odeljcima 3.3.1, 3.3.2 i 3.4.3 potvrduje se
hipoteza

Hs: Proporcije simuliranih intervala poverenja za varijansu osnovnog skupa, konstruisanih na
osnovu rangiranog uzorkovanja, blize su nominalnom nivou pouzdanosti od proporcija intervala
poverenja konstruisanih na osnovu prostog slucajnog uzorkovanja.

3.4.4 Analiza pouzdanosti intervala poverenja za koeficijent varijacije

Primer 1 Na osnovu podataka o meri sistematskog rizika®® predstavljene su proporcije
simuliranih intervala za koeficijent varijacije. 1z Tabele 3.22 se uo€ava da je za uzorke veli¢ine 10,
proporcija simuliranih RSS Miller-ovih intervala zasnovanih na odsecenoj sredini bila najbliza
nominalnom nivou pouzdanosti (iznosi 0,949). Za uzorke veli¢ine 20, RSS C&P interval zasnovan
na odsecenoj sredini obezbedio je najbolji rezultat. Kada je re¢ o uzorcima veli¢ine 40, najbolji
rezultat ostvaren je primenom RSS Miller-ovog intervala zasnovanog na odsecenoj sredini, dok je
za uzorke velicine 80 primena C&P i RSS Miller-ovog intervala koji su zasnovani na odsecenoj
sredini dala najbolje rezultate.

%3 Podaci su preuzeti sa sajta: http://finance.yahoo.com/ i bi¢e navedeni u PRILOGU 9.
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Tabela 3.22: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za koeficijent varijacije mere
sistematskog rizika

n 10 20 40 80 n 10 20 40 80
t 0,892 | 0,910 | 0,902 | 0,924 C&P trim 0,877 | 0,931 | 0,939 | 0,959
Percentil 0,792 | 0,891 | 0,920 | 0,939 C&P trim 10% | 0,875 | 0,910 | 0,934 | 0,949
RSS k=2 | 0,808 | 0,869 | 0,924 | 0,929 RSS C&P | k=2 | 0,888 | 0,927 | 0,931 | 0,956
Percentil k=5 0,704 | 0,843 | 0,894 | 0,904 k=5 | 0,945 | 0,967 | 0,964 | 0,973
Bootstrap-t 0,895 | 0,914 | 0,939 | 0,938 RSSC&P | k=2 | 0,885 | 0,929 | 0,955 | 0,941
BC 0,830 | 0,885 | 0,928 | 0,953 trim
RSSBC | k=2 | 0,817 | 0,890 | 0,909 | 0,930 k=5 | 0,946 | 0,954 | 0,968 | 0,969
k=5 | 0,716 | 0,853 | 0,876 | 0,917 RSSC&P | k=2 | 0,921 | 0,935 | 0,946 | 0,957
BCa 0,826 | 0,903 | 0,920 | 0,953 trim 10%
RSSBca | k=2 | 0,835 | 0,890 | 0,915 | 0,931 == T 0536 [ 0,559 [ 0652 | 6970
k=5 | 0,685 | 0,855 | 0,902 | 0,936
Sackknite 0500 0’512 T 0’530 | 0.968 C&P bootstrap-t | 0,965 | 0,977 | 0,983 | 0,986
Miller-ov 0,897 | 0,007 | 0,942 | 0,945 PRSS | r=1] 0,708 | 0,637 | 0,510 | 0,367
Miller-ov trim | 0,894 | 0,933 | 0,044 | 0,956 C&P | r=2 0804 | 0841 | 0,820 | 0,786
Miller-ov trim | 0,872 | 0,913 | 0,933 | 0,969 McKay-ev 0,880 | 0,965 | 0,968 | 0,971
10% McKay-ev trim | 0,823 | 0,963 | 0,961 | 0,966
RSS k=2 0,897 | 0,925 | 0,935 0,954 McKay-ev trim | 0,805 | 0,964 | 0,970 | 0,980
Miller-ov | k=5 | 0,943 | 0,961 | 0,964 | 0,979 10%
RSS k=2 0,907 | 0,918 | 0,950 | 0,954 RSS k=2 | 0,810 | 0,971 | 0,955 | 0,964
Miller-ov McKay- [ k=5 | 0,854 | 0,985 | 0,991 | 0,984
trim k=5 | 0,949 | 0,965 | 0,973 | 0,965 ev
RSS | k=2 | 0,917 | 0,932 | 0,942 | 0,949 oS | k2| 08061 09711 0,974 1 0,952
. C a -
tMn'r';e{Og% ev tri%’] k=5 | 0,865 | 0,985 | 0,986 | 0,983
k=5 | 0,952 | 0,970 | 0,973 | 0,968 RSS k=2 | 0,830 | 0,965 | 0,967 | 0,970
Miller-ov 0,971 | 0,970 | 0,980 | 0,985 McKay-
bootstrap-t ev trim
PRSS ° r=1 | 0,743 | 0,655 | 0,536 | 0373 109% | k=5 | 0,849 10,992 | 0,993 | 0,983
Miller-ov | r=2 | 0,830 | 0,831 | 0,837 | 0,819 PRSS | r=1 | 0,887 | 0,850 | 0,733 | 0,485
c&P 0,880 | 0,912 | 0,936 | 0,961 McKay- [ r=2 | 0,870 | 0,936 | 0,916 | 0,895
ev

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ i Raji¢ (2019)

Na podacima o meri sistematskog rizika ispitane su i prosecne Sirine intervala poverenja,
prikazane u Tabeli 3.23. Rezultati su slicni ve¢ navedenim u odeljku 3.3.3, odnosno zakljuceno je
da intervali poverenja zasnovani na odsecenoj sredini pokazuju priblizno istu Sirinu kao 1 oni koji
nisu zasnovani na odsecenoj sredini.
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Tabela 3.23: Prosecna §irina 95% dvostranog intervala poverenja za koeficijent varijacije
mere sistematskog rizika

n 10 20 40 80 n 10 20 40 80
t 0,510 | 0,335 | 0,231 | 0,161 C&P trim 0,579 | 0,393 | 0,278 | 0,196
Percentil 0,483 | 0,351 | 0,258 | 0,188 C&P trim 10% 0,563 | 0,395 | 0,276 | 0,196
RSS k=2 | 0,420 | 0,322 | 0,244 | 0,180 RSSC&P | k=2 | 0,564 | 0,394 | 0,275 | 0,196
Percentil k=5 0,274 | 0,251 | 0,201 | 0,152 k=5 | 0,580 | 0,393 | 0,278 | 0,195
Bootstrap-t 0,716 | 0,418 | 0,284 | 0,195 RSS C&P k=2 | 0,571 | 0,395 | 0,278 | 0,197
BC 0,497 | 0,360 | 0,264 | 0,191 trim
RSS BC k=2 0,418 | 0,327 | 0,243 | 0,179 k=5 | 0,572 | 0,402 | 0,278 | 0,196
k=5 | 0,264 | 0,254 | 0,199 | 0,152 RSSC&P | k=2 | 0,565 | 0,392 | 0,280 | 0,195
BCa 0,538 | 0,382 | 0,275 | 0,195 trim 10%
RSS Bca EZZ 0,451 | 0,342 | 0,252 | 0,184 k=5 [ 0579 | 0.304 | 0280 | 0.197
=5 | 0,259 | 0,256 | 0,203 | 0,155
Jackknife 0,622 | 0,406 | 0,286 | 0,199 C&P bootstrap-t 0,893 | 0,528 | 0,353 | 0,242
Miller-ov 0,602 | 0403 | 0281 | 0,198 PRSSC&P | r=1 | 0,434 | 0,302 | 0,214 | 0,151
Miller-ov trim | 0,587 | 0,406 | 0,280 | 0,197 r=2 | 0497 | 0,351 | 0,249 | 0,175
Miller-ov trim | 0,594 | 0,404 | 0,281 | 0,198 McKay-ev 1,140 | 0,562 | 0,322 | 0,214
10% McKay-ev trim 1,116 | 0,567 | 0,326 | 0,214
RSS k=2 0,591 | 0,404 | 0,281 | 0,197 McKay-ev trim 1,064 | 0,573 | 0,324 | 0213
Miller-ov k=5 | 0,594 | 0,409 | 0,282 | 0,198 10%
RSS k=2 0,598 | 0,410 | 0,281 | 0,196 RSS k=2 | 1,222 | 0,568 | 0,327 | 0,213
Miller-ov McKay-ev | k=5 | 1,864 | 0,561 | 0,324 | 0,212
trim k=5 | 0,604 | 0,406 | 0,285 | 0,198 RSS k=2 | 1,297 | 0,564 | 0,325 | 0,213
RSS k=2 0,598 | 0,404 | 0,282 | 0,197 McKay-ev
Miller-ov trim k=5 | 1,152 | 0,556 | 0,327 | 0,215
trim 10% RSS k=2 | 1,192 | 0,551 | 0,326 | 0,213
k=5 | 0,602 | 0,406 | 0,282 | 0,198 McKay-ev
Miller-ov 0,976 | 0,533 | 0,361 | 0,244 trim 10%
bootstrap_t k=5 1,363 0,575 0,327 0,214
PRSS r=1 0,451 | 0,307 | 0,215 | 0,151 PRSS r=1 | 0,796 | 0,393 | 0,238 | 0,161
Miller-ov r=2 0,525 | 0,362 | 0,251 | 0,178 McKay-ev | r=2 | 1,023 | 0,479 | 0,287 | 0,190
C&P 0,558 | 0,389 | 0,278 | 0,194

Izvor: Preuzeto iz Ivkovi¢ i Raji¢ (2019)

Izvrsena analiza na podacima o meri sistematskog rizika pokazala je da su za sve veliCine
uzoraka, u vecini slucajeva, proporcije simuliranih intervala za koeficijent varijacije zasnovanih na
odsecenoj sredini koriste¢i rangirano uzorkovanje bile najblize nominalnom nivou pouzdanoti.
Kada je re€ o Sirinama intervala, zakljucak je da intervali poverenja zasnovani na odsecenoj sredini
pokazuju priblizno istu Sirinu kao i oni koji nisu zasnovani na odsecenoj sredini.

Primer 2 Na osnovu podataka o dividendama®* prikazane su proporcije simuliranih intervala
za koeficijent varijacije. Iz Tabele 3.24 se moze primetiti da je za uzorke veli¢ine 10, RSS Miller-ov
interval zasnovan na odsecenoj sredini obezbedio najbolje rezultate, dok je za uzorke velicine 20
najbolji izbor bio RSS C&P interval zasnovan na odsecenoj sredini. Za uzorke veli¢ine 40, najbolji
rezultati dobijeni su primenom RSS Miller-ovog intervala zasnovanog na odse¢enoj sredini, dok je
Miller-ov interval zasnovan na odsecenoj sredini dao rezultate najblize 0,95 za uzorke veli¢ine 80.

%4 Podaci su preuzeti sa sajta: http:/finance.yahoo.com/ i bi¢e navedeni u PRILOGU 10.
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Tabela 3.24: Proporcije simuliranih 95% dvostranih intervala za koeficijent varijacije dividende

n 10 20 40 80 n 10 20 40 80
t 0,877 | 0,823 | 0,827 | 0,833 C&P trim 0,888 | 0,906 | 0,938 | 0,941
Percentil 0,813 | 0,827 | 0,837 | 0,888 C&P trim 10% 0,892 | 0,913 | 0,920 | 0,946
RSS k=2 | 0,764 | 0,771 | 0,800 | 0,841 RSSC&P | k=2 | 0,904 | 0,908 | 0,906 | 0,926
Percentil k=5 | 0,629 | 0,706 | 0,747 | 0,797 k=5 | 0,931 | 0,946 | 0,957 | 0,940
Bootstrap-t 0,898 | 0,833 | 0,845 | 0,882 RSSC&P | k=2 | 0,914 | 0,925 | 0,935 | 0,932
BC 0,848 | 0,876 | 0,845 | 0,901 trim
RSS BC k=2 | 0,775 | 0,809 | 0,812 | 0,828 k=5 | 0,956 | 0,946 | 0,952 | 0,958
k=5 | 0,634 | 0,696 | 0,746 | 0,828 RSSC&P | k=2 | 0,894 | 0,909 | 0,899 | 0,935
BCa 0,852 | 0,852 | 0,876 | 0,896 trim 10%
RSS Bca k=2 | 0,801 | 0,855 | 0,828 | 0,853 k=5 | 0,951 | 0.950 | 0.958 | 0,957
k=5 | 0,639 | 0,741 | 0,757 | 0,826
Jackknife 0463 | 0430 | 0.471 | 0,461 C&P bootstrap-t | 0,970 | 0,963 | 0,964 | 0,972
Miller-ov 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 PRSSC&P | r=1 | 0,746 | 0,650 | 0,496 | 0,423
Miller-ov trim | 0,904 | 0,909 | 0,918 | 0,950 r=2 | 0819 | 0,829 | 0811 | 0,784
Miller-ov trim | 0,895 | 0,918 | 0,929 | 0,955 McKay-ev 0876 | 0,911 | 0,922 | 0,941
10% McKay-ev trim 0,314 | 0,758 | 0,982 | 0,976
RSS k=2 1,000 | 1,000 | 1,000 1,000 McKay-ev trim 0,293 | 0,767 | 0,976 | 0,979
Miller-ov | k=5 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 10%
RSS k=2 0,927 | 0,928 | 0,931 | 0,938 RSS k=2 | 0,892 | 0,909 | 0,914 | 0,941
Miller-ov McKay-ev | k=5 | 0,936 | 0,945 | 0,947 | 0,960
trim k=5 | 0,950 | 0,959 | 0,951 | 0,946 RSS k=2 | 0,304 | 0,780 | 0,981 | 0,966
RSS k=2 | 0,897 | 0,930 | 0,941 | 0,932 McKay-ev
Miller-ov trim k=5 | 0,239 | 0,789 | 0,993 | 0,987
trim 10% RSS k=2 | 0,259 | 0,771 | 0,980 | 0,974
k=5 | 0,955 | 0,952 | 0,956 | 0,953 McKay-ev
Miller-ov 0,982 | 0,979 | 0,966 | 0,968 trim 10%
bootstrap_t k=5 0,241 0,777 0,997 0,991
PRSS r=1 0,730 | 0,688 | 0,538 | 0,453 PRSS r=1 | 0,537 | 0,852 | 0,810 | 0,643
Miller-ov r=2 0,810 | 0,829 | 0,809 | 0,781 McKay-ev | r=2 | 0,426 | 0,799 | 0,938 | 0,921
C&P 0,889 | 0,892 | 0,920 | 0,938

Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Na osnovu sprovedene analize na podacima o dividendama zakljuuje se da su za sve
veliCine uzoraka, u vecini sluCajeva, proporcije simuliranih intervala za koeficijent varijacije
zasnovanih na odsecCenoj sredini koriste¢i rangirano uzorkovanje najblize nominalnom nivou
pouzdanosti.

Proucavajuci rezultate predstavljene u odeljcima 3.3.3 1 3.4.4 moze se potvrditi hipoteza
Ha: Proporcije simuliranih intervala poverenja za koeficijent varijacije osnovnog skupa,
zasnovanih na transformaciji sa odsecenom sredinom, blize su nominalnom nivou pouzdanosti u
odnosu na proporcije ostalih ispitivanih intervala.

Na osnovu rezultata prikazanih u odeljcima 2.5.4, 2.5.5, 3.4.3 i 3.4.4 potvrduje se hipoteza
Hs: Analiza pouzdanosti na realnim podacima, u oblasti korporativnih finansija, pokazuje da su

proporcije predlozenih intervala poverenja blize nominalnom nivou pouzdanosti U 0dnosu na
proporcije intervala koji su do sada korisc¢eni u literaturi.
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3.5 R kodovi za izabrane intervale

U odeljcima 3.5.1 i 3.5.2 predstavljeni su originalni kodovi iz programskog jezika R za
izabrane intervale poverenja za varijansu i koeficijent varijacije.

3.5.1 R kodovi za intervale poverenja za varijansu

U nastavku slede originalni kodovi za z?, Bonett-ov interval, interval poverenja sa

korigovanim stepenima slobode, RSS Bonett-ov interval, Steve-ov interval poverenja zasnovan na
normalnoj aproksimaciji u slucaju velikih uzoraka i interval poverenja zasnovan na logaritamskoj
transformaciji za varijansu osnovnog skupa.

Tabela 3.25: Kodovi za »? interval i Bonett-ov interval za varijansu

X 2 interval poverenja

x<-rsn(2000,3,2,5)

brsim<-1000

n<-80

s2<-rep(NA,brsim)

195<-rep(NA,brsim)

u95<-rep(NA,brsim)

for (i in 1:brsim){

uzorak<-sample(1:2000,n)

x1<-x[uzorak]
suma_x1=sum(x1)
Xx1kv=x1"2
suma_x1kv=sum(x1kv)

s2[i]=(suma_x1kv-((suma_x1)"2)/n)/(n-1)

1

195<-((n-1)*s2)/qchisq(0.975,n-1)
u95<-((n-1)*s2)/qchisq(0.025,n-1)
mean((195<=1.55)&(1.55<=u95))

Bonett-ov interval poverenja

x<-rsn(2000,3,2,5)
brsim<-1000
n<-80
trimp=1/(2*((n-4)"0.5))
c=n/(n-gnorm(0.975))
s2<-rep(NA,brsim)
se<-rep(NA,brsim)
195<-rep(NA,brsim)
u95<-rep(NA,brsim)
for (i in 1:brsim){
uzorak<-sample(1:2000,n)
x1<-x[uzorak]
suma_x1=sum(x1)
x1kv=x1"2
suma_x1kv=sum(x1kv)
s2[i]=(suma_x1kv-((suma_x1)"2)/n)/(n-1)
sred=mean(x1)
m=mean(x1,trim=trimp)
g4_bar=(n*sum((x1-m)"4))/((sum((x1-sred)"2))"2)
se[i]=c*(((g4_bar*(n-3)/n)/(n-1))"0.5)
}

195=exp(log(c*s2)-gnorm(0.975)*se)
u95=exp(log(c*s2)+qnorm(0.975)*se)
mean((195<=1.55)&(1.55<=u95))
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Tabela 3.26: Kodovi za interval poverenja sa korigovanim stepenima slobode i RSS Bonett-ov
interval za varijansu

Interval poverenja sa korigovanim stepenima slobode RSS Bonett-ov interval poverenja
x<-rsn(2000,3,2,5) x<-rsn(2000,3,2,5)
brsim<-1000 brsim<-1000
n<-80 k=4
s2<-rep(NA,brsim) m=20
s<-rep(NA,brsim) n=m*k
ge_kapa<-rep(NA,brsim) trimp=1/(2*((n-4)"0.5))
r_kapa<-rep(NA,brsim) c=n/(n-gnorm(0.975))
195<-rep(NA,brsim) rss<-rep(NA,k)
u95<-rep(NA,brsim) rss_uzorak<-rep(NA,m)
for (i in L:brsim){ rss_all<-rep(NA,brsim)
uzorak<-sample(1:2000,n) sred_rss<-rep(NA,brsim)
x1<-x[uzorak] s2_rss<-rep(NA,brsim)
suma_x1=sum(x1) se<-rep(NA,brsim)
x1kv=x1"2 195<-rep(NA,brsim)
suma_x1kv=sum(x1kv) u95<-rep(NA,brsim)
s2[i]=(suma_x1kv-((suma_x1)"2)/n)/(n-1) for (b in 1:brsim){
s[i]=sqrt(s2[i]) List = list()
sred=mean(x1) for (jin 1:m){
ge_kapa[i]=(((n*(n+1))/((n-1)*(n-2)*(n-3)))*((sum((x1- uzorak=sample(x, k"2)
sred)4))/(s[i]14)))-((3*(n-1)"2)/((n-2)*(n-3))) for (i in 1:k){
r_kapa[i]=(2*n)/(ge_kapa[i]+((2*n)/(n-1))) pod_uzorak=uzorak[(((i-1)*k)+1):(i*k)]
} pod_uzorak_sort=sort(pod_uzorak)
195<-(r_kapa*s2)/qchisq(0.975,r_kapa) rss[i]=pod_uzorak_sort[i]
u95<-(r_kapa*s2)/qchisq(0.025,r_kapa) }
195[is.na(195)] <- 0 rss_uzorak=c(rss)
u95[is.na(u9s)] <- 0 List[[length(List)+1]] = rss_uzorak
mean((195<=1.55)&(1.55<=u95))
rss_all=c(do.call("cbhind",List))
sred_rss=(1/(k*m))*sum(rss_all)
tm=mean(rss_all,trim=trimp)
g4_bar=(n*sum((rss_all-tm)"4))/((sum((rss_all-
sred_rss)"2))"2)
s2_rss[b]=((2/((k*m)-1))*sum((rss_all-sred_rss)"2))
se[b]=c*(((g4_bar*(n-3)/n)/(n-1))"0.5)
}
195=exp(log(c*s2_rss)-gnorm(0.975)*se)
u95=exp(log(c*s2_rss)+qnorm(0.975)*se)
mean((195<=1.55)&(1.55<=u95))
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Tabela 3.27: Kodovi za Steve-ov interval zasnovan na normalnoj aproksimaciji u slu¢aju velikih

uzoraka i interval zasnovan na logaritamskoj transformaciji za varijansu

Steve-ov interval poverenja zasnovan na normalnoj

aproksimaciji u slu¢aju velikih uzoraka

x<-rsn(2000,3,2,5)
brsim<-1000
n<-80
s2<-rep(NA,brsim)
g_kapa<-rep(NA,brsim)
195<-rep(NA,brsim)
u95<-rep(NA,brsim)
for (i in 1:brsim){
uzorak<-sample(1:2000,n)
x1<-x[uzorak]

suma_x1=sum(x1)

x1kv=x1"2

suma_x1kv=sum(x1kv)
s2[i]=(suma_x1kv-((suma_x1)"2)/n)/(n-1)
sred=mean(x1)
g_kapa[i]=(n*sum((x1-sred)*4))/((sum((x1-sred)"2))"2)

1
195=(s2/(1-(gnorm(0.025)*sqrt((g_kapa-1)/n))))
u95=(s2/(1+(gnorm(0.025)*sqrt((g_kapa-1)/n))))
195[is.na(195)] <- 0

u95[is.na(u9s)] <- 0
mean((195<=1.55)&(1.55<=u95))

Interval poverenja zasnovan na logaritamskoj
transformaciji

x<-rsn(2000,3,2,5)
brsim<-1000
n<-80
s2<-rep(NA,brsim)
g_kapa<-rep(NA,brsim)
195<-rep(NA,brsim)
u95<-rep(NA,brsim)
for (i in 1:brsim){
uzorak<-sample(1:2000,n)
x1<-x[uzorak]

suma_x1=sum(x1)

x1kv=x1"2

suma_x1kv=sum(x1kv)
s2[i]=(suma_x1kv-((suma_x1)"2)/n)/(n-1)
sred=mean(x1)
g_kapal[i]=(n*sum((x1-sred)"4))/((sum((x1-sred)"2))"2)

}
195=(s2*exp(qnorm(0.025)*sqrt((g_kapa-1)/n)))
u95=(s2*exp(-qnorm(0.025)*sqrt((g_kapa-1)/n)))
#195[is.na(195)] <- 0

#u95[is.na(u95)] <- 0
mean((195<=1.55)&(1.55<=u95))
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3.5.2 R kodovi za intervale poverenja za koeficijent varijacije

U nastavku slede originalni kodovi® za sledeée intervale za koeficijent varijacije osnovnog
skupa: t, percentil, jackknife, bootstrap-t, BC, BCa, RSS BCa, RSS percentil, Miller-ov, Miller-ov
zasnovan na Bonett-ovoj odsecenoj sredini, Miller-ov zasnovan na odsecenoj sredini koja eliminise
10% vrednosti, Miller-ov bootstrap-t, RSS Miller-ov, RSS Miller-ov zasnovan na Bonett-ovoj
odsecenoj sredini, RSS Miller-ov zasnovan na odsecenoj sredini koja eliminiSe 10% vrednosti,
PRSS Miller-ov, Curto-ov & Pinto-ov i McKay-ev.

Tabela 3.28: Kodovi za t interval i percentil interval za koeficijent varijacije

Interval poverenja zasnovan na t statistici

x<-rnorm(20,5,2)

brsim<-4

n<-6

cv<-rep(NA,brsim)

scv<-rep(NA,brsim)

195<-rep(NA,brsim)

u95<-rep(NA,brsim)

for (i in 1:brsim){
uzorak<-sample(1:20,n)
x1<-x[uzorak]
suma_x1=sum(x1)
x1kv=x1"2
suma_x1kv=sum(x1kv)
s=sqrt((suma_x1kv-((suma_x1)"2)/n)/(n-1))
m=mean(x1)
cv[i]<-s/m
scv[i]<-cv[i]/sqrt(2*n)

1

195<-cv-qt(0.975,n-1)*scv
u95<-cv+qt(0.975,n-1)*scv
mean((195<=0.4)&(0.4<=u95))
sirina=u95-195

mean(sirina)

Percentil interval poverenja

x<-rnorm(20,5,2)
brsim<-5
B<-5
n<-5
cv<-rep(NA,brsim)
boot_cv<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
for(j in 1:brsim){
uzorakl <- sample(1:20,n)
x1<-x[uzorak1]
suma_x1=sum(x1)
x1kv=x1"2
suma_x1kv=sum(x1kv)
s=sqrt((suma_x1kv-((suma_x1)"2)/n)/(n-1))
m=mean(x1)
cv[jl<-s/m
for (i in 1:B){
uzorak2 <-sample(uzorakl,replace=T)
x1b<- x[uzorak2]
suma_x1b=sum(x1b)
x1bkv=x1b"2
suma_x1bkv=sum(x1bkv)
boot_s=sqrt((suma_x1bkv-((suma_x1b)*2)/n)/(n-1))
boot_m=mean(x1b)
boot_cvf[j,i] <-boot_s/boot_m
1}
t.lowcv=apply(boot_cv, 1, quantile, probs = ¢(0.025), na.rm=
TRUE)
t.highcv=apply(boot_cv, 1, quantile, probs = ¢(0.975), na.rm =
TRUE)
195<-t.lowcv
u95<-t.highcv
mean((195<=0.4)&(0.4<=u95))
sirina=u95-195
mean(sirina)

% Kodovi predstavljeni u Tabelama 3.28-3.36 preuzeti su iz rada Ivkovi¢ i Rajié (2019).
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Tabela 3.29: Kodovi za jackknife interval i bootstrap-t interval za koeficijent varijacije

Jackknife interval poverenja

x<-rnorm(20,5,2)
brsim<-5
n<-5
cv<-rep(NA,brsim)
partial_cv<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
pseudo_cv<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
for(j in 1:brsim){
uzorakl <- sample(1:20,n)
x1<-x[uzorak1]
suma_x1=sum(x1)
x1kv=x1"2
suma_x1kv=sum(x1kv)
s=sqrt((suma_x1kv-((suma_x1)"2)/n)/(n-1))
m=mean(x1)
cv[jl<-s/m
for(i in 1:n){
uzorak_jack<-sample(uzorak1[-i],n-1)
x_jack<-x[uzorak_jack]
suma_x_jack=sum(x_jack)
x_jackkv=x_jack"2
suma_x_jackkv=sum(x_jackkv)
s_jack=sqrt((suma_x_jackkv-((suma_x_jack”2)/(n-1)))/(n-2))
m_jack=mean(x_jack)
partial_cvl[j,i]<-s_jack/m_jack
pseudo_cv[j,i]<-n*cv[j]-(n-1)*partial_cv[j,i]
1
jack_cv<-apply(pseudo_cv,1,mean)
jack_se_cv<-sqrt((apply(((pseudo_cv-jack_cv)"2),1,sum))/(n*(n-1)))
195_cv<-jack_cv-qt(0.975,n-1)*jack_se_cv
u95_cv<-jack_cv+qt(0.975,n-1)*jack_se_cv
mean((195_cv<=0.4)&(0.4<=u95_cv))
sirina=u95_cv-195_cv
mean(sirina)

Bootstrap-t interval poverenja

x<-rnorm(20,5,2)
brsim<-5
B<-5
n<-5
cv<-rep(NA,brsim)
scv<-rep(NA,brsim)
boot_cv<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
boot_scv<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
for(j in 1:brsim){
uzorakl <- sample(1:20,n)
x1<-X[uzorak1]
suma_x1=sum(x1)
x1kv=x1"2
suma_x1kv=sum(x1kv)
s=sqrt((suma_x1kv-((suma_x1)"2)/n)/(n-1))
m=mean(x1)
cv[jl<-s/m
scv[jl<-cv[jl/sqrt(2*n)
for (i in 1:B){
uzorak?2 <-sample(uzorak1,replace=T)
x1b <- x[uzorak?2]
suma_x1b=sum(x1b)
x1bkv=x1b"2
suma_x1bkv=sum(x1bkv)
boot_s=sqrt((suma_x1bkv-((suma_x1b)"2)/n)/(n-1))
boot_m=mean(x1b)
boot_cvl[j,i] <-boot_s/boot_m
boot_scvl[j,i] <-boot_cvl[j,i]/sqrt(2*n)
i3
boot_tcv=(boot_cv-cv)/boot_scv
t.lowcv=apply(boot_tcv, 1, quantile, probs = ¢(0.025), na.rm =
TRUE)
t.highcv=apply(boot_tcv, 1, quantile, probs = ¢(0.975), na.rm =
TRUE)
195<-cv-t.highcv*scv
u95<-cv-t.lowev*scv
mean((195<=0.4)&(0.4<=u95))
sirina=u95-195
mean(sirina)
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Tabela 3.30: Kodovi za BC interval i BCa interval za koeficijent varijacije

BC interval poverenja

x<-rnorm(20,5,2)
brsim<-5
B<-8
n<-5
alfa=0.05
cv<-rep(NA,brsim)
boot_cv<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
for(j in 1:brsim){
uzorakl <- sample(1:20,n)
x1<-x[uzorak1]
suma_x1=sum(x1)
x1kv=x1"2
suma_x1kv=sum(x1kv)
s=sqrt((suma_x1kv-((suma_x1)"2)/n)/(n-1))
m=mean(x1)
cv[jl<-s/m
for (i in 1:B){
uzorak2 <-sample(uzorakl,replace=T)
x1b <- x[uzorak?]
suma_x1b=sum(x1b)
x1bkv=x1b"2
suma_x1bkv=sum(x1bkv)
boot_s=sqrt((suma_x1bkv-((suma_x1b)"2)/n)/(n-1))
boot_m=mean(x1b)
boot_cvl[j,i] <-boot_s/boot_m
1
br_manji_cv=rowSums(boot_cv<cv, na.rm=TRUE)
cumbr_cv=br_manji_cv/B
z0_kapa_cv=gnorm(cumbr_cv)
alfal_cv=pnorm(2*z0_kapa_cv+qgnorm(alfa/2))
alfa2_cv=pnorm(2*z0_kapa_cv+gnorm(1-alfa/2))
low_cv=apply(boot_cv, 1, quantile, probs = c(alfal_cv), na.rm
= TRUE)
lcv=diag(low_cv)
high_cv=apply(boot_cv, 1, quantile, probs = c(alfa2_cv), na.rm
= TRUE)
hcv=diag(high_cv)
mean((lcv<=0.4)&(0.4<=hcv))
sirina=hcv-lcv
mean(sirina)

BCa interval poverenja

x<-rnorm(20,5,2)
brsim<-5
B<-10
n<-5
alfa=0.05
cv<-rep(NA,brsim)
cv_jack<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
cv_tacka<-rep(NA,brsim)
boot_cv<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
for(j in 1:brsim){
uzorakl <- sample(1:20,n)
x1<-X[uzorak1]
suma_x1=sum(x1)
x1kv=x1"2
suma_x1kv=sum(x1kv)
s=sqrt((suma_x1kv-((suma_x1)"2)/n)/(n-1))
m=mean(x1)
cv[jl<-s/m
for(k in 1:n){
uzorak_jack<-sample(uzorak1[-k],n-1)
x_jack<-x[uzorak_jack]
suma_x_jack=sum(x_jack)
x_jackkv=x_jack"2
suma_x_jackkv=sum(x_jackkv)
s_jack=sqrt((suma_x_jackkv-((suma_x_jack”2)/(n-1)))/(n-2))
m_jack=mean(x_jack)
cv_jack[j,k]<-s_jack/m_jack
}

cv_tacka=apply(cv_jack,1,mean)
for (i in 1:B){
uzorak2 <-sample(uzorakl,replace=T)
x1b <- x[uzorak?]
suma_x1b=sum(x1b)
x1bkv=x1b"2
suma_x1bkv=sum(x1bkv)
boot_s=sqrt((suma_x1bkv-((suma_x1b)*2)/n)/(n-1))
boot_m=mean(x1b)
boot_cvf[j,i] <-boot_s/boot_m
1}
a_kapa_cv=(apply(((cv_tacka-
cv_jack)”"3),1,sum))/(6*((apply(((cv_tacka-
cv_jack)”"2),1,sum))”(3/2)))
br_manji_cv=rowSums(boot_cv<cv, na.rm=TRUE)
cumbr_cv=br_manji_cv/B
z0_kapa_cv=gnorm(cumbr_cv)
alfal_cv=pnorm(z0_kapa_cv+((z0_kapa_cv+gqnorm(alfa/2))/(1-
a_kapa_cv*(z0_kapa_cv+qgnorm(alfa/2)))))
alfa2_cv=pnorm(z0_kapa_cv+((z0_kapa_cv+gnorm(1-
alfa/2))/(1-a_kapa_cv*(z0_kapa_cv+qgnorm(1l-alfa/2)))))
low_cv=apply(boot_cv, 1, quantile, probs = c(alfal_cv), na.rm
=TRUE)
lcv=diag(low_cv)
high_cv=apply(boot_cv, 1, quantile, probs = c(alfa2_cv), na.rm
=TRUE)
hcv=diag(high_cv)
mean((lcv<=0.4)&(0.4<=hcv))
sirina=hcv-lcv
mean(sirina)
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Tabela 3.31: Kodovi za RSS BCa interval i RSS percentil interval za koeficijent varijacije

RSS BCa interval poverenja
x<-rnorm(20,5,2)
brsim<-3
B<-8
k=3
m=3
n=m*k
alfa=0.05
rss<-rep(NAk)
rss_uzorak<-rep(NA,m)
rss_all<-rep(NA,brsim)
boot_uzorak_matrix<-matrix(rep(NA,k*m),nrow=k,ncol=m)
boot_rss_cv<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
sred_rss<-rep(NA,brsim)
s_rss<-rep(NA,brsim)
cv_rss<-rep(NA,brsim)
cv_jack<-matrix(rep(NA,brsim*n),nrow=brsim,ncol=n)
cv_tacka<-rep(NA,brsim)
for (b in L:brsim){ List = list()
for (j in 1:m){ uzorak=sample(x, k”2)
for (i in 1:k){
pod_uzorak=uzorak[(((i-1)*k)+1):(i*k)]
pod_uzorak_sort=sort(pod_uzorak)
rss[i]=pod_uzorak_sort[i] }
rss_uzorak=c(rss)
List[[length(List)+1]] = rss_uzorak }
rss_all=c(do.call(“cbind",List))
sred_rss=(1/(k*m))*sum(rss_all)
s_rss=sqrt(((1/((k*m)-1))*sum((rss_all-sred_rss)"2)))
cv_rss[b]<-s_rss/sred_rss
for(r in 1:length(rss_all)){
x_jack<-sample(rss_all[-r],length(rss_all)-1)
suma_x_jack=sum(x_jack)
x_jackkv=x_jack"2
suma_x_jackkv=sum(x_jackkv)

s_jack=sqrt((suma_x_jackkv-((suma_x_jack”2)/(length(rss_all)-
1)))/(length(rss_all)-2))
m_jack=mean(x_jack)
cv_jack[b,r]<-s_jack/m_jack }
cv_tacka=apply(cv_jack,1,mean)
datalist=list()
for (i in 1:k){ rss_all_k=rss_all[seq(i,length(rss_all),k)]
datalist[[i]]<-rss_all_k }
rss_all_k_matrix=do.call(rbind,datalist)
for (sin 1:B){

boot_uzorak_matrix<-
t(apply(rss_all_k_matrix,1,sample,replace=T))
boot_rss=as.vector(t(boot_uzorak_matrix))
suma_boot_rss=sum(boot_rss)
boot_rsskv=boot_rss"2
suma_boot_rsskv=sum(boot_rsskv)
boot_rss_s=sqrt((suma_boot_rsskv-((suma_boot_rss)*2)/n)/(n-1))
boot_rss_m=mean(boot_rss)
boot_rss_cv[b,s] <-boot_rss_s/boot_rss_ m }}
a_kapa_cv=(apply(((cv_tacka-
cv_jack)"3),1,sum))/(6*((apply(((cv_tacka-
cv_jack)"2),1,sum))(3/2)))
br_manji_cv=rowSums(boot_rss_cv<cv_rss, na.rm=TRUE)
cumbr_cv=br_manji_cv/B
z0_kapa_cv=gnorm(cumbr_cv)
alfal_cv=pnorm(z0_kapa_cv+((z0_kapa_cv+gnorm(alfa/2))/(1-
a_kapa_cv*(z0_kapa_cv+qgnorm(alfa/2)))))
alfa2_cv=pnorm(z0_kapa_cv+((z0_kapa_cv+gnorm(1-alfa/2))/(1-
a_kapa_cv*(z0_kapa_cv+qgnorm(1-alfa/2)))))
low_cv=apply(boot_rss_cv, 1, quantile, probs = c(alfal_cv), na.rm
=TRUE)
lcv=diag(low_cv)
high_cv=apply(boot_rss_cv, 1, quantile, probs = c(alfa2_cv), na.rm
=TRUE)
hev=diag(high_cv)
mean((lcv<=0.4)&(0.4<=hcv))
sirina=hcv-lcv
mean(sirina)

RSS percentil interval poverenja
x<-rnorm(20,5,2)
brsim<-3
B<-8
k=3
m=3
n=m*k
rss<-rep(NA,k)
rss_uzorak<-rep(NA,m)
rss_all<-rep(NA,brsim)
boot_uzorak_matrix<-
matrix(rep(NA,k*m),nrow=k,ncol=m)
boot_rss_cv<-
matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
sred_rss<-rep(NA,brsim)
s_rss<-rep(NA,brsim)
cv_rss<-rep(NA,brsim)
for (b in 1:brsim){

List = list()
for (j in 1:m){
uzorak=sample(x, k"2)
for (i in 1:k){
pod_uzorak=uzorak[(((i-1)*k)+1):(i*k)]
pod_uzorak_sort=sort(pod_uzorak)
rss[i]=pod_uzorak_sort[i]

rss_uzorak=c(rss)
List[[length(List)+1]] = rss_uzorak
}

rss_all=c(do.call(*cbind",List))
sred_rss=(1/(k*m))*sum(rss_all)
s_rss=sqrt(((1/((k*m)-1))*sum((rss_all-sred_rss)"\2)))
cv_rss[b]<-s_rss/sred_rss
datalist=list()
for (i in 1:k){
rss_all_k=rss_all[seq(i,length(rss_all),k)]
datalist[[i]]<-rss_all_k

}

rss_all_k_matrix=do.call(rbind,datalist)
for (sin 1:B){

boot_uzorak_matrix<-
t(apply(rss_all_k_matrix,1,sample,replace=T))
boot_rss=as.vector(t(boot_uzorak_matrix))
suma_boot_rss=sum(boot_rss)
boot_rsskv=boot_rss"2
suma_boot_rsskv=sum(boot_rsskv)
boot_rss_s=sqrt((suma_boot_rsskv-
((suma_boot_rss)"2)/n)/(n-1))
boot_rss_m=mean(boot_rss)
boot_rss_cv[b,s] <-boot_rss_s/boot_rss_m

lcv=apply(boot_rss_cv, 1, quantile, probs = ¢(0.025), na.rm
=TRUE)

hcv=apply(boot_rss_cv, 1, quantile, probs = ¢(0.975), na.rm
=TRUE)

mean((lcv<=0.4)&(0.4<=hcv))

sirina=hcv-lcv

mean(sirina)
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Tabela 3.32: Kodovi za Miller-ov interval i Miller-ov interval zasnovan na Bonett-ovoj odsecenoj

sredini za koeficijent varijacije

Miller-ov interval poverenja

x<-rnorm(20,5,2)
brsim<-10
n<-5
cv<-rep(NA,brsim)
195<-rep(NA,brsim)
u95<-rep(NA,brsim)
for (i in L:brsim){
uzorak<-sample(1:20,n)
x1<-x[uzorak]
suma_x1=sum(x1)
x1kv=x1"2
suma_x1kv=sum(x1kv)
s=sqrt((suma_x1kv-((suma_x1)"2)/n)/(n-1))
m=mean(x1)
cv[i]<-s/m
}
195<-cv-gnorm(0.975)*sqrt(((cv/2)/(n-1))*(0.5+(cv"2)))
u95<-cv+gnorm(0.975)*sqrt(((cv"2)/(n-1))*(0.5+(cv/2)))
mean((195<=0.4)&(0.4<=u95))
sirina=u95-195
mean(sirina)

Miller-ov interval poverenja zasnovan na Bonett-ovoj
odsecenoj sredini

x<-rnorm(20,5,2)
brsim<-5
n<-10
trimp=1/(2*((n-4)"0.5))
cv<-rep(NA,brsim)
195<-rep(NA,brsim)
u95<-rep(NA,brsim)
for (i in 1:brsim){
uzorak<-sample(1:20,n)
x1<-x[uzorak]
trm=mean(x1,trim=trimp)
s=sgrt((sum((x1-trm)"2))/(n-1))
m=mean(x1)
cv[il<-s/m
}
195<-cv-gnorm(0.975)*sqrt(((cv"2)/(n-1))*(0.5+(cv"2)))
u95<-cv+agnorm(0.975)*sqrt(((cv"2)/(n-1))*(0.5+(cv”2)))
mean((195<=0.4)&(0.4<=u95))
sirina=u95-195
mean(sirina)

Tabela 3.33: Kodovi za Miller-ov interval zasnovan na odse¢enoj sredini koja eliminise 10%

vrednosti i Miller-ov bootstrap-t interval za koeficijent varijacije

Miller-ov interval poverenja zasnovan na odse¢enoj sredini
koja eliminiSe 10% vrednosti

x<-rnorm(20,5,2)
brsim<-5
n<-10
cv<-rep(NA,brsim)
195<-rep(NA,brsim)
u95<-rep(NA,brsim)
for (i in 1:brsim){
uzorak<-sample(1:20,n)
x1<-x[uzorak]
trm=mean(x1,trim=0.1)
s=sqgrt((sum((x1-trm)”2))/(n-1))
m=mean(x1)
cv[i]<-s/m

195<-cv-gnorm(0.975)*sqrt(((cv"2)/(n-1))*(0.5+(cv"2)))
u95<-cv+qgnorm(0.975)*sqrt(((cv"2)/(n-1))*(0.5+(cv”2)))
mean((195<=0.4)&(0.4<=u95))

sirina=u95-195

mean(sirina)

Miller-ov bootstrap-t interval poverenja

x<-rnorm(20,5,2)
brsim<-10
B<-5
n<-5
cv<-rep(NA,brsim)
scv<-rep(NA,brsim)
boot_cv<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
boot_scv<-matrix(rep(NA,brsim*B),nrow=brsim,ncol=B)
for(j in 1:brsim){
uzorakl <- sample(1:20,n)
x1<-x[uzorak1]
suma_x1=sum(x1)
x1kv=x1"2
suma_x1kv=sum(x1kv)
s=sqrt((suma_x1kv-((suma_x1)"2)/n)/(n-1))
m=mean(x1)
cv[jl<-s/m
scv[jl<-cv[jl/sqrt(2*n)
for (iin 1:B){
uzorak2 <-sample(uzorakl,replace=T)
x1b <- x[uzorak2]
suma_x1b=sum(x1b)
x1bkv=x1b"2
suma_x1bkv=sum(x1bkv)
boot_s=sqrt((suma_x1bkv-((suma_x1b)"2)/n)/(n-1))
boot_m=mean(x1b)
boot_cv[j,i] <-boot_s/boot_m
boot_scv[j,i] <-boot_cvl[j,il/sqrt(2*n)

boot_tcv=(boot_cv-cv)/boot_scv

t.lowcv=apply(boot_tcv, 1, quantile, probs = ¢(0.025), na.rm =
TRUE)

t.highcv=apply(boot_tcv, 1, quantile, probs = ¢(0.975), na.rm =
TRUE)

195<-cv-t.highcv*sqrt(((cv"2)/(n-1))*(0.5+(cv”2)))
u95<-cv-t.lowev*sqgrt(((cv2)/(n-1))*(0.5+(cv/2)))
mean((195<=0.4)&(0.4<=u95))

sirina=u95-195

mean(sirina)
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Tabela 3.34: Kodovi za RSS Miller-ov interval i RSS Miller-ov interval zasnovan na Bonett-ovoj

odsecenoj sredini za koeficijent varijacije

RSS Miller-ov interval poverenja

x<-rnorm(20,5,2)
brsim<-5
k=3
m=4
n=m*k
rss<-rep(NAk)
rss_uzorak<-rep(NA,m)
rss_all<-rep(NA,brsim)
sred_rss<-rep(NA,brsim)
s_rss<-rep(NA,brsim)
cv<-rep(NA,brsim)
195<-rep(NA,brsim)
u95<-rep(NA,brsim)
for (b in 1:brsim){
List = list()
for (j in 1:m){
uzorak=sample(x, k"2)
for (i in L:k){
pod_uzorak=uzorak[(((i-1)*k)+1):(i*k)]
pod_uzorak_sort=sort(pod_uzorak)
rss[i]=pod_uzorak_sort[i]

rss_uzorak=c(rss)
List[[length(List)+1]] = rss_uzorak

}
rss_all=c(do.call("cbind",List))
sred_rss=(1/(k*m))*sum(rss_all)
s_rss=sqr(((1/((k*m)-1))*sum((rss_all-sred_rss)"2)))
cv[b]<-s_rss/sred_rss
1
195<-cv-gnorm(0.975)*sqrt(((cv"2)/(n-1))*(0.5+(cv"2)))
u95<-cv+qgnorm(0.975)*sqrt(((cv"2)/(n-1))*(0.5+(cv”2)))
mean((195<=0.4)&(0.4<=u95))
sirina=u95-195
mean(sirina)

RSS Miller-ov interval poverenja zasnovan na Bonett-ovoj

odsecenoj sredini

x<-rnorm(20,5,2)
brsim<-5
k=2
m=5
n=m*k
trimp=1/(2*((n-4)"0.5))
rss<-rep(NA,k)
rss_uzorak<-rep(NA,m)
rss_all<-rep(NA,brsim)
sred_rss<-rep(NA,brsim)
s_rss<-rep(NA,brsim)
cv<-rep(NA,brsim)
195<-rep(NA,brsim)
u95<-rep(NA,brsim)
for (b in 1:brsim){

List = list()
for (j in 1:m){
uzorak=sample(x, k"2)
for (i in 1:k){
pod_uzorak=uzorak[(((i-1)*k)+1):(i*k)]
pod_uzorak_sort=sort(pod_uzorak)
rss[i]=pod_uzorak_sort[i]

rss_uzorak=c(rss)
List[[length(List)+1]] = rss_uzorak

rss_all=c(do.call("cbhind",List))
trm=mean(rss_all,trim=trimp)
s_rss=sqrt((sum((rss_all-trm)~2))/(n-1))
sred_rss=(1/(k*m))*sum(rss_all)

cv[b]<-s_rss/sred_rss

}
195<-cv-gnorm(0.975)*sqrt(((cv"2)/(n-1))*(0.5+(cv2)))
u95<-cv+qgnorm(0.975)*sqrt(((cv"2)/(n-1))*(0.5+(cv"2)))
mean((195<=0.4)&(0.4<=u95))

sirina=u95-195

mean(sirina)
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Tabela 3.35: Kodovi za RSS Miller-ov interval zasnovan na odse¢enoj sredini koja eliminise 10%
vrednosti i PRSS Miller-ov interval za koeficijent varijacije

RSS Miller-ov interval poverenja zasnovan na odse¢enoj PRSS Miller-ov interval poverenja
sredini koja elimini$e 10% vrednosti

x<-rnorm(20,5,2)
x<-rnorm(20,5,2) brsim<-3
brsim<-5 k=4
k=2 m=3
m=5 r=1
n=m*k n=k*m
rss<-rep(NA,K) srs<-rep(NA,(2*r))
rss_uzorak<-rep(NA,m) uzorakSRS<-rep(NA,m)
rss_all<-rep(NA,brsim) uzorakSRS_all<-rep(NA,brsim)
sred_rss<-rep(NA,brsim) rss<-rep(NA,(k-2*r))
s_rss<-rep(NA,brsim) uzorakRSS<-rep(NA,m)
cv<-rep(NA,brsim) uzorakRSS_all<-rep(NA,brsim)
195<-rep(NA,brsim) sred_prss<-rep(NA,brsim)
u95<-rep(NA,brsim) s_prss<-rep(NA,brsim)
for (b in 1:brsim){ cv<-rep(NA,brsim)

List = list() 195<-rep(NA,brsim)
for (j in 1:m){ u95<-rep(NA,brsim)
uzorak=sample(x, k"2) for (b in 1:brsim){
for (i in 1:k){ List = list()
pod_uzorak=uzorak[(((i-1)*k)+1):(i*k)] Listl = list()
pod_uzorak_sort=sort(pod_uzorak) for (jin 1:m){
rss[i]=pod_uzorak_sort[i] for (tin 1:(2*r)){

uzorak=sample(x,1)
rss_uzorak=c(rss) srs[t]=uzorak
List[[length(List)+1]] = rss_uzorak }

} List2 = list()
rss_all=c(do.call("cbind",List)) for (z in 1:(k-2*r)){
trm=mean(rss_all,trim=0.1) uzorakl=sample(x,k)
s_rss=sqrt((sum((rss_all-trm)~2))/(n-1)) List2[[z]]<-uzorakl
sred_rss=(1/(k*m))*sum(rss_all) }
cv[b]<-s_rss/sred_rss uzorakMATRIX=do.call(rbind,List2)

} uzorakMATRIXsort=t(apply(uzorak MATRI X,1,s0rt))
195<-cv-gnorm(0.975)*sqrt(((cv"2)/(n-1))*(0.5+(cv"2))) uzorakVEC=as.vector(t(uzorak MATRI Xsort))
u95<-cv+qgnorm(0.975)*sqrt(((cv"2)/(n-1))*(0.5+(cv”2))) for (z in 1:(k-2*r)){
mean((195<=0.4)&(0.4<=u95)) pod_uzorak=uzorak VEC[(((z-1)*k)+1):(z*Kk)]
sirina=u95-195 rss[z]=pod_uzorak[r+z]
mean(sirina)
uzorakSRS=c(srs)
List1[[length(List1)+1]] = uzorakSRS
uzorakRSS=c(rss)
List[[length(List)+1]] = uzorakRSS
}
uzorakSRS_all=c(do.call("cbind",List1))
uzorakRSS_all=c(do.call("cbind",List))
uzorakPRSS=c(uzorakSRS_all,uzorakRSS_all)
sred_prss=(1/n)*sum(uzorakPRSS)
s_prss=sqrt(((1/(n-1))*sum((uzorakPRSS-sred_prss)”2)))
cv[b]<-s_prss/sred_prss
}
195<-cv-gnorm(0.975)*sqrt(((cv*2)/(n-1))*(0.5+(cv"2)))
u95<-cv+gnorm(0.975)*sqrt(((cv*2)/(n-1))*(0.5+(cv"2)))
mean((195<=0.4)&(0.4<=u95))
sirina=u95-195
mean(sirina)
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Tabela 3.36: Kodovi za Curto-ov & Pinto-ov interval i McKay-ev interval za koeficijent varijacije

Curto-ov & Pinto-ov interval poverenja

x<-rnorm(20,5,2)

brsim<-10

n<-5

cv<-rep(NA,brsim)

195<-rep(NA,brsim)

u95<-rep(NA,brsim)

for (i in L:brsim){
uzorak<-sample(1:20,n)
x1<-x[uzorak]
suma_x1=sum(x1)
x1kv=x1"2
suma_x1kv=sum(x1kv)
s=sqrt((suma_x1kv-((suma_x1)"2)/n)/(n-1))
m=mean(x1)
cv[i]<-s/m

}
195<-cv-gnorm(0.975)*sqrt((1/n)*(cv/~4+0.5*cv/2))
u95<-cv+gnorm(0.975)*sqrt((1/n)*(cv"4+0.5*cv/2))
mean((195<=0.4)&(0.4<=u95))

sirina=u95-195

mean(sirina)

Mckay-ev interval poverenja

x<-rnorm(20,5,2)

brsim<-10

n<-10

cv<-rep(NA,brsim)

195<-rep(NA,brsim)

u95<-rep(NA,brsim)

for (i in 1:brsim){
uzorak<-sample(1:20,n)
x1<-x[uzorak]
suma_x1=sum(x1)
x1kv=x1"2
suma_x1kv=sum(x1kv)
s=sqrt((suma_x1kv-((suma_x1)"2)/n)/(n-1))
m=mean(x1)
cv[il<-s/m

}

195<-cv*(((qchisq(0.975,n-1)/n)-1)*cv 2+(qchisq(0.975,n-1)/(n-
DHN(-1/2)
u95<-cv*(((gchisq(0.025,n-1)/n)-1)*cv"2+(qchisq(0.025,n-
1)/(n-1)))N(-1/2)

#u95[is.na(u95)] <- 0

mean((195<=0.4)&(0.4<=u95))

sirina=u95-195

mean(sirina)
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IV MARKOV CHAIN MONTE CARLO (MCMC) METODE KOD
BAYES-OVSKOG OCENJIVANJA

Osnovna ideja Bayes-ovske statistike je da se parametrima koji su predmet proucavanja
pridruze raspodele verovatnoc¢a koje pokazuje apriorna uverenja o tim parametrima. Na osnovu
apriornih uverenja i prikupljenih podataka izrazavaju se nova znanja o parametrima koja su
predstavljena aposteriornim raspodelama. Odredivanje aposteriorne raspodele, a zatim i izbor
uzorka iz te raspodele ¢esto moze biti jako komplikovano. Ovaj problem se prevazilazi upotrebom
Markov Chain Monte Carlo (skrac¢eno MCMC) metoda.

Na pocetku ove glave ¢e biti razmatrane osnovne razlike izmedu klasi¢nog i Bayes-ovskog
pristupa u statistici, a zatim ¢e biti prikazana osnovna ideja Bayes-ovskog zaklju€ivanja zasnovana
na apriornoj i aposteriornoj raspodeli. U nastavku ¢e biti predstavljena svojstva lanaca Markova,
kao 1 ideja na kojoj je utemeljena primena Markov Chain Monte Carlo metoda. Detaljno ¢e biti
objasnjeni osnovni MCMC algoritmi: Metropolis-Hastings-ov algoritam i njegove varijante, kao i
Gibbs-ov algoritam. Zatim ¢e biti analizirani osnovni pojmovi na osnovu kojih se mogu doneti
zakljucci o konstruisanim lancima Markova. Nacin konstruisanja lanaca Markova na realnom
primeru bice prikazan na kraju glave I'V.

4.1 Aposteriorna raspodela i Bayes-ovsko zakljudivanje

Predmet razmatranja bice klasi¢ni i Bayes-ovski pristup u statistici i osnovne razlike izmedu
njih. Zatim ¢e paznja biti posvecena apriornoj i aposteriornoj raspodeli 1 njihovoj ulozi u Bayes-
ovskom zaklju¢ivanju. Na kraju odeljka bi¢e prikazan ilustrativni primer radi jednostavnijeg
razumevanja prethodno izlozenog sadrzaja. O Bayes-ovskoj analizi se moZe viSe procitati u Box i
Tiao (1973), Berger (1985), Antleman (1996), Bayarri i Berger (2004), Lee (2004), Albert (2007),
Bolstad (2007), Lynch (2007), Jackman (2009), Held i Bové (2014), Liu i Wasserman (2014),
Marin i Robert (2014).

4.1.1 Poredenje klasi¢nog i Bayes-ovskog pristupa

Moguce je razlikovati dva pristupa u statistici: klasi¢ni (frekventisticki) i Bayes-ovski
pristup. Tvorac Bayes-ovske teorije bio je Thomas Bayes. Neki od pristalica Bayes-ovskog nac¢ina
razmiSljanja bili su Simon Laplace, Harold Jeffreys, Jimmy Savage. Sve do pocetka 90-tih godina
XX veka primena Bayes-ovskih metoda u analizi realnih problema je bila jako ograniCena, jer su se
neophodna izra¢unavanja mogla izvrSiti analiticki samo prilikom reSavanja jednostavnih problema.

Osnovna razlika izmedu navedenih pristupa se moze predstaviti slede¢im primerom.

Primer 1 Neka je predmet istrazivanja odredivanje verovatnoce javljanja pisma prilikom
bacanja nehomogenog nov¢ica.

e Prema klasi¢nom pristupu, verovatnoca se odreduje na sledeci nacin:
Nov¢i¢ se baca veliki broj puta (N) i belezi se broj javljanja pisma (N1). Odnos Ni/N predstavlja
aproksimaciju verovatnoce da ¢e se prilikom bacanja nov¢ica javiti pismo.

e Pristalice Bayes-ovskog pristupa odreduju verovatnocu prateci sledece korake:
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Koriste¢i subjektivnu verovatnocu, na osnovu sopstvenih uverenja, znanja ili proslog iskustva
pretpostavlja se da, na primer, verovatnoca javljanja pisma iznosi 0,5. Ova verovatnoca se zove
apriorna verovatnoca. Zatim se putem eksperimenta sakupljaju podaci i vrsi se korekcija apriorne
verovatnoc¢e. Kao rezultat se dobija aposteriorna verovatnoca javljanja pisma.

U nastavku se navode osnovne karakteristike klasi¢nog pristupa (Cowles, 2013):

o relativna frekvencija dobijena ponavljanjem eksperimenta veliki broj puta se koristi kao
aproksimacija verovatnoce;

e parametri skupa su fiksni (konstante);

e podaci se smatraju slucajnim,; tackaste i intervalne ocene nepoznatih parametara posmatraju
se kao funkcija podataka;

e ne koriste se apriorna (prethodna) znanja i iskustva;

e izracunavanja uglavnom nisu komplikovana.

Osnovne karakteristike Bayes-ovskog pristupa su (Cowles, 2013):

e verovatnoca predstavlja stepen uverenja da ¢e se neki dogadaj desiti;

e parametri skupa su slu€ajne promenljive 1 odredeni su raspodelom verovatnoca (postoje
uverenja o mogucim raspodelama i njihovim parametrima);

e podaci se smatraju fiksnim (nakon $to se jednom prikupe koriste se da bi se korigovala
apriorna uverenja);

e apriorna znanja o parametrima mogu biti subjektivna, pri ¢emu pristrasnost moze dovesti do
lo$ih rezultata;

e aposteriorna znanja o parametrima se mogu korigovati novim podacima;

e izracunavanja mogu biti vrlo komplikovana, ukoliko se vrsi integracija preko velikog broja
nepoznatih parametara.

4.1.2 Osnovna ideja Bayes-ovskog zaklju¢ivanja

Neka je Xi,..., X, uzorak izabran iz neke raspodele sa parametrom @ . Verovatnoca
dobijanja datih podataka ako je dat parametar # bi¢e oznacena sa p(Xl,..., Xn|<9). Kod Bayes-

ovskog zaklju€ivanja @ je nepoznati parametar koji predstavlja sluajnu promenljivu. Raspodela
kojom se izrazava uverenje o nepoznatom parametru ¢ pre nego Sto se prikupe podaci, odnosno pre
sprovodenja eksperimenta, naziva se apriorna raspodela (engl. prior distribution) parametra 6.
Apriorna raspodela od @ ¢e biti oznacena sa p(6).

Nakon sprovodenja eksperimenta i prikupljenih podataka X,,..., X, Koriguju se uverenja o

nepoznatom parametru € i definiSe (odnosno izra¢unava) aposteriorna raspodela (engl. posterior
distribution) parametra ¢. Aposteriorna raspodela parametra ¢, odnosno aposteriorna verovatnoca

od 6, za dati uzorak X,,..., X, biée oznagena sa P(6|Xy... X,).

Aposteriorna raspodela kombinuje apriorna uverenja o0 nepoznatom parametru 6 i
informacije 0 # koje su sadrzane u uzorku Xj,..., X,,. Na ovoj raspodeli se zasniva Bayes-ovsko

zaklju€ivanje, odnosno moguce je odrediti Bayes-ovske tackaste i intervalne ocene nepoznatih
parametara.
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Koriste¢i Bayesovu teoremu, aposteriorna raspodela se moze zapisati u sledecoj formi (Liu
& Wasserman, 2014, str. 302):

(o) PP B o0

gde je
Ca = P(Xgyos Xn ) = [ P(Xpro X, |¢9)p(¢9)d9={£{1 p(X;]0)p(6)d6

normalizaciona konstanta. Simbol oc  predstavlja proporcionalnost. U izrazu (4.1)
n

L, (0)=11 p(Xi |49) je funkcija verodostojnosti. MoZe se reé¢i da je aposteriorna raspodela zapravo
i=1

proporcionalna proizvodu funkcije verodostojnosti i apriorne raspodele.

Ako apriorna i aposteriorna raspodela pripadaju istoj familiji raspodela, tada se za ove
raspodele kaZe da su konjugovane raspodele. Ukoliko apriorna i aposteriorna raspodela ne pripadaju
istoj familiji raspodela, tada izraCunavanje konstante C, moZe predstavljati problem. Jedan od

natina za reSavanje ovog problema jeste primena MCMC metoda. Primenom MCMC metoda
moguce je birati uzorke iz aposteriorne raspodele p(9|X1,...,Xn), pri Cemu nije potrebno
poznavanje konstante c,, .

4.2 Osnovna ideja MCMC metoda

Markov Chain Monte Carlo metode predstavljaju metode generisanja slucajnih uzoraka iz
odredene raspodele. U cilju S§to jednostavnijeg razumevanja ideje MCMC metoda, na samom
pocetku bic¢e definisani pojmovi slucajan proces, proces Markova i1 lanac Markova. Bi¢e razmatrana
svojstva lanaca Markova i na kraju odeljka ¢e biti predstavljena osnovna ideja MCMC metoda.
Ovom tematikom su se bavili Geyer (1992), Raftery i Lewis (1996), Roberts (1996), Green (2001),
Gamerman i Lopes (2006), Cowles (2013), Gelman et al. (2014), McElreath (2020).

Definicija 1. (Nes$i¢, 2010, str. 15) Neka {Xt}teT predstavlja familiju slucajnih
promenljivih koja je definisana na nekom prostoru verovatno¢a i neka je T beskonacan skup

parametara t € T . Ako je skup T podskup skupa R, tada se {Xt }t €T naziva slucajni proces.

Definicija 2. (Nesi¢, 2010, str. 17) Slucajni proces {Xt} teT predstavlja proces Markova
ako za svaki prirodan broj n i za svaki niz tacaka S; <S, <...<S, <t iz skupa T vazi tvrdenje:

P(X, €B|Xy . Xq,0m Xs, ) =P(X €BX,),

za svaki Borel-ov skup B.
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Navedenom definicijom se tvrdi da su procesi Markova slu¢ajni procesi za koje vazi da
buduénost zavisi isklju¢ivo od sadasnjeg stanja. Dakle, ukoliko je poznato sadasnje stanje,
poznavanje proslosti nije neophodno.

Lanci Markova su vrsta procesa Markova sa diskretnim vremenom koji mogu uzimati
konacno mnogo razlicitih vrednosti. Neka je predmet razmatranja sistem koji se u vremenskim
trenucima ty,t;,... moze nac¢i u nekom od n moguéih stanja. Zapis Xk = i znaci da se u nekom

trenutku t, sistem nalazi u stanju i. Slu¢ajni proces {Xt}t €T se definiSe kao lanac Markova ako
vazi sledece tvrdenje (Nesi¢, 2010, str. 20):

P(Xt+1 = j|xo ) xll"" Xt) = P(Xt+1 = j|xt)'

Lanac Markova se moZe posmatrati kao niz sluc¢ajnih prelazaka iz jednog stanja u drugo pri
¢emu je potrebno znati verovatnocu prelaska u naredno stanje.

Vektor pocetnih verovatnoc¢a p@ = (pl(o),..., p,(]o)), gde je pi(o) =P(X, =1) i matrica prelaza
[T (engl. transition kernel) odreduju lanac Markova. Matrica prelaza obuhvata verovatnoce prelaza
iz stanja i u trenutku t, u stanje j u trenutku t;. Ako verovatnoce prelaza ne zavise od vremena ft, i

t;, lanac Markova je homogen. U tom slucaju se matrica prelaza sastoji od verovatnoc¢a (Nesi¢,
2010, str. 20):

Py =P(Xeq = X =), t=0L...i, j=12,...n,

a vektor verovatnoc¢a u k-tom koraku odreduje se kao proizvod vektora pocetnih vrednosti i matrice
prelaza:

p® = pOr* k=1,2,,...
gdeje p® =(pM,...pM) i p =P(X, =i),i=12,..,n.

U nastavku ¢e biti navedena osnovna svojstva lanaca Markova (Sahu, 2000):

e Stacionarnost: kada n —oc lanac Markova konvergira u raspodeli ka svojoj ravnoteznoj
(engl. stationary) raspodeli.

e Ireducibilnost (engl. irreducibility): Pod pretpostavkom da postoji ravnotezna raspodela, ona
¢e biti jedinstvena ako je lanac ireducibilan. Ireducibilnost podrazumeva da je potreban
konacan broj koraka da se iz bilo kog stanja dostigne bilo koji skup stanja.

e Aperiodi¢nost (engl. aperiodicity): Lanac Markova koji uzima konacan broj vrednosti je
aperiodican ukoliko najveci zajednicki delilac vremena povratka na neko stanje j iznosi 1
(Na primer, neka se belezi neophodan broj koraka potreban za povratak u stanje j. Najveci
zajednicki delilac ovih brojeva bi trebalo da iznosi 1 ili u retkim slucajevima 2. Ako to nije
slu¢aj, lanac nije aperiodican.).
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e Ergodicnost (engl. ergodicity): Pod uslovom da lanac Markova ima ravnoteznu raspodelu i
da je aperiodi¢an i ireducibilan, smatra se da poseduje svojstvo ergodi¢nosti.

Svojstvo ergodi¢nosti lanca Markova ima znacajnu ulogu u primeni MCMC metoda. Sustina
MCMC metoda se moze predstaviti sledeCom definicijom:

Definicija 3. (Robert & Casella, 2004, str. 268) Svaka metoda za simuliranje uzorka iz raspodele f
kojom se generise ergodicki lanac Markova{Xt} teT C¢ija je ravnotezna raspodela f predstavlja
MCMC metodu.

MCMC metode se koriste za izrac¢unavanja komplikovanih integrala, tako da se prethodna
definicija moZe objasniti na slede¢i na¢in. Neka je predmet razmatranja integral | =] h(X) f (x)dx

koji nije moguce analiticki izraCunati, ve¢ ga je potrebno aproksimirati. Dalje, neka f (x) predstavlja
gustinu raspodele iz koje se simulira uzorak. Dakle, funkcijom f je opisana ciljna raspodela (engl.
target distribution). Da bi se aproksimirao integral |, uzorak X,, X,,... se ne mora direktno birati iz

ciljne raspodele, ve¢ se moze simulirati primenom Markov Chain Monte Carlo metoda. Ideja na
kojoj su zasnovane MCMC metode podrazumeva da se za izabranu ciljnu raspodelu f, skup stanja i
proizvoljno pocetno stanje X, konstruiSe lanac Markova ¢ija ravnotezna raspodela dobro

aproksimira ciljnu raspodelu. Za skup stanja se posmatraju verovatnoce prelaza iz jednog u drugo
stanje i po odredenom kriterijumu se bira stanje koje se dodaje u lanac. Dobijeni lanac poseduje
svojstvo ergodicnosti, Sto znaci da ¢e za n—o ravnoteZzna raspodela lanca teziti ciljnoj raspodeli.
Ovo se moze zapisati u formi ergodic¢ke teoreme (Liu & Wasserman, 2014, str. 334):

L8 n(x) — B (n(X)) =1 n >

Dakle, moguce je proceniti bilo koje ocekivanje aposteriorne raspodele koriste¢i uzorak iz te
raspodele (Veljovi¢, 2019). Ergodicka teorema tvrdi da se realizovane vrednosti lanca mogu
koristiti kao uzorak iz ravnotezne raspodele. S obzirom da lanac poseduje svojstvo ergodi¢nosti,
sledi da je ireducibilan, Sto znac¢i da sva stanja medusobno komuniciraju. Dakle, lanac ne zavisi od
pocetnog stanja, odnosno bez obzira na pocetno stanje lanac se u nekom trenutku sa odredenom
verovatno¢om moze naci u stanju j.

4.3 Vrste MCMC algoritama

Metropolis et al. (1953) su razvili jedan od prvih MCMC algoritama pod nazivom
Metropolis-ov algoritam. Hastings (1970) je izvrSio generalizaciju Metropolis-ovog algoritma i
algoritam je dobio naziv Metropolis-Hastings-ov algoritam. Na pocetku odeljka ¢e biti objasnjen
Metropolis-Hastings-ov algoritam, kao i njegove varijante nezavisni Metropolis-Hastings-ov
algoritam (engl. Independence Metropolis-Hastings algorithm) i Metropolis-Hastings-ov algoritam
sa slucajnim hodom (engl. random walk Metropolis-Hastings). Zatim ¢e paZnja biti posvecena
Gibbs-ovom algoritmu. U nastavku ¢e biti re¢i o dijagnostici lanca Markova dobijenog primenom
nekog od MCMC algoritama, kao i osnovnim pojmovima koji se u tu svrhu koriste. O MCMC
algoritmima se diskutovalo u radovima Tierney (1994), Chib i Greenberg (1995), Carlin i Louis
(2000), Robert i Casella (2004, 2010), Givens i Hoeting (2005), Lynch (2007), Kruschke (2010),
Liu i Wasserman (2014).
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4.3.1 Metropolis-Hastings-ov algoritam

Metropolis-Hastings-ov algoritam se primenjuje u situacijama kada je teSko generisati
uzorke iz neke raspodele f. Ali ako je moguée racunati vrednosti neke druge funkcije f koja je
proporcionalna funkciji gustine f, biée moguce i uzorkovanje iz ciljne raspodele f.>®

Metropolis-Hastings-ovim algoritmom se generise lanac Markova koristeéi tzv. raspodelu
predloga (engl. proposal distribution) za predlaganje novih stanja koja ¢e biti prihvacena ili
odbacena sa odredenom verovatno¢om. U cilju konstruisanja lanca Markova, za svako stanje u
kome se lanac moze naci definiSe se uslovna funkcija gustine q(y|x) koja predlaze kandidata y za
slede¢u vrednost uzorka (za datu prethodnu vrednost uzorka x) (Veljovi¢, 2019). Raspodela ¢ija je
funkcija gustine data sa q(y|x) je raspodela predloga. 1z raspodele predloga je moguée direktno

birati uzorke.

Postupak generisanja lanca Markova X,, X,,..., X, koriste¢ci Metropolis-Hastings-ov
algoritam se predstavlja slede¢im koracima (Liu & Wasserman, 2014, str. 334):

1. Proizvoljno izabrati pocetno stanje X,.
2. Zadato X;,i=1,...,n-1 generisati X;,; na slede¢i nacin:
e generisati predlozenu vrednost Y ~ q(y|Xi );

e u cilju donosSenja odluke o prihvatanju ili odbacivanju predloZzene vrednosti Y,
odreduje se verovatnoca I' = I’(Xi ,Y) gde je

r(x y):min(f(y)q(xw),l];57 (4.2)

e iz uniformne raspodele®®, U(O,l), generisati U. Ako je U <r tada se prihvata

predlozena vrednost Y 1 novo stanje, odnosno naredna vrednost u lancu ce biti
Xi;1 =Y . U suprotnom, odbacuje se predlozena vrednost Y i naredna vrednost u

lancu ¢e biti odredena trenutnim stanjem X;; = X;.

5 Cinjenica da je potrebno da f(x) , bude samo proporcionalna zeljenoj gustini, ali ne i jednaka, u potpunosti nam

omogucava ovo, jer je racunanje normalizacione konstante obi¢no najveéi problem (posebno u Bajesovskom pristupu,
kada nam je ciljna raspodela aposteriorna raspodela parametara od interesa). (Veljovi¢, 2019).

f X f X
'r(x,y)=min _~(y)q( |y)’1 =min (v)al |y)’1

F(x)alylx) t(x) a(ylx)
8Neprekidna slu¢ajna promenljiva X ima uniformnu raspodelu sa parametrima lokacije a i b, takoda je a <b (u oznaci
X ~U(a,b)), ako je njena funkcija gustine oblika (DPori¢ et al., 2007, str. 332):

1
f(x):E,XE[a,b].
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Normalna raspodela se ¢esto koristi kao raspodela predloga. Specijalan slu¢aj Metropolis-
Hastings-ovog algoritma je Metropolis-ov algoritam, kod koga je raspodela predloga simetri¢na. U

slu¢aju kada je raspodela predloga simetri¢na, vazi da je ( ( y|x) =( (X | y) . Tada je

Algoritam se zaustavlja kada je sproveden dovoljan broj iteracija n, odnosno generisan lanac
dovoljne veli¢ine za potrebe istrazivanja.

U nastavku ¢e biti predstavljene dve varijante Metropolis-Hastings-ovog algoritma. Re¢ je o
nezavisnom Metropolis-Hastings-ovom algoritmu i Metropolis-Hastings-ovom algoritmu sa
sluc¢ajnim hodom.

Nezavisni Metropolis-Hastings-ov algoritam

Osnovna razlika nezavisnog Metropolis-Hastings-ovog algoritma u odnosu na Metropolis-
Hastings-ov algoritam je da je raspodela predloga uvek ista. Dakle, raspodela predloga ne zavisi od

trenutnog stanja u kom se lanac nalazi i bi¢e oznacena sa ( (y) . Sledi da je q(y|x) =g (y) lako su

generisane vrednosti nezavisne, vrednosti u lancu su zavisne, jer verovatnoca prihvatanja stanja Y
zavisi od trenutnog stanja.

Postupak generisanja lanca Markova X, X;,..., X,, koriste¢i nezavisni Metropolis-Hastings-

ov algoritam se zasniva na slede¢im koracima (Liu & Wasserman, 2014, str. 338; Robert & Casella,
2004, str. 276):

1. Proizvoljno izabrati pocetno stanje X,.
2. Zadato X;,i=1,...,n-1 generisati X;,; na slede¢i nacin:
e generisati predloZzenu vrednost Y ~ g (y) ;

e odrediti verovatnocu I'= I‘(Xi ,Y) gde je

r(x,y)=min MM :
=) Lf(X)g(y)’l]'

e iz uniformne raspodele, U (0,1), generisati U. Ako je U <r prelazi se u novo stanje,

inace se ostaje u trenutnom stanju.

Metropolis-Hastings-ov algoritam sa slu¢ajnim hodom
Neka se predloZeno stanje Y odreduje na sledeéi nacin:

Y = XI +8i'
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gde je &; slucajna promenljiva sa raspodelom g koja ne zavisi od trenutnog stanja X;. U tom
sluc¢aju je q(y|x) =g (y—x). Za raspodelu slucajne promenljive &; najceS¢e se biraju simetri¢ne

raspodele poput normalne, Student-ove t i uniformne raspodele.

Metropolis-Hastings-ov algoritam modifikovan na prethodno opisan naéin zove se
Metropolis-Hastings-ov algoritam sa slu¢ajnim hodom.

Na osnovu narednih koraka objasnjava se Metropolis-Hastings-ov algoritam sa slucajnim
hodom (Liu & Wasserman, 2014, str. 338; Robert & Casella, 2004, str. 288):

1. Proizvoljno izabrati pocetno stanje X, .
2. Zadato X;,i=1,...,n-1 generisati X;,; na slede¢i nacin:

e generisati predloZenu vrednost Y ~ g (|y —X; |) :

e odrediti verovatnocu I'= I‘(Xi ,Y) gde je

o 12

e generisati U iz uniformne raspodele, U (0,1). Ako je U <r prelazi se u novo stanje,

N—"

inace se ostaje u trenutnom stanju.

4.3.2 Gibbs-ov algoritam

Gibbs-ov algoritam je dobio naziv prema fizicaru Josiah Gibbsu. Koristi se ukoliko su sve
uslovne raspodele poznate u zatvorenoj formi i ako se iz tih raspodela mogu direktno birati uzorci.
Primenom Gibbs-ovog algoritma se omogucava da se viSedimenzionalni problemi rese
ras¢lanjivanjem na nekoliko jednodimenzionalnih. Konstruisanje lanca Markova pomoc¢u Gibbs-
ovog algoritma bi¢e objaSnjeno na primeru dvodimenzionalnog problema. Pretpostavlja se da

(X,Y) ima funkciju gustine fyy (X, ). Neka su uslovne raspodele fy\ (X|y) i fyx (y[x)
poznate i neka je moguce izabrati uzorke iz ovih raspodela. PoCetne vrednosti ¢e biti oznaCene sa
(XO,YO) i neka u n-tom koraku lanac uzima vrednosti (Xn,Yn). Postupak generisanja (X,Hl,le)

koriste¢i Gibbs-ov algoritam se predstavlja slede¢im koracima (Liu & Wasserman, 2014, str. 338):

Xn+l - fX\Y (X|Yn)
Yn+1 - fY‘x (y|xn+1) '

Navedeni postupak je potrebno ponavljati sve dok raspodela lanca ne konvergira ka ciljnoj
raspodeli.
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4.3.3 Dijagnostika lanca Markova

Nakon sto se konstruiSe lanac Markova potrebno je doneti o njemu odredene zakljucke.
Mogu se analizirati konvergencija lanca, prisustvo autokorelacije u lancu, efektivna veli¢ina uzorka
(engl. effective sample size, skraceno ESS), Gelman-Rubinov pokazatelj i stopa prihvatanja (engl.
acceptance rate). Za vise informacija o ovoj temi pogledati Cowles i Carlin (1996), Brooks i
Roberts (1998), Gamerman i Lopes (2006), Gelman et al. (2014).

Jedan od nacina da se utvrdi da li je lanac konvergirao je da se pogleda dijagram (engl. trace
plot) koji prikazuje ponaganje lanca za odredeni broj iteracija n>°. U nastavku slede tri primera. Na
Slici 4.1 predstavljen je lanac koji brzo konvergira ka ciljnoj raspodeli. Ovaj lanac se dobro ponasa
u smislu da u svakoj iteraciji prelazi iz jednog u drugo stanje sa velikim skokovima, zbog ¢ega nije
potrebno mnogo vremena da stigne sa jednog na drugi kraj raspodele (engl. good mixing).

56
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1 T T T T
0 2000 2000

Broj iteracija

Slika 4.1: Lanac Markova koji brzo konvergira ka ciljnoj raspodeli
Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Na Slici 4.2 prikazan je lanac kome je potreban veliki broj iteracija da konvergira (engl.
poor mixing). lako se u vecini iteracija pomera iz jednog u drugo stanje, skokovi su mali.

[ [ [ [
0 2000 6000

Simulirana vrednost

Broj iteracija

Slika 4.2: Lanac Markova koji sporo konvergira ka ciljnoj raspodeli
Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Primer lanca koji se ponaSa veoma lose je lanac koji se zadrzava u jednom stanju veliki broj
iteracija. Takav lanac je prikazan na Slici 4.3. Uocava se da otprilike od 4000-te do 7000-te iteracije
lanac nije preSao u naredno stanje.

%9 Sa povecanjem broja iteracija raspodela lanca konvergira ka ciljnoj raspodeli. Medutim, pocetne vrednosti lanca
uglavnom ne poticu iz ciljne raspodele i zbog toga se mogu iskljuciti iz analize. Ove vrednosti predstavljaju “burn in”
period.

150



0 4000 8000

Simulirana vrednaost
2
LIl

Broj iteracija
Slika 4.3: Lanac Markova koji se zadrzava u jednom stanju veliki broj iteracija
Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Kao $§to je ranije objasnjeno, prelazak lanca u naredno stanje zavisi od trenutnog stanja, $to
znac¢i da ¢e u dobijenom uzorku postojati autokorelacija. Na Slici 4.4 se vidi da korelacija is¢ezava
nakon manjeg broja pomaka (engl. lag). U tom slucaju raspodela lanca brze konvergira ka ciljnoj
raspodeli.
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Slika 4.4: Autokorelacija brzo iS¢ezava
Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Na Slici 4.5 korelacija iS¢ezava veoma sporo (nakon 1000 pomaka se i dalje odrzava se na
niskom nivou), §to ukazuje da ¢e lanac sporo konvergirati ka ciljnoj raspodeli.

I
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Slika 4.5: Autokorelacija sporo i§¢ezava
Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

S obzirom da su vrednosti u lancu korelisane, znaci da ¢e lanac veli¢ine 10000 izabran iz
ciljne raspodele dati manje informacija od slu¢ajnog uzorka iste veli¢ine iz iste raspodele u kome su
vrednosti nekorelisane. Moguce je utvrditi veliinu lanca u kome su vrednosti nekorelisane, a koji
¢e dati istu informaciju kao i lanac u kome su vrednosti korelisane. Kass et al. (1998, str. 99) uveli
su termin efektivna veli¢ina uzorka. Efektivna veli¢ina uzorka odreduje se formulom:
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ES§=— "

1423 p(k
+2% p(k)

gde je n veli¢ina lanca, a p(k) je autokorelacija sa pomakom za k koraka. Uocava se da ukoliko su
vrednosti nekorelisane efektivna veli¢ina uzorka bi¢e n. Preporucuje se povecanje broja iteracija sve
dok efektivna veli¢ina uzorka ne bude bar 100. Prilikom poredenja vise lanaca boljim se smatra
onaj Cija je efektivna veli¢ina uzorka veca.

Pored razmatranih dijagrama, da bi se utvrdilo da li lanac konvergira, Gelman i Rubin

(1992) predlozili su izraunavanje pokazatelja R (engl. Potential Scale Reduction Factor).
Potrebno je generisati bar dva lanca Markova Cija ¢e pocetna stanja biti razli¢ita (pozeljne su Sto
vece razlike izmedu pocetnih stanja). S obzirom da se lanci zasnivaju na istoj aposteriornoj
raspodeli, nakon konvergencije bi trebalo da varijanse izmedu 1 unutar lanaca budu jednake. U

tom sludaju je R blizu 1. Ako varijanse izmedu i unutar lanaca nisu jednake, R je veée od 1.
Gelman et al. (2014) su predlozili da se za R <1,1 smatra da su lanci konvergirali.

Postavlja se pitanje Sta preduzeti ukoliko lanac ne konvergira. Jedno reSenje je da se poveca
broj iteracija. Drugi na¢in da se ubrza konvergencija podrazumeva praktikovanje “good mixing*
ponasanja lanca, §to direktno zavisi od izbora raspodele predloga. Ako je varijansa raspodele
predloga veoma mala, stopa prihvatanja®® ¢e biti visoka i lanac ée sporo napredovati. Dakle, lanac
¢e sa veoma malim skokovima prelaziti u naredno stanje, $to ¢e usporiti algoritam 1 dovesti do
spore konvergencije lanca ka ciljnoj raspodeli (videti Sliku 4.2). Suprotno, ukoliko je varijansa
veoma Velika, stopa prihvatanja ¢e biti niska. U tom slu¢aju ¢e lanac biti ,,zaglavljen®, zbog ¢ega ¢e
biti potrebno po nekoliko stotina iteracija da prede u naredno stanje (Slika 4.3). I u ovom slucaju ¢e
lanac konvergirati veoma sporo (Lynch, 2007, str. 141). Optimalna stopa prihvatanja zavisi od
predmeta istrazivanja. Smatra se da je stopa prihvatanja u rasponu od 20% do 30% optimalna.
Medutim, u praksi, ¢ak i ako je stopa prihvatanja na ovom nivou, lanac moze sporo konvergirati ako
je varijansa raspodele predloga za jedan parametar veoma mala, a za drugi veoma velika.

4.4 Primena MCMC algoritama kod Bayesovskog ocenjivanja

Na jednom hipotetiCkom primeru bi¢e objasnjena konstrukcija lanaca Markova. MCMC
metoda u Bayes-ovskoj statistici se moze koristiti za dobijanje uzorka iz aposteriorne raspodele
(Veljovi¢, 2019).

Neka je generisan uzorak (Xl,..., Xn) iz log-normalne raspodele sa odredenim vrednostima
parametara @ = e, i CV=CV1.%

80Stopa prihvatanja predstavlja odnos predlozenih vrednosti koje su prihvaéene i n vrednosti koje ¢ine lanac.
61 Moguce je definisati neprekidnu slu€ajnu promenljivu X koja ima log-normalnu raspodelu sa parametrima @ i CV

(uoznaci X ~LN(w,CV)), gde @ predstavlja sredinu log-normalne raspodele, dok je CV koeficijent varijacije log-

normalne raspodele. Ovo je zapravo alternativna parametrizacija za log-normalnu raspodelu. Veza izmedu parametara
M 1 o definisanih u odeljku 2.1.4 i parametara @ i CV se predstavlja slede¢im formulama

2
a)=exp|:y+[02ﬂ i CV=\/exp(o—2)—1.
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Dalje, kao Sto je poznato u Bayes-ovskoj statistici parametri se tretiraju kao slucajne
promenljive i potrebno je odrediti njihove aposteriorne raspodele. Radi jednostavnosti,
pretpostavice se da je @ poznato (w = ;) odnosno da je potrebno odrediti aposteriornu raspodelu

za CV. Za parametar CV mora se izabrati apriorna raspodela. Neka je to Beta raspodela®® sa
poznatim parametrima a i b. Ova raspodela je proizvoljno izabrana, odnosno predmet analize mogu
biti bilo koje druge raspodele.

S obzirom da je veoma komplikovano odrediti oblik aposteriorne raspodele
p(CV |X1, ., X,) za parametar CV analitickim putem biée primenjen jedan od MCMC algoritama,
Metropolis-Hastings-ov algoritam.

Prate¢i korake za sprovodenje Metropolis-Hastings-ovog algoritma koji je objasnjen u
odeljku 4.3.1 bi¢e konstruisan lanac Markova lanac za koeficijent varijacije log-normalne

raspodele. Pocetno stanje algoritma se bira proizvoljno i pretpostavice se da je ono CV,. Neka
raspodela predloga bude npr. normalna raspodela sa poznatim parametrima. Iz ove raspodele se
generiSe sledeca vrednost CV, (i tako u svakoj iteraciji). [zracunava se verovatnoca r data formulom

(4.2)%. Dalje se iz uniformne raspodele, U (0,1), generise slu¢ajni broj U. Ako je U <r prihvata se

vrednost CV,. Moguce je konstruisati lance Markova veli¢ine 10000 ili 20000 sa odgovaraju¢im
“burn in“ periodima. Dobijene vrednosti daju uzorke iz aposteriorne raspodele.

Za svaki generisani lanac moZe se izracunati efektivna veli¢ina uzorka. Takode, na osnovu
dobijenih uzoraka mogu biti konstruisane intervalne ocene za koeficijent varijacije log-normalne
raspodele 1 izraCunate njihove Sirine. Detaljnije o0 ovome bi¢e objasnjeno u glavi V.

62 Neprekidna slu¢ajna promenljiva X ima dvoparametarsku beta raspodelu sa parametrima oblika a>0 i b>0 (u
oznaci X ~ B(a,b)), ako je njena funkcija gustine oblika (Dori¢ et al., 2007, str. 30):

f(x)= _r x*1a-x)P1 0<x<1.

B(a,b)
P(Xy, - X, |CV1) p(CV;)
P(Xpre Xy |CV0) P(CVy)

8Verovatnoca I se u prvoj iteraciji moZe zapisati na sledeé¢i nacin (prilagodeno prema

Veljovié, 2019).
153



V POREPENJE KLASICNIH I BAYES-OVSKIH INTERVALA

Na pocetku ovog dela bi¢e razmotreni Bayes-ovski intervali za nepoznati parametar: interval
sa jednakim repovima (engl. equal-tailed interval) i interval sa najvecom aposteriornom gustinom
(engl. highest posterior density interval, skracéeno HPD). Zatim ¢e biti prikazani i analizirani
rezultati za koeficijent varijacije log-normalne raspodele dobijeni prilikom konstruisanja lanaca
Markova i to prosek aposteriorne raspodele, efektivna veli¢ina uzorka, $irina intervala sa jednakim
repovima i §irina intervala sa najve¢om aposteriornom gustinom. U nastavku ¢e biti dato poredenje
Sirina nekih klasi¢nih intervala poverenja za koeficijent varijacije log-normalne raspodele sa
Sirinama Bayes-ovskih intervala. Analiza ¢e biti izvrSena na simuliranim i realnim podacima.

5.1 Bayes-ovski intervali

Bayes-ovsko zaklju¢ivanje je zasnovano na aposteriornoj raspodeli. Bayes-ovski “intervali
poverenja” se nazivaju intervali prekrivanja ili intervali verodostojnosti (engl. credible intervals) i
odreduju se na osnovu percentila aposteriorne raspodele. Neka je € nepoznati parametar, a 1—«
verovatnoc¢a da ¢e interval sadrzati nepoznati parametar.

Bayes-ovsKi (1—a)100% interval sa jednakim repovima odreduje se na osnovu /2 i

1-a/2 percentila aposteriorne raspodele p(9|X1,..., X,) nepoznatog parametra @ i predstavlja se
na sledec¢i nacin (Casella & Berger, 2002, str. 436):

Ly =[ POIXy5000 X )arr PO X X1 |-

Ako je aposteriorna raspodela p(9|X1,..., X,) nepoznatog parametra # unimodalna, tada se
interval sa najvecom aposteriornom gustinom zapisuje kao (Casella & Berger, 2002, str. 448):

l,=[ 0:p(0]X,,... X,) 2k],

gde je k izabrano tako da j{ | p(O|X,,... X, )d0=1-a.

0:p(0]Xy ..., X )2k

Postoji razlika u interpretaciji klasi¢nih intervala poverenja i Bayes-ovskih intervala. U klasi¢noj
statistici se sa pouzdano$éu od (1—a)100% tvrdi da se parametar nalazi u dobijenom intervalu

poverenja, odnosno ako se eksperiment ponovi veliki broj puta (1—a)100% realizovanih intervala
poverenja ¢e sadrzati nepoznati parametar. Verovatnoca da ¢e se parametar naéi u realizovanom
intervalu iznosi 0 ili 1. U Bayes-ovskoj statistici (1—a)100% odrazava subjektivno uverenje
odnosno osoba koja sprovodi eksperiment nakon kombinovanja apriornih informacija sa podacima
je (1—a)100% sigurna da ¢e interval sadrzati parametar. Ovde Ce se parametar naci unutar

intervala sa nekom verovatno¢om, koja nije O niti 1 (Casella & Berger, 2002, str. 435).
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5.2 Analiza Klasi¢nih i Bayes-ovskih intervala za koeficijent varijacije log-
normalne raspodele

U ovom delu rada ¢e na hipotetickom primeru biti objaSnjena konstrukcija
dvodimenzionalnih lanaca Markova za sredinu i koeficijent varijacije log-normalne raspodele
primenom Metropolis-Hastings-ovog algoritma. Analizirae se prosek aposteriorne raspodele za
koeficijent varijacije log-normalne raspodele, efektivna veli¢ina uzorka, kao i Sirine 95% intervala
sa jednakim repovima i 95% intervala sa najveCom aposteriornom gustinom. Dalje ¢e se izvrsiti
poredenje Sirina nekih klasi¢nih intervala poverenja za koeficijent varijacije log-normalne raspodele
koji su predstavljeni u odeljku 3.2 sa Sirinama Bayes-ovskih intervala. Prvo ¢e biti predstavljeni
rezultati dobijeni na osnovu simulacione studije, a zatim rezultati dobijenim primenom realnih
podataka.

5.2.1 Analiza lanaca Markova za koeficijent varijacije log-normalne raspodele

Neka se iz log-normalne raspodele sa vrednostima parametara @ =6 | CV=2 generisu uzorci
veli¢ine 10, 20, 50 1 80.

Dalje, neka su oba parametra nepoznata, odnosno neka je vektor parametara & = (®,CV)

nepoznat. Parametri @ i1 CV ¢e biti razmatrani nezavisno, $to znaci da je zajedniCka apriorna
raspodela p(¢) jednaka proizvodu apriornih raspodela p(@) i p(CV).

Neka apriorna raspodela za @ bude uniformna raspodela, U (0,10). Sto se ti¢e parametra

CV razmatrace se tri apriorne raspodele:

e Betaraspodela, B(3,0,4),
e Uniformna raspodela, U (0,4) i
e Beta raspodela (&etvoroparametarska)®*, B, (5; 0,7;0; 3) .

Apriorne raspodele su proizvoljno izabrane, odnosno predmet analize moze biti bilo koja
druga raspodela.

Metropolis-Hastings-ov algoritam se primenjuje na isti na¢in bez obzira da li je u pitanju
jedan parametar ili vektor parametara (“Multi parameter Metropolis-Hastings”, n.d.). Proizvoljno se
bira poetno stanje, na primer &, = (8,3) . Neka je 6, vektor parametara (u koraku i) a @ generisani

vektor parametara iz raspodele predloga (u prvom slucaju raspodela predloga za sredinu i

8Neprekidna slu¢ajna promenljiva X ima Cetvoroparametarsku beta raspodelu sa parametrima oblika @ >0 i b >0, i
parametrima c i d koji predstavljaju najmanju i najvecu vrednost slu¢ajne promenljive (u oznaci X ~ B,(a,b,c,d)),
ako je njena funkcija gustine oblika (Pori¢ et al., 2007, str. 38):

a-1 b-1
P PR S i) Clk) Y
B(a’b) (d _C)a+b—1
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koeficijent varijacije je normalna® sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6, respektivno; u drugom
slucaju raspodela predloga je normalna sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,9).

Izradunava se verovatnoéa r=r(6,,60) po formuli (4.2)% i iz uniformne raspodele, U (0,1),

generiSe sludajni broj U. Ukoliko je U < r prihvata se vektor 6.

Postupak se nastavlja sve dok se ne konstruiSu dvodimenzionalni lanci Markova veli¢ine
10000, odnosno 20000 sa “burn in“ periodima koji iznose 1000, odnosno 5000, respektivno. Svaka
dimenzija lanca Markova smatra se marginalnom aposteriornom raspodelom sredine odnosno
koeficijenta varijacije a generisane vrednosti se mogu smatrati uzorcima iz marginalnih
aposteriornih raspodela.

Na osnovu dobijenih uzoraka bi¢e konstruisani intervali za koeficijent varijacije log-
normalne raspodele i izracunate njihove Sirine. Takode, bi¢e izracunata efektivna veli¢ina uzorka.

U Tabelama 5.1-5.3 predstavljeni su rezultati analize lanaca Markova za koeficijent
varijacije log-normalne raspodele za razli¢ite apriorne raspodele. Prvo je analizirana beta®’
raspodela. U Tabeli 5.1 prikazani su rezultati analize lanaca Markova za koeficijent varijacije log-
normalne raspodele ako je apriorna raspodela B(3;0,4). Za uzorke veli¢ine 10, prosek marginalne

aposteriorne raspodele je najblizi vrednosti koeficijenta varijacije log-normalne raspodele ukoliko je
raspodela predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,9 i ako je sprovedeno 10000 iteracija.
Efektivna veli¢ina uzorka je najveca za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 10,6 i
20000 iteracija. Interval sa jednakim repovima je najuzi za raspodelu predloga sa standardnim
devijacijama 0,3 10,6 1 20000 iteracija, dok je interval sa najve¢om aposteriornom gustinom najuZzi
za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 10000 iteracija. Kada je re¢ o
uzorcima veliCine 20, prosek marginalne aposteriorne raspodele je najblizi vrednosti koeficijenta
varijacije log-normalne raspodele za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,9 i
10000 iteracija, dok je efektivna veli¢ina uzorka najveéa za raspodelu predloga sa standardnim
devijacijama 0,3 10,9 120000 iteracija. Oba razmatrana intervala su najuza za raspodelu predloga sa
standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 20000 iteracija. Za uzorke veli¢ine 50, prosek marginalne
aposteriorne raspodele je najblizi vrednosti koeficijenta varijacije za raspodelu predloga sa
standardnim devijacijama 0,3 i 0,9 1 10000 iteracija. Kada je re¢ o efektivnoj veli¢ini uzorka i
Sirinama intervala, najbolji rezultati su dobijeni za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama
0,3 1 0,6 1 20000 iteracija. Za uzorke veli¢ine 80, prosek marginalne aposteriorne raspodele je
najblizi vrednosti parametra za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 1 0,9 1 20000
iteracija. Sto se ti¢e efektivne veli¢ine uzorka i §irina intervala, najbolji rezultati su ostvareni za
raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 10000 iteracija.

% Sredina raspodele predloga predstavljena je trenutnom vredno$¢éu parametara, dok se standardna devijacija za svaki
od parametara bira proizvoljno (Ford, 2018).

P(Xy, X, |0 P(O)
(X, X, [6)P(6)

Verovatnoa r se moze zapisati i na slede¢i nacin r(6,, 0)= (“Multi parameter Metropolis-
Hastings”, n.d.).
7Funkcija gustine beta raspodele nalazi se u odeljku 4.4.
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Tabela 5.1: Rezultati analize lanaca Markova za koeficijent varijacije log-normalne raspodele ako
je apriorna raspodela B(3;0,4)

Apriorna raspodela B(3;0,4)

Broj Standardne Prosek Sirina Sirina
iteracija/ | devijacije | Veli¢ina | marginalne ESS intervala intervala sa
Burnin raspodele uzorka | aposteriorne sa najvecom

predloga raspodele jednakim | aposteriornom
repovima gustinom
10 1,38 140,24 2,521 2,390
10000/ 0,3i0,6 20 1,75 53,42 2,932 2,832
1000 50 1,42 84,83 2,785 2,714
80 1,23 184,99 2,403 2,381
10 1,28 229,21 2,519 2,485
20000/ 0,3i0,6 20 1,32 196,51 2,613 2,519
5000 50 1,26 293,33 2,491 2,444
80 1,53 118,02 2,994 2,641
10 1,74 57,69 3,342 3,230
10000/ 0,3i0,9 20 1,83 59,44 3,481 3,384
1000 50 1,95 85,93 3,480 3,375
80 1,83 159,65 3,167 3,053
10 1,73 219,35 3,156 3,129
20000/ 0,3i0,9 20 1,51 200,82 3,033 2,967
5000 50 1,93 135,73 3,661 3,467
80 1,91 117,75 3,542 3,446

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

U drugom slu¢aju je razmatrana uniformna®® raspodela. U Tabeli 5.2 predstavljeni su
rezultati analize lanaca Markova za koeficijent varijacije log-normalne raspodele ako je apriorna
raspodela U(0,4). Za uzorke veli¢ine 10, prosek marginalne aposteriorne raspodele je najblizi

vrednosti koeficijenta varijacije log-normalne raspodele i intervali su najuzi ukoliko se koristi
raspodela predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i ako je sprovedeno 10000 iteracija.
Efektivna veli¢ina uzorka je najveca za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 10,9 i
20000 iteracija. Kada je re¢ o uzorcima veli¢ine 20, prosek marginalne aposteriorne raspodele je
najblizi vrednosti koeficijenta varijacije za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6
1 20000 iteracija. Efektivna veli¢ina uzorka je najve¢a za raspodelu predloga sa standardnim
devijacijama 0,3 1 0,9 1 20000 iteracija, dok su oba razmatrana intervala najuza za raspodelu
predloga sa standardnim devijacijama 0,3 1 0,6 1 10000 iteracija. Za uzorke veli¢ine 50, prosek
marginalne aposteriorne raspodele je najblizi vrednosti koeficijenta varijacije za raspodelu predloga
sa standardnim devijacijama 0,3 1 0,6 1 10000 iteracija. Kada je re¢ o efektivnoj veli¢ini uzorka 1
Sirinama intervala, najbolji rezultati su dobijeni za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama
0,3 1 0,6 1 20000 iteracija. Za uzorke veli¢ine 80, prosek marginalne aposteriorne raspodele je
najblizi vrednosti parametra za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 20000
iteracija. Takode, Sto se tiCe efektivne veli¢ine uzorka i Sirine intervala sa jednakim repovima,
najbolji rezultati su ostvareni za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 20000
iteracija. Interval sa najve¢om aposteriornom gustinom je najuzi za raspodelu predloga sa
standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 10000 iteracija.

8Funkcija gustine uniformne raspodele nalazi se u odeljku 4.3.1.
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Tabela 5.2: Rezultati analize lanaca Markova za koeficijent varijacije log-normalne raspodele ako
je apriorna raspodela U (0,4)

Apriorna raspodela U (0,4)

Broj Standardne Prosek Sirina Sirina
iteracija/ | devijacije Veli¢ina | marginalne ESS intervala intervala sa
Burnin raspodele uzorka | aposteriorne sa najvecom

predloga raspodele jednakim | aposteriornom
repovima gustinom
10 2,79 173,16 5,165 5,110
10000/ 0,3i0,6 20 2,94 124,13 5,432 5,310
1000 50 2,55 161,28 5,296 5,247
80 2,84 192,89 5,421 5,173
10 3,00 148,00 5,632 5,462
20000/ 0,3i0,6 20 2,77 112,75 5,696 5,664
5000 50 2,70 337,87 5,112 5,107
80 2,82 280,87 5,370 5,233
10 2,89 315,14 5,661 5,603
10000/ 0,3i0,9 20 3,15 203,77 5,831 5,796
1000 50 3,27 267,62 6,002 5,850
80 3,39 110,91 6,114 5,925
10 3,07 419,37 5,830 5,781
20000/ 0,3i0,9 20 3,28 310,71 6,137 6,087
5000 50 3,33 270,20 6,306 6,205
80 3,54 173,19 6,558 6,409

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Predmet analize u treéem slucaju je beta®® raspodela. U Tabeli 5.3 predstavljeni su rezultati
analize lanaca Markova za koeficijent varijacije log-normalne raspodele ako je apriorna raspodela
B,(5;0,7;0;3). Kada je re¢ o uzorcima veli¢ine 10, prosek marginalne aposteriorne raspodele je

najblizi vrednosti koeficijenta varijacije za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6
i 10000 iteracija. Sto se tie efektivne veli¢ina uzorka i §irina intervala, najbolji rezultati su
ostvareni za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 20000 iteracija. Za uzorke
veli¢ine 20, prosek marginalne aposteriorne raspodele je najblizi vrednosti koeficijenta varijacije za
raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 1 0,6 1 20000 iteracija, a efektivna veli¢ina
uzorka je najveca za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 1 0,9 1 20000 iteracija. Oba
intervala su najuza za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i1 10000 iteracija. Za
uzorke veli¢ine 50, najbolji rezultati po svim kriterijjumima ostvareni su za raspodelu predloga sa
standardnim devijacijama 0,3 1 0,6 1 20000 iteracija. Kod uzoraka veli¢ine 80, najbolji rezultati po
svim kriterijumima dobijeni su za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 10000
iteracija.

89Funkcija gustine beta raspodele nalazi se u odeljku 5.2.1.
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Tabela 5.3: Rezultati analize lanaca Markova za koeficijent varijacije log-normalne raspodele ako
je apriorna raspodela B, (5;0,7;0;3)

Apriorna raspodela Beta, (5;0,7;0;3)

Broj Standardne Prosek Sirina Sirina
iteracija/ | devijacije Veli¢ina | marginalne ESS intervala intervala sa
Burnin raspodele uzorka | aposteriorne sa najvecom

predloga raspodele jednakim | aposteriornom
repovima gustinom
10 1,98 135,27 4,420 4,215
10000/ 0,3i0,6 20 2,05 318,30 4,116 3,975
1000 50 2,24 261,92 4,203 4,102
80 2,07 282,21 4,226 4,196
10 2,21 309,11 4,226 4,169
20000/ 0,3i0,6 20 2,03 387,04 4,289 4,170
5000 50 2,13 463,79 4,165 4,099
80 2,40 117,58 5,049 4,977
10 2,89 102,44 5,642 5,463
10000/ 0,3i0,9 20 2,60 288,56 4,919 4,908
1000 50 2,73 188,85 5,176 5,130
80 2,78 181,19 5,116 5,076
10 2,67 279,15 5,535 5,102
20000/ 0,3i0,9 20 2,65 399,28 5,542 5,124
5000 50 2,69 291,91 5,381 5,250
80 2,69 279,86 6,044 5,319

Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Za sve tri analizirane apriorne raspodele, zakljucuje se da je u vecini slucajeva interval sa
jednakim repovima najuzi za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 20000
iteracija, dok je interval sa najveCom aposteriornom gustinom najuzi za raspodelu predloga sa
standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 10000 iteracija.

Dalje, izabrani su neki od klasi¢nih intervala poverenja za koeficijent varijacije, koji su
predstavljeni u odeljku 3.2 1 dobijene Sirine su prikazane u Tabeli 5.4. UocCava se da je za uzorke
veli¢ine 10, 20 i 50 najuzi RSS BCa interval, dok je za uzorke veli¢ine 80 najuzi bootstrap-t
interval.
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Tabela 5.4: Sirine 95% dvostranog intervala poverenja za koeficijent varijacije
log-normalne raspodele

Veli¢ina uzorka 10 20 50 80
t 1,326 | 1,271 | 0,543 | 1,049
Percentil 0,603 | 1,318 | 1,818 | 0,462
RSS k=2 1,368 | 0,975 | 0,737 | 0,595
Percentil k=5 0,872 | 0,957 | 0,477 | 0,484
Bootstrap-t 1,095 | 1,125 | 1,590 | 0,379
Bca 1,317 | 0,675 | 2,412 | 0,497
RSS BCa k=2 1,136 | 0,997 | 0,298 | 0,481
k=5 0,331 | 0,513 | 0,230 | 1,041
Jackknife 0,482 | 0,815 | 4,338 | 0,934
C&P 1,224 | 2,909 | 1,404 | 0,876
C&P trim 10% 1,062 | 2,745 | 1,828 | 1,103
RSS C&P k=2 1,639 | 1,442 | 1,507 | 2,402
k=5 1,708 | 2,256 | 0,992 | 2,055
RSS C&P k=2 0,811 | 0,734 | 0,807 | 1,155
trim 10% k=5 2,520 | 4,988 | 1,202 | 0,731

Izvor: lzlaz iz programskog jezika R

Za sve tri razmatrane apriorne raspodele, moguce je izvesti zaklju€ak da su za simulirane
podatke klasi¢ni intervali poverenja uzi od Bayes-ovskih intervala.

5.2.2 Analiza lanaca Markova za koeficijent varijacije neto dobitka

Analiza na realnim podacima ¢e biti sprovedena koriste¢i podatke o neto dobitku (neto
dobitak je analiziran u odeljku 2.5.4). Upotrebom programa EasyFit utvrdeno je da se promenljiva
neto dobitak moze najbolje opisati log-normalnom raspodelom sa parametrima g =11,881 i

o =1,7486 (Sto potvrduju rezultati prikazani u Tabeli 5.5).

Tabela 5.5: Kolmogorov-Smirnov i hi-kvadrat statistike testa

Kolmogorov-Smirnov Hi-kvadrat
Statistika testa Rang Statistika testa Rang
0,03884 1 3,3511 1

Izvor: lzlaz iz programskog jezika EasyFit

Koriste¢i alternativnu parametrizaciju koja je objasnjena u odeljku 4.4 izracunati su
parametri @ =666503,7 i CV=4,5.

Postupak koji se primenjuje identi¢an je postupku koji je objasSnjen u odeljku 5.2.1. Razlika
je u tome S$to ¢e se pretpostaviti da je apriorna raspodela za sredinu uniformna raspodela,
U (0,1.000.000), dok ¢e se za koeficijent varijacije razmatrati dve apriorne raspodele:

e Uniformna raspodela, U (3,6) i
o Betaraspodela, B,(5;0,7;3;6).
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U nastavku su u Tabelama 5.6-5.8 predstavljeni rezultati analize lanaca Markova za
koeficijent varijacije neto dobitka za razli¢ite apriorne raspodele. Prvo je analizirana uniformna™
raspodela. U Tabeli 5.6 prikazani su rezultati analize lanaca Markova za koeficijent varijacije neto
dobitka ako je apriorna raspodela U (3,6) . Za uzorke veli¢ine 10, prosek marginalne aposteriorne

raspodele je najblizi vrednosti koeficijenta varijacije neto dobitka ukoliko se koristi raspodela
predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i ako je sprovedeno 10000 iteracija. Efektivna
veli¢ina uzorka je najveca za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 1 0,6 i 20000
iteracija. Interval sa jednakim repovima je najuzi za raspodelu predloga sa standardnim
devijacijama 0,3 1 0,6 1 20000 iteracija, dok je interval sa najve¢om aposteriornom gustinom najuzi
za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 10000 iteracija. Kada je re¢ o
uzorcima veli¢ine 20, prosek marginalne aposteriorne raspodele je najblizi vrednosti koeficijenta
varijacije za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 20000 iteracija. Efektivna
veli¢ina uzorka je najveca za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 20000
iteracija, a oba razmatrana intervala su najuza za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama
0,3 10,6 i 10000 iteracija. Za uzorke veli¢ine 50 i 80, prosek marginalne aposteriorne raspodele je
najbliZi vrednosti koeficijenta varijacije za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 1 0,6
1 10000 iteracija, dok je efektivna veli¢ina uzorka najveca za raspodelu predloga sa standardnim
devijacijama 0,3 i 0,6 i 20000 iteracija. Najbolji rezultati za intervale poverenja su dobijeni za
raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 10000 iteracija.

Tabela 5.6: Rezultati analize lanaca Markova za koeficijent varijacije neto dobitka ako je apriorna
raspodela U (3,6)

Apriorna raspodela U (3,6)

Broj Standardne Prosek Sirina Sirina
iteracija/ | devijacije | Veli¢ina | marginalne ESS intervala intervala sa
Burnin raspodele uzorka | aposteriorne sa najveéom

predloga raspodele jednakim | aposteriornom
repovima gustinom
10 4,46 103,80 6,266 5,999
10000/ 0,3i0,6 20 4,77 108,74 6,230 6,030
1000 50 4,42 105,26 6,892 6,850
80 5,55 51,35 8,197 8,149
10 4,84 95,94 6,261 5,647
20000/ 0,3i0,6 20 4,32 113,95 6,500 6,500
5000 50 4,22 110,79 7,990 7,520
80 3,97 89,81 8,033 7,950
10 4,50 152,26 5,408 5,406
10000/ 0,3i0,9 20 4,38 264,68 5,584 5,525
1000 50 3,95 108,41 7,593 7,564
80 4,11 113,09 8,349 7,895
10 4,33 91,18 5,885 5,688
20000/ 0,3i0,9 20 4,21 156,05 6,242 5,948
5000 50 4,05 86,24 8,055 7,628
80 5,08 58,78 8,321 8,127

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R

Predmet razmatranja u drugom slu¢aju je beta’® raspodela. U Tabeli 5.7 prikazani su
rezultati analize lanaca Markova za koeficijent varijacije neto dobitka ako je apriorna raspodela

B,(5;0,7;3;6). Za uzorke veli¢ine 10, prosek marginalne aposteriorne raspodele je najblizi

OFunkcija gustine uniformne raspodele nalazi se u odeljku 4.3.1.
"IFunkcija gustine beta raspodele nalazi se u odeljku 5.2.1.
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vrednosti koeficijenta varijacije neto dobitka ukoliko se koristi raspodela predloga sa standardnim
devijacijama 0,3 1 0,9 i ako je sprovedeno 20000 iteracija. Efektivna veli¢ina uzorka je najveca za
raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 20000 iteracija. Interval sa jednakim
repovima je najuzi za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 20000 iteracija,
dok je interval sa najveCom aposteriornom gustinom najuzi za raspodelu predloga sa standardnim
devijacijama 0,3 1 0,6 1 10000 iteracija. Kada je re¢ o uzorcima veli¢ine 20, prosek marginalne
aposteriorne raspodele je najblizi vrednosti koeficijenta varijacije za raspodelu predloga sa
standardnim devijacijama 0,3 1 0,6 1 20000 iteracija. Najbolji rezultati za efektivnu veli¢inu uzorka i
Sirine intervala su ostvareni za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 10000
iteracija. Za uzorke veli¢ine 50, prosek marginalne aposteriorne raspodele je najblizi vrednosti
koeficijenta varijacije u dva slucaja: za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 1 0,6 i
20000 iteracija i raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,9 i 20000 iteracija, dok je
efektivna veli¢ina uzorka najveca za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 1 0,9 1
20000 iteracija. Najbolji rezultati za intervale poverenja su dobijeni za raspodelu predloga sa
standardnim devijacijama 0,3 1 0,6 1 20000 iteracija. Kada je re¢ o uzorcima veli¢ine 80, prosek
marginalne aposteriorne raspodele je najblizi vrednosti koeficijenta varijacije za raspodelu predloga
sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 1 20000 iteracija, dok je efektivna veli¢ina uzorka najveca za
raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 1 0,9 1 20000 iteracija. Najuzi intervali su
dobijeni za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 10000 iteracija.

Tabela 5.7: Rezultati analize lanaca Markova za koeficijent varijacije neto dobitka ako je apriorna
raspodela B,(5;0,7;3;6)

Apriorna raspodela B, (5;0,7;3;6)

Broj Standardne Prosek Sirina Sirina
iteracija/ | devijacije Veli¢ina | marginalne ESS intervala intervala sa
Burnin raspodele uzorka | aposteriorne sa najveéom

predloga raspodele jednakim | aposteriornom
repovima gustinom
10 4,62 117,02 6,518 5,957
10000/ 0,3i0,6 20 4,26 130,63 6,157 6,072
1000 50 3,97 66,66 7,985 7,985
80 4,45 110,21 8,428 7,976
10 5,11 120,24 5,839 5,626
20000/ 0,3i0,6 20 4,33 106,06 6,302 6,117
5000 50 4,20 101,81 7,913 7,413
80 4,03 104,09 8,228 7,727
10 4,94 58,70 6,772 6,618
10000/ 0,3i0,9 20 4,64 84,61 6,731 6,452
1000 50 4,74 87,09 8,251 7,617
80 4,36 188,41 7,686 7,657
10 3,92 63,79 6,089 5,825
20000/ 0,3i0,9 20 4,61 110,01 6,635 6,591
5000 50 4,23 66,12 7,797 7,605
80 4,62 126,55 8,387 8,387

Izvor: Izlaz iz programskog jezika R
Za obe razmatrane apriorne raspodele, zakljucuje se da su u vecini sluCajeva interval sa
jednakim repovima 1 interval sa najve¢om aposteriornom gustinom najuzi za raspodelu predloga sa

standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 10000 iteracija.

Kada je re¢ o klasi¢nim intervalima poverenja za koeficijent varijacije, dobijeni rezultati su
prikazani u Tabeli 5.8. Primecuje se da je za uzorke veli¢ine 10 najuzi RSS BCa interval, dok je za
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uzorke veli¢ine 20 i 50 najuzi RSS percentil interval. Za uzorke veli¢ine 80 kao najbolji izbor se
pokazao t interval.

Tabela 5.8: Sirine 95% dvostranog intervala poverenja za koeficijent varijacije
neto dobitka

Veli¢ina uzorka 10 20 50 80
t 1,208 | 0,872 | 1,346 | 0,834
Percentil 1,051 | 1,048 | 2,926 | 2,805
RSS k=2 0,804 | 1,974 | 2,183 | 1,188
Percentil k=5 0,706 | 0,419 | 0,506 | 1,114
Bootstrap-t 1,190 | 1,709 | 1,538 | 1,410
Bca 0,751 | 1,904 | 2,543 | 1,756
RSS BCa k=2 1,189 | 1,457 | 2,677 | 0,941
k=5 0,650 | 1,127 | 2,311 | 0,841
Jackknife 2,422 | 1,254 | 1,593 | 1,896
C&P 4,603 | 4,353 | 4,341 | 2,369
C&P trim 10% 3,594 | 8,693 | 1,448 | 2,083
RSS C&P k=2 2,204 | 5,982 | 2,047 | 3,633
k=5 4941 | 2,308 | 3,907 | 2,594
RSS C&P k=2 4,688 | 8,617 | 1,549 | 4,162
trim 10% k=5 2,849 | 2,086 | 1,587 | 2,757

Izvor: lzlaz iz programskog jezika R
Za realne podatke se zakljuCuje da su klasi¢ni intervali poverenja uzi od Bayes-ovskih

intervala. Ovaj zakljucak je validan ako se kao apriorne raspodele posmatraju uniformna i beta
raspodela.
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ZAKLJUCAK

U radu su analizirane razli¢ite metode na osnovu kojih su konstruisani intervali poverenja za
regresione koeficijente u prostom linearnom regresionom modelu i kvadratnom regresionom
modelu, kao i intervali poverenja za apsolutnu i relativnu meru disperzije. Paznja je bila posvecena
konstrukciji intervala poverenja u slucaju kada neke od polaznih pretpostavki nisu ispunjene.
Konkretno, razmatrane su situacije u kojima slucajna greska modela nije normalno raspodeljena
odnosno kada je re¢ o merama disperzije predmet analize su bili slu¢ajevi u kojima osnovni skup
nije normalno raspodeljen.

Utvrdeno je koje metode obezbeduju da proporcije simuliranih intervala koji sadrze
nepoznati parametar budu najbliZe nominalnom nivou pouzdanosti u slu¢aju neispunjenosti
odredenih pretpostavki.

Predmet istrazivanja u prostom linearnom regresionom modelu bile su proporcije
simuliranih intervala (za regresioni koeficijent) koji sadrze nepoznati parametar kada slucajna
greska nije normalno raspodeljena. U prvom slucaju se pretpostavilo da slucajna greska sledi
eksponencijalnu raspodelu, dok je u drugom slucaju predmet razmatranja bila Weibull-ova
raspodela. Izveden je generalni zakljucak za obe raspodele. Kada je re¢ o malim uzorcima, utvrdeno

je da su proporcije simuliranih bootstrap-t intervala i bootstrap-t intervala sa transformacijama T, i
T; bile najblize nominalnom nivou pouzdanosti. Prilikom razmatranja velikih uzoraka, donet je

zakljucak da su proporcije simuliranih bootstrap-t intervala sa transformacijama T, i T, dale
najbolje rezultate.

U kvadratnom regresionom modelu razmatrane su proporcije simuliranih intervala (za
regresione koeficijente) koji sadrze nepoznati parametar kada slucajna greska sledi gama, Weibull-
ovu odnosno eksponencijalnu raspodelu, respektivno. Predmet analize su bili nominalni nivoi
pouzdanosti od 95% i 90%. Donet je generalni zakljucak da je prilikom intervalnog ocenjivanja
parametra S, najbolje Koristiti percentil, bootstrap-t i jackknife intervale, a za parametar g,

preporutena je primena bootstrap-t intervala sa transformacijom T, i percentil intervala.
Sprovedenim analizama je potvrdena hipoteza H>.

Pored simulacione studije, u prostom linearnom regresionom modelu i kvadratnom
regresionom modelu sprovedena je analiza na podacima u oblasti korporativnih finansija. Predmet
razmatranja u prostom linearnom regresionom modelu bile su proporcije simuliranih intervala za
regresioni koeficijent zasnovane na podacima o indikatoru verovatnoce bankrotstva i kolicniku
ukupnog duga u 157 kompanija u Srbiji u 2014. godini. Istrazivanje je sprovedeno na preduze¢ima
koja ostvaruju najvec¢i nivo poslovne aktivnosti, odnosno na preduze¢ima ¢iji su poslovni prihodi u
2013. godini bili iznad 5 milijardi dinara. Utvrdeno je da su za male uzorke proporcije simuliranih
bootstrap-t intervala bile najbolje medu svim proucavanim intervalima, ali ni one nisu blizu
nominalnog nivoa pouzdanosti. Kada je re¢ o velikim uzorcima, T, i bootstrap-t intervali su

obezbedili najbolje rezultate. Dalje, u hipotetiCkom primeru su konstruisani intervali poverenja za

regresione koeficijente i izracunate njihove S$irine, koriste¢i podatke o zbirnim finansijskim

indikatorima. Re¢ je o neto dobitku, broju zaposlenih i troskovima sirovina. Polaze¢i od

pretpostavke da je neto dobitak zavisna promenljiva, a da su troSkovi sirovina odnosno broj

zaposlenih objasnjavaju¢e promenljive, respektivno, utvrdeno je da je u oba slucaja najuzi interval
164



poverenja dobijen primenom bootstrap metoda u kombinaciji sa transformacijom T,. Zatim su u

hipotetickom primeru ispitivane proporcije simuliranih intervala za regresioni koeficijent na osnovu
podataka o prosecnoj ceni leta i udaljenosti izmedu gradova. Ustanovljeno je da su za male uzorke
proporcije simuliranih bootstrap-t intervala bile najblize nominalnom nivou pouzdanosti, dok je za
velike uzorke T, interval obezbedio najbolje rezultate. Ovim su potvrdene hipoteze Hi i Hs.

Koriste¢i podatke o o neto dobitku i ukupnoj imovini u 105 opstina u Srbiji u 2017. godini
ispitivane su proporcije simuliranih intervala za regresione koeficijente u kvadratnom regresionom
modelu. Analizom se doslo do sledecih zakljucaka. Kada je re¢ o parametru f,, za uzorke veli¢ine

10, proporcija simuliranih percentil intervala bila je najbliza nominalnom nivou pouzdanosti. Za
uzorke veli¢ine 20, jackknife interval je obezbedio najbolje rezultate, dok su za velike uzorke
najbolji rezultati dobijeni primenom bootstrap-t intervala. Utvrdeno je da je za parametar £, , kada

je re¢ o malim uzorcima, jackknife interval obezbedio najbolje rezultate, a da su za velike uzorke
proporcije simuliranih T, intervala bile najblize nominalnom nivou pouzdanosti. Dalje, u

hipotetickom primeru su analizirane proporcije simuliranih intervala za regresione koeficijente
bazirane na podacima o indikatoru verovatnoée bankrotstva i koli¢niku ukupnog duga. Analizom
rezultata su doneti slede¢i zakljucci koji se odnose na parametar ;. Za male uzorke proporcija

simuliranih BCa intervala bila je najbliza nominalnom nivou pouzdanosti, dok je za uzorke veli¢ine
20 utvrdeno da je jackknife interval obezbedio najbolje rezultate. Kada je re¢ o velikim uzorcima,
ustanovljeno je da su proporcije simuliranih jackknife i percentil intervala bile najbolje. Za
parametar /3, je utvrdeno da je za uzorke veli¢ine 10 najbolje rezultate obezbedio BCa interval, dok

je za uzorke veli¢ine 20 jackknife interval bio najbolji izbor. U slucaju uzoraka veli¢ine 50 najbolji
rezultati su ostvareni primenom intervala T,, a za uzorke veli¢ine 80 kori§¢enjem percentil
intervala. Ovim su potvrdene hipoteze Hz i Hs.

U radu su analizirane proporcije simuliranih intervala za varijansu. Prvo, pod pretpostavkom
da osnovni skup sledi gama, log-normalnu odnosno eksponencijalnu raspodelu, respektivno,
razmatrane su proporcije simuliranih intervala za varijansu osnovnog skupa koriste¢i prosto
sluajno uzorkovanje i rangirano uzorkovanje. Na osnovu dobijenih rezultata utvrdeno je da su za
sve ispitivane raspodele, u vecini slucajeva, najbolje proporcije simuliranih intervala za varijansu
dobijene primenom rangiranog uzorkovanja. U drugom slucaju, polaze¢i od pretpostavke da
osnovni skup sledi skew-normalnu, skew-Student-ovu, skew-Laplace-ovu odnosno skew
generalizovanu t raspodelu izvrSeno je poredenje proporcija simuliranih intervala za varijansu
osnovnog skupa koristeci prosto slu¢ajno uzorkovanje i rangirano uzorkovanje. Analizom rezultata
donet je generalni zakljucak za sve razmatrane raspodele. Utvrdeno je da su, u vecini slucajeva,
proporcije simuliranih intervala za varijansu zasnovanih na rangiranom uzorkovanju najblize
nominalnom nivou pouzdanosti. Sprovedenim analizama je potvrdena hipoteza Ha.

Dalje, ispitivane su proporcije simuliranih intervala za koeficijent varijacije osnovnog
skupa, koji predstavlja relativnu meru disperzije. U svrhe istrazivanja pretpostavilo se da osnovni
skup sledi gama, Weibull-ovu, log-normalnu odnosno skew-normalnu raspodelu, respektivno.
Analizom rezultata je utvrdeno da su za sve razmatrane raspodele, u vecini slucajeva, proporcije
simuliranih intervala za koeficijent varijacije zasnovanih na odsecenoj sredini najblize nominalnom
nivou pouzdanosti. Takode, ispitivanjem S§irina intervala poverenja za koeficijent varijacije
ustanovljeno je da intervali poverenja zasnovani na odsecenoj sredini imaju priblizno istu Sirinu kao
1 oni koji nisu zasnovani na odsecenoj sredini. Ovim je potvrdena hipoteza Ha.

165



Pored simulacione studije, analiza je sprovedena i na podacima u oblasti korporativnih
finansija. Koriste¢i podatke o meri sistematskog rizika ispitivane su proporcije simuliranih intervala

za varijansu. Utvrdeno je da su najbolji rezultati za uzorke veli¢ine 15 dobijeni primenom RSS »*

intervala, dok je za uzorke veli¢ine 20 najbolji izbor bio RSS ADF interval. Kada je re¢ o uzorcima
veli¢ine 50 primenom RSS Steve-ovog intervala dobijeni rezultat je najblizi nominalnom nivou
pouzdanosti, a za uzorke veli¢ine 80 se kao najbolji pokazao ADF interval. Ova analiza je pokazala
da su, u vecini slucajeva, proporcije simuliranih intervala za varijansu zasnovanih na rangiranom
uzorkovanju bile blize nominalnom nivou pouzdanosti u odnosu na proporcije simuliranih intervala
zasnovanih na prostom slucajnom uzorkovanju. Dalje, na osnovu podataka o dividendama
razmatrane su proporcije simuliranih intervala za varijansu. Za male uzorke i za uzorke veli¢ine 50
RSS Bonett-ov interval je obezbedio najbolje rezultate, dok je za uzorke veli¢ine 80, proporcija
simuliranih Bonett-ovih intervala bila najbliza nominalnom nivou pouzdanosti. Sprovedena analiza
dovela je do zakljucka da su, u veéini slucajeva, proporcije simuliranih intervala za varijansu
zasnovanih na rangiranom uzorkovanju blize nominalnom nivou pouzdanosti u odnosu na
proporcije simuliranih intervala zasnovanih na prostom slu¢ajnom uzorkovanju. Predmet analize u
jednom hipotetickom primeru bile su 1 proporcije simuliranih intervala za varijansu zasnovane na
podacima koji se odnose na Stete nastale usled pozara u Danskoj. U slu¢aju malih uzoraka i uzoraka
veli¢ine 50 RSS Bonett-ov interval obezbedio je rezultate najblize nominalnom nivou pouzdanosti,
dok je za uzorke veli¢ine 80 proporcija simuliranih Bonett-ovih intervala bila najbliza nominalnom
nivou pouzdanosti. Generalni zakljuéak je da su, u vecini slucajeva, proporcije simuliranih intervala
za varijansu zasnovanih na rangiranom uzorkovanju bile blize nominalnom nivou pouzdanosti u
odnosu na proporcije simuliranih intervala zasnovanih na prostom slu¢ajnom uzorkovanju. Ovim su
potvrdene hipoteze Hz i Hs.

Koriste¢i podatke o meri sistematskog rizika predmet ispitivanja bile su proporcije
simuliranih intervala za koeficijent varijacije. Za uzorke veli¢ine 10 proporcija simuliranih RSS
Miller-ovih intervala zasnovanih na odseCenoj sredini bila je najbliza nominalnom nivou
pouzdanosti, dok je za uzorke veli¢ine 20 RSS C&P interval zasnovan na odseCenoj sredini
obezbedio najbolji rezultat. U slucaju uzoraka veli¢ine 40, najbolji rezultat ostvaren je primenom
RSS Miller-ovog intervala zasnovanog na odsecenoj sredini, dok je za uzorke veli¢ine 80 upotreba
C&P i RSS Miller-ovog intervala koji su zasnovani na odsecenoj sredini dala najbolje rezultate.
Sprovedena analiza je pokazala da su, u vecini slu¢ajeva, proporcije simuliranih intervala za
koeficijent varijacije zasnovanih na odsecenoj sredini koristeci rangirano uzorkovanje bile najblize
nominalnom nivou pouzdanosti. Na razmatranim podacima ispitane su i1 prosecne Sirine intervala
poverenja, pri ¢emu je zakljuéeno da intervali poverenja zasnovani na odsecenoj sredini pokazuju
priblizno istu Sirinu kao 1 oni koji nisu zasnovani na odsecenoj sredini. Dalje, na osnovu podataka o
dividendama odredivane su proporcije simuliranih intervala za koeficijent varijacije. Utvrdeno je da
je za uzorke veli¢ine 10 RSS Miller-ov interval zasnovan na odsecenoj sredini obezbedio najbolje
rezultate, dok je za uzorke veli¢ine 20 najbolji izbor bio RSS C&P interval zasnovan na odsecenoj
sredini. Za uzorke veli¢ine 40, najbolji rezultati ostvareni su primenom RSS Miller-ovog intervala
zasnovanog na odsecenoj sredini, dok je Miller-ov interval zasnovan na odsecenoj sredini dao
rezultate najblize nominalnom nivou pouzdanosti za uzorke veli¢ine 80. Izveden je zakljucak da su,
u vecini slucajeva, proporcije simuliranih intervala za koeficijent varijacije zasnovanih na odsecenoj
sredini koriste¢i rangirano uzorkovanje najblize nominalnom nivou pouzdanosti. Sprovedenim
analizama su potvrdene hipoteze Ha i Hs.

Na kraju, u jednom hipotetickom primeru objasnjena je konstrukcija dvodimenzionalnih
lanaca Markova za sredinu i koeficijent varijacije log-normalne raspodele primenom Metropolis-
Hastings-ovog algoritma i na osnovu dobijenih rezultata su ispitivane §irine intervala sa jednakim
repovima i intervala sa najve¢om aposteriornom gustinom za koeficijent varijacije. Dalje, izvrSeno
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je poredenje Sirina nekih klasi¢nih intervala poverenja za koeficijent varijacije log-normalne
raspodele sa Sirinama intervala sa jednakim repovima i intervala sa najveCom aposteriornom
gustinom.

Kao apriorne raspodele za koeficijent varijacije log-normalne raspodele razmatrane su
dvoparametarska beta, uniformna odnosno Cetvoroparametarska beta raspodela, respektivno i
izveden je zakljucak da je, u veéini slucajeva, interval sa jednakim repovima najuzi za raspodelu
predloga sa standardnim devijacijama 0,3 1 0,6 i 20000 iteracija, dok je interval sa najve¢om
aposteriornom gustinom najuzi za raspodelu predloga sa standardnim devijacijama 0,3 1 0,6 i 10000
iteracija. Zatim, izracunate su Sirine nekih klasi¢nih intervala poverenja za koeficijent varijacije, pri
¢emu je utvrdeno da je za male uzorke i uzorke veli¢ine 50 najuzi RSS BCa interval, dok je za
uzorke veli¢ine 80 najuzi bootstrap-t interval. Donet je zakljucak da su klasi¢ni intervali poverenja
uzi od Bayes-ovskih intervala za razmatrane apriorne raspodele.

Pored analize na simuliranim podacima, sprovedena je i analiza na podacima o neto dobitku.
Koriste¢i uniformnu odnosno c¢etvoroparametarsku beta raspodelu kao apriorne raspodele za
koeficijent varijacije log-normalne raspodele, izveden je zakljucak da su, u vecini slucajeva,
interval sa jednakim repovima i interval sa najveCom aposteriornom gustinom najuzi za raspodelu
predloga sa standardnim devijacijama 0,3 i 0,6 i 10000 iteracija. Kada je re¢ o klasi¢nim intervalima
poverenja za koeficijent varijacije, utvrdeno je da je za uzorke veli¢ine 10 najuzi RSS BCa interval,
dok je za uzorke veli¢ine 20 1 50 najuzi RSS percentil interval. Kao najbolji izbor za uzorke veli€ine
80 pokazao se t interval. Na osnovu svih rezultata, donet je zakljucak da su klasi¢ni intervali
poverenja uzi od Bayes-ovskih intervala za razmatrane apriorne raspodele.

Moguce je izdvojiti slede¢e doprinose doktorske disertacije:

1. U radu je predlozen novi interval poverenja za regresioni koeficijent u prostom linearnom
regresionom modelu koji je adekvatan kada slucajna greska ne sledi normalnu raspodelu. Najpre,

izveden je Edgeworth-ov razvoj raspodele t-statistike do reda n™"2, na osnovu kog je predlozena
transformacija t-statistike, T,. Ova transformacija je upotrebljena za konstruisanje bootstrap-t

intervala poverenja za regresioni koeficijent.

2. Pod pretpostavkom da sluc¢ajna greSka nema normalnu raspodelu, koriste¢i podatke koji se
odnose na indikator verovatnoc¢e bankrotstva i koli¢nik ukupnog duga utvrdeno je da su proporcije
simuliranih intervala poverenja za regresioni koeficijent u prostom linearnom regresionom modelu
koji je zasnovan na novoj transformaciji t statistike, T,, za velike uzorke, blize nominalnom nivou

pouzdanosti u odnosu na proporcije ostalih proucavanih intervala.

3. U disertaciji je predlozen novi interval poverenja za regresioni koeficijent A3, u kvadratnom
regresionom modelu koji je pogodan za primenu kada slu¢ajna greska ne sledi normalnu raspodelu.
Prvo, izveden je Edgeworth-ov razvoj raspodele t-statistike do reda n*, koji predstavlja osnovu za
transformaciju t-statistike, T,. Zatim je dobijena transformacija upotrebljena za konstruisanje
bootstrap-t intervala poverenja za regresioni koeficijent f,.
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4. Pod pretpostavkom da slucajna greska sledi gama, Weibull-ovu, odnosno eksponencijalnu
raspodelu, utvrdeno je da su proporcije simuliranih intervala poverenja za regresioni koeficijent f,

u kvadratnom regresionom modelu koji je zasnovan na novoj transformaciji t statistike, T,, za

velike uzorke, u vecini razmatranih slucajeva, blize nominalnom nivou pouzdanosti u odnosu na
proporcije ostalih proucavanih intervala.

5. Pod pretpostavkom da slucajna greska nema normalnu raspodelu, koriste¢i podatke koji se
odnose na neto dobitak i ukupnu imovinu, kao i podatke o indikatoru verovatnoce bankrotstva i
koli¢niku ukupnog duga, utvrdeno je da su proporcije simuliranih intervala poverenja za regresioni
koeficijent S, u kvadratnom regresionom modelu Kkoji je zasnovan na novoj transformaciji t

statistike, T, , za velike uzorke, blize nominalnom nivou pouzdanosti u odnosu na proporcije ostalih

proucavanih intervala.

6. Predlozene su transformacije intervala poverenja za koeficijent varijacije osnovnog skupa koje su
pogodne za primenu ukoliko osnovni skup ne sledi normalnu raspodelu. Re¢ je o transformaciji
postojecih intervala poverenja zasnovanoj na odsecenoj sredini i bootstrap transformaciji. U prvom
slucaju, upotrebljena je odsecena sredina umesto aritmeticke sredine da bi se izraCunala varijansa
uzorka, dok su se u drugom slucaju koristili percentili bootstrap raspodele umesto tradicionalnih
kriticnih vrednosti.

7. Pod pretpostavkom da slucajna greska sledi gama, Weibull-ovu, log-normalnu, odnosno skew-
normalnu raspodelu, utvrdeno je da su proporcije simuliranih intervala poverenja za koeficijent
varijacije osnovnog skupa, zasnovanih na transformaciji sa odseCenom sredinom, u vecini
razmatranih slucajeva, blize nominalnom nivou pouzdanosti u odnosu na proporcije ostalih
ispitivanih intervala.

8. Pod pretpostavkom da mera sistematskog rizika, odnosno dividenda ne slede normalnu
raspodelu, utvrdeno je da su proporcije simuliranih intervala poverenja za koeficijent varijacije
osnovnog skupa, zasnovanih na transformaciji sa odsefenom sredinom, u vecini razmatranih
slucajeva, blize nominalnom nivou pouzdanosti u odnosu na proporcije ostalih ispitivanih intervala.

9. Originalni kodovi koji su napisani u programskom jeziku R, pored primene u oblasti
korporativnih finansija, mogu se upotrebiti u razli¢itim eksperimentalnim situacijama.

10. Na osnovu rezultata simulacionih studija, u zavisnosti od stepena naruSenosti polaznih
pretpostavki, predloZzene su metode ocenjivanja koje najviSe odgovaraju datom problemu. Takode,
analizom dobijenih rezultata u oblasti korporativnih finansija otkriveni su postojeé¢i problemi
prilikom intervalnog ocenjivanja razli¢itih parametara, a zatim predloZzene mogucnosti njihovog
resavanja.

Pored navedenih doprinosa, potrebno je osvrnuti se 1 na ogranic¢enja istrazivanja. Ona se u
najve¢oj meri odnose na upotrebu razmatranih raspodela i podataka. Bitno je ista¢i da je izvrSen
proizvoljan izbor asimetri¢nih raspodela, kao i podataka koji zadovoljavaju pretpostavke samog
istrazivanja, odnosno bilo je moguce koristiti bilo koju asimetricnu raspodelu, odnosno podatke koji
ispunjavaju zahtevane pretpostavke. Takode, regresioni modeli su razmatrani pod pretpostavkom da
se bira slu¢ajan uzorak.
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U daljem istrazivanju bi bilo interesantno primeniti razmatrane metode na drugim
raspodelama i podacima iz oblasti korporativnih finansija, ali i u drugim oblastima ekonomije.
Jedna od moguénosti odnosi se na analizu drugih mera disperzije, kao i regresionih modela viseg
reda. Zatim, paznja bi se mogla posvetiti Bayes-ovskom bootstrap metodu i njegovoj primeni
prilikom konstrukcije intervala poverenja za razli¢ite parametre. Jedna od ideja bi bila i prouc¢avanje
Bayes-ovskog ocenjivanja parametara primenom rangiranog uzorkovanja. Dalje, bilo bi
interesantno analizirati nebalansirano rangirano uzorkovanje (engl. unbalanced ranked set
sampling), ekstremno rangirano uzorkovanje (engl. extreme ranked set sampling), rangirano
uzorkovanje zasnovano na medijani (engl. median ranked set sampling), rangirano uzorkovanje
zasnovano na kvartilima (engl. quartile ranked set sampling) i uporediti dobijene rezultate sa
rezultatima dobijenim primenom metoda opisanih u ovom radu.
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7.979669

5.850638

5.795581

4.80247

17.4203

5.732968

9.003017

3.579165

4.449385

4.526495

7.631092

15.16272

0.360949

6.248859

10.20164

6.230195

5.245673

5.513713

4.420758

12.48353

6.785481

3.184979
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PRILOG 2. Podaci o koli¢niku ukupnog duga

0.486007

0.947337

0.351427

0.644829

0.825021

0.980201

0.753743

0.925689

0.391585

0.508326

0.970731

0.46919

0.426895

0.986188

0.529206

0.229262

0.282295

0.591856

0.956087

0.743764

0.351807

0.699914

0.672775

0.506596

0.627457

0.872835

0.256592

0.060396

0.430445

0.796028

0.679795

0.741471

0.246192

0.345726

0.537312

0.285187

0.827116

0.909034

0.909172

0.74367

0.788527

0.163511

0.893793

0.961271

0.206749

0.5446

0.681107

0.446222

0.44954

0.732107

0.052919

0.156828

0.22205

0.75595

0.915159

0.952203

0.270429

0.554791

0.654627

0.591414

0.34764

0.62192

0.421515

0.462843

0.391865

0.509561

0.581632

0.305255

0.430416

0.400228

0.685024

0.764867

0.886114

0.781442

0.463329

0.6425

0.742538

0.745238

0.142568

0.135679

0.793906

0.576869

0.676084

0.059119

0.354756

0.331683

0.644832

0.22886

0.232672

0.657935

0.570328

0.095543

0.585144

0.776646

0.724779

0.192971

0.882132

0.653444

0.780215

0.945795

0.807601

0.690349

0.678746

0.939962

0.274128

0.560913

0.19084

0.865071

0.434231

0.709609

0.660409

0.283014

0.858072

0.14779

0.288494

0.332406

0.695801

0.527305

0.873105

0.278565

0.410019

0.559795

0.647626

0.44836

0.530318

0.329282

0.955733

0.484083

0.263169

0.832082

0.276566

0.731185

0.612787

0.254149

0.532802

0.700092

0.440151

0.745957

0.736691

0.11523

0.52987

0.224635

0.946808

0.754406

0.427625

0.379959

0.096358

0.825157

0.335878

0.145425

0.482592

0.755171

0.326765

0.704737

0.178381

0.677627

0.738308
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PRILOG 3. Podaci o neto dobitku

196812 | 1218302 | 960817
62442 16316 | 767612
276168 11152 | 1272756
81519 148288 | 41169
101480 4177 | 1352711
92437 539229 | 1431417
42490 89632 9000
173821 24834 52911
10516 452180 | 57362
378944 67000 | 124941
344718 5142 17472
12839499 | 53043 55705
2217525 3686 981445
1858784 | 12657 | 1053990
182833 | 119773 | 13258
2875926 | 106424 | 140102
830991 | 1718871 | 10622
2673313 | 245565 | 147805
2285865 | 704610 | 263952
3535259 | 30292 | 256984
2389404 | 306327 | 76137
25114 299182 | 29804
21117 7578 244435
0 53309 73576
51999 495165 | 711006
88172 | 9445450
60567 161414
106776 | 422282
70024 289093
54175 39226
17503 238862
4279 204796
523332 | 143953
622744 | 213866
219181 | 117868
319854 48626
86674 13058
87333 859755
483734 | 193221
19561 65661
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PRILOG 4. Podaci o ukupnoj imovini

4132303 | 24835962 | 13015862
1809177 650788 | 5288090
6334506 594653 | 18044405
2718077 | 1557190 | 1440779
2782000 169396 | 19391743
2254451 | 11156032 | 25745168
895271 1374451 | 937429
4579282 595214 | 1603882
402147 | 12999992 | 1341950
8540594 | 1770643 | 3364425
5642512 129515 664532
197824373 | 531250 | 2215090
44119335 | 385044 | 14095694
39999983 | 361143 | 18826869
2148757 | 2569346 | 678225
50894179 | 2024232 | 2607129
13005071 | 31532023 | 265481
47091298 | 3790734 | 3559490
29748242 | 14131304 | 5354017
55157570 | 659991 | 5276727
39496647 | 4784612 | 3346202
1686227 | 4669117 | 1108021
233961 208567 | 3777215
19728 1642214 | 3217509
2349754 | 13529565 | 11592285
794220 | 1.64E+08
691598 3662992
3350170 | 10551371
506984 3417454
767536 2053773
502911 5503576
426035 4540162
11510603 | 2843598
9344772 | 4505899
5091885 | 1555983
5435010 | 14376719
2437465 404951
2293740 | 14671982
4284316 | 2951157
858547 829069

186




PRILOG 5. Podaci o troskovima sirovina

890664 | 4443640 | 2897138
366053 61031 712190
3221054 | 30533 | 3748305
516640 | 199113 | 438362
1005774 6809 5397671
1019530 | 2891167 | 4827640
158914 | 415804 17844
320323 | 265589 | 320205
46497 | 2435315 | 522003
1389951 | 903326 | 722766
2160347 | 21344 164436
8357461 | 165667 | 555025
3949782 | 53852 | 3390341
3386442 | 115909 | 3830860
1078297 | 1199942 | 109648
1875196 | 439528 | 272752
1578651 | 6424060 | 24118
5817656 | 684543 | 1004248
1484842 | 2465120 | 1123241
7201903 | 130177 | 881511
4857676 | 703136 | 386717
683896 | 2147059 | 701763
28899 2866 882492
0 195584 | 798450
276459 | 1535232 | 1559880
126426 | 18830709
135278 | 2724012
812842 | 1319966
100792 | 696560
60574 241109
153689 | 1928281
120691 | 1506563
1253496 | 350658
2732832 | 833815
675108 | 564271
1249333 | 282969
403638 84886
604474 | 3164468
3700077 | 379986
186112 48600
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PRILOG 6. Podaci o broju zaposlenih

2155 3506 1916
456 147 793
800 55 3288
477 174 369
682 25 2494
724 3044 5916
168 299 198
331 111 444
104 2063 440
1357 330 524
750 33 171
14865 105 411
5716 52 2726
4191 84 2593
559 499 129
4414 630 527
1469 5885 110
5343 643 635
3185 2678 1996
7921 182 597
6231 941 262
301 938 344
81 47 1116
0 341 187
585 2928 2618
190 19379
165 541
989 1510
212 1124
186 245
171 1036
137 664
1448 660
1734 1098
1098 434
710 299
1846 165
863 2638
434 167
99 222
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PRILOG 7. Podaci o ceni leta

114.47 | 11228 | 192.67 | 99.16 | 266.31 | 186.23 | 178.94 | 124.86 | 188.71 | 152.57

122.47 | 19455 | 231.06 | 68.57 | 186.18 | 270.65| 137.63 | 167.07 | 219.66 | 212.25

21442 | 133.8 | 206.36 237 | 176.63 | 157.76 | 239.16 | 79.86 | 287.35| 141.32

69.4 | 118.93 | 250.88 | 129.98 | 125.09 | 128.94 | 206.62 | 151.27 | 230.74 | 151.41

158.13 132 | 299.31| 83.51| 172.16 | 131.65| 232.15| 190.76 | 174.95| 131.81

135.17 131.4 | 285.76 | 80.62| 137.32 | 204.13 | 170.45| 178.44 | 173.51 | 181.13

152.85| 96.78 292 | 216.89 | 132.62 | 184.68 | 266.44 | 161.71| 238.6 | 140.39

190.73 | 94.95| 82.76| 191.68 | 170.24 | 206.06 | 1749 | 88.02 | 211.49 | 166.38

129.35 | 211.09 | 265.27 | 198.83 | 135.91 | 243.79 | 216.47 | 163.41 | 321.4| 239.85

134.17 | 136.03 | 95.19| 129.48 | 156.02 | 172.27 | 164.82 | 175.42 | 251.16 | 166.16

21249 | 208.6 | 128.75| 139.06 76.7 | 193.78 | 206.31 | 140.64 | 223.58 | 110.12

17356 | 94.79| 156.32 | 74.41| 213.08 | 254.38 | 247.41| 173.78 | 181.38 | 164.3

170.67 | 110.6| 137.63 | 188.43| 110.2| 307.42| 191.79| 158.1 | 157.78 | 149.65

120.24 | 221.95| 110.61 124 | 109.96 | 355.15| 257.32| 84.05| 194.7| 8244

168.69 | 259.76 | 128.2 | 121.07 | 141.26 | 286.14 | 210.99 | 208.23 | 258.85 | 152.25

154.4 | 243.22 | 127.37 | 126.27 | 99.44 | 291.35| 199.95| 127.46 | 219.13 | 177.79

114.24 | 103.47 | 123.98 | 156.54 | 126.18 | 258.68 | 246.26 | 172.15| 159.37 | 157.29

132.29 | 129.21 | 12238 | 72.03| 133.52 | 146.73 | 198.95| 132.81 | 178.31 | 119.91

181.99 | 103.19 | 186.26 | 196.95| 80.47 | 163.37 | 233.3| 171.88 | 200.44 | 106.78

233.05| 138.67 | 176.77 | 86.77| 76.18| 170.77| 265.86 | 2215| 217.88| 87.45

162.21 | 209.89 90.7| 74.08| 8223 | 187.62| 94.32| 14152 | 149.38 | 196.27

161.74 | 116.41 | 150.14 | 144.45 72.5| 171.26 915 | 119.66 | 158.7 | 155.99

7157 98.62| 117.9| 242.02 | 228.64 | 119.43 | 190.85| 177.35| 209.44 | 231.6

163.63 | 150.38| 87.71| 103.89 | 179.6| 146.87 | 100.47 | 205.77 | 181.7 | 109.72

134.42 | 130.89 | 138.96 | 142.22 | 249.21 | 173.89 | 154.27 | 192.97 | 254.99 | 212.91

165.69 | 227.23 | 17855 | 71.81 | 252.85 89.1 | 147.08 | 210.03| 84.31| 178.49

77.82 | 198.07| 92.35| 173.01| 18506 | 11741 | 9255| 84.73| 231.15| 122.55

227.93 | 199.73 | 258.83 | 161.38 | 248.6 | 155.42 | 192.71 | 214.32 | 146.93 | 277.25

74.82 | 210.45| 132.7| 177.45| 108.11 | 106.53 | 135.72 | 188.15| 167.72| 86.02

120.5| 137.9| 134.21 | 123.67 | 213.21 | 222.11 | 132.67 | 160.71 | 200.39 | 190.66

205.24 | 9218 | 271.07| 16532 | 237.89| 62.88| 188.73| 187.8| 90.58 | 181.34

132.52 | 130.36 | 163.37 | 180.99 | 144.67 | 78.93 | 192.69 | 174.72 | 184.75| 159.24

156.55 | 236.93 | 133.04 | 73.42| 148.71| 73.73| 149.81 | 181.88 | 274.75| 162.86

117.85| 102.75| 17741 | 77.15| 236.58 | 130.69 | 175.06 | 132.9| 215.13| 83.31

233.63 | 252.66 | 153.38 | 78.49| 141.77| 99.45| 83.81| 179.94| 155.57 | 204.22

146.06 | 203.29 | 170.03 | 167.57 | 167.56 | 80.33 | 140.35| 186.83 | 221.19 | 240.12

2342 | 98.23 | 223.26 | 13454 | 17057 | 128.2| 161.49| 130.18 | 142.89 | 208.03

1849 | 195.29 | 177.23| 180.52 | 314.01 | 80.67 77.8 | 175.61 | 12142 | 77.76

195.72 | 115.95| 24559 | 173.49 | 191.79 | 14558 | 132.86 | 144.02 | 180.26 | 186.63

1475 236.1| 122.89 | 181.94| 15436 | 92.89 | 135.63| 190.71 | 186.15| 223.28
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PRILOG 7. Podaci o ceni leta (nastavak)

78.14 | 157.93 | 149.29 | 12443 | 79.19| 22234 | 78.41| 164.21 | 242.45| 327.45

184.36 | 141.29 | 183.75| 187.61 | 122.15| 162.08 | 112.46 | 157.28 | 71.93| 220.24

235.76 | 180.55| 222.8| 137.12 | 200.89 | 202.23 | 195.63 76.3 | 231.87 | 102.5

224.98 | 270.89 | 182.28 | 133.46 | 148.82 | 142.84 | 179.29| 96.44| 128.46| 76.06

107.28 | 176.27 | 203.99 | 181.77 | 178.54 | 184.89 | 75.47| 166.32 | 17432 | 206.3

248.32 | 14391 | 26281 | 1374 | 27658 | 8581 | 12596 | 87.86| 189.3| 180.5

191.54 | 162.72 | 124.75| 134.72 | 125.15| 199.03 | 150.22 | 146.45 93.2 | 190.63

269.76 | 209.7 | 179.02 | 127.56 | 128.83 | 313.22 | 142.08| 75.76| 80.35| 124.68

83.35| 187.48 | 145.26 | 127.32 | 123.12 | 209.62 | 159.93 | 94.67 | 211.29 | 159.48

206.8 | 141.59 145 | 168.55| 161.54 | 249.06 | 122.11| 99.57 97.4 | 185.57

214.23 | 161.33 | 13948 | 77.28 | 156.97 | 22527 | 171.31| 70.48 | 165.91| 120.93

189.56 | 159.98 | 210.02 | 134.27 | 185.2| 161.85| 71.12| 104.42 | 110.66 | 160.42

226.96 | 189.68 | 174.32 | 166.14 | 182.11 | 120.65| 150.04 | 125.35| 76.98 | 226.77

193.73 | 245.67 | 225.83 | 136.96 | 125.98 | 255.5| 154.67 | 152.93 | 139.4| 213.25

223.85| 165.91 | 223.35| 17448 | 16528 | 93.47 | 164.27| 74.55| 134.25| 275.67

238.67 | 239.88 | 165.56 | 132.92 | 134.75| 122.8| 161.36 | 153.56 | 205.37 | 197.35

207.45| 178.1| 89.36 | 126.77 | 160.15| 156.11 | 163.57 | 211.33| 76.46| 171.09

227.12 | 175.06 | 194.5| 174.87 82.7| 218.63 | 129.12| 71.48| 361.57 | 224.33

224.54 | 146.57 | 199.25| 179.74 | 148.08 | 170.97 | 172.27 | 183.61 | 216.04 | 169.68

15258 | 178.05| 23428 | 220.8 | 148.42 | 104.43| 199.6| 61.02 | 123.41| 211.95

223.86 | 174.44 | 219.31 173.5| 157.84 | 199.52 | 50.52 | 135.45 70.1 | 211.17

84.77 | 163.12 | 253.52 | 77.23| 118.32 | 122.32 | 65.98| 163.45| 128.45| 212.02

250.47 | 187.65| 232.82 | 132.36 | 212.37 | 171.73 | 158.48 | 121.99 | 137.34 | 211.46

283.9 | 17449 | 139.08 | 126.07 | 163.93 | 154.45| 158.3| 126.6| 126.82 | 216.8

288.99 | 194.68 | 207.91 | 119.26 | 104.53 | 148.94 | 201.61 | 52.99 | 158.67 | 197.02

215.22 | 197.52 | 148.33 | 130.35| 190.44 | 109.86 | 158.86 | 123.99 | 133.71 | 205.13

254.29 | 223.35| 142.63 | 178.22 | 178.65| 140.07 | 151.03 | 130.11 | 253.85 | 242.45

194.21 | 182.01 | 105.83 | 150.93 | 115.08 | 104.9 | 153.65| 165.99 | 200.22 | 221.07

210.98 | 186.93 | 135.62 | 149.71 | 273.66 | 140.87 | 159.74 | 268.96 | 164.94 | 247.48

80.26 | 137.86| 69.84| 133.03| 141.06 | 185.14 | 176.94 | 330.28 | 194.34 | 211.65

256.12 | 243.55| 116.15| 152.88 | 103.82 | 105.36 | 174.34| 189.9| 166.74 | 182.01

201.21 | 161.86 | 123.21 | 154.74| 271.02 | 106.82 | 97.56 | 226.37 | 199.87 236

173.97 | 145.25| 129.56 | 173.42 | 209.13| 173.47 | 161.93 | 193.66 | 210.96 | 108.13

163.7 | 139.31 | 123.94| 168.8| 116.26 | 97.89| 128.36 | 186.88 | 171.97| 83.24

132.14 | 147.64| 1279 | 139.98 | 159.96 | 14493 | 58.45| 317.2| 159.93 | 229.24

122.52 | 218.1| 169.86 | 152.08 | 188.55| 162.25 | 164.19 | 197.65| 173.49 | 124.05

137.78 | 2116| 121.3| 110.96 | 160.37 130 | 164.41| 75.02| 193.9| 242.28

209.57 | 216.8| 75.44| 15455 | 244.07| 161.5| 6997 | 178.12| 163.37 | 172.95

151.25| 1704 | 130.1| 205.8| 163.21| 156.87 | 204.31 | 151.38 | 141.97| 133.87

140.31 | 168.21 | 17141 | 81.36| 231.91| 239.95| 109.45| 23241 | 212.64 | 94.97
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PRILOG 7. Podaci o ceni leta (nastavak)

133.44

165.91

167.56

161.76

213.11

162

143.89

130.72

159.1

232.97

166.19

234

114.84

288.58

215.62

128.97

97.8

124.28

255.73

156.14

164.99

136.75

175.09

135.35

75.34

174.36

249.15

146.36

139.02

194.58

99.1

119.1

196.96

77.41

120.89

156.93

149.09

157.55

87.85

142.71

164.46

97.32

167.79

188.6

143.99

137.67

203.36

273.14

110.74

102.95

110.18

110.43

182.72

139.45

110.64

151.06

72.38

170.12

107.04

98.36

168.31

192.92

128.93

93.79

263.37

116.01

110.45

146.05

136.04

165.13

167.56

93.4

208.72

131.8

177.77

230.27

69.99

175.38

73.7

215.04

177.47

106.26

168.59

263.36

122.02

101.8

85.38

255.28

120.49

82.34

186.11

79.49

236.84

187.88

148.62

85.72

100.92

264.85

128.12

177.91

188.81

108.46

267.3

167.34

74.62

229.58

141.18

274.28

136.44

330.21

200.11

176.66

257.75

161.79

134.18

194.05

160.47

132.61

158.19

116.78

123.54

81.09

141.69

206.32

237.26

217.97

127.43

209.69

166.88

401.23

176.9

138.51

131.84

101.63

77.11

167.42

71.27

162.36

103.21

105.84

245.38

181.6

157.68

69.03

144.22

158.33

178.21

106.71

82.59

322.83

210.6

71.56

109.06

129.2

156.01

93.71

131.54

154.09

203.98

70.61

254.96

102.47

105.99

122.76

162.46

197.34

78.58

138.82

80.81

131.47

209.39

107.83

69.74

86.93

288.14

283.44

78.07

123.64

107.78

136.16

314.66

141.52

109.13

111.06

83.28

365.93

125.32

83.09

162.77

159.97

229.42

165.91

132.19

168.89

73.57

308.08

131.15

132.8

184.88

126.67
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PRILOG 8. Podaci o udaljenosti izmedu gradova

528 432 483 370 2457 860 641 773 1144 927
860 1199 1589 281 2438 1124 599 1750 738 1155
852 594 874 360 2335 1367 937 286 812 972
288 644 1891 621 842 200 1338 843 1069 930
723 581 2139 314 1976 1121 500 491 932 550
1204 515 2116 336 883 280 632 1197 879 1001
2237 306 1919 1217 584 2300 921 349 886 1772
2467 352 215 1491 597 496 1917 409 1678 1996
1073 859 2182 408 570 2537 2125 837 1900 627
1130 696 223 925 1618 612 651 740 596 483
1269 432 406 919 321 1046 930 717 589 802
1670 270 547 283 866 2105 543 1844 756 405
1121 692 545 1246 478 2588 468 693 773 1671
580 1747 781 515 460 2704 447 423 411 410
349 1946 977 663 649 2689 1774 1706 1021 1964
767 321 982 966 520 2592 575 1005 1201 2121
487 332 852 2106 674 2496 2296 678 1062 2017
677 595 914 220 735 1193 508 1444 1025 829
981 669 1340 2329 344 413 330 412 475 354
1825 906 972 495 291 1197 264 1751 1107 201
889 214 183 377 399 473 316 849 694 861
1552 425 768 946 287 1212 296 647 1825 650
328 508 525 936 727 1166 802 1680 2053 987
1111 761 160 587 867 1987 240 642 1080 562
628 516 1085 998 752 2217 895 528 622 1119
1180 2130 1238 159 563 301 306 1790 448 999
321 761 335 2446 640 1011 235 258 425 461
1650 821 1035 1180 1562 1912 1237 1258 895 1471
324 1900 753 2283 709 1054 1182 1041 1737 252
545 403 446 787 1754 1243 1120 1728 540 762
812 272 1519 1998 632 223 590 1854 487 919
576 665 995 2358 1237 325 594 1838 2026 461
946 1587 868 328 1249 369 783 1731 2161 1067
712 526 1161 255 1609 817 945 1050 2021 304
227 2172 717 277 1011 374 177 1733 932 1220
606 903 1161 2395 1256 358 677 607 310 1246
373 356 1471 737 2381 326 865 1012 603 733
554 481 1764 1864 2611 296 405 1440 604 293
446 749 1313 1407 1139 937 1521 585 833 432
732 2092 682 2295 1258 267 552 612 617 1121
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PRILOG 8. Podaci o udaljenosti izmedu gradova (nastavak)

319 533 1750 1093 295 1850 491 2363 2401 2585

853 629 1979 2342 851 1050 690 2027 370 2724

853 862 610 1263 1519 1632 1113 345 2136 403

631 1709 1145 1243 2298 687 1489 397 834 204

448 895 238 1487 2527 1220 313 1372 2592 921

1391 680 528 793 1050 199 1072 368 2239 297

1213 1062 457 673 852 1320 1038 1069 390 746

1468 1626 926 1076 1279 1656 1044 258 373 1066

181 957 508 781 1050 1629 1481 414 1593 1460

585 495 2068 2575 2213 1365 904 386 590 1845

1200 472 957 178 532 1900 1442 226 1210 1077

984 819 453 992 957 787 237 866 337 634

1302 1545 1671 1972 2502 456 919 806 308 695

879 1557 1953 994 1111 1218 706 1984 954 1040

1068 602 614 2693 326 451 1333 365 945 1028

1626 1290 501 1188 1133 1591 1506 1076 2158 1494

1062 992 440 680 862 1814 1501 2089 451 1310

1158 1436 1215 1056 359 503 1048 296 2311 980

1442 804 1957 2268 817 664 950 2465 662 1276

551 910 2079 2583 668 828 647 353 718 726

999 770 2063 2717 1243 587 231 965 254 1426

248 391 1960 197 393 1489 236 2300 727 981

1182 794 1932 901 1397 1783 1624 803 820 1518

1476 853 983 1180 803 1944 2356 972 1142 449

1450 967 405 946 482 1866 2175 108 2565 991

1216 948 1087 1183 484 840 1524 1034 1204 1532

1670 846 684 1416 964 873 1300 1052 700 1589

929 1024 584 1080 449 421 1588 2587 964 1576

824 1506 714 992 1059 987 1501 1619 683 1522

237 639 347 966 670 2153 2248 2342 874 1399

1192 1476 496 892 305 484 2155 1756 656 1307

1103 1038 636 1643 1428 513 407 1536 762 931

1925 1149 748 408 1649 834 987 1797 1501 563

554 1127 1011 626 423 543 1099 1671 674 471

808 1085 1173 1023 807 742 197 2475 1097 766

1123 548 965 461 1353 634 2039 2371 1013 616

1703 1093 1005 534 853 1140 2176 337 1972 675

1671 231 318 365 1335 1363 256 1187 1013 1448

889 814 1242 610 1028 436 1910 1330 700 907

977 629 2174 429 1131 393 762 2217 1068 443

193




PRILOG 8. Podaci o udaljenosti izmedu gradova (nastavak)
822 1047 2534 1788 1736
1751 722 1073 935 1570
1977 2421 534 1979 1710
612 209 1033 2253 869
1183 1019 2407 873 351
1903 2136 880 952 719
550 229 1929 444 626
1088 1035 1040 479 599
1301 655 2148 1708 585
918 2330 2445 630 588
779 717 2419 933 689
1879 361 2553 550 546
604 2437 1053 569 1851
495 646 759 859 1129
1599 543 2075 129 1774
1911 180 267 279 1381
2086 588 336 2350 447
487 446 813 566 417
969 371 1495 2567 1050
288 671 2369 1137 2087
2576 723 2521 372 367
1345 747 2380 1148 2276
1155 2432 2378 667 372
2430 833 928 2193 678
950 462 951 2379 2392
2153 1210 1813 2354 2442
340 1037 1009 587 342
284 342 2277 488 697
2454 1012 1891 188 721
431 2171 601 564 2424
292 325 647 1079 978
264 838 1262 1679 224
2521 394 507 532 2520
892 389 843 480 1216
1989 558 304 404 2329
1587 333 651 605 1104
2446 956 621 649 200
2586 861 338 1156 814
2569 1848 1107 786 174
2454 834 1020 1558 859
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PRILOG 9. Podaci o meri sistematskog rizika

0.95 1.76 0.55 1.5 1.46 1.63 1.07 1.14 0.66 0.53
1.54 0.86 0.67 0.31 1.62 3.04 0.59 0.96 1.19 1.11
1.43 1.65 0.78 0.73 1.07 0.5 0.9 0.93 1.44 1.5
1.08 1.39 0.13 1.28 0.12 0.78 1.8 0.66 0.29 1.51
0.79 1.03 1.23 -0.01 0.84 1.12 1.73 0.67 2 0.56
1.74 0.73 0.89 0.08 0.84 0.89 1.47 1.68 0.33 0.88
0.99 1.06 0.32 0.7 1.25 1.11 1.26 2.71 0.75 0.98
3.09 1.24 1.67 1.24 0.63 0.76 1.33 1.64 0.4 1.52
0.78 0.69 0.92 0.96 0.32 0.54 0.8 1.35 0.22 0.36
1.48 1.43 1.64 0.07 0.9 1.14 1.92 1.03 0.93 0.47
0.59 1.82 2.19 0.24 0.74 0.96 0.56 1.38 0.66 1.09
1.74 1.05 1.52 1.37 0.99 1.25 1.61 1.47 1.48 0.55
1.07 1.3 1.47 0.95 0.72 1.39 1.16 1.17 1.08 0.74
1.56 0.64 1.02 0.6 0.57 1.78 0.41 0.74 0.65 1.53
1.01 0.44 0.57 1.16 0.6 0.47 0.68 0.48 1.29 0.98
0.35 2.34 0.82 1.03 0.7 0.84 1.4 0.8 1.73 0.93
0.71 0.8 0.88 -0.12 0.25 0.97 1.21 0.85 1.59 1.83
2.33 1.08 0.86 1.07 0.61 1.22 1.44 0.97 0.82 0.74
1.07 0.56 1.79 0.72 0.38 0.78 0.64 1.42 0.26 0.18
1.26 0.53 1.4 1.77 1.03 0.75 0.36 1.3 1.25 1.45
1.5 1.27 2.33 1.07 0.63 0.11 0.91 -0.49 1.2 0.49
1.22 0.59 1.2 1.44 1.08 0.64 0.83 1.26 1.12 1.64
1.25 0.99 0.1 2.44 0.42 1.2 0.53 2 1.17 1.46
1.63 1.61 0.88 0.24 0.65 1.1 0.74 1.4 1.25 0.57
0.39 1.07 0.39 1.56 1.06 0.14 1.76 0.46 1.01 0.33
1 0.36 0.48 1.6 0.45 1.5 0.98 1.46 0.88 1.31
0.92 0.78 0.92 1.39 0.8 1.33 0.3 0.63 1.49 1.18
0.94 1.12 0.84 1.17 0.32 0.53 0.31 0.74 0.95 0.78
0.51 0.98 0.85 0.74 1.48 1.09 1.39 1.04 0.7 1.34
1.42 0.76 1.4 0.45 0.81 1 1.16 1.31 1 1.07
0.31 0.36 1.58 0.26 1.43 0.34 1.6 1.08 0.61 1.11
1.33 0.45 1.39 1.21 0.24 1.23 1.04 1.5 1.07 1.62
0.15 1.73 0.25 1.44 0.81 1.79 1.41 1.43 0.15 0.14
1.13 -0.12 0.74 0.54 0.6 0.78 1.04 0.22 0.93 0.82
1.34 1.22 0.13 0.14 1.35 1.3 1.19 2.54 0.89 1.36
1 1.9 0.58 1.85 1.34 0.49 0.17 1.47 0.23 1.71
0.16 0.94 0.67 0.1 1.91 1.15 2.1 0.61 0.73 1.11
1.92 0.94 0.98 1.39 0.31 1.27 1.06 0.89 0.97 0.63
0.89 0.99 0.75 1.3 1.33 1.09 0.59 2.45 0.27 1.44
1.2 1.11 1.26 1.3 1.24 1.36 0.67 1.5 1.68 0.55
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PRILOG 9. Podaci o meri sistematskog rizika (nastavak)

0.63 0.7 2.03
0.71 0.93 0.09
1.37 -0.05 0.88
1.04 1.03 1.05
0.06 1.03 0.87
1.21 0.59 1.12
1.39 0.86 0.8
1.24 2.87 1.14
1.55 1.08 1.61
0.65 0.83 1.24
1.28 1.52
0 0.66
0.59 1.03
1.42 0.86
1.02 0.29
1.01 1.06
1.2 0.7
0.41 0.58
1.15 1.92
0.27 1.7
1.14 1.08
0.89 1.17
1.22 0.98
1.26 0.07
1.54 0.85
0.98 1.3
1.81 0.65
0.85 1.24
0.56 0.02
0.92 1
1.14 0.49
1.16 1.14
0.64 0.97
1.63 1.73
1.19 1.62
1.97 1.75
1.46 0.63
1.4 1.64
0.3 1
0.42 1.35
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PRILOG 10. Podaci o dividendama

4.7 1 1.07 2.4 3.92 3.56 0.16 0.8 1.84 2.32 2.8
1.06 1.44 2.16 1.16 2 2.66 0.25 0.92 2.76 0.48 0
2.56 2.52 1.2 0.81 1.16 0.68 2.08 0.2 0.68 1 3.1
2.42 0.4 0.32 0.35 0.56 0.8 1.16 0.2 1.76 1.52 0

0.3 1.28 0 0.24 1.44 0.53 7.28 3.93 3 1.7 2.31
0.52 0.24 4.32 3.72 0.6 1.38 0.25 1.36 1.72 1.04 0.8

0 1.56 2.84 1.2 0.76 0.32 1.64 0.72 8 0.3 0.66
0 2.12 0.76 0 0.84 2.6 3.6 0.7 0.36 0.52 2.84
0.24 1.96 0.04 1.04 0.66 1.6 3 0.4 0.15 1.32 1
0.48 0 0.32 3.02 1.24 1.09 2.84 1.48 2.28 2.28 2.04
2 2.28 2 1.76 0.6 0.8 1.51 2.44 1.8 2.48 1.5

0.8 5.68 1.33 1.84 0.28 6 0.2 1.52 0.08 1.6 1.56
1.72 1.8 1.16 2.32 0.72 1.85 1.44 4 0.88 0 1.7
0.53 0.68 0.64 3.3 0.8 0.72 1.32 0.12 3.19 2.2 0

3.8 0.4 0.56 1.52 0 2.56 1.5 1.51 2.54 2 2.08

1.2 0.3 3.36 3.42 0.92 1.36 1.68 0.56 2.12 0.08 1.52
1.28 0.76 2.64 0.72 2.04 1.16 0.4 3.04 0.28 0.6 3.48
3.44 1.04 1.33 0 0 2.2 0.88 2.2 1.28 2 2
0.64 0.64 1.35 2.04 3.36 0.6 0.6 2.46 2.04 1.61 0.7

2.8 1.2 1.48 2.4 0.96 0.92 1.88 0.76 0.96 1.25 1.6
2.08 2.92 0.6 1.48 0.88 3 3.76 1 3.04 0.6 1.24
1.26 0.6 1.6 2.17 1.96 3.36 1.84 2.64 1.32 0.4 4.4
1.48 1.24 0.63 1.92 2.7 1 1.88 1.04 14 1.08 0.72
2.44 10 1.04 3.48 2.08 2 1.6 1.84 0.64 0 1.2
1.76 0.96 0.8 0.67 0.05 0.4 1.45 1.38 1.92 0 2.12

0.4 5.68 1.06 0.12 3 1.32 0 0.69 2.45 2.88 2.32
2.36 0.56 2.76 1.56 0.4 2.08 1.56 3.22 2 0.36 2
1.28 3 2.08 8 5.12 0.38 3.48 0.28 1.2 0.36 1.44
1.28 1.56 0.06 2.02 0.72 3.88 1.64 0.64 2.52 0.9 0.25
2.56 4.08 0.62 Il 1.46 1.08 0.76 1.28 0.64 1.24 1.4
1.66 1.8 2 1.36 2.12 0.5 2.16 2.12 3.29 0 0.88
3.32 1.02 0.5 1.9 0.92 2.16 1.52 4.16 3.4 1.12 0.72
1.46 0.2 3.8 5 2.28 2.2 0.8 2.8 1.24 2.42 1.2
0.36 1.4 0.4 1.31 0 2.4 0.6 2.62 7 0 0.96

4.6 1.6 0.8 1.12 1.48 0.5 1.88 0.08 1.12 3 0.32
0.64 1.85 4.1 0.84 2.8 2.4 1 2.2 3.1 3.32 0.42

0.2 1 2 0 2.47 3 0 2 2.84 2.8

1.8 1.6 0.4 3.12 1 0 1.52 1.6 2.32 0.4

2.6 3.12 0.56 3.08 0.26 1.8 0.2 1.58 0.4 0.8
1.44 0.72 2.52 1.28 0.6 1.44 0.64 3.15 1.64 1.68
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e pes3ynTaT COMNCTBEHOr NCTpaXnBayKor paaa,
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e [la HMCaM KpLuMo/na ayTopcka npaBa U KOPUCTUO UHTENEKTYarnHy CBOjJUHY APYrnX nuua.
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Y beorpaay,
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Mentop ap BecHa Pajuh, pegoBHU npodecop
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