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Sazetak

U ovoj tezi, integralne nejednakosti Jensena i CebiSeva uopsStene su za
integrale bazirane na neaditivnim merama.

Prvo su dati osnovni pojmovi, kao Sto su pseudo-operacije, poluprsteni
i pseudo-integrali, sa posebnim akcentom na g-poluprstene, kod kojih je ge-
nerator g monotona neprekidna funkcija i pseudo-operacije su definisane sa
r@y=g'(9(x)+9)izoy=g"(g9()- g(y)).

Definisan je nov tip pseudo-aditivne mere, intervalno-vrednosna é-mera.
Opisana je konstrukcija pseudo-integrala realno-vrednosne funkcije u odnosu
na intervalno-vrednosnu @-meru i dokazane su neke osobine ovog novog in-
tegrala.

Kako skupovno-vrednosne funkcije i intervalno-vrednosne mere imaju ve-
liku primenu, ova teza fokusirana je na ova dva pristupa, kao i na odgovara-
juca uopstenja integralnih nejednakosti Jensena i Cebiseva.

Prvo uopstenje dokazano je za pseudo-integral skupovno-vrednosne funk-
cije u odnosu na @-meru, a drugo za pseudo-integral realno-vrednosne funk-
cije u odnosu na intervalno-vrednosnu @-meru.

Jensenova nejednakost primenjena je u principu premije. Teza nudi nov
pristup principu maksimizacije o¢ekivane korisnosti (takode poznat kao prin-
cip ekvivalencije) zasnovan na pseudo-integralu, kako realno-vrednosne, tako
i intervalno-vrednosne funkcije. Razmatrana su svojstva ovih novih principa
i dati su ilustrativni primeri.

Dokazana je i uopstena nejednakost Cebiseva za pseudo-integral realno-
vrednosne funkcije i njena dva intervalno-vrednosna oblika. Nejednakost Ce-
biSeva primenjena je na procenu verovatnoce. Dobijeni teorijski rezultati
ilustrovani su na primerima slucajnih promenljivih diskretnog i apsolutno
neprekidnog tipa, za razli¢ite izbore generatora g.

Teza se zavrSava listom citiranih referenci.



Abstract

In this thesis, integral inequalities of Jensen and Chebyshev type are
generalized for integrals based on nonadditive measures.

Firstly, preliminary notions, such as pseudo-operations, semirings and
pseudo-integrals are given, with the particular emphasis on the g-semirings,
where the generator ¢ is a monotone continuous function and the pseudo-
operations are defined by z@®y = g ' (g(x)+g(y)) and 2Oy = g (g(x)-9(y)).

Interval-valued @-measure, a new type of pseudo-additive measure, is de-
fined. The construction of the pseudo-integral of a real-valued function with
respect to the interval-valued @-measure is described and some properties of
this new integral are proven.

Since set-valued functions and interval-valued measures have applications
in a number of practical areas, this thesis is focused on these two approac-
hes and the corresponding generalizations of Jensen and Chebyshev integral
inequalities.

The first generalization is proven for the pseudo-integral of a set-valued
function with respect to the @-measure and the second one for the pseudo-
integral of a real-valued function with respect to the interval-valued ®-
measure.

Jensen inequality is applied in the premium principle. The thesis offers a
novel approach to the expected utility maximization principle (also known as
the equivalence principle) based on the pseudo-integral of either real-valued
or interval-valued functions. The main properties of these new principles are
considered and illustrative examples are given.

Generalized Chebyshev inequality for the pseudo-integral of a real-valued
function and its two interval-valued forms are proven. Chebyshev inequality
is applied to the probability estimation. The results are illustrated using
examples with discrete and continuous random variables with the suitable
choice of the generator g.

The thesis ends with a list of cited references.



Predgovor

Predmet istrazivanja ove doktorske disertacije pripada oblasti koja je za-
snovana na dostignu¢ima matematicke analize, teorije mere i teorije vero-
vatnoce. U disertaciji su izuCavane integralne nejednakosti Jensenovog i Ce-
bisevljevog tipa bazirane na pseudo-integralu skupovno-vrednosne funkcije i
pseudo-integralu realno-vrednosne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu
@-meru kao i njihova primena u aktuarskoj matematici i proceni verovatnoca.

Integralne nejednakosti tipa Jensena i Cebigeva prvo su dokazane za Le-
begov integral realno-vrednosne funkcije. S obzirom na to da je Lebegov
integral definisan u odnosu na aditivnu meru, kao i da modelovanje mnogih
pojava nije mogucée pomocu aditivne mere, kao ni pomocu realno-vrednosne
funkcije, javlja se potreba za uopstavanjem poznatih integralnih nejednako-
sti.

Jensenova nejednakost ima primenu u poja$njavanju veze izmedu kon-
kavnosti funkcije korisnosti i averzije prema riziku, tj. konveksnosti funkcije
korisnosti i sklonosti prema riziku.

Uopstena nejednakost Cebigeva se pokazala kao veoma znacajna u brzoj
i efikasnoj proceni verovatnoca. Nejednakost Cebigeva formulisana preko
Lebegovog integrala ne moze da se koristi za sve raspodele jer odgovarajuci
momenti ne postoje.

Originalni doprinosi ove disertacije su:

e formulacija i dokaz nejednakosti Jensena i nejednakosti Cebigeva za
pseudo-integral skupovno-vrednosne funkcije u odnosu na @-meru (|54, 55|),

e formulacija i dokaz nejednakosti Jensena i nejednakosti Cebiseva za
pseudo-integral realno-vrednosne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu
@-meru (]20]),

e formulacija i dokaz uopstene nejednakosti Cebigeva za pseudo-integral
realno-vrednosne funkcije u odnosu na @-meru (|21]),

Vil
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e formulacija i dokaz uopstene intervalno-vrednosne nejednakosti Cebi-
Seva za pseudo-integral intervalno-vrednosne funkcije u odnosu na @-meru i
pseudo-integral realno-vrednosne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu
@-meru (|21]),

e definisanje neto pseudo-principa premije zasnovanog na pseudo-integra-
lu realno-vrednosne funkcije i procena minimalne prihvatljive premije po-
mocu Jensenove nejednakosti i neto pseudo-principa premije (|32]),

e pokazano je kako se moze izvrsiti procena verovatnoce primenom uop-
Stene nejednakosti Cebiseva za pseudo-integral, za slucajne promenljive sa
razli¢itim raspodelama. Posebno je skrenuta paznja na slu¢ajnu promenljivu
sa zasecenom Kosijevom raspodelom, za koju ne postoje momenti reda k,
k € N, te se ne moZe primeniti (klasitna) nejednakost Cebiseva ([21]).

Pored uvodnog poglavlja, disertacija je organizovana u tri celine.

Prvi deo nazvan je Integrali bazirant na &-merama i u njemu je na zatvo-
renom ili poluzatvorenom intervalu [a,b] C [—o00, o] data definicija pseudo-
operacija (|38, 39]). Pseudo-operacije su prosirene i na neprazne podskupove
intervala [a, b] (|22]). Potom je definicija @-mere uopstena na intervalno-vre-
dnosnu @-meru i prikazani su neki interesantni primeri ove é-mere.

Na osnovu rezultata iz [40, 41, 42|, data je definicija pseudo-integrala
realno-vrednosne funkcije kao i neke njegove osobine poput pseudo-aditivnos-
ti, pseudo-homogenosti i monotonosti. Predstavljen je pseudo-integral sku-
povno-vrednosne funkcije u odnosu na @-meru po ugledu na radove [18,
19]. Posmatrane su dve vazne klase skupovno-vrednosnih funkcija: pseudo-
integrabilno ogranicene i intervalno-vrednosne funkcije.

Deo ove glave sadrzi originalne rezultate publikovane u [20], koji se od-
nose na konstrukciju pseudo-integrala realno-vrednosne funkcije u odnosu
na intervalno-vrednosnu é-meru. Pokazano je da je pseudo-integral mer-
ljive funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu @-meru jednak intervalu.
Dokazane su osobine ovog integrala kao Sto su pseudo-aditivnost, pseudo-
homogenost i monotonost u odnosu na <g . Koristeé¢i novodefinisani pseudo-
integral definisana je nova intervalno-vrednosna skupovna funkcija i pokazano
da je ona intervalno-vrednosna @-mera. Takode, za ovu novu é-meru poka-
zana je apsolutna neprekidnost tipa [ i apsolutna neprekidnost tipa VI, sto
su rezultati publikovani u [52].

Glava dva, Nejednakost Jensena, odnosi se na razne tipove integralne ne-
jednakost Jensena. Osnovni motivi za uopstavanja, koja predstavljaju origi-
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nalne rezultate teze, su nejednakost Jensena za Lebegov integral i nejednakost
Jensena za pseudo-integral baziran na @-meri.

Prva generalizacija se odnosi na Jensenovu nejednakost za skupovno-
vrednosnu funkciju u odnosu na @-meru i dokazana je za dve klase polupr-
stena. Dati su primeri kojima su ilustrovane dobijene nejednakosti Jensena za
skupovno-vrednosnu funkciju. Prikazani rezultati su originalni i publikovani
su u [55].

Druga generalizacija se odnosi na nejednakost Jensena za pseudo-integ-
ral realno-vrednosne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu @-meru i
izvedeni su dokazi u slucaju da je poredak jednak uobic¢ajenom poretku.

Originalni teorijski rezultati iz [32] predstavljeni u prethodnom poglavlju
primenjeni su u oblasti aktuarske matematike u problemima odredivanja pre-
mije nezivotnog osiguranja. Definisan je neto pseudo-princip premije i ilu-
strovano je primerima odredivanje minimalne prihvatljive premije za osigura-
vaca koja ga obavezuje da pokrije deo gubitka, kao i maksimalna prihvatljiva
premija za osiguranika. Pomoc¢u Jensenove nejednakosti primenjene na neto
pseudo-princip premije data je procena minimalne prihvatljive premije.

Takode, Jensenova nejednakost primenjena je na intervalno-vrednosni
neto pseudo-princip premije, a primena je ilustrovana odgovaraju¢im pri-
merom.

Trec¢a glava, Nejednakost Cebiseva, posvecena je razli¢itim oblicima ne-
jednakosti Cebigeva. Na pocetku, kao motiv za istrazivanja u ovoj tezi,
date su nejednakost CebiSeva za Lebegov integral i nejednakost Cebiseva za
pseudo-integral. Prvo je pokazana nejednakost Cebigeva za pseudo-integral
skupovno-vrednosne funkcije. Pokazane su odgovarajuce teoreme za dva tipa
poluprstena: g-poluprsten sa rastu¢im generatorom i poluprsten u kom je
pseudo-sabiranje jednako max, a pseudo-mnoZenje dato preko generatora.
Odgovarajuéim primerom ilustrovana je dobijena nejednakost.

U nastavku, pokazana je nejednakost Cebigeva za intervalno-vrednosne
funkcije. Ovde treba ista¢i da se nejednakost Cebiseva dobija pomoé¢u gra-
ni¢nih funkcija intervalno-vrednosne funkcije. Primene nejednakosti Cebiseva
ilustrovane su primerima u kojima su grani¢ne funkcije iste monotonosti, kao
i primerima u kojima grani¢ne funkcije nisu iste monotonosti. Navedeni re-
zultati su originalni deo istrazivanja i publikovani su u [55].

Nejednakost Cebiseva za realno-vrednosne funkcije u odnosu na interval-
no-vrednosnu ¢-meru, kao originalni deo istrazivanja, takode je sastavni deo



ove glave.

Treca glava se zavrSava prikazom originalnih rezultata iz [21]. Pokazana je
uopstena nejednakost Cebiseva za pseudo-integral realno-vrednosne funkcije.
Takode, pokazane su uopstene intervalno-vrednosne nejednakosti Cebiseva
i to u dva slucaja. Prvi slucaj je za intervalno-vrednosnu funkciju i dat
je preko njenog pseudo-integrala u odnosu na @-meru. Drugi slucaj je za
realno-vrednosnu funkciju i dat je preko njenog pseudo-integrala u odnosu
na intervalno-vrednosnu @-meru. Dobijeni teorijski rezultati ilustrovani su
u procenama verovatnocéa za slu¢ajne promenljive sa uniformnom, eksponen-
cijalnom, binomnom i Poasonovom raspodelom. Posebno treba ista¢i da su
dobijeni rezultati primenjeni i na procenu verovatnoca za dve slucajne pro-
menljive (jedna je diskretnog, a druga apsolutno neprekidnog tipa) kod kojih
se (klasi¢na) uopstena nejednakost Cebigeva ne moze primeniti jer momenti
reda k, k € N, ne postoje.

Primena nejednakosti Cebigeva za intervalno-vrednosnu funkciju ilustro-
vana je primerom u kom grani¢ne funkcije imaju eksponencijalnu raspodelu.
Na osnovu dobijenih rezultata mogu se dobiti procene i za intervalno-vred-
nosne funkcije kod kojih grani¢ne funkcije imaju neke druge raspodele.

Istorijske napomene

Johan Jensen (1859—1925) je danski matematicar
i inzenjer. Roden je u Danskoj, ali je ve¢i deo detinj-
stva proveo u évedskoj. Na Tehnologkom fakultetu u
Kopenhagenu izucavao je razne oblasti nauke, poput
fizike, hemije i matematike. Interesantan je podatak
da se matematikom bavio iz hobija i da je radni vek
proveo kao inZenjer u telefonskoj kompaniji u Kopen-
hagenu. Izmedu ostalog, bavio se Rimanovom hipote-
zom, velikom Fermaovom teoremom, teorijom redova,
funkcionalnom i kompleksnom analizom. Integralnu
nejednakost koja nosi njegovo ime objavio je 1906. J. Jensen
godine u Casopisu Acta Mathematica.
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Pafnuti Cebisev (1821—1894) je ruski matema-
ticar. Diplomirao je na Univerzitetu u Moskvi, gde
je 1 zapoceo akademsku karijeru. Kasnije je presao
u Petrograd, gde je osnovao jednu od najvaznijih ru-
skih matematickih skola koja danas nosi njegovo ime.
Predmet njegovog istrazivanja bila je teorija verovat-
noc¢e. Pokazao je slabi zakon velikih brojeva koji nosi
njegovo ime. Medu njegovim studentima bili su i po-
znati matematicari kao sto su Markov, Ljapunov i
Korkin.

P. Cebigev
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Zahvaljujem se mentorima dr Tatjanit Grbicé i dr Aleksandru Peroviéu na
dugogodisnjo) saradngji 1 pomoci prilikom izrade disertacije.
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Glava 1

Integrali bazirani na @-merama

Prebrojivo-aditivne mere i Lebegov integral ¢ine osnovu klasi¢ne teorije
mere ([49]). S obzirom na to da je kod modelovanja pojava aditivnost ¢esto
narusena, javlja se potreba za uvodenjem skupovnih funkcija, koje nemaju
osobinu aditivnosti i koje predstavljaju uopstenje klasicne mere i integrala
baziranih na neaditivnim skupovnim funkcijama. Integral koji se koristi u
istrazivanjima u ovoj tezi se naziva pseudo-integral i za njegovu konstrukciju
potrebno je definisati pseudo-operacije i G-mere.

U Sekciji 1.1 predstavljene su operacije pseudo-sabiranja i pseudo-mnoze-
nja, kao i pseudo-stepen, definisane na nekom zatvorenom (ili poluzatvo-
renom) podintervalu [a,b] intervala [—oo,4o00]. Uveden je pojam polupr-
stena i navedene su tri klase poluprstena koje ¢e biti predmet istrazivanja
(38, 39, 40, 42, 43]). Takode, pseudo-operacije su prosirene na podskupove
intervala [a, b] i prikazana je njihova forma za sve tri klase poluprstena ([22]).

U Sekciji 1.2 data je definicija i osnovne osobine specijalne neaditivne
mere, takozvane @-mere, koja predstavlja uopstenje klasi¢ne mere (|38, 40]).
Za tu meru, kao Sto je refeno, ne vazi osobina aditivnosti, veé¢ pseudo-
aditivnosti. Definisana je jos jedna pseudo-aditivna mera, ¢ije vrednosti nisu
realni brojevi ve¢ intervali. U disertaciji se ta mera pominje pod nazivom
intervalno-vrednosna @-mera (|20, 31]).

Konstrukcija pseudo-integrala realno-vrednosne funkcije u odnosu na @®-
meru kao i njegove osnovne osobine ([38, 39]) predstavljeni su u Sekciji 1.3.

Jedno uopstenje pseudo-integrala realno-vrednosne funkcije u odnosu na
@-meru predstavljeno je u Sekciji 1.4. Rezultati su bazirani na [18, 22]. Data
je konstrukcija pseudo-integrala skupovno-vrednosne funkcije kao i osnovne
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osobine. Posebna paznja posveéena je skupovno-vrednosnim funkcijama ¢ije
su vrednosti intervali, tj. intervalno-vrednosnim funkcijama.

Sekcija 1.5 sadrzi konstrukeiju pseudo-integrala realno-vrednosne funkcije
u odnosu na intervalno-vrednosnu é-meru. Pokazane su osobine ovog novog
pseudo-integrala. Rezultati ovog dela disertacije su publikovani u [20, 31| i
predstavljaju deo originalnih rezultata istrazivanja.

1.1 Pseudo-operacije

Pseudo-sabiranje i pseudo-mnozenje moguée je smatrati uopstenjima kla-
si¢nih operacija sabiranja i mnozenja na skupu realnih brojeva. Na osnovu
njih, definisani su razli¢iti pristupi uopstavanju mere i odgovarajuceg inte-
grala. Pseudo-operacije koje posmatramo u ovoj disertaciji bazirane su na
rezultatima iz 38, 39, 40]. Obe pseudo-operacije definiSu se na zatvorenom
podintervalu [a,b] C [—o0,00]. U nekim slucajevima posmatrace se poluza-
tvoreni intervali, kako bi se izbegli slucajevi (+00) + (—o0) ili 0 - (+00).

Neka je < relacija totalnog uredenja, tj. totalnog poretka na [a,b] (po-
smatra se uobicajeni poredak < ili poredak >, obrnut uobi¢ajenom poretku).

Definicija 1.1 Operacija & pseudo-sabiranja je funkcija & : [a, b]* — [a, ]
sa osobinama:

i) komutativna je, tj. za svako z,y € [a,b] vazida je x Dy =y @ x,

i1) neopadajuca je u odnosu na relaciju totalnog uredenja =<, tj. za svako
z,y,z € [a,b] takvo dajez <y vazidajex @z <y D z,

iii) asocijativna je, tj. za svako x,y, z € [a, b] vazi da je
T®(Yy®z)=(r0y) Dz,

iv) postoji neutralni elemenat, u oznaci 0, tj. za svako = € [a, b] vazi da je
0Dz =ux.

Neutralni elemenat za pseudo-sabiranje je kod striktnog pseudo-sabiranja
a ili b. Ako je poredak uobicajeni, neutralni elemenat za pseudo-sabiranje
je a, a ako je poredak obrnut uobic¢ajenom poretku, neutralni elemenat za
pseudo-sabiranje je b.

Neka je [a,b]+ = {x € [a,0] | 0 = x}.
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Definicija 1.2 Operacija ® pseudo-mnoZenja je funkcija ® : [a,b]* — [a, ]
sa osobinama:

i) komutativna je, tj. za svako z,y € [a,b] vazidajex @y =y O x,

i1) pozitivno je neopadajuca, tj. x = y implicira daje x ® 2z R y ® z, za
svako z,y € [a,b] i z € [a, b]4,

i1i) asocijativna je, tj. za svako x,y, z € [a, b] vazi da je

TOyo2)=(r0y) Oz

iv) postoji neutralni elemenat, u oznaci 1, tj. za svako = € [a, b] vazi da je
10z =u.

Definicija 1.3 Poluprsten je struktura ([a, b], ®, ®), gde je @ operacija pseu-
do-sabiranja data Definicijom 1.1 i ® operacija pseudo-mnozenja data Defi-
nicijom 1.2, takva da vazi

i) za svako z € [a,b] je 0 ® x = 0,

i1) pseudo-mnozenje ® je distributivno u odnosu na pseudo-sabiranje @,
tj. za svako z,y, z € [a, b] je

rOW®2) =0y e (0O 2).

Koristeci definiciju pseudo-mnozenja, za svako x € [a,b] i svako n € N,
moze se definisati pseudo-stepen ™ na sledeéi nadin.

Definicija 1.4 Pseudo-stepen je operacija ™ : [a,b]"” — [a,b] definisana sa

W =goror O,

n—puta

za T € [a,b].

Na osnovu ovih operacija razvijen je jedan nov pristup teoriji neaditiv-
nih mera, kao i nov pristup integralnom rac¢unu, takozvani pseudo-integralni
racun, koji se koristi za resavanje nelinearnih obi¢nih i parcijalnih diferencijal-
nih i diferencnih jednacina [39]. Ako je pseudo-sabiranje idempotentna opera-
cija, razne primene pseudo-integralnog ra¢una mogu se pronacdi u |26, 29, 30].
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U ovoj disertaciji posmatra¢emo sledece tri vazne klase poluprstena kod
kojih su obe pseudo-operacije neprekidne (neprekidnost pseudo-mnoZenja
moZe biti narusena u rubnim tackama (0,a) i (a,0) ili (0,b) i (b,0)).

Slucaj I: Prvu klasu ¢ine poluprsteni u kojima je operacija pseudo-sabi-
ranja idempotentna operacija, dok operacija pseudo-mnoZenja nije idempo-
tentna operacija.

Primer 1.1  a) ([a,b], max, ®), gde je ® proizvoljno neidempotentno pseu-

do-mnoZenje na [a, b]* koje je kancelativno na (a, b)?. Neutralni eleme-
nat za operaciju @ pseudo-sabiranja je 0 = a. Idempotentna operacija
max indukuje totalni poredak < na sledeéi nacin:

x =y akoisamo ako max(x,y) =y,

Sto je uobicajeni poredak. Pokazano je (videti [38, 39]) da je operacija
©® pseudo-mnoZzenja generisana rastuc¢om bijekcijom ¢ : [a, b] — [0, o],
tj. daje x ®y = g '(g(x) - g(y)). Neutralni elemenat za operaciju
pseudo-mnoZenja je 1 = g~ *(1).

([a, b], min, ®), gde je ® proizvoljno neidempotentno pseudo-mnozenje
na [a, b]? koje je kancelativno na (a, b)?. Neutralni elemenat za operaciju
@ pseudo-sabiranja je 0 = b. Idempotentna operacija min indukuje
totalni poredak < na sledeé¢i nacin:

r <y akoisamo ako min(z,y) =y,

Sto je poredak obrnut uobicajenom poretku. U ovom slucaju je opera-
cija ® pseudo-mnozenja generisana opadaju¢om bijekcijom g : [a,b] —
[0,00], tj. * ®y = g '(g(x) - g(y)). Neutralni elemenat za operaciju
pseudo-mnoZenja je 1 = g~ *(1).

Primetimo da je kod poluprstena u kom je operacija & pseudo-sabiranja
idempotentna operacija totalno uredenje < indukovano na slede¢i nacin:

gde je pseudo-sabiranje @ jednako max ili min.

Specijalni slu¢ajevi navedenih poluprstena su:

e Poluprsten ((—oo, +o0], min, +), gde je 0 = +oo0 i 1 = 0, a poredak je

obrnut uobi¢ajenom poretku. Uz konvenciju da je 400+ (—o0) = +o0,
moze se posmatrati i poluprsten ([—oo, +00], min, +).



Integrali bazirani na @-merama 5)

e Poluprsten ([—o0,4+00), max,+), gde je 0 = —o0 i 1 = 0, a poredak je
uobicajeni poredak. Uz konvenciju da je +o00 4+ (—00) = —o0, moze se
posmatrati i poluprsten ([—oo, +00], max, +).

e ([a,b],min,®) i ([a,b], max, ®), gde je pseudo-mnozenje ® dato strogo
monotonom i neprekidnom funkcijom g : [a, b] — [0, 0] sa

rOy=g"(g9(x) g(y)).

Uzimajuéi u ovom slucaju za generator g operacije ® pseudo-mnozenja
funkciju g(z) = x dobijaju se sledeéi poluprsteni:

a) Poluprsten ((0, +00], min, -), gde je 0 = +00 i 1 = 1, a poredak je
obrnut uobic¢ajenom poretku. Uz konvenciju da je 0-(+00) = +o0,
moze se posmatrati i poluprsten ([0, +o0], min, -).

b) Poluprsten ([0, +00), max, -), gde je 0 = 01 1 = 1, a poredak je
jednak uobic¢ajenom poretku. Moze se posmatrati i poluprsten
([0, 400], max, -), uz konvenciju da je 0 - (+00) = 0.

Slucay II: U drugom slucaju, obe pseudo-operacije su generisane pomocu
monotonog i neprekidnog generatora ¢ : [a,b] — [0, 00] ([39, 40]). Posma-
tra se samo striktno pseudo-sabiranje, tj. neprekidna i striktno monotona
operacija @ na (a,b)?. Na osnovu [4], pseudo-sabiranje @ se moZe predsta-
viti pomo¢u monotone i neprekidne funkcije g : [a,b] — [0, 00], za koju je
g(0) =01

r@y=g"(9(z) +9(y)).

Ako je neutralni elemenat za pseudo-sabiranje a, generator g je rastuci
i tada je g(a) = 01 g(b) = +oo. U slucaju da je neutralni elemenat za
pseudo-sabiranje b, generator g je opadajuca funkcija i vazi da je g(b) =0 i
g(a) = +o00. Funkcija ¢ je izomorfizam polugrupa ([a,b],®) i ([0, 4+o00], +).

Uz konvenciju da je 0 - (+00) = 0, sa

rOy=g"(9(z) 9(v))

moZe se na jedinstven na¢in (do na konstantu) definisati operacija ® pseudo-
mnozenja distributivnog u odnosu na pseudo-sabiranje.

Kada je generator ¢ rastuca funkcija, operacija pseudo-sabiranja indu-
kuje uobic¢ajeni poredak. U slu¢aju da je generator g opadajuca funkcija,
indukovani poredak je obrnut uobicajenom poretku.
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Dakle, u slu¢aju da je pseudo-sabiranje ¢ dato generatorom g, poredak
na intervalu [a, b] indukovan je sa

r=y < gx) <gy).

Ovako definisane pseudo-operacije & i ® nazivaju se g-sabiranje i g-mno-
Zenje, a odgovarajuc¢i poluprsten naziva se g-poluprsten.

Funkcija ¢ je neprekidna i striktno monotona, pa je bijekcija i predstavlja
izomorfizam g-poluprstena ([a,b],®,®) i poluprstena ([0, +oc],+,-). Kako
se pri izomorfizmu neutralni elemenat preslikava na neutralni elemenat, to je

9(0)=0ig(1)=1.
Lema 1.1 Ako je pseudo-mnoZenje dato generatorom g, tada vazi
2™ =g Hg"(x)), neN, z€la,b.
Ako je operacija ® idempotentna operacija, tada je
™=z neN, z¢€lab.

Dokaz: Primetimo da vazi

s = z=g"g(x)),
2@ = zoxz=g"(g)- g(z) =g g*(x))
Ako pretpostavimo da je 2¥) = g71(g*(x)), tada je
2D = ) oy
= g Hg(=z®) - g(x))
g (9(g7"(g"(x)) - 9())
= g ' (¢"(=) - g(x))
= g Yg" (),

tako da za svako n € N vazi
=g N g" (@), . g7'(=")=g"(x).
Jedine idempotentne operacije pseudo-mnozenja su max i min. Za pseu-
do-mnozenje koje je jednako max vazi
™ = max{z,z,...,z} = .
———
n—puta

Dokaz je slican u slucaju je pseudo-mnozenje jednako min . O



Integrali bazirani na @-merama 7

Primer 1.2  a) Posmatrajmo poluprsten ([—oo, +oc], ®, ®), gde su pseu-
do-sabiranje i pseudo-mnozenje zadati pomocu generatora g(z) = e™%,
uz konvenciju da je (—00) 4+ 0o = +o00. Tada je g (z) = —lnz, x €
(0, +o00] i

r®y=—Inle*+e), z0y=z+y.

Pseudo-stepen z(™ u ovom slucaju je 2™ = na.

b) Posmatrajmo poluprsten ([0, +00], ®, ®), gde su operacije pseudo-sabi-
ranja i pseudo-mnozenja zadate pomoc¢u generatora g(z) = z%, o > 0,
uz konvenciju da je 0 - (+00) = 0. Tada je g~ }(z) = za, z € [0, +00] i

rOy=(1"+y*)s, rOy=1-y,

a pseudo-stepen z(™ je (uobicajeni) stepen, tj. (™ = 2",

¢) Posmatrajmo poluprsten ([0, o0],®,®), gde su operacije pseudo-sabi-

ranja i pseudo-mnozenja zadate generatorom ¢g(r) = ————, uz kon-
jaip j g 9(x) Vg
V1—2?
venciju da je (+00) -0 = +oo. U ovom slucaju je g *(z) = ———,
x
x € (0,1], a pseudo-operacije su

Va2 -1 -2/ )1+ )
VI+ 224+ /142

Pseudo-stepen (™ za z € [0, 00] je ™ = /(1 +a2)" — 1.

Slucaj III: Trec¢u klasu ¢ine poluprsteni sa obe idempotentne pseudo-
operacije.

T Oy =y + a2 +y%

rdy =

Primer 1.3 Jedini poluprsteni sa obe idempotentne pseudo-operacije su:

a) ([a,b], max, min), gde su neutralni elementi pseudo-operacija & i © re-
dom 0 =a i1 = b, a indukovani poredak je uobic¢ajeni poredak,

b) ([a,b], min, max), gde su neutralni elementi pseudo-operacija & i ® re-
dom 0 = b i1 = a, a indukovani poredak je obrnut uobicajenom
poretku.
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Kao i kod poluprstena prve klase, kod poluprstena trece klase pseudo-
sabiranje je idempotentna operacija, te je totalno uredenje < indukovano na
isti nacin, t;.

r3y <= TOy=y.

Svako totalno uredenje < na nepraznom skupu A indukuje striktno totalno
uredenje < na sledeéi nacin:

xr <y akoisamoako x =XyAzxF#y,

za svako x,y € A.

Napomena 1.1 MoZemo primetiti da je u nasim istrazivanjima operacija
@ idempotentna operacija ili je data preko generatora g. Potklasa polupr-
stena prve klase kod kojih je pseudo-mnozenje definisano generatorom g sa
rOy =g *(g(x)g(y)) je od posebnog znacaja. Jedan takav primer je i polu-
prsten ([0, o], max, +]), pri ¢emu je operacija pseudo-mnozenja, tj. operacija
sabiranja generisana sa g(z) = e *. O vaznosti u primenama ovog polupr-
stena u teoriji odluc¢ivanja, principu velikih devijacija i optimizaciji videti u
[1, 2, 3]. U [33] pokazano je da takve pseudo-operacije mogu da se dobiju
kao grani¢ne vrednosti pseudo-operacija iz familije poluprstena druge klase
generisanih sa ¢*, tj. kada A — 400

z@ry = (g")" (¢ (@) + g*y)) — max{z,y}

ako je g rastuci generator i

z®ry = (9")"" (¢M2) + ¢’ (y)) — min{z, y}

ako je g opadajuéi generator. Kada A — —oo situacija je obrnuta. Za ovaj
izbor pseudo-operacija i generatora vazi

zO vy = (") (M) v) =z Oy

U [33] je takode pokazana i veza izmedu poluprstena druge i trece klase, tako
da, zbog svega navedenog, sa teorijskog aspekta g-poluprsteni predstavljaju
najinteresantniju klasu poluprstena, pa im stoga u ovoj disertaciji posvecu-
jemo najviSe paznje.
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Jos§ jedan pristup izuc¢avanju pseudo-operacija, kod kojih je pseudo-sabira-
nje definisano na intervalu [0, F|, gde F' € (0, 00| i pseudo-mnozenje saglasno
sa datim pseudo-sabiranjem © : [0, F| x [0, M] — [0, F], gde je M € (0, 0],
moZe se pronadi u [8]. Treba istaci da se ovde ne pretpostavlja komutativnost
pseudo-mnozenja, a u opstem slucaju ne pretpostavlja se ni postojanje neu-
tralnog elementa za pseudo-mnozenje.

U [51] je data jos jedna definicija pseudo-operacija, kao i integrala defini-
sanih preko njih. Operacije pseudo-sabiranja i pseudo-mnozenja definisane su
na intervalu [0, oo], a pseudo-mnozenje definisano u ovom radu nema delitelja
nule i nije komutativno.

1.1.1 Pseudo-operacije na skupovima

Rad sa skupovima i intervalima, kao njihovim specijalnim slu¢ajem, pred-
met je istrazivanja ove teze. Iz tog razloga potrebno je prosiriti pseudo-
operacije na neprazne podskupove intervala [a, b], gde je ([a,b], B, ®) polu-
prsten koji pripada jednoj od tri osnovne klase.

Definicija 1.5 Neka je ([a, b], ®, ®) poluprsten iz jedne od tri osnovne klase.
Neka su A i B dva proizvoljna neprazna podskupa od [a, b] i neka je o € [a, b].
Tada je pseudo-zbir skupova A i B, pseudo-proizvod skupova A i B i pseudo-
proizvod skupa A i skalara o jednak

AeB = {z@y|rvecAiye B},
AoOB = {z0y|lzeAiye B},

a®A = {a0z|ze Al

Za primene posebno je interesantna klasa Z svih zatvorenih podintervala
intervala [a, b, tj.

Z=Au,v] |u<v i [uv] Cla,b]i}. (1.1)
Na osnovu [22], imamo sledece.

Definicija 1.6 Neprazan skup A C [a,b] je pseudo-konveksan ako za svako
r,y € Aia, B € [a,b]y za koje je a @ = 1 vazZi uslov pseudo-konveksnosti

a@rdpfoyeA
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Tvrdenje 1.1 Svako [u,v] C [a, b+ je pseudo-konveksan skup.

Kao sto je naglaseno u Napomeni 1.1, najviSe paznje u istrazivanju bice
posveceno g-pseudo-operacijama, tj. operacijama definisanim preko genera-
tora g. Ako su Ay = [ug, v1] i Ay = [ug, vo] elementi klase Z i « € [a, ], tada
je za rastuci generator g

Ar@ Ay = [g7(g(ur) + g(u2)), g~ (g(v1) + g(v2))]
= g7 (l9(ur) + g(u2), g(v1) + g(v2)]) .
A0 Ay = [g7(g(u1)g(u2)), g7 (9(v1)g(v2))]
= 97" ([9(ur)g(u2), g(v1)g(v2)])
a©Ar = [g7(g(a)g(ur)), 97" (g(a)g(v1))]

= g " ([g(a)g(ur), g(@)g(v1))]) ,

dok za opadajuci generator g vazi

AL@ Ay = [g7 (g(u1) + g(u2)), g~ (g(v1) + g(v2))]
= g7 (lg(v1) + g(v2), g(w1) + g(u2)]) .
A0 Ay = [g7(g(ur)g(uz)), g7 (g(v1)g(v2))]
= g7 (lg(v1)g(v2), g(ur)g(u2)]) .
a®A = [g7(g(a)g(uw)), g™ (g9(e)g(v1))]

= g ' ([9(a)g(v1), g(a)g(ur))]) -

Specijalno, ako je pseudo-sabiranje jednako max i pseudo-mnozenje dato
preko generatora g tada je

Ay & Ay = [max{uy, us }, max{vy, v},
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a pseudo-proizvod dva intervala i pseudo-proizvod intervala i skalara ima
jedan od ranije navedenih oblika, u zavisnosti od toga da li je generator g
pseudo-mnozenja rastuca ili opadajuca funkcija.

Za pseudo-mnozenje dato opadajuéim generatorom ¢ i pseudo-sabiranje
jednako min se na slican nac¢in mogu izvesti pseudo-zbir i pseudo-proizvod
intervala, kao i pseudo-proizvod skalara i intervala.

Napomena 1.2 Definicija pseudo-zbira A; @ A, za intervale A; = [ug,vq] i
Ay = [ug,v9] moze da se prosiri na pseudo-zbir prebrojivo mnogo intervala
A, = [un, v,], n € N, na sledeéi na¢in

n

[us, vi) = lim Pluy, v

@

s
I
-

= | im @ i Do

n—oo ; n—oo i=1
oo o0

= @ U, GB AR
=1 =1

u slucaju da lim @ u; 1 lim @vz postoje.

nﬁooz 1 n—oo i=1

Relacija totalnog uredenja moze se definisati na podskupovima intervala
[a, b] kao u narednoj definiciji.

Definicija 1.7 Za C,D C [a,b] je C <g D ako i samo ako za svako z € C
postoji y € D takvo da je x < y i za svako y € D postoji x € C takvo da je
Tz =y.

1.2 &-mera

Predmet istrazivanja klasi¢ne teorije mere su specijalne skupovne funk-
cije, definisane na nepraznoj familiji podskupova prostora X, koje su nene-
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gativne i prebrojivo aditivne za disjunktne skupove, tj.

za svaki niz (A;), oy disjunktnih skupova iz 3. Naravno, ove skupovne funkcije
imaju osobinu aditivnosti, tj.

m(AUB) =m(A)+m(B), AnB=4.

Aditivnost je ¢esto naruSena u problemima iz prakse, te se javlja potreba
za uvodenjem novih klasa mera, takozvanih neaditivnih mera, specijalnih
skupovnih funkcija koje imaju osobinu monotonosti.

U ovoj disertaciji posmatraju se takozvane @-mere koje se mogu smatrati,
na odredeni nacin, bliskim klasi¢nim merama. Kod njih je operacija sabiranja
zamenjena operacijom pseudo-sabiranja.

Neka je ([a,b],®, ®) poluprsten na intervalu [a,b] C [—o0, 0], koji pri-
pada jednoj od tri osnovne klase (umesto zatvorenog intervala [a,b] moze
se posmatrati i poluzatvoren podinterval intervala [—oo, c0]). Neka je sa X
obelezena o-algebra podskupova nepraznog skupa X.

Definicija 1.8 Skupovna funkcija p: 3 — [a,b]; je ®&-mera ako su zadovo-
ljeni uslovi:

i) n(0) =0,
i) (U Ai> = @ u(A;) = lim @ p(A;), za svaki niz (A;),y disjunkt-
i=1 i=1 o0 =1

nih skupova iz X.

U slucaju da je pseudo-sabiranje idempotentna operacija, uslov i) da je
1 (0) = 0 i uslov disjunktnosti skupova (A;);.y u uslovu i) mogu da budu
izostavljeni.

Uslov i) predstavlja analogon prebrojive aditivnosti Lebegove mere i
moze se pronaci pod nazivom o-®-aditivnost.

Specijalne @&-dekompozabilne mere, znac¢ajne u mnogim primenama, su

takozvane max-dekompozabilne mere. O primenama ovih mera pogledati
[1, 2, 3, 30].
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Za meru p kazemo da je max-dekompozabilna ili maksitivna mera ako za
svako A, B € ¥ vazi u(A U B) = max{u(A), u(B)}, tj. & = max.

Mera p je kompletna maksitivna mera ako za svaku familiju skupova

{A;}ier vazi

u (U Az-) = sup p(4;).

iel el

Ako je skup indeksa I prebrojiv, tada za meru pu kazemo da je o-maksi-
tivna.

Primer 1.4 Svakom funkcijom ¢ : X — [0, +00) i za svako A € P(X), gde
je sa P(X) oznacen partitivni skup skupa X, kompletna maksitivna mera p
definisana je sa

H(A) = sup(z).

T€EA

Takode, ako je p maksitivna mera na partitivnom skupu P(X), funkcija
Y : X — [0, +00) definisana je sa

P(z) = p({z}), zeX,

a naziva se funkcija gustine.

Primer 1.5 Ako je m klasi¢na mera nad o-algebrom podskupova nepraznog
skupa X i f: R — R funkcija za koju je f(0) = 0, tada je sa

p(A) = f(m(A)), AeX

definisana neaditivna monotona skupovna funkcija koja se naziva deformi-
sana mera. Ako je mera m verovatnosna mera (verovatnoca), tada se pu
naziva deformisana verovatnoca. Vazne osobine i primene deformisane mere
i deformisane verovatnoc¢e mogu se pronadi u [12].

ViSe o neaditivnim merama i njihovim osobinama kao i specijalni sluc¢ajevi
ovih mera, kao $to su mera moguénosti i mera neophodnosti, moze se pronaci
u [40].
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1.2.1 Intervalno-vrednosna @¢-mera

Intervalno-vrednosna mera predstavlja uopstenje mere i svaka mera je
njen specijalan slu¢aj, $to ¢e biti ilustrovano Primerom 1.6 a). IstraZivanja
intervalno-vrednosnih mera kao i njihove primene mogu se pronaci u [20, 28,
66).

Neka je ([a,b],®,®) poluprsten iz jedne od tri osnovne klase i Z klasa
zatvorenih podintervala intervala [a, b, data sa (1.1).

Definicija intervalno-vrednosne @-mere je uvedena u [31].

Definicija 1.9 Neka je sa ¥ oznacena o-algebra podskupova od X. Funkcija
2 — T je intervalno-vrednosna @-mera ako su zadovoljeni uslovi:

i) m(0) = [0,0] = {0},

ii) @ <| lAz) = @E(Ai) = lim @E(Ai), gde je (A;);en niz disjunkt-
n—oo
i=1 i=1 i1
nih skupova iz ..

Ako je operacija & pseudo-sabiranja idempotentna operacija, uslov dis-
junktnosti skupova u prethodnoj definiciji moze da se izostavi.

Definicija 1.10 Neka je M neprazna familija @-mera, definisanih na o-
algebri ¥ podskupova nepraznog skupa X, takvih da je (M, <) gusto linearno
uredenje sa krajevima. Intervalno-vrednosna skupovna funkcija iy, : X — 1
za familiju M, ako je poredak uobicajeni, je
ﬁM = [:U’l?MT]v My oy EM7
a ako je poredak obrnut uobicajenom

ﬁ/\/{ = [:u'ra/'bl]a My i € M7

gde je
p(A) < p(A) =2 pu(A), zasvako p € Mi AegX.

Napomena 1.3 Na osnovu Tvrdenja 1.1 sledi da svako p € [y, i1,] moze da
se prikaze kao pseudo-linearna kombinacija mera p; i ., tj.

p=aOudpBOu, adp=1L1

Ako je = p, onda je iy = [, ] = {u} = .
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Primer 1.6 a) Ako je p: ¥ — [a,b]. @-mera, tada je za svako A € 3
R(A) = [u(A), p(A)] = {n(A)}
intervalno-vrednosna @-mera.

b) Ako je pu: ¥ — [a,b]; @-mera, gde je & = max ili je @ dato rastuc¢im
generatorom g, tada je za svako A € ¥

A(A) =10, u(A)]
intervalno-vrednosna @-mera.

c) Akoje pu: X — [a,b], ®-mera, gde je & = min ili je ® dato opadajuéim
generatorom g, tada je za svako A € ¥

fi(A) = [u(A), 0]

intervalno-vrednosna @-mera.

Rezultati prikazani u delu koji sledi predstavljaju originalni deo istrazi-
vanja i publikovani su u [20].

Vazi sledece tvrdenje.

Teorema 1.1 Intervalno vrednosna skupovna funkcija i\, zadovoljava uslo-
ve Definicije 1.9, tj. [ip, je intervalno-vrednosna ®-mera.

Dokaz. Tvrdenje sledi direktno iz definicije ®-mere i definicije pseudo-zbira
intervala. O

Napomena 1.4 Neka je M, familija ©-mera, definisanih na o-algebri X
podskupova nepraznog skupa X, koja ukljuc¢uje i takozvanu trivijalnu @-
meru /i, tj. @-meru oblika po(A) = 0 za svako A € ¥, takvih da je (M, <)
gusto linearno uredenje sa krajevima.

Ako je poredak jednak uobic¢ajenom poretku <, intervalno-vrednosna sku-
povna funkcija 71, je oblika

EMO = [07/’1’7']

Ako je poredak >, tj. obrnut uobicajenom poretku, tada je intervalno-
vrednosna skupovna funkcija i, oblika

ﬁ./\/lo = [lu’f" 0]
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1.3 Pseudo-integral realno-vrednosne funkcije

U ovom delu disertacije predstavljeni su osnovni pojmovi pseudo-integral-
nog racuna. Opisan je postupak konstrukcije pseudo-integrala funkcije f :
X — [a,b] u odnosu na @-meru p, kao i osnovne osobine ovog integrala.
Takode, dat je oblik psedo-integrala za g-poluprsten, takozvani g-integral i
poluprsten prve klase u kom je pseudo-mnozenje dato preko generatora g.

Rezultati prikazani u ovom delu disertacije zasnovani su na [33, 38, 39, 40].

Neka je ([a,b], ®,®) poluprsten koji pripada jednoj od tri osnovne klase.
Neka su ([a,b],®) i ([a,b],®) polugrupe koje su kompletne mreze sa po-
retkom, 8to znaci da za svaki neprazan skup A C |[a,b] ograni¢en odozgo
(odozdo) postoji sup A (inf A).

Pretpostavi¢emo da je na intervalu [a, b] data metrika d kompatibilna sa
limsup i liminf, tj. iz limsupx, = x i liminf z,, = x sledi da je limx, = =z,
koja zadovoljava bar jedan od sledec¢ih uslova:

a) diz @y, 2’ &y) <dz,2)+d(y.y),
b) d(z ®y, 2" ®y') < max{d(z,z'),d(y.y)}
Takode, pretpostaviéemo monotonost metrike d, tj. da za svako z,y, z € [a, b]

vazi
r=2z=y = max{d(y,z2),d(z,2)} <d(z,y).

Konstrukcija pseudo-integrala, slicno kao i konstrukcija Lebegovog inte-
grala, zapocinje pseudo-integracijom elementarne funkcije.

Definicija 1.11 Preslikavanje e : X — [a, b] naziva se elementarna funkcija
ako ima sledecu reprezentaciju

e:@aiQXAi, (1.2)
i=1

gde a; € [a,b], i € N i skupovi A; € ¥, i € N su disjunktni skupovi, a
preslikavanje

0, z¢A
xa(r) = { 1, z€A

je pseudo-karakteristicna funkcija skupa A. Ako je pseudo-sabiranje idempo-
tentna operacija skupovi A; ne moraju da budu disjunktni.



Integrali bazirani na @-merama 17

Definicija 1.12 Pseudo-integral elementarne funkcije e date sa (1.2) u od-
nosu na @-meru p je

i=1

/e@du:@aiG,u(Ai). (1.3)

Definicija 1.13 Pseudo-integral merljive' funkcije f : X — [a,b] u odnosu
na o-algebru X i @-meru pu je

5] 5]
/de:UJ:nlLHOlO/SOnQd,UM (1.4)
X X

gde je (¢n),cy Diz elementarnih funkcija izabranih tako da kada n — oo,
d (¢n(z), f(x)) — 0 uniformno, pri ¢emu je d ranije uvedena metrika.

Pseudo-integral definisan na ovaj nacin ne zavisi od izbora niza elemen-

tarnih funkcija (¢n),cy -

Definicija 1.14 Pseudo-integral merljive funkcije f na proizvoljnom nepra-
znom podskupu A skupa X je definisan sa

(5] D
A/deMZX/(f@xA)@dm

gde je x4 pseudo-karakteristicna funkcija skupa A.
Osnovne osobine pseudo-integrala date su u narednim tvrdenjima.

Tvrdenje 1.2 Neka su operacije & © ® neprekidne © & beskonacno komuta-
tivna 1 asocijativna operacija. Tada vaZe osobine:

"Funkcija f : X — [a, b] je merljiva od dole ako za svako ¢ € [a, b] skupovi {z : f(z) < ¢}
i{z: f(z) < c} pripadaju X.
Funkcija f : X — [a,b] je merljiva ako je merljiva od dole i ako za svako ¢ € [a, b] skupovi
{z: f(x) > c}i{x: f(z) > c} pripadaju X.
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® ® o
i) /(fl@fz)@duzx/flCDduEBX/fz@du,

X
© (S5}

ii) [(cOfi)Odu=cO | fi®du, c&€lab].
/ /

Tvrdenje 1.3 Neka su A i B neprazni disjunktni podskupovi od X, takvi da
A, B € X. Tada vazi

. @D @D @
z)éf@du:/f@du@}g/f@du,

@ @
ii) ako je f1 X fo, tada je /f1 O dyp =< /f2 ® dpu.
A A

Primer 1.7  a) Za poluprsten prve klase takav da je

@y = sup{z,y}

i pseudo-mnozenje ® dato preko generatora g sa

zOy=g"(9(x) 9()),

na osnovu [33|, pseudo-integral merljive funkcije f : X — [a,b] je

rzeX

/ f © du = sup(f(z) © ¥(x)),

gde funkcija ¢ : X — [a, b] definiSe sup-meru px.
Slicna forma se dobija ako je @ dato sa x @ y = inf{x,y}, a ® dato
preko generatora g, tj. sa z @y = g ' (g(z) - g(y)).

b) Kao sto je vec¢ receno, u slu¢aju da pseudo-sabiranje nije idempotentno,
razmatra¢emo poluprstene druge klase, kod kojih su pseudo-operacije
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generisane funkcijom g : [a, b] — [0, 00] koja je strogo monotona nepre-
kidna funkcija. Pseudo-integral merljive funkcije f : X — [a, b] oblika
je (videti 39, 40])

/@f®du=g‘1 /(QOf)d(gou) ,

X

gde je g o u Lebegova mera, a integral sa desne strane jednakosti je
Lebegov integral.

Integral iz ovog primera nazivamo g-integral.

U opstem slucaju, konstrukcija pseudo-integrala kada je pseudo-sabiranje
idempotentno dodatno zahteva da za svako € > 0 postoji monotona e-mreza
u f(X). Vise o ovome moze se pronaci u [38, 40].

U [33] pokazano je da, ako je dekompozabilna mera data pomoc¢u gustine
v koja je neprekidna i pseudo-mnozenje dato preko generatora g, odgovara-
juci pseudo-integral moze da se dobije kao grani¢na vrednost odgovarajucih
g-integrala.

Za funkciju f : X — [a,b] kazemo da je pseudo-integrabilna ako njen
integral postoji kao konac¢na vrednost u smislu posmatranog poluprstena.
Ogranicenost u smislu poluprstena i pseudo-integrabilnost je ilustrovana sle-
deéim primerom (]22]).

Primer 1.8 a) U poluprstenu ([—oo, 00|, max,®) vazi da je 0 = —o0,
[a,b]+ = [a,b] = [—00,00], uz konvenciju —oo + 0o = —oo. Funkcija
f: X — a,b] je ograni¢ena u smislu datog poluprstena ako je f(z) <
M < oo, zasvakox € X ineko M € [—00,00), tj. akoje f(x) = M < b,
za svako z € X.

Druga moguénost, kada se izbegava konvencija —oo+00 = —o00, je da se
posmatra poluprsten ([—oo,00), max, ®) i funkcija f : X — [—o00,00).

@
Funkcija f je pseudo-integrabilna ako / f ® du postoji kao konacna
X

vrednost u smislu datog poluprstena, $to u ovom slucaju znaci da je
&

/f@du<b.

X
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b) U poluprstenu ([—oo, o0], min,®) je 0 = +oo i vazi da je [a,b]; =
[a,b] = [—00, 0], uz konvenciju da je —oo + 0o = 4o00. Funkcija f :
X — [a, b] je ograni¢ena u smislu datog poluprstena ako je f(z) > M >
—o0, za svako € X ineko M € (—oo, 0], tj. ako je f(zx) = M < a,
za svako x € X.

Usvajanje konvencije —oo + 0o = +00 moze da se izbegne ako se po-
smatra poluzatvoren interval, tj. poluprsten ((—oo,4o00], min, ®).

@
U ovom slucaju je funkcija f pseudo-integrabilna ako je / fodu < a.
X

¢) Neka je ([a,b],®,®) poluprsten druge klase tj. pseudo-operacije su
date generatorom g : [a,b] — [0,00]. Sada je 0 = g7(0), 1 = g (1) i
la, b+ = |a, b, uz konvenciju 0 - (+00) = 0.

i) Ako je g rastuca bijekcija, tada je 0 = a. Funkcija f : X — [a, b]
je ograni¢ena u smislu datog poluprstena ako je f(z) < M < b, za
svako x € X ineko M € |[a,b), tj. ako je f(x) X M < b, za svako

x e X.
&
Funkcija f je pseudo-integrabilna ako je / fodu<b.
X

i1) Za opadajucu bijekciju g je 0 = b. Funkcija f : X — [a,b] je
ograniCena u smislu datog poluprstena ako je f(z) > M > a, za
svako x € X ineko M € (a,b], tj. ako je f(x) = M < a, za svako
r e X.

®
Funkcija f je pseudo-integrabilna ako je / fodu < a.
X

Postoje jos neki integrali koji su konstruisani u odnosu na dekompozabilne
mere. Neki od njih su Veberov integral i Morofusi-Sugenov integral (|51, 63]).
Vige o integralima u odnosu na neaditivne mere i njihovim primenama se
moze pronadi u [7, 25, 62].



Integrali bazirani na @-merama 21

1.4 Pseudo-integral skupovno-vrednosne funk-
cije

Skupovno-vrednosne funkcije imaju veliku primenu u ekonomskim istra-
zivanjima ([24]). Prvi rezultati vezani za integraciju skupovno-vrednosnih
funkcija bazirani su na Lebegovom integralu i mogu se pronacéi u [6]. In-
tegracija skupovno-vrednosne funkcije u odnosu na meru koja nije aditivna
izuc¢avana je u radovima [22, 58, 59, 60].

Rezultati prikazani u ovom delu baziraju se na rezultatima iz [18, 22].

Neka je ([a,b], ®,®) poluprsten koji pripada jednoj od tri osnovne klase.
Neka je X neprazan skup, ¥ = P(X) i (X, 3, u) prostor mere, gde je pu &-
mera. Neka je f : X — [a, b] merljiva realno-vrednosna pseudo-integrabilna
funkcija ograni¢ena u smislu posmatranog poluprstena.

Oznacimo sa L} (p) klasu svih funkcija f : X — [a,b]; koje su merljive,
pseudo-integrabilne i ogranic¢ene u smislu posmatranog poluprstena.

Neka je F klasa svih zatvorenih podskupova od [a, ]

Definicija 1.15 Skupovno-vrednosna funkcija F je funkcija iz X u F \ {0},
tj. F: X — F\ {0}

Definicija 1.16 Neka je F merljiva? skupovno-vrednosna funkcija. Pseudo-
integral skupovno-vrednosne funkcije F' na skupu A € ¥ je

@ ®
/F@du: /f@deeS(F) | (1.5)
A A
gde je
S(F)={f € Ly(n) | f(z) € F(x) za skoro svako x € X}. (1.6)

Specijalno, ako je u Lebegova mera, tada je pseudo-integral (1.5) skupov-
no-vrednosne funkcije £ Aumanov integral ([6]).

Sve skupovno-vrednosne funkcije koje se posmatraju u ovoj disertaciji su
merljive.

2Skupovno-vrednosna funkcija F': X — F \ {0} je merljiva ako je njen grafik merljiv,
tj. ako
Gr(F)={(z,r) € X x[a,b]+ | r € F(2)} € ¥ x B([a,b]+),

gde je B([a,b]+) Borelovo o-polje na [a, bl .
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Definicija 1.17 Za merljivu skupovno-vrednosnu funkciju ' : X — F\ {0}
kazemo da je pseudo-integrabilna na nekom skupu A € ¥ ako je njen pseudo-
integral nad tim skupom neprazan skup, tj.

D

/F@du#@.

A

Pseudo-integral skupovno-vrednosne funkcije za sva tri slu¢aja poluprste-
na je predstavljen u slede¢em primeru.

Primer 1.9  a) Posmatrajmo poluprsten prve klase, tj. ([a,b], max, ®),
gde pseudo-mnozenje ® nije idempotentna operacija. Tada je &-mera
p data funkcijom gustine ¢ : R — [a,b] sa u(A) = sup(z) za svako

€A

A € 3 (videti [38, 39, 40]). U ovom slucaju, pseudo-integral merljive
skupovno-vrednosne funkcije F' je oblika

z€EA

jFQdu—{wpU@ﬂwﬂﬂﬂfeﬂFﬁ-

e U specijalnom slucaju, ako je pseudo-mnozenje » dato generato-
rom g(x) = e, sledi

r@y =g "(9(x) g(y) =z +y,
pa je pseudo-integral oblika

z€A

(&)
A/ Fodu={su(fo) + 0() 1 €SP}

1
e Ako je pseudo-mnoZenje ® dato generatorom g(z) = —, sledi
x
@y =g (9(z) g(y)) = zy,

pa je pseudo-integral oblika

i Fodu={suw (7o) £ €8 |

T€EA
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b) Ako je ([a,b],®,®) poluprsten druge klase, pseudo-operacije su date
generatorom ¢ : [a,b] — [0, 00|, a pseudo-integral skupovno-vrednosne
funkcije F' je

[S>)
/F®du= g ! /gOfd(gou) feS(F)
A A

c¢) Poluprsten ([a,b], min, max) je jedan primer poluprstena trece klase.
Tada je @-mera g data funkcijom gustine ¢ : R — [a,b] sa u(A) =
in£ (), za svako A € X. U ovom sluéaju, pseudo-integral merljive
re

skupovno-vrednosne funkcije F' oblika je

/69 Fodu={inf (max(f(a),v(o) | £ €S(F)}.

A
Pojam pseudo-integrabilnosti merljive funkcije f : X — [a, b] se prosiruje

na pojam pseudo-integrabilnosti merljive skupovno-vrednosne funkcije F' :
X — F\{0} i u tesnoj je vezi sa osobinom pseudo-integrabilne ograni¢enosti.

Definicija 1.18 Skupovno-vrednosna funkcija F' je pseudo-integrabilno ogra-
nicena ako postoji funkcija h € Lé}(u) takva da:

i) @ «a = h(x), zaidempotentno pseudo-sabiranje,
a€F (x)

i) sup « =< h(z), za pseudo-sabiranje dato rastu¢im generatorom g,
a€eF(z)

i11) 1% )oz = h(z), za pseudo-sabiranje dato opadajué¢im generatorom g.
ack(x

U [22] je pokazano da vaze sledeca tvrdenja.

Tvrdenje 1.4 Ako je F' pseudo-integrabilno ogranicena skupovno-vrednosna
funkcija, tada je F' pseudo-integrabilna.

Tvrdenje 1.5 Neka je F pseudo-integrabilna skupovno-vrednosna funkcija,

Fy 1 Fy pseudo-integrabilno ogranicene skupovno-vrednosne funkcije i neka su
A, B € X. Tada vazi:
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@ @
i) akojeACBtadaje/F@dujg/FQdu,
A B

® ®
it) ako je Fy =g Fy tada je /F1 ®du =g /F2 ® du,
X X

i11) ako su A i B disjunktni skupovi iz ¥ (u slucaju da je @ idempotentna
operacija, uslov disjunktnosti moZe da se izostavi) tada je

D

® ®
/F@du—/F@du@/F@du,
A B

AUB

-
iv) ako je u(A) =0 tada je /F@ dp = {0},
A

@ @
v) ak0j60<atadaje/(a@F)@d,u:a@/F@du,
X

X

gde je =g relacija uvedena Definicijom 1.7.

Jos jedna vazna osobina pseudo-integrala skupovno-vrednosne funkcije je
osobina pseudo-konveksnosti.

Tvrdenje 1.6 Neka je F' skupovno-vrednosna funkcija takva da su skupovi
o

F(z) pseudo-konveksni za svako x € X. Tada je /F@du pseudo-konveksan

X
podskup od [a,b], .

1.4.1 Pseudo-integral intervalno-vrednosne funkcije

Kao rezultate merenja raznih fizickih pojava, usled uticaja spoljasnjih
faktora, ne dobijaju se ta¢ne vrednosti ve¢ intervali u kojima se te vredno-
sti nalaze. Usled navedenog, potrebno je posmatrati funkcije ¢ije vrednosti
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nisu realni brojevi veé¢ intervali. Iz tog razloga, doslo se do definicije po-
sebne klase skupovno-vrednosnih funkcija, takozvanih intervalno-vrednosnih
funkcija, koja ima veliku primenu u praksi.

Definicija 1.19 Intervalno-vrednosna funkcija F je funkcija iz X u Z, tj.
F: X — T, gdeje T dato sa (1.1).

Kao i sve skupovno-vrednosne funkcije koje posmatramo u ovoj diserta-
ciji, intervalno-vrednosne funkcije koje ¢emo posmatrati, u odnosu na pre-
thodno dat prostor mere, merljive su.

Zbog svog specificnog oblika, intervalno-vrednosna funkcija F' moze se
predstaviti pomocu granic¢nih funkcija I, : X — [a,b], na slede¢i naéin:

F(z) =[l(z),r(z)], ze€X. (1.7)

Grani¢ne funkcije [ i r sumerljive i l(z),r(z) € F(z) za skoro svako z € X.

Postavlja se pitanje ogranic¢enosti i pseudo-integrabilnosti grani¢nih funk-
cija.

Primer 1.10 Neka je ([a,b], max,®) poluprsten prve klase, ' : X — T
intervalno-vrednosna funkcija data sa F(x) = [w,, 1], gde su w, proizvoljne
vrednosti iz (a,1) 1 neka je u(X) = b. Za ovakav izbor funkcije F, desna
grani¢na funkcija je funkcija oblika r(x) = 1 za svako z € X, a kako je

7]

/r@du:1®,u(X):b,
X

ona nije pseudo-integrabilna i prema tome ne pripada S(F'), gde je S(F’) dato
sa (1.6).

Ako se u ovom primeru pseudo-mnozenje izabere na takav nacin da je
1 = b, desna granicna funkcija r nije ni ograni¢ena u smislu posmatranog
poluprstena.

Na osnovu prethodnog primera sledi da grani¢ne funkcije intervalno-vre-
dnosne funkcije ne moraju biti pseudo-integrabilne. Rezultat iz [22] daju
odgovor na pitanje za koju klasu intervalno-vrednosnih funkcija ¢e grani¢ne
funkcije biti pseudo-integrabilne.
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Tvrdenje 1.7 Ako je intervalno-vrednosna funkcija F : X — T pseudo-inte-
grabilno ogranicena, tada njene graniéne funkcije pripadaju klasi S(F).

Za grani¢ne funkcije pseudo-integrabilno ogranicene intervalno-vrednosne
funkcije F' vazi

l(x) = inf)f(:r;) i r(x)= sup f(x).

fes(F FES(F)

Pseudo-zbir i pseudo-proizvod dve intervalno-vrednosne funkcije F i Fy,
kao i pseudo-proizvod intervalno-vrednosne funkcije Fj i proizvoljnog skalara
a € [a,b]; takode su oblika (1.7), sa odgovaraju¢im grani¢nim funkcijama

([22]).

Tvrdenje 1.8 Neka su Fy @ Fy intervalno-vrednosne funkcije sa granicnim
funkcijama by, r1, by iro, 4. Fi(z) = [L(x),m(x)] @ Fa(z) = [la(x), r2()].
Tada, na osnovu reprezentacije (1.7) i osobina operacija ® i ® za tri osnovne
klase poluprstena, vazi da je

(F1 @ Fy)(x) = Fi(z) © Fy(z) = [l1(2) © la(x), 11 () © ra(2)],

(F1 0 Fy)(x) = Fi(2) © Fy(z) = [li(2) © la(x), 71(2) © ra()]

(@ F)(z)=a06 Fi(z) =[a®l(z),a ®r(x)],

za o € [a,bl;.

Kako su intervalno-vrednosne funkcije specijalan sluc¢aj skupovno-vre-
dnosnih funkcija, za njih vaze i sve osobine navedene za pseudo-integral
skupovno-vrednosne funkcije. Imajuc¢i na umu specifican oblik skupa vred-
nosti intervalno-vrednosne funkcije, potrebna su dodatna ispitivanja pseudo-
konveksnosti i oblika rezultujuc¢eg pseudo-integrala.

Pseudo-integracija merljive skupovno-vrednosne funkcije F' za koju su
skupovi F(z) pseudo-konveksni podskupovi od [a, b] ., za rezultat daje pseu-
&
do-integral / F ® dp koji je takode pseudo-konveksan podskup od [a, b] .
b's
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®
Posledica 1.1 Neka je F' intervalno-vrednosna funkcija. Tada je /F@ du
X

pseudo-konveksan podskup od [a, b] .

Na osnovu reprezentacije intervalno-vrednosne funkcije pomocéu grani¢nih
funkcija, prethodna posledica moze da se prosiri na slede¢i nacin.

Lema 1.2 Neka je F' intervalno-vrednosna funkcija predstavijena preko gra-
nicnih funkcija | i r koje su ogranicene u smislu datog poluprstena. Tada

Je

+ @ -
/F@dug /l@d,u,/r@d,u
b X

Dalje, vazi slede¢a lema.

Lema 1.3 Neka je F' intervalno-vrednosna funkcija predstavijena preko gra-
nicnih funkcija I and r ogranicenih u smislu datog poluprstena. Tada se sve
vrednosti iz otvorenog intervala

@ ®
/l@d,u,/r@du
X b

mogu predstaviti kao pseudo-konveksne kombinacije

& &
/l@du i /r@d,u.
X X

U radu [22] je razmatran primer poluprstena koji ne pripada nijednoj
od tri osnovne klase, koje su predmet istrazivanja ove teze. U tom slucaju
pokazano je da se proizvoljna vrednost iz (I*,7*) ne moze uvek dobiti kao
pseudo-konveksna kombinacija [* i r*.

Za pseudo-integrabilno ograni¢enu intervalno-vrednosnu funkciju F' vazi
da je njen pseudo-integral jednak intervalu

o o

/l@d,u,/r@du ,

X
gde su [ i r grani¢ne funkcije funkcije F, tj. vazi sledeca teorema.
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Teorema 1.2 Neka je F' pseudo-integrabilno ogranicena intervalno-vrednos-
na funkcija sa granicnim funkcijama l i r. Tada je

@ @ @
/F@d,u: /l@du,/r@d,u : (1.8)
X X

1.4.2 &®-mera definisana pomoc¢u pseudo-integrala inter-
valno-vrednosne funkcije

Jedna od primena pseudo-integrala intervalno-vrednosne funkcije je kon-
struisanje intervalno-vrednosne &-mere. Ovaj deo disertacije sadrzi definiciju
intervalno-vrednosne @-mere date preko pseudo-integrala intervalno-vred-
nosne funkcije. Neke osobine ovako definisane @-mere pokazane su u [22].

Definicija 1.20 Neka je F' : X — 7 pseudo-integrabilno ogranic¢ena inter-
valno-vrednosna funkcija sa grani¢nim funkcijama [ i r. Intervalno-vrednosna
@-mera je intervalno-vrednosna skupovna funkcija iy

@ ® @
ﬁF(A):/FQdu: /l@d,u,/r@du :
A A A

gde je A C X.
Neke osobine mere i date su narednom teoremom.

Teorema 1.3 Neka je F' : X — I pseudo-integrabilno ogranicena interval-
no-vrednosna funkcija sa granicnim funkcijama l i r i neka je @iy intervalno-
vrednosna skupovna funkcija zasnovana na intervalno-vrednosnom pseudo-in-
tegralu funkcije F. Tada vazi:

i) iip(0) = [0,0] = {0},

i1) Tr je monotona u odnosu na relaciju poretka <g, tj. za A, B € ¥ vaZi

ako je A C B, tada je ip(A) <s fp(B),
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iii) fip je @-aditivna, tj.
bp(AUB) =Tp(A) & p(B),

gde je A i B par disjunktnih skupova iz ¥ (ako je @ idempotentna
operacija, disjunktnost moZe da se izostavi),

i) g je o-®-aditivna, tj.

Hp <U Ai) = @ﬁF(Ai)a

gde je (A;),cy niz disjunkinih skupova iz 3 (ako je @® idempotentna
operacija, uslov disjunktnosti moZe da se izostavi).

Za specijalne izbore intervalno-vrednosne funkcije F' dobijaju se interval-
no-vrednosne ¢-mere iz Primera 1.6.

Primer 1.11 i) Ako je pu: ¥ — [a,b]y @-mera i F(z) = {1} za svako
x € X, tada je odgovarajuca intervalno-vrednosna @-mera data sa

i1) Ako je pu: X — [a,b]y @-mera i F(z) = [0,1] za svako x € X, tada je
odgovarajuca intervalno-vrednosna ¢-mera data sa

Napomena 1.5 Primetimo da je u Primeru 1.11 i) posmatrani poredak
jednak uobicajenom poretku.

Napomena 1.6 Prethodnim primerom moze da se ilustruje neophodnost
uvodenja relacije <g . Ako bismo u Primeru 1.11 7) koristili relaciju C umesto
=g, odgovarajuca intervalno-vrednosna @-mera ne bi zadovoljavala osobinu
monotonosti. Medutim, u nekim specijalnim slucajevima, kao u Primeru 1.11
i1), relacije =g 1 C se poklapaju.
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1.4.3 Zakon velikih brojeva za intervalno-vrednosne
funkcije

Sve statisticke zakonitosti su povezane sa masovnim pojavama i one po-
seduju osobinu stabilnosti. Pri svakom merenju iste veli¢ine slucajna odstu-
panja su neizbezna i razlikuju se po vrednosti i po predznaku. U masovnim
pojavama se slucajne greske mogu smanjiti racunanjem srednje vrednosti
ponovljenih merenja. Stabilnost prose¢nih vrednosti masovnih pojava ¢ini
fizicki sadrzaj zakona velikih brojeva. Sustina zakona velikih brojeva je da
pri velikom broju slucajnih eksperimenata srednja vrednost prestaje da bude
slucajna i moze se predvideti sa velikom pouzdanoséu. U teoriji verovatnoce
su poznati razli¢iti oblici zakona velikih brojeva. Vise o ovoj temi videti u
[9, 10, 14, 15, 46].

Uopstenje zakona velikih brojeva u okvirima pseudo-analize je dato u
radu [37]. Dalje uopstenje rezultata moze se pronaci u [19, 22| gde je izu¢avan
zakon velikih brojeva za intervalno-vrednosne funkcije.

Pretpostavi¢emo da je pu(X) = 1.

Napomena 1.7 Uz pretpostavku p(X) = 1, mera p, u sluéaju poluprstena
druge klase, oblika je u(A) = gt o P(A), A € ¥, gde je P klasi¢na verovat-
noca i g aditivni generator. Kao sto je receno u Primeru 1.5, u ovom slucaju
mera p naziva se i deformisana verovatnoca (videti [12, 37]).

Neka je d : [a, b]* — [a, b]; metrika na poluprstenu ([a, b], ®, ®). Preslika-
vanje D : Z? — [0, +oc] oblika

D(A, B) = max{d(inf A, inf B), d(sup A, sup B)}, (1.9)

je Hausdorfova metrika. Na osnovu jednakosti (1.9), moguce je definisati

konvergenciju u @-meri p za intervalno-vrednosne funkcije.

Definicija 1.21 Niz {F}};cy intervalno-vrednosnih funkcija konvergira u @-
mert i ka intervalno-vrednosnoj funkciji F' ako za svako ¢ > 0 vazi

lim gt ({r € X | D(F(@). F(x) 2 <}) = 0.

Pojam sluc¢ajnih promenljivih koje imaju istu raspodelu, iz teorije ve-
rovatnoce, moze se proSiriti i na intervalno-vrednosne funkcije, tj. pojam
iste raspodele definie se u smislu posmatranog poluprstena ([a,b], ®, ®) za
intervalno-vrednosne funkcije.
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Definicija 1.22 Intervalno-vrednosne funkcije Fi i F, predstavljene granic-
nim funkcijama [y, r1, I 1 o sa Fi(z) = [l1(z),r(2)] i Fa(x) = [lo(z), ro(2)]
imaju istu raspodelu ako za svako w € [a, b] vazi

plr (@) < w) = ple|b(e) <w) 1 pelr) < w) = pe] ) <w).

Posmatrajmo poluprsten druge klase generisan generatorom g. Neka je
S pseudo-aritmeticka sredina data sa

i=1

gde je n* = g7* —) . Zakon velikih brojeva za pseudo-aritmeticku sredinu
n

Sy formulisan je u narednoj teoremi.

Teorema 1.4 Neka je ([a,b], ®, ®) poluprsten druge klase i (F;);en niz pseu-
do-integrabilno ogranicenih intervalno-vrednosnih funkcija sa istom raspode-
lom. Tada

e
Sy konvergira u ®&-meri p ka /F1 ® du.
X

Napomena 1.8 Ako je F(x) oblika F(x) = {f(x)} gde je f : X — [a,b],
Teorema 1.4 je zapravo zakon velikih brojeva koji je dokazan u [37].

Ako su pseudo-operacije date generatorom g(x) = z, dobija se zakon
velikih brojeva iz klasi¢ne teorije verovatnoce.

Primenom rezultata iz [33], Teorema 1.4 moze se prosiriti na poluprstene
prve klase kod kojih je pseudo-sabiranje idempotentna operacija, a pseudo-
mnozenje dato generatorom g.

Teorema 1.5 Neka je ([0, 00], sup, ®) poluprsten u kom je © generisano ra-
stuc¢im generatorom g. Neka je p sup-dekompozabilna mera takva da je

p(A) = ess sgp(w(x) |z € A), (1.10)



32 Integrali bazirani na &-merama

gde je v Lebegova mera na R i ¢ : [0,00] — [0,00] neprekidna funkcija
gustine. Neka je {F},.y niz pseudo-integrabilno ogranicenih intervalno-vred-
nosnih funkcija iste raspodele. Neka su funkcije iz S(F;) neprekidne za svako

1 € N. Tada

sup
S, konvergira u &-meri 1 ka /F1 ® du,

X

1
gde je S*=n*® sup Fyin*=g" <—>
i€{1,...,n} n

Odgovarajuéim izborom generatora g za poluprsten iz druge klase dobi-
jaju se neke poznate sredine kao sto su aritmeticka, kvadratna, harmonijska,
geometrijska i eksponencijalna sredina (|22]).

Primer 1.12 Neka su F;(x) = [l;(z),r;i(z)], i € N pseudo-integrabilno
ogranicene intervalno-vrednosne funkcije sa istom raspodelom. Neka je po-
luprsten ([a,b],®,®) druge klase dat generatorom g.

a) Ako je g (z) = 2%, tada je S} intervalna stepena sredina, t;.

53 () = (%Z (, <as>>“> - (%Z r <x>>a) a

i=1 i=1

Specijalno, za o = 1 i a« = 2 dobijaju se intervalna aritmeticka i inter-
valna kvadratna sredina, respektivno.

b) Neka je g (z) = z7'. Tada je S intervalna harmonijska sredina, tj.
1 o 1 -
5 () = (5 > <x>>—1> , (5 > <x>>—1>
i=1 i=1
c) Za g(z) =logx, S’ je intervalna geometrijska sredina, t;j.

1

5 () = <H ! <x>> R ( <x>) n
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d) Kada je g (x) = e**, S je intervalna eksponencijalna sredina, tj.

1 1 & 1 1 <
51(2) = [a In <E Zeali(’”)) L (5 Zeamw)] |

i=1 i=1

1.5 Pseudo-integral realno-vrednosne funkcije
u odnosu na intervalno-vrednosnu ¢G-meru

Uopstenje definicije pseudo-integrala realno-vrednosne funkcije predsta-
vljeno je u ovom delu disertacije. Umesto @-mere posmatra se intervalno-
vrednosna @-mera i u odnosu na nju konstruise se pseudo-integral. Zna-
¢aj intervalno-vrednosne @-mere, pa samim tim i integrala konstruisanog
u odnosu na nju, ogleda se u modelovanju neodredenosti preko intervalno-
vrednosnih verovatnoca, intervalno-vrednosnih entropija, fazi slu¢ajnih pro-
menljivih i slucajnih skupova. Rezultati prikazani u ovom delu teze predsta-
vljaju originalna istrazivanja i publikovani su u [20].

Konstrukcija pseudo-integrala realno-vrednosne funkcije u odnosu na in-
tervalno-vrednosnu @-meru je prosirenje pseudo-integrala realno-vrednosne
funkcije u odnosu na @-meru proucavanog u [40].

Kao i kod konstrukcije pseudo-integrala realno-vrednosne funkcije, prvi
korak je definisanje pseudo-integrala elementarne funkcije u odnosu na inter-
valno-vrednosnu @-meru fz,, datu Definicijom 1.10.

Definicija 1.23 Pseudo-integral elementarne funkcije e date sa (1.2), u od-
nosu na intervalno-vrednosnu @-meru ji,, datu Definicijom 1.10 je

@ o0
X =1

Pseudo-integral elementarne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu
@-meru 11, ima reprezentaciju datu u sledecoj teoremi. Teorema je dokazana
za slucaj i, = [, pr), tj- kada je posmatrani poredaj jednak uobi¢ajenom.

Teorema 1.6 Ako je e elementarna funkcija data sa (1.2), tada vazi
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® @ @
/e@dﬁM: /e@dul,/eCDdM ,
X X

gde su integrali sa desne strane jednakosti pseudo-integrali elementarne funk-
cige dati jednako$éu (1.3) i iy, je intervalno-vrenosna mera data Definicijom
1.10.

Dokaz. Dokaz sledi iz definicije pseudo-integrala elementarne funkcije date
sa (1.3) i definicije pseudo-zbira prebrojivo mnogo intervala iz Napomene 1.2.

@ o
/€®d#/\4 = Paiopu(a)
X =1

i=1

n—00

— n]ggl@@% O] [Ml(Ai)aﬂr(Ai)]

n

— JLH;OEB [a; © pi(Ad), ai © pr(Ag)]

=1
= T}LII;O EB a; © p(As), @ a; © pr(A;)
=1 =1

n

= nll_{glO@aiQMI(Ai)ar}l_)n;o@ai@Hr(Ai)

= @aiG)m(Ai),@ai@Hr(Ai)
Li=1 i=1

5]

(&)
= /e@dm,/e@d#r]
X

LX
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Definicija pseudo-integrala proizvoljne merljive realno-vrednosne funkcije
f u odnosu na intervalno-vrednosnu @-meru i, se dobija preko definicije
pseudo-integrala elementarne funkcije.

Definicija 1.24 Pseudo-integral merljive funkcije f : X — [a,b] u odnosu
na intervalno-vrednosnu @-meru fi,, datu Definicijom 1.10 je

D D
[ o dn=tm [on0du. (1.11)
X X

gde je (¢n),cy niz elementarnih funkcija izabranih tako da kada n — oo,
d (¢n(x), f(x)) — 0 uniformno.

Sli¢no kao u definiciji pseudo-integrala na proizvoljnom podskupu A skupa
X datoj u [40], pseudo-integral u odnosu na intervalno-vrednosnu @-meru i
funkcije f na proizvoljnom podskupu A od X se definiSe na slede¢i nac¢in

52 D
/f@dﬁM :/(f@xA)@dﬁM, (1.12)
A X

gde je x4 pseudo-karakteristi¢na funkcija skupa A.

U narednoj teoremi prikazuje se veza izmedu pseudo-integrala (1.11) u
odnosu na intervalno-vrednosnu @-meru fi,, = [u, ftr] 1 pseudo-integrala
realno-vrednosne funkcije f date sa (1.4).

Teorema 1.7 Ako je f : X — [a,b] merljiva funkcija, tada je

@ @ @
[rodn=|[todu [ o (1.13)
b X
Dokaz. Primenom Definicije 1.24, Tvrdenja 1.6 i Napomene 1.2 dobija se

o o

[odn, = 1w [ o,
b'e X

@ @
= lim /%Qduz,/wnGdur

X
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(&) (&)
~ | lim wmmthn/wmmwr
X X

G (&)
_ t/f®@m/f®@w
L X X

U [38, 39| je pokazano da pseudo-integral realno-vrednosne funkcije ne
zavisi od niza elementarnih funkcija koji uniformno konvergira ka posmatra-
noj funkciji. Na osnovu navedene ¢injenice, Teoreme 1.7 i Definicije 1.24
dobija se da je pseudo-integral merljive funkcije f u odnosu na intervalno-
vrednosnu @-meru 71 ,, takode nezavisan od izbora niza elementarnih funkcija
koji uniformno konvergira ka funkciji f.

O

Primenom osobina pseudo-integrala realno-vrednosne merljive funkcije
dokaza¢emo neke osnovne osobine pseudo-integrala u odnosu na interval-
no-vrednosnu @-meru fi, = [tu, ir], $to je publikovano u [20].

Teorema 1.8 Neka je ([a,b], B, ®) g-poluprsten sa rastuéim generatorom g
ili poluprsten iz prve klase u kom je pseudo-sabiranje jednako max ¢ pseudo-
mnoZenje dato pomocu generatora g. Neka su f, f1, fo :+ X — [a,b] merljive
funkcije, a € [a, bl i A € ¥. Tada vaZi:

D 2 D
/ [rome ]

D D
i) [(a® f)odiy=a0 [ fodiy,
/ /

®
iii) /a O diiy = a Oy (A),
A

® @
w) ako je f1 = fs ondaje/ﬁ@dﬁM js/sz)dﬁM-
X X
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Dokaz. Dokaz pod i), i) i #ii) sledi na osnovu Teoreme 1.7, osobina pseudo-
integrala merljive funkcije datih u Tvrdenju 1.2 i definicije pseudo-zbira in-
tervala, bududi da na osnovu svega navedenog vaze sledeci nizovi jednakosti:

S5} [ © (&3]
/fl@f2 Odpiy = /f169f2 @duz,/ﬁ@fg Qer]
X Lx X

r @ @ @ @
= /flQd#l@/h@d#z’/ﬁGer@/h@dur]
B X X X
r @ @ @ @
= /fIQd#la/fIQer] ) L/szduz’/fz@dur]
X X

LX

® ®
= /fl@dMM@/f2®dMMa
X X

“—a

D D
(@®f)Odiy = /(a@fmdm,/a@f © dur
LX X

D D
- a®/f®dﬂz,a®/f®dﬂr]
X X

D D
= 0 L/fCde,X/deﬂr]

(&)
— oz@/f@d/w,
X
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>\@

2] S2)
/Oé@d,ub/
A A

a© du,

a®

@
/duz,f)z@

/

d,

:a@

A
©® @
dlula d/"’r
[o]
= a O [w(A),pu(A)]

= aOy(4).

Da bismo pokazali da vaZzi iv) potrebno je pokazati da ako je f1 < fs

o o
za svako x € /f1 © dfiyg postoji y € /f2 © dp s, takvo da je z <y,
b's b's
kao i da

a o
za svako y € /f2 © dpi g postoji x € /f1 © dpy, takvo da je z < v.
X X

@
Neka x € /f1 O dftpg, t).
X

(&) (&)
ve /fl@dm,/flcadur
X

Tada se x moze napisati u obliku

@ @
xz@@/ﬁ@dul@ﬂ@/ﬁ@dur, a®p=1.
X X
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Pretpostavimo da je f; elementarna funkcija, tj. funkcija oblika (1.2).
Tada se primenom definicije pseudo-integrala elementarne funkcije, tj. pri-
menom jednakosti (1.3) i Teoreme 1.6 dobija

T € [ED a; © p(A;), @az‘ © pir (A7)

i=1 =1

Zbog osobine pseudo-konveksnosti intervala, dobija se sledeé¢i niz jednakosti

r = a@(@m@m )@B@(@%@MT J)
= (@QQGiQHZ(Ai)> D (@@Qai@ﬂr(x‘li)>

=1

— @(a@cu@ul ')@5@(%@/%(141'))

= oo (a0 m(a) 080 m(A)

=1

Dakle, postoji p = a ® u & 6 © pu, € M, takvo da je p; = p < p, i da je
o

o= [ fodn
X
Kako iz uslova f; = fy zbog osobina pseudo-integrala sledi da je
@ o
[fod= [ fod
X X
i kako

b (&) [S)
/ﬁ@@@ /EQWm/ﬁQWT,
X X

to je trazeno y = /f2 O du.
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Ako fi nije elementarna, ve¢ proizvoljna merljiva funkcija, tvrdenje teo-
reme vazi na osnovu jednakosti (1.4).

® ®
Drugi deo dokaza, da za svako y € /f2 © dfig postoji x € /f1 © dfi g
X X

takvo da je x < y je slican.
O

Napomena 1.9 Primetimo da Teorema 1.7 vazi i prilikom integracije na
proizvoljnom skupu A € 3.

Takode, Teoreme 1.6, 1.7 i 1.8 mogu se pokazati u slucaju da je poredak
obrnut uobi¢ajenom poretku, tj. kada je @ = [p, ).

Napomena 1.10 Ako se prilikom konstrukcije intervalno-vrednosne skupov-
ne funkcije 7i,,, posmatra familija M, iz Napomene 1.4, koja ukljucuje i
trivijalnu meru i ako je posmatrani poluprsten g-poluprsten sa rastué¢im ge-
neratorom ili poluprsten iz prve klase u kom je pseudo-sabiranje jednako
max, a pseudo-mnozenje dato pomoc¢u generatora g, integral (1.13) je oblika

S5} D
[ tdn, = o, [ 1odu
X X

U slucaju da je posmatrani poluprsten g-poluprsten sa opadajué¢im gene-
ratorom ili poluprsten iz prve klase u kom je pseudo-sabiranje jednako min,
a pseudo-mnozenje dato pomocu generatora g, integral (1.13) je oblika

©® 3]
[ todn, = | [ 1odu.0
X

1.5.1 Intervalno-vrednosna @-mera zasnovana na pseu-
do-integralu u odnosu na @®-meru 7,

U ovom delu teze prikazana je konstrukcija nove intervalno-vrednosne
mere ﬁfvl, zasnovane na pseudo-integralu merljive funkcije f u odnosu na
intervalno-vrednosnu meru 7t .
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Rezultati predstavljeni u ovom delu su originalni deo istrazivanja i publi-
kovani su u [20].

Neka je M neprazna familija @-mera p iz Definicije 1.10.

Definicija 1.25 Neka je f : X — [a,b]; merljiva funkcija. Intervalno-vre-
dnosna skupovna funkcija ﬁfw zasnovana na pseudo-integralu funkcije f u
odnosu na intervalno-vrednosnu @-meru fiy, = [, pr] data je sa

S S 52
ﬁfw(A):/f@dﬁM: /f@dm,/fcadur , ACX. (1.14)
A A A

Teorema 1.9 Ako vaZe pretpostavke iz Definicije 1.25, tada za intervalno-
vrednosnu skupovnu funkciju ﬁfw definisanu sa (1.14) vazi:

i) il (0) = [0,0] = {0},
i1) ﬂfw monotona je u odnosu na =g, tj. za A, B € ¥ vazi
ako je A C B, tada je Tih(A) <5 Th(B),
iii) Tih, je @-aditivna, t).
Tih( (AU B) = il (A) & i (B),

gde su A i B disjunktni skupovi iz ¥ (ako je @ idempotentna operacija,
uslov disjunktnosti moze da se izostavi).

i) ﬁfw je o-@-aditivna, .

ﬁfw <U Ai) = @ﬁfw(fli),

gde je (A;),cy miz disjunkinih skupova iz ¥ (ako je @® idempotentna
operacija, uslov disjunktnosti moze da se izostavi).

Dokaz.

(S5} (S5}
) @ = | [s0du. [ 1o du| ~10.0= {0}
1] 1]



42

Integrali bazirani na &-merama

i1) Dokaz se zasniva na Teoremi 1.7. Neka su A i B dva skupa iz ¥ takvi
da je A C B. Uz oznake

imamo da je

(&) (&)
&:/ﬂww mzfﬂm%
A A

(S5} (&3]
Bl:/de,Uh Br:/f@dﬂr>
B B

Pu(A) = [ALA] 1 m\(B) =B, B,

Kako iz A C B i nenegativosti u smislu posmatranog poluprstena funk-

cije f sledi

A=XB i A =<XB,

to postoje samo dve mogucnosti za intervale [A4;, A,| i [B;, B, i to:

AleTjBljBr ili AljBleerr-

U oba slucaja ocigledno je da za svako = € [A;, A,| postoji y € [By, By]
takvo da je x =< y i da za svako y € [B;, B,] postoji x € [A;, A,] takvo
da je r = Y, tJ [AlaAr] =5 [BbBr]-

i71) Na osnovu Teoreme 1.7, osobina pseudo-integrala datih u Tvrdenju 1.3
i definicije pseudo-zbira intervala sledi da vazi

h(AUB)

D
/ﬁdeMM
AUB
T D (&)
/ fo©du, / deNr]
lAUB AUB

[ D D D D
/f@dul@/f@dm,/fcadur@/fcadur}

LA B A B
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D D D D
— | [rodu [tod|o| [fodu [ 1o
A A B B

= Th(A) O T(B).

iv) Primenom definicije zbira prebrojivo mnogo intervala date u Napomeni
1.2 dobijamo da vazi

. o o
P (U Ai) = / f©dpu, / f©dp,
i=1 o oo
U 4 U 4
=1 i=1
= @/dem,@/deur
=17, =14,
o [@®
= @ /f®duz,/f®dur
=1l A;
= @ﬁ.f/\/[ (A’L)7
=1
Sto je i trebalo pokazati. O

Na osnovu Teoreme 1.9 mozemo da kostatujemo da je &-mera ﬁfw data
sa (1.14) monotona intervalno-vrednosna @-mera u odnosu na =<g, tj. da
vazi naredna teorema.

Teorema 1.10 Skupovno-vrednosna funkcija ﬁfv( Jje intervalno-vrednosna &-
mera.
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1.5.2 Apsolutna neprekidnost intervalno-vrednosne ©-
mere

U teoriji neaditivnih mera, pa i fazi mera kao jednog njihovog slucaja,
postoji dvadeset i jedno uopstenje koncepta apsolutne neprekidnosti iz kla-
si¢ne teorije mere (videti [31, 52, 64]). U ovom delu disertacije bic¢e prikazani
originalni rezultati publikovani u [31] vezani za dva tipa apsolutne neprekid-
nosti intervalno-vrednosnih é-mera i oni predstavljaju uopstenja rezultata iz
[52].

Neka su pq 1 o B-mere na o-algebri X koje su konac¢ne u smislu posma-
tranog poluprstena.

Definicija 1.26 Mera us je apsolutno neprekidna tipa I u odnosu na meru
w1 ako i samo ako je po(A) = 0 za svako A € ¥ za koje je u1(A) = 0.

Mera s je apsolutno neprekidna tipa VI u odnosu na meru pq ako i samo
ako p19(A,) — 0 za svaki niz (A, )nen € ¥ takav da p;(A4,) — 0.

Pokazano je da vazi sledece tvrdenje.

Teorema 1.11 Neka je f : X — [a,b]y merljiva funkcija, &-mera p ko-
nacna u smislu posmatranog poluprstena i A € ¥. Tada je funkcija piy defi-
nisana preko pseudo-integrala sa

®
ui(A) = [ 1o dy
/

odreduje novu d-meru na X, nenegativnu u smislu posmatranog poluprstena.
@-mera py je apsolutno neprekidna tipa I @ apsolutno neprekidna tipa VI u
odnosu na &-meru .

Koriste¢i metriku datu sa (1.9) moze da se definiSe apsolutna neprekidnost
intervalno-vrednosne @-mere fi; u odnosu na intervalno-vrednosnu é-meru
Ty = [, itr], gde su gy 1 g, kona¢ne u smislu posmatranog poluprstena.

Pretpostavimo da su za intervalno-vrednosnu @&-meru iy, = [y, iy, B-
mere ji; 1 i, konacne u smislu posmatranog poluprstena.
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Definicija 1.27 Intervalno-vrednosna @-mera fi; je apsolutno neprekidna
tipa I u odnosu na intervalno-vrednosnu é-meru fi, ako i samo ako je fi; (4) =
{0} za svako A € ¥ takvo da je 7i,(A) = {0}.

Intervalno-vrednosna @-mera i, je apsolutno neprekidna tipa VI u od-
nosu na intervalno-vrednosnu é-meru fi, ako i samo ako D(z,(4,),{0}) — 0
za svaki niz (A, )neny € X takav da D(f,(A4,),{0}) — 0, gde je D metrika
data sa (1.9).

Teorema 1.12 Intervalno-vrednosna &-mera /75\/1 definisana sa (1.14) je
apsolutno neprekidna tipa I u odnosu na intervalno-vrednosnu @©-meru iy,
datu Definicijom 1.10.

Dokaz. Dokaz sledi iz Definicije 1.25 intervalno-vrednosne @-mere ﬁfw i
osobina pseudo-integrala merljive funkcije ograni¢ene u smislu posmatranog
poluprstena. Neka je A € ¥ takvo da je

fim(A) = [(A), pr(A)] = [0,0] = {0}

S5 @
[ o [ fodu

A A

Tada je

&®
Tih(A) :/deMM =
A

=[0,00={0}. O

Teorema 1.13 Intervalno-vrednosna G-mera /75\/1 definisana sa (1.14) je
apsolutno neprekidna tipa VI u odnosu na intervalno-vrednosnu ©-meru i .

Dokaz. Dokaz kad n — oo sledi iz niza jednakosti

S
D(ﬁL(An),{O}) = D (A/ f @duM,[O,O])
S5} 53]
- D fodu, | fodu|,0,0]
([[re]rese] 0o

n

@ @
= max{d (A/deul,O>,d<A/f®duT,0)}

= max{0,0} = 0.
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Glava 2

Nejednakost Jensena

Klasi¢na Jensenova nejednakost ima ulogu u raznim teorijskim i praktic-
nim poljima. Ona omogucava razumevanje i predvidanje varijacija u dina-
mickim sistemima u smislu klasi¢nog ocekivanja.

U ovoj glavi dati su originalni rezultati iz [20, 55| vezani za uopstenje
Jensenove nejednakosti za pseudo-integral intervalno-vrednosne funkcije i
pseudo-integral realno-vrednosne funkcije u odnosu na intervalno vrednosnu
@-meru. Pokazana je Jensenova nejednakost za dva slucaja poluprstena, g-
poluprsten i poluprsten u kom je pseudo-sabiranje idempotentna operacija,
a pseudo-mnozenje dato preko generatora g.

U ovom delu, predstavljeni su rezultati istrazivanja vezani za neto pseudo-
princip premije, novi neto princip premije zasnovan na pseudo-integralu real-
no-vrednosne funkcije. Takode, prikazani su rezultati vezani za princip mak-
simizacije ocekivane koristi zasnovan na pseudo-integralu intervalno-vred-
nosnih funkcija. Moguénost primene predlozenog modela biée ilustrovana
na nekoliko primera. Ovi rezultati predstavljaju originalni dao teze i mogu
se pronadi u [32].

Nejednakosti Jensena za Lebegov integral i za pseudo-integral realno-
vrednosne funkcije su predstavljene u Sekeiji 2.1 1 u Sekeiji 2.2. Predstavljeni
rezultati bazirani su na [9, 45, 46].

Sekcija 2.3 sadrzi originalni deo teze, pokazana je Jensenova nejednakost
za skupovno-vrednosnu funkciju za g-poluprsten sa rastué¢im generatorom i
za poluprsten iz prve klase u kom je pseudo-sabiranje jednako max . Takode,
dobijeni teorijski rezultati ilustrovani su odgovarajué¢im primerima.

47
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Jo$ jedno uopStenje Jensenove nejednakosti za pseudo-integral realno-
vrednosne funkcije dokazano je u Sekciji 2.4. Posmatran je pseudo-integral
realno-vrednosne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu @-meru. Dobi-
jeni rezultati su originalni deo istraZivanja i publikovani su u [20].

Osnovni pojmovi principa premije, principa premije zasnovanog na funk-
ciji korisnosti, kao i maksimizacije oc¢ekivane korisnosti sastavni su deo Sekcije
2.5 i bazirani su na rezultatima iz |23, 57].

U Sekcijama 2.6 i1 2.7 definisani su neto pseudo-princip premije i interval-
no-vrednosni neto pseudo-princip premije. Ilustrovana je primena Jensenove
nejednakosti na oba navedena principa premije. Izlozeni rezultati su origi-
nalni deo teze i mogu se pronadi u [32].

2.1 Integralna nejednakost Jensena za Lebe-
gov integral

Jedna od integralnih nejednakosti vezana za konveksne funkcije je Jen-
senova nejednakost. Ova nejednakost u klasi¢noj analizi data je slede¢im
tvrdenjem ([49]).

Tvrdenje 2.1 Neka je (X,X) merljiv prostor, X # 0 univerzalan skup, 3 je
o-algebra njegovih podskupova i neka je p mera na ¥ takva da je u(X) = 1.
Neka je h realna funkcija koja pripada L'(p), a < h(x) < b, za svako z € X.
Ako je ® konveksna funkcija na (a,b), tada vazi

o /hd,u S/(Cl)oh)d,u.

Q Q

U teoriji verovatnoée se Jensenova nejednakost najcesée upotrebljava u
slede¢em obliku ([9]).

Tvrdenje 2.2 Neka je f : X — R slucajna promenljiva na prostoru verovat-
noce (X,%, P) i ® konveksna funkcija na skupu vrednosti slucajne promen-
iive f. Ako za slucajne promenljive f i ®(f) postoji matematicko ocekivanje,
tada vazi

(E[f]) < E[®(f)].
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2.2 Nejednakost Jensena za pseudo-integral
realno-vrednosne funkcije

Teorija fazi mere i fazi integrala proucavana je i uopstena u [50| kao alat
za modelovanje nedeterministickih problema. Zbog svoje Siroke primene u
praksi, kao i zastupljenosti u literaturi, dva najznacajnija fazi integrala su
takozvani Sokeov integral i Sugenov integral ([13, 50]). U radovima [48, 65]
definisani su uslovi pod kojima Jensenova nejednakost vazi za oba pome-
nuta integrala. Za dobijanje Jensenove nejednakosti za Sugenov integral neki
uslovi pod kojima vazi klasi¢na nejednakost Jensena moraju biti promenjeni,
tj. klasi¢na nejednakost Jensena ne vazi u opstem slucaju za Sugenov inte-
gral. Za Sugenov integral, uslov konveksnosti funkcije ® se menja uslovom da
je ® strogo rastuca funkcija za koju je ®(z) < x na nekom specificnom ogra-
ni¢enom intervalu, koji zavisi od vrednosti Sugenovog integrala posmatrane
funkcije f. Ovi rezultati mogu se pronaci u [48].

Sokeov integral, joS jedan primer integrala baziranog na neaditivnoj meri,
ima veliku primenu u teoriji odlu¢ivanja. S obzirom na to da je Jensenova
nejednakost nasla svoju primenu u teoriji odluc¢ivanja, javila se potreba za
izu¢avanjem Jensenove nejednakosti za Sokeov integral. Pretpostavlja se da
je fazi mera p regularna ([41]), da je funkcija ® konveksna i da je Sokeov inte-
gral posmatrane funkcije konac¢an. Pod navedenim uslovima vazi Jensenova
nejednakost za Sokeov integral ([65]). U radu je pokazano da se regularnost
mere ne moze izostaviti.

Nejednakost Jensena za pseudo-integral realno-vrednosne funkcije prouca-
vana je u [45, 53]. Rezultati prikazani u navedenom radu predstavljaju uop-
Stenje Jensenove nejednakosti za pseudo-integral realno-vrednosne funkcije za
dva sluc¢aja poluprstena. U prvom sluc¢aju pseudo-operacije na poluprstenu
(la, b, ®, ®) su definisane pomoc¢u monotonog i neprekidnog generatora g, a
u drugom slucaju je na poluprstenu ([a, b],sup, ®), gde je pseudo-mnozenje
definisano pomocu generatora ¢, a pseudo-sabiranje je idempotentna opera-
cija sup . Navedeni rezultati predstavljaju motivaciju za dalja uopstenja koja
predstavljaju originalni deo istrazivanja.

Tvrdenje 2.3 Neka je X neprazan skup, > je o-algebra njegovih podsku-
pova i p je ®-mera na ¥ takva da je u(X) = 1. Neka je [a,b] C [0,00] @
(la,b],®, ®) poluprsten druge klase dat generatorom g : [a,b] — [a,b] koji je
konveksna i rastuca funkcija. Ako je funkcija ® konveksna i merastuca na
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la,b], tada vazi
@

P /f®du 5f<@of>@du, (2.1)

X
gde je [+ X — [a,b] i f e Li(p).

Sli¢no tvrdenje vazi ako je generator g konveksna i opadajuca funkcija i
funkcija ® konkavna i neopadajuca.

Takode, na osnovu rezultata iz [33] u [45] pokazano je da vazi Jensenova
nejednakost u poluprstenu ([a, b], sup, ®).

Tvrdenje 2.4 Neka je ([0, o], sup, ®) poluprsten u kom je pseudo-mnoZenje
® definisano strogo rastucom konveksnom funkcijom. Ako je u definisano sa
(1.10) tada za neprekidnu funkciju f : [0,1] — [0, 00], vazi nejednakost (2.1),
t.
sup sup
of [rom) = [@wonod
X X

pri cemu f € L () @ funkcija ® je konveksna i nerastuca funkcija na [0, 00].

Odgovarajuéi oblik Jensenove nejednakosti moze se dobiti i za polupr-
sten u kom je pseudo-sabiranje jednako inf, a pseudo-mnozenje dato pomocu
generatora g.

Napomena 2.1 Moze se pokazati da Tvrdenje 2.4 vazi i za proizvoljnu
pseudo-integrabilnu funkciju f : [¢,d] — [a, b], gde je u([c,d]) = 1.

2.3 Nejednakost Jensena za pseudo-integral
skupovno-vrednosne funkcije

Nejednakost Jensena za pseudo-integral skupovno-vrednosne funkecije po-
kazana je u [20] i deo je originalnih rezultata ove teze.

Neka je @ funkcija iz U u V, gde su U i V proizvoljni skupovi i neka je
A C U. Koristi¢éemo oznaku

B(A) = {B(z) | x € A}. (2.2)
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Neka je [a,b] C [0,00] i neka je ([a,b],®,®) g-poluprsten. Neka je X
neprazan skup i X neka je o-algebra njegovih podskupova. Neka je p -mera
i g o u Lebegova mera na ¥. Neka je F' skupovno-vrednosna funkcija na X.
UveSéemo oznaku:

rangeF = U{rangef | f€S(F)} Cla, by,

gde je rangef skup vrednosti funkcije f.

Lema 2.1 Neka je u(X) = 1 i neka je ® : [a,b], — [a,b], konveksna,
opadajuca funkcija na intervalu [a, b] | koji sadrZirangeF, ogranicena u smislu
posmatranog poluprstena. Ako je F pseudo-integrabilna skupovno-vrednosna
funkcija na X i f proizvoljna funkcija koja pripada S(F), tada vaZi

/wﬁ@me/mm@w. (2.3)

Dokaz. Kako je funkcija F' pseudo-integrabilna skupovno-vrednosna funk-
cija na X, skup S(F) je neprazan, tj. postoji bar jedna funkcija f € S(F).
U skupu S(F) se nalaze funkcije ¢iji pseudo-integral je konacan u smislu po-
smatranog poluprstena, tj. f € Li(u). Kako je ® konveksna, opadajuca
funkcija ograni¢ena u smislu posmatranog poluprstena, to za svako x € X i
neko M € (a,b) vazi

B(f(x)) < M <b.

Koriste¢i osobine pseudo-integrala imamo da je
&
/@(f)@dujM@u(X):M®1:M<b.
b's

Drugim recima, ®(f) € L% (). Primenom (2.2) dobija se da za skoro svako
x € X vazi ®(f(z)) € ®(F(x)), tako da ®(f) € S(P(F)) pa vazi (2.3).
O

Dakle, pseudo-integrabilnost skupovno-vrednosne funkcije F' povlac¢i da
je ®(F) takode pseudo-integrabilna skupovno-vrednosna funkcija na X.
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Teorema 2.1 Neka je u(X) = 1 i neka je ® : [a,b]+ — [a,b]. konveksna,
opadajuca funkcija na intervalu [a, b] . koji sadrZirangeF, ogranicena u smislu
posmatranog poluprstena. Ako je generator g konveksna i rastuca funkcija i
F' pseudo-integrabilno ogranicena skupovno-vrednosna funkcija na X, tada
vazi

® @
) /F@du jg/((l)OF)@d,u. (2.4)
X b's
Dokaz. Kako je F' pseudo-integrabilno ograni¢ena skupovno-vrednosna funk-
@ @
cija na X, vazi da je /F ©du # 0, pa je i skup ® /F ®dp | neprazan.
X X
Treba pokazati da
@ @
za svako u € ® /F@du postojiv € [ (P o F)©® du takvo da je u < v,
X X
kao i da
o @
za svako v 6/(CI>oF)®d,u postoji u € ® /F@d,u takvo da je u < v.
X X
@

Neka je u proizvoljan elemenat iz ® / F ®dup |. Na osnovu Definicije

X
1.16 pseudo-integrala skupovno-vrednosne funkcije i na osnovu (2.2), sledi

da postoji f € S(F) takvo da f(x) € F(x) za skoro svako x € X pri ¢emu je

@
u=® /f O du
X
Iz nejednakosti Jensena (2.1) i Leme 2.1 sledi da je
@ @ “
u=>a /f@d,u j/@(f)@due/@(F)@d,u, (2.5)
X X X

®
pa zaklju¢ujemo da je v = /<I> (f) ©du.
X
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@
Dalje, neka je v € /<I>(F) ® du. To znac¢i da postoji k € S(P(F))
X

takvo da je v = | k ® du. Kako k(z) € ®(F(z)) za skoro svako = € X,

\@

X

to postoji funkcija h takva da h(x) € F(x) za skoro svako x € X, za koju
je k(z) = ®(h(z)). Skupovno-vrednosna funkcija F' je pseudo-integrabilno
ogranicena na X i postoji funkcija t € Li (1) takva da je za svako z € X

h(x) Xt(x).

Odavde zbog osobine monotonosti pseudo-integrala i ograni¢enosti u smislu
poluprstena pseudo-integrala funkcije ¢ sledi

@ @
/h@duj/t@d,u<b,
X X

tj. pseudo-integral funkcije h je ograni¢en u smislu posmatranog poluprstena.
Na osnovu navedenog sledi da h € L (i) 1 h € S(F). Osobine funkcije ® i
nejednakost Jensena (2.1) povlace da vazi

2] D D
@((/F@d,u aé(a/hcadu j/(@oh)@du:v. (2.6)

Stoga, iz (2.5) i (2.6), kao i na osnovu definicije relacije =g, sledi da vazi
(2.4), 8to je i trebalo pokazati. O

Sli¢no tvrdenje moze se formulisati u slu¢aju opadajuéeg generatora g.

Teorema 2.2 Neka je u(X) = 1 i neka je ® : [a,b]y — [a,b], konveksna,
opadajuca funkcija na intervalu [a, b], koji sadrZirangeF, ogranicena u smislu
posmatranog poluprstena. Ako je generator g konveksna i opadajuca funkcija
i F' pseudo-integrabilno ogranicena skupovno-vrednosna funkcija na X, tada
vazi .

-+
o /F@du jg/(d)oF)G)du.
b

X
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Dokaz teoreme je slican prethodnom dokazu, samo treba voditi racuna o
tome da generator g indukuje poredak obrnut uobicajenom, tako da uslov da

@ @
funkcija f € Li (1) znadi da je /f ®du < a, tj. /f O dy > a.
X X

Na osnovu rezultata iz [33, 45| i Teoreme 2.1 dobijeni rezultat moze da se
prosiri na poluprstene iz prve klase kod kojih je pseudo-mnozenje dato preko
generatora g.

Teorema 2.3 Neka je ([a, b],sup, ®) poluprsten gde je ® definisano genera-
torom g. Neka je B([c,d]) Borelova o-algebra na intervalu [c,d] takvom da
je u(le,d]) = 1, gde je p definisano sa (1.10). Neka je ® konveksna, opa-
dajuca funkcija na intervalu [a,b], koji sadrzi rangel’, ogranicena u smislu
posmatranog poluprstena. Ako je F pseudo-integrabilno ogranicena skupov-
no-vrednosna funkcija na [c,d] takva da su sve funkcije iz S(F') neprekidne,
tada vazi

sup sup
o /FQdu js/(q)oF)CDdu.
X X

U primeru koji sledi pokazujemo da se ograni¢enost u smislu posmatranog
poluprstena funkcije @ : [a, b, — [a, b]; ne moze izostaviti.

Primer 2.1 Posmatrajmo poluprsten druge klase ([0, oo], @, ®) generisan sa

1
g(z) = 2?, skupovno-vrednosnu funkciju F(z) = {\/r} i funkciju ®(z) = —,
x

1 1
uz konvencije — = o001 — = 0.
0 00
U ovom slucaju vazi da je [a,b]+ = [a,b] = [0, 00] i posmatrana funkcija

® : [a,b]; — [a,b]; nije ograni¢ena u smislu posmatranog poluprstena jer je
®(a) = b, tj. P(0) = co. Sada je

(S5} D
o /F@du :{ﬂ} i /@(F)@du—a),
0,1] [0,1]

pa nejednakost (2.4) nije zadovoljena.
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U naredna dva primera zadovoljeni su svi uslovi Teorema 2.1 i 2.3 tako
da su u njima dobijene odgovarajuce nejednakosti Jensena za skupovno-
vrednosne funkcije.

Primer 2.2 Neka je ([0, 00],®,®) g-poluprsten sa generatorom g(x) = z?.

Posmatrajmo skupovno-vrednosnu funkciju F(z) = [z, 1], z € [0, 1] i funkciju

O(x) = T konvenciju o 0.

Za grani¢ne funkcije [(x) =z i r(x) = 1 vazi da je

@ ®
/x@duzig i /1®d,u:1.

[0,1] [0,1]

Iz jednakosti (1.8) sledi da je

® ® ®
/F@du: /:L‘@du,/l@dp = [?,1].

[0,1] [0,1] [0,1]

1
Primenom posmatrane funkcije ®(x) = T na pseudo-integral posmatrane
x

intervalno-vrednosne funkcije F' imamo da je
i 13 1
) Fodu|=|=z=-—=V3]|.
0,1]

Ako prvo primenimo datu funkciju ® na intervalno-vrednosnu funkciju F'
dobija se

VFE) = |51

te se racunanjem pseudo-integrala grani¢nih funkcija skupovno-vrednosne
funkcije ® o F' dolazi do

D
1 1 1 V2
/2®“ y ! /1+x®“ 2

[0,1] [0,1]
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Primenom jednakosti (1.8) sledi da je

/@(F)@du: [%,g]

(0,1]

i nejednakost (2.4) je zadovoljena, tj.

Primer 2.3 Neka je ([0, 00],sup,®) poluprsten prve klase gde je pseudo-
mnoZenje generisano sa g(z) = x. Neka je p sup-mera na ([0, o], B([0, <]))
data funkcijom gustine ®(z) = z. Posmatrajmo intervalno-vrednosnu funk-
ciju F(z) = [0,2x], x € [0,1] i funkciju ®(x) = (2 — )%

Za levu grani¢nu funkciju I(x) = 0 funkcije F je

sup

/0@d,uzO.

[0,1]

Primenom rezultata iz [33] na desnu grani¢nu funkciju r(z) = 2z funkcije F
sledi da je

sup Dn
/ 20 ©dy = lim / 2z © dpy,
n—oo
[0,1] [0,1]

3=

1
= lim 22 d
n—oo
0

1
= 2 lim L
n—oo \ 2n + 1
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Primenom jednakosti (1.8) na funkciju F' i funkcije ® na njen sup-integral
sledi

sup sup
/F@du:[O,Q] i @ /F@du — [0,4].
[0,1] 0,1]

Ako prvo primenimo funkciju ® na intervalno-vrednosnu funkciju F, do-
bija se ®(F(z)) = [(2 — 22)*,4] .

Pseudo-integrali grani¢nih funkcija su

sup

/4®d,u = 4,

[0,1]
sup Dn
/ 2—-22)?0dy = lim [ (2—22)>©du,
n—oo
[0,1] [0,1]

3=

1

= 4 lim /(1 — x)"z"dx
n—oo
0

= 4lim (B(n+1,2n+1))"

n—oo

1

Inl n
= 4 lim —(Zn)n
n—oo \ (3n + 1)!

16

77
Primenom pseudo-integrala skupovno-vrednosne funkcije na funkciju ®(F')
dobija se

sup
16
O(F)odu=|—,4
[ewom= |2
[0,1]
t.

16
4| <g | —,4
[07 ]_S |:277 :|7
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te tvrdenje Teoreme 2.3 vazi.

Jensenov tip nejednakosti koji ima intervalni oblik i koji je definisan preko
Sokeovog integrala izuCavan je u [65]. Treba ista¢i da se u navedenom rezul-
tatu pretpostavlja regularnost fazi mere, komonotonost posmatranih funk-
cija, kao i da je funkcija @ : [0,00)? — [0, 00) konveksna funkcija dve pro-
menljive. U nagim istrazivanjima & je funkcija jedne promenljive.

2.4 Nejednakost Jensena za pseudo-integral re-
alno-vrednosne funkcije u odnosu na inter-
valno-vrednosnu @¢-meru

Jos jedan intervalni oblik Jensenove nejednakosti za pseudo-interval real-
no-vrednosne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu @-meru iy, =
[0, i1,] izuCavan je u [20] i predstavlja originalni deo teze. Kao i u dosa-
dasnjim istrazivanjima, izucavan je poluprsten druge klase, tj. g-poluprsten
sa rastué¢im generatorom i poluprsten prve klase u kom je pseudo-mnozenje
dato preko generatora g, a pseudo sabiranje je max.

Neka je M, familija &-mera iz Napomene 1.4, tj. familija ¢-mera koja
uklju¢uje i takozvanu trivijalnu é-meru g, oblika po(A) = 0 za svako A € X..

Neka je ([a,b], ®,®), gde je [a,b] C [0,00], poluprsten druge klase dat
rastu¢im generatorom g. Neka je f : X — [a, b]4 merljiva pseudo-integrabil-

®
na funkcija, tj. pseudo-integral / f ® du postoji kao konacna vrednost u
X

smislu posmatranog poluprstena za svaku meru p € M,.

Pretpostavimo da je fi, (X) = [0, 1].

Jensenov oblik nejednakosti u ovom sluc¢aju da¢emo u terminologiji inter-
valno-vrednosnih @-mera. Naravno, pokazane nejednakosti se koristeéi de-
finiciju intervalno-vrednosne @-mere mogu zapisati u drugacijim oblicima,
koje ¢emo takode navesti.

Teorema 2.4 Neka je @ : [a,b], — [a,b], konveksna, opadajuca i ogranice-
na funkcija. Ako je generator g konveksna i rastuca funkcija, tada vazi

vl (X) =s @ (ke (X))
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Dokaz. Primenom (1.14) na funkciju ® o F' i koriste¢i osobine familije M,
.. . —Pof .
dobija se nova intervalno-vrednosna @-mera i, oblika

(S5]
m 0 = [0 [@e o du,
X

Primenom (1.14) na funkciju f i primenom funkcije ¢ na intervalno-vrednos-
nu G-meru ﬁfwo dobija se

S
@(ﬁfMO(X)> — 3 0,/f@dur

Zbog monotonosti funkcije ®, za proizvoljnu vrednost w € ® (ﬁfvto(X )> vazi

52

P fodu | 2w =<9(0).
/

Primenom nejednakosti Jensena (2.1) na pseudo-integral realno-vrednosne
funkcije f sledi da je

Na osnovu osobina pseudo-integrala, nenegativnosti funkcije f u smislu po-
smatranog poluprstena i monotonosti funkcije @ je

e
/(<I> o f)®du, < ®(0).
X
Na osnovu navedenog vazi

(&3] (&3]
0=9® fOdu | 2 [(®of)odu < 0(0),
[rem)=]



60 Nejednakost Jensena

tj. sledi tvrdenje teoreme. O

Kao sto je prethodno receno, nejednakost Jensena za realno-vrednosnu
funkciju i intervalno-vrednosnu é-meru, moze da se zapiSe u obliku

2]

&)
0. [@opedu| <5 o [sod
X

X

Naravno, slicno tvrdenje vazi i za opadajuci generator g, ali treba voditi
ra¢una o tome da je intervalno vrednosna @-mera jednaka [1y, 0] .

Na osnovu rezultata iz [33] i [45], prethodni rezultat moze da se prosiri
na poluprstene iz prve klase kod kojih je pseudo-mnozZenje dato generatorom
g, Sto ilustruje sledec¢a teorema.

Teorema 2.5 Neka je ([a,b],sup, ®) poluprsten gde je ® dato generatorom
g. Neka je B([c,d]) Borelova o-algebra na intervalu [c, d] i fiy,, ([c, d]) = [0, 1],
a @-mera pp € My data sa (1.10). Neka je ® konveksna, opadajuca i ograni-
cena funkcija. Tada, za neprekidnu funkciju f: X — [a, by vaZi

mal (e, d)) = @ (7hy, (e )

Jensenova nejednakost iz Teoreme 2.5 moze se u ovom sluc¢aju napisati u
obliku

sup sup
0,/(<I>Of)®dur 25 @ 0,/f®dﬂr
[e,d] [e,d]

2.5 Princip premije

Aktuarska matematika se bavi procenama rizika u osiguranju i finansi-
jama. Rizik je sinonim za moguc¢nost gubitka, neizvesnost, dogadaj koji
moze, a ne mora da se dogodi i sa sobom nosi odredene negativne finansij-
ske posledice. U matematickom smislu, on predstavlja nenegativnu slu¢ajnu
promenljivu. Cena koju korisnik osiguranja placa osiguravajuéem drustvu
da bi se potpuno ili delimi¢no osigurao od nekog rizika naziva se premija.
Odredivanje $to tacnijeg iznosa premije veoma je znacajno, jer suvise mala
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ili visoka premija dovodi do gubitka klijenata. Nedvosmisleno, principi pre-
mije su heuristicke metode za dodeljivanje premije nekom riziku. U velikoj
meri oni slede odredene, ¢vrsto utemeljene, doktrine u ekonomiji. Mate-
maticki sadrzaj principa premije ukljuc¢uje aparat teorije mere, preciznije
teorije verovatnoce, gde dominantnu ulogu imaju pojmovi kao sto su oceki-
vana vrednost i integral. Jensenova nejednakost predstavlja spoj elegantnog
i prirodnog sredstva za dobijanje adekvatne procene premije.

Kako je pseudo-analiza grana matematike razvijena prvenstveno da pruzi
teorijski i prakti¢ni okvir za rukovanje nepreciznim i nepotpunim podacima,
buduéi da se procena rizika temelji upravo na takvoj vrsti podataka, sma-
trali smo da bi bilo prirodno i korisno primeniti tehnike pseudo-analize u
postupcima procene rizika.

U ovom delu je data definicija neto pseudo-principa premije koji se moze
smatrati uopStenjem neto principa premije. Velik je broj srodnih istrazivanja
relevantnih za nas rad. Samo neke od knjiga i radova koji su nas inspirisali
da poc¢nemo da se bavimo ovom temom, vezane za ekonomiju, aktuarsku
matematiku i posebno za princip premije, su [23, 24, 57|.

Neka je sa §(2), Q' # 0, oznacena klasa svih nenegativnih slu¢ajnih
promenljivih na prostoru verovatnoce (€2, X, P). Element f klase §(€2) naziva
se rizik (|9, 23, 57|). Princip premije je pravilo

IT:§(Q) — [0, 0]
kojim se dodeljuje premija II[f] riziku f : @ — [0, 00). Princip premije je
proizvoljna funkcija od f i mozZe se definisati na razli¢ite nacine.

Za rizik f, tj. za nenegativnu slucajnu promenljivu, za koju postoji ma-
tematicko ocekivanje E|[f], neto princip premije definiSe se kao njeno mate-
maticko ocekivanje

f) = ELf).
Ovaj princip racunanja premije poznat je i kao princip ekvivalencije i Siroko
je rasprostranjen u literaturi.

Pored neto principa premije, koriste se i sledeé¢i principi premije:
e princip ocekivane korisnosti:
H[f] = 1+ )E[f], a>0,

Do sada je neprazan skup koji smo posmatrali oznadavan sa X. S obzirom na to da
prelazimo na prostor verovatnoce, gde je uobiajeno da se skup elementarnih dogadaja
oznacava sa ), u daljem delu ove sekcije koristi¢emo ovu oznaku.
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e princip varijanse?:

I f] = E[f] + aVar[f], «a>0,

e princip standardne devijacije:
[f] = Elf] + an/Var([f], a>0,

e cksponencijalni princip:

if] = Ln(Ele]), a>o0.

«

Princip premije II definisan na klasi §(2) moze da zadovoljava osobi-
ne nezavisnosti, premijskog dodatka, bez neopravdanog premijskog dodatka,
maksimalnog gubitka, neprekidnosti, aditivnosti, translatorne invarijantno-
sti, skalne invarijantnosti, monotonosti. Neto princip premije zadovoljava sve
navedene osobine, dok za razliku od njega ostali navedeni principi premije
zadovoljavaju samo pojedine navedene osobine (videti [23, 57]).

2.5.1 Princip premije zasnovan na funkciji korisnosti

Pojam korisnosti kapitala prvi je predlozio Bernuli. On je pretpostavio da
se zadovoljstvo posedovanjem kapitala, tj. korisnost kapitala x moze predsta-
viti funkcijom u(x) koja, u opstem sluc¢aju, nije linearna. Korisnost kapitala
moze da objasni zasto su osiguranici spremni da plate premiju koja je veca od
matematickog o¢ekivanja osiguranog gubitka ([23]). Bernuli je pretpostavio
da funkcija u opisuje li¢ni nac¢in vrednovanja kapitala pojedinca, da predsta-
vlja preslikavanje izmedu fizicke mere kapitala i nase percipirane vrednosti
tog kapitala. Ovakve funkcije nazivaju se funkcije korisnosti. Uobicajena je
pretpostavka da je funkcija korisnosti konkavna, zbog ¢injenice da se kon-
kavnost funkcije korisnosti povezuje sa averzijom prema riziku. Takode, to
je neopadajuca funkcija jer je korisnost kapitala veéa ukoliko je kapital veéi.
Neke najcescée koris¢ene klase funkcija korisnosti (videti [23]) su:

e linearna funkcija korisnosti:

u(z) = x,

2Sa Var|f] je oznacena varijansa, tj. disperzija sluéajne promenljive f.
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kvadratna funkcija korisnosti:

u(z) = —(a—1z)?, z<a,

logaritamska funkcija korisnosti:

u(z) =log(a+z), x> —q,

eksponencijalna funkcija korisnosti:

stepena funkcija korisnosti:

ulx) =2 x>00<c<L

2.5.2 Maksimizacija ocekivane korisnosti

Moderna ekonomija kaze da, u slu¢aju suocenosti sa nesigurnoséu, odluke
treba temeljiti na oc¢ekivanoj korisnosti.

Ako je osoba sa pocetnim kapitalom w, sa funkcijom korisnosti u, izlozena
mogucéem gubitku X, postavlja se pitanje koliku je premiju ta osoba spremna
da plati da bi se osigurala od rizika. Kapital ove osobe nakon uplate premije
osiguranja G bio bi w — G, a bez ugovora o osiguranju njen kapital bi bio
w — X. U skladu sa principom maksimizacije oc¢ekivane korisnosti, premija
G ¢e biti prihvatljiva za ovu osobu kada je korisnost njenog kapitala nakon
uplate premije veca od ocekivane korisnosti kapitala kojim raspolaze ukoliko
ne osigura svoj rizik, tj. iznos premije odreduje se iz uslova

u(w— G) > Elu(w — X)].
Maksimalna prihvatljiva premija G« za osiguranika zadovoljava jednakost

w(w — Guax) = Elu(w — X)]. (2.7)

Sto se tice osiguravaca sa funkcijom korisnosti u; i pocetnim kapitalom
wy, prihvatljiva premija H koja obavezuje osiguravaca da pokrije gubitak X
mora da zadovoljava nejednakost

uy(wr) < Elug(wy + H — X)),
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tako da minimalna prihvatljiva premija H,,;, za osiguravaca zadovoljava jed-
nakost
Ul(U)l) = E[ul(wl + Hmin — X)] (28)

Premija P koja je prihvatljiva i za osiguranika i za osiguravaca trebalo bi

da zadovoljava uslov
Hmin S P S G(max~

Pomocu (2.7) i (2.8) su date procene za minimalnu prihvatljivu premiju
za osiguravaca i maksimalnu prihvatljivu premiju za osiguranika, ukoliko se
zeli osigurati ceo gubitak.

Isti princip moze se primeniti i kod slozenijih oblika osiguranja. Na pri-
mer, u slu¢aju da klijent zeli da osigura samo deo pX, p € (0, 1] potencijalnog
gubitka X, maksimalna prihvatljiva premija G,.x za osiguranika moze da se
dobije resavajuci jednacinu

Elu(w — (1 = p)X — Guax)] = Flu(w — X)).

U opstem sluc¢aju premija zavisi od pocetnog kapitala w. U nekim spe-

cijalnim slucajevima, na primer kada je funkcija korisnosti eksponencijalnog

oblika, zbog osobina eksponencijalne funkcije, visina premije ne zavisi od
pocetnih kapitala osiguranika i osiguravaca.

Tvrdenje 2.2, Jensenova nejednakost, u terminologiji funkcije korisnosti i
rizika ima slede¢u formu

Elu(f)] < u(E[f]), (2.9)

gde je f rizik i u konkavna funkcija korisnosti. Jensenova nejednakost pojas-
njava vezu konkavnosti funkcije korisnosti i averzije prema riziku ([23]).

Ako klijent nije sklon riziku, funkcija korisnosti je konkavna, tako da na
osnovu (2.7) 1 (2.9) imamo

w(w — Guax) = Elu(w — X)] < u(Flw — X]) = u(w — E[X]).
Iz ¢injenice da je funkcija u neopadajuca sledi da je
W— Guax <w—E[X], tj. Guax > E[X],

Sto znaci da ¢e ugovor o osiguranju biti povoljan za osiguravaju¢u kompaniju.
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Napomena 2.2 Ako je klijent sklon riziku, funkcija korisnosti bi bila kon-
veksna. U ovom slucaju Jensenova nejednakost za konveksnu funkciju w i
rizik f je

Elu(f)] = w(E[f]).
Primenom osobina matematic¢kog ocekivanja i Jensenove nejednakosti za kon-
veksnu funkciju dobija se

Gmax S E[X]7

tako da u ovom sluc¢aju ugovor ne bi bio potpisan.

Osigurava¢ se suocava sa slicnim problemom. Kao $to je ranije pome-
nuto, minimalna premija koju ¢e osigurava¢ prihvatiti mora da zadovoljava
jednakost (2.8). Koriste¢i nejednakost Jensena (2.9) dobija se

ul(wl) = E[ul(wl +Hmin — X)] S ul(E[wl +Hmin — X]) = ul(wl +Hrnin — E[X])
Kako je u; neopadajuca funkcija, odavde sledi

Hyin — E[X] >0, tako da je i Hyin > E[X].

Kako funkcije korisnosti ne mogu da se odrede na jedinstven nacin, ra-
zli¢iti agenti i klijenti koriste razli¢ite funkcije korisnosti, pri ¢emu svaka od
njih ima svoje prednosti i mane. Izbor funkcije korisnosti objedinjuje mate-
matiku, ekonomiju i psihologiju i kompleksan je problem koji, kao Sto smo
rekli, nije jednozna¢no resiv. Vise o ovoj temi moZe se pronaci u [23, 57].

2.6 Neto pseudo-princip premije zasnovan na
pseudo-integralu realno-vrednosne funkcije

Rezultati predstavljeni u ovom delu su originalni deo istrazivanja i mogu
se naci u [32].

U duhu uopstenja rezultata iz principa premije koriS¢enjem matema-
tickog aparata pseudo-analize, nadalje posmatramo poluprsten ([a,b], ®, ®)
koji pripada jednoj od tri osnovne klase, neprazan skup €2, prostor mere
(Q,%, 1), gde je p -mera takva da je p(2) = 1 i merljivu funkciju f: Q —
[a, b]+, ograni¢enu u smislu posmatranog poluprstena.
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Kao $to je veé¢ receno, Li(p) je familija merljivih, pseudo-integrabilnih
funkcija ogranic¢enih u smislu posmatranog poluprstena. Naglasimo da su u
ovom delu teze posmatrane funkcije f : Q — [a,b], nenegativne u smislu
posmatranog poluprstena. Kao u klasi¢nom slucaju, ove funkcije zvaé¢emo
TIZICIMa.

Definicija 2.1 Neka II%® : L () — [a,b];. Neto pseudo-princip premije
za rizik f:Q — [a,b], definiSe se sa

5]

2 [f] = /f®du-

Q

Ako je ®-mera p jednaka Lebegovoj meri, onda je neto pseudo-princip
premije zapravo jednak neto principu premije, tako da Definicija 2.1 pred-
stavlja prirodno uopstenje definicije neto principa premije.

Teorema 2.6 Neto pseudo-princip premije 1% : LL(n) — [a,b]s zadovo-
ljava sledece osobine:

i) nema neopravdanog premijskog dodatka:
I*°[f] = e,
ako je rizik f identicki jednak konstanti ¢ € [a,bl,,
i1) pseudo-aditivnosti: za svako fi, fo € Lé(,u) vazi

I=9Lf1 @ fo] = TP [fi] @ IO [f],

i1) pseudo-translatorne invarijantnosti: za svako f € Li(p) i ¢ € [a, bl
vazi
N9 f © o =T9[f] D c,

w) pseudo-skalne invarijantnosti: za svako f € L (u) i c € [a,b]y vaZi

1% f] = co I*°[f],

v) monotonosti: za svako fi, fa € LL(p) takve da je f1 < fo vaZi

C1f1] X T [fy].
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Dokaz. Sledi iz osobina pseudo-integrala realno-vrednosne funkcije. O

Jos jedno uopstenje neto principa premije, definisano preko éokeovog in-
tegrala izucavano je u [34].

U primerima koji slede biée ilustrovano kako se moze odrediti minimalna
prihvatljiva premija H za osiguravaca koja ga obavezuje da pokrije deo gu-
bitka pX, p € (0, 1]. Dakle, posmatramo sloZeniji oblik osiguranja kada klijent
zeli da osigura samo deo potencijalnog gubitka X. Naravno, uzimajuéi da je
p = 1, dobija se premija koja osiguravaca obavezuje da pokrije ceo gubitak
X. Takode ¢e biti pokazano kako se moze odrediti maksimalna prihvatljiva
premija G za osiguranika, a sve to koristenjem neto pseudo-principa premije.

Primer 2.4 Neka je ([a,b], ®,®) poluprsten druge klase sa generatorom g.
Neka je funkcija korisnosti osiguravaca u; (z) = x¢, ¢ € (0, 1]. Neka je pocetni
kapital osiguravaca w; = 1 i sluc¢ajni gubitak X osiguranika ima uniformnu
raspodelu na intervalu (0, 1), tj. X : U(0,1). Ako klijent zeli da osigura deo
pX, p € (0,1] mogucéeg gubitka X, prihvatljiva premija H koja obavezuje
osiguravaca na pokri¢e gubitka X mora da zadovoljava nejednakost

up(wy) < UPCuy (wy + H — pX)], (2.10)

tako da minimalna prihvatljiva premija koju je osigurava¢ spreman da pri-
hvati mora da zadovoljava jednakost

up(wy) = My (w; + H — pX)]. (2.11)

Vazi da je ui(wy) =11

H®’®[U1(w1 +H-pX)|] = H@’Q[(l +H - pX)°]

D
= /(1+H—pX)C®du
Q

1
= g | [ o+ H—pz))-1-de
/
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Neka su pseudo-operacije u poluprstenu date generatorom g(x) = e *.
Tada je g~ '(z) = —Inz, pa je

1

H®,®[u1(w1 + H —pX)] — —In /6_(1+H_m)cdx
0
1+H
1 e
= —In| - e dt ,
p
1+H—p

1
gde jet =1+ H — pz. Posmatrajmo dalje slucaj ¢ = 7 Tada je

%90y (wy + H — pX)]

2 2
=—In (—e—V“H—P(\/l +H—p+1)—Ze VI 4+H+ 1)) .
p p

Minimalna premija H,,;, koju ¢ée osigurava¢ prihvatiti mora da zadovo-
ljava jednakost (2.11), tj. u posmatranom slu¢aju se dobija jednacina

2 2
“In (—e—mH—pm TH—p+1)— eV TFH + 1)) .y
b b

Za p =1, tj. kada je ceo gubitak osiguran, dobijamo jednacinu
2 VIVH +1) =2V (VITH+1) =€,

¢ije priblizno resenje je H,,;, ~ 0.541920.

1
Za p = 3 tj. kada je tacno polovina moguéeg gubitka osigurana, dobi-

jamo jednacinu

/1 DT
de” $+H< 5+H+1> —de V(T + H+ 1) =e

¢ije priblizno resenje je H,,;n, ~ 0.260432.
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Primer 2.5 Neka vaze sve pretpostavke iz Primera 2.4 ali sa pseudo-operaci-
1
jama datim generatorom g(x) = 2%, « > 0. Tada je g7'(z) = z= i

1
1\ «
0

_ (1 (1 + H)ca-H 1 (1 + H _p)coz—i-l)olt

1(1+ H — pr)et!
M€ (wy + H — pX)] = (__( + px)

D ca+1

p ca+1 P ca+1

Prema tome, nejednakost (2.10) svodi se na

| < 1(1+H)ca+1 1(1+H_p)coz+1 é
“\p ca+l P ca+1 '

Minimalna premija H,,;, koju ¢e osigurava¢ prihvatiti mora da zadovo-
ljava jednakost (2.11) koja za posmatrani poluprsten ima sledeci oblik

(1+H)™ — (1+ H —p)*™ =plca+1).
Treba naglasiti da se uzimajuéi v = 1, tj. ako je generator g(z) = x, ovaj
primer svodi na klasican slucaj.

1
Ako izaberemo dajea =11ic= 3 jednacina (2.11) se svodi na

3 3
2:—p_

(1+H): —(1+H —p) 5

1
Zaa=1,c= 5 i p =1 dobijamo jednac¢inu

[SI3Y
N

(1+H)2 —(H)

3
=5
¢ije priblizno reSenje je H,,;, ~ 0.521297.

1
ip= 2 dobijamo jednacinu

N —

Zaa=1,c=

3
3 1 2 3
1+ H):—(-+H) ==
(1+H) (2+) T
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¢ije priblizno resenje je H,,;, ~ 0.255236.

Ako posmatramo generator g(z) = 2%, dobijamo sledece rezultate.

1
Za =2, c= —1ip=1 dobijamo jednacinu

(1+ H)*> - H* =2,

Cije reSenje je H,,;, = 0.5.

1 1
Zaa=2c= 5 ip= 3 dobijamo jednac¢inu

1 2
(1+H)* - <§+H) =1,
Cije reSenje je H,;p = 0.25.

Napomena 2.3 U Primeru 2.5 za o = 1 dobijeni rezultati se poklapaju sa
rezultatima koji se dobijaju u klasicnom slucaju, kada se problem svodi na
resavanje jednacine (2.8). Time je potvrdeno da poznati rezultati koji se
odnose na princip premije predstavljaju specijalan slucaj rezultata vezanih
za pseudo-principa premije.

Za o = 2 dobijeni rezultati su blizi ljudskoj intuiciji o minimalnoj prih-
vatljivoj premiji za osiguravaca. Razlog je u tome Sto gubitak osiguranika
ima uniformnu raspodelu i o¢ekivana vrednost gubitka osiguranika je 0.5.

U primerima koji slede, koriséenjem funkcije korisnosti i alata pseudo-
analize, bi¢e odredivana maksimalna prihvatljiva premija za osiguranika, tj.
fokus istrazivanja prenosimo na stanoviste osiguranika.

T

Primer 2.6 Neka je ([a,b],®,®) g-poluprsten sa generatorom g(z) = e~*.
Neka je funkcija korisnosti osiguranika u(z) = z¢, ¢ € (0, 1]. Neka je pocetni
kapital osiguranika w = 1 i njegov slu¢ajan gubitak X ima uniformnu raspo-
delu, tj. X : U(0,1). Ako klijent zeli da osigura deo pX, p € (0,1) moguceg
gubitka X, premija G prihvatljiva za njega mora da zadovoljava nejednakost

I u(w — G — (1 — p)X) > T®fu(w — X)). (2.12)
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Za datu funkciju korisnosti, generator ¢ i uzimajuéi da je w = 1, primenom
definicije neto pseudo-principa premije dobija se

1= fu(w = X)) = I5[(1-X)

@
= /(l—X)CQdu
Q

1
= —In (/ e(l‘”)pdx) ;
0
kao i da je

I fu(w— G — (1-p)X)]| = TOO[(1— G — (1 p)X)]

D
_ /(1—G—(1—p)X)C®d,u

1

= | [aa-c-a-par)1ea

0

1
= —In (/ e(lG(lp)w)”d:U) )
0

1
Posmatrajmo slucaj ¢ = 5 Tada je

1

1
—1In /e_(l_m)cdx = —In /e‘vl_’”dx
0

0
4
_ —1n<2——>,
e
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1 1
—In /e(lG(lp)x)cdx =—In /eVlG(lp)xdx
0

0

p—1 0

~ <_2€‘V O (4 /1= G (= 1) ‘1>

p—1

L (2(3@(1 +VI=G) —2e VP O(1 + \/m)>

Maksimalna premija G, koju bi osiguranik platio mora da zadovoljava
jednakost
207V (14 \/1-G) =2 VP C(1+/p—G) _ 5 4

p—1 e

1 1
Za p = 3 dobija se resenje Giue: = 0.321942 dok je na primer za p = 1

reSenje poslednje jednacine je G0, = 0.168977.

U grani¢nom slucaju, kada p — 1, tj. kada bi klijent Zeleo da osigura ceo
gubitak, mora da vazi jednakost

207V (14 \/1-G) =2 VP C(1+/p—G) _ 5 4

lim .
p—1 p—1 e
Kako je
2e~V1=G(1 1 —G)—2eVvrG(1 -G
lim c ( * ) ¢ ( * P ) :e_vl—G,
p—1 p—1
to se prethodna jednakost svodi na jednakost
4
eVITG =2 2
e

¢ije priblizno resenje je Gax ~ 0.59328.
Ista jednakost se, naravno, dobija i ako se krene od jednacine
w(w — G) > U*Cu(w — X)], (2.13)

koju maksimalna prihvatljiva premija za osiguranika mora da zadovoljava
ako on zeli da osigura ceo dobitak.
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Primer 2.7 Neka vaze sve pretpostavke iz Primera 2.6 ali sa generatorom
g(z) = 2, « > 0. Tada je g~*(z) = za. Ako klijent Zeli da se osigura od
moguceg gubitka X, premija G prihvatljiva za njega mora da zadovoljava
nejednakost (2.13). Iz date funkcije korisnosti sledi da je

uww—G)=(1-G)".

Primenom definicije neto pseudo-principa premije, za posmatrani gene-
rator g, uzimajuci da je w = 1, dobija se

MCfu(w - X)] = T&O[1 - X)]

®
= /(1—X)C®du
Q

1
J— 1 «
- ca+1 '

Prema tome, nejednakost (2.13) se svodi na

(1-6rz <ca1—|—1)i'

Dakle, maksimalna premija G, prihvatljiva za osiguranika mora da za-
dovoljava jednakost

1= (ca+1)(1—-G)“ (2.14)

~ 0.55555.

O] ot

1
Zaa=1lic= 3 dobija se resenje Go0 =

1
Zaa=21ic= 5 dobija se resenje G4 = 0.5.
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Sa druge strane, ako klijent zeli da osigura samo deo pX, p € (0,1),
moguceg gubitka X, premija G prihvatljiva za njega mora da zadovoljava
nejednakost (2.12). Vazi da je

1

/(1 —G—(1—-px)dx

)
= ((p — ((;;Cfrll)(_c((j;l?)mﬂ) = |

I%Cu(w -G - (1-p)X)] =

_ ((1 — G+ (p— D)o+
(- D){ca+1)

Prema tome, maksimalna premija G, prihvatljiva za osiguranika koji
zeli da osigura deo pX, p € (0,1) moguceg gubitka X, mora da zadovoljava
jednakost

1 (p — G)Ca-‘rl _ (1 _ G)ca—i—l

ca+1 (p—1)(ca+1) ’

tj.
(p _ G)ca-l—l _ (1 _
p—1
Primetimo da posmatrani izraz nije definisan za p = 1.

ca+1
¢) =1.

1
Zaa=1lic=—-1ip= 5 dobija se resenje Gq. = 0.29350.

N~ N~

1 1
Zaa=2ic=—-ip= 3 dobija se resenje G e = 1= 0.25.
Sta se desava sa maksimalnom prihvatljivom premijom za osiguranika u

slucaju kada p tezi ka 1?7 Tada mora da vazi jednakost

. <p _ G)ccx—i—l _ (1 _ G)ca+1 _
p—1 p—1 '
Kako je
_ ca+l __ _ ca+1 _ ca
=G = (1-G) L (cat Dp—G)
p—1 p— 1 p—1 1

(ca+1)(1—-G)™~,
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to se prethodna jednakost svodi na
(ca+1)(1-G)** =1,

tj. na jednakost (2.14). Dakle, i ovim primerom ilustrovano je da se u sluc¢aju
da p — 1, nejednakost (2.12) svodi na nejednakost (2.13).

Na osnovu primera moze se videti da se koriséenjem iste funkcije korisnosti
i razli¢itih generatora g dobijaju razli¢iti rezultati. Istaknimo jo§ jednom da
smo u svim primerima pretpostavili da je slucajan gubitak X osiguranika
uniformno rasporeden u intervalu (0,1).

Izborom generatora g(x) = x?, kao $to je veé rec¢eno, dobijaju se rezultati
Gmaz = 0.5 (ukoliko Zelimo da osiguramo ceo gubitak) i G,,q. = 0.25 (ukoliko
zelimo da osiguramo pola gubitka). Ovo se u potpunosti slaze sa intuitivnim
ocekivanjima Sto nije slucaj sa rezultatima dobijenim koriséenjem Lebegovog
integrala, tj. koriS¢enjem generatora g(z) = x. Zbog navedenog, smatramo
da je opravdana primena pseudo-analize za odredivanje premije nezivotnog
osiguranja.

2.6.1 Procene minimalne prihvatljive premije pomocu
Jensenove nejednakosti

U ovom delu disertacije predstaviéemo primere u kojima ¢e biti izvrSena
procena maksimalne premije GG prihvatljive za osiguranika i minimalne pre-
mije H prihvatljive za osiguravaca, koriséenjem Jensenove nejednakosti za
pseudo-integral realno-vrednosne funkcije ([45]). Dobijene procene predsta-
vljaju originalni deo istrazivanja.

Primer 2.8 Procena premije H,,;, iz Primera 2.4, koristenjem nejednakosti
Jensena (2.9), dobija se resavanjem nejednakosti

®
ur(1) <y /(1 +H-pX)odu| . (2.15)
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Kako je
1
(1+H—-pX)©®dy = —In /e_(HH_px)dx

0

D\@

= (1+H)+Ilnp—1In(e? — 1),

nejednakost (2.15) svodi se na

1<((14+H)+Inp—In(e’ —1))".

Za p = 1 dobijamo procenu H > 0.54132 za H, a u Primeru 2.4 izracunali
smo da je H,,;, ~ 0.541920.

1
Zap= 5 dobijamo procenu H > 0.260395 za H, a u Primeru 2.4 izracu-
nali smo da je H,,;, ~ 0.260432.

Mozemo zakljuciti da koris¢enjem Jensenove nejednakosti dobijamo ve-
oma dobru procenu za minimalnu prihvatljivu premiju za osiguravaca.

Napomena 2.4 Primetimo da Jensenova nejednakost za konveksan i opa-
dajuéi generator ¢ i konkavnu i neopadajuéu funkciju korisnosti © ne moze
da se primeni za procenu premije G prihvatljive za osiguranika iz Primera
2.6 koji zeli da osigura moguci gubitak X. Razlog ovome jeste ¢injenica da
nejednakost Jensena ima slede¢i oblik

1
) 2 S5}

/(1— ) ©dpu /1— 2®du

Q Q

tj. premija G prihvatljiva za osiguranika mora da zadovoljava nejednakost

o

iz fo-x
Q

Primetimo da nejednakost Jensena za konveksan i opadajuéi generator
g 1 konkavnu i neopadajuc¢u funkciju korisnosti v ne moze da se primeni za
procenu premije GG iz Primera 2.6.

N
l\)\»—l
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Takode, nejednakost Jensena ne moze da se primeni u Primeru 2.5 kao
ni u Primeru 2.6 jer su funkcije korisnosti ui(x) = u(x) = z¢ ¢ € (0,1]
konkavne, a generatorna funkcija g(z) = =, a > 0 je rastuca funkcija. U
slucaju da je generator rastuca funkcija Jensenova nejednakost mogla bi da
se primeni u proceni ako je funkcija korisnosti konveksna, tj. ako je klijent
sklon riziku, a ovaj slu¢aj nije predmet naseg istrazivanja.

2.7 Princip maksimizacije ocekivane korisnosti
zasnovan na pseudo-integralu intervalno-
vrednosne funkcije

U svim primerima iz Poglavlja 2.6, posmatrali smo sluc¢ajeve slozene vrste
osiguranja gde klijent moze osigurati ne samo ceo moguéi gubitak X vec i
deo pX, p € (0, 1), moguceg gubitka X. Na temelju toga, bilo bi opravdano
definisati intervalno-vrednosni rizik F' na sledeéi nacin.

Definicija 2.2 Intervalno-vrednosni rizik F' je intervalno-vrednosna funk-
cija
F= [fb fr]a

gde su f; i f, rizici.

Nadalje, pretpostaviéemo da su sve intervalno-vrednosne funkcije rizika
F = [f1, f+] pseudo integrabilno ograni¢ene. Rizike f; i f, zvacemo granicéni
T121C.

Slede¢i korak u nasem radu je definicija intervalno-vrednosnog neto pseudo-
principa premije.

Definicija 2.3 Neka je F intervalno-vrednosna, pseudo integrabilno ograni-
¢ena funkcija rizika. Intervalno-vrednosni neto pseudo-princip premije za
intervalno-vrednosni rizik F': €} — 7, definisa¢emo sa

2]
®C[F] = / F ® dp.
Q
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Teorema 2.7 Intervalno-vrednosni neto pseudo-princip premije za interval-
no-vrednosne rizike F, Fy 1 Fy zadovoljava sledece osobine:

5]

@
i) 1150 [F] = / Lo dp, / fodul
Q

Q

i) NOC[F] =TI%C[f], za F(x) = {f(z)},

i11) nema neopravdanog premijskog dodatka: ako je F(z) = {c}, tada
I*C[F] =" [{c}] = {c} = [e. ],

iv) pseudo-aditivnosti: za svako Fy, Fy vaZi

HEB’@[Fl (o, FQ] = H@’Q [Fl] 2, HEB’@[FQ],

v) pseudo-translatorne invarijantnosti: za svako F i c € |a,b], vaZi

I=CF @ {c}] = I*P[F] @ {c},
vi) pseudo-skalne invarijantnosti: za svako F' i c € |a,b], vaZi

[%Cce F] =coU%9[F],
vii) monotonosti: za svako Fy, Fy takve da je Fy =g Fy vaZi

MO [F)] < TR,

Dokaz. Sledi iz osobina pseudo-integrala skupovno-vrednosne funkcije i oso-
bina neto pseudo-principa premije. O

2.7.1 Primena Jensenove nejednakosti na intervalno-
vrednosni neto pseudo-princip premije

U delu koji sledi pokazano je kako se moze napraviti procena intervala
u kom se nalazi minimalna prihvatljiva premija za osigurava¢a pomocu Jen-
senove nejednakosti. Dakle, u ovom slucaju ¢e se dobiti intervalna procena
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za minimalnu prihvatljivu premiju za osiguravaca. Dobijeni rezultati su deo
originalnih istrazivanja.

Posmatrajmo model u kom klijent ima moguc¢nost da izabere koji deo p X
moguceg gubitka X zZeli da osigura. U zavisnosti od vrednosti parametra
p € (0, 1], osigurava¢ treba da donese odluku o visini minimalne premije H
koju ée on prihvatiti, kako bi pokrio gubitak p.X.

Rizik koji posmatramo u naSem istrazivanju je funkcija oblika
fp = Wy + H — pX7

gde p € (0,1] 1 wy je pocetni kapital osiguravaca.

Neka je F' = [fp,, fp,] intervalno-vrednosni rizik, gde f,, = w1+ H —p; X,
0 < p1 < po < 1. Za pocetni kapital wy, za procenu intervala H,,;, =
[H,,, Hp,] kome pripada minimalna premija prihvatljiva za osiguravaca sle-
deci uslov mora biti zadovoljen

{wi(w)} = [ui(wr), ur(wr)]
=5 [P (wr + Hp, — p1X)], % us (w1 + Hp, — p2X)]]
= I%®ur(wy + Hy, — p1X), u1(wy + Hy, — paX)]]
= I%%Mwi([wr + Hp, — p1X, w1 + Hy, — paX])]
=5 w (I®Pfwy + Hy, — pi X, wi + Hp, — p2X]])
.
{ur(w1)} =5 wn (UOCf[wr + Hy, — piX,wi + Hy, — paX])) (2.16)

Primer 2.9 Koristeé¢i definiciju relacije <g i rezultate iz Primera 2.4 za p, =

1
5 i po = 1, nejednakost (2.16) daje Hpimn ~ [0.260432,0.541920].
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Glava 3

Nejednakost Cebiseva

Nejednakost CebiSeva, u literaturi poznata kao nejednakost CebiSeva za
monotone funkcije, kao i nejednakost kovarijanse, ima Siroku primenu u eko-
nomiji, finansijama, teoriji odluc¢ivanja i statistici.

Motivaciju za istrazivanja predstavljena u ovom delu disertacije pronasli
smo u integralnoj nejednakosti Cebiseva za Lebegov integral ([49]) i nejedna-
kosti Cebigeva za pseudo-integral ([5]). Navedeni rezultati predstavljeni su u
Sekciji 3.1 i Sekciji 3.2 ove glave.

Nejednakost Cebiseva za skupovno-vrednosne funkcije i intervalno-vred-
nosne funkcije kao njihov specijalan sluc¢aj formulisane su i dokazane u Sekciji
3.3. Odgovarajuci teorijski rezultati ilustrovani su reprezentativnim prime-
rima. IzloZeni rezultati publikovani su u [54, 55]|.

Originalni rezultati iz [20]| predstavljeni su u Sekciji 3.4.

Uopstena nejednakost Cebiseva za pseudo-integral realno-vrednosne funk-
cije i uopstena intervalno-vrednosna nejednakost Cebiseva predstavljene su u
Sekciji 3.5. Dobijeni teorijski rezultati ilustrovani su za slucajne promenljive
sa uniformnom, eksponencijalnom, binomnom, Poasonovom, kao i zase¢enom
Kosijevom raspodelom ([21]).
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3.1 Integralna nejednakost CebiSeva za Lebe-
gov integral

Nejednakost Cebiseva za nenegativne funkcije iste monotonosti data je
slede¢im tvrdenjem (|11]).

Tvrdenje 3.1 Neka su f i g nenegativne merljive funkcije na |a,b] koje su
obe rastuce ili obe opadajuce. Tada vazi nejednakost

b b b

/fdm-/bgde/dm-/fgdm,

a a

gde je m mera na R.

Zbog velike primene u statistici, u teoriji verovatnoée veoma je zastupljen
sledeci oblik ove nejednakosti ([56, 61]).

Tvrdenje 3.2 Ako je Y slucajna promenljiva i f, g funkcije koje su obe
rastuce ili obe opadajuce, tada vazi nejednakost

E(f(Y)E(g(Y)) < E(f(Y)g(Y)),

pod uslovom da navedena matematicka ocekivanja postoje.

3.2 Nejednakost Cebiseva za pseudo-integral
realno-vrednosne funkcije

Nejednakost Cebiseva za pseudo-integral realno-vrednosne funkcije pro-

ucavana je u |5, 53|. Za ovaj tip nejednakosti potrebno je uvesti dodatne

restrikcije za pseudo-integrabilne funkcije, tj. uvodi se uslov komonotonosti
funkcija.

Definicija 3.1 Proizvoljne funkcije f,h : X — R su komonotone ako za
svako x,y € X vazi

(f () = f () (h(z) = h(y)) = 0.
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Rezultati iz |5| dobijeni za jedini¢ni interval mogu se uopstiti za interval
[c,d], za koji je p([c,d]) = 1 tako da vazi sledece tvrdenje.

Tvrdenje 3.3 Neka je ([a,b],®,®) poluprsten druge klase sa rastucim ge-
neratorom g, [c,d] interval i ([c,d], 3, u) prostor mere gde je p EG-mera i
w([e,d]) = 1. Neka su f,h:[c,d] — [a,b] dve komonotone merljive funkcije.
Tada vazi

® ® @
/f@du ©) /h@du j/(f@h)@du. (3.1)
C,d] C7d] [Cvd]

Tvrdenje 3.4 Neka je ([0,00],sup, ®) poluprsten gde je ® dato rastucim
generatorom g, [c,d] interval i ([c,d], >, u) prostor mere gde je p definisano
sa (1.10) i pu([c,d)) = 1. Ako su f,h : [c,d] — [0,00] merljive komonotone
funkcige, tada vazi odgovarajuci oblik nejednakosti (3.1), tj.

sup sup sup
/f@du ® /h@du j/(f@h)@du. (3.2)
c,d) c,d) [e,d]

Nejednakost Cebiseva za pseudo-integral posmatrana je i u radu [44].
Data su dva uopstenja nejednakosti Cebiseva kao i njihova primena u pseudo-
verovatnoci. Takode, pokazana je posledica nejednakosti Cebiseva koja je u
literaturi poznata pod imenom nejednakost Stolarskog.

Generalizacija nejednakosti Cebigeva za monotone funkcije za Sugenov
integral pokazana je u [16]. Jos jedan oblik nejednakost Cebigeva za Sugenov
integral dokazan je u [17]. Sokeov integral i nejednakost CebiSeva izucavani
su u [65], gde je pokazano u kom slucaju se nejednakost Cebigeva svodi na
nejednakost Markova.

3.3 Nejednakost CebiSeva za pseudo-integral
skupovno-vrednosne funkcije

U ovom delu teze predstavljeni su originalni rezultati i data je nejedna-
kost Cebiseva za dve klase skupovno-vrednosnih funkcija. Prvu klasu ¢ine
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takozvane monotone pseudo-integrabilne skupovno-vrednosne funkcije. Mo-
notonost pseudo-integrabilnih skupovno-vrednosnih funkcija u izvesnom smi-
slu predstavlja analogon komonotonosti realno-vrednosnih funkcija. Drugu
klasu za koju je izuCavana nejednakost Cebiseva ¢ine pseudo-integrabilno
ogranicene intervalno-vrednosne funkcije. Rezultati iz ovog dela publikovani
su u [55].

Kao i u dosadasnjem radu, pretpostavimo da je ([a, b], &, ®) g-poluprsten
sa rastué¢im generatorom ili proizvoljan poluprsten prve klase u kom je pseudo-
sabiranje @ jednako sup, a pseudo-mnozenje dato preko generatora g.

U ovom delu disertacije pretpostavljamo da je X = [c,d] i p([c,d]) = 1.

Definicija 3.2 Skupovno vrednosna funkcija F': X — F\ {0} je monotona
ako za svako z,y € X, u € F(z)iv € F(y) vaz

(z —y)(g(u) —g(v)) =0,

gde je g rastuci generator iz posmatranog poluprstena.

Teorema 3.1 Neka je ([a,b], B, ®) proizvoljan g-poluprsten. Neka su Fy, Fy :
[e,d] — F\{0}, gde je u([c,d]) = 1, monotone pseudo-integrabilne skupovno-
vrednosne funkcije takve da za svako f; € S(Fy) i fo € S(F2) vazi

1O fe Lé;(,u)-

Ako je generator g rastuca funkcija, tada je

2] ® D
/ Fiodu| o / F,Odu | =<5 / (Fy ® Fy) ©dpu. (3.3)
¢,d) ¢,d) [e,d]

Dokaz. 1z pseudo-integrabilnosti skupovno-vrednosnih funkcija F; i F5 sledi
o o

da su skupovi / Fyodui / F5 ®dp neprazni, pa je njihov pseudo-proizvod

[c,d] [c,d]
@ @

neprazan skup, tj. / FLodu| o / Fodu| #0.

¢,d] ¢,d]
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Posmatrajmo proizvoljan elemenat

52 2

u € /FlG)d,u ® /FgG)d,u
c,d] ¢,d]
Pokazimo da postoji
@
v E /(F1®F2)®du
[e.d]

takvo da je u < v. Na osnovu definicije pseudo-integrala skupovno-vrednosne
funkcije i definicije pseudo-proizvoda dva skupa sledi da postoje funkcije
fi € S(F1) i fo € S(Fh) takve da je

D D
u = /f1®du ©) /fz®du
¢,d]

c,d]

Kako su Fj i F5 monotone skupovno-vrednosne funkcije, na osnovu Definicije
3.2, imamo da za skoro svako z,y € [c,d], fi(x) € Fi(z) 1 fi(y) € F;(y),
1 =1,2, vazi da je

(x—y)(go filx) —go fiy) =0, i=12
Odavde sledi da je

(go filw) —go fi(y))(go folw) —go faly)) >0,

Sto znaci da su funkcije go f1 i go fo komonotone funkcije. Primenom nejedna-
kosti Cebiseva za pseudo-integral realno-vrednosne funkcije, tj. primenom
nejednakosti (3.1) sledi da je

@D @ @D
/fl@d,u ®© /fz@du = /(f1®f2)@du. (3.4)
C,d] cd} [C,d]

Na osnovu pretpostavke f1® fo € Lé(,u) i definicije pseudo-proizvoda skupova
sledi da f; ® fo € S(F} ® Fy). Ako izaberemo da je

52

v = /(f1®f2)®du7

[c,d]
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vazi da
@

UG/F1®F2 Odpy 1 u=xw,
[c.d]

ﬁ

tako da je trazeno v =

\@

(f1© f2) ©®dp.

[c,d]
PokaZzimo i da vazi obrnuto, tj. da za svako

o
€ /(F1®F2)®du
[c,d]
postoji
o o
u € /F1®du ® /FQ@d/,L
c,d] c,d]

takvo da je u < v. Neka je dato proizvoljno

52

€ /(F1 O F) ©dp.
[c,d]

Tada postoji f1 ® fo € S(F} ® F») takvo da je

®
/ f1© f2) ©dpu.

[c,d]

Kako su funkcije go f; i go fo komonotone, nejednakost (3.4) sledi iz nejedna-
kosti (3.1). Dalje, zbog nejednakosti (3.4) i pretpostavke da je f1® fo € LE (1)
sledi da je f; € S(F1) i fo € S(Fy). Prema tome, trazeno u za koje vazi u < v

je
/f1®d,u ® /fg@du

¢,d)
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Naredna teorema odnosi se na poluprstene prve klase kod kojih je pseudo-
mnozenje dato preko generatora g i kao u slu¢aju nejednakosti Jensena, za-
sniva se na rezultatima iz [33] 1 [45].

Teorema 3.2 Neka je ([a,b],sup, ®) poluprsten u kom je ® dato rastucim
generatorom g. Neka je B([c,d]) Borelova o-algebra na intervalu [c,d], gde
je u(le,d]) = 1 @ p definisano sa (1.10). Neka su Fi, Fy : [c,d] — F\{0}
monotone pseudo-integrabilne skupovno-vrednosne funkcije takve da su sve
funkcije iz S(Fy) © S(Fy) neprekidne i za svako f; € S(Fy) i fo € S(Fy) vaZi

fi® f2 € L(p).

Tada vazi
sup sup sup
/F1®d,u © /F2®d,u ﬁS/(F1®F2)®dM-
c,d] c,d] [e,d]

Nejednakost Cebiseva za jo$ jednu klasu skupovno-vrednosnih funkcija
pokazacemo u sledecoj teoremi.

Teorema 3.3 Neka je ([a,b],®,®) proizvoljan g-poluprsten. Neka su sku-
povno-vrednosne funkcije Fy, Fy : [e,d] — F \ {0}, gde je u([c,d]) = 1,
monotone i pseudo-integrabilno ogranicene i neka je funkcija Fy ® Fy pseudo-
integrabilno ogranicena skupovno-vrednosna funkcija. Ako je generator g ra-
stucéa funkcija, tada je

(&) (&) D
/Fl@du ° /F2®du 5S/<F1@F2>@du.
C,d] C,d] [Crd}

Dokaz. Neka je za pseudo-integrabilno ograni¢enu funkciju F; ® F; sa h
oznacena odgovarajuca funkcija iz Definicije 1.18.

Posmatrajmo proizvoljnu funkciju fi ® fs : [¢,d] — [a, b+ takvu da vazi
(f1 © f2)(x) € (Fy ® Fy)(z). Funkcija f1 ©® fy je merljiva. Kako funkcija h
pripada klasi L} (), imamo da je

(fi®f)(x) = sup a2 h(z)
a€EF1(2)OF:(x)
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Na osnovu osobine monotonosti pseudo-integrala i pseudo-integrabilnosti funk-
cije h sledi da je

R ®
/(f1®f2)®d,uj/h®du.
[c,d] [e,d]

Dakle, fi ® fo € L (1), pa na osnovu Teoreme 3.2 sledi tvrdenje teoreme.
O

Sledi odgovarajuca teorema za poluprstene prve klase kod kojih je pseudo-
mnozenje dato preko generatora g.

Teorema 3.4 Neka je ([a,b],sup, ®) poluprsten u kom je @ dato rastucim
generatorom g. Neka je B([c,d]) Borelova o-algebra na intervalu [c,d], gde
je u([e,d]) =1 i p je definisano sa (1.10). Neka su Fy, Fy : [c,d] — F \ {0}
monotone pseudo-integrabilno ogranicene skupovno-vrednosne funkcije takve
da su sve funkcije iz S(Fy) i S(F2) neprekidne. Neka je i skupovno-vrednosna
funkcija Fy ® Fy pseudo-integrabilno ogranicena. Tada vazi

sup sup sup
/Fl@du ®© /FZQdM =g / (Fy © Fy) ©dp.
¢,d] c,d] [c,d]

U primeru koji sledi bi¢e ilustrovana nejednakost Cebiseva za zadate funk-
cije 1 1 F; i generator g.

Primer 3.1 Neka je poluprsten ([—oo, o], @, ®) druge klase dat generato-
rom g(x) = e*. Tada je

rdy=InE"+e) 1 zOy=x+y.

U ovom slucaju je 0 = —oo i usvajamo konvenciju —oo 4+ oo = —o0.

Posmatrajmo skupovno-vrednosne funkcije

Fl(x):{—%ln(l—x)} i Fg(x):{—éln(l—x)}.
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Njihov pseudo-proizvod je skupovno-vrednosna funkcija

(FLo F) (z) = {—%111(1 —x)}.

Kako je
i 1 3 i 1 6
/(—gln(l—x)>®du:ln§, /(—éln(l—x))G)d,u:lng
[0,1] [0,1]

]e (—%111(1 —x)) o dp = 1n2,

[0,1]

to je
) 5 o )
/F1®d,u:{ln§}, /Fg@du { } /F1®F2 ©du = {In2}
[0,1] [0,1] [0,1]
1

i ’ 3 6 18

FLod Fod =<{In-+In=-3=<In— 5.
Jrca)o(Jow) - futns) -t
0,1] 0,1]

Prema tome, vidimo da vazi nejednakost (3.3).

U delu koji sledi bi¢e formulisan oblik nejednakosti Cebiseva za slucaj
pseudo-integracije intervalno-vrednosnih funkcija, specijalnog slucaja sku-
povno-vrednosnih funkcija. Intervalno-vrednosne funkcije su zbog svog spe-
cificnog oblika interesantne zbog moguénosti primene u oblasti konveksnih
fazi slu¢ajnih promenljivih i slu¢ajnih skupova |27, 35, 36, 47].

Prikazani rezultati slede iz nejednakosti Cebiseva za pseudo-integral real-
no-vrednosne funkcije, tj. nejednakosti (3.1), (3.2) i oblika pseudo-integrala

ogranic¢ene intervalno-vrednosne funkcije F' koja je zadata grani¢nim funkci-
jama, tj. jednakosti (1.8).
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Teorema 3.5 Neka je ([a, b, ®, ®) proizvoljan g-poluprsten dat rastuéim ge-
neratorom g. Neka su Fy, Fy : [c,d] — F\{0} pseudo-integrabilno ogranicene
intervalno-vrednosne funkcije predstavljene preko granicnih funkcija ly, r1, ls
i Ty respektivno, gde je p([c,d]) = 1. Neka je Fy ® Fy pseudo-integrabilno
ogranicena intervalno-vrednosna funkcija. Ako su funkcije goly © g oly ko-
monotone i funkcije g ory i g o ry komonotone, tada vazi

D D 52 52

/h@ciu,/m@du ® /l2®du,/r2®du
[e,d] [e,d] [e,d] [e,d]
S5} 5%}
=<5 / (lh © ) ©dpu, / (ri®ry) ®dul . (3.5)
[e,d] [e,d]

Teorema 3.6 Neka je ([a,b],sup, ®) poluprsten u kom je pseudo-mnoZenje
® dato rastuc¢im generatorom g. Neka je B ([c,d]) Borelova o-algebra na in-
tervalu [c,d] gde je u([c,d]) = 1 i p definisano sa (1.10). Neka su Fy, Fy :
[e,d] — F\{0} pseudo-integrabilno ogranicene intervalno-vrednosne funkcije
sa neprekidnim granicnim funkcijama ly, r1, ly 1 ro respektivno, takve da je
) ® F5 pseudo-integrabilno ogranicena intervalno-vrednosna funkcija. Ako
su funkcije g oly 1 g oly komonotone i funkcije g ory i g o ry komonotone,
tada vazi

sup sup sup sup

/h@du,/ﬁ@ciu ® /b@dﬂa/ﬁ@dﬂ
[e.d] [c,d] [c,d] [c,d]
sup sup
<g /(h@lg)@d,u,/(rl@rg)@d,u
) le,d]

Interesantna osobina nejednakosti CebiSeva za intervalno-vrednosne funk-
cije je da je, iako je cela konstrukcija prebacena na grani¢ne funkcije, nejed-
nakost zadovoljena bez obzira na monotonost funkcija I i rq, tj. funkcija l5 i
ry. U Primeru 3.2 ilustrovano je da nejednakost Cebiseva vazi ako su funkcije
1171 (I3 1ry) iste monotonosti, dok su u Primeru 3.3 funkcije iy i 71 (I 1 72)
razli¢ite monotonosti.
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Primer 3.2 Neka je g-poluprsten ([0,00],@,®) dat generatorom g(x) =
Jx. Tada je
roy=Wr+ Yy’ 1 roy=x-y,
pri ¢emu je 0 = 0 i usvojena je konvencija 0 - oo = 0.
Posmatrajmo slede¢e dve intervalno-vrednosne funkcije Fi i F5 sa granic-
nim funkcijama iste monotonosti:

Fi(z)=[2%z] 1 F(2)=[8% 2+ :c)g} :
Pseudo-proizvod intervalno-vrednosnih funkcija Fj i Fy jednak je
(F1 ©F) (z) = [82%, 2 (2 + x)?’} :
Iz (1.8), sledi da je

@ @
1 27
F = S
/ 1O dp /a: @du,/as@du [27’64}’
[0,1] [0,1] [0,1]
@ @ @
3 3 125
F,ody = x> @du, | 2+z) ©@du| = 1?
(0,1] [0,1] [0,1]
1
f [ [ 1 125
/(F1®F2)@du = /8x9®d,u,/x(2+x)3®du :{2_7’@1
[0,1] [0,1] [0,1]

Na osnovu dobijenih rezultata vidi se da vazi nejednakost (3.5), tj.
1 27 o 1 125 <1 125
27°64| 27764 | =7 |78

Primer 3.3 Nekaje ([0, 1], ®, ®) g-poluprsten sa generatorom g(z) = ’

1—a
1

Uz konvenciju 0= 00, kod ovog poluprstena su operacije pseudo-sabiranja i

pseudo-mnozenja

r+y—2xy . xy
x@y:—l_xy 1 x®y:2xy—y—x+1'
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Posmatrajmo sledeé¢e dve intervalno-vrednosne funkcije F i Fy ¢ije grani¢ne
funkcije [; i r;, © = 1, 2 nisu iste monotonosti:

Fl(:c):[ v 4_“”] i FZ(:C):[ i 3_—“’]

1+2’5—=x 1+22"4—x
Primenom definicije pseudo-proizvoda intervala i pseudo-proizvoda posma-

tranog u ovom primeru dobija se da je pseudo-proizvod intervalno-vredosnih
funkcija F} i Fy intervalno-vrednosna funkcija

3 22 —Tr+12
1423 22 =T+ 13|

Na osnovu oblika pseudo-integrala intervalno-vrednosne funkcije, tj. jedna-
kosti (1.8), sledi da je

® ® ®
17 1 5] . 1 53
/F1®d,u— [g;g};/@@du— {Z’?} 1 /(F1@F2)®du— [57@]

(Fio R ()= |

(0,1] [0,1] [0,1]
Kako je
i ’ 1 35
FLod Eoduy | =z, —=
/ 1 O] 1% © / 2 O] 1% |:77 391 )
0,1] 0,1]

vidimo da nejednakost (3.5) vazi, tj.

L I ol o
3’9 271 =% 739"

Rezultati prikazani u ovoj sekciji su prosirenja originalnih rezultata pu-
blikovanih u [54], gde je nejednakost Cebiseva posmatrana za skupovno-
vrednosne funkcije i jedini¢ni interval [0, 1], pri ¢emu je p = gt o X i A
je Lebegova mera.

3.4 Nejednakost CebiSeva za pseudo-integral
realno-vrednosne funkcije u odnosu na in-
tervalno-vrednosnu &-meru

Rezultati prikazani u ovom delu su originalni deo teze i pokazani su u
[20] za g-poluprsten sa rastuéim generatorom i poluprsten iz prve klase u
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kom je pseudo-sabiranje jednako sup, a pseudo-mnozenje dato preko rastuceg
generatora g.

Teorema 3.7 Neka je ([a,b], ®,®) proizvoljan g-poluprsten sa rastuéim ge-
neratorom g i fi, fo : [c,d] = [a, bl merljive funkcije, gde je Tiy, ([c,d]) =
[0,1]. Ako su fi i fo komonotone funkcije, tada vaZi

Al ([e ) © T (e d)) <5 T3 (e, ). (3.6)

Dokaz. Pokazimo prvo da za svako u € ﬁf\l/lo([c, d)) ® ﬁf@lo([c, d]) postoji
(NS ﬁf\fﬁ([c, d]) takvo da je u < v.

Posmatrajmo proizvoljno u € ﬂf\l,[ (le.d]) © 1, ([c,d]). Na osnovu oblika

intervalno-vrednosnih mera ﬁf{,[o, 1=1,2 (v1det1 Napomenu 1.10) sledi

il (e /fl@dur Pl /szdur ,

[e,d]

pa primenom definicije pseudo-proizvoda intervala dobijamo

&) 5] D D
0,/f1®dur © 07/f2®dﬂr - |o, /fl@dur ® /fQ@dur

[e,d] [e,d] c,d] c,d]

D (&)
/fl@dur o /szdur ,

c,d] c,d]

Sledi da

Sto znaci da postoji @-mera pu € My!, takva da je 0 < p < p, ida je

/f1®d,u ® /fg@d,u

c,d]

!®-mera p oblika je u = 8 ® p,, B € [0,1].
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Na osnovu Teoreme 3.1, posto su funkcije f; i fo komonotone, vazi da je

@ ® @
/f1®d,u ©) /fgcadu = / (f1 ® f2) ©dp.
c,d] c,d) [c,d]
Zbog nacina izbora mere p je
a7 a7
[nomedae o [ (honod,| - ).
[e,d] [e,d]
pa se za trazeno v € ﬁf\l/gfz([c, d]) takvo da je u < v moze uzeti da je
@
o= [ e o
[e,d]

Dokaz da za svako v € ﬂf\l,l?f2([c, d]) postoji u € ﬁf&to([c, d)® ﬁfao([c, d])

takvo da je u < v je slican.
O

Kao sto smo uradili kod nejednakosti Jensena, nejednakost (3.6) iz Teo-
reme 3.7 moze da se zapiSe u obliku

D D 5]
0,/f1®dur o o,/fQ@dur <s 0,/(f1®f2)®dur @3
[e,d] [e,d] [e,d]

Odgovarajuée tvrdenje vazi ako je g-poluprsten dat opadaju¢im genera-
torom g i intervalno-vrednosna @®-mera je fiy,, = [tr, 0].

Formulacija nejednakosti Cebiseva ko ja predstavlja proSirenje prethodnog
rezultata na poluprstene prve klase ([a,b],sup, ®), gde je ® dato rastuéim
generatorom g, data je u narednoj teoremi.

Teorema 3.8 Neka je ([a,b],sup, ®) poluprsten gde je ® dato rastuéim ge-
neratorom g. Neka je B([c,d]) Borelova o-algebra na intervalu [c,d] tako
da je Tipg,([c,d]) = [0,1], gde je p iz My oblika (1.10). Neka su funkcije
fi, f2 ¢ [e,d] — [a,b]+ neprekidne. Ako su f1 i fo komonotone, tada vazi
nejednakost (3.6).
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Nejednakost (3.6) moZe i u ovom sluc¢aju da se napiSe u slede¢em obliku

sup sup sup
07/f1®d,u7‘ ® 0)/f2®dﬂr —_<5' 07/<f1®f2)®dﬂr
[e,d] [c,d] [e,d]

3.5 Uopstene nejednakosti CebiSeva bazirane
na pseudo-integralima

U ovom delu predstavljeni su originalni rezultati, uopstena nejednakost
Cebiseva za pseudo-integral realno-vrednosne funkcije, koji se mogu pronaci
u [21]. Takode, predstavljeni su primeri ove nejednakosti za g-integral i za
sluc¢ajne promenljive koje se najc¢esée susre¢u u primenama.

Neka je f : [¢,d] — [a,b]y, tj. nenegativna funkcija u smislu posmatranog
poluprstena i u([c,d]) = 1.

Teorema 3.9 Neka je ([a,b], ®,®) poluprsten koji pripada jednoj od tri os-
novne klase. Neka je ([c,d], 3, i) merljiv prostor, gde je p &-mera i u([c,d]) =
1. Tada za 0 < e i merljivu funkciju f : [c,d] — [a,b]; vaZi

@
™M@ pule < f) < /f(”)G)d,u, n € N. (3.8)
[c,d]

Ako je ([a, b, ®,®) poluprsten druge klase, nejednakost (3.8) je oblika

g (g(e™) - glue =2 ) < g " / g(f™)dlgop) |.  (3.9)

¢,d]

Specijalno, ako je generator g strogo rastuca funkcija nejednakost (3.9) svodi
se na

P(f>¢) <
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a ako je generator g strogo opadajuca funkcija, nejednakost (3.9) svodi se na

P<f§€> — gn(g)

[c,d]

pri cemu je P = gopu, gde je P verovatnosna mera i integrali sa desnih strana
nejednakosti su Lebegovi integralt u odnosu na verovatnosnu meru P.

Dokaz: Neka je A = {z € [¢,d] | 0 < ¢ < f(x)}, §to ¢emo krace zapisivati

A = {e < f}. Kako je pseudo-mnoZenje pozitivno neopadajuca funkcija, to
za 0 < e =< f vazi da je e™ < f za svako n € N.

Primenom osobina pseudo-integrala realno-vrednosne funkcije za svaki
a
neprazan skup B iz 0 < f™ sledi da je 0 < /f(") © du.
B

Dalje, imamo da je za svako n € N

@
eMoue=f) = 5(n)®/du
A

53]
A

Sto je i trebalo pokazati.
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U slucaju da je g rastuca funkcija, poredak na poluprstenu ([a,b], ®, ®)
je uobicajeni poredak <, pa se nejednakost (3.9) uz primenu Leme 1.1 svodi
na

g (g6 glulf 2 ) < g / (¢" 0 Pd(g o )

C,d]

Kako je tada i ¢g~! rastuca funkcija, sledi da je

") glu(f > ) < / (g" 0 f)d(g o p).
[c,d]
£.
§"(e) P(f > €) < / (¢" o f)dP.
[c,d]
Kako je g(e) > 0, vazi da je
1

g"(e)

P(f>¢) < /(g” o f)dP, ne€N.

[c.d]

U slucaju da je generator g opadajuca funkcija, poredak na poluprstenu
([a,b],®, ®) je >, tj. obrnut od uobicajenog poretka, pa se nejednakost (3.9)
svodi na

g g"(e) - glu(f <e))) =g /(g” o f)d(g o p)

¢,d]

U tom slucaju je i ¢! opadajuca funkcija, pa sledi da je

g glu(f < <)) < / (g" 0 (g o p).
[c,d]
tj.
g"(e)- P(f <e) < / (¢" o )dP.

[c,d]
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Kako je g(¢) > 0 odavde sledi da je

P(f <e)

IN

O

Napomena 3.1 Kao $to je prethodno receno, merljivu funkciju f nazivamo
jednostavna funkcija ako je njen skup vrednosti Range(f) diskretan skup.
Neka je

Range(f) = {a1,a9,...,an,...}

skup razlic¢itih vrednosti jednostavne funkcije f. Tada se primenom jednakosti
(1.2) za funkciju f : [c,d] — [a, b], dobija da je
f= @az‘@XA“ a; € [a,b]+
i=1

(ako @ nije idempotentna operacija, skupovi A, Ay, ..., A,, ... sudisjunktni).
Nejednakost (3.8) ovom sluc¢aju svodi se na

e™ @ pe = f) =< @5 ®du, neN. (3.10)

Ako je ([a,b],®,®) poluprsten druge klase sa rastu¢im generatorom g,
nejednakost (3.10) se svodi na

P(f2e) <

Z P({a:})

a u slucaju da je ([a,b], ®,®) poluprsten druge klase sa opadajué¢im genera-
torom g, nejednakost (3.10) se svodi na

Z P({a:})

pri ¢emu je p(A) = g=' o P(A), gde je P verovatnosna mera.

P(f<e) <
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U ovom delu dokazana su i dva tipa intervalno-vrednosne nejednakosti
CebiSeva. Prva se zasniva na pseudo-integralu intervalno vrednosne funkcije
u odnosu na @-meru, dok je druga bazirana na pseudo-integralu realno-
vrednosne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu @-meru. Rezultati
predstavljaju originalni dao teze.

Teorema 3.10 Neka je ([a, b, ®, ®) poluprsten koji pripada jednoj od tri os-
novne klase. Neka je ([c,d], 3, i) merljiv prostor, gde je p &-mera i u([c,d]) =
1. Neka je 0 < € i F : [c,d] — T pseudo-integrabilno ogranicena intervalno-
vrednosna funkcija predstavljena granicnim funkcijama fi, fa, tj. F = [f1, fa].

Tada je
o

O u(le) < f) e SR 25 [ FU0ds (31
[c,d]
gdejeF(”)ZFGFQ...QF.
n—puta
Specijalno, ako je ([a,b], ®, ®) poluprsten druge klase, tada ako su pseudo-
operacije @ i © date rastuc¢im generatorom g, nejednakost (3.11) se svodi na

g"(e) - [P({e} = 1), P({e} 2 f2)] =5 /(g" o fr)dP, /(9" o fa)dP |,

[e,d] [e,d]

a ako je generator g opadajuca funkcija, nejednakost (3.11) se svodi na

/@w@MR/moﬁ%w <s ") - [P} < f2) P ({e} < 1)),

[e,d] [e,d]

gde je P wverovatnosna mera, pri cemu je P = g o pu.

Dokaz: Treba pokazati da za svako

ree™ouey 2 f),u{e} 2 fo)]

postoji
&

y e / F™ o du
[e.d]
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takvo da je x = y i da za svako

D

= / F™ o du
le.d]

postoji
ree™on{e} = f),n{e} 2 f)]
takvo da je x < .
Neka je dato proizvolino z € [eM™ @ p(e 2 f1),e™ © p(e < f2)] . Kako
je interval [z—:(”) O ue = f1),e™ o ple < fg)} pseudo-konveksan, to postoje
a,f € [a,b];, takvida je a® f=11daje

r=a0(E™ouE=fn)eBo (™ ouE=rf).

Na osnovu Teoreme 3.9 vazi da je

D
Moo= f) = / A @ dp,
(]

kao i da je

S
e ope 2 f) 2 / £ o du.
o

Primenom osobina pseudo-integrala realno-vrednosne funkcije sledi da za
a, f € [a,b]y vazi

(&)
a@@w®u@5h»ﬁa®/f@®@L
[e,d]

@
wa@m@aafﬁ»fﬂ@/#ﬁcmM
[c,d]

pa je i
aoEMou2 n)epoEMouE= )=
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@ ®
<ao [ [ odese [ #0d
[e,d] [e,d]
® ®
Kako je interval / fl(n) ®dpu, / f2(n) ® dp| pseudo-konveksan, to
[e,d] [e,d]
o ® o ®
a® / AP odue B / AV @due /ff")®du, AV o du
[c,d] [c,d] [c,d] [c,d]
® ®
te je trazeno y = a ® / fl(n) Odud poe / fg(n) © dpu.
[e,d] [e,d]
Sli¢no se pokazuje da za svako
o
y € / F™ ©dp
[c,d]

postoji
reeolu{el 2 f),n{e} 2 f)l
takvo da je x < y.
Nejednakost (3.11) za poluprsten druge klase za svako n € N oblika je

g M 9(e™) - g((u({e} = f) u({e} 2 o))

s | / (9o F™dgon | .o / (go ™o || (312)

¢,d) ¢,d)

Ocigledno je da za neprekidnu i strogo monotonu funkciju g vazi da je
9([x,y]) = [9(x), g(y)] ako je funkcija g rastuca, a ako je funkcija g opadajuca
vazi da je g([z,y]) = [9(y), 9(=)] .

Takode, za neprekidnu i strogo monotonu funkciju ¢g i neprazne skupove
A1 B takve da je A <5 B, ako je g rastuca funkcija vazi da je g(A) <5 g(B),
a ako je g opadajuca funkcija vazi da je g(B) =g g(A).
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Imajuéi ovo u vidu, ako je funkcija g rastuca, nejednakost (3.12) se svodi
na

Yg™(e) - [lgom) (e} =2 f1), (gop) ({e} = f2)])

=597 g<>f1 d(g o p), /(gsz("))d(gou) :
[e,d] [e,d]
odakle sledi da je

g"(e) - [P({e} 2 fu), P({e} = o)l =5 /(9" o f1)dP, /(g" © f2)dP

[e,d] [e,d]

Ako je funkcija g opadajuca, nejednakost (3.12) se svodi na

[(gop) ({e} 2 fa),(gon) ({e} = )])

Yg™(
<sg" ( (go f3") (gou),/(QOff"))d(gou) ,
[e,d] [e,d]

a odavde je

/ (g0 f{)dP, / (g0 f)dP| <5 g"(e) - [P ({e} < f2), P (e} < fu)].

[e,d] [e,d]

O

Teorema 3.11 Neka je ([a,b],®,®) poluprsten koji pripada jednoj od tri
osnovne klase. Neka je M neprazna familija &-mera p 1z Definicije 1.10,
definisanih na o-algebri ¥ podskupova intervala [c,d], gde je p([c,d]) = 1, za
svako j1 € M. Neka je [i,, intervalno-vrednosna @-mera odredena familijom
M. Neka je 0 < €. Tada je

eMOm(e = f) =5 /deﬁM'
[e,d]
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Dokaz: U slucaju da je poredak jednak uobic¢ajenom poretku, tj. 71y, =
[, 117], potrebno je pokazati da vazi

e™ © (e = f), (e =2 )] /f@dul,/de,uT . (3.13)

[e.d] [e.d)

Kako je nejednakost (3.13) ekvivalentna sa

D D
6 & pule < £).e™ O (e < )] < /fcwmz/fGQM,
e (e

to je dovoljno pokazati da za svako

z€ [0 me 2 1), (e 2 f)]

&) &)
y € /f®duz,/f®dur

[e,d] [e,d]

postoji

takvo da je x < y kao i da za svako

(&) (&)
yel/f@wh/f®mw

[e,d] [e,d]
postoji
ze[e™omE=f),e™ouE =)

takvo da je x < y.

Neka je dato proizvoljno .r G (€™ © (e 2 f),e™ @ p(e < f)] . Kako
je interval [e ™ & me < f),e™ @ pp(e < ] pseudo—konveksan, to postoje
o, € la, b, takvi da je a@ﬁ =11idaje

r=a0 (W ouE=<esoE™omE=r).
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Na osnovu Teoreme 3.9 vazi da je

52
e © (e < f) = / F e du,
]

ida je
D
5W@M@jﬂﬁ/jw®@w
fe.d]

Primenom osobina pseudo-integrala realno-vrednosne funkcije sledi da za
a, f € [a,b]y vazi

D
ma@m@m@ffnja@/JWcmM
[c,d]

(&)
6®@m®m@ifﬁjﬂ®/fw®@m

[e.d]
pa je
a®EMomeE= oo E™ouE=f) =2
o o
<a® / fMody®se / ™o du,.
[e,d] [e,d]
® o
Kako je interval / ™o du, / f™ ©du, | pseudo-konveksan, to
[c,d] [c,d]
& e e e
a® / fModueso / f e dp, € / ™ o du, / F o du|
[c,d] [c,d] [c,d] [c,d]

@ @
te je trazeno y = a ® / ™ oduy®Boe / ™ o du,.
[e,d] [e,d]



Nejednakost Cebiseva

105

Sli¢no se pokazuje da za svako

@ o
y € /f@d,ul;/f@d,ur

[e,d] [e,d]

postoji

ze [ omEe=f),e"opupE =)

takvo da je x < .

U slucaju da je poredak obrnut uobi¢ajenom poretku, dokaz je slican. O

Prikazani rezultati biée ilustrovani u primerima koji slede sa slu¢ajnim
promenljivama diskretnog i neprekidnog tipa. Po¢nimo sa dve sluc¢ajne pro-
menljive ¢ije matematicko o¢ekivanje ne postoji, tako da procena verovatnoce
koriséenjem (klasiéne) nejednakosti CebiSeva nije moguca. Posmatrani pri-

meri predstavljaju motivaciju za ovaj deo naseg istrazivanja.

Primer 3.4 Posmatrajmo poluprsten druge klase ([0, o0], ®, ®), iz Primera

1.2 ¢).

a) Neka je f slu¢ajna promenljiva koja ima zaseenu Kosijevu raspodelu,

tj. njena funkcija gustine raspodele verovatnoca je

2 1

o(z) = x> 0.

Tl+ a2 -
Kako integrali

—+oo “+o00

2 2
—/ * dr 1 —/ dx
T 14 22 T 1422

0 0

ne konvergiraju, to E[f] i E[f?] za ovu slu¢ajnu promenljivu ne postoje,
gde je sa E oznaceno matematicko ocekivanje. Koriste¢i odgovarajuéi
oblik nejednakosti (3.9) za posmatrani generator g, za n € {1,2,3}

dobijaju se sledece procene.
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Zan=1: P(f<e¢)

IN
-
o
=2
N
5
N
U
8

IN

Zan=2: P(f<e¢) ! / g*(x)p(x)dx
0

Zan=3: P(f<e)

IN
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b) Za diskretnu slu¢ajnu promenljivu f sa skupom vrednosti
R={2":neN}

1 verovatnoéama
1
P({n}) = 5.

tj. sa zakonom raspodele verovatnoca

ol 22 23 . ogn
o1 101 1
T R

ne postoje E[f] i E[f?], bududi da je

;2”-2%:;1:%0 i ;22”-2%:;2":%0.

Iz odgovarajuceg oblika uopstene nejednakosti Cebiseva, nejednakosti
(3.9), za posmatrani generator g, za n € {1,2,3} dobijaju se sledece
procene.

9(2”)i

Zan=1: P(f<e¢) on

IN

1
g9(€)

WE

Il
fa

n

(e.¢]
—s 1 1

0,304945v/1 + €2.

%

IN

Zan=2: P(f<e) 9215) Zgz(gn)%ﬂ

n=1

1+ 2)°° 1 1
= E‘ PR
Z1+4n2n

n=1

%

0,116907(1 + £2).
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IN

Zan=3: P(f<e) 9316) 293(271)2%

n=1

1 1

~ 0,0190065+/(1 + €2)3.

Primer 3.5 Neka je slu¢ajna promenljiva f sa uniformnom U (a, b) raspode-
lom, gde su a,b € Ri0 < a < b. Funkcija gustine raspodele verovatnoca ove
sluc¢ajne promenljive je

o(x) = bia’ x € (a,b).

Za slucajnu promenljivu sa uniformnom raspodelom na intervalu (a, b) je

a+b . b? + ab + a®
Bl =2t i gy RO
pa za ¢ > 0 (klasitna) nejednakost Cebiseva ima oblik
b b+ a?
p(f>e) < L0 F@ (3.14)

- 3e2

a) Neka je ([0, 00],®,®) g-poluprsten iz Primera 1.2 ¢). Za proizvoljno
0 < &, tj. € < 00, na osnovu nejednakosti (3.9) iz Teoreme 3.9, uzima-
juc¢i da jen =2 je

IN

9*(¢)

b
_ 1—1—52/ dz
 b—ua 1+ 22

a

P(f <) ! / P (@)p()dx

14 ¢ b

= arctg x
b—a &

a

1 2
= b+ c (arctg b — arctga).
—a
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Kako je verovatnosna mera P aditivna funkcija, imamo

P(fze) =

>

1-—P(f <e)
1-P(f<e)
1 2
1-— ik (arctanb — arctan a).

—a

Iz prethodne nejednakosti i nejednakosti (3.14) dobijamo za P(f > ¢)

procenu

1+¢€?
—a

(arctan b — arctana) < P(f > ¢)

- b2—i—ab—|—a2’
- 3e2

tj. za P(f > ¢) dobijamo intervalnu procenu

1+e¢
P(f> 1—
(fze)e|1-T—

2

(arctan b — arctan a),

b? + ab + a>
3e2

b) Neka je ([—00, 00|, ®, ®) g-poluprsten iz Primera 1.2 a). Za proizvoljno
0 < ¢, tj. € < 00, na osnovu nejednakosti (3.9), uzimajuéi da je n = 2,

Je

P(f<e)

IN

b
1 / 9
g (x)p(x)dx
A | e
2¢e p
be—a /ezxdx
2e b
. € ef2zr
2(b — a) a
626 on B
(6 2 Zb).
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Iz osobine aditivnosti verovatnosne mere P sledi

P(f=e¢)

1-P(f <e)
1—-P(f <e)
- 2(?;2_:) (6_2a - 6_%)7

tako da se koriS¢éenjem poslednje nejednakosti i nejednakosti (3.14) do-
bija da za P(f > ) vazi procena

% b? + ab + a?
l————(e—e®)<P(f>e) < —————
2<b_a)(e € )— (f—8>— 382 ?
t].
e* L. o DPHab+a®
P(fzg)E{l—m(e2 — e 2b)7T

c) Neka je ([0, 00], ®,®) g-poluprsten iz Primera 1.2 b), gde je generator
g(x) = 2%, a > 1. Za proizvoljno 0 < ¢, tj. ¢ > 0in =2 je

P(f =e¢)

IN

b
5 [ Paeles

g2

b

1 2a
(b—a)e%‘/:v dx

a

1 20+
(b—a)e?*2a + 1

b

a

b2a+1 _ a2a+1
(b—a)e?*(2a+1)

Specijalno, uzimajudi da je a = 1, tj. da je generator g(z) = = dobija

se

P(f>¢)<

b — a3

b? + ab + a?

30—

3e? ’

tj. dobijena nejednakost se poklapa sa nejednakoséu (3.14).
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Primerom 3.5 ilustrovano je da za uniformnu raspodelu i opadajuci gene-
rator mozemo da dobijemo donje i gornje ogranicenje za P(f > ¢). Gornje
ogranifenje za P(f > ¢) se uvek dobija iz klasiéne nejednakosti CebiSeva, a
donja ogranicenja se dobijaju na osnovu Teoreme 3.9 odabirom generatora
koji su opadajuée funkcije.

Kada se kaze nejednakost Cebjéeva, u teoriji verovatnoce, smatra se da je
n = 2 u uopstenoj nejednakosti Cebiseva. Iz tog razloga su u Primeru 3.5 i
Primeru 3.6 numericki rezultati dati za slucaj n = 2.

Primer 3.6 Slucajna promenljiva kod koje je ocCekivana vrednost jednaka
standardnoj devijaciji je slu¢ajna promenljiva sa eksponencijalnom raspode-
lom. Neka je slu¢ajna promenljiva f sa eksponencijalnom &(\) raspodelom,
gde je A > 0. Njena funkcija gustine raspodele verovatnoca je

o) =X x>0

a) Za poluprsten ([0, 00|, ®,®) iz Primera 1.2 ¢), za proizvoljno 0 < ¢ i
n=2]e

1
92(¢)

P(f<e)

IN

/ (@) p(x)dx
0

5 Ooef)\a:
= /\(1+5)/1+x2dx.
0

Integral sa desne strane nejednakosti konvergira, ali se odgovarajuéi
neodredeni integral ne moze predstaviti u kona¢nom obliku, tj. preko
kona¢nog broja elementarnih funkcija.

b) Za poluprsten druge klase ([—o0, 00|, ®,®) iz Primera 1.2 a), za pro-
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izvoljno 0 < cin =2 je

IN

P(f <e) ! / (@) () dz
0

= \e? >
€ -A—21o
)\625

)

¢) Posmatrajmo g-poluprsten ([0, 00, ®,®) sa generatorom g(x) = x,

a > 1, iz Primera 1.2 b). Za proizvoljno 0 < e in =2 je

1

P(f>e) < @ 0/ 9% (x)p(x)dx

92

A _
= = e /\:)::L,Qadx
c2a
0

1 oo_t2
= t2dt
)\€2a/e

(e |

I'2a+1)

()\5)204
Specijalno, uzimajuéi da je a = 1, tj. da je generator g(x) = z dobija
se rezultat koji daje i klasi¢na nejednakost Cebiseva

re) 2 E[f]
PG~ =™ =

Primer 3.7 Ako slu¢ajna promenljiva f ima binomnu B(n, p) raspodelu sa
parametrima n € N i p € (0,1), njen skup vrednosti je R = {0,1,...,n}, a
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odgovarajuce verovatnoce su
: ny n—i
pi)={ )Pl =p)"", i€R.

a) Posmatrajmo poluprsten druge klase (][0, o0], @, ®), iz Primera 1.2 c).
Za proizvoljno 0 < ¢, tj. € < 0o, na osnovu Teoreme 3.9 je

LS g 0)m(i)

9*(e) <

- 1 n\ . -
— 1 2 an’t.
( +8)Zl+z’2(i>pq

=0

P(f<e)

b) Posmatrajmo g-poluprsten ([—oo,o0],®,®), sa generatorom g(zr) =
e~ ", uz konvenciju (—00) + 0o = +00. Za proizvoljno 0 < ¢ i n =2 na
osnovu Teoreme 3.9 je

PU<e) < =3 il

¢) Posmatrajmo g-poluprsten ([0, 00], ®,®), sa generatorom g(x) = z°,
a > 1, uz konvenciju 0 - (+00) = 0. Za proizvoljno 0 < &, na osnovu
Teoreme 3.9, uzimajuéi da je n = 2 je

P(f2e) £ =3 Pl

Primer 3.8 Neka je f slu¢ajna promenljiva koja ima Poasonovu P(\) raspo-
delu sa parametrom A > 0. Njen skup vrednosti je R = {0,1,2,...}, a
odgovarajuce verovatnoce za i € R su
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1
a) Za g-poluprsten (|0,00],®,®), sa generatorom ¢(r) = ——, uz
) Za g-polup ([0, o0] ), sa g g(x) Vg
konvenciju 0 - (+00) = +00, za proizvoljno 0 < ¢ i za n = 2 na osnovu
Teoreme 3.9 je

1

P(F<2) < oD g

IN

92

<1 N\
(14 Ax
(“);Hzme

7=

*. uz kon-

b) Za g-poluprsten ([—oo, 0], @, ®), sa generatorom g(x) = e~
venciju (—oo) + 0o = 400, za proizvoljno 0 < ¢, na osnovu Teoreme

3.9, uzimajuéi da je n = 2 je

P(f<e) < 5= > )

IN

I
)
[\
)
i [~]e
®|
¥
S| >
- ~
)
>

c¢) Za g-poluprsten ([0, 00],®,®), sa generatorom ¢(z) = z% a > 1, uz
konvenciju 0 (+00) = 0, za proizvoljno 0 < ¢, na osnovu Teoreme 3.9,
uzimajuéi da je n = 2 je

IN

P(f2e) € > gXipli)

9°(e) =

2Dobijeni red je konvergentan
3Dobijeni red je konvergentan
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U Primeru 3.8 pronadene su razli¢ite aproksimacije, u zavisnosti od g-
poluprstena. U nekim slucajevima moze samo da se utvrdi da je dobijeni red
konvergentan, ali se ne moze uvek odrediti i njegova suma.

U primeru koji sledi bi¢e ilustrovana nejednakost Cebiseva za intervalno-
vrednosnu funkciju i to u slu¢aj kada granic¢ne funkcije imaju eksponencijalnu
raspodelu. Za uopstenu intervalno-vrednosnu nejednakost Cebiseva koristi-
¢emo procenu iz Primera 3.6. Koriséenjem ostalih primera iz ove sekcije i
primenom transformacija slu¢ajnih promenljivih mogu, na slican nacin, da
se dobiju procene za intervalno-vrednosne funkcije kod kojih grani¢ne funk-
cije imaju neke druge raspodele.

Primer 3.9 Neka je slucajna promenljiva f sa eksponencijalnom £(\) ras-
podelom, gde je A > 0. Za 0 < ¢ < d slucajna promenljiva cf ima ekspo-

A
nencijalnu & (—) raspodelu, a slu¢ajna promenljiva df ima eksponenci-
c

jalnu & (3) raspodelu. Neka je F' = [cf,df], 0 < ¢ < d, intervalno-

vrednosna funkcija. Posmatrajmo g-poluprsten ([—oo, 00|, ®,®), sa gene-
ratorom g(z) = e, uz konvenciju (—o0) + oo = 4+00. Za proizvoljno 0 < ¢,
na osnovu Teoreme 3.10, uzimajuci da je n = 2 dobija se da vazi nejednakost

3 [t 2 [eeoriae| <5 e [P () 2 df) P} 2 ef).
0 0
(3.15)
Kako je

o0 _:c(2c2+)\)

o0

22+ A lo 224N
0

to se nejednakost (3.15) svodi na nejednakost

[ A A

2P N 27+ A] <5 ¢ [P({e} 2 df), P({e} < ef)],

koja je intervalno-vrednosna procena verovatnoce za intervalno-vrednosnu
funkciju ¢ije grani¢ne funkcije imaju eksponencijalne raspodele.
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