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Sažetak
U disertaciji je u okviru pseudoanalize izučavana slaba konvergencija

niza pseudoverovatnoća i slaba konvergencija niza intervalno-vrednosnih
pseudoverovatnoća.

Prvo su dati osnovni pojmovi pseudoanalize, kao što su pseudooperacije,
poluprsteni, ⊕-mera i pseudointegral u odnosu na ⊕-meru. U nastavku su
dati pojmovi intervalno-vrednosne ⊕-mere i pseudointegrala u odnosu na
intervalno-vrednosnu ⊕-meru, koji su osnova za jedan od glavnih rezultata
disertacije.

Definisane su pseudoverovatnoća kao primer⊕-mere i intervalno-vrednosna
pseudoverovatnoća kao primer intervalno-vrednosne ⊕-mere. Glavni rezultati
disertacije su teorema koja daje ekvivalentne uslove g-slabe konvergencije
za niz pseudoverovatnoća i teorema koja daje ekvivalentne uslove g-slabe
konvergencije za niz intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoća. Pored toga,
izvedena je ekvivalencija g-slabe konvergencije sa nekim konvergencijama u
teoriji mere i pseudoanalizi. Dati su primeri koji ilustruju primenu g-slabe
konvergencije u teoriji verovatnoće.

Pored navedenih rezultata, u disertaciji je definisana g-Melinova transfo-
rmacija i dokazane su neke njene osobine. Pokazana je primena g-Melinove
transformacije u teoriji verovatnoće i dokazana je veza sa g-slabom konverge-
ncijom niza pseudoverovatnoća.

Definisan je pseudopolinom sa intervalno-vrednosnim koeficijentima i
pokazana je njegova g-integracija.

Pomoću intervalno-vrednosne ⊕-mere je definisana pseudometrika, tj.
intervalno-vrednosno rastojanje između dve merljive funkcije.

Dat je novi pristup definisanju neaditivnih mera preko tzv. generalizovane
pseudoverovatnoće. Ovakav pristup omogućava „merenje” skupova koji nisu
elementi familije na kojoj je generalizovana pseudoverovatnoća definisana.

Na kraju je u zaključku sumiran doprinos disertaciji sa istaknutim origi-
nalnim rezultatima.

Teza se završava listom citiranih referenci.



Abstract
In the dissertation, in the frame of pseudo-analysis the weak convergence

of a sequence of pseudo-probability measures and the weak convergence of a
sequence of interval-valued pseudo-probability measures was studied.

First, the basic concepts of pseudo-analysis are given, such as pseudo-
operations, semirings, ⊕-measure and pseudo-integral with respect to the
⊕-measure. Further, the notions of interval-valued ⊕-measure and pseudo-
integral with respect to the interval-valued ⊕-measure, which are the basis
for one of the main results of the dissertation, are given.

Pseudo-probability measure, as an example of ⊕-measure, and interval-
valued pseudo-probability measure, as an example of the interval-valued
⊕-measure, are defined. The main results of the dissertation are the theorem
which gives equivalent conditions of g-weak convergence of sequence of pseudo-
probability measures and the theorem which gives equivalent conditions of g-
weak convergence of sequence of interval-valued pseudo-probability measures.
In addition, the equivalence of g-weak convergence and some convergences
in measure theory and pseudo-analysis is derived. Examples that illustrate
the application of g-weak convergence in probability theory are given.

In addition to the above results, in the dissertation the g-Melin transform
is given and some of its basic properties are shown. The application of the
g-Melin transform in the probability theory is given and the connection with
the g-weak convergence of the sequence of pseudo-probability measures is
proven.

The pseudo-polynomials with interval-valued coefficients are defined and
their g-integration is shown.

Using the definition of interval-valued ⊕-measure, pseudo-metrics, i.e. the
interval-valued distance between two measurable functions is defined.

A new approach to defining non-additive measures through the so-called
generalized pseudo-probability measure is given. This approach allows ”mea-
suring” of sets which are not elements of the family on which the generalized
pseudo-probability measure is defined.

Finally, in the conclusion, the contribution to the dissertation is summa-
rized, and the original results are highlighted.

The thesis ends with a list of cited references.



Predgovor

Slaba konvergencija niza verovatnosnih mera ima veliki značaj u teoriji
verovatnoće jer omogućava formulaciju i dokaz graničnih teorema, koje
predstavljaju „most” između teorije verovatnoće kao teorijske matematičke
discipline i statistike kao primenjene matematičke discipline.

Verovatnosna mera, tj. verovatnoća, je jedan primer aditivne mere i ima
široku primenu u matematičkoj ekonomiji (proceni rizika), teoriji igara i
drugim oblastima teorijske i primenjene matematike. Međutim, aditivne mere
često ne omogućavaju modelovanje realnih pojava, te je bilo neophodno uvesti
nove mere, tzv. neaditivne mere. Deo matematičke analize koji se bazira na
neaditivnim merama i integralima definisanim u odnosu na njih se naziva
pseudoanaliza ([23, 69]). U okvirima pseudoanalize, kao glavni rezultat ove
disertacije, sprovedeno je istraživanje slabe konvergencije niza neaditivnih me-
ra (niza pseudoverovatnoća i niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoća).
Pseudoanaliza ima primenu u rešavanju problema neodređenosti, optimizaciji,
teoriji odlučivanja, fazi sistemima, diferencijalnim i diferencnim jednačinama
([68, 71, 72, 73]).

Neki primeri neaditivnih mera su fazi mere ([61, 69, 86, 91]) kao i maksiti-
vne mere (mera mogućnosti i mera neophodnosti) ([69, 70, 91]) i ⊕-mere ([69]).
Specijalne neaditivne mere, deformisana verovatnoća i pseudoverovatnoća, su
primeri ⊕-mera koje predstavljaju uopštenje verovatnoće ([34, 62, 63]). Još
jedan pristup uopštenju verovatnoće je generalizovana pseudoverovatnoća
data u [53].

U odnosu na neaditivne mere definišu se integrali. Primeri integrala
baziranih na neaditivnim merama su Šokeov integral, Sugenov integral,
Veberov integral, Mirofuši-Sugenov i pseudointegral ([68, 69, 87]). U ovoj
disertaciji je korišćen pseudointegral realne funkcije ([68, 69]) i njegova uo-
pštenja (pseudointegral realne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu
⊕-meru i pseudointegral intervalno-vrednosne funkcije u odnosu na ⊕-meru)
([35, 38, 39, 40, 56, 85]).

U praktičnim primenama prilikom merenja, često se dobijaju približne
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vrednosti posmatranih veličina. Zbog toga intervalno-vrednosne funkcije
i mere, pa samim tim i intervalno-vrednosna verovatnoća, predstavljaju
prirodan matematički okvir za izučavanje neodređenosti. Skupovno-vrednosne
funkcije su uopštenje realnih funkcija, čije vrednosti nisu realni brojevi
već neprazni podskupovi kompletnih separabilnih metričkih prostora. Za
potrebe istraživanja su posmatrana preslikavanja koja za vrednosti uzimaju
neprazne zatvorene podskupove skupa realnih brojeva. Prvi integral skupovno-
vrednosne funkcije, Aumanov integral ([8]), je definisan 1965. godine. Dalja
istraživanja su se bavila uopštenjem Aumanovog integrala za skupovno-
vrednosne funkcije u odnosu na neaditivne mere. Primeri integrala skupovno-
vrednosne funkcije u odnosu na neaditivne mere su Šokeov integral skupovno-
vrednosne funkcije ([44]), fazi integral skupovno-vrednosne funkcije ([96]),
(G) fazi integral skupovno-vrednosne funkcije ([94]), pseudointegral skupovno-
vrednosne funkcije ([39, 40]).

U okviru pseudoanalize poseban akcenat je stavljen na pseudointegral
intervalno-vrednosne funkcije kao specijalan slučaj pseudointegrala skupovno-
vrednosne funkcije ([38]).

Intervalno-vrednosna ⊕-mera je uopštenje ⊕-mere. Intervalno-vrednosna
⊕-mera i pseudointegral realne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu
⊕-meru su uvedeni u [85]. Specijalan slučaj intervalno-vrednosne ⊕-mere
je intervalno-vrednosna pseudoverovatnoća koja je predmet izučavanja ove
disertacije. Drugi oblici intervalno-vrednosnih verovatnoća su izučavani u
[22, 52, 59, 93].

Pored klasičnih rezultata teorije verovatnoće, u pseudoanalizi je ispitivana
slaba konvergencija nizova verovatnosnih mera generisanih zatvorenim sluča-
jnim skupovima ([37]), kao i pseudoslaba konvergencija slučajnih skupova u
odnosu na pseudointegral ([36]). U [29] i [66] je pokazana slaba konvergencija
niza kapaciteta slučajnih skupova u odnosu na Šokeov integral.

Brojni rezultati su nastali i u okviru teorije velikih devijacija ([21]). U [76]
je izučavana konvergencija velikih devijacija u Tihonovom i Skorohodovom
prostoru i definisana je idempotentna verovatnoća. Takođe, data je i veza
između principa velikih devijacija i poznatih metoda za utvrđivanje slabe
konvergencije niza idempotentnih verovatnoća, definisan je princip velikih
devijacija za stohastičke procese i sisteme masovnog opsluživanja. U [64] je
izučavana konvergencija velikih devijacija niza generisanih pseudomera ka
sup-dekompozabilnoj meri.

Potreba za uopštavanjem poznatih rezultata je dovela da se rezultati
dalje uopštavaju u okviru pseudoanalize. Kao glavni originalni rezultat ove
disertacije, pokazani su uslovi ekvivalentni slaboj konvergenciji niza pseudo-
verovatnoća i niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoća, publikovani u

ii



[27] i [34].
Disertacija se sastoji iz četiri poglavlja i organizovana je na sledeći način.
U prvom poglavlju su izloženi osnovni pojmovi pseudoanalize. Navedene

su definicije pseudooperacija, poluprstena, ⊕-mere i intervalno-vrednosne
⊕-mere zasnovane na [35, 69, 85].

U drugom poglavlju su pokazane neke primene pseudointegrala. Data
je definicija pseudointegrala u odnosu na ⊕-meru zasnovana na [68, 69].
Na osnovu definicije pseudointegrala u odnosu na ⊕-meru, u [25] je defi-
nisana g-Melinova transformacija i pokazane su neke njene osobine, kao i
primena u teoriji verovatnoće. Ovaj rezultat, kao deo originalnih istraživa-
nja, predstavljen je u drugom poglavlju. U nastavku su dati pseudointegral
skupovno-vrednosne funkcije u odnosu na ⊕-meru i pseudointegral intervalno-
vrednosne funkcije u odnosu na ⊕-meru definisani u [40], iz kojih je proistekao
još jedan originalan rezultat, pseudointegracija g-polinoma sa intervalnim
koeficijentima, kao specijalan slučaj pseudointegracije intervalno-vrednosne
funkcije, publikovan u [26]. Nakon toga je dat pojam pseudointegrala u
odnosu na intervalno-vrednosnu ⊕-meru, uveden u [85], koji je osnova za
glavni rezultat disertacije. Takođe, predstavljena je intervalno-vrednosna
pseudometrika koja je originalni rezultat publikovan u [55].

U trećem poglavlju je definisan pojam pseudoverovatnoće i g-slabe konve-
rgencije niza pseudoverovatnoća. Dokazana je teorema koja daje ekvivalentne
uslove g-slabe konvergencije niza pseudoverovatnoća. Pokazana je veza g-
slabe konvergencije sa raznim tipovima konvergencije u teoriji verovatnoće.
Definisana je generalizovana pseudoverovatnoća i pokazane su neke njene
osobine. Pomoću generalizovane pseudoverovatnoće je dat nov pristup neadi-
tivnim skupovnim funkcijama, čiji se značaj ogleda u mogućnosti „merenja”
skupova koji nisu elementi familije na kojoj je generalizovana pseudoverova-
tnoća definisana. Svi rezultati ovog poglavlja su originalni i publikovani su u
[33], [34] i [53].

Četvrto poglavlje je posvećeno izučavanju intervalno-vrednosne pseudo-
verovatnoće. Data je definicija intervalno-vrednosne pseudoverovatnoće i
g-slabe konvergencije niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoća. Poka-
zani su ekvivalentni uslovi g-slabe konvergencije niza intervalno-vrednosnih
pseudoverovatnoća. Dati su primeri koji ilustruju primenu dobijenih rezultata
u teoriji verovatnoće. Rezultati ovog poglavlja su originalni i publikovani su
u [27].
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Glava 1

Uvodni pojmovi
pseudoanalize

U ovom poglavlju su detaljno izloženi osnovni pojmovi iz pseudoanalize
([68, 69, 71]) na kojima se zasnivaju originalni rezultati prikazani u narednim
poglavljima.

Date su definicije pseudooperacija i poluprstena. Opisane su tri klase
poluprstena i veza između njih ([57, 69]). Data je definicija ⊕-mere ([69, 71]).

U nastavku je proširena definicija pseudooperacija na pseudooperacije
na skupovima i zatvorenim intervalima ([35, 40]) i definisana je intervalno-
vrednosna ⊕-mera ([35, 85]).

1.1 Pseudooperacije i poluprsten

Pseudooperacije predstavljaju uopštenje operacija sabiranja i množenja
nad skupom realnih brojeva. Definišu se na zatvorenom intervalu [a, b] ⊆
[−∞,∞] (u nekim slučajevima posmatraju se poluzatvoreni intervali, da bi
se izbegli slučajevi (+∞) + (−∞) ili 0 · (+∞)) (videti [67, 68, 69, 71]).

Neka je � relacija totalnog poretka na intervalu [a, b].

Definicija 1.1 ([69]) Pseudosabiranje je binarna operacija ⊕ : [a, b]2 → [a, b]
za koju važi:

1. za svako x, y ∈ [a, b] je x⊕ y = y ⊕ x (komutativnost),

2. za svako x, y, z ∈ [a, b] takvo da je x � y je x⊕z � y⊕z (neopadajuća
u odnosu na relaciju totalnog poretka �),

1



Glava 1. Uvodni pojmovi pseudoanalize

3. za svako x, y, z ∈ [a, b] je x⊕ (y ⊕ z) = (x⊕ y)⊕ z (asocijativnost),

4. postoji 0 ∈ [a, b] tako da za svako x ∈ [a, b] važi da je 0⊕ x = x (0 je
neutralni element za pseudosabiranje).

Neka je [a, b]+ = {x ∈ [a, b] | 0 � x}.

Definicija 1.2 ([69]) Pseudomnoženje je binarna operacija � : [a, b]2 →
[a, b] za koju važi:

1. za svako x, y ∈ [a, b] je x� y = y � x (komutativnost),

2. za svako x, y ∈ [a, b] takvo da je x � y i svako z ∈ [a, b]+ je x�z � y�z
(pozitivno neopadajuća u odnosu na relaciju totalnog poretka �),

3. za svako x, y, z ∈ [a, b] je x� (y � z) = (x� y)� z (asocijativnost),

4. postoji 1 ∈ [a, b] tako da za svako x ∈ [a, b] važi da je 1� x = x (1 je
neutralni element za pseudomnoženje).

Operacije ⊕ i � se jednim imenom nazivaju pseudooperacije.

Definicija 1.3 ([69]) Poluprsten je struktura ([a, b],⊕,�), gde je [a, b] ⊆
[−∞,∞], ⊕ je pseudosabiranje, � je pseudomnoženje i važi:

1. za svako x ∈ [a, b] je 0� x = 0,

2. za svako x, y, z ∈ [a, b] je x� (y⊕z) = (x�y)⊕ (x�z) (distributivnost
� u odnosu na ⊕).

U zavisnosti od osobina pseudooperacija, razlikuju se tri osnovne klase
poluprstena.

Prva klasa poluprstena: ovu klasu čine poluprsteni kod kojih je pseu-
dosabiranje ⊕ idempotentna operacija, tj. važi x⊕ x = x za svako x ∈ [a, b],
dok pseudomnoženje � nije idempotentna operacija.

Primeri poluprstena kod kojih je operacija ⊕ idempotentna operacija,
a operacija � je proizvoljna neidempotentna binarna operacija na [a, b]2
koja zadovoljava uslove definicije 1.2 i koja je kancelativna na (a, b)2 su
poluprsteni ([a, b],max,�) i ([a, b],min,�).

U poluprstenu ([a, b],max,�) neutralni element za operaciju pseudosabi-
ranja je 0 = a. Operacija max indukuje totalni poredak na sledeći način:

x � y ako i samo ako max(x, y) = y.

Tako dobijeni poredak je uobičajeni poredak na intervalu [a, b].
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1.1 Pseudooperacije i poluprsten

Slično, u poluprstenu ([a, b],min,�) neutralni elemenat za operaciju pse-
udosabiranja je 0 = b. Operacija min indukuje totalni poredak na sledeći
način:

x � y ako i samo ako min(x, y) = y.

Tako dobijeni poredak je obrnut uobičajenom poretku na intervalu [a, b].
Neki primeri poluprstena prve klase koji se najčešće koriste su dati u

narednom primeru (videti [49, 57, 69]).

Primer 1.1 ([69])

a) Poluprsten ((−∞,+∞],min,+). Neutralni elementi za pseudooperacije
su 0 = +∞ i 1 = 0, a poredak je obrnut uobičajenom poretku.
Takođe se posmatra i poluprsten ([−∞,+∞],min,+), uz konvenciju
da je +∞+ (−∞) = +∞.

b) Poluprsten ([−∞,+∞),max,+). Neutralni elementi za pseudooperacije
su 0 = −∞ i 1 = 0, a poredak je uobičajeni poredak.
Takođe se posmatra i poluprsten ([−∞,+∞],max,+), uz konvenciju
da je +∞+ (−∞) = −∞.

c) Poluprsten ((0,+∞],min, ·). Neutralni elementi za pseudooperacije su
0 = +∞ i 1 = 1, a poredak je obrnut uobičajenom poretku.
Takođe se posmatra i poluprsten ([0,+∞],min, ·), uz konvenciju da je
0 · (+∞) = +∞.

d) Poluprsten ([0,+∞),max, ·). Neutralni elementi za pseudooperacije su
0 = 0 i 1 = 1, a poredak je uobičajeni poredak.
Takođe se posmatra i poluprsten ([0,+∞],max, ·), uz konvenciju da je
0 · (+∞) = 0. �

Druga klasa poluprstena: ovu klasu čine poluprsteni kod kojih su obe
pseudooperacije striktne i definisane pomoću strogo monotone i neprekidne
bijekcije g : [a, b]→ [0,∞].

Pseudosabiranje je dato sa

x⊕ y = g−1 (g(x) + g(y)) . (1.1)

Ako je funkcija g strogo monotono rastuća funkcija, tada je neutralni
element za pseudosabiranje a i važi g(a) = 0 i g(b) = +∞.

U slučaju da je funkcija g strogo monotono opadajuća funkcija, neutralni
element za pseudosabiranje je b i važi g(b) = 0 i g(a) = +∞.
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Glava 1. Uvodni pojmovi pseudoanalize

Uz konvenciju da je 0 · (+∞) = 0, pseudomnoženje je dato sa

x� y = g−1 (g(x) · g(y)) . (1.2)

Poredak na intervalu [a, b] indukovan operacijom pseudosabiranja ⊕ je
dat sa

x � y ako i samo ako g(x) ≤ g(y).

Ako je pseudosabiranje ⊕ generisano strogo monotono rastućom funkcijom
g, poredak � je uobičajeni poredak, a ako je g strogo monotono opadajuća
funkcija, poredak � je obrnut uobičajenom poretku.

Funkcija g se naziva generator ili generatorna funkcija, a dobijeni polupr-
sten g-poluprsten. Pseudosabiranje ⊕ dato sa (1.1) i pseudomnoženje � dato
sa (1.2) se nazivaju g-sabiranje i g-množenje, redom.

Neki primeri g-poluprstena su predstavljeni u sledećem primeru (videti
[50, 57, 69]).

Primer 1.2 ([50, 69])

a) Poluprsten ([−∞,+∞],⊕,�), gde je generator g(x) = e−x. Uz konve-
nciju da je (−∞) +∞ = +∞, pseudosabiranje i pseudomnoženje su
dati sa

x⊕ y = − ln(e−x + e−y), x� y = x+ y.

b) Poluprsten ([0,+∞],⊕,�), gde je generator g(x) = xα, α > 0. Uz
konvenciju da je 0 · (+∞) = 0, pseudosabiranje i pseudomnoženje su
dati sa

x⊕ y = (xα + yα)
1
α , x� y = x · y.

c) Poluprsten ([0, 1],⊕,�), gde je generator g(x) = 1−x. Pseudosabiranje
i pseudomnoženje su dati sa

x⊕ y = x+ y − 1, x� y = x+ y − xy. �

Treća klasa poluprstena: ovu klasu čine poluprsteni kod kojih su obe
pseudooperacije idempotentne, tj. za svako x ∈ [a, b] je x⊕x = x i x�x = x.

Poluprsteni sa ovom osobinom su poluprsten ([a, b],max,min) i poluprsten
([a, b],min,max). U prvom slučaju su neutralni elementi pseudooperacija ⊕
i � redom 0 = a i 1 = b, a poredak je uobičajeni. U drugom slučaju su
neutralni elementi pseudooperacija ⊕ i � redom 0 = b i 1 = a, a poredak je
obrnut uobičajenom poretku.
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1.1 Pseudooperacije i poluprsten

Pored relacije totalnog poretka �, može se posmatrati i relacija totalnog
poretka ≺ definisana sa

x ≺ y ako i samo ako x � y ∧ x 6= y.

Fokus istraživanja, čiji su rezultati predstavljeni u narednim poglavljima,
je na poluprstenima druge klase. Veliki značaj ovih poluprstena se nalazi
u činjenici da se, pod određenim pretpostavkama, poluprsteni sa jednom
ili obe idempotentne pseudooperacije mogu dobiti kao granična vrednost
familije g-poluprstena generisanih generatorom gλ, λ ∈ (0,∞) na sledeći
način (dokaz je dat u [57]).

Neka je ([a, b],⊕,�) poluprsten druge klase gde su pseudooperacije date
strogo monotono opadajućim generatorom g : [a, b]→ [0,∞] sa (1.1) i (1.2).
Funkcija gλ je generator poluprstena ([a, b],⊕λ,�λ) gde su pseudooperacije
⊕λ i �λ date sa

x⊕λ y = (gλ)−1
(
gλ(x) + gλ(y)

)
i

x�λ y = (gλ)−1
(
gλ(x)gλ(y)

)
U [57] je pokazano da je x�λ y = x� y.

Tada, ako λ → +∞, svaki poluprsten prve klase ([a, b], inf,�), gde je
operacija � generisana strogo monotono opadajućim generatorom g, se može
dobiti kao granica niza poluprstena ([a, b],⊕λ,�), tj, važi

x⊕λ y −→ inf{x, y}.

Isti rezultat važi za poluprsten ([a, b], sup,�) gde je operacija � generisana
strogo monotono rastućim generatorom g.

Takođe, isti rezultat važi ako se posmatra poluprsten ([a, b], inf,�) prve
klase, gde je operacija � generisana strogo monotono rastućim generatorom
g, ili poluprsten prve klase ([a, b], sup,�), gde je operacija � generisana
strogo monotono opadajućim generatorom g, a λ→ −∞ (videti [57]).

Više o klasama poluprstena i vezi između njih se može naći u [57, 69].

1.1.1 Pseudostepen

Koristeći definiciju pseudomnoženja, za svako x ∈ [a, b]+ može se definisati
i pseudostepen x(p), p ∈ (0,∞) na sledeći način (videti [75]).

Definicija 1.4 ([75]) Neka je x ∈ [a, b]+. Pseudostepen je dat sa:

1. x(0) = 1, x 6= 0,
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Glava 1. Uvodni pojmovi pseudoanalize

2. za n ∈ N je x(n) = x� x� x · · · � x︸ ︷︷ ︸
n−puta

,

3. za n ∈ N je x( 1
n

) = sup{y | y(n) ≤ x},

4. za m,n ∈ N je x(m
n

) =
(
x( 1

n
)
)(m)

,

5. za p ∈ (0,∞)\Q je x(p) = sup{x(r) | r ∈ (0, p), r ∈ Q}.

Na osnovu neprekidnosti i monotonosti operacije � sledi da je pseudoste-
pen dobro definisan za proizvoljan racionalan broj r = m

n ∈ (0,∞) nezavisno
od reprezentacije r = m

n = m1
n1
, n,m, n1,m1 ∈ N (videti [75]).

U radu [2] je pokazano da, ako je operacija pseudomnoženja data strogo
monotonim generatorom g, za pseudostepen x(n) važi

x(n) = g−1(gn(x)), (1.3)

za svako x ∈ [a, b] i n ∈ N.
U istom radu je pokazano da je pseudostepen x(p) dobro definisan i za

svako p ∈ (0,∞) sa
x(p) = g−1(gp(x)).

Ako je pseudomnoženje � idempotentna operacija, za pseudostepen x(n)

važi x(n) = x.

Primer 1.3 Za poluprstene druge klase iz primera 1.2, pseudostepen x(n),
n ∈ N, je dat sa

a) x(n) = nx.

b) Pseudostepen x(n) je jednak n-tom stepenu realnog broja, tj. x(n) = xn.

c) x(n) = 1− (1− x)n. �

1.2 Metrika d na intervalu [a, b]
Neka je ([a, b],⊕,�) poluprsten iz jedne od tri osnovne klase i neka su

([a, b],⊕) i ([a, b],�) polugrupe koje su kompletne mreže.
Metrika d : [a, b]2 → [0,∞) na intervalu [a, b] je kompatibilna sa lim sup i

lim inf i zadovoljava bar jedan od sledećih uslova:

1. d(x1 ⊕ y1, x2 ⊕ y2) ≤ d(x1, x2) + d(y1, y2),
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1.3 ⊕-mera

2. d(x1 ⊕ y1, x2 ⊕ y2) ≤ max(d(x1, x2), d(y1, y2)).

U [69] je pokazano da iz uslova d(x1⊕y1, x2⊕y2) ≤ max(d(x1, x2), d(y1, y2)),
sledi uslov d(x1 ⊕ y1, x2 ⊕ y2) ≤ d(x1, x2) + d(y1, y2) ali obrnuto ne važi.

Neki primeri metrika na poluprstenima koji zadovoljavaju uslov 2. (pa
samim tim i uslov 1.) su dati u sledećem primeru, a mogu se naći u [69].

Primer 1.4 ([69])

a) Poluprsten ((−∞,+∞],min,+). Metrika d je data sa

d(x, y) = |e−max{x,y} − e−min{x,y}|.

b) Poluprsten ([−∞, 0),max,+). Metrika d je data sa

d(x, y) = emax{x,y} − emin{x,y}.

c) Poluprsten ([−∞,+∞],max,min). Metrika d je data sa

d(x, y) = arctan(max{x, y})− arctan(min{x, y}).

d) Poluprsten ([a, b],⊕,�) druge klase sa generatorom g. Metrika d je
data sa

d(x, y) = |g(x)− g(y)|. �

1.3 ⊕-mera
Neka je X neprazan skup i F σ-algebra podskupova od X. Mera je

funkcija koja elementima σ-algebre F dodeljuje nenegativne brojeve i ima
osobinu σ-aditivnosti. U praktičnim primenama je osobina σ-aditivnosti
(pa i same aditivnosti) često narušena, pa je neophodno uvesti nove „mere”
tzv. neaditivne mere. Primer neaditivnih mera su ⊕-mere koje su osnova za
predmet istraživanja ove disertacije, a izučavane su u [69, 71].

Neka je ([a, b],⊕,�) poluprsten iz jedne od tri osnovne klase.

Definicija 1.5 ([71]) Skupovna funkcija µ : F → [a, b]+ je ⊕-mera ako važi:

1. µ (∅) = 0,

2. µ
( ∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞⊕
i=1

µ(Ai) = lim
n→∞

n⊕
i=1

µ(Ai),

7



Glava 1. Uvodni pojmovi pseudoanalize

za svaki niz {Ai : i ∈ N} u parovima disjunktnih skupova iz F .

U slučaju kada je pseudosabiranje idempotentna operacija, uslov µ (∅) = 0
i disjunktnost u parovima skupova {Ai : i ∈ N} u uslovu 2. mogu da budu
izostavljeni.

Uslov 2. iz definicije 1.5 se naziva uslov σ-⊕-aditivnosti i predstavlja
analogon pojmu σ-aditivnosti kod (klasičnih) mera. U specijalnom slučaju,
kada je pseudosabiranje ⊕ sabiranje realnih brojeva, uslov σ-⊕-aditivnosti
se poklapa sa uslovom σ-aditivnosti.

U slučaju g-poluprstena uslov σ-⊕-aditivnosti ima oblik

µ

( ∞⋃
i=1

Ai

)
= lim

n→∞
g−1

(
n∑
i=1

g ◦ µ(Ai)
)
.

Osim ⊕-mera, za neaditivne mere se najčešće vezuje pojam fazi mera.
Fazi mera je monotona skupovna funkcija µ : P(X) → [0,∞], takva da je
µ(∅) = 0, gde je P(X) partitivni skup nepraznog skupa X. Skupovne funkcije
sa navedenim osobinama se nazivaju još i kapaciteti i koriste se u definisanju
Šokeovog integrala (videti [32, 54]).

Još jedan pristup definisanju fazi mere je dat u [69], gde se pod fazi
merom podrazumeva monotona skupovna funkcija m : F → [0,∞], takva da
je m (∅) = 0 i za skupove {Ei : i ∈ N} iz F važi: ako je E1 ⊂ E2 ⊂ · · · tada
je m

( ∞⋃
i=1

Ei

)
= lim

n→∞
m(Ei), a ako je E1 ⊃ E2 ⊃ · · · i postoji s takvo da je

m(Es) <∞, tada je m
( ∞⋂
i=1

Ei

)
= lim

n→∞
m(Ei). Neki primeri fazi mera su i

mera verovanja i mera plauzabilnosti. Više o ovim merama se može naći u
[69, 91].

Još neki primeri fazi mera su dekompozabilne mere ([69]). Ukoliko je
⊕ = sup,mera je sup-dekompozabilna i tada se dobijaju takozvane maksitivne
mere (mera mogućnosti i mera neophodnosti) koje imaju primenu u teoriji
mogućnosti, teoriji optimizacije, određivanju Hausdorfove dimenzije fraktala,
itd. (videti [49, 69, 70, 91]).

Dualno se mogu definisati i minitivne mere ([81]). Skupovna funkcija
µ : F → R sa osobinom da je µ(∅) = 0 i za A,B ∈ F važi µ(A ∩ B) =
inf{µ(A), µ(B)}, se naziva minitivna mera.

Na osnovu rezultata iz [69], sledi da svaka funkcija t : X → [0,∞) definiše
minitivnu meru na sledeći način

µ(A) = inf
x∈A

t(x), A ∈ P(X),
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1.4 Pseudooperacije na skupovima

gde je P(X) partitivni skup skupa X.
U [92] su izučavane uopštene mere. Skupovna funkcija µ : C → [0,∞],

gde je C familija podskupova nepraznog skupa X, je uopštena mera ako je
µ (∅) = 0. Dodavanjem dodatnih uslova koje skupovna funkcija µ zadovoljava,
dobijaju se nove klase mera kao što su: monotone mere, superaditivne mere,
subaditivne mere, itd. (videti [92]).

1.4 Pseudooperacije na skupovima

Deo istraživanja u disertaciji je baziran na radu sa podskupovima od
[a, b], te su stoga definicije pseudooperacija proširene na pseudooperacije
na nepraznim podskupovima od [a, b], gde je ([a, b],⊕,�) poluprsten koji
pripada jednoj od tri osnovne klase. Jedna od mogućih primena rada sa
podskupovima od [a, b] u poluprstenu, se može naći u izučavanju zatvorenih
slučajnih skupova (videti [36, 37]). Rezultati prikazani u ovom delu su dati
u [35, 40].

Definicija 1.6 ([35]) Neka je ([a, b],⊕,�) poluprsten iz jedne od tri osnovne
klase. Neka su A i B dva proizvoljna neprazna podskupa od [a, b] i neka je
α ∈ [a, b].
Pseudosabiranje skupova A i B je dato sa

A⊕B = {x⊕ y | x ∈ A i y ∈ B}.

Pseudomnoženje skupova A i B je dato sa

A�B = {x� y | x ∈ A i y ∈ B}.

Pseudomnoženje skupa A sa skalarom α je dato sa

α�A = {α� x | x ∈ A}.

Sledeća definicija i tvrđenje sa dokazom su dati u [40].

Definicija 1.7 ([40]) Neprazan skup A ⊆ [a, b] je pseudokonveksan ako za
svako x, y ∈ A i α, β ∈ [a, b]+ za koje je α⊕ β = 1 važi

α� x⊕ β � y ∈ A.

U definiciji se podrazumeva prioritet operacije � u odnosu na operaciju ⊕,
tj. važi α� x⊕ β � y = (α� x)⊕ (β � y).
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Glava 1. Uvodni pojmovi pseudoanalize

Tvrđenje 1.1 ([40]) Svaki interval [u, v] ⊆ [a, b]+ je pseudokonveksan skup.

Za potrebe istraživanja definisane pseudooperacije na skupovima se po-
smatraju na klasi svih zatvorenih podintervala intervala [a, b]+, tj. na klasi

I = {[u, v] | u ≤ v i [u, v] ⊆ [a, b]+} . (1.4)

Pokazano je (videti [40]) da za α ∈ [a, b]+ i A1, A2 ∈ I, gde je A1 = [u1, v1]
i A2 = [u2, v2] važi

A1 ⊕A2 = [u1 ⊕ u2, v1 ⊕ v2], A1 �A2 = [u1 � u2, v1 � v2]

i
α�A1 = [α� u1, α� v1].

U slučaju poluprstena prve ili treće klase gde je pseudosabiranje ⊕ = max
važi

A1 ⊕A2 = max{A1, A2} = [max{u1, u2},max{v1, v2}].

Slično, ako je ⊕ = min važi

A1 ⊕A2 = min{A1, A2} = [min{u1, u2},min{v1, v2}].

Ako je dat poluprsten ([a, b],⊕,�) druge klase, tj. g-poluprsten, za strogo
monotono rastući generator g važi

g−1([u, v]) = [g−1(u), g−1(v)],

pa je

A1 ⊕A2 = g−1 ([g(u1) + g(u2), g(v1) + g(v2)]) ,

A1 �A2 = g−1 ([g(u1)g(u2), g(v1)g(v2)]) ,

α�A1 = g−1 (g(α)[g(u1), g(v1)]) ,

dok je za strogo monotono opadajući generator g važi

g−1([u, v]) = [g−1(v), g−1(u)],

pa je

A1 ⊕A2 = g−1 ([g(v1) + g(v2), g(u1) + g(u2)]) ,

A1 �A2 = g−1 ([g(v1)g(v2), g(u1)g(u2)]) ,
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1.4 Pseudooperacije na skupovima

α�A1 = g−1 (g(α)[g(v1), g(u1)]) .

Definicija pseudosabiranja dva intervala A1 = [u1, v1] i A2 = [u2, v2] može
da se proširi na pseudosabiranje prebrojivo mnogo intervala An = [un, vn],
n ∈ N, na sledeći način:

∞⊕
i=1

[ui, vi] = lim
n→∞

n⊕
i=1

[ui, vi] = lim
n→∞

[
n⊕
i=1

ui,
n⊕
i=1

vi

]

=
[

lim
n→∞

n⊕
i=1

ui, lim
n→∞

n⊕
i=1

vi

]
=
[ ∞⊕
i=1

ui,
∞⊕
i=1

vi

]
,

u slučaju da lim
n→∞

n⊕
i=1

ui i lim
n→∞

n⊕
i=1

vi postoje.

Za niz {[un, vn] : n ∈ N} podintervala od [a, b]+ se definiše lim inf
n→∞

[un, vn]
i lim sup

n→∞
[un, vn] (videti [48]) na sledeći način:

lim inf
n→∞

[un, vn] =
⋃
n∈N

⋂
m≥n

[um, vm]

i
lim sup
n→∞

[un, vn] =
⋂
n∈N

⋃
m≥n

[um, vm].

Jasno je da je lim inf
n→∞

[un, vn] skup svih tačaka x iz [a, b]+ takvih da je
x ∈ [un, vn] za sve, osim za konačno mnogo n ∈ N, dok je lim sup

n→∞
[un, vn]

skup svih tačaka x iz [a, b]+ takvih da je x ∈ [un, vn] za beskonačno mnogo
n ∈ N. Otuda je

lim inf
n→∞

[un, vn] = {x : x = lim
n→∞

xn, xn ∈ [un, vn]} (1.5)

i
lim sup
n→∞

[un, vn] = {x : x = lim
m∈M

xm, xm ∈ [um, vm]}, (1.6)

gde je M beskonačan uređen podskup skupa N.
Ako za niz intervala {[un, vn] : n ∈ N} važi lim inf

n→∞
[un, vn] = lim sup

n→∞
[un, vn]

tada je
lim
n→∞

[un, vn] = lim inf
n→∞

[un, vn] = lim sup
n→∞

[un, vn]. (1.7)

Ako limesi lim
n→∞

un i lim
n→∞

vn postoje, tada je

lim
n→∞

[un, vn] =
[

lim
n→∞

un, lim
n→∞

vn
]
. (1.8)
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Glava 1. Uvodni pojmovi pseudoanalize

1.5 Metrika D i relacija �S na zatvorenim podsku-
povima od [a, b]

Neka je ([a, b],⊕,�) poluprsten koji pripada jednoj od osnovne tri klase i
neka je C familija zatvorenih podskupova od [a, b].

Funkcija D : C2 → [0,∞) data sa

D(A,B) = max{d(inf A, inf B), d(supA, supB)}, A,B ∈ C, (1.9)

gde je d metrika na poluprstenu ([a, b],⊕,�) definisana u delu 1.2 je metrika
na C2. Funkcija D je Hausdorfova metrika.

Na osnovu primera 1.4 dobijaju se sledeće metrike.

Primer 1.5 Neka su A = [u1, v1] i B = [u2, v2], u1 < v1, u2 < v2, podsku-
povi od [a, b].

a) Neka je ((−∞,+∞],min,+) poluprsten sa metrikom d datom sa
d(x, y) = |e−max{x,y} − e−min{x,y}|.

Tada je D(A,B) = max(|e−u2 − e−u1 |, |e−v2 − e−v1 |).

b) Neka je ([−∞,∞],max,min) poluprsten sa metrikom d datom sa
d(x, y) = arctan(max{x, y})− arctan(min{x, y}).

Tada je D(A,B) = max(arctan u2 − arctan u1, arctan v2 − arctan v1).

c) Neka je ([0,∞],⊕,�) poluprsten druge klase sa strogo monotono rastu-
ćim generatorom g(x) = x2 i metrikom d datom sa d(x, y) = |x2 − y2|.

Tada je D(A,B) = max(u2
2 − u2

1, v
2
2 − v2

1). �

Relacija �S na klasi C je definisana na sledeći način.

Definicija 1.8 ([40]) Neka su C,D ∈ C. C �S D ako važe sledeći uslovi:

1. za svako x ∈ C postoji y ∈ D tako da je x � y,

2. za svako y ∈ D postoji x ∈ C tako da je x � y,

gde je � relacija totalnog poretka na intervalu [a, b].

12



1.6 Intervalno-vrednosna ⊕-mera

1.6 Intervalno-vrednosna ⊕-mera
U okvirima pseudoanalize proučava se intervalno-vrednosna ⊕-mera koja

je izučavana u [35, 85]. Specijalni slučajevi intervalno-vrednosnih mera su
intervalno-vrednosne verovatnoće koje imaju veliku primenu u teoriji neodre-
đenosti i teoriji odlučivanja (videti [52, 65, 90, 93]) i predstavljaju osnovu za
istraživanje sprovedeno u disertaciji.

Neka je ([a, b],⊕,�) poluprsten koji pripada jednoj od osnovne tri klase,
F σ-algebra podskupova od X i neka je I klasa svih zatvorenih podintervala
intervala [a, b]+ data sa (1.4).

Neka je na intervalu [a, b] data relacija totalnog poretka � (relacija
totalnog poretka koja se posmatra može biti uobičajeni poredak ili poredak
obrnut uobičajenom poretku).

Definicija 1.9 ([35]) Skupovna funkcija Π : F → I je intervalno-vrednosna
⊕-mera ako važi:

1. Π(∅) = {0} = [0,0],

2. Π(
∞⋃
i=1

Ai) =
∞⊕
i=1

Π(Ai) = lim
n→∞

n⊕
i=1

Π(Ai),

za svaki niz {Ai : i ∈ N} u parovima disjunktnih skupova iz F .

Ako je ⊕ idempotentna operacija, uslov 1. i uslov disjunktnosti u parovima
skupova {Ai : i ∈ N} u definiciji 1.9 može da se izostavi.

Monotonost intervalno-vrednosne ⊕-mere se definiše u odnosu na poredak
�S dat u odeljku 1.5.

Definicija 1.10 ([35]) Intervalno-vrednosna ⊕-mera Π je monotona u odno-
su na poredak �S ako za A,B ∈ F važi

A ⊆ B implicira Π(A) �S Π(B).

Intervalno-vrednosna ⊕-mera predstavlja uopštenje ⊕-mere.

Primer 1.6 ([35])

a) Neka je µ : F → [a, b]+ ⊕-mera, i neka je za svako A ∈ F

Π(A) = [µ(A), µ(A)] = {µ(A)}.

Tada je Π intervalno-vrednosna ⊕-mera.

13



Glava 1. Uvodni pojmovi pseudoanalize

b) Neka je µ : F → [a, b]+ ⊕-mera, gde je ⊕ = max, ili je ⊕ dato strogo
monotono rastućim generatorom g. Neka je za svako A ∈ F

Π(A) = [0, µ(A)].

Tada je Π intervalno-vrednosna ⊕-mera. �

Sledeća definicija i primer su preuzeti iz [35].

Neka jeM proizvoljna neprazna familija ⊕-mera µ, takva da je (M,�),
gusto linearno uređenje sa krajevima µl, µr ∈M, tj.

µl(A) � µ(A) � µr(A),

za svako µ ∈M i svako A ∈ F .

Definicija 1.11 ([35]) Funkcija µM : F → I data sa

µM = [µl, µr],

ako je relacija totalnog poretka uobičajeni poredak, ili sa

µM = [µr, µl],

ako je relacija totalnog poretka poredak obrnut uobičajenom poretku, se
naziva intervalno-vrednosna skupovna funkcija za familijuM.

Kako su µl i µr ⊕-mere, sledi µl(∅) = µr(∅) = 0 pa je µM(∅) = {0}.
Za niz {Ai : i ∈ N} u parovima disjunktnih skupova iz F , na osnovu

σ-⊕-aditivnosti ⊕-mera µl i µr sledi

µM

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞⊕
i=1

µM(Ai),

pa µM zadovoljava uslove definicije 1.9 tj. µM je intervalno-vrednosna ⊕-mera
(videti [27, 35]).

Primer 1.7 ([35]) Neka jeM0 familija ⊕-mera koja uključuje i trivijalnu ⊕-
meru µ0 oblika µ0(A) = 0, za svako A ∈ F . Neka je (M0,�) gusto linearno
uređen skup.

Ako za familijuM0 postoji µr ∈ M0 tako da za svako µ ∈ M0 i svako
A ∈ F važi da je µ(A) � µr(A), tada je intervalno-vrednosna skupovna
funkcija µM0 oblika

µM0 = [0, µr]
intervalno-vrednosna ⊕-mera. �
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Glava 2

Pseudointegral i neke
njegove primene

Ovo poglavlje se sastoji iz tri tematske celine. U prvoj celini je data
definicija pseudointegrala realne funkcije u odnosu na ⊕-meru sa osnovnim
osobinama ([68, 69, 71]). Na osnovu definicije pseudointegrala u odnosu
na ⊕-meru, definisana je g-Melinova transformacija i pokazane su njene
osobine koje su originalni rezultat disertacije koji je publikovan u [25]. Data
je primena g-Melinove transformacije u teoriji verovatnoće, koja je takođe
originalni rezultat publikovan u [31].

Druga celina je posvećena izučavanju pseudointegrala skupovno-vrednosne
funkcije u odnosu na ⊕-meru sa akcentom na specijalnom slučaju, pseudo-
integralu intervalno-vrednosne funkcije u odnosu na ⊕-meru koji su uvedeni
u [39, 40], a na osnovu kojih je dobijen originalan rezultat, pseudointegracija
g-polinoma sa intervalnim koeficijentima, kao specijalan slučaj pseudointe-
gracije intervalno-vrednosne funkcije. Rezultat je publikovan u [26].

U trećoj celini su izloženi rezultati vezani za pseudointegral realne funkcije
u odnosu na intervalno-vrednosnu ⊕-meru ([35]), koji su osnova za jedan
od glavnih rezultata disertacije dat u poglavlju 4. Takođe, predstavljena je
intervalno-vrednosna pseudometrika koja je originalni rezultat publikovan u
[55].

2.1 Pseudointegral realne funkcije u odnosu na ⊕-
meru

Neka je ([a, b],⊕,�) poluprsten iz jedne od tri osnovne klase sa relacijom
totalnog poretka � i d metrika data u odeljku 1.2. Neka je F σ-algebra
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

podskupova nepraznog skupa X i neka je µ ⊕-mera iz definicije 1.5.
Konstrukcija pseudointegrala realne funkcije u odnosu na ⊕-meru je

slična konstrukciji Lebegovog integrala i kreće sa definicijom pseudointegrala
elementarne funkcije u odnosu na ⊕-meru. Rezultati prikazani u ovom delu
su iz [40, 69].

Definicija 2.1 ([69]) Za A ∈ F funkcija χA definisana sa

χA(x) =
{

0 , x /∈ A
1 , x ∈ A (2.1)

se naziva pseudokarakteristična funkcija skupa A.

Definicija 2.2 ([69]) Preslikavanje e : X → [a, b] se naziva elementarna
funkcija ako je oblika

e =
∞⊕
i=1

ai � χAi , (2.2)

gde su ai ∈ [a, b], Ai disjunktni skupovi iz F , i ∈ N, a χAi pseudokarakteri-
stična funkcija skupa Ai.

Ako je operacija ⊕ idempotentna, uslov disjunktnosti skupova Ai se može
izostaviti.

Definicija 2.3 ([69]) Neka je ε > 0 i B ⊂ [a, b]. Podskup {lεi } od B je
ε-mreža ako za svako x ∈ B postoji lεi takav da je d(lεi , x) ≤ ε. Ako je lεi � x
tada je {lεi } donja ε-mreža. Ako je lεi � lεi+1 tada je {lεi } monotona ε-mreža.

Dokaz sledećeg tvrđenja je dat u [69].

Tvrđenje 2.1 ([69]) Neka je f : X → [a, b] funkcija merljiva od dole ili je f
merljiva i za svako ε > 0 postoji monotona ε-mreža u f(X). Tada postoji niz
{ϕn : n ∈ N} elementarnih funkcija takvih da za svako x ∈ X on uniformno
konvergira ka funkciji f(x) u metrici d datoj u delu 1.2.

Definicija 2.4 ([69]) Pseudointegral elementarne funkcije e u odnosu na
⊕-meru µ je

⊕∫
X

e� dµ =
∞⊕
i=1

ai � µ (Ai) . (2.3)

Neka je f : X → [a, b] merljiva fukcija u odnosu na σ-algebru F .
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2.1 Pseudointegral realne funkcije u odnosu na ⊕-meru

Definicija 2.5 ([69]) Pseudointegral merljive funkcije f : X → [a, b] je
⊕∫
X

f � dµ = lim
n→∞

⊕∫
X

ϕn � dµ,

gde je {ϕn : n ∈ N} niz elementarnih funkcija takvih da d (ϕn(x), f(x))→ 0
uniformno kada n→∞, a d je metrika data u delu 1.2.

Ovako definisan pseudointegral ne zavisi od izbora niza {ϕn : n ∈ N}
(videti [69]).

Definicija 2.6 ([69]) Pseudointegral merljive funkcije f : X → [a, b] na
proizvoljnom nepraznom podskupu A skupa X je dat sa

⊕∫
A

f � dµ =
⊕∫
X

(f � χA)� dµ,

gde je χA pseudokarakteristična funkcija skupa A data sa (2.1).

Definicija 2.7 ([40]) Funkcija f : X → [a, b] je pseudointegrabilna ako
njen pseudointegral postoji kao konačna vrednost u smislu posmatranog
poluprstena.

Ograničenost u smislu posmatranog poluprstena i pseudointegrabilnost
funkcije funkcije f : X → [a, b] je ilustrovana sledećim primerom iz [40].

Primer 2.1 ([40])
a) Neka je ([a, b],⊕,�) poluprsten prve klase, gde je [a, b] = [−∞,∞],
⊕ = max, a � neidempotentna operacija, uz konvenciju −∞+∞ =
−∞.
Funkcija f : X → [a, b] je ograničena ako postoji M ∈ [a, b) tako da
za svako x ∈ X važi da je f(x) �M ≺ b, a pseudointegrabilna ako je
⊕∫
X

f � dµ ≺ b.

b) Neka je ([a, b],⊕,�) poluprsten prve klase, gde je [a, b] = [−∞,∞],
⊕ = min, � neidempotentna operacija, uz konvenciju −∞+∞ =∞.
Funkcija f : X → [a, b] je ograničena ako postoji M ∈ (a, b] tako da
za svako x ∈ X važi da je f(x) �M ≺ a, a pseudointegrabilna ako je
⊕∫
X

f � dµ ≺ a.
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

c) Neka je ([a, b],⊕,�) poluprsten druge klase, gde su pseudooperacije
date generatorom g : [a, b]→ [0,∞], uz konvenciju 0 · ∞ = 0.
Ako je g strogo monotono rastući generator, funkcija f : X → [a, b] je
ograničena ako postoji M ∈ [a, b) tako da za svako x ∈ X važi da je

f(x) �M ≺ b, a pseudointegrabilna ako je
⊕∫
X

f � dµ ≺ b.

Ako je g strogo monotono opadajući generator, funkcija f : X → [a, b]
je ograničena ako postoji M ∈ (a, b] tako da za svako x ∈ X važi da je

f(x) �M ≺ a, a pseudointegrabilna ako je
⊕∫
X

f � dµ ≺ a. �

Neka su f1 : X → [a, b] i f2 : X → [a, b] merljive funkcije. Pseudosabiranje
i pseudomnoženje funkcija kao i pseudomnoženje funkcije konstantom se
definišu na uobičajen način.

Za svako x ∈ X i c ∈ [a, b] je

(f1 ⊕ f2)(x) = f1(x)⊕ f2(x),
(f1 � f2)(x) = f1(x)� f2(x), (2.4)
(c� f1)(x) = c� f1(x).

Za pseudointegral važe osobine date u sledećem tvrđenju, a dokaz je dat
u [69].

Tvrđenje 2.2 ([69]) Neka su operacije ⊕ i � neprekidne i ⊕ beskonačno
komutativna i asocijativna operacija. Za neprazne podskupove A,B skupa X
važi:

(i)
⊕∫
A

(f1 ⊕ f2)� dµ =
⊕∫
A

f1 � dµ⊕
⊕∫
A

f2 � dµ,

(ii)
�∫
A

(c� f1)� dµ = c�
⊕∫
A

f1 � dµ, c ∈ [a, b]

(iii) ako je f1 � f2, tada je
⊕∫
A

f1 � dµ �
⊕∫
A

f2 � dµ,

(iv) ako je A ∩B = ∅, tada je
⊕∫

A∪B

f � dµ =
⊕∫
A

f � dµ⊕
⊕∫
B

f � dµ.
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2.2 g-Melinova transformacija

Primer 2.2 Neka je ([0,∞),min,�) poluprsten prve klase, gde je operacija
pseudomnoženja data generatorom g sa (1.2). Tada, na osnovu rezultata iz
[57], pseudointegral merljive funkcije f : X → [0,∞] je oblika

⊕∫
X

f � dµ = inf
x∈X

(f(x)� t(x)),

gde µ data funkcijom t : X → [0,∞) sa µ(A) = inf
x∈A

t(x), za svako A ∈ F . �

Na osnovu rezultata iz [57], za dalje istraživanje je interesantan slučaj
g-poluprstena gde je F Borelova σ-algebra. Kako je pseudosabiranje dato
strogo monotonim neprekidnim generatorom g, funkcija g ◦ µ je aditivna
mera pa je za merljivu funkciju f : X → [a, b] pseudointegral oblika

⊕∫
X

f � dµ = g−1

∫
X

(g ◦ f)d(g ◦ µ)

 , (2.5)

gde je integral sa desne strane jednakosti Lebegov integral (videti [68, 69]).
Ako je X = [c, d] i F = B([c, d]) Borelova σ-algebra, tada je g◦µ Lebegova

mera na [c, d] i važi

⊕∫
[c,d]

f � dµ = g−1

 d∫
c

g(f(x))dx

 .
Pseudointegral dat sa (2.5) se naziva g-integral.

Osim pseudointegrala, integrali koji su konstruisani u odnosu na deko-
mpozabilne mere su Veberov integral i Murofuši-Sugenov integral (videti
[69]). Više o integralima u odnosu na neaditivne mere i njihovim primenama
se može naći u [69, 91]. U literaturi se mogu naći i integrali u odnosu na
uopštene mere kao što su Sugenov integral, Šokeov integral, Panov integral,
itd. (videti [92]).

2.2 g-Melinova transformacija
Integralne transformacije predstavljaju veoma značajan i koristan alat

u mnogim oblastima nauke, posebno u matematici i fizici, a zatim i u
hemiji, biologiji, inženjerstvu (videti [20, 47, 88]). Laplasova i Furijeova
transformacija su najstarije i najčešće korišćene integralne transformacije.
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

Imaju primenu u rešavanju diferencijalnih jednačina, integralnih jednačina,
pri izračunavanju određenog integrala, sumiranju redova itd. ([20, 47]).

Osim Laplasove i Furijeove transformacije, mnoge druge integralne tra-
nsformacije, kao što su Hankelova transformacija, Hilbertova transformacija i
Stiltjesova transformacija se koriste za rešavanje početnih i rubnih problema
kod običnih i parcijalnih diferencijalnih jednačina, i u drugim problemima u
matematici ([20, 47, 88]).

Pored navedenih transformacija, u matematici se koristi i Melinova tra-
nsformacija.

Definicija 2.8 ([20]) Neka je s ∈ C. Melinova transformacija funkcije f :
R+ → R je definisana sa

(Mf)(s) =
∞∫
0

xs−1f(x) dx, (2.6)

dok je inverzna Melinova transformacija funkcije f̃ =Mf definisana sa

(M−1f̃)(x) = 1
2πi

c+i∞∫
c−i∞

x−sf̃(s) ds, (2.7)

gde je c = Re s i x ∈ R+.

Melinova konvolucija funkcija f : R+ → R i h : R+ → R je definisana sa

(f ∗M h)(x) =
∞∫
0

1
t
f

(
x

t

)
h(t) dt, (2.8)

za x ∈ R.

Melinova transformacija ima značajnu primenu kod rešavanja frakcionih
integralnih i diferencijalnih jednačina, prilikom sumiranja redova i asimpto-
tskog razvijanja u red, u ispitivanju gama funkcije i Rimanove zeta funkcije i
u teoriji brojeva ([4, 13, 18, 58]). Poseban značaj ima u teoriji verovatnoće u
izučavanju proizvoda nezavisnih slučajnih promenljivih ([30]).

Više detalja o Melinovoj transformaciji i primenama se može naći u
[16, 20, 30, 41, 45, 46].

U radu [25] je u okvirima pseudoanalize izučavana g-Melinova transforma-
cija. Pokazana su osnovna svojstva koja zadovoljava kao i veza sa Melinovom
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2.2 g-Melinova transformacija

transformacijom. Takođe, definisane su g-Melinova konvolucija i inverzna g-
Melinova transformacija i osobine koje ispunjavaju. Svi rezultati predstavljeni
u nastavku su originalni i publikovani u [25].

Neka je ([a, b],⊕,�) g-poluprsten.

Definicija 2.9 g-Melinova transformacija M⊕f : R → [a, b] funkcije f :
R+ → [a, b] je

(M⊕f)(s) =
⊕∫

R+

g−1(xs−1)� f � dµ,

gde je s ∈ R.

Na osnovu (2.5) sledi da je

(M⊕f)(s) = g−1

 ∞∫
0

xs−1g(f(x)) dx

 . (2.9)

Kako se definicija g-Melinove transformacije zasniva na definiciji g-integra-
la, g-Melinova transformacija funkcije f : R+ → [a, b] je definisana na skupu
R dok je Melinova transformacija definisana na skupu C. Dakle, g-Melinova
transformacija je uopštenje restrikcije Melinove transformacije na skupu R.
Ako se posmatra g-poluprsten kod koga je generator g(x) = x, g-Melinova
transformacija se poklapa sa restrikcijom Melinove transformacije na skupu
R.

Neka je s ∈ R iMf Melinova transformacija funkcije f : R+ → [a, b] data
sa (2.6). Integral na desnoj strani jednakosti (2.9) je Melinova transformacija
funkcije g ◦ f, pa sledi

(M⊕f)(s) = g−1 (M (g ◦ f)) (s) = (g−1 ◦M ◦ g ◦ f)(s),

tj. veza g-Melinove i Melinove transformacije na R je data sa

M⊕ = g−1 ◦M ◦ g. (2.10)

U sledećoj lemi je pokazana osobina pseudolinearnosti g-Melinove transfo-
rmacije.

Lema 2.1 Za funkcije f1 : R+ → [a, b] i f2 : R+ → [a, b] i λ ∈ [a, b] važi:

(i) M⊕(λ� f1) = λ� (M⊕f1),

(ii) M⊕(f1 ⊕ f2) = (M⊕f1)⊕ (M⊕f2).
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

Dokaz. (i) Koristeći (2.4) u slučaju g-poluprstena važi

(λ� f1)(x) = g−1 (g(λ) · (g ◦ f1)(x)) . (2.11)

Na osnovu jednakosti (2.11) i jednakosti (2.9) se dobija

(M⊕(λ� f1))(s) = g−1

 ∞∫
0

xs−1g(λ� f1(x)) dx


= g−1

 ∞∫
0

xs−1g(λ)g(f1(x)) dx


= λ� g−1

 ∞∫
0

xs−1g(f1(x)) dx


= λ� (M⊕f1)(s).

(ii) Slično, koristeći (2.4) u slučaju g-poluprstena važi

(f1 ⊕ f2)(x) = g−1 ((g ◦ f1)(x) + (g ◦ f2)(x)) , (2.12)

pa se na osnovu jednakosti (2.12) i jednakosti (2.9) dobija

(M⊕(f1 ⊕ f2))(s) = g−1

 ∞∫
0

xs−1g((f1 ⊕ f2)(x)) dx


= g−1

 ∞∫
0

xs−1 (g(f1(x)) + g(f2(x))) dx


= g−1

 ∞∫
0

xs−1g(f1(x)) dx

⊕ g−1

 ∞∫
0

xs−1g(f2(x)) dx


= (M⊕f1)(s)⊕ (M⊕f2)(s).

2

U matematičkoj analizi Melinova transformacija se može primeniti na
široku klasu funkcija. Međutim, u slučaju nekih elementarnih funkcija, kao
što je stepena funkcija f(x) = xs, s ∈ R, integral u Melinovoj transformaciji
divergira, pa Melinova transformacija stepene funkcije ne postoji.

U sledećem primeru je pokazano da se pogodnim odabirom generatora g
može izračunati g-Melinova transformacija stepene funkcije.
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2.2 g-Melinova transformacija

Primer 2.3 Neka je ([−∞,∞],⊕,�) g-poluprsten sa generatorom g(x) =
e−x i funkcija f(x) = xs, s ∈ R\{0}. g-Melinova transformacija funkcije f je

(M⊕xs)(s) = g−1

 ∞∫
0

xs−1g(xs) dx

 = g−1

 ∞∫
0

xs−1ex
s
dx

 .
Smenom promenljive u poslednjem integralu se dobija

(M⊕xs)(s) = g−1
(1
s

)
= ln |s|. �

U nastavku je data definicija g-Melinove konvolucije i veza sa Melinovom
konvolucijom koje su deo originalnog rezultata predstavljenog u [25].

Definicija 2.10 g-Melinova konvolucija f ?M h : R → [a, b] funkcija f :
R+ → [a, b] i h : R+ → [a, b] je

(f ?M h)(x) =
⊕∫

R+

g−1
(1
t

)
� f

(
x

t

)
� h(t)� dµ,

gde x ∈ R.

Neka je x ∈ R i f ∗M h Melinova konvolucija funkcija f : R+ → [a, b] i
h : R+ → [a, b] data sa (2.8). Na osnovu definicije g-integrala (2.5) i definicije
2.10, se dobija da je

(f ?M h)(x) = g−1

 ∞∫
0

1
t
(g ◦ f)

(
x

t

)
(g ◦ h)(t) dt

 . (2.13)

Kako integral na desnoj strani jednakosti (2.13) predstavlja Melinovu konvo-
luciju funkcija g ◦ f i g ◦ h, dobija se veza g-Melinove i Melinove konvolucije

f ?M h = g−1 ((g ◦ f) ∗M (g ◦ h)) .

U sledećem primeru je izračunata g-Melinova konvolucija funkcija za koje
Melinova konvolucija ne postoji.

Primer 2.4 Neka je ([−∞,∞],⊕,�) g-poluprsten sa generatorom g(x) =
e−x i neka su date funkcije f(x) = ln x i h(x) = x. Melinova konvolucija
funkcija f i h je

(f ∗M h)(x) =
∞∫
0

1
t

ln x
t
t dt =

∞∫
0

ln x
t
dt.
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

Kako integral sa desne strane jednakosti divergira, Melinova konvolucija
datih funkcija ne postoji.

S druge strane, g-Melinova konvolucija funkcija f i h je

(f ?M h)(x) = g−1

 ∞∫
0

1
t
e− ln x

t e−t dt

 = g−1

 ∞∫
0

1
x
e−t dt


= g−1

(1
x

)
= ln |x|. �

Integralne transformacije imaju dobro poznatu osobinu da transformacija
konvolucije funkcija za rezultat daje proizvod transformacija datih funkcija. U
sledećoj teoremi je pokazano da je g-Melinova transformacija g-Melinove ko-
nvolucije funkcija f i h jednaka pseudoproizvodu g-Melinovih transformacija
funkcija f i h.

Teorema 2.1 Neka su f : R+ → [a, b] i h : R+ → [a, b]. Tada je

M⊕(f ?M h) = (M⊕f)� (M⊕h).

Dokaz. Iz jednakosti (2.9), jednakosti (2.13) i Fubinijeve teoreme sledi

(
M⊕(f ?M h)(x)

)
(s) = g−1

 ∞∫
0

xs−1g(f ?M h)(x) dx


= g−1

 ∞∫
0

xs−1
∞∫
0

1
t
(g ◦ f)

(
x

t

)
(g ◦ h)(t) dt dx


= g−1

 ∞∫
0

(g ◦ h)(t)
∞∫
0

(tu)s−1(g ◦ f)(u) du dt


= g−1

 ∞∫
0

ts−1(g ◦ h)(t) dt
∞∫
0

us−1(g ◦ f)(u) du


= g−1 (g((M⊕h)(s)) · g((M⊕f)(s))

)
= (M⊕f)(s)� (M⊕h)(s).

2

U nastavku je definisan operator (M⊕)−1 za koji važi(
M⊕

)−1 ◦M⊕f = f.
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2.2 g-Melinova transformacija

Neka jeM⊕f = f̃ g-Melinova transformacija funkcije f : R+ → [a, b] i
M−1 inverzna Melinova transformacija funkcije f data sa (2.7). Tada, za

(
M⊕

)−1 (f̃) = (g−1 ◦M−1 ◦ g)(f̃), (2.14)

važi

(M⊕)−1 ◦ (M⊕f) = (g−1 ◦M−1 ◦ g) ◦ (M⊕f)
=

(
g−1 ◦M−1 ◦ g

)
◦
(
g−1 ◦M ◦ g

)
(f)

= f,

kada desna strana jednakosti (2.14) postoji.
Dakle, ako je M⊕f = f̃ g-Melinova transformacija funkcije f onda je

(M⊕)−1
f̃ = f.

Iz definicije g-Melinove transformacije (2.9) sledi da je g ◦ f̃ definisano

tako da je (g ◦ f̃)(s) =
∞∫
0

xs−1(g ◦ f)(x) dx, tj.

g ◦ f̃ =M(g ◦ f).

Tada jeM−1(g ◦ f̃) = g ◦ f, tj. g−1 ◦M−1 ◦ g ◦ f̃ = f, pa iz (2.14) sledi(
M⊕

)−1
f̃ = f.

Definicija 2.11 Operator (M⊕)−1 dat sa (2.14) se naziva inverzna g-Meli-
nova transformacija za g-Melinovu transformacijuM⊕.

Operator (M⊕)−1 zadovoljava osobinu pseudolinearnosti, što je pokazano
u sledećoj lemi.

Lema 2.2 Neka je λ ∈ [a, b], f1 : R+ → [a, b], f2 : R+ → [a, b], f̃1 =M⊕f1
i f̃2 =M⊕f2. Tada je

(i)
(
M⊕

)−1 (λ� f̃1) = λ�
((
M⊕

)−1
f̃1
)
,

(ii)
(
M⊕

)−1 (f̃1 ⊕ f̃2) =
((
M⊕

)−1
f̃1
)
⊕
((
M⊕

)−1
f̃2
)
.

Dokaz. Iz jednakosti (2.11), jednakosti (2.12) i jednakosti (2.14) i osobine
linearnosti inverzne Melinove transformacije sledi
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

(i) (M⊕)−1 (λ� f̃1) = (g−1 ◦M−1 ◦ g)(λ� f̃1)

= g−1 ◦M−1(g(λ) · g(f̃1))

= g−1
(
g(λ)(M−1g(f̃1)

)
= λ� g−1

(
M−1g(f̃1)

)
= λ�

(
(M⊕)−1

f̃1
)
,

(ii) (M⊕)−1 (f̃1 ⊕ f̃2) = (g−1 ◦M−1 ◦ g)(f̃1 ⊕ f̃2)

= g−1 ◦M−1(g(f̃1) + g(f̃2))

= g−1
((
M−1g(f̃1)

)
+
(
M−1g(f̃2)

))
= g−1

(
M−1g(f̃1)

)
⊕ g−1

(
M−1g(f̃2)

)
=

(
(M⊕)−1

f̃1
)
⊕
(
(M⊕)−1

f̃2
)
.

2

2.2.1 Primena g-Melinove transformacije i g-Melinove konvo-
lucije u teoriji verovatnoće

U nastavku je pokazana primena g-Melinove transformacije i g-Melinove
konvolucije u teoriji verovatnoće. Primerom je ilustrovana veza između g-
Melinove konvolucije i funkcije gustine proizvoda nezavisnih slučajnih pro-
menljivih neprekidnog tipa. Rezultati su originalni i publikovani u [31].

Neka je (Ω,F ,P) prostor verovatnoće i ([a, b],⊕,�) g-poluprsten. Ne-
ka je X nenegativna slučajna promenljiva neprekidnog tipa na prostoru
verovatnoće (Ω,F ,P) data funkcijom gustine ϕX .

Definicija 2.12 ([30]) Melinova transformacija slučajne promenljive X je
data sa

(MX)(s) =
∞∫
0

xs−1ϕX(x) dx, s ∈ C, (2.15)

ukoliko integral sa desne strane jednakosti (2.15) konvergira.

Na osnovu (2.9) se dobija defincija g-Melinove transformacije slučajne pro-
menljive.

Definicija 2.13 g-Melinova transformacija slučajne promenljive X je data
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2.2 g-Melinova transformacija

sa

(M⊕X)(s) = g−1

 ∞∫
0

xs−1g(ϕX(x)) dx

 , s ∈ R.

Primer 2.5 Neka je ([0,∞],⊕,�) g-poluprsten, gde je generator g(x) = x2.

(a) Neka je X slučajna promenljiva sa uniformnom raspodelom na intervalu
(a, b), 0 < a < b. Funkcija gustine slučajne promenljive X je ϕX(x) =

1
b− a

, x ∈ (a, b).

Tada je g-Melinova transformacija slučajne promenljive X

(M⊕X)(s) = g−1

 b2∫
a2

xs−1
( 1
b− a

)
dx


= 1

b− a

√
b2s − a2s

s
,

za s ∈ R.

(b) Neka je X slučajna promenljiva sa eksponencijalnom raspodelom sa
parametrom λ > 0. Funkcija gustine slučajne promenljiveX je ϕX(x) =
λ e−λx, x > 0.
Tada je g-Melinova transformacija slučajne promenljive X

(M⊕X)(s) = g−1

 ∞∫
0

xs−1e−2λx dx


=

√√√√√21−sλ3−s
∞∫
0

xs−1e−x dx

=
√

21−sλ3−sΓ(s),

za s ∈ R, gde je Γ(·) Gama funkcija. �

Neka su X i Y slučajne promenljive neprekidnog tipa na prostoru vero-
vatnoće (Ω,F ,P) date funkcijama gustine ϕX i ϕY , redom.

Definicija 2.14 ([30]) Melinova konvolucija slučajnih promenljivih X i Y
je data sa

(X ∗M Y )(x) =
∞∫
0

1
t
ϕX

(
x

t

)
ϕY (t) dt.
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

Za dve nezavisne slučajne promenljive neprekidnog tipa, poznato je da
je funkcija gustine proizvoda tih slučajnih promenljivih jednaka njihovoj
Melinovoj konvoluciji (videti [28]), tj. ako su X i Y nezavisne slučajne
promenljive i Z = XY, tada je

ϕZ(x) = (X ∗M Y ) (x), x ∈ R,

gde je ϕZ funkcija gustine slučajne promenljive Z.
Neka je ([a, b],⊕,�) g-poluprsten. Na osnovu (2.13) se dobija definicija

g-Melinove konvolucije slučajnih promenljivih.

Definicija 2.15 g-Melinova konvolucija slučajnih promenljivih X i Y je
data sa

(X ?M Y )(x) = g−1

 ∞∫
0

1
t
(g ◦ ϕX)

(
x

t

)
(g ◦ ϕY )(t) dt

 .
U sledećem primeru je pokazana veza između Melinove konvolucije slu-

čajne promenljive sa normalnom raspodelom i slučajne promenljive sa ekspo-
nencijalnom raspodelom i g-Melinove konvolucije slučajnih promenljivih čije
su funkcije gustina polinomne funkcije.

Primer 2.6 Neka je ([−∞,∞],⊕,�) g-poluprsten, gde je generator g(x) =
e−x. Neka su X i Y nezavisne slučajne promenljive date funkcijama gustine

ϕX(x) = x2

2 , x ∈ (0, 3√6) i ϕY (y) = y, y ∈ (0,
√

2).
g-Melinova konvolucija slučajnih promenljivih X i Y je

(X ?M Y )(x) = g−1

 ∞∫
0

1
t
e−

x2
2t2 e−t dt

 . (2.16)

Integral na desnoj strani jednakosti (2.16) je Melinova konvolucija slučajne
promenljive sa standardizovanom normalnom raspodelom i slučajne prome-
nljive sa eksponencijalnom raspodelom sa parametrom λ = 1.

Sada sledi da je

g ((X ?M Y )(x)) =
√

2π ϕZ(x),

gde je ϕZ funkcija gustine slučajne promenljive Z = UV, gde su U i V
nezavisne slučajne promenljive sa standardizovanom normalnom raspodelom
i eksponencijalnom raspodelom sa parametrom λ = 1, redom. �
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2.3 Pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije u odnosu na ⊕-meru

2.3 Pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije u
odnosu na ⊕-meru

Integral skupovno-vrednosne funkcije je prvi put izučavan u radu [8].
Po autoru je danas poznat pod nazivom Aumanov integral i zasniva se
na klasičnom Lebegovom integralu. Još neki integrali skupovno-vrednosnih
funkcija u odnosu na neaditivne mere, kao što su pseudointegral, Šokeov
i Sugenov tip integrala, ⊥-integral, (G) fazi integral, su predstavljeni u
[40, 44, 94, 95, 96].

Značaj izučavanja skupovno-vrednosnih funkcija pa samim tim i integracije
takvih funkcija se nalazi u širokoj primeni u ekonomiji, stohastici, slučajnim
skupovima, optimizaciji itd. (videti [3, 7, 60]).

U nastavku su dati rezultati iz [39, 40]. Definisan je pseudointegral sku-
povno-vrednosne funkcije sa osobinama koje zadovoljava.

Neka je ([a, b],⊕,�) poluprsten koji pripada jednoj od tri osnovne klase.
Neka je X neprazan skup, Σ = P(X) i µ ⊕-mera.

Neka je C klasa svih zatvorenih podskupova od [a, b]+.

Definicija 2.16 ([39]) Skupovno-vrednosna funkcija F je funkcija koja pre-
slikava skup X u C \ {∅}.

U daljem radu će biti posmatrane merljive skupovno-vrednosne funkcije.

Definicija 2.17 ([40]) Skupovno-vrednosna funkcija F : X → C \ {∅} je
merljiva ako je grafik Gr(F ) merljiv skup, tj. ako važi

Gr(F ) = {(x, r) ∈ X × [a, b]+ | r ∈ F (x)} ∈ Σ× B[a,b]+ ,

gde je B([a, b]+) Borelova σ-algebra na [a, b]+.

Neka je L1
⊕(µ) familija funkcija f : X → [a, b]+ koje su merljive, pseudo-

integrabilne i ograničene u smislu posmatranog poluprstena.

Definicija 2.18 ([39]) Neka je F merljiva skupovno-vrednosna funkcija.
Pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije F na skupu A ∈ Σ je

⊕∫
A

F � dµ =


⊕∫
A

f � dµ | f ∈ S(F )

 ,
gde je

S(F ) = {f ∈ L1
⊕(µ) | f(x) ∈ F (x) za skoro svako x ∈ X}.
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

Funkcija f ∈ S(F ) se naziva skoro siguran selektor skupovno-vrednosne
funkcije F, a S(F ) je skup skoro sigurnih selektora merljive funkcije F.

U sledećem primeru je dat oblik pseudointegrala skupovno-vrednosne
funkcije za različite poluprstene. Primer je zasnovan na primerima iz [40].

Primer 2.7 a) Neka je ([a, b],⊕,�) poluprsten prve klase, gde je pseudo-
sabiranje ⊕ = min, a pseudomnoženje � nije idempotentna operacija.
Na osnovu [67, 68, 69] ⊕-mera µ je data sa µ(A) = inf

x∈A
t(x) za svako

A ∈ Σ, gde je t : R→ [a, b] proizvoljna funkcija.

Tada je pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije F oblika

⊕∫
A

F � dµ =
{

inf
x∈A

(f(x)� t(x)) | f ∈ S(F )
}
.

b) Neka je ([a, b],⊕,�) poluprsten druge klase, gde su pseudooperacije
date generatorom g : [a, b]→ [0,∞], sa (1.1) i (1.2).

Tada je pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije F oblika

⊕∫
A

F � dµ =

g−1

∫
A

g ◦ f d(g ◦ µ)

 ∣∣∣ f ∈ S(F )

 .
Ako se posmatra poluprsten druge klase ([0,∞],⊕,�) sa generatorom
g(x) = x

1
2 , dobija se

⊕∫
A

F � dµ =


∫
A

(f(x))2 dx

 1
2 ∣∣∣ f ∈ S(F )

 .

c) Neka je ([a, b],⊕,�) poluprsten treće klase, gde je pseudosabiranje
⊕ = max, a pseudomnoženje � = min . Na osnovu [67, 68, 69] ⊕-mera
µ je data funkcijom t : R→ [a, b] sa µ(A) = sup

x∈A
t(x), za svako A ∈ Σ.

Tada je pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije F oblika
⊕∫
A

F � dµ =
{

sup
x∈A

(min(f(x), t(x))) | f ∈ S(F )
}
. �
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2.3 Pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije u odnosu na ⊕-meru

Definicija 2.19 ([39]) Skupovno-vrednosna funkcija F : X → C \ {∅} je
pseudointegrabilna na nekom skupu A ∈ Σ ako je

⊕∫
A

F � dµ 6= ∅.

Definicija 2.20 ([39]) Skupovno-vrednosna funkcija F je pseudointegrabilno
ograničena ako postoji funkcija h ∈ L1

⊕(µ) takva da:

1.
⊕

α∈F (x)
α � h(x), za idempotentno pseudosabiranje,

2. sup
α∈F (x)

α � h(x), za pseudosabiranje dato strogo monotono rastućim

generatorom g,

3. inf
α∈F (x)

α � h(x), za pseudosabiranje dato strogo monotono opadajućim
generatorom g.

Dovoljan uslov za pseudointegrabilnost skupovno-vrednosne funkcije je
dat u sledećem tvrđenju koje je dokazano u [39].

Tvrđenje 2.3 ([39]) Ako je F pseudointegrabilno ograničena skupovno-vre-
dnosna funkcija, tada je F pseudointegrabilna.

Osobine pseudointegrala skupovno-vrednosne funkcije su date u narednom
tvrđenju (videti [39]).

Tvrđenje 2.4 ([39]) Neka je F pseudointegrabilna skupovno-vrednosna funk-
cija, F1 i F2 pseudointegrabilno ograničene skupovno-vrednosne funkcije i
neka su A,B ∈ Σ. Tada važi:

(i) ako je A ⊂ B, tada je
⊕∫
A

F � dµ �S
⊕∫
B

F � dµ,

(ii) ako je F1 �S F2, tada je
⊕∫
X

F1 � dµ �S
⊕∫
X

F2 � dµ,

(iii) ako su A i B disjunktni skupovi iz Σ, tada je
⊕∫

A∪B

F � dµ =
⊕∫
A

F � dµ⊕
⊕∫
B

F � dµ
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

(u slučaju da je ⊕ idempotentna operacija, uslov disjunktnosti može da
se izostavi),

(iv) ako je µ(A) = 0, tada je
⊕∫
A

F � dµ = {0},

(v) ako je 0 ≺ α, tada je
⊕∫
X

(α� F )� dµ = α�
⊕∫
X

F � dµ,

gde je �S relacija data u odeljku 1.5.

2.3.1 Pseudointegral intervalno-vrednosne funkcije u odnosu
na ⊕-meru

Intervalno-vrednosne funkcije imaju primenu u raznim oblastima nauke
i tehnike (u kompjuterskoj grafici, optimizaciji, slučajnim skupovima, fazi
slučajnim promenljivim itd.)(videti [1, 77]). Sve veća mogućnost njihove
primene dovela je do potrebe za izučavanjem intervalno-vrednosnih funkcija,
pa samim tim i do integracije takvih funkcija.

Specijalan slučaj skupovno-vrednosnih funkcija predstavljenih u odeljku
2.3 su intervalno-vrednosne funkcije. Pseudointegral intervalno-vrednosne
funkcije je izučavan u [40].

Neka je I klasa svih zatvorenih podintervala intervala [a, b]+ data sa
(1.4).

Definicija 2.21 ([40]) Intervalno-vrednosna funkcija F je funkcija koja pre-
slikava skup X u I.

U radu [40] su izučavane intervalno-vrednosne funkcije koje su merljive u
smislu definicije 2.17.

Kako je kodomen intervalno-vrednosne funkcije F interval, intervalno-vre-
dnosna funkcija F ima reprezentaciju

F (x) = [l(x), r(x)], (2.17)

gde su l : X → [a, b]+ i r : X → [a, b]+ granične funkcije.
Jasno je da su granične funkcije merljive kao i da l(x), r(x) ∈ F (x), za

svako x ∈ X. Međutim, u opštem slučaju ograničenost i pseudointegrabilnost
graničnih funkcija ne moraju biti zadovoljeni (videti [40]). Dovoljan uslov
za ograničenost i pseudointegrabilnost graničnih funkcija je dat u sledećem
tvrđenju dokazanom u [40].
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2.3 Pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije u odnosu na ⊕-meru

Tvrđenje 2.5 ([40]) Ako je intervalno-vrednosna funkcija F : X → I
pseudointegrabilno ograničena, tada njene granične funkcije pripadaju klasi
S(F ).

Na osnovu prethodnog tvrđenja može se zaključiti da za granične funkcije
pseudointegrabilno ograničene intervalno-vrednosne funkcije F važi

l(x) = inf
f∈S(F )

f(x) i r(x) = sup
f∈S(F )

f(x).

Pseudosabiranje i pseudomnoženje dve intervalno vrednosne funkcije, kao
i pseudomnoženje intervalno-vrednosne funkcije konstantom je definisano na
sledeći način.

Neka su F1 i F2 intervalno-vrednosne funkcije date graničnim funkcijama
sa F1(x) = [l1(x), r1(x)] i F2(x) = [l2(x), r2(x)] i α ∈ [a, b]+. Tada je

(F1 ⊕ F2)(x) = F1(x)⊕ F2(x),

(F1 � F2)(x) = F1(x)� F2(x)

i
(α� F1)(x) = α� F1(x).

Na osnovu reprezentacije (2.17) intervalno-vrednosne funkcije i osobina
pseudosabiranja i pseudomnoženja intervala iz dela 1.4 sledi

(F1 ⊕ F2)(x) = [l1(x)⊕ l2(x), r1(x)⊕ r2(x)],

(F1 � F2)(x) = [l1(x)� l2(x), r1(x)� r2(x)]

i
(α� F1)(x) = [α� l1(x), α� r1(x)].

Kako su intervalno-vrednosne funkcije specijalan slučaj skupovno-vredno-
snih funkcija, sve definicije i tvrđenja koja važe za pseudointegral skupovno-
vrednosne funkcije važe i za pseudointegral intervalno-vrednosne funkcije.

Još neke osobine pseudointegrala intervalno-vrednosne funkcije su date u
nastavku.

Posledica 2.1 ([40]) Neka je F intervalno-vrednosna funkcija. Tada je
⊕∫
X

F � dµ pseudokonveksan podskup od [a, b]+.
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

Lema 2.3 ([40]) Neka je F intervalno-vrednosna funkcija data graničnim
funkcijama l i r ograničenim u smislu datog poluprstena. Tada je

⊕∫
X

F � dµ ⊆

 ⊕∫
X

l � dµ,
⊕∫
X

r � dµ

 .
Lema 2.4 ([40]) Neka je F intervalno-vrednosna funkcija data graničnim
funkcijama l i r ograničenim u smislu datog poluprstena. Tada se sve vrednosti

iz otvorenog intervala

 ⊕∫
X

l � dµ,
⊕∫
X

r � dµ

 mogu predstaviti kao pseudo-

konveksna kombinacija α �
⊕∫
X

l� dµ ⊕ β �
⊕∫
X

r � dµ, gde je α, β ∈ [a, b]+ i

α⊕ β = 1.

Na osnovu prethodne dve leme i tvrđenja 2.5 je pokazana sledeća teorema.

Teorema 2.2 ([40]) Neka je F pseudointegrabilno ograničena intervalno-
vrednosna funkcija sa graničnim funkcijama l i r. Tada je

⊕∫
X

F � dµ =

 ⊕∫
X

l � dµ,
⊕∫
X

r � dµ

 .
Neka je ([a, b],⊕,�) poluprsten druge klase, gde su pseudooperacije

date generatorom g : [a, b]→ [0,∞], sa (1.1) i (1.2) i neka je F intervalno-
vrednosna funkcija data graničnim funkcijama l : X → [a, b]+ i r : X → [a, b]+
sa F (x) = [l(x), r(x)].

Tada, na osnovu rezultata iz [40], g-integral intervalno-vrednosne funkcije
F je dat sa

⊕∫
X

F � dµ =

g−1

∫
X

(g ◦ l)d(g ◦ µ)

 , g−1

∫
X

(g ◦ r)d(g ◦ µ)

 .
Ako je generator g strogo monotono rastuća funkcija sledi

⊕∫
X

F � dµ = g−1

∫
X

(g ◦ l)d(g ◦ µ),
∫
X

(g ◦ r)d(g ◦ µ)

 .
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Ako je generator g strogo monotono opadajuća funkcija sledi
⊕∫
X

F � dµ = g−1

∫
X

(g ◦ r)d(g ◦ µ),
∫
X

(g ◦ l)d(g ◦ µ)

 .

2.4 g-integral pseudopolinoma sa intervalnim koe-
ficijentima

U ovom delu je prikazan specijalan slučaj pseudointegrala intervalno-vre-
dnosne funkcije, g-integral pseudopolinoma sa intervalnim koeficijentima.
Date su definicije pseudopolinoma i pseudopolinoma sa intervalnim koe-
ficijentima kao jedan oblik uopštenja polinoma. Takođe, predstavljen je
g-integral pseudopolinoma sa intervalnim koeficijentima i dokazana su ne-
ka njegova svojstva. Rezultati su dati u slučaju poluprstena druge klase,
tj. g-poluprstena. U ostalim slučajevima, na osnovu rezultata iz [57], pod
određenim pretpostavkama poluprsteni prve i treće klase se mogu dobiti kao
granična vrednost familije g-poluprstena.

Svi rezultati ovog odeljka su originalni i publikovani su u [26].
Neka je ([0,∞],⊕,�) poluprsten druge klase gde su pseudooperacije date

strogo monotonim generatorom g : [0,∞]→ [0,∞].

Definicija 2.22 Pseudopolinom p(n)(x) pseudostepena n, n ∈ N je definisan
sa

p(n)(x) = an � x(n) ⊕ an−1 � x(n−1) ⊕ · · · ⊕ a1 � x(1) ⊕ a0,

gde ak ∈ [0,∞], k ∈ {0, 1, . . . , n} i an 6= 0.

Neka je I klasa svih zatvorenih podintervala intervala [0,∞].

Definicija 2.23 Pseudopolinom P(n)(x) pseudostepena n, n ∈ N sa interva-
lnim koeficijentima je definisan sa

P(n)(x) = An � x(n) ⊕An−1 � x(n−1) ⊕ · · · ⊕A1 � x(1) ⊕A0,

gde Ak = [akl , akr ] ∈ I, k ∈ {0, 1, . . . , n} i An 6= {0}.

Na osnovu definicije pseudomnoženja (1.2) i definicije pseudostepena (1.3)
se može pokazati sledeća lema.

Lema 2.5 Neka je ([0,∞],�,⊕) g-poluprsten i k,m, p ∈ N. Tada je
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

(i) ak � x(k) = g−1
(
g(ak) · gk(x)

)
,

(ii) am � x(m) ⊕ ap � x(p) = g−1 (g(am) · gm(x) + g(ap) · gp(x)) .

U narednoj lemi je pokazan sličan rezultat za pseudopolinome sa interva-
lnim koeficijentima.

Lema 2.6 Neka je ([0,∞],�,⊕) g-poluprsten i k,m, p ∈ N. Za strogo mo-
notono rastući generator g važi:

(i) Ak � x(k) = g−1
(
g([akl , akr ]) · gk(x)

)
=

[
akl � g−1

(
gk(x)

)
, akr � g−1

(
gk(x)

)]
.

(ii) Am � x(m) ⊕Ap � x(p) = g−1 (g(Am) · gm(x) + g(Ap) · gp(x)) .

gde Ak, Am, Ap ∈ I, i Ak = [akl , akr ].

Dokaz. (i) Na osnovu definicije operacije � dobija se

Ak � x(k) = g−1(g(Ak) · g(x(k)))

= g−1
(
g([akl , akr ]) · g(g−1(gk(x)))

)
= g−1

(
g([akl , akr ]) · gk(x)

)
= g−1

(
[g(akl) · gk(x), g(akr) · gk(x)]

)
=

[
g−1

(
g(akl) · gk(x)

)
, g−1

(
g(akr) · gk(x)

)]
=

[
akl � g−1

(
gk(x)

)
, akr � g−1

(
gk(x)

)]
.

(ii) Slično, iz definicije operacija ⊕ i � dobija se

Am � x(m) ⊕Ap � x(p) = g−1
(
g(Am � x(m)) + g(Ap � x(p))

)
= g−1

(
g
(
g−1

(
g(Am) · g(x(m)))

))
+g

(
g−1

(
g(Ap) · g(x(p)))

)))
= g−1

(
g(Am) · g(x(m)) + g(Ap) · g(x(p))

)
= g−1 (g(Am) · gm(x) + g(Ap) · gp(x)) .

2

Sličan rezultat se može pokazati i za poluprsten druge klase sa strogo
monotono opadajućim generatorom g.
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Za α� x(n) ⊕ β � x(n), α, β ∈ (0,∞] i svaki strogo monoton generator g,
važi

α� x(n) ⊕ β � x(n) = (α⊕ β)� x(n)

= g−1(g(α⊕ β) · g(x(n))) (2.18)
= g−1((g(α) + g(β)) · gn(x))

Za g-množenje pseudostepena x(m) i x(n) važi

x(m) � x(n) = g−1(g(x(m)) · g(x(n)))
= g−1(gm(x) · gn(x)) (2.19)
= g−1(gm+n(x))
= x(m+n).

Lema 2.7 Neka je ([0,∞],�,⊕) g-poluprsten sa strogo monotono rastućim
generatorom g i neka su m,n ∈ N, α ∈ (0,∞]. Za pseudopolinom pseudoste-
pena m p(m)(x) i pseudopolinom pseudostepena n q(n)(x) važi:

(i) p(m)(x)⊕ q(n)(x) pseudopolinom pseudostepena max{m,n};

(ii) α� p(m)(x) pseudopolinom pseudostepena m;

(iii) p(m)(x)� q(n)(x) pseudopolinom pseudostepena m+ n.

Dokaz. Dokaz sledi direktno iz (2.18) i (2.19). 2

Slično tvrđenje važi i za pseudopolinome sa intervalnim koeficijentima.
Na osnovu rezultata iz [68] i definicije pseudostepena, sledi tvrđenje

sledeće leme.

Lema 2.8 Neka je ([0,∞],�,⊕) g-poluprsten. Tada je
⊕∫
X

(
ak � x(k)

)
� dµ = g−1

g(ak)
∫
X

gk(x)d(g ◦ µ)

 .
Lema 2.9 Neka je ([0,∞],�,⊕) g-poluprsten sa strogo monotono rastućim
generatorom g. Tada je

⊕∫
X

(Ak � x(k))� dµ

=

g−1

g(akl)
∫
X

gk(x)d(g ◦ µ)

 , g−1

g(akr)
∫
X

gk(x)d(g ◦ µ)

 ,
gde Ak = [akl , akr ] ∈ I, k ∈ {0, 1, . . . , n}.
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Dokaz. Koristeći rezultate leme 2.6 i definiciju g-integrala intervalno-vre-
dnosne funkcije, za strogo monotono rastući generator g se dobija
⊕∫
X

(Ak � x(k))� dµ

= g−1

∫
X

g ◦ g−1
(
g(akl) g

k(x)
)
d(g ◦ µ),

∫
X

g ◦ g−1
(
g(akr) gk(x)

)
d(g ◦ µ)


= g−1

∫
X

g(akl) g
k(x)d(g ◦ µ),

∫
X

g(akr) gk(x)d(g ◦ µ)


=

g−1

∫
X

g(akl) g
k(x)d(g ◦ µ)

 , g−1

∫
X

g(akr) gk(x)d(g ◦ µ)


=

g−1

g(akl)
∫
X

gk(x)d(g ◦ µ)

 , g−1

g(akr)
∫
X

gk(x)d(g ◦ µ)

 .
2

Sličan rezultat važi i za poluprsten druge klase sa strogo monotono
opadajućim generatorom g.

Na osnovu leme 2.9 i osobina g-integrala intervalno-vrednosne funkcije
([40, 38, 39]) sledi naredna teorema.

Teorema 2.3 Neka je ([0,∞],�,⊕) g-poluprsten i neka je

P(n)(x) = An � x(n) ⊕ · · · ⊕A1 � x(1) ⊕A0,

pseudopolinom pseudostepena n, n ∈ N sa intervalnim koeficijentima, gde
je Ak = [akl , akr ] ∈ I, k ∈ {0, 1, . . . , n} i An 6= {0}. Tada je g-integral
pseudopolinoma P(n)(x) dat sa∫ ⊕

X
P(n)(x)� dµ = An �

∫ ⊕
X
x(n) � dµ⊕ · · · ⊕A0 �

∫ ⊕
X
dµ.

U nastavku su dati primeri kojima je ilustrovana pseudointegracija pseu-
dopolinoma sa intervalnim koeficijentima.

Primer 2.8 Neka je ([0,∞],⊕,�) g-poluprsten sa generatorom g(x) = ex.
Tada je x⊕ y = ln(ex + ey), x� y = x+ y i x(n) = nx, za n ∈ N.
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2.4 g-integral pseudopolinoma sa intervalnim koeficijentima

Za pseudopolinom sa intervalnim koeficijentima

P(3)(x) = [0, 2]⊕
[1

2 ,
3
2

]
� x(1) ⊕ [0, 1]� x(2)

važi P(3)(x) = [0, 2]⊕
[

1
2 ,

3
2

]
� x(1) ⊕ [0, 1]� x(2)

= [0, 2]⊕
[

1
2 ,

3
2

]
� x⊕ [0, 1]� 2x

= [0, 2]⊕
[

1
2 + x, 3

2 + x
]
⊕ [2x, 1 + 2x]

=
[
ln(1 + e

1
2 +x), ln(e2 + e

3
2 +x)

]
⊕ [2x, 1 + 2x]

=
[
ln(1 + e

1
2 +x + e2x), ln(e2 + e

3
2 +x + e1+2x)

]
.

Dakle, g-integral pseudopolinoma sa intervalnim koeficijentima P(3)(x)
nad intervalom [0, 1] je

⊕∫
[0,1]

(
[0, 2]⊕

[1
2 ,

3
2

]
� x(1) ⊕ [0, 1]� x(2)

)
� dµ

= ln

 1∫
0

eln(1+e
1
2 +x+e2x)dx,

1∫
0

eln(e2+e
3
2 +x+e1+2x)dx


= ln

([
1
2 + e

3
2 + 1

2e
2 − e

1
2 , e2 + e

5
2 + 1

2e
3 − e

3
2 − e

2

])
= ln ([7.027, 23.773])
= [1.9498, 3.16855] . �

Primer 2.9 Neka je ([0,∞],⊕,�) g-poluprsten sa generatorom g(x) = x2.

Tada je x⊕ y = (x2 + y2)
1
2 , x� y = x · y i x(n) = xn, za n ∈ N.

Za pseudopolinom sa intervalnim koeficijentima P(3)(x) iz primera 2.8
važi

P(3)(x) = [0, 2]⊕
[

1
2 ,

3
2

]
� x(1) ⊕ [0, 1]� x(2)

= [0, 2]⊕
[

1
2 ,

3
2

]
� x⊕ [0, 1]� x2

= [0, 2]⊕
[
x
2 ,

3x
2

]
⊕ [0, x2]

=
[
(x2

4 )
1
2 , (4 + 9x2

4 )
1
2
]
⊕ [0, x2]

=
[
x
2 , (4 + 9x2

4 + x4)
1
2
]
.

Dakle, g-integral pseudopolinoma sa intervalnim koeficijentima P(3)(x)
nad intervalom [0, 1] je
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⊕∫
[0,1]

(
[0, 2]⊕

[1
2 ,

3
2

]
� x(1) ⊕ [0, 1]� x(2)

)
� dµ

=

 1∫
0

x2

4 dx,
1∫

0

(4 + 9x2

4 + x4)dx


1
2

=
([

1
12 ,

297
60

]) 1
2

= [0.2887, 2.2249] . �

2.5 Pseudointegral realne funkcije u odnosu na inte-
rvalno-vrednosnu ⊕-meru

Pseudointegral realne funkcije f : X → [a, b], gde je ([a, b],⊕,�) polu-
prsten koji pripada jednoj od tri osnovne klase, u odnosu na intervalno-vre-
dnosnu ⊕-meru je proširenje pseudointegrala realne funkcije f u odnosu na ⊕-
meru. Slično konstrukciji pseudointegrala u odnosu na ⊕-meru i konstrukcija
pseudointegrala u odnosu na intervalno-vrednosnu ⊕-meru počinje definicijom
pseudointegrala elementarne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu ⊕-
meru.

U nastavku se posmatra intervalno-vrednosna⊕-mera µM data definicijom
1.11, a definicije i tvrđenja sa dokazima su dati u [35].

Definicija 2.24 ([35]) Pseudointegral elementarne funkcije e date sa (2.2),
u odnosu na intervalno-vrednosnu ⊕-meru µM, je

⊕∫
X

e� dµM =
∞⊕
i=1

ai � µM (Ai) ,

gde su Ai disjunktni skupovi iz σ-algebre F podskupova od X.

Tvrđenje 2.6 ([35]) Ako je e elementarna funkcija data sa (2.2), tada važi

⊕∫
X

e� dµM =

 ⊕∫
X

e� dµl,
⊕∫
X

e� dµr

 ,
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2.5 Pseudointegral realne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu ⊕-meru

gde su
⊕∫
X

e � dµl,
⊕∫
X

e � dµr pseudointegrali elementarne funkcije e dati sa

(2.3), µM intervalno-vrednosna ⊕-mera iz definicije 1.11, a relacija totalnog
poretka je uobicajeni poredak.

Definicija 2.25 ([35]) Pseudointegral merljive funkcije f : X → [a, b] u
odnosu na intervalno-vrednosnu ⊕-meru µM iz definicije 1.11 je

⊕∫
X

f � dµM = lim
n→∞

⊕∫
X

ϕn � dµM,

gde je {ϕn : n ∈ N} niz elementarnih funkcija takvih da d (ϕn(x), f(x))→ 0
uniformno, kada n→∞, gde je d metrika data u delu 1.2.

Definicija 2.26 ([35]) Pseudointegral merljive funkcije f u odnosu na inter-
valno-vrednosnu ⊕-meru µM na proizvoljnom nepraznom podskupu A skupa
X je dat sa

⊕∫
A

f � dµM =
⊕∫
X

(f � χA)� dµM,

gde je χA pseudokarakteristična funkcija skupa A data sa (2.1).

U [35] je pokazano sledeće tvrđenje.

Tvrđenje 2.7 ([35]) Ako je f : X → [a, b] merljiva funkcija, tada je
⊕∫
X

f � dµM =

 ⊕∫
X

f � dµl,
⊕∫
X

f � dµr

 ,
gde je µM intervalno-vrednosna ⊕-mera iz definicije 1.11, a relacija totalnog
poretka je uobicajeni poredak.

Dakle, pseudointegral funkcije f u odnosu na intervalno-vrednosnu⊕-meru
µM = [µl, µr] je interval kod koga je leva granica jednaka pseudointegralu
funkcije f u odnosu na ⊕-meru µl, a desna pseudointegralu funkcije f u
odnosu na ⊕-meru µr.

Još neke osobine pseudointegrala u odnosu na intervalno-vrednosnu ⊕-
meru µM, prikazane u nastavku, dokazane su u [35].

Tvrđenje 2.8 ([35]) Neka su f, f1, f2 : X → [a, b] merljive funkcije, α ∈
[a, b]+ i A podskup skupa X iz F . Tada važi:
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(i)
⊕∫
X

(f1 ⊕ f2)� dµM =
⊕∫
X

f1 � dµM ⊕
⊕∫
X

f2 � dµM;

(ii)
⊕∫
X

(α� f)� dµM = α�
⊕∫
X

f � dµM;

(iii)
⊕∫
A

α� dµM = α� µM(A);

(iv) ako f1 � f2 onda
⊕∫
X

f1 � dµM �S
⊕∫
X

f2 � dµM.

Primer 2.10 ([35]) Ako je µM0 intervalno-vrednosna ⊕-mera iz primera
1.7, a poluprsten je takav da pseudosabiranje generiše uobičajen poredak na
intervalu, tada je pseudointegral u odnosu na meru µM0 oblika

⊕∫
X

f � dµM0 =

0,
⊕∫
X

f � dµr

 . �

Koristeći definiciju pseudointegrala funkcije f u odnosu na intervalno-vre-
dnosnu ⊕-meru µM, pokazano je (videti [35]) da se može konstruisati nova
skupovno-vrednosna funkcija µfM data na sledeći način

µfM(A) =
⊕∫
A

f � dµM =

 ⊕∫
A

f � dµl,
⊕∫
A

f � dµr

 , A ⊆ X.

Za ovako definisanu skupovno-vrednosnu funkciju važi da je intervalno-vre-
dnosna ⊕-mera koja je monotona u odnosu na poredak �S iz definicije
1.8.

2.6 Intervalno-vrednosna pseudometrika

U ovom delu je predstavljen originilni rezultat publikovan u [55]. Pomoću
intervalno-vrednosne ⊕-mere je definisana pseudometrika, tj. intervalno-
vrednosno rastojanje između dve merljive funkcije.

Neka je (X,Σ,m) prostor mere, gde je m : Σ → [0,∞) nenegativna
mera i neka je Lp(m) skup svih m-merljivih funkcija f , takvih da je |f |p
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2.6 Intervalno-vrednosna pseudometrika

m-integrabilna funkcija. U realnoj analizi se rastojanje d : Lp(m)2 → [0,∞)
između dve m-integrabilne funkcije f1 i f2 definiše pomoću Lp norme (videti
[14]), tj.

d(f1, f2) = ‖f1 − f2‖p =

∫
X

|f1 − f2|p dm

 1
p

.

Međutim, za dve funkcije f1 i f2 koje su jednake skoro svuda u odnosu na
meru m, jasno je da je d(f1, f2) = 0, pa ovako definisana funkcija d nije
metrika na Lp(m).

Prethodni problem se može izbeći ako se posmatra klasa ekvivalencije
funkcija iz Lp(m) koje su jednake skoro svuda u odnosu na meru m sa
funkcijom f ∈ Lp(m). Neka je F klasa ekvivalencije funkcija iz Lp(m) koje
su jednake skoro svuda u odnosu na meru m sa funkcijom f ∈ Lp(m). Neka
je Lp skup svih klasa ekvivalencije funkcija jednakih skoro svuda u odnosu
na meru m. Tada se definiše rastojanje između dve klase F1 i F2 na sledeći
način:

D(F1, F2) = d(f1, f2),

gde je f1 ∈ F1 i f2 ∈ F2. Ovako definisano rastojanje je metrika na prostoru
Lp (videti [14]).

Prethodni rezultat je u [83] uopšten za subaditivne mere, a u [75] je
umesto Lebegovog integrala posmatran pseudointegral u odnosu na ⊕-meru.

Pseudo Lp prostor definisan u [75] je jedno uopštenje Lp prostora u okviru
pseudoanalize. Pokazano je (videti [2]) da ako f1 i f2 pripadaju pseudo
Lp prostoru, tada i f1 ⊕ f2 takođe pripada pseudo Lp prostoru. Ako f1
pripada pseudo Lp prostoru, f2 pripada pseudo Lq prostoru i 1

p + 1
q = 1, za

p, q ∈ (1,∞), tada f1 � f2 pripada pseudo L1 prostoru. Prethodni rezultat
je pokazan za poluprstene druge klase, gde je g strogo monotono rastući
generator i za poluprstene prve klase kod kojih je pseudosabiranje ⊕ = sup,
a pseudomnoženje je dato strogo monotono rastućim generatorom g.

U nastavku je data definicija pseudometrike na proizvoljnom nepraznom
podskupu intervala [a, b], sa vrednostima u poluprstenu i definicija rastojanja
između merljivih funkcija, koje su uvedene u [75].

Neka je ([a, b],⊕,�) g-poluprsten, gde je g strogo monotono rastući
generator ili poluprsten prve klase gde je pseudosabiranje ⊕ = sup, a pseu-
domnoženje je dato strogo monotono rastućim generatorom g. Neka je na
[a, b] data relacija totalnog poretka � .

Na nepraznom podskupu A intervala [a, b] definiše se pseudometrika na
sledeći način.
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

Definicija 2.27 ([75]) Funkcija d⊕ : A × A → [a, b]+ je pseudometrika na
A ako važi:

(PM1) d⊕(x, y) = 0 ako i samo ako x = y, za svako x, y ∈ A,

(PM2) d⊕(x, y) = d⊕(y, x), za svako x, y ∈ A,

(PM3) postoji c ∈ [a, b]+ tako da za svako x, y, z ∈ A važi d⊕(x, y) �
c� (d⊕(x, z)⊕ d⊕(z, y)).

Ako je ([a, b],⊕,�) g-poluprsten, gde je g strogo monotono rastući gene-
rator, funkcija d⊕ : [a, b]× [a, b]→ [a, b] data sa

d⊕(x, y) = g−1(|g(x)− g(y)|), (2.20)

zadovoljava uslove definicije 2.27, odnosno d⊕ je pseudometrika na [a, b].
Jasno je da je tada c = 1.

U [75] je pokazano da ako je ([a, b],⊕,�) poluprsten kod koga je x⊕ y =
sup(x, y), a pseudomnoženje je dato strogo monotono rastućim generatorom
g, funkcija data sa (2.20) je pseudometrika na [a, b] i c = g−1(2).

U [75] se za dve merljive funkcije f1 : X → [a, b] i f2 : X → [a, b] i
p ∈ (0,∞) definiše funkcija

Dp,⊕(f1, f2) =

 ⊕∫
X

(d⊕(f1, f2))(p)
� � dµ


(

1
p

)
�

. (2.21)

Specijalno, ako je p = 1 a pseudointegral je g-integral dat sa (2.5), tada je

D1,⊕(f1, f2) = g−1

∫
X

g ◦ d⊕(f1, f2)d(g ◦ µ)

 .
Skup svih merljivih funkcija f : X → [a, b] takvih da je Dp,⊕(f,0) konačna

vrednost u smislu posmatranog poluprstena se označava sa Lp⊕.
Nedostatak funkcije date sa (2.21) je ilustrovan sledećim primerom.

Primer 2.11 Neka su funkcije f1 : X → [a, b] i f2 : X → [a, b] takve da je

f2(x) =
{
f1(x), x ∈ (a, b)
C, x = a ili x = b.

Iako je f1 6= f2, jasno je da je za funkcije f1 i f2 D1,⊕(f1, f2) = 0, pa
funkcija D1,⊕ ne zadovoljava uslov (PM1) definicije 2.27, odnosno, D1,⊕ nije
pseudometrika na prostoru merljivih funkcija. �
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2.6 Intervalno-vrednosna pseudometrika

Da bi se izbegao problem iz prethodnog primera, kao i u teoriji mere
potrebno je definisati klase ekvivalencije funkcija jednakih skoro svuda u
odnosu na posmatranu ⊕-meru.

Definicija 2.28 ([75]) Dve merljive funkcije f1 : X → [a, b] i f2 : X → [a, b]
su jednake skoro svuda u odnosu na ⊕-meru µ na X, u oznaci f1 = f2 µ-s.s.,
ako je

µ (x ∈ X : f1(x) 6= f2(x)) = 0.

Neka je F skup svih merljivih funkcija iz X u [a, b] koje su jednake skoro
svuda sa funkcijom f : X → [a, b] u odnosu na ⊕-meru µ, tj. F je klasa
ekvivalencije kojoj pripada merljiva funkcija f. Skup svih klasa ekvivalencije
se označava sa Lp⊕ i naziva se pseudo Lp prostor (videti [75]).

Kao i u klasičnoj teoriji mere, u [75] je za dve klase ekvivalencije F1 i F2,
definisana funkcija

Dp,⊕(F1, F2) = Dp,⊕(f1, f2),

gde su f1 ∈ F1, f2 ∈ F2. Ovako definisana funkcija zadovoljava uslove (PM1),
(PM2) i (PM3), tj. Dp,⊕ je pseudometrika na skupu klasa ekvivalencije Lp⊕.

Na osnovu rezultata iz [75], u [55] je posmatran g-integral dat sa (2.5), pri
čemu je g strogo monotono rastući generator, a rastojanje između funkcija
je definisano u odnosu na intervalno-vrednosnu ⊕-meru iz definicije 1.11.
Rezultati iz [55] su originalni i predstavljeni su u nastavku.

Neka je ([a, b],⊕,�) g-poluprsten, gde je g strogo monotono rastući
generator i A ⊂ [a, b].

Definicija 2.29 Funkcija D⊕ : A×A→ I je intervalno-vrednosna pseudo-
metrika na A ako važi:

(IPM1) D⊕(x, y) = [0,0] ako i samo ako x = y, za svako x, y ∈ A,

(IPM2) D⊕(x, y) = D⊕(y, x), za svako x, y ∈ A,

(IPM3) za svako x, y, z ∈ A važi

D⊕(x, y) �s D⊕(x, z)⊕D⊕(z, y).

Neka je ID⊕ intervalno-vrednosna funkcija definisana sa

ID⊕(f1, f2) =

 ⊕∫
X

d⊕(f1, f2)� dµl,
⊕∫
X

d⊕(f1, f2)� dµr

 ,
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

gde je µM = [µl, µr] intervalno-vrednosna ⊕-mera iz definicije 1.11 određena
familijom ⊕-meraM.

Na osnovu primera 2.11 sledi da u pseudo Lp prostoru postoje funkcije
f1 i f2 takve da je f1 6= f2 i ID⊕(f1, f2) = [0,0]. Dakle, za funkcije f1 i f2
jednake skoro svuda u odnosu na ⊕-meru µ ∈M, uslov (IPM1) iz definicije
2.29 ne važi, pa funkcija ID⊕ nije intervalno-vrednosna pseudometrika.

Koristeći rezultate iz [75], funkcija ID⊕(F1, F2) se definiše sa

ID⊕(F1, F2) = ID⊕(f1, f2),

gde su f1 ∈ F1 i f2 ∈ F2, a Fi je skup merljivih funkcija jednakih skoro svuda
u odnosu na ⊕-meru µ ∈M sa funkcijom fi, za i = 1, 2.

Za krajeve intervala intervalno-vrednosne funkcije ID⊕(F1, F2) važi

⊕∫
X

d⊕(f1, f2)� dµl = g−1

∫
X

g ◦ d⊕(f1, f2)d(g ◦ µl)


= g−1

∫
X

g
(
g−1 (|g(f1)− g(f2)|)

)
d(g ◦ µl)


= g−1

∫
X

|g(f1)− g(f2)|d(g ◦ µl)


i

⊕∫
X

d⊕(f1, f2)� dµr = g−1

∫
X

|g(f1)− g(f2)|d(g ◦ µr)

 ,
tj.

ID⊕(F1, F2) =g−1

∫
X

|g(f1)− g(f2)|d(g ◦ µl)

 , g−1

∫
X

|g(f1)− g(f2)|d(g ◦ µr)

 .
(2.22)

Primer 2.12 Neka je {Xn : n ∈ N} niz slučajnih promenljivih na prostoru
verovatnoće (Ω,F ,P) i ([a, b],⊕,�) g-poluprsten, gde je generator g strogo
monotono rastuća funkcija. Neka jeM = {µn : µn = g−1◦Pn = g−1◦P ◦X−1

n }
familija ⊕-mera µn takvih da je (M,�) gusto linearno uređenje sa krajevima
µl = g−1 ◦ P ◦X−1

l i µr = g−1 ◦ P ◦X−1
r .
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Za merljive funkcije f1 : R→ R i f2 : R→ R važi

ID⊕(f1, f2) =

 ⊕∫
X

d⊕(f1, f2)� dµl,
⊕∫
X

d⊕(f1, f2)� dµr


gde su

⊕∫
X

d⊕(f1, f2)� dµl = g−1 (E (|g ◦ f1(Xl)− g ◦ f2(Xl)|))

= g−1

 ∞∫
−∞

|g(f1(x))− g(f2(x))|ϕl(x)dx


i

⊕∫
X

d⊕(f1, f2)� dµr = g−1 (E (|g ◦ f1(Xr)− g ◦ f2(Xr)|))

= g−1

 ∞∫
−∞

|g(f1(x))− g(f2(x))|ϕr(x)dx


a ϕl i ϕr funkcije gustine slučajnih promenljivih Xl i Xr redom i E(·)
matematičko očekivanje slučajne promenljive. �

Neka je ([a, b],⊕,�) g-poluprsten, gde je g strogo monotono rastući
generator.

Teorema 2.4 Neka su f1 : X → [a, b] i f2 : X → [a, b] merljive funkcije.
Intervalno-vrednosna funkcija ID⊕(f1, f2) je intervalno-vrednosna pseudo-
metrika.

Dokaz. Jasno je da uslovi (IPM1) i (IPM2) važe.
Na osnovu definicije relacije �S iz odeljka 1.5 dokaz uslova (IPM3) se

sastoji iz dva koraka.
Prvi korak: potrebno je pokazati da za svako x ∈ ID⊕(f1, f2) postoji

y ∈ ID⊕(f1, f3)⊕ ID⊕(f3, f2), tako da je x � y.
Neka je x ∈ ID⊕(f1, f2). Na osnovu jednakosti (2.22) sledi

x ≤ g−1

∫
X

|g(f1)− g(f2)|d(g ◦ µr)

 .
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Neka je f3 : X → [a, b] merljiva funkcija. Kako je g strogo monotono rastući
generator sledi

g−1

∫
X

|g(f1)− g(f2)|d(g ◦ µr)


≤ g−1

∫
X

(|g(f1)− g(f3)|+ |g(f3)− g(f2)|)d(g ◦ µr)

 ,

pa za y = g−1

∫
X

(|g(f1)− g(f3)|+ |g(f3)− g(f2)|)d(g ◦ µr)

 važi da je x ≤

y tj. x � y. Na osnovu rezultata odeljka 1.4 je y ∈ ID⊕(f1, f3)⊕ID⊕(f3, f2).
Drugi korak: potrebno je pokazati još da za svako y ∈ ID⊕(f1, f3) ⊕

ID⊕(f3, f2) postoji x ∈ ID⊕(f1, f2) tako da je x � y.
Neka je f3 : X → [a, b] merljiva funkcija i y ∈ ID⊕(f1, f3)⊕ ID⊕(f3, f2).

Tada je

g−1

∫
X

(|g(f1)− g(f3)|+ |g(f3)− g(f2)|)d(g ◦ µl)

 ≤ y.
Kako je g strogo monotono rastući generator sledi

g−1

∫
X

|g(f1)− g(f2)|d(g ◦ µl)


≤ g−1

∫
X

(|g(f1)− g(f3)|+ |g(f3)− g(f2)|)d(g ◦ µl)

 .

Za x = g−1

∫
X

|g(f1)− g(f2)|d(g ◦ µl)

 je x ≤ y (tj. x � y) i x ∈ ID⊕(f1, f2).

Dakle, važi uslov (IPM3), pa je funkcija ID⊕(f1, f2) intervalno-vrednosna
pseudometrika. 2
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Glava 3

Pseudoverovatnoća i
generalizovana
pseudoverovatnoća

Slabe konvergencije nizova funkcija raspodele i verovatnosnih mera za-
uzimaju značajno mesto u teoriji verovatnoće i statistici. Imaju primenu
u teoriji velikih devijacija i centralnim graničnim teoremama ([9, 11, 21]).
Predstavljaju osnovu za ispitivanje gustine i relativne kompaktnosti familija
ograničenih pozitivnih mera u poljskim prostorima, a u metričkim prostorima
za veze sa konvergencijom u odnosu na Prokhorovljevu metriku ([5]).

U opštijem obliku u matematičkoj analizi u teoriji lokalno konveksnih topo-
loško-vektorskih prostora slaba konvergencija nizova ima značaj u izučavanju
slabe topologije ([80, 82]).

U nastavku su dati poznati rezultati teorije verovatnoće (definicija i
ekvivalentni uslovi slabe konvergencije niza verovatnoća)(videti [10, 12]), koji
predstavljaju osnovu za glavne rezultate ove disertacije.

Neka su P i {Pn : n ∈ N} verovatnoće, definisane na merljivom prostoru
(R,B(R)), gde je B(R) Borelova σ-algebra podskupova od R.

Definicija 3.1 ([12]) Niz {Pn : n ∈ N} slabo konvergira ka P, u oznaci
Pn

w−→ P ako i samo ako za svaku ograničenu i neprekidnu funkciju f : R→ R
važi

lim
n→∞

∫
R

f dPn =
∫
R

f dP.

Za skup A takav da za rub ∂A važi P (∂A) = 0 se kaže da je P -neprekidan
skup.
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U literaturi je formulisano i dokazano nekoliko ekvivalentnih uslova slabe
konvergencije niza verovatnoća (videti [10, 12, 15]) koji su prikazani u sledećoj
teoremi.

Teorema 3.1 ([12]) Neka je P verovatnoća i {Pn : n ∈ N} niz verovatnoća
na prostoru (R,B(R)). Sledeći uslovi su ekvivalentni:

(i) Pn
w−→ P,

(ii) lim sup
n→∞

Pn(F ) ≤ P (F ), za svaki zatvoren skup F,

(iii) lim inf
n→∞

Pn(G) ≥ P (G), za svaki otvoren skup G,

(iv) lim
n→∞

Pn(A) = P (A), za svaki Borelov skup A takav da je P (∂A) = 0.

Pored uslova datih u teoremi 3.1, u literaturi se mogu naći i drugi uslovi
ekvivalentni slaboj konvergenciji niza verovatnoća koji uključuju niz odgo-
varajućih slučajnih promenljivih i njihovo matematičko očekivanje (videti
[10, 12]).

Neka su X i {Xn : n ∈ N} slučajne promenljive koje odgovaraju verova-
tnoćama P i {Pn : n ∈ N}, redom.

Niz slučajnih promenljivih {Xn : n ∈ N} konvergira u raspodeli (slabo
konvergira) ka slučajnoj promenljivoj X, u oznaci Xn

D−→ X, ako za svaku
ograničenu neprekidnu funkciju f : R→ R važi

lim
n→∞

E(f(Xn)) = E(f(X)),

gde je E(·) matematičko očekivanje slučajne promenljive.
Poznato je (videti [10, 12]) da je

Pn
w−→ P ⇔ Xn

D−→ X. (3.1)

U sledećoj teoremi su dati uslovi ekvivalentni slaboj konvergenciji niza
slučajnih promenljivih koji su na osnovu (3.1) uslovi ekvivalentni i slaboj
konvergenciji odgovarajućeg niza verovatnoća.

Teorema 3.2 ([10]) Neka je X slučajna promenljiva i {Xn : n ∈ N} niz
slučajnih promenljivih na prostoru (Ω,F , P ). Sledeći uslovi su ekvivalentni:

(i) Xn
D−→ X,

(ii) lim sup
n→∞

P (Xn ∈ F ) ≤ P (X ∈ F ), za svaki zatvoren skup F,
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(iii) lim inf
n→∞

P (Xn ∈ G) ≥ P (X ∈ G), za svaki otvoren skup G,

(iv) lim
n→∞

P (Xn ∈ A) = P (X ∈ A), za svaki Borelov skup A takav da je
P (X ∈ ∂A) = 0.

3.1 Pseudoverovatnoća
Pseudoverovatnoća je jedno od mogućih uopštenja pojma klasične vero-

vatnoće. Izučavana je u [34, 62, 63, 78, 79].
Neka je (Ω,F ,P) prostor verovatnoće i ([0,∞],⊕,�) g-poluprsten sa

generatorom g : [0,∞]→ [0,∞], za koji važi [0, 1] ⊂ Range (g−1).

Definicija 3.2 Funkcija p : F → [0,∞] definisana sa

p(A) = (g−1 ◦ P)(A), A ∈ F

se naziva pseudoverovatnoća.

Za pseudoverovatnoću p iz definicije 3.2 važi:
1. p(∅) = g−1(0) = 0,

2. za niz {Ai : i ∈ N} u parovima disjunktnih skupova iz F

p

( ∞⋃
i=1

Ai

)
= g−1

( ∞∑
i=1
P(Ai)

)
= g−1

(
lim
n→∞

n∑
i=1

g ◦ g−1 ◦ P(Ai)
)

= lim
n→∞

g−1
(

n∑
i=1

g ◦ p(Ai)
)

=
∞⊕
i=1

p(Ai).

Dakle, ispunjeni su uslovi definicije 1.5 pa je funkcija p ⊕-mera.
Bitno svojstvo pseudoverovatnoće p je

p(Ω) = g−1(1) = 1.

Može se primetiti da pseudoverovatnoća p, iako zadovoljava uslov σ-⊕-
aditivnosti, u opštem slučaju ne zadovoljava i uslov σ-aditivnosti, osim kada
je generator g(x) = x i tada je pseudoverovatnoća zapravo verovatnoća.

Primer 3.1 Neka je ([0,∞],⊕,�) g-poluprsten sa generatorom g(x) =
√
x.

Neka je Ω = N i F = P(N) partitivni skup skupa prirodnih brojeva. Funkcija
p definisana tako da je p(∅) = 0 i za ∅ 6= A ∈ F ,

p(A) =

∑
ik∈A
Pik

2

,

gde je Pik = 1
2ik , je pseudoverovatnoća na prostoru (N,P(N)). �
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Primer 3.2 Neka je ([0,∞],⊕,�) g-poluprsten sa generatorom g i P vero-
vatnoća na prostoru (R,B(R)). Na osnovu definicije 3.2 sledi da je

p = g−1 ◦ P

pseudoverovatnoća. �

Još jedan primer neaditivnih funkcija su deformisane verovatnoće koje se
mogu naći u [6, 17, 42]. Skupovna funkcija ν na prostoru (Ω,F) je deformisana
verovatnoća ako postoji verovatnoća P na prostoru (Ω,F) i neopadajuća
fukcija f : [0, 1] → [0, 1] takva da je f(0) = 0, f(1) = 1 i ν(A) = f(P(A)),
A ∈ F . Funkcija f se naziva funkcija distorzije i ne mora da bude strogo
monotono rastuća funkcija. Ako je u g-poluprstenu funkcija g generator za
koji važi g−1(0) = 0 i g−1(1) = 1, tada je pseudoverovatnoća p = g−1 ◦ P i
deformisana verovatnoća.

Deformisana verovatnoća ima primenu u matematičkoj ekonomiji (posebno
u teoriji rizika), u teoriji odlučivanja, kao i u mnogim drugim oblastima
teorijske i primenjene matematike (videti [6, 17, 42]).

Za dalji rad je neophodno uvesti pojam p-neprekidnog skupa, koji pre-
dstavlja analogon P -neprekidnog skupa iz teorije verovatnoće.

Neka je (Ω,F ,P) prostor verovatnoće i p pseudoverovatnoća iz definicije
3.2.

Definicija 3.3 Skup A ∈ F je p-neprekidan skup ako za rub ∂A skupa A
važi

p(∂A) = 0.

Kako je p(∂A) = (g−1 ◦ P)(∂A) i g−1(0) = 0, sledi

p(∂A) = 0⇔ P(∂A) = 0,

tj. skup A je p-neprekidan skup ako i samo ako je P-neprekidan skup.

3.2 Slaba konvergencija niza pseudoverovatnoća

U nastavku su prikazani originalni rezultati iz [34].
Neka je ([0,∞],⊕,�) g-poluprsten. Neka je p = g−1◦P pseudoverovatnoća

i {pn : n ∈ N}, gde je pn = g−1◦Pn, n ∈ N, niz pseudoverovatnoća na prostoru
(R,B(R)).
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Definicija 3.4 Niz pseudoverovatnoća {pn : n ∈ N} g-slabo konvergira ka
psudoverovatnoći p, u oznaci pn

g-w−→ p, ako i samo ako za svaku ograničenu
(u smislu posmatranog g-poluprstena) neprekidnu funkciju f : R → [0,∞]
važi

lim
n→∞

⊕∫
R

f � dpn =
⊕∫

R

f � dp.

Ekvivalencija slabe konvergencije niza verovatnoća i g-slabe konvergencije
odgovarajućeg niza pseudoverovatnoća je pokazana u sledećoj teoremi i
predstavlja originalni rezultat rada [34].

Teorema 3.3 Neka je ([0,∞],⊕,�) g-poluprsten. Neka je P verovatnoća i
{Pn : n ∈ N} niz verovatnoća na prostoru (R,B(R)). Za pseudoverovatnoću
p = g−1 ◦ P i niz pseudoverovatnoća {pn : n ∈ N} gde je pn = g−1 ◦ Pn,
n ∈ N, važi

pn
g-w−→ p⇔ Pn

w−→ P.

Dokaz. Neka je f : R → [0,∞] ograničena funkcija (ograničena u smislu
posmatranog g-poluprstena) sa osobinom da je g ◦ f : R → [0,∞] takođe
ograničena funkcija. Na osnovu definicije g-slabe konvegencije i neprekidnosti
i monotonosti funkcije g−1 sledi

pn
g-w−→ p ⇔ lim

n→∞

⊕∫
R

f � dpn =
⊕∫

R

f � dp

⇔ lim
n→∞

g−1

∫
R

(g ◦ f)d(g ◦ pn)

 = g−1

∫
R

(g ◦ f)d(g ◦ p)



⇔ g−1

 lim
n→∞

∫
R

(g ◦ f)dPn

 = g−1

∫
R

(g ◦ f)dP


⇔ lim

n→∞

∫
R

(g ◦ f)dPn =
∫
R

(g ◦ f)dP.

Kako je g ◦ f neprekidna i ograničena funkcija jasno je da iz slabe ko-
nvergencije niza verovatnoća sledi g-slaba konvergencija odgovarajućeg niza
psudoverovatnoća.
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Za f = g−1 ◦ h, gde je h neprekidna i ograničena funkcija, jednakost

lim
n→∞

∫
R

(g ◦ f)dPn =
∫
R

(g ◦ f)dP

postaje
lim
n→∞

∫
R

hdPn =
∫
R

hdP,

tj. iz g-slabe konvergencije niza psudoverovatnoća sledi slaba konvergencija
niza odgovarajućih verovatnoća. 2

U sledećem tvrđenju je dat poznat rezultat teorije verovatnoće (videti
[10]).

Tvrđenje 3.1 ([10]) Niz verovatnoća {Pn : n ∈ N} slabo konvergira ka
verovatnoći P ako i samo ako za svaku ograničenu i neprekidnu realnu
funkciju h, niz {Pn ◦ h−1 : n ∈ N} slabo konvergira ka P ◦ h−1.

Na osnovu tvrđenja 3.1 može se zaključiti da je, ako je generator g
posmatranog poluprstena ograničena funkcija, g-slaba konvergencija niza
pseudoverovatnoća {g−1 ◦ Pn : n ∈ N} ka pseudoverovatnoći g−1 ◦ P je
ekvivalentna slaboj konvergenciji niza {Pn ◦ g−1 : n ∈ N} ka P ◦ g−1.

Lema 3.1 Za niz {xn : n ∈ N} elemenata g-poluprstena ([0,∞],⊕,�) i
neprekidnu strogo monotono rastuću funkciju h : [0,∞]→ [0,∞] važi:

(i) lim sup
n→∞

h(xn) = h(lim sup
n→∞

xn),

(ii) lim inf
n→∞

h(xn) = h(lim inf
n→∞

xn).

Dokaz. Na osnovu definicije lim sup
n→∞

i lim inf
n→∞

, a kako je h strogo monotono
rastuća i neprekidna funkcija, sledi

(i) lim sup
n→∞

h(xn) = lim
n→∞

sup
k≥n

h(xk) = lim
n→∞

h(sup
k≥n

xk) = h( lim
n→∞

sup
k≥n

xk)

= h(lim sup
n→∞

xn),

(ii) lim inf
n→∞

h(xn) = lim
n→∞

inf
k≥n

h(xk) = lim
n→∞

h( inf
k≥n

xk) = h( lim
n→∞

inf
k≥n

xk)

= h(lim inf
n→∞

xn).

2
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Lema 3.2 Za niz {xn : n ∈ N} elemenata g-poluprstena ([0,∞],⊕,�) i
neprekidnu strogo monotono opadajuću funkciju h : [0,∞]→ [0,∞] važi:

(i) lim sup
n→∞

h(xn) = h(lim inf
n→∞

xn),

(ii) lim inf
n→∞

h(xn) = h(lim sup
n→∞

xn).

Dokaz. Na osnovu definicije lim sup
n→∞

i lim inf
n→∞

, a kako je h strogo monotono
opadajuća i neprekidna funkcija, sledi

(i) lim sup
n→∞

h(xn) = lim
n→∞

sup
k≥n

h(xk) = lim
n→∞

h( inf
k≥n

xk) = h( lim
n→∞

inf
k≥n

xk)

= h(lim inf
n→∞

xn),

(ii) lim inf
n→∞

h(xn) = lim
n→∞

inf
k≥n

h(xk) = lim
n→∞

h(sup
k≥n

xk) = h( lim
n→∞

sup
k≥n

xk)

= h(lim sup
n→∞

xn).

2

Za najmanju tačku nagomilavanja lim inf xn i najveću tačku nagomilavanja
lim supxn niza {xn : n ∈ N} elemenata g-poluprstena ([0,∞],⊕,�), važi

lim inf
n→∞

xn � lim sup
n→∞

xn, (3.2)

gde je � relacija totalnog poretka na intervalu [0,∞].

Lema 3.3 Za niz {xn : n ∈ N}elemenata g-poluprstena ([0,∞],⊕,�), gde je
generator g strogo monotono opadajuća funkcija i neprekidnu strogo monotono
opadajuću funkciju h : [0,∞]→ [0,∞] važi:

(i) lim sup
n→∞

h(xn) ≤ h(lim sup
n→∞

xn),

(ii) h(lim inf
n→∞

xn) ≤ lim inf
n→∞

h(xn).

Dokaz. Kako je generator poluprstena strogo monotono opadajuća funkcija,
za niz {xn : n ∈ N} elemenata g-poluprstena, na osnovu nejednakosti (3.2)
važi lim sup

n→∞
xn ≤ lim inf

n→∞
xn. Kako je h strogo monotono opadajuća funkcija,

sledi
h(lim sup

n→∞
xn) ≥ h(lim inf

n→∞
xn). (3.3)

Na osnovu leme 3.2 i nejednakosti (3.3) dobija se
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(i) lim sup
n→∞

h(xn) = h(lim inf
n→∞

xn) ≤ h(lim sup
n→∞

xn).
(ii) lim inf

n→∞
h(xn) = h(lim sup

n→∞
xn) ≥ h(lim inf

n→∞
xn). 2

Glavni rezultat rada [34], ekvivalentni uslovi g-slabe konvergencije niza
pseudoverovatnoća, dat je u sledećoj teoremi.

Teorema 3.4 Neka je p pseudoverovatnoća i {pn : n ∈ N} niz pseudo
verovatnoća na prostoru (R,B(R)). Sledeći uslovi su ekvivalentni:

(i) pn
g-w−→ p,

(ii) lim sup
n→∞

pn(F ) � p(F ), za svaki zatvoren skup F,

(iii) p(G) � lim inf
n→∞

pn(G), za svaki otvoren skup G,

(iv) lim
n→∞

pn(A) = p(A), za svaki p-neprekidan skup A.

Dokaz. (i)⇒ (ii): Kako je na osnovu teoreme 3.3 g-slaba konvergencija niza
pseudoverovatnoća ekvivalentna sa slabom konvergencijom odgovarajućeg
niza verovatnoća, iz teoreme 3.1 sledi da je uslov (i) ekvivalentan uslovu
lim sup
n→∞

Pn(F ) ≤ P (F ), za svaki zatvoren skup F.
Ako je g strogo monotono rastući generator, tada je

g−1
(

lim sup
n→∞

Pn(F )
)
≤ g−1(P (F )), (3.4)

a ako je g strogo monotono opadajući generator, tada je

g−1
(

lim sup
n→∞

Pn(F )
)
≥ g−1(P (F )). (3.5)

Neka je g strogo monotono rastući generator. Na osnovu leme 3.1 sledi

lim sup
n→∞

g−1(Pn(F )) = g−1
(

lim sup
n→∞

Pn(F )
)
. (3.6)

Iz jednakosti (3.6) i nejednakosti (3.4) se dobija
lim sup
n→∞

pn(F ) = lim sup
n→∞

g−1(Pn(F )) = g−1
(

lim sup
n→∞

Pn(F )
)

≤ g−1(P (F )) = p(F ).
Neka je g strogo monotono opadajući generator. Za niz verovatnosnih

mera {Pn(F ) : n ∈ N} važi lim inf
n→∞

Pn(F ) ≤ lim sup
n→∞

Pn(F ), pa kako je g
strogo monotono opadajući generator, sledi

g−1
(
lim inf
n→∞

Pn(F )
)
≥ g−1

(
lim sup
n→∞

Pn(F )
)
. (3.7)
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Na osnovu leme 3.2 je

lim sup
n→∞

g−1(Pn(F )) = g−1
(
lim inf
n→∞

Pn(F )
)
. (3.8)

Iz jednakosti (3.8), nejednakosti (3.7) i nejednakosti (3.5) se dobija
lim sup
n→∞

pn(F ) = lim sup
n→∞

g−1(Pn(F )) = g−1
(
lim inf
n→∞

Pn(F )
)

≥ g−1
(

lim sup
n→∞

Pn(F )
)
≥ g−1(P (F )) = p(F ).

Dakle, za svaki zatvoren skup F važi lim sup
n→∞

pn(F ) � p(F ).
(ii) ⇒ (i): Neka je g strogo monotono rastući generator. Tada je uslov

lim sup
n→∞

pn(F ) � p(F ) ekvivalentan sa lim sup
n→∞

pn(F ) ≤ p(F ), za svaki zatvo-
ren skup F. Kako je g strogo monotono rastući generator, dobija se

g

(
lim sup
n→∞

pn(F )
)
≤ g(p(F )). (3.9)

Na osnovu leme 3.1 i nejednakosti (3.9) sledi

lim sup
n→∞

Pn(F ) = lim sup
n→∞

(g ◦ pn)(F ) = g

(
lim sup
n→∞

pn(F )
)
≤ g(p(F )) = P (F ).

Neka je g strogo monotono opadajući generator. Uslov lim sup
n→∞

pn(F ) �
p(F ) je ekvivalentan sa lim sup

n→∞
pn(F ) ≥ p(F ), za svaki zatvoren skup F.

Kako je g strogo monotono opadajući generator, dobija se

g

(
lim sup
n→∞

pn(F )
)
≤ g(p(F )). (3.10)

Koristeći lemu 3.3 i nejednakost (3.10) dobija se

lim sup
n→∞

Pn(F ) = lim sup
n→∞

(g ◦ pn)(F ) ≤ g
(

lim sup
n→∞

pn(F )
)
≤ g(p(F )) = P (F ).

Dakle, za strogo monotono rastući i strogo monotono opadajući generator
i svaki zatvoren skup F važi

lim sup
n→∞

pn(F ) � p(F )⇒ lim sup
n→∞

Pn(F ) ≤ P (F ).

Kako je na osnovu teoreme 3.1 uslov lim sup
n→∞

Pn(F ) ≤ P (F ) ekvivalentan
slaboj konvergenciji niza verovatnoća, koja je na osnovu teoreme 3.3 ekviva-
lentna g-slaboj konvergenciji odgovarajućeg niza pseudoverovatnoća, sledi
tvrđenje.
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(i) ⇒ (iii): Kako je na osnovu teoreme 3.3 g-slaba konvergencija niza
pseudoverovatnoća ekvivalentna sa slabom konvergencijom odgovarajućeg
niza verovatnoća, iz teoreme 3.1 sledi da je uslov (i) ekvivalentan uslovu
lim inf
n→∞

Pn(G) ≥ P (G), za svaki otvoren skup G.
Ako je g strogo monotono rastući generator, tada je

g−1
(
lim inf
n→∞

Pn(G)
)
≥ g−1(P (G)), (3.11)

a ako je g strogo monotono opadajući generator, tada je

g−1
(
lim inf
n→∞

Pn(G)
)
≤ g−1(P (G)). (3.12)

Neka je g strogo monotono rastući generator. Na osnovu leme 3.1 sledi

lim inf
n→∞

g−1(Pn(G)) = g−1
(
lim inf
n→∞

Pn(G)
)
. (3.13)

Iz jednakosti (3.13) i nejednakosti (3.11) se dobija
lim inf
n→∞

pn(G) = lim inf
n→∞

g−1(Pn(G)) = g−1
(
lim inf
n→∞

Pn(G)
)

≥ g−1(P (G)) = p(G).
Neka je g strogo monotono opadajući generator. Za niz verovatnosnih

mera {Pn(G) : n ∈ N} važi lim inf
n→∞

Pn(G) ≤ lim sup
n→∞

Pn(G), pa kako je g
strogo monotono opadajući generator, sledi

g−1
(
lim inf
n→∞

Pn(G)
)
≥ g−1

(
lim sup
n→∞

Pn(G)
)
. (3.14)

Na osnovu leme 3.2 je

lim inf
n→∞

g−1(Pn(G)) = g−1
(

lim sup
n→∞

Pn(G)
)
. (3.15)

Iz jednakosti (3.15), nejednakosti (3.14) i nejednakosti (3.12) se dobija
lim inf
n→∞

pn(G) = lim inf
n→∞

g−1(Pn(G)) = g−1
(

lim sup
n→∞

Pn(G)
)

≤ g−1
(
lim inf
n→∞

Pn(G)
)
≤ g−1(P (G)) = p(G).

Dakle, za svaki otvoren skup G važi p(G) � lim inf
n→∞

pn(G),
(iii)⇒ (i): Neka je g strogo monotono rastući generator. Tada je uslov

p(G) � lim inf
n→∞

pn(G) ekvivalentan sa lim inf
n→∞

pn(G) ≥ p(G), za svaki otvoren
skup G. Kako je g strogo monotono rastući generator, dobija se

g
(
lim inf
n→∞

pn(G)
)
≥ g(p(G)). (3.16)
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Na osnovu leme 3.1 i nejednakosti (3.16) sledi

lim inf
n→∞

Pn(G) = lim inf
n→∞

g(pn(G)) = g
(
lim inf
n→∞

pn(G)
)
≥ g(p(G)) = P (G).

Neka je g strogo monotono opadajući generator. Tada je uslov p(G) �
lim inf
n→∞

pn(G) ekvivalentan sa lim inf
n→∞

pn(G) ≤ p(G), za svaki otvoren skup G.
Kako je g strogo monotono opadajući generator, dobija se

g
(
lim inf
n→∞

pn(G)
)
≥ g(p(G)). (3.17)

Koristeći lemu 3.3 i nejednakost (3.17) dobija se

lim inf
n→∞

Pn(G) = lim inf
n→∞

g(pn(G)) ≥ g
(
lim inf
n→∞

pn(G)
)
≥ g(p(G)) = P (G).

Dakle, za strogo monotono rastući i strogo monotono opadajući generator
i svaki otvoren skup G važi

p(G) � lim inf
n→∞

pn(G)⇒ P (G) ≥ lim inf
n→∞

Pn(G).

Kako je na osnovu teoreme 3.1 uslov lim inf
n→∞

Pn(G) ≥ P (G) ekvivalentan
slaboj konvergenciji niza verovatnoća, koja je na osnovu teoreme 3.3 ekviva-
lentna g-slaboj konvergenciji odgovarajućeg niza pseudoverovatnoća, sledi
tvrđenje.

(i)⇒ (iv): Kako je p(∂A) = 0⇔ P (∂A) = 0, iz teoreme 3.1 se dobija

lim
n→∞

Pn(A) = P (A).

Sada jasno sledi

lim
n→∞

pn(A) = lim
n→∞

g−1(Pn)(A) = g−1
(

lim
n→∞

Pn(A)
)

= g−1(P (A)) = p(A).

(iv)⇒ (i): Neka je A Borelov skup takav da je p(∂A) = 0. Kako je

g−1(P (A)) = p(A) = lim
n→∞

pn(A) = lim
n→∞

g−1(Pn(A)) = g−1
(

lim
n→∞

Pn(A)
)

dobija se
P (A) = lim

n→∞
Pn(A),

gde je P (∂A) = 0, Pn = g ◦ pn, n ∈ N i P = g ◦ p. Na osnovu teoreme 3.1
sledi Pn

w−→ P. Kako teorema 3.3 daje ekvivalenciju slabe konvergencije niza
verovatnoća i g-slabe konvergencije odgovarajućeg niza pseudoverovatnoća,
sledi tvrđenje, čime je dokaz završen. 2
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Primer 3.3 Neka je ([0,∞],⊕,�) g-poluprsten sa strogo monotono rastu-
ćim generatorom g(x) = xα, α > 0.

Tada je g−1(x) = α
√
x pa je niz pseudoverovatnoća {pn : n ∈ N} dat sa

pn = α
√
Pn, n ∈ N, a pseudoverovatnoća p sa p = α

√
P .

Kako je generator g strogo monotono rastuća funkcija, totalni poredak �
na intervalu [0,∞] je uobičajeni poredak ≤ .

Uslovi ekvivalentni g-slaboj konvergenciji niza pseudoverovatnoća iz teo-
reme 3.4 su tada oblika:

pn
g-w−→ p ⇔ lim sup

n→∞
α

√
Pn(F ) ≤ α

√
P (F ), za svaki zatvoren skup F

⇔ α

√
P (G) ≤ lim inf

n→∞
α

√
Pn(G), za svaki otvoren skup G

⇔ lim
n→∞

α

√
Pn(A) = α

√
P (A), za svaki p-neprekidan skup A.

�

3.2.1 Neki ekvivalentni uslovi g-slabe konvergencije

Neka je (Ω,F ,P) prostor verovatnoće.

Definicija 3.5 ([10]) Niz slučajnih promenljivih {Xn : n ∈ N} na prostoru
verovatnoće (Ω,F ,P) konvergira u verovatnoći P ka slučajnoj promenljivoj
X, u oznaci Xn

P−→ X, ako za svako ε > 0 važi

lim
n→∞

P({ω ∈ Ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε}) = 0.

Poznato je da je konvergencija u verovatnoći niza slučajnih promenljivih
{Xn : n ∈ N} ekvivalentna slaboj konvergenciji niza verovatnoća {Pn : n ∈ N}
ka verovatnoći P, gde je Pn = P ◦X−1

n i P = P ◦X−1, tj.

Xn
P−→ X ⇔ Pn

w−→ P. (3.18)

U nastavku je izvedeno nekoliko ekvivalentnih uslova raznih vrsta konve-
rgencija na g-poluprstenu. Rezultat je originalan i publikovan je u [27].

Neka je ([0,∞],⊕,�) g-poluprsten. Na osnovu teoreme 3.3 slaba konve-
rgencija niza verovatnoća {Pn : n ∈ N} je ekvivalentna g-slaboj konvergenciji
odgovarajućeg niza pseudoverovatnoća {pn : n ∈ N}, tj.

Pn
w−→ P ⇔ pn

g-w−→ p, (3.19)

gde je pn = g−1 ◦ Pn i p = g−1 ◦ P.
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Dakle, na osnovu ekvivalencija datih sa (3.18) i (3.19) dobija se da
je konvergencija u verovatnoći niza slučajnih promenljivih {Xn : n ∈ N}
ekvivalentna g-slaboj konvergenciji odgovarajućeg niza pseudoverovatnoća,
tj.

Xn
P−→ X ⇔ pn

g-w−→ p.

Definicija 3.6 Niz slučajnih promenljivih {Xn : n ∈ N} na prostoru vero-
vatnoće (Ω,F ,P) konvergira u pseudoverovatnoći ka slučajnoj promenljivoj

X, u oznaci Xn
g-P−→ X, ako za svako ε > 0 važi

lim
n→∞

g−1 ◦ P({ω ∈ Ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ε}) = 0.

Kako je uslov lim
n→∞

g−1 ◦ P({ω ∈ Ω : |Xn(ω) − X(ω)| ≥ ε}) = 0 ekvi-
valentan uslovu lim

n→∞
P({ω ∈ Ω : |Xn(ω) − X(ω)| ≥ ε} = 0, sledi da je

konvergencija u pseudoverovatnoći niza slučajnih promenljivih {Xn : n ∈ N}
ekvivalentna konvergenciji u verovatnoći posmatranog niza slučajnih prome-
nljivih, tj.

Xn
g-P−→ X ⇔ Xn

P−→ X. (3.20)

Dakle, na osnovu ekvivalencija datih sa (3.18), (3.19) i (3.20) može se
zaključiti da je

Xn
g-P−→ X ⇔ Xn

P−→ X ⇔ Pn
w−→ P ⇔ pn

g-w−→ p. (3.21)

U [51] je posmatrana konvergencija u meri µmerljivih funkcijaXn : Ω→ R
i X : Ω → R, gde je µ neaditivna monotona mera na merljivom prostoru
(Ω,F).

Naime, niz merljivih funkcija {Xn : n ∈ N} konvergira u meri µ ka funkciji
X, u oznaci Xn

µ−→ X, ako za svako ε > 0 važi

lim
n→∞

µ({|Xn −X| ≥ ε}) = 0. (3.22)

Dakle, ako se za niz merljivih funkcija uzme niz slučajnih promenljivih
{Xn : n ∈ N}, i ako je generator g strogo monotono rastuća funkcija,
konvergencija u pseudoverovatnoći se poklapa sa konvergencijom u meri
datoj sa (3.22). Tada, na osnovu (3.21), sledi da je g-slaba konvergencija niza
pseudoverovatnoća ekvivalentna konvergenciji u neaditivnoj meri µ = g−1 ◦
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P = p niza slučajnih promenljivih {Xn : n ∈ N} ka slučajnoj promenljivoj
X, tj.

pn
g-w−→ p⇔ Xn

p−→ X.

g-slaba konvergencija niza pseudoverovatnoća {pn : n ∈ N} je ekvivalentna
i konvergenciji u ⊕-meri odgovarajućeg niza slučajnih promenljivih {Xn :
n ∈ N} u pseudo-L1 prostoru u smislu definicije iz [75].

Na osnovu [75], za strogo monotono rastući generator g : [0,∞]→ [0,∞]
i ε > 0, konvergencija u ⊕-meri niza slučajnih promenljivih {Xn : n ∈ N}
ima oblik

lim
n→∞

P({ω ∈ Ω : |g ◦Xn(ω)− g ◦X(ω)| ≥ ε}) = 0,

tj.
g ◦Xn

P−→ g ◦X,
gde je g ◦X je slučajna promenljiva na prostoru verovatnoće (Ω,F ,P), a
{g◦Xn : n ∈ N} niz slučajnih promenljivih na prostoru verovatnoće (Ω,F ,P).

Kako je g neprekidna funkcija, sledi da je

Xn
P−→ X ⇔ g ◦Xn

P−→ g ◦X.

Sada je, na osnovu niza ekvivalencija datih sa (3.21), g-slaba konvergencija
niza pseudoverovatnoća {pn : n ∈ N} ekvivalentna konvergenciji u ⊕-meri
odgovarajućeg niza slučajnih promenljivih {Xn : n ∈ N}, tj.

pn
g-w−→ p⇔ g ◦Xn

P−→ g ◦X.

Na slici 3.1 su šematski prikazane dobijene ekvivalencije raznih vrsta
konvergencija. Na slici 3.2 su šematski prikazane dobijene veze g-slabe ko-
nvergencije i konvergencije u neaditivnoj meri datoj u [51].

Slika 3.1 Razne vrste konvergencija i g-slaba konvergencija
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Slika 3.2 g-slaba konvergencija i konvergencija u neaditivnoj meri

3.2.2 g-Melinova transformacija i g-slaba konvergencija

U nastavku je pokazana veza između konvergencije niza g-Melinovih
transformacija slučajnih promenljivih definisanih u odeljku 2.2.1 i g-slabe
konvergencije odgovarajućeg niza pseudoverovatnoća. Rezultat je originalan
i publikovan u [31].

Neka je {Xn : n ∈ N} niz nenegativnih slučajnih promenljivih neprekidnog
tipa na prostoru verovatnoće (Ω,F ,P) i neka je X nenegativna slučajna
promenljiva neprekidnog tipa na istom prostoru verovatnoće. Neka su FXn i
FX funkcije raspodele slučajnih promenljivih Xn i X, redom.

Definicija 3.7 ([12]) Niz funkcija raspodele {FXn : n ∈ N} slabo konvergira
ka funkciji raspodele FX , u oznaci FXn

w−→ FX , ako za svaku ograničenu
neprekidnu funkciju f : R→ R važi

lim
n→∞

∫
R

f(x) dFXn(x) =
∫
R

f(x) dFX(x). (3.23)

Uslov (3.23) je ekvivalentan uslovu

lim
n→∞

FXn(x) = FX(x),

u svakoj tački x neprekidnosti funkcije FX , (videti [10]), tj.

FXn
w−→ FX ⇔ lim

n→∞
FXn(x) = FX(x), (3.24)

u svakoj tački x neprekidnosti funkcije FX .
Neka je ([a, b],⊕,�) g-poluprsten. U nastavku je posmatrana restrikcija

Melinove transformacije na skup R, zbog veze sa g-Melinovom transformaci-
jom datom sa (2.10), koja je definisana za s ∈ R.
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Neka suMXn,MX iM⊕Xn,M⊕X Melinove transformacije i g-Melinove
transformacije slučajnih promenljivih Xn i X, redom. Neka sve Melinove
transformacijeMXn,MX slučajnih promenljivih Xn i X postoje, tj. inte-
grali oblika (2.15) konvergiraju.

Poznato je da ako su sve Melinove transformacijeMXn,MX neprekidne
u nuli, tada, za s ∈ R i svaku tačku x neprekidnosti funkcije FX važi

lim
n→∞

(MXn)(s) = (MX)(s)⇔ lim
n→∞

FXn(x) = FX(x),

(videti [30]).
Dakle, iz ekvivalencije date sa (3.24) sledi da za s ∈ R

lim
n→∞

(MXn)(s) = (MX)(s)⇔ FXn
w−→ FX . (3.25)

Lema 3.4 Neka je s ∈ R. Tada, lim
n→∞

(MXn)(s) = (MX)(s) ako i samo
ako lim

n→∞
(M⊕Xn)(s) = (M⊕X)(s).

Dokaz. Kako je g neprekidna funkcija, iz veze g-Melinove i Melinove tra-
nsformacije date sa (2.10), sledi tvrđenje. 2

U sledećoj teoremi je pokazana veza između konvergencije niza g-Me-
linovih transformacija slučajnih promenljivih i g-slabe konvergencije niza
pseudoverovatnoća.

Neka je (Ω,F ,P) prostor verovatnoće i ([a, b],⊕,�) g-poluprsten. Neka
su pn i p pseudoverovatnoće, gde je pn = g−1 ◦ Pn, p = g−1 ◦ P, a g je
generator posmatranog poluprstena.

Teorema 3.5 Niz g-Melinovih transformacija {M⊕Xn : n ∈ N} slučajnih
promenljivih Xn konvergira ka g-Melinovoj transformaciji M⊕X slučajne
promenljive X ako i samo ako odgovarajući niz pseudoverovatnoća {pn : n ∈
N} g-slabo konvergira ka pseudoverovatnoći p.

Dokaz. Na osnovu ekvivalencije date sa (3.25) i leme 3.4, za s ∈ R sledi

lim
n→∞

(M⊕Xn)(s) = (M⊕X)(s)⇔ FXn
w−→ FX . (3.26)

Kako je slaba konvergencija niza funkcija raspodele ekvivalentna slaboj
konvergenciji odgovarajućeg niza verovatnoća (videti [10]), tj.

FXn
w−→ FX ⇔ Pn

w−→ P,

64



3.2 Slaba konvergencija niza pseudoverovatnoća

iz ekvivalencija datih sa (3.19) i (3.26) se dobija

lim
n→∞

(M⊕Xn)(s) = (M⊕X)(s)⇔ pn
g-w−→ p,

pa sledi tvrđenje. 2

Primer 3.4 Neka je {Xn : n ∈ N} niz slučajnih promenljivih sa ekspo-
nencijalnom raspodelom sa parametrima λn > 0 i X slučajna promenljiva
sa eksponencijalnom raspodelom sa parametrom λ > 0, tako da λn → λ,
n→∞. Funkcije gustine slučajnih promenljivih Xn i X su redom date sa
ϕXn(x) = λn e

−λn x, x > 0 i ϕX(x) = λ e−λx, x > 0, a funkcije raspodele
slučajnih promenljivih Xn i X su redom date sa FXn(x) = 1− e−λn x, x > 0
i FX(x) = 1− e−λx, x > 0.

Neka je ([0,∞],⊕,�) g-poluprsten, gde je generator g(x) = x2.
Za Borelove skupove B = [a, b), a < b važi

Pn(B) = FXn(b)− FXn(a) = e−λn a − e−λn b i P (B) = e−λa − e−λb.

Odgovarajuće pseudoverovatnoće su

pn =
√
e−λn a − e−λn b i p =

√
e−λa − e−λ b.

Iz primera 2.5 sledi da je g-Melinova transformacija slučajnih promenljivih
Xn

(M⊕Xn)(s) = g−1

 ∞∫
0

xs−1e−2λn x dx


=

√
21−sλ3−s

n Γ(s).

Slično, g-Melinova transformacija slučajne promenljive X je

(M⊕X)(s) =
√

21−sλ3−sΓ(s).

Kako λn → λ, n→∞, jasno je da je

lim
n→∞

(M⊕Xn)(s) = lim
n→∞

√
21−sλ3−s

n Γ(s)

=
√

21−sλ3−sΓ(s)
= (M⊕X)(s),

pa iz teoreme 3.5 sledi da odgovarajući niz pseudoverovatnoća

{pn : n ∈ N} =
{√

e−λn a − e−λn b : n ∈ N
}
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g-slabo konvergira ka pseudoverovatnoći p =
√
e−λa − e−λ b.

Iz teoreme 3.5 takođe sledi i obrnuto tvrđenje, tj. iz g-slabe konvergencije
niza pseudoverovatnoća

{pn : n ∈ N} =
{√

e−λn a − e−λn b : n ∈ N
}
,

ka pseudoverovatnoći p =
√
e−λa − e−λ b, sledi konvergencija niza g-Melinovih

transformacija

{(M⊕Xn)(s) : n ∈ N} =
{√

21−sλ3−s
n Γ(s) : n ∈ N

}
slučajnih promenljivih Xn, ka g-Melinovoj transformaciji

(M⊕X)(s) =
√

21−sλ3−sΓ(s)

slučajne promenljive X. �

3.3 Generalizovana pseudoverovatnoća

U ovom odeljku je predstavljen nov pristup neaditivnim skupovnim funkci-
jama. Pojam neaditivne mere je proširen pomoću funkcije raspodele slučajne
promenljive i nekomutativnih i neasocijativnih operacija sa dva parametra.

U teoriji verovatnoće i pseudoanalizi, verovatnoća, deformisana verova-
tnoća i pseudoverovatnoća su definisane na familiji skupova koja zadovoljava
uslove σ-algebre. Jedno uopštenje pseudoverovatnoće date u odeljku 3.1 je
generalizovana pseudoverovatnoća koja se definiše na familiji podintervala
zatvorenog intervala [c, d] u R koja nije σ-algebra ni poluprsten podskupova
od [c, d]. Značaj ovakvog pristupa se ogleda u tome što je tada moguće
„izmeriti” intervale oblika (e, f ] ⊂ [c, d] koji nisu elementi posmatrane familije
podintervala od [c, d] na kojoj se generalizovana pseudoverovatnoća definiše.
Dalje, u prostoru pseudoverovatnoće mera skupa iz posmatrane σ-algebre
zavisi isključivo od verovatnoće datog skupa i neprekidne i strogo monotone
bijekcije g, dok u novom pristupu prikazanom u nastavku, mera proizvoljnog
intervala zavisi od verovatnoće datog intervala, neprekidne i strogo monotone
bijekcije g i parametra ε > 0.

U nastavku su date definicije uopštenih g-operacija uvedenih u [73] koje su
neophodne za uvođenje pojma generalizovane pseudoverovatnoće. Definicija
generalizovane pseudoverovatnoće, primeri i osobine koje zadovoljava su deo
originalnog rezultata publikovanog u [53].
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3.3.1 Uopštene g-operacije

Uopštene g-operacije su uopštenje sabiranja i množenja realnih brojeva.
Definicije su slične definicijama g-operacija iz odeljka 1.1 i mogu se naći u
[73, 74]. Karakteristika ovako definisanih operacija je da ne moraju da budu
ni komutativne ni asocijativne. Imaju primenu u nelinearnim parcijalnim
diferencijalnim jednačinama ([73]) i Laplasovoj transformaciji ([84]). U [74],
neasocijativno pseudosabiranje i pseudomnoženje su korišćeni za konstrukciju
pseudomere i pseudointegrala.

Definicija 3.8 ([74]) Neka su ε, γ > 0 i g : R+ → R+ strogo monotona
neprekidna bijekcija. Operacije ⊕ε,�γ : R+2 → R+, definisane sa

x⊕ε y = g−1(εg(x) + g(y)), (3.27)

x�γ y = g−1(g(x)γg(y)) (3.28)

se nazivaju uopšteno pseudosabiranje i uopšteno pseudomnoženje, redom.

Funkcija g se naziva generator uopštenih psudooperacija.
Uopšteno pseudosabiranje i uopšteno pseudomnoženje se se jednim ime-

nom nazivaju uopštene pseudooperacije.

Primer 3.5 a) Ako je g(x) = xα, g−1(x) = x
1
α , tada su uopštene psudo-

operacije date sa x⊕ε y = (ε · xα + yα)
1
α i x�γ y = xγy.

b) Ako je g(x) = ln(x+ 1), g−1(x) = ex− 1, tada su uopštene psudoopera-
cije date sa x⊕ε y = (x+ 1)ε(y+ 1)− 1 i x�γ y = e(ln(x+1))γ ln(y+1)− 1.

�

Za ε = 1 i γ = 1, uopštene pseudooperacije date sa (3.27) i (3.28) su
g-operacije date sa (1.1) i (1.2).

Očigledno je da uopštene pseudooperacije nisu komutativne ni asocijativne.
Naime, za g(x) = x i ε 6= 1 je 1 ⊕ε 2 = ε + 2 6= 2ε + 1 = 2 ⊕ε 1 i
(1⊕ε 2)⊕ε 3 = ε2 + 2ε+ 3 6= 3ε+ 3 = 1⊕ε (2⊕ε 3).

Kako operacija uopštenog pseudosabiranja ⊕ε nije asocijativna, potrebno
je uvesti oznake

n⊕
ε

i=1
αi = (((α1 ⊕ε α2)⊕ε α3)⊕ε . . . )⊕ε αn

i
α1 ⊕ε

n⊕
ε

i=2
αi = α1 ⊕ε ((α2 ⊕ε α3)⊕ε · · · ⊕ε αn).
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Levi neutralni element za uopšteno pseudosabiranje je 0l = g−1(0), a levi
neutralni element za uopšteno pseudomnoženje je 1l = g−1(1). Ne postoji
desni neutralni element za uopšteno pseudosabiranje ni desni neutralni
element za uopšteno pseudomnoženje.

Za x ∈ R+, levi inverzni element za uopšteno pseudosabiranje, u oznaci
−xl je

−xl = g−1
(
−1
ε
g(x)

)
,

a za x 6= 0l levi inverzni element za uopšteno pseudomnoženje, u oznaci x(−1)
l

je

x
(−1)
l = g−1

(( 1
g(x)

) 1
γ

)
.

U [74] je pokazano da je uopšteno pseudomnoženje distributivno sa
leve strane u odnosu na uopšteno pseudosabiranje, tj. x �γ (y ⊕ε z) =
(x�γ y)⊕ε (x�γ z).

Koristeći definiciju uopštenog pseudomnoženja dobija se da je uopšteni
pseudostepen x(n) dat sa

x(n) = (((x�γ x)�γ x)�γ . . . )�γ x︸ ︷︷ ︸
n−puta

,

za x ∈ R+ i n ∈ N.
Na osnovu definicije uopštenog pseudostepena sledi

x(n) = g−1(g(x)γn−1+···+γ+1).

Na osnovu [74], za uopšteno pseudosabiranje elemenata αi, i = 1, . . . , n
važi

n⊕
ε

i=1
αi = g−1

(
n∑
i=1

εn−ig(αi)
)
, α1, . . . , αn ∈ R+, (3.29)

a za uopšteno pseudosabiranje uopštenih pseudoproizvoda αi �γ βi, i =
1, . . . , n elemenata αi i βi, i = 1, . . . , n važi

n⊕
ε

i=1
(αi �γ βi) = g−1

(
n∑
i=1

εn−ig(αi)γg(βi)
)
, α1, . . . , αn, β1, . . . , βn ∈ R+.

(3.30)
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Lema 3.5 Za uopšteno pseudosabiranje i α1, . . . , αn ∈ R+ važi

s+k⊕
ε

i=s
αi = g−1

(
k∑
i=0

εk−ig(αs+i)
)
, k ≥ 1.

Dokaz. Za k = 1 važi αs ⊕ε αs+1 = g−1(εg(αs) + g(αs+1)).
Neka tvrđenje važi za neko k ∈ N, tj. neka je

s+k⊕
ε

i=s
αi = g−1

(
k∑
i=0

εk−ig(αs+i)
)
.

Tada je

s+k+1⊕
ε

i=s
αi =

(
s+k⊕

ε

i=s
αi

)
⊕ε αs+k+1

= g−1
(

k∑
i=0

εk−ig(αs+i)
)
⊕ε αs+k+1

= g−1
(

k∑
i=0

εk+1−ig(αs+i) + g(αs+k+1)
)

= g−1
(

k∑
i=0

εk+1−ig(αs+i) + εk+1−(k+1)g(αs+k+1)
)

= g−1
(
k+1∑
i=0

εk+1−ig(αs+i)
)
,

čime je dokaz završen. 2

3.3.2 Generalizovana pseudoverovatnoća

Generalizovana pseudoverovatnoća je jedno uopštenje ⊕-mere date defini-
cijom 1.5.

Konstrukcija generalizovane pseudoverovatnoće date u nastavku je deo
originalnog rezultata iz [53].

Za zatvoren interval [c, d] ⊂ R+, c < d, skup

Pn = {x0, x1, . . . , xn}, gde je c = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn = d,

je n-particija intervala [c, d].
Neka je

CPn[c,d] = {[x0, x1], (x1, x2], . . . , (xn−1, xn], [c, d]}.
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Neka je X slučajna promenljiva na prostoru verovatnoće (Ω,F ,P).
Funkcija raspodele F : R→ [0, 1] slučajne promenljive X je definisana sa

F (x) = P({ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x}).

Za funkciju raspodele F važi

P(a < X ≤ b) = F (b)− F (a) i P(a ≤ X ≤ b) = F (b)− F (a−),

za svako a, b ∈ R, a < b, pri čemu je F (a−) = F (a)− P(X = a).
Slučajna promenljiva X indukuje verovatnoću PX na prostoru (R,B(R)),

gde je B(R) Borelova σ-algebra podskupova od R. Za verovatnoću PX važi

PX((a, b]) = F (b)− F (a) i PX([a, b]) = F (b)− F (a−),

za svako (a, b], [a, b] ∈ B(R) (videti [12]).

Definicija 3.9 Preslikavanje mn : CPn[c,d] → [0,∞] dato sa:

1. mn([c, d]) = g−1(F (d)− F (c−)),

2. mn([x0, x1]) = g−1
(
F (x1)− F (x−0 )

εn−1

)
,

3. mn((xi, xi+1]) = g−1
(
F (xi+1)− F (xi)

εn−(i+1)

)
, za i ∈ {1, . . . , n− 1}

se naziva g(F,Pn)-generalizovana pseudoverovatnoća.

Ako je X slučajna promenljiva sa uniformnom raspodelom na intervalu
[0, 1], tada se ⊕-mera iz definicije 3.9 poklapa sa ⊕-merom iz rada [74] za
datu n-particiju.

Trebalo bi naglasiti da g(F,Pn)-generalizovana psudoverovatnoća zavisi od
n ∈ N i n-particije Pn intervala [c, d]. Ukoliko je očigledno koja je particija
intervala [c, d] posmatrana, umesto termina g(F,Pn)-generalizovana pseudove-
rovatnoća će biti korišćen termin generalizovana pseudoverovatnoća.

3.3.3 Osobine generalizovane pseudoverovatnoće

Neke osobine g(F,Pn)-generalizovane pseudoverovatnoće su date u nastavku
i deo su originalnog rezultata iz [53].
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Dodavanje tačke n-particiji Pn = {x0, x1, . . . , xn}

Neka je Pn+1 = Pn ∪ {y} (n + 1)-particija intervala [c, d], gde je xi <
y ≤ xi+1 za neko i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Neka je mn+1 : CPn+1

[c,d] → [0,∞]
g(F,Pn+1)-generalizovana pseudoverovatnoća, gde je CPn+1

[c,d] klasa podintervala
intervala [c, d] određena (n+ 1)-particijom Pn+1.

Ako je x0 < y ≤ x1, tada je

mn+1([x0, y]) = g−1
(
F (y)− F (x−0 )

εn

)
(3.31)

i

mn+1((y, x1]) = g−1
(
F (x1)− F (y)

εn−1

)
. (3.32)

Ako je xi < y ≤ xi+1 za neko i ∈ {1, . . . , n− 1} tada je

mn+1((xi, y]) = g−1
(
F (y)− F (xi)
ε(n+1)−(i+1)

)
(3.33)

i

mn+1((y, xi+1]) = g−1
(
F (xi+1)− F (y)
ε(n+1)−(i+2)

)
. (3.34)

Lema 3.6 Neka je Pn = {x0, x1, . . . , xn} n-particija intervala [c, d] i xi <
y ≤ xi+1 za neko i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Ako je xi < y ≤ xi+1 za neko
i ∈ {1, . . . , n− 1} tada je

mn((xi, xi+1]) = mn+1((xi, y])⊕ε mn+1((y, xi+1]),

i ako je x0 < y ≤ x1 tada je

mn([x0, x1]) = mn+1([x0, y])⊕ε mn+1((y, x1]),

gde je mn+1 : CPn+1
[c,d] → [0,∞] g(F,Pn+1)-generalizovana pseudoverovatnoća i

mn : CPn[c,d] → [0,∞] g(F,Pn)-generalizovana pseudoverovatnoća.

Dokaz. Neka je xi < y ≤ xi+1 za neko i ∈ {1, . . . , n− 1}. Tada na osnovu
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jednakosti (3.27), jednakosti (3.33), jednakosti (3.34) i definicije 3.9 sledi
mn+1((xi, y])⊕ε mn+1((y, xi+1])

= g−1
(
F (y)− F (xi)
ε(n+1)−(i+1)

)
⊕ε g−1

(
F (xi+1)− F (y)
ε(n+1)−(i+2)

)
= g−1

(
ε
F (y)− F (xi)

εn−i
+ F (xi+1)− F (y)

εn−i−1

)
= g−1

(
F (xi+1)− F (xi)

εn−(i+1)

)
= g−1

(
F (xi+1)− F (xi)

εn−(i+1)

)
= mn((xi, xi+1]).

Ako je x0 < y ≤ x1, sličnim postupkom na osnovu jednakosti (3.27), jedna-
kosti (3.31), jednakosti (3.32) i definicije 3.9 sledi jednakost mn([x0, x1]) =
mn+1([x0, y])⊕ε mn+1((y, x1]). 2

Ako xi < y ≤ xi+1 za neko i ∈ {1, . . . , n − 1} veza između mere mn :
CPn[c,d] → [0,∞] i mere mn+1 : CPn+1

[c,d] → [0,∞] je data sa

mn+1([x0, x1]) = g−1
(
F (x1)− F (x−0 )

εn+1−1

)
= g−1

(
F (x1)− F (x−0 )

εn

)

= g−1
(
F (x1)− F (x−0 )

εn−1 · 1
ε

)
= g−1

(
g(mn([x0, x1])) · 1

ε

)
.

Za intervale (xk, xk+1], 1 ≤ k < i važi

mn+1((xk, xk+1]) = g−1
(
F (xk+1)− F (xk)

εn+1−(k+1)

)
= g−1

(
F (xk+1)− F (xk)

εn−k

)
= g−1

(
F (xk+1)− F (xk)

εn−(k+1) · 1
ε

)
= g−1

(
g(mn((xk, xk+1])) · 1

ε

)
,

a za intervale (xk, xk+1], i+ 1 ≤ k < n važi

mn+1((xk, xk+1]) = g−1
(
F (xk+1)− F (xk)

εn+1−(k+2)

)
= g−1

(
F (xk+1)− F (xk)

εn−(k+1)

)
= mn((xk, xk+1]).

Ako je x0 < y ≤ x1, za intervale (xk, xk+1], 1 ≤ k < n važi
mn+1((xk, xk+1]) = mn((xk, xk+1]).
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Uklanjanje tačke n-particije Pn = {x0, x1, . . . , xn}

Neka je (n− 1)-particija Pn−1 dobijena od n-particije Pn izostavljanjem
tačke xi, tj. Pn−1 = Pn \ {xi}, za neko i ∈ {1, . . . , n− 1}.

Ako je tačka x1 uklonjena iz n-particije Pn, tada za interval [x0, x2] važi

mn−1([x0, x2]) = g−1
(
F (x2)− F (x−0 )

εn−2

)
, (3.35)

gde je mn−1 : CPn−1
[c,d] → [0,∞] g(F,Pn−1)-generalizovana pseudoverovatnoća.

Ako je tačka xi za neko i ∈ {2, . . . , n − 1} uklonjena iz n-particije Pn,
tada za intervale (xi−1, xi+1], 2 ≤ i < n− 1 važi

mn−1((xi−1, xi+1]) = g−1
(
F (xi+1)− F (xi−1)

ε(n−1)−i

)
, (3.36)

gde je mn−1 : CPn−1
[c,d] → [0,∞] g(F,Pn−1)-generalizovana pseudoverovatnoća.

Lema 3.7 Neka je Pn = {x0, x1, . . . , xn} n-particija intervala [c, d] i Pn−1 =
Pn \ {xi}, i ∈ {1, . . . , n− 1}. Neka su mn : CPn[c,d] → [0,∞] i mn−1 : CPn−1

[c,d] →
[0,∞] generalizovane pseudoverovatnoće.

Ako je tačka xi za neko i ∈ {2, . . . , n − 1} uklonjena iz n-particije Pn,
tada je

mn−1((xi−1, xi+1]) = mn((xi−1, xi])⊕ε mn((xi, xi+1]).

Ako je tačka x1 uklonjena iz n-particije Pn, tada je

mn−1([x0, x2]) = mn([x0, x1])⊕ε mn((x1, x2]).

Dokaz. Ako je tačka xi za neko i ∈ {2, . . . , n− 1} uklonjena iz n-particije
Pn, tada iz jednakosti (3.27) i jednakosti (3.36) sledi

mn((xi−1, xi])⊕ε mn((xi, xi+1])

= g−1
(
F (xi)− F (xi−1)

εn−i

)
⊕ε g−1

(
F (xi+1)− F (xi)

εn−(i+1)

)
= g−1

(
ε
F (xi)− F (xi−1)

εn−i
+ F (xi+1)− F (xi)

εn−i−1

)
= g−1

(
F (xi+1)− F (xi−1)

εn−i−1

)
= mn−1((xi−1, xi+1]).
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U slučaju kada je tačka x1 uklonjena iz n-particije Pn, dokaz jednakosti
mn−1([x0, x2]) = mn([x0, x1]) ⊕ε mn((x1, x2]) sledi iz jednakosti (3.35) i
definicije uopštenog pseudosabiranja. 2

Ako je tačka xi za neko i ∈ {2, . . . , n − 1} uklonjena iz n-particije Pn,
veza između generalizovanih pseudoverovatnoća mn : CPn[c,d] → [0,∞] i mn−1 :
CPn−1

[c,d] → [0,∞] je data na sledeći način.
Za interval [x0, x1] važi

mn−1([x0, x1]) = g−1
(
F (x1)− F (x−0 )

εn−2

)
= g−1

(
F (x1)− F (x−0 )

εn−1 · ε
)

= g−1 (g(mn([x0, x1])) · ε) .

Za intervale (xk, xk+1], 1 ≤ k < i− 1 važi

mn−1((xk, xk+1]) = g−1
(
F (xk+1)− F (xk)

εn−1−(k+1)

)
= g−1

(
F (xk+1)− F (xk)

εn−k−2

)
= g−1

(
F (xk+1)− F (xk)

εn−(k+1) · ε
)

= g−1 (g(mn((xk, xk+1])) · ε) ,

a za intervale (xk, xk+1], i+ 1 ≤ k < n važi

mn−1((xk, xk+1]) = g−1
(
F (xk+1)− F (xk)

εn−1−k

)
= g−1

(
F (xk+1)− F (xk)

εn−(k+1)

)
= mn((xk, xk+1]).

Ako je tačka x1 uklonjena iz n-particije Pn, tada za intervale (xk, xk+1],
2 ≤ k < n važi

mn−1((xk, xk+1]) = mn((xk, xk+1]).

U nastavku je uopšten rezultat uklanjanja jedne tačke n-particije Pn i
prikazan je postupak uklanjanja dve ili više uzastopnih tačaka posmatrane
n-particije Pn.

Uklanjanje dve uzastopne tačke n-particije Pn = {x0, x1, . . . , xn}

Neka je Pn n-particija intervala [c, d] i Pn−2 = Pn \{xi, xi+1}, za neko i ∈
{1, . . . , n− 2}. Kako uopšteno pseudosabiranje nije asocijativno, neophodno
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je razmotriti dva slučaja u zavisnosti od toga koja je tačka prva uklonjena iz
n-particije Pn.

U nastavku je posmatran slučaj kada je prvo uklonjena tačka xi, a zatim
tačka xi+1. Slučaj kada je prvo uklonjena tačka xi+1, a zatim tačka xi je
sličan, te je izostavljen.

Neka je mn−2 : CPn−2
[c,d] → [0,∞] g(F,Pn−2)-generalizovana pseudoverovatno-

ća.
Ako su tačke xi i xi+1 za neko i ∈ {2, . . . , n − 2} redom uklonjene iz

n-particije Pn, tada za intervale (xi−1, xi+2], 2 ≤ i < n− 1 važi

mn−2((xi−1, xi+2]) = g−1
(
F (xi+2)− F (xi−1)

ε(n−2)−i

)
.

Ako su tačke x1 i x2 redom uklonjene iz n-particije Pn, tada za interval
[x0, x3] važi

mn−2([x0, x3]) = g−1
(
F (x3)− F (x−0 )

εn−3

)
.

Lema 3.8 Neka je Pn−2 = Pn \ {xi, xi+1}, gde i ∈ {1, . . . , n − 2} i Pn =
{x0, x1, . . . , xn}. Neka su mn : CPn[c,d] → [0,∞] i mn−2 : CPn−2

[c,d] → [0,∞]
generalizovane pseudoverovatnoće.

Ako su tačke xi i xi+1 za neko i ∈ {2, . . . , n− 2} uklonjene iz n-particije
Pn, tada za intervale (xi−1, xi+2], 2 ≤ i < n− 1 važi

mn−2((xi−1, xi+2]) = mn((xi−1, xi])⊕ε mn((xi, xi+1])⊕ε mn((xi+1, xi+2]).

Ako su tačke x1 i x2 uklonjene iz n-particije Pn, tada za interval [x0, x3]
važi

mn−2([x0, x3]) = mn([x0, x1])⊕ε mn((x1, x2])⊕ε mn((x2, x3]).

Dokaz. Za intervale (xi−1, xi+2] gde je 1 ≤ i < n− 1, i za g(F,Pn)-generali-
zovanu pseudoverovatnoću mn važi

mn((xi−1, xi])⊕ε mn((xi, xi+1])⊕ε mn((xi+1, xi+2])
= g−1

(
ε2g(mn((xi−1, xi])) + εg(mn((xi, xi+1])) + g(mn((xi+1, xi+2]))

)
= g−1

(
ε2F (xi)− F (xi−1)

εn−i
+ ε

F (xi+1)− F (xi)
εn−(i+1) + F (xi+2)− F (xi+1)

εn−(i+2)

)
= g−1

(
F (xi+1)− F (xi−1)

εn−2−i

)
= mn−2((xi−1, xi+2]).

Jednakost mn−2([x0, x3]) = mn([x0, x1])⊕ε mn((x1, x2])⊕ε mn((x2, x3]),
gde su tačke x1 i x2 uklonjene iz n-particije, se slično dokazuje. 2
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Uklanjanje k, 1 ≤ k ≤ n − 1 uzastopnih tačaka n-particije Pn =
{x0, x1, . . . , xn}

Neka je Pn n-particija intervala [c, d] i neka je Pn−k (n− k)-particija inte-
rvala [c, d] dobijena od n-particije Pn uklanjanjem tačaka xi, xi+1, . . . , xi+k−1
za neko i ∈ {1, . . . , n − k} rastućim poretkom (prvo je uklonjena tačka xi,
zatim tačka xi+1, . . . i poslednja je uklonjena tačka xi+k−1).

Za intervale (xi−1, xi+k], gde 2 ≤ i < n− k važi

mn−k((xi−1, xi+k]) = g−1
(
F (xi+k)− F (xi−1)

εn−k−i

)
,

a za interval [x0, xk+1] važi

mn−k([x0, xk+1]) = g−1
(
F (xk+1)− F (x−0 )

εn−k−1

)
,

gde je mn−k : CPn−k[c,d] → [0,∞] generalizovana pseudoverovatnoća.

Lema 3.9 Neka je Pn−k = Pn \ {xi, xi+1, . . . , xi+k−1}, i ∈ {1, . . . , n− 2} i
Pn = {x0, x1, . . . , xn}. Neka su mn : CPn[c,d] → [0,∞] i mn−k : CPn−k[c,d] → [0,∞]
generalizovane pseudoverovatnoće.

Za intervale (xi−1, xi+k], gde 2 ≤ i < n− k važi

mn−k((xi−1, xi+k]) =
i+k⊕

ε

s=i
mn((xs−1, xs]),

a za interval [x0, xk+1] važi

mn−k([x0, xk+1]) = mn([x0, x1])
k+1⊕

ε

s=2
mn((xs−1, xs]).

Dokaz. Za 2 ≤ i < n− k važi
i+k⊕

ε

s=i
mn((xs−1, xs]) = g−1

(
k∑
s=0

εk−sg(mn((xi+s−1, xi+s]))
)

= g−1
(

k∑
s=0

εk−s
F (xi+s)− F (xi+s−1)

εn−(i+s)

)

= g−1
(

k∑
s=0

F (xi+s)− F (xi+s−1)
εn−k−i

)
= g−1

(
F (xi+k)− F (xi−1)

εn−k−i

)
= mn−k((xi−1, xi+k]).
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Slično se može pokazati i jednakost

mn−k([x0, xk+1]) = mn([x0, x1])
k+1⊕

ε

s=2
mn((xs−1, xs]). 2

Svaka ⊕-mera µ iz definicije 1.5 zadovoljava uslov σ-⊕-aditivnosti, tj. za
svaki niz {Ai : i ∈ N} u parovima disjunktnih skupova iz F važi µ

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞⊕
i=1

µ(Ai). Koristeći definiciju ⊕-mere, pokazano je da ona zadovoljava i uslov

⊕-aditivnosti, tj. µ
(

n⋃
i=1

Ai

)
=

n⊕
i=1

µ(Ai) za u parovima disjunktne skupove

A1, A2, . . . , An iz F (videti [69]).
U nastavku su razmatrana još neka svojstva generalizovane pseudovero-

vatnoće. Rezultati su originalni i publikovani u [53].

Teorema 3.6 Neka je Pn = {x0, x1, . . . , xn} n-particija intervala [c, d] ⊂
R+. Tada je:

(i) mn(∅) = 0l, n ≥ 2,

(ii) mn([c, d]) = mn([x0, x1])⊕ε
n−1⊕

ε

i=1
mn((xi, xi+1]),

gde je mn : CPn[c,d] → [0,∞] generalizovana pseudoverovatnoća.

Dokaz. (i) Neka je Pn, n ≥ 2 n-particija intervala [c, d], i neka postoji
i ∈ {1, . . . , n− 1} takvo da je xi = xi+1.

Tada je, (xi, xi+1] = ∅ i

mn((xi, xi+1]) = g−1
(
F (xi+1)− F (xi)

εn−(i+1)

)
= g−1(0) = 0l.

Ako postoji i ∈ {1, . . . , n − 1} takvo da je xi 6= xi+1, neka je Pn+1 =
Pn ∪ {y} (n + 1)-particija intervala [c, d], gde je y ∈ (xi, xi+1] za neko
i ∈ {1, . . . , n− 1}.

Tada za generalizovane pseudoverovatnoće mn : CPn[c,d] → [0,∞] i mn+1 :
CPn+1

[c,d] → [0,∞] važi

mn((xi, xi+1]) = mn+1((xi, y])⊕ε mn+1((y, xi+1]).

Ako je y = xi+1, onda je Pn+1 = Pn i interval (y, xi+1] je prazan skup.
Dakle, ∅ ∈ CPn+1

[c,d] i važi

mn+1(∅) = g−1
(
F (xi+1)− F (xi+1)

εn+1−(i+1)

)
= g−1(0) = 0l,
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gde je mn+1 : CPn+1
[c,d] → [0,∞] i CPn+1

[c,d] = CPn[c,d] ∪ {∅}.
Ako je n = 1, početna 1-particija P1 = {x0, x1} je proširena dodavanjem

tačke y, gde je x0 < y ≤ x1. Za y = x1 slično se dobija da je m2(∅) = 0l.
Kako jednakost mn+1(∅) = 0l važi za svako n ∈ N, za n ≥ 2 se dobija

mn(∅) = 0l.
Može se primetiti da za n = 1 i interval [c, d], c < d važi c = x0 < x1 = d

i CP1
[c,d] = {[c, d]}. Kako ∅ /∈ CP1

[c,d], m1(∅) se ne može izračunati.
(ii) Na osnovu definicije 3.9 sledi mn([c, d]) = g−1(F (d)− F (c−)).
S druge strane, koristeći definiciju 3.9 i jednakost (3.29) dobija se

mn([x0, x1])⊕ε
n−1⊕

ε

i=1
mn((xi, xi+1]) =

= g−1
(
εn−1g(mn([x0, x1])) +

n−1∑
i=1

εn−1−ig(mn((xi, xi+1]))
)

= g−1
(
εn−1F (x1)− F (x−0 )

εn−1 +
n−1∑
i=1

εn−1−ig

(
g−1

(
F (xi+1)− F (xi)

εn−1−i

)))

= g−1
(
F (x1)− F (x−0 ) +

n−1∑
i=1

(F (xi+1)− F (xi))
)

= g−1
(
F (xn)− F (x−0 )

)
= g−1(F (d)− F (c−)).

2

Mera intervala (e, f ] ⊂ [c, d]

Neka je Pn = {x0, x1, . . . , xn} n-particija intervala [c, d] ⊂ R+ i neka je
mn : CPn[c,d] → [0,∞] generalizovana pseudoverovatnoća. U nastavku je izraču-
nata generalizovana pseudoverovatnoća intervala (e, f ] ⊂ [c, d]. Razmatrana
su četiri moguća slučaja.

a) (e, f ] = (xi−1, xi+k], za neko i ∈ {1, . . . , n− 1} i k ∈ {0, . . . , n− i}:
Ako je k = 0, tada je (e, f ] = (xi−1, xi] ∈ CPn[c,d] pa iz definicije 3.9 sledi

mn((xi−1, xi]) = g−1
(
F (xi)− F (xi−1)

εn−i

)
.

Ako je k 6= 0, tada je (e, f ] = (xi−1, xi] ∪ . . . ∪ (xi+k−1, xi+k] i svi
intervali (xi−1, xi], . . . , (xi+k−1, xi+k] pripadaju familiji CPn[c,d].
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Na osnovu leme 3.9 sledi

mn−k((xi−1, xi+k]) =
i+k⊕

ε

s=i
mn((xs−1, xs]), (3.37)

gde je Pn−k = Pn \ {xi, xi+1, . . . , xi+k−1} i mn−k : CPn−k[c,d] → [0,∞] je
generalizovana pseudoverovatnoća.

b) e ∈ (xi−1, xi] i f = xi+k ∈ Pn, za neko i ∈ {1, . . . , n − 1} i k ∈
{0, . . . , n− i}:

Neka je Pn+1 = Pn∪{e} = {x0, . . . , xi−1, e, xi, . . . , xn} (n+1)-particija
dobijena dodavanjem tačke e n-particiji Pn i neka je mn+1 : CPn+1

[c,d] →
[0,∞] generalizovana pseudoverovatnoća, gde je

CPn+1
[c,d] = {[x0, x1], . . . , (xi−1, e], (e, xi+1], . . . , (xn−1, xn], [c, d]}.

Primenom jednakosti (3.37) na interval (e, f ] dobija se

mn+1−k((e, f ])

= mn+1((e, xi])⊕ε mn+1((xi, xi+1])⊕ε · · · ⊕ε mn+1((xi+k−1, f ]),

gde je Pn+1−k = Pn+1 \ {xi, xi+1, . . . , xi+k−1} i mn+1−k : CPn+1−k
[c,d] →

[0,∞] generalizovana pseudoverovatnoća.

c) e = xi−1 ∈ Pn i f ∈ (xi+k−1, xi+k], za neko i ∈ {1, . . . , n − 1} i
k ∈ {0, . . . , n− i}:

Tada je

Pn+1 = Pn ∪ {f} = {x0, . . . , xi−1, xi, . . . , xi+k−1, f, xi+k, . . . , xn},

CPn+1
[c,d] = {[x0, x1], . . . , (xi+k−1, f ], (f, xi+k], . . . , (xn−1, xn], [c, d]}

i mn+1 : CPn+1
[c,d] → [0,∞] posmatrana generalizovana pseudoverovatno-

ća.

Na osnovu jednakosti (3.37) za interval (e, f ] važi
mn+1−k((e, f ]) = mn+1((e, xi])

⊕ε · · · ⊕ε mn+1((xi+k−2, xi+k−1])⊕ε mn+1((xi+k−1, f ]),

gde je Pn+1−k = Pn+1 \ {xi, xi+1, . . . , xi+k−1} i mn+1−k : CPn+1−k
[c,d] →

[0,∞] je generalizovana pseudoverovatnoća.
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d) e ∈ (xi−1, xi] i f ∈ (xi+k−1, xi+k], za neko i ∈ {1, . . . , n − 1} i k ∈
{0, . . . , n− i}:

Neka je Pn+1 = Pn∪{e} = {x0, . . . , xi−1, e, xi, . . . , xn} (n+1)-particija
i mn+1 : CPn+1

[c,d] → [0,∞] generalizovana pseudoverovatnoća na skupu
CPn+1

[c,d] = {[x0, x1], . . . , (xi−1, e], (e, xi+1], . . . , (xn−1, xn], [c, d]}.

Neka je Pn+2 = Pn+1 ∪ {f} = {x0, . . . , xi−1, e, xi, . . . , xi+k−1, f,

xi+k, . . . , xn} (n + 2)-particija i mn+2 : CPn+2
[c,d] → [0,∞] generalizo-

vana pseudoverovatnoća.

Pošto se između tačaka e i f nalazi k tačaka, iz jednakosti (3.37) sledi

mn+2−k((e, f ]) = mn+2((e, xi])⊕ε mn+2((xi, xi+1])
⊕ε · · · ⊕ε mn+2((xi+k−2, xi+k−1])⊕ε mn+2((xi+k−1, f ]),

gde je Pn+2−k = Pn+2 \ {xi, xi+1, . . . , xi+k−1} i mn+2−k : CPn+2−k
[c,d] →

[0,∞].

Mera skupa {x0} i intervala (x0, x1]

Neka je Pn = {x0, x1, . . . , xn} n-particija intervala [c, d] ⊂ R+ i neka je
mn : CPn[c,d] → [0,∞] generalizovana pseudoverovatnoća.

Posmatra se (n + 1)-particija Pn+1 = Pn ∪ {y}, gde je x0 ≤ y ≤ x1 i
generalizovana pseudoverovatnoća mn+1 : CPn+1

[c,d] → [0,∞].

Za y = x0 skup {x0} = [x0, x0] ∈ CPn+1
[c,d] . Na osnovu definicije 3.9 sledi

mn+1({x0}) = g−1
(
F (x0)− F (x−0 )

εn

)
. (3.38)

Za generalizovane pseudoverovatnoće mn+1 : CPn+1
[c,d] → [0,∞] i mn :
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CPn[c,d] → [0,∞] iz jednakosti (3.27), jednakosti (3.38) i leme 3.6 se dobija

mn+1([x0, x0])⊕ε mn+1((x0, x1]) = mn([x0, x1])

⇔ g−1 (εg(mn+1([x0, x0])) + g(mn+1((x0, x1]))) = g−1
(
F (x1)− F (x−0 )

εn−1

)
⇔ εg(mn+1([x0, x0])) + g(mn+1((x0, x1])) = F (x1)− F (x−0 )

εn−1

⇔ g(mn+1((x0, x1])) = F (x1)− F (x−0 )
εn−1 − εg(mn+1([x0, x0]))

⇔ g(mn+1((x0, x1])) = F (x1)− F (x−0 )
εn−1 − εF (x0)− F (x−0 )

εn

⇔ g(mn+1((x0, x1])) = F (x1)− F (x−0 )− F (x0) + F (x−0 )
εn−1

⇔ mn+1((x0, x1]) = g−1
(
F (x1)− F (x0−))

εn−1

)
.

3.3.4 Primeri generalizovane pseudoverovatnoće

Primer 3.6 Neka je X : Ω → R slučajna promenljiva diskretnog tipa sa
skupom vrednosti RX = {0, 1, . . . , n}. Neka je raspodela verovatnoća od X
data sa p(i) = P (X = i) = 1

n+1 . Funkcija raspodele slučajne promenljive X

je F (x) =


0, x ∈ (−∞, 0)
i+1
n+1 , x ∈ [i, i+ 1), i = 0, 1, . . . , n
1, x ∈ [n,∞)

.

Za n-particiju Pn = {0, 1, . . . , n} intervala [0, n] i familiju intervala CPn[0,n] =
{[0, 1], (1, 2], . . . , (n− 1, n], [0, n]}, na osnovu definicije 3.9 sledi

mn([0, n]) = g−1(F (n)− F (0−)) = g−1(1− 0) = 1l

i

mn([0, 1]) = g−1
(
F (1)− F (0−)

εn−1

)
= g−1

(
p(1)
εn−1

)
= g−1

( 1
(n+ 1)εn−1

)
.

Za 1 ≤ i < n− 1 je

mn((i, i+ 1]) = g−1
(
F (i+ 1)− F (i)

εn−(i+1)

)
= g−1

(
p(i+ 1)
εn−(i+1)

)
= g−1

( 1
(n+ 1)εn−(i+1)

)
.

Za strogo monotono rastuću funkciju g i 0 < ε < 1 se dobija

mn([0, 1]) > mn((1, 2]) > . . . > mn((n− 1, n]),
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a za ε > 1 važi

mn([0, 1]) < mn((1, 2]) < . . . < mn((n− 1, n]).

Slično, za strogo monotono opadajuću funkciju g i 0 < ε < 1 se dobija

mn([0, 1]) < mn((1, 2]) < . . . < mn((n− 1, n]),

a za ε > 1 važi

mn([0, 1]) > mn((1, 2]) > . . . > mn((n− 1, n]).

Ako je ε = 1 a g strogo monotono rastuća ili strogo monotono opadajuća
funkcija, u oba slučaja je

mn((i, i+ 1]) = g−1
( 1
n+ 1

)
, i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}

i
mn([0, 1]) = mn((1, 2]) = . . . = mn((n− 1, n]). �

Neka je X nenegativna slučajna promenljiva (X(ω) ≥ 0, za svako ω ∈ Ω)
na prostoru verovatnoće (Ω,F , P ) sa matematičkim očekivanjem E(X) i
disperzijom D(X).

Ako je skup vrednosti RX slučajne promenljive X ograničen skup, proizvo-
ljan zatvoren podskup skupa R+ koji sadrži RX se može uzeti za interval
[c, d] (videti primer 3.6).

Ako skupRX nije ograničen, primenom nejednakosti Čebiševa, za unapred
zadat parametar α > 0, može se pokazati da je

P

(
E(X)− α

√
D(X) < X < E(X) + α

√
D(X)

)
≥ 1− 1

α2 ,

tj. interval
[
E(X)− α

√
D(X), E(X) + α

√
D(X)

]
sadrži

(
1− 1

α2

)
· 100%

vrednosti slučajne promenljive X.
U zavisnosti od željene preciznosti, bira se interval [c, d] i parametar α,

tako da je

[E(X)− α
√
D(X), E(X) + α

√
D(X)] ⊆ [c, d].

Za parametar α se najčešće uzimaju vrednosti α = 3, α = 4, α = 5, itd.
(videti [89]).
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Primer 3.7 Poasonova raspodela sa parametrom λ > 0 je diskretna ra-
spodela sa prebrojivim skupom vrednosti RX = {0, 1, 2, . . .} i raspodelom

verovatnoća datom sa p(i) = P (X = i) = λi

i! e
−λ. Matematičko očekivanje i

disperzija Poasonove raspodele su jednaki parametru λ.
Poznato je da je P (λ−3

√
λ < X < λ+3

√
λ) = 0.997, tj. 99.7% podataka

je sadržano u opsegu od tri standardne devijacije od srednje vrednosti. Na
primer, za λ = 4 je P (−2 < X < 10) = 0.997. Kako je X ≥ 0 sledi da je
P (X ∈ [0, 10]) = 0.997, pa se interval [0, 10] može uzeti za [c, d].

Za 5-particiju P5 = {0, 2, 4, 6, 8, 10} odgovarajuća familija intervala je
CP5

[0,10] = {(2k, 2(k + 1)] : k = 1, 2, 3, 4} ∪ {[0, 2], [0, 10]}.

Sada je m5([0, 10]) = g−1

e−4
10∑
j=0

4j

j!

 , a kako je fukcija g bijekcija i

e−4
10∑
j=0

4j
j! 6= 1, sledi da je m5([0, 10]) 6= 1l.

Za interval [0, 2] je

m5([0, 2]) = g−1

e−4
2∑
j=0

4j

j!

 ,
a za intervale (2i, 2(i+ 1)], i = 1, 2, 3, 4 važi

m5((2i, 2(i+ 1)]) = g−1
(

42(i+1)

(2(i+ 1))!e
−4 + 42i+1

(2i+ 1)!e
−4
)
.

Za računanje generalizovane pseudoverovatnoće intervala (2, 6], potrebno
je ukloniti tačku 4 iz 5-particije P5 = {0, 2, 4, 6, 8, 10}.

Na osnovu jednakosti (3.36) sledi

m4((2, 6]) = m5((2, 4])⊕m5((4, 6]) = g−1(F (6)− (ε− 1)F (4)− εF (2)).

Sada, za interval [0, 2] sledi

m4([0, 2]) = g−1 (g(m5([0, 2])) · ε) = g−1

e−4
2∑
j=0

4j

j! · ε

 ,
i za k = 3, 4, sledi

m4((2k, 2(k + 1)]) = m5((2k, 2(k + 1)]).
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Za računanje generalizovane pseudoverovatnoće intervala (2, 5], potrebno
je dodati tačku 5 5-particiji P5 = {0, 2, 4, 6, 8, 10}.

Tada je
m6((2, 5]) = m6((2, 4])⊕m6((4, 5]),

pri čemu je

m6((2, 4]) = g−1
(
g(m5((2, 4])) · 1

ε

)
= g−1

(
F (4)− F (2)

ε5−2 · 1
ε

)
= g−1

(
2 · 43 · e−4

3!ε4

)

i m6((4, 5]) = m5((4, 5]). �

Primer 3.8 Neka je X slučajna promenljiva sa uniformnom raspodelom
na intervalu [0, 4] i neka je P4 = {0, 1, 2, 3, 4} 4-particija intervala [0, 4]. Za
elemente familije intervala CP4

[0,4] = {[0, 1], (1, 2], (2, 3], (3, 4], [0, 4]} važi:

m4([0, 4]) = g−1 (F (4)− F (0−)
)

= g−1(1) = 1l,

m4([0, 1]) = g−1
(
F (1)− F (0)−

ε4−1

)
= g−1

( 1
4ε4−1

)
i

m4((i, i+ 1]) = g−1
(
F (i+ 1)− F (i)

ε4−(i+1)

)
= g−1

( 1
4ε4−(i+1)

)
,

gde je i = 1, 2, 3.
Da bi se izračunala generalizovana pseudoverovatnoća intervala (1.5, 2.5],

potrebno je početnoj 4-particiji P4 dodati tačke 1.5 i 2.5, tj. posmatra se
6-particija P6 = {0, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 4} i generalizovana pseudoverovatnoća
m6 : CP6

[0,4] → [0,∞].
Između tačaka 1.5 i 2.5 se nalazi jedna tačka 4-particije P4, pa je

m5((1.5, 2.5]) = m6((1.5, 2])⊕m6((2, 2.5]).

Vrednosti m6((1.5, 2]) i m6((2, 2.5]) se mogu izračunati pomoću definicije 3.9
na uobičajen način. �

Za slučajnu promenljivu X diskretnog tipa, sa skupom vrednosti RX =
{x0, x1, . . .} i verovatnoćama p(xi) = P (X = xi), za ε = 1 i g(x) = x važi

mn([x0, x1]) = p(x1) + p(x0)
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i
mn((xi, xi+1]) = p(xi+1), (xi, xi+1] ∈ CPn[c,d],

gde je [c, d] interval koji sadrži skoro sve vrednosti slučajne promenljive X.
Ako je X slučajna promenljiva i ε = 1, važi

mn([x0, x1]) = g−1 ◦ PX([x0, x1])

i
mn((xi, xi+1]) = g−1 ◦ PX((xi, xi+1]) (xi, xi+1] ∈ CPn[c,d],

pa je generalizovana pseudoverovatnoća mn restrikcija pseudoverovatnoće
definisane u odeljku 3.1 na familiji CPn[x0,xn].

Uopštena pseudoaritmetička sredina slučajnih promenljivihX1, X2, . . . , Xn

je

Sn = n∗ �γ
n⊕

ε

k=1
Xk,

gde je n∗ = g−1
((

1
n

) 1
γ

)
.

Iz jednakosti (3.29) sledi da je
n⊕

ε

k=1
Xk = g−1

(
n∑
k=1

εn−kg(Xk)
)
.

Na osnovu jednakosti (3.28) dobija se

Sn = g−1
(

1
n

n∑
k=1

εn−kg(Xk)
)
.

3.3.5 Uopšteno matematičko očekivanje u odnosu na genera-
lizovanu pseudoverovatnoću

Neka je X slučajna promenljiva sa konačnim skupom vrednosti RX =
{x0, x1, . . . , xn}, 0 ≤ x0 < x1 < . . . < xn, i mn+1 : CPn+1

[c,d] → [0,∞], generali-
zovana pseudoverovatnoća, gde je CPn+1

[c,d] = {[x0, x0], [x0, x1], . . . , (xn−1, xn],
[c, d]}.

Definicija 3.10 Uopšteno matematičko očekivanje slučajne promenljive X
u odnosu na generalizovanu pseudoverovatnoću mn+1, u oznaci GE(X), je

GE(X) =
n⊕

ε

k=0
x∗k �γ mn+1(Ak), (3.39)

gde je A0 = [x0, x0], Ak = (xk−1, xk] i x∗k = g−1
(
(g(xk))

1
γ

)
, k ∈ {0, 1, . . . , n}.
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Na osnovu jednakosti (3.30) i definicije 3.9 sledi

GE(X) = g−1
(

n∑
k=0

εn−kg(x∗k)γg(mn(Ak))
)

= g−1
(
εng(x0)g ◦ g−1

(
F (x0)− F (x−0 )

εn

)

+
n∑
k=1

εn−k g(xk) g ◦ g−1
(
F (xk)− F (xk−1)

εn−k

))
= g−1

(
g(x0)

(
F (x0)− F (x−0 )

)
+

n∑
k=1

g(xk) (F (xk)− F (xk−1))
)
,

gde je F funkcija raspodele slučajne promenljive X.
Neka jeX nenegativna slučajna promenljiva diskretnog tipa sa prebrojivim

skupom vrednosti tako da su skoro sve vrednosti 1 slučajne promenljive
sadržane u intervalu [c, d]. Neka su x0, x1, . . . , xn različite vrednosti slučajne
promenljive X iz intervala [c, d]. Tada je uopšteno matematičko očekivanje
slučajne promenljiveX u odnosu na generalizovanu pseudoverovatnoćumn+1 :
CPn+1

[c,d] → [0,∞] dato sa (3.39).
Neka je X slučajna promenljiva neprekidnog tipa sa konačnom dispe-

rzijom, za koju
(

1− 1
α2

)
· 100% vrednosti pripada intervalu [c, d]. Neka

je Pn = {x0, x1, . . . , xn} n-particija intervala [c, d]. Tada je uopšteno ma-
tematičko očekivanje slučajne promenljive X u odnosu na generalizovanu
pseudoverovatnoću mn dato sa (3.39) i važi

GE(X) = g−1
(
g

(
x0 + x0

2

)
(F (x0)− F (x−0 ))

+
n−1∑
k=0

g

(
xk + xk+1

2

)
(F (xk+1)− F (xk))

)
.

Kako je X slučajna promenljiva neprekidnog tipa, važi F (x0) = F (x−0 )
pa sledi

GE(X) = g−1
(
n−1∑
k=0

g

(
xk + xk+1

2

)
(F (xk+1)− F (xk))

)
.

1U statističkim istraživanjima se obično uzima da je procenat vrednosti koje su sadržane
u traženom intervalu 95% ili 99% svih vrednosti.
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U ovom slučaju je x∗k = g−1
((
g
(
xk+xk+1

2

)) 1
γ

)
i uopšteno matematičko

očekivanje slučajne promenljive neprekidnog tipa u odnosu na generalizovanu
pseudoverovatnoću je predstavljeno sredinama intervala (xk, xk+1].
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Glava 4

Intervalno-vrednosna
pseudoverovatnoća

Intervalno-vrednosna verovatnoća predstavlja koristan alat prilikom rada
sa mernim instrumentima kada se javlja tzv. merna nesigurnost ([90]). U
praktičnim primenama procene se rade na osnovu konačnih uzoraka. Kako
odabir jedne raspodele za procenu ne daje uvek najbolje rezultate, korišćenjem
intervalno-vrednosnih verovatnoća dobija se širi opseg za rad, pa tako i bolji
rezultati. U literaturi se može naći više pristupa definisanju intervalno-
vrednosnih verovatnoća.

U [22] je uveden pojam donje i gornje verovatnoće pomoću viševredno-
snih preslikavanja. Ako je (X,F , µ) prostor verovatnoće i Γ viševrednosno
preslikavanje skupa X u neprazan prostor S, na osnovu verovatnosne mere
(verovatnoće) µ i preslikavanja Γ, definišu se donja P∗ i gornja P ∗ verovatnoća
na podskupovima od S i klasa verovatnosnih mera P za koje je

P∗(T ) ≤ P(T ) ≤ P ∗(T ),

za specijalne podskupove T od S. Kod ovakvog pristupa nedostak je što
donja i gornja verovatnoća ne zadovoljavaju uslov σ-aditivnosti, tj. P∗ i P ∗
nisu verovatnosne mere.

Sličan pristup definisanju i aproksimiranju donje i gornje verovatnoće
pomoću merljivih selektora se može naći u [59]. Viševrednosno preslikavanje
Γ : Ω→ P(X) se naziva slučajan skup, gde je X neprazan skup i (Ω,F ,P)
prostor verovatnoće. Merljivo preslikavanje f : Ω→ X je selektor slučajnog
skupa Γ ako za svako ω ∈ Ω važi f(ω) ∈ Γ(Ω). Ako je (X,F ′) merljiv prostor,
za A ∈ F ′, slučajan skup Γ generiše skupovno-vrednosnu skupovnu funkciju

PΓ(A) = {Pf (A) : f je merljivi selektor slučajnog skupa Γ}.
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Za donju i gornju verovatnoću P ∗(A) i P∗(A) definisanu na isti način kao u
[22] ispitivani su uslovi pod kojima važi jednakost

PΓ(A) = [P∗(A), P ∗(A)].

Još jedan koncept donje i gornje verovatnoće je izučavan u [19]. Na
prostoru (Ω,F), skupovne funkcije P , P : F → [0, 1] sa osobinom da obe
preslikavaju prazan skup u 0 i skup Ω u 1, pri čemu P zadovoljava uslov
super-aditivnosti a P zadovoljava uslov sub-aditivnosti i važi

P (A) + P (Ω \A) = 1, A ∈ F ,

se nazivaju redom donja i gornja verovatnosna funkcija. Jasno je da je
P (A) ≤ P (A), za svako A ∈ F .

U [93] su na merljivom prostoru (Ω,F) definisane R-verovatnoća i F -vero-
vatnoća. R-verovatnoća je intervalno-vrednosna skupovna funkcija definisana
kao interval [L(A), U(A)], gde su L i U neaditivne skupovne funkcije i
0 ≤ L(A) ≤ U(A) ≤ 1, za svako A ∈ F . Skup M verovatnosnih mera P
takvih da je L(A) ≤ P(A) ≤ U(A), A ∈ F je neprazan. R-verovatnoća je
F -verovatnoća ako su funkcije L i U definisane sa

L(A) = inf
P∈M

P(A) i U(A) = sup
P∈M

P(A).

R-verovatnoća i F -verovatnoća su neaditivne intervalno-vrednosne funkcije
za koje važi [L(∅), U(∅)] = [0, 0] i [L(Ω), U(Ω)] = [1, 1].

Na osnovu rezultata iz [93], u [43] i [52] je uvedena opštija intervalno-
vrednosna verovatnosna mera, u oznaci im, koja omogućava definisanje
intervalno-vrednosnih integrala i diferencijala i predstavlja začetak intervalne
teorije mere. Na merljivom prostoru (X,F) definiše se funkcija im : F →
Int[0,1], gde je Int[0,1] = {[a, b] : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1} koja zadovoljava uslove:

1. im(∅) = [0, 0],

2. im(X) = [1, 1],

3. im(A) = [Al, Au] ⊆ [0, 1], za svako A ∈ F ,

4. za svaku particiju {Ak : k ∈ K} ∪ {Bj : j ∈ J} skupa X gde je
A =

⋃
k∈K Ak i AC =

⋃
j∈J Bj ,

im(A) ⊆

max

1−
∑
j∈J

Bu
j ,
∑
k∈K

Alk

 ,min

1−
∑
j∈J

Bl
j ,
∑
k∈K

Auk


 .
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4.1 Definicija intervalno-vrednosne pseudoverovatnoće

Za ovako definisanu intervalno-vrednosnu verovatnosnu meru je pokazana
veza sa merom mogućnosti i merom neophodnosti, merom verovanja, fazi
intervalima, slučajnim skupovima, i drugim pojmovima teorije neodređenosti.

U [27] je u okvirima pseudoanalize izučavana intervalno-vrednosna sku-
povna funkcija nazvana intervalno-vrednosna pseudoverovatnoća kao jedan
oblik intervalno-vrednosne ⊕-mere definisane u odeljku 1.6. Cilj istraživanja
je definisanje intervalno-vrednosne skupovne funkcije oblika [pl, pr] (ili [pr, pl],
u zavisnosti od totalnog uređenja na posmatranom poluprstenu), gde su
krajevi intervala pseudoverovatnoće definisane u odeljku 3.1.

Svi rezultati rada [27] su originalni i predstavljeni su u nastavku.

4.1 Definicija intervalno-vrednosne pseudoverova-
tnoće

Pojam intervalno-vrednosne pseudoverovatnoće se uvodi na sledeći način.
Neka je B(R) Borelova σ-algebra podskupova od R, (Ω,F ,P) prostor

verovatnoće i [a, b]+ = {x ∈ [a, b] | 0 � x}.
Posmatraju se pseudoverovatnoće p : B(R)→ [a, b]+ takve da je

p = g−1 ◦ PX = g−1 ◦ P ◦X−1,

gde je X slučajna promenljiva na prostoru verovatnoće (Ω,F ,P).
Neka je RX skup vrednosti slučajne promenljive X i B(RX) Borelova

σ-algebra podskupova od RX .
Neka je Md neprazna familija pseudoverovatnoća p = g−1 ◦ P ◦ X−1

takvih da je (Md,�) gusto linearno uređenje sa krajevima pl, pr ∈Md.
Neka je B(R) presek σ-algebri B(RX), gde je X slučajna promenljiva za

koju je p = g−1 ◦ P ◦X−1 za p ∈Md.
Za svako p ∈Md i svako A ∈ B(R) važi

pl(A) � p(A) � pr(A).

Kako je (Md,�) gusto linearno uređenje sa krajevima pl, pr ∈Md, gde
jeMd neprazna familija pseudoverovatnoća, za svako A ∈ B(R) važi:

i) p1(A) � p2(A) ili p2(A) � p1(A), za svako p1, p2 ∈Md,

ii) za svako p1, p2, p3 ∈ Md tako da je p1(A) � p2(A) i p2(A) � p3(A)
važi p1(A) � p3(A),

iii) za svako p1, p2 ∈Md tako da je p1(A) � p2(A) postoji p3 ∈Md tako
da je p1(A) � p3(A) � p2(A),
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Glava 4. Intervalno-vrednosna pseudoverovatnoća

iv) ne postoje mere p∗, p∗ ∈ Md \ {pl, pr} takve da je p∗(A) � pl(A) i
pr(A) � p∗(A).

Neka je ([a, b],⊕,�) g-poluprsten.

Definicija 4.1 Intervalno-vrednosna pseudoverovatnoća p : B(R)→ I odre-
đena familijomMd pseudoverovatnoća i generatorom g je:

1. intervalno-vrednosna ⊕-mera p = [pl, pr], ako je generator g strogo
monotono rastuća funkcija,

2. intervalno-vrednosna ⊕-mera p = [pr, pl], ako je generator g strogo
monotono opadajuća funkcija.

Svaka intervalno-vrednosna pseudoverovatnoća p je intervalno-vrednosna
⊕-mera µM, pa važi:

1. p(∅) = [0,0],

2. p
( ∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞⊕
i=1

p(Ai),

za niz {Ai : i ∈ N} u parovima disjunktnih skupova iz B(R).
U nastavku su data dva primera intervalno-vrednosne pseudoverovatnoće.

Primer 4.1 Neka je X slučajna promenljiva sa uniformnom raspodelom na
intervalu (0, 1) i neka je Xn =

(
1 + 1

2n

)
X, n ∈ N niz slučajnih promenljivih.

Slučajna promenljiva Xn ima uniformnu raspodelu na intervalu
(
0, 1 + 1

2n

]
,

tj. Xn : U
(
0, 1 + 1

2n

)
.

Za interval (a, b] ⊆ (0, 1] važi

PXn((a, b]) = P (X−1
n ((a, b])) = 2n

2n+ 1(b− a), n ∈ N

i
PX((a, b]) = P (X−1((a, b])) = b− a.

Za svako n ∈ N i (a, b] ⊆ (0, 1] sledi da je

PXn((a, b]) ≤ PXn+1((a, b]) i PXn((a, b]) ≤ PX((a, b]).

Neka je g strogo monotono rastući generator i Md = {p, p1, p2, . . . }
familija pseudoverovatnoća, gde je p = g−1 ◦ PX i pn = g−1 ◦ PXn .
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4.1 Definicija intervalno-vrednosne pseudoverovatnoće

Tada, za pl = p1 i pr = p, funkcija

p = [p1, p]

je intervalno-vrednosna pseudoverovatnoća.

U nastavku se posmatra ⊕-mera pn na prostoru ((0, 1],B(R)).
Za skup (0, 1] važi

p((0, 1]) = [p1((0, 1]), p((0, 1])] =
[
g−1

(2
3

)
, g−1(1)

]
=
[
g−1

(2
3

)
,1
]
.

Slično, za X : U (0, 1), Xn = (1 + 1
2n)X, n ∈ N i Yn = (1 + 1

n)X, n ∈ N i
strogo monotono rastući generator g važi

p((0, 1]) =
[
g−1

(1
2

)
, g−1

(2
3

)]
.

Može se primetiti da pseudoverovatnoće iz familijeMd ne moraju da budu
pseudoverovatnoće na prostoru ((0, 1],B(R)), iako su ⊕-mere na prostoru
((0, 1],B(R)).

Važi da je pn pseudoverovatnoća na prostoru ((0, 1 + 1
2n ],B(RXn)) i da je

p pseudoverovatnoća na prostoru ((0, 1],B(RX)). �

Primer 4.2 Neka je (Ω,F ,P) prostor verovatnoće, I familija data sa (1.4)
i F : Ω → (I,Σ(I)) merljiva intervalno-vrednosna funkcija, gde je Σ(I)
σ-algebra na skupu I.

Može se primetiti da je F specijalan slučaj zatvorenog slučajnog skupa,
tj. F je zatvoren slučajan skup sa vrednostima u I. Na osnovu rezultata iz
[24], sledi F = [fl, fr].

FamilijaMd je data sa

Md = {g−1 ◦ P ◦ f−1
n : fn, n ∈ N, su merljivi selektori funkcije F}.

Neka je B(R) presek σ-algebri B(Rfn), gde su fn, n ∈ N, merljivi selektori
intervalno-vrednosne funkcije F .

Za svako x ≥ 0, posmatraju se skupovi

Al,x = {ω ∈ Ω : fl(ω) ≤ x} i Ar,x = {ω ∈ Ω : fr(ω) ≤ x}.

Kako je fl(ω) ≤ fr(ω), sledi Ar,x ⊆ Al,x pa je P(Ar,x) ≤ P(Al,x), tj.

P ◦ f−1
r {ω ∈ Ω : fr(ω) ≤ x} ≤ P ◦ f−1

l {ω ∈ Ω : fl(ω) ≤ x}.
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Glava 4. Intervalno-vrednosna pseudoverovatnoća

Ako je g strogo montono rastući generator, tada je

[g−1 ◦ P ◦ f−1
r , g−1 ◦ P ◦ f−1

l ]

intervalno-vrednosna pseudoverovatnoća.
Slično, ako je g strogo monotono opadajući generator, tada je

[g−1 ◦ P ◦ f−1
l , g−1 ◦ P ◦ f−1

r ]

intervalno-vrednosna pseudoverovatnoća. �

4.2 Slaba konvergencija niza intervalno-vrednosnih
pseudoverovatnoća

U ovom odeljku je prikazan originalni rezultat rada [27]. Data je defi-
nicija g-slabe konvergencije niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoća
kao i ekvivalentni uslovi g-slabe konvergencije niza intervalno-vrednosnih
pseudoverovatnoća.

Neka je ([a, b],⊕,�) g-poluprsten.

Definicija 4.2 Niz intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoća {pn : n ∈ N},
g-slabo konvergira ka intervalno-vrednosnoj pseudoverovatnoći p, u oznaci
pn

g-w−→ p, ako i samo ako za svaku ograničenu (u smislu posmatranog g-
poluprstena) neprekidnu funkciju f : R→ [0,∞] važi

D

 ⊕∫
R

f � dpn,
⊕∫

R

f � dp

→ 0, n→∞,

gde je D metrika data sa (1.9).

Ako je generator g strogo monotono rastuća funkcija, pn = [pn,l, pn,r]
i p = [pl, pr], a ako je generator g strogo monotono opadajuća funkcija,
pn = [pn,r, pn,l] i p = [pr, pl].

Može se primetiti da D

 ⊕∫
R

f � dpn,
⊕∫

R

f � dp

→ 0, n→∞ ako i samo

ako d

 ⊕∫
R

f � dpn,l,
⊕∫

R

f � dpl

→ 0, n→∞ i d

 ⊕∫
R

f � dpn,r,
⊕∫

R

f � dpr

→
0, n→∞, tj. ako i samo ako

pn,l
g-w−→ pl i pn,r

g-w−→ pr.
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4.2 Slaba konvergencija niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoća

Dakle, ispitivanje slabe konvergencije niza {pn : n ∈ N} intervalno-
vrednosnih pseudoverovatnoća svodi se na ispitivanje slabe konvergencije dva
niza pseudoverovatnoća, {pn,l : n ∈ N} i {pn,r : n ∈ N}.

Definicija 4.3 Neka je p intervalno-vrednosna pseudoverovatnoća. Skup A
je p-neprekidan skup ako za rub ∂A skupa A važi p(∂A) = {0}.

Uslov p(∂A) = [pl(∂A), pr(∂A)] = {0} u prethodnoj definiciji je ekviva-
lentan uslovima

pl(∂A) = 0 i pr(∂A) = 0,

tj. skup A je p-neprekidan skup ako i samo ako je skup A pl-neprekidan i
pr-neprekidan skup.

Dalje se posmatra g-poluprsten kod kog je generator g strogo monotono
rastuća funkcija.

U radu [34] pokazano je da je, u slučaju poluprstena sa strogo monotono
rastućim generatorom g, g-slaba konvergencija niza pseudoverovatnoća {pn :
n ∈ N} ka pseudoverovatnoći p ekvivalentna sa

lim sup
n→∞

pn(F ) ≤ p(F ) i p(G) ≤ lim inf
n→∞

pn(G),

za svaki zatvoren skup F i svaki otvoren skup G.
Za intervalno-vrednosne pseudoverovatnoće pn = [pn,l, pn,r] posmatrane u

ovom delu rada pretpostavlja se da ako niz pseudoverovatnoća {pn,l : n ∈ N}
g-slabo ne konvergira ka pseudoverovatnoći pl. onda nijedan njegov podniz
{pm,l(F ) : m ∈M} g-slabo ne konvergira ka pseudoverovatnoći pl, tj. da ako
postoji zatvoren skup F takav da je pl(F ) < lim sup

n→∞
pn,l(F ), tada i za svaki

podniz {pm,l(F ) : m ∈ M} niza {pn,l(F ) : n ∈ N}, gde je M beskonačan
(uređen) podskup skupa N, važi pl(F ) < lim sup

m∈M
pm,l(F ), tj.

pl(F ) < lim sup
n→∞

pn,l(F )⇒ pl(F ) < lim sup
m∈M

pm,l(F ), (4.1)

za svaki podniz {pm,l : m ∈M} ⊂ {pn,l : n ∈ N}.
Takođe, pretpostavlja se da ako niz pseudoverovatnoća {pn,l : n ∈ N}

g-slabo ne konvergira ka pseudoverovatnoći pl, tj. ako postoji otvoren skup
G takav da je lim inf

n→∞
pn,l(G) < pl(G), tada važi lim inf

n→∞
[pn,l(G), pn,r(G)] ∩

[lim inf
n→∞

pn,l(G), pl(G)] 6= ∅. tj.

lim inf
n→∞

pn,l(G) < pl(G)
⇒ lim inf

n→∞
[pn,l(G), pn,r(G)] ∩ [lim inf

n→∞
pn,l(G), pl(G)] 6= ∅. (4.2)
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U daljem radu je pretpostavljeno i da je lim sup
n→∞

pn(F ) 6= ∅, za svaki
zatvoren skup F, kao i da je lim inf

n→∞
pn(G) 6= ∅, za svaki otvoren skup G.

Lema 4.1 Neka je ([a, b],⊕,�) g-poluprsten, gde je g strogo monotono
rastući generator i neka je {pn : n ∈ N}, pn = [pn,l, pn,r], niz intervalno-
vrednosnih pseudoverovatnoća. Za svaki zatvoren skup F važi:

(i) lim sup
n→∞

pn,l(F ) ∈ lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,r(F )],

(ii) lim sup
n→∞

pn,r(F ) ∈ lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,r(F )].

Dokaz. (i) Neka je x = lim sup
n→∞

pn,l(F ). Tada postoji podniz {pm,l(F ) : m ∈
M} niza {pn,l(F ) : n ∈ N} takav da je

x = lim
m∈M

pm,l(F ),

gde je M beskonačan (uređen) podskup skupa N.
Kako je pm,l(F ) ∈ [pm,l(F ), pm,r(F )] na osnovu (1.6) sledi

x ∈ lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,r(F )],

tj.
lim sup
n→∞

pn,l(F ) ∈ lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,r(F )].

(ii) Dokaz tvrđenja je sličan dokazu (i). 2

Lema 4.2 Neka je ([a, b],⊕,�) g-poluprsten, gde je g strogo monotono
rastući generator. Neka je {pn : n ∈ N}, pn = [pn,l, pn,r], niz intervalno-
vrednosnih pseudoverovatnoća. Tada za svako x ∈ lim sup

n→∞
[pn,l(F ), pn,r(F )]

postoji beskonačan (uređen) podskup Mx skupa N takav da

x ∈ [lim sup
m∈Mx

pm,l(F ), lim sup
m∈Mx

pm,r(F )],

za svaki zatvoren skup F.

Dokaz. Za x ∈ lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,r(F )] na osnovu (1.6) sledi

x = lim
m∈Mx

pm(F ),
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gde je pm(F ) ∈ [pm,l(F ), pm,r(F )] i Mx je beskonačan (uređen) podskup
skupa N. Kako je

pm,l(F ) ≤ pm(F ) ≤ pm,r(F ),

sledi
lim sup
m∈Mx

pm,l(F ) ≤ lim sup
m∈Mx

pm(F ) ≤ lim sup
m∈Mx

pm,r(F ).

Niz {pm(F ) : m ∈Mx} je konvergentan niz, te je

lim sup
m∈Mx

pm(F ) = lim
m∈Mx

pm(F ) = x,

pa je
lim sup
m∈Mx

pm,l(F ) ≤ x ≤ lim sup
m∈Mx

pm,r(F ),

tj. x ∈ [lim sup
m∈Mx

pm,l(F ), lim sup
m∈Mx

pm,r(F )]. 2

Posledica 4.1 Neka je ([a, b],⊕,�) g-poluprsten, gde je g strogo monotono
rastući generator. Neka je {pn : n ∈ N}, pn = [pn,l, pn,r] niz intervalno-
vrednosnih pseudoverovatnoća. Za svaki zatvoren skup F važi

lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,r(F )]
⊆

⋃
x∈lim sup

n→∞
[pn,l(F ),pn,r(F )]

[lim sup
m∈Mx

pm,l(F ), lim sup
m∈Mx

pm,r(F )],

gde je za svako x ∈ lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,r(F )] skup Mx beskonačan (uređen)
podskup skupa N određen u lemi 4.2.

Za svaki beskonačan (uređen) podskupM skupa N važi lim sup
m∈M

pm,r(F ) ≤

lim sup
n→∞

pn,r(F ), pa sledi

[lim sup
m∈M

pm,l(F ), lim sup
m∈M

pm,r(F )] ⊆ [lim sup
m∈M

pm,l(F ), lim sup
n→∞

pn,r(F )].

Ako važe sve pretpostavke iz posledice 4.1, onda je

lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,r(F )]
⊆

⋃
x∈lim sup

n→∞
[pn,l(F ),pn,r(F )]

[lim sup
m∈Mx

pm,l(F ), lim sup
n→∞

pn,r(F )].
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Lema 4.3 Neka je ([a, b],⊕,�) g-poluprsten, gde je g strogo monotono
rastući generator. Neka je {pn : n ∈ N}, pn = [pn,l, pn,r] niz intervalno-
vrednosnih pseudoverovatnoća. Za svaki otvoren skup G važi

lim inf
n→∞

[pn,l(G), pn,r(G)] ⊆ [lim inf
n→∞

pn,l(G), lim inf
n→∞

pn,r(G)].

Dokaz. Za x ∈ lim inf
n→∞

[pn,l(G), pn,r(G)] na osnovu (1.5) sledi

x = lim
n→∞

pn(G),

gde je pn(G) ∈ [pn,l(G), pn,r(G)]. Iz

pn,l(G) ≤ pn(G) ≤ pn,r(G),

sledi
lim inf
n→∞

pn,l(G) ≤ lim inf
n→∞

pn(G) ≤ lim inf
n→∞

pn,r(G).

Niz {pn(G) : n ∈ N} je konvergentan niz, te je

lim inf
n→∞

pn(G) = lim
n→∞

pn(G) = x,

pa je
lim inf
n→∞

pn,l(G) ≤ x ≤ lim inf
n→∞

pn,r(G),

tj. x ∈ [lim inf
n→∞

pn,l(G), lim inf
n→∞

pn,r(G)]. 2

Lema 4.4 Neka je ([a, b],⊕,�) g-poluprsten, gde je g strogo monotono
rastući generator. Neka je {pn : n ∈ N} niz pseudoverovatnoća i c element
g-poluprstena. Za svaki otvoren skup G važi

lim inf
n→∞

[c, pn(G)] = [c, lim inf
n→∞

pn(G)].

Dokaz. Direktno iz leme 4.3 sledi da je

lim inf
n→∞

[c, pn(G)] ⊆ [c, lim inf
n→∞

pn(G)].

Neka je {pm(G) : m ∈M}, gde je M beskonačan (uređen) podskup skupa
N, podniz niza {pn(G) : n ∈ N}, takav da je lim inf

n→∞
pn(G) = lim

m∈M
pm(G).

Tada, korišćenjem jednakosti (1.8) i jednakosti (1.7) se dobija

[c, lim inf
n→∞

pn(G)] = [c, lim
m∈M

pm(G)] = lim
m∈M

[c, pm(G)] = lim inf
m∈M

[c, pm(G)].

98



4.2 Slaba konvergencija niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoća

Kako je M ⊂ N, važi lim inf
m∈M

[c, pm(G)] ⊆ lim inf
n→∞

[c, pn(G)], odakle sledi

[c, lim inf
n→∞

pn(G)] ⊆ lim inf
n→∞

[c, pn(G)].

2

U nastavku je pokazana teorema koja daje ekvivalentne uslove g-slabe
konvergencije niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoća, što je deo origi-
nalnog rezultata iz [27].

Posmatra se niz intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoća za koje važe
veze (4.1) i (4.2).

Teorema 4.1 Neka je ([a, b],⊕,�) g-poluprsten, gde je g strogo monotono
rastući generator. Neka je p intervalno-vrednosna pseudoverovatnoća i {pn :
n ∈ N} niz intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoća za koje važi (4.1) i
(4.2). Sledeći uslovi su ekvivalentni:

(i) D

 ⊕∫
R

f � dpn,
⊕∫

R

f � dp

→ 0, n→∞,

(ii) lim sup
n→∞

pn(F ) �S p(F ), za svaki zatvoren skup F,

(iii) p(G) �S lim inf
n→∞

pn(G), za svaki otvoren skup G,

(iv) lim
n→∞

pn(A) = p(A), za svaki p-neprekidan skup A.

Dokaz. U slučaju poluprstena sa strogo monotono rastućim generatorom
g, totalni poredak je jednak uobičajenom poretku pa je p = [pl, pr], a pn =
[pn,l, pn,r], n ∈ N.

(i)⇒ (ii): Uslov (i) je ekvivalentan uslovima pn,l
g-w−→ pl i pn,r

g-w−→ pr, pa
za svaki zatvoren skup F i strogo monotono rastući generator g, koristeći
teoremu 3.4, dobija se

lim sup
n→∞

pn,l(F ) ≤ pl(F ) (4.3)

i
lim sup
n→∞

pn,r(F ) ≤ pr(F ). (4.4)

Neka je x ∈ lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,r(F )]. Tada, iz (1.6) sledi da je

x = lim
m∈M

pm, pm ∈ [pm,l(F ), pm,r(F )],
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Glava 4. Intervalno-vrednosna pseudoverovatnoća

gde je M beskonačan (uređen) podskup skupa N.
Kako je pm ≤ pm,r(F ) sledi

lim sup
m∈M

pm ≤ lim sup
m∈M

pm,r(F ).

Niz {pm : m ∈M} je konvergentan, tj. lim sup
m∈M

pm = lim
m∈M

pm = x pa je

x ≤ lim sup
m∈M

pm,r(F ). (4.5)

Koristeći nejednakost (4.5), činjenicu da za svaki podniz {pm,r(F ) : m ∈
M} ⊂ {pn,r(F ) : n ∈ N} važi lim sup

m∈M
pm,r(F ) ≤ lim sup

n→∞
pn,r(F ) i nejednakost

(4.4) dobija se

x ≤ lim sup
m∈M

pm,r(F ) ≤ lim sup
n→∞

pn,r(F ) ≤ pr(F ).

Dakle, za svako x ∈ lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,r(F )], za y = pr(F ), važi y ∈
[pl(F ), pr(F )] i x ≤ y.

Neka je y ∈ [pl(F ), pr(F )]. Iz pn = [pn,l, pn,r] jasno sledi

lim sup
n→∞

pn,l(F ) ≤ lim sup
n→∞

pn,r(F ). (4.6)

Koristeći nejednakost (4.3), nejednakost (4.4) i nejednakost (4.6), dobijaju
se dva moguća slučaja:

lim sup
n→∞

pn,l(F ) ≤ pl(F ) ≤ lim sup
n→∞

pn,r(F ) ≤ pr(F )

ili
lim sup
n→∞

pn,l(F ) ≤ lim sup
n→∞

pn,r(F ) ≤ pl(F ) ≤ pr(F ).

Na osnovu leme 4.1, važi da lim sup
n→∞

pn,l(F ) ∈ lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,r(F )], za
svaki zatvoren skup F. U oba posmatrana slučaja važi lim sup

n→∞
pn,l(F ) ≤ pl(F )

pa za svako y ∈ [pl(F ), pr(F )] važi da je x ≤ y, gde je x = lim sup
n→∞

pn,l(F ).
(ii) ⇒ (i): Neka za svaki zatvoren skup F važi lim sup

n→∞
pn(F ) �S p(F ).

Ako se za svaki zatvoren skup F pokažu nejednakosti

lim sup
n→∞

pn,l(F ) ≤ pl(F ) i lim sup
n→∞

pn,r(F ) ≤ pr(F ),

koje su redom ekvivalentne uslovima pn,l
g-w−→ pl i pn,r

g-w−→ pr, sledi tvrđenje.
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Za svako x ∈ lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,l(F )] postoji y ∈ [pl(F ), pr(F )] tako
da je x ≤ y. Neka je x = lim sup

n→∞
pn,r(F ). Na osnovu leme 4.1 sledi da

lim sup
n→∞

pn,r(F ) ∈ lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,l(F )], pa postoji y ∈ [pl(F ), pr(F )] tako
da je lim sup

n→∞
pn,r(F ) ≤ y. Dalje, iz y ≤ pr(F ) sledi da je lim sup

n→∞
pn,r(F ) ≤

pr(F ).
Ako se pretpostavi da je pl(F ) < lim sup

n→∞
pn,l(F ), za neki zatvoren skup

F, tada je

pl(F ) < lim sup
n→∞

pn,l(F ) ≤ lim sup
n→∞

pn,r(F ) ≤ pr(F ).

Na osnovu leme 4.2, za svako x ∈ lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,r(F )] postoji beskonačan
(uređen) podskupMx skupa N takav da x ∈ [lim sup

m∈Mx

pm,l(F ), lim sup
m∈Mx

pm,r(F )].

Kako niz pseudoverovatnoća {pn,l : n ∈ N} g-slabo ne konvergira ka
pseudoverovatnoći pl, tj. pl(F ) < lim sup

n→∞
pn,l(F ), primenom (4.1) sledi

pl(F ) < lim sup
m∈Mx

pm,l(F ). Dakle, za posmatrano x ∈ lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,r(F )]

važi

pl(F ) < lim sup
m∈Mx

pm,l(F ) ≤ lim sup
n→∞

pn,l(F ) ≤ lim sup
n→∞

pn,r(F ) ≤ pr(F ).

Prema tome, za posmatrano x ∈ lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,r(F )] je pl(F ) < x.

Kako je x ∈ lim sup
n→∞

[pn,l(F ), pn,r(F )] proizvoljno, za y = pl(F ) ne postoji
nijedno x ∈ lim sup

n→∞
[pn,l(F ), pn,r(F )] tako da je x ≤ y, što je u kontradikciji

sa pretpostavkom lim sup
n→∞

pn(F ) �S p(F ).

(i)⇒ (iii): Uslov (i) je ekvivalentan uslovima pn,l
g-w−→ pl i pn,r

g-w−→ pr. Za
poluprsten kod kog je generator strogo monotono rastuća funkcija na osnovu
teoreme 3.4 za svaki otvoren skup G važi

pl(G) ≤ lim inf
n→∞

pn,l(G) (4.7)

i
pr(G) ≤ lim inf

n→∞
pn,r(G). (4.8)

Da bi se pokazalo da važi (iii), treba pokazati da za svako x ∈ [pl(G), pr(G)]
postoji y ∈ lim inf

n→∞
[pn,l(G), pn,r(G)] takvo da je x ≤ y i da za svako y ∈

lim inf
n→∞

[pn,l(G), pn,r(G)] postoji x ∈ [pl(G), pr(G)] takvo da je x ≤ y.
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Prvo će biti pokazano da za svako x ∈ [pl(G), pr(G)] postoji neko y ∈
lim inf
n→∞

[pn,l(G), pn,r(G)] takvo da je x ≤ y.
Očigledno je da za svako x ∈ [pl(G), pr(G)] važi x ≤ pr(G), pa je dovoljno

pokazati da postoji y ∈ lim inf
n→∞

[pn,l(G), pn,r(G)] takvo da je pr(G) ≤ y.

Pokazuje se da lim inf
n→∞

pn,r(G) ∈ lim inf
n→∞

[pn,l(G), pn,r(G)] te da se za traženo
y može uzeti lim inf

n→∞
pn,r(G).

Kako je lim inf
n→∞

[pn,l(G), pn,r(G)] 6= ∅, postoji c ∈ lim inf
n→∞

[pn,l(G), pn,r(G)].
Na osnovu (1.5), c = lim

n→∞
pn(G), pn,l(G) ≤ pn(G) ≤ pn,r(G). Dalje je

lim inf
n→∞

pn,l(G) ≤ lim inf
n→∞

pn(G) ≤ lim inf
n→∞

pn,r(G).

Kako je niz {pn(G) : n ∈ N} konvergentan, tj. lim inf
n→∞

pn(G) = lim
n→∞

pn(G) =
c, sledi

c ≤ lim inf
n→∞

pn,r(G). (4.9)

Posmatra se skup {n ∈ N : c < pn,r(G)}.
Ako skup {n ∈ N : c < pn,r(G)} nije kokonačan 1 postoji beskonačno

mnogo elemenata niza {pn,r(G) : n ∈ N} takvih da je pn,r(G) ≤ c. Koristeći
osobine limesa inferiora niza, dalje sledi

lim inf
n→∞

pn,r(G) ≤ c. (4.10)

Dalje, iz nejednakosti (4.9) i nejednakosti (4.10) sledi

c = lim inf
n→∞

pn,r(G).

Dakle, lim inf
n→∞

pn,r(G) ∈ lim inf
n→∞

[pn,l(G), pn,r(G)], a kako važi i nejednakost
(4.8), za traženo y ∈ lim inf

n→∞
[pn,l(G), pn,r(G)] može se uzeti y = lim inf

n→∞
pn,r(G)

= c.
Ako je skup {n ∈ N : c < pn,r(G)} kokonačan, dovoljno je pokazati da

za pr(G) postoji y ∈ lim inf
n→∞

[c, pn,r(G)] takvo da je pr(G) ≤ y. Očigledno
je da lim inf

n→∞
pn,r(G) ∈ [c, lim inf

n→∞
pn,r(G)], pa na osnovu leme 4.4 sledi da

lim inf
n→∞

pn,r(G) ∈ lim inf
n→∞

[c, pn,r(G)].
Dakle, lim inf

n→∞
pn,r(G) ∈ lim inf

n→∞
[c, pn,r(G)], a kako važi i nejednakost (4.8),

za traženo y ∈ lim inf
n→∞

[c, pn,r(G)] može se uzeti y = lim inf
n→∞

pn,r(G).
Pokazuje se još da za svako y ∈ lim inf

n→∞
[pn,l(G), pn,r(G)] postoji neko

x ∈ [pl(G), pr(G)] takvo da je x ≤ y.
1Skup A ⊂ B je kokonačan skup ako mu je komplement (u odnosu na B) konačan skup.
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Za y ∈ lim inf
n→∞

[pn,l(G), pn,r(G)] na osnovu (1.5) sledi y = lim
n→∞

pn(G),
pn,l(G) ≤ pn(G) ≤ pn,r(G). Iz osobina limesa inferiora sledi lim inf

n→∞
pn,l(G) ≤

lim inf
n→∞

pn(G). Kako je niz {pn : n ∈ N} konvergentan niz, tj. lim inf
n→∞

pn(G) =
lim
n→∞

pn(G) = y, to je lim inf
n→∞

pn,l(G) ≤ y.
Primenom nejednakosti (4.7) sledi

pl(G) ≤ lim inf
n→∞

pn,l(G) ≤ y,

pa se za traženo x može uzeti pl(G).
(iii) ⇒ (i): Neka za svaki otvoren skup G važi p(G) �S lim inf

n→∞
pn(G).

Treba pokazati da za svaki otvoren skup G važe nejednakosti pl(G) ≤
lim inf
n→∞

pn,l(G) i pr(G) ≤ lim inf
n→∞

pn,r(G).
Iz (iii), za svako x ∈ [pl(G), pr(G)] postoji y ∈ lim inf

n→∞
[pn,l(G), pn,r(G)]

takvo da je x ≤ y, gde je y = lim
n→∞

pn(G), pn,l(G) ≤ pn(G) ≤ pn,r(G).
Iz nejednakosti pn(G) ≤ pn,r(G) sledi lim inf

n→∞
pn(G) ≤ lim inf

n→∞
pn,r(G). Niz

{pn(G) : n ∈ N} je konvergentan niz, tj. lim inf
n→∞

pn(G) = lim
n→∞

pn(G) = y pa
dalje sledi da je y ≤ lim inf

n→∞
pn,r(G). Iz x ≤ y i y ≤ lim inf

n→∞
pn,r(G) sledi da je

x ≤ lim inf
n→∞

pn,r(G),

za svako x ∈ [pl(G), pr(G)]. Dakle, uzimajući da je x = pr(G) važi pr(G) ≤
lim inf
n→∞

pn,r(G).
Pokazuje se još da za svaki otvoren skup G važi nejednakost pl(G) ≤

lim inf
n→∞

pn,l(G).
Ako se pretpostavi da važi suprotno, tj. da postoji otvoren skup G takav da

je lim inf
n→∞

pn,l(G) < pl(G), na osnovu (4.2) postoji y ∈ lim inf
n→∞

[pn,l(G), pn,r(G)]
takvo da je

lim inf
n→∞

pn,l(G) < y < pl(G).

Za to y i za svako x ∈ [pl(G), pr(G)] važi y < x, što je u kontradikciji sa
pretpostavkom p(G) �S lim inf

n→∞
pn(G).

(i) ⇒ (iv): Neka je skup A p-neprekidan skup. Tada važi da je A pl-
neprekidan i pr-neprekidan skup. Uslov (i) je ekvivalentan uslovima pn,l

g-w−→
pl i pn,r

g-w−→ pr, pa se za svaki pl-neprekidan i pr-neprekidan skup A, koristeći
teoremu 3.4, dobija

lim
n→∞

pn,l(A) = pl(A) i lim
n→∞

pn,r(A) = pr(A).
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Na osnovu (1.8) sledi

lim
n→∞

pn(A) = lim
n→∞

[pn,l(A), pn,r(A)]

=
[

lim
n→∞

pn,l(A), lim
n→∞

pn,r(A)
]

= [pl(A), pr(A)]
= p(A).

(iv)⇒ (i): Neka važi uslov (iv). Tada, za svaki p-neprekidan skup A, važi

lim
n→∞

[pn,l(A), pn,r(A)] = [pl(A), pr(A)]

Na osnovu (1.8) je

lim
n→∞

[pn,l(A), pn,r(A)] =
[

lim
n→∞

pn,l(A), lim
n→∞

pn,r(A)
]
,

pa je
lim
n→∞

pn,l(A) = pl(A) i lim
n→∞

pn,r(A) = pr(A).

Kako je skup A pl-neprekidan i pr-neprekidan skup, na osnovu teoreme 3.4
pn,l

g-w−→ pl i pn,r
g-w−→ pr, odakle sledi tvrđenje, čime je dokaz završen. 2

U sledećim primerima je ilustrovana g-slaba konvergencija niza intervalno-
vrednosnih pseudoverovatnoća.

Primer 4.3 Neka je X : U(0, 1) slučajna promenljiva sa uniformnom raspo-
delom i Xn : U

(
0, 1 + 1

2n

)
, n ≥ 1 niz slučajnih promenljivih sa uniformnom

raspodelom.
Kao u primeru 4.1, za svako n ∈ N posmatra se neprazna familijaMd,n =

{p, pn, pn+1, . . . } pseudoverovatnoća, gde je

p = g−1 ◦ PX i pn = g−1 ◦ PXn .

Familija (Md,n,�) je gusto linearno uređenje sa krajevima pn i p.
Za svako n ∈ N, intervalno-vrednosna pseudoverovatnoća je data sa

pn = [pn,l, pn,r],

gde je pn,l = pn i pn,r = p.
Na ovaj način se dobija niz intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoća

{pn : n ∈ N}, takvih da za (a, b] ∈ B(R) važi

pn((a, b]) = [pn,l((a, b]), pn,r((a, b])].
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Jasno je da je
lim
n→∞

pn((a, b]) = p((a, b]), (4.11)

pa na osnovu jednakosti (1.8) i jednakosti (4.11) sledi da za svaki p-neprekidan
skup (a, b] važi

lim
n→∞

pn((a, b]) =
[

lim
n→∞

pn((a, b]), lim
n→∞

p((a, b])
]

= {p((a, b])},

tj. niz intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoća pn g-slabo konvergira ka
intervalno-vrednosnoj pseudoverovatnoći p. �

Primer 4.4 Neka su {Xn : n ∈ N} i {Yn : n ∈ N} nizovi nezavisnih slučajnih
promenljivih sa istom raspodelom na prostoru verovatnoće (Ω,F ,P) sa
matematičkim očekivanjima E(Xn) = 0, E(Yn) = a i disperzijama D(Xn) =
1, D(Yn) = σ2.

Neka je Pn(A) ≤ P̃n(A), za svako A ∈ F , gde su Pn = P ◦ S−1
n i

P̃n = P ◦ S̃−1
n verovatnoće indukovane slučajnim promenljivim Sn =

n∑
i=1

Xi i

S̃n =
n∑
i=1

Yi, redom.

Za slučajnu promenljivu Sn važi E(Sn) = 0 i D(Sn) = n. Iz centralne
granične teoreme sledi

lim
n→∞

P
(
Sn√
n
≤ x

)
= P (Z ≤ x) , (4.12)

gde je Z slučajna promenljiva sa normalnom raspodelom i matematičkim oče-
kivanjem E(Z) = 0 i disperzijom D(Z) = 1. Jednačina (4.12) je ekvivalentna
sa

lim
n→∞

∫
R

fdPn =
∫
R

fdP,

gde je P = P ◦ Z−1, tj. niz verovatnoća Pn slabo konvergira ka verovatnoći
P .

Slično, za slučajnu promenljivu S̃n važi E(S̃n) = na i D(S̃n) = nσ2 i

lim
n→∞

P
(
S̃n−na
σ
√
n
≤ y

)
= P (Z ≤ y) ⇔ lim

n→∞
F̃n(y) = FZ(y)

⇔ lim
n→∞

∫
R

fdP̃n =
∫
R

fdP,

gde je F̃n funkcija raspodele slučajne promenljive S̃n − na
σ
√
n

.
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Dakle, niz verovatnoća P̃n slabo konvergira ka verovatnoći P .
Na osnovu rezultata iz odeljka 3.2.1, iz ekvivalencije slabe konvergencije

niza verovatnoća sa g-slabom konvergencijom odgovarajućeg niza pseudove-
rovatnoća, sledi

pn
g-w−→ p i p̃n

g-w−→ p,

gde je pn = g−1 ◦ Pn, p̃n = g−1 ◦ P̃n i p = g−1 ◦ P .
Slično kao u primeru 4.3, za poluprsten sa strogo monotono rastućim

generatorom g može se konstruisati niz intervalno-vrednosnih pseudoverovat-
noća pn = [pn, p̃n] pa važi

lim
n→∞

[pn, p̃n] = [p, p]. �
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Zaključak

U osnovi istraživanja disertacije je poznat pojam teorije verovatnoće:
slaba konvergencija, koja predstavlja sponu između verovatnoće kao teorijske
nauke i statistike kao primenjene nauke.

U okviru pseudoanalize, kao prva grupa rezultata, u disertaciji je definisana
nova mera, pseudoverovatnoća p, koja predstavlja analogon pojmu klasične
verovatnoće. Ovako definisana mera je za razliku od klasične verovatnoće
neaditivna mera, ali zadržava osobine p(∅) = 0 i p(Ω) = 1. Neaditivne mere
su korisne kada je u modelovanju realnih pojava osobina aditivnosti narušena.

Jedan od glavnih rezutata istraživanja vezanog za ovako definisanu pseu-
doverovatnoću je teorema koja daje ekvivalentne uslove slabe konvergencije
niza pseudoverovatnoća. Takođe, još jedan rezultat je niz ekvivalencija ko-
jima se dobija praktičan alat za ispitivanje raznih vrsta konvergencija u
teoriji verovatnoće i mere, za koje je pokazano da su ekvivalentne slaboj
konvergenciji niza pseudoverovatnoća.

Prirodno uopštenje realnih funkcija su skupovno-vrednosne funkcije, čiji
je specijalan slučaj intervalno-vrednosna funkcija. Kako se u praktičnim
primenama prilikom merenja često dobijaju približne vrednosti posmatranih
veličina, intervalno-vrednosne funkcije i mere, pa samim tim i intervalno-
vrednosna verovatnoća predstavljaju prirodan matematički okvir za izučava-
nje i modelovanje neodređenosti. Druga grupa originalnih rezultata disertacije
se odnosi na inervalno-vrednosne mere.

U disertaciji je definisana intervalno-vrednosna pseudoverovatnoća p kao
jedno uopštenje intervalno-vrednosne mere. Ovako definisana intervalno-
vrednosna mera je neaditivna skupovna funkcija koja zadovoljava uslov
p(∅) = [0,0].

Glavni rezutat istraživanja vezanog za ovako definisanu intervalno-vre-
dnosnu pseudoverovatnoću je teorema koja daje ekvivalentne uslove slabe
konvergencije niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoća.

Treća grupa originalnih rezultata dobijenih u okviru istraživanja, je novi
pristup definisanju neaditivnih mera preko tzv. generalizovane pseudoverova-
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tnoće. Prednost ovakvog pristupa se ogleda u tome što je omogućeno „merenje”
skupova koji nisu elementi familije na kojoj se generalizovana pseudovero-
vatnoća definiše. Pokazane su osobine generalizovane pseudoverovatnoće i
definisano je uopšteno matematičko očekivanje u odnosu na generalizovanu
pseudoverovatnoću.

Osim navedenih rezultata u teoriji neaditivnih mera, originalni doprinos
disertaciji još čine i neke primene pseudointegrala date u odeljcima 2.2, 2.4,
2.6 i 3.3, koje su četvrta grupa originalnih rezultata disertacije.

U odeljku 2.2 je na osnovu poznate definicije g-integrala definisana g-Me-
linova transformacija i pokazana je primena u teoriji verovatnoće, kao i veza
sa slabom konvergencijom niza pseudoverovatnoća.

U odeljku 2.4 je definisan pseudopolinom sa intervalnim koeficijentima
kao jedan primer intervalno-vrednosne funkcije i pokazana je njegova pseu-
dointegracija.

U odeljku 2.6 je definisana pseudometrika u odnosu na intervalno-vre-
dnosnu ⊕-meru, tj. intervalno-vrednosno rastojanje između dve merljive
funkcije.
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Ако је одговор не, навести разлог ________________________________________ 

 

3.1.5. Подаци неће бити депоновани у репозиторијум, али ће бити чувани.  

Образложење 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 
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3.2 Метаподаци и документација података 

3.2.1. Који стандард за метаподатке ће бити примењен? _________________________________ 

 

3.2.1. Навести метаподатке на основу којих су подаци депоновани у репозиторијум. 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

Ако је потребно, навести методе које се користе за преузимање података, аналитичке и 

процедуралне информације, њихово кодирање, детаљне описе варијабли, записа итд. 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

 

3.3 Стратегија и стандарди за чување података 

3.3.1. До ког периода ће подаци  бити чувани у репозиторијуму? _______________________ 

3.3.2. Да ли ће подаци бити депоновани под шифром? Да   Не 

3.3.3. Да ли ће шифра бити доступна одређеном кругу истраживача? Да   Не 

3.3.4. Да ли се подаци морају уклонити из отвореног приступа после извесног времена?  

Да   Не 

Образложити 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

4. Безбедност података и заштита поверљивих информација 

 

Овај одељак МОРА бити попуњен ако ваши подаци  укључују личне податке који се односе на 

учеснике у истраживању. За друга истраживања треба такође размотрити заштиту и сигурност 

података.  
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4.1 Формални стандарди за сигурност информација/података 

Истраживачи који спроводе испитивања с људима морају да се придржавају Закона о заштити 

података о личности (https://www.paragraf.rs/propisi/zakon_o_zastiti_podataka_o_licnosti.html) и 

одговарајућег институционалног кодекса о академском интегритету.   

 

 

4.1.2. Да ли је истраживање одобрено од стране етичке комисије? Да Не 

Ако је одговор Да, навести датум и назив етичке комисије која је одобрила истраживање 

______________________________________________________________________________ 

 

4.1.2. Да ли подаци укључују личне податке учесника у истраживању? Да Не 

Ако је одговор да, наведите на који начин сте осигурали поверљивост и сигурност информација 

везаних за испитанике: 

а) Подаци нису у отвореном приступу 

б) Подаци су анонимизирани 

ц) Остало, навести шта 

______________________________________________________________________________ 

______________________________________________________________________________ 

 

5. Доступност података 

 

5.1. Подаци ће бити  

а) јавно доступни 

б) доступни само уском кругу истраживача у одређеној научној области   

ц) затворени 

 

Ако су подаци доступни само уском кругу истраживача, навести под којим условима могу да их 

користе: 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

Ако су подаци доступни само уском кругу истраживача, навести на који начин могу 

приступити подацима: 

______________________________________________________________________________ 

 

https://www.paragraf.rs/propisi/zakon_o_zastiti_podataka_o_licnosti.html
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______________________________________________________________________________ 

 

5.4. Навести лиценцу под којом ће прикупљени подаци бити архивирани. 

______________________________________________________________________________ 

 

6. Улоге и одговорност 

 

6.1. Навести име и презиме и мејл адресу власника (аутора) података 

 

______________________________________________________________________________ 

 

 

6.2. Навести име и презиме и мејл адресу особе која одржава матрицу с подацимa 

 

______________________________________________________________________________ 

 

 

6.3. Навести име и презиме и мејл адресу особе која омогућује приступ подацима другим 

истраживачима 

 

______________________________________________________________________________ 

 

 

 

 


