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Integralne jeđnačine, teorija aproksimacija. varijacioni 
racun su one oblasti klasične materaatike u kojima se raz- 
vija iđeja da se funđamentalne operacije analize, izvod i 
integral, shvate kao operacije izmeđju izvesnih skupova 
funkcija. St-toga se otada i funkcija posmatra kao elemenat 
nekog skupa odredjene algebarske 1 topološke struktnre. 
2nanje o izvodu funkcije koje je đavao obifian điferencijal- 
ni račun nije uvek đovoljno za rešavanje praktičnih proble- 
ma, Tako na primer, osnovni fizički zakoni izraženi su po- 
nekad varijacionim principima u kojima figurišu one fizičke 
veličine koje se eksperimentalno mogu određiti. Te fizičke 
veličine priznavaia je kako klasiena tako i kvantna fizika.

Uopstene funkcije, a posebno operatori J.MikusiB&kog, nas- 
tali su kao težnja savremene matematike đa pridje koncentra-
ci ji 
n jo j

rezultata razvrstavajuđi probleme po njihovoj unutraš- 
strukturi, a ne spoljnjem obliku analitickog izraza.

Sem toga, prodor matematike u raznovrsne grane nauke (poseb- 
no fiziku) zahtevao je i neminovne promene u osnovnim koncep- 
cigama klasične analize. Tako nastaju i posebne teorije 
UOPŠTEMIH FUMKCIJA koje predstavljaju prirodna rešenja i re- 
šenja matematičkih modela i u onim slučajevima kada u smisiu 
klasične matematike takva rešenja ne postoje.

Operatorski račun uvodi se na dva načina: direktno (Heavisiđe, 
Mikusinski, Schwartz, Ditkin, Berg) i preko Integralnih tran- 

(Bromwich, Carson, Doetsch). Oliver Heavisidesformacija
sao(185o~1925) računa sa operatorom diferenciranja p 

sa običnim brojem ne vodeđi mncgo računa o matematičkoj zas-
a
dt

novanosti svoga metođa rada, što ga često dovodi i do pogreš- 
nih rezultata. Korektnu osnovu operatorskom računu, preko



kompleksnih integralnih transformacija daje prvi Bromwich/ 
a zatim znatno jeđnostavnije preko tzv. Carsonovih transfor- 
maclja radi Carson. Doetsch, primenom ^aplace-ovih transfor- 
macija, đaje novo tumačenje operatorskom računu sa interesant- 
nom i raznovrsnom primenom. Istina, ova primena bila je og- 
raničena samo na one funkcije koje imaju Laplace-ovu trans- 
formaciju.

Operatorskom računu prilazi direktno više matematičara izgra- 
đjujuči rigoroznu matematičku teoriju. Jan Mikusinski to ost- 
varuje algebarskom metođom polazeđi od skupa $  kompleksnih 
neprekidnih funkcija ne negativne realne promenljive, Schwartz 
(1950-1951) izgradjuje svoju poznatu teoriju distribucija. 
195?.gođine Ditkin uspostavlja vezu izmeđju polja operatora 
Mikusinskog 1 jeđnog skupa konstruisanog pomođu Laplace-ovih 
transformacija. Weston 1959.godine đaje teoriju perfektnih 
operatora definisanih nad skupom funkcija sa klasičnom Lapla- 
ce-ovom transformacijom, a Stankoviđ daje njihov opšti oblik 
nad skupom lokalno integrabilnih funkcija kao i vezu sa pod- 
prostorom Cs polja operatora Mikusinskog, L.Eerg polazeđi od 
skupa analitičkih funkcija konstruiše jedno polje izomorfno 
polju operatora Mikusinskog, a poznata je i jeđna takva kon- 
strukcija Rjahceva,

osnova ove doktorske teze su operatori Mikusinskog. Poznati 
poljski matematičar Jan Mikusinski dao je 1949. godine jedan 
veoraa jak analitički aparat savremene matematike poznat pođ 
imenom operatorski račun Mikusinskog. Značaj operatora Miku- 
sinskog ogleda se u njegovoj krajnjoj opštosti, a razvijanje 
teorije operatora je od interesa kako za matematičku teoriju 
tako i sa primenu jer se mnogi matematički mođeli rešavaju 
baš u okviru ove teorije.

Kako polje operatora Mikusinskog sađrži i operatore: diferen- 
ciranja, integraljenja, translacije, to i diferencijalne jeđ- 
načine sa operatorima Mikusinskog obuhvataju ođređjene klase 
diferencijainih, parcijalnih, integralnih, điferencnih jedna-
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!
cina kadV'njihove korabinacije. Sbog posebne topološke struk- 
ture rešenja ne raoraju đa budu i rešenja u klasičnom smislu.

Poznato je da svaka distribucija Schwartz-a čiji je nosafi 
ogranifien sa leve strane je i operator Mikusinskog, ali da 
svaki operator nije i đistribucija. S toga poije operatora 
Mikusinskog rnožemo posmatrati ne samo kao ekstenziju pojma 
funkcije no i đistribucije sa nosafiem ogranifienim sa leve 
strane. Oporedjivanjem operatora Mikusinskog i đistribuci- 
ja £chwartza konstatovađemo đa operatori imaju znatno boga- 
tiju algebarsku strukturu, ali nažalosfc siromašniju topološ- 
ku strukturu.

Naslov ove doktorske teze je NEPREKIĐNOST RACIONALNIH OPE- 
RATORSKIH FUNKCIJA I NJIHOVIH GRANICA - redova fiiji su opŠ- 
ti filanovi racionalne operatorske funkcije. Ulogu koja iraa 
neprekiđnost u matematici mislim da ne fcreba naglašavafci.
Ona se javlja i kođ rešavanja raznih problema vezanih za 
operatore, odakle je nastala ova problematika. Sera togaf 
jedna klasa racionalnih operatorskih funkcija koju razmat- 
ra ova teza, je rešenje operatorske ne linearne diferenci- 
jalne jeđnafiine, te je ispifcivanje uslova pod kojima su ope- 
ratorske funkcije ove klase neprekiđne u granifinim tafikama 
od znafiaja. Teza ima fietiri glave numerisane arapskim cif- 
raraa.

U 1. glavi, radi potpunosti i preglednosti izloženi su os- 
novni pojmovi i rezultatl vezani za teoriju operatora Miku- 
sinskog.

U drugoj glavi izloženi su u glavnom moji resultati dobive- 
ni pri proufiavanju neprekidnosfci jedne klase racionalnih 
operatorskih funkcija. Teoremama 2.1.-1, 2.2-1, 2.4-1. da~ 
ti su potrebni i đovoljni uslovi za neprekiđnost određjenih 
klasa operatorskih funkcija u granifinim tafikama.

Tređa glava odnosi se na konvergenciju redova fiiji su opšti 
filanovi racionalne funkcije po operatoru diferenciranja s.
U njoj sam iznela svoje rezultate koji se odnose na ovu prob- 
lematiku.



4

U Četvrtoj glavi sam đala prinienu đveju linearnih, neprekid- 
nih operatorskih transformacija,Um i T“z kod ispitivanja kon- 
vergencije jeđnog specijalnog reda takozvanu UT granicu u 
polju operatora.

Zahvaljujem se svom profesoru dr Bogoljubu Stankovidu na pređ- 
loženoj đoktorskoj temi i pomodi pri njenoj izradi.
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1 GLAVA

1.1 POLJE OPERATORA I NJEGOVA TOPOLOGIJA

Polazimo ođ skupa ž' kcmpleksnih funkcija realne proraen- 
ijive t definisanih i neprekidnih za 0 čije elemente be- 
ležimo sa f~\f ( t}] . U & definišeno algebarsku strukturu đe- 
finišući dve unutrašnje operacije: sabiranje (+} na uobiča- 
jen način i množenje (*} preko konačne konvolucije. Na osno- 
vu tecreme TITCHMARSHA [,4§j skup tc sa ovako definisanim sa- 
biranjem i množenjem je integralni domen. Ako definiŠemo 
spoijašnju operaciju preko polja kompleksnih brojeva (mno- 
ženje skalarom) na uobičajen način, skup & je obogaćen i 
strukturom komutativne algebre bez đelioca nule, te pretstav- 
Ija celu algebru. S toga se integralni domen {£>, + ,*} može 
proširiti u polje K, POLJE OPERATORA MIKUSINSKOG. Polje K 
sadrži podintegralni đomen izomorfan sa &  , Čiji su elemen- 
ti:

a(t>/0, a <t)£ fe
|a(t)\

te se u tom smislu može smatrati da je b sagnjureno u K. 
Elemente polja K zovemo OPERATORIMA, a oni su oblika:

jl&il f (f#g€ # g f 0}
\g(t}J g

gde ra2lomačka crta označava operaciju inverznu konvoluciji 
u K. Polje operatora nije algebarski zatvoreno (RYLL-NARD- 
2EWSKI 1541 )

Pomenimo i neke važnije operatore:
i. OPERATOR INTEGRALJENJA £ * \ l \  i njemu inverzan element u 
polju operatora K, OPERATOR DIFERENCIRANJA s=- t 1 je je- 
dinični operator.
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XI, rator
d z S , z~ 1 ~)J t t

) P /»\ (* p \ *•* *
9 ** je korapleksan broj , Re z > 0

iii, Operator

(s-p)n
( *n-lt ptiX - 0*- /
1l(n-1)i j

iv« OPERATOR TRANSLACIJE. Ako sa qx (x,t) obeležimo funkcijus

g-, Cx? t) ,\o
1 t-x

0 4 t < x i 
0 4 x 4 t J

operatorom translacije zovemo operator s2-lq. (X ,t)V i obele-
zavamo ga sa e •sx •sx
da za svako f€.k>

"\c*l̂ Xft)f . Lako je pokazati

( 0 0 ̂  t < x )
1 V-i f (t-x) , 0 & x 4 t )

Konvergencija na skupu neprekidnih funkcija ^  definisana je: 

Ako ftis ređi demo da fn — ^ f ( Č, } kad n - ^ < »  , ako fII li x"“ 11
uniformno konvergira ka f na svakom kompaktnom podintervalu 
[0,T] ( T > 0) intervala [0,0° ).

U polju operatora Mikusinski je najpre definisao sekvencijalnu 
konvergenciju, koristeđi se konvergencijom iz Q  , koju naziva- 
mo konvergencijom tipa I, na sledeđi nadin:

ĐEFINICIJA 1.1-1 Neka x Nć K n»l,2,3... Ređi tfemo da:n _______

xn — ?-x (K) kad

•sx (t)
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tada i samo tada ako postoji f f 0, f , tako đa f xnfc&
zs~ n~ '= iT27T7^'~T'x^^f'r~x~~^g~j n~  ^ .

Lako je pokasati da je ovako đefinisana granica jedinstvena. 
Mik-usinski je uveo još jedan tip operatorske konvergencije, 
tzv. konvergenciju tipa II, na sleđeci način: Niz operatora 
xn konvergira operatoru x kad n ~> «> f po tipu konvergenci- 
je II u oznaci

xn x (K) , n—

tada i samo tada ako postoji f_£ &(n= l ,2 f (đ ) f ^ 0,
i i  i i  ' J

kad n 00 i f_x„fe Q  za n=l,2 ,.. , a f»x^-~> f x ( &  } kad*1 11 I i II
n ~> »

Ovako đefinisana konvergencija nije saglasna sa algebarskom 
strukturom polja K [”50l , što znatno otežava rad sa granicom,
a polje K nije topološki prostor u smislu KURATOWSKOG. Nairae, 
URBANIK je pokazao da sekvencijalna ađherencija Š, pođskupa S, 
iz K, nije operator Kuratovskog niti za konvergenciju tipa I, 
niti za konvergenciju tipa II tj. Š ^ 3

Ako sa označimo n-tu iteraciju sekvenciialne adherenci-
je , BUĐIMGEVIĆ i STANKOVIĆ su pokazaii [j~j da za sve m £ N  
postoji X C K  takav da

jj(m-l) ^ ~{m)

a i pođskup Y<r„K za koji važi
yU)o y (*0 za svako k£;N.

Važno je istađi i to da je Ditkin [8j uspostavio vezu izmedju 
operatora i niza klasa evivalencija Laplasovih integraia.
To je omogucilo nov način prilaženja problemima operatorskog 
računa i korišđenje dobro razradjene teorije Laplasovih inte- 
grala.



8

1.2 PROSTOR OPERATORSKIH FUNKCIJA M

Ređi đemo da je £ (x) operatorska funkcija, ako njen skup vređ- 
nosti tR{f) pripada polju operatora K. Ako funkcija preslikava 
podskup X skupa kompleksnlh brojeva C u integralni đomen & na- 
zivamo je parametarskom funkcijom i obeležavamo sa f(x)={f(x,t)} 
Algebarska struktura skupa operatorskih funkcija definisana je 
preko algebarske strukture polja operatora K, a skup operator- 
skih funkcija sa ovako đefinisanom algebarskom strukturom obe- 
iežava se sa M. Kako je skup X snabđeven topologijom inđuci- 
ranom iz skupa kompleksnih brojeva C, a u polju operatora je 
definisana konvergencija to se odgovarajuđe definicije i rezul- 
tati koji važe u ovim prostoriraa prenose i na prostor M opera- 
torskih funkcija. Ako je I = fa,bjc £-®,co) tađa đemo sa 
C(I)t obeležiti vektorski prostor operatorskih funkcija f(x>, 
xel takvih da su f(x) ={f(X/t)} neprekidne funkcije na skupu 
lx£0,«) .

Ako je S oblast u kompleksnoj ravni sa C(S)C obeležirao vektor- 
ski prostor operatorskih funkcija f(z)={f(z,t)} koje su nepre- 
kidne na skupu Sx£0,°°).

Postoji i koresponđentni prostori operatorskih funkcija C(I)M, 
oanosno C(S)M,

DEFINICIJA 1.2-1 Operatorska funkcija f(x) (f(z) ) neprekid-
na je na I C (-<*»,■+«> (oblasti S) u oznaci:

f (x) e c (i) m
(£(z)€C(S)M)

tada i samo tada ako postoji q#Q, q€ (o sa osobinom da

q f (x) € C(l) ia 
(g f (z) € c (S) &  )

ĐEFINICIJA 1.2-2 Niz f (x), fn (x)CC(I)M reci đerao da konver- 
gira ka operatorskoj funkciji f(x) kad n-»” , ako postoji ge £>
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q t G , tako da q fn (x) € C (I)đ  za svako n £ N i 

3„fn Cx) -^q f {>:) C £  ) kad n-*®.

Oa bi operatorska funkcija bila neprekiđna dovoljno jes

TEOREMA 1.2-1 Ako je funkcija đve promenljive £(x,t) nepre- 
kldna u obicnom smislu nad oblašcu [a,b] x[Q,°°) tađ je
njoj pararoetarska fnnkcija neprekidna operatorska funkcija 
nad intervalom fa,b

Od posebnog značaja u teoriji linearnih diferencijalnih ooe- 
ratorskih jednačina su operatorske funkcije oblika:

(1.2-1) f(x) * an(x}sn+an-i (x)s +*'*+ ao(x)—— -— — — — - m , n e d
bm (x)sm-f bm_1 (x)sm'' +...+ bQ (x)

Ispitujuđi uslove pod kojima je ova klasa operatorskih funk- 
cija neprekidna Fenyes-i [llj je đokazao:

TEOREMA 1.2-2 Neka su (x) , bj(x) (i=0,l,..»n

realne, numeričke neprekidne funkcije nad intervalom fa, £} ~I. 
Ako je bm (x}^ 0 dok x € I, tad operatorska funkcija(1,2-1)
f (x) g C (I) M .

ĐEFINICIJA 1.2-3 Operatorska funkcija f(x) reci đeroo da Ima 
neprekidan prvi izvod na 1= [a,b]c (-°°,°°) ako:
Postoji g e C  , g^O, sa osobinom da q f(x)={F (x, t) }€.C (I} <£; * i

di __ F(x,t) postoji i neprekidna je funkcija na skupu
o X .

Ix [0 ,«) . Tađa je:

f (x) =q_1 {|x F (x ,t)}

a f (x)C Cx (I)M

Analogno, mogude je uvesti pojam n~tog neprekidnog izvođa 
odnosno skupa (I)M kao i analitičke operatorske funkcije. 
Ako postoji qc<S , 0, tako da q f(z)C C(S)ć- i za svako
t > 0  q f(z)= {F(z,t}} je analitička funkcija,
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- F{z,t)}€C(S)^ ređi đerno đa je f (2) analitička opera- 
torlka funkclja f(z)€:A(S)M.

TEOREMA 1.2-3 1. Ako operatorska funkcija f(x)€ (I)M tad
. f (x)-f (x0) ,
J ---------—  ~ > f (xQ) , >: :<G

x “ xo

2. f(x)=c€;K za svako x^-I tada i sarao tađa
tako f (x)€ Cj (I)M i ako je f (x) =0 dok xt I.

3. Ako operatorska funkcija f(x) ima neprekiđan
n-ti izvod nad I ođnosno f(x)C-Cn (I)M i ako je takav da
je m-<n, tad m-ti izvod f (m) (x)C. Cn-rn(I)M.

4. Ako su f(x)i g(x) operatorske funkcije koje 
imaju neprekidan n-ti izvod nađ intervalom I, f(x), g(xfeCn (I)M, 
tad i [f(x}+g(x)]€Cn (I)M i [f (x) g (x)l c  CR (I) M i vaši:

ff (x)+g(x)l{n) =f(£?, + g (n3(x)

(f (x)g(x)](n)=f (n) (x)g(x) + (n )f (j;43g'(x)+ ...+ f (x)g(n) (x)

5. Ako g(x)£C((I)M
ig  (x).

(I)M tađa i

f (x) € C X (I)M i važi:

" f  (x)V f (x)g(x)-f (x)c|(x) 
m9 (x)J g 2 (x)
6. Ako operatorska funkcija f (x)£ Cj_(I)M, a 

'V (x) je numerička funkcija čije vređnosti pripadaju intervalu 
I, a ima neprekidan izvod nad intervaiom J, taa operatorska 
funkcija f[̂ ¥(x)j C  C^(J)M i vaši:

(f L^(x )3 }= f Ij'(x}j y(x)
DEFINICIJA 1.2-4. Operatorska funkcija £ (x) je integrabilna 
nad intervalom (a ,b| ako postoji q€ , dr 0 , tako da je:

q f(x) “ (F(x,t)} pri čerau je
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! F (x,t)j ̂  G(X) Ii (t)

G(x) je integrabilna funkeija naja,bj , a H(t) je integrabilna
r -5 “svakora konaenom intervalu jO,Tj , T >0.

Integral operatorske funkcije je operator:

/bf(x)dx ~ ~ (g/53 F (x , t) dx}
a q

Ovako definisan integral je jeđnoznačno određjen i irna sve oso- 
bine običnog Rimanovog integrala o kojiraa se u okviru struktu- 
re operatora može govoriti.

Pomenimo i jeđnu ođ važnijih operatorskih funkci ja-eksponenci- 
jalnu operatorsku funkci'ju.

ĐEFINICIJA 1.2-5. Pretpostavimo da je a < 0 < b i f (x)eCjja,bi M

f (0) =1, w€. 'K i —  f (x) =w f (x) za sve x « (a,b) .
dX

Tada je operator w logaritam na fa,10 a operatorska funkcija 
f(x) je eksponencijalna operatorska funkcija tj. f(x)=exw na 
fa,bl .
Poznato je [lOJ da operator w, koji je logaritam na x$ b 
je logaritam i na svakora konačnom intervalu [aj,bjj gde je 
aj< b, a <bj_ a postoji i jeđinstvena ekstenzija eksponencijal- 
ne operatorske funkcije f(x) sa intervala [a,b] na interval 
(- °°, + °°) .

TEOREMA 1.2-4« • Logaritmi w člne vektorski prostor definisan 
nađ poijem realnlh brojeva,

Svaka funkcija koja pripada skupu k? je logaritam.
Odnose izraeđju Laplasovih transformacija i jednog pođprostora 
polja operatora K takozvane perfektni operatori koga čine ope- 
ratori oblika snf , gđe je f€ (& , f(t)=0(e^:;t) kad t+»(nfk
su pozitivni brojevi) su proučavali Weston, Stankovid, Skenđžiđ, 
šulc.
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DEFMICIJA

1.3 REDOVI OPERATORSKIH FUMKCIJA 

1.3-1 Ređ operatorskih funkcija:

(1.3- i 3 k4  uk {x)

čiji su članovi operatorske funkcije uv (x) definisane u 
tački x=xQ, konvergira obično (apsolutno) u tački x=xo# 
postoji q c  g  , q ^ 0  , tako da je quk (xo>=gke £  za k=o,l ,2

nekoj
ako

a ređ numeričkih funkcija:

(t)

(
oo

uniformno konvergira po t u svakora konačnom zatvorenom inter- 
valu [0 ?'T~| , T>0,

DEFINICIJA 1,3-2 Red operatorskih funkcija (1.3-1) konver- 
gira u svakoj tački x skupa XC C obično (apsolutno) ako su 
svi članovi ređa, operatorske funkcije ufc(x) (k=0,1 ,2 ,,. .) 
đefinisani na skupu X i red (1.3-15 u svakoj tački X
konvergira, u sraislu definicije 1.3-1, obično (apsolut.no).

DEFUICIJA 1.3-3 Red operatorskih funkcija (1.3-1) konver- 
gira ria skupu Xc C obično (apsolutno) ako sui
svi članovi reda (1.3-1) operatorske funkcije uk (x)(k=0,1,2,...) 
definisane dok xe X i postoji qc #  , q^0 , tako da 2a svako
x € X .1 k=0,1,2,... je:

q uk(x) “ v̂k t ) )
1 red numeričkih funkcija:
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, E v, (x,t) k~o k

{ E|v.(x,t)|)

konvergira za svako x e X uniformno po t u svakom konačnom zat- 
vorenom intervalu [.0 ,t} , T> 0.
DEFMICIJA 1*: Red operatorskih funkcija (1.3-1) konvergira
uniformno na skupu XC C, ako su svi njegovi dlanovi, operator- 
ske funkci je uu (x) , definisani na skupu X c C  i poštoji qe 0  , 
q^0, tako da je q (x)={v^(x,t)} 
a red nuiaeričkih funkcija:

za x « X  i svako k=0,l/2 ?

Ev. (x,t)
k~o

konvergira uniformno po dve promenljive x i t, na skupu 
X x [0, Tj za svako T>0.

—n
U polju operatora niz (1+ konvergirac n
ka operatorskoj funkciji e”xs .
JaprotiVj. forirtalni red operatora oblika:

sve x>o

divergira za sve x^0 i 
kciju e~xs [27j .
U oblasti konvergencije

ne može pretstavijati operatorsku fun- 

redova operatora, kao .1 redova opera-
torskih funkcija poznati 
SKOG i B.STANKOVIĆA [i'S

su rađovi J.HIKUSINSKOG, RYLL-NARDZEW- 
. Havešđu tri teoreme B.STANKOVIĆA.

Teoreroa 1.3-1 
™ 1»>0

zewskog |_27j i
je znatno šira i preciznija od teoreme Ryll-Nard- 
obuhvata je, a glasi:

TEOREMA 1.3-1 Ako postoji 5>a tako da je:

lim sup non|Y \ <eo
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red
{ 1.3-2) ~ x 1a . Zy.z s

x~o 1
a? 0

konvergira na skupu_C - korapleksnih brojeva. Ako naprotiv» pos-
toji n>o i n € N da je:

|v i F (na) >nn ,n>no

dati red £ 1.3-2) đivergira za sve z^O (z je kompleksan broj). 
Uslovi pod kojima konvergira ređ operatorskih funkcija oblika:

(1.3-3) Za an <A)
n=o n

pri Semu su a kompleksni brojevi, a operatorska funkcija
a(X}- definisana je đok X €• i. , dati su sledeđim

{u(t)}

teoremama:

TEOREMA 1.3-2 Pretpostavimo da:

1. Funkcije u(t) i w(X,fc) dok A-silX''] Imaju Lapiasove in-
tegrale U(z) i W(X,z) apsolut.no konvergenfcne u poluravni Rez.?X

2 W (X z )
U (z)

3. lim sup

Tada red operatorskih funkcija (1.3-3) konvergira za sve XC}_X,Xj 

TEOREMA 1.3-3 Pretpostavimo da:

1. u ̂  (o ) - 0 i=0# 1, . .. , (k-1).

2. u ' (t) - t J v(t) o £y  ̂ v(t) ima neprekidan izvod i

^ o

<M ( X) 1 z |a  . X C [X/. X"j , Rez>Xc acR 

n 6 n i a , J < «  6>a

v (o)
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3. £® K+^{w(A;t)} ima neprekiđan izvod po t za sve ic l/Oi'j

St6 } j = 0t= o

4. lim sup n®n {a !<o° 5>6“1

Tada red operatorskih funkcija (1.3-3) konvergira ga sve

1.4 ODREDJENI STIELTRJESOV IHTEGRAL OPERATORSKE FUNKCIJE

Neka su f <x) i g(x) operatorske funkcije đefinisane nad 
konačnim zatvorenim intervalom 1= [ttj Sj . Jeđna ođ pođe- 
la (Pj_) intervala I neka je:

a=x^lJ<x|x■ < ...< x|i) = B (i~lf2,...}

Obeležimo sa m(Pn) najveđi od pođrazmaka te podele 

m(P ) = max i=l,2,...,n, a sa:

an~s ( f ?Pn) - ^  f ce|n))[g(xln))- g u ^ ) ]

DEFINICIJA 1.4-1 Ako postoji granica a niza operatora a

lim a = lim S(f,g,Pn)=a

nezavisno od uofiene podele (P ) za svaki izbor tačaka

samo kada lim m(P )=0, kažemo da je a n. n
x n!<C!ni:i-l  ̂ x x|n)

Stieltjesov integra1 operatorske funkcije f(x) u odnosu na 
operatorskn funkciju g(x) u intervalu I 1 obeležavamo ga sa:

| f (x)dg (x)
a
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Uopštenje jeđne klasične teoreme Gesztelyi £l6j je izrazio sle~ 
deđom teoremom:

TEOREMA 1.4-1 Neka je f (x) neprekidna operatorska funkcija 
nad konačnim zatvorenim intervalom I=£a{6l tj . f (x)=p{f. (x, t) } 
peK,prO, a ¥{x) numerička funkcija ograničene varijacije
nad istim intervalom I. Tađ je:

i. Operatorska funkcija f(x) Stieltjes integrabilna u odnosu 
na V(x) u intervalu I i važi:

(1.4-1)
' j  u

j f (x) df,x) = p{ ) £. (x, t)

gde za utvrdjeno tž-o funkcija F(t)

F (t) = ff. (x,t) đHlx}

pređstavlja ođredjeni Stiltjesov integral.

ii. Funkcija F(t) je neprekiđna dok o^t < <»

iii. Stieltjesov integral (1.4-1) ne zavisi ođ operatora p c K
tj. jednoznačno je ođređjen,

TEOREMA 1 .4 -2  t *■
1 /

i, Ako postoje integrali j f ^ ^ đ g ^ )  i jf?(x)dg(x) tada 
postoji i integral

Jf^ (x) +f2 (x)l dg(x)

i važi:
i  r- t

J f 1 (x)dg(x) + ff ̂ (x) dg (x) * J[f ̂ (x)+f 2 (x) ] dg (x)
U' 5/

ii. Ako je operatorska funkcija f(x) Stieitjes integrabilna u 
intervalu [a,bj u ođnosu na operatorske funkcije g^(x)i g„ (x) , 
tada je ona Stieltjes integrabilna nađ istim intervalom i u 
odnosu na operatorsku funkciju: fg^ (x) +g2 (x)j i važi:

4 t i

j f (x)d [g^ (x)+g2 {x)] ~ jfUJđg^U) + jf(x)dg2(x)
Cv ^
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iii. Ako je operatorska funkcija f(x) Stieltjes integrabilna
u odnosu na operatorsku funkciju g (x) , nad konačnim, zat~ 
vorenim intervalom [a,b}, tada je takodje i operatorska 
funkcija g(x) Stiltjes integrabilna nađ istim intervalora 
u odnosu na operatorsku funkciju f(x) i važi:

j g (x) df (x) =f (b) g (b) -f (a) g (a) - j5 £(x}đg(x) 
a a

iv. Ako je operatorska funkcija f(x) neprekiđna u konačnom,
zatvorenom intervalu fa/k) a ¥ (x) numerička funkcija og~ 
raničene varijacije u istom intervalu i ce £a,bj tada
postoje Stieltjesovi integraii;

i; c &
Jf(x)d ? (x) , jf(x)d f (x) , j"f(x)di' (x> 1 važi:
b c fc

Jf(x)d¥(x)= jf (x)d Y(x) + jf (x) d V(x)

DEFIiilCIJA 1.4-2 Za operatorsku funkci ju g (x) ređi đemo da 
je ograničene varijacije u konačnom, zatvorenom intervalu [a,bj 
ako je svaka neprekidna operatorska funkcija f(x) nad istim 
intervalom [a,b1 Stidtjes integrabilna u tom intervalu u od- 
nosu na operatorsku funkciju g(x).

TEOREMA 1.4-3 ileka su nad datim konačnim; zatvorenim interva- 
lom I=[a,bj ¥ (x) numerička funkcija ograničene varijacije, 
a g(x) neprekiđna operatorska funkcija. Tada je operatorska 
funkcija G(x)

X
G(x) = jg{u)đ¥(u) xe{ja,b]

ct,

funkcija ograničene varijacije nađ intervalom I i za svaku 
neprekidnu operatorsku funkciju f(x) na intervalom I važi:

t  i

Jf(x)dG(x)* Jf (x)g(x)d¥(x)
u- £
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E, Gesztelyi j'l5j je đefinisao odredjeni Stieltjesov integral 
još na jeđan. način, preko obifinog Stieltjesovog integrala za 
numeričke funkcije. Pri tome mu je ođređjen Stieltjesov integ- 
ral neprekidne operatorske funkcije f{x) nad konačnim zatvore- 
nim intervalom fa,8] u odnosu na numeričku funkciju ¥ (x) og- 
raničene varijacije nađ istirn inteervaloirp po definici ji, ope- 
rator đefinisan relacijom (1.4-1),

Kako se u operatorskom računu ne može govoriti o apsolutnoj 
vrednosti jednog operatora, kao ni o norrni operatora, to se 
zbog toga i pojam operatorske funkcije ograničene varijacije 
nad konacnira, zatvorenim intervalora, raora uvesti na nov na- 
čin.

DEFINICIJA 1.4-3 Neka su sve operatorske funkcije gk (x)(k~l,2,,n) 
neprekidne nad konačnira zatvorenira intervalom [a,bl a sve 
¥. (x)(k=l,...n) numeričke funkcije ograničene varijacije nad 
istira intervalom [a,bj , Operatorska funkcija h{x), po defini- 
ciji, je ograničene varijacije u intervalu {a,bj ako se može 
dok [a,bl napisati u obliku:

n x
h (x) = .1 |gk (u) đ^Cu) + h (a)

TEOREMA 1.4-4 Ako je g(x) stepenasta operatorska funkcija, 
đefinisana relacijora:

a<: x<xQ 

xk-K<x<xk

xn $x<h

0

g(x)

k- 1

r a.< -• o X

n

»r© J -
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gde su (i=o, 1 * * *>h } operatori» a^eK, tada je atepenasta
operatorska funkcija g(x) i operatorska funkcija ograničene 
varijacije nad istim intervalom £a ,bj i za svaku neprekidnu 
operatorsku funkciju f(x) nad istim intervalom važi reiacija:

I č.
(1,4-2) j f (x) d g(x)=2_ak f (xk)

DEFIiJICIJA 1,4-4 Ako je za svako b > a definisan Stieltjesov 
integral

ir
j f (x) dg (x)

IX<

i ako postoji (u polju operatora } granična vređnost
0

Jf(x)dg(x) kada b +®, tada tu graničnu vrednost naziva- 
mo nesvojstvenim Stieltjesovim integralom i pišemo:

- lim
V>-̂»OG

b

f (x) dg (x)
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iim sup log F(x) 
x-*» x

(str.186)
TEOREMA B Ako postoji poluravan u kojoj je funkcija F(z )= ? t { f} 
cgraničena i akc ova funkcija ima red ograničenosti v>o? tad 
je f ( t) u intervalu Q£t-$v nula funkcija (str. 482) .

Pre forraulacije teoreme i njenog đokaza, razmotrimo dva poseb- 
na primera.
PRIMER 1. rJeka je operatorska funkcija R (x) definisana ana- 
litičkim izrazom:

R1 (x} =
f l/x exp(l/'x t) : x/0  ̂

x s > -i
-1 x=0

siz ^xn' xn “V n  kad n-«- teži nuli, a niz operatora {n ent}
konvergira (konvergencija tipa I) u polju operatora K.
Da niz operatora (n enu} ne konvergira u poiju operatora K do- 
kazao je Ryll-Narzewski, koristeći teoremu o momentu [27]. S to- 
ga i operatorska funkcija (x) nije neprekiđna u tački x=o.

PRIMER 2. .ieka je operatorska funkcija (x) definisana ana- 
litičkim izrazom:

r 1
r 2 (x ) = — — i

S+I

Kako je numerička funkcija:

f -x2+t+x2 e x p ( - i

f(x,t) =

1 , 1exp (— r t) : x/ 0 ^

1 : x= 0

) ~x2+t+x2 e : x/o/

[ t
l

; x=0

t) , x^01

2 , x=0
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neprekidna u x=o, o£t«» f(x,t) Oe[Oj £  na osnovu definicije 
neprekidnosfi 1.2-1 , operatorska funkcija R? (x) neprekidna 
je u tački x=0 «

TEOREMA 2.1-1 Pretpostavimo da:

i. a(x) i b(x) su realne, numeričke neprekidne funkcije nađ
intervalom x£|

i. ... £  Q. , i xQ je izolovana nula funkcije a(x)* © (xR ^
P o t r ^ a  n~T^5 v o T J a n ^ ^ T o ^ ^ a ^
(2.1-1) I _
..T.i]n .ivnn MI—IT. -****»

a(x)s +b (x )
bude neprekidna u tački x=x je da postoji okolina VQ tačke -XQ 

u kojoj je j >0 dok xeVQ \  xQ

D0KA2: Uslov je đovoljan: Datu operatorsku funkciju možemo
napisati u obliku:

a(x)s+b(x)

1__ 
a (x)

1

b (x)

, b (x) exp (— )— t L a (x) t) ' x^xoj

* ^2
a (x)
b2 (x)

exp ( - ^ 4 t )  -
a (x)

a (x) 
b2 (x)

+
b(x)

X#xr

b(x) x=x.

~ s2 (f(x,t)}

Akp pos+oji okolina V tačke x , takva da za x€ V0\xQ je

>0 tad đe numerička funkcija f (x,t) realnih promenljivih a(x) u
biti neprekidna u j V x &  fb,®) odnosno na osnovu de-

finicije 1 .2-1 .
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operatorska funkcija {2.1-1} je neprekiđna u taoki x«x0 

Uslov je potreban;
Pretpostavimo đa ne postoji okolina tačke xQ u kojoj je

> 0 Tada postoii zatvorena okolina V tačke xQ , u

kOjcj b (x) ne menja znak i ne. anulira se u x®x , b (xQ) ̂ O. 
2a svaku drugu okolinu VC V , postoji bar jedna tačka V 
za koju b(xv)

< 0,

Uzraimo one elemente V iz baze okolina tačke x koji leže u

VQ , Dobiđemo familiju x, koja konvergira ka x^. Kako kad

xk"xo

k’išk.Lj nije ograničeno, to a(xk) J
b(Xj ) « ,
iTSh*'" Kaa xO x0-

Pretpostavimo, suprotno tvrdjenju teoreme da je operatorska

funkcija (2.1-1 } neprekidna u x~x , Tađa bi postojala nep-
rekidna funkci ja ge & , g#0, za koju bi — ---- g€ pret-

a (x) s+-b (x)

stavljala neprekidnu numeriSku funkciju dveju promenljivih 
x i t neprekidnu u oblasfci fx-j /X21 X £  to,«) . Haime, za sva- 
ko T € R postojao bi utvrdjen broj M takav da je:

T
! f
ij

0
rT ij exp (~z (x) u) g(u) đuj < M exp(z(x)T)
0

Gde je z~ t

Ođredimo ređ ograničenja funkcije g postupno:
T

log | j exp(-zu)g(u)du j < log M - zT
0

exp r hlxla(x) (T-u) g(u)đu! <M
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1
2

lim 6up
Z-KXt

T
log

0
Tf

iog
1
0

exp(~zu)g(u)du •| logM ~ T

s< - T

Ma osnovu TEOREME B, sledilo bi da je g(t) = 0; dok
0 « t -s T 2a svako T & R+f što bl bilo u protivrečnosti 
sa pretpostavkom da je g f 0. Stoga pretpostavka, đa je
1 u ovom slucaju operatorska funkcija (2 .1-i) neprekidna
u x * x0 nije tačna. Time je pokazano đa je uslov teorerae 
potreban.

Očigledno da ako bi se operatorska funkcija (2.1-1) napisala 
u obliku:

1 = 1 
a(x)s + b(x) ” a(x} W(x)

onda je interesantno ispitati sledeđe: Ako funkcije a(x) i 
b(x) zadovoljavaju uslove i i ii. teoreme 2 .1-1 / a b(x )=o, 
kada đe operatorska funkcija W(x)€C(I)M. Ođgovor na ovo pita- 
nje dafc je sledeđom teoreraom.

TEOREMA 2.1-2 Heka su: 1. a(x) 1 b(x) realne, numeričke/ 
neprekidne funkcije nad intervalom Fa, I.
-I.H.  -  .rn n .   .         m-  - -  ,      i.-—  ■      -i - -  -  .fllff... Tir-. tlW irii.n--T -y-i.ir

2 . xQex i a (x0) “ b(xQ) = o.
Tada đe operatorska funkcija:

W(x) = — i— ---
s+

a (x)

biti neprekidna u tackl x=xQ tj. VJ (x)€C (I)M, ako je ispunjen 
jedan od uslova A ili B koji glase:
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h. Postoji lim b(x? _ ^
x^xc a(x)

B. Ne postoji lim b(x)
X->XQ a(X)

ali funkcija a(x) ima u x=x nulu k-tog reda, a funkcija b(x) 
ima u x=x nulu p-tog redaf pr'i čemu je k>p~”i postoji okolina 
Uo " tačke xo u kojoj je >o7~đoF“ x e l o\ x ^ T

Dokaz ove tepreme je jednostavan jer, po pretpostavci.

a(x)»c fy.) (x-xQ)k

a đok x c  UQ\ {xQ } ,

c(xQ)^o , 

po pretpostavci

b ( x)«(x-x0)pd(x) 

B ,
{x-x0)K pc{x)

>

d(xo )#0

o

S toga. ako obeležimo sa k~p=reN

b (x)
w (x) = le } ={e (x'*o'°*x)

t
}

- 3 (X-Xp) rc(x) n _a
atžr~~~ (i e

_d (x) t ’
(X“Xo)^ c (X) j

- s{v(x,t)} : v(x,t) € C (I) .

Pomenimo, na kraju ove tačke, još i to da ako bi se u polju 
operatora definisala topologija pomođu konvergencije ti- 
pa II, ođgovarajuđa definicija neprekidnosti operatorske 
funkcije tad bi glasila:



Operatorska funkcija f(x) neprekidna je nađ intervalom
ako postoji q(x,t)tC (I)đ ,q(x,t)#0, tako

đa j e:
(q(x,t) }f (x) = {f -j (x,t) } gde f ̂ (x, t)cC (1) 4",

0 tom slucaju, operatorska funkcija:y%
 ̂ cL̂  f x)

C 2,l-b> R (x) «
l (x)sA

gđe su: m>n , m,ne N

ai(x> 1 bj(x) " numeričke,reaine ^neprekidne funkcije nad I

i“0,l,... n ; j=0,l,..,,m . bi bila neprekidna u tački x=x € IO
a kojoj^ je bm (x) — o, a xQ je izolovana nula funkci je b (x) , 
ako je ’ jedna numerička funkcija bj (x ^ 0 .

Maime, tad bi postojala reprezentacija operatorske funkcije
(2.1-b) sleđeđeg oblika:

zbog m>n

-  26 -

5xn+l 'f
an (x> s i+an-i x+. .+a0 (x)n-i

t|l4-1 -rr5 1*' ’ (b„ (x) ss '+bmMl (x) sm +, *+b0 (x) )m

tla~n m-n+1
{an<x)1 5^)!+an-l<^-!iPS+Tr

+ m , 
ao (x)ir

{fcM (x)+b .(x)t+, +b„ (x) rp  f J$t.

~T

, m-n
fy % t ....n ' of (m-nTj an-l(xoj

.m-n+l
(m~n+IT

, t m, +a . (x )o'm!

x->xo 1 Dm- 1 **o)t+bm-2 txoj
4 f
3 f +b„(x„\tfc:+ . .
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, , m-n-f 1 , . . nra+l
an {xQ )t +an-i (xo) l

■ ------ ----- ----- — --— -----  = R <xo>

+ •■•fao (xo»im+1

Naprimers operatorska funkcija ---  bila bi nepre-

kidna u tački x«0 iako po teoremi 2*1-1 ova funkcija 
nije neprekiđna.
Naime,

i r a ^ ( t) t t)
sx-l x£ -£ {x~t} {**t}X q

Pri ispitivanju neprekidnosti operatorske funkcije:

f fe)* 1
a(z)s+b(z)

gđe su:

a(z) i b(z) neprekidne kompleksne funkcije kompleksne 
promenljive z nađ kompaktnim skupom kompleksne ravni 
(b(z) raože biti konstanta npr. h(z)-lt što ne bi uma- 
njilo teoremu) najpre đu se ograničiti na operatorsku 
funkciju f(z) oblika:

(2.1-2) f (z) =

i pokazati da važi

1
(z-z0)s+1

TEOREMA 2.1-2 Neka je D£ ̂  kompaktan skup# kompleksne

definisan na sleđeđi način:
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De e p ~ ^ z t  ° $e< I z~20 Up>

Tacla se? operatorska funkcl ja £ (z) obllka (2.1-2) moŽ-e 
na skupu C {z } razviti u stepeni red oblika

(2.1-3) f (z) - I(-l)n — ---(z-z0)n+l

f(z)eC (D )M.C- f p
ĐOKAZ:
Kako ie Z5*z„ đok zeD_ „ to je:O t. f p

(2.1-3) f (z)
(Z-20 ) (1+ )z~z0

''n-'O(-1)
* £n+1

(S»z0)n+1

Treba pokazati da red (2.1-3) konvergira tj. đa postoji 
qe C- , CrO, sa osobinom da:

f n ,n+l
q f(2) - (F (z /1) } = q l(~D — ž-

'"*« (z~zo)n+T

pretstavlja uniformno konvergentan red funkcija na sva-
kom kompaktnom skupu oblika D„ x |0,t3 . T>0# na os-
novu čega bi i f(z) cC(D )M.

& f P

Neka je q=£ = {t} , tada je:

(2.1-4) 2
£ f (z)= ) (-15 n ln+3

n+l(z-z0)
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00

-<} (-1) n
h-m

n+2

{n+2)I(Z"Z0)n+l

očigledno je, đa su članovi reda (2.1-4) f {z 1> ~ {-1) - — r* „
a'

neprekidne funkcije promenljivih s i t

dok seC {z } i te[o,Tj. T>0 a imaju osobinu đa;

(2.1-5)

fn (zft) {-l)ntn+2
(n+2)l(z-zQ)n+1

,.11+2 ,n+2
(n+2) !. |s-z0|n+1 v (n+2)!en+1

Medjutim, za M>0 je;

7 M+1
(n+2) l~ e”t tn+2 dt> fe4M+£ Mn+2 d+= Mn+2 -(M+l) 

1 n "

Odaberimo M>0, tako đa je M*=2T/e t j. T/Ke ~ 1/2. Tad-- 
đok zeD „ teFo,Tlf T>0 irsoguđa maioraciia ;

C(z,t)j< (£) 
Ll I £

n+1 1 TpM+1
vn+1 ~TT”"~ ■ i * ̂ ■! *%.

gcle je K» eM+i
M

Kako numerički red | (~)n kcnvergira,
•M3 d

to prejnč



3g

kriterijumu, red L fn(z' t! uniformno konvergira nad korcip

skupora { fz, t) : zeD_ t£fo,Tj } , te je funkci ja f (z,t) , 
definisana ovim redom. neprekidna, odnosno f(z)eC(De p }M.

2.2. WRIGHT-OVA FUHKCIJA <f> (&,o,z)

Wright-ova funkcija definisana je na sledeđi način:

_n
o (8 ,”đ j s)= /

•“4 r (n+l) r(S-on)
o<0<1

Uveo ju je Wright [BSi koji je đao 1 njenu integralnu rsp- 
rezentaciju, ali njene osobine detaljno je proučio i vrlo 
često koristio je u svojim rađovima STANKOVlđ

Meka je u kompleksnoj u ravni 
data kontura C prikazana sli- 
kom 1. Kontura C polazi od - 
duž realne ose, u onom delu 
kompleksne u ravni u kome je 
-3II/2 + e/2< arg u< -1/2 (I+e) , 

obilazi koordinantni početak > 
pozitivnom smeru i vrača se v.

» u onom delu ravni u ko«v 
je 1/2 (Il+e) < arg u <  1/2 (3n-t.hti Ktk, i

Integralna reprezentaci ja Wright-ove funkcije ima ohl.l’

(2.2-1) , f a
<p 0}Z) - jfij J u exp(u+zuu i du

u° je glavna grana funkcije.
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Osobine Wright-ove funkcije:

(2,2-2) - <p (o,-a» -x”°) = x 4> (1-a, -a;-x °)

Za s -x~°, gde je x realan pozitivan broj

(2.2-3) Fg (x) — X®” 1 (8, ~ o )~x"*a )
f1  ̂ p o~-r | s p exp(xs-s )ds,xn>o

Specijalno za 6=0

-1 Ov 1F(x)“X 4>(o,-o >-x )* 2jrJ j exp(ts~s ) ds

(2.2-4) f ’zx 4 (l,-0‘r-tx~u)dx=z ^exp(-tz°)

(2,2-5) «J> 0»tx~°) ={^(1 ,-0j“tx“>CJ5 }

(2,2-6) <P (o,~oj~x ~ ) > o o<x< «>

(2.2-7) »- o;~tx a)x°/t
0-4

<A(0) ;x t" £0

(2,2-8) d <ji(lf-a:~ut )= “ 4 (o,-o ; ~ut ° )du

(2.2-9) <fc (o,-v:-tx~°)~Vax
ttt- vT i-jtrtr

exp{-ax t },

gde je a-~ (1-v)

-̂S-00
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38 je pokazala da zaa>o i t, uj- o i svaki kom- 
pleksan broj z različit og nule, važi sieđeđa integralna rep- 
rezentacija Wright~ove funkcije:

, a
2^2-10/ <f> (r- -rJ,a «- r-~-r > 2in

+2) 'n
w ~aexp (w— -w } dw n .3-

x0>0, neN

Na kraju, vu radu Despotoviđ, Stankoviđ, f4i | dokazano je:

LEMA 2. x>o i ac k

/ 1 i

DOKas

V ,s + a

V~1
_v ,Ž3 "T a

00
i (of • V;-tx }e t-fe 5«. dt 1vt } 0<v<I

l+a£V

a& {j -t x ) ■at dt
vt "

(a (x-v) v-i
rlv) dv' | (j)(of-V5~u v '”}

o

su đu 
vu

Prema (2.2-7) i (2.2-9) moguđe razmeniti red infcegracije te
je:

y x v ir.f _-aU đu (x-v) A f_ ... „ ,, -Vx _t a t e — ~ — — - cp (o,-vj -u v )av/ -
i vu i r ( v)

a na osnovu (2.2-5)
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~{a j e aU j (1 #-vy-u x V)du)

Prema(2,2-8)»primenom parcijalne integracije je:

os
f -aue (p

_v

0
?u x )du - -e aup (l,-v;~u3: V) | -

o
co
f
i — v \ — a u j- i <p (o,-V| -u x }& Hr.
! VU

Odnosno:

(2.2-12) a£v (o,-v:-tx v}eai" đt =£- 
# -7t

4> (o,-V“tx v) eatđt
vt

što je trebalo pokazati,

Primenoin 1 erne 38) sada je lako pokazati da:

Numerička funkcij a (2.1-4) * II

(z-z0)s+1
- {F(z,t)} koja pripada C(D_, ) C ima za svakot P

IItjsO 1 z^zQ, Re (z-zq5 >0 (tj , j arg (z-z ) | ) integralnu

reprezentaciju:

(2.2-12) F (2,15 -2j|T
»,•-1

■ 2 f — 3 wt w e
(z-z )+twQ

dw

gde j e - >x0>0
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Re zo Xo /

Sl.2

TEOREMA 2,2-1 OPeratorska funkclja f (z) deflnisana relacijoro
(2.1-2) inože se neprekldno produžiti Iz oblasti Re(z-zc)>o i 
z^zQ u oblast Re(z~z ) >0,

Analogno ovoj teoreiai važi i

TEOREMA 2,2-2 Ako je;

i. a(z) numerlčka funkcija kompleksne_pro>menljive__ z, defini- 
sana i neprekidna nad skupom S kome pripađa i tačka z- ...r - . .r . , ___ 2Q___   ̂ ___ _ ___ ____Q

ii. a(z) = o 2“Zq
Tada, ako postoji okolina VQ tačke z^ takva đa dok zeVAtz} je

Re (a(z))) 0, operatorska funkcija 

(2.2-12) 1
a(z)s+1

neprekidna je na skupu S„ ođnosno a(z)s+1
- —           £ »  ̂ w -™n,.ir«|ri,-»rT-«-»..,D t.rui Tr --n

€ C(S ) M Z ■

e iz integralne
osobins (2.2~12)



NEPREKIDNOST OPERATORSKE PIHKCIJE OBLIKA:

JL_____
a(x)sv + b(x)

Q<v< 1

Teorema koja je na izvestan način analogna teoremi 2
Mi5.S3. «

TEOREMA 2.3-1 Neka su ispunjeni uslovi teoreme 2.1-1 
ban i dovoljan uslov da operatorska funkcija:

(2.3-1) --- .-L.-------- --- 0<v< 1
a (x) s + b (x)

bude neprekidna u tački x~xQ je đa postoii okolina V 

x , takva da je b(x)/a(x) >0 dok xeV \{x_1.

D0KA2:
Uslov je dovoljan: na osnovu relacije (2.2-11) je:

v-1

a(x)s' +D(X)

v-1

a (x) (s + a (x)irv \ *

i d 1.0#-v; - tv
a (x) U

o

e
(x)

a(x) dt V 
vt j

Te le:

a(x )s +b(x)

1
a (x)

t (v) }

{(
;

V
Jt

;

3 s ;
aTx)

[
V b (X)

wfX

o

.1 T

. Potre-

tačke
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Na osnovu (2.2-12} je 

(2.3-2) f < ..v £
a (x) '

-i f  {v ) r
b(x) b(x)

Ako postoji okolina V tačke x # takva da je b (x) 
a (x) >0 đok

<6V \ (x ) funkcija (2,3-2) je neprekidna za v>0 i xeV0\{x0 }

„  , b(x) . . v . .  £
xad x*xo aTx) 1 ona texl b u p tj. operatorska funkcija

(2.3-1) pripada C(xQ)M.

Uslov je potreban:
Pretpostavimo da ne postoji okolina tačke xQ u kojoj je

b (x) / a(x))0. Neka je b (xQ) ̂ O, a postoji zatvorena okolina V,
tačke xQ u kojoj je b(xQ) različito o nule i b(x) ne menja
znak. Za svaku okolinu V , V cV  postoji bar jedna tackam ru
x ■€V za koju j e : fo(x ) .

a (x )m

b (x}Kako S^4~i nije ograničeno kad x->x0 , to b k»)->«> kad x->x3. (X) 1 u 1
Minorirajmo funkciju ¥ (v) i đobijamo:

d
¥ (v) > [ © (o/ — Vj-tv v)e

b (x)- T O t

o

4
đ Cx) c |e J <p (of-v|-tv~v. d

Kada bi (2.3-1) bila i u ovora slučaju neprekidna u x=x . pos-
w

tojala bi ge G? , g?0, tako đa sa svako fiksirano v je:
| [
| {g (v)} { Y (v)} j <M

ObeleČTmo sa f sf{v)W{g(v) }{¥ (v) }

tad je: jf(v) i g( n  ) e / QU (o, —v: — tu v. VI

rtj
rf
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—-iS' -♦ -oo kađ x -*x f s toga ne raože biti (v) ograničena 
a(x)

funkcija te operatorska funkcija (2.3-1) nije neprekidna u 
x=xo*

2.4 NEPREKIDMOST KLASE OPERATORSKIH FUMKCIJA:

R 'X'} ~ (a {xfi+b (x) }

Ispitivanje (36! neprekidnosti u tački x-xn operatorskih 
funkcija definisanih relacijom:

(2.4-0) (R(x) )n = — >~'-r-~TuT~T\v 7 (a(Xjs+b (x;)
proširuje đelom rezultate dobivene u 2.1-1: 
oni sleđe iz ovđe dokazanih u slucaju da je n-1.

Uslovi pod kojina su operatorske funkcije:

(2.4-1! R(x) = T^ V f sJb ;x))^ r‘ SN

koje su jedno rešenje (2.4-o) neprekidne u tački x*x , iska- 
zani su teoremom 2.4-1 analognom teoremi 2.1-1.

Kako je klasa operatorskih funkcija (2.4-1) jedno rešenje 
algebarske operatorske jednačine (2.4~o) normalno je posta- 
viti pitanje da li su i sva ostala rešenja algebarske opera-' 
torske jeđnačine (2.4-o) neprekiđna u istoj tački x«=x pod 
istim uslovima kao i (2.4-1) ? Ođgovor na ovo pitanje je potv 
dan . Naime, ako klasu operatorskih funkcija (2.4-1) obeleži- 
mo sa Rq (x)= Rq a racionalnu operatorsku funkciju

1 1— — — — —  obeležimo sa A(x) f odnosno: A(x)-- rfrrrT\Tr;\ a(x) s+b(x) a(x) s+b,x)
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A(x) = AeM tađ algebarsku operatorsku jednaoinu (2,4-a) mo- 
zerao krađe napisati u obliku:

Rn (>:) “A (x) =0 odnosno Rn-A«0
Kako je jedno njeno rešenje (2.4-1) R sva ostala rešenja 
su e-,R e^R„ . e R , gde su e, (k®!,... ,n) rešenja alge-

barske operatorske jednačine: y -1. Naime, na osnovu osnovne 
teoreme algebre (algebarska jednaČina n-tog stepena ima naj- 
više n rešenia) je:

(R ~ekRo) ) = Rn-A
k = 1

Ako je i resenje algebarske operatorske jednačine (2.4-0) 
tad je:

nI(Rx -ckR0) = O 
k=l

što povlači da bar jeđan od faktora je nula tj. R.=e, R .
2kHi °

Medjutim, ek= Vl=e n '(k=l#...,n) ne utiče na neprekidnost

ostalih rešenja algebarske operatorske jednačine (2.4-o) 
te su i sva ostala rešenja neprekidna pođ istim uslovima kae 
i (2,4-1).

f

Navodim najpre teoremu Mikusiriskoj o ograničenom moroentu [^] 
koju eu koristiti u dokazu teoremu:

TEOREMA C: Ako niz pozitivnih brojeva ,,..,b ,... zado-
voljava uslove:

T :1 7 r~— - ®i b -b >e> 0n i nČ» n
f * * *

ii. g(t) je funkcija integrabilra u intervalu |0#Tj i takva 

da j e:
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g(t)dtj < M

Tad je g (t) — o skoro svuđa u jb, Tj 

TEOREMA 2.4-1 Pretpostavimo da:

1. a(x) i b(x) su numeričke, relane, neprekidne funkcije nad
intervalom |X-, fXr̂  | *“ -L

2. x t.1 i x_U Q
je izolovana nula funkcije a(x) tj. a(xQ)=o

3. b (xQ) ̂  0

Potreban i dovoljan uslov da operatorska funkcija (2.4-1)
bude neprekidna u tački x=x je da postoji okolina Vo tačka

u kojoj je ||||> 0 đok xtv0 \ix0j.

DOKAZi
Uslov je đovoljan: 

2a svako pcM je:

R(x)

„P+1
<

n
X
n

} ( a ( x ) ) F f S
x ri

(b (x)) 

1

1
n

b Cx)j, 
aTać)̂

*p+1(b(x))n
-1

x'i-xo

(a (x) nr (“) p!

S4isu « ~ 1 (t~u)pdur x?*x.

o

J
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Pretpostavimo da postoji okolina VQ tačke xQ u kojoj je

- c {x ) >o dok x e v A { x  > , tada snenom c (x) u=vn izra-V, X / o *
čunajmo numeričku funkciju:

P(xft) = n'-1
1
r i  i  0

(a(x)) pir(i)

exp(~c(x)u)u (t-u)^ du=

VCfAjlr
n

I
n

(b(x)) pir(~)

. p
i(t-y c ~(x)) exp(~yn)dy
t, *

•7 k

— . J [e xp , . y - )  Z ( - 1 » k <E> i f e t))%
n i(b(x) ) pir (ifi) n

Označimo sa:

In (x?u) i exp(-yn )dy

In (x,t) J ynKexp(-y“ )dy

Prirnenom parcijalne integracije dobijamo:
k-i

IK (xft)=n kIn (xft) { | (ni+l)-i e“c(x)t (c(x)t)1/n| (c(x)t)k”-V. -11
K~i K-i
T(C(x)t)1 1I j(i+l/n)
tr 1

za k=l,2,..«#p
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S toga se P(x,t) može napisati u obliku:

(2.4-2) P(x,t)

(b (x)) P ir(i+~)
—  | (tp-Q (x,t) ) In (x,t) +T (x,t)j

gde smo obeležili sa:

(2.4-3) -n+l m t P‘2+ # nt1:!)?+IM b t P-((nc(x))d -3

. ■ +
n~ 1 P'i- »*»!̂ - p i j v « ) !(nc(x))p

n -C(x)t | p-1 ~2 ,D x K
(2.4-4) T (x, t) - -------n - T ]  t +t“ (nc (x))£̂ (rt.k+l)P_1 o"2

n(c(x)) n

'p- i.
+ tp"J(nc(3<) )"2J) !-Dk (nk+l) (nk-n+1) 'S+i)

"f" »

( - » ^ 1 pl 
(nc(x))n_1 “4

r +
f |(ni+l)

Operatorska fun-kcija (2 «!■?!) iraa preina tcme oblik /

R(x)=sp+1
b1/<M-(x)pir (1+|) ! |jtP-Q (x, t) , r.„ (>;,-c)+T(xR-J n *<

.P
pib /n*(x)
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Q{x,t) i T(x» t) su def inisane relacijama (2»4-3) odnosno 
(2.4-4)

Kađa x-»-x , nezavisno ođ t, tada c(x)-+* a 
Q (x, t)->Q (xQ ,t) za a$t<«

T(x,t)-> T(x ,t) za 0$.t<® ___
C,W; - K"Vc (x) t

a In (x,t)= j exp(-y )dy=r(l+~)+o(e i

kad c (x) -><»

S toga I (x,t}-> | exp(-yn)ay = F (l+~)tt -j n

Numerička funkcija;
-

----- — — , | (t£/-Q (x,t)) I (x,t)+T (x, t)1
X //n

p!(b(x}) F (l+~)

p!b(x) 1/n

x=x.

x=xo

je neprekiđna, ođnosno pripada C(I) Ć , te i operatorska funk- 
cija (2.4-1) je neprekiđna u x=xq
Uslov je potreban*.

Pretpostavimo sađa da ne postoji okolina tačke x u kojoj jeo
>G*. tada đe postojati zatvorena okolina V(x_) tačke x atx) l j Q' o

u kojoj b(x) ne menja znak i dostiže maksiraum i minimum. Ka-
h (y )rakteristika neprekiđne funkcije 6 (x)=--je da za .svakua (x)

okolinu V (x_) tačke postoji tačka x<&V (x_) takva da je n q o x i o
6 (xn)> 0.



i'ieka okoline vn (xQ) čine ruonotonu bazu: niz konvergira

ka xQ 1 počev od jednog nQ , VR (xQ)C V(xQ) za sve n>nQ. Sbog

pretpostavke o b(x) nad V(xQ), da ima minimum nad V(xQ) ras-

ličit od nule, a znajuđi da je a(x )=0, sledi da S (xn)-*» kad 
n-*co Kako je 6- (x) neprekidna nrimerička funkcija, to postoji

podskup iz V (xq) koji se preslikava na polupravu x>5(xn ).
o

Isto tako, postoji podskup u svakom V (xQ) koji se preslikava
na polupravu x>6(xn) . Neka je 6(x ) takvo da je:

no

m$5(x0)< ru+1

Formiramo niz na sledeđi način:

5(x^)~m+l^ k=max.m za koje xi t v n (xo) 1

xi‘< ¥ k (xo)

Kako je6(x) neprekiđna funkcija, ona ce uziraati i sve vređnosti 
izmedju 6 (x^+1) i S (x̂ ) kađ x(<x<x/+1, a niz 5^=6 (x>) zado-

voljava uslove teoreme C.

Ako bi i u ovora slučaju operatorska funkcija bila takodje nep- 
rekidna, postojala bi , f^o, sa osobinom da je f R(x)
numerička funkcija dveju promenljivih x i t, neprekidna za 
x=xQ i svako t>0.

dairue, tada bi i za svako fiksno T<&R+ , postojao utvrdjen broj 
M takav da:

c
f(T-u)du <

f (T-u) integrahilna jo u intervalu To, tAFunkcija g(u)
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i uslovi teoreme C su zadovoljeni, te na osnovu iste teore- 
me sledi da g(u)~Q, skoro svuda dok ufe|o,Tj: ođnosno f(u)=Q 
skoro svuđa đok ,Tj , To je u kontradikciji sa pretpostav- 
kom da je f^O, stoga pretpostavka od koje snao pošli nije tačna 
ođnosno operatorska funkcija (2.4-1) R(x) nije neprekiđna u 
tački x=xq,

2.5. NEPREKIDNOST PRVOG I2VODA KLASE OPERATORSKIH

FUNKCIJA

1
1

(a(x)s+b{x) )**

TE0REI4A 2.5-1 Neka numeričke, realne funkclje a(x) i b(x) 
imaju prvi izvod u intervalu IC(-” ,+”) 1 zadovoljavajn uslo- 
ve teoreine 2.4-1. Potreban i dovoljan uslov da operatorska 
funkcija (2.4-1) ima neprekidan izvod u tački ie da pos-
toji okolina VQ tačke xQ u kojoj >0, dok xsvNy{;:0}

DOKAZ:
Uslov je dovol jan: Ako postoji okolina VQ (xQ > u kojoj

dok x e v o\|x > , operatorska funkclja (2.4-1) je tad ocrv:--
vu
Teorerae 2.4t 1 neprekidna u tački .:~;c0 i ima

P(x,t)

! pl (b (x)I

rrner ič k a  fu n k c i j  a :
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P(x,t) Xf>:

tp

i pl (b(x))1/n
X--X„ I O i

neprekidna je nad skupom {x } xfp,»)

j aP(x,t)
! ax / x/x

(x)=»sJ 1 /
~tP b(x)

! n pi (b (x)) L+l/n

o

o

Treba pokazati da je: 

9p (x,t)
~Tx" *

{ -tp (b (x)

x#x. 1

c/x

tp C(x ) ć-o
o

dP ( X , t ) 
dX

n p! (b (x)

pir(1+I/n)

1+1/n

1 +n
-b'(x)(nb (x) ) (tp-Q(x,t))I(x,t)Xi

1+-
-b (x) T (x, t) (nb (x)J +- 

—i
+b(x) n ^Ii|xtL_ -In(x,t)2 2 g ^  +

x-i 1
+c(x)n ^ c U ) 11 (tb (x))(tP-Q (x, t) ) i

gde su:
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*-'} / %C \c(x) — r7~r( t a ftsnkcije Q (x,t) i T (x,t) su definisane3 \X)
relacijama (2.4-3) odnosno (2.4-4)

\ -tp bC^J^nCK.t) b(x)T(x,t)3P (x, t) __ 1  ̂_____________
3x pir(l+l/n) \ n ( b ( x ) ) 1+1/n n(b (x)f+l/n

In (X/t)
n (b (x))T7n

~j b(x) c(x) \ 

ln b (x) c*(x)i

siij—  ( p \ tp-2 f + a s M \ +
n c4 (x) nb (x) c(x) /

v\!
1

..+ £-1)p .-tMni+I) lb(x) + p c'(x)j|t c(x) tne~c(x) (x, 
nP J'cPtx) \nb (x) c(x)J nc2^ /n

gđe je:

S(x,t)=r— -ž 1-n-p- *7~ C-l)k+1(nk-n+l) (£) 1 +
•‘U  in

p-2 p
------ 2 (n+1) (p) +21(-l)k+1 (2-k) (nk-n+1) (£)j +
n c (x) L Hmi ..]

n 1-P 2 ,+ (~1)p (n c(x)) (n ~P' (ni+1)

Kada x-+xQ nezavisno od t, tad za svako p-lM, odnosno pj-2

je :
3P(x,t) 

bx X+Xo

F(1+1/n)a(xQ)p 

n p! b1+1/Pxosr (1+1/n) pi b1/Px0(T (1+1/n)

-tpb(xo) ! (l+l/n) 
TTT7

Odnosno R(x) +-sp+i/ p+1f M x 'a(xo)

n(b(x0f+1/r
\ ~+li n
b(xo)

1 !
/ !



47

—  -----------------------V /

«<b-(x0))1+''

Oslov je potreban;

Ako ne postoji okolina VQ tačke xQ u kojoj je >0

dok xtVQ\ {xQ }, tad prema teoremi 2.4-1, operatorska funk- 
cija (2.4-4 nije neprekidna u tački x=xc , te ne raože imati 
neprekidan prvi izvod u tački x=xQ tj R(x)<fC^(x )M,
Time je dokazano da je uslov teoreme potreban,
Analogna teorema teoremi 2.5-1 glasi;

TEOREMA 2.5-2 Meka realne, numeričke funkcije a(x) i b(x) 
imaju k-ti izvođ u svakoj tački x int-ervala I,.a zadovoljavaju 
uslove teorerae 2.4-1. Potreban i dcvoljan uslov da opera- 
torska funkcija 2.4-1) R-(x) ima neprekidan k-ti izvod u tačkl 
x=xQ dat je teoremom 2.5-1.

U dokazu ove teoreme treba za p uzeti onaj prirođan broj ra 
koji je p-itk, p?k+l).
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3. GLAVA

3.1 KONVERGENCIJA REDOVA ČIJI SU OPŠTI ČLANOVI RACIONALNE 
FUNKCIJE PO OPERATORU s

Konvergencija redova čiji su opšti članovi racionalne funkcije 
po operatoru s, na prvi pogled izgleđa jednostavna. Upoznaceiao 
je s toga u nekoliko posebnih slucajeva.

TEOREMA 3.1-1 Pretpostavimo da:

i . {0n}je niz pozitivnih realnih brojeva, koji ima osobinn:

Gš 6 o < 3 i < • * • < B^< * * *

P.I- d J"—— - =«> kCR+ 
p n

oo
konvergira

B -̂00 f n -s-«5

a (x) je niz numeričkih, realnih, neprekiđnih, funkci- n
ja nad intervalom 1= fa,bl , a (x) >0, xe:_________ .« n
a (x) =0(8)

ki- i &

lađa rea operatorskih funkcija
co

(3.1-3) \ 1/
3n (a (x)s+B )

f (x)

konvergira nađ intervalom I i definiše neprakidnu opera
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3. GLAVA

3,1 KOSVERGENCIJA REDOVA ČIJI SU OPŠTI ČLANOVI RACIONALNE
FUNKCIJE PO OPERATORU s

Konvergencija redova čiji su opšti članovi racionalne funkcije 
po operatoru s, na prvi pogled izgleda jednostavna. Upoznacemo 
je s toga u nekoliko posebnih slučajeva.

TEOREMA 3.1-1 Pretpostavimo da:

i . {3n )je niz pozitivnih realnih brojeva, koii irna osobinn:

G£6o<6i<... <B < ... 6 +<s,n -►<»n y\.
03

3n

li

Pada rea operatorsklh funkcija

f (x)
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D O K A S :

Ako datl red poinnožirao operatorom integraljenja % dobijamo

•n

(3.1-4) l  / V p i
^,o ^ ( an (x)s+Bn} L . lr «

n ( x )

"-d 'Bn an (x ^

oo

1 1

-n

4c+i (1-e
an ' •**/

t

• (
~Tl

■i L.• -c f_(x,t)}<si

Kako £n !x,t)ćC<I!

£n (x,t) k+x
n

a po pretpostavci i. red (3.1-2) konvergira, to prema 
Weierstrassovora kriterijumu red (3.1-4) uniformno konver-
gira nad oblašđu D = { (x ,t ) - rp 1 x aeiinise nepre-
kidnu funkciju F (x, t) , F(x,-t}€C(I) , o d n o s n o , irun / *3 1v  j. 11 \ ^  <t J -

đefinisana je neprekidna operatorska funk.cija f (x) nađ 
f (x)eC (I) M.

Posledice teoreme 3.1-1

Poslad.ice 3.1-1.1 Ako nuraerički nis {8 ' isounlava usior

ieoreir.e 3.1-1 , red operatora 

(3.1-5) T
/ 8 (s+Bn ) n n



konvergira.

Posledica 3,1-1.2. Ako je uslov i. teoreme 3.1-1 i unjen za 
k=l, tađ ređ operatora

(3.1-6) 1
s + Bn

ne konvergira u polju operatora K.

ĐOKAZ: 3.1-1.2.
u oblikuj

Opšti član reda (3.1-6.) možemo napisati

S+6n n 3n (s+B )

Tvrdjenje sada sleđi iz pretpostavke i. teoreme 3.1-1 2a 
k=l i posledice 3.1-1.1. (k=l>

Analogno, ako su ispunjeni uslovi i. za k=l i ii. Tada red 
operatorskih funkcija

I n \ •7)
an (x) S+P,n

ne konvergira dok x <£ I .

TEOREMA 3.1-2 Pretpostavimo da:

i. Numerički niz {a } ima osobinu a = 0(nK) kad ktZ+

ii. b(x) je realna, numerička, neprekidna i pozitivna funkci- 

ja, b(x)>0, dok xei= j a , (-00+«?) . Tada red operatorskih

funkcij a oblika:
OO

(3.1-7)
2 .. a n!Ai

(b (x) s+1) (b (x) s+2) . . . (b (x) s+n)
f (x)
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konvergira nad Intervalora I i definiše neprekianu operator- 
sku funkciju nađ intervaloir, I, f (x)£C (I) M.

DOKAZ:

Ako red (3.1-7) pomnozimo operatorom integraljenja l~~ 

đobićemo red neprekiđnih funkcija đve promenljive x i t

(3.1-8)
•c—  a> a_ n!

s5
s (b (x) s+1) ... (b (x) s+n)

Xv=I, t^o, za koji đerao, odmah, pokazati da uniformno kon- 
vergira dok i tc.!QrT},te preraa torae definiše neprekidnu
funkciju i.

Opšti član ovog reda razložiđemo na (n+1) sabiraka oblika:

s (b (x) s+1) (b (x) s+2) . .. (b (x) s+n) 

Koeficijenti A^ ođredjeni su sa:

o n! # Ax a2 . , ,(n-1)I 2 (n-2)!

Ac Ai - 4 —
sn

s b(x) s+1

* * • > ■̂2,'" (”'l)

(b(x)s+n)

i b (x) 
i 1 (n-1) !

Opšti član reda (3.1-8) ima oblik;

ann!
g(b(x) s+1)(b(x)s+2) ... (b(x)s+n)

i-l, ,».», n

=* a
r O ' s+ BTx)

+
\ X

i+ ETx)

+ (-i)n
s+ n

b (X)
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t
o Cx) + (?) e'

2t nt
b(x) n -b(x)

~ * •.+ (~1 ) ‘~e }

an|l~e
t
FTxT i l  i . y

} i€C (I) ? a prema pretpostavci

<K n
l i

n-*« , te-Z

ii. 0<l-e aiA ;< 1  ̂ x e i t € fČ) ,T j, T>0

Poznato je međjutim da kad n->°°

nrv ;'n+k\

r (k+l) \n I

Te irtiamo, xtl, t< }0,T1

! _ f /a \nt i
X-e"b(x) )" < x  ^  nk |i-e

r  c>

b (x) \n

,n+k
< M / I' n (!■

blx) n\
f

M Me
k+l
b(x)

b(x) \ k+1| b(x)|
\ 1-1+e /

S toga red (3.1-8) uniformno konvergira dok xe-I , t€ fo ,T ' 
njim je def inisana neprekidna funkcija F (x, t)«rC (I)£ , 
a ođgovarajuđu operatorska funkcija (3,l-t|) f (x) je ne- 
prekidna dok x f  I > f (x) p C (I)M.



Posleđica teoreme 3.1-2 Pretpostavirao đa je i
Teoreme 3.1-2

.spunjen uslov i 
da je b (x) niz numeričkih, neprekidnih funkii

cija nad intervalom 1= jpt, 3.|C (“"»+00) » b (x)>b(x) > 0 dok
đa ređ operatorskih funkcija:

v;- X

{-i * •9) V n i

-srr, <bi (x> s+1) (b0 (x) s+2) ... (b (x) s+n)
q (x)

konvergira nad intervalom : 
operatorska funkci jaiaad I,

- a njime je definisana neprekidna
g (x )e  c ( i } m .

PROBLEM KONVERGENCIJE REDOVA OBLIKA:

2 _

Ovđe ćemo se pozabaviti pitanjem konvergencije reda operatorć
oblika:

CO co
(3.2-1) \ T / a T a !/ n / 1

<'i 'G   ̂* b j j
'V i.O

e Pnt

qde su:

{ )  operatori , a <£r K , n n

B je numerički niz koji ima osobimi n

0^0 <6-, <...< 0 < ...o i n

3 kad n-+°°n

DEFINICIJA 3.2-1 Stepenasta funkcija A(x) niza operatora a ,n



A (x) V f

Na osnovu Teoreme 
da važi:

i 0 x~ %
A(x) =q ‘ o

u
B.v ^ x < 8 7 t7f v x T X k£l

1.4-4 i relacije {X s 4  ̂} lako je pokazati

TEOREMA 3,2-1 Pretpostavimo da je:

i* f(x) neprekidna operatorska funkcija dok xc \o,°°)
—  —  ~

11 * U polju operatora K, postoji granica lim \f(u)dA(u) 
i jednaka je; -o«

iim
if(u)dA{u) = f f {u)dA(u}

xada Konvergira u polju operatora K i red operatora 7~f(&. )a..  ~ .. ..... ...._________ k ' k
x vazi:

'{3,2-2
$»
j f(u)dACu)

*C-0
f { s \

DOKAZ:
Obeležimo sa x

\ oqk (u) -
* l1 8. <u<^ j k * 0 ,1 ,2 ,

Tada se stepenasta funkcija A(u) niza operatora 
pisati u obliku;

a može na-Xi -

•Mu) = aQqo (u) +a, g, (u) + . . . +a q (u) +o *o 
r

l4

:a J dq^ (u) +

n

Ja^dq^(u) +, ia dq (u) +,.^n n
V-
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u.

L. J andqn (u)1 «<*■ w
u ejo, x|

Kako je A (u) funkcija ograničene varijacije dok u<r (o,x) , 
po teoremi 1.4-4 , a funkcija f(u) je neprekiđna operator- 
ska funkcija nad svakim intervalom |o,x}C |0,®) to ce uvek
postojat

(3.2-3)

j f(u)d A(u) i on je jednak:
£ W X

j f (u)dA(u) = JL (u)a dq (u)n •‘n 4 ;

r
'7....ar~( J f (u ) dq (u) }

Na osnovu pretpostavke teoreme i. operatorska funkcija 
f(u) se može napisati u obliku:

f (u) =p{ f. (u,t) } Pf K , {fx (u,t)}€ ro, x i

Zato je:

Z.  a { jf(u)dq (u) / a p { j f (u, t) đq„ (u) }
n - n k:: 11 “

y ~
p {f. (8„,t)}n j l  n

(3.2-4) 2L a f(6n)

Na osnovu pretpostavke ii. teorerae, relacije (3.2-3) i 
(3.2-4) . . . .  . . , . Tsledi konvergencija reda operatora , a f (8 ) x fc- n n'

vazi:
f(u)d A(u)

G3
} a f £ 8 } n n

o
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POSLEĐICE TEOREME 3.2-1

Poaledica 3.2-1.1

Kako je f(x) _1_
s+x

(e Xt} neprekidna operatorska

fankcija, odnosno f(x) = {f (x,t)}ć c £ 0 , » )  , to ako za svako
t^O postoji:

£im | f -ut , „ , .'l ( J e đA(u) }

tad konvergira i ređ operatora
co

/ - an {e x vazx

y/ a
’ - o

Posleđica 3.2-1.2

n s+0
iim
X-*<»n

e ut dA(u) }

Red operatora

I -
£W

e }
S + L < 2 _

-•=<© - -n

gde je O$3o <0^< . ..<6n < . . . 6 kad vw->-oo ne konvergira u

polju operatora K . Zato što u polju operatora ne postoj:
2o. T ' t & O

lim
n-*°°

f{ J e_Ut ^  )
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4. GLAVA

4.1 U T GRANICA U POLJU OPERATORA

U ovoj glavi ispitana je konvergeacija specijalnih redova 
operatora, primenom linearnih, neprekiđnih operatorskih 
transformacija Uffl i T~ z . Ove transformacije uveo je Mikusinski 
ali ih je detaljnije ispitao Gesztelyi [i4 j fl.7j |isj .

Posnato j®, da red operatora

(4. l-o) 

gde s u :

s

{fe^} niz pozitivnih realnih brojeva, koji mpnotono t e f l  besko- 
načnosti b -*<» .

proizvoljni kojnplekfsni brojevi, s operatoc diferenciranja 
- uvek konvergira u polju operfitora K f Ređ (4.1-o) nazovimo, 

ana}.pgno terminu u klasičnoj anall^i, DIRICHLET-ovim redom. 
Naiipe,

C»
U

-sb
e n

an sci < V - s



-  -

F(t) je stepenasta funkcija koja se sa n menja samo za t>b 
f F(x)

\
j

f

'  i 
. .. , )l f 

[ * ----- ^

c c . e  R
*6.4

F(t)

o-o><t<bo

ao ^ t<bl

b ak ; V t<bn+l
k

Obeležimo sa D skup svih onih operatora iz K, koji su defi- 
nisani Đirichlet-ovim redovima oblika (4.1-o).

Linearne, multiplikativne, neprekidne operatorske transforma 
cije definisaneVsa:

a. TP (f) = (ept f(t)} za ft , p je kompleksan broj

Tpx =TP - = T f • . x = k , f,g« (g^O)
g Tpg * . g

Ako ovako definisanu operatorsku transformaciju T*' primenimo 
na operator diferenciranja £ dobijamo:

~ Tp ^ — --- —
t Pt t2 ■, (e- _ }

1
(s+p)* 

1
(s+p)s

(s+js)

b. U, (f) = j k f (kt)j- za f€ 4? , k je pozitivan realan br

n f _ U -̂f 
°k X Uk g U, g : £ K , f ,g€:x
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Ako Uk primenimo na operator diferenciranja s inamo:

(4.1-3) Uk s-U^ip- (k 2t)

{ k ^ 2}
= k 2 (t } =

1 2
k 3{77 }

{t> = 
t 2

}

A* s
ki 3

s
k

GESZTELYI je dokazao da je: 

TEOREMA A

Za svaku neprekidnu, linearnu i multiplikativnu operatorsku 
transformaciju F^O, operator F(s) je logaritam. Operaforska 
funkcija f(x)=F(eX S ) je rešenje početnog probleraa:

f7(x)+F (s) f (x) = o 
f(o) = 1

S toga je f(e x s ) = e x F ̂

TEOREMA B

Postoji l i , u polju operatora K, granica

lim Uk x
k->»

a.

za proizvoljan operator xfrK, tađ je a kompleksan broj. 
Operatorske transformacije Tp i U k su neprekidne, linearne i 
multiplikativne Hl73 
Dokazademo najpre dve Leme.

LEMA 4.1- Za prolzvoljan kompleksan broj z, operatorska 
transformacija T ~ 2 preslikava D u t). Naime, T~*z je u ođnosu 
na algebarsku strukturu skupa D , koja je indukovana iz polja 
operatora K, endomoffizam.
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bOKAZ:

Ha proizvoljan kompleksan broj s, sbog neprekidngsti, linear- 
nosti i multiplikativnosti operatorske transforme|cije ^ 2 
5ledi:

-z
[ }v ' s *■» J - 1  *'z (ane'sl>n > -

na osnovu teoreme A)

■ )
~z . -sb . an T (e n) =

CO m“Z
, e'bna e =

00

n

-l
an e_bn<s+z> =

jco -sb \ -zb _! c e n? _ • c =a„e n ^ C
~\l n F

bEMA 4.1-2. Za proizvoljan utvrdjen broj k£R*, operatorska 
-fc-ransformacija U,, je endomorfizam skupa D .

DOKAZ:

tie analogan kaO u Lemi 4,1-1 i sleđi iz neprekidnosti, linear- 
nosti i multiplikativnosti operatorske transformacije U, [17j

(prema teoremi A)
Uk (ane'Sbn>

o>
\ a e~bnUks = 
L n
«\*Q

■ I  anUk (e"Sbn>

Neka je z proizvoljan kompleksan broj, Rejzj^xo , a k«S R+, tad
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zbog linearnosti, neprekiđnosti i multiplikativnosti transfor 
raacije U, { T z , a na osnovu LEMA 4.1-1, i 4,1-2 sledi:

4 ' T  !  an a ' b" S ] } *  U [ ^ ane - b" IS+Z)] =  I

- ( - f  +z)b \
4ian e K

DEFINICIJA 4.1-1

Kada u polju operatora K, postoji granica;

lira Uk T 
k->°°

-z CO Q -sbe n = lira
k.->«»

T a e
L n

-<lt +z)bn

tu" granicu nazvaderao UT granicora datog Pirichletovog reda 
(4.1-o) za dato z.

Na osnovu (4.1-1.) je:

Uk {T~Z [I ane S3n ] > = ^ T "Z p5»>F (t)}]}

= Uk [T~ZsT'Z {F} (tj = (prema 4,1-2)

C'Uk 1 (s+z)T~2 {F}

u k ( S + z ) U k T"Z { F} = (preraa 4.1-3)
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( 4 . 1 - 4 )  = ( f  + 2 ) Uk T_Z {F}

Na osnovu definicije 4.1-1. relacije (4.1-4) teoretne b, sledi: 
Kad u oolju operatora K, postoji graniČna vrednost U T, Dirih- 
letovog reda (4.1-0) ona je jednaka:

<v-

lirn U-t “Z X.&e~shn = s lim U^t " 2 {F}= a(z)
. £ n k-*«
J«£-4»0O

TEOREMA 4.1-1 Ako Dirihletov red oblika:

r -bn2(4.1-5) ¥(2) = V an e
».o

O^Lbo^bicb^^ . . • <bn< b + n

konverglra 2a Re z>g£-0, tada za svako takvo z u polju opera- 
tora K, postoji U T granica:

?
t
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DOKAS:

Ako Dirihletov red 
tada može, kao što

(4 .1 -5) sa Re z>a?0 # konvergira, on se 
je poznato O U  . prikazati u obliku:

V (z)
1
e"*Zt F (15 dt za Re z>a» O

a je apscisa konvergencije Dirihletovog reda«

Odnosno:

= £  (F(t) } za Re z >a}0 gde je 
z

F(t) = \a y F(t) je stepenasta funkcija koja se sa n raenja sarao
L n /

6T>t
z& tjb .

Kako postoji ̂ iF(t) } za Re z> a > 0, to ce na osnovu teorerae 
Gesztelyi-a [l?] postojati, u polju operatora K , za Re z> 0 i

-z
llm U, 1T {F } ! i on je jednak saS(F(t) 1
:->co

tj
—z

lim u. T (F (t)} 
k+« *

Z  <X Z f '  j  vy

Naime, za &e$>0 je:
~z -ktz

U, (T (F}) ={k e F (kt) }K
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Tada je -  [uk (T~Z {F}J =Jl2 {ke'ktz F(kt)} 
s 2 *•

TT
=Z{| k e ~ zukF(ku)du}

=il{| e ZX F(x)dx }
©

= { f  e""ZX F(x)dxd^}

Kako postojii£*{F} za Re z > o >  0 to je:

i. I e
x /

-zx F(x)dx r.eprekidna funkcija po x dok x€ {.O/00)

i i . e ZX F(x)dx |< M dok xe[b,°o)

i i i .
lim J  e F(x)dx = 0  t j . za x > N ^ (uvek je mogude-zx
x - > ° °  x

e ~ ZX F(x) d x | < ^ ; T t R +

ZSada je lako pokazati da niz neprekidnih funkcija — 2 Uv (T {F})s x

uniformno konvergira u intervalu t€-jo,T3 funkciji {t

za Re ^  zj>a^O.

OO -zx
e F(x}d

5
-zx _, ., e F(x)dx

7
x -  1L-zx& © F(x)dx dci- 5 j  e lxf(x)dx d © I

O kt:
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\> ■ tj®
1 ie~*Vortdx£M< 1 |J e ZXF (x)dx dx I
o k-s

a za k>N i t€[o,|jq j zbog osobina 1 1 * 1 1 1 1 *

-b

J . zx
o  i< -S

F(x)dx | dx<
42)1 <x>

1 e zxF(x)dx |dx +
o ■ «r

j
tk K-

-zx„ , ,) I. e F (x>ž<ax c

4: \ M dx-
<?iM

2T ĵt _ £• ±._£. f-h— š~ -Js. + — =d T ---2 +2T 2M; 2 2

Odnosno, za Re izfo> O, nis “ 7 |Uk (T" 2 {F} 5] uriiforrano konV£
1- ... 1 f 1gira u intervalu (O,” ) funkciji — „tj{F}

Zr.ači za Re {z}>0^ 0, postoji granica

lim J(|+z) UkT_Z{F}j i važi:
k->oo

iira U
K -»c o

a en ■sbn) j
• f -

- 2 _  a„®

■( z j F?t)đi}

Keka je {6 ..} pozitivan, monotono rastuci n
bro-'eva, 3 -*», n->«> , koji zađovoljava siedeđe uslove

n:

gT
'Hio

-co B , ,-p >C<;Un* -x
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Tada red:

¥(2) = l+a1 e~Blz+a2e '622 + +

sa koeficijentima

konvergira apsolutno za sve kompleksne vrednosti z i uniform- 
no za Re . Na osnovu teoreme 4.1-1 dati ređ konvergira
i u polju operatora K , odnosno za sve kompleksne vrednosti z 
postoji U T granica:

Dati red dobijamo koristeći nizf'F^} HIRSCHMAN-WIDDER-ovih Ê iFj 
funkcija oblika:

\(t) dok 0 ^t<« raste i to od O ^ ’F^(t) £ 1

Red (3.1-7) na str.So dobiven je analogno specijalan je slučaj 
ovog ako je 3 n=n.

i'eorema 4.1-1. omoguđuje da se rezultati klasične analize koji 
ie odnose na konvergentne Đirihletove redove, mogu direktno pre- 
eti u operatorski račun Mikusinskog. MOgu se vršiti i dalja 
opštavanja.

(’Fk (t) } = —  ,
s s+e^ s+ek

{1 + e ^ 1" +...+ đ kke 6 k fc}
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co

=s k + 1

>1-0 

,k+l

sk+l I V k
s ‘ ^ (t-b } a

r<k+l)" n) L
* k + 1  k------ (FK (t)}
r (k+i)

Tako je:

’k , J - ' ' 1 _ / 2 ^  (t-b^J^a^)(F*(t)} = (
•§m+t n' n

konvergentan ređ u polju operatora K i važi:

k - 1
j F k (t)}= ^ J i S ± i i ^ F ( t ) }  = r(k+l)|i— k \{F ( t)} = ‘ |tH H ' W l

S toga je:
t

] F k (t)} = k | j (t—u )k ” 1  F(u) duj ' k ^ R +

Kada, Dirihletov red (4.1t 5) za Re z >• O konvergira, tada 
postoji U T granica za sve zC-C za koje je Re z >  0 i
važi za k <&. R , R e z > ©

Uk [ t-*( §  v ' sbn >] - "k [ T sk+i V
s ( ------ (Fk (t)

r (k+-l-5
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1____ lim
r|k+l)k °̂°

k + 1

r(k+i)

oo

j e ~ ztF k (t)đt

Koristeđi pojam RISOVE sumabilnosti u tački z=o, iz klasične 
analize rezultate sada možemo preneti u operatorski račun. 
Moguđe je očigleđno otiđi i dalje, naime lako je pokazati da 
važi sledeča lema.

LEMA 4.1-1 Ako je (an ) niz k o m p leksnlh brojeva, t akav da je

Ke a^>a za n= 1 ,2 ,.,., a{ b^} niz pozitivnih realnih brojeva 
takvih da bn-»<», kad n-*-® . Tada red operator^obl_ika:

(4' l -6) & (t) X  Ć

konvergira u polju operatora K. Funkcija ^ definisana je'

q (b ) 
an n

= (q_ (bn*t)}
an n

=

0 0 <t<b_

(t-bn )

U (an )

n

b ^t<=° nv j

0Qk&š ove leme proizilazi iz činjenice da ako red (4.1-6) 
pomnožirao sa 2$ , pri čemu je Re(a+ 8 )> 1 , dobijamo red nepre- 
kidnih funkcija proraenljive t, koji uniforrano konvergira nad 
svakim, konačnim, zatvorenim intervalom R),Tl jer je:



7o -

£ g (b„}=£a'.v
■i _ S ̂  9 a >t~ „ / k , _ o 8+3t-, 1_.q(bn) = % - ‘ q (b^) = qn n a (b )

Odnosno, ako red (4.1-6) pomnožimo sa l* dobijamo:
^  2S_
2 1 fn (t)qa (bn! ” 2 i■'n H "*'» ~c-

f (t) q (b )n +a n

/ M  -7/ { Z > £ B f (t-b )}
c< n n

red neprekidnih funkcija osobine đa za b >t f (t-b )=0 ti. 
u svakom konačnom intervalu 0=t‘eT , počev od n>nQ takvog da

je b^ > T , članovi reda se poklapaju te red uniformno kon- 
vergira dok ost^T.

Očigledno da ako je (t) = c^, cR je proizvoljan niz kornpleksnih 
brojeva, tada i red:

oo

/ c q (b ) n da n0,-0

konvergira u polju operatora, ako a i b ispunjavajun n
usiove, leme 4.1-1.

Primenimo li sada, za sve kompleksne vrednosti z za koje je 
ke \ z>x q , neprekidnu, linearnu i multiplikativnu operatorsku 
transformaciju T , na operator definisan konvergentnim redom

(4.1-6) dobijamo red operatorskih funkcija oblika:

oo Oo

S  fn {t)<3* <b„> ^ t "2 ! S ^ U t ) ^ -  sq(b )|»— = 0 ' 1 —*
Oo

= (S+Z)A 2L_t “2 |fn (t)\ T~Z(~ W “ze“sb>

L-z
an n

^=o s* a+fii ■ s v
oo

Ct

(s+z}b^
4.1-8/
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Ovim je otvoreno pitanje konvergencije reda (4.1 
no ređa

(4.1-9)
oa

Z l c 1 ... e - ( s + z ) b ^
(s+z)a^

gde je Cn niz kompleksnih brojeva.

8 ), odnos-

Rešavanje ovog problema kao i pitanje neprekidnosti opera- 
torskih funkcija definisanim ovim redovima bilo bi od intere- 
sa za đalje ispitivanje dobivenih operatorskih funkcija.
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