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1.1.UVOD

»~Matematika je nauka koja se sastoji iz dva vrlo vazna aspekta. Sa jedne strane, to je specijalna
nauka sa posebnom kulturom misljenja. Pri tome, ova nauka ima svoju unutrasnju estetiku i lepotu,
koja nije dostupna svima, kao sto je slucaj i sa muzikom, umetnos$¢u, literarnim stvaralastvom.... Sa
druge strane, matematika poseduje tu izuzetnu funkcionalnost koja nam omogucava da uvedemo
poredak i razumevanje u svaki deo naSeg Zivota, ali sa sobom nosi i opasnost od zloupotrebe. Cilj
matematickog obrazovanja bi trebao da bude da pomogne studentima da steknu koherentan pogled
na matematiku. Proces obrazovanja bi trebao da bude orjentisan ka oba aspekta matematike i
morao bi da usmerava studente da iskuse oba.”

Hans - Wolfgang Henn, 2007 (p.125)

InZenjerska profesija u svakom drustvu koje teZi ka svom razvoju i unapredenju ima vrlo
vaznu ulogu i iz tog razloga obrazovanje buducih profesionalaca iz svih oblasti inZenjeringa
treba da bude od prioritetnog znacaja. Funkcionalno znanje, odnosno pripremanje studenata
da svoja znanja koriste za reSavanje problema iz profesionalnog okruZenja, predstavlja jednu
vaznu perspektivu inZenjerskog, tj. strukovnog obrazovanja (Schuster, Richert & Jeschke,
2015).

Matematika je za inZenjering od vitalnog znacaja, jer predstavlja univerzalni jezik
komunikacije (Blockley & Woodman, 2002). Svakodnevna inZenjerska praksa zahteva
aktivnu primenu razlicitih oblasti matematike i iz tog razloga posebnu paZnju treba posvetiti
razvoju matematickih znanja i veStina kod studenata inZenjerstva, kao i unapredenju
strategija pouCavanja matematike na nivou visokog obrazovanja (Carr, Bowe & Ni Fhloinn,
2013; Mustoe, 2003; Pinto & Tall, 2001; Pyle, 2001).

Kalkulus, a narocito oblast diferencijalnog racuna ima vrlo Sirok spektar primene u mnogim
naukama, kao i u razli¢itim oblastima profesionalnog i nau¢nog delovanja savremenog
coveka, a posebno u inZenjerstvu. Osnovni pojam diferencijalnog rac¢una je izvod funkcije, i
njegovo dobro poznavanje, a naroCito razumevanje i sticanje vestina za primenu njegovih
osobina, jedan je od preduslova za dalje pracenje nastave matematike u visokom $kolstvu, a
kasnije i drugih predmeta (Bingolbali, Monaghan & Roper, 2007).

Razumevanje izvoda funkcije je direktno povezano sa razvojem kompetencija za
manipulaciju sa njegovim razliCitim reprezentacijama (Presmeg, 2006). Medutim, zbog
apstraktne i dinamicke prirode izvoda funkcije, vrlo Cesto nastaju teskoce tokom ucenja i
realizacije nastave (Musgrave, Hatfield & Thompson, 2015; Sahin, Aydogan & Erbas, 2015;
Tall, 1993; Tall, 2010; Ubuz, 2007). Zbog toga je nacin na koji se izvod funkcije obraduje u
nastavi matematike od presudne vaznosti jer je njegovo sustinsko razumevanje neophodno
za kasniju pravilnu primenu u bilo kojoj nauci ili zanimanju. Potvrdeno je da metodski
pristupi koji podrazumevaju primenu razli¢itih reprezentacija doprinose boljim
postignu¢ima studenata u reSavanju realnih problema i primeni izvoda u profesionalnoj
praksi (Dick & Edvards, 2008; Haciomeroglu, Aspinwall & Presmeg, 2009).

Promena paradigme u matematicCkom obrazovanju, Ciji je smisao prelazak sa teoretskog
pristupa na funkcionalno znanje, neosporno ukazuje na neminovnost promene metodskih
pristupa koji se koriste u nastavi. Novi metodski pristupi kojima bi se ostvarili ciljevi i ishodi
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savremenog obrazovanja trebali bi biti zasnovani na principima interdisciplinarnosti i
uvodenju i reSavanju realnih problema u nastavu (Ellis & Berry, 2005; Hoffman, Johnson &
Logg, 2004; Wu, 1996; Wu, 1997; Zeidmane & Cernajeva, 2011). Matematicko modelovanje
zbog svojih osobina i pozitivnih rezultata ostvarenih njegovom primenom, predstavlja jednu
od perspektivnih strategija koja se moZe primeniti u nastavi matematike (Blum, 1993; Blum
et al, 2007; English, 2004; Kaiser & Sriraman, 2006; Kaiser, Blomhgj & Sriraman, 2006,
Maaf3, 2010; Meyer, 2015; Pollak & Garfunkel, 2014).

Zbog svoje dinamicke prirode bazirane na povezivanju realnih problema i njihovom
opisivanju pomoc¢u matematickih teorija, matematicko modelovanje se u nastavi
matematike moZe iskoristiti i kao adekvatan metodski pristup za obradu pojmova
diferencijalnog racuna, a narocito izvoda funkcije (Goos, Stillman & Vale, 2007; Stillman et
al., 2007).

U vecini literature iz oblasti nastave matematike, istaknuta je vaznost ukazivanja na primenu
matematickih teorija i ilustrovanje pojmova primerima iz realnog Zivota, a glavna
pretpostavka ove disertacije je da bi predstavljanje i obrada gradiva na taj nacin, uz primenu
matemati¢ckog modelovanja, dalo bolje rezultate ucenja i doprinelo efektnijoj realizaciji
nastavnog procesa (Galbraith, Stillman & Brown, 2010).

Autori koji se bave osavremenjavanjem nastave matematike isticu i znacaj aktivnog ucenja,
odnosno ucenja metodskim pristupima Kkoji kroz proces ucenja dovode do medusobne
interakcije studenata i profesora, i naglaSavaju da takav pristup nastavi matematike vodi ka
lakSem usvajanju i boljem razumevanju matematickih pojmova (Gavalcova, 2008; Ivi¢,
PeSikan i Anti¢, 2001).

U savremenoj didaktickoj literaturi postoje autori koji se bave predlozima kako da se
matemati¢cko modelovanje integriSe u nastavu matematike i prirodnih nauka, sa posebnim
akcentom na prateCe kognitivne procese koji se odvijaju u svakom stadijumu procesa
matemati¢kog modelovanja (Ferri, 2006; Kaiser & Maaf3, 2006; Stillman, Brown & Galbraith,
2010).

MoZe se primetiti da postoji potreba za istrazivanjima koja bi dala detaljan osvrt na pitanje
integrisanja matematickog modelovanja u nastavu matematike, narocito na nivou visokog
Skolstva i u oblasti diferencijalnog racuna, jer se veliki broj autora iz oblasti matematickog
obrazovanja bavi primenom metode matematickog modelovanja u nastavi matematike na
nivou osnovnog i srednjeg obrazovanja. Medutim, broj autora koji se bavi
osavremenjavanjem nastave matematike na nivou visokog Skolstva je izuzetno mali i
ukazuje na neophodnost prosirivanja saznanja vezanih za unapredenje nastave i metodskih
pristupa koji bi se koristili u nastavi matematike u visokom Skolstvu.

Takode, trebalo bi preciznije empirijski utvrditi vezu izmedu primene matematickog
modelovanja i uopSte metodskih pristupa koji bi koristili matematicko modelovanje kao
postupak za ucenje matematike, i uticaja primene ovih metoda na kvalitet steCenih znanja
ucenika i studenata.

Upravo iz navedenih razloga, primena matematickog modelovanja u nastavi uopsteno, a
posebno u nastavi matematike u visokom obrazovanju, zahteva odgovore na neka vrlo vazna
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pitanja i dileme vezane za sam proces ucenja, a to su: da li obrada izvoda funkcije primenom
matematickog modelovanja pruza studentima dodatnu motivaciju, bolju mo¢ vizuelizacije,
razumevanja i shvatanja uzrocno-posledi¢nih veza prilikom ucenja? Da li ovakav vid nastave
pomaze tradicionalnom ucenju, u kojoj meri i na koji nacin? Kako osmisliti nastavu
matematike i matematicke modele tako da rezultati nastavnog procesa budu Sto efektniji?
Kako obuciti nastavnike za primenu matemati¢kog modelovanja u nastavi matematike?

Na osnovu svega navedenog proistekla je ideja za produbljivanjem didakticke teorije vezane
za ucCenje matematike savremenim metodskim pristupima, posebno matematickog
modelovanja uz primenu racunara i odgovarajuceg softvera, njegovog povezivanja sa
nastavnom praksom, kao i Zelja da se osmisljavanjem zanimljivih matematickih modela i
njihovom primenom doprinese modernijem i interesantnijem pristupu nastavi matematike
u cilju unapredenja znanja studenata koja se odnose na izvod funkcije i njegove primene.

Predmet istraZivanja realizovanog u okviru ove disertacije je ispitivanje efekata primene
matematickog modelovanja u visokoSkolskoj nastavi matematike pri obradi nastavnih
sadrzaja iz oblasti izvoda funkcije, kao i razvoj i implementacija novih pristupa zasnovanih
na modelovanju podrzanom racunarskim tehnologijama.

Konsultuju¢i savremenu didakti¢ku literaturu, tj. prethodno sprovedena istraZivanja i
rezultate, moZe se ustanoviti da je aktuelno i vazno postaviti slede¢a znacajna pitanja koja
zahtevaju dublju analizu i donosSenje zakljucaka:

e Kako osmisliti matematicke modele vezane za izvod funkcije koji ¢e ga najbolje
ilustrovati i rezultovati njegovim pravilnim usvajanjem i razumevanjem?

e Kako integrisati odabrane procese matematickog modelovanja i matematicke modele
vezane za izvod funkcije u nastavu matematike?

e Kako oceniti uticaj primene matematickog modelovanja u nastavi matematike na
kvalitet ste¢enih znanja studenata?

e Kako proceniti potrebe i osmisliti obuke nastavnika za dalju primenu matematickog
modelovanja u nastavi matematike?

Doktorska disertacija e se baviti trazenjem odgovora na ova pitanja, sa jasnim ciljem da se
da znacajan doprinos savremenoj metodici matematike.

1.2.CILJ I HIPOTEZA RADA

[straZivanje koje je sprovedeno u okviru ove doktorske disertacije je imalo nekoliko ciljeva,
podeljenih na glavni cilj i ostale ciljeve koji su realizovani disertacijom.

Glavni cilj istrazivanja:

Utvrdivanje stepena uticaja primene metode matematickog modelovanja (kao i
svih realizovanih kognitivnih aktivnosti u etapama njegovog procesa) u nastavi
matematike u visokom Skolstvu na kvalitet steCenih znanja studenata i
ostvarenost optimalnih rezultata u ucenju i razumevanju nastavnih sadrZaja iz
oblasti izvoda funkcije i njegove primene.
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Izradom doktorske disertacije bice postignuti i sledeci ciljevi:

e Unapredivanje teorijskih principa matematickog modelovanja i mogucnosti za
njegovu primenu u nastavnoj praksi.

¢ Implementacija matematickog modelovanja u nastavni proces u visokom Skolstvu.

e Izradivanje i osmiSljavanje edukativnih materijala (u vidu matematickih modela) koji
¢e omoguciti studentima da izucavaju izvod funkcije i njegovu primenu koristeci
matematicko modelovanje.

e Izradivanje instrumenata (testova znanja o izvodu funkcije i njegovoj primeni
uskladenih sa odgovaraju¢im nastavnim planom i programom), kojima se moZe
izmeriti uticaj primene matematickog modelovanja na kvalitet osnovnih znanja iz
oblasti izvoda funkcije.

e OsmiSljavanje i izrada edukativnih materijala, kao i elemenata obuke nastavnika za
primenu metode matematickog modelovanja u nastavnoj praksi.

U skladu sa postavljenim glavnim i ostalim ciljevima istraZivanja, kao i na osnovu rezultata
dosadasnjih istrazivanja, postavljena je i opsta hipoteza istrazivanja:

Pretpostavlja se, da primena metodskog pristupa zasnovanog na matematickom
modelovanju i na matematickom modelovanju kombinovanom sa racunarskim
tehnologijama, ima pozitivan uticaj na kvalitet stecenih znanja studenata iz oblasti izvoda
funkcije i njegove primene, kao i na stvaranje pozitivhog stava prema matematici i njenoj
korisnosti.

0d disertacije se ocekuje i uspeSno osmisljavanje, formiranje i implementiranje inovativnog
metodskog pristupa baziranog na principima matematickog modelovanja u visokoskolsku
nastavu matematike, a koji Ce biti iskoriS¢en za uvodenje i obradu pojma izvoda funkcije i
njegove primene. Posebno, oCekuje se i uspesno sprovodenje samog procesa matematickog
modelovanja, koji ¢e biti u skladu sa metodickim principima nastave matematike.

Takode, ocekuje se da ¢e rezultati eksperimentalnog istrazivanja potvrditi da primena
matematickog modelovanja u nastavi matematike u visokom S$kolstvu ima znacajan
pozitivan uticaj na formiranje dobrog koncepta slike pojma izvoda funkcije i razvoja
naprednog matematickog misljenja kod studenata, sto Ce se ogledati u njihovoj znatno boljoj
sposobnosti da gradivo primene u realnim situacijama.

Narocito se ocCekuje povoljan uticaj matematickog modelovanja na pozitivan odgovor
studenata na ucenje matematike, na znacajno lakSe uspostavljanje interakcije nastavnik -
studenti, bolje usvajanje apstraktnih pojmova i posebno na popularizaciju matematike kao
nauke sa velikim moguénostima za primenu u svakodnevnoj praksi.

Ova doktorska disertacija ¢e dati znacajan naucni doprinos i savremenoj metodici
matematike kroz svoj teorijski doprinos, tj. analizu i kriticki komparativni pregled
savremenih radova koji se bave primenom matemati¢kog modelovanja i problematikom
njegovog koriS¢enja u nastavi matematike.

U disertaciji ¢e se takode prikazati i ilustrovati kompletan proces matematickog
modelovanja - osmiSljavanje modela, njihovo Kkreiranje i implementacija u nastavu
visokoskolske matematike, a sve na temu izvoda funkcije i njegove primene.
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Jedan od doprinosa disertacije Ce biti i osmiSljavanje elemenata obuke nastavnika za
primenu matematickog modelovanja i realizaciju nastave matematike koriS¢enjem
savremenih metodskih pristupa baziranih na modelovanju.

Pored navedenog, disertacija ¢e dati i svoj veliki doprinos matematickom obrazovanju
strukovnih inZenjera, kroz implementaciju matemati¢ckog modelovanja u nastavni proces u
cilju sticanja funkcionalnog znanja koje kasnije mogu da iskoriste ne samo u matematici, ve¢
i u drugim naukama, i $to je najvaznije, u realnom okruZenju i svom budu¢em zanimanju.

1.3.STRUKTURA RADA

Doktorska disertacija se sastoji od Sest celina koje prate faze istrazivanja koje je realizovano
u okviru teze.

Druga glava rada sledi nakon uvodne glave i daje pregled teorijskih sadrzaja vezanih za
ucenje, metodiku nastave matematike i matematicko modelovanje. Analizirana je teorija
ucenja i njeni aspekti vezani za metode, stilove i strategije ucenja matematike, kao i za
osobine miSljenja sa naroCitim naglaskom na formiranje matematickog miSljenja.
Matematicko modelovanje je predstavljeno od svog nastanka do danaSnjeg stepena razvoja
i posebno je razmatrana uloga i na¢in primene modelovanja u nastavnoj praksi. Rac¢unarske
tehnologije su takode predstavljene u ovoj glavi disertacije, narocito je obraden softver
GeoGebra i mogucnosti njegove primene u obrazovne svrhe. S obzirom da je istrazivanje
opisano u disertaciji fokusirano ka diferencijalnom racunu, preciznije ka izvodu funkcije,
jedno poglavlje je posveceno komparativnhom pregledu pristupa obradi pojma izvoda
funkcije u nastavi matematike. Diskutovani su i analizirani problemi koji se javljaju u
visokoskolskoj nastavi matematike i dati su predlozi za otklanjanje tih problema.

Treca glava disertacije je posvecena primeni matemati¢ckog modelovanja u visokoskolskoj
nastavi matematike za obradu nastavnih sadrZaja iz oblasti izvoda funkcije i njegovih
primena. Ova glava disertacije je organizovana u pet poglavlja.

U uvodnom poglavlju su istaknuti osnovni principi na kojima je zasnovano matematicko
modelovanje i komentarisani su dosadasnji rezultati njegove primene u nastavi matematike.

U drugom poglavlju je detaljno opisan rad sa studentima eksperimentalne grupe sa kojima
je nastava realizovana primenom metodskog pristupa baziranom na matematickom
modelovanju. U ovom poglavlju je prikazan nacin na koji su primenom matematickog
modelovanja metodicki razradeni sadrZaji koji se ti¢u pojma izvoda funkcije, od koli¢nika
prirastaja, graficke i algebarske reprezentacije izvoda funkcije do njegove geometrijske
interpretacije.

Sadrzaj treteg poglavlja je usmeren ka obradi primene izvoda funkcije matematickim
modelovanjem. Prikazan je i opisan nastavni rad sa studentima i data su metodicka uputstva
za obradu sadrZaja koji se odnose na primenu izvoda na ispitivanje monotonosti funkcije i
ekstremnih vrednosti.
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Tok procesa modelovanja je analiziran u okviru Cetvrtog poglavlja, na osnovu Cega su date
su smernice za dalje unapredenje primene metodskih pristupa baziranih na modelovanju u
nastavi matematike.

Metodoloski koncept istrazivanja je predstavljen u petom poglavlju. Predmet, cilj i hipoteze
istraZivanja su navedeni i opisani su uzorak, instrumenti i metode primenjene tokom
istraZivanja. U Sestom poglavlju su analizirani i diskutovani rezultati istraZivanja.

Cetvrta glava disertacije opisuje eksperimentalno istraZivanje o uticaju primene novog
pristupa matematickom modelovanju predloZenom u ovom radu na obradu pojma izvoda
funkcije i njegove primene. Ova glava rada je organizovana u Sest poglavlja.

U prvom, uvodnom poglavlju, je izvrSena komparacija teorijskih saznanja o primeni
matematickog modelovanja u nastavi i znacaju vizuelizacije i primene racunarskih
tehnologija za proces modelovanja.

Drugo poglavlje opisuje originalni pristup matematickom modelovanju realizovanom u
racunarskom okruZenju koji je razvijen za potrebe istraZivanja, kao i mogu¢nosti zasnivanja
metodskih pristupa na tako inoviranom procesu modelovanja.

Trece poglavlje opisuje aktivnosti studenata tokom primene novog pristupa matematickom
modelovanju u GeoGebra okruZenju (eksperimentalna grupa) na obradu pojma izvoda
funkcije. U okviru istog poglavlja je prikazan rad sa studentima pri obradi sadrzaja vezanih
za definiciju izvoda funkcije, koli¢nik prirastaja, viSestruke reprezentacije izvoda funkcije i
njegovu geometrijsku interpretaciju, i nacin na koji su oni metodicki transformisani u skladu
sa principima novog pristupa modelovanju u GeoGebra okruZenju.

U Cetvrtom poglavlju je prikazana primena novog pristupa modelovanju u racunarskom
okruZenju na obradu primene izvoda na ispitivanje monotonosti, ekstremnih vrednosti i
konveksnosti i konkavnosti funkcije. Opisan je nac¢in predstavljanja situacija iz realnog sveta
preko video i grafickih materijala i njihov doprinos u razvijanju kompetencija studenata za
prepoznavanje i reSavanje problema iz realnog sveta.

U petom poglavlju je navedena metodologija empirijskog dela istrazivanja i prezentovani su
ciljevi, hipoteze, uzorak, metode, tehnike i instrumenti istrazivanja i prikupljanja podataka.
U ovoj glavi opisana je konstrukcija instrumenata potrebnih za istrazivanje. Diskutovani su i
analizirani svi instrumenti koris¢eni u istrazivanju. Za svaki tip testa je data metodicka
argumentacija zadataka koje su sadrZzali.

Rezultati svakog testa znanja su obradeni primenom statistickih metoda i analizirani i
diskutovani u Sestom poglavlju.

Peta glava disertacije je posvecena mestu i ulozi matematickog modelovanja u nastavnickoj
praksi. U okviru ove glave diskutovano je o znacaju matematickog modelovanja za
savremenu nastavu matematike i navedene su osnovne smernice za ispunjenje ciljeva
savremene nastave matematike primenom matematickog modelovanja. Ovaj deo rada je
narocito posvecen nastavnicima matematike na svim nivoima obrazovanja i zahtevima koje
pred njih postavlja moderna nastava matematike. Integracija matematickog modelovanja u
kurikulume i nastavni proces je takode razmatrana u okviru ove glave. Razradeni su
mehanizmi za razvoj kompetencija nastavnika za primenu matematickog modelovanja u
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nastavi matematike i date su neke osnovne smernice koje se ticu ocenjivanja i razvoja
nastavnih materijala neophodnih za realizaciju procesa matematickog modelovanja. Na
osnovu analize savremenih trendova u obrazovanju nastavnika, predloZeni su nacini
realizacije obuke nastavnika za wunapredenje njihovih kompetencija za primenu
matematickog modelovanja. U ovoj glavi disertacije je predstavljeno istrazivanje sprovedeno
sa nastavnicima matematike na teritoriji grada Zrenjanina u okviru kojeg je ispitano stanje i
predlozi nastavnika za unapredenje nastave matematike i unapredenje kompetencija
nastavnika. Rezultati istraZivanja sa nastavnicima su diskutovani i analizirani i na osnovu
njih su date smernice za sprovodenje daljih obuka za unapredenje kompetencija nastavnika
koje se ticu primene matematickog modelovanja i savremenih racunarskih tehnologija u
nastavi.

U Sestoj glavi disertacije su navedena zakljutna razmatranja i date su smernice za dalja
istrazivanja o mogu¢nosti primene matematickog modelovanja u nastavi matematike na
svim nivoima obrazovanja. Pozitivni efekti primene matematickog modelovanja u nastavi
matematike su istaknuti u ovoj glavi, kao glavni nau¢ni doprinos ove disertacije.




2. TEORIJSKE OSNOVE METODIKE
NASTAVE MATEMATIKE I
MATEMATICKOG MODELOVANJA



EFEKTI PRIMENE MATEMATICKOG MODELOVANJA NA OBRADU POJMA 1ZVODA FUNKCIJE U VISOKOM STRUKOVNOM OBRAZOVAN]JU

2.1.UVOD

Metodika nastave matematike predstavlja kompleksnu oblast koja objedinjuje znanja i
dostignuca iz psihologije, matematike, pedagogije i drugih oblasti koje su podjednako vazZne
za razvoj i unapredivanje matematickog obrazovanja. Ova glava disertacije daje pregled
teorijskih osnova metodike matematike i matematickog modelovanja koje je koriS¢eno u
istrazivanju opisanom u disertaciji.

Glava se sastoji od Sest poglavlja. Drugo poglavlje je posveceno ucenju i nastavi matematike
kao osnovnim pojmovima sa kojima se susre¢emo u didaktici i metodici nastave matematike.
Predstavljene su osobine, strategije i metode ucenja, zatim matematicko misljenje i njegove
osobine.

Trece poglavlje se bavi osnovnim principima matematickog modelovanja, sa naglaskom na
njegovu primenu u nastavnoj praksi.

Cetvrto poglavlje predstavlja racunarske tehnologije, sa aspekta njihove primene u nastavi
matematike, kao i softver GeoGebra koji je koriS¢en za potrebe istraZivanja u ovoj disertaciji.

Peto poglavlje je posveteno visokoSkolskoj nastavi matematike, sa naglaskom na uocene
probleme koji se javljaju u nastavi matematike u visokom strukovnom obrazovanju i
predlozima za otklanjanje tih problema.

S obzirom da je istrazivanje sprovedeno u okviru disertacije imalo za temu obradu pojma
izvoda funkcije i njegovih osobina u visokoskolskoj nastavi matematike, u Sestom poglavlju
su komentarisani razliciti pristupi obrade diferencijalnog racuna, a posebno pojma izvoda
funkcije i njegove primene.

2.2.UCENJE I NASTAVA MATEMATIKE

Pri obuc¢avanju dece neophodno je teZiti k tome da se kod njih postepeno sjedinjuje znanje sa umenjem. Izgleda da
je od svih nauka jedino matematika sposobna da u potpunosti zadovolji ovaj zahtev.

Immanuel Kant

2.2.1.Metode, stilovi i strategije u¢enja

Proucavanjem ucenja i svega Sto je sa njim u vezi se bavi jedna od najstarijih grana
psihologije, Psihologija u obrazovanju, ciji je utemeljivaC psiholog Thorndike (1903).
Psihologija u obrazovanju proucava proces ucenja i nastave, istraZuje psiholoske strane
procesa vaspitanja i obrazovanja i takode je primenjena nauka koja stalno doprinosi
unapredenju procesa ucenja i nastave i svega Sto iz tih procesa proizilazi.

Metode ucenja predstavljaju nacine i tehnike savladivanja i usvajanja novih saznanja. One
mogu biti raznolike u zavisnosti od aktivnosti i sadrzaja koji se izuc¢avaju. U daljem tekstu ¢e
biti prikazana jedna od klasifikacija metoda ucenja (Ivi¢ i sar., 2001). Ovaj nacin klasifikacije
razvrstava metode ucenja u pet osnovnih kategorija koje su date svaka sa svoja dva suprotna
pola (Slika 2.1).
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MEHANICKO UCENJE ﬁ{ SMISLENO UCENJE

P

RECEPTIVNO UCENJE mmmmlp  UCENUF FOTEM

KONVERGENTNO
UCENJE )

TRANSMISIVNO '
UCENJE | ﬁ

DIVERGENTNO

Slika 2.1. Klasifikacija metoda ucenja

e Mehanicko ucenje < Smisleno ucenje Mehanicko ucenje se odnosi na ucenje
sadrZaja napamet, a smisleno ucenje predstavlja metodu ucenja sa razumevanjem. Kod
mehanickog ucenja glavni problem predstavlja to $to je ovakav nacin ucenja neproduktivan
i ne ide u prilog unapredivanju znanja i sposobnosti ucenika/studenata i motivaciji za u¢enje
(Loof3, 2001). Ova metoda ucenja je, na Zalost, joS uvek Siroko rasprostranjena u Skolskoj
praksi na svim nivoima obrazovanja. Smisleno ucenje predstavlja jedan bolji aspekat u
odnosu na mehanicko ucenje, ali je Cesto kritikovano od strane mnogih autora (Ivi¢ i sar.,
2001). Ucenicima se primenom ove metode ucenja predstavljaju smisleni podaci i ukazuje
se na veze izmedu njih, ali i dalje ostaje neispitano koliko ucenici zaista ucestvuju u procesu
ucenja.

e Verbalno ucenje < Prakticno ucenje Verbalno ucenje podrazumeva ucenje
sadrzaja koji su iskazani verbalnim simbolima (usmeno, pismeno) nasuprot prakti¢nog
ucenja gde se sadrzaji realizuju kroz neke prakti¢ne radnje (pisanje, crtanje, rad na raCunaru,
itd.). Prvi tip ucenja se odnosi na deklarativno znanje, u€enje ¢injenica i podataka, dok drugi
tip uCenja podrazumeva ovladavanje vestinama reSavanja problema, prezentovanja i
karakteristican je za metodske pristupe koji se zasnivaju na principima matemati¢kog
modelovanja.

¢ Receptivno ucenje < UcCenje putem otkri¢a Razlika izmedu receptivnog i ucenja
putem otkriéa je u tome S$to su kod receptivhog ucenja sadrzaji unapred dati i
ucenici/studenti treba samo da ih usvoje, a kod u¢enja putem otkri¢a ucenici/studenti imaju
zadatak da sadrZaje samostalno otkriju. Ovakva metoda ucenja je zastupljena kod metodskih
pristupa zasnovanih na konstruktivizmu i problemskoj nastavi koja pocinje situacijama gde
je potrebno resiti neki problem.

e Konvergentno ucenje < Divergentno ucenje Konvergentno ucenje je logicko
ucCenje gde je moguce dati samo jedan ispravan odgovor. Koristi se u nastavi matematike
kada problem ima samo jedno tacno reSenje i kada nastavnik Zeli da utvrdi moguce greske
kod ucenika/studenata. Divergentno ucenje je stvaralacko ucenje gde se podstiCe postojanje
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razliCitih reSenja problema i perspektiva reSavanja. Kod ove metode ucenja svaki
ucenik/student moZe ponuditi svoju verziju reSenja i algoritma reSavanja problema.

¢ Transmisivno ucenje < Interaktivno ucenje Transmisivno i interaktivno ucenje se
odnose na vrstu komunikacije koja je prisutna tokom nastave i ucenja. Jednosmerna
komunikacija gde nastavnik predaje a u€enici/studenti slusaju, bez slobode da nesto kazu ili
pitaju odgovara transmisivnom ucenju. Nasuprot tome, grupni rad kao produkt ima
interaktivno ucenje i karakteriSe ga aktivno uceSce i nastavnika i ucenika/studenata u
nastavi.

[straZivanja metoda ucenja u naSem skolstvu sprovedena sa nastavnicima ukazuju da postoji
jednaka zastupljenost mehanickog i smislenog ucenja, da je verbalno ucenje zastupljenije u
odnosu na prakti¢no i da je receptivno ucenje dominantno u odnosu na ucenje putem otkrica
(Ivi¢ i sar., 2001). Takode, prisutna je dominacija konvergentnog u odnosu na divergentno
ucenje i transmisivne nastave u odnosu na interaktivnu.

Stilovi u¢enja predstavljaju preferirane nacine na koje ucenik/student razmislja, obraduje i
usvaja nove pojmove (Vulfolk, Hjuz i Volkap, 2014a; Willingham, Hughes, & Dobolyi, 2015).
Postoje razli¢iti modeli stilova ucenja, od kojih su najpoznatije ustanovili Kolb (2015),
Mumford (1995) i drugi.

Strong et al. (2004) su stilove ucenja razmatrali sa aspekta matematike i ustanovili su da se
na osnovu razlika u pristupu savladivanja gradiva iz matematike mogu izdvojiti Cetiri stila
(Slika 2.2.).

N
STIL MAJSTORA STIL RAZUMEVANJA ‘-
Najyiée im odgovaraju pristupi gde je proces Metodski pristupi koji naglaavaju koncepte i
IERERTI naVEd‘?H_ _l_(oral{-po-_kor_a_klvgde = rezonovanje koje stoji iza matemati¢kih operacija
insistira na repeticiji. Studenti koji uce ovim najvise odgovaraju studentima sa ovim stilom
stilom imaju problema sa apstraktnim utenja. Problem im predstavlja kolaborativni rad,
sadrzajimai nerutinskim postupcima primenai rutinsko uvezbavanje. Matematiku
re$avanja problema. Matematiku svode na dozZivljavaju u smislu objasnjavanja, dokazai
usavriavanje kalkulacije. LEZONOV )2,
. STILOVI UCENJA
MATEMATIKE
5, v
INTERPERSONALNI STIL STIL SAMOIZRAZAVANJA
_Kooperativno ufenje, ufenje putem realnih Metodski pristupi bazirani na vizuelizaciji i
_primerai ukazivanje na primere iz svakodnevnog konstruktivizmu najvi§e doprinose ovom stilu
Zivota unajvecoj meri doprinose ovomstiluufenja. | ygenja. Studentima problem predstavljaju rutinska
Re$avanje problema van konteksta, samostalni rad izratunavanjai vezba. Matematiku dozivljavaju u
i nerutinske procedure ne odgovaraju ovom stilu. smislu nerutinskog refavanja problema.
Studenti koji u¢e na ovaj na¢in matematiku |
doZivljavaju isklju¢ivo u smislu njene primene. /

Slika 2.2. Stilovi ucenja matematike po Strong et al. (2004)

Razumevanje navedenih stilova uenja matematike i koncipiranje nastave oko sva Cetiri stila
moZe nastavnicima omoguciti da imaju bolji uvid u dobre strane ali i slabosti ucenika i
pomoci im da prilagode nastavni proces tako, da ishodi ucenja budu najbolji moguci.

Strategije ucenja predstavljaju planove za realizaciju i ostvarivanje ciljeva ucenja (Vulfolk,
Hjuz i Volkap, 2014b). Strategije ucenja su vrlo raznolike i zavise od individualnih
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preferencija. Da bi ucenje rezultovalo Sto boljim efektima, ucenici/studenti bi trebalo da se
upoznaju sa razli¢itim strategijama kako bi mogli da izaberu onu koja najviSe odgovara
njihovom stilu uc¢enja (Derry, 1989).

[straZivanja usmerena ka unapredenju strategija ucenja matematike su globalno aktuelna i
obuhvataju osmiSljavanje novih strategija poucavanja i ucenja matematike i njihovo
prilagodavanje Skolskim sistemima iz razlic¢itih zemalja (OECD, 2010).

Uzimajuci u obzir metode, stilove i strategije ucenja, zadatak koji se stavlja pred savremene
Skole je da se omoguc¢i metodski raznovrsna nastava matematike koja Ce za cilj imati ucenje
sa razumevanjem Kkoje podrazumeva organizovanost sadrZaja za ucenje, motivaciju
ucenika/studenata za ucenje, transfer znanja (prethodno stecenih i novih), reorganizaciju
znanja i poznavanje efikasnih tehnika ucenja (Royer, 2009; Wu, 1996). Jedan od metodskih
pristupa koji bi mogao da ispuni navedene zahteve je pristup zasnovan na principima
matematickog modelovanja koji ¢e biti predstavljen u okviru ove disertacije.

2.2.2.Nivoi ucenja

Analizirajuci razli¢ite metode, stilove i strategije ucenja, jasno je da svaka od njih izaziva
drugacije efekte. Americki pedagog Dale (1969) je razvio teoriju poznatu pod nazivom
Piramida ucenja (iskustva) gde je piramidalnim prikazom predstavio razliita iskustva
prilikom uc¢enja i usvajanja novih znanja. U piramidi su naznaceni redosledi strategija u¢enja
uzimajuci u obzir njihovu efikasnost, pocevsi od najmanje delotvornih na vrhu piramide, do
najdelotvornijih u njenoj osnovi (Slika 2.3.).

VEROVATNOCA DA CEMO
ZAPAMTITI POSLE 2 NEDELJE

,
10% onog 3to &itamo CITANJE g ;
primanje
B verbalnih p
20% onog ito ¢ujemo SLUSANJE poruka A
S
I
30% onog 3to vidimo GLEDANJE primanje :
— vizuelnih o
. GLEDANJE FILMA, IZLOZBE, POSMATRANJE
50% onog $to DEMONSTRACLE NECEGA, POSMATRANJE poruka
¢ujemo i vidimo OBAVLJANJA KONKRETNOG POSLA NA
REALNOJ LOKACUI
70% onog to UCESTVOVANJE U DISKUSLI, DRZANJE i Q
govorimo GOVORA ucestvovanje T
|
z A"
L IZVODENJE PREZENTACUE, SIMULACUA REALNOG rad ‘ N
ovorimo i
f’a Simo ISKUSTVA, IZVODENJE KONKRETNOG ZADATKA aktivnostl ©

Slika 2.3. Piramida ucenja po Dale (1969)

Iz piramide ucenja se moZe uociti da je razdvojeno aktivno od pasivnog ucenja i da je
aktivnom ucenju pripisan veéi znacaj Sto potvrduje rezultate istrazivanja o efikasnosti
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pojedinih metoda ucenja (Bonwell & Eison, 1991; Prince, 2004). Ucenje kroz iskustva, putem
otkrivanja i interakcijom je na najviSem nivou znacajnosti po Dale (1969).

Medutim, ovakva hijerarhija u¢enja ne ponistava u potpunosti mogucénosti pasivnog ucenja,
nego samo naglaSava da iskustva koja su bliska realnim situacijama imaju daleko vec¢i uticaj
na sposobnost ucenja i pamcenja.

Integrisanje u nastavu metodskih pristupa koji podrZavaju aktivno ucenje i ucenje kroz
realna iskustva, kao Sto je na primer matematicko modelovanje koje poseduje sve navedene
osobine, moglo bi da doprinese kvalitetnijem usvajanju nastavnih sadrzaja na svim nivoima
obrazovanja.

2.2.3.Strategije ucenja i Bloom-ova taksonomija

Strategije ucenja su najceS¢e su povezane sa potrebama i interesima ucenika/studenata
vezanim za poboljSanje ishoda ucenja i zasnovane su na razlic¢itim metodama ucenja. Ciljevi
uCenja stoje u direktnoj vezi sa metodskim pristupima koji ¢e biti koriS¢eni u nastavi i sa
nastavnim pomagalima koji Ce ispratiti izabrani metodski pristup.

Za izbor strategije ucenja i odgovaraju¢ih metodskih pristupa koji ¢e biti koriS¢eni za
postizanje ciljeva ucenja, najces¢e se koristi Bloom-ova taksonomija (Tabela 2.1). Bloom
(1956) je pedesetih godina dvadesetog veka razvio taksonomiju ciljeva vaspitanja i
obrazovanja. Taksonomija je razvijena u tri domena: kognitivhom, afektivhom i
psihomotornom. Prvo je razvijen deo taksonomije koji se odnosi na kognitivhi domen
(Bloom, 1956) a odmah nakon njega je dalje razvijan i afektivni domen (Kraftwohl, Bloom &
Masia, 1956). Bloom (1956) je najveci doprinos dao u razvoju kognitivnog domena, i
delimicno u afektivnom. U svakom od tri domena su hijerarhijski uredeni ciljevi i ishodi
ucenja, pocev od najosnovnijih, pa sve do najvisih nivoa.

Tabela 2.1. Bloom-ova taksonomija i pripadajuci metodski pristupi

KOGNITIVNI AFEKTIVNI PSIHOMOTORNI

DOMEN DOMEN DOMEN

(Bloom, (Krathwohl, (Simpson)

1956) Bloom i Masia)
Predavanja, ¢itanje, audio/video . .
. . . - . Primanje . .
demonstracija, navodenje kroz pitanja i Znanje . . Refleksni pokreti
informacija
odgovore
Diskusija, Sokratov metod, upitnici, Razumevanje Reagovanje na Fund;lir;sgtialnl

igranje uloga, studija slucaja,... Primena fenomene p .

mehanizmi

Prakti¢na nastava, prakti¢na nastava uz . . Kompleksni
. . Analiza Vrednovanje .
vodenje od strane nastavnika pokreti

Organizovanje
Primena realnih primera u nastavi Sinteza informacija po Adaptacija
prioritetima
Samostalno ucenje, ucenje na .. Karakterizacija Neverbalna
= Evaluacija . » . -
greSkama,... informacija komunikacija
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Iz tabele se vidi da se niZi nivoi (na vrhu tabele) mogu realizovati i kroz pasivno ucenje a da
je za viSe nivoe neophodno ukljuciti i principe aktivnog ucenja Sto je u skladu sa nivoima
ucenja koje je ustanovio Dale (1969).

Bloom-ova taksonomija je do danasSnjeg vremena viSe puta revidirana da bi bila u skladu sa
savremenom didaktikom. Najnoviji pravac u kojem se ova taksonomija razvija je njeno
prilagodavanje ucenju i nastavi uz digitalne tehnologije (Munzenmeier & Rubin, 2013).

2.2.4.Matematicko misljenje

U prirodi matematickih problema stoji mogu¢nost njihovog reSavanja uz pomo¢ razli¢itih
pristupa. Ovakva moguénost proistice iz toga Sto su kod ljudi ustanovljeni razlic¢iti nacini
razmiSljanja. Na temu matemati¢kog misljenja na naSim prostorima nije radeno mnogo
istrazivanja, ali najnovija istrazivanja u svetu upucuju na postojanje tri osnovna stila
razmisljanja koji se ti¢u pristupa resavanju matematickih problema (Ferri, 2012):

e Vizuelni pristup
e Analiticki pristup
e Konceptualni pristup

Empirijski je potvrdeno da vizuelni pristup podrazumeva matemati¢ko misljenje zasnovano
na formiranju slika, dinamickih prikaza i drugih slikovnih reprezentacija koje vode ka
reSavanju zadatog problema. Vizuelni tipovi su skloni formiranju unutrasnjih imaginacija na
bazi situacija koje su iskusili i oni razumevanje matematickih sadrzZaja pronalaze u
holistickoj reprezentaciji.

Analiticki pristup ukljucCuje ispitivanje strukture problema, traZenje uzoraka ili pravila.
Matematicko misljenje zasnovano na ovom pristupu je simbolicko i formalno. Karakteristike
ove vrste misljenja su razumevanje matematickih sadrzaja kroz formalne, verbalne i
simbolicke reprezentacije i reSavanje problema kroz niz povezanih koraka.

Konceptualni pristup podrazumeva razmisljanje kroz razlic¢ite ideje i klasifikovanje sadrzaja.

Takode, uoceno je i da postoje integrisani stilovi matematickog misljenja i oni obi¢no
podrazumevaju mesanje dva pristupa.

Empirijskim studijama je takode utvrdeno da postoje neki principi kod matematickog
misljenja, a to su (Ferri, 2012):

e Matematicko miSljenje nije sposobnost reSavanja matematickih problema, vec
preference nekog odredenog stila razmis$ljanja.

e Matematicko miSljenje je odlika pojedinacne li¢nosti jer su preference povezane sa
pozitivnim sklonostima.

e Strategije reSavanja matematickih problema nisu matematicko miSljenje jer se
strategije nalaze na viSem nivou svesti.

e Matematicko miSljenje je uslovljeno socijalizacijom, tacnije, roditelji i nastavnici
mogu uticati na stil uCenja matematike.
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Stil matematickog miSljenja predstavlja nacin kako odredena osoba Zeli da razume i uci
matematiku a ne koliko dobro ta osoba razume matematiku. Sternberg (1997) je ustanovio
teoriju stilova misljenja i on definiSe stil kao nacin misljenja koji ne predstavlja sposobnost,
vel preferirani nacin koriS¢enja sposobnosti koje licnost poseduje. Tumacenje ove definicije
je da se stilovi miSljenja mogu menjati i da njihova promena zavisi od vremena, okruZenja i
Zivotnih zahteva.

Postoji viSe definicija stila matematickog miSljenja, a jedna od njih koja je bazirana na
Sternberg-ovoj teoriji stilova misljenja je ovde prenesena u celosti:

,Stil matematickog misljenja je nacin na koji individua Zeli da prezentuje, da
razume i da razmislja o matematickim c¢injenicama i vezama izmedu njih uz
pomo¢ unutrasnjih imaginacija i/ili spoljasnjih reprezentacija. Otuda, stil
matematickog misljenja je baziran na dve komponente: 1) na unutrasnjim
imaginacijama i/ili spoljnim reprezentacijama; 2) na holistickom, odnosno
analiti¢kom nacinu rada.“, (Ferri, 2012, p. Abcde+3).

2.2.5.Napredno matematicko misljenje (NMM)

Osnovno matematicko misljenje i napredno matematicko misljenje nisu dva odvojena pojma.
Zapravo, izmedu ova dva pojma ne postoji oStra granica, mada se moZe naglasiti da je NMM
fokusiranije ka apstrakciji definicija i dedukciji. Jedan od glavnih ciljeva istrazivanja vezanih
za ovaj pojam jeste utvrdivanje Sta se zapravo deSava kod ucenika/studenata sa kognitivne
strane kada se oni bave naprednom matematikom i kako nastavnici mogu da doprinesu
stvaranju NMM kod ucenika/studenata.

Proces NMM ukljutuje dva aspekta Kkoji su nerazdvojivi: matematicki i psiholoski.
Matematicke i mentalne slike koje su sastavni deo procesa NMM uslovljavaju postojanje
jedna drugoj i upravo ta matematicko-psiholoSka veza ¢ini ovaj proces interesantnim i
narocito znacajnim za razumevanje ucenja i misljenja na nivou napredne matematike.

Pionir u metodici matematike i prvi naucnik koji je povezao matematiku, obrazovanje i
psihologiju, Skemp (1962) je zastupao stav da se napredno matematicko misljenje moze
formirati i kod ucenika u ranijem stadijumu razvoja misljenja (od 5. do 11. godine starosti)
iako se do tada smatralo da se apstraktni koncepti mogu usvajati od stadijuma formalnih
operacija, odnosno od 11. godine starosti, (PjaZe i Inhelder, 1996). Po Skemp (1962), vrlo
vaznu ulogu igra i nacin zadavanja instrukcija prilikom uvodenja nekog koncepta i naglasava
dva principa usvajanja koncepata viSeg reda:

¢ Koncepti koji su viSeg reda u odnosu na one koji su ve¢ usvojeni ne mogu se usvojiti
samo navodenjem novih definicija, ve¢ navodenjem veceg broja primera koji ilustruju
taj koncept.

e Obzirom da su primeri u matematici uglavnom novi koncepti, prilikom navodenja
primera mora se osigurati da su kod ucenika ve¢ formirani koncepti iz tih primera.

Za napredno matematicko misSljenje su od narocite vaZnosti proces naprednog
matematickog misljenja i matematicka kreativnost.
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Proces naprednog matematickog misljenja

Posmatrajuci i analizirajuc¢i proces NMM moZe se zakljuciti da se on moZe razdvojiti na dva
podjednako vazna procesa (Tall, 2002):

1. Procesi ukljuceni u reprezentaciju

e Proces reprezentovanja - Ukljucuje primenu simbola i dodeljivanje znacCenja istim,
i proces formiranja mentalnih slika nekog matematickog pojma. Proces formiranja
mentalnih slika zavisi od reprezentacije i u uskoj je vezi sa vizuelizacijom pojma.

e Promena reprezentacija i prevodenje - Samo postojanje razliitih reprezentacija
nekog koncepta nije dovoljno za uspeSno reSavanje matematickih problema.
Proces koji je neophodan kod NMM jeste upravo povezivanje razli¢itih
reprezentacija i njihovog znacenja radi formiranja Sire slike nekog koncepta, ¢ime
se omogucuje i reSavanje ne samo formalnih matemati¢kih problema, vec i
problema iz realnog sveta.

e Modelovanje - Modelovanje se odnosi na pronalaZenje matematicke reprezentacije
nekog nematematickog objekta. Na taj nacin je moguce uspostaviti vezu izmedu
fizickog objekta i njegove mentalne reprezentacije preko modela.

2. Procesi ukljuéeni u apstrakciju

e Generalizacija - DolaZenje do opSte tvrdnje posmatranjem pojedinac¢nih slucajeva.

e Sinteza - HeuristicCki procesi koji obuhvataju polaZenje od jednostavnijih sluc¢ajeva
i njihovo spajanje u jedan opsti.

e Apstrakcija - Proces razmatranja osobina nekog objekta eliminisanjem njegovih
osobina koje nisu relevantne. Za razliku od konkretnog, apstracija u matematici je
misaoni proces i kao takva je na najviSem nivou hijerarhije uc¢enja i razumevanja.

Ovo su samo neki od najvaznijih procesa koji su uklju¢eni u NMM, medutim, postoje i drugi
procesi koji uticu na NMM i koji su jednako vazni kao i navedeni.

Matematicka kreativnost

Kreativnost igra vitalnu ulogu u NMM. Matematicka kreativnost je Cesto opisivana kao
nejasan fenomen zbog svoje neodredene prirode uslovljene individualnim osobinama i
sklonostima (Sriraman, 2004b). Medutim, kreativnost je u matematici nezaobilazna i
esencijalna, jer se samo uz njenu pomo¢ dolazi do novih matematickih teorija i pomaka ka
matematici buducnosti.

Jedan primer matematicke kreativnosti je formalizacija ideje proizasle od fizickog konteksta
koji leZi u osnovi matematickog problema. Otuda, matematicka kreativnost se opisuje i kao
» Sposobnost kreiranja matematickih objekata zajedno sa otkrivanjem njihovih medusobnih
veza.“ (Tall, 2002, p. 46).

Za razumevanje matematickih koncepata kreativnost je neophodna, jer se pod
razumevanjem u matematici ne smatra samo instrumentalno razumevanje (moguénost
sprovodenja procesa), ve¢ razumevanje relacija izmedu objekata, ali na nivou osmisljavanja
novih veza i njihovog znaCenja. Matematicka kreativnost je stoga uslovljena individualnim
pristupom koji se ne moZe sprovesti po zahtevu, ve¢ predstavlja jedan stvaralacki proces
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kreiranja novih ideja i predstavljanja starih u novom svetlu (English, 1991; Maher & Martino,
1996; Polya, 1954; Sriraman, 2004a).

2.3. OPSTI PRINCIPI MATEMATICKOG MODELOVANJA

Proces matematickog obrazovanja kod nas i u svetu trenutno trpi dosta promena. Promene
se ogledaju upravo u uvodenju i primeni novih nastavnih metoda u nastavi matematike na
svim nivoima, pocev od osnovnoskolskog do univerzitetskog. Pri tome, od novih nastavnih
metoda se ocekuje da ucenike i studente stimuliSu da matematiku vide na drugi nacin, kroz
prakti¢nu primenu i da je prepoznaju u svakodnevnom realnom Zivotu.

Matematicko modelovanje ima istoriju kao i sama matematika, ali se to ne moze reci i za
istoriju primene matematickog modelovanja u nastavi matematike. Trenutno se dosta radi
na istrazivanjima ¢ija je tema vezana za primenu matematickog modelovanja u nastavi, i sa
aspekta postignuca ucenika i sa aspekta obuke nastavnika za primenu ove nastavne metode
(Blomhgj, 2008; Blum, 1993; Blum, 2011; Blum et al, 2007).

Potreba za matematickim modelovanjem u nastavi matematike se najviSe ogleda u tome $to
ucCenici i studenti izlaze iz Skola i fakulteta sa relativnom visokim nivoom teoretskog znanja,
ali nisu pri tome adekvatno pripremljeni za primenu tog istog znanja u praksi. Savremeni
poslovni i ekonomski interesi poslodavaca zahtevaju da studenti budu pripremljeni i
obuceni za reSavanje problema iz realne prakse, $to znac¢i da moraju u svakom trenutku biti
spremni da se adaptiraju na novonastale situacije i zadatke koje one sa sobom nose. To znaci
da oni iz Skola i fakulteta moraju iza¢i kao pametniji, pripremljeniji i bolje obuceni struc¢njaci.

Ova disertacija je koncipirana tako da u njoj bude dat potpun osvrt na matematicko
modelovanje, pocev od njegove definicije i zaCetaka, preko njegovog razvoja, narocito kroz
primenu u nastavi matematike, pa do konkretnih primera njegove primene u visokoskolskoj
nastavi matematike.

2.3.1. Matematicko modelovanje

Tragajuci za poreklom i znacenjem reci model, u Leksikonu stranih reci i izraza (Vujaklija,
1980), mogu se naci slede¢a tumacenja:

a) jedinica za meru, merilo...

b) obrazac, uzorak, mustra...

c) um. osoba prema kojoj umetnik radi sliku ili kip...

d) Tenn. uzorak predmeta koji treba izvoditi, obi¢no u smanjenom obliku...
e) kalup po kome se nesto izraduje...

f) Fig primer, uzor...

ReC model zapravo vodi poreklo od italijanske re¢i modello, koja je nastala od latinske reci
modulus, deminutiva od modus, Sto oznacava meru ili velicinu. U nauc¢noj terminologiji rec¢
model je poistovecena sa reprezentacijom nekog objekta, fenomena ili ideje. Iako se termin
model koristi u svakodnevnom jeziku i ljudi razumeju njegovo znacenje, ipak je veoma vazno,
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posebno u naucnoj terminologiji, razlikovati pojmove matematicki model i matematicko
modelovanje, i jasno razumeti znacCenje svakog od ovih pojmova. Cilj ovog poglavlja je upravo
u uspostavljanju jasne terminologije koja se tice matematickog modelovanja i svega Sto je sa
njim u vezi.

Pojam matematickog modelovanja

Matematicki model predstavlja sliku realnog sveta opisanu matematickim formalnim
jezikom. Presudna stvar za svaki matematicki model jeste da on mora da vodi ka necemu,
odnosno na osnovu njega se moraju izvuci neki zakljucci o realnosti koji se kasnije mogu
testirati i eksperimentalno proveriti.

Postoje razli¢ite vrste matematickih modela:

e Normativni modeli, od kojih su najpoznatiji modeli koji se odnose na prihode, metode
izbora, itd.

e Deskriptivni modeli, koji se dalje dele na modele koji predvidaju (na primer
vremenska prognoza), modele koji objasnjavaju (na primer model duge, zasto je
vidimo) i modele koji opisuju (na primer ciklus razvoja nekog virusa).

Matematicko modelovanje je pojam o kome se joS uvek vode vrlo Zive debate. Ovaj pojam
ima vrlo razli¢ita tumacenja, a zbog njegove primene i znacaja u nastavi matematike, predlog
je da se ta tumacenja objedine u jedno zajednicko, koje ¢e biti polazna tacka za svakog
istraZivaca.

Lingefjard (2002, p. 117) iznosi svoje videnje matematickog modelovanja na sledeci nacin:
~Matematicko modelovanje se moZe definisati kao matematicki proces koji ukljucuje
posmatranje fenomena, uspostavljanje relacija, primenjivanje matematicke analize, izvodenje
matematickih rezultata i na kraju, reinterpretacije modela.”.

Kaiser (2005, p. 1621). u svom izveStaju sa CERME4 Kkonferencije navodi zakljucak da: ,,...
ne postoji homogeno razumevanje pojma matematickog modelovanja, gledano sa aspekta
internacionalne diskusije vodene na temu matematickog modelovanja i njegove primene...“ i
zahtevaju preciznije pojasnjenje koncepta modelovanja gledano sa razlicitih aspekata, a u
cilju njegove bolje primene.

Na kraju, uzimaju¢i u obzir primenu matematickog modelovanja u obrazovanju, Hamson
(2003) upozorava da se mora precizirati $ta zapravo oznaCava termin matematicko
modelovanje i Sta se deSava u nastavi matematike kada se modelovanje primeni, da se ne bi
ovaj termin pogreSno protumacio a samim tim i pogreSno primenio.

Principi matematickog modelovanja u nastavi

Centralno mesto u matematickom obrazovanju bi trebalo da zauzme stvaranje sposobnosti
kod ucenika i studenata da primene matematiku u razliitim situacijama u realnom Zivotu.
Sa tim u vezi jesu i tri bazna cilja matemati¢kog obrazovanja na svakom nivou, koja je
postavio nemacki metodicar, Heinrich Winter u (Baumslag, 2000):

(1) UoCavanje i razumevanje fenomena u realnom svetu koji nas okruzujuje.

19



EFEKTI PRIMENE MATEMATICKOG MODELOVANJA NA OBRADU POJMA 1ZVODA FUNKCIJE U VISOKOM STRUKOVNOM OBRAZOVAN]JU

(2) UCenje i razumevanje matematickih pojmova reprezentovanih rec¢ima, simbolima,
formulama, slikama, kao intelektualnih kreacija i deduktivno uredenog sveta.

(3) Razvijanje heuristickih vestina reSavanja problema, putem analize ¢injenica koja ide
ispred osnovnih matematickih veStina.

Matematicko modelovanje se vezuje za prvi cilj obrazovanja, za razumevanje fenomena iz
realnog sveta i njihovo povezivanje sa matematikom. U svakom slucaju, primena
matematickog modelovanja u nastavi matematike je neizbeZna, ukoliko se teZi ispunjenju
cilja - da se ucenici/studenti obuce za prepoznavanje realnih situacija na koje je moguce
konkretno primeniti razli¢ite matematicke teorije.

Blomhgj (2009) na osnovu svojih istraZivanja iznosi tri glavna razloga za integraciju
matematickog modelovanja u nastavu matematike:

(1) Matematicko modelovanje premo$c¢ava jaz izmedu iskustava iz realnog sveta i
matematike koji postoji kod studenata. Pri tome, ono motiviSe studente da uce
matematiku, daje direktnu kognitivnu podrsku pri stvaranju novih koncepcija i stvara
matematicku kulturu u smislu opisivanja i razumevanja situacija iz realnog Zivota.

(2) Razvojem visokotehnoloSkog drustva, od presudne vaznosti su kompetencije koje se
odnose na postavljanje, analiziranje i kritikovanje matematickih modela, kako sa
individualnog aspekta u smislu obrazovanja, tako i sa socijalnog aspekta u smislu
razvoja adekvatno obrazovane radne snage.

(3) Matemati¢ko modelovanje na razlicitim nivoima kompleksnosti igra vaznu ulogu u
formiranju i funkcionisanju druStva baziranog na visokotehnoloSkom razvoju.
Imperativ za odrZavanje takvog druStva predstavlja upravo razvoj eksperata i
pojedinaca koji ¢e biti sposobni da tumace i iskoriste rezultate modelovanja.

Trenutno, matematicko modelovanje jo§ uvek nije dovoljno prisutno u matematickom
obrazovanju, ali se ulaZu intenzivni napori kod prilagodavanja nastavnih planova i
programa, u cilju primene ovog metodskog pristupa, ali takode i kod obuke i skolovanja
nastavnika matematike za primenu matematickog modelovanja u nastavnoj praksi.

Analiziraju¢i metode i strategije uCenja, a posebno nivoe ucenja, moze se zakljuciti da je
matematicko modelovanje na samom vrhu. Ono spada u aktivan pristup ucenju, nudi
savladavanje sadrzaja kroz realne primere i sticanje znanja kroz samostalno iskustvo Sto
predstavlja najvisi nivo dostignuca kod ucenja i nastave. Ovakve osobine ovog pristupa samo
potvrduju da je prisustvo matematickog modelovanja u nastavi i ucenju matematike
neophodno ako se za cilj matematickog obrazovanja ima stvaranje pozitivnog stava prema
matematici i njena primena na reSavanje problema iz realnog Zivota.

2.3.2.Proces matematickog modelovanja

Uspostavljanje relacija izmedu realnog sveta i matematike predstavlja proces formiranja
matematickog modela. Proces modelovanja nije bas jednostavan i postoje razli€iti pristupi i
shvatanja vezana za faze modelovanja. Pri tome, narocita paznja treba biti posvecena cilju
koji se Zeli postici, jer od toga zavisi sam pristup modelovanju, odabir ciklusa modelovanja i
kompetencije koje se takvim postupkom modelovanja kasnije sticu.
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Ciklus matematickog modelovanja

U zavisnosti od autora, postoji viSe razlicitih ciklusa matematickog modelovanja. Prvi od njih,
jeste ciklus modelovanja koji je predloZio Pollak (1979) koji ilustruje cuvenu metaforu:
»~Matematika i ostatak sveta“, (Slika 2.4.).

Slika 2.4. Ciklus modelovanja

Ovo je najjednostavniji opis ciklusa matematickog modelovanja, ali je uspesno posluzio kao
temelj za uspostavljanje veze izmedu matematike i realnog sveta, i postavio je osnove za
bududi razvoj i usavrSavanje procesa modelovanja.

U literaturi se najceSce srece ciklus matematickog modelovanja koji se sastoji iz Sest faza.
Svaka od faza ilustruje kako proces modelovanja postupno povezuje realni svet sa
formalnom matematikom. Slika 2.5. ilustruje ciklus modelovanja koji je ustanovljen od
strane Blum & Ferri (2009). Faze ovog ciklusa modelovanja su sledece: realna situacija,
mentalna reprezentacija realne situacije, realni model, matemati¢ki model, matematicki
rezultat i realni rezultat. Takode, ovaj model opisuje i prelaze izmedu svake od faza:

1. Razumevanje problema
Pojednostavljivanje/struktuiranje problema
Matematiziranje

Matematicki opis problema

Interpretacija

Validacija

o Uk W

REALNI MODEL

l w EMATICKI MODEL
2 /
%_1_) ENTALNA REPREZENTACUA
E SITUACIE 4

REALNA SITUACLJA
o\

REALNI " )
REZULTATI MATEMATICKI
REZULTATI
REALNOST MATEMATIKA

Slika 2.5. Ciklus matemati¢kog modelovanja po Blum & Ferri (2009)
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Ciklus matematickog modelovanja se moze i modifikovati u cilju prilagodavanja konkretnoj
primeni ili istrazivanju. VaZzno je naglasiti da konceptualizacija procesa matematickog
modelovanja obezbeduje Sematizovan prikaz i pojednostavljenu sliku ciklusa modelovanja,
ali je sa druge strane, oStro kritikovan zbog viSe razloga. Prvi razlog se odnosi na strogu
podelu na dva domena, realni i matematicki, jer se ovakva podela smatra veStaCkom i namece
pitanja kada, zaSto i kako je moguce napraviti takvu podelu. Drugo, empirijska istraZivanja
namecu zaklju¢ak da proces matemati¢ckog modelovanja nije ciklicki, i da se kod primene
matematickog modelovanja javlja niz situacija kada je neophodno , preskakati“ iz jedne faze
u neku drugu. Takode, jedan smer prelaza (Slika 2.5.) jednostavno ne zadovoljava potrebe
procesa modelovanja. U cilju prevazilaZenja ovih problema postoji i predlog povezivanja faza
modelovanja preko mreZe, (Arlebick, 2009; Skov Hansen, Holm & Troels-Smith, 1999), koji
dozvoljava prelaze u svim pravcima i smerovima (Slika 2.6.).

STRUKTUIRANIE [V ATEN AT IZIRAMIE
PROELENM A
MATEMATICKI
PROBLEM SISTEM
MODEL
MATEMATIEK]
OPIS PROBLEMA
. VALIDACDA MATEMATICKI
IZVESTA)
MODELA REZULTAT
POTVRDA ILI INTERPRETACLIA

KRITIEA M ODELA

Slika 2.6. Ciklus matematickog modelovanja sa mreZnim prelazima

Ciklus matematickog modelovanja koji je uzet kao baza istraZivanja koje e biti prezentovano
u ovoj disertaciji prvi su prikazali Galbraith & Stillman (2006) a kasnije i usavrsili Stillman
et al. (2007). Ovaj ciklus je po svojim odlikama slican sa prethodna dva, ali se u nekim
detaljima i razlikuje. Od Blum & Ferri (2009) ciklusa su preuzete faze, a od Hansen et al.
(1999) su preuzeti prelazi, koji su u ovom ciklusu dvosmerni. Slika 2.7. prikazuje ovaj ciklus
matemati¢kog modelovanja.
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1 2 3
A: SITUACIA 1Z B: PROBLEM I1Z C: MATEMATICKI L MATEMATICKO
REALNOG SVETA | 2 | ReAlNOG sveTa [~ MODEL > RESENJE
T e — <
4
7
' ' ¢ 5 F: PRIHVATA M | E: INTERPRETACIJAV
: §l N . RESENJA U
G: 1ZVESTAJ RESENIA ILI
— REVIZUA REALNOM
____MODELA | OKRUZENJU

Slika 2.7. Stillman et al. (2007) ciklus matematickog modelovanja

Faze ciklusa modelovanja predloZene u Stillman et al. (2007) su:

A.  Situacija iz realnog sveta

B.  Problem iz realnog sveta

C.  Matematicki model

D. Matematicko resenje

E. Interpretacija reSenja u realnom okruzenju
F.  Prihvatanje reSenja ili revizija

G. Izvestaj

Prelazi u ovom ciklusu modelovanja se realizuju kroz sledece aktivnosti:

1. Razumevanje, struktuiranje, pojednostavljenje, interpretiranje konteksta
Pretpostavljanje, formulisanje, matematiziranje

Matematicki prikaz modela

Interpretacija matematickih rezultata

Uporedivanje, kritikovanje, validacija

Komunikacija, verifikacija (ako je model zadovoljavajuci)

Ponavljanje procesa modelovanja (ako model nije zadovoljavajuci)

N s W

Da bi se process modelovanja mogao uspeSno odvijati, neophodno je da se identifikuju
specificne aktivnosti za koje bi ucesnici modelovanja morali da imaju razvijene
kompetencije. Pri tome se pod kompetencijom za matematicko modelovanje podrazumeva
individualni kapacitet za donoSenje relevantnih odluka, identifikaciju pitanja, promenljivih,
relacija ili pretpostavki, kao i njihova translacija, interpretacija i validacija reSenja
matematickog problema u relaciji sa realnom situacijom koja se modeluje (Niss, Blum &
Galbraith, 2007).

S obzirom da je ovaj proces matematickog modelovanja namenjen aktivnoj primeni u
nastavnoj praksi, posebna paznja je posvecena upravo prelazima izmedu faza i potencijalnim
blokadama koje bi mogle da se jave u procesu modelovanja kod ucenika/studenata.
[spitivanjem i analizom uzroka blokada procesa modelovanja, doslo se do zakljucka da se
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uspeSno modelovanje moZe realizovati ukoliko ucenici/studenti poseduju kompetencije za
sprovodenje pojedinacnih aktivnosti tokom prelaza (Stillman et al., 2007; Stillman, 2012).
Tabela 2.2. daje prikaz aktivnosti u okviru svakog prelaza pojedinac¢no:

Tabela 2.2. Aktivnosti u okviru prelaza u procesu modelovanja po Stillman et al. (2007)

1. SITUACIJA IZ REALNOG SVETA-PROBLEM IZ REALNOG SVETA

1.1 Pojasnjenje konteksta problema

1.2 Postavljanje jednostavnih pretpostavki

1.3 Identifikacija strategija reSavanja

1.4 Specifikacija ispravnih strategija resavanja

2. PROBLEM IZ REALNOG SVETA-MATEMATICKI MODEL

2.1 Identifikacija zavisnih i nezavisnih promenljivih koje ¢e biti ukljucene u algebarski model
2.2 Definisanje nezavisne promenljive

2.3 Matematicka reprezentacija elemenata modela da bi se mogle primeniti formule

2.4 Postavljanje relevantnih pretpostavki

2.5 Izbor tehnoloskih/matematickih alata za izracunavanja

2.6 Izbor tehnologije za automatsku primenu formula na viSe razlicitih slucajeva

2.7 1zbor tehnologije kojom bi se napravila graficka reprezentacija modela

2.8 Izbor tehnologije kojom bi se verifikovala algebarska jednacina

3. MATEMATICKI MODEL-MATEMATICKO RESENJE

3.1 Primenjivanje odgovarajucih simbolic¢kih formula

3.2Primenjivanje algebarskih postupaka za pojednostavljivanja formula u cilju iznalaZenja
sofisticiranijih reSenja

3.3 Primena tehnoloskih/matematickih alata za izraCunavanja

3.4 Primena tehnologije za automatsku primenu formula na viSe razlic¢itih slucajeva

3.5 Primena tehnologije za stvaranje graficke reprezentacije

3.6 Korektna primena sintaksnih pravila (matematickih ili tehnoloskih)

3.7 Verifikacija algebarskog modela primenom tehnologije

3.8 NalaZenje dodatnih rezultata u cilju bolje interpretacije reSenja

4. MATEMATICKO RESENJEINTERPRETACIJA RESENJA U REALNOM OKRUZEN]JU

4.1 Povezivanje matematickih rezultata sa njthovom odgovaraju¢om komponentom iz realnog sveta
4.2 Kontekstualizacija matematickih finalnih i medurezultata sa situacijom iz realnog sveta

4.3 Integracija argumenata za potvrdivanje interpretacije

4.4 Smanjenje prethodnih ogranicenja u cilju dobijanja rezultata koji bi podrzali novu interpretaciju
4.5 Uvidanje prednosti uvodenja matematicke reprezentacije pre razmatranja interpretacije

5.INTERPRETACIJA RESENJA U REALNOM OKRUZENJU-PRIHVATANJE RESENJA ILI REVIZIJA

5.1 Uskladivanje neocekivanih medurezultata sa realnom situacijom

5.2 Razmatranje implikacija matematickih rezultata na realni svet

5.3 Uskladivanje matematickih aspekata problema sa njegovim aspektima iz realnog sveta
5.4 Uocavanje da postoji granica u smanjenju ogranic¢enja da bi se dobilo validno reSenje
5.5 Razmatranje globalnih primena matematickog modela u realnom svetu
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Ciklus modelovanja po Stillman et al. (2007), je Siroko prihvacen za primenu u nastavi
matematike, upravo zbog fleksibilnih tranzicija izmedu faza modelovanja i Sirokih
mogucnosti za diskusiju, iznoSenje pretpostavki i donoSenje zaklju¢aka koje one
omogucavaju, a Sto je zapravo i kljuno u nastavi matematike, ako je cilj da se
ucenici/studenti aktivno ukljuce u nastavni proces.

Rasprava oko jedinstvenog ciklusa matematickog modelovanja je i dalje otvorena, i Sirom
sveta se aktivno sprovode istraZivanja na ovu temu. Glavni cilj istraZivaca jeste da se usaglase
nacini za implementaciju matematickog modelovanja u nastavnu praksu, tako da se rezultati
njegove primene pozitivno odraze na stecene kompetencije i znanja ucenika i studenata.

2.3.3.Perspektive matematickog modelovanja

Homogeno razumevanje matematickog modelovanja i njegovog porekla ni do danas nije
postignuto u nau¢nim krugovima. Trenutno se vode Zive diskusije o tome kako pristupiti
modelovanju i sa tim u vezi, koje su njegove perspektive. Do sada je razvijeno viSe razlicitih
perspektiva matematickog modelovanja, a ovde ¢e biti predstavljeno jedno od njih, usvojeno
na CERMEG6 (Congress of European Research in Mathematics Education) radnoj grupi.
Tendencije su bile da se perspektive modelovanja razdvoje, u zavisnosti od pristupa
modelovanju: da li je pristup normativno-teoretski, ili pristup povezan sa razli¢itim
istraZivanjima. Tabela 2.3. daje pregled perspektiva modelovanja u zavisnosti od pravca
istrazivanja za koje se koristi modelovanje.

Tabela 2.3. Perspektive modelovanja u zavisnosti od razli¢itih pravaca istraZivanja

VEZA SA AUTORI KOJI

PI?I?'%:J‘:’ A GLAVNI CILJEVI RANIJIM SE BAVE TIM
PRISTUPIMA PRISTUPOM
a) Analiza kognitivnih procesa koji se desavaju
tokom  procesa modelovanja i njihovo
razumevanje. Ferri, Jurdak,
Kognitivni b) Promocija procesa matematickog misljenja Kognitivna BouJaoude,
pristup korisS¢enjem modela kao mentalnih slika, ili cak psihologija Roorda, Vos,
fizickih slika, ili naglaSavaju¢i modelovanje kao Goerdhart
mentalni proces kao Sto su apstrakcija ili
generalizacija.
o Promo.cua p021t¥vn1h stavova prema matematici i Povezani Vorhoelter,
Afektivni nastavi matematike. : vls
. .. N . . psiholoski Wake,
pristup Uticaj specijalnih aspekata kao Sto je autenti¢nost . .
. pristupi Pampaka
konteksta iz realnog sveta.
P:fsgtﬁlatlcm Evaluacija efekata nastave, ili mogu¢nost za realizaciju  Uopstena
pristup specijalnih primera u Skoli, analiza strategija nastave, pedagoska
orjentisan ka . " . : S
. mere intervencije od strane nastavnika. istrazivanja
nastavi
Teorijski . . L :
. Razvoj meta-analize modela i pristupa modelovanja. Peled
pristup
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U tabeli 2.4. su navedene razlicite perspektive modelovanja koje imaju normativno teoretski
pristup.

Tabela 2.4. Perspektive modelovanja u zavisnosti od normativno teoretskog pristupa modelovanju

AUTORI KOJI
NAZIV VEZA SA RANIJIM
PRISTUPA GLAVNI CILJEVI PRISTUPIMA SPE;{?:I‘VIFP’I(‘)II\BI/II
C e Pragmaticko-utilitaristicki ciljevi; Anglo -Saksonski Burkhardt;
Realisticko ili " . . . .
rimenieno reSavanje problema iz realnog sveta; pragmatizam i Schwarz;
P ) . razumevanje realnog sveta; promocija primenjena Kaiser; Romo
modelovanje . . .
kompetencija modelovanja matematika Vasquez
Resavanje problema i
Kontekstualno Ciljevi vezani za predmet i psiholoski laboratorijski
modelovanje ciljevi, npr. reSavanje problema reci psiholoski
eksperimenti
Pristup Psiholoski ciljevi, npr. izazivanje modela x?;sr?lzﬁdes'
izazivanja putem reSavanja originalnog problema ReSavanje problema Pittalis ’
modela zadavanjem novog Chris to‘u
Pedagoski i ciljevi i :
gos 11.c1]e.\/1 vezani za predrvnet. . Andresen,
a) Struktuiranje procesa ucenja i Berman
njegovo promovisanje Verner ’
Obrazovno b) gvoden]“enazvtc-)] kqpcepatab lgani Didakticke teorije i Aroshas,
modelovanje g PromeHE me tvaclje 1-pobofjsanja teorije uCenja Blomhgj, Hoff,
stava prema matematici Kjeldsen
d) Promocija kritickog razumevanja Canavarll'o
procesa modelovanja i razvijenih Maaf ’
modela
. o Promocija 1.<r1t1.ckog razumevanja procesa ¢ .o o
Socio-kriticko i modelovanja i razvijenih modela, kao . . v
. v e . pristupi u politickoj
socio-kulturno uopsteni cilj povezan sa prepoznavanjem . Barbosa
. : o sociologiji; etno
modelovanje kulturne zavisnosti primera modela za .
o . . . matematika
razvijenim pristupima modelovanju
Promocija veza izmedu aktivnosti tokom
EpistemoloSkoili modelovanja i matematickih aktivnosti, " . Barquero,

. o . . Antropoloska teorija a
teorijsko rekonceptualizacija matematike i . Bosch, Gascon,
. S VN didaktike .

modelovanje reorganizacija matematickih Skola sa Ruiz

stanovisSta modelovanja

Gore opisane perspektive modelovanja omogucavaju njegovo razumevanje gledano iz
razliCitih aspekata. Ovakav opis daje uvid u poreklo razlicitih perspektiva i njihove veze sa
filozofijom na kojoj su utemeljene. Jasno je da razliCiti pristupi koji promoviSu primenu
matematickog modelovanja u nastavi matematike u Skolama ili na univerzitetima poticu od
vrlo razlicitih teorijskih perspektiva, koje se kre¢u u rasponu od etno matematike do
reSavanja problema. Sve njih karakteriSu razli¢iti stavovi o vaznim aspektima primene
modelovanja i njegovim ciljevima, i oni variraju od promovisanja boljeg razumevanja
realnog sveta, do promovisanja u¢enja matematickih teorija.
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2.3.4.Kompetencije matematickog modelovanja

»Matematicka pismenost je sposobnost pojedinca da prepozna i razume ulogu koju matematika igra u
savremenom svetu, da donosi odluke zasnovane na Cinjenicama i da koristi matematiku kako bi postao
konstruktivna i istraZivacki orjentisana osoba koja je u stanju da procenjuje sebe i okolinu

OECD (1999, p. 41)

Danasnji zahtevi koji se stavljaju pred ucenike i studente idu daleko ispred samog
poznavanja teorije, iz gore navedene definicije da se zakljuciti da je povezivanje realnog
sveta sa formalnom naukom zapravo imperativ modernog ¢oveka koji Zeli da napreduje u
drustvu. Matematicko modelovanje je bas zbog toga Sto stvara vezu realni svet - matematika,
Siroko prihvaéeno u nastavnoj praksi matematike u svetu.

Diskusija oko toga Sta su zapravo kompetencije matematickog modelovanja je jo$ uvek
aktuelna. Kaiser (2007) navodi da treba razlikovati kompetencije od sposobnosti
modelovanja. Kompetencije modelovanja, po Kaiser predstavljaju ne samo sposobnost, vec i
spremnost za reSavanje problema, uzimajuci u obzir matematicke aspekte iz realnog sveta,
a primenom matematickog modelovanja. Po Kaiser & Maafd (2006) u kompetencije
matemati¢ckog modelovanja se ubrajaju:

eDelimicne kompetencije za sprovodenje pojedinacnih faza matematickog
modelovanja

¢ Meta-kognitivne kompetencije modelovanja

e Kompetencije struktuiranja problema iz realnog sveta

e Kompetencije za argumentovanu naucnu raspravu

¢ Kompetencije za ocenjivanje reSenja

Ove kompetencije je neophodno da poseduju nastavnici koji ¢e u nastavu matematike
integrisati proces matematickog modelovanja i stoga treba buduce nastavnike za to i
obucavati. U slucaju da budu¢i nastavnici ne budu upoznati sa primerima matematickih
modela i procesa modelovanja, stvorice se velika barijera za primenu ovih metoda kasnije u
nastavi, Sto ¢e znacajno umanjiti njihov efekat.

Greer, Verschaffel & Mukhopadhyay (2007) predlazu da se kompetencije modelovanja
diferenciraju na kompetencije za implicitno, eksplicitno i kriticCko modelovanje, gde
implicitne kompetencije modelovanja podrazumevaju aktivnosti u kojima su studenti
angazovani, bez da su svesni da sprovode proces modelovanja. Eksplicitne kompetencije
podrazumevaju svesnu prisutnost u procesu modelovanja, a kriticke kompetencije
modelovanja obuhvataju kriticko misljenje o ulogama, posledicama modelovanja i efekata
koje ono ima na matematiku i ostale discipline. Ovo je jedan od filozofskih pogleda na
kompetencije modelovanja.

Henning & Keune (2004) su takode podelili kompetencije modelovanja u tri grupe, ali oni su
ih grupisali po progresivnim nivoima. Prvi nivo, nazvan prepoznavanje i razumevanje
modelovanja se odnosi na sposobnosti prepoznavanja i opisivanja procesa modelovanja, kao
i odredivanja faza matematickog modelovanja. Drugi nivo, nazvan nezavisno modelovanje,
odnosi se na kompetencije studenata vezane za sposobnost samostalnog reSavanja
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problema, i tre¢i nivo, meta-refleksija modelovanja, podrazumeva kompetencije kritickog
miSljenja, analize i evaluacije procesa modelovanja.

Uopsteno gledano, svi autori medu kompetencije modelovanja u manjoj ili ve¢oj meri
ubrajaju sposobnosti za prepoznavanje, sprovodenje, i na najviSem nivou kritikovanje i
evaluaciju reSenja, odnosno matematickog modela. Sve ove kompetencije u znacajnoj meri
ispunjavaju zahteve definicije navedene na pocetku odeljka, Sto upucuje na primenu
matematickog modelovanja u nastavnoj praksi.

2.3.5.Pozitivni i negativni efekti primene matematickog modelovanja u
nastavi

OpsSte je poznato da svaka teorija, svaki postupak ili dogadaj uslovljavaju pojavu kako
pozitivnih, tako i negativnih efekata. Matematicko modelovanje tu nije izuzetak, stoga ¢e biti
izloZene prednosti i nedostaci ove metode, posmatrano iz viSe aspekata: aspekata
matematike, ucenika i studenata, nastavnika, itd.

Prednosti matematickog modelovanja

Postoje pet principijelnih argumenata za uvodenje matematickog modelovanja u nastavu
matematike koje su naveli Blum & Niss (1991):

1. Formativni argument se fokusira na razvijanje sposobnosti, kompetencija i stavova
kod studenata poput kreativnog resSavanja problema, Zelje za istraZivanjem,
otvorenoS$¢u uma za novo i samopouzdanja.

2. Argument ,kriticke kompetencije“ naglasava znacaj postojanja svesnosti kod
studenata o korisnosti i potencijalnim zloupotrebama matematike u drustvu.

3. Argument Kkorisnosti ukazuje na primenu matematike i u nematematickim
profesijama, kao i u privatnom Zivotu.

4. Argument ,slike matematike“ ima za cilj da studentima predstavi sliku matematike
kao nauke koja €ini integralni deo drustva i kulture.

5. Argument ,promocije ucenja matematike obuhvata instrumentalne aspekte
modelovanja tokom procesa sticanja matematickih saznanja.

Ovi argumenti, kao i oni koji se pod njima podrazumevaju, se jednako smatraju i motivima
za implementaciju matematickog modelovanja u nastavu matematike (Blum, 1993).
Uporedujuci ove argumente sa generalnim zahtevima koji se stavljaju pred matematicko
obrazovanje, lako se mogu izvuci paralele.

Nedostaci matematickog modelovanja

Argumenti koji se navode protiv matematickog modelovanja se cesto spominju kao
sbarijere”i,prepreke”, ali vazi i stav da su te barijere i prepreke bazirane samo na iskustvu
a nikako na rezultatima empirijskih istrazivanja. Blum & Niss (1991) diskutuju prepreke za
primenu matematickog modelovanja u nastavi iz perspektiva instrukcija, ucenika i
nastavnika. Poasmatrajuéi sa aspekta instrukcija, glavna prepreka modelovanju jeste
uvreZeno misljenje nastavnika da jednostavno nema ni vremena ni prostora u nastavi za
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primenu matematickog modelovanja jer su kurikulumi ve¢ ionako pretrpani. Sa druge
strane, mnogi nastavnici su ubedeni da modelovanje i povezivanje matematike sa drugim
predmetima ne spada u domen matematike. Sa glediSta ucenika i studenata, namece se
prepreka u vidu vecih zahteva koji bi se na asu matematike stavljali pred ucenike i studente,
ukoliko bi se primenjivalo matematicko modelovanje u nastavi. Ne smeju se zanemariti ni
stavovi nastavnika da je i sama matematika dovoljno apstraktna i komplikovana i da
modelovanje nije potrebno jer bi je joS visSe zakomplikovalo. Konacno, u obzir se mora uzeti
i posebna obuka koja je potrebna nastavnicima da bi pravilno primenili proces
matemati¢kog modelovanja u nastavi matematike, kao i to da nije svaki nastavnik jednako
nadaren za primenu ove metode, jer modelovanje zahteva mnogo Sire poznavanje procesa i
disciplina daleko van okvira matematike.

Sa ovim preprekama primene matematickog modelovanja u nastavi matematike se mora
postupati vrlo oprezno i sa velikom paZnjom ukoliko se tezi ka progresu i povecanju
postignuca kod ucenika i studenata.

Teorija za ucenje matematickog modelovanja i za u€enje putem istog je jos uvek daleko od
zadovoljavajuceg nivoa, i na tome ¢e se intenzivno raditi u buduénosti. Takode, jo$ jedan od
buduc¢ih pravaca razvoja matematickog modelovanja odnosi se na razjaSnjavanje i
diferencijaciju razlicitih pristupa matematickom modelovanju i njegovim perspektivama, o
kojima je ranije bilo reci.

2.4.RACUNARSKE TEHNOLOGIJE, GeoGebra SOFTVER I

MATEMATICKO MODELOVANJE

2.4.1.Racunarske tehnologije u nastavi matematike

Do pojave racunara, medu metodi¢arima je vladao stav da se proces ucenja i nastave
matematike sastoji od tri aspekta (Tall, 1986a), koji su objedinjeni u Didakticki trougao (Slika
2.8.).

UCENIK

NASTAVNIK MATEMATIKA

Slika 2.8. Didakticki trougao

U ovako organizovanom nastavnom procesu nije bilo mesta za dinamicke elemente, vec¢ su
se matematicki pojmovi uvodili statickim slikama i definicijama.
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Razvojem racunarskih tehnologija, didakticki trougao je dobio novu dimenziju i postao
Didakticki tetraedar, koji je kao dodatnu dimenziju sadrZzao raCunarske tehnologije (Slika
2.9.).

UCENIK

. N
NASTAVNIK ~ MATEMATIKA

 s— —

Slika 2.9. Didakticki tetraedar

Da bi se mogle primeniti u obrazovne svrhe, racunarske tehnologije moraju podrzavati
odgovarajuce softvere koji imaju moguénost reprezentacije matematickih sadrzaja, procesa
i rezultata izracunavanja (Tall, 1986b).

Trenutno je evidentan veliki porast primene racunarskih tehnologija u obrazovanju.
Metodski pristupi koji podrazumevaju primenu racunarskih tehnologija se primenjuju i
koriste na svim nivoima obrazovanja, a potvrden je i njihov pozitivan uticaj na razumevanje
gradiva kod studenata (Mayer & Moreno, 2002).

Doprinos inovativnog pristupa vizuelnom ucenju baziranom na primeni racunarskih
tehnologija su ispitivali mnogi autori (Karadag & McDougall, 2009a; Karadag & McDougall,
2009b). Prema primeni racunarskih tehnologija u nastavi vlada stav: "U tehnologiji
pronalazimo priliku da kreiramo nacin interakcije izmedu razlicitih reprezentacija i da ih
prenesemo u ucionice. Postupamo u skladu sa obrazovnim trendovima primene racunarskih
tehnologija: da podrze eksperimentalni pristup ucenju.” (Salinas, Quintero & Gonzales-
Mendivil, 2014, p.1).

Racunarske tehnologije mogu biti jedan od nacina za reprezentovanje novih matematickih
koncepata kroz primere, $to je u svojim principima Skemp (1962) naglasio kao neophodno.
Tall (1986b) je dalje razradio mogucnosti primene racunarskih tehnologija u nastavi
matematike i prednosti prilikom uvodenja novih matermatickih koncepata na ovaj nacin.
Tabela 2.5. prikazuje neke od nacina koje je predlozio Tall (1986b), kako racunarske
tehnologije uti¢u na formiranje i testiranje realnih primera.

Tall (1986b) tvrdi, da ako je racunar programiran da izvede matematic¢ke procese koji su
transparentni za korisnika, tada se programi mogu koristiti za formiranje kognitivne baze za
kasnije testiranje formalnih teorija, za objaSnjavanje i za kreiranje niza primera koji e biti
koriS¢eni u ucenju i usvajanju novih matematickih koncepata.
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Tabela 2.5. Formiranje i testiranje realnih primera

IZGRADIVANJE REALNOSTI TESTIRANJE REALNOSTI

Nacin I Nacin I
Iz sopstvenih realnih iskustava Protiv oCekivanja iz stvarnosti
Iskustvo Eksperiment

Nacin Il Nacin II
[z realnih iskustava drugih Poredenjem iskustava drugih
Komunikacija Diskusija

Nacin II1 Nacin III
Iznutra, formiranjem koncepata viSeg reda, Poredenjem sopstvenih iskustava i verovanja
imaginacijom, intuicijom Unutrasnja doslednost
Kreativnost

2.4.2.Racunarske tehnologije i matematicko modelovanje

Zbog kompleksnosti procesa matematickog modelovanja vlada opsti stav da se ono treba
realizovati uz primenu racunarskih tehnologija (Heid, 2015; Komis, Ergazaki & Zogza, 2007;
Valdés y Medina & Medina Valdés, 2015). Smatra se da se dobijaju najbolji rezultati kada se
matemati¢cko modelovanje kombinuje sa primenom racunarskih tehnologija jer ra¢unari
dodaju vizuelnu dimenziju (Lingefjard & Holmquist, 2001).

Ipak, istraZivanja su pokazala da studenti vrlo ¢esto podcenjuju znacaj racunara u procesu
modelovanja (Waisel, Wallace & Willemain, 2008). Primena racunara bi svakako doprinela
razvijanju kompetencija za modelovanje kod studenata jer racunari pruZaju mogucnost
povezivanja razlic¢itih reprezentacija (algebarske, graficke, numericke) i manipulaciju sa
funkcijama u dinami¢kom okruZenju, Sto je identifikovano kao najznacajniji aspekt procesa
modelovanja (Pead & Ralph, 2007).

Brown (2015) je u svojoj studiji izvestila o prednostima primene vizuelizacije i racunarskih
tehnologija u procesu modelovanja, njihovom doprinosu kreiranju boljih modela i
razumevanju relacija izmedu matemati¢kog modela i realnog sveta.

Doprinos racunarskih tehnologija se ogleda i u moguénosti za brzo generisanje velikog broja
primera koje studenti mogu da istrazuju i da ispituju relacije koje postoje izmedu njih. Rad
sa dinamickim prikazima uz primenu interaktivnih alata je jo$ efektivniji jer daje studentima
priliku da manupuliSu sa matematickim objektima, Sto u velikoj meri olakSava i sam proces
matematickog modelovanja (Goos et al, 2007; Greefrath, 2011).

2.4.3.GeoGebra softver u nastavi matematike i matematickom
modelovanju

U istraZivanju koje je sprovedeno za potrebu ove disertacije je koriS¢en i softver GeoGebra
kao podrSka procesu matematickog modelovanja. GeoGebra je dinamicki matematicki
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softver koji se moZe koristiti za implementaciju razli¢itih matematickih teorija. Kada se
govori o njenoj primeni u obrazovne svrhe, glavna karakteristika GeoGebra-e je njena
jednostavnost koriS¢enja i mali zahtevi koji se ti¢u obuke nastavnika i u¢enika/studenata za
njenu primenu u nastavnoj praksi. Ipak, ovo je vrlo mocan softver, sa mogu¢nostima da
ispuni zahteve svih korisnika, a naroCito kada se koristi za potrebe matematickog
modelovanja. Dinamicka priroda GeoGebra-e je jedan od glavnih razloga Sto je GeoGebra
softver koji se najviSe koristi u procesu matematickog modelovanja, a to je zbog toga Sto se
realni primeri mogu odli¢no prikazati kroz GeoGebra animacije i simulacije, a u isto vreme
se moze izgraditi matematicka pozadina razmatranog problema (Arzarello, Ferrara &
Robutti, 2012; Goos et al, 2007). Zbog svojih vizuelnih i dinamickih osobina, GeoGebra se
vrlo ¢esto pominje u istraZivanjima iz oblasti obrazovanja i nastave (Verhoef et al, 2015).

GeoGebra se navodi i kao softver koji doprinosi unapredenju prirode poducavanja i u¢enja
(Karadag & McDougall, 2009b). Koriste¢i principe resavanja problema koje je ustanovio
Polya, Karadag & McDougal (2009a, 2009b) predlazu formiranje dinamickog okruZenja
realizovanog u GeoGebra-i za istraZivanje, objaSnjavanje i modelovanje matematickih
koncepata i relacija izmedu njih. Tabela 2.6. prikazuje nacCine primene GeoGebra-e po
pomenutim principima:

Tabela 2.6. Nacini primene GeoGebra-e na reSavanje problema po Karadag & McDougal(2009b)

OBJASNJAVANJE

Opisivanje poznatih

ISTRAZIVANJE

Obezbedivanje radnih listova za
studente.

MODELOVAN]JE

Omogucavanje
modelovanja teorema

RAZUMEVANJE ~ Podatakai Omogucavanje studentimada . 6 cifa datih
identifikovanje istraze problem. odataka
nepoznatih. Vodenje studenata ka podaraka .
identifikaciji nepoznatih. CEELRIS
Ustanovljav.anje IspitiYanje §tudenata 0 - P e i A e
povezanosti relacijama izmedu promenljivih. obiekata
PLANIRANJE promenljivih. Navodenje studenata ka jerasa. .
Formiranje kreiranju strategija reSavanja Anallzlra.n] © .relacu a
. medu objektima.
strategije. problema.
Sakupljanje
podataka za Navodenje studenata da Manipulacija objektima
razvijanje reSenja interakcijom sa matematickim radi ispitivanja
REALIZACIJA manupulacijom objektima utvrde nove podatke. ispravnosti strategije
PLANA matematickim Navodenje studenata da re§avanja.
objektima. identifikuju osobine Kreiranje i testiranje
Postavljanje prikupljenih podataka. pretpostavki.
vodecih pitanja.
Ponavljanje Izmena promenljivih.
prethodno Ohrabrivanje studenata da Kreiranje verbalnih
OSVRT sprovedenih menjaju postavke problema. problema koji opisuju
procedura. Kreiranje STA - AKO pitanja od  dati slucaj.
Postavljanje STA - strane studenata. Postavljanje novih
AKO pitanja. problema.
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Danas, GeoGebra predstavlja softver koji je konstantno prisutan na svim nivoima i u mnogim
oblastima obrazovanja, narocito u nastavi matematike i prirodnih nauka (Kostic et al., 2016;
Takaci, Stankov & Milanovic, 2015). Pozitivni rezultati primene GeoGebra-e su potvrdeni i u
nastavi i ucenju kalkulusa (Hohenwarter et al, 2008; Nobre, 2016; Verhoef et al., 2015), Sto
je jedan od glavnih razloga zbog kojih je ovaj softver odabran za realizaciju procesa
modelovanja koji ¢e biti predloZen u disertaciji.

2.5.METODSKI PRISTUPI OBRADI POJMA IZVODA FUNKCIJE

2.5.1.Diferencijalni racun i izvod funkcije

Koncept izvoda se prvi put pojavio kada ga je Pierre Fermat implicitno koristio za
pronalaZenje ekstrema joS$ tridesetih godina 17. veka. NeSto kasnije, sredinom 17. veka su
ga, nezavisno jedan od drugoga, otkrili Isaac Newton i Gottfried Leibniz i tako utemeljili
osnove diferencijalnog ra¢una, odnosno kalkulusa. Dalji razvoj teorija vezanih za izvod su
nastavili pocCetkom 18. veka Brook Taylor, Colin Maclaurin i Leonhard Euler istrazujuci
konceptizvoda visSeg reda i njihovih suma. Joseph-Louis Lagrange je prvi okarakterisao izvod
kao funkciju, na samom kraju 18. veka. Na kraju hronoloSke liste razvoja izvoda, Augustin-
Louis Cauchy je pocetkom 19. veka definisao izvod kao odnos promene prirastaja funkcije i
prirasStaja argumenta, kada prirastaj argumenta teZzi nuli. Definiciju izvoda koja je aktuelna i
danas je ustanovio Karl Weierstrass u drugoj polovini 19. veka, skoro dva veka od
pojavljivanja prvih ideja vezanih za ovaj koncept.

Analizirajudi istorijski razvoj koncepta izvoda, mozZe se zakljuciti da on ima potpuno obrnut
redosled u odnosu na nac¢in matematickog izlaganja koje zapocinje definicijom, nastavlja sa
istrazivanjem rezultata i tek nakon toga predlaze primenu. Grabiner (1983) u svom radu
predlaze da se redosled iz istorijskog razvoja izvoda funkcije usvoji i za redosled poucavanja
izvoda, jer bi se na taj nacin prirodnije usvojio apstraktni koncept izvoda kroz primenu,
primere i istraZivanja koji bi doveli do njegove definicije.

2.5.2.Pristupi obradi pojma izvoda funkcije

Kalkulus, a narocito njegov deo koji se odnosi na izvod funkcije, je uvek predstavljao jednu
od najizazovnijih oblasti matematike, kako za nastavu, tako i za ucenje, zbog svoje dinamicke
prirode i kompleksnih koncepata (Lithner, 2011; Muzangwa & Chifamba, 2012; Tarmizi,
2010).

Metodski pristupi koji se koriste za uvodenje i obradu pojma izvoda funkcije su oduvek bili
tema polemika zbog specificne prirode izvoda koja se ogleda u viSe razliCitih reprezentacija
(algebarska, graficka, numericka) i interpretacija (dinamicka, geometrijska). Postojanje
viSestrukih reprezentacija kod ucenika/studenata dovode do poteSko¢a u ucenju i
razumevanju izvoda funkcije, a kasnije i do oteZane primene na reSavanje problema iz realne
prakse.
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Pionir u istrazivanju izu¢avanja izvoda je bio Orton (1983) koji je ustanovio da studenti lako
savladaju veStine izracunavanja izvoda, ali ne razumeju vezu prirastaja i graficke
reprezentacije izvoda. Takode, kao jedna od teskoca koja se javlja je povezivanje osobina
grafika funkcije sa njenim izvodom (Nemirovsky & Rubin, 1992). Aspinwall, Shaw & Presmeg
(1997) su pokazali da c¢ak i kada studenti razumeju izvod kao nagib tangente (geometrijska
interpretacija) skiciranje grafika izvodne funkcije na osnovu grafika originalne funkcije
moZe za njih predstavljati veliki izazov. Po Sahin et al. (2015, p.179), ,Student koji razume
koncept izvoda moZe da objasni kako se prosecan odnos priraStaja funkcije i prirastaja
argumenta pribliZava njihovom trenutnom odnosu, kao i kako se nagibi secica pribliZavaju
nagibu tangente primenjujuci koncept granicne vrednosti.”.

Iz navedenih razloga, moZe se zakljuciti da je za razumevanje izvoda funkcije narocito vazno
da se naglasi njegov smisao, odnosno da se studentima da prilika da se upoznaju sa njegovim
razli¢itim reprezentacijama i naCinima primene (Musgrave et al, 2015; Sahin et al. 2015;
Takaci et al, 2015; Tall, 2010; Vincent et al,, 2015; Ubuz, 2007).

Neki autori su c¢ak istrazivali i uticaj afilijacije studenata na razvoj njihovih koncepcija o
izvodu funkcije. Utvdeno je da studenti masinskog inZenjerstva razvijaju tendencije videnja
izvoda kroz odnos prirastaja funkcije i prirastaja argumenta, dok se studenti matematike
radije orjentiSu ka geometrijskoj interpretaciji izvoda, odnosno nagibu tangente (Bingolbali
etal, 2007).

Jedan od pristupa uvodenju i obradi pojma izvoda funkcije je predlozio David Tall krajem 20.
veka (Tall, 1986a; Tall, 1986b; Tall, 1987) Njegov pristup je baziran na grafickoj
reprezentaciji realizovanoj uz pomo¢ racunarskih tehnologija. Ovaj pristup Tall je nazvao
“Graficki kalkulus” i njegova glavna karakteristika je prevazilaZenje konceptualnih prepreka
kod grani¢nih vrednosti primenom nove strategije ucenja bazirane na vizualizaciji pojma
“Lokalnog izravnanja” funkcije (u originalu “Local straightness” po Tall-u). Za realizaciju
ovog metodskog pristupa, Tall koristi graficke i dinamicke moguc¢nosti raCunara za
uspostavljanje kognitivne baze pojmova izvoda i integrala u srednjoskolskom obrazovanju
Sto kasnije moze voditi ka formalizaciji ovih pojmova u analizi (Tall, 2002; Tall, Smith, & Piez,
2008; Tall, 2010).

Mnogi autori su potvrdili da primena rac¢unarskih tehnologija znacajno moZe doprineti
poboljSanju rezultata ucenja i razumevanja diferencijalnog racuna (Habre & Abboud, 2006;
Hohenwarter et al.,, 2008; Salinas et al, 2014; Tall et al,, 2008; Verhoef et al., 2015).

Uzimajuci u obzir ranije pomenute pristupe jedan od postavljenih ciljeva ove doktorske
disertacije je osmiSljavanje novog pristupa obrade pojma izvoda funkcije u visokoskolskoj
nastavi matematike primenom principa matematickog modelovanja i matematickog
modelovanja kombinovanog sa raCunarskim tehnologijama, kao i ispitivanje njegovog
uticaja na nivo stecenih znanja studenata iz oblasti izvoda funkcije i njegove primene.
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2.6.NASTAVA 1 UCENJE MATEMATIKE U VISOKOM
STRUKOVNOM OBRAZOVAN]JU

Nastava matematike u visokom obrazovanju je zasnovana na istim metodskim pristupima
koji se koriste na osnovnom i srednjoSkolskom nivou. Medutim, u visokom Skolstvu se od
studenata ocekuje odreden nivo predznanja, i s obzirom na njihov uzrast, postojanje
naprednog matemati¢kog, odnosno formalnog nacina razmis$ljanja po Piaget-u (PjaZe i
Inhelder, 1996). Ovo se naravno odnosi na studente tehnicko - tehnoloskih visokih Skola i
fakulteta kojima je matematika jedan od osnovnih predmeta. Medutim, stvarna situacija se
bitno razlikuje od ocekivanih i pretpostavljenih vrednosti.

2.6.1.Problemi u nastavi matematike u visokom strukovnom
obrazovanju

Problemi u nastavi matematike na visokoSkolskom nivou su itekako prisutni i brojni.
Najces¢i uoceni problemi su:

e Vrlo nizak stepen zainteresovanosti studenata za samu nastavu Vrlo ¢esto se mozZe
primetiti da su studenti nezainteresovani za nastavu matematike a i za sam predmet
uopste. Na ¢casovima vezbi i predavanja, obi¢no izostaje interakcija na relaciji studenti -
nastavnik. Studenti se retko samoinicijativno ukljucuju u proces nastave, ne postavljaju
pitanja, ne Zele sami da pokus$aju da re$avaju zadatke. Cak i uz podsticaj profesora ili
asistenata, takva reakcija izostaje. Ovo se sa jedne strane pravda neznanjem i
nepoznavanjem date materije, a sa druge strane i strahom od moguce greske.

e Neuskladeno znanje srednjoSkolske matematike - Jedan od osnovnih problema sa kojim
se srece u nastavi matematike u visokom skolstvu je neuskladeno znanje srednjoskolske
matematike. Problemi ove vrste nastaju prakti¢no odmabh, jer studenti poseduju razlicite
nivoe znanja matematike, u zavisnosti od toga koliko su godina slusali matematiku u
srednjoj Skoli. Ako se za primer uzme diferencijalni racun, koji je studentima prakti¢no
neophodan kroz dalje $kolovanje (narocito u tehnicko-tehnoloskom polju), deSava se da
su studenti koji su imali matematiku Cetiri godine u srednjoj Skoli ve¢ radili diferencijalni
racun, dok oni studenti koji su matematiku imali tri i manje godina u srednjoj Skoli
diferencijalni racun nisu radili uopSte, jer se on po planu i programu predmeta
Matematika u srednjim Skolama radi u ¢etvrtom razredu.

e Odsustvo formalizma i logicke dedukcije - Odsustvo formalizma i logicke dedukcije se
kod studenata moZe opravdati time Sto se vecina pojmova "uci napamet" po potrebi za
neki testili ispit. To je kratkotrajno znanje, koje je primenljivo samo za tipizirane zadatke
sa ispita. Ovo predstavlja jedan ozbiljan problem u nastavi i uenju matematike jer
ovakvo ucenje nije uCenje sa razumevanjem, S$to neizbeZzno vodi ka nemogucnosti
primene takvog znanja na Siru paletu problema, i nesnalaZenju u reSavanju
svakodnevnih problema i zadataka sa kojima se studenti mogu jednoga dana sresti na
radnom mestu.
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e Nemogucnost povezivanja gradiva iz matematike sa ostalim predmetima na studijama i
neshvatanje prave uloge matematike u realnom Zivotu - Jedno od najces¢e postavljanih
pitanja na ¢asu matematike od strane studenata jeste pitanje: "Zbog ¢ega mi ucimo ovo i
gde ¢emo to koristiti?". U ovom pitanju su sadrzani mnogi problemi studenata koji su
vezani za predmet Matematika. Najpre, nemogucénost da studenti uvide povezanost neke
oblasti koju izu¢avaju iz matematike sa drugim predmetima koje slusaju na studijama.
Izvodenjem nastave na klasiCan nacin, dakle definicija-teorema-dokaz-zadatak,
studentima nije dovoljno da bi stvorili nekakvu sliku o tome Sta zapravo neki pojam
predstavlja i kako ga mogu iskoristiti.

e Organizacija ispita - Organizacija ispita predstavlja jedan vrlo bitan aspekt nastave.
Poznata je istina da se studenti na neki nacin boje ispita, pogotovo iz matematike.
Klasi¢na organizacija ispita iz matematike je sledeca: studenti dobijaju odredeni broj
zadataka, obi¢no po jedan iz svake oblasti koju su izucavali u okviru kursa koji su
pohadali, i te zadatke zatim samostalno resavaju. Medutim, tu nastaju problemi, jer
studenti teSko prihvataju formalizam u matematici, te im je stoga dosta komplikovano
da se izraze, i da korak po korak rese zadatak. Ovaj problem bi se mogao prevazici
sprovodenjem ispita tako Sto ¢e studentima biti ponudeni testovi u razli¢itim formama
(na primer test viSestrukog izbora), ¢cime bi se moglo posti¢i jednostavnije sprovodenje
i efikasnije pregledanje ispitnih zadataka. Posebno bi bili interesantni ispiti iz
matematike koji bi se polagali na racunaru, gde bi unapred bili pripremljeni zadaci u
razli¢itim formama (testovi, slagalice, pitanja,...). Sa druge strane, zadaci u ovoj formi bi
se studentima ¢inili mnogo jednostavniji i interesantniji od klasi¢nih, iako zapravo traze
mnogo vece angazovanje od studenata i primenu steCenog znanja.

Unapredenje nastavnog procesa neosporno zahteva uvodenje novih metoda u izvodenje
nastave i novih tehnologija. Jedno od mogucih reSenja je primena metodskih pristupa
baziranih na matematickom modelovanju u realizaciji nastave matematike u visokom
Skolstvu. Matematicko modelovanje bi moglo doprineti boljem razumevanju pojmova, jer bi
studenti tokom formiranja samog modela radili sa tim pojmovima, odnosno mogli bi da vide
njihovu pravu upotrebnu vrednost. Prisustvo racunarskih tehnologija u nastavi matematike
bi omogucilo studentima da vizualizuju pojmove koji se obraduju, i samim tim da formiraju
njihov bolji koncept slike.

Uvodenje pojedinih pojmova u nastavu matematike primenom matematickog modelovanja
bi moglo da rezultuje boljom interakcijom na relaciji nastavnik - studenti. Naime, samo
kreiranje modela koji opisuje reSavanje nekog problema se izvodi korak po korak, pri cemu
svaki korak zahteva odredeno obrazloZenje i od strane nastavnika, ali i od strane studenata.
Na taj nacin se stiCe navika interaktivnog rada, kontrolisanog i usmeravanog od strane
nastavnika. Studenti se na taj nacin oslobadaju na casu, sti¢u utisak napretka, dobijaju nove
kreativne ideje i samim tim nastavu matematike koju su nekada smatrali monotonom i
formalistickom, doZivljavaju na nov, daleko interesantniji nacin.

Nastava bi primenom ovog pristupa bila dovoljno interesantna i za studente koji su oblast
koja se predaje vec¢ slusali u srednjoj Skoli (mogli bi da ponove neke sadrzaje i da ih povezu
sa realnim primerima), a pri tome, nastava bi svojom teZinom bila prilagodena i studentima
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koji nemaju nikakvo predznanje iz date oblasti, jer bi se na postupan i slikovit nacin uveli
novi pojmovi.

Takode, saradnjom nastavnika matematike sa nastavnicima drugih predmeta, mogli bi se
napraviti dobri matematicki modeli koji bi studente istovremeno ucili i matematici i nekim
drugim naukama i na taj nacin doprineli razvoju medupredmetnih kompetencija. Nastava bi
tada bila mnogo kompaktnija, gledano sa aspekta celih studija uopste, i studenti bi mogli da
vide interakciju razli¢itih nauka i teorija, Sto bi obogatilo njihovo sveukupno znanje.

Iznad svega, neophodno je uspostaviti dobru saradnju nastavnika srednjih i visokih Skola,
jer samo zajednickim radom i saradnjom, uz ideje i predloge sa obe strane, moZe se
unaprediti nastava matematike tako da svi, a posebno ucenici i studenti imaju od toga koristi.

2.6.2.Metodski pristupi u nastavi matematike u visokom
strukovnom obrazovanju

Uzimajuci u obzir probleme identifikovane u visokoSkolskoj nastavi matematike, jasno je da
glavna odlika nastave matematike u visokom strukovnom obrazovanju treba da bude njena
usmerenost ka studentu. Uloga nastavnika je da vodi i usmerava studenta kroz proces
ucenja, tako da efekti nastave i u¢enja budu maksimalni. Posebno kada se radi o visokom
strukovnom obrazovanju, nezaobilazan je i aspekt primene stecenog znanja u praksi,
odnosno realnom okruZenju.

Da bi se postigli navedeni aspekti nastave, a pri tome i resili neki od uocenih problema u
nastavi matematike na visokoskolskom nivou, neophodno je primeniti adekvatne metodske
pristupe i oblike nastave. Analizom metoda ucenja i nastave i nivoa ucenja koji se postizu
primenom odredenih principa, doslo se do jo$ jednog doprinosa ove disertacije. Doprinos
disertacije je sadrzan u kombinaciji principa na kojima treba da bude zasnovana nastava
matematike da bi se postigli maksimalni efekti nastave i u¢enja. Kombinacija predloZena u
ovoj disertaciji se sastoji od sledecih principa:

e Principi aktivne nastave - Kod nastave koja je orijentisana ka studentu je nezaobilazno
primeniti principe aktivne nastave, koji ukljucuju aktivno ucesce svih aktera u
nastavnom procesu. Aktivna nastava i aktivno ucenje se nalaze na samom vrhu kao jedna
od strategija ucenja, a takode je i sastavni deo procesa matemati¢ckog modelovanja zbog
svoje prirode. Ovakav vid nastave mogao bi doprineti i ve¢oj motivisanosti studenata za
matematiku kao nauku i njenu primenu u realnom Zivotu.

e Principi interaktivne nastave - Interaktivna nastava podrazumeva neprestanu
saradnju nastavnika i studenta tokom nastavnog procesa, $to je od izuzetne vaznosti u
visokom strukovnom obrazovanju, a posebno u procesu matematickog modelovanja.
Obzirom da se u visokom obrazovanju sre¢emo sa studentima razli¢itog matematickog
predznanja, nastava usmerena ka studentu mora biti konstantno vodena i usmeravana
od strane nastavnika, ali uz stalnu interakciju sa studentima. Takode, iz istog razloga se
i proces modelovanja mora realizovati uz adekvatnu pomo¢ nastavnika, kroz instrukcije
i savete tokom nastave.
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e Principi integrativne nastave - Srz strukovnog obrazovanja ¢ini upravo integrisanje
razlic¢itih znanja i veStina i njihova primena na reSavanje Sirokog spektra problema.
Realizovanje nastave primenom metodskih pristupa baziranih na principima
integrativne nastave predstavlja jedan aspekt koji neizostavno mora biti ukljucen u
visoko strukovno obrazovanje. Matematicko modelovanje nudi moguénost realizovanja
principa integrativne nastave bas zbog svoje prirode povezivanja realnih problema sa
njihovom matematickom reprezentacijom. Takode, integrativna nastava bi omogucila
studentima uvid u povezanost matematike sa drugim oblastima, $to bi ublaZilo probleme
vezane za formalizam zbog boljeg formiranja koncepta slike i koncepta definicije kod
studenata.

e Principi konstruktivistickog pristupa - Konstruktivizam, ili uCenje otkrivanjem bi
trebalo uvek da bude zastupljeno kao jedan od ciljeva nastave matematike u visokom
obrazovanju, narocito strukovnom, jer je glavna kompetencija koju treba da poseduju
studenti nakon zavrSenih studija sposobnost da samostalno istraze, osmisle reSenja i
reSe probleme iz prakse.

e Principi problemski orjentisane nastave - Metodski pristupi koji podrzavaju
problemski orjentisanu nastavu bi trebali da budu sastavni deo nastavne prakse
matematike u visokom Skolstvu. Posebno, samostalno reSavanje problema, uz
usmeravanje nastavnika, bi kod studenata omogucilo Sirenje horizonata vezanih za
primenu matematickih koncepata i njihovu korisnost u realnom Zivotu, kao i
matematike kao nauke.

e  Principi kolaborativne nastave - Iniciranje rada u grupi i saradnje studenata prilikom
reSavanja matematickih problema, doprinelo bi ne samo boljim rezultatima ucenja, vec¢
i usvajanju kulture timskog rada, $to je nezaobilazno u inZenjerskoj praksi. Takode, pri
realizaciji procesa matematickog modelovanja ovaj vid nastave je od narocitog znacaja.

Ova doktorska disertacija nudi jedan novi pristup nastavi matematike u visokom
strukovnom obrazovanju, nastao kombinovanjem dobrih strana navedenih principa nastave
i u¢enja matematike. Glavna ideja rada je osmisljavanje metodskog pristupa, baziranog na
principima matematickog modelovanja potpomognutog racunarskim tehnologijama, koji ¢e
omoguciti reSavanje problema koji se sre¢u u visokoskolskoj nastavi matematike i postizanje
boljih efekata nastave i u¢enja matematike.
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3.1.UVOD

U ovoj glavi disertacije opisan je jedan nacin realizacije nastave matematike primenom
metodskog pristupa zasnovanog na principima matemati¢kog modelovanja. Matematicko
modelovanje je primenjeno za obradu sadrZaja koji se odnose na izvod funkcije i njegove
primene na nivou visokog strukovnog obrazovanja.

Sadrzaj visokoskolskih kurseva matematike (narocito na nivou strukovnih studija) ima
jedan znacajan deo posvecen diferencijalnom racunu, odnosno izvodu funkcije. Pristupi koji
se koriste u nastavi matematike na fakultetima i visokim strukovnim Skolama danas,
bazirani su na apstraktnom i teorijskom razradivanju nastavnih sadrzaja iz ove oblasti iako
bi, s obzirom na cilj strukovnog obrazovanja, metodski pristupi koji se koriste trebalo da
budu usmereni ka razvijanju i unapredenju kompetencija studenata za prepoznavanje i
reSavanje problema iz realne prakse. Tokom izucavanja izvoda funkcije mogu se pojaviti
razliciti problemi, kako prilikom realizacije nastave, tako i kod studenata u procesu ucenja.
Problemi se uglavnom odnose na teSko¢e sa manipulacijom i primenom razli¢itih
reprezentacija izvoda funkcije (Biza, Christou & Zachariades, 2008; Dick & Edvards, 2008;
Haciomeroglu, Aspinwall & Presmeg, 2009; Presmeg, 2006; Ubuz, 2007).

Uzimajuci u obzir prethodno navedeno, u ovoj glavi disertacije je akcenat stavljen najpre na
nacin implementacije matematickog modelovanja u nastavu matematike, a zatim i na
ispitivanje efikasnosti i uticaja primene tako osmisljenog metodskog pristupa na ucenje i
savladavanje sadrzaja iz oblasti izvoda funkcije i njegove primene.

[straZivanje opisano u ovoj glavi disertacije je obuhvatilo Cetiri generacije studenata prve
godine strukovnih studija iz tehnicko-tehnoloskog polja u periodu od 2009-2014. godine.
Tokom ovog dela istrazivanja proces matematickog modelovanja je implementiran u
nastavu matematike pri obradi izvoda funkcije jedne realne promenljive i njegove primene.
Studenti su za potrebe istrazivanja bili podeljeni u dve sli¢no distribuirane grupe, kontrolnu
i eksperimentalnu. Sa studentima eksperimentalne grupe nastava je realizovana primenom
matematickog modelovanja, dok se nastava sa studentima kontrolne grupe odvijala
primenom tradicionalnih metodskih pristupa.

Ova glava se sastoji iz Sest poglavlja. U drugom i treem poglavlju je detaljno opisan
eksperimentalni deo nastave. Prikazan je proces matemati¢ckog modelovanja i nacin njegove
implementacije u nastavni proces pri obradi definicije izvoda funkcije. Pre pocetka
istrazivanja, svaka generacija studenata je u okviru redovne nastave upoznata sa definicijom
izvoda funkcije. Metodski pristup baziran na matematicCkom modelovanju je nakon toga
primenjen za uveZbavanje nagiba, koli¢nika prirastaja, definicije izvoda u tacki i
geometrijske interpretacije izvoda. Aktivnosti nastavnika i studenata tokom
eksperimentalnog rada su detaljno opisane i diferencirane su po fazama modelovanja i
pripadajuc¢im prelazima.

U trecem poglavlju je opisan rad sa studentima eksperimentalne grupe pri modelovanju
situacija koje su se odnosile na primenu izvoda funkcije na ispitivanje monotonosti funkcije
i ekstremnih vrednosti.
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Analiza sprovedenog procesa modelovanja i predlozi za dalja istrazivanja su obradeni u
Cetvrtom poglavlju.

Metodoloski koncept istrazivanja je predstavljen u petom poglavlju. Navedeni su predmet,
cilj i hipoteze istraZivanja i opisani su uzorak, instrumenti i metode primenjene tokom
istrazivanja.

U Sestom poglavlju su analizirani i diskutovani rezultati empirijskog dela istrazivanja.

3.2. OBRADA DEFINICIJE IZVODA FUNKCIJE PRIMENOM
MATEMATICKOG MODELOVANJA

U ovom poglavlju disertacije je detaljno opisan metodski pristup koriS¢en prilikom
uvezbavanja definicije izvoda funkcije a koji je zasnovan na primeni matematickog
modelovanja.

Matematicko modelovanje je realizovano sa studentima eksperimentalne grupe po
principima ciklusa modelovanja koji su predloZili Stillman et al. (2007), (odeljak 2.3.2., Slika
2.7.). Nastava sa studentima kontrolne grupe se odvijala primenom tradicionalnih
metodskih pristupa, bez matematickog modelovanja.

S obzirom da su studenti koji su ucestvovali u istrazivanju u srednjoj Skoli matematiku slusali
razlic¢it broj godina (od jedne do Ccetiri) i da su iz srednje Skole nosili neSto niZi prag
matematickog znanja (Sto je utvrdeno anketiranjem studenata pre pocetka istraZivanja), bilo
je neophodno da se proces samog matematickog modelovanja izvodi uz saradnju i
usmeravanje nastavnika da bi se uskladila znanja studenata i da bi svi studenti bili aktivno
ukljuceni u proces modelovanja kroz konstruktivne diskusije povezane sa problemima koji
e biti modelovani.

U nastavnoj praksi je uobicajeno da se prilikom obrade izvoda funkcije studenti/ucenici
najpre upoznaju sa priraStajem funkcije i priraStajem argumenta, nakon cega se uvodi
definicija izvoda funkcije i njegova geometrijska interpretacija. Realni problemi u okviru
odabranih situacija iz realnog sveta su osmisljeni tako da kroz proces modelovanja studenti
usvoje i razumeju definiciju izvoda funkcije i njegovu geometrijsku interpretaciju.
Studentima su prezentovane zanimljive situacije, odabrane zbog toga jer sadrZe elemente
koji  odgovaraju izvodu funkcije, a ideja je izvedena iz  primera
(http://mtm.ufsc.br/~azeredo/calculos/Biocalculo/x/derivad/calc4_1.html).

Odabrane situacije nisu predstavljale prave situacije iz realnog sveta, ali su se lako mogle
transformisati u takve (sa istim matematickim modelima i matematickim reSenjima)
dodavanjem realnog konteksta. Glavni motiv za odabir takvih situacija je pokuSaj autora
disertacije da dodatno ohrabri studente i da ih motiviSe za primenu matematickog
modelovanja i uCenje izvoda tako Sto ¢e im prezentovati interesantne primere koji ¢e im biti
dovoljno inspirativni da se aktivno ukljuce u proces modelovanja.

Osim ovih situacija su studenti primenom matematickog modelovanja reSavali i probleme iz
realne prakse vezane za rast populacije, brzinu, ubrzanje, itd. Na taj nacin, studenti su
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uvezbavali da u realnim situacijama uoce i prepoznaju probleme sa kojima Ce se susretati u
inZenjerskoj praksi, a koji se mogu resiti primenom izvoda funkcije.

Tabela 3.1. Situacija iz realnog sveta i realni problemi 1i2

SITUACIJA IZ REALNOG SVETA 1

Jednom prilikom su Zirafa, zebra, gazela i divlja svinja napravile bedem oko svog
stanista, jer su Zelele da ograde prostor na kojem su zajedno Zivele. Kada su Zivotinje
zavrsile bedem, htele su da ispitaju koliko je bedem strm. Takode, Zelele su da izmere
koliko koraka je svakoj Zivotinji potrebno da prede put od baze do vrha bedema. I tako
su krenule...

Zirafa je od baze do vrha bedema stigla u jednom koraku. Vratila se do ostalih Zivotinja
i rekla da je nagib bedema 50%.

Zebri je od baze do vrha bedema trebalo dva koraka, i izjavila je da je nagib prvog
koraka 75%, a drugog 25%.

Gazeli je trebalo Cetiri koraka od baze do vrha bedema, i jos je zakljucila da nagib
njenog prvog koraka 87,5%, drugog 62,5%, treceg 37,5% i cetvrtog 12,5%.

Divljoj svinji je trebalo osam koraka da prede razdaljinu od baze do vrha bedema.
Nagibi, redom za svaki korak koji je presla su redom iznosili: 93,75%, 81,25%, 68,75%,
56,25%, 43,75%, 31,25%, 18,75%, 6,25%.

REALNI PROBLEMI:

1. Odrediti koordinate pozicija koraka svake Zivotinje na bedemu.

2. Naci matematicku reprezentaciju putanje Zivotinja na bedemu.

Studentima je prvo prezentovana gore navedena prica (Tabela 3.1.). PriCu je studentima
ispricao predmetni nastavnik a njen tekst (Tabela 3.1.) je bio prikazan na video bimu, da bi
svi studenti mogli u svakom trenutku da vide sve detalje.

Nakon Sto su studenti saslusali pricu, pokusali su da je interpretiraju i da razumevanjem
njenog konteksta postave probleme koji odgovaraju onima koji su navedeni nakon price i
Cijim ¢e resavanjem do¢i do matematickih modela i reSenja. Medutim, u tom trenutku,
studenti jo$ uvek nisu razumeli u kakvoj vezi stoje koraci Zivotinja i nagib. Culo se i da su
nekoliko puta pitali jedni druge “Od Cega da krenemo?”.

Da bi studenti lakSe razumeli u ¢emu je problem, nastavnik je pokusao da inspiriSe studente
pitanjem da li moZda u njihovom okruZenju postoji nesto sli¢no, Sto bi se moglo identifikovati
sa problemom koji su imale africke Zivotinje. Svaka generacija studenata je bila vrlo
kreativna u ovoj fazi istraZivanja pronalaze¢i interesantne analogije za bedem koji su
Zivotinje izgradile.

Studenti jedne generacije su nakon kraceg medusobnog dogovora pokazali svoju kreativnost
time $to su spojili nekoliko Skolskih klupa i na njih stavili svoje torbe i tako napravili
reprezentaciju bedema. Kada su to uradili, posmatrali su napravljeni “bedem” i iznosili svoje
komentare o tome Sta se deSavalo kada su Zivotinje koracale po njemu.

Druga generacija studenata je posmatrala stepeniste koje vodi do njihove ucionice (zgrada
Visoke tehnicke Skole u Zrenjaninu ima dva sprata a ucionica u kojoj studenti imaju nastavu
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iz matematike se tada nalazila na drugom spratu Skole). Da bi dalje podstakao diskusiju oko
nagiba koraka, nastavnik je u toj generaciji odabrao dva studenta iz grupe, jednog koji je bio
izrazito visok, i drugog koji je bio nizak. Diskusija koja je zatim usledila je u potpunosti
prenesena u narednom tekstu.

Nastavnik: Da li vam je bilo tesko kada ste se peli uz stepenice do ucionice gde ste sada?

Studenti: Pa, nije...

Student 1 (visoki student): Ja sam presao stepenice u dva koraka!

Nastavnik: A ostali, kako je vama bilo?

Student 2 (niski student): Ja sam iSao jednu po jednu stepenicu.

Nastavnik: Da li su vam stepenice izgledale strme?

Student 1 (visoki student): Nisu.

Student 2 (niski student): Onako...

Student 1 (visoki student): Znam, ja sam onda kao Zirafa, jer sam u manje koraka presao stepenice i ne
vidim ih kao jako strme!

Student 2 (niski student): To je zato jer su tvoji koraci duZi, pa ti je lakSe i brZe se popne$ uz stepenice!
Ostali studenti: (smeju se, ali komentarisu ko bi mogao da bude koja Zivotinja u skladu sa svojom visinom
i duZinom koraka).

U tom trenutku je bilo oCigledno da su studenti mogli da “osete” prirodu postavljenog
problema, jer su ga vizualizovali (napravili su imitaciju bedema od torbi ili posmatrali
stepenice) i mogli su da na neki na¢in manipuliSu problemom, primenom bedema koji su
sami napravili od torbi ili konverzacijom koja je bila vezana za penjanje po stepenicama.

SluSaju¢i komentare studenata, bilo je uocljivo da su oni razumeli Sta se ta¢no traZi od njih,
odnosno Sta su realni problemi. U slede¢im odeljcima bi¢e data detaljna analiza opisa
procesa modelovanja za svaki postavljeni realni problem pojedinacno.

3.2.1.Realni problem 1

U okviru realnog problema 1 studenti su trebali da odrede koordinate pozicija koraka svake
Zivotinje na bedemu (B. faza u ciklusu koji su predloZili Stilman et al. (2007), Slika 2.7.)

Da bi studenti doSli do matematickog modela, nastavnik je trazio od njih da navedu koji
podaci se u okviru realne situacije mogu koristiti za dobijanje matematickog modela (prelaz
2, Slika 2.7.). Studenti su lako uvideli da su ti podaci poznati nagibi koraka Zivotinja.
Medutim, na pitanje nastavnika kako da ih iskoriste oni nisu imali odgovor. Ocigledno je da
studenti nisu mogli da poveZu nagib iz realnog Zivota, na primer nagib koraka, sa formulom
za njegovo izraCunavanje. U tom smislu je dalje proSirena diskusija gde je nastavnik
sugerisao studentima da analiziraju $ta se deSava kada se Zivotinja pomera po bedemu, tako
Sto cCe iskoristiti bedem od torbi (ili stepeniSte u slucaju druge generacije). Simulirajuci
promenu polozaja na bedemu od torbi (stepeniStu), studenti su uz pomo¢ nastavnika uocili
da se prilikom promene poloZaja istovremeno deSavaju i promene njegove horizontalne i
vertikalne komponente i zajednicki su se sloZili da ove komponente nazovu Vertikalna
promena i Horizontalna promena.
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Da bi se dosSlo do sledece faze modelovanja, matematickog reSenja (D. faza), studenti su
trebali da realizuju aktivnosti u okviru prelaza od matematickog modela ka matematickom
reSenju (prelaz 3). Pre nego Sto su nastavili modelovanje, studenti prve generacije su
samoinicijativno predloZili da se podele u Cetiri grupe, tako da svaka grupa predstavlja po
jednu Zivotinju i ima za zadatak da izracuna njene pozicije na bedemu. Tako su nastale grupe
Zirafa, Zebra, Gazela i Divlja svinja. Nastavnik je ovakvu podelu na grupe inicirao i kod
sledetih generacija studenata koje su ucestvovale u istraZivanju zbog pozitivnih iskustava u
radu sa studentima i boljom koordinacijom procesa modelovanja.

Matematicki model

Studenti su spontano doSli do zakljucka da matemati¢ki model (C. Faza) nagiba koraka
Zivotinje odgovara koli¢niku vertikalne i horizontalne promene.
Studenti iz grupe Zirafa su imali najjednostavniji zadatak, jer je njihova Zivotinja napravila

samo jedan korak ¢iji je nagib bio 50%. Iz ranijih diskusija, studenti su ve¢ izveli zakljucak

da nagib koraka zavisi od veli¢ina oznacenih sa vertikalna i horizontalna promena. Polaze¢i

od poznatog nagiba koraka Zirafe i predstavljaju¢i ga kao 50% = % =% , studenti su

zakljucili da vertikalna i horizontalna promena moraju stajati u odnosu 1: 2.

Uzimajuci u obzir da realna situacija nije ukljucivala i mere bedema, studenti su, zajednickim
dogovorom i uz sugestiju nastavnika, usvojili za rastojanje baze bedema od njegovog centra
8 m (pri tome se za bazu bedema smatra startna tacka iz koje su sve Zivotinje kretale a za
centar bedema projekcija njegovog vrha na ravan tla), odakle je sledilo da je horizontalna
promena za zirafu jednaka 8. Studentima je nastavnik sugerisao da je najbolje za meru
rastojanja uzeti broj osam jer divlja svinja pravi najviSe koraka (osam) i na taj nacin se moze
raditi sa celim brojevima, $to pojednostavljuje izraCunavanja. Usvojene mere su koristile sve
Cetiri grupe studenata pri raCunanju nagiba.

Studenti su se tada nakratko vratili unazad kroz proces modelovanja (vratili su se preko
Matematickog modela i Realnog problema, uzimajuci u obzir da je najjednostavnije raditi sa
celobrojnim vrednostima) do Situacije iz realnog sveta da bi odredili horizontalnu promenu
za svaku Zivotinju. Na osnovu broja koraka koje je svaka Zivotinja napravila od baze do vrha
bedema (uz pretpostavku da su za jednu Zivotinju koraci jednake duZine, preciznije njihova
horizontalna promena je jednaka) usvojilo se da su horizontalne promene jednake sa 4, 2, 1
za zebru, gazelu i divlju svinju, respektivno.

Studenti iz grupe Zirafa su nakon toga zakljudili da zbog odnosa 1:2 za vertikalnu i
horizontalnu promenu koraka Zzirafe, vertikalna promena njenog koraka mora biti jednaka
sa 4. Takode, usvojeno je da pocetna pozicija svake Zivotinje ima koordinate S(—8, 0).

U tom trenutku, studenti iz grupe Zirafa su znali da Zirafina pozicija, nakon $to je ona
napravila korak i stigla na vrh bedema, ima koordinate V (0, 4).

Uzimajudi u obzir matematicki model za nagib koraka, studenti su predstavili nagib Zirafinog
koraka na slede¢i nacin:

. 4m 1
Nagib koraka (Zirafa) = am-32- 50%
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i time potvrdili da matematicko reSenje pozicije zirafe (pocetna pozicija S(—8,0) i pozicija
na vrhu bedema V (0, 4)), (Slika 3.1.).

v

L

Slika 3.1. Rad studenta grupe Zirafa

Studenti iz grupe Zebra su najpre kroz diskusiju konstatovali da treba da dodu do dve
pozicije, jer je zebra napravila dva koraka. [zracunavanja pozicija su sproveli za svaki korak
posebno. Podaci koji su im bili dostupni za zebru su bili nagib prvog i drugog koraka (75% i
25%, respektivno) i horizontalna promena njenog koraka koja je bila jednaka sa 4.

Analogno kao i grupa Zirafa, studenti grupe Zebra su dosli do sledeéih rezultata:

75 3m
Nagib koraka (Zebra 1.korak ) = 75% = —

100 4m’
Iz izraza do kojeg su studenti dosli se vidi da su oni krenuli od nagiba koraka i sredili ga tako
da se u imeniocu razlomka nalazi broj 4 jer on odgovara horizontalnoj promeni zebrinog
koraka. Nakon toga su lako zakljucili da prvom koraku odgovara vertikalna promena jednaka
3 i da su koordinate pozicije na kojoj se nasla zebra nakon Sto je napravila prvi korak na
bedemu (—4, 3).

Studenti su zatim isti postupak primenili i za drugi zebrin korak i dosli do zakljucka da je
vertikalna promena tada jednaka 1, Sto se vidi iz sledeceg izraza:

25 1m
Nagib koraka (Zebra 2.korak ) = 25% = — = —

100 4m'
Neki studenti iz grupe Zebra su nakon izracunavanja rekli da su koordinate pozicije nakon
drugog zebrinog koraka jednake sa (0,1). Medutim, kada su pokusali da svoje rezultate
predstave graficki, brzo su uvideli da su napravili gresku (Slika 3.2.). Nastavnik je traZio da
obrazloZe zaSto smatraju da su pogresili i studenti su komentarisali da je greska u tome Sto
zebra mora doc¢i do vrha bedema, a to je u tacki (0, 4).
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Slika 3.2. Rad studenta grupe Zebra

Analizirajudi svoj rad zajedno sa nastavnikom, studenti su uocili da su rezultati za vertikalnu
promenu do kojih su oni dosli u skladu sa postavljenim matematickim modelom. Takode,
dosli suido zakljucka da zebra mora da stigne do iste pozicije na vrhu bedema kao i Zirafa,
odnosno, videli su da se y koordinata pozicije zebrinog drugog koraka dobija kao zbir
vertikalnih promena njenog prvog i drugog koraka:

Vertikalna promena 1. koraka + Vertikalna promena 2. koraka =3+ 1 =4

Na taj nacin, studenti iz grupe Zebra su dosli do matematickog reSenja, odnosno do tacaka
koje odgovaraju pozicijama zebrinog prvog Z; (—4, 3) i drugog V (0, 4) koraka.

Analognim postupkom, studenti iz grupe Gazela i grupe Divlja svinja su izracunavali
koordinate pozicija koraka njihovih Zivotinja. Studentima iz ovih grupa je trebalo viSe
vremena za izracunavanja zbog veceg broja koraka koje su njihove Zivotinje pravile.
Studentima je narocito bilo komplikovano da racunaju y koordinate pozicija koraka kada je
trebalo naci poziciju Cetvrtog, petog koraka, jer je trebalo da sumiraju vertikalne promene
od svih prethodnih koraka i bilo je oCigledno da im problem predstavlja to Sto su radili samo
sa algebarskom reprezentacijom. U svakoj generaciji je manji broj studenata pokuSavao da
grafic¢ki predstavi resenja, uz intervenciju i pomo¢ nastavnika (Slika 3.3. a) i 3.3. b)).
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Slika 3.3. Rad studenta grupe Gazela i studenta grupe Divlja svinja
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Do matematickog reSenja pozicija koraka Zivotinje, studenti grupe Gazela su dosli analognim
postupkom, preko nagiba prvog, drugog, treceg i Cetvrtog koraka gazele(Slika 3.3. a)).
Studenti ove grupe su kao potvrdu ispravnosti rezultata do kojih su dosli smatrali to Sto su
se koordinate Cetvrtog koraka gazele poklapale sa tackom V (0, 4) koja se kao vrh bedema
pojavila i kod grupe Zirafa i grupe Zebra.

Na identi¢an nacin, studenti grupe Divlja svinja su dosli do koordinata pozicija njenih koraka,
ali im je trebalo mnogo vise vremena nego ostalim grupama da dodu do rezultata (Slika 3.3.

b)).
Matematicko resenje

Da bi studenti dosli do kona¢nog matematickog reSenja (D. faza) prvog realnog problema,
nastavnik im je predloZio da zajedno objedine u jednoj tabeli reSenja do kojih je doSla svaka
grupa pojedinacno, $to su oni i u€inili (Tabela 3.2.).

Tabela 3.2. Koordinate pozicija koraka Zivotinja na bedemu

Zirafa Zebra Gazela Divlja svinja
1. Korak D{(-7; 0,9375)
G1(—6; 1,75)
2. Korak D,(—6; 1,75)
Zi(—4; 3)
3. Korak D3(—5; 2,4375)
Gy(—4; 3)
4. Korak D4s(—4; 3)
V(0; 4)
5. Korak Ds(—3; 3,4375)
G3(—2; 3,75)
6. Korak D¢(—2; 3,75)
V(0; 4)
7. Korak D-(-1; 3,9375)
V(0; 4)
8. Korak V(o; 4)

Posmatrajuci tabelu sa objedinjenim rezultatima (Tabela 3.2.) neki studenti su primetili da
se odredene pozicije koraka ponavljaju kod viSe Zivotinja. To ih je navelo na razmisljanje o
medusobnoj povezanosti rezultata i na pokusSaje da objasne zbog cega se to desava (prelaz
4). Nastavnik je predloZio da se na jednoj slici oznace sve pozicije koraka Zivotinja i nacrtao
je studentima tu sliku na tabli (Slika 3.4. a)).

Sa slike su studenti jasno videli da se neke pozicije poklapaju (tatka Z;, na primer,
predstavlja poziciju prvog koraka zebre, drugog koraka gazele G, i Cetvrtog koraka divlje
svinje D,, itd.) i komentarisali kako je poklapanje odredenih pozicija “logicno” i povezali su
ih sa tim Sto se svaka slede¢a manja horizontalna promena sadrzi u prethodnim (8, 4, 2, 1 za
Zirafu, zebru, gazelu i divlju svinju, respektivno).
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a) b)

Slika 3.4. Pozicije koraka svih Zivotinja

Manja grupa studenata je posmatrala raspored pozicija koraka Zivotinja i zakljucila da kada
bi svaku tacku povezali sa sledecom tada bi takva slika mogla da odgovara bedemu koji su
Zivotinje napravile (Slika 3.4. b)). Studenti su tada dosli do zajednickog dogovora da za
konacno matematicko resenje usvoje tacke koje odgovaraju pozicijama koraka svih Zivotinja
i oznaCe ih od prvog do poslednjeg koraka, respektivno, sa: S( —8,0), A(—7; 0,9375),
B(—6; 1,75), C(=5; 2,4375), D(—4,3), E(-3; 3,4375), F(-2; 3,75), G(—1; 3,9375) i
V(0,4).

Interpretacija resenja

Kao interpretaciju resenja (E. faza) studenti su usvojili sliku 3.4. a) i sliku 3.4. b), (pozicije
koraka Zivotinja na bedemu).

Koriste¢i interpretaciju reSenja (Slika 3.4. b)) i ¢injenicu da se odredene pozicije Zivotinja
poklapaju, studenti su dobijeno matematicko reSenje prihvatili kao ispravno (prelaz 5).
Prihvatanje (izvestaj) ili odbijanje resenja

Matematicki model nagiba koraka prihvacen kao ispravan, kao i matematicko resenje za
pozicije koraka Zivotinja, ¢ime je proces modelovanja zavrsen.

3.2.2.Realni problem 2

Da bi resili drugi postavljeni realni problem (naé¢i matematicku reprezentaciju putanje
Zivotinja na bedemu) studenti su najpre razmotrili kretanje Zivotinja po bedemu i rezultate
dotadasnjeg procesa modelovanja (matematicko reSenje prvog realnog problema).

Studenti su znali da sve tacke koje odgovaraju pozicijama koraka Zivotinja treba da pripadaju
trazenoj funkciji putanje (videli su jo$ sa slike 3.4.), ali nisu imali ideju kako da dodu do
algebarskog izraza funkcije. Ovo je predstavljalo ozbiljnu prepreku u procesu modelovanja
jer do tada nisu reSavali zadatke te vrste.

Da bi se proces modelovanja nastavio dalje, nastavnik je studentima objasnio da postoje
postupci kojima se moze doc¢i do krive, ukoliko su poznate tacke kroz koje ona prolazi.
Nastavnik je studentima sugerisao da posmatraju bedem koji je nacrtan za potrebe resavanja
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prvog realnog problema (Slika 3.4.) i da pokuSaju da odrede koje vrste moZe biti funkcija
koja bi odgovarala putanji Zivotinja po bedemu. Posmatraju¢i tacke koje odgovaraju
pozicijama Zivotinja studenti su, uz pomo¢ i usmeravanja nastavnika tokom diskusije,
zakljucili da bi oblik bedema mogao da odgovara paraboli, odnosno kvadratnoj funkciji
(prelaz 2).

Matematicki model

Za matematicki model (C. faza) drugog realnog problema studenti su usvojili kvadratnu
funkciju (parabolu) kojoj pripadaju sve tacke koje odgovaraju pozicijama koraka svih
Zivotinja.

Analiziraju¢i opsti oblik kvadratne funkcije (f(x) =ax?+bx+c, a#0i a,b,c€R),
studenti su lako zakljucili da moraju da odrede koeficijente a, b i ¢ da bi znali koja funkcija
predstavlja putanju Zivotinja po bedemu. Nastavnik im je sugerisao da u tu svrhu postave
sistem jednacina, koriste¢i podatke koji su im dostupni, odnosno koordinate pozicija koraka
zZivotinja na bedemu. Studenti su nakon krace diskusije zakljucili da s obzirom da tacke koje
odgovaraju pozicijama koraka pripadaju funkciji putanje Zivotinja po bedemu, iz njih mogu
da procitaju vrednost funkcije u tacki. Da bi pojednostavili izracunavanja izabrali su tri tacke
S(—8,0), D(—4,3) i V(0,4) zbog njihovih celobrojnih koordinata i zato $to im je trebao
sistem od tri jednacine zbog tri nepoznate. Postavili su sistem jednacina i resili ga (Slika 3.5.),
(prelaz 3).

Pozicija na bedemu
|

| Vrednost funkcije u tacki

0

5(=8,0) Sistem jednacina

D(-43) | f(-8)=0 | Resenje sistema
Vo4 TEH=3  4a—8b+c=0

0)=4
o léa—4b+c=3
c=4

e

1
(a,b,c) = (*R, 0,4)

Slika 3.5. Postupak odredivanja koeficijenata kvadratne funkcije

Matematicko resenje

Odredivanjem koeficijenata kvadratne funkcije, studenti su dosli do matematickog resenja
funkcije putanje Zivotinja po bedemu, posmatrano na intervalu [—8,0]:

2
fO) =—=+4, x € [~8,0]. ey)
Posmatrajuc¢i funkciju f predstavljenu sa (1) u okviru realne situacije, studenti su

matematicko reSenje interpretirali kao dvodimenzionalnu reprezentaciju putanje kojom su
prosle Zivotinje po bedemu koji su napravile (prelaz 4).
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Interpretacija i prihvatanje resenja

Pojedina¢nom proverom za svaku od tacaka pozicija koraka Zivotinja na bedemu S(—8, 0),
A(=7; 0,9375), B(—6; 1,75), C(=5; 2,4375), D(—4,3), E(-3; 3,4375), F(-2; 3,75),
G(—1; 3,9375) i V(0,4) studenti su ustanovili da sve navedene tacke pripadaju funkciji
putanje f i time potvrdili i prihvatili matematicki model i matematicko reSenje (prelaz 51iF.
faza).

3.2.3.Realni problemi 3,415

Resavanjem realnih problema 1 i 2, studenti su uvezbavali koli¢nik prirastaja. Da bi prosirili
svoja znanja vezana za definiciju izvoda funkcije, a narolito za njegovu algebarsku
reprezentaciju i geometrijsku interpretaciju, osmisljena je jo$ jedna situacija iz realnog sveta.
Nova situacija iz realnog sveta je prosirena tako da se nastavlja na prethodnu, da bi studenti
mogli da iskoriste sve zakljucke i reSenja do kojih su doSli reSavajuci realne probleme 1 2.

Tabela 3.3. Situacija iz realnog sveta i realni problemi 3,4 i 5

SITUACIJA IZ REALNOG SVETA

Nakon izvesnog vremena, Zivotinje su Zelele da ispitaju kako ce videti nagib
bedema ako se na njega istovremeno penju.

U tu svrhu su pronasle skejtbord, i reSile da se sve zajedno njime popnu
istovremeno na bedem.

U startnoj tacki bedema, Zivotinje su primetile da svaka od njih vidi isti nagib
skejtborda u odnosu na bedem. Ta situacija se ponovila i kada su bile na sredini i
na vrhu bedema.

REALNI PROBLEMI:

3. Odrediti nagib skejtborda u startnoj tacki bedema.

4. Odrediti nagib skejtborda na vrhu bedema.

5. Odrediti nagib skejtborda na sredini bedema.

Realni problem 3

U cilju reSavanja treceg realnog problema (naci nagib skejtborda u startnoj tacki bedema),
nastavnik je sugerisao studentima da najpre analiziraju prvi korak svake od Zivotinja i
pokusSaju da iz toga izvuku neke zakljuCke. Posmatrajuci nagibe prvih koraka Zirafe, zebre,
gazele i divlje svinje (50%, 75%, 87,5% i 93,75%, respektivno) studenti su odmah primetili
da se nagib prvog koraka povecava, kako se horizontalni napredak smanjuje. Ipak, studenti
u tom trenutku i dalje nisu mogli da poveZu ove zakljucke sa nagibom skejtborda u startnoj
tacki bedema.

Nastavnik je zatim predloZio studentima da svoje zakljucke prikazu grafic¢ki. Studenti su
skicirali prve korake Zivotinja na bedemu i dodali na sliku i skejtbord na kojem su Zivotinje
stajale (Slika 3.6.).
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Slika 3.6. Prvi koraci Zivotinja iz startne tacke bedema i skejtbord

Analizirajuci crteZ sa slike 3.6. studenti su nakon izvesnog vremena i uz pomoc¢ nastavnika
dosli do zakljucka da skejtbord stoji u odnosu na bedem kao tangenta u odnosu na krivu koja
predstavlja putanju Zivotinja (funkcija f iz drugog realnog problema), (prelaz 2). Na taj nacin
dosli su do matematickog modela nagiba skejtborda u startnoj tacki bedema (faza C.)
predstavljenim nagibom tangente t na funkciju putanje f u tacki S(—8, 0).

Da bi matematic¢ki reprezentovali nagib skejtborda u startnoj tacki bedema (prelaz 3),
studenti su pokusali da iskoriste matematicki model za nagib koraka koji su imali od ranije.
Koli¢nik vertikalne i horizontalne promene, studenti su prema uputstvu koje je dao
nastavnik izrazili pomoc¢u funkcije f za prve korake Zivotinja i dobili odgovarajuce koli¢nike
prirastaja funkcije i prirastaja argumenta h u tacki x = —8:

f(=8+h)—f(=8)

Nagib koraka (1.korak) = m,(—8) = A

h=8,4,2,1. (2)
Posmatrajuci i dalje diskutujuci dobijene rezultate, studenti su pokusali da izraze granicni
slucaj kada skejtbord stoji u startnoj tacki bedema. Nastavnik je studentima sugerisao da
smanjenje horizontalne promene izraze preko desne grani¢ne vrednosti koli¢nika prirastaja
u tacki x = —8:

f(-8+h)—f(-8) (‘#* 4) B (‘ (_186)2 " 4)

m:(—8) = lim = lim =

h—)0+ h h—)0+ h
_ 16 —h 1 3
B hl)r(r)l+ 16 )
U izrazu (3) studenti su prepoznali definiciju prvog izvoda funkcije f u tacki x = —8 i nakon

Sto su utvrdili da je nagib tangente t jednak 1, studenti su uocili da postoji veza izmedu
nagiba tangente u startnoj tacki S na funkciju f i izvoda funkcije f u istoj tacki.

Matematicko reSenje nagiba skejtborda m, u startnoj tacki bedema S(—8, 0) je dato slede¢im
izrazom (faza D.):

m,(—8) = 1.
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2
Nastavnik je zatim od studenata trazio da nadu i prvi izvod funkcije f(x) = —% +4u

startnoj tacki S(—8,0) i po tablici (prelaz 4). Studenti su lako dosli do sledeceg izraza:

X

fr)=-g f'(=8) =1 (4)

Zakljuc¢ak do kojeg su studenti dosli je da je prvi izvod funkcije f, u tacki —8 jednak 1,
odnosno da on odgovara nagibu tangente u datoj tacki na grafik funkcije f (faza E.):

f1(=8) = m(-8) = 1

Dobijene rezultate su ve¢ prethodno potvrdili tokom procesa izracunavanja, $to je i bilo
predvideno da se uradi na taj nacin jer su studenti uvezbavali izvod funkcije i njegove
osobine (prelaz 5 i faza F.).

Realni problem 4

Nakon S$to su studenti uspeSno dosli do matematickog modela i reSenja treceg realnog
problema i nastavnik im ukazao na povezanost nagiba skejtborda u startnoj tacki sa izvodom
funkcije f u startnoj tacki, presli su na reSavanje cetvrtog realnog problema (naci nagib
skejtborda na vrhu bedema).

Studenti su ve¢ na samom pocetku procesa modelovanja komentarisali da je cetvrti realni
problem vrlo sli¢an tre¢em i zbog toga su reSavanje zapoceli na isti nacin, tako Sto su skicirali
i ovaj slucaj, kada su zivotinje na skejtbordu na vrhu bedema (Slika 3.7.).

®T-& 5-43 o 4 [0
|

Slika 3.7. Koraci Zivotinja do tacke na vrhu bedema i nagib skejtborda u istoj tacki

Analizom skice, brzo su uvideli da se za vrh bedema posmatra poslednji korak svake
zZivotinje i utvrdili su da je to prvi korak Zirafe, drugi zebre, Cetvrti gazele i osmi divlje svinje.
Nagibi tih koraka su 50%, 25%, 12,5% i 6,25%, respektivno, i studenti su zakljucili da se oni
smanjuju kada se smanjuje horizontalni napredak koraka Zivotinje.

Analogno trecem realnom problemu, studenti su za matematicki model nagiba skejtborda na
vrhu bedema usvojili nagib tangente t na funkciju putanje f u tacki V(0,4). Iz jednacCine
tangente t koju su odredili t: y = 4, studenti su utvrdili da je njen nagib jednak nuli.
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Takode, da bi dosli do matematickog reSenja (matematicke reprezentacije nagiba skejtborda
kada je na vrhu bedema) studenti su sproveli isti postupak kao i kod tre¢eg realnog
problema. Medutim, brzo su uvideli da se ovaj slucaj razlikuje od prethodnog, jer u ovom
slucaju Zivotinje ,dolaze” u istu tacku (umesto da iz te tacke ,krecu”). Studentima je ovde
pomo¢ nastavnika bila neophodna da bi resili problem. Nastavnik im je objasnio da se u
ovom slucaju posmatra leva strana vrha bedema, odnosno tacke V(0,4), i da se uzimaju
negativne vrednosti za horizontalne promene jer se Zivotinje pribliZavaju vrhu sa leve strane
(posmatrano od tacke V' (0, 4), Zivotinja ide ,,unazad“ i zbog toga se vrednosti za horizontalne
promene predstavljaju kao negativne). Studenti su, zajedno sa nastavnikom, dosli do
sledeceg zakljucka:

f(0+h) - f(0)
Y ;

Nagib poslednjeg koraka = m;(0) = h=-8,-4,-2,-1. (5)

Odnosno u grani¢nom slu¢aju kada horizontalna promena tezi nuli,

(0 + h)? (0)?
) = 1 fO+m-fO _ (_ 16 +4)_(__16 +4>
M) = o h - hl)r& h -
. —h
= Jm 15 =0 (6)

Izvedeni zakljucak su studenti povezali i sa prvim izvodom (4) i utvrdili da je dobijena
grani¢na vrednost za nagib skejtborda m; jednaka vrednosti prvog izvoda u tacki VV(0,4) na
vrhu bedema, f'(0) = m;(0) = 0.

Realni problem 5

Da bi u potpunosti sagledali nagib bedema u tacki (odnosno definiciju izvoda funkcije),
nastavnik je studente uputio na reSavanje petog realnog problema (naci nagib skejtborda na
sredini bedema).

Studenti su za matematicki model nagiba skejtborda odmah usvojili nagib tangente na
funkciju f u tacki D(—4, 3) koja je na sredini bedema, na osnovu zaklju¢aka iz prethodna dva
problema koja su modelovali.

Nastavnik je tada studente pitao sa koje strane ¢e posmatrati secice, posto su u prethodna
dva slucaja posmatrali samo desnu ili samo levu stranu. Nakon kradeg razmisljanja i
diskusije, studenti su zakljucili da se u ovom slu¢aju posmatraju secice sa obe strane tacke
D, buduci da je ona na “sredini” bedema, a nije ni na pocetku (kao startna tacka S) a ni na
vrhu (kao tacka V koja odgovara vrhu bedema). Nakon Sto su skicirali ovu situaciju,
studentima je bilo u potpunosti jasno zbog €ega bi u ovom slucaju trebalo da posmatraju i
levu i desnu stranu tacke D(—4, 3) koja se nalazi na sredini bedema i korake kojima Zivotinje

v o

u tu tacku ,stizu“ (leva strana) i korake kojima iz nje ,krecu dalje“ (desna strana).

53



EFEKTI PRIMENE MATEMATICKOG MODELOVAN]JA NA OBRADU POJMA IZVODA FUNKCIJE U VISOKOM STRUKOVNOM OBRAZOVAN]U

Saleve strane je to prvi korak zebre, drugi gazele i Cetvrti divlje svinje (njihovi nagibi su 75%,
62,5% i 56,25%, respektivno) a sa desne strane drugi korak zebre, treci gazele i peti divlje
svinje (nagibi 25%, 37,5% i 43,75%, respektivno). Studenti su diskutovali vrednosti za
nagibe koraka Zivotinja levo i desno od tacke D, i komentarisali su da se nagibi sa leve strane
smanjuju, a sa desne strane povecavaju (za svaku stranu smanjenjem horizontalne promene
koraka).

Studenti su najpre posmatrali nagibe koraka levo od tacke D (0,75; 0,6251 0,5625 za korake
zebre, gazele i divlje svinje, respektivno). Zatim su nasli nagib tangente t na funkciju putanje

f utacki D(—4,3), t:y = %x + 5 cijom analizom su dosli do zakljuCka da je u granicnom

slu¢aju nagib skejtborda jednak% (Slika 3.8. a)).

Slika 3.8. Secice i tangenta iz tacke D na sredini bedema sa leve i desne strane

Nagibi koraka Zivotinja sa desne strane tacke D (Slika 3.8. b)) su bili 0,25; 0,3751 0,4375 (za
korake zebre, gazele i divlje svinje, respektivno) Sto je potvrdilo studentima njihovu
pretpostavku da ¢e nagib tangente biti jednak, bez obzira na stranu sa koje se posmatra.

Da bi rezultati do kojih su studenti dosli u prethodnom procesu modelovanja mogli biti
uobli¢eni u matematicko resenje i kasnije interpretirani i potvrdeni kao validni, nastavnik je
traZio od studenata da matematicki reprezentuju svoje zakljucke.

Studenti su krenuli od (2) koji su prilagodili za tacku D (—4, 3):

f(=4+h)—-f(=4

—4) = 7
ma(~4) - )
koji su posmatraliza h = —1,—2,—4,—8 (levastrana),iza h = 1, 2,4,8 (desna strana).
Posmatrajuci izraz (7) i u funkciji putanje f, studenti su dobili sledeci rezultat:
_ 2 _A\2
() (50 o

h 16
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Sada, posmatrajuci samo levu grani¢nu vrednost izraza (8), studenti su dosli do:

 8-h
me (=) = lim ==

N =

Dakle, potvrdeno je da matematicka reprezentacija nagiba tangente posmatrana sa leve
strane tacke D odgovara nagibu do kojeg su studenti ve¢ dosli.

Razmatrajuci (8) i desnu grani¢nu vrednost, za h = 1, 2, 4, 8 dobijeni su isti rezultati kao za
levu stranu:
@) = 1i 8—h 1
= 16 2
Zakljucak studenata je bio da je nagib tangente (nagib skejtborda na kojem su stajale u tacki
D) isti, bez obzira sa koje strane se posmatra grani¢na vrednost.

Matematicka reprezentacija izvedenog zakljucka:

8-h 1
m(—4) = lim—===-

odakle su studenti nagib tangente odmah povezali i sa prvim izvodom funkcije f u tacki D:

2x X 1
ffx)=—-—=—-2 f'(=4) ==. 9

16 8’ 2
Vazno je naglasiti da je nastavnik morao cesto da interveniSe tokom procesa modelovanja
svih pet problema, a narocito da pomogne studentima da uoce vezu izmedu nagiba
skejtborda u posmatranoj tacki bedema sa nagibom tangente t na funkciju putanje f u
posmatranoj tacki, odnosno sa izvodom funkcije f u toj tacki.

Takode, primeceno je i da su studenti dosta vremena trosili na odredivanje algebarskog
izraza funkcije putanje Zivotinja po bedemu (realni problem 2) kao i na izra¢unavanja
jednacina pravih (tangente t u 3, 4 i 5 realnom problemu) i da im je to znacajno skretalo
paznju sa problema koji su modelovali.

3.3.0BRADA PRIMENE IZVODA FUNKCIJE MATEMATICKIM
MODELOVANJEM

Posmatrajuci reakcije studenata eksperimentalne grupe na novi pristup nastavi i u¢enju koji
je realizovan primenom matematickog modelovanja, utvrdeno je da su one izrazito
pozitivne. Prva generacija studenata je cak, nakon zavrSenog procesa modelovanja
primenjenog na reSavanje prethodno opisanih pet realnih problema, trazila od nastavnika
da se joS neka tema obradi na isti naCin, uz komentare da im je uz modelovanje ucenje bilo
olakSano jer su mogli da poveZu matematiku sa realnim svetom.
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Nastavnik je usvojio zahtev studenata i primena izvoda funkcije je takode obradivana
matematickim modelovanjem sa prvom i sa svakom slede¢om generacijom studenata koja je
ucestvovala u istraZivanju. Svi studenti su najpre upoznati sa izvodima viSeg reda i
primenom izvoda na ispitivanje monotonosti funkcije i ekstremnih vrednosti.

U nastavku istrazivanja su ucestvovali isti studenti koji su ucestvovali i u prvom delu
opisanom u poglavlju 3.2. Podela studenata na kontrolnu i eksperimentalnu grupu se takode
nije menjala u odnosu na onu koja je koriS¢ena kod obrade definicije izvoda funkcije. Nastava
sa eksperimentalnom grupom studenata je realizovana primenom matemati¢kog
modelovanja, dok su kod kontrolne grupe za reSavanje istih problema primenjeni
tradicionalni metodski pristupi.

3.3.1.Monotonost i ekstremne vrednosti - Realni problem 6

Kao i kod prethodnih problema koji su studenti modelovali i realni problem 6 je predstavljen
na sli¢an nacin:

Tabela 3.4. Situacija iz realnog sveta i realni problem 6

SITUACIJA IZ REALNOG SVETA

Kada su Zivotinje stigle do vrha bedema koji su napravile, poZelele su i da sidu na
drugu stranu. Zivotinje su se spustale putanjom koja se nastavila na onu kojom su
se penjale na bedem, odnosno kretale su se putanjom odredenom funkcijom

2
fx) = —%+ 4 za x € [—8,8].
REALNI PROBLEM:

1. Odrediti nagibe skejtborda kada su se Zivotinje spustale niz bedem i
ispitati monotonost i ekstremne vrednosti funkcije putanje f.

Studenti su, odmah nakon $to su saslu$ali opis situacije iz realnog sveta i realni problem,
komentarisali da kada Zivotinje silaze niz bedem, sve bi trebalo da bude , suprotno“u odnosu
na situaciju kada su se Zivotinje penjale na bedem.

Manja grupa studenata je najpre pokusala da izracuna nagib koraka Zirafe kada silazi niz
bedem i dobili su za rezultat 50% koristec¢i ve¢ poznate vrednosti za horizontalnu promenu
(8 m) i za vertikalnu promenu (4 m) zirafinog koraka. Medutim, nastavnik je tada trazio od
tih studenata da uporede dobijeno resenje sa situacijom iz realnog sveta i da se prisete koju
stranu bedema su posmatrali (levu ili desnu) kada su se Zivotinje penjale na bedem. Studenti
su brzo uvideli da su pogresili, odnosno da nagib prvog koraka Zirafe kada se penje na bedem
ne moze biti jednak nagibu njenog koraka kada silazi, bez obzira $to se vrednosti za
vertikalnu i horizontalnu promenu pri tome ne menjaju.

Studenti su tada (uz pomo¢ nastavnika) primenili zakljuke iz prethodnog procesa
modelovanja. Znali su da Zirafa kada silazi, kre¢e sa vrha bedema (tacka V(0,4)) i u jednom
koraku (horizontalna promena je 8 m) stize do podnoZja bedema sa desne strane (tacka
(8,1(8)) = (8,0)). Zatim su primenili (2) i doSli do sledeceg:

56



EFEKTI PRIMENE MATEMATICKOG MODELOVAN]JA NA OBRADU POJMA IZVODA FUNKCIJE U VISOKOM STRUKOVNOM OBRAZOVANJU

. 0+8)—f(0) 0-—4
Nagib silaznog koraka (Zirafa) = f((O +é) _fé ) =5 =7

Analognim postupkom, studenti su dosli i do nagiba koraka ostalih Zivotinja i utvrdili su da
se nagibi odgovarajucih koraka razlikuju samo po znaku u odnosu na one kada su se Zivotinje
penjale na bedem. Nastavnik je zatim traZio da studenti ispitaju grani¢ne slucajeve kada
horizontalna promena teZi nuli za desnu baznu tacku bedema (8, 0), tacku na bedemu (4, 3)
i tacku koja odgovara vrhu bedema V (0, 4).

Studentima je u ovom slucaju znatno lakSe bilo da uocCe sa koje strane da posmatraju grani¢ni
slucaj za tacku (8,0), (u ovom slucaju sa leve strane), i u skladu sa tim su dosli do nagiba
bedema u desnoj baznoj tacki, kao i do izvoda u istoj tacki:

o f@FW—f® . —16-h
ho0- h Tao- 16

-1, F'(8) = —1. (10)

Granicni slucaj za tacku (4, 3):

fl+h)—f@® . -8-h 1 o1
Jim n = im—e =% ff@==-3 O

Medutim, u grani¢cnom slucaju za tacku V(0,4) studenti su dobili isti rezultat kao i kod
realnog problema 4, samo sada posmatrano kada h teZi nuli sa obe strane:

- fO+n-f>0O) . h I
Ll_r)r(l) o = }11_%1—6 =0, f'(0) = 0. (12)
Posmatrajuci granicne slucajeve, studenti su lako povezali znak nagiba (izvoda) sa kretanjem
Zivotinja. Uocili su da je znak izvoda pozitivan uvek kada se Zivotinje penju, dakle, idu na
gore, a da kada idu na dole (silaze niz bedem) znak izvoda je negativan.

Nastavnik je tada pitao studente kako tumace vrednost nagiba (izvoda) u tacki V (0, 4) koja
je jednaka nuli. Studenti su, nakon kra¢eg posmatranja skice bedema, dosli do zakljucka da
se u tacki V menja nacin kretanja Zivotinja (iz penjanja u silaZenje), a jedan student je
prokomentarisao da je V(0,4) vrh bedema a samim tim i najviSa tacka na bedemu do koje
Zivotinje mogu da dodu.

Na ovaj nacin, studenti su dosli do matematickog modela koji je za monotonost funkcije
odgovarao znaku njene izvodne funkcije, a u slucaju ekstremnih vrednosti, matematicki
model je odgovarao nulama izvodne funkcije.

Povezujuéi sve prethodne zakljucke vezane za kretanje Zivotinja uz i niz bedem, nagibe
njihovih koraka, znak izvodne funkcije f' i njenoj nuli, studenti eksperimentalne grupe su
dosli do matematickog reSenja situacije iz realnog sveta koju su modelovali.

Matematicko reSenje postavljenog realnog problema je predstavljeno tabelom 3.5.

Studenti su dobijeno reSenje interpretirali na slede¢i nacin: kada se Zivotinje krecu po
bedemu (za x € [—8, 8]), uz njega Ce se kretati od startne tacke S(—8, 0) do tacke V (0, 4) koja
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predstavlja vrh bedema, odnosno najvisu tacku na koju se mogu popeti. Zivotinje ¢e silaziti
niz bedem kada se kre¢u od vrha (odnosno od tacke V) do tacke (8,0) koja se nalazi u
podnozju bedema sa desne strane.

Tabela 3.5. Matematicko resenje realnog problema 6

Interval [—8,0) (0, 8]
Znak izvodne funkcije f’ + -
Monotonost funkcije / \
E(0,4)
Ekstremne vrednosti
max

Uporedujuc¢i dobijene rezultate za nagibe koraka Zivotinja i znake izvodne funkcije sa
rezultatima do kojih su dosli tokom procesa modelovanja svih Sest realnih problema,
studenti su matematicko reSenje usvojili kao validno.

Vazno je napomenuti da su studenti E grupe i nakon zavrSetka eksperimentalnog dela
nastave Cesto pokusavali da reSavaju postavljene zadatke iz drugih oblasti tako Sto su ih
povezivali sa realnim primerima. Na primer, kada se obradivala konveksnost i konkavnost
funkcije, nekoliko studenata E grupe je opet iskoristilo situacije sa Zivotinjama i uz
medusobnu diskusiju (diskutovali su $ta bi bio matematicki model a Sta matematicko
reSenje) dosli su do zajednickih zaklju¢aka. Takode, prilikom uveZbavanja zadataka vezanih
za primenu izvoda (rast populacije, brzina, ubrzanje, itd.) primeceno je da su studenti E
grupe zadatke reSavali kroz diskusiju i da su pri tome pratili faze procesa modelovanja iako
to od njih tada nije bilo eksplicitno zahtevano. Na osnovu toga, izveden je zaklju¢ak da su
studenti metodski pristup baziran na matematickom modelovanju rado prihvatili i nastavili
da ga koriste i nakon sprovedenog istraZivanja.

3.4.ANALIZA PROCESA MODELOVAN]JA

Realizovano istrazivanje je pokazalo da je moguce integrisati matematicko modelovanje u
nastavu matematike na visokoSkolskom nivou. Analizirajuéi situacije koje su se javljale
tokom procesa primene modelovanja u okviru predstavljenog istrazivanja, doSlo se do
slede¢ih zakljucaka:

e Studenti E grupe su tokom procesa modelovanja bili motivisani i zainteresovani za
aktivno uceSce u nastavnom procesu, Sto nije uvek bio slucaj kod studenata K grupe
kod kojih je pri obradi izvoda funkcije primenjen tradicionalni pristup. U tom smislu,
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kod E grupe je primecena intenzivnija interakcija izmedu studenata i nastavnika, koju
su podsticale diskusije i aktivnosti tokom modelovanja.

e Uloga nastavnika je bila vrlo znacajna, jer bez njegovih intervencija u vidu pomoci,
sugestija i usmeravanja studenata, prepreke koje su nastajale u vidu blokada procesa
modelovanja studenti ne bi mogli samostalno da prevazidu.

e UE grupi, komunikacija izmedu nastavnika i studenata, kao i izmedu samih studenata
je bila ograniCena i spora (ali u manjoj meri nego kod studenata K grupe) jer je
odredivanje algebarskih i grafickih reprezentacija pojmova koji su se obradivali za
studente bilo vremenski zahtevno (sve su radili ru¢no, uz eventualnu pomo¢
nastavnika).

e U nekim slucajevima (kao kod drugog realnog problema) studenti su tokom
modelovanja nepotrebno skretali sa teme koja se obraduje (bavili su se osobinama
kvadratne funkcije da bi odredili njene koeficijente preko sistema jednacina) jer im
drugacija vrsta pomoc¢i kojom bi direktno mogli da dodju do traZenih podataka, nije
bila dostupna.

Uzimaju¢i u obzir sve prethodno izvedene zakljuCke, osmisljene su smernice za dalje
unapredenje predloZenog metodskog pristupa, od kojih su se najvaznije odnosile na
smanjenje intervencija od strane nastavnika i integraciju racunarskih tehnologija u proces
modelovanja.

3.5.METODOLOSKI OKVIR ISTRAZIVANJA

Ovo poglavlje disertacije opisuje metodoloski okvir sprovedenog istrazivanja o uticaju
primene matematickog modelovanja u visokoSkolskoj nastavi matematike na postignuca
studenata iz oblasti diferencijalnog racuna.

Predstavljeni su ciljevi i oCekivani rezultati istraZivanja, opisan je nacin konstrukcije uzorka,
tehnike i instrumenti prikupljanja podataka. Postavljene su hipoteze istraZivanja i
obrazloZene su metode koriS¢ene za analizu dobijenih rezultata. Etape empirijskog dela
istraZivanja su navedene u ovom poglavlju disertacije i detaljno je analiziran postupak
realizacije istraZivanja.

3.5.1.Predmet, ciljevi, zadaci i hipoteze istrazivanja

Predmet istraZivanja se ogleda u osmiSljavanju nacina za integraciju metodskog pristupa
baziranog na matematickom modelovanju u nastavu matematike u visokom strukovnom
obrazovanju i proucavanju efekata primene takvog pristupa na ucenje i znanje studenata u
oblasti diferencijalnog racuna.

Glavni cilj istraZivanja je merenje i utvrdivanje stepena uticaja primene metodskog pristupa
baziranog na principima matematickog modelovanja na kvalitet znanja studenata i
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ostvarenost optimalnih rezultata u u¢enju i razumevanju nastavnih sadrZaja iz oblasti izvoda
funkcije i njegove primene.

Zadaci istraZivanja koji proistiCu iz predmeta i postavljenog glavnog cilja istraZivanja su:

Osmisliti nacin za procenu nivoa matematickog znanja, kao i znanja i vestina uopSte,
koje studenti nose iz srednje Skole i na osnovu toga formirati dve ujednacene grupe
studenata, eksperimentalnu i kontrolnu.

Izraditi i osmisliti zadatke, odnosno situacije iz realnog sveta koje ¢e omoguciti
studentima da izucavaju izvod funkcije i njegove osobine primenom matematickog
modelovanja.

Realizovati nastavni proces sa studentima eksperimentalne grupe primenom
matematickog modelovanja a sa studentima Kkontrolne grupe primenom
tradicionalnih metodskih pristupa.

Izraditi instrumente (testove znanja o izvodu funkcije, njegovim osobinama i
primeni, uskladenih sa odgovaraju¢im nastavnim planom i programom), koji ¢e se
upotrebiti za merenje uticaja primene matematickog modelovanja na kvalitet znanja
studenata iz oblasti izvoda funkcije.

Utvrditi efekte primene metodskog pristupa zasnovanog na matematickom
modelovanju na kvalitet znanja studenata iz oblasti izvoda funkcije i njegove
primene i uporediti postignuca studenata eksperimentalne i kontrolne grupe.

Izraditi instrumente za ispitivanje stava studenata prema matematici i ispitivanje
misSljenja i predloga studenata za ostvarivanje optimalnih uslova za uclenje i
realizaciju nastave.

Uporediti stavove studenata eksperimentalne grupe prema matematici i misljenja i
predloga za ostvarivanje optimalnih uslova za ucenje i nastavu pre i nakon
realizacije nastave primenom metodskog pristupa baziranog na matematickom
modelovanju.

Glavna hipoteza istraZivanja je postavljena na osnovu cilja istrazivanja i glasi:

Hi: Primenom metodskog pristupa zasnovanog na matematickom modelovanju pri obradi

izvoda

funkcije i njegove primene postiZze se statisticki znacajna razlika u boljim

postignu¢ima na testovima znanja studenata eksperimentalne grupe u odnosu na studente
kontrolne grupe.

Postavljena hipoteza istrazivanja je analizirana u razli¢itim etapama istraZivanja i testirana
na testovima znanja razli¢itog tipa. Takode, testirane su i pomo¢ne hipoteze:

Hp1: Postoji statisticki znacajna razlika u boljim postignu¢ima studenata eksperimentalne
grupe u odnosu na studente kontrolne grupe na prvom testu znanja (kolokvijum).

Hp2: Postoji statisti¢ki znacajna razlika u boljim postignu¢ima studenata eksperimentalne
grupe u odnosu na studente kontrolne grupe na drugom testu znanja (ispit).
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3.5.2.Uzorak

[strazivanje je sprovedeno na namernom uzorku od Cetiri generacije studenata prve godine
Visoke tehnicke Skole strukovnih studija u Zrenjaninu (u periodu od 2009-2014. god.) i
jednoj generaciji studenata prve godine Visoke tehnicke Skole strukovnih studija u
PoZarevcu (Skolska 2013/2014. god.).

Ucesnici istraZivanja su bili studenti prve godine razlicitih studijskih programa: MaSinskog
inZenjerstva, TehnoloSkog inZenjerstva, Tekstilne konfekcije i dizajna, InZenjerskog
menadZzmenta koji su sluSali predmet Matematika u okviru jednosemestralnog kursa
(akreditacija iz 2007. god.), sa fondom (3+3) za predavanja i veZbe, ili u okviru
jednosemestralnog kursa Matematika 2, (akreditacija iz 2012. god.) sa fondom (2+2), nakon
odslusanog kursa iz Matematike 1. Kursevi iz Matematike i Matematike 2 su obradivali
sadrzaje iz diferencijalnog rac¢una, preciznije obradivan je pojam izvoda funkcije i njegove
primene, u istom obimu na oba kursa.

U istraZivanju je ucestvovalo ukupno 555 studenata koji su za potrebe istraZivanja podeljeni
u dve grupe, kontrolnu (K grupu) i eksperimentalnu (E grupu). Izbor studenata za Ki E grupu
je izvrSen na osnovu tri kriterijuma: ujednacavanja prosecne ocene iz matematike koju su
studenti ostvarili u srednjoj skoli, broja godina slusanja predmeta Matematika u srednjoj
Skoli i vrste srednje Skole koju su zavrsili (trogodiSnja strucna Skola ili ¢etvorogodiSnja
Skola). Vrsta zavrSene Skole je uzeta u obzir prilikom formiranja grupa jer propisane
propozicije postupka i uslova za upis na Visoku tehnicku Skolu strukovnih studija u
Zrenjaninu predvidaju i mogucnost upisa ove visoke strukovne Skole nakon zavrSetka i
srednje strucne Skole u trajanju od tri godine.

Podaci za svaki od kriterijuma su dobijeni anketiranjem studenata, i u tu svrhu je izraden
anketni listi¢ (Slika 3.9.):

Ime i prezime:

Prethodno zavrsena srednja skola:

Stepen strucne spreme: [11 IV
Koliko ste godina imali matematiku u srednjoj skoli? 1 2 3 4
Koja je najvisa ocena koju ste imali iz matematike u srednjoj Skoli? 2 3 45

Studijski program:

Modul:

Slika 3.9. Anketni listi¢

Grafikon 3.1. prikazuje procentualni odnos studenata koji su ucestvovali u istraZivanju po
tipu zavrSene srednje Skole.
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Grafikon 3.1. Procentualni odnos studenata po tipu zavrsene srednje $kole

Analizirajuc¢i podatke dobijene iz ankete vezane za broj godina koliko su studenti slusali
matematiku u srednjoj Skoli, dobijeni su podaci predstavljeni na grafikonu 3.2.
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Grafikon 3.2. Broj godina koliko su studenti slusali matematiku u srednjoj skoli

Sa grafikona 3.2. se moZe videti da je broj studenata koji su slusali matematiku Cetiri godine
pribliZno jednak broju studenata koji su matematiku slusali dve ili tri godine. Ovo zapaZanje
je od velikog znacaja za istrazivanje koje je bilo sprovedeno, jer se iz ovih podataka vidi da je
polovina broja studenata koji su uc¢estvovali u istraZivanju izuc¢avala izvod funkcije u srednjoj
Skoli (Cetiri godine matematike) a polovina nije (dve i tri godine matematike) uzimajuci u
obzir da se po planu i programu matematike za srednje Skole izvod funkcije izuc¢ava u
Cetvrtom razredu.

Ocene koje su studenti postigli iz matematike u srednjoj Skoli su date uporedno za studente
koji su zavrsili trogodisSnje srednje struc¢ne Skole i cetvorogodiSnje srednje Skole (Grafikon
3.3.). Moze se zakljuciti da je uCesce studenata po ocenama iz matematike podjednako za obe
grupe. Ukupna prosecna ocena iz matematike za studente koji su zavrsili trogodiSnje srednje
strucne Skole je 3,42 a za studente koji su zavrsili cetvorogodisnje srednje Skole 3,53.
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Grafikon 3.3. Uporedni histogram po ocenama studenata iz matematike u srednjoj skoli

Na osnovu podataka dobijenih anketiranjem, studenti su podeljeni u dve grupe, K grupu (278
studenata) i E grupu (277 studenata) tako da su obe grupe ujednacene po prosecnoj oceni iz
matematike u srednjoj Skoli, broju godina slusanja matematike u srednjoj Skoli i po tipu
srednje Skole koju su zavrsili. Taj proces je sproveden tako $to su prvo svi studenti grupisani
po tipu srednje Skole koju su zavrsili. Zatim je, unutar svake od grupa vrseno klasifikovanje
studenata po broju godina koliko su slusali matematiku u srednjoj Skoli, i nakon toga po
ocenama iz matematike. Podela na E i K grupu je vrSena tako Sto su iz svake grupe studenata
nastale gore pomenutom Kklasifikacijom birani parovi studenata od kojih je jedan smeStan u
E ajedan u K grupu, ¢ime je postignuta ravnomerna i ujednacena podela (Tabela 3.6.).

Tabela 3.6. Podela studenata na E i K grupu

E grupa K grupa
Visoka tehnicka skola Visoka tehnicka skola strukovnih
Skolska 2009/2010.  strukovnih studija u Zrenjaninu studija u Zrenjaninu
66 studenata 67 studenata
Visoka tehnicka skola Visoka tehnicka skola strukovnih
Skolska 2010/2011.  strukovnih studija u Zrenjaninu studija u Zrenjaninu
70 studenata 70 studenata
Visoka tehnicka skola Visoka tehnicka skola strukovnih
Skolska 2012/2013.  strukovnih studija u Zrenjaninu studija u Zrenjaninu
71 student 71 student
Visoka tehnicka Skola Visoka tehnicka Skola strukovnih
Skolska 2013/2014.  strukovnih studija u Zrenjaninu studija u PoZarevcu
70 studenata 70 studenata
Ukupno 277 studenata 278 studenata

Svi studenti su dobrovoljno ucestvovali u istrazivanju, a takode je obezbedena i saglasnost
obe Skole, Visoke tehnicke Skole strukovnih studija iz Zrenjanina i Visoke tehnicke Skole
strukovnih studija iz PoZarevca za realizaciju i ucesce u istrazivanju.
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3.5.3.Metode, tehnike i instrumenti istraZivanja

Tokom realizacije istrazZivanja primenjene su razlicite metode, u zavisnosti od etape i tipa
istrazivanja. Metoda komparativne analize je primenjena prilikom proucavanja postojece
relevantne literature iz oblasti matematike, posebno metodike nastave matematike,
matematickog modelovanja, zatim knjiga, naucnih i stru¢nih radova i internet resursa.

Pri utvrdivanju osnovnih teorijskih postavki, prakti¢nih resenja predmeta istrazivanja, kod
prikupljanja podataka, obrade i interpretacije rezultata eksperimentalnog istraZivanja
koriS¢ena je deskriptivna metoda.

Eksperimentalna metoda je primenjena za utvrdivanje veze izmedu primene matematickog
modelovanja i postignu¢a studenata. IstraZivanje je realizovano putem eksperimentalnog
rada sa paralelnim grupama, jednom kontrolnom i jednom eksperimentalnom (Leki¢, 2007;
Muzi¢, 2004).

Podaci dobijeni u eksperimentalnom delu istrazivanja su analizirani i obradeni
odgovarajucim statistickim metodama. U obradi podataka su koriS¢ene mere deskriptivne
statistike, odnosno parametri: veli¢ina uzorka, aritmetic¢ka sredina, standardna devijacija,
koeficijent varijacije i razlika aritmetickih sredina. Normalnost raspodela podataka
dobijenih iz uzorka je testirana Kolmogorov-Smirnov testom. Hipoteze su testirane
primenom statisti¢kih testova za podatke sa normalnom raspodelom (Studentov t-test) i
podatke Cija raspodela ne odgovara normalnoj (Mann-Whitney test). Razlika u postignu¢ima
studenata E grupe i K grupe, odnosno veli€ina efekta (engl. effect size) eksperimentalnog
faktora je izmerena primenom Cohens' d koeficijenta (Cohen, 1988) po skali: mali efekat (do
0,20), srednji efekat (0,50) i veliki efekat (0,80).

Za obradu podataka od softverskih alata koriS¢en je Microsoft Excel 2010 i programski
dodatak XLSTAT verzija 2014.5.03.

Podaci u eksperimentalnom delu istraZivanja su prikupljeni tehnikom analize sadrzaja
(koriS¢ena je za proucavanje sadrzaja i plana i programa predmeta Matematika i Matematika
2 i odgovarajuce literature), tehnikom anketiranja (koris¢ena je za prikupljanje podataka o
uspehu iz matematike i prethodno zavrsenoj srednjoj Skoli studenata) i tehnikom testiranja
(ispitivana su znanja studenata iz oblasti izvoda funkcije i njegove primene).

Instrumente istrazivanja su cinili dva testa koji su bili deo redovnih provera znanja
studenata u okviru predmeta Matematika/Matematika 2 i jedna anketa koja je ispitivala
stavove studenata koju je osmislio autor disertacije.

Instrument I - Kolokvijum

Krajem semestra (jedan mesec nakon eksperimentalne nastave) u kojem su studenti slusali
predmet Matematika/Matematika 2 se odrzavao redovan kolokvijum, kao prva provera
znanja. Kolokvijum je po nameni bio dijagnosticki test jer je imao za cilj da utvrdi stepen u
kojem su studenti usvojili sadrZaje vezane za prethodno obradeno gradivo.

Kolokvijum je realizovan kao test viSestrukog izbora. Za svaki zadatak su ponudena cCetiri
odgovora od kojih student bira jedan odgovor. Pri tome, odgovori su konstruisani tako da
lako navedu studenta na pogresan odgovor, ukoliko student nije u dovoljno dobroj meri
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savladao gradivo koje se proverava na testu. Takode, studenti su zadatke dobili u vidu testa
viSestrukog izbora zbog utvrdivanja moguc¢nosti primene takvog nacina provere znanja u
nastavi matematike na Visokoj Skoli strukovnih studija.

Test se sastojao od ukupno trinaest zadataka, od kojih je Sest zadataka bilo iz oblasti izvoda
funkcije i njegovih primena. U zagradi pored rednog broja zadatka je naveden broj bodova
koje nosi ta¢no reSenje. Zadaci su nosili jedan ili dva boda, u zavisnosti od sloZenosti. Ukupan
broj bodova za zadatke na celom testu je bio 20, a za zadatke iz oblasti izvoda funkcije i
njegove primene je bio 9. Negativnih poena nije bilo.

Studenti su za izradu zadataka na kolokvijumu imali 90 minuta, odnosno dva skolska Casa.
Svi studenti (E grupa i K grupa) su dobili identi¢ne zadatke. Deo prvog testa koji se odnosio
na izvod funkcije i njegove primene je sadrZao sledece zadatke (Tabela 3.7.):

Tabela 3.7. Zadaci sa kolokvijuma koji se odnose na izvod funkcije i njegovu primenu

4. (2 boda) Izvod funkcije f(x) = cos®xje:
a) f'(x) = —=9x8sinx® b) f'(x) = —9cosBxsinx c) f'(x) = 8cosx® d) f'(x) =
8sin’x

5. (1 bod) Dvadeseti izvod funkcijef (x) = x3 — 32x% + e* — 8 je:
a)f (x) =-32x  b) f*(x)=-8 A f*¥()=e* d)f¥x)=0

6. (2 boda) Jednacine tangente i normale funkcije y = ﬁ u tacki M, (2,%) su:
3 4 25 256 25 256 3 4
Aty=_x+__ my=-—x+-— bjtiy=——x+-— nmy=x+_
3 4 25 256 2
c)t.y——gx—g ny=-—x-—-—— d)t.y—g nx =2
7. (1 bod) Ako je prvi izvod funkcije y' = 14x'2e5*13, ta funkcija na svom domenu:

a) uvek opada b)uvekraste c)konstantnaje d) delom raste, a delom opada

8. (2 boda) Funkcija f(x) = xe—; ima ekstremnu vrednost u tacki:

a) M(0,0) b)M(5,e%) c)M(—4,e %) d) funkcija nema ekstemnih vrednosti

9. (1 bod) Ako je drugi izvod funkcije y"’ = % , ta funkcija je na svom domenu:
a) konveksna b) konstantna
c) konkavna d) delom konveksna, a delom konkavna

Zadaci 4 i 5: Oba zadatka se odnose na testiranje znanja studenata koja se ticu tablice izvoda
funkcije i od studenata se olekuje samo da mehanicki primene tehnike i pravila za
pronalaZenje izvoda.
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Zadatak 6: U ovom zadatku se direktno proverava sposobnost studenata da primene svoje
znanje na konkretnu situaciju, a to je pronalaZenje tangente i normale date funkcije. Tacno
reSenje je dato pod a). Ostala ponudena reSenja predstavljaju ili nepotpune izraze za
tangentu i normalu, ili su izmeSani izrazi za tangentu i normalu date funkcije sa malim
varijacijama u predznacima. Zadatak nosi dva boda, zbog kompleksnosti njegovog reSavanja
(studenti treba da nadu prvi izvod, vrednost prvog izvoda u tacki M, i da sve uvrste u izraze
za tangentu i normalu funkcije).

Zadatak 7: Tacan odgovor je dat pod b). Druga ponudena reSenja predstavljaju ostale
moguce ishode, Sto se tiCe monotonosti funkcije. Takode testira se i sposobnost za
sagledavanje izraza u celini, jer je iz izraza za f’ oCigledno da je f'>0 na celom domenu
funkcije, odakle i sledi zaklju¢ak koji vodi do tacnog odgovora. Dakle, o¢ekuje se od studenata
funkcionalno rezonovanje, a ne samo tehnic¢ke i mehanicke primene naucenog gradiva.
Zadatak nosi jedan bod.

Zadatak 8: Ovaj zadatak je po svojoj koncepciji vrlo slican Zadatku 6, samo se ovde ispituje
znanje vezano za primenu izvoda funkcije na pronalaZenje njenih ekstremnih vrednosti.
Tacno resenje je dato pod c) i nosi dva boda.

Zadatak 9: Testira se znanje studenata vezano za drugi izvod funkcije i njegovu primenu.
Tacan odgovor je dat pod a), dok ostala navedena resSenja predstavljaju druge mogucnosti
vezane za osobinu konveksnosti i konkavnosti funkcije koja se ispituje u zadatku. Zadatak
nosi jedan bod.

Instrument II - Ispit

Finalni ispit iz predmeta Matematika/Matematika 2 je bio drugi instrument istraZivanja.
Ispitje obuhvatao celo gradivo iz Matematike/Matematike 2 i prvu priliku za polaganje ispita
iz ovih predmeta studenti su imali u januarskom (Matematika), odnosno junskom ispitnom
roku (Matematika 2), posle odsluSane nastave (dva meseca nakon zavrSetka
eksperimentalnog dela nastave).

Obradivani su rezultati koje su studenti ostvarili na ispitu u prvom ispitnom roku. Ispit se
sastojao od ukupno osam zadataka, od toga izvod funkcije i njegove primene su neophodni
za reSavanje dva zadatka. Kurikulumi predmeta Matematike i Matematike 2 su menjani
tokom godina i prilagodavani su novim akreditacijama, ali su dva zadatka koja su analizirana
u istrazivanju ostajala sastavni deo ispita.

[spit je test dijagnostickog tipa, nosi ukupno 50 bodova, od ¢ega zadaci koji se odnose na
izvod funkcije nose 10 bodova. Za izradu zadataka je predvideno 180 minuta. Svi studenti
(E grupai K grupa) su na ispitu resavali identi¢ne zadatke. Zadaci koji su se odnosili na izvod
funkcije i njegovu primenu su (Tabela 3.8.):

Tabela 3.8. Zadaci sa ispita koji se odnose na izvod funkcije i njegovu primenu

a2

4. Napisati jednacinu tangente i normale krive f(x) = xixf u tacki My (2, f(2)).
a2

5 [spitati tok i skicirati grafik funkcije f(x) = xix: :
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3.5.4.Etape istrazivanja

Eksperimentalno istraZivanje je obuhvatilo Cetiri generacije studenata u periodu od 2009-
2014. godine 1 realizovano je u okviru redovne nastave na predmetima
Matematika/Matematika 2 a u skladu sa vaZe¢im nastavnim planom i programom oba
navedena predmeta koji se sluSaju na Visokoj tehnickoj Skoli strukovnih studija u
Zrenjaninu i Visokoj tehnickoj Skoli strukovnih studija u PoZarevcu.

Pre pocetka istraZivanja sa studentima je sprovedena anketa na osnovu cijih rezultata su
studenti podeljeni u dve jednako distribuirane grupe, E grupu i K grupu.

E grupa studenata je pre eksperimentalnog dela nastave realizovanog primenom
matemati¢kog modelovanja popunjavala anketu o stavovima prema matematici i realizaciji
nastave.

Nastava tokom koje je sproveden eksperimentalni program je trajala Cetiri radne nedelje. Za
to vreme, sa studentima E grupe izvod funkcije i njegove primene su obradivani primenom
metodskog pristupa baziranog na matematickom modelovanju, dok je nastava kod
studenata K grupe na iste teme realizovana primenom tradicionalnog pristupa. Aktivnosti
studenata E grupe tokom eksperimentalnog programa su detaljno opisane u poglavlju 3.2.
(obrada izvoda funkcije) i poglavlju 3.3. (primena izvoda funkcije).

Razlike u znanju studenata E grupe i K grupe su ispitivane redovnim proverama znanja,
kolokvijumu (odrZanom jedan mesec nakon zavrSetka eksperimentalnog programa) i
finalnom ispitu (odrZanom dva meseca nakon zavrSetka eksperimentalnog programa). Istog
dana, odmah nakon finalnog ispita, studenti E grupe su jo$ jednom popunjavali anketu o
stavovima prema matematici i realizaciji nastave.

Nakon preliminarnog obradivanja rezultata istrazivanja za svaku generaciju posebno,
utvrdeno je da su kod svake generacije dobijeni pribliZzno sli¢ni rezultati i da nije bilo nekih
vecih odstupanja u odnosu na sve Cetiri generacije studenata. Rezultati istraZivanja su zbog
toga obradivani i prikazani zbirno, za sve Cetiri generacije studenata koje su ucestvovale u
istrazivanju.

Rezultati provera znanja i ankete su iskoriS¢eni za procenu dejstva eksperimentalnog
faktora, primene matematickog modelovanja, na postignuca studenata iz oblasti izvoda
funkcije i njegove primene.

3.6.ANALIZA I DISKUSIJA REZULTATA ISTRAZIVANJA

3.6.1.Kolokvijum - analiza postignuca i diskusija rezultata

Kolokvijum je radilo ukupno radilo 540 studenata (268 studenata E grupe i 272 studenta K
grupe). Obradivani su rezultati dela kolokvijuma (od cetvrtog do devetog zadatka) koji se
odnosio na izvod funkcije i njegove primene. Zadaci iz obradivanog dela kolokvijuma su
bodovani na sledeci nacin: Cetvrti, Sesti i osmi zadatak su nosili po dva boda, dok su peti,
sedmi i deveti zadatak nosili po jedan bod (ukupno 9 bodova za svih Sest zadataka).
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Studenti E grupe su u proseku uradili ta¢no 72,64% zadataka sa kolokvijuma, a studenti K
grupe 67,40%. U obe grupe je bilo studenata koji su ostvarili maksimalni broj bodova (44
studenta u E grupi i 20 studenata u K grupi). Nula bodova je u E grupi imalo 4 studenta, a u
K grupi 5 studenata. Grafikon 3.4. daje uporedni prikaz postignuca po zadacima.
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Grafikon 3.4. Uporedni histogram po zadacima sa kolokvijuma

Sa grafikona 3.4. se jasno moZe uociti da su studenti E grupe imali bolja postignuc¢a od
studenata K grupe na svakom zadatku sa kolokvijuma (osim kod Sestog zadatka gde su obe
grupe imale pribliZzno jednaka postignuca).

Sesti zadatak (odredivanje tangente i normale na funkciju u datoj tacki) su najbolje uradile
obe grupe (87,68% i 87,86% za E grupu i K grupu, respektivno), $to je bilo i oCekivano, jer se
zadatak reSava po standardnom protokolu.

Kod sedmog zadatka (ispitivanje monotonosti funkcije) postoji znacajna razlika u
postignué¢ima u korist E grupe (60,45% za E grupu i 53,68% za K grupu). Ovakvi rezultati su
bili i o¢ekivani s obzirom da su studenti E grupe kroz primenu matematickog modelovanja
uvezbavali reSavanje problema ovog tipa i imali su prilike da ih poveZu sa realnim
situacijama.

Rezultati postignuc¢a studenata kod osmog i devetog zadatka (odredivanje ekstremne
vrednosti funkcije i ispitivanje konveksnosti i konkavnosti funkcije, respektivno) su
potvrdila prednost E grupe u odnosu na K grupu koja se tice reSavanja problema primenom
izvoda funkcije.

U K grupi je najveci broj studenata je ostvario sedam bodova, dok se u E grupi najveca
frekvencija javila kod osam bodova (Grafikon 3.5.).
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Grafikon 3.5. Frekvencija bodova sa kolokvijuma

Statisticki pregled rezultata kolokvijuma je dat u tabeli 3.9. Studenti E grupe su u proseku
ostvarili 6,54 boda (72,64%) a studenti K grupe 6,07 bodova (67,40%). Koeficijent varijacije
(CV) je kod E grupe 31,62% a kod K grupe 32,80% Sto ukazuje na relativnu homogenost u
znanju obe grupe na kolokvijumu.

Tabela 3.9. Statisticki rezultati kolokvijuma

Mann-Whi
ann-Whitney test Cohens’

d

N M M%) SD cv Me-My(%)
U p

E 268 654 72,64% 2,07 31,62%
5,24% 42063,00 0,002 0,23
K 272 6,07 6740% 1,99 32,80%

Legenda: N-broj studenata; M-srednja vrednost broja bodova; M(%)-srednja vrednost broja bodova izrazena u
procentima; SD-standardna devijacija; CV-koeficijent varijacije; Me-Mk(%) razlika srednjih vrednosti broja bodova E
i K grupe izraZena u procentima; U-vrednost statistike; p-nivo statisticke znacajnosti; Cohens’ d-veli¢ina efekta.

Za obe grupe je ispitana normalnost raspodele rezultata primenom Kolmogorov-Smirnov
testa. Vrednost test statistike za E grupu je D = 0,1858 a nivo statisticke znacajnosti p <
0,0001, dok je za K grupu D = 0,2431 i p < 0,0001. Dobijene vrednosti test statistike ne
odgovaraju normalnoj raspodeli rezultata E i K grupe, pa je za testiranje znacajnosti razlike
aritmetickih sredina primenjen neparametrijski Mann-Whitney test.

Na osnovu vrednosti test statistike U = 42063,00 i nivoa statisticke znacajnostip = 0,002 <
0,01 moZe se sa sigurnoS¢u od 99% potvrditi da postoji statisti¢ki znacajna razlika u
postignu¢ima E i K grupe na kolokvijumu.
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Velicina uticaja je mala (d = 0,23) ali daje E grupi prakti¢nu prednost u odnosu na K grupu
potvrdivanjem postojanja pozitivnih efekata primenjenog metodskog pristupa baziranog na
principima matematickog modelovanja.

Analizom rezultata kolokvijuma potvrdena je prva pomocna hipoteza istraZivanja Heps,
odnosno da postoji statisticki znacajna razlika u postignu¢ima studenata na kolokvijumu u
korist E grupe i metodskog pristupa baziranog na matematickom modelovanju kao
eksperimentalnog faktora.

3.6.2.1spit

Ispit je radilo ukupno 498 studenata, od toga 255 studenata E grupe i 243 studenta K grupe.
Na ispitu su analizirana postignuca studenata kod dva zadatka, Cetvrtom (tangenta i normala
funkcije) i petom (ispitivanje toka funkcije) za Cije reSavanje je bilo neophodno poznavanje
izvoda funkcije i njegove primene. Cetvrti zadatak je nosio dva boda a peti zadatak je
rasclanjen na delove (5a(izvod funkcije), S5b(ispitivanje monotonosti funkcije), 5c(drugi
izvod) i 5d(ispitivanje konveksnosti i konkavnosti funkcije)) od kojih je svaki deo nosio po
dva boda. Studenti su ukupno na cetvrtom i petom zadatku sa ispita mogli da ostvare 10
bodova.

Studenti E grupe su u proseku tacno resili 48,86% zadataka a studenti K grupe 37,90%
zadataka. Uporedni prikaz postignuca studenta po zadacima je dat na grafikonu 3.6.
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Grafikon 3.6. Uporedni histogram po zadacima sa ispita

Kao i na kolokvijumu, studenti E grupe su bili znacajno uspes$niji od studenata K grupe i na
ispitu, posmatrano za svaki zadatak pojedina¢no (Grafikon 3.6.).

[z grafikona 3.6. se moZe izvesti zakljucak da su studenti obe grupe najbolje uradili zadatak
5a (73,53% tacnih reSenja kod studenata E grupe i 58,64% kod K grupe). Ovakvi rezultati su

70



EFEKTI PRIMENE MATEMATICKOG MODELOVAN]JA NA OBRADU POJMA IZVODA FUNKCIJE U VISOKOM STRUKOVNOM OBRAZOVANJU

bili o¢ekivani jer se od studenata trazi da primene osnovne tehnike i pravila za pronalazenje
izvoda.

Ono Sto je vaZzno istaci je da je najveca razlika u postignu¢ima studenata E i K grupe uo¢ena
kod 5b zadatka koji se odnosio na ispitivanje monotonosti funkcije ( 53,92% kod studenata
E grupe i 36,21% kod K grupe). Prilikom analize pismenih radova studenata obe grupe,
moglo se primetiti da su studenti K grupe zadatak reSavali koriste¢i iskljucivo algebarsku
reprezentaciju dok su studenti E grupe uglavnom dobijeno resenje i graficki interpretirali.
Ovakav nacin reSavanja se kod studenata E grupe mogao uociti i kod zadataka 5ci 5d Sto se
moZe tumaciti kao jedna od posledica primene matematickog modelovanja koja
podrazumeva povezivanje problema koji se reSavaju sa realnim situacijama. Studenti E
grupe su iz tih razloga imali potrebu da svako reSenje na neki nacin i ,prikazu” i u tu svrhu
su koristili graficku interpretaciju.

S tim u vezi, primeceno je da su studenti E grupe koji su u celosti ispitali tok funkcije (peti
zadatak) bili uspesniji u skiciranju njenog grafika u odnosu na studente K grupe (9,41%
studenata E grupe i 4,12% studenata K grupe).

Frekvencija bodova na ispitu je prikazana na grafikonu 3.7. U obe grupe je bilo studenata sa
maksimalnim brojem bodova (24 studenta u E grupii 10 u K grupi). Nula bodova je imalo 11
studenata u E grupi i 12 u K grupi. U K grupi je najveci broj studenata ostvario 2 bodaau E
grupi 3 boda.
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Grafikon 3.7. Frekvencija bodova sa ispita

U proseku, studenti E grupe su na posmatranim zadacima ostvarili 4,89 boda (48,86%) a
studenti K grupe 3,79 boda (37,90%), (Tabela 3.10.).
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Tabela 3.10. Statisticki rezultati ispita

Mann-Whitney test

Cohens’
N M M(%) cv Mg-Mk(%) d
U p
E 255 4,89 48,86% 2,92 59,76%
10,96% 38338,00 0,000 0,38

K 243 3,79 3790% 2,81 74,01%

Legenda: N-broj studenata; M-srednja vrednost broja bodova; M(%)-srednja vrednost broja bodova izraZzena u
procentima; SD-standardna devijacija; CV-koeficijent varijacije; Me-Mk(%) razlika srednjih vrednosti broja bodova
E i K grupe izraZena u procentima; U-vrednost statistike; p-nivo statisticke znacajnosti; Cohens’ d-veli¢ina efekta.

Koeficijenti varijacije za obe grupe su poviseni (59,76% za E grupu i 74,01% za K grupu) Sto
ukazuje na nehomogenost znanja studenata koja je narocito izraZena kod K grupe.

Normalnost raspodele rezultata je ispitivana Kolmogorov-Smirnov testom. Dobijene
vrednosti test statistike D = 0,1487 ip < 0,0001 za E grupui D = 0,1870ip < 0,0001 za K
grupu su ukazale na nepostojanje normalne raspodele pa je za obradu rezultata ispita
primenjen neparametrijski Mann-Whitney test.

Primenom Mann-Whitney testa (vrednost test statistike U = 38338,00 i nivo statisticke
znacajnosti p = 0,000 < 0,01) dobijeni su rezultati na osnovu kojih se sa sigurnoséu od 99%
moZe potvrditi postojanje znacajne statisticke razlike izmedu aritmetickih sredina
postignuca E i K grupe na ispitu.

Efekat uticaja je neSto ve¢i nego na kolokvijumu (d = 0,38) ali i dalje spada u interval malih
uticaja. U svakom slucaju, studenti E grupe su i na ispitu ostvarili statisticki znacajno bolja
postignué¢a u odnosu na studente K grupe, ¢ime je potvrdena druga pomoc¢na hipoteza
istrazivanja Hpz a samim tim i pozitivan uticaj eksperimentalnog faktora.

Rezultati sprovedenog istrazivanja su potvrdili obe pomo¢ne hipoteze, a samim tim i glavnu
hipotezu istrazivanja koja se odnosi na implementaciju matematickog modelovanja u
visokoSkolsku nastavu matematike. Na osnovu toga se izvodi zaklju¢ak da primena
predloZenog metodskog pristupa baziranog na matematickom modelovanju dovodi do
statisticki znac¢ajno boljih postignuca studenata u odnosu na postignuca studenata kod kojih
su za obradu izvoda funkcije i njegove primene koriSc¢eni tradicionalni metodski pristupi.

3.6.3.Anketa

Sa studentima E grupe je sprovedena jo$ i anketa koja je za cilj imala da utvrdi koliko
predloZeni metodski pristup baziran na matematickom modelovanju moZe uticati na stavove
studenata prema nastavi i u¢enju matematike.

Anketa je sa studentima sprovedena pre nego Sto je zapoceta eksperimentalna nastava.
Nakon zavrSetka eksperimentalne nastave, kada su studenti polagali finalni ispit, E grupa je
ponovo popunjavala istu anketu i uporedivani su njihovi stavovi pre i posle.
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Anketa je bila u formi upitnika koji se sastojao iz tri dela. Upitnik je koncipiran za potrebe
opisanog istrazivanja od strane autora disertacije. Prvi deo upitnika je sadrzao osnovna
pitanja vezana za profil studija, prethodno zavrSenu srednju $kolu i pol. Drugi deo upitnika
je osmiSljen u cilju ispitivanja stava studenata prema matematici kao predmetu, nacinu
realizacije nastave i primeni novih tehnologija i metoda. Odgovori koje su studenti davali na
postavljena pitanja iz upitnika su rangirani primenom trostepene Likert-ove skale (SlaZem
se-3, Delimicno se slazem-2, Ne slazem se-1).

Drugi deo upitnika je sadrZao sledeca pitanja prikazana u tabeli 3.11.

Trec¢i deo upitnika je ispitivao subjektivno misljenje studenata o matematici i metodskim
pristupima koji se koriste u nastavi. Svi studenti koji su ucestvovali u istrazivanju su imali
priliku da tekstualno izraze svoje videnje vaznosti matematike, iskaZu svoj stav o tome Sta
matematiku c¢ini ,teSkom“ i predloZe eventualne nacine za poboljSanje efekata nastave,

ucenja i razumevanja matematic¢kih pojmova.

Tabela 3.11. Pitanja iz drugog dela upitnika

ika i " " SLAZEM  DELIMICNOSE  NE SLAZEM
1. Matematika je previSe apstraktna. SE SLAZEM SE
Nac1rv1 . na l.<_011 pr(.)fefor/?swt_ent préze.ntu]e SLAZEM DELIMIENOSE  NE SLAZEM
2. sadrzaje 1.<011 se gucava]u ima uticaj na SE SLAZEM SE
razumevanje matematike.
5 Nastava matematike nije ilustrovana sa dovoljnim SLAZEM  DELIMICNOSE  NE SLAZEM
" brojem primera iz realne prakse. SE SLAZEM SE
,  Ukazivanje na realne primere bi imalo uticaja na SLAZEM  DELIMICNO SE  NE SLAZEM
" razumevanje matematic¢kih pojmova. SE SLAZEM SE
g Nastava matematike nije ilustrovana sa dovoljnim  SLAZEM  DELIMICNOSE  NE SLAZEM
" brojem vizuelnih primera. SE SLAZEM SE
P Vizuelni primeri imaju pozitivan uticaj na SLAZEM  DELIMICNOSE NE SLAZEM
" razumevanje matematickih pojmova. SE SLAZEM SE
,  Ratunarske tehnologije nisu u dovoljnoj meri SLAZEM  DELIMICNO SE  NE SLAZEM
" zastupljene u nastavi matematike. SE SLAZEM SE
8 Vizuelni primeri (grafikoni, animacije, simulacije) =~ SLAZEM  DELIMICNO SE  NE SLAZEM
" bi doprineli razumevanju matematike. SE SLAZEM SE
9.  Matematiku ¢u koristiti u profesionalnom zivotu. SLAZEM DELIMIVCNO SE NESLAZEM
SE SLAZEM SE
Aktivna nastava i kreativnost u sprovodenju . “ .
10. nastave matematike bi doprineli VaéeI;n interes]u SLAZEM DELIMIVCNO SE NESLAZEM
. . SE SLAZEM SE
za matematiku i njene primene.

Anketa u formi upitnika o stavovima studenata prema matematici i realizaciji nastave je
sprovedena sa istim studentima E grupe pre nego Sto je primenjen eksperimentalni deo
programa (277 studenata) i nakon realizacije eksperimentalnog programa, odnosno u
sklopu finalnog ispita (255 studenata).

Rezultati drugog dela upitnika koji se sastojao od 10 tvrdenja (stepen slaganja je rangiran po
trostepenoj Likert-ovoj skali) su obradeni i prikazani po Heiberger & Robbins (2014).
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Procenat stepena slaganja studenata E grupe sa svakom tvrdnjom pojednacno pre primene
eksperimentalnog programa je prikazan na grafikonu 3.8. i posle primene programa na
grafikonu 3.9.
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Grafikon 3.8. Procenat slaganja sa tvrdnjama pre sprovodenja eksperimentalnog programa
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Grafikon 3.9. Procenat slaganja sa tvrdnjama nakon sprovodenja eksperimentalnog programa
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Najvece promene u stavu studenata su uocene kod druge tvrdnje (nacin prezentovanja
matematickih sadrzaja) gde je procenat potpunog i delimi¢nog slaganja sa 11,19% porastao
na 36,87% posle modelovanja, i Seste tvrdnje (uticaj vizuelnih primera, sa 12,64% na
61,18%). Nastale promene se mogu objasniti time $to su studenti nakon iskustva sa
primenom modelovanja u nastavi mogli da uvide koje prednosti mogu doneti razlike u
nacinima izlaganja i prisustvo vizuelnih primera.

Znacajne promene u stavu su uocene i kod Cetvrte (ukazivanje na realne primere), osme
(prisustvo grafikona, animacija i simulacija) i desete tvrdnje (primena tehnika aktivnog
ucenja), odnosno studenti su se u vecoj meri slagali sa tim tvdnjama nakon $to su imali
iskustva sa primenom matematickog modelovanja nego pre kada je nastava realizovana
samo primenom tradicionalnih metodskih pristupa.

Treci deo upitnika je za predmet imao sakupljanje utisaka studenata o matematici i njihovih
sugestija za unapredenje nastavnog procesa visokoSkolske matematike. Poredeni su
predlozi studenata pre i posle primene matemati¢ckog modelovanja u nastavi, a neki od njih
su izdvojeni i prikazani u tabeli 3.12. Metoda komparativne analize je primenjena za
poredenje rezultata trec¢eg dela ankete.

Tabela 3.12. Predlozi i sugestije studenata posle i pre modelovanja

Posle modelovanja

Pre modelovanja

Koristi se u vecini poslova.

Necu je koristiti u budu¢nosti.

ZNACA] Primenjuje se svuda u praksi. Pretesko!
MATEMATIKE Zato jer je matematika potrebna u daljem toku Kome u daljem Zivotu treba
Zivota i za bolji posao. neka od metoda ili racuna?
Zadaci su jako dugacki i je broj i cudnih
adaci su jako dugacki i puno je brojeva i ¢udnih . .\ jel
oznaka.
TEZINA Jer zahteva dobro predznanje, prisutnost i )
.. Komplikovano!
MATEMATIKE koncentraciju.
Neke operacije i metode su nejasne i ne vidimo gde Ne ide mi!

se koriste.

ViSe vizuelnih primera i prakticnih zadataka bi
pomogli da se matematika bolje razume.

Ne bih niSta menjao.

. - Y N . Nemam ideju kako bi se

Ja bih voleo da koristimo racunare za reSavanje gil "
PREDLOZI ZA  zadataka. unapre 1.a nastava
UNAPREDENJE matematike!

Ukljuciti u nastavu Sto vise realnih i zivih primera Cewn e
NASTAVE . . .. Meni ni$ta nije jasno...

primene matematike u stvarnom Zzivotu.
MATEMATIKE

Opremiti laboratorije gde studenti i profesori
mogu da uce i pokaZu svoju kreativnost!

Ovakve metode nas ohrabruju da radimo i u¢imo i
vezbamo matematiku:-)

Matematika je jako teSka, ne
razumem i ne vidim smisao.

Trenutno nista!

Predlozi studenata pre modelovanja su pokazali da oni tada nisu imali viziju i ideje kako bi
nastava matematike trebala da izgleda, niti Sta bi moglo da im pomogne u u€enju i doprinese
njihovom razumevanju matematike. Dobijeni odgovori su bili kratki, Sturi i neodredeni, Sto
je potvrdilo da oni nemaju izgraden nikakav stav prema korisnosti matematike i ¢ak ni ne
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vide mogucnost za poboljSanje postojeceg stanja. Pored toga, izveden je zakljuCak da
studenti ne veruju ni da postoji mogucnost realizacije nastave matematike na interesantniji
nacin. Mora se naglasiti i da su studenti pre modelovanja u mnogo manjem procentu iznosili
svoje predloge u trecem delu ankete (31% od ukupnog broja studenata je neSto predloZilo
ili konstatovalo), dok je ¢ak 68% studenata iznelo svoje stavove i predloge za poboljSanje
nastave matematike u istom delu ankete nakon modelovanja.

U trecem delu upitnika studenti su nakon modelovanja bili mnogo kreativniji u svojim
predlozima za poboljSanje nastave matematike. Narocito su naglasili svoje potrebe za
implementacijom realnih primera u nastavu matematike i za primenu vizuelnih alata.

Na osnovu predloga i sugestija studenata, moZe se zakljuciti da primena realnih primera,
animacija, simulacija i vizuelno - dinamickih primera u nastavi matematike, moZe doprineti
Sirenju horizonta percepcije matematickih pojmova kod studenata, kao i uloge matematike
u realnom/profesionalnom zivotu.

Rezultati celokupne ankete su potvrdili da je eksperimentalni faktor, primena matematickog
modelovanja u realizaciji nastave, doprineo izvesnoj promeni stavova studenata ka
pozitivnijem shvatanju uloge matematike i stvaranju boljeg odnosa prema nastavi i u¢enju.
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4.1.UVOD

U cCetvrtoj glavi disertacije predloZen je nov pristup matematicCkom modelovanju koje se
realizuje u raCunarskom okruZenju, detaljno je opisan proces njegove implementacije u
nastavni proces tokom obrade izvoda funkcije i njegove primene i analizirani su efekti koje
novi predloZeni pristup ima na ucenje i nastavu matematike.

Analiziraju¢i novije trendove u matematickom obrazovanju, moZe se primetiti da su
savremene strategije ucenja usmerene ka integraciji raCunarskih tehnologija u nastavu
(Artique, 2013; Bray & Tangney, 2017; Hoyles, 2016; Moreno-Armella, Hegedus & Kaput,
2008; Star et al, 2014; Wu, 2011). Uzimajuéi u obzir prednosti primene racunarskih
tehnologija u nastavi i matematickom modelovanju, kao i iskustva iz prvog ciklusa
istrazivanja, osmiSljen je novi pristup modelovanju u racunarskom okruzenju i
implementiran je u nastavni proces.

Drugi ciklus istrazivanja je sproveden Skolske 2016-2017. godine. Za potrebe ovog dela
istrazivanja osmiSljen je novi pristup matematickom modelovanju realizovan u
raCunarskom okruZenju (originalni doprinos disertacije). Matemati¢cko modelovanje je u
ovom ciklusu istrazivanja sprovedeno sa obe grupe studenata, s tom razlikom $to su studenti
kontrolne grupe modelovali bez pomo¢i ra¢unara, dok je sa studentima eksperimentalne
grupe primenjen novi pristup modelovanju u GeoGebra okruZenju.

Na ovaj nacin, drugi ciklus istraZivanja je nadovezan na prvi ciklus, uzimajuci pri tome u obzir
dobre strane i pozitivna iskustva steCena tokom prvog istraZivanja ali i uo¢ene nedostatke.
Posmatrano u celini, u periodu od 2009-2017. godine je sprovedeno istrazivanje koje je
obuhvatilo implementaciju matematickog modelovanja u nastavu matematike na
visokoSkolskom nivou tokom prvog ciklusa i implementaciju unapredenog metodskog
pristupa baziranog na modelovanju u GeoGebra okruZenju tokom drugog ciklusa istrazivanja
(Slika 4.1.).

2009.-2017.
____________ -
'~ *
PRVI CIKLUS \
ISTRAZIVANIA I
I
2009.-2014. I 2016.-2017. |
I I
I !
MODELOVANIE BEZ I
. PRIMENA & MODELOVANIE U
KLASICNI PRISTUP | |PRIMENE RACUNARSKIH -
MODELOVANIA | TEHNOLOGUIA GEOGEBRA OKRUZENIU|
o -

Slika 4.1. Sema istraZivanja
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Rezultati drugog ciklusa istraZivanja su takode potvrdili postojanje pozitivnih efekata
primene matematickog modelovanja u raCunarskom okruZenju u nastavi matematike na
ucenje i znanja studenata iz oblasti izvoda funkcije i njegove primene.

Glava se sastoji iz Sest poglavlja.

U drugom poglavlju je detaljno opisan novi pristup modelovanju u ra¢unarskom okruzZenju
koji je osmisljen za potrebe istrazivanja.

Trete poglavlje opisuje aktivnosti studenata tokom obrade izvoda funkcije primenom
predloZenog metodskog pristupa zasnovanog na procesu modelovanja realizovanom u
GeoGebra okruzenju.

U Cetvrtom poglavlju su navedeni primeri kori$¢eni u nastavi za obradu sadrzZaja na temu
primene izvoda funkcije na ispitivanje monotonosti, ektremnih vrednosti i konveksnosti i
konkavnosti funkcije i dat je detaljan opis aktivnosti tokom modelovanja u GeoGebra
okruzenju.

U petom poglavlju je prikazan metodoloski koncept istraZivanja, opisani su predmet, cilj i
hipoteze istraZivanja i navedene su metode, tehnike i instrumenti kori$¢eni za prikupljanje i
obradu podataka.

Analiza i diskusija rezultata istraZivanja su prikazani u Sestom poglavlju.

4.2.NOVI PRISTUP MODELOVANJU U RACUNARSKOM
OKRUZEN]U - ZVEZDASTI DIJAGRAM

Proces matematickog modelovanja koji ova disertacija predlaZe, originalan je doprinos
autora. Novi pristup integriSe racunarske tehnologije u proces modelovanja i ilustrovan je
Zvezdastim dijagramom (Slika 4.2.). Faze predloZenog procesa modelovanja u potpunosti
odgovaraju onima iz Stillman et al. (2007), (odeljak 2.3.2., Slika 2.7.) ciklusa, ali u ovom
slucaju postoje dva tipa prelaza.

Prelazi su u zvezdastom djagramu oznaceni sa S i sa G (Slika 4.2.). Prelazi S-tipa se realizuju
novim S aktivnostima u racunarskom okruZenju, oznacenim sa S1-S5. Kod prelaza G-tipa,
pripadajuce aktivnosti su oznacene sa G1-G5 i one uglavnom odgovaraju aktivnostima koje
se realizuju kod prelaza u Stillman et al. (2007) procesu modelovanja.
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Slika 4.2. Zvezdasti dijagram procesa matematickog modelovanja u racunarskom okruZenju

U novom procesu modelovanja realizuju se aktivnosti od Situacije iz realnog sveta do faza
Realni problem, Interpretacija resenja i Prihvatanje (izvestaj) ili odbijanje resenja i nazad, Sto
znaci da se aktivnosti izmedu svih pomenutih faza mogu realizovati. U zvezdastom
dijagramu je to ilustrovano kao preklapanje navedenih faza modelovanja (Slika 4.2.).
Tradicionalni proces modelovanja dozvoljava samo aktivnosti od faze Situacija iz realnog
sveta do Realnog problema i nazad, Stillman et al. (2007), (odeljak 2.3.2., Slika 2.7.).

Aktivnosti u okviru prelaza u novom procesu modelovanja se mogu realizovati uz ili bez
primene racunarskih tehnologija. Aktivnosti karakteristi¢ne za prelaze S-tipa su zasnovane
na primeni racunara da bi na taj nafin mogle doprineti vizuelnom istraZivanju i
eksperimentisanju u dinami¢kom okruZenju, Sto moZe pozitivno uticati na motivaciju
studenata za dalje u€enje (Brom et al., 2017; Chiu & Churchill, 2015).

Novi prelazi S-tipa su prikazani strelicama u centralnom delu zvezdastog dijagrama i oni
povezuju sve faze modelovanja sa raCunarom. Ideja na kojoj su novi prelazi zasnovani je da
se smanji mogucnost pojave blokada pri prelascima izmedu faza tako Sto ¢e se kao pomo¢
koristiti materijali u vidu racunarskih animacija i simulacija.

Novi proces modelovanja (reprezentovan zvezdastim dijagramom) pruza i mogucénost za
neciklicke S-tipa prelaze izmedu faza. PredloZeni pristup modelovanju je zasnovan na ideji
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da se prevazidu teSkoce prouzrokovane strogim definisanjem redosleda faza modelovanja,
narocito jer su neki autori kroz istraZivanja potvrdili da u praksi postoje individualni pristupi
fazama modelovanja (Blum & Ferri, 2009). S-tipa prelazi su mogudi iz svake faze u svim
pravcima, bez obaveznog posStovanja ustaljenog ciklicnog redosleda. Slican pristup prelaza
izmedu faza modelovanja, ali u vidu mreZe, bez indikacije smera prelaza je predloZen od
strane nekih autora (Skov Hansen et al,, 1999). Racunarske tehnologije kod novog pristupa
modelovanju predloZenog u ovoj disertaciji preuzimaju ulogu “mreZe” i na taj nacin
omogucavaju da se proces modelovanja maksimalno prilagodi ucesnicima modelovanja. Na
taj nacin, racunarske tehnologije rade kao alternativna ,raskrsnica“ izmedu faza
matemati¢ckog modelovanja nudeci pri tome moguénost da proces modelovanja i njegova
integracija u nastavni proces teku bez prepreka.

Osim toga, u novom procesu modelovanja se mogu Kkoristiti i prelazi G-tipa. To znaci da
studenti mogu izabrati individualne rute modelovanja u zavisnosti od njihovog znanja,
kompetencija i preferenci, tj.: ,Pojedinac zapocinje ovaj proces tokom odredene faze, prema
njegovim/njenim preferencijama, a zatim prolazi kroz razlicite faze nekoliko puta ili samo
jednom, fokusirajudi se na odredenu fazu ili ignorisuci druge.” (Ferri, 2006, p. 91).

Uzimajuc¢i u obzir mogucnosti za izbor razli¢itih vrsta prelaza izmedu faza, dinamika
modelovanja kada se primenjuje novi pristup je zbog toga sasvim drugacija. U novom
pristupu modelovanju je uobicajeno da se nekada prode kroz ceo ciklus modelovanja, samo
da bi se realizovao prelaz izmedu dve faze. Prednost koje ova moguc¢nost nudi se ogleda u
tome Sto studentima omogucuje viSestruke prolaze kroz ceo ili parcijalan proces
modelovanja, ¢cime oni utvrduju i proveravaju valjanost modela i reSenja dok aktivno koriste
i unapreduju svoja znanja.

Analizirajuci prelaze izmedu faza u novom pristupu modelovanju moze se uociti da tokom
jednog G prelaza realizuju dva S prelaza (Slika 4.2.). Razlog za to je Sto se racunar koristi kao
“posrednik” pri prelazima izmedu faza, preciznije, jedan S prelaz ide od polazne faze do
racunara a drugi od racunara do Zeljene faze modelovanja. Na taj nacin dolazi i do
preklapanja odredenih G i S prelaza a samim tim i aktivnosti koje se realizuju u okviru njih.
Detaljan opis svih prelaza (G-tipa i S-tipa) i njima pripadajucih aktivnosti su prikazane u
tabeli 4.1.

Za racunarske tehnologije kojima se realizuju prelazi S-tipa izmedu faza u jezgru novog
procesa modelovanja je izabran softver GeoGebra, najviSe zbog svojih mogucnosti za
istovremeni prikaz viSestrukih reprezentacija i zbog toga Sto je novi pristup modelovanju
zahtevao softver koji bi bio jednostavan za koriS¢enje i studentima i nastavnicima, a koji bi
pri tome, mogao da odgovori zahtevima procesa modelovanja koji se odnose na njegovu
dinamicku prirodu i istovremeno, potrebu za matematickom reprezentacijom (odeljak
2.4.3.), (Mousolides, 2011).

Izborom GeoGebra-e kao racunarske tehnologije postignuto je da animacije i simulacije
imaju centralnu ulogu u novom procesu modelovanja i da na taj nacin obezbede prolaz ka
svim fazama modelovanja.
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Tabela 4.1. Aktivnosti u okviru G i S prelaza u novom pristupu modelovanju

G Prelazi

Aktivnosti u okviru G1

o Identifikacija zavisnih i nezavisnih promenljivih koje ¢e biti
ukljucene u algebarski model.

Matematicka reprezentacija elemenata modela da bi se
mogle primeniti formule.

Izbor tehnoloskih/matematickih alata za izra¢unavanja i
graficku reprezentaciju modela.
Izbor tehnologije kojom bi se
reprezentacija modela.

Pojasnjenje konteksta problema.
Postavljanje jednostavnih pretpostavki.
Identifikacija strategija reSavanja.
Specifikacija ispravnih strategija reSavanja.

napravila graficka

Aktivnosti u okviru G2

Primenjivanje odgovarajucih simbolic¢kih formula.
Primenjivanje algebarskih postupaka za
pojednostavljivanja  formula u cilju iznalaZenja
sofisticiranijih reSenja.

Primena tehnoloskih/matematickih alata za izracunavanja.
Primena tehnologije za automatsku primenu formula na
viSe razlic¢itih slucajeva.

Korektna primena sintaksnih pravila (matematickih ili
tehnoloskih).

Verifikacija algebarskog modela primenom tehnologije.

NalaZenje dodatnih rezultata u cilju bolje interpretacije
reSenja.

AKktivnosti u okviru G3

Povezivanje matematickih rezultata sa
odgovaraju¢om komponentom iz realnog sveta.

njihovom

Kontekstualizacija matematickih finalnih i medurezultata
sa Situacijom iz realnog sveta.

Integracija argumenata za potvrdivanje interpretacije.
Smanjenje prethodnih ograni¢enja u cilju dobijanja
rezultata koji bi podrzali novu interpretaciju.

Uvidanje prednosti uvodenja matematicke reprezentacije
pre razmatranja interpretacije.

Aktivnosti u okviru G4

Uskladivanje neocekivanih medurezultata sa Situacijom iz
realnog sveta.
Razmatranje implikacija
Situaciju iz realnog sveta.
Uskladivanje matematickih aspekata problema sa njegovim
aspektima iz realnog sveta.

Uocavanje da postoji granica u smanjenju ogranic¢enja da bi
se dobilo validno resenje.

Razmatranje globalnih primena matematickog modela u
realnom svetu.

matematickih rezultata na

AKtivnosti u okviru G5

Povratak u Realni problem.
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AKtivnosti u okviru S1

e Izrada vizuelno/dinamickih prikaza Realnog problema radi
identifikovanja promenljivih.

Opisivanje Situacije iz realnog sveta i istrazivanje Realnog
problema primenom vizuelno/dinamickih prikaza.

AKtivnosti u okviru S2

Izrada/koriS¢enje simulacija realnog problema koje ce
voditi do Matematickog modela.

Posmatranje promena kod numerickih vrednosti i
promenljivih, identifikacija pravila i relacija izmedu
podataka primenom vizuelno/dinamickih prikaza.
Uocavanje razli¢ith mogucéih strategija za reSavanje
Realnog problema iz postoje¢ih vizuelno/dinamickih
prikaza.

Izbor strategije za reSavanje Realnog problema.

e Prilagodavanje vizuelno/dinamickih prikaza uslovima

Realnog problema i izvodenje konacnog Matematickog
modela.

AKtivnosti u okviru S3

modelom u

Manipulacija sa Matematickim
vizuelno/dinamickom okruzenju.
Ispitivanje mogucnosti Matematickog modela i njegovih
razlicitih interpretacija.

Osmisljavanje algebarskog modela (Matematickog resenja)
iz vizuelno/dinamickih prikaza.

Primena vizuelno/dinamickih prikaza za eksperimentisanje
sa algebarskim i graficko/dinamickim resenjem.

AKtivnosti u okviru S4

Primena vizuelno/dinamicke prikaza za uspostavljanje
relacija izmedu algebarskog i graficko/dinamickog resenja.
Manipulacija sa vizuelno/dinamic¢kim prikazom reSenja i
testiranje da li ono zadovoljava Situaciju iz realnog sveta.

AKktivnosti u okviru S5

Integracija svih vizuelno/dinamickih elemenata
Matematickog resenja i provera njihove kompatibilnosti u
cilju Verifikacije matematickog modela.

Razmatranje daljih mogucih interpretacija Matematickog
re§enja manipulacijom sa njegovim vizuelno/dinamickim
prikazom.

o Prilagodavanje reSenja novim Situacijama iz realnog sveta i
postavljanje novih Realnih problema eksperimentisanjem
sa parametrima iz vizuelno/dinamickog prikaza.
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4.3. OBRADA DEFINICIJE IZVODA FUNKCIJE PRIMENOM
MATEMATICKOG MODELOVANJA U GEOGEBRA OKRUZENJU

Motivisani pozitivnim iskustvima nastalih primenom matemati¢ckog modelovanja u nastavi
matematike tokom prvog ciklusa istraZivanja sprovedenog u periodu od 2009-2014. godine,
sprovedeno je novo istraZivanje sa jo$ jednom generacijom studenata u toku Skolske 2016-
2017. godine.

Detaljnom analizom prvog ciklusa istrazivanja, narocito njegovih pozitivnih efekata, ali i
potencijalnih problema koji su nastajali tokom procesa modelovanja, usavrSen je novi
pristup i primenjen na obradu iste teme matemati¢ckim modelovanjem i reSavanjem istih
realnih problema.

U novom istraZivanju studenti eksperimentalne grupe su dobili znacajno vecu ulogu u
modelovanju tako Sto su samostalno koristili laptop racunare, tablete i pametne telefone sa
instaliranom GeoGebra aplikacijom. GeoGebra materijali koje su studenti sami pravili su
deljeni preko video bim projektora i diskutovani u okviru aktivnosti tokom procesa
modelovanja.

Takode, u drugom ciklusu istrazivanja je proces matematickog modelovanja implementiran
i kod studenata kontrolne grupe, sa tom razlikom Sto je modelovanje kod studenata
kontrolne grupe sprovedeno prate¢i aktivnosti iz standardnog ciklusa modelovanja
(Stillman et al., 2007) bez pomo¢i racunara (kao i u prvom ciklusu istrazivanja), odnosno,
primenjivali su se prelazi G-tipa prikazani sa G1-G5 u zvezdastom dijagramu.
Eksperimentalna grupa studenata je primenjivala novi pristup modelovanju prikazan
zvezdastim dijagramom (Slika 4.2.), prelaze G-tipa i narocito aktivnosti u okviru prelaza S-
tipa koje su realizovali primenom GeoGebra softvera.

Kao i u prvom ciklusu istrazivanja, svi studenti su najpre u okviru redovne nastave upoznati
sa definicijom izvoda funkcije i njegovim osobinama, nakon Cega je primenjen novi pristup
modelovanju za uvezbavanje zadataka iz oblasti izvoda funkcije i njegove primene.

U ovom delu istraZivanja situacija iz realnog sveta koriS¢ena u prvom ciklusu je
modifikovana i ras€lanjena na pet situacija koje u potpunosti (po matematickim modelima i
po matematickim reSenjima) odgovaraju onoj iz prvog ciklusa istrazivanja. Pri
modifikacijama su u obzir uzeta iskustva iz prethodno sprovedenog istrazivanja, sa ciljem da
se otklone uoceni nedostaci i moguénosti za nastanak blokada u procesu modelovanja.

Svaka od situacija iz realnog sveta i njima pripadajuci realni problemi su, kao i u prvom
ciklusu istrazivanja, osmisljeni tako, da se njihovim modelovanjem postupno uvedu svi
koncepti neophodni za ucenje i razumevanje izvoda funkcije, poCev od odnosa prirastaja
funkcije i prirastaja argumenta, preko definicije izvoda do njegove algebarske
reprezentacije, geometrijske interpretacije i primene.

Studenti su modelovali svaku situaciju pojedinacno, redosledom koji je odredio nastavnik.
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4.3.1.Situacija iz realnog sveta I

Nastava je zapocela tako Sto je nastavnik studentima predstavio prvu situaciju iz realnog
sveta. Nastavnik je ispricao Situaciju iz realnog sveta I i istovremeno prikazao na video bimu
njen sadrzaj (Tabela 4.2.).

Tabela 4.2. Prikaz Situacije iz realnog sveta |

Situacija iz realnog sveta I:

Jednom prilikom su Zirafa, zebra, gazela i divlja svinja smislile da naprave zid oko
njihovog stanista. Dogovorile su se da zid bude u obliku stepenista da bi mogle da se
popnu na njegov vrh i posmatraju okolinu. Dok su gradile stepeniste, vodile su racuna
da i najmanja od njih moZe da se popne na stepenik. Kada su napravile stepeniste,
Zelele su da ga testiraju.

Zirafa je stigla do vrha u jednom koraku. Rekla je ostalima da je nagib njenog koraka
bio 50%.

Zebra je od baze do vrha stepenista stigla u dva koraka i rekla je da je nagib njenog
prvog koraka bio 75% a drugog 25%.

Gazela je stigla do vrha u Cetiri koraka i zakljucila je da je nagib njenog prvog koraka
bio 87,5%, drugog 62,5%, treceg 37,5% i cetvrtog 12,5%.

Divljoj svinji je trebalo osam koraka. Nagibi za svaki korak koji je napravila su bili

jednaki, respektivno,
93,75%; 81,25%; 68,75%; 56,25%; 43,75%; 31,25%; 18,75% i 6,25%.
Realni problem :

Odrediti pozicije (koordinate) svih koraka svake Zivotinje na stepenistu.

Nakon Sto su studenti saslusali pricu, pokusali su da je interpretiraju i da razumevanjem

njenog konteksta postave problem koji odgovara onome koji je naveden nakon pricei ¢ijim
¢e reSavanjem doci do matematickog modela i reSenja date situacije.

Matematicki model

Diskusija koja je sledila nakon postavljanja realnog problema je bila vrlo sli¢na onoj iz prvog
ciklusa istraZivanja opisanoj u poglavlju 3.2. i odeljku 3.2.1.

Do zakljucka da nagib koraka Zivotinje odgovara koli¢niku vertikalne i horizontalne
promene su na vrlo slican nacin dosli studenti obe grupe, kontrolne i eksperimentalne. Moglo
bi se reci da su studenti spontano od realnog problema dosli do matematickog modela nagiba
koraka u okviru Situacije iz realnog sveta, Sto je u zvezdastom dijagramu reprezentovano
aktivnostima u okviru prelaza G1 (Slika 4.2.).

Studenti su najpre razmisljali o stepenistu koje su Zivotinje napravile. Eksperimentalna
grupa studenata je krenula od pretpostavke da ako je divlja svinja napravila osam koraka,
onda stepeniSte treba da ima osam stepenika. Studenti eksperimentalne grupe su iskristili

mogucénost novog pristupa pa su to i nacrtali, koriste¢i GeoGebra opciju Pen J za crtanje
slobodnom rukom u okviru aktivnosti S1, (Slika 4.3. a)). Pokusali su ¢ak i da primenom
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GeoGebra opcija izracunaju nagib takvog stepenista i dobili rezultat da je nagib jednak 1,
(Slika 4.3. b)) (aktivnost S2).

vertikalno vertikaino

.
horizontalno - horizontalno

a) b)

vertikalno

AL
) ml:G[‘ h
11 2 3

- 3
5 6 7 8 9

4
horizontalno

c)

Slika 4.3. GeoGebra crtez stepenista koje su izgradile Zivotinje

Medutim, kada su studenti takav model stepenista interpretirali, shvatili su da dobijeni
razultat ne odgovara nagibu Zirafinog koraka koji bi trebao da bude 50% (aktivnost S3).
Studenti su se tada vratili GeoGebra-i, (Slika 4.3. c)), (aktivnost S4) i zakljucili da moraju
nacrtati drugacije stepenice koje ¢e odgovarati koracima svih Zivotinja i njihovim nagibima.
Zbog toga je bilo neophodno da se ponovo razmotri situacija iz realnog sveta (aktivnost S1).

Ovde je interesantno naglasiti da su studenti u okviru ovog prelaza (ka matematickom
modelu) iskoristili dinamiku novog pristupa koja omogucava da se primenom racunarskih
tehnologija moZe doc¢i do bilo koje faze modelovanja. Oni su odmah preko modela iz
GeoGebra materijala (Slika 4.3.), (aktivnost S2) proverili (aktivnost S3) i interpretirali
dobijeno reSenje (aktivnost S4) za koje se tako ispostavilo da ne odgovara postavljenom
problemu.

Studentima kontrolne grupe (kao i studentima eksperimentalne grupe iz prvog ciklusa
istrazivanja koji su modelovali) nije bila dostupna ovakva mogu¢nost provere, pa se samim
tim i prelaz teZe i sporije realizovao.
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Prelaz ka matematiCckom reSenju kod studenata eksperimentalne grupe je tada nastavljen
razmatranjem nagiba zirafinog koraka. Trebalo je da studenti utvrde vertikalnu i
horizontalnu promenu Zirafinog koraka, medutim, na pocetku im nije bilo najjasnije kako da
to urade (imali su jednu jednacinu, a dve nepoznate). Nastavnik je tada sugerisao da sami
dodele vrednost horizontalne promene koraku svake Zivotinje pojedinacno. Pitanje koje su
studenti odmah postavili je bilo koje vrednosti dodeliti? Kako je divlja svinja napravila
najviSe koraka (osam), nastavnik je predloZio da se za horizontalnu promenu Zirafinog
koraka usvoji da je jednaka 8, da bi se, izmedu ostalog, radilo sa celim brojevima (aktivnost
G1).

Iz matematickog modela za nagib koraka Zivotinje, studenti su dosli do sledece jednakosti
(aktivnost G2):

50%=5—0=1=i (D
100 2 8

U daljem toku procesa modelovanja, studenti iz kontrolne grupe su dosli do matematickog
reSenja za poziciju Zirafinog koraka koja odgovara tacki T(8,4). Do nagiba koraka ostalih
Zivotinja, studenti iz kontrolne grupe su kao i studenti iz prvog ciklusa istraZzivanja dosli
rucno racunajudi i crtajudi, Sto je od studenata zahtevalo dodatne napore i vremenski je bilo
zahtevnije nego kod eksperimentalne grupe koja je koristila GeoGebra-u. Takode, bilo je
sluc¢ajeva gde studenti nisu dovoljno precizno nacrtali crteZe pa su zbog toga izvodili i
pogreSne zakljucke, gubedi pri tome motivaciju za dalje modelovanje. Studenti kontrolne
grupe su na taj nacin (primenom G aktivnosti) dobili koordinate pozicija koraka svih
Zivotinja.

Eksperimentalna grupa studenata iz drugog ciklusa istrazivanja je u daljem toku
modelovanja primenila GeoGebra-u (Slika 4.4.) da bi vizualizovala rezultate dobijene iz
jednakosti (1). Napravili su GeoGebra materijal gde su oznacili startnu tacku sa A(0,0) i
horizontalnu promenu zirafinog koraka. Analiziraju¢i dobijene rezultate, studenti su
zakljucili da vrh stepeniSta mora biti na pravoj x = 8 ako se uzme da je horizontalna
promena zirafinog koraka jednaka 8.

Slika 4.4. Horizontalna i vertikalna promena za Zirafu
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Mora se naglasiti da su studenti iz eksperimentalne grupe do navedenog zakljucka dosli
primenjujuci zvezdastu reprezentaciju procesa modelovanja i odgovarajucih aktivnosti u
okviru prelaza S3.

Daljom analizom GeoGebra ilustracije Zirafinog koraka sa slike 4.4., studenti su zakljucili da
pozicija Zirafe nakon njenog prvog koraka, ujedno i vrh stepenista koje su Zivotinje napravile,
odgovara tacki T(8,4) koja predstavlja matematicko reSenje za Zirafu (aktivnost S4).

Nakon toga, studenti eksperimentalne grupe su se ponovo vratili u situaciju iz realnog sveta
irazmatrali zebru i njena dva koraka koje je ona napravila do vrha stepenista. Pojavio se mali
broj studenata koji su pokusali da iskoriste slede¢u kalkulaciju za nagib zebrinog prvog
koraka:

75
75% =

3
100 2°8 )

Zapravo, oni su krenuli od pretpostavke da je horizontalna promena za zebru takode jednaka
8, ali su brzo uvideli da bi zebra u tom slucaju “presla” preko vrha stepenista u jednom
koraku, Sto ne odgovara situaciji iz realnog sveta. Nakon krace rasprave, studenti su se sloZili
da horizontalna promena mora biti jednaka za svaku Zivotinju pojedinac¢no. Zajednickim
dogovorom su usvojili da zebrina horizontalna promena bude jednaka 4 (analogno za gazelu
2 i za divlju svinju 1), i na taj nacin su dosli do rezultata da je u tom slucaju vertikalna
promena zebrinog prvog koraka jednaka 3 (aktivnost S3). Matematicko resenje za poziciju
zebrinog prvog koraka je tacka E (4, 3).

Vertikalna promena zebrinog drugog koraka je izraCunata analogno, i studenti su dosli do
rezultata da je ona tada jednaka 1, za horizontalnu promenu jednaku 4. U tom trenutku,
veCina studenata je tvrdila da je pozicija zebre nakon njenog drugog koraka tacka sa
koordinatama (8,1), ali tada su uvideli da su pogresili (tacka (8,1) nije odgovarala vrhu
stepenista). Istu ovu greSku su napravili i studenti u prvom ciklusu istrazivanja koji su
modelovali, ali kod njih je nastavnik morao da interveniSe i da ih navede na ispravan
zakljucak. Eksperimentalna grupa studenata je iskoristila GeoGebra-u da predstavi kretanje
zebre. Prvo su dodali tacku E(4,3), koja je odgovarala poziciji zebre nakon prvog koraka, a
zatim su je povezali vertikalnom i horizontalnom isprekidanom linijom (duZine 1 i 4, koje
odgovaraju vertikalnoj i horizontalnoj promeni, respektivno), (Slika 4.5.). Studenti
eksperimentalne grupe su vrlo lako zakljucili da su koordinate pozicija zebrinog prvog i
drugog koraka tacke E(4,3) i T(8, 4), respektivno i da one odgovaraju prethodno dobijenim
reSenjima (poziciji Zirafe na vrhu stepenista), (aktivnosti S3, S4).

Interesantno je naglasiti da je vizuelni (graficki) prikaz koji je nastao primenom GeoGebra-e,
omogucio bolje razumevanje pozicije drugog koraka zebre. Takode, kod studenata iz
eksperimentalne grupe nedoumice nisu bile prisutne, $to nije bio slucaj kod kontrolne grupe.

Analogno, primenom aktivnosti G1-S2-S1 studenti iz eksperimentalne grupe su uspeli da
dodu do koordinata koraka ostalih Zivotinja. Za gazelinu horizontalnu promenu su uzeli da
je jednaka 2 (napravila je Cetiri koraka) a 1 za horizonalnu promenu divlje svinje.
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Slika 4.5. Horizontalna i vertikalna promena zebrinog prvog i drugog koraka

Pratedi istu rutinu kao u slucaju zebra, studenti su dosli do koordinata pozicija sva Cetiri
koraka koja je gazela napravila, koristeci pri tome poznate nagibe njenih koraka i prethodno
usvojenu horizontalnu promenu.

Za proveru validnosti matematickog modela, studenti eksperimentalne grupe su opet
koristili GeoGebra-u, (Slika 4.6. a)) u okviru aktivnosti S4 i S5. Matematicko reSenje za
pozicije gazelinih koraka predstavljaju koordinate tacaka: A(0,0), C(2; 1,75), E(4,3),
G(6; 3,75)iT(8,4).

Na sli¢an nacin, studenti su dosli i do koordinata pozicija koraka divlje svinje. Horizontalne i
vertikalne promene koraka divlje svinje su prokazane na slici 4.6. b). Matematicko reSenje
pozicija njenih koraka predstavljeno je koordinatama osam tacaka: A(0,0), B(1; 0,9375),
C(2;1,75),D(3; 2,4375),E(4,3), F(5; 3,4375),G(6; 3,75), H(7; 3,9375)iT(8,4).
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Slika 4.6. Horizontalne i vertikalne promene koraka gazele i divlje svinje

U ovoj fazi procesa matematickog modelovanja, nastavnik je studentima sugerisao da
pokusaju da integrisu sve prethodno dobijene rezultate od svake Zivotinje pojedinacno u
jedno zajednicko reSenje koje bi predstavljalo matematicko reSenje Realnog problema I.
Takode, nastavnik je predloZio da studenti kao ilustraciju reSenja u GeoGebra-u ubace slike
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Zivotinja, sa namerom da dodatno motiviSe studente i da im proces modelovanja ucini
interesantnijim (Slika 4.7.).

Ovaj deo procesa modelovanja je studentima kontrolne grupe bio naporan, jer su morali sami
da crtaju i uklapaju sva reSenja, a u prvom ciklusu istrazivanja je ¢ak nastavnik morao sam
da napravi crtez (Slika 3.4.), jer studenti tada nisu imali vizuelni prikaz svih dotadasnjih
reSenja, za razliku od eksperimentalne grupe drugog ciklusa istraZivanja koja je delila sva
resenja (GeoGebra materijale) da svi studenti vide.
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Slika 4.7. Pozicije koraka Zivotinja na stepenistu

Matematicko resenje

Matematicko reSenje pozicija koraka svih Zivotinja predstavljeno je koordinatama osam
tacaka: A(0,0), B(1; 0,9375), C(2;1,75), D(3; 2,4375), E(4,3), F(5; 3,4375), G(6; 3,75),
H(7; 3,9375)iT(8,4).

Nakon $to su studenti kompletirali i objedinili rezultate za sve Zivotinje i prezentovali ih u
GeoGebra-i uz pomo¢ nastavnika (Slika 4.7.), diskutovali su o stepenisStu do kojeg su upravo
dosli. Nastavnik je prvo traZio od studenata da provere da li se rezultati od Zirafe, zebre,
gazele i divlje svinje (Slika 4.4., Slika 4.5. i Slika 4.6.) sadrze u zajednickom reSenju (Slika
4.7.). Studenti su to sproveli tako Sto su pratili tackaste linije, pozicije koraka svake Zivotinje
i vertikalne promene i njihove sume na slici 4.7. i zakljucili su da zajedni¢ko reSenje sadrzi
reSenje za svaku zZivotinju pojedinacno.

Dalje, poredenjem horizontalnih i vertikalnih promena studenti su se uverili da se pozicije
koraka Zirafe, zebre i gazele poklapaju sa odgovaraju¢im pozicijama koraka divlje svinje, $to
je potvrdilo postojanje jednog jedinstvenog stepeniSta za sve Zivotinje koje ispunjavaju
uslove iz Situacije iz realnog sveta I (pozicija drugog koraka divlje svinje odgovara poziciji
prvog koraka gazele, pozicija Cetvrtog koraka divlje svinje, odgovara poziciji drugog koraka
gazele i prvog koraka zebre, itd.).
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Interpretacija resenja

Dobijeno matematicko reSenje (koordinate tacaka A4, B, C, D, E, F, G, H i T) su studenti
interpretirali kao pozicije koraka Zivotinja na stepeniStu, odnosno kao deo jedinstvenog
stepenisSta kojeg su Zivotinje napravile (Slika 4.7.).

Studenti su se sloZili da je matematicki model Situacije iz realnog sveta I predstavljen u
obliku stepenista (Slika 4.7.) i njemu odgovaraju¢e matematicko reSenje predstavljaju
pozicije koraka divlje svinje (u kojima su sadrzane i pozicije koraka ostalih Zivotinja), kao Sto
su prethodno navedene.

Takode, studenti su primenom GeoGebra-e dosli do zakljucka da ako svaka Zivotinja startuje
iz iste tacke A(0,0) (pretpostavka) njena pozicija na vrhu stepeniSta ¢e odgovarati tacki
T(8,4), (aktivnost S5).

Prihvatanje (izvestaj) ili odbijanje resenja

Mora se napomenuti da su studenti iz kontrolne grupe takode uspesno i ta¢no resili
postavljeni problem, ali su proveli znacajno viSe vremena u okviru aktivnosti G4 dok su sve
rucno racunali i donosili zakljucke, nego eksperimentalna grupa studenata koja je u tu svrhu
koristila GeoGebra-u.

Studenti iz prvog ciklusa istraZivanja su proveravali validnost matematickog modela za
nagib svakog koraka Zivotinja ru¢nim izracunavanjem i uporedivali tako dobijeni nagib sa
onim iz Situacije iz realnog sveta I (aktivnost G4).

Matematicko reSenje do kojeg su student dosli je odgovaralo Situaciji iz realnog sveta I
(vrednosti za horizontalnu i vertikalnu promenu su primenom matematickog modela davale
korektne vrednosti za nagib) te je stoga prihvaéeno kao validno.

4.3.2.Situacija iz realnog sveta II

Druga situacija iz realnog sveta i pripadajuci realni problem koji su studenti resavali je
prikazana u tabeli 4.3.

Tabela 4.3. Prikaz Situacije iz realnog sveta Il

Situacija iz realnog sveta II:

Nakon nekog vremena, Zivotinje su odlucile da popune praznine izmedu stepenika,
odnosno pozicija njihovih koraka, da bi i manje Zivotinje od njih mogle da se popnu
do vrha. Kada su to sprovele, dobile su bedem.

Realni problem: Odrediti matematicki model koji odgovara bedemu.

Obe grupe studenata su za matematicki model bedema usvojile funkciju koja prolazi kroz
sve tacke koje odgovaraju pozicijama koraka Zivotinja kao i u prvom ciklusu istrazivanja
(odeljak 3.2.2.). U daljem toku modelovanja, razlikovale su se jedino aktivnosti koje su
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studenti realizovali (G-tipa kod kontrolne grupe i S-tipa kod eksperimentalne grupe
studenata).

Matematicki model

Studenti kontrolne grupe su se nakon krace diskusije slozili da je bedem najbolje
reprezentovati krivom (umesto stepenastom funkcijom koja je odgovarala stepenistu),
(aktivnost G1).

Studenti iz eksperimentalne grupe su se dogovorili da uvezu pozicije koraka Zivotinja
(matematicko reSenje Realnog problema I) u GeoGebra-u (aktivnost S1, S2) da iskoriste
mogucnosti GeoGebra-e da bi dobili krivu koja prolazi kroz sve uvezene tacke.

Sa odredivanjem izraza kojim je kriva zadata su studenti kontrolne grupe su imali problem,
jer nisu znali na koji nac¢in da dodju do algebarskog izraza funkcije koja reprezentuje bedem.

Studenti eksperimentalne grupe su do matematickog resenja dosli tako Sto su se slozili da
primene GeoGebra opciju Polynomial (aktivnost S3) cijom primenom su dosli do
matematickog resenja.

Matematicko resenje

Primenom GeoGebra opcije Polynomial studenti eksperimentalne grupe su dosli do graficke
(Slika 4.8.) i algebarske reprezentacije matematickog reSenja.
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o
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Slika 4.8. Funkcija koja odgovara bedemu koji su Zivotinje sagradile

Algebarsku reprezentaciju matematickog reSenja studenti su procitali iz GeoGebra sekcije
Algebra, koja se nalazi na levoj strani prozora, a zatim iskoristili moguénost da ,prevuku”
formulu u Graphics sekciju (desni prozor) i vide izraz kojim je zadata traZena funkcija (Slika
4.9.).
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~ Algebra X
v_,l'.-
Function
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Slika 4.9. GeoGebra prikaz algebarske reprezentacije funkcije koja odgovara bedemu

Neki studenti su iskoristili GeoGebra opciju Factor iz View-CAS prozora i na taj nacin dosli do
algebarske reprezentacije matematickog resenja koje je predstavljeno slede¢im izrazom:

x(x — 16)

fo) = -,

(3)
na posmatranom domenu [0, 8].

Prateci aktivnosti u okviru prelaza S4 (analiza i rad sa GeoGebra materijalom prikazanim na
slici 4.8.) studenti eksperimentalne grupe su dosli do sledece faze procesa modelovanja.

Interpretacija resenja

Dobijeno matematicko reSenje (3) su studenti interpretirali kao funkciju koja odgovara
bedemu, uz komentare da sada mogu i da ,vide“ (dosli su do graficke reprezentacije) kako
bedem koji su Zivotinje napravile izgleda (Slika 4.8.).

Da bi i kontrolnoj grupi studenata pruZio priliku da modeluju ovaj problem, nastavnik im je
dao gotovu algebarsku reprezentaciju funkcije f i trazio je od njih da provere da li sve tacke
koje odgovaraju pozicijama koraka svih Zivotinja pripadaju grafiku fukcije f. S druge strane,
eksperimentalna grupa studenata nije morala da sprovodi proveru jer GeoGebra opcija
Polynomial inace podrazumeva da se tacke na koje se ta opcija primenjuje nalaze na grafiku
funkcije (aktivnost S5).

Prihvatanje (izvestaj) ili odbijanje resenja
Resenje je potvrdeno u GeoGebra-i (Slika 4.8.).

Tokom modelovanja Situacije iz realnog sveta Il u GeoGebra okruZenju, primenom novog
pristupa, studenti su bili skoncentrisani samo na temu koju su obradivali, za razliku od
studenata iz prvog ciklusa istraZivanja koji su dosta vremena morali da posvete sadrzajima
koji nisu bili direktno vezani za problem (podsecali su se kvadratne funkcije i sproveli
postupak za odredivanje njenih koeficijenata). Takode, studenti kontrolne grupe iz drugog
ciklusa modelovanja su zavisili od pomo¢i nastavnika (nastavnik je studentima dao
algebarski izraz funkcije koja odgovara bedemu). Uvodenje prelaza S-tipa u novom pristupu
je doprinelo boljoj i kvalitetnijoj realizaciji procesa modelovanja jer su studenti mogli da se
posvete samo problemu koji su modelovali i da budu samostalni tokom modelovanja, uz
minimalne intervencije nastavnika.
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4.3.3.Situacija iz realnog sveta IIl

Nadovezuju¢i se na prve dve situacije iz realnog sveta, studentima je predstavljena i treca
situacija i pripadajudi realni problem (Tabela 4.4.).

Tabela 4.4. Prikaz Situacije iz realnog sveta II1

Situacija iz realnog sveta III:

Nakon nekog vremena, Zivotinje su pronasle jednu dasku, stavile cekrk na vrh
bedema, sve stale na dasku i pocele da povlace konopac ne bi li se popele do vrha
bedema. Pre nego sto su zapocele penjanje, Zivotinje su primetile da svaka od njih vidi
jednak nagib daske u startnoj tacki bedema.

Realni problem: Naéi matematicku reprezentaciju nagiba daske u startnoj
tacki bedema.

Studenti iz obe grupe su proces modelovanja zapocCeli razmatranjem parabole,
dvodimenzionalne reprezentacije bedema, do koje su dosli tokom reSavanja drugog
problema (Slika 4.8.). Najpre su nacrtali dasku u njegovoj baznoj tacki A(0, 0) i posmatrali je
u odnosu na bedem.

Posmatranjem i analiziranjem poloZaja daske u odnosu na bedem studenti su lako uvideli da
daska zapravo predstavlja tangentu na parabolu u startnoj tacki A bedema.

Nastavnik je sugerisao studentima da za pocetak, nacrtaju linije (svaka je drugacije
oznacena) koje prolaze kroz tacku A i tacke koje odgovaraju pozicijama prvih koraka svih
Zivotinja (aktivnost G1 za kontrolnu grupu studenata i S1, S2 za eksperimentalnu grupu).
Obe grupe su to ucinile, medutim studenti iz kontrolne grupe su imali teSkoc¢e i morali su da
uloZe dosta napora da bi shvatili da te linije zapravo predstavljaju secice parabole i da
njihovi nagibi odgovaraju nagibima prvih koraka Zivotinja, jer su sami crtali kao i u prvom
ciklusu istrazivanja (Slika 3.6.).

Studenti iz eksperimentalne grupe nisu imali probleme te vrste jer su oni istovremeno
koristili graficku i algebarsku reprezentaciju secica u GeoGebra-i, odakle su mogli da vide
linije i simultano prate njihove nagibe (Slika 4.10., Zirafina linija je kratko isprekidana,
zebrina tackasta, gazelina dugo isprekidana i povlaka-tacka za divlju svinju).
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Slika 4.10. Nagibi prvih koraka Zivotinja i seCice iz startne tacke A(0,0)

Zakljucak obe grupe studenata je bio da se smanjenjem horizontalne promene secice sve visSe
pribliZavaju tangenti na parabolu u tacki 4, ali je vazno napomenuti da je studentima
kontrolne grupe trebalo viSe vremena da dodu do tog zakljucka. Studenti su usvojili da
matematicki model nagiba daske u startnoj tacki bedema predstavlja nagib tangente t na
parabolu f u tacki A(0, 0).

U daljem procesu modelovanja studenti su trebali da nadu matematicko reSenje
posmatranog problema (nagib daske u startnoj tacki bedema). Nastavnik je sugerisao
studentima da krenu od izraza za nagib secica koje predstavljaju prve korake Zivotinja i da
ga dalje razviju do izraza za nagib tangente (nagiba daske).

Takode su se slozili da je nagib daske u startnoj tacki A(0, 0) izjednacen sa nagibom tangente
u istoj tacki na parabolu koja odgovara bedemu (aktivnost G2 za kontrolnu grupu i S3 za
eksperimentalnu grupu studenata).

Studenti su zatim, zajedno sa nastavnikom, pokusali da poveZu nagib prave (tangente) sa
nagibom daske. Analogno kao i u prvom ciklusu istrazivanja, primenom algebarskih
reprezentacija nagiba, jednacina secica i tangente i funkcije f, studenti obe grupe su uspeli
da matematicki reprezentuju pribliZavanje nagiba selica nagibu tangente kao granic¢ni
proces:

h—04 16

£(0+ h})l ~f©O) _ . _h-16_ @

m(0) = ;fi’&
gde je m;(0) nagib tangente na posmatranu parabolu u tacki A(0,0), i f'(0) je prvi izvod
funkcije prestavljene parabolom u tacki A(0,0).

Studenti eksperimentalne grupe su koristili GeoGebra-u pri svojim izracunavanjima nagiba
daske (Slika 4.10.), dok su studenti kontrolne grupe sve radili ru¢no, identicno kao
eksperimentalna grupa u prvom ciklusu istrazivanja.
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Matematicko reSenje za nagib daske m; u startnoj tacki bedema A(0, 0) je dato slede¢im
izrazom:

m:(0) =1

Primeceno je da su studenti iz eksperimentalne grupe dosli do matematickog reSenja nagiba
daske u startnoj tacki A isklju¢ivo primenom GeoGebra-e odakle su mogli da procitaju
algebarski izraz za tangentu na parabolu u tacki A(0, 0), y = x i zakljuce da je na osnovu toga
nagib jednak 1 (aktivnost S4).

Nastavnik je tada traZio od studenata da nadu prvi izvod funkcije f u startnoj tacki A(0, 0).
Studenti su dosli do sledeceg rezultata:
2x—16 8-—x

16 8 °

fl(x)=—

Zakljucak do kojeg su studenti dosli je da je prvi izvod funkcije f, u tacki 0 jednak 1, odnosno
da on odgovara nagibu tangente u datoj tacki na grafik funkcije f:

£1(0) = m(0) = 1.

Dobijene rezultate su ve¢ prethodno potvrdili tokom procesa izracunavanja, $to je i bilo
predvideno da se uradi na taj nacin jer su studenti uvezbavali izvod funkcije i njegove
osobine.

Medutim, u kontrolnoj grupi je nastavnik morao da se umeSa u proces modelovanja i
pomogne studentima da dodu do nagiba tangente (na parabolu u tacki A(0, 0), primenom
relacije za njen nagib m;(0) = y’(0) = 1ijednacine y = x kojom je zadata).

Trebalo bi naglasiti da studenti obe grupe, eksperimentalne i kontrolne, nisu imali poteskoc¢a
u povezivanju nagiba tangente u tacki A na parabolu f sa izvodom funkcije f u istoj tacki. U
svakom slucaju, studenti obe grupe su bili vrlo zadovoljni sa ishodom modelovanja jer su
prepoznali jedan od nacina za primenu izvoda funkcije.

Nagib tangente t na funkciju f, odnosno, prvi izvod funkcije f u tacki A(0,0) su studenti
interpretirali kao nagib daske u startnoj tacki bedema. Analizom GeoGebra materijala (Slika
4.10.) je potvrdena ispravnost matematickog modela, odnosno matematickog resenja.

Posmatrajuci aktivnosti studenata eksperimentalne grupe tokom procesa modelovanja
Situacije iz realnog sveta III, bilo je jasno uocljivo da su koristili samo prelaze S-tipa.

Uporedujudi tok reSavanja ovog realnog problema u prvom i drugom ciklusu istrazivanja,
mora se napomenuti da je u drugom ciklusu istrazivanja proces modelovanja kod
eksperimentalne grupe studenata tekao mnogo brze i uz znatno manje intervencije
nastavnika.
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4.3.4.Situacija iz realnog sveta IV

Situacija iz realnog sveta IV je prikazana u tabeli 4.5.:

Tabela 4.5. Prikaz Situacije iz realnog sveta IV

Situacija iz realnog sveta IV:

Kada su stigle do vrha bedema, Zivotinje su primetile da svaka od njih opet vidi
jednak nagib daske i na vrhu bedema.

Realni problem: Na¢i matematicku reprezentaciju nagiba daske na vrhu
bedema.

Nastavnik je najpre sugerisao studentima da poku$aju da modeluju nagib daske na vrhu
bedema na isti na¢in kao Sto su to uradili i za slucaj startne tacke. Obe grupe
(eksperimentalna i kontrolna) su se slozile da iskoriste poznate nagibe poslednjih koraka
Zivotinja, (50%, 25%; 12,5%; 6,25% za Zirafu, zebru, gazelu i divlju svinju, respektivno), i
sprovele su proces modelovanja kao u slucaju startne tacke.

Studenti iz eksperimentalne grupe su najpre u GeoGebra-i razmotrili tacku T(8,4) i secice
koje prolaze kroz taCku T ¢iji nagibi odgovaraju nagibima poslednjih koraka svih Zivotinja
(Slika 4.11.), secica koja odgovara poslednjem koraku Zirafe je oznaCena kratko
isprekidanom linijom, zebre tackastom, gazele dugo isprekidanom linijom i povlaka-tacka za
divlju svinju), (aktivnost S1). Studenti su na osnovu situacije predstavljene u GeoGebra-i lako
zakljucili da nagibi secica teZe nuli, kada horizontalna promena takode tezi nuli. Takode,
studenti su primetili da se secCice pribliZavaju tangenti y = 4, iz Cije su jednacine zakljucili da
je njen nagib jednak 0, (sve u odnosu na parabolu f, datu izrazom (3) i zajednicku tacku
T(8,4)), (aktivnost S2).

i
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Slika 4.11. Nagibi poslednjih koraka Zivotinja i secice koje im odgovaraju u tacki T (8, 4)
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Matematicki model nagiba daske u tacki koja odgovara vrhu bedema predstavlja nagib
tangente t na parabolu f u tacki T (8, 4).

Analogno slucaju nagiba daske u startnoj tacki, studenti su matematicki reprezentovali i
nagib daske u tacki koja odgovara vrhu bedema T'(8,4).

Prvo su krenuli od nagiba secice m;, (8) u tacki T(8,4) na parabolu f:

8+ h)—f(8
ma(e) =L C DT )

za horizontalne promene, h = —8, —4, -2, —1.

Studenti su bili zbunjeni zbog negativnih vrednosti za horizontalnu promenu, tako da se u
tom trenutku modelovanja morao umesati nastavnik koji je objasnio da je to tako jer se
seCice pribliZavaju tangenti u zajednickoj tacki T na istu krivu sa leve strane u ovom slucaju
(u prethodnom slucaju su se pribliZzavale sa desne strane startne tacke A i stoga su tada
uzimane pozitivne vrednosti za horizontalne promene).

Kombinujuéi (5) sa (3) kojim je zadata funkcija f, studenti su dosli do sledeceg:

_(B+W)B+h—16)  8(8-16)
16 16 —h

ma(8) = - =T (©)

zah=-8,—4,-2,-1.

Konacno, iz (6), studenti su dosli do finalnog zakljucka za nagib daske u tacki T'(8,4) koja
predstavlja vrh bedema:

_(8+h)(8+h—16)+8(8—16)
16 16 _ _
h h—0_ 16

m(®) = i

Vazno je naglasiti da tokom reSavanja problema nagiba daske u startnoj tacki i u tacki koja
odgovara vrhu bedema studenti eksperimentalne nisu imali poteSko¢e da prihvate da su
izvodi u poslednja dva slucaja razmatrani samo sa jedne strane, desne ili leve. Studenti
eksperimentalne grupe su lako vizualizovali obe situacije, jer suim pomoc¢ pruzali GeoGebra
materijali (Slika 4.10. i Slika 4.11.).

Matematicko reSenje za nagib daske m; u tacki koja odgovara vrhu bedema T (8, 4) je dato
slede¢im izrazom:

m.(8) = 0.

Kao i u slucaju Realnog problema III, studenti su na zahtev nastavnika pokusSali da povezu
nagib daske (nagib tangente) u tacki koja odgovara vrhu bedema, m;(8), sa prvim izvodom
f'(8) u tacki T(8,4) u odnosu na parabolu koja odgovara grafiku posmatrane funkcije f.
Studenti su dosli do sledecih zakljucaka:
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mo@ = lim LEX IO _ )
2x —16 8 —
fl(x)=-— x16 = 8x, £'(8) = 0.

Na ovaj nacin su i matematicki potvrdili da je prvi izvod funkcije putanje f u tacki 8 jednak
0, odnosno jednak nagibu tangente na grafik funkcije f u tacki T (8, 4).

Nakon Sto su studenti doSli do matematickog reSenja posmatranog realnog problema,
dobijeno reSenje (nagib daske u tacki T'(8,4) odgovara prvom izvodu funkcije f za x = 8 i
jednak je nuli, f'(8) = 0) je interpretirano (odgovara tangenti y = 4 Ciji je nagib 0) i
prihvaceno kao validno (aktivnosti S4 i S5 za eksperimentalnu grupu i G3, G4 za kontrolnu

grupu studenata) kao u prethodnom sluc¢aju za startnu tacku.

Da je nagib daske u tacki koja odgovara vrhu bedema jednak nuli su studenti interpretirali
kao horizontalan polozaj daske na vrhu bedema, a ispravnost matematickog modela,
odnosno matematickog reSenja je potvrdeno uz pomo¢ GeoGebra materijala (Slika 4.11.)

Proces matematickog modelovanja Situacije iz realnog sveta IV se odvijao na isti nacin kao i
modelovanje Situacije iz realnog sveta III, s obzirom da su oba problema bila vrlo sli¢na.
Studenti eksperimentalne grupe su i u ovom slucaju koristili iskljucivo prelaze S-tipai pomoc¢
racunarskih tehnologija.

4.3.5.Situacija iz realnog sveta V
Tabela 4.6. daje pregled Situacije iz realnog sveta Vi petog realnog problema:
Tabela 4.6. Prikaz Situacije iz realnog sveta V

Situacija iz realnog sveta V:

Dok su se Zivotinje penjale na bedem koriste¢i dasku, zebra je poZelela da odredi
nagib daske u tacki koja predstavlja poziciju njenog prvog koraka.

Realni problem: Odrediti nagib daske i njegovu matematicku reprezentaciju u
tacki bedema koja odgovara poziciji zebrinog prvog koraka.

S obzirom da su sli¢ne situacije ve¢ modelovali u okviru Realnog problema 111 i IV, studenti
obe grupe, eksperimentalne i kontrolne, su odmah zakljucili da nagib daske u tacki E (4, 3)
koja odgovara poziciji prvog koraka zebre, odgovara nagibu tangente u istoj tacki bedema
(na funkciju putanje f).

Takode, studentima je bilo jasno i da se nagib tangente koji odgovara nagibu daske moze
odrediti kao granicni slucaj nagiba secica u tacki E (4,3). Nastavnik je tada studente pitao sa
koje strane ¢e posmatrati secice, posto su u prethodna dva slu¢aja posmatrali samo desnu ili
samo levu stranu. Nakon kraceg razmisSljanja i diskusije, studenti su zakljucili da se u ovom
slucaju posmatraju secice sa obe strane tacke E, buduci da je ona na “sredini” bedema, a nije
ni na pocetku (kao startna tacka A) a ni na vrhu (kao tacka T koja odgovara vrhu bedema).
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Da bi bolje sagledali ceo proces, studenti su se dogovorili da svaku stranu posmatraju
odvojeno, da bi nakon toga objedinili zakljucke do kojih su dosli i postavili matematicko
resenje za realni problem.

Matematicki model nagiba daske u tacki E (4, 3) koja odgovara poziciji prvog koraka zebre,
predstavlja nagib tangente t na parabolu f u tacki E (4, 3).

Studenti iz eksperimentalne grupe su odmah iskoristili GeoGebra-u i jednostavno nacrtali
seCice levo od tacke E(4,3), odakle su mogli da procitaju njihove nagibe (Slika 4.13.),
(aktivnost S1).

Nakon krace analize dobijenog crteZa, dodali su u tacki E tangentu na bedem (funkciju f) i
procitali njen nagib koji je bio jednak 0,5 (aktivnosti S2,S3).

Da je nagib tangente u tacki E jednak 0,5 studenti su se uverili posmatrajuci nagibe secica iz
iste tacke koje se priblizavaju tangenti sa leve strane i koji su jednaki sa 0,75; 0,625 i 0,5625
(Slika 4.12.).

t: y=05x+1 -

1 2 3 4 5 6 7 8

Slika 4.12. Secice sa leve strane tacke E (4, 3)

Isto su ponovili i za desnu stranu tacke E, nacrtali su secice koje prolaze kroz tacku E i
odgovaraju koracima Zivotinja. Nagibi secica za zebru, gazelu i divlju svinju posmatrano sa
desne strane tacke E jednaki su sa 0,25; 0,375; 0,4375; respektivno (Slika 4.13.).
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1 2 3 4 5 6 7 8

Slika 4.13. Secice sa desne strane tacke E (4, 3)

Dodavanjem tangente u tacku E na funkciju f, studenti su videli da je nagib tangente i u
ovom slucaju jednak sa 0,5 Sto je potvrdilo njihovu pretpostavku da ¢e nagib tangente,
posmatrane sa leve i sa desne strane tacke E biti jednak.

Da bi rezultati do kojih su studenti dosli u prethodnom procesu modelovanja mogli biti
uobli¢eni u matematicko reSenje i kasnije interpretirani i potvrdeni kao validni, nastavnik je
traZio od studenata da matematicki reprezentuju svoje zakljucke.

Studenti obe grupe su krenuli od (5) koji su prilagodili tacki E (4, 3):

f+h)-f4)

4) = 8
mp (4) . ®
koji su posmatraliza h = —1,—2,—4,—8 (levastrana),iza h = 1, 2,4, 8 (desna strana).
Posmatrajuci izraz (8) i u funkciji putanje f, studenti su dobili sledeci rezultat:
_(4+h)(@+h—-16) 4(4-16)
_ 16 i _ _h-—8
mh(4) = = — ) (9)

h 16

Sada, posmatrajuci samo levu grani¢nu vrednost izraza (9), studenti su dosli do:

_(@+h@+h—16) 4(4—16)

o 16 16 .
m(4) = lim h e 16

Dakle, potvrdeno je da matematicka reprezentacija nagiba tangente posmatrana sa leve
strane tacke E odgovara nagibu do kojeg su studenti ve¢ dosli.

Razmatrajudi (9) i desnu grani¢nu vrednost, za h = 1, 2, 4, 8 dobijeni su isti rezultati kao za
levu stranu:
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_ @+ +h-16)  4(4-16)

— i 16 16
m(4) = i}Lr(I)l+ h T hS04 16

Zakljucak studenata je bio da je nagib tangente (nagib daske u tacki E) isti, bez obzira sa koje
strane se posmatra grani¢na vrednost. Svoj zakljucak studenti eksperimentalne grupe su
objedinili na jednom GeoGebra crtezu (Slika 4.14.), (aktivnosti S4, S5).
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Slika 4.14. Secice sa leve i desne strane tacke E (4, 3)

Matematicka reprezentacija izvedenog zakljucka:

44+ h)(4+h—-16 4(4 — 16
GRG0 s6cie
me(®) = i h =i =7

odakle su studenti nagib tangente odmah povezali i sa prvim izvodom funkcije f u tacki E:

2x—16_8—x ,(4)_1 10
16 8 ' f 2 (10)

) =—

Matematicko reSenje za nagib daske m, u tacki koja odgovara poziciji prvog zebrinog koraka
E(4,3) je dato slede¢im izrazom:

1
my(4) = >

S obzirom da su studenti ve¢ modelovali Situacije iz realnog sveta Il i IV, u okviru kojih su
izveli slicne zakljuCke i interpretirali nagib daske kao vrednost izvoda funkcije f u
posmatranim tackama bedema, ovaj prelaz im nije predstavljao veliki problem. Do izraza
(10) koji predstavlja interpretaciju izvoda funkcije kao nagiba daske u posmatranoj tacki
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E (4, 3), studenti su dosli joS u okviru aktivnosti realizovanih tokom prelaza od Matematickog
modela do Matematickog reSenja.

Nagib tangente t na funkciju f, odnosno, prvi izvodu funkcije f u tacki E(4, 3) odgovara
nagibu daske gledano iz pozicije prvog zebrinog koraka.

[spravnost matematickog modela, odnosno matematickog reSenja je potvrdena
eksperimentisanjem sa GeoGebra materijalom (Slika 4.12., Slika 4.13. i Slika 4.14.)

Po zavrSetku procesa modelovanja svih pet situacija iz realnog sveta i postavljenih realnih
problema, nastavnik je iskoristio priliku da joS jednom naglasi vezu izmedu geometrijske
interpretacije prvog izvoda funkcije i nagiba koraka Zivotinja i ukaZe na eventualne aspekte
primene izvoda funkcije u realnoj praksi.

Obe grupe studenata, eksperimentalna i kontrolna, su uspesno sprovele modelovanje, s tom
razlikom S$to su sam proces modelovanja sprovodili na razlicite nacine.

Eksperimentalna grupa studenata je uglavnom koristila prelaze S-tipa, a kod Situacija iz
realnog sveta IlI, IV i V iskljucivo prelaze S-tipa. Moglo se primetiti da je proces modelovanja
tada bio znatno efikasniji i vremenski manje zahtevan. Eventualne blokade koje su nastajale
tokom modelovanja su studenti lako prevazilazili uz primenu GeoGebra materijala koje su
sami osmisljavali. Komunikacija je bila vrlo intenzivna, kako sa nastavnikom, tako i medu
studentima. Uloga nastavnika se prilikom modelovanja u GeoGebra okruZenju svela na ulogu
moderatora, koji je proces modelovanja samo usmeravao, bez nekih velikih intervencija.

Studenti kontrolne grupe su takode dosli do istih zakljuc¢aka, ali su tokom procesa
modelovanja imali i poteSkoce. Na primer, morali su ru¢no da racunaju nagibe svake secice
pojedinacno (kod Realnih problema III, IV i V), Sto je znacajno usporilo njihov proces
modelovanja a sa druge strane i skretalo paZnju sa problema koji su modelovali.
Komunikacija je bila slabijeg intenziteta nego kod eksperimentalne grupe studenata, a uloga
nastavnika znacajnija (na primer, studentima je kod Realnog problema II bila neophodna
pomo¢ nastavnika jer nisu mogli da nastave proces modelovanja bez izraza kojim je bila
zadata traZena funkcija). U tom smislu, moglo se zakljuciti da su postojale slicnosti sa
procesom modelovanja iz prvog ciklusa istraZivanja, $to je bilo i o¢ekivano s obzirom da
prelazi G-tipa koje su koristili studenti kontrolne grupe odgovaraju prelazima iz
tradicionalnog procesa modelovanja.

4.4. OBRADA PRIMENE IZVODA FUNKCIJE MATEMATICKIM
MODELOVANJEM U GEOGEBRA OKRUZENJU

U prethodnim odeljcima je prikazana relizacija nastavnog procesa primenom matematickog
modelovanja u GeoGebra okruZenju (ilustrovanim zvezdastim dijagramom). Reakcije
studenata na takvu koncepciju nastave su bile izuzetno pozitivne, a utisci nastavnika takode,
naroCito oni koji su se odnosili na motivaciju studenata, kvalitet nastave i angaZovanost
studenata na casu.
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Nakon uvodenja definicije izvoda funkcije, njegovih razli¢itih reprezentacija i interpretacija
i uveZbavanja zadataka iz te oblasti, po nastavnom planu i programu je sledila obrada
primene izvoda funkcije na ispitivanje funkcije (monotonost funkcije, ekstremne vrednosti i
konveksnost i konkavnost). Nastava iz ove oblasti je takode realizovana uz primenu
matematickog modelovanja i u istraZivanju su ucestvovali isti studenti koji su modelovali i
situacije iz realnog sveta opisane u prethodnom poglavlju. Podela studenata na
eksperimentalnu i kontrolnu grupu je ostala ista kao kod obrade izvoda funkcije i
modelovanje se sprovodilo takode na isti nacin (eksperimentalna grupa je modelovala u
GeoGebra okruZenju, dok je kontrolna grupa primenjivala klasi¢no modelovanje bez primene
racunara).

Novinu u drugom ciklusu istrazivanja je predstavljao i nac¢in kako su zadavane Situacije iz
realnog sveta koje su studenti modelovali u okviru obrade primene izvoda funkcije. Situacije
su zadavane putem video materijala ili slika uvezenih u GeoGebra-u u cilju da se studentima
joS viSe pribliZe problemi iz realnog sveta da bi kasnije mogli bolje da ih uoCe i reSe u realnom
i profesionalnom okruZenju.

4.4.1.Primena izvoda na ispitivanje monotonosti funkcije i
ekstremnih vrednosti I

Za opis situacije iz realnog sveta koja je upotrebljena za modelovanje, iskoriS¢en je deo
popularnog crtanog filma u kome se njegov glavni junak krece gore-dole i tokom tog svog
kretanja prolazi kroz pozicije koje odgovaraju njegovoj najvecoj/najmanjoj postignutoj
visini.

Prica koja je iskoriS¢ena za situaciju iz realnog sveta je bazirana na poznatom crtanom filmu
(tacnije jednom njegovom delu od 1 min 40 s do 2 min 20 s) gde glavni junak Kojot Genije
(vuk) pokusSava da uhvati Pticu Trkacicu (Wile E. Coyote and The Road Runner-Beep Beep,
1952). Crtani film je nastavnik prikazao studentima sa  YouTube-a
(https://www.youtube.com/watch?v=132XmBjsOiE).

Vuk u crtanom filmu pokusSava da prede preko Zice razapete izmedu dva brda, drze¢i pri
tome nakovanj u rukama. Zbog teZine nakovnja, Zica se isteze, spustajuci vuka do zemlje. U
trenutku kada vuk dodirne tlo, on ispusta nakovanj i, obzirom da je na Zici, biva lansiran u
vazduh. Izvestan vremenski period on leti u vis kroz vazduh, usporava, dostiZze maksimum i
nakon toga pocinje da pada dole. Na kraju, poSto ne uspeva da otvori padobran, vuk pada na
tlo (Slika 4.15.).
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Slika 4.15. Prikaz kadrova crtanog filma

Nakon Sto je studentima prikazan crtani film (Situacija iz realnog sveta), nastavnik ju je jos$
jednom opisao i uputio studente obe grupe da posmatraju i analiziraju kretanje vuka.

Nastavnik je u okviru prelaza ka fazi Realni problem studentima obe grupe sugerisao da vise
puta pogledaju odlomak crtanog filma i da pokusaju da izdvoje neke specifi¢ne trenutke koji
se ticu kretanja junaka. Studenti su to i ucinili, i uz pomo¢ nastavnika, uocili su nekoliko, po
njima vaznih elemenata koji su se odnosili na kretanje junaka iz crtanog filma. Studenti su
primetili da se vuk u kreée na gore/dole i izdvojili su, kao znacajno, trenutke kada je vuk na
vrhu brda, kada dotakne tlo i kada dostigne najvecu visinu u vazduhu. Uzimajuci u obzir
zakljuc¢ke studenata, nastavnik je postavio realni problem koji odgovara situaciji koja se
modeluje.

Tabela 4.7. Realni problem - monotonost i ekstremne vrednosti |

Realni problem: Modelovati kretanje lika iz crtanog filma, odnosno
matematicki reprezentovati i opisati njegovo kretanje.

Prva reakcija studenata obe grupe, eksperimentalne i kontrolne, je bila da im nije najjasnije
Sta sve treba da urade jer realni problem nije ,precizno postavljen“ (komentar studenata).
Prisecajuc¢i se prethodnih problema koje su modelovali, ovaj su povezali sa Realnim
problemom II, kada su trebali da nadju putanju Zivotinja po bedemu. Na osnovu toga,
zakljucili su da treba najpre da nadju funkciju koja odgovara dvodimenzionalnoj
reprezentaciji putanje vuka. Medutim, mnogi studenti su komentarisali da im crtani film ne
pruZza nikakve podatke koji bi mogli da im pomognu da dodju do traZene funkcije.

Nastavnik je tada, da bi pomogao studentima obe grupe, rekao da bi mogli da funkciju
posmatraju na intervalu [0, 10] i da pretpostave sledece: da je vuk na pocetku svog kretanja
bio na poziciji kojoj odgovaraju koordinate (0, 8), nakon nekoliko trenutaka je bio na poziciji
sa koordinatama (2, 0), da bi zatim proSao kroz tacku (5, 9). Svoje kretanje je zavrsSio kada je
pao na tlo, u tacku (10, 0).
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Diskutuju¢i podatke koje im je nastavnik dao, studenti obe grupe su brzo dosli do istog
zakljucka: da funkciji koja odgovara putanji vuka pripadaju tacke A(0,8), B(2,0), C(5,9) i
D(10,0).

Studenti eksperimentalne grupe su primenili istu strategiju kao i ranije, uvezli su u

GeoGebra-u tacke A, B, C i D i opet primenili GeoGebra opciju Polynomial (aktivnosti S11i S2).
Na taj nacin su dosli do matematickog modela putanje vuka.

Studenti kontrolne grupe su imali velikih problema u reSavanju ovog zadatka. Najpre su
pokusali da skiciraju putanju lika iz crtanog filma (Slika 4.16.), (aktivnost G1).

Slika 4.16. Skica putanje lika iz crtanog filma studenata kontrolne grupe

Nakon $to su skicirali putanju, studenti kontrolne grupe su zakljucili da bi vrlo tesko dosli do
algebarskog izraza funkcije, jer oblik putanje ne odgovara nekoj od elementarnih funkcija
(kao Sto je bio slucaj sa funkcijom putanje u Realnom problemu II koja je bila kvadratna
funkcija). Iz tih razloga, nastavnik je studentima kontrolne grupe kasnije morao da napise
izraz koji odgovara trazenoj funkciji da bi proces modelovanja mogao da se nastavi.

Rezultat primene GeoGebra opcije Polynomial (eksperimentalna grupa) je bila graficka i
algebarska reprezentacija funkcije f (matematicki model) koja prolazi kroz sve tacke koje
odgovaraju unapred zadatim pozicijama lika iz crtanog filma (Slika 4.17.).
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Slika 4.17. Matematicki model funkcije f studenata eksperimentalne grupe

Algebarsku reprezentaciju funkcije f studenti eksperimentalne grupe su i ovaj put procitali
iz sekcije Algebra njihovog GeoGebra materijala, kao kod Realnog problema II (Slika 4.9), i
ona je predstavljena:

x) =-—0,2x° + 2,8x° — 8,8x + 8.
(x) = —0,2x3 + 2,8x2 — 8,8x + 8 11

U nastavku procesa modelovanja u okviru aktivnosti S3, studenti eksperimentalne grupe su
u GeoGebra materijalu koji su do tada izradili dodali i slike pojedinih kadrova iz crtanog filma,
da bi dodatno ilustrovali kretanje lika, odnosno Situaciju iz realnog sveta (Slika 4.18.). To su
jednostavno uradili tako Sto su kadrove sa ekrana kopirali opcijom PrtScr i ubacili kao slike.
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Slika 4.18. Matematicki model studenata eksperimentalne grupe sa kadrovima iz crtanog filma

U cilju daljeg modelovanja i eksperimentisanja sa kretanjem vuka, studenti eksperimentalne
grupe su nastavili sa razvojem GeoGebra materijala tako Sto su iskoristili mogu¢nost da
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dodaju jos jedan prozor, aktivirajuci opcije View—Graphics 2. U drugom prozoru su izdvojili
funkciju f i ogranicili njen prikaz na posmatrani interval [0, 10] jer su Zeleli da posmatraju
samo kretanje vuka od startne tacke A(0, 8) do tacke T (10, 0) kada su smatrali da je kona¢no
pao na tlo i zavrSio svoje kretanje (Slika 4.19.). Tacku T' (10, 0) studenti su dobili primenom
GeoGebra opcije Intersect (presek fukcije f i ose Ox).

» Graphics X | » Graphics 2 X

21{f(x) = =0.2x*+2.8x’ -88x+8

0<x<10

f(x) = —02x’+2.8x* —8.8x+8

Slika 4.19. GeoGebra reprezentacija funkcije f studenata eksperimentalne grupe

Nastavnik je tada usmerio studente ka zaklju¢cima do kojih su dosli tokom modelovanja
prethodnih situacija iz realnog sveta koji se ticu nagiba. Studenti su brzo reagovali i
zajednicki su predlozili da posmatraju Sta se deSava sa nagibom kada se vuk krece po funkciji
f. U tu svrhu su na drugom grafiku dodali kliza¢ (oznacen sa VUK), ¢ija je namena bila da
pomeraju tacku koja bi predstavljala vuka po funkciji f. Takode, za kliza¢ su vezali i tangentu
t na funkciju f u tacki koja predstavlja vuka i ukljucili opciju Slope za nagib tangente i sve
prikazali u okviru prvog i drugog grafika (Slika 4.20.).

» Graphics X | » Graphics 2 X
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Slika 4.20. Kretanje vuka po funkciji f, tangenta t i njen nagib u tackama njegovih pozicija
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Pomerajudi kliza¢, studenti su posmatrali kretanje junaka iz crtanog filma i komentarisali
vrednosti nagiba (aktivnosti S3). Prvo Sto su studenti eksperimentalne grupe uocili je da
nagib tangente na funkciju f nekada ima i negativne vrednosti. S obzirom da su tokom
modelovanja prethodnih realnih problema vrednosti nagiba bile uvek pozitivne, studenti su
dalje eksperimentisali sa GeoGebra materijalom, posmatrajuci pri tome, kako se menjaju
vrednosti nagiba na celom intervalu na kojem su posmatrali funkciju f. Vrlo brzo su uocili
da je nagib tangente na funkciju f pozitivan kada se vuk krece na gore, a kada se krece na
dole, nagib ima negativnu vrednost. Nastavnik je tada podsetio studente na vezu nagiba i
izvoda funkcije koju su ustanovili tokom modelovanja prethodnih realnih problema i
sugerisao im je da te zakljucke iskoriste i za reSavanje tekuceg problema. Studenti su odmah
reagovali tako Sto su GeoGebra opcijom Derivative nacrtali izvodnu funkciju od funkcije f i
istovremeno posmatrali kako promena znaka nagiba utice na izvodnu funkciju f* (Slika
4.21.).

Uporedivanjem znaka nagiba tangente t na funkciju f i znaka izvodne funkcije f’, studenti
eksperimentalne grupe su nakon kraceg eksperimentisanja sa GeoGebra materijalom koji su
napravili, zakljucili da se pozitivan znak nagiba tangente t pojavljuje kada se vuk kreée na
gore, odnosno kada je znak izvodne funkcije f’ pozitivan (Slika 4.21. a)), i obratno (negativan
nagib - vuk se krece na dole - znak izvodne funkcije je negativan), (Slika 4.21. b)).
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Slika 4.21. Izvodna funkcija f' i znak nagiba tangente t

Nastavnik je u nastavku trazio od studenata da odrede intervale kada vuk se penje gore, a
kada se spusta dole. Studenti su nakon krace diskusije lako zakljucili da ¢e traZene intervale
odrediti ako odrede znak izvodne funkcije, odnosno nule izvodne funkcije f’. Algebarski izraz
izvodne funkcije f’ studenti su procitali iz GeoGebra opcije Algebra:

f'(x) = —0,6x% + 5,6x — 8,8. (12)
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lako su izvodnu funkciju (12) i njene nule mogli lako da odrede i algebarskim putem, studenti
eksperimentalne grupe su ponovo iskoristili GeoGebra-u i opciju Intersect koju su sada
primenili na izvodnu funkciju f” i osu Ox (Slika 4.22.).
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Slika 4.22. Nule izvodne funkcije f' (presek izvodne funkcije f' i ose Ox)

[z GeoGebra-e su studenti procitali koordinate presec¢nih tacaka izvodne funkcije f’ i ose Ox:
Ki1(2,0) i K2(23—2,O). Posmatrajuci tacke K; i K, i podintervale koje one odreduju na
intervalu [0, 10] i analiziraju¢i pri tome znak izvodne funkcije, studenti su dosli do dela

matematic¢kog resenja realnog problema, odnosno, mogli su da odrede intervale u kojima se
vuk krece na gore/dole.

Nastavnik je tada od studenata traZio da posmatraju (aktivnosti S2 i S3) Sta se deSava sa
izvodnom funkcijom u tackama (i njihovoj okolini) K; i K, (nule prvog izvoda) i Sta se deSava
sa funkcijom putanje i nagibom njenih tangenti u tackama (i njihovoj okolini) ¢ije ordinate

odgovaraju ordinatama tacaka K;i K, (tacke (xKl, f(xKl)) i (sz,f(sz)) ).

EksperimentiSuci sa GeoGebra materijalom, studenti su posmatrajuci tacku K;(2,0) vec
znali da je f’(x,(l) =my, (xKl) = 0, odnosno f'(2) = m,(2) = 01 to su iskoristili da odrede
jednacinu tangente t; u tacki (xKl,f(xKl)):(Z,f(Z)) na funkciju putanje f i dobili izraz

t1:y = 0 (Slika 4.23. a)). Analognim postupkom, studenti su dosli i do izraza za tangentu ¢,

na funkciju putanje f u tacki (xKZ,f(sz))=<%,f (23—2)) t,: y = 15,17 (Slika 4.23.b)).
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Slika 4.23. Tangente t, i t, u tatkama (2, f(2)), (%f (23—2)>

Dalje, studenti su posmatrali funkciju f i nagib njenih tangenti u okolini tataka (2, £(2)) i

3 3
znak (odnosno, da do svake od posmatranih tacaka vuk ide na gore a nakon nje na dole, ili
obratno). Zatim su navedene tacke uneli u GeoGebra materijal (Slika 4.24) i analizom graficke
reprezentacije funkcije f zakljucili da ove taCke odgovaraju njenim ekstremnim
vrednostima: minimumu (tacka E;) i maksimumu (tacka E,) na posmatranom intervalu
[0, 10].

<£, f (E)) Uocili su da nagib tangenti funkcije f, u okolinama posmatranih tacaka menja
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Slika 4.24. Ekstremne vrednosti funkcije f i nagib tangente u tacki E,
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Povezujuci sve zakljucke do kojih su doSli tokom prethodnog procesa modelovanja vezano
za kretanje vuka na gore/dole, znaku izvodne funkcije f’ i njenim nulama, kao i tangentama
na funkciju f u njenim tackama, studenti eksperimentalne grupe su dosli do matematickog
reSenja situacije iz realnog sveta koju su modelovali.

Vazno je napomenuti da su studenti kontrolne grupe imali velikih problema tokom
modelovanja ove situacije iz realnog sveta, pre svega jer je graficka reprezentacija funkcije
bila sloZenija u odnosu na onu iz situacije sa Zivotinjama i nagibom bedema. Algebarski izraz
funkcije je morao da im napiSe nastavnik, a funkciju su analizirali tako Sto su ispitali njen tok
i skicirali grafik. Na kraju, studenti su ipak dosli do matematickog modela i matematickog
reSenja, ali je taj proces vremenski bio jako zahtevan, pomo¢ i sugestije nastavnika su bile
neophodne, a nedostatak mogucnosti za vizuelizaciju i eksperimentisanje sa kretanjem vuka
je bio viSe nego ocigledan.

Matematicko reSenje postavljenog realnog problema je predstavljeno tabelom 4.8.

Prateci aktivnosti u okviru prelaza S4, studenti eksperimentalne grupe su najpre krenuli od
matematickog reSenja realnog problema (Tabela 4.8.) i poredili ga sa kretanjem vuka iz
GeoGebra materijala (Slika 4.24.). Na taj nacin su dosli do interpretacije resenja.

Tabela 4.8. Matematicko resenje realnog problema

22 22
Interval [0,2) (2, ?) (?, 10]
Znak izvodne funkcije f' - + -
Monotonost funkcije \ Va \,

E1(2,0)  E(G.fG3)
min max

Ekstremne vrednosti

Dobijeno matematicko reSenje (Tabela 4.8.) studenti eksperimentalne grupe su u skladu sa
Situacijom iz realnog sveta, interpretirali na sledec¢i nacin: vuk ¢e se kretati na dole (padace)

kada je na pozicijama sa vrednostima je x koordinata izmedu 0 i 2 iizmedu % 110. Na gore

. : : : : e . 22
se krece kada su vrednosti x koordinata njegovih pozicija izmedu 2 i 5

Tokom svog kretanja vuk jednom dostigne najvecu visinu, kada je na poziciji (% ; 15,17)

(kada dostigne maksimalnu visinu u vazduhu).

Vuk je najniZe na poziciji (2,0) (kada dotakne put nakon Sto se Zica istegli pod njegovom
teZinom sa nakovnjem).

Za potvrdu matematickog modela i matematic¢kog reSenja studenti su iskoristili GeoGebra-u
i njene opcije (aktivnost S5). Opcija Polynomial je iskoriS¢ena za potvrdu matematickog
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modela (podrazumeva da se tacke na koje se ta opcija primenjuje pripadaju funkciji), opcija
Intersection za nalaZenje nula izvodne funkcije (ispitivanje monotonosti) i opcija Extremum

koja je potvrdila da su tacke E;(2,0) i Ez( f(—)) ekstremi funkcije f.

Studenti kontrolne grupe su takode potvrdili svoj matematicki model i matematicko resenje,
ali su to uradili ru¢no, tokom cega su iskljucivo koristili algebarsku reprezentaciju.

Matematicki model i matematicko reSenje prihvaceni nakon Sto su prethodno potvrdeni u
GeoGebra-i.

4.4.2.Primena izvoda na ispitivanje monotonosti funkcije i
ekstremnih vrednosti II

Interpretirajuci reSenja do kojih su studenti dosli, nastavnik je postavio pitanje studentima
Sta bi se desilo da se vuku desi neSto drugo, odnosno da se kreée na drugaciji nacin, kako bi
to uticalo na matematicko resSenje?

Studentima je tada nastavnik prikazao jo$ jednu situaciju iz realnog sveta, opet u obliku dela
crtanog filma (deo od 1 min 55 s do 2 min 11 s) sa istim junakom (Wile E. Coyote and The
Road Runner - Rushing Roulette, 1965). Crtani film su studenti pogledali na YouTube-u
(https://www.youtube.com/watch?v=jo24NR7e4ew).

U drugom primeru crtanog filma kretanje lika je neznatno promenjeno. Umesto da se spusta
po Zici koja se isteZe i leti kroz vazduh, vuk sada skace na oprugama (Slika 4.25.).

i, e P
Z % " F\t‘ f B ‘ﬁi

Slika 4.25. Nova situacija iz realnog sveta

Nastavnik je najpre pitao studente da li misle da se kretanje vuka u prikazanom crtanom
filmu razlikuje od prethodnog koje su modelovali. Komentar jednog od studenata je bio da
kretanje vuka sada podseca na ,odskakanje lopte®, i primenom opcije Pen je u GeoGebra-i
odmah i pokazao kako zamislja kretanje vuka (Slika 4.26.).
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Slika 4.26. GeoGebra reprezentacija kretanja vuka studenta
eksperimentalne grupe

Studenti su se sloZili sa prikazanim kretanjem vuka i komentarisali da je slicno prethodnoj
situaciji iz realnog sveta, jer se i ovde mogu izdvojiti delovi kada se vuk krece na gore/dole i
kada postize najvecu/najmanju visinu. Takode, studenti su komentarisali da bi realni
problem resili na isti nacin kao i prethodni.

Tabela 4.9. Realni problem - monotonost i ekstremne vrednosti 11

Realni problem: Modelovati kretanje lika iz crtanog filma, odnosno
matematicki reprezentovati i opisati njegovo kretanje.

Analogno kao i u slu¢aju prethodne situacije iz realnog sveta, nastavnik je studentima dao
dodatne informacije o kretanju vuka iz kojih se (kao i u prethodnom slucaju) moglo izdvojiti
pet tacaka: A(0,0), B(1,15), C(2,0),D(4,0) i E(5,15) i interval [0, 6] na kome se posmatra
kretanje vuka. Primenjujuci GeoGebra-u, studenti su dosli do sledece funkcije (Slika 4.27.).

Slika 4.27. Graficka reprezentacija funkcije kojoj pripadaju tacke A(0,0), B(1,15), C(2,0),
D(4,0)i E(5,15)

Medutim, studenti su odmah primetili da dobijena funkcija (iako joj pripadaju tacke 4, B, C,
D i E), ne odgovara ni po svom obliku, a ni po znaku funkciji koju su studenti zamislil. Ovo
je zbunilo studente i nastavnik se u tom trenutku morao ukljuciti u diskusiju studenata i
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predlozio im da graficki predstave u GeoGebra-i apsolutnu vrednost funkcije do koje su
prethodno dosli. Studenti su to i ucinili i odmah uocili da nova funkcija zadovoljava sve
postavljene uslove koji se ticu njenog oblika i tacaka koje joj pripadaju (Slika 4.28).

} Graphics X

wf flx) =|-a'+122" - 442" + 48 2|

of f(z)

Slika 4.28. Grafic¢ka reprezentacija funkcije f

Matematicki model funkcije f je dat u vidu graficke reprezentacije funkcije f (Slika 4.28.) i
njene algebarske reprezentacije:

f(x) = |—x* + 12x3 — 44x? + 48| (13)

U okviru prelaza ka matematickom reSenju S3, studenti eksperimentalne grupe su sproveli
iste aktivnosti kao pri reSavanju prethodnog realnog problema. Studenti su opet napravili
GeoGebra materijal ¢iji su elementi bili: grafik funkcije f (ogranicen na interval [0, 6]), kliza¢
koji simulira kretanje vuka i pri tome sluZi za odredivanje tangenti na funkciju f (i njihov
nagib) u svakoj njenoj tacki na posmatranom intervalu i izvodnu funkciju f” (Slika 4.29.).

b Graphics # | ¥ Graphics 2 x
- VUK = 4.92
0<r<H L
4 - s 5 ]
Ha)=|-='+122" - 42’ + 48z o f@ ==t 12" — a4+ a8 o h
l . - - - |
Fix) = sgni—= + 1227 — 42 4 482) (—42® + 362 — 88x + 48
a54
A
wh tiy=10.00x - 3536
]
35\ Magib = 10.00
Magib = 10.0¢

Slika 4.29. Funkcija f, izvodna funkcija f’, tangenta i nagib u tackama funkcije f

114




EFEKTI PRIMENE MATEMATICKOG MODELOVAN]JA NA OBRADU POJMA IZVODA FUNKCIJE U VISOKOM STRUKOVNOM OBRAZOVANJU

Studenti su odmah uocili da se izvodna funkcija razlikuje, odnosno da je prekidna u tackama
(2,0)1(4,0). Pomerajuciklizac¢ do tih tacaka, dosli su do rezultata da tangente i njihovi nagibi
u tim tackama nisu definisani (Slika 4.30. a) i b)).

¥ Graphics 2 X » Graphics 2 : ®
"
0 VUK =2 N &0 VUK =4 i
=l UEesd ; n 0<z<6 .
55 . " N - I
- flz) =|-='+122" —dd 2 + 48 x| . - fl@) =|-='+122" — 44 2* 4+ 48 2| h
L : 3 - 'I..
. fi(z) = sgn(—=* + 122 — 442" + 48x)(—4x? + 36z* — 88x + 48) - f'(x) = sgn(—x* + 122 — 442* + 48x)(—4x® + 36=° — 88x + 48)
1 1 -
st tundefined sl tundefined
i ]
35 '\ Magib undefined 35 ‘I Magib undefined

Slika 4.30. Tangente na funkciju putanje f i njihovi nagibi u tackama (2,0) i (4,0)

Studentima je to bilo neobic¢no, jer su ocekivali da funkcija f u tim tackama ima minimume
(na osnovu graficke reprezentacije), odnosno da je vrednost izvodne funkcije u tim tackama
jednaka nuli.

Studenti su tada pokusali da sami dodu do izvoda funkcije f, i do nula izvodne funkcije f”:
f'(x) = sgn(—x* + 12x3 — 44x? + 48x)(—4x3 + 36x% — 88x + 48) (14)
odnosno:

(—x* + 12x3 — 44x? + 48x)(—4x3 + 36x? — 88x + 48)
|—x* + 12x3 — 44x2 + 48x|

f'(x) = : (15)

f'(x) =0 za K;(3—+5,0),K,(3,0)i K5(3 +5,0).

Kada su studenti analizirali izvod funkcije f predstavljen (15), uz pomo¢ nastavnika su
razumeli zbog Cega nagibi tangenti i same tangente nisu definisani u tackama (2,0) i (4, 0).
Svoje zakljucke su potvrdilii u GeoGebra-i (nule izvodne funkcije (Slika 4.31. a)) i ekstremne
vrednosti (Slika 4.31. b)).
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Slika 4.31. Nule izvodne funkcije f'i ekstremne vrednosti

lako su studenti dosli do matematickog reSenja, ostalo im je nerazja$njeno Sta se deSava sa
funkcijom f, odnosno sa kretanjem vuka, u tackama (2,0) i (4,0). U tu svrhu, nastavnik je
traZio od studenata da nadu levu i desnu grani¢nu vrednost izvodne funkcije redom za x = 2

ix =4.
lisz’(x) =—-16
X—s_ . . . . - vy_s _
lim £'(x) = 16 funkcija f nije diferencijabilna u tacki x = 2 (16)

x—)2+

li‘{nf’(x) =-16

X—4_ . ST 1 s o

liT £ = 16 funkcija f nije diferencijabilnautackix =4 (17)
X4y

Nastavnik je zakljucke studenata iskoristio da objasni uslove za egzistenciju lokalnih

ekstremnih vrednosti. Na osnovu objasnjenja, studenti su dosli do kona¢nog matematickog
reSenja realnog problema (Tabela 4.10.).
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Tabela 4.10. Matematicko resenje realnog problema

Interval [0,3-V5) (3-+52) (23) 3,4 (43++V5) (3+v56]
Znak izvodne

funkcije f’ + B v B v B
Monotonost

funkcije % N % Y 4 Y
Ekstremne E{(3 -5,16) E4(2,0) E>(3,9) E5(4,0) E5(3 +V5,16)
vrednosti max min max min max

Vazno je napomenuti da je za studente ova tema vrlo zahtevna kada se nastava realizuje na
tradicionalni nacin, dok se uz primenu matematickog modelovanja u GeoGebra okruZenju
nastavni proces realizuje uz manje poteskoca i uz aktivno ucesce studenata.

[z matematickog reSenja (Tabela 4.10.), (aktivnost S4), studenti eksperimentalne grupe su
zakljucili da vuk tokom svakog svog skoka se krece na gore dok ne postigne najvecu visinu,
a onda pada dole na tlo. U prvom skoku dostiZe najvecu visinu od 16 m, nakon ¢ega je vuk na
tlu, tj. a visini od 0 m. U drugom skoku najvecéa dostignuta visina je 9 m. A u tre¢em skoku je
16 m. Svoje kretanje (i tre¢i skok) vuk zavrSava kada je opet na tlu.

Studenti su, kao i u prethodnom slucaju (aktivnost S5), iskoristili opcije GeoGebra-e, da
potvrde zakljucke do kojih su dosli i prihvate matematicki model i matematicko resenje.

4.4.3.Primena izvoda na ispitivanje konveksnosti i konkavnosti funkcije

U ovom odeljku ¢e biti prikazan proces modelovanja koji se isklju€ivo sprovodi primenom
racunara i koji bez novog pristupa ilustrovanim zvezdastim dijagramom (Slika 4.2.) ne bi
mogao da se sprovede na tradicionalni nacin Stillman et al. (2007) ciklusom modelovanja.

Situacija iz realnog sveta koju su studenti modelovali je zadata u vidu GeoGebra materijala i
modelovali su je samo studenti eksperimentalne grupe. Sve aktivnosti koje su studenti
realizovali tokom ovog procesa modelovanja su bile iskljuc¢ivo S-tipa. Studenti kontrolne
grupe, s obzirom da nisu mogli da koriste racunare, su ponovo diskutovali prvu situaciju sa
kretanjem vuka koju su modelovali iz odeljka 4.4.1., ali sada sa aspekta ispitivanja
konveksnosti i konkavnosti.

Situacija iz realnog sveta

Situacija iz realnog sveta je zadata mapom jednog skijalista koja je uvezena u GeoGebra-u
(Slika 4.32.).
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Slika 4.32. Situacija iz realnog sveta — mapa skijalista

Nastavnik je studentima objasnio da su na mapi prikazane staze na skijalistu i ski liftovi koji
vode do njih.

Takode, nastavnik je objasnio studentima da je oblik ski staze od velike vaZnosti za skijaSe,
jer u zavisnosti da li na stazi ima udubljenja (ili ispupCenja) je i nacin na koji se voze skije.
Posmatraju¢i mapu i na osnovu nastavnikove price, studenti su pretpostavljali da ¢e trebati
da reSe neki problem koji se ti¢e staza, odnosno putanja kojim se krecu skijasi.

Realni problem

Nastavnik je tada postavio realni problem:

Tabela 4.11. Realni problem - konveksnost i konkavnost funkcije

Realni problem: Modelovati kretanje skijasa ako se on spusta stazom do
koje je dosao ski liftom broj 5, odnosno matematicki reprezentovati i
opisati njegovo kretanje.

Na osnovu iskustva iz modelovanja prethodnih situacija sa vukom, studenti su odmah
pretpostavili da moraju naci funkciju koja odgovara putanji skijasa koji se spusta niz stazu 5
da bi kasnije na osnovu toga mogli matematicki da opiSu njegovo kretanje.

Nastavnik je tada pitao studente da li je moguce naci funkciju koja u potpunosti odgovara ski
stazi. Ve¢ina studenata je smatrala da se teSko moZe odrediti funkcija koja u potpunosti
odgovara stazi, i konstatovali su da bi mogli da nadu najpribliZniju funkciju koja u najvecoj
meri odgovara stazi.

Studentima je u ovom slucaju bila poznata samo slika (mapa) i nikakvih dodatnih podataka
nisu imali. Studentima je problem opet predstavljalo to Sto nisu bile date tacke koje
pripadaju funkciji, jer nisu znali odakle da krenu i koju opciju GeoGebra-e da primene. Neki
studenti su pokusalli da primene GeoGebra opciju Pen i da slobodnom rukom nacrtaju
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putanju (Slika 4.33.) ali su vrlo brzo uvideli da tako ne mogu do¢i do algebarske
reprezentacije funkcije koja odgovara putanji koja im je bila neophodna za dalji proces
modelovanja.

A ATRIGICIZIN
R Move
f % Move around Point
/ Freenard Shape
/ Pen

Slika 4.33. Crtanje funkcije putanje GeoGebra opcijom Pen

Nastavnik je tada, da bi malo usmerio studente, predloZio da funkcija bude u obliku
polinoma, najbolje tre¢eg stepena, da bi Sto jednostavnije studenti mogli da je odrede. Da bi
dosli do funkcije, nastavnik je studentima predloZio da uvedu klizace koji bi predstavljali

nule funkcije i ¢ijim pomeranjem bi mogli da menjaju oblik funkcije dok ne dodu do one koja
u najvecoj meri odgovara putanji skijasa.

Studenti su uveli Cetiri klizaca, tri (nazvana a, b i c) za podeSavanje nula funkcije i jedan
kliza¢ (nazvan d) za podeSavanje koeficijenata polinoma. Funkciju f su u GeoGebra-i
definisali kao: f(x) = (x —a)(x —b)(x —c)/d. Promenon vrednosti sva cetiri klizaca,
studenti su podeSavali funkciju tako da njen grafik najviSe odgovara putanji skijaSa. Nakon
kraceg eksperimentisanja sa klizac¢ima (Slika 4.34. a) i b)) studenti su dosli do funkcije koja,
po njihovom misljenju, najpribliZnije opisuje putanju skijasa (Slika 4.34. c)).
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Slika 4.34. Podesavanje funkcije putanje skijasa

Matematicki model

Za matematicki model putanje koja odgovara kretanju skijasa studenti su usvojili algebarsku
i graficku reprezentaciju funkcije f do kojih su doSli primenom GeoGebra-e (Slika 4.35.)
Funkciju f su ogranicili na interval [2,10] da bi se uklopili u Situaciju iz realnog sveta gde
skija$ krece sa uzviSenja na koje ga dovodi ZiCara broj 5 i spusta se do podnoZja.
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Slika 4.35. Algebarska i graficka reprezentacija funkcije koja odgovara putanji skijasa

Algebarska reprezentacija funkcije koja odgovara putanji skijasa:
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(x+2)(x ;38)(’“ —12) k<10 (18)

fOx) =

Nakon Sto su dosli do Matematickog modela, studenti su se vratili do Realnog problema i
zapoceli diskusiju o tome kako da matematicki opiSu kretanje skijasa. Jedan student se setio
napomene nastavnika sa pocetka procesa modelovanja u vezi oblika staze (udubljena,
ispupcena) kojom skijas skija. U nastavku diskusije, studenti su zajednicki dosli do zakljucka
da bi trebali da ispitaju konveksnost i konkavnost funkcije koja odgovara putanji skijasa.

U tu svrhu su opet iskoristili GeoGebra-u i u materijal sa slike 4.35. docrtali drugi izvod
funkcije koja odgovara putanji skijasa f” (Slika 4.36.). 1z Algebra prozora su procitali drugi
izvod funkcije f:

6
f' = B 0,84.
S obzirom da su studenti ve¢ imali iskustva sa reSavanjem sli¢nih problema (opisanih u
odeljku 4.4.1. i odeljku 4.4.2.) pomerali su figuru skijasa po njegovoj putanji (koristeci klizac¢
SKIJAS) i istovremeno posmatrali Sta se deSava sa drugim izvodom funkcije (Slika 4.36.).
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Slika 4.36. Funkcija f koja odgovara putanji skijasa i njen drugi izvod "'

Studenti su svoja zapazanja uporedili i sa nulom drugog izvoda funkcije koja odgovara
putanji skijasa, tacki P(6,0) i posmatrali su i zavisnost oblika putanje od znaka drugog
izvoda f".

Objedinjujuci sve svoje zakljucke iz procesa modelovanja, studenti su dosli do matematickog
reSenja postavljenog problema.
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Matematicko resenje

Matematicko resSenje realnog problema je prikazano u tabeli 4.12.

Tabela 4.12. Matematicko resenje realnog problema

Interval [2,6) (6,10]
Znak drugog izvoda f"' + -
Konveksnost i konkavnost U N
Prevojna tacka P(6,f(6))

Matematicko reSenje su studenti interpretirali u skladu sa postavljenom Situacijom iz
realnog sveta. Ako koordinate pocetne pozicije skijasa odgovaraju tacki (2, f(2)), on ¢e od te
pozicije svoje kretanje trebati da prilagodi stazi koja je ispupcena (konkavna). Kada stiigne
do pozicije ¢ije su koordinate (6, f(6)), oblik staze po kojoj vozi skije se menja i ona postaje
udubljena (konveksna) i takva ostaje do zavrSetka spusta, odnosno dok skijas ne stigne u
podnoZje (pozicija ¢ije su koordinate (10, f(10)) ).

VaZno je naglasiti da su studenti tokom modelovanja prethodno opisane Situacije iz realnog
sveta koristili isklju¢ivo prelaze S-tipa i da bez racunara ovakav problem ne bi mogao ni da
se zadaje, niti da se resava. Takode, prikazana moguénost zadavanja problema preko
video/slikovnih opisa realnih situacija se moZe smatrati za joS jednu od prednosti
matematickog modelovanja u GeoGebra okruzenju.

4.5.METODOLOSKI OKVIR ISTRAZIVANJA

Metodoloski okvir drugog ciklusa istrazivanja iz 2016/2017. godine je opisan u ovom
poglavlju i navedeni su svi relevantni metodoloski elementi istraZivanja.

4.5.1.Predmet, ciljevi, zadaci i hipoteze istrazivanja

Predmet istraZivanja je unapredenje metodskih pristupa baziranih na matematickom
modelovanju kroz pruZanje mogucnosti za njihovu realizaciju i sprovodenje nastavnih
aktivnosti u raCunarskom okruzenju, kao i proucavanje efekata primene takvih pristupa na
postignuca studenata u oblasti diferencijalnog rac¢una.

Glavni cilj istraZivanja je merenje i utvrdivanje stepena uticaja primene metodskog pristupa
baziranog na principima matematickog modelovanja u GeoGebra okruZenju na kvalitet
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znanja studenata i ostvarenost optimalnih rezultata u ucenju i razumevanju nastavnih
sadrzaja iz oblasti izvoda funkcije i njegove primene.

Zadaci istraZivanja koji proistiCu iz predmeta i postavljenog glavnog cilja istraZivanja su:

¢ Proceniti nivo matemati¢kog znanja koje studenti nose iz srednje Skole i na osnovu
toga formirati dve ujednacene grupe studenata, eksperimentalnu i kontrolnu.

e Demonsrirati rad sa GeoGebra softverom i sprovesti kratku obuku studenata za
instalaciju i primenu GeoGebra-e.

e [zraditi i osmisliti zadatke, odnosno situacije iz realnog sveta koje ¢e omoguditi
studentima da izucavaju izvod funkcije i njegove osobine primenom matematickog
modelovanja u GeoGebra okruZenju.

e Realizovati nastavni proces sa studentima eksperimentalne grupe primenom
matematickog modelovanja u GeoGebra okruZenju a sa studentima kontrolne grupe
primenom tradicionalnih metodskih pristupa.

e Izraditi instrumente (testove znanja o izvodu funkcije, njegovim osobinama i
primeni uskladenih sa odgovarajué¢im nastavnim planom i programom), koji ¢e se
upotrebiti za merenje uticaja primene matematickog modelovanja u GeoGebra
okruZenju na kvalitet znanja studenata iz oblasti izvoda funkcije.

o Utvrditi efekte primene metodskog pristupa zasnovanog na matematickom
modelovanju u GeoGebra okruZenju na kvalitet znanja studenata iz oblasti izvoda
funkcije i njegove primene i uporediti postignuca studenata eksperimentalne i
kontrolne grupe.

Glavna hipoteza istraZivanja je postavljena na osnovu cilja istraZivanja i glasi:

Hi: Primenom metodskog pristupa zasnovanog na matematickom modelovanju u GeoGebra
okruzenju pri obradi izvoda funkcije i njegove primene postiZe se statisticki znacajna razlika
u boljim postignu¢ima na testovima znanja studenata eksperimentalne grupe u odnosu na
studente kontrolne grupe.

Postavljena hipoteza istrazivanja je analizirana u razli¢itim etapama istraZivanja i testirana
na testovima znanja. Takode, testirane su i pomoc¢ne hipoteze:

Hp1: Postoji statisticki znacajna razlika u boljim postignu¢ima studenata eksperimentalne
grupe u odnosu na studente kontrolne grupe na testu znanja.

Hp2: Postoji statisticki znacajna razlika u boljim postignu¢ima studenata eksperimentalne
grupe u odnosu na studente kontrolne grupe na finalnom testu znanja (ispit).

4.5.2.Uzorak

[straZivanje je sprovedeno na namernom uzorku studenata prve godine Visoke tehnicke
Skole strukovnih studija u Zrenjaninu Skolske 2016/2017. godine.

Ucesnici istraZivanja su bili studenti prve godine koji su slusali predmet Matematika u okviru
jednosemestralnog kursa (akreditacija iz 2016. godine), sa fondom (3+3) za predavanja i
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vezbe. U okviru kursa iz Matematike se obraduju sadrzaji iz diferencijalnog racuna, odnosno
izvoda funkcije i njegove primene na ispitivanje osobina funkcije.

U drugom ciklusu istrazivanja je ukupno ucestvovalo 204 studenta koji su za potrebe
istraZivanja podeljeni u dve grupe, kontrolnu (K grupu) i eksperimentalnu (E grupu).
Studenti su u grupe podeljeni na osnovu rezultata dela prijemnog ispita koji polazu pri upisu
na Visoku tehnic¢ku $kolu strukovnih studija u Zrenjaninu, a koji se odnosi na ispitivanje
nivoa opSteg matematickog znanja koje nose iz srednje Skole. U obe grupe je bilo po 102
studenta koji su izabrani na sledec¢i nacin: svaki student iz jedne grupe je imao svog para u
drugoj, tako je razlika u njihovim postignu¢ima bila najvise dva boda (Takaci et al., 2015).

Normalnost raspodele rezultata dela prijemnog ispita (zadaci iz matematike) je ispitana
Kolmogorov-Smirnov testom za E grupu (vrednost test statistike D = 0,1171 i nivoa
statisticke znacajnosti p = 0,1133 > 0,05 )i za K grupu (D = 0,1289ip = 0,0617 > 0,05).
S obzirom da su a obe grupe raspodele normalne, primenjen je parametrijski Studentov t-
test za ispitivanje statisticke znacajnosti razlike u rezultatima E i K grupe (Tabela 4.13.).

Tabela 4.13. Statisticki rezultati dela prijemnog ispita

Studentov t- test
N M M(%) SD cv Mg-Mxk(%)

t p

E 102 13,99 46,63% 7,31 52,25%
0,71% 0,212 0,833
K 102 13,78 4592% 7,24 52,54%

Legenda: N-broj studenata; M-srednja vrednost broja bodova; M(%)-srednja vrednost broja bodova
izrazena u procentima; SD-standardna devijacija; CV-koeficijent varijacije; Me-Mk(%) razlika srednjih
vrednosti broja bodova E i K grupe izraZena u procentima; t-vrednost statistike; p-nivo statisticke
znacajnosti

Vrednosti test statistike (¢t = 0,212) i nivoa statisticke znacajnosti (p = 0,833 > 0,05) su
potvrdile da ne postoji statisti¢ki znacajna razlika u rezultatima E i K grupe, odnosno grupe
se mogu smatrati ujednacenim.

Svi studenti su dobrovoljno ucestvovali u istrazivanju, a takode je obezbedena i saglasnost
Visoke tehnicke Skole strukovnih studija iz Zrenjanina za sprovodenje istrazivanja.

4.5.3.Metode, tehnike i instrumenti istrazivanja

U drugom ciklusu istraZivanja su koriS¢ene metoda komparativne analize, deskriptivna
metoda, eksperimentalna i statisticka metoda, kao i odgovarajuce tehnike istrazZivanja kao
Sto je prethodno detaljno objasnjeno u odeljku 3.4.3. disertacije.

Instrumente istraZivanja su ¢inili dva testa koje je osmislio autor disertacije.
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Prvi instrument je bio test dijagnostickog tipa, Cija je namena bila da ispita znanja studenata
iz oblasti izvoda funkcije i njegove primene.

Test se sastojao od ukupno Sest zadataka, tacno reSenje svakog zadatka se vrednovalo sa 5
bodova, ukupan broj bodova koje su studenti mogli da osvoje na testu je bio 30. Pored svakog
dela zadatka je naveden broj bodova koje nosi tacno resSenje. Negativnih poena nije bilo.

Studenti su imali 90 minuta (dva Skolska ¢asa) za izradu testa. Svi studenti (E grupa i K
grupa) su resavali isti test, dve nedelje nakon zavrSetka eksperimentalnog dela nastave. Test
je sadrzao sledece zadatke (Tabela 4.14.):

Tabela 4.14. Test

h(t) = 100 — 5¢*

2
1. Data je funkcija f(x) = x: + 1 injen grafik (Slika 1.).

a) Odredi vrednost razlomaka:

f@-f0) f)-f(2) fA-fB) f4)-f(3,5)
s+ 2z’ 1’ 05 (2 boda)

b) Odredi nagibe secCica grafika funkcije f u tackama:
1. A(4,5),B(0,1)
2. A(45), C(2,2)
3. A(4)5), D(3,13/4) (3 boda)

2
2. Naslici 1. je data funkcija f(x) = x: +1:

1 bod
a) Odrediti prvi izvod funkcije f'(4). ((2 booda))
b) Odrediti jednacinu tangente u tacki A(4,5).
c¢) Objasniti vezu izmedu nagiba seica odredenih u 1. b) i nagiba (2 boda)

tangente u tacki A(4,5).

3. Lopta je bacena sa visine od 100 metara i njena visina je jednaka h(t) =
100 — 5t2, t sekundi nakon $to je bacena (Slika 2.).
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a) Odrediti prose¢nu brzinu dve sekunde nakon $to je lopta bacena. (1 bod)
b) Odrediti prose¢nu brzinuizmedut = 11it = 2 sekunde. (1 bod)
c) Odrediti prose¢nu brzinu izmedu t = 1,51t = 2 sekunde. (1 bod)
d) Odrediti trenutnu brzinu lopte u trenutku t = 2 sekunde. (1 bod)
e) Objasniti vezu izmedu prosec¢nih brzina (odredenih u a), b), i ¢)) i (1 bod)

trenutne brzineu t = 2.

4. Funkcija f je data na intervalu (—6,8) (Slika 3.) i
date su tangentne linije na funkciju f iz
tacaka M(xl,f(xl)) iP(xz,f(xz)). Tada:

Nagib tangente u tacki M je (1 bod)
f1l) = (1 bod)
f'(x) = (2 boda)
—5f"(x1) +2f(0) = 7f"(xz) = ___(1bod)
Slika 3.

5. Funkcija f je data na intervalu (=5,7), (Slika 4.). = iy T
Tada: DR N SRIANIS (ARSI S A
f'>0f0rx€ (2boda)
f'<0forxe (2 boda)
f'=0forx = (1 bod)

6. Prvi izvod f'(x), funkcije f, je dat na intervalu
(—4,8), (Slika 5.). Tada:

f rastezax € (1 bod)
f opadazax € (2 boda)
f ima lokalni maksimumzax =____ (1 bod)
f ima lokalni minimum za x = (1 bod)

Slika 5.

Zadaci za test su koncipirani tako da se na osnovu njih moZe ispitati uticaj procesa
modelovanja u GeoGebra okruZenju (odnosno doprinos S aktivnosti) na znanja studenata i
njihovo razumevanje nagiba, geometrijske interpretacije i primene izvoda. Narocita paZnja
je bila usmerena ka ispitivanju uticaja graficke i algebarske reprezentacije (kada su date
istovremeno) funkcije i njenih secica, tangenti i izvodne funkcije na postignuca studenata.
Tokom reSavanja testa ni jednoj grupi studenata nije bilo dozvoljeno da koristi pomo¢
racunara.
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Prva dva zadatka su se odnosila na jednostavne primene izvoda koje se ticu odredivanja
koli¢nika priraStaja, nagiba tangente i secica i odredivanja vrednosti prvog izvoda funkcije u
tacki.

U tre¢em zadatku je ispitivano znanje studenata vezano za primenu izvoda.

U poslednja tri zadatka su funkcije (ili izvodne funkcije) bile zadate samo graficki, bez
algebarske reprezentacije. Ovi zadaci su zamisljeni tako, da se njima ispita doprinos primene
modelovanja u GeoGebra okruZenju, jer su studenti E grupe koristili tokom modelovanja obe
reprezentacije (algebarsku i graficku) istovremeno, dok su studenti K grupe uglavnom radili
sa algebraskom reprezentacijom.

Drugi instrument je bio finalni ispit iz predmeta Matematika. Ovaj test je bio dijagnosti¢kog
tipa, ispitivao je znanja studenata stecena iz predmeta Matematika. Studenti su ispit polagali
prvi put u januarskom ispitnom roku nakon odsluSane nastave (dva meseca posle zavrSetka
eksperimentalnog dela nastave).

[spit se sastojao od Sest zadataka, ali su obradivani samo zadaci koji su se odnosili na izvod
funkcije i njegove primene koji su se vrednovali sa 30 bodova. Za izradu zadataka je
predvideno 180 minuta. Svi studenti (E grupa i K grupa) su resavali isti test. Zadaci koji su
se odnosili na izvod funkcije i njegovu primenu su (Tabela 4.15.):

Tabela 4.15. Zadaci sa ispita

2
1. Nekaje funkcija f zadatasa f(x) = iz—j,x * +2.

a) Odrediti jednacine tangenti i normala na funkciju f u njenoj tacki
A(L, f(1)). (2 boda)
b) Ispitati tok funkcije f (nule, asimptote, monotonost, ekstremne
vrednosti, prevojne tacke, konveksnost i konkavnost) i skicirati (8 bodova)
njen grafik.

2. Odrediti matematicke modele i matematicka reSenja sledecih situacija iz realnog sveta:
a) Merdevine duge 13 metara su naslonjene na zid. Vrh merdevina
klizi po zidu na dole brzinom od 2 m/s. Kojom brzinom (um/s)se (10 bodova)
baza merdevina udaljava od zida u trenutku kada je vrh merdevina
na visini od 5 m?
b) Balon se podiZe u vazduh pravolinijski. Na udaljenosti od 500 m
pravolinijski od mesta odakle je balon poleteo stoji posmatrac. (10 bodova)

Ugao pod kojim posmatrac vidi balon je g. Kada se balon podiZze u
vazduh, brzina promene ugla pod kojim posmatrac vidi balon je

0,2 rad/min. Kojom brzinom (u m/min) se balon podize u
vazduh?

U prvom zadatku na finalnom testu je funkcija bila zadata algebarski a studenti su trebali da
primene svoje znanje iz oblasti izvoda funkcije da bi dosli do graficke reprezentacije funkcije,
Ovaj zadatak je uobicajen za proveru znanja na ispitu i uvek se sastoji iz dva dela od kojih se
jedan deo odnosi na tangentu i normalu funkcije a drugi na ispitivanje toka funkcije.
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Drugi zadatak je zadat verbalno, bez navodenja algebarske niti graficke reprezentacije i
studenti su trebali do reSenja da dodju na nacin na koji su prethodno uvezbali kroz proces
modelovanja. Da bi reSili zadatak, studenti su trebali da krenu od graficke reprezentacije
realnog problema da bi iz nje dosli do matematickog reSenja, odnosno njegove algebarske
reprezentacije.

4.5.4.Etape istrazivanja

Eksperimentalno istrazivanje je u drugom ciklusu realizovano sa jednom generacijom
studenata tokom zimskog semestra Skolske 2016-2017. godine u okviru redovne nastave u
skladu sa vaZe¢im Nastavnim planom i programom za predmet Matematika na Visokoj
tehnickoj Skoli strukovnih studija u Zrenjaninu.

Studenti su najpre na osnovu rezultata dela prijemnog ispita koji se odnosio na testiranje
osnovnih matematic¢kih znanja podeljeni u dve jednako distribuirane grupe, E grupu i K
grupu.

Pre pocetka eksperimentalnog dela nastave, studentima E grupe je sprovedena je obuka i
demonstriran je rad sa softverom GeoGebra i u trajanju od 4 ¢asa (u okviru nastave na
predmetu Racunari kojeg studenti slusaju na prvoj godini studija).

Eksperimentalni program je trajao Cetiri radne nedelje, tokom kojih je sa studentima E grupe
izvod funkcije i njegove primene obradivan primenom metodskog pristupa baziranog na
matematickom modelovanju u GeoGebra okruZenju, dok je nastava kod studenata K grupe
na iste teme realizovana primenom matematickog modelovanja bez raCunara (kao sa
studentima E grupe iz prvog ciklusa istraZivanja). Aktivnosti studenata E grupe tokom
eksperimentalnog programa su detaljno opisane u poglavlju 4.3. (obrada izvoda funkcije) i
poglavlju 4.4. (primena osobina izvoda funkcije).

Razlike u znanju studenata E grupe i K grupe su ispitivane testom (odrZzanom dve nedelje
nakon zavrsetka eksperimentalnog programa) i finalnom ispitu (odrZanom u okviru ispitnog
roka, dva meseca nakon zavrsetka eksperimentalnog programa).

Rezultati provera znanja su iskoriS¢eni za procenu dejstva eksperimentalnog faktora,
odnosno primene matemati¢ckog modelovanja u GeoGebra okruZenju na unapredenje znanja
studenata iz oblasti izvoda funkcije i njegove primene.

4.6. ANALIZA 1 DISKUSIJA REZULTATA ISTRAZIVANJA

4.6.1.Analiza postignuca i diskusija rezultata ostvarenih na testu

Test je radilo ukupno 204 studenta (102 studenta E grupe i 102 studenta K grupe). Test se
sastojao od Sest zadataka koji su bodovani po kljuc¢u kao Sto je opisano u odeljku 4.5.3.

Studenti E grupe su u proseku tacno resili 67,12% zadataka, a studenti K grupe 52,78%.
Grafikon 4.1. daje uporedni prikaz postignuca studenata E i K grupe po zadacima.
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Studenti obe grupe su najbolje uradili prvi zadatak na testu (90,20% za E grupu i 86,86% za
K grupu). S obzirom da je u prvom zadatku trebalo izracunati koli¢nike prirastaja koje su obe
grupe detaljno obradile tokom modelovanja (sa i bez primene GeoGebra-e), ovakvi rezultati
su bili oCekivani.

Na drugom (odredivanje izvoda i tangente) i ¢etvrtom zadatku (odredivanje izvoda) su
postignuca obe grupe studenata bila takode dobra (medu tri najvec¢a proseka ta¢no resenih
zadataka).

100,00% 1~
80,00% +~ :
60,00% -
40,00%

20,00% -1

PROCENAT OSVOJENIH BODOVA

0,00% +<

HK grupa W E grupa

Grafikon 4.1. Uporedni histogram po zadacima sa testa

Analizom radova studenata je utvrdeno da su studenti E grupe pri reSavanju prva dva
zadatka u jednakoj meri koristili i algebarsku i graficku reprezentaciju, dok su studenti K
grupe ove zadatke resavali samo algebarskom reprezentacijom. Ovakvi rezultati upuéuju na
doprinos S aktivnosti za reSavanje zadataka primenom razliCitih strategija i bolja postignuca
studenata E grupe.

NajloSija postignuca su bila kod treceg zadatka na testu (43,92% za E grupu i 35,69% za K
grupu). Treci zadatak je svim studentima bio problematican, iako je bio zadat na dva nacina
(graficki i algebarski) i slicni problemi su reSavani u okviru vezbi. S tim u vezi, i ranije je
primeceno da studenti uglavnom imaju problema prilikom reSavanja zadataka i analize
funkcija kada su promenljive oznacene drugacije a ne sa,x“ $to je i u ovom zadatku bio slucaj.
Ipak, studenti E grupe su ovaj zadatak reSili uspesnije nego K grupa u kojoj ¢ak nije ni bilo
studenata koji su koristili graficku reprezentaciju. U E grupi je 27% studenata za reSavanje
treCeg zadatka koristilo graficku reprezentaciju date funkcije u procesu reSavanja jer su oni
bili upoznati sa takvom reprezentacijom kroz primenu S aktivnosti tokom modelovanja.

Kao $to je i bilo oCekivano, studenti K grupe su na testu imali znacajno viSe poteskoca u
reSavanju zadataka nego E grupa. Analizom njihovih radova, primeceno je da su oni uvek
pokusSavali da funkciju izraze algebarski i na taj nacin da reSe postavljeni problem kako su i
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navikli primenom G aktivnosti tokom modelvanja. U vecini slucajeva, studenti K grupe nisu
mogli da dodju do algebarske reprezentacije, i te zadatke su ostavljali nezavrSene.

Frekvencija bodova za E i K grupu na testu je prikazana na grafikonu 4.2. Na x-osi je
prezentovan broj bodova (od 0 do 30, i intervalima od po 3 boda) a na y-osi je oznacen broj
studenata koji su ostvarili odredeni broj bodova.

30

25

20

15 F
es=mmEksperimentalna grupa
10 A === ontrolna grupa
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Grafikon 4.2. Frekvencija bodova sa testa

Sa grafikona 4.2. se moZe videti da je u E grupi (plava linija) manji broj studenata koji su
ostvarili 14 i manje bodova nego u K grupi (crvena linija), dok se taj odnos menja u korist
broja studenata E grupe koji su ostvarili preko 14 bodova. U obe grupe je bilo studenata koji
su ostvarili maksimum od 30 bodova (6 studenata E grupe i 5 studenata K grupe). Takode, u
obe grupe je bilo studenata sa minimumalnih0 bodova (2 studenta E grupe i 5 studenata K

grupe).

Interesantno je napomenuti da su radovi studenata E grupe bili u znac¢ajnoj meri sadrzajniji
Sto je navodilo na zaklju¢ak da su oni bili motivisaniji nego studenti K grupe. Motivacija se
stoga moze uzeti kao opravdanje za veliki broj studenata E grupe sa visokim postignu¢ima
(iznad 15 bodova), odnosno mali broj njih sa niskim postignu¢ima (ispod 9 bodova),
(Grafikon 4.2.).

Najpre je za obe grupe ispitana normalnost raspodele primenom Kolmogorov-Smirnov testa.
Vrednosti test statistike za E grupu D = 0,1131 nivo statisticke znacajnosti p = 0,1373 >
0,051iza K grupu (D =0,1161ip = 0,1190 > 0,05) su potvrdile da raspodele rezultata za
obe grupe odgovaraju normalnoj raspodeli, pa je za testiranje znacajnosti razlike
aritmetickih sredina primenjen parametrijski Studentov t-test.

StatistiCka analiza ostvarenih rezultata na testu je prikazana u tabeli 4.6. Studenti E grupe su
na testu u proseku ostvarili 20,14 bodova (67,12%) a studenti K grupe 15,83 boda (52,78%),
(Tabela 4.16.).
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Koeficijent varijacije za E grupu je 36,41% , dok je za K grupu nesto povisen (50,75%) Sto
znaCi da je znanje studenata E grupe relativno homogeno, dok kod je K grupe prisutna
nehomogenost znanja u odredenom stepenu.

Vrednost test statistike dobijena primenom Studentovog t-testa (t = 3,996) i nivo statisticke
znacajnosti (p = 0,000 < 0,01) su potvrdili sa sigurnoséu od 99% da postoji statisticki
znacajna razlika u postignu¢ima E i K grupe na testu.

Tabela 4.16. Statisticki rezultati testa

Studentov t- test

N M M%) SD Vv MeMd(%) C"h;"s
t p
E 102 20,14 67,12% 7,33 36,41%
1434% 3996 0000 056

K 102 1583 52,78% 8,03 50,75%

Legenda: N-broj studenata; M-srednja vrednost broja bodova; M(%)-srednja vrednost broja bodova izrazena u
procentima; SD-standardna devijacija; CV-koeficijent varijacije; Me-Mx(%) razlika srednjih vrednosti broja bodova E
i K grupe izraZena u procentima; t-vrednost statistike; p-nivo statisticke znacajnosti; Cohens’ d-veli¢ina efekta.

Velicina uticaja je u okvirima srednje (d = 0,56) Sto znaci da upravo eksperimentalni faktor
(modelovanje u GeoGebra okruZenju) znacajno doprinosi boljim postignué¢ima na testu
studeneta E grupe.

Na ovaj nacin je potvrdena prva pomoc¢na hipoteza drugog ciklusa istraZivanja Hp1: postoji
statistici znacajna razlika u postignu¢ima studenata na testu u korist E grupe i metodskog
pristupa baziranog na matematickom modelovanju u GeoGebra okruZenju.

4.6.2.Analiza postignu¢ca i diskusija rezultata ostvarenih
na finalnom testu (ispitu)

Finalni test (ispit) je radilo ukupno 204 studenta (102 studenta E grupe i isto toliko
studenata K grupe). Na finalnom testu je bilo dva zadatka koja su se odnosila na izvod
funkcije i njegove primene i svaki od tih zadataka se sastojao iz dva dela. Finalni ispit je nosio
30 bodova ukupno za tatno resena oba zadatka, nacin bodovanja po delovima zadataka je
opisan u odeljku 4.5.3.

Studenti E grupe su u proseku tacno resili 60,36% zadataka, a studenti K grupe 50,00%
zadataka. U obe grupe je bilo studenata sa maksimalnih 30 bodova (3 studenta u E grupii 1
student u K grupi), i sa nula bodova (1 student u E grupi i 2 studenta u K grupi).

Uporedni prikaz rezultata ostvarenih po svakom zadatku sa finalnog testa pojedinacno za E
i K grupu je dat grafikonom 4.3.
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U obe grupe, studenti su najbolja postignuca imali na 1a) zadatku gde je trebalo odrediti
tangentu i normalu funkcije (84,32% tacnih reSenja u E grupii 75,49% u K grupi). Na ovom
zadatku studenti inace imaju najbolja postignuca i reSavaju ga algebarski.

Sto se ti¢e grafika funkcije, uspe$nost re$avanja je bila manja kod obe grupe studenata
(65,69% za E grupu i 59,56% za K grupu) Sto se opravdava time jer studenti imaju problema
pri povezivanju algebarske i graficke reprezentacije, a u ovom slucaju je primeceno da su i
studenti E grupe imali izvesnih problema u reSavanju zadatka, uglavnom zbog toga $to im
nije bila dostupna moguc¢nost za koris¢enje racunara.

Najlosija postignuca su obe grupe imale kod 2b) zadatka (44,41% za E grupu i 28,04% za K
grupu). LoSi rezultati na drugom zadatku se mogu objasniti na¢inom zadavanja ovog zadatka
(verbalno), odnosno vecih napore koje njihovo reSavanje iziskuje od studenata jer moraju
istovremeno da rade sa obe reprezentacije, algebarskom i grafickom, $to je za mnoge od njih
izuzetno komplikovano.
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Grafikon 4.3. Uporedni histogram po zadacima sa finalnog testa (ispita)
Sa grafikona 4.4. na kome je prikazana distribucija bodova sa finalnog testa se moZe videti

da je najveca frekvencija u E grupi bila za priblizno 20 bodova, a u K grupi za priblizno 15
bodova.
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Grafikon 4.4. Frekvencija bodova sa finalnog testa (ispita)

Takode, sa grafikona 4.4. se moze izvesti zakljucak da je kod E grupe (plava linija) manji broj
studenata imao ispod 18 bodova u odnosu na K grupu (crvena linija), dok se taj odnos menja
za broj studenata koji su ostvarili viSe od 18 bodova u korist E grupe.

Studenti E grupe su na finalnom testu (ispitu) ostvarili prosecno 18,11 bodova (60,36%) a
studenti K grupe 15,00 bodova (50,00%) (Tabela 4.17.). Koeficijenti varijacije za obe grupe
(34,41% za E grupu i 35,62% za K grupu) ukazuju na relativnhu homogenost znanja
studenata.

Tabela 4.17. Statisticki rezultati finalnog testa (ispita)

Studentov t- test

Cohens’
N M M%) SD V. MeM(%) ° ;"s
t p
E 102 1811 6036% 623 3441%
10,36% 3,824 0000 0,54

K 102 15,00 50,00% 534 35,62%

Legenda: N-broj studenata; M-srednja vrednost broja bodova; M(%)-srednja vrednost broja bodova izrazena u
procentima; SD-standardna devijacija; CV-Kkoeficijent varijacije; Me-Mk(%) razlika srednjih vrednosti broja bodova E
i K grupe izraZena u procentima; t-vrednost statistike; p-nivo statisticke znacajnosti; Cohens’ d-veli¢ina efekta.

Vrsta raspodele koja odgovara podacima prikupljenim sa finalnog testa je ispitana
Kolmogorov-Smirnov testom. Dobijene vrednosti test statistika za E grupu D = 0,1062 i
nivoa statisticke znacajnosti p = 0,1886 > 0,05 i za K grupu (D = 0,0882 i p = 0,3890 >
0,05) su potvrdile da se za rezultate koje su ostvarile obe grupe studenata ponaosob moze
usvojiti normalna raspodela.
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Za testiranje znacajnosti razlike aritmetickih sredina rezultata sa finalnog testa studenata E
i K grupe je primenjen parametrijski Studentov t-test. Vrednosti test statistike t = 3,824 i
nivo statisticke znacajnosti p = 0,000 < 0,01 sa sigurnosé¢u od 99% potvrduju postojanje
znacajne statisticke razlike izmedu aritmetickih sredina postignuca E i K grupe na finalnom
testu (ispitu).

Efekat uticaja je srednji, kao i na testu (d = 0,54), Sto zajedno sa ostalim rezultatima
statisticke analize potvrduje drugu pomo¢nu hipotezu drugog ciklusa istraZivanja Hez a
samim tim i pozitivan uticaj eksperimentalnog faktora.

4.6.3.Analiza procesa modelovanja u GeoGebra okruZenju

Detaljnom analizom procesa matemati¢kog modelovanja kod studenata obe E i K grupe se
doslo do zakljucka da su aktivnosti S-tipa uticale na uspesniju realizaciju modelovanja, a
narocito na lakSe prelaze izmedu faza. Na primer, studenti E grupe su problem iz Situacije iz
realnog sveta I efikasnije resili, jer kada su dosli do matematickog reSenja za koordinate
pozicija Zivotinja, istovremeno su ve¢ imali i interpretaciju i potvrdu validnosti reSenja u
GeoGebra-i.

Studenti E grupe su sprovodili i aktivnosti G-tipa, ali u znatno manjoj meri, uglavnhom tokom
diskusija, mada su i tada one bile pracene aktivnostima S-tipa. Primeceno je da aktivnosti G-
tipa mogu dovesti do blokada procesa modelovanja, kao u slucaju Situacije iz realnog sveta
II, kada studenti K grupe nisu mogli da dodu do algebarske reprezentacije funkcije i trebala
im je pomo¢ nastavnika da nastave sa modelovanjem. S druge strane, studenti E grupe su bez
vecih problema u okviru aktivnosti S-tipa primenili GeoGebra-u i uspesno nastavili proces
modelovanja.

Prateci aktivnosti studenata E grupe, moglo se jo$ zakljuciti da, Sto su situacije i njima
pripadajuc¢i realni problemi bili zahtevniji, studenti su tokom modelovanja primenjivali
isklju¢ivo aktivnosti u okviru prelaza S-tipa. To se narocito ispoljilo kod modelovanja
situacija iz realnog sveta koje se ticu kretanja vuka, jer je studentima pomo¢ GeoGebra-e bila
neophodna da bi mogli da sprovedu proces modelovanja.

Studenti K grupe su imali velikih poteSko¢a kod modelovanja kretanja vuka jer im je bilo jako
zahtevno (i matematicki i vremenski) da sami dodu do graficke i algebarske reprezentacije
matematickog modela i reSenja. PoteSkoce su se narocito ispoljile kod reSavanja realnog
problema kada vuk skaCe na oprugama, jer studenti nisu mogli da eksperimentiSu sa
razliCitim poloZajima vuka i nisu videli $ta se deSava u tackama gde funkcije nema izvod.
Nastavnik je tada morao da preuzme vodecu ulogu da bi se proces modelovanja nastavio, a
aktivnosti studenata su zna¢ajno smanjene.

Primeceno je takode i da se proces modelovanja znacajno razlikovao kod studenata E grupe
u odnosu na onaj kod studenata K grupe. Studenti E grupe su tokom modelovanja dolazili do
mnogo viSe ideja i predloga za reSavanje zadatih problema. Oni su koristili prednosti
vizuelno/dinamickih osobina GeoGebra-e za reprezentaciju svojih ideja i proveru njihove
ispravnosti, dok je K grupa za isto uloZila mnogo viSe vremena i napora.
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Kvantitativnom analizom rezultata istrazivanja su potvrdene obe pomoc¢ne hipoteze, a
samim tim i glavna hipotezu drugog ciklusa istraZivanja: Primenom metodskog pristupa
zasnovanog na matematickom modelovanju u GeoGebra okruZenju pri obradi izvoda funkcije
i njegove primene postiZe se statisticki znacajna razlika u boljim postignu¢ima na testovima
znanja studenata eksperimentalne grupe u odnosu na studente kontrolne grupe.

U drugom ciklusu istraZivanja, jedina razlika u tretmanu obe grupe je bila u realizaciji
matemati¢kog modelovanja u GeoGebra okruZenju uz primenu predloZenih S aktivnosti. Sve
ostalo, ukljucujuci probleme koji su se modelovali, zadatke na testu i finalnom testu (ispitu),
izbora studenata u E i K grupu, je bilo isto za obe grupe, Sto vodi do zaklju¢ka da su S
aktivnosti varijabla koja je uticala na bolja postignuc¢a studenata E grupe kako tokom procesa
modelovanja, tako i na testovima znanja.
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5.1. UVOD

U prethodnim glavama disertacije diskutovana je primena matematickog modelovanja u
visokoskolskoj nastavi matematike, detaljno su prikazani nacini implementacije
matematickog modelovanja u nastavu matematike kroz konkretne primere i potvrdeni su
pozitivni efekti prikazane metode na ucCenje matematike i stavove studenata o njenoj
korisnosti.

Ipak, da bi se modelovanje pravilno integrisalo u nastavu matematike i da bi se nastavnici
adekvatno pripremili za izvodenje nastave primenom metodskih pristupa baziranih na
modelovanju, potrebno je razmotriti dalje pravce razvoja i ciljeve matemati¢kog
obrazovanja, a narocito pravce obrazovanja nastavnika. Usmeravanje nastavnika i
unapredenje njihovih kompetencija vezanih za matematicko modelovanje predstavljaju prvi
korak ka integrisanju modelovanja u savremene tokove obrazovanja.

Rezultati istraZivanja o unapredenju Skolskih sistema na svim nivoima obrazovanja su ulogu
nastavnika oznacili kao vrlo vaznu. Utvrdeno je da kvalitet nastavnika direktno uti¢e na
postignuca ucenika/studenata i zbog toga obrazovanje nastavnika treba da bude od
prioritetnog znacaja (Darling-Hammond, 2000; Sanders & Rivers, 1996).

U tom smislu, u ovog glavi disertacije je matematicko modelovanje obradeno sa aspekta
izgradivanja pozitivnih stavova nastavnika prema modelovanju, kao i obuke nastavnika za
njegovu primenu u obrazovnoj praksi. Analizirani su glavni elementi koji uti¢u na stvaranje
pozitivnog stava nastavnika za primenu metodskih pristupa baziranih na modelovanju i dati
su predlozi za realizovanje obuka nastavnika.

U drugom poglavlju se diskutuje o mestu matemati¢ckog modelovanja u savremenoj nastavi
matematike i navode se osnovne smernice za ispunjenje ciljeva moderne nastave
matematike primenom matematickog modelovanja.

Trece poglavlje je posveteno nastavnicima matematike na svim nivoima obrazovanja i
zahtevima koji se pred njih postavljaju. U ovom poglavlju su navedena neka osnovna
uputstva za razvoj kompetencija nastavnika za primenu matematickog modelovanja u
nastavnoj praksi. Takode, diskutovana je i uloga modelovanja u sprovodenju ocenjivanja.

U cetvrtom poglavlju su predloZeni nacini realizacije obuke nastavnika za unapredenje
njihovih kompetencija za primenu matematickog modelovanja.

U petom poglavlju je predstavljen metodoloski koncept istrazivanja koje je sprovedeno sa
nastavnicima matematike na teritoriji Grada Zrenjanina, koje je za temu imalo ispitivanje
stanja i predloga za unapredenje nastave matematike i unapredenje kompetencija
nastavnika.

U Sestom poglavlju su analizirani i diskutovani rezultati istraZivanja i date su smernice za
sprovodenje daljih obuka za unapredenje kompetencija nastavnika koje se ti¢u primene
matematickog modelovanja i savremenih racunarskih tehnologija u nastavi.
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5.2. MESTO MATEMATICKOG MODELOVANJA U SAVREMENO]
NASTAVI MATEMATIKE

Savremena nastava matematike ima sasvim nove prioritete, koji se ogledaju u drugacijem
nacinu sprovodenja nastave, od metodskih pristupa koji se koriste, preko sadrZaja koji se
obraduju, pa do materijala i testova koji se primenjuju. Da bi se ovakav vid nastave mogao
realizovati, pred nastavnike matematike se postavljaju novi izazovi i zahtevi koje oni moraju
ispuniti da bi pratili savremene trendove u obrazovanju i pruzili svojim
ucenicima/studentima najkvalitetnije matematicko obrazovanje.

Nacionalni savet nastavnika matematike SAD-a (National Council of Teachers of Mathematics
- NCTM) je u cilju unapredenja nastave matematike, njenih ishoda i postignuca
ucenika/studenata usvojio neke smernice i strategije matematickog obrazovanja 21. veka
koje se mogu razmatrati i na svetskom nivou (Huetinck & Munshin, 2007).

Za postizanje ciljeva unapredenja postignuca ucenika/studenata i njihovih matematickih
kompetencija, usvojen je predlog slede¢ih smernica :

¢ Nauciti i usmeriti u¢enike/studente ka reSavanju problema

e Omogucditi transfer znanja

e Razviti matematicko rezonovanje kod ucenika/studenata

e Stvoriti stav kod ucenika/studenata da cene matematiku

e Povecati samopouzdanje ucenika/studenata koje se tice njihovog matematickog
znanja i njegove primene.

Smernice i strategije matematickog obrazovanja 21. veka su u skladu sa nastalim
promenama vezanim za tri aspekta ucenja i nastave matematike:

1. Ko treba da u¢i matematiku?

Zbog ranijeg karakterisanja matematike kao nauke koja je komplikovana i zahtevna, stvorilo
se uverenje da je ona rezervisana za samo za odredene grupe studenata koji poseduju
narocite sposobnosti i visoko su inteligentni.

Podizanje svesti nastavnika, ucenika/studenata, roditelja, o korisnosti matematike i njenoj
velikoj ulozi u reSavanju problema iz realnog Zivota, od onih najjednostavnijih, do idejnih
reSenja velikih projekata je postavljeno za glavni cilj matematickog obrazovanja.

Obukom nastavnika za primenu matematickog modelovanja u nastavnoj praksi i
sprovodenja nastave pomoc¢u metodskih pristupa baziranih na modelovanju moze uticati na
unapredenje postignuca ucenika/studenata koja su postavljena kao prioriteti matematickog
obrazovanja 21. veka.

2. Kako studenti treba da uc¢e matematiku?

UCenje matematike pre promene paradigme matematickog obrazovanja se svodilo na
uvezbavanje zadataka odredenog tipa, i njihovo “mehanicko” reSavanje bez Sireg
razmisljanja. Nastavnik je bio centar takvog nastavnog procesa i on se odvijao po njegovim
strogim instrukcijama.
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Savremeni proces ucenja bi trebao da ima karakteristike timskog rada i dinamicke strukture.
Ucenici/studenti bi trebalo da istraZuju razlic¢ite ideje, reSavaju probleme i eksperimentisSu
sa razli¢itim nastavnim materijalima. Nastavnik nije viSe centar nastavnog procesa, vec
ravnopravno sa ucenicima/studentima ucestvuje u njemu.

3. Koji matematicki sadrZaji treba da se obraduju?

Poimanje matematike kao fundamentalne nauke, neophodne za resavanje problema cija
priroda ide od tehnicke, preko tehnoloske, ekonomske, pa do drustveno - humanisticke
navode na zakljuak da matematicke kurikulume treba osmisliti tako da njihov ishod bude
funkcionalno znanje, koje ¢e ucenici/studenti moci da koriste kao efikasan alat za reSavanje
realnih problema iz prakse.

Matematicko modelovanje zbog nacela na kojima je zasnovano u potpunosti odgovara
zahtevima modernog matematickog obrazovanja i njegovim ishodima. Tendencije
savremenog obrazovanja teZe implementiranju matematickog modelovanja u kurikulume na
svim nivoima obrazovanja.

Napretkom tehnologija, naroCito raCunarskih, nametnula se potreba za revidiranjem
matematickih kurikuluma i njihovom prilagodavanju konstantnom razvoju nauke i Zivota u
tehnoloskoj eri. Pri konstrukciji kurikuluma koji bi po sadrzajima i ishodima ucenja
odgovarao naprednom matematickom obrazovanju, po Huetinck & Munshin (2007) trebalo
bi u obzir uzeti i sledece ¢injenice:

e Kurikulum bi trebao da bude prilagoden potrebama svih u¢enika/studenata, i svi oni
bi trebalo da imaju koristi od istog.

e Sastavni deo kurikuluma obavezno bi trebalo da ¢ine ishodi koji se ticu unapredenja
kompetencija koje se odnose na matematicko rezonovanje i veStine naprednog
matemati¢kog misljenja.

e Postavljanje visokog prioriteta na problemski orjentisanu nastavu.

e Sticanje veStina poput algebre, geometrije, statistike i verovatnoce mora biti
predstavljeno kao esencijalno.

e PronalaZenje znacenja i Sema treba da bude iznad obi¢nih ra¢unskih vestina.

e Razmena matematickih ideja i komunikacija mora biti neizostavni deo procesa
uCenja matematike.

e Ucenicima/studentima se mora obezbediti moguénost da istrazuju i primene
matematiku na reSavanje realnih problema iz njihovog svakodnevnog Zivota.

English (2002, p.8) smatra da je za savremene matematicke kurikulume vazno sledece:

,Danasnji matematicki kurikulumi moraju prosiriti svoje ciljeve kako bi ukljucili
klju¢ne koncepte i procese koji ¢e maksimizovati mogucnosti ucenika za uspeh u
21. veku. Ovo ukljucuje, izmedu ostalog, statisticko rezonovanje, verovatnocu,
algebarsko razmisljanje, matematicko modelovanje, vizualizaciju, postavljanje i
resavanje problema, smisao za brojeve i za rad sa racunarskim tehnologijama.”.

Uloga i mesto matematickog modelovanja u savremenim kurikulumima je vrlo znacajna, s
obzirom da se modelovanje smatra za veStinu 21. veka (English & Sriraman, 2010). S tim u
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vezi, u mnogim Skolskim sistemima je intenziviran rad na integraciji matematickog
modelovanja u kurikulume (Hernandez et al.,, 2016).

Matematicko modelovanje i metodski pristupi bazirani na njegovim principima su maloj
meri zastupljeni u nastavnoj praksi na nasim prostorima, iako postoje autori koji ukazuju na
znacaj modelovanja (Markovi¢, 2011; Zlokapa, 2012). Savremeni svetski trendovi u
obrazovanju podrazumevaju matematicko modelovanje za sastavni deo nastavnih planova i
programa, a njegova svakodnevna primena u nastavi se podrazumeva u zemljama kao $to su
Australija, Nemacka, Svedska, i dr. (Arlebick, 2009; Hernandez et al., 2016; Sumarti, 2012).
Uzimajuci u obzir stanje u svetu i na nasim prostorima, a koje se tice primene matematickog
modelovanja u nastavi, jedan od glavnih motiva autora ove disertacije je bio da se istraze
nacini za implementaciju modelovanja u visokoskolsku nastavu matematike.

5.3. NASTAVNICI I PRIMENA MATEMATICKOG MODELOVANJA

[strazivanja uspeSnosti Skolskih sistema su uvek aktuelna, zbog teZnje da se oni unaprede i
da se poboljsaju njihovi ishodi.

Barber & Mourshed (2007) su sproveli istrazivanje sa dvadesetpet Skolskih sistema Sirom
sveta u koje su ukljucili i deset najuspesnijih. Ispitivali su koji faktori su zajednicki za najbolje
Skolske sisteme i na koji nacin oni dolaze do visokih postignuca. IstraZivanjem je utvrdeno
da najuspesniji Skolski sistemi imaju tri zajednicka faktora:

1. Obrazuju najbolje ljude za nastavnike,

2. Osposobljavaju nastavnike da postanu efikasni instruktori,

3. Osiguravaju da sistem moZe da svakom uceniku/studentu obezbedi najbolje moguce
instrukcije.

Pra¢enjem razvoja najboljih Skolskih sistema, primeceno je da navedena tri faktora u
kratkom vremenskom periodu mogu dovesti do znacajnog poboljSanja rezultata i ishoda, bez
obzira na kulturni aspekt i lokaciju.

Analizirajuc¢i navedene faktore moze se izvesti zaklju¢ak da uspesnost skolskih sistema u
najvecoj meri zavisi od nastavnika i njihovih kvaliteta, i da se obrazovanju nastavnika mora
posvetiti znacajna paZnja.

5.3.1.Izgradivanje stavova nastavnika o matematickom modelovanju

Pred savremenu nastavu matematike, kao i pred nastavu uopste, se danas postavljaju visoki
zahtevi. Pred nastavnike - jos vedi.

Da bi se matematicko modelovanje pravilno integrisalo najpre u kurikulume, a onda i u
nastavu matematike, od presudne vaznosti je da nastavnici imaju izgradene adekvatne
stavove o matematickom modelovanju i da budu obuceni za njegovu primenu.

Arlebick (2009) u svom radu isti¢e da pri izgradivanju stavova nastavnika o matematickom
modelovanju u nastavi, oni treba da su grupisani oko nekoliko koncepata. Da bi se izgradila
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pozitivna uverenja nastavnika o matemati¢kim modelima i modelovanju kao bazi za njegovu
kasniju primenu u nastavnoj praksi, potrebno je razviti pozitivne stavove i uzeti u obzir i
sledeca uverenja: o prirodi matematike, reSavanju problema, primeni matematike, nastavi i
uCenju matematike, Skolskoj matematici i realnom svetu. Ova uverenja se preklapaju,
medusobno deluju i na taj nac¢in formiraju temelj buduceg razvoja kompetencija nastavnika
za primenu matematickog modelovanja u nastavi (Slika 5.1.).

Uverenjao
prirodi
matematike
Uverenja o 2 A8 Uverenja o
’ - ~ redavanju

realnom svetu . \
Uverenja o \ problema

1 matematickim

| modelima i
\ modelovanju /

Uverenja o \ \ / Uverenjao
Skolskoj N - - primeni
matematici matematike

Uverenja o

nastavi i ucenju
matematike

Slika 5.1. Konceptualizacija strukture uverenja o matematickim modelima i modelovanju

Uverenja o prirodi matematike kod nastavnika treba da su razvijena u pravcu matematike
kao nauke neophodne u svim aspektima Zivota i Kkoja se Koristi za reSavanje
najjednostavnijih svakodnevnih problema kao i onih kompleksnih. Nastavnici bi trebalo da
budu sposobni da matematiku “vide” kroz realne situacije i da ta svoja videnja prenesu i na
ucenike/studente.

Uverenja o reSavanju problema se odnose na realizaciju nastave orjentisane ka reSavanju
problema. Pri tome, treba imati u vidu da se takva nastava ne odnosi na uvezbavanje tipskih
zadataka, ve¢ na konstruktivno reSavanje problema kolaborativnim radom, kroz aktivno
istrazivanje, diskusije i razmene misljenja i znanja. Za realizaciju ovakvog vida nastave
matematike, nastavnici moraju imati izgraden c¢vrst, pozitivan stav prema problemskoj
orjentaciji, da bi ovakav pristup rezultirao uspehom.

Uverenja o primeni matematike i njenoj korisnosti u svakodnevnom Zivotu su esencijalna za
matematicko modelovanje. S obzirom da matematiCko modelovanje povezuje realne
situacije sa njihovom matematickom reprezentacijom, bez Sirenja vidika nastavnika van
matematickog formalizma, primena principa modelovanja u nastavi bi mogla nastavnicima
da predstavlja izuzetno veliku prepreku.

Uverenja o nastavi i ucenju matematike se odnose na formiranje pozitivnhog stava nastavnika
prema matematici, osmiSljavanju inovativnih pristupa nastavi matematike i vizije
budu¢nosti u€enja matematike.
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Uverenja o $kolskoj matematici treba da budu usmerena ka organizaciji nastavnog procesa
koji ¢e biti interdisciplinarnog karaktera i konstruktivnoj nastavi koja Ce se realizovati
primenom principa integrativnosti uz kolaborativan rad.

Uverenja o realnom svetu je potrebno izgraditi kod nastavnika koji ¢e primenjivati
matematicko modelovanje u nastavnoj praksi jer su ona neophodna za realizaciju ciljeva
modernog matematickog obrazovanja. UoCavanje mesta matematike u savremenom drustvu
i naCina na koji ona prozima sve tokove Zivota predstavljaju glavne pokretace za
implementaciju matematickog modelovanja u nastavu.

Zahtevi koji se stavljaju pred nastavnike u savremenom matematickom obrazovanju se u
velikoj meri odnose na poucavanje primenom matematickog modelovanja i zbog toga je
formiranje gore navedenih uverenja jedan je od osnovnh uslova za stvaranje dobre osnove
kod nastavnika za primenu modelovanja u nastavnoj praksi (Bautista et al,, 2014; Blum &
Leiss, 2007).

5.3.2.Matematicko modelovanje i ocenjivanje

Ocenjivanje radova studenata predstavlja jedan deo nastavnog procesa koji se konstantno
unapreduje u cilju povecanja njegove objektivnosti, preciznosti i efikasnosti. U Skolskoj
praksi postoje dve funkcije ocenjivanja. Jedna je formativna, koja ima za svrhu da usmeri
nastavnika i u€enike/studente da identifikuju slabe tacke u nastavi i u€enju u cilju daljeg
planiranja nastave. Sumativno ocenjivanje se koristi za procenu nivoa postignuca nastavnika
i ucenika/studenata. Iako formativno ocenjivanje ima izuzetno veliki znacaj za nastavu, u
praksi se u vecoj meri koristi sumativno ocenjivanje kome su nastavnici naklonjeniji
(Vulfolk, Hjuz i Volkap, 2015).

Realizacija nastave primenom metodskih pristupa baziranih na principima matematickog
modelovanja moZe pored pozitivnih uticaja na postignuca studenata doprineti i poboljSanju
nacina ocenjivanja. Pollak (2012, p. xi) navodi jedan primer koji jasno ukazuje na sve
prednosti matemati¢kog modelovanja koje se tiCu ocenjivanja:

»Pripregledanju i ocenjivanju ispita iz analize, profesori na jednom koledZu nisu mogli da
usaglase misljenja o tome kako da ocene resenje zadatka jednog studenta.

Zadatak se odnosio na izracunavanje zapremine geometrijske figure upisane u kocku.
Student je pravilno postavio zadatak i korektno izrazio zapreminu preko odgovarajucih
integrala. Medutim, na samom kraju zadatka, student je napravio racunsku gresku, i
umesto da podeli dobijeni broj sa nekim stepenom od 10, on je broj pomnoZio i dobio
resenje izraZeno u milionima.

Jedna grupa profesora koji su ocenjivali zadatak je zastupala stav da studentu treba
zadatak oceniti sa samo jednim poenom manje jer se iz njegove postavke zadatka vidi da
je razumeo problematiku i da je racunska greska nastala sluc¢ajno.

Druga grupa profesora je zadatak ocenila sa samo jednim poenom, argumentujuci svoju
odluku da student nije razumeo zadatak i da nije dobro rasudivao ¢im je usvojio za
zapreminu nerealno veliki broj.

Pretpostavimo sada da je problem koji je student reSavao bio postavljen u kontekstu
matematickog modelovanja. Tada se reSenje problema ne bi razmatralo samo u
matematickom kontekstu ve¢ daleko Sire. O kvalitetu i ispravnosti resenja bi se sudilo i sa
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matematickog gledista, ali i sa gledista konfrontacije tog resenja sa realnom situacijom
na kraju procesa modelovanja. Ako resenje ne bi imalo smisla u uslovima originalne
realne situacije, tada to resenje ne bi bilo prihvatljivo.”,

Skidmore (2003) navodi kako bi metode ocenjivanja trebalo da budu raznovrsne, i da
ucenici/studenti mogu pokazati mnogo viSe steCenih veStina i kompetencija ako se
ocenjivanje sprovodi kroz grupne veZbe, racunarske simulacije i eksperimente u kojima
ucenici/studenti aktivno ucestvuju. Takode, na taj nacin bi se proveravalo i dublje
razumevanje gradiva, a ne samo c¢injeni¢no znanje. Proces matematickog modelovanja
integriSe sve aspekte ocenjivanja u jednu celinu i na taj na¢in omogucava nastavnicima
kontinuirano i objektivno pracenje svih postignuéa ucenika/studenata.

5.4. OSNOVNI PRINCIPI OBUKE NASTAVNIKA ZA PRIMENU
MATEMATICKOG MODELOVANJA

5.4.1.Mesto matematickog modelovanja u obrazovanju buduc¢ih
nastavnika

Profesionalni razvoj i usavrSavanje nastavnika matematike se najceSce svodi na proSirivanje
njihovih matematickih znanja. Sa druge strane, obuka nastavnika za primenu matematickog
modelovanja u nastavi je zasnovana na usmeravanju nastavnika da Koriste postojece
¢injeni¢no znanje i da ga putem testiranja, izrazavanja i analiziranja produbljuju kako bi ga
primenili u nastavi u obliku novih i efikasnih metoda ucenja. Na taj nacin se stavlja akcenat
na pedagoSku dimenziju matemati¢kog znanja nastavnika, ali i na psiholosku, istorijsku,
afektivnu i prakticnu (Doerr & Lesh, 2003).

Doerr & Lesh (2003) takode navode opste ciljeve do kojih primena modelovanja od strane
nastavnika treba da dovede:

e Da nastavnici otkriju nacine na koje razmisljaju,

e Datestiraju, revidiraju i preciziraju otkrivene nacine razmisljanja za odredene svrhe,
¢ Dadeleirazmenjuju znanja sa kolegama,

e Da primene svoje nacine razmisljanja u razli¢itim kontekstima.

Vodeci principi po Doerr & Lesh (2003) u ostvarivanju navedenih ciljeva su: princip realnosti
(usmeravanje nastavnika samo na nastavnu praksu i interpretaciju rada svojih ucenika),
princip viSe nivoa (nastavnici treba da se istovremeno posvete matematickim sadrzajima
koje obraduju, pedagoskim strategijama i psiholoSkim aspektima nastave i ucenja), princip
viSestrukih konteksta (nastavnici u modelovanje treba da ukljuce razlic¢ite kontekste i
njihovu interpretaciju i analizu da bi se postigla generalizacija nacina razmisljanja), princip
deljenja (razmena iskustava iz nastave i procesa ucenja, kao i nastavnih materijala izmedu
kolega nastavnika bi dovela do usavrSavanja kako nastavnika, tako i relizacije nastave) i
princip samoevaluacije (da bi nastavnici mogli da procene realizaciju svojih nastavnih
planova, moraju najpre biti sposobni da realno procene svoje interpretacije).
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Uzimajuci u obzir navedene ciljeve i principe, moZe se zakljuciti da je za profesionalni razvoj
nastavnika vazno obezbediti im pogodno okruZenje i podrsku da samostalno i u skladu sa
svojim nafinom razmisljanja interpretiraju procese nastave i ucenja kako bi ih sagledali sa
viSe aspekata. Takode, neophodno je i odrediti odnos teorijskih matematic¢kih sadrzaja i
metodickih sadrzaja programa obrazovanja i usavr$avanja nastavnika matematike kao i
nacin njihove integracije da bi kao rezultat imali nastavnike spremne da odgovore izazovima
savremene nastave matematike (Lingefjard, 2002; Lingefjard, 2007; Mgombelo & Buteau,
2009).

5.4.2.Elementi obuke nastavnika za primenu matematickog
modelovanja

Obuka nastavnika za matematicko modelovanje je vrlo kompleksan i zahtevan zadatak.
Lingefjard (2002) navodi da je za realizaciju takve obuke neophodno ispuniti dosta zahteva
koji se ti¢u najpre matematickog obrazovanja, zatim veStina za reSavanje razlicitih vrsta
problema kao i poznavanje procedura za ucenje i ocenjivanje procesa modelovanja, a od
edukatora koji poucavaju nastavnike matematickom modelovanju se ocekuje i odlicno
poznavanje primene modernih ra¢unarskih tehnologija.

Ferri & Blum (2009) su dali jedan predlog za koncipiranje obuke nastavnika za matematicko
modelovanje. Nastavnici u okviru obuke koji predlazu Ferri & Blum (2009) moraju savladati
sledec¢e kompetencije za modelovanje:

e Teorijske kompetencije - odnose se na poznavanje razli¢itih ciklusa modelovanja,
ciljeva i perspektiva modelovanja i tipova zadataka koji se modeluju,

e Kompetencije koje se odnose na zadatke - sticanje veStina reSavanja, analiziranja i
kreiranja zadataka za modelovanje,

e Kompetencije za poucavanje - sticanje sposobnosti za planiranje i sprovodenje
nastave primenom modelovanja kao i sposobnosti za odgovarajuce intervencije kod
ucenika/studenata tokom procesa modelovanja,

e Dijagnosticke kompetencije - sposobnost za identifikaciju faza u procesu modelovanja
kojeg sprovode ucenici/studenti i za dijagnostifikovanje teSko¢a koje
ucenici/studenti mogu imati tokom procesa modelovanja.

Preporucuje se da obuke buduc¢ih nastavnika za primenu matematickog modelovanja u
nastavnoj praksi imaju sadrZajnu ravnotezu izmedu teorijskih i prakti¢nih elemenata.
Takode, glavni cilj obuke bi trebao da bude da polaznici nauce kako da poucavaju
matematicko modelovanje, a ne samo kako da resavaju zadatke primenom modelovanja
(Ferri & Blum, 2009).

Na slici 5.2. je naveden okvir jedne obuke buducih nastavnika matematike po dimenzijama i
njima pripadaju¢im sadrzajima (Ferri, 2013).
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Slika 5.2. Elementi obuke nastavnika za primenu matemati¢kog modelovanja u
Skolskoj praksi (Ferri, 2013)

Vazno je naglasiti da postoji veoma izraZzena potreba za obukom nastavnika za primenu
matematickog modelovanja. Razlozi za to su viSestruki i odnose se na usavrSavanje teorijskih
i prakti¢nih pristupa modelovanju kod nastavnika u cilju doprinosa pripremi nastavnika da
budu ne samo kompetentni za matematicko modelovanje, ve¢ i da dalje razviju svoja
matematicka znanja i odnos prema matematici kao nauc¢noj disciplini (Lingefjard, 2007).

5.4.3.Nastavni materijali za matematicko modelovanje

Pozitivni efekti primene racunarskih tehnologija i prate¢ih dinamickih nastavnih materijala
na realizaciju procesa matematickog modelovanja u nastavi su potvrdeni od strane visSe
istrazivaca (Heid, 2015; Karadag & McDougall, 2009a; Karadag & McDougall, 2009b;
Lingefjard & Holmquist, 2001; Verhoef et al, 2015).

Medutim, priprema nastavnih materijala za proces matematickog modelovanja moze biti
veoma zahtevna, Sto nekada predstavlja ogranicavajucu okolnost kada se govori o primeni
matematickog modelovanja u nastavnoj praksi.

Razlozi zbog kojih je to tako su raznoliki, pocev od toga da neki nastavnici nemaju tehnickih
uslova i moguc¢nosti u svojim Skolama, do toga da postoje i nastavnici koji nisu u mogucnosti
da razviju svoje kreativne potencijale i primene ih u procesu matematickog modelovanja.

Novi pristup matematickom modelovanju koji je predloZen u ovoj disertaciji i ilustrovan
zvezdastim dijagramom, zbog svoje strukture koja je bazirana na primeni racunarskih
tehnologija u procesu modelovanja omoguc¢ava primenu ve¢ gotovih materijala. Autori
materijala ne moraju obavezno biti nastavnici koji matemati¢cko modelovanje primenjuju u
nastavi, ve¢ oni mogu koristiti i materijale od svojih kolega ili iz drugih izvora koji odgovaraju
nastavnoj temi.
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Upravo mogucénost razmene materijala u vidu animacija i simulacija je jedan od glavnih
razloga zbog cega je GeoGebra izabrana za racunarsku podrsku u novom pristupu
matematickom modelovanju. Pored toga Sto je softver koji je jednostavan za koris¢enje i
slobodan i dostupan svima, GeoGebra ima i mogucnost slobodne razmene ve¢ gotovih
GeoGebra materijala (https://www.geogebra.org/materials).

Nastavni materijali koji se nalaze na web sajtu www.geogebra.org/materials nisu obavezno
iz oblasti matematike, ve¢ ima i animacija i simulacija razlicitih situacija koje reprezentuju
pojmove iz fizike, hemije, geografije i drugih nauka. Primenom GeoGebra materijala iz
razlicitih oblasti podstice se intergrativni i interdisciplinarni pristup u kreiranju nastavnih
materijala i osmisljavanju nastavnog procesa.

Web sajt www.geogebra.org/materials se jednostavno koristi tako Sto se pretrazivanjem
baze materijala moZe izabrati odgovaraju¢a animacija ili simulacija. Do svih GeoGebra
materijala se jednostavno dolazi pretrazivanjem baze materijala po temi ili autoru. Klikom
na link ka Zeljenom materijalu se jednostavno dolazi do njega (Slika 5.3.).

HOSIGNIN

b

How to draw Bezier curves Inside the torus Differential Equations Basic Exponential Functi.

I«

Activity & Activity 3 Book s Activity

I\

fvo fractal fern Two Spinning Dots With. Method of Exhaustion Lights Out (Game with S.
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Slika 5.3. Materijali za preuzimanje na web sajtu www.geogebra.org/materials

Takode, nastavnici koji su obuceni za rad sa GeoGebra-om i samostalno izraduju nastavne
materijale, mogu ih postaviti na web sajt www.geogebra.org/materials i uciniti ih dostupnim
za koriSc¢enje i drugim nastavnicima.

Primena GeoGebra materijala u nastavi olakSava nastavnicima uvodenje inovativnih
metodskih pristupa u nastavu, kao S$to je matematicko modelovanje. Takode, zbog
raznolikosti materijala iz svih nauc¢nih oblasti, primena GeoGebra materijala u nastavi
doprinosi  poboljSanju njenih  karakteristika koje se ti¢u integrativnosti i
interdisciplinarnosti, ali i konstruktivizma zbog dinamicke prirode GeoGebra-e.

Takode, danas se u svetu sprovode mnogi projekti koji za cilj imaju obuku nastavnika za
aktivnu primenu matematickog modelovanja u nastavnoj praksi na svim nivoima
obrazovanja. Glavni ciljevi takvih projekata su, osim obuke nastavnika, i osmiSljavanje i
izrada edukativnih i nastavnih materijala neophodnih za realizaciju procesa matematickog
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modelovanja (www.model.u-szeged.hu/index.php?action=edoc&cmd=search&type_id=2&
lang=en)

Na taj nacin, nastavnicima se stavlja na raspolaganje Sirok asortiman materijala koje mogu
koristiti u nastavi. Dostupnost materijala za realizaciju matematickog modelovanja je
pozitivna iz viSe razloga. Najpre, koriS¢enjem vec gotovih nastavnih materijala se drasti¢cno
skraduje vreme potrebno za pripremu za modelovanje u nastavi, Sto predstavlja jedan vrlo
vaZzan aspekt za nastavnike i samu nastavu. Sa druge strane, pozitivni efekti dostupnosti
gotovih materijala se ogledaju i u tome Sto podstiCu nastavnike za primenu matematickog
modelovanja, jer je na taj nacin obezbedena dobra podrska procesu modelovanja u nastavi
matematike.

5.5. METODOLOSKI KONCEPT ISTRAZIVANJA

5.5.1.Predmet, ciljevi i zadaci istrazivanja

Predmet istraZivanja je stav nastavnika prema inovacijama nastave, metodskim pristupima i
primeni ra¢unarskih tehnologija za realizaciju nastavnog procesa.

Glavni cilj istraZivanja je da se ispita stav nastavnika prema trenutnom stanju koje se tice
svih aspekata realizacije nastave matematike, prema primeni racunarskih tehnologija i
savremenih metodskih pristupa u nastavi i da se sagledaju potrebe i objedine predlozi za
eventualna poboljsanja kako nastave, tako i kompetencija nastavnika.

Zadaci istraZivanja koji su postavljeni na osnovu predmeta i glavnog cilja istraZivanja su:

e Izraditi instrumente za ispitivanje stavova nastavnika u skladu sa glavnim ciljem
istrazivanja.

¢ Analizirati stavove, misljenja i predloge nastavnika za ostvarivanje optimalnih uslova
za realizaciju nastave i za dalje stru¢no usavrsavanje nastavnika.

e Na osnovu rezultata istraZzivanja osmisliti aktivnosti za dalje stru¢no usavrSavanje
nastavnika matematike.

5.5.2.Uzorak

Uzorak su Cinili nastavnici matematike sa teritorije Grada Zrenjanina koji su dobrovoljno
uCestvovali u aktivnostima koje je sprovodio savetnik-spoljni saradnik za matematiku pri
Skolskoj Upravi Zrenjanin (autor disertacije). U istraZivanju je ucestvovalo ukupno 26
nastavnika matematike koji nastavu realizuju u osnovnim i srednjim stru¢nim Skolama i
Zrenjaninskoj gimnaziji.

Prikupljanje podataka od nastavnika je realizovano u toku prvog i pocCetkom drugog
polugodista Skolske 2017/2018. godine.
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0d svih nastavnika koji su ucestvovali u istrazivanju je prethodno dobijena saglasnost za
koriS¢enje podataka za potrebe ove doktorske disertacije.

5.5.3.Metode, tehnike i instrumenti istrazivanja

U istrazivanju realizovanom sa nastavnicima matematike su od metoda koriS¢ene: metoda
komparativne analize (kod proucavanja dostupne literature i internet izvora koji se odnose
na obrazovanje nastavnika, narocito za primenu matematickog modelovanja i racunarskih
tehnologija u nastavnoj praksi) i deskriptivnha metoda (kod prikupljanja podataka i za
interpretaciju rezultata istrazivanja).

Za prikupljanje podataka o stavovima nastavnika je koriS¢ena tehnika anketiranja.

Instrument istraZivanja je Cinila anketa koju je osmislio autor disertacije za potrebe
istrazivanja. Anketa je napravljena po formi upitnika i sastojala se iz pet delova. Anketa je
bila anonimna.

Prvi deo upitnika se odnosio na osnovna pitanja o stru¢noj spremi nastavnika, broja godina
koliko su angaZovani na poziciji nastavnika matematike, vrsti Skole u kojoj su zaposleni i
polu. Drugi deo upitnika je sadrzao opsta pitanja o stavu nastavnika prema postojecim
obukama u okviru stru¢nog usavrsavanja, o motivaciji za unapredenje kompetencija koje se
tiCu nastave i o stepenu saradnje sa kolegama (Tabela 5.1.).

Tabela 5.1. Drugi deo upitnika

2. OPSTA PITANjA

cE EE 2E& E @ g
= O e Q o O =] wd)
= N = N =N g o N
g8 28 ES >3 a8
F 22 2% 2% 13
A8 28 88 3 S

1. U okviru stru¢nog veca nastavnika matematike u Vasoj $koli postoji
aktivna saradnja.

2. Vase strucno vece saraduje sa stru¢nim ve¢ima nastavnika matematike
iz drugih Skola.

3. Strucno vece nastavnika matematike u Vasoj skoli redovno organizuje
razmenu iskustava nastavnika u okviru veca.

4. Strucno vece nastavnika matematike u Vasoj $koli redovno organizuje
razmenu iskustava sa nastavnicima iz drugih ustanova.

5. Dostupan Vam je dobar izbor obuka i seminara iz nastave matematike.

6. Postoji potreba za novim obukama iz oblasti unapredenja nastave
matematike.

7. Strucne obuke Vam pomazu u radu.

8. Znanja stecena na prethodnim obukama redovno primenjujete u
nastavi.

9.Zadovoljni ste stepenom saradnje sa prosvetnim savetnicima/spoljnim-
saradnicima.

10. Ucestvujete u projektima unapredenja nastave (No¢ istrazivaca, Maj
mesec matematike, konkursi,...).
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U tre¢em delu upitnika nastavnici su odgovarali na pitanja o primeni racunarskih tehnologija
u nastavi matematike, tehnickim mogucnostima Skole za realizaciju takve nastave i nivou
poznavanja odredenih softvera (Tabela 5.2.).

Tabela 5.2. Treci deo upitnika

3. PRIMENA RACUNARSKIH TEHNOLOGIJA U NASTAVI MATEMATIKE

Potpuno
se slazem
Uglavnom
seslazem |
Delimic¢no
se slazem .|
Uglavnom
se
UopsSte se

1. Aktivno primenjujete racunarske tehnologije prilikom realizacije
nastave matematike.

2. Racunarske tehnologije primenjujete u dovoljnoj meri u nastavi
matematike.

3. Vasa skola je adekvatno opremljena za realizaciju nastave primenom
racunarskih tehnologija.

4. Zainteresovani ste za obuke o primeni racunarskih tehnologija u nastavi
matematike.

5. Izradujete digitalne nastavne materijale.

6. Za pripremu nastave koristite internet, WEB alate i prilagodene
obrazovne softvere.

7. U radu ste koristili/koristite softver GeoGebra.

Cetvrti deo upitnika se odnosio na stavove prema interdisciplinarnoj nastavi i na¢inima
njene realizacije (Tabela 5.3.).

Tabela 5.3. Cetvrti deo upitnika

4. REALIZACIJA INTERDISCIPLINARNE NASTAVE

oE EE 2g E g E
S Q SV o U =] Y
= N SON =N £ o 8N
Shde > < £ & 2 0 w g
= 7 S n — 1] [=P7
S o o O a o) o o
AE Do@e A D =J-

1. Ucenicima ukazujete na primere primene matematike u drugim
naucnim disciplinama.

2. Pri izradi priprema saradujete i konsultujete se sa kolegama iz stru¢nih
veca za druge predmete.

3. Realizovali ste ¢asove zajedno sa nastavnicima drugih predmeta pri
obradi zajednickih tema.

4. Znanja ucenika bi bila kvalitetnija ukoliko bi se nastava realizovala
primenom interdisciplinarnog pristupa.

5. Postoje moguénosti za realizaciju interdisciplinarne nastave u VaSoj
Skoli (prostor, oprema i vremenski okvir).

6. Primena racunarskih tehnologija bi doprinela uspesnijoj realizaciji
interdisciplinarnog pristupa nastavi.
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U drugom, treem i cetvrtom delu upitnika je za rangiranje odgovora primenjena
petostepena Likert-ova skala (Potpuno se slazem-5, Uglavnhom se slazem-4, Delimicno se
slazem-3, Uglavnom se ne slaZzem-2, UopSte se ne slazem-1).

U petom delu upitnika nastavnicima je pruzena prilika da iznesu svoje subjektivno misljenje
i potrebe vezane za unapredenje nastave matematike (Tabela 5.4.).

Tabela 5.4. Peti deo upitnika
5. PREDLOZI ZA UNAPREDENjE NASTAVE MATEMATIKE

1. Koja vrsta aktivnosti/obuke Vam je potrebna da bi unapredili Vas rad i Vase kompetencije?

2. Kakva vrsta aktivnosti/obuke Vam je potrebna iz oblasti primene racunarskih tehnologija u nastavi
matematike? Za primenu kog softvera u nastavi matematike bi Zeleli da se obucite?

3. Da li bi Vam bila od koristi pomo¢, i koje vrste, za pripremu ucenika za polaganje zavrSnog
ispita/maturskog ispita iz matematike u osnovnoj/srednjoj skoli?

4. Da li bi Zeleli da se realizuje aktivna saradnja svih nastavnika matematike osnovnih i srednjih skola na
teritoriji Grada Zrenjanina?

5. Koji vid saradnje nastavnika matematike na teritoriji Grada Zrenjanina bi, po VaSem misljenju, bio
najefikasniji i najproduktivniji (ugledni ¢asovi, razmena planova, organizovanje okruglih stolova,...)?

6. Na koji nacin bi savetnici-spoljni saradnici mogli da doprinesu unapredenju nastave matematike, Vasih
kompetencija za nastavu i u¢enje i saradnji sa drugim kolegama?

5.6. ANALIZA 1 DISKUSIJA REZULTATA ANKETE

U okviru istrazivanja o stavovima nastavnika je anketirano ukupno 26 nastavnika
matematike sa terotorija Grada Zrenjanina (11 nastavnika matematike u osnovnoj skoli, 8 iz
srednjih Skola i 7 iz Gimnazije).

Anketirani nastavnici su u proseku aktivno proveli 15 godina u nastavi.

Rezultati drugog, treceg i Cetvrtog dela upitnika (stepen slaganja je rangiran po petostepenoj
Likert-ovoj skali) su obradeni i prikazani po Heiberger & Robbins (2014).

Drugi deo upitnika se sastojao od 10 tvrdenja a procenat stepena slaganja anketiranih
nastavnika sa svakom tvrdnjom pojednicno je prikazan na grafikonu 5.1.

Analizom rezultata prikazanih na grafikonu 5.1. moZe se izvesti zaklju¢ak da su najveci
stepen slaganja (69%) nastavnici iskazali kod prve tvrdnje (postoji aktivna saradnja ¢lanova
stru¢nog veca), kod Seste i sedme tvrdnje (58% i 42%, respektivno) koje se odnose na
potrebu za stru¢nim obukama i njihovom doprinosu realizaciji nastave.

Nastavnici se uglavnom slaZzu sa petom, osmom i devetom tvrdnjom (46%, 42% i 38%,
respektivno) iz cega se moZe zakljuciti da su nastavnicima potrebna stru¢na usavrSavanja,
ali prilagodena i usaglasena sa potrebama nastave i nastavnika.

Najveci stepen neslaganja (uopSte i uglavnom) nastavnici su iskazali sa ¢etvrtom, desetom i
drugom tvrdnjom (42%, 38% i 31%, respektivno), Sto znaci da ne postoji aktivna saradnja
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nastavnika matematike sa kolegama iz drugih Skola, kao i da nastavnici smatraju da ne rade
dovoljno na unapredenju nastave i ne ucestvuju u projektima koji promovisu nauku i
matematiku.

10

M Uopste se ne slazem

6 M Uglavnom se ne slazem

TVRDNJE

5 i Delimi¢no se slazem

M Uglavnom se slaZzem

J M Potpuno se slaZem

0% 20% 40% 60% 80% 100%
PROCENAT SLAGAN]JA SATVRDN]JOM

Grafikon 5.1. Procenat slaganja sa tvrdnjamaizdrugog dela upitnika
Tre¢i deo upitnika se sastojao od sedam tvrdenja vezanih za primenu racunarskih

tehnologija u nastavi matematike. Procenat slaganja sa tvrdnjama iz treceg dela upitnika je
prikazan na grafikonu 5.2.
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Grafikon 5.2. Procenat slaganja sa tvrdnjama iz treceg dela upitnika
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Analizirajuci rezultate ovog dela upitnika, vazno je napomenuti da su nastavnici opet najveci
stepen slaganja izrazili sa tvrdenjem da su zainteresovani za obuke o primeni racunarskih
tehnologija u nastavi matematike (Cetvrto tvrdenje, 58%). Sa druge strane, nastavnici se u
najvecoj meri ne slazu sa sedmim i drugim i petim tvrdenjem (da primenjuju racunarske
tehnologije u nastavi matematike i izraduju digitalne nastavne materijale).

Rezultati analize cetvrtog dela upitnika koji je ispitivao stav nastavnika prema
interdisciplinarnoj nastavi (Sest tvrdenja) su prikazani na grafikonu 5.3.
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PROCENAT SLAGANJA SATVRDNJOM

Grafikon 5.3. Procenat slaganja sa tvrdnjama iz Cetvrtog dela upitnika

Nastavnici se u najvecoj meri slazu sa Sestim, prvim i cetvrtim tvrdenjem (potpuno i
uglavnom se slazu ukupno 85%, 77% i 73%, respektivno) Sto ukazuje na to da su nastavnici
prepoznali znacaj interdisciplinarnosti i povezivanja sadrzaja iz razlic¢itih oblasti.

Najveci stepen neslaganja je sa tre¢im tvrdenjem (uopSte i uglavnom se ne slaze 50%
nastavnika) Sto navodi na zaklju¢ak da bi trebalo intenzivirati saradnju nastavnika
matematike sa nastavnicima drugih predmeta, u cilju bolje realizacije interdisciplinarne
nastave i jaCanja medupredmetnih kompetencija.

U petom delu upitnika nastavnici su imali priliku da navedu predloge za unapredenje nastave
matematike i svojih kompetencija. Dve trecine anketiranih nastavnika (69%) je iznelo svoje
predloge za unapredenje nastave matematike i iskazalo potrebe za stru¢nim usavrSavanjem.
Bez predloga je bilo 31% nastavnika.

Analizom predloga nastavnika, utvrdeno je da su svi nastavnici (100% nastavnika koji su
neSto predloZili u petom delu upitnika) iskazali potrebu za obukama, a od toga 67%
nastavnika je predloZilo obuke iz oblasti metodike nastave matematike, odnosno za primenu
novih metodskih pristupa. Veliki procenat nastavnika (87% nastavnika koji su nesSto
predlozili u petom delu upitnika) smatra da su im neophodne obuke za primenu raCunarskih
tehnologija u nastavi, ali nisu navodili za koje softvere konkretno. Intenziviranje saradnje sa
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nastavnicima matematike iz drugih Skola predlaze 61% nastavnika. Nastavnici takode
predlaZzu da se saradnja sa kolegama realizuje putem odrzavanja uglednih ¢asova i okruglih
stolova gde bi mogli da razmenjuju svoja iskustva iz nastave.

Na osnovu rezultata ankete, uzimajuci u obzir misljenja i predloge nastavnika matematike,
osmisljen je program obuka za unapredenje njihovih kompetencija. Fokus obuka je bio na
upoznavanju nastavnika sa novim metodskim pristupima koji se koriste u savremenoj
nastavi matematike i nac¢inima njihove primene. Posebna paZnja je posvetena pristupima
koji jacaju medupredmetne kompetencije i koji su bazirani na primeni matematickog
modelovanja.

Nastavnici su obucavani i za primenu racunarskih tehnologija u nastavi matematike. U
okviru sprovedenih obuka su upoznati sa softverom GeoGebra, koriS¢enjem i izradom
dinamickih GeoGebra nastavnih materijala i nac¢inima njihove implementacije u nastavu
matematike.

U cilju podsticanja saradnje nastavnika matematike na teritoriji Grada Zrenjanina, osnaZena
je komunikacija izmedu nastavnika i organizovani su okrugli stolovi radi razmene nastavnih
materijala, literature i iskustava iz nastavnog procesa.
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Matematika - to je jezik kojim govore sve prirodne nauke. Ne postoji nijedna matematicka oblast, ma kako ona
apstraktna bila, koja se ne bi mogla primeniti na pojave realnog sveta.

Nikolai Lobachevsky(1793-1856)

Novi pravci razvoja savremenog drustva su usmereni ka inovacijama u nauci i tehnici koje bi
unapredile sve aspekte Zivota ljudi. Put ka inovacijama u bilo kojoj oblasti neizostavno
obuhvata povezivanje i saradnju struc¢njaka razliCitih profila. Da bi se saradnja stru¢njaka
omogucila, neophodno je da oni komuniciraju jezikom koji svi oni razumeju a to je -
matematika. Kao nauka, matematika je dugo nosila epitet nauke koja je rezervisana samo za
“odabrane”, odnosno za visoko inteligentne ljude koji jedini mogu da razumeju apstraktne
teorije kojima matematika obiluje. Promena paradigme u obrazovanju, koja se ogleda u tome
da je krajnji produkt obrazovnog procesa funkcionalno znanje, doprinela je razvoju
drugacijeg stava prema matematici kao nauci primenljivoj u svim aspektima Zivota (Ellis &
Berry III, 2005). Na taj nacin, matematika je polako pocela da zauzima mesto koje joj oduvek
i pripada, mesto nauke koja je prisutna u svim aspektima ljudskog Zivota i koja doprinosi
razvoju svih naucnih disciplina.

Savremena didaktika i metodika nastave matematike teZe ka razvoju novih metodskih
pristupa koji bi omogucavali realizaciju procesa nastave i ucenja koji bi rezultovali
funkcionalnim znanjem. Moderni sistem obrazovanja teZi ka pronalaZenju nacina za
poducavanje ucenika/studenata da uce i orjentiSu svoja steCena znanja ka reSavanju
prakti¢nih problema iz realne prakse (Gordon, 2004).

Matematicko modelovanje zbog svoje osobine da povezuje realne situacije sa njihovom
matematickom reprezentacijom ima veliku ulogu i od ogromnog je znacaja za obrazovanje.
Tendencije razvoja obrazovanja su usmerene ka integraciji matematickog modelovanja u
nastavni proces i ka osmisljavanju novih metodskih pristupa koji bi bili bazirani na ovom
procesu. Problematikom implementacije matematickog modelovanja u nastavu matematike
su se bavili mnogi autori, i njihov zajednicki stav je da modelovanje moZe da doprinese boljim
rezultatima kognitivnih procesa, a posebno da uti¢e na razvoj naprednog matematickog
misljenja kod ucenika/studenata (Blum et al., 2007; Hamson, 2003; Kaiser & Sriraman, 2006;
Stillman et al,, 2007).

Visokoskolska nastava matematike takode sve viSe tezi ka poucavanju studenata da svoja
steCena znanja aktivno primene na reSavanje problema iz realne prakse. Razvijanje
sposobnosti za celoZivotno ucenje, stavljanje akcenta na konstruktivizam, integraciju znanja
iz razliCitih oblasti i ja¢anje medupredmetnih kompetencija jesu neki od najvaznijih ishoda
visokoSkolske nastave matematike. Kod visokog strukovnog obrazovanja, ovi ishodi su jos
naglaseniji, s obzirom da je strukovno obrazovanje namenjeno $kolovanju stru¢njaka koji ¢e
svoja znanja i steCene veStine Kkoristiti za reSavanje realnih problema i aktivno ih
primenjivati u svojoj radnoj praksi. VisokoSkolsku nastavu matematike u strukovnom
obrazovanju bi zbog toga trebalo orjentisati ka integraciji realnih primera u nastavu
matematike i drugih predmeta i koncipirati je tako, da se studentima ukaze na nacine kako
mogu svoje znanje da ucine funkcionalnim. U cilju Sto efektnije realizacije navedenih
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aspekata nastave i reSavanja nekih od uocenih problema u visokoskolskoj nastavi
matematike, neophodno je primeniti adekvatne metodske pristupe i oblike nastave. Analiza
nastave, metoda i nivoa ucenja koje je neophodno dosti¢i u nastavnom procesu je pokazala
da je od klju¢ne vaZnosti kombinacija principa na kojima nastava treba da bude zasnovana,
kao i metodski pristupi koji se koriste.

[strazivanje koje je predstavljeno u ovoj disertaciji je zasnovano na principima
interdisiplinarne, integrativne, konstruktivisticke i aktivne nastave realizovane primenom
matematickog modelovanja. Ideja istraZzivanja je bila da se u visokoSkolsku nastavu
matematike na nivou strukovnih studija uvede novi metodski pristup koji bi bio utemeljen
na matematickom modelovanju i koji bi objedinjavao pomenute principe nastave.

Diferencijalni racun, odnosno izvod funkcije, je izabran za temu istrazivanja zbog svoje velike
primene u svim aspektima nauke i Zivota, i za buduce strukovne inZenjere je veoma vazno
da pravilno usvoje pojam izvoda funkcije i da ga razumeju, da bi znali da ga adekvatno
primene na reSavanje problema iz profesionalne prakse. Tehnicko - tehnoloSka oblast u
visokom strukovnom obrazovanju podrazumeva obradu prirodnih procesa, manipulaciju sa
njima, kao i usavrSavanje tehnika i metoda za iskoris¢avanje njihovih resursa, a izvod
funkcije se u velikoj meri koristi za reprezentaciju prirodnih procesa i zbog toga je odabran
za temu istraZivanja koje Ce biti realizovano primenom matematickog modelovanja.

Prva faza istraZivanja je bila posvecena analizi i kriticko komparativnom pregledu literature
iz oblasti didaktike, metodike nastave matematike, matematickog modelovanja, njegovoj
primeni u nastavnoj praksi i obradi pojmova diferencijalnog ra¢una. Na osnovu izvedenih
zakljucaka osmisljen je nacin za implementaciju modelovanja u nastavni proces i kreirani su
realni problemi prigodni za obradu pojma izvoda funkcije i njegove primene koji ¢e biti
modelovani u okviru nastave.

Prvi ciklus istrazivanja je realizovan u periodu 2009-2014. godine. U istraZivanje je bilo
uklju¢eno Ccetiri generacije studenata prve godine strukovnih studija (ukupno 555
studenata) koji su za potrebe empirijskog dela istrazivanja bili podeljen u dve grupe,
eksperimentalnu i kontrolnu. Obe grupe su imale pribliZzno jednak broj studenata. Grupe su
bile ujednacene po vrsti srednje skole koju su zavrsili (CetvorogodiSnja Skola ili trogodiSnja
srednja stru¢na skola), broju godina koliko su slusali matematiku u srednjoj $koli i prosec¢noj
oceni iz matematike iz srednje Skole. S obzirom da su studenti koji su uclestvovali u
istraZivanju slusali razli¢ite kurseve iz matematike u srednjoj skoli, obe grupe studenata
(eksperimentalna i kontrolna) su pre pocetka eksperimentalnog programa upoznate sa
izvodom funkcije i njegovim osobinama.

Metodski pristup zasnovan na matematickom modelovanju je najpre osmisljen, sadrzaji su
metodicki transformisani u skladu sa pravilima procesa matematickog modelovanja a zatim
je implementiran u nastavu matematike i primenjen za obradu teme Izvod funkcije i njegove
primene sa studentima eksperimentalne grupe. Za proces modelovanja je odabran ciklus
modelovanja po Stillman et al. (2007) koji se najceS¢e primenjuje u nastavi. Sa studentima
kontrolne grupe je obradivana ista nastavna tema po unapred utvrdenom planu i programu,
ali su za njenu obradu koris$¢eni tradicionalni metodski pristupi.
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Za ispitivanja postignuca studenata su od instrumenata koriS¢ena dva testa koji su Cinili deo
redovne provere znanja za predmete Matematika/Matematika 2 u okviru kojih je
sprovedeno istrazivanje. Prvi test (kolokvijum) je realizovan kao test viSestrukog izbora
jedan mesec nakon zavrSetka eksperimentalnog programa i ispitivao je znanja studenata iz
oblasti izvoda funkcije i njegove primene. Test viSestrukog izbora je odabran da bi se utvrdila
i mogucnost primene ovakvih testova za ispitivanje znanja studenata u visokoskolskoj
nastavi matematike. Poredenjem postignu¢a studenata na kolokvijumu statisticki je
potvrdeno, sa stepenom sigurnosti od 99% da je eksperimentalna grupa ostvarila znacajno
bolje rezultate u odnosu na kontrolnu grupu studenata. Takode, primena testa viSestrukog
izbora je pozitivno ocenjena i od strane studenata i od strane nastavnika i od tada je ovakav
tip testa uvrSten u redovan nacin provere znanja studenata.

Drugi test je predstavljao finalni ispit koji studenti polazu nakon odslusanog kursa iz
Matematike/Matematike 2, realizovan je dva meseca nakon zavrSetka eksperimentalnog
programa. S obzirom da je ispit obuhvatao celokupno gradivo predmeta
Matematika/Matematika 2, obradivani su samo delovi testa koji su se odnosili na izvod
funkcije i njegove primene. Rezultati statisticke analize su i u ovom slu¢aju pokazali i
potvrdili postojanje znacajne razlike u postignu¢ima studenata eksperimentalne i kontrolne
grupe, u korist eksperimentalne grupe. Eksperimentalno istraZivanje je pokazalo i pozitivan
uticaj realizacije nastave primenom metodskog pristupa baziranom na matematickom
modelovanju na ucenje sadrZaja iz oblasti izvoda funkcije i njegove primene. Takode,
istraZivanje je pruZilo vaZne informacije koje su kasnije upotrebljene za dalja unapredenja
nastave i metodskih pristupa zasnovanih na modelovanju radi ostvarivanja boljih rezultata
koji se ticu znanja, u€enja i izuc¢avanja sadrzaja iz oblasti izvoda funkcije.

Da bi zaokruzili eksperimentalni deo istraZivanja i obuhvatili sve aspekte postignuca i
doprinosa primene matematickog modelovanja, sa studentima eksperimentalne grupe je
sprovedena i anketa. Cilj ankete je bio da se utvrdi da li realizacija nastave primenom novih
metodskih pristupa utiCe na stavove studenata prema matematici, primeni novih
tehnologija, uvodenju inovacija u nastavu matematike, kao i prema korisnosti matematike i
njenoj ulozi u resavanju problema iz realne prakse. Anketu je osmislio i kreirao autor
disertacije i realizovana je sa studentima eksperimentalne grupe. Studenti eksperimentalne
grupe su anketu najpre popunjavali pre pocetka eksperimentalnog programa, a zatim su je
popunjavali joS jednom, nakon zavrSetka programa. Uporedivanjem rezultata ankete,
utvrdeno je da je kod studenata dosSlo do promene stavova, u smislu da su studenti nakon
realizacije eksperimentalnog programa uvideli dobre strane inovativnih metodskih pristupa
i prepoznali njihov doprinos nastavi i u€enju. Anketa je takode pokazala da su studenti,
nakon S$to su imali prilike da uce primenom matematickog modelovanja, proSirili svoja
shvatanja o matematici i njenoj korisnosti u realnom i profesionalnom Zzivotu.

Analizom rezultata prvog ciklusa istraZivanja, a narocito uzimaju¢i u obzir tok
eksperimentalnog programa vezanog za implementaciju matematickog modelovanja u
nastavni proces i uoCene prednosti, ali i nedostatke i teSko¢e tokom njegove realizacije,
osmisljen je novi pristup matematickom modelovanju. Pristup matematickom modelovanju
koji je predloZen u ovom radu kao novinu uvodi racunarske tehnologije u proces
modelovanja i originalni je doprinos disertacije.
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Racunarske tehnologije su integrisane u novi pristup matematickom modelovanju iz dva
razloga. Jedan razlog je ve¢ potvrden pozitivan uticaj grafickih reprezentacija, animacija i
simulacija koje je moguce realizovati uz pomo¢ racunarskih tehnologija na izucavanje
matematic¢kih sadrzaja i uspesno realizovanje kognitivnih aktivnosti u toku procesa ucenja
(Artigue, 2013; Brom et al., 2017; Hohenwarter et al.,, 2008; Mayer & Moreno, 2002). Drugo,
matematicko modelovanje pojacano racunarskim tehnologijama je otvorilo nove
mogucnosti za svoju primenu u nastavi matematike, jer proces modelovanja koji je inace
zahtevan, uz racunarske tehnologije je postao jednostavniji za primenu i odvijao se mnogo
teCnije, bez prepreka koje se inace javljaju primenom njegove tradicionalne reprezentacije.
Kombinovanjem racunarskih tehnologija sa matematickim modelovanjem je uspostavljen i
didakticki tetraedar, odnosno izgradena je povratna veza izmedu svih ucesnika nastavnog
procesa: studenata, matematike, racunarskih tehnologija i nastavnika.

Novi pristup matematicCkom modelovanju koji je ilustrovan zvezdastim dijagramom, je
korisnicima pruZio i mogu¢nost izbora racunarskih tehnologija koje ¢e koristiti za realizaciju
procesa modelovanja, u zavisnosti od prirode problema koji se modeluje. Za potrebe ovog
istraZivanja je izabran softver GeoGebra zbog svoje dinamicke prirode i mogucnosti
reprezentacije razliCitih matematickih koncepata i sadrZaja. Sve animacije, simulacije i
graficke i algebarske reprezentacije izvoda funkcije i njegovih osobina koje su kori$¢ene u
procesu modelovanja realizovanom u okviru drugog ciklusa istrazZivanja napravljene su u
GeoGebra-i.

Novi pristup matematiCkom modelovanju ima originalnu osobinu koja se ogleda u
mogucnosti prelaska iz jedne u drugu fazu ne prateci pri tome obavezno unapred utvrdeni
ciklicki redosled. Prelazi iz tradicionalnih pprocesa modelovanja su transformisani u nove
prelaze S-tipa koji su uvedeni su radi jednostavnije realizacije modelovanja, prvenstveno
kada se ono primenjuje u nastavne svrhe. Aktivnosti na kojima su zasnovani prelazi S-tipa
pruzaju mogucénost zapocinjanja modelovanja iz bilo koje faze, preskakanja odredenih faza,
povratka i napretka u bilo koju fazu modelovanja. Prelazi S-tipa su osmisljeni da bi se
omogucila jednostavnija primena modelovanja u nastavi pri savladavanju matematickih
sadrzajaida se svim studentima, bez obzira na nivo njihovog matematic¢kog znanja, sklonosti
i veStina, pruzi prilika da primene i aktivno Koriste matematicko modelovanje.

Drugi ciklus eksperimentalnog istrazivanja je realizovan Skolske 2016/2017. godine sa 204
studenta prve godine Visoke tehnicke Skole strukovnih studija u Zrenjaninu. Studenti su bili
podeljeni u dve paralelne grupe, ujednacene na osnovu postignuca na delu prijemnog ispita
koji je ispitivao znanja studenata iz matematike. Obe grupe studenata su najpre upoznate sa
izvodom funkcije i njegovim primenama, a zatim je realizovan eksperimentalni program.

U drugom ciklusu istrazivanja matematicko modelovanje je sprovedeno sa obe grupe
studenata, eksperimentalnom i kontrolnom, i obe grupe studenata su modelovale iste
situacije iz realnog sveta. Situacije i njima pripadajuci realni problemi su odgovarali onima
iz prvog ciklusa istrazivanja, ali su izvrSene manje modifikacije u cilju prevazilaZenja nekih
prethodno uocenih nedostataka.

Sa eksperimentalnom grupom studenata prvi izvod funkcije i njegove primene je obraden
primenom metodskog pristupa baziranog na novom principu matematickog modelovanja u
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GeoGebra okruzenju koji je predlozen u disertaciji. Kontrolna grupa studenata je takode
primenjivala matematicko modelovanje, ali je koriS¢en tradicionalni ciklus modelovanja kao
u prvom ciklusu istraZivanja bez primene racunarskih tehnologija.

Jedna od novina u drugom ciklusu istraZivanja se ogledala u zadavanju situacija iz realnog
sveta putem video i grafickih materijala, da bi se studenti, pored primene matematickog
modelovanja, poucili i sagledavanju situacija iz realnog sveta i uoavanju mogucih realnih
problema koji iz njih proizilaze. Video i graficki zadate situacije iz realnog sveta su
primenjene u procesu modelovanja koriS¢enom pri obradi primene izvoda na ispitivanje
monotonosti, ekstremnih vrednosti i konveksnosti i konkavnosti funkcije.

Nivo uticaja primene novog pristupa modelovanju u GeoGebra okruZenju na kvalitet stecenih
znanja studenata iz oblasti izvoda funkcije i njegove primene, kao i razlike u postignu¢ima
studenata koji su primenjivali novi pristup i onih koji su primenjivali tradicionalni pristup
modelovanju je ispitan primenom dva testa koji su kreirani za tu svrhu.

Prvi test su studenti radili dve nedelje nakon zavrSetka eksperimentalnog programa i on je
ispitivao znanja studenata iz oblasti izvoda funkcije i njegove primene. Svaki zadatak sa
prvog testa je bio zadat i graficki da bi se izmerio uticaj novog pristupa na razumevanje
graficke i algebarske reprezentacije izvoda funkcije i njihove povezanosti. Statisticki je
potvrdeno, sa stepenom sigurnosti od 99% da je eksperimentalna grupa ostvarila znacajno
bolje rezultate na prvom testu u odnosu na kontrolnu grupu studenata. Veli¢ina efekta je
takode izmerena, i njegova srednja vrednost po Cohen (1988) je potvrdila da je
eksperimentalni faktor (novi pristup modelovanju u GeoGebra okruZenju) doprineo boljim
rezultatima eksperimentalne grupe studenata.

Finalni test (ispit) je bio drugi instrument koji je ispitivao postignuca studenata. Zadaci za
finalni test su osmisljeni kao kombinacija tradicionalnih zadataka za ispit (ispitivanje toka
funkcije) i novih realnih problema koji se reSavaju primenom matemati¢kog modelovanja. I
na finalnom testu statisticki je potvrdeno da su studenti eksperimentalne grupe ostvarili
znacajno bolje rezultate u odnosu na studente kontrolne grupe, uz srednju vrednost veli¢ine
efekta.

Na osnovu rezultata istrazivanja realizovanih u oba ciklusa, potvrdena je opsta hipoteza
postavljena u disertaciji: primena metodskog pristupa zasnovanog na matematickom
modelovanju i na matemati¢kom modelovanju kombinovanom sa racunarskim tehnologijama,
ima pozitivan uticaj na kvalitet steCenih znanja studenata iz oblasti izvoda funkcije i njegove
primene, kao i na stvaranje pozitivnog stava prema matematici i njenoj korisnosti.

Disertacija je teorijsko — eksperimentalnog karaktera i u skladu sa tim su i njeni ciljevi i
dorinosi savremenoj didaktici i metodici nastave matematike.

Teorijski doprinos disertacije se ogleda u kritiCkom komparativnom pregledu savremene
literature i dostignuca iz oblasti metodike nastave matematike sa narocitim akcentom na
primenu matematickog modelovanja u nastavi matematike na svim nivoima obrazovanja.
Napravljena je analiza trenutnog stanja u visokosSkolskoj nastavi matematike i ispitane su
tendencije njenog daljeg razvoja. Posmatrani su i poredeni pristupi uvodenju pojma izvoda
funkcije u nastavu matematike koji su bili koriS¢eni u razli¢itim epohama i na razli¢itim
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nivoima obrazovanja i na osnovu tih saznanja su osmisljeni novi metodski pristupi bazirani
na principima matematickog modelovanja. Doprinos disertacije se ogleda i u predloZenoj
kombinaciji razlic¢itih principa na kojima se moZe zasnovati nastava matematike u cilju
postizanja boljih rezultata u€enja i efekata nastavnog procesa.

Nauc¢ni doprinos disertacije je u njenom eksperimentalnom delu koji se ogleda najpre u
implementaciji metodskog pristupa zasnovanog na matematiCkom modelovanju u
visokoskolsku nastavu matematike, a zatim i osmisljavanju originalnog pristupa procesu
matematickog modelovanja u racunarskom okruZenju ilustrovanom zvezdastim
dijagramom. Novi pristup sa jedne strane predstavlja inovaciju procesa modelovanja, a sa
druge strane nudi mogu¢nost jednostavnije integracije modelovanja u nastavu matematike i
njegovu efektniju realizaciju u procesu ucenja.

Takode, jedan od doprinosa disertacije je i implementacija racunarskih tehnologija u proces
matemati¢kog modelovanja, a samim tim i osavremenjavanje nastave matematike i uc¢enje
primenom vizuelno - dinamickih sadrzZaja realizovanih uz pomo¢ racunara i odgovarajucih
softvera.

Prakti¢ni doprinos disertacije se ogleda u osmiSljenim situacijama iz realnog sveta i
Kreiranim prate¢im nastavnim materijalima koji su koriséeni u procesu modelovanja. Svi
materijali koji su kreirani su primenljivi za obradu pojma izvoda funkcije i njegove primene,
kako u nastavi matematike na visokoskolskom nivou, tako i u srednjim skolama u skladu sa
nastavnim planom i programom.

Disertacija je svoj doprinos dala i unapredenju kompetencija nastavnika za matematicko
modelovanje i njegovu primenu u nastavnoj praksi. Na uzorku od 26 nastavnika matematike
osnovnih i srednjih $kola na teritoriji Grada Zrenjanina je sagledana trenutna situacija koja
se tice realizacije nastave i unapredenja kompetencija nastavnika. Nastavnicima je pruzena
prilika da ukaZu na probleme sa kojima se susrecu i daju konstruktivne predloge za
unapredenje nastave, saradnje i licnih kompetencija. Uloga nastavnika sa stanovista
realizacije nastave a narocito njenog usavrSavanja i unapredivanja je istaknuta u ovoj
disertaciji, i osmiSljen je program obuka nastavnika za primenu savremenih metodskih
pristupa i matemati¢ckog modelovanja u nastavi. Od narocitog znacaja je i doprinos koji se
ogleda u predlozima za unapredivanje matematickih kurikuluma koji bi za ishod imali
formiranje kompetencija, umenja i veStina za primenu matematike u svakodnevnom Zivotu
i reSavanje problema iz realne prakse.

Buduénost matematickog modelovanja u nastavi matematike je izvesna. Funkcionalno
znanje kao jedan od ishoda modernog obrazovanja namecée potrebu za primenom
matematickog modelovanja u svim sferama obrazovanja i njegovo dalje usavrsavanje u cilju
kreiranja na njemu baziranih Sto efikasnijih metodskih pristupa. U tu svrhu, potrebno je
produbiti znanja i sprovesti dalja istraZivanja o procesu matematickog modelovanja i
mogucénostima za njegove dalje modifikacije i prilagodavanje nastavnom procesu.

Rezultati prikazani u ovoj disertaciji su potvrdili pozitivan uticaj racunarskih tehnologija na
realizaciju procesa matematickog modelovanja u nastavi matematike i postignuca studenata
u ucenju i razumevanju sadrzaja koji su obradeni primenom takvog pristupa, te bi stoga
jedan od daljih pravaca razvoja trebalo usmeriti ka usavrSavanju nacina integracije
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raCunarskih tehnologija u proces modelovanja i nastavu matematike koja se na taj nacin
realizuje.

Narocit znacaj bi imala i istraZivanja koja bi ispitivala stavove nastavnika o primeni
matematickog modelovanja u nastavi, posebno njihove licne aspiracije prema metodskim
pristupima zasnovanim na modelovanju u smislu potrebne angazovanosti, zahteva koji se
ticu kreativnosti nastavnika, spremnosti i motivisanosti za nastavni rad.

[straZivanja sprovedena i prikazana u okviru ove disertacije mogu predstavljati bazu za dalja
ispitivanja naina za unapredenje nastave matematike, rezultata ucenja i poucavanja
primenom matemati¢kog modelovanja na svim nivoima obrazovanja. Rezultati prikazani u
disertaciji mogli bi podstaci rad istraZivaca i nastavnika ka daljem usavrsavanju metodskih
pristupa baziranih na matematickom modelovanju i primeni racunarskih tehnologija u
realizaciji nastave matematike i drugih nauka, unapredenju efikasnosti nastave, ishoda
ucenja, a narocito ka razvoju kompetencija u¢enika/studenata za prepoznavanje i reSavanje
problema iz realne prakse.
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EFEKTI PRIMENE MATEMATICKOG MODELOVANJA NA OBRADU POJMA 1ZVODA FUNKCIJE U VISOKOM STRUKOVNOM OBRAZOVAN]JU

Note:
N

Abstract:
AB

In the doctoral dissertation, pedagogical research is presented, which refers to the theoretical and
experimental examination of the effects of the application of methodological approaches based on
mathematical modeling in the field of the derivative of the function and its application in college
education.

Based on the theoretical principles on which the process of mathematical modeling is based, a way
has been devised for the implementation of modeling in the teaching process and models have
been created for the teaching process in the field of function derivative and its applications. An
original approach to mathematical modeling that is realized in a computer environment is also
proposed, and all the advantages of the new approach concerning the realization of the teaching
process and the results of learning and teaching are highlighted. The dissertation also deals with
modern trends in teacher education and its improvement. Special emphasis is placed on designing
elements of teacher training for the application of mathematical modeling in school practice.
The research on the effects of the application of mathematical modeling was conducted in two
cycles. The first cycle of research was realized in the period from 2009-2014 with four generations
of students. A total of 555 students organized in parallel groups participated in the experiment. In
the first cycle of research, the influence of the application of mathematical modeling on the
achievements of students in the field of function derivative and its applications was examined.
Among the instruments used to examine students achievements, knowledge tests (colloquium and
final exam) and a survey that examined students' attitudes toward the teaching process and
usefulness of mathematics were created and used.

The second cycle of research was conducted in the 2016/2017 school year. The experiment was
realized with parallel groups in which participated 204 students of the Technical College of
Applied Sciences. In the second cycle of the research, the effects of applying a new approach to
mathematical modeling in the computer environment on students' knowledge of function
derivative and its applications (experimental group) were examined and the obtained results were
compared with the results achieved by students using traditional modeling cycle (the control
group).

Based on the results obtained from both pedagogical researches, it was determined that the
realization of teaching mathematics by applying mathematical modeling, as well as mathematical
modeling in the computer environment, has a significant impact on the quality of students'
knowledge and the realization of optimal learning outcomes, and their application on solving the
problems from this area.
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