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UVOCDNI DEO

§l. Uwvod

U ovom radu se posmatraju nestacionarni iterativni po-
stupci sa linearnim operatorom u Banahovom parcijalno uredje-
nom prostoru B. | |

Nagli razvitak radunske tehnike doveo je do toga da ite-
rativne metode postanu moéno sredstvo za refavanje operatorskih
jednaéina.' | |

{1) X = Ax

To jé'ujedno dovelo do sve intenzivnijeg proucavanja nestacio-
narnih iterativnih postupaka. =
Obifan, stacionaran, iterativni pestupak

(2) | X1 .Axn Xy € B (n=0;1r2,.!.)'

pri realizaciji na ra¥unaru prelazi u nestacjonaran

{3) Zn_“:l = Azn + ﬂn = Anzﬁ' .p'n-e B ., zO € B. ’

{n=0,1,2,... )

Problemirmatematiéke i tehniéke prakse i teorije &esto
dovode do postupaka oblika.(B). Kada je operator A nedefi-
nisan ili je njegovu tadnu #rednost nemoguée izradunati, zame-
njuje se pribliZnim operatorima A . Matematicka formulacija
problema iz fizike, tehnike, geodezije obi¢no dovodi do zane-
marivanja nekih parametara, odnosno do zamene polaznog operato-
‘ra pribliZnim, koji se moZe menjati od koraka do koraka [4! 11
133] [40]. Ponekad se ovakvim postupcima Zeli postiéi veda eko-
‘nomifnost metoda (smanjenje obima ra&unskih operacija u poje-
dinim koracima) [33]|63| {65} ili ubrzati konvergencija |38!,
162],132] ,133] . | |




Prilagedjavanie standardnih metoda numerilke matemati-
ke za rad na racunaru, ¢esto dovodi cdo potreke za menjanje ope-
ratora kojim se izvede iterabije. Frimena "praktic¢nih" (onih
koji ne kcriste jake ili praktino ne rrgverljive uslove) izlaz-
nih kriterijuma za numericku integraciju, aproksimaciju i dife-
renciranje, smanjenje dimenziija sistema, povedanie tacnosti sve
se vife veZe za tadke u kojima se tra¥i refenje. U [5] i1d4] se
koristi jedan takav kriteriium za ocenjivanje dimenzija siste-
ma linearnih jednacina, tako da se pecstigne cdredjena ta&nost
pri reSavanju integralnih jedna&ina. U 84 se isti krite-
rijum primenjuje od tacke do tacke i od iteracije do iteracije.
Tako se re3enje v m fiksiranih talaka trazfi nestacionarnim
iterativnim postupkom i postiZe ista tadnost kao u 5! redava-
njem sistema linearnih jédhaéiﬁa'sa“dalekc vedim dimenziiama
Naprimer, pri resavanju ihtegralne jednacine date u primeru 2.
za d=1 i f(s)=1, pckazalo se, da je za dobijanie reSenijia pre-
ma kriterijumu :5i{ potrebno reSavati sistem 313x513, odnosno
za d=2 102:3x1025. Odgovarajuda tacnost se postiZe postupkom
{4.9) u 20 fiksiranih tadaka na datom intervalu, s tim Sto
se bro} &wvorova menia od €5 dd 513, odnosno do 1025. I jeﬁan i
drugi postupak omogufavaju primenu izlaznog kriterijuma kojeg
koristi vedina standardnih programa za numeridku intecraciiu.

No, bilo kako da se dolazi do postupka (3), obicdno se
na osnovu neke veze izmediju operatora AP i A, odnosno jedna-

-

¢ine (1) i Jjednadina

X = A X
n .

ackija konvergencija postupka i egzistencija redenja. U numeri-
Ckoj matematici se Cestc sretame sa problemima u kodima su Py
nepoznate veliZine, U {22]!11] ¢~ se posmatraju kao sluZajne
veliCine i odredjuje verovatnoda sa kojom niz (3) konvergira.

Ovde Ce se detalinije razmotriti slufai kada su pozna-
ta neka ograniCenija za C o {ogranicenje pornormi , po modulu i
sl.). Pcd tim pretpostavkama nije uvek mocgude utvrditi konver-
'gehciju niza (3) kxa reZenrnju jednadine {(l1). Tada se obi&no
odredjuje ckolina tadke x*, x* reéénje jednacine (1), kojoi
pripadaju svi €lanovi niza (3) posle nekog dovolinc velikog
n.




ReSenje x* mofemo prikliZfno odrediti, ukolike nam Je covel]-

na ona tafnost koju odredjuje takva okolina .

Centralni® deo "ovog rada se ¢odnosi na nestacionarne
iterativne postupke sa monotonim operatorima. Izvedeni su us-
lovi koje treba da zadovoljavaju odredjeni elemenati niza {(3)
pa da se za operator A garantuje egzistencija invarijantnog
intervala. Isti uslovi omogudavaju kenstrukciju neSto Sireo
intervala. Takodje su dati uslovi pod kojima se tako konstru-
isani intervali smanjuju sa povedanjem indeksa onih iteracija
koje uCestvuju u konstrukeiji.

Primena ovih rezultata je prikazana na odredjene meto-
de oblika (3) vezane za neke klase operatorskih jedna&ina. |
Odredjivanje invarijantnog intervala uz neke dodatne uslove,
omoguéava primenu poznatih teorema o nepokretnoj tafki !59; ,
124] . Ovim se ujedno dobija i ocena greske bez nekih'posebnih
radunanija. To je opet u tesnoj vezi sa takozvanim dvostranim
iterativnim postupcima, koji se u poslednje vreme intenzivno
proudavaju |31, {33 |38] |56|. ReZenje se ograni¥ava sa obe
strane te se dobija brZa konvergencija i ocena greske na sva-
kom iterativnom koraku. Osnovna tefkoca pri formiranju takvih
postupaka je odredjivanje tzv. pofetnih elemenata. U mnogim |
radovima se pokazuije da se granice pomenutih intervala mogu
uzeti za pc&etne'elEmehte. Problematika © kojoj je rel veza-
na je za monotono - razloZfive |28) ili monotone operatore ko-
3ji imaiju Siroku primenu kako u matematici tako i u drugim na-
ukama u kojima se matematika primenjuje ( §5).

U ovom radu se ispituju moguénosti pod kojima se na
osnovu nestacionérndg niza (3) moZe tvrditi ecgzistencija inva-
rijantnoa intervala kao i uslovi koji omogudavaju konstrukciju
takvog intervala. Tako su dobijena uopstenja nekih rezultata iz
121 ,i4) ,]28] .

Rad je podelijen u &etiri dela i 10 parafrafa. Pojedini
paragrafi imaju viZe tacaka.

Uvodni deo sadrZi oznake, definicije i teoreme koje se
koriste u radu a uzete su iz (1}, 2|, 4|, {46} , 261 .

Drugi deo je podeljen na dva paragrafa. U §3 Je prika-

zan kratak pregied nestacionarnih iterativnih postupaka., U £4




je formiran jedan nestacionaran iterativni postupak za re3ava-
nije Fredholmove integralne jecdnacine druge vIste. Izlazni kri-
terijum koji je koriscen 2a numerilku integraciju dat je u [51]
i 152) , s tim &to su potrebe oOvoOg rada zahtevale izvesno ucp-
ftenje rezultata [51] i {52 koje je dato u teoremama 4,1 i
4.2, U j14; 1 5] koristi se slilan kriterijum za odredji-
vanje dimenzija sistema linearnih jedna&ina, na koji se svodi
- reSavanje integralne_jednaéine.-Nestacionaran postupak (4.%) Je
ekonomi&niji i br%i. Teocreme 4.3 , 4.4 i 4.5 daju konvergen-
ciju postupka, egzistenciju reSenja i ocenu greske.

Tredi deo odnosi se na nestacionarne iterativne postup~
ke oblika (3) sa monotonim operatorom A . ﬁ §5 se posmatra
poz;tivan linearan operator. Tepreme 5.1 do 5.8 koriste ogras

nic¢enja

(4) | | Ckx <o, 2B x §n=k. k-1)

gde su C, i By pozitivni linearni operatori a x odredjen
elemenat iz B, k -fiksiran korak u nizu (3), i daju egzis -
tenciju invarijantnod intervala za aperator A. Opisana je kon-
strukecija takvog 1ntervala na osnovu uslova datih u teoremama,
Teorema 5.9 daje uslove pod kojima se mo¥e tvrditi da se 1in-
tervali odredjeni u navedenim teoremama smanjuju sa px astom
indeksa k. Time je formiran dvostrani nestacionaran iterativ-

' ni postupak za re3avanje jedhaéine (1) .

'56. se odnosi na monotone negativne operatore. Teoreme
5 6. daju egzistenciju invarijantnog intervala za ove opera -
tore, ureg od onog kojeg garantuje alternativni niz iteracija
sam po sebi. Tako se dobija ubrzahje postupka i preciznija oce-
na gredke. Tecrema 6.3 daje konvergenciju novoformiranog dvo-
stranog iterativnog postupka.'

U 57 se pretpostavlja poznavanje pozitivne sopstve~
ne vrednosti i odgovarajuéeg nenegativnog sopstvenog elementa
za dati cperator. Tada se na osnovu jednog iterativnog koraka
u (3) dOblja 1nvar13antan interval za posmatrani operator.
Poito je to tesno vezano sa uslovom kontrakcije, tecrema 7.3
pretpostavlja kontrakciju i daje ocenu greske za dvostrani
jterativan postupak koji nastaje kad se granice invarijantnocg¢

intervala uzmu za pcoCetne elemente.




U detvrtom delu je prikazana primena rezultata treceg
dela na refavanje odredjenih klasa operatorskih jednafina. Te-
oreme 58 1 §9 koriste invarijﬁntne intervale cdredjene u
drugom delu i uz neke dodatne uslove odredjuju egzistenciju re-
Senja, konvergendiju postupka (3) uz znatno ubrzanje 1 aposte-
riornu ocenu greske. |

- Ono $to je tu posebno interesantno je na¢in na ko3ji
se odredjuju operatori Ck ig iz (4) i nadin na koji se pro-
veravaju ostali uslovi vezani za iterativni niz (3). Zbog to-
ga je uglavnom prikazana'primena,teorema §5. Na slican nadin
se moqu_formulisati'teoreme za primenu rezultata §6 11i 57
510 sadrZi primene i rezultate dobijene na maZini. Na pri-
merima 1., 2., 3. i 4. prikazana jé primena rezultata §4. Na
primerima 1. i 2. je prikazana primena rezultata §5,a na pri-
meru_d. primena rezultata §6. Na;primeru 5. je prikazana pri-
mena teorema 5.1 i 7.1 , a na primeru 6. takodje primena te-
~_ oreme 5.1. | | |

Deo svih rezultata je objavljen u |63] , |64| i [65).

Zahvaljujem se akademiku dr Bogoljubu Stankdviéu i
'prof.'dr.o;gi'ﬁadiié na svesrdnoj i stalnoj pomodéi koju su mi
priZili u toku izrade disertacije. Zahvaijpjem-Se dr Dragosla-
vu Hercequ na korisnim diskusijama i pomoéi koju mi je pruZio
pri sakﬁpljanju literature za ovaj rad.
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§2. Oznake, definicije 1 teoreme

G ovom paragrafu su date neke oznake, definicije i te-

oreme koie se koriste u radu.

N, R - skup prirodnih, realnih brojeva

B ~ Banahov parcijalno uredjen prostor

I - zatvoren interval [a, b]

Ck{x) - skup k =-puta neprekidno diferencijabilnih furkcija

-

u XCR

8 - vektor &ije su sve komponente jednake ‘edinici
-=1dij; - matrica sa elementima dij ' dij=1 (i,3=1,2,...,n)
xi - i -ta komponenta vektora X

Uxll = norma od x

E - jediﬁiéni operator

Aosb = mreza a=x,< X, <Xgq {.;.f X, = b

tny, - Mreca  amX,,c< XpoSvesS Xy 7 &

Sa{x),Sﬁn(x)— splajn funkeija na mreii &, odnosno 4 .

sy (f,x) - splajn koji interpolira funkciiju £(x) na mrezZi &
n . | . |
r] = Xj - x,-l

Ll = maxh.
-t
2<izn
i
Y —= ma}{ hﬂ +
Kkt K2
2<3<n

. :T) - gpektralni radijus operatora T .

a(x) » b(x) - 1im 2% .




Za X, vy € R kaZemo da je x <y , ako je xli y?
i

Definictja 2.2

2a %, ¥ € C{I) kaZemo da je x<y , ako je
x(t) <y(t) , t€T1;

=]l

max |x(t)|
a<t<b

 Def£n£c£ja 2.3.(]43[)

Normu linearnq?'(qgraniéenoq) operatora L : Y-+ 2

”L“ o sup I!M_Z

yey H¥liY

definifemo sa

Definieija 2.4 (]45],]59])

e

Operator L : Y-2 naziva se:

a) Pozitivan, ako u>0 = Lu=>0--(u € Y)

b) Negatlvan, ako je-L.p021t1van.

c) Monoton {monotono neoPadaJuélJ ako u <v.=> Lu<Lv (u,v € Y)

d) Monotonol nerastuéi ako u<v => Lu>Lv (u,v € ¥)

e} Inverzno monoton ako Lu<Lv => u<v (u,v € Y).

d) Monotono razlo¥iv ako se moZe napisatl kao razlika dva
monotona operatora.

Defin f cija 2.9

nsedl

Funkcija Sa (x) zove se splajn funkcija (splajn) ste-
pena m na mrezi 4p , ako je S& (x} definisano za svako
X € R, Sﬂn(x) € Cm-l(R)_ i na svakom intervalu (x l,x )

((ifl,...,n+l), X, = = =, X4 =.+m), Ss (x) se qulapa sa

pelinomom stepena ne vedeg od m.

Lo Il L) LI} -
Definieria 2.F

Splain stepena m sa osobinom

G (g
[l _e — E‘.i REPE— .
Sept (xy70) = &N (x)=0) (gep,1,2,. .. ,m1)




....8....
-ove se periodian splajn sa periodom X, = X,

Deginieigja 2.7

Splajn Sﬁn(x) = Sﬁn(f,x) interpolira funkciju £ (x)

‘na mrezi ﬁn (intérpolacioni splajn) ako Je
-S;n{xj) = f(xj)  (J=1,.v.,nt) .

U 54 e se koristiti splajn reda tri (kubni splajn), zadat

na sledeéi na’&in [i} : 2a s € isj-l' sz
' | . (5-"'5)3 | ' S""S-_l
(2.1) SA (£,8) = M, i + M, ——d== +
: . n 3-1 6h. 3 6h.
M'—l h'. S.=-5 |
.}.. (f‘ -— ._1—1 ) - _l— +
| 6. “h,
~n2. S=Si_y
+ (£.- M, ) J ~ +» gde je
J e h,
- 3
(2.2). M. = snﬂh(frsj) (j=1r21---rn}

J

7a odredjivanje koeficijenata Mj koristi se sistem linearnih
jednaéina (:1' str. 15) |

; 2 hl 6 ... © 0 o | Ml ‘ ol
E o 2 H2 e 0 Mz d2
0wy 2 hgee 00 0 b
(2.3) | . . e e e e e e : :
0 2 A R I L An-2
bpe1 2 ‘n-1 Ma-1 ] n-1
0 0 Mo '2 | Mn dn
.gde je : . :'- : '
S heg o, — Z1y
hy --HE:H;:I poug =LAy (3=2,3,...,n"1)
(2.4) 4 : | | -
ds = GL‘Yj+1'Yj3/hj+1'(Yj'yj-l)/hﬂf(hj+hj+1J

. (j=2;3;1--;n-1]

- Preostale veliline su odredjene iz grani&nih uslova




(2.5) o Tl M T %
. J * _
pnMn-l + 2Mn dn
111 L
| ZMO = 2f1
{2.6) - "
2Mn = 2fn
|

Prema (l1] str. 36 ) wvaZi:

n-1 _, [{f, ., ,-£.)/h, 1-[E~E,_ )/ D
(2.7) _ Mj = 6 z -Aj; P T i+ ; %+1 i "i-1 11 +
~ =2 h, + hi+1_

-1 -1
31 71 * Ajn dn_

r

| .1

gde su sa A, ozna&eni elementi matrice A"" , A je matri-

| i]
ca sistema {(2.3)

2a m, = S78_(f, sj) va%e jednakosti (|1} str. 46)

J

. n. h,  f,-f | |
im, =3 M, . +—-dM, +—dJ=1 (1< <n)

3 e I 3 3 h, - ST
) - J

(2.8) h. "h, - £, _=f
m.=——LﬂM.-—J+—1}1.+l+—M (l<j<n)

.3 3 3 g T hiyp .

Za elemente matrice Afl vaZe jednakosti (Ill_str. 66)

[ D(x

2ol o gy it or  mrrio) g Aygeeedg POy e Ay
1] - D -
za . 0 <i<3j <M
(2.9)} .,y i+l L A oy vm
, R 1) D(greersdy_y) (105,00 aee (322D 0y 0e e dy)
iy | D |
_Lzaa 0 <3 <i<n,

gde je D determinanta matrice A , a za k > j




2 A
J
1= 2 A
D (3 N )'= j+1 i+1
s R A '
e 2
l—;k'
Po definiciji je
D(ljrlj) = 2; Dtljr}.j_l) = 1, D(}cj!lj_lrlj_z) = 0.
D =D(}_; -oes Ap) |

Vaze slédeée leme:

C Lema 2.1 ({1} str. 67)

Za }«O-etl_-;, Uf_xi_-c_l (0<_i{.n),unc4 -i

0 <lp < n ( p ceo broj) vazi
- X D(h_sooern,)

2"P min f1, — ] < g » <
A Y Tipi A )

- o’**"*'"n

[ max.| % ,'3:%—1 3~ (pm1)/2 , D neparno
| o
= 1] max [1, —2 }_prfz- , p parno i
a o |
. D{} r --;} )
2" 7P min [1, =7 —2—F <
4"1-5 D(lor --::‘-.n)
( max[;% , 2_ ] 3_(n_pf1)/2  , n~p neparno
|_ 4-u
- 1-max[ 1, =21 37(eRliz , n~p parnoc ,
L 47 n
gde je w_ =1 = A .

Za » < 4, 0 < », < i, {0 < i <n), u < 4




ceie broceve D, ., O T L g < oo,
4 3-{q-p+1352
D{(> _,4.- DAY yaees i) , g=-p nepar,
ﬁ:-{q-p*‘l; < l: O: ] F ¥ ’ L < {: ( )/2 .
e il ——— . - G.-.\
D% _ sevashr ) i 2-3 ="F d
c n ; d-p Parno
L
Lera 2.2 (11} str. 27)

Ako kubni splain S&a(x) u svim ¢verovima proizvoljne

w s r 1 . s .
smreZe & iz :a, b] zadovoljava nejednakostl

iS'ﬁ(xk)ijiB ; {k=1,2,...,n) tada za

L

1 atl
|SA({x)] < A + -'-[—‘M—B
4

‘U narednim teoremama pretpostavljaju se uslovi

{lim ‘l ﬂkH = 0
i]{-—:-m
| '!:?"'* :!
CR LI e S
ES}IP T Tk
v K minn, .
§ S k3
1 -
Teoremza .2

(11! str. 33)

-

3,
Neka je na ia, b! zadana funkcija f(x) € C”la, bl 4

wul

niz mreZa {4, 1 za koje vaZi (2.10). Tada za interpolacioni

eplajn Sak(f,x) ko3ji zadovoljava graniéne uslove (2.€6) a ta-
kodje i za pericdican splajn, ako je £(x}) periodidna funk -
cija, vazi:

£ Py - sépi (£,%) = o (Il ﬁkEIB'P) (p=0,1,2,3 )

i

ravnomerno po x na :a, bl .

Ako £™ (x) zadovecljava uslov Lipschitza reda

(0 < a <1} na 'a, b, , tada je

IT—H\I : ii‘r‘; | 1 + —.
Flix) o~ S2F xy = 00 (e ! 3*a=p

th

) F=011r2r3 )

e
St

K




LY

ravnomerno po X na &, b -

(‘1! str. 72)

(0]

Teorema 2.

Neka je na _a, b zadata funkcija f(x} , £ € C3

fa 1]
i niz mreZa {4 k} koji zadovoljava uslov (2.10). Neka splaijn

e (%) 1nterpollra funkciju £(x) u évorovima mreZe 4, 1 za-

k
dovoljava grani&ne uslove (2.5). Neka je 1§f(4-1 ) > 0 .
iiftq-uk#k') > 0 i neka gu_nizovi {3 o) i{uknk} ogranice-
ni u odnosu na k. Ako veiiéine.
| N VRN )dkz 3dy . -
‘ | "k hy. + h S = [ =y Dy g+ (243 00, 0] £77 (@)
S ko k3 -
(2.11) | |
s 3dy,., = (24 . )Gk,
e = ——k "Bk TRzl o fgdeyy Yy At2ag )
l  hy + hx 3 - *ng “Bk- ~Rk
- *peey " .
. M .'f_-“ (b) ' ‘- -
\ kn ] . | r
| k-1 = |
tefe nuli kod k> » , tada za x € [a, b]
{f‘P)(x) ¥.E§§%x)! = 0 {H“ﬁkH pr;)- (p=0,1,2,3) .

Ako f£°"(x) zadovoljava uSibv Lipschitza reda a(0 < o < 1)

£y 1 t£ su veliCine reda O({| &, [ ) , tada je na [a,b]
£ P ) - s lP il = ol I 3ta-p, (p=0,1,2,3 ).

- Sve vellélne koje se pamlnju u ovoj teoremi odredjene su sa
(2.4) 1 (2. 5} doplslvanjem 1ndeksa k.

Teorema £.3Z ({46})

'-Za f € CfI}[ interpolaéioni kubni'splajn S4 (f,#)'
formiran na ravnomernoj mreZi 4 , zadovoljava nejednakost

1£(x) - sa(f,x)] < (O +

373

. gde je ;wz (f ;-hi mcdul_ glatkbsti funkCije' f definisan sa

)Wz(f;h) '

wj(f;h)= sup supif(x+t)-2f{x)_+ f{t=-x):
le=h  x




pri <emu x-t, %, x+t pripadaju intervalu I. h Jje duZina
koraka u mrezi A .

Sledefe tri teoreme se odnose na izlazni kriterijum za

Newton - Cotes -ove'kvadraturne formule. U njima se koriste oz-

nake.

b
I(f) = [ f£f(x)ax
a
Sp(f) - pribliZna vrednost za I(f) izracdunata Newton-Cotes-

ovom kvadraturnom formulom tacnom za polinome stepena < @,

sa m podela intervala I.

Teorema 2.4 ]51|-tedrema 3.)

Neka je f € C2q+1 (Ii sa 'q > 2 ., Pretpostavimo da

s5e 1(£%T)y =0  r=2,3,..., g-1, ali I(£%%yx 0. nNeka
je za pribli¥no izradunavanje integrala I(f) upotrebljena
Simpsonova kvadraturna formula. Tada nejednakost

(2.12) s (£) - s, ()] > [szm;f) - I(£)]|

va¥i asimptotski.

Teorema £.5 (]52[ teorema 4.1)

d+2 (d)

Pretpostavimo da je f € C

Tada postoji m, € N tako da nejednakost -(2,12) vazi za sve
m :*mc, |

pp—

Tecrema 2.6 (l151| teorema 1. )

~ Neka je £ € C4(I) i f(4) ne menjé znak na I. Neka je I(f). pri-

(1) i £D ey £ £@ gy,

bliZno odredjeno Slmpsonovom.kvadraturnom fcrmulom. Tada (2.12) vaZi

28 svakoﬂmveﬁéemo na kraju i neke teoreme koje se odnose na
1terat1vne postupke sa monotonim operatorima. U njima se kori-
ste ove oznake._ | -

Za nenegativnu matricu T
_ vk+1'é Tvk + t
(2.13) ib) To =¢ a sa 0 <p , 0 < o

tc) Gk = vy -V

{a)

k-1




za nepozitivnu matricu T

' a) Vigp " Tvk + t (x=0,1,2,.. i1ii k=1,2,.. )
(2.14) Wb) Tyu= -0 @ sa 0 <o , 0 <&
) S T Vox T Vak-1 |
] _ _ ' sa T, = =35
8o Voy Vor+l k k+1
Teorema L.7 ( 12| teorema 1.1l)
Neka je T nenegativna"matrica i
(1. O < &, i b < 1
g k- |
(2.15) A 111
L2. 6 < ﬁk <_5k—1
Tada za reSenje v* sistema
(2.16) v=Tv +t
vazi ocena
1. vk + r, @ < v* < ?k + Rk a , Sa
o= g o T %t R ¢ 98e de
i i
¢ 8
(2.17) s K _ K
Qe T W Ty Qg = max —3
i e i «a
| ) N )
2 Vi * 8¢y = VR 2 vy + Sy 0y , Sa
M M‘l
Sy = X ; Sk = = , ade je
l“mk- l—Mk
, i
| 5; °k
(2.18) -m, = min 3 ' Mk = max i L
' 3 £ y -
i Ck-1 i k-1

- Tegorema £2.& {12! teorema 1.2)

Neka je T neporitivna matrica i vaZi (2.14). Tada

za redenje sistema (2.16) wvazZi ccena:
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. - < uX -
Lo Vg T Ry @ SVT 2 Vo T TN
Vok+1 T Toka1® S VT S Vokep Y Roger o 52
q,-:£Q Q,-ed
- k F Y x ™ ° U .
TPz 0 KT T Tz v 9%l

Gy i Qk odredjeno sa (2.17).

2. Vo T Sy ¢ 2k VY S Vak T Syk Sox

2K
Vaker F Sk 8 2k+1 = V7 S Vopal T Soks1 C2ke1 S
. | | l-Mk o . - | 1.’..m'k |
5k T | . ’ S, = - -, gde je
.k- 'mk' l—mkﬂk o k -gk 1-m, M |

Kk
m i M, odredjenc sa (2.18).

Sledeée dve_téoremefse'odppsé ha jednaéinu_'

(2.19) "'-Ax‘= Bx

sa inverznomonotonim operatoron A, u Rr._

B C R® I=[a b] (a#-—'w :b# e

Hi(x,y) -(1*1'2) su 0peratori definisani za x,y e F ,

F = 1¢ ¢J /- (¢ # -'=,¢ £ + n) sa vrednostima u R i za

xED=1nF_.'va§1.

B H (x;x) < Bx < h2{x x) o

xj 4 Yj € F r xl —_ 2 r _yl' 2 y'2' :

Tearema 2;9 (|59l teofeﬁa 1.)
  Eko pOStcjé-dva elementa  u, v €D $a '
-_ o u < v
Aus<H V), Hyv,w < Av.

Tada jednadina (2.19) ima reZenje x* , i
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Au < H,(u,v) < Bx* < H,(v,u) < Av .

_Hi{u,#)  su odredjeni sa (2.20) .

" peorema 2.10  (|4] str. 346) .

Ako postoje invepznomonotoni qperatori Gl-i G, ta-

 kvi da je

G, % < Ax i-sz_'_ i
~ako postoje elementi u, i v, sa
gde su’ u, i'vi: odredjeni sa
(2f22)-__ ngulg_vll;é Gy Uyy v G2?1*1 é'HZ(?l;ulil

(1=0,1,2, ... ) |
tada jed#&éihﬁi-{Z.lQ)' ima resenje x*, Iteradije  (2.22) "
‘mogu se neogranifeno izvoditi i pri tome vazi oceh;”f--'

(2T23) _Fo < ul_;'f' Uy L ¥4y = 3. 13..:ng+1 2V L.
=V = Y
Teorema 2.11 (|28} str. 341)

Ako'jé u B 2a're§aﬁanje_jednaﬁine
(2.24) 2 (E-WVIv=TV +r
- primenjen iterativni postupak

{2.25) | __(E - V) vn+1 = Tvn +.;. .
: pqstsji'i da su T_ i {Efvj-;.

. (éi 'odfedjé-

Pretpostavimo da (E-V)-l

‘mono-
toni_linEarni operatbri ida je O <-52'¢ § |
no sa (2.13)) .

| Neka su 'm i M takvi brojeﬁi da vaZi:

1
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mé = ¢, = Mg,

0 <m=<M«<1

Neka na kraju, operator (E-V)-l T preslikava interval

- m | M
J= (v, + 25, , v, + 25 ]
2 1em 2. 2 1=M 2
u kompaktan skup.
‘Tada na tom intervalu postoji bar jedno reSenje jed-

naine (2.24).

Teorema 2.12' ’([28] stxr. 343)

Neka su ispunjene pretpostavke prethodne teoreme za

jednaélnu (2.24). . |

Neka je poznat Jedan korak iteracionog postupka (2. 25). pri

Cemu razlika 5, zadovoljava uslov |
o

Pretpostavimo da je u zadatku'd sopstvenim vrednostima

Ta = p(E;V)u

- za sopstvenu vfednost o , 0 <p < 1, postoji sopstveni element

a, & >0, ineka su q i Q nenegatlvnl brojevi takvi da je
| ga 5.51 i Qo S ;_
| Heka-0perator. U = (EfV)*lT prgslikava interval
J'é:tv +.139-:x, v, -+ } u kompéktan skup,
-p

Tada reéenje Jednaélne (2.24) pOEtOJl i prlpada intervalu J




DRUGI DEDO

' NESTACIONIRANI ITERATIVNI POSTUPCI

Kao %¥to je veé navedeno , u ovom delu se posmatra re-
tavanje operatorske jedna¥ine : | |

% = AX
nestacionarnim-itérativﬁim postupkom

='A X .;
xn+1 n n

U g3 je dat kratak pregled takvih metoda kao i dosadaénja
'dostlgnuéa u toj oblasti. o

Usd jJe prlkazan jedan nestac1onaran proaektivnoitera—
tivni metod za numerléko re¥avanje’ llnearnlh lntegralnlh jedna-
¢ina. | L | | |
' ReZenje se tra¥i u n fiksiranih talaka iterativnim
postupkom. Pri tome se integral zhmnjuje kvadraturnom formulom
" a kao izlazni ktiterijum koristi se pravilo Rungea_lgi;f51i,
521, |64 '
rova integracije od tacke do tacke i od iterac1je do iteracije.

. Takav izlazni kriterijum zahteva promenu broja évoé

Da bi izrafunali vrednost funkcije u. onim tackama koge eventu-
alno nismo dobili u prethodno; iteraciji, korlstlmo splajn ap-
roksimacije. Izlazni kriterijum o kome Je red, koristi se u mno-
gim standardnlm progranima -za numerléku 1ntegrac1ju, pa dobije-
ni rezultati omogudavaju primenu takv1h programa za re$avanje
Fredholmove 1nteara1ne jednadine., No, bez obzira na veliku pri-
menu taj kriterijum je dugo ostao samo pravilo za "prakticnu” |
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ocenu grefke. Prvi pokuZaji da se tu da preciznija ocena gre-
fke su radovi |51| i|52| , vezani za Newton - Cotes -ove kva-
dratutne formule. U ovom delu su pro¥ireni rezultati iz |51]
-|52[ na intérpolacione kvadraturne formule i dobijene su ne-
ke, za praktiéan'rad'pOgodnije, asimptotske ocene greZke. Ti-
me je omoguéeno prilagodjavanje rasporeda Evorova integracije
,ponasanju funkcije na intervalu integracije.'
| Primena navedenog kriterijuma u nadem slucdaju daje iz~
vesne prednosti u odnosu na veé poznate rezultate. U {14 i |5]
se-r6§avanje Fredholmove integralne jedna¥ine druge vrste svo-
_di na resavanje slstema linearnih jednaéina. Da bi se pribll-
¥no odredila dimenzija sistema- n " ko;a obezbedjuje unapred
zadatu ta&nost, koristi se'"Aitken -ova ekstrapolacija |24],
&to odgova:a kriterijuma II u §4 . Za to je potrebno imati
.fE§énje Sistema sa'matridama tipa nxn , 2n x 2n, 4n x 4n, 3to
| ahteva vellka raéunanja (inverzija matrica. velikih dimenzija)
U l14] e predloZen jedan iterativni postupak koji -
 ima za Cilj da iskoristi reSenja sistema dimenzija nxn za do -
-'bijanje re§en3a sistema dimenzije 2n x 2n. Taj postupak je raz-
radjen u |5 . No, tada se za redavanje sistema 4n x 4n kori-
ste reéen;a.;istema 2n x 2n dobijena iterativnim postupkom a
~ zatim se ponovo primenjuje_iterativhi p6stuPak. |
Mi traﬁimo reéénje u n fiksiranih taZaka (prema po-
trebi) i pri tome se &vorovi integracije udvajaju sve dotle
dok izlazni kriferijum ne bude zadovolijen. No; tada je za neku
ta&ku u nekoj iteraciji potrebno viSe ili manje od n &vorova
_1teraclje. Taj problem se reSava interpolacionim splajnom tre-
'_éeg stepena. Ovim se omoquéava traZenje reéenja u manjem broju
‘tafaka sa vefim stepenom ta¥nosti. Za razliku od |5] ne reSa-
~vamo sistem linearnih jedna&ina i dobijamo precizniju ocenu
greske. _ | o . -
| Splajn aproksimacije se na s1iEan'naEin primenjuju za
reéavanje intégralnih'jednaéina_ u |46] -. No,-tamo'je”splajn.
upotrebljen da se pojednostav; pcdintégralna-funkcija i omogu-
éi-taEno_izraEpnavahje integrala a reenje se tra¥i u obliku
neprekidne funkcije. U [1l, 7| , !53] kao i u mnogim drugim
radovima tra¥i se relenje integraine jednaéine_u obliku splajna.
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Pri tome se koriste moguénosti izbora splajnova razli¥itog ste-
pené tafnosti i izbora &vorova za dobijanje 5to boljeg pribli%-
nog reéenja za odredjene klase funkcija. Tada se obiéno problem
svodi na reéavanje sistema jednaélna dimenzije 2n x 2n ( n -
koeficxjenata splajnexl n vrednosti nepoznate funkcije) .
| ‘ReSavanje. integralnih Jednaéina algoritmom (4. 9) je dos-
ta jednostavno i svodi se na pozivanje dva standardna potpro- :
_'grama (za numericku integraciju i 1nterpolaciju splajnom)
| Uslovi u pojedinlm teoremama se odnose na izvode poz~

"nate funkclje jezgra i izvode splajna koji se vrlo Jednostavno"
'_1zraéunava3u. o | | |

- -
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§3. Razvitak nestacionarnih
~ iterativnih postupaka

U ovom paragrafu demo ukratko prikazati problematiku
vezanu za nestacionarne iterativne postupké.
Pri reSavanju operatorske jednadine

(3.1)  x= Ax
obiénim_iterati?nim postupkom |

| S L _ . N - | %
(3.2) o 1xn = A Fp-r T
Cesto se nailazi na teékoée. Ponekad je operator A nedefini-
~san ili je nemoguée naéi njegovu ‘taénu vrednost. Nekada je opet
| nalaien;e te tadne vrednosti vrlo komplikovano. Zbog tnga se
a pribegava zameni - operatora A pribli¥nim opératorima A, to
'  dovodi do nestacionarnog iterativnog postupka | | |

_(3:3?1[ .Qﬂ' -{.xn = A 'xn_l’

U nekim sluéajevlma se postupkom (3 3) ubrzava konver-
gencija, poboljéava taénost ili postiie veta ekonomiénost me-
tode. Kad je operator A ‘zadat u vidu beskonaénog reda, za
 stacicnaran metod (3.2) je obléno potrebno uzeti veliki broj
¢lanova dok,makbd nestacionarnog metoda u po:edinim koraCLma
moZe uzeti i manji broj €lanova a da se pri tome ne gubi na ta- |
 &nosti ( 54 ,|33|,|65|,|63|). Pri numeriZkoj realizaciji postu—
pka (3.2) neminovno dolazi do pogave greéke zaokrugljlvanja bro-
-_jeva a to dovodi do metoda ‘oblika (3. 3) Matematiéka formu1a01-

- ja raznih problema u fizlci i tehnlci zahteva'zanemarivaﬁje iz~

vesnih parametara koji imaju neznatan op§t1 uticaj, éto opet
dovodl do iterativnih pnstupaka oblika (3 3).

Postupci (3 3) su prcuéavanl u 119[,154|,|32|, za slu-
- &aj opéteg metrlékog prostora u kojem je rastojanje elemenat
-nekog par513alnq uredjenog skupa. | |32| je dat niz teorema kc—
je daju konvergenc;nu niza (3.3) kaoc i ocenu gre§ke.

P:l tome se pasmatra;u_oyeratorl ﬁ k031 u odredjeno;

4




o Pretpostavlja se takodje i egzistencija operatora B
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smislu konvergiraju ka operatoru A. Posebno se posmatraju slu-
cajevi kada je jednafina x = T x za svako n, ekvivalentna sa
Jednaélnom (3. 1). Ne3to op§t131 iterativni postupc1

(3.4) x_ = A (X, x _.)

o JRB n 1

posmatrani_sﬁ_u_]73[f {S4|',|33| (1320 odnosno jo¥ opitiji

.3n1= an (x ; xl;--., X 1' x ) u'-|451

32| su posmatrani sluéajevi kada- je jednaéina (3. 1)

ekvivalentna sa jednaéinom (3 4) za svakc n . Prikazane su ta—

7k0dje i neke moguénosti odredjivanja 0paratora A_ n®. Tu se kao

.ZSPEClJEIan sluéaj metode (3.4) prikazuju neke poznate prcjek-
;tivnoiterativne metode, metod srednjih funkcionalnih korekcija

'“]metod Newton - KantorOVLGa i sl.-; T e

[56[, |57[ nastacionaran iterativni pcstupak se ko-
_-risti za formirange dvostranih_iterativnih pcstupaka u normi-
- ranim prostorlma Pri tome se pretpostavlja da norma ima neke'_
"specljalne osobine._ [34],]J3|,|36|,[37|,[38] se posmatraju .'

:;jnestacionarni 1terativn1 postupci u Banahovim prostorima sa
"__konusom. Tu se ueflniée kcnvergencija i.monotonost operatora
po monatonim nizuvima elemenata, Roristeéi tu definiciju i spe-

czjalne osobine konusa dobijaju se monotonl dvostrano itera—
tlvni postupcl za re§avanje jednaéine L |

-1
1inearn1h jednaéina.-Posmatraju se iterac13ef
.Yn+1_='3_ ALY
R
| a7 Bafn¥ |
gde 0perator1 A i B kcnverglraju u odredjenom smlslu ka
operatorlma A i B -7 respektivno..?rednost ovakvih postupaka

Je vellka u sluéajevlma kada se B -1 - te8ko odreﬁjuje ili ga
: jE uop§te nemoguée odredltl.'v'§37i'_sé posmatra jednadina

y=lAy+f'

.U i33]
'tsu ti postupci razradjeni za re§avanje sistema linearnih i ne- o
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sa linearnim operatorom A u Banahovom prostoru () parametar).
Za reSavanje se koristi algoritam

Yn+1 = Xzﬁ+1 £

a operatori Xf1 se odredjuju pomoéu operatora Anikoji konver-
giraju ka operatoru A.

Za reéavanjé slabo -~ uslovljenih (nestabilnih) zadataka
primenjuiu se takozvanl regulacioni algbritmi. Za postizanje
stabilnosti uvodi se parametar regulacije koji se u opstem slu-
'éaju menja od koraka do koraka, a to dovodi do nestacionarhog |
iterativnog postupka [39],]71],10]. |

Iako opiti postupci oblika (3.3) i (3.4) obuhvataju ¥i-
- yoku klasu nestac1onarnih postupaka, detaljnije prouéavanje po—
- sebnih slucajeva je od velikog znalaja.

Za numeriéku matematiku su posebno interesantna nesta-
cionarni iterativni postupc1 oOblika

(3.5}. X1

= +.
Axn .gn

pri Cemu su P nepoznate a ponekad i slufajne veliline i na-

&

‘staju kac pcsledica raznih linearlzaclja, aprok51macija, zao-

krugljivania broneva i sl. PostuPC1 takvog oblika su ispitiva-
niu (31i}],[224,!

U E22f,§11{,]31|'kao'i u mnogim drugim radovima p, Se |
posmatraju kao sludajne veliline. TraZe se uslovi koji obezbe-
djuju konvergenciju niza x_ ka refenju jednaline (3.1) sa ve-

rovatnodéom 1. Takodje se utvrdJUJu uslovi pod kojima niz P
- konvergira ka nekom sluéajncm elementu .
S druge strane, u |31},]63],]65],

67(,|25],!75| se pre-
tpostavlja poznavanje izvesnih ogranigenja za p, (interval ko-
me pripada 0 ogranléenje po normi, po modulu)}. Pod tim pre-
tpostavkama se utvrdjuje konvergencija niza (3.35) kao i ocena
greske, No,  u tim slufajevima je pcnekad nemoguée utvrditi kon-
vergenciju niza x ka refanju jednatine (3.1). Tada se ide za
tim da se odredi okolina talke x* (x* refenije jednadine (3.1))
kojoj pripadéju.svi éianqvi niza {(3.5) koji imaju indeks vedi

od nekog fiksiranog n,- Tada postupkom (3.5) moZemo nadi pribli-




*no rel3enje jednaline (3.1} ukoliko nam je dovoljna tacnost ,
koju garantuje dijametar nadjene okoline.

U daljem toku ovog'rada posmatrade se upravo takvi po-
stupci. |

§ 4. Re%avanje Fredholmove integralne
jednaine nestacionarnim iterativnim postupkom

sa primenom splajn aproksimacija

U ovom paragrafu <emo prikazati nestacionaran postupak

'oblika-(3.5) za redavanje Fredholmove inteqralne jecdnacdine dru-

ge vrste.

(4.1) u(s) = | ~K(s,t)ult)dt + £(s) , gde je s,t €1
. a o . .

£(s) € C(I) , K(s,t) € C(I x I)

_Veliéine.“ p, S€ pojévljuju kao posledica primene kvadrétur-
nih formula i splajn interpolacija.
Uvedimo sledecde operatore:

Restrikcicni operator rn':'c > R® , definisan za u € C = C(I)
sa | |

| o o ,,n
| {4*2} _ rnu - {u{sl):l=l

- operator analitiékag produZenia

pn : R; - C , definisan za z € r" 'sa
(4.3) | pn12'=-5¢(z,s)

i integralni operator XK : T -~ C definisan za u € C sa
| H
(4.4) | Ku= j K(s,t}) ui{t)dt
| a |

Prema definiciji 2.3 je

ﬁ
o
»
un
L=
a
]
foud

(4.6) HKij= max [ [X(s,t)idt
T | o




(4.10) r.u, =r Ku f ?n f. 1

...25_

- Pretpostavimo u daljem da se Ku ne moZe tac¢no iz-

- ratunati, pa <femo operator K aproksimirati nizom operatora

{Km} J, koje dobijamo kada integral u (4.4) zamenimo nekom Ne-
wton- Cotes-ovom kvadraturnom formulom. Za u € C operatore
K, definifemo sa

- v +1
(4.7) K u = 3 d; (mK(s,t; )u(t ), gde je m takvo
3 =Q |
da je: |
(4.8) HKm-u - Km_lull ;i-*'-' , za ¢ >0 unapred zadato,

d (m) su teiinski koeficijenti primenjene kvadraturne for -
mule. Posto Je | |

241 - _ | o
1 dJ(mJ -a , imamo da je
QL < K]

Relenje jedna¥ine (4.1) traZimo u n ffiksirgnih'taéaké'mIEZe

b3 a=s, < 32 < ... <8 =Db . Pri tome éemo-re§en3e u sva-

koj - taéki traiitl nestacionarnim iterativnim postupkom odre -
‘djenom sa:

o | rn'?o =Ty £ . z, = £
_(4_9)_ . r.z, ? r. Km1 z° + T £ .
L | n k Ny Kmk Pnrnzk— rnf ’ | (k=21 3;_- . )

‘gde su Tnr Pp i Kmk operator1 odredjeni sa (4 2), (4 3) i

(4.7) respektivno.

Pretpostavlja se da je mk < rlogz(NMAx-l)] , NMAX -

prirodan broj unapred zadat. L
Da bi pokazali konvergenéiju postupka (4.9) i dali

 ocenu grefke, formiraéemo pbmoéne_nizove.iteratija:

JKu of (k=1,2,...)

(4.11) rnzk f :nﬁikzk_l

+
H
o
[y ]
1

(k=1,2,... )
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Niz ~Ek postoji, ali se ne moZe efektivno izralunati prema
(4.11) ,jer za neko k moZe biti n'i_215+1 . Zato se uvo-
di operator 'pn . Bez ogranicenja opétosti'moiamo_uzeti da je
mye = 1y

&ne uslove za splajn. Mi éemo koristiti (2.5) 113 (2. 6).

-Da bi’ pokazali konvergenc1ju postupka (4. 9) i ocenill
_greéku, dokazaéemo neke tecreme vezane ua izlazni kriterijum
numeridke integraC1je (4.8). U 151[ i |52 se posmatraju-

Da bi ngll formlrati niz (4. 9) treba odabratl grani-'

Newton --Cotes -ove kvadraturne formule sa ravnomernim raspo-

redom évorova i daju klase funkclja za ko:e kriterijum (4. 8)
uvek vaii, kao i klase funkcija za ko;i on same asimptotski
vazi ‘Teoxeme 4.1 i 4.2 uopétavaju neke rezultate iz !51] i

-Eunavanje 1ntegra1a :

wae 1(6) .=j [ fx)ax
imaju oblik
_ R | | aq
s (£) b A, f(x, )% £ (x)dx
o N g=1
aqﬂl_ xlq < x2q € a0 % an: aq - | & ( ) ,

${t) neprekldno diferenc13ab11na funkcija koja zadovcljava

Interpolacione kvadraturne formule za pribliino izra-'

' uslov ¢(0) = a, (1) = b. Koeficijentl ijq‘_su odredjenl u

121, Formu;l.a_ (4.15) Je tadna za’ polinome stepenaD X < n, ako
je n neparno, odnosno za_pollncme stepena p_i_n-l za n
parno. | | |

Tearema 4

-~ Neka je f € Cl+i{1) i neka ]e za- 1zracunavan3e ine.
tegrala  I(f) prlmenjena kvadraturna formula {4, 15) tana

za polinome'stepena p, p< 1=-1.




~n2_flkn1. gf 93.m Ang, - vaii nejednakost

-_Ako nap1§emo relaciju (d 16) 53 m2~""i ‘

Neka e u

wyo=f B ewnerenta o

Tada | o |
a) Za A7 > 2. postoji 'mo,_takvo da za svako m, > m

im, ~ am ;-gvaﬁi_ngjednakost

§ '-II..-(f)'-SIﬁZ(f)'[-' 'i'.lsn,'ltf') - s,ﬁz-(f')l |

~ b) Za A > 1 posto;i no' takvo da za svako n13i'nol,

' "'(sh3(f1 Sny (£)° ',751.
|I(f)-sn3(f)l < A
_ T nz(f) Snz‘f’l Ate1

Cw) mrema 18] Cs1n s13)de

(4.16) I(f]-sml(f]= "-'f]j&ié';lf'lm'lék 0py  + 9de Je

._1. . IRy

Tl 75 o | i Dml - o(m';l) . -

umesto m, i oduzmemo od

(4 16) dcbijamo

4.37) sztf)-sml(f) i’(m"ll__-_m )+ "’m1 | Py " gde je

o —1—

;_ 1 1 1 2

'.Prema odnosu izmedju m' i m, mbiemo pisati da je

| '-;mz [1 + e(m )] m . gﬁe je B
llm € _(ml_ ) = o
| | m1+m: | . - |
'1im:;m%.¢ﬁl_= lim [ A+£(m )]lmifbm1'= 07} je:-jef._"
Im1+§ ) B = ml+n ' , o :

prepd (4.16)  lim ml em, = 0. PoSto je 'Pm =o(m, ) imamo |

1.

(418)  emp - fmy =omyl) . Dalje e
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e ey -1 -1
(4.19) - I(£)=Sp, (£) - Pimz; + o(m,”)
g ‘Sp, (£)=Sp, (£) Plcm;l-m;i}+o(m;1)

.(4.20). ..' lim: —*—y——y———] = -7 » P1#0 pO'prethsf

. mye Py(myTemyT) o imyT) 2 -1 tavei.

- (4.21)  lim ———————/—— = 0 , »"-1#0 po pretpostavci.

M. w - -1_ -1 -

Prema (4.19), (4.20) i (4.21) . je:
: "m..-vnn. L ' - _r{ 1
T S+ (f).-Sm'l-(f):j_ N

LTihé_je-éokééaho-tvrdjénie'pod a).

b PiamA'(4i17J'17{4;13i'je5 : |
o RENEIE Snltf) R Fltn.l ng )+o(n#l)
,(4,22}---11m ~lim | -

 n,** Sp,{(f)=Sp (£)  n += - 371 =1,
My ; 2 | A B Pl(n2 n,y }+9(n3 )

-1'5 -1 a0
'1 l 'll

= ;_”“ --1—-1—”—2‘1—1
1

Prema (4.21) L(4.22)  jé:"  L
| | . (f) Snltf) SRS

11m" T - s {f);;- =._T_-:  

Jéime'jéfdokaéanb;tvrdj§ng?p¢qﬂ5), '
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‘Teorema 4.1 objedinjuje i uopitava teoreme 2.4 i 2.5.
Naime, u sluéaju ravnomernog rasporeda Cvorova xj na interva-
1u [ dyeyr 2 }] formule (4. 13) su Newton—Cctes- ove . Za

1

.-¢(t}—a+(b-a)th,r uslov KI#O 5syodi_se na uslov £1” (a)#fl b)

'jteorémelz 5 te se zai m2=2ﬁ- tvrdjenje a) _teoreme 4.1 svo-
ai na teoremu 2. 5. Teorema 4.1 daje neto drugadiju i za pra-
'ktiénu primenu pogodniju asimptotsku ocenu. Delenjem (4.16) sa

.'-I(f) smz(f) za m2-2m i prelaskom na graniénu vrednost dobija-
MO asimptotsku ocenu teorema 2 5. | |

P Ako je u (4 15) n=3 imamo Simpsonovu kvadraturnu for-
':fmulu pa za m2=2m | dobijamo tvrdjenje teoreme 2.4 uz oslablje-
- ne pretpostavke na izvode podintegralne funkcije. | -

. - Na osnovu teoreme 4 l moiemo formulisati dva izlazna

”'ifkriterijuma za kvadraturne formule (4 15)

S Br03 Evorova integracije mi R menja se tako da je R
7mk;=;lmk -1 k=1 2,..;.-} (m.i-unapred zadat broj). Raéunanje

.f ;3 se prekida kada Je za neko k zadovoljen kriterijum I

{ ISmk 1(f) Smk(f)| < ¢ -:. mk-lmk 1.'?«_1 >2 (e >0 uria'.;_:-:red |
g zadato) S | o .
. deoﬁnq k;iterijum.Iiffh.

IR S SEE B I Sy 1( )~ Smk 25}
| Smk(f)-Smk__ ®

7
(e >0, unapred zadato, m, = gy (i=k k—l), 1 > 1)

b}* (Smk(f) Smk lcf)) /lsmk 2(E)Smy 1(f)l

”.izboru najpogodnijeg parametra A ‘moZe se naéi u | o} . Sta-
_tlstléki se pokazuje da je A =e najbolje u pogledu obima |
Ilraéunanja,-ali je za praktiéan rad pogodnije A =2 pa se haj-

:,Eeéée koristi. " |

Teorema 4.2

Neka'su'zaéovoljehe_pretpostavke teorghe-d.l
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_ a) Neka je za prekid rafunanja po formulama (4.15)
kori$fen kriterijum I. Tada vaZi ocena:

- : (£)-5S,, (£) e
(4.23)  I(£)_Sp,(f) = —tg— + o(m;h)
o - -

b) Heka je za prekid raéuhanja po formulama (4,15i
koriééen kriterijum II. Tada vaZi ocena:
(S (f)-Smo(ENZ 1
Sm3 T2 A -1

(4.24)  I(£)~Sp,(f) = 2 . d—+omih
B . Sm (£)=Spy (£)  At-l _

N Posto se u prvom'kriterijumn koristé samo dva tZasto-.
: pna raéunanja a a drugcm trl, uzeti su indek51 1 i 2 odnosno

Doxaz

Prvi deo tvrdjenja je dokazan u IB] str. iGB,.Doké—
zaéemo drugi deo. Prema (4 17) je -

-1

| + 9 = (snz(f) sml(f)+km2)/(m -m2 )
(4.25) - -1
L lf (Sm3(f) -5, 2(f}+p m3)/(m -m3 ) ,-:gdéVje
. #mz = ﬂmz_ pml - O(mz )
AR R
ﬂm3 = ‘my - °m2.= o (my™)

Izgednaéavanjem 1zraza u (4 25) dcbljamo

Smgffl-smlifi+9m2 . Spy(f) sz(f)+g M1
T T = =TIl
B U T | (ml 2-)

| Po%tQ jE : |
Smp (£) =5y (£) = 3L (5 (£)- sztf)) + ocm2 y
u21majuéi u ob21r (4. 23) dobijamo |

,( m3(f) sztfl) [If-SmB(f)+o(m )] It% —1)

mztf)_smltf),'i. _T;c(m (Sm3(f)-sm2(f) 4

, odnosno
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- 2
(If-sm3(f))(al—1) = 3 3 2 +olmgt . 1,
| | y ot -1y . o(mgl)
. pa je | |
2 |
. (Sera (£) =S, (£)) 1 _
I£-Spq () = 72 LA romyh) .
- Smy (£)-Sp, (£) AT-1 .

Ovim je dokazan drugi deﬁ,

Kriterijum II ima izvesne prednosti u odnosu na krite-
.rijum I 51| , iako su za njegovu primenu potrebne tri ap-
roksimacije 1ntegrala._Uslcv a) nam pri tom pokazuje kada je
velifina o(m3 ) toliko mala da asimptotska formula daje do-
bru aproksimaciiu, a uslov b) zahteva da aslmptotska procena
greike ne prela21 veli&inu ¢°; (1 -1} |

Sada éemo predi na dokaz konvergencije postupka (4. 9)

Pr1 tome éemo granicne uslove za splajn odrediti glededim je-
dnaélnama*'

(4 26)

- 2Mﬁ-2Mn~1(hn+hn-1)/hn-1 - “2Mn—2hn/hn-l

[ 2m -2m, 2 (hy+h )/h = ZM h ,/hy

F

t

Cne Su dobljene iz zahteva neprekldnostl treéeq izvoda funk-

-c1je St (z s) u tadkama t, it e {49[ , Sto odgovara op-

Stim uslovima (2.5). Pretpostavléemo takodje da mreZa splajna
zadovoljava uslove |

s, 1 . n

. . i
. : llm ”f:‘- :: = 0 ’ f_ & < @, 1lm — =. 1
(4:27) n-oe d min h. - n+« h. .
(i=3,n)

Pokazademo prvo da 5plajn Sa_ (z,t) sa'14 27) i graniénim
uslovima (4.26) zadovolgava uslove teorere 2. 2. Graniénl us-

lovi (4.26) imaju oblik (2. 5) sa,' ,
' -~ h,+h | ~ h,

(Lo 23 - oo 2
I U A TR
{4.28) « . h”+h - h
. =1 — -
n Bo-1 n fp-y BT




Radi jednostavnijeg izlaganja izostavljen je indeks k koiji
se javlja u teoremi 2.2. Posto Je h, > 0, 2za svaku podelu
k Je | N | |
iif (4;3k1)> 0 i inf (4=ukpy) > O

Prema (4.26) je S" (2,t) = const. za t € [t;, t;] .
Prema tome ngtz,t) jé neprekidno na [tl' tB} .

zZa f e C4(I) ’ prema.difEIéncnim formulama E.Planza
|26] , vaZi: o | |
fre — 2 g -2 4 —2 o f 4 o(’laU )

3 , . | 1 | 2 | 3
| -(h2+h3)-h2 : _h2b3 h3(h +h ) |

Po&to Salz,t) u'z(t)' imaju’iste.ordinate'i ﬁeprekidne'ée— f

tvrte izvode vaﬁii_

Ey =Myt otﬁ_g”.)

. Pokazademo sada da je

: ,=_'-_ . _!|.. y n =  Hoadt | | " - '
Ek 0 (“ fﬁ';! } | 1 Ek _ O(!l_ ,n“ ) ! Sk i Ek 511 Ddre-

djenl sa (2.11).
Prema’ (4.28) , (2.4) i (4. 2;) je

2+‘ )d Bd
lim - = 3z .

K-+ _h2+h3

3£°% (a)

[
(4.29) | - Vot g
}1im [(4-}11u2 + (2+11)12]_f'“ (a)

Prema (2.11) i (4.29) sledi:

CaozTM(ty)-z"T(a) = (ty-a)ez’ (5) = o]l &H Y

o
: € [a, tg]

Na isti na%in se pokazuje da je i 'eﬁ 0(” ﬁH )

‘Dakle, za funkciju =z € C (I) y koja se 1nterp011ra splajnom

S ﬂ(z,t ) sa graniénim uslov;ma (4. 26) i uslovima na mreu

(4.27) vazl teorema 2.2. Po¥to je i Zetvrti izved neprekldan o

A zadovoljava LlpSChltZ“ ov uslcv reda o f=1 pa je prema




- gde je::A’

-"Préma (QQBD]jje.,*
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teoremi 2.2

(4.30) 1z (e3- 58P (z,8)| = o]l & 4Py (p=0,1,2,3)

Lema 4. 1

| Neka je z € C (1) 1 e odredjeno sa ]z(t )| < €
ada za 1nterpolacioni kubni splajn sa grani&nim uslovima

-(4 26) i mreiem ko:a zadovoljava (4.27) vazi:

'T.(4}31)'5|Sb(z}t)lli,#(1+3[Buﬂ|3_-" + 38 +ocfall

1 invefiné matticalmatrice sistema:(2.3)

'Dokai;f-

Prema (2 7) 1 (4 28) imamo o

My =6 _
B 1£2 3 m +n

:_ti;aii', ube_j n—l- -1 [{zi+1 i}hi+1] [(zi. i- 1)(hi]

Pany

" fi;j%f?(ﬂ'gn 2y {1e3,n-2) N

_ﬁa”ii.é CékI} vaii prema |26]

.¢4;34>__j;g;;;;az 1+ 552 + cz, +;d¢4'l_:fi*gq§ je

“._1

| 2h,- h3 *7'}_'f"'s_ ) 2(h”rh--h )
a = —'—"""'". : ' . b =

: 2(h 2h h ) 5  1'-a*7', 2(2h "

:_f-h4?b'{h7*h‘j"‘“ff-?_;7ff’g o h (h, +h )(h +h2 3)

fvPremé“(4'27) koefzczjente :d"f4;34)mpiema :majorirati na
| sledeél naéln- o | - o | |
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al a2 ede® L bl Yy ? <2
3 Goan 2 L 2,3
el lalf? <38, qal fellf 3
Zbog [z, ] = [z(e)] < € i (4.34) Jje
{811y, | <68 e+ ol all Y =3, n-2)

~ Kada se dobljene procene 2a 1Mi|' i7}zil uneéu_u_(4.32)'

'dobija se

e 2l o« 1z 40271+ ol 1)
-'-"prema (2.8) je I o
CIstatmtg ] =mgl o gy vty e AT
| ' o o 3
I T R -
Tooebeelld o 20 Loald . =12,..0m
S H_&H'j= " min hy . o .
' - l<i<n

_'Primenom leme 2.3 dobijamo relaciju (4 31) IIA ”,  moiemo
. procenit1 prlmenom lema 2.1, 2. 2 >1 2. 9. Iz tih lema se vidi
da elementl matrice A ; opadaju po geometrljskOJ progresi;i
kada se udaljavaju od glavne dljagonale. No, poéto se pri for-
mlranju splajina veliZine fMj_ obavezno lzraéunavaju, prema_

(2.8)  moZemo izradunati m., a onda direktho primenom leme

| _ 3
2.3 dobijamo procenu za sa(z,t).

Teorema 4.8
_' Neka'je za re§évanje jédnaéine (4.1) primenjen"nesta—
C1onaran iterativnl postupak (4.9) sa Simpsonovom kvadratur-

nom formulom. Neka je

 -3) ﬂ}f(S) € C (I) ,:K(s,t)-erc4(1x1)
b) h X lf .< 1 | S o :
c) MreZa splajna zadovoljava uslove (4.27) a graniénl us-
| ”_lovm su dati sa- (4 26) |

e B [K(si.t)._ z.p(.t)]l s (p=o,1,...,k—1),_ (1=1,2,...,7)

"_Bté 3 _%._ R " ne menja zZnak na I .




- 35 -

Tada se reSenje jednacdine (4.1) moZe pribliZno odrediti preko
niza (4.9) i pri tcme va¥i ocena:

) o T k+1 _ k
(4.35) ||z _u*-x zkn < ey LB - 2LRED o0 g 4
- - -0kl -] K]
gde je o
et =eas3ataTY +_% B) 4

B Je cdredjeno sa (4 27) a A -1

je inverzna matrica matri-
| ce sistema (2.3) | o | |

" Dokaz.
4:36) [ rjur -x =kH < Il= “*4?ﬁux" REARCACN RS
':'*f”frnigi.f r ’k” o SR
D S k+1
___;:1(4737)_ :“:rnu*-:ﬂqu gi;H u*jukH < H £ H ";:ﬂ*;ﬂ-

L Indukcijom se moie pokazati aa je

k-

4. 38) Ilr (0~ JII ) llle Ib e I gde e
R j#o k3 DT
() ecl . ser se 7, eclin)

Prema izlaznom kriterijumu (4 8) i teoremi (2 6) Jje
; 11:'.01|[ | e +

Ako funkciju gi(t) aproksimlramo kubnim splajnom sa granlé- -
nim uslovima (4 26) 1 ako mreia splajna zadovoljava uslove
(4. 27),_tada prema 1emi 4. 1 sledi da je |

(4.38) l|Sa(ai;t)” < e 0(n aH
Pokaza11 smo takodje da za ovakav splajn vaii teorema 2.2, pa 3e.
(4 39) ai(t) - Sa(oi.t) = O(H ﬁH
(4 38) i (4. 39) daju
R T (B < e”+ o(f ] 1% zamenom u (4.38)dobijamo
o kK A

{4. 40) ,g (uk- W< €7 1"H Ry C{lf al! ™)
-3 K |
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Po¥to je i zk(t) € C4(I) y 2y = Ek za k =20,1 prema
teptemi 2.2 Jje : - |
L » __ . _ 4

IIrpzz 2” H r k_ (z p Tz [ < I K[} - o] af]
Pfetpostavimo da je

S = Lo 4

” ?nzk_l-rn_zk.._lu i “zk...l-zk_lu = O(H ﬂ“ )

i poka§im§;da je.i
WD lieeraml = odl sl

-

fl‘rnzk“r zk '=11?n3mg‘=k-1*=k-1'=k-1_.*

L Pnrn - 1)” = O(H_ﬁnv ) - nglg_.(4@41} vaZzi za

svako k . Zamenam-(4 40y, (4.41) i (4.37) u (4.36) dobijamo-

'ocenu (4 35). o S o
Postupak konvergira i ][u*fzkH_-r'D_-kcd -

ﬁ > @ f_;f k > o :iq €& > O | |

'_:Prema teoremi 3. 12 1 [11 brzina konvercencije kubnOg splajna |
ne moZe biti veéa od ol b”  pa za ¢ -treba birati veli-'
&inu reda Otllﬁll ' - |

| | Uslov d) teoreme 4.3 je dosta oﬁtar. Corollocy 3.2
|52[ mo%e donekle pogednostaviti proveravanje tog uslova. U
'sledeéog teoremi uslov 4a) Je izostavljen. ali tada izlazni
'fkriterijum.(4 8) vaﬁi asimptotski. o

-Teorema 4 4

Neka je za re§avan3e jednaélne (4 1) primenjen iterati-

vni postupak {4 9) i neka 3e . | L
a)l £(s) € C (I) , Kis,t) € o
R B | o | | | |
" c)_:Sﬁ(z,s) zadovoljava graniéne uslove (4 26) a mreia
A uslove (4.27) | |

' 33
&) 93
. 3t 3

(IxI)

| _531' o |
[K(s t)S&(zp t)]t__a - 3 [K(s t)Sﬁ(zP't)] t=b

(P-l 2, s oe F k"'"'l)
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‘Tada se re¥enje uX jednacine (4.1) moZe pribliZno odrediti
preko niza (4.9), pri €emu vaZi ocena:

(éjqzl-'lfrn(u*-zk}” i[]f” 1-|IK” 15'. 1= k[

+ omax(]] afl ¥, 27 )) , g@e je ¢ odredjeno sa
L B L TEr e

| Déﬁaz

Dokaz Je sliéan dokazu prethodne teoreme. Ovde se sa— o

"3 :m0 na osnovu teorema 4 14 4 2 relacija (4.40) zamenjuje sa

SEPEER TR | ""Sm
n rnuk-r zk[] = £_ ol 0.3 I O(maxtll a|| 2 Tk
- T1s 1-II K| |

'fjer je za Simpsonovu kvadraturnu formulu l=4 a veliéina s

'7:”¥fo((2m) ) a teoremi 4. 2 su redal_IZﬁ)-l—l l9l

Teorema 4 5

o Neka je ‘za reéavanje jednaéine-(4 1) primenjen itera-;-':'~
j   tivni postupak (4 9). s tim Eto se izlazni kriterijum (4. 8)
"'r-jzamenjuje kriterijumom - - | o o

 4

I.  b) - (r (K u-K X ij2 .
L m+1 { e
Ir ( m+1u—K u)]

Neka vaie ostale pretpostavke teoreme 4 4 '-Tada-vaii ocena:.

el ey k1 gees 1o x|k

=kl 15 -l RY

+:D(max(H 54“-!”2 | “k+l )Y, € Je odredjeno sa (4 39)

Jl#nsﬁ*-;k)H +

.Dokazuje se na osnovu teoreme 4.2.

Priwedﬁa'§ J'7

Teoreme 4. 3 4. 4 i 4.5 'vaze za graniéne, uslove (2 6}
§to se dDblja prlmenom tecreme 2.1, Tada je( 1I str. 25(2.3.1))
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oy |
A Tl o< 1,

Primedba 4.2

- Ako su jezgro i slobodan &lan pericdicne funkcije sa

'ﬁffperlodom b-a ,_treba koristiti periodican splajn [1l . Tada

je splajn odredjen bez grani&nih uslova. Konvergencija POS=
<] ;

._': tupka se dokazuje na osnovu teoreme 2.1. VaZi takodje H A~y
(|1} (2 32)) |
| Przmedba 4T3
.'J;__'_ . Algoritam (4 9) se mo!e—uspeéno primeniti na re%avan]e

konturnih problema primenom Grenn -ove funkcije. Tada, zbog pre-t
. kida prvog 1zvoda Grenn- ove funkcije u taékama s-t, treba in-
f_terval integracmje podeliti

| f;-x(sftlgh+1(t)§F +':‘5) § ja K(S'tiﬁh—i(t?d#'f_.T'.'
b
C+ j -Kfs,tlun_ltt)dt'+jf(s) .

 Tako se ratuninje u tatkama s; svodl na
U B b T
(4420 wp(ep) = f TRisg g, (08t [ RS0, (0) 5 £isy)
| a T s L .

'Ukolik¢ Grenn -ov&_fuﬁkcija }'Kks,t); ima neprekidne &fetvrte’
Iizvode'na'intervalima {a,s] i [s,b] moZemo na svakom od = tih
intervala izvrsiti integraciju kao u (4 9). Pri tom se pcjav-'

ljuje problem ratunania vrednosti funkcije u taEkama 32 i sn-l
?ada je | sél o '_ b _

‘uplsy) = Ia K(_sz.-t)_.un__i_(t)dt«» f.s K_(sz.'t;-)un_lct_)-_ +-f(52) .
| | SE R ey

Na intervalu ”[51,52] ’ sl-a, treba aprokszmiratl funkciju
u#_l(t), tako da greZka aproksimacije bude reda o(|f a” . Pri
tome pretpostavijamo da -znamo vrednosti funkcije u taEkama

s, i s, 1 vrednost drugog izvoda u ta¥ki s.. Interval [51,52]

- 1°
| moiemo porizvolino smanjivati daﬁbi postigli taEnost. To isto

-_”treba.uraditi ;_na intervalu {s, 1,'sn] , sn'= b .
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{Napr.n Pcdaci koje imamo jedﬁcznaéno odredjuju paraboelu,
greskom aproksimacije reda O(hg) . Ako uzmemo da je _h2 =
.uslov.je_zadovoljen.-_ . | :

'Linearha interpolacija sa h, = AHZ , hy = s,=s

'takodje postiie datu tqénost.)

Ocena greike data u prethodnim teoremama vaZi i u

‘ovon sluéaju, & tim'§to se € zamEni-sa_'Z; .

Sa
0o 4
a3

1 !



"TRECEI DEO

- NESTACIONARNI ITERATIVNI POSTUPCI PRI
- REEAVANJU OPERATORSKIH JEDNACINR SA.MONOTONIM
| OPERATOROM |

| 'L:eratorske jednaéine sa monotonim operatorlma vezane_'
'su za mnoge probleme iz prakse. U l33] , [ 341 , |9) , lio],de
'prlkazan nlz konturnih - problema koji se preko Grenn ~ove fun-
.kc1je svode na re§avan3e int ecralnﬂnjeﬁnaélna sa pozztlvnim
jezgrom. To su probleml iz teorije potencijala,.problemi Neu-
manna u D;rlchleta, teorlje elastic1teta, oscilovanja i slléno.
U tesnoj vezi sa tim je i 51roka primena sistema llnearnlh je—
dna&ina sa nenegatlvnom {nep031tlvnon) matricom.:

U matematic1 se éesto prl prouéavanju raznih problema
korlste tzv. majorante (mlnorante] Dati operator se majorlra
(mlnorlra) 'sa nekim koji je jednostavn131 za prouéavanje, a on-
da se na osnovu reéenja jednadine sa takvim operatorom 1zvode
zakljuéc1 o reéenju polazne jednaéine, Illf ' |13| 114)
obiéno dovod1 do reéavanja jednaéina sa pozitlvnim operatcrom.'
-_Zb09tsgasetlmmxum monografijama 1 radovxma monotonl operatorl
posebno prouca?aju,_Iteratlvnl postupci zauzimaju vidno mesto
u feéavanju'jedhaéina sa takvim'oéératc:ima. U matematiko]
praksi sé na dﬁa naéina”prilazi ovim problemima. Najéeéée se
fzahteva poznavanje izvesnlh osobina datog operatora i na osno-.
vu toga - se utvrdjuje konvergencx:a lterativnog postupka i eg -~
321stencija reﬁenia.' |
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Drugi polaze od toga da se osobine operatora T re-
flektuju na odgovarajﬁéi iterativni niz, pa se uocavaju iz-
vesne zakonitosti u tom nizu i na osnovu toga dobija eczjsten-
‘cija refenja. | |
| Drugi nacin je za praksu teZe prihvatljiv, jer se ite-

‘racije veé posle prvog koraka znatno komplikuju. No, ukoliko
'.se iteracije mogu izvoditi na maélni, iterativni niz se mozZe
'gdetaljnije prouéavati. Zbog tOga je u novije vreme porastao-

interes 2a ovaj pristup._- | o -
.. Jedan od bitnih uslova koji sadrie poznate teoreme o
nepokretnoj tadki {kontrakcija, Brouwer, Schauder, Tihonov i

'-  _druai [24] ). Je egzistencija skupa kojeg dati operator pre-

slikava samog u sebe. Schroder se u |58| |59| bavio efe-

i_fktivnom konstrukcijom takvcg skupa._U |58| su date neke mo-

| ._guénusti za konstrukciju intervala I, 'I1C R _, kojeg posma-
trani. operator ostavlja 1nvarijatnim:. Primenom Brouwer-ove
|  teoreme o nepokretnoj taéki dobijena je egzistencija reEenJa. o
3 i59l su uopﬁteni ovi rezultati. U |53| e prikazana-mnqué-
1”nost odredjivanja invarijantnog 1ntervala za dati operator ko-
~ ri3éenjem nekog pribliinog regenja._Albrecht u |2| ‘koristi
tu ide;u i odred;uje interval oblika - |
[vﬁ + 56 nt 'vn'+ Sé ] .

_ ?n' 5n su odredjeni sa (2. 13) odnosno (2 14) za nenegativne
+1 nepazitlvne matrice. Polazeéi od rezultata Frobeniusaf

(« Uber Matrizen aus nichtnegativen Elementen Sitzungsber
Prens. Akad. Wiss. Berlin 1912} da su- posle dovoljno velikog
b:OJa itexac;je_gre§ke_? ey = Vi - A O taéno refenje je-
dnaéine (3.15)1- prcpprc;onalnefrazlikama Gk . odnosno sops-
tvenom elementu kome odgovara najveda sopstvena vrednost da-
te'matfice;_ on odredjuje parametre' s 1 S tako da se have-

-  den1 interval preslika sam u sebe.- Ovi rezultati su prikaza-"

ni u teoremama 2.7 1 2.8 . Kollatz 123[ prlmenjuje isti pos-
. tupak za operatcre definisane u Banahovom parcijalno uredje-
nom prostoru, (teoreme 2.11 i 2 12), a egzistenci]u re§en3a
_dcblja primenom Schauder ove teoreme. | N

| Rezultati ovog dela se odnose na sliénu prcblenatlxu

u vezi sa nestacionarnim iterativnim postup01ma oblika (3.5).




l
N -9
[ 19

b

Naime, Sira primena rezultata alberchta i Kolltza nije moguca
bez upotrebe radunske masSine. To dovodi do mnestacionarncg ite-
rativnog postupka za koji prikazana teorija ne vaZi. Pored to-
ga, kao 3to je opisano u §3, pri numeriékom'regavanju opera-
torskih ‘jednadina Cesto smo u s;tuaciji da operator zamenlmo
pribliZnim, da uvedemo neke aproksimacije, 1nterpolacije,[46|
65| . Tako se deéava da linearan i monoton operator zamenimo
sa nekim koj1 nije linearan i &ija se monotonija ne.mmﬁe utvr-
diti. Prirodno je oéeklvati da nove formirani iterativni po-
stupak- zadriava neke osobine polaznog,. odnosno da se u tom ne-
stac1oniranom nizu reflektuju osoblne polaznog operatora. Da
- bi se. oéuvala monotonlja, odnosno ‘da- bi se mogla koristiti u
dokazima pretpostavlja se da se velléine "pnl'mogu majorira-
iy odnosno minorirati sa elementima _nastalim de;stvom nekog
| monotonog operatora na odredjeni elemenat prostcra (iteraciju)f
Pod pretpostavkom da takvi 0peratori posto:e, dobijeni su re-
zultati u §5, 56 §7. - R

_' §5 Je posmatrana jedna&ina (5'1)ﬂ£a pbiiti#nim
1inearnim operatorom T . Uvedeni su pomoénl linearni pozitiv-
ni operatori Ak i B koji cmoguéavaju formiranje iterativ -
‘nih nizova ko:i sa obe strane ograniéavaju nestacioniran nlz..

Sve teoreme §5 kariste- lemu 5.1. u Eijem Je doka—
Zu kori§éen dokaz teoreme 2 7 ]2! ;_ Teoreme 5.1, 5.3, 5_5 |
i 5.7 odnose se na sluéaj kada operatori Ak i Bk. nisu ko-
rmutativni sa T. Teoreme 5.1 i 5.5 se odnose na monotono ras-
tuéi niz iteracija a teoreme 5.3 i 5. 7 na monotono opadajuéi
niz lteraclja. Teoreme 5.2, 5. 4, 5.6 i 5.8 se odnose na slu-
aj kad su operatorl' A i Bk' komutativni sa operatarom T.
Sve teoreme daju egzlstenciju invarljantnon intervala za dati
operator T°, Tx = Tx + £, pcstavljanjem uslova na nestacio-'
niran niz oblika (5. 2) Pored toga prikazan je naéin na koji
se¢ pomodu navedenih teorema moﬁe dobiti ocena greéke, ukoliko
ge prlmenom neke teoreme-o nepokretnolj radki utvrdi egzisten-
¢lia reéenja. Teorema 5.9 daje uslove koji obezbedjuju kon -
vergenciiju postupka dobijenOg u.prethcdnlm teoremama '§5, Ona
ustvari,'oﬁreﬁjuje usloﬁe-pod kojima je Iz C Izk+1 , gde su

*

Iz, i Izp,, Aintervali dobijsni nekom o2 navedenih teorema




- 43 -

na k -tom odnosno  ({k+l)-om iterativnom koraku.

U 56. se posmatra jednaéina (5.1} sa linearnim ne-
gativnim operatorom i odredjuje invarljantan interval za da-
ti operator. Za dokaz leme €.1 koriééen je dokaz teoreme 2.8
'}2}!. Teoreme 6.1 i1 6.3 odnose se na nekomutativne operatore,
a teoreme 6.2 i 6.4 na komutativne. Teorema 6.5 odredjuje
" uslove koji obezbedjuju relaciju ng E-Izk+1 . n
U 8§87 se pretpostavija poznavanje jedne pozitivne so-
'f pstﬁené Vrednosti i odgovarajuéeg nenegativnog sopstvenog

~ elementa. Teoreme 7.1 1 7.2 daju egzistenciju invarijantnog

o intervaia za pozitivan operator T, a tecrema 7.4 za negati-

van operdtor, Teorema ? 5 koristi kontrakciju i prikazuje O-
'cenu greéke za dvostrani nestacionaran postupak, €iji su po-
éetni element1 odredjeni nekom od teorema 7.1 i.7.2. Sve te-
1 oreme z2a odredjivanje invarijantnih intervala predstavljaju

U sluéaju

kada se za oPeratore Ak i B mogu uzeti nula operatori, ne-
_stacionaran postupak prelazi u stacionaran, a navedene teore=
me daju ved poznate rezultate iz {2t odnosno 28] . Rezulta-

- t1 ovog dela omoguéavaju da se bez eksg}icitnoc zahteva kon~ -
'. 'trakc1je dOblje egzistencija reﬁenja i konvergencija iterati-

- ¥nog postupka, %¥to je znafajno u sluéajevima kada je teéko
"proveriti uslov [T}l < 1 ili. w(T) <1

Prlmenom navedenih teorema postiie se znatno ubrzanje

'_{iterativnih postupaka ‘&to je. ilustrovano na primerima u §10.

;thvako odredjlvanje invarijantnoq intervala Je istovremeno od-
I redjivanje aposteriorne ocene gre§ke. Ocena
 =kih dodatnih raéunanja._ N C
. Moguénosti za prlmenu ovih teorema oPadaju sa poras-_'
. tom bro;a iteracija. Od toga koliko dobro mo¥émo odrediti po-
I- mo6ne operatore Ak i Bk zavisi indeks iteracije do kogeg je

moguée postiél zahteve o ko:ima je rec. " To je opet povezano

.. sa tolerancijom sa ko:om Je zadat oPerator T i sa kojom se

'~-izraéunava3u 1teracije. Prema tome,'ovan postupak moﬁemo pri— -
'Q  men1t1 samo onda ako nam ne treba veéa taénost od one koju ga-

rantuje dualna 1ntervala.-§to se tiée ekonomiénosti postupka,
'_cn se moze uporedltl sa neklm drugim postupc1ma za ubrzanje

se dobija bez,ne-'"
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Vo

stacionaranih iterativnih postupaka {62}, [33}{,i31| i vide-

ti da je broj radunskih operacija (kad se poSmatraju sistemi

linearnih jednadina) pribliZno jednak. Ono 3to je ovde bitno
istaéi, je da sa malim brojem iterativnih koraka(tri, dva i
potetni) dobijamo znafajne podatke o resenju.




f‘*xfif;i5ééif;f

§5 ODREDJIVANJE INVARIJANTNOG INTERVALA
ZA POZITIVNE LINEARNE OPERATORE

U ovom paragrafu se posmatra jedna&ina
(5. = Tx 4 E

Y Banahovom parcijalno uredjenom prostoru B . Za reéavanje

jednaéine (5 1) koristi se nestacionaran iterativni postupak

- "Lf35 (s 2) "fﬁf; zf g_T3*zai _}Tffi;:~z :e B1-

*'7.#:gde;dﬁ L

.'*;ifuporedo sa (5 2) posmatraée se i stacionaran niz.

"'Radi jednostavnijegizlagﬁnja uveﬁéemo oznake za funkcije koje‘

'*'nih pozitivnih oPeratora A i B kOJi ée biti odredjeni_.u_

___svakoj teoremi pogedina&no._.

. :'.__‘5 5) B _.szfS) | k+ 56 zk

B i S

o 5(5;7);;;f:- | e Ll
TR Rk(A] Tie- 1Akzk 2 * A(zk gt zk 2)

’:§?77*r - X -
IESTRER B 2% (A n) ZBkzk 1+ 23 Akzk 2 + Bkzk 2 ka

(A) ZAkzk 1 + Akzk- ... A . f

:_:jfse éegée -pojavljuju u narednim.teoremama, a zavise od linear-

__?Rk(gqn)_é k 1Bk k 2 + Bkzk -1 + (B Ak+Bk+Ak) zk 2  : __
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[FR(A'B’ = Ty 1Bxx-2 ¥ ByBpBfy) Zpen T
(5.9) | = (yBeA) yB) 3y ) By 2z,
Pe (ALB) = T. Az, . + (2A,+A2) z._. = (B +A%)
S k=1PkZk-2 T (EPtBy) 2y T TR
. i‘ . (A](+Bkl zk_z -Ak zk_z
.jfk{ArB)=ZBk(E+Ak)Zk_ll- 2B Ak{Ak+Bk)zk o* kzk 2 - B, £
(5;10)w51,'.' Y = _' ] _ _2 e
U B (BB 2Ry k (E¥Ry) Tk 1 _zAk(hk+Bk)zk-2 : k?k—z '3kf' ;
: .' . r - | . ._‘ | - T ._. ) .- |
| e (AeB) = '_k-l B2y gy * Akzk- * [Ak+B Yy AkBkzk-
gde je
o _ .?H(# Ziey T IBABLIZ, o -__ za k = 2 i (i=1 2,.._):
{5.12) | s s | N .|.1 |
BRI N " za k 21 (1 1,2,..)
(5.13) ; (BB = (Bk k * ‘Bk k"“p’kBk’“ - B P‘kz'k-"z AL
RV | _ |
. k(a.B)_s (By=By )2y ) +;Ak+Bk)u + B, Bkzk_ _+ B, £

gde je'.ﬁk ad:edjeno-Sa (5.12)




~ams 5.1,

- Neka je data jednaéina~(5;1f.u.Eanahcvﬁm parcijalno urecdiencom
prostbru B sa pozitivnim linearnim cperatorom T, Neka Za NeKo
j U nizu (5-4) PGStOje pi? ql € B (i=j-l'j) tako da Vaii

- (5.14) pi_i_ﬁx. i g (i=j-1,j)

, gde je
O (i=1,2,... )
-(5.16)  631 =Xy v X4

| ukolikd'je'niz1i;eracijélrastuéi, odnosno

. x, -

"5‘;?)4 7'5 %31 Xy

| xi fi=1;2f... )
~ ukoliko je niz iteracija opadajuéi -
- ﬁj”'ii.;nj ”sﬁ};Ealnu brojevi za kéje'vaii:
-‘_';_2_ . LFJ;;QHJ,, ;_ | _
':Iéaq,Jza_ 8x, ;cdre&jeno_sa (5.16) operator T~
. ;5.19) | . ?i.é T, +_;_ |
| p:gslikava-inté:va;, Ixj_(p,-ﬁ,]njﬂ ) u samoc sebe, a za
8 x,  odredjeno sa (5.19) operatot T® preslikava interval
Ixy(=n, 0, -u, 0) u samog sebe. |

:Dokaz:.'

I. Neka je Gxi = X - x

 Prema  (5.14) je -
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Podto je T linearan i pozitivan operator iz (2.20) dobijamec

(5.21)  Tug(xg ;= Sxy) < Téx;

=1 J J
Kakd je
| (5.22) Taxj_l = 6xj i
- (5.23) TX. =x, -

zamenom (5.22) i (5.23) u (5.21) dobijamo

(5.24) I...+ L dx.) 4+ C o+ L. 8X,
js 24) R T(xj. iy ij £ > Xy + uy 8xy

Anéloghd se,pokazuje_da je
.25)  T(x. + n. S'; .+'f'¢ %. + . ax;
(3 5) Xy “3__“3)-. __ Xy * 4 _3.

Iz (5 24) i (5 25) sledi da 0perator T preslikava inter- e
val Ix (u, 0, n, 0) u samog sebe -

O < e e
| II. - Neka.JeT qxi 1_xi_1  xi.

Ovde se isto kao i u- prethodncm sluéaju dola21 do relacije :
(5.20). Dalje je | |
- ..- ._-l'-.'.'.I-'G; . 6X.
.?‘xa-;J, Xy T owg TOXg Z ¥y 0%y

5.26) T(X., ~ v, 6%} + £ < X, = p. EX.
((5.28) Tl =y Xyl T2 Ay by Oy
Na sliéén naéin se pckazuje_aa je

(5.2 T(x, = n. 6X,) + > X, = M. X
5.27) Txy = ny Xg) + L2 %y =y 0%y

1z (5.25).1 (5.27) 'sledi-drugi'deo tvrdjenia.

Foeledica S.1 Veliéine Pi'q (i=j,j-l)_ bdfeﬁjene u.1ef
mi‘Sgl su nenegatlvne. ' . | | | o
Dokaz. Prema {5 14) i (5 15) je o

(5.28) .uj(qj_i ~ Pyl :_pj,;qj_guj (pj_l'f qu




(5.29) g, =p, + i+ €y 20 lisi-l,d)
zamenom (5.29) u (5.28) dobijamo |
(g, ,—-p. 2 (g ~C. .=p.~C.
Uj(qj_l PJ) < Pj{qj_l j-1 P] j)

| P ) (na uw.)en.(c. . + C. 0
(qj-l Pj)(rj_uj) nJ(cJ“l c.) >

zbog (5.18) i (5.29) je

>0 , a zbog {5.28) i

L LS T R
Pyoq qj'>0. Dakle , vaZi poredak:
(5_30) 0 = Pj i.Qj-i pj¥1 i-qj-l

U teoremama koge slede pr;kazaéemo neke moguénosti
odredjivanja invarijantnog intexvala -Ixj_ za dati operator
Ty kori%éenjem niza (5.2). Velicine p i qj demo odredii-

- wvati preko uslova postavljenlh na nIZ'_zn' odnosno velidine
. .

n

| Tedfama's 1 ‘Neka je u Banahovom parc;:alno uredje-

nom prosteru B, definisan linearan i pozitivan operator T i rieka

za neko, k,>2 u nizu (5.2) vaZi:

5 1 Postoje pozitivni linearni operatori A i B ta-
kvi da je: |

k © T Zk-y (k=1,2,..)
5.1.3 Postoje realni brojEGi Sy i Sk’ takvi da je:

a) 0 < Sy < Sy o |
b)f 52k-sk(ézk_1~azk)_i(l+2$k)ﬁkzk_2 + (1+5, )R, (A,B)

c) Skfﬁzk-l_azkjfﬁz'fi{1+28k)3kzk-2+(1+Sk)R£(A}

"R iR éu' dreddeni s ; .
% Rk >0 O r. jgnl ?g (5 ?)




)
Ln
-

i

Tada operator T~ preslikava interval
IX,(u,0,n,0) , Ko = Sypr My = 5 0w samog gebe. Pri to-
me je T odr¢d3gno sa (5.19}1,xn sa.(5.4) za xo-zk_2 i

Ix -sa (5.6).

2

Dokaz.' f Pckaz&éemd da veli&ine |

Py < 1 T B 22 o

s Rk(A B) Akzk_"
+ Rk‘A’ * Bk = 2

T
N
“

'GZk
'91.% 6Zk -1t PP 2

2y

2y

"zadovoljavaju nejednakasti(s 14) za 3=2 i Ggi ;pdfe&jén6'$a ¥ ;1”'

(5 17) z; x k-z __

_1Formirajmo nizove
(n=1,2,..)
In?l!zr-d)- 
{n=1 '.2'.; . ) o |

]7¥“(T+B k! ¥pey + £

 = (T-Ak}ln 1 f | .;
f= z +.f.'; 2 =z

..w:
o 'f
o :
T R
A~
Li
~

o B

o P
'(5'32)- ff;z k+n- n—l |
L *n T T*nfa tEL i xTh ,  =l2,.0)

i pokaZimo da je

(5.33) 1.« 7Z, < 1¢=o;1,2'}
Za 4 i=0 tvrdjenje SlEdl iz (5 32) jer svi nlzcvi imaju isti
poéetnl elemenat._ ’ - _

Za i=1 tvrdjenje sledi iz 5, 1 1. Pokailnc to i za i 2

Iz .1.1 sledi Ak+B )z >0-a 12 5, I 2

:_ §§&_i'D o i;' 

(5.30) (TR Tpo+ £ roy ) - BEZ, 2T,

<0 1z (5.34) sledi

 PoBto je o, ~BZ_ <

N

-(5.35)_  ,511-if o

. Zbog (5.32) i (5.33) za ‘i=l, imamo




i

(5.36). { e, |

prema (5.36)

Iz uslbva.

Zamenom

(5.39)
, _ L
P:ema:{S;BG)

A i,

{5.40)

a prema (5 33) Je al

'Irelacija dobljamo vezu 1zmed3u X

“ (5 41)

5.

<

 (5.38) ﬁ_(5.371

(i=1,2)

z,-1y {(i=1,2)
Yo%y (i=1,2)'

xX.~1

s (1=1,2)

i i
1 (5.32) je:

Bt

+ Akf

='TBk?o

= TA

+ Bsz

+ AkTZ

s;edi:,'

2
kzo
2=
~ Az

1.1 .

dqbijamo

Rk{A,B)
Rk(A}_

1 (5.32) je

kzo

>0 i b >O (i= 1 2) Kori&cenjem ovih

iz,
i i

L4

Rk(A B)

"NI

Akz
zz + Rk(A).

|n

'_..,_,_____..n_._
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n
)

|

_ Na osnovu (5.41) i 5.1.2 formirame ogranilensa za
| razlike gxi ;s pa dobijamo da veliline
'r .# . _ .
P = 5? : Bkzo
9y T 9% v A,
P, = §%, - R AB) - AT

i |

(5.42)

 zadnvol3ava3u nejednakosti {5.14};:za' j=2 i 31  definisanc
~ sa (5. 32}.- o e | - |
. 12 5.3 sledi da velitine (5.42) zadovoljavaju
?: ne;ednakost (5 15) za j=2 2 k*' 12=Sk . pa direktnom pri-_"

 *menum leme 5 1 sledi tvrdjenje tenrqme._]w-

'ﬂ” Paasedtea'5.2f Q5;

D REka s zaﬂovoljani uslovz 5 1 1 sa Akzk 2:-0,
"-"_._Bkzk 'i:*O 'i 5 1 2 Tada Je cha) > 0 i ka B} > o.

Dokaz.;u-{f”;ff{;;;i' S AT - -
APep P ey 20 1 En 2 Hn,o (BeALB)
'f$ék;145_)¥ sleﬂi tvrdjenje. _ }1' |
U specm;alnum sluEaju kada su operatori Ak i B komu—.
| tatlvni sa operatorum T. mo!e ‘se izbedi ekspllcitno pogavljl--
~ vanje operatora Te-1 . O uslovima 5.1.3 ‘teoreme 5.1. Naime. R
1_0perator Tk 1 3e ﬂeflnlsan preko dejstva na elemenat R Y tj.'
= k-l k-z' k 1 f = Tzk 2 + gk 1 a’ éesto smo' u aituaCijl -
_-da nemoZemo odrediti Tk 1 - Za Xx# zk 2..U Navedenom sluéaju
to seumoie izbeéi prumenam uslova 5.1.3. Novi uslovi se ne mo-
j-gu dOblti iz 5.1.3 -jer iz kqmutatlvnosti operatora T i H ;-'
. ne sledl kqmutat;vnost operatora Tk 1 i B.

Ieorema 5.2,

Neka su zadcvoljeni uslcvl 5 1 1 i 5 1.2 teorame 5 1
_Neka je pri tome operator T kcmutatlvan sa 0perator1ma Ak
i Bk i neka veii 5 1 3 s tim ¥to se 'Rk zameni sa ;rk,-a:




}
0t
L

!

R, sa ry, gde je r, i r£ odredjeno sa {(5.8). Tada vaZi

K
tvrdjenje teoreme 5.1

Dqkaz.

Dokazuje se isto kao prethodna teorema sa jedinom raz-
likom 3to se, zboc komutatlvnostl, koristi samo prva cd neje-
dnakosti (5.38) za majoracigu ) i k2 . Tako se dobija

[ e, < rp(A)
(5.43) e oy
| : | k2 i rk(A;E). ;

 Uslov 5;;;2' igf&,znaéajnﬂ”ulpgu_u formiranju odnosa

G40 Leshsly 0
- po3to se némoie nista tvrditi © monotonosti operatora T-A,.
Za sluéaj monotono opadajuéeg niza iteracija (5 44) nemoZemo

dobiti na isti nacin kaoc u teoremi 5 1. Teprema 5.3 to obez-
bedjuje uz neEto izmenjene uslove..

_'Teoréma 5. 3'

Neka jE u B definisan linearan i pazitivan 0perator
T i neka za neko k=-2 u nizu (5.2) vaii.

5.3. Postoje pozitivni linearni operatori A, i B, ta-
kv1 da vail._ | '

B'BT;‘ '(T-Ak)x < T x {(T+B )x (x-zk 2,zk'1 (;k+B )zk 2)

(n—_k"lr k)
5.3.2. 'pcstaje'realﬁi'bxdjevi_'sk is, takvi de je:
ar 0 <8y <8 ko o
b) s (sz 1" sz)-ﬁzk- (25 +1)B e (s +1)Fk(A,B)

c) s tézk - zk)-azk_i_(2$k+1)Aka+(Sk+l)Fk(A'B)

W, = 2

k=1 (Ak+Bk}zk_2r- a  Fk i F£ jg od?edjeno sa
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Tada operator T~ odredjen sa {5.19) preslikava interval

Ixz(-n,o,-u,c} r U578y n2=sk u samco sebe,

Pri tome je x = odredjenc sa (5.3) za x, = 2, _, ,

a Ix2 sa (5.6},

Dokasz.

Formirademo nizove (5.32) kao u tecremi 5.1 i pokaza-
- ti da vaZzi (5.33).

Iz 5.3.1 sledi (Ak+sk325_3o odnosno Z, > w

i k

- Da nejednakosti (5.33) vaZe za i=0,1 sledi iz (5.32) i
5.3.1. |

1) =TT, AE ey - e 2 E (B eBIE =

by sTzy=AyWy + £ cTzpdog vt = 2y T2 Bl * 5 2
£ (T+BIZ + fiy, |
- Prema (5.31) je
t5.43?'1_ {3:zo?izl-f + Akwk
. TH oiTk-—'_l— H.zo ;_Lkwk- (=2, , B, )

{5.46) | .

Iz (5.33) i (5.36) sledi da je a,>0 i b,> 0 za i=1,2 .
To .nam cmcgﬁéava da débijemo sledeée nejednakosti:'

Z. - B.W, <R, <z, + AW

1 K KR 1 1 X 'k
(5f47} _ z ’Fk(A‘B}i-gg <z, # FRE},E) |
' | X, = yﬁ-kz = 22+a2-k2 3 22 -_Fk(A,B)

rema (5.47) i definiciii 8%, u ovom slufaju , sledi da ve-
- 1i&ine




- §£§ o

Py T 0%y T AN

ql = 6z, + Bka

]
O
N

[

(5.48) p, = 82z, FETA,B) - B, W,

L q2 = Gzz + Fk(A,B) + Akwk

zadovoljavaju nejednakosti (5.14) za j=2. Iz uslova 5.1.3

i (5.14) sledi da veliine (5.48) zadovoljavaju nejednakosti

~(5.15) za u2 = sk. n2 = Sk .

Primenom leme 5.1 dobijamo tvrdjenje teoreme.

_'Posledica 5.3

Neka je Zaddvoijen uleV'S.B.l sa Akwkz;o i Bkwkg;o.
Tada je Fk(A,B) >0 i F];(A,B) >0,

Dokaz.

Prema posledici '5.1 je P, >0, tj.
2, 2 AW >0= z, 22

| Ak(zl_hkzb) > Ay 1.0. Zamenom ovih nejednakosti u
{5.9) dobijamo tvrdjenije.

Teorema 5.4

Ako su operatori Ak i Bk komatativni sa T tvrdjenje
teoreme 5.3 vaZi, s tim 3to se Fk zameni sa fk a F£ sa fi,
gde su fk i_f£ odredjeni sa (5.10) .

L 3

Dokaz.

Postupajuéi na isti nalin kao u prethodnoj teoremi ,s

tim %to se umesto (5.46) koriste majoracije.
( | ..,

€, < £, (A,B)
(5.49)

| k2 i.fk(ArB)
dobijamo tvrdjenje, ((5.49) se dobija zamenom prve nejednako-

sti  {(5.45) u (5.37).

Teorema E£.5

Neka je u B definisan linearan pozitivan operator T




.n. = 5

(5.5 1, <

‘Prema 5.5.1 _je'

- B =

i neka za neko k>2 u nizu (5.2 vazi:

5.5. Postoje pozitlvni 1inearni operatori Ak i B

takvi da jE'

5.5.1. (T+Ak)x < T_x < (T-B)x ., (ask-1, X)

(x=zk 2' Wy ’ r ”k k1" Ak+5k)zk 2

:S.5§2. qutoje-realn; brojevi

- a) o-ﬂtsk,i sk

 b) y (82

k-1

c?1 Sk(6zk+

sde Je M iy

-ézﬁj' ZH'

2 " 5k

TR =2

o k-27

C e Y ) .

1f5?k?“§zk_i

Sy 1 - Sk

(s +1)F (B, A)+(28 +1

(S +1)F (B A) (2S +1)B

'pd:edjénbfsa 5.9),

k 1

'Tada operator T preslikava interval
u samcg sebe. Pri tome je xn

' Formirajmo nizove

Lot

[ ]

wn
oo
N
I

X, = TX.
i “ja

T

1: Tyl - B

1

| Pokazademo da je

Jvg = (TBlyyy *+ f

i -'Tk+ﬁ?zzifl

< {T+A }z +f < Tzl+Ak k_

' .ZadrZademo oznake

Zg 2 ¥y
..}I'i

1, = (THAL, L+ £

'21-i-31

_jp(iglfgffff?f* yo_f

CA=1,2,.00) L, % =

(u 0 n,O}

1=1,2,.00 5, 1 =

{iéofi'zj_i

ks y1 —-_k_l

' *-f_ifzz i.Tyi}ﬁkff:

kwk1+ £.§;yzj, _

(5.36).

| takvi da va*i.

)Akw'

x” k

2

: odredjeno sa (5 4)

Zk-2
Zg-2
k=2

k=2

<

Ek.'"'
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r -— - - 2 -
k2 = TBkzo Bszo + Bk zo ka
(5.52) 1 e _ cen = - pa o= - 22 = _ x g
| S = TAZo - MTE, - AT - A

Prema 5.5.1 e

( — —
=Tz 2 -z, + £ - Bkwk

(5.53) } _nus L L _ | -
THZDi_ Tk‘lH o BKWK (H Akr Bk)

L S
Zamenom (5.53) u (5.52) dobijamo

{kz i_-F£ {BIA)

(5-54) ‘{ez < _Fk(B'A)

Iz (5.51) sledi da je a, > 0 i bi >0 (i=1,2 ) pa se do-
bija

— " | L .
_z1 + Bkwk i.xl < zl.— Akwk

(5.55) - ¢ | -
- 22'+_F‘k(B'A) 2 X, £ 2, = F) (B,A)
. , . L ' | : :
Iz (5.55) sledi da veliline
[ p1'= 631 + Bkwk
]Gy =8z A
(5.56) 4

| p2 = 8z, + Fk(B;A} + Akwk

L q2 = 6?2 - Fk(B;A) - Bkwk

zadovoljavaju nejednakost (5.14) za j=2.
Lako se pioverava da veliline (5.56) zadovoljavaju
i nejednakosti (5.15) za S, =Hos Sy = n, (uslov 5.5.2)

Primenom leme 5.1 sledi tvrdjenje.

Posledica 5.4

Neka je zadovoljen uslov 5.5.1 pri Cemu je Akwki 0
i Bw,< 0. Tada je F), (B,A) <0, F (B,A)<0.

Dékaz;

- Prema posledici 5.1 je 651 +'Akwk > 0 odnosno
24 2% Wy 2V¥y 2222, = 0>Bw>B(z,-Bz2). Zamenom




-]

I
L
o

{

svik nejednakosti u(3.9) dobijamo tvrdienje.

L - - —
-“ﬂ"" e il o % ~
4:'-‘; - .t:-“..-'a L

Posto Jje
ST S S T A A S R S
pfilikom traienja-ograniéenja Xy korisceno je
AW, < ¢ « =B W |

K"k = Pk-1 = Tok"k

| ;Neka;sungdcvoijehi_usloyi'tebreme 5.5 sa sledeéim iz-

menama - - - - |
a) 0péra£br T'je.komutativan sa A 1B

. R e i e |

b), U 5.5. 2 Jje Fpo l Fk zamenjeno sa fk_i gk_, gde su:

szl fk odredjenl sa (5 10)...

'Tada tvrdjenje teoreme 5 5 va21. '

q-.r-l-ﬂ-.' oL
a-‘_ﬂ" - . ;

Zbog komutatlvnostl u (5 52) 'zamenjujemo Samb“ﬁrvu-od
PE]EGHE&OStl {5 S3) 1 ﬁoblgang-f ‘ . .
Ez < -f, (B'A}'

k. f {B AJ

(5.57) i,
-.. I2" ..

L | 5 |
Dokaz ove teoreme je lstl kao dokaz teoreme 5 51..t s tim ¥to se
uzima u obzir (5 5?) | |

Tecrema E.7

Neka je u B deLlnlsan llnearan i pozztlvan 0pera¥or
i ﬁeka za. neko k > 2 u nlzu (5 2} v321.'
5.7. Posto:e linearni pozitlvnx operatorl A, 1 B, takvi da Je

5.7.1. '(T+Ak1z T_ (T-B {n=k-1, Xk} -

5.1-2- 5 - 11- j --
k-1 = {hk Tk’ zk-Z

5.7.3. Postcje realni brcievi s. 1 Sy takvi da je

-

k’ _k-2




]
()
LN

I

a) 0 < 5, < §

k = 7k
b) skiﬁzk_l-szk)-ézk < Il+25k)Bkzk_2+(1+sk)Rk(B,A)
c) sk(ezkﬁlfezk)-ézk > —(l+25k)Akzk_2-(1+Sk}Rk(B )
gde je R, i Ri bdredjene sa (5.7),
sz = Zy_q " ;k_- (k=1,2,...)
Tada operator T~ preslikava interval Ixz(-n,o,-u,O},_ Ky = 8y
n, =S, U samog sebe. Pri tome je Ix, odredjenc sa (5.6) a
X, 531(5;4) 2a XQ = zkf2f
Dékaz} |
Neka su X 0 Yy 1y Ei (i=0,1,2) odredjeni sa (5.50)

e+ k;» @, b, (i=1,2) sa (5.36). Pokazademo da je

~i i - |
a, 20, 'bi}i_o (i=1,2), cdnosno da je
 15;583 1y 2 Z <y, (3=0,1,2)

Prema 5.7.1. je -{Ak+3k}503;0,,a prema 5.7.2 je z_ - z.> O

— T ——

Zo 2 2y 7 BytBlzg 2 ¥yt T Ry

1, s (Tfhk)zl f £ T2y to,, v =72,
2, < Tz, = Bz, + £ i_T31 - Bz, o+ f_i_yz
Sada je : | |
[ 8 &2z,
(5.59) 1 =
| ky = By 2?6
o '( e, = -TA, 2 = A. Tz = Az z - A f
s 60y ! 2 k k Tk %o k*
.60) Y - _ - _ — 2=
. i'kz = TBkzo Bszo + Bkzo ka
Prema 5;7;1 je
B S - -
. _ { Tz, < -2, + £ B, 2 _
."“THz.i Tk—lH?o BRZO' | {H __Ak' Bk)

~ Zamenom (5.61) u (5.60) dobijamo:




k, = -RQ(B)

(s.62) | %
1 Ez = "‘R-k_(BrA)

Prema (5.36) , (5.50), (5.59) i (5.62) dobijamo

| [z
(5.63) {
| h

Iz (5.63) i definicije _Gxi zakljuﬁujema da veliline

o 'i 9, =.521 Bkzo
(3:64) | p, =87, + BT, + nk(a A)

_fL a, #-5?2.—*Akz: -'Rk[B):
zadovcljavaju ne;ednakosti (5 14) za ]=2 Iz uslova (5.7. 3)

sledi da su zadovoljene i nejednakosti {5 15) za 3=2, 8y = Uy

Sk_”z , pa se prlmenom.leme 5. 1. dobija tvrdjenje.

Ppslediaa §.3

. Neka je zadovuljen uslov 5.7. 1 “teoreme 5.7 i neka je

Ayz < 0 1 _Bkz0 < 0. Tada je R-(B) < 0, R (B,A) = 0.

- +
" 23

Iz nejednakosti’ |
C >B 2,28, 2, + Bz +ey < 0 i'(S.?J_sledi

tvrdijenie,

tr

Teoyrerag

.8.
Neka su zadcﬁoljene pretpostavke teoreme 5.7 sa slede-
€im izmenama: - | o
a) Operator T IJje komutativan sa operatorima Ay i B
b} U uslovu 5.7 .3 je R, zamenjeno sa r, @R sa rk,.

S gée su r. ir gcdrecieni sz (Z.8). Tada vaﬁl tvréje-

k
11e tecreme S.7.

B n

'I-j.




- €1 -

Dokaz.

Zamenom prve nejednakosti ({5.61) u (5.60), s obzirom
na komutativnost dobijamo

(e, < -z, (B,2)

(5.65) ey
- -i ko < —xy (B)

Preostali deo dokaza je sii&an dokazu teoreme 5.7.

U navedenim teoremama ovog dela Je utvrdjena egzisten-
cija 1ﬁtervala Ix (u 0,v,0) koji ostaje 1nvar13antan pri dea-
stvu operatora T u i v su razliéiti za razlifite teoreme

‘i odredjeni su u svako: teocremi po:edlnatno. Interval Ixz' ne—

| moiemo ta¥no odrediti jer ne~pozna3ema niz Ky Preko niza 2,
'mbiemq}odreditiIinterval ‘Izk'(U.m.V;nJ takav da je:

-{u,0,v,0) C . lz (U,m V,n)

. \'

1 v k.“‘.”z

1

(5.66)

k.- gzm

Pokazaéemo sada kako se za svaku od navedenih teorema odredju- 1

je interval Izk_. Oznaéimo sa -
1' P © 5?k-1-' S

O T A

gde su -Pl"ql i-“SZR_l"odredjeﬁi'u'svakoj teoremi pojedi- .
naéno. . | . |

I [ eé_:; € x
-(5.68)' ]
| kz' 2 X max R
e i ]’max . su majorirajuée funkcije za k, ie, koje su

ggﬁédje odredgene za svaku teoremu pojedinadnoc i izraZene u
- funkeciji od Ak i B, - Da bi odredlli 1nterval Iz, (U,m, v n)
. treba odredlti RN i Dy | | o N |
| Pokazaéemo da se za teoreme ko;e se odnose na rastu-
€i niz 1teracija, mk i ny mogu odrediti sa:
B Jmk =_'kmaie (1+U')_' -'U}; q]:-
-{(5.69) -~ |

. %k T Frax (14, ) + Vkpk |




za svaku od navedenih teorema Je

25 - kmax XXy 2 82, te , ©O4dnosno
ézz -k .- Iy < 6x2;£_c22 e . * Py

'pa za donju granicu intervala';1x2  vazi

U %, > ozo = kUL (8T.-k -7} =3 : .
x2:+ Fk'x2 ; zq ';%max +:Uk(ﬁ22@%max U z, f_nggz_+ M

jér_je -'Uk :-G ui :Vk >f0  (lema 5. 1).
| Za gornju granicu imamoiifﬂ

I
hJ
+
c:,‘
G:
N
+
z?
-

| e.-akle sledi (s. 56).

Za teorEme ko:e se odnose na monotcno opa&éjuée nizove 1tera-ﬁ

WIClja je"' R N  .
-— _ -" _— + ‘.I‘_.
217 9  E¥) 2 % T Py
. o .
iz, gy -8 < §x, 5.522 + p£ 4 km@x , pa se

E na:SIiEan naéiﬁf dobi§a da'je' |

! —e  -w ety
NS "% T ®max k_(?max- ~qk')
(3.70) 7' . _ o e
(PR TRpax Y Uk Kpax T Pk )

Ovde je prema leml 5. 1 G 0 i Ur_i'G.'Prema'gome
(5. 66} vazi i za opadajuél 1terat1vn1_niz o | |

'T’.nr\"q ﬂ-: =
- e s E e = o -

b |

5.9.1. Pretpostavimo da su za neko x  cdredjenl in-
tervali = Iz, ilIzk+l ‘primenom neke od teorema 5.1, 5.3,
5.5 i 5.7. | A o

_549,27 Neka je pri tQme. Sy < Syuyr Sy 2554

L

5.9.3. p[>0, 720, (i=k,k+1) , p; i g su

odredjeni sa (5.67).




I za teoremu 5.1,

Pp = ByZyp 20 5 Bx+1 k-1 >0

(5.71)§ _. . :
G T A% 20 7 By 2y 20

Prema posledici 5.2 je

( L |
| j Rk(A,B) ='€ﬁn¢ > 0
(.72} I o e .
Za teoremu 5.1 Iy i- n su odredjeni sa (5.69). Posmatraimo
razlike éonijih granica 1ntervala Izk+1 i7T 2k .

'Prema pOSlEdlCl'S 1 je p2 > 0 1 9, 2 C - (p2 i q, ‘ogranicenija

za szz) pa se zamenom S ~sa s, i8S .. sa sk ¢+ S Obzi-

k+1 k- k+1 -
{s)+m. ., =

‘rom na uslov 5.9.2, dati interval proélruje (sz+1 k+1

zk& k+1 P2 — k+1_- k_max_ Sk 92) °

Prema-(S.S).i (5.6) je

-_-k +5

() +my g B szCSJ'mkI} 62 (azk+1 82y) -

(1+skJRk+i(A'B}*Skhk+1zk_ + (1+s )Rk(A B) +
* Akzk-z i-? r JET jé-ibﬁg 551.3. b)

G2Zye1 k+1

5zk+1fsk(ﬁzkfﬁzk+ll“(1+Sk)3k+1(A:B)"(l42sk)"

azk+1+sk{azk+l—5z )= (1+s )Rk+1(A B)- skAk+1 k+1 3
| :ﬁ%+$k} §k+1 k+1 2 O v 4
R (A,B) > 0 (prema(5.72))

Bz p 20 (prema (5.71))




Pckazali smo da je razlika donjih granica intervala Iz, .
i Izk pozitivna . Sli¢no se preko uslova 3.3.1 €) pokazuje
da je razlika gornjih granica negativna, a to znaci da je

Iz, .1 £ 1z2,-

II za teoremu 5.3. -
Ovde je prema (5.67) , {(5.48) 1 5.9.3.

Akwk 20 ! .Ak+1wk+1 >0
(5. 73)]

iqk =Bw >0 ,

(.
Tk
ByWx 2 Bis1¥i41 2 0

Prema posledici 5.3. ﬁe

) [ F {A B) =e > 0
(5.74) 4 e
- (A B) = k o> 0
A - hax '

n im su odredjeni sa (5 70)

Razlzka donjih granica intervala Iz, ., i sz je pre-

k+1 3 1%k
ma f5 5} | -
sz (*S)—Pk+'(AJBJ{1+Sk D751 B o1 T
- Gz, (~S)-F, (3,B) (1+§,)=S,w, | >
S i AT zk)-Fk+1(A’B)(1+sk)-skAk+1wk+1 +

Fk(A.E)(1+Sk)+5kAkwk_3-0'; jer je prema 35.3.3 c)

-{1+8 ) F (A B)~ SkAk+1 k+1 >

Sglcz )-8z k' Tk+1

X 5%x+1 k+1
oz (1+Sk)Ak+1 k+1 179 1

r,<n B) >0  (5.74)

Akwki' 0 | (5373)._

_nhalccﬁo iz 5.3.3 b) ,-(5,73)_i T5.74) "sledi‘da-je razlika

ccrn3in granica negativna, pa je Iz, . C Tz, .

III za teoremu 5.5.

f
E.
 &a < {A,8) =€ >
£5TE) ! i = ! ) g -
- s = - - - -~
Ky = mFLIBR =K., 20, fer Je zboo 5.9.3 1 (35.38)




o

::{}'

P TRy 207 "By Yk =
(3.76) ¢ . _ _a o . oAy 0
C Gk T RN P TR YR 2

ca prema posledici (5.4) sledi (35.73).
My i n, su odredjeni sa (5.69).
Razlika donijih granica posmatranih intervala je

'sz+l(s) mk+1szk(s)—n1}c > 5zk+1+sk(5zk+l—czk} +

+ {1+sk)Fk+l(B,A}+s

KPk+1%k+1 ~ (1+s, ) F(B,A) -
| | | k' “k
- skhkwkfi-q ’  jer-3e zbog 5.5.2 b)
5zk+1+sk{6zk+1fazk)+(1+sk}F£(B,A)+skAk+lwk+1 1_-(1+sk)-
0 Ak 2 0
Iz 5.5. 2.¢), (5.75) i (5.76)  sledi da je razlika gornjih
granica negativna.
.IV za teoremu 5.7

Prema (5.67) i (5.64) Je

-e

N S — -
P T TR 2 20 8 TRy B2 0

'\ .o - |
{qk = =By 2,20 x+1 21

(5.77)

|
- w

pa prema posledici (5.5) imamo

‘{92§_~RR{A,B) = Cpax 2 0
(5.78% . . . _ .
o ky £ =Ry (B) = Kpay 2 0
i n,

m k’_Su odredieni sa (5.70). Na slidan nadin kao i u pre-

k =
thodnim teoremama iz (5.77), (5.?8) i uslova 5.7.3 sledi
Izk+l_£ Izk.

U sluéaju kada su operatori A, 1By komutativni sa
cperatorom T , primenom teorema 5.2, 5.4, 5.6 i 5.8 moZemo
odrediti invarijantne intervale za operateor T  odredjen sa

9: uz ned+c oslabliene usleove. No, tada nemcZermo tvrdéitid

[

(5.

- - - —— - n 2 e " - - - . ' 1 T PR . ) ——
2 > madorira“ude funkcite za e. 1 x. vezitivre, pa zbkoc
-

- - -
-

i
i
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toga nemcZemc dobiti da je Iz, ., C Iz, . No, ukoliko se iz

nekih uslova (npr. £ >0, niz lteracija rastucdi) moZe tvrdi-

X > 0, odnosno za teoremu

, tada moZemc primeniti teoremu

ti da Je za teoremu 5.2, T

5.4 da je £, >0 i fg >
k+1

cdobiti z2ko e f£ < 0, fk < 0 a za teoremu 5.8 ako je

rp, <0 ir < 0. PoSto se Iy, I . £, 1 &, rafunaju direk-

> G.i r

£.% i tvrditi da je 1z,

Iy © A

Izk. '72a teoremu 5.6 to moZemo

tno u toku iterativnbg'postupka. navedeni uslovi se mogu pro-
veravati.

Uslov 5.9.2 Jje prlrodan i prcist;&e iz osabina odgo-
| varajudeg stacionarnog n;za. Naime, akc je za Sy i Sk

Sk(ﬂxk-l-.x < ka < S (ka y - ﬁx )

onda je zbog monotonosti i linearnosti operatora T i Téx, 4y =
=Sxk | | | . “
(5.79) o (ka-éx ) < ka+1 < S (6x -5xk¥1)

Xod nas se ovo ne mo¥e primeniti jer se niz x_ formira u

zavisnosti od niza z. . Uzima se naime, da je x 0%k * Pr1

k

pomeranju indeksa od k na k+1 _formlramo novi niz x_ sa

pocetnim elementcm izk;l.'”Zbog toga odnos Texy.q = 8%
vaii. Uslov 5.9.2 =zahteva da tako izazvana pomeranja ne pore-

mete;néjeﬁnakost (5.79). Uslbv 5.9.3'ne_pretstavlja veliko

- ne

ogranifenje. On ustvari zahteva da ogranitenje za o, sa
donje strane bude necativno a sa gornje pozitivno. To se po-
tile izborcm operatora Ak i Bk" Primenom navedenih teorema
Gobijamo sledede: | ' |

_1..Kon5trukcijom invarijantncg intervala za operator
T  omogucena je primeha nekih teotema_o nepckretndj-taéki. Mi
femo u daljem koristiti Eruwerovu i Schauderovu teoremu. Ta-
ko se dobija e921stenc13a reZenja jednaélne 5. 1 bez ek5p11c1—i
tncg zahteva kontrakcije. -

2. Svaki interval Izk daje apoStoriornu ocenﬁ greske,
Tva ocena se menja od koraxa do koraka i poboljSava sve dotle
dok smo u moguénosti da tvrdimo da je Iz, , € Iz, . Ako sa
Yoy ozna®imo doniju g*anlcu intervala Izk sa Vgp gcerniu
granicu, vaii ocena




) < x* =

1 1 . Py -
-3 Wox™ex! < 5 Vo lox) = 3 WVox Yok’

U slugaju da B poseduje normalan konus K wvaZi ocena po nor-
mi

i _ 1 I N{EX)n - !
ix* §{V0k+uok}”_i-'2 4 Yok uokL

N(x) konstanta koja zavisi od konusa k.

, gde je

3. Formiranje intervala-lzk_ predstavlja ubrzanje ite-
rativnog postupka. Naime, ako je u pitanju rastuéi niz iteraci-
ja i éko je uck > 2y postupak se ubrzava kada se za izracuna-
- vanje sledede iteracije umesto =z, uzme elemenat Uak® To Ce
biti u sluéaju kada je

Sk Pz';-kmax
max odredjeni ufsvakej teoremi prema (5.68)
' za monotono opadajuéi niz se uzima gornja granica in-

tervala kao poéetni'elemghat_;a slede€i interativni korak, ako

gde su pz.i k

Sk PZ ;-emax

4. svako odredjivanie novog intervala predstavlja ubr-
~ zanje u odnosu na prethodni, ako je
Iz, E_Izk E Tadalje 

< v

Uok < Yok+1 = °°° = Vok+l = "ok '

. 3to predstavlja jedan dvostrani iterativni'postupak_za prihe
liZno odredjivanje resenja ‘jednacine 5.1. |




'
(2
L

i6. Cdredjivanije invarijantneg intervala

za negativan linearan  ccerator

U ovom paragrafu se posmatra jecdnaféina

(6.1) x=Tx + £ feB sa

linearnim i nenegativnim operatorom T.
u 2| dje za reéavanje-jednaéine (6.1) u R"” kori¥den
iterativni postupak "

(6.2) x_=Tx _, +f (n=1,2,3,.. ili n=2,3,..)

(n poZinje od 1 ili od 2 tako da se obezbedi da se iteracije
‘sa parnim indeksom pribliiavaju resenju sa gornje strane).

: | Pri tome su postavljeni uslovi na-niz.(4.2) iz ko-
jik sledi egziSténcija invarijantnog intervala za operator T~

T£ =T x+ £ ,

Time 3e postignuto ubrzanje iterativnog postupka (teorema 2.6)
Ovie se za resavanje jednacine {6.1) Xoristi nestacionaran

iterativni pcstupax.

‘6.

L)

} En - Tnzn"'l - f {'31:1,2,3,--' lli n=2;3; . s & }

T:x =Tx +¢c_ . , P € B , (zo,z € B)

- M

1

U teoremama kcje slede postavljaju se uslovi na tri uzastorpna
&lana niza (6.2) iz kojih sledi egzistencija invarijantnog
intervala za operator T~ . Pri tome se kao i u §5 koriste po-
20 1

moéni operatori Ak'i'Bk. Lema 6.1 cbuhvata rezultate
koristi ideju dokaza koji je tamo dat. Sto se tife niza z
ne moZe se tvrditi da on kenvergira ka x*, all se moZe za
svako k fiksirano navednir uslovima, odrediti okolina tacke

x* koijoj pripadé

z,- Takodje se mole cdrediti talka iz te
okoline koja predstavlija boclju aproksimaciiu za x* od Zy - Di-
jametar okoline zavisi od operatora Ay i Ek , 1 moZemo ca uli-

L

niti teliko maliim , koliko snmo w mecoingesti da dobre odredim




operatore A, i B, . Od toga naravno zavisi i celisnodrnecst na-

vedenog postupka.

Lema €.1

Neka je data jednacdina (6.1) u B. Neka je T negativan
linearan operator i neka za neko J u nizu (6.2) postoji
P;r 94 e B, (i=j-1, j) tako da vaii

{6.4) | Py £ X5 29y (i=3~1, 3) 1
f + .
Py 2 8393 T %59
. | . S. p. + p. S
BT t 93 = ®5 P31 7 P35 5y
gde je

[ 8%y T Xgy T X5 (3=1,2,... )

$X2141 T X21 T *2441 (1=1,2, ...)
a 5518, su realni brojevi i
(6.7) 0 < s, g S,

3

Tada za 3j=2k operator T~ preslikava interval Ixj(-S,O,-s,O)
u samog sebe, a za j=2k+1 operator T~ preslikava interval

'3 .

Ixj(s,O,S,O) u samog sebe.

Dokaz.

‘Neka je j=2k. Iz (6.4) 1 (6.5) sledi

(6.8)  s. §x.

+ 8. §X. < 6X. < S, 8X. . + S. &X.
SR he TS B | | ’

pa je




Vv = X. - S$.48X.
3

- o 1
Zbog (6.7} 3e u, < v, pa imamo
o =M1 2V Y%
'za proizvoljno s € Euo, vai vaZi

u, =Tv, + £ < Ts + f_i_TuO + £ =v

1 1

Daklé; operator T*'ostavlja invarijantnim intérval
Ix.{(~S,0,-s,0) | | |
J | : |
Sli¢no se dokazuje i tvrdjenje za j=2k+l, uzimaniem
u obzir (6.6) i (6.8). |

™ - e -4 -
rog8.edioea ..

| Veli&ine P; i a,. (i=1,2 ) odrediene u lemi 5.1 su
nenegativne. | | |

Teervems £,

Neka je u B definisan linearan negativan operator T.
Neka za neko k>2 u nizu (6.3) vaZi:

€.1.1 (T*Ak)uk < Tnuk

U T (Zpear Zpey T BBz o)

¢.1.2 Postoje gyr Gy € R takvi da je

< {T+Bk}uk (n =k, k-1)

D <« o < G
- Tk ="K
a za x = 23
Flmi™ Y e ' - - - . ‘ .
W1=-G. jiz, - 3 Z 3 A+ F +G. B. Yw., 1 B) + 0. 2 A
K k “k k-1 — ( X "K'k K'x" Kk x ‘e k k( rB)
L ,

] . -— iy f 1 -~ - 1: u I:r . .

G vhﬂ_l (1 gk}vzk _::' ".Bk*g‘*—r{*\.ﬁ I‘pk,“'( e _,k \.AIE} - gk'F(A!EJ ,




W T Zx-1 T BytBLizy o
b) 2za k = 2i+1
(;—Gk)izk-gkizk_l > (Bk+gkkk+GkAk}zk_2 + 2 (A,B) + G A,B

Gkézk_l-(l-gk)ézk > (gk+gkﬁk+GkBk)zk_2 + ¢y (A,B) +
-+ gk;ﬁ(A,B)' » gde su-_¢k i ¢£ odredjeni sa (5.11)
a §z, sa (6.6).

k |
Tada u slufaju k=2i, operator T” preslikava interval

_Ixz_(-s,o,-g,d) u samog sebe a u sludaju k=2i+l opera-

tor T~ preslikava interval ‘Ix, (s,0,5,0) u samog sebe. Pri
tome Je s, = Sy ”Sz'='Gk,- X odredjeno sa (6.2) za

*o T k-2 * |

L Daka#a

Odredidemo veliZine P;r 9y (i=1.2} ) koje zadovo-
ljavaju (6.4) za xi  formiranoc na navedeni na&in. Uvedimo

oznake
- izn * Tetn-2%Zp-1 ¥ & 2, = zk_z - (n=1,2)
ly n,, \2n,_ .n-1 .. ' _ -
(6.0 fln = (T+Fi) (Ak) -(Bk)?' )ln_1 +.f ’ lo_ 2.5 (n=1,2,)
| _ _ayh n-1,_ ,2n _ _
{xn'= Txn-l +_f. ' | R= 25 (n=1,2,)
o o _ B | | |
Prema 6.1.1 je
(6.10) -.11 L2,y
-Pokaiimo_da-je
{5.11] | 12-3_;2 > Y, |
}1.= Tz + f.+pk;1 T Pyel -'_Akzo 2w .(;bog 6.1.1)
Wy £ %, Jer Je x(Ak+Bk)z i_p_ |
I, 2Tl +Bw, o+ £ 3Tl wa % £ 5T wi |+ £ =3

{
l
k
5
I
ond
¥
i
b
et
4
P
¢
F
[




s Tz -Akw +£f > Tz -Akz

Uvedime.oZnake

I

(-1)

(-1)

sy

(6.12)

Zamenom dfugé‘dvé jedhakb#ti

(6.13) {4 . . _
: t X_. Zn-

0
a.>
;1f

z_ 4+ (fl)#fl

+ (-1)7

_o'l' i-ilo

k o" Thk z -
AkT-Eﬁ'- TB

_SIedi"

?2_?

—-—

(6.14)
-+

[
g _
! Fz

Iz (6.1.1

- T z<
(6.15); = o e
1~.T3 %o .Tk-l-

.'(.

HE'

zamenom  (6.15) u (6.14)
o { 3212_?R{A;B).
(6.16) “

i .

2' "AIB) -

Iz (6 13) i (6 12)

. &

¥'¢

o e
B ...Bk“,k ERei

(6.l7};';2
I
. Za k=21

"ok 2 x

uzimamo ﬂ#ljg_nkf?k

n-
(1)1

-1)"

Pn

'Zbogﬂ

+Bu

< z. +

>

(T-A-k) Yl"'f = Y2

k

n (n=1,2)

e

1
- n

{n=1,2)

n (n=1.,2}
b, (n=1,2)
(6.12) u prve dve dobijamo

_aﬁ,4'{;;>n (nél;z)

4 (-1)“'1 e, (n=1,2)

n.
(6. 11) 1 (6. -10)
+ B—-f

Bkhk z
AkBk za + Ak £

< Zp - E A

'(H=Ak,jag)_

'k k

dobljama da je

dobljama.

Uy -
2 * o BB T

=17 BB o




Iz (6.17) i (6.6) sledi da p, 1 g5 (i=1,2 ) odrecjeni sa

[Py = 8% T ANk
| Py = 8z, m A vy - 14 (A,B)
(6.18) _ . p
qz - azk + Bkuk + - k(A;B)

LGy T 8Zply f By Yy

()

zadoveljavaju nejednakosti (6.4 za 3=2 i xj odredjeno sa
(6.9). | | | |
rPokaiimo da veliéine_tﬁ.la) zadovoljavaju nejednaxe-
st (6.6]“za 52 = Gk' 54 = Gy . Iz 6.1.2 a) za Uy = wk do-
bijamo: | |

azk-Akuk f ¢k}A,B)-i gk(ﬁzk_1+Bkuk}+Gk(6zk+Bkuk)+~¢£{A.B)
iz 6.1.2 b) sledi
dz, +B u, + =&(A,B? g_Gk(ézk_l-hkuk)+gk(62kfhkukf ;k(A;B)}.

_;Primenom leme 6.1. sledi tvrdjenje, za k=2i+1 uzimamo U =2y

pa uzimajuéi u obzir 1(6.17}. (6.6) i 6.1.2 dobijamo da ve-
liZine o |
(

Py = 9%p1 7 Byl

% gy = 8zt AUy

L dp = 82yt AUy Hog (BB

zadovoljavaju (6.4) ; (6.5) za 3=2 , i 8§, = Gy s ?2 = Gy -

Prema lemi 6.1 sledi tvrdjenje:

- Ppeleldica €.2

- Neka vaZi uslov 6.1.1. teoremeiﬁ.l sa A,n, 2 0 1

B.u, > 0 , gde je za k%Zi

Zx=2

. = z. .-(A.+B )z A za k=2i+l1 u, =

) = Fpay” (B¥B )z o 2 ; X

Taja Se x (A#,B) > G i -2 (B,B} > 0
x — L -




- .
RS i

Posledica 6.1 daje Py > 0 odnosno

A =21 3
€24 -Ak x > 0 - a k=21 Je

z, Z z_l_ﬂ}_zD > zl-(Ak-i-Bk)z.0 jer je (A, +B, )z > 0
préma 6.1;1.'2bog monotohésti operatora Ak i Bk iz (5.11)

sledi tvrdjenije Za k=2_i+1,_p1 > 0 daje

k.zo >0 1  Ekzl >0 -
1z  6f1‘1' sledi --pk- i Ak 120 pa se Prema (5 11) do--'
~bija tvrdjenje. I

:Kadé su'bperatori Ak i B komutativni sa operatorom 1r
moie. se donekle 0$labltl uslov 6 1.2 tecreme 6. 1._

Teoremg F.°

Neka su operatori-Ak i'Bilukomutativnifsa T,_Tgﬁrema_

6.1, ?aii_éko'se *y Zameni sa ‘e 8 ¢£ sa ¢'k;'pri Ze-
mu osu i, 14 od-edjenl sa (5.13) . - |
Zomas

Dokazuje se isto kao prethcdna teorema s tim Eto se
koriste maﬁorahlje a |

[ . |
| | - - e i_,k(A,B)_
(6.20) |

rad
A

2 ¢ (A,B)

Sada  3e naime,

¢ L -_— -— - o
%2 "3k T %o BkAk %0 + B, f
f6.21) o T -

Prema 6.1.1 je-
(6.22) T, - £-Bu <T3Z 5f§1'~ £+ A,

Zamenom (6.22) u (6.21) dobijamo (6.20)

L]




~ecremn &

- ) e o L | L=

Neka je u B definisan linearan 1 negativan operator
T. Neka za neko K > 2 u nizu (6.4) vazi:

6.3.1 {T+Ak)uk < Tnuk i_aT-Bk)uk, {n=k,k~1}

My = 2y 5 v 2y = (Bp*Blz, o)

6.3.2 Postoije realni brojevi Sy iG takvi da 3je

k
0 <« gy < Gk i

a) za k = 2i
(I—Gk)§zk-gkagk_1_i (A +G, B, +g, B, ) (2, = (A, +B, )2, o) +
+ 4. (B,A) Gk;k(B,Aj

Gézy_; —(1l-gpléz, > - (B +qkAk+GkAk)(zk -7 BB ) 2 o)

- ¢k(B,A) - g, ¢7(B,R)
- b) za k = 21+1
(i-G }-zk S 82y 1 > ~ (A, +g9, By +Gk k)uk = ¢y (B,A)-Gy &, (B,A)
(1-g, )82, -G, 82, _, < (B +G,A +q A )u +g, ¢ 7 (B,A)+ ¢ (B,A) ,

gde su ¢, i ¢ odredjeni'sa (5.11)

Tada za k=2i oPerator T” ostavlja invarijantan interval

Ixzt-s,o,-s,D) , sz"gk, 52-Gk r @ 2a k= 23+1 interval

132(5;0,8,0) ;'52=gk, 5=Gy «

1

LY
)
£
™

‘Neka su 'En':i Eﬁ odredjeni sa (6.9) 1

_ _,in-1 2-n n-1, T |
Iy = T+ a)TREOTOL 4, 1=z, (0=1,2)
n n-1,_ ,2- | ) |
Vo = ATHEL TR T (B Nyt s Y=z, o (n=1,2)
Tacda je prema £.3.1
1) 22; =¥y
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Yy = Ty = By T ey < -(BY) T

1 3_(T-Bk)_z1 + £ >T zl + ooy f = z, ., Jer Je

k B2 B[ 7 mB) 2] 2 0y

Slino kao i pzprethodnoj téoremi pokazuie se da'jé
o = - |
2) * By <X £ 2y - Ay

{6.23) } = . .. o L= |
z, # ¢k(FrA) < Xy 1_22 4, (B,A)

Pa za k=21 uzimamo w.= z, ) (Ak+Bszk 5

g

g
et -
)

= az e Aku
9 “'521 - Bkuk

(6.24) | p, =62, = ¢, (B,A)-Bu,

522 +"¢k(B'A).+ Akuk

'.J._

0
-
"

Veliéine (6.24) .zadovoljévaju nejednakésti (6.4) za j=2, a
takodje i nejednakosti {6 5) za s —gk, 82 3 Sto sledi iz
6.3.2. | o

o U'sluéajﬁ_ k-21+1 uzimamo za' uk-zk - pa prema (6. 23)
i (6.6) zakljuéujemo da su nejednakosti (6.4) i (6. 5) zado-
voljene ako se uzme da je

f = > - " z .
| Py _5z1 + By 2

(6.25)

| v - ;
Primenom leme 6.1 sledi tvrdjenje.




Mecrerma £.4

Neka su operatori Ak i Bk komutativni sa T. Teo-
rema 6.3 vaZi ako se 9o, zameni sa ¢

gde su ¢ K i ¢y odredjeni sa (5.13).

-

. 2 oy 82 Sp

Dokaz.

Dokazuje se kao teorema 6.3 s tim 3to je
e, < = ¢ (B, A)

Posledica E 3

Neka je zadovoljen uslov e3.1 teoreme 6. 3 sa Ayu, 2 0,

"U'navedenim tebremama'su odredjeni invarijantni inter-
vali za operator T, Granice intervala su izraZene u funkciji
od xn; a xn' neznamo. Koristedi veze izmediju nizova z, 1
X, odrediéemo Siri interval koji u ‘sebi sadrii taj nadjeni
'-interval Neka je primenom neke od teorema iz § 6. odredjen
"interval Ix (u o,v,0). Pokazademn da je

(6.26) Ixztu,o,v,ﬂ)”glizk ( U,m,v,n) R gde'je

.za k%213
| '{ i Emaﬁ+Uk(kmax *an)
(6.27) |

nk_= kmax - vk(emax + Pk)

za k =24 + 1

B {mk ~emax * U "Kpax~Pi)
{6.28) | . P
| Ny = Kpax F Vi Cnax 7 agl)
gde je U, =u,, k-vz r Kooy i e'ax su odredjeni sa (5.68),
a pk i Pk sa (5.67) Za sve Eetiri teoreme vaii.
L - 9y L ¥y 5237 Py

zZ. - & e N < 7o * k.
2 mEN — 2 == 2 TaN
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za k=21 je U <0 1V, <O (lema 6.1), pa je

X,tUp 8%, 2 zk_emax+Uk(62k+kmax+qk) sz(U) + m

Xyt 8%, < zk+kmax+vktazk-emax-pk) = sz(V) + n

k
sz je odredjeno sa (5.5) a n, im sa {(6.27). Time je po-

kazano da u ovom sliZaju vaZi (6.26).

za J=2k+1

Sada je U, >0 1 VWV

x2+vk6x2 < sz(V]+nk |
x2+Uka2 > G_zk(U)-i-mk 4, gde je,mk i n, eredje-
no sa (6.28). . 3 .

Teorema 6.8

6.5.1 Pretpostavimo da su primenom teorema 5.1 ili

5.3 odredjeni intervali Iz, 1 Iz,,,

6.5.2. Neka je pri tome

I = 9k+1 ' Sk 2 Ck+1
6.5.3. P{ >0, g 20, (i=k,k+1) , gde sa p] i q£

odredjeni sa (5.67). Tada je

(6.29) - Iz C Iz

k+1 X

Deokazs.

Pokazademo samo tvrdjenje za teoremu 6.1 jer se na

sli®an nadin pokazuie i za teoremu 6.3. Prema (6.18) i (6.19)
- Je za k=21

da

Il
o
N3

N

k=1 ~ Py = A% 20 Py T Bryy 2y
R

(6.30)

13
]
-

P ma —

kuk i_O , A

e+ x+1 Zk-1




oite to vaii i za k+l, imamo da Je AL Ty 4 1 ¢,

Prema posledici (6.2) Ze

!r - = = 1 :
(6.31)

i PR ¢ ) =

t *k‘A’B’ e‘ > 0

Da 3je razlikes donjih granica intervaia 1z .4 i Izk pozitivna
siedi iz (6.31), (6.30), 6.5.2 i 6.1.2 b)

2, G 62

R L e A A S 1)t

+ Gpppc? My sy~ = "8Zpp (379kyy) F Gk 02y =

(A,B}- (A,B)+3,

Sk+1 Sy (Fx+1 k+1 Zk+1

+ G (s (B BB ) 2 Gy 82y =82y (179 ) =

+ Gk(¢ >0 , Jer je prema £§.1.2. b) za k+l=231i+l

By uy )

G {A:B))-‘Fk_i_l (AEB)

w182 370 010 820 17Tk 41 Bra1 P11

> A%kt CkarBrarZkel 2O

Za gornje granice je prema (6.30),(6.31), 6.5.2 1 6.1.2 b)

{1-G )&z -

-G k+1

02y + 0 T2y k+1°%k+1 " Px+1 =

X% k+1

- gk+lézk*Gk+1¢k+l{A'B)—Gk+1ﬁkflzk-1- ¢k+1(A’B) +
+ 6 (A,B)+Gy ( ¢ (A,B)+A u,) 2 0 . Time smo dobili relaci-

ju (6.29) .

analogno se pbkazuje'tvrdjenje z2a k=2i+} prema 6.1.2. a).

Teorema 6.5 Se ne moie primeniti na intervale odre-
diene teoremama 6.2 i 6.4, Jjer iz datih uslova ne sledi da
su majcracije za e, ik, sozitivne, Rko se to moZe tvrditi, on-
dz uelovi 6.5.2 1 6.5.3 daju (6.29)

.
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. Kada Je A, =B k*O tvrdienie 6.1 1 6.2 e
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" moZemo naéi u |31} i I30\ U |30] je taj problem razmatran de-

-~ BQ =

§7. Ubrzanje nestacionarnih iterativnih
postupaka u sluZaju kad je poznata jedna sopstvena
vrednost i odgovarajuéi sopstveni elemenat

12 je prikazana jedna mogucnost ubrzanja stacionar-
nih iterativaih postupaka i ocene . gredke u R u slu€aju ka-
da je poznata jedna pozitivna sopstvena vrednost i odgovaraju—
éi nenegativan sopstveni elemenat datog 0peratora. Egzistenc1-

- Ja takve sopstvene. vrednosti i sopstvenoa elementa za nerazlo-

Zive nenegativne matrice sledi iz teoreme Perrmna - Frobeniusa

. Uopétenja te teoreme za pozitlvne linearne oPeratore

taljno i dati su primeri 0peratora sa navedenim osobinama._Po—;

gto je za takve operatore greéka‘  En = X f'x* (xn odredjeno

sa (5.2)) za dO?OljnO vellko n proporclonalna razlikama

*n-= *p T *p-1

- a takodje i sopstvenqm vektoru _'ﬁj kdmé cdgovara najveéa'po#'

zmtlvna sopstvena vrednost - g ,.Albrecht 12| tr321 invarijan -
tan 1nterval za operator T~ u obliku-1,

(7.1) '_ | Ixﬁ =_Lx -+ Q '-n + D q}._. gde su

dn"Dn konstante koje treba odrediti Teoreme 2.7 'i"2'8

sadrie ove rezultate. ‘Teorema 2. 12 | uopétava odgovarajuée tv?"

‘rédjenje  teoreme 2.7 na 1inearne 9021t1vne operatore.

' Da b1 formullsall odgovarajuée teoreme za ‘nestaciona-
ran 1terativn1 niz uvadlmo kao i u 55 i 56 pomoéne opera -
tore. Tako dobljamo uopétenga teorema 2. 7 i 2.8, odnosno 2.12.

U teoremama ovog paragrafa se pretpostavlja da je poz-

nata sopstvena vrednost p 1 odgcvarajuél soPstveni elemenat
2 ’ operatora T |

(7.2)  Ta=3a

pri Zemu je O <p <1 a a > 0 .




m-hl,--_hnn-ylﬁ - -
- L S e - .

Neka je v B definisan linearan i pozitivan oOperator
T. Neka u nizu (6.3) za neko k > 1 postoje poziti. ni 1li-
nearni operatori Ak i Bk takvi da Je

7.1.1 (T :‘Ak]z.k-l 2 TZe ., 2 {(TxB )z, _4

111'2 (5Zk > = Akzk_l

7.1.3 Iy i Qk su nenegativni realni brojevi kdji zadovolja-
vaju nejednakost

G T PpZpy 82 < Qpo 3 Bz,
Tada operator T~ ostavlja invarijantnim’interval

| | . : o o
{7.3) .'Ik(q,Q) = [xl_f Py qku .{ 3} + T:E- Qkal , ade Jje

X, = Exo f-f_. Xy = Zyoy ¢ 2 ® ie zadovolgavaju
(7.2)

Decxaz.

sz *'Akzk—l < le é X=X, < sz i.Bkzk-l

Prema 7.1.3.

I L 82 + Rz X 8%p 2 82y = By 2 G

a prema 7.1.2 je éxl > 0 , pa'pfimenpm teoreme 2.12 sledi

tvrdjenje.

Tecorema 7.8

o  Neka su zadovoljene pretpostavke prethodne teoreme s
tim $to u uslovima 7.1.2 i 7.1.3 operatori Ay i B, =zamene

mesta, a éz2

X se definige sa

-}
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Dokazuje se na slican nac¢in kao prethcdna teorema., U
1 2] se pokazuje da teorema 2.8 wvaZi i za monctonc opadajudi
niz'iteraéija, s tim 8to se interval zameni sa Ik{-Q,-q)_.
Zahtev © egzistenciji o sa 0 < o < 1, svodl se za
neke klase operatora na kontrakciju, !31! ,{30!. Teoreme 7.1
1 7.2 u tom sluééju daju poéetne elemente za konstrukeciju
- dvostranog lterativnog postupka..ZbOg toga femo detaljnije raz-
motriti slucaj ol < 1. U daljem <emo izostaviti indeks
k kod operatora Ay iiﬁk. Pretpostavicemo da je k <fiksira-
Jqio tecremom 7.1 ili 7.2. Posmatrademo nizove: |

f Vo.n - Tnvz ﬁ-l +:f  '(n%1,2,...)_,_Tnx = Tx.+ P
'uz;n:é.Tnuz n?lJ* £".f {n=1,2,...) ’ Tﬁx =T, +;£
o éx,n-=.¢¢x'n_1,+ £ tn=;;1,,..);
7.5y ] ux.n-#'T?k;nfi_+.f o jﬁ=i;2,.;f)
| Vs,h.# (Tﬁh)vs;n-i +-£ {hélyz,.;.)
us;n'= (T-A)u;in-i-+f"(n=1;2,...)
. Vy.n = (T+B)vé'n_i.+f (n=1,2,...)
'uy'# = (T+B}us'n'i ff_‘(nél,z,.;.) ' gée je
J_v = z k+Azk_ + T%E_Qk 5 ’ :vx,o'= vs,0=vy,o=v2,o
7.6) iuz,o=zk_sz 7.1-p » Yx,0 Ys,0 Yv,0 “z,0

Ako je T p021t1van linearan operator kcmutatlvan sa A, B, in-

dukcijom se moZe pokazati 1673 (e; E se zameni sa A, a ¢,E
sa B), da je - | |
| ] j=n .
S _ n T n-1+i b -
ey ey g nil 8 L T ey gy @)
| i b, s=bg = E (=A) jin ( nfi ) lex pas s (D=U,V)
£ rJ n=1 i=0 rJ
Dalie Jje
p+i s
7.8) T, =} sv. .+ 7Tl (v -f), cde je




5vx,k N vx,k - vx,k-l

Zamenom (7.8) 1 (7.7) 1 pre;askom na normu, pod uslovom da Jje
Al 4+ J| Tl <1 , dobijamo kao u |67]

} J

.9) -v. Ll — . sy =f1 ) .
. r _]_-_"‘ (L+J}J -J l"'JJ ] + L2 (L+J)j:1 + Lj-—l Ifﬁv H +
"1 -1-23 1-3 1 -1 13-, Xl
+ J g .Jnfl “'V;_ﬁ x” 4+ gde Je
. n=1l 78 n
'HlTH <L , I8}l <3 , I+L <1
Poéto je Ve ,p V.0  a' §v, x,1 < vz,l + A2, _, desnu stra-
nu nejednakosti (? 9) mo¥emo izraﬁunati . Nejednakost (7.9)

vaZi kada se v zameni sa -u . Procene za || v i

| x,j-vs,j
R k.J ' ,j“: dobijaju'se takodjg PO navedenom postupku, s

‘tim 3to se pretpostavi da je [[All =8 , S+L < 1 . Tada za oce-
nu prve velléine_treba u (7.9) zameniti J sa S8 , a za drugﬁ po~

red toga i .v sa u .

Tecorema 7.9

| Neka je B parcijalﬁo utEdjen normalnim kenusom K 1
eka je prlmenom teoreme 7.1 odredjen interval (7.3). Ako for-

mirame nizove Von i U, n ‘prema (7 5) 1 ako je
(Tfa)x'i.rnj*.i (T+B) x "x_i-vo,z .
(T*A)x ﬂ-T'x < ,(T'i‘B)x e X 21 ’
— — _ —_— O;Z

pri cemu je L+J < 1 i L+S < 1, tada nizovi vz,n?' uz,n

aprok51m1raju dvostrani iterativni postupak Ve n i U, 22
r r .

reSavanje jednaline (6.1). Za £ 2> 0 va¥i ocena

(7,100 [l xr - 22y BB 1) — qgpeq) Yl 4
- | 2 | 2 1-5 |
ML i, + ugll o, ode ge

2




[ ]

= max (v -y L) (v - ) a
v ~ v, d Tx,30 " T x,3 s,
v = max o {u .-, ) ., {u, .-u. )]
i - Y,d #yJ Xed 5.3 ¢

NiK) Je konstanta koja zavisi od konusa.

-~ -
L..--':'\A.-‘-Jl

B

Kac u | 63| se pokazuje da je

re <
7.11) Com*-(v_ L+u_ L3 /20 < N x*e{v_ +u_ )/2 (] +
: ‘ zrj IJ / J‘ x',:l- XFJ H
-1 : T -1 ' 3 S '
+ 2 “lw LHu Le=v_oL.=u_ il < 27 NMHKILY v, _~u +
" Ux,3 X3 2.3 ZIJL:—' . N (K) X, 0 X:O[{
-1 ' 1 ] ; ""‘1. [ .
+ 2 iy ey b+ 2 "Hu, os~ul L . Iz {7.11) i
' XD zrj” ‘ Xy J Z,J"
-M <y, =V . < M.
vo—- :{;3 z;j - V -
-M < L.o=u_ L. o< M | zbog normalnosti konusa
a = “x,3 z,i - Tu ' e | ‘
dcrifamo (7.10}). | |
¥aca je operator T wu (6.1) linearan i negativan i za
0 < £ < i ryposteii nenegativan sopstveni elemenat = , tJ.
t7.12) T a = - pa

Modemc dobiti ubrzanje pestupka 6.3 prema teoremi 7.4.

- - =
Tagorema 7.4

11

Neka pored navedenih pretpostavki vezanih za (7.12) za

nexs X > 1 u nizu (6.3) postoje linearni pozitivni operato-
ri &, 1 E. take da Je. | -
- . R e R - ek
- = l [, -'-r';.-..: g L:-:—l ‘::- *kzk-—l i (TIB} zk-1

VLA a a za x=21

fz. v E oz, , tz, Je odrecdlento sa (6.6)

“ K—4 4 _ |
. - = i - o - L -~y -'-i- pu .
S S T S YL s S
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I

b) za k=2i+1
¢z, > A2y,
qka + Akzk—l < Ezk < Qka.+ Bkzk-l

gde su G i Qk realni nenegativni brojevi.

Tada operator T~ ostavlja invarijantnim interval

) _
() + 8 0y % +Dpa j v X =T 4 7 £

Pri tome je

Q. —o4g g, " rQ
za k=24, q = -o— £, b =0 k&
| 1=-p 1=p
_ ' qk“QQk Qk—f:‘qk
za k=?1+1_. dk =p l——;—f— ’ Dk = . -pz

Doekaz.

' Dokaz je sliZan dokazu teoreme 7.1. Proveravaju se us-
lovi teoreme 2.8, jer prema |2| ona vaZi i za linearne nega-
tivne operatore. |

Primedba 7.1

| U specijalnom slucaju kada je Ak = Bk = (0 umesto T
posmatramo operator (E-V)-IT a f se zameni sa (E-V) °

tecorema 7.1 se svodi na teoremu 2.12. Teorema 7.4 se za A =B, =

F
- f

svodi na odgovarajuéi deo tvrdjenja teoreme 2.8 .

Primedba 7.2

‘Ako je Ak ='Bk_= ¢E, ¢ realan pozitivaﬁ broj, opera -
tor Tie¢E ima sopstvenu vrecdnost p 2 € a odgovarajucéi sop-
stveni elemenat je a . Ako je 0 < p + ¢ <1 tada se uz ne-
Znatno izmenjene pretpostavke teorema 7.1, 7.2 i 7.4 moZe do-
biti egzistencija feéénja*i ocena grefke za jednafinu

x = (T teB)x + £ (1671).




CETVRTI DEO

PRIMENE REZULTATA TRECEG DELA NA REZAVANJE
ODREDJENIH KLASA OPERATORSKIH JELNACINA

L

. b ovom delu je prlkazana prlmena teorema iz tredec
dela na prlbliino resavanje s;stema linearnih i integralnih je-
dnaina. | o | |

U §8 je prlkazana primena na re3avanje sistema line-
arnlh jednaélna sa matricom &iji su koeficijenti dati sa izve-

- snom greékon. Do takvih sistema se dola21 u sluéajevima kad su

koef1c1jent1 matrlce perlodiénl decimalni ili iracionalni bro-

jevi, pri numeriékom reéavanju 0peratorsk1h jednaélna kada su

prisutne greéke prlmenjene metode i greske zaokrugljlvanja.f
kada su koeflcljenti matrice odred]enl merenjem ( geodezija, 
tennlka, fizika ) ,'zboq dczvoljene telerancije mera u tehnici
i sl. Primers takvih sistema moZemo naéi u 291,i32|,5451,!13;,
?01,1581,|4[ . Posmatra se 1 greska zaokrugljivanja brojeva
alterac1je} u sluéaju kad su koef;c;:enti matrice oaredjenl
tadno ili prlbllzno.-Tl problem1 su razmatrani u [751,E12|,:
'71*-158,,559|,,4a. DDbljenl rezultat (teoreme 8.1 i 8.2) su
bliski rezultatima dobljenlm u ¥58,,"4‘; Tvrdjenia u | 4] obu-
hvataju giru klasu matrica od onih datih u teoremama 8.1, 8.2 .

- No, za monotone matrice teorema 8.1 daje konstrukc13u pofet-
~-riih elemanata,.(u |4[ se pxetpastavlja_ egzistenc¢ja) za dvo-

strani iterativni postupak . Iteracije se izvode samo sa jed-

_nim'cpératorom za'razliku od 141'gde se koriste dve razlilite

matrice. U sluéaju nep021t1vne matrlce dvostranl postupak se
formira sam po sebi (alte*natlvne 1teraC1je) ali primena rezul-

tata - §6. omﬂguéava ubrzande takvog postupka u prec1"nlju

.~ ocenu gredke.




(1

U 9 se posmatraju linearne integraine jecnaline sa
nenegativnim i nepozitivnim jezgrem. O njihcved gprimeni sme
govorili u srecdem delu ovog rada. Na nestacionaran iterativni
postupak opisan u £4 prikazana Je primena teorema :I. Prika-
zana je i primena na numericko redavanje intecralnih jednaci-
na metodom mehanidkih kvadratura izli,j?7§,?31E,f29},167f,§181.
U ovom paragrafu se posmatra i Jedan stacionaran iterativan
postupak dat u 46! za reSavanje sistema integralnih jednacCi-
na. Teorema 2.2 prikazuje primenu teoreme 5.2 na resavanje ov-
og sistema. Sistem je nelinearan zbog primene splajn aproksima-
cija, ali se ta odstupanja od linearnosti prikazuju kao veli&i-
ne o, u 5.2. Teorema 9,2 omoguéava da se bez zahteva kontra-
kcije dobije egzistencija refenja i konvergencija postupka.

No i xada imamo kontrakciju, moZemo na osnovu malog broja ite-
racija dobiti znalajne informacije o reSenju.

U §10 su dati primeri i rezultati dobijeni na maZini.
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§8. Neke moguénosti aposteriorne ocene
' gre3ke i ubrzanja iterativnih postupaka
pri re§avanju sistema linearnih jednacina

-8.1;'Schﬁder'u.[SQT posﬁatra jednaZinu

- (8 1) SN Gx= r

ftlrl . Pod pretpostavkom da se G-mnie napisati kao G=A-B ,
T_gde EP RS S regularna matrica ‘ prikazano je nekoliko na¥ina
 'fza odredjivan;e invarijantnog intervala oParatora T, Tx=Tx+f;'
| T=A B_, £=A 1r ; U |59| su’ dobijeni odgovarajuéi rezultati
Tza parcijalno uredjene linearne prostore. Za r" | vaii teorema,i

T°5 ﬂ2 9._ Albercht [4[ posmatra jednaéinu N

t5.

- me, da je. o

.--(82) ?_-_-*‘A_x Bx,-Bx=Bx+rl"
'A je inverznn mmnoton operator,.i odredjuje interval kbme 1"

L _se nalazi reéenje jednaéine 8.2. Ove rezultate sadrii teorema |
-2, 10 Frimenom teoreme 2 10 na sistem" | |

(3 3) Tx + f ' |
u sluéaju kada su matrica T i vektor f dati sa nekom gregkom g
(L N realne matrlce), dobljen 3e jedan dvostrani iterativni

,postupak za pribliino reéavanje jednaéine (8 3) Uzeto Je nai-'i

- =15 + LT + s
_(3. ) By (;,n).f_n £+ N+ t Glf;jGZ{?iE”'
e = '[o b] , b'< = Ovo dovodi do ograniasen;a. u, > >' 0. odakle

sledl da Jje x* > 0 Ovakvi sistemi llnearnih jednaéina posma-h7il

traju se u |33| Tamo se navodi konstrukcija elemenata u., Vv

o' Vo L

ko;i zadovoljavaju uslove (2 21)._Navodl se takodje i 11tera-”

_turau k0303 je uslov u_ > 0 1zostavljen uz neke 1zmene algo- '

O.

'rltma datcg u I4|. U |4] se. pokazuje ‘da 1teracije (2. 23) zadr-

zavaju monotonlju ako se sve itevacije k03e se. prlbllzavaju




redenju sa conje strane,zaokruclijuju sa denje. strane,a iteracije
koje se pribliZavasu resenju sa gornje strane zaokruogliuju sa gornje
strane. s ae demo posmatrati jednalinu (8.3) sa T > 0 . Fret-
postavidemo da su elementi matrice T+ %4 (1,3=1,2,...,1)

dati sa greskom 3 pri demu je

(8.5) irijl < ¢ (i,3=1,2,...,0)

Uporedo sa jednadinom (8.3) posmatramo jednacinu

(8.56) 2 =T* 2 + £ , gde je

t;j = tij + rij (1,3=1,2,...,1)

Moiemo'pretpcstaviti da su svi t*ij > 0 . Za sada Cemo pret-
postaviti da se iteracije

Il

(8.7) = T*zk + £, 2z, € R (k=0,1,2,... )}

Zr+1

izvode bez zaokfugljivanja. Primenom teorema §5 na niz (8.7)
moZfemo pribliZno odrediti reSenje sistema (8.3) 4 dati aposte-
riornu ocenu. Ilustrovademo t¢ na primeru teoreme 5.1..

Primetimo prve da sve teoreme date u drugom delu vaZie
za T, = Ty = T* , T* linearan i monoton oOperator.

Teorema 8.1

Neka je dat sistem linearnih jedna&ina (8.3} sa T > 0
i £ > 0. Neka za neko k > 2 u nizu (8.7) ., o=f, vaZi

- n L] | J
.t P . i i _ i .

8.}.2. 0 <« mk < Mk

< 1, gde je
i i
_ . Ezk— ﬂ.k o {Szk +Yk
(8.8) m, = min - : ‘ Mk = max :
R § 1 : i i
i Dzk_1+8k i 6zk 1 8y
. n n
i P e * P
oy £ E 'z +(2ne+2+ '2 £ J) zk-2]
p=1 =1
i = P i o P
Sy T OF i Zrmn Y = op - 2ne z Zy.o ot
p=1 . =1

o
o
T

1
[N

i}
0
(1
H
{h
L

Ll

K

3
)
m
Y]]
X
L3
+3
tu
3,
]
in
|,_.I
in
rt
1Y
"

)
Lot
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3
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H
T
tne
i}
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na intervalu

(8.9) Iz, (s, t, S, q) gde.je §y =m ./ (l-m )

S = M /(1-M ) a 'tk.= -(1+53) oy * By

' Dokasz.

X  Uzimamo da je Ai_= By = €D , gde je Q'mattica sa a, =1
(i;J 1 2;....n) Nejednakostl o R o

'ﬁ

(T—:D)x < T* < (T+tD)x'_,hvaie za x > f ‘.

i'Zbog tij'—-- '331 .1.} f (i 0 1 2,..-), pa-je zadovoljen uslov:
- 5. 1 1 teoreme 5 1 . Uslov 5.1. 2 - se svodi na B 1 1 ~Jjer je

”ﬂ D Z) E

o | - n p~1 zk .
if_Treba 30§ pokazati da su zadovoljene nejednakosti date u uslo-
Sva 5.;.3 ' za;'sk' i Sk} odredjeno sa (8.9) .
.1 5 1 3 a) vail zbog monotonostl funkcije"x(lwx) 1"; Prema
R T—r"‘ T3 P2le

i

[P ST § '?ilf“ i_ i

| .{8.;9)_ . ,skgék 1 +Gz +Bk ) = §?k Ok
Lako se proverava da se ﬁsl¢v.5;1,3.b) svoai na (8.10) za
Ak = B, #'ftp'.; e I o N |

(Bk_(ED-'_ED),) =.. £ .E- -'zk?Z" z t;J +E. E zk—l

e o
3 1 . sledi 5.1.3 ¢} .
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r

Prema teoremi 5.1 operator T~ preslikava interval IXZ("O'“'“)
. ] — — = + =

u samog sebe. Pri tome je 1w, =Sy , Ny TSy, X =TH £, %7245

Na osnovu Brouwer =-ove teoreme O nepokretnoj tacki siedi eg-

zistencija re3enja na intervalu Ix, .

zi
K

imamo |
Ixz(u,arn,O) o} Izk(s,t,s,q) ' odakle sledi tvr-

djenje.

Pogledica 8.1

Ako su zadovoljeni uslovi teoreme 8.1 jednaéina (8.6)

ima reSenje z* na intervalu Izk(s,O,S.D).

Dokaz. | .
Iz uslova 8.1.1 1 8.1l.2 slgdi da se teorema 5.1 moZe

primeniti na jednaéinﬁ(B.G) kad se uzme Ak=Bk=0 (stacionaran

- postupak). .
Posledica 8.1 omogudava da pored ocene greske koja

sledi iz teoreme 8.1 ,dobijemo ocenu

Ix%-z, || < flxr-z*ll + 3 (5ms |l 67yl gde Je
I | - - |
| x*~2*{] se mofe oceniti po teoremi Urabea |28! ukoliko T i

~ Tecrema §.2

Neka su T i T* odredjeni kao u teoremi 8.1.

Neka za neko x u (8.7) wvaZi:

8.2.1. §Zpy 2 0 .
8.2.2. mkazk_1 < sz iﬁMkézk-l , 0 < My :_Mk < 1
8.2.3. Neka za neko 1 u nizovima
!'1 =:'*.:.' .‘—“:‘ﬁl -M
vy T v, + £ r Ve zk+?~‘1k zk/(l hk)
5. = T* ua,_ , + f , U =zk+mk$zk£{1-mk)
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vazi
‘ ( vi'l -y > €D vil
(8..1.2) t_ul_l + u” > 5:1'.)"'Il.11-"j1 , gde Jje
. _ *
D” = {d,.}" a ={'dij 238 Ty e
ijfi,3=1 " Tij "t o za tiy < ¢

Tada jednadina (8.3) ima reﬁenje x*_i vaii:

(8.;3) Yy - D’ u1 ;£ x* < vy * €D V1-1

- Dokaz.

~ Oznadimo sa -

-
H

(1% o+ D)V, + £

<
"

(8. 14) P v =
- ‘ Jl = {T . ?:D}_UDI +f o UO = ul"‘l
Tada je o |
Vo= Vp S Viop TV T eDvy 20
| U, - B, =Y, eDu,_, 20
Podto je
| T* - ¢D” < T < T* + ¢D
| 0 ic,o < Vc e L;.D '_«c_U'1 r V4 ivo_ primenom teore-
me (2.10) za G, = G, = E i '
Hy{§,7) = (T* - eD)g.+ £ |
- H {E,n) = (T*'+'¢D)'g+_ f , sledi da postoji
x* i da je 1 < x* < vl _Prema_(B.lé) sledi tvrdjenje.

Teorema (8.2) daje konstrukciju potetnih elemenata
za dvostrani iterativni postupak za razliku od teoreme 2.10

- gde se pretpostavlja eazlstencija takvlh elemenata. Iterac1je

(8.11) se 1zraéunava3u samo sa jednom matricom dok se prema
teoremi 2.10 korlste dve razlléite matrice. Ovim je postapak
pOJeqnostavljen a monotonija ostaje céuvana dokle god vazi
(8.12) . Ogranléenja (8.12) su prlrpdna_l proistidu iz toleran-
cije sa kojom je Zadét'oﬁeraforﬁT.,No, ova teorema se odnosi
samo na nenegativne matrice T.
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Analogne rezultate za nepczitivne matrice mozemd coki-
ti primenom teorema §6. Razlike se ogledaju u odredjivanju

konstanti i G koje figuriSu u uslovima tih teorema. Re-

% * "k
favajuéi sistem nejednacina (6.5) dobijamo:

2 2
P,P5~9; 99 T P
S, 2 r S5 2

(B.15)

: jer

je prema posledici (6.1) Iy 2Py ? qzlg__p2
Nejednakosti (8.15) treba da vaﬁe;x:svim.koo:dinatama vektora
Pys 9y (i=1,2) . Zato u teoremama §6 uzimamo

i i_ . 1,2 i 4 12
| py Py~ (a)) q795" (Py)
(8.16) Iy = min e . ;, G, = max — :
: i i 1 1 k i i _ 11
i 9y PPy 9 -1 4qyp} “Py9,

Pi ' qi  su odredijeni u svakoj teoremi_pojedina&nc u zavis-

nosti od Ak i Bk . Ukoliko je P, > 9 odredjuiemo dy i Gk

prema (8.16). Ako Je 9 >0 , konstante (8.16) zadovoljavaju
nejednakosti date u uslovima odgovarajucih teorema

9.9, pri re$avanju sistema (8.3) na ralunaru iterativni niz
(8.17) X4 1-1

prelazi u niz

=Tx,_, +f , % € R® “(1=1,2,...)

(8.18) z, = lel-l + £ ., Xq = 24 7 gde ije-

Py e rR® (ci —greéke'zaokruglji—

vanja)

1
Ako se zna da Jje lpi[ < ¢ (i=1,2,...,0n ; 1=k-1,k} na niz
(8.18) moZemo primeniti teoremu 6.2. Uzefemo da je A, =B, = cE,
gde je ¢ odredjeno iz uslova |

(8-19) (T‘EE)zk_z f_ Tlx i (T"l"EE).Zk_z (1=k"'1rk)

Ako 2z, _, >0 ., ¢ se moZe odrediti iz uslova

- .y i
(8.20) | ;_i.u /(min Zymn !
Ako e z, = £f >0, ¢ se moie unapred odrediti sa

{8.21) B ¢ > o/(min fi) ’

il
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ako pretpostévimo_da "ometanja" u nizu (8.18) nisu takva ca
poremete monotoniju koju bi u tom sliudaju imao niz (8.17).
Poito je operator ¢E komutativan sa T, ostali uslo-

vi teoreme 5.2 svode se na

(8.22) '_ez;_l >2 ez, { i=1,2,...,m)
(8.23) 0« my < M <1, gde je
fy f_mig [tﬁz -2 ezk ] .(35 +e)zk ot ef )(62k p* ez _,) ]
o m el iietioead wic2reygt cefdy (62t o = ezt )7
an = mixL(ﬁzku;zk +(E.+E)zk et )(sz 1 .Ezk_z) ]

Da iz (8.23) & (8. 24) sledi 5.1.2 4 (5.13)dokazuje se kao kod
'teoreme 8 1._Prema Brouwer -ovon teoremi sledi |

: x*'e_Iz?( s;t,s,q},- gde je-

.Sk = | /(1 m . r ._ k /(I-Mk) ’
WA ; 1,24 _oed g gt
-.§k = (1+S )(2szk -1 fc zk 2 -cf skg ?kfz'
o qi= (1+S }(2 sz]t 1 + 35:2 zi 5 -c_§i+5ka- zi’_z B

. Primedba 8.2

Preko niza (8.18) moZemo kontrolisati gredke sa koji-
ma je f zadato , {4] . Ako uzmemo umesto £, f+r, r e R,

| tada operator 'T°' moiemo adredlti sa.'"'

.
(8.24)__:  f7Tlxtﬁ'T2.¥’El'i;',gde’je

- P17 HoT | G

8.3, U 8.1 1Je pretpostavljeno da se iteraclje izvode ta&no.
Ako tofnije sluéaj, matrice Ak i B u teoremi 5.1 moiemo

~odrediti na sledeci naéin'-

(8.25) A, =_3k.; ¢E + gln ., gde je
' l I ljll iEl r | (i_,_j:l,Z,.'.V."_,n.)_' s &
:-5_152 (min zi 5 ._rl' [ <g2 (i#1,2;...;n)

rii'  je odred;eno sa (8.6) a '31 sa (8 24) .
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meorema 8.2 vaZi i u ovom sludaju , s tim Sto se umesto rma-

trice D, uzme ¢¢E + e¢,D a umesto eD” matrica D

1

:( + t¥, > +
_ ] ete,y za i 2 etey
ii %

:L 0 za tii < g+ €y

x .

= _ €y za tij > ey , 1 # 3
13 0 za 't;j < €4 , 1 # 3

" Na slifan na&in se primenjuju i ostale teoreme iz §5 , Odnosno
§6. | o

Dobijeni rezultati su prikazani na primerima 35 i 6. u
§10. | |




5 9 Numeriéko resavanje Fredholmove
' integralne jedna&ine druge vrste
prlmenom rezultata §5

-Q.l '_ Reéavanje Fredholmnve-integralne jednaéine'drﬁge
~ vrste (4.1) metodom mehani&kih kvadratura 140[ ,1181,143],131]
'_121],[67|._sast031 se u sledeenm: }

o | Integralni oPerator K {4 4) zamenjuje se sa operato- |

. rom K° definisanlm za u € C(I).

e 325# Jiﬂ dJ.K(s't )u(t )  .'

l'kOJi se doblja kada se 1ntecral u (4 4) zameni nekom kvadratur-
" nom formulom. Pri tome se ostatak kvadraturne formule izraéava
sa. -

nFK(s, ‘)] = K, - K

a - _;'gde oznaka.x(s,i) Iimh‘

7- ;2& cilj da 1stakne zav;snost kvadrature od parametra 8.

| | : - Uvodjenjem restrikclcnog operatora T odredjenog sa"
- (4.2) Jjednalina (4.1) prelazi u sist&m llnearnih jedna&ina o

P " - ' oon Cg.=t. (3=1,2,..n)
{9.1) U_Iﬁuf?.?nxu +_rn[u _K(;.')u} + r f J-}_j. 3. 3=1,2,..7 -
}_kbjiije“nembguée refiti zbag piisustva nepoznatih ﬁeliéina'
_53 [3(5,-)u] . podipretpostavkam da se one mogu zanemariti,
reSavamo sistem. : o |
(9 2) - Tz =r K* z + 1, f

| Elje reéenje r Z* pretstévlja aproksimaciju za 7rﬁu!

Ako pretpostav1mo da je K(s,t) >0 a

(9.3) ?[K(sj,-)u] e zai=l, 2,...,n (|9[,|211,|41[

|42[,|61! moZemo na sistém-(g.Z) primeniti teoreme'ES, tako |
~ %to uzmemo da je Bg—eE uslove koji se odnose na razlike
-az proveravamo u toku samog procesa raéunanja. Ukollko je
£ >0 maiemo primeniti teoremu 5.2. Ako se koeficijenti ma-
 trice K(t ’ t )~ racunaiu sa greékom moZemo prlmenltl teorE*'

- me 8.1 odnosno 8. 2 . Tako dobijamo egzistenciju za 'rnu* i




ocenu gredke z2a svaku iteraciju pojedinacno.

9.2. ' Neka je za re3avanje jedna&ine (4.1) primenjen nesta-
cionaran iterativni postupak

(9.4) 2, =Ky 2z *E. Z = E (KSl2... )

pri emu je Kp odredjeno sa (4.8) i

(9.5) IR u - K.y ull <o

ako je K(s,t) > 0 1ili K(s,t) < 0- na niz (9.4) moZemo pri-
meniti teoreme treceg dela. Tada uzimamo da je B = C(I). Ope-
rator K definisan sa (4.4) je kompletno neprekldan 1761, [28]a u pro-

storu sa normalnim konusom "svaki zatvoren interval je ocranicen
po normi (1311,l30| pa se za egzistenciju resSenja moZe pri-

meniti Schauder -ova teorema .

Peorema 5.1

Neka je za refavanje jednaéine (4.1) 'p:imenjen postu-
pak (9.4) Sa_,Newton - Cotes ~ovom kvadraturnom formulom ta-
dnom za polinome stepena p, P < Db .

Neka je =~ S
9.1.1 R(g;tf 3'0 -, K(s,t) € cl*l(1 x 1)

5 1.9 £(s) > o , £is) € iy

171 [K(S;t)zP(t)] , (p=k=-1, k) ne menja znak na I.

Neka za neko k u_nizﬁ (9.45. vaZi:

9f1.4.3_ sz;i > ZE;Zk_z '

RS |
(9.6) e xc mf;avzun_:
9.1.5 0 <m<M<1l, gde 3je
m = min m(t,e) , M = max M(t,e)

t | - t

i s -l
mit,e) = (82, (£)-F (£D(zy_y (£) + ez o(8))""

(9.7) | . 2

| o -1
(ézk(t)fF{t)-ZE 2y (E) ). (52, _,(t) szk_z(t))

4

.t
™
H

- o R |
, Fe) = 2e2, , (£)+ 03¢ +s)zk_2(t)-zf(t)
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Tada jednadina (4.1) ima reSenje wu*(s}) na intervalu

(9.8) 'Izk (s,t,5,q) gde je

s =m /(1 =m) -sk' - Mk Zu - )

tk--(1+s )(2szk 1(t)+szzk 2(t) sf{t)) skszk 2( )

| . 2
Gy = (1+Sk)(252

K~ l(t)+38 2y (t} zf(t]+5kezk_2(t1
Dokaz. |
Zbog £ > 0 sledi z,_, > o‘f{k;1~2)"
“Prema teoremi 2.6 Je IR -
I[xz1 y~Km; 2 1~1“ '4||n Excs,.)z 1] [|<c | (i=k—lgk). 

pa ¢ _odredjeno sa (9 6) zadovoljava nejednakosti

- . x(t)iﬂmi LK(S"}zi ]} < E x(t'

Primenom tecreme 5, 2 za Ak k—cE ,'sledl Egzisténcija'inva-'

~ rijantnog intervala Ix,. Zbog kompaktnosti slike._primenom
2°

- Schauder =-ove teoreme o nepokretnoj taéki sledi egzistencija
‘reSenja u*(s) € Ix2 . o |

.i-Kakﬂ Je Ix, E'Izk | sledi tvrdjanje. ﬂ

| _Za razliku od teoreme 4. 3 teorema 9.1 daje prlbliino-.

resenje jednaélne (4.1) u vidu neprekidne funkclje | (s)
Zbog toga nije potrebno interpolacija. Teorema 9.1 ne sadrii

- uslov za kontrakciju. No, moguénostl za njenu primenu su Ogra-

| niene, jer se ne moie koristiri za rad na raEunaru.'

Prmwedﬂa 9. 1

U |41},]42] su dati uslovi na osnovu k031h se mo¥e oceni-
ti znak ostatka kvadraturne formnle._U takvlm sluéajevlma bi
mogli uzetl da je Jedan od oPeratora Ak ili Bk nula operator.

| Prhmedba . 2 |
Uslov 9.1.3 omoguéava primenu teoreme 2 6 . Ako se ¢

mofe ocen1t1 na neki drugi naéln, taj uslov se mo%e izostavi-~
ti. |
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Podto se ostaci vedine kvadraturnih formula megu izraziti pre-
¥d izvoda podintervalne funkcije i broja vorova ‘18 , te oce-
ne ovde mofemo koristiti ako pretpostavimo da jezgro i slobo-
dan ¢lan imaju odgovarajuéi broj izvoda za obe promenljive.
Ako, ilustracije radi, primenimo Simpsonovu kvadraturnu'for~
malu i ako znamo da K(s,ﬁ) i f{s) imaju po &Cetiri neprekid-
na izvoda na I, tada moZemo pokazati da svako z, (t) ima po
Zetiri neprekidna izvoda |{21]|. Ostatke cmk [K(s,+)z] i

-t

c k“I[K(s,-)z} mofemo oceniti na slededi nacin:

| 5 - 4
m - "
K iR(s, 2] 1e BRI, M = max| -y K(s,t)z (8) ]
| | Mx+]
el 2 +1 1 | - 1

(9.9) _ 3 d

. — 24, (8) = o4y /T K(s,t )z, (t,) + —1 £(s)
ds ] 98 ds
i=o
4 4 1 g1
' 1 937K{s,t) . z. {t)
(9.10) S—[K(s,t)z (t)] = ] C 1 -1 “x
ot TR 190 4 3¢t 1" at
Iz (9.9) ‘moZemo oceniti - zk(s) , a zatim iz (9.10) dobi-
- | as

ti ocenu za Mk.

.Oznaélma.sa hk = max (Mk,Mk_l) a sa n.= mln(mk,mk_l).

Tada jJje m

: .-
lo 1[ K(s,.)zJ1 < (b-a)

e N, = ¢ (i=k-1,k)
180114 X
n, se moZe unapred odrediti ako je dato neko n_ . ~a usiov

{9.5) se proverava samo za m > D .., « O S€ moZe pribliZno

odredtit pomoéu Runge -ovog principa- koristééi teoreme
4.1 i 4.2.

9.3, Posmatrademo reSavanie jedna%ine (4.1) nestacionarnim
iterativnim postupkom (4.9) s Simpsonovom kvadraturnom formu-
lom. Da bi mogli primeniti teoreme § 5 , treba iterativni niz
(4.9) prikazati u obliku (5.2). Prema (5.2} je:

Tx = Tx +og  (i=k, k-1)

py = Tizi-l--,Tzi-l (i=k-1, k}

Ovde ulogu operatora T ima linearni integralni operator K od-
redien sa (4.4)
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© Py = KmyPpTiZy 17Kzy ) = RPpTpZpo1 ~ K2k =

Kp rn k-1 = F%x-1 7 Kmkpnrnzk-l - KPptnZx-1

| Ako_p:etppstavimo da je
. K(s,t) € c7(IxI) , £(s) € C° (1)
i da je za neko' k > 2

3 3 -
3[K(s t)sa(zp.tJJt_ 3[ K(s t)sa(zp' ] tep

--(p—k-z k-l)
tada se kao u teoremi 4. 4 moie pokazati da je

‘_(9 1) K(p r zk 1“ le otu all = .. (zk ¢ € (1))
2 (9.12) lekPn n k 1 Kp rnlk 1[ ?; +'b(235m¥ i

: I:sto.se‘_ 'dobija i _za_ E pk-l' pa Je .'

-(93154 llail < = ? Ofmax (il aH. | Smk) (iﬁk'ii:k)

| | 15
;Gg&na (9 13) Je a51mptotska pa da bi mogll primeniti teore-

‘mu  §5 =za ubrzanje iterativnog postupka (4.9) potrebne su ne-

er 1nformacije o konstantl kcja figuriée u (9.13). Konstanta |

u (9. 11) je. odredjena u {1f auw (9.12) u ¢! . No, za prak-
tidan rad treba odreditl tako H AH i mk, da se veliéina
O(max (]| 5” mk) ‘mo¥e. zanemariti, odnosno da je zanemar-

- 1jivo mala u odnosu na greéku zackrugljlvanja brojeva. Dakle,
ako moiemo odrediti él' tako da je | |
lg 9_ 4 e o ; - w1y
lp_i[ < TS + €y gde 3e_ £, -__El (1l .&“ "m.k.'-l}
a 1 .red tadnosti sa kojom se'izvode‘rabunanja,_tada se moZe
| uzeti Ak=Bk=;E ,.pri_Eemu_ 5e |e'od;édjuje iz_uslﬁvat‘ |
'a X je bdredjend u svakoj'teoreﬁi;pojedinaého; ﬁaprimér;.za
prlmenu teoremu 5.2 moZemo uzutl da Je: ' .

c -1

(0.10) 2l T+ o)) min 2, z(t))

[ ]




Velicine S
K

1idine mi{t,e) 1 M(t,e; odredlene sa (9.6) , zZnamo samnc U

i S odrediujemo kao u teoremi Z.i. Poito ve-

n -fiksnih tadaka, moZeme primeniti splajn interpolacije. Iz-
vod splajna je Jjednostavno odrediti na ma3ini, minimum, mak-
simum takodje (polincmi drugog stepena). Gres$ka kojom se apro-
ksimiraju izvodi funkcija M(t,e) i m(t,e) su reda ol ] 3
prema teoremi 2.1 odnosno 2.2 .

Ako za odredjivanje M, m i ¢ koristimo splajn aprok-

simacije unosimo gredku reda O([ 2. 3

). Sa tom greskom odre-
djujemc granice intervala (9.8).

Numeri&ki rezultati su prikazani na primerima 1., 2.
i 3.

Umesto izlaznog kriterijuma (4.8) 1 (9.5) moZemo kori-
stiti kriterijum dat u teoremi 4.3 1 dobiltil sli&ne ocene.

9.4. U 146 se reSenie sistema linearnih integralnih Jje-
dnatina |
i n b ; 3 |
(9.15) vy (s)=x | Kij(s,t)yjtt)dt+f*(s) (1=1,2,...,0)
| 1=1 a .

gde su £t (sy € ¢(I) i imaju period b=-2a , a
Kij(h ) € C{IxI) imaju pericod b-a pa obe promenljive

traZi u obliku neprekidne funkcije sa periodom b-a. Pri tome
se koriste periodi&ni kubni splajnovi na ravnomernoj mrezi da
bi se pojednostavilo izralunavanje integrala.

'Formira se naime, iterativni postupak

r | b :
ylts)~y (s)+ A Z [ %4 (s,t)saﬁy; ,£) at
j=1 a |
* » | ] L ] - L] . - | ] - L | [ L ] L] » L | L] [ 3 L] - -
(9.106) n b
L y (s)-y (s)+ Ajll f Kij(srt)Sﬁ(yj'n_l.t)dt_
a

za i=1,2,...,N. yl = fl
i pokazuie kqnvergencija pri uslovu
(5.17) 1] KDH'SH n (b-a) < 1 gde Je

max K,.(s,t) < K

: i
S,C -

a (1,3=1,2,0..,0)

-y
o » — lar
e L) -— e

|
Fr}

!: . -
--f:.i.' i
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g =gup i/ 8ff i f =1 , fe€cC(n):

I

U slu®aju kada su integralni operatori Kij linearni, moZe-
mo na (9.16) primeniti neke teoreme $5 i :6 1 time dobiti
ocenu grefke i ubrzanje iterativnog postupka. Primetimo da su
operatori K, S definisani sa

K..5 X(t) = K.. S&(x,t)dt
148 ¥ (8 ja jj Selxt)

nelinearni a iterativni postupak (9.16) stacionaran. Zahvalju-

juci definiciji operatora Tk i Tk—i u pomenutim paragrafi-~

' ma, omogudeno je da se upravo onaj "deo" u kome se dejstvo

‘bperatora Kiﬁ raZlikuje od dejstva operatora Kijs na fik-

siranim elementima 2, _, 1 2, _, (teorema 5.1) izrazi kao

'pk;i i pk'. Da bi dokazali narednu teoremu zapisademo sis-
tem (9.15) u matrinom obliku:

o N o | 1
Yy, (%) B Kll:K12 <o Ky }1(3) £, (x)
R I PYE N Bt (R ST PRERELE Y B B F SLUNN N E R
(9- lﬁ)f . . - : 1 : :
Do N ~- . ; |i . F ) -
¥y (%)) | Ky e Kool vy 00 8 f 0

gde su K, ‘operatori definisani sa [9.19)

. | L ixy = [ R,.(s,t) x(t)d L,3=1,2,00.,
(9.19) Kyqix) = fa Kyy(s t) x(t)dt  {(i,3=1,2 | n}
ili krace |

| o
Y =x KY + F

™
wr

gde su Y, F vektori funkcije a K matrica &iji su elementi

operatora definisani sa (9.19). QOznralidemo sa B skup navede-

nih véktor. funkcija i definisati uredjenie i'normu,ila

X, Y € B kazademo da je X > ¥ ako je x (t) > y (t) (i=1,2,..,n)

H Xl = max{ max xt (el )
| R T .
Tterativni postupak (9.16) moZemo zapisati u obliku
i 3 = ) Y " : .
19f203 Yy _F + 3 KS“(Yk-l,t) gde je
| R ¢ !
CSetYy ) ,e0 T 15 lvka AR
114 |
(9.21) Y, = F + 3 Kly + K. ) , cde jJje
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R, ., 9greska interpolacije, Ry_; = Sa{¥y ;. 81"¥% ) -
Prema teoremi (2.3} Je
9.22)  =( 1+ —2=) a, (Y, .h) <Ry < (14 2 e, (v, _,,h)
3V 3 33
gde jé
- i n .
QZ{Yk_l,h) ={ wztyk_l,h)} i=1 ' Y2 odredjenc u
teoremi 2.3.
_ b
OznaZimo sa X,. = max| Kij(s,t)dt a sa

1) g,t a
X matricu n x n ¢&iji su elementl iij . Uporedo sa nizom
(9.20) posmatrajmo niz

_ | . "
(9.23) | X, = F + 22X > S

dobijen iz (9.20) kada se izostavi interpolacija

| i " _
19.24)  Yyeg T mtn Yi-2 (t)
| Sada,je o¢igledno
(9.25) -CK 2, (Y ,h) < 2 R R, < C X ay(¥ ) (j=k-2,k-1)
gde je C = i- (1¥ —2—.-.-.-)
| 3V73
Da bi primenili_teoremu 5.2 definisademo operatore Ty i T, _, S8

f " SR .
Ty Y =3KY +p, s Py = AK Rk—l (vidi (9.21))
(8.26) |

. ' f"u_ 'ﬂu
CTpq¥ S ARY oy o Py TAE Rygwz  + @

operatore A, 1 B, sa

- (9.27) Ak ='Bk = e v=H , gde Je ¥ matrica
dimenzije n x n , €iji su elementi

| I i | j i -1
viy = Rig - max[ wy(yy_jsh) « Wal¥i_o» h)] (¥y_2)

?i_zl je odredjenc sa (9.24) .

: . _ A, :
Primetimo da su operatori K i ¥ komutativni. Sada

mo¥emo dokazati teoremu 9.2.
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Tecorema 9.2

Neka je za rééavaﬁje sistema (9.18) primenjen postu-
pak (9.20) 1i neka vaZe navedene pretpostavke o neprekidnosti
i perlodiﬁnosti flnkcija K (s t) i f (s) i neka je

j(5,8) 20 o, i sy >0 (i,3=1,2,...,n)

Neka_za neko k u (9. 20) vaZi

@) Y i-H T2 o Y % Yer T Y k-2
b)) 0 <m<M< 1 , gde je
SR B '_“i'c i,-;' e !-i B S o
| m, #'min'mi(t H) , M, =“max'ﬁi(t;Hi
B S - T
'“'-m{t H) {m(t H) } M(t H) = {M(t H) } i=i

'gde su m(t,H) , M(t,H) odredjeni sa (9 7) s tim éto se . zP 
‘zameni sa . Yp ' o k-2, k—l, X
Tada sistem {9,18) ima reﬁenje i pri tome vaii ocena greéke

7data ﬁ teoremi 5 2 - s tim.§to se fzp zameni sa Yp a

k k-H gde je H odredjeno sa (9 27}

‘Dokaz. |

Dokaz se izvodl dlrektnim proveravanjem ‘uslova teoreme
5.2 za operatore Ak-Bk—H i niz Yi Prema 8. 23), (9. 25),(9 26)
kao i ‘uslovima teoreme 9.2 sled1 da se na niz (9 20) moZe pri-
meniti teorema 5.2. | |

' Prlmena teoreme (9 2) je opravdana u sluéaju kada se
uslov kontrakc::e (9.17) ne moZe proverlti. U sludaju i kad
je taj uslov zadovoljen {proverljiv) teorema (9.2) moZe pos-
le malog broja iteracija dati. znaéajne informacije © resenju
a ujedno i ubrzanje ‘postupka sve dotle dok donja granica dobi-
jenog 1ntervala ostaje veda od Yk , %to zavisi od gomilanja

greéke.interpolaclje od 1terac1je do iteracije.




§ 10. Primeri i numeridki
rezultati

U ovom paragrafu su p:ikazani numeridki rezultati do-
bijeni primenom nekih teorema iz §4 ., §5., §6., §7 1 §9 .
Tatke 10.1 i 10.3 se odnose na numeridéko re3avanje integral~

nih jednadina a tatka 10.2 na reSavanje sistema linearnih je-
dnaéinaQ |

10.1. Za rééavanje integralnih jednadina (4.1) ne-
stacionérnim-iterativnim postupkom (4.9) primenjenﬁ je Simpso-
nova kvadraturna fbtmﬁla'i interpo1acioni kubni splajn sa gra-
ni&nim uSlovimaltz;GJ'ili {4.26),'RaEuhanje je zavrieno kada
je za neko p u'#izu (4.9) | |
(10.1) || rn2p T

n;p%i“ 28 6*?,0- unapred zadato,

ili kada kriterijum (4.8) nije zadovoljen do formiranija
NMAX ¢&vorova integracije. | |

"Primer 1. 15|

' 2 95(s+t) S 2355 .
Kis,t) = , f(s) = 14s -~ ,0<s, t<l
- ¥ -1 - Se°+1
Ta®no reSenjeje u*(s) = 1454+ 38 1 _ . @58
10 -
10(e” " -1)

Rezultati.su'prikazani.u tabeli 1. za splajn-sé.graniénim us-
lovima (2.6) i o

'[ I _5 = 10 ’ e = 10
(10.2) {II & = 10f6- , € = 1073
ITI 6 = 10”7 ' 'e';-lD-G

l

Iteracija-sa ﬁééim indeksom je ona posle koje je racunanje za-
vrieno po kritarijumu (10.1). - |

U tabeli 3. su prikazani'rezultati dobijeni sa grani-
&nim_usloﬁima:f4i26} za_éluéaj i;_-Reéenje je raunato u 15
tacaka. Zbog gfani&nih'uslova sﬁ taéke na krajévima intervala

cusle rasporedjene. Iz tabela 1. i 3. se vidi da je postigmut
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isti red tadnosti i u jednom i u drugom primeru.

Primer 2.
_ . .

(10.3)  K(s,t) =& - -1 < s,t <1
o d2+(s4t)2
o | | - R | 2
f(s) ='§ii (n+ arctg E:i.-arctg; Eil) -1 1, 4+(S*1)i
- '. 2 2 4+ (s+1)

Za 6%2 jednaéiha ima taéno-reéenjé
u*(s) = 5 + 4

-Prema oznakama (10 2} rQZultatixsu-pxikaZaﬁi u tabeli 4.

e _'._'p-m:me:;-s [16| |1ﬂ1 m[ N
o Ako je u (10, 3). 8 < 0 1 f(s) 1 ‘dobija se Love-ova )
| integralna jednaéina; Ona ima jedinstveno parno reéenje koje
'-predstavlja elektrostatiéko polje izmedju dva jednaka kruina"
'kooksioalna diska: IlB[ . Rasto:anje diskova je jednako proi--_'

 zvodu konstante -d i n31hovoq radiusa. Za d=— |14l
jdﬂbijeni sledeéi rezultati-- . R

ey

sy - u(sy)
| 0~ 0.6574172
(10.4) .25 = 0.6638282
0.5 0.6831709

0.75 . 0.7148688

1. 0.7577358

safgreékpm; lu*(sii i-ﬁigi)l ;i 0.0024.

ﬁ(si) _'su_pribliﬁne vredhost;,:éééﬁja_ u*(si). Zbog u*(t)=

= u*(-t) , jezgro Love -ove jednaZine je zamenjeno sa
B I 1+(s-t)" 1+ (s+t)

a 1nterval 1ntegrac13e sa |0, 1]-;
Rezultati dobijeni postupkom (4;95 prikazaﬁi su u ta-
_belii5. {granlénl uslov (4.26)). o




ReZavaniem konturnog problema
u" - azu = { , yle)y = y(1} = 1,

dolazi se do integralne jednaline (4.1) sa

r .
uz(s-t)t , 0 <t < s
K(s,t) = 4 i £f(s)=1 .

1 uzs(t—l} ;, S <t <1

Za o =0.2 tadno redenje Je
u*(s) = ch [0.2(s-0.2)] /ch 0.1

Resenja za ovaj primer su prikazana u tabeli 2. i to bez pode-
le intervala integracije i sa pocdelom, kako je to opisano u
primedbi 4.3. |

10.2. U ovom delu su prikazani numeri¥ki rezultati dobi=
jeni primenom teorema 8.1 i 8.2 na reSavanje sistema linear-
nih jednacina.

Pr<mer &. |2}

pri refavanju granilnog zadatka

(Cpv= 1 za (x| ¥yl <1

A .
{10.5) Lv=0 na i}d =1 , 1:{1 < 1 i EXE < 1 , IYI = 1

e

peimenom Hermitovih diferencnih formula (mehrstelenverfahren)

sa korakom h=0.5 dcbija se sistem

[ v, = G.40v,, + 0.05vy + 0.075
(1G.6) i Vy = 0.40v1 + 0.10v2 + 0.20v3 + 0.075
vy = O.20v1 + 0.80v2 + 0.075
gde Jje
v, ~v(0.5, 0.5) , v,  v(0, 0.5) , v, % v(0,0)
U 12! je sistem {10;6) refen stacicnarnim iterativnim po-

stupkem sa primenom teoreme 2.5. Po tri iteracije su izvodje-
‘ne tafno (bez greike zaokrugljivanja) a onda je posle primene

teoreme 2.5 izvrieno zackrugljivanje.
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Posle devete iteracije dobijeni su sledeéi rezultati:

[ v, € [.181580 , .181595]
(10.7) i v, € [.229580 , .229601]

v, € [.294978 , .295008]

3

Sistem (10.5) je reSavan iterativnim postupkom (53.2) gde su
sa o, oznadene greske zaokrugljivanja.'Za primenu teoreme
5.1 pomoéni operatori A, 1 By Ssu odredjeni sa (8.25).

U tabeli 11. je ¢ odredjivano unapred jer je niz iteracija
2, > £ =2z (k=0,1,2,... )

- Zza reSavanje sistema (10.6) iterativnim postupkom
(5.2) sa izlaznim kriterijumom .

(10.8) max;z; z} 1! <10 6; potrebno e 29 iteracija

| G tabelz'll; A_ su date neke od iteracija i odgovara-
juéi intervali dobijeni primenom teoreme 5.1. 5a Sy i Sk ‘su
ozna¥ene odgovarajuée konstante iz teoreme 5.1, Kada je donja -
granica nadjenog intervala uzeta za po&etnu iteraciju u sle-
dedem koraku, postupak je zavrsen po kriterijumu (10.8) u 20-
o3y iteraciii, tabela 11.B . Prl_tpme su korlééene_oznake

{'DGR - donja_granica intervala_odredjénog posle
| | .k -te iteracije |
(10.9) j GGk'- gornja granica intervala odredjenog posle
E k -te iteracije
; Ask - aritmetilka sredina intervala ‘odrediena

poste k ~-te iteracije
U tabeli 12. A su data uporedjivanja aritmetiZkih

sredina i nekih iterac;;a u nizu (5.2) za razli&ite vrednosti

-7

e, . Naprimer, za e, = 5 10 aritmetléka sredina interva-

lazposle trece iteracije postize bolju tadnost . (ili istog re-
da) nego iteracija sa indeksom 14. U tabeli 12.B ~su prikaza-
na ubrzanja ite*ativnog postupka uzimanjem donje granice za
sledeél iterativni korak. |
U tabeli 13. se posmatraju sluajevi e, # 0. Za

| sl'- 5+10 =3 je uzeto DG, za radunanje - Z3. Racdunanje je
prema kriterljumu (1.8) zavrZeno posle 23 iteracije. U sluda~
ju 51—0.005 dpbljen je dosta Eirok interval. No, u svakom

slpéaju donja granica predstavlia poboljsanje u odénosu na




’
()

drugu iteraciju. Pri ovome treba imati u vicu ca se na fom In-
tervalu garantuje egzistencija resenja sistema ¢iji xoeficije-
nti odstupaju za e od koeficijenata sistema (10.6). Matrica

1
sistema {(10.6) ima sopstvenu vrednost

4V 2+1
10

i odgovarajuéi sopstveni vektor a sa komponentama ﬂl=%
1 L =
{12 — 2 \/2 r {13 _ 1#

Q —

Rezultati dobijeni primenom teoreme 7.1 za Ak=Bk=sE

£
£ = — ; 1oy |
_ minz, , k

1l

prikazani su u tabelama

14, 1 15. U tabkeli 15. se nalaze sam¢c ¢one vrednosti zk , kKO-

je nisu date u tabeli 14. Kada je iterativni postupak ubrzan

pomocu donjih granica intervala, radunanje je u slucaju £=5-10

zavr8eno sa trinaestom iteracijom (tabela 14.B), a kada Jje za
ubrzanie uzimana aritmetilka sredina, ralunanje je zavrsSeno

sa iteracijom 15 posle dve takve popravke (tabela 14.C).

Frimer £, |31

Redavanjem konturnog problema (10.5) obiZnim diferen-

cnim postupkom dolazi se do sistema linearnih jednacina

1 1.2
Ui,k T05a,x70 k41 -1,k k-0 T TR
A © b3
(10.10) ﬁ Jek =0, 1, 22, ..,2 (n-1) ; h = )
Y,k ¥ u(ih, kh)

ReZenja sistema za n=4 sa oznakama na slici 1.

7 |
O3

7



Su:

ul = 0.275506 uﬁ = 0.260915
u2 = 0.215074 u7 = (.178653
u, = 0.110983 ug = 0.071117
U, = 0.138097 ug = (.,226563
u5 = 0.291131 ul0 = 0.,131664

Ako se sistem (10.10) refava na radunaru iterativnim postup-
kom (5.2) , moZe se primeniti teorema 5.1, jJer jeIOngVaraju-
ca matrica nenegativna. Iterativni postupak u ovom slufaju kon-
vergira vrlo sporo 1 zavriava se po kriterijumu {(10.8) u 129
-03 iteracijl. | |

U tabeli 16. sﬁ:date neke vrednosti za 2z, i odgova-

'3 rajuéiflntervall. Radi lakZeg upcredjivanja rezultata date su

jo§ neke vrednosti za zk u tabell 13.B. Iz tabela se vidi
da donja granica intervala sa 1ndeksom 4 odgovara 10 -oj ite—
raciji, a_donga_granlca intervala,odredjenog posle osme ite-
racije je bolja od 23 -e ”itefacije. A$14 odgovara 70 -oj

iteraciji, a ASB7 odgovara' 100 -o0j iteracijd.

10.3. U 59 je bilo red¢i o primeni teorema §5. na ne-
stacionaran iterativni pdstupak-4.9.' Ovdé su prikazani nume-
ri¢ki rezultati dobijeni na primerima 1. i 2.

Primena teorema §6. Je mogucda pod istim ﬁslovima, S
tim &to se Kxonstante gk.i Gk odredjuju prema (8.16), kada se
izostavi indeks i, a minimum i maksimum se cdredjuje po promen-—
1jivoj t. Po3to reZenje trafimo u n fiksiranih talaka, velifi-
ne p,, q; (i=1,2) ‘moZemo odrediti u tih n tafaka. -

Primenom splajn interpolacije odredidemo ekstremne
vrednosti'funkcija (7 16) i proglaSiti ih za = odnosno _Gk;

U tabelama su upotrebljlvane sledeée oznake*

DGk(si) - donia granica intervala odredjenog posle k -te
‘iteracije
GGk(si) - gornja granica intervala odredjena posle k -te
| iteracije ‘ |
ASk(Si} - aritmeticka sreélhu intervala odredjena posle k -te

iteracije.
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Primena teoreme 5.1 prikazana jJe na primerima 1. i

2. a primena teoreme 6.1 na primeru 3.

Primer 1.

€y je odredjenc sa (9.16) za razlicite vrednosti ¢
i €, - Ekstremne vrednosti funkcija su odredjivane pomodu ku-
bnog splajna. |

Za tadke S date u tabeli 1., dobijeni rezultati
su prikazani u tabeli 6. Uporedjujucéi tabele 1. i 6. zaklju-
dujemo da nam aritmetilka sredina intervala odredjenog posle
druge iteracije daje tadnost istog reda_kao osma iteracija u
slu®aju I, odnosno dvanaesta u sludaju III.

U Sluéaju II rezultat je nesto slabiiji zbog vedeg €

ali donja granica i_aritﬁeti&ka sredina intervala daju daleko
bolju tadnost od druge.iteraCije. Analoqni rezultati za e1=10
prikazani su u tabeli 7. Kada je za slededi iterativni korak
umestc' 22(51) uzeto DGz(si) rafunanje je po istom kriteri-
Jumu zavréeno posle sedme iteracije (tabela 7.2), a kada je
zz(si) zamenjeno sa Aszlsi) racunanje je'zavréeno posle
pete iteracije (tabela 7.B), &ime je dobijeno znatno ubrzanje
iterativnog'postupka. | |

~5

Primey 2.

U tabeli 8. su prikazani intervali dokijeni primenom
tecreme 5.1 za razliéite'vredncsti,fsl. Uzeti su intervali od-
redjeni posle Cetvrte iteracije, tako da se dobijeni.rezulta-
ti mogu uporediti Sa tabelom 4. (slucaj 1I).

Primé 3

 Pokto je Jjezgro Love -ove jednaline negativno, ite-
rativni niz Jje alternativan,'pa'se primenjuje tecrema 6.1. U
tabelil 9. su prikazani intervali dobijeni posle druge, odno-
- sno trede iteracije koje su date u tabeli 5. za sluZaj II.
- E1=10-5-
Kada je za sledefu iteraciju uzeta aritmetiCka sredina nadje-

] tabelillo. su date granice intervala u sliudaju II za

nog intervala rafunanje Jje zavr$eno posle jedanaeste iteraciije
(tabela 10.Bl}.
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Kada je program napravljen takec da se donja granica
uzima za poletnu u slededem iterativnom koraku ako je in-

terval odredjen posle'neparne iteracije, a gornja granica ako

je interval odredjen posle parne iteracije, rafunanje je posle

dve ovakve popravke zavrZeno u devetoj iteraciji (tabela 10.Al).
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