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I UVODNI

DEO




1. Uved

1.1 O problemu

1.1.1 Posmatrajmo sledeée konturne probleme
(1) eu" + u’~ éu = -sin x , u(0)=u(=)=0 ,
(2) éuﬁ.- u'- au = 0 , eu’(0)=u(0)-1 , u’(1)=0 ,
(3) exu’ + (g(x) - wu’= 0 , u(0)=0 , u(R)=k .
U ovim primerima je O<e<<l ,

Problem (1) opisuje kretan)e talasa izazvanih vetrom,
v. Kalndy de Rivas (1972) i White (1979).

Problem (2) nastaje pri proucavanju proto&nih hemij-
skih reaktora, v. 0’Malley (1969). Konstante a i n su pozi-
tivne, a u(x) predstavlja koncentraciju reaktanta. Dalje je
£=D/U, gde "je D konstanta difuzije reaktanta, a U brzina kre-.
tanja fluida; a=Kn/U, gde Knun prédstavlja brzinu hemijske
reakcije 1 Kn>0.

Problem (3) sa odgovarajuéim pretpostavkama o g(x},

R i k (v. Diekman et al. (19803)) ima sledele fizic¢ko znace-
njea;‘u(x) predstavlja broj elektrona sadrianih u cilindru
jedinidne visine i polupred&nika xl/2 ; u proucavanju prazinje-
nja u gasovima.

To su samo neki primeri konturnih problema sa malim
parametrom ¢ koji stoji uz najvide izvode u diferencijalnoj
jednadini. Mnogi drugi primeri dati su u Pearson (1986 a,b)

i Miranker (1981), npr.

Analizirajuéi reSenie u problema (1) vidimo da u




" 1.1.1

okolini tadke x=0 postoji podinterval intervala [0,n1 &ija
$irina je 0(e) i u kome se u_ naglo menja. Ovaj interval se
naziva graniéni sloj. Takvo ponadanje reSenja je tipic¢no za
diferencijalne jednadine sa malim parametrom. Pored granic-
nih mogu se javiti i unutrasnji slojevi. Dalje, reSenje uop-
ite ne mora imati slojeve, dok ga njegov prvi izvod ima.

To je bad sludaj u problemima (2) i (3). Pregled razlicitih
tipova konturnih problema sa malim parametrom dat je u kniji-
gama i radovima Trenogin (1870), Markus (1975), O’Malley
(1974). o | a
1.1.2 Problemi1ovakﬁog'fipa mogu se napisati u op3toj, aps-
traktnoj formi |

(1) T u(x)= 0 , xel, BE u{x)= 0 , xg oI ,

gde sd T i B difgrencijalni i konturni operator, respektiv-
no; I je interval ulR, a 3L je njegova granica. U opsStem slu-
¢aju 1 T_1i B_ zavise od malog parametra ¢ . Nepoznata funk-
cija u(x) moZe biti i wvektor-funkecija.

| Stavljajuéi formalno u (1) ¢ =0, dobijamo tzv. redu-
kovani problem :

- (2) Tou(x)= 0 , x€I , Bjulx)= 0, xe 3l ,

gde su operatori TU i B0 najée8ée niZeg reda nego T, , B,

Tada reSenje problema (2) ne mora zadovoljavati sve konturne
uslove iz (1) i kod re8enja problema (1) mogu se Javiti gra-
niéni slojevi. Unutrasdnji slojevi nastaju onda kada res3enje

problema (1)_postaje prekidno u grani¢nom sluéaju e=0, u
otvorenom intervalu IN3I.

Zbog svega ovoga kaZemo da mali parametar € singular-
no perturbuje (ometa) problem (1) 1 zbog toga se ovakvi prob-
lemi nazivaju singularno perturbovani (singularni perturbaci-
oni) problemi (kraée : s.p. problemi). Parametar e se naziva

perturbacioni parametar.




1.1.3 Poznati su'asimptotski metodl za resSavanje s.p. prob-
lema, v.npr. Visik i Ljusternik (1957), O0’Malley (1874). Asimp-
totski metodi su vaZni za konstrukeciju odgovarajuéih numericé-
kih postupaka za reSavanje s.p. problema. Glavni delovi asimp-
totskih razvoja - funkcije grani&nih (unutrasdnjih) slojeva,
koje opisuju pona3anje resenja u slojevima, koriste se u kon-
strukcijl tzv. fitovanih diferencnih 8ema, v. Doolan et al.
(1980). U Tezi se ne govori o fitovanim Semama (iakc se neke
eksponencijalno fitovane 3eme koriste u numericékim eksperimen-
tima), veé o klasiénim diferencnim Semama na neekvidistantnim
mreZama. Konstrukecija specijalnih mreZa diskretizacije je dru-
gi nadin za adekvatno numerié¢ko refavanje s.p. problema. Moti-
vacija da se posmatra samo ovakav pristup leZi u prirodnom za-
htevu da se dobije viSe numerilkih rezultata u oblastima gde

se re3enije viSe menja, tj. u slojevima. To se moZe postiéi.samo
kori%éenjem neekvidistantnih mreZa diskretizacije koje su zgus-
nute u slojevima. Prirodno je o&ekivati da su rezultati dobije-
ni na takvim mreZama valjani, pa nema potrebe za uvodjenje fi-
tovanih Sema. Pored toga, fitovane Seme su komplikovanije od
klasiénih. ,

Zq-konstrukciju specijalnih mreZa nije neophodno znati
asimptotski razvoj redenja s.p. problema. Dovolino je imati
ocene izvoda refenja. To je posebno vaZno kod nelinearnih s.p.
problema za koje je Cesto u praksi-tes3ko nadéi asimptotske raz-
voje. .

1.1.4 Pomenull smo "adekvatne" numericke postupke za re$ava-
nje~s;p. problema. Valja znati da standardni postupci (npr.
klasi®ne diferencne 3eme na ekvidistantnim mrefama) za nume-
ri¢ko reSavanje diferencijalnih jednadina &esto daju loge
rezultate kada se primene na s.p. probleme. To je npr. slu-

¢aj sa klasic¢nom centralnom kona&no-~diferencnom Semom na




ekvidistantno] mrezi, kada se primeni na probleme tipa 1.1.1
(1), v. Lorenz (1380), Hemker (1982). Razlog za to je

uticaj perturbacionog parametra. Poznato je da greSka dife-
rencnih Zema zavisi od izvoda refenja kontinualnog problema.
U sludaju s.p. problema ovi izvodi neograniceno rastu u slo-
jevima kada e+ 0. Da bi se prevazisla ova teSkoéa, tj. da bi
se postigla konzisteneija untformna po ¢, MOramo koristiti
3i1i fitovane Seme ili specijalne neekvidistantne mreie.

Pored toga je vaZino ispuniti jo$ jedan uslov - sta-
bilnost uniformnu po e. 1z stabilnos+i i konzistencije, uni-
formnih po ¢, dobijamo konvergenciju uni formnu pé e . To zna-
i da numeridko redenje konvergira uniformno po € ka nepre-
kidnom redenju u tackama mreze, kada maksimalni korak mreZe
tezi ka nuli.

Diferencne 8Seme koje se ovde koriste su stabilne uni-
formno po ¢ . Preostaje da se dobije konzistencija uniformna
po € kori%éenjem specijalnih mreZa diskretizacije. VaZno Jje
mrede konstruisati na taj nadin da se one automatski menjaju

kada se € menja.

1.1.5 S.p. problemi pripadaju klasi tzv. "stif" problema.

'To su takvi problemi koji su loZe uslovljeni u numerickom

smislu (mala promena datih podataka izaziva veliku promenu
refenja), Miranker (1881). Losa uslovljeﬁost s.p. problema
se poveéava kada e+0. Kada re3avamo s.p. probleme imajmo na
umu da € moZe imati proizvoljno male pozitivne vrednosti.
Numerilki metodi koje primenjujemo moraju biti adekvatni za
sve vrednosti e .

Postoje mnogi metodi za numericko reSavanje stif
problema. Jedan od ciljeva Teze Jje da neke od njih uporedi
sa specijalnim metodima za reSavanje s.p. problema. '

U Tezi se koriste najjednostavnije diferencne 3Seme na
neekvidistantnim mreZama, ali verujemo da se slidne ako ne 1
iste specijalne mreZe mogu koristiti i u splajn-kolokacionim

metodama, u metodama konadnih elemenata itd.




.2.2 7

1.2 Jedan ilustrativni primer

1.2.1 Akcenat Teze je na tzv. eksplicitnim metodima za kon-
strukciju'mreia (v. 2.2), koje ée se razmatrazi u Delu III.
Sada éemo posmatrati jedan primer kojim cemo ilustrovati &i-
tavu tehnologiju konstruisanja numeritkih metoda u Delu II1I.
Ovaj prikaz bazira se na radu Vulanovié (1983 b).

Problem koji nas interesuje je

1 Tu := - u" + c(x,u) = 0 , x6I=( 0,11 ,

Bu := (u(0),u(1)) = (U,,U,) .
Pretpostavljamo da

elx,u) 8 CHIR) , cu(x,u)>72>0 , (x,u)EIxR ,

| G’Ui"eR s O<ex<<l .

— e A P, Cim e mm e s m— -

Poznato jeida postoii jedinstvenc reSenje uae CB(I)za (1),

v. Lorenz (1980 a). Posmatrajuéi jednostavne primere (npr.
c(x,u)=u) mozemo videti da reSenje u_ ima dva graniéna sloja,

xod tadaka x=0 i x=1, upor. Pearson (1868 a).

1.2.2 Posmatrajmo mrezu Ih-datu sa

05X,y <Xq <ene X o< x.1 , nelN s, h=1/n s

(vie o mrezama v..u 2.1). Neka je h.=x.,-x, i=1(1)n.

| i T1-12
Na mreZi Ih formiramo diskretizaciju (v. 2.3) proble-
ma 1.2.1(1) :




(1) T

gde je

Dyw, = 2(hi*1W‘—1_(hi+hi+1)wi+hiwi+1)/(hihi+1(hi+hi+1))'

Sa {w } oznadavamo mreZnu funkciju na Ih, koga je identifiko-

vana sa vektorom W, : 2L W Wy sV ] B € R , wpor 2.2.5. U

isto vreme wy ée oznadavati i redenje nelinearnog sistema (1).
D! je diskretna aproksimacija drugog izvoda. U sluéaju ekvi-

h
distantne mreze ona se svodi na poznatu Semu :

' 1" - -
thi = (wi 4" 2wl+w*+1) .

- Sada éemo dati neke osobine diskretizacije (1). Pos-

mat+rajmo prvo linearni slucaj
e(x,u) = b(x)u - £(x) ,
gde Db,f e ct(I) ,-b(x)>72>0, x€I. Tada se (1) svodi na

linearnl sistem :

Ay = B s

| - T +
gde je fh-[ Ugs £y ), E0Ky) ey EXy 4,0y nt+l

e R a Ah je

odgovarajuéa tridijagonalna matrica. Lako je pokazati da je
Ah L-matrica 1 inverzno monotcna. Dakle, Ah je M-ma+rica.
Dalje i1mamo

(2) ||A;117-||-_c_1/min(1,12-)_.

Detaljnije v. u o 4,2.3, 4.2.5. ( “*" oznadava maksimum

normu vek+ora i matrica.).

Neka je yh druga mrezna funkcija na I, . Iz (2) sledi

(3) | "Wh - Vh“ < M "Ahwh - Ahvh"

Sa M oznadavamo svaku pozitivnu konstantu, nezavisnu od h,e¢.

Vratimo se ponovo nelinearnom sludaju. Imamo




h, t

X (Wi - Vi)

i analogno sa (3) vazi

- > | ’ h h
(4) “Wh th,:,H(IWU'V0|-+ ‘wn"vnl+ "Tewh - Tavh“ ).
Ovo je nejednakost stabilnosti, upor. 2.3.2. Sada se moZe vi-

deti.da resenje N sistema (1) postoji i jedinstveﬁo je, uﬁor.
Bohl et al. (1879).
1.2.3 Neka do kraja ovog Pododeljka Wy oznadava resenje

diskretnog problema 1.2.2(1) i neka je u_ 4= tu_(xg),u_(x,)
...,ue(xn)l e R . 2
»elimo da dokaZemo ”Wh - ue,h" < Mh

4 dva osnovna koraka. Prvi korak je dokazivanje da je dis-
kretizacija 1.2.2(1) stabilna uniformno po «. Ovo je veé
udinjeno u 1.2.2(4), Drugi korak je da se dokaZe konzisten-
cija drugog reda uniformna po e, tJ. |

2,
(1) |rpu (x)| < Mh® , i=1(1)n-1 ,
gde je
. h h
(2) rpu (x.) := T w, - Teue(xi)'

Ova dva koraka ¢e se kombinovati u kona&noj Teoremi ovog
Pododel jka.

Sada éemo se ograni&iti samo na dokazivanje (1).
Iz (2) sled1

(3) rpu (x;) = 0- Thu (x3)=(T _u ) xg )*T u_(x;)=e(Dfu (x;)-ul(x;))

i Taylorovim razvojem dobijamo

LI. . - ot . 2 2
(4) |rhue(xi)| iﬂe(lhi+1 hi||ue (xi)| + max (hg,hy ,) x
xm a X |uiu)(s)| ) , 1=1(1)n-1 .
¥1-1252%141

Da bismo dokazali (1) odigledno Jje da'sg nam potrebne ocene
izvoda relenja ué: Sledeée leme su posvedene tom cilju.

LEMA 1. Za rvedenje u_ problema 1.2.1(1) vaii

(5) lu (i)(x)l <Myt , 10014, x€I, u='e .

DOKAZ Zbog 1nverzne monotonije operatora (T <»B)> (v. Lorenz
1.(1980 a)), imamo (5) za i=0. Tada se (5) za 1 2 dobija direk-
tno iz 1.2.1(1). Da bismo dokazali (5) za i=1 koristimo Lemu 1
1z prada Bahvalov (1969), v. 5.3.2(4). Dalje nejednakosti se
dobijaju diferenciranjem 1.2.1(1). | |




LEMA 2. Za redenje u_ problemag 1.2.1(1) wvaZt

(6) |uii)(x)| < M( 1+ L (exp(-yx/u) + exp(-y(1-x)/u)))

'

- i=1(1)w , xeI , u=v7e . .
DOKAZ. Za ZG'CZ(I) neka je 'Lez 1z —gz2" + cu(x,usgx))z_ Tad.

P Z
(7) L_(#ul) = 3 c (x,u_) < My" &

-1 2 _
iM(cu(x,ue)+u (c (x,u_)-v )(exp('YX/“)+exp("Y(1-x)/”)))'Legl
gde g., i=1(1)4 , oznatava desnu stranu nejednakosti (6)

sa nekim odgovarajuéim M. Iz Leme 1 sledi fu’(s) <

£ g,(s) , s=0, 1.1 iz ove nejednakosti i (7) dobijamo (8) za

Ovo je zbog inverzne monotonije operatora (LE,B),(B je kao u
1.2.1(1)). Sada imamo |

S | N | » ,.-2
LE(_uE)- +(¢xx(x,ug)+2cxu(§,ue)u€+cuu(x,qs)(ue) )<

< MU+ 2 (exp(-yx/w +exp(-y (1-x) /1))
1 analogno moZemo dobiti Le(iu:) i-MgQ: itd.

Lema je dokazana.

Sada kada imamo ove ocene mozZemo se vratiti dokazu
nejednakosti (1). Ne bi bilo problema da se to dokaZe kada
bi izvodi u (4) bili ogranideni uniformno po e. Medjutim,
iz (6) vidimo da ovi izvodi neograniéeho rastu u blizini x=(
1 x=1 kada e+0. Ovu teskoéu ¢Eemo savladati koristedéi speci-
jalnu mrezu diskretizacije. MreZa de biti gusta u granicénim

slojevima da bismo dobili da u okolini x=0 i x=1 vaZi (v. (u

max(hi,h§+1)u_2 i'Mh2fNEka je
(8) x; = l(ti) , T, F ih , i=0(1)n , n=2n, , n€ N ,
gde je .

r':p('l:) := Apt/(q-t) , te€t 0,1l

(3) x(t) = ﬂ'(t) sz () +p (1) (t-x) , t€i t,1/21 .

1 - A(1-t) , t€11/2,1)

Vazi yu=7e, dé(ﬂ;i/?) i . Ae(0,q/%). Q9 i A su fiksirani
brojevi. (1,¥(t)) je dodirna tatka tangente p(t) na y(tJ), tak
da je w(1/2)=1/2.. Kako je $7(0)<1, postoji jedinstveno T
e (0,q) koje je redenje jednadine $(t) +¢y (1)(1/2-1)=1/2,
xtoc se svodi na kvadratnu jednadinu. Tako ‘imamo

r = (g-(Aqu(1-2q+2au)) " 971 +2a1) .
MreZa dobijena pomoéu (8),(9) je zgusnuta u graniénim sloje-

vima jer je1l(ti'i Mﬁ dok gq~t >n za neko n>0 nezavisno od

| 1/2
Za T 1mamo q—uf_Muj'/? i a(t)=¢{(r)>Mu .




Na Slici 1 iiustrujemo funk-
ciju Ar. Promenom parametara
q i A moZemo menjati gustinu

mrefe u slojevima. MreZa je

gudéa kada je q vece i kada

je A manje.

51. 1

LEMA 3. Neka jaldiakretizacija 1.2.2(1) problema 1.2.1(1)
data na mreii (8),(9) sa n>q/3 . Tada vait (1),

DOKAZ . Posmatrajmb samo iil(ifhoé;;_tﬁ; xie(ﬂ,i/2);_jer'je'

za i=n0(1)n+1 dokaz analogan. Tad§ iz (4) sledi
(primetimo da sada vaZzi = |

b Yexp(oy(d-x, )/ Wy Texp(=y/(2u))M )z

(10) |rpu (x. )] < Me((hg g=ho)(T+u “exployx;/u) +

2

~4 |
+ h, ,(1+y exp(-yxi_llu))) ‘

Ove ocene Ce se koriétiti.u sledeé& dva sludaja.

1° Nekarje t > 1. Tada imamo h, ,=h. i zbog X(T)>Mﬁ1/2 :
i-1 : ST i+l —

u"'*exP(—yxi_l/uf iu-u exp.(-yl('r)'/'u) < 'l.l-q‘ exp(—}{/fﬁ) iM_

Zbog foga i zbog

(11) hi+1=-1(ti+1) - A(ti) < hi (ti+1) < Mh ,

‘iz (10) dobijamo |rpu (x.)| < Me(Mh) 2(1+M), pa sledi (1).

o . . P . , .
2° Neka je ti-l‘? 1 ti—i-i q 3h._Tada e ti+1<.g 1

/ Zbog toga.imamo,-v.;(ii) :




172

Dalje Jje

— - - L)
(13)  hyq= Dy = Xy m2Xg¥x; 4 < MR ""(ti+1.)

Ovo je ocigledno kada T,
< ‘t +1 zbog 11'(1: )_-5_ _‘_'(_ti-I-‘l) + XKona&no, 2za 't i-c-r-c‘t

13T Isto vaZi za t. < 1<

imamo

h,

1+1*hi'i *Fti*l?-?¢(ti)+¢(fi_1?+2(¢(ti)-t‘ti)) i;

< hzﬁ"(t.+1)-+ 2h2¢"(ti)

i (13) ponovo vazi. Iz (13) SlEdl ,

3
(14) hi+1-h < Hh u/(q - t. .1) .

S druge strane 1z (14) imamo

. 2 ~
(15) hl 1-h < Hh //" .

Sada zbog ; (11) (12) (1“) (15) i (8),(9) 1z

(10) dobijamo (1):1 u ovom sludaju.

3° Poslednii sluéaj%je |
0< q - 3h ‘;ti-1< T
&to je mogute samo ako -
(186) Yu f_.Hh; t'.l € < Mh' .
Sada demo kbristiti drugufocenu za rhuc(xi)
T -1
| . h . "ia - -
e|rhp£(xi)l ;.2-c_m a,xlue(s)l < Me(l+e ~exp(~yx,_47/u)).
X1-1382%441 |

Odatle, zbog (18) 1 | |

exp(-yx 1/u) < exP(-yh(q—Bh)/u) < exP(-Hn) R

ponovo dobijamo (1) . Lema je dokazana.

Sada stavljajuéi vy =u_, U 1.2,2(4) dobijamo
3
. h _ oh
Jwy-ug iyl < M BT Wy - Tou w
i poito smo u Lemi 3 dokazali (v.

h 2

h .
IT w; - Teu (x )] < Mh® , i=1()n-1

dolazimo do sledeée Teoreme
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TEOREMA. Neka je u_ redenje problema 1.2.1(1) < neka je

w. redenje diskretnog problema 1.2.2(1) na mreZz (8),(9)

h
sa n>3/q . Tada je

2
“Wh - ue,h" < Mh" .

1.2.4 Sada ¢emo dati neke numeridke rezultate iz rada Vula-

novié (1983 b). Posmatraimo test primer, v. 4.4.4

-g u" + u = —coszwx -25w2c052nx , u(0)=u(1)=0 .

U sledec¢oj Tabeli je sa error o0znadeno Hwh - u h“' Greska je
’ -

ista za sve vrednostli € koje su posmatrane :e =_1U'uk, k=

=1(1)8 , za dato A, g 1 n. Sa ny oznalavamo broj koraka mreiZe

hi koji leze unutar [ 0,ul.

TABELA. . . | - |
A=1,q=0.4 | A=0.5,9=0.48
i n=20 ) n=20 ~ n=k0
eprror | 1.72 E-2 3.31 E-2 7.24 E-3
LLLLLLLL N e | 12
n, .. 4 6

1.3 Pregled sadrZaja

1.3.1 Teza je podeljena na 3 dela 1 7 poglavlja. Manji de-
lovi teksta su odeljeci 1 pododeljcl i svaki od njih ima svoju
numeraciju. Brojevi pododeljaka su naznadeni na -pocCetku svake
strane. Numeracija formula, teorema, lema i definicija poéinje
cd 1 unutar svakog pododelijka.
1.3.2 Prvi deo Teze je uvodni i sastoji se od 2 poglavlja.
Poglavlje 1 daje uvod u posmatrane probleme, jedan ilustrativ-
y ni primer (na kome jg prikazana kompletna tehnologija numerid-




iy

kog redavanja s.p problema pomoCu neekvidistantnih mreza),
pregled sadrzalja 1 koriddéenih oznaka i termina. U drugom po-
glavlju daju se osnovnl pojmovi o numerickom redavaniju (s.p.)
konturnih problema (mreZie, podela postupaka za konstrukciiju
mreZa, stabilnost, konzistencija, konvergencija i sl.). Nume-
ri&ki postupci zasnovanli na konstrukciji specijalnih mreza
podeljeni su na implicitne i eksplicitne. Implicitni se dalje
dele na simultane i alternativne. U eksplicitne spadaju npr.
postupci Bahvalova (1969) i Aschera-Weissa (1983). Postupcl
Bahvalova dalje se dele na transformacione i netransformacl-
cne.

1.3.3 U drugom delu Teze posmatraju se implicitni postupci
konstrukcije mreza (to su takvi postupci kod kojih se mreiZa
dobija na kraju kao rezultat izradunavania, zajledno sa nume-
ri¢kim resenjem s.p. problema). Ovaj deo se sastoji iz Pog-
lavija 3 i 4 U Poglavlju 3 opisani su simultani (White
(1979)) i alternativni (Pearson (1968 a,b), Kreiss et al.
(19813) postupci..Veéa pa¥nja posvelena Jje alternativnim pos-—
tupcima kojima se bavimo i u Poglavlju b testirajué¢i ih nu-
meridki. Pored toga, Poglaﬁlje 4 postavlja osnovne diferenc-
ne Zeme (ispituje se njihova inverzna monotonija i stabllnost
uniformna po £) koje Ce ‘se koristiti i u treéemdelu. Posebna
pa?nja posveéena je neekvidistantnom uopdtenju Seme Gudlina-
~%denikova (1974).

1.3.4 . Treéi deo razmatra eksplicitne postupke konstrukcije
mreda. To su takvi postupci kod kojih se neekvidistantna mreza

zadaje unapred, pa zahtevaju poznavanje ocena lzvoda kontinu-

alnih re3enja s.p. problema. Zbog toga se U Poglavlju 5 posmha=

traju razliditi specijalni tipovi s.p. problema 1 daju tra-

$ene ocene izvoda refenja. Akcenat Teze je na Poglavliju 6,

gde se posmatraju mreze Bahvalovlijevog tipa. Razlicite vari-

jante ovih mreZa su date i uporedjene. Dokazana je konvergen-
cija uniformna po € za s.p. problema iz Poglavlja 5. Uklju-

deni su raniji autorovi rezultati 1 neki novi. Oni se odnose

na s.p. probleme sa 1 bez povratne tac¢ke 1 probleme sa stepe-

nim slojem. Takodje je posmatran jedan sistem dlferencljalnlh

jednaélna drugog reda sa malim parametrom. Poglavlle se zavr-

- |
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Zava numeridkim rezultatima. Na kraju, u Poglavlju 7 su
na osnovu rada Vulanovié et al. (1986) ispitane mogucénosti
Richardsonove ekstrapolacije radi postizanja viSeg reda

ra®nos+i numerickih rezultata.

1.4 Notacija i terminologija

1.4.1 Skupovi brojeva ozna&eni su na uobicajen nadin

N LR, R, rRVN: gV rY |, new .

Uvek ¢éemo imati I=(0,11< R , 3I={0,1} . Sa Ih , 0,1

€ Ih, oznadiéemo diskretan podskup od I. ¢ oznafava poziti-

van realan parametar , 0<e<ejy 3 u=v"e , u0=/3b

Svaku pozitivnu konstantu koja ne zavisi od mreZe
diskretizacije oznadiéemo sa K. Svaku pozitivnu konstantu
koja ne zavisi od mreZe diskretizacije, niti od € oznac¢idemo
sa M. Posebno, neke od +tih konstanti biée oznadene sa MO, Ml’

m, My, My itd.

Pod oznakom i=j(1)k, j,k€ IN , podrazumevamo da Jj<k
i i€{3,3+1,...,k=-1,k} ~

Realni brojevi u tabelama numerilkih rezultata dati

su u obliku a E-b &to znadi a-10-b.

1.4.2 Za vektor xE€ RN, NEN , sa xT oznatavamo odgovaraju-
&i transponovani vektor; (x,y):= xTy , V€ RN. E € RN’N ozna-
tava jediniénu matricu; A-l je inverzna matrica za A € RN’N.

Za x=lx1,x2,...,leT GIRN piSemo

x>0 (x>0) akko xiiﬂ (xibﬂ) , . 1=1(1)N .

Analogna notacija vaZzi za matrice.
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1.4.3 Neka je DcRN, Ne NN . Tada Cy(D) , ke Nu{0}, s€ N ,
oznacava prostor funkcija f : D - RS, f(x)=[f1(x),...,fs(x)l,
x=lx1,x2,...,xNLT € D , sa osobinom da su svi parcijalni 1iz-

vodi od fj(x) , j=1(1)s , do reda k zakljucno, neprekidni u
D. Posebno uzimamo

k _ Ak _A0

C (D).-Cl(D) . CS(D).-CS(D)
Za gornju funkeciju f pisemo

£20 (f >0) akko £,0020 (£5(x3>0) , §=1(1)s,x€D.

Za g€ C(I) restrikciju na Ih oznalavamo sa g,

1.4.4  Ako nije drukéije redeno, |- ¢e oznacavati maksimum

normu u jednom od prostora : RN, RN’N

. CE(D) . U zavisnosti

od smisla biée jasno o kome se prostoru radi.

1.4.5 Skradenica s.p. odnosi se na "singularno perturbovani',
"singularni perturbacioni" itd. "Akko" stoji na mestu "ako i
samo ako". | |

Transkripcija ruskih naziva dalje ¢e biti data prema
transkripciji dasopisa Mathematical Reviews.

Druge oznake i skracenice bicde uvedene kasnije.




2. Uvodne postavke

2.1 MreZe diskretizacije =

2.1.1 DEFINICIJA. KXona¥an skup I, = {Xg,Xy,...,x_},
neN, h=1/n, tadaka sa osobinom

D=x0<x1<'...-§lxn_1<xn=1

naziva 8e MREZA (na intervalu I=10,11),8a TAZKAMA MREZE
X3 1=0(1)n. |

KORACI MREZE definidu se kao h; =X, =X: 4, i=1(1)n.

1
Ako je }H.=}H343 i=2(1)n , mreiZa je EKVIDISTANTNA (EK).

U suprotnom, mreZa je NEEKVIDISTANTNA (NEK).

Neka jé H= max h., h = min h, .

1<i<n * 1<i<n *

U slucaju ek. mreZe imamo H=h=h. Dalje neka jJe

X121/9 = (X5 ¥X544) 720

2.1.2 DEFINICIJA. (Russell (1979)). MreZa I se naziva
KVAZIEKVIDISTANTNA (XEK) ako postoji konstanta K(nezavisna
od I v. 1.3.1) takva da je H < Kh.

MreZa Ih je LOKALNO KEK, (LKEX) ako va3z hii.Khj:

 kada |i-j| 21, i,j =1(1)n. ».

2.1.3 DEFINICIJA. (upor. Ascher et al. (1983)). Mreia I, se
naziva SKORO EK. (SEK) eke vaZi H< h(1 +Kh).

W

i
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MreZa Ihje LOKALNO SEK. (LSEK) ako vait

(1) hy<h, (1 +Kh.),  kada [i-3|<1, 1i,5=1(1)n.

2.7.4 LEMA.. a) Svaka kek. mreZa je lkek.
b) Svaka sek. mreZa je lsek.
e) Svaka (l)sek. mreZa je (L)kek.

d) Ek. mreZa je sek.

2.1.5 DEFINICIJA. Funkeija w : Ih + R, gde je Ih mreZaq

naziva s8e MREZNA FUNKCIJA 7 oznaéava sa'{mi}ii{mﬂ,ml,...,

mn];

MreZna funkcija se mozZe identifikovati sa vektorom
N, ZT o on+l
h- — [wngwl,-tl’mn] E]R
koristiti.

W i ta notacija ¢e se takodje

2.1.6 DEFINICIJA. Neka je A neprekidna strogo monotono ras-
tuda funkeija na I © X(0) =0, A1) =1,
KaZemo da ) GENERISE mreZu Ih(na intervalu 1) ako

X5 = J\(j.h) , 1=0(1)n.

Funkeija A se naziva FUNKCIJA ZA GENERISANJE MREZE.

Za 1. kaZemo da je GENERISANA funkeijom A.

h

2.1.7 LEMA. Svaka mre3a generisana funkcigjom _XE_CZ(I)

takvom da A°(t) >0, t€(0,1) Jje al) lsek; b) kek.

DOKAZ. a) Da bi se dobilo 2.1.3(1) dovoljno je pokazati
2 | .
h; 4 - hj<Khy kada hj,; > hj.(Dokaz je analogan za slu-

daj hi+1{ hi') Kako postoje tacke Bi,nigg(o,i), +akve da je

- .: - — - = K2 )"
hy g-he =X g-2xc x4 = Alt, ) 2t ) +alt, 1) =hoA"(8,),

h, = Xy =%; 4 = Atg) - A(t; 1) = hA(ng)




ovaj deo Leme je dokazan.

b) Dokaz je slican.

2.2 Metodi za konstrukciju mreza

2.2.1 Fraza "metodi za konstrukciju mreZa” koristi se kroz
%itavu Tezu u Sirem znadenju numericke procedure, (metoda ko-
nadnih razlika) za s.p. probleme, na nek. mreiamﬁ diskretiza-
cije, &iju konstruk01ju ukljuduje. Jasno je da su sama kon-
strukeija mreZe i konacno- ~diferencna diskretizacija na to]

mrefi tesno povezane - specijalna mreta ée dati konzistenci-

" ju uniformnu po €, a s druge strane koristifemo takve Seme

koje su stabilne uniformno po € i na taj nadin decbiti konver-

genciju uniformnu po €, (v. 2.3).

Pogodno je podeliti metode za konstrukciju mreZa za

s.p. konturne probleme na dve kategorije : EKSPLICITNE 1
IMPLICITNE metode. |

"~ Kod ekspllcltnlh metoda mresa se daje unapred i osta-
je n3promenjena dok se ne doblje numeridko redenje s.p. kon-
turnog problema. Ocigledno da moramoc poznavati ponasSanje kon-
tinualnog re3enja da bismo mogli unapred prilagodi+ti mrezu
i dobiti konvergenciju uniformnu po malom perturbacionom

parametru.

Implicitni metodi su oni kod kojih se kao krajnji rezui-

tat dobija ne samo numericko reSenje s.p. problema ve¢ i tadé-

ke mreze.

2.2.2 Implicitne metode moZemo podeliti na dve grupe : na

simultane i alternativne metode, upor. Russell (1979).

e




20 2.2.72

gimultani metodi su ti kojili istovremeno izracuna-
vaju mreZu i numerilko reSenje.
Alternativni metodi se mogu nazvati i dvo-cikliéni,

To su takvi implicitni metodi kod koJih se numericko rese-

nje i mreZa izradunavaju naizmeni&no, tj. prvi numerilki

ciklus je odredjivanie numerickog redenja na datol mreZi,
a drugi je menjanje te mreze prema prethodno dobijenom
numeriékom refenju. Citav postupak cbi&no po&inje na ek.
mpe3i. Alternativni metodi moraju sadrZati neki kriterijum
za prekidanje ciklusa.

2.2.3 I eksplicitni i implicitni metodi mogu se pedeliti
na transformacione i netransformacione metode.

Kod transformacionih metoda se kontinualni s.p.
problem transformie uvodjenjem nove nezavisne promenlji-
ve. Tako transformisan problem resava se numericki na ek.
mre%i. Dakle, problem konstrukcije mreze ovde je prenet na
odredjivanije pogodne transformacije. Simultani implicitni
metodi su metodi ovog tipa.

S druge strane, alternativni implicitni metodi
pripadaju netransformacionim metodima. Kod netransformaci-
onih metoda kontinualni s.p. problem ostaje u prvobitno]
formi, tj. njegova diskretizacija se pravi direktno na ne-

koj nek. mreZi.

2.3 Diskretizacija singularno

perturbovanih problema

2.3.1 U ovom Odeljku daéemo neke definicije koje se od-
nose na osnovne oscbine diskretizacija s.p. problema.

Neka je s.p. problem zapisan u apstraktno] formi

(1) T.u = 0, x€I ;3 B.u= 0, x€ 3T,
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gde je €€ (0,e,1 mali perturbacioni parametar, T _ je neki

0

diferencijalni operator veda k, k€ N, a Beje operator kon-

turnih (grani&nih) vrednosti.

DEFINICIJA. Kafemo da je operator (T_,B ) INVERZNO MONOTON
ako za svako u GCk(I) vait
Teub'{], Beu>0 => u»0.
Operator (T_,B_ ) je STABILAN ako za sve u,v €CN(T)

va3i slededa NEJEDNAKOST STABILNOSTI

fu-vll < const (IITau -~ Tevﬂ +HB€u - Bevll ).

Akc je gornmja konstanta nezavisna od e, kaZemo da
je (Te’Be) stagbilaqn UNIFORMNO PO €.

2.3.2 Neka Ije ' ,

(1) T, wy, = 0, B w = o0,

€ h
diskretizacija problema 2.3.1(1) na mrezi Ih,_gde je Wy
mreZna funkcija.

. Imamo sledeéu definiciju koja je analogna kontinu-

alnom sludaju :

DEFINICIJA 1. Operator (TE,BE) je INVERZNO MONOTON ako za

svaku mre3nu funkeiju Wy na Iy vaii

™y Do

€ h>05 Be h
Operator (TE,B:) je STABILAN ako za eve mreZne

»0 = wh>0.

funketje Wy, Vi Na I, vaii slededa NEJEDNAKQOST STABIL-

h
NOSTT
} eneeh b .oho h
by =vy B SKAUTw = Toop i + 0BG, - Bovyl) .

Ako je gornja komstanta nezagvisna od e, kaZemo da

je (1°,8") stabilan UNIFORMNO PO e.
/' DEFINICIJA 2. GRESKA KONZISTENCIJE r (u) data je sa

- _ h
rh(u) (TI;uh (Teu)h,Beuh-(Beu)h)
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gde je u € cR(I),
Neka Je uEEZCk(I) re3enje problema 2.3.1(1).
KaZemo da je diskretni operator (TS,BZ) * KONZISTENTAN

SA (TE,BE) ako postoji pozitivan brogj s takav da je

S
(2) ﬂrh(ue)“<K}1

Broj s se naziva RED KONZISTENCIJE c¢peratora
h ,h
(T »B.).
Ako ie komstanta u (2) nezavisna od €, kaZemo da
je (T",B")  konaistentan sa (T ,B,) UNIFORMNO PO ¢, a s
je RED UNIFORMNL KONZISTENCIJE.

¥
!

Ako je (TE,B:) konzistentan sa (TE,BE) na kek. mre-
$i, sledi da gredka konzistencije T teZzi ka nuli kada

n+ » . 0d sada ¢e Ih biti kek. mrezZa.
DEFINICIJA 3. Neka je uetack(I) reSenje problema 2.3.(1)

i neka je ﬁ&lean+1 re3enje problema 2.3.2(1) na mreZti Ih.

XKaZemo da Wy KONVERGIRA ka u_ ako postoji poazaiti-
9

van broj s takav da vaii

. ._ .
- W < KH .
(3) “Wh -uE,h
Broj s se naziva RED KONVERGENCIJL diskretnog ope-—
) h _h |
ratora (TE,BEL

Ako je komstanta u (3) nezavisna od €, kaZemo da

h konvergira ka U UNTFORMNO PO ¢, a s Je RED UNIFORM-
I

NE KONVERGENCIJE.

W

Slededa Lema je ocigledna :

h

LEMA. Neka je diskrétni operator (TE

,BE) stabilan (uni-

" formno po £) i sa redom (uniformne) konzistencije s. Tada

je s red (uniformne) konvergencije 2za (TE,B?).

Princip :

1

(L)  konzistencija uniformna po e * stabilnost uniformna

po ¢ . => konvergencija uniformna po €
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koji je sadrzan u prethodnoj Lemi, cestc se koristi da bi
se dokazao krajnji cilj numeridkih metoda za reSavanje s.p.

problema - konvergencija uniformna po €.




IT TIMPLICITNI METODI ZA KONSTRUKCIJU

MREZA
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3. Pregled metoda

3.1 Simultani metodi

3.1.1 U opisu simultanih metoda sledicemc rad Whitea (1979),

u kome je posmatran problem

(1) | u’ = flx,u) , x€I = [0,1],
b(u¢0), ul1)) = 0 , -

Ovde su u, £ i b s-dimenzionalne vektor funkcije,
s € IN.

Primetimo da u jedna&ini (1) mali parametar e nije
eksplicitno napisan, iako je Whiteov metod numeridki testi-
ran na problemima sa malim parametrom. Razlog za ovo se mo-
e jednostavno objasnitil. Pri pumeridkom rééavanju S.P-
problema krajnji je cilj dokazati konvergenciju uniformnu
po €. To ne moZe biti uradjeno bez nekog prethodnog poz-
navanja ponaSanja egzaktnog re$enja s.p. problema, npr.
poloZaja grani&nih 1 unutrainjih slojeva, njihove Zirine 1
s1. S druge strane, simultani postupci za konstrukciju mre-
$a su u oshovi stvoreni za probleme kod kojih su takve &i-
njenlce nepoznate, pa se tu i ne moZe dokazatl konvergen-
cija uniformna po e. Ipak, mnogi test primeri iz White
(1979) potvrdjuju da se ovaj metod moZe uspedno primeniti.
Ali tome moramo dodati da su za relativno jednostavnije
probleme, kod kojih poznajemo ponasanje egzaktnih resenja,
v. Poglavlje 5, simultani metodi suvise komplikovani 1
nema potrebe za njihovo koriSéenje posto se jednostavniji

eksplicitni metodi mogu primeniti.
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3.1.2 Simultani metodi su transformacioni. Transforma-
cija je ugradjena u metod uvodjenjem nove nazavisne promen-

1jive t = x(x), gde je x : T =+ 1 jzabrano na pogoedan nacin.

Neka y € Ci(I) oznadasva tadno. refenje problema
3.1.1(1). Pretpostavimo da je ono izolovano u smislu Kellera

(1974).

DEFINICIJA. KaZemo da je x(x) DOPUSTIV MONITOR (kontrolna

funkecija) problema 3.1.1(1) ako zadovoljava sledede uslove:

a) Postoji funkeija m(x,u) za koju su svi parcijal-
ni izvodi neprekidni za

(x,u) €I = {u € R® | Ily(x). -ull <Kp, x €1} .
b) dX/dX=m(x,y(x))/9>6>0,- x €I i
x(0) =0 , X(i) =1, te je 8 = :} m(x ,y(x))dx.
. | : | 0

' Za t = x(x) izabrano kao U Definiciji i dato m dola-
zimo do problema : w
| ~ du/dt =8 f(x,u)‘/m(x;u)h,
'_dx/dt = 8 /m(x,u) , | tET
de/dt = 0, : o |

(1)

B(u(0) , uli)) =0, x(0)=0, x(1) =1,

i sada je nezavisna promenljiva takodje nepoznata.
Diskretizacija sistema (1) vr3i se centralnom Euler-

ovom Semom na ek. t-mre%i sa korakom h = 1/n, n€E N :

u-' -u-

i 1_1:= h(Bi-fB. Y. _1/2/(2m _1/27>
2y . X§ " %X5.1 = h(8, +8,_ )/(21111__1/2) ~i=1(1)n,
B1".95.-1 = 0, -
b(ug,u ) = 0, x4 =0, x =1,

.8de je Bs_.1/2 ~ g(xi_1/2: (ui'+ui_1)/2).
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wWhite (1979) nastavlja sa ispitivanjem diskretnog
problema (2). Glavni rezultat je da njegovo redenje (u,,
xh,eh) postoji i jedinstveno je, i vaii |
Ju, -y # <Kh?,
h-Yn ’ |
oy - Ry . |

Za drugu jednakost kaZemo da X asimptotski ekvidistribuira
monitor x(x).

3.1.3 Najvazniji problem je naravno izbor funkecije m(x,y).
U Whlte (1979) je predloieno vise moguénostl

'’

my (X ,y) s"i,
m, (x,y) = (o +iy”l 2y1/2
mz(x,y)- = (o +l|y““'ll§) /8
 m3(x,y) = (a -+Hy‘”“§)1/u.

Ovde je | |
2 1 2 )12 e 012
iyhy = __é___(-.lY_i,(_".’”_ #ly G T 4+ y G [ Idx
« je konstanta, a y”, y°77, su izraZeni iz 3.1.1(1) preko
f(x,y) i njenih parcijalnih izvoda.

Izbor my daje ek. x-mreZu. Funkeija m, odgovara tzv.

monitoru ludne duZine, jer se duZina luka s-dimenzicnalne
vektor funkcije y(x), x€ I, izracunava kao

X
X0e) = [ (4 eny”lx 2 2ax
0

Dakle, ovde Xy asimptotski ekvidistribuira duZinu luka tac-

nog re3enja y, pri &emu je x{x) zapisano u normalizovanoj
formi :

’ (Ct=1)-

o ox(x) = X(x)/8.

Funkcije m, i'm3 asimptotski'ekvidistribuiraju1greéku u jed-
nom koraku i grefku odsecanja diskretizacione Seme,
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v. White (1979) za viSe detalja. S1iéni rezultati 1 preg-
1edi prezultata dati su u Pereyra et al. (1975), Russell et
al. (1978), Thompson (1985).

3.1.4 Sada éemo dati neke numericke rezultate iz White
(1979) da bismm ih kasnije mogli uporedjivati.

Numeridki se refava problem 1.1.1(1) koridéenjem
monitora lune duzine (a=1) sa n=10. Prethodno je problem

zapisan u formi sistema
e’ =v , u(0) = 0,

e:v"=-—v_+g-2u-£:s_int , ul(w) = 0,
i ovakva transformacija je u sudtini motivisana poznava-
njem ponasanja tacnog redenja, V. PpglavljefS.
U sledeéoj tabeli (Tabela 57 iz White (1879)) je

data maksimalna greSka u tadkama mreze 2za razlidite vred-
nosti €. | |

TABELA.
€ Su v
1 5.,97E-3 1.05E-3
1E-2  2.48E-1  1.70E-1
1E~4 '1.60E-1  4,1u4E-2
{E-6  1.53E-1  3.10E-2

1E-8 ~ 1.53E-1  3.09E-2

7a e=1 imamo ubedljive najbelje rezultate, ali se
neuniformnost kad e+0 ne pojavljuje. Za sve posmatrane e

broi koraka mreZe, koji leZe unutar intervala [ 0,el je 4,
tj. 40%.

3.2 Alternativni metodi

3.2.1 Sustina alternativnih metoda je veé opisana u Odelj-
ku 2.2. Sada édemo jo¥ dati neke detalje, sledeéi radove
Peaprson (1986 a,b), (v. takodje Flaherty et al. (1977)), 1
Kreiss et al. (1881).




Ciklus menjanja mreZe diskretizacije moZe da ima
tri koraka : |

a) dodavanje novih tafaka mreie

b) brisanje nekili starih tacaka mreZe

c) postupak izgladijivanja .

Svaki od ova tri koraka vrii se pomoéu nekih kriterijuma.

U koraku a) se ubacuiu nove tadke mreZe u oblasti
u kojima se reZenje, dobijeno na prethodnoj mreZi, naglo
menija.

U koraku b) stare tadke mreZe se odstranjuju 1z
oblasti u kojima se prethodno re3enje veoma malo menja.
Ovaj korak se moZe izostaviti, kao §to je to slucaj u ra-
du Pearson (1968 a,b).

U koraku c) se izgladjuje mreZa dobijena posle ko-
raka a) i b). Dodaju se neke nove tatke sa ciljem da se iz-
begne mogucla nagla lokalna'promena_duiine koraka mreZe, Sto
bi moglo dovesti do gubitka reda talnosti rezultata.

Koraci b) i ¢) se izvr&avaju samo ako se a) izvrsSa-
va, tj. ake kriterijum u koraku a) ne zahteva nijednu novu

tadku mreZe, &itava procedura se zavrsava.

3.2.2 Sada éemo dati neke kriterijume za korake a), b,
¢) u sludaju skalarnog konturnog problema. Neka uy oznaca-
va numeridko redenje koje je dobijeno na prethodnoj mreZi

_Ih=={x01x1:---:xn}v Kriterijumi su sledeéi
a) Ako za neko i=1(1)n imamo

p(ui__:l ,ui) >d ,

gde je du>0,(p(ui_1,ui) de se definisati kasnije), tada
dodajemo p € N ekvidistantnih tadaka mreZe u (xi_i,xi).

b) Ako za neko i=1(1)n imamo

plu,_you) +plug,u, )<d/ X, X>1,

tada izbacujemo X, 1 ponavljémo ovaj korak po&injuéi od pos-
lednje stare tadke mreZe koja je ostala neizbadena.




c) Ako za sve i=2(1)n vazZi

(1) . 1/Q<hiz’hi_1<Q .

za neko Q>1, tada ne dodajemo ni jednu novu tacku mreze.
Ako za neko i=2(1)n vazi

tada dodajemo X;_,,, kao novu tadku mreZe. Sli¢no, ako

hi / hi-'l «x1/Q ,

dodajemno Xs_4.1/2° Ovo ponavljamo dok se (1) ne postigne
za sve 1. |

Definiduéi razlicite p(uiﬁl,ui), d i p dobijamo
vige adaptivnih postupaka. Oni ée biti numeridki testirani

u Odeljku 4.4 1 poéiniaée sa ek. mrezZom.

Al. ID(ui;_i '.Iui-).= lui_-l—uil. ) d = a(mleuil -min I ui‘) ’

za neko unapred zadate &2 03 p=tplus_q,uy)/4d],

gde [X] oznacava najveél ceco broj manjli od X.

Ovakav korak a) je iz Pearson (1968 a,b). Ipak,

‘Pearsonov adaptivni postupak koristi drukgiji korak c¢) 1

izostavlia korak b).

A2, p(ui-i?ui) , d kao u A1 i p=1.

Ovakav izbor p i koraka c) (Q=3) je iz Kreiss et

al. (1981).
el | 2
A3. p(ui_l,ui)-li. = hi(1+(ui-ui_1) ;’h§)1/2 R
X.
1 2.1/2
R f (1+(u”(x))"™) dx
X . |
i-1
n
d=§ X §&.
i=t

za neko unapred zadato§ > 0; p kao u Al.

7a ovakav izbor p upor. Odeljak 3.1 i Russell et
al. (1878, p.S4).




Al p(ui_l,ui) . i.d kao u A3 i p=1.

3.2.3 Koraci a) i b) u radu Kreiss et al. (1981) koriste
p koje ocenjuje gredku numerickog reSenja u, . Isti je slu-
daj u radovima Lentini 1 Pereyra (197u4,1377). (Pored toga,
Lentini i Pereyra predla%u da se korak b) izostavi.)

Treba istadéi da zahtev za minimizacijom greske nu-
meri&kog redenja u, ne mora dati tadke mreZe koje Ce se
zgusnuti u slojevima. Ovo se jasno vidi u radu Denny et al.
(1977), upor. White (1879). Prema tome, kriterijumi u kora-
cima a) i b) bi trebalo da ukljuduju i ccenu greske 1 pona-
fanje redenja. Ipak, mi ovde necCemo ocenjivati gredku, vel
femo Lo ostaviti za kasnija razmatranja. U Odeljku 4.4 Ce-
mo ilustrovati tadnost metoda Al-Al4 uporedjujucéi numericke

rezultate sa tadnim reZenjima.




h . Konadno-diferencne Seme u

alternativnim metodima

4.1 Konadno-diferencnil operatori

4.1.1 Podsetimo da Ih oznadava kek. mrezZu na intervalu 1,

U ovom Odeljku nave3éemo neke diferencne operatore koji cCe

se kasnije koristiti.
(k (k) | |
D, g mu (g, k=0,1,7

Upotrebiéemo sledecu notaciju

gde(i? £s =Xs ili &; = X54q9/9 3 X; €Iy, i=0(1)n,
a D."’ predstavlja vonadno-diferencni operator (T oznacava

T
njegov tip). Ovde je u € C

ulx.) itd. Neka su j i & nenega

0<j<t<n . Tada :

k+2(I). Dalje ¢emo pisatil u, za

tivni prirodni brejevi 1

(k+2)
? X, EXSX '
. . 2
1
h. = mi - |
_J+1,£ mln(hj+1 ,hj+2,||.,h2’—1 ,h‘a) »
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Neka je

(k)

(k)
Cep

(k) |

u(.Ei) =D

odgovarajuéa gredka konzistencije.

(k)

.Konaéno-diferencni operator Dp " je konzistentan sa
u(k) ako vazZi ic
| S
| IpT u(g,)| <KH

za neko s > 0.

Kona&no-diferencni operatori koje éemo koristiti
biée uglavnom drugog (kvadratnpg).reda konzistencije (s=2),

ili prvog (linearnog) reda konzistencije (s=1).

4.1.2 Poénimo sa aproksimacijama drugog izvoda. Imamo
centralnu aproksimaciju:

Dgui = 2(h. )ui +

i+l

sa
2 IV

~hy [ u™ e+ Hy 2Vl i

|rgui| éﬂ(lhiﬂ ) .
Dakle, ovaj operatbr je drugog reda konzisteencije na lsek.

mrezama.
Druga aproksimacija je nek. uopStenje srednjetacka-

ste Zeme Gushchina-Shchennikova (1874) :

. 1"t —
(1) Dia1/2%%5%-1 ¥ Bi%g ¥ V%541 ¥ 051540 0
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gde je
;7 C2-hy iy +hi+2)'si) / (hy(By +hy 000
(2) B =(-2%hy ,(hy *hyyq g yn08:0 / (iR eg) s
y; = (2=(hy 4 +h,p)(hy +hyyy *h )80/ (g (hythy )0,
Ako je
65 = 1/ (2H2,1+2) :

onda imamo aproksimaciju koja je oznacena sa D§+ i vazi

l(M(|h -hi| (Hi,i+2/}-1i,i+2)lu“cxiﬂ/z)[ +

3 IV
+ (Hy 540704, 142°Ui01, 142

\f&+”1+1/2

Dakle, sada imamo ponovo konzistenciju drugog reda na lsek.

mrezama.

Isto vaZzi za operator

" - .
DY Us 979" %o1%i-2 *Bioa¥i-g FYi-10 65 q¥3-1 0
gde su *i_1? 61;1: Yi-1 kao pre, & Gi—l je uzeto

tako da vazi ,
| ;g 7 1/C2Hl_1 1+1) .

Kada je mreZa ek. imamo

" e 2y
u. --(u:.i__1 u. u.+1+ui+2)/(2h) .

" '
Dp-Yi-1/2 = Puei-141/2 0
pa Gi}aikrl/(Zh,) kad I, tezi ka ek. mreii.

4.1.3 Posmatrajmo sada aproksimaciJe prvog izvoda.

Imamo centralnu aproksimaciju

i gn2 2 .2y 2 |
Dcu.-( hy 445 1_+(hi+1—hi)ui+hiui+1)/(hihi+1(hi+hi+1))




38 4.1.3

Sledi
wou | < MHZ (L UZT)

pa se dobija kvadratna konzistencija na proizvoljinoj mrezl.

Koristidéemo i drugu srednjetackastu aproksimaciju
koia je takodje drugog reda konzistencije :

D2 u =(ul+1-u)/h

M “i41/2 i41 ?

2 o

e a2l S MM Y5 a0
Sada neka Jje

Ovi jednostrani operatori se koriste pri formiranju tzv.
up-wind aproksimacije

b(x.)D%u. , b(x.)»0
1°7+71 i

b(x.)DGu. = |
i° 1
b(x.)DIlu, , b(x.) <0
) i 1 i
Za DU imamo
Ir I<MH:L 1+1U1 1,i+#1 °?

pa je to operator prvog reda konzistencije.
>

4.1.4 Za aproksimiranje Ustq/2 koristiéemo tri srednjetac-

kasta operatora

Dt gy = (U5 *U5440 72

0 _ -
Dy 41/2 = ((2hg¥hy g 0ug - By 40y 0 /(205)
0 = -

DM_ui_l/z«((zhiﬂ-thi)ui hiui+1)/(2hi+1) ]

sa
2

Ir&ll-}i/Z‘ < Mh;g 1'1-1-1

i |

' 3 ‘ 1"
2'l <M(_Hi, /-hl 1+1)U i-1,i41 °?

.
| rpal 5297

(drugi red konzistencije na lkek. mreZama).
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4.1.5.Neka je{ii} mreina funkcija sa L£&-=1, i=0(1)n.
Lako je videti da vaZzi

(1a) D" L. = 0, Die%isq/2 = 0

(1b) Det; = 05 Dyisigp = 0 DR, = 0,

(1e) Dylisiy2 - 2> Due*iense ® 1 -

S druge strane, imamo

(2a) Dgx; = 0, MXix172 0 o

(2b) 'Déxi=1, Dix:41/2 = 15 DXy = 1)

(2¢) DyXi41/2 = Xi+1/2’ DifeXi21/2 = Xix1/2

4.2 Diskretizacija linearnih

singularno perturbovanih problema

L.,2.1 Podnimo posmatranjem sledeéeg linearnog s.p. prob-

'lema

(1) Lou:-= ~eu"” - b{x)u” +ec(x)u=£f(x), x€I=[0,1],

u(0) = U,, u(1) = Uy

gde jeg;e(u,eo] mali perturbacioni parametar.

Pretpostavimo da b,c,f€ CZ(I), c({x)>0, x€I, dok b(x)
moZe menjati znak u I. Preciznije, dopudtamo da b(x) ima ko=

nadno mnogo izolovanih nula z,,Z5s-« 52 u I, k€ N. Dalje,
mogu postojati disjunktni podintervali [aj,

Bj]cI, 3=1(1)2, 2€N , takvi da b(x) =0, x€ [aj,Bj].

Sludaj kada b(x) >0, x-€1I, je takodje;
mogud (b(x) <0, x€TI, se svodl na b{(x) >0 transforma-

cijom x =+ 1-x).
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Sa u_ oznacimo reSenje problema (1), u_ € ct ().
Pod datim pretpostavkama moguée su velike razlike u pona-
fanju u_ u zavisnosti od &, v. Pearson (1968 a). Jedan 111

V1§e granlénlh i unutrasnjih slojeva mogu da se pOJave.

4.,2.2 Neka je Wy mrezZzna funkcija na Ih. Koristitemo konacl-

no- dlferencne operatore iz prethodnog Odeljka da bismo dis-
kretizovali s.p. problem 4%.2.1(1). Posmatracemo sledeée dis-

kretizacione Seme :

. LU —~ = .
LWy * 7 ;D cVi blncw M A £;
n

LW, : 7 fEDEw - b, DUw to,W, = £f: >

1
Lys¥Wss1/2 ¢ = “¢Dms¥ie1/2 (DMP :1/2)(Dﬁ”1:1/2) +

0 - . _ -
v (004172 Ph¥ists2) = Fiersz -
Notaciju Wsi4/2 treba shvatiti formalno.

Neka SU Tny Tyys Tyt .odgovarajuée_greéke konzisten-

Te L
za svako u € Cz(I),itd.

. ¢h ) G

LEMA. Red konzistencije s diskretizacione 3Feme Lh za kon-
tinualni operator LE je dat sa s=min(so,si,sz) » gde je S,

red konzistencije konadno-diferencnog operatora Dék), k=0,1,2.

Dakle, iz 4.1 sledi da je svaka od Zema

. prvog reda konzistencije (na kek. mreZama). Ipak, ako je mre-

h

Za lsek. Lh i Lys su drugog reda konzistencije. Ove dve Seme

C
demo nekada koristiti na lkek. mreZama, olekujuéi ipak bolje

~rezultate nega za Lg , V. 4.0,




4.

2.3 “1

Sada sa {%.} kao u 4.1.5 iz 4.1.5(1) 1mamo
1
h h, . | h - o+ .. 7,
(1) Lcli = Gy Luki = G50 LM12111!2 (cl 121
i 1z u.l.S(Zf{
h, . _ ) h, .
Loxg = = by + cyXg, LyXg ® 7by +¢5%
(2)
h - -—
LyeXieq/0 = ~(By#Piaqyp)/2 * ((ey#e;)/20% 440

e w— 1=

4.2.3” Posmatrajmo xonadno-diferencnu diskretizaciju prob-

lema 4.2.1(1) pomoéu up-wind sSeme :
h . | i
Wy 7 UO’ Luwi =_fi’ 1 = 1(1)n-1, W U1

Ovaj diskretni problem se moZe napisati u matrid¢noj formi

h _ -
L M | - T n+l h .
] = A e odgovara-
jula rtridijagonalna_matrica u Rn+1,n+1‘
) ) _ N,N
DEFINICIJA. Matrica A .= [aij] € R ,N €N ,

se naztva L-MATRICA ako je a;;>0, i=1(1)N < aijiU, 173,

i,jJ=1(1)N. |
Regularna matrica A je INVERZNO MONOTONA ako A-1>G.

Regularna matrica A je M-MATRICA agko je inverano

monotona L-matrica.

U Pododeljkn 4.2.5 édemo pokazati znalaj M-matrica
u dokazivanju stabilnosti (uniformne po e) konaéno-diferenc-
nih Sema. Kako je za M-matrice necphodno da budu L-matrice,
posmatratemo prvo samo L-matrice.

Smatraéemo da pretpostavke o kontinualnom s.p. pro-

blemu 4.2.1(1) vaZe do kraja Dela II. Tada Je oligledno dca
vazil




) .2.3

LEMA 1. Matrica A% Jje L-matrica.

Neka Jje A% matrica koja odgovara diskretizaciji
w, = U Lhw = f i = 1(1)n-1, w_ = U, .
0 p°> “¢"i 1’ = > "'n 1
Tada imamo
LEMA 2. Matrica Ag je L-matrica ako vaii
(1) -1/hi < Ps < 1/hi+1, i = 1(1)n-1 ,
gde Jje p; = bi/(Ze).
DOKAZ. Neka je A% ='£aijl. Za i=1(1)n-1 imamo
aii z Zsf(hihi+1) + bi(hi-hi+1)/(hihi+1) + C.,
a3 3.1 " —25/(hi(hi+hi+1))+bihi+1/(hi(hi+hi+1));
ai ifl = —28/(hi+1(hi+hi+1))_bihi/(hi+1(hi+hi+1)),
asq =1, 8, F 1, a ostali elementi su nule. Vazi aj i1

< 0 akko vazi (1), a iz (1) sledi aii?O, Q.E.D.

Oéigledho’da'je te&ko ispuniti uslov (1) u praksil.
ta viSe, Lorenz (1980 a) i Hemker (1982) su pokazali da na

ek. mreZi matrica Ag tesi ka singularno] matrici kad e-»C.

Zbog toga ne moZemo odekivati stabilnost uniformnu po ¢ kada
koristimo centralnu Semu diskretizacije. Up-wind Sema nema taj
nedostatak, ali je ona samo prvog reda konzistencije. Da 11

_Jje maguée konstruisati konacno- -diferencnu diskretizaciiu

problema 4.2.1(1), koja cCe biti drugog. reda konzistencije

(barem na lsek. mreZama), a za koju Je odgovarajuéa matrica

L-matrica? 0Odgovor je potvrdan, upor. Vulanovié (u pripremi).
' h

TraZena %ema LEM kombinuje Lg, Ly 1 Lh na sledeéi nadin :

M

(2a) . Wy © u. ,
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hoo L
{L W -f(xl),akO—lfhl < Py < 1/h2

(2b) | LCMwi LM+W1+1/2 = f(x1+1/2), ako Py > 1/h2 .
h - -
Lle = f(xl) , ako Py < 1/h1
h -_— i
Lows = f(xi), ako 1/h-i < Py < 1/hi+1
h o h _
(2¢) LCMwi s = LM+wi+1/2 = f(xi+1/2), ako ps > 1/hi+1’
h - . _‘
CLyWio170 = f(x5oq 905 ko py < =1/hy
1= 2(1)n-2 ,
the = f(x_ .), ako -1/h__, < p__. < 1/nh
C ' n-1 -1°7? | n-1 -1
h _} .n i | )
(2d) Loy 1334 Ly Wp_ 4,9 = £(x_q )5 ako o,y < =1/h,
\ bi¥n-1 ° f(x__4)> ako p__4 2 1/h
(2e) w_ = U

'idéja za ovakvu kombinaciju data Jje u radu Gushchin
et al. (1974) na ek. mreZama u sludaju c(x)=0. Ipak, u op-
Stem siudaju nije moguée dokazati da je odgevarajuéa matri-
ca L-matrica kada se koristi ek. mreZa. Moraju se uvesti 1
neke pretpostavke o mrefi diskretizacije: od sada Cemo pret-
postaviti da se LEM koristi na mrezi I, sa osobinom:

(3) - zi’aj’sj € I i=1(1)k, Jj=1(1)L ,
v., 4.2.1, ako neka od ovih tadaka postoji. Na Slici 1 pri-

kazujemo kako su tadke mreie rasporedjene

b(x)

s - obavezne tacke mrezZe

x = neobavezne tadke mreze

S1. 1

Neka matrica AEM ocdgovara diskretizaciji (2).

LEMA 3. Matrica AEM je L-matrica.

DOKAZ . Posmatrajmo npr. Lﬁ} . Primetimo da je
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Gi > g uzeto tako da vazi o >0 1 sledeéa implikacija je

zadovoljena

8] 0
pi}1/h1+1 = HEBi+(DMbi+1/2)/hi+1}O’ “EYi_(DMbi+1/2)/hi+1€0'
| | , | 0 |
Dokaz sledi iz (3) jer Dybs 4q1/2°P;7/%> (primetimo da
bi>[} = bi+1}0 ) I

Analogre &injenice vaZe za LE_ kada je bi<'1/hi
Lema je dokazana.

Diskretizacija (2) je drugog reda konzistencije na
lsek., mreZama, iako se u tadkama x;, i X _, moZe koristitil

LE , v. Odeljak 4.2.6.

PRIMEDBA. Moguée je Semu L%thodifikovati tako da

je (3) nepotrebno, upor. Vulanovié (u pripremi). Oznalimo
ovu modifikaciju sa I%M' Za i=1(1)n-1 neka je

h. . L.
LUwi , ako pi>1/hi+1 } bi+1<0’ 1131
h _ | .
Loy * N - py<=l/hy i by 420
LoM?; o inade

EBM zadrfava drugi red konzistencije na lsek. mreZama uprkos
moguéem koriscenju L%‘u nekoj od tacdaka X5 s i=2(1)n-2, Jer

vazi |b.|< KH, . , (LE se koristi kada Jje bibﬂli'D. <0,

1'— 1,1+1 i+l
ili b.<0 1 b. 4>0).

Kada (3) vaZzi, 1mamc'ﬁ oM L?M .. Po3to je to sludaj

u svim na&im numeridkim primerima, femu LD oy Vife necemo

pominjati.

b,2.4 Pored diskretizaci]a dobijenih%pomdéu LE . Lg 1 LEM,

- za diskretizaciju 4.2.1(1) demo koristiti jo& dve 3Zeme.

Neka Je
. o h | _
Lh o { Lcwi , ako -1/hi<pi<1/hi+1
CU™ 1 ﬁhw .
W L inace.




Sledeéa diskretizacija

Wy . LEU = £(x,), i=1(Dn-1, W, = U,

bide +testirana numeridki u Odeljku 4.4, Za odgovarajulu mat-

= U

. h o .
ricu ACU vazl

LEMA 1. Matrica AEU je L-matrica.

Druga diskretizacija se dobija koriséenjem eksponen-
cijalno fitovane Seme L? iz rada Zadorin et al. (1983)
ki

.= ", — = 1 = : -
LFwi f DL b(x. )DCW +o(x, )wl f(xi), 1=1(1)n-1

gde je,akob"(xi) £ 0:
L 2
g. = (b(xi)/Z){hi+1a2[exp(a1hi/€) 1] +

i
2
+ hia, [1- exp(-ah. /5)]}/{hi+1a2[exp(a1hi/6)-1] ~

- hiai[l-exp(—azhi+1/€)]} )

a, = b(x —h ), a, = b(x.+hihi/hi+1) .
0 < h < mln(h h )3

_ 1 +1
a ako je b'(x.) 0:

Hi

o, = (b~ (xl)h .h. /2)[exp(9 ) - 1]/[exp(8 )=-8. —1],
6, = b~ (x; )h P /E .

Ova Sema se svodi na poznatu eksponencijalno fitovanu sSemu
I1”ina-Southwella (v. I17in (1969), Kellogg et al. (1978),
Doolan et al. (1980), Lorenz (1980 b)), kada je h;=0.

Dodatne pretpostavke su da se b(x) anulira samo u
tadkama mrefe, a ako je b(x)=0, onda b (x)#0. Primetimo da

je to jade od nade pretpostavke 4.2.1(3).

Za greSku konzistencije rr imamo (v. Zadorin et al.
(1983)):

2

rpugl < KOy gmhyl o Hy 5
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Y h . . . . '
za u € C (I). Dakle, Lo je jos jedna Sema drugog reda kon-

zlstencije na lsek. mreZama. Dalje, cdgovarajuda matrica A?

zadovoljava

LEMA 2. Matrica AE je L-matrica.

Primetimo da vaZe sledeée jednakosti ({%.} je dato
1.
u 4.2.2):

h h
L. = . =
i =
h - - h P

hb,2.5 Na podetku éemo dati varijantu poznatog M-kriteri-
juma, v. Lorenz (1977), Herceg (1979), Bohl et al. (1979).

TEOREMA 1. Neka je 'Az[ai j]E.RN'N;NEIN L -matrica
' 3

1 neka za neki vektor 'yeRN ,y>0 , vafi  Ay>»0 © za sva-

ko . i=iy, takvo da (Ay) =0, postoje indekst igsigsecesips

aa osobinom

d ¢'pg j=1(1)r 3

i. 1.
13-173
z . (£'-‘q,r);.1ﬂ1 > 0 .,

Tada je A.inverano monotona, tj. M —-matrica.

TEOREMA 2. Matrice AE 7 A? su M-matrice.
_ ' h . h .
DOKAZ.  Zbog 4.2.2(1) za L, 3 4.2.4(1) za Lp imamo
h, _ - h, _ ~
Ay n® Sy » - Bf*n T Gy o

gde jeﬂ'h = [1,1,--.,1]T’ Eh - [1501’c25'"jcn_ijj»]TeRn.'.j.

Za c;>0, i=1(1)n-1, dokaz sledi odmah. Ako za neko i

imamo ci=0,'tada postoji lanac indeksa iz Teoreme 1

ii=i-1, izzi_ZQ---,ir=0’ ili
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il
jer su u matricama AE 1 A? elementi uz dijagonalne strik-
tno negativni, (v. Zadorin et al. (1983} za A?). Teorema

je dokazana.

Ovaj dokaz ne moZemo primeniti na matrice A%U i AEM

jer se moZe desiti sledeéa situacija (upor. Lemu 2,4.2.3):
- kada Je o, = —1/hi, elementi i-te vrste desno od

‘dijagonale su nule,

- kada je pi = j',;hi""]_’ elementi i-te vrste levo Od

dijagonale su nule. Zbcg toga je moguée da ne moZemo stiél
do ir=0 111 ir=n kao u Teoremi 2.

Ipak, vazi

TEOREMA 3. Matrice A?U 7 ACM sy M-matrice ako vaiZ?

jedan od sledadil uslova :

a) c(x)>0, x€I~{0,1}

b) postoji tadka p€l, takva da je

%
n(x)<0 za x€(0,p) i Db(x)®0  za x€(p,1). )

DOKAZ. Neka vaZzi uslov a). Tada zbog 4.2.2(1) imamo

gl
cu*h

(2, = [15150.051] e r™

A >0, Ah 2. > 0,

CM™h
1), i dokaz sledi iz Teoreme 1.

‘Sada neka vazi b). Ako je za neko i, 1<€i<n-1, ¢ (xi) =0,

h _ . h _ , . Ay
tada (ACURh)i-G i (ACMEh)i-O, ali pestoji odgovarajucl
lanac indeksa iz Teoreme 1. Posmatrajmo AEU'

Za DP< X s uzZimamo
i1 : i+1: 12 :l+2 :. > & & 1, lr=n“ ;
a ako je p=>x., onda

1
i1=i_1, i2=i-25-t¢ ,iI,’:U

%y Za p=0 ili p=1 : (0,0)=0, (1,1)=0.




gliéne &injenice vaze za AEM. Primetimo da prilikom primene

L;iimamo bar po jedan negativan element levo i desno od dija-

gonalnog'( ai,Gib-O, v. Lemu 3, #.2.3). Teorema je dckazana.

S druge strane, mOzZemo modifikovati LEU na sledeéi

. h . . .
nadin : neka se LC korlstl_kada je —1/hi*cpi-c1/hi+1,
ipade Afemo primeniti Semu LE, Oznadimo odgovarajulu matricu

-h _ P . . ~h h
sa ACU' Imamo analognu modifikaciju ACM Z3a ACM' Tada moZemo
dokazati sledeéu Teoremu koristedi istu tehniku kao u Teore-
mi 2

N

TEOREMA 4. Matrice Al % Ach

oM su M—-matrice.

Sada &e nas interesovati stabilnost diskretizacija

razmatranih u prethodnom Odeliku. Sledele Leme su ofigledne:

LEMA 1. Ako postojr konstanta X (nezavisna od €/, takva da

- h h h
je HA 1|| <K, gde A stojr umesto AU ’ ACM > ACU 2 A];- s

tada je odgovarajuda konadno-diferencna diskretizactiju stobil-

na (uniformno po ).

_ | ] . _ N
LEMA 2. Neka je Ae]RNsN inperzno monotona © neka je YV € R .

Ako za neko n > va3t Ay # nt, 2'=[1,1_,..._,1]€IRN s

tada sledi

-1
A “Il KNyl / n

Sada moZ¥emo formulisati teoremu O stabilnosti posmat-

ranih diskretizacija, upor. Zadorin et al. (1983).

TEOREMA 5. Neka va3i jedan od sledecdih uslova na problem
h,2.1(1): |

al ci{x)=m 0

>0, xE€I ;= I~{0,1} ;
b) b(x) >0, x€1I°, {1 b(x) <0, x€I°, i
Ib(x)] +c(x)>m, > 0, x €19
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Tada 1Tmamo

-]
(1) HA™ "l < M,

. . h h h h
gde A 8toji za AU’ ACU’ Ay AF . Dakle, codgovarajude

diskretizacije su stabilne uniformno po e.
DOKAZ. Iz Teorema 2 1 3 sledi da je A M-matrica;'

U slucaju da vazZzi a) koristidéemo Lemu 2 sa

+ : . :
y:R,hEIRn . » (&, kao obi&no), i dobicemo (v. 4.2.2(1) 1

4,2.4¢1)):

AL, >min (J.ﬂne)ﬂh .

Dakle imamo (1) sa - M=1/min (1,m

g’

U slucdaju da vazi b) uzimam03;=}%1=[yh,y1,...

T +1
>y, 1T €RYTT, sa

Y: =

2-—xi, ako b(x) =20
s, 1=0(1)n .

* 1 +x,, ako b(x)<0
Neka vazi b(x) >0 (za b(x)_iU'dokaz je analogan). Iz
4,2.2 (1-2) 1 4.2.4 (1-2) imamo
h _ .h . ah _
Agvn = AcuYn T AR T
- - - - e T
= [2,b1~+(2 xl)ci,...,bn_1+(2 xn—l)“n-i’ll >
> [2,m, ,ml,...;ml,:t]Thmin(i,ml)gh ,
i sli¢no
h :
ACMy_h;mln(i’mljgh ‘
Dakle, imamo (1) sa - M=1/min(1,m, ).
. . . h h
4.2.6 Sada ¢emo posmatrati red konvergencije Sema LU ; LCU .
LEM 1 L? za fiksirano e. Primetimo da jo$ ne moZemo govoritil

o konvergenciji uniformnoj po €, jer nam je za to potrebno

poznavanje ponaSanja egzaktnog resenja u_ problema 4.2.1(1)




u zavisnosti od €, a problem 4.2.1 je suvide opSti. Iz 1istog
razloga za sada moZemo primeniti samo implicitne metode kon-

strukcije mreZa i ostavljamo eksplicitne metode za neke spe-
cijalne tipove problema 4.2.1(1).

TEOREMA. Neka jedan od uslova al), B) iz Teoreme o, 4.2.65

vaZi. N - . )
(1) Tada dickretizacije Ly Loy Lem 7 Ly

imaju prvi red konvergencije (za fiksirano €.

(i) Ako je uz to mre3a diskretizactje lsek, tada

LEM 1 Lg imaju drugti red konvergencije (za ftksirano €/.

DOKAZ., Deo (i) Teoreme sledi iz Pododeljka 4.2.2 (u kome

je razmatran red konzistencije Sema LE; Lg i Lg+ ) i 4.2.4

(gde je posmatrano L?), +e 1z Teoreme O, M.Z.S,Wkpriééenjem
nafeg glavnog principa 2.3.2(4), upor. Lemu 2.3.2.

Deo (ii) se dokazuije sli&no. Primetimo da su Lg,

Lﬁil L? drugog reda konzistencije na lsek. mreZama. Ipak,

ostaje da se dokaZe da moguce korlécenje Seme LE u tacdki

x, 1/ili x _4 ne dovodi do gubitka drugog reda konzisten-
cije Zeme LCM' 7a ovo koristimo tehniku iz Lorenz (1977).

Imamo

h h -
ACMCuE-w ) = u .

(1) h CoM™ g

. gde je w reSenje diskretnog problema 4.2.3(2) 1

T n+l

(x ), 01" E€R

r uh = {0,r

oMl e u (xl), romls (x,),

CM recs oMY e n-1

hoy (x,) - (Lu d(E)

| h )
rCMue(xi) CM(u (x ) - W ) = LFM

€i:=xi, Xi-1/2 ili X;5,4,2 , zavisno od diskretizacije

4.2.3(2) u tadki x;.
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iy
)
N

Pretpostavimo da se LE koristi 1 u x, 1 u

1 *n-1.
Tada_pl <:—1/hl 1 poq :>1/hn (b(xl) <0, b(xn—i) >0), v.
4b.2.3 (2). Tormirajmo sistem :
~h h = h
MoylUe = Wy) = Tl s
koji je ekvivalentan sa (1) i gde je
~h  _ _h ~ h _ h
Aom = Aoy o Todle T Bromle o
{' ' -
i 1
X H 0
i 1
1
B = | - c Rn+1,n+1
0 1 B
I 1
z X
] T
X >0 ¢ge se izabrati na odgovarajuéi nadin. Sada va3i
(2) bz < KH '

. h cy '
Matrica ACM se razlikuje od AEM samo po prvo] vrsti (koja

odgovara tadki x,) 1 po (n-1)-0j vrsti. Te vrste izgledaju

- + | 1,n+1
fa;,3,,3,:0,0,...,01 €R "

7

L]

+ 1,n+1
[0,0,...,0,a _ssa _j,a” ,]eR >

gde je

a ==X-2EH/(h1(h1-+h2))-+b(x1?Hfh1 ,

47
1

19 +Q(X1)H R

r 7
125& (h 1

hz)-g(xi)H/h
= -2¢i/(h,(h, +h,));

a = -2ef/(h_ (hn_1+hn)) ,

-1

(b
1

2€H/(h__ DH/A +elx__OH

1

hn)-i-b(xn n-1

fu
)

=X - 2eH/(h_¢(h_ .+h_J)) -b(x JH/h
n n-1"n ~n-1 n
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Odredimo sada x tako da je a;-cc; é;_1<:0.Tada je
Agﬂ M-matrica na isti nadin kao u Teoremi 3, 4.2.5. Za *o
je izbor
(3) X =min(-b(x,J, blx__42)
zadovoljavajuéi.

Sada na isti nadin kao u dokazu Teoreme 5, 4.,2.3
imamo |
(4) AL <1 /min(,x,m)

gde je m=mq ili m-mi,_(m0 i m, Su dati u uslovima a) i b)

Teoreme 5, 4,2.5). Neka je x dato kao u (3).[Zbog.toga $to
1z 91g<-;/h1 i ﬂn__1:>1/hn imamo

x}ZE/H ;
1z (2) i (4) sledi

h
o € " %h

4] f1k51rano e, Q.E.D.

Hu

'PRIMEDBAJ Primetimo da ako vaii'

~b(x,) b(x )BPH_ .
za neko p021t1vno Ml’ nezav1sno od € i od mrefe dlskretlza01—

je, onda moZemo da uzmemo x ='M1. To Ge biti sludaj u neklm

specijalnim tipovima problema 4.2. ¢(1) koje éemo razmatrati

u Delu III, naime: b(x)>B>0, x€TI; b(x)= xa(x) , alx) >
> a>0, x€I, (u oba slucaja LIG se koristi samo u tacki

xn—l)' Dakle, za ove prohleme'dovoljno je dokazati drugi red

konzistencije uniformne PO €, da bi se dobila kvadratna kon-
vergencija uniformna po ¢.

“.3. Postupak za nelinearne
singularno perturbovane probleme

4.3.1 Sada Eemo posmafrati_blagu formu nelinearnosti S.D,

problema :
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™

Tu: = —-su"=hix)u” +clx,u) =0, x€I

u(g) = q° u(l1) =U

?

(1)
1 >
gde Je

Postoje dva glavna metoda za numericko redavanje ovih
problema pomodu konacnih razlika: metod linearizacije-diskre-

tizacije (LD.) i metod diskretizacije-linearizacije (DL.).

Kod LD. metoda se problem (1) linearizuje uvodjenjem

sledeleg Newtcnovog niza Ug sty slnye e of c (1)
funkcija 1z Cz(I), v. Doolan et al. (1980):
~ neka ug zadovolijava konturne uslove

ugf0d = Uy, ug(l) = U,

- nova aproksimacija Usyq se dobija kao refenje linear-

nog problema

2 .1 =-gul - . Ju,. ., = Ju. -
(2) Lju €u3+1 b(x)uj+1-rcu(x,u3)u]+1 cu(x,u Ju

-cbhuf, x €I ,

uj+1(U) = Ups uj+1(1) Uss

3=0,1,2,... .

Zatim se za svaki linearni problem (2) formira konal-
no-diferencna diskretizacija'i nalazi njeno reSenje w. , "

Za dokaz =zledefe teoreme v. Teoremu 14.1 u knjizi
Doolan et al. (1980).

TEOREMA 1.  Neka je = bECZ(I), c€C’(IxR) i neka je
4
L%:EC:(I) redenje s.p. problema (1). Tada va3i
S

ode je M nezavisno od j (¢ od €l.

POSLEDICA. Ake je ug dovolino blizu re§enju_ue (u smi-—
slu norme i),  tada miz ug,u,,... konvergira ka u,

(u normi - ll*l), uniformno po .




<4 4.3.1

Za diskretizaciju linearnih problema (2) moZemo

e e s ae - : h :h h . .h
koristitli diferencne Seme iz 4.2, LU, LCU’ LCM 1 LF' Neka

je Wi41,h refenije neke od tih diskretizacija problema (2).
2

TEOREMA 2, Neka vaZe uslovi Teoreme 1 i uslovi na Lj, 3=0,1,..

analognt uslovima a) 1 b) Teoreme 3, 4.2.5.

Tada postoji JE€ N takvo da vaiz

19301 - u';u <K HS
;)

za sve j>J, prr Zemu je Ug dovoljino blisko u_. Ovde je s=1

117 s=2 , u zavisnosti od tipa diskretozacije t mreie.

Kreiss et al. (1981) su koristili LD. metod i alterna-
tivni metod konstrukdije mreze.

4,3.2 Kod DL. metoda se direktno formira diskretizacija
probiema 4.3.1(1) i rezultujuéi nelinearni sistem se reSava
nekim odgovarajuéim metodom, npr. iteracijama paralelne sedi-
ce (Bohl et al. (1979), Herceg (1879)) 1li Newtonovim metodom
linearizacije (Henrici (1962)). Za jedan drugi metod reSavanja
nelinearnih diskretizacija v. Osher (1981) i Abrahamsson et al.
(1982), gde se uvodi vestalka vremenska promenljiva.

Ovde je mogude formirati diskretizacije problema 4.3.1
(1) koje su analogne diskretizacijama datim za linearni slu-
&aj, 1 pokazati, koristeéi tehniku iz Henrici (1862), da New-
tonov metod konvergira ka resenju nelineérnog diskretnog pro-

blema. Ovo éemo ipak izostaviti i koristiti samo LD. metode.
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4.4 Pregled test primera

4. 4.1 Posto je sledecé¢i Odeljak prvi u kome se daju numeri-
&ki rezultati, sada cemo navesti sve test primere koji Ce se

posmatrati do kraja Teze.

Prvi primer jJe 1.1.1(1). Zapisaéemo ga u obliku

- 2 2 .
—eu" = qu” + €7 u=TT S1N TX , x € [0,1],

Njegovo redenje Jje dato sa

u.(x) = [A exp(r,x) +B exp(r2x34-255d11(ﬁx)—+

+ cos{(mx)] /(1+452) ,

gde je
r, = -wQ / (2¢€3, T2==2ﬂ€f’Q, Q}=1-+Va+ue ;
A::(1-+exp(rz)/(exp(r1)-exp(rg)) .
B==(1-+exp(r1))i/(exp(rz)-exp(ri))
4.4,2 Problemi sa povratnom tadkom
—eu" -xu”+ 2w = flx) , xe€f-1,1]1 ,
(1)

u(zl) = +1 + exp(-1/¢) ,

gde je f(x):=(ZXZ/E-—H)exp(—xzfe)-x,
tako da resenje glasi:

u_(x) = exp(-x/€) +x.

Ovo redenje ima unutrasnji sloj Sirine 0(51/2) pri x = 0.
Takodje é&emo posmatrati analogni problem na

intervalu [0,11:

ey - xu’ +2u = flx), xe€[0,1] ,

(2)
w(0) = 1, u(l) = 1 +exp(-1/e),

sa istim redenjem .uE(x).'




4.4.3 Nelinearni problem iz Blatov et al. (1985):

—eu" -u” + (n/2)sin(wmx/2)e" = 0, xefl0,1] ,

u(0) = u(l) = 0.

Njegovo reSenje se moZe zapisati u obliku

u (x) = O (x) + 0(e),
£ '
gde Ae
u_(x) = -tnlcos(mx/2)+1)}+ &n2 exp(-x/€) .
L. 4.4 S.p. problem u samoadjungovanoj formi (v. 1.2.4):

—eu” + u = ~cos “(mx) - 2¢ 1r2cos(2-rrx) ,x €{0,1] ,

u(0) "= u(1) = 0,

sa taénim resenjem

u_(x) = (exp(-x/u) +exp( (x-1)/yu )/ (1 + exp(-1/u)) -

2 - 1/2
-cos (wx) , nu= ¢

Ovaj prohlém je posmatran u Doolan et al. (1980), Vula-

novié (1983) i..Vulanpvié et al. (1986).

L.4.5 Problem bez povbatne tacke :

~—eu" -u’=-x , x ¢[0,1] ,
- uf(0) u(l) = 0,

H

sa redenjem |
U (x) = (€-1/2)(1 - exp(-x/€))/(1 - exp(~1/€)) -

- X + x2/2 .

. Ovo je problem iz Liseikin et al. (1981).

4.4.6 Problem sa me3ovitim granidénim uslovima

~eu" ~-u’==x, x€[0,1]

u(0) =A/e , u(i) =0,
gde je

A= (6—1/2)/(1 - exp(~-1/¢€¢)) - e?

3
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+ako da reSenje zadovoljava uE(0)=O. Prema tome, u_ je isto

kao u 4.4.5. Ovaj problem je posmatran u Zadorin (1984).

h.4.7 Problem sa stepenim granidnim slojem

_(e+x)2u"+u = x, x€[0,1] ,
u(0)= 1, u(l):1+(£:/(e+1))r ]
r=(/5-1)/2. Njegovo reSenje je dato sa

ug(x) = (1-+x/€)_r-kx .

Ovo je posledniji test primer.

4.4.8 Za testiranje alternativnih metoda za konstrukciiju
mree koristidemo prva tri problema. U svim tabelama numerid-
kih rezultata sa error oznadavamo maksimalnu greSku numeric-
kog reSenja u tackama mreze. Ona se dobija poredjenjem nume-
ridkog refenja sa tadnim u tackama mreZe. lzuzetak-je prob-
lem 4.4.3, gde se numeridko reSenje uporedjuje sa ﬁe(x) u

tadkama mreze.

4.5 Numeridki rezultati

4.5.1 U ovom Qdeljku ¢emo kOmbinovati‘adaptivne”posfupke
Al-4. iz 3.2 sa kona&no-diferencnim Semama iz U4.2.

Po&edemo posmatranjem adaptivnog postupka Al 1 upo-
redjivanjem numerickih rezultata za ra#li&itE'vrednosti para-
metara e,8,x,Q, V. 3.2.2, i za razlidite Seme. Svi numeridki
rezultati u ovom Pododeljku se odnose na test problem L.4.72
(1).

Sa n_ demo oznaditi broj koraka mreZe u pocetnoj ek,
mre?i. Sa k oznadavamo broj profinjenja mreZ?e do zavrsetka
postupka. n. oznatava broj koraka mreZe u konadnoj mrezi, tj.

u mrezi dobijenocj u k-tom profinjenju, a N, oznacava
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koliko je ukupno koraka mreZe koriféeno tokom &itavog pos-
£> K 1 n, su prikazani u Tabelama 8,3). Zeme
su oznac¢ene svojim tipom (U~ za up-wind itd.). Rezultati za

tupka. (Brojevi n

L? su dati u slucdaju hi= 0 , 1=1(1)n-1. Napominjemo da su re-

L - ~ L - yf L " h
zultati za druge izbore hi veoma sliéni. U sludaju Seme LCM

korak b) preskade tadku xi=0 jer je to nula funkcije b(x)=x,

v., 4.2.3.

TABELA 1. e€=10 °, §=0.1, x=1, Q=10, n_ = 20
_-éeTa k;r nf nt .-EPPOP

U 5 62 291  0.0191

C 7 65 429 0.103

cu 4 64 230 0.0803

CM 4 68 240 0.0970

F b 65 258  0.,0113

TABELA 2, €=10"°, &=0.1, x=1, Q=3, n_ = 20
t_éemé__L k_ 2; :EL er?if

U 3 66 179 0.0217

C 3 66 186 0.0257

cU 3 66 179 0.0208

CM 3 68 176  0.0250

F 3 68 200 0.00512

TABELA 3. €=107°, &=0.1,korak b)izostavljen,Q=3, n_

Sema |

~ _f nf; nt error

U 3 7Y 184  0.0202

C 3 78 212  0.00815

CuU 3 TY4 194  0.00979

CM 3 75 180 0.0111

F 3 76 216  0.00449

20
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TABELA 4. € = 10 °, 8§ = 0.05, x =1, G = 3, ns = 20
Sema
m k nf__ .nt error
U 3 125 351 0.0153
C 3 125 334 0.0118
CuU 2 1286 22b 0.03128
CM 3 125 341 0.00824
F 3 127 359 0.00345
TABELA 5. € = 10°°, 8§ = 0.1, x =1, Q = 3, n_ = 40
dema k nf; '?E. error
U ? 59 134 0.0208
C 2 GG 139 0.0141
Cu 2 60 135 - 0.0119
CM 2 58 130 0.0152
F 2 59 135 0.00485
TABELA 6. € = 107>, 6§ = 0.1, x =1, Q = 3, 'n_ = 40
Sema k hf no.. error
I .
U 3 73 158 0.0228
C 8 73 578 0.0414L4
CU 3 73 199. 0.0367
CM ! 70 258 0.00838
I3 3 70 1388 0.00782
TABELA 7. = 10-7 § = 0.1, x=1, Q =3, n_ = 40
Sema
, | ' nf. '.'FF ...... error
U . 4 75 2672 0.0205
C ) 10 79 770 0,0327
CuU i 74 262 0.041u40
CM L 72 243 0.0107
F 74 262

0.0033%

Posledice promene parametara §,x i Q, 1 n_ su oteki~

vane (Tabele 1-5). Promena malog pAarametra e (Tabele 5-7)

%) Postupak je prekinut posle 10 profinjenja mreie, ali kri-

terijumi nisu ispunjeni,
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izaziva povedéanje radunanja Sto je normalno, ali je jJasno

da metod nije uniforman-po e kada se startuje sa ek. mrezom.
Trebalo bi postupiti na sledeéi nadin : uzeti krajnju mreZu
dobijenu za veéu vrednost parametra e kao pocetnu mrezu za
sledeée manje €. Postupak sa takvim e-koracima je koriscen u
Pearson (1968 a,b) da bi se izbegla nestabilnost centralne se-
me, (koja je ovde o&igledna iz k u Tabelama 1,6,7). Jasna Je

superiornost Seme L?, mada je broj n,_ najvedi upravo za ovu

| t
$emu u Tabelama 1-4. Rezultati ostalih Sema, sem LE po nekad,
su uporedivi. U Tabelama 8 i 9 daéemo neke detalje rezultata

iz Tabela 3 i 4, respektivno.

TABELA 8. ¢ =103, §=0.1,korak b) izostavljen,Q=3,n_ = 20
.Lh Lh , Lh
korak cvu_ CM _F
profinjenja n  error n erroyr n error
0 20 0.823 | 20 0.860 | 20 0.818
1 " 43 0.0133 | 40 0.0205| 45  0.0119
2 57  0.00941 55 0.0112] 75 0.00u437
3=k 7'+=nf 0.00979 75=nf 0.0111 76=nf g.o0ou4u9
n, 19y 180 216
TABELA 8. €=10-3: 6=0'05: lea Q=33 nS=2£j
h h h
. L L L
korak ; cH ¥
profinjenja n error n error n error
Sl e— I F
0 20 0.791 20 0.860 200 0.818
1 g5 0.00232f 76 0.005uy} 84 0.00323
2 gy '0.0107 | 120 0.0125 {128 0.00282
3=k 125=n, 0.0118 125=n. 0.00824[127=n . 0.00345
n, 33y 341 359

Konaéno, ulslgdééoj Tabeli éemo ilustrovati gustinu
mreZe u intervalu [-Ye,Ye], (v. 4.4.2), prikazujuéi broj n,
tadaka mreZe koje leZe u tom intervalu. Izbor parametara je

isti kao u Tabeli 2.
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TABELA 10.€=10"°, 6=0.1, x=1, Q=3, n_=20
h h h
pro?grgi ] LCU o LF
njenija
Jeh] - Ny n n, n n,
0 20 1 20 1 20 1
1 43 | 7 40 5 45 7
2 50 17 48 15 67 17
3 66 17 68 20 68 18
4,5, 2

U ovom Pododeljku ¢emo dati rezultate adaptivnog pos-

tupka A3. primenjenog na problem 4.4.2(1). Posmatraée se samo

h .,h . .
Seme LU, LCM 1 LF' Fiksirane vrednostli parametara su yx=1, Q=3,
n =40,
S . -
TABELA 1. ¢=10"7, §=0.1
Sema - k ._ng__ n, errory
u 5 33 167 0.0673
CM 5 32 168  0.0835
F & 33 200 0.0428
TABELA 2. €=10"° , §=0.05
sema | k ni_ ',_Et error
u- 5 31 187  0.0316
CM 2 32 95 ' 0.0266
F 2 32 96 0.00594
TABELA 3. €= 107°, §=0.05
Sema k 'nt ) n, error
U 6 38 200 0.0276
CM 4 42 178 0.0223
F 3 38 143 0.0105
TABELA 4. ¢€=10"', &=0.05
é - .
. eﬁé k ni_. ] nt error
u 5 45 232 0.04860
CM 4 46 178 0.0149
F 5 46 235 0.00917



67 | 4.5.2

Tabelu 1 treba uporediti sa Tabelom 7, 4.5.1 i pos-

tupkom Al. Superiornost Zeme L? je 1 ovde oé&igledna.

4.5.3 Sada Cemo posmatrati test problem 4.4.1. Fiksirane
vrednosti su x=1, Q=3 i né=10.

TABELA 1. e =107, Al. §=0.1
sema k ne n, error
U § 38 213 0.148
c*) 2. 205 - -
Cu 5 39 177 0.121
cM 5 40 181 0.096Y
F 6 40 214  0.121
TABELA 2. A3. §=0.05, LISH
€ | ne n, %?ror
1 1 25 35 7.21E-Y4
1E-2 . 3 33 99 0.0725
1E-4 5§ 39 179 0.0908
1E-6 7 45 270 0,113
1E-8 9 52 377 0.115
TABELA 3. A3. 6=0.0§, LI
y . )
€ k nf | nt error
1 1 25 35 4 .7SE~Y4
1E-2 4 33 128  0.109
1E-4 6 40 215 0.121
1E-6 8 45 - 313 0.121
1E-8 10 52 = 426  0.121

| . h . s .
U ovom sludaju LCM pokazuje najbolje rezultate. Tabe-
le 2 1 3 moZemo uporediti sa Tabelam 3.1.4 i ova je naravno

bolja jer je broj koraka mrefe 10 za sve vrednosti e.

*) Postupak je prekinut jer je maksimalni dozvoljenl bro]

koraka mrezZe bio 200.




L.5. 4 U ovom Pododeliku éemo dati neke rezultate za adap-

tivne postupke A2. 1 Al. Rezultati su mnogo lo3ijl od pret-
-5

hodnih, $to je 1lustrovano sledeéim tabelama (uzeto je e=10

, Q=3 i n_=40). Posmatran je primer 4.4.2(2).

TABELA 1. A2. § =0.1

Ssema k Ne n, error
U 8 71 374 0.0185
CM 8 74 385 0.00570
F 8 72 375 0.00472

TABELA 2. A4, § =0.05

sema k nf n, error
U 6 3g 200 0.0276
CcM 7 40 256 0.0239
F 7 37 237 0.0126

Tabelu 1 treba uporediti sa Tabelom 6, 4.5.1, a Tabelu 2 sa
Tabelom 3, 4.5.2.

4,5.5 Na kraju éemo posmatrati nelinearni primer 4.3.3.
Koristiéemo adaptivni postupak A3. sa §=0.05, x=1, Q=3 1 D=
10. Potrebne su tri iteracije 3.4.1(2) da se postigne

(w 5,h kao u 4%.3.1) #to je bio izlazni kriterijum pri resava-
nju 4.4.3 na svakoj mreZi tokom adaptivnog postupka. Dakle,
po¢ell smo sa Wy, h—U i ek. mreZom 1 dobili w, Jh na toj ek.
mrezi. Tada je 1zvréeno profinjenje mreze 1 4.3 .1(2) je re-

Zavano na toj novoj mrezi ponovo podinjuci sa Yy, hﬂD itd.
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CM
£ k_- ) nf,.+;.nf...;;.error
1E-2 3 29 1 0.0169
1E-4 5 36 173 0.0237
1E-6 8 45 306 0.0219
h
TABELA 2. LF
> k .nf ..nfq .. frnor
1E-2 3 30 96 0.0311
1E-4 6 - 38 209 0.0323
1E-6 8 43 298 _0.0323‘
. . ) h . .h . .
Prikazani su samo rezultati za LCM 1 LF 1 prvi su ne-

to bolji. Kod primenjivanja LEM na diskretizaciju problema

4.3.1(2) koriséena je aproksimacija

Wi,i+1/2 v (s $HWs 141072
po&to su vrednoéti prethodne iteracije wj,h-poznate samo u

+adkama mreze.
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5. Analiza kontinualnih resSenja

5.1 Pregled skalarnih problema

5.1.1 U ovom Odeljku -éemo imati €€(0,eqje R,
Posmatrademo razlidite tipove s.p. problema koji se mogu za-
pisati u opstoj formi

T u:= —eu" -b(x)u” +ecl{x,u)=0, x€I={(0,1] ,
B.u = (UO’ Ui)’
gde B_ ozna&ava neki graniéni operator , a . UO,:[ € R

su dati. Pretpostaviéemo da su funkecije D i ¢ dovoljno

glatke : beEC(I), c€C(IxR), kEN, i da vazi
cu(x,u)>0, (x,u) €IxR.

5.1.2 S.p. problem u samoadjungovanoj formi
b(x)"E 0, c'u(x,u) >72 >0, (x,u) €IxR;

B.u = Bu := (u(Oj, u(i1))

Numeridko reSavanje ovog problema u linearnom sluca]u
je posmatrano u . Bakhvalov (1969)7 , Doolan et al. (1980) .
"
Herceg (1931) . Herceg et al.(1981)%, Boglaev (1931) , Shi-

shkin (1983)7, Vulanovié (1982%, 1983 a "ot 1985a ¥y, ,
a u nelinearnom slugaju u Vulanov1c (1983 b)" , Boglaev (198u4) >

i Vulanovié et al. (1986) . Op&tiji problem sa dva mala para-
metra je posmatran u Vulanovié (1985 b)*

5.1.3 S.p. problem bez povratne tacke

b(x) >8>0, x€1I; Beu=Bu e = (u(0),u(1)).
Ovaj tip problema je numerilki redavan u Il”in

(1869)*%, Kellogg et al. (1378)%*, Lorenz (1979,1980 a*, 1380b*),
Veldhuizen (1978)%, Bohl (1979), Stoyan (1879), Berger et al.
(1980)%, Carrol et al. (1980)%, Liseikin et al. (1981+, 1984+),

+,% v. 5.,1.0




5.1.3
68 |

S s
Vulanovié (1983 a ’+),O’Riordan (1984), Emel”yanov (1978) .

5.1.4 S.p. problem sa meSovitim granic¢nim uslovima

b(x) > B > 0, x€I3 cu(x,u)>y>0, x€I x R g

2

B.u := (Alu(D)—u’(O), Azu(l) + Aau’(l)),

A;>0, i=1,2,3, A, + min(Ag,v)>0.

Problem ovog tipa numeridki je resavan u
Emel “yanov (1975)*, Doolan et al. (1980)%, Surla (1982)%,

Liseikin et al. (1984)", Vulanovié (1986)%. zadorin (1984 )%
posmatra sludaj u kome je

(1) B.u := (-eu’(0), u(1)) ,

&to je bliZe problemu 5.1.3.

5.1.5 S.p. problem sa povratnom tackom
- b(x) = xa(x), a(x) > a > 0, x€I 3

cu(x,u)>y>0, x€I x R 3

i1

Bsu Bu := (u(C),u(1)) .

Ovo nije pravi problem sa povratnom talkom, all se
problem gde 3je

(1) I =1[-1,11 i B

moZe tretirati analogno.

Bu := (u(-=1),u(1))

Numeridko reavanije problema ovog tipa posmatrano
je u Farrel'(igao*,igsuﬁ), Kellogg (1981)%*, Berger et
al. (1982)*, Liseikin (1982%, 1984™), Liseikin et al.(198u)",
Vulanovié (198u)7, Opétiji problemi u kojima b(x) viSe puta
| menja znak u I, posmatrani su u radovima: Pearson
(1968)% Miranker (1981), Kreiss et al. (1981)t Zadorin et
al. (1983)*, Vulanovié (u pripremil).
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5.1.6 Primetimo da navedena bibliografija ne pretenduje da
bude iscrpna.

Radovi oznadeni sa * koriste eksponencijalno fitova-
nje pri numeridkom reSavanju relevantnih problema. Eksponen-
cijalne osobine egzaktnih reSenja su uvedene ili preko koe-
ficijenata konad¢no-diferencnih Zema, ili preko baza u meto-
dima konadnih elemenata. Za ovo drugo v. Boglaev (1981,1984)
i O“Riordan (198Y4).

Radovi oznacdeni sa + koriste specijalne mreZe diskre-
tizacije, &to je metod koji nas ovde interesuje. Kasnije ¢Cemo

se vratiti tim rezultatima.

5.2 OQOcene 1izvoda

5.2.1 U ovom Odelijku éemo dati ocene izvoda egzaktnih re-
fenja problema iz 5.1. Potreba za tim ocenama Jje obja3njena
u 1.2.

Istidemo da eksponencijalno fitovane Seme zahtevaju
poznavanje asimptotskih razvoja egzaktnih reSenja. S druge
strane , za metode koji koriste specijalne mreZe diskreti-
zacije desto je dovoljno poznavati samoc ocene izvoda egzakt-
nih refenja. To ne iskljuduje moguénost da se i asimptotski
razvoijili refenja koriste pri konstrukciji mreZa. Dakle, naves-

éemo i neke asimptotske razvoje.

5.2.2 Za asimptotske razvoje reSenja razliditih tipova s.p.
problema v. Vishik et al. (1957) i 0"Malley (13974).

Ocene izvoda egzaktnih re$enja s.p. problema mogu da
se dobiju raznim tehnikama u zavisnosti od tipa problema.
Jedna od najvaZnijih oscobina s.p. problema datih u 5.1.je
inverzna monotonija. Operatori (Ts’Be) su inverzno monotoni

i moZemo izvesti da za svaki problem postoji jedinstveno
kK+2

“reSenje uEG C (I) koje je ogranideno nezavisno od &, tj.

quW<M; Za ovo v. Baily et al. (1968), Vasil“ev et al. (1978)
i Lorenz (1980 a).
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Za neke probleme je mogudée dobitl ocene izvoda od u

samo koriséenjem inverzne monotonije. To je sludaj sa proble-
mom 5.1.2, v. Leme 1 1 2 u 1.2.3. Pored (TE,BE) mogu se koris-

titi i drugi pogodni operatori.

Za druge probleme se koristi metod diferenciranja i
integralnih transformacija originalnih jednadina. Ovaj metod

¢emo zvati "direktan". To Jje metod 1z rada Kellogg et al.
(1978, Leme 2.2, 2.3).

Neki problemi zahtevaju kombinaciju ove dve tehnike,
v, Liseikin (1982, 198k4),

Postoji jo8 jedna tehnika iz Bakhvalov (1969) koja

takodje koristi inverznu monotoniju, v. 5.3.2.

k+2(I).re§enje 8.p. problema

5.2, 3 TEOREMA.1. Nekd je u_eC

5.1.2. Tada vaZt slededa reprezentacija

uE,=VE jl-g,

(L <M, 1=000)k,

gde je I g

| (i)( )| ( Mu_lexp(-yx/u), 0<x<1/2 ,
v X)| S =¢
€

l‘I"Iu_le.xp(--‘r(1---:«;)/11)1. 1/2€x<1,

i = 0(1)k, xeI, us/e .

Dokaz se bazira na inverznoj monotoniji (TE,BE) i mo-
Ye se naéi u Shishkin (1983) i Vulanovié (1983 b). U stvari,

rezultat Teoreme 1 je nastavak Leme 2,‘1.2.3. Primetimo da se
(k#1) .  (k+2)

e 1 Y
tehniku iz Bakhvalov (1969) moZemo dobiti nesteo lo3ije ocene,

ne mogu oceniti ovom tehnikom. Koristedi
ali koje vaZe za sve izvode u_

kK+2,.
TEOREMA 2. = Neka je U €C 2(1) , kK parno, refenje
s.p. problema 5.1.2. Tada za 1=0(1)k+2 i X€I Zmamo
e - o3 -
|u§l)(x)| < M(p T+u 1(exp(-6x/u)+exp(-6(1-x)/u)),

-

i’z max(0,i-2), wu=v/eE ,




5,2.6 71

7 6:71/2, cu(x,u)371>0, (x,u)e(I xR).

Dokaz ¢e biti dat kasnije za sludaj sistema drugog

reda.

5.2.4 TEOREMA . Neka je uE-ECk+2(I) redenge $.p. problema

5.1.3. Tada vaZi slededa reprezentacija
ue(x) = pEexp(-b(O)x/e)+zE(x) ,

gde Je P, = —EH’(U)/D(U), IPEI < M,

|z (1)(x)| < M(1+e171 exp(-Bx/e)), i=0(1)k+1, xe€I.

Dokaz Je dat u Kellogg et al. (1978, Lema 2.4). Slid-

ne ocene dobijene pomofu inverzne monotonije v. u Liseikin
et al. (1981, 198u).

5.2.5 TEOREMA. HNeka je u_¢ c<*2

5.1.4. Tada imamo slededu reprezentaciju

(I) refenje s.p. problema

ue(x) = P& exp(~b(0)x/e) + ze(x),

gde je Ip l < M,

|z (1)( )| < M(1+€2 lexp(-Bx/E)), i=0(1)k+1, x€I .

Dokaz je analogan dokazu Teoreme 5.2.4, upor. Vulano-
vié (13986).

U sludaju problema §5.1.4.sa graniénim operatorom
5.1.4(1), reprezentaciia u_ je ista kao u Teoremi 5.2.4.

5.2.6 TEOREMA 1. Néka je u_ € CS(I) resenje problema 5.1.5

sa a€ et (I) 7 e(x,u)e c? (I x R) Neka je p=min(1l,y/a(0)).
Tada va3e sledede ocene

? ?

! ol < s 3 _
¢ M(n exp(—mix/u)+xp *, m, Px<1
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Mu_a , 0<x<m 1

-2 _p-1

|U(3)(X)| < -3
& M(p exp(—mlx/u)+u X . m0u<x<1

gde je ﬁ=/E, a my 1 m, Su proizvoline pozltivne konstante.

Ova teorema je dokazana u linearnom slucaju u radu
Liseikin (1984). Nave3demo ovde dokaz detaljno zato Sto on
ilustruje primenu i 1nverzne monotonije i direktnog metoda,

v. 5.2.7. Analogno vazi

TEOREMA 2. Neka je UEECH(I) redenje problema
5.1.5 8a acc?(1), olx,weC (Ix R) .

Tada vaZe 8ledede ocene

-3
(1a) 1, (D)< {:Mp o OSxSmeE i=1,2,3,
(1b) M(u Texp(-m,x/W)+x* T), myu<x<l
(2a) : | Mp-i . 0<x<m,p .
luil)(x)l < iy 0" _2 pez-i i=3,4 ,
(2b) H('IJ: EXP(-IH1X/LI)+]_1 X ), m0u<X<1

L

gde su p,u,my m, kao u prethodnoj teoremt.

Analogne ocene vaZe za problem 5.1.5(1).

5.2.7 Dokaz Teoreme 1 iz 5.2.6,

Dokaz se bazira na linearizaciiji problema 1.1.5,
upor. Lorenz (1980 a), Vulanovié (1983 b) i na tehnici 1z
Liseikin (2984), takodje upor. Liseikin (1982), Vulanovié
(1984) i Liseikin et al. (198h).

Radi jednostavnosti neka je u(x)=ue(x) i neka je

X
F(x) = £,(x) = e * [-ta(t)dt.
R ‘ 0
Prvo ¢emo dokazati
(1) oy ¢ T, i=1,2,3.

Zapisimo problem 1.1.5 u obliku

- (2a) pzu" + xatx)uf = elx,u) ,

(2b) pzu" + (xa(x)u)’ = elx,u) + (xa(x)) u.

Integralimo (2b) od 0 do s, gde je s takva taCka da vaZi
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O<s<py , u”(s)=(u(p)-u(d)l)/p, dakle [u'{s)|<MJu. Dobijamo

(1) za i=1 i iz (2a) direktno sledi da (1) vaZi takodje za

i=2. Nejednakost (1) za i=3 se dobija diferenciranjem (2a).

Sada direktnim metodom moZemo dobiti :

(3) |u(i)(x)|=< Phri', i=1,2, x€I .
Zaista, iz (2a) imamo
. X« .
u’(x) = u 2 f e(t,ult))exp(£(£)-£f(x))dt+u”(0)exp(-f(x)) .
5 |

Zbog

— x —_—
f(t)-f(x) < -y 2& [ sds <-g U 2x(t-—x), O<t<x ,

i (1), dobiijamo
Ju”(x) | € M(1-exp(~M(x/yu)2)/x+M/u < M/u ,

pa je dokazano (3) za i=1, Sli&no se diferenciranjem (2a)

i izraZavanjem u"”(x) moZe dobiti (3) za i=2.

Posmatrajmo sada 0<x<mju za neko proizvoljno mg,

takvo da je m, psl., Iz

0

'qu"ﬂxa(x)u" + (xa(x»’u"ﬁcx(st)+°u(x:U)u’

i (3) imamo jJu””"“(x) | < Mufa. Time smo dokazali

o< mit ) o<x<mgu , i21,2,3 .

U drugom delu dokaza imamo m0u<x<1. Za z € CQ(I)
definiSemo linearni operator Le

| Lezlzﬁ - 2" - xa(x)z"+g(x)z ,
gde je

gl{x)

"
Oy 2

cu(x,su(x))ds >y>0.
O¢igledno imamo
(4) ‘Lew = Tou - T0 = -Q(x;O)_.
Dalje je |

*L (g(x)ulx)+c(x,0)) < M x

i za -qﬁx)=M1exp(-f(x))+M2xp sledi




7Y
Leq(x) = Ml((xa(x))’+g(x))exp(-f(x)) +
+ M2(—uzp(p—l)xp_2+xp(g(x)-pa(x)l)>

> M xa’(x)exp(—f(x))+M2xp(g(x)—pa(x)J .

1

vazi g(0)-pa(0)>y-pa(0)=0, pa postoji broj Moél,

takav da g(x)-pa(x)>M 2za m0u<x<M0. Sada se lako vidi
da M, 1 M, mogu biti izabrani tako da vaZil

1
q(s) > |g(s)uls)+e(s,0)] za s=mgu 1

5=M0,

i
L_q(x) > Mx > iLe(g(x)u(x)+c(x,D))

Tako zbog inverzne monotonije operatora L_ imamo

g (x)u(x)+C(x,0)l < q(x), m0p<x<Mo

Ova se nejednakost moZe pro&iriti na [mUp,i]jer vazi

lg(x)u(x)+c(x,0)| < M, x€I, Pa imamo

(5) |g(x)u(x)+c(x,0)| < M(exp(-f(xﬁ*xp), m, u<x<1
Sada mofemo dokazatl ocene za u(x) |, mpusx<1.

Posmatrajmoc (4) i koristimo direktan metod. Zbog (5) dobi-

jamo m g
- b4
lu”(x) | < My Zexp(~£(x))( [ exp(£(r))dt + f (1 +
0 | | m,u
¢ tPexp(£(+)))At) + My Texp(-£(x)) <

- _ . X
< M(u Lixn 2)exp(+f{x))+Mu 2 f tPexp(f(t)-f(x))dt .
| maH *
0

Kako je
f(t)-f(x).<_Mu_2xlfp(t1+9-x1+P), - O<t<x ,

sledi

7G| < MO e 2rexp(-£00 ) +MxP T <

(6) < M(u_iexp(-f(x)/2)+xp'1)

Analogno., koristeéi (6) , direktnim metodom dobijamo
(1) (x| < Mu 2exp(-£(x)/2)+xP7%),  mou<x<1

v. Liseikin (1984).
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Sada diferenciranjem (4) i korisSéenjem (6) 1 (7)

dobijamo

(8) Ju" (x| < My 2(1exP e b exu™ ) exp(~£(x)/2)) <

< M(u—aexp(—f(x)/3)+u‘2xp-1), m0n<x<1 .
Zbog

exp(-f(x)/2) < exp(~f(x}/3) < Mexp(-m ,x/u) ,

v. Liseikin (1984), iz (6),(7),(8) imamo traZene ocene 1

dokaz je zavrs$en.

5.3 Jedan sistem drugog reda

5.3.1 Posmatrajmo'sﬂdimenzionalni sistem kojli se u slucla-
ju s=1 svodi na problem 5.1.2

Tu := -eu" + clx,u) = 0, xe€l ,
(1) " . -

Cw(0) = U., u(1) = U

0? 17
gde eE(D,EG], u(x)=[u1(x),u2(x),.;.,us(x)]TE RS, c{x,u) =

| T
= [cl(x,ui,...,us), cz(x,ui,...,us), cs(x,ui,...,us)] € R®,

S
Osnovne pretpostavke su :
(2) c(x,u) € Cz(Ix R°) .
(3) Postoji v,>0 takvo da je za (x,u)€l xR° matrica

cu(x,ﬁ)QyiEEimg’s nénegativno definitna. Ovde -cuﬁx,u)

oznadava jakobijan : -

-aci. ‘ 9cy e | 3c1
cu(x,u) = ;;;3 ;;3 T _;;g (x,u) .
} | :2 .+ £
30} aé éc

L7}
1)
N

o2
=
=2
Q2
o
N
QL
o




2(y,z") < aly,y)+o 1(z",z"), o=y] / W

stiZemo do

—uZY" + 2Y§Y < YiY + qu ;
(2) —qu" + YiY < uuZ/Y2 >

gde je Z = sup (z2",2") .,
xel

Sada neka je

V(x) = uZ/y; + Y(0)exp(~y,x/W+Y(1)exp(-v, (1-x)/u)

Zbog inverzne monotonije diferencijalnog operatora u (2),

1mamo

Y({x) < V(x) , x€I ,
i
(3) Hy(x)lil < M(u2+gxp(—6x/u)+exp(*6(l-x)/u)),' xel .
Kako je
| u"(x) = u-zg(x)y(x),
iz (3) dobijamo (1) za i=2.

Sada éemo koristiti Lemu 1 1z Bakhvalov (1969).

Cna glasi da za svaku s-dimenzionalnu vektor funkciju

f€Cz(I) i o<B, a,B€I, imamo

) HE7( < BCER)-£(ad)/ (B~a)li +

+( sup IE"GONI(B-a)/2 5,  asx<B .
a<t<8

Nekau0=/ga- Za x € [0,1/2] Xkoristimo (4) sa f{x)=u(x),
0=X, B=x+u/(21.|0) _<_:_I 1. Za x€[1/2,1]' uzimamo f(x)=u(x),
a=x-n/(2),), B=x.Koristecli “u(B)-u(aj | <lly(B)~y{a)|[+M(8~a)
i (3) dobijamo (1) za i=1.

Sada dva puta diferencirajma

-u2u" +_g(x)u = g(x)z

i izrazimo u(q). Iz prethodno dobijenih ocena imamo (1) za
i=4. Konadno koristimo (4) sa f(x)=u"(x) da bismo dobili (1)

za i=3 na analogan nadin. Dokaz je zavrsSen.
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5.% Problemi sa stepenim slojem

5.4,1 Prvo éemo izneti rezultat iz Liseikin et al. (1984)

kojl se odnosi na sledeéi problem sa stepenim slojem :
L u := =(e+x)u”-a(x)u+c(xiu = f(x), =x€I ,

(1) €
' Bu := (U(U),U(i)) = (UU’Ul) ’

- k
sa _59(0,50], c(x) » 0, x€I i a=a(0)>0,Neka a,c,feC (1),

ke IN. Tada posteji jedinstveno reenje uEGCk+2(I)
problema (1) i Iue(x)|<M, x€I.

TEOREMA 1. Neka je k=2 % O<a<l.Tada vaZi

|uif)(x)| < M(e+x) 7% | i21,2,3, xeI .

TEOREMA 2. Nekg je k=2 ©7 a2 1. Tada va3i

luii)(x) | < {

- i=1,2,3 , xel.

_H(1+(£+x)_i/|£ne|) s, a=1

ﬁ'1+l), a>1 .

MC1+e2 1/ (e+x)

Dokaz v. u Liseikin et al. (1984). On se zasniva na

direktnom metodu i inverznoj monotoniji.

5.4.2 Kao Stc smo videli u 5.2, eksponencijalne funkcije
grani¢nih slojeva su oblika exp(-yx/e) za neko y>0. QOvde
stepena funkcija grani¢énog sloja ima oblik (e/(e+x))Y =

= (1+x/e) Y, y>0, 8to je oligledno iz Teoreme 2, 5.4.1,

sludaj a>1, i iz sledeleg problema, Teorema 5.4.3. Primeti-

mo da je exp(-yx/e)<(1l+x/e) ' i da je eksponencijalni sloj
izrazeniji.

Asimptotskl razvoji resSenja problema sa stepeninm
slojem su posmatrani u mogim radovima S.A. Lomova, upor.

Trenogin (1970).
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5.4.3 Sada posmatrajmo slede¢i problem

%

L u := *(e+x)2u"+c(x)u = f(x) , x€I1,
(1) ©

Bu := (u{0), u(i)) = (UO,Ul) )

gde je e€(0,¢e4l, c(x)»vy>0, XGI.NEka_c,fecl(I).‘Tada posto]il

jedinstveno reSenje u_€ c3 (1) problema (1) i zbog inverzne

monotonije (L_,B) o&igledno je da vaZi |ua(x)|<M,

xel.

TEQOREMA. Re%enjeu'usecs(l) problema'(l) se moze
predstaviti na slededi nadin

uE(x) = neva(x) + ZE(x) , XxX€I ,

gde je . —r
In | <M, v _(x)= (14x/e) 7, v = (V1+he(0)-1)/2>0,

lz;l)(x)l < M(e+sdT L, 5-1,2,3 , xeI.

Dokaz je slican dokazu za preoblem 5.1.2 iz Vulano-
vié (1982), takodje v. Kellogg et al. (1978, Lema 2.4).

Treba&e nam sledeca

LEMA.  Za re3enje ueec3(1) problema (1) vaZi

2> o] < Mes™,  is1,2,3 , xeI

5.4.4 Dokaz Leme 5.4.3.
Iz 5.4.3(1) je odigledno da imamo 5.4.3(2) za 1=2.

Dalje éemo koristiti Lemu 1 iz Bakhvalov (1969), v. 5.3.2(h4).
Sledi da za Osa<Bsl vazi

(1) JuZ0x) | < M(1/(B-a)+(B-a)/(e+a)®) ,  o<x<B .

Kada je 0€x<1/2, uzmimo a=x/2<x ,8=x+&/2, tako da Jje x<B<1.

Kada je 1/2<x<1, uzmimo 8=x i a=x/2-e/b, tako da je 0<a<1/2<

< x. U oba sludaja dobijamo 5.4.3(2) za 1=1.
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Sada diferencirajmo 5.4.3(1) da dobijemo 5.4.3(2)
za 1=3.

PRIMEDBA. Primetimo da Lema 5.4.3 vazi 1 ako |£(x) |<M,
| £7(x)|<M/(e+x), x€I.

5.4.5 Dokaz Teoreme 5.4.3.
Neka je ng=u;(0)/v;(0)=-su;(0)/r. Tada zbog Leme 5.4.3
imamo |n€| < M. O&igledno:

(1) 2z (0) = 0 i |z;(1)| < M.

Sada defini&imo operator

ﬁsw .z -(e+x)2w"—2(e+x)w’+c(x)w . w€C2(I) .
Sledi ..
(2) cZe = Leus-neLevs = £7°-b ua-n&Leve
Kako je
Lve = p((r+1) (r+2)=2(r+1)=c(x)) (e+x) T (14x/e) T
i _
(r+1){(r+2)- 2(r+1) = vr(r+l) = c(0) ,
imamo Iiev;(x)[ < M, x€I . Zaista
| (c(0)=c(x N e+x) 1| < Mx/(e+x) < M.
Dalje ije

l(ﬂev;(xD’| < M/(e+x), x€I .

Sada zbog Leme 5.4.3 i Primedbe 5.4.4 iz (2) i (1) imamo

[(z2x | < MCe+x) ™ E, iz0,1,2 , x€I ,

1 dokaz je zayrsen.




6. Mreze Bakhvalovljevog tipa

6.1 Konstrukcija mreza

6.1.1 Bakhvalov je 1969-te godine koristio jedan ekspli-
citni metod za konstrukeiju mreza pri reSavanju s.D. prob-
lema 5.3.1(1) u linearnom sluaju. Uzevii u obzir ocene 1iz-
voda ta&nog refenja, Bakhvalov je dosao do odgovarajuce
funkcije A=A _ : I - I koja generiSe mreZu (v. Definiciju

» 1.6). Ova funkcija sastoji se 1z tri dela : Aqshysrg- Fun-
kcije Ay 1 Ao generisSu mrezu u grani&nim slojevima u oko-
1ini tadaka x=0 i x=1 respektivno. Kori&éena je simetrija
_k3=1fA1(1-t). Funkeija A, generife mreZu van granicnih slo-
jeva. Ona se uzima kao tangenta na i, i Ag,i 12(1/2)=1/2.

Forma funkcije A U sudtini se dobija inverzijom

funkcije graniénog sloja exp(-mx/u), mada je sam Bakhvalov
daoc drugo obia3njenje koje nastaje iz analize greske konzis-

zencije. Dakle, A, je odgovarajucéa logaritamska funkcija

i more se koristiti kod svih problema sa slojem eksponenci-
jalnog tipa. Prirodno, ako reenje ima samo Jedan graniéni

sloj, recimo kod x=0, tada se A sastoji samo od X, i glat-

kog dela 12
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Kasnije je napravljeno vise modifikacija i uopStenja
Bakhvalovljeve funkcije za generisanje mreZe. Ona su prime-
njena na razli¢ite tipove s.p. problema, i u transformacio-
nom i u netransforma01onom pristupu, (kod transform301on1h
metoda x=A(t+) je neprekidna smena nezavisne promenljlve,

v. 2.2.3.).

U radu Herceg et al. (1981) linearni problem 5.1.2
je posmatran, a mreza Bakhvalova je modifikovana da bi se
poveéala njena gustina u graniénim slojevima. Shishkin (1883)
i Boglaev (1984) koriste funkciju za generisanje mreZe slic¢-
nu Bakhvalovljevoj,_pri redavanju istog problema pomocu Jjed-
nog metoda trefeg reda, odnosno metoda konac¢nih elemenata.
U Liseikin et al. (1981,1984) modifikovana je funkecija za
generisanje mreze na taj naéin sto ]e_li produZeno polino-
mom drugog, odnosno treCeg reda (v. 6.1.2). Taj metod je pri-
menjen na probleme 5.1.3, 5.1.4, 5. u 1(1) Isto vaZi za pro-
blem 5.1.5 u Liseikin (1982, 1984). |

U radovima Vulanovié (1983 a,b) Je pokazano da_ki ne
mora biti logaritamska funkcija. Klasa pogodnih funkeija za
generisanje mreZa je data i ona ukljuduje funkcije Jjednostav-
nije racionalne forme (v. 6.1.2). Sem na problem 5.1.2, ove
racionalne funkcije su primenjene i na probleme 5.1.5, Vula-
novié (1984); 5.1.4, Vulanovié (1986); 5.1.5, Vulanovié (u
pripremi). U Vulanovié et al. (1986)'ne koristi se glatki
deo 1, ali se takva funkcija za generisanje mreZe moZe pri-

meniti samo na problem 5.1.2.

6.1.2 Sada Gemo dati tri oblika funkcije za generisanje
mrefe, koji se mogu primeniti u netransformacionim metodima
za reSavanje problema S5.1.h.

Originalni Bakhvalovljev oblik dat je sa

p(t) := -Aeln(i-t/q) , t€r 0,1
A(r) = .
pCr) + $7(x)(t=-7) , telr,1l

(sada yp(t) stoji umesto, Al(t) v. 6.1.1). Ovde Je Ag>2 , q€(0,1)

i Aey<q . Tada postoji jedinstvena tadka t€(0,q)
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koja je apscisa dodirne tacke tangente iz (1,1) na krivu yp(t).

Da bi se na3lo T treba rediti nelinearnu jednacinu
(1) gty + ¢ (x)(1-1) = 1 ,

$to se ne moZze tadno uraditi. PredloZeni su iterativni pos-

tupei za to, v. Bakhvalov (1969), Herceg et al. (1981).

Funkcija za generisanje mreze

(&(t)
Tw(r) + ¢ (1)(t-1t) , te€I 1,1)

Aet/(g-t) , ter 0,
(2) ()

uvedena je u Yulanovié (1983 a,b), upor. 1.2.3(9). Ovde 3Je
qe(0,1) , AG(O,q/eO) ,a T ima isto znadenije kao gore. Sada
se Jjednadina (1) svodi na kvadratnu i 1t se moZe tacno odre-
diti, upor. 1.2.3(8). Funkcija p(t) nastaje kao inverzna za
funkeciju stepenog sloja (v. 5.4.2) (1+x/e) ~. Primetimo da
je exp(-x/e)==(1+x/s)*1 po Padéovoj aproksimaciji !

Sada ¢emo dati fukeciju za generisanje mreze 1z rada
Liseikin et al. (198Y4)

[ (3e,/8)1n(1-pt) , t€10,1/2

(3) () =( (-3e,/(28))1ne + (3pey/(Bu))(t-1/2) +
+ 4(1+(3¢,/(28))1ne - 3pe,/(81)) (£-1/2)2,
\ ter1/2,11
p=2(1-y) , 81=Be!(8+3u) . eoil/e

Polinom u drugom delu fukcijétl uzet je tako da A € Ci(I) i
A{1)=1. Ovde ne moramo da odredjujemo dodirnu +adku 1 jer
je ona unapred data,t =1/2. Primetimo da ova funkcija za ge-
nerisanje mrefe ne sadrzi ni jedan slobodan parametar kojim
bi se mogla menjatli gustina mreze u slojévima.

U sledeéim razmatranjima koristice se samo funkecija
(2) 1 njene varijante. Uporedjenje numeric¢kih rezultata do-

bijenih pomodéu (2) i originalne Bakhvalovljeve funkcije
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dato Jje u Vulanovié (1983 a,b) (rezultati su veoma slicéni).
Neka poredjenja funkeija kojim se generisSe mreza iz (2) i
(3) biée data kasnije. Primetimo da A iz (2) ne pripada pro-
storu C? (I) 8to je vaZno u smislu Leme 2.1.7. Ipak, korigdée-
njem ove funkcije za konstrukeciju mreZze moZemo dokazati kon-
vergenciju drugog reda uniformnu po e, u sludaju Zema iz 4.
koje imaju drugi red konzistencije na lsek. mreZama, upor.
1.2.3.

6.2 Netransformacioni metodi

6.2.1 U ovom Odeljku formiraéemo diskretizacije S.p. prob-
lema 1z Poglavlja 5. Koristiéemo konadno-diferencne Seme na
nek. mreZama iz 4. Sve diskretizacije bic¢e stabilne uniformno
po €, v. 4.2. Prema tome, da bi se dokazala konvergencija
uniformna po ¢, dovoljno je dokazati konzistenciju uniformnu
PO e. Ovi dokazi u sustini koriste tehniku iz Bakhvalov
(1969), upor. 1.2, i neki od njih biée izostavljeni.

TEOREMA. Neka je u_ regenje g8.p. problema 5.1.4 sa

.
be C(I), c € CZCIMR)neka Jje w resenje diskretnog probh-

tema AqWg - Dlw, = U

h
0 °

-eDgwi - b(xi)D;wi +'c(xi,wi) =0, i=1(1)n-1

AQWn tAa D—wn y Ul ’

na mre3it 6.1.2(2) ga n>3/q.

Tada va3i

"uE h - Wh" i Mh .

Za dokaz v. Vulanovié (1986) i 6.2.2 gde Ce se dokazati kvad-

ratna konvergencija uniformna po e.
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Numeridko redavanje problema 5.1.72 v. u Vulanovic

(1983 b), 1.2, i 6.2.4 gde Ce se posmatra+ti sistem 5.3.1(1).

6.2.2 Sada éemo posmatrati probleme 5.1.3 1 5.1.4(1) u

iinearnom slucaju

[, u :z —eu” - b(x)u’+ cl{x)du = f(x) , x€I ,
(1) £ -
B_u = (UU’Ul) .

gde Jje operator granic¢nih vrednosti dat sa

(2) ~Bu = Biu .z (-eu”(0),u(1))
ili
(3) | Beu = Bu := (u(0),u(il)

Osnovne pretpostavke su
b.c,f € CO(I) 3 b(x)>8>0 , c(x)20 , xEI

Prema Teoremi 5.2.4 redenje. uES CS(I) problema (1)

ima oblik

_uE(x) = VE(X) + zE(x) -, vg(x) = peexp(-b(O)x/e).

Prvo éemo posmatrati problem (1),(2) u kom slucaju
je funkcija vs(x) poznata. Nac¢l cemo ZE(X) numeric¢ki 1 na
taj na&in odreditil numeridku aproksimaciju za u_ - Funkci-

9

ja z_=u -V, je re$enje problema

(4) Lz = g(x) , Bz = (0,d) ,
e € € €

gde su g{(x) 1 d dati na odgovarajuéi nadin.

Diskretizacija problema (4) formira se na mrezl ge-

nerisanoj sa A(t) iz 6.1.2(2). Osnovne osobine funkcije A(t)

Su
(5a) ey, 00, k=0,15... , t€I ,
(5Db) _xsk)(t) <M, k=0,1 , () < M/ yu

(5¢) AWM T) s My,



8BY .

dato je u Vu~

Neka pored- -
(3) bice, ® -
.r d en
storu f - B<q-Mh<t .
. ~ o
njem |
ver g ‘tizacije problema (%) biée kori-
| h . ., -
) 'ELCM‘ v, 4.2.3(2). Ona ¢e biti
n mreZna funkcija. Tada:

11”0 P “Dy¥o4172 7 0

h Low; = g(xi) , ako pi:;(b(xi)hi+1)/(2e)i1

(6) Lo %y *°
h W = (x ) ako =1
Ly1¥i31/72 = 85,9727 > 1

i=1(1)n-2 ,
h . .= b -
LCMiwn-l = LyWpet G glx, 1) >
h - - .
Lem1¥n *° Wp G d

predstavlja diskretizaciju problema (4).0vde je

h " .- " -
Ly1¥s41/2 5 “€PygaWipa/2 = PX349/20uW540/2 *

0
toelx;,9/900v¥i4172

gde je Dy, dato preko 4.1.2(1-2) sa

J(h.+h

85 = (Zhyth; 03/ (hy (B g ¥Ry (Mg ¥hy g ¥hy4000s

tako da Je
. 3 | iv
(7) lepaUia1/2] < MOHS 5 oo/hy 20020504 542 o

za neko u € CH(I), (v. oznﬁke'u_u.l)..Dakle, Lﬁi je

modifikacija od LE+ koja je ovde pogodnija zbog nekih

tehnidkih detalja u dokazu sledele Teoreme.

TEOREMA 1. Neka je Z_ redenje problema (4) T neka je

Wy reﬁenje-dfskretnog probZema (6) na mreZi generisanéj

preko i(t) sa n>n, , gde je n,eN dovoljino velik broj




nezavisan od .

Tada tTmamo

| | 2
"zﬂ,h - Wh" < Mh .

DOKAZ. Ako b7 (x) 3751, c{x)< 6 , xeI , Bizﬂ suzeéemo n >

v (1)(B +G)/8 , 3to je dovoljan uslov za implikaciju

+ c{x. /2 < 0 )

p;>1 => —ey; - blx; .4,,3/h 54172772 <

i+l
(Ti je koeficijent iz Dg,). Prema tome, matrica koja odgovara
sistemu (6) je M-matrica i vaZi stabilnost uniformna po €, upor.

45.2.3, 4.2.5. Dalje éemo uzeti n>4/q, pa je n, eksplicitno za-

1
dato 1 nezavisno od ¢ (primetimo da¥ (T)<M).

Ostaje da se dokaZe konzistencija uniformna po e. MoZe

se dokazati

2

2 )| < Mh® , i=1(1)n-2,

IrCzE(xi)lii Mh® , IPMize(xi+1/2

) 2
Iruze(xn_1)| < Mh , 1PMZE(XO+1/2)| < Mh®

Dokazacéemo samo drugu nejednakost, poSto se ostale dokazuju
analogno. Tada konvergencija drugog reda sledi na 1stli nadin

kao u Teoreml 4.2.6, _
Neka je i=1(1)n-2 1 t;=ih, h=1/n. Neka
y {x) = exp(-8x/€) .
' . efaka Konzi ie p” , 1l 1.3 i B.1.4)
Zbog (7) i gre$aka konzistencij)e ry , Iy ( vo 4.1.3 1 4.1.4),

koristeéi (5a) dolazimo do

2 . 3, . iv
) | < Mh (e(2 (ti+2) /2 (ti_ ))Yi +

(8) | Tm12 Xi4170 1
| - 2 o, 1
| + ) (ti+1) (Yi + Yi)) ,
Yik)= i+ Ei_ky(xi_l) , k=2,3,4,
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U prva dva koraka dokaza koristicemo (8). Zbog (5a,

b,d) dovoljno je dokazati

- : k _
(9) (A7t o)/ e) y(x: 1) <M, k=2,3

1°  Neka je ti 4 2 T Tada (9) sledi zbog (5b,c).

O . . _ :
2 Neka je ti—l < 1t 3 ti-i < q-4h. Sada 1mamo

q-t. 5 3 (q—ti_1)fH i t;.0%4
Koristeéi ovo 1 -A’(ti+2) < w'(ti+2) dobijamo (9) ponovo.
3° Na kraju imamo 0<g-#h<t, ,<rt. Sada sledi da je € _~_<_Mh2.

Druge ocene za 1 biée koriséene

|

Mize(xi+1/2)| < M(eY? + (1/hi+1)J3(xi’xi+1;xi+1(2)+

T (x X 49703%) Y I3 (R 40/00%5405% 5407
gde je '

n -
Jk(U,H;B) += |I(s—e)k 1zik)(s)dsl
. g

Za integralne &lanove upor. Kellogg et al. (1878).

Iz (5e) sada sledi

eY? <« Mh2 .
l e
Dokazimo
_ . . 2
Imamo
S < ﬂ(h + (1/(hi+1€ );I ¢($)d$ R
i

gde je ¢(s) =_(s-xi+1/2)2y(s) . Zbog

¢(s) < ¢(2e/8 + xi+1/2)

i (5e) dobijamo (10).
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Drugi integralni ¢lanovi mogu $e tretirati analogno.

Teorema je dokazana. (Upor. tehniku sa 1.2.3.)

Sada ¢emo posmatrati problem (1),(3). Njegovo nume-
ridko refenje nalazimo u formi odgovaraijule linearne kombi-

nacije numerickih aproksimacija za ug(x), gde su ug(x), 1=1,2,

reSenja problema

Lu = £(x) , xel , Blu = (Ud,Up) 5 31,2, U

1
0" 707

respektivno ,

Neka su w% odgovarajucée numericke aproksimacije za

ug,h, j=1,2 , koje su dobijene gore opisanim metodom.

(Primetimo da se dva rezultujuéa linearna sistema razlikuiju

samo u desnim stranama . )

LEMMA. Neka je

1 2 _
(11) UO- UD-- m, > 0

Tada postoji pozitivna Konstanta M4 takva da
w2(0) - ur(o) > M
€ £ — 1

1

Dokaz. Neka je V(x):ui(x)-ui(x). Imamo LEV = 0, BL

V=(m1,0).
Neka je

s{x) = P + Qexp(-Rx/e)

gde je R = (B+(Bz+uGs)1/2V2 , (b(x)<B , c(x)<G , xE€I) ,

Q=m1/R , Pz-Qexp(-R/e). Lako je proveriti da

L s <0=1LYV, Bls = Blv
E -~ € . E E
i zbog inverzne monotonije (Lﬁ,Bi) , (v. Doolan et al.

(1980), Zadorin (1984)) imamo V(x) > s(x) , x€I, 1 po-

sebno V(0)>s(0)>M,>0 . Lema je dokazana.
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Neka je u (x) reS8enje problema (1),(3) 1

] 2 1 egl2 2 1y .
(12) w. = ((WU-UO)Wi + (U0 wo)wi)/(wo WO), i=0(1)n.

TEOREMA 2. VNekg va3Zi (11). Tada postojt n2€ IN, nezagvisno
od €, takvo da za sve n >n, vaii :

2
“ue,h - whﬂ < Mh™ .

DOKAZ. Iz Leme sledi da se us(x) moZe zapisati u obliku

_ 2 1 1,342 2 1
(13) uE(x) = ((ue(ﬂ)-Uo)ue(x)+(U0-uEx0);us(x))/(uE(O)-uE(U)).

Uzmimo n,2n, (nliz Teoreme 1) takvo da Je

2 1

WO WU >-M2 > 0.

Takvo n, postoji zbog Leme i Teoreme 1. (U stvari, n, se moze
naéi eksplicitno, ali ¢emo to jzostaviti.) Sada je moguce
definisati Wh kao u (12) i dokaz sledi iz (12),(13) i Teore-
me 1,

Ovde smo posmatrali samo linearne sluéajeve precblema
5.1.3 i 5.1.4(1) jer se nelinearni problemi numeridki reSava-
ju pomodu LD. metoda, v. 4.3. Ipak, moguée je formirati dis-

kretizacije nelinearnih problema, koje su analogne Semi Lng,

i zatim primeniti neki DL. metod. Isto vaZzi za problem 5.1.5

u sledeéem Pododelijku.

6.2.3 Zapi%imo problem 5.1.5 u linearnom sludaiju, u slede-
Gem obliku
(1) Lu := -egu’-a(x)(xu) +(alx)+clx))u = f(x), x € I,

u(o) = UO’ u(1) = Ul’

- . : 2
gde jea(x)?»a>0, c{x)>y>0, x€I 1 aECQ(I), c,feC” (1), upor. Teo-
remu 2,5.2.6. Neka je p=min(1,y/a(0)).
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Modifikovaéemo tfunkciju za generisanje mreze o6.1.2

(2) analogno radu Liseikin (1984)

ACt) = Aict)Z/P, £ €1,
(2)

(w(t):=AuP/2t/(q-t), t € [0,1],
Al(t) = |
()= () (t-1)+p(1), t € [71,1]

gde jeq€(0,1), A>0, Augf2<q i t€(0,q) ((t,y{T1)),

Je tacka dodira tangente iz tacke (1,1) na krivu ¥(t)), T=q-

- an/u Funkecija A(t) ima sledeée osobine

(3a) A ¥%) >0, x=1,2,3, t € I,
(3b)  A“(t) < MA(©)YP/? e 1,

(3e)  A"(t) < MA(E)TP 1< ¢ < 1.

Takodje éemo modifikovati Semu LgMi 1z tehnidkih

razloga. Tu Semu &éemo oznacditi sa Lny,s (uper. Vulanovié
(u pripremi))

Wy = Ups
th w.=f(x.) ;ﬂua :=h.X a./(2¢) < 1
c1i i P17 %1-1%1 =
(4) Lh W, Lh W =f(x ) ako p. > 1
CM2 "1 M2 i+1/2 "1+41/2 1

Li = 1(1)n-2,
h

o ho
LeM2¥n-1:Ly¥n-1 = Tq-1)

wn = Ul'

NDvde je Wy mrezna funkcija 1

h A P »
LC1wi : = eDCwi a(xi)D01(xiwi)+(a+C)(xi)wi .
DoaWi % (Wy,q7Wi )/ (hy*hy g0 05
h .- It — -
Lia¥i41/72 7% "Dya%i7a (X541 /2 P X541 /2¥5 41727
0
tolared(x; 00D Y541/2 o
0

M1Wisr/2 35 (3w 7wy 4072,
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TEOREMA. Neka je u_ redenje problema (1) 7 neka je Wy
refenje diskretnog problema (4) sa n> Ny gde je nleiN
dovolino veliko 1 nmezavisno od «.

Tada vai3i

2
“ uE,h ~ Whu < Mh .

DOKAZ. Uzedemo n>6/1 i’ n32x"(1)ay’/a, gde je

a’(x)>-a,, xX€, a,20.Tako je n, eksplicitno poznato i neza-

visnc od e. Iz druge nejednakosti za n sledi

~€Y;7aXg 0 /9)% 49 /M34q €O kada p; > 1,
(v; je koeficijent iz Seme DJ,}, i matrica koja odgovara
sistemu (4) je M-matrica, pa imamo stabilnost uniformnu po

E, upor. 4.2.3, 4.2.5.

Sada treba da dokaZemo konzistenciju uniformnu po €.
MoZe se dokazati

. 2 .
uE(xi)l < Mh® , i=1{1)n-2,

)| < Mh?, i=2(1)n-2 ,

el

r

ue(xi+1/2

M2
. . . . . h
(primetimo da se u tacki x,; primenjuje Logds

jrgu (x__4)| < Mh .

Dokazaéemc samo drugu nejednakost, poSto se octale mogu do-
kazati analogno. Tada uniformna konvergencija drugog reda

sledi na isti na®in kao u Teoremi 4.2.6.

Neka je i=2(1)n-2 i i=ih, h=1/n. Treba dokazati
.- B, Z _
(5a) R := elpgqu.(x; 4,,)] < M®
2 .= - 2
(5b) R := g X5 4,08 (x5 g ,0)] < MhT
(s¢)  R% := |oQ.u (x...,,)] < Mn? .

Mi e "i+1/2

Koristeéi (3a) dobijamo




22 3, .. IV
(6a)  R" < M pt N0ty )TN g DUy e

(6h) R < Mhzl’(t. )2m a x |(xu (x))"°"] ,
1+1 E
X . <X<X.

sa oznakama iz 4.1.1 sa u(x)=ue(x). Druge forme kcje demo

koristitli su

2
(7&) R" < MIJ ;i.""l,i'l' 2 ?
y - m Xi+1( 3 ( gy
(7b) R < M(1/h. ;)| i 5-X;,1/92)(8u_(s))"ds]| »
X. - 1
(7¢) R? < M Il+1lu;(s)|ds .
b
1-1

Neka se 1€ IN datoe sa tj_1<1/2<tj. Kako je n>6/7

imamo >4 i tj+2<1/2+3h€1. Tada je
_ 2/p <
xj+2 = w(tj+2) mou

Dokaz ée biti dat po sledeéim koracima
0 .

1 i = 2(1)3
20 i = $+41(1)n-2
201 t. 2 T+h
1i~-1
0
2 2 T+h > 1. & T
1-1
2952y 1 < pP/"
%15y n > P
0 |
23 t. _4<Ts t; 4 < q-4h
0

2 U g-4h < ti—i < T

Koristidemo ccene iz Tecreme 2, 5.2.6. Po3to se sa eksponen-
cijalnim &lanovima mo¥e postupati isto kao u Teoremi 1,6.2.2,
ovde ¢emo posmatrati samo neeksponencijalne &lanove.

Prvo Z¢e nam trebatil
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LEMA U siudaievi 0 ,01 L0 . o0 ..

BAA . sludajevima 1, 2 ~, 2 2al) 1 2 3 vazt
(k) (k) _

(8) A ) N ) S M k=0,1

DOKAZ. Dokazimo (8) za k=0. U slucaju 201 treba dokazati

Q:= ﬂ(ti+2)/ﬂ(ti_1) < M.

Nekagﬂas=ti_1-T>h. Vazi Q< Mg(s) sa

p/u) ‘

g(s) = (s+2h + upiu)/(5+u

1z g (s)<0, sledi

g(s) < g(h) < M

i cvaj deo dokaza jJe zavrsen.

U slugaju 202a) imamo
Q< e’y P/t <

i (8) ponovo vaii. |
U sludaju 203 treba_dokazati

(9) plt, /Pt ) < M

jer jetij2<g i ki(ti*2)<¢(ti+2). Dalje u ovom sludaiu

imamno

i (9) odmah sledi.
U sludaju 10 takodije treba dokazati (9).

+i) &< 1 + 3n/(t/2-3h) < M

Sada Je

(q-t3-1)/(q-t;
pa (9) ponovo dobijamo.

Nejednakost (8) za k=1 moZemo dokazati na istil

naé¢in jer vaZi
) = (/oA (P PR

Lema je dokazana.

Sada éemo nastaviti sa dokazivanjem (5).
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1Y Koristidemo Lemu za k=1, ocene 5.2.6 (la,2a) i &injenice

da vazi

2

h,,,-h; < MAOA"(Eg 0) < MhTy

i+l
da dobijemo (5) iz (6).

0
2 Posmatrajuéi neeksponencijalne &lanove u 5.2.6 (1b,2b)

zakljudujemo da je pri koriséenju (6) dovoljno dokazati
. - - 3 » p/2
P" := (A (ti+2) /A (ti_i))l(ti_l) < M,
- - 2 p-2
P™ otz (A7(t ) Mgy 407 © <M,

0

- _ _ p-1 2
k . ..
(P( ) su izvedeni iz ocena (6) za R(k), k=0,1,2). U slucaje-

vima 201, 202 a) 1 293 dobijamo

ptk} < M, k=1,2,

zbog Leme i (3b). U sludajevima 201 i 202 a) 1mamo

- 2y m
(11) hi+1 hi < h“A (ti+1)

i zbog (3¢) i Leme dobijamo (10). Dokazimo sada (10) u slu-

o s 0 | )
gaju 2 3. Ako Je tiér, tada zbog ﬂ(ﬁi+1)£¢(ti+1) (11) pono-

vo vazi sa A=w2/p. Iz

(12) g-t

-ty > (a-t; 4 )/0

sledi |
pU < Mthp/(q-ti_i)L+
ali kako je

. - /4
q"ti_l >IQ'T'= MBP

dobijamo (10).Ako"§i}t>ti“1 koristimo, upor. 1.2.3,

BT 2/p_ 2/p 2/p
h: 4=h; = m(ty 407 F 2n(t;) P, )% <
< oirg, 2 Poay(e M Papce P Praie ) Pene; 1) P

< n2@2/Pynce,, dre/puce ) PTHCE -m (e ) <

2/p-1

< M2 By, rue )PP
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Sada iz (12) sledi

Ostaje da se dokaZe (5) u slucajevima 202 b) i 204.

Sada ¢emo koristiti ocene (7). Ponovo posmatramo samo neeks-

ponencijalne &lanove iz 5.2.6 (1b,2b). Dovoljno je dokazati:

(k) (k)

(S je izvedeno iz ocene (7) za R ‘7, k=0,1,2).

2%2 b) Dokaz za S” i S” sledi odmah jer vazi

(k) . .p . Y. p/u,2 2 _

Za S" imamo

S" < Mﬂzﬂ(T+h)

(2/p)(p~2) Mu1+p/2 < Mp2

p/ 4

p/4 imamo W < Mh.

204 Sada zbog: q-uh<ti_1{T = g~My

Kako je

g uz(‘p(T))(-Z/P)(p"Z) < Mup < bﬂ~12

2

(k) < M(p(T)+h)% < Mh®, k=0,1 ,

P
S < X3,

i+1

Teorema je dokazana..

Problem 5.1.5(1) se moZe tretirati analogno. Treba
prosiriti x(t) na [-1,0] korisSéenjem centralne simetriije

u odnosu na t=0, upor. Liseikin (1984).

6.2.4 Sada demo posmatrati diskretizaciju s.p. sistema
5.3-1(1)

h . | ‘. . .
(1) ToW; &° -eD" 3t c(xi,wi) = 0, i=1(1i)n-1,




h.2.4

T s . .
s+ ow. =1 w. W . c.esW. _JTE€ R 1 sve mrezne funkciije
Vvazi w. [ i,1271,2° 77,8 , :

koje Ce se kasnije koristiti u ovom Pododeljku bide s-vekto-

ri. Pretpostavljamo da vazi (2),(3) i (L) iz 5.3.1,

Posmatrajuél linearan slucaj sistema 5.3.1(1), Bakh-
valov Jje u stvari dao Jedan LD. metod za resavanje nelinear-
nog sludaja. Ovde nas nede interesovati detalji o numeridkom
refavanju nelinearnog diskretnog problema (1), veéd samo kon-

vergencija uniformna po . Pomenimo da se (1) moZe regavati

Newtonovim metodom.

TECREMA. Neka je u_reenje problema 5.3.1(1) 1 neka je W,
refenje ststema (1) na mreii diskretizacije datof u 1.2.3
sa n > 3/q. Tada vaiz<

2
uue,h whu < Mh™.

DOKAZ. Neka je za i=1(1)n-1

r, = CuE(x ) = Tcus(x )-(T u ) (x, )
_ o h _ ..h _
= Tcue(x )= TCW = L (ue(xi) wi) R
gde 7je
h — -—
L'v, := -eD".v, +.g(xi)vi ,
1
glx.) = é<ﬂ1(xi,wi+s(u€(xi)-wi))ds ,
za svaku mreZnu funkciju Vi Neka je y.=u (x.J)-w,. MnoZeéi
i ¢ 1 i
h _
L y; =¥
sa 2y.. dobijamo
(2) - DIy 2 < 2y Tr
C *+2T1Yl “ i l‘!

gde jeYiéygyi. Ovo je stoga $to vaizi

2y.D"Cyi = DEY .~A, (yl 1-y ) (y -17Y3 ) -

- Ci(yi+1_yi) (yi+1'yi) ’
gde je

Div. = A.(v.

cvi = Aplvsogmvy) + Gy,

-V-
i+1 1
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A.,C.>0. Iz (2) sledi
1 1 .

2 1 T
—eD! ~
eDp¥; * 2T§Yi5 'iyi M I R
. Yi
g Iy 1 T 2
] n ' -
Lp¥ s €De Y3 ¥ Yigi <'?7 r;¥s LZAFEK

Podto je Lh inverzno monotono i

1 T

LhVi = ;5 r.r. , Vk > Yk = 0, k=0,n,
. . 1
dobijamo
Y. <« V. ,
i 1
Dakle, o
ﬂug,h~whu < Mﬂrhﬂ .

Ovaj deo dokaza je analogan dokazu Bakhvalova (1969) i dokazu

Teoreme 5.3.2 gde je posmatran kontinualni problem.

Sada se moZe dokazati
I 2 S
- |ri| < Mh“ , i=1(1)n-1 ,

na osnovu specijalne nek. mreZe i koristeéi ocene iz Tecoreme

5.3.2. Tehnika je ista kao u 1.2.3.

6.2.5 U ovam Pododeliku éemo posmatrati problem sa stepenim

slojem 5.4.3(1) sa svim pretpostavkama iz 5.4.3. Diskretizaci-

ja problema 5.%.3(1) je data sa
w0'='U0,

(1) -(e+xi_1)2D"wi +elxywy = £(x;), i=1(Dn-1,

C
P T
i ona je odigledno stabilna uniformno po €. Primetimo pomera-
nje e+x. 4 (umesto s+xi) koje je uvedeno iz tehnid&kih razloga.
l—
Mre>a diskretizacije generiSe se pomodu

Ae{(q/(q-t))P-1), telo,T] ,

P(t) :
(2) At =

A, (t-T) + Ay, t€lt,1]

n(t) : 1
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Ovde je 1€(0,1) dato , q=T+E1/(p+1), p?l/r (r Je 1z Teore-

me 5.4.3), A,=¥(T), w(1)=1 i A=(pqp(1—1)+e((qz(q-t))p—i))'l

b

tako da Y (t)=n"(1). Dakle.leci(l). Ovo je modifikovan

Liseikinov pristup u konstrukciji funkcija za generisanje mre-
Za, v. 6.2.2, u tom smislu da je t unapred dato. Ovde nije po-
godno odredjivati dodirnu tad¢ku 1 kao u 6.1.2(2) jer se neli-
nearna jednadina 6.1.2(1) u ovom sludaju ne moZe egzaktno re-
3iti. Ipak, produZenje nw(t) nije kvadratni polinocm veé tangen-

ta, 8to se dobija pomoéu specijalnog i1zbora parametra A.

Osobine funkciije X su

(3a) k(k)(t) » 0, k=0,1,2 , tel ,

(3b) AT(t) < M, t€l ,

(3¢) A1) > Mt/ (PP t>1

(3d) A(t) » Men , za t>»q-Mh>0

TEOREMA. Neka je u_ relenje problema 5.4.3(1) i neka je Wy

redenje problema (1)} na mreZi datoj preko (2) sa n»3/7.

Tada imamo

“ua,h-wh“ < Mh.

DOKAZj Uzedéemo reprezentaciju uE iz Teoreme 5.4.3 da bismo

dokazali
(4a) Iri(ve)] < Mh
i
(4b) {r;(z )| <Mh ,
gde je ,
2 '
riﬁg) = —(€+Xi_1) DEg(xi)+(e+xi).g‘(xi) 5

i=1(1)n-1,_gEC2(I). Prvo uzmimo

_ .1 2
ri(g) = ri(g)-+ ri(g) ,

ri(g) ((s+xi)2~(e+xi_1)2) g”(xi) >

2 2 ] n
r;(g) = (e+x, ,)7(g"(x;)-Drglx;))
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Tada je zbog (3b) odigledno
1
Jrs (2 )| < Mh, (x;+x,_g42e)/(e+x;) < Mh

S druge strane imamo

r2(z )| < Mn(e+x;_,)° max  |27(x)] < Mn
i "€ -1 £

x [ ] <x<x -
i-1 i+l

i (4b) je dokazano.

DokaZimo sada (4a).

10Neka jet. .»t. Koristedi (3a,b,c) dobijamo
i-1

Irg(vs)l < Mh(a+xi_1)'1(s/(a+xi?1))r'<

< Mh Erx;£§+1) < Mher'(r+1)/(P+1) < Mh

k=1,2 .

2

20

-
aln

Neka jet._ ,<t i t;_4<q-3h. Tada t; ,<g i
qQ-t: 4 > (q=t;_4) / 3 -
Sada za k=1,2 imamo
k » r "'(r""l) P+1
e (v )| < MhAT (g, 40€ (e+xg_4) < Mh(1/(q-t; 4)7 7)) x

« (el Cesrtt,_INTH < (gt PP <,

30Ngka je0<q-3h<ti_1<1. Tada iz (3d) sledi

_|r§(v5)| < M(e/(e+xi_1))2 < M¥¥ < Mn , k=1,2.

Dakle, (4a) ije dokazano, a time 1 Teorema.

6.3 Transformacioni metodi

6.3.1 Transformacioni eksplicitni metodi su koriséeni u

radovima Liseikin et al. (1981, 1984) i Liseikin (1982).

Prikazademo ovde neke od tih rezultata.
Podnimo posmatranjem s.p. problema 5.1.3 u linear-

nom sludaju, (Liseikin et al. (1981, 1984)):
-gu” - b(x)u® + c(x)u = f(x), x€I,
u(0) = Uy, ull) =0, ,
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gde jeb(x)>3, c(x)>0, x€I; b,c,FEC’(I). Posle uvodjenja
nove nezavisne promenlijive XFA(t)agl:AE:I+I=.AGCQ(I)=

stiZemo do transformisanog problema

-euz(t)-bi(t)ui(t)+c1(t)u1(t) = fl(t), +€T1,

(1) - -
ul(O) z UU’ 4

gde Je u, () = ulx) = u(alt)) ,

ul(l)'= U

b, () = A"(£)(B(x)=eA"(£)/A" () %)
e, (1) = cLO (D), (1) = £GIAT (1)
Funkcija Aa(t) je data sa

-3efn{1-pt), 0<t<1/2 ,

At) =
| —alne+3p52/3(t~1/2)+(3/2)p2E1/3(t;1/2)2 +
+ k(t-1/2)7, 1/2<4<1 ,
gde jepFZ(l—igla), k=é(1+E£nﬁ-(3/2)p52/3-3p251/3/8).

Primetimo da jednostavnija funkecija A, npr. iz 6.1.2(2), pa
¢ak ni funkecija Liseikina 6.1.2(3) ovde ne moZe da se koristi
zbog zahteva A€ CZ(I).

Problem (1) je resavan na ekvidistantnoj t-mreZi ko-
risSéenjem up-wind Seme 1 dokazana je linearna konvergenciija
uitiformna po e. U Liseikin et al. (1981) je posmatrana i 3Ze-
ma Samarskog (v. Samarskii (1971), Kellogg et al. (1978),
Vulanovié (1985 b)), ali je red uniformne konvergencije ostao
1. Dalje, data je i funkecija

-usln(l—Zt(i-eifq)), 0<£<1/2
(2) A(x) = | - ’

m(t), 1/2<t<1
(w(t) je polinom petog reda , takav da A€ Cu(I)) koju bi tre-
balo koristiti sa nekom uniformno stabilnom &Semom drugog re-
da na ek. mreZi, kada je b,c,f € C3(I), b(x)=4, x€I. Tada bi

se dobio drugi red uniformne konvergencije. Ipak, nije redeno
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koju bi Semu trebalo koristiti.

U radu Liseikin (1982) je posmatran s.p. problem 5.1.5
na slidan nadin. Rad Liseikin et al. (198Y4) sadrZi i neke eks-
plicitne netransformacione metode. Posmatrani su problemi
5.1.4 1 5.1.5, pri &emu je mreZa za 5.1.4% generisana sa 6.1.2
(3).

65.3.2 Pored toga, u Liseikin et al. (1984) je posmatran
problem sa stepenim slojem 5.4.1(1). Teoreme 1 1 2, 5.4.1
su koridéene pri konstrukeiji transformacionog eksplicitnog

metoda. Funkecija A(t) Jje data sa

10 a<l (v. 5.4.1)..
bz (e+1) 3 BB g = (g+2)/3 .
20 =1 .

e(plto1), o<t<i/2
A(t) =

gde Tap=1-(1/e)£n_ue,a.n(t) je pogodan polinom Cetvrtog reda.

0

3" o>l. { m/(1-a)_

Te((1-2pt) 1), 0<t<1/2
a(t) =

w(t) , 172511
gde jep‘-"i-'eaﬂ'/m, . =(a-1)/(a+2), 6<m<9,

T = (a-1)2/((a~1)24+(g-14m) Zetim~L)/my

a w(t) je pogodan polinom treceg reda.

U sva tri sludaja korisSc¢ena je up-wind sSema. U sluca-

jevima 10 i 3" je dobijena linearna konvergencija uniformna

po €, a u sludaju (2) red konvergencije je h£n2(1/e).

6.4 Numericki rezultati

6.4.1 Numeridki rezultati za problem 5.1.2 (primer 4.4.4)
su dati u 1.2.4, v. Vulanovié (1983 b) takodje.
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6.4.2 Sada ¢emo posmatrati problem 4.h4.6. Resavalemo ga

koristeéi metod Teoreme 1, 6.2.2. Pored Seme Lng
h

: . . n y . . .
1 LU 1 LCU' Naravno, prva Sema daje najbolje rezultate.

testiredemo

h _
TABELA 1. LCMl’ A=1
n::ZU_ n = 40
error q=0.5 q=0.8 q=0.5% q=0.8
£=1E-2 | 3.04E-3 0.0136 6.75E-4  3,21E-3
1E-5 4 .94E-3 0.0305 1.23E-3 7T.62E~3
1E-8 5.00E~3 0.03172 1.25E-3 7.81E-3
1E-172 5.00E-3 0.0313 1.25E-3 7.81E-3
TABELA 2. Lg , Az1, n=20
error q=0.5 q=0.8
e=1E~2 0.0385 0.0748
1E-5 C.04S3Y 0.122
1E-8 0.05C0 0.125
1E-12 0.05Q0 0.125
. h .y . . h
Rezultati za LCU su praktiéno isti kao za LU. Iz Tabe-

le 1?je oCigledno da imamo uniformnu konvergenciiju drugog
reda. Procenat koraka mreZe unutar [ 0,e]l] iznosi 25% i 40% za

q=0.5 1 g=0.8, respektivno.

6.4.3 U ovom Pododeljku cemo dati rezultate za problem
. . . h h . .h : . -
4,4.5. Primeniéemo Seme LCMl’ LU 1 LCU direktno na mrezi ge-

nerisanoj sa a(t) iz 6.1.2(2), tj. neéemo vrsSiti transforma-
ciju problema izdvajanjem funkcije graniénog sloja (v. 6.2.2).
Rezultati su lo$iji nego u 6.4.2 (ta dva problema su praktic-

no istal), ali se neuniformnost po € ne pojavljuje.
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TABELA 1. LD Az1. q=0.5
- Loy 2 AF5 27T
error n=20 n=40
e=1E-2 0.027 g.011
1E-5 0.023 0.0099
1E-8,1E-12| 0.022 0.0099

TABELA 2. A=1, gq=0.5, n=20

h h
error LU LCU

e=1E-2 | 0.0892  0.0400
1E-5 | 0.103  0.0527
1E-8,1E-12 | 0.104  0.0533

Ove rezultate treba uporediti sa sledeéom tabelom 1z

liseikin et al. (1981), gde je na isti problem primenjen me-

tod iz 6.3.1

TABELA 3. n=20
€ 1E-2 1E-5 1E-8

mi—

error 0.120  0.170 0.172

Qdigledno je da su nasi rezultati bolji.

i 4
5.u. U Ssada posmatrajmo problem 4.4.,1. Koristimo L%Ml'i istil

metod kao u 6.4.3. Uzeto je n=10 i 1ista gsustina talaka mreze

u sloju kao u Tabell 3.1.4, da bismo mogli uporediti rezulta-

te. Rezultati Whitea su bolji.

TABELA. A=0.3, q=0.6
e  1E-2 1E-U4 1E-6 1E-8

error 0.227 0.299 0.306 0.307

6.4.5 Posmatrajmo test problem y u.2(2). Koristimo metod 1z

Teoreme 6.2.3.
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TABELA. A=0.5, q=0.5, p=1, n=50
H 1E-2 1E-3 1E-6 1E~-9 . 1E-12
error 2.77E-3 u.ugt-é 4,99E-3 5.24E-3 §5.30E-3
Imamo 32% koraka mreZe u sloju [U,ﬁ]-
6.4.6 Sada cemo dati neke rezultate za nelinearni problem

4,.4.3. Primenjen je metod iz 6.4,3,.

TABELA. A=1, q=0.8, n=20

€ 1E-2 1E-4 1E-6 1E-8

error 0.0272  0.0454 0.0L82 0.0u85s

Imamo 40% koraka mreZe u [0,e]. Iteracije 4.3.1(2) su vr&ene

na isti nadin kao u 4.5.5. Ponovo su bile potrebne tri itera-

cije.

6.4.7 Na kraju éemo prikazati numericke rezultate za prob-
lem sa stepenim slojem 4.4.7. U Tabelama 1-2 dajemo rezulta-

te metoda iz Teoreme 6.2.5. Sa n_, Jje oznafen broj koraka mre-

£
Ze unutar granilénog sloja [ 0, Er/(r+1) I.
TABELA 1. Pp=1/r , n=20
. 1=20.5 t=0.8
€ ~ error ry, error Iy
0.1 0.0679 12 0.0575 16
1E-3 0.169 10 0.118 15
1E-6 0.212 10 0.149 16
1E-9 0.217 10 0.1572 16
11'=-172 0.217 10 N0.153 16
11.-18 0.217 10 0.153 1 6
TABELA 2. p=1/r , t=0.8, n=50
£ 0.1 1E-3 1E-6 1E-9,1E-12,1E-18
error 0.0227 0.0490 0.0606 0.0618

ny 38 38 40 40
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Linearna konvergenciija uniformna po e Je ocligledna. Ipak, za
ovaj primer moZemo dokazati kvadratnu konvergenciiju uniform-

nu po € ako uzmemo p=22/r 1 (e- xi)2 u 6.2.5(1) umesto (e-x.
l-n

Ovo se 1lustruje slededim rezultatima

TABELA 3. p=2/r, 71=0.8

n=20 n=50

€ error n, error n,
0.1 3.18E-3 16 5.13E-4 40
1E-3 6.95E-3 15 1.13E-3 36
1E-6 B6.14E-3 16 1.09E-3 38
1E-S 7.69E-3 16 1.45%E-3 40
1E-12 8.66E-3 16 1.65E-3 )
1E-18 8.90E-3 16 1.69E-3 40




7. Richardsonova ekstrapolacija

7.1 Osnovne ideje

7.1.1 Richardsonova ekstrapolacija (R.e.) je efikasno oru-
dje za poviSenje taénosti numerickih rezultata diferencijal-
nih jednacd¢ina razlid¢itog tipa. Knjiga Marchuka i Shaidurova
(1979) razmatra R.e. na ek. mrezama. Ipak, ovaj] metod se

moZze primeniti i ra nek. mreZama, v. Keller (1969,1974) npr.
7 \

Neka razmatranja .R.e. na ek. mrezama prilikom resSava-
nja s.p. problema data su u Doolan et al. (1880). U radu
Vulanovié et al. (1986) R.e. se koristi na nek. mre2i Bakhva-
lovljevog +ipa (v. Odeljak 6.1) pri reSavanju problema 5.1.2.
U 7.1.2 éemo prikazati rezultate koji ilustruju metod toga
rada. Ponovo &e se posmatrati problem 5.1.2, alil se isti me-
tod moZe primeniti i na druge tipove s.p. problema iz Poglav-
1ja 5. Ovo ée biti ilustrovano numeridkim rezultatima u 7.2.
Svi ovi rezultati odnose se na netransformacione metode kon-
strukcije mreZa. Ipak, R.e. na ek. mreZi lako se moZe koristi-

+1 1 pri reSavanju s.p. problema transformacionim metodima.
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7 1.2  Posmatrajmo problem 5.1.2 sa c e cP(IxR).

Tada utG CB(I) _ Koristiéemo razlaganje redenja iz Teoreme 1,
5. 9.3 (ocene iz Teoreme 2,5.2.3 ovde nisu pogodne).

Funkcija za generisanje mreze

agt(1/2 + apt’? 207, ter0,1/2

(1) l(t)'= ’
1 - a(1-t) , te1/2,1

je iz Vulanovié et al. (1986). Ovde je A>0 nezavisno od €.

Pretpostavicemo da jJe broj koraka mreze paran, n=2nq, noe N .

n033.
Koristimo centralnu diskretizaciju
| wo = Yp
- DY ' = 1 = -
(2) Dew, + c(xi,wi) o , i=1(i)n-1,
w, = U1 R

(wh je mrezna funkecija). Tada za gredku konzistencije vazi

LEMA. Neka je diskretizacija (2) data na mreZi generisano]

sa (1). Tada za redenje u_ problema 5.1.2 vazt

u (x,) = a.h2 + R.ou (x.) , is1(1)n-1 ,
e 1 1 Ce 1

r
C
gde su a; koefieijenti nezavisni od n ©

- 4
lRCue(xi)l < Mh .

DOKAZ. Vidi Vulanovié et al. (1986), gde su dati razvoji za
rcue(xi)'viéeg reda.

Koristedi ovu Lemu moZemo dokazati (upor. Vulanovic
et al. (1986) i Marchuk et al. (1979, Teorema 6.2))




TEOREMA., Neka su {w?} T {w?/z} redenja diskrétnog problema
(2) na mreZt sa tadkama x,=x(1h) = x.=2(ih/2) respektivno
(A Je funkeija iz (1)).

Tada vaZz

wh/2
21

iy

|ue(xi)-(4 - w?)/3|‘i Mh -, i=1{(1)n-1 .

7.2 Numeridki rezultati

7.2.1
et al. (1986) kojl se odnose na test problem 4.h.4. Sa ny

Prvo éemo dati numeridke rezultate iz rada Vulanovidé

oznadavamo broj koraka mreZe koji leze unutar {0,ul

TABELA 1. A=1 R n=ud
u 1.E-3 1.E-6 1.E-8,1.E-12
error 8.3 E-B 7.2 E-B 8.1 E-6
n1 4 3 3
TABELA 2. a=z0,1 , n=40
u 1.E-3 1.E-6 1.E-9,1.E-12
error 3.0 E=5 4,5 E-=5 4,7 E=5
1'1.L 10 8 8
7.2.2

Sada ¢emo prikazati numeridke rezultate za test pro-

blem 4.4.2(2). Ekstrapolacija je vr&ena na mre?i datoj sa
6.2.3(2), (upor. 6.4.5)

TABELA 1.  A=0.5 , q=0.5 , p=1 , n=50
u | 1.E-2 1.E-6
error 3.05 E-4 1.49 E-~-4
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Radi uporedjenja dajemo rezultate metoda 6.2.3 sa n=100 bez

ekstrapolacije (upor. 6.4.5 ponovo)

TABELA 2. A=0.5 , q=0.5 , p=1 , n=100

U 1.ET?_ B 1.E-6

PR ————— LT TR Sl et i

§.92 E-Y 1.34 E-3

7.2.3 Na kraju dajemo rezultate za test problem H.4.5.
Ekstrapolacija je vrSena na mrezi generisanoi sa 6.1.2(2),

a koriséen je metod iz Tabele 1,6.4.3.

TABELA. A=1 , q=0.5 , n=20

e | 1.E-2 1.E-5 1.E-8 1.E-12

- B e L

error 7.44 E~3 8.28 E~3 8.33 E-3 8.34 E-3
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