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9. UVODMI DEOC

@.1. UVOD

U mneogim problemima numeridke analize, kao 5toc su
konturni problemi obidnih 1l1i parcijalnih diferencijalnih
Jednacina, integralne jednaline, dvodimenzionalni varijacioni
problemi, problemi optimalne kontrole, potrebnoc je rediti
sistem jednafina, linearnih ili nelinearnih. Takvi sistemi su
najdedce velikih dimenzija, te su direktni postupci za njiho-
vo resavanje praktilno neprimenljivi. To nas motivige da pri-
stupimo proulavanju iterativnih postupaka.

DPva =u osnovna principa kojima se rukovodimo prilikom
izbora iterativnog postupka za refavanje datog sistema. Prvo,
lterativne pravilo treba da bude &to jednostavni je, i - drugo,
postupak treba 5to brfe da konvergira. Time ¢emo se rukovadi-
ti 1 prilikem istrafivanja u okviru ove disertacije.

Rezultati, koii se mogu svrstati u oblast linearne

glgebre, a izlofZeni su u radu LCH,B6al, pokarali —sSu--se ~kag =

veoma znafaini za pronalaZenje cochlasti konvergenci je posmat-—
ranih postupaka, te su posebno izloYeni u uvednom delu.

Frvi deoc posveden je refavanju sistemza linearnih Jjed-
nacina. Pored dcbro poznatih Jakobi jevaog, 6Gaus—Zajdelovog,
JOR- 1 S50R postupaka (ovaj poslednji iscrpno  ie proufen u
knjizi [Yo,711), Hadjidimos je u séam radu [Ha,78] formul isao
ACR postupak kao dvoparamstarsku generalizaci ju SOR postupka,
i na jednostavnom primeru pokazao njegovu opravdanost. Ispos-—
tavilo se da je AOR postupak ekstrapolirani S0R, odnosno eks-—
trapufiran; Jakabi jev postupak i nizali su ce mrogil radovi o
njegovoj kaﬁvergenciji, 1zboru parametara, daljoj generaliza-—

Ciji. Pri tom su oblasti konvergencije proufavane za slededée



klase matrica : strogo dijagonalno dominantne (SDD), genera-—

lizovano dijagonalno dominantne (GDD), nerazlolive dijagonal-

no dominantne ((NDD), pozitivnog definitne, konzistentno ure-—

diene, M- 1 H—matrice. Kako je svaka S0P, NDD 111 M- matrica

istovremeno GDD=H-matrica, u disertaciji iJj= data generalna

ocblast konvergencije za klasu H-matrica (v.ICH,87B1,[CH,B7cl),
koja predstavlja prosirenje svih oblasti konvergencije pome—
nutih u literaturi za svaku klasu matrica ponacscb. Fokazano

je, madjutim, da ima smisla posmatrati z-assbno neke potklass
H—matrica, Jer ne samc da se za njih dobijaju proverlijiviiji,

nego ponekad 13 giri'intervali konvergenci je ([CH,B87bL1).

U prvom delu 32 zatim data jedna generalizacija AQOR
postupka, tzv. MAGR postupak, kojil je "potekas" iz nelinear-
ntg slucaja ([CH,B851), a koji ipak ima prednosti i u linear-
nom siucaju. Kada je matrica sistema konzistentno uredjiena,
na primeru j& ilustrovan "kvazicptimelan®” izboer parametara,
dat o [HC,8&].

MNa kraju prveg cdela razmatra sz ometod AFC, kojl je de-
Tinisan u radu {80,573, a razmatran od strane mncgih  autora,
npr. I5a,98563. Dati su neki novi dovelini uslovi kenvergenci e,
(CCH,871), koji su bolji od odgovarajusih iz [5i,613, a zatim
su izspitivane moguénesti kembinovarnia &FC 1 ACR nostupnka,
{(ICH,387a1).

ugi dec

tnj
h

osvedlen je postupcima za reZavanis sistena

T

nelingarnih jodnalina, od kojih se u literaturi naifedée sre—
1

2. Trvu Line Njutnov. postupak i njegove

U

Cu slededz dve kla
brojne varijante, ¢ija jg prednost #to lokalne konvergiraju
vecma brzo, a nedostatak 8o imaju velike memorijske zahteve
Za matricu koeticijenata (u svakea koraku e redava po jedan
linearni sistem). Ked sameg Njutnoveg postupka prisutan  je
Jjeb i problem izrafunavania svih parcijalnin izvoda. Drugu
lasu ¢ine postupci u csnpovi knjiﬁ Je sledadél princip: n jed-
Nadina sistema ciklifno se pretra¥uiu i refdavain pe  jedng;
nepoznatolj, a zatim se pomodu te "mediuaprcksimaci je” 1 ved
izraﬁqnatih Hempenenata priblifneg redenja konstruile sledeca
aprckéimacija. Ovakvi postupci kenvergiraju samo linearno,
medjutim-zaﬁtevaju neuporedivo manje memorijskih mesta  (samo

za vektore pribliZnih refenja) i imaju jednostavno iterativno




nravilo. Obe ove klase moIlemo tretirati kao kombinaciju line-
arnih i nelinearnih postupaka. Od linearnih opredelicemo  se
-a MADR, a od nelinearnih =za Njutnov postupak 1 pokazati
orednost MACR-Njutnovog nad Miutn—MAGR postupkom. Ja speciia-
1an izbor paramstara (kada su madjuscbhno Jjednaki) MaCR-MNIut-
nov postupak svodi se na vBOR-Njulnov, definisan uw  L161,891.

Teoreme o lokalnoj konvergenciji u tom sludfaju cphtijs su od

~dgovarajuc¢ih iz [(Gi,8@3. Dokazane teocr=me 0O lokalinoj konver-—

senci ji MACOR-Njuinovog postunka direkina su posiedica teorema

o konvergenciiji MADR postupka iz prvog dela.

0 globalnoj konverg=nciji moYemo govoritl samo u spe—
cijalnim sludajevima. Opredelili smo se za rezulitate iznete u
radu [Ch,83], koji se odnose na ABR-—Njutnov postupak, Wz napo—
menu da je predmet dalieg istrafivanja nalalenie sliininh  do-

valinih uslova za glcechalnu konvergenciju MAGR—-NiIutnoveg pos-—

tupka.

Disertacijia je protkana numeridkiam primsrima, koji i-
1i ilustruiu dokazane teorems 11i pokazuju v kojojl meri 38
novoformirani postupak "bol3iY cod postaiscin.

Ova disertaciia js naztala kao rezultat visegodibinieg
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B.2. NZXZ OZINAF=z, DEFINICIdE I TECGREMZ

U disertaciiji se keoeriste slededs oznake @

M — skup prircdnih brojeva
R - skup realnih kbErojeva

R+ — skup nenegativnih realnih brojeva

C - skup koapleksnih brojev

n . : . .
R — skup m~dimsnzionalnih realnik vektora

n . . i .
C - skup n-dimenzicnalnih kosmpleksnih wvekitcra

R — skup realnih kvadratnih matrica reda n
S Py i ; :
C'* - skup kompleksnih kvadrainih matrica reda n

FoA = 2 ta, 1, @ {A) = Zia_ 1, R (A = Z ta_ I
jentin? jeNtiy It * jey -
P. (A} = o P {B)+{1—c0B_ {A), G (A) = max {ia. !
- _ y R
ol ¢ o jeMiy 7
{(r) o . ) .
Ei {A) = max Z !ajii, pri Lemu je i,rE N, cEl,12,
L?_EEI?_ _'5*':"1:?_
A= fa, . 12" 2 5 skup svih izbora ¢ 9= i i X
1_} b ) - - . - --1,---5 r..r

razliditih indeksa iz N
T i _
A — transponovana matrica za matrico &
A - konjugovano transpeonovana matrica za matricu A
—1 . A .
A — inverzna matrica za matricu A

det A — determinanta matrice A




. I
x>{>)8 akko xigf}}ﬁ, iE N, gde 3e x=[ﬁ1,...,xn38 R
. i : n,n
AX{>)B akko a.jg(})bij, i, i€ N, pri femu je ﬁ=[aij38 ~ .
- 1
g=rb. .16 R"*"
1]
D=diag(dl,...,dn}}3 arxko di}ﬁ, ig N
Mid)=fm. 18 R""™, m..=ia_ . !, m.  =—!a. . !, i€ N, i€ N{i),
ij R -1 ii Y i3 ij
i

ori emu je Q=[aij35 C

E - jedinidna matrica proizvel inog reda

A=D-T—S=D(E~-L—U) standardnoc razlaganie matrice A& { L dijago-

nalna, T i L strego donje ;, 2 € 1 U strego gornie trocugacne

matrice:;
int{D) — unutrasnjicst colastii D
.
Definicija @.1. HMeka is ARG tn,n_ Soekitar S(A) matrice A Je

skup sviih nienih karakteristidnih korena. Epektralni  radijus

e -
>

ﬂ
riisa

2{(AY matrice & 3= (A= o
51

-
i

A
¥

N

% . ..
Definici ja 8.2. nNeka je A Dﬂ‘n i S {A) naimanii konveksan

. *

=skup koji sadri S{(AY. Uop&teni spektralni radijus p (A} mat-
.y

rice A je p (A= may A .

2257 (a)

Definici ja @.3. Matrica AS 7" (R'7Y) nariva se hermitska
. . . ] H T
{(simetrifna) ako 1 samn abko 1 A=A (La=8 ).

Definiciia B8.4. Matrica ﬁ=£aij35 En,n naziva s2 dijagecnalno

dominantna ako 1 samp ako je
laiilg Pi(ﬁ} za svako i€ N,
pri demu bar za jedno i€ N vaXi strega nejednakost. Ako za




svako 1i& N vali stroga nejednakost, matrica A naziva se stro—

go dijagonalno dominantna (SDD).

Detinicilta @.5. Fermutacicna matrica je kvadratna matrica kod

koje je u svakoij vrstil 1 svakej koloni jedan elemenat jedini-

ca, a ostall1 su nule.

N

.. ] n ) - ] .
Definicija B.é&6&. Matrica ASC ° naziva se raftioliva ako 1 samo

ako postoji permutaciona matrica PER'? takva da je
| B.. ®B,_ |
A
Y 11 12 ,
7 B
b 22 |

g1 1 B_. kvadratne matirice reda manjeg cod n. Mat-
.l

rica je nerarliofiva ako nije razici¥iva.

gde su B

L ] o 1 ) .
Definicija 8.7. Matrica -ﬁ=fai;35 c? naziva s L-~matrica
-

aro i samop ako je a;i}m, aijg@ za 1iE N, 15 M{i).
ke

... A 3,0 . ] i
Definicija B8.8. Matrica AER'* naziva s2 regularna M-aatrica

L
II

L

{kratko M-matrica) ako i sams ako jz L-patrica za koju Jje

-1
&7 3.
™ ~ - T 1 o [ X, S B Enﬂn : 1y T - -
Vatinicliz B.%. Matrice ALSD naziva se rmi—matrzca 2ako 1 samo
sko je M{AY M-matrica.
C e i Tt ] .y .
Petinicija ©.18. Matrica ASR ° naziva se pozitivne definitna
. . n T
ako 1 samp ake je za svako xER ', «#8 x Ax>@.
.. : ) P . e o }
Definicija B.11. Neka je &5 C - Za 1,38 M kafemo da su pri-

drudeni u odnosu na A akeo i1 samp ake e aij#E 111 aji#m.

Matrica A naziva se konristentno uwredjena ako i samoc ake =za

neke t€ N postoje disjunktni podskupovi 51,...,8+ od N takvi

da 3je 51 L 82 Ue o o U St = M 1 da vafis

ako su 1 1 j pridrufeni u codnosu na A i i€ Sk’ tada jJE& Sk+1
z i>i 1 j z i

a J}lil JE Sk—l a j<1i

De%inicijé D.12. Za matricu A kaZemp da ima "osocbinu A" ako

1 samo ako postoji permutaciona matrica P, takva da je

H

/




- . T
FAFR | = 1 :
__ME D;*
gde su D, i D, kvadratne dijagonalne matrice.

1 o

-

Definicija B8.13. Matrica A nazZiva Ge gEnReralls

nalnc dominartna (GDD) ake 1 samo ako postoll

gonalna matrica W, takva ca je &% Eoh.
.. : A n,o 5
Dafinicija O.14. Makrice A 1 E, A,B B C , Su Sl
. : Nah
samo ako postoji regularna matrica FE €77, takvae d
-1
F AP = E.
Definiciia @.1S. Neka je {x JCR proizvoijan niz KOS
gira ka x. Tada se brojsva
i 5 17k )
lim sup oM —xy s =2 DPTi
L B— rm
Rp{ﬂ ;= "
n
X s Kk 1/p e
H—Tw
narivaiju R-faikterima teog niza. ko je J° iterativni

ra nalaXenie ¥ i C{J,x) skup svih nizova, Sdoibi di=nin
J, koji konvergiraju ka %, tada se brojevi
+ - W M ) _
R (J,%) = sup {R_Ix 314x738 ClI,»003, 14pia,

P P

narivaju F-faktcrima postupka J v tadki %.

Definicija 9.14.

Broj

| inf {pEL1,w)! Rp{J,x}=1},

naziva se R-red postupka J u tadki x.

bt
k-l
L}
<
f1)
iy
Ct

ako 1

soztupak

()

stupkomn

Meka je J iterativini postupak za nalalenje

(J,x)=8 za svako pEll,a),

Definicija B.17. Ako 3= Biﬁiing}{lq onvergenci ja poestupka

J u tadki » naziva sg F—linearna.




Nefinicija @.18. Nska su J1 1 J, dva iterativna postupka =za
N

nalafenje x. Ret¢i demo da J1 brZe konveirgira nego J., u tatki

X ako i1 samo ako postoji pEll,«) takvo da je

Deftinicija 8.19. Neka js E:Wcﬁn—}ﬁn. Talka ¥ naziva se talka

priviadenja iteracija
{@I 1} }{-‘ =8}: 8 '-=E.J,1,---,

ako 1 samc a2koc postoji otvorena okolina W_CTW te tadke takva
@ I =

da za svakoc x & WB sve iieracijs ¥ definisane =a (83.1) leie
u Wi konvergiraju ka .

Detinicija Q.20. Preslikavanis B: 4 = —r*R naziva s=2 F-dife-—

renci jabilno {Frefe—difersncijabilne) u tafki == in+ (W) ako 1
n
0

pestocii astrica 88 R

L]

lim G{x+h)-G{)-Ahyspghy = 3. .
h—>2

Matricu & tada nazivamo F-izveodom preslikavania 5 u +abki wx i

L]

e

cznafavano A=5"{»3 .,

Tecrema B.1. S5li¢ns matrice imaiu iste karakteristidne korens.
'y

Karakteristiédni koreni herpitshke marricos o real

Teorema 8.2. Akoc je matrica SDD, B0D ili NDD ‘nerazlc?iva di-

Jagonalno deminantna), tada iz cna ragul arna.

Tecrema B.3. Akec za matricu A=La. 1D va¥i bar iJedan od

slededih uslova :

{1i) ; = pad :
1 | !aii! > Pi,a{ﬁ}’ 32 N, za neko «¢EI[D,11,

(ii) 131;1 > P?(A)Q;_aiﬁ}, i€ N, za neko «€[0,13,




(1i1) la. . 1la..l > P. (AP _ (A, i€ N, JE NQ),
11 33 1 3

)

(iv) la. t1a..1 > P?(A)Ei

* e mel %@, iE N, FE NG,
11 J3 J J

za neko celB,17],
(v) Za svako 1E M vadl

fa. .| > F. (A 1l
it 1

& .{Aay, gde je J3={1E&N :Iaiiliﬁi(ﬁ)},

*
{vi) ta. .t > min(FP. (A 3,8 {A2), 1E N 1
il 1 i

ta. . t+ta . .} = Pi(ﬁ}+Pj£ﬁ}g ig N, 38 M{iJ,

11 33
(p)
(vii) ia.. 1 > P @y, ien i
11 1
> ta. .} > 2 P.{&), t 8 e_, za nako pE N,
Fravs 131 ot 1 o 'S
P p

(A=D-T—-5 je standardno razlaganj=s matrice &7
(viii) Postoii i1E N takvo da Je
ta, . i1(ta. . i-P._M+ia.. 1) >-P.(AMta.. 1, JBE N(1),
ii iz 3 J3 1 33

tada je A regularna matricaa.

Teorema B.4. Ako je & konzistentno uredjena matrica, tada

—1 .. i
det {aT+x S-gD) ne zavisi ed © za w8, wEC i za svako pEl.

- n,n . . - . n,n
Tearema 0.5. Neka je DBC ’ dijagonalna matrica. Ako je REC ’

kenzistentno urediena, tada je i A+D  konzistentno uredjena

matrica.

Teorema O.6. Ako je matrica A konzistentno urediena, tada

cona ima "osobinu AY.




Teorema B.7. Matrica A ima "osobinu A" ako i samo ako posto-—-

. -1 _
J1 permutaciona matrica P, takva da je P "AF konzistentno

uredjena matrica.

Tecrema B.8. Iterativni postupak

+ .
(8.2 xk e ka + d, k=0,1,... ,
X B 2 I A n . 8 _._n ] ]
gde je MEC s ¥ ,d & C , konvergira za svako » E lka Jedin—
*
venom reseniu x  sistema ¥ = Mu+d ako i samo ake Je p{My«<1.

Tecreama ﬂ.?.(Ekstraﬁnlacicna teorema) Neka iterativni postu-

*
pak {(B.2) konvergira ka » za svako xg, tj. n=ka je p{M)<1.

Tagda je za @KwiZ/{1+p{M))

PLUd~wlE+eM) € ji-wpi+wp(My < 1,

ti. takozvani ekstrapolirani iterativri postupak

- .
(3.3 Hk : = {{1—w}E+mM}xp + owdy k=8,1,... .

: ¥ B_ _n
kenvergira ka » za svako u ED L

Jecrema B8.18. {(Teore=ma Ostrovskog) Neka preslikavanje E:Hcﬁn—}

n . ] ] ) ., ..
R ima nepokretnu tallu ¥ int ) i naka je 6 F—diferencija—

bilnc u ¥e ARO Je p{GE’' ()41, %tada j= » taflka criviatlenja ite-—

recija (d.1).

jecrema D.i1. Nska suo ispuniene pretpostavke tecremz Ostrgu—

skeog. Tada je RIIJ,3)=9(E’(K}}. Usim toga, ako je p{G’ (x)) >0,
tada je DH(J,x)=1. Sa J je oznafen iterativni postupak (@.1).

Tecrema 8.12. Neska j= preslikavanie B:wcﬁn—}ﬁn Fr—diferencija—

bilno v ctvorenoj ckolini wﬁcm tadke » i neka je G- neprekid-
RO U %, gde je Gx=0. Neka je B:NB—}RH’H neprekidno u x, matri-—
ca B(x) regularna i P((B{x))—IC(x)){l, gda je G {y)=B(y)-C(y).

Tada je x taéka privlafenja iteraciija




3 < O S .
(J,) :{i+1 = EL‘*- (R{x 2) ii{h, k=0, 1400

i varXi Ri{Ji,x}=p{(B{x}}_IC(H)}.

] ) . | G & r N
Teorema B8.13. Ako su preslikavanja GileR -~ 1 HilddR —>*R -

diferencijabilna u tadxi %€ int{w, taca 2 zZa =vako o,sER

. . - I T B . . . ;
sreslikavanje Kz:WCR —3R , KGO=xB{xi+pH{x) taxkccie F—diferen-—

cijabilno u tafki x 1 wvali K (xi=ab (X)+pH (K7,

=
Teorema B.14. Ako je Bixli=0xu+b, FASR , BER , za xER , tada

- ;. N
ie B’ ix)Y=A za svako HER .

: _ e Tial . e n
Teorema D.15. Ako je matrica &6R °  takva da je p{A<l i bER ,

-

{1y

da iterativni postupak

k+1 K . a_.n

o {A) >3,

|
Lo
()
UF

ima R—Faktor konvergenciije R, {J,xi=p{A). Axc 58

Z2o{i’ .. .
Neka su E;:Rip - R+, s{iye M, 1=1,2, dve funkciie kole
cadovol javaju sledsdi uslov
i N Z2p i) .
(Z.4&) nrY =2 Ei{x) = ei{y}, zZa sve %,¥E R yi=1,2.
- — nin N 3 roz . - £ : .
Za svako AzC s, SEM, J={3, .43 &N 1 £t En_ detinisimo
i G -
() (s)
e, (A,t_,s) = & (R, (A),...,R, (A),0 eneaQ, (A,
| (o 1 s
() (5)
e (8, 3.,8) = @ AR, (A yeoeyR. (A, .0 4uu.,0. (A)).
< < 3y Iq 3y 3

e(f,t ) = e, (At ,5) + e
gl r

1 {A,J,5).

i




O¢icledno je tada pll)=r i1 pl{2)=q.

Dal je, sa eik} ’ E;k)(i)ett;)oznaeima funkcije gore navedenog

chblika, a sa K(m)={(el 18, ):k=1,...,Ti;

Napomenimo da u razlifitim funkcijama e (ﬁ,tr) mogu da figu-—
risu razlidliti s 1 J, kao i da r mofe da zavisi cod k. Drugim

refima, razlilite funkcije e;k) i E;k) mogu da imaju razlitite

dimenzija.

Gd interesa za dalie istralivanie bide samo dimenzije
{k?
i

Najpre, n=ka sve funkcije e

s t3. prvih komponenti elemenata skupa Kim).
{k)
i

funkci ja

imajue istu disenziju.

Definicija B8.21. Matrica A se naziva Kim,ir)—dijagenalno domi-

nantna ako i samo ako za svako trEar postol:; kE{Ll,.. -y,

tako da vali

Definicija 8.22. Skup ¥im? =2 naziva E-reaularan ako 1 samo

Bo

ke
u
)
U
(L
u
"'1
]
i
bt
¥
it
f=Ai
i
It
=t
f=
S
i
tads
L4
i
f1]
3
{J
i’
{-
el
fu
ks
.:.a
fu
Lat.
-
1
{u
-
I

1idite digenzij=.

Dafinicija 8.23. Matricz & s naziva EK{(r{l},...,rin}l)—-dijage~

nalno dominanitna ako 1 samo akoc za svako jE{i,2,...,mF 1 =za

Ssvako trij)Eﬁr{j) véﬁi
{1 ] {33 —
e D,t L.y v e ST, L ).
F i34 Fi_‘i}

Definicija B.24. Ekun Kim) se naziva K,-regularan ako i sa-

1
mD ako j2 svaka Wiri{l), ..., rim})—dijagonalno dominantna matri—

Ca regularna.

Teorema B.16. Neka je Ki{m) K-regularan skup. 8ko je matrica

A lKim,r)—dijagonalne dominantna, tada je A H-matrica.

r

Dok az : Ako je A=D-T-S, onda je M{A)=IDI-ITI-1S1. DOznadi-

mo sa M:=ID} (ISI+IT1) i doka?imo da je p(MI<1.




Fretpostavimo suprotno, da postoji karakteristidni koren 3
matrice M sa oscbinom alzl. Kake je A, a samim tim 1 MA)
K{m,r)—dijagonalino dominantna matrica, sledi da je to 1 mat-—
rica N2=x{1DI~-1TiI—-1Si, Jer za svakxko trEar postoiil xE{l,..

. ,m¥ takvo da vaZi

() g 3 {3
e (ltnl,tr)=e(k}(lmtIDI,tr)ge(*’isni,tr}}E‘“}

(1Si+iTt,t ).
r

K{(m) je K—regularan skup, pa je, dakle, matrica M regularna.

Medjutim, tada je 1 matrica iDI_1N = »E-M regularna, &to je

u suprotnosti sa nretpostavkom da je A karakteristidni koren

matrice M.

Dakle, p{M)<1, matrica E-M je regularna 1

1 = ,..i
.

(E—M)

unily

il

Tada M(A) * postoii i M{A) (E—tD) 4TI > B.

s

Analogno mo¥emo dokazatl slededu tescranu.
L3

-

Teorema 8.17. Neka j= (@) ¥,-regularan skup. Ako j2 matri-

4
ca & Kir{1),...,rim))—diiagonaline dominanina, tada je A H-

matrica.

Tecrema D.18. Matrica ﬁ=Ea--3EEﬂ’n

ij ie H-matrica akeo va2i1  bar

jadan od slededih uslocva :

(i) la, .t > P (A), iB N, (A je SDD),
{(i11) laiil > P ﬁ{ﬁ), ie M, za neko «€LB,11],
i |
. N - 1—u .
{(111) Iaiii by Piiﬁ}ﬁi (AY, iE N, za neko «x8lB,11,
{1v) Iaiiliajji e Pi(ﬁ3Pj{ﬁ), ie M, j& N{1),
(V) la. 11a. .1 » P¥ e *mr® el %wm, ie N, € N(i),
1% i3 i i 3 3

za neko «EL[A,113,




{(vi) Za svako 1t N vaZi
ta. .1 > P.{A) 11i
2 5 i
la. . i+ & ta._ .1 > Q. A+ e,
11 PiBJd JJ ET=%: 3
3 --'L. S b3, . po. I
gde Je J:={i1ENz| 1111 liﬁ);,
. . * ; .
{vii) ta. . I > mindF.{A 3,8, A}, 1E N i
ii 1 i
ta. I+la_ 1 > P {(A+F _(8), 1B N, 38 Nii),
i1l 33 1 3
.. =3 —_ . .
(viii) fa. . i > &. (S+73, i€ N i
ii 1
> a . i > > P.(A), % _E e_, za nsko pE N,
gt jgt #oP
P =
{ix) Fostoijil ie M takve da je
fa. . tlla,. 1-F_AY+ria . I} > P.BY1a.. i, 32 Nii).
11 = J Jz 1 31
ok az:

{1%) s dckazuis slidno kan v dokar

F
F e

{1) ta,.l=R_{(DJ H. {S+T)=FP_ {A}, iBN.
i3 i i i

EE=B.

Kalbo

m=1 1 EI(E15323=H1,

K{1,1)—dijagcnalno dominartna.

Neka je r=1,

T 7 P

elr =g

tisloy (1) znati da je A

Kil,13={(2, 2, 27
L .

j=

<~regularan skup, na ocsnovue Teoreme B.16 sledi da je & H-mat—

Fica.

Tvrd%enja (11)—{viiil) mogu se slifno

r

b‘l

colrazati zko b



uslov mrs El sE=1l,0a. 4 e, JK=l,...,m
(11 i i n gy +(1l-gix &
1 =
. o 1—-o ;
(111} i i N E1Hf3 &
1 = v &
(1w i = n }1HE
(v 1 = n (3 )m(v P }i—m &
i 2 S 4
(w1} = i i 3 &
- =
A 2 M .. 5 g=card J
i .= 3G
3=
{wvil? 2 1 1 mln(ri,ﬂ?} 5
= A o 3
< B {7
{viiz) 2 1 p HE &
D B A . 3
=2 ~
o

_—_-._.._,_.__—_—u_——.——_u__--—-.——u—-—.—--—-————u—_——--—_——-.——-——'——-t_-——-—‘ ——— e — —— R PR Sp— p— —— A N T Wy wp— el ——

Toorenza 2.19. Matrica A je GDD ako 1 samoc ako j= H—matrica.

Do k a2 = : Neka iz A GDD. Tada postoji regularna dijagonalna
matrica W takva da je A&Y SDD. Tada je AW H—matrica,tj. MiAW=

MIAY MW e M-matrica. PoZtoc je M) regularna 1 MW >8, sledi

1 1

(MIBY) - = MW (MLAaW) T > B.

Obrnute, ako je A H-matrica, tji. ake ije M{A) M—-matrica, tada,

. n,n
postoii vekter zeER 7, z>B, takav da je M(A)z>8, cdnosno

!hiiizi > Z Iai.lz. za svako i N.
2l enNgy YOS

O¢igledno, za matricu W moZemo izabrata N=diag(zl,...,zn).
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1. ITERATIVNO RESAVANJE SISTEMA LINEARNIH JEDNA:INA

1.1. ACR PCSTURAK
i.1.1. FORMULACIJA
Da bismo pokazali ideju kojom se dolazi do AGR postup-—

Ka, posmatrademo, radi Jednostavnosti, sistem o2 tri linearne

jednadine sa tri nepoznate :

aQ, X, F e + a,_ xu.. =D
11 1 iZ2 2 1 3 1?
{1.1) a5%, + A% + Bogig = bze
a—*r h + a—r ‘-‘;—t + ‘a-— ":-q- = b-—-—r -
3171 I2T2 A 33

pri demu demo pretpostaviii da je a2 . 7D, 1=1

11.1) mofe s2 zapisati u ekvivalemtnom obliku

w, = (b,~a, ®_—a,. x_}/a
| 1 71272 133 %1y
-,
t1.2) M, = (b _—a_.».—a__xu_ir/a
2 T2 Tt Szl 950
= (b ~a_,®,—a__». d/a__.
= > =1 1 L 2 oy

. . .. k. — .
Ao je poznata k—-ta aproksimaciia R 1=1,2,3, tatncg redenia

~y =

123wy (EFL)—vu aproksimaciju mofemo izracdunati na sle-—

F—
b—

fed ¢

oLy
1

dedi natin :

+1 _ Lk Lk
y = {bl 31242 513”3)!311’
p - w+l _ UP_ 1z
'11-\_}) ; }:2 i (b:__) azll\. 5123“3)/322,
k1 i K
xz = {b3 331x1 33232)/333'




Nabi jeni postupak naziva se Jakebi jev iterativni postupak. ToO

je jedan od tzv. postupaka rajednitkog koraka, odncsno nostu—
: .. K. -

paka kod kolih se izradunate iteracije X, i=1,2,3, {(kompo-

i : . . : -
~ente vektora x ) koriste tek za izradunavanjie komponenti vek-—

k+1
togra o -
Med jutim, sistem (1.2) mofe se resavati 1 na dirugi
nadin =
k+1 k b
™ = (b . —~a, _x_—a. _M_}/2,
1 1 1272 TiF= i1’
k+1 i+l {
{1.4) X o = (bz—agixl —aEEHE)faEE‘
K+1 Sk b k+1
= (b_—-a_ %, —a__x 3 /e .
& A | S G
Tako debijeni postupak naziva s2 Gaus—Zajdelov iterativnl pos—
tupak, koji spada u kKlasu tzv. sostupaka pojedinalincg koraka,
: . . C E+1i
+j. onin ked kojih s=2 za& 1z sfunavan jis nove kompensnte yl

+3 . s .- . |
vektocra koriste ved izralunatz komponente x, g = = u g

_k+l
"i-1

|.'u|

teg vektara. .

2i w vidu nav=denu razlikuy iz: Sakcklievig 1

i
M
u

Saus—-Zajdelovog postupka, mofe se c=fekivatil ca Caus—~Zajdelov

diutim, tTo nije ta-—

m

nostupak brfe konvergira od Jakobiisveg M
“rno. Primer 1.1.1 pockazuje da u nekim slutajevima BGaus—
Zajdeleov postupal ne konvergira, a Jdakobijev konvergira, dok
i@ u drugim slufajevima cbrnuto. —- - -

7akl judujenc, dakle, da j= od interesa ispitivati ka-

o postupke zajednidkeg, take i1 postupke pojedinatnog koraka.

Postupak (1.3) mofe cse zapisati u siedscem cbliku :

el - -+ {b - 1 - P
*q *q § TR 4N TR SRS TR D f311’
kvl _ _k 2 k K
b2+ 1 b k b I
. = W 4+ (h — , — ’ -
3, z 2% Rty ) A




Velidine koje "dodajemo" komponentam
oy k1 k+1 k+1 .
bili + X y X cznattimo redom
1 2 3
k+1 k K
Fh a - L L + - i=1 E =
i i E-l-: 393

k

g
Ny
e

k
SR

]
Sa &1'!

b

82

kK

——

da bismo do-

52. Dakle,

Ukoliko te velicdine "korigujemo” pomodu realnog parametra wiEd

i

cobi overrelaxation) p
e o =

(1.&6) xt : = M, + Wj

cstupak.

ko3ji takeodje spada u grupu postupabka sajednifkeo

Po istom principu od Baus—Zajdelowvog post

formirati novi postupak :
iz+1 k 5 i =
P = ¥ + &y —a, , ¥, =3 M
i i 1 11771 122
k+1 5 e o |
(1.7) M = 3. + mf{H_—a _ w. =3
= = =2 211 22
1 24 1
M = u, + wib_—a_ x, " —a_
3 3 3 3174 32
HDJi1 s2 namiva SCR {curresive
B grupu postupala pojedinafnog korak
Lkl kR kK g - o
.ﬁi — - =y @fi b | 1"-4 1.6'-5*-2‘:

Formirajme sadae postupal koji kembinujs “pCcpravke”

dodamo ved i1zralunatim komponentama dobijamo tzv. JOR

(Ja—

g Koraka.
uoKa  moXMemo
¥
227
fa
Sz3

Jakobi jevog i Gaus-Zajdeloveg postupka koristedi

a
n

e

parametra o iy

— }:_1‘
i

(1.83

f=ts

+ (m—a)a? + ﬁ?{

b

k]

i

cva realna

Dobi jeni postupak poznat je pod imenom ACR (accelerated over—

relaxation) postupak.

Spada u  grupu

postupaka

poiledinalinog



koraka, za =B svodi se na JOR postupak, a za r=w svodl se na
SOR postupak. Ima za cilj, kao i JOR 1 SUR postupci, ubrzanje

konvergenci je, o demu ée kasnije bitil refi.

Zapidimo sada sistem (1.1) u matrilnom obliku

Neka je A=D-T-5=D{E~-L-U) standardno razlaganje matrice 4. Ta-

da su formirane iteracije u matridnom zapisu slededeqg oblika :

Jakobi jev postupak:

+ { -
xk - (L+U}ﬁl + D 1b ’

Gaus—7Zajdelov postupaks:

-1 -1

{+ — g
x} 1 (E-L) IUxi + {E-L3 D b,

JER postupak: .

" < -
"o (e Ere LU xt + o Tk,

®
I

SCR postupaklk:

k+1 -1 -1 -
. . . Ui+ @{E-wl) ' D 1h¢

wr
%

!
m
|
e
3
N
!
€
")
+
E:"I

AR postupak:

1 5 -1 -1

KL s By T Ul — Bt lo—m) Lt 2 + w(E—eL) 1D 'h.

A

U prvom delu disertaci je bavideno s iterativnim re-—

. davanjem sistema linearnibh jednafina

(1.9) @Ax = b,

-

gde je aec” " regularna matrica sa osobinom aii#@, 1iEN, a




.+ -~
(AoR)  x%c”, <Ml oM (K e g , k=0,1,...,
O 40 Oy W
gde je ME e (E—EL)_l((i—B)E+(M*E}L+mU),
y
-3 _ -1

dg o - w{E—cl) D b, cER, wER, w#a.

AOR postupak definisan je u radu Hadjidimosa [Ha,781, a po re-
Cima samog autora (vuIHa,B8481) prvi rezultati o ocvoem postupku

dobijeni su cd strane Sislera 1973. godinse.
Specijalni slullajevi AUOR postupka su:
- = ——> JOR —— w=1 ——> Jakobi jev

QGR -

—_— ) 7 50R — w=l —> Baus—-Zaijdelov

&

L

0cd nama dostupne literature SCR postupak najdetal 3nije je pro—
a

T]

ucen u knjizi Younga L[Yo,713, prvi rezultati o ocvom postup-—

ku datiraju iz 1946. godine.

vOR postupall ie ekstrapelirani Jakehi isv postupak, pa se swvi
rezultati iz teorije ekstrapolacije mogu direktne primeniti

na njega.

Takedie, ADR postupak mofe se smatrati ektrapolacio—
nim postupkom. Naime, za o=@, toc je exstrapolirani Jakochijev,

a za o7l ekstrapelirani SOR pestupak s

, I 0/ W/ HU,E y Za o¥FQd

’




Frvi

j= ACR postupka, ti. odredjivanje intervaia za parametre o

o za koje AOR postupak konvergira. U cpdtem sludaju,
o matrici A sistema nisSta ne Ina, nijes
analizu. Zatec ¢cemo o konvergenciji ARk

neke specijalne klase matirica, ko je se

g W

Drug:l

~adatak,

ini s= dosta teli,

caramatara tako da ADR postupak

v osmmislu Definicije 8. 18.

genci je odrediuje p(Hﬁ

o Je p(Mﬁ

¥

Iesn
santno 32 1
srecu u pra
Jrugo, inte

koao

ranifenje za spekiralni adijus matrice oraka ACR postupka.

i ema 1.1. Neka je 1—151P1(L}}Q, ig M. Tada vaZi

(1.16))

{.2. STRCEO DISASCMALNG COMINANTRE

7

m} minimnalno.

dva razZicg2.

Firama

pastupka

 praKsl

bice

Tecremi €.15, D

mogudée virsitl

ikada

govoriti

zadatalk u ovom delu bice ispitivanlie konvergencil—

i

Se

—
F

nt kakvu

=

naidetde sre—

ndredjivanje

+n ie moguée brfe konvergilra,

konver—

w}' Dakle, pitanje glasi:z: za koje ¢ 1

~nitivanje Lkonvergencije

v,

MATRILE

1 asy 2DD matrica intere-—

vsi, t2 j2 cd interesa isnitivatl 1

rvali
matrices

- a vecma

DOMOoCNA

konvergencl ie =z

mogu posiudi

Ziroku klacsu

T

a8
b1

H—mairica.

vecma cesto su—

h  SoSedno,

iy
h

arzmetre AOR postupka dobi-

—-a npalaX¥enjs -intsrvala kon-

rerulta*r izvedimo naipre jedno gornje cg-

(ll*ml+lm—ﬁlPi(L}+lmlPi{U))K(I*IGiPi(L)).



U ok az : Pretpostaviao suprotno, da je za svako i€ N
ial > (Il—mi+lm—¢IPi(L)+lmlPi(U))f(1—}¢!Pi{L)),
gde je sa A oznafen cnaj karakteristifni korsn matrice M .

' N

za koji je piﬂﬁ U)=In!, Tada za svako ig€ N va¥i:s
y G

Ia=1+wl > fal—-ti-w} > Im—ﬁi?i{L}+i1l!ﬁiPi{L}+lmlPi(U)

2 lore (=D P (L) +HelP, (W),

€to znati da je matrics {(a—14+wiE—{w+s(a—1))L~-ull =T SDD matri-

Ca,pa time i regularna. Medjiutim,

C = 2E-cLl)—{({i~)E+{u—g)l+all) = {(E—-giL) {(AE-M ).
T 413
Kako je E-ol. regularna matrica, sledi da je i As-M o egu-
“ 9
larna, 8to je u sucrotnosti ea pretpostavikom da j2 a karakte-—
ristiéni koren oatrice HI = .
'ﬁ*ﬁ

[L

LCokalimo sads clededy tecromu.,

1
IS

Teareaa 1.1, Moaka ie S0 matrica. Tada ADK costupak  kon-

veargira a 3

(1) BLr<2/{1+p (M, | (M{A} I ) ) =25,

B,1

B{m{max{r:=25/(1+p(ﬂﬁ E}},t:=min 2!(1+P1{L+U))} ili

’ i

{(11) max {(—~i{i-F {L+U}}+Emax{ﬂ,a—1}}fﬁpi(L}{G{B, B<w<t 1131

(iii)  t<e< min {w£1+Pi(L)—Pi(U))+2min(@,1—m))f2?i{L), B<wit.




Dok az

(i) Pofto je A SDD matrica,na osnovu Tecreme .18 sledi da je

M({A) M—-matrica. Fozrnato je (v.[V,763) da tada vaii

Blols = pIM ) < 1 .
e

Na osnovu ekstrapolacions tecreme zakl juliujemo da je

P {M Y1 za @¥w/old/ (1+p (M )).
4 W @,

Prema tome, ostaje da se analizira slufal

2/ (14p M ))<wdit, Bir<s.
g 2 =

Zbog E{EF/{1+P{NF g)), tada va?i Biviwit.
k]

Lako se verifikuje da je za tako cdabrano ¢ zadovel jen uslov
1-I¢!P1(L>}E, iE N,
Poka?Ximo da za svako i€ N vali implikac:za:
Bgﬁ{m{E/(1+?i(L+U)} = ll—mi+{m—¢}Pi(L)+mPi(U}{i—ﬁPi(L).
Razlikujomo dva slufaja. Ako je Eledi, vail
—m(i—Pi{L+U)}{ﬁ = 1—m+{m~ﬁ)Pi(L}+mPi(U}{1*ﬁFi(L),
a ako je lﬂm{2f(1+Pi£L+U)) vali

m+mPi(L+U){2 =2 m—1+(m—ﬁ}Pi(L)+wFi(U){l—ﬁPi(L).

Sada, na osnovu lem= 1.1, sledi p m)él.
Lo

Time je (1) u potpuncosti dokazano.




(11) Slidno se dokazuje da za ovako odabrane o i © va®i

1-IcIP (L)>@, iE N i

ll—mi+(m—ﬁ)Pi(L}+mPi(U){1+ﬁPi(L}, 1 N.

Tvrdjenije sledi na.oanuvu Leqne 1.1.

(111} U ovom slulaju za svako i€ N va¥i
l*lﬁlPi(L)}B, ;1
11-m1+{ﬁ—m}Pi(L}+mPi{ﬁ}{1—ﬁPi{L},

a je, gpet na osnovu Lem= i.i = (M 3.
g T ¢ &
%

Kao Sto pokazuje primer 1.1.2 gblast konvergencije
AGR postupka, dobijena pomodu Tecrems 1.1, &ira je od cblasti
Konvergenci je dobi jena u (M,233, a canim tim i od ostalih ob-
lasti, datih u navedsnoj literaturi, kois so cdnose na klasuy

SDD matrica.

Medjutim, koristedi drugadiju tehniku dokaza, koja se

bazira na jednom ucpsStenju Sasenfeldovog kriterijuma, mofemoc

‘Jos prosiriti oblast konvergenci je AQGR postupka za klasu Sﬁﬁ

matrica.

Eez gubitka cpftecsti mo¥emo oretpostaviti da je

a..=1, ig M.
11

DokaZime najpre da va2i sledeca lema.

1—1 n
Lema 1.2. Neka je p_(s)= 2 ta _i{il-ci+lclp (o)) + 2 la. 1, i€ N,
1 =1 1 3 j=i4y 1

p{o)= max pi(m). Tada za matricu MF " ACR postupka va?i
i 9




nMﬁ,uum < l1—wi+tlwtpl(s).

Dok az = FPo definiciil matridne norme |

yE €', takav da je

hyu =1, Mo u =uM_ vi_ -

Ty w0 . @

Oznadimo z=M y. Dakle, wvaZi:
F 0

(1.11) {(E—vclliz = {((l-w)E+{w—-a)bL+ubllvy.

Doka¥Yimo da za svako 1€ N vatis

1

n , postaoj:r vektor

Lt

(1.12) izi—(lﬂm)yii < imipiﬁﬁ) 1 Iz, ! £ ll-witieip, (5).

Za i=1, na osnovu (1.11) imamo

]2

a )

zZ, = (1—m)y1 - W

1 137

o

=2

pa (1.12) sledi zbog !yilii, 1€ M.

Fretpostavimo da (1.12) va?i za svakoc i14ik—1

ka@imo da tada vaili 1 za i=k. Na osnove (1.1

(k=2 ,.-= 401} 1 do-—

1Y 1meaemD

g —1
z —(1-— = —w 2 a, .v. - 2Za . {wuy. 5z —GY.)
L (1 u)yk m._f':' ak}yj .fia!{_} Uy.} EZJ ’(J
3=Kr+1 a=1
% ii:l
= —W a, .y. - w 2 a .[li-gly +o5i(z —~(l-wy )/wl,
n
lz —(1-w)y t < lwl 2 ta .1 +
k k imhery ¥
k:i
AR fa, . 1(il-ci+teiiliz —(1—w)y /1t)]
jfl k3 ” J 7 ; ‘

< telp (o).




Sada trivijalno sledi da je
iz 1 < It-witieip (c).

kK

Druga neijednakost iz (1.12) daje =y L il-zitisioic), Bime

je dokaz kompletiran.

Direktna posledica dokazane leme je sledaca

Lema 1.3. Neka je I—iwlli > By 1€ M. Tada je

IMC N € max Ul-wi+teili-ci—icii1-wi)l_ +laiu, )/ i~icil, ),
C .0 © 5 i i 1

gde je 1.=F. (L), u.=F.{U).
X 1 a 1

Dokaz s O8igledno js

plr) £ (Ji-siticipi{c))l +u
= M om

L

za miE N za koje e gic?=pniﬁ}. Lakle, vai
¥

o,

plc) < max {21—ﬁ|1;+ui)/(1—iﬂili}.

1
Sada je
' 4 Hl-wi+ic
._ﬂ_ﬂg’_mnﬁ - _i witiwipio)

< max (jl—mi+{imlil*ﬁ!*iﬁillﬁm!}li+imiui)/(I—iﬁili),
Cime je dokaz zavrisn,

Lema 1.3 daje jedno gornje cgranilenje {oznafimo ga
sa £) za spektralni radijus matrice Ms,m’ take da dovol jne us-—
love za konvergenciiv AQR postupka moZemo protitati iz uslo-—
va g < 1. Jasno je da je uslov

ii-wi+tlelpl{e) € 1,
koji je izveden u I[Ch,B83] , op#tiji od uslova g < 1, ali on

ne daje mogudnost da se unapred kaXe kako treba birati para-—




metre ¢ i w da bi AOR postupak konvergirao. Medjutim, disku-
tovanjem nejednakosti g < 1, uz kori%d¢enje @kstrapolacione te-

oremz, moremo dobiti slededu oblast konvergencije AOR postup-

kas

Teorema 1.2. N=ka je A SCD matrica 1 neka je ﬁ=E*L-U,li=Pi{L),
ui=Pi(U}, iEN. Tada AOR postupak konvergira za:

(1) L2/ {1+p (M {(M{R)))I=:is, E{w{zﬁf(1+P(HG F)}=:r ili

a,l

{11} Blwl, —minilﬂli—ui)IEI;{ﬁ{min{1+1i—u;)f?li 111
3 i 1 i

(iii) 1<w<E~max Euif{1+u;—1i)==q,
i i

max{@,max(m(1+li+ui}h2)f2(m—1}1i}{E{miniﬁ—mil—l;+u;))!211,
- i d

3 - i

pri femu sa leve strane mcfe da stoji =zZnak Jednaxkostil

ako je maksimum Jednak nuli, 1311

e

{iv) i{g{zfii+maxili+ui}}=: 5
i

may {(wiil+i i-:-ui)—E) F21 _i‘-‘:ﬂ“i@.

nille

Dok acz : Lako sz verifikuje da za svako ¢, izabrano kao u

(ii), €iii) ili (iv), va¥i
1—iocll. >3, i M.
1

(i) Kako je A SDD matrica, to je M(A) M—matrica, pa na csnovu
[V,761 sledi da je za Biog<ds, p(Hg 2%1. Ma osnovu ekstrapo—
,’u‘
laciocne tecreme sledi da je p (M m) £ 1 za @4 % <.
k)

{ii) Ako je B<eil, va?i lwlili-gl-icitl-wli=w-0c 1

1-m+(m—ﬁ)1i+mui < l—ﬁli, i1E N zbog




' O
1

—w{l-1l.-u. ) < @, iE N.
1 1

Ako Je o>1, vaZi lwlil—-cl-lelll—-wi=2cw-—o—w 1

=

< {l—u._ +1 )/721.
11 1

i
o

21l . < 1—u. +1.
i i i

20l —wrey . —wl . < @A
1 i 1

Il

o

f
" 4

1—m+i2¢m—ﬁ—m)11+mui < l—ﬁli, 18 Ny,

pa na osnovud Leme 1.3 dobijamo P{MT m){i.
L&,

v

Ako Je o<, vaidl {wltil-ci-icltili-el=c+u—cw i

o > —{(1-1. -u.)/21.
i i 1

=r —2owl! < w-wl. —wy.

1 i i
= 1—m+{5+m—25m}1-+mui < 1+l ., iT M.
i i
Na osnovu Leme 1.3 siedi da je pg{M ) IS G

&, W

{111) 1 {iv) =e dokazuju analcgnp, pemodu ists Lems 1.3

Upcredimo cblasti kenvergencije ACR postucka dobi jene
Tegremama 1.1 1 1.2. Mgka je ispunjen uslov {(ii} iz Tecrene
l.1. Ako Je Y<wil, vafi (ii) iz Tecreme 1.2, a akoc je wri,
zadovol jen je uslov {(iv) iz Teoreme 1.2. Neka Jj= sada ispunien
usiov {iii) iz Tecreme 1.1. Ako je 8B<wil, vafi {(ii) iz Teoreme
1.2, a ako jJe w>l vaXi {(111) iz Tearems 1.2. Akoc va?%i uslov
(1) 1z Tecreme 1.1, tada ili va¥i i uslov (i) iz Tecreme 1.2,
111 Je o=8, @<w<t, v kom sludaju je zadovoljeno (ii1) ili {(iii)
iz Teoreme 1.2, ili je @<o<s, r<w<t. U ovom posledniem sluba-
Ju 31e zadovolienc @ic<riwit i lako se proverava da vali jedan
od uslova (11i) 111 {(iii}) iz Tecreme 1.2.

Obrnuto, ako jJe zadovol jen jedan od uslova (ii) ili (iii) iz
Teoreme 1.2, ne mora biti zadovolijen ni jedan uvuslov iz Teore—
me 1.1. Kao ilustracija u kolikoj meri Tecrema 1.2 daje 2iru
ablast konvergenclje nego Teorema 1.1, moZe posluiti Frimer

1.1.3.




1.1.3. H-MATRICE

Podsstimo se (Teorema @.17) da je klasa H-—-matrica

identidna sa klasom GDD matrica.

Da bismo razlikovali matrice koraka ACOR  postupka =za
razliite linearne sisteme, pisatems Hﬁ m(B} za mpatricu kora-—
7
ka ADR postupka za redavanje sistema sa matricom B. U skladu

sa dosadadniim oznakama, bez opasnosti od zabune, plsactemo

M =P {(A).
T, O,

Teorema, koja ¢e nam omoguciti da iskeristimo tvrdje-—
nja o konvergenrciji ADR postupka za 5DD matrice, dckazana je

u radu IM,821 i glasi:

. 3* :
Teocrema 1.35. Neka je ﬁGCn’n i A =AW, gde 3= wep regul arna

dijagonalna matrica. Tada matrice koraka ALDR postupka za A& 1
r.l

. ) ] ] ] ] ]
& imaju iste karakteristiéne korene {(za iste ¢ 1 ).

* _ 3¢ *
Dok az= @ Neka je A& =D {(E-L -U )} standardnoc rezlaganje mat-
* »® -1 3 _
rice & . Bfiglegno, tada e D*=EW, L =W "L, U = 1UH, Ba
*
je matrica koraka ALGKR postupka za A

E * ¥*
M = (E-~glL ) ;((i—w)E+(ﬂ-ﬁ}L +l]
i A —~3 -1 —1 —1
= (E—al LW) “((1-0)E+{(u~c)W ~Li¥+wld “UW
= w  iE—ol) " rew T ((1—w)E+ {o—o) Lrelh W
=MW,
O 4 (2

sliédna sa Hﬁ o? te imaju iste karakteristitine korene.
k

Teorema 1.4. Neka je A H-matrica, tj. GDD matrica. Neka je W

* ]
regularna dijagonalna matrica takva da Jje A =AW SDD 1 DW=E.

*
)=p (M )<1 zaz
o

Neka je 1i=pi(Lw), ui=Pi(uw) - fada je P(Mﬁ,m ,©




4+ od Sl reaeload s

crapttde et o

Pl
— " ama
L

(1) Blo<2/ (1+p (M (M{A))))i=:5,
a,1

B wr:=2¢/{1+p (M ¥y il1
Oy

13

ot

1 1 1 1

(ii) @<wdl, —min(1-1

—-u.i ) fEli{ﬁfimin(1+1 L= Y2
i 1

(111) 1<wd{l-max 2u,  (il+u.-1.)=:1q,
; i i 1

maﬁ{ﬁ,maxiu(1+li+ui}—E)KE{u—l}11}{5{mini2—g{1—1i+ui

Y)Y /21, ,
- e - 1
i i

pri demu sa leve strane mofe da steoii znak  Jednakosti
akc I8 maksimum Jjednak muli, 1141

(1v7 1{m{2f{1+maxili+ui;}=:t,

#*
L MGAET D

-
- '
i (M (A I=p (M {7 )2}, dokaz sledi dirskitno na osnovu Teo—

Klasa H—matrica je vescna 8ircka i to svakako doprino-—
si znafaju Teoreme 1.5. Medjutim, ostaje problem nalafenja
matrice W sa gore navedenim coscbhbinama, kcji se ne mcfe reliti

die jeste da =g

1

{3

generaino. Jedan nadfin da sz taj preblem zach
parametri biraju na siededi nafin:

BZeois, B{wir,
111 Jos uZe:

Biodl, O<wll.

Drugi nadin s2 sastocii u tome da umesto Pitave klase
H-matrica posmatramoc neke njene potklase i za svaku pojedinac-—
no nadjemo cblast konvergenci je, koja ¢e biti  Yproverljiva”.

Pokazade se da j2 tako nadiena cblast ponekad tak i 4ira od

cdgovarajuce oblasti konvergenciie iz Tecreme 1.4.




Napomenimo da Teorema 1.4, izmedju ostalog, daje 1 ocb-
last konvergencije za klasu NDD, kao i1 za klasu M—matrica, ko-
ja je i dalje 8ira od svih oblasti kenvergenci je, koje se od-

nose na ove klase matrica, a date su u citirancj literatuwri.

1.1.4. NEKE POTKLASE H-MATRICA

U ovom delu koristidemo cznake 1z par

[

grata 8.3. Funk-
cicnele e., i=1,2, osias usiova (3.4}, meka zadovoljavaiju 1

sl adedi uslov:

v
i

. 13) ei{an+5y) = e, (x)+pa, (y},za sve o,E R+, Have R .

Lema 1.4. Neka 3e F£i§={{eiﬁeﬁ}3 b—regularan skup i p=a(k,t )
Ta SVaro trE B i i Jd su Fiksiranlil. ARED e §5EE{L,tr}{p Za
svako trE 59 itada vall
sil-wl+iw—vieil,t J+iwlell,t )
- r
p{i“iﬂ_ m) L may -
? t En n-tgie{l.t ?
= r

Do k a2z : Radi kradeg pisania ocznafimo e{ﬁ}:=eiﬁ,tr}.

Iy

Fretpostavimo suprotno, da postell arakteristidni Lkeoren x ma-—

trice Hg w sa CsCbhincm

Cooniluwlitin—roclie{l)})+iwle (i)
fal > ¢ , za svako trE -

p—icieil;

Tada vaZi

pia—1+w! 2> pixali-pil-wl > {({oal+io—ocle(ll)+iwle{ll)
lotr{a—-1) le{l)+lwlelld)

I

e{luw+trs(a—1)iL+lilU).




el oa - - a e T Y

(Poslaednja jednakost sledi na osnovu oscbine (1.13)Y.)
To znafli da je matrica B:={l-a—-w)E+{w+c(x—1))L+wl K(l,r)—dija-

gonalno dominantna. Kako jg K1) K-rsgularan skup, sledi
detBR#8. Mediutin, tada jJe 1 det(ﬁﬁ m—AE}=det{E—aL}_1detB = @,
7

Sto jJe u kentradikeij2 sa pretoostaviken da je A karakteristil-—

rni koren matrice M .
L A

Tecrema 1.3. Meka i= H{13=x(e1,e }y  R-regularan skup, D_Iﬁ

K{lyr)-dijagonalno dcminantna matrica i p=e(E,tr}. Tada je

P(ﬂﬂ_ Q)(i zZa:

ki

{1} Beoc<max{Z/{1+p (M (M{/)))i=1s5, mi
~ Gyl t 8

il

3 Epi(p+eiL+U,tr))=:t'},

Y

O<wiman {26/ {1+p (M 33, t"3 ili
'

(11} man (~wlp—ed{l+U,t_»)+Zpman{@,u—1))}/2a{l,t <@, Biwdt” i1i
t Ep '
rooor

-

(iii) £°<o< m
+

['n 4

}:

T I

Dok az: (i)Y MNa osnovu Tecrems 8.15 =il=di da ie Dﬁiﬁ__Hf__

matrica. Tada Je, madjuiim i A H—-matrica, pa kas u dokazu Te-—
creme i.l1 zakl juluiemo da je p{M } £ 1 =za
Gyl

Blocis, Bla/ol2/{1+p{H } ).
T

Na ozngovu Leme 1.4, lako se pokazuje da je za B4c<dt’

p(ﬂﬁ ﬁ}{l, pa na osnovu ekstrapolacicone tecorems sledi da je
3
1 za @<o<t’, Q€<u/occ2/{1+p (M )) . takedie p (P )< 1,
a g O 44
Ustaje da se analizira sludaj 25/{1+91HE g}}gwit',
;)

B<o<max{s,t ' >. Zbog 5{25/(1+9(H& a))’ sledi B<o<wit”’,
¥
p-cefll) >0 i

nlwiptell ,t d-={U,t 3}+E;miniﬁ,1—53}fEE(L,tr}, B<w<t .
b



A{o<wi{p/ (pre(l)+e())) => pll-wl+{w—-c)el(l)+we(U){p-—vrell).

Primetimo da je p=e(E) > e{(lL+U). (FPonovo skraceno pisemo

y<1.
G

e(ﬁ}:=e(ﬁ,tr}.) Na csnovu Leme 1.4 sada sledi P(ﬁg
3

(11} 1 {(iii) se dokaruiju slié¢no, koristedi Lemu 1.4.

Posledica 1.5.1. Neka Je o5[@,1] i & matrica sa oscolnom

i » P (o &y , iE N.

i,
Tada Jje pM y<1 za =
&, &
(12 Bl{o<max{s, min 2/ ({1+P, {(L+) =zt ">,

5 144
-

B{u{max{t:,iﬁf(1+p{ﬁ¢ ¥y 111

s 0

(1) 1112 (iii} kao u Tecremi 1.1 , pri demu je sSVAako Pi

Tamen jens =a Pi o? a2 ¥ sa t'.
7

Posledica 1.5.2. Nska i A matrica sa oscbinoa

_— — |
2 > P, 4D 1ﬁ)+Pj{D By, ig N, 3 M{i).

Tad 1= M y<1 za s
ada 3 e :ﬁ,m £ a
{1} P4{oimari{s, min 4/ (2+F (L+W+F (L+D))=:t"5,
. i b
1+

@<wimax it 2o/ (14+p (M Y¥: il
G4

(11) 111 (iii) kao u Tecremi 1.1 , pri ¢emu je svako Pi
zamenjenc sa {Pi+Pj)I2, may i min se trafe po 1#3j, a t Je za-—

men jeno sa .




1.1.5. POZITIVNGO DEFINITNE MATRICE

U fYo, 711 dokazana je teocrema po kojoji ako je A simet-
ricna matrica sa pozitivnim dijagonalnim elementima, SOR
postupak konvergira, tj. p{Hm m)fl ako 1 samo ako je A pozi-

¥

tivno definitna i B<w{Z. Direktna posledica ovaog tvrdjenja i

ekstrapolacione teoreme je tvrdjenje (i) slededce tecreme.

Tecrema 1.46. N=ka je QGRn'n pozitivno definitna matrica. Tada

Je P(HG m){l Za:l

(i) @< <2 ,0< o< 2e/(14pdM ¥)Y  ili
F .0
(ii) 6=2 , B < w < 2.

&

Dokaz tvrdjenja pod {(i1i) nalari == u [AHa¥,E01.

1.1.6. KONZISTENTNDO UREDJIENE MATRICE

U ocvem paragratu razmatrademn klasu konzistentno ure-—
cjenih matrica, uz napomenu da dobijena tvrdijenja moXemo pri-
menitl 1 na klasu matrica sa "oscbirem &%, kocja je 4ira. Nai-
me, na osnovu Tecoremz 8.7, svaka matrica sa "osobinom A" moYe
sSe pomocu Jedne permutacione matrice transformisati u konzis-

tentno uredjienu matricu.




mn

Lema 1.5. Neka Jje ﬁ:[aij]E En’ konzistentno uredjena matrica,

takva da je aii#ﬂ za svako i€ N. Neka je w ER, wxld. Tada vali:

(i) Ako je p karakteristidni koren matrice L+U vikestru-
kosti p, tada Jje —u takodis karakteristidni koren mat-

rice L+U visestrukosti pj;

2 A

t11) a zadovol java jednadinu (A+m—1}”=mipi1 za neki karak-

teristidfni koren u matrice L+4 alko 1 sampo ako a zado—
~

vol java Jednadinu A+m—1=myhifé za neki
karakteristidni koren u matrice LI+U;

(111) 3 zadoveljava jednu odnosno cbe jednadine iz (113 zZa
neki karakteristidni koren o matrice L+ axo 1 samo
ako je a karakteristidlni koren matrice ﬁmqm'

Dok az 1 (i) Ma osnovu Tegreme B.4 sled: (za a=1,a=—1)

det (T+5—pubi=dat {-T-5-uD)=+get {T£5S+ul), ocnosho

{1

det {(L+U—ur)=+dat {L+U+uk),

gto znafi da je karakteristiéni polinoco metrice L+ polinom

-~

- s
po stepenima M .

{(ii) Pretpostavimo da a zadoveljave jednaltinu

(%) (1+u—1)L=m2p21

2a neki karakteristidni koren 4 matrice L+U., Tada je 111

(%%} l+m—1=wp11/L

11 1+m~1=-mu11/2.

[

U pasledniem sludaiu ax takedie zadovol java jednatiinu {(#*#) za

karakteristidni koren —u matrice L+U,




Obrnuta implikacija sledi trivijalnoc.

{(i11) Pretpostavimo da a zadovol java jednaline (%)} i (),

Ak Je a=B, tada jJjg w=1, pa je

det (AE-M, 1)=det{E—L)—1detimE—mL—U}tﬁ,
3
Sto znali da jJe A=0 karakteristiéni koren matrice M, {"
- 5
Ako Jje a7F8, tada je
det{Hm U—AE)=det(wU+mmL-(1+m—l)E)

Ll F2 $ f0 —y 2 -1 =1
=mnanfhdet(11;LL+1 1;“U—im+m—1}m 1; l,EE)
=02 " Chet (LU= (ato-10 ~a 1 %,
=" et (L+U-us) =3,

Cbrnuto, neka je x karakteristidnil koren matrice HB - Tada
.,f

- n - - -
Je za a=g det(ﬂu u}=(1—m) =@, dakle w=l, pa e dednatina

. -’-
{¥) zadovolijena za svaiki karakteristiéni g Loren matrice L+U.

Ako je aF8, tada je

det (M —aE)= AT Cdet (LeU-late—100 3 o/ CE)=0,
"

-1 _—-1/2
2

Sto znalil da je {at+to—1)w araikteristidni kocren mat-—

rice L+U.

™
E I

_ r _ )
Tecrema 1.7. Meka je A={a. JE C '? " konzistenitnc uredisna mat—

3 J

rica sa oscolnom aii#@, 1€ N. Tada za neko n,koje je karakte-—

riscidni kKoren matrice L4U, o zadovol java jednadinu

2 2
{1.14) (a—1+4+w) =g {g{r—1)+w)

ako 1 samo ako 32 A karaktericstriéni Yoren matrice ﬁﬁ o
3

Dokaz: Maosnovu Leme 1.5 (iii), vy je karakteristit¢ni ko-

ren matrice Nﬁ 5 ako i1 samo ako je




(y—1+d) “=¢ "y

za neki karakteristié#ni koren g matrice L+i.

Neka je o#¥@. Tada je » karakteristiéni koren matrice Hﬁ o ako

1 samo ako je

¥y 3. v =twtc{a—1)i/w

o |E

)
A=1'"'_+
O

za neki karakteristidni koren v matrice ﬂﬁ - Cakie, A je ka-
)

rakteristiéEni keren matrice ﬁT © akec 1 samo ako e
Yoy

222
(oc—1+(wte(2a—1})/w) "= nu {w+rc{a—1))/w

za neki karakteristidni koren 4 matrice L+U, &to e ekvivalen-—
tno sa {(1.14).

fAko je o=@, 2 Jje karakteristiéni koren matrice H@!m ako 1 sa-

mo ako je a=i-—wtepn za nakl karakteristidni koren matirice L+U,

a to je, zbog Leme 1.3 (1), ekvivalentno sa (1.14).

Relacija {(i1.14) daie nam vezu izmediu karawteristilinih
korena AJR matrice 1 matrice Jakcbiisvog postupka u  sludaju
kada je matrica A konzistentno uredjena. Foznavanie takve ve-
Ze omogudui= nam da damo potreban 1 dovel jan uslov za konver-—
genciju ADGR posturpka, Jer umesto da odredjujsmo parametre ¢ 1
2 1z uslova da je nekoc gornjie ocgranidenje za spekitralni radi-
jus AUR matrice manje cd iedan, sada 1h odredjujemo 1z uslova
ial<l, za svaki karakteristitni koren a ADR matrice. Naravno,
u mnegim slulfajevima (kas 8to su SDD,NDD,H—matrice,na primer)
nije nam poznata takva wveza, pa smo prinudjenli da dajemo samo
dovol jne uslove za xonvergenci ju.

Detaljno ispiitivanje uslova p(ﬁﬁ m){i, kaoije je spro-—
3

vedeno u [Ha,78]1, daje sledecy teoremu.

Teorema 1-8. Meka je aA=[a. _1& Dn,n konzistentno urediena mat-—

13

rica sa osabinom aii¢@, 1E N. Neka matrica L+U=HB 1 ima real-
; |




ne karakteristidne korens M 1€ N 1 neka je u =minlpil,

1
W =man . Tada jeo <1 ake i1 sas o je u =p(M }<1
L ? IHii t2ca P(ﬁﬁ,m} { samo ako jJe u =p a,1
i EIG, w B , gde 3e
Za M F3:
- 2. -1/2 _ 2 -2
I =(-2{i-u ") 82 Iﬁ-(ﬁ(&_),ﬁ&p Yy ili
- -2
Im=iG,2] 2 1+ ={x{ ) .pi{p3) ili
Im=[L,_(1—E ) Yoy I _=ladu),p {2 d) ,
a za u =0z
-2 —2
i ={(8,2% ; I =q{ui{u J,ediun 3.

Fri tom je |
-1, 2 - i
c{z)={Jwz? (o (z-1)+4w—4), pi{zi=z " {wz-w+2), z>0,

(D)= , ={D)=+u.

Ispitivanie uslova da matrica L+ ima realne karakte—

e

ristifne korene oolfe sz izbedi z2ko j2 A pozitivino definitna

matrica. MNaime, va?li

Lema 1.6. Ake Jz A pozitivno definitna konzistentno uredjena

matrica, tada matrica L+ ima realne karzakteristitne korene i

vadi u =p{i+irL{1,

Dokaz: Kako je & pozitivno definitna matrica, cna ima po—

Zltivne dijageonalne elemente. Meka iz u karakteristifni koren

matrice L+U. Tada je (L+llu=ux za nsko #7228, odnosno

T g
Ax=(1-u2Dx. Dakle, x Ax={(1-wd: Dx > B, cdakle sledi 1-u > @.

Kakc su, na osnovu Leme 1.5, p i —p istovremeno karakteristicd-

ni koreni matrice L+U, sledi tvirdjenis.




Fosledica 1.8.1. Ako je A pozitivno definitna konzistentno

)<1 za o€ I_, wE I

ured jena matrica, tada je p(r'!cr y, gde su Icr

y &3 ad

i IbJI kao u Teoremi 1.8.

1.1.7. IZBOR PARAMETARA

Do sada smo se bavili pitanjem odredjivania oblasti
Lonvergenci ie AOR postupka. Madjutie, £ak i u slufaju konzis-
tentno uredjenih matrica, kada se zna za keoje o 1 @ RER pocstu-—
cak konvergira, 2 za koje ne, nisu svi preblemi refeni. Naime,
treba tada odabrati paramestrs tako da je konvergenclja sto je
mogucde brfa. Kako se brzina konvergenciie meri spektralnim
radi jusom AOR matrice, koji je funmkcija od o 1 w, trebpa, dak-
le minimizirati tu funkciiju po ¢ 1 w. TO Je mogudce ufinliti sa-
mo u slufaju kada s2 zna =zavisnest karakterist:énih korena
ADR matrice oo o 1 . .

metara ACGR postupka raz-—-

L

Problem optimainocg izbora par t
matran je u radovima LRHa,B813,CMi,B343,0Mi,24a3,[A-pK,B4] za
kliasu konzistentno uredjenih matrica 1 u [GaHaY,B831 za klasu
oozitivne detinittnih matrica.

Hkoliko =2 podeetimo da je ADR postupak ekstrapolira-
ni SOR ocdnosno Jakobil jav postupak, problem odredjivanja opti-—
nzlnih parametara A0OR postupka moZemo cbuhvatiti opstijim pro-
blemom optimalne ekstrapclacije, koji je razmatran u velikom

broju radova, npr.[Ha,22al,tHa,B833,iHaY ,82a3.

U svakom sludaju, tehnika dokaza da je odredjeni 1zbor
narametara optimalan veoma je komplikovana, iako se zasniva
na Jednostavnem principu - minimizaciji jedne funkci je
{P(Hﬁ,m)} cd dve prom=znliive (o i w). Verovatno je to 1 raz-
lcg 4to su se u literaturi pojavila dva razlilfita i1izbora “"op-
timalnih” parametara za istu klasu matrica.Precizniie redenoc,

u radu [AHa,811 dat jJe optimalan izbhor parametara AUR postup-—

ka u sluttaju kada Je matrica A konzistentno uredjena, uz J0%




neke dodatne pretpostavke. Medijutim, u radu EWf84], kaoji Je,
na 2alost, na kineskom jeziku, tvrdi se da u jednom slutaju

taj izbor nije optimalan!

Ovde se necemo zadrfavati na iznoZenju spomenutih
rezultata. Zadoveljidemo se primerom 1.1.5,koji dobro ilustru-—
je u kolikoj meri mo¥e brzina konvergencije da zavisi od izbo-
ra parametara, a koji ujedno pokazuje superiornost AGOR postup-

ka.

1.1.8. NUMERIEKI PRIMERI

Dva razlidita pristupa u iterativnon refavanijy  line—
arnih sistema generisu dve grupe relaksacionih postupaka: POs—
tupksa zrajednifkeg i postupks pojedinatngg koraka. Prvi primer
pockazuje da u cpstem slulaju nijednoi od ove dve grupe postu—

paka ne moXemo dati. grednost.

Priper 1.1.1. Neka je

iyl

[ L 1-.
gy | 1 - -

1 -2 2 1 1/2 -1/2
A=1-1 t-1 |, B=|-1 1 -1 |,
|2 -2 1 | |-172z 172 1 |
Tada je
— - _ _
@ 2z -2 @ -1/2 1/2
Mo = |1 8 1| , M. B = |1 e 1 |,
9,1 (2 2 @ | Bt 1/2 -1/2 @
— . ~ .
@ 2 -2 @ -1/2 1/2
MW =B 2-1 . m ® =0 -1/2 32| ,
; @ 8 -6 | 1 e o -1/2]




p(Mmilfﬁ}}=8, p(HBEI(B))=1,

33

p (M 1(A))=2t1+J§d, p(M, . (B))=1/2.

Dakle, za refdavanje sistema sa matricom A& Jakobi jsv  postupak
konvergira za svaki potatni vektor, a Saus—Zajdelov ne, dok

je kod resavanja sistema sa matricom B aobrnuto.

U citiranoi literaturi najgira oblast xon srgengi je

'b!
-3 klasu SDD matrica dobijesra je u IM,833. Elec=da cva prime—

~

ra pokazuju koliko J2 prosiranie dobi jeno teoremama 1.1 1 2.

FPrimer 1.1.2. Meka is

Na osnovu Tecreme 1.1, A0R postupak e konvergirati za svaki

potetni vektor akc parametre ¢ i o biramo na slieded: nadin:
(1) Dioid4/5 E{m{max{sf?32ﬁ1(1+piﬁg a}}} 111

¥
(iii) B<wil , B8/740420 111 14wd{8/7 , B/74543—w .

Geometri jska interpretacija ove oblasti data 3 na

siici 1.




Slika Z pokazuje koliko je gornja oblast {sada ozna-
Cena isprekidancm linijom) 8ira cod chlasti kenvergenci je, ko—

Jju daje Tecrema 4 iz [F,831, a koje je ozrafena punom lini jom.

S
L -

-

v
1

s51.2.




Primer 1.1.3. Nelka je

r...—- p——
1 -0.8a25
A= .
-3.25 1

Oblast konvergencije ACR postupka, dobijena na osnovu Teoreme
1.2 je:

(i) B < o < 16/9 , B € w < Zo/lepM_ )Y ili

LI

(113 & < w i, -1.3 < ¢ < 2.5 111

I,."'-,

My
&

(iii1) 1.6 < 3217, (Se—8)/{2w-2) < o « (E-3w) /2 111

1 < w € 1.6 , B £ 6 € (8-3ey/2 ili

oM Linl icne Sna je Bira od cbla-

T

i prikazana je na =siici 3 p

ke
[

dobijens na osnovy Teoreme 1.1, prikazane na istoj slici

o'y

1]

rekidanocn 1101 iSM.

Il

13

'y

sl.3.




U radu L[M,83]1 Teorema B daje oblast konvergencije ACR
postupka za klasu F—matrica {1 samo za tu klasu). Da je ta ab-
iast uda od one, koja se dobija na osnovu Tecreme 1.4, poka-
zuje isti ovaj primer 1.1.3, jer je matrica A ujedno 1
M-matrica.

Naravno, Teorema 1.4 dajs oblast konvergencije sliéneg

tipa za mnogo £iru klasu H-patrica.

Raziog Ta poseocno ispitivanmije mekih potklasa H-matri-
ca bio je nepoznavanje matrice W, pomodu koje se H-matrica
transformise v SOU matricu. Mediutim, dokazane teoreme {(npr.
FPosiedica 1.5.1) daju ponekad i #ire ocblasti konvergencije,

to s2 vidi na slededem primsru.

Frimer 1.1.4. Nska j2 A matrica kao v primeru 1.1.2. Pretpos-

]

tavike rosledice 1.3.1 ispunijens= su za o=B8.5. Kako je
L]

P (Lrlby=3137248 , ©'=88/37 » £=3/7, cblast konvergencije koju

{12 BLoi4/E E{m{max{48i3?,zﬁl{1+p{ﬂ¢ g)}} ili
¥
{11) Awil 4 —11/8Bw4e4D 111 1<e@<4B/3Z7 , Z7/48Bu—&4o<B@ ili

(111} BQlwil , 48/374c419/8n ili 14w<43/37 , 48/374{0<6—-2%/8u,

1, kao 8to se vidi na slici 4, &ira je od oblasti dobijene po-

mocu JTecreme 1.1 (isprekidana linija), a nije cela ocbuhvadéena

Nl cblagdéuy keoiu dajs Tecrema 1.2 (fadkasta linija)d.




s51.4

Kpliko izbor parametara mofe da uvitide na brzinu kon-

vargenci je pokazuje slededi primer.
Frimer 1.1.5. Sistem AX = b, gde Je
) -3
:3 —4 r;l
‘:‘:E s b = | 9
2 =3 -1
(- — U —

ima taéno retenje H=E1,1]T.

Kako je A konzistentno urediena matrica, megufe je nadi opti-
nalne parametre kako S0R tako i ACR postupka. 7o su za AUR po-
stupak ¢=3/2, =3 (prema [AHa,B811), a za SCR postupak w=3/4

(vidi, npr.iYo,711).




~48—

Sledede dve tabele pirikazuju priblifna refenja posmatranocg
sistema dobijena optimalnim ADOR i optimalnim B0OR postupkom

: @2
respektivno, polazeci od poletnog vektora x =4.

optimalni AGR :

K a 1 2 3
qk 7 -1 1 1
’ & i 1 1
cotimalni SOR =
ke F 1. 2 > I 48 41
I 5 ~8.5 —-8.25 @8.1ZF5 B.99999595%9 1
»

% 7} B.25 8.5 1 1

Ukolilkko bi se sistenm refavaoc Gaus—Zajdelovim postupkom, talno
reszanije bi gse dobilo tek posle 2835 iteracija. (Sva ratunanja
su 1zvcdiena sa deset cifara iza decimalne tafkeld

Velike razlike u broju potrebnih iteracija da bi sz doglo do
tacnog refenja cpravdava i velidfina spekitralnog radijusa po-—

jedinih postupaka:s

= o —14. . —_ —
pMy 5 o) @,. P o o, 5)=1/2, pMy )=8/7.

pEETRUY EPTATEINLIIY TAOEMENNT P4
AATENTR T qITY eIy T AL
37 ?r'i.faiii-:.l':;;:i:’r, HoIATNY R ALTRGHRMAYY
BUBHLOLTE oA

Lpoij:

Jatym —




1.2. MAGR POSTUPAK

1.2.1.FORMULACISA I MOTIVACIJA

MACH (modified accelerated overrelaxation) postupak
tormulisan je, naipre, u svojoj nelinearnoj variianti., u radu
LCH,851, kao dveoparametarska generalizacija tzv. vSOR-Njutno-—
vog postupka, proufavaneg u [681,883. Mediutim, kao &to demo
videti u drugom delu teze, ispitivanie lokalne koenvergenci je
tog nelinearnog postupka zasniva s2 na poznavaniu uslpva za
kKonvergenci ju Dﬁgaﬁarajuéeg linearncg postupka. I tog razlo-
ga od interesa je sprovesti najpre analizu konvergsncije u li-—
nearnom slulaju.

ipak, bez obzira kako i zasin je nastac.MaOR costupak

S2 poxazag efikasniiim od ADR postupka u ngkin siudajevina,

e

sto pokazsuje primer 1.2.1.

Neka je F = diag{f seeef ) regularna matrica, a o 1
1 3 rn ¥
w neka su kao 1 do sada realni paramerri, w#@. Tada se MAOR
postupak za refavanie sistema Av=b mpis zaplisati u chliku

et 1 4
. = M(F,o,0%x" +d , k=D,1,... , % o7,

gde Je H(F,a,m}=(F—ﬁT)_1(F—wﬁ+{m—¢}T+m5}, d=u(F-ﬁT)_1b.

diglednc je H(D,ﬁ,m)=ﬂg » 3. za F=D MADR gpostucak sveodi

.
=2 na ACR.




1.2.2. KONVERBENCIJA

U ovom delu bavidemo se ispitivanjem Kkonvergenci je
MACK postupka u slutaju kada 3= matrica sistema H-matrica.Pri

tom demo stalmno koristiti cocznaku

q=min f./7a...
jey 1+ 01i

Teoremna 1.9. Neka je A H—-matrica, %ifaiiER za svako 1E N, g>@8

i1 ¢c€ [B,q]1, wE€ (8,g93. Tada je p{M{F,c,w))<i, tj. MAOR postu-

pak konvergira za svaki podstni vekitor.

Dok az : Pretpostavime suprotno, da postoji karakteristie-—

ni koren a matrice M{F,r,©’ sa cscbincn 1ai>i. U [C,8353 je po-—-

kazano da tada va®i )
(1.15)  F{1-2)F.-wa. .t > gia..i ,

i ii ii
gde je £ = max {ilci{r-1)+w!|,wi.

wako je A H—matrica, postoii regularna dijagonalna matrica

W=diag{w, .-=e,_? takva da 3je &% SDD matrica. Cznaficono sa
1 n |
C={l1-2)r—eD+{wtoia—1)) T+u5,

a elemente matrice T sa Cij' 14,38 M. VaZi:

—

lciiwil 2 lciil Z Ia--iiw-l/laiii
FEM(i) J *

—

2 ela. .tiw. !
FEN{LY 13 3

I

> > lote (a~1) 1 ha, o1l ! + > wia, flw_ I




1
-,
-~

= be o Jfiw d
jenNeiy M4 J

F.{CW),
1
t+j. C je GDD (H-) matrica, pa time i regularna. Medjutim, ta—
_1 . _
da je 1 (F-ol) C = M{(F,o,w)-AE regularna matrice, 5to Je u
suprotnosti sa ocretpostavkom da Jje arakteristidni koren ma-—

trice M{F,c,&) .

Kao direktnu posledicu ove iteoreme dobijamo tvrdjenja
da MADR postupak konvergira ako biramo coid,gl, wE(B,ql, a ma-
trica sistema jer:
~ strogo dijagenalno dominantna,

- nerazlcoFiva diijiagonalno cominantna,
— K{m,r}-dijagonalno dominantna, gde je Kim? K—regularan skup,

— E{r{i},..-,ri{m})—dijagonalno dominantna, gde Je i im) Hlﬂre—

- matrica 8iji slementi zadovel javaliu bar jedan cd uslova (17—
i

vMod jukim, u nekim od pomenuitih  slufajeva moguce  Je

orofiriti intervales konvergesncii=2 za ¥ 1 o, Loristedli ocens

sopekiralnog radijusa matrice MAOR postupka. Tehnika kFojom se

dobi ja to orofirenis slidna je cnoi iz paragrafa 1.1.2 (Lema
1

1.1 i Tecrema 1.1} i prikazademo je na primeru klase matrica

la. .t > P, (A)Y, i€ M,
11 1 4O

koja kao =z=peciialan sludaj (x=1) =sadrfi klasu SDD matrica.

s

Lema 1.7. Neka je A=Ca 1€ €77, F=diag(f, ,...,f )8 g,

«ELD,11 i £, 1-iciP,
1 1

L (T)>@, i€ N. Tada je
7

p{M{F,o,w)) < max ({f —wa . i1+le-cit. +lels )/ Uf i-lctt ),
i eN i 11 1 1 1 i




gde je t =P, (T), s =P (S), iE M.

Dokaz: Primetimo najpre da je F regularna matrica.
Fretpostavimo suprotno, da za neki karakteristifni koren A

matrice M{(F,r,w) wvai

Iai > Uf,—wa,. . t+iw—olt. +iwis, )/ {if. 1-idcit.), iE N.
i 11 i i 1 i
Neka je C matrica kao u dokazu teorencs 1.9, Tada vaXi

e, .t = - F_ +wa. |} > 1aiif, i=1F,. —wa. .}
i3 i 11 = i 1 11

{loali+la~ridt . +lwis.
i i

>
> im+ﬁia—1)lti+imiﬁi

I
}

F. ﬂ(!m+5(3—1)!7+§mi5} = F. (L2,

P& na oc=novu Jecreme 8.0 sledi d=2tC#8, Bio je kontradikeija

{vidi dokez Toorems 1.93.

- -+ ™ - n n — . n n
recrana $.18. N2ka is é=Laij;“ 7, F=diagi(f,,...,f 8 ',
—l ¥
oElR,17 3 fi}S, 18 N1 nska vaZi
ia._ 1 > P {a, 18 N,
13 i,
Tada je piMi{F,o,n¥1<l zas
(1) Oio<tz=min 2F¥_ /(a. . +PF. {A)),
- : 1 1i i,
Crlwinan il 2/ {1+ (M{F, 60,0323 ili
(1i) max {(—wla _-F_ (A )+2max(B,wa.  —F. 3y/2FP. (74048,
i 1i i,o ii i 1,0
BLlolt 1l1
(iii) t<6¢ min (wfa..+F. (T)—P, (S))+2Z2min(B,f —wa_ _))/2F. (T),
-= 1i 1.4 1,0 i 1i 1,

2




Dok az : Lako se verifikuie da je za svako o,

(1) ,{321) 111 {ii1i), =zadovoljen uslov
fi—lﬁ}Pi,m(T)}B, 1E N.

(1) DokaZXZimo najpre da va?i

(1.145) Bloit =5 pMF,e,e)) < 1 .

Zpbog Leme 1.7, doveolino je dokazati da za svako 1

o2 ¥ /7 {a.  +P. (A} => t+ _ —ga._ l+os. <«
1 iz R | 1 i1 1

Ako jJe @<o<t. ra. . sledi
1 13
—Fg{a, . —s -t . ) < & 1
13 1 1
¥ —ca +yzs . < F _.—TC .
1 11 1 1 3

;] 13 i i1 i,
Fa +F (5} < 2+ i
11 1.0 1
-t _doa. A0S AR 2
1 11 i i i

Time2 J= (1.146) dokazano. FoZto je. za oXER

BLo<L, Blw/c{2Z/{1+p (M(F,0,03)), p(MIF,s,w)i<1l.
Frema tome, ostaje da se analiziraju sludajevi
20/ L1+p M{F,0,0)))1wit, B<{c<t i

c=8, B<wit.

odabrano

= N wvai

Sa



Zbog o220/ {1+p{(M{F,c,T))), U cba slutaja vadi
Dio<wlt.

5lidno kao u dokazu Teorem= 1.1, peockazuje se da za svako i€ N

vaZi implikacija

Blo<uw<f. /{a. . +P. (a))} =
- i ii i,k

if.—wa. .V +{w—cit. . +tus. <F . gt . .
i 11 i 2 1 1

e,

Saca, na osnovu Leme 1.7, sledi p(Hﬁ m){i.
¥

(1) 51ié¢no se dokazuje da za ovako odabirare ¢ i © va*i
If.—wa,. . {+{w—clt +tws, < F_+ct., iE M.
il i i i 1

i

Tvrdienie sledi na osnova Lems 1.7

If.—wa, I+(cgrwit.+us, < F.-ct.,

pa Je, cpet na osnovu Leme 1.7, p{MI{F,o,w)J<1.

Kao 8tc peokazuje primer 1.2.2 tvrdienijiz ove tecreme
¢ slutaju AOKR postupka (F=D) ne poklapa se sa tvrdjenjem Pos-—

ledice 1.5.1!




1.2.3. IZBOR PARAMETARA

Matrica MADOR postupka zavisi od n+2 paraastra (0 Je
red matrice sistemal: o, w, {1’ FE,..., {n' Ako se setimo ko-
liko problema je& izazvalo trafenje optimalnih paramstara AOCR
postupka, koji zavisi samo od dva parametra (o 1 wi, onda je
jasno da je problem optimalneg izbcora parametara MAUR postup-
ka u opftem slufaju praktiédnoc neresiv.

Zato problem optimizacije pojednostavijujemo 1 za +ik-—.
siranu matricu F, traXimo "najbolji® mogudi izbor za ¢ 1,
cpet u slufaju kada je matrica sistema pozitivno definiina
i konzistentno uredjena. Medjutim, ¢ak i u tom slufaju, opti-
malni izbeor parametara ¢ i o nije u potpunosii resen. U radu
tHC,86] dat e "itvazicoptimalan® izbor za ¢ i1 w, takoc <&to je
minimizirano jedno gornije cgranifenie za spektrainl radijus
matrice MAOR postupka. Ovde nedemo detalinije cpisivati kako
je deobijen taji "kvaziocptimalan® izbor za ¢ i w, vec dcemo na
primeru 1.2.3% upcirediti brzine konvergesncije cptimalnih odnos—
no "kvazicptimalnik” SOR, ADOR, MECR i MAOR postupaka. MNapome-
nimo samo da j2 “"kvarioptimalan® izbor paramstara ¢ 1 o u slu-
aju MSOR postupks preuzet iz [6Gi,883, gde ji= oval postupak
proufavan u svejoj nelinearnoi varijanti poed imenom vBUR—NMNIut-

nov poastunak (verallgemeinerte SCR-Newton's methcd).

1.2.4. NUMERIEKI PRIMERI

ako birati matricu F da bi konvergencija MAUR pastup-
ka bila #to brZa, ostalo jie octvoreno pitanj=2. Da ono ima sals—

la pckazuje slededi primer.




frimer 1.2.1. Neka je

— -
C -t @
@ -E C
- _4
gde Je
— —
4 -1 B 3 3
C=|-1 4 -1 , EE R
g -1 4
Neka je
F1= D = 4E,

F=diag(3.2,4.84,35.68,3.5692,3.676,3.56,3.283,3.372,3.843).
More o=@ pakézati da je cptimalini ACR postupak u ovem primerug
cptimalnl SOR pcostupak sa parametrom w=1.1715. Tabela pokazu-
j= da je MSOR postupak sa F=F_ i ©=1.3116 br2i od optimalnog

SCR, cdnosno cptimalnog AOR postupka.

i w© PAMIF, je,0))
1 1.1715 8.1715
2 1.3118 @. 15631

Gznalimc sa Ci xlazy matrica 8iji elementi aij zado—
vol javaiju uslov
ta. . 1 > F. (A}, za svako i€ N i neko «£[0,113,

11 1.0
a sa Cz kiasu matrica sa csobinom

—1
1 > Pi 3(9 A zZa svako 1€ N i neko xSia,113.

Sledeci primer pokazuje da se ove dve klase ne poklapaju 1 da

nijedna od njih nije podskup druge, &Sto cpravdava zasebno is—




pitivanje konvergencije za ove dve klase matrica.

Primer 1.2.2. Neka Je

Q _— y ﬁ=B- 1-

Matrica A pripada klasi C,, jer vadi:

4 = faiil > mlalzl+{1—ﬁ}}a21§ = 3.7,
2 = Iazzi = miazit+{i—m}iaizi = 1.5,

a ne pripada klasi €, Jer 3e

k)

Jmi
B
LN

k)
[y

ni za jednc xBLE,13 nes valz 1stovirenends

1 > R.2Sg+2(l—gy = 2-1.75¢ L= o - &/
1 > 2u4+8.2501—g) = B.25+1. 75 C= o

ODbrnuto, neka je

A = . wSiB,1).




1 > 4e/5+(1—o) 1-x/5 <=> « > O,
1 > at4(1-0)/S = 4/5+a/5 <=> o« < 1.

Medjijutim, ni =za jedno «EfB,11 ne vaXi

3 2 Je+d{i-n) = H— <

[;
Ta
S
W
[

ol

sto znali da matrica A ne pripada klasi C,.

i
e

Na primeru 1.2.1 videlil smpo da MADR postupak mo¥e bir—
d2 da kenvergira nego optimalni ACGR postupak. Madjutim, naj-
Cefce ne poZnajemo natin na koji bismo do#li do cdgovora kako
da biramo matricu F da bismo ubrzali keonvergenci ju. Zato se
mirimo sa Cinjenicon da demo uvvedjenjem MACR postupka molda
1 1zgubiti na brzini konvergenciie, j2r MADR postupak u neli-
nearncom slufaju pruZa drugu pogodnost @ nijes potrebns izralu-—
navatil parcijalne izvode dateg nelinearpcg presliikavanja {vi-

di paragraft 2.2). Slededi primer ilustruie koliki j= taj “"gu-

l.a
|1

bBitak” konvergenci je.

1 0 8.2 8.2
a=| © 1 -7.111.Z
3.2 2.2 1 @
{ 2 2.2 0O 1|

Uporedjujemo coptimalni S0OR (w=5/3), cptimalni ACR (o==/3, w=
39/12) , "kvazieplimalni™ MSOR (kaeo u [6i,883) i "kvazioptimal-
ni® MACR {kao u [HC,861) postupak. Pri tom za MSCR i MADR pos-
tupak biramo F=diag{1.2, 0.8, 8.9, 1).




postupak oy W spektralni radijus matrice koraka
S0R /3 o/3 B.L566L5E68E0
AGR S/ I5/12 R.5&6512416353
MS0R 1.&063345746 1.6B6334576 D.8112499F23
MACR 1.46B43345746 B.2BL11BEGIES D.&696874578

1.3. &7C PGETUPAK

1.3.1. FORMULACIJA

ons) formulisan j= o radu [S2.573, a neki dovolini uslovi Ta
e

zultata novijeg

9|
L
[
Ll
[
<
(.
e
(]
|
<
I
-
LA
M
|
"l
[
L.
K
iyl
{b
g
Joa
Ll
(=
L.
ri
(P
] ]
i
Eork
L
I}
L
=

ijegove de=italinllie 1spl-
tivanie sousnost ubrzavania konvergenclliz  bazitnog

matoda vao E2to Scomatule FIMET L. 3ale
5 [

AFC postupalk za redgavanie sistema linzarnih jadnalina

(1.17) x = Ax + b, &=La_, I8 R"'" _rp 12 R"

je cblika

HEl A ¢
(AFC) FBE R Hr+ =A{ +y ) + b, k¥8,1,..4,

gde je

1 E L+1 K
5 = — & (x. "—R_1}.
5 . 1 1
1=1

Realizaciju, tj. efektivno ratunanje AFC postupkom omogucuje




nijegov ekvivalentni zapis, dat u [5i,611:

Algoritain.

Korak 8. d = n — &. . 3

Bl

013

13

~orak 1. Ako je d £ B8 stop, inale predji na korak 2 3

Koirak 2. Izaberi HEE Rn -
o,
Korak 3. Sp = ﬁ,bifd s k=08 ;
i=1
.  k+1
Korak 4., Izvralunaj ¥ nomocu formule (AFCY 3
n n
i — k+1 £k
Korak S. s = =2 2a. .t —x-s ) 3
k+1 di=1 =1 1] 1 J K
Koras &. & = k¥l 1 vraii se na korak 4.

l.35.2. KCMNVERECENCIJA

Slededce dve tecreme dokazane su u {51,613,

fecrema l1l.li.MNeka je d > B8 i g < 1, gde je

n n
= . ] _ Lo ~

g=h + (1+h)a s b > A, z = .f‘ _% Iaij! .
1=1 =1

— ] & . ]
Tada AFC postupak konvergira za svako » 6 R i1 va?i ccena

1 B I
& b - k—1 _ Zh
1.+ h 1-h

prr1 Cemu je x talno refenje sistema (1.17).




Teorema 1.12. Neka je d >0 i w < 1, gde je

n n n - n n =
w = E E (ai- — % Z a. Y e o+ -:l—‘-in E {E a, )2 - (n—d)"}z.

i1=1j=1 J k

. A
Tada AFC postupak konvergira za svako x € Rn.

Med jutim, u radu [CH,871 dati su dovolini uslovi =za
Lenvergenci ju AFC postupka keji su Siril od uslova g<1 1 w<l.

Pre nego Sto ih ovde prezentujemo, uvadimo sledede cznake:

Nzdal je femo stalno pretpostavl jati da je faldn. Mole
se pckarati da je oval usiov posliedica pretpostaviki  Tecreme

1.11, tj. da nije nikakvo dodaino ogiranifenje.

&FC postupak zapidimb u ekvivalentnom chiiky

1 K+3 g -
}:QE Rn, (E_ EQF’):‘: == {ﬁ_ %AP}}:? -+ bg H=®;’1!---,

_ n.n _ . . . e
gde je PE R * matrica &iji su svi elementi jednaki jedinici.

. 5
Kako je p(éﬁ?) = 22l .y,

sledi da j= matrica E- ;QF regularna 1 da vali

L1t -
E- a7 = T damd.
™ . B 1 |
i=23
1 L
Zhog 1asy? = 8 Lap  sada vari
I 0O N .
i N
- lamy g+ lap T (B = + i SO
rn n L N n—a

Dakle, AFC postupak se moZe zapisati u obliku

7 " k+31
x ER , et = Bxk + by, k=,14ce.,

gde je




_é}‘_

1
B = (E - “én-ﬁP)ﬁ(E - lP} s b'= (E + — AP)Db .
n—a 9] n—a
Elementi matrice B su, prema toms, oblika
1 #*
= - - —E- i -= 2 - w N ]
(B)ij aij — aiil j} +i,3= 1,2, 5

Jedan cod nadina da dobijems dovol ine uslilove za konver-
genciju AFC postupka jeste da ispitamo usliove uEuﬁ{l i nBu1<1.

Takeo dobijamo slededu teocremu.

#*
Teorema 1.13. Neka je adn, aigﬁ, aiil, i=1,2,...,n. Tada vai

(1) B, < 1 => pEBEyp < 1,
| 1 o
{113 B < 1 = ﬁBﬂ1 < 1,
gda 3e
E‘ -
5. = maM S ota, . + la, 1),
1 o1¢ign j=1 13 13
a = a :
= 4+ @max & (ta. .1 — a. J.

EE n—a 1<i4n i=1 i3 n—a 13

Dok az: Za gsvako i=1,2,...,n0 vali
n n 1 n % n
ZHB)“; £ E!aiji +——a 2W-a) = Zia I +a <1,
$=1 =1 = 3 j=1 5 1

tJ- g8 <« 1. Slifnc sz dokazuje i druga implikaci ja.




Teorema 1.14. Neka je lal<n 1 g < 1, gde Je

n

max z I (B) . - (B . I .
.. = 15 js
1,3 s=1

T
fl
P | et

&
Tada AFC postupak konvergira za svako x € Rn.

Dokaz : Matrica B ima konstarntnu sumu po kelormama {(Jedna-
ku nuli), tako da za svaki karakteristiéni keren a matrice R,

vaXi 1alg p (vidi [DeZ,713,52,813). Dakle, p(B) £ p < 1 .

Fosledica 1.14.1. Neka J2 &8, pgbn.sl, uﬁnﬁii. Tada 3je p(BY<1,

il {

tj. AFC postupak konvergira za svako HBE R

%
Do k az 2 Za 1,3=1,2,.-aq43 wva¥fi a.<1, ajil 1
i
n 0 1 r
2 l{E}1S~{B}_EI < i_falg—a. !+ fa. —a. i 2 {1i-a’)
= — b ]
s=1 4 s=1 4= n=a 2 J g=1 =
n

= > la. —a. ! + la.—a. il £ a. +a, + la.—a.l = 2nan{a, ,a.) < Z.
=1 is Js k | 3 3 3 1 3 3

Mapomenimo da Tecrema 1.17 1 Posledica 1.14.1 daju
"oroverljivije" dovol jne usliove za konvergengiju Arl postupka
nege Teocrena 1.14, v smisiu da se ti uslovi conose direktno

na matricu A bazifneg sistema.




1.3.3. NUMERIEKI PRIMERI

Prvi primer ilustruje mogudnost ubrzanija konvergenci-

je bazié¢nog iterativnog postupka pomcéu AFC postupka.

Primer 1.3.1. Neka je

I 1256 .S020 .1258 .1250 .2625 .0624 | [—1.0625 |
L2438 2509 .1750 .1250 .B&24 .1325 { 1.4375 |
1208 1258 . 1250 0425 .SE80 .0625 — 7529
A= 1.1250 .1200 .175@ .5C20 @425 @524 | , ° |- .3825
.B525  LOUED TS890 .@L3S (0525 . 4900 | {9375 |
| -3278 -.0218 2408 .0124 .Eﬁﬂé‘.léﬂﬁ_d |- -2480 |

: T
Talline refenie sistema &1 = b je » = [R,2,8,4,1,0] .

] L ] 58 ] ) i ] ] .
Cenadimo sa {# > 1 v 3 nizove priblifnih redenja dobil je—

3 zi&nim i AFC iphkom respektivng & istigq 1
nih bazidnim 1 A cstupkem respektivino sa  istim obetnim

vektorom

«? = u? = rigo,-2e0,189,-328, 1099, -12091 ' .

Cdgovarajude vektor—greZke cznadimp sa

U sledefo] tabeli date su vrednosty za ngkg i
' 0

5,8 -
-
Lvs
SR B P A T ] R
! 14_!-81_1"-:-. "_||' - r =y " . - . L ] n }
3-1 N R N VIR o riw‘ﬂg”j;
Y T
- .l
Spojr
e,
AMATYHS
N




____——__-——---r—l_——_——-———-.——n-—-.—-————-——-.-_-—-—-—-—_——b--——-_-.———-———l--l—l--“-"" — ———— T . — — i Y ————

K e | & i k e, i E, 1

@ 1.7883 E ©3  1.20@0 E &5 g2 &4.18@9 E 81 5.5136 E-01
{ S.1386 E 82  5.1299 E B2 2 S5.9996 E 81  2.4666 E-01
2 2.4294 E B2 1.7638 E B2 1€ S5.8314 E ©1 1.1328 E-0t
T 9.2854 E 81 8.3I8329 E 01 1S S.884! E @1 Z2.2351 E-23
4 7.571@ E @1  2.1473 E @1 28 4.4373 E @1 4.422F E-03
S 7.9826 E 81 7.67@4 E B0 =% 3.8738 E 81 8.7358 E-07
& 6.46322 E @1 2.9538 E @2 3@ 3.38@3 E 01 1.21@7 E-@8
7 6.3846 E BL 1.1953 E @0 % 2.9564 € 81 5.4832 E-10@

Broj iteracija potrebnih da se norma vektor—greSke u

[

cdnosu na normu potetne vekior—gredke redukuje za faktor 10

16 za AFC postupak!

(¢!
i
»
U
Q
i

je pribli¥no 486 za baz:idni po

Frimer 1.3.2. Posmatradtemo slededih B matrica 1 izwrsitl nu-
meridku verifikaciiju dovslinih usiova =©a konvergancilju (R0

r_.SE .32 .12 .1 B 4T —.22 —.12 —.28
{ .02 .68 .24 .06 | I -.Z2 .83 .28 .32 |
AP Ay = .02 —.@83 .435 —-.28 |}’
1

2 LZB4 2B  .8C : S
4 @& .08 .2Z&

e
0
l
h)
Iy

-26 -

-
L.
I
X
N
|

- ) — |
.47 —.22 —. 12 ~.88 ﬁz = Qi + diag{—-.12,.48,.32,.84),
{ —.Z2 .20 .08 .32 |
o o= = £ +di B0 1
s = | .00 -.03 .45 —.2g |? Pg T Agrdiegl.02,.069,.01,-00),
.23 .27 —.1B -.26 A, = A + diag(.00,.00,-.01,.00),




2 .08 |

— e L - - -1
.32 .€B .88 .15 .32 .00 -89 .15
;=1 e .es .28 -.28 | "8 " .08 .48 .25 —.28 |~
.24 .26 —.18 —.26 | .24 .26 -.18 -.26 |

Matrice A, i #, su pen=gativne, a Zza sve mawrice vadi

|~/

£ 1 , i=1,2,3,4 .

*
g . a;

tat < n 4, a.
i

U sledecoj tabeli date su vrednosii za G, Wy By1 Poo nﬁnm,

nAn, s UBn_ 1 nkiy-

mat. g W By B ol nAN,  HEE HE
A, 6.7778 2.5472 2.22¢6 2.7037 1.1988 1.1888 1.8437 1.3724
A, 4.5820 1.8354 1.7680 1.7773 .?EEE‘ .9EED 1.3938 1.3333
A, 2.5@37 1.8I81 .9663 1.28907 .9288B .9723 .F253 .9995
A, 2.4946 1.0207 .9688 .T9E3 928 .9780 .92S4  .995%
A- 2.5495 1.03528 1.8280 1.2123 2496 5833 .9484 1.@030
A, 2.5402 1.8163 1.2009 1.8102 9428 .98B8 .9485S .9995
A, 2.5212 1.6099 1.€280 .9995 .9409 .9930 .7691 .9884
Ay 3.19346 1.4312 1.435808 1.2535 1.0196 9988 1.2825 .9897

U siedscoi tabeli mofe s2 videtl koja tvrdjenja 1z
orethednocg paragrafa su ispunjsna {(+), a koja nisgp (-), za

svaku od navedesnih 28 matrica.




1.11 1.12 By <1 an1{1 1.13¢iy 1.13¢ii) 1.14 1.14.1%
)
< (p<1)
(;31{1) ({32 1) (px

ﬁi = - - - — - + -
AL - - — — —_ - + +
ﬁi - — + + + - + -
3
Q4 - — + + + + + -
P - - + ~ — — + -
ﬁé - — + + - — + -
Q? - - + + - + + -
QS — - — + — — + ~

Kapg 8+t se vidi iz tabele najopstijl usliocv Lonvergen-—

cije dajse Teorsma 1.14.

1.4, ACR+AFC PCBTUFAK

Videli smo da sz AFC postupak primenjuje na sistem 1li-
asarnih jednafina cblika (1.17). U funkciji matrice A& moZemo
birati, na primer, satricy ﬁﬁ,m ADR postupka i tako dobiti
AOR+HAFC postupak s

vt 5 4
(AOR+AFTY  x2e R77, X7 o M y©) + d, K=B,1,...,
i
. kK Lo T -1 2 ¥
gde 3je vy =aP{1,1,...,1] = Rn’n, a, =n P (H: l-xf).

Algoritam za efektivno radunanje ACR+AFC postupkom isti je kao
u paragrafu 1.3.1 {za AFC postupak), samo Sto Je matrica A

zamenjena sa M -
F 4




le4.4. KONVEREEMDIJA

Lvedimo oznake d, h 1 z kaeo u paragrafu 1.3.2, pri te-
mu stalno pretpostavl jamo A=M - Neka je jos g:=(d+z)_1(d—z).

T 5 W
VaFi sledeia

Tecrema 1.15. Neka je li=jLy , ur=ily . ACR+AFC postupak kon-—.
0 wa

vergira za svakl poleini vektor ako je :
Blg<i, u/{i1-1i<g, {1-gi/{i—u—gl) < o < {(i+gl)/{1l+u+gl),
maxid, (Gi-wi-groilrw )/ /(1-gil2 < ¢ < (gre{l-wi—il-wi)/(1+g)l

113

s

+g) 7 {1+1+0)

£
TAY
Ll

L1, u¥i<g, (i—g)/ {l-1-u) < @ < {

i
I
€
|
W
..I.
&
e
fwd
)
[
L
(o
.
-
o
il
[
o,
L=
M,
£
"

A

L okaz se zasniva na proveri uslova d > 8 1 h € g (4to je
el

exvivalientno sa g 4 1 iz Tecress .11}, a tennidki je dosta

i
xemplilkovan, te ga izozstavl jamo,

Smisap navecene tecreme je slededi: kada =g izaberu o

2 w1 formira matrica HE w? pristupa se proveri usloeova ove te-—

9
creme 1, ako su ispunjeni, zakljuluie se da ACR+AFC postupak
renvergira. hNeravno, onoge vedu vrednest inali bi dovol ini us—
lovi za konvergenciju AGR+AFD postupke. kelii ne bi zahtevali

poznavanie matrice M ved bi a pricri dali intervale kon-

Gt
vergencije za parametre ¢ i w. Teqg tipa je slededa teorema,

dokazana u [€CH,87al.




Teorema 1.16. Neka je

u+l<1/3, 2/ (1-1-w)<wd4/3 {1+l +u}, (I11—-l—1+3w{l+u) ) /4100

111

1+Fu<l , 2/ (3~-3u-1)<wdq/ (3+35u+l),

max{@,(Sll—mi—1+3m(1+u)}/21}{5{(1+3@{1—u)*311~m}}f41.

Tada ACR+AFC postupak kenvergira za svakl poiietni vektor.

Segmatri jska interpretacija ove oblasii konvergenci je

data je u primeru 1.4.1.

1.4.2. MNUMERIESKI PRIMERI

Frimer 1.48.1. Neka 3=
2 —.92 —-.12 —-.1i4 2
- g2 7 -.B4 .Bb& —-. 02
A=1_4o0_ @3 =2 —g@s|? 97 |—1z2}|"
|--14 .6 -.@8 2 -.14 |

Tada je 1+u=.28 (£1/3) i 14+3u=.36 (K1). Ma osnovu

16, ohlast konvergenci je ACR+AFC postupka jei

L9259 £ w «

1.0416,

cdno=sno

.B197 £ w £ 1.1235,

—1.7857+1 . . Su+S5. 35711 1 —ul

Teoreme 1.

< 0 4 @,

max{B,—3.5714+3w+1@.7142ll—ml}{6{1.7557-5.33711l—ml.

Obe oblasti prikazane su na slici J.




- — o —— — _..._____._‘.__..__._.._..,.‘_.....,.............‘-_ --.-...* S — *._

¥
~02867 |0 03197 4 AA235 3195t 2§

Jasno je da u okviru tih oblasti konvergencije nije

swvejedno kojea ¢ 1 @ cemno ocdabrati. To s2 vidi iz slededs tazbe-—

: : . k . \ .
le, kKoja prikazuje gresku yx-x § , gde Jje x taino resenie
oo

sistema Ax=b, a x k—ta iteracija dobijiena ADR+AFC postupkom,

B ;
S5a pofetnim vektorom ¥ =L188,-28,188,1803 .

o n) . | .975

K\ @ 1 1 .95
1 1.28 E B1 1.28 E @1 1.31 E 81
2 &6.22 E-91 | 2.81 E-81 2.81 E-B2
3 2.13 E-0Z2 3.04 E-23 1.27 E-83
4 1.7@ E-B3. 65.85 E-BS 4.77 E-B5
5 7.23 E-B5 3.68 E~@4 1.0 E-B7
& &6.11 E-G6 8.71 E-23 8.61 E-29
7 3.21 E-387 '1.16 E-29 £.72 E~11
8 2.76 E-98 1.51 E-11 7.75 E-13
P 1.86 E-B9 3.43 E~13 1.74 E-14
10 1.53 E-10 1.32 E~14 2.72 E-16
11 S5.19 E—-12 2.70 E-16 6.31 E=17

E-18 S=a/7 E—18

[
¥
A
~J
n
i
e
A
S
]

8]
o~




AFC postupak se uvodi radi ubrzania konvergenciije ba-
ritnog iterativnog postupka, te olekuiemo da ce AOR+AFC pos-—
tupak brfe konvergirati od odgovarajudeg AUR postupka. To po—

tazuje i slededi primer.

Crimer 1.4.2. Neka je A matrica kao u primeru 1.2.1 (takva ma-

trica se susrece, npr. kcd pribiiZneg Fredavania parcijalnih

diferenci jalnih jednadinal), = vektor b= E,E,S,Eﬁi,EHE,E,SJT.

U tabeli su date vrednostil za ﬁx—xkﬂm Sa xm=@.

FPostupak Jakobi jev Jakcbhbi+AFC Gaus—Zajdelov Caus—7ajdel +AFC

o 73 G} i i

kN i 1 1 1

i .28 E-8G 1.88 E EQ 7.23 E-81 8.13 E-QO1
2 2.59 £-81 1.67 E-&1 3.44 €1 &. 82 E-82
3 {.25 E-B1 2.&8 E-82  2.34 E-81 3.65 E-82
4 1.25 E-91 2.28 BE-82 1.17 E-B1 1.49 E-82
S .25 E-92 1.4383 b—-8BZ 5.8 822 3.282 E-G3
& LH.25 E-B2 2.7 £—33 2.92 E-QGZ B.83 £E-84
7 5.123 E-B2 &.79 £33 1.46 E-BZ 4,16 E-D4
8 3,13 E-D2 &.91 E-Q3 7.32 E-83 1.21 E-B4
< 1.56 E-82 .45 E-GS S5 E-E83 2.1%2 £-@5
18 1.58 E-B2 2.42 -85 1.83 E-83 Z.189 E-86
11 7.20 E-B3F 1.8 E-D5 ?.15 E-845 3.83 E-BS
12 7.289 E-BF 1.19 E-U3 4.57 E-24 7.73 E-@Q7

{ akko e pokazujs da kada se Lombinuje optimalni AOR
postupak (kada se ucp8te zna kolil je to!') sa AFC postupkom,
dobi jeni ACR+AFC postupak nijes cptimalan. alko birati paramet-
ra@ ¢ i w tako da ACR+AFC postupak najbrie kwonvergira ostale

ctvoreno pitanie.




Z. ITERATIVND REZAVANJE SISTEMA NELINEARMIH JEDNALINA

U ovom delu demp se baviti pribliZnia redavanijiem sis-—

tema nelinearnily jednadina

R, N 3 . - .. : N
gds je G: W O R —-» R neprekidno, F-diferencijabilne presiika-
vanis u nekej otvorenol ckolini MEFM redenia ¢ sistema (2.113,

takvo da 3= = (2378 Ta =t W
l'l--i

a7 18 N, pri denu je sa 9 ozxnate—

na 1—ta komponeEnta preslibkavania bB.

Z.1. NELINEARNO-LINEAGRNI PCSTUPCI. N-MAOR POSTUPAK

Ao se odludimo da sistem (2.1) refavamo nekism neline—
arnim postupkeom, na primer Mjutnovim, u svakoj i1teraciji mo-
ramno refavati jedan linearan sistem. Maime, Mjiutnov postupak

“w ER 4 % =x —G°{x ¥ Gx , k=0,1,...




mo¥e se zapisati u ekvivalentnom ocoliku

¢, k+1 k., k ke
xaE Rn, B'(HL)K =G (¢ )» -Gy 4, E=G,1;... .

- . - - - - — k
Svaki od ovih linearnih sistema (sa matricom G (¥ 3 ,k=8@,1,...)

moYemp refavati, na primer., MACR postupkom. Tako dobijenl pos-—
tupak nazvademo Njutn-MAOR 111 N-MAOR postugpak.

Neka Je
(2.23 G (x)=Dix)-T{x¥I-5(x2
standardno razlaganije matrice G (x2 4 &

FOod=diag{+, () ,F_ (%) ,... ,-Fn(}:})

1
za svako <E K regularna matrica. N-MACR postupak je sada

13 o ik , . .—i_ K
(N—MARORY # E Rn, X 1=H —m{F(Hk}—aT{xL}} CH 4, K=d,3qaece =

Ovo je samo jedan primer formirania zisrativnog pos-—
tupka nelinearno—-linsarneg tipa. Na slitan nafin mogli  =mo
wonstruizsati i npr. Niutn—-A0R, Mijutn—50R, setice—MAGCR postup-—
Ke.

MNedostatak formirancg M-MACR postupka je u tome  &to,
da bismo ga primenili, moramc poznavati bar matricu”Tixk), ti.
bar neke parcijalne izvode posmatrancg neiinearncg preslika-—
vanja. Podtco demo kod linesarno—nelinearnib postupaka taj nedo-—
statak medi otkloniti, ovde s vides nedemo zadriavati na prou-—
Zavanju N-MACR postupka. Napomenimo samo ce sve tecreme O
lokalnoj ksnve#genciji MAORN postupka, kocie e biti prezento-—

vane u paragrafu 2.2.1, vale i1 za N-MACR postupak (v.[LC,851).




2.2, LINEARNO-MNELINEARMI POSTUPCI. MACRM POSTUPAK

Drugi pristup reSavaniu sistema nelinearnih jednatina
jeste da se postupci, koji se koriste za resavanie sistema li-
nearnih jednadina ucpite na nelineeran slulaji. Na primer, ne-—
linearni Gaus—Zajdelov postupak bio bi:s

i-ta komponenta (k+il)-—ve itesracijie, x?+1,iEN,k=@,1,...,

dobi ja se2 kao resSenje jednaline

k+1 K+l k k

(2.3) g Oty Taene Xy ey adggan e X0

O X, -«
H 1

Dakle, posle izrafunate ik—te iteracije (k+i)J-va =SS ¢l ja re~
Savanjes n nelinsarnin jecnafina.
Po analogiiji sa linearnim slufajem, nslingarni S50R po-

stupak definigdemc na siesd=<i nalin:

za k=3,1,.-.-, 1B N,
k1 ¥ 24
] = H., * wiM_—x.),
1 i b T |

n

gde je w78, o8 R relaksacioni paramgiar, & %5 refznje jedna—
gine (2.3). Za w=1, nelinearni 8S0R se svedi na nelinearni Gaus

—Zajdelov postupad.

Mzlinearni ADOR postupak sa realnim parameirima o 1 @,

w#d, definilfemo na slededi nallin:

ako je o#B, posle izrafunate k—te iteracije, (k+l)-—vu

dobijamo tako &to nadiemp najpre (k+l)-vu iteraciju
K+l
¥

nelinearnim SOR postupkem sa paramstrem 6,a zatlim

L1 k

M = (1'—2"')}: + k+1
o

" )

Qe




a ako je o=08

k+1 k , :
i = (1—m)xi + Wy iE Ny, k=By1l,y.24,

gde je x£ regdenje jednaldine

R

i ke . Kk k.
{2-4) gi(}:li-‘-!}‘i_ﬂis}:i,}:i*-l’.--,}:n)_m-
Dakle, i u ovom slufaju, potrebno j@ refiti n nelinearnih Jed-—
nafina. Za o=w nelinearni AOR postupak svodi sS& na nelinearnt

S0R, a za c=8 na nealinearni JOR postupak. Nelinearni JOR, za

w=1, postaje nelinarni Jakobijev nostupak.

Nelinearni SOR postupak proutavan je u [CR,78]1, gde su_
dati i dovolini uslovi za glcbalnu konvergenciju OVCEQ postupka
ra neke specijalne klase nelinearnih sistena. Nedostatak ovak-
vih postupaka je u toms Sto sa jednaline (2.3) ili ({2.4) naj-
Selce ne mogu tadno resiti. Jedan npadin da se tai nedostatak
otlkloni jecte da se svaka od pomenutih nelinzarnih  Jednadina
(za fiksnhno k i i) resava neskim od ﬁumeriﬂkih postupakay, npr.
Miutnovim postupkon ili postupkom sedice do postizania 2elje—
ne tafnosti, a da se tek tada predie n3 redavanis2 nove jedna—
Cine {(za drugeo i ili k). Da takva "kembinacija” dobro funkci-

cnide pokazano je u [As,851, zZa melinearni SOR postupak.

Mi cemo se zadriati na nefdte drugalflijel “tombinaci ja ¥
nelinearncg SCR, odnosno ACR postupka sa Nijutnovin postupkom.
Naime, svaku od nelinearnin jednalina (2.3) ili (2.4} rekava-
cemc samo sa po jednia korakem MNiutnoveg postupka. Tako, npr.

dobi jamo BGaus-Zajdelov—-Njutnov postupak:

LK
@ .n  k+i e Sic _
39; (Rt
3
i
. . k,i . k+1 k¥l K k.T
pri €emu je xn 5 = txl ,...,xi_i,xi,...,ﬂnl .

zatim SOR-Mjutnov i1li SORM postupak:




g (xk’i)
et 1 Kk i .
(SORN) x@E Rn, %4 =%, - W s 1E N, k=B,41,...,
09; (xR0t
AN
i
i ADR-Mjutnov ili AORN postupak:
kg
g. (= }
k+ : :
(A0RN) x@E Rn, ®s - x? - @ — .. 168 M, k=0,1,..-,
Egi.(zk’l)
G,
i
gde je Kk
zk _ xk . glim }_
1 i 3 k*
291 ™y
IR
1
g_(zk’l)
KoLK i o
‘—1 - Ki - G‘ -, 3.—..,;‘!,---1]'!,
g? (::L"l}
i
K, i I " ko kT
=z 17 = tzlq...gzi_l,nig...,ﬁn] .

Primetimo da formule (ADRM) wvaZe i u slufaiu =8, kada se svo-

de na | k}

{I_J
- L I |
4

yad

{JOREN? H & K o =, = X. —

g
3 i )

B'i

s 22 Ny, k=B 1l 4se0-
{xk}

RN

Nedostatak ovako formiranco AGRM postupka Jeste Sto
hjegava ﬁfiéeﬁa zahteva poznavanje parcijalnih izvoda kompo—
nenti posmatraneg nelinsarncg preslikavanja 6. Ako uklanimo
tai nedostatak tako 8io umesto funkcija agi/axi koristimo
neke neprekidne funkci jz %i, i€ M, debideno slededi  postu-
palk:

ke+1 R 1

~ @ n .
{MQGT{N} A E R 4 Ki —_ ::i — 1 y 1E N., ={=@31,---,

. 1 . . .
gde je z ’° definisano kao ranije.




lako smo do ovog postupka dofli na nebto drugadi ji natin nego
do A0RN postupka, na primer, pokazade se da je i to postupak
linearno—nelinearnag tipa, u smislu da se O njegovol  Konver—
genciji mole govoriti na osncvu recultata o konvergencil ji od-
govarajudeg linearnog postupka. To <2 u oven slulaju biti MAOR

postupak, €to opravdava i daito ime: MACRN.

Kako uwvek mo¥emo sistem (2.1) preformulisati tako da

vaXzi
g,

5:_(H} > 8, 1E N, xE R,
i

to came u dal jem radu stalno pretpostavl jati da je gornjli us-
lov zadovol jen. Takodje demo stalme funkciis %i Birati1 takc

da vafi

2.-2Z.1. LOK&LMNA KONVEREZNCIIA

0 1okalnoj konvergenciji MAORN postupka demo govoriti
U smislu definicije 8.1i9, ti. nadti éemo neke dovol jne uslove
za preslikavanije 5 i nji=govo ponadanje u talks xﬁ, cod -kKojima
je » ¥ tafka privlafenja iteracija dobijenih MAOCRMN postupkom.
Frema Tearemi Ostrovskeg, treba ispitati ped kojim uslovima
je spektralni radijus F-izvoda MACRN preslikavanja u takki x
manji od jedan.

U £Gi1i,822 je dokazana sledeta tecrema.

Teorema 2Z.1. Nzka je preslikavanie Bi,wczﬁn—}ﬁn F—dierencija-

] i % 3
bilno u tafki x» €int(W), za koju je Bx =B i neka su funkcicne-

*
ie fi: W—>R, i€ N neprekidne u x . Meka je za x€W, F0E Rn’n,

(%) .-eyef (#)) regularna matrica 1 H(x)=HH(F(x))*1Bx.

F(x)=diag(f
1 n




Neka je w#¥8d 1 Hm:wm Rnﬂ}Rn definisano na slededi nadin:

T
(%) 4.0 4H n(x)] .

H {x)=[H
H) & W U3

ltx),H

(2.3) H ,{(x)={1l—-w)x _ +uH, (),

wl i 1
H {(¥x)={1l—-w)x_ +uH_ {(ICH _(8),¢e.,H (%), X ]T)
w1 1 i wi A Y B T R S i
172, Sgeaaqn
pri demu je M=LX, gz X ]T HiNI=[H, (%) yaa=qgH (H}JT a W
1'! b r % 1 ;] ? N 3 W

najvedti skup na kome j2 Hw definisano. Tada vaZi:

+
(1) X 2 intiwm},

.. . . . . i *
(11) H{ﬁ je F—diferencijabliino u x

*

-3 3 —
(1i1)  HZ G D=(F 0 =0T ) T (F (7 ) —uD G ) +S (x ) ),
. . T 3F % #*
gde e B (x )=D{x i-T{x )-5{x ). standardnc razlaganje

. - 5
matrice 7 {x 3.

boristedil ovue tecremu, sada mofemp dokazati 1 slededu,

osnovnu tecremu 0 lokalno) konvergesncociji MACRN postupka.

Teoremna 2.2. Meka je preslikavanjie G: Hc:ﬁﬁ—}ﬁn F-diferenci ja—

X . .. * a
bilno v ctvorenoj ckolini w@c:w tadke x € inki{W), za koju ij=

* ) _ - . * .

G =@ 1 neka je 67 neprekidno v x . Neka G ima standardno

razlaganje (2.22. N=ka je F(H)=diag{f‘(x),...,fn(x)},pri demu
1

' su funkcionele f.: W->R, i€ N, za xE€H, neprekidne i1 imaju oso-

3 a
99,
Binu {i{z}}ﬁ. Mzka 2 ok oF8, :axi(x}}ﬁ, za xENE, iE N 2
—1
He CO={F{)—cT{x)) " (F)—-aD)+(o-a) TN +a5(x) ).
3G 50

) * ¥*
~ko je pf(H (x J)) < 1, tada je » tatka privladenja itera-—

F a0 .0

- - L - - *
cija dobijenih MAORN postupkom i R (MAORN,x )=p(H_ _ m(x*)).
3 |




Dok az & Zapifimo MADORN postupak u obliku

k41 k
(MACRND x%e R™, x~ ‘=6 (), Kk=@,1,.0. -

wako su ispunjene pretpostavke Teorema 2.1,s5ledi da je pres-—

likavanie B F—diferencijabilno u taldk: x 1
I Y 3
x* #* % =Y 0= “ #* *
G° _ {s« Y=A(F(x —cT{x 3} {F{e Y—aDi{x Y+cS(x ).
FaT
Kakao i3e
W o
G {x) = {1—¥yx + —= (33 4
FaC el o O F X, T
sledi da je 1 o_ F-—difzrenciigbilno u tafki ¥ 1 vazsi
[l AP C1
<% i3 Ay _ -3 »*
G { ) = {1—3 + — G_ {x ) = H {x ).
L, 0, o T [ aFaCF F,o,0
- X e % ®
Na gsnovy Teoreme 8.11 sled: Riiﬂﬁuﬁﬂ,x }=p{HF = m{x 1.
- - ¥

Frimedba. Ya®i analcgna teorema Tecremit 2.2, koja se odnesil

Tl

na Miutn—MADR postupak. Dekaz slec: direkino na osnovu fTecre—

me G.12 sa

Bx)=w *(Fix)—cT{x)),
__Cfx}=m—1{F{x}—aﬁin}+{m*ﬁ)T(ﬁ}+m5£ﬁ}),
Jer 3e
G {x)=B{x)-Ci{xJ,
i

H (w)=(B{x)y Ciu).
F TR

Zahval juinéi Teor=mi 2.2, sada sme 4 moguenosti da
formuligeme neke doveline uslove za lokalnu onvergenci ju
MAORN, a istovremeno i N-MACR postupka. Fotrebno je samoc ispil-—

) . . i : ¥* ; * .
tati peod kejim uslovima za matrice 6°(x ) 1 F(x } i para-
metre o¢ 1 w vaZi

*
(H ! -
p F,G’m(y ))y <1




OCdgovor se dobija koriddenjem neke od teorema o konvergenci ji
MAOR postupka iz prvog dela teze. MNa primer, direktna posliedi-

ca Tecrema 2.2 1 1.9 1o slededée

Teorema 2.3. Neka su za preslikavanje § 1 matricu F ispunzesne

* : :
pretpostavke Teoremse 2.2. Neka je 87 {x } H-matrica 1

] . 3 =
g = min ri{x )fgi A
1EN
Bgi
ce jJje g, {x)=—1{x).
= 12 9y axi

: . + #* : . : : :
Tada Je za 8 < w L g, B < ¢ £ g, ¥ tafka priviats=nia itaraci-

Ja dcbijenih MAORN (11i MN-MAOR) postupkom.

2. 2.2, CLOZALNA KONVERGENCIJA

-

£ globalnoy konvergenci ji MADRN postupka mcfeno cove-—
mritl samc u sludaju kada je posmatrani nelinsarni sistem soe-
cijalnog cblika. Ma primer, u [EKa,843, [B<a,B53, LEa,BZal,
[BKa,861 igpitivana je cleobalna konvergencija SCRN  postuska,
ali samoc za nelinearne sistene, ¢ije je reSavani= potrebrno za
nalaenje minimuma nekog konveksnog funkcicnala na  konveks—
nom skupu. Ovde se nedemo zadrZavati na takvim sistemima, jer
analiza konvergenciji=s za takve sisteme zahteva cbiman prelimi-
narni materijal.

Nebke teoreme o globalnoj konvergenciii MSCRN peostuntka

date su u 61 ,881.

Ovde <emo se zadrZati na ispitivanju glcbalne kornver-
gencl je AORN postupka za redavanie sistema nelinearnih jedna-—

Cina sledeteg oblika:s




g
(2.6) gi(x I )= 2 a. x. + y.(x.) —b. =@, i=1,2,...40,

gde su yi(x) nelinearne dva puta diferencijabilne funkcije.

Uvedimo sledsde oznake:

i—-1 n
p,(s) = max p . (&), p (E)= Eﬁi.{ll—ﬁ'!+!ﬂ‘ip1q(c~r)}+ > A s
ieM 1% j=1 J =1 +1
i—1
PL(e) = max p,. (€), py, (@I=icl ; A, L fe. Y +po (5D
1EM i=i

VaPi sliesdeéa teprema (v.LLCh,833).

& a :
Tecrema 2.4. Neka za svawxs xiEEx;—r,xi+r3 vafiz

A

171a. . +vi{x dYt{o Ko, by "(x_ YIi<Y._ LY.
i3 ‘1 1 1— 1 i — 1

Dal je, neka je

1 &, .
U'i ,‘ii:t_ki_cr,,u.}, i858 N,

h(ﬁ,m)=liﬂmi+lm!p1(ﬁ}+€{1+l1—m!}c?+{2+lmi)pqia}}kia,u)fz < 1,
#
kig,a) /{l-hig,w))= {(c,w)ir.
Q2 * i .. : :
Tada na skupu Ixi~xi}£r (or,w}, iE N, postoiil rekenige x S15-
tema (2.6), ka njemu kaonvergira ADRN postupak 1 vadl ocena
greske:

it i %
Ixi—xiiir (g,u)hmtﬁ,w), iE Ny, m=08,1,..44

. . m . .
pri &femu je sa % oznatena m—ta iteracija dcbijena ACRMN pos-

tupkom.




'_BZ"

Ukoliko nelinearni sistem (2.86) ima oscbinu stroge di-—-
jagonalne dominacije, tj. ako za svako tE (~x,») 1 Svako 1E N
vaXi:

v !
25 ;i(t)#@,

1—1

o~ : -
- .. ta. . +vw () t<H
jjlialjlf ii ‘1007 =1

n
la. . i/1la. .+  (Lt)i<
= i3 ii 74 shos

j=i+l

H,+H=H < 1,

tao direktnu posledicu Tecreme 2.4, dobijamo sledecu teoremu.

Tecrema Z.9. Neka za svako tei{-w,x) vaZi

1/ta,  +y; it ide, by ()Y, i€ N,

Dal e, neka jie

hicg,e)=ll-wi+lolt{H 1i-cl+H ) /{1—-{olH o+

3 i

+{Zchwi{1+!1—mi+(2+Imi)!ﬁ%Hlf(i—IalHI)))IE < 1.

- o . . . :
fada na skunu Ix. —u. < ilwli/{i-nf{c,wl) ie N, postoj:r rekenje
i i = 7 7 ]

*
¥ sistema (2.6), ka njemu konvergira AORM  postupak 1 valdi

occena gresfke:

* m m :
lxi—xilglmIZh (c,0)/{1-h{s,w)), LIE N, m=8,1,... .




U radu [Ch,83]1 jos su uporedjivani Jakobi—-Njutnov 1 Gaus—
Zajdel-Njutnov postupak i pokazano je da u slutaju "jate" neli-
nearnosti posmatranog sistema (2.6) prednost 1ma Jakobi-Njutnov
postupak, a u siutaju "g]abi je” nelinearnosti, Gaus—7Zajdel —-Njut-

nov postupak. To pokazuje i Primer 2.7.2, preuzet iz istog rada.

2.2.3. NUMERI&KI PRIMERI

Dreimor Z2.2.1. Resava se sistem

3x1—4x2+exp(“px2)—exp(—p}+1 = B,
2x1—3x2+exp{—qx1}*exg{—q)+1 = 8,

gde su p i g reaini paramnetri. Ovaj sistem ima tadfno retenje

:{=E:-:1,:~:23=£1 s1d.

Za njegovo pribliZnc refavanie Loristimo ADRN postupak 1 odre—
djujemoc k iz uslova

tr —
{(2.7) _ “}:_}:“ﬁ@ < 14 B.,

. k .y X . . ..
crl Cemu emo Sa X orpalili k~tu iteraciju dobijenu ACRKN pos—
tupkom, sa potetnim vakiorom na=£2,83. Rezultati su dati U

vidu sledede dve tabele.

Tabela 1. p=2, g=8
{w, o) (Z,1.5) {(1.5,1.53 {1,1) ({1,8)
I 44 : 194 326 &2

Tabela 2. p=4, q=8
(., 0) (3,1.5) (1.5,1.3) (1,1} (1,@)
k 15 =0 200 394




Iz linearnog slutaja je poznato da su (Z,1.9) 1 (1.5,1.30) re-
dom optimalni izbori parametara AOR 1 SOR postupka za resava-
nje sistema sa matricom G'(x) (x=L1,11). Kako se brzina kon—
vergenci je ACRMN postupka meri spektralnim radijuscs AQR mat-
Frice za linearan sistem sa matricom 67 (¢}, to su navedeni iz
bori parametara optimalni i =za AGRN, odnosno SCRM postupak.

Tabele 1 i 2 ilustruju koliko ACRMN postupak mofe bitl efek—

tivniji od SORNM postupka.

Na istom orimeru pokaiimo da broj iteraciia, k, pot-
rebnih za pestizanis tafnosti (2.7} malo ravisi o 1izbera

pctetnog vektora.

Tabela 3. w=3%, ¢=1.5, p=4, g=3
pGetni vekitor L2.83 F32,1233 {—1.8.53 [D.—8.1253

k 15 15 | 15 16

Slededi primer uporediuje Jakobi-pjutnov {IM) 1 Gaus-
Zaidel-Njutnov (ESN! postupak u sludajevima vede 111 manjie ne-

linearnecsti posmatrancg sistema.

Primer 2et-Z. FRef=auva co cistam

1@w ko, Rk om, +EH§{kzmi)—lﬂB = B, i=1,... 499,

_ . @ . o
Za potietni wvektor uzima se xi=—1, i=1,...,2 1 iterativni pos-—

tupalt se sprovodi dok se ne i1spuni usliov

+1 -
;P o 19 .

\:
I
4

L

U Tabeli 4 prikazan je najmanii broj m sa navedenocm oscbinom.
Stepen nelinearnosti meri se konstantem k.., a istovremeno se
=t

variraju i konstante ki 1 kz. Foslednje tri vrste u tabeli se




adnose na linearan sistem
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