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0. UVOD

Jedan od prvih nelinearnih problema sa kojim se matematicari
sreéu u praksi i u svojim istrazivanjima odnosi se na algebarske poli-
nome. Ovaj problem je veoma znacajan, kako sa teorijskog, tako 1
sa prakticnog stanovista i zbog toga mu je oduvek pridavana velika
paznja, o ¢emu svedoéi ogroman broj radova tokom vise vekova, kao 1
brojne monografije. Zaista, Mathematische Enzyklopadie pokazuje da
je tesko izdvojiti bilo koji interval od 10 godina u toku poslednjih 200
godina koji nije produkovao znacajan doprinos ovoj oblasti. Lista is-
trazivaca sadrzi imena mnogih ¢uvenih matematicara kao §to su Fourier,
Descartes, Newton, Euler, Cebisev, Laguerre, Gauss i drugi. Jedan deo
njihovil teorijskih rezultata lezi u osnovi mnogih modernih numerickih
metoda primenjenih na moénim racunarima.

Algebarski polinomi se javljaju pri reSavanju velikog broja matema-
tickih problema, bilo da se radi o problemima numericke matematike
(npr. kao karakteristicni polinom regularne matrice), ili pri resavanju
diferencijalnili i diferencnih jednacina (kao karakteristiéni polinom date
lincarne diferencijalne ili diferencne jednacine sa konstantnim koefi-
cijentima). Osim toga, matematicki modeli velikog broja problema
tehnike i fizike cesto se svode na algebarski polinom ¢ije nule treba
odrediti.

Jedno od fundamentalnil istrazivanja na polju resavanja polinomijal-
nih jednaéina vezano je za Gisto algebarski pristup mogucnosti reSavanja
algebarskih jednacina proizvoljnog stepena. Francuski matematicar
Evariste Galois (1811 — 1832) dokazao je (oko 1830. god.) nemogucnost
resavanja putem radikala opste algebarske jednacine stepena veceg od
Getiri. Navedeni Galoisov rezultat da se nule algebarskog polinoma ste-
pena veéeg od cetiri u opstem slucaju ne mogu izraziti eksplicitnom
formulom pomoéu koeficijenata polinoma, kao i €injenica da su for-
mule veé¢ u sluéaju polinoma treceg i cetvrtog stepena veoma kompliko-
vane i praktiéno neprimenljive, dali su pun zamah numerickom pristupu
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pri resavanju algebarskih jednacina, kori¢enjem nekog pogodnog algo-
ritma, najéesée iterativne prirode. Sa razvojem elektronskih ra¢unara
posle II svetskog rata pojavio se veliki broj novih, prakti¢no ostvarljivih,
numerickih algoritama visoke efikasnosti.

U vezi nalaZenja nula polinoma ¢uveni §vajcarski matematicar Piter
Henrici je na SIAM konferenciji posve¢enoj numerickom resavanju ne-
linearnih problema (odrzanoj 1968. godine u Filadelfiji, SAD) istakao
da je ”... problem odredivanja nula datog polinoma sa kompleksnim
koeficijentima pravi nelinearan problem. U isto vreme problem je jed-
nostavan. On je toliko jednostavan da, u stvari, postoji nada da ¢emo
jednog dana biti u stanju da ga u potpunosti resimo.” Ni trideset go-
dina posle citirane Henricijeve ingeniozne primedbe, uprkos velikom
broju razvijenih algoritama za nalazenje nula polinoma, savrsen algo-
ritam jos uvek nije razvijen. Svaki od algoritama ima svoje prednosti
i mane te je zbog toga opisani problem jos uvek aktuelan 1 u danasnje
vreme. Upravo to je i razlog za dalja istrazivanja na ovoj temi i glavni
motiv pri izradi ove disertacije.

Osnovni cilj disertacije usmeren je na konstrukciju novih itera-
tivnih metoda za numericko resavanje algebarskih jednacina. Glavna
paznja posvecena je simultanim metodima visokog reda konvergencije
za nalazenje svih (prostih ili visestrukih) nula polinoma. Osim detaljne
analize konvergencije i numericke stabilnosti, ispitivanje racunarske
efikasnosti 1 eksperimentalne verifikacije novih algoritama na numeri-
¢kim primerima, razmotrena je i moguénost implementacije na paralel-
nim racunarima.

Ovaj rad se sastoji od slede¢ih poglavlja:

0. Uvod;

Simultani metodi za nalazenje nula polinoma;

N9 =

Intervalni metodi nagiba za inkluziju nula polinoma;

Familija iterativnih metoda za simultano nalazenje nula polinoma;

o

Simultano nalazenje nula analitickih funkcija;
5. Simultani metodi za visestruke nule;

Literatura.

Prvo poglavlje je preglednog karaktera i ne sadrzi nove rezultate.
Kratka istorija razvoja iterativnih metoda za reSavanje nelinearnih
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jednacina data je u odeljku 1.1. Velina problema koja se javlja pri
nalazenju nula polinoma metodom deflacije uspesno se moze prevazici
odredivanjem svih nula istovremeno. Postoji vise razlicitih pristupa
pri simultanom odredivanju nula polinoma, kao sto su Henricijev qd
algoritam, globalno konvergentni algoritmi koji se primenjuju interak-
tivno (Farmer i Loizou), metodi zasnovani na relaciji fiksne tacke 1
drugi, predlozeni u radovima Wilfa, Pasquinija i Trigiantea, Jankinsa
i Trauba, itd. U ovoj disertaciji razmatrani su iskljucivo algoritmi za-
snovani na relacijama fiksne tacke. Ovakav pristup omogucuje kon-
strukeiju algoritama koji se odlikuju 1) veoma brzom konvergencijom 1
2) moguénoiéu kontrole gornje granice greske pronadenih aproksimacija
koriséenjem tzv. kompleksne intervalne aritmetike. Navedene konstruk-
cije opisane su u odeljku 1.2, dok su osnovne operacije i neophodne oso-
bine kompleksne intervalne aritmetike ukratko izloZzene u odeljku 1.3.
Na osnovu ovih osobina u odeljku 1.4 je na nekoliko primera demonstri-
rana konstrukeija simultanih inkluzivnih metoda. Ovi metodi koriste
pogodne relacije fiksne tacke i osobinu inkluzivne izotonosti. S obzirom
da su za implementaciju inkluzivnih metoda potrebni pocetni intervali
koji sadrze trazene nule, u odeljku 1.5 je dat kratak pregled rezultata
koji se odnose na lokalizaciju nula polinoma i izbora pocetnih intervala.
Zbog analize konvergencije razmatranih iterativnih intervalnih metoda,
u odeljku 1.6 data je definicija R-reda konvergencije uvedena od Ortege
i Rheinbolta [70], kao i neke osnovne osobine R—reda konvergencije.
Drugo poglavlje se sastoji od tri odeljka. U odeljku 2.1 je na osnovu
relacije fiksne tacke
p(z)

9(z,¢)’

gde funkeija g(z,¢) definise tzv. nagib (slope), konstruisan intervalni

I
Il
™

metod nagiba za inkluziju proste kompleksne nule ¢ polinoma p, pri
cemu je z neka aproksimacija nule (. Pod pretpostavkom da pocetni
interval Z, sadrzi prostu nulu ¢ polinoma p, iterativna formula

p(zv)

———t (z,=midZ,, v=0,1,...) (1)
g(ZI/aZU)

Zu+l — T

definise intervalni metod nagiba. Dokazana je teorema koja tvrdi da
niz polupreénika {r,} diskova Z, konvergira kvadratno ka 01 ¢ € Zha
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svakom iterativnom koraku [78]. Modifikacija metoda (1) koja kom-
binuje metod seéice sa intervalnim metodom nagiba (1) i ima red
1 + V2 =~ 2.414, opisana je i analizirana u odeljku 2.2. Oba metoda
imaju prednost nad Mooreovim intervalnim metodom [64] drugog reda
jer se mogu primeniti i u slu¢aju kompleksne nule, dok se kombinovani
metod odlikuje i brzom konvergencijom ([78]).

Intervalni metodi nagiba sa vrlo brzom konvergencijom predloZeni
su u odeljku 2.3. Polazeéi od pogodne relacije fiksne tacke zasnovane
na nagibu i koristeé¢i centriranu inverziju diska {c; T m},
konstruisana su dva nova metoda treéeg i ¢etvrtog reda [77]

di
I”(:U) Ul(:tqu/) :
Zl/ — 2y s Zy = IZU, = ,1,... 5
5 T T P s ¥ R

1

g (L _ 92— h(z)
v+1 = Zv hy,  g(zv,2Z, — h(z,))

I

(2. =mid Z,, v =0,1,...)

U treéem poglavlju razmatrane su dve nove familije iterativnih
metoda za simultano nalazenje nula polinoma zasnovane na Hansen-
Patrickovoj jednoparametarskoj familiji iterativnih metoda

g (o +1)f(2)
af'(z) £ 1/ £1(2)* = (@ + Df(2) f"(2)

za nalazenje proste nule funkeije f, kao i na modifikovanoj formuli za
visestruke nule [42]

(S5

m(ma +1)f(2)

maf'(z) £ \/m(ma —a+ 1)f’(:)2 —m(ma+1)f(2)f"(2)
(3)

Pri konstrukeiji novih iterativnih formula koris¢ena je Weierstrassova

popravka

1 2

Wi(z) = __(_)___’ (4)
H(Z z )mj
j#i

gde sumy,... ,m, visestrukosti nula (;,... ,(, polinoma P stepena n.
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U odeljku 3.2 formula (2) je primenjena na funkciju

W
/zi(z):YfV'i—{—(z—z,-)(lJrZ : ) W; = Wi(zi). (5)

Na ovaj nacin izvedena je nova jednoparametarska familija za simultanu
aproksimaciju svih prostih nula polinoma P:
(a +1)W;
a(14Gri) £ /(14 Gh,i)? +2(a + 1)WiG2,

2 = 2 (v € In), (6)
gde je Gri = E#iI/V]-(:,- — 2;)7% (k = 1,2). Za razlicite vrednosti
parametra a dobijaju se specijalni sluc¢ajevi koji definisu nove iterativne
formule.

U odeljku 3.3 Hansen-Patrickova formula (3) za visestruke nule pri-
menjena je na Weierstrassovu popravku Wi(z). Zamenjujuci f'/f i
f"/f' sa H": /Wi i I'V;’/I'Vl-’ u (3), dobijena je familija iterativnih metoda
za simultano odredivanje svih prostih ili visestrukih nula polinoma P

m;(m;a + 1)

W Wi\ 2 Wi W
mia— % [mi(mja — a + 1)< : ) — milma e —

Il

™

W; W; W; W
(7)
U odeljku 3.4 dokazano je da je red konvergencije familija (6) 1 (7)
jednak ¢etiri za proizvoljan konacan parametar o. Numericki rezultati
dobijeni pomocéu simultanih metoda koji pripadaju familijama (6) 1 (7)
prikazani su u odeljku 3.5

U odeljku 3.6 razmatran je Euler-Cebisevljev metod

_ f(2) S
f'(z) f'(z) 2f'(2)

Ovaj metod se na posredan naéin moze dobiti iz familije (2) stav-

™
Il

™

(1422 LGy -

ljajuéi & = 1 1 koristeéi razvoj u geometrijski red. Primenjujuéi metod
(9) na funkciju hi(z;) datu sa (5), dobija se simultani metod Euler-
Cebisevljevog tipa
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gde je hi(zi) = Wi, hi(zi) =14+ G, hi(zi) = —2G2,i. Dokazano je da
ovaj metod ima red konvergencije cetiri. U ovom odeljku razmatrana
je 1 varijanta Euler-Cebisevljevog metoda za nalazenje visetrukih nula
polinoma P.

Posebna paznja je posvedena simultanom metodu Eulerovog tipa

2W;

14+ Gt , [(L+Gri)2 +4W: >
i

Ovaj metod je od specijalnog interesa jer se, koriste¢i pogodne aproksi-
macije ¢; koje zahtevaju zanemarljiv broj dodatnih operacija, mogu
generisati metodi petog i Sestog reda. Ocigledno, ovi metodi poseduju
veoma visoku racunarsku efikasnost. Specijalno, za ¢; = z;, dobija se
metod éetvrtog reda koji proizilazi iz familije (6) za a = 1.

U ¢etvrtom poglavlju izuéavani su metodi za nalazenje nula jedne
klase analitickih funkcija koje u prostoj zatvorenoj konturi imaju
konac¢an broj nula. Ova klasa, koja kao jezgro ima algebarski polinom
1 moze se predstaviti u obliku

®(z) = exp(Y(2)) H(: —¢j) (Y(2) - analiticka funkcija),

=i

razmatrana je u radovima Iokidimisa i Anastasseloua [51], Petkovica
i Hercega [90], Petkoviéa i Marjanoviéa [94], itd. Najpre je u odeljku
4.1 prikazan simultani metod Cebisevljevog tipa [99]. Aproksimirajuci
izraz ®"(z)/2®'(z) sa Y'(z;) + Z]'¢i(:i — zj)7', iz formule (8) dobija

se iterativna formula

ot i ) D(2i) (111, 1 ,
=g ”—_@'(zi)(’ (“H;__z,-—:j) G el (9)

™

Cebigevljevog tipa za simultanu aproksimaciju svih nula analiticke
funkcije ®. Dokazano je da je red konvergencije ovog metoda jednak
tri. Detaljnom analizom numericke stabilnosti metoda (9) pokazano je
da se on ponasa dosta stabilno u prisustvu greske numericke integracije.
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Poslednjih godina velika paZnja je posvecena razradi algoritama
efikasnih za primenu na paralelnim ra¢unarima. Takav je slucaj sa algo-
ritmima za simultano nalazenje nula polinoma gde se vrsi istovremena
realizacija vise verzija istog algoritma (npr. n verzija, gde je n broj ra-
zlicitih nula polinoma). Na ovaj nac¢in se smanjuje vreme izracunavanja
jer se delovi algoritma izvrsavaju na vise procesora u isto vreme, sto je 1
glavna prednost paralelne implementacije. U nastavku odeljka 4.1 raz-
matrana je paralelna implementacija metoda (9) sa posebnim osvrtom
na asinhronu verziju.

U odeljku 4.2 bavimo se familijom iterativnih metoda za analiticke
funkcije primenjuéi opet Hansen-Patrickovu formulu (2). Izvedena je
jednoparametarska familija za simultanu aproksimaciju svih prostih
nula analiticke funkcije @ u posmatranoj oblasti G.

Peto poglavlje sastavljeno je od cetiri odeljka 1 u njima se posma-
traju visestruke nule polinoma i simultani metodi za njihovo odrediva-
nje. Smenjujuéi aproksimativni izraz za koli¢nik P"/P'" u Osadinom u
Laguereovom metodu treéeg reda, u odeljku 5.2 dobijeni su simultani
metodi koji su takode treéeg reda [75]. U odeljku 5.3 pokazujemo da
ako se u Osadinoj formuli uzme W!/W; i W/ /W] umesto P'(z;)/P(zi)
i P"(z;)/P'(zi) (respektivno), gde je W;(z) Weierstrassova popravka za
visestruke nule data sa (4), dobijaju se simultani metodi za nalazenje
vigestrukih nula sa redom konvergencije cetiri [46].

U odeljku 5.4 razmatrani su metodi asinhronog tipa za simultano
nalazenje visestrukih nula bez poznavanja reda visestrukosti. U ne-
davnom radu [53] pokazano je kako se Weierstrassov metod moze
iskoristiti za simultano nalazenje visestrukih nula kada visestrukosti
nisu poznate. Autori su predlozili varijantu ovog metoda koja ima
visetackasti karakter. Da bi se izbeglo deljenje nulom u slucaju istih
aproksimacija, u iterativnim formulama razlike z; — z; koriste aproksi-
maciju z; iz m-te iteracije i aproksimacije z; (j # @) 1z (m — 1)-ve
iteracije. Za najcesée koriséene simultane metode, sa popravkama 1 bez
popravki, data je analiza konvergencije za asinhroni mod. Pokazano
je da iterativni metodi sa popravkama nisu efikasni jer se njihov red
konvergencije znacajno smanjuje.

Skoro svi iterativni metodi predlozeni u ovom radu testirani su na
velikom broju numerickih primera, od kojih je jedan deo prikazan u
radu. Pri njihovo] realizaciji korigéen je programski jezik FORTRAN
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77 na PC Pentiumu u dvostrukoj tac¢nosti (oko 16 znacajnih decimal-
nih cifara) ili na raé¢unaru Micro VAX II sa aritmetikom cetvorostruke
preciznosti (oko 33 znacajne cifre).

Na kraju rada data je lista od 122 reference koje su direktno koriséene
ili citirane u radu.

* *

Koristim priliku da 1zrazzm veliku zahvalnost mentoru, profesoru dr
Miodragu S. Petkoviéu, koji je rukovodio izradom ovog rada 1 pruzio
mi dragocenu pomoé, kako pri formiranju konacéne verzije rada tako 1
diskusijama o pojedinim problemima 1 u nalazenju potrebne literature.

Takode se zahvaljugem 1 dr Dragoslavu Hercegu, redovnom profesoru
PMF-a w Novom Sadu, na korisnim sugestijima 1 podrsci pri izradi ovog
rada. Posebnu zahvalnost dugujern dr Ljljant Petkovié, redovnom pro-
fesoru Masinskog fakultetu w NiSu, koja je procitala ceo rad @ direkino
rukovodila delom istrazivanja prikazanih w 2. 1 5. poglavlju. Zahval-
nost dugujem 1 dr Snezani Ilié, docentu Filozofskog fakulteta u Nisu, 1
Dordu Hercegu, asistentu PMF-a v Novom Sadu, koji su bilr koautor:

u zajednickim radovima ¢iji su rezultatr prikazant u ovoy disertaciji.

Zelim da izrazim najiskreniju zahvalnost svojoj supruzi Ivani koja je
svojom neprestanom podrikom 1 velikim odricanjem doprinela da ovay

rad bude zavrien u plamiranom roku.




Poglavlje 1

SIMULTANI METODI ZA NALAZENJE
NULA POLINOMA

1.1 Kratka istorija iterativnih metoda

Problem nalaZenja nula polinoma jeste jedan od najstarih ali 1
najvaznijih matematickih problema. Jedno od fundamentalnih is-
trazivanja na polju resavanja polinomijalnih jednacina vezano je za
¢isto algebarski pristup mogucnosti resavanja algebarskih jednacina
proizvoljnog stepena. Norveski matematicar Niels Henric Abel (1802 —
1829) u svom radu objavljenom 1828. godine dokazao je da se opsta
jednacina petog stepena ne moze resiti pomocu radikala.

Uopstenje Abelovog stava je dao francuski matematicar Evariste Ga-
lois (1811 — 1832). Naime, on je dokazao (oko 1830. god.) nemoguénost
resavanja putem radikala opste algebarske jednacine stepena veceg od
cetirl.  Ovi rezultati objavljeni su tek 1846. god. u casopisu Jour-
nal de mathématiques pures et appliquées, ¢iji je izdava¢ bio poznati
matematicar Joseph Liouville (1809 — 1882).

Navedeni Galoisov rezultat da se nule algebarskog polinoma ste-
pena veceg od cetiri u opstem slucaju ne mogu izraziti eksplicitnom
formulom pomoéu koeficijenata polinoma, kao i ¢injenica da su for-
mule veé¢ u slucaju polinoma treceg i cetvrtog stepena veoma kom-
plikovane i praktiéno neprimenljive, dali su pun zamah numerickom
pristupu refavanja algebarskih jednacina, koris¢enjem nekog pogodnog
algoritma, najcesce iterativne prirode.

Ipak, i pre epohalnog Galoisovog rezultata bilo je pokusaja sukce-
sivnog izracunavanja pribliznih vrednosti korena jednacina. Isacu New-
tonu (1643 — 1727) pripada zasluga za iterativni metod nalazenja ko-
rena jednacina. Ovaj metod je izloZzen u radu De Analyst Per Aqua-
tiones Infinitas (O analizi jednacina sa neogranicenim brojem ¢lanova)
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javno saopstenom po prvi put 1669. godine i kasnije publikovanom
u delu Analysis Per Quantitatum Series, Fluziones, ac Differentias:
cum Enumeratione Linearum Tertii Ordinis koje predstavlja kolekeiju
odabranih Newtonovih radova iz matematike (London 1711., izdavac
William Jones). Prvu sistematsku diskusiju o Newtonovom metodu

f(zk)
f'(zk)

dao je Joseph Raphson u svom delu Analysis Aquationum Universalis,

Zk4+1 — 2k — (A,:(),l,) (11)

seu ad Aquationes Algebraicas resolvendas Methodus Generalis et Ez-
pedita, ex Nova Infinitarum Serierum Methodo Deducta et Demonstrata
(London 1690.). Zbog toga se iterativni metod (1.1) cesto u literaturi
naziva Newton-Raphsonovim metodom. Ina¢e, Newtonov metod je ak-
tuelan i u danasnje vreme i predstavlja osnovu mnogih metoda. Stavise,
on se pojavljuje kao glavna tema u nedavnim radovima (npr. [30], [61],
[66], [110]) koji predstavljaju fundament novih matematickih disci-
plina.

Ubrzo posle Newtona, 1694. godine, njegov sunarodnik 1 savremenik
astronom Edmund Halley (1656 — 1742) predlozio je u radu Metho-
dus Neva Accurata € facilis inveniendi Radices Aquationum quarum-
cumque generalier, fine praevia Reducone® (Phil. Trans. Roy. Soc.
London 18 (1694), 136-145) iterativni metod oblika

f(zk)
TG
2f'(zk)

Halleyev iterativni metod (1.2) ima kubnu konvergenciju. Uslovi za
globalnu konvergenciju Halleyevog metoda detaljno su prouc¢eni mnogo
kasnije u radu Daviesa i Dawsona [22]. Pomenimo da se u ruskoj litera-
turi ovaj metod naziva jos i Salehovljevim metodom [106] ili metodom
tangentnih hiperbola, zbog odgovarajuée geometrijske interpretacije,
mada se ponekad citira i rad H.S. Walla [117].

Sto godina posle Newtona, veliki §vajcarski matematicar L. Euler
konstruisao je slededi iterativni metod:

- 2/ (=)
F'(zk) £/ ' (zx)? — 2f(2k) f"(2k)

revod ovog rada, na engleskom jeziku, moze se naéi u [36]

241 = 2k — (k=0,1,...). (1:2)

f'(2k)

Zk+1 = Zk (k= 0,150

*p
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Eulerov metod ima kubnu konvergenciju (videti [113]). Lako je
primetiti da ako je | f(zx)| dovoljno malo, tada aproksimacijom kvadrat-
nog korena (i uzimajuéi znak + ispred korena) dolazimo do Halleyeve
formule (1.2).

Eulerov metod je korenskog tipa. Jos dva metoda koji takode ko-
riste kvadratni koren i imaju kubnu konvergenciju, dobro su poznata u
literaturi i éesto korigéena u praksi. Prvi od njih je izveo Laguerre (60]
1898. godine i ima oblik

vf(zk)
Fizi) £ VI = DF GO — v(v — 1)f(zx)f"(2)

Zk+1 = %k —

gde je v # 0,1 realan broj. Ispred korena treba izabrati onaj znak koji
se razlikuje za manje od m/2 od argumenta (realnog ili kompleksnog)
broja (v —1)f'(zx). Laguerreov metod se cesto koristi za nalazenje nula
funkcija zbog svojih dobrih konvergentnih osobina, speci] alno zbog male
osetljivosti na izbor poéetne aproksimacije. Ovaj metod se 1zuzetno
dobro ponasa kada je |zx| veliko (videti [42]). Napomenimo da se u
sluéaju primene na polinom stepena n parametar v bira tako da bude
jednak stepenu polinoma, tj. v = n.

Drugi metod korenskog tipa je metod Ostrowskog [72]. Po strukturi
je slican sa dva prethodna i ima oblik

3 f(zk)
+/F'(2k)? — f(z1)f"(2k)

Zk+1 = 2k =L, )

Izbor znaka vréi se na isti nacin kao kod Laguerreovog metoda.

Jedan od znaéajnijih rezultata na polju iterativnih metoda publiko-
van je u drugoj polovini XIX veka. To je tzv. Schroderov razvoj [108],
koji za nulu ¢ funkcije f i njenu aproksimaciju a ima oblik:

N1 g S8
(=a+u- aéwwg(zé;—m)uum : (1.3)

gde je u = f(a)/f'(a) Newtonova popravka i oy = f®(a)/f'(a) (k =
2,3,...). Uzimajuéi m ¢lanova na desnoj strani formule (1.3) (racuna-
juéi i prvi élan — aproksimaciju a) i zamenjujuci nulu ¢ novom aproksi-

macijom %, dobija se iterativni metod reda m. Razvoj (1.3) cesto se
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naziva osnovnim ili baziénim razvojem i koristi se ne samo za kon-
strukeiju iterativnih metoda visokog reda, ve¢ i u postupku dokazivanja
reda konvergencije iterativnih metoda. Na primer, za m = 2 imamo
Newtonov metod (1.1), a za m = 3 dobija se metod treceg reda

" _ "y,
;k+1:;k—M<1+ML(7—k)) (k=0,1,...).  (14)
f'(zk) 2f"(z)?

Algoritam (1.4) se najcesce naziva Euler-Cebisevljevim metodom.

Jedna klasa iterativnih metoda proizvoljnog reda konvergencije, koja
se moze shvatiti kao generalizacija Newtonovog metoda i ukljucuje kao
specijalne slucajeve ne samo Newtonov vec i Cebisevljev metod, raz-
matrana je u radu [116]. Napomenimo da se skoro svi gore pomenuti
algoritmi mogu dobiti iz familije metoda prikazane u radu Hansena 1
Patricka [42]. Klase iterativnih metoda za resavanje jednacine f(z) = 0
takode su razmatrane u radovima Wanga (rad na kineskom iz 1961.) i
Pomentalea [101].

Sa razvojem elektronskih racunara posle II svetskog rata pojavio
se veliki broj novih algoritama za reSavanje jednacina, kao i modi-
fikacije veé postojeéih metoda. U tom periodu vredno je pomenuti
Mullerov metod [65] iz 1956. godine (videti, takode, (44, pog. 10]).
Ovaj metod je zasnovan na interpolaciji funkcije f u tri tacke pomocu
parabole. lako nema teorijskih dokaza, Mullerov metod konvergira u
skoro svim ,nepatoloskim” slu¢ajevima te se zbog toga ¢esto primenjuje
za nalazenje korena nelinearnih jednaéina pomocu ra¢unara. Zanimljiva
je ¢injenica da je bas ovaj metod upotrebljen pri proracunima tokom
svemirskih letova americkih raketa sezdesetih godina koji su ukljucivali
izracunavanje nula polinoma do 32. stepena. Poboljsanja Mullerovog
metoda data su u radovima [52] i [73].

Detaljan pregled i analiza velikog broja iterativnih metoda za resava-
nje nelinearnih jednacina i sistema jednacina dat je u monografijama
Trauba [113], Ostrowskog [72], Ortege i Rheinboldta [70] i Sendova,
Andrejeva 1 Kjurkéijeva [109].

Do pre dve decenije iskljuéivo su bili korid¢eni numericki metodi
pomocu kojih su nule polinoma odredivane sukcesivno, primenom pos-
tupka deflacije (deljenje linearnim faktorom — korenim c¢iniocem). S
obzirom da se ovi metodi u praksi realizuju na rac¢unarima sa ar-
itmetikom konac¢ne preciznosti (ograni¢en broj vazeéih cifara), javlja

T e
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se problem numericke nestabilnosti. Naime, greska zaokruzivanja, a
takode i greske nastale prilikom deljenja korenim ¢iniocem koji umesto
tacne nule ima samo njenu aproksimaciju, dovode cesto do velikih
gresaka pri odredivanju narednih aproksimacija. Dalje, pri reSavanju
prakticnih problema, ¢esto nije neophodno odrediti nule polinoma sa
velikom taénoséu. Medutim, kod primene metoda sukcesivne deflacije
evidentno je da nije moguée iskoristiti ovu prednost jer nedovoljno tacni
linerni faktori dovode posle deflacije do ,falsifikovanog” polinoma, a
time i do devijantnih aproksimacija preostalih nula.

1.2 Simultani metodi

Zbog navedenih nedostataka numerickih metoda koji koriste sukce-
sivno odredivanje nula polinoma deflacionim postupkom, danas su sve
vise u upotrebi iterativni metodi koji omogucuju istovremeno nalazenje
svih nula polinoma polazeéi od izvesnih pocetnih aproksimacija. Ovi
metodi se generalno mogu predstaviti u obliku

(k+1 k : : =
Z; ):H,(zg ),...,Zslk)) (ZGIH)s (10)
gde I, := {1,...,n} oznacava indeksni skup. Metodi ovakvog tipa
zovu se simultani metodi u paralelnoj ili Jacobievoj verziji (total-

step metodz).

Razmotrimo moniéni polinom stepena n > 3
n
= .
P(z) =z2"4+apn—12"" 4+ ---+ajz+a = (z—=¢;) (a; €C)
=1

sa prostim kompleksnim nulama (j,...,(, 1 neka su zi,... ,z, njihove
aproksimacije. Formule oblika

Ck:Fk(Zla"' a:n;clv-- 7(:12)7

koje zovemo relacijama fiksne tacke (skradeno RFT) u odnosu
na nule polinoma, su osnova za konstrukeciju simultanih metoda za
nalazenje nula polinoma. Dajemo nekoliko primera relacija fiksne tacke:
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Primer 1. RFT Weierstrassovog tipa, [84], [119]:

P(z
Ci:Z_—n_—E_)__ (¢ € In).

II¢z-¢)

i=1
i

Primer 2. RFT Newtonovog tipa, [34], [81]:

. 1 .
(i =2 — Z (z € I,).

. W(z)
(Ta=tvs — n ny('v) (76171)
= —
2%
J#A

=02z 1/2 (7 € I,
P'(z)? — P(2)P"(2) _{: 1
P(z)? —~ (z— ()
J# *
Primer 5. RFT Halleyevog tipa, [83], [118]:
Gi=2- : (i € 1)
e "y P(z) S
f(“)—QP'(z)KZ _g]> +Z (z=G) }

JF1 J#i
P(z)  P'(z)
P(z) QP'(Z)'

gde je f(z) =

T T e T TR M T
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Zameniujuéi nule ¢; na desnoj strani u primerima 1 do 5 nji-

] j

hovim aproksimacijama z;, dobijamo odgovarajuce iterativne metode u
/ 7

obiénoj kompleksnoj aritmetici za simultano nalazenje svih nula poli-

noma:
(M1): Weierstrassov metod (23], [24], [54], [120], red 2:

Anania)
[1Gi = =)

J#EE

(z € I,).

2= Z

(M2): Bérsch-Supanov metod [12], [68], red 3:

51' = 2Z; — 3 "1Y (2 (-~ In)-
T Z : (“1)
R Z2i — Z]‘
i
(M3): Maehly-Ehrlichov metod [25], [62], red 3:
1 :
Zai— o — P’( ) = 1 (Z = In).
P(z) ,Z; Z; — 2;

i #i

n

J;i *
Simbol * oznacava da se bira jedna od vrednosti kvadratnog korena
prema pogodnom kriterijumu, o ¢emu ¢e biti reci kasnije.
(M5): Halleyev metod [118], red 4:
1
fla) - ik (3 2 ) ey ——]
J\=i) = (s 5 o s > .)2
2P z;:) — Z; (2i — 25)

j#i ! ji V!

(i € In).

>
Il
S
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U vezi konvergencije navedenih simultanih metoda (M1) — (M5), ne-
davno je dokazan sledeéi vazan rezultat [86] koji daje uslove za konver-
genciju koji zavise samo od pocetnih aproksimacija.

Neka su {zgm)}, bz ,{zflm)} nizovi generisani iterativnim metodom.
Za m = 0,1,... uvedimo skracenice

2 e B (m) _(m) 1 (m) . _ 7o (m)s
o 11'1;1 {|2; z; |}, W™= Ay [W(z;"")|
i)

Teorema 1.1. Pod uslovom

111;1; lzfo) - z;U)l
WO = max |W(z" . - .
llélilg‘{n Lo I < 3n 3n’ (1.6

iterativni metodi (M1) — (M5) su konvergentni.

Koriséenjem veé izracunatih aproksimacija u istoj iteraciji dobija se
Gauss-Seidelova ili serijska (single-step) verzija simultanog metoda
L(k+1) (k+1) (k+1) (k) (k) :

: Hilz joen Bl 2; LAl ) (f=1,... ,n)

“a — - yMe g § <~

Red konvergencije ovih metoda je veéi u odnosu na Jacobijevu varijantu

(1.5).

1.3 Realna i kompleksna intervalna aritmetika

U poslednjih dvadesetak godina glavni pravei razvoja u oblasti ite-
rativnih procesa za resavanje jednacina bili su usmereni na

1) konstrukcijui primenu jedne nove vrste iterativnih metoda realizo-
vanih u tzv. intervalnoj aritmetici, ¢ija je glavna prednost kontrola
greske pri svim izracunavanjima i inkluzija trazenih nula, 1

2) na implementaciju iterativnih metoda na paralelnim racunarima,
sto je dovelo do smanjenja ukupnog vremena izvrsavanja algoritma.

Osnova intervalnih metoda za nalaZenje realnih nula je prosirenje
pojma realnog broja i realne aritmetike. Realan interval se predstavlja
pomocu para realnih brojeva i za takve brojeve se uvodi tzv. realna

e T T ===
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intervalna aritmetika. U slucaju kada su krajnje tacke intervala jed-
nake, imamo degenerisani ili tackasti interval koj1 se moze identifiko-
vati sa realnim brojem jednakim granicama intervala. Dakle, inter-
valna aritmetika ukljuéuje realnu aritmetiku kao specijalan slucaj. Isti
sluéaj je i kod intervalnih metoda za odredivanje kompleksnih nula, gde
se umesto uobicajene kompleksne aritmetike koristi kompleksna inter-
valna aritmetika koja operise sa diskovima ili pravougaonicima umesto
sa kompleksnim brojevima.

Pre nego §to opisemo intervalne metode za nalazenje nula funkcija,
naveséemo najosnovnije operacije realne i kompleksne intervalne arit-
metike. Podskup od R u obliku

A= [al,ag] = {CEZ Al L 09, 1B 0D E R}

sove se realan interval. Skup svih zatvorenih realnih intervala oznacava
se sa I(R). Ako * oznacava jednu od osnovnih operacija +, —, -, :, tada
se osnovne operacije u realnoj intervalnoj aritmetici definisu sa

AxB={z=axb: a€ Abe B}, A, B e I(R),

pretpostavljajuéi da 0 ¢ B ako je * deljenje.

Neka je S = {aiby,aibs,azby,azby}. Osnovne operacije sa realnim
intervalima A = [a1,a2] 1 B = [b1,b2] mogu se eksplicitno izraziti na
sledeci nacin:

[ay,az] + [b1,b2] = [a1 + b1, a2 + ba],
(a1, az) = [b1,b2] = [a1 — b2, a2 — b1],
[ay,az] - [b1,b2] = [min S, max S],
i3 <Ll
lay,az] : [b1,b2] = lor. g2l =)y O ¢ B.
by’ by
Neka su Ay i Ay realni intervali. Tada skup

A= {a:al+ia2: aj € A],GQ €A2}

kompleksnih brojeva predstavlja pravougaonik u kompleksno] ravni sa
stranama paralelnim koordinatnim osama. Skup ovih pravougaonika se
oznacava sa R(C), gde je C skup kompleksnih brojeva.
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Neka je * € {+,—,-,:} binarna operacija nad elementima iz I(R), i
neka je
A=A, +i4,, B=B,+1B;, A,BeRC).
Osnovne operacije aritmetike pravougaonika definisu se pomocu
A+ B = A, £ By +1(A; £ By),
A-B=ABy — AyBy + (A1 By + A2 By),
A:B= Alg% 12?;32 +1 Azg% +g%BZ, 0 ¢ B} + BZ.

Slucaj A : B zahteva posebno razmatranje jer deljenje definisano

poslednjom formulom daje kompleksan interval (pravougaonik) koji je
u opstem sluc¢aju suvise veliki u odnosu na tacan skup {z;/22 : 21 €
A, z; € B}. Zbog toga se u praksi koristi definicija deljenja koju su uveli
Rokne i Lancaster [103] na slede¢i nacin:
1
A:B=A- E,

gde je

1. 1 2

—=inf{ZeR(C): {-: be By C X ;.

B b
Na ovaj na¢in se dobija znatno manji pravougaonik mada gornji skup
formula zahteva vise racunskih operacija.

Druga vrsta kompleksne intervalne aritmetike koristi zatvorene kruz-
ne oblasti — diskove. Disk Z = {z : |z — ¢| < r} sa centrom ¢ =
mid Z i polupreénikom r = rad Z oznaci¢emo simbolicki kao Z = {¢;r}.
Skup svih zatvorenih diskova u kompleksnoj ravni oznacava se sa IX(C).
Osnovne opracije u kompleksnoj kruinoj aritmetici definisu se sa

{ci;m1} £ {e2;m2} = {e1 £ ea5m1 + 12},
wk{n;r} = {wder),
w-{c;r} = {w - ¢;|w|r},
{ei;m) - {ea;ra} = {creo;|er|rz + |e2|r + rirs},
s S e {¢;r}) .
Z —{C,7} -IT—~7 (|C|>7‘$ tJOQZ).
c|? —1
. ~1
Zy:4y=12- 7, (0 ¢ Z2),
z€Z = |z| £ |mid Z| + rad Z.

o e e e T
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7a navedene osnovne operacije +,—,-,: u skupovima I(R), R(C) i
K (C) vazi osobina inkluzivne 1zotonosti, t).

Zr CWi=>Z1%xZ, CWi Wy (k=1,2; x € {4+,—,:})-

Stavise, ako je f racionalna funkcija i F' njeno realno il kompleksno
prodirenje, tada vazi implikacija

Zy CWi (k=1,...,9) = F(Zy,... ,Z,) C F(W,... , Wy).
U specijalnom slucaju imamo
wi € Wi (k=1,...,¢ wx € C) = f(wy,... ,we) € F(Wy,...,W)).

Osobina inkluzivne izotonosti predstavlja osnovu za konstrukeiju itera-
tivnih metoda.
U ovom radu koristi¢emo sledeée ocigledne ekvivalencije:

ze{gr}e|z—c <,
z¢ {r}e|z—c|>r

Vige detalja o operacijama realne i kompleksne intervalne aritmetike
i njihovim osobinama moze se nac¢i u monografiji [5] i radovima koji su
citirani u ovoj knjizi.

Prvi i istovremeno fundamentalan rezultat u oblasti intervalnih
metoda dao je 1966. godine R. E. Moore u svojoj knjizi Interval analysis
[64]. Ako je F'(X) realno intervalno prosirenje funkcije f' nad inter-
valom X koji sadrzi realnu prostu nulu € funkcije f, tada se pomocu

N(X)=m(X)— i%%l((—f—))—)—, m(X) = mid X (1.7)

definise Newtonov operator sa osobinom da ako { € X tada { € N(X).
Na osnovu ovog Moore je konstruisao intervalni metod Newtonovog tipa

Xip = N(Xo)NXe (k=0,1,...), (1.8)

koji startuje od pocetnog intervala X koji sadrzi nulu §. Pod odredenim
uslovima Newtonov intervalni metod (1.7) — (1.8) konvergira kvadratno.
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Modifikacije i poboljsanja ovog metoda kasnije su data u radovima [2],
(38], [39], [43], [47], [80]. U knjizi [5, pog. 7] predloZeni su intervalni
metodi viseg reda za inkluziju realne proste nule.

Newtonov intervalni metod (1.7) — (1.8) moze se upotrebiti samo u
sluéaju realne proste nule, §to je njegov osnovni nedostatak. Problem
inkluzije kompleksnih nula resen je primenom intervalnih metoda za
refavanje sistema nelinearnih jednacina ([7], [35], [37], [57]). Kod ovih
metoda postupak nalazenja nule kompleksne funkcije f(z) = f(z+y) =
u(z,y) + i(v(x,y) = 0 svodi se na resavanje sistema od dve jednacine
u(z,y) = 0, v(z,y) = 0. Konvergencija je nadlinearna ili, u najboljem
slucéaju, kvadratna. Jedan efikasan algoritam sa kvadratnom konver-
gencijom za inkluziju kompleksne nule polinoma poznate visestrukosti
dat je u radu [89] (videti, takode, [92]). U 2. poglavlju ovog rada
predloZeno je nekoliko metoda zasnovanih na intervalnom nagibu sa
redom konvergencije vecim od 2.

1.4 Simultani intervalni metodi

Konstrukcija intervalnih metoda za simultano odredivanje nula poli-
noma zasnovana je na osobini inkluzivne izotonosti. U specijalnom
slucaju, kada su duzine realnih intervala ili polupreénici diskova jednaki
nuli, ovi intervalni metodi se svode na simultane metode za nalazenje
ytackastih” aproksimacija nula polinoma.

Konstrukeija ovih metoda zasnovana je na relacijama fiksne tacke i
1zvodi se na sledeci nacin:

Neka su (i,...,(, nule datog polinoma i neka su z1,... , z, njihove
aproksimacije. Posmatramo dva tipa relacija fiksne tacke:

FJ( 13""zi—laCiazi—Flv""Z'l) (ieIH)? (19)
Gi=Fa(C1yeee s Cim152,Cit1s - 1Cn) (B € L) (1.10)

U primerima 1 do 5 ddto je nekoliko relacija fiksne tacke koje su bile
osnova za konstrukciju najéesée koriséenih iterativnih metoda za simul-
tanu inkluziju nula polinoma.

Zamenjujuci ta¢ne nule njihovim aproksimacijama i stavljajuci z =
zi u (1.10), 1z (1.9) 1 (1.10) dobijamo iterativne seme

Fl(zl,. Al ,Zn) (Z c In), (111)
= Fy(21,...,25) (i €1,), (1.12)

™2y
-.

™
-,
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u (obiénoj) kompleksnoj aritmetic, gde je Z; nova aproksimacija nule
Gi-

Pretpostavimo sada da smo nasli n kompleksnih intervala Zi,...,
Z, takvih da je ¢; € Z; (1 = 1,...,n). Zamenjujuéi nule na desnoj
strani relacija (1.9) i (1.10) njihovim inkluzivnim intervalima i koristeci
svojstvo podskupa, dobijamo

C,‘EFl(Zl,...,Z,'_l,Z,',Zi_{.l,...,Z,,) (iGI,,), (113)
gl' EFZ(Zla--' 1Zi—1’Z’Zi+17"- 7Zn) (leln) (114)

Uzimajuéi skupove na desnoj strani relacija (1.13) i (1.14) kao nove
(kruzne ili pravougaone) aproksimacije Z; za (i, mozemo konstruisati
iterativne metode

Zi:Fl(Zl,...,Zi_l,Zi,Zi+1,...,Z,,) (iGIn), (115)
ZAz‘:FQ(ZI,-u ,Zi—173»Zi+ls~~-aZn) (i6111)> (1.16)
u kompleksnoj intervalnoj aritmetici, pretpostavljajuci da su Ziwr, &

takode kompleksni intervali 1 uzimajuéi da je z; centar od Z;.

Tterativni metodi (1.11), (1.12), (1.15) i (1.16) su lokalno konver-
gentni i moraju da se kombinuju sa nekim sporo konvergentnim proce-
sima da bi se obezbedile (dovoljno dobre) pocetne aproksimacije nula.
Takode, iterativni metodi (1.11) i (1.12) mogu da se kombinuju sa n-
tervalnim metodima (1.15) i (1.16). Na ovaj nacin efikasnost novih
kombinovanih metoda se uveéava jer rac¢unanje u obi¢noj aritmetici sa
pokretnom tackom zahteva manje numerickih operacija u poredenju sa
intervalnom aritmetikom. Sledeé¢i postupak se koristi za konstrukeiju
kombinovanih iterativnih metoda:

- A ! s . 0 (0 X 3
1° Naéi pocetne diskove ili pravougaovnike Zi ), LR 44 ) koji sadrze
nule (y,... ,(, datog polinoma;
2° Koristedi iterativni metod (1.11) ili (1.12) (u aritmetici sa pokret-
- o = . A A m . > _
nom tackom), izracunati aproksimacije :1(- ) koje se javljaju u
(1.15) i (1.16) do Zeljene tacnosti (posle m iterativnih koraka),

. . 0 L. L 00 ;.
startujuci sa centrima Z:(' ) pocetnih oblasti Z} ) 1=1,... ,8);
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3° Primeniti neki od intervalnih metoda oblika (1.15) ili (1.16) samo
jednom, u poslednjem itertivnom koraku, radeci sa pocetnim kom-
pleksnim intervalima ZI(O),... ,Z,(lo) i poboljsanim aproksimaci-

: m)
jama 31(‘ .

Napomena 1. U koraku 3° mogu se primeniti neki pogodni
inkluzivni diskovi, od kojih svaki sadrzi jednu 1 samo jednu nulu, umesto

intervalnih metoda (1.15) i (1.16). ¢

Navodimo neke primere simultanih intervalnih metoda zasnovanih
na RFT datih u primerima 1 do 5.

(I1): Weierstrassov intervalni metod [84], [119], red 2:

Zizli—+ (2 € I,,).

y=1
i#i
(I2): Gargantini-Henricijev metod [34], [81], red 3:

~ 1

L= — : = (iE[,,).
P(Zi) _z 1

P(z;) 4 zi—2;

J#i

(I3): Intervalni metod Borsch-Supanovog tipa [82], red 3:

5 W(z; :
Zi:Zl'— ( ) (Zeln)-

n

W(z;)

D s -
j=1 7J ¥
J#Ei

(I4): Intervalni metod kvadratnog korena [32], [81], red 4:

Zz =z — 1/2 (IteIn)
P~ PEOP'() yn 1
(i) 2. = 2,7
ji N
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(I5): Intervalni metod Halleyevog tipa [83], [118], red 4:

3 1
Zi = zi — ;

fz:) - 5‘3—1((—)){(2 ——) 27 i—ZJ)‘*]

J#1 J#l

gde je funkcija f definisana kao u primeru 5.

U radu [86] dokazana je sledeca teorema:

Teorema 1.2. Ako su ispunjeni uslovi (1.6) Teoreme 1.1 i ako su
pocetni diskovi izabrani tako da je

2O = 2 — W) WE) (e L,

1

intervalni metodi (I;) — (Is) su konvergentni.

1.5 Lokalizacija nula polinoma

Primenjujuéi iterativni metod za inkluziju nula polinoma neophodno
je prvo naéi pocetne oblasti (diskove ili pravougaonike) koje sadrze ove
nule. U literaturi postoji puno rezultata vezanih za ovo pitanje, od
klasi¢nih izlozenih u knjigama [45] 1 [63], do doprinosa objavljenih u
nedavnim radovima.

Izbor pocetnih ikluzivnih oblasti koje sadrze nule polinoma je tesno
povezan sa pocetnim uslovima za konvergenciju iterativnih metoda.
Najveéi broj ovih uslova razmatranih u literaturi zavisi od nepoznatih
podataka, na primer, od funkcija trazenih nula, §to nije od prakticne
vaznosti. U ovom odeljku konstruisa¢emo pocetne oblasti koje zavise od
pocetnih kompleksnih aproksimacija ~§ ), Bk, prostih kompleksnih
nula Cy,...,(n. U isto vreme, takav izbor obezbeduje sigurnu konver-
genciju najéesée koriséenih inkluzivnih metoda, kao sto je pokazano u
86].

Najpre dajemo rezultat koji ima globalni karakter. Razmotrimo poli-
nom P stepena n,

n

P(2)=apz"+an-12"" '+ -+ a1z +ap = an H(~: =(;), | (ai€ C),

1
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sa nulama (y,...,Cn. Resavajuéi polinomijalne jednacine cesto je od
interesa naéi inkluzivni polupreénik R za dati polinom P takav da sve
nule polinoma P zadovoljavaju uslov

I} & B oAr=T1 a0

Sledecde tvrdenje, koje ima veliki prakti¢éni znacaj, dato je u knjizi [45,
str. 457]:

Teorema 1.3. Neka su Ai,...,A, pozitivni brojevi takvi da je
A -4+ Ap £11neka je

—1/k :
IRy —Nia e / |“n—k/“7111/k-
k
1<k<n

Tada je R inkluzivni poluprecénik za polinom P.
Specijalno, uzimajuéi A\ = 1/2%, iz Teoreme 1.3 sledi da disk sa

centrom u koordinatnom pocetku i polupreénikom

R = 2 max Ia,l_k/a,,ll/k (1.17)
1<k<n

sadrzi sve nule polinoma P. Poslednji rezultat moze se takode naci u
Knuthovoj knjizi [55]. Primetimo da je ¢esto zgodno uzeti za pocetnu

oblast najmanji moguéi kvadrat koji sadrzi krug {z : |z| < R}, gde je
R dat sa (1.17).
Neka je P moni¢an polinom stepena n > 3, to jest, a, = 1. Pret-

postavimo da su medusobno razli¢iti kompleksni brojevi zy,...,z, do-
voljno dobre aproksimacije nula (i, ...,(, polinoma P. Weierstrassova
popravka W(z;) = W;, koja se javlja u Weierstrassovom metodu (ode-
ljak 1.2), se cesto koristi za a posteriorne procene greske za dati skup
aproksimacija nula.

Teorema 1.4 (Smith [112]). Neka je a = (ay,...,ay) pozitivan
vektor 1 neka su

Dj(«a):= {: |z — zj + W;

1 n
< — fiﬂﬁ
S ol

y=1

i#)

} (j=1,...,n)

T T T T Y T T
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diskovi u kompleksnoj ravni. Tada unija diskova D(a) = U;-lzl Dj(a)
sadrzi sve nule polinoma P. Pored toga svaki povezani podskup od
D(«) koji se sastoji od m (1 < m < n) diskova, izolovanih od preostalih
n — m diskova, sadrzi taéno m nula polinoma P.

Braess i Hadeler [13] su dosli do sli¢nog rezultata, ali za diskove

n

1 .
Gi(a) = {z |z — zj] £ ;Za,lw I} (s . n 02l
J =
%
Lako je pokazati da se ovi diskovi mogu dobiti kao posledica opstijeg
Smithovog rezultata iz Teoreme 1.4.

U konkretnom slucaju, ako stavimo «; = 1/|Wi|, diskovi Gj(«a)
postaju
G =1z |z 5 IPE)/Q ) (=1, ).

Ovaj jednostavan rezultat je od prakticnog znacaja 1 cesto se primenjuje
u teoriji i praksi. Koristeéi princip kontinuiteta lako se pokazuje da ako
su diskovi {z1;n|W; Azn; [Wa|} disjunktni, tada sv aki od njih
sadr7i jednu i samo jednu nulu polinoma P. U nastavku navodimo

jedan zanimljiv i koristan rezultat zasnovan na Carstensenovo] Teoremi

3 iz [16]:

Teorema 1.5. Neka je n; :=z; — W; € C\ {z1,... ,2n} 1

B |IV| .
a; := |W;| - max |z; — n; 1, (z € I,).
i#i 2 | ; |zj — nil
J#

Ako vaze nejednakosti
\/1+a,->\/a_,-+ b; 1 a;+2b; <1,

tada postoji tacno jedna nula polinoma P u disku sa centrom 1; 1
polupreénikom
a; + b;
1-0b;

|Wil.
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Napomena 2. Kako je ¢(a;,bi) = (a; + b;)/(1 — b;) monotono
rastuca funkcija po svakoj od promenljivih a;,b; € (0,1), sledi da je
. a; + b;
disk
1—0b;

|W;| utoliko manji ukoliko su a; i b; manji. ¢

1.6 Konvergencija i R-red konvergencije

Kao sto je pokazano u knjizi [70] klasi¢na definicija reda konvergen-
cije ima nedostataka, a u nekim sluc¢ajevima se ne moze ni upotrebiti
(npr. kod simultanih metoda sa Gauss-Seidelovim pristupom, videti
[4]). Zbog toga posmatramo jedan drugaciji pristup pojmu reda kon-
vergencije iterativnih procesa, koji su uveli Ortega i Rheinbolt [70].

Definicija 1. Neka je {z(¥} proizvoljan niz u R™ koji konvergira ka
a. Tada se brojevi

lim sup ||z(* —aHl/k, ako je p =1,

Ry(fa®}) = *==

lim sup ||z¥) —a I/I’k, ako je p > 1,
faey I 1

nazivaju korenskim faktorima konvergencije, ili kra¢e R-faktori niza
{®}. Ako je IP iterativni proces sa granicnom tackom a i C'(IP,a)
skup svih nizova generisanih pomoéu IP, koji konvergiraju ka a, tada
se velic¢ina

Ry(IP,a) = sup{R,({z'V}) : (¥} € C(IP,a)} (1 < p < +0)

naziva R-faktorom iterativnog procesa u tacki a.

Napomena 3. Ako niz {z(F)} konvergira ka a, tada postoji kg takvo
da je
0< H:t(k) —al| <1 zasvako k > ko,
odakle zakljucujemo da je 0 < R,({#¥}) <1 za svako p > 1. ¢

Navodimo bez dokaza sledeée dve teoreme ([70]):

Teorema 1.6. Neka je {z'¥)} proizvoljan niz u R" koji konvergira
ka a. Faktor R,(z'™}) ne zavisi od izbora norme u R™ ni za jedno p €

T e I ——— ]
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[1,400). Takode, R-faktor R(I1P,a) iterativnog procesa je nezavisan od
izbora norme.

Teorema 1.7. Neka je IP iterativni proces sa granicnom tackom a.
Tada vazi jedno od sledec¢ih tvrdenja:

a) R,(IP,a) =0 za svako p € [1,+00);

b) Ry(IP,a) =1 za svako p € (1, +00);

¢) Postoji py € [1,+00) takvo da je Ry(IP,a) =0 za svako p € [1,po)
i R,(IP,a) =1 za svako p € [po,+00).

Na osnovu prethodnog moze se uvesti tzv. R-red konvergencije itera-
tivnog procesa:

Definicija 2. R-red konvergencije iterativnog procesa u tacki a je
veli¢ina

+00, ako jeR,(IP,a) =0 za svako p € [1,+00),

Or(IP,a) = :
R( ) { inf{p € [1,4+00) : R,(IP,a) = 1}, ostali slucajevi.

Primetimo da ovako definisani R-red konvergencije iterativnog pro-
cesa ne zavisi od izbora norme u R*. Takode, uo¢imo sledece ¢injenice:
1) Ako je R,(IP,a) <1 zaneko p € [1,+00), tada R-red nije manji od
p, tj. vazi Or(IP,a) > p;
2) Ako je R,(IP,a) > 0 za neko ¢ € [1,+00), tada za R-red vazi
Or(IP,a) < ¢;
3) Akoje 0 < R,(IP,a) < 1zanekop € [1,+00), tada je Ogr(IP,a) = p.

U slucaju kada je 0 < Ry(IP,a) < 1 kazemo da je konvergencija
procesa ka tacki @ R-linearna. Ako je, medutim, Ri(IP,a) = 0 ili
R\(IP,a) = 1, za konvergenciju kazemo da je R-podlinearna, odnosno
R-nadlinearna.

Kada uporedujemo konvergenciju dva iterativna procesa I 1 1P
postupamo na sledeéi na¢in: Najpre, poredimo R-redove, tj. velicine
Or(IPy,a) i Op(IP;,a), pri ¢emu je brzi onaj proces koji ima veci R-
red. Medutim, ako je Op(IP;,a) = Or(IP;,a) = p, tada uporedujemno
R-faktore. Ako je, na primer, R;(IPy,a) < Ry(IP;,a), tada je I P brzi
od IP,.




Poglavlje 2

INTERVALNI METODI NAGIBA
ZA INKLUZIJU NULA POLINOMA

Intervalni metod nagiba za resavanje jednacina je algoritam koji ko-
risti intervalnu aritmetiku za inkluziju nule nelinearne funkcije ili si-
stema funkcija. Prvi put je uveden od strane Alefelda [3], a kasnije
je razmatran u [40], [41], [58], [59], [67], [78]. Osnovni metod pose-
duje kvadratnu konvergenciju kao i Newtonov intervalni metod (videti
Moore [64, Pog. 7]), ali ne koristi izvode. U ovom poglavlju dajemo
nekoliko algoritama zasnovanih na nagibu u kompleksnoj aritmetici i
kompleksnoj intervalnoj aritmetici. U odeljku 2.1 posmatramo inter-
valni metod nagiba za inkluziju prostog kompleksnog korena polinoma.
Dokazana je kvadratna konvergencija ovog metoda. Intervalni metod
sa redom konvergencije 1 4+ v/2, koji kombinuje metod secice 1 inter-
valni nagib, opisan je u odeljku 2.2. Dalje ubrzanje konvergencije se
postize konstrukecijom nove relacije fiksne tacke i pogodnom primenom
kompleksne intervalne aritmetike (odeljak 2.3). Na ovaj nacin izvodimo
dva nova intervalna metoda nagiba sa redom konvergencije tri i cetiri.

2.1 Metod nagiba drugog reda

Za stepenu funkciju w(z) = z™, gde je m ceo broj, imamo

m—1

,u,(c) el 'lU(Z) i Cm S g (C £i 2‘) Z Zkgm—l—k. (21)

k=0

Razmotrimo polinom p(z) = apz™ + - -+ + a;z + ag. Koriséenjem (2.1)
dobijamo identitet

p(¢) — p(z) = (¢ — 2)g(2,¢), (2.2)
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gde je funkcija dve promenljive g(z, (), koju zovemo nagib, data sa

n m—1
g(;,c) o L am Z chm—l—k. (23)
m=1 k=0
Neka je ¢ nula polinoma p. Tada je p(¢) = 0 pa iz (2.2) dobijamo
S p(z)
9(z,¢)

Pretpostavimo da je Z realan ili kompleksan interval koji sadrzi ¢.
Tada, na osnovu osobine inkluzivne izotonosti, iz prethodne relacije

p(z)
9(2,2)

fiksne tacke sledi
N e

Ova relacija sugerise algoritam za inkluziju nule ¢. Ako 0 ¢ ¢(z,2),

tada je oblast Z zadata pomocu

: piz)

Z =2z— ——

9(z,Z)

zatvoreni realan ili kompleksan interval takav da ( € Z ako ¢ € Z. Za
tacku z se obiéno uzima centar intervala Z.

Algoritam 2.1. Neka je Zy pocetni interval koji sadrzi prostu nulu
polinoma p. Tada iterativna formula

(zp=mid Z,, v =0,1,...) (2.4)

definise iterativni intervalni metod nagiba.

Napomena 1. Ako se Algoritam 2.1 realizuje u kompleksnoj arit-
metici pravougaonika, tada je preporuéljivo da se koristi presek,

Zys1 = <:1/ — q—({%> ﬂZV (zo. =mid Z,, v =0,1,...).
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Isto vazi za druge algoritme u ovom radu kada se koristi aritmetika
pravougaonika. ¢

Metod nagiba (2.4) je dat za slucaj algebarskih polinoma ali se ovaj]
metod takode moze primeniti za inkluziju nule proizvoljne racionalne
funkcije. Stavise, koristeéi nedavni rezultat dobijen u [56], on se moze
prosiriti na klasu iracionalnih funkcija.

Moze se uociti slicnost izmedu opisanog postupka 1 Newtonovog in-
tervalnog metoda. Neka je f realna, diferencijabilna funkcija i neka
f'(Z) oznacava interval gde je realan interval Z uzet kao argument
funkcije f'. Ako zamenimo ¢(z,Z) sa f'(X) 1 p(z) sa f(z) u formuli
koja definise metod nagiba, dobijamo Newtonov intervalni metod

A=t B s s i (

f(zy

S
(&)

koji je po prvi put razmatran u Mooreovoj monografiji [64, §7.2].
Gornja zamena je opravdana jer u slucaju polinoma, za z koje je do-
voljno blizu, ¢ imamo

m—1 n

()% 3 an > = 3 man(™ ™! = £10)

m=1 m=1

Pomenimo da Newtonov intervalni metod (2.5) vazi samo za realne
intervale i realne nule, sto je nedostatak u poredenju sa metodom nagiba
(2.4). Dalje, kako je 2¥Z* C Z¥A (kA =0,1,... ,n—1, z = mid Z),
dobija se

m—1

A § 2kZm—l—k C HI(l,,,Zm_l
k=0

Iz ove inkluzije i (2.3) sledi

m—1

g(2,2)= Z G Z et Z man, 2™ 1 = f'(2).

m=1 m=1
Dakle, interval ¢(z,Z) je manji ili jednak f'(Z) tako da, u opstem

slucaju, metod nagiba (2.4) konvergira u manje koraka nego standardni
Newtonov intervalni metod (2.5).

T e A T T T D ——
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Red konvergencije metoda nagiba (2.4) je dva (videti [3], [41] za
realan slucaj). U ovom odeljku dokazujemo kvadratnu konvergenciju
intervalnog metoda (2.5) za slu¢aj polinoma sa kompleksnim nulama
koriste¢i kompleksnu kruznu aritmetiku. Isto tvrdenje vazi i u realno]
intervalnoj aritmetici kao i u kompleksnoj aritmetici pravougaonika.
Pretpostavimo da se traZena nula ne nalazi u koordinatnom pocetku
(¢ # 0) tako da diskovi dobijeni pomocu iterativne formule (2.4) ne
sadrze 0. Otuda sledi da je mid Zx # 0 u svakom iterativnom koraku.
Opétost neée biti umanjena izostavljanjem ovog slucaja jer nalazenje
korena ¢ = 0 je sasvim jednostavno ne samo u slu¢aju polinoma vec i
kod komplikovanijih funkcija. S druge strane, gornja restrikcija dozvo-
ljava nam da operisemo sa koli¢nikom ¢ = rad Zx/|mid Zx| > 0.

Neka je p polinom stepena n i neka z, i r, oznacavaju centar 1

polupreénik diska Z,, tj. Z, = {z,; i T

Teorema 2.1. Neka je Z, dovoljno mali pocetni disk koji sadrzi
prostu nulu ¢ polinoma p tako da niz poluprecnika {r,} diskova Z,,
definisan iterativnom formulom (2.4), konvergira ka 0. Tada je kon-
vergencija niza {r,} kvadratna, tj. vazi r,41 = O(r%) pocev od nekog
indeksa v > vy.

Dokaz. Radi jednostavnosti izostavi¢emo iterativni indeks v 1
pisacemo Z, Z {z;r} umesto Z,,, Z,41, {2y; 7}, respektivno. Uvodeci
skracenicu t = r/|z| imamo

m—1 m—1
Z~711—1—k2k: Z ’m—l—- { (I l+7 _lﬁlk}
k=0 k=10
m=1
="y {1048 -1}
k=1
Na osnovu ovog 1 (2.3) nalazimo
m—1 m—1
e —1—k 7k
9(2,2) = Z A Z 2 zm Z am »_ 2" MZ
m=1 m=1 k=0

m—1

=Y amz™ ' {m; Y (140" 1)) p ={P'(2); Be},

m=1 k=0
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gde je
(1+t)™ -1

. Z | ||z [——t—— —m (2.6)

m=1

poluprecnik diska ¢(z, Z).
Koristeéi osobine kruzne aritmetike, iz (2.4) dobijamo (zamenjujuci

Zy+1 sa Z)

p(2) piz) _, p(z){p’

T 9=2) " 7T W(2)iRy) P'(z)]

N>

odakle nalazimo poluprecnik 7 diska Z,

F=rad Z = ————l|1)(:2)|Rg—2 g
Ip'(2)]* — R2

Razmotrimo izraz u zagradi formule (2.6). Ako pretpostavimo da niz
diskova {Z, } konvergira, mozemo smatrati da je polupre¢nik r = rad Z
dovoljno mali tako da je t = r/|z| takode dovoljno malo. Koristeci
Taylorov red za izraz u zagradi formule (2.6), nalazimo
(IL+t)m™ =1 m(m — 1)t m(m — 1)t 4

: —m_m+—2———+0(t2)—m:—?————%O(f“).

Sada iz (2.6) sledi

m(m — 1)t . ;
= Z amllzf= [ 2D 02)] = L) + 00,

<

Sto znaci da je Ry = K1, gde je K = |p"(2)|/2 > 0. Dalje, s obzirom da
se posmatra prosta nula polinoma p, apsolutna vrednost prvog izvoda
Ip'(z)] tezi konstanti |p'(¢)| # 0 kada niz diskova {Z,} konvergira ka
nula-disku {¢;0}. Otuda je imenilac u formuli (2.7) ogranicen i tezi

Ip'(¢)] kada r — 0. Kako je p(¢) = () vrednost polinoma u tacki z moze
se izraziti kao p(z) = (z — ()g(2, (), tako da je |p(z)| = |z — |- |9(z, ¢)|-
S obzirom da ( € Z, sledi da je |p 2)| < r-lg(z,¢)| = riz, gde je Iy

B
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ograni¢eno i tezi konstanti lg(¢,¢)|]- Na osnovu ovih ¢injenica iz (2.7)

dobijamo
Kor - Kqr

T PE)E - (Kir)?

sto dokazuje kvadratnu konvergenciju iterativnog metoda (2.4). O

r

= 0(r?),

Primer 1. Za inkluziju nule ¢ = —1 polinoma
p(z) = 2% + (—4 +i)z* + (6 — 44)z° + (4 +6i)z2 — (15 + 4i)z — 154

primenili smo intervalni metod (2.4) u aritmetici pravougaonika. Za pocetnu oblast
koja sadrzi prost koren ¢ = —1 izabrali smo pravougaonik Ry = [-1.2,-0.9] +
i[=0.2,0.3]. U prve Cetiri iteracije dobijeni su sledeci rezultati:

Ry = [~1.03159, —0.94726] + i [—0.03476,0.03569], |1 = 8.43 x 1072,
Ry = [~1.00129, —0.99896] + i [-0.00127,0.00107],  |e2| = 2.34 X 1073,
Ry = [~1.0000003577, —0.9999996283] + i [—0.0000003994, 0.0000003294],
les] = 7.29 x 1077,
R4 = [~1.000000000000031, —0.999999999999967]
+ i [—0.000000000000031, 0.000000000000033],  |e4| = 6.38 x 1071,

Greske £, su date pomocu poludijagonala inkluzivnih pravougaonika R,. Svaki

pravougaonik sadrzi koren ¢ = —1 polinoma p.

2.2 Kombinovani metod nagiba

U ovom odeljku dajemo modifikaciju intervalnog metoda nagiba (2.4)
sa brzom konvergencijom. Predlozeni metod kombinuje metod secice 1
intervalni metod nagiba i ima red konvergencije 1 + V2 [78].

Neka su 2,_1, 2y, Tyy1 tri uzastopne aproksimacije nule funkeije f.
Metod secice za nalazenje nule funkcije f definise se pomocu

o — iy

Tl =T T ) = F(@v-1)

SV]
(00)
—

- flxy). (

Kao sto je poznato, red konvergencije metoda secice jednak je (1 +
V5)/2 ~ 1.618. Radi jednostavnosti, u nastavku ¢emo koristiti oznake
w, v, w umesto T,_1,T,,Ty+1, respektivno.
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Neka je funkcija f iz (2.8) polinom oznacen sa p i neka je ¢ njegova
prosta nula. Tada je ¢ takode nula racionalne funkeije p(z)/g(z,(), gde
je ¢(z,¢) nagib koji se javlja u (2.2) - (2.4). Ako u (2.8) zamenimo f
racionalnom funkcijom p(z)/g(z,¢) i iskoristimo uvedene oznake, dobi-

jamo
p(v)
R i
. 9(%@) C (P—u)(v_g) EE .
l p(v) p(u) e (v—0)—(u—C) = . (2.9)

9(v,¢) 9w, ()
Stoga, (2.9) definise relaciju fiksne tacke koja ce biti osnova za kon-
strukciju intervalnog kombinovanog metoda secice i nagiba.
Definiguéi disk Z = {v;r,} i koristeéi svojstvo inkluzivne izotonosti,
iz (2.9) dobijamo implikaciju
v —u
p(u) g(v,2)

p(v) g(u,Z)

Na osnovu poslednje relacije mozemo konstruisati sledeci kombinovani
metod nagiba:

QEZ:»QGZ::IV—

Algoritam 2.2. Neka je Z; disk koji sadrzi nulu ¢ polinoma p i neka
su zp i z; = mid Z, aproksimacije ove nule. Tada iterativna formula

Zk g e T e 2.10
i Iz P(:u—l) ) _(j(Z,,,ZV) ( ) ( )

p(zv)  9(2v-1,2)

generise niz {Z,} diskova takvih da ( € Z, u svakom iterativnom ko-
ralku.

Radi kradeg oznacavanja u nastavku éemo raditi sa uvedenim skrace-
nicama 1 pisati 7 = {w;7} umesto Z,4.

Najpre navodimo Schmidtov rezultat [107] koji se odnosi na kon-
vergenciju visetackastih iterativnih metoda (za detalje videti [14], (48],
(49]). Pri analizi konvergencije niza {2(*)} koji konvergira ka tacki z*
najcesce razmatramo gresku

V) = ||;L'(") —z*|| > 0.

B —
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Greike kod visetackastih iterativnih procesa cesto se izrazavaju relaci-

jom
n—1 n—1

et :O(H(C("—'))m'), m; 20, 0<i1<n—-1, Z"li 31} ]!
i=0 p==0

(2.11)
Schmidt [107] je dokazao sledeci rezultat:

Teorema 2.2. Ako za konvergentni iterativni niz {z(*)} vazi relacija
(2.11), tada je red konvergencije ovog niza bar T > 1, gde je 7 jedin-
stveno pozitivno resenje algebarske jednacine

" —met® =t = —my gt —mu = 0.

Sada mozemo naéi red konvergencije kombinovanog intervalnog me-
toda (2.10).

Teorema 2.3. Ako su poéetne aproksimacije izabrane dovoljno blizu
nule ¢ polinoma p, tada je donja granica reda konvergencije kombi-
novanog intervalnog metoda nagiba (2.10) data pozitivnim resenjem
r =14 /2~ 2.414... kvadratne jednacine t* —2t —1 = 0.

Dokaz. Razmotrimo polinom g¢(z,y) po y za fiksirano z € C. Star-
tujuéi od (2.3) za ¢ = y, dobijamo

9(2,y) = bpo1y™ '+ bu2y" "+ + b1y + bo,
gde su koeficijenti by polinoma g(z,y) dati rekurzivno pomocu
b1 = By bp—i =bp_iv1z2 +an—iv1 (=2,...,n).
Neka je
9(v,¢) =an ™ +eaal"T - H e+ co,
9(uy¢) =anC" !+ dn—2(" P+ -+ diC + do.

Uocavamo da su vodeéi koeficijnti uz ¢("~! jednaki an, tj. vodecem
koeficijentu polinoma p. Prema ovome imamo

Yo —2 -3
. (Cn—'Z - d11-—2)yn + (Cn—-3 = dn—B)y” + T + Co — (Z()
+ + = .
g9(u,¢) g9(u, ¢)
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Lako je pokazati da sve razlike cp—i —dn—i (2 = 2,... ,n) uz stepene
y u brojiocu sadrze faktor v — u. Izdvajajuéi v — u, dobijamo

g(v, () (“—u)(“n—’zcn_2+"‘+011C+0’u) ‘

22 TR ol I |

9(u, <) anl™ 4 dp (P 4 oo 104 dy (v —u)q(C)
(2.12)

gde je
an—2C"" 24+ a1+ ao

_ _ 2.13
(l,n<n—1 +dn—2@n—2 ++d1@ +(10 ( )

g(L) =

racionalna funkeija.
Zamenimo nulu ¢ diskom Z = {v,r,} koji sadrzi ovu nulu. Tada
(2.13) postaje

(1'71—22”—2 +--+a1Z 4+ ag
(I,,lZ"_l - (1”_22”_2 + -4 dIZ - (]() :

¢Z)=

Ako je disk Z dovoljno mali, tada za kruznu kompleksnu racionalnu
funkciju vazi procena rad ¢(Z) = O(rad Z) ~ yrad Z (videti [59, 102]).
Koristeéi ovu ocenu, koliénik (2.12), posle zamene ( sa Z, moze se

napisati kao

g(v,2Z)
.’/(”’v Z)

=14 (v —u){nu; 70"}, 1o =mid ¢(Z),

gde je v, > 0 realna konstanta. Iterativna formula (2.10) sada postaje

p('v)(v —u)
7w + plu =
p(v) B
{1 + (v —u)n, — M,va — ulr l,}
]jéz))(v —u)
=v+ ! . y (214)

{/3;7v|v — ulrl,}

gde je f =1+ (v —u)y, — p(v)/p(u). Iz (2.14) dobijamo

—
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p(v)
p(u)

lv — u|{B;Yolv — ulro}
18|12 — ¥2|v — ul*rZ

lv — ul?ry

7 =rad Z = rad

p(v)
p(u)
1812 — 72|v — u|?r2”

v

(2.15)

Uvedimo greske e, =v—( i€y =u—C(. Pretpostavljajuci da €, 1 €y
imaju dovoljno male apsolutne vrednosti, imamo ocenu |p(v)/p(u)| ~
lew/eu| = o(1). Pored toga je [v —u| = ley — €u| tako da je veli¢ina f
ograni¢ena i tezi 1 kada €4,€, — 0. Zato iz (2.15) procenjujemo

Ev

E .

= 0|2 |les —eal?ry) = O(levllew —eul| T~ 1 ro) = Oleallealr).
Eu Eu

Uzimajuéi u obzir da je |e,| = O(ry) i |eu]| = O(ru), konacno nalazimo

1z poslednje relacije i Teoreme 2.2 sledi da je donja granica reda konver-
gencije kombinovanog metoda nagiba jednaka pozitivnom korenu 14+/2
kvadratne jednaéine t? —2t — 1 =0. O

Primer 2. Kombinovani metod nagiba (2.10) demonstriran je na primeru
polinoma

p(z) =27 +2° - 10z* — 2% — 2 4+ 10.

Nule ovog polinoma su ¢; = 2, (2,3 = 1, (4,5 = %1, Ce,7 = —1x 2.
Uoéimo da se prvi korak pri nalazenju nula polinoma sastoji najéesée u nalazenju
diskova ili pravougaonika u kompleksnoj ravni koji sadrze sve korene polinoma

p(2) =anz? —i—an_lzn_1 +...4a1z+ ag.

Disk sa takvom osobinom, koji se éesto koristi u praksi, ima centar u koordinantnom
pocetku i poluprec¢nik
1/(n—k)

a

an

H=2 max
1<k<n

(videti Teoremu 1.3 i njenu posledicu). Za dati polinom nalazimo R = 4.31; dakle,
disk {0;4.31} sadrzi sve nule polinoma p.
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Program je startovao sa pocetnom vrednoséu zg = —1.4+2.41 € {0;4.31}. Prvo
je primenjen klasi¢ni Newtonov metod

By AL p(zv)
vEL T T p(ew)

(=0510.1)

radi poboljsanja pocetne aproksimacije. U isto vreme za slucaj datog polinoma i
n = T izracunat je Laguerreov disk {zv;n|p(zv)/p'(2v)|}, koji sadrzi bar jednu nulu
polinoma p. Aproksimacije dobijene u prve tri iteracije u kompleksno] aritmetici
pomoé¢u Newtonovog metoda bile su

2, = —1.2291942.180124, 29 = —1.09973+2.04612:, =23 = —1.02162+41.99858 1.
Za aproksimaciju z3 je naden Laguerreov disk
Z3 = {23;0.14842} = {—1.02162 + 1.9985814;0.14842}.

2), p(z3) i diskom Z3, dobili smo sledece

Startujuéi sa vrednostima z2, 23, p(z2
210

z
diskove primenom iterativne formule (2

Zy = {—0.9988557 + 2.0004006 i;3.61 x 107°},
Zs = {—0.99999973 + 1.99999966 i;3.39 x 107°},
Ze = {—1.000000000000054 + 2.000000000000009 i; 1.13 x 107 '*}.

Svi navedni diskovi sadrze taénu nulu ¢ = —1 + 2 polinoma p.

2.3 Metodi nagiba viseg reda

Koristeéi logaritamski izvod iz (2.2) nalazimo

P'(z)  ¢'(20) 1

p(z)  g(z¢) z-¢

odakle dobijamo relaciju fiksne tacke

: . 1
= 2y = BisSiig ] R
> = o) P(z) g¢'(z0)

p(z)  9(z,0)

Posmatrajuéi z u (2.16) kao aproksimaciju nule ¢ 1 zamenjujuci ¢ na

desnoj strani pogodnom aproksimacijom y, izvodimo sledecu formulu
za izracunavanje poboljsane aproksimacije Z nule ¢

2>

Sin vgl®) (ngikasy)s St

p(z)  g(zy)




METODI NAGIBA VISEG REDA 39

Napomena 2. Iterativna formula (2.17) moze se izvesti primenjudi
Newtonov metod
f(2)

()

na funkciju f(z) = p(2)/9(z,y) koja ima iste nule kao polinom p.¢

~
zZ2 =z —

Uzimajudéi razli¢ite vrednosti za y u (2.17) dobijamo razne algoritme,
od kojih ¢e dva ovde biti izloZena. Najpre zamenjujemo y sa z 1 dobi-

jamo

g 1
P'(z) 4g'(z2)

p(z)  9(z2
Stavljajuéi y = z — h(z), gde je h(z) Newtonova popravka h(z) =
p(2)/p'(z), izvodimo formulu

™2
Il

(2.18)

>
Il
ot

™

Ll g'(z,z — h(z))" (2:8)

h(z) & g(z,z — h(z))

Prema (2.18) i (2.19) mozemo konstruisati sledeca dva algoritma u
kompleksnoj aritmetici.

Algoritam 2.3. Neka je z¢ aproksimacija proste nule polinoma p.
Tada iterativna formula
1 (v=01,..) (220
Zp4l — 2y — vV = gs o L.l
’ Yop(=) _ 9'(zv,2v) ,
p(zv)  9(zv,20)

definise metod nagiba za nalaZenje prostog korena p u kompleksnoj
aritmetici.

Algoritam 2.4. Neka je zo aproksimacija proste nule polinoma p 1
neka je h, = p(z,)/p'(z,) Newtonova popravka. Tada

1
Zyt1 = Zy — = . 2.21
it 1 g'(Z,,,Z,, [ hu) (V 0) 1 ) ( )

h, g(zy,20 — hy)
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definise iterativni metod nagiba sa Newtonovom popravkom za nalaze-
nje proste nule polinoma p u kompleksnoj aritmetici.

Neka je z dovoljno dobra aproksimacija nule ¢ 1 neka je 6 = z — (.
Tada vazi sledeca lema.

Lema 2.1. Ako je ¢(z,() definisano pomocu (2.16), tada je

p(z)
L IT? T
_ plz z) . p(z S O(82
1 ])I(Z) |:;)p( ) + (4])( )2 GPI(Z)) 0 e ( )
(2.22)

gde O oznacava Landauov simbol.

Dokaz. Pretpostavljamo da je z dovoljno blizu nuli { tako da je
razlika 6 = z — ¢ dovoljno mala. Razvijajuéi p u Taylorov red u okolini
(¢, dobijamo

p(z) — p(¢) = P'(C)S + ])Hig)éz = P”’éoés +0(6%).

Na osnovu poslednje relacije nalazimo

2) — p(¢) p" X e . .
2 () = RELoREh . _Z(Q PO+ (Q)( —()+E G(g)(:—@)zw((z—@f),
odakle, diferencirajuéi po z, dobijamo
95,0 = 2 4 oy 4oz - o).
Zato je
P'(¢) | ") ; g
g9'(2,¢) _ ) + 3 (z—¢)+0((2 - ¢)?)
g(z’ = (¢ "
O 0+ T8 e -0+ EO6 g o - o)
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Razvijajuéi p'(¢), p"(¢) i p"(¢) u Taylorov red u okolini z, posle
sredivanja i razvoja u geometrijski red dobijamo

g'(va) ot p”(z) p"(z)2 . p”'(z) 0y
00 W) <4pr(z)z Gp,(z)> 6+ 0(6%). (2.23)

Zamenjujuéi (2.23) u (2.16) dobijamo (2.22). O

Sada mozemo dati teoremu koja razmatra konvergenciju iterativnih
metoda (2.20) i (2.21).

Teorema 2.4. Iterativni metodi (2.20) i (2.21) su lokalno konver-
gentni i poseduju red konvergencije tri i cetiri, respektivno.

Dokaz. Za metod (2.20) uzeli smo ( := z, odakle sledi 6 = 0. Na
osnovu ovog i Leme 2.1 zakljuc¢ujemo da se (2.20) svodi na Halleyevu
formulu

N O
PR )
2])(:)’2

. p(2)p"(2) p(2) \?
- 2 (14 2 o (20 )

koja, prema Schroderovom optimalnom osnovnom nizu (1.3), ima
kubnu konvergenciju.
Za me tod (2. r>1) uzeli smo ¢ := z — h(z) = z — p(2)/p'(2), pri cemu

je § = h(z) = p(2)/p'(z) Newtonova popravka. Tada formula (2.22)
postaje
L h(z)
J (2 (= 2 H1( 5
1—h(z) i '( ) + P )z — ,( ) h(z) + O(h(2)?)
2p'(z) 4p'(z) 6p'(2)
p"(2) (2

Uporedujuéi poslednji izraz sa Schroderovim osnovnim nizom (1.3) za-
kljuc¢ujemo da je red konvergencije metoda (2.21) jednak ¢etiri. Ovim
je zavrsen dokaz teoreme. U
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Napomena 3. Lako je pokazati da je ¢'(z, z)/g9(z,2) = p"(2)/2p'(2)
tako da je Algoritam 2.3 u stvari dobro poznati Halleyev metod treceg
reda. Prema dokazu Teoreme 2.4 vidimo da se za dovoljno malo |h,|
iterativna formula (2.21) ponasa asimptotski kao metod cetvrtog reda

_p(z) 1
Pz ) | 2" P'(2)"  p"(2)\ p(2)
p'(z) | 2p'(2) 4])'(2)2 6p'(z) ] p'(2)

dat u [113, str. 89 i str. 97]. ¢

—_—

™

U nastavku koristimo prethodne rezultate izvedene u kompleksnoj
aritmetici i, polazeéi od (2.16), konstruisemo dva nova intervalna
metoda nagiba. Pretpostavimo da smo nasli disk Z = {z;r} koji sadrzi
nulu ¢ polinoma p. Tada, na osnovu osobine inkluzivne izotonosti, iz
(2.16) dobijamo sledecu inkluziju

: 1
€L =2z2—— ; :
: ) 9 2)

p(z)  9(2,2)

Prema tome, ako disk Z sadrzi nulu ¢ tada nova inkluzivna aproksi-

(2.24)

macija 7 data sa (2.24) takode uklju¢uje (. Ovo sugeriSe intervalni
metod nagiba koji moze da se realizuje na dva nacina, u zavisnosti od
toga koji se tip inverzije diska koristi.

Pod pretpostavkom 0 ¢ Z, mozemo primeniti dva tipa inverzije
(videti Poglavlje 1):

1 ‘ .
- {—; Wﬁ— _)} (centrirana inverzija), (2.25)
z (2|2 r
71 |z|? = | )
|2|2 — 2) EE 2 (tacna inverzija). (2.26)
z ‘ 2 -7

Na osnovu (2.24) konstruisemo

Algoritam 2.5. Neka je Z, pocetni disk koji sadrzi nulu { polinoma
p. Tada iterativna formula

! x ! > Z ) d
Zyy1 =2, — (p(z ) = ACEL ) 2z, =midZ,, v=0,1,...
wz) " gmn)) |
(&

b

7)

(\™) S—

e e e
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gde I oznacava koriscenje centrirane inverzije (2.25), definise intervalni
metod nagiba za nalaZenje proste nule polinoma p.

Sada razmatramo sledeée pitanje, koje je vazno za konstrukciju
novog inkluzivnog algoritma nagiba veoma brze konvergencije i visoke
racunske efikasnosti: Ako disk Z = {z;r} sadrzi nulu ¢ polinoma p,
pod kojim uslovima ée disk Zp 1= {z — h; r}, h = h(z), takode sadrzati
ovu nulu? Da bi se dao odgovor na ovo pitanje, neophodna je sledec¢a
teorema, dokazana u [95]:

Teorema 2.5. Neka je Z = {z;r} disk koji sadrzi nulu ¢ polinoma p,
i definisimo disk N(Z) := {z—h; R|h|/(1—- R)}, gde je R = (n— 1)|h|/r.
Ako vazi nejednakost
n—1

)
r

Ih| =

.
N
N}
(00]

1)1(2) ‘ =
p'(2)
tada vazi implikacija( € Z = ¢ € N(Z).

Uvedimo oznaku

(V14+4/(n—-1)— I)s

Koristeé¢i Teoremu 2.5 mozemo da izvedemo sledece tvrdenje:

ﬁn —

N | =

Teorema 2.6. Neka je Z = {z;r} disk koji sadrzi nulu { polinoma
p. Ako vazi nejednakost

|h| < Bnr, (2.29)
tada imamo implikaciju ( € Z = (€ Zp={2—N; rh

Dokaz. Najpre, lako je proveriti da nejednakost (2.29) povlaci (2.28)
tako da, prema Teoremi 2.5, imamo implikaciju (e Z = (€
N(Z). Da bi bila dokazana teorema dovoljno je pokazati implikaciju
(€ N(Z) = (€ Zy, koja dovodi do nejednakosti

R|h| b (71—1)lh|2

rad N(Z) = 1—R  r—(n—=1)h|

.= @(|h]) < r =rad Zp, (2.30)

jer je mid N(Z) = mid Zy.
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Kako je

(-8

1-(n-1)8
i uzimajué u obzir da je funkcija |h| +— ¢(|h|) monotono rastuéa na
intervalu (0,r/(n — 1)), imamo prema (2.29)

(n— l)ﬁ,zlr2 B
r—(n—1)B,r -

e

LP(Ihl) < 99(,6117') -
Na taj nacin je nejednakost (2.30) dokazana, ¢ime je zavrsen dokaz
Teoreme 2.6. [J

Imajuéi na umu uslov (2.29) koji obezbeduje implikaciju ( € Z =

zir} = (€ Z—p(z)/p'(z), 1 koristeéi svojstvo inkluzivne izotonosti, iz

relacije fiksne tacke (2.16) mozemo konstruisati intervalni metod nagiba
sa Newtonovom popravkom h(z) = p(z)/p'(z) za inkluziju nule (.

Algoritam 2.6. Neka je Z, pocetni disk koji sadrzi nulu { polinoma
p 1 neka je zo = mid Zy. Ako vazi nejednakost

lh{z,)] < Bare tor=0202.5.. ) (2.31)

u svakom iterativnom koraku, tada iterativna formula

", - . I
Z:/—{—l ::u_<i k. g (“’l/aZu ll.("l/)) (31, :IllidZU, 1/:0’1"“)
hy,  9(zv,2Z, — h(2,)) ‘
(2.32)

definise intervalni metod nagiba sa Newtonovom popravkom za nalaze-
nje proste kompleksne nule polinoma p.

Napomena 4. Zbog priliéno komplikovane strukture funkcije na-
giba veoma je tesko ispitati da li pocetni uslov |h(zg)| < Bnro povlaci
|h(2,)| < Bnry za svako v = 1,2,.... Analiza konvergencije intervalnog
metoda (2.32), slicna onoj iz Teoreme 2.8 za metod (2.27), pokazuje da
se niz centara i polupreénika inkluzivnih diskova ponasa kao

|zv41 = | = O(|z, — C[“), radZ,41 = O(|zy — (|*rad Z,), (2.33)

R R R RRRRRBRRRRRRRRRRRRRBRDI[_IZDDRRTIIR™
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sto znaéi da centri diskova konvergiraju znatno brze od poluprecnika.
Iz tog razloga pocetni uslov |h(z0)] < PBnro povlaci skoro sigurno
|h(z,)] < Bnry u daljim iteracijama. Ovo je bilo potvrdeno velikim
brojem numerickih primera. U suprotnom, uzimamo disk Z, umesto
Z, — h(z,) i nastavljamo iterativni proces. Jedan drugi pristup, koji
koristi tvrdenje Teoreme 2.6, je kombinovani metod predstavljen Algo-
ritmom 2.7. ¢

Da bismo smanjili obim izraéunavanja pri realizaciji Algoritama 2.5
i 2.6, mozemo primeniti kombinovani postupak koji prvo izracunava
dobru kompleksnu aproksimaciju nule ¢, a onda koristi Algoritam 2.5
ili Algoritam 2.6 za odredivanje granice greske poboljsane kompleksne
aproksimacije:

Algoritam 2.7 (Kombinovani metod).

Korak 1° Koristeéi neki iterativni metod (na primer, Newtonov
metod, metode nagiba (2.20) ili (2.21)) u obicnoj (kompleksnoj) arit-
metici, izra¢unavamo kompleksnu aproksimaciju zp do Zeljene tacnosti
(posle M iterativnih koraka);

Korak 2° Nalazimo neki inkluzivni disk Zo M = {c(zm);r(zm)}
koji sadrzi nulu polinoma p, sa centrom i polupreénikom koji zavise od
ZM

Korak 3° Proveravamo nejednakost
|h(zpm)| < Barad Zo m = Barm (2.34)

oblika (2.31). Ako ona vazi, tada primenjujemo Algoritam 2.6 sa diskom
Zo.m — h(zym); ako ne, tada primenjujemo Algoritam 2.5 sa diskom
Zo,M-

Pozeljno je koristiti u oraku 2° Laguerreov disk {zm;nlh(zrm)|} za
koji se zna da sadrzi bar jednu nulu polinoma p (videti npr. (45, Pog.
6]). Kako je nf, > 1 za svako n > 1, nejednakost (2.34) uvek vazi u
slucaju Laguerreovog diska tako da mozemo primeniti brzi Algoritam
2.6

Algoritam 2.7 kombinuje efikasnost obi¢nih iteracija u aritmeticl sa
pokretnom tackom sa kontrolom tacnosti koja se dobija pomocu ite-
racija u intervalnoj aritmetici. Veliki broj numerickih eksperimenata
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pokazao je da je ovaj kombinovani metod veoma efikasan: on produkuje
rezultujuée inkluzivne intervale koji se mogu uporediti sa onim gene-
risanim pomoé¢u Algoritama 2.5 i 2.6, dok je njegova racunska cena
manja jer se delimi¢no koristi aritmetika pokretne tacke.

Primetimo da je jednostavan i racunski proverljiv test egzistencije i
jedinstvenosti nule polinoma u datom disku opsirno razmatran u (89] i
[95]. Iz tog razloga, ovde izostavljamo diskusiju o ovom pitanju.

U nastavku éemo razmatrati red konvergencije iterativnih metoda
(2.27) i (2.32). Neka je IM iterativni numericki metod koji generise
k nizova {zgm)}, e waly {zfcm)} (m = 0,1,...) za aproksimaciju reSenja

*

z¥,...,z5. Da bismo procenili red konvergencije iterativnog metoda
IM obiéno se uvode nizovi gresaka definisani sa

6(-”1) e |Iz(711) we 23 4} bk =l pectiny i)

1 1 1

je sledece tvrdenje koje je dao J.W. Schmidt u [107] (videti takode
Teoremu 3 u [50]):

Za analizu konvergencije inkluzivnih metoda (2.27) i (2.32) potrebno
”

Teorema 2.7. Neka su rekurzivne relacije gresaka date sa
(m+1) ti; : =
E; < a; H(s(m)) .o (i=1,...,k; m2>0), (2.35)

gde je ti; > 0, a; >0, 1 <1, < k. Oznacimo matricu eksponenata ,
koji se pojavljuju u (2.35) sa Ty, to jest Ty = [tijlkxk. Pretpostavimo
da matrica Ty ima spektralni radijus p(Ty) > 1 i odgovarajuci sopstveni
vektor x, = (z1,... ,2%) je pozitivan, tj. z; > 0,... ,zx > 0. Tada svi
nizovi {627”)} (:=1,...,k) imaju R-red bar p(T}).

Matricu Tx = [t;;] zvademo R-matrica. Ako je sopstveni vektor

x, koji odgovara spektralnom radijusu p(T)) pozitivan, tada piSemo
x, > 0. R-red konvergencije iterativnog metoda IM ¢e biti oznacen sa

Or(IM).

Sada ¢emo dokazati da intervalni metod (2.27) ima kubnu konver-
genciju.

_
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Teorema 2.8. Neka je Zy dovoljno mali disk koji sadrzi prostu
nulu ¢ polinoma p takav da niz polupreénika {r,} diskova Z,, definisan
intervalnim metodom nagiba (2.27), konvergira ka 0. Tada je R-red
konvergencije niza {r,} tri.

Dokaz. Daéemo samo skicu dokaza Teoreme 2.8 pretpostavljajuci
da se primenjuje centrirana inverzija (2.25). Radi kratkoce, izostavljace-
mo indeks iteracije i pisati z,r, Z,f,é,Z umesto 2,7y, Ly, Tv+1sZv+1s
Zy4+1. Prvo razmatramo polupreénik racionalne intervalne funkcije
¢'(2,2)/9(z, Z). Kao sto je poznato (videti Ratschek i Rokne (102]),
ako je disk Z dovoljno mali, tada je

rad gg—l((—j—’% =O0(rad Z2) = ar, (a>0). (2.36)

Dalje, pretpostavljajuc¢i da su vrednosti polinoma ¢'(z,2) 1 g(2,2Z) u
7 izracunate po Hornerovoj Semi u kruznoj aritmetici, prema (2.25)
i rezultatima iz [102] koji se odnose na kruzne kompleksne funkeije,

. 9'(2,2) _ g'(2,2)
mid = .
9(z,Z2)  ¢(2,2)

o2 _foe0),,,)
9(z,2) g(z,2)" )

Algoritmi 2.5 i 2.6 zasnovani su na relaciji fiksne tacke (2.16). Stoga,
zamenom nule ¢ na desnoj strani (2.16) dovoljno malim intervalom Z
koji sadrzi ¢, dobijamo dovoljno mali interval 7 takav da ( € 7. Takav
izbor pocetnog intervala obezbedice lokalnu konvergenciju Algoritama
2.512.6.

Kasnije ¢emo videti da je konvergencija Algoritama 2.5 1 2.6 uzroko-
vana konvergencijom centara diskova mid Z, koji se ponasaju kao niz
aproksimacija generisan iterativnim metodima u obiénoj kompleksnoj

nalazimo

Prema tome,

aritmetici (videti Napomenu 2). Kako su ovi iterativni metodi lokalno
konvergentni, sledi da su intervalni metodi nagiba (2.27) 1 (2.32) takode
lokalno konvergentni. Zbog toga, mozemo ocekivati konvergenciju in-
tervalnih metoda (2.27) i (2.32) ako je centar 2z = mid Zo dovoljno
dobra aproksimacija trazene nule. Osim toga, polupreénik ry = rad Zo




48 INTERVALNI METODI NAGIBA ZA INKLUZIJU NULA POLINOMA

pocetnog inkluzivnog diska Z, mora da bude dovoljno mali da bi
obezbedio ne-nula disk u imeniocu formula (2.27) 1 (2.32).
Pretpostavimo da je centrirana inverzija (2.25) primenjena u Algo-

ritmu 2.5. Tada se iz (2.25), (2.27) i (2.36) dobija

7 I A 1
oy [ _vea ]
p(z)  g(z2)’
1 ar

odakle je

i T 1
TP d()’
p(z)  g(z) % (2.37)

P'(z) ¢'(2)
p(z)  g9(2)

(EeRe )

U ovom tipu analize uobi¢ajeno je da se usvoji 1 > [¢(®| = r(®) >
0 (model ,najgoreg slucaja”, videti [17], [87]). Ova pretpostavka ne
utice na donju granicu R-reda konvergencije koja se dobija kao rezultat
graniénog procesa. Iz (2.37) uo¢avamo da se niz centara diskova ponasa
kao metod (2.20) sa kubnom konvergencijom. Definisudi greske e = z—(
i é = 2—(, ova ¢injenica moze da se izrazi kao |é| = O(Je]*). Dalje, kako
je p(z) = (z — )g(z,¢) = O(¢), iz izraza za poluprecnik 7 nalazimo da
je 7 = O(|e|*r).

Vratimo se na pitanje konvergencije intervalnog metoda (2.27). Kon-
trakcija diskova ¢e nastupiti ako je # = rad Z < r = rad Z. Stavljajudi
c = |p'(z)/p(z) — ¢'(2)/g(2)| 1 uzimajuéi u obzir (2.36) i (2.37), iz ne-
jednakosti 7 < r dobijamo
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sto se svodi na

¢t ¢
1 .t & 2.38
a<mm{1+cr,r} (2.38)

Kako je ¢ ~ 1/|p(z)| i imajuéi na umu brzu konvergenciju centara u
odnosu na konvergenciju polupreénika diskova, sto je ostvareno pomodcu
(2.27) (videti gornje ocene za € i 7*), vidimo da ée nejednakost (2.38)
biti zadovoljena ako se aproksimacija z (= mid Z) nalazi u okolini nule

o
Na osnovu ocena |é| = O(|¢|*), # = O(|e|*r) formiramo R-matricu
T2(2'27) - [g (1)] za intervalni metod (2.27). Kako je p(T2(2'27)) =8 4

odgovarajuéi sopstveni vektor z, = (1,1) pozitivan, prema Teoremi 2.5
dobijamo

Or((227) 2 p(T#*7) =3.0

Brzina konvergencije intervalnog metoda (2.32) se razmatra u slede-
¢oj teoremi:

Teorema 2.9. Ako je poéetni inkluzivni disk Zy dovoljno mali, tada
je R-red konvergencije intervalnog metoda nagiba (2.32) sa Newtono-
vom popravkom jednak cetiri.

Dokaz ove teoreme je slican dokazu Teoreme 2.8 uklju¢ujuci diskusiju
o lokalnoj konvergenciji, pa ¢e iz tog razloga biti izostavljen. Uocicemo
jedino da se niz centara i polupreénika u slucaju metoda (2.32) ponasa
kao
~ . 2
€l = Olel*), = 0(le|r)

za obe inverzije (2.25) 1 (2.26) (videti (2.33)). Iz ovih relacija formiramo
4

R-matricu Téz'%) =

.

T, = (%, 1) > 0. Tada, prema Teoremi 2.5, nalazimo

(1)} sa p(T2(2'28)) = 4 i odgovarajué¢i vektor

0r((2.28)) > p (T33*®) = 4.

Uporedujuéi iterativne formule (2.27) i (2.32) vidimo da Algoritam
2.6 zahteva zanemarljiv broj dodatnih numerickih operacija. U isto
vreme, red konvergencije se poveéava sa tri na Cetiri sto znaci da ova]




50 INTERVALNI METODI NAGIBA ZA INKLUZIJU NULA POLINOMA

algoritam poseduje veliku racunsku efikasnost. Ovaj teorijski rezultat
je potvrden u praksi na velikom broju racunskih eksperimenata tako da
se moze reéi da je Algoritam 2.6 mocan metod za inkluziju komplek-
snih nula polinoma. Njegova efikasnost je posebno izrazena u kasnijim
iteracijama. Kao ilustraciju, dajemo jedan numericki primer.

Primer 3. Testirali smo intervalne metode nagiba (2.3), (2.27) i (2.32) ko-
risteé¢i centriranu inverziju (2.25). Koriséen je FORTRAN 77 na rac¢unaru Micro
Vax II u aritmetici cetvorostruke preciznosti (oko 33 znacajne cifre). Kao ilus-
tracija, medu testiranim polinomima izabran je polinom razmatran u Primeru 2.
Kruzni diskovi sa fiksiranim centrom zg = —1.1 4 2.17 1 polupre¢nicima 0.15, 0.18,
0.25 izabrani su kao pocetni inkluzivni diskovi koji sadrze nulu { = —1+42i. U treéem
slucaju (ro = 0.25) Algoritam 2.1 nije konvergirao zbog deljenja nula-intervalom.
Vrednosti polupre¢nika diskova dobijene pomocu Algoritama 2.1, 2.5 1 2.6 prikazane
su u Tabeli 1. Svi izracunati diskovi sadrze tacnu nulu ( = —1 + 21.
veoma brzu konvergenciju intervalnih metoda (2.27) i (2.32).

Uocavamo

Zo ={-1.1+42.1;0.15}
r(1) r(2) r(3)
Algoritam 2.1 | 8.14(-2) 6.87(-3) | 9.27(-5)
Algoritam 2.5 | 2.68(-2) 6.27(-6) | 1.07(-17)
Algoritam 2.6 | 3.36(-2) 5.38(-7) | 2.74(-27)
Zo = {—1.1+2.1i;0.18}
mey) 2 mE)
Algoritam 2.1 | 1.24(-1) | 6.86(-2) | 1.40(-2)
Algoritam 2.5 | 3.97(-2) 9.69(-6) | 1.65(-17)
Algoritam 2.6 | 5.09(-2) 8.66(-7) | 4.42(-27)
Zo = {—1.1 + 2.13; 0.25}
r(1) r(2) r(3)
Algoritam 2.1 | divergira | —— S
Algoritam 2.5 | 1.21(-1) | 4.11(-5) | 6.99(-17)
Algoritam 2.6 | 1.83(-1) 5.98(-6) | 3.05(-26)

TABELA 1. Polupreénici inkluzivnih diskova; A(—q) znaci A x 1079,

Primer 4. Na polinom stepena n = 9
p(z) = 2° +32% — 327 — 925 4 325 4 92* 4 992% 4 29727 — 100z — 300

primenjen je Algoritam 2.7. U koraku 1° primenili smo iterativni metod (2.21) sa
Newtonovom popravkom u obi¢noj kompleksnoj aritmetici uzimajuéi kompleksni
broj zg = 2.3 + 1.5i kao pocetnu aproksimaciju. Prve dve iteracije su

z1 = 1.98757 4+ 1.11115¢, 25 = 1.99988 + 0.99913:.

—



METODI NAGIBA VISEG REDA 51

Koriste¢i aproksimaciju z3 izra¢unali smo u koraku 2° Laguerreov disk (sa n=9)
Zy2 = {22;9|p(22)/p’(22)|} = {1.99988 + 0.99913:;7.94 X 10_3}.

Ovaj disk je koriséen u koraku 3° za implementaciju Algoritama 2.5 1 2.6. Dva ite-
rativna koraka intervalnog metoda (2.27) dala su rezultujuéi disk sa polupre¢nikom
1.8 x 10— 24, dok je metod (2.32) produkovao inkluzivni disk sa polupreénikom 7.78 x
1039, Oba diska sadrze nulu ¢ = 2+ polinoma p i obezbeduju veoma ostre granice
greske date gore pomenutim polupreénicima.




Poglavlje 3

FAMILIJA ITERATIVNIH METODA ZA
SIMULTANO NALAZENJE NULA POLINOMA

3.1 Uvod

Hansen i Patrick su pre dvadesetak godina predlozili u radu [42]
familiju iterativnih metoda sa kubnom konvergencijom za nalaZenje
jedne (proste ili visestruke) nule date funkcije f. Polaze¢i od ove fa-
milije u ovom poglavlju konstruiSemo dve jednoparametarske klase ite-
rativnih funkeija za simultanu aproksimaciju svih nula polinoma. Prvo
primenjujemo Hansen-Patrickovu formulu na Weierstrassovu popravku
da bismo izveli familiju iterativnih funkcija za nalazenje svih prostih
nula polinoma. Potom koristimo sli¢an pristup za konstrukciju jednopa-
rametarske familije iterativnih funkcija za simultano odredivanje vise-
strukih nula polinoma. U drugom slué¢aju dobijeni metodi ukljucuju
izvode i imaju drugaéiju strukturu u odnosu na metode za proste nule.
Obe klase metoda obezbeduju

1) simultano odredivanje svih nula datog polinoma i

2) ubrzanje reda konvergencije od tri na cetire.

Neka je f funkeija kompleksnog argumenta z i neka je o fiksirani
parametar. Hansen i Patrick su izveli u [42] jednoparametarsku familiju
iterativnih funkcija za nalazenje prostih nula funkcije f u obliku

s (a + Df(2) |
af(z) £/ £1(2)* = (a + DF()'(2)

S

(3.1)

Ovde je z prethodna aproksimacija a 2 nova aproksimacija trazene nule.
Ova familija ukljuéuje metode Ostrowskog (a = 0), Eulera (a = 1),

B ———



KLASA METODA ZA PROSTE NULE 53

Laguerrea (@ = 1/(v — 1), v # 1) i Halleya (a = —1) i, kao granicni
sluéaj (&« — o0), Newtonov metod. Svi metodi familije (3.1) imaju
kubnu konvergenciju u sluéaju proste nule, osim Newtonovog metoda
koji konvergira kvadratno.

Metodi familije (3.1) konvergiraju samo linearno ka nuli visestrukosti
m > 1 osim u sluéaju a = 1/(m — 1) kada je red konvergencije 1.5
(videti [42]). Kada se zna visestrukost m, Hansen i1 Patrick [42] su
izveli sledeé¢u modifikaciju iterativne formule (3.1):

m(ma + 1)f(z)

ma f'( ,i\f (ma —a+1)f'(z ) —m(ma+1)f (:)f”(:).
(3.2)

Iterativni metod (3.2) konvergira kubno ka nuli viSestrukosti m za

kona¢nu konstantu a. Familija (3.2) ukljucuje analogon Laguerreovom
metodu za visestruku nulu (stavljajuéi @ = 1/(n —m) u (3.2)). Slucaj
o = —1/m (koji zahteva primenu operacije grani¢nog procesa u (3.2))
daje metod Halleyevog tipa u obliku

S PN OTE 33

2m 2f'(z)

™
Il
™

(videti [42]). U grani¢nom sluéaju kada a — oo iterativna formula
(3.2) daje dobro poznatu Schroderovu generalizaciju [108]

™

Il

£ Hm— (3.4)

Newtonovog metoda sa kvadratnom konvergencijom.

Radi kratkoc¢e, u nastavku éemo delimicno izostavljati indekse u
proizvodima [] i sumama Y pretpostavljaju¢i da se oni menjaju od
1 do n u slucaju prostih nula i od 1 do v (v < n) za visestruke nule.

3.2 Klasa metoda za proste nule

Razmotrimo specijalan sluéaj kada je funkcija f algebarski poli-
nom. Neka je P moni¢an polinom stepena n sa prostim nulama
Ciy...,Cn, 1neka su zq,... , 2z, medusobno razli¢ite aproksimacije ovih
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nula. Jedan od najefikasnijih iterativnih metoda za simultano odrediva-
ILJ(‘ svih prostih nula polinoma je Weierstrassov me tod drugog reda
20— 2. — Wi (i € I, := {1,... ,n}) (videti, na primer, [23], [54], [120],

[122}), gde je
;= P(z)/ [z — %) (3.5)
j#i

takozavana Weiersirassova popravka. Radi jednostavnosti u nastavku

¢emo koristiti sledeée skracenice:
: W; ! W;
G"":ZM y: GZJ:Z(* ‘~-)2'
#i 0 e
Koristeéi Weierstrassove popravke Wy, ... , W, za aproksimacije z1,

, zn, pomocu Lagrangeove interpolacije mozemo predstaviti polinom

P za svako z € C kao

=]z ->= +Zm H@ . (3.6)
=)

3 =1
J#k

Uvedimo funkciju z — h;(z) pomocu hi(z) := P(:)/H(: — z;j). Ko-

risteci (3.6) dobijamo

hi(z) = Wi + (2 — (1+Z

JF1

Uocimo da bilo koja nula ¢; polinoma P je takode nula funkcije h;(2).
Polazeci od (3.7) nalazimo

hi(zi) = Wi, hli(z) =1+ Z —f =14 G,
==

e (3.8)
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Primenjujuéi Hansen-Patrickovu formulu (3.1) na funkeiju 7;(z) datu
sa (3.7), izvodimo sledeéu jednoparametarsku familiju za simultanu
aproksimaciju svih prostih nula polinoma P :

- 1), :
P 2. — AT | (i € I,). (3.9)
(14 Gy1;) /(1 +Gh,i)? +2(a+ 1)WiGa

Sada predstavljamo neke specijalne slucajeve iterativne formule
(3.9).
Za a = 0 familija (3.9) daje metod tipa Ostrowskog

wW;
T /O +Gia)® +2WiGa,

<3 <1

(i € I,). (3.10)

Kao 1 u sluéaju drugih razmatranih metoda, ime potice od ¢injenice da
se metod (3.10) moze dobiti primenom metoda Ostrowskog [72] (Primer
(M4) u odeljku 1.2) na funkciju h;(z).

Stavljajuéi @ = 1 u (3.9) dobijamo metod Eulerovog tipa

L 2W;

rid iel). (311

Ovaj metod 1 njegove modifikacije bi¢e posebno razmatrane u odeljku
3.6.

Ako stavimo a = 1/(n — 1), gde je n stepen polinoma, (3.9) postaje
metod Laguerreovog tipa

! nW; ,
Zi = zj — ’ = . - (2 € Ip,).
14+ Gri £ /((n = 1)1 +G1,:))? + 2n(n — 1)W,G2
(3.12)
Slucaj @ = —1 dovodi do neodredenog izraza 0/0 tako da treba

primenitl granicni proces u (3.9). Posle kraceg izracunavanja nalazimo
da o = —1 daje

”",'(I-JrGl i) i \
i = 2= . = € I,). 3.13
T+ G+ WGy =

™
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Ova formula se moze izvesti direktno, primenom klasiéne Halleyeve for-

. | f(zi)
- f,(k)_f(li)f”(li)
gl 2f'()
na funkeiju hi(z) tako da ¢emo (3.13) zvati metod Halleyevog tipa.
Primetimo da su Ellis i Watson [26] izveli iterativnu formulu (3.13)

mule

koristeéi drugaciji pristup.
U grani¢nom sluc¢aju kada o — 00, 1z (3.9) dobijamo

Wi W |
5= Ty — R 7 (ZEI”). (314)
14 Gy, ”J
) 1+ Z —
i#

Ovo je iterativni metod treéeg reda koji je prvi put predlozio Borsch-
Supan [12]. Primetimo da se ovaj metod moze direktno dobiti pri-
menom Newtonovog metoda na funkeiju h;(2).

3.3 Klasa metoda za visestruke nule

Pretpostavimo da polinom P ima nule (i,...,( (v < n) sa poz-
natim visestrukostima my,... ,m, (m; + -+ + m, = n), respektivno.
[terativna formula (3.1) ne moze da se primeni za konstrukeiju brzih
algoritama u slucaju visestrukih nula. Iz tog razloga koristimo modifi-
kovanu Hansen-Patrickovu formulu (3.2) za visestruke nule i primenju-
jemo je na Weierstrassovu popravku

Wi(z) = —%—. (3.15)

JF1
Napominjemo da su Sakurai i Petkovié¢ [104] primenili ovu ideju zai
proste nule.
Sa skracenicama
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iz (3.15) nalazimo
(Wi(2))'
- = 815 — Si.i (3.16)
”',’(:) oy ’
Wi(z))" _ b2 =674 8%, <
—( (‘, ), =61, — S1,i + s : (3.17)
(Wi(z)) , 61,i — 51,

"

Zamenjujuéi f'/f 1 f"/f' sa U’;/IV,' 1 W, /U"l-l u (3.2), dobijamo
mi(m;a + 1)

B w! I : 11’1.')2 T 1);1,-1.' W
m;Q ii m;(m;a — a + )( W, — mi(m;a W, ”’,i,

™
I
N

to jest,
m;(m;a + 1 y
i — - i ) = (z€1,), (3.18)
mia(6y i — S1,i) £ VK;
gde je I; = m;(ma+ 1)(6']“)‘1- — 8. — Sa.i) —mia(éy i — S1,;)?. Formula
(3.18) definise familiju iterativnih metoda za simultano oderedivanje

svih prostih ili visestrukih nula polinoma P.

Razmotrimo sada neke specijalne slucajeve koji se dobijaju iz (3.18).
Za a = 0 dobijamo

Ovaj metod je specijalan slu¢aj Gargantinijevog metoda kvadratnog
korena koji je realizovan u kompleksnoj kruznoj aritmetici [32]. Itera-
tivni metod (3.19) 1 njegove modifikacije detaljno su razmatrali Petkovi¢
1 Stefanovié¢ [96].
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Stavljajuéi @ = —1/m; za svako i € I,, posle primene granicnog
procesa u (3.18) nalazimo
2171,‘(51@ — 51,,‘)
i = Zi— : 3
(61,0 — S1,i)? — mi(82,i — 67 ; + 52,i)

>

(Gel), (3.20)

sto predstavlja simultani metod Halleyevog tipa. Zaista, zamenjujudi
(3.16) 1 (3.17) umesto f'/f 1 f"/f" u Halleyevom metodu za viSestruke
nule (3.3), dobijamo (3.20). U specijalnom slucaju, kada su sve nule
proste (my = mg = -++ = My = 1), iterativna formula (3.20) svodi se
na metod koji je predlozen u radu (105].

Uzimajuéi a = 1/(n —m;) u (3.18) za svako ¢ € I, dobijamo analo-
gon Laguerreovog metoda za simultano odredivanje visestrukih nula

n

Zi = Zi

) o S'i_iz“*‘S',’
(b1 —51,)| 1+ 7-1——7&—71,(1+ 2, 1,i z,)

m; (61,i — S1,i)?
(3.21)
U odeljku 3.4 dokaza¢emo da svi iterativni metodi predstavljeni u
ovom odeljku imaju red konvergencije ¢etiri za konacan parametar a.
U grani¢nom sluéaju kada a — oo, iz (3.18) nalazimo

I, 1y

2 (iel) (322

N 61,6 — S1,i P'(z) m;
P(zi) Dz

2i = Zj

[

At
Ova formula ima istu strukturu kao intervalni metod Gargantinijeve
za simultanu inkluziju visestrukih nula [33]. Iterativm metod (3.22)
moze se takode posmatrati kao modifikacija poznatog Maehly-Ehrlich-
Aberthovog metoda za visestruke nule koji poseduje kubnu konver-
genciju (videti Aberth [1], Ehrlich [25], Maehly [62], Petkovié [84]).
Ocigledno, ovaj metod moze se izvesti stavljajuéi W;/W; umesto f'lf
u Schroderovoj formuli (3.4).

Napomena 1. Uoéimo da obe formule (3.9) i (3.18) sadrze znak +
ispred kvadratnog korena. KKao sto je pomenuto u [42], znak treba da
bude izabran tako da su imenioci popravki 2; — z; razlic¢iti od nule. U

slucaju familije (3.9) ovaj prekid se javlja za

a=1+2W;Gq;/(1+ Gy1.)>.
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Medutim, takav slucaj je skoro nemogu¢ u praksi. Ukoliko je ovo sluca]
tada biramo drugi znak. Pored toga, razmatrajudi izraze (3.25) i (3.30)
mozemo uoéiti da izbor znaka ,+” obezbeduje da su glavni delovi itera-
tivne formule (3.9) i (3.18) kubno konvergentni metodi; za familiju (3.9)
imamo Borsch-Supanov metod (3.14), dok se za (3.18) javlja iterativni
metod (3.22). Ovaj zakljucak vazi u slu¢aju kada su aproksimacije nula
dovoljno dobre. ¢

3.4 Red konvergencije

Sada ¢emo dokazati da iterativni metodi koji pripadaju familijama
(3.9) i (3.18) imaju red konvergencije Cetiri za proizvoljan fiksiran
konacan parametar a. U naSoj analizi konvergencije koristi¢emo gore
uvedene oznake. Pored toga, neka su é; = z; — (i 1 €; = z; — (; greske u
trenutnoj i prethodnoj iteraciji, respektivno. Za bilo koja dva komplek-
sna broja a1 8 ¢iji su moduli istog reda veli¢ine pisacemo a = Op(f5). U
analizi ¢emo pretpostaviti da su greske e;,... , e, istog reda veli¢ine, tj.
e; = Opm(ej) za bilo koji par 7,5 € I, (v < n). Neka je € € {e1,... €.}
>

[~
[+

greska maksimalnog modula (to jest, ed'v'="'1,:.% Jv)l"alijos
uvek ¢ = Op(e;) za svako 1 € 1,,.
Najpre razmatramo brzinu konvergencije familije metoda (3.9) za

proste nule.

Teorema 3.1. Ako su aproksimacije zi,...,z, dovoljno blizu
tacnim nulama polinoma P, tada familija (3.9) ima red konvergencije
cetirl.

Dokaz. Uvedimo skracenice
'4 r, Y .
boy W Wi
AN 1 2
Y Gi J ( + Gl,l)
Kako je
Ban gt = 0Tl 5171 Sk
Wi =(z = ¢;) H 2 — 2
. %) T <K
k#j
1INnamo ocene

Wi=0m(ei) =0m(e), Gi,i=0mnm(e),

323
Ga,i = Om(e), Zi=O0m(e), ti=O0m(e?). ( .
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Neka je z kompleksan broj takav da je |z| < 1. Tada imamo razvoje

Vi+z= 1+—§—58:+--- L (1+z)_l =1—z422-224---.(3.24)
Polazeéi od (3.9) i koristeéi razvoje (3.24), nalazimo
} (a + 1)W;
ST a1+ Gra) + (1 4+ Gri) VT + 2(a + 1)t
) (a +1)W;
T T 1+ Gri)(a+ 14+ (a+ 1)t +0um(t))’
odakle je
A=y W;
T (4 GL) (L i+ Om(E |
(14 Gl F O 2) (3.25)
DL I‘fl <1 IV;GQ‘;' + O (t2)>
A T G 5\ L ey B e
i = €i(1 + ;).

0), dobijamo W;

Stavljajuéi z := (; u (3.7) (sa hi(Gi) =
osnovu ovog relacija (3.25) postaje

Na
ei(1+ %G
(1 (+Gl l) +OM( )>

. &1+ %)
Ly = &3 1+G17,

odakle je, uzimajuéi u obzir ocene (3.23),
(1+Si)[(1+G1,i)2—e,(1+S,)Gz,i} >
s + Om(e’)~
(14+G1,;)?

Posle kratkog sredivanja nalazimo
(X + Y5+ Zi 5 :
el ) + Om(e), (3.26)

Gt (14 G1)?

gde je
i Al
Xi=G1,; — Zi +€iGa,i,

Y; = G1,i[2(G1,i — i) + G2,
A — EiGzyiE,’(‘Z + E,‘).

— G1,:Zi),
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Kako je
14 W; W p,
GII—SIZZ Lo~ ! _—512 : ) (32‘)
jHi 21— ~J j#i Ql - Z.j ];él (gl i Z])(Zl - "])
111.a1no
W;
G, ,i_ul‘i‘ClGQz—C Z 2 . (3.28)
j#i (~l - ’v]) (Cl = ”J)
Prema (3.23), (3.27) 1 (3.28) procenjujemo
X; O,\[( ), Yy=+ 01\1(53), & = E,‘OM<52). (3.29)
Imenilac (1+ Gy ;)* uformuli (3.26) tezi ka 1 kada greske ey,... ,en teze
ka 0. Imajuéi na umu ovu éinjenicu i ocene (3.29), iz (3.26) nalazimo
€; = ;00 (e®) = O(e}), ¢ime je zavrsen dokaz teoreme. O

U sledeéoj teoremi razmatramo brzinu konvergencije familije itera-
tivnih funkeija (3.18) za visestruke nule.

Teorema 3.2. Ako su aproksimacije z1,... ,z, dovoljno bliske nu-
lama P, tada familija iterativnih metoda (3.18) ima red konvergencije
cetiri.

Dokaz. Uvodeéi skrac¢enicu

oy
61 ; — 02,0 — S2,i

)

Vi= —= :
(61,i — S1,i)?

familija (3.18) moze se napisati u obliku

e m;(mia + 1) Gel).
(01,5 — Sl,,-)(m,'(r -4 \/1 + (mija+ 1)(m;V; — 1) )

(3.30)

U nasem dokazu koristi¢emo 1 skracenice

s mjE; m; 2‘.,—31-—@
Y 3 == i

j#i (:i . g])(zl it Z'. j#i (“‘1 =3 (.'])2

‘2 .

~—| &
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kao 1 identitete

n

n
\ m; 9 B m;
(D Dot St b DY ety

j:] J:l

<1 ¥

Na osnovu ovog je
1 2
01,i — S1,i = —(mi - AiEi), (51,2‘ e 52,:‘ — S3,i =
€

)
1

(m,—B€ )

S|+

tako da je

1
—(113; — Bigt
) ;?( ' i€i) ei(2m;A; — A?e; — m;B;) .
m;Vi—1=m; 1' -1= 2 = Gi&i
—(mi — Aigi)? i = Ag6i)
v :

1

gde je
2m;A; — A?c‘,- — m;B;e;

hrifs (m; — Ajei)?

Iz gornjih izraza lako nalazimo sledece ocene

A; =0m(e), Bi=O0m(e), Giei=0mlee:i)= 01\1(52)- (3.31

1l

Koristedi (3.31) i razvoj (3.24), dobijamo

\/1 + (mija + 1)(m; Vi — \F+ (mia + 1)Gie;
mia + 1)Gie;
=1+ ( 5 ) ()M(E ).

Na osnovu ovog iz (3.30) nalazimo

mi(m;a+1)

EA":‘::i—@hi:fz_ : - .
~ m;a + 1)Gie;
(01, ——51‘,-)[7711-11'—{—1—{— ( e ) + On(et) E
3 = m;E; -
S G:e:
(mi — A [L+ 25+ Ona (&)

b i (222—6'_1 _ Ai) + Om(e).

(mi — Ajei) [1 -+ 26' + Opr(et )}
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e e Gie; " L

Kako je imenilac (m; — Aje;) [1 + —— 4+ Oum(e )] ogranicen 1 tezi

m; kada ¢ — 0, da bismo dokazali teoremu dovoljno je pokazati da je
miG;i/2 — A; = Op(e?). Koristeéi ocene (3.31) dobijamo

m; G 3m;A%e; — m?Bie; — 2A3€?
I 1 i e
;=

= Om(?).
. 2(m — Aiei)? m(e’)

Dakle, dokazali smo da je
& = e:0m(e?) = Om(ed),

sto zna¢i da je red konvergencije familije iterativnih metoda (3.18)
cetiri. O

3.5 Numericki rezultati

Da bismo demonstrirali brzinu konvergencije i ponaSanje nekih
metoda koji pripadaju predlozenim familijama (3.9) i (3.18), testi-
rali smo ove metode na primerima algebarskih polinoma. U ovim
numerickim eksperimentima koris¢en je FORTRAN 77 u aritmetici
cetvorostruke preciznosti. Koristili smo nekoliko vrednosti za parame-
tar a1 1ste pocetne aproksimacije 250)’ Ears 3 28 za svaki metod. Taénost
aproksimacija je procenjena maksimalnom greskom
(

=
c

™) = max |zl(-m) — Cil,
1

gde je m = 0,1,... indeks iteracije. Kao kriterijum zaustavljanja
koris¢ena je nejednakost

(m)
E(nl) - llélz,‘lxn Ip(zim )| < T,

gde je 7 data tolerancija.
Primer 1. Posmatran je polinom devetog stepena
P(z) = 2% +32% — 32" — 925 4+ 32% + 92* + 9923 + 29722 — 100z — 300

sa nulama —3, +1, +2i, +2 + :. Iterativni proces je prekinut kada je zadovoljen

kriterijum zaustavljanja E(™) = max |P(ZE'"))| <T=10"12%,
1<i<9
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Svi testirani metodi startovali su sa Aberthovim pocetnim aproksimacijama

3
® = _%L o exp(ifh), § = V=T, 9k:£(2k_7) (k=1,...,n) (3.32)
n n 2

o8

(videti [1]). Prvo su uzete veoma grube pocetne aproksimacije ekvidistantno ras-
poredene na krugu poluprecnika ro = 100. Dobijeni su slede¢i rezultati:

Metod tipa Ostrowskog (3.10), @ =0

E(Mm) < 10712 posle 15 iteracija

Metod Eulerovog tipa (3.11), aa =1

E(m) < 10712 posle 18 iteracija

Metod Laguerreovog tipa (3.12), a = 1/(n —1) = 0.125

E(m) < 10712 posle 15 iteracija

Metod Halleyevog tipa (3.13), a = —1

E(m) < 10712 posle 17 iteracija

Metod velikog parametra, a = 1000

E(m) < 10712 posle 23 iteracije

U slede¢em primeru izabrane su bolje aproksimacije (ali jos uvek relativno grube)
koje leze na krugu polupre¢nika rop = 4. Rezultati su prikazani u donjoj tabeli.

Metod tipa Ostrowski (3.10), a =0

E(m) « 10~12 posle 8 iteracija

Metod Eulerovog tipa (3.11), a =1

E(m™) < 10712 posle 6 iteracija

Metod Laguerreovog tipa (3.12), « = 1/(n —1) = 0.125

E(m) < 10=12 posle 6 iteracija

Metod Halleyeveg tipa (3.13), a = —1

E(M) < 10712 posle 7 iteracija

Metod velikog parametra, a = 1000

E(") < 10=12 posle 8 iteracija




NUMERICKI REZULTATI 65

Na kraju, izabrali smo dobre pocetne vrednosti ((®) = 0.36)

20 = _33+02i, 2V =-12-03i, 2z =02+17,

20 =-18+13i, 2V =-18-07, 2{”=23+12,

A0 =18-07, 22=12+03, 2z =02-23i
Svi testirani metodi su pokazali veoma brzu konvergenciju i dostigli tacnost em) <

10~15 posle 3 iteracije. Rezultati dve iteracije, izrazeni maksimalnim greskama
(™) (m = 1,2), su sledeéi:

Metod tipa Ostrowskog (3.10), o = 0

(1) =340 x 1072, &2 =4.73 x 10~7

Metod Eulerovog tipa (3.11), o =1

e(1) =416 x 102, 2 =9.74 x 10~7

Metod Laguerreovog tipa (3.12), a = 1/(n — 1) = 0.125

e1) =351 x10-2, &2) =529 x 10~7

Metod Halleyevog tipa (3.13), a = —1

(1) =2.86 x 10~2, &(2) =1.86 x 10~7

Metod velikog parametra, o = 1000

e1) =6.28 x 10~2, (2) =342 x 1076

Naglasimo da su u trecoj iteraciji ovi metodi dali aproksimacije sa bar 24 ta¢ne

decimalne cifre.

Primer 2. Metodi iz klase (3.9), dobijeni za iste parametre kao u Primeru 1
testirani su na primeru moniénog polinoma P stepena n = 25 datog sa

P(z) = 2%° 4 (0.752 + 0.7294)22* + (—0.879 — 0.3314)223 + (0.381 — 0.918i)z%?
+(0.781 — 0.8454)221 + (—0.046 — 0.9174)22° + (0.673 + 0.8861)z'°
+ (0.678 4 0.769i)2'® 4 (—0.529 — 0.8744)2'7 + (0.288 + 0.095i)2'°
+ (—0.018 + 0.7994)2'5 4 (—0.957 + 0.3861)2'* + (0.675 — 0.872i)2'>
+ (0.433 — 0.562i)2"% 4 (=0.760 + 0.1281)z'! + (—0.693 — 0.8821)2'°
+ (0.770 — 0.467i)z" + (—0.119 + 0.2774)2® 4 (0.274 — 0.569:)z"
+(—0.028 — 0.238i)2° + (0.387 + 0.4574)z° + (—0.855 — 0.1864)z"
+(0.223 — 0.048i)2° + (0.317 + 0.650i)z? 4 (—0.573 + 0.8014)z
+(0.129 — 0.237i).
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Koeficijenti ay € C polinoma P (osim vodeceg koeficijenta) su pseudo-slucajni
kompleksni brojevi izabrani pomoéu random generatora kao Reap = random(x),
Imaj = random(x), gde je random(x) € (—1,1). Koristeéi Posledicu 6.4k iz [45,
str. 457] (videti odeljak 1.5) nalazimo da sve nule gornjeg polinoma leze u prstenu
{z: r=0.3054 < |z| < 2.0947 = R}.

Radi poredenja, testiran je dobro poznati Weierstrassov metod (Cesto nazivan
Durand-Kernerov metod ili metod Docheva)

P(z(m.))
;:."H’l) - ng)_ - : (1€ 0, =01 75 (333)
H (ZE"L) _ z;nz))
=1
J#Fi

(videti [23], [54], [120], [122]). Ovaj metod je jedan od najefikasnijih metoda za
simultanu aproksimaciju svih nula polinoma i poseduje verovatno globalnu konver-
genciju (pretpostavka koja jos nije dokazana). Svi testirani metodi startovali su sa
Aberthovim poé¢etnim aproksimacijama datim sa (3.32). U ovom primeru korisc¢en
(zfm))] <r=10"7,

Izvrsena su tri numericka eksperimenta uzimajuéi ro = 1.2, 10 i 100 u (3.32).

je kriterijum zaustavljanja dat sa E(™) = max; <i<2s

Prva vrednost jednaka je aritmetickoj sredini poluprec¢nika r = 0.3054 1 R = 2.0947
inkluzivnog prstena navedenog gore. Vrednosti rg = 10 i ro = 100 su izabrane da
bi se demonstrirao uticaj rg na brzinu konvergencije testiranih metoda, ali takode
da se pokaze veoma dobra konvergencija u situaciji kada su pocetne aproksimacije
veoma grube. Tabela 1 daje broj iterativnih koraka za razmatrane iterativne pro-
cedure i Weierstrassov metod (3.33). Iz ove tabele vidimo da metodi cetvrtog
reda (3.9) zahtevaju manje od polovine iteracija koje zahteva metod drugog reda
(3.33) ako parametar a u (3.9) nije previse velik. Ovo znaci da je konvergentno
ponasanje predlozenih metoda iz familije (3.9) bar isto tako dobro kao ponasanje
Weierstrassovog metoda (3.33).

a=0|a=1|la=-1|a=1/(n—1) |a =1000 |metod (3.33)
ro = 12 8 8 5 11 7 13
rog = 10 24 28 24 22 36 65
rg = 100 40 56 49 39 62 124

TABELA 1. Broj iteracija za razne pocetne aproksimacije i 7 = 107

Primer 3. Polinom

P(z) =213 +( 11 + 4i)z'2 + (46 — 44i)z'! + (=74 + 2041)z'°
(=105 — 5164)2° + (787 + 616i)z% + (—1564 4 392i)z"
(,24 — 2344i)2° 4+ (2351 + 26161)2° + (—4389 + 980i)z*

+
+
+ (430 — 52481)2 + (4662 + 540:)2 + (=135 4 27007)z — 675
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je uzet da numericki ilustruje simultane metode iz familije (3.18) za nalaZenje
visetrukih nula. Faktorizacija polinoma P je

P(z)=(z+1)*(z - 3)3(z% — 2z + 5)%(z +1)*.

Dakle, polinom P ima pet nula (; = —1, C2=3,(3=1+2i, (4 =1-2i (g = =1t
visestrukosti m; =2, my =3, mzg =2, mg =2, ms = 4, respektivno.
Izabrane su pocetne aproksimacije
~-1.3+40.2i,3.24+0.3i,1.3+2.27,1.3 — 2.2¢,0.2 — 134

Rezultati dobijeni u prve dve iteracije prikazani su u sledeéoj tabeli.

Metod tipa Ostrowskog (3.19), a =0

1) =931 x10-3, (2) =9.53 x 10~°

Metod Halleyog tipa (3.20), a = —1/m;

(1) =889 x 10~3, (2 =5.89 x 10~°

Metod Laguerreovog tipa (3.21), a = 1/(13 — m;)

1) =9.40 x 1073, €(2) =4.43 x 10~°

Metod velikog parametra, a = 1000

(1) =3.45 x 10-2, (2) =3.72 x 10~°

Testirano je i nekoliko drugih polinoma sa stepenom u opsegu (5, 25|
koriste¢i pocetne aproksimacije ta¢nih nula razlic¢ite preciznosti. Rezul-
tati ovih testova bili su u skladu sa onim gore prezentiranim.

U eksperimentima su koriséene razne vrednosti parametra oa. Nije
nadena neka posebna vrednost « za koju se dobija metod iz predloZenih
familija koji je asimptotski najbolji za siroku klasu polinoma. Svi testi-
rani metodi pokazali su skoro isto ponasanje za Sirok opseg vrednosti
parametra « i veoma brzu konvergenciju za dobre pocetne aproksi-
macije.

Dobijeni rezultati ukazuju na dobra konvergentna svojstva predstav-
ljienih metoda u slu¢aju veoma grubih pocetnih aproksimacija. Takode,
moze se zapaziti da izbor relativno velikih vrednosti parametra a moze
da proizvede inferiorno ponasanje odgovarajuéih metoda iz familija
(3.9) i (3.18). Ova cinjenica je u skladu sa analizom konvergencije
iz odeljka 3.4 gde se tvrdi da se za veoma veliko a konvergencija ovih
metoda iz familija (3.9) 1 (3.18) priblizava kubnoj.
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U svom radu [42] Hansen i Patrick su nasli da je Laguerreov metod
za nalazenje jedne nule superioran u odnosu na druge ako je |z| veliko.
Medutim, u sluéaju simultanih metoda iz familija (3.9) i (3.18), takvo
superiorno ponasanje metoda Laguerreovog tipa (3.12) 1 (3.21) desava
se samo u pojedina¢nim primerima. Teorijsko razmatranje ponasanja
simultanih metoda je veoma komplikovano tako da nismo u stanju da
damo dublju analizu ponasanja metoda koji pripadaju familijama (3.9)
i (3.18), kao i da rangiramo ove metode. Brojni numericki primeri
jedino pokazuju da je jedan od razmatranih metoda najbolji za neke
polinome, dok je drugi metod najbolji za neke druge polinome. U stvari,
ponaSanje konvergencije jako zavisi od strukture polinoma i pocetnih
aproksimacija.

3.6 Metodi Euler-CebiZevljevog tipa

U ovom odeljku razmatramo konstrukeciju iterativnih metoda za si-
multano odredivanje nula polinoma na osnovu Eulerovog metoda (videti
Traub [113]). Glavna odlika ovih metoda je veoma brza konvergencija;
njihov red konvergencije je cetiri ili vise.

Neka je f funkcija takva da je f' razli¢it od nule u okolini nule ¢ od
f ineka je f" neprekidna u ovoj okolini. Klasican Eulerov metod glasi

SV}

f=2— fz) (3.34)

F1(2) £/F ()2 = 2f(2) f'(2)’

gde je Z nova aproksimacija nule ¢ funkcije f. Ovaj se metod moze
1zvesti razvojem funkcije f u Taylorov red oko koordinatnog pocetka,
1zostavljajuci clanove reda tri i vise i resavanjem dobijene kvadratne
jednacine. Eulerov metod (3.34) moze se dobiti iz familije (3.1) za
« = 1. Na osnovu Teoreme 3.1 sledi da je red Eulerovog metoda jednak
4. Razlog da se ovaj metod posebno razmatra lezi u ¢injenici da njegova
forma dopusta pogodne modifikacije sa ubrzanom konvergencijom.

Pretpostavi¢emo da je | f(z)| dovoljno malo. Koristeéi razvoje (3.24)
iz (3.34) mozemo dobiti drugaciji oblik Eulerove formule

ﬁ—z—M(l_}_ f(z) f”(z))

f1(2) '

) 27C) —
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Bodewig [10] pripisuje iterativnu formulu (3.35) Euleru [27]. Pome-
nimo da se u ruskoj literaturi iterativna formula (3.35) pripisuje Cebise-
vu, koji je napisao (1837. ili 1838. godine) studentski rad pod naslovom
Calcul des racines d’une équation. Iz tog razloga, danas se metod (3.35)
najcesce zove Euler-Cebisevljev metod. Podsecamo da oba metoda
(3.34) i (3.35) imaju kubnu konvergenciju.

Primenjujuci Euler-Cebisevljev metod (3.35) sa kubnom konvergen-
cijom na pogodnu funkciju, u ovom odeljku izves¢emo novi metod
éetvrtog reda za simultano odredivanje prostih nula polinoma. Primena
na jednu drugu funkciju Weierstrassovog tipa omogucuje konstrukeiju
metoda za simultanu aproksimaciju visestrukih nula. Koriste¢i jedan
drugi pristup u nastavku ¢emo izvesti simultani metod kvadratnog ko-
rena koji je cetvrtog reda. Pokazuje se da je ovaj metod takode Eu-
lerovog tipa i moze se izvesti polazeéi od (3.34). Koris¢enjem pogodnih
popravki red konvergencije ovog metoda moze se ubrzati na pet 1 Sest,
sa zanemarljivim brojem dodatnih operacija.

SIMULTANI METOD EULER-CEBISEVLIEVOG TIPA

U ovom odeljku konstruisaéemo novi metod Eulerovog tipa za simul-
tanu aproksimaciju svih nula polinoma koriste¢i sledeci pristup koji je
slican onom u [104]: Primenom metoda Euler- Cebisvljevog tipa (3.35)
na funkeiju h(z), definisanom pomoéu (3.7) (koja ima iste nule kao
polinom P), pomoéu formula (3.8) dobijamo metod Euler- Cebi<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>