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IIpearosop

[TpoGnem yHampehema HacTaBe MaTeMaTUKe, YCIOBJbEH j€ IIMJbEBHMA CaBPEMEHE
HacTaBe MaTeMaTHKe, pa3BOjeM MaTeMaThKe W HWHPOPMALMOHUX TEXHOJIOTH]a.
PemraBame oBor nmpoOiema mnojapasyMeBa CTaIHO yCKiIal)Bambe HaCTaBHUX cajipikaja ca
HAjHOBHJUM JIOCTUTHyhMMa y MaTeMaTHIM W Hayld YOIIITE, U CTAJTHO OCaBpeMe-
HaBamkbe METOIMKE HACTABE MaTEMATHKE.

HaBenenn mpoGiieM m MOTyhHOCT HEroBOT pelraBama, ojpelyjy nmpeaMeT OBe
JlokTOpCKE AucepTalrje, KOju ce MoXxe Je(puHUCATH Kao:

— MeToAWyKa TpaHcpopManrja HAYYHHX Yy HACTaBHE CaApKaje aHAINTHUKE
reoMeTpHje, y HaCTaBHOM CHCTEMY — HacTaBa y3 IOMOh pauyHapa, aJeKBaTHUM
n300poM canapkaja, W3paJOM OATOBapajyhMx TEeHEpUUYKHX OpraHu3aropa y3
kopuiheme MorogHor 00pa3oBHOT codTBEPA;

— TeopHwjcka oOpajga JUIAKTHYKOT CHCTeMa HacTaBa y3 TMmomoh padyHapa,
aHanu3oM MelycoOHe 3aBHCHOCTH (pakTopa HAacTaBe, aHAIM30M JHUJIAKTHYKHX
MPUHLINIA, KIaCH(PHUKAMJOM M MPHUKA30M HACTaBHUX METO/Aa, Y3 IOAECHO
(dhopMupaHe reHepuYKe OPraHu3aTope;

— EKCIEPUMEHTATHO HCTPAXKHWBAKE O MOTyhHOCTHM TpUMEHE OBOT AMIAKTHYKOT
CUCTEMa, HErOBOM YTHIA]y Ha peanu3alujy IubeBa M 3a/aTaka, Ha yKyHaH
00pa30BHU YUMHAK U NMOAN3akE HUBOA €(hUKACHOCTH CaBpEMEHE HACTaBe.

Ha ocHoBy HaBeneHor npobiemMa u nqeuHUCAHOT TIPeaIMeTa, MOXKE C€ 3aKJbYUUTH
71a je OCHOBHHU IIWJb OBe JIOKTOpCKe nucepTanuje aa TonpuHece yHanpehemy Teopuje u
Ipakce METOAMKE HacTaBe MareMaTHKe, y3 MOryhHOCT ajekBaTHOr u300pa,
apTUKyJamuje U TpanchopMallje HaCTaBHUX CalpikKaja U HBUXOBE MUIAKTHYKE 00pase
y OKBHpPY HACTaBHOT CHCTEMa — HacTaBa y3 mnoMmoh padyHapa, 4nMMe ce HacTaBa
MaTeMaTHKe ycMepaBa Ha Mmpollec CTUIamkba 3Halkha 1 MOryhHOCT puMeHe 3Hamwba.

VY ckiamy ca mpeaMeToM U IMJbeM, KOHLHUIIMPAaH j€ U CaApikaj JOKTOPCKe
nucepTanyje — PauyHap y HacTaBW aHAIUTUYKE T€OMETpPHUjE€ Yy TUMHa3HWju. Tako cy y
rmaBu 1. y3 mpeamet, uuibeBe W 3amaTtke Jluceprainuje, AaTH UCTOPH]CKU Tperiie]
pa3Boja u MpeaMeT aHaTUTHUKe reoMeTpHje. Y TIIaBu 2. faTa je KoMIIapaTHBHA aHaTu3a
3aCTYIJbEHOCTH CajpXKaja aHAIUTHYKE T€OMETPHjEe y CPEIH-OLIKOJICKAM HACTaBHUM
porpamMuMa HEKHX 3eMajba U3 OKpYXKema, Kao U jeqHa moryha Bep3uja OnepaTUBHOT
IJIaHa HACTaBHE TeMe ajaymThudka reomerpuja y III paspeny rumuaszmje mpupogHO —
MaTeMaTHYKHT CMepa, NpwiaroeHa HaBEACHO] METOAWYKO] TpaHChOopManuju |
TUIAKTUYKOM CHCTEMy — HacTaBa y3 MoMoh padyHapa. VY TJaBu 3. TEOPH]CKHU je
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oOpaljeH TUIaKTHYKK CUCTEM — HacTaBa y3 momoh padyHapa, a y Ti1aBu 4. IprKas3aHa je
IMJAKTHYKa TpaHcpopMalMja HEKHX cajpkaja aHaJUTUYKEe T'e€OMETpHje, y HacTaBHE
caap)kaje aHaIUTHYKE TeOMETPHje, H3paloM OJroBapajyhnx armmmkanyja y mporpaMuma
Mathematica u GeoGebra. I'maBa 5. mpexacraBpa Ilemaromko HCTpaXUBame, O
NPUMEHH OBOI' JUJAKTHYKOT CHUCTeMa, 00aBJbEHO Ha Y30pKy oa 93 yueHuka naBe
TMMHa3Wje, TMOYeB OJ JeHHHCama MpodiieMa, MOCTaBJbamka IMJbEBA, 33/JaTaka M
XHIIOTE€3a HUCTPaKMBamba, MPEKO OIKca OpraHu3alyje ¥ TOKa EKCIEpUMEHTa, [0
CTaTHCTHYKE 00pajie mojaTaka 1 aHaJIM3€e pe3yJirara.

VY Tlpunory IHOKTOPCKOj mucepTanuju — MHTEpakTHBHOM YIIOCHUKY aHAJTMTHYKE
reoMeTpuje, JaTta je MeToauWdKa TpaHchopMmalldja HAydYHUX y HAcTaBHE caipikKaje
aHAIMTHYKE TeOMeTpHje, mpeaBHhEeHMX 3a PEAOBHY M JOJATHY HacTtaBy y Tpehem
paspeny TMMHa3uje, U U3paay MaTypCKHUX pajoBa.

Canpxaj JlokTopcke nucepranuje u MHTepakTuBHOT yiioeHuka nat cy Ha CD-y,
y PDF ¢dopmary. CD je cHabneBeH m oxaroBapajyhum ammukanujama uspaheHum y
nporpamuMa Mathematica u GeoGebra. Behuna armkaruja mpeacraBba TeHEPUIKE
OpraHu3aTope oapel)eHor KOHIENTa, WIK PEeleHor MpuMepa. AIIHKanje IpaTe TEKCT
aucepTanyje U yOeHnKa M MOTY ce TIOKPEHYTH M3 TEKCTa, MM He3aBUCHO o1 mera. Ha
Taj HAUMH YIIOEHUK je mpujaroheH HacTaBH y3 MOMoh padyHapa.

Tokom peanusanuje [lemaromkor ucrpakuBama, y CBe TpH ILIKOJe, KopuuiheH je
nporpam GeoGebra. Pa3nosu 3a To cy Bumectpyku. [Iporpam GeoGebra je Gecruiatan
M JIaKO JIOCTYIIaH CBAaKOM YYEHHUKY. M mporpam u ynyTcTBO 3a Kopuirheme, npeBeeH:
Cy Ha CPICKM je3WK. JemHocTaBaH je 3a ymoTpeOy, IMOIITO Cy HEroBe Hapenoe
JEeIHOCTaBHE — EKBUBAJIICHTHE CYy ,,MaTeMaTHYKUM Hapenbama“. [Iporpam je moroman 3a
cCaMOCTaJlaH paJl yuYeHHKa | TMpyXKa BEJIMKEe MOTYNHOCTH 3a BU3yallM3aljy HaCTaBHUX
caapikaja.

[Tpunukom wu3pane Juceprammje u YuoOeHnuka ocuMm mnporpama GeoGebra
kopuirheH je u nporpam Mathematica, nomrto [Ipupogno — mareMaTHuku GakynTeT y
HoBom Camy mma nuneHnupan oBaj mporpamcku maker. OBaj mporpam je Takohe
MOTOJaH 3a paj y CpPeAmoj IIKOJIM, Ca OMJIUYHUM YIIYyTCTBOM U BEJIMKHM Opojem
pelIeHNX MpuMepa, Kao M yCIOBHMA 32 BU3yaJIH3allljy HACTaBHOT CaapKaja.

JuaakTHYKUM CHUCTEMOM — HacTaBa y3 momoh pauyHapa OaBum ce ox 2003.
rOJMHE, a MPUMEHOM Tporpamckux makera Mathematica u GeoGebra y HactaBu, 6aBUM
ce BpJo uaTeH3uBHO o 2001, onnocHo 2002. roauHe.

OBa Jlokropcka amcepTranuja, ca CBUM CBOJUM TPHJIO3MMA W HAyYHUM
pesynraTuMa caapKu y ceOM pe3ynrare IyrOrOAWIIEEr CTPYYHOI W HAYYHOT
ycaBplIaBama M NpOo(eCHOHATHOI MCKYCTBa, Ka0 M pe3yiraTe pajga Ha JeTaJbHOM
M3y4YaBamy M MPUMEHH jeHOT HOBOT TUAAKTHUKOT cuctema, (Buaetu [73], [74], [75],
[76],[77] a, [77] 6, [77] B.).

[ToceOHy 3axBaTHOCT KelUM Ja u3pazuM mpod. ap. JparocmaBy Xepriery, Koju
je 610 MOj MEHTOp TOKOM CIICHIHjAIMCTHYKNAX W MAaruCTapCKuX CTyIHja ¥ TOKOM U3pajie
JokTtopcke aucepranuje. Capaima ca BUM, HBETOBO MHTEPECOBAEmE 3a MOj paa U

v



CaBeTH, YBEK Cy MH NpEACTaB/baIM BEIUKO OXpaOpeme U MOJCTHIAj, a HeceOUYHa
nomoh 3Ha4ajHo je yTulana Ha kBanutet Jucepraiuje.

Takohe ce 3axBaspyjem u npod. ap. Dyphunu Takaun Ha uHTEpecoBamy 3a MOj
pan ¥ Ha KOPUCHHUM CaBeTHMA.

3a capaamy u nomoh Ha ycrnemHoj peanu3anuju llemaromkor ucTpaxkvBama O
MoryhHOCTHMa MprMeHe padyHapa y HaCTaBH aHAIWTHYKE TEOMETPHjE 3aXBaJUbYjEM Ce
Kojerama: 3a capaamy U MoMoh Ha yCIenrHoj peanusanuju [legaromkor ucTpaxupama
0 MoryhHOCTMMa MpUMEHE padyHapa Yy HACTaBU aHAJIUTHYKE T€OMETPH]E 3aXBajlbyjeM
ce komerama: Mapujetuim CamapymjeBuh, Xepmunu Jbymtuaun u  Bepurm
l'oBemapunu, mpodecopuma maremaTuke y rmMHa3uju "JoBan JoBaHoBuh - 3maj" y
Hosom Cany, bpanky Ponuhy u Kocraguny Muhosuhy, npodecopuma maremaTuke y
rumHa3uju "Hukona Tecna" y Anatuny.

Hupexktopn oBux mkona — Ap PamuBoj CrojkoBuh u Kocramun Muhosuh,
MOJIpKANIK Cy peanu3anujy oBor [lemaromkor MCTpakMBama y CBOJUM IIKOJIaMa, Ha
YeMy MM CPJavyHO 3aXBaJbyjeM.

Konauno, Moja mopoawuia — cynpyra Mwiea u cunoBu ®unun u Mapko, 3a Moj
paz cy MMajM BEJIUKO CTPIUBEHE U NPYKaIH Cy MM HECEOUUYHY MOJPIIKY, najyhu Tume
BEJIMKU JOIPHUHOC YCIIEIIHOM OCTBapewy oBe JIOKTOpCcKe ucepTanuje.

¥ Opanuma 20.5.2014. mp bpanko IIpenToBuh






1. YBOJAHHU AEO

1.1. IlIpeamMeT TOKTOPCKE AUCEpPTALIAje

IIpo6seM koju ce pa3maTpa y 0OBOj JOKTOPCKO] JAMCEpPTallHjH, j€ BeoMa 3HavyajaH
U YBEK aKTyeJaH — po0OJieM yHarnpehema HacTaBe MaTEMaTHKeE.

Axo mocmarpamMo IMJbEBE CaBpEMEHE HacTaBe MaTreMaTuke, younhemo naa ce
Mely muma nocebHo uctuuy cieaehu: ,,pa3Bujamke MEHTATHUX CIIOCOOHOCTH YYEHHUKA
U CTUIakh¢ MaTeMaTHYKUX 3HAmba U YMEHa, HEOIXOIHUX 32 Pa3yMeBambe 3aKOHUTOCTH
y TOPUPOAM W JPYIITBY W NPUMEHY y CBAaKOJHEBHOM >KMBOTY M NpPaKCH, Kao U 3a
HacTaBak npodecroHaHOT 0Opa3oBama‘. [70]

Melhy 3amaurma o0patuMo Maxwmy Ha ,,CTUIAKHE 3HAKHAa HEONMXOJHUX 3a
pa3yMeBame KBAaHTHTATUBHMX M IPOCTOPHUX OJIHOCA, KA0 M IpodiemMa M3 pa3HUX
00J1aCTH; pa3BHjamke JIOTHYKOI MUILBbEHA U 3aKJbyUHBakbha, allCTPAKTHOI MUILBEHA U
UHTYUIH]j€e, JOIPUHOC U3rpahuBamby NO3UTUBHUX 0COOMHA IMYHOCTHU M CI1.°

MelyTtuMm, 1 nopen jacHO eUHUCAHUX IMJbEBA M 337aTaka, y MHOTMM HaIIUM
IIKOJIaMa, aKTyellHa HacTaBa MaTeMaTHKE je€ YCMEpPeHa Ha YCBajambe T'OTOBHX
uHpopMalMja ¥ Ha HUXOBY KOJUYMHY, @ HE Ha KBAJIUTET M MOTYhHOCT IpHUMEHe
CTEUCHHX 3Hama. 3aTo, ako Ce MMa Yy BUAYy W UYMICHHIA, Ja ce Opoj HaydHHX
nH(popManrja yaBOCTPYUyje 3a Mame O] MeT TOAMHA, jaCHO je Ja Cy IOCTaBJLEHHU
MJBEBU HEJOCTHKHM, M Jla MCXOJM OBaKBE HACTaBE HE MOTY 3aJI0BOJBHTH MOTpeOe
CaBpEeMEHOT YOBEKa.

Takohe, pe3ynratu pa3HUX TecTHpama, W jaoMahux (NIPUjEeMHU HUCIUTH) H
mehynapoauux (PISA), [104], moka3yjy Aa cy 3Hama HallUX yYyeHHKa CTaTHYHA, CAMUM
TUM U cl1ab0 NPUMEHJbHMBA. Y HCTO BpeMe YYEHHUIM ce Oope ca HajeJeMEHTapHUjUM
npobiemMuMa: Kako J1a OBJIaJajy je3UKOM MaTeMaTHKe, KaKo J1a YCBOje MaTeMaTHYKe
MoJlelle ¥ MHCaoHe TOKOBe MaremaTuke. Takohe, yoOuuajeHO je 1a ce Kaxke Ja
YUCHHIIM HE yCBajajy CBE OHO INTO MM C€ HYAM TOKOM HAaCTaBHOT MpoIleca, HiIH Ja Cy
MOTITYHO HE3aMHTEPECOBAHM 3a HacTaBy MaremaTtuke. OBa 3a0pumaBajyha cutyanyja,
HHJj€ caMO Hallla peajlHOCT, ca ’boM ce cycpehy u npyru.

Ha npo6nem cnuyno riena u M. Prensky y pamy [72], rie TOBOpH O HYXKHO]
IIPOMEHH ,,llapaaurmMe HactaBe* Ha nmodyetky XXI Beka. OH, HauMe, yno3opaBa Jia joul
yBEK y IIKOJaaM IpeoBjajaBa TpaJWIMOHATHA HAcTaBa, Ja ,,TPEHYTHO, BEJIHKH Opoj
HACTaBHUKA (M aIMUHUCTpAIMja) BUJE MpoLec 00pazoBama, kao Tpanchep rpaausa (Tj.
yuOeHuKa) y riiaBe yuyeHuka'“. MelyTum, TakBo oOpa3oBame, HaCTaBy BOlEHY TaKBHM



LIUJbEBHMA, YUEHUIIM HE MPUXBATAjy. ,,.3a HHUX je 00pa3zoBame npumnpema 3a o0yayhHocTt
- cBOjy Oyayhnoct. Bume Hero 6mio mra Apyro, y4eHHUIM JaHAC JKeje Ja IIKOJIOBAkEe
Oyze peneBaHTHO 3a OyayhHOCT, 1 ocehajy HeroB 3Hauaj U HETOBY BPEAHOCT. 3a HUX
Cy: 4UMIbeHHIle, 00jallbermna, ajJaTi U 00pasiokema BpeIHU yuewa (Tpyna), camo y
OHOJj MEpH y KOjOj MPEJICTaBIba]y MOAPIIKY CONCTBEHUM IIMJbEBUMA YUCHHUKA.

C npyre crpaHe, y CaBpEMEHOM CBETY M BPEMEHY Yy KOME KMBHMO, KaJa ce
NpUBPECAHU W IHOJUTUYKH CTATyC HCKEC [ApKaBC MCPU HHBOOM  BJIaJJaBUHC
nHpopmanrjama, kana wuHbOpMaTH3alMja YKYIHE EJaTHOCTH jEIHOTa JIpYIITBa
MOCTaje TPHOPHUTET, JaCHO j€ Ja je TPHOPUTET yBOheme padyHapa M padyHapCKHUX
TEXHOJIOTHja U Y CEKTOp 00pa3oBama.

OBaj npo0iieM NoYMbE Ja 3ay31UMa jeTHO 0]l Haj3HauajHUjUX MECTa Y CaBpPEMEHO)]
IUJIAKTUIM, @ TOCEOHO 3HAYajHUM, YNHH T'a TO LITO je MPUHIMNU]jeIHO HOB. [lojaBibyje
ce y TOCIeImUX JBaJeceTak ToAMHA, Ca I10jaBOM M MAacOBHOM YIOTpeOOM
MIEPCOHATHUX padyHapa, CaBPEeMEHHUX ONEPATUBHUX CUCTEMA M CAaBPEMEHOT 00pa30BHOT
codrepa.

,»lexromorrnja XXI Beka je jpoBena 70 Tora ga oOpa3oBamke BUIIE HE 3HAYM OHO
IITO je 3HAYWIO Yy HPOLUIOCTH. MojepHa TEXHOJOTHja ce OAIMYHO yKiIama y HOBY
0o0pa3oBHY mMapagurMy — MpOHaJaxewme HHpopMalHja oA 3Hayaja, TIe Toj je TO
Moryhe, mel)ycobHa pazmena nndopmanuja, moTepaa uHpopmaiuja ca BUIIE U3BOPA ...
HoBa, nururanna TexHoJOTHja AMKTHpa He camo OynyhHoOCT yueHuka, Beh u HOBY
napagurmy BUXOBOT 0Opa3oBama™, [72].

C 003upoM Ha YHICHHILy Jla Cy MaTeMaTHKa W FhEHE IUCIUIUIMHE Hajlimpa
OCHOBa 3a pPa3BOj WH(POpPMATHKE, jaCHO je Jla je HacTaBa MaTeMAaTHUKE OINTHMAaJaH
MIPOCTOP 32 yBOhemwa padyHapa.

3Havaj ¥ MECTO MaTeMaTHKe, Ka0 U HEH YTHIIA] Ha JApyre HayKe U TEXHOJIOTH]Y,
3aTHM YTHIIA] HA BUXOB Pa3Boj, Takole MpecTaBibajy 3Ha4ajHy o0aBe3y HAaCTaBHHKA,
IIKOJIE W JpYyIITBAa y LEIMHU, Ja TNEPMAHCHTHO paje Ha yHampehewmy HacTtaBe
MaTeMaTHKe.

Henpekugan pa3Boj MaTeMaTHKe M MOTYhHOCTH HEHE NPUMEHE Yy CBHUM
o0ylacTUMa HayKe W TEXHOJIOTHje, C jelHe, U padyyHapCKe TEXHOJIOTHje U 0Opa30oBHOT
coTBepa, ¢ Ipyre cTpaHe, YMHHU OBaj POOJIEM YBEK aKTYEeTHHM.

Ananm3a HaBeJeHOT mpoOjemMa OTBapa jelaH MIMPOKH CET HOBUX MpodiieMa U
MOTyYhHOCTH BHXOBOT peliaBama, 0 KOjUX ¢€ y OBOM pajy aHaJu3upajy ABa, U TO:

— yckiahuBamke HAacTaBHMX cajJpXaja ca HajHOBHjUM JOCTMrHyhmma Yy
MaTeMaTHUIIM U HAYIH YOIIIITEe

— yHanpehuBame METOAMKE HACTABE.

IIpBu on HaBegeHMX mpoOiieMa MOApa3yMeBa aJeKBaTHY METOANYKY
Tpancopmanyjy onapeheHMX MaTeMaTHMYKUX caJpkaja, KOHKPETHO cajpiKaja
aHAIMTHYKE TeoMeTpHje, W yckiahuBame HacTaBHUX caap)kaja ca pas3BojeM



MaTeMaTHKe, y3pacTOM Yy4YeHMKa M HHMBOOM pa3BOja MaTepHjajHe OCHOBE HACTaBe,
yTBphUBame HUBOA 3HaHa U PaJl HA OCIOCOO/baBaBky 3a €PUKACHY NMPUMEHY CTEUEHHUX
3HamwA.

[lonazehn onx HaAjHOBMjUX Cca3Haka AMJAKTHKE M IICUXOJIOTHjE yuema, 3a
pemiaBame APYror npodjiemMa HEONMXOJHO je Jla Ce CaBpeMEeHa HacTaBa MaTeMaTHKe,
ycMepaBa Ha Mpolec CTHIalha, KBAJUTET 1 MOryhHOCT nNpUMeHe cTeYeHUX 3HAA,
a HE Ha ycBajame NOTOBHX YHIeHHIA M HA HHUXOBY KOJUYHMHY, IITO CE MOXE
nocTrhy y TUIaKTHYKOM CHCTEMY — HacTaBa y3 nmomoh padyyHapa, 3HaTHO yCHENIHH]e
HETO y TPaJANIOHAIIHOj HACTaBH.

Ha ocHOBY M3710)k€HOT MOXe€ ce 3aKJbyUUTH, J]a IPo0JIeM KOjH je Ipes HaMa UMa:
MaTeMaTHYKO — METOJMYKH, JUIAKTUYKO — METOJMYKU U MEJaromko — UCTPaKUBaUKH
KapakTep, Tj. H3y4aBa C€ Ha TEOPUJCKOM (MAaTeMaTHYKOM U JUJAKTHYKO —
METOMYKOM) U €MITUPUjCKOM HUBOY.

IIpouec cruuama 3Hamba 1 MOryhHOCT MpuMeHe 3HaWa, Cy OCHOBHE HJIeje Ha
KOjuMa ce, y OBOM pajly, 3aCHHBA IMPHUMEHA padyHapa y HACTaBU MaTEMaTHKeE.

WUnejy o padyHapy y HacTtaBW, Tj. HJAE]y O padyHapy, CHaOJCBEHOM
oproBapajyhuMm o0pa3oBHUM cO(PTBEpPOM, KAa0 OKpPYXKEHY 3a pa3BHjalkbe M IPOBEPY
MaTeMaTHYKHX KOHIIerara, BeoMma AeTalbHo je enabopupao D.Tall y pagoBuma [92 -
103]. OH yBOAM MOjaM reHEePHUYKOI OPraHM3aTopa, Kao ,,0KpyXkewa (MHKPOCBETA),
Koju oMoryhaBa y4eHHMKY Ja MaHUIyJIHIIEe NMpuMepuma, u (ako je moryhe) KoHTpa-
npuMepuMa oapeheHHMX MaTeMaTHUKMX KOHIlerara, WM I[IOBE3aHOI CHCTeMa
koHIenata“. Ha Taj HauWH ce CTBapajy YCJIOBH 3a WU3y4YaBame I0jaBa, KPO3 HUXOBY
TeHEe3y M MHTEPaKIUjy ca IPyruM IojaBama.

VY wu3pamu oBe JOKTOPCKE AMCEpTalyje, MOUUIO0 Ce yNpaBoO O OBE HIEje, Koja
MpeJCTaBba OCHOBY HACTaBe YCMEpEHE Ha Mpolec CTHIamka 3Halba W MoryhHocr
NpHMeHe 3HAKbA.

CarmacHo HAaBCACHUM 3allaKamkbuMa, UCTAKHYTH HpO6J’I€M ,Z[eq)I/IHI/II_He npeamer
OBC JOKTOPCKE ,Z[I/IcepTaI_II/Ije, KOjI/I C€ MOXXC O3HAYMTH Kao:

— MeToIWYKa TpaHcopmaldja HAydyHUX Yy HACTaBHE caJpkaje aHAJTUTHYKE
reomeTpuje, (mpeasul)eHnx 3a peoBHY U JOJaTHY HacTaBy y Tpehem paspery
TMMHa3Mje, U U3pajJy MaTypPCKHX pajioBa) Y TUAAKTUIKOM CHCTEMY — HACTaBa
y3 iomoh pauyHapa;

— MpUKa3 IUIAKTHYKOT CUCTeMa — HacTaBa y3 IOMOh padyHapa, ca Harjlackom
HAa HAacTaBHE MeToJe, MAMJAKTUYKE NpPHUHLUIE U O0O0pa3oBHU cOTBEp
(reHepUyKe OpraHMU3aTOpE) Kao HACTaBHO CPEJICTBO Y OBOM JAUJAKTUYKOM
CUCTEMY;

— eKCIIEPUMEHTAIHO HUCTPaXHBame O MOTyhHOCTH TpHMeHe padyHapa Yy
HAaCTaBH aHAJIMTUYKE TeoMeTpuje, y TpeheM paspeday TMMHa3Wje MPHPOIHO-
MaTeMaTHYKOI cMepa, O yTUIAjy KOju HacTaBa y3 moMmoh pauyHapa uMa Ha



CTHULIAK-E 3Haha U IPUMEHY y CBAKOJHEBHOM >KHBOTY U MPAKCH, Tj. HA YKyMaH
00pa30BHU YUMHAK U MOAM3akhe HUBOA €(PUKACHOCTH HACTaBE.

1.2. llnsbeBH M 3a1a114 TOKTOPCKE JUCEPTALIAje

OCHOBHH Wb JOKTOPCKE JHMCEPTAIH]je je Aa TOTPUHEce yHanpehewy Teopuje u
npakce METOJUKE HAacTaBe MaTeMaTHKe (aHAJIUTHYKE TEOMETpHje) y TUMHAYHjH

MIPUPOTHO-MATEMATHYKOT CMepa y3 MOTYhHOCT ajekBaTHOT M300pa, apTUKyJaluje U
Tpanchopmalje HaCTaBHUX caJp)kaja W HUXOBE ITUIAAKTUYKE 0Opaze y OKBUPY
HACTaBHOI CHCTEMa HacTaBa y3 moMoh padyHapa, unMe ce HacTaBa MaTeMaTHKe

yCMEpaBa Ha IMpoHeC CTUullakba 3Hakba U MOFYhHOCT IMPUMCHC 3HamAa.

VY ckiany ca youeHUM NpoOsIeMoM U Ae(pUHUCAHUM MPEIMETOM, OCHOBHH HHJ/b

JAOKTOpPCKe AucepTanuje npenusupahemo Ha cnenehu HayuH:

1.

Ja ce MeToauuka TpaHchopMmalyja HaydyHHUX Yy HacTaBHE caJpikaje
aQHAINTUYKE TEOMETPHje, pealin3yje y Ipolecy HacTaBe y3 MoMoh padyHapa,
aJIeKBaTHUM HW300pOM cajpkaja, HU3paIoM OAroBapajyhux reHepHuuKux
opraHusaropa y3 Kkopuimiheme oOpazoBHOr codTBepa Mathematica u
GeoGebra;

Jla ce TEOpHUjCKU 0o0paau JUIAKTHYKHA CHCTEM HacTaBa y3 moMoh pauyHapa,
aHam3oM MelycoOHe 3aBHCHOCTH (haKTopa HacTaBe, aHAJIM30M JHJIAKTUYKHX
MPHUHIINAIA, KIACH(PHUKAIUjOM M MPHKA30M HACTABHUX METOAA y3 TOJECHO
(dbopMupaHe TEeHEpUYKEe OpraHu3aTOpe KOpHUIINeHmEeM HaBEACHOT 00pa3oBHOT
codrBepa;

7Ia ce yTBpAM Ja JIM TIOCTOje€ MEAAromKo — JWAAKTHYKHA TPEIyCIOBH 3a
NpUMEHY padyHapa y HAacTaBH MaTeMaTWKe y THUMHa3Wju, dyuMe Ou ce
noBehao 0Opa30BHU YYHMHAK M YUYCHHUIIH OCITIOCOOMIIN 32 CAMOCTAIIHO YUCHE U
CTHLIAEE 3HaMa, KA0 U MPUMEHY CTCUCHUX 3Hamba.

Metonuuka TpaHcopmaija caap)kaja aHaTUTHUKe TreoMeTrpuje, Owuhe

OCTBapeHa H3PaJOM HWHTEPAKTHBHOI yIOEHWKa, KOJjU NpEeACTaB/ba CACTaBHU JI€O

JUcepTaIyje.

VY ckmany ca neUHHCAHMM LWAJbEM HCTPaKMBamba TOCTaBJbEHE Cy W cienehe

MmoJjiasHe XuIoTe3e:

— HacTaBa y3 IIOMOh pauyyHapa yTHYe Ha 3Ha4yajHO TIoOBehame YKyIHOT

00pa30BHOT YYMHKA y HACTaBU MaTeMaTUKE Y TUMHA3UjU

— 3Hama CTeueHa y Ipollecy HacTaBe y3 moMoh padyHapa nmajy kapakrep Behe

CTaOWJIHOCTH W TPAJjHOCTH, OJ 3HAaWka CTEUYEHHMX Ha KJIaCH4YaH HAYMH, Y
TPaAULIMOHAIHOM HAaCTaBOM IIPOLIECY



— HacTaBa y3 NIOMOh pauyyHapa, yThye Ha Behy NpakTHUHYy HPUMEHJBUBOCT
CTCUCHHX 3Haka U JIOTPUHOCH OpKeM CTUIarkhy HOBUX 3HAma

— HacraBa y3 nomoh pauyHapa moBehaBa akTHBHOCT M ymyhyjy y4eHHKe Ha
caMOCTaJIaH paJi, BUIIE HETO TPaJIUIIMOHAIHA HACTaBa.

Jla Ou ce MOCTUTAao TMOCTaBJBCHH IMJb M TOTBPIMIIE XHUIIOTE3€ HCTPAKUBAMbA,
oTpeOHO je pean3oBaTH ciienehe 3axaTke:

1. Jlatm mpuka3s peanu3alije HaCTaBHUX caJipikaja aHATUTHYKE TeOMETpH]e:
a) mpenBul)eHUX aKTYEJTHUM HACTaBHUM IPOTPAMOM,
0) mpeaBuleHUX MPOTrpaMoM AOJATHE HACTABE,
B) TIOTOJIHUX 32 M3pPaJy MaTypCKHUX PajoBa,

y OKBHPY IHMIAKTHYKOI CHCTEMa — HacTaBa y3 IMoMmMoh padyHapa, H3pagoMm
WHTEPAKTUBHOI  ylIOEHHMKa, CHAa0AEBEHOr OAroBapajyhuM TreHepuuKuM
opraHm3aTopuma, y3 Kopuiiheme oOpa3oBHOr codTBepa Mathematica u
GeoGebra;

2. Teopujcku oOpaguTH:
a) MECTO U yJIOTY pauyHapa y HacTaBH,
0) IUIAKTUYKU CHCTEM — HacTaBa y3 MOMOh pauyHapa,
B) AMIAKTUYKE NPUHIIMIE HACTaBe y3 MoMoh pauyHapa

I) HacTaBHE METOJe HacTaBe y3 NoMoh padyHapa M JaTh aJeKBaTHE
IPUMEpPHU 32 WIyCTpalujy,

1) W3paJuTU  aJeKBaTHE IMpUMEpe TIEHEPUUYKUX OpraHu3aropa, y3
kopumtheme obpazoBHor coprBepa Mathematica u GeoGebra;

3. YTBpAWTH pa3ivKe y NOTJeay:
a) KBaJHMTETa U KOJMYMHE 3HAMa YICHHKA,
0) 0cCmocoO/HLEHOCTH 32 pelllaBamke MPOOIEMCKUX 3aaTaKa,
B) TpajHOCTHU 3HAMKA,

CTCUCHHMX y HACTaBH y3 MoMoh padyHapa W y TPaJWIMOHAIHOj HACTAaBH, Ha
OCHOBY pe3yJiTaTa MOCTUTHYTHX Ha TECTOBMMA 3Haa U3 HACTABHOT MOApYYja
— aHAJIMTUYKA TeOMETpH]a.

1.3. Opranusanuja 10KTOPCKe AUcepTalnje

Kapakrep npobiiema, npeameT u b, oapelyjy canpxkaj u CTpyKTypy JOKTOPCKE
JUcepTalyje.



YBoAHH Je0 calpXHu TeMy M caJpaj paja, UCTOPH]CKH TMperjen U MpeaMer
aHAJIMTUYKE TeOMETpHje, Kao U 03HaKe Koje he Outu kopuirhexe.

Jlpyru f[eo caJIpXu KOMIIAPAaTUBHY aHAJM3y 3acTyIUbEHOCTH cajpiKaja Hu3
aHAJTMTUYKE TEOMETPUjE Y CPEAOIIKOJICKUM HACTaBHUM MPOrpaMUMa HEKUX 3eMasba.

Y Tpehem neny teopujcku je oOpal)eH HOBH NUIAKTUYKU CHUCTEM — HAcTaBa y3
nmomoh paudyHapa. AHanmusupaH je Mel)ycoOHM ogHOC W yiore cBakor on (akropa
HacTaBe. AHaIM3WpaHW Cy AWJAKTHYKA TPUHIMINA Ca TOCCOHMM HarjlaCKoM Ha
NPUHIUN WHANBUAYyAJIW3aldje ¥ NPUHIUN BH3yajdu3anuje, KOju y OBOM aH[a-
KTHYKOM CHUCTEMYy N00Wjajy myHY adupmaiujy. AHaau3upaHe Cy HacTaBHE METOJIE:
o0jalmaBavyKoO-TPUKa3UBaYKa, PENPOAYKTHBHA, MPOOJEMCKAa W HCTPAKUBAUKA, |
WIyCTPOBAHE Cy OJIrOBapajyyuM MpUMEpHUMa U TEHEPUYKHM OpraHU3aTOpUMa.

YeTrBpTH €0 je METOAMYKAa TpaHchopMmalMja HEKUX calpkaja aHaJIUTHYKe
reoMeTpHje, Koju Cy mpeaBuleHH 3a peloBHY U JIOJATHY HacTaBy y Tpehem paspemy
TMMHa3Mje, Ka0 W U3paay MaTypCKHX pPajoBa, y IMPOIECY HAcTaBe MyTeM padyHapa.
@opMupaHH Cy TEHEPHUYKHM OpPTaHM3aTOPH 3a: MHOXKEHE BEKTOpa CKalapom,
KOOPJIMHATHH CHCTEM Y PaBHH, MOJIENTy Ty’KH, pa3He 00IMKe jelHaunHe MpaBe, paMeH
NpaBUX, KOHCTPYKIMje KPUBUX JAPYTOT peia, OJHOCE MpaBe M KPHUBE, TAHTCHTY (Kao
IpaHUYHU CJIy4a] CedYulle) KpHBE, OINIITy TeOopHjy KpHBHX japyror pena. Cse
arudkanuje cy ypahene kopumrhemeMm o0pa3oBHOr codTBepa Mathematica wu
GeoGebra.

Ynopeno je HanMcaH UHTEPAKTHBHU YOEHUK aHATUTUYKE T€OMETpH]je, KOju je
cuabneBen CD-om, ca oxaroBapajyhuM ammkamnujamMa ¥ npuiaro)eH je HacTaBH Y3
nomoh pauynapa. CBaka amuKaiyja TpeACTaB/ba TEHEPUYKH OpraHU3aTop 3a
onpehenn objexar, uiau Heku oxHoc. Ilpu tome, yubenuk u CD mokpuBajy rpaauBo
aHAJTMTHYKE TE€OMETpH]e.

Y meroM Jeay TpHKa3aHO j€ TEAAroliKo HCTPaKWBame, 00aB/LEHO je y JBE
mkone: ['mmuasuju ,,Josan JoBanoBuh — 3maj“ y HoBom Cany u I'mmuaszuju ,,Hukona
Tecna®“ y AnaTtuHy, moueBiiH ona jAceuHUcama MpodiieMa, MOCTaBbamkba IUIbCBA,
3aJjaTaKka U XUIIOTE3€ UCTPAKHMBAKA, IIPEKO OMHUCA OpraHU3alllje U TOKA EKCIIEPUMEHTA,
70 CTaTUCTHUYKE oOpaje W aHajau3e pesyiraTa. Y CBakoj of IIKosia (GopMHpaHE Cy,
eKCIIEPUMEHTATHA ¥ KOHTPOJTHA TPYTIa M aHAJU3UPAH j¢ YTHIAj He3aBHCHE Bapujadie
— HacTaBa y3 nmomoh padyHapa, Ha 3aBHCHY BapHja0Jy — oOpa30BHU yYWHAK, IITO je
3ajeJTHIYKO MME 3a: KBAIUTET W KOJIMYHHY 3Hama, OCIIOCOOJHEHOCT 32 CaMOCTAJIHO
penaBame MpoOJEeMCKHUX 3a/1aTaKa, TPaJHOCT 3HamMmA.

IlecTn 1eo npencTaBsba 3aK/byYHa pa3MaTpama.

[lpunukoM wu3pajse oOBEe JOKTOPCKE IUcCepTaluje W cripoBohema HaBEeICHOT
MEeJIaroIIKOT HCTPAXXKUBaha, TOKOM MPOTEKIIE YSTUPH TOANHE, Y3 JINTEPaTypy HaBEICHY
y ceaMoM Aeny, KopuirheHH cy MHOTHM WIAHIM U MyOJIMKaIyje, o1 KOju ce 3HadajaH
Opoj HaJla3W HA HABEJICHUM WHTEPHET aJipecama.



3a upeHTu(uUKOBame mpobirema U JeduHUCAKE TMpeaMeTa U IHuiba THocebaH
3Hauaj umajy cienehe pedepenue: [1], [7], [18], [30], [31], [32], [33], [34] [35], [47],
[49], [57], [55], [62], [63], [83], [109], [112].

Tpehu neo je obpahen y3 kopumihewme cnemehe nuteparype: [1], [2], [4], [8],
[18], [27], [30], [31], [32], [33], [34], [37], [38], [40], [41], [45], [47], [51], [65], [80],
[83], [85], [92], [93-104], [109], [110], [112].

[MpunukoM u3page METOAMYKE TpaHCPOpMalHWje, WHTCPAKTUBHOT yIIOEHHKa U
n3pajzie oAroBapajyhnux reHepuukux opranuzaTopa MmoceOHo cy KOHCyJITOBaHe cieache
pedepenne: [3], [11], [13], [17], [26], [29], [35], [36], [43], [53], [59], [60], [81], [110],
[111].

3a peanu3aijy IEIarolikor UCTpakhBama W CTATHCTHYKY O0Opaay pe3yirara
kopuimthere cy cienehe pedepenue: [5], [20], [39], [43], [50], [59], [61], [79], [107],
[120], [121], [122], [123], [124], [126], [127], [128], [129] [130], [131], [133],

1.4. UcTopujcku mperJiex pa3Boja aHAJIUTHYKE FreOMeTpHje

Nneja xoopawHaTa W jeAHAYMHE KPUBUX, OWJie Cy TO3HATE jOII AHTHYKUM
IpupMa. ApxuMen', a Hapodnto ArmOmoHHje”, y cBojuM aenmMa (Bumerd [87]),
CBOAMJIM Cy KOHYCHE NPECceKe Ha TaKO3BAaHE CUMNMOMe, KOJA C€ 'y HEKUM CllydajeBHMa
HE Pa3NuKyjy OJ CaAllbHX jeaHaunHa. MelyTum, HU3aK HMBO Tpuke anredpe u ciad
MHTEpEC 3a H3y4yaBamkbe KPUBUX, DPA3NIMUUTUX OJ TMpaBe WU KPYXKHULE, HMajy
JIaJIeKOCEKHE HeraTuBHE mocienune. HanMe, Ha miaHy u3ydaBama KpUBUX, APYTOT U
BUIIET pe/ia, TIOCPECTBOM jeTHaunHa, BEKOBUMA HHUj€ YUHbEH HUKAKaB IIOMaK.

VY EBpomnu, TpBH KOjU je KOPUCTHO KOOPJIWHUPATHO TPEACTaB/bakE (32 HEKY
dyHKUHjy y 3aBHCHOCTH 011 BpeMeHa), Hukoma OpesMo®, 1o aHanoruju ca reorpaduma,
KOOpJIMHATE je Ha3uBao — AyXHMHA U mupuHa. KoHIenT koopauHara, pa3BujeH 10 Tala
KOPHCTHO C€ Y aCTPOHOMUjHU U reorpaduju.

Onnyayjyhu xopak je HauumeH TeK momTo je Buj er’, W3TPain0 CUMOOIUYKU
J€3UK 3a MUcame jeIHaYMHA U YCTAaHOBHO, 32 TO BpEMe, MOJIEpHY ainrebapcKy HOTAIH]y.

3acuuBajyhu cBoj pa, ynpaso Ha BujeroBoj Hotammju, ®epma’ u Jlexapt’, 18a Boaeha
(dpaniycka maremarnuapa X VII Beka, nCTOBpeMEHHO, HE3aBUCHO jeIaH O]

' Apxumen (rpu. Aoxunong; 287 — 212. m.H.e.) cTaporpuky MaTeMatuyap, GU3H4ap U MHKEHEp U3
Cupaxkyse

> Anosonnje u3 Ieprama (rpu. ATOAA@VIOC O ITepyatog; 256 — 170. n.H.e.) BEIUKH CTApOIPUKH
MaTeMaTHuap, Haj3HaYajHUjU TPEACTABHUK AJICKCAHIPU]jCKE IIKOJIC

* Hukoma Opesmo (¢p. Nicolas Oresme, Nicholas Oresme, Nicole Oresme; 1330 — 1382.) KaTonuuku
OuCKYTI, jefiaH o1 Hajrmo3HaTHjuX (paHuyckux ¢uiocoda u n Hayynuka y XIV Beky

* dpancoa Buer ((pp. Francois Viéte; 1540 — 1603.) — uctaknyTH (paHIyCKH MaTeMaTHUap, jeaH O
yTeMeJbuBaua anredpe, MpaBHUK 10 00pa3oBamby U 110 OCHOBHO] ITpodecHjn

> jep ae ®epma (dp. Pierre de Fermat; 1601 — 1665.) 610 je hpaHIycKH MaTeMaTH4ap  IPABHUK Y
TYJIyCKOM MapJIaMEHTY

® Pene Hdexapr (nat. Renatus des Cartes, Gp. René Descartes; 31. mapra 1596 — 11. debpyapa 1650.)
HCTaKHYTH (ppaHIlycKu MaTeMaTudap, Guio3odh n HayIHUK
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Apyror, yBOAE HOBH, KOOPJAWHATHH, METOJ, M IIOCTaBJbajy OCHOBE AaHAIUTHYKE
reoMeTpuje.

Oxo 1637. ronue ®epma mame MepceHy’ pykomuc ,,YBOA y H3ydaBame
paBHMX M Qu3nukux Mecta (urypa)®, rae npukasyje jeIHauuHe Pa3sTUUYUTHX KPHUBHX
Apyror pena y HpaBOYINIMM KoopAMHaTama, kopuctehu BujeroBy HoTaumjy. Jla Oum
M0jeTHOCTAa-BHO OOJHK jeqHaunHa, @epma y 3Ha4ajHOj MepH KOPUCTH TpaHCHopMaIuje
KOOpJAWHATA, ¥ TIOKa3yje KaKo je€ HOBH MPUCTYII jeTHOCTABHUJH U IJIOJHHUJH HETO OHAj,
9uCTO TeoMmeTpujcku. Melhytum, depmaoB pykomuc, y BpeMe Kaja je HacTao, HHje
no0MO HEKW 3HAYajHUJU IMyOIHMIIMTET, HErO TEK HAKOH HEKOJWKO neneHuja, 1679.
roIMHe, Kajia je ITaMIIaH, y OKBUPY Kiure ,,Varia Opera Mathematica®.

®epma Qopmynuiie NPUHLMN aHATUTHYKE TeoMeTpHuje Ha cielehu HauuH:
,,CBaKku MyT KajJja c€ y KOHAYHOM OOJIMKY jeJTHAYMHE, I10jaBe JBE HEMO3HATE BEJIHMYUHE
— JYXH, TIOCTOjU TEOMETPHJCKO MeCTO — (Urypa, a Kpaj jenHe oA mHUX (HEMO3HATHX
BEJIMYMHA — TYXXH) OINHKCYje TpaBy WIH KPUBY JHHHU]Y ... 3a (HOpMUpaAmE jeTHAUNHE
MIOTOJTHO je J1a JIBE HEMO3HaTe BeMMUMHE 00pa3yjy HEeKH aaTu yrao (Hajuemrhe mpaB) u
J1a ce 3aj1a ToJI0XKa] M Kpaj jeaHe o BenuanHa“, (Bumetu [19] u [25]).

F(x.y)

_————
-

N Z
Cimuka 1.

depmaoB MeTON ce 3acHMBa Ha O0OCTpPaHO jE€JHO3HAYHO] KOPECIIOHICHIIHjU
n3Melyy Tauaka paBHU W MapoBa OpojeBa, Ka0 W KOPECTOHIEHIUjH HM3Mel)y KpuBUX U
BUXOBUX jeqHadYnHa, (BuaeTH [23]). YV cBOjUM HCTpaKMBamUMa, MOJIa3H0 j€ O PajoBa
Hay4HHUKa CTape ajleKCaHAPHjCKe IIKOJIE, a OCeOHO AIIOJIOHHUja, Ca HACTOjameM Ja HX
npukaxe aiaredapckum jesukom Bujera. Ilomokaj tauke P Ha kpuBoj (1.4.1.2gD),
olpeheH je Ty>KUHOM ayKu A , KOja je U3MepeHa, o mo4eTHe Tayke N 10 HeKe Tadyke
Z, Ha HEKOj MpaBoj Y3€TOj 3a OCHOBY, M AYXKMHOM IyXHu E of Tauke Z 10 Tauke P .
Kpajma Tauka P omucyje HaBelleHYy KpPHBY.

Ha oBaj HauwH, y 3aBUCHOCTH OJf IPOMEHJbMBUX BenmunHa A u E, ®epma
W3BOJIM JeIHAUMHE: TIPaBe, KPYKHHUIIE, eNuIice, Xxunepoose, mapadose. Y CTaHOBHO j€ Ja
jeHayuHEe TPBOT CTETeHa MpeACTaBibajy IpaBe, a jeIHAYWHE JPYror CTEleHa —
KOHYCHE ITpeceKe.

" Mapun Mepcen (bp. Marin Mersennus or le Pére Mersenne; 1588 — 1648.) dpaHiyckn Teonor u
MareMaTHJap


http://dic.academic.ru/dic.nsf/ruwiki/9368

VARIA OPERA

MATHEMATICA

D PETRI DE FERMAT,
SENATORIS TOLOSANL

Accefferunt fele@z quzdam ejufdem Epiftolz, vel
ad ipfum  plerifque doétifsimis viris Gallice, Latine,
vel Italicé, de rebus ad Mathematicas difciplinas,
aut Phyficam pertinentibus fcripta.

X PTEM proes

RS e

TOLOSE,

Apud JOANNEM PECH, Comiticrum Fuxenfiom Typographum , juxta

Hacnosna ctpana ®@epmaoBux cabpanux aena u3z 1679. ronune

CBoje pemek-zaeno ,,PacnpaBa o meronu®, 4uju je MyHH HacloB ,.PacmpaBa o
METOIH, Koja omoryhyje ympaBibambe€ CBOJUM pa3yMOM M OTKPHBAaWmE€ HCTUHE Y
Haykama. [Tnyc Iuonrpuka, Mereopu u ['eomerpuja, koju cy npuiio3u Metojne®, Pene
Hexapt myomukyje 8. jyna 1637. ronuse.

VY ,,PacnipaBu o metonu®, Jlekapt je dhopmynaucao ,,rJaBHa IMpaBuiIa METoJE™, a
TO CY:

a) He MPUXBATaTH KA0 MCTHHUTO HEILTO, IITO MPETXOAHO HUje MpuxBaheHo Kao
HECYMIbUBO UCTUHHTO, Tj. OJUTyYHO H30eraBaTu y>KypOaHOCT M Ipepacye,
Uy cBoja pacyhuBama yKJbY4HBAaTH CaMO OHO ILTO j€ y TBOjOj CBECTH TOJIUKO
jacHO M OYMIVICZHO, /1a HA Ha KOjU HAYMH HE MOXKE JaTH TIOBOJ 32 CyMIbY,
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DTS LECOURS

DE LA METHODE

Pour bien conduire {a raifon,& chercher

la verité dansles fciences.
PYrea s

LA DIOPTRIQVE.

LES METEORES.
ET
LA GEOMETRIE,

Qui font des effais de cete MEeTHODE.

A LEybpes
DclImprimcrie delan Marge,

clo Io ¢ XXXV

Aunec Prinilege.

HacnosHa ctpana kmure ,,Pacipaa o meronu*

0) pamr4IaHUTH CBAaKW MPOOJIEM HA OHOJIMKO JIEJIOBA KOJHMKO je TOTpeOHO Ja Oou
Ce MOTao JIaKIIe PeInTH,

B) yIpaB/baTH TOKOM CBOjUX MHCIH, Moyiazehw O HAjIpOCTHjUX H JaKO
pa3yMJbUBHUX MTOjMOBA, U Hampeayjyhu kopak mo Kopak, Kao Mo CTeTIeHUIama,
JIO Ca3HaBama HajCIOKEHHUJUX, JOMYyIITajyhu MocTojame MmopeTka 4ak u Mehy
OHHMM TI0OJMOBHMa, KOjU y IPUPOJTHOM MOPETKY HE MPETXO/IE jeflaH APyTroMe,



r) QopMupaTH YBEK TOJHKO YIOTIYH-CHE JIUCTE IMOJaTaka M TaKO OIIIMpHA
UCTPaXHMBama, Jla Ce€ MOXe OWUTH YBEpPEH Ja HHINTA HHUje MPOMYIITEHO,
(Bunetu [28]).

HexaptoBa ,,I'eomerpuja“, objaBibeHa je naxie, npBu myT 1637. romuHe, Kao
J0JIaTak KibH3H ,,PacripaBa 0 MeToau ™, MOTIYHO He3aBHcaHO o depmaoBor pykomuca.
] eoMeTpHja“, y K0joj Cy joIll MOTIYHH]E Pa3BHjEeHE HCTE HJICje, OCTBAPHIIA j& Y CBETY
MaTemaTHKe, najieko Behu yrunaj, Hero @epmaos ,,YBoz... .

JlekapT ykJbydyje y TEOMETpHjy IIMpe Kiace KpuBux, mehy muma u
,MEXaHu4Ke" (TpaHCIICHACHTHE, THIAa CHUpaJie), U HU3BOAM 3aKJ/bydaK Ja je cBaka
KpuBa JeuHucana jenHaunHOM. OH Gopmupa jeHaunHe anredapcKkux KpUBUX, U HA
OCHOBY TOra BpIIM IUXOBY KilacuPuKanyjy (HEMOTHyHY, a KacHHje 3HauajHO
u3Memeny). Mehytum, nako je oBa [lexkaproBa kiacudukanuja HOTpelIHa U HeMa
HEKOT' 3Hauaja, OMTHO je Ja ce Harjacu Ja je OH MpBH yO4Ho Ja je Kiacudukanuja
KPUBHX y JUPEKTHO] BE3U Ca PEIOM OJroBapajyhux jeqHadmHa.

JlekapT HariamaBa, MaKo HE JOKasyje, a OCHOBHE KapaKTepUCTHKE KPUBE HE
3aBUCe 0] n30opa KoopauHaTta, (Buaetu [19] u [25]).

Cucrem koopnuHara y Jlekaprosoj ,,I' eomeTpuju‘, 6mo je ,,00pHyT y 0JIHOCY Ha
caBpeMeHM (OpJMHATHA OCa j€ XOpPU30HTalHA), a Takohe HHCY y3eTe y 003up HH
HeraTuBHe KoopauHaTe. TepMmMHMHHU ,amnciuca™ W ,,opAHHUpaATa“, MOBPEMEHO Cy ce
MOTJI CPEeCTH KOJ TMOjeIuHuX ayTtopa. MehyTuMm, y mupoky ynorpedy yIUIU cy TeK
kpajem XVII Beka, 3ajenHo ca TepMUHOM ,KoopauHare™. HasuB ,,AHanuTnyka
reomerpuja‘“ ycranuo ce Tek kpajem X VIII Beka.

Y cBojy ,,['eomerpujy*, Jlekapt ykibydyje OpojHE TpHMEpe KOjU HIYCTPY]y
orpoMHe MoryhHOCTH HOBe MerTole, a J00Mja MHOTe pe3yiTare HeMo3HaTe
MaTemMaThyapuMa paHujux ernoxa. Moryhe nmpuMeHe y MpocTopy, OH MOMHEbE, ald MX
HE KOPHUCTH.

VY Hpyroj kmu3u ,,I'eomerpuje noa HacaoBoM - O nmpupoau KpPUBHUX JHHHjA,
Hexapt npukaszyje ,,HaumH 3a kimacudukainujy CBUX KpPUBUX JHHHja Ha onpehene
THUIOBE U yBUhame 0HOCa n3Mel)y CBUX BUXOBUX TayaKa U Tayaka IMpaBuX .

3a minycTpanujy HaBieHor ,,Hauuna ...“, JlekapT nu3Boau jeqHauuny ,jiunuje CE,
KOJy OIHCYje Tauka mpeceka ,,Jiewupa“ GL u ,,Heonpeheno nponyxene crpane CNK
paBHe npaBosiuHujcke ¢purype NKL, unja ce ctpana KL kpehe ayx nate mpase BA, y3
00aBe3y na oOpTameM Oko Tauke G, JICHHp MpoJia3u Kpo3 Tauky L. (Ipyrum peunma:

pamy ce O jeJHaYMHH TeoMeTpHjcKor Mecta Tadaka C, mpeceka MpaBHUX p(G,L) u
p(N K ), npu yemy ce karera KL =b, nmpasoyrnor tpoyrna AKLN , rae je NL=c,
Kkpehe mo HopMan n(A) y Tauku A , Ha TIpaBy p(A,G), raeje AG=a.)

Vaumajyhu n(A4) 3a ocy x um Tauky A 3a moderak, JlekapT O3Ha4aBa

,Heonpehene u neno3Hare Benuunae CB =y, BA=x (Cnuka 2.), rie je B TOgHOXK]e
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HopMase u3 Tauke C Ha n(A) ,(1.4.2.g¢b) .

Cika 2.

Tama, 3a BL=p, Ha ocHOBY ciauuHocTH TpoyrioBa: ACBK ~ANLK, onHOCHO

ACBL ~ AGAL , Baxe cnenehe jeqHakocTu
(b+p):b=y:icu (x+p):p=a:y,

a TocJie eMMuHaIje p , nobuja ce ,,jemandyuHa juauje CE

yy o« cy—%xy+ay—ac,

y 065uKy y kome je noouo [lexapt. Kao mTo ce Buau u3 nocneame jeaHadnse, Jlekapt

. . 2
y CBOJUM pajioBUMa KOPUCTU CUMOOJI oC 3a JEJHAKOCT, & XX 3a CTENeH X~ .

JacHo je ma y ,,caBpeMeHOM JleKapTOBOM KOOPJMHATHOM CHUCTEMY®, jeTHAaYMHA
OBOT T€OMETPH)CKOT MecTa Tayaka Ijlacu

bx? —cxy+(a+c)bx+abc:0.

AKO ce y HaBeJIeHOM NpUMepy IpaBa p(N K ), 3aMEHU HEKOM KPHUBOM JIMHU]OM,

koje JlekapT Ha3uBa ,,KpUBE HpBOr ponaa*“ (Ha mpumep: mapabomom - 1.4.3.88D,
enuIcoM win Kpykautom - 1.4.4.g8b, xunepoonom - 1.4.5.8gb), nobujajy ce Heke
Apyre KpuBe JHUHUje, Koje JlekapT Ha3uBa "KpuBe apyror poaa”.

Jlo nojase Jlekaprose ,,['eomeTpuje’, 3HAIO c€ caMo 3a jeJlaH HaulH 00pa3oBama
KOHYCHHX TIpeceKa, MCKJBYYHMBO Ha IMPOCTOPHUM TEOMETPHjCKHM (QUrypama, Tj. Ha
KPY’XHO] KOHYCHO] TOBpIIM. AJM TeoOMeTpHja OBOT BEIUKOTr pedopmaropa, Omma je
YCIOB Ja C€ Yy TEOpUju KOHYCHHUX IIpeceka, Takohe W y CBUM Jpyr'MM TIpaHama
MaTeMaTHKe, HampaBU OJJIy4aH 3a0KpeT: OHa oMoryhaBa Ja ce KOHYCHH TMpeceru
dbopMupajy TUPEKTHO y paBHU, HE KOopucTehW ce Mpu TOME MOCMaTpameM KOHYCHE
noBpmu. Jlekapry je OWIO JOBOJHHO Ja 3aKJbydd, J1a C€ y bErOBOM CHCTEMY
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KOOpJMHATa, KOHYCHH NpPECeld MNPEACTaBJbajy OIMIITOM KBAJIPaTHOM jeTHAYHMHOM ca
JIB€ TIPOMEHJbUBE. TaKBO aHAMTUYKO MPECTAaBbakbe TOBOIU IO KACHU]ET OTKPHBamba
Y U3y4aBama lUXOBUX MHOTOOPOJHUX CBOjCTaBa.

3a mHore JlekapToBe CaBpeMEHHUKE, pasyMmeBame ,,I eomeTrnje” Omiio je Beoma
Telmko. 300r Tora, HEMOCPEeIHO IO HEHOM o0jaBibuBamy, [lexapt auctpulyupa
PYKOIIUC, KOjU y CBOjUM NHCMHMa Ha3WBa ,,YBOA, a HaMa je IMO3HAT I0JI UMEHOM
,3pauyHaBamwe rocnonuna exapra®, (Bugetu [19] u [25]). Ha ocHOBy HaBeneHoOT y
[19], ,,pykomuc canapxu KpaTak yBoA y anrebapcku anroputam Jlexapra, oOpabhen je
jeman Opoj anrebapcko — T€OMETPHJCKHX 3ajJaTaka O TPOYIJIy M yBelIeHa Cy Heka
reoMeTpHjCKa MecTa Tayaka, MeTOJI0M KOOpAUHaTa*.

JlekapToB aHAIUTUYKH METOJ, yOp30 MO 00jaBJbUBamy, MOYEIH Cy Aa KOPUCTE,
najyhu My cBoje Mmpuiiore, MHOTH yTJIeIHH MaTeMaTHyapy Tora BpeMmeHa, a mely muma
Ckoyren®, ne Bon’ u Bamuc'. TToapoGuuju anrebapcku yox y ,,leoMeTpujy™, mau
cy: CkoyrteH, y cBoM pany ,OcHOBM yHuBep3aimHe MaTematuke Ppanca CkoyreHa
utn.“ u ge boH, y pany ,Kparke Hamomene“. Anamusupajyhm ,.I'eomerpujy*, oHu
UCIpaBJbajy HEKE HEHE HENOCTATKE, U KOPUCTE HOBU METOJ 3a pellaBambe MHOIHMX
npyrux npoosema (Bunetu [19], [25]).

OBu pazoBu Cy OWIM MPUKBYYCHHM KacCHUJUM H3aamuMa ,l'eomerpuje® Ha
JATUHCKOM je3UKY, Kao IITO je, Ha puMep, u3name u3 1659. ronune.

Ca cBojum HamomeHama ne bon, Beh Tokom 1639. ronune ynosnaje Jlekapra,
KOjU UX j€ OIEHHO Kao JoOpoHaMepHe. AHaIM3upajyhu onmmTy KBaapaTHy jeTHAYUHY,
ne bon npermocTasska 1a je yrao uamely oca x u y, nmpousBosbad, (Buaetu [19]).

Y mpamy ,,I'eomerpuje” uz 1659. rogune, y CKoyTeHOBOM pajay ce MojaBJbyje
jenHaymHa

y=a-x,

Kao je,I[Ha‘lI/IHa FCOMCTpI/IjCKOF MECTa TadakKa, 3aTHM OCHOBHC je,I[Ha‘II/IHe TpU THUIIA
KOHYCHHX IIPpCCCKa

acgx  acxx
re=yy n =)y
bb
Taxohe, JlekapT y Ha3Hakama aaje MOTyhHOCT TpaHchopMalije KoopauHara (6e3
JI0Ka3a), 1 y OJHOCY Ha WX, HarjallaBa MHBAPHjaHTHOCT KpUBUX, CKOYyTEH H3BOJIU
¢dopmyre 3a poraiujy KOOpAHMHATa, YMME MPAKTUYHO U Jl0Ka3yje JlekapToB cTaB o

WHBApUAJHTHOCTH KPUBHX, Y OJHOCY HA IIPOMEHY KOOPAWHATHOT CUCTEMA.

¥ ®dpanc Ban Croyren (xon. Frans van Schooten; 1615 — 1660.), Xomanacku MareMarugap, mpodecop
YHUBEp3UTETa y AHTBEpIICHY

° daopumony ae Bon (dp. Florimond de Beaune; 1601 — 1652.), hpaHiyckn MaTeMaTHIap

' Ion Bamuc (enrn. John Wallis; 1616 — 1703.), eHriecku MaTeMaTHuap, jeIaH O MPETXO-IHHKA
MaTeMaTH4Ke aHaJIH3e
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RENATO DES CARTES.
- Anno 1637 Gallicé edita; poftes antem

: _ Unicum NoT11s
CHFLORIMONDI DE BEAVNE
In CarivBlefenfi Confiliarii Regii, Gallics conferiptisin
Latinam [inpuam verfz, & Commentariis illoftrars

G T Overd atane iddia :
ERANGISCI i SGHOOTEN,
- in Acad. Tugd. Batays Mathefeas Profefloris,
Waiwe e .f!-udir.& Ailigenter recopmita s acapleriorilie Commentariie
mftrattie s inlrisgne egreniis acee[honiburs ram 2 pleriprem expli-
gatiouens, quans 2ot wupliandain bnjar Gesmervie ex=
¢ ellenmtiany fciensibus, exnnira, :

Quomm omniuem Caezlogum paginaverfa exhiber.

¥

-pit M MEST R LR DA :
Apud Ludovicum & Daniclem Elzevirios,
elo Ilac L1,

Hacnosna ctpana CkoyTeHOBOT (JJaTUHCKOT) u3nama Jlekaprose ,,[ eomerpuje

Y cBOM mocnenmeM Jeny ,, IpakraT o CHpoBOhemy TI'€OMETPHjCKUX J0Ka3a
nomohy anrebapckor u3padyHaBama‘“, y HNpuUiory 2. JATUHCKOr u3aama Jlekaprose
,,L eomerpuje”, 1659. ronune, CkoyTeH Xenu na yOenu OHE KOjHu HUCY NMPUXBATHIH
anre0apcKy HWHTEPHPETAlH]y TEeOMETPHje, Y HEHY CYNEPHOPHOCT HaJ KIACHYHOM
T€OMETPU]CKOM METOIOM, (BuaeTH [19]).
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Taxohe, Ilon Banuc, y pagy ,,TpakraT o KOHyCHMM IpeceluMa HU3JI0KeHUM Ha
HOBM Ha4yMH" pa3MaTpa KOHYCHE Ipeceke Kao KpuBe y paBHHU (1655), u mpu tome
KOPHUCTH HEraTUBHE BPEIHOCTH Ha alCLMCH, Kao U Koce koopauHate. M Bamuc, kao u
CkoyTeH /1aje MpeAHOCT METOAM KOOPAMHATA, Y OJHOCY Ha KiacuuHu Eyknunos metos,
( Bugetu [19]).

Tokom 1659. roguHe, y mnpuiory JApyror JaTHHCKOr wu3fama JlekaproBe
"[eomeTpuje", 06jaBibeH je pax ,,Exementy kpuBux tunamja”, Jana ge Bura'', pax xoju
HEKH HWCTOpHU-Yapy MaTeMaTHKEe CMaTpajy jeAHOM O]l HAJIOTIyHUJUX KHHUTa U3
aHAINTHYKE TeoMeTpHje, M0 Taga. AyTop OBIEe yodaBa [Ja jeAHAuYMHA ca
MPOMEHJBMBAMA X M ), KOja CaJpKW CaMO WIAHOBE NPBOT CTENEHA, MpEICTaBIba

npaBy. OH aHaJIM3Upa jelHaYnHe 00JInKa

bx bx bx
y=—, y=—=£c, y=—-—+c
a a a

U J1aje BUXO0B rpaduuku npukas. [lasbe, pazmMaTpa jeHaunHe

v =ax, y*=ax+b?, y? =—ax+b?,
W JI0Ka3yje Ja CBaka IIpejacTaB/ba Mmapabony. Kao ocHoBHe o0nwke jemHadynHe
xurep0oJie OH aHAIHM3Kpa jeTHAUYNHE

2 2
2 ly 2 2 2 2 ly 2_ .2
xy:fﬁ — =X _f P _f = > _:f -X,
g g g
a aHaJOTHE jeqHAYMHE aHaNM3upa y chydajy enunce. Takohe, ne Burt je mpsu, y
CaBpPEMEHOM aHAIUTUYKOM OOJIMKY, PEIIMO 3aJaTak O T€OMETPHUJCKOM MECTY Tayaka,
4yHju je 30up (pasiuka) pacTojama o1 ABE YTBpheHe Tauke KOHCTaHTaH, (Buaetu [16]).

[TapaGomorpad Xwurep6osorpad

! Jau ne Bur (xom. Johan de Witt; 1625 — 1672.), X0MaHACKH MaTeaMTHYap, IPABHHUK U TIOTHTHYAD
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Enuncorpad

Ocum Harpesn MOMEHYTHX M MHOTH ApPYyTHU MaTematudapu, mehy kojuma u @. ne
Ja XHpelz, Homnan”, CTI/IpJ'II/IHF14, KpaMep15 u T.1., TokoM XVII u XVIII Beka, nanu
Cy 3HayajaH JIONPHOC Pa3BOjy aHAIUTHYKE T€OMETPH]eE.

MehyTum, OMTHO je 1a ce HArJIacu, Ja MojaBa M pa3Boj MeToe KOOpAMHATA,
Tj. M3rpaJmba AHAJIUTHYKE reoMeTpHje, HHje HMb cama ce0u, Beh Hamportus,
Npe/CTaB/ba CBOjeBPCTAH YCJIOB, OCHOBY, CPE/ACTBO, 32 1a/bl Pa3BOj MaTeaMaTHKe,
y npBoM peay 3a orkpuhe m pa3Boj AudepeHINjaJJHOT ¥ MHTErpaJHOr pavyHa,
audepeHIjaTHe TeOMeTpHje, AaHATUTHYKE reoMeTpHje MPocTopa UTA.

VY mpuiior oBOMe CTaHOBHUINTY, TOBOPU KaCHUJU Op3U pa3B0Oj MaTeMaTHUKE, KOME je
CBaKaKo IIaBHU MPEIYCIIOB — I0jaBa M Pa3B0Oj aHATUTHYKE TEOMETpPH]eE.

VY TekcTy Koju cieaM, ocBpHyheMo ce ykpaTko, Ha OHaj J€0 OIyca BETUKUX
matemarnaapa, FbyrHa'® i Jlajoruma'’, koju crajga y JOMEH aHAIMTHYKE TeOMETpH]e,
WU je ca ’OM Y JUPEKTHOj BE3U.

JlekapToBY KOHIICIIH]Y O IOJIEIH KPUBUX JIMHHja HA anre0apcKe U ,,MeXaHuIKe'
(TpaHCeHIEHTHE) KpHBE, Koje JlekapT urHopwuiie, peuaupao je Jlajounun, Beh 1677.
rOAIMHE, MOYEBIIM NPUMEHY IU(EPEHINjaTHOI padyyHa MPBEHCTBEHO HAa TpaHCLEHJe-
HTHUM KpuBama. Op JlajOHWIIAa TIOTHMYY HAa3WBU TPAHCUEHIAEHTHH U ajredapcku,
KOjUMa TpHII0/aje U T0jaM HHTepcueHAeHTHOCTH (Bumetu [19]), mom kojum

V2
(124.6.0b), y mporpamy Mathematica. Cmatpa ce na je JlajoHuIl yBeo y mupy ynorpeoy

mojpa3oMeBa u3pa3 ooymka x“°, 4uju ce rpaduk J00Hja TOKpeTameM arlIHKaIje

2 @uann ne Jaxup (¢p. Philippe de La Hire, unmu Lahire 1640 — 1718.), (hpaHIlyckH MaTemMaTudap,
¢bu3nyap, aCTPOHOM U CIIHKap.

B Jlonuran (p. Guillaume Frangois Antoine de L'Hospital, 1661 — 1704.), Gpanitycky MaTeMaTiap.

' Temjc Crupaunr (enrn. James Stirling, 1692 — 1770.), WKOTCKH MaTeaMTHYap

5 Taépujen Kpamep ( ¢p. Gabriel Cramer; 1704 — 1752.) 1mBajuapcks MartemaTtdyap, ayTop
pacmpase ,,0 anrebapckuM KpuBama“

' Mcax Bbyrn (enr. Sir Isaac Newton 4.1.1643 — 31.3.1727.), enrnecku Qusuuap, MaTeMaTHuap,
¢dunozod.

" Tordpun Buaxeam Jajouun, (sem. Gottfried Wilhelm Freiherr (baron) von Leibniz; Jajmuur, 1. 7.
1646 — Xanosep, 14. 11. 1716), Hemauku ¢uno3od, Mmaremarndap, MpaBHUK, HCTOPHYAP, TUTLIOMAaTa U
MOJIUTUYKU CABETHHUK.
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http://sh.wikipedia.org/w/index.php?title=1643&action=edit&redlink=1
http://sh.wikipedia.org/wiki/31._o%C5%BEujka
http://sh.wikipedia.org/w/index.php?title=1727&action=edit&redlink=1
http://sr.wikipedia.org/sr-el/%D0%9D%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%87%D0%BA%D0%B8_%D1%98%D0%B5%D0%B7%D0%B8%D0%BA
http://sr.wikipedia.org/sr-el/%D0%9B%D0%B0%D1%98%D0%BF%D1%86%D0%B8%D0%B3
http://sr.wikipedia.org/sr-el/1._%D1%98%D1%83%D0%BB
http://sr.wikipedia.org/sr-el/1646
http://sr.wikipedia.org/sr-el/%D0%A5%D0%B0%D0%BD%D0%BE%D0%B2%D0%B5%D1%80
http://sr.wikipedia.org/sr-el/14._%D0%BD%D0%BE%D0%B2%D0%B5%D0%BC%D0%B1%D0%B0%D1%80
http://sr.wikipedia.org/sr-el/1716

TEpPMUHE ,,arcuuca’ u ,,0pJUHUpaTa’, Hako cy ce jeiaH, Win APYTd, TOBPEMEHO MOIJIHN
CPECTH KOJ M0jeIUHHUX ayTopa U Mpe Bbera.

YV neny ,Matematuuku npuHuMnu ¢unozodpuje mnpupoxne” (Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, y caBpemeHoj hopmynanuju ,,MaTemMaTnuyke OCHOBE
¢usuke) 1687. ronune, IbyTH je Hajsehu neo Teopuje ycrneo a U3I0KH Ha KiIacudaH
HauuH, 0e3 ymoTpebe KoopJuHaTa W OSCKOHAYHO MalMX BennynHa. Mmak, jeqaH neo
cajpkaja JaT je NPUMEHOM HOBHX METOJa, Tj. NPUMEHOM METOJa AaHAIUTHUYKE
reoMeTpuje U TudepeHIInjaTHOT padyHa.

Muoro Behy ynory wurpa aHaauThdka reoMmerpuja y IbyTtHoBOM gemy
,»YHUBEp3aJHa aputMmeTnka®, u3 1708. rogune. IbyTH, Ha mpumep, HE caMo na ce
OCJamkba0 Ha KOOPJMHATHU METOJ| y CBOJUM paJOBMMa M3 aHalM3€, HEro je joul U
npomupuo JlekapToBa reoMeTpujcKa HCTpaKuBamba. M3BpIINO je KiacupuKaimjy Kpu-
Bux Tpeher pena, youasajyhu 4 tuna u 58 Bpcra, a kacHuje je nogao jour 14 Bpcra. OBu
pesynratu, nobujern oko 1668. roamHe, 00jaBJbeHU Cy TOJ Ha3uBOM ,,Enumeratio
lineis tertii ordinis“ y oksupy ,,OnTrke*, Tokom 1704. romune. OBa kinacudukamnyja je
W3BPIIICHA YIIPaBO Ha OCHOBY aHanm3e oarorapajyhe jeqnaunne. ([19]).

byTH je ycranoBmo na ce kiacudwuKaivja KpUBHX JIMHH]ja, MOXKE HajOOJBE
U3BPIINTH Ha OCHOBY pela KpHUBE, IIPU Y€MYy pell KpPHBE OJroBapa CTENEHY HeHe
jemHauMHe, a CTEMNeH jeJaHuYMHe, jeHaK je Moryhem Opojy MpeceuyHrx Tadaka KpUBE U
npase. Takohe, TeopemMe 0 KOHYCHUM TpecelMa, YOIIITHO je U Ha KpuBe Tpeher pena.
Tako je Ha mpumep, 3a kpuBe Tpeher pena orkpuo (Buzmetu [19]): ma cpenune cBUX
Mel)ycoOHO mapalielHuX TeTHBA MPHUIIAIAjy jeIHOj MPaBoj — AWjaMEeTpPy KpHUBE, KOjU je
KOKbYTOBaH ceuyullamMa, KOojuMa TPHIaajy TOMEHYTe TETHBE, WM ako je Opoj
aCUMIITOTa KPUBE, JeJTHAK CTENEHY OAroBapajyhe jefHaunHE, OHJa CE 332 CBAKy CCUHILY,
OWJIO KOT TpaBIia OHa Omia, CpeIrHa TETHBE, MOKJIAIa ca CPSAMHOM JAYXKH KOjy Ha HO]
0JICEIIa]y aCUMIITOTE.

3aTuM, aHaJIOrHO OJroBapajyhum eneMeHTHMMa KOHYCHHUX Ipeceka, 3a KpHBe
Tpeher pena nedunuine: TemeHa KpuBe, oce, Koje ce 100Mjajy Kaga Cy y3ajaMHO
OPTOTOHAJIHU JMjaMETPH M KOWYTOBaHE TETHBE, LIEHTAp, KOjU MOCTOjU KaJla Ce CBU
JIjaMeTpPU CEeKY y jeIHOj TaYKH, U T.1I.

Takohe, koopmuHaTHH cucteM IbyTHa, MO HHYEeMy Ce€ HE pa3luKyje O]
CaBpEMEHOT.

Jlajbe, CIMYHO Kao IUTO je KOJ HemapaOoJIMYKMX KOHYCHHUX IIpeceKka KBajapat
Op/AMHATE y KOHCTAaHTHOM OJHOCY IIpeMa IPaBOYraOHMKY HaJ JiBa OJICE€YKa TUAMETpa
OoTCeYeHa OpIMHATOM, TaKo jeé M KOJA Hemapaboinykux KpuBMX Tpeher pena,
KOHCTaHTaH OJIHOC TMapaJiesIoNuIea HajJ TpuMa OpJUHaTama, Koje OJIroBapajy HEKoj
Ta4yKy MaMeTpa, IIpeMa napajeionuneay Haja TpH OJCeUKa JuaMeTpa.

BbyTH je OTKpHO jom Heke, BeOMa BaXHE OCOOMHE (HAaroBecTMo HX je Y
LI IpuHIIATIIMA ...“), KOje ce Takoh)e ogHOCe Ha KpHBE APYyTor, ogHocHO Tpeher pena.
HawmMme, ako ce KOHYCHHU MpEeCeK IEHTPAHO MPOjeKTyje Ha paBaH, OHJAA j€ HEroBa
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IpojeKija Takohe HEKM KOHYCHM IpEeceK, M IpU TOME C€ pea KpHUBE HE Mema.
KoHKpeTHO, Kao IITO MPU LEHTPAIHOM MPOJEKTOBakY KPYXKHMLA MOXKE J1a TeHEpHUIle
CBE KOHYCHE TpeceKe, Tako U KpuBe Tpeher peaa Aare ONIITOM jeJHAYMHOM

y=ax’ +bx* +cex+d,

MOTY J1a TeHEepUIly CBE jeqHaduHe ,Apyror tuma®, Tpeher pena (Bugetru [19] u [23]).
I'padux oBe KpuBe Moke ce JOOMTH MmokpeTameM aruukanyje (1.4.6.nb), y nporpamy
Mathematica.

OBe, Beoma je BaXHE O0COOMHE KPHBHX, Koje je HbyTH, 6e3 nokasza, caommTHo y
JpuHrmmnma ...~, nokasao je Kimepo'® 1731. roxuue, a 3a meros paxn ,,CTyamje o
KpUBama JBOCTpyKe KpuBHHE®, TpukaszaH y I[lapuckoj akamemuju 1729. rogune, xKoju
tTakohe roeopu O ocoOMHAMa KpPHUBHX, CMaTpa c€ Ja Mpe[cTaB/ba TeMEJb 3a TpU
TCOMETPHUjCKE AUCIHUILUIMHE: aHAIMTUYKY T€OMETPH]y MPOCTOpa, AU(PEPEHIIN]ATHY T'€0-
METpPH]y U HALIPTHY TEOMETPH]Y.

Crupaunr, 1717. ronune, y cBoM pany ,,tbyTHoBe kpuBe Tpeher pena®, 6pojy on
72 Bpcte, Koju je ycraHoBUO BbyTH, moxmaje jomr 4 HOBe BpcTe KpuBHX Tpeher pena.
Takolhe, n3pauyHaBa u 6poj KoeuIjeHaTa jeqHaYMHE 7 -TOT peja, jeTHaAK

n(n+3)
2
mTo je u Opoj Tayaka, koje oapelyjy kpuBy #-tor pena, (Bumetu [19] u [23]).

9

JenaH o HajIIOJHMjUX MaTeMaTHyapa CBHX BpemeHa, Jleomapx Ojmep'’,
MIOCBETHO j€ aHAIWTHYKO) T€OMETPHjH 3HauajaH /€0 CBOjeé UyBEHE KIbUTE: ,,YBOI Y
aHanM3y OCCKOHAYHUX BETMUMHA, KOjy je 00jaBuo 1748. ronuHe. Y 0BOM Jieiy jacHO U
TEMEJPHO je pe3uMHpao CBa JOTaJallmka JOCTUTHyha aHaIWTHYKE TreoMeTpuje,
W3BPIINO j€ KIACH(HKANWjy KPHBHX JIMHUjAa W TOBPLIM, WU3JI0XKHO HA OpPHTHHAJIAH
HAa4YuH TEOPHjy O KPUBHHHM KpuUBE U YTBpauo (opmyiy 3a oapehuBame pammjyca
KPHUBHHE.

Ojnep je yBeo MoslapHe KOOpAMHATE Y CaBPEMEHOM OOJMKY M J0Ka3ao Ja ce
MPUJIMKOM TIPOjeKIlje Ha paBaH, Hajkpaha JIMHU]ja KOja MpuUIafa 3aKpUBIbEHO] MOBPIIU
U Ccliaja JBEe HEHEe Tauke, MpecivKaBa Ha AyX. Y OBY KHUIY jeé YKJbYYHO O JI€0
nocBeheH TpPAaHCIEHICHTHUM KpuBamMa W Ty je ToceOHO o0paauo KpHBe:
TPUTOHOMETPHJCKE, EKCIIOHEHIMjallHe, JIOTaTUTaMCKe, IUKIOUAY, eMULIUKIOnAY,
XHITOIMKIIOU Y, CIIUPAITy U JINHUJY

x’ =y,

I'padux oBe KpuBe MOXKe ce J0OUTH MoKpeTameM arunkanyje (1.4.6.ab), y mporpamy

'8 Anexenc Knox Knepo (dp. Alexis Claude Clairaut, 1713 — 1765.) Gpaniycku MatemMaTiyap
1 Jleomapn Ojnep (uem. Leonhard Paul Euler, 15. anpun 1707 — 18. cenrembap 1783.) Bemuku
mBajmapcku Matemarudap. JKuBeo je u paguo y bepnaunay u Cankr [letepOypry

18


http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%86%D1%83%D1%81%D0%BA%D0%B8_%D1%98%D0%B5%D0%B7%D0%B8%D0%BA
http://sr.wikipedia.org/wiki/1713
http://sr.wikipedia.org/wiki/1765
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%86%D1%83%D1%81%D0%BA%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%87%D0%BA%D0%B8_%D1%98%D0%B5%D0%B7%D0%B8%D0%BA
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A8%D0%B2%D0%B0%D1%98%D1%86%D0%B0%D1%80%D1%81%D0%BA%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D0%B5%D1%80%D0%BB%D0%B8%D0%BD
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Mathematica

Wnaue, MHOTE TeOpeMe, Ka0 U MHOTH IIOJMOBH U 00JE€KTH Y MaTeMaTHIIH, Y CBOME
uMeHy caapxe npuzaes Ojiepos(a), IITO CBAKaKO yKa3yje Ha jelHO OOMMHO JIeJI0 OBOT
BEJIMKOT MaTeMaruyapa, (Buzaetu [19] u [23]).

Baxno je nHamomenyTH, aa Beh mouetkom XIX Beka, caipxaju aHAIUTHYKE
reometpuje n1obujajy caBpemeHy (GopMy, Kao U J1a TEPMUH AaHAJIUTHYKA reoMeTpHja
uMa naHammpu cMmucao. C TUM y Be3W, Y TEKCTy KOjH CIIEIH, HABEACHU CYy HEKH
caZpkaju aHAIWTHYKE TeoMmeTpuje, oOpaheHn y nenmMa 3HaMEHHTHX MaTeMaThHdapa
Tora BpeMeHa, (Bunetu [14], [19], [118]).

OcHOBHE 3a7jaTKe O IpaBoOj, MPBHU j€, CUCTEMATCKU U y CaBPEMEHOM OOJHKY,
H3JI0KHUO Haxpyzo, y kwu3u ,,Kypc marematuke uz 1799. ronuue, rae je METOAUYKH
U3JI0KHO U OCOOMHE KpY)KHHUIIE, YBEO IOJapHE M TEMEHE jeJHAYMHE KOHYCHHX
npeceka. AHaJIMTUYKA T€OMETPH]ja, Ka0 HACJIOB, HA HACJIIOBHO] CTPAaHH KIbHUIE, IPBU Iy T
ce mojaBbyje 1801. rommme y TaprmjeoBoj” KibH3H ,,OCHOBH aHAIMTHUKE
reoMeTrpuje’’.

VYV neny ,,TpaktaT 0 aHaAJIUTHYKKUM KpHBaMa M MOBpIIMMA JIPYror CTENEHa*, u3
1802. rogune, buo?? Jlaje jeHaYMHE TAHTCHTH 3a KAaHOHCKE jeJHAYMHE CBHUX BHUOBA
KOHYCHHX TpeceKka, Halla3u Be3y 3a Koe(HUIlMjeHTe MmpaBalla KOmbYTrOBaHHUX AMjaMeTapa
KOHYCHHX TIpeceKka, y 00IuKy

b2
tga-tga'=——.
a
Taxobhe, Hana3u Gpopmyiy
2B
tg2a =——,
s A-C

3a onpehuBame TIaBHe 0ce KOHYCHOT MpeceKa, AaTor jeIHaunHOM
Ax* +2Bxy+Cy> +2Dx+2Ey+ F =0,

23
Momx ™, 1809. rorune, yBoau onmry ¢Gopmyiy 3a MOBPIIMHY TPOyTia MPEKo
KOOp/IMHATa BEroBUX TEMEHA.

Tayc®, 1810. roxune, maje dopmyny 3a ompeluBambe MOBPIIMHE MHOTOYTIA y
MIPaBOYTJIUM KOOpIUHATaMa.

2 Taxpy (dp. Lacroix, Silvestre Francois, 1765 — 1843.), dpaHitycku MaTeMaTHuap

2l 9Kan-T'ujom Tapuuje (dp. Garnier, Jean Guillaume, 1766 — 1840.), dpaHIycKn MaTeMaTH-yap,
npodecop ananu3ze Ha [lonmurexHu4Koj mKkoan y [lapusy

2 JKan-Batucr Buo (dp. Jean-Baptiste Biot, 1774 — 1864.), dpaniyckn (usmyap, acTpOHOM M
MaremMaTHiap

» I'acnap Mowx (bp. Gaspard Monge, 1746 — 1818.), dpaHiycku MaTeMaTH4ap, reoMeTap

** Kapa ®puapux Faye (seM. Johann Carl Friedrich Gauf3, 1777 — 1855.) HeMauku MaTeMaTHuap 1
HAYYHHK KOjH je a0 3HavajaH IOTPHHOC Y MHOTUM II0JbIIMa HayKe
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http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B0%D1%80

Jlame®, 1818. roauue y KiU3H , McTpaxxkuBama“ mpukasyje cerMeHTHH 00JIUK
JeHa4YMHe paBHH, J1aje YCJIOB J1a TPH NpaBe Oyy KOHKYPEHTHE, YBOJIU KaHOHCKE

JjeHaYMHe KOHYCHHUX IpeceKka U BpILU aHaJIu3y MpaMeHa KOHYCHUX IIpeceKa.

Kpene®, y ki3 ,,36MpKa MATEMAaTHUKIX eceja i KoMeHTapa™ n3 1821. romume
yYBOJH, U3Mehy OCTaor, cerMeHTHH 00JIMK jeTHAYMHE MIPaBe.

Benrujanan Jaugenes’ , 1822. roamHe oKasyje BaKHy TeOpeMy, Ia ,,JIOITE
yIHcaHe Y KOHYCHY IOBpII, TPECEUYCHY jeTHOM PaBHHU, JOAMPY]Y Ty paBaH y pokycuma
KOHYCHOT Tipeceka’“. Jeman Moryhu mpuka3 oeB TeOpeMe MOXKE Ce IOOUTH MOKPETaAmkEM
armmkanja  (1L4.7.ggb), (1.4.8.ggb) n (1.4.9.ggb), y nporpamy GeoGebra.

MarHyczg, 1833. rogune, npomupyje nomeHyty I'aycoBy dhopmyity, Ha KOCOyTIE
KOOpJIMHATE.

VY xwusn ,llpenaBama 0 npuMeHH MHPUHUTE3UMAITHOT padyHa y reOMeTpuju’,
u3 1826. rogume, Komm® mapamerapcKy jeqHA4MHY HpaBe M jeJHAYMHY DABHH Y
HOpPMaJIHOM OOJIHKY.

Kemn™, 1843. roguse, ucry dGopMyity mprKasyje y oOIHKy AeTepMHHAHTE.

VY mpeTxoIHOM H3Jaramy, HABEJICHU Cy CaMO HEKH MaTeMaTH4apH, Ydju je paj
JOTIPUHEO Pa3BOjy aHAIMTHYKE T€OMETpHje U HheHO] mpuMeHd. O HBHUXOBUM, Kao U
pe3yiTaTiMa MHOTHX JIPYTHMX MaTeMaTudapa, KOju OBOM IMPHJIMKOM HHCY MOMEHYTH,
Bugetny [14],[19], [23], [25], [28], [118], [153].

1.5. IIpeamMer u MeTOA AHAJIMTHYKE TeOMeTPHje

[To3HaTo je, ma je y3 mOMOh KOOpOMHATHOT CHCTEMa YCTaHOBJbEH O0OCTpaHO-
jenHo-3HayHU oAHOoC (Oumjekuuja) mehy reoMeTpwjckuM OOjeKTUMa — Taykama |
anrebapckuM objekTuma — OpojeBuma. Ilperusnuje, y onespky 3.1.3.2. 6uhe nokazano
na, y ogHocy Ha JlekapToB NpaBOyIIIM KOOPIWUHATHH CHUCTEM, CBAKOj TAYKU y PaBHH,
OJIrOBapa Ta4yHO jelaH ypeheHu map peasHux OpojeBa M OOpHYTO, CBakoM ypeheHom
mapy peasHux OpojeBa, 0JroBapa TayHo jeJHa Ta4Kay pPaBHH.

YcnocraBibeHHn 0JHOC oMoryhyje, 1a ce u3ydaBame TeOMETPHjCKUX OJIHOCa Mehy
TayKama CBOJM Ha HM3y4aBame ajire0apcKkux oxHoca Mel)y BHXOBHM KOOpAWHATaMa,
mTo y BehuHu citydajeBa yrpoirhaBa peliaBambe TeOMETPH]CKUX MpobiiemMa.

2 Ta6pujen Jame ( dp. Pére de Gabriel Léon Jean Baptiste Lamé, 1795 — 1870.), dpaniyckn
Maremaruyap

% Ayryer Jleonmoan Kpeae (uem. August Leopold Crelle, 1780 — 1855.), HeMauku MaTeMaTHyap u
HHXXEHEp

*7 Naupenen (dp. Dandelin Germinal Pierre, 1794 — 1887.), 6erujcku MaTeMaTiuap

* Marnyc (sem. Magnus, Ludwig Immanuel, 1790 — 1861.), HeMauku MaTeMaTHyap

* Orucren Jlyj Kommn (dp. Augustin Louis Cauchy, 1789 — 1857.) uctakuyT# (paHIyCKH MaTeMaTH-
yap, npodecop yHuepsurera y [lapuzy

% Apryp Kejmu (enrn. Arthur Cayley; 1821 — 1895.) eHryieckn MaTemMaTHIap
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VY cnenehoj eramm ycmocraBjba c€ 00OCTpaHO-jeIHO3HAYHM OJHOC H3MeDy
CKYIIOBa Tauaka y paBHM W jeJHAuMHAa ca JABe NpoMmeHJpMBe. M oBa Oujekuuja
7I03B0OJbAaBA Jla CE M3y4yaBame CBOjCTaBa T'€OMETPHUjCKHX (urypa y paBHH CBele Ha
M3y4YaBamke aHAIMTHYKUX CBOjcTaBa oAromapajyhux jenHaunHa. MHaue, y aHamTUTHYKO]
TeOMETPHUjU KOPHUCTUMO U TEPMUH T€OMETPHUJCKO MECTO Tayaka M IOJ TUM HNMEHOM
MoJIpasyMeBaMoO CKYII Tadyaka (T€OMETPHjCKY (QHUrypy) Koje MoCeayjy HEKO 3ajeTHIHIKO
CBOjCTBO. AHAJIOTHO C€ TOCTyIa M y aHAJTMTHYKOj TeOMETPHjU TIpocTopa: popmmpa ce
KOOPJMHATHH CHCTEM M yCIIOCTaBJha C€ 00OCTPAHO jeAHO3ZHAYHHM OJHOC M3Mehy cKyrma
Tayaka MpoCTopa W CKymna ypeheHux Tpojku peamHux OpojeBa — KOOpJWHATA, Kao U
n3mel)y cKkymnoBa Tagaka y mpocTOpy H jeIHauMHa ca TPU IPOMECHIbUBE.

1.5.1. IlpeameT aHATUTHYKE FeOMeTpHje

[Ipeqmer aHanMTHYKE TEOMETpHje jecy aJredapcke JIMHHUje NPBOr peaa
(mpage), wim anrebapcke JUHHjE APYTOT pefa, Koje demhe Ha3MBamMO KpHBe JAPYror
pena.

Anrebapcke JIMHUjE€ BHUIIET peja Cy MpeAMET M3ydaBamba MOoCceOHEe MaTeMaTHUKe
JMCHIUIUIMHE — aJiredapcKe reoMeTpHje, a TPAHCIEICHTHE JMHUjE CC YIJIaBHOM U3yYa-
Bajy y MAaTEeMaTHYKOj AaHAJIN3H.

[MpunukoM wu3ydaBama anrebapcKkux JMHHMjAa, YECTO Ce€ jaBjba MOTpeda 3a
Tpanchopmu-cameM JlekapToBOr KoOpAMHATHOT cucTema. HadenHo rosopehu, y
paznmuauTuM JlekapTOBUM KOOPJIMHATHUM CHCTEMHUMA, jeTHAYMHE jeIHE UCTE JINHU]E Ce
pasmukyjy. MehyTtum, Moxke ce moka3atu, (Bumetu Ha mpumep [11], [26], [53], [83]) na
KiIacudukanuja anrebapckux JIMHHWja, HA OCHOBY pena ainrebapcke JWHHUje, Kao U
KJIacuuKalmja CBUX YOIIITEe JUHHUja, Ha anrebapcKke W TPaHCIEACHTHE, HE 3aBUCH O]1
n3bopa JlekapToBor KoopauHaTHOT cucteMa. OBO MHUTaWke perynuiie cieaeha reopema,
KOjJy HaBOJIuUMO 0€3 JoKasza.

Teopema 1. Ilpu tpanchopmumju JlekapToBuxX KOopAHHATA, pesl anredapcke KpuBe ce

HC MCHbha. |

1.5.2. MeToa aHAIMTHYKE FreOMeTpHje

VYcnocraBibamke HaBeleHEe OWjeKIMje H 3aMEHa TeOMETpPHjCKuX Qurypa
onrosapajyhum ¢opmyrnama, jecte eHTpaaHa UJeja Ha KOjo] je€ 3aCHOBaHA aHAJTUTHUYKA
reoMeTpHuja.

Hagenena pasmatpama, niayctpoBahemo cienehum npumepuma.

IIpumep 1. Heka je nara jennaunna
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y=f(x),

rae je f HempekuaHa, peanqHa (QYHKIHja jeHe pealHe NMPOMEHJbUBE NedUHUCaHA Ha
UHTEPBATY [a,b]. [Tomro cBakoj BPeJHOCTH MPOMEHIBUBE X € [a,b], OJIrOBapa TayHO
. 2
jenHa BpenHocT y € R, oHma cBakoMm, Tako oapeheHoM ypeheHoMm mapy (x, y)eR?,
OJroBapa HeKa Tauyka P y paBHU. AKO X y3MMa CBE BPEJHOCTH U3 [a,b], OHJIa TaukKa
P omucyje Heky reomerpujcky ¢urypy (nmmHuUjy) ! y paBHu. OuurienHo je na he
npaBa, Koja caJip>ku HeKy Tauky 1’ (x,O) , X€E [a,b] , a mapaJienHa je ca ocom Oy, cehu
TUHUjY [ y caMo jeJTHOj TauKH.

IIpumep 2. Heka je nata jenHaunHa J1B€ peajHe IPOMEHIbUBE

F(x,y)z(),

P 4eMy X € [a,b]. [TpernoctaBoMoO 12 3a CBaKO (PUKCHO X € [a,b] Jata jeHavYnHa
UMa jeHO WIM BuUllle pellema y ckymy R. O3HadomMo Ta pemiema ca y, Vs, ...V,
n>1. 3Hauu 3a cBaKO (PUKCHO X € [a,b] , TIOCTOjU jelaH WM Bulie ypeheHnx maposa
(x, yl),(x, yz),...,(x, yn) , KOjUMa OJAroBapajy jenHa WM BHIIE Tadyaka W3 CKyma
{Pl,f;,...,f;} y paBHU. AKO X y3MMa CBE BPEIHOCTH U3 [a,b] , OHJIa HaBEJICHE TauKe
OIUCY]y HEKYy TeoMeTpHjcKy dhurypy — nunujy [ y paBuu. Takole, mpaBa, koja caapxu
HEKY TauykKy H3[a,b] , a TapaJienna je ca ocom Oy, ceue JUHHU]Y [ y jeIHO] WM BUIIIE

Tadaka.

[Iperxomna nBa mprMepa TOKa3yjy Ja ce CBaka OJf HaBEACHE IBE jeIHAYMHE
MO’K€ TYMa4HTH, TOMONY IojMa KOOpJMHATA, Kao JIWHUja y PaBHU, Tj. KA0 CKYI Tadaka
Yy paBHU KOjH 33JI0BOJbaBa ciejehe yciose:

1. KoopauHaTe MPOM3BOJbHE TauKe JIMHU]jE (CKyIa Tayaka), 3aJI0BOJbaBajy JaTy
jeIHauuHy,

2. cBaka Tayka paBHHU, YHWje KOOpAMHATE 3aJ0BOJbaBajy JaTy jeAHAUYMHY,
MPUIIAAA JTUHU)U (CKYIy Tayaka).

Takohe, moOmTO TEOMETPHjCKO MECTO Tayaka MpPEACTaB/ba CKyIl Tadaka
(reometpujcKy GUTYpY) KOje TIOCEqyjy HEKO 3ajeTHHYKO CBOjCTBO, & CBAKO] TAYKH TOT

CKyTIa TIpupy-XKyjemMo ypeheru nmap peannux OpojeBa (x, y), HBCHE KOOpANHATE, Ta/a
3ajeIHIYKO CBOjcTBO 00e30ehyje MoryhHOCT moBe3uBama OpojeBa X U ) HEKOM

JeTHaYuHOM, HAIIPUMEDP
F(x,y)=0,

rae je F(x,y), peanna GyHKuMja 1Be peanHe IPOMEHIbUBE.
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IIpumep 3. CacraBuheMo jemHAYMHY T'€OMETPHjCKOT MecTa Tadaka (nmHHje) [ y
paBHM, UMja Cy pacTojama OJ] Tayaka A(1,3) u B(5,-3), jennaka.

VY Ty cBpxXy nocMarpamMo Tayke M(x,y) , TAKBE J1a BAXHU d(M,A) :d(M,B). Ose

TayKe CaunmbaBajy reoMeTpHjcko Mecto Tayaka (1.5.1.ggb)

[={M:d(M,4)=d(M,B)}.

Crauka 3.

13 jennaxoctu pacrojama d (M, A)=d(M,B) ciemn

JO=1) +(3=3) = (x=5) +(y+3)".
[Tocne cpehuBama nobujamo jenHavYNHy

(1) 2x-3y-6=0.

3HauH, ako Tauka M (x, y) npunanga JMHUjK [, OHa HBeHe KOOPIUHATE 3310BOJbaBajy

jemHaunHy 2x—-3y—-6=0, Tj.
M(x,y)el = [:2x-3y—-6=0.

Cama hemo mokazath jJa camMO KOOpJAWHATE Tadyaka JUHHje [ 3a710BOJbaBajy
jennaunny (1), Tj. Ja ako Tayka He MpHIana JUHWUU [, OH/JA HHCHE KOOpAWHATE HE
3am0BosbaBajy jeaHaunHy (1). OBO je €KBHBaJCHTHO ca WMIUIHKAIIMjOM: aKO

KOOpAMHATe X M y Tauke M 3a10BoJbaBajy jeaHauuHy (1), onnma tauka M (x, y)

npunajga JMHUU [, UM 3a1ICaHO MaTeMaTHYKUM je3UKOM
[:2x-3y-6=0 = M(x,y)el.

3HayM, aKo KOOpAMHATEe X U y Tauke M 3al0BOJbaBajy jeAHaunHy 2x—3y—6=0,
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. 2
ouzaje M (x,y) =M(x,§x—2J ¥ TaJa BaXK

13 , 26

d(M,A)z\/(x—l)2+(§x—2—3Jz =\/3x S x+26 :\/(x—5)2+(§x—2+3j2 =d(M,B),

IITO 3HAYW Ja Tayka M mnpunazna jquHuju /. O4urienHo je na JTuHHja / mpeacTaBiba

CUMETpaly AyKU [AB ] .

Ako je F(x,y) peamna dyHKuuja IBe pealHe NPOMCH/BMBE X Uy, OHZA

jemHavYnHA
(2) F (x, y) =0

neuHUIIe TEOMETPUJCKO MecTOo Tadaka (JiuHujy) F y paBHH, KOje CauMmbaBajy Tauke

M=M (x, y) , Uj€ KOOPJAMHATE 3a710BOJbABAjY jeAHAUUHY (2), Tj.

F ={M|M =M (x.9) A F (x,5)=0}.

W3 Hampen HaBeAeHUX pa3Marpama, MOXE C€ 3aKJbyYUTH Ja CE€ MeTOHd
aHAJIMTHYKe reoMeTpHje 3acHUBa Ha cienehe aBe YMmHCHUIIE:

1. Tpuapyxusame koopauHata (ypeheHor mapa peannux Opojesa (x,)))

CBaKO] Tauykd JATOr TEeOMETpHjCcKOor MecTa Tadaka F, y oxapehenom

KOOpJMHAaTHOM cHcTeMy, oMoryhyje a ce Ha OCHOBY 3aj€JHUYKOT CBOJCTBA
Tavyaka u3 F, bUXOBE KOOPAMHATE X U y TOBEXY jeTHAYNHOM

3) F(x,)=0,

rae je F (x, y) , peanHa QyHKIMja Be peasiHe MpoMeHJbuBe. JeqHauuny (3)

HA3MBaMO T€OMETPH]jCKOT MeCTa Tadyaka F , Tako Jia BakH pelialyja
M=M(x,y)ef & F(x,y)=0;

2. Wcnuryjyhu jemnaunny (3) u gajyhu reoMeTpujcKy MHTEPIIPETALN]Y HCHUM
ocoOMHaMa, UCTIUTYjy ce 0COOMHE T€OMETPHjCKOT MecTa Tayaka ‘F u 1pTa ce

HEroB IrpapuK y KOOPAMHATHOM CHCTEMY.

Y HajeheMm Jemy  CpeOmOIIKOJICKOT Kypca aHAJIMTUYKE TeOMETpHje,
T€OMETPHjCKO MeCTO Tadaka F y paBHHM je quHHMja [ (IpaBa WM KpHBa). Y CBUM THM

cilyuajeBUMa jefHaunHa (3) je jeaHaynHa uHuje /.

Axko je ¢yskumja F (x, y) nonvHOM (IeNla panuoHanHa (QYHKIHMja) #— TOT
CTENeHa, OHJIa ce JIMHMja /, 30Be aJirefapcka JMHUja 71— TOT pefa.

Jlunauja xoja HUje anredapcKa 30Be ce TPAHCIEHIeHTHA JINHM]A.
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1.5.3. Hexke 3Ha4yajHe npeTOCTaBKe

C 003upoM Ha YMHECHUILY, Aa Cy JHHHjE Y PaBHMU CKYINOBU Tayaka, OAHOCH Mehy
JWHWjaMa peryJIMCaHd Cy TpaBWIMMa Koja Baxke 3a ckymoBe. Kako ce omgHocu mehy
nuHEjamMa pediIeKTyjy Ha ogHoce Mel)y jeqHaunHama JIMHUja, TUTamke je Ha Koje ce
MOXe€ JaTH OATOBOP TOINTOBAKEM MpaBWJIa MaTEeMaTHUYKE JIOTHKE, Tj. JOBOhEHmEM y
Be3y CKYMOBHHX peJlalifja: MOJCKYH M jeHAKOCT, ca MMIUIMKAILIjOM M €KBHBAJICHIIH-
joM, a omepanuje: MpeceKk M yHHja JOBOAE C€ y Be3y ca JIOTMYKHM OIeparijama
KOHjyHKIIMja U JucjyHKuja. [lakie, He ynmymtajyhu ce y A0Ka3uBama J0je HaBeACHUX
3aKJby4aKa, jep Cy OHH IpeIMeT MaTeMaTU4Ke JIOTUKE, Be3a u3Mel)y JHHMja U BbUXOBUX
Mel)ycoOHHUX penanyja u orepanuja, ¢ jeJJHe CTpaHe, U olepannaja HaJ oAroBapajyhum
jeoHayMHaMa, C JIpyre CTpaHe, peryiuine ce cienehuMm TBphemnMma, Koja cy gata y
¢dbopmu npermoctaBky, (Bugetu [117).

MpernocraBka 1. Axo ¢y Fo(x,y)=0 u F,(x,y)=0 jenHaunne reoMeTpujckux
mecta Tadaka S u ‘T makoje ST, oHa BaKH HMIUTHKALIH]A

F}(x,y):O = Ff(x,y)=0.

IpernocraBka 2. I'eomerpujcka MecTa Tadaka S u T, umje cy jemHaumHae
Fy(x,y)=0 u F,(x,y)=0, jennaxa cy (noknanajy ce), 7j. =T , ako u camo aKo

B2)KU CKBHUBAJICHITH]a

Fj(x,y):O = FT(x,y)zo.

MpernocraBka 3. Axo ¢y Fo(x,y)=0 u F,(x,y)=0 jeaHaunne reoMeTpujckux

Mecta Tauaka S u T, oHja je jenHaunHa muxoBor npeceka S, cucreM (KOHjy-
HKIIMja) jeHaYnHA

Ff(x,y)=0 A Ff(x,y)=0.

IlIpernocraBka 4. Axo cy Fj (x, y) =0 u F, (x, y) =0 jemHaYMHE TEOMETPH)CKHUX

mecta Tadaka S u ‘T, oHza je jexHaunna muxose yuuje SU7T , nara ca

FS(x,y)-FT(x,y):0.
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2. BACTYIIUBEHOCT AHAJIMTUYKE 'EOMETPUJE Y
HACTABHUM ITPOT'PAMHUMA

2.1. YBOa

AHanmuTuyka reomeTpja je, y Behoj miam Mamo] Mepu, 3acTyIUb€Ha y CBUM
CPeAmOIIKOJICKMM IporpaMuMa y Hamoj 3embu. CnuyHa je cuTyanuja U y BehuHH
Ap>KaBa Haller OKpyXema. Hamra naxkma je ycMepeHa Ha HEeHY 3aCTyIUbEHOCT Y
HACTAaBHOM IUIaHy U MpOorpamy rUMHa3Hje, MoceOHO — TMMHAa3Huje IPUPOAHO-MaTEMAaTH-
YKOT CMepa U HOj CPOJHUX I'MMHA3Mja U3 OKPYKEHa, jep MporpaM MaTeMaTUKe Y OBOj
IIKOJIM, IO TIPaBHIIYy, IMPEACTaBJba ONTHMANaH OKBUpP 3a peau3alyjy HACTaBHUX
caJip>kaja aHAIUTHYKE TEOMETPH]e.

3a morpebe ymopeaHe aHAIW3€e 3aCTYIUBCHOCTH AHAJIUTHYKE TI€OMETpHje Y
HAaCTaBHHM TpOrpaMHMa TMMHAa3Wje€ MPUPOJIHO — MaTeMaThudkor cMmepa y Cpouju, win
1B0j oAroBapajyhum Imkoinama, y HEKMM 3eMJbaMa U3 OKpYyKemwa, Ouhe mpukazaHu
JIeJIOBM HAaCTaBHUX NporpamMa MaTeMaTHKe, KOju O00yXBaTajy cajpikaje aHaJIUTHYKe
reomerpuje, ca oarosapajyhum 6pojem npeasuleHnx yacopa 3a peanusanujy .

2.2. IIpuka3 TeMe aHAJIMTHYKA F€OMETPHUja Y HACTABHUM
NporpaMuMa ruMHa3uja

CPbHJA

Y Cpbuju je 1990. roguHe MOHOBO YCTaHOBJbEHA TMMHA3Mja, U TO T'MMHa3Wja
OIIITET THIA, THMHA3Wja IPUPOTHO — MATEMAaTHYKOT CMEpa U TUMHAa3Hja APYIITBEHO —
jesnukor cmepa. HenesbHu oHI YacoBa MaTeMaTHKe, Npe/iBUl)eH HACTABHUM ILIAHOM
3a CBa TpH TUIIA TUMHAa3Hje [65], mpecTaBibeH je y caenehoj Tadbenu:

paspen

P

. II III v
THUII TUMHA3H]€

Onmtu Tun M-1
JlpymtBeHo — jesuyku cmep M-2
[Ipupogno — matematuuku cMep M-3

EENE NN
(G, RUSH NN
(O 1 SR NN
ESNII SR NN

VY HacTaBHOM MporpaMy mareMaruke 3a Tpehu paspen TMMHa3Hje NPUPOIHO —
MaTemMaTHdkor cmepa [70], rpaiuBy aHAIUTUYKE TE€OMETPHU]e, IPETXOIN TeMa:

BekTopn (15 yacosa)

IIpasoyenu xoopOouHamuu cucmem y NpOCMOpy, HpojeKyuje 8eKmopa, KOOpOuHame
sexmopa. CranapHu, 6eKmopcKu U Meulogumu npousso0d ekmopa; OemepMUuHanme
opyeoe u mpehee peoa. Hexe npumene eekmopa.

'V masenenn 6poj uacoBa, mpeasufjeHHX 3a oOpaqy HACTAaBHE TeMe, HHCY ypauyHAaTH HacOBH
npenBul)eHH 3a MIKOJICKE MMMCMEHE 3aaTKe M UCIIPABKE
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OBy TeMy HaBOJMMO 300r BaKHOCTH H-CHE NpPUMEHE y oOpaau caapxkaja
aHanuTU4Ke TeomeTpuje. MHade, caapkaju aHanuTHUYKe reoMeTpuje oOpabyjy ce y
Tpehem paspeny, y OKBHpY TeMe

AHaUTH4YKA reomeTpuja y paBuu (50 yacoBa)

Pacmojarwe 0se mauke. Ilodena dyacu y oamoj pasmepu. Ilospuwuna mpoyena. Ilpasa,
pasuu 001uyU jeOHadyuHe npase; yeao umehy 0ee npase; pacmojarbe mauke 00 npase.
Cucmemu nuneapnux jeonauuna, I aycos nocmynax. Cucmem auHeapHux HejeOHAUUHA
ca 06e Henoswame U Fe208a epaguuka unmepnpemayuja;, nojam JUHeapHO2
npocpamuparea. Kpuse nunuje opyeoe peoa: Kpyscnuya, erunca, xunepboaa, napabona
(jeonauune; mehycobnu oOHOCU npase u Kpusux oOpyzoe peod, YCi08 000upd,
maHeenma, 3ajeOHuYKa ceojcmaa,).

OcHoBHa 3Hama 0 [lekapTOBOM IpPaBOYIJIOM KOOPAMHATHOM CUCTEMY, AYKHHU
IyxH, oOpal)yjy ce y OKBUpY HacTaBHUX TeMa: JIOrmka u CKynoBH, y IPBOM pa3peny
u BekTopu y Tpehem paspeny.

VY okBupy TeMme Anre0apckM PpanMOHAJHH H3pa3d, y NPBOM paspeay,
npoayOJbyjy ce W Tpommpyjy canpxkaju: JluHeapHe jenHaYyMHE W HEjeJHAUYMHE
(jenHaumMHE ¢ MApaMeTPEMa, CHCTEMH C TPH HEIIO3HATe); THHEeapHa (yHKIHja”.

JlomaTHa HacTraBa

Takohe, HacCTaBHUM IUTAHOM j€ MpeABUN)EHO Jla Ce Y CBAaKOM paspeiy peaiusyje,
mo 32 yaca /lomatHe HacraBe. Hekw campikaju aHaIUTHUYKE TEOMETpHje, OBIE CY
3acTymubeHu y | paspeny u y Il paspeny.

VY 1 pa3peny aHanutuuka reomeTpuja ce oopalyje y OKBUpY TeMe:
Cucremu JINHeapHUX jeIHAYMHA U HejeHa4YnHa (5 yacoBa)

Cucmemu J1UHeAPHUX JeOHAUUHA U HejeOHAYUHA C GuIUe HEeNO3HAMUX, NpuMeHe.
Pewasare npobrema nuHeaproz npocpamuparsa (2eoMempujcku npucmyn, nojam o
CUMNIEKC-Memo0y).

VY III pa3peny, ananuTU4Ka reoMeTpurja ce oopal)yje y OKBUPY JIBE TEMeE:
MeTtoa koopaunara. ®ynkuuje u rpadpuum (8 dacosa)

Koopouname na npasoj, [exapmoe Koopounamuu cucmem y pasHu, opyeu
Koopounamuu cucmemu. Onwma uoeja koopounama. Tpancghopmayuje KoopOUHamMHUX
cucmema, npumene. Baosicnuje ¢hynkyuje u wuxosu epapuyu, paziomseHo-payuoHaiHa
Qyukyuja, pynxyuje ¢ ancorymuum epeoHocmuma. I paguurko pewasarse jeOnauuna u
HejeOHayuna, epaguurko pewasarse 3a0amaxa IuUHeapHoz npocpamupared. llpumena
Memooa KoopouHama Ha UCNUMUBAIbe JeOHAYUHA U HejeOHAYUHA C Nnapamempumd.
Dopmuparse jeOHauuma eeomempujckux mecma mawaka y pasuu. Koopounmammuu
MEmMOoO y peulasarsy 2eoMempujckux 3a0amaka.

>V IlpaBunHHKY O IUIaHy 00pa3’oBama M BaCHHTama 33 TMMHA3Mjy M IpOrpaMy o6pasoBama M
BacruTama 3a | paspen ("Cmyx6enu rimacauk CPC - IlpocBernu rimacHuk", 6p. 5/90) HaBemeHo je "tu
canpxaju cy oopahenn y VIII paspeny ocHOBHE IIKOJIE U OBZIE ce 00aBJba CaMO HBHUXOBO NPOIYOJbHUBaE
U Mame NpoLINpUBamke”

27



KonycHu npecenu (6 yacona)

Komnycnu npeceyu: eeomempujcku u anarumuyky npucmyn.

BbOCHA H XEPIIEI'OBHHA

Y Bocuu n XepueroBunu nocroje [155]: rumHa3uja ommTer TMna U rUMHA3Hja
MaTeMaTH4KO — HH(OPMATHUYKOT ycMmjepema. HemespHM (oHA yacoBa MaTeMaTHKE,
npenBul)eH HACTABHUM IIAHOM 3a OBa JIBa THIIA TMMHA3Wja, IpHUKa3aH je y cienachoj

TabeIu:
) Paspea I | o | m | 1v
TUII FI/IMH3.3I/I_]6
OITIITA 4 4 3 3
MATEMATHUYKO — UHOPOPMATHUUKO YCMIJEPEE 4 4 5 5

Y T1pehem m 4YeTBpTOM paspeay TUMHa3Hje MaTeMaTHUYKO — HH(POPMATHYKOT
yCMjepema, YUCHUIIM C€ OMpeesbyjy 3a jellaH W300pHU MPEeIMET, KOJU MOXE OUTH H
MaTEeMaTHKa, 3aCTYIUBbCH ca 2 yaca HEe/IeJbHO.

Kao m y Cpbuju, u oBae y TUMHa3dju MaTeMaTH4YKO — HH(OpMaTHUKOT
ycMepema, capikajuMa aHaTUTUYKE TEeOMETPHje PETXOIH TeMa

BexTopu y npocropy (15 yacosa)

Bexmopu y npocmopy. Ocnoene onepayuje ca eéekmopuma. Bexmopcku npocmop.
Jluneapua 3asucnocm eexmopa. basa eekmopckoe npocmopa. Koopounamuu éexmopu

i, j, k. Pasnacarwe 6exmopa na xomnonenme. Koopouname éexmopa y 00HoOCy Ha

HeKy 6a3y eekmopckoe npocmopa. Ilpojexyuja eexmopa Ha npagy u Ha pasam.
IIpojexyuja eéexmopa Ha ocy. /lepunuyuja u ocobune cxaiapHoz npou3eo0d 6eKmopa.
IIpukaz nomohy xoopounama eexmopa. Bekmopcku npouszeod dsa éexmopa. Ocodumne.
Ilpuxaz nomohy roopounama eexkmopa (v 001uKy Oemepmunanme, a HpPemxoOHO
npooyoumu 3narwa o Oemepmunanmama mpehee peoa). Mjewosumu npouzsoo
sexmopa. I'eomempujcko 3Hauerwve u npukaz nomohy koopounama (y 006aUKY
Odemepmunanme). Ycio6 1uneapHe 3a8UCHOCMU MPU 86eKMOPA.

3a o0paay HacTaBHHX cajpkaja aHIMTHYKE reoMeTpuje, y Tpehem paspeny cy
npensuhene cienehe Teme:

AHaJIMTHYra reoMerpujay paau (35 gacosa)

Memoo koopounama y xoopounamuom cucmemy. Pacmojarwe uzmehy osuje mauxe.
Iloojena oyacu y oamom oonocy. Koopouname cpeoune oyoicu. Teocuwime mpoyana.
THospwuna mpoyena. Onhu (umnauyumuu) 00OIUK, eKCHAUYUMHU (21A6HU) OOJUK,
cecMeHmHU 00IuK, HOpManiHu obuK jeonauune npase. Oonoc osuje npaee (npecjex,
yeao usmehy osuje npaee). Ycnoeu napanennocmu u mopmannocmu npaeux. Ilpamen
npasux. Jeonauuna npaee kpo3 jeony mauxy. JeOnauuna npaee Kpo3 O8uje mauxe.
Pacmojarwe mauxe 00 npase. Cumempana yzna. Jeowauuna Kpyjicuuye y ooOauyuma

(x—p)2 +(y—q)2 =7’ (yemmpannu obaux) u Ax’ + Ay’ +Bx+Cy+D=0 (onwmu

ooaux). Ilonosicaj npase npema Kpyxcuuyu (npecjex u ycnos dooupa). Taneenma u
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Hopmana Kpyochuye. egunuyuja u rxomcmpykyuja enunce. Jeowauuna enunce.
Heunuyuja u roncmpykyuja xunepodone. Jeonauuna xunepbone. [lepunuyuja u
KoHcmpykyuja napabone. Jeonauuna napabdone. OOnoc npase u Kpuge o0pyeoe peod
(enunce, xunepbone, napaboine).

Ilpecjex u ycnos oooupa. Taneenma u Hopmana kpuee opyeoe peoa. Hexu cucmemu 00
oguje Keadpamue jeOHauume ca O0guje nenosname. llpecjex O0guje Kpuge opyzoe peoa.
3ajeonuuxe maneenme 08uje Kpuge opyzoe peod.

AHaJMTHYKA reoOMeTpHja y NpocTopy (Tayka, npasa, pasad) (20 gacosa)

Bexmop nonooscaja mauxe. Pacmojarwe 0sujy mauaxa. Ilodjera Oyocu y Ooamom
o0Hocy. Jeonauuna pasnu (pasuu odoauyu). Yoawenocm mauke 00 paguu. Mehycobnu
nonosicaj osuje pasuu. Yeao usmehy osuje pasnu. I'eomempujcko mymauerse cucmema
mpu JuHeapHe jeOHauuHe ca mpu HenosHame. Paswu obauyu jeonauune npase y
npocmopy. Yoamenocm mauxe 00 npage. Mehycobnu nonocaj 0sujy npasux. Ilpasa u
pasan. Mehycobnu nonoosicaj npage u pasuu. Yeao usmely npase u pagru.

Kao nmupekTHa mpuMeHa cajpikaja aHATUTHYKE TCOMETPHje, Y OKBUPY H300PHOT
npeaMera mareMaTuka, y Tpehem paspeay TuMHa3dje MaTEeMaTHYKO —
nH(popMaTHIKOT ycMepema, oopalyyje ce Tema:

OcHoBe JiMHeapHOTr MporpamMmupama (6 gyacosa)

Yeoo y mnpobnem. Jluneapne mnejeOnauumne u cucmemu JUHEAPHUX HEjeOHAUUHA.
Makcumusuparve  (Munumusuparee) JuUHeapHO2 NOIUHOMA Y3 3a0ame  Ycloge.
Pjewasare naxwux, npakmuunux npobiema 1uHeapHo2 NPopamuparsa.

Moxe ce cMarpatu Ja KypCy aHaJHTHYKe T€OMETpHje MpHUMaaa u Hajehu neo
TeMe, Koja ce oOpalyje y OKBUpY TpaJiiBa MPBOT pa3pena:

Koopaunatuu cucrem y papun (10 gacoBa)

Ilpasoyenu koopounamuu cucmem y pasuu. Ilpasoyene roopouname mauxe.
Yoamwenocm osujy mauaxa. Koopouname cpedumne Oyoucu. Koopouname medcuwma
mpoyena. Iospwuna mpoyena. Pasmjep (omjep). Ilponopyuonannocm u nponopyuja.
Dynkyuja  Oupexmue  NPONOPYUOHATHOCMU — (XOMO2EHA  IUHeapHa  (YHKyuja)

x = kx, (k # 0) . A¢una (nune-apna nexomoecena) ¢pynxyuja x =kx+n. Tox u epagux

mux Qyukyuja u @yHKyuja ca ancorymHum 6pujeOHOCmuMa, Koje ce HAd FUX C00e.
@ynxyuja obpuyme nponopyuonarnocmu  y =k/x, (k;tO), FbeH MOK U 2pagux

(xunepbona).

XPBATCKA

Y Xpsarckoj mocroje [154]: omha, je3sudna, KJIacU4Ha, MPHUPOJIOCIOBHA U
MPUPOJIOCIOBHO — MaTeMaTW4Ka TMMHAa3Mja, a HeAEJbHU (OHJ yacoBa MaTeMaTHKe
npeaBul)eH HaCTaBHUM TUTAHOM, IPUKAa3aH je y Tabenu:

: Paspea I || o | v
THUIT FI/IMH33I/I_]G

Onha, Jesnuna, Knacuuna, [IpupogocioBHa
[Ipupo0CIIOBHO — MaTeMaTHyIKa 4 4 5 5

N
N
w
w
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Y npupoaocioBHO — MaTeMaTH4Koj TuMHasuju [154], [155], nacTaBHU caapxkaju
W3 aHAIMTHYKE TEOMETpHje, pealn3yjy ce TOKoM Tpeher paspena y okBupy cienehumx
Tema:

AHAJIMTHYKA reoMeTpHja y paBHUHU (67 4acoBa)

Touxa u oyaxcuna. Jeonauba npasya. Yoamenocm mouke o0 npasya. Kym 08ajy
npasaya, ygjem oKoMumocmu u ygjem napaieiHocmu 08ajy npasayd.

Jeonauba kpysicnuye. Mehycobnu oonoc npasya u kpysicHuye. Jeonauba maveenme u
jeonauba Hopmane KpysicHuye.

Enunca. Jeonauba enunce. Xunepbona. Jeonauba xunepbdone. Ilapabona. Jeowauba
napabone. Kpyxcuuya, enunca, napabonra u xunepboid, Kao npecjeyu cmogcacme
(konycue) naoxe pasnunom. Illpasay u xpugyma Il peda. Yejem oa npasay 6yoe
maneenma Kpugymwe Il peoa. Ilon u nonapa xkpusymwe Il peoa. Ilano — bowkosuhesa
Oepunuyuja xonuxa. Tjemene jeOnaybe enunce, napabone u xunepooie.

Hanomena. 3a nporpaM npupoa0cIOBHO-MaTeMaTHIKe TUMHa3Hje o1 6 u 7 catu
TJEIHO 0/1ajy C€ OBE TEME M3 AHAJMTHYKE reoMerpuje mpocropa (6e3 HaBeaeHOT
Opoja yacoBa 3a 00pany), [154]:

Koopounamnu cycmae E3. @opmyne 3a yoamenocm 08ujy mauaxa, 3a 0y/suHy 6eKmopa
u cxkanapuu npooykm. Jeowauba cghepe. lemepmunanme opyeoe u mpehee peda u
JIUHeapHu cycmasu jeOnauou. Bekmopcku u mjewosumu npooykm eekmopa. Jeonayuba
pasnune. Jeonauba npasya. Anarumuuxa obpada mehycoonux nonodcaja npasaya u
PAasHUHA.

OCHOBHO 0 JIMHeapHOM nporpamupamy (5 yacoBa)
Y600 y npobnem. Jluneapue nejeonaube u cycmasu auneapnux Hejeonauodou. Makcu-
Musupare (MUHUMU3UPArbe) JTUHeapHo2 NOoauHoma y3 3aoaue ysjeme. Pjewasarse
NAKWUX, NPAKMUYHUX NPOOIeMa TUHEAPHO2 NPOPAMUPALLA.

OBa Tema mpeicTaBiba NMPUMEHY aHAIMTHUKEe reomerpuje. Kao m y BochHu n
XepieroBuHu, y XpBaTcKkoj Cce YBOJHU CaapKaju aHAIUTHYKE reoMeTpuje oopalyjy u
y OKBHUpY I'paJliBa MPBOT pa3peaa, y OKBUPY TEMeE:

Koopaunathu cycraB y papauau (12 gacoBa)

Koopounamnu cycmag y paguunu. Yoawenocm mouaxa y pagnunu. Jeonauba npasya u
epag nuneapue gyukyuje. Ipag dynkyuje f:R—R, f (x) = |x| Cjeyuwme 0sajy
npasaya u cycmasu TUHeapHux jeOHauou.

W oBae ce y OokBHpPY CBakOr HacTaBHOT Mporpama oOpalhyje Tema mocBeheHa
BEKTOpHUMa

BekTopu (22 uaca)

Ilojam eexmopa. 30pajarwe eexkmopa. Muooicerbe éekmopa pearnum opojem. Jluneapna
Kombunayuja eexmopa. Jlumeapna 3aeucnocm u He3agucHocm eekmopa. J{ymuHa
gexmopa. Dopmyna 3a yoameHocm mouaka y Koopounamuom cycmasy. [ujemerve
oyarcune y oamom omjepy. Ckanapnu npooykm eekmopa. Oxomumocm gekmopa.
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Taxole, yBuJ y HaBeJeHE HAacTaBHE Iporpame Iokasyje M Ja Cy LUJbEBH U
3aJalli HacTaBe MaTeMaTHKe UJCHTUYHH.

2.3. AHa;1M3a IpUKa3aHUX nporpamMa

W3 HaBeneHOr mpHKa3a MOXXEMO 3aKJbyUUTH [l j€ aHAJUTHYKA T€OMETpHja, y
TpeheMm pa3peny rMMHa3Hje MPUPOJHO — MATEMATUYKOT cMepa (M CPOJHUX IIKOJA), Y
yKymHOM (hOHIY YacoBa MaTeMaTHUKe, Kao 00aBe3HOT MpeaMeTa, 3acTyiibeHa: y Cpouju
ca 27.78%, y bocuu u Xepuerosunu ca 31.43%, a y Xparckoj ca 40%.

Axo ce donay on 50 dacoBa, mpeaBul)eHHX 3a oOpaay caapikaja aHIUTHYKE
reomerpuje, y TpeheMm paspeay THMHa3Wje TPUPOJHO — MaTEMaTHYKOT cMepa y
CpOuju, nonajy u yacoBu npeaBubeHn 3a o0paay MCTUX Ca/pikaja, y OKBUPY J0/aTHE
HacTaBe, OHJA HEH YAE0 Yy YKyHmHOM (OHAYy YacoBa MaTeMaTHKe Yy TpeheM paspeny
npemenryje 30%.

Takole, HacTaBHM caApXkaju aHAIUTHYKE TeoMmerpuje uyuHe BHUme ox 30%
yKymHOT (hOHIIa YacoBa MateMaTHke y Tpehem paspemy, ¥ y THMHA3HjH ONINTET THTIA U
JIPYIITBEHO — je3ndKor cMepa y Cpouju.

VY mpukasy je 1aT u Jeo HaCTaBHOT Iporpama, KOju ce OJHOCH Ha HaCTaBHY TEMY
BexkTopu, xoja ce obpalyje Takohe y TpeheMm paspeny rumHasuje, y cBa TpH HaBeJcHA
HacTaBHa mporpama. Kako ce oBze paay 0 KOOpAWHATHOM IIpENCTaBbamkby BEKTOpa (U
BEKTOPCKUX OIepalyja) y paBHH M y IPOCTOPY, JaCHO j€ Ja U OBE caapikaje MOKEeMO
cMaTpaTd JeNOM HACTaBHUX caJpXKaja aHAIUTHYKE TeOMETpHje, Makap y MLIMpeM
cmucy. Ha Taj HaunH ce yieo aHaIUTHYKe TeOMETPHje Y HACTABHOM MPOTpaMy 3HATHO
yBehesa.

Hapenenn npukas, ykazyje Ha 3Ha4ajHy 3aCTYIUBCHOCT aHATUTHIKE TEOMETPHU]jE Y
HaCcTaBHUM IIpOrpaMuMa MaTeMaTuke y TMMHa3uju, y CpOuju u y nprkaBaMa HajOJImKer
OKpYKEHa, Ka0 U Jia HCHU Callp)Kaju IMPEICTaBJbajy BeOMa Ba)KAaH CETMEHT IpajMBa
MaTeMaTHUKe.

3Hayaj ¥ MECTO aHAJTUTHYKE T'€OMETpHje Y HACTaBHOM IpOTrpaMy MaTeMaTHKe,
CBaKako JETCPMHUHHUIIY: IIMJBEBH, 3a7alld, MOIYNHOCT NMpHUMEHE CTEUYEHUX 3Hama U
CJIMYHO.

OCHOBHM TIWJb y peaM3alliju aHAIUTUYKE TeoMeTpuje y Tpehem paspemy
TUMHA3dje TPHPOJTHO—MATEMaTHYKOT CMEpa, CBAKaKO jeCTe pasyMeBame CYIITHHE
KOOpJIMHATHOT METO/Ia U OBJIaJlaBamhe HeroBOM e(hUKacHOM MPUMEHOM.

OcuM 0BOT OCHOBHOT, UMaMoO U cieaehe nujbeBe U 3aJaTKe:

— OBJaJaBambe TEXHMKaMa (opMupama jeAHaYMHAa TEOMETPHjCKHUX MecTa
Tayaka,

— YCHENIHO HaJlakemke TeOMETPHjCKOT MecTa Tadaka, KOje OJroBapa JaaToj
JeTHAYHHHA,
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— HCIUTHBame Mel)yCOOHMX OTHOCA TEOMETPH]CKIX MECTa Tayaka,

— UWHCHCTHpame Ha MENIMCXOJHOj NPUMEHH AaHAIUTHYKOT amapara IpH
pelaBamy NOjeMHUX TUIIOBA 3aj[aTaka U3 TeOMETpH]e,

- HpOI[y&TbI/IBaI-be U IPOIIHNPUBAKLC 3HAKBLE O CUCTEMHUMA JIMHCAPHUX jeI[Ha‘{I/IHa,

— yIO3HAaBaWkE CHCTEME JIMHEAPHUX HEjeJJHaYMHA Ca JBE HEMO3HaTe, Kao H
CyHITHHE Tpo0JieMa JIMHEapHOT MPOorpaMHupama,

— Kopuiheme MaTeMaTHYIKOT arapaTa (jeJHaYrHa) TPU pPeliaBamy 3aJ1aTaka.

C npyre cTpaHe, HaCTaBHU Ca/ip>Kaju aHAJTUTHYKE T€OMETPHjE CYy BeoMa MOTOAHH
cajp:kaju 3a NMpUMeHY padyyHapa y HACTaBH, Tj. 32 peaju3anujy y AUJAKTUYKOM
CUCTEeMY HacTaBa y3 momoh padyHapa.

[Ipumena pauyHapa y HacTaBM MaTeMaTHKe, mpernopydyeHa je y [IpaBuimHuKY O
HAaCTaBHOM IUIaHy W Iporpamy 3a rumHaznjy — OGjammema caapikaja mporpama
Matematuke, [70], rae je, usmel)y ocranor, HaBeIeHO: ,,Pan ocaBpeMemrBamkba HACTaBE
MaTeMaTHUKe M e(UKacHUjer ycBajama calapkaja, MOXKEJBHO je Ja ce o0e30enu u
MPUCYCTBO pavyyHapcKe NOJPIIKE Yy HAcTaBU MareMaTHke (y modetHo] ¢dasm y
¢bpoHTaTHOM 00HKY paja U y3 KOpHIIheme y30PHHUX JEMOHCTPALMOHUX POTPAMCKUX
aluIMKalyja, YKOJIMKO HEMa YCJoBa 3a MAacOBaH WHAMBHUIYaJIHM paJ] y4YE€HUKA Ha
padyHapy y OKBHpPY HaCTaBEe MaTeMaTHKe).

Jlakne, Bennke MOTyhHOCTHM TpUMEHE padyHapa, Koje MpyXkajy HacTaBHU
cajipKaju aHaTUTHYKE TeOMETpHje, U YBoheme nHPOpMaIllmoHe TEXHOJIOTHje Y HAacTaBy,
naHac Uy OyayhHOCTH, Wy y HpUIIOT T€3W O 3HAauajy M MECTy HAacTaBHUX CaapiKaja
aHAJIMTUYKE T€OMETPUj€ Y HACTAaBHOM IIpOrpamMy MaTeMaTHKe Y TUMHA3HjH.

O IMOaKTUYKOM CHCTEMY HacTaBa y3 momoh padyHapa (0 HBEeHUM NMPUHIMIHNMA,
HACTaBHUM MeETOJ1aMa, 00pa30BHOM PavyyHApPCKOM COPTBEPY, TCHEPUUIKUM OpraHH3aTO-
puMa M CJlI.) W peaJn3allijd HaBEJACHUX IMJbEBA, 3a/laTaka W HACTaBHHX caJp)kaja
aHATMTHYKE TEOMETPHje y TOM cucTeMy, Ouhe peun y rimaBama, Koje ciee.

2.4. Ilian peajiM3anuje HACTABHE TeMe AHAJIUTHYKA
reometrpuja y tpehem paspeny rumuasmje

VY oBoM oneJbKy, NpHKa3aHa je jeqHa Moryha Bepsuja Ilmana peanusanmje
HACTaBHE TeMe: aHAJIUTHYKa TeoMeTpHja, y Tpehem paspeay T'MMHa3uje MPUPOIHO —
MateMaTH-uykor cmepa. Y Tabemun 1. mar je lomumsu ToiaH pajga, 3a CBaKd O]
aKTyeJTHHMX HacTaBHHX nporpama: M1, M2 um M3, koju ce KOpUCTE€ y TUMHA3MjH:
ONUITEr THUMA, JPYLITBEHO — JE3UYKOI CMEpa M MPUPOJHO — MATEMaTHYKOI CMepa,
penom, y Cpouju. Ca M3* oGenexeH HaCTaBHHU MPOTpaMm je KOjU ¢ MOXKE pealln30BaTH,
y AMJAKTUYKOM CHUCTEMYy HacTaBa y3 MOMoh padyHapa y Tpehem paspeny rumHasuje
IPUPOJHO-MATEAMTHUYKOT CMepa.
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24.1. TONIIBUA (I'VIOBAJIHN) IIJIAH PAJTA 3A HACTABHU ITPE/IMET
MATEMATHKA Y III PASPEAY 'NMHA3UJE

Pe?'gf:j HacaTtBHa Tema Ml M2 M3 M3*
1. | lHonuenpu 23 13 25 25
2. | O6pTHa Tena 19 12 20 20
3. | Bexrtopu 15 5 15 14%*
4. | AHAIMTHYKA TEOMETPHja y PaBHH 46 22 50 53*
5. | Maremarnuka naayknuja. Husosu 23 8 38 37*
6. | Kommnekcu 6pojeBu 6 / 20 19%*
7. | llucMeHu 3aany U UCIIpaBLU 12 12 12 12

YKynHO: 144 72 180 180

Y Tabenu 2.
AHaMTHYKa TeOMETpHja, 1Mo mporpamy M3*,

2.4.2. OIEPATUBHMU IIJTAH HACTABHE TEME AHAJIMTUYKA
I'EOMETPUJA - HACTABHM IPOI'PAM M3*

Tabemna 1.

nat je jeman mpumep OnepaTUBHOT ITUTaHA HACTaBHE TeMe

Tema | bp. 1. j. HacraBna jenununa
YBOJA Y AHAJIUTUUYKY TEOMETPUJY
A 1. 1. JlexapToB npaBoyriau KoopauHatHu cucteM; Tauka; [lyx
2. 2. Ilogena nyxu y aaroj pazmepu; IloBpmnHa Tpoyria
H 3. 3. TlpenMer u METO/ aHAIMTUIKE TEOMETPHU]E
ITPABA
A 1. Onmru (MMIVIMIUTHU) OOJIMK jeTHAYMHE TIpaBe
T 4 Jennaumna npase onpel)eHe TAYKOM U BEKTOPOM TIpaBlia
Jennaunna mpaBe Kpo3 jeHYy TauKy
151 ExCrTMIMTHY 00JIMK jeTHaYMHE TIpaBe
2. JenmHaumHa mpaBe Kpo3 JBE Tauyke (BEKTOPCKH M CKalapHU
T 5 00JIHK, yCTIOB KOJIMHEAPHOCTH TPH TAUKE)
" ) JennauuHa nyxu
CermMeHTHH OOJIHK jeTHAUYMHA TIPaBe
q 6. 3. BexOame
4. Hopmamau oONWK jeHAYWHA TpaBe (BEKTOPCKH — IMOCEOHO
7. XeceoB - U CKaJIapHH 00JIHK)
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K Tauka u npaBa - pacTojame Tauke 0J1 IpaBe
5. Ilpecek nBe mpase U MapajgeIHOCT
A 8. VYrnosu u3mel)y aBe mpaBe, HOpMaATHOCT TpaBux, Cumerpana
Y KU
r 0. 6. Cucremu JTMHEapHHX jeqHadnHa - ['aycoB mocTynak
10. 7. BexOame
E 11. 8. Oca cumerpuje aBe mpase y paBHu CuMeTpana yria;
9. JennaunHa mpameHa MpaBUX
(9) 12. v 5
CJIOB J1a TPH NpaBe 0y1y KOHKYpPEHTHE
M 13. 10. IIpaBa ka0 reOMeTPHjCKO MeCTO Tadaka, BexOame
14 11. JIuneapue HejeqHaynHE (TIOITypaBaH)
E ] Cucremu JIMHEapHHUX HejeHaynHa (MHOToyrao)
T 15 12. MakcumyM (MUHEMYM) JIMHEApHE (-je BE POMEHIBHBE;
) ITojaM nuHEapHOT MpOTrpaMuparma
P 16. 13. BexxOame
JIpyTH IIKOJICKY MUCMEHH 3a/1aTaK
n JIpyTH IIKOJICKY MHUCMEHH 3a/laTaKk
J HcnpaBak muCMEHOT 3aaTKa
KPY>KHULA
A 1. Jemnaumna kpysxHuie: CkanapHu oosuk; Bekropcku o0muk
17 [TapameTrapcku 00IHK
y ' OnHoC jeHaYMHE KPYKHMIIE U ONILTE KBaJpaTHE jelHaunHe
KpyxHuua onvcana oko Tpoyria
18. 2. Bexbame
19. 3. Kpyxnuua u npasa
P 20. 4. BexoOame
A 1 5. JenHaumHa TaHre€HTE KPY>KHUILIE
' [Tonapa ¥ 1oJ1 y 0JTHOCY Ha KPY>KHHUILY
B 22. 6. BexbOame
23. 7. Mebhycobuu oTHOC (M yrao) aBe KPyKHHIIE
H 24. 8. KpyxkHHIIa Ka0 TeOMETPUJCKO MECTO Tauaka, BexxOame
n 25. 9. BexOamwe
EJIMIICA
1. Jledwunummja, KOHCTpYKIMja ¥ jeTHAYUHA SITUTICE
2% OnmrTy 1 KaHOHCKH 00JIUK
A ’ [TapameTrapcku 00IHK
H YHyTpauima 1 crosbalimba 00JacT eIUIce
27. 2. BexOamwe
A 28. 3. Hexka cBojCcTBa eNHUIICEe: CHMETPUYHOCT, IICHTap, TEeMEHa
29. 4. EKCHEHTpHUHUTET, AMPEKTPUCE U apaMeTap eJuIce
J 30. 5. Bexbame
" 31. 6. Enunca u npasa; Tanrenra enurce
32. 7. BexOame
T 33. 8. Enmmca kao reoMeTpHjcKo MecTo Tayaka, BexoOame
u 34. 9. KoHTponHu 3aiaTak
XHUITEPBOJIA
Y - | 1. Jlebuuuumja, KOHCTPYKIH]a ¥ jeHAYHHA XHIIEPOOITE
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K Onmrty ¥ KaHOHCKHU 00JIMK
[Tapametapcku 00aUK
A YHyTpamma 1 criospaimka 00acT xumnepoosie
36. 2. BexOame
T 37 3. Hexka cBojcTBa Xumnep0O0se:CHMETPUIHOCT, IIEHTap, TEeMEHa
' AcumnTore xurepoose
E 38. 4. EKCHEHTPHUIMTET, TUPEKTPUCE U TTapameTap xurepoose
0 39. 5. Bexbame
40. 6. XwunepOousa u npaBa; Tanrenrta xumnepoose
M 41. 7. XwunepOoJia Ka0 TeOMETPHJCKO MECTO Tauaka, BexOame
42. 8. BexOame
E IMAPABOJIA
T 1. Jedunuimja, KOHCTpYKIKja U jeJHAYNHA MTapaboJe
43 Onmty ¥ KaHOHCKHU 00JIMK
P ' [TapameTapcku 06muK
u YHyTpaima 1 criojpaiima 00JacT napadose
44, 2. Heka cBojcTBa mapabosie: 1moyioxaj, CHMETPHIHOCT, TEME
J 45. 3. EKcueHTpHIMTET, AUPEKTPHCE U apaMeTap xumnepooie
46. 4. Bexbame
A 47. 5. Tlapabona u npaBa; Tanrenra napaboie
48. 6. Ilapaborna kao reoMeTpHjcKO MECTO Tauaka, Bexbame
Y 49, 7. BexOame
EJIEMEHTHU OIIIITE TEOPUJA KPUBHUX APYI'OI' PEJIA
P 50. 1. KooanHaTgo TPeJCTaBIbak:E TpaHchopManmja oIy IapHO-
A ctu: Poranmja, Tpancnanuyja
51. 2. BexOame
B 52. 3. Kpua apyror pena u oninTa KBaJpaTHa jelHaYNHA
H 53. 4. BexOame
54. 5. Konychu npeceuu
1] 55. 6. KonTponnu 3anarak

TabOena 2.

2.4.3. O0jammeme rJ100aJTHOr ¥ ONEePATHUBHOT IJIAHA

I  VYBunmomy Tabene 1 u 2, Buagumo aa ce ¢onn ox 50 yacosa, npeasuleHNX 3a
o0pany HacTaBHE TeMe — aHaJUTHYKa TEeOMETpHja Yy HAcTaBHOM Imporpamy M3,
pasnukyje, on ¢oHaa ox 55 yacosa nmpenuheHnx OnepaTUBHUM MIaHOM. MehyTum, y
Ob6jammemuMma caapikaja nporpama maremaruke, [70], je HaBeaeHo, na GoHa yacoBa,
npeaBulleH HAacTaBHUM IporpamMoM 3a oOpaay IojelMHe HacTaBHE Tema, Tpeda
cxBatuTu "opujeHTanuoHo", U aa ce GoHa dacoBa OnepaTHBHOT TUIaHA HACTABHHKA,
MOXe pa3iaukoBatu 3a oko 10% on mpensubeHor (oHga yacoBa 3a TeMy, 3aBUCHO O]1
KOHKPETHE CHTYyallHje.

II  Tpeba y3zetn y 003up ¥ YNICHUITY J1a Cy HEKE HACTaBHE jJeIMHUIIC, 3a KOje
je y OmepatuBHOM IUIaHy mpeaBuleH, Ha mpumep, mo 1 uvac, obpahene neTasbHO y
OKBHPY HEKUX paHHjHX TeMa, TOKOM Tpeher, Wiu MpBOr pa3pesa, a HaBeJIeHe Cy Jia Ou
nporpam 6uo notmyH. C TUM y Be3U UIMaMO:
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— HacraBHa jenuHuna: 1. /lekapToB mpaBOyTiIM KOOPAMHATHH CUCTEM; Tadka;
Jyx, neraspHo je oOpaleHa y okBHpYy HacTaBHUX TeMa: JIoruka M cKynoBm, y
npBOM paspeny u Bekropu y tpehem paspeny;

— HacraBHa jenununa: 2. [loxena nyxu y maroj pasmepu; [loBpmuHa Tpoyria,
JeTajbHO je oOpaljena y okBupy HacTaBHe Teme BekTopn y Tpehem paspeny.

III  Takohe, ponn wacoBa npeasuheHNx 3a 00pamy HacTaBHE TemMe BekTopm,
Moryhe je yMamHTH 3a jelaH 4ac, M JOJIaTh Ta TeMH aHaJIMTH4Ka reomerpuja. Hanme,
OnepaTMBHUM TJIAHOM j€ TMpeABHNEHO da ce, HACTaBHU calp)Kaju HajMame MeT
HACTaBHUX jeuHHIIA oBe Teme (4, 5, 6, 7, 8), 006palyyjy u mpruMeHOM BEKTOpa.

[TpunukoM m3pane OmnepaTUBHOT IUIaHA W MPHIMKOM IHCAaba UHTEPAKTHBHOT
ynOeHuka, BOOWJIO Ce€ padyyHa Ja je NPWIMKOM o0paje craapxkaja aHaJTUTHUYKe
reoMeTpHje, KOju ce TPaJAUIIMOHAIHO y4€ Y CPemh0j IIKOJIHU, MOTPEeOHO, KaJ rojl je TO
Moryhe, KOPpUCTHTH U BEKTOP. 32 OBaKaB MPHUCTYT IMOCTOjH HEKOJIMKO Pa3jora, o1 KOjux
HaBOIUMO ciienieha Tpu:

IIpBu je, Beoma 3HayajHa yJiora BEKTOpa y 00paau HEKUX MOjMOBA aHATUTHYKE
reoMeTpuje, Kao MTO Cy: pacTojame JBE Tadke, MoJeia TyXKH, HOBPIIMHA TPOYTIIa,
jeIHadrHa mpaBe, TeoMeTpHjcke TpaHchopMallyje, TpaHCcaalja ¥ XOMOTeTHja u CIl.

Jpyru pasior uMa IIUpHU 3Hayaj ¥ orjefa ce y TOME, /1a BEKTOp Kao jeJaH oJ
Haj3HAYajHUJUX M HajpaclpOCTPamEHUjUX MaTEeMaTUYKUX I0jMOBA, MMa NPUMEHY Yy
CBUM O0JIaCTMa MaTeMaTukKe, y MHPOPMATHUIIH, Y EKOHOMHjH, Y HAyLIH YOIIIITE U 3aTO
j€ BeoMa BaXKHO JIa ce 3Hama O BEKTOPY, KOja Cy JI0 cajla CTeYCeHa W Jajbe yTBPhYjy,
npomupyjy u oborahyjy HoBuM MoryhHOCTHMa IPUMEHE.

Tpehu pasnor ce 3acHuMBa Ha TUAAKTUYKOM NPUHLMITY HNOCTYIHOCTH, YUME C€
aHAJIMTUYKA IeOMeTpHja y IMpPOCTOpYy, KOja C€ y4d Ha MHOTUM BHMIIMM IIKOJaMa U
¢bakynTeTrMa, U TO YNpaBo y3 NPUMEHY BEKTOpPa, M3yyaBa Kao MPUpPOJaH HACTaBaK, Kao
YOIIITEHE, aHATUTUYKE T€OMETPHj€ Y PABHH.

IV~ ®onn yacosa mpensuleHux 3a oOpagy Tema: 5. Maremarudka WHAYKIHja.
Huzosu u 6. Komruiekcu 6pojeBu, Takohe Tpeba ymamUTH 32 1O jeJlaH yac U JOJaTH ra
TEMH aHaJduTH4YKa reomerpuja. OBUM mpomeHama ©Hehe OWTH HapymieH o00uUM
HACTAaBHUX CaJIp)Kaja HaBeIEHUX TeMa, jep ce, Ha IpUMep,

— TIHUTamkbUMa BE3aHUM 32 TPAaHUYHY BPEIHOCT HHM3a U HEHE NMpUMEHe, 0aBU U
TEOpHja IPaHUYHUX IpOIeca, Koja ce BPJIO JETaJbHO oOpaljyje y 4eTBpTOM
paspeny;

— HEKe 0COOMHE MOJMHOMA HaJ MOJFEM PEaTHUX OpojeBa, JeTajbHO MPUMEHY]Y
y TNOCTyNIMMa HaJlaXemka TpPaHUYHUX  BPETHOCTH  (Pa3IOMIbEHUX

panoHanHNX) (QYHKIWja, TPWIAKOM HCIHTHUBamba (QYHKIWja, HaJaKema
HeosipeheHor uHTerpana.
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VI VY okBupy noareme EjeMeHTH ommiTe Teopuje KpHBHX APYror peaa,
peanu3yjy ce HactaBHe jequHuue: 50. KoopauHatHO mpeacTaBibame TpaHChopMalyja
noxynapuoctu: Portanmja, Tpancnanuja u 52. Kpua npyror peia v omniira KBaJgpaTHa
jenHaYnHa.

OBzne je mpeaBuheHO Aa MeTolamMa aHAIUTHYKE reomeTpuje Oyay oOpabene
Tparchopmalyje Moy TapHOCTH: POTaIija U TPAHCIAIMja, Kao ¥ JIa CE aHaJIN3a OIIIITE
KBaJ[paTHE jeqHAYMHE OOpaau NPHUMEHOM OBUX TpaHchopmaluja Ha camy KpHBY
JPyTOT pefia, a He Ha KOOPAMHATHH CHUCTEM.

OBakas npucTtyn oMmoryhasa:

— Ja ce MpOIIMPH CKYI IpobjemMa reoMeTpHje, KOju ce Ha jeHOCTaBaH HAYMH
MOTY pelaBaTé METOJaMa aHATNTHYKE TeOMETpH]e,

— ga nohe 1o u3paxkaja TUpEeKTHA MPUMEHA MPUHIUIIA aHATUTHYKE TeOMETpHje
Ha TI03HATE M30METPHjCKe TpaHc(hopMmammje: poTanujy U TpaHCIANH]y, Kao 1
MoryhHOCTH KOje OH TpyKa,

— TpPOIIMPHUBAIE Ce U YTBphUBame 3Hama 13 reOMeTpuje,

— Jla OBaKBO IPEJICTaBIbabE FEOMETPH)CKUX TpaHchopmalija, Oyie MoecHo 3a
UHTEpIpETalnjy IyTeM padyHapa, 4YMME C€ CTBapajy YCIOBH 3a JIAKIIy
IIPUMEHY padyHapa y HacTaBH.
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3. HACTABA Y3 IIOMOh PAYYHAPA

OBaj neo JOKTOpCKe aucepranuje nocBeheH je TEOpUjCKUM M MPAKTUYHUM
NUTakbUMa BE3aHUM 32 je/laH PeJaTHBHO HOB JUJIAKTUYKHU CUCTEM - HACTaBa y3 momoh
padyHapa, Kao 1 (pakTopuMa HacTaBe U BUXOBOM Mel)ycoOHOM oHOCY. AHaIM3HpaHH
Cy OHHM JHUIAKTUYKH TPUHIMIHN, KOjU Kao pykoBojmehe cMmepHHIIE HacTaBe,
KapakTepHIy OBaj AUAAKTHYKK cucteM. [loceOHa makma je mocBeheHa HacTaBHUM
MeTozama, MpuiIaro-HeHnM OBOM IHIAKTHYKOM CHUCTEMY, Ka0 M FHUXOBOj NMPUMEHH y
HAaCTaBH TMOJEIMHUX CaJpkaja aHAIWTU4YKEe reomeTpuje. Yumenuna pa je
KJIacu(uKanyja NpUKa3aHUX HACTaBHUX METOJA MPEBACXOIHO 3aCHOBAHA HAa MPUPOIN
aKTHBHOCTH YYCHHMKa Y HAaCTaBHOM IIPOLECY, y AMJAKTUYKOM CHUCTEMY HAcTaBa Y3
nomoh pauyHapa umMa noceOaH 3Hauaj. HaBenenu cy mpumepu obpazoBHOr coTBepa,
KOjU ce KOPUCTH y HAacCTaBU MaTeMaTuke, a Takole, MpHKa3aHH Cy W MPUMEPHU HEKHUX
TeHEPUUYKUX OPraHM3aTopa y HACTaBH aHAIUTUYKE T€OMETpH]e.

3.1. YBoa

Mely musbeBMa caBpeMeHe HacTtaBe Maremaruke [70] moceOHO ce ucTuuy
»Pa3BHjalkbe MEHTAJIHUX CMOCOOHOCTH YYeHHKA U CTHIalkhe MaTeMaTHYKHX 3HaHba
U yMeHa, HeONXOJAHUX 32 pa3yMeBame 3aKOHHUTOCTH y NPHPOAM M JAPYLITBY M
NpUMeHY Y CBaKOJIHEeBHOM JKMBOTY MW TMPAaKCH, Ka0 M 32 HACTaBaK
npodecuonaanor odpasoBama“. HaBenenum mwbeBn, yckimalleHu ca mnorpedama
CBaKoOr I0jeIMHIIA, Y BpEMEHY Y KOME HayKa U TEXHOJIOTHja OKUBJbaBajy Op3 pa3Boj,
yKa3yjy ¥ Ha o0aBe3y CTaJHOI OCaBpeMEHmaBama HACTaBE MaTeMAaTHKE, Tj. Ne(DUHHIIY
cienehe 3amarke: cranmHO yckiahBame HACTaBHHX caJapikaja ca HajHOBHUjUM
nocturayhmma y MaTeMaTuIM U HayIy YOIIIITE U OCaBpPEMEHaBambe METOANKE HACTABE.

C npyre ctpane, ,,0yayhu ga ce 6poj Hayunux mHpopmalyja, mpema moaanuma
YHECKO-a, yaBocTpydyje CBakuX TMeT-IECT TroauHa, T¢ he wuHpopmamnmje mohwu
HUCKOPHUCTUTH CaMO OHa] CyO0jeKT Koju Oyne OcCmocoOJbeH 3a CaMOCTaTHO YyuYeHmhe U
MEePMaHEHTHO oOpa3oBame’ [89], MITO je 3aKbydak MO3HAT JOII OCAMIECETUX TOJMHA
MPOILJIOT BEKa, JaCHO j€ J1a HAacTaBa Ko0ja je yCMepeHa Ha yCBajame FOTOBUX YHHECHUIA
U Ha BbUXOBY KOJIMYHMHY, @ HE Ha KBAIUTET M MOI'YNHOCT IPUMEHE CTECUEHHUX 3Hama, He
MOJKE J1a OJITOBOPH MoTpedama caBpeMEHOT YOBEKa.

Takohe, TeHaeHIWje pa3BOja CaBpPEMEHOT JAPYIITBAa, FHETOBA WHTECH3WBHA
nH(popmMaTH3anmja, yKazyjy Ha HEOMXOJIHOCT CBE IIHUPEr KOpHIINema pavdyHapCKHUX
(HOBMX WH(MOPMAIIMOHUX) TEXHOJOTHja U y cdepu oOpa3oBama. CaBpeMEHH YOBEK,
HE3aBUCHO 0J] mpodecuje W BpCTE JMAENaTHOCTH, MOpa Ja TOoceayje 3Hama WU
CIIOCOOHOCTH 3a pall ca eIeKTPOHCKUM CpeICTBUMA 00pajie U MpeHoca nHpopmarimja.

Jlakne, Hampex HaBEACHM 3aK/bYYlM YKa3zyjy Ha HEONXOIHOCT 3aMeHe
TPaIUIMOHATHOT MOJeJa IIKOJe, HOBUM M HEHO NpuiaroaBame HOBUM IOTpedama
ApyIITBa, Tj. TPaAMLIMOHAJIHA HACTaBa MOpa YCTYIIUTH MECTO HOBUM HACTaBHUM
CUCTEMHUMA.
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To je mporec koju moapa3MeBa UHOBALIH]E ,,y cienehuM BaCIUTHO - 00pa30BHUM
nopyYjuma:
— lluseeBu BacnHTama, 00pa3oBama U HACTABE;

— OpraHu3ainyja BacUTHO-00Pa30BHOT CHUCTEMa, HIKOJCKOT CHCTEMa, CHCTEMa
HACTaBe;

— OyHKIUje U MM0JI0XkKa] HACTABHUKA U YICHUKA,

— HacrtaBHu canpikaju, METoJIe U OOJIHIIH;

— HacraBHu 00jexTH, HaCTaBHA CPEACTBA, TEXHUKA U TeXHOIorHja.* [34].

»Mely caBpeMeHMM AHMTaKTHYapUMa IIUPOKO je mpuxBaheHO MHUIBEHE 1a je
Haj3HAYajHUja MHOBAaTHBHA CHara, Koja yTH4e Ha pa3BOj M MOJEpPHHU3AIN]y HACTaBe,
calp’kaHa ympaBo y W300py MyTeBa M TOCTYIAKa WHIUBHIyaTU3alje, OJHOCHO Y
n300py MPBO TEOPUjCKOT Ia 3aTHM MPAKTHYHOT MOJIeJa HHIMBH Ty aJTA30BaHE HAcTaBe.
[34].

VY ckiany ca Hampesa HaBEJICHHUM jECTe M CTAHOBHUINITE Ja ,,IHIUBHIyamu3almja
HACTaBe je y JUIAKTHIN OOjalllkbeHa Kao MUAAKTUYKU TPUHIIMI, Kao MPETIIOCTaBKa
palMoHanu-3alMjeé HacTaBe M Kao IMepMaHeHTHa wuHoBauuja. Hcrmuyhm na je
WHAVBUIyaTH3alija HacTaBe NMIIEPATHUB BPEMEHA Y KOME KUBUMO, je/IaH O] MIO3HATUX
ayTopa y OBOj OOJlacTW mMpenusupa Ja je WHIWBHIyallu3alldja TAaKBO IUTAHHUPAhE,
OpPTaHU30Bakbe M PEATM30BAK€ HACTABHOT IPOrpamMa, CBAKOJHEBHHX JICKIHja H
LIETIOKYTTHE BaCIUTHO — 00Opa30BHE JIETIaTHOCTH, KOja YBakaBa HHTEPECOBama, MOTpede
1 MOTYNHOCTH CBAaKOT yYeHHKa, MAaKCHMAJIHO pa3BHja HETOBE CHAre M CIIOCOOHOCTH U
00e30ehyje mpeTmocTaBke 3a CTBapajayko YKJbyUYHBamkE y HACTaBHU Mporiec.“[56]

VY pany [34], kao oIMKe HHANBUAYAIU3AIje HACTABE UCTUIY Ce€ ,,(hJIeKCUOMITHA
ynotpeba HAcTaBHOT BpeMEHa, HOBa yJOra HACTaBHHKA, MPOTpaM KOHTHHYHUPAHOT
mporpeca 3a y4yeHHKa, epuKacHO KopulTheme YYEeHHWYKHX CIOCOOHOCTH W CTaliHa
eBaTyIIMja IBbUXOBOT HAIIPEOBamba ‘.

Jlakne, capaJJHUYKH OJHOC HA pelalWjH HACTaBHUK — YYCHHK, CTBapaJlauKu
MPHUCTYI HACTABHOM IIPOIIECY, aKTUBU3AIM]ja YICHUKA, WHIUIBH Iy JIN3allHja HACTABE —
CBE CY TO TEHJCHIIM]€ CaBpeMeHe TUIAKTUKE U CBE Cy IPEeIMET HaBelaHuX UHOBAIH]a.

Ham ocHOBHHM 3amaTak je fJa IMOKaXEMO Ja je YNpaBo HacTaBa y3 momoh
pavyHapa JHMIAaKTUYKH CHCTEM, y KOME C€ pealu3yjy HaBelIeHE TEHJCHIHjE, jep
HacTaBa y3 OMOh pauyHapa Kao JUIAKTHYKH CHCTEM, Y KOME YYEHUK Mpey3rMa HOBY
yJIOTY, Tj. YUEHHK je aKTUBHU CY0jJeKT y HACTABHOM IIPOLIECY.

3.2. PauyHap y HacTaBH

Pauynap, Kao cpeacTBO y CBAaKOJHEBHOM pajy, CaBPEMEHOM YOBEKY IpYyxkKa
orpoMHe MOTYhHOCTH, Ka0 Ha MpHUMEp: MPUCTYI IIUPOKOM CIEKTpy MH(pOpManuja u
MOryhHOCT HHXOBE TIpepaje, IOIU3ake HHUBOA CAa3HAJHUX U HCTPAXKHBAYKUX
MoryhHOCTH, OpraHm-3aiyja pasMeHe uHdopManuja, u3rpahuBame HOBOT CHUCTEMa
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KOMYHHUKaIije 4yoBeK-MamMHa U cil. CBaka o OBMX MOTYNHOCTHM, WJIM HEKU HCH
3Ha4ajHU J1€0, UMa CBOj€ MECTO y IPUMEHH pauyHapa y HacTaBH.

PauyHap y HacTaBu ce MOXKe TIOCMATpaTH ca JIBa acleKTa:
— padyHap Kao MpeIMeT U3y4aBama y HAaCTaBHOM IPOIIECy;
— padyHap Kao HaCTaBHO CPEICTBO.

IlpBu acmekT (Ha CpPEAMHOIIKOJICKOM HHUBOY) TOApPa3yMeBa CTHIAmE
MHPOPMATUYKE MUCMEHOCTH YYEHMKA, IITO Yy HAIIMM YyCJIOBMMA 3HAud [a Y4YEHUK,
CpeAmOIIKOIIaLl, MoCelyje OCHOBHA 3HaWba O padyHapy M HEeroBMM MoryhHoctuma, aa
je ocmocoOibeH 3a paj Ha padyHapy M Kopuiiheme omnepaTuBHOI cucremMa MS
Windows, nporpamckor mnakera MS Office, meroBux mnporpama Word, Excel u
PowerPoint, kao u mporpama CorelDraw. Takohe ce mompazymeBa na YYCHUK Y
CBaKOJHEBHOM pafy kopuctu Internet.

Y oBoM paxy 0aBUMO ce JAPYrHM acmeKTOM, a TO je TNPHUMEHa padyHapa y
HAaCTaBHOM TIPOIIECy, INTO TMOJpa3yMeBa TMPUMEHY PpavyyHapa Kao HACTABHOT
cpeacrBa, oOpa3oBHor codrBepa GeoGebra um Mathematica u reHepuyKkHX
opranmsaropa

Pauynap je mohHoO cpencTBo 3a 00pany uHpopmainja NpeaCcTaBbEHUX Y 00IUKY
peun, Opoje, ciuke, 3ByKa UTH. JeiHa O]l TMIaBHUX KapaKTepUCTHUKAa pauyHapa jecte
MOTYhHOCT HEroBOT HporpaMHpama 3a W3BpIIABAakE€ HHU3a HapeaOu, MOBE3aHUX ca
KopuirhemeM 1 pepagoM HHpopMalyja.

Mehytum, ,Munubeme ga he yBohewme padyHapa y HacTaBy, caMoO IO ceOu
no0oJbIIATH HACTABY, AaHAC y CBETIy OOraTor MCKyCTBa y OBOj oOyacTH, HHje Baxehe.
Crnenehm mutaT TOo o0jammaBa: PauyHap Hac mpuchibaBa a MUCIMMO O CTBapuMa, O
KojuMa OMCMO MOpaJI J1a MUCITUMO U 0e3 padyHapa®, [113].

VY mpuitor oBoj Te3u numie U M. Prensky y pany [72]: ,,TexHonoruja y ciayxou
crape mapagurme, 3a HHX (Y4eHHKe) HemMa cMmucia. ,,Hekn HacTaBHUIIM KOPHCTE
PowerPoint u mucne n1a cy peHoMeHaIHU ", KaXe CTYJIEHT. ,,AJIl TO je Oalll Kao HAaTIUC
Ha IIKOJICKOj Tabnmu*, Kaxke Apyru. ,,J oHna HaM ra unTajy®, kaxe Tpehu. ,,3amro oHga
Tpeba J1a cymamo YnTame 7

YrupaBo HaBeJeHE YHMIHCHHUIIE yKa3dyjy Ha o0aBe3y Ja je yBoheme padyHapa y
HacTaBy MPOIIEC KOjU C€ OJIBHja Yy OKBUPY oaroBapajyhe meronuke. Haume, pauynap u
o0pa3oBHH co()TBEp MPEACTaBIbajy T3B. HHTEPAKTUBHA HACTAaBHA CPEJICTBAa, HACTaBHA
CpelncTBa Koja Tpyxkajy MOryhHOCT maBama HEMOCPETHOT ,,0ATrOBOpA” Ha IMOjeAruHE
panme YYCeHHKA, OJHOCHO HACTaBHUKA, CTyIamka Y ,,IUjaJior ™, ITO U MPEICTaBIba jSIHY
O]l OJNTUKa MeTOHKe HacTaBe y3 momoh pauynapa.

Beh cy mpBa ucrpaxuBama Iokaszaia, Ja NMpUMEHa padyyHapa y HacTaBH, y3
ynotpedy oxaroapajyher oOpazoBHOT codrTBepa, M00pO OCMUNIBEHHMX HACTaBHHUX
METO/a, y3 YBaKaBame MUIAKTUYKUX TMpHHIOWMNA, 00e30elyje cymTuHcKko moehame
e(pUKaCHOCTH HACcTaBe, NOKE HHUBO 3Hama, CTBapa YCIOBE 3a TIpYyKambe
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UHAMBUyalHEe TOMONhM HacTaBHMKa CBAaKOM YYEHUKY Yy pellaBamby MO0JeJUHUX
3aJaTaKka M OJaKIlaBa peaau3alijy HOBUX HACTaBHUX cajpkaja [IpumeHa pauyHapcke
TEXHUKE Y HACTaBHOM IIPOIlECy OTKpPHBAa HOBE MyTEBE Y Pa3BOjy HABUKA, MUILbEHA U
yMe€lba Yy pellaBamby CIOXKEHHX NpobjeMa, MpeacTaB/ba MPHUHLUIN]ETHO HOBE
MoryhHOCTH 3a akTuBM3alMjy ydeHuMka. PauyHap omoryhyje ma ce HacTaBa y4uHH
WHTEPECAHTHU]jOM, AMHAMUYHUJOM M YOCUBMBHjOM, a BEIUKA (DOHI HACTaBHUX
cajipaja JIaKo JIOCTYITHUM.

OCHOBHE TPETHOCTH Haj JPYyrUM (TEXHUYKHM) HACTAaBHUM CpPEICTBHMa CY:
KOMIAaTUOMITHOCT, TPWJIArOAJbUBOCT, MOTYNHOCT yKJbyuWBama y pa3He HacTaBHE
METOJIe, HWHIUBHIyalu3alfja HAcTaBe, a HapOYHTO TIOjeJIMHAYHE peakiuje Ha
AKTUBHOCT CBaKOTI' yueHHKa rmoceOHo. [IprMeHa padyyHapa cTBapa ycjaoBe Jia HACTaBHH
nporec Oyae AMHAMUYHUJU M Aa A00HMja UCTPaKMBAUKH KapakTep. 3a pasjiMKy Of
panuja, TeneBusuje M Aujaduiama, padyHap omoryhyje HemocpeaaH OIroBOp Ha
aKTUBHOCT Yy4eHHWKa. Takolje omoryhyje TmOHaBJbame, O0jalllbaBakbe HACTABHUX
cajpkaja ciabujuM ydeHUIMMa, TIpeia3ak Ha CIIOKEHHU]e W HAjCIIOKCHH]E caapxKaje 3a
HajpUIIpeMJbeHHje yueHuke. [Ipu ToMe HacTaBa ce JIako M jeJHOCTaBHO pealin3yje y
WH/IUBUY JTHOM TEMITY.

3.3. HoBY IHIAKTUYKH CUCTEM

YBohewmeM pauyHapa u 00pa3oBHOT coTBepa y HACTABHU MPOILIEC, CaBpeMeHa
HacTaBa J00Mja W CBOjy UYETBPTY KOMIIOHEHTY, 4eTBPTH (aKTOp HacTaBe, KOjU
CTBapa ycCJIOBe Jla C€ CTHUY 3Hamba, BEIITUHE W HAaBUKE HA MPUXBATJHUBUjU HAYMH, a Ja
Ce y HMCTO BpeMe€ YYEeHHK OCIOoCcOO0M aa ,.caM y4u*, 1a ,.cam 3Ha kako“. OBakBa
IIPOMEHA yJIoTa BOJIM Ka 3HAYajHO] PEBU3HjH TEOPHjE HACTABE.

Pauynap ce xopuct y cBuM (pazama HaCTaBHOT IIpoIleca, ITOYeB Of yBohema u
oOjammaBamka HOBHX CajpiKaja, MPEKO TOCTaB/bakba M pellaBama 3ajaTaka, CBE JI0
NOHaBJbaa, YTBphUBamka U poBepe (OleHUBaba) 3Hakba, yMeHha U HaBuKa. [Ipu Tome
pauyHap, y Behoj unu mamoj Mepu, 00aBiba pa3inuuuTe QyHKIIH]e.

OyHKIH]y HACTABHHUKA pavyyHap MU3BpIIaBa Kao:

— HEWCIPIIaH U3BOP HACTABHUX cajpikaja (TpaauBa), 3aMemyjyhu HacTaBHUKA U
YIOCHUK, IEJIMMUYHO W TIOTIYHO,

— OUYHMIJICIHO CPEACTBO (ca ocoOMHamMa MYyJITHMEIWja M TEICKOMYHHUKAIH]e,
KBaJIUTETHO BUIIIET HUBOA),

— WHIUBUAYaJIHU UH()OPMATUBHU IIPOCTOP,

— TpeHaxep,

— CPEICTBO 3a IMarHOCTUKY W KOHTPOITY.

®OynkiMjy moMmohHor cpexcTBa pauyHap U3BpIlaBa Kao:

— CPEICTBO 3a BU3yalH3alli]y HAaCTAaBHOT CaJipXkaja,

— CPEACTBO 3a MPUIIPEMY Pa3HUX TEKCTYyaTHUX CapiKaja U HIXOBO UyBambe,
— CpencCTBO 3a ypehuBame TeKCTa,
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— CpeACTBO 3a ypehuBame IpTekKa U CIIHKE,
— pavyyHCKa MalluHa BEJTMKUX MOTYNHOCTH,
— CpEICTBO 32 MOJCTHPAIHE.

dynknpja — padyHap Kao mpeaMeT H3y4aBama, OCTBApYyje Ce MOCPEACTBOM:
— TpoTpaMHpama,

— u3pajie MporpaMUpaHoOr MaTepujaia,

— Kkopuinhema pa3TuIuTuX UHTEpdEjca.

OyHKIMja Tpyne capajHUKa, OCTBapyjeé Ce€ KOMYHHUKAIMjOM IIyTeM T3B.
APYLITBEHE Mpe:Ke, ocpeAcTBOM Interneta.

@OyHKIMja UTPOBHE CPeHHe, PeaTn3yje ce MyTeM:
— KOMIIjYTepCKHUX Hrapa,
— KOMIIjyTePCKOT BHIEA.

Kako pauyHap mpeys3uma Jeo (yHKLIMja HAacTaBHHKA, Mpyxkajyhu My BeIHMKY
TEXHWYKY momoh, ocinobaha ce 3Ha4yajaH [€0 BpEeMEHa 3a HWHIUBUAYAIHU DPaj
HACTaBHUKA Ca CBAKMM YYEHHKOM MOCEOHO, 3a JParoleHH JUPEKTHH KOHTAKT KOjH
1oCcTaje 3HaTHO OJIMCKHjH M XyMaHHUju Hero panuje. Ha Taj HaumH, pauyyHap He camMo Ja
HE clipeyaBa KOMYHHKAIMjy Ha pelaldju: HaCTaBHHK-YYeHUK, Beh HampoTuB cTBapa
3HaTHO Behe MOryhHOCTH KOMYyHHKAIHje; caMO UX je MOTPEOHO OTKPHUTH U TPABUIIHO
HCKOPUCTHUTH.

CBakako, HAaCTaBHHKY W Jajb€ OCTaje BeOMa 3HayajHa yJjora y HAacTaBHOM
nporiecy:

— Ilnanupame HacTaBe, U300p HACTABHOT MaTepHjajia U 3ajaTaka,

— Opranuzanyja HaCTaBHOT MPOIieca Ha HUBOY LIEJIOT OJICJbeHba,

— OpraHu3anyja akTHBHOCTH W KOOpJIMHAIIMja pajga Trpyna U YIpaBJbame
YHYTPALIkbOM PadyyHapCKOM MPEKOM,

— HWupuBuayanHo mocMaTpame U MpyxKambe HHANBUAyaIHE TToMohw,

— W36op u npunpema oarosapajyher uarepdejca,

— W3060p, mpumpema u eBaiyanja oarosapajyher oOpa3oBHOr codTBepa H
OCTQJIMX OYUTIICAHUX HACTABHUX CPENICTABA.

CBe HaBejeHE BeoMa CIOXKEHE (YHKIMje, 3aXTeBajy OJ] HACTAaBHUKA BEJIHMKO
UCKYCTBO, BHCOK HHBO IIO3HABama IpeIMeTa W HMajy CTBAapaJlayKh KapakTep.
OCHOBHU 3aXTE€B y peanu3aliju oBUX (YHKIIH]a JECTE jaCHO pa3/iBajamke MPUMapHUX O
CeKYHIApHHUX caJpkaja rpaguBa W audepeHIyjaimja TpaauBa IO CTEIECHUMA
CJIO’KEHOCTH.

C nmpyre crpaHe, Mmopea HaBEACHOT HHM3a W3MEHEHHX (YHKIMja, HACTaBHUKY
MpHIMaga W3BAaHPEAHO CIIOXKEH 3aJaTak — Ja Tpey3Me Ha cebe yiory ,.Kpeatopa
HacTaBe®, ,,KOpMHJIapa y CBETy 3Hama®™, ,,cTapujer Kojere“ W ,,CaBeTOJaBla O]
ayropureTa“. 3a HACTaBHUKA j€ HEONMXOIHO Ja CXBATH UYHWIHCHUILY, Ja YYCHUIH,
3axBasbyjyhu MoryhHOCTHMa KOMITjyTepcke KOMyHUKAIH]€, 3Ha]y HE OHO, UJIM HE CaMO
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OHO, IITO UM je 3aJaTo Ha 4Yacy, Beh Cy HeKaj YMO3HaTH Ca TaKBHM CaJpiKajuMa, O
KOjUMa ¥ caM HacTaBHMK HeMa 3HadajHHjux wuHpopmanuja. To je HoOpMmalHa,
yoOu4ajeHa cuTyalja y caBpeMEeHO] HacTaBU, TUPEKTaH pe3yaTaT MHQpopMaTH3aIH]je
HACTaBHOI TMIpolieca M JAPYLITBA YOIIITE, HAjU3paKEHHja KapaKTEPUCTHKA HOBe
napajaurMe HacraBe. Y TakBUM yCJIOBMMA, OJf HACTABHHKA CE€ HE 3aXTEBa arcoJyTHO
,»CBE3Hame", HEro0 J1a MyApo, pa3bopuTo, caryienaBa Beze Mely mojaBama um pasyme
BUXOB HAYYHU M CBAKOJHEBHU CMHCAO.

W3 mpeTxomHOT M3l1arama, MOKE Ce M3BECTH 3aKJby4ak, Jla Cc€ TpaJWIMOHATHU
AUJAKTHYKH TPOYrao mpoumpyje Ha JMAAKTHYKA YeTBopoyrao (Cnuka 1.): yueHuK,
HACTaBHUK, HACTaBHU cajpkaju (rpaguBo) U pauyHap (ca oOpa3oBHUM co(pTBEpPOM),
IITO MPE/ICTaBJba HABEJCHY HOBY MAPaANTMy HACTaBe.

HacraBa y3 momoh pauyHapa je, dakiie, HOB JAMIAKTHYKH CHCTEM, y KOMeE
YUEHHK IMpey3uMa HOBY YJIOTY, Tj. YUYCHHK HHUje caMO 00jeKT, HErO aKTHBHU CYOjeKT y
HACTaBHOM IIpOLiECY, a padyHap HACTaBHO CPEACTBO, HOBH (PakTop HacTaBe, ca
HaBeJICHUM (QyHKIHjama.

Pauynap

VYyeuuk HacrtaBuuk

I'panuBo

Cmuka 1.

HaBenena mpoMeHa QyHKIMja y4eCHHKAa y HACTaBHOM TIPOIIECY, YCIOBJbEHA
yBOohemeM padyHapa y HACTaBHH Ipollec, NpHuKazaHa je y Tabemu Opoj 1., roe cy
HaBe/JICHE HEKE OJl Haj3HAYajHUjuX (yHKIOUja, W 3HAKOM ,,+°“ O3HAUYCHU HHUXOBH
,M3BPIIMOIK . AKO HEKy o (YyHKIIHMja HCTOBPEMEHO O0aBJha BHIIEC HHUX, OHJA je
3HAKOM ,,++° O3Ha4YeH HaJKBAJTUTETHHUJU ,,A3BpIIMIIAIl (TIOJT YCIOBOM Ja C€ OH MOXE
W3JIBOJUTH).
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Tabenu Opoj 1.

OYHKIUJA HACTABHUK | PAUYHAP | YYEHUK
1. | 360p HacTaBHE cTpaTeryje + - -
) W360p HacTaBHOT IpaanBa U N
" | 3amaraka
eduHuCame peaociena
3. Jled pes a ++ + +
M3ydaBarma HaCTaBHOT I'pajiBa
N3narame HOBOT TpaauBa U
4. pal + + -
3a/laBame 3aJaTaKa
5. | U3pana 3aparaka - - +
6. | Ilpernen u oneHa pemiema + ++ -
7. | CaomniraBame pe3ynrara + ++ -
8. | YmyrcTBO 32 naseu pan + ++ -
Peructparyja nogataka o TOK
9, pattija foa 4 + ++ -
mporeca
10. | ITomoh y TOKy HacTaBHOT Ipoiieca ++ + +

O nacrtaBu y3 momoh padyHapa, Kao TUIAKTUYKOM CHUCTeMy, BuaeTH jomr y [1], [2],
[34], [84].
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3.4. JIngakTHYKHA NPUHIUITH

»[10J] JTUJAKTHYKAM TPHHIUIKMA IOJApa3yMeBajy ce pykoBojaehe cMepHHIle
HACTaBHE JEJaTHOCTH, Hayella O] KOJUX ce y HacTaBu He oactyna. OHM ce u3BOJE W3
IUJba M 3aJlaTKa HAacTaBe, 3aKOHMTOCTU HACTABHOI IpoOIleca M 3aKOHUTOCTU IICHUXO-
¢u3nukor paszBoja. Bynyhu na ce mmbeBM W 3amal HacTaBe MEWmajy W Jla Ce
3aKOHUTOCTH HAcTaBe M MCUXO-(PU3MUYKOT pa3Boja CBE TeMEJbHU]E YIIO3HABAjY, MECHA]y
Ce W JWIAKTUYKW TPUHIUMIIN — JeJHHM MPECcTajy Ja Baxe, APyTH M00Hjajy Ipyraduju
CMHCao0, a jaBJbajy C€ U CACBUM HOBH IpHUHIUIHN, [§].

[To3Hato je ga He MOCTOjU OMINTA CarIaCHOCT OKO Opoja M Ha3WBa JNUIAKTHYKHX
npuHIMna. To ce MoXke 00jaCHUTH YHEHCHUIIOM Ja ,,HacTaBa HHUje CBYyJa MCTOBETHA —
pasznuuuTe APYIITBEHE CpPEAMHE WMMajy pPa3IMYUTe HACTaBHE CHUCTEME M INTO HEKHU
JIUIAKTHYApH CAXUMA]y, a APYTH palIwiamyjy MojenuHe npuHIune (00jeanumyjy aBa
MIPUHIINIA y jelaH TPUHIIUII, WK O]l jeJHOT MPUHITUIA rpase aBa)™, [8].

To 3Haum na ce u HacTaBa y3 nmomoh padyHapa, OCUM Ha OIILUTHM, 3aCHMBA U Ha
HEKOJIMKO NUAAKTHYKUX TPHHIWIA, 32 KOje ce MOoXe pehm na KapakTepuily OBaj
JUIAKTUYKHA CUCTEM.

Kanma je o kmacMYHMM IUIAKTHYKUM TPUHIMIIMMA pPed, jaCHO j€ Ja CBU OHH
3aXTEBH KOJU KapaKTEePHIIy TPAJUIMOHAIHY HACTaBy, YIIIABHOM OCTajy HA CHA3W U y
JMIAKTUYKOM CUCTEMY HacTaBa y3 MOMOh padyHapa, C THM IITO y OBOM CHUCTEMY HEKH
o]l BUX, y Behoj nim mamoj Mepu, 1001jajy ¥ HeKa HOBa CBOjCTBA.

1. IIpyHUMII HAYYHOCTH

[IpuHOMN HAYYHOCTH JCTEPMHUHUIIE U HACTABHE Ca/p)kKaje M HACTaBHE METOJE,
Tj. 3aXTeBa Jla C€ y HACTaBHO TPaaUBO yKJby4ye, HE CaMO TpaIWIMOHAIHA HaydHa
ca3Hama, HEr0 W CYLITHHCKE IIOCTaBKE CaBpPEMEHE Hayke, a Takolle U NUTame
MepPCIEeKTHBE HEeHOT pa3Boja. [Ipu ToMe, MeTone yCBajamka HACTAaBHOT cajpikaja, Tpebda
na Oyay ajiekBaTHE CaBpeMEHUM MeToJamMa Hay4yHOr ca3Hama. [[pyrum peunma, HayuHe
MeToJie: KOMIIapaTHBHA METO/1a, MHAYKIIM]ja, AeTyKIl1ja, aHalloTHja, aHallu3a, CHHTe3a 1
CII. Y AWNAKTHUIIA CE KOPUCTE W CBPCTaBajy y TPYIy, JOTUYKUX (HAYYHHX) METOAA y
HactaBu [41]. Takohe, mo3Haro je na ce y HaylUd KOPHCTE MCTPAXUBAUKU, WU
MOCTYTIIIN KOjH TIPENICTaBIbhajy pelIaBame Mpodiema, a ¢ Ipyre CTpaHe, TakKBe METOJIe
MOCTOj€ M y HACTAaBH y3 MOMOh padyHapa, o yemy he OuTH peun y moceOHOM OJEJbKY.
Konauno, m Hayky M HacTaBy KapaKTEpHIIE jeHA 3HAYajHa 3ajeHHYKa OCOOWHA:
akTuBHOCT. Haume, ocHOBHa Te3a NUIAKTHKE, ,.Ja je YCIOB €(pUKAaCHOCTH HacTaBe,
aKTUBHOCT yuyeHuka™ [41], mTo uMa 3a Mocieauily, 1 HA4YUH CTHIAKA 3HAKBA U
NpUMeHy CTe4YeHUX 3HaWa, MMa CBOj AHAJOTOH, y TE3U O Ca3HAjHO-TEOPU]jCKUM
OJIHOCHIMAa Hay4HOT Ca3Hama U Mpakce.

HacraBHe aKkTHUBHOCTH, pealn30BaHEe TOKOM YyCBajarba HACTaBHUX cajpxkaja y
HacTaBu y3 momMoh padyHapa, OJpaxkaBajy OCHOBHE €JIEMEHTE HAy4yHOI' Ca3Hamba.
CuCTeMCKH TIPHCTYT TPE3EHTALWjU HACTAaBHOT CaJpKaja, HETOBO CTPYKTYpHpame H
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u3Bohere OCHOBHHMX KOHIENAaTa M MHUXOBUX MehyCOOHMX OFHOCa TNPHUMEHOM
TeHEpUYKUX OpraHM3aTopa, YNpaBO M MPEACTaBJba IOCTYNKE AaHAJIOTHE MeTojaama
CaBpeMEHOI HayyHOr caszHama. CaMH caJpkaju TpH CTPYKTYpHUpamy H H3Bohemy
Pa3NUYUTUX HUBOA CIOKEHOCTH, YYCHHUIIMMA JIOMYINTajy Jia c€ YKJbydye HE caMO y OHE
TeMe Koje 00e30elyjy o0aBe3HM MHHMMYM 3Hama, HEr0 W Jla pa3MaTpajy LIupe
KOHIICTITE, TPOIINPYjy BHIUKE W 4YBpInhe yTeMespyjy HEroBa 3Hama, a 3aTHM Ja
MoBe3yjy Te KOHIeNTe u3ydaBajyhu ux y y3zajamaom oxHocy. Kopunrdeme 00pazoBHOT
padyHapcKor copTBepa TOBOAN HACTABHM IMPOIIEC 0 jEAHOT KBAJIUTETHO HOBOT HHUBOA.
To je HMBO Ha KoMme je omoryheHo Ja ce y OWI0 KOjO] IIKOJH ONPEMJBEHO]
padyHapuMa, HE3aBHCHO OJ MECTa IIOCTOjama, KOPHUCTE PEe3yIATaTH METOJUYKOT M
HAyYHOT paja eKcrepara HajBuiler HuBoa. Ha Taj HaumH, cama HacTaBa y3 momoh
pauyHapa 00e30ehyje HayYHOCT HaCTaBHOT Ca/ipikaja.

2. HpHHHHHI/I CUCTEMATUIHOCTHU U IMMOCTYITHOCTHN

[pyuHOMOK CHCTEMATHYHOCTH W MOCTYMHOCTH OJHOCE CE€ HA OpraHU3alH]jy
HAaCTaBHOI' I'paJuBa, U Ha CHCTCM J[JCJIOBAkbd HACTABHHKA W YYCHHKA Ha HCTOBOM
pasymeBamy. Kako je HaBeJJleHO y MPETXOJAHOM OJEJbKY, HacTaBy y3 momoh padyHapa
KapaKTepHIlle HU3 KOHKPETHUX CIEeNU(PUYIHMX padrmbH, O]l KOJUX Cy HEKE CBOjCTBEHE
CBUM HACTaBHUM CHCTEMHMa, a HEKEe - CaMO HacTaBu y3 momoh pauyHapa. Takase
panme, Ha TpuUMep, TpeACTaBibajy: Nepuenipja uHpopMaimje ca eKpaHa MOHHTOPA,
pan y 3HAaKOBHHM MOJEIMMa, YHOIICHE OAroBOpa MyTeM TacTtarype. 3a obe30ehme
NPUHIUIA TOCTYIHOCTH KOPHCHO j€ Ha MOYETKYy Kypca HacTaBe y3 IMmomoh padyHapa,
YYEHUKY CAONIITHTH OpPHjEHTAIMOHY OCHOBY AaKTHBHOCTH, (OPMYJIHCATH HacTaBHE
mubeBe. be3 003mpa Ha CIOKEHOCT W Iy)KHHY IyTa KOJH BOJIW YYCHHKA JIO IUJba,
HACTaBHU TPOIIEC CE U3BOAM CUCTEMATCKH H MTOCTYITHO.

[TpuHIIMTT TOCTYMTHOCTH OOWO je MyHU 3Ha4yaj y HACTaBU y3 MOMOh padyHapa,
rie ce MOoJ MOCTYyHHOIINY ympaBo W MOJpa3syMeBa MPELU3HO Je(GUHUCAH pPEmoCiie
u3jaramka CEKBEHIIM HACTaBHOI TpajvBa, H3paJa M KOPEKIHMja HajeUKaCHHjer
penociena caMOCTATHUX aKTUBHOCTH YYCHHUKA y TaKBOM OKPYXKEHY 3a H3TPaby U
TECTUPAkEe MaTEeMaTHYKUX KOHIIENAaTa, KakaB je padyHap. Y 3aBHUCHOCTH O]l cajpikaja
HAaCTaBHOI' T'paJuBa, pCAOCJICA H3JIaramba MOXKC 61/ITI/I HU3BCACH, 61/1.]10 HHAYKTHBHOM,
Oouno aenykTuBHOM MeronoM. CaMo ycBajame 3Hama y NpOoIecy HacTaBe y3 MOMoh
padyHapa, 00e30ehyje NTUIaKTUYKH MPUHITUT CHCTEMATUIHOCTH.

3. I'eHepuYKN MPUHITUAT

HacraBam yac je BeoMa aquHaMu4Ha U Beoma ¢uiekcuOmiHa Gopma opraHuzaimje
HactaBe. OH ce Hala3W y KOHCTAaHTHOM pa3BOjy U MOIU(UKYye C€ Y 3aBHCHOCTH Off
CHOJbALIbUX M YHYTPAIIBHX yCIIOBA. 3aTO je MpU KOHIMIMpamy HACTAaBHOT yaca
HEOITXOJHO y3eTH y 003Uup NPUHIUI pa3Boja, koju Tpebda aa 06e30eq1 KOHTHHYUPaHy
peanuzanujy U yHampeheme HBEHOI CHCTeMa 3aJaTaka, Kao M Cpe/CcTaBa 3a HHXOBY
peammzanmjy. [lpuHnmn pasBoja moapa3ymMeBa KpeHUpame HAaCcTaBHOI dYaca Kao
TuHAMU4HE, (GIEKCUOWITHE IeIMHE, MpUiaroheHe TOKOM peann3aluje, PEeKOHCTPY-
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KLUjH, MEHmhamky HHBOA CIOKEHOCTH M CJ. ['eHepWYKH NPHHIMI, OCHM Kpeupama
HACTaBHOT Yaca, MMoJpe3yMeBa U KpeHpame MaTeMaTHYKNX KOHIIENaTa, OCIamambeM Ha
wuxoBy reHesy. Ilporpammu GeoGebra m Mathematica, mpyajy HacTaBHUKY U
YUEHHKY, Benuke MoryhHocTu kopumihema anara 3a u3pagy U MPUMEHY T'€HEPHUKUX
OpraHu3aTopa, Kako 3a pa3BHjame KOHIIETaTa M3 O0JIACTH aHAJUTHUYKE I'eOMETpH)E,
TaKO U 32 PelIaBame 33JaTaka pa3InIuTUX HUBOA ciaoxeHocTu. [Iporpam Mathematica,
OCHM TOTa Jiaje Beiauke MoryhHocTH kopuimihema TOTOBUX IpuMepa U uH(opMaiuja o
MaTeMaTH4YKUM I0jMOBUMA.

4. IIpuHUOMI Ca3HAjHOCTH

IIpuHIMT ca3HAJHOCTH MMOCTUTHYT je Y HACTaBH y3 OMOh padyHapa U3rpaamboM
OpraHu3aIMOHE CTpaTeryje, YeMy ce JAaje IpuMmaT y OBOM HacTaBHOM cuctemy. OBa
TEXHHUKA je ycMepeHa Ha (hopMupame, oOydaBame, cTpaTera Koju mocmarpa odjekre u
MojaBe y HUXOBOj Melhy3aBUCHOCTH, caMOCTalHO U3y4aBa HACTaBHO TPaJiMBO,
nonymyjyhu 3Hama cTedeHa y IIKoud. MMmrmuiemMeHTanyja TpUHIMIA Ca3HAJHOCTH
moJpasyMeBa Ja C€ YYEHHKY CAaoNIITe IMJBEBH M 3aJalyl HacTaBe, YIyTCTBA O
NPEAMETHO] AaKTHBHOCTH M OCHOBHHMM €TallaMa HEHE peaju3anuje. Y CIEHIHOCT
OCTBapema TMPHHIUIA Ca3HAjHOCTH, 3aBHCH O TEOPUJCKOT HHUBOA IPEIMETa,
LEJIOBUTOCTH PACBETJbaBarbha N3y4aBaHUX KOHIIETIATa U BbUXOBHX y3ajaMHUX Be3a.

Wudopmaiinone HacTaBHE TEXHOJIOTH]E YKa3yjy Ha moTpedy yBolema, 3aCHUBamba
U OTKPHUBAKE JOII jEHOT MOCEOHOr OOJIMKa OBOT OMNINTET MPHUHIUMA, KOjU, MAKO je
OJlyBeK OHMO NpHCYyTaH y HACTaBHOM IMIpoIlecy, HE cMaTpa ce TeMeJbHUM. Ped je o
KOMYHUKAIUjH, OpraHu3alyju avjanora u3Mmel)y ydeHnka u HacTaBHHUKA, Kao U u3Mehy
yueHHKa M padyHapa. Taj ,,HOBH MpPHHIUI, NMPHCYTaH CcaMO y HAcTaBU y3 momoh
padyHapa Moryhe je Ha3BaTH MPUHIUIIOM KOTHUTHUBHOCTH KOMYHUKanuje*, [1].

5. IllpuHOMN MHAUBUAYAJTU3ALM]E

Jenan o Haj3HauajHUjUX IpoOIEMa KOjU MpaTe TPAJULMOHATIHY HACTaBy, Halla3u
ce y HbEHO] OpraHu3aluji, y Kojoj Cy HacTaBHM IPOrpaMu, HACTaBHE METOJIE U YCIIOBU
HACTaBe jelHaKu 3a CBe yueHHKe. Hawmme, HacTaBHM NporpaM, HacTaBHE METOJE,
HAaCTaBHUKOB TMPHUCTYN YYCHHLIMMA, NpPWIaroheHu cy 3aMHUIIBEHOM ,,JIPOCEYHOM*
yUeHHKY. Y TakBOj HACTaBH, ,,00JbH‘ YUEHUIM CTarHUpajy, jep ce O HUX HE 3aXTeBa
HekH Behu MHTeNneKTyallHu Hamop, a ,,cJaduju’ HUCY y CTamy Ja IpaTe HU MPOCEYHU
HUBO OCTAJIMX YYEHHUKA. ,,TOKOM Jpyre MOJIOBHHE MPOIUIOT BEKa, OBHUM MpoliIeMuma
GaBIIIM Cy Ce MHOTH IEaro3d, IICHXOJO3W, AWIAKTHYapH, Mehy kojuma u lame’,
Bynapuuj’, Kpyreuxuj® u muoru apyru® [31]. [IpuiaroljaBarme HactaBe MoryhiHOCTHMA
CBaKoI' TOjeAMHAYHOI YyuYeHHKa, WHAMBUIyalM3allija HacTaBe, I0OCTaje jeIAHO Of
OCHOBHHUX IHUTambha CaBPEMEHE JTUIAKTUKE.

' Robert Mills Gagné (1916 —2002.) — 03HaTH aMEPUUKHU IICUXOJIOT 3 OOIACTH MearoliKe ICHXO0JO0-
ruja

* BynapHblii A.A. COBjeTCKH JMJAKTHYAP, AyTOP BUIIE PAJOBa U3 00/IACTH HHIMBHIyaTH3aIH]e HACTABE

> Kpyreuknii Bagum Auapeesny (1917 — 1989.) — cojercku ncuxonor, jenan ox Boaehux crpyumaka
13 00JTACTH MeAArOIIKe TICHXOJIOTH]je
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V [8], noa tuAakTUYKUM NPUHIMIIOM WHAMBUIYaIU3allje HacTaBe, MoApa3yMeBa
Ce 3aXTeB ,,J1a CBaKW YYeHHK oOpaljyje HacTaBHO IpaJluBO y 0OMMY KOjeM je JI0pacTtao,
Ha HHUBOY CIIOKCHOCTH KOjH My je JOCTymaH, NMOMOhy IocCTyIaka MpuiIaroheHux
ETOBOj JIMYHOCTH M TEMIIOM KOju My ojaroBapa“. HacrtaBa y ko0joj je ocTBapeHa
NOTIYHA pealn3alija OBOT JUAAKTUYKOT MPHUHIIMIA, HA3MBAa CE WHAWBUIYalIM30BaHA
HacTaBa.

Taxolje, y omessKy® 3.1., WMTHPAHH Cy CTABOBH NpeMa KOjUMa je HHIMBHILY-
anu3alyja HacTaBe ,JIEpMaHCHTHAa WHoBamuja*“ [56], wim, ma je ,Haj3HaA4YajHHja
WHOBAaTHBHA CHara, Koja yTU4e Ha pa3Boj M MOJICPHHU3AIIM]Y HACTaBe, Caap’kaHa YIpaBo
y u300py MmyTeBa W MOCTyNaka MHANBUAyanu3amnuje” [34], mro 3Ha4u Aa je MpUHIUI
MHIMBUyalu3alllje HacTaBe, jeJJaH O/l HajBaKHUJUX 3aXTe€Ba CaBPEMEHE HACTaBe.

W3mely mHauMBHayanu3oBaHe HAcTaBe M MHIMBHIYaHOT paja, IMOCTOjU jacHa,
cylITUHCKA paznuka ( Bugetu [8], [31]).

VY TpamuInMoHANHO] HACTaBH, MOJ WHAMBHIYaJTHHM paZoM IOApa3yMeBa ce
CaMOCTaJTHO Y4eme, CaMOCTajlaH paJl YUYeHHKa Ha pellaBamy 3ajaaTaka, 0e3 pa3MeHe
nH(popManrja, Ipu 4eMy HaCTaBHO TPaJMBO, OJJTHOCHO 3aJ1allk, MOTY OWTH UCTH 3a CBE
yUYeHUKE, JeIHe TPyIe WK oAesbema. be3 003upa Ha To na U je HacTaBa (pOHTAIIHA
WIM TpyMNHA, TOy4YaBame Hajuelmhe uMa TpPYNHH KapakTep, a caMO Yy4Yelme je
WHANBHUAyaNaH (camocTanaH) pan. MHaue, camocTanad pajJl yYeHHKa Ha HU3BpIIABAIY
o0aBe3a, HEe yMmamyje YJIOry HAacTaBHUKA, jep je OH y o0aBe3u Ja Mema CBOjY
JUJIAKTUYKY aKTUBHOCT W MpujarohaBa je cuTyalmjama, Koje ce Memajy, alld yBEK
OCTajy TOJ KOHTpPOJOM HactaBHHWKa. Y [32] u [34], mpuka3aHu Cy HEKH MOJCITH
WH/IMBUyaTH30BaHE HACTABE.

Anammsupajyhu ,,cTaTiuke W JUHAMUYKE TMapaMeTpe WHIMBHIyaTu3ammje’,
HaBelneHe y pany [34], Moxe ce 3aKJbyyuTH Ja je HacTaBa y3 THoMmoh padyHapa
TUIAKTHYKA CHCTEM y KomMe ce, y Hajsehoj wMepw, ocTBapyje MNPUHIIUII
WHANBUAyaTH3AIIH]e.

[lohumo on HaBemeHor y ozesbKy 3.3., a TO je, Aa yBohemeM padyHapa H
o0pa3oBHOI cod)TBepa y HACTaBHM IIPOIEC, CaBpPEeMEHA HacTaBa J00Hja U CBOjY
YEeTBPTY KOMIIOHEHTY, 4YeTBPTH (paKTOp HacTaBe, U J1a je HacTaBa y3 MOMOh pauyHapa
HOB IMJAKTHYKH cucTeM. To 3ampaBo 3Ha4yM, J1a caBpeMeHa HacTaBa y3 IMOMOh
padyHapa ToApazymMeBa OOpa3oBHH CO(QTBEp, Tj. y CAaBPEMEHHM YCIIOBHMa HEMa
HacTaBe y3 momoh padyHapa, 6e3 ynorpede oopazoBHor copTBepa. OBa UMHECHUIIA UMA
3a TOCNIEAMIly, Aa KapakTep HacTaBe y3 moMoh padyHapa IUPEKTHO 3aBHCH O
KapakTepa o0pa3oBHOT coTBepa.

Ha camammem HuBOy pa3Boja uH(OpMAaNMOHE TEXHOJOTHje, padyHapa,
obpazoBHOT copTBepa, rinodanHe mpexe (MHTepHeTa), TMIAKTUYKY CUCTEM HACTaBa y3
nomoh paudyHapa, y BeIMKO] MepH O0yxBara ,,CTaTHYKE W IMHAMHUYKE Iapamerpe
WHAVBUIyaIH3allje HacTaBe , HaBeJIeHe y paay [34].

* Peu je 0 onesbky y Juceprammju
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Pauynap y HactaBu maTemaTuke, ca o0pa3oBHHM codTBepoM Mathematica u
GeoGebra®, pasHu eIeKTPOHCKH YIGCHHUIIN, HHTEPHET U CIL., IPEJICTABIbA]y HEMCLPIAH
W3BOp 3Hama, HyJEe IIMPOK H300p HACTaBHOT cajpKaja M JAPYror TUIAKTHYKOT
MaTepHjaia.

Bumm HMBO MHAMBHIyajH3alMje YYCHHYKE aKTUBHOCTH y HACTAaBHOM IIPOLECY,
HECYMIbMBO TIOAMKE HHUBO Ca3HAJHOCTH M AaKTHBHOCT YYEHHMKa. Ta Tmemaromnka
UMIUTMKAIMja, Koja M3pakaBa jeJaH OJ eJieMeHaTa NpPUHIUIA WHAWBHIYalIH3alyje,
o0e306ehena je y HacraBu y3 momoh pauynapa. Ha taj HauuH, nmocpenactBom epukacHuje
OpraHu3alnyje ca3HajHe aKTMBHOCTH yYYCHHKA, U3 KOpPEHA CE€ MEHajy METOJE CTHIama
HOBUX 3Hama. Jl[pyruM pednma, HactaBa y3 momoh padyHapa, 3HadajHO yHampelyje
HacTaBHE METOJe M Jaje UM 3HaTHO Behe MoryhHocTH, IITO ce MOCeOHO OJHOCH Ha
o0jalmaBavyKo-TIOKa3uBayKe, MpodIeMcKe U UCTpakuBaduke MeToze. Takohe, 3HauajHO
JONPUHOCH Pa3BOjy BU3YaJIHOT MHUILBEHA M BU3yalu3alyje, Kao KOTHUTHBHO-
BU3YQJIIHOT TIPUCTyIla HACTaBH MaTeMaTHKe, W QJITOPHUTMHU3aIUje, Kao OOJMKa
yTpaBJbarmha HACTABHUM TPOILIECOM.

Pauynap mpyxa wu3BaHpeaHe MOTYhHOCTH 3a BOlheHmE JeTajbHE EBHJICHIIH]E O
WH/IUBUIYaJTHAUM CIOCOOHOCTUMA, KOTHUTUBHOM CTHITYy, HHTEPECOBAakbUMA, IIHJHEBUMA
W acmupalfjama, CBaKOT IOjeIMHAYHOT yUYCHHKA, Kao W 3a mpaheme W CBHICHIIN]Y
pe3yJiTaTa ¥ MOCTUTHyha CBaKor YYCHHUKA.

WuauBuayann3oBaHa HaCTaBa MaTeMAaTUKC MOTHBHINE YYeHHKA HA AKTHBHOCT,
TUME IITO My OCTaBJha MOTYhHOCT Jla paJiu Ha OHOM HHBOY KOjU je 32 Eera yBeK
moryh, noctmwkan. PauyHap y HactaBum W moromHo u3abpaH o0Opa3oBHH codTBep,
ymnpaBo omoryhyjy Y4eHHKY OBaKBy aKTHBHOCT M ydemhe y HAacTaBHOM IIPOIIECY.
GeoGebra je Taj moroaH anar Koju akTUBHAPA YUCHHKA M CTBapa YCJIOBE 32 CAMOCTAITHO
eKCIICPUMEHTHCAKhE MPUIMKOM 00pajie CKOpO CBHX HACTaBHUX CaApiKaja Y CPEImOj
ITKOJIH, a IOCEOHO caJip)kaja aHATUTHYKE TEOMETPH]E.

W3 Hampes HaBeIeHHMX pa3Marpama, CJIeIM Jia HacTaBa y3 MoMoh pauyHapa,
00e30elhyje mupok n360p MUbEeBa U 3aJaTaKka HacCTaBe MaTeMaTHKE, Kao U BUIIIE HUBOA
HBUXOBE peann3alyje.

[TpuHIMn WHOUBUAYyanu3alyje y TUAAKTHYKOM CHCTEMYy HacTaBa y3 momoh
padyHapa peanm3yje ce Ipe CBeTra aK0 NMOCTOjH KBAJIHUTEeTaH 00pa3oBHU codTBep.
HberoBa BpeHOCT oriesia ce y TOMe ITO YUYSHHK CaM MOJKE J1a OJIpeId HAYMH, TEMIIO U
HUBO 0OpaJe HACTaBHOI TIpajuBa, AKTUBUPAKEM COINCTBEHUX WHAMBHUIYATHHUX
CIOCOOHOCTH, NMPETXOJHMX 3Hamka W HUBOA IMPHUIPEeMIbEHOCTH. IIporpamcku mnaxer
Mathematica canpxxu Benuku (oHI wuHOpManMja, TpPUMEpe pelIeHUX 3aJaTaka,
BeJIMKe MOryhHOCTH mpeTpaxuBama, INpUMEHe MocTrojehux npuMepa Ha pellaBambe
HoBUX M ci1. Kao u GeoGebra, mpyxa Beianke MOTyhHOCTH 3a €KCIIEpUMEHTHCAIbE,
pelaBameM 3a7araka, o]l HajjeJHOCTaBHUJUX JI0 BEOMa CJIOXKEHHUX, IO U300py caMor

> OBJie Cy HaBeJIeHa CaMo JIBa IPOrpaMcKa IaKeTa, TPeICTaBHIKA 06Pa30BHOT padyHapcKor cohTaepa,
JIOK CE y HaCTaBM y3 NOMOh padyHapa, MOTy YCIEHIHO KOPUCTUTH ¥ MHOTH JIpyTH (BHIETH 0/1eJbaK 3.5)
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yueHuka. UM jeman um Jpyru mporpaMm Ipykajy MOryhHOCT: HKOHM4YKe (CIuKa),
cuMOoIMYKe (AHAJIMTUYKH H3pa3) W aKHuoHe (MAHUMYJAIHWja, JHHAMHKA)
penpe3eHTanMje, INTO CBaKako MO3UTHBHO YTHYE Ha NpPOLEC CTUIAKka 3Hama.
GeoGebra je mocebHO mozpecaH mporpam 3a (GopMHpame T'eHEPUYKUX OpraHu3aTopa,
yrje KopHuiheme MoceOHO MoMake OCTBapUBam-€¢ MPUHIMIIA WHAMBHAyanu3auuje. Ha
Taj HAYMH padyHap, CHAOJCBCH HAaBEICHUM OOpa30BHUM CO(PTBEPOM, y3 yBaKaBambe
UHIUBUIYaTHUX Pa3liMKa U MOTYNHOCTH CBaKOr IOjeIMHAYHOT YYCHHUKA, PaIUKAITHO
Mema Mpolec CTHIAkba HOBHX 3HaHa, NMOTIOMAKE CA3HAJHU IPOIEC U aKTHUBHpA
YUCHHKA, YUME Jaje HACTaBU MAaTEMaTHKE HOBH KBAJIUTET.

MHOT0o0pOojHH €KCHEpUMEHTH M TYTOTroJWIIba TeJaronika npakca rnoxasyjy na,
IITO C€ BHIIE KOPHCTE CPEICTBA CAaMOCTATHOT pajaa, TUMe ce mocTmwke Beha
e(pUKaCHOCT y pa3BHjamlby CTBAPAJAYKHUX CIIOCOOHOCTH YYeHHKa. [Ipyrum peunma,
CBE OHO HITO je YYeHUK TOKOM HacTaBe CIoco0aH Ja HCIyHH Oe3 momohu ca cTpaHe, OH
Tpeba Ja HCIymaBa U CaMOCTAalHO, y HOBUM OKOJHOCTHMMA. JacHO je Ja padyHap y
HACTaBM MaTeMmaTHhke, ca mporpamuMa Mathematica u GeoGebra, mpyxka Te
MoryhHoCTH. Y4eHUIIM MOTY Ja MX KOpHCTE, HE caMO TOKOM 00pase, MOHaBJbamka U
yTBphUBama rpaauBa, HEro M 3a CAaMOCTAIIHY M3paly TeHepUYKHUX opranusaropa. Ha taj
HauWH, TIOpe] MoaU3ama HUBOA 3Hamba, MHIMBHIYAIN3yje ce MPOIeC CTUlama 3Hamba,
yBehaBa ce MoryhHOCT mpuMeHe 3Hama, Y HeCTaHAApIHHM CHTyallijaMa, pa3BHja ce
MaTeMaTH4Ka U HH(POpMaTHUKa KOMIIETEHTHOCT.

MeTtoanuka KOHKpETH3alMja 4aca MaTeMaTHKe y OBOM JHIAKTUYKOM CHCTEMY,
CTBapa YCIIOBE 3a WHIMBHIYaHH paJ ydYeHHKA, Ka0 W 3a IIHPOKY IPHUMEHY
WHTEPAKTHUBHOT yIIOCHHKA.

WupuBuayanHn TpPUCTYN y HACTaBHOM IIPOLIECY CTBapa YCIIOBE, Tj. MAaje
MOTYhHOCT HACTaBHHKY Jla TOCBETH AKTUBHY My HHAUBHIYAJIHOj KPeaTHBHOCTH
CBaKoOrI y4yeHWka. [IpyHIMN MHIUBHIyanu3alyje HE Herupa (pPOHTAIHH W TPYNHH
OOJIMK HacTaBe, HEro y yCIOBHMa pa3peJHO-4aCOBHOT CHUCTEMa II0JIpa3yMeBa jeIHY
panMoHaHY XapMOHHM3alMjy CBUX OOJHMKAa HAacTaBe y IMJby MNOBHIIEHA HEHOT
KBAJINTETA H Pa3Boja CBAKOI YYEHMKA, IITO Cy CBAKAaKO YCIIOBH 3a MOJIN3akE HUBOA
e(pUKaCHOCTH HACTaBe.

[Mporpamu Mathematica u GeoGebra, ka0 00pazoBHU coTBEp, MOCETY]y BEIHKE
MoryhHOCTH 3a mojan3ame HUBOA €(UKACHOCTH HACTaBe MAaTEMaTHKE, Tj. aHAIUTHYKE
reometpuje. Kopumiheme oBor oOpa3oBHOr codTBepa y HACTaBU aHAJTUTHYKE
Tr€OMETpHUje, CTBapa YCJIOBE 3a MPOJAYKTUBHY Ca3HajHy aKTUBHOCT yU€HHKa, y3umajyhu
y 003Hp BUXOBE MHTEpECE, CKOJIOHOCTH U moTpede, hopmupajyhu HeonmxonHa 3Hamba U
MOryhHOCT mpuMeHe 3Hama. [IpuMepn TeHepHUYKHUX OpraHu3aropa (OpMHpaHHX Y3
nomoh mporpama Mathematica u GeoGebra, 3a pa3Bujambe MaTeMaTHUKHX KOHIIETIATa U
3a pellaBame 3aJaTaka, CBAKaKo J1a OJroBapajy norpedbama caBpeMEeHE HacTaBe, a
YYEHHUKY J1ajy MOTYhHOCT Jja caM Kpeupa mpuMepe, pemMa CBOjUM 3aXTEBHMA.

Kpenpajyhu nHacTaBHE mporiec, BaXKHO j€ Ja CBaKM HACTABHUK UMa Ha yMY jeIHY
MHCA0: pauyyHap y HAacCTaBHOM MpOLECY — HHje MEXaHWYKM HACTaBHUK, HUJ€ 3aMEHa,

50



WIM aHAJIOTOH IIpeJaBaya, HEro HACTaBHO CPEACTBO KOje€ jaya W TNpoLIUpyje
MOryhHOCTH, U Y4EHHKa U HAaCTaBHHKA Y HACTABHOM IPOLIECY.

I[puHIMI JOCTYMHOCTH HACTAaBHOI [WJba y HACTaBH y3 TOMOh pauyHapa,
npeJasy ca MPHUHIKIIA OIIITE JTOCTYITHOCTH, 32 oJpeleHy y3pacHy rpyiy y4eHHKa, Win
3a HEKOT MMPOCEYHOT YYECHHUKA JAATOT y3pacTa, y IPUHLUI WHIUBHIYaTHE JOCTYITHOCTH
U IocMaTpa ce Kao MOTyhHOCT mocTh3ama HAaCTaBHUX IMJbeBa. HacTaBHM Marepujai
(macraBHa rpaha, TpagrBo) KOju ce oOpaljyje y mporecy HacTaBe y3 momoh padyHapa,
IPETIIOCTaBJba IMOCTOjAarbe pPa3rpaHaTHX, PA3IMYUTHX IyTeBa M Op3MHA CaBilagaBama
HacTaBHOT TpajuBa, MpyKame nmomohm y BuAy oOjalimerma, CyrecTdja, JOMyHCKHX
yIyTCTaBa M 3ajJaTaka, KOHCTAHTHO KOHTPOJIMIIE M OAp>KaBa HAa HEOMXOJHOM HHUBOY
MOTHBaLMjy ydeHHKa. [IpuHIMO JOCTYyMHOCTH y HacTaBu y3 momoh padyHapa urpa
yiory ¢uirepa HacTaBHUX Cajpikaja, ,,cemMadopa HACTaBHOI Ipoleca’ U KOHAYHO,
00e30elyje mocTuzame HaCTaBHUX IIMJbEBA 32 YUECHHUKE Ca PA3IMYUTHM MPEA3HABEM U
Pa3IUYUTOM MMOYSTHOM TPUNPEMIbEHOIINY .

6. [IpuHUOMN OYUTJIETHOCTH

Kopumheme ounrnennux cpencrasa, Jan A. Komerncku®, jomr y XVII Beky,
cMartpa ,,37aTHUM TpaBWiIOM JuaakTuke*. TIpBOOMTHO je TPHHIMI OYHUTJICTHOCTH
03Ha4aBao 3aXTEB KOHKPETHE, CIIMKOBHUTE, OUYUTIICTHOCTH (TIPE/ICTABIbAhE CIOJbAIIEHIX
o0nrka objekara y LEIMHHU, BUXOBHUX CHOJbAIIBUX CBOjcTaBa). Y XX BEKy HMPUHIMII
OYUTJIETHOCTH CE€ TyMayHl Kao OcCjamame, He caMo Ha ojpeheHe 00jeKTe W HHXOBE
CIIUKE, HETO M Ha WUXoBe Mojene. Tokom apyre monoBuHe XX BeKa, YKIbyUYHUBAHEM
HAjHOBHJUX TEXHOJIOMIKUX nocTurHyha y oOpa3oBHHM mporiec, 3Ha4ajHo ce yBehaBa
O0MM OYHIJIETHMX HACTaBHUX CpEACTaBa, INTO JOBOAM JO MPOIIMPHBAKA 3axXTeBa
NPUHINIA OYUTIIEJHOCTH, IITO I'a YMHU HAjBHUIIE Pa3MaTPaHUM Y JINTEPaTypH.

[IpyHIMN OYMIVIEHOCTH, Y [AWJAKTMYKOM CHCTEMYy HacTtaBa y3 noMmoh
padyHapa, Ha3uBa ce€ Takohe M MPUHIMI ,,HHTePAKTHBHE OYHUIJIEAHOCTH . AKO ce y
TPaJULMOHAIHOM TOUMamy MojA ouurienHomhy mojapasymeBa, IIpe CBera,
WIyCTpaTUBHA KOMIIOHEHTa, o0Oe30ehuBame yclnoBa Ja y4eHHK MOXKE Ha OWUIIO KOju
HAYMH Ja MocMaTpa NpeIMeTe U IMojaBe M Ja ca MpeIMEeTHMa, €BEHTYaJlHO, M3BOJIU
MUHHMAaJHE MaHUIyJaldje, TaJa Yy HAcTaBM y3 IOMOh pauyHapa OYMIJIETHOCT
omoryhyje mocmarpame U yBuhame MpeaMera U 1ojaBa, Koje HUje YBEK M3BOIJBHBO Y
peaHOM XHMBOTY, YaK HH MomMohy camMux uyja u npenm3Hux ypehaja. Illta Bumre, ca
o0jeKTUMa KOjU Cy TpeACTaB/beHH Y3 ToMoh pauyHapa, moryhe je u3BpIIaBaTH
pasnuuuTe paamke, M3ydaBaTH MX, HE C€aMO CTAaTHYHO IIPUKa3aHe, HEro M Kpo3
JUHAMUKY Pa3Boja y pazIuMuuTHM ycioBuMma. [Ipu Tome padyHap omoryhyje aHanuzy
IJIABHUX 3aKOHUTOCTH KOj€ KapaKTepuIly MpeaMeT WM I0jaBy, Ka0 M IOCMaTpame
cBakor jaerajba. Pauynap omoryhyje pasnuuute o0JMKe perpe3eHTanuje (MKOHHYKE —

® Jau Amoc KomeHncku (wemr. Jan Amos Komensky, nat. Comenius;. 28.3. 1592, HuBuauna, JyxHa
Mopagcka - 15. 11. 1670, AmcTtepaam) - Yemkn MpoCBETUTEIh U XyMaHHCTA, MUCAIl, eMHCKon Yemrko-
Oparcke pKBeE, yTeMeJbUBAY HAyYHE MeIaroryje, TBopal pa3peaHO-4acoOBHOT CHCTEMA
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CITMKa, CUMOOJIMYKE — aHATUTHYKU M3pa3 U aKIIMOHE — MaHUMYyJIalija, AMHAMHKA), ITO
yHOTIyBYje HHbOpMaIKjy 0 U3y4aBaHOM O0jeKTy, WJIH M0jaBU U YaK je MPOLINpYje.

C nmpyre crpaHe, He 3a/10BOJbaBa CBaKM MOJET HEKOI O0jeKTa WJM I10jaBe,
MIPUHIUI OYUTIICHOCTH, Ma KOJIMKO OH JIEJIOBAOo ,,IPUPOAHO . 3aI0BOJbaBAjy I'a CaMO

— MOAENM KOjU MOTHOMaXy OCTBapeme AWAAKTUYKHX IHJbEBA H3y4aBaHOT
HAaCTaBHOT IpOrpama;

— MOJIeNH, CaJp’KaHu Yy mporpamy, Tpeba ma Oyay mpukazanu y ¢GopMmH, Koja
HajjacHUje pa30TKPUBA CYLITHHCKE Be3€ U 0JJHOCe Mely 00jeKkTuma;

— MOJIeNH KOJ KOJUX Cy KPHTEpHjyMH Be3a B ogHoca Mel)y o0jekTuma aieKBaTHO
MapKupaH#, 00jOM, 3ByKOM, WIH CBETIIOCHUM CUTHAJIOM UT/I.

KonkpeTtHe npenopyke 3a kopumhemne pa3HUX HauWHA MpeJIcTaB/bamba o0jeKaTa y
padyHapcKoj cuMyJanuju, Kopuitheme oapeheHux KapakTepucTHuka W MOryhHocTu
NpUMEHE padyHapa [0 TMPHUHIMIy OYMIJIETHOCTH, ONUCaHU cy Yy cieaehum
MIOTJIaBJbMA OBOT pajia.

OunriaenHOCT y HAcTaBHOM TIpoliecy HMa JBe (YHKIOMje: OUPEKTHY W
uHAUpeKkTHY. Heke ox qupekTHUX (yHKIHja Cy: KOTHUTHBHA, YIIPABJbakhEe YUCHUKOBOM
aKTHUBHOIINY, HHTEpIIpETaTHBHA, ECTETCKA, HEMOCPETHOCT pacyhuBama. Y HHIMPEKTHE
¢dbyuknuje Tpeba yBpcTHTH cieache: pa3BHjame LETUCXOMHE TNAXHE YUYCHHKA,
MeMopHucama ¢ T[IOHaB/bAaK€ HACTAaBHOI TIpaguBa, peaius3alnuja MpPaKTUYHOT
ycMmepaBama, [24].

M.U.bammakoB 1 H.A.Pe3nuk o kopumrhewy OYHUIIETHOCTH Ha 4acy, OLCHY]Y:
,,CBaK/ HAaCTaBHUK y HACTaBH KOPHCTU OYHIJIETHH MaTepujai - GopMyse U CKUIE Ha
Tabmy, IpTeXe U IujarpaMme Ha eKkpaHy, rpadukoHe u Tabese Ha 3MJOBUMA, MOJEIE U
obpaciie y pykama ydeHuka. [IpBH IIMJb HAaCTaBHHMKA CacTOjU C€ y TOME, J1a YYCHHUK
rorJie/ia Ha pe3eHToBaHe ciuke. OBaj Wb MOCTHKE ce JIako. [IpyTu b ce cactoju y
TOME Ja je YYCHHK TOTJea0 W BUIEO OHO mTOo je yrpaheHo y ose cimuke. Kynrtypa
BU3yaJIHE TEpLeNLuje 3aXTeBa TaKo OYro M O30MJbHO BacHHUTame, Kao U KyJITypa
nucama u ropopa‘, [2].

7. llpyHUMI BU3yaJau3anuje
Buszyanno Munubeme

W3 mperxomHor u3narama je€ jacHO, Ja je NPUHIMII OYUTJIIEIHOCTH, jeJaH O]
OCHOBHHX HAaCTaBHHX NPHUHIINIIA, BEITMKOT 00Opa30BHOT 3HAYaja.

C npyre cTpaHe MO3HATO je, /]a Y HACTaBU MaTeMaTHKEe MPEOoBIajiaBa yrnorpeda
(bopMaTHO-IOTHYKUX CpENICTaBa 3a OINEpUCaEhe¢ 3HAKOBHUM CHUCTEMHMa, 4YecTo, 0e3
JOBOJBHOT OCJIamkhakha Ha CIUKOBHE, BH3yajdHE KOMIIOHCHTE, IITO CHUTYPHO OTEXaBa
MpOIIeC YCBajama 3Hakha U YUYCHUKE YHHU MTACHBHUM M HE3aUHTEPCCOBAHHM.
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JIMIaKTUYKH OCMUIIJBEHA yIoTpeda OYMIIICTHUX CIMKAa Y HACTaBH MaTeMaTuhKe,
MOXe€ J]a U3MEHU HACTaBy MaTeMaTHKE, TAKO MTO QYHKIHM]y OUYUTICTHOCTH TPEBOAM O]
noMOhHOT, MIIyCTPaTUBHOI CpEeACTBa, y Bojehe, MPOIYKTUBHO METOIMYKO CPEICTBO,
KOj€ MOTIOMaKe pa3BHjarby MaTeMAaTHUYKOT MUIIUbEHA YUCHUKA.

[Tpobnem peanuzanyje MPUHIMIA OYUTIICAHOCTH y HACTAaBU MaTeMaTHKe a00uja
(yHIAaMEHTATHO HOBO PEUIeHEe, aKO Ce aKTUBHOCT YUYSHHKA METOJAWYKH OCMUCIH TaKo,
na omMoryhu (yHKIIMOHHCAmE HETOBOT BHU3YAJHOI MHUILbEHa 32 J100Mjame
NPONYKTUBHUX pe3yJTara y OBJaJaBalkby MaTeMAaTHYKUM KOHILENTHMA, METOoJamMa
JIeIoBamka, 3a jayame pa3BojHE (PYHKIMja OUMTIIeAHOCTH. [Ipyrum pednma, mpodiiem
peanuzaiyje MpUHIMIA OYUTICIHOCTH J00Huja mocebaH 3Hauaj HA OCHOBY pa3Boja u
kopumhema pecypca BU3yaTHOI MHIIUbEHAa YY€HUKA, IIITO je JaHAC HArJIalleHo Kao
jeIaH ol IPUOPUTETHUX IpaBana pa3sujajyhe QpyHkuuje MaremaTuke.

VY naHanime BpeMe HMIMPOKO PACHpOCTPA-eHU TEPMHUH ,,BU3YATHO MHUILbEHe
yBEO je amepuuku rcuxonor Pynond Apuxajm y [6], ne¢uannryhn ra kao ,,MUIIJbEHE
MOCPEICTBOM BHU3yaNHHX omepanuja. Jlpyrum peunma, BH3yajlHe CJIHKe He
MPEACTaBbajy WIYCTpaIlMjy MHCIH ayTopa, HEro, KOHA4YHO, pa3BHjae CcamMor
MHUIIJbeHA* (BUAETH Takohe [49]).

B. II. 3unuenko u H. J. Beprunec y [38], medunumy mnojam BH3YyaJHOT
MHILbeWa Ha ciefehu HauuH: ,,BU3yanHo MHUIBEHE — TO j€é YOBEKOBAa aKTHUBHOCT,
YHjU PE3yJITaT je€ TeHEepPHCahe HOBUX CIHMKA, KpeHpame HOBUX BH3YaTHUX (HOpMH, KOje
HOce opel)eHo MHCcaoHO onTepeheme U 3HaWke YHHE BUIJbUBUM ™ (BUACTH Takohe [24]).

CaBpemeHa ICHXOJIOIIKO-TIEIarolKa HCTpaXKuBamwa mpodiieMa ¢GopMupama U
pa3BHjama BU3YATHOT MHUIILJbEHA YUCHUKA, KOHIICHTPHIIY Ce OKO cliefchux nmurama:

— oIlepalyje ¥ 3aKOHUTOCTH HEBEPOATHOT MUIILJBEHA,

— MpoOJieMH BU3yaTHE MEpLEInje,

— MEXaHW3MH M KapaKTePUCTHYHE OCOOCHOCTH BHU3yaTHOT MUIILBCHA,

— JuHaMuKa GopMHUpama MAaTEMaTHIKE CIIUKE,

— mpobieM mpeHoca HHPpopMallrja 1 Mperno3HaBambe CIUKE,

— MCUXO(U3UOJIONIKA MEXaHW3MH Olakama HHPOpMaINHje JAOMHHAHTHOM H
CcyOIoMUHAHTOM XeMHC(HEPOM BEIMKOT Mo3ra (0 yemy he OUTH peun KacHHje).

KOFHI/ITI/IBHO-BI/I3yaJ'lHI/I NMPUCTYII Y HACTABH

Mely mnpuopuTeTMMa caBpeMeHE HAcTaBe MaTeMaTHKE HCTHYE CE HW3rpajimba
HACTAaBHOTI TpOIIeCa 3aCHOBAHOI HAa KOTHMUTHBHO-BH3YaJHOM HpHCTYNy y (opmu-
pamy 3Hama, BEIITHHA U HAaBHKA, IITO Tpeba Ja oMoryhu Ja ce MakCHMalHO KOpHCTE
MOTEHIIH]aJT BU3YaJTHOT MUIILJBEHhHA.

JenqHa on TIAaBHMX MPETHOCTAaBKA KOTHUTHBHO-BH3YAJIIHOT TIPUCTYIa jecTe,
IIUPOKO U CBPCUCXOIHO KOpHIITheme KOTHUTHBHE (DYHKIIMj€ OUUTIICAHOCTH. PauyHap u
onroapajyhu o0Opa3oBHH codTBep, Kao ,,0KpYKECHE 3a KPEHpPame W TECTUPAmhE
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MaTeMaTHUKMX KOHILENaTa “, CTBapajy ycJIOBE 3a pealnsaiujy ose (GyHKIHje, 0 ueMy
nuie /1. Ton: ,,Pauynap mocenyje MoryhHocTH, KOMIUIEMEHTapHE OHUMa Koje moce-
ayje JbyJIcKu yM. Tamo rae je JbyACKH yM IOJUIOKaH IpellikaMa, ajlid M Te MoKa3syje
NPOHUIJBUBOCT, padyHap jeé KOH3HCTEHTAaH (TOJA TMpPETIIOCTaBKOM Jia je HCIPABHO
nporpaMMpaH) M IpeIBUAMB. YTNPABO Ta KOH3UCTEHTHOCT U TPEIBUIUBOCT YUHE
pauynap, y CKeMIIOBOj TEpPMHHOJIOTHjH, OKPY:KeHeM 3a KpeHpame H TecTHpame
MaTeMaTHYKUX KoHuenarta. KoHmentu mory OuTH KpewpaHu pa3marpameM Beher
Opoja mpuMepa Tporieca y akiiju Kako Ou ce cariiesiane IpaBUIHOCTH B ariCTpaxoBaje
TeMeJbHE TIeHepalu3allije, U Ha CIMYaH HauuH, KOHLENTH MOry OUTH TEeCTUpaHU
noMohy MPEeTHOCTaBKH O CHUTyallljamMa KoOje Ce joIll yBEeK HHCY JecCHiie, a YHjUM Ce
u3BolemeM MPoBepaBajy MpeTnocraBke y paay [96].

Ha ocHoBy Hampen u3/10)keHOT, KOPUCHO je mpucetutu ce u peun K. @. I'ayca:
,MaremaTuka — To je Hayka He TOJHMKO 32 YIIIH, KOJIMKO 3a oun™, [24].

OBaj mpuctyn (KOTHATHBHO-BU3yallHM) HACTaBH MaTeMaTHKE, NpPEeACTaBIba
OCHOBY ,, TeXHOJIOTHje BHU3ya/IM3alldje HACTABHUX caJpiKaja, Koja ce y MOXe
neUHUCATH KAao CHUCTEM, KOju y cebe yKJbydyje: HACTaBHO TpaJWBO, BU3YyallHE
MIOCTYNKE HErOBOI CaOlIITaBamka, BHU3YalIHO-TEXHWYKA CpEACTBA CAOIIITaBamba
(mpe3eHTOBama) HACTABHUX CaJlip)kaja, YKYMHOCT TCHXOJIOMIKMX IMOCTyMmaka (MeToaa)
kopumthema W pa3BHjakba BU3yaJlHOI MUILBEHA Yy HAcTaBHOM Ipouecy. MHaue,
TexHosiornja BU3yaJu3aluje HACTaBHMX caJpxaja Hactana je y CjenmeHUM
AwmepuukuMm [IpxaBama kpajem me3aeceTux roanHa XX Beka®, [49].

VY nocnenmux HEKOJIHMKO JeTIeHHja, MHOTH TICUXOJIO3M C€ CIIaXKy Y OIICHU JIa jeHa
O]l BPEIHOCTH KOTHUTHMBHO-BU3YAJTHOT MPHCTYIA jecTe TO, IITO OH y3uMa y 003up
UHAVBHUAyalHE KapaKTePUCTUKE YYEHHKA, M IO0CEOHO, MNUTamke (yHKIHMOHAIHE
acuMeTpHuje Xemmcdepa BEIUKOT MO3ra, Kao W YTHIQ] TE€ aCHUMETPH]je Ha IpakKcy
HACTABE MATEMATHKE, KOjU JAHAC [I0CTAje CBE aKTyCIHH]H" .

7 KOHIENT = 110jaM, H/eja, 3AMICA0, HALPT, CKHIIA, [IOYETHA BEP3H]a, ...

ITojam ce Hajuemhe neduHMIIE Kao MECAa0 O OWTHHM CBOjCTBHMA, O3HaKaMa M OJHOCHMa MpeaMeTa
MuIUbeka. Kao dmaH MucaoHe Be3e Koja ce m3pakaBa y Cyxy, MojaM ce Hajuemrhe u3pakaBa pedjy
(peunma), kao 3HAKOM (3HAIMMAa) 3a mojaM (1mojmMoBe). CBaKkH 1ojaM MMa CBOj caapxaj, 0OnM U moapydje
npumene. (nertaspauje: [letposuh I'. Jloruka, 3arpe6 1964.; lllemuh b. OcHoBu noruke, beorpan, 1969.:
®dunozodeku pjeanuk. 3arped 1965. uap.)

8 Tony Buzan, caBpeMEHHN EHIVIECKH IICHXOJIOT, ayTOp MHOTMX KmbHra-Oecrcesiepa U3 007acTu
NICHXOJIOTHje y4ewa, Y Kibu3u [15] muiue: ,,Pa3Bojy TexHoJIOTHje BU3yall3alllje, CBAKako IOMPHHOCE U
pe3ynTaTi UCTpaKuBamba aMepWiknx HaywyHunka Porepa Crepmja m PoGepra OpamTajHa, 00aBIhaHUX
TOKOM IIE3[ECeTHX M CefaMIeceTux roauHa XX Beka, KaJa cy OTKPIIM Ja je CBaka OJl ABe XeMHchepe
BEJINKOT MO3Ta, JJOMHHAHTHA TIPH Pa3IM4YUTHM BpCTaMa MEHTAJIHE aKTHBHOCTH. XeMmucdepe cy MHaUe
TIOBE3aHe CII0KEHOM MPEKOM HEPBHHX BIIaKaHa Koja ce 30Be corpus callosum.

Kon Behune sbynu neBa xemucdepa je JOMHHAHTHA Y TaKO3BAaHHMM ,,aKaJeMCKUM' aKTUBHOCTHUMA, Kao
LITO Cy: JIOTHKA, peuu, OpojeBH, MaTeMaTHKa, HU30BH U cil.. JIok ce eBa xemucdepa 6aBu akTHBHOCTUMA
CBOT IOMEHa, [IECHA je y CTamby OJMapama, ,,CIIpeMHa J]a IOMOTHe™ YKoJIHKo 3aTpeba. JlecHa xemucdepa
j€ IOMHMHaHTHA y TaKO3BaHUM ,,KpEaTHBHMM' aKTHBHOCTHMA, Kao LITO Cy: PUTaM, pHMa, IMaruHalyja,
00je, THCBHO Camapeme, CIUKE, My3HKa H CII.
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,»OTKpuhe 0 QyHKIIMOHAIHO] aCUMETpHjHU XeMucgepa BEIUKOT MO3ra, 3a Koje je,
amepuuku Heypojor P. Cnepu noduo HoGenoBy Harpany 1981. rogune, noseno je 1o
HEOIXOAHOCTH MPEUCITUTHBAKA U KOPUTOBamka 3acTapesiux IMorjiesa Ha CUCTEM Mare-
MaTHYKOT 00pa30Bama, y MpaBIly pa3Boja (pUrypaTHBHOT MHUIJbEHa yueHUKa ", [24].

BaxxHo je Takole HamOMEHyTH, Jla Cy TICUXOJIOIIKA UCTPaXKMBamka MoKa3ana, aa 110
80% wHpopMaIrja 100Hja MmyTeM dyJia BUA.

Busyaauzanmja

Ha ocHOBy mpeTxoaHHX pa3maTpama, MOXKE C€ MOCTaBUTH MHUTamke, Ja JIU OBE
HJeje 0 PaBHOMEPHOM aHTaXOBamy 00e XeMmucdepe BEIMKOT MO3ra, MOTY Jla yYWHE
e(UKacCHHJOM HAcCTaBy MaTe€MaTHKe; Na JU MOTy Ja MOMOTHY Ja YYEHHUIU JakKIie
yCBajajy MaTeMaTHYKe caJpkaje; Ja JIM MOTy Ja IOKpPeHy HWHTEepecoBame 3a
MaTeMaTHKYy?

Ha ocHOBy pesynrara HaBeIeHUX HCTPaXKHBama MOXKE CE€ TMOCTaBUTH cieaehu
npobinem: ,,Kako KOHIMIHMpaTH HACTaBy MaTeMaTHKe, TaKO Ja oHa Oyne 3aCHOBaHa Ha
YPaBHOTEKEHOM paJIy JIeBE U JECHE XeMHuc(epe BEIUKOT MO3Tra, OHOCHO, Ha Pa3yMHO]
KOMOWHAIIM]H JIOTHYKOT ¥ OYUTJICTHO-(QUTYPATUBHOT MHUIILbEHHA 7

VYnpaBo HaBeJeHa UCTPAKHUBAKa yKa3yjy Ha MOTYhHOCT J1a Yy HACTaBHOM CHCTEMY
HacTaBa y3 momoh padyHapa MPHUHIMI OYHMIVICTHOCTH T00Wja HOBU cMucao. Hawuwme,
OYUTJICTHOCT, KOjy MpyXka padyHap, oMoryhyje KOrHUTUBHO-BU3YalTHO TIPEACTABIbAhE
HACTaBHOT CaJpkaja, He caMO y BUIY CIHMKa U TekcTa, Beh omoryhyje Bu3yanuzaiujy
OHUX JbYJICKOT 3Hama, KOja 3aXTEeBajy BUIIN HUBO allCTPaKIIHje.

Pesnuk H. A. mojmy Bu3yanu3anMjoM HACTAaBHOI IpaaMBa T0Jpa3yMeBa
Mpe3eHTAIM]y, CTPYKTypupame Hu (opMupame 0O0pa3oBHUX 3Hama, Kopumrhemem
WHPOPMAIIMOHOT Ca/ip)Kaja CTAaTHYKUX (ITMCAHWX, NANHUPHHUX), WIA JUHAMHYKHAX
(pauyHnap, MyJITHMEINja) HACTaBHUX cpenctaBa. OBaj caapikaj Tpeba ma ce 3acHHUBA Ha
CTATHO] WHTEPAKIMjU TPH HAYMHA TPE3CHTOBama HHpoOpMamuja (TEKCT-CIIHKa-
¢dbopmyna), mro goBoau 10 dopMupama IeNIoBUTe 00pa3oBHE CIHKE, Koja omoryhyje
aKTUBUpakEe BU3YATHOT MUIILbEHA YYCHHKA, MPUIMKOM H3ydaBamkba HACTaBHUX
npeaMeTa pa3nuuuTux odnacty, [85].

Kachuje, Takohe amepuuku Hayunuk Vpan 3ejaen, Hacrassbajyhu pag Ho6enosua Criepuja, 0TKpHO je 1a
cBaka xemucdepa caap>Kid MHOTO BHIIE CIIOCOOHOCTH ,,IpyTe CTpaHe”’, HETO IITO C€ PaHHje MECIIIO U
ma je cBaka xemmcepa crmocoOHa 3a MHOTO IIMPH M MHOTO CYNTHIHHjH IHjaria3oH MEHTATHIX
aKTUBHOCTH.

Takohe, pesynratm OBHMX HCTpaXuBama MOKa3zyjy Aa XeMucdepe BeIMKOr Mo3ra MOTy Jia paje
HMHTErPHCAHO, Tj. /1a TO/AjeAHAKO KopuInheme MHTEIEeKTyalHuX MOryhHOCTH, JieBe U JecHe xemucdepe
MO3ra, J1aje MaKCUMaJlaH UHTEJIEKTYalTHA pe3yTar.

To mnokasyje npumep ciymiama IecMe: Taja JieBa XeMmucepa perucrpyje pedd mecMe, a AecHa
peructpyje My3uky. Peun mecme koje mpatm My3uKa ydue ce Beoma JIako, 03 HEKOI' Haropa, MHOTO
JIaKIle Hero pedw, Koje He mpatu My3uka. OCHOBHH 3aKJbyUaK je Jia je Tpolec yuerha 3HaTHO OpKH, ako
Cy aHT@XoBaHe 00e xeMucgepe BEIUKOT MO3ra.
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Jlakne, OCHOBY BH3yaJu3alyje HACTABHHX Ca/Ap:Kaja uYWHE ca3HajHA U
CBPCHCXO/IHA YNOTpeOa HAaCTaBHUX CPEACTaBa, KoOja Cy CIHENMjalHO AW3ajHHpaHa |
OpraHM3oBaHa Ha Moce0aH Ha4yMH, Ja TOJACTHYY YCBajaare HACTAaBHHX calpiaja u
MHUCAOHHX OIlepalyja ca buma.

J. Ton y [104] Buam padyHap, Kao CpPEIACTBO 3a BHU3yaJH3alMjy HACTABHOT
campkaja Matemaruke ,JlloBehana noctymHocT padyHapa ca rpadUKOM BHCOKE
pe3oityije momnpuHena je MoryhHocTHMa 1mo0O0JBIIAHOT BU3YaTHOT HAYMHA MHIIIBEHA
0 MaTEeMaTHIIM yOIIITe, W, TOCEOHO, pauyHy (Kaiukymycy). UHTepakTUBHU padyyHApCKU
copTBEp ce MOKE MCKOPHCTHTH 3a JaBambe¢ BU3YaJHE CIHMKE YYCHUIMMA, HACTaBHHIU-
Ma U poheCHOHATHUM MaTeMaThuyapruMa Ha Ha4MH KOjH je, 10 CKOpa, OO HEMojMIBHB.
WNnak, TexHonoruja ca coOOM TOHOCH HM3a30BE pa3MaTpama OHOTa IITO je OMTHO y
nporpamy (KypHKyJIyMy), a TO je 3aJaTak KOjH ce IMOKa3ao TEeXHM 3a MpodecuoHaHe
MaTeMaTudape ca 0oraTHM MCKYCTBOM M3 MEPHUO/Ia TIpe T0jaBe pauyHapa“.

OBH yCIIOBH TIOJpa3yMeBajy IOCTOjarbe, KAKO TPAJAUIUOHATHUX OYHIIICIHUX
HAaCTaBHUX CpPEICTaBa, TAaKO M CIICIHjaIA30BAaHUX CpEICTaBa W TIOCTyIaka, 3a
aKTHBHpAE pajia OpraHa BHUIA.

[Toxymaju ma ce BHU3yalnM3yje MaTeMaTHKa, Ja C€ YYWHHU OYMIJICIHH]OM,
Opeay3MMaHd Ccy BpJIO JaBHO. AHTHYKM MaTeMaTH4yapud Cy MOKyLIaBadu Ja
HajeJleMeHTapHUje anredapcke WICHTUTETE U TeOpeMe IMPEICTaBIbe Y T€OMETPUjCKOM
obnuky. KacHuje, 3aroBOopHUIM pasyMHE BH3yallM3allije MaTeMaTUKe Ouie Cy TaKBH
Hay4YHMIIU, Kao Ha pumep: Ojiep, Puman’, XI/IJI6CpT10,

be3 Bu3yasnHe ciuke, 3Hamba YICHUKA OMBajy JIMIIEHA Ca/ipkaja, IITO HECYMEHBO
Bogu y ¢dopmanmm3am. Tpeba wucrahm ma, yBek kama je wmoryhe ma onpehenu
MaTeMaTHYKH KOHIENT 100Wje BU3YyaTHO TyMadewme, OHAa Ty MoryhHocT Tpeba
UCKOPUCTHUTH. JIpyruM peunMa, y TUAAKTHIKOM CHCTEMY HAcTaBa y3 MoMoh padyHapa,
BU3YaJIM3aIMjy HACTABHUX CcaJp:Kaja, KaJ TOJ TO YCJIOBU J03BOJbaBajy, Tpeda
TPETUPATH KAo HA4YeJI0 O] KOra ce y HACTaBH He OJCTYyNAa, Kao AUAAKTHYKH
TMPUHIHIIL.

OcHOBa mpHUHIUNA BHU3yajdH3alMje je KOTHUTHMBHA Tpaduka, 4YdjU je LuJb
dopmupare KOMOMHOBaHMX KOTHHUTHBHUX MOJIENa pEIMpe3eHTallje HACTaBHOT
cajipkaja, Koju y ceOu caapke CHUMOOJIUYKH M T€OMETPHUjCKM HAYHH MHUNBCHA H
JIONPUHOCE AaKTHBM3ALWjU ca3HajHOr mporeca. Mehytum, kopuinheme BuzyaiHe
nHopmanje He Tpeba 1a oaBene y APYry KpajHOCT — ,,CKpEeTame Ka JIeCHO]
xemuchepu®, Beh Tpeba xopuctutm u BepOamHy uHopmaimjy. OnTuMaaHuUM Cce
cMaTtpa pa3yMaH croj o0a HauMHa IpeJcTaB/baka HH(popMalja y HaCTaBHOM IpoIIecy,
Y BU3YaJHH, U BepOaTHU.

° Bepnapn Puman (uem. Riemann Berngard, 1826 — 1866.) BelMKH HeMauKd MaTeMaTHyap, 1ao

3HayYajaH JONPHHOC Pa3BOjy MaTeMaTHUKe aHAJM3e U TU(epeHIjalHe TeOMETpHje
10 JaBun Xuudept (Hem. Hilbert David, 1862 — 1943.), Bennku HeMadky MaTeMaTH4ap, Ja0 BEIUKA
JOIPHHOC Pa3BOjy HEKOJIMKO MaTeMAaTHYKUX JUCHHUIUIMHA (XHIOepPTOB: CHCTEM aKCHOMa, IIPOCTOP, ...)
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H. Ton y pany [100] youaBa u dopmynuiie pa3iuky u3Mel)y KOTHUTHBHHX
Ipolieca Ha KOjuMa Cy 3aCHOBAaHM MaTeMaTHUYKU KOHLENTH, U popMaiHo AeduHUCAHUX
MaTeMaTHYKHX KOHIIeTaTa, Tj. OOjamimaBa pa3nuky u3Mel)y cjHMKe KOHIENTa u
neuHUIUje KOHLENTA.

VY oBoM pany, . Ton xkopuctu ,,TepMUH CJIMKA KOHLENTA, 32 ONUCUBABLE YKYITHE
KOTHUTHBHE CTPYKTYypE, KOja je TIOBe3aHa ca KOHIIETITOM, KOja YKJbY4yje CBE MEHTATHE
nmpuKase W (ca BHM) IMOBe3aHa CBOjcTBa M mporece. Cauka KoHuenTa ce dopmupa
TOKOM BpE€MEHa KpO3 UCKYyCTBa CBHUX BpPCTa, MEemajyhu ce TOKOM ca3peBama I0jeIuHIIa
CTUMYJIMCAHOT PA3JTMYUTHUM TOJCTUIIAjUMA".

M. Ton y ucrom pany nase HaBoau: ,,CMaTtpahemo na je nepuHunuja KoHnenTa
jemaH CKyIl pe4yH KOju ce KOPUCTH Ja ce opeau Taj KoHuent. JlepuHnuujy koHuenra
MojeIMHAIl MOXKE Ja Hay4H, WIM HalaMeT, WM Ha CMUCJICH HauuH, moBe3yjyhu je, y
Behoj, UM Mamoj MepH, ca KOHIENTOM Kao IenuHoM. To, Takolhe, Moxe OUTH JTHYHA
KOHCTpYKIIHja yueHuKa. To OHJa MOCTaje CKyl peyH KOje YICHUK KOPHCTH 3a COTICTBE-
HO o0jammeme, cBoje (CBolMpaHE) CIUKe KOHIenTa. bwio ga my je neduHUImja
KOHIIENTa JaTa, WIX Jia jé caM KOHCTpPYHCao, OHa Ce MOKe MEHhaTH TOKOM BpemeHa. Ha
Taj) HAYMH MHAMBUAYAJHA JepUMHULMja KOHIENITA, MOXE CE pa3IUKOBATH O
dbopmanHe AepuHHUIMjE KOHIENTa, Tj. OI OHE [IedUHHUIMjEe KOHIENTa, Koja je
ommrenpuxBaheHa o cTpaHe CTpy4He MareMaTuike jaBHOCTH. CBaka MHIMBHIyaJlHa
neuHUIMja KOHIENTa, CTBOPEHA KOJ T0jeINHIIA, TeHEPHCaHa je COIICTBEHOM CIIMKOM
koHrenrta®, [100].

To 3HauM ma cAMKa KOHIENTAa IPEACTaBJba TJIABHO CPEACTBO KOj€, MPHUIMKOM
W3ydaBama arcTPaKTHUX MaTeMaTHYKHX KOHIlenara, oMoryhyje CBECHO orepucame
KOHIIENTHMA U 3aKJbyullUMa, BUXOBO yTBphUBaame U "0kUBJbaBame'" y CBECTH.

VY HacraBW, CJIMKe MaTeMaTHYKHMX KOHIENATA WCIYyHaBa)y BakHe (yHKIH]E,
Kao IITO Cy Ha MPUMEP: YCBajame, YyBamke U PENpoaAyKiHja nHOpMaIija, CTBapame
HaNpeJHUX TMporpama IMoHamama, pedepeHTHa QyHKIHUja, yIpaBibamke Olepaliijama,
UT]I.

OcHOBHA WJ€ja KOTHUTUBHO-BU3YAJIHOT TpUCTyHna y QopMupamy 3Hamba,
BEIITHHA U HABUKA y HACTABU MATEMATHKE jecTe: MIMPOKO U HEIHCXOIHO KopHUITheme
KOTHUTUBHUX q)YHKHI/Ija OYHUTJICAHOCTH. KOFHI/ITI/IBHO-BI/I?;yaJ'IHI/I INpUCTYIl UMa 3a LUJb
BacIUTambE ,,MaTEMATUUKOT IIOTJICA Ha CBET .

[Ipumepu koju ciene Tpeba aa MOKaXKy, KaKO €€ y3 MOMOh TMHAMHYKOT HPTEXa
nmpBo (hopmMupa CIMKa KOHIIETITa, a HA OCHOBY e, ITOCTENEHO ce u3rpalyyjy ocoOuHe,
reHepuiie ce (MOMeHyTa MHIUBUAyaidHa) nedUHUIMja U Ha Kpajy ce dopmupa cam
KOHIICTIT.

JpyrumM peunma, npumepu Tpeda a WIycTpyjy Kpeupame KOHIenara pa3marpa-
meM Beher Opoja nmpumepa nporieca y akiuju. Ha Taj HauMH ce youaBajy | carjieiaBajy
oJpeheHe MpaBUIHOCTH, a Takohe, KOHIIENTH MOTY OMTH TECTUPAHH BapHparmeM apa-
MeTapa, YMMe Ce CTBapajy MPETIIOCTaBKe O CUTYalljamMa Koje e jOIll HUCY JIeCHIIe.
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Ipumep 1. Jdepununuja, KOHCTPYKIHUja U jeqHAYNHA apadoJe

VY paBHH, oapeheHoj natom npaBoMm d ¥ Ta4ykoM F | KOja joj HE MPHIIAa, YOUHUMO
tauky M , paznmuuty on F, koja Takohe He mpumaaa mpaBoj d, (Cnmka 1.). Heka
tayka M wuMa 0coOMHY Jia Cy HheHa pacTojama oJ mpaBe d W Tauke F - jedHaka, Tj.
HEKa je

d(M.d)=d(M.F).

Knukom na nuak (3.4.1. ggb) aktuBupa ce ammukanuja GeoGebra, re ce moMmepameM
Tauke M , youaBa HaBelleHa HeHA OCOOMHA.

[Ipumenom Hapende ‘ b Pomeranje‘ U YKJbYYUBAKEM OIIIIH]E ‘-l"'|r Ukljuci trag, na

Tauky M , OHa OMHUCYje CKYIl Tauyaka Koje MPeJICTaBIbajy KOHTYPY jeHE KpUBE JHUHHU]E.
Kpusa ce 30Be mapa6oaa, mpaBa d — TUpEKTpuUca, a Tauka F - GOKyC, WU JKIKA.

oy,
B et iey o gremen 8 8

Cmuka 1.

Hanomena 1. Axo cy y nporpamy GeoGebra 3anate npaBa d u Ttauka F', yHOIICHEM

y Polje za unos| Hapenoe IParabola[F,d]|, nobuja ce rpaduk mapaborne, ca

aupekTpucoM d W kmwkoMm F' . M130opom mponsBosbHE Tauke M Ha mapa0oiu, a 3aTUM

IIPUMEHOM ajlaTa ‘ = PrikaZi (sakrij) objekaﬂ Ha KOHCTpYyHCaHy napaboiy, Ha eKpaHy

ocraje Tauka M mnpukazana y ammmkanuju GeoGebra — 3.4.1. ggb. O

Cana ce Moxe JneduHUcaTH mapadosia, ca JUPEKTPUCOM d U KIKOM F | kao:

Jepunnuuja 1. Heka je d narta mpaBa - QUpeKTpHcAa W Heka je F jmata Tayka —
¢dokyc (xmwka), Ban npase. [lapadoJia je ckyn Tauaka paBHU « oapeleHe npaBoM [ u
TaykoM £, 4dja cy pacrojama o1 JupeKkTpuce d W Kuxke F - jenHaka.

Tauka mapabose, Koja je HajOMMKa JUPEKTPUCH, 30BE ce TeMe, IpaBa oapeheHa

KIKOM U TEMEHOM oca, a opoj p =d (F ,d ) 30B€ ce mapaMerap napaodoJie. 3Ha4ajHO

je HaloMEHyTH Ja MPOMEHOM IIOJIOXKaja JKWkKe F, y OJHOCY Ha JUpeKTpucy d,

yBehaBameM U cMammBameM pactojaa d(F,d), Tj. BapupameMm napamerpa p,
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napaboia Mema o0JuK, Tj. mocraje "mmupa", ogHocHO "yxka". OBe ocobuHe ce Mory
aHaJM3UPATH KJIMKOM Ha JMHK (3.4.2.g8b), nokperameM amnkanuje GeoGebra.

KoHcTpykuuja mapa6oJie, ca 1aToM XMWKOM F ¥ TUPEKTPUCOM d , U3BOJH CE
no neUHULUjU, U T00Hja ce KIMKOM Ha JHMHK (3.4.3.88D), mokperameM aruii-Kaiyje

GeoGebra. 3agaBambeM OBUX elleMEHaTa 3aJaT je U mapamerap p =d (F ,d ) , koju ce

n001ja YHOIICHEM Y Hapeaoe |p = Rastoj anje[F,d]|. [IpBo ce Hapenbom
" Nova taéka‘ KOHCTpYHIIIe Tauka L , Ha pacTojamy Ol TUPEKTpUCE d , HE MAkEM OJI

p/2,1j.

p
=d(L,d)>=—
r (’) 2’

ny Tauku L mpasa /|| d. 3aTUM ce KOHCTpYyHILE KpY>KHHUIA K(F ,r) U oJlpeau ce

CH MIPECEK ca MmpaBoM /, Tj.

K(F,r)Nl={4,B} wmn K(F,r)NI={4}.

[IpBo ce KIMKOM Ha Tauky A, yKIbydyje OMITHja ‘f ‘Ukljudi trag’|, (ucra Hapenda ce

puMemYyje U Ha Tauky B ). 3aTuM ce, MPUMEHOM Hapeaoe ‘ b Pomeranje‘ Ha Ta4Ky

L, momepa u nipasa /, yBehaa ce mosynpednuk kpyxuumne K (F ,r), atauke 4 u B,

OIUCY]y CKYII Tayaka Koje npunanajy napadomuu. [IpoBepa ucrpaBHOCTH MOCTYTIKA KOH-

CTPYKIIHj€, MOXKE C€ M3BPIIUTH YHOIIICHEM Hapeaoe \Parabola[F,d]| y |Polje za unos\.

VY anrebapckoM Mpo3opy, ako je OTBOPEH, MOpEe] CJI0Ba Koje 03HauaBa rmapaloiy
3alMcaHa je M KBaJIpaTHa jeJJHaYMHA ca JIBE IPOMEHJbUBE, KOja MPEACTaBiba jeAHAYNHY

napabose. AKO ce UCKJbYUr Hapeaoa |f ‘Ukljudi trag’| u Bpmm momepame XIke, OHa

BapHpa napamerap p mapabosie, IITO UMa 3a MOCJIEHIlY IPOMEHY o0HKa mapabosne u

MpOMEHY Koe(uIlMjeHaTa y lbeHO] jeTHAUUHH.

Jennauunna mnapa0oJie, y CIELUjaIHOM CIyd4ajy: 3a F(%,OJ u d:x=—§,

W3BO/M ce Takohe 1o nepuHUNIN]H, Tj. IPUMEHOM jeTHAaKOCTH

d(M,F)=d(M.d),

2

P 2
x—2= 1 4yt =
(ij

rae je M (x, y), pou3BOJbHA Tauka mapabdone. KBagpupameM mociaeame jeJHaKOCTH U

OJIaKJIe je

x+Z

2

b

cpehuBamem, 1o6ujaMo jeqHauYNHY TTapadose
Y =2px.
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[ocTtynak u3Bohema oBe jeaHaunHe (Kao  jeaHaunmHe y° =-2px, 3a F (—g,Oj

u d :xz%) nobuja ce m KiIMKoM Ha JuHK (3.4.4.89D), MOKpeTameM ariuKaiuje

GeoGebra. Knukom Ha nuHk (3.4.5.8¢b), no6uja ce mapabosa uyja je jeAHaYMHA

x’=2py,
y CIELHjaIHOM CIIy4ajy: 3a F(O,g} ud:y :—g, Kao W jeHauuHe X =-2py, 3a
F 0,—£jnd:y=£. O
2 2
VY HaBeIeHOM NpUMEpPy H3JIOKEH je KOTHUTUBHO — BHM3YaJIHH HPUCTYI Y

W3TPaJbH jeTHOT MaTeMaTHYKUT KOHIIETITa, U3rpakby 1ojMa mapaboie, kopuirhemem
JTMPEKTOPHjalTHOT CBOjCTBA, Tj. OJJTHOCA PAcTOjarha MPOU3BOJHHE TAUKE KPHBE OJ1 KMKE
U BEHOT PacTOjarba 0] TUPEKTPHUCE.

Hanomena 1. CinyHUM MTOCTYNKOM je MOTyhe BU3yaan30BaTH U3TPaby IMOjMa eITUIICce
u xunepOose, kopunihemeM oropapajyher cBojcTaa.

VY nperxomHoM mpumepy, Tauka M (x, y) onucyje mapaboiay, a OJHOC HEHHX

pacTojama o )KIKE U Of JUPEKTPHCE, O0CIICKUMO Ta ca ¢, KOHCTAHTaH je U je/THAaK je
1, Tj. BaXku

d(M,F)
(1) d(T,d)_e’

npu 4yemy je e =1, kaaa tauka M ommcyje mapadoiy.

OBo je morojaH TpPeHyTaK Ja CE aHajW3a HAcTaBu y JIBa cMmepa, Tj. Zla ce
aHAIM3WpPajy jOII JABa CiIyvaja:

1. ee(0,1) - kama Tauka M (x,y) omucyje enuncy u
2. e>1-xkanaTauka M (x, y) onucyje xunepooiy,

0JIaKJIe HEMOCPEIHO clieie U AePUHUIM]e eurice U Xxumnepoose. 3a KOHCTPYKIH]y, 00e

KpHMBE, 3a71ajy ce Koepuuujentu a,b,c € R, 3a a’ +b” # 0, koopaunare p,q € R u 6poj
e>0, u koHcTpynuly ce: mpaBa d:ax+by+c=0 uxwka F(p,q), Tako na F ¢d.
3atum ce y YHOCH jeTHaunHa

() e-(ax+by+c)=sgn(-c)Va’ +b* \/(x—p)z +(y—q),

KOja Ipe/ICTaB/ha KOOPJAWHATHY 3anuc jenHadnse (1), mo3HaT 1 Kao AUPEKTOPHjaTHO

CBOjCTBO KPHUBE JIPYToOr pefa.
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auF q

&) o,

Cnuka 2. Crnuka 3.

[Toctymak y xome ce, monazehu on cimke konmenta enunca (Cnmka 2.), win
xunepoOona (Cnuka 3), BapupameM MapameTapa CTHXKE 0 Ae(pUHUIMje KOHIENTa
eJINIca, OJHOCHO XuIepOoia, peanusyje ce KIMKoM Ha JUHK (3.4.6.8¢b), nokperamem
arukaiyje GeoGebra.

AHAJIOTHO KOHCTPYKLHUjU napadoie, HermocpeaHo u3 aedununmje (y3 yBaxapame
TMPEKTOPHjaTHOT CBOjCTBA) KOHCTPYHIIIE CE EIIUIICA, 33 € € (0,1), OJIHOCHO xunepooia,

3a e>1, mro ce peanusyje kiukoM Ha NIUHK (3.4.7.g8D), mokpeTameM arIuKaiuje
GeoGebra. mi

3a  akyMmyjauujy BU3yaJHMX HMCKyCTaBa KOPHUCHM Cy CHEUUjaIHu —
BU3YAJIM30BAHHU 3ajanu. Busyanu3oBaHuMm ce cmaTpa OHaj 3a/1aTak y KOME Ce CIIMKa
eKCIUIMIUTHO WM UMIUIMIMTHO YKJbydyj€ y YCJIOBE M OJrOBOpE, IIOCTaB/ba METOA 3a
pemaBame npobiema, Jaje MOAPIIKY Yy CBakoj €TalM pellaBama 3agaTka, Ouio
eKCIUTMIUTHO MM UMIUTMLIUTHO NpaTh y oapehennM (azama meHa peniema [24].

Y npumepuma Koju ciele, peliema Cy 3HauyajHO OJaKilaHa 3axBalbyjyhu
eKCIUIMIIUTHOM Kopuihewy ojaroBapajyhux cinuka (rpaduum, nprexu u ci.). Te ciamke
oborahyjy wHOpMaIMjy O TOCMAaTpaHWM OOjeKTMMa W FHUXOBUM MehycoOHHM
OHOCHMa, NMajyhy OYMITIEHOCTH ca3HajHy (KOTHUTHUBHY) (QYHKIH]Y, 32 Pa3iUKy O]
oOuuHe, nITyCcTpaTUBHE.

IIpumep 2. AHanu3a ycjaoBa Ja JABe Tauke oapelyjy neHTpajany
eJINIICY

VY oBoM OICJbKY aHAJIN3UPAMO C.]'Ie,[[ehI/I 3aJaTak.

3aparak 1. YTBpauTH ycioBe Koje Tpeba /1a CIymaBajy KOOpJUHaTe Tayaka A u B,
TaKo J1a OHE jeHO3HA4YHO oapel)yjy enurcy

(1) b*x* +a*y* = a’b?,
rneje az0u b#0.

Pememe. Heka cy y JlekapToBOM IIpaBOYTIIOM KOOPJAUHATHOM CUCTEMY J1aTe TayKe
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A(xl, J’1) u B(xz, yz). [Tomro cBaka Tauka enunce (1) oxpehyje jomr Tpu, HOj

CUMETpHYHE Tadyke enurce (y OJHOCY Ha CBAaKy OJ] KOOPJMHATHUX 0Ca M Yy OJHOCY Ha
KOOpJIMHATHU IIOYETAaK), TO 3HAYM Jia JBE 3aJaTe TayKe y KOOPJMHATHOM CHCTEMY,
MOTY TPECTaBJhaTH JOBOJbAH OpOj eleMeHaTa Jia ce u3Beae KoHcTpykuuja enurnce (1).

3a xoHcTpykuujy enunce (1), xopuimhemeM OBHX Tauaka akTHBHpa Ce€
arumnkarja GeoGebra, kimkom Ha THHK (3:4:8.88D). ITpBo ce KoHCTpyHILy: Tauka A',

CUMETpH-YHa Tayku A, y OJHOCY Ha y—ocy, yHouleweM y [Polje za unos| Hapenoe

A'=Ogledanje[A,yOsa]|, a ucrom Hapen6om Tauka A" cUMETpHYHA Tauku A,y

OJTHOCY Ha X —OCYy , Kao M Tauky A" cuMeTpuuHa Tadku A, y OJJHOCY Ha KOOPAWHATHH
> 5 Yy

MoYeTak. 3aTUM ce KOHCTpYHIIe enunca &, oapehena taukama A, A', A", A" u B,

YHOLIEHEM Y HapezGe |€ = KonusniPresek[A,B,A',A",A""]|. Hexa je

tauka 4 Quxcupana (30or vera cy ¢ukcupane u tauke A', A" m A"), a Heka ce

Tayka B moMepa MpuMEHOM Hapeznoe k Pomeranje. [Tomepamem Tauke B Mema ce

00JIMK KpUBE &, KOja je 3a HeKe MOJI0Kaje TauKe B enurca, a 3a Heke Xurepooa.

[Ton xojuM ycoBUMa KpHUBa & TPEACTaBIba IUICY?

Jla ce To ycTaHOBH, PBO ce KOHCTpynue npasa p(A,A'), yHomermem y

Hapeznbe (n= Prava[A,A'] , @ 3aTHM CE€ UCTOM Hapea0OM, KOHCTPYHIIy IIpaBe

p(A4",4"), p(4,4") u p(A4'.,4").

Canma ce KIMKOM Ha JIMHK (_) u mokperameM aruukanuje GeoGebra, moxe
younTtHu oapeleHa mpaBUIIHOCT, O K0joj TOBOpH cieneha Teopema.

Ciika 4.
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Teopema 1. Axo mauxka B npunada ymympawrsocmu 6uno xoea 00 uemupu
mapkupana 'npasoyeaonuxa'’, koju cy oopehenu maukom A, (Cnuka 4.), ooaxne cy

UCK/bYUeHe mauKe npasux p(A,A'), p(A",A'"), p(A,A"') u p(A',A"), OHOa je 08aKo
s3a0amum maukama A u B, jeonosnauno oopehena enunca (1).

[TpunagHoct Tauke B yHUJH YHYTPAlIHOCTH, HABEJAEHA YETUPU IUIaBa
"mpaBoyraoHuka'", Koju cy oapeheHH TojokajeM Tauke A, 3amucyjeMo y (opmu

=)

JlexapToBor Mpou3BOja, Ha cleaehy HAuUnH:

1)U (] 00) )<= Ul

x1|)x((_oo’

b 3

y1|))U((—|x1

(2) (xz,yz) € (((—oo,_

nim

yl|)) \% (x2 € (—|x1

2

(2 & (=omf )il e0) e e (], [l Az (e o(nl-=))

1ITO j& eKBHBAIECHTHO ca

(3) (sl <Rl absl <In)v (el < sl Al <[v]) -
TloceImha penanja je CKBUBAICHTHA Ca

(4) (3 =3 <0AY; =37 <O)v(x) =x3 >0A ¥} =37 >0),

OJIaKIIe OUUITICTHO CIICIU H Pelallija:

(5) (% =22 <0AY =3 <0)=x35 =53 <0 v (x =x >0A3; =37 >0)= x'; -3 >0.

C npyre ctpane, ycioB 1a Tauke 4 u B npunanajy enurcu (1), ekBUBaJieHTaH je

CHCTeMy JIHHEApHHX jeIHAUMHA ca JBe mpoMeHbuse 1/a” u 1/b’
xlz/az+y12/b2 =lmu x;/a2+y22/b2 =1,

Koju, moj yciaoBoM (3), ogHocHO (4) u (5), uMa jeqHO3HAuHO ofpeleHa, MO3UTHBHA
peliema

@ =(xy3 =53 ) (v =3t) m B =(x0ys —x0?) (x5 - x3),
1. a’,b> eR".
To 3Hauu ja, 3a gate tauke A(x,,y,) u B(x,,y,), 4dje KOOP/AMHATE HCITy baBajy

yCIIOB
(bl <[ Al <[m))v (] <[ Ayl <)
1ocToje jeaHo3Hayno oapehenu 6pojesu a,b € R™ — nonyoce enwrce, 1j. 1are tTauke A

u B jemHo3zHauHO onpelyjy emmrcy (1). mi
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OBaj BM3yalM30BaHM 3aJaTak IOKa3yje MOIyNHOCTH KoOje Npuy’ka KOTHUTHUBHO-
BU3yaJIHU IIPUCTYN Yy pelllaBamby 3aJaTaka, IoueB O]l CIIMKE KOHIIENTa, 10 u3rpahuBama
caMor KOHIIETITA.

[Ipukazanu nmpumep Takolhe mokasyje Kako ce (QyHKIMja CIMKE Kao IMOMONHOT,
WIyCTPATUBHOT CpeACTBa, TpaHchopmuiie y Bojaehe, KOTHUTUBHO CPEJICTBO, CPEICTBO
KOje TEeHEpHIIe MaTeMaTHYKe KOHIICTITe, CPEACTBO KOj€ IOTIIOMAaXE pa3BUjarbe
MaTEMAaTHUYKOI' MUIIIJBCH:A.

Hanomena 2. AHaj0THUM MTOCTYTIKOM MOJKE€ C€ M3BECTH jOIII je/IaH 3aKJbyJaK.

Teopema 2. Axo mauka B npunada ynympauwibocmu 6uno koea 00 nem MapKupaHux
"npasoyeaonuxa”, xoju cy oopehenu mauxom A, (Crauxa 5.), ooakie cy uckmwyuene

mauke npagux p(A,A'), p(A",A”’), p(A,A"'), p(A',A"), p(A,A"), p(A‘,A"') u
KOOPOUHAMHU NOYemax O(0,0), oHOa je oeako 3adamum maukama A u B,

Jjeonosnauno oopehena xunepoona
(6) b*x* —a*y? = a’b*.

To 3Hauum na, 3a JaTe Tadke A(xl, yl) U B(xz, y2) , UMj€ KOOpJIMHATE UCIYHaBajy

ycIoBe

(|xl|<|x2|/\|y1|<|y2|) v (|x2|<|xl|/\|y2|<|y1|)

V=60 #0 1 xy,+x,y #0

jemHo3HauHo oapelyjy xumnepboiy (6). OBo pa3marpame ce MOXKe TOOUTH KIMKOM Ha

ek (3:4010.88D), akTuBnpamem ammkanuje GeoGebra. i

Cnuka 5.
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3aparak 2. Tauke 4 u B onpelyjy, enuncy win xunepooiy, ca HIEHTPOM y KOOpAHUHA-

THOM moueTky. CacTaBUTH HEHY jeJAHAYMHY, aKo je: a) A(9,4) u B(—12,—3), 0)

A(3,2) u B(4,3).

, To Tauke A u B

Pememwe. Kako je a) |xl|<|x2|/\|y2|<|y1 , 0) |xl|<|x2|/\|yl|<|y2

onpehyjy: a) emuncy &:x°+9y° =225, 6) xumepbony y:5x° -7y’ =17, mro ce
nobuja n ximkoM Ha JUHK (3.4.9.88b), v (3.4.10.g8b), akTuBHpameM aruuKaiyje
GeoGebra. O

IIpumep 3. JluHeapHa HejeAHAYNHA Ca ABe HENO3HATe
3a peuiaBambEC JITMHECAPHC Heje,[[Ha‘H/IHC Cca JIBC HCIIO3HATC
ax+by+cp0
raeje a,b,ceR, a’ +b* #0 n pe{><,> <}, nohumo pBo 011 N10jMa MOTYPABHH.

[To3naro je, Haume, J1a CBaKa MpaBa y PaBHU JENU CKYINl CBUX Tayaka paBHU Ha
JIBa TUCjYHKTHA MOJICKYIa, IBE OTBOPEHE MOJIYPAaBHH.

[Ipenn3Huje, OTBOpPEeHa IMOJypaBaH ca UBHIOM [/, Koja CaipXu Tauky A, y
osHaiy (la,), HpeicTaB/ba CKYN Tavyaka PaBHH « , KOje Ce Hallase ca UCTe CTpaHe
npaBe /, kao u Tauka A . YHUja OTBOPEHE MOJIypaBHU (la A)I/I npase / je 3aTBOpeHa

NoJIypaBaH [la 4 ) [Ipuka3 nmomypaBHU ce MOXKe JOOUTH KIMKOM Ha JUHK (3.4.11.88b),

aKkTHBH-pameM amnkanuje GeoGebra.

Jlakre, 3a gare mapamerpe a,b,c € R, yrnouremem y [Polje za unos| jennaunne

[ ax+by+c=0, KOHCTpYyHIIIEMO MpaBy /, a HapeIOOM " Nova taéka‘ KOHCTPYHIIIEMO

Tauky A(x,,y,) u Heka je ax,+by, +c=Q,, a takohe u tauky 7(1,0). [Tomeparem

Tauke A, IPUMEHOM Hapenoe k Pomeranje, Bennuuna €2, y3uma pasHe BPEAHOCTH

y ckynmy R u moxe ce youurn cieneha mpaswiHocT: kana A€/, onma je Q, =0, a
Kaza Tauka A, Mpeiasy W3 jeAHe y ApYTy ModypaBaH ca UBHLIOM [/, (O, Mema 3HaK,

IITO C€ MOXKE aHATM3HUPATH KIMKOM Ha JIMHK (3.4.12.g6b), akTHBHpameM arIuKaIyje
GeoGebra.

Jlpyrum peunma To 3Haum, 1a ako je A €[la, )< Q, >0, oHxa cKyI CBUX Tauaka
3aTBOPEHE TONYPaBHH [/ar, ) HpPeACTaBIba CKyIl pellicka HejefHaunHe ax+by+c >0,
M CKyIl CBHX Tayaka 3aTBOPEHE IIOJypaBHH [la 's) TpeACTaBba CKyI peluctba
HejenHaunHe ax+by+c¢<0, mpu uemy je [laT ) U [la " ) =a . Takohe, penanuja
Ae (laT) < Q,>0, 3HauM 1a CKyo CBUX Tayaka OTBOPEHE IOJIYpPaBHU (laT)

IPEeACTaBJba CKYII pelliekha HejeqHaunHe ax + by +c > 0, 1 CKyIl CBUX Tayaka
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OTBOPEHE  IOJIyPABHU (la 'T) npefcTaB/ba CKyIl pellema HejeAHaYrHe

ax+by+c<0.

OBaj pesydarar ce pA00Mja KIMKOM Ha JIMHK (_), aKTUBUPAambEM
armmnkanuje GeoGebra.

MoskeMo 3aKJbYYHTH Ja, PEIIUTH HEjeTHAYNHY
ax+by+cp 0,
3a a,b,ceR, a°+b°#20 u pe {Z,S, >,<} 3HauM: OJPEIUTHU 3aTBOPEHY, WIIU

OTBOpPEHY, MOJlypaBaH ca MBULUOM [:ax+by+c=0, Tako Ja KOOpAMHATE Tadaka

MIOJTypaBHH 33JJ0BOJbABA]y JaTy HEjeTHAUHHY

3agarak 3. Pemu Hejegnaunny 2x+3y—-5<0.

Pemewe. KimkoMm Ha nMHK (_) nokpenyhe ce amnukanuja GeoGebra, Ciauka
6. VYpehenn map KoopanHaTa CBaKe TayKe 3aTBOPEHE MOJTypaBHH, oapelene uuiom /,
U KOOPJMHATHUM IIOYETKOM, jeCTE pEelIeHhe HejeJHaunHe, U MOXKEMO ra MpHKa3aTH Ha
cinenehn HauMH

(—oo<x<oo)/\(—oo<yS(—2x+5)/3)

WIN 'y O0JHKY

p:2x+3y+-5=0

Crnuka 6.
(x,y)e(—oo,oo)x(—oo,(—2x+5)/3]. O

[IperxogHO TEOPHjCKO pa3MaTpame MpUKasyje MOCTYyIaK, y KoMe ce mojasehu ox
cike oapeheHor o0jekTa, OJ CIMKE TOJypaBHHU, TecTUpameM Beher Opoja mpumepa
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mpolieca y aklMju, youaBajy ofpeheHe NpaBHUIIHOCTH KOj€ KapaKTepHIlly TaUyKe U UBUILY
MIOJIypaBHH, HAa OCHOBY KOJUX C€ T'€HEpHUIIIe caM KOHLENT JMHEAapHEe HejeIHaunHe ca JBe
HETO3HAaTe U MOCTYMAK 32 IeHO PEIIaBabE.

3agatak 3. wWiIycTpyje NpPUMEHY OBOI IOCTyNKa Ha pellaBambe JHMHEapHe
HejelHauMHe ca JBe Hemo3Hare, y nporpamy GeoGebra.

Crnenehu nmpuMep WIyCTpyje MPUMEHY UCTOT TIOCTYIKA (CIIMKa Kao UIyCTPATHBHO
CPEICTBO, TPEIa3u y CPEACTBO KOje TEHEpHUIIe MAaTEeMaTHYKH KOHIICNT), Ha jeJIHOM
CJIOKEHHjeM MPUMEPY: pelllaBamy CHCTEMa JIMHEAPHUX HEjeJHAYMHA Ca JIBe HEMO3HATE,
kopuirhemeM mporpamckor nakera Matheamtica.

IIpumep 4. CucremMu JJUHEAPHUX HejeTHAYMHA €A IBE HENO3HAaTe
3agarak 4. Pemutu cuctem JIMHEapHUX HejeTHaYNHA

x=2y+10=0
3x-2y+5<0
2x+3y-1>0

Pemiemse. Ha ocHOBY Hampen H3/I05K€HOI TeopHjcKor pasmarpama u Ilpumepa 1.
MOXKEMO 3aKJbyYUTH Jla TpBa HEjeJHAUYMHA TpeACTaB/ba CKyN Tayaka 3aTBOPEHE
MOJIypaBHU ca UBUIOM a:x—2y+10=0, Koja cagpKu KOOpPJAUHATHU MOYETaK, Apyra

j€ CKyn Tauaka 3aTBOpEHE IOJypaBHM ca MBMLOM c:3x—2y+5=0, Koja HE CaapKu

KOOp/JWHATHH TIOYeTak, a Tpeha je CKym Tadyaka OTBOpEHE IOJNypaBHH, Ca HMBHIIOM
b:2x+3y—-1=0, koja Takohe He caapKuM KOOpPAWHATHMU IoOueTak Pemieme mnpse

HejemHauynHe ce J00uja TOKpeTameM arnkamnuje Matheamtica, KJIMKOM Ha JIMHK
(3:4.14.0b), u oHo rI1aCH

(x7) e(_oo,oo)x(_oo,§+s]

Kinkom Ha nmunak (3.4.15.0D) u mokperameMm armmnkanuje Matheamtica, mobuja ce
peliehe CUCTeMa JIMHEapHUX HejeTHaunHa

x=2y+10=0
3x—2y+5<0]’

MpeJicTaBba MIPECeK MpBe ABE MOTypaBHH, ca UBMIIAMa d U C, @ OHO U3HOCH

(x,y) € (—oo,%}x[3x+5,§+ 5]

KonauHo, natu cucrteM (KOHjyHKIIMja) HEjeIHAUMHA MPEJICTaBba MPECEK CBE TPU
HaBEJICHE MOJIypaBHU, Tj. MPEJCTaB/ba CKYyIl Tayaka I TPOYyTJa U3 KOra Cy MCKJbyUeHE

Ta4yKe 3aTBOPEHE TyKU [AC ] , (Cnuka 7.),
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T(x,y) € AABC\[AC]

Cnuka 7.

Pememe naror cucrema je

(x,y)e [(—4,—1]x(—§x+%,%+5DU((—1,%}{%)¢+%,%+SD,

no6uja ce kIMKoM Ha JuHK (3.:4.16.nb), nokperamem amnukanuje Matheamtica.
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3.5. Oopa3oBHu codTBep

HacraBa y3 momoh pauyHapa, mompa3dymeBa ymorpeOy oOpa3oBHOT
(pauyHapckor) codTBepa. Y 3aBHCHOCTH OJf HAMEHE y HACTAaBHOM IPOIIECY MOKEMO
pa3IMKOBAaTH HEKOJIMKO THUIOBa OOpa3oBHOr codTBepa. YmpaBo TUll 00pa3o0HOT
codTBEepa oIpenesbyje MECTO padyyHapa y HaCTaBH.

Jenan T oOpazoBHOr codrBepa mpemoxapeheH je 3a yrBphuBame rpagusa.
Mecto TakBor codTBepa HHjE TEUIKO NeDUHHCATH: Hera je Moryhe KOPUCTUTH TOocCiie
yCBajama oJipeheHor nena TeoOprujCKUX HACTAaBHUX CalpiKaja Y OKBUPY TPAAUIIMOHATHOT
HACTaBHOT CHCTEMa.

Jpyru tunm codTBepa OpUjEHTHCAH je TPBEHCTBEHO HA YCBajambe HOBHX
MOjMOBA, y PeKUMY BeoMa OJIMCKOM NporpaMupaHoj HactaBu. Behuna codreepa oBor
THUIA TOCEIyje OrpaHuyYeHe TuAakThuke Moryhnoctu. OBze ce pauyHap KOPHCTH Kao
CpeACTBO NpOTpaMHpaHe HacTaBe, HEUITO CaBpPUICHHW]E HEro MpPOCTO HACTAaBHO
CpeACTBO, KOje HEe JOMylITa MOTyhHOCT AMjajnora, U Mo MpaBwIly, CAAPKA OTPAHUYCH
oricer 0Opa3oBHOT J€JI0Bamka.

[IpeoBnamaBa oOpa3oBHH cO(TBEp KOjU peanu3yje NPoOJEeMCKY HACTaBY,
nmoceOHo "uHTENeKTyarHu" 00pa3oBHU co(TBEp (CBOjUM HAa3WBOM OH yIyhyje Ha TO na
Cy IPUJIMKOM HeroBe pa3paje kopuirheHe unaeje "uckyctBeHe nntenurennuje"). Oaj
o0Opa3oBHH coTBep peanusyje pedIeKCUBHO yIpPaBJbalkheé HACTABHUM IPOIIECOM, IITO
NpeTHocTaBjba M3Tpaaly HacTaBHOr Mozena. OBaj Tum o0pa3oBHOT codTBepa
TeHEepUIlle HACTaBHY aKTUBHOCT (TEKCT, 3aJaTKe, MUTamka, MoMoh y pemasamy). OH 1Mo
MpaBUiIy, y3UMa y O0O3HMp HMCIPABHOCT OATOBOpA, alld M HAYMH pelIaBama, MOXKE Ja
OLIGHM OJATOBOP, a HEKM M Ja YycCaBpllaBa CTpPATeTHjy HACTaBE EBHICHTHPAmHEM
HaKyIJbEHOT UCKYCTBA.

[TocToju oOpa3oBHM cO(TBEp KOJU MOXKE J1a JUCKYTYje ca YUEHHUKOM, HE CaMO
UCTIPaBHOCT pelIeHka, HEro U Moryhe BapujaHTe peliemha, Ipu YeMy ce TUCKYCHja BOJIU
je3uKOM Koju je Oim3ak ropopHoM. [lo MuIIbeRwY memarora M mcUxoJora, KOju cy ce
YIO3HAIX Ca MPOTOKOJIMMAa OBE BPCTE JIMjaliora, CTBapa ce YTUCAK Kao Jla pa3roBapajy
YUEHHUK M HACTaBHUK.

Crnenehm tun oOpa3oBHOT copTBEepa MPETIIOCTaBIba MOAENHPaH-€ H AHATU3Y
KOHKpeTHUX cuTyanuja. TakaB je codTBep NOCEOHO KOPHUCTaH y pagHOM H
npodecHoHATHOM 00pa3oBamy, IMOCEOHO aKo TOTHOMaxe (opMupame ymema 3a
MPOHATIAKEHE PEIICHha Y PA3IUINTHM, Tla H Y HEKUM €KCTPEMHHUM CHUTYyallHjaMa.

Konauno, moryhe je m3aBojuT u OHaj] 00pa3oBHU codTBep Koju m3rpalyje
Buieo — urpe. OH mocrenlyje Noau3amke HUBOA MOTHBalMje (Bajba MPUMETUTH Ja
TaKMHUYapCKH MOTHBH, XeJba 3a 1M0oOeoM, MOHEKaJ] HaJBIIaJaBajy ca3HajHE MOTHUBE,
IITO TEIIKO Ja je ompaBaaHo). Mrpa cTuMyluile HHUIUJaTUBY W CTBapajallko
MUIbEHE TMOTIOMaXke ¢opMmupamy apUHUTETa 3a TUMCKH paja (mocebHo y
KOOIEpaTUBHUM Hrpama) M mnojapehuBame JIWYHOr MHTEpeca ommTeMm Luiby. [lopen
TOra, Wrpa Jo3BoJbaBa Ja ce u3ahe u3 okBHpa oJpeheHOr HacTaBHOT IpenMeTa,
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noOyhyjyhu yuecHuke ga ycBajajy 3Hama U3 JPYIHX, CPOJHHUX OO0NacTH W Ha
NpakTHYHY JeNaTHOCT. Mrpe KoJ ydeHHKa CTBapajy NpeTIocTaBKe 3a (OpMHpame
Hajpa3IMYUTHjUX CTpaTerrja pelaBama 3a/1aTaka U CTPYKTypa 3Hamba Koje MOTy OUTH
ycnenrHo kopuinhewme y pazHuM obiactuma. Huje HEBaKHO M TO, a YUCHHUK MOXKE
c1000/1HO J1a Haja3W pellea — Kako TayHa, TaKo M HeTayHa — M Jla Ha Taj HaYUH
yBuha, r71e BOIU CBAKO O] HHX.

HacraBa y3 kopumheme OBakBHX Hrapa, Beoma je IMpHBIIAYHA 32 YYCHUKE W
MHOTHMa C€ TOJHMKO JI0Taja, 1a OM XTEIH J1a ce KOMIUIETHA HacTaBa pean3yje MmyTeM

urpe.
3.5.1. O6pa3oBHu copTBEep y HACTABH MAaTEeMAaTHKe

OO6pazoBHU coTBep y HaCTaBU MaTeMaTHKE y3 MOMOh pauyHapa uMma, CBaKako,
HEKe CHeUU(UYHOCTH, KOje HHCY KapaKTepHCTUYHE 3a 0Opa3oBHH COPTBEp KOjU Ce
KOPUCTH y HAaCTaBH JAPYTrUX HACTaBHHUX npenmeTa. OBe crienu(prUUHOCTH Cy YCIOBJbEHE
noTpedboM na o0pa3oBHH copTBep Oyle MpUMEpPEH IUJbEBUMA W 3a/JalliMa HacTaBe,
y3pacTy yuYeHHWKa, HACTaBHUM CaApKajuMa, THUIy 4Yaca, Kao U JUIAKTHYKAM
npuHIMnUMa (Buaety 3.4.) 1 HaCTaBHUM MeTojama, (BUaeTH 3.6.).

[Toce6HO je BaxxHO na 0Opa3oBHHM co(TBEp y HacTaBH Maremathke obOe3oehyje
yCIIOBE 3a: cCaMOCTaJlaH PaJi U WHAWBUIyalH3allijy HACTaBe, BU3yaJIM3allijy HACTAaBHOT
calpkaja, ca TOCEOHMM HArJlaCkOM Ha TpPUMEHY NpOOJEMCKE W HUCTPAKUBAYKE
HacTaBHE MeTojie, (BuaAeTH 3.6.4. 1 3.6.5.).

JIMHAMUYKH F€OMETPUjCKH CUCTEMH

VY HacTaBW reoMeTpuje, laHac y CBETY, HIMPOKY NMPUMEHY MMajy THHAMHYKH
reomerpujcku cucremu (Dynamic Geometry Systems, DGS). "YobuuajeHo je ga ce y
CHUCTEMHMAa JTWHAMHUYKE TEeOMETpHje OOJeKTH MOTY TOCMATpaTh aHaJUTHUYKH, MPEKO
CBOjUX KoopauHaTa U jeqHadnHa. OOpHyTO, /1a ce 3a/1ajy KOOPAUHATE U jJeTHAYHHE U Ja
ce MOTOM MojaBu rpaduuka Mpe3eHTaluja AaTux objexaTa Koja OW ce Morjia joul u
MemaTl JTUPEKTHO nmoMohy muma y oBuUM cuctemuma Huje moryhe" [113]. V tekcry
KOjH CJIeJM, Y KPaTKUM L[pTaMa Cy HaBeJIE€HE OCHOBHE KapaKTEPUCTHUKE HEKHX O/ OBUX
cucrema.

Geometer's Sketchpad, [134] je momynapaH KOMEpIMjaJHH HWHTEPAKTHBHU
TeOMETPHjCKH cOPTBEp 3a yro3HaBame Eykimuucke reomerpuje, anredpe, padyHa, Kao u
Opyrux obiactu maremartuke, unju je kpearop Hukomac Ilekxjy (Nicholas Jackiw).
Geometer's Sketchpad oOyxBara tpamunmoHanmne EykiaumoBe anare KIaCHYHUX
TCOMETPUJCKUX KOHCTPYKIIHja, TO jecT, ako ce ¢urypa (Kao MTO je METHAECTOyrao)
MOX€ KOHCTpyucatu mnomohy iiecrapa u JemHpa, MOXE C€ KOHCTPYHCAaTH |
kopuirheweM oBor mporpama. MelyTum, mporpam omoryhaBa KOpuUCHHIIMMA M Jia
KOpHUCTe TpaHc(opMalyje 3a KOHCTPYKIHMje oOjekara KOju ce He MOTY KOHCTPYHMCATH
TPaAMIUOHATHIM MIECTap-JICHUpP MpaBwiMMa (Kao LITO je MPaBUIIHU JIEBETOYTao).
[Tporpam ce MOXe KOPUCTHTH U 32 aHUMaIHNjy odjekara.

70



Cabri Geometry [135] je reoMeTpHjCKH KOMEPLMjaTHU UHTEPAKTUBHU COPTBEP
npou3BezieH of cTpaHe ¢panirycke gupme Cabrilog 3a HacTaBy U yuewe reoMeTpuje u
Tpuronomerpuje. CHUCTEM je POjEeKTOBaH TaKo Jja Ce MOXKe JIako KopucTuTu. [Iporpam
oMoryhaBa KOpHCHUKY aHUMAIIHjy F€OMETPHjCKUX (UTypa, Ka0 U MOKA3UBAKE OJHOCA
nu3Mel)y Tayaka Ha r€OMETPUJCKUM OO0jeKTHMa, IITO MOXE OUTH KOPUCHO Yy MpoIecy
yuema. Ty cy u rpadpuuku mpukazHe (yHKIHje, ITO oMoryhaBa mpoydaBame Be3a
n3mely reomerpuje u anredpe.

C.a.R. — Compass and Ruler [136] (mo3nat u kao Z.u.L, nemauku "Zirkel und
Lineal") - je OecruiaraH, WHTEPAKTUBHH TE€OMETPHJCKU COPTBEp KOJUM CE€ MOTY
W3BOJUTH TEOMETPHjCKEe KOHCTPYKIHUjE Y €yKIUACKO] U HECYKIHICKIM T'eOMEeTpHjama.
CodTBep je 3acHOBaH Ha HMPOTrpaMCcKoOM je3uKy Java, u, usmely ocranor, omoryhasa
aHMMalMjy KOHCTpyHMCaHMX oO0jekaTa, Kpeupame Makpoa mHomMohy KOjuXx ce MOory
KOHCTPYHCAaTH KOMIUIMKOBAaHHMjU O0O0J€KTH, CaKpuBame JeTajba KOHCTpyKuuje, 3D
KOHCTpyucame uta. KoHcTpykumje u3BereHe moMohy oBOr mporpaMa ce JIako MOTY
nHrerpucatu y WEB — ctpanune.

Cinderella [137] je wuWHTEpakTUBHH TE€OMETPHJCKH CO(TBEp, HANHUCaH Yy
nporpamckoM je3uky Java, ox crtpaHe Juprena Puxrtep-I'epOepra (Jirgen Richter-
Gebert) um VYapuxa Koprenkamma (Ulrich Kortenkamp). Ocum  kiacuuHux
reomeTpujckux KoHcTpykuuja, Cinderella moapkaBa KOHCTpykuMje Yy cdepHO] U
XUIepOOTMYHO] TEOMETPUjU, TOCeayje anaT 3a JO0Ka3WBaKkEe TEOpeMa, CHMYJIATOp
nporieca u3 (usuke, u omoryhaBa reHepucame Java amera Koju ce MOTY JIaKo
nHrerpucaty y WEB — crpanune.

Geometrix [159] je GecrmaTaH, MHTEPAKTUBHU TEOMETPHjCKH cO(TBEp HamMUCaH
y mporpamckuMm jesmnuma Prolog m Free Pascal. Osaj mporpam mpomoBuiie
KOHCTPYKTHBUCTHYKH IPUCTYI HAaCTaBU: oMoryhaBa HACTaBHUKY Ja 3aJaje yUCHHKY
crienuuHe TEOMETPHjCKEe KOHCTPYKIHje, MPU YeMy NporpaM IIpoBepaBa Ta4HOCT
KpeupaHux aumjarpama. Moke ce KOPHUCTHTH 32 ayTOMaTrCKO T'eHEpHCame BEXOU
JOKa3uBamka, oMoryhaBa ydYeHHIIMMAa KOHCTPYKLHMjy JOKa3za ca ayTOMaTCKUM
o0aBeITaBambeM O CBAKOM KOPaKy y TOM IPOLECY UT/.

Dr. Geo [138] je HarpajuBaHN MHTEPAKTUBHU T€OMETPH]CKH COPTBEp HAMMCAH Yy
nporpamckoM je3uky Smalltalk. Dr. Geo. omoryhaBa KoHCpyHCame TeOMETPHjCKHUX
¢urypa W WHUXOBY UWHTCPAKTUBHY MAaHUIYJNAlHUjy y CKJIagy ca COICTBEHHM
T€OMETPU]CKUM OTpaHHUYCHHMa. YTIOTPEOJbUB je y HACTaBU ca YUYEHUIIMMA OCHOBHUX U
CpeamHX IIKoJa. JeTHOCTaBaH je 3a KOpHUIINEHEe U MOCeyje JeIMHCTBEHE MOTYNHOCTH,
Kao IITO je CKPUITOBAakE U MPOrpaMUpame y mporpamMckom jesuky Smalltalk.

EUKLID DynaGeo [139], je HHTEpakTHBHU T'€OMETPUjCKU cOPTBEp 3a
KOHCpYHCAamhe JIWHAMMYKUX LpTexka. Moxe ce KOPUCTHUTH 3a KpeHpame CBHUX
CTaHJpPAHUX TEOMETPHUJCKUX oO0jeKaTa, TMOceayje CTaHIapAHe KOHCTPYKLHje H
TpaHcdopmanuje, MOKe ce KOPUCTHTH 32 MEpPEHE yNa/beHOCTH M yIjioBa, omoryhasa
KpeHnpame Makpoa, HHTETPUCAbe IMHAMUYKAX [IPTeXa y BeO CTpaHHIIE UT/I.
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Geonext [140] je 6ecruiaTHU UHTEPAKTUBHU TUHAMUYKU T€OMETPH]CKH COPTBEP
HalMCaH y MPOrpaMcKoM je3uKy Java Ha DakynreTy 3a MaTeMaTHKy W JHIAKTHKY
Vuusepsurera y bajpojtry. Cimyan mporpamy GeoGebra, omoryhaBa ayTOHOMHO U
KOOIIEPAaTUBHO yUYeHh€ MaTeMaTHKe, U MOXXE Ce KOPHCTUTH OJ OCHOBHE LIKOJE JI0
¢dakyntera. Kopuctu ce kao amaT 3a KpeHpame Ppa3IMYUTHX TI'e€OMETPH)CKUX
KOHCTPYKIIHja TOMONhyY BEJIMKOT Opoja anaTa 3a KOHCTPYKIIH]Y.

Cucremu pauyHapcke ajareope

[Tporpame koju mpy»kajy MOryhHOCT 3a aHAJIMTUYKY 0Opaxy TeoMeTpHje, Kao U
o0paay HACTaBHHUX CaJpkaja MaTeMaTHUYKEe aHaIHM3e, alredpe, HyMepUIKe MaTeMaTHKe

U Ccl., TIpeAcTaBbajy cucTeMM padyHapcke ajaredpe (Computer Algebra Systems,
CAS).

"Kon oBux amara moryhe je KOOpJMHATE W jeJHAYMHE I'€OMETPHUjCKUX objekara
BU3yalI30BaTH, Tj. Moryhe je rpauuku MpeacTaBUTH M MOCMATpaTH MPOMEHE KOA
anrebapckux o0jekaTa Ha MHHXOBUM rpadudkuMm npukasuma. OBa Tpaduuka
npeJCcTaBibamka, Tako3BaHH Plots, He Mory ce memaru momohy wmwuma. 3agaBarbe
anrebapckux objexaTa HHjE€ YBEK jJETHOCTaBHO, MOIITO CHHTAKCa OBHX CHCTEMa YeCTO
MMa BeOMa MaJjio 3ajeTHUYKOT ca yoOW4YajeHOM IIKOJICKOM HoTanujoM. OBH mporpamMu
Mory, usmelyy ocranor, na periaBajy anrebapcke cucteme, Aa onapelyjy, Ha mpumep,
KoHycHe npeceke. CAS cy Beoma MOhHHU ajaTy OMNILITE HAaMEHE, ajll He 103B0JbaBA]y Y
00JIaCTH aHAIMTUYKE T€OMETpHje HUKAaKBe JUPEKTHE TUHaMuuke npomene” [113].

[To3naT 1 yecTo KOpUITheHH MPEICTABHUIIU OBE TPYyIIe porpama cy:

Derive [141] je cucrem padyHapcke anreOpe MMILIEMEHTHPAH Y TPOrPaMCKOM
jesmky muLISP. Kopumctu ce 3a o0pamy airebapcKkux NPOMECHJBHBHX, H3pa3a,
jenHauwHa, pyHKIMja, BEKTOpa, MaTpuila U byloBCkuX u3pa3a, y peniaBamy npoodiiemMa
W3 apuTMETHKe, anreOpe, TPUTOHOMETpHje, padyyHa W JIMHeapHe anredpe. Moxke ce
KOPHCTUTH 3a LpTame Trpaduka pa3IUYUTHX MATEMaTUUYKUX U3pa3a y JIBe WU TPHU
JUMEH3Hje KOpUIThelheM pa3IMuuTHX KOOPJUHATHUX CHCTEMA.

Maple [142] je cucrem pauyHapcke anreOpe MMIUIEMEHTHPAH y MPOTPaMCKOM
jesuky C. [luzajHupaH je 3a pellaBamkbe MaTeMaTHYKUX NpobdjemMa U Kpeupame
BHCOKOKBAJIUTETHE TeXHUUKe rpaduke. [locenyje makere cnenujaan3oBaHux QyHKIHja
KOje ce MOTY UCKOPUCTHTH y TEOPHjU TPyTIa, JMHEAPHO] areOpH, CTATHUCTHUIIH, Kao U y
apyruMm obnmactuma. Maple yOp3aBa U onlakiiaBa TOK aHAIMTHYKOT pajia — N3BOhemeM
MaTeMaTHYKHX MOJIea, ONTUMH3AIMjOM MapaMeTapa, BalJaIlijoM peliemha U Op3uM
obe36ehuBamem pesynrara.

Mathematica

Mathematica je codrBepcku maker koju je 1988. rommue kpeupao Stephen
Wolfram, u koju ce KOPUCTH y HHXHEEPCTBY, MaTEMaTHIM, MEAWLIMWHU U MHOTHM
ApYyruM HayuHUM oOsactuma, [143]. Mathematica npencraBiba mohan codreepcku
CHCTEM 3a HyMEPHYKO, CUMOOJIIMYKO U TpapuuKo padyHame M BH3yanusanujy. Ocum
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NpaKTUYHEe TPUMEHE y TPUBpeIH U uHIycTprju, Mathematica ce moxe xopuctuTu u
y Hay4He U 00pa3oBHe cBpxe. OBaj MporpaMcKu nakeT ce Beh roguHama ynorpebsbaBa
y cBuUM (azama yuema MaTeMaTHKe, OJl OCHOBHE IIKOJIE, O BHCOKOOOPa30BHHX
ycranoBa. Mathematica o6e30elyje KOMIUIETHO OKpYKeHe 3a Kperpame MaTepujaia 3a
KypceBe, koMOuHyjyhu MohHe pauyHcke MoryhHOCTH, ka0 M MOTYNHOCTH JMHAMUYKe
BH3yalmu3aiyje, ca npo)eCHOHATHOM JOKYMEHTAIMjOM W ajaThMa 3a MPe3CHTAIH]y,
ITO OBOM COPTBEPCKOM MakeTy jaaje Hajoosbe kapakTepuctuke DGS u CAS nporpama.

Mathematica je, ctpykTypHO, mojieJbeHa Ha aBa aena: jesrpo (enrit. kernel), koje
CIIY’KU 3a MHTEPHpEeTalnjy u3pasa u Bpahame pesynrata, 1 KOPUCHUYKOT MHTEpdEjca
(eurn. front end), xoju omoryhaBa Kpewpame ¥ H3MCHE JOKYMEHATa KOjH CaIpiKe
NpOrpaMCKH  KOA, rpaduke, Tabene, 3BykoBe wHTA. KoMmyHHKamuja ca JApyrum
arMkanujama je omoryhena momohy mportokonma MathLink, koju ciyxu 3a
KOMYHUKaIjy u3Mmely jesrpa W KOPUCHUYKOTI HHTepdejca, ald W 3a MOBE3UBAILE
m3mely jesrpa W ammMKan@Mja HANMMCAHUX Y JPYTHUM TPOTPAMCKHM je3WIUMa.
Mathematica-y je moryhe nHcTanupati Ha pa3aIu4uTUM Bep3ujama Linux-a, Mac OS X-
a1 Windows-a, kao u Ha IpyruM OIEPaTHBHUM CHCTECMHMA.

GeoGebra

GeoGebra je copTBep y KOjU Cy MHIUIEMEHTHPAaHE HajO0OJbe KapaKTEPHCTUKE
DGS u CAS mnporpama, a nose3yje reomerpujy u anreOpy. Passuo ra je Markus
Hohenwarter ca YuuBepsurera y Canudypry 3a u3Boheme HacTaBe MaTeMaTHKE.
GeoGebra je OecrmaTHa ¥ AOCTyIHa Ha BuIle of 45 je3uka, Mel)y KojuMa M CPIICKU U
MOJe ce npey3etu npeko MuTepuera, [144].

C jenne crtpane, GeoGebra je DGS amar. JIUpeKTHO WHTEPAKTHBHO CE MOTY
KOHCTPYUCATH TayKe, BEKTOPH, JIMHU]JE€ M KOHYCHM IIPECELU M IOMEPAHBEM CE MOTY
IUHaMUYKH Mewatu. [lopen kpyroa Mory ce LpTaTH enuIce, xunepoosie u napadoue.
KoHcTpykuMje TaHreHTH W monapa crnajajy Takohe y ocHoBHe ¢yHkuuje. C apyre
crpane, y GeoGebra-u moryhe je jenqHaumHe M KOOpJAMHATE AWPEKTHO 3a/laBaTH.
GeoGebra nmo3Haje ¥ eKCIUIMLIUTHE M UMIUIMIUTHE jeJHAUYMHE MPAaBUX U KOHYCHHUX
mpeceka, IapaMeTapcko Ipe/cTaBbambe MpaBUX Kao M mosapHe W Jlexaprose
KoopauHaTe Tadaka u Bektopa. bynyhu na GeoGebra pauyna ca 6pojeBuma, yrioBuma,
BEKTOpMMa, TayKama, IpaBaMa U KOHYCHHM Tipecennma, Moxe ce pehu na je GeoGebra
nymepuakn CAS amar. 30or tora GeoGebra Hyau BHUIIE TEOMETPH]CKUX HapeIOH:
onapehuBame cpenuIITa Iy, KUKa U TeMeHa KOHyCHHX npeceka. [lopen tora naje
Koe(HIMjeHT TpaBila, BEKTOp IpaBlla 1 HOPMAJIHA BEKTOP jE€IIHE IpaBe, TJIaBHE 0CE U
KOHjyTOBaHe JrjaMeTpe KOHyCHOT mpeceka, [113].

GeoGebra je Hanucana y Java-u, mrTo omoryhasa fa ce KOPUCTH HE3aBUCHO O]l
OTepaTUBHOT CUCTEMa, Koju je y ymoTpeou: Windows, Linux, MacOS X, wim Unix.
[Iporpam je Beoma jegHOCTaBaH 3a Kopullheme, W Ipy’ka HJIeaHE YCIOBE 3a CaMo-
CTaJlaH paJ YYCHHWKA U3 HaBeJICHNX, BEOMa Ba)KHHMX, OOJIACTH IIKOJICKE MaTeMaTHKE, 3
reoMmerprje U anredpe. Kpenpame aHuMaIuja U jeTHOCTaBHE HITyCTpAIUje IIKOJICKOT
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cajgpkaja omoryhaBajy HacTaBHUKY Ja 3a KpaTKO BpeMe U BeoMa e(pHUKacCHO YIO3Ha
YyUEHHMKE ca OCHOBHUM MaTeMaTHYKUM II0jJMOBHMA U 3HAHUMA.

Pagne noBpunne kpeupane y nporpamy GeoGebra mory ce npenocutu y html un
word nokymenre. Ilopen Tora KOHCTpPYKIMj€ ce MOTY MOHABJbATH IO BOJbH, KOPAK IO
KOpaK, U ayTOMaTCKH, ¥ py4Ho, [113].

"JluHaMU4IKO jeAWHCTBO TeoMmerpuje W anredpe y GeoGebra-u omoryhasa
YYEHUIIMMa jeHOCTaBaH EKCIIEPUMEHTAIHU mpwia3 MareMaTuid. OHU MOTy Kao
COIICTBEHH YYUTEJbU CAMOCTAITHO J[a HaMperyjy, MHANBUAYaTHO M OTKPUBAUKU Aa paje
u yue. ¥3 uemthy ynotpeOy padyHapa v OBOT Iporpama u 60Jby 00y4eHOCT, IIpe CBera
HAaCcTaBHMKA, OpraHM3alfja yaca MoXe OMTH M 00Jba M 3aHMMJBHMBHjA OJ] I0CATALIE.
Peakumje yueHuka, mnoBpatHe wuHopmaruje, Takohe he yrtumatu Ha Oynayhe
opranusanuje yacosa" [113].

3.5.2. 'eHepUYKH OPraHU3ATOPH

Jla Ou ommcao "MHTEPAaKTUBHO, PAauyHAPCKO OKPYXKEHE 32 yUEHE Y KOjeM Cy
npea3Hama yrpaheHa y CHUCTEeM Wy KOME YUYEHHWIM MOTYy Ja TOCTaHy aKTHUBHE
apxurekte", Ilejmepr' je mpBu myr ymorpeGuo m3pa3 mMukpocBeT [94]. V TakBuM
OKpY’)KEHHMa, JIella OOMYHO HCII0JbaBajy BHCOK HHUBO KPEATUBHOCTH, Majia UM je 3a
MpeTBapamkbe MAaTEMATUYKHX ajJropuTaMa y MaTeMaTH4Ke O0jeKTe, Tj. 3a "BEPTHKAIHO
nanpenosame" ([Tnjaxe’), motpe6Ha momoh ca cTpaHe.

Pauynap Moxe na peanusyje aiaropuram, Op30 W eduKacHO, U Ja MpPEICTaBU
KOHauaH pe3yJTaT, Ha MHOTO Pa3NUUMTHX HauuHa. Ha mpumep, pesyaratu Mory OuTH
NPUKAa3aHd BU3yalHO, W HHMa Ce MOXKE MaHUIMyJHcaTH (U3Wyku momohy MwIina
(TactaTtype, HOjcTHKA), KAaKO OM yYEHHK MOTao Jja Kpeupa yHyTpallbhe Be3e, Koje Cy A€o0
MIMpe KOHIENTyaTHe cTpykType. OBO JOBOIH 10 TIOjMa TEHEPUYKHUX OpraHU3aTopa:

I'eHepuYKH OpraHu3aTop je OKpyXeme (WM MHKPOCBET) Koje omoryhama
YUEHHKY Ja MaHUIyJuile npuMepuMa U (ako je wmoryhe) KoHTpampumepuma
onpeheHnX MaTeMaTUYKMX KOHIIeTaTa WJIM, Ca MM ITOBE3aHOI CHCTEMa KOHIICTaTa,
[96].

['eHepuyKy OpraHU3aTOPU MOTY OUTH pavyyHAapPCKH MPOTpaMM KOjU OJMaxX Jajy U
OJITOBOP Ha OHO IITO KOPUCHUK panu. To Mory OMTH U (PU3MUKK O00jEeKTH Kao IUTO CY
JlieHeCOBH® OIOKOBH, KOjH CE KOPHCTE y HACTABH AapUTMETHKE, 3a pPa3BHjarbe
KOHIIeTIaTa OpOjHUX CHUCTEMa M TIPE/ICTaBJbarba BPEIHOCTH PAYYHCKUX Olepanuja y

' Cejmyp Iejuepr (enr. Seymour Papert; 1928. r. — , y JyxHoappuukoj YHHjH) — yriIeaHu
aMepuYKd MareMaThdap, nporpamep, rcuxoior (capaauuk YKana Ilujaxkea) u memaror, jenan
0]l yTeMeJbHBaya BEIITaYKe HHTEIUTCHIIM]e U ayTop mporpamckor jesuka LOGO

* %Kan Mujaxe (dp. Jean William Fritz Piaget; 1896. — 1980. r.) — BeJMKH LIBAjIApCKH
MICUXOJIOT, OCHUBAY JKeHEeBCKe IIKOJIe, TBOPALl jEeAHE OJ HAjyTUIQjHUjHX CABPEMEHHX TEOpHja
KOTHUTHBHOT pa3Boja

3 3oaran IMaa duenec (mal). Zoltan P4l Dienes; 1916. r. -) majapcku MaTeMaTH4ap, CBETCKH
MO3HATH TEOpeTHYap W TBOpAI] HOBOT MPUCTYNAa YyuYeHhYy MareMaThuke, KopuIIhemeM
JMIaKTHYKHAX Urapa
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OpOjHUM CHCTEMHMa pa3IMYUTUX OCHOBAa. OOMYHO (anM HE YBEK) TIE€HEPUYKH
OpPraHM3aTOpH HMajy BU3yaJHe W (U3MUKE acrleKkre KOju Cy IIOBE3aHH ca
(byHAaMEHTAIHUM TIpOIecuMa JbYJACKOT MO3ra, HErOBHM 4YylIuMa H IIOBE3aHUM
akuujama [101].

JenHa o1 OCHOBHUX BPEAHOCTH M€HEPHUUKUX OpPraHU3aToOpa, Orjiefia Ce Y BUXOBO)]
THIIKOCTH ¥ NMPOMEHJ/bUBOCTH, JPYTMM peuYMMa ITO KOPUCHUK MOXKE Ja yIpaBiba
HETOBUM ITOHAIIIAKEM, J1a aKTHBHO YUECTBYj€ Y FheTOBOM pajly, Yak M CaM Jia YUEeCTBYje

y Kpeupamy.

AKO je KOPHCHUK HACTaBHUK, OH MOXKE Ja KOPHCTH T'€HEpUYKE OpraHH3aTope y
JIEMOHCTpAIIMOHE CBpPXE WM TpEJ UM CEe OTBapa IIUPOK MPOCTOP 3a IEIaroiiko
CTBapayialTBo. TOKOM JIEMOHCTpAIlMje, OH MOXKE M0 CBOM Haxolhemy Ja Oupa pexum
pama u pemocies MpOMEHe NapaMeTapa HCIHUTHUBAHOT O00jeKTa, JAa PEryJuIle TEeMIIO
pana, ako je moTpeOHO /1a MOHaBJba €JIEMEHTE IEMOHCTpAIlHje, a Y HCTO BpeMe J1a BOJIU
PasroBOp Ca OJICTHEHEM.

AKO je KOPHCHHUK YYEHHUK, OHJa TEeHEPUYKH OPTaHMU3aTOp MMa YJIOTY IMpenMeTa
ucTpaxkuBama. [Ipm TomMe W y4eHHMK MMa BelIMKEe MOTYhHOCTH 3a HCTpaKMBauykKy M
CTBapajayky JeJaTHOCT, IITO CTHMYJHIIE pa3BOj HETOBUX HHTEICKTYaTHHUX
MOTeHIIMjaja, mpoayosbyje W yuBpiihyje ycBojeHa 3Hama U yBehaBa wuHTEpec 3a
HacTaBHH TpeaMeT. Takole, ydeHHUK cTHUYE eJeMEHTapHa yMema paja Ha padyHapy:
MOKpEeTame U MPEKU Mporpama, yHOIIEHEe 1o/1aTaKa, IPOCTHja U3padyyHaBama U CII.

C npyre cTpaHe reéHEpUUYKHM OpPIraHM3aTOp MOXKE HMMAaTH YJIOTY WIyCTPaTHUBHOI
CpencTBa, KOje TIONMKe HHBO OYMIVIEAHOCTH, a IIOCEOHO CTBapa YycClioBe 3a
BU3yaJIN3alljy HACTaBHUX Ca/pikaja.

Payn yyeHnka ca TeHEpUYKUM OpPraHU3aTOPOM MOXKE TPajaTh HEKOJIMKO MUHYTA, a
MOJKE M 11e0 4ac. Y CBAaKOM ciy4ajy HEOIXOJHa cy oJpeheHa ymyTcTBa HaCTaBHHMKA y
BE3M Ca OpPraHM3allMjOM HACTaBHE AaKTUBHOCTH, WJIM aKO J€ ped, Ha IpuUMep, o
1a00paTOPUjCKOM, WIM O MPAKTUYHOM pajay, HEONXOJHa Cy IMopeja Tora u ojpeheHa
MUCaHa yIyTCTBa.

Cazma u3/1BajaMo HeKa O] CBOjCTaBa FEHEPUUYKUX OpPraHU3aTopa, Koja MOTIHOMAaXy
IbUXOBY YCIICIIHY PUMEHY Y HACTAaBHOM IIPOILIECY.

HNudopMaTHBHOCT je CBOJCTBO IMOJ KOJUM C€ ToJpasymMeBa MOryhHoCT
TeHEPHUYKUX OpraHM3aTopa Jla KOPUCHUKY J1aje HEeONXo1He HH(opMaIyje 0 H3y4aBaHOM
00jekTy, Tpu UYeMy Ce€ HHMBO W Kapaktep uHbopmaiuja onpelyjy IUIaKTHUYKHIM
[IUJBEBHMA JaTe HACTABHE aKTHBHOCTH.

OunrieIHOCT je CBOJCTBO KOje MoApa3zyMeBa Ja uHpopmaluja nodujeHa y pamy
ca TeHepUYKUM OpraHM3aTOPOM MMa OOJMK MorojaH 3a nepueniyjy. To ce 06e36ehyje
JeJbelhbeM MH(pOpMallija Ha JEeJI0OBe ONTHMAJIHOI obuMa, M300poM oapeheHor temma
IBUXOBE Npefaje, MPUMEHOM Pa3HUX O0JIMKA BUXOBOT CAOMNIITaBama (TEKCT, popmyie,
rpaduIy, IPTEXKU U 1Ip.), U3IBAjabEM U3 e CYIITHHCKHIX eJIeMeHaTa.
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JINHAMMYHOCT je CBOJCTBO T'€HEPHUUKHUX OpraHu3aTopa, IMOJ KOjUM ce
nojpasymeBa MoryhHocT mpomeHe mojoxaja, Gurypa Ha €KpaHy IO >K€JbH, ILUTO
M3BO/IM NPEJCTaBE U Ca3Hamka YYCHUKA U3 CTATUYHOT Y JUHAMHUYKO CTambe, a MO3HATO
je, 1a MUIIUbCHE U CTATUYHOCT HE U1y 3ajeTHO.

Moryhnoct Bapupama nmapaMerapa 4 peKuMa paja, IITO UMa 3a MOCIEIULLY
MIPOMEHY T0JIoKaja, 00ymKka, 0oje, o0jekara Ha eKpaHy, Tj. aHUMAIH]y, a Y CKIIaIy C
TAM U TPOMEHY HIUXOBUX HYMEPHUUKHX KapakTEepUCTUKa (KOOpAMHATE, MEpe,
jenHayuHe).

JenHocTaBHO ynmpaB/bame, BeOMa je BaKHA T€HEPHUYKUX OpraHU3aTopa, jep je
noTpeOHO J1a Makikha KOPUCHUKA OyJie yCMEpeHa Ha KOHIENTE, MOK je€ TEXHUYKH JICO
mocJjia KOju ce THUE M3/1aBamba HapeIou 3a pajl, CeKyHIapaH.

[IpupoaHo, mpe HEero ImTO ce MpUCTYNU (GopMUpamy (HM3paau) TeHEPUUKUX
OpraHu3aTopa, HEONXOIHO je y OMIITHM HpTama JepuHucaTH, Koju 3agauu he ce
pemiaBaTH y3 moMoh gare amMkan@je ¥ HAa KOjU HAYMH, Tj. Aa Ju he Y4YeHUK
CaMOCTAJIHO pPAJUTH Ca alUTUKalujoM, Wi he je KOPUCTHTH HACTABHHMK Y
JeMeoHcTpalnoHe cBpxe UTA. CeM Tora, MoTpeOHO je /a ce KOPUCHUK caM yBEpH y
padyHcke, Tpaduuke MoryhHOCTH padyHapa, Ha kKoMe he ce peann3oBaTH COPTBEpCKa
aruIMKaIuja.

AKO je CIMYHOCT TeHEPUYKOT OpraHM3aTopa M CTBapHE mojaBe (WM 00jeKTa),
caMmo KBaJIMTaTUBHA, OHJIa MATEMAaTHYKH arapaTr TeHEPUYKOT OpraHu3aTopa Moxe OUTH
3Ha4YajHO ynpomheH Yy OJHOCY Ha MaTeMaTW4KH amapar CTBapHE IMojaBe. AKO y
nHPOpPMAILHjy O TEHEPUYKOM OPTaHU3aTOpy, KOjy TPakh KOPHCHHK, yiaze: OpojeBw,
rpaduny, qujarpamu, oHja Ty Tpeba Jja mocToju MOy AAPHOCT Ha HUBOY KOJIMUYMHCKHUX
OJTHOCA, Tj. MAaTEeMaTHYKH arapar TeHEPUYKOT OpPraHMW3aTopa, WIH FHETOB /€0, KOjH
OMHCYje JaTO CBOJCTBO I0OjaBe WJIM Tpolieca, Tpeda na Oyae Kommja MaTeMaTHYKOT
amapara IojaBe, Ipolieca, WIM HbeHor aena. KoHauHO, y jeJHOM TI'€HEepUUYKOM
OpraHu3aTopy /€0 CBOjcTaBa MOXE C€ ONMCHBAaTH CaMO KBaJIMTAaTHUBHO, a JI€0
KBAHTUTATUBHO.

3.5.3. Ilpumepu HEKUX reHEPUYKUX OPraHU3aTOPa Y HACTABH
aHAJIUTHYKE reoMeTpuje

1. 'eHepuYKH OPraHU3aTOPYH 32 aHAJTU3Y OTHOCA KPUBE APYror peaa
U TmpaBe

Jeman je on 3HavajHUjUX MpobOieMa TeoMeTpHje, KOju ce MoceOHO TpeTupa y
AHATMTUYKO] TEOMETPHjH, j€ OAHOC MPaBe M KPUBE APYTror pena. Y TEKCy KOjU Cleau
Ouhe anamu3WpaH Taj OJHOC, Y CIyyajy enurice, xumepbone u mapaborne, u Ouhe
NPEJCTaBJbeHU TCHEPHUYKU OPraHM3aTOpPH, Kao CPEACTBO (OKPYKEHE) 3a aHAIU3y TOT
OJIHOCA.
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Eaunca u npaBa

OnHoc enurce, ca IEHTPOM S ( p,q) u moiayocama @ u b, u mpase |, y HactaBu

y3 momoh padyHapa MOXe Ja ce aHaJIM3HMpa PEelIaBameM CHCTEMa: jelHe KBaJpaTHE
(jemHaumHe eJMIICE) U jeIHE JIMHEapHe jeJHaYnHE (jelHaunHE TpaBe)

(1) b2(x—p)2+a2(y—q)2:<312b2 u y=kx+n.
rae je a,beR".

3amMeHOM Hemo3HaTe Y W3 jeIHaYMHE MPaBe Y jeIHAUNHY eIUICce U cpehuBameM,

n00MjaMo KBaJpaTHY jeTHAYMHY 1O X
(2) (a’k’+b*)x*+2(a’kn-a’kq+b’p)x+a’n’+a’q’ —2a’ng+b’p* —a’h’ = 0.

2

Caunxka 1.
AHanuza TUCKpUMHUHAHTE

D=4a2b2(a2k2+b2—(kp—q+n)2),
HOKazyje [ia 3a peliema X, U X,, jeqHayuHe (2), Baxu:
X =%, AX,% eC e ak?+b? <(kp—q+n)’
X, =% eR < a’k? +b* = (kp—q+n)’
X, % X% AX,% e R e a’k?+b* > (kp—q+n)’.

Pemewnma
_—azkn+a2kq—b2p+\/D_/4 . _—azkn+a2kq—b2p—\/D_/4
- a’k® +b? e a’k® +b? ’
jemnaunHe (2) oarosapajy, peiom, periema
_a’k’q-b’kp+b’n+k,/D/4 _a’k’q-b’kp+b’n—k/D/4
b a’k? +b’ e a’k? +b’ ’

X
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nMHeapHe jeaHaunde Y =KX+N, Tako ma cy mapou (X,Y,) u (X, yz), peuiema
cuctema (1). Axo cy To mapoBu peanHux OpojeBa (pa3nMUUTH, UM JeTHAKH), TpaBa 1

eNIUIICa UMAjy 3ajeIHUYKE TauKe A(Xl, yl) u B ( X5, yz) , (pa3nuuuTe, UM jeHaKe). AKO

Cy MaK, (Xl,yl) U (Xz,yz) NapoBH KOMITJIEKCHUX OpojeBa, IpaBa W eJUIica HeMajy

3ajenHuukux Tadaka (Cnuka 1.).

[IperxoaHy ananu3y Moryhe je U3BECTH U3palOM reHepUYKOI OPraHu3aTopa 3a
aHaJIM3y OJHOCA EJIMIICE U TpaBe, KOjU ce MOXe JOOUTH KIMKOM Ha JUHK 3.9.1.88b,
aKkTuBHpameM amukanuje GeoGebra.

VY 0BOM I'eHEpHUYKOM OpPraHHU3aTOpy, BapUpameM KOOpJIuHATa IeHTpa P U (, U

Koe(HIMjeHaTa y jeJHaYMHN TpaBe K U N, MCHameM HBHUXOBUX BEJIMYNHA KPETAHEM
mo oxaroapajyheM knm3ady, Memajy ce TMOJIOXKaju eJIHICEe U IpaBe, a caMa eJuIica ce
MeEba M BapHpambeM IyKHHA BeHHX Toiyoca a u b .

13 oBe aHamuse, jakie, ciuemd ga 3a emuncy F(p,q,a,b) u npasy |, nare
cuctemoM jeanauuna (1), Baxe cneaehu onnocu:
npaBa 1 eJIMIICa Cy JIMCjyHKTHHU cKynosn <> a’k” +b* < (kp—q+ n)2 ,
(3) < mpasa je Tanrenta emurce <> a’k’ +b* = (kp—q+ n)2 ,
npasa je ceunua enunce <> a’k’ +b* > (kp—q+ n)2 .

UsjennauyaBameM Mmojyoca, Tj. ako je a=Db, emunca ce tpanchopmuiie y

kpyxuuiy K ( p,q,a), a TeHepUYKH OpraHu3aTop OMoryhyje aHaausy oJHOCa KpyXK-

Hure u npase. Knukom Ha muuk (3.5.2.88D), aktuBupameM ammkanuje GeoGebra,
nmokpehe ce TeHepWdYKHW OpraHwW3aTop, KOjU Kao CHEIHUjaJlaH ClIydaj MPEeTXOJHOT,

Bu3yanusyje onHoc kpyxuuue K (p,g,a) unpase Y =KX+ N, 3a Koju Baxu:
TIpaBa M KPYXHHIIA Cy JUCjYHKTHH CKYIIOBH <> &’ (k2 + 1) <(kp—q+ n)2 ,
(4)  {mpapa je TaHTeHTa KPYXHHMIlE <> a° (k2 + 1) =(kp—-q+ n)’,
TpaBa je ceunia KpyxxHuIe <> a’ (k2 + 1) >(kp—q+ n)2 :
THresuTa y Tauku eauice
Tanrenra xpuBe (Kpy>KHHLE, €JIUICE, U CI1.) Yy HBEHO] Tauku [,, 4ECTO ce

rocMaTpa Kao TPaHUYHHM T10JI0Ka] CEUnLe S(TO,TI) , onpeheHe pUKCUpaHOM TaukoM T,

KpHBE U IPOMEHJBMBOM TauKOM 1, Koja kpehyhu ce 1o kpuBoj TexH Ka Tauku 1.

OBa uzeja je uckopuimiheHa 3a M3paay TEHEPUUYKOT OpraHU3aTopa y KOME ce
MOJKE OJIPEIUTH TaHTCHTa KpHUBE (KPY)KHHUIlE, €IUIIce, XUrepoOosie u mapaboiie) u
jenHaunHa TaHreHTe y Tauku KpuBe. [Iporpam GeoGebra mocemyje moryhHocT 3a
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KpeTame Tauke T, IO eIMICH, Ka Tauku T,, u 3a annmauujy ceunue S(T,,T,) mo

10JI0XkKaja TaHTEHTe t(TO), 300or dera je BeoMa IorojaH 3a (opMmupame OBOI

TeHepUYKOr opranu3aTopa. [Ipuka3 HaBeeHOT TeHEPHYKOT OPTaHU3aTopa, Tj. ONUCAHE
aHMMallMje TIpelia3a Ceyulle y TaHIeHTy, J00Mja ce KIMKOM Ha JIMHK 3.5.3.28D,
akTuBHpameM arunkanuje GeoGebra.

3a tauke Ty (X, Y,) 1 T,(X,,Y,) emunce (3), Baxe jesnakoctn

2

(5) b*(x,—p) +a*(y,—q) =a® wu b*(x-p) +a’(y,—q) =a’h’,
a jeZlHaYMHA MpaBe (CevuIe) S(TO,TI) rjiacu

Yi =Y
=Y, =——| X=X, ).
YV =T (x=x)
Ony3umameM IpBe 0]l Apyre jeAHakocTH (5), rodujamo
Yi =Y :_bz(xl+x0—2p)

X, — X, a’(y,+Y,-29)°

na ce jennaunna ceunte S(T,,T,) Moxe 3anucary Ha cneaehn HaduH

b® (X, +%,—2p)
— (x=X%,).
a (yl +Yo— Zq)
Kan ce tauka T, kpehe nmo enuncu u Texxu ka T, Tj. Kafa X, TEKHU Ka X, , OHAA

u3pas %*+%=2p TEXKHU Ka 2% 72p %P ,
y0+y1_2q 2y0_2q yo_q
300r yera jeHaunHa (6) M0CTaje €KBUBAJICHTHA jeJHAUMHU TAHEHTE €JIUIICE Y Ta4KU T
b*(x—p)(% —p)+a*(y-a)(y, —q)=a’b”,

1j. ceunua enunce S(T,,T,) Texu ka Tanrentu enunce t(T,).

(6) Y=Yy =

Xumnep0oJia u npasa

Onnoc xunepbose 5‘[( p,q,a,b) ca IEHTPOM S( p,q) U mosnyocamMa @ u b, u

npaBe |, narux jeaHaunHama
(7) bz(x—p)z—az(y—q)zzazb2 u  y=kx+n

WCIHTYje ce aHAJIOTHO MPETXOAHOM TOCTYIIKY, Tj. pellaBameM oaroBapajyher cucrema,
IpU YeMy C€ 3aMEHOM HEMO3HaTe Y M3 jeJHauuHe MpaBe y jelHauuHy xurmepooie,

no0uja KBaapaTHa jeJHAYMHA TI0 X
®) (a’k*-b*)x* +2(a’kn—a’kq b p) x+a’n’+a’q>—2a’ng-b’*p’>+a’** =0,
aKo 1 caMo ako je a’k’> —b* # 0, (moce6Ho je BaxxHo uctahu!).

AnanusoM nuckpuMuHanTe (of ycnoBom a*k’ —b* #0)
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D =—4azb2(a2k2 —b’ —(kp—q+n)2),

Cnuka 2. a. Cnuka 2. 0.

JacHo je jia 3a pemewma X, U X,, jeaHaunHe (8), Baxu:
X, =%, AX,% €C e ak?—b?>(kp—q+n)
X =% eR < a’k?—b’ =(kp—q+n)’
X, % % AX,% e R < a’k?—b? <(kp—q+n)’.

Jlakne, nox ycnosom a’k’ —b* # 0, pememuma

—a’kn+a’kq+b’p+./D/4 —a’kn+a’kq+b’p—.,/D/4
"o 2k’ —b’ T 2k’ —b’ ’

jennauune (8) oarosapajy, peaom, periemha

a’k’q+b*kp—b*n+k,/D/4 a’k’q+b’kp—b’n—k,/D/4
h= 2k’ b’ P NE 2k’ b’ |

Ako cy (Xl, yl) u (Xz, y2) , TAapOBH pealHuX OpojeBa (pa3InYUTH, WIN jeTHAKH),
mpaBa ¥ XUrepOoa uMajy 3ajeJHUYKE TauKe A(Xl, yl) u B(Xz,yz) , (paznuuure, wiu

jenHake). Ako Cy mak, (X1aY1) u (Xz,yz) NapoBH KOMIUIEKCHHX OpojeBa, NpaBa U
xurepOosa HeMajy 3ajeqHrnukuX Tadyaka (Cnuka 2. a. u Ciuka 2.0.)
[lperxoqHo wucnuTHBamke MoOryhe je W3BECTH IOKPETAeM TIeHepHYKOr

OpraHM3aTopa 3a aHaju3y OJHOCa XHUIepOose M IpaBe, KIMKOM Ha JIMHK 3.9.4.88b,
akTuBHpameM aruukanuje GeoGebra.

Takolhe, oBaj reHepruYKM OpraHU3aTOp MpyXka MOryhHOCT Ja ce MCIHTa OIHOC
aTe XunepOoIie v JaTe MpaBe y CrenyjatHom ciydajy a’k’ —b* =0.

Haunwme, ako ce Bpeanoct koeduimjenta K nzabepe tako ga je a’k’ —b* =0, 1j.
k=+b/a, tana3a n=kp+q mpasa | je acumnrora xunepboie, a 3a n # kp +q , npasa

ceue xumepOoay y jenHoj Tauku. OBO ciely M3 YME-eHHIE 1a je 32 a'k’—b>=0
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jennaunna (8) nuneapHa u (36or K#0) uma 3a kp—q+n=0, jerHo pememe, Koje

HHMje TadyKa JOJMpa HEro tauka mpeceka mpase | m xumepGorne, a 3a kp—q+n=0
npase |, :y=%(b/a)(x—p)+q cy acummrore xunepboue.
3a xunepbory FH (p,q,a,b) u npasy |, nare jennaunnama (7), Baxe cnenehn
OJIHOCH:
1. a’k*-b*> =0
TpaBa u Xurepoona Cy JUCjyHKTHHU cKymoBH <> a’k® —b® > (kp—q+n)’,
(9) {mpasa je Tanrenra xunepbone <> a’k’> —b* = (kp—q+n)’,
npaga je ceunna xumnepbone <> a’k’ —b*> < (kp—q+n)?,
2. a’k*-b*=0
npaBa ceue Xunepooy y jenHoj Tauku < kp—q+n =0,
(1
npase Yy = i(b/a)(x —p)+0q cy acummrore xunepone <> kp—q+n=0.

THrenra y Tauxu xunepooJie

Wneja o TaHTeHTH KpUBE, KA0 TPAHUYHOM CITydajy ce4HIle KpuBe, Onhe
KopHuITheHa U 3a HAJTaKEHhe TAHTEHTE Y TAYKH XUTIepOoIIe.

['eHEpHYKH OPraHU3aTop, y KOMe Ce IpHKasyje Kperame Tauke T,(X,Y,) 110
xunepbonu (7), ka Tauku T, (XO, yO), U TpaHcopmMmalja mpaBe U3 MOJI0XKaja Ceuule

s(T,,T,) mo monoxaja Tamrente t(T,), moxpehe ce kmukoM Ha auHK 3.5.5.98D,
akTuBHpameM arukanuje GeoGebra.
ITonaBspajyhu noctynak npuMemEH y Cllydajy TaHI€HTE eNuIce, 100uja ce

jennaunna ceunue S(T,,T,)

b* (X, +X%,—2p)
(11) Y=Y, =
’ az(Y1+y0_2q)

(X=%),

xunepoOone nare jernaauHoM (7).
Kperamem Tauke T, mno xumepboimu ka T,, Tj. Kaga X, TeXH Ka X,, OHJA
Koe(hUIIMjeHT MpaBlia CEUUIIe XUIEepOOIe TeKH Ka
%—P
Yo—0’
Tako jaa jenHaunHa ceuune (11) mocraje eKkBUBaJIeHTHA jeTHAYMHHI TAaHEHTE XHUIepOose
y Tauku T

b (x=p)(% —p)-a*(y-a)(y, ~a) =a’b".
Tj. ceunna xunep6one S(T,,T,) Texu ka Tanrentn xurepoone t(T, ).

IIapa6osa n npaBa

3a aHanu3y oxHoca napadone P (a, B, p) u npase |, koje cy nate ca
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(12) (y—ﬂ)Z:Zp(x—a), p>0 m y=kx+n

peliaBaMO CHCTEM je[HE KBaJpaTHE (jeqHayMHa Tmapabosie) W jeqHe JHMHeapHe
jenHauuHe (TIpaBe). 3aMEHOM HETIO3HATe Y W3 JeIHaYMHE MpaBe y jeHAYNHY Mmapadosie

u cpehuBameM, 100HjaMo KBaJApaTHY jeTHAYUHY
(13) k’x*+2(kn—kB—p)x+n’-2ng+ B°+2pa =0,
aKo u camo ako je K # 0, npu yeMy AUCKPUMUHAHTA jeJHAYNHE TIaCH

D=4p(p-2k(ka-pB+n))

o
¥
| t d A P
5
2
G
Xy,
0 Cd
B
\
Cruka 3.

V3ycnoBe p>0 u K0, jacHo je 1a 3a pemiewa X, U X,, jenHauunne (13) paxu:
X =% AX,X% €Ce p<2k(ka—pg+n)
X, =X, e R< p=2k(ka—pB+n)
X # X, AX, X, eR e p>2k(ka—g+n).
IMTox ycmoBom K # 0, peremnuma

- p—kn+kﬂ+\/p2—2kp(ka—ﬂ+n) . p—kn+kﬁ—\/p2—2kp(ka—ﬂ+n)
1~ kz 4 2 k2

jemnauuse (10), onroBapajy periema

y p+k,8+\/p2—2kp(ka—,8+n) y p+k,8—\/p2—2kp(ka—ﬂ+n)
1= K > 2= K 5

TaKo Jia Cy MapoBU (Xl, yl) u (Xz, Y, ) , pemiema cuctema (12).

AKO cy TO mapoBH pealHuX OpojeBa (pa3NUUMTH, WIM jeJHAKH), NpaBa M

napaboina umajy 3ajennnuke tauke A(X,Y,) u B(X,,Y,), (pasmuunte, wim jeanaxe).
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Axo cy, (Xl, yl) u (Xz, y2) MapoBU KOMIUIEKCHUX OpojeBa, mpaBa U mapabosa HeMajy

3ajenHnyKkux Tadaka (Cnuka 3).

[Mperxogny aHamu3y Moryhe je W3BECTH IOKPETaleM TeHepPHYKOr
OPraHM3aTopa 3a aHaJu3y OJHOca Mapaboje W MpaBe, KIMKOM Ha JHHK 3.9.0.28D,
akTuBHpameM aruukanuje GeoGebra.

Takole, ako ce y OBOM reHEpHYKOM OpraHu3aropy koeduipjeHT K Oupa Tako na
je k=0, mpaBa |:y=n je ceunia mapaboie, mapaieiHa HbEHOj OCH, U ca mapaboIoM

HMa jeJIHY 3ajeTHUYKY TauKy.
To crnenn w3 unmenune aa je 3a K =0 jennaunna (13) nuHeapHa ¥ MMa jeaHO
pemieme, a pemewe cucrema (12) je map (n2 /Zp,n), IITO HHjEe Tadyka JOJUpa HEro

Tayka mpeceka mpase | u mapapbosie u ped je O Ceunid Koja je mapaieliHa ca 0coM
napaboue.

Haxie, 3a mapabony 2 wu mnpaBy |, mare jennaumnama (12), Baxe cienehu
OJTHOCH:
npasa 1 rapaboa Cy JHCjyHKTHHI CKynoBu <> P < 2k (ke — B +n),
1. k#0 = qmpasa je ranrenta napaGone < p =2k (ka—B+n),

npaea je ceunua napadone < p > 2k (ka—g+n).
2. k=0 = mnpaga je mapanenHa ocu napaboje U ceue je y jeJHOj TauKu .

Hamomena 1. AHalOrHAM IOCTYIIKOM ce aHanusupa oxsoc napaGone P(a,f,p) u

npase |, koje cy nare jenHaunHama

(14) (x—a)zzzp(y—ﬁ), p>0 u y=kx+n.

[Tpuka3 oBe aHanmM3e A0OWja ce MOKPETameM FeHepPHYKOr OPraHu3aTopa 3a aHainuzy
oJHOCa mapaboyie W TpaBe, KIMKOM Ha JHHK 3.5.7.88D, aKTHUBHpameM aIlIhKaluje
GeoGebra, rie je ycraHoBsbeH creaehu omnHoC
TpaBa U napaboJia cy JUCjyHKTHH CKyToBHU <> pPK* + 2(ka -p+ n) <0,
npasa je Tanrenta napadone < pk’ +2(ka—B+n)=0,

npaga je ceunua napadoine <> pk’ +2(ka —f+n)>0.

Hanomena 2. Anammsa ogsoca mapadone P(a,b,c) u mpase |, xoje cy nare
JjemTHaYMHAMAa
(15) y=ax’+bx+c, a0 u y=Kkx+n.
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nobuja ce MOKpEeTamheM IeHePpHYKOr OPraHu3aTopa 3a aHajuu3y OjAHOca mapadoie u
npaBe, KIMKOM Ha JMHK 3.5.8.88b, axtuBupamem ammukanuje GeoGebra, rae je
yYCTaHOBJbEH ciieiehn oJJHOC

npasa W mapaGonia Cy JMCjyHKTHH CKynosu <> (k — b)2 <4a(c-n),
npaBa je TaHreHTa napabdose < (k - b)2 = 4a(c - n) ,

npasa je ceunia napadoie < (k — b)2 >4a(c—n).

TanrenTa y Taukmn nmapadoJie

T'eHepUYKH OPraHU3aTop, y KoMe Ce IpuKasyje kperame Tauke T (X,Y,) mo
napa6omu (12), ka Tauku Ty(X,,Y,), ¥ TpaHcopMaIlHja PaBe U3 I0JI0Kaja CeUnLe
s(T,,T,) mo monoxaja Tamrente t(T,), mokpehe ce kmukom Ha auHK 3.5.9.98D,
akTuBHpameM armukandje GeoGebra.

[TonaBipajyhu moctymake mpuMeEmEHE y MPETXOAHUM ClydajeBuMa, no0uja ce
jennaunna ceunue S(T,,T,)
2p
(16) Y=Yy = (X=X,).
’ (Y1 +Yo— Zﬁ ) ’
napa6one gare jeqHadnHoM (12). KperameM Tauke T, mo mapabonu xa T, Tj. kaga X

TEKU Ka X, , OHAa KoeuujeHT npasua ceuutie (16) mapabdorne, Texu ka

p
yo _ﬂ
Tako Jia jenHaynHa ceuuiie (16) mocraje ekBUBaJIeHTHA JeTHAYWHU TaHEHTE Xunepoose
y Tauku T

b

(yo_ﬂ)(y_yo): p(X_Xo)’

1j. ceunia xunep6oue S(T,,T,) Texu ka Tanrentn xunep6ome t(T, ).

Hanomena 3. ['eHepU4KH OpraHu3aTop, y KoMe ce mprKasyje kpetame tauke T, (X, Y, )
no napa6oiu (14), ka Tauku T, (XO, Yo ) , ¥ TpancopMalirja rmpaBe U3 Moyioxkaja CeuuIe

s(T,,T,) 1o nonoxaja tanrente t(T,), mokpehe ce kmmkom Ha uHk 3.5.10.98b,

akTuBHpameM arunkanuje GeoGebra.

[TonaBsbajyhu mocTymnake mpUMEmEHE y HPETXOJHUM CllyuyajeBUMa, Jo0Hja ce

jennaunna ceunue S(T,,T,)

2p
17 Yy = (X=%,),

napa6one nare jeqHadynHoM (12). Kperamem tauke T, mo mapaGomu ka T, Tj. kKaga X

TEXU Ka X, , OHAa koeulujeHT npasua ceuutie (17) napabosne, Texu ka
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X —a
b
p
TaKo Ja jenHaunHa ceuune (17) mocraje eKBUBaJICHTHA jeJHAYMHHU TaHEHTE Xurepoose
y Tauku T

P(Y=Yo)=(X—a)(X=%),
1j. ceunia xunep6oie S(T,,T,) Texu ka Tanrentn xunepoose t(T,).
Hanomena 4. ['eHepuuky opraHusatop, y KOMe ce IpHKasyje KpeTame Tauke
T.(X.y,) mo mapaGomn (15), xa Tauku T,(X,,Y,), u Tpancopmaimja mpase u3
nonosxkaja ceunne S(T,,T,) xo monoxkaja rarrente t(T,), nokpehe ce KIuKoM Ha JIMHK
3.5.11.ggb, aktuBupamem arumkanuje GeoGebra.
[Tonasbajyhu mocTymake mpUMEmEHE Yy MPETXOJHUM CllydajeBUMa, T00Hja ce

jennaunna ceunue S(T,,T))

(18) Y=Y, =(a(x +%)+b)(x=x,),
napabone nare jenHaunHoM (12). Kperamem tauke T, mo mapabomu ka T, Tj. kKaga X
TEIKHU Ka X, , OHJa Koe(ulujeHT npasua ceuutie (18) mapaboine, Texu ka
2ax,+b,

Tako Ja jeqHaynHa ceuutie (11) mocTaje eKBUBAJICHTHA jeTHAYMHN TAHEHTE XHIEPOOIIe
y Tauku T

y—Y, =(2ax,+b)(x-x,),

Tj. ceunna xunep6one S(T,,T,) Texu ka Tanrentn xurepbone t(T, ).

2. 'eHepuYKM OPraHU3aTOPYH 32 pellaBamke KBaJApaTHe HejeTHAYNHE
Ca B¢ HEIIo3HaTe
VY npusiory ojieJbKy KOjU ce OJHOCH Ha NMPHHLUN BU3yanusauuje (Buaeru 3.4.7),
IPE/ICTaBJbEHH Cy T€HEPUUKU OpPraHU3aTOPU 3a pelllaBame: JIMHEapHEe HejeJHaunuHe ca
JIBE HEMO3HATe U CHCTEMa JIMHEAPHUX HEjeHA4YMHA Cca JABE HEMOo3HaTe. Y TEKCTy KOju

cienqu Ouhe TpeNCTaB/bEHU TEHEPUYKHA OPTaHM3aTOPH 33 pelIaBambe KBAJAPATHUX
HEjeHaYMHA ca JIBE HETo3HaTe, 00JIrKa

bz(x—oz)2 iaz(y—,ﬁ)2 pa’h?’, (y—,B)2 p2p(x-a), (X—a)2 p2p(y-25).

rae je a,beR\{O} , PeR", a,B8,€R u pe{2,£,>,<}, Y HejeJHAYMHA KOje ce Ha

BUX CBOJC, Ka0O H CHUCTCMa je,uHe KBaJApaTHE HejeI[aHLII/IHe ca JABC HCIIO3HATC,
HaBCICHOT O6J'II/IKa, 151 jeI[HC JIMHCApHC HejeI[HaLII/IHe Ca IBC HCIIO3HATC.

VY Ty cBpXy, nosiazehu 07 MO3HATE YUEHLCHHUIIE, 1a CBaKa KpUBa APYror peaa Jeiu
CKyNl Tayaka paBHM Ha JBa JUCjYHKTHA MOJCKyIa, aHanu3upaheMo yHyTpalimby |
CIOJba-IITEY 00JIaCT enurce, Xumepoose u napadoire.
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YHyTpamma 1 cno/balimba 00J1acT eaumnce

3a emuncy L caxmwkama F u F, ¥ rnmaBHOM ocoM 2a y paBHU 77, CKYIIl Tadyaka

U,, Koje cy ca HCTe CTpaHE eJIUICEe Kao U JKUKE, 30BE CE€ YHYTpalllba 00jacT

(YHYTpaIIbOCT), a CKyN Tadaka S, ::ﬂ\(Ufo) 30B€ CE€ CHOJbalikba 00JacT

(CTIOJBAIIEHOCT) eTTUTICE.

['eHEepUYKH OpPraHMU3aTOp 3a MapKUPame YHYTpallkhe U CIHOJbAIlbe 00JacTh
enurce, mokpehe ce kmkoM Ha JIMHK 3.9.12.86b, akTuBupamem ammkanuje GeoGebra.

Jeman opx xpurepujyma 3a MapKApame YHYTpPAIllbe W CIIOJhAlIhEe OOJIACTH
enurice, peryiuiie cienehe TBpheme.

Teopema 1. Axo je £ enunca y paBuu 7, ca pokycuma F u F, u rmaBHoM ocom 2a,

OHJIa je YHYTpaIImba 00JacT

U, ={X:X ex(E)rd(F,X)+d(X,F,)<2a}
a criojbatmba o6acT

S; ={T:Tex(E)rd(T,F)+d(T,F,)>2a}.

Hoxa3. Heka je L enunca y paBuu 7, ca ¢pokycuma F u F, u rmaBaoMm ocom 2a.

Heka je X yHnyTpamma Tauka enunce (Ciuka 4.), 1j. Heka je X €U, , Tana Baxu
d(Fl,X)+d(X,T):d(F1,T),

rae je T tauka enunce L, 300r dvera je d (FI,T)+ d (T, FZ) =2a.

Cnuka 4.

[Tpumemyjyhu HejemHaKOCT TpOyTIA
d(X,F,)<d(X,T)+d(T.F),
TJIe CTpOTa HejeJHAKOCT BaXKu 300T yciaoBa X =T , qobujamo cienehy penarujy

d(F,X)+d(X,F)<d(F,X)+d(X,T)+d(T,F,)=d(F,T)+d(T,F,)=2a.
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OOpHYyTO, IPETHOCTABUMO J1a 32 TaYKy Y BaxXH
d (Y,Fl)+d (Y,F2)<2a

una Y Huje yHyTpallma Tauka. [lomTo mocnenma penamnyja Hije jeqHaKoCT, CIeau 1a
je Y Tauka CroJballbOCTH, Tj. MOCTOjU Tauka T enunce £, Koja mpumaaa 0TBOPEHO]

nyscu (FY ), 360r uera Bac penaija
d(F.T)+d(T.Y)=d(F.Y).

Tapga Baxku
d(F.Y)+d(Y.F,)=d(F.T)+d(T.Y)+d(Y,F,)>d(F.T)+d(T.F,)=2a,
IITO je y KOHTPaIMKI{H ca MPETIOCTABKOM. AHAIOTHHM MOCTYIIKOM, 10Kasyje ce u

JpyTa jeTHAKOCT. [

AHaTUTHYKA KPUTEPHUjYM Ha OCHOBY KOTa ce yTBplhyje Aa Ju Tauka Mpumaia
YHYTpaIlllb0] WM CIIOJhAIllb0] 00JIaCTH, HaBEACH je y clienehoj TeopeMu, Koja je
IUpeKTHa nocnenuna Teopeme 1.

Teopema 2. Tauka M (X,,Y,) npunana ynyrpammocru eaunce £ (c,4,a,b) ako u

caMo ako je
b?(x,—a) +a*(y, - B) <a’’.

Tauka M (X,,Y,) IpANaja cHo/baLOCTH eUIICE, KO U CAMO aKo j&
2 2 2 2 2|2
b*(x,—a) +a’(y,—B) >a’b’. n

OBaj kpUTepHjyM je AaT y TeHEPUYKOM OpraHu3aTopy KOjU ce MOXKe JOOUTH
KJIMKOM Ha NTUHK 3.5.13.88b. aktuBupameMm amkanuje GeoGebra.

[Mocnensu reHEpUUKKH OPraHU3aTOP Mpy»ka MOTYNHOCT 3a pelliaBame KBajpaTHE
HEjeTHaYMHE 00JIMKa

b (x—a)’ +a*(y—a) pa’h’
3a pa3He BpeAHOCTH mapamerapa a,be R\ {0} , &, €R, Kao u 3a paznuuute o0IUKe
penanyje p € {Z,S, >,<} .
YHyTpamma u cno/bammba 00J1acT xunepooJie

Heka je JH xumepbona y paHu 7 ca xwkamama F u F,, a S cumerpana
Iy K1 [F1 F2] . Ca G, hemo obGenexaBaTu rpaHy Xurep0oJe Koja npHIaga HoJypaBHH ca
UBHUIIOM S, K0joj npunaza u Gokyc F, a ca G, obenexaBamo rpaHy xumepoone Koja

Ipunaja nojypaBHU ca UBUILOM S, K0joj nmpumnaaa u ¢pokyc F,.
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YuyTpamma odsact rpane G, y o3Hau Ug . je ckym Tavaka paBHH 7, KOje

Cy ca HMCTe cTpaHe rpane G, kao u xwka F, a ynyrpamma o6aact rpane G,, y
osHatm U, , je CKyIl Tayaka paBHU 77, KOj€ Cy Ca UCTe CTpaHe rpame G,, Kao u ximxa

F

-
Yuyrpamma o61act xunepooae H je cxyn U s =Ug, UUg2 , 4 CIIOJballIba
o6uact xunep6oae H je ckyn S, = ﬂ\(Ug{ U}[) .

['eHepuvKy OpraHU3aTOp 3a MapKUpame YHYTPAIIE M CIOJhAIIKRE O00JIACTH
xuarepOosie, MOXKe c€ TIOKPEHYTH KJIMKOM Ha JUHK 3.9.14.88b, axTuBHpamem
armnkanuje GeoGebra.

3a Mapkupame YHYTpallllbe M CIOJballllbe O0JIACTH Xurepoose, MoOxke ce
KOPUCTUTU cienehu KpuTepujyM, KOjU ce€ JOKa3yje aHaJIOrHo ojrosapajyhem
KPUTEPHjyMYy 32 YHYTpAIlllby Y CIIOJballby 00JIaCT eJIHIICce, U AajeMo ra 0e3 JoKasa.

Teopema 3. Axo je J{ xunep6onay pasnu 7, ca poxycuma F, u F, u peanmnom ocom
2a, oHJa je yHyTpalima 00IacT

U, ={X: X ex(H)ald(F,X)-d(F,X)|>2a}
a croJeallmba 001acT

S, ={X: X ex(H)Ald(F,X)-d(F,X) <2a}.

AHaIMTHYKA KPUTEPHjYM Ha OCHOBY Kora ce yTBphyje nma Jin Tauka mpuraia
YHYTpAIIkhOj] WU CIIOJbAIIHOj 00JIacTH XurepOosie, Kao U y CIIydajy eJIHIice, HaBeICH
je 'y cnenehoj Teopemu, koja je mupeKkTHA mocieauna Teopeme 3.

Teopema 4. Taaxa M (X,,Y,) npunaga ynyrpammoctn xunepdoae FH (a,,a,b)

aKo ¥ CaMo aKo je
b(x, —a) —a’(y, - B) <a’b’.
Tauka M (XO, yo) MpUMaia CHo/bAlllOCTH eJINIICe, aKO U CaMO aKo je
b*(x, —a) —a(y, - ) >a’h’. u

OBaj kpuTepHjyM je AaT y T'€HEPUYKOM OpPraHM3aTopy KOjU Ce€ MOXKE JOOMTH
KJIMKOM Ha JTUHK 3.5.15.88b. aktuBupameMm ammkanuje GeoGebra.

[Tocnenmy reHepUYKK OPraHU3aTop MpyKa MOTYhHOCT 3a peliaBambe KBaJpaTHE
HejeHauYnHE 00JIHMKa

b?(x—a) —a*(y-pB) pa’d’

3a pa3He BpeIHOCTH apameTapa a,b e R\ {0} , &, € R, kao u 3a pa3nu4ure o0JInKe
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penaunyje p € {Z,S, >,<} .

YHyTpamma U cno/baimba o0J1acT napadose

Heka je P mapaboina y paBHH 77, ca XWKoM F u mupexrpucom |. YHyTpamma
o6aact napadoae P,y osnauu U, , je cKyl Tayaka paBHH 7, KOje Cy ca UCTE CTpaHe

nmapaboJie Kao u kmka, a ckyrr S, =7 \(U,, UP) 30Be ce cno/baiima 00JacT napado-
P P

ae P.

I'eHepudky opraHu3aTop 3a MapKHUpame YHYTPAIIbEe M CIOJhAIIRE 00JIACTH
napabosie, mokpehe ce kimmkoM Ha JuHK 3.5.16.g8D, akTHBHpameM aruTMKaIyje
GeoGebra.

Kao u y ciyuajy enunce u xunep0ose, 32 MapKUpamke YHYTPAIIbHE U CIIOJbALIHE
obnactu napaboiie, Moxke ce KOpUCTUTH cienehe TBpheme.

Teopema 5. Axo je P mapabona y paBuu 7, ca pokycom F u aupexrtpucom |, onma
j€ yHyTpaIlmba obact

U, ={X: X ex(P)ad(X,F)<d(X,1)},
a CIIoJballlikha 00J1acT
S, :={X X Eﬁ(ﬂ’)/\d(X,F)>d(X,l)}.

AHaIUTHYKA KPUTEPHjYM Ha OCHOBY Kora ce yTBphyje Ja Jiu Tadka IMpHraaa
YHYTpaIllkb0] WU CIIOJhAIllb0] 00JIaCTH, HaBeACH je y clieaehoj TeopeMu, Koja je
JIMpeKTHa nocieauua Teopeme 3.

Teopema 6. Tauka M (X,,Y,), npunana ynyrpammoctu napadore P(a,3,p), axo

Y camo ako je
(Vo —B) <2p(x—a).

Tauka M (XO, yo) NPUIa/Ia CHO/bAIIKBOCTH NapadoJie, ako U CaMo aKo je

(yo—ﬂ)2>2p(x0—a). ]

OBaj kpuTepHjyM je AaT y T'€HEPUYKOM OpraHM3aTopy KOjU ce MOXKe JOOMTH
KJIMKOM Ha NUHK 3.5.17.8¢b, aktuBupameM amunkanuje GeoGebra.

[Mocnenwsu reHepUUKH OPraHU3aTOpP Mpyka MOTYNHOCT 3a pelliaBame KBajpaTHE
HEjeTHaYMHE 00JIMKa

(yo _,B)z p2p(X0 —0!)

3a pasHe BpeaHOCTH Tapamerapa PeR’, a,fe€R, xao u 3a pazmmuure OOJHKE

penawmje p € {>,<,>,<}.
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[IpeTxoaHO TEOPHjCKO pa3MaTpame MpHKa3yje NOCTyNmak 3a (GopMupame
TeHepUYKHX OpPraHnu3aTopa 3a pellaBame KBaJpaTHE HejeHaunHe ca ABe HenosHare. 1
OBJIE, Ka0 M y 0z1eJbKy 3.4.7., ClInKa Kao WIyCTPaTUBHO CPEACTBO, MPENIa3h y CPEICTBO
KOje TEHepulle MaTeMaTHMYKd KOHIENT. Y CBakoM oJf (OPMHUpPAHUX TI'C€HEPHUUKUX
OpraHu3aTopa IoJjia3u ce oj oAroBapajyhe KpuBe, U CBAKOT O] IBa JIMC]YHKTHA MOJICKY-
ma, Ha Koje KpuBa Jenu paBaH. Kao u y ciydajy nTuHeapHe HejelaHdnHe, TCCTUPAjy ce
NpUMEpH Tadaka y akIUju U yOouaBajy 3aKOHUTOCTH KOj€ BaKe 3a TayKe HABEICHUX
MOJICKYIIOBA, HA OCHOBY KOJUX C€ T€HEepHIle KBaJpaTHA HEjeTHAYMHA Ca JIBE HEeTo3HaTe
1 TIOCTYTIAK 3 FEHO PEIIaBambe.

Cnenehu mpumep wiIycTpyje MPUMEHY T€HEPUUKUX OPraHu3aropa y MOCTYIKY
peliaBama KBaIpaTHUX HEjeHAYMHA ca IBe Hemo3Hare, y nporpamy GeoGebra.

IIpumep 1. Peminty HejeagHaUMHE:
a) 9(x—1) +16(y+2)’ <144; 6) (x+1) —4(y-1)"=4>0; B) (y+1)"=3(x-3)<0.

Pemewe. a) ['eHepwuku OpraHu3arop, y KOMe Ce€ TpHKa3yje pemieme A00uja ce
KJIIUKOM Ha JIMHK _, akTHBHpameM arumkamje GeoGebra. Ypehenu map

KOOp/IMHATA CBAaKE TauyKe MapKHPAHOT JeNa paBHH, oapelenor emumncom £ (a, 5, a,b) ,

¥ KOOPJWHATHAM ITOYETKOM, jJECTE pelleHe HejeTHaunHe, KOje je TpaduIKu MprUKa3aHo
Ha Cnunu 5., a aHanmuTHaky cinegaehom Gopmynom

(x,y) e(—3,5)x(—2—%\/15+2x—xz,—2+%\/15+2x—x2j

NP8y D<144

N

Cnuka 5.

6) Pememe je 1aTo y reHepMUYKOM OpraHM3aTopy, KOju ce J00Hja KIMKOM Ha
JIUHK _, akTHBHpameM armukanuje GeoGebra. I'paduuku npukas peuema je
nat "Ha Ciuru 6.
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A DPAG-(N) 24

Crnuka 6.

VY aHATUTHYIKOM OOJIHKY PEIeHe je
(x,y)e ((—oo,—3]U[1,oo))><[1—%\/—3+2X+ x2,1+%\/—3+2x+ sz.

B) IIpumep ce pemaBa kopuithemeM reHepUYKOr OpraHu3aTopa, Koju ce nmokpehe
KIAKOM Ha JIMHK D.0.l/e@@b, akTuBHpameM ammkamuje GeoGebra. Pemerbe
HejenHaunHe je rpaduuky npukasano Ha Cioumm 7. u riacu

(% ¥) €[3,00)x[ ~1-13x=9,~1+3x=9 .

A

¥

-

Crnuka 7.

WnycTtpanuja npuMeHe TEHEpUYKHX OpraHu3aTopa y TOCTYNKY pellaBama jeIHOT
CIIO’KEHU]eT 3aJlaTKa: CUCTeMa je[He KBa/IpaTHE M je[THE JIMHeapHe HejeTHaunHa ca JBe
HETo3HaTe, KopHuInhemeM MporpamMckor makera Matheamtica, mara je y cmenehem

HIpUMeEpYy.
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IIpumep 2. Pemmtu cuctem HejeqHAUYMHA

X +3y° —4x+6y<5
X+y-3>0 '

Pememe. Jeqnaunna X +3y2 —4X+6Yy =5 mpencTaBiba EIMICY ca NEHTPOM S (2,—1) u
rojiyocama a = 2J3 u b=2,a jenHaunHa X+ Y—3=0, mpeacraBsba mpaBy, Koja

cede eUICy Y Taukama A(2,1) u B(S,—Z) .

Knukom Ha nmusk (3.5.18:nb) n aktuBHpamem arumkanuje Mathematica, noouja
Ce TeHepHUYKH OpraHu3aTop, KOjH peliaBa CUCTEM, Kao MPECEK CKYIoBa pelleha CBaKe
O]l HEjeTHAYNHA.

Cnuka 8.

Pememe cucrema HejeI[Ha‘-II/IHa npeacraBjba MPECCK OTBOPCHC IOJYpPAaBHU U
YHYTpallke obiactu CJIMIICC, IIPpUKAa3aH Ha CJ'II/II_II/I 8., OJJaKIJIC je OYHUIJICAHO Oa IIpBa

HEjeIHaYMHA MPEICTaB/ba CKYIM CBUX YHyTpallllbuX Tauaka emurce £ (2,—1, 23 ,2), a

Jpyra npeAcTaBba CKYIl Ta4aka OTBOPEHE MOJypaBHH ca UBUIIOM X+ Y —3 =0, Koja He

CaJIp’KU KOOPpJAWHATHHU ITOYUCTAK.

Pememe crucrema ce MoXke 3amucaTy Ha CJ'IC,Z[GhI/I Ha4yYMWH

V8 +4x —x*
3

Brax—x2 . Brax—x*
U| (5:2(1+3))x _1_%;_1+%

(x;y) el (2:5]x| —x+3;-1+ U
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3.6. HacTaBHe MeTOI€

O nepuHMLMjU HACTaBHE METOJE, A0 JaHAUIKEr JaHa HE IMOCTOjU IMOTIIYHO
ycaryiamieH craB. MehyTuM, KOPEKTHOM ce MOXE cMaTpaTh cBaka AepHUHMIM]a, KOja
KapakTepHIle HheHY CYIITHHY.

Jebunnnmjy, koja y3uma y 003Mp KapaKTEpUCTHKE HACTaBHE METOJE, Kao Ha
pUMeEp, 33j€THUYKO JEJI0Bakh¢ HACTABHUKA U YYCHUKA, Ca3HajHy aKTUBHOCT YYCHHKA,
Ha4YWH MOCTyIMama HaCTaBHUKA, HACTABHA CPeICTBAa, U CI., yBeo je U. J. Jlepuep ([21],
[27], [51]). OBy nmedunHMIM]y yMHKM TOCEOHO 3HAYajHOM TO IITO y3WMa y O03Hp H
,»CPEJICTBa MOMONY KOjuX HACTaBHHK OpPraHHU3yje MPAaKTUYHY M Ca3HajHy aKTHBHOCT...".
Kako y muaakTHYKoM CHUCTEMy — HAcTaBa y3 MOMOh pauyHapa, ympaBo padyHap (ca
0o0pa3oBHUM co(TBEpOM), Kao (aKTOp HACTaBe MPEICTaBIba Ta CPEICTBA, JACHO j€ Ja ce
y OBOM JIUJIAKTUYKOM CHUCTEMY, MOXKE CMAaTpaTH KOPEKTHOM OHa Ae(pUHHUIMja Koja U
BUX y3UMa y 003Up.

JlpyraM pedrma, MOIITO MPUMEHA padyyHapa M 00pa3oBHOT co)TBEpa y HACTaBU
MaT€MaTUuKe, CYIITUHCKHM YTHUYC Ha HA4YUMHC TIIO0CTyllaka HaCTaBHUKAa TOKOM
CaolIITaBaka HACTAaBHOT CaJpiKaja, Ka0 U Ha aKTUBHOCT YYCHHWKAa TOKOM YCBajara
HCTUX caJipkaja, TO CBAKaKO 3HAYM JIa OBAa HACTaBHA CpPEJCTBa (pauyHap, oOpa3oBHU
co(TBep) CYIITUHCKU YTUYY Ha KapaKTep HACTaBHE METOJIC.

Ha ocHOBY M35105%k€HOT, y TUAAKTUYKOM CHUCTEMY — HacTaBa y3 oMoh pauyHapa
M0 HACTABHOM MeETOJ0M, Ka0 HAYHHOM IIOCTH3aKka HACTABHHMX ILU/beBa,
NnoJpa3ymMeBaMO CHCTeM MOCTYNAKa M IUVIAHMPAHUX PaJAlbH HACTABHHKA, KOjH
nomohy onpehenmnx cpeacraa (pauyHap, o0pa3oBHM coTBep, HHTEPHET U CJL.),
OpraHu3yje NPAKTHYHY W Ca3HAjHY AKTHBHOCT YYE€HHKA, HA YCBajalkby HACTABHOT
cajpskaja.

OBo je jemna Bep3uja momeHyTe JlepHepoBe neduHMIIMjEe HAcTaBHE MeEOJE,
npunaroeHe AUJAKTUYKOM CHUCTeMY HacTaBa y3 IIOMOh pauyHapa, y Ko0joj je
NPEM3UPaHo JIa Cy: padyHap, 00pa3oBHU COPTBEP, UHTEPHET H CII., ,,CPEJCTBA TTOMOhy
KOjUX HACTaBHUK OpPTaHU3yje MPAKTUYHY U Ca3HAjHY aKTUBHOCT...

3.6.1. Knacudpukanuja HacTaBHUX METO/AA

VYV Mmeroauuu MaTeMaTHKe, Kao M 'y AMJAKTULM YOMIUTE, u3rpaljeHe cy paszauuure
Kiacu(uKalrje HaCTaBHUX METOJa, KOje Ce M KOpHCTe y HacTaBHOM mpoiecy. OBe
KJIacu(uKaluje cy U3BPIICHE y 3aBUCHOCTH OJf MHOTHX MUTamka KOja ce TUIy HACTaBe,
Kao ILITO Cy: U3BOPH 3HAHKA, KApaKTep y3ajaMHE aKTUBHOCTHU HACTaBHUKA (TPEHOIICHE
3Hama, OpraHu3aluvja, ...) 1 y4eHuka (cazaHjHa (yHKIIH]ja, ...), COIMOJIONIKA OOJIUIIN
pana, u ci.

Y [65], B. IlenaBun je pao jeaHy KiacuduKaluujy HACTaBHUX METOAA,
npuiarol)eHy HacTaBU MareMaTuke (Mpelu3HHje: HACTaBH apUTMETHKEe M anreOpe),
Beoma cnuyHy knacuukanuju T. [IpomanoBuha u Jb. HuukoBuha, 3acHOBaHO] Ha
"mperyieny pa3Boja M GyHKIIMOHATHO] rpynanuju HactaBHUX Metoaa” (Bumetu[80]). [To

93



[TenaBuHOBO] KIacuUKalUju, TIOCTOje TPHU TPyIe HACTABHUX METOJIa KOje ce KOPUCTE
y HAacTaBH apUTMETHKEe M anreOpe: BepOaTHO-TEKCTyallHE METOJE, HIIyCTPaTHBHO-
JI€MOHCTpAaTUBHE METO/Ee, J1abopaTopHjCcKOo-eKCIepuMeHTanHe meroae. OBe MeTofe
3ay3uMajy 3HauajHO MECTO Yy TPaJAMLMOHAIHO] HACTaBH MaTeMaTHKe, Te je BeoMma
pacrpocTpameHa lbUX0oBa PUMEHa.

Jenny knacuukanujy HacTaBHHX METOJa, KOja C€ MNPEBAacXOJHO 3acHHMBA Ha
MIPUPOM KOTHUTUBHUX aKTUBHOCTH yUEHHKA Y MPOIECY yCBajama IpajnBa, U3rPaIvin
cy pycku auaaktudyapu M. H. Ckatkun u W. J. Jlepnep, y [21], [27], [51]. ¥V pamoBoma
[16], [40], [88], je moka3aHO ma je oBa Kiacu(uKanuja MPUMEpPEHa IUIAKTHYKOM
CUCTEeMY HacTaBa y3 momoh padyHapa.

Jaxyie, 1o o0BOj KiIacU(pHKalMjU, HACTaBHE METOAE cCy: o0jalmimbaBavyKo-
WJIYCTPATHBHA, PeNPOAYKTHBHA, METOJAa pPelIaBamka NMpodjeMa M UCTPAKHUBAYKA
MeTo/A.

N360p u xopumheme cBake O]l HaBEJEHUX HACTABHUX METOJIA YCIIOBJHEHU Cy U
MPUMEpPEHU THUITy Yaca, KapakTepy HACTaBHUX cajprkaja, OOMUKY paja, HUBOY 3Hamba
rpaJiiBa ¥ HUBOY OCTIOCOOJFEHOCTH 3a KopuIlthewme padyHapa u 00pa3oBHOT coTBepa.

VY HacTaBn MareMaTHKe y3 TOMOh padyHapa, OBE METOJe KOPUCTE C€ Yy
KOMOMHAIIMjU ca HaBEACHUM BEepOANTHO-TEKCTyalHHMM MeTojama, Mmehy kojuma ce
noceOHO HMCTHYY: HACTaBHHKOBO H3JIarame, pasroBOp, paj ca KHBUTOM (TEKCTOM) U
pemaBame 3aj1ataka. Haume, Tokom HactaBe, 0e3 0031Mpa Ha TO O KOME THILy Yaca je
peu (oOpazga HOBOT TpaauBa, BexOame U yTBphUBamke, NOHABbAE U OLICHUBALE, HITH
MEIIOBUTH Yac) U KOja Ce O] HaBeIEHNX METO/]a KOPUCTH, HEOITXOIHO j€ J1a HAaCTaBHUK
yYeHHUIIMMa J1aje onpel)eHe HHCTPyKIMje, 1a ca YYeHUIMa BOJHM Pa3roBOp, aHAIHM3Hpa
no0ujeHe OaroBOpe H CIl.

3a ycmemHy TpUMEHY OWJIO KOje O] HaBEJACHHX METO/a, YBEK je MOoTpeOaH
onroapajyhu oOpa3oBHH codTBep, KOju oMmMoryhaBa jETHOCTAaBHO MOJICTUPAHE
(uMuTaLK]y peaTHUX o0jeKara, CUTyaluja — y TMHAMUIH, Y TIOKPETY).

Jenna ox HajBehux BpeaHoOCTH ymnoTpebe pauyHapa y CBakoj OJf HacTaBHUX
METOJIa jJeCTe OYHUTIEAHOCT, a MOCEOHO BH3yaJM3alHja HACTABHOI cajpiKkaja, IITO
JOTIPUHOCH Pa3BHjalby BU3YATHOT MUIJBEHA U YCIEITHOM pa3yMeBalky MaTeMAaTUIKUX
KOHIleTIaTa. PadyHap Kao HAacTaBHO CpEICTBO, Ha TOM IUIaHy TIpYy’Ka BEJIHKE
moryhuoctu, ( Bumetu [1], [2], [84]).

C tum y Be3m, obpazoBHu coptBep GeoGebra, mpumukom obpaae Ouio Kor
MaTeMaTHYKOT KOHIIENTa, WA MPWIMKOM pellaBama OWI0 KOr 3ajaTka, omoryhyje
MPOMEHY BPEIHOCTH JaTHUX IapaMeTrapa, HHXOBHM KpETameM I0 ojroBapajyhem
KJIM3ady, mTo oMoryhyje Kkperame JaTUX Tayaka 10 MpaBoj, WK KpuBoj. [IpomeHOM
MoJI0XkKaja Tayaka, MEmajy ce MOJ0XKaju Ty>KHU, BUXOBE AYKMHE WM OOJIHMIN KPUBHX,
Tj. Memajy ce IHXOBE HyMEpUYKe KapaKTepucTHUKe (KoopauHate, Mepe, WIn
jemHaYnHe), Koje Cy Takohe MpuKa3aHe y MOCeOHOM T3B. allre0apCcKOM MPo30py.
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Hexonuko mpumepa koju cieae Tpeba J1a MOCIyXe Kao WIycTpaluja MpUMeHe
HaBEJIEHUX HACTaBHUX METO/a, KOje C€ KOPUCTe y HacTaBU IyTeM padyHapa, Ha
caJip’kajuMa aHaAJIMTHYKE Te€OMETpHje.

3.6.2. O0jamikbaBauYKO — WIYCTPATUBHA METO/1A

CymrtrHa o0jalimbaBavKo-MIIyCTPAaTHBHE HACTaBHE METOJE OIVIE[a C€ y TOME
Jla HACTAaBHUK CAOIIITaBa yYEHUIIMMa rOTOBY WHpOpManHUjy y3 yrnorpeOy padyHapa, U
oOpa3oBHOr codTBepa, a Takohe W APYrUX HACTABHUX CPEACTaBa, a YUYCHUIH j€
yCBajajy, pazymejy U ¢ukcupajy y Mmemopuju. ObjanrmaBadKko-mIyCTpaTUBHA METO/1a
MpeACTaBJba jeAaH O] HAJeKOHOMUYHHU]JUX TMOCTyMNaKa 3a Mpe3eHTaIujy nHQopMaimja.
MehyTtum, Kaga ce KOpUCTH OBa HacTaBHAa MeTona, He (opmupajy ce CIocOOHOCTH
yYeHHUKa, Kao Ha IPUMEP yMema U HaBUKE, Ja KOPUCTE CTEUCHA 3HAMA.

Hako oBa merona He mpeaBuha HEKy AMPEKTHY aKTHBHOCT YYEHHMKa U paj Ha
padyHapy, OHa je WIaK Ba)KHa 300T TOTra, IITO 3HAYajHO MOAMKE HUBO OUUTIICAHOCTU U
JOTIPUHOCH BH3YyalIHM3alliju HACTaBHUX cajpikaja. l[lpumemyje ce Ha YBOJHUM
JacoBUMa, MPUIMKOM 00pajie HOBHX CaJpiKaja U NPUIMKOM YBOlemha HOBHX TIOjMOBA.

[Toceban nompuHOC paxy HAcTaBHUKA Yy NPHUMEHU OBE METOJE, Jajy T'€HEpPHUKH
opranuzaTopu. TOKOM JIeMOHCTpalyje oapel)eHor MaTeMaTUYKOT KOHLIENTa, HACTABHUK
cam OuMpa peXuM paja U pelociie]] IpoMeHe MapaMmerapa, peryjuile TeMIo paja, Mo
MoTpeOH MOHaBJba €JIEMEHTE JAEMOHCTpalllje, a y UCTO BpeMe MOKe J1a BOJIU pa3roBOp
Ca OJIEJbEHEM.

[Tpumeny oBe metoze Ouhe mprka3aHa MPUIMKOM pelllaBama 3aaaTtka 1. u gokasza
Teopewme 1, xoju ciene.

3anparak 1. Axo je nata npasa s:x—3y+2=0 u tauke A(2,6) u B(9,2), onpenurn
tauky C €, Tako J]a pa3iuKa BEHUX pacTojama oJ1 Tauaka 4 u B Oyne MakcumaiiHa
(MUHMMAITHA).

Pewmeme. [IpaBy s:ax+by+c=0 utauke A(x,y,) u B(x,,y,) 3anajemo Taxo mro

3a;ajeMo oarosapajyhe koedpunujerte, ogqHocHo koopauHate. GeoGebra, omoryhyasa
MIPOMEHY BPEIHOCTH 3aJaTHX eJeMeHara, 300r 4Yera ce HUXOBUM KpPETameM I10
onrorapajyhem knuzady, BpIIM W MpPOMEHa MOJOXKaja JaTe IpaBe, OJHOCHO AaTUX
Tavaka, ITo ce 1o0uja mokperameM amukanyje (3.6.2.1.ggb). OBako 3amate Tauke A
U B cy ca pa3HuUX CTpaHa mpaBe S, AKO je B' Tauka CUMETpPUYHA Tauyku B, ¢

0031pOM Ha OCy S, OHJA je B'(8,5) , TaJla aKo je p(A,B') =aun alls= {D} , OHJZIa je
|d(4.D)~d(B,D)|=|d(4.D)-d (B D) =d(4,B").
C npyre ctpane, 3a cBaKy Tauky E €5, BaXH

5

d(A,B')2|d(A4,E)-d(B'E)|=|d(4,E)-d(B.E)
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IITO 3HAYM JIa U3Pa3 ‘d (4,E)-d (B,E)‘ IIOCTHIXE CBOj MaKkcuMyMm 3a E =D .

A

S O - — - 7
/ / |AE-BE|=1.27<AB'=6.08=|AD-BD|

Ciuxka 1.
Koopaunate tauke D nobujamo, perraBajyhu cucrem
a:x+6y—-38=0
s:x=3y+2=0
omakie je x =34/3, y=40/9, naje D(34/3,40/9).

Hnaue, y npeceky are mpaBe s M CUMETpaje Ayxku AB , npase Stap)> nobujamMo
tauky C, Ha jeTHAKOM pacTojamy of Tadyaka A u B, Tj.

|d(4,C)-d(B,C)|=0,

IITO 3Hauu Aa 3a Tauky C, pasnmka ‘d (4,C)-d (B,C)‘ IOCTHKE MUHHMYM, IITO CE

nobuja mokpertameMm amukanyje (3.6.2.1.ggb) y mporpamy GeoGebra. Jemnaunmny
cUMeTpajie IyKu nobuheMo, Kao jeHaYMHY TEOMETPHUJCKOT MECTa Tadaka jeIHAKO
yIaJbEHUX OJ] KpajibuX Tauaka My»H. 3a leHY MPOU3BOJbHY TauKy M Baku

d(A,M)=d(B,M)

j.

Jx=2) +(y=6) =\(x=9) +(»-2) ,
OJIaKJIE je
S45] :14x-8y—-45=0,

maje C(151/34;73/34).

Kana ce, y HaBeZIeHOj arIMKaIiju, Ha pajHO]j MOBPILIMHU €KPaHa, KPEeTPaAkEeM
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Tauke £ 10 mpaBoj s, Mewmajy W oaroBapajyhe myxu EA w EB, Kao W BUXOBa
pas3nmka, Taia ce y anrebapckoM Mpo30py MEmajy HHXOBE Iy’KUHE, 2 MOXKE CE YOUUTH
7la je pasliiKa HBUXOBUX JAYXKHUHA HajMama, Kaja ce Tauka £ mokionu ca TaukoM C, a
HajBeha, kama ce Tauka E TMOKIONH ca TaukoM D . n

Hamomena 1. Ako cy Tauke 4 u B, ca HCTe CTpaHe IIpaBe S, pas3iuKa
‘d(A,D)—d(B,D)‘ je makcumansa, axo je p(AB)s={D}, wro ce n06uja nokpera-
weM amkanyje (3.6.2:2.ggb) y nporpamy GeoGebra. |

Hanomena 2. Axo je p(A,B) ls, onma je p(A,B)ﬂS = {D} , Ta je pasimuka
‘ d(A4,D)-d(B,D) ‘ =d(A,B) MakcuMaiHa, IITO ce T00Hja OKPETAbeM aIlIMKaIije
(8.6.2.3.ggb) y mporpamy GeoGebra. [ |

Hanomena 3. Ako je y omurem ciyuajy p(A4,B')||s,(1j. d(A,s)=d(B,s)), onna je
p(4,B)Np=D, mna max‘ d(4,C)-d(B,C) ‘ He T[I0CTOjU, WTO ce JobHja
nokpetameM amnkanyje (3.6.2.4.¢gb) y nporpamy GeoGebra. m

OcoOnHa HaBeleHAa Yy TMPETXOJHOM MIPUMEpPY, MOXKE C€ HCKOPUCTUTH 3a
WIyCTpalMjy ¥ J0Ka3 ONTHYKOI CBOjcTBa XumepOose, koje perynume cieaeha
TeopeMa.

Teopema 1. Tancenma y mauku M xunepbone, uuje cy scuxca F, u F,, obpazyje
Jjeownaxe yenoee ca goxannum paoujycuma FM u F,M u npunada ynympawrsocmu

yena XFMEF,.

Hoxa3. Heka je ¢ TanrenTa y Tauku M XxunepOoie ca BEIUKOM OCOM 2a U XKMKama
F n F,, (Cnuxa 2.).

S

Cnuka 2.

[To3naro je, Ha ocHOBY Teopeme 2., mokazane y 4.1.10.3., na 3a cBaKy Tauky
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TanrenTe 1 €¢, Koja jeé OCHM JOJMpHE Tauke M , Tayka CHOJhAIIHOCTH XHUmepOoe,
BaXXH

d(T,F)-d(T.F,)<2a,

IJle 3HAaK jeJHAKOCTH Baxu 3a T =M, WTO 3HAYM Ja W3pa3 ‘d(T,Fl)—d(T,FZ)‘

MOCTH)KE CBOj MAKCUMYM y Tauku M , JOAMPHO] TAUuKK TaHTeHTE U xunepooe. Kako 3a

TayKy A, CAMETPHUYHY XWXKH F),,y ONHOCY Ha TAHTEHTY f, BaXH
@ (M. F)=d (M, 4)=|d (M.F)=d(M.F,)=2a
TO 3HA4HU Ja cy Tauke F;, M u A, Tpu pa3au4nuTe KOJIMHEAPHE TayKe.

Hpyrum peunma, M e p(Fl,A), a TaHTeHTa !¢ je cumerpana yrna XAMF,,
yHyTpalmer yria tpoyriaa AFF,M . Opatie HENocpenHo cieau Aa Cy YIVIOBU Koje

TaHreHra ¢ obpasyje ca pokanHuM paagujycuma FM u F,M nogynapHu. ]

Nnyctpanyja onmucaHor ONTHYKOT CBOJCTBA, MOXKE C€ JJOOUTH KIIMKOM Ha JIMHK
(8.6.2.5.ggb), akTuBHpameM arumkanuje GeoGebra.

" y oBoM ciyuajy, nporpam GeoGebra omoryhyje na ce kperaweMm Tauke M 10
XHUIEePOOIIN, MCHA MOJI0XKA] TAHTEHTE f, IPU YeMy Ce Y aare0apcKoM Mpo3opy 1o0ujajy
Mepe yriioBa W yTBphyje ce mHuxoBa jeqHakocT. Takolhe ce kperamem Tauke 1 1O
TaHTeHTH yOuaBa, J1a j€ pa3linka BeHUX PacTojamba OJ1 XKIKa XUIepOoie yBeK Mamba 0]l
2a, a jemHaK je 2a Kama ce Taduka 7 mokionu ca M . OBU MpUMEpH CIyXe U Ja
NPUKAXY YJIOTY pauyHapa y BU3yeIH3alliji HACTaBHUX Ca/IpiKaja.

3.6.3. PenpoaykruBHa MeToaa

3a cruname yMema M HaBHKAa 3a INPUMEHY CTEUEHHMX 3Hamba, KOPUCTH ce
PenpoayKTHBHA HACTaBHA MeTojAa. theHa cymTuHa je y moHaB/bawy (M BUIIE MYTa,
aKo je moTpeOHO) MOoCTyNaKa akTUBHOCTH Ha OCHOBY YITyTCTaBa HACTaBHUKA.

AKTHBHOCT HAacTaBHUKa CaCTOJU CE€ Yy pa3pajid M IpUKa3HBamy KOHIIEIATa,
alropuTamMa M CiI., a aKTUBHOCT YYEHHKA y peajH3alMjd HaBEICHUX aKTUBHOCTH Y
CKJIaJly ca yIyTCTBUMa HACTAaBHHUKA.

PenpoaykTuBHa MeTola HacTaBe y3 moMoh padyHapa, moppa3yMeBa yCBajame
3Hama, CaOMIITEHHMX YYCHUKY OJ CTpaHe HacTaBHHMKa W (WIM) padyHapa, W
OpraHu3alfjy aKTUBHOCTH YYCHHMKA Ha pPENpOJYyKOBamky HAyuyeHOT M TNPUMCEHY Y
aHAJIOTHUM cuTyanjama. [Ipumena oBe merone o0e30elyje CyMmITHHCKO MOOOJbIIAmE
KBJIMTETa OpPraHU3alldje HACTAaBHOT MPOIECca, Y OJHOCY Ha TPAJAUIMOHAIIHE METO/IE.
[ToGospmame KBajWTETa HACTaBEe OIVIea C€ y WHAWBHIYaIH30Bakby aKTHBHOCTH
YYCHHKA M BU3YaJTU3aIljy HACTABHOT CaJpiKaja, KOjy Kpeupa v CIpOBOJIH CaM YUCHHUK.

N y oBoj HacTaBHO] METOAM, TEHPUYKH OPTraHU3aTOPU WTPajy 3HAYAjHY YIIOTY,
MOCEOHO MITO UX, HA OCHOBY MHCTPYKITH]ja HACTaBHUKA (hOPMHUPA U KOPUCTH CaM
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YUEHHUK.

VY 0BOM cilyuajy, TeHEpUUYKH OpPraHU3aTop MMa YJIOTY HpeaMeTa UCTPAKUBamba U
YUCHHKY C€ TMpyXkajy BeJIMKe MOTyhHOCTH 3a HCTpaKMBauyKy JENaTHOCT, a TO
CTUMYJIMIIIE HETOB Ca3HAjHU Pa3Boj, yuBplIhyje ycBojeHa 3Hama U yBehaBa MHTEpec 3a
MaTeMmaTuky. Takole, yueHUK ycaBplllaBa paj Ha padyyHapy.

[IpumeHy penpoayKTHBHe METOJE WIYCTpyjy mHpumepu cruenehux 3zanaraka,
aHaslorHux 3azxatky 1. u Teopemu 1.:

3anparak 1. Ako je nata npasa s:x—3y+2=0 u Tauke 4(2,6) u B(8,5), onpeautu

Tauky C € p, TaKo aa 36up pacrojama d (A4,C)+d(B,C) Oyne MuHIMAaH.

Pememe ce nobOuja wimkom Ha JuHK (3.6.3.1.g8B), moOKpeTameM aruMKaiyje
GeoGebra. m

3aparak 2. TanreHnTa y Tauku M enunce &, ca xwxkama I, u F,, oOpasyje jeqHake
yrioBe ca (okamHuM pamujycuma FM w F,M u mnpunajga CIOJbALIBOCTH yIIa

£LFMF,.

Pememse ce no0Ouja knukoM Ha JuHK (3.6.3.2.g8H), mHOKpeTameM aruiuKaiuje
GeoGebra. m

3anarak 3. Tanrenra nmapaboisie y meHOj Tauku M , oOpasyje jeaHake yriose ca do-
KaJHUM pagujycoM FM u ocoM mapabore.

Pememe ce goOmja kiamkoMm Ha JWHK (3.6.3.3.g8D), mnokperameM aruUIMKaIwje
GeoGebra. m

3.6.4. IIpobGaemcka MeToaa

OcHOBY OBe METOJie¢ YMHHM NMPOoOJIeMCKa cHTyalHja, kKoja ce paha yBek kaaa
MOjeIMHAIl HUje Y CTamy Ja OATrOBOPH Ha MUTame, "Kako 00jaCHUTU OBY, WIIM OHY
nmojaBy?", Kaja He MOXe Ja YYMHH TIOMaK Hampel, Ka pelemy, Kaja He Moxe J1a ohe
10 1MJba, HEKMM HhEMYy IO3HATHM IIOCTYIIKOM, Kaja J0ja3d 1O HecarJlaCHOCTH Ha
HUBOY MHTEJIEKTYaTHUX CIOCOOHOCTH, Ha HUBOY TIOCTOjamkha aKIyje.

[Tcuxomor T. B. KynpjaBues, mojx mpoOJEMCKOM CHUTYalljoM IOJpa3yMeBa
"'CII0’KEHO, 3aMPIIEHO, TICHXOJIOIKO CTame, Koje y cede yKIbyuyje, KaKo ca3HajHe, TaKo
U MOTHBAIIMOHO-3aXTEBHE KOMIIOHEHTE JeJIOBama" M Harjamasa "IBa CYIITHHCKA
KpUTepujyMa MpoOJIeMCKE CHUTyalldje: TPHCYCTBO MOTHUBHINYhe aKTHBHOCTH U
YKJbYUeHe MexaHn3Ma munubema', [18]. CarmacHo oBOME je M CXBaTame IMCHUXOJIoTa
C. JI. PyOunmrajHa "MHUIUUBEHE MOYHMIE MPOOJEMCKOM CUTYallMjOM U pa3peliaBa
MOCTaBJbEHH MPOOIIEM, KPO3 CIiielaBambe HU3a MOCTaBJbeHUX MPOOJIEMCKUX cUTyarmja'
[31].

[Tpu HacTajamy MpoOIeMCKe CUTYyallHje, MOTPEOHO je OTKPUBAKE HOBHUX 3HAKA O
IpeiIMeTy, O HauMHMMa M YyclIOBUMa u3BplIaBama paawmu. Ca npobieMckom
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CHTYalljOM MHCAOHH IPOIEC caMO 3allouuibe, a peliaBaTesb joul He 3Ha, Koja he
3HamWa, Koje he penaiyje KOPUCTUTH NPU pellaBamy, Tj. HE 3Ha yCIIOBE MojA Kojuma he
Ce HaJa3UTH pellema. PemaBaresh y TOM TPEeHYTKYy HE 3HA IITA je HEMO3HATa, IITa Ce
TpaXku, IITa je LUJb; APYTUM peurMa, He 3Ha ce Kako he ce TpakuTH peliema, Tj. He
3HAajy CE HAUYMHU JIeJIOBaMA.

Jlakiie, ca TICHMXOJIONIKE TayKe TIICAWINTAa MPOOJIeMCKa CHUTyaldja IMpeacTaBiba
Mame€ WIM BuUlIE jacHO cxBaheHy mpernpeky (moreuikohy), reHepucaHy HECKJIaaoM,
npotuBpeuHolnhy, usmehy mocrojehux 3Hama M OHUX 3HaWma KOja Cy HEOMXOJHA 3a
pellaBame HACTaJIOT, OJIHOCHO ITOCTABJbEHOT 3a/1aTKa.

To 3Haum na je 3agarak, reHepatop mpoONeMCKe CUTyaluje, a Ha3uBaMo ra U
MpoOJIEMCKH 3a/1aTakK, WK JeTHOCTABHO - TPOOIIEM.

HaBeneno ce omHocH, ¥ Ha HayKy, M Ha HacTaBy Ha3BaHy MPOOJIEMCKOM, Koja y
M3BECHO] MEpU MMHUTHUpA TPOIEC pa3BHjarba HAyUYHUX Ca3Hama, MyTeM pa3pelliaBamba
POOJIEMCKHX CUTYyaIlHja.

PazymeBame mpupoze mpobiema, HeIoCTaTKa PaCIONOXHUBHUX 3HAWa, OTKPHUBA
MyTEeBE HETOBOI MpEeBa3uiakema, KOJU Ce CaCTOjU y Tparamy 3a HOBUM 3HamUMa, 3a
HOBUM HauWHHMa JIeJI0OBamkba, a YIIPaBO TO TParame je je/Ha 0]l OCHOBHUX KOMIIOHEHATa
mpoleca CTBapajaukor MUILJbEka. be3 TakBe cBecT, He paha ce moTpeda 3a Tparamem,
3a UCTPAKUBAHEM, @ CAMUM TUM, HEMa KPEaTUBHOT MUIILJbEHA.

To 3Haum ga mpoOJIEeMCKy CHUTyallMjy HE TeHEpHIle CBaka IoTemkoha, cBaka
npernpeka. Jla Ou 6uia reHepatop npoOiIeMcKe CUTyaluje, IPOTUBPEYHOCT (TIpernpexa,
noremkoha) Tpeba na MoTHYe W3 HEIOCTAaTKa PACIIOIOKMBUX 3HAma W J1a j€ YYCHHK
CBECTaH TOT HEIOCTAaTKA.

C ngpyre crpaHe, HM CBaka TNpoOJIEMCKa CHUTyalHja HE TEeHEpHIIEe IpPOIec
pasMunubama. To ce, moceOHO, JemaBa Kaaa MpoOieM MpeBaswia3d  HHUBO
0CTIOCOOJLEHOCTH YUYEHHKA. 300T TOTa j€ M3y3€THO BAXKHO Jla C€ y HACTAaBHM IPOIIEC HE
yKJby4yjy TIpo0JieMu Koju TpeBa3mia3e MoryhHocTH yueHuka oapeleHor y3pacra, uimu
00pa30BHOT HUBOA, MPOOJIEMHU KOjU HE TMOCIENIYjy pa3Boj, HEro ciade caMOCTaTHOCT U
MOBEPEH-E y CONCTBEHE MOTYhHOCTH.

Koju ce TunoBu 3amaTaka MOy cMaTpaTtu MpoOJeMCKHM 3a Y4eHUKa onapehenor
paspena?

[IpoGneMcku 3a1aTak KapaKTepUILy ciieichn KpUTepHjyMu:
1. mocTtojame mpobiieMcKe cuTyanwje (y HayIi, WM y HAaCTaBHOM TIPOIIECY),

2. MaHu(ecToBame JaCHOT MHTEpPECOBamka M jaCHE CIIPEMHOCTH pelllaBaTesba 3a
NPOHAJIAKEHE PEIlCHha,

3. MoryhHOCT pa3IMuUMTHX HauWHa peEIlaBama, IITO YCIOBJbABA U PA3IUUYUTE
IpaBlie Tparama 3a peremhIMa.
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[TocTaBibambe mpoOIEMCKE CUTyaldje MMa 3a IWJb aKTUBHU3AlW]y YYCHHKOBHX
Harmopa Ha paspelaBamy HacTane npotuBpedyHocTH. IIpobGnemcka wertoma je
opHjeHTHCaHa Ha (hopMHpame W pa3BHjale KPEaTHBHUX CIIOCOOHOCTH M Kao TakKBa
3Ha4yajHUj€ YTUYE Ha pa3BOj KPEaTHMBHOI MUIILJbEHA, HETO TPaIWIMOHAIHE HACTaBHE
METOJIE.

VY memaromkoj TEOpPHjU C€ cCMaTpa, Ja Ce MPOIYKTHBHA Ca3HajHA AKTHBHOCT
yUeHHKa TOKOM TIpoIleca paspemiaBamba MPOOJIEMCKEe CUTyaldje, MOXE CBECTH Ha
cienche KapakTepUCTHYHE eTarie:

1. mocTaBspame MpobIEeMCKe CUTYalIH]e;

2. pa3yMeBame€ CYUITHHE HPOTUBPEUYHOCTH M (QOpPMYNHCAmHE MPOOIEMCKOT
3aJ1aTKa;

3. Tparame 3a HAUMHOM peIlleha MPOOIEMCKOT 3aJaTKa, UTEPUPAHEM JTOCETKH
(macnyhuBama, TPETIIOCTaBKU, XUIIOTE3a M T.1.), Ca CTAJIHUM IIpoBepama M
MOKYIIajuMa OJroBapajyhux noka3suBama;

4. 10Ka3 XUIIOTE3E;
5. TpoBepa UCIPABHOCTH PEIICHa MPOOIEMCKOT 3a/1aTKa.

IIpoGiaemcka MeToma KOpUCTH MOTryhHOCTH padyHapa 3a OpraHu3alujy
HACTaBHOT TIpolieca, Kako 3a MocTaBJbambe NpobiaeMa, TaKo U 3a Tparame 3a HaYMHHMa
HBUXOBOT pelllaBama. [ TaBHU LIMJb IPUMEHE OBE METOJE je€CTE MAKCHMAJIHO CaflejCTBO
CBUX Ca3HajHUX AaKTUBHOCTH Yy4Y€HHMKAa. Y HACTaBHOM IIpOIleCy MpPETHOCTaBba Ce
pelaBame pa3HUX Kiaca 3aJaTaka Ha OCHOBY YCBOJEHHX 3Hama, a Takohe W aHaimm3a
HU3a JIONMYHCKMX 3Hama, HEONXOJIHHX 3a pellaBame IMOCTaBJbEHOr mnpobiiema. [Ipu
TOME, 3Ha4ajHO MECTO 3ay3uMa CTHIale HaBUKA 32 MPUKYIUbambe, ynopehusame,
aHajau3y 1 oopany undopmanuja. Takohe, Beoma 3HauajHa yjIora NprUMeHE padyyHapa
y MOCTYTIKY pellaBama npodiema, orjieaa ce y (pa3u BepupukoBama Xunoresa.

[Ipumeny oBe mertonme wiyctpyjy pemema [Ipobrema 1. u 2. Ilpumepu koju
ciene Tpeba a MPHUKaXy YJIOTYy padyHapa y MpoleCy ajlrOpUTMH3alUje HACTaBHOT
nporieca.

IIpo6Jem 1. CacTaBuTH jeJHAUUHY EIUIICE YHje CY KIDKE [ (1;1) u F, (5;4) , a TpaBa

t:x—y—-3=0, TaHrexra.
1) IlocraB/bame npodaeMcKe CUTyalHje

Kana Ou npasa p(F,, F,) Guia napaneina ca HeKoM 0Jl KOOPAMHATHHX 0Ca, Ha

MpPHUMEp ca X - OCOM, OHJIa OM TpaKeHa eJIMICa NMaja jeTHAYNHY
(D) bz(x—p)2+a2(y—q)2:a2b2,

rae je a,beR" u S(p,q) cpenuna nyxu FF,. Taga ce u3 ycnosa
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2

a’k’ +b’ :(kp—q+n) ,

Ja je mpaBa y = kx +n TanreHTta enurice (1) u jeqnaunHe
a’—-b*=c?,

rne je c=d (Fsz) / 2 nWHeapHW eKCUEHTPHUIUTET eNuIce, Jako oapelhyje jeaHaunna
(1), mro ce mobuja kukoMm Ha JinHK (3.6.4.1.88b), mokperamem ammkamnuje GeoGebra.
Melytum, kako mpaBa p(Fl,Fz) HHUJj€ TapajiejlHa HA ca X - OCOM, HH Ca ) - OCOM, TO
HaBEJICHE jeHAaYMHE HEMajy HMKAKBOT 3Hauaja, a peliaBame mpobjeMa Ha OBaj HAYWH
Huje Moryhe. u nmaje My moce6aH KapakTep.

2) PazymeBame CylITHHe NMPOTHUBPEYHOCTH U GopMyucame Mpo0JeMCcKor
3ajaTKa

Jlaxiie, HaBeleHHU TOCTYIIAK HE pelIaBa MpoOiieM, jep je OUHUIIICIHO PeY O eIUICH
YHja je jeHaunHa 00IuKa

(2) ax> +2bxy+cy’ +2dx+2ey+ £ =0,

rae je a,b,c# 0, Tj. oce eJNuIice HUCY MapajeliHe KOOPAUHATHUM ocama, peaoM. Tana

je, Kao IITO je MMOo3HaTo, MOTPEeOHO NeT Tavyaka, 0j KOJUX HUKOje TPU HUCY KOJHMHEapHe,
na Ou enurca Ouna jeAHO3HAuHO ofpeheHa, ITO ce BHUAM KIMKOM Ha JIMHK
(8:6.4.2.ggb), moxperamem arukanuje GeoGebra. Y oBoM cirydajy cy mo3Hara "camo"
TPH eJIeMEHTa (IBE KUKE U TAHT'€HTA).

Jla nu cy Tpu OBako 3agaTa e€JeMEHTa YCJIOB, CKBHBAJICHTAH TPUMa 3aJaTHM
Taukama? AKO je oIrOBOp MOTBP/AAH, OHJA 3a7aTak He Ou Omio Moryhe permmTu!

MehyTtum, ako Ou y3 3agaTe >Kke Ouila TO3HATA jOII jelHA Tadka eIHUIICE,
HarpuMep Tauka M , Tajga O ce Ha OCHOBY JIE(DHHUIIM]jE SITUIICEe

(3) d(F,M)+d(F,M)=2a

MOTJIa OJPEeIUTH U IeHa jenHauumHa. Y Ty CBpXy KIMKoM Ha JuHK (3.6.4.3.88D),
nokpenyTH arukanujy GeoGebra

[Mocnenme pacyhuBame HaBOIM Ha 3aKJby4Yak, Ja 3a/aTe JBE XKIKE U TaHTCHTA
enurce, Oaml Kao M JIBE JKIKEe W Tadka eJHUIICe, MPECTaBIbajy T0BOJbaH Opoj 3aaaThx
elleMeHaTa Jia ce Mpo0JIeM peru.

C npyre cTpaHe Bajha HAallOMEHYTH, JIa y HACTaBHOM NpOTpaMy aHAJTIUTHYKE
reoMeTpHje 3a THMMHA3Wjy, HUje EKCIUIMIUTHO HaBEICHO OITHYKO CBOjCTBO EIIUIICE
(xunepOose, mapabose), MTO 3HAYM Jla MPOM3BOJbAH YUCHHK M HE MOpa Ja ra 3Ha,
OJIHOCHO, HE MOpa J1a ra ce "ceTu'.

To paxie 3Ha4M Ja CYUITHHY TNPOTUBPEYHOCTH MpeicTaB/ba HeMoryhHoct
carienaBama Bese u3Mel)y 3amaThx ejleMeHaTa W TPaKEHOT KOHAYHOT pe3yJiTaTta,
jeTHAYMHE eJTHTIICE.
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Crora ce Hamehe 3akJpyyak Jja Tpeba aHAJIM3UPATU BE3y, aKO Ta Be3a MOCTOjU, u3Mely:
XKIKa M TaHTEHTE, C Je[THE CTpaHe U Tayaka eJIuICe, C Ipyre CTpaHe.

IIpob6aemcku 3aaaTak ce mMoxke GopmyaucaTu Ha cjienehm HaumH: Tpeda
YTBpPAMTH Be3y u3Mel)y :Kuka u TaHreHTe ejMIice, C jeHe CTpaHe, ca JOTAHPHOM
TAYKOM TaHTeHTE U eJIUIICe, C Apyre CTpaHe.

3) Tparame 3a HAYMHOM pelIaBamkA MPOOJIEMCKOT 3aJaTKa

ITo3HaTo je na 3a caBKy Tauky M enuIrce, uuje cy ke F, u F,, Baxu penanuja

(3), wTo BaXku M 3a TOAUPHY TaUKy A , TAHT€HTE U EJIUIICE.

Crnuka 3.

3a tauky T, cnoJspammmbocTy enunce, (Cnuka 3.) BaKd HEjeTHAKOCT
d(F.T)+d(F,.,T)=d(F,M)+d(M,T)+d(F,T)>d(F.,M)+d(F,,M)=2a,
KOja CBaKaKO BaXKHM W 3a MPOM3BOJbHY TA4Ky TAHICHTE, PA3IMYUTY O]l JIOJUPHE TaukKe,
ITO ce 100uja KIMKoM Ha TuHK (3.6.4.4.88b), nokperameM aruukanuje GeoGebra.

MehyTum, u3 TmOCHenmEe penanyje MOXe C€ YOUMUTH jedHa 3HayajHa
KapaKTepUCTHKA Tadaka TaHTEHTE, a TO je: 30Mp pacTojama NPOU3BOJPHE TadKe
TAHT'CHTE, PA3IMYUTE OJ] TOJMPHE TauKe, OJ1 )KMKa enurce, Behu je o 30upa pacrojama
JTOJMpHE Tadyke Of >KWkKa. J[pyrmM peurma, 30Mp pacTojarba MPOU3BOJFHE TauKe
TaHTEHTE, O] )KM)Ka EJIUTICE MOCTHXKE CBO] MUHIUMYM Y JIOJAUPHOj TAYKH.

Ynupagso je 1oqupHa Ta4yka, Ta4Ka KOjy TPaKuMo!
4) Jloka3 xumore3e

Caz[a HnMaMO HOBH 3aJaTak, KOjI/I rJ1acu:

Axko je y pasnu a dama npasa t u mauxe F, u F,, ca ucme cmpane npase, oopeoumu
mauky M €t, maxo 0a 36up pacmojarwa d (Fl ,M) + d(Fz,M) 0y0e MUHUMANAH.
VY Ty cBpXy, HeKa Cy Tauke F; u F,, ca MCTe CTpaHe IpaBe ! ¥ HeKa je F'| Tauka

CHUMeTpHUYHa Tauku [, ¢ 063upoM Ha ocy ¢, (Cnuka 4.).
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+F2M=10.81751 1 .-462=F_'T+F2

Cnuka 4.

ITomro cy Tauke F, u F' ca pasHHX CTpaHa TpaBe ¢, IOCTOJH IpPEceK
[FF']Nt={M}, a nowro je ocHa cumeTpuja TpaHc(opMalyja NOLYAapHOCTH N
M e p(F,,F')), onna3aTauky I €, BaXHH

d(F.M)+d(F,,M)=d(F',M)+d(F,,M)=d(F',F,)<d(F',T)+d(F,.T),
a3a T # M Baxu cTpora HejeJIHaKOCT, IITO ce JA00Hja KIMKOM Ha JUHK (3.6.4.5.26D),

nokpetameM arunkanuje GeoGebra.

JHaxne, Tauka M je TpakeHa IOAMpHA Tadyka TaHTeHTe W enurnce. OBae Tpeda
HAIJIACHTH M /1A je TaHIeHTa /, cuMeTpaJja yriaa XFMF' , HanopeaHor yria,
AFMF,.

Cana, xaga je onmpehena Tauka M , NOAMpPHA Tavyka TAHTEHTE W EJHICE, U3
penanuje (3) oapelyje ce Hemo3HATHU MapameTap ¢, a 3aTUM MPUMEHOM IMOCTYIIKA,

AQHAJIOTHOT TIOCTYTIKY HaJIa)KeHa jeAHAYMHE enurce — 1o aeduHunuju, oapehyje ce
jenHaynHa eIurce Kojy nooujamo y oomuky (2).

Cajna je oTkpuBeHa Tpa:KeHa Be3a U3 NMPOOJEMCKOr 3aaTKa, Koja ce J00uja
KJHMKOM Ha JUHK (3.6.4.6.22b), nokperamem amumkanuje GeoGebra.

Jla 6ucMO MpPUMEHMIIM HaBeIEHH IOCTYIAK, MPBO HAJa3UMO OCHOCHMETPUYHY
ciuky F',, xwke F|. Y Ty CBpXy HaJla3uMO Ipecek F,, qaTte TaHIeHTe ! ¥ HOpMalle

n:x+y=2
w3 xmwke F,, Ha Tanrenty ¢. Tauka F,(2.5;-0.5) je cpenuna aysku [FF' |, 360r uera
je F| (4, —2). [IpaBa p(Fz,F'l), YHja je jelHaunHa

6x—y =26,

cede TAaHTeHTY ¢ y Tauku M (4.6;1.6) , TOJMPHO] TAaYKHU TAaHTEHTE { U TPa’KeHe EJIMIICE.
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[TpumenoM jearauune (3), mapaMmerap a jeIHakx je
a=0.5(d(F,M)+d(F,,M))=~3.33++/1.48 ~3.04138.
[IpumeHnoMm aeduHULIAjE eTUTICS

d(F.T)+d(F,.,T)=2a

rac je T(X,y), IMPOU3BOJbHA TA4YKy CJIIMIICC, IIOCJIC [Ba Y3aCTOIIHA KBaJpHUpama U

cpehuBama, n00Mja ce TpakeHa jeqHaunHa enurce (Ciouka 5S.)

21x% —24xy +28)° —66x—68y+73=0.

Cnuka 5.

TpaxeHa jenHaunHa ce 100Hja MOKpeTameM arutukanyje (3.6.4.7.nb) y Mathematica-u.
5) IIpoBepa HCHPaBHOCTH pelleha NPOOIEMCKOT 3a1aTKa
AHann3om o0ujeHe jeAHauYnHe, KOjoM ce 1001ja

0=444>0 u A=-49284+0

jacHO je Ja OHa MIpEeICTaB/ba EJHICY, YHje Cy KIDKE JaTe, a pellaBamkeM CUcTeMa
jenHavYnHa

21x* —24xy +28y° —66x—68y+73=0
x-y-3=0

nobuja ce jenHo pewese, Tj. jenan ypehenn map (23/5,8/5), wrro 3Haum xa je mara

rpaBa { TaHTEHTA CJIUICE. JeAMHU yCIIOB, KOju Tpeba Ja MCIyHaBajy aTH eJIEeMEHTH
jecTe ma cy jaTe Tadyke ca MCTE CTpaHe JaTe mpaBe. Y NMPOTHUBHOM, ako OW mpaBa ¢

caJipykaja yHyTpallby TauKy Ty>Kd [FIFZ], a TO je yHyTpallllha TayKa eJIUIICe, OHAA Ta

npaBa He OM OWsla TaHTeHTa EJIMIICE, M TaJa 3aJaTak HeMa pellerha, jep TaKkBa eJIHIca
HE TIOCTOjH. ]
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Hanomena 4. Axo npaBa ¢ caapXu yHYTpallkby Tauky HYy>Kd [Fle]a OHJIa TIOCTOjU
xunepbona ca xmwxkama F; n F,, 3a Kojy je, Tako 3ajara, IpaBa ! - TaHIeHTAa. Y Ty
cBPXy, 3a 7:2x—-y-3=0 u F(0;2) u F,(4.53.5), Moxke ce Ha CIMYaH HAYMH

pemmty onrosapajyhu mpoOnem. Pesynrat ce Moke JOOMTH KIMKOM Ha JIMHK,
(3:6.4.8.ggb), nokperamem armnkanuje GeoGebra. [ |

IIpo6aem 2. Ilo mepaeBuHaMa AyxHuHE d , HACIOHBEHUM Ha 3u1, Kpehe ce mauka. Y
TPEHYTKY KaJa je 3ay3eia ocjloHall y Tauku 7 , Koja JAeJIu MEepAEeBUHE y OfHOCY m:n,
OHE TIOYMbY Ja Kiau3e (jeaH Kpaj KIW3U 10 oAy, a JAPYru 1o 3uay). Kojy myramy
OIKCYje TauKa OCJIOHIa MavKe?

1) llocTaBbame NpodJIeMCKe CUTyaNuje:
Heka je T Tauka ocloHIIa, KOja Iel MEPACBUHE AB y pasMepu m:n, Tj.
AT:BT =m:n
U Heka je 7, HBEH MOJI0XKaj KaJa cy MepJeBUHE TOTIYHO YCIpaBHE, a 7, MOJIOKaj Kajaa
Cy MEpJICBHHE Ha TIOJTY.

Jla nu je mytama Tauke 7 TpaBOJMHU]jCKA, 1a JIU je MyTama AyX 71,7,, WIH je ped

0 HEKO] KPUBOJIMHH]CKOj Ty TarmbH?

2) PazymeBame CymITMHEe NPOTHBPEYHOCTH U (opmymcame NMpoodieMCKOr
3ajgaTka:

Ha Cmouum 4., wim kimkom Ha JuHK (3.6.4.9.g8b), mokpeTameM arumdKanuje
GeoGebra, mMoke ce 3aKJby4HTH Ja MyTama HUje MpaBa JuHHUja.

B

Cinuxka 6.

MehytuM TO HHje IOBOJBAH pa3JIOr Ja C€ H3BEIAE CHUTypaH 3ak/bydak. 3a
pemaBame mpobiema, yiory 3uia W monaa mnpey3ehe KkoopauHaTHE oce, YIOTY
MEpJeBUHA, Ty’ KOHCTAaHTHE Ty>KUHE d , a YJIOTY TadyKe OCJIOHIIA Tayka 7 , KOja BPIIH
YHyTpalllby Mojely IyXkH Yy patom opHocy. Haeenene tauke 7, m 7,, y OBOj

cutyanuju, ogpehene cy Ha cienehu HaYMH
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o) o i)
m+n m+n

Cana ce pemaBame mpo0iieMa CBOIM Ha pelaBame cienaeher 3agarka:

OnapeanTu reoMeTpPHjCKO MECTO Ta4aKa, Koje Ay’ KOHCTAaHTHe AyKuHe d , Ynje ce
Kpajme Tauke Kpehy mo KOOpAMHATHMM ocama, Jeje y pasMepu m:n, rae je

mneR".

3) Tparame 3a HAYHHOM pelIeHa MPO0JEMCKOr 321aTKa

Heka je 4B nmara myx nayxune d, rae je d >0. Ako je y JlexaproBom
TIPABOYTIIOM KOOPJMHATHOM CHCTeMy Tauka A(a,,0), rae je |a,|<d ,n B(0,b,)onna je

“4) a,” +b, =d*.

C npyre ctpane, ako Tauka 7' 1enu 1yx AB y pasmepu m:n,3a m,ne R Tj.

—_ m —_—
7=".7B,
n
OHJIa 3a KOOpAMHATe Tauke T'(x,y), BaXKH
na mb,
¥ = —%0 _ 0
m+n m+n
T

e

N

B, s.f

Cnuka 7.

Ha ocHoBy penanuje (4) , umamo

2 2
m+n m+n
5 g >+ *=1,
) ( dn jx (dm j g

IITO MpEACTaBJba CIIMIICY Ca HCHTPOM Y KOOPAUHATHOM IMOYCTKY U ITIOJIyOoCaMa
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npuuemy je a>0u b>0.
4) loka3 xumorte3se
O6pnyTo, Heka d (A.B)=d tneje A(a,,0) n B(0,b,). ITomro cuctem

2 2
(m+nj x2+(m+nj V=1 A bx+a,y=ayb,
dn dm

YBCK MMa JiBa pCUICH-A,

na, mb, na, (b02 (m+n)’ —dzmz) _ mb, (a02 (m+n)’ —dznz)

X, = y = u x,= =
1 > 1 2 4 >
m+n m+n (m+n)(a02m2+b02n2) (m+n)(a02m2+b02n2)

paBa
p(4,B):byx+a,y =ayb,

cede enuncy (5) y msema taukama T(x,») u S(x,,y,), O KOjUX, OUNTIIEIHO, Ta4Ka
T penu naty nyx AB y pasmepu m:n.
5) IlpoBepa ucnpaBHOCTH penielna MPOOJIEMCKOT 3a/1aTKA

Tauka ocioHnma mauke, kpehe ce 1Mo myTamH, Koja MPEICTaBba JIe0 LEHTPATHE
enunce (5) koju nexu y 1 xBagpanty. (3.6.4.10.g6b) m

[Iporpam GeoGebra omoryhyje na ce kperameM Kiu3ada q,, Tj. KPETAHEM TauKe
a, 1O uHTepBany [-d,d], Tauke A m B Kpehy MO KOOPIMHATHHM OCama, IITO

yCJIOBJbABa U KpeTame AyXKu AB (MepneBwHa), kKao W Tauke M . Hapenba "ykipyum
Tpar" omoryhyje 1nprame Tauke 7 y pa3HUM I0JIOKajUMa, IITO MPEICTaBba TPAKCHO
TEOMETPHjCKO MecTo Tauaka. Takole, moryhe je Bapupame M OCTAIMX NapameTapa
(d,m,n) MWTO MMa 3a TOCIIEAMITY TIPOMCHY TI0JI0Kaja Tadyaka U O0JIMKA TEOMETPH]jCKUX
durypa, a y CKIaay C TUM U TPOMEHY HHHXOBUX HYMEPHUKHX KapaKTEpPHCTHUKA
(koopauHaTe, Mepe, jeTHAYIHE).

[IpuMeHy OBe HACTaBHE METOJIE, HIIYCTpYjy 1 ciienehu 3anamy
Baparak 1. CacraBuTn jenHauuny emunce unje cy xmke F (9;20) u F,(49;55), a
TAHIeHTa X - Oca.

Pememse ce no6uja mokperamem amukanyje (3.6.4.11.g8b), y nporpamy GeoGebra,
OJTHOCHO TIOKpeTameM arumkanuje (3.6.4.12.1b), y nporpamy Mathematica. m

3anarak 2. Onpenn jensaunty napaGone, koja canpxu tauke A(0;—1.5) u B(0;—4) u

uMa JupeKTpucy 2x—y+1=0.
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Pememse ce 1061ja nokperameM arukanyje (3.6.4.13.ggb), y nporpamy GeoGebra. m

Bagarak 4. Jlata kpyxHuna k:x’+y’ =a’, Tauke A(c,O) u B(—c,O) , TIpaBa
s L p(A, N ) y TpOU3BOJBHOj] Tauku N , Kpy>KHUIIE ¥ Tauyka I CUMETPUYHA Tayku 4,

y OHOCY Ha mpaBy s . OIpeIuTu reOMEeTPHjCKO MECTO Tadyaka M , mpeceka MpaBUX S
u p(B,T), akoje:a) 0<c<a,0) ¢c>a>0. =m

3aparak 5. Jlata je mpaBa d:x=—§ U Tadka F(?,Oj, rae je p>0 u mpou3BOJbHA
Tauyka mpaBe Aed. OmpeauTd TEOMETPHjCKO MECTO CBHX IPECeYHHMX Tadaka M,
cuMmeTpae nyxu FA mnpaBe ¢ L d,Koja calipXu TAaUKy A. ®

3agarak 6. Ilpumenom mnporpama GeoGebra KOHCTpyHCaTH TE€OMETpPHjCKa MecTa
tadaka oxpehena y [Ipobnemuma 1. u 2., kao my 3agauuma 4.1 5. m

3aparak 7. Hahu reomerpujcko MecTo Tayaka, KOje Cy CHMETPUYHE Ca KIKOM Y
OJTHOCY Ha TAHTCHTE eNuIce. M|

3.6.5. UcTpa:xxuBauka MeToaa

Kao nacraBHa Merona, HCTpa)XMBayka METO/a C€ OOMYHO peaju3yje Kao BHUIIU
HUBO TMpoOJIeMCKe MeTojle. 3acHHMBAa C€ Ha HHIMBUIYaTHOM paJy YyuY€HUKa, Ha
pemaBamy Mnpobiema, TEKHUX 3a/aTaka, Ca3HajHOI WM MPAKTUYHOT KapakTepa.
HcTpaxkuBauka akTUBHOCT YYEHHMKA, HEMa 3a LWJb CaMO MPOHANAXKEHE peIIeHha
MOCTaBJLEHOT TMpOo-0JeMa, HEro MU OCHOCcOo0JbaBamkbe€ 3a CAMOCTATHO YyO4aBame U
MocTaBJbame MpodiieMa, Kao U UCTULIAEE LIUJba CBOj€ HCTPAKUBAUKE AKTUBHOCTH.

OBa MeTo/1a noipa3yMeBa OpraHu3alljy HacTaBHOT MpoIieca Mo y30py Ha Mpolec
HAY4YHOT HMCTpaKUBarma. YUECHUIM "OTKPHBAjy HOBO', MITO CyOjeKTHBHO, Ca acleKTa
YYEHHUKa, jeCTe HOBO, aJIH j€ HAyIH JO0OpO MO3HATO. TOKOM peann3aliije UCTPAKUBAUKE
METOJIe, YYCHUK TpoJla3u Kpo3 (ase HMCTpakMBayKOr MpOIEca, CIMYHO AKTHBHOM
UCTpaXWBady, TOKOM CIpOBOlEma IMpolieca UCTpakMBamka, HAPABHO, HA I10jeTHOCTA-
BJbEH HAYMH, MIPUCTyNauaH yueHuKy. Moxemo u3aBojutu cienche gase:

1. unentudukanuja npodiema u popMynaiuja npeaMeTa UCTPAKUBABA,
2. TOCTaBJbAKE XUIOTE3E HCTPAKUBAMDA,

3. cacraBJbame IJIaHa UCTPAKHUBAbA,

4. peanu3zaidja IUTaHA UCTPAXKUBAHA,
5

TECTUPAE XUIOTE3€, aHAJN3a HEMO3HATUX YMIbCHHIIA U FbUXOBUX OJHOCA Ca
JIpyruMa YumbeHuIama,

6. dopmynaija pe3ynrara,
7. olleHa BPEIHOCTH JOOHJEHUX pe3yJiTaTa U MOTYNHOCTH BbHXOBE ITPUMEHE.

HCTpa)KI/IBaLIKa MCTOHA, Ka0 U CBAKa Apyra HaCTaBHAa METOMA, HI/IjC YHUBCP3aJIHA.
Omna ce Moxe INPpUMCHUTHU CaAMO HA HACTaBYy O,Z[per)eHI/IX TEMa, NPCBACXOJAHO OBHX KOje
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ce oOpalyjy y BUIIMM pa3peauma Cpelme IIKONe, 3a 4ujy o0paay je moTpeOHO aa
YYEHUIIM Toceyjy oapeheru, ToBosbHO 00nMaH, (GOH 3HambA.

JeqHa o BpeTHOCTH OBE HAcTaBHE METOZE jecTe U TO, IITO Cy 3HAaWba yUYEHHUKA
pe3yaTaT CaMOCTAJIHOT HCTpaKuBamba yYeHHKa, KaHAJMCAHOT O CTpaHE HACTaBHUKA.
Mebhytum, Oe3 063upa Ha caMOCTaIHy KOTHUTHBHY aKTHBHOCT YYEHUKA, HEOMXO/IHO je
OpPTaHU30BaTH HCTPAKUBAKE, Pa3BHjaTH KOTHUTHBHY AKTUBHOCT YYEHHWKa, IITO je
HECYMIbMBO CIIOKEHHjE U 3aXT€Ba CTPYYHO-METOIMNYKY NMPUIIPEMY BHIIET HUBOA, HETO
NPE3EHTOBAE TPANBA H3JIOKCHOT Y YIIOSHHUKY M 3aXTEB J1a Ta YUCHHIN 3aramTe.

3a peanuzanmjy OBE€ METOJE, yJjora padyHapa u onaroapajyher oOpa3zoBHOT
copTBepa je Beoma OuTHA. Y CBakoj (a3 HCTPaKUBAYKOI Ipolieca padyHap H
o0pa3oBHH copTBep [ajy BEIMKH AOMPHHOC, IITO he OUTH W MOKa3aHO y MpUMeprMa
KOjH ciene.

[IpuMena mcTpaskMBadKe METOJAC y TUIAKTHYKOM CHCTEMY HAacTaBa y3 MOMoh
paduyHapa o00e30ehyje camocTasiHy CTBapajadyky akKTUBHOCT YYCHHKA Yy TPOIECY
MaTeMaTHYKUX HCTpaXKMBama Yy OKBHPY jemHe Teme. KopumhemeM oBe HacTaBHE
METOIe, YUEeHhE IMOCTaje pe3ysiTaT aKTUBHOT HCTPAKUBamkha, OTKPUBAMma W Urpe, 300T
4yera Cy W HacTaBa M y4€mwe, M0 MPaBWIy, MPUJaTHUJH U yCHEIIHU]H, HETO MPUMEHOM
TPaTUIIMOHATHIX HACTABHUX METO/IA.

[IpumeHy oBe HacTaBHE MeTo/ie WiIycTpoBahe MpUMEpH KOjH cielie.
IIpumep 1. Jlate cy npase

a:ax+by+c=0ub:ax+b,y+c,=0,

rae je a,,b,c;,ay,by,¢, R, af +b7 #0 u a3 +b; # 0. Onpenn jeHaunHy Xunepooe

qHje Cy acUMITOTE MpaBe a M b, ca KOjuMa cBaka TaHIeHTa, 00pasyje Tpoyrao jare
noBpmrHe P . (CnenujanHo, HeKa je a:2x—y+4=0u b:x-2y+10=0, P=10.)

1. Unentudurkanmuja npodaema u popmyanuja npeaMera HCTPaKUBaAKHA

OmaMmax ce MOKE YOUMTH J1a 33/1aTaK 3aXTeBa BeoMa O30MJbHY aHAIIU3Y, MOCEOHO
30or uwumeHune na ydeHuk III  paspema ruMmHa3Wje HE BIaja  amapaTtom
nudepeHITjaTHOT pavyyHa.

Takohe, kama OW acuMITOTe OWIIE CHUMETPUYHE Yy OJHOCY Ha HEKY Of
KOOPJMHATHHUX OCa, WM Y OJHOCY Ha HEKy HUMa MapalelHy IMpaBy, 3aJaTak Ou OHo
3HATHO jeHOCTaBHUjU. Taga Ou u xumnepOosa Ouiia CHUMETpUYHA Y OJTHOCY Ha UCTY OCY,
OJTHOCHO TIPaBy, a leHA jeJHauYnHa Ou Omiia, o0mka

2 2
(x=p) (v-4)
2 > =L
a b

raecy a u b IoJIyoce, a S(p,q) MMPECCK aCUMIITOTA, LITO CC ,I[OGI/Ija KJIIMKOM Ha JINHK

(3:6.5:1.ggb), noxperamem armukanuje GeoGebra. Tazna cy noiayoce peliema cucTemMa
jemHavYnHa
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ak=bu ab=P,

a TpakeHa jeJTHauYMHa Xxurepooie riaacu

2 2 2
k (x—p) —(y—q) =kP.
MehyTum, 300T TIoJI0%kaja aCUMITOTA, MPOOJIEM je MHOTO CIIOKEHUJU U Tpeda ra
TOBE3aTH ca XUIIepOOJIOM Koja ce oJipeljyje Ha OCHOBY CBOJUX aCUMIITOTA.
2. TlocTaB/bame XUMOTE3E HCTPAKUBAHA

[IpernocraBsba ce, y ONIITEM Ciydajy, Ja pelleme Tpebda TpaXUTH Ha JpyTU
HauuH. Haume, TpaxkeHy xunep6oiy Ou Tpebasao 10BECTH y Be3y ca jeIHAUMHOM

(6) (a1x+b1y+cl)(a2x+b2y+c2):/1,

rae je A€R, u yrBpauTH mox KOjUM yCIIOBHMa OHa IpeJcTaBba Xumepoory. Y Ty
CBpXY, Tpeba NOKpeHyTH aruukannjy (3.6.5.2.¢¢b) y nporpamy GeoGebra.

C tuMm y Be3u, Tpeba ce CEeTHTH aHAIIM3€ OMIITE KBAJpaTHE jeAHAuyuHE (BUICTH
4.2)

ax® +2bxy +cy? +2dx+2ey+ f =0,

Y TIOTPEOHOT U I0BOJHHOT YCJIOBA J1a OHA MPEICTaBJba XUIEepOoIly, KOju Ii1acu

a b d
a b
o= <0uA=|b ¢ e|#0,
b c
d e f

ITO ce 100uja moKpeTameM arunkanyje (3.6.5.3.ggb) y nporpamy GeoGebra.

Taxolhe, mo3Haro je, 1a 3a cBake JBe JaTe npase, NocToju Tpeha nmpasa koja
ca muMa olOpasyje Tpoyrao aare mnospmuHe. Ta Tpeha mnpaBa Tpeba na
NpeAcTaB/ba TAHTeHTY TpaxkeHe xumnepoOose. Ilo3naro je, na/be, na je cpeamuirTe
HBEHOT 0/iceYKa u3Mel)y 1aTHX acHMIITOTa, TAYKa I0AMPA TAHIeHTe U XumepooJe.

Jlakie, oOCHOBHa XMIIOTE€3a UCTPaKMBamba MOApa3syMeBa, Aa CBaKa MpasBa Koja ca
AATHM acUMITOTaMa o0pa3yje TPOyrao jaare NMOBpPIIMHE NPeACATB/bA TAHTEHTY
xunep0oJie, a cpeAMHa oJceyKka u3Mely acuMNTOTAa, HA CBAKOj TAHT€HTH, je TAUKa
xunepooJe, Koja 3a10BO/baBa jeqHAYURY (6).

3. CacraB/bame IVIAHA HCTPAKUBAKHA

Onpenutn moTpebaH © JOBOJbAH YCJIOB Ja jenHauwHa (6) TpencTaBiba
Xunepoomy.

CacTaBUTH jeJHAYMHY jefHe (MPOW3BOJHHE) OJ TAaHTeHATa f, KOja ca JaTuM
acuMITOoTama oopasyje Tpoyrao JaTe moBpImHe P .

Ompenutu Tayky AO0AWMpa TAHTEHTE W XHIMEpOoJie, Tj. OJIPEAUTH CPEIUINITE
OJIcCeUKa Ha TaHTEHTH, oJipel)eHOT acuMITTOTaMa.
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VY jenHaumuu (6), ompenuTH BpemaHOCT mapameTpa A €R, u3 ycimoBa aa Tadka
JOJMpa MPHUIaIa XUIEPOOIIH.

4. Peasimzanmja njiana HCTPakMBamba

Tephewe 1.: Jennauuna (6), 3a 4,q,,b,,¢,a,,b,,c, € R, npeacrasmpa xunepooiy, ako

M CaMo ako je

#0 u A1 =#0.

3a noka3 TBphema, NpeTnocTaBuMo J1a jeaHayuHa (6), HarmucaHa y oOlIMKy
2 2
aa,x* +(ab, + aby ) xy +bb,y* +(aic, + aye ) x+ (b, +byey ) y+ e, — A =0,

npescTaBiba xumnepooiy. OBa MpeTnocTaBka je eKBUBaJIEHTHA ciefehum penanujama:

_ a,a, 0.5(a,b, +ayb;) :—0.25(a1b2—a2b1)2 <0,
0.5(a,b, +a2b1) bb,
"
a,a, 0.5(011172 + azbl) 0.5(a102 + azcl)
A=10.5(ab, +a,by) bb, 0.5(byc, +b201) =0.25(ab, —ayb, )2 A#0.

0.5(ajc, +aye;)  0.5(bic, +by¢y) cc, —A

[IpBa penanuja je eKBUBAJICHTHA Ca PEJIallijoM

@ b =0
a, b, ,
a ipyra, ca pelaiujom
a, b
R TN A#0,
a, b,

mro je Tpebamo mokazatu. Pesynrat ce mobwja kimkoM Ha JuHK (3.6.5.4.0D),
MOKpeTameM arutrkaiyje Mathematica.

AKO Cy UCIyH-€HU YCIIOBH HABEICHU y PETXOJHOM TBphEemwy, Tajla c€ aCUMITOTE

ceky y Taukn S=(xg,y5) - uentpy xumepGome, rme je xg=—2—21,
ab, — ayby
yg =—————=, 10 ce 100Hja KIMKOM Ha JMHK (3.6.5.4.0b), nokpeTameM arumka-

a;b, —ayby

umje Mathematica. Crieumjanso S =(2/3,16/3).
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3a oxpehuBame jemHauMHE TAaHTEHTE !, YOUMMO HAa aCUMITOTH @, MPOU3BOJHHY
tauky A(x,,y,), koja npunana u Tanrentu. Tpehe teme B(x,,y,), Tpoyrma AABS
3ajeJTHIYKY Ta4Ky TaHTeHTe ¢ ¥ acuMnToTe b, oapehyjemo u3 ycioBa
Pyps =P,
Tj.
=2P.

‘(xS _‘xa)(y_ya)_(x_xa)(yS _ya)
ITocebu yClIoB NpeCTaBIba jeJHAYMHE NTapajeTHAX MPaBUX

(x,=x,) (v =2,)=(x=x,) (v, —y,) =£2P,

KOje CEeKy IpaBy b, y Taukama B(xb,yb) u B'(x'b,y'b), HITO 3HAYU Ja TMOCTOoje JBa

takBa Tpoyria: AASB u AASB'. To ce nobuja mokperamem arumukarnmje (3.6.5.5.22b),
y nporpamy GeoGebra, Cnuka 6.

Crnuxka 6.
Creunjanso: 3a A4(4,12) umamo B(14/3,22/3) u B'(-10/3,10/3), a 3a TaHrenry
BaXKU
t:7Tx+y—-40=0 u ¢t":13x—-11y+80=0,
rie je t= p(A,B) u t'= p(A, B') , WTO ce Jo0Hja TOKpEeTameM allIuKaluje
(3:6.5:4.0b), y mporpamy Mathematica.
Taxohe, mo3Hara je 1 ocoOrMHa CpeMHE OACeUKa HAa TAHTSHTH H3Mel)y acUMIITOTa.

Tephewe 2. T je Tauka jgoauMpa TaHTeHTe W XumepOose, ako U camMo ako je T
cpeamITe MyXH, onpeleHe mpeceuHnuM TauKkama aCUMITTOTa XUIIepOoJie U TAHTSHTE.
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3a nokas, Heka je b’x’ —a’y® =qa’h* xumepbona, IITO HEe yTHYE HA OIIITOCT.
Onpenumo npeceyne Tauke P u Q, TaHTeHTE y Tauku 1 (xo, yo) xurepboe
2 2 2,2
bxyx—a“y,y—ab” =0,
ca aCHMITOTaMa OBE XHIepOoIre

bx—ay=0 u bx+ay=0.

) . a’b ab’
PemraBamem oBor cucrema jenHaumHa — gobwjamo P , ,
bxy—ay, bx,—ay,
a’b —ab’ . .
0 , , OJIaKJIe cienu TBpheme, Tj. Tauka I’ je cpeauna ayxu PQ.
bx,+ay, bx,+ay,

Y Ty CBpxXy, KiIMKOoM Ha JIMHK (3.6.5.6.ggD), mokpenytu ammukanujy GeoGebra.

OGpHyTO, TIpaBa y = kx +n, Moz yciuoBoM a’k> —b* =n?, Tanrenta nate xumep6one,

( an bn j [ —an bn j
cede mEHEe acUMITOTe, y Tauykama P , u Q , , pemom.
b—ak b-ak ak+b ak+b
2 2
k b ..
[Tomto koopaunate Tauke 7’| —,— |, cpeauHe ayxu PQ, 3a10BOJbaBajy jeTHAUNHY
n o n

xurepoOose, Tauka 7 joj mpumnaja.

Jaxne, Ha ocHOBY TBphema 2, 3akJbydyjeMo Ja Cy CpeluHe TyXu AB , OMHOCHO

X, 4% Y, + X, +x'y y,+)'
A'B', nonvpHe Tauke T:(“Tb,y”—zybj, OJHOCHO T'z( = > b ,y“ 2)’;;), TaHI'CHTE

t,onHocHO t' u xunepGone. Cneumjanno: T(13/3,29/3), T'(1/3,23/3).

W3 ycnoBa na Tauka momupa 7', ogHOcHO 7', mpHNana TpakeHO] XHUIepOoIH,
onpehyje ce mapamerap A, omHocHo A',y jenHauunu (6), Ha cienchu HauwH:

ﬂ:(alxt+b1yt+cl)(a2xt+b2yt+cz) U /1':(alx't+b1y't+cl)(azx't+b2y't+cz),
rae je T=(x.y,) u T'=(x',y',), omakie cieau ja mocToje ABE Xumepoboue Koje
3a710BOJbaBajy MOCTABJLEHE YCIIOBE
H:(ax+by+c)(ax+by+c,)=4 u H':(ax+by+c)(ax+by+c,)=4".
CnenujanHo, 3a A =—15 umamo
H:2x* —5xy+2y* +24x—18y+55=0,
aza A'=15
H':2x* =5xy+2y* +24x—18y+25=0,

ITO ce J0OMja KIMKOM Ha JIMHK 3.6.5.7.88b), nokperamem armunkanuje GeoGebra.
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Cauxka 7.

5. Tectupame Xunore3e, aHAJIU3a HEMO3HATUX YMHEHNLA U BUXOBUX 0THOCA
ca IpyrumMa 4YumheHnuama

Pemewem 3amaTka moTBpheHa je OCHOBHA XHWIIOTe3a, M youdaBajy ce ciuenche
YUECHULE:

* g1a he mpaBe ¢ u t', nobujeHe 3a pasHe BpegHocTu X, € R, OuTH TaHreHTe

xunepbona H u H',

= gna cpeaune T, nyxu AB, (omHocHo T', nmyxu AB'), nobujeHe 3a pas3He
BpegHocTu x, € R, mpunanajy xunepbonama H n H',

" 51a cy BpegHocTu napamerapa A,4'e R, He3zaBucHe o u3bopa x, € R?

AxtuBupameM amumkanuje (3.6.5.4.0b) y nporpamy Mathematica, yBepaBamo ce
Jla Cy O/ITOBOPY Ha CBA MHUTAaba MOTBPIHH.

Taxole, MOXeMO 3aKJbYYUTH Jla aKO Cy TpaBe MapajeliHe, 3aJaTak HeMa peliehe.

6. ®opmyJianuja pesyJjarara

Ha ocHOBY u3nokeHe aHaIM3e jacHO je: aKo ce MpaBe a M b CceKy, OHJa MOCToje
JBe Xumepooe

H:(a1x+b1y+cl)(a2x+b2y+c2)=(alxt +by, +cl)(a2xt +b,y, +c2)

H':(ax+by+c¢)(ax+by+c,)=(ax',+by' +c )(ax'+by'+c,),

KOje HCITyHaBajy JaTe ycioBe, pH 4eMy cy KoopauHate Tauaka I =(x,, yt) u

115



T'= (x't, y't) onpehene mpuMeHoOM omucaHe MpoLeaype.

7. OneHa BpeIHOCTH 100UjeHUX pe3yJaTaTa i MOoryhHocTH BbUX0OBe IPUMeHe.

OBO je Beoma BakaH PE3yJNTaT, jep NpEACTaBiba MOJEN 3a pellaBakbe MHOTHX
apyrux mpobnema. Hawmme, cBaka o ypaleHuX amiukanyja MOKe Ja TpeAcTaBiba
TeHEpUYKU OpraHW3aTOp 3a pasBHjame oJpeheHor KoHIenTa, 3a MTPOBEpPY HEKE
NPETIOCTaBKe, 3a IMOTBPAY HEKOr ao0WjeHor pe3ynTara ¥ ci. Tako Ha mpumep,
arukanja  (3.6.5.5.g8b) y nporpamy GeoGebra, npuka3yje TeHEpHUKHA OpPraHU3aToOP
3a ompehmBame KoopawHaTa Tpeher TeMeHa Tpoyria aaTe MOBPIIMHE, aIUTMKaIldja
(3:6.5.7.ggb) y nmporpamy GeoGebra, MOXe J]a IPUKaKE TEHEPUIKU OPTaHU3ATOP LEJIOT
MIOCTYTIKA peliaBama mpodiema, a arumkanyja (3.6.5.4.08), y nporpamy Mathematica
oMoryhaBa mocTynHy npoBepy CBUX JOOHMjCHUX pe3yiITara. m

3ananm 3a Be:kOy

1. Hamumcaru jemnaunny xurepoode, ca acumnrorama x+2y—3=0u 3x—2y—-1=0,
Koja canpxu tauxy 7'(2,1). "

2. Hamucaru jenHaunny xunepoosie ca LeHTpoM S (1,1) , Koja cagpu Tauky T (—3, 0) ,a

jeIHa acCUMIITOTA joj je mpaBa x— y =0. ]

Ipumep 2. Onpeny jedHauMHEe TAHIEHTH KpuBe Xx° +4xy+)° —8x—4y+8=0, u3
Tayke T(—l,3) .

1. Upentudukanuja npodaema u popmysanmja npeaMera HCTPAKUBAKHA

Ha camom moyeTky Moke ce 3aKJbY4HTH Ja JaTa jeHauiHa MPEACTaBIba EIHIICY,
xurepOomny, win napabosry. Y mpoTHBHOM, 3a7aTak He Ou mmao cmucia. Kako je y
OBOM ciiyuyajy 0 =—3 u A=-12, TO Ha OCHOBY pe3yJiTaTa NMpHuKa3aHux y (4.2) 3Ha4uu
Jla 1aTa KpuBa MpeJcTaBiba XUIepooily, MTo ce J00uja KIMKOM Ha JHUHK (3.6.5.3.88D),
nokpetameM arutukanuje GeoGebra. [lomTo y jenHaunHu naTe KpUBE MOCTOJH WiaH
2bxy, TMO3HATO je Ja Oce KpHUBE HHCY NapajiellHe ca KOOpAMHATHHM ocama. be3

MO3HaBama MPBOI HM3BOJAa M 0e3 MOTyhHOCTH HeroBor kKopwuiihema, HHje Moryhe
KOPHCTUTH yCJIOBE J1a TpaBa Oyje TaHIeHTa KpUBE JPYyTror pena, Hu ToToBe (hopmyIie 3a
JeJaHYMHE HEHUX TAHT'eHTHU. 3aTO je pelllaBamby OBOI' 3a/1aTKa, MOTPEOHO NMPUCTYIHUTH
Ha jelaH MOTIYHO HOB HauuH. Hamme notpebHO je, ako je To Moryhe, eTMMHUHHUCATH
HaBEJICHU WiaH 2bxy , U3 AaTe jeIHaYNHE KPUBE.

OBa pasmuIbaba CE€ MOTY aHAJIU3UPATH Ha padyHapy, KJIUKOM Ha JIMHK
(3.6.5.10.ggb), mokperamem ammmukaije GeoGebra.

2. IocraB/bame XHNOTe3€e HCTPAKNBAHA

Heka je y onmiroj kBaapaTHO] jeTHAYMHI

ax® +2bxy +cy? +2dx +2ey+ f =0,
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b#0. IlpernmocraBuhemo aa ce wian 2bxy MoiKe eJIJAMHHHUCATH POTAIIHjOM KPHBe

OKO KOOPAMHATHOT moYyeTka. Taja ce KpuBa mpecinKaBa Ha MOAYyAapHY KPHUBY, YHdje
he oce OuTH mapasnenHe KOOPAMHATHUM OCaMa, aKo je ped O eNUICU M XHUIEepOOIH,
OJTHOCHO, oca he OWTH mapajeinHa jeIHO] OJ KOOPAMHATHHX OCa, aKO je KpHBa
napabora.

OBa mpeTnocTaBka ce MOXe IperjeIHo MPUKa3aTH Ha padyHapy, KIMKOM Ha JIMHK
3.6.5.11.ggb, mokperamem arumkanuje GeoGebra, nian KIMKoM Ha JWHK 3.6.5.12.1b,
MOKpeTameM aruinkaiuje Mathematica.

Pauynap npumenom mporpama GeoGebra n Mathematica npy»xa moryhHocT aa ce
poranuja (1 ocraie TpaHcpopmaldje) IpUMembyje JUPEKTHO Ha TeOMeTpUjcKe Ppurype
(Tauke, mpaBe, KpUBE, ...), @ HE Ha TPAHCPOPMHUCAHE KOOPAMHATHOT CHUCTEMA, a Kao
pe3ynrar 100ujajy ce moayaapHe reoMeTpujcke purype, u oaropapajyhe ekBuBaieHTHE
jeqHayMHe, mMTO ce Ao0Mja ToKpeTameM ammkanuja: (3.6.5.13.g8b), y mnporpamy
GeoGebra u (3.6.5:14.1b), y mporpamy Mathematica.

3. CacTaB/bame IJIAHA HCTPAKUBAHA

a) Ilpso porupamo jgary kpuBy K , OKO KOODIAMHATHOI MOYETKA 32 HEKHM yrao
@, n pobujamo cimky XK. Yrao hemo oxpeauTH moj ycioBHMa Ja y

jemnaunnu cimke K, koedunujent y3 xy Oyze jennak 0. Takohe, porupamo

U Tauky I, U3 Koje "KOHCTpyHIIEMO" TaHTeHTe U 100ujaMo CIUKy 7.

0) 3arum, oxpehyjemo meHTap W TMOJyOCE KPUBE, aKO C€ Paad O CIHIICH, WU
XuIepOoIn, OJTHOCHO TeMe, OCY U IapaMeTap, ako Ce€ pajid 0 mapadoIIH.

B) VY crnenehem kopaky, cactaBibaMo jeJHAUMHE TAHTCHTH f, W f,, U3 Tauke 7,
Ha KpuBy K, IITO je MO3HaTa NpoIeaypa.

r) Ha kpajy, poTaiujoM TaHTeHTH ! H f,, OKO KOOPJAWHATHOT MOYETKA, 32 yrao
—@ , 100ujaMo TpaXXeHe TaHTeHTEe ! U f, , U BbUXOBE je[IHAUNHE.

4. Peasimzanmja njiaHa ucTpakuBamba

a) Porauujy p) oxo KOOpJMHATHOTr IIOYETKA 3@ yrao ¢, KOJOM CE Tauka A(x, y)

IpeciiuKaBa Ha Tauky A, (xl, b2 ) , IpuKa3zyjeMo cienehom gopmyiiom

X, =XCcos@—ysing

P4
(x,y)—)(xpyl)@ {yl =Xxsin@+ ycos@

Ako cy K:F(x,y)=0 u XK :F(x,y)=0 ase momysapHe KpuBe, PaBHH O, IPH
yeMy ce, MOJl HaBeJIGHUM YCIIOBMMA, POTAIMjoM pf , jelHa Ol JBe KPMBE MPECTUKaBa
Ha JIpyTy, OHJA je

A=K,
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Tj. Ipu poTauuju p;, kpuBa K, je opurnnai, a kpuBa K je meHa ciauka.

3a goka3 yoummo e kpuBe K wu K, mare cBojuMm jeaHaunHama (y HCTOM

KOOpJUHATHOM cucteMy xQOy):
K:F(x,y)=0 un XK :F(x,»)=0,
TaKo Jla ce P POTaLMju p; , JelHa OJ] IBe KpUBE IpecarKaBa Ha Apyry. Tazna, ako
ypehenn nap (x, y) 3aJI0BOJbaBa jeTHAUNHY
F(xcosp—ysing,xsinp+ ycosp)=0

Tj. aKO Tayka (x, y) npunana kpusoj K, oHIa TO OYUIIIETHO 3HAYH, 1a ypehenu map

(xcos@—ysing,xsin@+ycos@)=(x,y,) 3a10Bo/baBA jeAHAUMHY

F (x, y) =0,
7j. Tauka (x,))=(xcos@—ysing,xsinp+ycosp) mnpunmama kpusoj K.
Armnnukanuja
(3.6.5.13.g8b) y mporpamy GeoGebra, mirycTpyje MpeTxoHa pa3mMaTpama.
0) 3a oxpehuBame yrma ¢, poranuje Kojom hemo aHynupatu KOeHUIHM]EHT y3
wiaH xy, Ha kpuBy K, IPEMEHHMO pOTalHjy O OKO KoopauHaTHOT moverka O 3a

Taj yrao ¢ . [IppuMeHOM IPETXOMHUX pa3Matpama, ciuka kpuse K je kpuBa K, nara

JjeTHAYNHOM
K,:Ax* +2Bxy+Cy* +2Dx+2Ey+ f =0,
rae je
A=acos’ p—2bsinpcosp+csin® @,
2B = 2b(cos2 @ —sin’ qp)+ 2asingpcos@ —2csin@cos@,
C =asin’ @+ 2bsinpcosp+ccos’ @,
D=dcosp—esing,
E=dsinp+ecosg.
VYrao poranuje ¢ oxapehyjemo tako na Oyje ucnymweH ycioB 28 =0, 1j.
Zb(cos2 @ —sin® (p)+2a sin @ cos @ —2csinpcosp =0
OJIaKJIe je

(c—a)sin2¢p =2bcos2¢.
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Ogpe je sin2¢ =0, jep ako je sin2¢ =0, oHga je cos2¢ =+1= 0, ogakie cieau
b=0, mTo je Hemoryhe, jep je mo yciaoBy b=#0. Jlakie, mocne ckpahmBama ca
2 bsin 2¢ , uMaMo

c—a

2b

ctg2p =

[Momro je a,b,ce R A b#0, mocrneama jeJHAYNHA UMa pEUICHE, a TO je yrao ¢,

TakKaB Ja je 2¢ € (0, 7[) , OJJaKJIE KOHAYHO UMaMO

—larcct €4 € 0£
Q > g b Q0 )

3Ha4yM, POTALMjOM OKO KOOPJAWHATHOT TMOYETKa, 3a JOOWjEHU OIITap yrao ¢, KpuBa
X ce npecnukasa Ha kpuBy K, 001mKa
K,: AxX* +Cy* +2Dx+2Ey+ f =0.
Jlaksie, BpIIMMO POTAIH]y OKO KOOPMHATHOT TIOYETKA, 38 yrao ¢ = /4, kpuse
K:x*+4xy+y° —8x—4y+8=0
Y OYUTIICIHO Ao0ujamo xunepoony (3.6.5.15.g¢b)

(02) (p-a)

! 4 4/3

b

YUju je LEeHTap S(—\/E,\/E), a momyoce a=2 b:2\/§/3. Hctom poranujom

MpECIMKaBaMo JaTy Tauky 7' (—1,3) , Ha Tauky 7 (—2\/5 ,\/E )

B) AKompaBa ¢:y =kx+n, cagpku Tauky 7,, oHJa je

2 =22 k+n,

a aKo je MCTa Impapa TaHreHTa xunepoone K, oHIa BaKH IIO3HATH YCIIOB
4k —4/3=(—~2k 2 +n) ,
omakie je ki, :ix/g/3 v on, :(3\/5 +44/3 ) /3. Jlakie, jeqHauYnHEe TAaHTCHTH KpPUBE
X, cy
V6 3243 V6 3243

thiy=—x

3 3 - 3 3

r) Porammjom mpaBux f'| ¥ ', OKO KOOPJAMHATHOT TIOYETKA, 32 yrao —7i/4,

n00HMjaMo TpaskeHe TaHTeHTe JaTe Xxurnepoose u3 tauke 7 (—1,3) , UMje Cy jeJHaYrHe
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tI:y:(—5+2\/g)x—2+2\/g u tz:yz(—5—2\/g)x—2—2\/€.
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Crnuka 8.

Kimmkom Ha nmuak (3:6.5.9.g8b), nokpehe ce ammkanuja GeoGebra, koja mpeacrasiba
TeHEePUYKU OpPraHU3aTop 3a pellaBambe OBOT, M HU3a CIIMYHMX 3a/1aTaKa.

5. TecTupame XHIIOTe3e, AHAIN3A HEMO3HATHX YHIEHUIIA U HBUXOBHX OJHOCA
ca IpyruMa 4YumbeHunama

PememeM 3amaTka moTBpheHa je OCHOBHA XWIIOTE3a, W yodaBajy ce cienehe
YHEHCHUILIE:

* aKo poramoja p;, npecaukaBa Tauky 4 kpuse K, Ha Tauky 4,, kpuse K,
pH 4eMy ce KpUBE jeIHa W3 Jpyre J0OHjajy UCTOM POTAaIlHjoM, OHJIA 0]
MHBEp3Ha poTtanmja p,” , npecnukasa kpuBy K , Ha kpuBy K ;

" aKo je y jeIHauuHU KpHUBE @ =C, OHJIA CE€ 3a HaJaXeme yIia poTaluje

KOPHCTHU yCIJIOB (c - a) sin2¢ = 2bcos 2@, onakine je ¢ = /4
6. @opmyancame pe3yJarara
IIpumenom potamuje p;, OKO KOOPAMHATHOI TOYETKa, 3a omTap Yrao
1 c—a .
go:—arcctgz—b, JaTa KpuBa ce MpeciMKaBa Ha KpUBY, Ydje Cy OcCe MapayielHe ca

KOOpJMHATHUM OCaMa, Tj. Ha KpUBY UHja jeJIHAYMHA HE CAJPKU WIaH Xy, a HEHE ce

TaHreHTe ofpelyjy mo 106po Mmo3HaToj MPoLEaypH.

7. Oumena BpeaHOCTH [A00MjeHMX pe3yarata u MoryhHoctu muxose
npuMeHe.
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OBo je BeoMa BakaH pe3ynTar, jep ammkanuja 3.6.5.9.8gb, y mporpamy
GeoGebra npencraBiba TeHEPHYKH OPraHU3aTOp, IITO j€ MOJET 3a PEUIaBamke MHOTHX
cimaHuX npobiema. [loctynak Koju je MpUMEHmEeH y peliaBamy OBOT 33/1aTKa, TOCEOHO
OHAj JIeO KOjU CE€ OJIHOCH Ha POTaIUjy AaTe KPHUBE, MOXKE CE MPUMEHUTH 33 aHAIU3y
OIIITE KBAJIpaTHE jeIHAYMHE, UCITUTHBAE eIeMeHaTa KPUBUX JAPYror pefa, peliaBame
cucTeMa JIBe KBaJ[paTHE, WIN jeHEe KBaJpaTHE U jeHE IMHeapHe, HejeJHAYuHA ca JBE
HETo3HaTe, U CIl. W

Mpumep 3. Y napanenorpam oABCD, rae je A(4,0), B(2,2), C(0,0), ynucarn
SJINIICY.
1. UnenTndpukanmja npodaema u popmyJianmja npeaMera HCTPAKUBAKA

3amaTak He OM 3aXTeBaO OBAKBY Maxiby, Ja je€ JaTH MapajieiaorpaM — KBajpar,
poMmO, wiu mpaBoyraoHuk. IlorpeOHo je, makie, y mapajienorpaMm, Koju HHUje HU
NpaBOYraOHHK HU poMO, YIIUCATH EJIUIICY, @ OUUTIIEIHO je J1a oce Te enurce Hehe OuTu
napajeliHe KOOPAMHATHUM oOcaMa. 3a TakBy €JIMICY, 4YMjé OCE HHUCY MapalieilHe
KOOp/JIMHATHUM OCaMa, YYCHUKY HHCY TO3HAaTH HU YCJOBHU Ja TpaBa OyJe TaHTEeHTa
TaKBE €JIUTICE, HU jeTHAYNHE TAHTEHTH EJIHIICE.

Hauwme, na je mapanenorpam o ABCD xBaapat, uiau poMO, Taga Ou pememe Ona
ylnHcaHa KpyXHUIA, ako je o0 ABCD mpaBOyraoHUK, OHJA j€ pellieHkhe eurca, ca TeMe-
HUMa y CpeJHaMa HEeTOBUX CTPAHUIIA UT/..., IITO C& MOXKE Pa3sMOTPUTH ITOKPETamHEeM
arumkanja:  3.6.5.16.ggb, 3.6.5.17.ggb, nnu 3.6.5.18.g8b, y nmporpamy GeoGebra.

2. [locTaB/bame XUNoOTE3€ HCTPAKUBAKA

300r HaBeIEHMX OKOJHOCTH, MOXE C€ 3aK/byuyuTH Ja Ou pelieme Tpedano
TPaXXUTH Ha HA jelaH HOB HAYMUH.

3aro0 ce mocTaBjba NHTalke O MoryhHoctu 'mperBapama" (mpeBolhema,
npecivkaBama) mapanenorpama oABCD, y xBagpatr 0A'B'C'D', uwnu Hexor
KBaJpaTta y Koju Ou ce ynucasia KpykHulla, y napanenorpam o ABCD . 3atum, a i ce
JEIHUM OJ1 TUX MPECIIMKaBamka KPY)KHHIIA TPECIIUKaBa y eNUICY, Koja Ou Onia ynucaHa
y oABCD ? 3a wiyctpanjy oBe ujeje Tpeda MoKpeHyTH arumkanjy 3.6.5.19.8b, v
nporpamy GeoGebra.

VY Ty cBpxy Tpeba ce ceTuTH apUHOCTH, 3HAYajHE OCOOMHE TeOMETPH]CKHUX
¢burypa, v apuHUX MIPECINKaABabA.

Jpyrum pedrima Tpeba ce CeTUTH J1a MocToje "HeKa'" MmpeciuKaBamba, Koja MOTy Ja
"caxuMajy Kpy>KHUIY", Tj. Jla TPEecCiIMKajy KPY>KHHIy Ha €JIMIICY, a TpaBy Ha IpaBy.
IIpu Tome, ako Tauka Tpunaga KPY>XKHUIM, OHAA HEHA CIIMKa MpUIaAa CIULU
KPY>KHHIIE — €JIMIICH, WIN Ha MPHUMEpP, aKo je TpaBa TaHTeHTa y Tayku T KpyXKHHIE,
OHJIa je IEeHA CIIMKA TAaHIeHTA EJINIICe, y Tauyaku [ ', ciuiy tauke 7', enuIce ....

[IpenmsHuje, oBae je ped 0 apUHUM NMpecJHKaBambHUMAa, MTPECINKaBambIMa IPU
KOjuMa OCOOHMHE, Kao: KOJMHEApHOCT Tayaka, KOHKYPEHTHOCT TPaBUX, MapajeTHOCT
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NpaBUX, IMOJENa JyXKH y JaToj pa3MepH, pa3Mepa MOBpIIMHA TPOYIJIOBA, OCTajy
WHBapHjaHTHE U Ha3UBaMO HX a(uHe 0COOMHE T€OMETPUjCKUX (UTypa.

Wnaue, apuna tpancdopmaiyja paBHu Ha camy cebe neduHulle ce Ha ciaenehu
HAYMH:

Mepununuja. Tpanchopmanuja f paBHH o Ha cebe, gaTa ca

. X, =a,.,x+a,y+b
(1) (x,y)#)(xl,yl)d{ 1= dn 12y )
N =ayx+ayy+b,
3a KOjy BaXXH

() D,=a,a,-aya, #0,
rae cy (x, y) 51 (xl, yl) , penom, Jlexkaprose npaBoyriie KoopauHare Tadaka 4 U 4,, a
a;,b, €R, i,j€(1,2), 308e ce adpmua Tpancdopmarmja.

3a wiIycTpalyjy WHBapHJaHTHOCTH a(UHUX OCOOMHA MOTy C€ TOKPEHYTH
arnkanuje: 3.6.5.20.ggb, 3.6.5.21.8gb, 3.6.5.22.g8b, y nporpamy GeoGebra.

[TokperameMm arumkanuja: 3.6.5.23.g8b, v nporpamy GeoGebra u 3.6.5.24.1b, y
nporpamy Mathematica, nobuja ce mpuka3 adpune TpaHchopmalrje KpPyKHULE Y
SJIUTICY.

3. CacraB/bame IJIAHA HCTPAKUBAKHA

[IpBo ce oapenlyjy KoopauHaTe YeTBpTOr TeMeHa [, marajenorpaMa. 3aTuM ce
¢dopmupa apuHO MpeciinKaBame, Koje mpecinukasa jefad kpaapar 04'B'C' D', Ha natu
napanenorpam oABCD , rxe je A(4,0), B(2,2), C(0,0), D(6,2).

VY cnenehem xopaky, y kBagpar 0A4'B'C'D' ce ynucyje KpyKHHIIA, Ha KOJy Ce
npumemyje ¢popmupana aduna Tpancopmanuja. bena cauka tpeda ga Oyne TpakeHa
eJIMIICa, YIIMCaHa y IATH Mapajiesorpam.

4. Peasimzanmja njiana HCTPakMBamba

Tauky D(6,2) no0ujaMo y TIpeceKy mpaBe d Kpo3 TaukKy A, mapajeiiHe ca
MIpaBoOM p(B, C) U MpaBe ¢ Kpo3 Tauky B, mapajieiiHe ca mpaBoM p(A,C ), rae je
dix—y=4mu c:y=2.

3a Ttemena kBaapara OA'B'C'D', y3zehemo Ha mnpumep Tauke A'(O, —4),
B '(—4,0), C '(—4, —4), D'(0,0). 3angarak je na ¢popmupamo aduHy TpaHchopMmarmjy

(1), xojom ce kBagpar 0A4'B'C'D' npecnukaBa Ha naTtu napaienorpam oABCD , Tako
na ce Tauka A' mpecnukaBa Ha Tauky 4, B' wHa B, D' ma D, a (30or
WMHBapUjaHTHOCTHU NapaneaHocT) Tauka C', nmpecnukasa ce Ha Tauky C.

[Mocnenmwu ycinoB ce cBonu Ha cienehe cucreme jeqHavyMHA
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—4a,+b =4 —4a,, +b, =0
—4a,+b =2 u  —4da,+b,=2;,
b =6 b,=2

YyHja Cy peniema
a,=1,a,=05,b=6,a, =0,a,=05, b,=2.
Tako ce nobuja auHO MPECINKABAHE

x=x+05y+6

b

f
(x:y) }(xlayl)Q{ yl=0.5y+2

KOj€ KPYKHHUITY
k:(x+2)2 +(x+2)2 =4,
ynucany y kBaapat 0A4'B'C'D', npecivkaBa ce Ha KPUBY

k':x*—2xy+5y* —4x—4y+4=0.

A

¥
D
s
S
-
B [} Xy
K IC A ’
L ] 8‘
c A
Cauxka 9.

Pememe 3amarka ce 700Mja MOKpEeTameM OMIIO KOT 0J1 TEHEPUUKUX OpraHu3aTropa:
3.6.5.25.g8b, y mporpamy GeoGebra, mim 3.6.5.26.1b, y nporpamy Mathematica.

[TomTo je m KOMMHEAPHOCT Tayaka MHBapHjaHTa adUHOT MPECINKaBama, JaCHO je
Ja Ce OBHM TpeciuKaBameM cTpaHulle kBaapara: x=0, y=0, x=-4, y=—4,

MpeCiINKa-Bajy, peioM, Ha CTpaHUIIe mapajienorpama: y=x—4, y=2, y=x, y=0.

5. TecTupame Xunorese, aHAJIN3a HEMO3HATUX YHILEHUIIA U IbUXOBUX 0JJHOCA
ca IpyruMa YumheHuuamMa

[IpermocTaBky Ja CMO y TIPETXOJHOM KOpaKy IOOWIM TPaKCHO peIIekhe,
noTBpArnheMo ako 700HjeMo MOTBPAAH OJArOBOp Ha ciiesieha muTama:
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a) J1aiu je noOujeHa KpuBa enurmnca?
0) nanu cy cTpaHHIle MapayejorpaMa TaHTeHTe J00HjeHe KpuBe?

Opxroeop Ha mpBO mMTame je noTBpaaH. Haume y ckiagy ca 4.4.2.4., umamo:

0=6#£0, A=-16#0mu (a+c)A:—96<O, IITO 3HAYH J1a je JoOMjeHa KprBa

k':x*—2xy+5y* —4x—4y+4=0
eImICa.

Caaka ctpanuna mapanenorpama o ABCD uMa TauHO jeJHY 33ajeJHHYKY Ta4yKy ca
eJIUIICOM k' M TO:

* mpaBa y=x-—4 uenunca k' uMajy 3ajeqHUUKY Tauky M (5,1) ,
* mpaBa y=2,uenunca k' umajy 3ajeqHHUKY Tauky N (4, 2) ,

" mpaBa y =X, U enunca k' umajy 3ajeqHHYKY TauKy P(l,l) ,

* mpaBa y=0,uenunca k' UMajy 3ajeIHUUKY TA4Ky Q(2,0) ,

IITO 3HA4YM Ja Cy CTpaHMIE Mapajejiorpama TaHTeHTe enurce k', Tj. emumca k' je
ynucaHa y natu napaienorpam oABCD .

OBo je TpeHyTak KaJa ce€ MOXXE YOUYHTH HEIITO, ITO (BEPOBAaTHO) HHje OWIO
MO3HATO TMPE HETO MITO je JoOujeHa TpakeHa eJHIICa, a TO j& YHICHUIIA JIa Cy JTOAUPHE
TayKe eJUICEe YIHCAHE y MapaliesiorpaM — CPeIMHE HErOBUX CTPAHUIIA.

Moxe ce Takohe H3BeCTH 3aKJbyyak, Ja j€ TO Tocieauiia ocoOuHe aduHe
TpaHcopmMa-11je, YUjoM je TPUMEHOM MojeNa Iy>KU Y AaT0j pa3MepH, MHBapHjaHTHA.
Hanme, nopupHe Tauke eiMIice yIUCaHe y mapaesorpam, Cy ClIHKe TOJUPHHUX Tadaka
KpY>KHHIIE yIIMCaHe y KBajpar

6. @opmyanuja pesyJarara

Ac¢uHOM TpaHCHOpaMIINjOM, KOHCTPYHCAHOM Tako Ja HeKH (cio0omHO u3abpaH)
kBagpar 0A'B'C'D', mpecnukaBa Ha natu mnapaienorpam oABCD, ymnucyje ce
eNuIca y IaTH Iapaenorpam, Kao CJIMKa Kpy>KHHIE yIHCaHe y KBaapar.

7. OueHa BpeHOCTH 100MjeHHUX pe3yJTaTa H MOrYhHOCTH lMX0Be IPUMeEHe.

Ha BaxxHOCT moOMjeHUX pe3yJiTaTta yka3yjy 3akjbydlld M3BEJECHU y Tauykama 5. u
6., ka0 ¥ MOTYhHOCT J1a ce€ OBJIaJia jeTHUM ITOCTYIIKOM 3a PElIaaBHhe MHOTYX JIPYTHX,
Takohe CIOXKEeHHjHX 3aaTaKa.

OBaj mocrtymak omoryhyje na ce ¢opMmyiHie M JIOKaXe OBAaKBO TBpheme:
JAOIMPHEe TauykKe eJUICe YNHCAaHe Yy MapajejorpaM cy CcpeiuHe CTpPaHHLA
napasiejiorpama, a HeHTap joj ce MOKJIAMNa ca HeHTPOM NnapaeJjiorpama.

JlupekTHa mocieaniia oBor TBphema je: mpase oapeleHe cpennnama crpaHuna
napasiejiorpaMa onMcaHor 0KO eJININce, CYy KObYTOBaHH ANjaMeTPH Te eJiunce. N
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O HaBeJeHMM HACTaBHMM METOJaMa U HHUXOBO] MPUMEHHU Y OBOM JAUJAKTUYKOM
cucremy, Buaetu y [85], [86], [156], [157], [158].

IIpumep 4. Pemntu cuctem HejeTHAUMHA

5x% —6xy+8y* —10x—26y+5<0
2x-5y+15>0

Ileo moctymak 3a periaBame 3ajaTaka OBOI THIIA, IIPUKa3aH je y oJesbKy 4.0.
PesynTar maror 3agaTka, KOjU HpEACTaBJba NMPECEK YHYTpAIllbe OOJIACTH eJHIIce U
MOJIypaBHHU, MOXE c€ JOOUTH TMOKpPEeTameM, pPEIOM, aIulMKalluja (_),

(_) u (_), y nporpamuma GeoGebra u Mathematica. [
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4. METOANYKA TPAHC®OPMAIINJA HEKUX
CAAP/KAJA AHAJIMTUYKE 'TEOMETPUJE

4.1. YBoAa

VY onerpiuma 3.4.7 u 3.5, oOpaheHu cy HeKH caapkaju aHAIUTHYKE TEOMETPH]je
PUMEHOM T€HEPUYKHX OPTaHMU3aTOpa, Kao CPENICTBA 33 BU3YAIHM3allljy MaTeMaTHIKUX
caapikaja, uarpahuBame MaTeaMTUYKHX KOHIENATa M pellaBame 3anaTaka. Takohe, y
olesbKy 3.6, mar je MpuKa3 HACTaBHUX METOoAa KOjeé MOry OWTH TpHUMEHEHE Y
HACTaBHOM CHCTEMY — HacTaBa y3 nmomoh padyHapa. Y u3jaramy Koje cienu ouhe nata
jemHa onx Moryhmx MeETONWYKUX TpaHc(hopMaldja, HEKUX caApiaja aHAIUTHYKE
reomMeTpuje, Koja je mpuiaroheHa OBOM HACTaBHOM CHUCTEMY, Y3 IMPUMEHY 00pa30BHOT
codrepa GeoGebra u Mathematica.

VY 1y cBpxy Ouhe npukazaHo onpehuBame TaHreHTE KpUBE APYTOr peAa U3 Tauke
BaH KpuBe. [IpBo ce mocmarpajy KpuBe y MOCEOHOM ITOJIOXKAjy, eIHIica U XuIepoosa
Yyyje Cy oce mapajiejHe KOOpAMHATHUM OcaMa, WM mapaboia 4hja je oca mapajeiiHa
jenHoj on koopauHaTHUX oca. Ilocie aHanmuse omiTe KBajpaTHE jeAHAYMHE U KPUBE
Ipyror peda, Kao JUPEKTHA MpuMeHa, Ouhe oOpaheHO HamaKeme TAaHTEHTE KPHUBE
JPYTOT pella y OMIITeM MOJI0XKajy, Kao U pellaBambe CUCTeMa jeHe KBaJpaTHE U jeTHE
JMHEapHEe HejeTHaunHe ca JIBe HETO3HaTe.

4.2. TanredTa KpuBe U3 Ta4Ke KOja He MPUIIAAa KPUBOj

Hanaxemwe jemHaurHe TaHTEHTE KPUBE JPYTOr pefa U3 Tadyke Koja He MpHIaaa
KpHUBOj, 3a y4eHHKa Tpeher pasperma rmMHasdje, je BeoMma CIOXKEH 3aaarak. Takobe
Tpeba UMaTH y BHUJY UYHICHHUIY Jla ce NU(epeHIHjalHu padyyH U HEeroBa NMpUMEHa
oOpalyjy TeKk y 4YeTBPTOM paspeay THUMHa3uje. Y CPEImOIIKOJICKO] HAaCcTaBH
AHAJTMTHYKE TEOMETPHUje YCTallWIa Cy Ce, YIJIABHOM, JIBa HauyWHA 3a PellaBame OBOT
3ajaTKa:

— jemaH, KOju moJipazyMeBa Kopuiheme yCciioBa Jia ,,HeKa* mpaBa OyJie TaHTeHTa
JaTe KPpUBE M yCJIOBA JIa aTa Tayka MpUIiaja Toj MpaBoj,

— JIpyTHd, KOjH IOJpa3yMeBa HaJTaXEHeE IoJape JaTe TadKe y OJHOCY Ha JaTy
KpUBY M HEHHUX IPECEYHMX Tayaka ca JAaTOM KPUBOM — JOJUPHHUX Tadaka
TPaXXCHUX TAHT€HTH.

VY o6a ciaydaja, noTpeOHO je UASCHTU(UKOBATH 3aJaTe €JIeMEHTe U 00jeKTe KOju
ce Tpaxe, 3aTUM CacTaBUTH onpelheHe cucreme jeqHaYMHA (jeHE KBAJpaTHE U jelHe
JMHEapHEe), PEIIUTH WX, MPAaBUIHO YNOTPEOUTH pellema M CACTaBUTH jeJIHAUYHMHE
TPa)KCHUX TAHTECHTH.

C npyre crpane, nporpam GeoGebra ,,cam oxapelyje TaHTeHTE (KOHCTPYUIIIE HX,
cacTaBJba BUXOBE jeIHAYMHE) AaTe KPUBE U3 JIaTe TAayKe. 3a pellaBambe 3a1aTaka OBOT
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TUNa y nporpamy Mathematica, Mopa ce O3HaBaTH HEKU OJ1 HaBeIEHMX MaTeMaTHUKUX
MOCTYTaKa U Y CKJIaJy ca TUM MPaBUTH [IPOrpaM pelaBama.

MebhyTuM, Ha OBOM HHMBOY MaTeMaTHYKOI O0pa3oBama, BEOMa je BaXKHO Ja
YUEHHK pa3yMe Mpobiiem, /1a yCIENIHO OBJIajia MOCTYIKOM HEerOBOTI pelllaBama U Ja ce
oCIocodu J1a MOXKe J1a ra IpuMemyje y CIMYHUM M MHOTUM JPYTHM, CIOXKECHUjUM,
CUTyaljamMa, IITO CE€ CBAaKako IIOKJANma M ca IMJb€BUMa CaBPEMEHE HacTaBe
MaTeMaTHKe.

[Iporpam GeoGebra, Takohe, maje moryhHocT nma ce oBaj mpobiieM pemiaBa U
NPUMEHOM HAaBEACHUX MaTeMaTHYKUX IIOCTyNaka. 3aJaBame HapenOou Moke OuTh
WICHTHYHO 3aliCUBalby MaTeMaTHYKUX U3pas3a, INTO je CIMYHO, ajk 3HaTHO
jemHocTaBHHUje Hero y mporpamy Mathematica.

Pauynap, ca 06pa3oBHHM COPTBEPOM, y TUAAKTUIKOM CHCTEM HACTaBa y3 MoMoh
padyHapa, je HaCTaBHO CpPEICTBO U Haja3W ce y (PYHKIHMjU OCTBapema MOCTAaBJHEHHX
[IMJbEBA HACTABE MAaTEMAaTHKE, y3 yBaKaBambe OCHOBHUX Kapaktepuctuka (3.1, 3.2, 3.3),
TUIAKTAYKKUX npuHnuna (3.4) u npuMeHy HacTaBHUX MeToaa (3.6.), OBOT AMIaKTHYKOT
cucTema.

Crora je jacHO /1a CBE HacTaBHE caJip)kaje, Tla U OHE HaBeJeHe y yBoay [ nase 4.,
notrpeOHO oOpahuBaTh y CKiIaay ca IMJbeBUMA M 33aJalliMa HACTaBE MaTeMaTHKE.

4.2.1. TanrenTa equice
3a onpehuBmE jeTHAUMHE TAHTEHTE SIIUTICEe
(1) T(S,a,b):bz(x—p)2+az(y—q)2:612b2

rae je a,b,p,qeR, a#0u b#0, u3 Tauke T(Xo,yo), KOja HE TpUMaaa CIIUIICH,

(mpumama ®WHEHO] CIOJBAIIKOCTH) TpHUMEmYyjeMo cieaehe moctymke, Koju ce 3a
a=Db=r Mory nmpuMeHUTH 1 3a HAJAXKCHa jeIHAYMHE TAHTCHTE KPYKHHUIIC.

I Haunn

Ako je Yy =KkxX+n, jemrHaunHa TpaxxeHe TaHreHTe enwmrce (1), oHIa Cy UCTTYHeHU

cnenehu ycioBu
a’k’+b?=(kp—q+n) u y,=kx +n,

oJlaKJie ce, Moclie eNuMuHaIuje N, nobuja jeqHaurnHa

2

@ (&%= p) K +2(%~ p) (Yo~ q)k+b*~(y,~q)" =0,
3a X, # Pt a, KBaaparHa jefHaunHa 1o K, ca JUCKPUMHHAHTOM

D =4(b2(x0— p)2+a2(y0—q)2—a2b2).
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Kako tauka T (XO’ yO) pumaja CrioJjballilbOCTH CJIUIICE, Tj.
b* (X, — p)2 +a’(y, —q)2 —-a’h’ >0,

to je D >0, 300r 4era mocroje aBe pasnuuuTe peanHe BpeaHoctH 3a K, Tj. K, #K,,

IITO 3HA4YU Ja HOCTOjC u IBEC pa3J'II/ILH/ITC TAHI'CHTC
toy—Yo=k(x=%) 1 t,:y—y, =k, (x=%,),
N3 TAYKEC T (XO’ yO) , CIIOJhbaIlIIbOCTHU CIIUIICEC.

Axo je X,=pz*a, u3z ycnosa T ¢Z ciaemm Y,#(Q, ma je jeanaumHa (2)
JIMHEapHa ¥ UMa JeHO PEelICHhE

(y,-a) -b
2(%-p)(¥,-0a)’

k =

ajeI[HaLII/IHe TAHI'CHTHU CY
toy-Yy=k(x=%) u t,:x=x,.

OBaj mocTymnak HaJakemha TAHTCHTE IUTICE, Pealn3yje Ce aKTUBUPABEM, PEIOM,
arumkanmja (4.1 1.a.ggb), (4.1.1.b.ggb) n (4.1.1.ggb), y nporpamy GeoGebra, xinrkom
Ha oJiroBapajyhu JIMHK.

VY mocnenmoj arMKayju pemasa ce U npBH Jeo ciencher 3amatka, a penieme
apyror paena nobuja ce kimkoM Ha JUHK (4.1.2.8gb), akTHBHpameM aruuKaIyje
GeoGebra.

3agarak 1. /lata je enurca 9%* + 16y2 =144 . CactaBuTH jeJHAYMHE TAaHTEHTH EJIHIICE:
a) U3 Tauke A(7,2) , 0) Koje cy HopMaJTHe Ha mpaBy P:2X—5y+10=0.
Pememe. a) Axo je mpaBa Yy =KkxX+n TpaxkeHa tanrenta (Crnuka 1.a.), oHIa Cy HCITy-
WBEHHU criefiehn yciaoBu

16k*+9=n*> u 7k+n=2,

YyMja pellema MpeIcTaBibajy Tauke Mpeceka mnpase U xunepbone. Koopannate tayaka
peceka cy

k =-5/33, n=101/33 u k=1, n,=-5,
a je/THAYNHE TAHTEHTHU CY
t :5x+33y—-101=0 un t,:y=Xx-5.
0) IIpaBa y =kx+n je tanrenra nate eauce (Crmuka 1.0.), ako je 16k* +9=n”, a Ha

OCHOBY yCJIOBA HOPMAJHOCTH TAHTEHTE U JIaTe TIpaBe uMamo K =—5/2.
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Tana je n,, =%+/109 , a Tanrenre cy

Cnuka 1. a. Cruka 1.0.

tlsyz—§x+ 109 u tzzyz—%x— 109 . O

II HaunH

Hanaxeme jeqHauyMHe TaHTEHTE M3 Tadyke BaH enurice, Moryhe je kopurrhemem
II0JIapE U I10JIa Y OJHOCY Ha CIIUICY.

Y 1y cBpxy Heka cy gare: emumca (1), Tauka P(X),Y,) y HEHOj CHO/BbALIBBO]

obnactu u Tanrenre t, u t, u3 tauke P Ha enuncy (Cnuka 2.).

Cnuka 2.

Ako ¢y T(X.Y,) u T,(X,,y,) HoaupHe Tauke TAaHIeHTH M CIHIICE, OHAA CY
HUXOBE je/IHAYNHE
t:b° (X —p)(x=p)+a’ (y,—a)(y-a)=ab’ n t,:b°(x,—p)(x—p)+a’(y,~a)(y-a)=a’b’,
amsycnoBa Pet, u Pet,, cnenn

2]

b*(% —p)(%—p)+a’(y,—a)(Yo—a)=a’b* u b*(x,—p)(%—p)+a’(y,—q)(y,—q)=a’b".
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Ha ocHOBY mocienme ABe jeTHaKOCTH 3aKJbydyjeMO Jia TIpaBa
3) 1% (x,—p)(x=p)+a*(y,~a)(y-q) =a’b’
caapyku Tauke goxupa T, u T,, 1j. npaBa | = p(Tl,Tz) je ceuntia enunice L, a 30Be ce

nmoJsiapa tauke (moJia) P,y ognocy Ha exuncy E.

OBaj mocrymak ce pobuja kimukoM Ha JuHK (4.1.3.g8D), axTuBHpameM
armukanyje GeoGebra U IpuMeEH je y pemaBamy cieaeher 3aaarka.

3agarak 2. CacraBUTH jeJHAYMHE TAHTCHTH U3 Tadke P(3/2,3) Ha EJUICY
f:(x—1)2+4(y—1)2:4.

Pememe. Ilomapa noma P(3/2,3), y ommocy Ha gary emuncy %, je mpasa
l:x+16y-25=0, koja ceye emuncy y Taukama T,(-3/5,8/5) u T,(37/13,18/13).
Tanrenre t, :2X-3y+6=0 u t,:6X+5y—-24=0, peaom, y Taukama [, u T, enunce
E , cy TpaxkeHe TaHTeHTe U3 Tauke P Ha jpaty enuncy. O

Moxe ce moka3aTH J1a U Tauykd YHYTpalllkbe 00JacTh eNHICE, Pa3iInduTOj Ol
BEHOT TIEHTpa, OJroBapa Tojiapa y OIHOCY Ha Ty enurcy (BumeTd VHTepakTHBHH
yubenuk 5.2.4.3.).

Hemnocpenne mnocneaune nedurummje monape jecy cieacha wuHTepecaHTHa
TBphema, 0 0OHOCY MOJIape U TAHTEHTE, U O OJTHOCY TMoJIape U oKyca eJuIice.

Teopema 9. [Tonapa Tayke enuICe je TAHTCHTA EJIHUIICE Y TOj TAYKH.
Teopema 10. [Tonapa ¢oxyca enurnce je oarosapajyha nupekrpuca.

N3 nperxomHOr u3jlarama BHAU CE Ja 3a CBAaKy TadKy, Pa3jIu4uTy OJ LEHTpa
eJIUIICE, TIOCTOjH T10J1apa, y OJHOCY Ha Ty EJIUIICY.

O6puyTo, Heka je £ emumca (1) u |: AXx+ By +C =0 npousBosbHa mpasa. [la 6u

npasa | Guna nonapa neke tauke P (XO, yo) , y onHocy Ha enuncy £, jenHaunne

Ax+By+C=0 u b’(x,—p)(x—p)+a’*(y,—-q)(y—-q)=a’b’,
Tpeba Ja mpeacTaBibajy UCTY MpaBy, Tj. TpeOa Aa BaXKu MpOHopIHja

A B C

b*(x,—p) a(y,-q) b*(x—p)p+a’(y,-q)g+a’d’’
OJIaKJIC je

0 0 Ap+Bg+C’

rae je Ap+Bq+C # 0, mro 3naun na npasa | He caapiku 1ieHTap enurice, a Takohe

130



koepunujeHtd A u B HUCY HCTOBpPEMEHO jeTHAKH HYJIH, jep (XO, yo) * ( p, q) .

OBuM je 10Ka3aHO Ja 3a CBAaKy TauyKy, Pa3JIMUUTy O]l LIEHTPa eJIUICe, IOCTOjU Y
paBHU eNuIICe MOoIapa, y OJHOCY Ha EJHICY, U 32 CBAaKy IpaBy, KOja HE CaJApKu IICHTap
eJINIICe, Tj. HUje IujaMeTap, OCTOJU y PaBHM EJIUIICE T10JI, Y OJJHOCY Ha EJIHUIICY .

A

¥

Cnuka 3.
3apgarak 3. Ogpeautu koopauHare nona P, momape p:2X+y—-19=0, y oaHocy Ha

emmey :4(x—1) +9(y—1)" =144,

Pesyurrar. Iowro je p:4(X%,—p)(x—p)+9(Y,—a)(y—q)=144 jennaunna monape,

rosa P(XO, yo) , Y OJIHOCY Ha JIaTy €JIUIICY, OHJIa Baku ciezacha mpomopiiyja

4(%-1) 9(y,—1) 4(x—1)-1+9(y,—1)-1-144

2 1 19

b

ojakie je X, =5.5 u y,=2. Tauka P(5.5,2) je mon mpase p . OBo peuiewe ce 1o6uja
kKoM Ha uHK (4.1.4.88b), moxperamem arumkanuje GeoGebra. O

3anatak 4. Tanrenra kpyxuune K : X’ + Yy’ =r’, ucToBpeMeHo je mojiapa mona P,y
omuocy Ha emmncy E :b’x* +a’y® = a’h’. Hahu reomerpujcko mMecTo monopa P .
Crermmjanuo: r=5,a=5,b=3.

Pememe. Ilomapa p, noma P(X,Y,), y OAHOCY Ha 1aTy CIHMICY MMa jeAHAYMHY
p:b’x,x+a’y,y=a’h’, a ranrenra t, gare KpyKHuUC y HeHOj Taukd T(X,Y,) uma

jemnauanny t:X X+ Y,y =r’. Kako je, 10 yclOBY 3a/1aTka, TAHIE€HTa KPY/KHHULE Y TAYKH

T , ucroBpeMeHo nosiapa osa P, 1j. t=p, oHna je

b’x, a’y, a’b’

X _ %o
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OJIaKJIE je

2 2

r
X1 =¥XO n y1 :b—zyo.

Konauno, u3 ycnosa T € K, 1j. X7 + Yy, =r’, 3a KoopauHare X, u Y, , nona P, Baxu

2 2
X
Yo =1,

BN

mTo 3Haun fa non P ommcyje enumcey, ca uentpom O(0,0) 1 momyocama a’/r u b?/r.

V crenumjanaoM ciy4ajy, mon P rtanmrente kpyxkuuie K, Koja je HCTOBpEMEHO
nosapa, y ofgHocy Ha enurncy £, onucyje enurncy

81X +625y* =2025.

Wnyctpanuja 3a1aTKa U pelienhe CIEIMjaTHor clyyaja, MOXKe ce JOOUTH KIMKOM
Ha uHK 4.1.5.88D, akTuBupameM ammukanuje GeoGebra. O

4.2.3. Tanrenta xumnepoo.ie

JeqHauMHa TaHreHTe XUIepooe
(4) 9 (S,a,b):b*(x—p)’ +a’(y—q)’ =a’b’

rae je a,b,p,qeR, a#0u b#0, u3 tauke T (XO, yo) , Koja joj He mpunaja (mpumnaaa

IEHO] CTIOJBAIIKOCTH), 0Jipeljyje ce MOTIMyHO aHaJOTHO TAHT€HTH EJIMIICE U3 TauKe Koja
HE MPUIMAaJa eIUICH.

I HaumH je mocTymak y KoMmMe ce 3a oxapehuBame jenHauMHE TaHreHTE OOJHMKa
y = KkX+n, xoMOuHyjy: yclIoB ia mpaBa Oyje TaHTreHTa XurepOoie, U ycJoB Jia Tauyka

T (XO, yo) NpUIIa/Ia TAHTEHTH, U JO0Hja CUCTEM jeTHAaYNHA

2
a’k’-b*=(kp—q+n)" u y,=kx,+n,
OJJaKJIe Cce TOclie eNIMMHHanMje N, (aHaJIOrHO TaHIeHTaMa eluIce) 3a X, # pta

no0ujajy aBe pa3iuuuTe peanHe BpeaHoct K, u K, , Tj. 1Be pa3nuyuTe TaHTeHTE
tiy=Yo=k (x=%) u t,:y=y, =k, (x=%,),

u3 tauke T (X,, Y, ), CIOJBAIIBOCTH XHIePOOIIe.

Axoje X,=pta,usycnosa T ¢ H cuenu Y, # (, N1a IOCTOjU j€IHO PENIERHE

(yo_q)2 +b”

- p)e-a)
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aje,Z[Ha‘H/IHe TAHI'CHTU CYy
toy—Yo=k(X=%) 1 t,:x=Xx,.

OBaj mocTymak je IPUMEHhEH y 3alaTKy S., pealinusyje ce MOKPETameM, PEIIOM,
arumkanuja (4.1.6.2.ggb), (4.1.6.b.ggb) u (4.1.6.ggb), y nmporpamy GeoGebra, KTuKom
Ha oArosapajyhu JTuHK.

Bagarak 5. CacTaBuTH jejHAYMHE TAaHTeHTH Xumepbone X —Yy° =16 wu3 Tauke
A(-1,-7).
Pememe. a) [Ipumenom HaBenenor nocrynka (Cnuka 4.), tMaMo
k, =5/3, n=-16/3 u k,=-13/5, n,=-48/5,
a jeJHAaYMHE TAHTEHTH CYy
t :5x-3y-16=0 u t,:13x+5y+48=0.

Ei

i

Cnuka 4. O
I1 HaunH

Kao u y ciyuajy enurnce, npaBa
1% (% = p) (x=p)-a’ (¥, ~a)(y—a) =a’b’
je mojapa Tayke (moJia) P(Xo,yo), y oaHocy Ha xumepboay (4), ca LEHTpOM

S ( p,q). 3a cBaky Tauky P crnospamime obsiactu xurmepOoiie, pa3induTy OJ LEHTpa,

(Cnuka 5.) momapa cede xumepbony y aoaupauM Taukama T,(X,Yy,) 1 T,(X,,Y,),

TAHTCHTHU U3 Tauke U xunepoOoie (Bunetu MaTepaktuBHU yiioenuk 5.3.4.3.).

Moxe ce oka3aTH Ja M CBaKOj TayKd YHYTpallkbe o0iacTé xumepbosie oArorapa
roJiapa y OJJHOCY Ha Ty XumepOouy.

[Toctymnak 3a onpehuBame TaHTeHTE XUIIEPOOIIe U3 TaUKe HEeHE CIIOJhAIIbOCTH,
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npUKaszaH je y 3anaTtky 6., a peanusyje ce, KIMkoM Ha JuHK (4.1.7.88b), mokperamem
aruukanuje GeoGebra.

3agarak 6. CacraBuTH jeHaduMHE TaHreHTH xmmepOone 3(X+ 1)2 —(y —1)2 =3 wu3

TayKe A(—3,6) .

W

Cinuka 5.

Pe3yarar. Tpaxene tanrenre cy: t :14x+3y+24=0,t,:2Xx+y =0, (Cauka 5.). O

Henocpenane mocneauiie MpeTXOJHUX pa3Mmarpama jecy cieneha TBphema, o
OJIHOCY TaHTeHTE U Xunepoosie U 0 ofHOCY POKyca U AUPEKTPHUCE

Teopema 9. [Tonapa Tauke xumnepOoJIe je TAHTeHTa XUTIEPOOJIe Y TOj TAYKH.
Teopema 10. ITonapa doxyca xumnep6oie je oarorapajyha qupexrpuca.
4.2.3. Tanrenta nmapadosie

[Toctynu 3a ogpehuBme jefHauYNHE TaHTeHTE Mapabdoie
Q) iP:(y—ﬁ)Z:Zp(x—a), p>0

ca TemeHoM T (a,f3), u3 Tauke A(X,,Y,) Koja IpUIaja CHObALIKO] 0OIACTH Mapa-

00J1e, CIMYHU Cy MOCTYIIIMAa HaJIaXKeHha jeTHAaYNHE TAHTSHTE SITUTICE M XUTIepOoIIe.
I HaunH

Hawuwme, ako je Yy =kx+n, 3a k=0, jennaunna tpakene tanrenre mapaboie (3),

KOja cazpsku Tauky T (X, Y, ) U X, # &, OHZia Baxu
p—2k(ka—B+n)=0 u y,=kx,+n,

OJIaKJIe MOCJIe eIMMHUHAIMje N Jo0KMjaMO KBaJpaTHy jeaHaduny mo K
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2(%, —a)k*=2(y,—B)k+p=0,

4yHja je TUCKPUMHHAHTA
D :4((y0 -B) —2p(x0—a)).

. 2
Kako tauka T (XO, yo) MPUIIAJa CHOJBAIIBOCTH Mapadoe, Tj. (y0 -p ) >2p(%, - a) ,
TO MOCTOj€ JIBE pa3inyuuTe peanHe BpeaHoctr 3a K, 1j. K, # K, , mto 3Ha4n na mocroje u

JIBE Pa3NMYUTE TAHTEHTE
Gy =Yoo=k (X=%) n t:y=y,=k(x=x),
u3 tauke T (X, Y, ), cnomaummsoctn napadore.

Axoje X, =a,uzycinoBa T ¢P cnenu Y, # f, na je jennauuna (17) nuHeapHa

Y Ma JeJTHO pelIeHe

a jeTHauYMHE TAHTEHTH Cy
t:pX—2y,y+2y.=0 u t,:X=a.

HaBenenn mocTynak Hajlakemha TaHTeHTE Tapalojie, MpUMEHmeH y 3anatky 7,
peanmu3yje ce TOKpeTameM, peaoM, ammkandja (4.1.8.a.ggb), (4.1.8.b.ggb) u
(4.1.8.ggb), y nporpamy GeoGebra, kKoM Ha ojroBapajyhu JIMHK.

3aparak 7. CacTaBuTH jeHAYMHE TaHTeHTH mnapabome (Y —5)2 =8(Xx—2) u3 Tauke

A(—4,6) , (Cnuka 6.).

Ciuka 6.
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Pe3yarar. Tanrente napabosne cy:t, : X+6y—-20=0 u t,:x-2y+16=0. O
II Haynn

Kao 1 y npeTxo/HuM ciyyajeBimMa, Heka je aara napadomna (5) u tauka P(X,, Y, )

meHe crnosbammoctu. [locmarpa ce monapa |, noma P, y onanocy na mapaGoiy, Kao
npaBa (ceunia) oxapehena momupunmv Taukama T,(X,Y,) u T,(X,,Y,), pemom,

TaHreHTH
t:(y,=B)y-B)=p(x+x-2a) un t,:(y,-B)(y-B)=p(Xx+x,—2a),
w3 tauke P Ha mapaGorny. Hhena jemuaunna je
(Y, —B)(Y—B)=p(x+x,—2a).

a Moxe, Takolhe, 10ka3aTH M Jla CBaKOj TaYKU YHyTpalllle 001acTi napabosie oarosapa
rojiapa y 0JJHOCYy Ha Ty mnapalody.

Pemewe cneneher 3anmaTka, rie je IMpUKa3aH HaBelIEHH IOCTYIaK, jao0uja ce
kKoM Ha nuHK (4.1.9.880), nokperamem ammukanuje GeoGebra.

3anarak 8. CactaBuTH jeaHaunHe TaHreHTH napabone 2 :(y —l)2 =6(x—1) u3 Tauke

P(-1,3), xopumhemeMm meHe nonape y 0HOCY Ha napabouy.

Pesyarar. Ilonmapa Tauke P, mpaBa |:3x—2y-7=0, ceue mapabomy y Taukama
T.(7,7) n T,(5/3,-1), yxojuma cy rtanrente t :X—2y—-7=0 u t,:x-2y+16=0,

Koje cajpxke Tauky P . O

Hanomena 1. [Tonapa Tauke P(XO, yO) y OZIHOCY Ha mapadoiry

(6) P:(x-a) =2p(y-p), p>0,
npasa
I:(%—a)(x—a)=p(y+Y,—28),

ceue mapabony y taukama T,(X,,Y,) u T,(X,,Y,), 300r yera cy TaHreste u3 rauxe P

Ha napaboiy npase
ti(x—a)(x—a)=p(y+y,-28) u t,:(x,—a)(x—a)=p(y+y,—-20).

Oga pa3marpama ce Mory mooutu kimkoMm Ha nuHK (4.1.10.ggb), mokperamem
armnkanuje GeoGebra.

CnenujanHo, MOCTyNaK HaJakemwa jeJHaYnHe TaHreHTe napadose

(7) P:y=ax’+by+c,a=0
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U3 TAa4YKC P(XO, yO) , IbCHC CIIOJbAllIFbOCTH, CBOAU CC€ Ha IPCTXOAHH, Kada CC jeI[HaLII/IHa

(7) tpancdopmuiie Ha o0nHK (6), oApehuBameM mapaMmeTrpa W KOOpAWHATa TEeMEHa
napabosne: p=1/2a, a=-b/2a, = (4ac —b? )/4a , IITO j€ IaTO Y FeHEPUYKOM Opra-

HU3aTOpY, Koju ce mokpehe kimkoMm Ha nuHK (A1.11.g8b), akTuBUpameM aruiuKaiyje
GeoGebra.

4.3. AHa;1M3a onuITe KBAJApaTHe jeTHAYNHE

AHanu3a omnmTe KBaJpaTHE jeHAYMHE ca JBE MPOMEHIBUBE j€ TIPo0iieM, KOju ce
00MYHO pelaBa y OKBUPY peajiu3alije TpaauBa aHAIUTUYKE T€OMETpHje, TauHHje
NPUWINKOM 00paje OIIITEe TeopHje KpUBHX Jpyror pena. Kako oBa aHanmm3a 3axTeBa
BeoMa OOMMHA padyHama, 3a Koje je MOTpeOHO M 3HayajHO Bpeme, OOWYHO, Y
J0CaIallkboj (TpaIuIMOHAIHO]) HACTAaBHO] IMpPaKCH, HOj ce He MocBehyje ToBOJbHA
MaXHba.

VY HoOBHje Bpeme, yBohemeM padyHapa W padyHapcKor oOpa3oBHOT codrBepa y
HACTaBHU TIPOILIEC, CTBApajy C€ YCIIOBH 3a JIETAJbHO PACBETJbAaBaAE OBOT MpodiieMa, Ha
jellaH 3HaTHO KBAJMTETHU]U HAYHMH, KOJU CE OrJie[ja Y MOTYhHOCTH H3pajie TeHEPUUKUX
opraHusaropa, MOTYhHOCTHM BHW3yaju3alMjeé HACTaBHOT cajapikaja, ociiobahamy of
OOMMHHX M3pavyyHaBamba, YIITSIU BpEMEHA U CII.

C npyre cTpane, y TpaAULIMOHAIHO] HACTABU, Ka0 M Y YIIOEHUYKO] TUTEpaTypH,
3a aHaAIM3y OMNINTE KBAJpaTHE jeJHAYMHE, YIJIaBHOM CE€ KOpucTe TpaHchopMaluje
KOOPJMHATHOT CHCTEMA.

MebhyTtum, y najbeMm usnaramy, y pOpMHUpaHUM T'€HEPUUKUM OPTraHHU3aTOpUMA,
oBe TpaHc(hopManuje MOAYJAPHOCTH: pOTalyja M TpaHCIanuja, npuMemuBahe ce
JTUPEKTHO Ha reoMeTpujcke Gurype (Tauke, mpase, KpUBE, ...), @ Ka0 pe3yaTaT qo0ujajy
ce, mUMa noaynapHe ¢urype. Tpancdhopmanuje ¢urypa, mpate u TpaHchopmaryje
BUXOBUX JeIHAYMHA y oroBapajyhe jeqHaunHe, bUMa Moy AapHux Gurypa.

Poramuja pg’(A) = A OKo 1eHTpa S( p,q) , 32 yrao ¢, KOjoM ce Tauka A(X, y)
IpeciIvKaBa Ha Tauky A (Xl, Y, ) , IPEeJICTaBJba ce caenechom Gopmysiom

X, :(X— p)COS(/)—(y—Q)Sin(D+ p

(1) (xy) == (x.y,) = {yl =(x-p)sing+(y—q)cosp+q’

a TpaHclauuja 7, (A) = A, 3a BekTOp V = (a,b) , KOJOM ce Tauka A(X, y) MpeciuKaBa
Ha Tauky A (X1 .Y, ), IpesicTaBiba ce hopmyIom

X, =X+a

) (X, y)—>(x,y,) < y —yib
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Tpeba HariacuTu ga Ce TPHIMKOM MPECIUKAaBamba KPUBUX (IFEOMETPHjCKUX
MeCTa Tauaka) KOPMCTH WHBEP3HA M30METpHUja, (BuaeTd onesbak 3.6.5. Ilpumep 2.).
Hanwme, moxe ce mokasaru na ako cy K u K|, nBe moxynapre kpuBe, a f Heka on

n3omerpuja natux Gopmynom (1), umm (2), oHga Baxu
f:K ->XK,

Tj. m3omerpujom f , kpuBa K, npecnukasa ce Ha kpuBy K , mto 3naun: kpuBa K,

je opurunain, a kpusa K je meHa camka, uzomerpujom f .

Kimukom na sk #.2.1.g8b, mokpehe ce reHepudky opraHu3aTop y MPOrpamy
GeoGebra, xojuMm ce peanmsyjy poTandja Tadyke W poOTalfja KpUBE, a TCHEPHUYKH
OpraHU3aToOp KOjUM C€ pealn3yjy TpaHC/alMja Tadyke W TpaHCIalja KPyXHHIE, Y
UCTOM Tporpamy, nokpehe ce kmukom Ha TuHK 4.2.2.88D.

4.3.1. Illentap KpuBe

JenqnaunnHa
3) K ax® +2bxy +cy’ +2dx+2ey+ f =0,

rae a,b,c,d,e,f eR u a*+b>+c”>#0, 30Be ce ONMmTa KBAJPATHA jeJHAYMHA Ca JIBE

MIPOMEHJBUBE U TPEJICTaBIha TEOMETPUJCKY (UTYpPY y paBHH, ITO3HATY MO UMEHOM —
KpHUBa JIPYTor peaa. Y TEKCTy KOju ciieji, aHaau3upamo jennaunny (3) u kpusy K,
KOJy OHa MpeacTaBjba. Y Ty CBPXy I[OCMaTpamMo W JBE JACTEPMHHAHTE O U A,
dbopMupane Ha cienehn HaYMH:

a b d

a b
5:anA:bce
d e f

3anummmo jeqHauuHy (3) Ha crnexaehn HauMH
(ax+by+d)x+(bx+cy+e)y+dx+ey+f =0.
Cucrem jerHaunHA
4) ax+by+d=0 um bx+cy+e=0.
je caryacaH, ako U caMo aKo 3a JICTEPMUHAHTY CHCTEMa O , BAXKH
s=ac-b*#0.
AKo je map (XO, yo) e R’ meroBo pememe (Koje je jeAMHCTBEHO), Tj. aKO BaXKH
ax,+by,+d=0wu bx,+cy,+e=0,

Taja je
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be—cd bd—aej
ac—b> ac-b? )

) (xo,yo>=[

Baxu cneneha BaxkHa Teopema

Teopema 1. Axo je o #0, a map (XO, yo) e R? pememe cucrema (4), 0Hza je Tauka

S(%,Y,) uenrap cumerpuje kpuse K.

Hoxka3. TBpheme Teopeme npukasyje ammukainuje GeoGebra, koja ce mokpehe KIukom
Ha JmHK [4.2.3.88b. Moxe ce youuTH, Jla aKko ce, MOJl HaBEJCHUM ycJloBHUMa, Kpehe

npousposbHa Tauka T (X,Y) mo kpuBoj K, OHIA Ce U HCHA LEHTPATHO-CHMETPHYHA
civka, Tadka T, (2X, —X,2Y, —Y), y onHoCy Ha LeHTap KpuBe S(X,,Y, ), Takohe kpehe

no kpuBoj K. 3a moka3 tBphema, jennaunna (3) ce MOXKe MPEACTaBUTH Ha cienehu
HAYUH

F(x,y)=ax’+2bxy+cy’ +2dx+2ey+ f =0.

Tapa Baxxu

F (2% —X%2Y,—Y)=

a(2X0 _X)2 +2b(2X0 _X)(zyo _y)+c(2yo _y)2 +2d (2X0 _X)+2e(2yo —Y)+ f

= 4((ax, +hy, +d)x, +(bx, +cy, +e) y, +dx, +ey, + f ) —4dx, —4ey, —4f —
—4(ax, +by, +d)x—4(bx,+cy, +e)y
=4(dx, +ey,+ f)—4(dx, +ey,+ f)=0,
mTo noKasyje Tepheme. .

3naun, 3a O #(0, MOCTOjU jeNIMHCTBEHU IIEHTAP CUMETpHje S(Xo,yo) kpuse K,

nare jenHaunHOM (3), TaKBY KpMBY HAa3MBaMO HEHTPAJIHA KPHUBA.

Axo je a_ b # g, cucteM jenHauuHa (4) Hema pemema (ax+by+d=0 u
c ¢€

bx +cy +e =0 cy pasnuuunte mapajente npase), a kpusa K, Hema [leHTap CUMETpH]eE.

Axo je %=E=g,npaBe ax+by+d =0 u bx+cy+e=0, ce mokinamnajy, cicreMm
c ¢

jen-HaunHa (4) mMa OECKOHAYHO MHOTO pellerma, 300r dera KpuBa (TavyHH]jE, CKYI
tayaka) JK HeMma jeJIMHCTBEHHU [IEHTAp CUMETPH]E.

[Tocnenmu 3akspyunu cy npukazanu y ammmkandju GeoGebra, koja ce mokpehe
KITMKOM Ha JTuHK (#.2.4.88D).

13 Halpea N3JI0KCHOT HEMMOCPCAHO CIICAN TBpl’_)eH:e.
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Teopema 2. JennaunHa (3) mpejicTaBiba: IEHTPATHY KPUBY IPYTOT peja, ako H CaMo
ako je 0 #0, a kpuBy Oe3 IleHTpa ako U camo akoje 0 =0. m

OnHOC 1EeHTpamHe KpHBE M HEHOT IEHTPa MOXKE CE JOOWUTH KIMKOM Ha JIMHK
(4:2.5:ggb), aktuBupameM armukainuje GeoGebra.

Cama ce MOXe JIOKa3aTH je[Ha 3HAyajHa Teopema, Koja PEryJHile HaBEICHU
OJTHOC.

Teopema 3. Heka je (3) jemHaunHa neHTpanne kpuse apyror peaa (6 #0). Lienrap He
MIPHIIaJIa TOj KPUBOJ, aKKO je

AZ0.

Tana kaxeMo J1a je KpriBa HeJlereHepucaHa, y IPOTUBHOM KPHBA j€ iereHepHCcaHa.

Joxka3. [IpeTnocTaBUMO CyHpOTHO, HEKa IIEHTap S(Xo,yo) [IEHTpaJIHE KPUBE JIPYror

pena (3), mpuraaa Toj KpUBOj, IMITO je€ EKBUBAJICHTHO ca (popmysioMm
ax,” +2bx,y, +cy,” +2dx, +2ey, + f =0
WIN
(ax, +by, +d)x, +(bx, +cy, +e)y, +dx, +ey, + f =0.
C npyre ctpane, Tauka S (XO, yo) je nenrap kpuse (3), akko je 0 # 0, Tj. aKKO MMOCTOjU
nap (XO, yo) e R, xoju je peuieme cucrema (4), Tj. Kajga Baxu
ax, +by,+d=0 A bx,+cy,+e=0.
[Tocne MHOXEHA NOCIIEABUX jeIHAUNHA ca X, U Y, , pEIOM, U cabupama, BaKu
(ax, +by, +d)x, +(bx, +cy, +e)y, =0,
300r yera je
dx, +ey,+ f =0.
Jlakie, cuctem
(6) ax+by+d=0 A bx+cy+e=0 A dx+ey+f=0

UMa JeTUHCTBEHO PeIICHEe (XO, yo) , Tj. ipaBe (6) cexy ce y Tauku S(Xo,yo) , @ TO BaXH

akko je A =0, mTo je y KOHTPaJAUKIHjH ca IPETIIOCTABKOM. W

Ako 3a koedunujente jennaunne (3) Baxxku A # 0, Taga kaxkemo Ja je KpuBa Kojy
OHa TIpe/ICTaBJba HeJlereHepUucaHa, y IPOTUBHOM KpHUBA je AereHepucaHa.

Axo je kpuBa (3) meHTpaJiHa, H3padyyHaBa Cce JIETEPMHHAHTA A, H y 3aBUCHOCTH
on Tora naymje A=0,umu A#0, yrBphyje ce n1a nu ueHTap npumnana KpuBoj, Win He
MIPUTIAA.
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Caja aHajaM3MpaMo OIINTY KBaaparHy jeaHaunmHy (3) y kojoj je b=0 u oba
ciydJaja:

0#0mno0=0.
4.3.2. llenTpaiHe Kkpuse (6 =0)

a) Hexka je, makne, mara jenHauwna (3), takea ga je 6 #0, mro 3Ha4u na
jemnaumna (3) mpencrasiba kpuBy K ca IIEHTPOM, M HEKa je IEHTap KPUBE Tadka

S (%, Yo)-

Ha kpuBy K , npumMeHnMO poTamjy pg oko koopauHatHor noderka O 3a Heku
yrao ¢, ca MUbEM Ja je MpeciluKamMo Ha MOAyJapHy KPUBY, Y 4Hjoj he jeaHaunHU

koeduimjeHT y3 Xy, outu jenank Hyau. HaBenena poranmja nara je ca

X, = Xcos@—Yysing

s
) (x,y)—>(X1,y1)C>{y1 = Xsing+Yycosp

Cmuka kpuBe K je kpusa K, umja je jeqHaunHa:
(8) K, AX® +2Bxy +Cy*> +2Dx+2Ey+ f =0,
e je
A=acos’p—2bsingpcosg+csin’ g,
2B = 2b(c0s2 @ —sin’ gp)+2asin(pcosg0—2Csinqocosqo,

C =asin’ ¢+ 2bsinpcosg +Cccos’ ¢,
D=dcosp—esing,
E=dsinp+ecosop.
VYrao poranuje ¢ oxpelhyjemo tako na Oyae ucnymen ycioB 2B =0, 1j.
2b(cos2 @ —sin’ (p)+ 2asingcosg—2csingcosp =0
OJlaKJie je
(c—a)sin2¢p =2bcos2p.

OBne je sin2¢p#0, jep ako je sin2¢p =0, oHma je cos2p==1#0, omgakie cieau
b=0, mro je memoryhe, jep je mo ycimoBy b=#0. Jlakie, mocie ckpahuBama ca

2bsin2¢, umamo

c—a
9 ctg2p = — =
) 820 =—

[Tomro je a,b,ce R A b0, mocienma jeTHaYMHA UMa PEIICHE, a TO j€ yrao ¢,

141



TakKaB Jia je 2¢ € (0, 7z) , OJIaKJIE KOHAYHO UMaMO

1 c—a T
10 =—arcctg——, 0,—|.
(10) 9= &—p cDE( 2)

Knukom Ha nmusk (4:2.6.g8D), nmokpehe ce reHepuuKH OpraHu3aTop, y mporpamy
GeoGebra, y koMe ce peanusyje poranuja neHntpaitne kpuse K, OKO KOOPAUHATHOT
MIOYeTKa 3a yrao ¢ .

3HauM, POTALMjOM OKO KOOPJHMHATHOI MMOYeTKa 3a omrap yrao ¢ naat ca (10),
kpuBa K , npecnukaa ce Ha kpuBy K, oOnuka
(11) K, : AX* +Cy’ +2Dx+2Ey+ f =0.
Tpancnamojom 7,
- X, = X=Xy
1) (x,y)—w(x],yl)@{
Y=Y~ Yau

3a BEKTOp V:(—XOI,—yOI), kpuBa K, mpecnukaBa ce Ha kpuBy JK,, oxmpeheny

JjeTHAYMHOM
2 2
A(X+Xy ) +C(Y+Yy ) +2D(X+Xy ) +2E(y+Yy )+ f =0.
Axo ce mocienmha jeJHaYMHA IPUKaxKe Ha crieaehn HaunH

A +Cy? +2( A%, + D) x+2(Cy,, +E) y+( Ax, + D) X, +(CYy, +E) Yy, + DXy, + By + £ =0

u aKo je Tauxa S (X,,, Y, ) #3abpaHa TaKko ga BaKu

(13) AX01+D=0 " Cy01+E:O,
j.
D E
X01:_X u y01:_E’

OHJIa je OHa (Kao M Tadka S (XO, yo) 3a kpuBy K ) nenrap cumerpuje kpuse K, .

Knukom Ha nmusk (4.2.7.g8D), mokpehe ce reHepudKH OpraHu3aTop, y Mporpamy
GeoGebra, y koMe ce peannsyje TpaHcaanuja nenTpainae kpuse K, 3a Bekrop V = §(5 .

V ToMm ciyuajy jenHadrHa kpuse K, nMa 00IHK
XK,: A’ +Cy* + f,=0,
rae je

2 2 3 2 5
f—Dx, +Ey, +f-—2 _E ¢ ACT-CD -AE
A C AC

b
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tauka S, (X, Y,, ) Ipecnukasa ce Ha koopauHatau noderak O(0,0).

Ha ocHoBy ycinoBa B=0 u mo3HaTHX TPUTOHOMETPHjCKHUX HIACHTHUTETA BaXKe
cnenehe penamuyje:

A+C=a+c,
(14) AC-B’=AC=ac-b’ =7,
ACf —CD? - AE* =acf —ae* —b*f +2bde—cd?* = A,

300r 4era ce jeqHaunna (11) cBoau Ha O0OIHK:
2 2 A
(15) XK, AX“ +Cy +§:0'

Crenujanto, 3a d =€ =0, jennaunna (11) je exkBuBanentHa jenanduau (15).

Cazna cnenu QUCKyCHja TIOCIEIbE jeHaunHe. Y Ty CBpXY, 300r ycioBa O #0,
pasnukoBaheMo J1Ba OCHOBHA ciydaja: 0 >0 u 0 <0.

Axo je 0 >0, onna jennaunna (15) npencrabiba:
— enurncy (peanny), akko je AC >0 A A-A<O0,
— Tpa3aH CKym (MMaruHapHy enurcy), akko je AC>0 A A-A>0,
— Tauky, akko je AC>0 A A=0.

Axo je 0 <0, onna jeqnaunna (15) npeacrasiba:

— xwumnepbomy (Y =Y, peanHa oca), akko je AC<0 A A-A<O,
— xunepboiy (X = X, peanHa oca), akko je AC<0 A A-A>0,

— JBe mpaBe Koje ce ceky, akko je AC<0 A A=0.

Takohe, Ha ocHOBy mnpBe ojn penanmja (14), mox ycmoBom o >0 Baxum ciencha
penanuja

A>0<a+c>0.

Kopucrehu HaBenene penanuje (14), muckycuja jennaunne (15) "mpeBoau" ce Ha
JMCKyCH]jy jenHaunne (3), Tj. MoXe ce 3ak/byunTH aa kpua K , narta jennauraoM (3)
MpeCcTaBIba;

— enuncy (peanHy), akko je 6 >0 A (a+¢)-A<0,
— Tpa3aH cKyn (MMarvHapHy €JHICY), akko je 0>0 A (a+ C) -A>0

— Tauky, akkoje 0>0 A A=0,
— xunepboiny, akko je 0 <0 A A#0,

— JIBe TIpaBe Koje ce CceKy, akko je 0 <0 A A=0.
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Axo je 0 >0 oHzma jemHaumHa (3) MpeACTaBJba KPUBY €THNTHYKOT THIIA, 4 aKO
je 0 <0, jemnaunHa (3) npeacTaB/ba KPUBY XUMEPOOTHIKOT TUIIA.

3HauM, aKo je 3ajaTa jeJHauYuHa OWI0o Koje LIEHTpajHe KpUBe, AereHeprcaHe Win
HEJIeTeHEepHUCaHe, eIUNTHYKOT WM  XUIEpOOJMYKOr  TUIA, HU3pavyyHaBambeM
neTepMUHaHaTa O U A, jeAHOCTaBHO ce YTBphyje, Koju CKyIl Tayaka OHa MPEeACTaBIba.

MehyTtum, ako je moTpeOHO aa ce oApe/e joIl HeKe KapaKTepUCTUKE Te KPUBE,
Kao Ha TNpHMEp: XXIKEe, TeMEHa, aCHMITOTE, AWPEKTPHCE, Mapamerap U Cl., HHCY
JIOBOJbHE BPEIHOCTHM OBHUX JBEjy IeTepMmuHaHata. Tamga TpeOa KOPUCTUTH OMMCAHU
aJITOpHUTaM, KOjU TIPUKA3yjeMo U y IPUMEPUMa KOjH clesie.

3anarak 1. AHanu3upaTH KpUBE IPYToT pejia MpeICTaBbeHe clieiehuM jeJHaurnHaMa:
1. 29x° +144xy+71y* —40x+30y—50=0;
2. A +4xy+4y> +112x+ 72y -4=07

Onpenu (ako MoCTOje): MOyoce, KIKE, ACUMIITOTE, IUPEKTPUCE U TTapameTap.

Pememe. 1) ITomro je 6 =—3125<0, (3naun u 6 #0), Aara jenHauYMHA TPEACTaBIbA
LEHTpaIHy KPUBY XUTEPOOIUYKOTr THMa, a 30or A =78125# 0, jacHo je ma ce paau o

XUIepOoIn H. Koopaunare neatpa S, X, =—0.8 u y, = 0.6, u3padyHaBamo pemraBa-

jyhu cucrem (4), Koju y OBOM Clly4ajy TJlacH

29x+72y-20=0 m 72x+35.5y+15=0.

Porauuja p§ nara ca (7), 3a yrao ¢, oapehen ca (10), mpeciukaBa xunepooiy H, na

xurepoomy
H,:—x* +5y* -2x-2=0,
Y T
" V51
5 h
~-__h

Cmuka 7.
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a uenrap S xumepbone H , ma wuenrap S, (XY, )=S,(-10) xunepGomneH,.

Tpancnaumja 7, , 3a BekTop V =(—X,,—Y,, ), AaTa ca (12), npecinkasa xunep6ory H,

Ha xunepoory

H,: X +5y° =1.
TpBo ce oxpelyjy TpaxkeHe kapakTepucTuke xunepbone H,:

* nomyoce mTemena: a=1, b=+/5/5, AZ(O,x/g/S), BZ(O,—\/E/S);

= ke F10,c,), F'(0,—¢,), raeje ¢, = Ja? +b? =675 ;
= oce: X=0 -peannau y=0 - uMaruHapHa;

"  HyMEPHYKH CKCLCHTPHIHTET: € =+/6;

®  ACHMIMTOTE: 5x—5y=0,\/§x+5y=0;

=  JUpEKTpHuCce: y:@/30, y:—\/%/30;

» napamerap: p=a’/b=+/5.

V cnenehem kopaky kommo3uuuja p,” o7 ,, TpaHCIaluje 3a BeKTop —V U
poranuje p,” oko koopauHaTHOr moyerka O 3a yrao —¢, mpecnmkaBa XUnepoOoIy
H,, na xunepbony JH , a Takohe u xuke, TEeMeHa, ACHMIITOTE, TUPEKTPHCE H PEATTHy
ocy (y—ocy) xunepbone H,, Ha kuike, TEMEHA, ACUMITOTE, AUPEKTPHCE H PEANTHY
ocy xunep6osie JH . Ha Taj Hauun umamo:

~20+35 15+4\/§J B£—20—3\/§ 15—4\/5]_

25 25 25 25

TeMeHa: A [

" JKWXKE:

F((~4+3v6/5)/5,(3+4V6/5)/5)  F, (~4-3V6/5) /5, (3-46/5) /5]
= oce: 4X—-3y+5=0 -peantHau 3X+4y =0 - umaruHapHa;
"  QCHMIITOTE: (3\/5—4)X+(4\/§+3)y:3\/§+4, (3\/§+4)x+(4\/§—3)y:3\/§—4;

= gupekTpuce: 18X+24y=18++/30, 18x+24y=18-+/30.

JacHo je ma momyoce, eKCICHTPUIUTET (JTMHEApHU W HYMEPUYKH) M TapameTap,
OCTajy MHBapHjaHTHU. Peleme 3a1aTka ce Moxe JOOUTH KITMKOM Ha JnHK (4.2.8.28D),
nokperameM arukanuje GeoGebra.
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2) Y oBoM ciyuajy je 0 =12>0, A=-243#0 u (a+c)A:—1944<0 jacHo je aa ce

pamu o enuncu E . Pemasajyhu cucrem

AX+2y+1142/2=0 u 2x+4y+72/2=0,
HaJIa3UMO LIEHTap enurce S (—5\/5 / 4, 2 / 4) . Poraumja p¢, rue je yrao ¢ = /4,

npecnukara enuncy £, Ha emurncy
E,: X +3y* +2x+9y-2=0,

auenrap S emurnce £, Ha mentap Sl(—l,—3/ 2) emurnce Z,.

N
Y

L
»
<

Cinuka 8.

Tpaucnanmja 7,, 3a Bektop V=(1;3/2), nata ca (12), npecnukasa emuncy I, Ha

SIUTICY
E,: X +3y* =39/4.

Capna 3a enuncy £, numamo:

" moayoce a=\/§/2,b=\/ﬁ/2;

= rtemena A (a,0), B,(-a,0), C,(0,b), D,(0,-b);

= oce: X=0 -rmaBaau y =0 - cnopenna;

= ke F0,c,), F(0,—¢,), raeje ¢, = Ja—b? =26 /2;
" HyMCPHYKH CKCUCHTpHIUTET €=+/2/3

"  JUpPEKTpHuce X=3\/%/4, X=—3\/%/4;
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* mapamerap p=b’/a=+13/12.
Komnoszunuja py? o7 ,, TpaHcHamuje 3a BeKTop —V U poTtauuje p,” mpeciaukasa

emuncy E,, va enmuncy £, a Takohe u kmke, TeMEHa, aCUMITOTE, JUPEKTPHCE U OCE
emunice E,, Ha KiKe, TEMEHA, aCHMITOTe, IUpeKTprce W oce emunce £ . Tako

no0ujamo:

" TEMCHa

A(Jﬁ/6,(—9ﬁ+ﬁ)/6), B(—\/ﬁ/6,—(9\/§+ﬁ)/6),
C((—S\/E+\/%)/4,(—\/5+\/%)/4), D((—S\/E—\/%)/4,(—\/§—\/%)/4);

" KWXKE

ﬁ((—Sﬁ+2JE)/4,(—J§—2JE)/4), Fl((—5&—2@)/4,(—\/§+2\/E)/4);

= oce: X+y=—1.5x/5 - TJIaBHA U x—y=—\/§ - CIIOpeHa;
= gupextpuce 2X—2y+2y2-3V13=0, 2x-2y+2J2+313 =0,

C TUM IITO TOJIyOCE, EKCIEHTPHUITUTET (JIMHEApHU U HYMEPHUYKH) U IapaMeTrap, O0cTajy
uHBapHjaHTHU. Pememe 3agaTka ce Moxe AOOMTH KIMKOM Ha JuHK (4.2.9.88Db),
nokperameM amnkanuje GeoGebra.

Crneuujanno (ITpumep 1.2)), ako je a=C, yrao porauuje je ¢ =z /4, 300r yera je y
jemnaunnu (15) A=a-b u C=a+b. Kako je §#0, 10 je a==b, omakne je A=0
uC=0.

4.3.3. KpuBe 0e3 nenrpa (5=0)
0) Ananusupamo cana cinydaj 6 =0, 1j. kpusa (3) Hema nenTap. Taga Baxku
, a b
o=0<ac=h"< b =— < npase (4) cy nmapanenHe.
C
Kmukom wa mmak #4.2.10.ggb, mokpehe ce TeHepWUYKH OpraHuW3arop, y mporpamy

GeoGebra, y KOMe ce puKasyje 0JHOC IeTepMUHAHTE O , paBux (4) u kpuse (3).

Omer ce mpBo Bpimm poranuja pg nara ca (7), 3a yrao ¢, oapehen ca (10), xojom ce

kpuBa K mpeciuKkaBa Ha MOIYAAPHY KPHBY
(16) K':Ax* +Cy’ +2Dx+2Ey+ f =0,
rae je

B=0,

A=acos” p—2bsingcosp+Csin’ @,
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C =asin’ p+2bsinpcosgp+Ccos’ @,
D=dcosp—esing,
E=dsinp+ecoso.

[TommTo 1 y oBoM citydajy Bake penanuje (14), onmauz 0 =0 u B=0 cirequ AC=0.
Axo 6u Baxwuia jeqHakoct A=C =0, onma 6u 6mno b =0, mro je CynmpoTHO yCIIOBY.
3aro Baxu: wian C =0, wmn A=0, 1j. Baku jeaHa oj cieaehux penamuja:

(17) C=0 & ctgg0=?a v A=0 & ctgp=—.

Hekaje a>0 u ctgp = —E. Tana jeqraunna (16) mocraje:
! b

(18) K':AX* +2Dx+2Ey+ f =0,

—(ad+be) E_ bd —ae
Jo+a? Vb* +a?

napajenqHa ca y-—ocom, akko je E#0, 1j. akko je bd—-ae#0, mro 3ajenHo ca

rne je A=a+c, D= , M TIpeJicTaBJba napaboiy uuja oca je

OCHOBHHUM ycjioBoM O =0, 3HauH

oo

a d
— i_,
b e

Tj. mpaBe (6) HUCY KOHKypeHTHE (IIpBE JIBE OJ HhUX Cy PA3IUUMUTE MapasiejHe MpaBe), a
Taj YCJIOB je HCIYHeH akko je A #0.

Capna ce Bpmu TpaHcaanuja 7, kpuse (18),

X, =X—X,

Yi=Y—Y

3a BeKTOp V = (—XO, —yo) , KojoM ce kpuBa (18), mpecirkaBa Ha KpUBY

(09— (n) =

X" A +2(Ax, + D) x+2Ey + Ax,* +2Dx, + 2Ey, + f =0.
Koopaunare BekTopa V oapelyyjy ce Tako 1a Baxu
Ax,+D=0 n Ax,> +2Dx, +2Ey, + f =0,

. D D’ — Af .
ofaKie je X, = A uy, YRR C o03upom Ha TO aa je

K":AX* +2Ey =0,

jacHo je ma Tauka T (Xo, yo) MpeACTaBba TEME, a IpaBa X = —% - ocy mapab6oue (18).
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Caza npermoctaBuMo 1a je y jennaunnu (18) E =0, 1j. bd —ae =0, a xako je
0=0,T10jeun A=0, 300r yera jeqnaunna (18) mocraje

(Ax+D— DZ—Af)(Ax+D+«/D2—Af ):0.

Mowro je D’ —Af =d*+e’—(a+c)f, jexnauuna (18) npencrasba:
—  JIBe pasHuMTE MapalelHe npase, akko je d° +e” > (a+c)f,
— jenHy npasy, akko je d* +e’ =(a+c) f,
— Tmpa3aH CKyn (IBe WMaruHapHe IapajeliHe TpaBe), akKKo je
d’+e’<(a+c)f.
3agarak 2. AHaIU3UpaTH jeaHaunHy 2X° +4Xy +2y’ —7x—-12y-5=0.

Pememe. Kako je 0 =0 a A=-12.5#0, To 3Hauu jaa Jara jeJHAYMHA PECTaBJbA
napabony P. Poraumja p§, rae je yrao ¢@=arctg(—b/a)=—-7x/4, npecaukasa

napabony P , na nmapaboiy
P:4J2x% —19x-5y—542 =0,
yuje TeMe je T1(19\/§/16,—52.1\/§/16). Tpancnanuja 7,, nara ca (12), 3a BekTop
V= (—19x/§ /16;52.15/2/ 16) , IpecinkaBa napabony P, wa mapaboity
P a2x> =5y =0,
3a Kojy je: oca cumerpuje y—oca, teme O(0,0), mapamerap p=>5v2/16, xmxa

F (0,5@/32) , a IUpeKTpuca Yy = ~542/32.

L)

¥

P /
T T x‘
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Cnuka 9.
Komnosuuuja p,” o7, , TpaHcnanuje 3a BeKTop —V U poTauuje p,” mnpeciaukasa
napaboiy P,, na mapabony P, a Takohe u ocy, TeMme, KUKy U TUPEKTPHCY mapabose

P, , npecnukaBa Ha oaroBapajyhe enxemenre mapabone P, 3a kojy je:
* oca cumetpuje 8X+8y =19,
= teme T(71.1/16,-33.1/16),
= jupekTpuca 8X—8y =54.6,
" OKIKA F(68.6/16;—30.6/16),
" mapamerap je p = 542 /16.

Pemewe 3amatka ce Moxe no0utH kimkoMm Ha smHK (#.2.11.88b), moxperamem
ammnkanuje GeoGebra.

AHanorHo, ako je a>0 u ctgp = % , jeaHaunHa (16) nobuja o6nuK

(19) XK,':Cy?> +2Dx+2Ey+ f =0,

e jo C—a+c, D=4 p_bdrce

Jo2 e’ - Jb*+¢?

napajgesHoM X —ocH, akko je D #0 1j. akko je ucnymen yciaoB A #0.

, U TIPEeICcTaBJba Mapadoiy, ca OCoM

Cana ce Bpwy TpaHciammja 7, kpuse (19), 3a Bexrop V =(—X,),—Y,):

X, = X—X,

X, ¥)——>(X,Y, )=
(x.y) (%) {m=y—yo

KojoM ce kpuBa (19), mpecinkaBa Ha KpUBY
XK,":Cy* +2Dx+2(Cy, +E)y+Cy,” +2Dx, +2Ey, + f =0.
Koopaunare BekTopa V oapelyyjy ce Tako 1a Baxu
Cy,+E=0u Cy,”+2Dx,+2Ey,+ f =0,

E —Cf uy ——E C 003upoM Ha TO 7a je Taga
b T P !

OJlaKIIe je X, =
XK,":Cy*+2Dx =0,

. . E

jacHo je nia Tauka T (X, Y, ) IPeJCTaBiba TeMe, a IpaBa Y = —c -ocy mapa6one (19).

Amnayiorno, ako je D=0 < cd-be=0, y3 ycior 6 =0, Baxu A=0, oHna
jennaunna (19) mocraje
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(Cy+E—«/E2—Cf )(Cy+E+«/E2—Cf ):0,

amowro je E*—Cf =d”+e’—(a+c)f, ona npeacrasmpa:
— JBe pasIn4uTe NapanenHe npase, akko je d’+e’—(a+c)f >0,
. . 2 2
— jenHy mpay, akko je d”+e* —(a+c) f =0,
— Tmpa3aH CKyn (IBe WMarMHapHe T[apajeliHe TpaBe), akKKo je
d’+e’—(a+c) f <0.

Ny oBom ciydajy (6 =0), ako je y jemnaunnn (3) a <0, oHma ce mociae MHOXKEHa ca
—1, TUcKycuja CBOJM Ha HAIIPE]l U3BEICHY.
Hanomena 1. Axo je b =0, rana jennauunna (3), numa 00HK

ax> +cy’ +2dx+2ey+ f =0,

Uy 3aBHCHOCTH O] ICTEPMHHAHTE O , MOCTyIa Ce UCTO Kao ca jeqHaunHoM (11), ako je
0 # 0, uu Kao ca jeqnauraoM (16), ako je 0 =0.

4.3.4. Peaume
PesynTar nperxoaHor n3narama, MOKe ce pHKas3atu y ciaenehoj Tabenu
(a+c)-A<0 eJInTICa
A#0
6>0 (a+ C) ‘A>0 mpas3aH CKyI (MMarvHapHa eJurca)

A =0 | Tauka

A#0 | xunepboina

0<0
A =0 | nBe mpaBe Koje ce cexy
A #0 [ mapabona
d*+e’—(a+c) f >0 | gBe pasmuunre napanenne npase
0=0

A=0 d’+e’ —(a+c) f=0 jenHa mpasa (JIBe UICHTHYHE TIPaBe)

IMpa3aH CKYII (,I[Be HMarvHapHe 1mapaJieJiHe

d*+e’—(a+c)f <0
mpase)

Cnenehm  3amartak WIyCTpyje CBHX JI€BET ClydyajeBa, a y TCHEPHUKAM
OpraHu3aTOpHMa, KOjU C€ TOKpehy KIMKOM Ha oaroBapajyhu JHHK, MapKUpaH Y
3arpajy, Iocje CBaKkor 33aTKa J1aTo je pememne, y nporpamy GeoGebra.

3anarak 3. AHanuszupaTy KpUBE JIPYTOT peja MpeCTaBIbeHE clieiehuM jeqHaurnHaMa:
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a) X +4xy+4y’ +6X+12y+5=0
b) X +4xy+4y* —4x—-8y+5=0
c) X +4xy+4y’—4x-8y+4=0
d) X*+4xy+4y*-9x-9y-9=0
e) X +6Xy+Yy> —8x—-2=0

) 2X°+2xy+Yy> —8x—4y+8=0
g) 2X +2xy+Yy —8x—4y+10=0

h) 14.5%* +12xy +18y> +16Xx—28y+17=0

i) 4x*—12xy+3y* +6X+24y—-50=0

4.3. TAHI'EHTA KPUBE JIPYI'OI' PEJIA — OIIILITH CJIYYAJ

Ha ocHoBy canpikaja obpahenux y onesbky 4.1. u 4.2., 06e30ehenn cy ycioBu 3a
onpehuBame TaHTeHTE KpHWBE IPYror peaa y ommreMm ciydajy. Hamme, ako je mata

kpuBa apyror peaa K u tauka T, Koja HE MPUIAa HEHO] YHYTPAIIBOCTH, TOCTYTAK

3a O,I[pel’_)I/IBaer TAHI'CHTC KPUBEC U3 JaTC TAYKCE, je CJ'IGI[GhI/Ii

1.

2'.

3.

Poranujom pf, 0KO KOOpAMHATHOT MOYETKA 3a Yyrao ¢, oapehen popmynom

(10), wmm (17), narom y oneibky 4.4., kxpuBa K ce mpeciukaBa Ha KpHBY
XK', anje cy oce (oca, y ciydajy mapa0oiie) mapajieiHe ca KOOPAUHATHUM
ocamMa, a Tauyka T ce IpecinKaBa Ha Tauky T’ ;

Ha jenan ox HaumHa, IpHKa3aHUX y ofeJbKy 4.1, oapene ce tanrenre t u t)

(ranrenTa t', ako T € KK ) xpuse XK', u3 rauke T';
Onpenu ce nonapa | ' mona T’ y oanocy na kpusy K';

Poramjom p,”, tanrenre t u t, (tamrenra t', ako T € K) kpuse K',
IPECINKaBajy ce Ha TpaxkeHe TanreHte t, u t, (tamrenry t, ako T € K),

kpuse K .

Poranujom p.?, nonapa |' nona T' y onnocy na kpusy K', npeciukasa ce
na nomapy | mona T y ommocy na kpusy K, koja je ceue y Taukama T, u
T,, a satum ce ompexe npase t =p(T,T,) u t,=p(T,T,), Tpaxene

taurente kpuse K .

VY npumepuma Kkoju ciene 6uhe mpencTaBibeH MOCTYNaK KOju 00yxBaTa KOpake

1., 2'. u 3'. 3a pemaBame CBakor 3agaTka Ouhe (GopMHUpaH TEHEPUUYKH OPTaHHU3ATOP,

Koju omoryhyje nma BapuwpameMm KoeduimjeHaTa KpUBE W KOOpAWHATA JaTe Tadke,
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npobnem oapehuBama jeJHAUYMHE TAaHTEHTE KpPUBE JPYror pena, U3 Tayke Koja He
MIPUIIAJA BEHOJ YHYTPAIIKBOCTH, Oy/Ie pellieH Y IOTIYHOCTH.

Ipumep. OnpenuTy jeAHaunHe TaHreHara gare kpuse K, KOHCTPYUCAHMX W3 JaTe
Tauke T :

a) K :x*+2xy+2y’—10x—10y+8=0, T(-2,-4);
b) K:x*+6xy+3y’—10x-14y+21=0, T(-3,-3);
c) K:x*+4xy+4y’ —18x—18y—-9=0, T(-8,8).

Pememe. a) 3aaTak ce peniaBa IpUMEHOM T€HEPHUKOT OPraHu3aTopa Koju ce mokpehe
kmukoM Ha nuHK (4.3.1.g8b), aktuBupameM ammukanuje GeoGebra. Jlakie, kako je

o0=1>0, A=-17=0, (a+C)A =-51<0, nmara xpuBa je emurnca E, unju meHrap
(Bugern 4.2.1.) je Tauka S(5,0), mpecek mpaBux: X+Yy=>5 u X+2y=>5. Poraunjom
(Bugern 4.2.2.), p§ , 0KO KOOPAMHATHOT TOYETKa, 3a yrao ¢ =0.5arcctg 0.5, exunca L,

npeciuKaBa ce Ha EJHUICY f’:(3—x/§)(x—xl)2+(3+«/§)(y—yl)2—34=O, rie je

X1=\/12.5+2.5\/§ " y1=\/12.5—2.5\/§, uenrap S(5,0) emunce F, Ha ueHrap

S,(x,Y,), emnnce E', a Tauka T (—8,8), Ha Tauky

T '(—\/2+0.4\/§+\/8—1.6x/§,—\/2—0-4\/§_\/8“'6\/5)'

[IpaBa

l':(3—J§)(4\/10(5—J§) —7\/10(5+J§))x—(3+J§)(7\/10(5—J§) +4\/10(5+x/§)jy+760:0

je momapa tauke T ', y oqHocy Ha enuncy L', a porammjom p,? ce mpeciukaBa Ha

nojapy
[:11x+15y-38=0

noia T,y omgHocy Ha gary enuncy £, u ceue je y Taukama
T,(2(283-15V510)/137,2(-34+11510)137) w T, (2(283+15V510) 137,2(-34-11510) 137).

O,Z[aTJIC CYy TpaXXCHEC TAHI'CHTC

t:(240+113/510) x+15(-28++/510) y~1200+824/510 =0,
t, :(—240+11J/510) x+15(28++/510 ) y +1200+824/510 = 0.

0) Kmukom na mmak  (#.3.2.ggb) m axtuBupamem aruukamnuje GeoGebra,
nokpehe ce reHepUYKH OpraHu3aTop, y Kome ce youaBa aa je 0 =—6<0, A=-40=0,
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Tj. kpuBa je xunepbona JH , ca HeHTpPOM 8(1;4/3) , Yy TIpeceKy mpaBux: X+3y=5 u
3Xx+3y=7.

. v 1 1
PoranmmjoM pf, OKO KOOpAMHATHOI IOYETKA, 3a Yrao @ = B arcctg 3 xunepbona H ,
TpeciukaBa ce Ha xunepbomy H ' 3(—2+\/E)(X— X, )2 —3(2+\/E)(y— Y, )2 =20, rae

je xlzg\/z—o.zx/ﬁ%\/zm.z@ u ylzé\/z—o.zJE%\/ero.zm, HenTap

S(l; 4/3) xunep6one FH , Ha nenrap S, (Xl, yl), xunepbone FH ', a tauxa T (—3,—3) ,

Ha Ta4yKy

T '(0.3(\/5(10—\@) —\/5(10+\/ﬁ)j,—0.3(\/5(10—\/ﬁ) +\/5(10+\/E)D.
[IpaBa
1':(-2+10) 13y10—+10 —12J10+\/F))x+(2+\/ﬁ))(12\/10—\/i) +13\/10+Jﬁ)y—240\6—174«/§:0

je momapa tauke T ',y omHocy Ha xunepbony JH ', a porammjom po? ce npecnukasa Ha

noJsapy
1:17x+25y-57=0

nona T , y ofHOCY Ha naty xunepbony JH , Kojy cede y Taukama
1((609—25@) /529,(792-+1741830) /529) n Tz((609+25J@) /529,(792-1741830) /529).

Taunrenre xunepoone K cy mpase

t,:(2379+174/1830 ) x + (2196 + 2511830 ) y + 549 +126+/1830 = 0,
t,:(2379 1741830 ) x - (2196 + 25+/1830 ) y + 549 ~126+/1830 = 0.

B) 3a pemaBame OBOT 33JIaTKa KOPHCTU CE T€HEPUYKHA OPraHHW3aTOp KOjH Ce
nokpehe kmmkom Ha nuHK (4.3.3.88D), aktuBupamem arumkanuje GeoGebra. Kako je
0=0, A=-81#0, kpusa je mapabona P, koja ce poTaLHjoM p§ , OKO KOOPAUHATHOT

MoYeTKa, 3a yrao ¢ =arcctg2, nar ca (17), mpecnukasa Ha nmapaboiy

i”':(y—z—zxﬁf :2ﬂ(x+§\/§j

25
ca rapameTom p :¥, KIDKOM F'(—%\/g,%\/gj ¥ TEMCHOM T'(—;—ix/g,%\/g}

a tauka M Ha Tauky M '(—24/ J5 ,8/ NG ) . [Tonmapa tauxke M ', y ogHOCYy Ha mapaboiry
P' je npasa
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1':9V5x—13/5y+45=0,
KOja c€ poTalujoM p,” IpeciiuKaBa Ha [ojapy
l:x=7y+9=0
nona M , y ogHocy Ha mapabony 2P . Kako monapa | ceue mapabony P y taukama
M, ((38-7455)/9,(17-+55)/9) w M, ((38+7+55)/9,(17++55) /9)

CIIeIH 71 Cy TaHTeHTe u3 Tauke M Ha mapabomy P, npase

t:(55+/55 ) x+(110-74/55 ) x— 440+ 64+/55 = 0,
t, (55355 ) x+(110+74/55 ) x— 440 641/55 = 0.

BaxHo je HamoMeHyTH Ja, ako Tayka MpHMaga KpUBOj APYror pena, Tajaa je mojapa
Jate Tauke (1oJia), TAHreHTa KPHUBeE.

Mpumep. Onpenuty jeqHaunHe TaHreHara jgare kpuBe K, KOHCTpyHCaHHX W3 Jare

Tauke T :

a) K :5x*+4xy+8y’ —14x—-20y—-19=0, T(-1-3); (4.3.4.ggb)
b) K :3x’—4xy-2x+4y-5=0, T(2,3); (4.3.5.ggb)
¢) K:x’+4xy+4y’ —26x—-2y+44=0, T(-2;2.5). (4.3.6.ggb)

4.4. CUCTEM JEJHE KBAJIPATHE U JEJHE JIMHEAPHE
HEJEJHAYMUHE CA /IBE HEIIO3HATE

JIluHeapHe HejeTHAaYMHE U CUCTEMU JIMHEAPHUX HEjeJHAYMHA PEIICHU CY Y TauKH
3.4.7., a crneudjaJHu CIIyYyajeBU KBaJpaTHE HEjeJHAYMHE, WM CHCTEMA jCIHE
KBaJpaTHE U jeJHE JMHEAapHE HejeHauYMHe, KaJga Cy oce oAromapajyhe kpuBe apyror
pena mapajienHe KOOpAMHATHUM Ocama, pemeHu cy y Tadku 3.5.2. Cama, momTo je
oOpaljeHa aHanm3a OMIITe KBaJApaTHE jeJaHUYMHE, Tj. KaJla je U3BpIICHA Kiacupukarmja
KPUBHUX JIPyroT peia, CTBOPEHH Cy YCIOBH Ja, Y ONIITEM Cllydajy, Oyne pemeH u
CHCTEM jeJTHE KBaJIpaTHE U jeJIHE JIMHEapHE HejeTHauYnHE ca JBE IPOMEHJbHBE.

VY uznaramy Koje ClIeIH pelraBa ce CUCTEM HejeHaAYrnHA
(1) ax” +2bxy +cy’ +2dx+2ey+ f p, 0,

(2) Ax+By+C p, 0,
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rae je a,b,c,d,e, f,AB,CeR, a*+b*+c’ =0, A’+B*#0 u p,p, €{<,<,>2},

npu uyeMy, Mmoj oarorapajyhoM KpuBOM Jpyror peia KBaapaTtHe HejeaHauuHe (1),
noapasymesa ce kpuBa K , nara jeqHa9nHOM

3) ax’ +2bxy +cy’ +2dx+2ey+ f =0,

a 1o oxarosapajyhom mpaBoM JMHeapHe HejeaHaunHe (2), moapasymesa ce mpasa |,
JaTa jeJHAYMHOM

4) Ax+By+C=0.
[Toctynak 3a pemaBame je cienehu:
1. Pemapa ce nuHeapHa HejeqHaunHa (2);
2. YTBphyje ce BpcTa onrosapajyhe kpuse, 1ate KBaJpaTHe HejeTHAUMHE,
3. Pemasa ce kBagparHa HejexanuuHa (1);
4. Paznaxe ce KpuBa JPYTror peqa Ha YHU]Y 1Be QYHKIIH]C;
5. Pemasa ce cucrem oaroBapajyhux jemnaumnna (3) u (4);
6. Oppebhyje ce mpecek CKymoBa peliema JaTuX HejeTHAUYNHA.

[Tpumepu Koju ciene pemieHu Cy Tako INTO CE 3a MpBa TPH KOpaka HaBEICHOT
noctynka (opmupajy reHepudku opranuzatopu y nporpamy GeoGebra, a 3a kopake 5.
u 6. y nporpamy Mathematica. M3BpIiraBame 4eTBpTOr KOpaka CBOJH C€ Ha PEIllaBarbe
KBaJpaTHE jenHayuHe (3), 1o MpoOMEHJBUBO] Y .

IIpumep. Pemutu cucreme HejeqHaunHA

a) X 42Xy 43y’ —4X+6y-5<0 A X+y-3>0,

6) X +6Xy+3y° —10x—14y+21<0 A X+2y-3>0,
B) 2X° +4xy+2y° —7x-12y-5<0 A 2X—-y-3>0.

Pememe a) IlokperameM reHEpUUKOI OpraHu3aTopa, KIMKoM Ha JuHK (4.4.1.82D),
nobuja ce pelemke JIMHeapHe HejeJHauynHe, a TO je OTBOPEHA TOJypaBaH, Koja He
caJpXH KOOPJHHATHHU TI0YETAaK, Ca UBUIIOM P:X+Yy—-3=0.

Iomro je §=2>0, A=-43#0, (a+C)A=—-172<0, oxroeapajyha kpusa
KBaJIpaTHE HEjeTHAUYMHE je eJIMIICA, ca IICHTPOM S (4.5,—2.5), TO ce 00Mja KIUKOM

Ha JuHK (4.4.2.88D), a pemieme KBaJIpaTHE HEjeHAYMHE je YHyTpallmba oliacrta
eJuTICe.

PemaBame kBagpaTHe jeqHAUNHE
X*+2Xy+3y" —4Xx+6y—-5=0

10 IPOMEHJBbUBO] Y , pa3duja enuIcy Ha JBa Jiesa, Ha YHU]y 1Be QyHKLHje
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y:(—3—x—\/24+18x—2x2)/3 " y:(—3—x+\/24+18x—2x2)/3,
4Hje 3ajeJHUYKE TaUKe CY

M ((9—@)/2,(—15#@)/6) n N((9++129) /2,(-15-1129) /6.

Knukom Ha nuuk (4:4.3.0D) v axTuBHpameM amukainuje Mathematica, no6uja
TCHEPUYKH OpraHW3aTop, KOjU pellaBa cucTeM (KOHjYHKIU]Y) JIMHEapHE W KBaJpaTHE
HEjeHarHe, Kao MPECceK CKyIoBa pelickha CBaKe O] HejeJHAYHHA,

Cmuka 10.

(x;Y)e((%(ll—m),%(l1+M)}X(—X+3;%(—X—3+M)DU

U(G(l1+M),é(9+@)}<@(—x—3— 24+18x—2x2);%(—x—3+mm,

pH 4eMy je y3eTo y o03Wp Ja pemieme CHUCcTeMa JIMHEapHe M KBaJpaTHE jeTHaunHe
MPEACTaBIba]y MPECEUHE TaUKe

A:(%(u—\/ﬂ),%(—swﬂ)j u B :G(nwﬁ),%(—sﬂ/ﬂ)j
oarosapajyhe npase u enurnce, (Cauka 10.).

6) [lokperameM reHepuuKOr OpraHu3aropa, KiukoM Ha JuHK (4.4.1.8¢b), nobuja
ce pellelke JHHEeapHe HejeJHaYMHe, a TO jeé OTBOPEHA IOJIypaBaH, Koja HE CaJpxkKH
KOOpPAMHATHU NIOYETAK, Ca UBULIOM P:X+2y—-3=0.

[Momro je o0=—-6<0, A=-40#0, oxrorapajyha xpuBa KBajJpaTHE
HejeHaunHe je xunep6ona, ca uentpom S(1;4/3), wro ce 1o0uja KIMKOM Ha JIMHK

(4.4.4.2¢Db), a peniere KBaIpaTHE HEjeHAUMHE j& YHYTpaIlbha odsiacta xumnepooire.
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PemaBame kBagpaTHe jeqHAUNHE
X +6xy+3y° —10x—14y+21=0

0 MPOMEHJBUBO] Y , pa3duja xumnepOoy Ha yHH]Y ABEe QYHKIIH]je

y=(—3x+7—\/2(3x2—6x—7))/3 i y=(—3x+7+\/2(3x2—6x—7))/3,

anje sajenmmxe Tauxe ¢y M ((3-30)/3,(4++30)/3) u N((3+30)/3,(4-+30) /3.

Knukom Ha nmuuk (4:4.5:0D) n aktuBupameM ammukanuje Mathematica, no6uja
TCHEPUYKU OpraHW3aTop, KOjU pellaBa cucTeM (KOHjYHKIU]Y) JTUHEapHE W KBaJpaTHE
HEjeHanHe, Kao MPECeK CKyIoBa PeIIckha CBaKe O/ HejeHAUNHA,

(x;y)e((—oo;—%}{%(—x+3);%(—3x+7+\/2(3x2—6x—7))nU
((—— —(3 \/_j (— —3x+7—\/m) —3x+7+\/mm
U((3;oo) (;( 3)i 3x+7+mm

wl»—a

4t

Cmuka 11.
IIPH YEMY je y3€TO y 003up Jia peliemhe cucTeMa JIMHEApHE U KBaJIpaTHE jeTHAYUHE

MIPEJICTaBIbajy TPECEYHE TAUKe

=(-9/5,12/5) u B=(3,0)
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oarosapajyhe npase u xunepoOoe, (Cauka 11.).

B) IlokpeTameM reHepruKor opraHu3aTropa, KiIMkoM Ha JuHK (4.4.1.8gP), nobuja
ce peleme JHHeapHe HejelHauyrHe, a TO je OTBOPEHA IOJypaBaH, Koja HE CalpiKH
KOOpJMHATHY TIOYETaK, ca UBULIOM P:X+2y—-3=0.

[Momro je 0=0, A=-21.5#0, oarorapajyha kpuBa KBaJpaTHE HEjeAHAYHHE jc
napaboa, ca ximwkom F (343/80;—153/80) u emenom T (711/160;-331/160), mro ce

nobuja kmukoMm Ha THHK (4.4.6.880), a pememne KBapaTHE HEjeTHAYMHE j& YHYTpallbha
obnact nmapabose.

PemaBame kBajpaTHe jeTHAYMHE
2XP +4xy +2y> —=7X-12y-5=0

10 MPOMEHJBUBO] Y , pa3duja mapaboiy Ha yHU]Y 1Be QyHKIHjE

y=-x+3-[(23-5%)/2 u y=-x+3+,/(23-5x)/2,

KOje nMajy 3ajesiHnuKy Tauky M (23/5,-8/5).

Cnuka 12.

Kmukom Ha nuek (4.:4.7.0D) v akTuBHpameM arutukainuje Mathematica, noouja
TeHEpUYKH OpraHU3aTop, KOjU pelllaBa cucTeM (KOHjYHKIU]Y) JTUHEapHE U KBaJpaTHE
HejeJHanHe, Kao MPECceK CKYIMOoBa pelleka CBAaKe 0/ HejeHaYnHa

(X;y)E([—%;l}{—xH— 23;5X;2x+3DU
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U((l;éjx[—x+3—,/23_5X;—x+3+‘/23_5)(}]
5 2 2

IpU YeMy je y3eTO y o03up Jla pellermhe CUCTeMa JIMHeapHe W KBajJpaTHE jeJHauYnHe
MPEJICTaBIbajy MPECEUHE TAuKe

A=(-23/18,4/9) u B=(1,5)

onroBapajyhe mpase u mapabose, (Cnuxa 12.).
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S. HEJAT'OIIKO UCTPA’KUBAIBE

5.1. YBox

VY pangy je mpuKazaHO HCTpaXHWBamke, 0 MOTyhHOCTMMa NpHMEHe padyHapa y
HaCTaBH aHAJMTUYKE T€OMETPH]j€, CIIPOBEACHO TOKOM APYTOT MOJTYTOAUINTA, Y IEPHOIY
janyap — anpui, 2013. rogune y rumHasuju ,,JoBan JoanoBuh 3maj*“ y Hosom Cany, u
y nepuony (ebpyap — Maj, ucte roguHe y rumHasuju ,,Hukona Tecna“ y Amatuny.
HctpaxuBameM cy oOyxBaheHa 1o /Ba oziejbema Tpeher paspena, cBake o IOMEHYTHX
mIKoJa, YKynHo 94 ydenunka. TOKOM HCTpaKMBama, HacTaBa MaTeMaTHKE — aHAIU-
THYKE TeOMETpHje, M3BoheHa je: ca eKCIepUMEHTATHHM TrpylaMa — y padyHapCKUM
yYHOHHMIIAaMa M MAaTeMaTHYKUM KaOWHETHMa, a ca KOHTPOJIHUM Tpymama Yy
MaTeMaTHYKUM KaOuHeTnMa. PauyHapcke yuumoHuIle cy cHabmeBeHe ca mo 16
MIEPCOHAITHUX padyHapa, IPOjeKTOPOM U INIABHUM PadyHapOM.

3a 00paay HACTaBHUX cajpaja aHATUTHYKE T'€OMETpHje, Y EKCICPUMEHTAIHO]
IPYIH y CBaKOj INKOJH, KOpUIINEH je W TOCTaB/beH Ha CBE padyHape, 0Opa3oBHHU
codrep GeoGebra.

OBO MeAarouIko MCTPaXKMBAKE j€ CIIPOBEICHO Y3 BEIHKY M HeceOMuYHY IMOMOl)
npodecopa MaTeMaTHKe OBE JBE IIKoJie. Y THMHA3uju ,,JoBaH JoBanoBuh 3maj“ y
Hosom Cany, ucrpaxxuBame je 00aB/bEHO y capalmbH ca npodecopuiiama MareMaTHKe
Mapujerom CamapuujeBuh u Xepmunom Jbymruna, a y rumHasuju ,,Hukona Tecna® y
AmatuHy y capagmu ca mpodecopuma matematuke Kocragumnom MuhoBuhem u
Bbpankom Ponuhem.

5.2. IIpobsaem ucTpakuBama

Meby unspeBUMa HacTaBe MareMaTHke y rMMHa3zuju y Penyomuuu Cpbouju [70],
HapO4YNTO C€ HCTUYYy: OCIOCcO0/baBambe€ YUYCHHKA 32 OBJaJaBalke MeTojaMa |
TeXHHKaMa e(UKaCHUjer CaMOCTATHOI y4Yerha M CTHLAma 3Hama, Kao U 3a MPUMEHY
CTEUCHHX 3Hama Y CBAKOJHEBHOM KMBOTY. OBAaKO MOCTaBJFEHH ITUJHEBH, KA0 U Pa3Boj
MaremMaTuke W UWHQOpMAIMOHE TEXHOJOTHje, YyKazyjy Ha noTpedy cTaiHor
ocaBpeMemaBamba HAacTaBe MaremaTtuke. To moapasymeBa, u3Mel)y octajior, Aa ce
HACTAaBa ycMepaBa Ha Mpolec CTHIAKAa 3HAKA, KBATUTET 3Hama W MoryhHoct
NpUMeHe CTeYeHHX 3HAamba, a He Ha ycBajalbe TOTOBHX YHILEHHIA W HA HbHUXOBY
KOJIMYMHY, [ITO W TPEACTaBba CYIITHHY NpPoGJeMa HCTPAaKMBamba, KOjU Ce
npukasyje y pany. PemaBame oBor mpobieMa moapa3syMeBa CTaHO yckiaahuBame
HACTaBHHX CaJp)Kaja ca HajHOBHUjUM JOCTUTHyhHMa y MaTeMaTHLU ¥ HAylX yOIIITEe, U
CTaJTHO OCaBPEMEHABAhE METOINKE HACTABE MATCMATHKE.
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VY peamuzanuju TrpaauBa MaTeMaTHKE, TOKOM HCTPakMBama, INPHUMEmYje ce
HacTaBa y3 nmomoh paudyHapa (IIpUMeHa padyHapa y HacTaBM, KOMIjyTepcKa HacTaBa, 1
ci.). OBaj NMIAKTHYKHA CHUCTEM, Y KOME YUYEHHK Ipey3uMma IMOTIYHO HOBY YJIOTY —
10CTaje aKTHMBHM CyO0JeKT y HACTaBHOM IIPOLIECY, MOXKE Ja IpeJCTaB/ba jeJaH O
Moryhux myTeBa Koju BOJIE Ka peliaBamy MpoodiemMa HCTPaKUBaba.

5.3. IIpeamMeT ucTpakuBama

Wmajyhu y Buay HasHadeHH MpoOiieM, MpeaMeT OBOT' HCTPaKUBamha CE MOXE
UACHTU(PUKOBATH Ka0 MpUMEHa AUJAKTUYKOT CUCTeMa — HacTaBa y3 nmoMoh pauyHapa,
IITO TOApa3ymMeBa INPUMEHY padyHapa M CaBPEMEHOr OOpPa30BHOI pPavyyHAPCKOT
copTBEepa, Kao W YTHIQ] HMCTUX Ha OOpPa30BHU YyYMHAK y HACTAaBU AaHAJIMTHYKE
reoMerpuje y Tpehem paspeny rumuaszuje. CBakako, jeZJaH OBaKaB ITUIAKTUYKU CUCTEM
Mo/ipa3yMeBa, yBakaBame 0JIroBapajyhux AUIaKTUYKUX MPUHIUIA U WHIUIEMEHTALU]y
NPUMEPEHUX HACTaBHUX METOJIA.

[Ipumena pauyHapa y HacTaBU MaTeMaTHUKe M IEH YTHULAQ] Ha OOpa3oBHE
pe3yaTare, IpeaMeT Cy MHOTHX, J0 CaJa CIPOBEJICHUX UCTpakuBama. McnutuBal je
yTHUIIa] HAaCTaBe y3 MomMoh pauyHapa Ha OMIITa MaTeMaTHyKa MOCTUTHyha, Ha BEIITHHY
pemaBama mpobiema, Ha TMOTpPeOHO Bpeme Ja ce caBilaja TrpaguBo. MHora
UCTpaknBama cy mnocBehena ymopehuBamy eGUKACHOCTH pa3IMUATUX THUIIOBA
o0pa3oBHOT codTBepa.

Crymuja o eduKacHOCTM HacTaBe MareMarthke y3 momoh pauynapa [127],
NpeJCTaB/ba MeTa-aHAIM3Y CelaMeceT JBa paHMja HCTPaXKMBamka IMPUKYIJbCHA W3
o6Gjaibernx cryamja, ERIC' mokymenara u mucepranuja. YKYIIHH pe3yiTaTd Meperba
e(pUKaCHOCTH IMOKa3yjy Ja, 32 YYCHMKE OCHOBHUX M CpEAbUX IIKOJIA, HAcTaBa Y3
nmomoh padyHapa MMa yMepeH MO3WTHBaH edekaT Ha MaTeMaThyka TocTurHyha, a
Onaru mo3uTHBaH e(eKar Ha BEUITHHY pellaBama MpodiieMa U CTaBOBE MPEMa HACTaBH
MareMmatuke. Mera-ananusa 254 crynuje [126], koje oOyxBaTajy pa3MuuTe y3pacte u
npoduiie yueHHKa, OpPraHM30BaHUX IO OAroBapajyhum rpymama, mokasama je 1a
y4eHUuIM, Koju moxahajy HacTaBoy y3 momoh padyHapa, moBehaBajy ycmex wu3
MaTeMaTHKe, y OJHOCY Ha YYeHHKe KOju moxalhajy TpaauuuoHaiHy HacTaBy, 3a 50% -
62%. Ilo3utuBaH edekat HacTaBe y3 MOMOh pauyHapa, OTjieia Ce U Y YHUIEHHUIM Ja
YU4EHHUIM Koju je moxabajy, Tpome 3a TpehwHy BpeMeHa Mame, Ha CaBlia/laBambe
rpaguBa. llpomyxeHa npumeHa HacTaBe y3 Momoh payyHapa yTUYe Ja YyYEHUIU
MOCTHXKY 00JbE pe3yJiTarte.

VY wucrpaxuBamwy [133], ayTop, yodaBajyhm MaHWITyJaTUBHH ¥ KOTHUTUBHHU
aclieKT MpHUMEHE padyHapa y pa3BHjamy KOHIENTa (yHKIMje, 3aKJbydyje Ja caMo
yckinaheH ogHoc o0a acmekTa Mo)ke OMTH OCHOBa eukacHe HacTaBe. McTpaxuBame
[120] ce OaBu mnuramuMa eduKacHe HUHIUIEMEHTAIMje padyyHapa U OOpa30BHOT
coptBepa CAS (koMmjyTepcku airedapCcKu CUCTEMH) y HAcTaBy MaTeMaTHKE, Kao U
npobiemuMa Koju je mpare. McTpakuBame CIPOBEACHO Yy CpeAmUM  IIKOJama
ceBepo3anagHor Oxaja [131] ykasyje Ha HEAOBOJHHY 3acaTyIJBEHOCT padyHapa y
HACTaBM, a y IIKOJaMa y KOjUMa ce MNpHUMEYjy, HE Jajy CTaTUCTHUKUA 3HayajHe
obOpazoBHe edekTe. C TUM y Be3W Mpemnopydyje ce MIKojama, Ja pa3BHjy 3ajeTHUYKH
MoOJIeNl, KOjU YKJbydyje: coTBep, mporpame oOyKe HAacTaBHOI OcoOJjba U BpeMe 3a
TPEHUHT.

' ERIC - Education Resources Information Center (http://eric.ed.gov/ )
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Toxom wuctpaxuBama [122], cmpoeaeHor y 10. paspemy jemHe ApiKaBHE
IrMMHa3Uju y okpyry Majamu (®rnopuja), ka0 OCHOBHU HM3BOp T'pajuBa MaTeMaTHKe
kopumnthen je codrBep Carnegie Learning Geometry Curriculum (2002). PesynraTtu
Tecta u3 Mmaremaruke FCAT?, cnposeneHor y 10. paspeny oBe mIKOJe, Ha Kpajy
WCTpPaXMBama, MMOKa3yje CTATUCTHYKY 3HAYajaH yTHIIA] HAacTaBe y3 moMoh padyHapa u
HaBeJieHOT coTBepa Ha KOHadaH ycrex. Aytopu y [124] 3akpydyjy 1a ce mpuMeHa
padyHapa y HAacTaBM MaTeMaTHKe Hajyemhe CBOIU HAa PENPOIYKTHBHY AaKTHBHOCT.
VY4yeHuu 4ecTo Hayde Kako Jja Kopucre copTBep M caBjiajgajy ra, ajii To He 3HAYH
Aa cy caBJjaJajJu OCHOBHe mojmoBe. bynyha uctpaxuBama 0 yTHIajy HacTtaBe y3
nomoh padyHapa Ha 00pa3oBHe edekTe Tpeba QoKycHupaTu Ha aluidKaiuje u coPpTaep, a
HEe Ha ynorpebu camor pauyHapa [123]. Pesynratm wucTpakuBama OBHX ayTopa
NoKa3yjy Ja ymnorpeba MHTepaKTHBHOI co(TBepa y HAcTaBM y3 MOMOh padyHapa,
MOJIMKE TIPOIIEC Y4eHa Ha BUINM KOTHUTHBHU HHBO, Pa3BHja CIOCOOHOCT pellaBama
npobiemMa, Kao M Jla MHTEPAKTHBHOCT Tpeba na Oyle TpeThpaHa Kao NPHUHLHII,
MPUIIMKOM JTU3ajHUpama o0pa3oBHOr codprBepa. Mera-ananmmsa [129] koja cuHTEeTHRY]E
UCTpaXMBama, CHpoBeleHa Ha TajBaHy, NOKa3zyje CTaTUCTHYKM 3HauyajHe edeKTe
HacTaBe y3 noMmoh padynapa Ha mocturayha ydeHuka y HacTaBu marematuke. Takole,
ucrpaxkuBame [124] npukasyje, CTATUHCTHUKKM 3Ha4yajHe e(peKTe, MPUMEHE HAcTaBe y3
nmoMoh padyHapa Ha KOHauaH ycCIleX Pa3peJHOr MCIUTAa U3 MaTeMaTtuke Ha kpajy 10.
paspenay jeaHOj Cpelr0j mKoau y Macauycercy.

VY ucrpaxuBamy [130], ayTopu ckpehy nmakiey Ha OHE y4EHHUKE, KOjU Y CBOjO]
noceeheHoctTn na caBiamajy oOpa3oBHH co(dTBep, HE YCIEBajy Jda OBIanajy
MaTeMaTUYKUM KOHIIENTHMa M HHUXOBOM npuMmMeHoM. C npyre crTpaHe, BeJHKa
yHopeJaHa aHali3a BWIEe HCTpakuBama [128], koja oOyxBatajy Bume ox 36 000
yUeHHKa, TMOKasaja je CTATHCTUYKHM 3HaudajHe TO3UTHUBHE e(eKTe HacTaBe y3 momoh
padyHapa, Ha MaTeMaTH4yKa MMOCTUTHyha ydeHHKa 3aBpIIHUX pa3peia TuMHaszuje. Y
ucTpaxuBamwy [121] crmpoBeneHOM y jemHO] TYpCKO] THMHA3Wju, Ha Y30pKy ox 60
yueHHKa, MojesbeHoM y JnBe rpyne no 30 yuyeHuka, oOpahuBaHu cy caigpxaju H3
obnactu ,,penanuje, GyHKIHje, onepamnuje”. Y pamy ca eKCIEPUMEHTAITHOM TPYIIOM y
HacTaBu y3 mnomoh pauyHapa mnpumemeH je mporpam Flash MX. Ha tecty wu3
MaTeMaTHKe, YYCHHIIM eKCIIEPUMEHTAIHE TPYTIEe TIOCTHUTIIN Cy 3Ha4ajHO OOJbU yCIIeX O
yueHHKa KOHTPOJIHE Ipylie, a Norjieay ,,CTaBoBa YYEHHMKa MpeMa MaTeMaTUIU rpyme
Ce HEC PA3JIHKY]y.

OBaj KpaTKu MpHKa3 pe3yiTaTta paHUjUX UCTPaKMBama MoKa3yje /1a, je y HeKUMa
oIl BUX, y Behoj wim y Mam0j MepH, OCTBapeH CTATUCTHYKU 3Ha4ajaH eekaT mpuMeHe
padyHapa y HacTaBU MaTeMaTHKe. Y HEKUM HCTpakMBamuMa, Kao Ha mpumep [125],
[130], [131], To HUje ciydaj. AHaimM3a pe3yiTaTa OBHX HCTPaKHBamba, KA0 U 3aKJbY-
Yl ¥ KOPUCHE CyrecTHje HCTpaKuBama, Ha mpumep, y pagouma [123] u [133],
MPEJCTaBIbajy HEKE O] OCHOBHHMX pa3jiora Jia OBO MCTPaXMBame OyAe CIpPOBEICHO Ha
oBakaB HauuH. [Ipu Tome, omnpeznesbeme ayTopa je, 1a HEKH Off HeJocTaTaka, Koju Cy
UICHTH(PUKOBAHN Kao Y3pOIM oOcladbeHOr edekra TpuMeHe padyHapa, Oymy
OTKJIOHEHH.

OBO HCTpaXUBamkE CE 3aCHMBA HA TEIArOIIKO — AUJAKTHYKAM OCHOBaMa HAacTaBe
y3 momoh pauyHapa M HpUMEHE CaBPEMEHOI OOpa30BHOI pauyHapcKor codTBepa
GeoGebra Ha peanu3anujy HAaCTaBHHX CaJpkaja aHAIMTHYKE reoMmeTpuje, y Tpehem
paspeny ruMHasuje. Y cBUM (azama HAcCTaBHOI Mpolieca, pauyHap M OOpa30BHHU
coprBep GeoGebra mpencraBibajy HACTaBHO CpPEICTBO. Peanm3amuja HACTaBHUX

? Florida Competency Achievement Test

163



caZpKaju aHAJIMTUYKE TeOMETPH]je, IpeaBul)eHnX HaCTaBHUM MporpamMoM M3, 3a Tpehu
paspel TUMHa3Wje MPUPOJTHO-MATEMAaTHUYKOT CMEpa, OJBUjaJia C€ Y3 YyBaKaBambe
TUIAKTHYKAX TPUHOUTA (HAYYHOCTH, CUCTEMAaTHYHOCTH, MOCTYITHOCTH, Ca3HAjHOCTH,
WHIMBUyalH3allije, OUYWTJICIHOCTH, BU3yalu3aiyje...). M300p HacTaBHHX MeTona
YCIIOBJbEH je W MPUMEPEH THUIY Yaca, HACTABHUM CaJpKajuMa, OOJIMKY pana, HUBOY
CaBJIQJIaHOCTH TPAJIMBa U HUBOY OCIIOCOOJbEHOCTH yUCHHKA 3a KOpHUIINCHE pauyHapa U
obpazoHor codrBepa GeoGebra. Y Ty CBpXy, NpUMEHUBAHE Cy HACTaBHE METOJIC,
MPUMEPEHE OBOM JHMIAKTHYKOM CHUCTEMY: O00jalllmhaBauKo-IIOKa3UBavKa, PEpOAYyKTH-
BHa, Ipo0JieMcKa 1 UcTpaxxuBauka, [27], [21].

5.4. llwb ucTpaKuBamba

VY cknany ca mpo0iieMOM, UCTaKHYTHM Y YBOAY, U IPEAMETOM MCTpaXHBamba,
IIIJb OBOT MCTPAXMBambha je eKCIEPHMEHTAIHA MPOBEpa W aHAIW3a yTHLAja MPUMEHE
padyyHapa W TOTOAHO ojaabpaHor 00pa3oBHOTI copTBepa Ha OOpA30BHM YUYHHAK Yy
HACTaBU AaHAIUTHYKE TeoMmeTpuje y Tpehem paspeny rtumHasuje. Pesynratu
UCTpaXHBama Tpeda Ja MoKaxy, Aa JIM MOCTOj€ MEearomKo — JUIAKTHYKH MTPEyCIO0BH,
3a TPUMEHY padyHapa y HacTaBH MaTeMaTHKe y THMHa3Wju, KojoM ce mnoBehaBa
00pa3oBHM YYMHAaK W YYEHHUIIM OCIOCO0JbAaBAjy 3a CaAMOCTAIHO YUCHE WU CTHIAFmhE
3Hama, Kao U 3a MPUMEHY CTEUCHUX 3Hamba.

VYTH1a] HE3aBUCHO — MPOMEHJBbHBE (IIPUMEHa pauyHapa 1 00pa3oBHOI copTBepa y
HACTaBU) Ha 3aBHCHO — MPOMEHJbUBY (0Opa30BHM y4YWHAK) Mokaszahe pe3ynaTatu koje
YUEHHIIM [TOCTHKY Y PEelIaBamy 3a/1aTaKa, a KOju ce OJHOCe, Ha:

— KBAJWTET U KOJIWYHMHY 3Hama,

— 0CIoco0JBEHOCT 33 CAMOCTATIHO PElIaBambe 3a/1aTaKa,

— cTBapajlauke CrIOCOOHOCTH YUEHHKA,

— TpajHOCT 3HamA.

5.5. 3apanm ucrpaxuBama

Yy CKiIaly C€a MIpcAMCTOM HUCTPAXKHMBaAkba W IMOCTABJbCHUM ILUJBECBHUMA MOTY CC
IIOCTaBUTHU cnenehu 3aJalu MCTPaKuBamba:

1. Y1BpauTu pasnuke y MOrjieAy KBajJuTE€Ta W KOJWYMHE 3HAamba YYCHHKA,
CTEYCHHX y HACTaBH y3 moMoh padyHapa M 3Hamba CTEUCHHX Y TPAJAUIIMOHAIHO]
HACTaBH, HA OCHOBY pe3yJiTaTa TOCTHTHYTHUX Ha TECTy 3Hama M3 HACTaBHOT
nojApy4vja — aHaJTUTHYKA TEOMETpH]a.

2. YTBpIuTH pa3iMKe y HOIJIEAYy OCIOCOOJbEHOCTH 3a pellaBame MPOOIEMCKUX
3ajaTaka, CTEYEHUX y HACTaBU y3 IMOMOh padyHapa M y TpaaWIMOHAIHO]
HACTaBM, HA OCHOBY pe3yJiTaTa MOCTHUTHYTHUX Ha TECTy 3Hama M3 HACTaBHOT
MOJpyYja — aHATUTHYKA TE€OMETPH]a.

3. VYTBpauTH paziuKe y MOTJCAy TPAJHOCTH 3HAMKA, CTCUCHUX Y HACTaBU y3 momoh
padyHapa ¥ y TpaJHMIIMOHAIIHO] HACTaBH, HA OCHOBY pe3yJiTaTa IIOCTUTHYTUX HA
TECTy 3Hama M3 aHAIUTUYKE F€OMETpH]je, IIOHOB/LEHOM YETHPHU HeZesbe MOcie
TJIaBHOT TECTa.
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ITocTaBbenu UL U 3a7alu HUCTpAXKUBamkba Tpe6a Ja 6y,[[y MMpETIOCTaBKa 3a
I/ISBObeI-LC 3aKJbyYaKa:

a) o MoryhHoctuma NnpUMeHe pauyHapa y HaCTaBU MaTeMaTHKe y TUMHA3UjH,

0) 0 00pa30BHOM YUYHMHKY IIPUMEHOM padyHapa y HaCTaBH MaTEMaTUKE y
TMMHA3HU]H.

5.6. Xwumnore3e NCTpaKUBamkHa

Ha ocHoBy yTBpheHOr musba, a y CKJaay ca CBaKMM O] TIOCTaBJLCHUX 3ajaTaka
HCTpaxkuBama, Gopmupajy ce ciaeache xunorese uctpaxkupama ([20], [39], [61], [80]):

1. Hyara-xunore3a /) : HemMa pas3iuKe y HOIJely KBaIUTETa U KOJHMYMHE 3Haba

yUeHHKa, CTEYEHHWX Yy HaCTaBM y3 IMOMOh padyHapa W 3Hama CTEYCHUX Y
TPaJUIIMOHAITHO] HACTABH.

Tana ajaTepHaTHBHA XHIOTe3a [/, riacu: y NOTJeay KBAJIUTETA M KOJIWYUHE

3Hama YYCHUKa, HacTaBa y3 MOMoh pauyHapa 3HaTHO je epukacHuja o TpaJuIMOHATHE
HacTase.

To 3Haum, 1a, €BEHTyaJIHO, 00JbU yCHEX YYCHHKA W3 MaTeMaTHKe (aHAIUTUYKE
T€OMETpPHj€) Y HACTAaBU y3 MOMON pauyHapa, HWKHU oj mpara 3Hadajuoctu 0,05, moxe
Ce CMaTpaTH CTHUIajeM CIy4YajHHX OKOJIHOCTH, a HE YTHUIajeM MpPUMEHE padyHapa y
HACTaBH, Ka0 €KCIEPUMEHTATHOT (paKkTopa, a y CympOTHOM Mpar 3HadyajHOCTH Behu umm
jemnak 0,05, 3nHaunhe ogdanuBame HYJITe-XUIOTE3e.

C o03upoM Ha TO Ja je MpPUMEHa padyHapa y HACTaBU IpeMa J0CaTallbUM
cazHambMMa MOTBpheHa Kao epuKacaH M MPOAYKTHUBAH JAUJAKTHUKUA CHCTEM, MOXKE CE
MPeTHoCTaBUTH Ja he oHa yTumatu Ha 3HavajHO TNoBehame YKyImHOT 00pa3oBHOT
YUWHKA Y HACTAaBU MAaTEMAaTHKE y TUMHA3H]H.

[Ton ykynHuM 00pa30BHUM YUYHHKOM MOJpPa3yMeBaMo:
— ycmex y 3Hamy, OJHOCHO YKYIaH pe3yJTaT Ha TeCTy 3Hama W3 HacTaBHE
00JacTH: aHATMTHYKA TCOMETPH]a,
— yCIeX y pelllaBamy MpoOJIeMCKHX 3aJaTaka W3 ucre obmactu (mTo Tpeba na
npezcTaB/ba 1 MOTyhHOCT MpUMEHEe CTEUCHHX 3Hamba),
a o0c HaBeJcHC KOMIIOHCHTE jeCy OCHOBAa W CaJApXKajHM OKBHp YyTHIAja
EKCITIEPUMEHTAITHOT (haKTopa.
2. YV okBUpY HaBEJCHUX XUNOTe3a (HyaTe - H|, u anrepHatusHe - H|) nocrasu-

hemo u moaxumorese, Koje ce OJHOCE Ha OCMOCOO/bEHOCT 3a peliaBame NMpodJeMm-
CKHX 3a/laTakKa, Tj. HACyNpoT HyJTe Xumnoree /H',: HeMa pas3luke y MOIJIeay

0CIIOCOOJHEHOCTH 3a pelllaBamke MPOOJIEMCKUX 3ajlaTaka, CTeYeHe Yy HacTaBU y3 MOMOh
. LI
pauyHapa 1 y TpaJULUOHAIHO] HACTaBH, UMaMO aITEpPHATUBHY XUIoTe3y /') : HacTaBa

y3 momoh padyHapa, maje 0OoJbe pe3ydTaTe Yy OCHoco0JpaBajy 3a peIllaBame
MPOOJIEMCKHX 3a/1aTaka ¥ MPUMEHY CTCUCHHUX 3Hakha, HEr0 TPAIUIMOHATHA HACTABa.
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3. TlpuMemeHN eKCNepUMEHTATHH IOCTYyMak oMoryhyje mpoBepy joll jeaHe
XHIIOTE3€, KOja Ce OJHOCH Ha TPAjHOCT CTCUCHHMX 3Hama, Kao jOII jeIHe Of
KOMITOHEHAaTa YKYITHOT OOpa30BHOI yYMHKAa M KBaJUTETa  BaCHHTHO-O00pPa30BHOT
nporeca.

[IpoBepa oBe xumnore3e 00aBjba c€ MOHOBJHEHUM MEpPEHEM 00Opa30BHOI YUHMHKA
eKBUBAJICHTHUM TECTOM HaKOH onpeleHor BpemeHa. Pe3ynraTtu mOHOBJBEHOT Mepema
Tpeba aa yTBpe:

® 3anpXKaBame paHuje oOpal)eHUX HACTaBHUX Ca/piKaja,

e CTa0WJIHOCT CTCUCHHMX 3Hamkha M3 aHAJIUTUYKE TeOMETpHje, Kao M TPUMEHY

aropuTamMa, YMlbheHUIa 1 HHPOopMaLyja.

W osne HacynpoT HynTe xumnotese H,: HeMa pas3iaMKe Yy IMOINIEAy TPajHOCTH

3HaWa, CTCUCHWX Yy HACTaBH y3 MOMON padyHapa W Yy TPaJUIMOHAIHO] HACTaBH,
(opmMupamo anTepHaTHBHY XHUIIOTe3y H,: 3Hama CTeUeHa y IpOIeCy HacTaBe y3 IoMoh
padyHapa moka3yjy Behy cTaOMIHOCT W TpajHOCT OJf OHHMX KOja Cy CTEYCHA, Yy
TPAJAMIIMOHATHOM HACTaBOM IIPOIIECY, TMPH 4YeMy Mopa OUTH 3aJ0BOJBCH YCJIOB JIa
u3Mmel)y 3aBpIIHOT W MOHOBJBEHOT Mepema Mopa Mpohu TOBOJBHO Iyr BPEMEHCKH
MEPHO]I.

[Tox Tpajnomrhy 3Hama ce moapasymeBa (pukcupame, 3aapkaBambe U MoryhHocT
peNpoayKIHMje CTEUCHHUX 3Hama, alld U OCIHOCOOJBEHOCT YUYeHHKa Ja pachojaxke
CTEYCHUM 3HamHMa, Koja he ce y HOBUM HACTaBHMM U >KMBOTHHUM CHTYyalljama
YKIJBYYUTH K20 €JIEMEHT Y HOBUM Ca3HajHUM M NMPAKTHYHUM CUTYyaIlljama.

[IpoBepoM MOCTAaB/LEHUX XHWIIOTE€3a HUCTpPaKKWBamka (MOTBPAOM alITEPHATUBHUX
xunore3a) Tpeba aa Oyay UCHyHEHHU (pelieHu) 3a7ali UCTpaKuBama, ynMe Ou Ouo
MOCTUTHYT U OCHOBHU IHJb UCTPAKUBAbA.

5.7. Opranuszanmja HCTpaKUBaKHA

5.7.1. Y30pak ucrpakupama

VY3o0pak npescraBibajy 54 yueHuka Tpeher paspena rumHasmje ,,JoBan JoBanoBuh
— 3Mmaj“ y HoBom Cany, koju cy pacmopehenu y aBe rpymne — KOHTpPOJIHO] ca 27
yYUCHHKA U EKCIICPUMEHTAIHO] TPYIH ca 27 y4YeHUKa.

VY rumuazuju ,,JoBan JoBanoouh — 3maj“ y HoBom Cany, 3a y3opak cy y3etu 54

yuenuka III, u III, omesbema Tpeher paspena ruMHasuje NPUPOIHO — MATEMATHUKOT
cMepa, TZIe ce HacTaBa MareMmaruke u3Boau 1o Ilporpamy M3, ca 5 wacoBa HenesbHO
[70]. ¥V xontponnoj rpynu (K-rpymna) ouno je 27 yuenuka III,, a excriepuMe-HTaJIHO]
rpynu (E-rpyna) 6uno je 27 yuenuka IlI, onespema.

VY rumHuazuju ,,Hukona Tecna® y Anaruny, y3opak npexacrasiba 39 yuenuka Illa
u lllc omesmemwa Tpeher paspena rumasuje ommTer TUIA, IJ€ CE HaCTaBa MaTEMaTHKE
u3Boau 1o IIporpamy M1, ca 4 yaca HEEJbHO TOKOM CBE YETHUPH FOJUHE HIKOJOBaHA
[70]. KonTponna rpyna je popmupana on 20 ydenuxka III ,, a ekcnepumenranna ox 19
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yuenuka Il . onepema.

Ha nonomeme omnmyke, u3 kojer he omesbema Tpeher paspena OoBe JBE IMIKOJE
outn (GopmMupaHa EKCIepUMEHTAIHA, a M3 KOjer OJleJbeha KOHTPOJHA TPYIIa,
omtydyjyhe je ytumao Behu Opoj yueHHKa OJiejberha KOjU IOCEdyjy IepCOHATHH
padyHap, WJIW HMajy MOTyhHOCT Ja ra CBaKOJHEBHO KOpPHCTE, TOKOM Tpajama
UCTPaKMBamba.

VY30pak npumnanga Kateropuju ,,IpUTOJTHUX, HAMEPHHUX y3opaka™ [61], momTo je
ped 0 eKCIIepUMEHTY, KOjH joll yBeK HUje Moryhe U3BECTH Y CBAaKOj IIKOJIM, Kako 300T
ONPEMJbEHOCTH WIKOJIA, TAKO M 300T OCHOCOOJbEHOCTH HACTAaBHUKA U YYEHHKaA 3a
u3BOoheme HacraBe MaTeMaTuke y3 momoh pauyHapa. To 3Ha4M 1a OBakaB HauuH
oapehuBama y30pka He HapyllaBa OMTHO HETOB PENPE3CHTaTUBHU KapaKTep y OJHOCY
Ha 7eo mKoyicke momynanuje. LlITo ce Thue BenmuuMHE, TO je MajdM Y30pakK, KOjH
3a2/10BOJbaBa KPUTEPHjyME 32 €KCIIEPUMEHTE WHTEH3MBHOT THIIA, KOjUMa HHjE IIWJb J1a
o0yxBaTe BeJIMKM Opoj HCIHUTaHWKA, Beh MOTIyHMje carjegaBambe HCHUTHBAHUX
eJIeMeHaTa U pe3yJiTata UCTpaKuBama.

3a yjenHauaBame rpyIa, y3era cy y pa3mMarpame oOHa o0eliexja Koja KapaKTepUILy
[IOCMaTpaHU y30paK, Koja JUPEKTHO WIM HWHIUPEKTHO MOry YTHLATH Ha
eKCIIepUMEHTaIHe pe3ynrate. Ta obemnexja cy:

— OIIITH ycIieX Ha Kpajy npsor nomyroxumra I paspena,

— ycIex U3 MaTeMaTHKe Ha Kpajy npsor noixyroaumra 11 paspena,

— pe3yiTaTH Ipyror MUCMEHOT 3ajaTka, 00aBJbEHOT Mociie oOpaljeHMX Tema
"CucremMu JuHeapHuX jenHauuHa', "Bextopu", "YBox y aHaIMTHUKY
reomeTpujy".

[Tocnenme obenexje uMma MmocebaH 3HAYaj, jep YCIENIHO CaBIaJaHU HaBEICHU
HACTaBHU CaJpKaju, TPEICTaBJbajy HEOMXOJAaH YCIOB M 3a yCHlex y caBiahuBamy
rpajivBa aHATUTUYKE T€OMETpPH]eE.

3a aHaNM3y yjeIHAUYEHOCTH Tpyma 1O HAaBEICHUM OO0eNeKjuMa KOPHCTH Ce
CTylleHTOB TecT M BEJIIMYMHE: apuUTMETHYKa CpeAuHa, CTaHAap/Ha JAeBUjanuja, ! —
BPEIHOCT 3a 7, +n, —2 CTENEHHU c10001€e, BpEAHOCT p, TI€e je | — p noy3JaHoCT HUBOA

CTaTUCTHYKOT 3Ha4aja pa3jifKe apUTMETUYKHX CPEIUHA, /1] U 1, OOMM CBaKe Of TpyIa,
at,, ,, KPUTHYHA BPETHOCT 3a 7, + 7, —2 CTENEHHU 1000/ U Npar 3Ha4ajHOCTH O

ny+n,
Cnenehe Tabene mokasyjy HaBeJeHEe KapaKTEpPUCTUKE Y30pKa 3a CBAaKy OJI IIKOJIa
y KojuMa je 00aBJbEHO UCTPAKUBAHE.

Tabesa 1. Yjennadenoct rpyna - 'mmuasuja ,,Josan Josanosuh 3maj*“ Hosu Can

O6enexja fpyna | n AS STD t )
OnwTn ycnex E 27 | 4.48148 0.49966
| nonyroauuite 27 | 4.25926 | 0.58326
27 | 3.51852 0.91774
27 | 3.29630 0.89504
27 | 2.35000 1.19478
27 | 2.59259 1.06316

1.47538 | 0,14614

Ycnex 3 matemaTtuke
| nonyroauwTe

0.88391 | 0.38081

Il nncmeHn 3apatak n3
MaTemaTuke

0.71772 | 0.47664

AlMm|AR|mMm|=

N3 TabGenel. 3a noOujeHe BpeaAHOCTH ¢ W p, 3a CBAKO OJ HABEJICHUX O0eElexK]a,
BAXHU

max fsy <fsy. g s =2.000 1 min p >0.05.
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Tabena 2. Yjennauenocrt rpyna - 'umuasuja ,,Hukona Tecaa“ Anatun

O6enexja lpyna | n AS STD t p
OnwTtn ycnex E 19 | 3.68421 1.02867
| nonyroguiute 20 | 4.04761 0.99886
19 | 3.26316 1.16267
20 | 3.33333 1.24722
19 | 3.47368 0.93856
20 | 3.09524 1.19143

1.10420 | 0,27645

Ycnex us matematumke

0.17886 | 0.85900
| nonyroguwTe

Il nucmeHn 3aparak n3
MaTtemaTuke

1.07996 | 0.28697

AIMAR|IM{=

N3 Tabene2. 3a noOujeHe BPEeAHOCTH ¢ M p, 32 CBAKO O/ HABEICHUX OOeNexja,
BaXXN

Pesynratu ycmexa 3a cBako oOenexje IMOKa3yjy JAa pas3lIuKe apUTMETHUYKUX
cpenuHa (CpeAmuX OIEHA) eKCIICPUMEHTAIHEe W KOHTPOJIHE TPyNe HHUCY CTAaTUCTHYKH
3Hayajue. Ilo HaBegeHuM oOenexjuma, y CBakoj OJf IIKOJA, KOHTPOJIHA W
eKCIIEpUMEHTAJTHA TPpyTa Cy yjeaHadeHe, Ia C€ MOXKE CMaTpaTH Jia HaBelleHa obemnexja
7ieNyjy Ha UCTH HauuH y o0ema rpynama.

Pesynraru Il mucmeHor 3ajaTka U3 MaTeMaTHUKE 332 YYEHHKE SKCIIEPUMEHTAIHE U

KOHTPOJIHE IpyTe, y o0ema mkosiama, Kao ooenexje, iMa mocedaH 3Hauaj, jep yCIeIHo
CaBJIaJlaHW HACTaBHU caapkaju: CHCTEeMH JIMHeapHHUX jeqHaynHa, Bekropu, YBoj y
AHAIUTUYKY TEOMETPH]Y, TIPEJCTaBJhajy HEOMXOaH YCIIOB | 33 yCIeX y caBiahuBamy
rpajiiBa aHAINTHYKE TeOMETpHje. YBHJI y HaBeJeHE Ta0ene TOKasdyje Ja pasiHKe
cpenmux oneHa Ha Il mucMeHOM 3a1aTKy M3 MaTeMaTHKe, H3Mel)y eKcriepuMeHTallHe |
KOHTPOJIHE IPYTIe Y CBAKO]j IIKOJIH, HUCY CTAaTHCTUYKU 3HAYajHE.

BaxHo je Takole HaOMEHYTH Ja y30paK, y CBaKoj O IIKOJIA, HE CAaUHbaBajy CBU
YUEHHMIIM HaBEJCHUX OJleJbeHha, HEr0 caMo HaBeJleHH Opoj, ympaBo 300r mMoryhHocTH

yjeHayaBamba EKCIEPUMEHTAIIHE U KOHTPOJIHE TPYIIE.
5.7.2. CupoBoljeme ucTpaxuBama

Y rumHaszmju ,,JoBan JoBanoBmh — 3maj“ y Hoom Cany, ucTpakuBame je
crpoBeneHo y mepuony oxa 21. janyapa go 28. mapta 2013. roguHe, a y TUMHA3HjU
,Hukoma Tecma“ y Amaruny, y mepuomy oxn 15. debpyapa, mo 29. ampuma 2013.
TOJIMHE.

Hapenenn nacraBau nporpamu M1 u M3, npensuhajy oOpaay UCTUX HaCTaBHUX
[[EJIMHA, a Pa3JIUKY]y ce jeauHO 1o (OHIy YacoBa, MpeABHIEHUX 3a peanu3anujy rpa-
nuBa, koju 3a [Iporpam M1, uznocu 46 dacosa, a 3a [Iporpam M3 — 50 gacosna, [70].

Oge unmenulle ynyhyjy Ha 3aKjby4ak Jja c€ OCHOBHE pasiiKke Mel)y mporpamuma
M1 u M3, ocTBapyjy: NpHINKOM IUIaHUpamka (M3pajie ONepaTUBHOT TUIaHA), PHUINKOM
u3pajie Hermocpeane (JHEBHE) MPHUIPEME, Kao U MPHIMKOM pealin3aliije HCTUX TUIaHOBa
Ha YaCOBHMMa HACTaBe.

To masme mma 3a mocnenuiyy, na he ce pasiuke oBa JBa Iporpama OrjefaTu: y
pa3IMYUTOM HUBOY OOpajie HEKHX IIeIMHAa M HACTaBHUX jenuHUIAa (Koauko he ce

168



neTasbHO oOpahuBatu onpeheHn HacTaBHM calpkaju), y Opojy oOpaheHHX U HHUBOY
TeXXHHE 3a/1aTaka, oOpal)eHuX Ha yacy u koj Kyhe.

VY Tekcty koju cienu Ouhe MCTakHyTa HEKa 3ama)kama, Koja ce OJHOCE Ha caMy
peanu3acHjy HacTaBe, y €KCIIEpHMMEHTAHO] U KOHTPOJHO] IPyMH, TOKOM CIpOBOhema
UCTPAXMBama y CBaKOj OJ1 IIKOJIA.

1. HanmomeHe 0 peajiM3anyju HacTaBe

HacraBa ananuTHyke reomMerpuje, y CBakoj OJ IIKOJa, je peaii30BaHa Ipema
OmnepaTMBHMM IIJITAaHOBMMA HAcTaBe MaTeMaTHWKe 3a Tpehw paspen, Koje cy HM3paauiin
aKTHBU HACTaBHUKA MaTeMaTHKe. [Ipe moueTka ucTpaxuBama, HAueIIHO Cy ycariaeH!
W HACTaBHH cajapxkaju. JlerabHO yTBphuBame cajpikaja CBake HAacCTaBHE jEAMHMUIIC,
NpUMepH 3a/aTaka Koju cy oOpahuBanu Ha yacy m nomahwm 3amanu, y opesbemHUMa
eKCIIepUMEHTAJIHE Tpyne, ofpeheHn y capajmy ca HaCTaBHULIMMA UCTHX OJIeJbeha Y
o0ema mkoama.

I'paguBo aHanmuTHYKE reOMETpH]jE, Uhja je HacTaBa U3BOleHa y TUMHA3UjH ,,JOBaH
JoBanooBuh — 3maj“ y HoBom Cany TokoM HMcTpakuBama, o0yxBara cieache HactaBHe
caapikaje:

IIpaBa
Pa3Hu oOnuum jenHaumHe MpaBe: jelHAYMHA MpaBe KPO3 JBE Tauke , OIIIITH
00K jemHauYMHA TpaBe KpO3 jeHy TadKy EKCIUTHIIUTHUA OOJIHK

CeTMEHTHU OO0JINK BEKTOPCKU M MapaMeTapcKu OOJIMK pdi| u

HOpMaJIHU OOJIMK jeHauMHa IpaBe Tauka u mpaBa — pacrojame
npaBe (TPECeK M MapajeHOCT JABE TMpaBe, YIJIOBU U3Mel)y mpaBuX W HOPMAaIHOCT)

CUMeTpajie IyKU M YIJIOBa JWHEapHE HEjeJHAYMHE U CHCTEMH

nejennaunna [L11pdf

Kpy:xnuna

JennaunHa Kpy»XKHUIIE, OJHOC MPEMa OIIITO] KBaJIpaTHO] jeAHAYNHH Kpy KHHIIA
OMMKCaHa OKO TPOYIJa, YHYTPAUIHOCT U CHOJHALIEHOCT , KpY’>KHHUIIA U TIpaBa,
yCIIOB JOJUPA, TAHT€HTA Y TAaUKU KPY>KHUIIE , TAHTE€HTAa U3 TaYKe BaH KPY>KHUIIE

|2.4.§dﬂ, roJlapa M IOJI Y OJHOCY Ha KPY’HMILy, TAaHI'€HTa , MelycoOHH ofHOC

JIBE KPYKHULIE , yrao u3mel)y npase (Kpy>KHHIIE) U KPY>KHHIIE
Enunca

JleuHnIMja, KOHCTPYKIHja W jeqHaqnHa exunce Bol.pdl, yHyTpaima U crosbammba
obmact , CBOJCTBa: CHMETPUYHOCT, IIEHTap, TeMeHa, oapeheHocT jemHaymHe
B.3.pdi, excueHTpHIMTET, OUPEKTpHCE, Mapamerap , eNuIca W TpaBa, YCIIOB
JOANpPA, TAHT€HTA y Ta4KH EJIHIICE , TaHTeHTa M3 Ta4yKe BaH EIIUIICE, IoJjlapa M
oI , yrao u3mel)y npase (¥ OHOC KPHUBE) U EIUIICEe

Xuneodosa

Jedununmja, KOHCTpYKIMja W jeAHAYMHA XuIepoOose , YHYTpallllkha MU

CIioJbalIma 001acT , CBOjCTBA: CHUMETPUYHOCT, IICHTAp, TEMEHA, aCUMITOTE,

oapeheHocT jeqHaunHe , eKCLIEHTPULIUTET, JUPEKTPUCE U IapameTap ,

xunep0Oosa u mpasa, yCjaoB JA0AHpa, TAHT€HTAa y TauKH XHUIepoose , TaHTEHTa U3

4
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Tayke BaH XxurepOoJe, moiapa u Mo , yrao u3zmelhy npaBe (1 0JJHOC KpUBE) U
xunepoomne .

IIapa6oaa

Jleunnimja, KOHCTPYKIHja u jenHaunHa mapaGorne Pol.pdf, monoxaju mapaGore,
CHMETPUYHOCT, TEME, aHajH3a jeJHAuYnHe YHYTpallkha ¥ CHOJballkha 00JIacT
napabose , napaboJyia ¥ TMpaBa, YCJIOBH JIOJHMpa, TAHTECHTA Y Ta4yku mapadoire
TAHTEHTA U3 TayKe BaH napabole, rnojapa u 1o , 3aj€JIHUYKO CBOjCTBO
KPUBHUX , yrao uzmelyy mpase (1 0JHOC KpUBE) U mapadosie .

Mpecex paBun u Kyne p.pdil

[TokperatbeM MapKUpaHHX XHUIIEPIUHKOBA OTBapajy ce Word-qokyMeHTH Yy
KOjUMa Cy MpHKa3aHH OJAroBapajyhm HacTaBHU cajpkaju, oOpahuBanu Ha yacy ca
EKCIIEpUMEHTAIHOM TPpYyINoM. Y cBakoM oj ¢gopmupanux Word-n1okymeHara Mory ce,
Jajbe, MyTeM XUIEpJIMHKA aKTUBHpATH arumkanuje y nporpamy GeoGebra (HEKOIUKO
BUX y nporpamy Mathematica). OBe arummkaruje Tpeba Ja mociyke 3a BH3yaTu3aIujy
MpuKa3aHuX 00jekTa, oOpal)eHMX MaTeMaTHMYKHX KOHIIETIaTa W PEIICHHMX 3ajaTaka. Y
MPUKa3aHOM OOJIMKY Cy KopuinheHe Ha dYacoBMMa HAcTaBe y EKCIEPUMEHTATHO]
rpymn.’

HaBenenn HactaBHHM cajapkaju, oOpaluBaHM Cy W Ha YacoBHMMa HAcTaBe y
KOHTPOJIHO] TPYIH, ald y ,,TPAAULUOHATHO] (OPMU™, NMPHUMEHOM TpPAJUIIMOHATIHE
HaCTaBe.

VY Be3u ca penu3anijoM HAcTaBe y EKCIIEPHUMEHTAIIHO] WM KOHTPOIIHO] TPYIH
Mory ce ucrahu cieneha 3amaxama:

KonnenT nosape u moJia y oiHocy Ha Kpy:KHHILy, oOpahiBaH je Ha yacy HEIITo
netajbHUje, y obema rpynama. OCHM n3jarama HEOXOJHOT MaTeMaTHIKoT anapara, 3a
eKCIIEPUMEHTAIHY TpyIy Cy BH3QJIM30BaHN KOHLENTH I0jlape, IIO0Na, HUXOBHX
mel)ycoOHMX ofHOCa, Kao W OJHOCA IoJlape W Moja NpeMa TaHTeHTaMa U JOAMPHUM
Taykama.

O KoHIENTHMA MoJIape W MO0JIa y OJIHOCY HAa 0CTajle KpPUBe (SIUIICy, XUnepoomy
u napaboiy), y obe rpyme cy, o aHaJOrHju ca IMOJapoM M IOJOM KpY>KHHIIE, CaMo
UCTAaKHyTe BHUX0BE (hopMyJsie M1 MOTYRHOCT MpUMEHEe Ha jeJHOCTaBHHUjUM MpPUMEpHUMA.
3a yueHHKe eKCIIEpHMEHTAJIHEe TpyTe, M3BPIICHA je BU3yajH3aldja OBHX KOHIIETaTa,
myTeM u3pajie oaropapajyhux ammmkarnuja y nporpamy GeoGebra.

VY obema rpynama, MpuMeHa BEKTOpa, NMPUCYTHA j€ jeAMHO TPHIUKOM 00Opase
BEKTOPCKOI 00JIMKA jeTHAYMHE MPaBe, IITO je peaTn30BaHO HHPOPMATUBHO U OJTHOCH
ce camo Ha mpaBy onpeheHy nBema Taukama. Lluip je, ocum came mpHMeHe Yy
AHAJIMTUYKO] T€OMETPHUjH, Ja C€ YOUM Be3a u3Mel)y jeHOT BEKTOPCKOT M HEKUX
CKJIapHUX OOJHMKa jeJHauyMHe IMpaBe. BusyanuzanujoM KOHIENTa M IOTOJIHO
n3abpaHuX NprUMepa, yYeHHIIMMa eKCTIEPIMEHTAIIHE TPYTIE je 1aTa MOryhHOCT, 1a yode
U pazymejy Bese m3mely koeduimjeHara jefHadYnHEe paBe, 1 KOOPAWHATAa BEKTOpa

’ OBaj HACTAaBHH MaTepHjall je U3Paguo U KOHIHMIIMPAO ayTOp JOKTOPCKE AUCEPTALIMje
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IpaBIia, OJHOCHO BEKTOpa HOpMaJe, MpaBe, IITO Ce MOXKE CMAaTpaTH OWTHHUM 3a JIaKIIe
youdaBame MOJI0XKaja MpaBe M 0JTHOCA Ca IPYTUM 00jeKTHMA.

YHYTPalIKHOCT U CHO/bAIIKOCT KPYKHHIE (esurce, Xxunepoosie u napaboe)
oOpalhenu cy y obema rpymnama, HCKJbyYHMBO aHAIIM30M CIIMKE W MOJIOXKaja oAroBapajyhe
KpHBE, Ca OCHOBHUM IIMJbEM Ja C€ YYEHHUK OCIOCOOM Ja rpauyky peliaBa Heke
TUIOBE jEAHOCTABHUJUX KBAJpaTHUX HejeqHauumHa (0e3 wiaHa bxy), WIM cUCTeMa

jenHaymHa. 3a €KCIIEPHMEHTAIIHY TPYIy BH3YAIM30BAaHH Cy KOHIICTITH YHYTpAIIkHe U
CTIOJbalIkbe 00JTaCTH CBAaKe KpHUBE, MPUMEPH HEKHX KBAJpATHUX HEjeHAYMHA W HEKH
JETHOCTAaBHUJM CUCTEMU JIMHEApHE W KBajpaTHe HejenHaunHe. OBle je IUJb Ja CIMKa
KOHIIETITa CTBOPH UEjy O pelIery MpodiaeMa u U3rpaal yYeHUKOBY ,,AHANBUAYaITHY
neUHUIHI]Y caMOT KOHIIETITa.

VY oxBupy (HEKHX) 3ajeJTHUYKHMX CBOjCTaBa KPUBUX, M3BpLICHA je, WHpOpMa-
THUBHO, KpaTKa CHUCTEMaTH3alllja AMPEKTOPUjaJIHOI CBOJjCTBA eIMIICe, XUIepOose U
napaboJie, a 1aT je U MPHKa3 KOJUHEAPHOCTH CPeJUHA NMapaJjeIHUX TeTUBa KpUBE —
njamerpa KpuBe. Ca KOHTPOJIHOM TPYIIOM, CaapKaju Cy MpUKa3aHW oAroBapajyhum
CTaTHYKUM LpTEXKHMa. 3a eKCIIePUMEHTAIHYy TIpymy, ypaleHe Cy amumukanuje y
nporpamy GeoGebra, 3a Bu3yanm3alyjy HaBEIECHUX CcaapiKaja, Koje, BapupameM
3alaTUX eleMeHaTa, Mpykajy MOTyhHOCT ¢opMupama BEIMKOT Opoja mpumepa.
Annukanyje IoJaTHO ,,IPOBOLMPAjy” YYEHHMKAa Ha CaMOCTAJHO HCIHUTHUBAEkE OBOT
(dbenomena (aujamerpa), moceOHO Ko xumepooe u mapadore.

CnuvHO je W ca OCOOMHOM OPTOTOHAJIHOCTH TaHTeHAaTa mapadoJe, Koja je
€KBHUBAJICHTHA Ca WHIMJICHIIN]OM HHXOBE MIPECEYHE TauKe U AUPEKTpHUCe. Y HACTaBU ca
obOeMa rpymama pelieH je 3aaaTak rje je Ta ocoOMHa U JIoKa3aHa. Buszyaimsamnuja oBor
3amaTka oMoryhyje Kperame IpecedHe Tauke OPTOTOHAIHUX TaHTEHAaTa MO JAWPEKTPH-
CH, INTO YYEHHWKY Tpy)ka MOTyhHOCT TOTImyHHjer carjiefiaBamba KOHIICTTa,
yuBpirhuBame 3HaWka U yMEHE 2 Ce KOHLENT IPUMEHHU Y HOBOj CUTYAIHjH.

VY CpenmOIIKOICKOM KypCy aHATUTHYKe TeOMETpHje, 3aJaTak, Aa ce OApenn
jeHauYMHa EHTpPalHEe eJHIICe, OJHOCHO XMIepOosie, ako Cy JaTe HhEHE JBE Tauke
CBOJUM KOOpAMHATaMa, je HeusocTaBan! OapeleHocT jeqHaumHe enurce u xunepoose
ce O/IHOCH Ha IMUTame: Koje yclioBe Tpeba Ja WCIYyHaBajy KOOpAMHATE NaTUX JBEjY
Ta4aka, TaKo Ja OHE jeJTHO3HAYHO oj/pelyjy EeHTpaaHy eHICY, OJHOCHO XHIIepOoITy.
VY pamy ca eKCIepUMEHTAITHOM TPyIoOM, MPOOJIEM je pelieH Tako MTOo je GopMHupaH
TeHEPUYKH OPraHu3aTop, y KOME ce MPBO (GopMHUpa CIMKa KOHIIETITA, a Ha OCHOBY e,
rmocTeneHo ce u3rpal)yjy ocoOnHe 1 Ha Kpajy ce 100Hja pelieme mpodiema..

[IpuimkoM ananu3e oxHOCa KpHBe (KPYXKHUIIE, eIHIice, Xumnepoode, mapadbonie) u
MpaBe, ca eKCIIEPUMEHTATHOM IpyrnoM je (MHpopMaTHUBHO, 0€3 ylaxema y JeTajbHUje
MaTeMaTHYKO pa3MaTpame MpobdiiemMa) TpeTUpaH KOHLENT TAHTeHTA, KA0 TPAaHUYHH
ciyyaj ceuyune. Hamme, y mnporpamy GeoGebra, ¢opmupanu cy TreHEepUUKH
OpraHu3aTOpH, Y KOjIMa ce NMPOMEHJbHBA, 3ajeJHIYKA, TauKa CEUYHIe U KpuBe, Kpehe
npeMa yTBphEHO], 3ajelHUYKOj TauKH, IITO YCIIOBJhaBa IPOMEHY TOJI0OXKaja CEUHIIE,
MPOMEHY yTIja KOju ceuuiia oOpasyje ca MO3UTHBHUM CMEPOM X-0Ce, Tj. IPOMEHY
KoepuIMjeHTa TpaBla ceyune. Takohe je HarjameHo Ja ce pas3iiuKa arcuuca
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3ajeJHUYKUX TayaKka CMamYyje H ,,Te)KU Ka HyJIH , 1a ,,ceunIia KpUBE TEKU Ka TAHTCHTH'
y yTBpheHoj Tauku, 1a ,,koedUIHjeHT MmpaBlia Ceuunlle, TeXHU Ka KoepuinjeHTy mnpasua
tanrenTe”. To je mpaBu mpumep, Kako ce y3 MOMOh JIMHAMHUYKOT IPTEXa MPBO
dopmHpa ciuKa KOHIENTa, a Ha OCHOBY b€, IMOCTENEHO ce usrpalyjy ocoOune,
resepuiie ce (moMeHyTa WHAMWBUAyalHa) AehUHUIMja U HA Kpajy ce ¢dopMmHpa cam
KoHienT. Takole, Ha OBaj HAYKMH Cc€ CTBApajy yCJOBHU 3a JIAKIIE pa3yMeBambe KOHIIETITa
TIPBOT W3BOJIA.

Y KOHTpONHO] TPyNH KOHYCHH mpecemu cy oOpaheHu mpukaszom mpTexa, 0e3
MoryhHOCTH HEKOT 030MJBbHHU]ET carjie/iaBara IMoJI0XkKaja K1UXkKa, Kao JOJAUPHUX Tadaka
cdepa, ynucaHux y KOHYCHY IOBpII, W paBHU Koja ceue mospur. C apyre cTpase,
CKCIICpUMCHTAIHA TpyNa je uMalla Ha pachojiaraky aIlUIMKaluje y M[porpamy
GeoGebra, koje mpyxajy MOTYhHOCT aHHMMalMje, 3a YCIEIIHO CaryieJaBambe: BPCTE
npeceka y 3aBUCHOCTH O]l TOJIOKaja paBHU Ipeceka ImpeMa M3BOJHHIIAMA, IMOJIoXKaja
KUKa M Tauaka KpUBe, Kao U M0JI0Kaja JKIKE U JUPEKTpHCe mapadoie.

Panuje narnmamena pasnuka ox 4 daca, usmel)y ¢onmga wacoBa mporpama M1 u
doHma vacoBa mporpama M3, 3HauM Ja Cy, TOKOM CHpOBOheHa HCTpaKUBama Y
rumHasuju ,,Hukoma Tecna®“ y AmnaTuHy, y3 W3BECHa OrpaHOuYCHa Mamer o0uMa,
peau30BaHU CBU HACTaBHH Ca/Ip)kKaju, Kao u'y rumHasuju 'y Hosom Cany.

Ta orpanuvema ce OJHOCE Ha 0Opajay KOHIICNTA, MOJApa M MOJ Y OAHOCY HA
KPY:KHHULY, KOjU cy ca o0e Tpyme u3BeneHa caMo WH(POPMATHUBHO, 0e3 IeTalbHUjUX
MaTeMaTHYKHUX JIOKa3MBama, ca HaBoleHEeM THIICKMX IpuMepa HpUMEHe, JOK Cy
KOHIICTITH M0JIapa M MOJI Y OJJHOCY Ha eJiuncy (Xunepoo.ay, napadoJiy), TOTOBO, CaMo
MOMEHYTH, Ka0 M MOTYNHOCTH KOje OBH KOHIICTITH TPYXajy. Y eKCIIepHMEHTAIIHO]
TpyNH, OBH KOHIETITH Cy JOAATHO BH3YAJIIM30BAaHH IIOTOJHO KOHCTPYHCAHUM
armkanujama 'y mporpamy GeoGebra. CnamdHo je W ca KoJMHeapHOInhy cpeawHa
napajeTHiX TeTUBA KPUBE.

2. JlutepaTypa M ApPYrd HCTABHU MaTepHjaJl

TokoM HacTaBe aHATMTUYKE T€OMETpHUje, HACTABHULIM M YYEHHUIU 00€ rpyrme, y
obema 1Ikosiama, KOPUCTUWIH Cy JIMTEpATypy Kojy kopucte nnaue [112], [42] u [59]. 3a
peanu3aiyjy rpajnuBa y eKCIepUMEHTAIHO) TPYIH, 3a MPUIIPEMY HacTaBe, HACTABHULIU
cy uMaim Ha pacnoiaramy CD ca caapikajuma HaBeleHHM y Tauku 1. oBor maparpada,
natum y Ilpuinory mOoKTOpckoj aucepranuju — ,, IHTEpakTHBOM YIIOCHUKY aHAJIUTHYKE
reoMeTpuje’’, Kao ¥ roroBe amukamnuje y nporpamy GeoGebra. Y KOHTposHO] Tpymu
pealn30BaHU Cy MCTU CaJip>Kaju, MO0 MUCTOM HACTaBHOM IUIaHy, y CKJaay ca MpakcoM
TpaJUuLIMOHAIIHE HACTABeE.

3. lIpunpemane yueHuka 3a kopumheme GeoGebre

Tokom ucTpakuBama, HacTaBa ca KOHTPOJIHOM IpynoM o0ejy IIKoa u3BoheHa je
y MaTeMaTHYKUM KaOMHETHMa. 3a moTrpede MpHMEHe padyHapa y HacTaBu, ca
eKCIIEpUMEHTAIHAM TpylamMa y oOeMa IIKoJIaMa, HacTaBa je peajln30BaHa y Mare-
MaTHYKUM KaOWHETHMa, KOJU Cy OHMITH ONPEMJBEHH PavyyHAPOM H BUICO-TIPOjEKTOPOM,
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¥y pauyHapCKUM yqHOHHIaMa ",

HacraBna unennna VYBoj y aHamuTHuky reoMeTpujy (llexapToB mpaBoyriu
KOOpJIMHATHH CUCTEM; Tauyka, Iy, Mojeja TyXKH, MOBPIIMHA TPOYyTja, MpeaMeT U
METOJ] aHAJIUTHYKEe TreoMmeTpuje) oOpahuBaHa je HEmocpenHo IIpe MOoYyeTKa
UCTpaXuBama. TOKOM o0pajie oBe TeMe, yUeHHIMMa EKCIEPUMEHTAIHE Ipyme ooejy
IIKOJIa, MPUKA3aHe Cy OCHOBHE KapaKTepUCTHKe U Hapeabe nporpama GeoGebra.

To je u ocTBapeHO y pauyHapCKHM YYHOHHIIAMA jeIHE U APYTe IIKOJIEe, Ca IIHJbEM
Ja YYCHUIM EKCIIEpUMEHTAlHE Tpyle, Ha CaMOM IIOYETKY WCTpakuBama, Oymy
MPUIIPEMJbEHU J1a:

— KopHucTe (ImocMmarpajy, MaHWITYJIHINY 3aJaTHM IapaMeTpuMa, aHAIH3Upajy)
aluIMKaIje OCHOBHHMX KOHIETIaTa aHAIWTHUYKE TEOMETpHje Yy Tporpamy
GeoGebra, kpenpane yHamnpe,

— Jla CaMOCTaJHO Kpewpajy eJeMEHTapHEe KOHIIENTE, Kao IITO Cy: Tadka (IyTem
3aJaTHX KOOPJMHATA), AyK, TauKa KOja JeJln Iy Y JaToj pa3Mepu | CIl.,

— CBHW 33JIaTH €JIEMEHTH M CBe HapenOe Oyy YHOILICHH UCKJbYUYHMBO KOpUIINEHEM y

|Polj a za unos |

[TocreneHo, KaKko je TEKJIO UCTPAXKUBAE, YICHHUIIN Cy YCIEBAIU Ja CAMOCTAIHO
Kpenpajy | CJIOXEHHje, Takolje eJIeMEeHTapHe KOHIIENTe, Kao Ha MpHMep: IpaBa
(pazmuuuTH OONWIM jeAHAYWHE), Tapajieina, HopMalia, CHMEeTpalia JyXH, CUMeTpaia
yIriia u cil.

Y cBum (azama wuCTpakMBama, IOIMITOBAHO j€ OCHOBHO Hayelo TMPUMEHE
padyHapa y HaCTaBH MaTeMaTHKE:

pavyyHap y HAaCTaBH MaTeMaTHKe He oc100alja yueHuka o1 yuewa MmaTeMaTuke!

To 3Haum fma cy ydYeHHWIM EKCIIEpUMEHTANHEe rpyne, paaehu Ha padyHapy, y CBUM
(dazama HacTaBe aHAIMTHYKE TreoMeTpuje, Ominm y obaBe3u, Ja CBE 3ajaTe €JIEMEHTE,

CBe jenHaumHe, Hapeabe W CI., yHoce, kopumhiemem [Polje za unos| y mporpamy

GeoGebra. Takohe, ka0 U y4eHUIIM KOHTPOJIHE Tpyne, O cy 00aBe3HU Ja y CBOje
CBECKE YHOCE KOMIUIETaH HaCTaBHU caipkaj, oopaleH Ha yacy, u fomahe 3a1atke.

VY kacHujuM (azamMa HMCTpaxkMBamka, MOIao €€ 3ala3uTd HalpeJaKk y4YeHUKa y
kopumhewmy codrBepa GeoGebra. 3a BehuHy ydeHHKa, YHOIICHE MOJaTaka U
jennaunna y [Polje za unos, 1 yropeno ¢ THM, THCMEHO pElIABArLE 3a1aTaKa y CBECII,
U YHOILIEH-e 00pal)eHOr HaCTaBHOT ca/ipkaja y CBECKY, IocTajalio je yoouuajeno. Ha Taj
HA4MH C€ HE JI0BOJIU Y NIUTAKE ,,yUEHE MaTEMaTUKE" .

HaBenenu 3axTeB je 3aCHOBaH Ha OCHOBHHM IMJEBHMMA HACTaBE AHAJIUTHYKE
reomerpuje: ,,OCHOBHH [WJb Yy peaiM3alldju OBE TEME jecTe Ja YUYCHHIM CXBaTe
CYLITHHY KOOPJMHATHOI METO/a U HEroBy epukacHy nmpumeny. IloceOHO, Ha OCHOBY
CBOjCTaBa IMpaBe W KPUBUX JIMHHUja IPYTOT peaa, YUCHHIM Tpeda na ymejy GpopMupaTu
IbUXOBE jeHAYMHE W ucnuTHBaTH MelycobHe omnoce Tux mauHuja. [loTpebHO je
yKa3aTH U Ha LETUCXOJHY NPUMEHY aHAIUTHYKOI amapaTa IpU peliaBamwy ojapeheHnx
3agataka u3 reomerpuje”’ (O0jammerne cagpxaja nporpama M-1 u M-3, [70]).

* AyTop JOKTOpCKE AMCEPTALHje je Pealn30Bao 1e0 HACTABE Y eKCIIEPUMEHTAIHO] FPYIH 00ejy mKoma
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VYV ckmagy ca HaBeOeHMM LWJbeM, arudkanuje y nporpamy GeoGebra,
NpeJCTaB/beHE Y TAaukH 1, Tako Cy KOHIMMMpaHE Ja Y4YeHUK, oTBapajyhu oapehena
1oJba 3a MOTBPIY, OTBapa TEKCTyalHa I0Jba, Y KOjUMA je MaTeMaTHYKUM JE€3UKOM, Y
NUCcaHoj (OpMH, NPEACTAaBIbEH CBAKM KOpaK Yy KpeHpamy HEKOr KOHLEMNTa, WIH Yy
pelIeky HEKOT 3a7aTKa.

[lo 3aBpmieTKy uCTpaxuBama, Ca YUYEHUIMMA EKCIIEpUMEHTAHE TIpyIe
CTpOBE/ICHA j€ aHOHMMHA aHKeTa, YNUTHUK - Kopuurhewe pauynapa y HacTaBH M
yuemy.

Kopumhemwe pauyHapa y HacTaBu U y4ely — YIUTHUK

Ixoa: paspen/oneneme

1. Tlocenyjem nu pauyHap?

a He
2. Kopwuctuui au pauyHap CBaKOJHEBHO?

Ha He
3. Ja mu xopuctum MaTEpHET?

a He

4. Konuko BpemeHa, THEBHO, MPOBEEIII 33 pauyHapOM?

5. KopucTum nu padyHap 3a caBiajaBame rpaanba (yuceme)?

a He
6. [la nu xopucTHII payyHap 3a yYeHe MaTeMaThke?
a He
7. Koju codTBep KOpUCTHII?
8. Opxana?
9. [la nmu tu xopumrheme padyHapa U HaBeJeHOT codTBEpa MOMake J1a:

a) 0oJsbe pazymeBall MaTEMaTUYKE ITOJMOBE

a He
0) OoJspe youaBail 0COOMHE MaTeMaTUYKHX 00jeKara

a He
B)  JIaKIIe yodamall Be3e Mel)y MaTeMaTHuKiuM 00jeKTUMa

a He
r)  JakIie MpoBepaBall MpeTHoCTaBKe

a He
1)  JIaKIIe UCTPaxyjerr?

Ha He
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10. la nmu xopumihewme padyHapa U HaBeIeHOT codTBepa y yuyewmy
MaTemaTHKe oBehaBa TBOj MHTEpeC 3a MaTeMaTHKY ?
Ha He
11. la 11 cmarpam na mupa ynorpeba padyHapa y HAcCTaBU U y4Y€lhy MaTeMaTHKe
MOJK€ J]a TIOMOTHE /12 YUYEHUIIH JIaKIlIe ¥ YCIIEIIHNU]€ CaBa/iaBajy TpaauBo?
Ha He

[{uss oBe aHKeTe je OMO Ja ce Ao0Hje MTo MOTIyHHja HopMalja o ToMe: Aa iy,
U KOJINKO, YUCHUIM EKCIIEpUMEHTAJIHE Ipyre KOpPHUCTE padyHap; Ja JIM KOPUCTE HEKH
00pa30BHU COPTBEP U KOJIUKO ra KOPUCTE y YUCHY MaTEMAaTUKE U y yUelby YOIIIITE; Ja
M UM KopHIheme padyHapa 1 00pa3oBHOT cohTBEpa OJIAKIIABA yUCHE U CII.

Ha npBa Tpu murama, Koja ce OJHOCE Ha IIOCENOBAaKkE padyyHapa, HETrOBO
CBAaKOJAHEBHO Kopuithewe u Kopuilheme HWHTEpHETa, CKOPO CBU YUEHULHU CYy
OJICOBOPUJIY TTOTBPAHO, OCUM JETHOT YUEHHKA, KOJH j€ OJTOBOPHO OJIPEYHO HA TTHTAHE:
Jla JI1 CBaKOJHEBHO KOPUCTH padyHap.

Ha 4. nutame, 0 IHEBHO NPOBEIEHOM BPEMEHY 3a pauyHapoM, OATOBOPH CY
BEOMa pa3nuuuTU: | cat AHEBHO — MpoBoje 4 yueHuka, 2 — 3 cara — § yueHuka, 3 — 4
cata — 7 yueHuKa, 6 caTu — 5 y4eHHKa, § caTu — 2 yUCHHKa.

VY oxaroBopy Ha 5. muTame: 22 y4yeHHKa C€ M3jJaCHWIO Ja KOPHCTU padyHap 3a
yuemwe, JOK I'a 5 He KOpPUCTH, a 3a yuyewe mareMartuke (6. murame) — 16 ydyeHuka
KOpHUCTH, a 11 He KopHUCTH padyHap.

Ha 7. nurame — xoju copTBEp KOpUCTE, 25 YUCHHKA Cy OATOBOPIIIHA Ja KOPHUCTE
GeoGebru, 1ok 1Ba HE KOPUCTH HH jeqaH codTBep, a Ha 8. mUTame — oJ] Kaaa: BehuHa,
wux 15 cy onroBopunu — 2 mMecena (3Ha4u O]l MOYETKA UCTpakuBama), 2 — ox 2008, 5
—oxa2011. ronune, 2 — TokoM Tpeher paspeza, 0K Tpoje HUCY Tl OATOBOP.

Ha nurtame 6poj 9, o Tome, na nu My kopumiheme pauyHapa U (HaBeIEHOT)
codrepa GeoGebra, momaxe na:

a) 0o0Jbe pazyMe MaTeMaTH4Ke MOojMOBe: 16 yueHuKa je 0JroBOpuiIo MoTBpAHo, 10 —

OJIPEYHO,

0) OoJpe youaBa 0cOOMHE MaTEeMAaTHUKHUX O0jeKkaTa: 22 — MOTBPIHO, 4 — OAPEUHO,
B) JaKIIe yodyaBa Be3e Mely MaTeMaTudkuM o0jeKTuma: 23 - MOTBPIHO, 3 - OJPEUHO,
I') JakKIiie IpoBepaBa MPETIOoCTaBKe: 23 — MOTBPAHO, 3 — OJAPEYHO,
I) JaKIle UCTpaxyje: 22 — MOTBPAHO, 4 — OAPEYHO,
IIPU TOME Ha CBAKO MOTIUTAE, Je[aH, alld YBEK APYTH, YUEHUK HHUjE Aa0 OATOBOP.

Kopumheme pauynapa u codprepa GeoGebra, y yuewy maremaTuke, nosehasa
MHTEpeC 3a MaTeMaTuky koj 19 ydenuka, He nmoBehaBa nHTepec Koa 7 y4eHHKa, JTOK 1
YYEHUK HHUje Ja0 OJrOBOpP Ha muTame 0poj 10.

OproBapajyhm na 11. murtame, 22 yd4eHHWKa cMaTpajy ,Jia MHpa yrnoTrpeda
padyHapa y HacTaBH U yuelmy MaTeMaTHKe, MOKE Ja IOMOTHE Ja YYEHHLH JAKILIEe U
yCIENTHUje caBajaBajy TpaauBo‘, 10K 5 yUeHUsIa He JIeJIU TO MUIILJBCHHE.
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OxaroBopu Ha MHUTama, MOCTaBJbEHA y YNMUTHUKY, HE MOTY CE€ T€HEpaln30BaTH,
anu unak ynyhyjy Ha cineneha pasmMuibama.

Ha mpumep, oaroBopu Ha mpBa 4YeTHpPU MUTAMA MOKAa3yjy Na CBU aHKETHpPAHU
YUEHUIIM, CBAKOJHEBHO KOPHUCTE pauyHap M HMHTEPHET, IITO 3HAYM U Ja Cy, Kpo3
Jocasanime 00pa3oBame, CTEKIM eJIeMEHTapHy MH(OPMATHYKy MHCMEHOCT, HEOIXO-
IHY 32 KHBOT U paja y uHGopMaTHIkoM IpymTBy. OB MoJAM HUCY KapaKTepUCTHKA
camMo ekcriepuMeHTanHe rpyrne. OHU Cy CBOjCTBEHHM HajBeheM ey cpemOnIKoJICKe
MOTyJIalnje.

C nmpyre cTpaHe, HE cMe ce IpeHeOperaBaTH MOJaTak, Ja BUIIE OJ MOJOBUHE
aHKETUPAHUX YUYCHHKA, 32 pauyHapOM IIPOBOAM CBAKOJHEBHO BHIlE U of 4 cara!

[ToBosbaH yTHCAK OCTaBJbajy OJArOBOPH AAaTH Ha MHUTama 6poj 5, 9 u 10, rae:

— BehMHa aHKETHpaHMX YYEHHWKAa KOPUCTH padyHap 3a yuemwe, Ma U 3a y4yemhe
MaTeMaTHKe,

— BehWHUM aHKeTHpaHUX ydeHUWKa, kopultheme padyHapa u coprBepa GeoGebra,
MOMake€ y pa3yMeBamby MaTeMaTHYKHX I10jMOBa, OCOOMHa W Be3a Mehy
MaTeMaTHYKUM OOjeKTHMa, y MpOBepaBamby MPETHOCTaBKH U UCTPAKUBAY,
Kao M y pa3BUjamkby UHTEPECOBAKA 32 MATEMATHKY.

Hajeehy maxkmy mnpuBiade OArOBOpPH Ha MHUTama Opoj 7 u 8§, ,,koju codTBep
KOpUCTHII U ,,01 Kana“. BehuHa aHkeTHpaHMX ydeHUKa je OATrOBOpHIIA Ja KOPUCTH
GeoGebra, 1 TO y mocieamux 2 Mecela.

JloOujeHn oAroBopH, y3 OATOBOpe Ha muTama Opoj 9 m 10, mokasyjy na cy ce
TOKOM peaiu3aiyje HCTPaKUBamba CTBApAIM EJIEMEHTApHU YCJIOBH 3a NPUMEHY
pauynapa u mnporpama GeoGebra, y pamy ca eKCEepUMEHTATHOM rpyrnoMm. Jpyrum
peunma, o6e3beheHu cy ycioBH 3a IpUMEHY eKCIIEPHUMEHTATHOT (haKTopa.

5.7.3. MepHM HHCTPYMEHTH

Y peamuzanuju  OBOT HCTPaKMBamka MPUMEHEHH Cy ojpeheHn MepHU
MHCTpYMeHTH. IbuxoBa OCHOBHa HaMeHa je, Jja y CKJIaJy ca IOCTAaBJbEHUM IHUJBEM H
3aJaluMa, Kao U KapakTepoM HCTPakMBama, MpYysKe NOTpeOHe, 00jeKTUBHE U MOY3/1aHe
MoJIaTKe O MpOMEHaMa Koje HacTajy IMoJ YTHIIajeM MPUMEHEe padyHapa y HacTaBH, Kao
eKCIIepUMeHTATHOT (akTopa. Jla 6u ce oBa (yHKIMja MOTJIa OCTBAPHUTH, MPOICHUIH
CMO J1a Cy HajTIOTOAHU]U OWJIM OBU MEPHU WHCTPYMEHTH:

— @uHaNHU TECT W3 AaHAJUTUYKE TeoMeTpuje, ypal)eH HemocperHo HaKOH

peanu3aiyje HacCTaBHE TeMe "AHaTUTHYKA TeOMETpHja y paBHU"

— [IloHoBibeHH TecT (peTecT) W3 aHaJUTHYKE TeoMeTpuje, ypaheH deTupu

Henesbe nociie GunanHor TecTa, ca 3a1auMa U3 UCTe HaCTaBHE TeMe.
3HauajHO je HAMOMEHYTH Ja Cy YUYSHHUIM 00€ Tpyle UMald Ha pacrojaramy
MaTeMaTHdke Tabnume ca ¢GopMmyinama, Koje KapaKTepUIly OIHOCE U 00jeKTe
aHATMTHYKE TE€OMETpH]e.

Ha ®dunamnom Tecty mato je 6 3amataka (Bumetu [42], [59]) on xojux cy 2
3amatka (4. u 5. 3amarak) mpoOIeMCKOT KapakTepa BpeaHoBaHu ca mo 20 6omosa, a
ocrtana 4 3amaTka BpeAHOBaHU cy ca 1o 10 6oaa, mTo ykynHo uzHocu 80 6o1a. Cuctem
0o10Bama oMoryhyje 1a CBaku peIieHu J1e0 3aaTKa, WK JSTUMUYHO PEIICHU 3a/1TaK,

176



Oyny BpenHOBaHU ojapeheHuM Opojem 0010Ba, mTO he OUTH MPHKA3aHO Y OAEIbKY 5.8.
Cratuctuuka obpaza ¥ aHajIn3a pe3yrara.

C 003upoM Ha MOCTaBJbEHU LUJb, 33JaTKE U XMIIOTE3€ HCTpPaKHBamba, OCHOBHA
¢yHKIIMja (PMHAJHOT ¥ NMOHOBJbEHOI TECTa — TECTOBA 3HAHa, Ca ACIEKTa MCTPaKu-
Bama jeCTe KOHTPOJHA PyHKIHja.

CBakako, ¢yHKuMja (UHATHOT TecTa je Ja ce YTBPIM CTENEH OCTBAPEHOCTH
HACTaBHUX LMJbEBA, HUBO YUYEHWYKOT MOCTUTHyha, KBAHTUTET M KBAJIMUTET 3Hama. OBa
¢yknMja je 3HauajHa 3a HACTAaBHMKA jep HA OCHOBY II0jeIMHAYHUX pe3yJiTaTa
MMOCTUTHYTUX Ha TECTy, OH MOXE Jia KOHTpPOJHILE HalpeloBamke CBAKOI YUYCHHKA.
MebhyTum, ca acrekra OBOT HCTpaXkMBamba, HA OCHOBY pe3yJTaTa eKCIEpUMEHTAHE,
OJIHOCHO KOHTPOJIHE TpyTe, IOCTUTHYTUX Ha TECTY, HACTABHUK KOHTPOJIMILIE U OLEHY]e
edexTe CBOT paja, KOju ce OrlieAajy y MPUMEHEHIM HACTaBHUM METO/1aMa, HACTaBHUM
CpeICTBMMA M 00JIMLIMMa HACTaBHOT paja.

C 003upoM Ha YMHILEHUILY J1a Cy NMPEeIMETHU HACTAaBHUIIM BPIIWIN aHAIMU3Y TeCTa
U ycliexa Ha TeCTY, TECT CBaKaKO UMa U UHCTPYKTUBHY (QPYHKIIH]Y.

Tect je, y cBakoj OJ INIKOJA, CACTaBJbEH OJ INIECT 3aJaTaka OTBOPEHOI THIIA
(KmacMYHUX TEKCTyaTHHX 3ajlaTaka), Iph 4eMy Cy JBa OJ HBHX 3aalli MpoOJIeMCKOT
kapakTepa. CBakM 3aJaTaKk j€ CacTaB/beH OJI HEKOJMKO eJIEeMEHTapHHX Kopaka
(3amataka), mrTo o0e30ehyje ma caapku 3axTeBe pazIUYUTE TEKUHE W HUBOA
KOTHUTHBHE KOMIUIEKCHOCTH.

Ycnex pemaBama CBaKor 3aJaTka, Kao M pe3yiTaTH TecTa y LEeNHHH, Tpeba Ja
MOKaXXy TPH HUBOA 0Opa30BHUX MOCTUTHYha: OCHOBHHM, CPEIbH U HANPEIHU, KAKO U3
MOjeIMHUX IIeJINHA, TAKO U3 TEeME aHAJIMTUYKa reoMeTpuja y renusau [135].

OCHOBHH HHMBO OJrOBapao OM HHBOY PENpOIYKIHje U pasyMeBamba HACTaBHHUX
cajpxaja, CpellbH — HHUBOY IpPUMEHE CTCUYEHHUX 3Hama, a HaNpeJHd — HUBOY
CTBapaJIayKor peleBama npodiaemMa, HUBOY KpeaTUBHOCTH. JacHO je na cBaku cieaehu
HUBO MOJpa3yMeBa Jia je YUSHUK CaBllaZiao 3Hama U BEIITHHE MPETXOJHOT HUBOA.

3amanM J1aTH HAa OBOM TeCTy 00yxBarajy (TMOKpHBajy) IENOKYIHO TPaguBO M3
HacTaBHE TeMe — aHanuThuika reometpuja [42], [59]. Tect obyxBara cnenehe menune:
npaBa (jeHaYMHA — pa3Hu o0yuIM, Mel)yCOOHHM OIHOCH JBE TIpaBe, yriioBHu u3mely nse
npaBe, TMapaJeTHOCT, HOPMAJIHOCT, OJICTa0jalka), KpUBE JpPyror pena (enurca
(xpy>kHHu1a), XxUrepodosa u napadoiua), 0HOCE MpaBe U KPUBE, YCIOBE JOIUPA MPABE U
KpUBe, TaHT'€HTa KpUBE, Mpeceke Qurypa, yrioBe Mpeceka U OPpTOTOHATHOCT KPUBHX,
eJIEMEHTapHH TpoOjeMH MHHMMyMa M MakcumMyMa. Ha HaBeJeHMM HacTaBHUM
caapkajuma, 3acHuBa ce jgeo CraHmapaa MocTUTrHyha ydeHHKa, KOJu C€ OJHOCH Ha
HACTaBHY 00JIACT aHATUTHUYKa reomeTpHja. [135]

YobuuajeHo je aa ce TOKoM o0pajie U BexkOarma HACTaBHOT Ca/IpiKaja aHATUTUYKE
reoMeTpHje Ha yacy, y KOHTPOJIHOj TPYIU KOpHcTe oArosapajyhe ciuke Ha Tabiu, a y
eKCIIEpUMEHTAJIHO] Tpynu U ammmkanuje y mporpamy GeoGebra. Ob6a obOnmka
penpe3eHTanyje npyskajy MoryhHoOCT 3a CTHIamke 3Hama M HCKYCTaBa Koja ce MOTY
MpUMEHUBATH Yy UCTHM, CIMYHUM WIM HOBHM cHUTyauujama. Pauynap u mporpam
GeoGebra, myTem amuMKangja WHTEPAKTHBHOT KapakTepa, IOJAaTHO OMOryhyjy
,,ACTpaXX1Bamba““, pa3B0oj BU3yaJTHOT MUILbEHA, JETaJbHH]E Carjie/laBalbe U pa3yMeBame
KOHIIeTIaTa ¥ ojHoca Mel)y o0jexTuma, yuBpiuhyjy 3Hama, yMemha U HaBHKe, oborahyjy
HCKYCTBO U MOCIIEIY]Yy KBAJIMTETHY IPUMEHY CTEUEHUX 3Haba U UCKYCTaBa.

Crora ce mojpasymeBa Ja YYEHHUIM, TOKOM pellaBama 3aJaTaka Ha TecCTY,
KOpHCTE CKUIIE U IpTeXe, Kao U Jla UM y pellaBamy 3HauajHy nmomoh, HapaBHO, OCUM
CTCUCHHMX 3Hama, MPEACTaB/bajy W HCKYCTBA, CTeueHa KOpHUIIhemeM LpTexa
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(koHTpOJTHA Tpyma), WJIM WHTEPAKTHBHUX arumkanyja y mporpamy GeoGebra
(excniepuMeHTalIHA TpyTa), TOKOM o0pajie 1 BexOama HaCTaBHOT caipikaja.

1. ®uHAJHU TEeCT U3 AHAJIUTHYKE reoMeTpHje

I'mmua3suja ,,JoBan JoanoBuh 3maj*“ y Hosom Cany — 28.3.2013.
(Bpeme 3a pax 90 munyTa) ET 1.pdf

1. Tauxka M (2, y) npunaga npasoj p:x—3y+1=0. OapenuTu jeqHauynHy MpaBe ¢

KOja caip:ku TauKy M u ca mpaBoM p oOpasyje yrao ¢ =45".

2. Oppenutd jeIHAYMHE TPABUX, MApPAICITHHUX MPaBoj p:2x—y—5=0, Ha pacTojamy
2\/5 0] TaUKe A(l, —2) .

3. OmpeauTy jenHaumHy KpyKHHUE, KOja caapku tauke A(—2,—5) u B(0,1), ako je
npasa f:2x+ y+c =0 HbeHa TaHT€HTa y Ta4Ku B .

4. Jlate cy tauke A(3,11) u B(—5,7). Ha mapa6onu y” =4x nahu Tauxy C, Tako aa

noBpimuHa Tpoyrina AABC wusnocu 30. Jla nu je C Tauka mapabosne, HajOmmKa
paBoj p(A,B ) ? IlIta 3akspyuyjem o moBpmuHu Tpoyria AABC?

5. YV taukn M(x, —3) , 3a x>0, kpyxuuna ceue xunepbony 3x’—4y° =12 non
npasuM yrioMm. Ofpenu jeqHaYMHY KPYXKHUIIE, aKO je HeH [IEHTap Ha X - OCH.

6. Tanmrenta emmmnce x°+4y”> =16, je HopmamHa Ha TpaBy p:3x—2y+18=0.
OppennTu kbeHy jeHauKHY.

Y npBoM 3aJaTKy, OCUM yOouaBama MHIUACHIM]e TayKe W MpaBe, U MPUMEHE:
pasHuX OOJIMKa jeJHAaYMHE TpaBe (MMIUTMIUTHOT, EKCIUIMIUTHOT, jeIHAYHMHE TpaBe
Kpo3 jeaHy Tadky), Koe(HuIMjeHTa TpaBIia MpaBe, YIiioBa Koje o0pa3yjy HBe Ipase,
MOTPEOHO je yCTeNHO MPUMEHUTH ofpeleHn (Bpio jeMHOoCTaBaH) MaTeMaTHUKH amapaT
3a pelraBame jeHAYMHE ca jeJTHOM HEIO3HATOM, KOja Ce TI0jaBJbyje y WUMEHHOILY
pasyomka.

Jlpyru 3ajaTak je 1aT ca OYEKHMBAKEM Jia he y HEroBoM pellaBamy OUTH
kopuitheH jemxan of (6ap) 1Ba MOCTYMKA: MPBHU — KOJH CE€ 3aCHUBA Ha OJICTA0jalby TauKe
Ol TIpaBe, M JIpyr'H — KOjU C€ 3aCHUBA Ha ojApehuBamy TaHT€HTH KpY>KHUIIE, JaTOT
[EHTpa U TOIYNPEeYHHKA, TTApAJIETHAX ca TaTOM TpaBoM. [IpBU ce mocTymak, mokazao
Kao JOMHHAHTaH. 3a pa3yMeBame mnpolieMa oj Beluke MoMohu je OMII0 MCKYCTBO
CTEYCHO TOKOM O00Opajie jeHAYMHE TPABE: paziuuume peaiHe 8PeOHOCMU CLOOO0OHO2
YNaHa, y UMNIUYUMHOM OONUKY jeOHauuHe npage, ycioensasajy gopmuparse gamuiuje
napanennux npasux. 3a oapehuBame IBe TpaKEHE OJ THUX IMPaBHUX, Tpeba MPUMEHUTH
onrosapajyhy ¢dopMmyiy 3a ofCcTOjama Tauke OJf MpaBe, ca HEMO3HATUM CIOOO0IHUM
YJIAHOM, Y M3pa3y MO 3HAKOM arcolyTHE BPEIHOCTH. 3a IeHO pellaBamke opedHa je u
yCIenIHa MpUMEeHa BPJIO jeTHOCTAaBHOT MaTEMAaTUYKOT arapara.

N Ttpehm 3amarak je omabpaH kao 3ajaTak, KOJU j€, TOCJIEe HallaKeHma
HETO3HAaTOI KOe(UIMjeHTa y jelHAuYWHU JaTe TaHreHTe, Moryhe pemmrTd Ha JBa
HauuHa. JemaH HauyWH (KOTHUTHBHO-BH3YaJIHH) 3aCHOBAH j€ HA HAJAXKEHYy ICHTpA
TpaKeHEe KpYXKHHLE, Kao Ipeceka CUMeTpalie TeTHBe, ojapeheHe maTtum Taukama
KpYXXHUIIE, 1 HOpMaJle Ha JIaTy TaHTEHTY Y JeIHO] OJl TUX Tadaka. [lomymnpedyHuk je
JeIHaK pacTojamy O] ILEHTpa J0 jelHe oA AaTux Tadaka. [pyru HaumH (popmaiHo-
JIOTUYKH) OTJIeIa C€ Y pellaBamky CUCTeMa TpU KBaJpaTHE jeTHaYnHE (IBE Cy YCIOBH J1a
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JaTe TadyKe TMPUIAajy TPaKEHO] KPYXKHUIM, a jeJHa je YCIOB JOAWpa) ca TpHU
Hero3Hate (KOOpIWHATe LEHTpa W TodynpedHHuk). OBaj cHCTEM ce eTMMHUHALN]OM
KBaJpara MOJYNPEYHHKA TpaHCPOPMHUIIE CHCTEM jelHE JHMHeapHe (Be3a Mehy
KOOpIMHAaTaMa LEHTpa — CHUMETpaja TEeTHBE) M jeIHEe KBaJpaTHE jeTHAa4YHHE.
OuekuBame, na he BUIIe yueHHKa €KCIIEPUMEHTAIHE TPYTe PUMEHNUTH TIPBH, a BHIIE
yUCHHKa KOHTPOJIHE TPyIe APYTH HAuYWH, TIOKA3aJI0 CE ONpaBIaHHM.

YeTBpPTH ¥ MeTH 3aJaTaK Cy NMPOOJIEMCKU 3aJalH, 3a/aTH ca IMJBEM Ja ce
YTBPJIY HUBO OCIOCOOJBEHOCTH 32 PelIaBambe mpoliema.

Y mpBoM neny pemema 4eTBPTOr 3agaTka Tpeba (opMupaté jeqHadYHHY
oJpeheHy AeTepMHUHAHTOM TOBPLIMHE TPOYTJa U JaTOM MEpoM moBpinHe. [Ipumenom
yCclioBa Ja TpakeHa Tayka MpHIaga Mapadoiy, jeHAYMHA II0CTaje KBaapaTHA ca
HETO03HATUM KOOpAMHATama, IoJ 3HAKOM arcoiyTHE BpenHOCTH. Y cienehem kopaky
ce pemiaBa OBa jeHAYMHA W Haja3u TpakeHo Tpehe Teme Tpoyria. IIpodiemcka
cHTyalHja HacTaje, KaJa YMHCHUIIA J]a je TPAKCHO TeMe jeIHO3HauHO onapeheHo, He
Jlaje OATOBOP HA MUTAKE O HETOBOM OJICTOjamby O MpaBe onpelheHe AaTuMm Tadkama.
Takohe, HH oleHa HW3BeJeHa HAa OCHOBY ymopehuBama oOJCTOjamba KOHA4yHOT Opoja
Tayaka rapadoJjie, o]l UCTe TpaBe, HUje JOBOJbHA 3a JOHONhEHE KOHAUHOT 3aKJbyyKa.
Ouekyje ce jenHo ox cieaehux pemema npobiema. [IpBo (KOTHUTHBHO-BH3YaIHO)
pelIeHkhe MoYrBa HAa YHHCHUIIN JIa j¢ TAHTCHTa y TIOOMjeHOj TaukH rmapabdoiie, mapaseiiHa
JaToj MpaBoj, a CBE Tayke JaTe MpaBe U Tadyke mapadoie, u3y3eB noaupHe (Tpeher
TEMEHa TpOyIJia), Cy ca pa3HUX CTpaHa TaHreHTe, 300T dYera je MOAUpHA Tadka
HajOommxka aaroj mpasoj. pyro pememe (hopMaaHO-IOTHUKH MOCTYIAK) c€ CBOAM Ha
HaJlaXXekhe MUHUMYMa (KBaapaTHE) QyHKIMje OCTOjama MPOU3BOJbHE TauKe mapadore
O]l aTe TpaBe.

Pemewe meror 3agaTtka, Takohe mnpoOreMCKOr MMa HEKOJIMKO erama. Ha
no4yeTky Tpeba OApEeNUTH KOOpIWHATE IIPECceYHe Tayke XumepOoile H TpaKeHe
Kpy>KHHIIE, Kao U Toiryoce xunepoOoie. [lpodaeMcka cuTyanuja Hacraje Kajia ce youu
7la je o] eleMeHaTa KOju MOTY Ja oJpele TpakeHy KPYKHHMILY, ITO3HATa caMmo jeaHa
HBEHA Tauyka — MpecevyHa Tayka XurepoOoine W KpyxHuie. Jlo pemema mpodiemMcke
CHTyalfje I0JIa3d TPOBEPOM IPETIOCTaBKM, 3aCHOBAHUX Ha PaHUjeM (BH3YaJHOM)
HCKYCTBY: TIpBE — O YIUIy TIOJT KOJUM C€ CEKy JBE KPHUBE, KOJU MPECTaBiba yrao usmehy
TAHTCHTH HAaBEJACHUX KPHBHX Y NPECEYHO] TaykKd, Jpyde — Ja LEHTAap Kpy>KHHIE
MpUIIaZa HOPMAJIM Ha TAaHTEHTY KPYXKHHIIE W Tpehe — ma je Ta Hopmala, yIpaBo
TaHreHTa jgare xunepbone. Y cnenehoj eramu, gopmupa ce jelHaunHa TaHTEHTE
xurepOoJie W y MpeceKy ca JaToM MpaBoM ojapelyje ce meHTap TpaKeHe KPYKHHIIE.
Bben momynpeyHuk je jeHaK pacTojamby H3Mel)y IeHTpa U IpeceyHe Tauke.

VY mecTom 3agaTKy, PBO je MOTPEOHO, U3 CKCIUIMIIUTHOT OOJIMKA jeHAYMHE
npaBe OJpPEIUTH KOS(PHIMjeHT MpaBla, a W3 KaHOHCKOT OOJIMKa jeIHaYMHE EJUIICE,
noiryoce enwmrice. M3 yciioBa HOPMaJHOCTH TIpaBUX, J00Mja ce KOe(UIMjeHT MpaBla
TpakeHe TaHTeHTe. [I[prMeHOM OBHX M3padyHATUX BPEIHOCTH M YCJIOBA JOIUpA MpaBe
M enurice, no0OWja ce HENOTIyHa KBaJpaTHA jeJHAYMWHA, [0 HEMO3HATOM OJICCUKY
TaHTeHTE, Ha OpAuHaTH. tbeHa &Ba pemema ca oapeheHnM KoeduIMjeHTOM MpaBLa
TAHTCHTE, Jajy jeAHauyuHe JBe, MeljycoOHO TapaseliHe, TaHTeHTe eIUICce Y
SKCIUTMIUTHOM OOJIMKY, KOje Cy HOpMaJlHE Ha JaTy MpaBy.

I'mmuasmuja ,,Hukoaa Tecna*y Anatuny — 29. 4. 2013.

(Bpeme 3a paxg 90 munyTa) ET 2.pdf
1'. Ogpenutu jenHavYMHE MIPABUX, MApAJICITHUX MPaBoj p:2x— y—5=0, Ha pacTojamy
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2\/§ O] TaUKe A(l, —2) .
2'. OmgpenwuTy jemHA4YMHY KPYXKHHIE, TONYIpPEYHUKA 7 = J5 , Koja JmoJupyje TpaBy
t:x—2y=1y Tauku M(3,yo).
3'. OpjpemuTy YIiIoBe MoJ| KOjuMa ce CeKy TpaBa s: y = x+2 W enmmnca x° +3y° =12.
4. Nlate cy tauke A(—7,4) u B(—5,8). Ha enuncu x° +2y” =18 nahu tauxy C, taKo

na moBpmmHa Tpoyria AABC Oyne munuMmanHa. Konvko m3HOCH Ta moBpiinHa?
[TocToju 1 Tpoyrao MakCUMaIHe MOBPIINHE?

5'. Onpenu jepHaunHe TaHreHTH mapabone y° =4x Koje ca mpaBoM p:3x—y+3=0
obpazyjy yrao ¢ =45". Oapeautu mpecek TaHT€HTH M yrao koju ooOpasyjy. lllra
npumehyjem?

6'. Tanrenta xumepbone x° —0.25y° =9, je HopMmanHa Ha mpaBy p:2x+5y+11=0.
OnpenuTH BeHy jeAHaYHNHY .

IIpBu 3agaTtak je MACHTUYAH OPYTrOM 3a/aTKy KOjU j€ pellaBaH Ha TECTy y
rumMHazuju ,,J. J. 3maj“, Mok ce y IecToM 3aJaTKy Tpake jeHAYMHE TaHTCHTHU
xurepOose, Koje Cy HOpMajaHe Ha JaTy NpaBy, 3a Pas3lIUKy O]l €JHIICE y LIECTOM
3a/1aTKy TecTa y TUMHAa3uju ,,J. J. 3maj®.

Kao u 3a pememe npBoT U 3a peueme APYror 3aaaTka, moryha cy 6ap nBa, ca
acmeKkTa CcBake O] Tpyma, ,paBHomMpaBHA®“ moctymnka. I[IpBo TpebGa, Ha OCHOBY
MHIMJICHIIMjE ca aTOM IPaBOM, OJPEIUTH HEMO3HATy KOOPAMHATY JOJUPHE Tauke Te
IpaBe U TpPak€HE KPYKHMIIE, a 3aTUM, IPUMEHOM YyCIIOBa HOPMAaJHOCTH CaCTaBUTHU
jeIHaYMHy HOpMaJle y /1aToj TayKy Ha JaTy MpaBy, K0joj MpuNanajy (ca pasHux cCTpaHa
JaTe TpaBe) MEeHTPHU TPaKEeHUX KpykHuia. Caaa moctoje Ba Moryha myTa Ka pemiemy.
Jenan moctymnak (KOrHUTHBHO-BU3YajHHM) 3aCHOBaH je Ha ,,KOHCTPYKIMjU™ KpPY>KHHUIIE
ca LIEHTPOM Yy JaTOj Ta4KH U JaTHM IOJyIPEYHUKOM, U HAJIaXeHmhy HEHUX MPECeUHUX
Tayaka ca HOpPMaJloM, pellaBameM OJroBapajyher cucrema, jeqHe KBaJpaTHE M jelHE
nuHeapHe jenHauuHe. JloOWMjeHM TapoBH peliema jecy KOOpJWHATE IIEHTapa [BEjY
TPaKEHHUX KPY>KHHUIIA €A 33aTUM IOy IPEUHUKOM.

Hpyru mocrynak ((GhopMallHO-JIOTHYKH) CAacCTHjH C€ y KOpHuIIhemy ycClioBa
J0AMpa TMpaBe M TPaKEHE KPYXKHULE 3a JOOHMjare KBaJpaTHE jelHAuYuWHE, OJHOCHO
YHUJU JIB€ JIMHEApHE jeIHaYMHE, KOje€ MpEeJCTaBJba Be3y HM3Mel)y KOOpAMHATA HEHOT
neHrpa. KomOuHamuja cBake o1 OBHX jeIHAUMHA Ca YCIIOBOM Ja JaTra JAOAMpHa Tauyka
npunaza TPaXeHo] KPY>KHUIIM, J00Hjajy ce JBa mapa peliema, KOOpAUHaTa IeHTapa
1B TpayKE€HE KPY KHHUIIE.

Kako cBaka o IMHeapHHMX jeJHA4YMHA, MPEICTaB/ba Be3y Mel)y KoopauHaTtama
OHHUX Tayaka paBHH, KOje Cy ca MCTE CTpaHe JlaTe MpaBe Ha OACTOjamby O]l He jeTHAKOM
MOJNYNPEYHUKY, Tj. MpEeACTaBJbally MapajieHe MpaBe, OBaj APYTH MYT, y CYIITHHH,
,»3aMembyje‘ JOIl jeJaH KOTHUTHBHO-BU3YaJIHU MOCTYTIAK.

VY Ttpehem 3ajgaTtky, npBO je MOTPEOHO OJPEIUTH KOOPAWHATE MPECEUHUX
Tayaka JaTe MpaBe W JaTe eJWIce, pellaBameM OAroBapajyher cucrema, jemHe
KBaJpaTHE W jeHe JUHeapHe jeaHaumHe. [locnme Hamaxema moiyoca enurce, Tpeba
CaCTaBUTH jeTHAUYMHE TAHTEHTH, y CBAaKO] OJ MpPECEYHHUX Tayaka, W Koe]uuujeHTe
MpaBalia TaHTEHTH W JaTe ceduIle. Tama ce mpuMEeHOM Mo3HaTux (opmyna no0ujajy
TAHTE€HCH YTJI0BA IPECceKa, Tj. U CaMH YTJIOBU IpeceKa.

Y 4derBpTOM, NpoOIEMCKOM, 3aJaTKYy, mocie (GopMupama jeJHaAYMHE IpaBe
KpO3 JaTe Tadyke M 3aK/byyKa Jia Ta MpaBa U €IUIca HeMajy 3ajeJHUYKUX Tayaka,
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HacTaje mpodJjeMcka cutyanuja. Taga HacTyna auiieMa, Kako JIOIUPATH TauKy eJIUIICe
KOja 3aJ0BOJbaBa TOCTaBJLEHM KpHuTepujyM. Tama je moTpeOHO ,,J0BeCTH Yy Be3y™,
CTaJTHOCT MOBPIIMHE TPOYTJIa KOHCTAHTHE OCHOBUIIE, M NPaBy MapajeiHy OCHOBHIH,
K0joj mpunaaa npomeHsbuBo (!) Tpehe Teme Tpoyrna. TakBo pasMunubame ynyhyje Ha
CKYIl CBHX TPaBUX IapajellHuX Ca OCHOBHIIOM, KOj€ ca JaTOM EJIHMIICOM HMajy Oap
jenHy 3ajemHUYKy Tauky. Mehy muma, kao HajONMMXKa U HajyaalbeHuja, ,,u37Bajajy ce™
JIBE TaHTEHTE, 4YHje JOJMpHE Tayke MMajy HajMame W HajBehe ojcrojame on mpase,
oapeheHe OCHOBMILIOM, Tj. Kpajieé Tauke HajMame U Hajsehe BHcuHe. JenHauuHe
TaHreHTH ce onapelyjy mnpuMeHoM Koe(HIMjeHTa MpaBla OCHOBUIE M KBajpaTa
1oJIyoca, y ycloBY IOJMpa, HaJaKeHheM Ofcedaka Ha opauHatu. Y cienehem kopaky
ce oxapehyjy koopaWHaTe 3ajeHUYKUX Tadaka TaHreHaTa W enmice. Ha jeman on
MO3HATHX HayWHA (JeTepMHHAHTE, MMOJYIPOM3BOA OCHOBHIIE M BHUCHHE) oapelyjy ce
MOBPIIMHE TPAKEHUX TPOYTIIOBA.

Y merom 3amaTky, Takohe mpoOieMckoM, TMpBO Tpebda, NPHUMEHOM
KoepUIMjeHTa TpaBla JaTe MpaBe y IO3HATOM oOpacily 3a TaHTE€HC yriia u3Mehy
MpaBUX, OAPEAUTH KoeHIlrjeHTe 1Ba Moryha mpasiia mpaBux, Koje ca JaToM 00pasyjy
JIaTh yrao. 3aTHM, PUMEHOM YCJOBa JOJIUpa TMpaBe W mapadoie, Tpeba oapenuTH
OJICEYKEe Ha OpIMHATH, CBaKe OJf TAHT€HTH, YUME Cy onpeleHe M BUXOBE jeTHAYHHE.
Yrao u3mely TanreHTH oppelyje ce mpuMEeHOM KOpHWIIheHOr oOpaciia, a Mpecek
TaHTCHTH pELIaBaleM cUcTeMa onaroBapajyhux jennaumna. IIpoGaemcka cutyammja
HAcTaje y OHOM TPEHYTKy KajJa C€ IMOCTaB/ba NHUTAKE IITa CE€ MOXKE NPUMETHTH.
[ToTpebHO je 3aKJbyYUTH, Ha OCHOBY arclyce mpeceka (OPTOrOHAIHUX) TAHTEHTH Jia ce
OHE CeKy Ha JupeKTpucH. HamaxemeMm arciuce Tmpeceka TNPOHU3BOJEHE JBE
OPTOTOHAIIHE TAaHTEHTE, YHje CY TAHT'€HTE JaTe Y eKCIUIMIIUTHOM OOJIMKY, MOXKE CE JaTH
YOIIITEHE 3aKJbydka O TOJI0Ka]y HHHXOBE NMPECcCeYHe TadyKe, MTO OM TpeICcTaBIhallo
KOMILIETHPAE PelIeHkha.

Ha monoBspeHOM TecTy 3amata cy 4 3amatka, (Buaetu [42], [59]), a cBaku je

BpeaHoBaH ca 1o 10 6omoBa.
2. [loHOB/beHH TeCT U3 AHAJMTHYKE reoMeTpuje
I'mvmua3suja ,,JoBan Joaanosuh 3maj“ y HoBom cany — 25. 4. 2013.
(Bpewme 3a pan 45 munyta) PT 1.pdf

1. Oppenutn jenHauMHy KpY>KHUIIEC, HOJIYNpPEYHHKA F = V2, Koja CaZpXH TauKy

M(3,4) , QKo je mpaBa ¢:x— y—1=0 meHa TaHreHTa.
2. Ogfpenu jenHauMHe TaHTEHTH Xxumepbone 4x° —)° =36, HOPMATHMX Ha MHPaBy

p:2x+5y+11=0.

Oppey yrao 1moJ KOjuM ce BHAH mapadona y” =8x H3 Tauke P(—2, 3) .
4. Tamrenra emumce x° +2y° =12, oxcena asa myTa Behm ofceuak Ha MO3HTUBHOM

JIeNly X - OCe, HEro Ha IMO3UTHBHOM Jieny y - oce. Openu mbeHy jeTHaunHYy.

I'mvmuasuja ,,Hukona Tecaa“ y Amaruny — 21. 5. 2013.
(Bpewme 3a pan 45 munyta) PT 2.pdf
1. Onppenut BpemHOCTH mTapameTpa k, 3a Koje mpaBa y=kx: cede KPYKHHUILY

x”+y° —10x+16 =0, momupyje je, HeEMa 3ajeJHHYKHX TAYaKa Ca HOM.

2. Ompeny jenHauWHe TAHTEHTH xumepbone 4x” —)° =36, mapalelHUX ca IPaBoOM
p:5x-2y+11=0.
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1. Onpenu yrao moj KojuM ce BUIM mapadoia y2 = &X wu3 tauke P (—2,3) .

2. Tanrenra enmmnce X —i-2y2 =12, oncena aBa myta Behu ojcedak Ha IMO3UTHBHOM
Jelly X - Oce, HErO Ha TMO3UTUBHOM Jieny Y - oce. Onpean \beHy jeTHaunHY.

5.8. CratucTnuka o0paga u aHajamn3a pe3yJarara

[Ipu cTatucTHuKOj 0Opaay U MHTEPIIPETAIN]H pe3yTaTa KOPUIINEeHH CY:
1

— apuUTMETHYKa CpeArHa y30pKa (o3HauaBaMo je u ca AS): X =—-3 X, Tae je X;
n

—_

Opoj 6010Ba |- TOT yueHHKa, N - 0OUM Y30pKa,

M=

(% =X)";

— craHgapaHa aesujanuja y3opka (STD): o, =

S|

— mpoueHar ycnemnoctu (PU): p. =

Z | >

-100%, N ykyman 6poj 6010Ba Ha TeCTy;
— t—BpegHocT 3a N, +N, —2 creneHu ciodone:

n+n,-2 = >

rzae je N, u N, oOuM cBake oJf rpyma;

— tnl +n,-2,¢° KDUTHYHA BPEAHOCT 3a Nj+Ny—2 cremeHu cnoboje, ca Iparom

3HauajHOCTH @ (umTa ce u3 Tabnuna gatux y [20], [39], [61], [80]);

jelHaKa je @, aKo ce MPETIOCTaBH Ja je TauHa HyJTa Xumnoresa H ;

t

>
n,+n2—2‘— tn,+n2—2,zz >

tnl+n2_2‘ > tn1+n2—2,a} =« : BepoBaTHoha morahaja

— 1 —p: moy31aHOCT HUBOA CTATUCTHYKOT 3HA4aja Pa3IMKe apUTMETUUKHUX CPEIMHA.

3a maiyie Bpeguoctu N, u n,, (N, <30 u n,<30) t-Bpeanoct uma CTyeHTOBY
T — pacmomemy ca n,+n,—2 creneun cmodone. Haseneny craructuky t,., »
KOpHCTHNEMO 3a TECTUPAE-E XUIIOTE3€ O JEAHAKOCTH MAaTEMaTWYKUX OYEKHMBama M, H

m,, obenexja X u Y y aBeMa NomyJanyjaMa, Ipu 4eMy ce MoJapa3yMeBa ja o0ernexja

umajy Hopmanny pacnogeny ca wcrom gucrepsujom. Ako je X : AN (ml,alz) u
YN (m2,022 ) , Tecrupamo xunoresy H(m; =m,) mporus xumorese H,(m; =m,),

kama je o) =o;. (OBne je Ha npumep: obenexje X — 0OPa30BHH yUMHAK y MPOIECY
HacTaBe y3 momoh padyHapa, obenexje Y — 0Opa3oBHH YUYMHAK y TPaJUIHOHAIHOM
HACTaBHOM TIPOLIECy, a JIB€ oJroBapajyhe nmomynamnuje cy: ydeHum o0yxshenu jeqaum
WJIU IPYTHM HacTaBHUM TiporiecoM) (Buaetu [20], [39], [61], [80]).
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5.8.1. TIUMHA3MJA ,,JOBAH JOBAHOBUH - 3MAJ“Y HOBOM CAY
5.8.1.1. OnuTn 00pa3oBHH YYHHAK — (PMHAJIHHU TeCT

duHANTHU TECT 3HaMkba U3 AHAIUTUYKE TEOMETPHje, MPEICTaBIbEH Y O/1eJbKy 5.7.3.
pemraBano je mo 27 y4eHHKa EKCIepUMEHTATHE W KOHTPOJHE rpyme. Y CKiamy ca
NpPBUM 337aTKOM, YTBphEeHE cCy pas3luke Yy TOrjieAy KOJMYMHE 3Hamka YYEHUKA,
CTCUCHUX Yy HACTABH IyTeM padyyHapa W 3Hamka CTCUYCHUX Y TPAIUIIMOHAIHO] HACTABH,
Ha OCHOBY pe3ylTaTa TOCTHTHYTHX Ha TecTy. KpuBa pacronmene QpekBeHIja
eKCIICpUMEHTAIHEe Tpyle, JIONHpaHa JIeCHO y OJHOCY Ha KPHBY pacrojese
(dbpekBeHIMja KOHTPOJIHE Tpyme, y oOmact Behux OomoBHHMX pesynrtata (Ciuka 1.)
yka3yje Ha 00Jbe pe3yJsITaTe YUYCHHKa CKCIICPUMECHTAIHE TPYIIC.

MonuroH pacnopaene pekBeHUUja - pUHaNHU TecT
9
8
e’ /\
—
T \
5 o / \
E 4 )\-/ —#—K-rpyna
g 3 \ —a&—E-rpyna
g2 .\
1 A —
0 —J / : : : \l—
0-8 917 1826 27-35 36-44 4553 54-62 63-71  72-80
BopoBu - UHTepBanu

Cnuxka 1.
AHaJin3a OCTBapeHUX Pe3yJjiTaTta YUCHHKa CKCIICPUMEHTAIIHE U KOHTPOJHE IpyTe
Ha OuHaHOM TecTy, nprka3aHa y Tabenu 1. moka3syje 1a eKcriepuMeHTalHa rpyTa uma
00JbM pe3yATarT y MOTJeAy MPOCEYHOr Opoja OCBOjeHHMX 00J0Ba 1O YYCHHKY, Tj.

pasiliKa apuTMETHYKKX cpeauna je d (X,)=12.963 Gonoea, y kopuct E — rpyne.

Ta0esa 3. Peynraru @UHAJTHOI TeCTAa U3 AHAJIUTHYKE FreOMeTpHje

Mpyna n PU AS STD t p

MmHasmja ,J.J.3maj" E 27 | 61.62% | 49.2963 | 14.9761
3.013755 | 0.00398
Hoswn Cag, K 27 | 45.42% | 36.3333 | 16.0233

ExcniepumMeHTanHa rpymna je ycremHuja, He caMmo o MPOCeYHOM OpOjy OCBOjEHUX
0o/10Ba MO y4eHHKY, Beh U y Toriieay yKymHO OCTBapeHUX 0070Ba, (YKyITHO pelieHor
Tecra), Tj. p, =61.620%,a p, =45.4167%. U3 Tabene 1. ce Buau

t5, =3.013755 > 155 5 = 2.000 w p =0.003981551<0.05

ts5 =3.013755 > 5. o1 =2.660 u p=0.003981551<0.01
TIE CY t55. 901 =2.660 M t5,. 05 =2.000, KpuTnuHe Bpeanoctn, a @ =0.05 u o =0.01

nipar 3Ha4dajHocTH. C Tora ce ca nparom 3HadajHoct o1 @ =0.01 (ca puzukom MamuUM
on 1 %, ca curyprouthy Behom o 99%) 3akspyuyje: pa3inuka apUTMETHYKHUX CPEIUHA
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on 12.963 6om0Ba, u3mel)y excrepuMeHTaTHE W KOHTPOIHE Tpyle je CTATHCTHYKH
3HavajHa. Takohe, Hynra xunoresa [, ce Moxe onxdauuTH, Tj. MOTBpheHa je

AJITCPHATHBHA XUIIOTC3a Hli Y norJjieay KBajJuTeTa M KOJHYHUHE 3HAba YYCHHKA,

HacTaBa y3 nomoh pauyHapa 3HaTHO je epMKacHMja O TPAAMIHOHAIHE HACTABE.
VYcnex ekcrnepuMeHTaJHe Tpylie MOTBphyje epUKacHOCT NPUMEHEHUX CpEeACTaBa,
MeToJla ¥ Oo0JIMKa paja HacTaBe y3 momoh padyHapa, Tj. ahupMHIIE MO3UTUBAH YTHUIA]
EKCIIEpUMEHTAITHOT (paKTopa.

Ca xmcTorpama ycriexa y peliaBamy MOjeIMHUX 3anaTaka Ha DUHATHOM TecTy,
BHJIU C€ J1a Cy Yy YeTHupH 3anatka (2, 3, 4, 5.), yUeHUII eKCTIEpUMEHTAIIHE TpyTie Onin
YCIENIHUjH, NOK Cy y 3azamuma l. u 6. y4eHunu o0e TpyIe IMOCTHINIA TOTOBO
WJICHTUYAH PEe3yJITarT.

Ycnex Yy pewaBamwby aneJJ,VIHVIX 3apaTaka - (bVIHaﬂHVI TecT

100
90
s 80 -
'g 70
5 28 1 BK-rpyna
g 40 | B E-rpyna
> 30
X 90|
10 | '
0 |
1 2 3 4 5 6 3apaum

Crnemn nertajbHMja aHajW3a pe3yiTara CBakor 3amaTaka OuUHaATHOT TecTa,
moceOHo. Y Ty CBpPXY, 3a CBaKH 3ajaTakK je naTta Taberna, Kkoja mpukKasyje:

— KOJIMKO j€ TpOIleHaTa YYEHHWKa EKCIEPUMEHTAIHE, OAHOCHO KOHTpPOJIHE, TpyIe
ocBojunmo: 0 — 2, 3 — 5, 6 — 8, 9 — 10, moeHa mo 3amaTKy, ITO CE BHIU U Ca
XHCTOTpaMa pe3yJitaTa UCTOT 3aJaTKa,

— apUTMETHYKE CPEeIMHE OCBOjEHUX 00JI0Ba MO TPYIIH,

— cTaHAapIHYy JEeBHjallljy OCBOjeHUX 00J0Ba MO IpyIy,

— t — BpEIHOCT, Koja Tpeba Ja MoKaxe, Ja JIM je pa3siuka apUTMETHYKUX CPEUHA O]1
3Ha4aja, 3a yCIeX NOCTUTHYT Y HEKOj OJ1 TpyIa.

1. zadatak 1
. 3aparak - pesynrart
K-grupa | E-grupa 70%
0-2 0% 0% < 60% -
3-5 15% 4% < 50% -
6-8| 22% 59% S 40% e
9-10| 63% 37% g 30% A
Xsr= | 8.444444 | 8.518519 g 20%
© 10% A
= | 2.182987 | 1.474986 0% L
= 0.143364 0-2 3-5 6-8 9-10 6opoea
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TaGena m xucrorpaMm pesynrarta 1. 3agaTka Mokasyjy: Jla Cy 3aJaTak KOPEKTHO
pemmin 63% ydeHuka KOHTposnHe M 37% ydeHHKa eKCIepUMEHTalHe Ipyme (To je
BpenHoBaHo ca 10 6omoBa). 22% yueHrka KOHTpOHE U 59% ydyeHHKa eKCIIepUMEHTa-
JHE Tpyle, TAYHO Cy OJApeIuIn Koe(UIMjeHT mpaBiia Oap jeqHe mpaBe U jeTHAYUHY
camo jenmHe TpaxkeHe mpaBe. 15% ydeHuka KOHTpoJIHEe U 5% ydYeHHKa eKCTIepUMEHTa-
JHE TpyNe OAPEANUIH Cy TauHO APYTy KOOpJIMHATY Tauke, KOja Caap>Ku TpakeHe Mpase,
Hanwcaiau GpopMyity - jeHauYnHY MpaBe KPo3 jeHy TauKy, U (MIIH) OCTaBHIO (popMyIry
(6e3 mkakBor pe3ynrata) o yriry usmel)y /Be mpase, ca HaMepoM ja Hale KoeduIujeHT
npasna (3 -5 6oxoBa). Ckuily (LUpTexX) ca 3aAaTUM €JIEMEHTUMA U JIBE€ TPaXXCHE MpaBe
npuKasaia je BehnHa yuyeHuKa KOju Cy OICHheHH MaKCHMallHUM OpojeM MoeHa, JIOK je
BehrHa ocTanux ydyeHHKa mprKasajia caMo jeJIHy MpaBy kao Moryhe pememne.

t- BpeJHOCTH pe3yJiTara ycmexa y pemaBamy 1, 2, 3. u 6. 3agaTaka nokasyjy jaa
pas3iMKe MPOCEYHOT Opoja OCTBApEHHX 00/I0Ba EKCIIEPUMEHTAIHE U KOHTPOJIHE TpyTie
HUY CTaTUCTHYKHU 3HAYajHE.

2. zadatak 2. 3apatak - pesynrar
K-grupa | E-grupa 60%
0-2 | 48% 44% £ s0% |
3-5| 19% 15% ED
6-8 | 19% 0% e mE e
o o 3 30% - BE - rpyna
9-10| 15% 41% 2 oo |
Xsr = | 3.814815 | 4.740741 & o ]
- | 3.672087 | 4.477041 0% -
— 0815377 0-2 3-5 6-8 9-10 0oAoma

Ca xuctorpama pesyirara 2. 3a1aTka ce Buau faa sumie ox 40% ydyenuka o0ejy
rpyna HHMje Jalo TOTOBO HUKAaKaB JIOMPUHOC pelIely 3a7aTka: WM HUCY pellaBajin
3aJaTaK, WK Cy MPUKa3ajl HEKH HEMOTIYH LPTEX, UM Cy (HEKH OJ OBUX YUEHHUKA)
MOKYIIajJIN Ja MUK Heke GopMmysie Koje ca 3aJaTKoM Hemajy Besze. Behuna on 19%
yueHHKa KOHTposHe Hu 15% yueHuka excrnepumentanHe rpymne (3—5 0Oomosa),
MPUKa3aIM Cy HEemTO 00JbH IPTEX (HEKH ca 00e TpaKeHE IMapajeiHe mpase), U (Win)
HABOJWJIM jeJHAYMHY IpaBe, Koja ce O] jeJHauMHe Jare IMpaBe PasIHKyje jeAUHO IO
(mpoMeHsbHBOM) cio0oaHOM wWiaHy. O30MJbHHjEM pellaBamy, y3 COJUIHO ypaheH
uprex M ¢Gopmyse 3a OJICTOjabe Tauyke Oj TpaBe, Npuctynmwio je 34% yueHHka
KOHTpoJIHE U 41% y4deHuKa eKCIIepUMEHTAaIHE TPyTIIE.

ITpu Tome, 19% yuyeHMKa eKCIEpUMEHTAJIHE IpyIle, HUje MPaBUIHO NMPUMEHUIO
3HaK arlCoJyTHE BPETHOCTH, 300r dYera Cy YIJIABHOM H3pavyyHABAJIU CaMoO jeIHY
BPEIHOCT 3a HEMO3HATH CIO0OJHHU WiaH y jelHayuHH mpase, (6-8 Oomosa). Ocrammu
yuenuun (15% wu3 koutponHe u 41% wu3 eKCIepUMEHTAIHE TpyIe) Cy KOPEKTHO
pemmnu 1eo 3anatak (10 6omosa).

ITpu pemaBamwy 3. 3amarka, ox 41% yueHuka KoHTpoaHe U 33% yuyeHuka ekcre-
pPUMEHTaNHE rpyne, 1o 7 \bUxX (0ko 25%), HalI Cy caMO HEMO3HAaTH Koe(UIujeHT, y
JeTHAYMHU TAHTCHTE, KPO3 jeIHy O]l IBE JaTe Tauke, TpakeHe KpyxHwuie (2 601a), 10K
octani (16% ydyeHuka KOHTpoiHe M 8% YyuyeHHMKa EKCIIEPUMEHTAJIHE TpyIle) HHUCY
pelII HUIITa, Ha YeMy Ou 3apaawin oeHe. Yuenuu (26% u3 kortponsae u 30% u3
EKCIIepUMEHTaJHe TpyIe) KOju cy ocBojulu (3-5 moeHa), y3 HaBEJACHU HEMO3HATH
KOe(UIIMjEeHT, TIOCTAaBWIM Cy jeAHy, JBE, WU CBE TPU jeAHAUWHE cUcTeMa (yCIIOB
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JIonupa TpaBe M KPYXKHHUIIE, jelHA, OJHOCHO Jpyra, Tayka MpHUIaga KPyKHHIH), O0e3
HEKOT yCIieXa y peliaBamy HCTOT.

3. zadatak
3. 3apartak - pe3ynrtar
K-grupa | E -grupa 50%
0-2 | 41% 33% <
3-5 26% 30% R
- ° ° Z 300 | mK - rpyna

6-8 | 1% 7% -3 mE- rpyna
9-10 22% 30% > 20% A
Xsr= | 4.259259 | 4.851852 210% -

O = | 3.767233 | 3.396117 0% | .

t= | 0.595744 0-2 3-5 6-8 9-10 Oonosa

EnumuHanujy Hemo3HaTor MOJYNpPEYHHMKA, YUME je J00MjeHa Be3a (JIMHeapHa)
Mely KoopauHaTaMma IeHTpa Kpy>KHUIE (M HUIITA BUILE), YCIENIHO ¢y ocTBapmin 11%
y4eHUKa KOHTpoNHE M 7% Yy4YeHHKa eKkcnepuMeHTanHe rpyne (6 Oomoma). Jlamem
MOKyIIaju, na ce J00WjeHa jeIHauynHa CUMETpajie TeTHBE KOMOMHyje ca JBeMa
KBaJpaTHUM jeJHAYMHAMA, Y3 HAIAXKEHE jeJHe KOOPANHATE LIEHTpa OLICHUBAaHU Cy ca §
00/10Ba. 3a/1aTaKk Cy KOPEKTHO PEITUIN (HEKH, y3 M0 HEKOJIMKO HEYCHEITHUX MMOKYIIaja)
22% yuenuka koHTponHe U 30% ydeHUKa eKCIIEpUMEHTaJHE TpyIle, yrIaBHOM 0e3
MKaKBOI LpTexka. Takohe, 8 ydeHHWKAa U3 EKCIepUMEHTAJIHE Tpyle HalpTaau Ccy
KOpEKTaH IPTEeX: ca 3aJaTHUM €JEMEHTHUMa, CHUMETPAJIOM TETUBE U HOPMAJIOM Yy
IoaupHOj Tauku. Hbux meTopo cy mocie Hajlaxema Be3e Mel)y KoopauHaTama LIeHTpa
YCIIEUTHO UCKOPUCTWIIM HOpMally y OJMPHO] Ta4yKH, 3a ojApehuBame LEeHTpa TpakeHe
KpY>KHHULIE, I0K OCTAJINX TPOj€ HUCY OTHUIIUIH JaJbe OJ] HaJlaXKemha CUMETpalle.

Cgera 3 yuenuka (1 u3 KOHTpOJHE U 2 U3 €KCHEPUMEHTAHE IPYIIE), HalPTaIH
LIPTEXK, Al caMO ca 33JaTUM eJeMEeHTHMa, 0e3 cuMmeTpase TEeTHUBE, WIM HOopMalle y
JOJTUPHOj TAUKH.

3amarak 4, 3amat Kao MPOOJEMCKH, HUKO HUjE€ PEIIMO y TOTIYHOCTH, Tj. HUKO
HUje U3BeO KOHAayaH 3aKJbyyak 0 MUHUMYMY (MakCUMyMy) HOBpPIIKWHE TPOYyTa, YHja Cy
JBa TEMEHa, yTBpheHe, yHampea 3ajare Tauke, a Tpehe Teme je Tauka jate mapadosie.
19% yuenuka koHTponHe u 11% yueHHKa eKcliepuMEHTalHe rpyne, GopMupamn cy
JUHeapHy jeHauuHy (3a7aTa MOBpIIMHA TPOYIJIa M arcCoJyTHAa BPEOHOCT JAETEPMU-
HaHTe), (3-7 OomoBa). Yuenunu (26% xoHTponmHe U 22% eKCIepUMEHTalHE TPyIie),
KOjH Cy 0e3 3HaKa arcoyTHE BPEIHOCTH (OPMHUPAH JEIHY j€IHAYNHY U TaKO JO0OMIN
TA4yHO pelee, 0e3 IpTeka WU ca IPTEKOM, OLIeHEeHH ¢y ca 8-12 6onoBa.

4. zadatak
K - grupa | E - grupa 4. 3aparak - pe3ynrtart
9 60%
0-2 41% 1% < 5oy
3-7 19% 1% 5
8-12 26% 22% 5 40% 1 m K- grupa
13-17 15% 56% ;;30%’ mE- grupa
18 - 20 0% 0% 5 20% 1
Xsr= | 5.814815 [11.11111 S 10% |
= | 6.006398 | 5.78205 0% A
= 3239207 0-2 3-7 8-12 13-17 18-20 6oposa
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KomOunyjyhu cBaky o aBe jeqHavyrHe (TeHEpUCcCaHe arcoJIyTHOM BpeaHoIihy), ca
jemHaurHOM Tapabone, no0ujajy ce ABa cHCTeMa jeJHauuHa, Ol KOjuX jelHa uma
JIBOCTPYKO pEIIeHe — TPAXKEHO TeMe TPOyTIIa, a Ipyra Hema pemema. Ox 15% ydenuka
KOHTpOJIHE U 56% yueHHKa eKCIepHUMEHTaJIHe TpyImie, ca 15 6070Ba Cy OLIEHEHU OHU
KOjU Cy TIOCTaBWJIM M PEIIMIM Ta4HO 00a cuctema, a ca 17 60J0Ba Cy OICHEHU OHH,
KOJU Cy Y3 TO, OJPEAUIN OACTOjame nobujeHor tpeher TemeHa o OCHOBHUIIE (IIpaBe
onpehene 3amatuM aBeMa Tadykama) W ,,3aKJbydmian (0e3 030MJbHHjEC aHAIHM3e) 1A je
OHO HajOMmKe MpaBoj, WK ¢y (GopMHpany jeAHAYNHY TAaHTEHTE y TPa)XXEHO] TaukKh U
YCTaHOBHJIM [Ia j€ TAaHTE€HTA MapajeiHa ca HbOoM.

Kana je 3amaT oBaj 3amarak, cMaTpalio ce 1a he oAroBopu Ha MOCTaBJbEHA MUTAHA

yCIeIUTH Toce KOHCTaTalMje Ja jeé TaHI'eHTa y Tauyku mapabone (Tpehem Temeny
TPOYTIJIa) MapajiesHa ca OCHOBHIIOM, a KaKO Ta MpaBa U rmapadojia HemMajy 3ajeTHUYKUX
Tayaka, J1a Cy OHJa OHa W Mapaboja ca pasHMX CTpaHa TaHreHrte. Takohe, Owio je
Mmoryhe, 1a mocTaBibeHa JBa MUTama OyAy CBEACHA HA MUTAmE EKCTPEMHE BPEIHOCTH
kBagpaTHe ¢yHKIUje — GYyHKIUjEe OJCTOjamha MPOU3BOJbHE Tadke mapabone of
ocHoBuIle TpoyTJa. [TomTo 3a t - BpeTHOCT BaXkn

t5, =3.2392 > £5,. 01 = 2.660 u p =0.002091252 < 0.01

MTO 3HAYM Ja pa3jiuka MpoceYHor Opoja ocTBapeHuWx OoxoBa Ha 4. 3amaTKy
CTaTHCTUYKH 3Ha4ajHa, ca mparom 3HayajHoctu « = 0.01.

3anmatak 5, Takohe mpoOIEMCKHU Kao W MPETXOIHH, PEIIWIH ¢y Y moTmyHocTH 11%
y4eHUKa KOHTponiHe U 37% ydeHuka excriepuMeHTtanHe rpyme. [Ipu Tome, cBU 0BU
YUEHHIIM Cy TPUKA3aIM OPTEXK ca 33JaTUM, IIOMONHUM M TpaxeHHM objektuma. 44%
ydeHnka KoHTpoiHe u 30% ydeHHKa eKCIepUMEHTAllHE Tpyrme, YOIIITe HUCY
pelaBaiu 3a1aTak, U Hucy HaipTaiu uprex. Ca 3-7 6o10Ba oniewmenu ¢y 26% ydeHuka
KoHTposHe U 11% ydeHuKa eKkcrlepuMeHTallHe TpyIe, KOju Cy OJPEAUIN HETO3HaTy
KOOp/AMHATY MpPECEeYHEe TadKe XHUIepOoie M TpaKeHEe KPY)KHUIE, W Yy TOj TauKH
CacTaBWIIH jeJIHAYMHY TAHTCHTE XUIepOoie.

5. zadatak 5. 3apartak - pesynTar
K - grupa | E - grupa . oA pesy
02 | 44% 30% 50%
3-7 26% 11% & 40%
8'1 2 1 10% 4010 % 30% A BK -grupa
13-17 7% 19% s BE - grupa
18-20| 11% 37% 220%7
Xsr=| 5.148148 | 11.03704 & 10% -
= | 6.575508 | 8.530909 0% -
= | 2.787824 02 37 812 1317 1820 Gopoea

ITo 1 y4yeHuk cBake rpyne Koju je, y3 TO, U HalpTao LPTEK, OLEHEH je ca 7
moeHa. Y cienehem Kopaky 3a ojapeljuBame TaHTEeHTE KpYy)KHHIIC, Tj. 3a onpehuBame
IBEHUX KoeduijeHara, Tpebaao je KOPUCTUTH YCIOB HOPMAIHOCTH (TaHTeHATa),
jemHAYMHY TpaBe KpO3 jeJHy TaduKy. Y3 paHWje HaBeJeHE W ypal)eHe elleMeHTe, OBaj
neo 3agarka cy pemmiau 11% ydeHuka koHTposiHE M 4% ydeHHMKa €KCIIEpUMEHTAIHE
rpyIe, a olielkheHu cy ca 8-12 6o10Ba.

[Toxperame MocTynka HalaXema jeJHaAYMHE TaHTCHTE KPYXKHHIIE U M3paduyHaBa-

e BHEeHUX KoedullrjeHara, ca IiJbeM HallaXema LEeHTpa, yinyhyje Ha 3ak/byydak Ja ce
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YUEHHIIH ,,Kpehy* Mo anropuTMy KOju BOJAU peliewy Mpobiema. YUeHHIH KOjH CY, Y3
TO, 3aKJby4WIM Ja je ILEeHTap KpYXHMLE IpeceyHa Tauyka TaHTeHTe XurepOose
(HopMasie Ha TaHTeHTY KpY’KHHIIE) M arcuuce, U oapenmu ra (7% u3 KOHTPOJIHE U
19% w3 excnepuMeHTalHe Tpyle), MPaKTHYHO Cy pelmwid npobjeM U 3a CBoje
pesynrate cy onemenu ca 13-17 6omoa. ITomro 3a t - BpeAHOCT Baku

tsy =2.1878 > 155. g 91 =2.660 u p=0.007393737 < 0.01,

3HAYW Jla pazliuKa MPOCEYHOT Opoja ocTBapeHuX 0oaoBa Ha 4. 33JaTKy CTaTUCTUYKHU
3HaYajHa, ca mparom 3HadajHoctu o = 0.01.

3agatak 6, HCIIOCTaBWIIO C€ — HajJIaKUIM, peuuio je 74% ydeHuka KOHTPOJIHE U
85% yueHHMKa eKcrepuMeHTanHe rpyne. [Ipum Tome CBM OBH YYEHHIM Cy HalpTaIH
KOPEKTHY CJIMKY, Ha KOjO] Cy IpHKa3aHa 00a pelierma, TAaHTCHTE €JIMIICe HOPMaJIHEe Ha
naty npaBy. 15% ydyeHHKa KOHTPOJIHE TPYIIE, U MOPE COMUAHOT L[PTEeXa, HUCY JOOUIH
TauHe (Wam 00a) pesyiTare, jep Cy YIJIaBHOM TPENIM y ojpehuBamy HEMO3HATOT
koeduiujeHTa n (0Jcedka Ha y-0CH), U3 YCJIOBa JOUpa mpase u enurce (6—8 00/10Ba).

6. zadatak 6. 3apaTak pesynTart

K-grupa |E-grupa _90%
0-2 4% 4% S ?83’ 1
3-5 7% 11% 260"/2* mK-grupa
6-8 | 15% 0% £ 0% | aE o
9-10 | 74% 85% 230% |
Xsr= | 8.851852 |9.037037 3 20%

© 10% - -

O = | 2137907 |2.348861 0% +—mm—_— ‘ ‘
t= 02973 0-2 3-5 6-8 9-10 6opoBa

Ca 3 — 5 GomoBa ouemeHn cy 7% ydeHHKa KOHTpoiHe u 11% ydeHmKa excre-
pPUMEHTaIHE Tpyle, KOjH Cy caMO OAPEIWIN TOIyOoce eIHIICe W KOe(HUIMjeHT mpaBua
JaTte TpaBe, adl HUCY OJPEIWIM HH KOSQHUIMjEHT TpaBla TAaHTCHTH HUTH CYy
KopucTuiau ycioB goaupa. Ilo 4% ydyenuka obe rpyne HUCY ypaauid HHUILITA BUIIE O
HETIOTITYHOT IpTeKa (jeJJHa TAaHTeHTA).

5.8.1.2. Ycnex y pemiaBamy nNpo0ieMCKUX 3aaTaKka

Ycnex y pemaBamy npoOieMcKuX 3adaraka (3amamm 4. U 5.) je JAeTajbHO
aHanmu3upaH y tadku 5.8.1.2. [Ipernen mocTUrHYTHX pe3yJiTara y eKCIIepUMEHTAITHO] |
KOHTPOJIHOj TPYIIH je mpuka3an Ha Cruiy 2.

Ha Tlonmurony pacrniogene ¢pekBeHIMja, youaBa Ce€ IOJI0XKa] KPUBE PACIIOJEe
(dbpekBeHIMja eKCIIEpUMEHTATHE TpyIie, unje ¢y Behe BpeaHOCTH JIOIMpaAHE JIECHO O
Behux BpEeAHOCTH KpHBE pacmojene (ppekBeHlMja KOHTpoiHe rpymne. To ymyhyje Ha
3aKJby4aK Ja cy ydeHurnm E — rpyne Ownm ycnemHuju onx ydyenuka K — rpyme, y
pelaBamy IpoOJIeMCKHX 3a/1aTaka.
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MonuroH pacnogene cppekBeHLUMja - NPOOGNeMCcKu 3agaum

e=fll==| - rpyna
e=ge==F _ rpyna

®PpekBeHUMje

6on0BU

31-35

1-5 6-10 11-15  16-20 21-25 26-30 36-40

Cnuka 2.

Amnanusa nogaraka u3 Tabene 2, moka3yje 00JbM yCIeX €KCIIEPUMEHTAIHE IPyTie
y pelaBamwy MpoOIEeMCKUX 3a7aTaka, 1 Ha OCHOBY MPOCEUHOT Opoja OCBOjeHHX 000Ba
(pa3nuka apUTMETUYKHX CpeIrHa ocBojeHuX 0ozoBa 3a E — rpyny u K — rpymny uznocu

d ()?,)7) =11.185 GonoBa) u y morieny yKymHO OcTBapeHuX 0070Ba, (3agamu 4. u 5.),
Tj. p,=5537%,a p, =27.41%.

Tabesia 4. Ycnex y pemaBamby Npo0JeMCKHX 32/1aTaKa

Fpyna | n PU AS STD t p
N'MmHasuja ,J.J.3maj* E 27 | 55.37% | 22.1482 | 12.4177
3.627493 | 0.000652
Hosun Cap K 27 | 27.41% | 10.9630 9.6436

Ha ocHoBy nogataka y TaGenu 2. 3a t — BpeJHOCT BaXke peaiuje:

t5, =3.627493 > 15, .05 = 2.000  p =0.000652412 < 0.05
s, =3.627493 > 15, ooy = 2.660 1 p =0.000652412 <0.01

TIE€ CY t55. 001 =2.660 W 155 5 =2.000, kpurHyHe Bpeanocti. OmaBre cienu jia ce ca

nparoM 3Ha4dajHocTH oA « = 0.01 (ca pusuxkom mamum on 1 %, ca curypronihy Behom
on 99%) Moxke 3aKJbyUHTH Ja j€ pa3iuKa apuTMeTHUKuX cpeauHa o 11.185 Gomosa,
u3Mel)y eKCIeprMMEHTaJIHE M KOHTpPOJIHE TpyIe CTATHCTHYKH 3Havyajua. Takole,
H', noTBphyje ce alTepHaTHBHA

HyJITa TMOAXHUIIOTE3a MOXK€ OJ0aluTH, Tj.

H':

0croco0JbaBajy 3a pelaBame MPOOJIEMCKUX 3a7aTaka W MPUMEHY CTCUCHHX 3Hamba,

MOTXUIIOTE3a HactaBa y3 mnomoh pauyHapa, npaje Oosbe pesydarare y
HEro TpaJullMOHaJlHAa HacTaBa. bosbM ycmex eKClepUMEHTaJIHe Ipyle Yy pellaBamy
MpOoOJIEMCKHX 33/1aTaka, MoKa3yje NpeIHOCTH HAcTaBe MyTeM padyyHapa y 0JJHOCY Ha
TPaAULMOHATHE HACTaBHEe CHCTeMe M Kaja cy MoryhHoct mpumeHe cTedyeHHX
3HaWka y MUTambY.

Ha ocHoBy Hampen n3Hetux aHanuza (y Taukama 1.1. u 1.2.) Moxe ce 3aKJby4uTH

Jla je oCHOBHa xumore3a notephena: HacraBa myrem pauyHapa, Ka0 HOB HACTABHH
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cHCTeM, 3HAYAjHO yTHYe Ha moBehame yKynmHoOr o0pa3oBHOr YYMHKAa y HACTABH
MaTeMaTHKe Yy THMHA3HjH.

5.8.1.3. VYcnex Ha IloHoB/beHOM TecTy

[ToHoBJBEHM TECT, MIPHUKA3aH y OJEJbKY 5.7.3, oapXaH je HAaKOH 4 Helesbe, Pagro
je 27 yueHMKa eKCHepUMEHTaJIHe M 25 YyYeHUKa KOHTponHe Tpyme. Ibume je
oOyxBahena BehnHa HajOMTHHjUX caJp)Kaja aHATUTHYKEe reomerpuje. Ha oBoM Tecty
HUCY TOCeOHO 3aJaTé 3agamy  mpoOieMcKor Kapakrepa. KpuBa pacmopene
(dbpekBeHIMja eKCIiepuMe-HTallHe TPYyIIe, JOIMpaHa je IECHO Y OJIHOCY Ha oaroBapajyhy
KpUBY KOHTPOJIHE TpyIie, Tj. TOCTIKE Behe BpeaHOCTH je Y 30HM Behux 060moBHHMX
pesyaTara, ITo MOoKa3yje U beH 00JbU ycIeX.

MonuroH pacnopene pekBeHLMja - TOHOBILEHU TeCT

35% '
/
/
/

e=l==K_rpyna

emfe=F_rpyna

®dpekBeHuuje (y %)
S N
X R

0-5 6-10 11-15 16-20 21-25 26-30 31-35 36-40
BopoBwu - WHTepBanun

Crnuka 3.
CraTHCcTHUKH TTapaMeTpu OBOT TecTa npukaszanu y Tabenu 3, mokasyjy na je E -
rpyma mocturia 00JbU pe3yaTaT Ha MOHOB/BEHOM TECTHpamy. Pa3inka apuTMeTH4Kux

cpeamHa ocBojeHux 6ozoBa d (X, )=9.88, nokasyje 6obu yerex E — rpyne y oaHocy

Ha K — rpymy Ha ocHOBY mpocedHor Opoja 0CBOjeHHUX 00/10Ba.

Tabena S. Pe3yaraTtu IIoHOB/bEHOT TecTa U3 AaHAJIMTHYKE FeoMeTpHje

Fpyna | n PU AS STD t p
N'MmHaswja ,J.J.3maj* E 27 | 68.63% | 27.45161 | 11.61711
2.897399 | 0.005571
Hosu Cap K 25 | 43.93% | 17.57143 | 12.14034

ExcnepumeHTanHa rpymna je ycreliHija 1 Ha OCHOBY YKYITHO OCTBapeHuX 00J0Ba,
1. p, =68.63%,a p, =43.93%. Y oBoM ciy4ajy 3a {— BpeJHOCT UMaMO

ts9 = 2.897399 > 155, o5 = 2.000 1 p =0.005570977 < 0.05
59 = 2.897399 > L5, o) = 2.660 u p =0.005570977 < 0.01,

rJe Cy KPUTHYHE BPEHOCTH 5. (o = 2.660 H 5. (o5 =2.000. Ca nparom 3HayajHO-
ctu o =0.01, Moke ce 3aKJby4yuTH, Ja je pa3iuka d ()?,)7):9.88 apPUTMETUYKHUX

cpeanna E —rpymne u K — rpyne, cratuctuyku 3HauajHa. To Takole 3Ha4M Ja ce HyJTa
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xunoresa f, Moxe 010alUTH U Ba)XKU aITEpHATUBHA XUMOTe3a /1): 3HaWa cTe4eHa y

npouecy Hacrape ImyTeM padyyHapa mnoka3syjy Behy cradmiHocT M TpajHoOCT, 07
3HakbA CTEYEHNX Y TPAAMIHMOHAIHOj HACTABH.

Ca xucTorpama ycrexa y peliaBamy MojeJUHIX 3a1aTaka Ha [loHOBIbeHOM TecTy,
BUIU C€ Jla Cy Y pellaBamy CBUX 3aJaTaka, YUEHUIU E€KCIIepUMEHTAJIHE Tpyre Ouin
3HATHO YCICIIHH]H.

Taj ycmex ce moceOHO oryiena y pemiaBamy 1. u 4. 3amaTka, MTO je JIETa/bHO
npukazaHo y cieachum tabGenama. JoOmjeHe ¢— BpeAHOCTH TOKa3yjy Jia je pasjiuka
MOCTUTHYTOT MPOCEYHOT yClexa, y pelaBamy l. 3amaTka 3HavajHa 3a OOJbU yCIIEeX
EKCIIePUMEHTATHE TPYIIE.

Ycnex y pelwmaBaky nojeauHUX 3apgaraka - NTOHOBILEHU
TecT

90

80 -
s 70 -
|—
§ 60 - B K-rpyna
5 501 B E-rpyna
@ 40 -
30|
c>\g 20 i

10

0
1 2 3 4 3apaumn

Amnanu3za pesynrara peliaBamba CBaKOT IOjeJHHAYHOT 33/1aTKa, MPECTaBJbeHA je
TabeJIOM M XMCTOTPaMOM ycmexa. 3acHOBaHa je Ha CUcTeMy 00/0Bama, 10 KOME je
CBaKM peIIeHU KOpaK 3a/1aTka BpeJHOBaHU ofpeleHuM Opojem 6010Ba.

Kon ouemuBama TpBOT 3a7aTKa, HPTEK M jelIHAYMHA TAaHTCHTE CBEICHA Ha
eKCIUTMIUTHA OOJMK BPEIHOBaHM Cy ca 2 00ja, a yCJOB JOJAupa CBEIEH Ha JBE
JIMHEApHE jeIHAYMHE Ca HETIO3HATHM KOOpAMHATaMa [IEHTpa JOHOCH joil 3 0oa.

1. zadatak 1
. 3a4aTakK - pe3yntart
K-grupa | E -grupa 80%
0-2 76.19% 22.58% 70%
3-5 9.52% 22.58% }_"602/0 1
6-8 | 0.00% | 12.90% R
9-10| 14.29% 41.94% § 30% -
Xsr = 2.2857 5.9355 8 20% - ‘
§10% |
= 3.1944 3.8432 0%
- 3.5221 0-2 3-5 6-8 9-10 6GopoBa

AHanm3a ycioBa, OHOT YCJIOBa KOjU HE Jaje peliekhe W OHOT KOoju Jaje oba
pemema (IpUKa3aHa y KAHOHCKOM OOJIMKY) JIOHOce 2, omHOcHO 3 6oxa. Ilomro 3a t -
BPEIHOCT BaKU

tsg =3.5221> 5, o1 =2.660 u p =0.000924406 < 0.01,
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3HAYHM JIa j€ pa3jrKa MpOoCeYHOr Opoja ocTBapeHHX 00/0Ba HA 1. 3aaTKy CTAaTHCTUYKH
3Ha4ajHa, ca rnparomM 3HavajHoctn @ =0.01.

Kon ouewuBama 2. 3a1atka, y3 2 607a 3a KOPEKTaH IPTEXK, CBONCHE jeHAYMHA:
IpaBe Ha EKCIUIMIMUTHU o0iuK — 1 6ox m xumepOoie Ha KaHOHCKHM o0iMK - 1 Gom.
Onpehenu Hemo3HaTu koeduijeHTH (camo mo 1) u3 ycioBa goaupa - HoBa 2 6oxa,
dopmupana (camo jemHa) jeqHaYMHA TAaHTEHTE jom 2 00/a, a KOMIUIETHO pelieH
3amatak - 10 GomoBa. t- BpEIHOCT IMOKa3yje Jia pa3jifKa MPOCeYHOr Opoja OCTBApEHUX
00710Ba Ha 2. 33J]aTKy HHUj€ CTATUCTHYKH 3HAYajHA.

2. zadatak
2. 3apaTak - pesynTtart
K-grupa | E - grupa 90%
0-2 | 19.05% 3.23% _ 80% |
3-5 | 14.29% | 9.68% s
6-8 | 0.00% | 6.45% T sou at e
9-10| 66.67% | 80.65% g 40%
Xsr=| 7.2857 | 8.7097 g 0]
_8_ (]
= 10%
O=| 39778 2.6542 o | I . s
t = 1.5182 0-2 3-5 6-8 9-10 6oaoBa

VY tpehem 3amaTKy, LIpTEX je olemkeH ca 2 60/a a u3payyHaT rnapaMmerap napadosne
noHocH jour 1 6ox. ITocTaBibeH yCIIOB A0AMpPa ca YKIBYYCHUM IapaMeTPOM BpPEIU jOII
1 6ox, a yciioB 1a Tayka mpumaga npaBoj (MHeapHa jenHauynHa) Takohe 1 601. Penien
cucreMm (ompehenu koedurujeHTH TpaBma) 3 6oxa, a pemieH 3aaarak (oapeheH yrao
n3melyy TanrenTr) cBux 10 6070Ba. t - BpETHOCT TTOKa3yje J1a pa3iuKa MpoceyHor Opoja
oCcTBapeHUX 00/10Ba Ha 3. 3a7aTKy HHUj€ CTATUCTUYKH 3HAYajHA.

S' zadatak E 3. 3apgarak - pe3ynTar

- grupa - grupa o

0-2 | 42.86% | 25.81% < 28;

3-5 | 9.52% 3.23% E 50%

6-8 | 9.52% 3.23% 5 40% 8 K- rpyna
I 30% B K- rpyna

9-10| 38.10% | 67.74% B oo

Xsr=| 5.0476 7.0323 g
g 10%

4.4666 | 4.3067 0% | ‘ -
= 1.5750 0-2 3-5 6-8 9-10 6opnosa

Y 4. 3agatky, HpPTEX U jeAHAUYMHA TpaBe CBEJACHA HA CETMEHTHU, WJIHU
eKCIUTMIUTHA OONHMK BpeaHyjy ce ca 3 Ooma. Ilpumena mator ycioBa (oapehen
Koe(HIMjeHT mpaBiia) KOpUIhemEeM JeTHOJb O]l OBUX OOJIMKA BpPEIHYje ce ca HOBa 2
00/1a, a HaJaXeme OJCEYKa Ha OpAMHATH ca HoBa 3 6oma. Oapehena (tauno jemnal!)
jeaHayrHa BpeHyje ce ca npeoctana 2 6oxa. Onpehene jenqHaunne, 6e3 npenu3upama,
KOja MCIyHaBa 3aJ1aTh YCIIOB, BPEIHYje ce ca yKYIHO § 00/10Ba.
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4. zadatak
4. 3apaTak - pesynTtart
K-grupa | E - grupa 80%
0-2 71.43% 29.03% I 70% A
3-5| 0.00% 12.90% Py gg; 1
s % 1 @K - rpyna
6-8 0.00% 6.45% g 40% - .E_r‘gna
9-10| 28.57% 51.61% g 30% |
Xsr = 2.9524 57742 8 20% -
T 10% -
= 4.1916 4.5558 0%
= 2.2189 0-2 3-5 6-8 9-10 ©6opoBa

VY 4.3apaTKy 3at - BpeTHOCT BaKu

59 = 2.2189 > 150, .05 = 2.000 1 p =0.031063343 < 0.05,

IITO 3HAYM Jia je pasjvKa IMPOCEYHOr Opoja ocTBapeHHMX OomoBa Ha 4. 3aJaTKy
CTATUCTUYKH 3HA4YajHa, ca rmparoM 3Havajaoctu o = 0.05.

W3 mperxomHUX pe3yidTara Cilequ 3aKk/bydak: 3Hamba CTeuyeHa Yy mpolecy
HACTaBe IyTeM padyyHapa noxkasyjy Behy cTa0MJIHOCT M TPajHOCT 01 OHMX KOja Cy
CTe4YeHa, y TPAANIMOHATHOM HACTABOM Ipolecy.

VY3umajyhu y 003up 4nmeHHIly Ja Cy €KCIIEpHMEHTAIHA W KOHTPOJIHA Tpyma y
CTapTy yjenHaueHe Ha OCHOBY BKHUX W PEJICBAHTHUX €JEMEHaTa, cMaTpamo Ja je
pasiMKa HacTaja IoJi YTUIajeM eKCIIepUMEHTaTHOT (pakTopa, Tj. 0OpazoM HAaCTaBHHUX
caJipkaja aHATUTHYKE TEOMETpHje y TIPOIIecy HacTaBe MyTeM padyHapa. 3aTo ce HyJTa
XHIIOTE3a MOKE OJI0AIUTH.

VYcnex ekcriepuMeHTaIHe TpyIe HacTao je Kao pe3ysitaT epUKacaHOCTH NMPUMEHe
HacTaBe IyTeM padyHapa, mTo oMoryhyje 0osp1u 06pa3oBHM yunuHaK (ycIieX) y HACTaBH
aHanmuTH4YKe reomerpuje. [Ipema Tome, y 0BOM €KCIIEpUMEHTY HacTaBa IyTeM padyHapa

NOKa3yje 3Ha4yajHy MPEAHOCT, HaJ TPAJUIMOHAIHUM HAaYMHOM paja Ha ONIITEM
HUBOY 3Hama, 300T Yyera MOXKEeMO J1a 3aKJbyJMMO J1a jé OCHOBHA XUIIOTe3a OTBpleHa.

5.8.2. THMHA3UJA ,,HUKOJIA TECJIA“ Y AIATUHY
5.8.2.1. Onmrn 00pa3oBHM YYMHAK — (UHAJIHHU TeCT

Cnnuno ananu3u y 5.7.1, y ckiamy ca mpBUM 3aJaTKOM UCTpaXUBama, yTBpheHe
Cy pasiuKe y TOTJeNy KOJMYHMHE 3Hamka Y4YCHHKA, CTCYCHHMX y HACTaBH y3 MOMOh
paduyHapa W y TpaIWIMOHATHO] HACTaBU, HA OCHOBY pe3yJliTaTa TOCTUTHYTHX Ha
@unanHom Tecty. Tect cyemaBanu 19 ydeHuka excnepuMmeHtanHe M 20 ydeHUKa
koHTponHe Tpyne. Ha Cnwmmm 4. xpuBa pacrojgene (QpekBeHIHMja EKCIIEPUMEHTAITHE
rpyne, moMepeHa je y o0JiacT y Ko0joj ce Hayaze Behw OOOBHU pe3yNTaTH, IECHO y
OJIHOCY Ha KpPHUBY pacroziesie PpeKBeHIInja KOHTPOIHE TPyTIE.
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MonuroH pacnogene dpekBeHuuja - bMHaNHuM TecT

40%

.;_’. 35% A

I 30% // \\

O 25% A

g 200/: / \ A A /\ —=—K-rpyna
g 15% X NS N\ ——E-rpyna

0-8 9-17 18-26  27-35  36-44 45-53  54-62  63-71 72-80
Boposu - uHTepBanNun

Cnuka 4.

Ananusza octBapeHux pesynrara ca duHamHOr Tecta, nmpukasana y Tabemu 4.
MOKa3yje /1a eKCIIepHUMEHTAJIHA rpyna uMa 00JbU pe3yJiTaT, Tj. pa3iuKa apUTMETHUKUX
cpenuHa (IMpocedHor Opoja) OCBOjeHUX 00JI0BA IO JETHOM YYEHUKY CKCIICPUMCHTATHE

1 KOHTpOIHe rpyne usHocn d (X,7)=12.68 Gonosa.

Tabena 4. Pesyaratu @UHAJHOT TeCTa U3 AHAJIUTHYKE FreoMeTpHje

Fpyna | n PU AS STD t p

MNmHaswnja ,H. Tecna“ E 19 | 53.36% | 42.68421 | 14.19063

2.820313 | 0.007667
AnaTtuH K 20 37.5% 30.0 13.16435

ExcnepumenTanHa rpymna je yCneuHuja u y norjiely YKynHo ocTBapeHuX 0070Ba,
(YKynHO pemeHor tecra), jep je p, =53.36%, a p, =37.50%. Ilo3naro je (BumeTH

Tabnune Bpennoctu Ctynentose t — pacnozene, Ha nmpumep [20], [39], [108] ) na, mpu
HUCTOM TIpary 3HAa4yajHOCTH, TaONIM4YHE BPEJHOCTH oOmajajy, ca moBehameM Opoja
CTEIeHH c1000/e, IITO 3HaYM Ja Baxke cienehe penanuje

130 0.05 > 137, 0.05 ¥ B30, 0.01 > 137, 0.01
Tana Tabene 4. mokasyje 1a Baxu:
ty7 =2.8203 > 3. o 05 = 2.043 > 137. g o5 1 p =0.007666679 < 0.05

ty7 =2.8203 > 13 g0y =2.750> 135 g0 ® p=0.007666679 < 0.01,
THE CY 137,005 U 137, 0,01 » KPUTHUHE (TAOIMYHE) BPEIHOCTH 32 OpOj CTErEHu crnobome

37 u mpar 3nauajuoctu @ =0.05, omocHo @ =0.01. C Tora ce ca pu3HKOM MambUM Off
1 %, (ca curypHouthy BehoMm ox 99%) 3akbydyje: pa3ivika apUTMETHYKUX CPEIHHA O]
12.61 ©OomoBa, u3mely eKclepUMEHTATHE U KOHTPOJHE TpyNe j€ CTATHCTHYKH
3HayajHa. Taxohe, Hynra xumoresa H,, ce Moxe opbauutu, Tj. morBpheHa je

AJITCPHATHBHA XHUIIOTC3a Hll Y norJjieay KBajJuTe€Ta M KOJHYHUHE 3HAba YYCHHKA,

HacTaBa y3 momoh pauyHapa je epuxacHuja o TpPaIMIHOHAIHE HACTABE.
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Ycnex y pewiaBakwy nojeauHUX 3apartaka - puHanHu TecT

100
90
80
70 -
60

50 B K-rpyna
40 | B E-rpyna
30 -
20
10
O |
1 2 3 4 5 6

3apaum

% ycnewHocTn

VYcenex ekcriepuMeHTaiHe rpyne notephyje ehukacHOCT MpUMEHEHUX CPEeICTaBa,
MeToJia ¥ 00JIMKa paja HacTaBe y3 moMoh pauyHapa, Tj. ahupMHuIlle TO3UTHBAH YTHUIIA]

eKCIIePUMEHTATHOT (aKTopa.

Ca xucTtorpama ycrnexa y pellaBamy MOjeIUHUX 3aaaraka Ha DuHATHOM TecTy,
BHJIM C€ Ja cy y uetupu 3anatka (1, 2, 4, 5.), yueHU1 eKCriepUMeHTaJIHE TpyITie Ouin
YCHEIIHU]H, JIOK Cy Yy 3amanuMma 3. u 6. ydeHHIH 00€ rpyre MOCTUTIIA MPHOIMKHO
JEIHaK pe3yJTarT.

Cnenmn netajbHMja aHajW3a pe3yiTara CBakor 3amataka DuHaATHOT TecTa,
nocebHo. Y Ty CBpXY, 3a CBaKM 33JaTaK je Aara Taleisa, Koja npuKasyje:

— KOJIMKO j€ MpOIeHaTa YYCHNKa EKCIIepUMEHTAIHE, OJJHOCHO KOHTPOJIHE, TPyIIe
ocojuwino: 0 — 2,3 — 5, 6 — 8, 9 — 10, moeHa mo 3agaTKy, IITO C€ BUIU U ca
XHCTOTpaMa pe3yJitaTa UCTOT 3aJlaTKa,

— apUTMETHYKE CPeJMHE OCBOjEHUX 00J10Ba MO TPYIIH,

— CcTaHAapIHYy JeBHUjallljy OCBOjeHHX 00J0Ba MO IPYIIH,

— ¢ — BpPEIHOCT, KOja Tpeba Ja moKaxe, a JIM je pa3linka apUTMETUYKHX CPEJIMHA O]
3HaYaja, 3a yCIeX NOCTUTHYT Y HEKOj OJ1 TpyTIa.

V¥ 1. 3agaTKy, KOpEeKTaH IPTeX ca 00e TpakeHe MmapajesHe MpaBe je BpeIHOBAaH
ca 2 60/1a, a HaBEJICHA TPaKCHA jeHAYMHA TIPaBe, KOja ce O JIaTe jeTHAYNHE Pa3JINKYyje
jemuHo 1o (TPOMEHJFUBOM) CIIOOOHOM 4ilaHy, ca HoBa 2 0oxa. IlocraBibeHa Gopmyna
3a OJICTOjambe JIaTe TadyKe OJI OBE IMpaBe, HOcH Takole HoBa 2 00ja, a HalaXeHme 00a
IbCHA peliemka BpeHyje ce ca jomr 3 607a, o0e jeHaurnHe TPAKESHUX MTPaBUX ca YKYITHO
10 GomoBa. HempaBmiHa mpuMeHa 3HaKa arcoJlyTHE BPEJHOCTH M M3padyHaTa Ccamo
jeIHa TavyHa BPETHOCT HEMO3HATOT CJIIOOOJHOT YiaHa W jeJHAYMHA jeJHE NpaBe,
BpenHyje ce ca 7 6o/10Ba.
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1. 3agartak 1
. 3aparak - pe3ynrtar
K-grupa | E -grupa 509,
0-2 35% 21% -
3-5 40% 32% < 40% 1
6 - 8 20% 16% E 30% A @K - rpyna
9-10 5% 32% 2 50 | ®E - rpyna
>
Xsr = 3.4 5.315789 T 10% .
Lg- (]
= | 2.956349 | 3.742398 0% -
= | 1.732349 0-2 3-5 6-8 9-10 6oposa

Ha ocHoBy nmoOujeHe t- BpeTHOCTH pe3yiTara ycnexa y pemasamy 1, 2, 3. u 6.
3ajiaTaka ClIe/id Jia pa3jivKe MPOCEYHOT Opoja OCTBapeHUX 00JI0Ba EKCIIEPUMEHTAIHE U
KOHTPOJIHE IPYIie HAY CTATHCTUYKU 3HAYajHE.

Kon onemuBama 2. 3aaTka, MPTEXK U HEMO3HATA KOOPIUHATA 32)CTHUIKE TauKe
OLICHECHU Cy ca 2, a jelHaYMHA TAaHTEHTE CBEJE€HA Ha EKCIUIMIIMTHU OOJIMK ca jOII
jemHuM 0070M. YCIIOB JOIUpa CBEIEH Ha JBE JIMHEGAPHE jeHAYMHE Ca HEMO3HATHUM
KOOpJMHaTaMa IIeHTpa JOHOcH joml 3 Oona. [IpumeHa cBake o7 OBUX jeIHAYMHA U

yCJIOBa Jia Jara Tadka MpUIara KPyKHUIW, ¥ HalaKeme oba perema (mprukazaHa y
KaHOHCKOM 00JIMKY) 1oHOce 4 6ona.

2. 3apaTak 2
. 3apaTakK - pe3ynTtar

K-grupa | E -grupa 50%
0-2 20% 16% S
3-5 5% 2% g 40%
6-8 | 45% 16% z 30% m K- rpyna
9-10 0% 26% 220% | mE-rpyna
Xsr=| 415 | 5894737 210% j
O = | 2.434646 | 3.110166 0% |
t= 1.90521 - 9-.10 6oposa

VY 3. 3amaTKy, KOpEeKTaH IPTEK M U3padyHATe TOyOCe EIUICE OLCHEHE Cy ca 2
6ona. Ompehene koopauHaTe MPECEYHUX Tadaka MpaBe U EIUICE OleHhEeHe cy ca 3
00112, a TAHTEHTEY TUM TadykKama HOCE jesiaH 001,

3. 3apgartak 32
. AaTtak - pesynrar
K-grupa | E -grupa 60%
0-2 10% 5% £ 50%
3-5 35% 37% g 40% -
z WK - rpyna
6-8 50% 37% § 30% - mE
9 - 10 5% 21 % ; 20% - - rpyna
Xsr = 5.4 6.263158 ‘g‘ 10% -
= | 2.289105 | 2.769041 0% j j
= | 1.035525 - 9-10 OoAoBa

VYrao u3mel)y cBake o/ TaHTeHaTa M CEUYMIIE OLEbYje ce ca 1o 2 6oa.
VYV pemewy 3amatka 4 (mpoOJEMCKH 3aJaTak), KOPEKTaH IPTEeX (M3 Kora ce
,,Ha3upe™ J1a ce enmurca npocTupe y nojacy u3Mel)y Be TaHTCHTE MapasieHe ca IPaBOM
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onpeheHoM JaTUM Tadkama) Tpeba na Oyne onemeH ca 3 60/a, 3aKk/bydak J1a CBaKka O]
JIBE JTaT€ TavyKe MPHUIIaJa CIOJbAIIlOCTH eITUIICce ca 2 00/1a, Kao U jeJHaYnuHA ITPaBe
onpehene oBuM Taukama. Hanakeme jelHaYMHA MOMEHYTHUX TaHTeHaTa Tpeba na Oyze
OLICEKEHO je ca 6 00/I0Ba YKYIIHO, a oipehuBame TOAMPHUX Tayaka ca eurncom 3 0ofa.
[ToBpimmHe 00a Tpoyria u 3aKjbydak, Tpebda aa Oyay olnemenu cy ca 4 6oma

4. 3apaTak
4. 3apartak - pesyntar
K- grupa | E - grupa 0%

0-2 30% 5% o
3-7 15% 16% £ 50%
8-12 | 45% 53% g 40% | BK - grupa
13-17 |  10% 1% & 30% - mE - grupa
18 - 20 0% 16% 2 20% |
Xsr 6.55 |10.42105 S 109 |

= | 4.944441 |4.782818 0% |

= 2.418532 0-2 3-7 8-12 13-17 18-20 Oomosa

Kaxko oBaj 3amaTak HUKO 0] yUeHHKa 00€ TpyIie HUje PEIINO Yy TIOTITYHOCTH, CBAKH
O]l HaBEJICHUX NpeIBUl)eHNX KOpaKa OLCHUBaH j€ JeTUMHYHO.
3at - Bp€JHOCT BaXKU

IITO 3HAYH JIa j€ Pa3rKa MPOCEYHOT Opoja ocTBapeHHX 00/10Ba Ha 4. 331aTKy
CTaTHCTUYKH 3Ha4ajHa, ca mparomM 3Hadajaoctu o = 0.05.

>. 3anaTak 5. 3aparak - pesynTtart
K-grupa | E -grupa 70%
0-2 15% 0% _ 60%
3-7 60% 37% & 50%
8-12 15% 47% % 40% BK -grupa
13-17 10% 16% § 30% ®E - grupa
18-20 0% 0% ; 20%
Xsr = 5.3 9.052632 3 10% |
= | 4112177 | 3.379095 0% -
= | 3.024072 0-2 37 812 1317 1820 Oonosa

[MpunukoM olewmUBamka 5. 3aJaTka, IPTEK ca 3aJaTUM CIEMCHTUMAa W JIBE
TpakeHE TpaBe OIEHEH je ca 2 0oma, a oxpehen mapamerap mapabosie ca 1 Gon.
[ToctaBmame hopmyre 3a Halaxeme KoedulldjeHaTa mpasia 00ejy TaHTeHTH OLICHY]je
ce ca 2 Ooma, a onpehena oba koedunmjenta ca mo 3 O6oma. CBaka on jeaHAYMHA
TAaHIEHTH OIlekYje ce ca 2 Oonma. 3akJbydak Ja Cy TaHTeHTe Mel)ycoOHO HopMmaiHe
onewyje ce jeqaum 6omom. Ca 2 6oma Tpeda BpeIHOBATH HATAKEHE MPECEUHE TauKe
TaHIeHTH, a ca 2 00/1a 3aKJbYYaK Jla OHA MPHUIAJIa JUPEKTPUCH.3a1aTaK 6, NCIIOCTABUIIO
Ce — HajJIaKII, peurwio je 74% ydeHnka KOHTpoJIHE U 85% ydeHUKa eKCIIePUMEHTATHE
rpyrme. 3a t - BpeTHOCT BaKu

LITO 3HAYM 1A je pa3jivKa mpoceyHor Opoja ocTBapeHuX 00/10Ba Ha 5. 331aTKy CTaTH-
CTUYKH 3Ha4YajHa, ca rmparoM 3Hadajaoctu o =0.01.
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6' 3afarak 6. 3aparTak pe3ynTtatr
K-grupa |E-grupa __60%
0-2 15% 5% = 50%
3-5 45% 47% £ 40%
s m K-grupa
6-8 15% 16% ; 30% 2 E-grpa
9-10 25% 32% ; 20%
Xsr = 5.2 5.736842 & 10% 1 .
O = | 3.155947 |3.126156 0% - ‘ ‘ ‘
0-2 3-5 6-8 9-10 6oposa
t= 0.519567

3a 6. 3amarak, y3 2 Ooja 3a KOpEKTaH LPTEX, CBOEHmE jelHauMHA: MpaBe Ha
eKCIUTMIUTHA OOJIMK, XuIepOosie Ha KaHOHCKH 00wk Bpenu mo 1 6ox. Oppehenu
HEMOo3HaTH KoepuujeHTH (camo 1o 1) u3 ycnosa noaupa - HOBa 2 6o1a, opmMupaHa
(camo jemgna) TaHTeHTe joml 2 0oma, a KOMIUIETHO pemieH 3amarak - 10 Gomoma. t-
BPEIAHOCT TMOKa3yje Ja pas3iuKa MPOCEYHOT Opoja ocTBapeHWX 00J0Ba Ha 6. 3amaTKy
HUJ€ CTaTUCTUYKH 3HAYAjHA..

5.8.2.2 ¥Ycnex y pemiaBamwy npo0J1eMCKHX 3aaTaKa

PesynraTi moCTUTHYTH y pellaBamy NpoOIeMCKUX 3anaTaka (3amamu: 4. u 5.)
yuenuka E - rpyne cy 3HaTHO 00JpM on pesynrata yuenuka K - rpyme. Ilomuron
pacnonene GpeKkBeHIMja npuKka3aH je Ha Ciumm 5.

MonuroH pacnogene pekBeHUMja - NpoGreMcky 3agaum

e=fl==K - rpyna
e=fe=E - rpyna

®dpekBeHuUuje

1-5 6-10 11-15 16-20 21-25 26-30 31-35 36-40 6on0BU

Cnuka 5.

VY Tabenu 5. nara je aHanM3a pe3yaTara yueHHKa eKCIIEpUMEHTAIHE U KOHTPOJIHE
rpyrne, IOCTUTHYTHX Ha CeTy 3ajiaTaka mpoOIeMCKOr KapakTepa.

Tabesa 5. Ycnex y pemaBamy Npo0JeMCKHX 321aTaKa

Fpyna | n PU AS STD t p
MmHasmja ,H.Tecna“ E 19 | 48.68% | 19.47368 | 6.66782
’ 3.088033 | 0.003809
AnatuH K 20 | 29.63% 11.85 8.22359

ExcnepumeHTanHa rpyna uma OoJbM pe3ysTaT y pellaBamby HpOOIeMCKHX
3aJjaTaKa, Tj. pa3jinka apuTMETHUYKUX CperHa 0cBOjeHux 6onoBa 3a E —rpyny u K —

198




Tpymny H3HOCH d(f,)_/):7.62 06onoBa. ExcniepuMeHTanHa rpymna je ychmeuHuja u y
norieny ocrBapeHux 0onosa, 1j. p, =48.68%, a p, =29.63% . 13 Tabene 5. 3a t -
BPEIHOCT BaXKH:

t37 =3.088 > 13 g g5 = 2.043 > 137. g o5 1 p =0.003809028 < 0.05

t37 =3.088 > 13. 001 =2.750 > 137. g oy 1 p =0.003809028 < 0.01,

THC CY 37,005 U 137, 001 » KPUTHYHE (TaOJIMYHE) BPEAHOCTH 33 37 CTENEHHU cnoboe u

npar 3Ha4dajHoct « = 0.05, ogHocHo a =0.01. Opatne cneau aa ce ca curypHouihy
BehoM o1 99% (ca pusukoMm MawmuM of 1%) HynaTa MOTXUMOTE3a MOXKE OJ0AIUTH, Tj.
notBphyje ce anTepHaTHBHA OTXUITOTE3A.

W oBae ce 06osbu ycmex eKCIEpUMMEHTANHE TIpyNe Yy pellaBamy MPOOIEeMCKHX
3aJaTaka, MOXe TyMayHTH Kao MPEJHOCT HAcTaBe y3 MOMON payyHapa y OJHOCY Ha
TpaJUIIMOHATHY HAcTaBy, KaJa je y MUTakby MOTYhHOCT IpUMEHE CTEUECHHUX 3HAmbA.

Ha ocnoBy Hanpen n3Hetnx ananu3za (y Taukama 2.1 u 2.2) MOXxe ce 3aKJby4YuTH

Ja je ocHOBHa xwumote3a norBphena: HacraBa y3 momoh pauyHapa, kao HOB
HACTABHM CHCTeM, 3HAYAjHO yTHYe HA NMoBehame yKymHOr o0pa3oBHOI yYHHKA Y
HACTaBH MaTeMaTHKe Y THMHAa3HjH.

5.8.2.3. ¥Ycnex Ha NOHOB/bEHOM TECTY

[ToHOBIbEHM TeCT, TpHUKa3aH y OJeJbKYy 5.7.3, oapkaH je HaKOH 4 Heesbe,
pemaBano je mo 18 ydeHHWKa eKCIepUMEHTaJHE W KOHTposiHe rpyme. Ibume je
oOyxBahena BehwHa HajOMTHHjUX calpkaja aHAIUTHYKE TreoMerpuje. PesynraTu
MTOHOBJBCHOT TECTa, Mpukazanu cy Ha Cruiu 6. u'y Tabenu 6.

MonuroH pacnopgene dppekBeHUMUja - NTOHOBILEHU TECT

30%

N
o
R

=== K-rpyna

- \ /
10% / / \\ / ==#=E-rpyna

®PpekBeHuumje (y %)

N
X
L

Q
X
i

0-5 6-10 11-15 16-20 21-25 26-30 31-35 36-40
BopoBu - nHTepBanm

Paznuka apuTMETHUKMX cpeluHa ocBojeHux OonmoBa 3a E — rpyny u K — rpyny

H3HOCHU a’()?, )7)2)?—?:7.56 6omoBa. ExcriepuMeHTanHa rpymna je ychellHdja u 'y

norieny ocTBapeHux 0010Ba, Tj. p, =65.28%,a p, =46.39%.
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Tabena 6. Pe3yaratu [loHoB/bEHOT TecTa U3 aHAJIMTHYKE FeoMeTpHje

Fpyna | n PU AS STD t p

N'MmHasuja ,H.Tecna“ E 18 | 65.28% | 26.11111 | 8.45832
2.781274 | 0.008767
AnatuH K 18 | 46.39% | 18.55556 | 7.34259

VY 0BOM cily4ajy 3a ¢— BPEJHOCT UMaMoO

THE CY 34,005 U 34 0,01 » KPUTHUHE (TAONMYHE) BPEAHOCTH 32 34 cTemena cnobone u

npar 3HadyajHoctd « =0.05, omnocHo « =0.01. Ca mparom 3HauajHoctn « =0.01,
MOJKE C€ 3aKJbYUUTH, Jla je paziiiKa apuTMeTHukux cpenuHa E — rpyne n K — rpyre,
CTATUCTUYKH 3HAYajHA.

N3 nobujenux pesynrarta (kao u y 5.8.1.) cienu 3akibyuyak: 3Hama CTEYCHA Yy
MpolLecy HacTaBe y3 momoh padyHapa mokasyjy Behy cTaOMIHOCT M TPajHOCT O]l OHUX
KOja Cy CTe4eHa, y TPaJAUIOHATHOM HACTaBOM IIPOLIECY.

Ca xucrorpamMa ycrexa y peliaBamy MojeIMHUX 3a1aTtaka Ha [IoHOBJbEHOM TecTy,
BUIU C€ Ja Cy Y CBUM 3aJalliMa yYCHHUIM EKCIEPUMEHTATHE TIpyne OWIM 3HATHO

YCTICUTHH] H.
Ycnex y pewaBaky nojeAMHUX 3agartaka -
NOHOBILEHU TECT
100
90 -
80
=
5 70 -
-rpyna
2 60 py
g 50 W E-rpyna
§ 40 -
30 -
2
20
10 1
0 ‘ ‘ ‘
1 2 3 4 3anaum

Cnenu nerajbHa aHanm3a pe3ynrata [IOHOBJBEHOT TecTa, 3a CBakd 3aJaTaKk
oceOHo.

[Tpunukom onemuBama 1. 3a1aTKa (M CBUX OCTANUX), CKUIIMPAH KOPEKTaH IPTEX
BpEIHOBaH je ca 2 602, TOCTaBJbeHe PopMylie KOje KapaKTePHUIILy OJHOC KPYKHUIIE U
IpaBe BPEIHOBAH je ca HoBa 3 0oja, pemieHa jeqHaunHa (ycloB Joaupa) HoBa 2 601a, a
pemieHe U o0e HejenHauynHe (YCIOB 32 CEYMIly M YCJIOB Jia Cy MpaBa M KPYKHHIA
IMCJYHKTHH CKYTIOBH) HOBa 3 6ona, mTo je ykymHo 10 6omoBa.
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1. zadatak
K- E - aruoa 1. 3aparak - pesynrart
grupa | E-grup 80%
0-2 | 27.78% | 16.67% S 70% |
3-5| 5556% | 27.78% o gg;
6-8 | 16.67% | 38.89% 3 a0% i ora
9-10| 0.00% 16.67% 8 30% e
— o 20% -
Xsr=| 38333 | 52778 g E.
o= | 1.6073 3.0877 0% | : ‘ : t
t= 17109 0-2 3-5 6-8 9-10 6opgoBa

JloGujena t- BpeIHOCT MOKa3yje Ja pas3livka MpoceyHor Opoja ocTBapeHUX 00/10Ba
Ha 1. 3a1aTKy HUje CTaTUCTUYKH 3Ha4YajHa

2. zadatak
2. 3aparak - pesynrar
K-grupa | E-grupa 80%
0-2 | 0.00% 0.00% < 70%
3-5| 3333% | 16.67% S 60%
0 0 T 50% BK- rpyna
6-8 | 27.78% | 16.67% 3 i
I 40% @E - rpyra
9-10| 38.89% | 66.67% S o
Xsr=| 6.7778 | 8.5000 § 20%
| 10%
O=| 28782 2.2913 o
t= 1.9302 0-2 3-5 6-8  9-10 gopora

Ko ouewmnBama 2. 3amaTka, y3 2 601a 3a KOPEKTaH MPTEXK, CBOheme jeqHaunHA:
MpaBe Ha EKCIUIMIUTHU OOauMK — 1 001 W enurce Ha KaHOHCKHM oOMMK - 1 0o
Onpehenu Hemo3HaTu koeduimjeHTH (camo mo 1) u3 ycioBa goaupa - HoBa 2 6o7a,
¢dbopMupana (camo jeqHa) TaHTeHTe jomr 2 6oAa, a KOMIUIETHO pemleH 3agatak - 10

6omoBa. U oBae t- BpeAHOCT MoOKa3yje JAa pas3iuKa MPOCEYHOT Opoja OCTBAPEHUX

6010Ba Ha 2. 3a7]aTKy HHj€ CTATUCTHUYKU 3HAYAjHA.

3' Zadatak 3. 3agaTak - pe3ynTtar
K-grupa | E-grupa 80%
0-2 | 3333% | 5.56% £ 70%
3-5 | 44.44% | 38.89% y oo
6-8 11.11% 16.67% 2-40% 4 B K-rpyna
9-10| 11.11% | 38.89% B 30% | o
Xsr=| 4.2222 | 6.3333 & 0% | A
= | 2439 3.4319 0% A ‘ ‘ ‘
0-2 3-5 6-8 9-10 6oposa
= | 20673

VY tpehem 3amatky, IpTEX je OLEHEH ca 2 00/1a a u3padyHar rnmapamerap napadosne
noHocu jour 1 6ox. [locTaBibeH yclioB goaupa ca yKIbYYSHHUM MapaMeTpoOM BPEIH jOIII
1 6ox, a ycrioB a Tayka mpumnaaa npaBoj (JTuHeapHa jenHaunHa) Takohe 1 601. Pemien
cucteM (onmpehenu koedurujeHTH npasma) 3 0ona, a pemieH 3agarak (oapeheH yrao
u3Melyy Tanrent) cBux 10 6070Ba. t - BpeIHOCT MOKa3yje Ja pa3iuka mpoceyHor Opoja
ocTBapeHux 00710Ba Ha 3. 3aJaTKy HHje CTATUCTHUYKU 3HAYAjHA.
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3a t - BpeIHOCT BaXKu

IITO 3HAYM JIa j€ pa3jIvKa MPOCEUYHOr Opoja ocTBapeHWX 00/10Ba Ha 3. 3a/1aTKy CTAaTH-
CTHUYKH 3Ha4YajHa, ca rmparoM 3Hadajaoctu o = 0.05.

4. zadatak
4. 3apaTak - pe3ynrtar
K-grupa | E - grupa 80%
0-2 | 2222% | 556% < 70%
3-5 61.11% 38.89% E 60‘;/0
6-8 | 16.67% | 38.89% 5 oo # crome
9-10| 000% | 16.67% S 30% | =
Xsr = 3.7222 6.0000 E‘;’_ 20% +
& 10% -
O = 1.8501 2.4944 0% -
t= 3.0240 0-2 3-5 6-8 9-10 opoea

Y 4. 3agatky, UpTEeX H jeJHAUYMHA TIpaBe CBEJCHAa Ha CETMEHTHHU, WU
eKCIUTMIIUTHA OONMUK BpeAHyjy ce ca 3 Ooma. [Ipumena maror ycmoBa (oapehen
Koe(UIIHjeHT TpaBIa) KOpUIThemeM jeTHOJb O] OBUX OOJIMKa BPEIHYje ce ca HOBa 2
0072, a HaJaXeme OJiceYKa Ha OopaWHATH ca HoBa 3 Ooma. Oxpehena (tauno jemHa!)
jemHauuHa BpeNHyje ce ca mpeocrtana 2 6omxa. Onpehene jeqnaunne, 6€3 npenu3npama,
KOja UCIyHaBa 3aJaTH yCJIOB, BPEIHY]E cE ca YKyImHO 8 00/I0Ba. t - BPEAHOCT MOKa3yje
Ja je pasiauKa MpOoCceuyHOT Opoja ocTBapeHMX OojoBa Ha 4. 3alaTKy CTaTUCTHYKH
3HayajHa.

3a t - BpeIHOCT BaXKu

IITO 3HAYM Ja j€ pa3uKa IIPOCEYHOr Opoja OCTBApPEHUX 0010Ba Ha 4. 3a1aTKy CTaTH-

CTHUYKH 3Ha4YajHa, ca rmparoM 3Hadajaoctu o =0.01.

Takohe kao m y 5.8.1. 3akibydyjemMO, Ja je ycCHIeX EKCIEpUMEHTAIHE TpyIe
pe3yaTar epuKacaHOCTU MPUMEHE HacTaBe y3 momoh padyHapa, mTo oMoryhyje 6ospu
00pa3oBHU y4YMHaK (yCIeX) y HACTaBH aHAIUTHYKE T€OMETpH]e.

5.8.3. 3bUPHU PE3YJITATH

3a ananu3y 30MpHUX pe3yJTara carjieqaBa ce yCcrex Ha HUBOy o0e IIKOJIe, TaKO HITO Ce
rmocMaTpajy JBe Tpylie y4eHHKa: rpymna 46 ydeHuka Koju cy o0yxBaheHH HAcTaBOM Y3
nomoh pauynapa (E, — rpyma) u rpyna 47 y4eHuka oO0yxBaheHUX TpaJHIMOHAIHOM

HactaBoM (K, — rpyma). ¥V Ty cBpXy npukazaHu Cy 30MpHHU Pe3ylnTaTd (UHAIHOT

TECTa, Ca MMOCEOHUM OCBpPTOM Ha HpO6J'IeMCKC 3a1aTKE, Ka0 U PE3YJITaTu ITOHOBJBCHOT
TECTA.

5.8.3.1. ®unajum rect
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36upHH pesynTatd OHHAIHOI TecTa, MOKasyjy O0ospu pesyntar E; — rpyme mo
IPOCEYHOM OpOjy OCBOjEHUX IIOEHA MO y4eHHKY: X, =46.56522 u y, =33.6383, 1j.
pasiiiKa apUTMETHYKHX CPEIMHAa OCBOJEHUX 0070Ba IO jeJHOM Y4eHUKYy E, — rpyne n

K, —rpyne usHocu d (X, ¥, ) =12.927 6onosa.

Ta6ena 10. 30upHu pesyararu @UHAJHOT TecTa

Fpyna | n PU AS STD t p

Eo 46 | 58.21% | 46.56522 | 15.01398
Ko 47 | 42.05% | 33.6383 | 15.19998

Eo + Ko 4.080806 | 0.000962

ExcnepumenTranHa rpymna je ycHeliHuja, HE caMO Ha OCHOBY IpoceyHor Opoja
OCBOjeHHMX 00JI0Ba MO jeJHOM YUYEHHUKY, Beh U Ha OCHOBY YKYITHO OCTBapeHUX 00/10Ba,
(YKynHO peleHor tecta), 1j. p, =58.21%, a p, =42.05%. Ycnex excnepuMeHTallHe

rpyIie oTBphyje eprKacHOCT MPUMEHCHUX CPEACTaBa, METo/1a M 00JIMKa paja HacTaBe
y3 moMoh pauyHapa, Tj. apupmuIie mo3uTUBAH YTUIQ] EKCIIEPUMEHTATHOT (aKTopa.

Takohe, kao ¥ y cBakoM MOjeIMHAYHOM CIlyuajy, KpuBa pacrojeie (ppekBeHinja
E, — rpyne, nomepeHa je y 061acT y Kojoj ce Hanase Behu 6010BHU pe3ynTaTu, JIECHO
y OIHOCY Ha KpuBy pacmnozene (pekseHuuja K,— rpyme. Ycmex y pellaBamby

MOjeIMHUX 3aJaTaka JCTaJbHO je aHamm3upaH y Tadakama: 5.8.1 u 5.8.2. OBne je nmat
jenaH KOMOWHOBAaHM XHUCTOTpaM Yycliexa y pellaBamkby TOjeJIMHUX 3ajaTaka Ha
OUHATHOM TECTY.

MonuroH pacnopene dppekBeHUuuja - PUHaANHU TeCcT

40%
35%

30% A
o / \

s / \
5% / AN o
o // ¢<«/\ \\ :

9-17 1826 27-35 36-44 4553 54-62 63-71  72-80
BopoBu - UHTepBanu

¢pekBeHUMje

Kako je HaBeneno y 5.7.3. 3amaum 1, 2, 3,4, 5. u 6, cy pemaBanu Ha GUHATHOM
TeCTy y TMMHa3uju ,,JoBaH JoBanosuh 3maj* y HoBom Cany a 3agaum 1', 2', 3', 4", 5'u
6'y rumHaszuju ,,Hukona Tecna“y AnaTuny.
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Ycnex y pewnaBamwy nojeAMHUX 3apgaTtaka - pyHanHum tect

100
90
80 -
70
60 1 EK-rpyna
50 1 BE-rpyna
40 -
30
20 A
10 -

% ycnexa

#2023 4 5 6 1 3 4 5 &  3ajam

W3 HaBeneHuMx mojaTtaka je jacHO na 30MPHH pe3ynTratd (UHATHOT TeCTa HE3HATHO
oJIcTymajy o oaroBapajyhux pesynrara mojeIMHAYHO 33 CBAKY IIIKOJTY.

5.8.3.2. IIpodaemcku 3aganu

Ycnex y pe3yaTary perraBama nIpoOJeMCKHX 3ajaTaka mprukas3aH je Ha [loaurony
pacnogene ¢QpekBeHmuja Opoja OCBOjeHMX 00m0Ba, THE je KpUBa pacrojene
¢pexsenimja E; — rpyme, 3Ha4ajHO MoMepeHa y JeCHO, Y OJHOCY Ha KPUBY pacIojiene

¢dpexsenunja K, — rpyne. To mokasyje na je, y pemaBamy IpoOJIEMCKHX 3ajaTaka,
3HaTHO Behum Opoj ,,005pMX pesynarata™ npumao yudeHuuuma E, — rpyme Hero

yuenunuma K —rpyme.

MonuroH pacnopgene cpekBeHUMja - NpoGNeMcKu 3agaum
40%

35% -

30% - A
25% - ==K - rpyna
20% - e=fr=F - rpyna
15%

5% Y

0% T T
1-5 6-10  11-15 16-20 21-25 26-30 31-35 36-40 6oa0BM

®pekBeHUuUje

Takobe, E, — rpyna ycnemnuja u mo npoceyHom Opojy OCBOJEHUX IOE€HA IO yYEHHKY
y pelaBamy mpoOiieMckux 3azaTtaka: x, =21.04348 u y, =11.34043, u no Gpojy
YKYIIHO OCTBapeHUX 0010Ba Ha MpPOONEMCKUM 3ajauuma, Tj. p, =52.61%, a

Py =28.35%, mTo je npukazano y Tabemn 11.
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Tabena 11. 30upHu pe3yaTaTu - NpodJIeMCKH 3a1a1H

Fpyna | n PU AS STD t p
0,
Eo + Ko Eo 46 | 52.61% | 21.04348 | 10.51698 4714658 | 0.0000869
Ko 47 | 28.35% | 11.34043 | 9.077156

5.8.4.3. [loHOB/LEHH TECT

30MpHM pe3ynTaTH MOHOBJBEHOI TecTa, Takohe mokasyjy ycmex E, — rpyme y
ognocy Ha K, —rpyny. Haume, Ha ITomurony pacnogene ¢gpeseHiuja 6poja 0CBOjeHHX
OozmoBa, yodaBa ce Ja je je KpuBa pacmogene ¢pexseHuuja E, — rpyme, 3HauajHO
IOMEpeHa y JAeCHO, Y OJHOCY Ha KpuBYy pacmojeine ¢peksenimja K, — rpyne, 1j. u y
OBOM CIIy4ajy je 3HAaTHO BHILE ,,00JpMX pe3ynrara‘ mpumnajio ydyeHuiuMa E; — rpyme

Hero yueHunuMa K — rpyne.

NMonuroH pacnogene ppekBeHLMNja - MTOHOBILEHU TECT

27%
24%
21%

A
/S N\

2 /
§. 18% N
3 15% /
E 12% A [ / +K-rpyr|a
L 9% \ / /A/ \-\ —A— E-rpyna
8 o ~ \-\
~=
%
0% : : : : : : :
0-5 6-10  11-15  16-20 21-25 26-30 31-35  36-40

BopoBu - uHTepBanNun

Ha IlonoBsseHoMm TecTy, E, — rpyna ycnemsuja mo npoceqyHom 0pojy OCBOJEHHX

IIOCHA 110 YYEHUKY X, =26.95918 u y, =18.02564.

Tabena 12. 30upuu pesyararu [loHoBmeHOr TecTa

Fpyna | n PU AS STD t p
Eo + K Eo 45 | 67.40% | 26.95918 | 10.58678 3947085 | 0.00016
0 0 Ko 43 | 45.06% | 18.02564 | 10.22186 ' '

CnnyHo je ca OpojeM YKyHmHO OCBOjeHHUX OomoBa, Tj. p, =67.40%, a

Py =45.06%, mro je npukasano y Tabemn 12.

Ca xucTorpamMa ycrexa y peliaBamy ojeIMHuX 3a1aTtaka Ha [IoHOBJbeHOM TecTy,
BUIU C€ Ja Cy YYCHHMLM EKCIepUMEHTajHe rpyne OWiM yCHEIIHUJU OJf YUYCHHKA
KOHTPOJIHE TPYyIIe Y CBUM 3aJaliMa.
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Ycnex y pewaBaky NojeAMHUX 3aAaTaKa - NTOHOBILEHU TECT

100
90
80
70

% 60 mK-rpyna

:% 451,3 W E-rpyna
30
20
10

0 : :
1 2 3 4 1 3aparak

5.9. Pe3ume

Y wMmanom Opojy IIKoila IOCTOje KaJPOBCKH YCIIOBH, YCIIOBH NpPOCTOpa M
OIPEMJbEHOCTH, PACIIONIOKECHEC HACTABHUKA MAaTEMAaTHUKE, KA0 U OCTAJIMX HACTaBHHUKA Y
KOJICKTHBY, 32 CIIPOBONEH-€ jeJHOT OBAKBOT UCTPAKHIBAIHA.

Yecro ce nemana J1a, ako je IIKOJIa COJUAHO ONPEeMJbEHA, OHJa HACTAaBHUIIM, UIIH
HUCY 00y4YeHH 3a yBOleme pauyHapa y HacTaBy, WM TO HE Xkelle, HaKo Cy 00y4eHHU.

Ha cpehy, oBo nctpakuBame HUCY TpaTWIH MPOOJIEMHU OBE BpcTe, Beh HApOTHB,
MOCTOjall Cy COJIMIHHM YCJIOBH 3a CIpOBOheme HCTpakMBama, Kako y TOTIeny
MO3UTHUBHOT OJTHOCA, UICKYCHUX U BEOMa OCIIOCOOJbCHUX HACTABHHKA MaTEMaTHKE, TAaKO
W Yy TOMJIEAy OINPEMJbEHOCTH 00€jy IIKOJa, M KOHAYHO, PACIOJIOKEHA HHXOBHX
JTUPEKTOPA JIa HCTPAKUBAE OYJIe YCIICIIHO CIIPOBEICHO.

[lenaromka McTpakuBama, Koja MOAPa3yMeBajy Ja MPETXOMHO Tpeba oO0yduuTH
YJIaHOBE €KCIIEPHUMEHTAJIHE TPyTIe, 3a YCIEIIHO yBoheme eKclepruMeHTaHor (hakTopa,
BEOMa Cy OOMMHA U CIIO’KEHA, a lbUXOBO CIIPOBOl)eHm-e uecTo mpaTe 1 HeKe oTexkaBajyhe
oKOoTHOCTH. Tako je OMII0 U ca OBUM HUCTPAKHBAEM.

Ha npumep, manu 0poj y4eHHKA, Mambe OJ1 YSTBPTUHE, KOPUCTHIIN Cy 00pa30BHU
coptBep GeoGebra, mpe moyeTka UCTpaKUBaKkA, a TO 3HAYM J1a j€ 3HATHO Mamhe OHUX
y4YeHHUKa KOjU Cy MOTJIM BbUME YCIIEITHO U J1a ce ciyke. To je cBakako mpobiieM uuje je
MPEBa3HIAKEHE 3aXTEBAJIO TOJATHH HArop. buio je moTpeOHo:

— mnpuiarohaBame HACTAaBHHUX CaJpiKaja aHAIUTHYKE F€OMETpHje HOBUM YCIOBHMA
HAcTaBe M HHUBOY OOYYEHOCTH YYCHHKA, Ja KOPHCTE YHAmNpel MPHUIPEMIbCHE
arumnkanuje y mporpamy GeoGebra,

— ycnemHo obpahuBaTH HAcTaBHE caJp)kaje, ca KojuMa ce ydeHunu cycpehy mo
NPBHU YT,

— YIOPEIo C THM, y X0y, IIOCTEIIEHO 00y4YaBaT YUCHUKE 3a YCICIIHY BU3yasIun3a-
LUjy CJOXKEHUJUX MaTEeMaTHYKUX KOHIIeTaTa, KpeupameM oaronapajyhux
arukainyja 'y nporpamy GeoGebra.

C TuM y Be3W, YJIOXKEH je BEIMKH TPYH, OJf CTpaHE CBHX YYECHHKA Yy
UCTpaXHBamy, Ha FHETOBOj KOPEKTHO] peanm3anmju. [loceOHa maxkma je mocBeheHa
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JUIAKTUYKOM [PUHLUIY BHU3yalu3aluje, M TNPUMEHM HACTaBHUX MeToja —
00jallkbaBayKo-MIyCTPaTUBHE U PETIPOSYKTHUBHE.

PesynraTtu Koje cy IOCTUINIM YUEHHIIM Y pelliaBamy 3ajaTaka, aHaJIu3upaHu y 5.8,
ynyhyjy Ha 3ak/by4ak Ja Cy IIOCTaBJb€HM LWJb M 3aJalldi OBOT MEJaromKor
HCTPAKUBaba PEATU30BaHHU Y OTIIYHOCTH.

Ha ocHOBy peamm3amyje IIOCTaBJbEHOT IMJba M IIOCTaBJCHUX 3ajaTaka
UCTpaXKMBamba CTBOPEHU Cy YCJIOBU 3a U3Boheme cieaehux 3akjpydaka:

— TloTBpheHo je na mocToje MeaaronKo — AMJAKTHUKY MPEIYCIOBU 32 YCICUIHY
INpUMEHY HacTaBe y3 IoMoh pauyHapa y peajau3alijl HacTaBHHUX cajapikaja
aHAJMTUYKE T€OMETpPHje Y THMHA3U]jH,

— TlotBpheno je noBehame 0Opa30BHOT yUMHKa, y HACTAaBU y3 oMoh pauyHapa,
y OJIHOCY Ha TPaJAMLMOHAIHY HACTaBYy, KOjU CE€ OrJie[la Y OCMOCOOJbEHOCTH
YUCHHMKA 32 CaMOCTAJHO y4Y€HhE M CTUIAE 3Hama, 3a MPHUMEHY CTCUCHHX
3Haa, Kao U y MOTJIely TPAQjHOCTH CTEUYEHHX 3HAbA.

To 3HauM ga je HacTraBa y3 IOMOh payyHapa HacTaBHU CHUCTEM y KOME ce
YCHEIIHO peain3yjy HaBeIeH! IIUJbEBU CaBpEMEHE HaCTaBe MaTeMaTHKe.
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6. 3AK/bYYAK

Ha ocHOBy M31I0KEHOT y INPETXOAHUM IJ1aBaMa OBE JOKTOPCKE QUcepTauuje H

HACTaBHUX CaJip)kaja aHAIWTHUYKE T€OMETPHje Y PaBHH, MPE3CHTOBAHUX y TPUIOTY —

MHTEPAKTUBHOM YIIOCHHKY, KA0 1 HAa OCHOBY CITPOBEJEHOT MEAAaromKor HCTPaKUBamba,
MOTY C€ U3BECTH cienehu 3aKk/byylin:

1. YcnmemHo je peann3oBaHa MeETOAWYKA TpaHc(opmaldja HAyYHMX Yy HACTaBHE

cajipykaje aHaJMTUYKE TeOMEeTpUje Y pPaBHH, Y HACTaBHOM CHCTEMY HAcCTaBa Y3

nomoh padyHapa, IITO TOTBPhYjy yCHEIHO UeyleHH crneaehu 3anamm:

a)

6)

1)

7e0 cajipKaja aHaJUTHYKe reomerpuje, oopahen je y I'maBu 3. (omesbum: 3.4,
3.5. u 3.6.) u I'maBu 4. MOKTOpCKe naucepTaluje, U3pagoM OAroBapajyhux
aluMKalyja W TEHePUYKUX opraHusatopa y mporpammma GeoGebra wu
Matheamtica,

tema ,,OmniTa KBajgpaTHa jeJJHAYMHA W KpUBa Apyror pena’, odopalhena je Ha
NMOTINYHO HOB HAYMH — HM30METPH]CKUM TpaHcpopMalmjama caMe KpHUBE Yy
UCTOM KOOPIMHATHOM CHCTEMY, a He TpaHC(HOPMAIMjOM KOOPAWHATHOT
CUCTeMa — MOCTYNKOM YyOOM4YajeHUM, U y aKTyelHO], U y TpPaaUuIMOHATHO]
yuOeHHuKoj muTeparypu (BuaeTu takohe [76]),

u3palleH je MHTEpaKTUBHU YHOEHHK aHAIUTUYKE TeOMeTpHje, NpuiaroheH
HacTaBu y3 momoh pauyHapa, mpumeHoM oOpaszoBHor codrBepa GeoGebra u
Matheamtica, cHabmeBeH ca mpeko 250 ammuKanMja W TEHEPUYKHX
opraHu3aropa pa3Hux neuHuIja, 0COOMHA U Pelllba 3a/1aTakKa,

HAaCTaBHO TPAIMBO U3JIOXKEHO Yy YUOCHUKY, TpeaBuheHO je aKTyeITHUM
HACTaBHUM IPOrpamMoM 3a 00paay y PEIOBHOj W JOJAaTHO] HACTAaBU, a HEKH
caJip>Kaju y PUIIOTY TOTO/IHU CY U 3a U3pajly MaTypCKUX PaJioBa,

y oxeJbKy 3.6, ['maBe 3. mOKTOpCKe ucepTanyje 'y UHTepaKTUBHOM YIIOCHHUKY,
npuMeHoM mnporpama GeoGebra aHuMupanu Ccy eJeMEHTapHU EKCTPEeMallHU
MpoOJIEMH ¥ IPUMEHEHU Yy 00paJi ONTHYKOT CBOjCTBAa KPUBUX JIPYTOT pesa, ca
HEKMM 3HaYajHUM TpuMeHama (y Be3u ¢ THUM BuueTH Takohe [73], [74], [75],
[76], [77] ), [77]16) , [77] B) ),

y onesbiiuma 3.5. m 3.6, I'maBe 3, y I'maBu 4. MOKTOpCKE AMcepTanuje U y
onesbky 7.2. JlomaTka WHTEPAKTHBHOT YIIOCHWKA, NPHUMEHOM Iporpama
GeoGebra n Matheamtica, ycnemHo cy npe3eHTOBaHE M30METPUjCKE U auHe
TpaHcopmalrje U MPUMEHEHE Y aHAlTU3U HACTaBHUX METOJIa U Y pellaBamby
HEKHX Ba)XKHMX 337]aTaKa;
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2.V opmemuuma 3.1, 3.2. m 3.3, T'maBe 3, nerasbaHo je Teopujcku obOpaheH
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IUJAKTUYKM CHCTEM HacTaBa y3 IOMOh pauyHapa, peanusanujoM cienehux

3aJaTakKa:

a)
6)

1)

aHaIM30M MehycoOHe 3aBUCHOCTH (DakTopa HAacTaBe,

aHAJTM30M JUJAKTUYKUX MPUHIUNA, 3aCTYIUbEHUX y HACcTaBH Y3 MOoMoh
padyHapa, ca MOCEOHMM HAriIackoM Ha TPUHIMII WHIUBUAyaIU3aldje U
TIPUHIIAIT BU3YeIU3aIyje,

KJIacupuKaujoM M TMPUKA30M HACTABHHX METOJIa KOPHUIINEHEM TO0JIeCHO
dbopMHUpaHNX TEHEpUYKHX opraHuzaropa y mnporpamuma GeoGebra wu
Mathematica,

aHaM3oM obOpa3oBHOr codrBepa (mocedbHO GeoGebra m Matheamtica), koju
Ipe/cTaB/ba MOTPedaH yCJOB 32 YCICUIHY peanu3aljy HacTaBe y3 momoh

pauyHapa,
aHAJIM30M MECTa, yJIOT€ M CYIUTHMHCKOT yTHIlaja HACTaBHMX CpEACTaBa —

padyHapa u 0oOpa3oBHOT co)TBEpa, HA KapaKTep HACTaBe MaTeMaTHKE, a
noce0OHoO

— Ha KapaKTCp HACTaBHUX MCTOAA,
— Ha JUJAKTUYKC [IPUHIUIIC,

YUME je jOII jeIHOM IMOTBpheHa HUXOBa yJjiora y HAcTaBH MaTeMaTHKE U
YUIbEHUIIA J1a payyHap U 0Opa3oBHU CO(PTBEp NpEACTaBIbajy (UCTBPTH)
daxkTop HactaBe, Tj. AOKa3yje ce Ja je HacTaBa y3 momoh pauynapa —
noce0aH AUIAKTHYKH CHCTEM;

Pe3yaraTu meaaromkor McTpaskuBama, npukaszanu y ['nasu 5., motphyjy na
Cy MOCTaBJbEHH IIMJb U 3a/1alld OBOT IEJarolIKor UCTPaKMBamba Pealin30BaHU y

MOTIIYHOCTH, OJAKJIC HCIIOCPCAHO CIICAN:

a)

6)

noTBpheHo je nmoBehame 00Opa30BHOT YUMHKA, y HACTABH Y3 IOMOh padyHapa,
y OOHOCY Ha TpaaulMOHATHY HacTaBy, INTO ce€ orjaeaa y 00b0j
0CIOCOOJHEHOCTH yUYEHHMKA 33 CAMOCTAJIHO Y4Y€HE U CTUIAkE 3Hama, 3a
YCIICUTHH]y PUMEHY CTEYCHUX 3Hama, Kao M Behy TpajHOCT CTEYEeHUX 3Hama,

mOTBPHECHO je J1a TIOCTOje MEeIaronikKo — TUAAKTHYKH PEAYCIOBH 32 YCICITHY
MPUMEHY HacTaBe y3 momoh pauyHapa y peaim3alivdju HaCTaBHUX caJpikaja
AHAJTMTHYKE T€OMETPH]e y TUMHA3H]H,

pe3yinTaTd 1Ba HCTpaXKMBamka, OJ HaBEICHAa TPH, JACITUMHYHO CYy
nyOnIMKOBaHM Ha 12. CPIICKOM MaTeMaTHYKOM KOHrpecy, (Y BE3H C TUM
BHzeTH [75])

N3 HaBeneHor cieam 1a cy NOCTaB/beHH IU/bEeBH JOKTOPCKe AUCEpTaluje
yCHelHO Peaju30BaAHH Y OTIIOHOCTH.



Ha OCHOBY H3JIOKCHC peanmaulxlje NOCTAaBJbCHUX LUJbCBA U 3aJlaTaKa JOKTOPCKE
z[HcepTauI/Ije, HYXHO je Jda €€ HarjlaCu Ja OHO HITO IpCACTaBJba OCHOBHC BPCAHOCTH
AUOAKTHYKOI' CUCTC€AM — HaACTaBa Y3 nmomoh padyHapa, U IOTO TI'a YWHU IIapaJurMa-
TUYHUM Yy HACTABU MAaTCMATHUKE, Orjicaa CC y:

1. MoryhHocTn Bu3yenu3anuje HACTABHUX Cajp:Kaja

Busyenusanuja HacTaBHHX caAp)kaja y OBOM JHJIAKTHYKOM CHCTEMY je
AWAAKTHYKM NpuUHOUN. Busyenusamuja je y CBakoj HAcTaBHO] METOOU OBOT
HacTaBHOT cucTeMa, 3Hayu — Huje meton. (be3 oBor mpuHIMNa, HacTaBa y3 momoh
padyHapa Omina Ou HacTaBa y3 MOMOh T0OpOT TUTHUTPOHA).

2. MoryhHocTy u3rpaame reHepuuKux OpraHu3aTopa

['eHepuYKH OPraHU3aTOPH Ka0 CPEMHA 33 Pa3BHjabe U MPUMEHY MATEMAaTHUKUX
KOHIIeTIaTa, MPEeACTaBJbajy HJCANHE YCIOBE 33 KOTHHUTUBHO — BHU3YEJIHHM MPUCTYH Yy
pasyMeBamy M YyCBajalby MAaTeMaTHUKUX CaJApkaja, WACAITHO CpPEACTBO 32
BU3YEJIN3allijy HACTAaBHOT CaapiKaja.

3. MoryhHocTH npuMeHe caBpeMeHMX HACTABHMX MeTO1a

HacraBa y3 momoh pauyHapa, mokasana ce Kao IUAAKTHYKH CHCTEM Y KOME ce
MOTY YCIICIIHO NPUMEHUBATH CaBpEMEHE HACTaBHE METOAE, MOCeOHO mpolieMcKka u
uctpaxupauka. OBe wmerone, u3Mmel)y octanor, o06e30ehyjy InyOoko ynaxewme y
CYIITHHY W3y4YaBaHOT Mpo0ieMa, MOBHUIICHO JIMYHO aHTaKOBAakE M MHTEPECOBAE 32
yuemhe CBaKkol YYEHHKa, IITO HUMa 3a TMOCIEAUIly pa3BHjalbe CTBapaJauKux
CIOCOOHOCTH YUEHUKA.

4. MoryhHocTy nHAMBHAYATH3ALHMje HACTABE

Y OBOM HACTaBHOM CHCTEMY, IIOCTOje CBH YCJIOBH 3a YCHEIIHY
I/IHI[I/IBI/I[[yaJ'[I/ISaHI/ij HacCcTaBEC n I/IHI[I/IBI/I)IYJ'[I/ISaHI/ij AKTUBHOCTHU Y4YCHUKA.
WNupuBrayann3oBaHa HacTaBa MaTeMAaTUKE MOTHBHIIE YYeHUKA HA AKTHBHOCT, TUME
ITO My OCTaBJ/ha MOTYNHOCT /1a paad Ha OHOM HHUBOY KOJH j€ 3a mera yBek mMoryh u
JOCTHDKaH.

To 3Haum n1a je HacTaBa y3 noMoh padyyHapa IMIAKTHYKH CHCTEM y KOMe ce
yCHEelIHO peanu3yjy HaBeJeHH LW/beBH CaBpeMeHe HAacTaBe MaTeMaTHKe:
pa3BHjambe CTBApaIavyKoOl MHIL/beHhA, CTHIAKE MAaTEeMAaTHYKHUX 3Hakba U yMemba,
HEONXOJHMX 32 pasyMeBame 3aKOHMTOCTH Y NPUPOIM M APYIUTBY W NPUMEHY Y
CBAKO/IHEBHOM KHBOTY.

Ha xpajy, Ha OCHOBY Hampe] M3BEJIEHUX 3aKJbyuyaKa, MOKE C€ KOHCTaTOBaTH Jia
Jj€ MOCTAB/beHU OCHOBHHU IIJb JOKTOPCKe JHCEepPTalije 0CTBapeH Y NOTIYHOCTH, Tj.
0Ba JIOKTOpPCKa Aucepranuja Tpeda na nonpuHece yHanpelewy Teopuje u npakce
MeETO/IMKEe HACTaBe MaTeMaTHKe (AaHAJIUTHYKE TreoMeTpHje) Yy THUMHA3MjH, Y3
MoryhHocT agexkBaTHOr u300pa, apTHKyJauuje U TpaHchopManuje HACTABHHX
cajp:kaja M HHHUX0Be IMIAKTHYKe o0pajae y OKBHPY AWAAKTHYKOI CHCTeMa
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HacTraBa y3 nomMoh padyyHapa, YUMeE €€ HaCTaBa MaTEMAaTHKE yCMeEpaBa Ha npoiec
CTHIAKBA 3HAA " MOFthOCT IMPUMEHE 3HaAbA.

Ha T1aj HaumH pe3ynTatu AOKTOPCKE JucCepTalMje NpeAcTaBbajy 3HadajaH
JONIPUHOC pelllaBamby OCHOBHOT M YBEK aKTYeJHOI Mpobiema — rnpobiiema yHanpehema
HAcTaBE MaTEMAaTHKE.
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BPAHKO INPEHTOBHUh
- KpaTka ouorpaduja -

Pohen cam 03.02.1954. romune y Cprckoj
pwu, onmtuHa Hosa Lpwa. Y Bojsoga Crenu cam
3aBpmno OcHOBHY mikoiy 1968. rogune, a ['umuazu-
Jy y Cprckoj Lpwu 1972. roqune. Ha UnctutyTy 3a
MaTeMaTtuky, [IpupogHo-maremaTnykor ¢axynrera y
Hosom Cany, aumnomupao cam 1985. roaune u
CT€KAa0 CTPYYHH Ha3WB: IUIUIOMHPAHH MaTeMaTH4dap.
[Tepuon oxn jyna 1980. rogune, no jyna 1981. ronune,
MIPOBEO caM Ha OJICTY)KEHY BOJHOT POKa Y TAAIIkO]
JHA.

CrienijamiucTUiKe CTyHje U3 HaydyHe 001acTh
HyMepHuKa MaTeMaTHKa, 3aBpLIMO caM Kajxa caMm JernemOpa 1999. ronune, Ha
Wucturtyty 3a Matematuky, [IpuponHo — maTemaruukor (akynrera y HoBom Cany, roe
caM oA0paHMO CIELUjaIu-CTUYKK paj MOJA HAclIoBOM ,,Heke BapHjaHTe AUPEKTHOT
pelraBama TUCKPETHUX aHAIOTOHA OOMYHUX MTU(EPCHIIM]aTHUX jeTHAaYHHA .

Marucrtapcke cTyauje U3 HMCT€ HayyHe oOJacTM HyMepHyka MaTeMaTuka,
3aBpIIMo caMm Ha JlemapTMmany 3a MareMaTHKy [IpuponHo - MaremMaTHukor QaxynTera,
Vuusepsutera y Hosom Cany, rae cam jyna 2003. roguse, og0paHHO MarucTapcky
TE3y MO/ HACIOBOM ,,HyMeprdko pemaBame CHHTHIAPHO MEpTypOOBaHUX pobdiaema ca
HEJIOKAJIHUM KOHTYpPHHUM yCIIOBHMA™.

On 1. cenrem6pa 1978. rogune, pagum y Oyanuma, y tagamso] 3CHI ,,JoBan
JoBanoBuh 3maj“, koja kachHuje mnpepacta y CHII ,25. maj“, kao mnpocdecop
Matematuke. [lo meroBom ykumamy u Qopmupay CCHI — ,,Texamuke mkone*
Oyarwy, y uctoj pagum ox centemOpa 1990. roaune, 1o HoBem6Opa 2000. rogune, kaga
npenasuM y TUMHa3Wjy ,JoBaH JoBanoBuh 3maj“ y Opamuma, Takohe Ha TOCIIOBE
npodecopa marematuke, a TokoMm mkosncke 2002/03. u 2003/04, mpenaBao cam u
npeamer WHpopmartnka u padyHapctBo. ABrycra 2004. romuHe wn3abpaH caM 3a
nupektopa ['MMHa3uje, ¥ Ha TUM IOCIOBMMa caM pajuo 10 Kpaja okrtoOpa 2005.
TOJIMHE.

Hakon u306opa y 3Bame BHIIEr IpegaBada 3a mpeaMeT: MeToauka pa3BHjama
MOYETHUX MaTeMaTHYKUX MojMoBa, paauM ox 01.11.2005. ronune Ha Bumoj mkomnm 3a
oOpazoBame BacnuTaya y Kuxuamu. OBa mikona Ha OCHOBY 3akoHa o Bucokxom
obpaszoBamy (2005.), mocraje Bucoka mkoja CTPYKOBHUX CTyaja 3a 0OpazoBambe
BacnuTaya y KUKMHAM Ha KOjo] HacTaBbaM Jia PaJuM y UCTOM CBOjCTBY IIpe/iaBaya 3a
npeaMer MeToanka pa3Bujama MOYETHUX MaTEMAaTHIKUX TIOjMOBA.

TokoM npoTeKyIor Nepruoia, U3JarabeM CaoNITeHha, y4ECTBOBAO CaM y paay:

— XIV Kondepennuje uz npumemene marematuke [IPMIM 2000, Cy6oTuua,

— 12. Cpnckor marematuukor konrpeca, Hosu Cag, 2008.

— XVIII Conference on Applied Mathematics — PRIM 2009. Cy6otuna

— Mebhynaponna nayuno-ctpyuna koHdpepenmuja METOJUYKN JAHU [ca Temom]
Kommerennuje BactiuTaya 3a ApyImTBo 3Hama, 25. maja 2013. BHICCOB Kukunna

— Cenmu wmebhynaponnu cumnosujym  TEXHOJIOTMJA, NHOOPMATUKA U
OBPA30OBAE [ca TemoMm]| Ctame u mpo0OiieMu, UJbEBH U MoryhHOCTH, TIpOMEHE
u nepcruektuse, 20. u 21. cenrrembap 2013., dunozodceku dakynrer y bama Jlymnu
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VY ucrom nepuoay, HacTaiau cy u cneaehu pagosu:

1. b. IIpentoBuh: Hexe degpunuyuje u koHcmpyKyuje Kpusux opyzoe peoa Koje ce
pehe kopucme (nipumena pauyHnapa), [legaromka crBapuoct LIII, 9-10, HoBu
Can, 2007.

2. b. IlpenrtoBuh.: Ilpupoonu 6pojesu y meopuju u y nouemnom mamemamuikom
obpazosa-wy, llenaromka ctBapaoct, LIV, 5 — 6, Hosu Caz, 2008.

3. IlpentoBuh, b.: Pauynap y nacmasu anarumuuxe 2eomempuje — NEAarouKko
UCTpaXKuBame, 300pHUK pagoBa 12. Cprickor MaTeMaTHUKOT KoHrpeca, HoBu
Cagn, 2008.

4. TlpenrtoBuh, b.: Pauynap y Hacmaeu anarumuuxe 2eomempuje — TpUMEpPU
npuMmene, 300pHuK pagosa 12. Cpnckor maremarnykor koHrpeca, Hosu Can,
2008.

5. TlpentoBwh, b.: Hexu kpumepujymu demusocmu npupoouux opojesa, 300pHHUK
BIICCOB y Kuxunau, roguna [V 6poj 2, Kukunga, 2008.

6. IlpentoBuh, b., Xepuer /.: Anaruza onwme xeadpamue jeOHavuHe-npuMeHoM
pauynapa, llenaromka ctsapHoct, LV, 9 — 10, Hosu Can, 2009.

7. llpentoBuh, b. Mucaono nocuuxe onepayuje u pazeujarve nouyemHux
mamemamuuxux nojmosa, 36opauk BILICCOB y Kuxkunau, ronuna VII 6poj 2,
Kukunna, 2012.

8. IlpentoBuh, b. Pauynap y ¢ynxyuju pazeujaroa nojmosa o ckyny u npupoonom
opojy, 36opauk BILICCOB Kuknnaa, ronuna VIII 6poj 1, Kukuaga 2013.

9. TIlpentoBuh, b., Xepuer, . Pauynap y ¢yuxyuju susyanuzayuje HacmagHoz
caopoicaja, 36opauk pagoBa THUO VII, 20. u 21. cenrembap, Punozodcku
¢dakynrer y bama Jlynu, 2013. (pax mo3UTHBHO pelIeH3UpPaH, Y IITAMIIH)

10. Prentovi¢, B. Racunar u funkciji individualizacije nastave matematike,
Metodic¢ki obzori, Pula, Republika Hrvatska (rad pozitivno recenziran, u
Stampi)

Kao pesynrar paga Ha peanusaiyju HACTaBHUX cajipikaja U3 mpeameTa Meroanka
pa3BHjama IMOYETHHX MaTeMaTHYKHWX I10jMOBa, Ha Bwumoj mkomn 3a o0Opa3oBame
BaclMTa4ya, OJHOCHO Ha BHCOKO] IIKOIM CTPYKOBHHUX CTyAHMja 3a 0Opa3oBame
BacnuTavya y Kukunam, HacTao je u yii0eHuK:

1. TlpentoBuh, b., IlpentoBuh, P.. Memoouka pazeujara nouemmux

mamemamuykux nojmosa, nnaxkra — Hosu Can, 2011.

[Tomro cam caB mocanamismbi pagHU CTaX MPOBEO Y HACTaBH, CUTYPHO je, Aa je
METOJMKa HacTaBE MaTeMaTHKe jeHa O]l HajBAXHUjUX chepa MOT CTPYUHOT U HAYYHOT
ycaBpllaBama y IyroM BPEMEHCKOM Mepuoy. Pesynrar myroroauimer pajaa je u oBa
JlokTopcka aucepTarja — PauyHap y HACTaBM aHAIMTHYKE TE€OMETPHjEe Y THUMHA3UjH,
4yujy TeMy je onoopmiio HacraBHo — HayuHoBehe [IM® y HoBom Cany, 19. HoBemOpa
2009. ronune, a Cenat Yuausepsurera y Hoom Cany 17. nenem6pa 2009.

y Opyanuma, 20.05.2014. r.

/ Mp Bpanko I[IpertoBuh /
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HHPEAI'OBOP

3Hayaj U MECTO AaHAJIUTHYKE I'€OMETpHje Yy HACTaBHOM IIporpamy MaTreMaTHKe,
CBAaKaKO JIETEPMUHHIIY: IIMJbEBH, 33Jalll, MOTYhHOCT MpUMEHE CTEYEHUX 3Hama H CII.
OCHOBHM IIWJb y peajM3allijyd aHAIUTUYKE TeoMmeTpuje y Tpehem paspemy rumnHasuje
IPUPOJHO—MATEMATUIKOT CMepa, JeCTE pa3yMeBame CyIITHHE KOOPAUHATHOT METOIa U
OBJIaJJaBambE¢ HETOBOM €(PUKACHOM NPUMEHOM.

OcuM 0oBOT OCHOBHOT, Mory ce uctahu u cienehu nuibeBu U 3a1anu:

— OBJaJaBamke TEeXHHKaMa (opMupama jeJHaYlMHAa TeOMETPUjCKUX MecTa
Tavyaka

— YCHCIIHO HallA)KCHe TEOMETPHUjCKOT MecTa Tadaka, KOje OJroBapa Jaaroj
jeTHauYnHU

— HCTIHTHBamkE Mel)yCOOHMX OHOCA TE€OMETPH]CKUX MECTa Tadaka

— WHCHUCTHpAame Ha [EIHCXOAHO] NPUMEHH AaHaJUTUYKOT arapara IpH
pernaBamy MOjeIMHUX TUITOBA 3a/laTaka U3 TEOMETpH]e

— mnpoayOJpuBame U MPOIIMPUBAKGE 3HAKE O CUCTEMUMA JIMHEAPHUX jeTHAUYNHA

— YIO3HaBaWmE CUCTEME JIMHEAPHUX HEjeIHAYMHA ca JIBE HEMO3HAaTe, Kao |
CYUITHHE po0ieMa JIMHEapHOT MPorpaMHuparmba

— Kopuliheme MaTeMaTHIKOT arapara (jeHaurHa) MPHU pelllaBamy 3a1aTaka.

C npyre cTpaHe, HACTaBHM CaJip’kKaju aHAIUTUYKE T€OMETpHje Cy BeoMa MOrOAHH
cajJip:Kaju 3a MpPUMeHY padyHapa y HACTaBM, Tj. 332 peaju3alujy y AUJaKTHYKOM
cCHCTEeMY HacTaBa y3 IoMoh pauyHapa.

[Tpumena pauyHapa y HacTaBM MaTeMaTHKe, IpernopydeHa je u 'y [IpaBuiHUKyY 0O
HACTaBHOM IUTaHy M Tporpamy 3a rumHasujy — OOjammema caapikaja mporpama
Maremaruke, [66], rae je, m3mel)y ocranor, HarjameHo: "Paam ocaBpeMemHBama
HacTaBe MaTeMaTHKe W e(UKacCHU]er ycBajama caapikaja, MoXKeJpHO je Ja ce o0e3benu
U TPUCYCTBO payyHapCKe TMOJpIIKE y HAcTaBU MareMatuke (y moueTHo] ¢daszu y
(dbpoHTaTHOM 00IUKY pajia U y3 KOpHUIINeHmhe Y30pHUX JEMOHCTPAIIMOHUX MPOTPAMCKUX
atuIMKaInuja, yKOJIMKO HeMa YCJIOBa 3a MacOBaH WHIWBHUIAYalTHU pajJ Y4YeHHKA Ha
padyHapy y OKBUPY HacTaBe MaTeMaTHKe)".

Jlakne, Benmuke MOTyhHOCTH 3a TpUMEHy padyHapa, Koje TMpyKajy HacTaBHU
caJlp’kaju aHAJIMUTUIKE TeOMETpHje, M yBoheme nH(POopMAIMOHE TEXHOJIOTH]E Y HACTaBy,
naHac Uy OyayhHOCTH, WAy y TIPHJIOT T€3W O 3HAauajy M MECTy HAaCTaBHUX CaapiKaja
aHAJIMTHYKE TEOMETPHje Y HACTABHOM IIPOrpaMy MaTeMaTHUKe Y TUMHA3HUjH.
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C npyre cTpaHe, y CBUM CPEIHOIIKOJICKMM IpOrpaMuMa y KOjUMa ce H3ydaBa
aHAIUTUYKA TeoMeTpuja, y Behoj WM Mamoj MEpH, TPaJAULMOHAIHO CE H3Yy4yaBajy
cnenehu caapxaju:

pacmojarve 08e mauxe, nooeia Oyxicu y 0amoj pasmepu, nOSPUUHA MpPoyeld,
npasa, (pazuu obauyu jeonauumne npase, mehycodonu ooHmocu 08e mnpage, y2ao
usmely 0ee mnpasge, pacmojare mauke 00 npase); Kpuee JuHuje Opyeoe peoa.:
KpYJ#ICHUYa, eaunca, xunepooaa u napabona (jeOHauune, mehycodnu ooHocu
npase u Kpusux opyeoe peoa, yciog 000upa, maHeeHma, 3ajeOHu4Ka c80jcmea,.

Takohe, y OKBUpY TeMe aHATUTHYKA TreOMETpHja y TUMHA3H]jH, oOpalyyjy ce, Kao BakHa
MpUMeHa:

cucmemu JUHEAPHUX HejeOHaAuyuHa ca O068e HenosHame, UX08a 2epaguuka
uHmepnpemayuja u nojam JUHeapHo2 NPpocpamuparsa.

HaBenenu ¢akropu (unsjbeBH, 331alM, HACTAaBHU Calpkaju, MOIyhHOCT NpHMeHe
padyHapa) oxpenwin cy canpxaj u Gopmy oBor I[lpmiora, Koju Kao MHTEPAaKTUBHU
yIOeHHK, TpeAcTaB/ba CaCTaBHU €0 JOKTOPCKE naucepranuje PadyHap y HacTaBu
aHAJIMTUYKE T€OMETpHje y THMHA3Uju, ayTopa Mmp bpanka I[IpenTosuha.

Canmpxaj Ilpunora je momesseH y cemam riaBa: JlekapToB TpaBOYIIIH
KOOpJAMHATHU cucteM, Merton aHanuTHuke reomerpuje, IlpaBa, Kpuse apyror pena
(xpy>kHuLa, enurnca, xunepboia, napadona), Kpusa npyror pena v ommra KBajpaTHa
jennaumna, Konycuum mnpeceun, Ilpumosu (1. Bekrtopu, 2. TI'eomerpujcke
TpaHnchopmanuje, 3. IcTopujcku mperies pa3Boja aHAIUTHIKE T€OMETpH]e).

3a 00paay u HHTEpIpETAIH]y HaBeCHUX cajprkaja U U3paay 3aaaraka, upaheHo
je Bumre o 250, TeHEpUIKUX opranu3aropa, y nporpamuma GeoGebra u Mathematica.
C nmpyre crpaHe, MPUIMKOM MHcama YOEHUKA, BOAWIO CE padyyHa Ja ce y oOpaiu
clapkaja aHAIMUTHYKE T€OMETpHje, Kaa Toj je To Moryhe, KOPUCTHUTH U BEKTOp. 3a
OBaKaB MPHCTYT MMOCTOjH HEKOJIMKO pa3jiora: MoYeB OJ] KOOPIUHATHOT TPEICTaBIbamha
BEKTOpa M MOTyhHOCTH Koje Tpy)ka ImpHUMeHa BEKTOpa y o0paaud ¥ HHTEPIPETaIlHjH
TCOMETPHUJCKUX CaJpikaja, Ma CBE JI0 3Hayaja IojMa BEKTOp, Yy TOTOBO CBHUM
MaTeMaTUYKUM TUCHUIUIMHAMA, Y WH()OpaMTHIIM, Y E€KOHOMHUjH M T.I., Y HAyIH —
yorre. 300r HaBeIEHUX pa3iora, U 300r KOMIUIETHOCTH, Y YIIOEHHUK je yKIJbydyeH
IIpunor 1.

Takolhe, TeMa — Kpusa apyror pejia u ommrta KBajpaTHa jeaHaynHa, obpaheHa je IpuMeHoM
TpaHcdopmalmja noayAapHOCTH (poTalyja W TPaHCIalMja), HA caMy KpPHBY, a HE Ha KOOPIMHATHH
CHCTEM, 3a LITa je KOpHIINEeHO KOOPAMHATHO IIPECTaB/bambe 0BuX TpaHcdopManuja. Paznos3u 3a oBo
MourBajy Ha cineaehum npernocraBkama:

— Ha OBaj HA4YMH C€ TMPOUIMpyje ceT mpobiieMa TeoMeTpHje, KOju ce Ha
jeIMHOCTaBaH HAYMH MOTY pEelIaBaTH METO/IaMa aHAIUTHYKE TeOMETpHje,



— J071a3¥ 70 M3pakaja JTUPEKTHA MPHMEHa MPHUHIIUIA aHAJTUTUYKE TCOMETpH]E,
Ha IMO3HATE M30METPHUjCKe TpaHchopMalrje: pOTalHjy W TPaHCIANHU]y, Kao U
MOTYhHOCTH KOj€ OH TIpYKa;

— MpOLIKPY]y ce U yTBphYyjy 3Hama U3 reoMeTpuje;

— OBaKBO IIPEACTaB/bak€ TI'€OMETPHU]CKHX TpaHchopMalMja, MOJECHO je 3a
MHTEpIpeTalrjy IMyTeM padyHapa, YMME C€ CTBapajy YCJIOBU 3a JIAKIIY
IIPUMEHY payyHapa y HacTaBH.

VY oxBupy Teme KpmBe apyror pema, moceOHO 3a CBaKy KpuBy, oOpaheHu cy:
IMjaMeTpH, TIoJIapa, oI U ONTHYKO CBOJCTBO, a 332 KPYKHUILY: IoJlapa, MOJ, MOTeHIHja
Tauyke W NpaMeH KpykHuna. HaBenenu caaprxkaju, kao u caapxkaju [Ipumora 2. u 3.-
reoMeTpujcke TpaHchopmanuje (MOayaapHOCT, CIUYHOCT, aduHe TpaHcdopmaiuje),
HcTopujcku mpernes pa3Boja aHAIUTUYKE TEOMETPHje U CII., TIOTOJHU Cy 3a 00paay Ha
JacoBUMa J0JJaTHE HAacTaBe, WJIM Kao TOTEHIHUjaTHEe TeMe 3a HU3pady MaTypPCKUX
panosa.

VY Oyanuma 20.5.2014. Mmp bpanko [IpenTosuh
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YBOJI

Benuky yrnory y pa3Bojy reoMeTpuje oaurpaia je mpuMeHa areope y uzydaBamy
CBOjCTaBa TeOMETPHjCKUX (UTypa, YMMe Cy CTBapaHU YCJIOBH 3a M3rpahuBame jeiaHe
HOBE CaMOCTaJHE HayKe — aHamuTH4Ke reomerpuje. [lojaBa aHanmuTHUkKe reomerpuje,
CBaKako je TMoBe3aHa ca OTKpuheM MeToJe KOOpAMHATa, Ka0 OCHOBHOM METO/IOM HOBE
HayKe.

Koopnunatama Tauke HasuBajy ce OpojeBH, Koju onpelyjy momokaj tauke Ha
71aToj TPaBOj, WIM y JIaTOj PaBHM, WIM MaK y MpocTopy. Tako je ¥ 1moyoaj Tauke Ha
MOBPIIMHM 3eMJbe oJpeleH, ako cy mo3Hare meHe reorpadcke KoopArHaTe — IMUPUHA U
TyKHHA.

OcHOBHa KapaKTEpPHCTHKa METOJle KOOpIWHATa OrJefa Ce Y IpPeaCTaBIbamby
reoMeTpu-jckux ¢urypa Gopmynama, mrTo omoryhyje na ce cpencTtBuMa anredpe
00aBJbajy T€OMETPH]jCKa UCTPAXKUBAA U PEILIAaBajy TEOMETPH]CKH 3a/1allH.

Jlajyhu reoMeTpHujCKUM HCTpaKUBambHMa alredapcku KapakTep, MeToa KOOpIu-
HaTa MPEHOCH Ha TEOMETPH]Y jeJIHY O]l HajBaXKHUJUX KapaKTEPUCTHKA auredpe — jeTHO-
Opa3HOCT METO/a pelaBama 3a/1aTaka. 3axBajbyjyhu Tome, n3y4aBame reOMeTpHjCKUX
o0jekata, y BehnHHU ciydajeBa ce CBOJIM Ha M3y4yaBame oJroBapajyhux gopmyna.

WNnaue, pan Ha ucnutuBamy (opmyna — jeaHaunHa, MOTyhe je peanm30BaTH,
Kako MeTojama anredpe, Tako ¥ MeTojlamMa MaTeMaTHdke aHanuse. Ha Taj HauwH ce u
reoMeTpuja pasBHja, KakO Yy CMEpy AaHaJIUTHYKE TeOMETpHje, Tako U Yy CMepy
nudepeHijaaHe reoMeTpHje.



1. JEKAPTOB ITPABOYI'JIM KOOPAUHATHHU CUCTEM

1.1. KOOPAUHATE HA ITPABOJ

W3 eyxnmucke reomerpuje je mo3Haro [17], ma moctoju Oujekiuja (060CcTpaHo
jeIHO3HAYHA KOPECTIOHICHIMja) ca CKyla peaHuX OpojeBa Ha CKyN Tadaka mpase. 3a
peanu3anujy oBe OHWjeKlMje Ha TpaBoj p YyouaBamo Tauky O Koja, Kao INTO je

MO3HATO, JAETH CKYIl Tadyaka IpaBe p Ha JiBa MOJCKyma (IOIyNpaBe) U Ha jeJHOME O]
BUX yodaBamo Tauky E. Tauku O mnpunpyxuhemo 6poj 0, a Tauku E Opoj 1. Hyx
[OE ] , 4dja je myxuHa d (O,E) =1, mpencTaBsba jeIUHUIYy Mepema (JEAMHUYHY HYK)
Ha MpaBoj p . 3a MO3UTUBAH CMEp Ha MPaBO] p y3UMaMO OHaj, KOjU je UCTH Kao U CMep
nomynpase [OF )1 1 0OMYHO Ta 03HAYaBaMO CTPEJIHIIOM, a FbeMy CYIpPOTaH CMep Taja

cMaTtpamo HeratuBHUM. [IpaBy KoJ Koje je jemaH cMep yTBpheH Kao MO3UTHBAH 30BEMO
oca.

VY3 HaBeleHE MPETHOCTaBKE O OCH p , MPHUMEHOM aKCHOMa HEMPEKHIHOCTH Y
EYKJIUJICKOj TEOMETPHjU ce JToKazayjy cieaeha TBphema, koja HaBoAUMO 0e3 JoKa3a:

1. Axo je 3a1ara jeTuHUYHA YK [OE ] , OHZIa 3a CBAaKy TauKy A € [OE ) HOCTOjU
TayHo jemaH Opoj reR” U{O} , TaKO Ja je r:d(O,A) , TJ. CBaKoj Tauyku A,

NPUIPYKYjeMO TadyHO jeJlaH peanaH 0poj 7 ;
(Axo je A~O-E *, ounia mocToju Tauka A, Taksa ga je A—O—A, u [04]=[04,].

Tana mocToju TauHo jeqan 6poj r € R” U{O} , TaKO J1a je rzd(O,Al), Tj. Ta4KU
A, , npunpyxyjemo peanan Opoj r, a Tauku A peanad Opoj —r );

2. Ao je 3anara jexunnuHa nyx [OE], onnma 3a cBaku Gpoj r€R’ mocroju
TauHo jenHa Tauka A € [OF), tako naje d(O,4)=r.

(Ako je r<0, omga mnocroju TtauHo jenma Ttauka A,€[OFE), Tako ma je
d(O,A1)=|r|>0, IITO 3HAYM Ja TMOCTOjH TAa4yHO jeJHa Tauka A, TakBa Ja

A-0-4,u [40]=[04,] ).

! [OE ) - 3aTBOpEHA NOJTYIIpaBa, ca nodeTHoM Taukom (), koja canpyxu Tauky £

* A—O—FE -tauxa O je mameljy Tavaka A u E



OBH 3aKk/bydlld Cy JI0Ka3 Jia MOCTOjU OMjeKlMja ca CKyla pealHux OpojeBa Ha
CKyI Tadyaka oce, Tj. CBaKOM peajqHOM Opojy OAroBapa jelHa Tauyka Ha OCH U CBAKOj
Ta4yKU OCE€ OJIrOBapa jean peanaH Opoj - koopounama.

YumeHuily, Ja je 1moyoxaj Ouino Koje Tauke A Ha MpaBoj jeTHO3HAYHO oapeheH
peaqHuM OpojeM a , beHOM KOOPAMHATOM, obOelexaBaMo Ha cienehu HaunH

A (a) .
Oca, oBako cHabOieBeHa OpojeBUMa, 30BE C€ KOOpOuHamHa oca, a Tauka O, K0joj je
npuapyskeH o6poj 0, 30Be ce koopounamuu novemax. Tauke KOOpAMHATHE OCEe HA3UBAjy
ce KOOpOUHaAmHe mauxe.
Wneja na ce cBakoj Tauku Npuapyxyje Opoj (koopauHara), MpeacTaBiba jeJjaH O
MPUHIUIA aHATUTHYKE T€OMETPH]e.

1.2. JEKAPTOB ITPABOYIJIM KOOPIUHATHU CUCTEM Y PABHU

Caga cMO y MpWIMIM Aa OAPEIMMO IIOJIOKAj TayKe y paBHHU Tmomohy jBe
KOOpJMHATE, KOj€é MOXXEMO H3a0paTh Ha pa3Iu4yuTe HayuHe. JemaH o HavyWHA je
dbopmupame JlekapToBOT MPaBOYTIIOT KOOPAUHATHOT CUCTEMA.

Jlepununuja 1. JlexkapToB nmpaBoyriivi KOOpAUHATHU cucteM x(Oy y paBHH, j€ CKYIl O

nBe melhycoOHO HOpMaiHe (jeJHa XOpW3OHTAJIHA W jelHA BEPTHUKAIHA) KOOPAMHATHE
oce X U y, Koje ce ceKy y Tauku O, 3ajeTHHYKOM KOOPAMHATHOM TOYETY CBAaKe O]l 0ca

ca jeIHaKUM JeJUHUYHHUM Jaykuma. Tauka O 30Be ce KOOpJMHATHHU MOYETaK; 0ca X je
O0MYHO XOpPU3OHTAJIHA U Ha3MBa C€ X —oca, WIN ancyuca; oca y je oOUYHO BEpTH-

KaJiHa ¥ 30BE C€ ) —oca, WU opouHamad.

1.2.1. Tauka y paBHM

Teopema 1. Axo je y pasnu dam [Jexapmos npagoyenu xoopounamuu cucmem xOy,
oHOa ceakoj mauku A y pasuu, odeosapa mauno jedan ypehenu nap peaiHux opojesa
(al,az) eR*> u obpuymo, ceaxom ypehenom napy pearnux 6Gpojesa (al,az) eR?,

00206apa ma4Ho jeona mauka A y pasHu.
Joxa3. Heka je A mpou3Bo/bHAa Tauyka y paBHHU, KOja HE MpHUMaga HHUjETHO] OJ
KOOpAMHATHUX oca. O3HauuMo ca A, MOJHOXK]e HOpMase U3 Tauke 4 Ha x—ocy, aca

A, nopHoxje HopMane u3 Tauke A Ha y—ocy (Cmuka 1.). [lomro je Hopmana u3

Ta4yKe Ha MpaBy jeJHO3HAYHO ofpeheHa, To je U ’eHO MOAHOXK]e jeTHO3HauHO opehena

Tayka, [ITO 3HAYM Ja ¢y U Tauke 4,€ X U A,€ y, Kao ¥ BUXOBE KOOpIWHATE ¢, H d,,

jennosnauno oxpebene, 1j. A(a,) u A,(a,). 3Haun na Ha OBaj HauMH Tauku A
. . 2

paBHM, OAroBapa TadyHO jeaaH ypeheHu map peanHux OpojeBa (al,az)eR . 3a

WITYCTPAIH]jy TIOKPEHYTH alUTHKAIH]y , y nporpamy GeoGebra.
Axo Tauka A mpumajza ocu X, OHJAA je IpBa KOOpAMHATa a,, Opoj KOju joj

oJrosapa, a Apyra koopauHara je a, =0, Tj. Taga Tauku A oxarosapa ypeheHu map




(a,,0) .Cnuuno, ako Tauka A TpHIaza ocH y, OHAA je Apyra KOOpAWHATa d,, Gpoj

KOjH jOj oAroBapa, a mpsa koopauHara je @, =0, 1j. Taga Tauku 4 oxrosapa ypehenn

nap (0, az).
s
y
A
Ay
E,
X\
0] E, A ’
A= (2.49%,; 0) A,=(0;3.81%,)
Cmuka 1.

OOpnyTo, ako je natr ypehenu map peanHux OpojeBa (al,az)e]Rz, Tajga Ha
KOOpDJMHATHUM oOcama II0CTOje jeJHO3HauyHO onpeheHe Tauke A, e€x, 4uja je
KoopauHata a, U A,€y, unja je KoopAuHaTa a,. Kpo3 Tauky A ,€x mnocroju
JenAHO3Ha4YHO oApeleHa HOpMalla HAa OCYy X U KpOo3 TauKy A,€ y MOCTOjU jeJHO3HAYHO
onpeheHa HopMasa Ha OCy ), KOje Ce CeKy y Tauku A, Koja je jeaHo3Ha4Ho oapehena.

Ako je 3anat ypehenu nap (al,O) eR’, ounaje A= A,€x, aaxko je 3a1aT ypehenn nap

(O, az) e€R’, onna je A= A,€ y. 3a wiycTpauujy HOKPeHyTH ArUTHKALH]y 1.1.b.ggh,
nporpamy GeoGebra m
Hanomena 1. Uumenuny 1a mocToju OWjeKiuja ca CKyna Tadaka paBHH Ha R”, Tj.
YHUICHHULA Ja je NPOU3BOJbHA Tauka A4 paBHU ofpelheHa koopauHaTama a, U da,, y
AHAJTMTUYKO] TEOMETPHjH CE 3aIncyje ca

A (al ,a, ) .
Paaujyc BexkTOp Tauke

Ha ocHoBy 3akspyuaka m3BenaeHux y l.1. m y nokazy Teopeme 1., moxe ce
YCIIOCTaBUTH OMjeK1Mja, n3Mel)y Tauaka paBHU U BEKTOpa. 3a WIyCTpalujy NOKPEHYTH

annHKaqu, y nporpamy GeoGebra.

Haume, ako je nara tadyka A(al, az) paBHU, OHJIa IOCTOjU BEKTOP (OpHjEeHTUCAHA
Y K) 0A, NpeICTaBHUK BEKTOpa d, Tj. d = OA, rae je Tauka O KOOpAMHATHH IOYe-
tak, (Ciuka 2.). Taga Hopmanue npojexumje 4 (a,,0) u 4,(0,a,) Tauke A4 Ha

KOOPZIMHATHE OC€ (aNCLUCy U OPAMHATY) MPEICTaBIbajy 3aBPLIHE TauKe BEKTOpPa
0711'=er52 u OA, =pry5;1.



Axo 3a Tauke E, u E, saxu E,(1,0) u E,(0,1),1j. OF, =i u OE, = j, onna je
OA =a,-i w O4,=a,- ] , onaKie cremu

é:@:O—AﬁO—Az:al-f+a2-j=(a1,a2).

¥
A042) Alay.ay)
) a
E50.1)
j X
ol i E@0 a, A,(4.4,0)
Cnuka 2.

OGpHyToO, aKo je ar BekTop d =(a;,a,), OHIA Y PAaBHU IOCTOjH jeaH HCrOB
npezacra-

BHUK OA, r1e je Tauka O KOOPJMHATHU MOYETAK, a 32 are0apcKke BPeIHOCTH HETrOBUX
MIPOjeKIHja BaXH

pr.i=pr.0A=04 =a, u pr,i=pr,04=04, =a,,
rne cy 4 m A, mogHOXja HOpMana u3 Tauke 4 Ha KOOpIMHATHE OCe, OJaKie je
A (a,,0) u 4,(0,a,), wro 3Haun 1a je 4(a;,a,).

Bexkrop OA, 30Be ce paoujyc—eekmop (6exkmop nonoxcaja) Tauke A.

Koopaunarae oce [lekapToBOr MpaBOYIJIOr KOOPIMHATHOI CHCTEMa Jeie paBaH Ha
yetupu keaopanma (Cnuka 3.).

y
Il kBappaHT | kBagpaHT
O X
Il kBagpaHT IV kBagpaHT
Cnuxka 3.

Tauka A(x, y) NpUIaaa: MpBOM KBaJapaHTy ako je x>0 u y>0; npyrom

KBaZpaHTy ako je x<0 u y>0; tpehem kBampanTy ako je x<0 u y<0; YeTBpTOM
KBaJpaHTy ako je x>0 u y<0.



Kao mro je Ha modeTrky OBOI' oOJleJbKa pedeHo, JlekapToB mpaBOyriu
KOOP/IMHAaTHU CHCTEM j€ caMo jellaH O]l HauMHa J1a Ce OJIpe/u I0JI0Kaj TauKe y PaBHHU.
Haume, ako ce u3 Jlepununuje 1. n30cTaBu YCJIOB KOJUM C€ 3aXTeBa HOPMAIHOCT
KOOPJMHAaTHUX OCa, OHJA TOBOPUMO O Jlekapmoeom KOCOY2IOM KOOPOUHAMHOM
cucmemy 'y paBHH.

1.3. Y’ K U TPOYI'AO

VY mperxogHoM ojesbKy, oOpaleH je mososkaj Tauke y JlekapToBOM MPaBOyTIIOM
KOOpJMHATHOM cucTeMy. Ham 3amatak je, 1a y OBOM O/ieJbKYy YTBPAMMO OYXKHHY
Iy H, KOOpAWHATE TaykKe Koja JETM IyK Yy Jaroj pa3MepH, Kao M KOOpAMHATE
NPOM3BOJbHE TayKe IYXKH, Tj. jeAHAYMHY TYXH, CBE IOJl YCJIOBOM Ja Cy 3ajaTe
KOOpJMHATE KPajIbUX Tayaka JyKH.

1.3.1. Jyxuna ny:xxum

Ham 3apgarak je na m3padyHamo IyXKHHY Iy>KU [AB], aKo Cy 3ajaTe HhEHe
Kpajibe TauKe MPEKO CBOjUX KOOPAWHATA: A(xl , yl) ub (xz, yz) .

PemaBajyhu oBaj 3amatak monazuMo o JAehUHULM]E Iy KU Y EyKIUACKO]

TEOMETPHjH TAE Ce JYXK [AB] neuHUIIEe Kao CKYIl CBUX Tadaka usmely Tadaka A u
B, yximpyuy-jyhm m tauke 4 w B. Opatne, ayXuHa IyXd [AB] IIPEACTaBIbA

pactojame Tauaka 4 u B. C apyre cTpaHe W WHTCH3UTET BEKTOpA AB jemHaK je
pacrojamy Tayaka A u B

d(4,B)=|4B

2

Tj. U3pauyHaBamwe JyKUHE AYXKM, CBOAM Ha M3pauyHaBambe MHTEH3UTETAa BEKTOpa. 3a
WIIyCTpalu]jy MOKPEHYTH aIlIuKaLujy , y nporpamy GeoGebra.

¥

¥2

¥4

¥2=¥

= 4

E1N

B

Cinuka 4.

AKo je Tauka O KOOpIMHATHU IMOYETAK U aKO Cy 3a7aTe TauKe A(xl, yl) 51



B(xz, ¥,), OHZa ce KOOPIMHATE BEKTOpa AB MOTY OAPEUTH Ha OCHOBY JAe(pHUHUIIN]E
ony3uMama Bektopa (Cnuka 4.)
Vv=AB=0B-04 :(x25y2)_(x1’y1) =(x2 — XL _yl) =OM .
Ha ocnoBy Teopeme 15. u3 onmespka 3.1.2.5., ”HTEH3UTET BEKTOpa V jEIIHAK je
— 2 2
|V| :\/(xz _'xl) +(y2 _yl) 5

a 01aTJIC, Ha OCHOBY HAIIpC HABCIACHOI' BAXKU cne,ueha

Teopema 2. Pacmojare d (A, B), mauaxa A ()c1 ,yl) u B(xz,y2 ), jeownako je

2 2
d(4,B)=\(x,—x) +(3,-») - .
Hanomena 2. [lo uctor pesynrata Moxe ce Aohu u 0e3 mpuMeHe BEeKTOpa, Tj. IpUMe-
HoM [Iutaropune Teopeme Ha npaBoyri Tpoyrao AABC.

1.3.2. Tlogena nyxu y AaToj pazmepu

VY eyKIHJICKOj TEOMETPHjH MTO3HAT je MPpo0IieM MoAeNe AyKH Y JaTOj pa3MepH, Tj.
MO3HAT je MOCTyHaK KOHCTPYKIHje Tauke 7, Koja JelIH Jary IyxK [AB] y pa3mepu
IBEjy aTuUX AYKU, YHMje Cy Iy>KHHE m W 1. 3a WIyCTpauujy MOKPEHYTH alUIMKaIH]jy
y nmporpamy GeoGebra.

Takolhe je mo3HaTO 11a, y OMIITEM CIy4ajy, KaJ je m # n MOCTOje JIBE TAaKBE TauKe
T nT (Ciouka 6.), a 38 m=n ped je O CPeJUHU AyKU (JeAHO3HA4YHO ozapehena

Taykal).

Cnuka 6.

YV npBom ciydajy, Tauka 7 BpLIM yHyTpallmy, a Tadka T, CTOJballliby MOJETY
Iy KA [AB] y pa3Mepu m:n,TAe Cy m W n AyXKHUHE ABejy AaTtux ayxu. Ham cienehn
3ajaTak je, Ja ako Cy sajate kpajwe Tauke A(x,y) u B(x,),), ayxu [4B],
oxpenumo KoopamHate Tauke I (tauaka T u 7)) Koja je nenn y pasmepn A € R\{-1}.

Pemewe oBor 3amaTka gaje cieneha Teopema
Teopema 3. Axo mauka T(x,y) oenu 0y [AB] y 00HOCY A € R\{—l}, OHOa je



_x+Ax uy= v+,
1+ 4 1+ 4
2o0e cy A(xl,yl) u B(xz,yz) Kpajre mauke 0yxcu [AB].
3a uiycTparyjy MOKPEHYTH aITHKAIU]y , y mporpamy GeoGebra.
Jlokas. Heka je nata nyx [ AB| xoopimHaTama CBOjHX KpajibHX Tadaka W HeKa je
tauka T (x;,y,) nemny ogsocy A€ R\{-1}, 1j. neka Baxnu (Cruka 7.)
AT = A-TB.

W3 nocnenime jeAHAKOCTH OUUTIICTHO j€ Ja BaKH:
1. ﬁTTﬁ,Tj. A-T — B, ako u camo ako je 4 >0,
2. AT N TB,1j. —(A—-T - B), ako u camo axo je A € (—w0.—1)U(-1,0),
3. T=A4 akowucamoakoje A=0.
A=27

. A _ hEed

AT=27TB

Cnuka 7.
Crientnjanso, 3a A =1 tauka T je cpenuHa nyxu (3a A =—1 Tauka 7 HE MOCTOjN).

Ha ocHoBy jenHakoctu AT =0T -0A wu TB = OB—-OT , nocneama penanuja aaje
OT -0 - 2-(0B-0T),
OJIaKJIE je
(*) (1+4)-OT =0A+4-OB.
KoOpAMHATHIM TPECTaBIbabeM paujyc Bektopa OA, OB u OT uMamo
(14 4)-(x6,3) = (3,30) + A+(3,,0,)
oz1aKIIe, 1011 ycI0BoM A # —1, umamo 1a 3a koopauuate Tauke I'(x, ), Koja Aeu Kyx

_x+Ax . y=y1+/1y2 _
1+4 1+4
Akoje A=1,T1j.akoje T =S cpenuna qyxu, OHJA Cy HEHE KOOPIUHATE
BT . 13
‘ 2 ‘ 2

Jla ce BpaTMMO Ha TIOYETaK, HA Cllydaj Ja Tadka 1 (x, y) JIe 1aTy JyXK [AB] y

pasMmepu m:n NBEjy NaTUX JYyXKH, Uhje Cy Ay>KUHE m U n,Tj. A=—=#—1, gohl.
n



TaL[a 34 KOOpAUHATC TAYKE T (x, y) BaxKu

comatmy, o ny tmy,
m+n m+n
U oBaj npobsem Mmoryhe je pemmutu 6e3 MpuMeHe BEKTOpa, MPUMEHOM CIIMYHOCTH
TPOYIJIOBA. 3a WIYCTpalr]y MOKPEHYTH aIUTHKAIU]y , y niporpamy GeoGebra.
Hexka cy 3amate kpajimbe Tauke A(xl, yl) u B(xz, yz) u tauka T (x, y) YHje KOOpIUHATE

TPaXnMo, Koja je nenu nyx [ AB] y pasmepn A € R\{-1} (Cinxka 8.).
Howro je d(A4,M):d(M,B)=2, a no koucrpykumju je A AMC ~A MBD,

OHJIA je
d(A,C):d(M,D)=d(M,C):d(B,D)=1,
y
e A
Y-] *
M
VM C—I
Yo D B
utt
@] }(1 ){M X2 -
Cnuka 8
TJ.
yl y :i: X xl
Y=W X, =X
OJIaKJIe je
:x1+lx2 . y:y1+/1y2 ,
1+4 1+4
IITO je ¥ Tpebdaio J1a ce TOKaxe. n

Cagna, ka0 WIyCTpalyjy MpeTXogHe TeopeMe, JAajeMO joll jefaH JI0Ka3 Mo3HaTe
0COOMHE O TeXHIUTY TPOYTJIa.
Teopema 4. Teowcuwne nunuje mpoyana cexy ce y jeOHoj mauku (mexcuwmy mpoyeia),
Koja ceaxy o0 rux deauy pazmepu 2:1.
Hoxa3 Hexka je mat tpoyrao A ABC (Cnuka 9.), ca pamujyc-BeKTOpuMa TEMEHa

Tpoyria d = OA,b=0B u ¢=0C u CPeIMHA BErOBHX CTpaHuIa d = OD, é=0E

u f:ﬁ,. Tana je



Ciuka 9.

Heka je P Tauka, KOja Ie/n TeXHUIIHY JuHKjy [ AD] y pasmepn 2:1, 1j. Heka je
AP=2-PD,
OJIaKJIE je
OB~ 0 =2(0D - 0P).
Tana 3a paaujyc-BekTop Tauke P Baxu

- 1 /— — L/ = 1/ - _
p=0P=§(0A+2-OD)=§(a+2d):§(a+b+c).
AHaorHo, ako ¢y Q u R Tauke Koje jaeie, penoM, Texumne nunnje [AE| u [AF] y

pa3mepu 2:1, onna 3a ogrosapajyhe paaujyc-Bekrope @ u OR Baxu

— 1= N 1 = N = 1 =y L -
Ong(b+2e)—§(a+b+c)I/IOR—E(C+2f)—§(a+b+c).
To 3nauu na cy paaujyc Bekropu tadaka 7', 7, u 7, jenHaxu, Tj.
OP=00=0R,

onmakie ciueau Aa je P=(Q =R 3ajenHWYKa Tayka TSKUIITHUX JIMHU]jA, KOja CBaKy O
BUX AN y oHOCY 2:1, a30BEMO je TeXHUIITEe TpoyTia u obenexaBamo je ca 7T .

Omazie Taxole 3akibydyjemo, ako cy Temena tpoyrma A(x,,y,),B(x,,y,) u

C(xy,y,), atexumre T (x,,y, ), oHma je

1 1
xrzg(x1+x2+x3)a yTZE(yl+y2+y3) u

1.3.3. IloBpmnHa Tpoyria

Crnenehu BaxkaH 3ajjaTak je: u3pauyHaBamwe MoBpiinHe Tpoyria A ABC, umja cy

temena A(x.,y,), B(x,,y,) u C(x5,y;). Y Ty CBPXy YOUHMO Pajujyc-BEKTOPE
TemeHa Tpoyria d =04, b = OB u ¢=0C (Cnuxa 10.). Tana je

10



b

Passc =%PDABDC=%‘EXR" =%‘(5—5)x(5—é)

mTo ce 100Mja U MOKPEHyTakEeM aIlIMKaIlje -, y mporpamy GeoGebra.

Y c
c-a
A D

; b-a

b

B x\
0
Cnuka 10.
Kako je
i j k

OHJIA je
Xy =X Xy3—X

Vo= V3=V

Bpio gecrto cy y ynotpedu u cneaehu odpaciu

, raeje D, =

Paapc = l|Dl
2

5

1
PaaBc :E‘xl (yz—y3)—x2 (y1 —y3)+x3(y1 —J’z)

WA
1 o o»n 1
Pauasc :5|D’ rieje D=x, y, 1.
x oy 1
i
C(yy)
Ay, )
B (y,)
_ : Xy
o Al(x))  Clxg) B'(x,)
Cnuka 11.

11



U1 oBaj 3amarak ce MOXKe pelUTd 0e3 ynorpeOe BEKTOpa, HA Taj HAYMH INTO CE O
nospurHe npasoyriior Tpareza B'BCC” , oxy3me 30up moBpIinHa MpaBoyIiikx Tpares3a
B"BAA" u A"ACC", (Cinuxka 11.). Onatie je

1 1 1
Passc = E(xz+x3)(y3—yz)—E(xz+x1)(y1—yz)—E(x1+x3)(y3—y1) :

[TocTynak ce 100Mja MOKpPETakHEM arIKalmje @ﬂ nporpamy GeoGebra. Cana ce
Jako 100uja Beh mo3Hatu pe3yaratr

1
Paasc =5‘X1(y2—y3)—X2(y1_y3)+X3(y1—Y2)‘.

1.4. SAJIAIIN

1. Wspauynaru nyxxuny nyxu AB, ako je: [[L.ggh
a) A(-4,2), B(3,5); |la.gg
b) A(-4,-3), B(3,0);
C) A(a—l,b+2), B(a—3,b+4); 1c.ggb

d) A(acost,asint), B(asint,acost).
2. Wspauynatu ooum tpoyriia AABC, rue je A(2,7), B(5,7), C(S,ll). @

3. Ogmpenu Ha X - OCHM TayKy, jeIHAKO YJa/beHy OJ1 Tauaka A(3,5) uB (7, 4) .

4. Oppenu Ha Y -OCH TauKy, JeJHAKO YAAJbEHY O] Tauaka A(—3,6) u B (4,5) .

5. Onmpenu KoopAauHATE TadKe, jeIHAKO YJa/beHEe OJ Tadaka A(3,—3), B(S,ll),

c(-9.13). EEl
6. HWcnuraru ga i je tpoyrao AABC, rae je A(l,l), B(2,5), C(—6,7) , TIPaBOYTJIH.

b.get

7. Hahwm temena B u D, xBagpata oABCD, ako je A((),S) 5 C(—1,4) ) @

8. Oppenu xoopauHare Tauke T , Koja aenu 1y>k AB , y matom omHocy M:N, rae je:
a) A(-14), B(3,1) um:n=1:2 8.2ob
b) A(-14), B(3,1) u m:n=2:1
¢) A(-L4),B(3,1) um:n=-1:2
d) A(a+5b-6), B(a+7,b+4) mum:n=-2:5
9. Axko je A(0,3) u B(-1,4), onpean xoopaunare Tauke C, Tako xa Tauka B genn

nyx AC yommocy 3:2. Duggl P.l.ssh

10. JTar je poyrao AABC, rze je A(-7,-3), B(1,=5), C(9,5). Onpenurn:

12



11.

12.

a) JyKUHE TSKUIIHUX JHHU]A;
b) KoopauHATE TEXKMIITA;
¢) tauky D, Tako ma gerBopoyrao ABDC 0Oyme mapanenorpam. -

W3pauynaru nopimnHy Tpoyrina AABC, rae je:
a) A(L1), B(2,5), C(-6,7);

b) A(2,7), B(5,7), C(511).

Hcnuratu KOJIMHCApPHOCT Ta4aka: -

a) A(-3,0), B(1,2), C(5,4);
b) A(3,2), B(4,1), C(6,-4).

13



2. METOA AHAJIMTUYKE 'TEOMETPUJE

[To3naro je, Aa je y3 momoh KOOpPJMHATHOT CHCTEMa YCTaHOBJbEH 000CTpaHO-
jemHo-3HauyHU oAHOC (Omjeknmja) mehy TeoMeTpHjcKuM O0jeKTMMa — TadykamMa |
anredbapckuM objekTMa — opojeBuma. [Ipenmsnauje, (Bumetu [8], [23]) mokasano je na,
y oxHOCy Ha JlekapTOB NpaBOyIIM KOOPJMHATHH CHCTEM, CBAKOj TAYKH y paBHH,
oJiIroBapa TavyHO jefaH ypeheHu map pealHux OpojeBa u 0OpHYTO, CBaKoM ypeheHoM
napy pealHux OpojeBa, OAroBapa Ta4yHO jeJHA TaYKay pPaBHH.

YcnocraBbeHn oHOC oMoryhyje, a ce u3ydaBame reOMETPHjCKIX oHoca Mehy
Taukama CBOJM Ha W3ydyaBame aire0apcKkux oJHoca, Mel)y HBHUXOBHM KOOpAMHATaMa,
mro y Behunu ciaydajeBa ynpourhasa periaBame reOMETpUjCKUX Mpodiema.

Y cneaehoj eramu ycmocraBjba ce 00OCTpaHO-jeAHO3HAYHU OIHOC H3Mehy
CKyNOBa Tayaka y paBHM W jeJHaYMHA ca JBe MNpoMeHJbHBe. M oBa Oujexmnmja
7I03BOJbaBa Jla C€ M3Yy4YaBame CBOjCTaBa T'€OMETPHUCKUX (UTypa y paBHH CBEAE Ha
M3yuyaBame aHAMTUIKUX CBOjCTaBa ojarorapajyhux jenHaunHa. MHave, y aHAIMTHYKO]
reOMEeTPUjU KOPUCTHMO W TEPMHH T'€OMETPHjCKO MECTO Tayaka M IOJ THM HMEHOM
noJipa3yMeBaMo CKyI Tadaka (TeoMeTpHjcKy (Gpurypy) Koje moceayjy HEeKO 3aje THUIKO
CBOJjCTBO.

2.1. METOA U NNPEJIMET AHAJIMTUYKE 'EOMETPHUJE

YcnocraBibamkbhe HaBelIeHE OWjeKIMje W 3aMeHa T'eOMETpHjcKuX (urypa
onroapajyhum ¢opmyrnama, jecte eHTpaaHa Ujeja Ha KOjo] je 3aCHOBaHa aHAJIMTHYKA
reometpuja. HaBenena pasmarpama, uimyctpoahemo cienehum npuMmepuma.

IIpumep 1. Heka je nara jeqHaunHa

y=/r(x),
rne je f HempekuaHa, peaiHa (QYHKIHja jeHE peaiHe MPOMEHJbUBE Ne(UHICAaHA HAM
uHTepBanoM [a,b]. ITomro cBakoj BpeAHOCTH POMEHIbHBE X € [a,b], onroBapa TauHo
jenna BpemHocT y € R, oHma cBakom, Tako oxpeheHom ypehenom mapy (x,y)eR?,
OAroBapa Heka Tauka P y paBHH. AKO BEIMYMHA X, y3UMa CBE BpemHocTd u3 [a,b],

OHJIa Tauka P, omucyje HeKy reoMeTpujcky ¢urypy (auaHjy) / y paBHH. OUurienaHo

je na he mpaBa, Koja capKy HEKy TadyKy U3 [a,b], a mapasyienHa je ca ocom Oy, cehn

TUHUJY [ y caMo jeTHOj TauKH.
IIpumep 2. Heka je nara jenHaunHa 1B€ peajHe MPOMEHIbUBE

14



F (x, y) =0,
npu demy x €[a,b]. IIpeTniocTaBOMO fia, Ha OCHOBY OBE je/IHAYNHE, CBAKOj BPEAHOCTH
npoMeHIbHBE X €[a,b], oAroBapa jeHa, WM BHIIE BPEAHOCTH U3 CKYNA {), Vys. ..V, |
cR 3a BenmumHy y, Tj. 3a cBako X €[a,b] mocroju jemaH MM BHIIe ypeheHHX
mapoBa W3 CKyIa {(x, 1):(%25)50 (%, yn)}ch, jelHA WM BWINE Tauaka M3 CKyIa
{R,B,...,B} y paBHH. AKO BeIM4MHa X, y3uUMa CBE BPENHOCTH u3 [a,b], oHma

HaBe/ICHE Tauyke OIMUCY]y HEKy reoMeTpujcKy urypy — iunujy [ y paBuu. Takole,

mpaBa, Koja CaJp>K1 HEKYy Ta4Ky U3 [a,b] , a mapanensa je ca ocom Oy, ceue JuHUJY [y

JEIIHO] WJIM BUIIIEC Tadaka.

[Iperxomgna nBa mprMepa TMOKa3yjy Ja Ce CBaka O]l HAaBEACHE IBE jeHAYMHE
MOX€ TYMauuTH, ToMohy mojMa KoopAuHaTa, Kao JIMHUja Y PaBHH, Tj. KA0 CKYT Tayaka
y paBHH KOjH 3aJI0BOJbaBa ciieiehe ycioBe:

1. KoopaMHaTE MPOW3BOJBHE TauKe JMHHU]jE (CKyIa Tadyaka), 3aJ0BOJbaBajy ATy

JeIHAYHNHY;
2. cBaka Tayka paBHHU, YHje KOOpAMHATE 3aJ0BOJbABAjy JaTy jeAHAUYMHY,
MPUTIAAA JTUHUJU (CKYIy Tadaka).

Takohe, TOMTO TEOMETPUJCKO MECTO Tadaka NpEeACTaB/ba CKYyINl Tadaka

(reoMeTpujcky purypy) Koje moceayjy HeKo 3ajelJHUYKO CBOjCTBO, a CBAKO] TAUYKH TOT

CKyna MpUApy-KyjeMo ypeheHu map peaaHux OpojeBa (x, y), IEHE KOOpAMHATE, TaJa
3ajeJHHYKO CBOjcTBO 00e30ehyje MoryhHocT moBe3uBama OpojeBa X U ) HEKOM
jeIHAYNHOM, HapUMep

F (x, y) =0,
rae je F(x,y), peanna QyHKIHja JBe peanHe MPOMCHIbHBE.
Ipumep 3. CacraBuTH jeqHAUYMHY T€OMETPH]CKOT MecTa Tadyaka (JIuHHUje) / y paBHH,

ca 0COOMHOM J1a Cy IX0Ba pacTojama, ox Tadaka A(1,3) u B(5,-3), jennaxa.
s

N

B

Cmuka 12.
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Pememe. Jlakiie, MOMEHYTO T€OMETPHjCKO MecTO Tadaka, nuHuja [, (Crouka 12.) je

CKYI Ta4yaka M(x,y), TaKBHX Ja BaXXH d(M,A) = d(M,B), j.
[={M:d(M,4)=d(M,B)}.

Opnarte je

JOr=1) 4 (y=3) =(x=5) +(y+3)’,
a mocine cpehuBama, 100MjaMo jeTHAYUHY
(1) 2x-3y-6=0,

Ha OCHOBY 4era U3BoauMoO cieachu 3akipbydak: ako Tauka M (x, y) npunaja JuHuju [,
OHJIa TheHE KOOPJIMHATE 33/I0BOJbaBAjy jenHaunHy 2x—3y—6=0, 1j.
M(x,y)el = 1:2x-3y—6=0.

Jla 6u mpoOiem OHMO pelieH y MOTIYHOCTH, Tpeba joln Ja ce JOKaXe J1a caMmo
KOOpJMHATE Tadaka JMHUje [ 3amoBoJbaBajy jemHaumHy (1), Tj. Ja ako Tayka He
MpUIaaa JUHUJU [, OHJa HeHE KOOpAMHATE HE 3a/10BOJhaBajy jeaHauuny (1), mro je
CKBUBAJICHTHO Ca MMIUTMKAIMjOM: aKO KOOpIMHATe X WM y, Tauke M , 3a10BOJbaBajy

jemnaunny (1), oHma Tauka M (x, y) npunaaa JUHUM [, WK 3aTMCaHO0 MaTEeMaTUYKUM
JE€3UKOM
[:2x-3y-6=0 = M(x,y)el.

Jlakie, ako KoopAMHATE X W y Taduke M 3aq0BOJbaBajy jemHadnHy 2x—3y—6=0,

OHJIA je M(x,y) =M(x,§x—2j. Tanma Baxxu

13 , 26

2 2
2 2

d(M,A) :\/(X—l)z +(§x—2—3J =\/§x —?x+26 =\/(x—5)2 +(§x—2+3j =d(M,B)
IITO 3HAa4YM Ja Tauka M mnpunaaa nuHuju /. OuurienHo je na auHuja [ mpeacTaBiba
CHUMETpAIY TyXd [AB]. 3a mycrpaunjy nokpenytH ammkamnjy R.l.ggh, y nporpamy
GeoGebra. O

3Hauw, axo je F(x,y) peanHa QyHKIHja IBe peaHe MPOMEHBHBE X M ), OHJA
jemHavYnHA
2) F (x, y) =0
neuHHIIIe TeOMETPHjCKO MeCTO Tadaka (IUHU]Y), F y paBHH, KOje caunmaBajy Tauke

M =M (x,y), 9uje KOOpIMHATE 3a10BOJbaBA]y jeaHAUNHY (2), Tj.
j'::{M‘ M:M(x,y)/\F(x,y)=0}.

W3 nHanpen HaBeleHUX pa3MaTpama, MOXKE CE€ 3aKJbyuyUTH Jla CE MeTOH
aHAJMTHYKe reOMeTPHje 3aCHUBA Ha cienehe ABe YHbECHUIIE:

1. TpunpyxuBame koopauHata — ypeheHor mapa peaaHux OpojeBa (x, y),

CBAaKOj Tadykud JaTor TE€OMETpUjCKOr Mecta Tadaka f, y ozapehenom
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KOOp/AMHAaTHOM cHcTeMy, oMoryhyje a ce Ha OCHOBY 3aj€JHUYKOT CBOjCTBA
Tayaka u3 F, KOOpAMHATE X M ) TMOBEXKY jeIHAYMHOM

3) F(x,y)=0,
KOjy 30BEMO jelHAuYMHA TEOMETPUJCKOT MecTa Tayaka J, Tako Ja Baxu
penamyja

M=M(x,y)e F < F(x,y)=0

npu yemy je F (x, y) , peanHa (QyHKIM]ja B peasiHe IPOMEHIbHBE;

2. HWcnutyjyhu jennauuny (3) u aajyhu reoMeTpHjcKy MHTEPIPETALU]y HEHUM
ocoOMHaMa, UCITUTY]y ce OCOOMHE reOMETPHUjCKOr MecTa Tayaka F u upra ce

ETOB IpaUK y KOOPJMHATHOM CHCTEMY.
Y HajBeheM ey CpeamOIIKOJICKOT Kypca aHAJIUTUYKE TEeOMETpH]e,
reOMETpPHUjCKO MeCTO Tadyaka f y paBHH, je nuHUja [ (IIpaBa WM KpuBa). Y CBUM TUM

ciy4ajeBuMa jenHavnHa (3) je jenHaunHa TuHUje /.
Axko je ¢dynkmmja F (x, y) moJIMHOM  (TeJTla panuoHaIHA (YHKIH]ja) 7 — TOT

CTETeHa, OHJIa Ce IMHUja [, 30Be ajredapcka JIMHUja 7 — TOT pefa.

JIuHuja xoja HUje anredapcka 30Be ce TPAHCUEHIeHTHA JIMHY]a.

[Ipenmer aHanMTHYKE TEOMETpHje jecy aJredapcke JIMHHje NPBOr peaa
(mpaBe), wim anrebapcke JMHHUjE IPYror penaa, Koje demhe Ha3uBaMO KPHBe JAPYyror
pena. Anrebapcke JIMHH]E BUIIET pela Cy MpeIMeT W3ydaBama MoceOHe MaTeMaTHIKe
JTMCLUUIUINHE — aJjiredapcke reoMeTpHje, a TPaHCIICHICHTHE JIMHUjE C€ YTIJIIABHOM
W3y4aBajy y MAaTeMAaTHYKOj AaHAJIN3H.

[IpunukoM wu3ydaBama anreGapcKkux JMHHMjAa, YECTO Ce€ jaBjba MOTpeda 3a
Tpancopmucamem JlekapToBor KoOpAMHATHOT cHcTrema. Hadenno roBopehu, y
pasmmuutuM JleKapTOBUM KOOPIAWHATHAM CHCTEMHUMA, jeJHAYMHE jeJHE UCTE JIUHH]jE Cce
paszmukyjy. MehyTtum, Moxe ce moka3aTtu, Aa Kiacudukanyja anredbapcKux JIMHU]a, Ha
OCHOBY pefa airebapcke JMHHje, Kao M KiacuduKalyja CBHX JMHHU]ja YOIIITEe, Ha
anrebapcke W TPAHCICHACHTHE, HE 3aBUCH OJ] M30opa JlekapToBOr KOOpAWHATHOT
cucrema. OBO NUTame perynuiie cieneha Teopema, Kojy HaBoquMo 0e3 nokasa. ([lokas
ce moxe Hahu y [8], unu y [23].)

Teopema 5. Ilpu tpanchopmiuju JIekapToBUX KOOpAMHATA, peal anredapcke KpUBe ce

HC MCHbhA. |

2.2. HEKE 3HAYAJHE ITPETIIOCTABKE

C 003upoM Ha YHILCHHUILY, /1a Cy JUHHU]E Y PaBHU CKYTOBH Tadaka, OJTHOCH Mehy
JUHWjaMa pEeryJucaHu Cy MpaBWJIMMa Koja Baxke 3a ckymoBe. Kako ce omHocu mel)y
auHUjamMa pediekTyjy Ha ogHoce Mel)y jeHauMHama JIMHUja, MUTambe je Ha Koje ce
MOKE€ JaTH OJArOBOp IOIITOBAKEM IPaBHJIa MaTeMaTH4Ke JOTUKE M TEOpHje CKYIOBa,
Tj. 10BOheEeM y Be3y CKYIIOBHMX pelaliija: MOACKYI U jJeTHAKOCT, ca UMILTUKAI]OM U
€KBUBAJICHIIMjOM, a OIepalyje: Npecek M YHHja JIOBOJIE CE€ Y Be3y Ca JIOTUYKUM

17



orepaljaMa KOHjyHKIMja W AucjyHkuuja. Jlakie, He ymymrajyhu ce y nokasuBama
J0JIe HaBEeIEHHMX 3aKJbyyaka, jep Cy OHHM INpeIMeT MaTeMaTH4Ke JIOTUKE U TEOpHje
CKyTOBa, Be3a u3Mmel)y auHMja U BUXoBUX Mel)yCOOHUX pelnalyja u onepaiuja, ¢ jeqHe
CTpaHe, U ollepanuaja Haj oAronapajyhum jeHauMHaMa, C Ipyre CTpaHe, peryJiuiie ce
cneaehum TBphemrma, Koja cy naray opMu MPETIOCTABKH .

IIpernocraska 1. Axo ¢y F (x,y) =0uF, (x, y) =0 jeonauune ceomempujckux
mecma mavaxa S u ‘T uaxoje S T , onda easxrcu umniuxayuja
Ff(x,y)zo = Ff(x,y):O.

MpernoctaBka 2. [eomempujcka mecma mauaxa S u T, uuje cy jeonauunae

Fe (x,y) =0 u F, (x,y) =0, jeonaka cy (noxnanajy ce), mj. S =T , axo u camo axo

saicu exgueaieHyuja
F_;(x,y):O = FT(x,y):O.

IIpernocraBka 3. Axo ¢y F (x,y) =0uF, (x, y) =0 jeonauune ceomempujcxkux

mecma mavaxa S u ‘T , onda je jeonauuna wuxosoe npecexka ST, cucmem (komjy-
HKYuja) jeonauuna F (x,y) =0 A F, (x,y) =0.
IIpernocraBka 4. Axo cy F (x, y) =0 u F, (x, y) =0 jeonauune ceomempujckux

mecma mavaxa S u ‘T , onoa je jeonauuna wuxoee ynuje S\UT , dama ca
F (x,y)~FT (x,y)zO.

2.3. 3aganm

1. HWcnuraj na nu nate Tauke NpUIaaajy JaTHM JMHUjama:

a) 4(2,3), B(-3,-2), C(4,-5), x—y+1=0;
b) 4(4,3), B(-3,4), C(-1,2V6), x*+)" =25;
¢) A(L1), B(-2,-3/4), C(3,-7), y=2"-1.

2. W3padyHaj HEMO3HATY KOOPAMHATY Tauke, TAKO Ja OHA MPUIIAZA JaTOj THHUH:
a) 2x-y+3=0, M(3,y);

b) x*—y' =4, M(x,4);
¢) x*+(y-1) =5, M(x<0,2).

3. Ogpenu BpeJHOCT MapaMeTpa 7 , TAKO Ja JaTa Tayka NpHIajia JaToj KpUBOj:
a) x+my-3=0, M(1,2);

b) (x+1) +y*=m, M(3,-3).
4. Oppenu npecek AaTux JIWHUja:

a) y=x"u y=x+2;
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b) y=x"u y=2x-5;
c) x—2y+14=0wu 5x+y+4=0;
d) ¥*+)y’ =5ux+3y-5=0.
5. Hahlu BpennocTn mapamerapa a u b, Tako Ja mpecek JuHuja ax+by+1=0 u
ax—by-3=0, 6yze Tauka M (1,2).

6. Opnpenu jeqnaunne ' MT koje nmajy ocoOuHY:
a) J1a Cy jeqHaKO yIaJbeHE 0J1 KOOPIUHATHHUX 0Ca;
b) na je cBaka Tayka 3a 2 yJaJbeHH]ja O]l X -0CE€, HETO O] ) -0Ce;

C) na je 30up pacTojama CBaKe Tauke OJ] KOOPJWHATHUX OcCa jeTHaK 4.
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3. ITIPABA

3.1. JEAHAYMHE IIPABE

VY Eykmuuckoj reoMeTpujH, MO3HATH Cy YCIOBU Ja NpaBa Oyne jeJHO3HaYHO
oapehena. Y oBom ofiesbky Ouhe onpelena jeqHaunHa npaBe Ha HEKOJIHUKO PA3IMYUTUX
HAYWHA, U Y BEKTOPCKOM M y CKaJJApHOM OOJIMKY, yIIpaBo KOpUIINEHEM OBHX YCIIOBA.
[Ipe Tora nokazahemo jeHy 3HAYajHY TCOPEMY.

3.1.1. OnmTy (MMIVIMIUTHH) 00JIMK jeJHAYMHE NIPaBe

Teopema 1. Csaka nuneapha jeonauuna ca 0ée npomeHnmuse, je jeOHauuHa npase u
06pHYymo, c6éaxa jeOHauuHa npase je TuHeapHa jeOHauuHa ca 06e NPOMeHbUSE.
(3a mnycrpamujy mokpeHyTH ammkamujy Bol.ggh, y mporpamy GeoGebra.)
Joxa3. Heka je nata nuHeapHa jeHauMHA
(1) ax+by+c=0
ca TIPOMEHJBMBEM X U y, e je a,b,ceR u a’+b*#0 (a#0 wm b#=0). Ilomro
OBa jeJIHaYMHA UMa OECKOHAYHO MHOTO pelleHha, H3a0epruMo, HallpuMep, TP O] BbUX:
(x,7), (x,,2,), (x;,¥;) 1 mpuMeTnMO 1a Taxa Baxu

ax, +by, +c=0, ax,+by, +c=0, ax, +by, +c=0.

Ony3umajyhu npBy ox npyre u tpehe jemnaunHe nodujamo cienehe aBe jeqHaYMHE

(2) a(x2_xl)+b(y2_yl):07 a(x3—xl)+b(y3—yl)=0.
/\y
B
: S Y,
Ty
A
....... Y,
NG
r
1
" — :3’ c
Xy,
X5 X4 0] X3 i
Cnuxka 1
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C apyre crpaHe, TpH Hanpes HapejeHa ypehena mapa (x,y,), (x,.,0,), (%5, ¥5),
y JlekapToBOM IpPaBOYIJIOM KOOPAMHATHOM CHMCTEMY Y paBHM, HpPEJACTaBbajy TpU
rauke, Hanpumep A(x,»), B(x,,»,), C(x,y;) ca pammjyc Bekropuma
O4=7 =(x,1,), OB=7 =(x,,,), OC =7, =(x,,,), (Cmuxa 1 ), onaxue je
AB=r -1 :(xz X ) _xl) u AC=7—-q =(x3 X3 _xl)'

dopmMupajMO BEKTOPCKH MTPOU3BOJL ABx AC u IpeTnocTaBumMo aaje a #0:

I J k . ( )
_— X, —X - - alx, — X -
ABxAC=|x,-x y,—y 0= " V> yl.kz_ 27X) N yl_k
X=X Vs—= 0 aa(x3 xl) Y3s—=M
x=x y;=y 0
La(x,=x)+b(y,=») »m=-nl- 10 y=-»| - - =
=— k=— k=0-k=0,
ala(x,—x)+b(y;=»n) yi-n al0 -y

1UTO 3HAYH ja Cy Bektopu AB u AC xonuHeapu. JIpyruM peunMa, pOU3BOJBHE TPH
rauke A(x,y), B(x,,y,) u C(x,,y;), 4Hje KoOp/AMHATE 3a10BOIBABA]Y jEIHAYHHY
(1), konuHeapHe cy, Tj. jecy TpH Tauke jeHe pase /.

OO0pHYyTO, 1MO3HATO je J1a y PaBHU MOCTOjU TayHO jeIHa IpaBa /, Koja caJpiKu
7aTy Tauky M, W HOpMajHa je Ha IpaBy p(O,N), Tj. HA BEKTOp 7i = ON . Heka cy,
JlaKIie, y paBHHU, y K0joj je Aar JlekapToB MpaBOyIriid KOOPAUHATHU cucteM xOy, NaTH
tauka M, (x,,»,) u Bextop ii=(a,b)#0, 1j. @’ +b’ #0. 3a wiycTpauujy ce Moxe
MOKPEHYTHU aITHKAL]y , y mporpamy GeoGebra.

| y
M

- —
r=r

=

~

=

Cnuxa 2
Axo je M(x,y) mpousBoJbHa Tauka, Tako ojepheHe mpase [/ u ako ¢y 7; U 7

panujycBekTopu Tayaka M, u M , (Ciuka 2), oHl1a O4UTIETHO BakKH
n-(F—7)=0,
HIIN

(aab)'('x_xhy_yl):()a
OJIaKJie je
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a(x—x)+b(y-y)=0,
IITO Tpe/CTaBjba Be3y u3Mely koopauHata x W y Ouio koje tauke M mpase [, Tj.
npescTaBiba jenHaunny npase /. [locienma jeqHaunHa MOXKE CE€ HAIMCATH Y O0JIUKY
[:ax+by—ax,—by =0,
WIIN
[:ax+by+c=0,
rae je ¢=-ax,—by, peanHa KOHCTaHTa, IUTO je JMHEapHa jeIHayMHA ca JBE IIPO-

MEHJbHBE, YUME je TeopeMa JOKa3aHa. [

HMedpununuja 1. JInuneapHa jenHaunHa ca 1Be MpoMeHJbUBE fata ca (1), 30Be ce ommTu
(MMIUTUIIUTHH) O00JIMK jeITHAYHHE MPaBe.

[To3HaTo je, 1a ce MHOXKCHEM jeIHAYNHE, PeaTHUM OpojeM pa3InduTHM O] HYJIE,
nobuja ekBuBajeHTHa jenHaunHa. Ctora Ha ocHOBY IIpernocraBke 2. u3 oxespka 3.1.5.
MO’KEMO KOHCTAaTOBAaTH Jla BaXKu cliesieha Teopema.

Teopema 2. Axo je jeonauuna (1), jeonauuna npase | u koncmanma A € R\{O} oHOa
jeu
A-ax+A-by+A-c=0
jeonauuna je ucme npage 1. [ |
Hanomena [lomTo ckym pemema jeqHauYHEe
ax+by=0
canpxku ypehern map (0,0), 3a cBako a,beR, jacHo je na jennaunna (1), 3a ¢ =0,

MpeJicTaB/ba MPaBy Koja caip>ku KOOPIAUHATHU MMOYETaK.

3.1.2. Jennauyuna npase ogpeleHe Ta4KOM M BEKTOPOM NpaBna

Heka je nara Tauka M,(x,,),) n Bektop v =(p,q), V=0 (wm p>+q’ #0),
. Tana nocroju TauHo jenHa npasa [ Koja caip:kKu Tauky M, U mapajeiHa je ca

BEKTOPOM V , Tj. IpaBa / ¥ BeKTOp Vv mMajy uctH npasail (Crnuka 3.), 300r yera BEKTOp
V Ha3WBaMoO, BEKTOp NMpaBua npase /.

Cnuka 3
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Axo je M(x,y) nmpous3BoJbHA Tayka IpaBe /, pasiuuuTa o] Tauke M,, Tajga

noctoju ¢t € R\ {O} TaKo J1a Ba)KH BEKTOPCKA JeTHAKOCT
MM =t-v.

Axo je 7 =(x,y) paaujyc-BeKkTop npousBosbHe Tauke M (x,y) mpase [, a 7, =(x,,,)
panujyc-Bekrop gare tauke M (x,,V,), OHAA CEe HOCIEABha BEKTOPCKA JETHAKOCT MOXKE
NpHKa3aTu Ha cienehu HauuH
3) [:F—1=tV,
IITO TIPE/ICTaB/ba BEKTOPCKY MapaMeTapcKy jeHauYnHy npase /, onpehene Taukom
M, €, unju je paaujyc-BeKTOp 7, U BEKTOPOM IIpaBLa Vv , pase /.

VBohewmeM oaroeapajyhux KoopauHaTa BeKTOpa 7,, ¥ M V Yy jenHauuHy (3)

no0ujaMo cucTeM

X—X,=tp

4)
Y=y, =tq

KOjU 30BEMO CKaJIapHe MapaMeTapcKe jeqHaunHe rnpaBe. EmuMuHanujom napamerpa

t, nobujamMo cKajlapHy jeaHayumHy mnpase [/, onpehene taukom M (x,,y,) H

BEKTOpPOM TpaBLa vV = ( D, q)

(5) I: P At

Axo je p=0,1j. v=(0,9), onna Bekrop v u oca Oy HMajy HCTH Tpasail, 300r dera

je mpaBa / mapanenHa ca Oy ocoMm, (Cnuka 4.a), a nomwro M, (x,,y,) €/, npasa [ cede

ocy (x y Tauku X, :

| M .
y #
y
M
M o~ M
-
hs
r r -
Vv 0 )
Mo "o ! v
X — =
o ? ©
Cmuka 4.a Ciunka 4.0

o ucror pesynrara Mmoxkemo nohu u Ha ApyrH, "ckanapau’ HaunH. Hanme, ako je
p =0, cuctem (4) mocraje

X=x, N y=y,+t-q, te]R\{O}

LITO 3HAYM JIa je IpBa KOOPAUHATA IPOU3BOJbHE Tauke M (X, )) KOHCTAHTHA, Tj. X = X,,
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a npyra xoopauHara "mponasu" ckynom R, yeR. Jlpyrum peunma npousBoJbHa
Tauka M (x,y) omucyje npaBy /, napanensy ca Oy ocoM, a cede ocy Ox y TaykH X,,
U TaJa jeqHavyuHa rnpase / riiacu

(6) [: x=x,.

AHAJOTHUM MOCTYITKOM 3aKJby4yjeMo, , ako je ¢ =0, Tj. aKo je BEeKTOp Mpasiia
npase /, ucTor mpasia kao uoca Ox, Tj. V = ( p,O) (Cnuka 4.6), onza je npasa / mna-

panenHa ca Ox ocom u cede Oy ocy y Tauku Y, , a jeIHaUMHa Ipase / riacu

(7 [ry=y,.

OO6pHyTO, ako mocMmatpamo jemxHadude (5), (6) u (7), ounrienHO je na Cy OHe
JTUHeapHe, IITO 3Ha4u, Ha OCHOBY Teopeme 1. 1a je cBaka oj HUX jeIHAYMHA TIPaBe.
OBuM je nmokaszaHa cieneha Teopema.

Teopema 3. Ako je npasa | oopehena céojom mauxom M (x,,y,) u 6exkmopom npasya

V= (p,q) , npu uemy je p>+q° #0, onoa jedOnauuna npage anacu

— —

1. [: F-1r,=t-v, te]R\{O}, (6exkmopcku 061UK)
X—=Xx,=t'p

2. I , teR\{O}, (napamemapcku 00.1uK)
Yy=Y,=tq

X=X,

p

3. [: P At (ckanapru 06auUK).

CrneuujanHo
. ¢g=0= l:x=Xx,,
2. p=0=l:y=y,. [

Ipumep 1. CacraBuTH jeqHaunHe KoopauHaTHHX oca. (Ox: y=0; Oy: x=0).

3.1.3. Jennauuna npase ogpeljeHe TaukoMm U KoepuUMjeHTOM NMpaBua

ITocmarpajmo noHOBO mpaBy [, oapeheny Taukom M (x,,),) ¥ BEKTOPOM IIpaBLa

¥ =(p.q) nuexaje p+0, (5

[TosutuBHu cmep Ox oce oOpasje ca MpaBoM /, OPHjEeHTUCAHU YyTao « , (MOYETHH

KpaK je mosutuBHA cMep Ox oce: X ) jenHak opujeHticanoM yriy Z(X,v), (Ciuka 5).

W3 npasoyrior Tpoyrina A OPV cnenu

9 _+g L(Xv)=tga=k.

P
bpoj k € R, TaHreHc opujeHTUCAHOT yIiia KOju 00pa3yjy MO3uTUBHU cMep Ox oce U
mpaBa /, 30Be ce Koe(pMUMjeHT NMpaBIa npase.
[Tomro u3 cucrema (4), 3a p # 0 UMaMo jeTHAYNHY

Y=Y :%(X_XO),
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yBpurhyjyhu koeduiujeHT npasua 1001jamMo
®) l: y—yozk(x—xo),
IITO MPEJCTaBJba jeIHAYUHY MpaBe oApeleHe TaukoM M KoedUIMjeHTOM mpasia,

00K KOju ce "momynapHO" Ha3WBa jeJHAYMHA MpaBe KPO3 jeIHY TaukKy. AKo je
k=0 (36or p#0 mopa 6utu g =0), jeqHaunHa (8) cBoaAM ce Ha Beh aHanM3UpaHu

o0k y=y,. Y noceOHOM ofesbKy hemo yTBpAWTH Ja jeaHauuHa (8) mpeicTaBiba

JelHauYnHy MpaMeHa MpaBHUX ca LEHTPOM y Tauku S(x,,),)

M

M

N

Cnuka 5
Ako, kao u 'y Teopemu 3. nmpernoctaBuMo oOpHYTO, Tj. Ja je Aara jeaHauuna (8),
KOjy MOKEMO 3aIicaTy U Ha ciiegehu HauuH
kx—y—kxy+y,=0,
IITO je JIMHeapHa jeJHaYMHa ca JBE MPOMEHJbUBE, Taga Ha OCHOBY Teopeme 2. Baxu
cnenehu 3akpydax.
Teopema 4. Jeonauuna npase |, xoja je oopehena maukom M ,(x,,y,) u Koeguyu-

Jjenmom npasya k, 2nacu

I: y—y,=k(x—x,). [
Hamomena 1. Heka je nmpaBa / nara jeqHa4MHOM Y UMILUTHIIUTHOM OOJIUKY

[: ax+by+c=0.
Iosuaro je (Teopema 1.), na je Bextop 7 =(a,b) HOpMamaH Ha mpaBy I, a BEKTOp
V=(-b,a), ( xoju je HOpManaH Ha 7i, jep je 7i-v=0), je BeKTOp mpaBua mpase /.

CarnacHO peTXOTHUM pa3MaTpamiMa, Tajaa je KoeQHIrjeHT MpaBua npase /
k=-a/b,

a aKo je mo3Hara jeqHa tauka M (x,,),) je bEeHa jeqHaYlHa

(8.1) y—yoz—%(x—xo). |

Hanomena 2. Axo je mpaBa / nara jeIHaYMHOM y UMIUTULIUTHOM OOJIUKY
ax+by+c=0
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u ako je M (x,,y,) jelHa BEeHa TadyKa, Tj. aKO Ba)KU
ax,+by,+c=0,
OJTy3UMaHEM JIPYTe OJ1 TIPBE jeTHAKOCTH MMaMO
a(x=x,)==b(y-y),

onakie HenocpeaHo cueau (8.1) [
3.1.4. ExkcuiMuuTHH 00JIMK jelHAYNHe NpaBe

Hexka je npasa / nata jesHoM cBojoM Taukom N (0,7) u KOSQHIMjEHTOM NpaBia

k € R, mto mpencraBibajba CHEIHjaIHU CIIy4aj IPETXOIHE TeOpeMe, . Tana ce
jenHadrHa mpaBe / MOXe MPEACTaBUTH y OOIUKY
9) l: y=kx+n,

KOJH CE 30BE eKCIJIMIIUTHH 00JIUK jeHavunHe mpase, (Ciuka 6).

Y |
I: y=k x+n
N k=tga
n
a Xy
O rd
Craunka 6

IMpumep IIpencraButu y JlekapToBOM KOOPAMHATHOM CHUCTEMY IIpaBe, 3a/1aTe Cleie-

hum jennaumnama: 1) a:y=2x+3; 2) b:y=%x—2; 3) c:2x+3y=3.

~
b

o

k=tga="

p
lly="x+n
q y 3

Cnuxka 7.
Pememe [lokpenytn ammukaruje .7 a.@, B.7 b.@, B.7 c.@.
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3.1.5. JennauuHa npase Kpo3 ABe Tayke

Ha ocHoBy jenHe ox akcuoMa Eykimacke reoMmerpuje, MO3HATO je J1a 3a CBaKe JBE
pasnuuute Tauke M, (x,,y,) u M,(x,,y,), IOCTOjU jeIHa U caMoO jeAHa mpasa [, Koja
ux caapxu. [lomazehn ox oBe akcnome nokazahemo Teopemy.

Teopema 5. Axo je npasa | oodpehena osema pazruuumum mauxama M (x,,y,) u

M,(x,,,), , OHOA jeOHayuna npage 21acu
1. 12 F=F+t-(-F), teR\{0}, (6exmopcku 061ux)

X=X +z‘-(x2 —xl)
2. [: , te R\{O} , (napamemapcku obnux)
Yy=n ‘H'(xz _xl)

3. 1 A XN
X=X V™

Joxa3 Heka je / mpaBa, oxpelheHa nBema naTuMm paziuduTuM Taukama M (x,,y,) u

M,(x,,y,) (Cnuxa 8.).

(cxanapnu obaux).

|X2 X1|

Cnuxka 8
Axo je M (x,y) npousBoJbHa Tauka Ipase /, pa3nuuura ox Tadaka M, u M,,

Taja nocroju ¢ € R\ {0}, TaKo 1a Bak# BEKTOPCKa jeTHAKOCT

MM =t-MM,.
Axko je 7 =(x,y) pammjyc-BekTop mpomsBosbHe Tauke M (x,y) mpase [, a 7 =(x,,y,)

7, =(x,,y,) pamujyc-BeKTopH J1aTHX Tadaka M, u M,, OHJa Ce TOCIe/Iba BEKTOPCKa
jenmHauynHa MOXKE MpUKa3aTy Ha cienehy HaumH

(10) I: F=f+t(B-F),

3a t € R\ {0}, mTo npeicTaBba BEKTOPCKY MapaMeTapCKy jexHaumuy npase /, Kpo3

nse Tauke M,,M, €. YBohemweM oarosapajyhux KoopJuHaTa BEKTOpa 7;, /, U F Y
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jennauuny (10) nobujamo cuctem
X=X +I(x,—X
(11) l: (6 =)
y=n +l‘~(x2 _xl)
3a te R\{O} , KOJU 30BEMO CKaJapHe NMapaMeTapcKe jeJHA4YWHe [paBe Kpo3 JBE

Tauke. EnmuMuHanmjoMm mapamerpa ¢, 1odujaMo cKaJiapHy jeJHAYMHY mpaBe [, Kpo3

ABC TA4YKE

(12) =2
X=X V=N

NJIN

(13) I y-y =22 (x-x),

2 1
ITO j€ Y aHAIMTHYKO] T€OMETPH]U Y paBHU Yenihe y yrnoTpeou.
[Momro cy Tauke M, u M, pazauuure, Moryha je camo jeIHa o]l jeJTHaKOCTH

X=X, UIH Y, =Y, .
CanyHuM pe3oHOBameM Kao My 3.1.6.1.2. MOxe ce 3aKJbyyUTH [1a jeJHaYMHA ITpaBe
Taja uMa jeTHaAYUHE

[: x=x, 32 x,=x,,

[t y=y,3a y=),.
Ako, mpermocTaBUMO 1a je narta jegHauumHa (12), wim (13) koje cy ouMIIIEIHO
JTMHEeapHa jeTHaYrHa ca JBE MMPOMEHJbUBE, TaJa je Ha OCHOBY TeopeMme 2. To jeTHaunHa
npase /, 9uMe je TeopeMa J0Ka3aHa. [
Hanomena 1. Axo tauke M, (x,,y,) u M,(x,,y,)onpehyjy npaBy / u ako je x, #x,.
OHJIa 32 KOS(UIIMjEHT MpaBlia paBe / Baxu
() k=tga=22"2

Xy =X

[Ipumemyjyhu oBaj pe3ysTar Ha jeAHAUYUHY MpaBe oapeheHe TaukoM U KoePHUIINjeHTOM
npaBia (8), AMPEKTHO ce qo0uja jeJHauYnHA TpaBe Kpo3 aBe Tadyke (13). |
Hamnomena 2. Jlo oBor o6nuka jenHaurHe mpaBe Moryhe je mohu v Ha Opyru HauuWH.
Haunme npomsBosbHa Tauka M (x,y)npumnana npasoj [, oapeheHoj ca ABE pa3iuyuuTe
tauke M, (x,,y,) u M,(x,,y,), Apyrum peunma Tpu tauke M ,M,, M, cy KonuHeapHe,
aKo M caMo aKo je nospmuHa tpoyria A MM M, jenHaka Hynu, Tj.

X, =X, X=X

i2PAM]M2M = =0,
Y= V=N
OJIaKJIe je
(=) (y=2) = (x=x)(», = 3) =0,
ITO je €KBUBAJICHTHO ca jenHadynHoM (13). [
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Hamomena 3. Axo npaBa /, 1ara jeHAaYMHOM Y €KCIUTUIIMTHOM 00NuKy (/: y =kx+n),
caapxu JBe pasauuute tauke M, (x,,y,) u M,(x,,y,), Ip1 4eEMy je HAlpUMEP X, # X, ,
OHJIa BaXKU
yy=kx,+nny,=kc,+n,
OJIaKJIe OTy3UMareM, MPBE O] IPYTe jeTHAKOCTH HMaMO
Vo= W :k(xz _xl)'

HememeM ca x, —X,, jep je X, # X, , 1001jaMo Koe(UI1jeHT NpaBLa rnpase /

k — yz — yl ,
X=X
KOjH MPUMEBYjeMO y jenHaunny (8) u qupektHo qodujamo (13). [ |

3.1.6. Jennauuna ny:ku

Cnenehwn, BpJio MHTEpECAHTAH 3aJaTaK, KOJH CE CajJia MOXE PEIINTH, JeCTE J1a Ce

YTBpPAHM KOj€ yclioBe Tpeba Ja HCIyHaBajy KoopJauHate Tadke 1 (x, y), na Ou oHa
npunajana xyxu [ AB]?
Y 1y cBpxy mocmarpa ce ayx [AB], koja je 3amarta KoOpAMHATaMa CBOjHX

Kpajinx Tavaka: A(x,,y,) uB(x,,y,) u Heka je T(x,y) HpOM3BOJEHA TauKa JyKH

[A4B] (Cimka 9.), .

s
Y
Yo b I_?'
. T
~/b/
A v :
o Y1 4
:
i N
X4 0 X7 X5
Cnuka 9.

Tana ounrienHo Baxu cieneha penaruja
AT =k-AB < ke[0,1].
CnenujanHo, ako je k=0, onga je T=A, a ako je k=1, ouga je T =B. I[lomro je
AT =0T —OA u AB = OB — OA, w3 nocienme penaiuje uMamo
OT - 0d - k-(0B-04),

OJIaKJIe je
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OT =(1-k)-OA+k-OB.
KoopannaTHuM TipefcTaBibambeM paanjyc Bekropa tadaka A, B u T umamo
(x’y) =(l—k)-(xl,y1)+k-(x2,y2),
IITO j€ €KBUBAJICHTHO Ca KOHjYHKIIN]jOM
x=(1-k)x, +kx, u y=(1-k)y, +ky,.
Jlakiie, oArOBOP Ha IMOCTABJHEHO MUTamkE Aaje cieneha reopema:
Teopema 6. Tauxa T(x,y) npunaoa oyicu [AB], 20e je A(xl,yl) u B(xz,yz), ako
3a reHe KOOpOuHame 8axHCu
x=(1-k)x,+kx, n y=(1-k)y +ky, & ke [0,1],
WMo npeocmas/ba napamemapcky jeOHauuHy oyxcu, unu (nocie enumMunayuje napame-
mpa k)

=0 XA (o). n
X=X V™

3.1.7. CermeHTHHM 00/IMK jeJHAYHHA NPaBe

Hexka je npaBa / oapehena nsema paznuuutum Taukama M (m,0) u N (O,n) , 3a

m#0 u n#0, (Cmuka 10.), . To je cienujayiHA CIy4aj MPETXOTHE TEopeMe.
Tana ce jenHaunHa npaBe [ MOKe MPEJCTABUTH Y OOJIHKY

(14) 1o 24X,
m n

KOjH Cc€ 30B€ CerMEHTHH 00JIMK jeTHauUnHEe MpaBe.
N

| y

~N

Cnuxa 10.
3.1.8. HopmaJinu 00JIMK jeJHAYMHA NIpaBe

[TocmarpajmMo moHOBO TipaBy [, nary jeanaumuoM [: ax+by+c =0, rume je

a#=0 um b#0, Koja He calpku KoopAuHAaTHU noudetak (¢ #0). Y paBHM je ucra
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IpaBa jeHO3HA4YHO ojapeheHa jeTHOM CBOjJOM TauKOM, HampuMep M, (xl, yl) U JeTHUM,

Ha By HOPMAJTHUM, BEKTOPOM 71, 1l # 0.
VY Teopemu 1. yTBpheHO je 11a 32 BEKTOp 7 BaXKH
n=(a,b)
npu yemy je a #0 i b+ 0. Heka je M (x,y) npousBosbBa Tauka npase [, a 7 W 7
panujyc Bexktopu Ttauaka M u M,. Kako cy Bekropu 7 —7 u n HopmanHu (Ciuka
11.), ouna je
(15) I: (F-F)-n=0.

OBa jeqHauMHa MPEJICTaB/ba HOPMAJTHH BEKTOPCKH 00JIMK je/ITHAaUYMHe NpaBe.

Cmuka 11.

Axo y jennaunHy (15) yBenemMo KoOpauHATe 3a BEKTOpE 7i U F,, OHJA HOCIIEAna

jenHadrHa mocraje
l:7-n+c=0,
riae je c¢=-r -n=—ax,—by,. YMecro BekTopa 7,y jeaHaunny (15), moxe ce yBectu

U BETrOB JeJMHUYHU BEKTOP 7, Tj.

U S
I’ZO =on
z
0J1aKJie 100MjaMo jeTHaUYNHY TIPaBe
(16) [: (F—ﬁ)-ﬁozo,
WA
(17) I: 7-ﬁ0=|;c,
7]

npu uemy jenHaumHa (16) mpenctaBiba XeceoB HOPMAJIHH BEKTOPCKH OO0JHK
jenHavyuHe mpase /.
Ja OucMo manmu TeOMETPHUjCKY HHTEPIPETALUjy MPETXOAHUX BEKTOPCKUX

jenHaunHa, obenexxumo ca d (O,l)= p >0, oacrojame mpaBe / OA KOOPAUHATHOT

MOYCTKA U ITPUMCTUMO J1a BaXXU
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(19) r-n0:|n0|-prﬁ0r:ip.
To 3HauM Ja je amcoidyTHa BPEIHOCT CKaJapHOT IPOU3BOAA 7 -7, KOHCTAHTHA U

jenHaka p, , 6e3 003upa Ha 1mosoxkaj Tauke M (4uju je paaujyc BEKTOp 7 ) Ha

npasoj /, a 3HaK CKaJapHOTI NPOU3BOJA 7 -7, 3aBUCH OJ CMEpa BEKTOpa 7i, U BEKTOpa

OP, rze je P momHOXje HopMasie U3 KOOpaAuHATHOT modeTka O Ha mpaBy [, Tj.

p, H, ™ opP
‘h, = .
" |-p, i, N opP
Ha ocnoBy (17) u (19) umamo
(20) +F oy =——=p >0,
=+

a I[1o1IITo SajeI[I/IHI/I‘lHI/I BCKTOD ﬁo BaXXu

n, =

L 1 b) = a b
n_\/a2+b2 (a’ )_ \/az+bz,\/az+b2 ’

Tana jeqHaynHa (17) mpase [/, rmacu

|-

/- ax + by

—c
. +a? +b? _i\/a2+b2 ’

170031
ax+by+c 0
t\a® + b’ ’

TJIe 3a 3HaK MCIIpe]l KOpeHa, Ha OCHOBY (20), Baxu

c<0 = [ &rhEe
Na® +b?
c>0 = [: ax+by+c:O.

—Ja’ +b’
Cana ce jeqnaunHa (16) Moxke mpuKaszaTy U Ha cieaehu HauuH
ax+by+c

21 l:
—sgnc-Na’+b’

IITO MPEJICTaB/ba Xece0B HOPMAJIHU CKAJIAPHH 00JIMK jeJHauYMHe mpase /.

:()’

Jame, ako je 4(2,@):(% yrao msmehy oce Ox u Hopmane p(O,P) Ha

npaBy /, OHJIa j€ OYHTIICAHO j€ J1a BaXKe JeTHAKOCTH
a ) b —c
> Sln¢:—a p:—a
tVa’ +b° +a’ +b’ +a’ +b’
a jemHaumHa (21) cana je:
(22) [:xcosp+ysinpg—p=0,

cosQ =

mTo je Takohe XeceoB HOPMAJIHM CKAJAPHH 00JIMK jeqHAYNHE npaBe /.

30



AKO mpeTnoctaBUMO OOpHYTO, Ja je JaTa OWIIO Koja OJ JBE EKBHUBAJICHTHE
jemnnaunne (21), umum (22), Koje Cy OYMIVIEHO JIMHEApHE jeJHAUYMHE Cca JBE
MIPOMEHJBbHBE, TaJa je Ha OCHOBY Teopeme 2. cBaka OJ] lbUX jeJHaYMHA MpaBe /.

[IperxoaHa pazMaTpama MOXEMO 3aKJbY4YHTH cienehoM Teopemom
Teopema 6. Hexa je jeonauuna npase |, dama y onwumem o0auxy ca

[:ax+by+c=0,

eoeje a#0 umu b#0. Axo cy F(x,y) u ﬁ(xl,yl) paoujyc eekmopu mavaka M €1 u
M, el, sekmop n L1, a n, jeounuunu eexmop eexmopa 1, P noouodcje nopmane u3
KoopouHamuoz nouemka Ha npasy |, p = d(O,l) = ‘@‘ u yzao Z(X,O—P) =@, oHOa ce

jeonauuna npase | mooice npuxkazamu Ha c8axu 00 ciedeha uemupu Ha4uHa:

1. [: (;7 —171)77 =0, Hopmannu éeKkmopcku o0k,

2. 1: (F=F)-n,=0, Xeceos nopmannu eeKkmopcku oonux,

3 ax+by+c 0 x p

R =0, Xeceoé nopmannu cxanapnuu oonux,
—sgnc-\a’ +b’

4. [:xcosp+ysing—p=0, Xeceoe nopmannu ckanrapnu oo1uxK. [ |

Hanomena XeceoB HOpMaJIHU CKaJapHU OOJIMK jeTHAaYMHE TpaBe, MOXKE c€ JOOUTH U
Ha Jpyry, "'cKajapHU' HAYMH.
Haume, Heka je mara npasa [, jeanauuaom [: ax+by+c=0,raeje a #0 win

b#0 u Heka je P noxamoxje HopMane n=p(O,P) U3 KOOPAMHATHOr MOYETKA Ha
npasy [, npu demy je d(0,/)=d(O,P)=p u yrao L()?,O—P):go. JacHo je, axo je
¢ =0, mpaBa mponasu Kpo3 KOOPAWHATHH TMoUeTak, Tj. P=0 u p=0. Axo npermo-
CTaBHMO, Takohe, na mpasa / cede koopauHatHe oce Ox u Oy, peaoM y Taukama A u
B , pazmuuutum on O, (Cnuka 12.), omaje a#0ub=0.

y
|

Crnuka 12.
AKo je jenmHaunHa TIpaBe / MpeBe/ieHa Ha CErMEHTHHU OOJIUK
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l: £+Z=1,
m n

rae je m=—cfa, n=—c/b,a A(m,0) u B(0,n) npeceune Tauke npase ! ca KOOpAH-
HATHUM 0CaMa, OH/a 300T CIMYHOCTH MPaBOyrauX Tpoyriaosa A AOP ~ A OBP , cnenu

singo:£ u cosgo:£,
m n
0J1aKJIC 3a jeJHAYUHY TIpaBe /| ©UMaMo
[:xcosp+ysing—p=0.
Kako ce, Ha ocHoBy Teopeme 2., 1Be jelHAUMHE jeTHE UCTE MPaBe MOTY Pa3lIUKOBaTH
caMmo 3a KOHCTAaHTHU YMHHJIALI, OBA Je/THAYMHA j€ CKBUBAJIIEHTHA Ca jeJHAUNHOM
l:A-ax+A-by+A-c=0,
OJIaKJIe je
A-a=cosp, A-b=singp, A-c=—p<0.
U3 npBe 1Be jeAHAKOCTH, HA OCHOBY OCHOBHE TPUTOHOMETPH]CKE HACHTUIHOCTH, CIECAN
A(d+b)=1,
OJIaKJIe je
1
o'+

a u3 Tpehe pemanuje cienu Aa Cy KOHCTeHTe A W ¢ cynpoTHor 3Haka. Cana

A=

HEMOCPEHO ClIeU jenHaynHa npase (21). [ ]
3.2. TAYUKA U IIPABA

OpHoc Tauke ¥ TIpaBe CBOJM CE Ha J[Ba Cyyaja: WU Tadyka MpUMaaa MpaBoj, WK
Tayka HE NpUIaga MpaBoj. Y TMPBOM CIIy4ajy KOOpAMHATE Tayke 3a70BOJbaBajy
jeIHauMHy TIpaBe, a y APYroM CIIy4ajy je He 3aJJ0BOJbaBajy, IITO C€ YOCTAaJIOM KOPUCTH
Uy OTIITEM CIIy4ajy, KajJa ce yTBphyje Aa Ju Tauka mpuraga, uiv He MpUnaaa THHUjH
(reoOMeTpHjCKOM MECTY Tauaka).

OcuM oBOr, mMUTama MNpPUMAJaka TadyKe MpPaBOj, MHTEPECAHTHO j€ M MHUTAmbE
MOJIOKaja TauKe W MpaBe y KOOPJAMHATHOM CHUCTEMY. 3a periaBame 00a oBa mpobiemMa
pa3MoTpu-hemMo pacTojame OJ1 TauKe J0 MpaBe.

Teopema 11. Pacmojarwe 00 mauke M, (xo, yo) 0o npase | : ax+by+c =0, jeonako je

B |ax0+by0+c|

(23) d:d(Moal)_ m )

eoeje a#0 uwm b#0.
Hoka3. Heka je y JlekapToBOM MPaBOYIJIOM KOOPJAMHATHOM CHCTEMY JaaTa rpasa [,

jennaumHOM [:ax+by+c=0, Tauka M, (x,,,), Koja He mpumana npasoj / (Crmka
13. a.), , ca OHe CTpaHe npase / ca Koje HUje KOOpJAUHATHH rnoueTak O.
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=]

Cnuka 13. a.
Heka je maspe mpaBa 7, HopMaiia W3 KOOpAWHATHOT noveTka O, Ha mpaBy [, mpu
yemy je Tauka P MoaHoXkje HopMalie, a pacTojame 0]l KOOPAMHATHOT MOYeTKa JI0 MpaBe

I, jennaxo je d(O,P)=p . Ha ocHOBy HaBe/ICHOT, jeiHAYMHA [IpaBe [, y HOPMAIHOM
00JHKY je

[:xcosp+ysinp—p=0,
T7ie je ¢ yrao, Koju o0pa3yje mpaBa n ca MO3UTUBHUM cMepoM Ox oce.

Heka je [/, mpaBa, koja cagpxu Tauky M, uMja je HopMana (U3 KOOpAUHATHOT
noyerka) takohe mpasa n, a IOAHOXje HOpMaie Heka je F,. AKo je pacTojame 0f
KOOPJMHATHOT ~I04eTKa 1o mpase [, jennako d(O,F)=p+d, onma je
d=d(P,,P)=d(M,,l) tpaxeHo pactojame o1 Tauke M, 10 mpase /.

C nopyre cTpaHe, ako je Tauka M, ca UCTe CTpaHe mpaBe / Kao M KOOPAWHATHU
noyetak O, Ha UCTOM oAcTOjamy d =d (M 0ol ) ofj mpase [/, a [, mpaBa, Koja CagpxkKu
Tauky M, 4Mja je HopMaia Takohe mpaBa n, a MOAHOXje HopMaine F,, oHIa je
pacTojarse 0Jl KOOPIAMHATHOT TI0YeTKa 10 npase /,, jemnaxo d (O,F))=p—d.

Ha ocHOBY Hampe HaBe/I€HOT, jeIHaYlHAa [IpaBe /,, y HOpMaJIHOM OOJIHUKY, 3a 00a
nonoxkaja Tauke M, riacu

ly: xcosp+ysing—(p+d)=0,
rje 3HaKk "+" Baku KaJa cy Tauka M, u KoopAMHATHU rnoyeTtak O, ca pa3HHUX CTpaHa
npase /, a 3Hak " —" Baxu Kaja cy Tauka M, ¥ koopauHaTHU noderak O, ca ucte
crpane mpase /. Ilomro Tauka M, mpumaga npasoj /,, IITO je €KBUBAIECHTHO ca
jenHakomhy

X,cosp+ y,sing—(p+d)=0,

3a pacrojate d =d (M,,l) Baxu
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d= i(xo cosQ+y, sin(p—p).
Kaxo je d =d(M,,l)>0, mocienma jeIHAKOCT Ce MOXKe 3aIUCaTH U Ha cienehn HaduH

a?:|xocosg0+y0 sing— p

oJlakJie HemocpenHo cuean (23). [ |

Hexka je nara npasa [, jennaunsom [: ax+by+c=0, rauka M, (x,,,), Koja He

npunaja npasoj ! u tauka M, (x,,y,) Ha npasoj ! (Cinka 13.6.), . Hexa je

BEKTOP 7 HOpPMaJaH Ha IpaBy / W HeKa je Tauka M, TOAHOXK]e HOpMalle U3 Tauke M,
Ha pasy [. Tanaje ri=(a,b) u d(M,,l) :‘MZMO‘ :‘c?‘.

Ha OCHOBY HAaBCJICHOT BaXXU

—_— —

a nomro je M,M=d , umamo

1501050
i-MM,=iid,

opakie 30or M\M =1, —r,rneje OM =15 u OM, =71, Baxu

Cauxka 13. 0.

, OHJIa je

Kao je 7 || d, Tj. 7i-d = *[ii|-|d

sy = i-al=Jal

j.
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Axo je ‘d ‘ =d , nocie yBolema KoopIuHaTa UMaMmo

g ‘axo +by, —(at)c1 +byl)‘ _ |ax0 +by, +c|
\/Cl2+b2 \/a2+b2

rie je kopuitheH ycinoB M, €/, KOju je €KBUBAJICHTaH ca C = —(a)c1 + byl) .

3.3. JIBE IIPABE
3.3.1. IIpecek n1Be npaBe M NaPaJeJHOCT

JlBe mpaBe /| u [/, y paBHM, WU C€ CEKy, WM Cy MapaieiHe (WIN Hemajy

3ajeJHUYKUX Tadaka, WM ce Mokiamnajy). Heka cy oBe aBe mpaBe naTe CBOjUM
jenHavynHaMa y UMIUTHITATHOM OOJIHKY

(24) [ :ax+by+c=0mn [,:ax+b,y+c,=0.

BbuxoB mehycobHu omHOC pa3marpamo Tako, mTO Ha ocHOBY IlpermocraBke 3. w3
3.1.5.2., mpBo oxpehyjeMo BHUXOB MpeceK, peliaBajyhn CHCTeM KOjU YHHE jeTHAYMHE
MPaBHX, Tj. pEIIaBaMO CUCTEM JIBE JIMHEApHE jeTHAYNHE ca JBE HETIO3HATE

ax+by=-c
(25) 1 ly 1 }.
a,x+b,y=-c,

VY 1y cBpxy yBeaumo cieache obenexaBame

s X ¥ .
a, b, —¢, b, a, —G
Ha ocnoBy KpamepoBor npaBuiia, mo3Haro je

1. cucrem (25) uma jenHo pemerse (x,,y, ), ako 1 camo ako je D, #0 1 Baxu

D

xD)/

D,’ D,

3

(XOoJ’o):

2. cucrem (25) Hema peruerba, ako u camo ako je D, =0 A (D, #0 v D #0);
3. cucrem (25) uma GECKOHAUYHO MHOIO pelllea, ako U camo ako je D =0 A
D_=0 (ogarne cnenu na Dy =0).
Yenosn D =0, D,=0 u D =0, (ananoro D, #0, D, #0 u D #0) mory ce
3amucaty U Ha cienehu HauuH
ab,=a,b, bc,=byc,, ac,=a,c, (aHanoruo ab, # a,b,, bc, #b,c,, ac, #a,c,)
Wi
a b b ¢ a c a b b ¢ a c
(26) _1:_1’ _1:_1’ i B (aHaHOFHO _1;,5_1’ _1¢_1’ _175_1)
a, b b ¢ a ¢ a, b b ¢ a q
Y cknany ¢ TUM U ca HaBeeHoM [IpeTmocTaBkoMm 3., MOXKEMO 3aKJbYUUTH
Teopema 7. 3a medycobnu oonoc ose npase I, u [, y pasnu, dame ceojum jeonauu-

Hama (24), eadcu
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bc, —b,c, a,c,—ac,

1. npaee I, u l, cexy ce y mauxu (xo,yo) = 5 5 2b 5 | ako u
a0, —a,b, a,b, —a,b,
.a b
camo ako je — #—;
a, b,
; al 1 Cl
2. mpase I, u l, cy napanenne u I, #1,, ako u camo ako je — =—#—;
a2 b2 cZ
. a4 _b ¢
3. npase I, u l, ce noxnanajy, ako u camo axo je — =—=—-. [
a, b, ¢,
2 2

[MomrTo ce jeaHaynHa TpaBe Yy EKCIUTUIMTHOM OOJHMKY KOPHUCTH BEOMa 4YECTO
OPWINKOM pellaBamba 3ajaTaka, a I[0CeOHO 300r Herose A00pe MNperiegHoCTH,
NpeTXOoJHa TeopeMa Moxe ce ¢opMmyiancatd © KopumhemeMm KoedullrjeHata
eKCIUTMLIUTHOT O0JIMKA jeHaYMHEe MpaBe. 3a JOKa3 je AOBOJFHO Ja Ce Y TEKCT J0Ka3a
Teopeme 7. yBene cmena a, =k, a, =k, by=b,=-1, ¢,=n,, ¢, =n,, Taaa cy npase

[, m [, mpeacTa-BjbEeHEe y EKCIUIMLUTHOM OOJIMKY M TBpheme ciequ HEemoCpeaHo,
(Cruka 14.a u Cnuka 14.6), B.l4.ggl.

[+

/o K’

Cnuxa 14.a Cnuxa 14.6
Teopema 7'. 3a medycobnu oonoc ose npase I, u 1, y pasuu, dame ceojum jeonauuna-

Ma 'y eKCRIUYUMHOM OOTUKY

27) L:y=kx+n u L:y=kx+n,

saxcu

n,—n, kn,—kyn,
k,—k, Kk —k,

1. npase I, u I, cexy ce y mauxu (x0 Vo) = , GKO U Camo

ako je k, #k,;
2. mpase I, u l, cy napanenne u I, #1,, ako u camo axo je k, =k, ~ n, #n,;

3. mpaee |, u l, ce noknanajy, ako u camo axo je k, =k, ~ n, =n,. n

3.3.2. Yraosu usmel)y nBe npase 1 HOpMaJHOCT

JIBe mpaBe Koje ce ceKy, 00pa3yjy /Ba napa yHakpcHuX (MehycoOHO moysapHux)
yriaoBa. AKO je CBakd OJ YyIJOBa jeJHOr Mapa jelHaK ¢, OHJAA Cy YIJIOBH HHUMa
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YHaKpcHOr napa, jeqHaku @ =rx—¢, (Cimuka 15.a u Cmuka 15.6), "

Cnuka 15.a Cnuka 15.6
Teopema 8. Axo cy 0se npase I, u 1, y pasnu, oame ceojum jeonauunama (22), omoa

3a yeao @, jedan 00 06a napa YHAKPCHUX Yel08d, Koje oHe 06pasyjy, 8axicu
(28) — albz _azbl )
a,a, +bb,

Cneyujanno, 0se npase I, u 1, jeone pasnu cy nopmanne, ako u camo axo je

(29) a,a, +bb, =0.

Jlokas Ako cy Bekropu 7, =(a,,b,) u i, =(a,,b,) HOpManHu Ha npase [, u [,, nare

jemHaunHaMa (22), OHJIa j¢ OPUjSHTHCAHU YTao L(ﬁl,ﬁz) , IO MOJYJTy jeJIHaK YTy @,

(v ¢, = 7 — @ ),xoju 0Opa3yjy mpase [, u /,.

Ha ocHOBYy mno3HaTux OCOOMHA CKaJlapHOI M BEKTOPCKOI IMPOW3BOAA BEKTOpPA

BaXKHU.
- n a,a, +bb,
L 1 2 172
coS (nlanZ) |I’l1 |I’l2 \/al +b2 \/az +b2 )
u
: Lo |le><ﬁ2| |ab a2b|
V4
Sin (n13n2) |n1 |n2 \/al +b2 \/az +b2 s
OJIaKJIe je
|ab a2b1|
tes (i 1;) = a,a, +bb,

Kako je opujentucanu yrao £ (ﬁl, ﬁz) , IO MOJyJy Je[THaK YTy ¢, OHJA je

albz — azbl

IJie ¢ MpeAcTaB/ba jelaH Of JBa CylJIeMeHTHa yria usMel)y npasux /, u /,. Ilpu Tome,

aKo je BpeIHOCT Ao0ujeHor uspasa tge >0, onaa je ¢ omwrap, a ¢, = 7 —¢ Tyl yrao,
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1 00pHYTO, aKo je tgp <0, oHma je ¢ Tyl a ¢, =7 —¢ OWTap yrao.

IlpaBe [/ u [, cy HOpMaiHe, ako U CaMO aKo Cy, Ha BbUX HOPMaJIHU BEKTOPH 7, U
1, , Mel)ycoOHO HOpMaJIHH, Tj. aKO M CaMO aKo je

n-n,=0,
WIIN
aa,+bb, =0,

YHUMe je TeopeMa J0Ka3aHa. [
Teopema 8'. Axo nu jeona 00 npasux I, u [, jeone pasnu, oamux jeonauunama (27),
Huje napanenna ca Oy ocom, oHOa 3a yeao ¢, jeoan 00 06a NApa YHAKPCHUX Y2l08da,

Koje one 0bpasyjy, eaxcu

ko —k
30 tgp=——72~.
(30) 8 kK,
Cneyujanno, npase I, u 1, jedne pasnu cy Hopmaine, ako u camo axo je
31) 1+kk, =0,

Joxa3 Heka cy npase /| u [,, nate jenHaunnama (27), npu 4eMy HHUjeJHA O HBHUX
Huje napanenHa ca Oy ocoMm, Tj. k,k, € R u Heka je yrao ¢, jenaH ox ABa mapa
YHAKPCHHUX YTJIOBa, KOje OHe 00pasyjy, (ci. 15 6). Tana je
p=a,-a,
0JIaKJIC je
_tga,—tgay _ k,—k

tgp=tgla,—a,)= =
go=te(—a) I+tgatga, 1+kik,

rle cy «, U o, YrIoBHU Koje pase [, u [, oOpa3yjy ca mo3suTuBHUM cMepoM Ox oce, a

k, m k,, onroBapajyhu xoedurjenTn nmpasara.

. V4 RY/4 .
IIpase /, u [, cy HOpManHe, Tj. @ = B WM @ = - aKo M CaMo aKo je

1+ kk,=0. [
Hanomena 1. YcioBu napanenHocty npasux /, u [,
a b
—4=—1 wm k =k,
a, b,
HEMOCPEHO CIENE U U3 IPETXOIHE IBE TEOpEME. [

Hanomena 2. Axo HHM jeaHa on mpaBux /, m [,, matux jenHaumHama (24), HHje
napanenHa ca Oy ocoM, Tj. by #0 u b, #0, oHZa ce HUXOBE jEIHAYUHE MOTYy
MPEBECTH Ha EKCIUTMIUTHU 00TuK (27), T1e je

a _q a, c,

— 1 — —
h=—2, m=-1, k=22, g =2

bl b_l b2 , ’ bZ

CkpahuBameM pasznoMka y (28) u nespemeM jeaHakoctu (29) ca bb,, nobujamo na 3a
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jenaH ox yriosa usmehy npaBux /, u [, , 1aTUX y €KCIUIMIIUTHOM OOIHKY (27), Baxu
k,—k

tgp=——o7"=,
1+ kk,

a 1a cy mpase /, u [, HOpMaiHe, ako U CaMo aKo je

l+kk,=0. [

3.3.3. PacTrojame napaJjieJJHUX NPaBUX

[IpoGiiem pacrojama MapaJieTHUX TNPaBUX, MOTryhe je jeIHOCTaBHO pEIIUTH
KopuithemeM pacTojama 0o Tauke 10 mpaBe. Ha oBo murasse maje oarosop ciencha
Teopema.

Teopema 10. 3a pacmojarve napanennux npasux
[ :ax+by+c =0 u l,:ax+by+c,=0
2oeje a#0 umu b+#0, saxcu

|cl_cz|

Ja* +b? .

d(l.,l,)=
Joxa3. Heka cy nare napanense npase
[:ax+by+c, =0 n [,:ax+by+c,=0
rne je a#0 wmm b#0 u Heka cy P, u P, mopHOXja HOpMale n U3 KOOPAMHATHOT
nouerka O Ha npase /, u [,, penom. Ca d(0,1,) u d(0O,1,) obenexuhemo pactojara
0J1 KOOPAMHATHOT MoYeTKa 10 npaBux /, u [,, peaom. [la 6ucmo yrBpaunu mehycobHo

pacrojame d (/,,1,), napanenHux npasux /, u I,, pasiuKyjemo [Ba ciyuaja:

~J /

\ -

Cnuka 16.a Cnuka 16.6
1. IlpaBe /, u [, cy ca ucte crpaHe KoopauHaTHor mnoderka, (Cmuka 16.a),

BI6:85H, rana je
d(l”lz) :‘d(O,ll)—d(O,lz)‘ :L\/ail+b2 - Jr\/ac22+b2 %,

a IoIITO Cy MapaMeTpHU ¢, U ¢, UCTOT 3HAKA, BayKE UMILTUKALIH]e:
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G G | |cl & |

a’+b’ \/a +b2‘_ Ja* + b

b

¢>0mc,>0 = d(l,1) %

¢ ) |_ e, ¢, _
+b° \/a +b2‘ Ja* + b
2. IlpaBe /, u [, cy ca pasHMX cTpaHa KoopAuHaTHoOr nouerka, (Cinuka 16.0),
,Tanaje
d(1) =ld (0,0 )+ d(OL) = |— |
(l 2) ‘( 1) ( 2)‘ ‘i\/a2+b2 i\/a2+b2‘

a MOLITO Cy MapaMeTpU ¢, U ¢, CYIPOTHOT 3HAKa, BaXKe UMILIHKALHU]jeE:

<0 umec<0 = d(ll,l)=§

c c | e, — ¢,
>0 1 ¢, <0 = d(l.1) ‘ " 1+b2 N ibz‘_\/; +22 ’
(<0 u¢,>0 = d(i.L) |« ¢, |_la-q

‘ a ‘+b° \/a2 +b’ ‘ - \/a2 b
3.3.4. Oca cumeTtpuje ABe npase y paBHu. CuMerpana yria

[To3HaTo je W3 eyKIUICKE TeoMeTpHje, Ja je CHUMeTpaja yria, MpaBa y paBHH
yriia, ca 0COOMHOM JIa Cy pacTojama CBake HhEHE TayKe OJl KpaKkoBa yrja jeaHaka.
Taxohe, u cuMeTpana JBe mapajeliHe Mpase je mpasa, ca UCTOM ocoOnHoM. Ha ocHOBY
TOTa CIeu TBpheme.

Teopema 11. Oce cumempuje dse npase (Cruxe: 17.a u 17.6) Bl a.@ u .17 b.@
L:ax+by+c=0u ,:a,x+by+c,=0

y pasnu, 20e je al +b} #0 u a; +b; #0, cy npase s, u s, uuje cy jeOnauune

ax+by+c _ ax+by+c,

S, =
1,2
—sgnc,-\Ja, +b]  —sgnc, - «/a2+b2

\

ABRERN AN

Cnuka 17.a Cnuka 17.0

Hoxas. Tauka T’ (x, y) npunajga Ocu CUMeTpHje s JBe IpaBe /, U /,, ako ¥ caMo aKo cy

IEHA PacTojama O]l THX MPaBHUX jeHAKa, Tj. aKO U CAMO aKO BaXXU
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‘ ax+by+c, ‘ ‘ a,x+b,y+c, ‘

‘—sgnc1 Jai +b’ ‘—sgnc2 a +b;

>

W
(32) axtbyte . axthytc
- = ’
—sgne,-Aja; +b]  —sgnc, \Ja; +b;
0/1aKJIe HETIOCPEHO CIIeNU TBpheme. |

Axo je ab,—a,b #0, 1j. ako ce mpase /, U [, cexy, oHia cy IpaBe s, U S,,
CHMeTpaJle J1Ba HallopeHa yria, Koje npase /, u [, o0Opasyjy.
Axo je ab,—a,b, =0, 1. ako cy npaBe /, u [, mapanenHe, OHJa IIOCTOJU CaMO jeAHA
BIX0BA CUMETPaa, a TO je 1pasa s, .

Ha ocnoBy 3.1.6.2., Teopema 11., 3Hak "+" y penauuju (32) 3Ha4n, na cy tauke 1’

"n_n

u O ca ucrte cTpaHe, Kako Ipase /,, Tako U mpase /,, a 3HaK 7a Cy UCTE Tauke ca
pa3HUX cTpaHa jeqHe W Apyre mpase. OBo Hajabe 3HAYM Ja CUMeETpana s,, JaTa y

MPETXOAHO] TEOPEMH, MPHIaJa OHOME YTy KOME MPHUIaa U KOOPIAUHATHHU MOYETaK, a
CHMeTpalla s, HalOpEeJHOM yTIy.

3.3.5. CumeTpaja ayxu

Cumerpainy nyxu AB MoxeMmo neduHUCATH Kao TE€OMETPHUJCKO MECTO Tadaka s
y paBHH, ca OCOOMHOM Ja Cy IbMXO0BA pacTojama, ox tasaka A(x,y) u B(x,,y,),
jennaka. theny jemnaumny nooujamo yommrasajyhu [Ipumep 3, u3 2.1., 1j. monazehu ox

HaBeJieHe e(hUHUIM]e TIpeMa KOjoj BaKu

Sy =AM (x,):d (M, 4)=d(M,B)}.
Opare je

S{as) * \/(x—xl)2 +(y-») = \/(x—xz)z +(y-»),
a mocie cpehuBama, 100MjaMo jeAHAUYNHY CUMETpalie Iy u AB
S145) :2(x1 —xz)x+2(y1 —yz)y =x"-x"+y -y’

L

¥

B
Cnuka 18.
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3.4. IPAMEH ITPABUX

[Tox mpamMeHOM MpaBHUX y paBHHU, Kao IITO je MMO3HATO U3 €YKIHJCKE T€OMETpHje,
noJipasyMeBa c€ CKyI CBUX IpaBUX paBHHU, KOje cajJpike jeaHy YTBpheHy Tauky,
LHeHTAp MpaMeHa, WIK CKYIl CBUX MIPABUX PaBHH, NapaleIHUX jeTHO] AaTO]j MPaBoj.

Ham cnemehu 3amarak je, ma y ckjiaay ca OBOM JACUHHIIMOM, CACTaBHUMO
jeIHaYnHYy TpaMeHa MpaBux. Y peliaBamy OBOT 337aTKa, MOJa3uMO O]l elIeMeHaTa Koju
JeIHO3HAaYHO oJipelyyjy mpaMeH MpaBHX.

1. Heka cy y paBHU JaTe JIB€ pa3IMuuTe PaBe CBOjUM jeTHaYMHaMa

(33) [:ax+by+c=0mwu ,:a,x+by+c,=0,

e je a +b} #0 u a; +b; # 0. Ibuxosa nMHeapHa KOMOMHALM]ja MOKeE Ce MPUKA3aTH
Kao

(34) a(ax+by+c)+p(ax+by+c,)=0,

WK

(35) (aa,+ pa,)x+(ab + pb,) y+ac,+ fic, =0

rne cy @ W [ TpOW3BOJbHU peanHu napameTpu. [locienma jeqHayrHa MpeicTaBiba
JemHaYuHy TpaBe, aKo U CaMo aKo je
aa + pa, #0 um ab, + pb, #0.

Axo ce pase /, u [, cexy (Cnuka 19.a), B.19 a.o0b, onnaje a4 ;tZ—l, Tj.
a2 2
a b
D= #0,
a, b,

a momTo je D JeTepMUHAHTA XOMOTEHOT CHCTeMa
aa, + fa, = O}
b
ab, + b, =0

WCTH UMa caMO TPUBHjATHO pemiewne, o = f=0.

SN

/!

Cnuka 19.a Ciuka 19.6
Axo cy npase /, u [, mapanenne (Cnuxka 19.0), , oHja nocroju ke R

TaKo J1a je a, = ka,, b, = kb, 3060r uera 3a pemema cucrema (36) Baxu a+kfS=0.

(36)

3Ha4M, OArOBOp HA MUTaLE, 110/ KOJUM yCIIOBMMA jeiHaunHa (34) npeacraBiba
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npaBy je cienehu:
- 3a [, #Q, jennaumna (34) mpexncraBjba MpaBy, aKkO0 M CaMO aKo

jea#=0um B #0,

— 3a [ ||/,, jennaunHa (34) npeacraBba IpaBy, aKO U caMo ako je a+kf #0,
rze je k , KOHCTaHTa MPONOPIIMOHATHOCTH KOe(UIIHjeHaTa MapajeIHuX MpaBuX.

Cana pa3marpamo cirydaj Kaja jeaHadrsa (35) nmpeacraBiba MpaBy:

— Axo ce mpaBe /, u I, cexy y Taukn T'(x,,y,), OHIa CBaKa IpaBa unmja je
jenHaunHa o6suKa (35) caapiku TauKy Mpeceka

Tel & ax,+by,+¢,=0 u Tel, & a,x,+by,+c, =0,
OJIaKJIe je
a(a]xo +by, +cl)+,6’(a2x0 +b,y, +cz) =0,
Tj.
(aa,+ fa,)x, +(ab + fb,) y, +ac,+ fc, =0.

— Ako cy npase /, n [, mapaiense, Tj. ako noctoju k € R rtako na je a, = ka,,

b, = kb, , onakie je
aa, + fa, =(a+kB)a, u ab +pb,=(a+kp)b,
OHJIa je IpaBa Jata jeqHaunHoM (35) ca kuMa mapaseinHa.

Takohe, 3a mpousBosbHy Tauky 7T (xo, Yo ) , paBHU ozapehene npaBama /| u [,
Moryhe je oapeauTu HOBY mpaBy mpameHa, Tj. Moryhe je OIpeauTH BpPEeTHOCT
nmapaMmerapa « W [, Tako Jia mpapa jata jexHaduHoM (35), caapxu Tauky 7. Y ToM
cllyuyajy mapaMeTpu o U [ 3a/10BOJbaBAjy JEHAYNHY

a(alxo +b,y, +cl)+,6’(a2x0 +b,y, +cz) =0,
oJlaKiie, aKo je Hampumep « # 0, uMaMo
ﬁ:_ ax,+by,+c
a a,x,+b,y, +c,

(37) =2.

C npyre crtpane, nebeweM jenHaumHe (34) ca o #0, moOujaMO EKBUBAJICHTHY
JeIHAYNHY

(38) ax+by+c+A(ax+by+c,)=0

rae je A oapeheno ca (37), koja kao u jennaunna (34), unu (35), npencrasiba jeTHAUN-

Hy IIpaMeHa IIpaBUX, oJpeheHor asema npasama /, u [,, E.20 a.ggg " E.ZO b.ggg.

Axo cy npase /, u [, nate jenHauMHaMa y HOPMAaJIHOM OOJIMKY, OHJA JeHAYNHA

(38) 3Haum ga mpaBa mpaMeHa, Koja oArorapa onpeheHoj BpeAHOCTH mapameTpa A,
IpeACTaBJba FEOMETPUJCKO MECTO Tauaka, YUjH je OAHOC pacTojama oJ IpaBux /, u /,,

jemHax |/”t|
Takohe, 3a mo3uTHBHE BPEAHOCTH Mapamerpa A, oarorapajyhe mpase mpameHa
MIPUIA/ajy jeIHOM, a 32 HETraTUBHE BPEAHOCTH MapamMeTpa A, APyrom mapy yHaKpCHHX
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yrinoBa oapeheHux npasama [, u /,.
Hanpen HaBeneHa pa3maTtpama, MOTY ce UCcKa3aTH ciefehoM TeopemMom.

Teopema 12. [Ilpasa | npunada npameny, oopehenom ca ose pasnuuume npase I, u

l,, oame jeonauunama (33), ako u camo axo je wena jeonauuna oama y obnuxy (34)

unu (38) eoeje a,feR, asza A eadxncu (37). [ |

2. Ilpamen mpaBux y paBHHU, ofpelheH je u kana je onpeheH nenrap npameHa, wiu,
aKo je mpaMeH CKYIl MapajelHuX NpaBUX y paBHU, Kajga je onapeheHa jeqHa mpasa
npaMeHa.

Axo je S (xo, yO) LIEHTap MpaMeHa u napameTap k € R, onza jennaunna

(39) y=y, =k(x-x,)
NPE/ICTaBIba jeIHAYMHY IPAaMEHa, TIPU Y€MY CBaKOj BPEIHOCTH MapaMeTpa k , oAroBapa
Koe(UIIMjeHT MpaBlia HEKe PaBe MpamMeHa.

AKo je mara jenaHa mpaBa /: y =kx+n mpaMeHa mapajelHUX MpaBUX y pPaBHH,
oHna jenHauuHa (39) mpencTtaBsba jeAHAUMHY TOT TIpaMeHa, NPH YeMy Tap (xo, yo)
MpeJIcTaB/ba TauKy Koja oapel)yje mpaBy mpaMeHa, .

W mpeTxoHY 3aKIbYYaK ce MOYKE HCKa3aTH TEOPEMOM
Teopema 13. [Ilpasa | npunada npamemny npaeux y paenu, Koju je oopeher yenmpom
npamena, uau, ako je oopehena jeOna npasa npameHda, Kaoa je NpPAMeH CKYN
napaneiHux npasux y pasHu, ako u camo ako je rweHa jeOnauurna oama y ooauxy (39)

2oe je S (xo, yo) yenmap npamena u napamemap k € R . [ |

3.4.1. YcaoB na Tpu npase 0y1y KOHKypeHTHe

Hexka cy y paBHu nate Tpu npase
(40) [:ax+by+c =0,

l

rae je a,#0 wm b, #0 u i=1,2,3. MHTepecanTHO je NUTame, 04 KOJUM YCIOBUMA

Cy OBe mpaBe KoHKypeHTHe. OaroBop naje cieneha reopema.
Teopema 14. Tpu paznuuume npase [, 1, u I,, oame jeonauunama (40), mehy xojuma

HUjeoaH nap HUCy napanenne npage, KOHKYpeHmHue cy, ako U camo aKo je

a  a, da
b b, b|=0.
G G G

Joxa3 Ha ocHoBy Teopeme 12. 3akipydyjemMo n1a, mpaBa [/, mpumajaa npameny, oapebe-
HOM IIpaBaMa /, u /,, ako ¥ caMo aKo I0cToje peanHu opojesu «, f € R, taBu na je
L. a(ax+by+c)+B(ax+by+c,)=0,
WIH
L:(aa+a,f)x+(aa+a,p)y+ca+c,B=0.
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IIpase [, [, n [, cy Tpu pasnnuute npase, 30or yera je @ #0 u S # 0. Y NpoTHBHOM,
ouMrIesHo je fa ako je a =0,oHnaje [, =/,,aakoje f=0,o0nnaje ;, =1.
C npyre ctpane, u3 (40) cienu ga nmoctoju ¥ € R, Tako n1a je
L :yax+yby+yc, =0.

[Tomrro ce paxu 0 UCTOj PaBoOj [, , XOMOTE€HH CHCTEM

aa+a,f—ya, =0

ba+b,f—yb, =0

coa+c,f—yc; =0

Tpeba 1a MMa HeTPUBHU]JAITHO PEIIeHE, Tj. BAXHU TBpheme Teopeme. [ |
3.5. [TIOJTYPABAH, INHEAPHA HEJEJHAUYUHA CA JIBE HEITIO3HATE

[To3nato je, HauMe, 1a CBaka MpaBa y paBHU JENU CKYIl CBUX Tauyaka paBHH Ha
JBa JMCJYHKTHa TIOJICKyIla, JBE OTBOpeHe moiypaBHU. llpeunsHuje, oTBOpeHa

NMoJIypaBaH ca UBUIIOM /, KOja Caapu TauKy A4, y O3HaIH (la y ) , IpeICTaBJba CKYII

Tauyaka paBHH « , KOje ce Hajlaze ca UCTe cTpaHe mpaBe /[, kaou Tauka A. YHuja

orBopene monypasuu (lo,)u mpaBe [ je 3aTBopena moaypasan [/a,). Ilpukas

MOJIyPaBHH CE MOXKE JIOOWTH KJIMKOM Ha JIUMHK ), aAKTUBUPAKHEM aIUTHKAIIH]e
GeoGebra.

Jaxine, Heka je nara mpasa /:ax+by+c=0, 3a a,b,c€R, Ha npaBoj / Tauka
A(x,,,), 360r gera je ax, +by, +c=Q,, kao u Tauka I (1,0). [lomepamem Tauke A,
Benn4rHa (), y3uMa pasHe BPEAHOCTH y cKymy R u moxe ce youutu cienecha
IpaBUWIIHOCT: Kafa A€/, onna je Q, =0, a kaga Tauka A, npenasu U3 jefHe y Apyry

oJiypaBaH ¢ca UBUIIOM l, QA MCHaA 3HAK, HITO CC MOXKE aHAJIM3UPATHU KIIMKOM Ha JIMHK

(), akTuBHpameM arummkaije GeoGebra.

Kopucrehn oBe pesyiarate MoXKeMO TMPHCTYNHTH pELIaBamy JIMHEApHE
HejeJHaYMHE ca JIBE HEMO3HATe
ax+by+cp0

raeje a,b,ceR, a’+b* #0 n pe{><>,<}.

Jpyrum pedyrMa TO 3HA4yH, Jla aKo je Ae[laT)QQ 4,20, onna ckyn cBHX
Tayaka 3aTBOPEHE IOJypaBHU [laT) NPEJCTaB/ba CKyN pellekha HejeHaYNHe
ax+by+c=>0, u cCKynl CBUX Tadyaka 3aTBOPEHE IOJypaBHU [la ') TpencTaBiba CKyI
pemiema HejeaHaunHe ax+by+c<0, mpu yemy je [laT)U[la 'T)za. Taxobe,
penatja A e(la,) < Q, >0, 3HaUM 1a CKyIm CBHX Ta4yaka OTBOPEHE IOMypPaBHH

(la;) mpencTaBiba CKym peliema HejefHaduHe ax+by+c>0, W CKyN CBHX Tayaka
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OTBOpEHE IOJIYpPaBHU (la 'T) npeJcTaBiba CKYIl pelemha HejenHaunne ax+by +c <0.

OBaj pesynrar ce moOWja KIMKOM Ha JIMHK (-), aKTHUBHPA-HEM aIUTuKaIje
GeoGebra.

MoskeMO 3aKJbYYUTH J1a PEUINTH HejeqHauuHy ax+by+c p 0, 3Hauu oIpeauTH

3aTBOpEHY, WU OTBOPEHY, MOJTypaBaH ca UBHIOM / : ax + by +c =0, Tako 1a KOOpIuHa-
TE Tavaka IoJlypaBHHU 33/I0BOJbaBajy JaTy HEjeTHAYNHY
IIpumep 1. Pemn Hejeqnaunny 2x+3y—-5<0.
Pesyarar: Kiukom Ha JTUHK (-) nokpenyhe ce arumkanuja GeoGebra, Cnuka
20. VYpehenu map koopAMHATa CBaKe TauyKe 3aTBOPEHE MOJIYypaBHHU, ojapeheHe nBUIIOM
[, 1 KOOpAMHATHUM IIOYETKOM, jECTE pelICHhe HejeTHAYMHE, H MOXKXEMO I'a PUKa3aTH
Ha cienehu HayuH

I:2x+3y+-5=0

Cnuxa 20.
(—oo<x<oo)/\(—oo<yS(—2x+5)/3)
WIN 'y O0JHKY
(x,y)e(—oo,oo)x(—oo,(—2x+5)/3]. O

[IpeTxomHO TEOPH]CKO pa3sMaTpame MpUKa3yje MOCTymaK, y kome ce nojazehu of
ciuke onpeheHor o0jexkTa, o CIMKE IMOJypaBHH, TecTHpameM Beher Opoja mpumepa
npolieca y aklMju, youaBajy oapeheHe npaBMIIHOCTH KOj€ KapaKTepHILly TauKe U UBUILY
MOJIypaBHH, HAa OCHOBY KOJUX C€ T€HEpUIIIe caM KOHIENT JHUHEAapHE HejeITHaunHe ca JBe
HETO3HATe U MOCTYTIAK 32 IeHO PelllaBarbe.

[Mpumep 1. wmimycTpyje mHpUMEHY OBOT TIOCTYIIKa Ha pellaBamke JIMHEApHE
HejeHaunHE ca IBe Hemo3Hare, y nporpamy GeoGebra.

Crnenehu mpumep WIyCTpyje IPUMEHY HCTOT MOCTYIIKA (CJIMKA Kao HITyCTPATHUBHO
CPEICTBO, MpeNla3u y CPEJACTBO KOje T'€HEpHIe MaTeMaTHUYKH KOHIIENT), Ha jEIHOM
CJIO’KEHHjeM MpUMEpY: pellaBamy CUCTEMa JMHEAPHUX HEjeJHAUYMHA Ca JIBE€ HelOo3HaTe,
kopuuthemeM mporpamckor nakera Matheamtica.
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3.5.1. Cuctemu JUHEeAPHUX HejeJHAUYMHA €A IBe HeNO3HATe

IIpumep 2. Peminty cuctem JMHEApHUX HEjeAHAYMHA
x=2y+10=0
3x-2y+5<0
2x+3y-1>0
Pemiemse. Ha ocHOBY Hampen H3JI0)KE€HOT TeOpHjcKOr pasmarpama u Ilpumepa 1.

MOXXEMO 3aKJbyYUTH Jla TpBa HEjeJHAUYMHA TpPEeACTaB/ba CKyN Tayaka 3aTBOPEHE
NoJIypaBHH ca UBUIOM a:x—2y+10=0, Koja cagpu KOOpIAUHATHU MOYETaK, JApyra

J€ CKyH Tauaka 3aTBOpEHE MOJypaBHM ca MBHLOM c:3x—2y+5=0, Koja He caapKu

KOOpJIMHATHH TOYeTaK, a Tpeha je CKym Tadaka OTBOpPEHE IIOJNypaBHH, Ca WBUIIOM
b:2x+3y—-1=0, kxoja Takohe He caapKuM KOOpPAWHATHU IMoOueTak Pemiewme mnpse

HejeqHaunHe ce no0uja ToKpeTameM aruukanuje Matheamtica, KIMKOM Ha JIMHK

(), W OHO TJIacH
(r2)e(mn)o| o345

Knukom Ha nmHK () U TIOKpeTameM arumkanuje Matheamtica, mobuja ce
pelIeHkhe CUcTeMa JIMHEAPHUX HejeIHAYnHA

x=2y+10=0
3x—2y+5<0]’

Mpe/icTaBJba MPEceK MpBe ABE MOIypaBHH, ca UBHULIAMa a U C, @ OHO U3HOCHU

(x,y) € (—oo,%}x[3x+5,§+5]

Cnuka 21.
Konauno, matu cucreMm (KOHjyHKIIMja) HEjeIHAUYMHA TMPEACTaB/ba IMPECEK CBE TPHU
HaBeJICHE MOTypaBHHU, Tj. IPECTaBJba CKYI Tayaka I TpOyrJia u3 Kora cy UCKJbyueHe
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Ta4yKe 3aTBOPEHE AYKHU [AC] , (Cnuka 21.),

T(x,y) e AABC\[AC]

Pememe nator cucrema je

(x.y)e ((—4,—1]x(—§x+%,§+5DU((—1,§}{%X+%,§+SD,

n00Mja ce KIMKOM Ha JIMHK (), HoKpeTameM arukanuje Matheamti-ca.

3.6. 3apanm
1. Hahu 6ap jeman: 1) BekTop mpasiia; 2) BeKTop Hopmaie, mpase: |L.ggh
a) y=kx+n;

0) ax+by+c=0.
2. Opnpenutu 6ap jegaH BEKTOp HOpMaJiaH Ha MpaBy, koja:  [L.ggh
a) wuMma koeummjeHt mpasma K
0) je mara y UMILTMIUTHOM oOnuky AX+By+C =0.
3. 3anwmcaru jegHauuHy mpase | :X=2+3t, y=3+2t, y UMIJTUIIUTHOM U €KCILTHIIH-
THOM OOJIHKY.
4. 3ammcaty jegHaumHy npase |:3Xx—4y+4=0, y mapamMeTapckoM W KaHOHCKOM

00JIHKY. @

5. CacTaBuTH jelHAUMHY TIpaBe, KOja CapKH TauKy A(—3,4) U TapaliesiHa je mpasoj:

a) X-2y+5=0;

6 Xl y+2,

2 3
B) X=2;
roy=-1; Bus.ed

n) x=3+t,y=4-7t. B.osl

6. CacraBuTH jeHa4YNHY TpaBe oapeheHe Taukama @
a) A(-3,1) u B(1,2);
6) A(0,-2) u B(-1,0);
B) A(2,1) 51 B(2,—5);
r) A(1,-3) u B(3,-3).
7. Wcnuratu mel)ycoOHM OIHOC IIPABHX, a 32 OHE KOje ce CEKy OJpeu TauKy Impeceka:
a) Xx-3y-2=0u2x+y-1=0; [LoeH
0) X+3y—-1=0u2-2x-6y=0;
B) X—y—3=0u3x+3y+1=0;
ry x=1+2t,y=1-tu x=2-t, y=2+t.
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8.

10

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

VY 3aBuCcHOCTH 011 TapameTpa a, ucnurtaTu mel)ycoOHu omHOC mpaBux ax—4y==6
U x—ay=3.

Oppenu BpeaHOCT mapaMeTpa a, Tako ja mpaBe ax+y=1, X—y=a u X+y=a’
MMajy jeIHy 3ajeTHUYKY TauKy. @

. CacTaBuTH jenHauMHy MpaBe, KOja CaJIpKu TadyKy A(—3,4) U HOpMaJlHa je Ha

MpaBy:
a) X—-2y+5=0;

B) X=2;

r) y=-1;

o) Xx=3+t,y=4-7t.
CactaBuTH jenHauMHE NpaBUX, KOjUMa NPUIANAJy CTpaHHUIlE MMapajieirorpama ca
neatpom M (2,3), a CBaKa OJI Tayaka: P(Z,l), Q(4,—1), R(—Z,O) U S(I,S),
TIpHIIaia 1o jeTHO] MPaBoj.
JIBe TexWUIlHEe JIMHU]jE TPOYIJIa JIeXKe Ha mpaBamMa X+Y =3 u 2X+3y=1, a Tauka

A(L1) je meroeo Teme. CacTaBUTH jeiHauMHE CTpaHMLA Tpoyria. (12,800

Tauka A(3,-2) je Teme kBaapara, a Tauka M (1,1) mpecek aujaronana. CacraButu

jenHaynHe cTpaHuIla M Hahu ocTana TeMeHa KBajpara.

JyxuHa ctpanuiie pomoOa ¢ omrtpuM yriom 60°, jennaka je 2. Jlujaronanse pomoOa
ceky ce y Touku M (1,2) npu uyemy je Beha amaroHanma mnaparnenHa X-OCH.
CacraBuTy jeHaunHe cTpaHuiia pomoba. [14.g8h

Ha mpaBoj 5x—-3y—-4=0 nahu Tauky, jelHaKo yJIajbeHy O] Tayaka A(I,O) u
B(-2,1). [[S.ggb
Hahu oxcrojame Tauke A(l, —2) O]l TIpaBe, 3aJaTe jeAHAYHMHOM:
a) 2x-3y+5=0;
0) 4x-3y-15=0;

B) 4x=3y;
r) 4x-3y—-10=0;
n x=T7;
e) y=9.
Hahn pacrojame m3mely napanennux npasux y =kx+n n y=kx+n,. [[7.g8h

CacTtaBuTH jelHaUMHE MPABUX, MapajelHuX mpaBoj —2X+Y+5=0, Ha pacTojamy

V20 onrauke A(1,-2). [I8.288

Oxpenu jegHauMHy TIpaBe Koja CaApKHU Ipecek mpaBux P:2X—y-3=0 wu
q:3x—-2y =8, amapanenna je c mpaBoM I :2X—-3+4y=0
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20.

21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
32.

33.

50

Onpenu jenHaunHy W Ay>KUHY TEXHUIIHE JIMHUjE MOBYUYeHE U3 TeMeHa B, Tpoyria
ABC A(-5,3), B(1,-5) u C(5,1).

Onpenu pactojame Tauke T (—4,—2/3) OJl IIpaBe p: J3x -3y-2=0.
Onpenu jeaHaunHy NpaBe KOJU CaJpKu Ipecek MmpaBux P:2X+2y—-3=0 wu

q:3Xx—2y =8, a HOpMaJHa je Ha IpaBy I :2X+4y=-15 R2.gg8b

Temena tpoyrna cy A(-9,2), B(3,-14),C(-5,-10). Onpenn ayxuHy BaCHHE U3
temena C . D3.ggb
Oppenn yrao msmehy mpaBux pP:4x+3y—12=0 u Q:5X+7y+35=0.

Onpenu jenHauuMHy BHCHUHE U3 TeMeHa A y Tpoyriy A(3,3), B(ll,6),C(7,12).

Opmpenu jeaHaunHy TIpaBeé Koja Cce€ Haja3d Ha pacrojamby 4 o TpaBe
p:8x—15y+51=0.

Jlat je Tpoyrao ca temennma A(—1,2), B(5,7),C(2,-3). Onpenn:

a) TexuHy IMHU]Y ¥ BeHY TYXKHUHY, U3 TeMeHa A, RT.a.V.

0) Bucuny u meHy nyxuHy, u3 TeMeHa B, R7.b.g.
B) YTao moj KOjuM Cce CEKy TSKHIIHE JTuHU]je u3 TeMeHa A u B, m

a) Cumerpase yHyTpalllbbUX yIJI0Ba,
0) Llentrap S ynwucaHe Kpy)KHUIIE,
B) [lomynpeuHuk ynucaHe Kpy>KHHIIE.
Crpanuiie Tpoyria mpuiangajy mpaBama a:2X+y+10=0 u b:2x-y-2=0, a

TexxulnHa auHuja t, 1 2X—7y+10=0. Onpenu:

a) Cumerpany S,
06) Temena Tpoyria,
B) Cumerpainy crpanuue AB,
r) VYrao uszmely npaBux U3 a.u B. MUTamA.
Jlat je Tpoyrao ca TeMeHHUMa A(l, —2) , B(5,4) ,C (—2,0) . Onpenu:
a) Bucuny u meHy qyKuHy, U3 TeMeHa A, m
6) Cumerpaiy yHyTpalliber yria u3 TeMeHa A,

B) IloBpmmHy Tpoyria.
OnpenutH yriaose Koje mpasa 3X—2Y +4 =0 3akjana ca KOOpJJMHaTHUM OcaMma.
Oppenutu jeqHaunHy HOpMane mpaBe 2X+ 3y —4 =0 koja cagpu MpeceK MpaBUX
X+y+1=0u x—y=0.  [P2.00b
Hate cy Tauke A(2, 1) u B (1, 3) . OnpenuTy jenHauMHy HpaMeHa NpaBUX Koje

caaprke KOOPIMHATHHU MOYeTaK ¥ mpecenajy nyx AB. [B3.g0h



34. Onpenutu cumeTpaiy yriosa usmely mpasux y=Xx-2u y=3. pB4.ggh
35. Ongpeauty jeaHayMHy HpaBe YMjH je KOoe(UIMjeHT MpaBla jeJHaK —2 U Koja ce
HaJla3y Ha pacTojamy 2 07 KOOPAMHATHOT IOYETKA.
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4. KPUBE JIPYTOT PEJA

VY opepky 2.2.1. HaBemeHO je Ja TpeAMET aHAIWTHYKE TeOoMeTpuje, u3Mmehy
OCTAJIOT, YMHE U anredapcKe JIMHM]E APYTOr Pesla, KOje Ha3MBaMo U KPMBE APYIor pena.
WNnaye, y I'maBu 3. oOpalena je anrebapcka JuMHHja MPBOT pelia — Mpasa.

[Ton anrebapckoM JTUHH)OM APYTror pena (KpUBOM APYror pena) moapa3yMeBa ce
TE€OMETPUJCKO MeCTO Tadaka M (x, y), YdMje KOOpAMHATE X H y 3a[0BOJbaBAjy
anre0apcKy jeHaunHy JApYyror peaa (ONIITy KBaJpaTHY jeIHAYNHY )

(1) ax® +2bxy+cy’ +2dx+2ey+ f =0
raeje a,b,c,d,e,f eRu a’+b*+c* #0.
VY 0B0j rnaBu oOpamuheMo: Kpy»XHUILy, €IHICY, XUIEepOoay W mapaboiy, Kao

nmoceOHe ciydyajeBe KpuBe Apyror pera, a y ['maBu 5. obpammhemo ommty Teopujy
KPHUBHX JIPYTOT pejia.

4.1. KPYKHULA
4.1.1. JenHauynHA KPY:KHHUIIE

VY Eykiuackoj reoMeTpuju, 1euHUIIC ce KPYKHUIA Ha ciaeaehy HauuH

Hepununmja 1. Kpyxnuma K, ca meHtpoM S W MOIYNPEYHHKOM 7, y O3HALN
XK (S,r), je ckyn Tauaka paBHM « (rae Se€a) uMja Cy pacTojama O IEHTpA

KOHCTAHTHA U jeHaKa monynpedsnky fl.l.ool, Tj.
K(S,r):z {M M ea(S)/\d(S,M):r}.

[Tonazehu on neduHuIMje KPYKHUIIE U YCIIOBa MO/ KOjUMA je OHA jeTHO3HAYHO
onpehena, y oBom oz1esbKy hemo ce 0aBUTH nuTameM GopMupamba jeJHAYMHE KPYKHIIE.
1. Ckanapumu o0auxk Heka je y [lekapToBOM MpaBOYIJIOM KOOPIMHATHOM

cucremy, gar nenrap kpyxuuue K (S,r), cojum koopauHatama, 1j. S(p,q).
Axo Tauka M (x,y) mpunajga KpyKHUIM OHIA je
Vr=p) +(y=a) =,
OJIaKIIE je MOCIe KBaPUPaka MMaMo
2 (x=p) +(y-q) =r".

OGpHyTO, aKo koopauHare Tauke M (x,y) 3a10BOIbaBAjy jefHa4HHY (2) , OHIA BaXH
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(d(5,M)) =,

O P opepl *

Cnuka 1.

0J1aKJIe MOCJIe KOPEHOBama, 300r d (S M ) >0 u r>0, nmMamMo0
d (S M ) =r,
wrro 3Haun 1a M € K (S,r). OuM je nokasana Teopema

Teopema 1. Jeonauuna (2) npedcmasmwa jeOnavuny KpysicHuye. [
Jennaunna (2) 30Be ce KAHOHCKH OOJIMK jeHAaYWHE KPY)KHHIIE, IITO
3a1mcyjemMo Kao

K(S,r): (x—p)2 +(y—q)2 =r’.
CnenujanHo, ako je S(p,q) = O(0,0) U TIOJIyIPEYHHUK 7, TaJa je
K(O,r):x*+y* =r’.
IToHekaz, 1a GHCMO MCTaKIM KoopiauHate LeHTpa, cumbon K (S,r), samemyjemo

cumbonom K (p,q,r).

3
-

N

Crnuxka 2.
Ha ocHOBy Hampen HaBeJ€HOT jacHO je J1a Baxke cieaehe penanuje H

2

T(xo,yo)eK(p,q,r)Q(xo—p)2+(y0—q)2 =r
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T(x30) € K(p.g.r) = (%, = p) +(y—q) <77
Axo je p=d(S,T)>r, onna Tauka I TpHUIafa CIOJBAIILOCTH KPYXHHIE, Tj Taja
BaXKH
(x, —p)2 +(, —q)2 >7’.
Mpumep 1. Ucnimrary nonoxaj tauxe: a) T'(5,1),6) 7(7,2), B) T(3,-1), y oxnocy Ha

KpYXHUILY (x—3)2 —i-(y—2)2 =16.
Pememwe. Knnkom Ha cneaehu auHK aktuBHpa ce aruukanuja GeoGebra, a
3aTUM Ce€ JIEBUM KJIMKOM MHIIA HA Taky I , OMpa cCBaku O]l HABEJAHUX IMOJ0XkKaja. Tako
ce nobuja cnenehm pesynrar, Tauka /' TpHUMaga: a) YHYTPAIIBOCTH KpY>KHHIE, O)
JISKU Ha KPY>KHHIIM, B) MIPUIIAJa CIOJbAIOCTH KpyxkHHILE. McTu pesynTar ce noduja
3aMEHOM KOOpAMHATA Tauke 7',y jeMHAYMHY KPY)KHUIIE. O

2. BekTopcku odauk. Ilomazehu on unmeHUIe Ja je KpyKHHIA jeTHO3HAYHO
onpeheHa ako je TMO3HAT HEH IEHTap W JY>KWHA TOJYIPEYHHKA, 0 jeTHAYMHE
KpY>KHHULIE MOXXE ce JONM U MPUMEHOM BEKTOpa, IITO Ce pean3yje KIMKOM Ha JIMHK

, npu yeMy ce aktuBupa arukanuja GeoGebra.

Crauka 3.

Heka je §=O0S, pamujyc Bektop uentpa S(p,q), i#n=O0M , pamijyc BeKTOp
rauke M (x,y) wu meka je F=SM=0OM-OS. Tama 3a cBaKy TauKy
M (x,y)e K (S,r), Bektop SM WMa KOHCTAHTAH HHTEH3HTET, je/IHAK MONYNPEUHUKY
r, kpyxuuue K (S,r), 1j. 3a caky tauky M (x,y)e K (S,r), Baxu

|-
I, 300r SM =7 =m-5 , IMaMo
3) (-5) =

-5
LITO MPEJICTaB/ba JEJHAYMHY KPYKHULE (S ) Yy BEKTOPCKOM 00JIMKY, CKBHBa-
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NeHTHY jenHadnnu (2), jep je m—5 =(x—p,y—q).
3. Ilapamerapcku 00JuK. 3a yTBphHUBame MmapaMeTapcKor oOJiMKa jeHaYrMHE

KpYy>KHHULIE K(S,r), KOPUCTUMO TOCTYMHaK CIMYaH MPETXOIHOM, IITO CE peanusyje

KJIMKOM Ha JIMHK . Hakuie, ako je s = 0s, panujyc BeKTop LieHTpa S ( p,q), a

m=0M , pazujyc BEeKTOp Mpou3BOJbHE Tauke M (x, y) eXK (S , r) , OHJIa 32 BEKTOP

STI BaxXu

LN

Cinuka 4.

Taxobe, ako je ¢ = 4(7,17) opujenticany yrao, ¢ €[0,27) Koju obpasyje BEKTOp 7,
Ca jeIMHUYHAM BEKTOPOM [, OHJIA 3a KOOPIHMHATE BEKTOPA 7 BAXKHU
X—p =|F|cos¢=rcos¢ u y—q =|F|sin(p= rsing.
KonauHo, 3a koopzuHate npoussosbhe Tauke M (x,y)e K (S,r) umamo
X=p+rcose
y=q+rsing } ’

a To U jecy mapamerapcke jennaunne kpyxuuue K (S,r).

4. OnHoc jenHauYnHe KpyKHULE U jenHaqyuHe (1)

Cana ce MOXe YTBPIUTH, ITOJ] KOjUM yCIIOBUMa jefiHaYnHa KpuBe (1) nmpeacrasiba
JeIHAaYMHY KPY>KHHUIE. Y Ty CBPXY MOJAa3UMO O jeHaYuHe (2), KOjy 3a1ucyjeMo Kao
K(S,r): x> +y*—2px-2qp+p*+q°—r’ =0.
[Tox mpernioctaBkoM a #0 u ¢ # 0, Ha OCHOBY 3aKJbyyaka u3 2.2.2. uMaMo

b=0, a=c=A, d=-Ap,e=-Aq, f=A(p"+q" —1*),

raeje Ae R\ {0} , KOG(HUIM]EHT MPOMOPIIMOHAIHOCTH, OAAKIIE je

54



4) b=0, c=a, p=——, g=——, 1 = 5
a a a

IITO Y3 YCIIOB

(5) d’+é —af >0,

36or ° >0, mpeacTaB/ba KpUTEpHjyM ja jenHaumna (1) mpencTaBiba KPYKHHILY
K(p,q,r). Taxkohe, ounrnenHo je na, ako je a =0 wu ¢ =0, jennauynne (1) u (2) He
MOTY Jia IPEJICTaBJbajy UCTY KPUBY.

Axo je y jeqnaunam (1), b=0 u c=a#0, nespemeM ca a, OHa C€ CBOJM Ha
ONIITH 00JIUK
(6) X +y +Dx+Ey+F=0,
rne je: D=2d/a, E=2e/a, F=f/a.Ha ocnoBy ycnosa (4) u (5), oa jennaunna

MPE/ICTaBJba jeAHAUNHY KPYKHHIIE, aKO je

(7) D*+E*-4F >0,
IpHU Y€MYy 3a KOOpAUHATE LICHTPA U HNOJTYIIPECUHUK KPYKHUIIC BaXKU
D E |l 5=
8 =——, g=——, r=—~D*+E*-4F .
3 P==7, 477 5

Ipumep 2. Mehy jenmaumnama: (1) x*+)° —2x+4y—20=0, (2) x*+y° -2x+4y+
+14=0, 3) X’ +)’ +4x—2y+5=0, (4) x’+)’ +6x—4y+14=0, nponahu jenHAUUHY
KpY’KHHIIE, 3aTUM OJIPEIUTH KOOPAUHATE LIEHTPA U MOJIYNIPEUHHK.

Pemene. [IpBo anamusupamo uspas o =D’ +E° —4F , u nodujamo: (1) a=100; (2)
a=-36;3) a=0;(4) o =—-4, mro 3Hauu ja jeqHauyrHa (1) npencraBiba jeTHAUUHY
KpYy>KHHULIE, IPU YEMY CY KOOpJMHATe LeHTpa p =1, ¢ =—2, a nonynpeyHuk » =5.

A
¥
%y
ra
Cnuxka 5.
Jlo ucTor pesyiraTta ce J0ja3d aKo ce€ KIMKOM Ha JIMHK , aKTHBHpA
oarosapajyha amnukarmja. O

5. KpyxHuua onucana oko TpoyrJja

ITo3HaTo je 1a ce OKO CBAaKOr TPOyIJa MOXKE ONUCATU TayHO jeAHA KPY KHUIIA.

3ajaTak Ja ce cacTaBM jeaHaynHa Kpyxuune K ( p,q,r) onucaHe oko Tpoyria AABC,
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aKo Cy HeroBa TeMeHa Jarta CBojuM koopamHatama: A(x,y,), B(x.y,), C(x.);),
MOXe€ Ce PELINTH Ha HEKU Of cieaehnx HaunHa:
1°  Axo je (6) Tpaxkena jeanaumna kpyxuuie K, taga je ycnoB 4,B,Ce K,
€KBUBAJICHTAH Ca CHCTEMOM JIMHEApHUX jeHaYlHA

x>+ y?+Dx,+Ey,+F=0, i=1,2,3,
YMjUM C€ pellaBameM J100ujajy BpenHoctu koeduuujeHara D, E, F, a onatie,
npuMeHoM obpacta (6), KoopArHaTe IeHTpa p, ¢ W MOIYNPEYHUK 7 .
2° AKo je jeaHauMHa (2) TpaXkeHa jeJHauYMHa, a IO3HATO je Ja je LEeHTap S Kpy>KHUIe
X, onrcane oko Tpoyria AABC, Tauka jeIHaKO yAaJbeHa O]l CBAKOT TEMEHA TPOYIJa,
Taja je:

(d(5,4)) =(d(5.B)) ~ (d(5,4)) =(d(5.C)) A (d(S.4)) =

OnaBne noO1jaMo CUCTEM jeTHAYMHA
2

200 =2) p+2(1=2,)g =X =X + ¥ =5
2(x,—x)p+2(n—2)q=5 X + ¥ s
2 2
r*=(x,—p) +(»—q)
PerraBamem npBe JBe jeHAYMHE, KOje MPEACTaBIbajy jeIHAYNHE CHMETpasia CTPaHUIIa
AB u AC, nobujaMo KOOpIUHATE IIEHTpA:

z(xlz_x22+y12 ) —¥)- (x —xI+ ) yj)(yl_yz)
2(x =%, (3 =) =2(x —x)(» ) !
(=) (3 =+ 97 =)= (3 = ) (0 =5 + 07 - 03)

2(0 =%, ) (1 = 33) = 2(3% =% ) (7 = 32) |

a oH/1a U3 Tpehe jeHaunHe U3padyHaBaMo MOJTYNPEYHHUK 7, KPYKHHUIIE.

q:

BaxHo je HamoMmMeHyTH Ja 3ajjaTak HMMa pellewmhe (IIPUMEHOM CBakKor OJ
HaBEJICHUX IOCTYIaKa), ako U caMo ako ¢y A, B,C Tpu HEKOJIIMHeapHe Tayke, Tj. aKo U

camo ako je
xo oy
x, y, 1|#0.
Xy 1

Mpumep 3. Hanucarn jennaunny kpyskuuie, onpehene taukama a) A(-15), B(3,5),
C(2,6); 6) 4(5,4), B(1,0), C(-1,4); B) A(-8-4), B(2,-6), C(-4.3).

Pesyarar. [Ipumemyjyhu HaBeseHe mpouemype, UMamo a) (x—l)2 +( y—4)2 =5;0)
(x=2)" +(y=3) =10; B) (x—2.5) +(y-2.5)" =32.5.

Pemewa u pesynraru 3agaTka a) u 6) Mory ce JoOUTH KJIMKOM Ha JIMHK
U aKTHBUpameM aruinkanuje Mathematica, a pememe u pe3yaTaT 3aaTka B) 1o0ujajy

ce KJIMKOM Ha JINHK u akTHBHpameM arumkanuje GeoGebra. O
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4.1.2. Kpy:xHuna u npasa

1. OnHoc KpyKHHIE U NPaBe IPBO AHAIU3UPAMO CUHTETUYKH (T€OMETPUjCKHU).
Heka cy nate: kpyxuuma K (S,r) u npaBa /. Y 3aBHCHOCTH O] pacTojama IpaBe O
uentpa S(p,q), KpyXKHHUIE, yTBPhyjeMO U OXHOC MpaBe M KPYXKHHIIE, LITO je IaTo y

armukaiju GeoGebra, Kojy akTHBHpPamMO KJIMKOM Ha JIMHK
MTOMEHYTOT OJTHOCA, JaCHO je Ja Baku cienehu 3akspydak (Cnuka 7.):

gol]. Ha ocHoBy

Cnuka 7.

K(S,r)Ne={4,B} < d(S,c)<r - npasa je ceunua KpyXHHIE ,
9) K(S,r)Nb={4} < d(S,b)=r - npaBa je TaHTeHTa KPYXKHHLE,
K(S,r)Na=B < d(S,a)>r - npaBa u KpyKHHIA Cy JHCjyHKTHA CKYIIOBH .

AHamMTHYKH, TPOOJIEM CE pellaBa pellaBambeM CUCTEMa, jeHE KBaJIpaTHE H
jelHe TUHEeapHe jeTHaUYNHe

. 2 2 2
(10) K(S,r):(x=p) +(y—q) =r
[:y=kx+n.

3amMeHOM HETO3HATE€ ) M3 jeAHAYMHE NpaBe Yy jeAHAUYUHY KPY)KHHUIIC M CpehrBameM,
1001jaMo KBa/IpaTHY jeTHAYUHY

(11) (1+k2)x2+2(kn—p—kq)x+p2+n2+q2—2nq—r2:0,
4yyja je JUCKPUMHUHAHTA

D=4 (1+k2)—4(kzp2 +q’+n’ +2knp—2kpq—2nq):4r2 (lJrkz)—4(kp—q+n)2 .
Ha ocHoBy mo3nate ocoOnHE, KOja c€ OJJHOCH Ha AUCKPUMHHAHTY W NMPUPOY PEIICHa,
KBaJIpaTHE jeJHAYMHE, JaCHO j€ Ja 3a pelewha X, U X,, jeqHaunse (11) Baxu:

X, =% Ax,x, e Cer’ (1+k2)<(kp—q+n)2

X, =X, eR©r2(1+k2):(kp—q+n)2

X, # Xy, AX,, X, eR@r2(1+k2)>(kp—q+n)2.
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Pememuma x, u x, jeanauwmne (11),

p+kq—kn+.D/4 p+kq—kn—/D/4
X, = =

s Xy

! 1+ k> 1+ 4> ’
0JIrOBapajy peliema
kp+k’q+n+kyD/4 kp+k’q+n—kyD/4
o 1+ k2 Ch 14k ’

TaKO J1a Cy IapOBH (xl,yl) u (xz,yz), pemiema cucrema (10). Ako cy To mapoBu
peanmHux OpojeBa (pa3M4MTH, WM jeAHAKH), TMpaBa M KPYKHUIA UMA]y 3ajeIHUIKE
tauke A(x,y,) u B(x,,y,), (pasnmunre, win jensake). Ako cy mak, (x,y,) u
(xz, yz) NapoBH KOMIUIEKCHUX OpojeBa, MpaBa M KPYXKHHIIA HEMajy 3ajeIHHYKHUX

tayaka. OBUM je MpaKTUYHO JT0Ka3aHa cieneha Teopema

Teopema 2. 3a kpyorcnuyy K (S ,r) u npasy l, oame cucmemom jeonauuna (10), saorce
cneoehu ooHocu:

Npaea u KpyjucHuya cy OUCjYHKMHU CKynosi <> r’ (1 + kz) < (kp —q+ n)2 ,
(13) npasa je maneenma KpyscHuye < r’ (1 +k ) = (kp —-q+ n)2 ,
npaea je ceuuya KpyscHuye < r’ (l + i ) > (kp —q+ n)2 . [ |

Hampen w3BeneHW 3ak/bydili MOTY CE JTOOWTH KJIMKOM Ha JIMHK u
akTuBUpameM armkaiuyje GeoGebra,
Hamnomena 1. /Joxa3 Teopeme 2. MOXke ce U3BECTH M IPUMEHOM 3aKJbyyaka JaTHX ca

(9), momro, 360r >0, Baxu
, > - KNl=9,
d (S,l)2 = M =7’ - OpaBa je TAHTeHTa KPYKHHUIIE, O
bk <7’ - 1paBa je ceuuIa KpyKHHIIE.

Y mpumepy KOjU Cleou aHAIU3HPaMO OJHOC KPYXXHHIIE M TpaBe, y CBETIY
3aKkJpyuka n3Heror y Teopemu 2. u Hanomenu 1.
Ipumep 4. Vcnurat oxnoc Kpyxuuie K u mnpaBe [ W oApean HBUXOBE 3ajeIHIUUKE

tauke: a) K :x>+)y° +6x+6y+13=0, [:x-2y+2=0; 6) K:x* +)°—2x+4y-5=0,
[:x-3y+9=0; B) K:(x+3)2+(y—1)2 =4, [:2x—y+5=0; 1) Mehy mnpaBama
npamena x+5y—22+A(x—8y+30)=0 oxpeau OHe, HAa KOjUMa KpY)XHHIA
x> +y° —2x+2y—14=0 oxcena TeTuBe AyKUHE M = 243.

Pememse. [I[pumeHoM HaBeAeHUX MOCTyNaKa UMaMo:

a) a=r’(1+4>)—(kp—q+n)’ =0, KNI={4},tneje A(-4,-1);

0) a=-52/3u KNI=3J,

B)a=16wu .’Kﬂl:{A,B},rz[eje A(—3,—1), B(—7/5,11/5).
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r) 3a pacrojame IeHTpa KpyxXHuue S (1,—1) O]l TpPaXKEHE IIpaBe MNpaMeHa
:(14 ) x+(5-82) y=22+302=0, Bascu d(S,1)" =r*—(m/2)", 1. 24> =34+1=0,
ojakie je 4, =0.5, 4, =1. Tpaxene npase cy 3x+2y—-14=0u 2x-3y+7.95=0.

Pemewe u pesynrar mpumepa a), 6), B) MOry ce AOOWUTH KIMKOM Ha JIMHK
d4.1.10.08 v akTuBUpameM amnkamuje Mathematica, a pereme U pe3yaTaT mpumepa T)

MOTY ce JOOUTHU KIMKOM Ha JIUHK U akTHBHpameM ammkanuje GeoGebra. O
Ipumep 5. WM3pauyHaTu NOBPIIMHY TETUBHOT YETBOPOYIJA, YHWja Cy TEMEHa

3ajeTHUYKE TAYKe KPY/KHULIE .’K.‘(x—3)2 +(y—1)2 =25 umnpasux a:x—y—1=0nu
b:2x-—y-5=0.

Pememse. 3a oxnoc kpyxuune K nmpase a,je a =49, naje KNI ={4,B}, r1eje
A(-2,1), B(0,5), a 3a ommoc xpyxmuue K wu npase b, je a=25, ma je
KNi={C,D}, rre je C(-1,-2), D(6,5). Kaxo je P pcp=P.scs+Poacp>
npumeHoM ¢opmyie us 3.1.4.3. umamo P, z-p = 26.

Pememe u pesynrar 3amaTtka Mory ce AoOMTH kKiukoM Ha nuHK [1.12.0H u
aKTHBHpameM aruikanyje Mathematica.

2. TaHrenTa y Tauku Kpy:xkHuue. J[a GMCMO CACTaBMIIM jeJJHAYMHY TaHTEHTE
kpyxnnne, K (S,r): (x—p)2 +(y—q)2 =7’ y meHoj Tauku T'(x,, Y, ), IPETHOCTABIMO
naje To mpasa t: y =kx+n.Kako us ycnosa T €t, cnenu

Vo =kx,+n,

Ha ocHOBY ycnoBa (13) (mpaBa ¢ je tanrenrta kpyxuuue K ), Baxu
P (1+8) =((ro=a) k(3= p)) -

OJlaKIie je

(14) (rz — (%, —p)z)k2 +2(xy=p)(vy—q)k+r" (¥, —q)2 =0.
Takohe u3 ycnosa T € K, ciienn jeqHaKOCT

(15) (x=p) +(vo—q) =1,

yujoMm npuMeHoM Y (14), iMamMo KBaJpaTHy jeTHAYUHY 1O k
(yo —q)2 k* +2(x0 —p)(yo —q)k+(x0 —p)2 =0,

OJlaKIIe je , 32 Y, # ¢ , KOe(ULN]JEeHT IpaBLa TAHICHTE

k=-2"F
Yo~ 4
HberoBom 3amMeHOM y jeIHAYMHU TAaHTEHTE [, 1aTOj ca
(16) t:y—y,=k(x-x,),

WCTa jeIHaYMHA [10CTaje

(xo—P)(x=x)+ (¥ —9)(y=2,)=0.
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Kopumrhemewm ycnosa (15), jeqHaunna TanreHTe 1001ja KoHAaYHY hopMy
(17) (o= p)(x=p)+(n—a)(y=q)=r".
Axo je y, =g, jeAHaYMHA TaHT€HTE TaJa IIacu

(xo—pP)(x=p)=r"

Y TaHreHTa je mapasenHa ca Oy ocoMm.
Hanomena 2. Koeduuujent npasua & , ranrente ¢, y tauku T'(X,,), ), Koja npumaxa
natoj kpyxkaum K (S , r) , Moryhe je mobutu kopumhemeMm KoeduIMjeHTa IMpaBia
npase p(S,T), koja ce 30Be HopMasia y Tauku T'(X,,y,) KpyKHHIE.

3. TanrenTra M3 Tayke BaH KPYy/KHHALIE. HOCTYHaK 3a HaJIaXCHE jeI[HaqHHa

TaHIE€HTE KPY>KHUIIE Y TauKu ' (x0 Vo ) , KOja He TIpUIaia KpyKHULU

K(S,r):(x—p)2+(y—q)2 =r,
U3BO/IM CE€ AHAJOTHO MOCTYIKY, KajJa Tayka IMpHMajga KPY>KHUIM, C TUM ILUTO C€ He
kopuctu ycioB (15). Hanme, Hanaxxeme KoepHIMjeHTa MpaBla kK TaHTEHTE, CBOJU CE
Ha pemiaBame jenHaunne (14), a momro 7T ¢ K, He Baxu Hu ycinoB (15), 1j. Baxu
HEJEeIHAKOCT

(x,—p) + (v —q) =1
Takole, jacHo je ma y tauku T ¢ JK , MOCTOjU TaHTeHTa KPY)KHHUIIE, CAMO aKo Tauka '
HUje YHyTpalllha Tauka KpyxkHuLe. Ako je 7r° — (xo — p)2 #0 jemnaumne (14) je
KBaJ[paTHA, U lbeHA JTUCKPHMUHAHTA je
D:()cO —p)2 +(y0 —q)2 —-r*>0,

300T uera jeI[Ha‘H/IHa HMa [1Ba pC€ajiHa U pa3jinuuTa pCuiCmka 1o k:

~(0=P) (3o =a)tr(x, = p) +(—q) 7

ki, = 2 ’
r’—=(x,—p)
YHjOM 3aMEHOM Y jenHaunny (16), mobujamo jeHaYnHE ABE TAaHTCHTE:
(18) tliy—y():kl(x—xo), tz:y_J’o:kz(x_xo)a

u3 tauke T'(X,,, ), BaH KPYKHHILE.
Axo je rz—()co—p)2 =0, 1j. x,=p*r, onma je y,#q, a u3 ycnosa T ¢ K

clenu y, # q , a je jenHaunHa (14) nauHeapHa U MMa jeHO pellehe

(yo _Q)Z _rz
2(x,—p) (¥ —4)

k:

b

a jeJHaAYMHE TAHTECHTH CYy
Liy=Y, :k(x—xo) U t,:Xx=X,.
Ileo mocTymak ce MOXe AOOWUTH MOKPETamkEeM, PEIOM, aruIhKaIyja ,
E.1.13.b.gg§ U Ii.l.l3.gg§, y nporpamy GeoGebra.
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Ipumep 6. CacTaBuTH jeqHAYMHE TAHTEHTH KpyKHMIE x +)° —8x+4y+10=0,

noBydenux u3 tauke P(—1,3). Ogpeauty yrao koju 06pasyjy TaHreHTe.

Pememe. IlenTap nare kpyxuuie je S (4, —2) , & TIONYTIPEYHUK ¥ = J10 , (Cnuka 8.).

AKoO je jeIHaYMHA TAaHTEHTE 00JINKA

t:y=kx+n,
Taja u3 ycnoa Pet, cnenn n=k+3, a ogarie ycioB jaa mpaBa ¢, Oyne TaHTeHTa
JaTe KPYy>KHHILE TJIACH

10(1+4) = (5k +5),
omakne je k, =-1/3, k,=-3, u n =8/3, n,=0. Taga cy jenHaaunHe TAHTEHTH:

t:x+3y—-8=0, t,:3x+y=0.

Cnuka 8.
Yomnmitewme OBOr MpHUMEpa, PElICHEe U pe3ylTaT, MOTy ce MOOUTH KIMKOM Ha

JUHK U akTuBUpameM amukanuje GeoGebra. |
Ipumep 7. CacTaBuTH jeJHAYMHE TAHTEHTH KPY)XHHIE X + )° +6x—2y+5=0, Koje

cy HopMasHe Ha paBy [:x—2y+3=0;

Cmuka 9.

Pememse. Llenrap nare kpyxuuue je S(—3,1), a momynpeunnk r = V5 . Koepuumjent
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npasua npase / je k, =0.5, a meHe HopManHe (TpakeHe TaHIeHTE KPYyKHHLE) k =—2 .
Kopucrehu ycnos (13) na je npaBa y =kx+n TaHreHra kpyxsuie umamo n, =0 u
n, =—10, ogakie cy jeAHaYNHE TAHTEHTH ¢, iy =-2x N t,:y =-2x—-10.

Yonmreme OBOr MpUMeEpa, pPeliele M pe3yiTaT, MOTy ce JOOMTH KIMKOM Ha
JUHK U akTHBHpameM aruukanuje GeoGebra. O
Hanomena 3. V3umajyhu y 063up usnoxeno y Hanomenu 1., jacHo je aa ce npobiem

Halla)XeHa jeHa4nHe TanrenTe ¢ kpyxuuue K,y taukn T'(X,,y, ), Ipunagana oxa

KPY>KHULM WM HE, CBOIH Ha IpoOieM u300pa oHe npase (OHUX NpaBKX) IpaMeHa
Y=o =k(x—x0) 5

anje je pacTojame ox uentpa kpyxuuue K (S,r), jeIHaKO NOTYIPEIHHKY 7 . O

4. Yrao usmel)y npaBe u Kpy:xkHuie. AKO IpaBa ceye KPY>KHHILY, OHJA CE MO/
yriaoM u3Mel)y mpaBe M Kpy>KHHUIlE, MOJIpa3yMeBa yrao u3Mel)y mpaBe M TaHTEHTE
KPYKHHIIE y TIpeceuHoj Tauku. OUYHIIIeTHO je 1a je yrao usMmel)y TaHreHTe u KpysKHUIIE
jennak 0 (Hyna).

YumeHHIa ja ceymila UMa JIBe 3ajeTHUUKE TauKe ca KPY>KHHUIIOM, HE 3Ha4H Jia ce
Npy pelIaBamy OBOT IMpoOiiemMa, Mopa [Ba IyTa HAJIA3UTH yrao ui3Melhy cedwie u
TaHTEHTE, Y CBAKOj MPEcedHoj Tauku mocedHo. OBo 300T TOTa MITO Cy MpEeceyHe Tauke,
U y BUMa TaHTCHTE, CUMETPHYHE y OJHOCY Ha TpaBy Kpo3 IICHTap, HOpPMAaJHy Ha
ceuuIry, 300r dera cy U oaroBapajyhu yrioBu u3Mel)y TAaHT€HTE M CEYUIE CUMETPUYHU
y OJIHOCY Ha UCTY TIpaBy.

Ipumep 8. Oppemutn yrao wm3mehy mnpaBe [:3x—y—-1=0 w© KpyKXHHUIE

K:x*+y +4x—6y-7=0.

o&// \ e

Cnuka 10.
Pememse. Pernapamem cuctemMa 3x—y—1=0 A x* +y> +4x—6y—7 =0, onpehyjemo

npeceune Tauke A(0,—1), B(2,5), npase n kpyxwuue. Tanrenra y Taukm A,

y=0.5x—1 u ceunua /, o6pazyjy yrao ¢ =45" (Cauka 10.).

Yonureme 0BOI MpUMEpa, PELICHE U Pe3yTaT, MOIYy ce€ JOOUTH KIMKOM Ha

JIUHK 1 akTHBUpameM amnkanuje GeoGebra.
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4.1.3. ITos1apa u MoJ1 y OIHOCY HA KPY>KHUIY
Heka je mara kpyxauma K (S,r): (x—p)2 +(y—q)2 =r’ u tauka P(x,,,),
Koja e mpumama kpyry K (S,r). Ilpernocrasumo na cy T;(x,») u T,(x,,,)
JIO/IMPHE TauKe TAHTEHTH f, U f,, PENOM, MOBYYEHHUX U3 Tauke P, Ha kpyxuumy K .
Taza cy jeHauMHE TAHIEHTH JaTe ca
hila=p)(x=p)+(n-a)(y=4q)=r" u :(x-p)(x=p)+ (1. -a)(y-4)=r",
auzycinoBa Pet, u Pet,, cienu

2

(5 =2)(%—p)+(n=9) (e —9)=7" 1 (x,=p)(%—P)+(»—49) (¥ —q)="""
[Tocnenme nBe penaiyje ykasyjy Ha YMHCHUILY J1a TTpaBa
(19) L% =p)(x=p)+(vo—q)(y—q)=r"
canpxu Ttauke gomupa I, w T, 1j. npasa [=p(7,T,), je ceunua kpyxuune K
(Cnuka 11.). OBa ceuniia, oapeheHa qoJUpHUM TayKaMa TaHT€HTH KPY>KHUIIE
u3 Tauke P, 30Be ce moJiapa tauke (mojaa) P,y oaHocy Ha Kpy:xkuumy K .
Moxe ce NMPUMETUTH, Ja W YHYTpallkhO] TAuyKH KPYXKHUIE, Pa3IMUUTO] O

IHCHTpPA, OATOBapa I1oJjiapa.
y

T]_ I'

Cnuxka 11.
Hamme, ako je npecek nomape [ u npase p(S,P), Tauka P'(x;,y;), rae je

2

' (xo—p)r r (yo_Q)r
Xo=p+ (Xo _p)z +(y0 _q)z u y,=q+ (Xo _p)z +(y0 —(])2
Taja jeJHaYrHa BbeHe mojape [, riacu
(% =p)(x=p)+(¥i-q)(y=q)=r",
WIIH TIOCTIe 3aMEHE X, U Y,
l’:(xo_p)(x_xo)+(y0_Q)(y_yo):()-
Jlpyrum pednma, ako je P' yHyTpalimba Tauka Kpyskauiie 1 P’ # S, onma HopMaia [ Ha

2

b

MpaBy p(S,P’) ceue Kpy KHHUIYY y Taukama 7, u 7, , a TAHI€HTe y TUM TayKaMma CeKy ce

y taukn P e p(S,P'). Hopmana ' na npasy p(S,P'), je nonapa rauke P',y ogHocy
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Ha kpyxuuiy K . MHade, Ha ocHOBY jemHaunne (19), moiapa y Tauku KPyKHHIIE jecTe
TaHI€HTA y TO] TA4KH.

Caga cMO y mpwidIy Ja HPEeTXOAHO H3JIarame YONITHMO cieaehom
NeUHUIII]OM.

Jedunnmmja 2. Heka je K ( p-9, r) KpyXHuuau P (xo, yo) Tayka y HEHO] PaBHH,
pasnuunTa o eHTpa S ( D, q) kpyxHuue. [Ipasa
s:(x=p)(x=p)+(0n-49)(y-9)=r

30Be Ce MmoJ1apa Tauke (mo1a) P, y oxguocy Ha kpyxuuy K (p,q,r).

Henocpenne nociequiie oBe AehuHuUnmje je ciaeneha reopema
Teopema 9. [lonapa mauxe KpysjcrHuye je maneenma KpyjsCcHuye y moj mauku. m

W3 mpeTxomHOr W3jarama BHIM CE Ja 3a CBAKy TaukKy, Pa3IH4YUTy OJ ICHTpa
KPY’KHHIIE, TIOCTOjH TOJIapa, Y OJHOCY Ha Ty KPYKHHUILY.

OOpuyto, Heka je p:Ax+By+C=0 NpOM3BOJbHA  TIpaBa M|

K:(x— p)2 +( y—q)2 =r*, kpyxknuna. Jla 6u mpasa p Ouia mojapa HeKe Tauke
P(x,,7,),y ontocy Ha kpyxuuiy K , jennaunse

Ax+By+C=0 u (x,=p)x+(y,-q)y=(x%-p)p=(1-q)q-7" =0,
Tpeba Ja nmpeacTaBibajy UCTY MpaBy, Tj. Tpebda 1a Baku

%5=P _Yo—q_ (u-p)P+t(n-q)q+r’

A B C

2

0JIaKJIC j€
Aquz—A(Bq+C)r2 N ABprZ—B(Ap+C)r2
u =
P Yo (Ap+C)(Bq+C)—Aqu

%o _(Ap+C)(Bq+C)—Aqu

rie je C#0, mro 3HauM Ja mpaBa p HE CaApXKH ILEHTap KpYXKHHUIE, a Takobe

+q,

KoeduumjeHTH A U B HHCY HCTOBPEMEHO jeHaKu HyIH, jep (X,,¥, ) #(0,0).

OBUM je T0Ka3aHo J1a 3a CBaKy TauKy, Pa3IHYUTy OJ LIEHTPA KPYXKHHIIE, TOCTOjU
y PaBHU KPY>KHUIIE 110JIapa, Y OJIHOCY HA KPYXKHHILY, U 33 CBaKy IpaBy, KOja HE CaJlpiKu
[IEHTap KPY>KHUIIE, IOCTOjJU Y PABHU KPYXKHHIIE TI0JI, Y OJTHOCY Ha KPYKHHUILY.
Ipumep 9. Onpenutu Gurypy, Kojy ommucyje mojiapa m Tadake M , y OJHOCY Ka
kpyxuuiy K , kama ce Tauka M xpehe no naroj mpasoj a, ako je: a) K :x’ +y° =1,
a:y=2x-4;0) K:(x—p)2+(y—q)2 =r’,a:y=kx+n.
Pememse. a) Tauka (o) M (x,,y,) onucyje npasy, Tj. Ipunaja npasoj a:y=2x—4,
ako je y, =2x,—4. Tana jenHaunHa oarosapajyhe momape m, y 0QHOCY Ha KPYy>KHHILY
XK (0;0;1), rnacu

—4y—1+x, (x+2y) =0,

mro npeacrasiba npamed (Cnuka 12.) ca neHTpom A(x Y A), qHje Cy KOOpJIUHATE,

peuicwka CUCTEMa
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Cnuxka 12.
KonauHo, nientap npamena je A(1/2,-1/4).

0) AHaJOrHMM TMOCTYIKOM, Kajaa moin M (xo, yo) omnucyje mpaBy a:y=kx+n,
Tajgaje y,=kx,+n, nonapa m tauke M , onucyje npameH
—px+(n—q)y+p*—q(n—q)—r’+x,(x+ky— p—kq)=0,

ca IEHTPOM A(xA,yA), rae je

xA=p+kq—k+L u yA:1+L.
(n+pk—q)q (n+pk-q)q
Pemewe ce Moke JOOMTH KJIMKOM Ha JIMHK U aKTUBHPAHEM
aruukanuje GeoGebra. O

Ipumep 10. 13 Tauaka A(l, —5) u C (—6,4) , KOHCTpyHCaHe Cy TAHT€HTE Ha KPY KHUILY

X (—1; ~1;10 ) . I3pauyHaTi 06MM M MOBPLIMHY HACTAJIOT TAHIC€HTHOT YETBOPOYTJa.

A

Cmuka 13.
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Pememwe. [lomape a u ¢, tavaka 4 u C, peaoM, y OJHOCY Ha JATy KPYKHHUILY CY
a:x—2y=6 uc:x—y=-2,¥ Baxu:

aNK = {K,L}, raeje K (2,-2), L(-2,4)

bNK = {M.N}, tneje M(-4,-2), N(0.2)
Taurenre n3 Tauke A: k=p(A4,K) u [=p(A,L), umajy jennaunne k:—3x+y=-8
[:x+3y=-14, a w3 tauke C: m=p(CM), n=p(C,N) wumajy jensauune
m:3x+y=-14 u n:x+3y=6.

Ipecex taurentn k u n je B(3;1), a npecek tanrenty [ u m je D(-3.5,-3.5),

Te je 00UM TaHTeHTHOT yeTBopoyrina ABCD, () jenaHak
O,sr =d(A,B)+d(B,C)+d(C,D)+d (D, A) =210 +310 +2.5J10 +1.510 =910,

a MOBpIIMHA
Pipcp=057-0 5, =45. O

4.1.4. MelhycoOHm 0HOC IBe KPY:KHHUIIE

W3 Eyknuacke reoMeTpuje je MO3HATO, Ja 3a JIBE KPYXKHHIEC Pa3sIndUTHX
[IEHTapa, BaXKU Ta4HO jeJjaH O] cieAehux ogHOca: MMajy JIBE 3ajeJHUYKE TauKe, UMajy
JeIHy 3ajeIHNUKY TauKy, HEMajy 3ajeIHHUKUX Tadaka. O KOMe 0/1 HaBeJICHUX OJIHOCA je
ped, 3aKkJbydyje ce pelraBameM oJroBapajyher cucrema 1Be KBaJIpaTHE jeHAYMHE ca

nse Henosnare. Hanwme, axo cy mare kpyxuuue K (p,q,,7) u K, (p,.4,.7), penom,
jeTHauYnHaAMA!
2 2 2 2
X, Z(x—pl) +(y_‘I1) =i’ n X, Z(X—pz) +(y_‘b) =1,
rae je S,(p.4,)#S,(p,.9,), OHIa HA OCHOBY 3aKibydyaka u3 3.1.5.2., BHXOB mpecex,
aKo MocToju, ofpelyje ce pelaBameM cucTeMa KBaJpaTHUX jeHAuMHA
2 2 2
('x_pl) +(y_%) =h
2 2
(X—pz) +(y_‘12) :rzz
KOJH je €KBUBAJICHTAH Ca CUCTEMOM
2 2
(20) (x_pl) +(y_q1) :rl2
2(p,—p)x+2(q,—a)y=n'=r = pl + P~ 4 +q;

b

Modke ce ToKasaTH ja 3a peruema (x,,y,) # (X,,), ), OBOI CHCTEMa BaKH:
(xloyl)o(xzoyz)ERz A (xloyl)i(x29y2) g |r1_r2|<(p1_p2)2+(%_%)2<V1+Vz>
(5:1)=(%0,) R & (p=-p,) +(a-a) =li-n| v (n-p) +(a-49) =r+n.

(%:21):(00.)€C & (p—p) +Ha—a) <li-n| v (n-p) +(a-a) >n+5.
VY 1y cBpXy BHIETH atuMkanujy Mathematica, KITMKOM Ha JTMHK .
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I[pyrI/IM peunmMa, 3a OAHOC ABC AAaTC KPYIKHULIC BAXKHU:
K NK,={4,B} < |n-n|<d(S,S,)<n+r
KNK,={4} < d(S.8,)=|r-n| v d(5,.8,)=r+n
KNK, =0 < d(S,.S,)<|n-n| v d(S.S,)>r+r
Ipumep 11. [lare cy kpyxuune: a) K, :(x—l)2 +(y—3)2 =4 u XK, :(x+3)2 +y° =9,
6) I :(x—1)+(y-3)=49 u I :(x+3) +)*=9. Hcrmratn muxos MmehycoGuu

MOJIOKA].
Pememwe. a) Kpyxuunue K, u K, moaupyjy ce crosba, Tj. UMajy jefHY 3ajeIHHYKY

tauky A(-0.6,1.8).
0) Kpyxuuue K, nu XK, umajy aBe 3ajeJHUUKE TayKe,
A(-4.2+09V3,-0.9-1243), B(-42-0943,-0.9+1.213).

Pemewa u pesynratu 3amatka a) u 0), kao W aHaim3a MehycoOHHUX onHOCA IBE
KPYXHHIC, MOTY CC )IO6I/ITI/I KJINKOM Ha JIMHK H aKTUBHPAKHLEM aHJ'II/IKaIII/IjC
GeoGebra.

Takohe y uUCTy CBpXy MO€ KOPHCHO Jia TMOCIY>KH M aruinkanuja Mathematica,

KOja ce aKTHUBHUpA KIMKOM Ha uHK f1.18.n. O

g
.~"‘».|52=r1+r2

.‘f

|r1-r2|£$1$25r1 +,

A
r. =S,
- Xy - X
B
Cmuxka 14. a Cmuka 14. 6

Taxohe, mo3HATO je Aa aKko JBE KPYKHHIIC UMAjy 3ajeTHUYKU IICHTAp, OHJA WU
ce TMOKJamajy, ako uMajy MOayAapHE IMOJYINPEYHUKE, WU CY KOHIICHTPUYHE (HEeMajy
3ajeTHIUKUX Tayaka), ako Cy UM TOJyNPEUYHUIIN pa3nuduTH. M oBaj cirydaj ce Moxke
aHAJTM3UPATH AKTHBHPAKHEM HaBEICHUX arlTUKaIlHja.

1. Yrao usmel)y nBe kpy:xkuune. Ilon yriom m3mely nBe KpyKHHUIE KOje ce
CEeKy, TMOJpa3ymMeBa C€ yrao Koju o0Opa3yjy HHXOBE TAaHTECHTE y MPECEYHO] Ta4KH
(Cnuka 15).

W3 oBe nedunumje TMpeKTHO ciene ciaenehe 3HayajHe ocoOuHe:

1. Vrao m3mely aBe KpyXHHIIE KOje UMajy jeIHY 3aj¢IHUYKY TA4Ky, jeJJHAK je

0 (ayna).
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2. Tlomro cy mpece4yHe Tauke, ¥ y HHMa TaHTCHTE, CHMETPUYHE y OJHOCY Ha
TUHU]y UeHTapa (mpaBy oapeheHy ueHTpuMa KpyKHHUIA), TO Cy U
onropapajyhu yrioBu koje o0pasyjy TaHIeHTe y IMPECEYHUM TauKama,
CUMETPUYHH y OJHOCY Ha UCTY IPaBy.

|r,l -r2| 531 825r1 H,

Cnuka 15.

WNnycrpanmja nedpuHMnMje W aHaIM3a HaBEICHUX OCOOMHA, MOTY ce JTO0OWUTH
KITMKOM Ha JINHK U aKTUBUpameM armukaiuje GeoGebra.

[Tomto je yBemeH mojaM yria KOju o00pa3yjy JIBe KPYKHHIIE, MOXXEMO Ja
aHaM3UpaMO H YCIIOBE Ja JBEe KpY)XHHUIE Oyay OpTOrOHAJTHE. TH YCIOBH CYy
HEToCpeHa TocienuIa cienehnx ounrneaHux TBphema:

1. JIBe KpyXKHHIIE Cy OpPTOTOHaJHE, aKO M CaMO aKO je TaHIeHTa jeIHe

KPY>KHHIIE y IPECEYHO] TaYKH, HOpMaJIa Apyre, U OOpHYTO.

2. JIBe Kpy>XHHIIE CYy OPTOTOHAJHE, aKO M CaMO aKO je KBajpaT LEHTPaTHOT

pacTojama Kpy»KHHIIA, jeTHaK 30Mpy KBapaTa lbUXOBUX MOJYTPEUYHUKA.

Axo cy nare kpyxnnue K (p.q,,5) v K,(p,,q,.1,), oHma ce ycioB xa oxe
Oy/ly OpTOrOHaJIHE MOKE UCKA3aTH (hOPMYIIOM
(21) (pl—p2)2+(ql—q2)2=r12+r22.
Axo cy kpyxnuue nare y ca K :x* +)° +dx+ey+f,=0 u K :x¥ +) +dx+ey+f, =0,
OHJIa UCTH YCIIOB TJIACH
(22) dd,+ee, =21 -2f,=0.

Nnycrpanmja u aHanm3a HaBEJCHUX OCOOMHA, MOTY C€ JOOWTH KIUKOM Ha JIMHK
U aKTUBHpameM amvkanuje GeoGebra.
MNpumep 12. CacraButd jefHauMHy KpY)XHHLE Koja caapxu Tauky M (6,1), uma
ueHTap Ha npaBoj a:9x+4y—47 =0, a ceue kpyxuuy K, :x* +y° —2x+5y-5=0
0/l IPABUM YTJIOM.

Pemreme. 3a nary kpyxuuny Baxu K, = K(1,-2.5,3.5). Ako je XK, (p.q,r) Tpaxena

Kpy)KHHIA, OHIa 13 ycnosa S(p,q)€a, cniemn 9p+4q—47 =0, a u3 ycnosa
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d(S,M)zr, cienu (6—p)2 +(1—q)2 =r’.

.

ha

Crnuka 16.
U3 ycnosa oproronansoctn kpyxnnmna K, u K,, cnemn (1- p)2 +(—2.5—q)2 =35+,
PemaBameM OBe TpH jeJHAYMHE MMAMO TPAXKEHY KPY>KHUILY (Cnuka 16.)
K, (x=7) +(y+4) =26. O

4.1.5. IloreHnuja Ta4Ke y OJJHOCY HA KPYsKHHUILY

N3 Eykmuacke reoMmeTpwje je TMO3HATO Ja Ce TPOW3BOA Iy)KHHA ITYXKHU
o4 (A)=AM -AN ,rne cy M u N npecedne Tauke cedymue u3 gate Tauke A u jare

kpyxuuie K (S , r) , HA31Ba MOTEHLHja TaYyKe Y OHOCY Ha KPY:KHULY. ( )

Taxole, mo3HaTO je 1a, ako Cy 3a/Jare KPY>KHUIA ¥ TadKa, TaJla je TIOTEHIHja TauKe
y OHOCY Ha KPYXHUIy KOHCTaHTHA, Tj. 3aBUCH O] MOJYIPEYHHKA KPYXKHHIIE H O
pacrtojama Take off IEHTpa KPY>KHUIIE, a He 3aBHCH 0] M300pa ceuuIie Kpo3 JaTy TauKy.

Heka je mara xpyxuauna K (S,r) U Tauka A, y paBHU KPY>KHHIIE U CEUUIE a U S,

KOje caJpxe Tauky 4 W ceKy KpykHuiy y Taukama E,F u M ,N (Cnuka 16.a u 0).

Cnuka 16. a Cnuka 16. 0
Ha ocHoBy cmuuHoctu TpoyriaoBa AAEN ~AAMF, Baxu jeaHAKOCT

Ox (A) =AM - AN = AE- AF , miTo 3Ha4M Ja NMOTEHIMja TauyKe Y OJHOCY Ha KPYKHHILY

HE 3aBUCH 0] u300pa TETUBE.
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M

Cnuka 17. a Cnuka 17. 6
Ha ocnoBy cnmmunoctu TpoyrinoBa AAMT ~ AATN (Cnuxka 17.a) Baxku penanuja
AM : AT = AT : AN
0JIaKJIC j&
Oy (A)=AM -AN = AT* = AS* —r*.
AS? —r* = AM - AN
AHaNMTUYKA MHTEPIIPETAlMja MOTCHIU]je TauKe Y OJHOCY Ha KPY)KHHUILY, JaTa je
cieaehoM TeopemMom.

Teopema 3. [lomenyuja o, (A) mauxe A(xo, yo) , ¥V OOHOCY HA KDYICHUYY
XK(p.q.r), jeonara je
(23) O'K(A):(xo—p)2+(y0—q)2—r2. |

Cazna je jacHO Ja MOCTOJUM JUPEKTHA Be3a M3Mel)y 3Haka MOTEHLHje Tadyke U
HCHOT T10JI0%Kaja y OJTHOCY Ha KPY’KHHUILY, 300T yera HElOCPEIHO ClIeAN

Teopema 4. Axo je o =0, (A), nomeHyuja mauxe A(xo,yo), Y 00HOCY HA KPYIHCHUYY
X (p, q, r) , OHOa sadice credehe penayuje
R Aé%(p,q,r),
sgn(o)=10= 4e K(p.q.r), |
= Ae%(p,q,r)\.’]((p,q,r).

Cazna ce MOXe MOCTaBUTH MUTamE, J1a JIM IOCTOjU Be3a u3Mel)y MoTeHIje Tauke
y OJIHOCY Ha KPYXXHHMILYy U 0JIHOCA JiBe KpykHHIE. C TUM Y BE€3U BaXKH TEOpeMa.

Teopema 5. Heka cy oame xpysxcnuye K, (pl,ql,rl) u XK, (pz,qz,rz) Jjeoue pasHu,
Yuju yenmpu cy pasiudume mauxe, mj. S, ( pl,ql) #S, ( pz,qz). Ckyn mauaxa, duje cy
nomenyuje y 00HOCY Ha 0be KpyJicHuye jeOHake, je npasa

(24) 1”:2(p1 —pz)x+2(q1 —qz)y—pl2 +p22 —qlz +q22 +l"12 —r22 =0,

KOJy HA3U8aMo, nomenuujanna (paoukaina) oca ose kpyxcuuye K, u XK, .

Jloka3. Hexa je A(x,y) Tauka, koja npunaja paBuu oapehenoj kpyxuuuama K, u
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K, v Heka je oy (4)= Oy, (A). Onatie HenocpeaHO CIEaH 1a 3a KOOPIMHATE TAYKe
A (x, y) BaXXKU

2(p=p)x+2(q,—a,)y—p" +p, —4” +a, +17 -1’ =0,
LITO IIPEJICTaB/ba jeAHAYNHY TPaBe, HOPMAJIHeE Ha 3ajeXHUHKY ocy §(S),S,).
OOpHyTO TBpheme: ako Tadka A(x, y) MpHIaga TMOTCHIUjaTHO] OCH, OHAA CYy
noteHuuje Tauke A4 y oaHocy Ha kpyxaune K, u XK, jeanake, Tj.
o (A) =04, (A), nokasyje ce MOTIYHO OGPHYTHM MOCTYIIKOM.

Axo ce kpyxuune K, n K, cexy, NOTeHIHje 3ajeTHHYKUX Tayaka y OZHOCY Ha

00e KpyXXHHUIIE jelHake Ccy (MMajy BpETHOCT HyJa), CTOra Ce€ IOTEHIMjaJiHa oca
NOKJIana ca 3ajeJHUYKOM CEUuIloM (TaHreHTOM) KpykHuma. Ha wucTH 3akipydak

ynyhyje u jeanaunna (20). [
Hanomena 4. Tlotenmmjanna oca kpyxuumna K :x’+) +dx+ey+f,=0 wu
XK, +y +dx+ey+f,=0, jenpasa r:(d, —d,)x+(e —e,)y+f,—f,=0. O
[IpuMepu moTeHIMjaIHE OCe, 3a pa3He MOoJIOXKAje ABE KPYKHHIE, MOTY c€ JOOUTH

KJINKOM Ha JINHK 1 akTHBUpameM amkainuje GeoGebra.
IIpumep 13. Oapeautu KOOpAWHATE TauKe U3 KOj€ C€ MOTY KOHCTPYHCATH TaHTEHTE Ha

kpyxuune K :x*+y*+2y-4=0 u K, :x’+)y’ —8x—6y—4=0, unje cy TaHTEHTHE

Ty’KH jenHake d = 45 ﬂ ().
y

\\

Cnuxa 18. O
Pememe. IlpaBa p:x+y=0 je moreHuujamHa oca natux kpyxHuna (Cnmka 18.).

Honynpeunnk kpyxuune K, je r, =0.5\a; +b; —4f, = V29 . Hexka je r = +/d +r
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Taza kpyxuuua K (S,,r):(x— 4)2 +(y— 3)2 =109, ceye MoTEHIHMjaIHy OCY y TauKama
A(—6, 6) u B (7, —7) , U3 KOJUX TaHTE€HTHE y’KU AATUX KPYKHHUIA UMa]y AYXKHUHY d .
Teopema 6. Hexa cy K, (plaqla ’”1): X, (pzana 1”2) u I, (p3,q3,r3) mpu KpyosccHuye

jeone paenu, uuju cy yeumpu S, ( P14, ) S, ( Ds» qz) u S, ( yZ27A ) , pasziudume

Hekonuneapne mauke. Tada, y ucmoj pasnu, nocmoju jeouncmeena mauxka P, uuje cy
nomeHyuje y 00HOCY Ha c8e MPU KPYHCHUYE jeOHaxe, mj.

ox (P)=0y (P)=0x (P).
Tauxka P ca 080mM 0CcOOUHOM 306¢ Ce NOMEHUUJATHU (PAOKATHU) YEHMAD KPYICHUYA
XK, K, uXK,.
Joxas. Heka cy nate kpyxuuue K :x*+y° +dx+ey+f,=0, K : X’ +) +dx+ey+f,=0
u K, :x’+y +dx+ey+ f, =0, ca pa3nMIUTAM HEKOJIMHEAPHUM LIEHTPUMA, Tj. BaXKH
(d,—d)(e;—e)#(dy—d,)(e,—¢).
[Morenunjanue oce maposa kpyxuuna: K, K,; K,,K,; K,,XK,, cy npase
1:(d, —dz)x+(e] —e,)y+ fi—1,=0,
m:(a?2 —c173))c+(e2 —e3)y+f2 ~-f,=0,
n :(a’3 —a’l)er(e3 —el)y+f3 —-f,=0,
peloMm, a Kako 3a JCTEPMHUHAHTY oJpel)eHy lUXOBUM KOe(DHUIHjeHTUMA, BaXKH
d-d, e—-e f—-1 0 0 0
d,—dy e,—e; f,—fi|=|d,—d; e,—e; f,—fi|=0,
dy—d, e—-¢ [fi—f| |di—d, e-¢ [fi-]
TO 3HAYHU J]a CE OHE CEKY Y jeJHOj TauKH, HOTeHIHjaIHOM LeHTpy kpyxkuuna K, K, u
X, , mTo je u Tpedao 10Ka3aTH. [

Hanomena 5. Pesynrat Teopeme 6. uMa pakTHYHU 3HAYa] 32 KOHCTPYKIIHj€ TIOTCHIIU-
jamue oce nBe kpyxkuuue K, u K,, koje HeMajy 3ajeTHHUKUX Tayaka. Taga Kpy»KHHULA

XK, xoja ceue 00e KpY)KHHMIIE, a F-€H LIEHTAp j€ Tauka HEKOJMHEapHa ca IEHTpUMa
JaTUX KpyXHHIA, ca KpyxkHuumom XK, oOpasyje moTeHmujaiHy ocy p,, a ca

kpyxuunom K, obpasyje noTeHujaiHy ocy p,. KoHCTpyKuuja noTeHuujanHe oca p
kpyxkuuna K, u K,, 3acHHBa ce YOHmCHUIIM Jla je OHA KOHKYpEHTHA ca ocaMa p, U

P, , 1 HOpMaJlHa Ha EeHTpaiHy ocy kpyxkuuna K, n XK, . O

4.1.6. IIpameH KpyKHHLA

Heka cy nate aBe Kpy)XKHHIE Ca PA3TIUTUM LEHTPHMA
K:x+y +dx+ey+f=0u K :xX+)y +dx+e,y+f, =0,
raeje: dl +e’ >4f,3ai=12u(d,e)#(d,.e).

Ha ocHoBy pe3ynTara 100MjeHuX y TaukH 1., TMHeapHa KOMOMHALMja TaTHX
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jeaHaunHa

(25) x2+y2+d1x+e1y+f+/1(x2+y2+d2x+ezy+f2):0,
MPEJCTaBJba jeIHAUNHY KPY>KHUIIE 32

(26) AeR\{-1} A (d+2d,) +(e +4e,) >4(1+ 2)(f;+ A1),
anomto A€ R\ {—1} , KaskeMo J1a jeqHaunHa (25) mpencraBiba CKYN KPYKHUIA.

[Ipenm3Huje, y 3aBUCHOCTH Of mapameTpa A, jeaHauumHa (26) mpenctaBiba
KpYy>KHHILY, aKO:

AeR\{-1} & (dd, +ee,~2f,-21,) <(d] +e’—4f)(d) +e," —41,),

AeR\] -1 22— ddy e
dz +e _4f2

}C:’(dldz +ee,—2f, _2f2)2 :(d12 +¢ _4f1)(d22 +e’ _4fz) )

JeRV-L AL} (dd, +aes -2/ ~21,) =(d7 +¢2 ~47)(d,* +er~45).
e je
2fi42f,—ddy e, +\(dd; +ee,~21-2£) ()} +e} -4f,)(d) +eP -4f,)
2 d’+e’ —4f,

VY npBoM ciyyajy ped je O KpyKHHUIIAMa KOje Ce CeKy, Y APYroM, KpY>KHHILE ce
JIOUpYjy, a y TpeheM ciydajy, Kpy>KHUIIE CYy AUC]YHKTHE.

IMocmatpajMo, nakie, CKyn KpyXHHMIA JaTux jeaHaunHoM (25). OcHoBHa
KapaKTepHCTUKa OBOT' CKyTa jecTe, Ja OWJI0 KOja JBa HEroBa elieMeHTa MMajy HCTY
HOTEHIMjaJHy OCy, IITO CE MOXE 3aKJby4UTH U3 cieneher pasmarpama. Hanme, Heka

cy
x2+y2+dlx+ely+f+ﬂq(x2+y2+d2x+ezy+f2):0

x2+y2+d1x+ely+f+/12(x2+y2+d2x+ezy+f2):0,
IBE KpY>KHMIE HaBeJeHOr ckyma (25), 3a A, #A,, npu uemu Baxe ycioBu (26).
HbuxoBa norenmyjanHa oca je npasa Jara je JHAYUHOM
(d1+/11d2 _d1+ﬂzd2Jx+(e1+ﬂqez _e1+ﬂ262]y+f1+ﬂ1f2 _f1+/12f2 _
1+ 4, 1+4, 1+ 4, 1+ 4, 1+ 4, 1+ 4,
Koja mocne cpehuBama uMa 00IHK
(o=i)ld=d) | (o=i)la=e) (a=A)(i=f)_,
(I+4)(1+4,) (1+4)(1+4,) (1+4)(1+4,)
a rociie ckpahnBama UMaMo
(dl —a’z)x+(e1 —ez)y+f1 -f=0,

IITO IPEJICTaBJba jeHAYMHY NOTEHIUjanHe oce faTtux kpyxuuma K n K.

b

9

Ha ocHoBy Hampea HaBeeHOT Y MPUJIKIHU CMO Ja YBEIAEMO OBY ACPUHULIN]Y:
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Jepunnumja 3. Ckyn KpyKHHUIIA, KOje UMajy OCOOMHY Jla CBaKe JIB€ KPY>KHHUIE U3 TOT
CKyNa HMMajy HCTy MOTEHIMjaJHy OCy, 30B€ c€ INpaMeH KPYKHULA. 3ajeTHUYKa
MOTEHIMjalTHA 0Ca 30B€ CE€ MOTEHIHjaTHA 0Cca PaMeHa KPY>KHUIIA.

Ha ocHoBy naenturera

_4 _a
2 2

4 _% =0
2 2 ’

_di+Ad, e +le
2(1+4)  2(1+4)

JacHo je Ja KOOpAHWHATE LEHTpa MPOU3BOJbHE KPYXKHHUIlE MpaMeHa (25) 3a70BOJbaBajy
jemHaunHy JMHUje IeHTapa Aatux kpyxHuia K n K, Tj. neHTap Npou3BOJbHE
KpY KHHIIC IpaMeHa MPUNaaa JUHUjU HeHTapa aToj ca
2(e2 —el)x—?_(a’2 —a’l)y+a’le2 -d,e, =0.

[Ipeceuna Tavyka TOTEHIMjaJHE OCe NpaMeHa M JIMHUje IIeHTapa 30BE ce IeHTap
npaMeHa.

[lpumepn mpamena kpyxnuna onpehenux kpyxsumama K u K, mory ce
TOOHUTH KIMKOM Ha JIMHK U akTHBHpameM arukanuje GeoGebra.

Kao mTo ce BuAM M3 MPETXOJHOT HM3JIarama, JBe KPY>KHUIIE MOTIYHO oapelyjy

nmpamMeH KpyxHuna. Takohe, mpaMeH Kpy>KHHUIIA JeTHO3HAYHO je oapeheH, ako je mara
jellHa ’eroBa Kpy KHIla

K:x*+y +dc+ey+f=0
Y TIOTEHITHjaJTHA 0ca
prax+by+c=0.
Jenqnaumna

(27) x2+y2+dx+ey+f+ﬂ(ax+by+c):0,
IpeJCcTaB/ba MpaMeH KPYXKHULA, aKO je (clJr/”La)er(eJrﬂub)2 >4(f+/”tc) u AeR.

Jlpyrum peunMa, y 3aBHUCHOCTH Off mMapamerpa A, jenHauumHa (27) mnpeactaBiba
KPYI)KHHILY 32

leRe (aa’+be—2c)2 < (a2 +b2)(af2 +ée —4f) , (mpaBa p ceue kpyxuuiy K )

ad +be—2c

2 b2

ieR\{
a +

}<:>(aa’+be—2c)2 =(az+bz)(al2 +ez—4f), (paBa p je TaHreHTa

kpyxuuie K )
leR\(/ll,/@) <:>(ad+be—2c)2 :(a2+b2)(d2+62 —4f) (mpaBa p u kpyxuuna K cy
JMC]YHKTHE), T/€ je

2c—aaf—bei\/(ad+be—2c)2—(a2 +b2)(a’2 +ez—4f)
Ay = JEY :
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[Ipumepn mpaMeHa KpyxHHULA oapeheHux kpyxHunoM K, ¥ NOTCHIUjaTHOM

0COM p, MOTY ce JOOHMTH KIMKOM Ha IHMHK [h1.26.88H 1 aKkTHBHpameM alUIHKaldje
GeoGebra.

VY ciydajy kaga je Aata jeqHa Kpy>KHHIIA U IIEHTap MpaMeHa, MpaMeH KpyKHHUIA
onpeheH je jenHo3HauHo. Taja je MOTEeHIHMjaJIHA Oca MpaMeHa OHa MpaBa Koja CaapKu

LIEHTap MpaMeHa U HOpPMajHa je Ha MpaBy Koja CagpXKH LIEHTap IpaMeHa U LEeHTap
KPYKHHLIE.

AKoO ce /1Be KpYy>KHHUIIE NpaMeHa CeKy, OHJa CBE KPYKHHUIIE MpaMeHa CajapiKe
Tayke npeceka (IpeceyHe Tauke ojpel)yjy moTeHIujaaHy ocy mpaMeHa). TakaB mpaMmeH
30B€ C€ eJIMNTHYKHM nmpamMeH kpyxHuua (Cinuka 19.). Ako ABe Kpy>KHUIE NpaMeHa
UMajy jeqHy 3ajelHHYKy TadKy, OH/Ja CBE KPYXXHHIE IMpaMeHa caipXe Ty TadKy
(moTeHNMjaJIHA Oca MpaMeHa j€ 3ajeJHMYKa TAaHTeHTa CBUX KPYXKHHIIA Y 3aj€THUYKO]
taukn). TakaB mpameH 30Be ce mapadojunuku npamen kpyxuuna (Cnuka 20.). Ako
JIBE KPY>KHHUILIE TIpaMEHa HeMajy 3ajeJHUUYKUX Tadaka, OHJa OMJIO KOje JABE KpYy>KHHUIIE
IIpaMeHa HeMajy 3ajeJHUUYKUX Tadaka (IMOTeHLMjalHa oca IMpaMeHa HeMa 3ajeJHUYKUX
Tauyaka ca HUKOJOM KpPY>KHHUIIOM IpaMeHa). TakaB mpamMeH 30BE€ Ce€ XHIEepOOJIHMYKH
npamen kpyxHuna (Cnuka 21.).

[Tpumepu oBa Tpu TUIA IMpaMeHa KpyXHHUIA oxpehennx kpyxuunama K u K,

MOTy ce JIOOUTH KITUKOM Ha JINHK U aKTuBUpameM amnukanuje GeoGebra.
Kpo3 6umno xojy Tauky T’ (xo, yo) paBHHU, KOja HE TMPHUIIaJIa MOTEHIU]aTHO] OCH, IPOJIa3H

jeoHa W caMmoO jeqHa KPYJXKHHUIA JaTor MpameHa. 3a YTBphUBame HWEHE jeJHAYMHE,
MOTPeOHO je OJIpeANTH A M3 yCJIOBa

x02+y02+d1x0+e1y0+f+/1(x02+y02+d2x0+ezy0+f2)=0,

U YBPCTUTH Y jeHauuny (25).

N

Cnuka 19.
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Cmuka 21.
1. OproroHannu mpamMeHu Kpy:xkHuna. Kama je o mpaMmeHy Kpy>KHHIIA ped,

WHTEpE-CaHTHO je MUTamhe OPTOTOHAIHOCTH HEKe KPY)KHHUIC W KPYXKHHIIA TIpaMeHa. Y
Ty CBpPXY C€ MOXKE€ JIOKa3aTH | cieaeha ocoouHa.

Teopema 7. Axo je xpyscnuya K:x*+y* +dx+ey+ f =0, opmozonanna na ceaxy oo
kpyorcnuya K :x* +y’ +dx+ey+£,=0 u K, :x’ +y’ +d,x+e,y+f, =0, onoa je opmozona-
JIHA HA C8AKY KPYICHUYY NPAMEHA

X +y +dxtey+ f+A (x2 +y° +d2x+e2y+f2) =0,
a FeH yeHmap npunada NOMeHYyujaiHoj ocu nPamend, -
Joxka3. 13 ycinosa oproroHanHoctu (22) kpyxuuna K n XK, omnocuo K u K,,

cueau
dd,+ee,-2f-2f,=0 u dd+ee-2f,-2f=0.
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Cnuxka 22.
[IpoBepaBajyhu  ycioB OpTOroHANHOCTH Ha KpyxkHuiama K ¥ [POU3BOJBHO]

KpY>KHHIIM JAaTOT MTPaMeHa, KOjy 3almcyjeMo Kao
d, +4d, w8 + e, N f+Af,

X+ y 4 =0,
1+ 4 1+ 4 1+ 4

nmMamo

d, +Ad + f+Af
= +ee11+’f2 -2f 22— =d(d, +4d,) +e(g +4e,)-2(1+2) f =2(f, +4f,)

=dd, +ee —2f -2f +A(dd, +ee,—2f -2f,)=0.

W3 ycnoBa oprororamHocty (22) HEMOCPEIHO CIEIU A j€ JeTHAKOCT
d e
(d, _dZ)(_Ej—i_(el —ez)(—EJ+ f-f,=0

WJEHTUTET, INTO 3HAYW Jla ICHTap S(—d/2,—e/2), kpyxuaune K, mnpunana

MOTEHIINja-THOj OCH MIpaMeHa, YMMe je JOKaHO TBpheme. [

Moxe ce Joka3aTH Ja CKyNl CBHUX KpyXXHHLA {.E}, KOje Cy OpTOrOHAJIHE
KpYy>KHHMIIaMa JaTor MpaMeHa {.7( } , Takohe mpejacTaBiba MpaMeH KpykHuna. I[Ipamen

{£} je OpTOroHajiaH IMpaMeHy {.7( } (Cnuka 22.). Moxe ce Takohe nokasatu aa je

SMUNTUYKOM ITPaMEHy OpPTOTOHAJIaH XUIIEPOOINYKH, a XUIIEPOOIIMYKOM OPTOTOHAJIaH je
CJIMOTHYKY, JIOK je MNapaboJIMYKOM IpaMEeHy OpTOTOHAlaH MapabOMUYKU IpaMeH
KPY>KHHIIA.

4.1.7. 3ananm

1. Kpyxnumna je nepuHHCaHA LIEHTPOM C=(—4,—6) U TOJIyIpeYyHUKOM I =1.

Hanwmcary jemHaunHy KpyKHHIIE KOja jé CHMETpPUYHA aTOj JINHU]H:
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10.

11

12.

13.

14

15.

16.

17.

18.

78

a) y OJHOCY Ha X- OCy

0) y omHOCy Ha Y - OoCy

B) Yy oznHocy Ha cumetpainy | u Il xBagpanrta

r) Y OAHOCY Ha KOOPAMHATHH ModYeTaK |L.ogh
Hahu jenmnaumny KpykKHHUIIE Koja Ioxupyje o0e KOOpHIHAaTHE Oce U YHUjU je
MOJTYTIPEYHHK JeHaAK I = 3.
VcnmTaty monosaj Tauke Py omHOCY Ha muHHAjy X+ Y° —6X—8Yy =75, r1e je:

a) P=(1,7), 6) P=(9,12), ) P=(-7,8). p.2alf
OnpenuTy jeHAYMHY KpPYKHHUIE MONTyNpedHrKa 13, Koja caapku Tauke (10,4) u
(17,-3). fgel
Oppenutu jeHaYMHY KPYXKHHUIC KOja MPOja3d Kpo3 Tadyke (11,2) u (7,—2), a

[IEHTap MpHITaa mpaBoj y =3x—19. @
OnpenuTH jeqHAYNHY KPYKHHULE KOja Calp>KU TP TadKe:

a) (L1).(42). (24): 6 (-4-2).(-4-6).(2-2). fagl
Jla mu je wuerBopoyrao ABCD rme je: A=(6,5), B=(81), C=(0,-3),
D= (—1,4) TeTuBHU? AKO jecte, Hahu jeAHAYMHY ONUCAHE KPY KHHUIIE. @

Oppenutu jenHaYNHY KPYKHHIIE, KOja CaJ[pKU TauKe (3,4) , (4,5) , @ LIEHTap JIeKHU

Ha muHAjE X + Yy =50. @
OnpeanTH jenHauYnHy Kpy)KHHIE, Koja nponasu kpo3 tauke (—4,1) u (3,0)u uma
IIEHTap Ha Y - OCH. @
Onpenutu 3a Koje BpexHocTu Opoja K, mpasa y = kx :
a) ceue KpyKHHIYy X° + Y’ —10X+16=0,

6) mommpyje je,
B) HEMa 3ajeJHUYKUX TauyaKa ca HbOM.

. OznpenuTH jeqHaYMHY KPY>KHHIIE TIOTYIPEYHNKA J10 , KOja caJipiku TauyKky (4,3) "

nonupyje mpaBy X—3y—15=0.

Hahu  jegmaumny  kpykHHLIEe Koja  joaupyje mpaBe  3X+4y-35=0,
3x—4y-35=0, x=1.

Koja je Tauka xpyxHune X+ Y’ +6X+4y+3 =0 Hajommka, a Koja HajyJabeHHja
oxnpase X+3y+9=07?

. Hahu jemnaunny Tanrente kpyskHune X + Yy’ +2X+4y+1=0 koja je HopMaiHa Ha

npaBy 3X—4y=0.

Hahu unenrap xpyxHuue mnoiynpedHuka 1, ako cy mpaBe S5X+12y+4=0 wu
3Xx—4y—-5=0 meHe Tanrenre. |L5.8gH

Hammcatn jemHaumHy Kpy>KHHIIE KOja CaIpKA TadKy (1, O) U J0aupyje OBe
mapaneneHe npase 2X+y=0 u 2X+y-18=0.

Jennaumne crpanuna tpoyrma ABC cy: Xx+2y=5, x=3y, y=2X. Hanucaru
JeIHaYMHYy KpY>KHHUIIE KOja je yIHcaHa y Tpoyrao.

Haun jennuauune Tanrenty us tauxe (—1,—5)Ha kpyxanum X +y* =13.



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Jarte cy Tauka (—2,5) 1 Kpy>KHHIA (X—S)2 +(y—6)2 =25.

a) Hammcaru jenHaunHe TaHT€HTH U3 JaTe Tauke Ha ATy JIMHU]Y.

0) Ilox xojum ce yrioMm BUAM JaTa KPy>KHHIIA U3 aTe TauKe.

B) Opnpeautu KOOpAUHATE NOJUPHUX Tayaka TAHTEHTH U KPY>KHHULIE.

r) W3pauyHaTtu mnoBpuIMHYy JeATOMIa KOJU j€ oOpa3oBaH OJ TaHTCHTH H
MOJIYIPEYHUKA Y JOAUPHUM TauyKaMa.

ITos KOjuUM YIJIOM Ce CeKy TIpaBa M KpysxkHuLa: a) 7X—17y+169=0, x> +y*> =169;
6) y+3=0, x’+y*=10? R0.ggh
N3 Tauxe (14,2) KOHCTPYHCATH TIPABYy Koja KPYKHHIY X +Yy>—2X—4y—-8=0

ceue mox yriom 45°. |[R1.geb
Hahu jegnaumny KpyXHHIIE KOja Ioaupyje o0e KOOpIMHATHE OCe M CII0Jha

JOAUpYje KpyKHHUIY X +Y° —26X+2y+145=0.
Tlox kojuM ce yriioM cexy Kpykuuie: a) x> +y* =29 u (x+2) +(y—-5)’ =58; 6)
(x=3) +(y-1)" =8 u (x-2)" +(y+2)’ =27 P3.geH

Hahu reoMeTpHjcKo MECTO CpelHAa TeTHBA KPYXKHUIE X+ Y’ =, 4uju je jenan

Kkpaj Tauka (r,0). R4.ggh

Koja mpaBa mpamena X+y—10+ /I(X - y) =0 pomupyje KpyxkHuiy X +Yy> =59

1
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4.2. EJIUIICA

Ca mojmom enurice cpehemo ce y pa3HMM oOJlacTUMa HayKe U Yy pPa3sHUM
KMBOTHUM cuTyanjama. Ha mpumep, nmpema npom KemepoBoM 3akoHy, IlaHeTe ce
kpehy oko CyHna no myramama obnuka enunce, a CyHIle ce Halla3u y jeTHOj KIKH.
Takohe, oko aToMckor je3rpa enekTpoHu ce kpehy mo myramama oOHMKa enmrice, a
3eMJbMHHM caTeuTH Kpehy ce mo myTamama npuoamxHUM enuncama. [Ipukas kpetama
IUTAHEeTa ce MOKe JIOOWTH KIMKoM Ha JuHK #4.2.1.88b m axTuBHpameM aruIvKaluje
GeoGebra.

[IpernocTaBUMO Jajbe, Aa Ha jeHO] JIMBAAM Mace KO3a, Be3aHa KaHAIOM 3a jelaH
mran nobojieH y 3emiby. JacHO je na he mocie M3BECHOT BpeMeHa Ko3a Jia Iorace
TpaBy ca MOBPIIM OOJMKA Kpyra, y YHMjH je IIeHTap MoOOJEeH IITal, a MOJYNPEYHUK
JeIHaK AyKMHU KaHama. 3aMUCIIMMO CaJia, a OrpJIMLA OKO BpaTa KO3€ MOXKE J1a KIU3U
M0 KaHaIly YMju Cy KpajeBH BE3aHW 3a JBa IITama 1modojeHa y 3eMJby, a Ja je JTyKuHa
kaHara Beha ox pacrojama Melyy mramoBuma. Y OBOM CITydajy MOBPII Ha KOjoOj KO3a
nace usriena kao ga Ciounu 1.

Crnuka 1.

['panniia Te MOBPILY je IMHUja YMja CBaKa Tayka ©Ma OCOOMHY Ja je 30up BmeHuX
pacrojama o Tayaka y Kojuma cy 1moOoJeHH IITaroBH, jeJHAK TyKMHH KaHama. OBa
JTUHHUja 30BE C€ eJHUIICa, a Tayke Yy KOje Cy MOOOJIeHW INTamoBH 30BYy ce (oKycH
(oxmxe).

OpaBJie cieu | MOCTYIIAK 32 “TEXHUYKY KOHCTPYKITH]Y  €ITUTICE: aKO Ce KPajeBU

KaHama Jy>XWHEe 2a IpHuBpcTe y Taukama [, u F,, mpu uemy je 2a >d (Fl,Fz), Taja

BpX OJIOBKE, npkehn kaHam 3aTerHyTHM, omucyje enurncy.OBa KOHCTPYKIIH]ja CE MOXKe
IOOUTH KIMKOM Ha JUHK 4.2.2.88b 1 akTuBUpameM arukaiuje GeoGebra.

4.2.1. le¢punnumja, KOHCTPYKIHja U jeAHAYHHA eJIUIICe

Ha ocHOBY Hampen W3JI0XKEHOT, y NPWIHIKA CMO Ja CAaOMIUTHMO AePUHUIH]Y
enmIce, Koja ce Hajuemhe KopucTd y EyKinackoj reoMmeTpuju.
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Jedpnnunmja 1. Hexa cy F| u F, Tauke paBHU O U HEKa je a peanaH Opoj Takas J1a je
2a>d(F,F,). Enanca ca gokycuma (kmkama) F, u F, u riaaBHom ((OKaaHOM)

ocoM 2a, je CKyIl Tadyaka paBHU « , ca OCOOMHOM Ja je 30Up BHXOBHX PacTojara O]
(oKyca KOHCTaHTaH | jeflHaK 2da, Tj.

(1

E={M:Meand(M,F)+d(M,F,)=2aj.

OBa neduHHIMja W HamMpea H3JI0OKEHAa pa3MaTpama, Mochykuhe 3a u3Boheme
KOHCTPYKIIH]€ EJIUIICE.

Koncerpykuuja 1. Korctpykiuja enwnce 1o IeUHUIUJH, 33 JaTe BPEAHOCTH

a>c>0, u3BOAM Ce TAKO WITO ce MPBO KOHCTpyminy dokycu: F(—c,0) u F,(c,0),
(Cnuka 2. ).

-
LT PR

o

Cnuka 2.
. 2 2.2 . 2 22
3atum ce koHCTpyminy aykoBu L :(x+c¢) +y’ =1’ u L, :(x—c) +y* =1, npu uemy

ce 3a NONYNPEYHHK 7; OMpajy TakBe BPEIHOCTH Ja je a—c<r, <a-+c, a 3a r, Tajga

Baxu: 1, =2a—r;. IIpecex nyxosa L, u L, cy tauke A(x,y) u 4 (x,y) (nm camo

Tauka A, ako je 1, =a—c WM ¥, =a+c), koje npunanajy emuncu (1). IToctymak ce
HAacTaB/ba TaKO INTO CE€ 3a MOJYNPEUHUK 74  Y3UMAjy pPa3iIMYUTe BPEJHOCTU U3
WHTEpBala [a—c,a+c], a pobujajy ce tauke A U A, Koje 3ay3uMajy pazIHUMTe
nojoxaje Ha enuncu. OBa KOHCTPYKIIMja ce MOXe JOOUTH KITMKOM Ha JuHK 4.2.3.88b n
akTuBHpameM arunkanuje GeoGebra. [

IMoctymak xoju he Outum kopumtheH 3a u3BOhEHmE jeIHAUMHE EIIHIICE,
KapakTepUCTUYaH je

3a oapehuBame TCOMETPHCKUX MeCTa Tadaka W (OpMHUpambe
BHUXOBUX jeTHAYHMHA.

1. KanoHcku 00J1MK jeqHAYMHE eTUIICce

Teopema 1. Hexa cy a,ceR u a>c=>0, a F; u F, mauke pasnu o, dame y [lexap-

MoBOM Npagoy21oM KOOPOUHAMHOM cucmemy ca F, (—c,O) u F. (c,O). Enunca (1), ca
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acudxcama F, u F, u enaénom ocom 2a, je ckyn

() f:={(x,y)ea:b2x2+a2y2 =a2b2},

20e je b*=a’—c*. Bpoj a 2nasma (éenuxa), 6poj b cnopeona (mana) nonyoca
enunce,a ceR" U {O} JIUHeapHu eKcyeHmpuyumem xunepooe.

Jlpyrum pednma, jeJHa4YMHa eJIUIICE je

3) b’x*+a’y’ =a’h’,
WM Y KAHOHCKOM O00JIUKY
2 2
X Yy
“4) St s 1.

Joka3. OBoM TeopeMoM ce TBpAM JAa Cy CKYNOBH npukazaHu (opmynama (1) u (2)
JeIHaKH, Tj. ako Tauka npunajaa enuncu (1), oHZa WHeHe KOOpAMHATE 3a70BOJHABAjY
jenHauuny (2), u 0OpHYTO, aKO KOOPJAMHATE MPOU3BOJPHE TAYKE PaBHU ¢ 3a70BOJba-
Bajy jenHaunHy (2), oHaa Ta Tauka npunazaa exurncu (1).

P

LY

3
»®
M

Crnuka 3.

[IpernocraBumo, nakie (Cnuka 3.), na je M (x, y) tauka enurce (1), Tj. A2 Baxu

d(M,F)+d(M,F,)=2a,
\/(x+c)2+y2 :2a—\/(x—c)2 +y°,
a mocJe KBaJpupama
(x+c)2+y2 :4a2—4aw/(x—c)2+y2 +(x—c)2+y2,
aw/(x—c)zwty2 =a’ —cx.

[Tocne (moHoBHOT) KBajipupama u cpehruBama nMamo

(az—cz)x2+a2y2zaz(az—cz),

OJIaKJIe je

.
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a mocJie yBohema cMeHe b = a’ — ¢, KOHauHO BaXKH
2x2 + a2y2 — a2b2 ,
IITO 3HAYH J1a aKo Tayka M (x, y) npunazaa enurcu (1), oama npumnanga u ckymy (2).

OOpHYTO, aKO KOOpJAMHATE TMPOM3BOJbHE Tauke M (x, y) 3aJI0BOJhaBajy

jenHauuny (2), Tj. aKo je
2

(5) Y =b l—x—zj u b*=a’-c*,

a
Taga 3a AyxuHe (PokaJHUX paaujyca (DyXHu Koje cmajajy Qokyce M Tauke eJHIce),
rn=d(M,F)u r,=d(M,F,), Baxu

2 2 2
2 x c c
R =(x+c) +b2(1——]=a2 +2ex+—x :(a+—x)

2
a a

2 2 2

2 X c c
r22 :(x—c) +b2(1——2j:a2—26x+—2 x* :(a——XJ ,
a a a

a yBohemeM obernekaBama ¢ = c/a , iMaMo
2 2
R=(a+ex) m 1y =(a—ex) .
[MTomro u3 ycnosa Teopeme a >c¢ >0 cnenu 0<e <1, aus (5) cneqn |x| <a,umamo
a+ex2a(1—e) >0 u a—exZa(l—e) >0
300r yera je
(6) rn=atex U r,=a-—ex,
OJIaKJIe CIEIH
d(M,F)+d(M,F,)=r+r,=2a,
LITO 3HAa4M Jia Tauka M (x, ) npunaza emancu (1). [

VY nedunnnmju emmrice ce mpermoctaBiba aa je ¢>0, 1. ¢>0ve=0, mro
3Haun 1a ¢okycu F; m F, Mory, a He Mopajy OuTH 1aBe pasnuuute Tauke. Jpyrum
peunma, jomymTeHa je Moryhuocrt ¢ =0, mro nosnaun F, = F,. Tana je b> =a’, a
jemHaYMHA eJIHUIICEe TTIACU

x2 +y2 — aZ
IITO je jeIHaYMHa KpyKHHIIE (enurice unju ce GOKyCH MOKIanajy).
2. [TapameTapcku 00JIMK jeHAYNHE eJIHIICEe
Teopema 2. Hexa cy a u b pearne nosumuene KoHcmanme u Heka je t peanaw
napamemap. Jeonauune
(7 x=acost, y=bhsint,

npeocmassajy napamemapcku 00auk jeoanyune eaunce (4).
Hoxa3. Heka je enurica nata jeqHadyrHoM (4), Tae ¢y @ U b 1aTv peaHu MO3UTUBHU
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opojeBu. Axo je T (x, y) Tayka eNuIice, OHa U3 jenHavynne (4), HamucaHe y 00JIUKy

x 2 2

—| + X =1 s

a b
HETMOCPEIHO CJIeu J1a TTocToju ¢ € R, TakaB 1a je

X vy oo
~=cost u =—=sint,
a b

onakJye cieau jennaanae (7).
OOpHyTO, aKo 3a JaTe peajHe IMO3UTHBHE OpojeBe a W b, KOOpIUHATE Tauyke

T(x,y) 3anoBosbaBajy jenHaunte (7), OHza je

2 2 2 2
+y_2:(£j +(Zj =cos’t+sin’t=1,
b a b

mTo 3Hauu na je T (x, y) Tayka eJUICce Jare jeAHadyuHoM (4). [ ]

QN| =

Koncrpykuuja 2. 3a KOHCTpPYKIH]y €lHICE, JaTe jeaqHaurnHOM (7), KOHCTPYHIIIUMO

npBo 1Be KoHueHTpuune kpyxkuune K, :x*+y° =a’ n K, :x*+y’> =b*, (Cnuka 4.).
3atuMm ce Ha kpyxHumn K, msabepe Tauka 7, Tako na noaynpasa [O7)) obpasyje
yrao / ca IO3UTHBHHM CMEPOM X - oce, 300r uera je T) (acost,asint). 3a tauky 7T, y
kojoj nmonynpasa [O7T;) ceue kpyxuuuy K, , umamo 7T, (bcost,bsint). Ilpaa p kpo3
Tauky 7,, mapajienHa ca y - OCOM, 4Hja je jeJHaYMHA X = aCcOS! W IpaBa ¢ KpO3 TauKy
7,, mapanenHa ca X- OCOM, 4Mja je jelHaumHa y=bsint, CeKy ce y Tauku

T (a cos t,bsint) , Koja ounrnenHo npunana enurcu (7).

g _—

Py
7 LA
N

Cnuka 4.

Axo ce tauka 7, kpehe Tako na omucyje kpyxuuumy K,, tauka 7 ommcyje
emuricy (7). OBa KOHCTPYKIIMja C€ MOXE JOOWTH KIMKOM Ha JMHK #4.2.4.880 u

akTuBUpameM amrkanuje GeoGebra. [ |
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3. YHyTpauimba u cro/baiimba 00J1acT eJInce

OpnHoc enurce U CKyIa Tayaka paBHHU Yy K0joj je JepuHucaHa, peryiaumy cieneha
nepuHUIMja U TeopeMa.

Hepunnnuja 2. Heka je L enunca y paBHu «, ca pokycuma F u F, U IIaBHOM
ocom 2a. Cxyn tauaka U, = {X:X e[FT)ATeE nie {1,2}} 30BE CE YHYTpalllkha
obsacT (YHYTPalIWOCT) €JIMIICE, a CKyIN Tadaka Sy :=a\(UT Uf) 30Be ce

CIOJballllba 00J1aCT (CIMO/bAIHOCT) CITUTICE.

'enepuuku opraHu3aTop 3a MapKUpame YHYTPAlllbe M CHOJbAIE 00JIacTH
eJUIIce, MOXKE Ce MOKPEHYTH KIMKOM Ha NUHK #4.2.5.88D, aKTUBUpAamEeM aIuIMKallyje
GeoGebra.

Jeman om kputepujyma 3a MapKUpame YHYTpPAIllbEe W CIOJhAllllbe 00JIacTh
enurce, peryiuime ciuenehe TBpheme.

Teopema 1. Axo je E enunca y pasnu r, ca poxycuma F, u F, u enasnom ocom 2a,

OHOA je yHympawurba ooaacm
Up={X:Xen(E)rnd(F,X)+d(X,F,)<2a}
a cnomawirtea obnacm
Sy ={T:Ter(E)nd(T.F)+d(T,F,)>2a.
Hoxka3. Heka je Z enunca y paBHu 7, ca ¢pokycuma F, u F, W TJIaBHOM OCOM 24.
Heka je X yHyTpamma Tadka enunce (Cnuka 5.), 1j. Heka je X € U, , Taga Baxu
d(F,X)+d(X,T)=d(F.T),
rae je T Tauka emunce £, 360r uera je d (F,T)+d(T,F,)=2a.
oY

Cnuka 5.

[Tpumemyjyhu HejeqHaKOCT TpOyTIa
d(X.F)<d(X,T)+d(T.F,).
TJIe CTpOTa HejeTHAKOCT BayKu 300T ycioBa X # T, nobujamo cienehy penarujy
d(Fl,X)+d(X,FZ)<d(Fl,X)+d(X,T)+d(T,Fz)=d(Fl,T)+d(T,F2)=2a.

OO6pHYTO, MPETIIOCTABUMO Ja 33 TaYKy Y BaxXu
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d(Y,F)+d(Y,F,)<2a

u na Y HUje yHyTpamimba tauka. [lomTo nocienma penanyja Hije jeJHaKOCT, CIEIH Jia
je Y Tadka CIOJBallIlOCTH, Tj. MOocTOju Tauka T enmmce E , koja mpumama oTBOpEHO]

TyKU (E Y ) , 300T yera BaXku penaruja
d(F.T)+d(T.Y)=d(F.Y).
Tana Baxxu
d(Fl,Y)+d(Y,FZ):d(Fl,T)+d(T,Y)+d(Y,FZ)>d(F;,T)+d(T,FZ):2a,
IITO j€ y KOHTPAIUKIHUjH ca MPETIOCTaBKOM. AHAJIOTHUM MOCTYIIKOM, JI0Ka3yje ce U

JpyTa jeHaKOCT. [ |

AHaMTHYKA KPUTEPHjYM Ha OCHOBY KOra ce YTBphyje Ja JIn Tadyka MpHITaaa
YHYTpaIlllb0] WM CIOJbAIIO] 00nacTv, HaBeldeH je y cienehoj Teopemu, Koja je
nupeKkTHa nocieauna Teopeme 1.

Teopema 2. Tauka M (xo, yo) npunaoa yHympawwocmu eaunce f(a, P, a,b) axo u
camo ako je
2 2 2 2 272

b*(x,—a) +a’(y,— ) <a’b’.
Tauka M (x,,y,) npunada cnosamirocmu enunce, ako u camo axo je

bz(xo—a)eraz(yO—ﬂ)z>a2b2. u

OBaj KpHUTEepHjyM je AaT y TEHEPUYKOM OpPraHU3aToOpy KOjU C€ MOXKE JOOHTH

KIMKOM Ha NTuHK 4.2.6.88b, akTuBupamem ammkanuje GeoGebra.

[Tocnenmy reHepUYKK OPraHU3aToOpP MpYy’Ka MOTYNHOCT 3a peliaBambe KBaJApaTHE
HEjeHaYnHE 00JIHKa

2 2
b*(x—a) +a’(y-a) pa’b’
3a pasHe BpeaHOCTH mapameTapa a,beR', a,f R, kao u 3a pasauyuTe OOIMKE
penammje p € {>,<,>,<}.

4.2.2. Heka cBOjcTBA eJMIICe: CHMETPHUYHOCT, HEHTAp, TEMEHA, AHAIHU3A jeJHAYNHe

1. Cumerpuunoct. Ao je f(x,y) dyHKuMja ABe IPOMEHbUBE, 1aTa Ca
f(x,y) =b’x’+a’y’ -a’h’,
ona jennaunna [ (x,y)=0, npeacrasiba jenHaunty (3) enurce.
360r mapHocTH QyHKIMja x> U y’, jacHo je ja je GpyHKuuja f (x, y) MapHa Mo CBakoj
MPOMEHJBMBO]j TI0j€IUHAYHO, U TI0 00€ MPOMEHJbHUBE UCTOBPEMEHO, Tj.
f(—x,y) =b’ (—x)2 +a’y’—a’h’ =b’x" +a’y’ —a’b’ = f(x,y) ,
f(x, —y) =b'x*+a’ (—y)2 —a’b* =b’x*+a’y’ —a’h’ = f(x,y) ,

f(—x,—y) =b’ (—)c)2 +a’ (—y)2 —a’b’ =b’x*+a’y’ —a’h’* = f(x,y).
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W3 npBe penaryje cnean na je enunca (3) cMMeTpUYHA Y OJTHOCY Ha Y — OCY , M3 IpyTre
KJla je CHMEeTpUYHa y OJTHOCY Ha X —ocy , a u3 Tpehe na je cumeTrpudHa y 0JHOCY Ha
KoopauHaTHH noderak (Cnuka 6.).

2. Hentap m Temena. [lpyrum peumma, enunca (3) mma nse (mehycoOHO
HOpMajHe) Oce CHUMETpHje, X —0Ccy M ) —O0Cy, a KOOpAMHATHU TOYETaK j€ IICHTap

cumetpuje enmurce (3), Tj. meHTap eaumnce. /[y’x Koja craja MEHTap €JIWIICE U TadKy
eNmIice 30Be ce paaujyc ejaumnce. Jlamwe, 3a y =0, jenHaunHa enurce (3) eKBUBaJIEHTHA

jeca x’ =a’, omakie je x =+a, a3a x=0, jerHaunHa enunce (3) eKBUBAIEHTHA je ca

y* =b*, onakneje y==b.

v=h

Cnuka 6.

To 3Hauu Ja enurca cedye x —ocy y Taykama A(a,O) u A'(—a,O), ay—-ocyy

taukama B(0,b) u B'(0,—b). Ilomro ce y TeOMETPUjH CBE NPECEUHE TAYKe HEKe

KpHUBE U HCHUX 0Ca CUMETpHje Ha3MBajy TeMeHa KpuBe [8], To cy HaBeneHe Tauke A,
A', B u B' temena enurice. Temena 4 u A' Cy Kpajibe Taduke I1aBHE OCE, a TEMEHA
B u B' cy kpajime Tauke cnopenHe oce. 4.2.7.a.ggb

Ha ocHoBy HaBejeHoOr jacHO je Aa je enurca (3) ynucaHa y IpaBOYTaOHHK YHje
CTpaHUIle TpUMaajy mpaBama:

x=a,x=-a, y=b, y=-b.

3. Ananm3a jenHaumne. Heka cy y JlekapToBOM NpaBOyIVIOM KOOPAMHATHOM
cucremy gare tauke A(x,,y,) u B(x,,y,). Anamusupahemo ycnose Koje TpeGa 1a
UCIyHaBa)y BHHUXOBE KOOpAHMHATE, Tako Ja Tauke A u B jemHozHayHo oxpehyjy
SJINIICY YMja je jeHaunHa (4).

3a xoHCTpyYKIMjy enurce (1), kopumhemem oBux Tadaka y nporpamy GeoGebra,
KOHCTpYHMILly ce: Tayka A', cuMeTpu4yHa Tayku A4, y OJHOCY Ha y—ocy, Tauka A"

CUMETpPUYHA Ta4KU A4,y OJHOCY Ha X —OCY , Ka0 M TauKy A" CUMeTpuU4yHa Tauku A,y

OOHOCY Ha KOOPAWHATHHU IIOYCTAK. 3atum CC, YHOUICHEM Y IIOJBEC 34 YHOC Hapezl6e

¢ = KonusniPresek[A,B,A',A",A""]|, koHcTpynme emunca &, oapeheHa Taukama
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A, A', A", A" u B. Axo je Tauka A QuxcupaHa (300r uera cy puKcHpaHe U Tauke
A', A" m A"), momepameM Tauyke B Mema ce OOJIMK KpUBE &£, KOja je 3a HEeke
MoJIOXKaje Tauyke B enuIica, 3a HeKe HeKa Jipyra KpuBa (xumep0osa), a 3a HeKe IMpaBa
WIN YHH]a JIBE IIPaBe KOje Ce CEKy.

[Tox xojuM ycoBUMa KpUBa & TPENCTaBIba EIUTICY?

Jla ce 1o ycranosu, younwmo rpase p(A4,4"), p(A",A"), p(A4,A") u p(4',4").
Caga ce KIMKOM Ha JIMHK (-) U nokpetameM arunkanuje GeoGebra, moxe
youuTH cieaeha npaBUIHOCT:
aKo Tauyka B mnpumajga yHyTpPalLbOCTH OWJIO Kora oJ YeTHPH ILIAaBO 000jeHa
""mpaBoyraonuka'’, koju cy oxapehenm Taukom A, (Ciaumka 6.), omakje cy
uckibydene Tauke npasux p(A4,4'), p(A",A"), p(4,A") m p(A',A4"), ouna je

0BaKoO 3a1aTUM TaukamMa 4 u B, jenHo3Ha4yHO oapehena enumca (1).

Crnuka 7.
(%:22) e(((_oo’_ 35U ’OO))X(_b’l : yl|))U((—|x1 : x1|)x((_°°’_ #)U(l ’OO)))’
(x2 & (oo~ ]) L fx].0) A 3, & (<[ y1|))v(x2 & (sl fal) A s € (==l |y ’°°))

>

IITO j€ €KBUBAJICHTHO Ca

(®) (bl <l Al <[n])v (el <[s[ Aly] <[2])
[Tocneama penanuja je eKBUBAJICHTHA ca
9) (xlz—x22<0/\y§—y12<0)v(xf—x§>O/\y22—y12>0),

OJIaKJIC OUUTTIETHO CIEIH U pelaluja:
(10) (5= <0AY; =37 <0)=xy; —63 <0 v (57 =6 >0A)3 =) >0)= X35 =) >0
C npyre ctpane, ycloB J1a Tauke A U B npumnazajy enurncu (1), ekBUBaJeHTaH je

CHCTEMy JIMHEApHHX je/IHAYMHA ca JBe poMensbuBe 1/a” u 1/b°
Xt/ +yl[b* =1 x2/a*+yl[b* =1,
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KOju, moJ ycioBoM (8), ogrocHo (9) u (10), uma jenno3nauno oapeleHa, mo3uTUBHA
pelema

@ =(xy3 =53 ) (v -3t) m B =(x0ys —x00) (x5 -x3),
1j. a’,b’ €R". To 3Haum xa, 3a nare Tauke A(x,,y) u B(x,,y,), unje KoopauHaTe

WCITyHaBa]y yCJIOB

).

oCTOje jeqHo3HauHo oapehenu 6pojeBu a,b € R* — monyoce enunce, 1j. 1ate Tauke A

(|x1| <|x2|/\|y2|<|y1|)\/(|x2| <[x|Aln]<|y,

u B jemHo3HauHo onapelyyjy emwmrcy (1).
IIpumep 1. Cacrau jegnauuny (1) enurce, Koja caapKu TauKe A(9,4) " B(—12,—3) .
Pememe. Hexa je ¢:ax’+fy” =1 Tpakena jenHaumna emmrce, rae je o =1/a’ u
p= 1/ b*.YcnoBu A€¢ u Be&, cy eKBUBAJIEHTHU Ca CHCTEMOM
Bla+16=1u 144a+9p =1,
umja cy pemema @ =1/225 u =1/25, na je TpaxeHna jenHaunHa
g:x"+9y* =225. O

Hanomena 1. U3 jegnauune (5) cneau

y:iéxlaz -x,

a
mTo oMoryhyje z1a ce enurca mocMarpa kao yHuja rpaduka cinenehe ase pynkmuje

b b
f(x)=—Va’-x* n g(x)=——+a’-x*,
a a
npu gemy obe dyHKuHje nmajy nomer [—a,a, nok je [0,b] xomomen pyHkumje f, a
[—b,O] KOoZOMeH QyHKIHje g . O
Hanmomena 2. CuuHO TIOCTYNIKY MPUMEHEHOM y Aoka3y Teopeme 1. mokasyje ce na

jennaunna (3), rae je b>a >0, npeactasiba enuncy uuju Goxycu F, (0, N ) u

F, (0, b —a’ ) npunanajy y - ocu, (Crnuka 8.)

Hanomena 3. Y Teopemu 1., y3 HaBeaeHe ycioBe, GOKyCH enurce Mory aa Oyay, Ha

npumep, Tauke f| ( p—c, q) ulfk, ( p+e, q) . Taja jeqHaurHa enurice riacu

(3" b’ (x—p)2+a2 (y—q)2 =a’h’,
WIH Y KAHOHCKOM OOJIUKY

@) bop) broa)
a b

Tana cy (Cnuka 9.) oce cuMeTpHje enurce rnpaBe: X =p U y =¢, a IEHTap CUMETpHje

=1.

eJIUIICe TauKa S(p, q) .

89



TemeHna enurnce A(p+a,q) u A'(p—a,q), Cy Ha IJIaBHO] OCH, a B(p,q+b) u

B‘( p,q—b) , Ha CIIOpEIHO] OCH, JOK je eNuIica yHhcaHa Yy TNpPaBOYTraoHHK, 4YH]e
CTpaHHUIIe
MIPUIAJIajy IpaBama

xX=p+ta,x=p—a, y=q+b, y=q->.

4

- X,
il = ,
Crnuka 8. Crnuka 9.
AHasorHO ycloBy (8) MOXe ce M3BECTH yCJIOB Ja jenHaunHa (4') Oyne jeaHO3HAYHO

o,upeljeHa, aKo CY ¥y I[CKpaTOBOM IpaBOYIJIOM KOOPAWHATHOM CHCTCMY HATC ABC TAYKC

eJurce A(xl,yl) u B(xz,yz) U 0CEe CHUMETpHje eNuIce x=p u y=q. [aj ycloB

riaacu:
(xzayz) € (((_Oorp_|x1 _p|) (p+|x1

U((p—|x1—p

OO)) (‘1 vi—q

= p|)*((—=.q =y =) U(g+]3,

q+|y —d]))U

-4l.0))).

Cmuxka 10.
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I'eomerpujcku, ycnoB (8') 3HauM: ako cy y JlekpaToBoM HpaBOyIjioM
KOOPAMHATHOM CHUCTEMY J1aT€ TayKe A(xl, yl) u B(xz, yz), npu uemy cy 4' u A",
peIoM, CUMETPUYHE CIMKE Tauke A, y OJIHOCY Ha mpaBe y=q U x=p, a A"
CUMETpUYHA CJIMKAa Tauke A, y OAHOCY Ha TauKy S( p,q), U aKo Tauka B mnpumaja

mpadupanoj purypu Ha Crurm 10., onna nate Tauke 4 U B, jenHo3HauHo onpelyjy
enuncy (4').

AxTuBupameM, penom, armukanuja #4.2.8.a.9gb, 4.2.8.b.ggb u #.2.8.gg8b, vy
nporpamy GeoGebra, Moxe ce JOOWTH BH3yellHA HWHTEPIpETanrja MPETXOTHUX

pasmatpama. O
4.2.3. EKClIeHTpHUNTET, IUPEKTPUCE U TapaMeTap eJuIce

1. Excuenrpunurer. Y Jepunnmmju 1. enunce, ysoau ce Benmunna ¢ € R™U{0},

. c
KOja €€ HasyuBa JHHCAPHH €KCHCHTPUIUTET. Konuunnk e =— 30Be ce HYMECPHYKH
a

excuenTpuuuter. Kako je 0<c<a, jacHO je &ma 3a HYMEPUUYKH EKCUIECHTPHUIIUTET
SJINTICE BAYKU
0<e<l.

Ipumep 2. CacraBuTH jeJHAYMHY EJHUIICE, KOja CalpKu Tauky M (2,—5/ 3) , 4 UMa
HYMEPUYKH €KCIIEHTPUIIUTET € =2/3 .
Pememe. Heka je Tpaxena jemHaumna emunce £ :ax’+fy° =1, rae je yBeaeHo
obenexasame o =1/a’ u f=1/b* . U3 ycnosa M € E crenu nuHeapHa jeHauMHA
36a+254=9.
Ha ocHoOBy nedmHUIN]je HYyMEPUIKOT SKCICHTPUITUTETA j€ ¢ = de , OaKIIC je
a*e’ =a*-b’
a TmocJIe JleJberba ca a°b’, UMaMo jeHauMHy
a+(e2 —l)ﬂ:O,
a mocJie yBpirhruBama eKCIIEHTPUITUTETA J00H]ja ce JTMHEeapHa jeTHaYnHa
9a-54=0.
PemiaBameM NIMHEAPHUX jeHauMHa Mo @ W f umamo: a=1/9 u F=1/5, na je
Tpa)XeHa jeJHaYMHA SIIUTICE
F:5x*+9y> =45 O
I'eomeTpHjcku cMMCao JIMHEApHOI eKCIeHTpuuuTeTra je jacaH. OH je jeaHak
MIOJIOBUHU pacTojama u3Mely Qokyca, a cMUCA0 HYMEPHUYKOT eKCIEHTpUluTeTa 6uhe

pazjaimeH HakoH cieneher pazmaTpama.
2. npexTtpuce. Hexa cy n8e d, u d,, napasnenHe mnpase, CHMETPUYHE Yy OJHOCY Ha

. a . .
cniopeHy ocy enwurce (1), Ha pacTojamy of oce —, Tj. nocmatpajmo npase (Cnuka 11.)
e
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a a
d:x=——u d,:x=—.
e e

Oge mpaBe 30By ce THPEKTPHCe eJIMIICe, KOje OAToBapajy, peaoM, Gokycuma F, u F,.

Enunca m mweHe OUpPEKTpUce MMAjy jeHO BEOMa 3HAYajHO CBOJCTBO, O UEMY
TOBOpH

Teopema 4. Heka je 0ama enunca jeonauunom (4), nexa cy rwenu ¢oxycu F (—C,O) u

F, (c,()) , a oupexmpuce d,:x = 4y d,: x= 2 Taoa je KOMUYHUK pacmojared
e e
npousgomte mayke M enunce 00 ghoxyca u pacmojarea 00 oo2osapajyhe oupexmpuce,
JeOHaK HyMepUuKoM eKcyeHmpuyumenmy, mj.

d(M.F) d(M.F,)

9 = =e.
©) d(M.d) d(M.d) *
4 T d,
b
D-i — D,
7 » }
//
-a\ F, s F, /@
Cmuka 11.

Joxa3. Heka je M (x, y) npousBosbHa Tauka enunce (Crnuka 10.), 30or uera je
—a<x<a. HaocHoBy (6) 3a ¢okanne pagujyce d(M,E) " d(M,Fz) BaXH
(10) d(M,F)=r=a+exu d(M,F,)=r,=a—ex,

a30or —a <ex <a, Takohe je
a+ex>20ua—ex=0.
3a pacojama o1l Tauke M , 10 TUPEKTpUCE, BAXKU

(11) d(M,dl):plz—ﬁ—x:l|a+ex|:l(a+ex)
e e
u
(11" d(M,d)zp S L :l|a—ex|=l(a—ex).
: 2 e e e
Ha ocnony (10), (11) u (11') Hemocpenuo cneau penamuja (9) . |

Baxxu u o6pHyTO TBpheme
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Teopema 5. Heka je F oama mauxa (¢poxyc), | oama npasa (Oupexmpuca) u e
peanan b6poj maxae oa je 0<e<l1. Axo 3a mauxy M , pasnu o, oopehene oamom
MAYKoOM U OAMOM NPABOM, 8AHCU

d(M,F
(12) dOLE)
d(M.1)
onoa mauka M onucyje enuncy.
Hoxka3. Heka cy natu peasinu OpojeBu a M e, TakBH J1a je @ >0 U e uciymaBa ycaoBe

teopeme 0 <e<1.VY JlekapToBOM MPaBOyIJIOM KOOPIAWHATHOM CUCTEMY y PaBHU « ,

YOUUMO TauKy F(ae,O) nnpasy /:x= 2 4.2.9.06b (Ciuka 12.).
e

Ll

d;
E - M P2 D,

Cmuka 12.

Hexka je M (x, y) TayKa UCTE PaBHM, 3a KOjy Baxku penanuja (12), 1j. Baxku

a
x__
e

2

(x—ae)2+y2 =e-

a 1mocJie KBaJIpuparma
x’ —2aex+a’e’ +y’ =e’x’ —2aex+a’ .
ObenexaBameM ¢ = ae U ckpahuBameM, MOCIe/Ikha jelHaunHa 1001ja 00IuK
a’x’+a’c’ +a’y’ =c’x* +a’
a yBohemeM b° = a’ —c’, 1a 3a KOOpAMHATE Tauke M , BaXn
b’x*+a’y’ =a’h’,
IITO W jecTe jeJIHaYMHa euIce, Yuja je aupektpuca [ u ¢pokyc F . Mcru pesynarar ce

no6uja u kana je F(—ae,0) u npaBy [ix=-2. |
e

Ha ocHoBy oBe 1Be TeopeMe MoXe ce Mckazatu cieaehu motpedaH u J0BOJbAH
yCIIOB, JIa TEOMETPHjCKO MECTO Tadaka OyJie eJurca, mTo je Ipyra AeGUHUIja eTUIce

Hedpununuuja 3. Heka cy matm tauka F (dokyc), mpaBa d (ampexTpuica) U peayiaH
Opoj e (HyMepwuk: eKCleHTpunuTeT) TakaB na je 0 <e<1. Emmrica je eomeTpujcko
MECTO Tadaka M , paBHU « , ofipeljeHe JaToOM TAuKOM M JaTOM MPaBOM, ca OCOOMHOM
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Jla je OJTHOC FBUXOBHX pacTojamba OJ Tauke F ¥ pacTojama oJl TUpPEKTpHuce d , jeTHaK
EKCIICHTPHIIUTETY €.

Wnyctpanuja nepuHunygje 2. 1 aHaiaM3a HaBEJIEHUX OCOOMHA €KCLIEHTPHUIUTETA,
JUPEKTPUCE M KIXKEe MOTy ce A0O0MTH KiIMKOM Ha JnuHK #42.10.88D u axTuBHpameMm
armukanyje GeoGebra.

3. Ilapamerap. /lyxuHa qy>H, KOja je HOpMaJlHa Ha BEJHKY OCy M cmaja (GoKyc H
TayKy Ha eJIMIICH 30BE cE€ MapaMeTap eJHIIce U 03HayaBaMmo ra ca p . Ouurieaso je na

j€ ’eroBa BPeIHOCT jeTHAKa
2

b
= C)l=— ,
p=/s(c)=—
rae je f(x) dynkumja, nara y Hanomenn 1.
Hanomena 3. Ako je nata enurnca (3'), EKCIEHTPULIUTET U TTapaMeTap Cy UCTH Kao U 'y

ciy4ajy enurce (3). Melytum, nupexrpuce cy

a’I:x:p—g u dz:x:p+£.
e e

Wnyctpanmja HaBeieHe HamoMeHe No0HMja ce KiIuMkoM Ha JmHK 4.2.11.g8b u
akTHBHpameM arukanuje GeoGebra.

4.2.4. Exunca v npasa

1. Mehycoonu ogHoc. OqHOC enurice U mpaBe pa3MaTpamo pemanajyhu cucrem,

jeIHe KBaapaTHE U je/IHE JIMHEeApHE jeTHAYNHE
E(0,a,b):b’x* +a*y* =a’b*
l:y=kx+n.

3aMeHOM HEMO3HaTe ) W3 jeAHAaYMHE NpaBe Yy jeJHAUMHYy enuIce u cpehuBameM,
no0ujaMo KBaJpaTHY jeTHAUUHY
(14) (azk2 +l)2)x2 +2a’knx+a’n* —a’h’ =0,
4Hja je IUCKPUMUHAHTA
D=4a'b’k’ —4a’b’n’ +4a’b* = 4a’b’ (azk2 +b° - nz) :

Ha ocHoBy mo3Hare ocoOHHe, Koja c€ OJJHOCH Ha AUCKPUMHUHAHTY U NPUPOJY pelIea,
KBaJIpaTHE jeJHaYMHE, JaCHO j€ J1a 3a pellewka X, U X, , jenHauuHe (14) Baxu:

X, =%, Ax,x, e Ca’k>+b* <n’

x,=x,eRe k> +b* =n’

X, EX,AX,X, e RS k> +b >n’.

Pememuma x, u x, jenHauune (14),
3 —a*kn+~/D B —a*kn—-D
e

b

0JIrOBapajy perniema
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_bn+kD _bn-kJID
Ny T ey

Tako J1a Cy IapoOBHU (xl, yl) u (xz, yz), pemewa cucrema (13). Ako cy ToO mapoBu

9

peanHux OpojeBa (pa3IM4UTH, WIK jeHAKHN), TIpaBa U €JUICca UMajy 3ajeTHHUKE Tauke
A(xl,yl) " B(xz,yz) , (pasnuumre, WK jeqHake). AKO Cy Mak, (xl,yl) u (xz,yz)
MapoBH KOMIUIEKCHUX OpojeBa, paBa M eJIHIca HeMajy 3ajeTHUUKAX TayaKa.

Hanpen n3BeneHn 3akibyqiy MOTY ce TOOUTH KITMKOM Ha TUHK #.2.12.88b u
akTuBHpameM artukanuje GeoGebra, mTo je u TBpheme cienehe Teopeme.

Teopema 6. 3a enuncy f(O,a,b) u npasy l, oame cucmemom jeonauuna (13), easnce
cnedehu oonocu:
npaea u exunca cy OUCjyHKmHu cKynosu <> a’k’ +b> <n”,
(15) npaea je maneenma exunce <> a’k’ +b* =n*,
npaea je ceuuya enunce < a’k’> +b*> > n’. |

2. Tanrenta y Tauku equmnce. /la OMCMO cacTaBUIM jeAHAYMHY TAHTCHTE
enurce (3), MpeTnocTaBUMO Jia OHA TJIacu

t:y=hkx+n.
Kaxo je Tauka T (xo, yo) jenrHa 3ajeITHMYKa TayKa TAaHT€HTE U eJIUIICE, TO j&
Vo =kx,+n,
a 30or yciosa (15), Baxu
‘= —a’kn B —a’kn B —-a’k oy, = b’n B b’n B b’
Pk 4+ n’ n "k ot n
Onatie je
b’x b’
k=——"un=—,
ay, Yo
Ta jeqHaYMHa TAaHTeHTe Yy Tauku 1 (xo, yo) enurce (3),
(16) b’x;x+a’y,y=a’b’.

Hanomena 3. TanrenTa kpuse (Kpy>HHUIE, €IUIICE, U CII.) Y BEHO] TaUKU 1, , 4ECTO ce
(moce6HO y BHIIIO] MAaTEeMATUIIM) MOCMATpa Kao TPAHUYHU TOJIOKA] CEUUIe S(]B,Tl') ,
oapehene ¢ukcupanom TaukoM 7, M NPOMEHJPUBOM TaukoM I, koja kpehyhu ce mo
KPHBO]j TEXHU Ka Tauku 7 .

ITomto Tauke To(xo, yo) u I (xl, yl) onpelyjy ceunny enurncu (3), jeaHaunHa

ceuuI riacu

S(TO,TI):y—yo =@(x—xo),
1 0

a KaKo MCTe Tauke Mpunanajy exurcu (3), oHaa Baxe cieaehe jeTHaKOCTH
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2 2 2 2
X, X
—g+y—‘2):1 u —‘2+y—‘2:1.

b a b

Ony3umameM IpBe 0]l Apyre JeJHAKOCTH, J001jaMo

(xl _xo)(xl +x0) (y1 _yO)(yl +y0)

+ =0
a’ b? ’
OJIaKJIe je
2
=W b xtx
5 )
X =X a y,tn
Caja ce jelHaYMHA CEYHUIIE MOXKE 3aIIMCATH Ha clenaehn HauuH
b* x, +x
. _ 0 1
(17) ST L)y =y =~y 00 (r o, ).
a y,+n
X, +X 2x, X
Kapx ce tauka 7, kpehe mo enurmcu u Texu Ka T, Tana u3pa3 ———- Texu ka —> =—2,
Yot 0 2y Y

300r yera jeqHaunHa (16) mocrtaje exBuBalieHTHa jenHaunHu (17) , Tj. ceuuna emurce
TEXU Ka TAHT'CHTH eITUIICE.
[Ipuka3 ommcaHor mpenia3a CEYMIe Yy TAHTCHTYy, J00HMja c€ KJIMKOM Ha JIMHK

4.2.13.g8b u aktuBupameM amnkanuje GeoGebra. O
3. Tanrenta M3 Tauke BaH eiunce. Iloctymak 3a ozapehuBme jeqHaUMHE

TaHTE€HTE €NUIce W3 Tauke 1 (xo, yo) KOja HE TpUIajga eIurcH, (Mpuraga HEeHO]

CIOJBAIIFHOCTH) CIIMYAH j€ MOCTYIKY HaTaKeHma jeTHAYNHE TAHTCHTE KPY>KHHUIIE.
Hauwme, ako je y=kx+n, jeqHauynHa TpakeHe TaHreHte enurnce (13), onma cy

UCTyHeHHU cienehn yciaosu

akP+b*=n" u y,=kx,+n,
oflaKJIe Tocye eMMMUHALME 71, 33 X, # Ta BaXu
(17) (az—xg)k2+2xoyok+b2—y§:0

j.

2.2 2.2 272
—xoyoir\/b X, +ay,—ab

2 2
a” —x,

kl,z =

Kako tauka T (xo, yo) TIpMINIajia Cro/ballkbOCTH EJUICE, Tj. b'x, +a’y, —a’h’ >0, To

IIOCTOj€ JIB€ PA3IM4YMUTE peaHe BPEeAHOCTHU 3a k, Tj. k, # k,, IITO 3HAUM Ja MOCTOje U

JIBE PA3THYUTE TAHTEHTE
Liy=) :kl(x_xo) uhL:y=y, :kz(x_xo),
u3 tauke T (x,,, ), COIbALIBOCTH EIHUIICE.
Axoje a’—x;=0,1j. x,=+a, 3 ycnosa T ¢ E cnenn y, #0, na je jennaunna

(17) nuHeapHa M UMa jeTHO PelICHEe
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po2b
2xyy,

a jeTHauYnMHE TAHTEHTH Cy
tiy—y,=k(x—x)) u t,:x=x,.

OBaj TOCTyIaK HAAXEHha TAHTCHTE ITUICEe, PeaTn3yje CE aKTHBHPAHEM, PEIIOM,

aruIMKaluja l4.2.14.a.gg§), (E.2.14.b.gg§) u (E.2.14.gg§), y mporpamy GeoGebra,

KIIMKOM Ha oAroBapajyhu JTuHK.

VY mocneam0j aruIMKaIUju peniaBa ce U MpBU Jeo cieaeher 3amaTka, a peieme

Jpyror nena no0Ouja ce KIUKOM Ha JIMHK (), aKTHUBHpAbEM aIlIuKalyje
GeoGebra.

Ipumep 3. ara je enumnca 9x° +16y° =144 . CacTaBuTH jeTHAUNHE TAHTEHTH EIUIICE:
a) U3 Tauke A(7,2) , 0) Koje cy HopMaiHe Ha rpaBy a:2x—5y+10=0.
Pememe. a) Ako je mpaBa y =kx+n TpaxkeHa TtanreHta (Cmmka 13.), oHma cy
UCIYyH-EHH cienehn ycaoBu
16k>+9=n> u Thk+n=2,
OJIaKJIe je
k,=-5/33, n,=101/33 u k,=1, n,=-5.
JenHaunHE TaHIEHTH CY
t,:5x+33y-101=0 u ¢, :y=x-35.
0) [IpaBa y = kx +n je Tanrenta nare eauce (Cnuka 14.), ako je 16k> +9=n’, a

Ha OCHOBY YCJIOBa HOPMAJIHOCTH TAHTEHTE U JIaTe MpaBe uMamo k =—5/2.

N
Cnuxka 13. Cnuxka 14.
Tana je n,, =++/109 , a Tanrenre cy
5 5
t,:y=—5x+ 109 mn t2:y=—5x— 109 . O

Hanomena 4. CiuyHo Hanpea HaBeACHOM MOCTYIMKY, MOXE C€ JOKa3aTH Ja 3a €JIUICY

E:b ()c—p)2 +a’ (y - q)2 =a’h® unpasy /:y = kx+n, Baxe cienehu ogHOCH:
—  TpaBa W eNuIca Cy JUCjyHKTHH CKYMOBHU <> a’k” +b* < (kp —-q+ n)2 ,

. 2
—  IIpaBa je TaHTeHTa enurce <> a’k” +b* = (kp —-q+ n) ,
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— npaBa je ceunia enunce < a’k’ +b’ > (kp—q+ n)2 :
Jennaunna taurente y Tauku T'(x,, Y, ) Jate elAIce Tajaa riack
(18) bz(xo—p)(x—p)+a2(y0—q)(y—q):azbz.

WnycTpanmja mocTynka Hajakelka TaHICHTE JaTe eJMIICe, MOXE ce JOOHTH

aKTUBUPAKHEM, DPEIIOM, arlIdKaIluja (&.2.15.a.ggg), (ﬂ.Z.lS.b.ggg) u (Ii.Z.lS.ggg), y

nporpamy GeoGebra, knukoM Ha oarosapajyhu nuHk. O

4. Yrao usmel)y npaBe u enumnce. AKO IpaBa cede €IUICY, OHOA CE€ IO
yriaoMmusMel)y mipaBe u enuIice, mojpa3yMeBa yrao u3Mel)y mpaBe ¥ TaHTCHTE eIUICe Y
npecevyHoj Tauku. OUUTIIEIHO je Aa je yrao udmelyy TanreHTe u enurice jeanak 0 (Hyna).

[To3Haro je ma cy yrioBu u3Mmel)y ceuwile W TaHICHTH y NMPECEYHHM TavyKama
MOy TAPHU JEIMHO KaJ| Cy MPECeUHe TauKe (3HA4YM U caMa CeuuIla), M y ’bMa TaHT'CHTE,
CUMETpPUYHE y OJHOCY Ha OCy, WIM LIEHTap cuMeTpuje enurce. To 3HauM Ja ce mpu
pelaBamy OBOT IpobieMa, yrao usMel)y ceuuiie ¥ TaHT€HTE MOpa OJPEIUTH y CBAKO]
MPECEYHO] TAadyKW TOCEOHO, M3y3MMajyhwm cllydaj Kaja je Ceddlla eJUICEe OCHO
COMETpPUYHA Y OJTHOCY Ha je/IHy O/ 0ca, HJIM Y OJJHOCY Ha IIEHTap CHUMETpH]je eIHUIICe.
IMpumep 4. OapeauTu yriioBe Npeceka eIUrce M npase:

a) f:()c—2)2+3(y+1)2 =12, 5:x+y-3=0;6) E:x*+3y° =12, s:x+y=0.
Peweme. a) Tanrente f, u f, y npeceunum Taukama 7T;(2,1) u T,(5,-2), pexom
uMajy jefiHauuHe: ¢, :y=1 U t,:y =x—7, a yIJIOBU KOje OHE 00pa3yjy ca CEUHLIOM S

cy ¢, =45°u ¢, =90°, penom (Cnuxka 15).

8
4 J /
P S N
8
2
b
Cnuka 15.

6) Ceunna s caJpku LIEHTAp €JHUIICE, ILITO 3HAYH Ja Cy CEUHuIia, IIpeceyHe Tauke

Y TAHTEHTE y MPECEYHUM Taykama CHMETPHUYHE y OJHOCY Ha IIEHTap €JIUIICe S(0,0) .

3aTo Ccy M YIVIOBM IIpeceKa €NUIce U ceuulle nomyaapHu. TaHreHre tf, u t, y
IPEeCeYHUM Taukama I, (—\/5 A3 ) nu T, (\/5 —3 ) , pemoM  uMajy jeaHadYHHE:
t :—\/§x+3\/§y =12 nt, I\/§X—3\/§y =12, a yrinoBu koje oHe 00pa3yjy ca CeUHulIoM
scy @ =@,=arctg 2.
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Pememwa u pesynratu 3a1aTka a) u 0), Kao M pellema 3a1aTaka 3a pyre moryhe
OJTHOCE IIPaBE M €JIUIICE, MOTY ce JOOMTH KJIMKOM Ha JUHK 4.2.16.88b 1 akTUBHpameM

arumkanuje GeoGebra. O

4.2.5. lujameTpH emIce

Wznarame Koje cienu, 3aCHOBAHO je HA jeTHOM 3HA4ajHOM CBOjCTBY MelycoOHO
napajeTHUX TETHBAa €JHICe, Ha KOJIMHEApHOCTH HHMXOBHX cpeauHa. Y cienehoj
TEOpPEMH J0Ka3yje c€ TO CBOJCTBO M aHAJIM3UPAjy c€ OCOOMHE TpaBe KOja T€ CpeIuHe
cazpku, a BuziecheMo y KacCHHjUM U3JIarambiMa Jia U OCTalle KpUBE JAPYTOT pejia KapaKT-
pUILy CIIMYHE OCOOHHE.

Teopema 7. Cpedune napanennux memusa enunce f(O,a,b), KOJIuHeapHe cy.

Joxka3. Heka je nata enurica Z(O,a,b) b X’ + c12y2 =a’b*® u koncranta kR . Tana

y CKyIy CBUX HapajeIHUX MPaBUX
v=kx+n,

3a HEKe BpPEOHOCTH mapamerpa 7€ R, mocroju mojackyn, Koju uduHE (TapasieiHe)
ceuutie nare enurce. [Ipumerumo na 3a n =0, npasa
(19) l:x=hkx
CaJIp>Ku IICHTAp EJUTICE.

Ha ceumniama momeHyTOT cKyIia, JlaTa ejurca ojcena oaroapajyhe mapanense
tetuBe. [loctymajyhu kao y Tauku 4., ca mwbeMm ojapehuBama NpeceyHUX Tadaka

M, (x,») u M,(x,,y,), emunce E(O,a,b) n Heke of NapanelHUX ceduia AaTOr

cKyna, (KpajlbuxX Tadaka jelHe O]l HaBeJCHUX TeTHBa) noOujamo jeaHauuny (14), us

KOje cieu:
N 2a’kn
X +x,=——7.
Y Sy &
Axko je M, (x,,y,) cpeanna tetuse M, M, , onza je
. a’kn 0oy = ke 0= a’k’n ne b’n
kD e a’k’ +b’ ak’+b*
Enmumunnmyhu n w3 nocnenme Be jeTHaunHE, UMaMO
bZ
hY ——X,
0 azk 0

IITO 3HAYM Ja cpeauHe M|, cBUX TeTHBa, oxpehennx enuncom £ (O,a,b) U ceyniama
¥y = kx+n, Ipunanajy jeaHoj npasoj
bZ

20 I''y=——x,
( ) y azkx

KOja cap kKd IEHTap eluIice. AKO Cy Ceduulle mapaieiHe ca y - ocoMm (tama k¢ R),
JacHo je aa, 300T CHMETPUYHOCTH EJIMIICE y OJHOCY X - OCY, CpeIuHEe OAroBapajyhmx

TETUBA TPUTIAIA]y OCH CUMETPH]jE CJIUIICE, X - OCH. [ |
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Wnycrpanyja u3BeNeHMX 3aKjbydaka MOXKE c€ JOOWTH KIMKOM Ha JIMHK
4.2.17.ggb u axtuBupameM amnukanuje GeoGebra, mTo je W TBphewe NpeTxojaHe
TeopeMe.

HMedpununuja IlpaBa onpeheHa cpenvHama mapajeTHUX TETHBA CIHUIICE 30BE CE
vjamerap.

W3 mokasa TeopeMe BUIMMO, Ja 3a KoeHIMjeHTe TpaBma: k - qujametpa [ u k'
- njametpa /', enurce f(O,a,b) Baxku creneha penamyja
2
(21) kk'= —% ,
cuMeTpuyHa y ofaHocy Ha k u k'. Tama 3a nujamerpe / m [' Kaxemo ga cy
(y3ajaMHO) KOHKYTOBAHU JHjaMeTPH.
VY3ajaMHOCT KOBYTOBaHUX Jujamerapa onapehena je y cnenehoj nepuHunmju.

JMepununuja 4. 3a 1Ba 1UjamMeTpa eIUINCE KaxeMo Ja ¢y (y3ajaMHO) KOBbYTOBaHH, aKo
CBaKHU O] IbUX MOJIOBU TETHBE EIUIICE MapajielHe OHOM apyrom aujametpy (Cruka 16.).

Cama cMO y TIpUIUIM Jla TOKaXEMO jeHYy BEOMa 3HAauyajHy OCOOMHY TaHTEHTE
eJInICe.

Cnuxka 16.
Teopema 8. IlpaBa je TaHreHTa eNWIICe, aKO M CaMO aKO je MapajeiHa AujaMeTpy

SJIUTICE, KOjH j& KOBYTOBaH ca INjaMeTPOM KOjU CaJIpiKH TA4Ky JOJIHpA.

Hoka3. Hexa je T(x,,y,) rtauka emunce E(0,a,b):b’x*+a’y’ =a’h’. Tana je

[:y =20y TUjaMeTap eJHICe KOjU CaAp KM Tadyky noaupa 1, a ’eMy KOBYTOBaHU

Xo

2
Xo

2
Yo

aujaMeTap je mpasa [':y =—

X . JeHa4yMHa mpaBe Koja caJpku Tauky poxupa T, a

napasiesina je aujamerpy /' enurce, riacu
2
b°x,

2
ay,

(x—x,),

Y=Yy =-
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ITOo mociie cpehuBama naje TaHreHTy enunce y Tayku 7 :
.72 2 272
t:bxpx+a’y,y=ab".
OO6pHYTO, TaHTEHTA
b’x, b’
—X+—
aly Yo

y tauku T(x,,,) emunce £ (O,a,b), napanenna je ca aujamerpom
bZ
['y=— 2x° X
ay,

t:y=—

KOjH je KOIbYTOBaH JHUjaMeTpy

l:y==—Xx. [ |

Jlokazann mNOTpeOaHU JOBOJbAH YCIOB MpPEACTaBba JePUHHULN]y TaHTCHTE
enunce. tben mpuka3 ce Moxe n00MTH KIMKOM Ha JTuHK #.2.18.88D0 1 axTHBHpameM
arukaiyje GeoGebra.

Hanomena 5. Ilpumerumo Ha Kpajy, ako je a =b, oHJa je

T(O,a,b) = K(O,a) ,
Tj. aKO j€ eJuIca KPY>KHHUIA ca IIEHTPOM O(0,0) U TOJYNPEYHUKOM d, Taja yCJI0B

KOWBYTOBaHOCTH JHjamMerapa eunce (21), 1mocraje  yCJOB HOPMATHOCTH
AUjaMeTapa Kpy:KHUIEe
kk'=-1. O

4.2.6. Ilo1apa 1 moJ1 Yy OTHOCY HA €JIUIICY

Heka cy nare: enurca f(O,a,b):bzx2 +a’y’ =a’h’, Tauxa P(xo,yo) y BEHOJ
CII0JbAIlIk0j O0NACTU M TaHTEHTE ¢, U t, u3 Tauke P Ha enuncy #4.2.19.g8b (Cnuka 17.
a.). Ako ¢y T,(x.,y,) u T,(x,,y,) HOQMpHE Tauke TAHICHTH M CJHICE, OHIA CY
BUXOBE jeIHAYNHE

t:b’xx+a’yy=a’b’ u t,:b’x,x+a’y,y=a’b’,
auzycinosa Pet, u Pet,, ciequ

b’xx,+a’yy,=a’b’ n b’x,x,+a’y,y,=a’b’.
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Cnuka 17. a.
Ha ocHOBY mocienme 1Be jeTHAKOCTH 3aKJbydyjeMO J1a paBa

[:b’xx+a’y,y=a’b’

canpxu tauke gogupa T, u T, 1j. npasa [ = p(7,,T,) je ceunua enunce E .

Ceunnia /, onpehena qoaupHIM TauKaMa TAaHTEHTH €IIUTICE U3 Taduke P, 30Be ce
moJjiapa Tauke (moJia) P,y ognocy Ha eauncy £ .
Cana noka3yjeMo Ja U Ta4Kd yHYTpalllke 0OJacTH eNuIice OAroBapa Imojiapa y

ONHOCY Ha Ty enuncy. Y Ty CBPXy youumo Tauky P(x,,y,) yHyTpaimme oGmactu
enunce E, paznuunTy o HeHTpa enurce, aujamerap enmmce /:y,x—x,y =0, Koju je
CaJpXH, Uy TAauku P HeMy KOmbYTOBaHYy CEUHILy eITUIce
S:bzxo(x—x0)+a2y0(y—y0) =0.
Tanrenre ¢, u t,,y npece4yHuM Taukama 7, u T, , CEUHIIE U EIUIICE CEKY HhEH
nrjametap / y Tauku P'(x',y'), rIe je

2712 212
' abe ' abyO

2.2 2.2 2.2 2.2
b'x, +a’y, b°x;+a’y;
Yenos b’x; +a’y; <a’b’, naje P(x,,y,) Tauka yHyrpammoctu enunce F , mosnaun

2
272 272
ab ab
b’x'’+a’y'’ = 57 (b2x§+a2y§)=—2 — 2azbz>azbz,
b’x;+a’y, b’x, +a’y,
wTo 3Haun Aa je P'(x',y') Tauka crosauime obnactu enurce E .

[IpaBa p , mapanenHa ceunnu S (WK JWjaMeTPy, KOEBYTOBAHOM JHjaMeTpy /),
KOja caip:kKu Tauky P' 4uja je jeqHaunHa
p :bzxo(x—x')+a2yo(y—y') =0,
WIIN

(22) p:b’xx+a’y,y=a’b’,
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je monapa mona P (xo, o),y onsocy Ha emuncy L, wro je u TpeGano ga ce ToKake.
OuurnenHo je aa 3a (xo,yo) = (0,0) Tayka P'(x',y') U TIpaBa p , HE MOCTOjeE.

Ha ocHOBy u3BeneHux 3akjbydaka, yBeuthemo ciezehy aHamuTHuKy 1epuHULN]Y

Jepunnnmja 5. Heka je f(S,a,b) eJIMIca ca HEHTPOM S(p,q) u P(xo,yo) Tayka y
HEHOJ PaBHU, pa3IMyuTa o1 IieHTpa enurnce. [IpaBa
p:b’ (= p)(x—p)+a’ (n,—q)(y—q)=a’’

30BE ce mojiapa Tauke (mojga) P, y ogHocy Ha enuncy £ (S,a,b) .

Hemnocpenne mocnenuiie oBe aeduHuimje jecy cieiacha Tephema, o omHOCY
TAHTEHTE U eNUIICE U 0 OJHOCY OKyca U IUPEKTpUCE
Teopema 9. [lonapa mauxe enunce je maneenma eaunce y moj mauxu.
Teopema 10. ITonapa ¢okyca enunce je oozosapajyvha oupexmpuca.

W3 mperxomHOr W3marama BUIM CE Jla 32 CBAKy TayKy, pa3lU4HUTy O]l IEHTpa
eJINTICE, TIOCTOjH TI0JIapa, y OAHOCY Ha Ty EJHIICY.

O6pnyTO, HeKa  je p:Ax+By+C=0 [IpOM3BOJbHA  IIpaBa |

E:b’x’ +a’y* =a’h’, enunca. Jla 6u npasa p Guna nonapa Heke tauke P(X,,),),y
onHocy Ha enurcy E , jennaunne
Ax+By+C=0 u b’x,x+a’y,y=a’b’,

Tpeba Ja MmpecTaBibajy UCTY TPaBy, Tj. TpeOa Jaa Baxu

b’x, a'y, a'b’
4 B C
0JIaKJIC je
a4 b’B
Xo =~ C u yoz_Ta

rie je C#0, mTo 3HaUM Aa TpaBa p HE CaAApXKUA IIEHTAp eJlHurce, a Takohe
KoepHuIUjeHTH A U B HUCY UCTOBPEMEHO jeJHAKU HYJIH, jep (xo, yo) * (0,0).

OBuUM je JI0Ka3aHO Ja 3a CBAaKy TauyKy, Pa3IMUUTy O]l IIEHTpPA EJUIICE, TIOCTOjU Y
PaBHH €JIHIICE MoJIapa, Y OJHOCY Ha EIUIICY, U 32 CBaKy IpaBy, KOja HE CaAP)KH LIEHTap
eJUIICe, Tj. HUj€ MjaMeTap, TOCTOJU y PaBHH CIIUIICE TI0JI, Y OJTHOCY Ha CJTUTICY.
Mpumep 5. Onpenutu kKoopaunare noja P, nonape p:2x+y—-16=0,y oaHOCy Ha
emuncy F :4x* +9y° =144
Pememse. [lomro je p:4x,x+9y,y =144 jennauuna nonape, mnojia P(xo, yo), y OAHOCY
Ha JIaTy eJUICY, OHAA BaxHu cieneha mpomopuuja

4x, 9y, _9

2 1
onakie je x, =4.5 u y, =1. Tauka P(4.5,1) je non nmpase p, #.2.20.ggb (Cnuka 17.).
je x, =4.5 y=1.T P(45,1) j 4.2.20.ggb (C 17
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Cnuka 17. O
Ipumep 6. Tanrenta kpyxuuue K :x° + > =r°, UCTOBpEeMEHO je Tonapa mona P,y
omaocy Ha emmncy E:b°x*+a’y’ =a’bh’. Hahm reomerpmjcko Mecto momoBa P.
CnenujanHo: »=5, a=5, b=3.
Pememwe. Ilomapa p, mona P(xo, yo) , Y OIHOCY Ha JaTy eJIUICY HWMa jeJIHAYUHY

p:b’x,x+a’y,y =a’b’, a TanreHTa t, JaT€ KPYKHUIE y HEHO] TAUKH T(xl,yl) uMma

jemnaunny ¢:x,x+y,y=7r". Kako je, 10 yclIOBY 3a/1aTKa, TAHIE€HTA KPYXKHHULE Y TAYKH

T, ucToBpeMeHo nojiapa nmosa P, 1j. ¢ = p, oHja je

xl_yl r :i

b’x, - a’y, a’h?
OJIaKJIC je
”2 ”2
X :?xo a y :b_2

Konauno, u3 ycnosa 7' € K, 1j. x7 +y; =r°, 3a KOOpAMHATE X, U Y, , ona P, Baxku

Yo+

X, : Y _
(az/r) (bz/r)

ITO 3HauM fa nox P omucyje exmmcy, ca nentpom O(0,0) u nomyocama a’/r u b°/r .

V crenujanHoM ciydajy, moi P rtanrente kpyxuune K , Koja je HCTOBpeMEHO
nosapa, y ofgHocy Ha enurncy £, onucyje enurncy

81x° +625y% =2025.
WnycTtpanmja mpuMepa M pelICHE CHEIMjaHOT clydyaja, MOXXe ce JOOUTH

kKoM Ha TUHK 4.2.21.88b u aktuBupameM amunkanuje GeoGebra. O

4.2.7. ONTHYKO CBOjCTBO eJIHIICEe
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[Tox ONTHYKMM CBOjCTBOM EJIHMIICE, MOJpa3yMeBa CE CBOjCTBO EJIMIICE Ha KOME Ce
3acHMBa OJ0HWjame CBETIOCTH. Hamme, ako ce W3BOpP CBETVIOCTH HAla3d y jeIHOM
(oKyCy eNMNTUYKOT Orjiealia, OHJAa HEerOBH CBETIOCHH 3palu, ondujajyhu ce of

orienana, mpoja3e Kpo3 npyra ¢okyc. OBO BaXHO CBOJCTBO peryiuiie cieneha
TeopemMa

Teopema 11. Tancenma y mauxu M enunce (4), ca ocusxcama F, u F,, obpazyje

jeonaxe yznose ca ¢poxkannum paoujycuma FM u F,M u npunada cnomawrocmu

yena XFMF,.

Joxa3. Heka je ¢ TanreHra y Tauku M enuIce ca BEIUKOM OCOM 2a U Kmxkama [ u

F,, 1 Heka je Tauka 4, CHMETpHYHA XWKHU F,, y oqHOCy Ha TaHreHTty f, (Cimka 18.),

30or uera je d(M,A)=d(M,F,). Onatie cieau jeAHakocT
d(M,F)+d(M,A)=d(M,F)+d(M,F,)=2a.

[omTo je mpousBosbHa Tauka 1 €t, T # M , Tauka CIIOJbAIIHE O0JIACTH EJIUIICE, TO Ha
ocHOBY Teopeme 2. Baxu

d(T,F)+d(T,F,)>2a.

To 3uaun na je 30up d (M, F,)+d (M, A) munnManan, a ogatie cieay 1a cy Tauke F,

M wu A, Tpu paznuuuTe KOJIMHEapHe Tayke, Tj. M € p(Fl, A) .

A

Cnuka 18.
C npyre cTtpaHe, TaHreHra t je cuMmerpana yria XAMF,, cnospammer yria

tpoyriaa AFF,M . Onatie HEOCpeJHO CIEAU Jia Cy YIJIOBH KOje TaHreHTa ¢ obpasyje
ca (hoxkanHuM paaujycuma FM u F,M nogypapHu, jep cy o6a NogyAapHU YIiy, KOjU
TaHreHTa o0pasyje ca kpakoM MA , Tpoyrna AF,AM . |

Nnycrpanmja onucaHor ONTHYKOT CBOjCTBA, MOXKE CE€ JOOMTH KIMKOM Ha JIMHK
4.2.22.¢ggb v akTuBHpameM arumkanuje GeoGebra.
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Ipumep 7. Heka je nara kpyxnuua k:x° +y° =a’ u tauke F, (—c,O) u F, (c,O) , TIe
je a>c>0. Axo je N mpousBoJbHA Tauka KpyXKHHIIE, paBa ¢ | p(FZ,N ) v Tauka T’
CHMETpUYHA Tauyku [|, y omHOCYy Ha Tauky N, OIPEIUTH TEOMETPHJCKO MECTO
IIpeceYHuXx Tadyaka M , mpaBux ¢ u p(Fl,T )

Pememe. 3a xoopmunare Tauke N(x,,y, )€k Baku x’+)y  =a’, a mowro je
T=o0y(F,), ouna je T(2x,—c,2y,). U3 ycnosa Hopmanuoctu ¢ p(F,N), 3a y, #0,

cienu
L:y=—n == Hx-x),

i

a 3a x, #0, npasa p(E,T) =d , naTa je jeqHaYuHOM

Y
d:y=— .
y . (x+c)

IIpaBe ¢ u d cexy cey Tauku M (x,y), 300r yera Baxu

c—xX n
" (x—x)+y, x}(x+c),

OJIaKJIE, MOCIIE MHOMKERA Ca X, Y, W Kopulihema yciioBa X, + y. =a’ , AMamo

a’x+a’c a’y
X\=———, V= .
a” +cx a” +cx
U3 yenosa N(x,,y, )€k cnenn
(23) (az—cz)x2+a2y2zaz(az—cz),

LITO je LEHTPalHa eluIica ca BeIMKoM ocoM 2a 1 xuxama F(c,0) n F,(-c,0), a to

j€ TpakeHO reoMeTpujcko MecTo Tadaka (Cruka 19).

Ako je y», =0, oHma je x =*a, TaHrenta {:x=ta, a tauka M, (-a,0),

omHocHO M, (a,0), npeceka npasux ¢ u d , npunaza exuncn (23).
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Ciuka 19.

Axo je x,=0, ouma je y, =za, npaBa d:x=—c, a Tauka Ml(O,(az—cz)/a),

OJHOCHO M, (0,—(a2 —cz)/ a) , IpeceKa TIpaBuX ¢ u d , npunaja enuncu (23).

OOpHyTO, ako KkoopauHate Tauke M (x,y) samoBosbaBajy jeanadumHy (23)

€JIMIICE M aKo je MpaBa
t:y=kx+n
TaHTeHTa enurce y Tauyku M, koja je ucroBpemeHo (Teopema 11.) cumerpana
CIOJbALIBEr yITa Koa TeMeHa M , Tpoyrina AFF,M , Taga Baxu ycioB (a je npasa ¢
TAHTEHTA EJIUIICE)
a’k’ +(a2 —cz):nz.

Hopmana p u3 Tauke F,, HampaBy ¢, j1aTaje ca

1
y=—-(x-c),
piy==(x=c)

a 3a KOOpJMHATE NOJHOXKja N HOpMaie Baku

‘- kn—c S ck+n

e DN T
Kopucrehu ycioB na je npaBa ¢ TanreHTa enurnce (23), iMamMo
2 o (kn—cjz +(ck+nj2 K+l k0 (C2 +112)(/c2 +1)
k*+1 (k2+1)2 (k2+1)2

2 2
:cz+a2k2+a2—cz _ ¢ (k +1) _ 2
k* +1 k* +1 ’

IITO 3HA4YM A4 3aje,I[HI/I‘lKa TadyKa N(xl,yl) TAHI'CHTC { M BbCHE HOpMaJIC p , IpHUIaga

KPY>KHHIIA K , YUME je JIOKa3aHO TBpheHme.
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Wnycrpanuja mpumepa ¥ KOHCTPYKIMja €IHIICE, MOXE c€ JOOUTH KIMKOM Ha
muHK  4.2.23.99b v akTuBHpameM armtukaindje GeoGebra. O

OnTU4ko CBOJCTBO KpHBE JPYTror peaa OTKPHO je TIO3HAaTH CTapOrpyuku
MaTematudap Armnononuje, y3 Eykmuma m Apxumesna, Haj3HauajHUjH IPEICTaBHUK
Anexcanapujcke mkoine, y mnepuomy 210. — 200. r. mpe H. epe, Hamucao je
dbynnamentaHo aeno "Konuka', [22].

4.2.8. 3agaum

1. Onpenu jemHauMHY €NUIICE KOja Caap>Ku TauKe:
a) A®4,-2) u B(/6,3)
6) A(9,4) u B(12,3).
2. Opapenu jeqHAYUHY €JIUIICE aKO PacTOjama O XKIKa J0 KPajibuX Tauaka BEJIUKe oce

enurce u3Hoce 1 u 7.
3. OgpeauTtu jeqHauuHy €NUICE YMj€ JKMKE U JeJHO TeMe, MPEICTaBJbajy TEMEHa

JETHAKOCTPAaHHUYHOT TPOYTJIa IOBPILIMHE 93 .

4. Oppenutn @, b, € u HanpTaTH eUICy, Ynja je jemHaunna: a) 9X” + 25y =225, 6)
x> +36y* =9, B) 18x>+4y*> =81. [hosl

5. Hexka tauka M (8, q) , >0, npunana enxuncu 9x> +25y” =900, unje cy KiKe F
u F,. Hahu jeqnaunne npasux FM u F,M , a 3atum nyxune nyxu FM u FM

Kao ¥ yTao KOju Te mpase o0paszyjy. @
6. HM3pauyHaTu NOBpIIMHY YETBOPOYIJIa YHMja JIBa TEMCHA JIGKE Yy JKM)KaMa CIIUIICEe

x> +5y? =20, a apyra JBa ce TOKJIanajy ca KpajeBUMa Malie MoJyoce. @

7. Onpemu Tauke emmmce 9X”+25y> =900 uymja cy pacTojama O] JECHE IKIDKE
jemHaka 14. @

8. Kpos xmky emunce X°/25+y?/15=1 nocraBbeHa je HOpMaga Ha BEITHKY OCY.
OnpeauTH pacTojama OJ1 KHKE JI0 IPEeCeUHe TauKe HoOpMaJie ca eIUIICOM. @

9. Hahwu exCUEHTpUIIUTET U jeJHAYNHE AUPEKTPHUCA eITUTICE Ox* + 5y2 =45. @

10. OnpenuTr €KCUESHTPULIMTET EJIUICE aKO CE€ HEeHAa Majla oca BUAM U3 JKIKE O]
yriaom ox 60°. [10.ggh

11.IIpaBe X=18 cy OupeKTpuCE €IHIICE Yhja je Maja moiyoca jemHaka 4. Hahu
JeIHAaYMHY eJTHUIICe.

12. Jlata je >Xmka enurice F(—Z,O) U BEH EKCUECHTPUIUTET e:1/3. Onpenutu
pactojame Tauke M (2, y) TE eNWIICe, OJf ITUPEKTPUCe Koja je ca UCTEe CTpaHe

KOOPAUWHATHOT IMMOYCTKA KAa0 U KUKa.

13. lata je Tauka M (2,-3/5) emmmce, ca excuentpuimurerom €=2/3. Hahu

jennaunny emmmnce. [L3.90H
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1-t* 2t . .
14. lokazatn na tauke P (aﬁ’ WJ u Q (acost, b smt) NIPUIAJAJy EJIUICU
+ +
XZ y2
8:¥+F =1, 3a cBaku peanan O0poj t.

15. Onpenu ocHy jeIHAYMHY €NMIICE Yuju apameTap je 9/4 u mana oca 3.
16. CacTaBuTH jeqHauMHE TaHTeHTH KpuBe: 9X” +16Yy” +18X—32y =11 HOpMaTHUX Ha

npaBy X+2y=4, -

17. Onpenu  jenmauMHe TaHTEHTH enunce 3X° +4Yy’ =48, mapanenHux IIpaBoj

3x-2y+18=0. [[ggl

18. CacTaBuTH jelHAYMHE TAHTeHTH enurce: 9X° +16Y” =144 u3 Tauke A(6,l) ,-
19. Onpenu TanTeHTe HA enuncy 3X + 4y = 48 u3 Tauke T (4,2) . -

2 2

y

20. Oppenut yrao moja KOJUM C€ BUIH CJIHIICA 3—2+§:1 U3 Tadke P(12, —3)?

21. Y—aqKaMa M, u M, enunce noBy4eHe Cy TaHTHETE KOje CE€ CEKy y Tauku P .
Jlokasatu na Tayka P npunazna nujamerpy Koju mojaosu retusy MM, .

22. Ompenutn Tamrenty w3 Ttauke P(1,1/2) y ommocy Ha KpuBY Apyror pena
2x2—3x+4y2—8y—ﬂ=0 -

23. Onpemuty jennahnHe 3ajeTHHYKMX TAHIeHTH enumnce 4X° +9y® =36 u KpysKHHUIE
X +y*=5. -

24.0xo emunce X° +8y’ =72 omucaH je jeIHAKOKPAKM Tpare3 ca OCHOBHIIOM

NapajellHOM BENMKO] OCH M OWTpuM yriioM 7/4. OpmpemuTtn: a) jenHauuHe

cTpaHwuIla, 0) KOOpMHATE TEMEHA, B) TOBPIIIMHY Tpare3a. -

25. Pemtu HejeAHAUMHE:
2 2

a) X—+y—£1,
16 9
2 2

0) X—+y—>1,
4 9

X2
B) 1£3+y2£9,

r) 4X°—4x+9y* +6y+1<0,
1) \/(x—1)2+y2 +\/(x+1)2+y2 <6,

©) X +(Y=1) +/XC+(y+1) >4,
26. CacTaBUTH jeqHAYMHY €IMIICE 4YHje Cy TaHTeHT jaTe mpaBe X+4y=25

4x+9y=75. P6iagH

109


Korisnik
Underline

Korisnik
Highlight


4.3. XUITEPBOJIA
4.3.1. lepununuja, KOHCTPYKIUja U jeIHAYHHA XUIIepOoIe

VY tekcry Koju cneau yrno3zHahemo ce ca mojMom xurnepooie.

Jedununmja 1. Hexa cy F; n F, Tauke paBHH ¢ W HEKa je a peajiaH MO3UTHBAH Opoj
TakaB 1a je 2a<d (Fl,Fz). Xunep6ona ca pokycuma (xmxkama) F, u F, u pealHOM

0COM 2@, je CKYIl Ta4aka paBHH « , Ca OCOOMHOM J1a j€ alCOJlyTHA BPEIHOCT Pa3JIMKe
BUXOBUX pacTojama of poKyca KOHCTaHTHA U jeHaKa 2a, Tj.

(1) H={M:Mean|dM,F)-d(M,F,)|=2a}.

[IpumenoM oBe paehUHUIIM]E MOXKE C€ HM3BECTH MEXaHWYKa KOHCTPYKIIHja
xunepbone. JeqaH kpaj JewHupa ce NpuuBpcTy 3a GoKyc F|, a 3a Apyru Kpaj U Gokyc

F, mpuuBpcTe ce KpajeBU KOHIA, KOju je kpahu on ynemupa. [lok JemHp poTHpa OKO
dokyca F;, BpX ONOBKE KIM3M OyX Jewmupa, Apxkehu KaHam 3aTeTHYTHM, OIHCYje

enmuncy (Cnuka 1.).

L

Cnuxka 1.
OBa KOHCTPYKIHja c€ MOXE JOOUTH KIIMKOM Ha JIMHK U aKTUBHUPABEM

arumkanuje GeoGebra.
Hamomena 1. Ilomazehm on ocoOuHe cumeTpane Ty, Ja je CBaka HEHAa Tadyka Ha
JEIHAKOM pacTojamy Ol KpajlbuX Tayaka qyxH, Tj. M € S{5r,] » AKO M CAMO KO je
142
d(M,F)-d(M,F,)=0
MOKEMO HW3BECTH jeJlaH Ba)KaH 3aKJby4yak, a TO je: Ja HH jeJHA TayKa CHMeTpaJe

OYKA [F]FZ] He mpunajga xumep6oau. To Haga’be 3HAYM J1a XUNEPOOIy y paBHU

MpeACTaBIbajy ABE KpUBE (JIBE TpaHe), jeHa Y JeIHOj a Ipyra y Apyroj MoJypaBHU 4yHja
j€ 3ajeIHNYKa MBHIIA CHMETpaia JyKH [FIFZ] .

Hapenena nedunuimja u HanmomeHa, mociaykuhe 3a KOHCTPYKIIN]Y U U3BOheme
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jenHadnHe xumepooe.
Koncrpykuuja 1. Heka cy natu pokycn F, u F,, 1 mo3uTHBaH peanaH 0poj a, Tako

naBaxn 2a<d(F,F,)=2c (Cmuka?2.).

Qx A R

-
-
am®
o
-

-]

»
LT L

-
L TSN

»
£

- -

.~ -
. -

Cnuka 2.

Ilppo ce kouctpymmy nykoeu L (F,r) u LI(F,r), npu demy ce 3a
HOJIyIPEYHUK 7, OWpajy BpETHOCTH 7 >C—a, a 3a F, TaKkBe Ja BaXW: 1, >cC+d.
Ipecek nykoBa L, u mykoBa L, cy Tauke A' m A (wnm camo tauka A', ako je
r,=c—a u r,=a+c), koje cy ommke pokycy F, Hero dokycy F,, U omucyjy JeBy
rpany xunep6osae (1). [Toctymak ce HacTaBiba Tako IITO C€ KOHCTPYHUIILY H JYKOBH
L,(F,,r,), 4uju TONYNPEYHULM y3MMajy BPENHOCTH 71, >C—da My IPECEKy ca
aykoBuma L (Fl,r1 ) , The je 1, = c+a nobujajy ce npeceune tauke 4 u A (1am camo
Tauka A4, akoje r,=c+a U r, =c—a), Koje cy omxke Gokycy F,, Hero Gpokycy Fj, n
OIHCYjy AeCHY rpany xumnepoose (1).

OBa KOHCTPYKIIHja C€ MOXE JOOWTH KJIMKOM Ha JIMHK 1 aKTHBH-pPambeM
aruukanuje GeoGebra. [ |

Teopema koja cienu naje jeaHauyuHy xurepOosie, a y JOKazy je MpUMEHEH
MOCTYNAaK 32 HBEHO U3BOlewme, CIIMYaH IMOCTYNKY KOpUIIhEHOM 3a H3BOheHme jeJHaYrHE
eJInICe.

1. KanoHCKH 00JIMK jeHAUMHe XunepooJie

Teopema 1. Heka cy a,ceR un 0O<a<c, a F{ u F, Tauke paBHU «, JaTe y
JlexkapToBOM IIpaBOYIJIOM KOOPJAMHATHOM CHCTEMY Ca Fl'(—c,O) uF, (c, 0). Xunepb6ona
(1), caxmxama F, u F, u peaHoM ocoM 2a, je CKyIl

(2) .’7‘[:={(x,y)eat:bz)c2—c12y2 :azbz},

e je b’ =c’ —a’. bpoj a ce HasuBa peasina, 6poj b MMarunapHa mosyoca, a ceR',
JHMHEAPHH eKCIHEeHTPHIIUTET XUIepooJie.
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Jpyrum peunMa, jeiHauYMHa XUnepoone je
(3) b2x2 _ a2y2 — a2b2 ,

WIN Y KAHOHCKOM 00JINKY
) -1
Jlokas. Ipernocrasumo (Crika 3.) na je M (x,y) Ttauka emnce (1), onakie je

d(M,F)~d(M,F,)=+2a,

nim

\/(x+c)2 +y° = \/()c—c)2 +y* +2a.
Ha ocnoBy Hamomene 1., 3Hak " + " y npeTXoaHuM jeIHauYMHaAMa BakH 3a Tauke M
xunepbone koje cy onmmke Gokycy F,, Tj. npunajajy "necHoj noinypasHu", a 3Hak " —"
BaXu 3a Tauke M xumnepbone koje cy Ommxke Qokycy F;, Tj. mpumanajy "neBoj

noyiypaBHu"

Crauka 3.
KBagpupamem nocnesme jeHaurnHe J001jaMo

(x+c)2 +y° :(x—c)2 +y2i4aw/(x—c)2 +y’ +4a°,
iawl(x—c)z +y2 =cx—a’.

[Tocne (moHOBHOT) KBajpupama 1 cpehuBama nMamMo
(cz_az)xz_azyz :az(cz_az)’
2 2 2
a yBohemeM cMeHe b” =c¢” —a”, KOHAYHO BaXKH

2.2 2_2 272
b'x"—a’y =a’d",

Tj.

LITO 3HAYM J1a aKo Tauka M (x, y) npunazaa xunepoonu (1), onaa npunaaa u ckymy (2).

OO0pHYyTO, aKO KOOpPAWHATE IPOU3BOJbHE Tauke M (x, y) 3aJI0BOJbABA]Y jeIHAUU-

Hy (2), Tj. aKo je
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2
5) yzzbz{x—z—lj u b’=c’-a’,
a

Taja 3a aykKuHe (POKAJTHMX paaujyca (IyXH Koje crajajy hokyce U Tauke xumnepoose),
’”1 :d(M,E) u 7, :d(M,FZ), BAXH

2 2 2
2 X c c

rl2 z(x+c) +b? (—2 —ljza2 +20x+—2 x° :(a+—xj
a a a

2 2 2
1y :()c—c)2 +b° {x—z—ljzaz —2cx—i-c—2x2 =(a—£xj ,

a a a

a yBohermeM ofelnekasama e =c/a , IMamo

7 =(a+ex)2 u oy =(a—ex)2.

N3 ycnosa teopeme 0<a<c cuenu e>1, a u3 jegHaumse (5) cienu |x| >a,
oJlakJie 3BoAMMO ciieniehe penamyje:
x>a :>(a+ex2a(l+e)>0 AN a—ex<a—ea :a(l—e)<0),
xS—a:(a—ex2a+ea=a(l+e)>0 A a+ex£a—ea:a(l—e)<0).
W3 npBe penarnuje cneau
n=a+ex U r,=ex—a,
a u3 apyre
n=—a—ex U I,=a-—ex.
300r yera je
(©) [d(M.F)=d (M, F)| =[5 | =2a,
IITO 3HAYM Jia Tauka M (x, y) npunanaa xunepoonu (1). [

2. [IapaMeTapcku 00JIMK jeiHAYNHE XUIepooe
Teopema 2. Hexa cy a u b pearne nozumuene xoncmanme u Hexka je t peanaw

napamemap paziuuum 00 /2+k -z, 20e je k € Z . JeOnauune

(7) X = u y=btgt,

cost
npeocmasbajy napamemapcku 00auK jeoanyune xunepoone (4).

Hoxka3. Axo tauka T (x, y) npurnaja xunepoonu (4), rae cy a u b peaaHu MO3UTUBHU
OpojeBu, oHIa OHa punaga obaactu R’ \{(x, y):|x[za>0nye R} ¥ TaJ1a MOCTOjH

napamerap t € R\{z/2+ k-7 :k € Z}, taxas na je

a
COSt =—
X

Y

2 2
X
Jennaunna (4) Moke ce MPEACTaBUTU y OOJIUKY (—j =1+ ( bj , OJ1aTIIe clIeau
a
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(2 ()
— =7 =T
cos~ t a b

akakosate R\{z/2+k -7 :k eZ} Baxu

=1+tg’t,
cos’t 8
TO je
y
tgt =7,
£

OJlaKJie CIIeJH J1a 32 KOOpAMHATE MPOU3BOJbHE Tauke | (X, y) xunepoorne (4), Baxe

jennauune (7).

OGpHyTO, aKo 3a Jare pealHe MO3UTHBHE OpojeBe A W D, KoopauHaTe Tauke

T (X,y) 3agoBosbaBajy jennaquse (7), oHza je

X_z_ﬁ_iﬁjz_(ljz_ I o L sint
a’ b’ a b cos’t 8 cos’t cos’t ’

IITO 3HA4M ja je T (X, y) Tauka xunepoose (4). [ |

Kouncrpykuuja 2. Heka cy a u b peanHe mo3uTuBHEe KOHCTaHTEe W Heka je t peaman

napamerap pasmmaut on 7/2+K-7, rne je K €Z . 3a xoHcTpyKumjy enmmce, nate
jennaunnom (7), KOHCTPYUIIMMO TIPBO JBE KOHIEHTpUdHe Kpyxkuuue K, : X* + Yy’ =a’
u Ky:x*+y*=b’, (Cimxa 4.) u mpaBy n:y=xtgt . Tama je T(acost,asint)

npecedHa Tauka npase N u kpyxuune K, , a B(b,btgt) npeceuna rauka npase n u

Y‘er p/

npase d:x=b.

4
~<[X

Cnuxka 4.
IlpaBa t; : Xcost+ ysint =a, je Tanrenta kpyxuuue K, y Tauku T u cede X -

ocy y tauku C(a/cost,0). Ilpase p:Xx=a/cost u q:y=Dbtgt, cexy ce y Tauku

M (a/ cost ,btgt) , Koja, Ha ocHOBY Teopeme 2. npumnaza xunepoonu (7). Ako tauka T
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kpehyhu ce omucyje kpyxuuny K, , Tauka M onucyje xunepooiy (4).

KoHcTpykinja TpajekTopHje Tauke XUrepoosie Moxe ce JOOUTH KIIMKOM Ha JIMHK

1 akTuBUpameM amnkanuje GeoGebra. |

3. YHyTpamma 1 crno/banimba 00J1acT xunepoose.
OnHoc xumepbosie U CKyla Tayaka paBHU Yy KOjoj je neduHHCaHa, perysuuly
cneneha neduHUIMja 1 Teopema.

C 063upom Ha To na xunepbona H ca gokycuma F, u F, uMa jBe rpaHe, ako
je s cumerpana myxu [FF,], ca G hemo obenexaBaTd rpaHy Xuiepbolie Koja
HpHIaaa MoTypaBHH ca UBUIIOM S, KOjoj mpumnana u ¢pokyc F , a ca G, obenexaBamo
rpaHy xurnep0Oose Koja IpuInaja NoxypaBHH ca UBUIIOM S, KOjOj punajaa u ¢pokyc F,.

Cazna cMO y pUIMIHM Aa Je(PUHUIIEMO YHYTPALIBOCT U CIOJBAIIBOCT XUIlepOoJIe.

Jedununuja 2. Heka cy G, u G,, rpase xumnepbona J{ y pasuu o, ca pokycuma
F, u F, u peamnom ocom 2a. Cxkyn Tavaxa U, ={X:Xe[FT)ATeG} 3ome ce
YHyTpauima obsact rpaHe G, ckyn Tadaka Us, :={X X e[F;T)/\T egz} YHyTpa-
mma odjact rpane G,, cxkyn U, = Ug, UUG2 YHYTpauima 00jacT xumnepooJe, a

CKym S, = a\(U ” UH ) 30BE CE CNMOJballlba 061acT xunepdoae FH .

['eHepryKku OpraHM3aTOp 3a MapKUpamke YHYTPAlIkhe M CIHOJbAIlbe 00JacTu
XHIIepOoIIe, MOXKE Ce MOKPEHYTH KIMKOM Ha JHHK fh3.5.88b, akTHBHPAmheM aIlMKaimje
GeoGebra.

3a Mapkupame YHYTpallllbe W CIOJbAIlllbe O00JacTH Xumepobosie, MoXe ce
KOPHUCTUTH ciieiehu KpUTepujyMm.

Teopema 2. Axo je H xunepbonay pasnu a, ca poxycuma F, u F, u peannom ocom
2a, onoa je ynympauirea obnacm
(8) Uy ={X: X ea(H)nld(F,X)-d(F,X)|>2a|
a cnobauirba obaacm
(9) Sy ={X: X ea(H)Ald(F,X)-d(F, X)|<2a}.
Joxka3. Heka je G, rpana xunepooie H y paBnu «, ca pokycuma F, n F, u rnaBHOM
ocom 2a. Heka je X yHyrpamma Tauka rpane G, (Cimka 5.), 1j. Heka je X €U »
Taja BaXu

d(FyT)+d(T.X)=d(F,X),
rae je T Ttauka rpane G, xunepGone H , s6or uera je d (F,,T)-d(F,,T)=2a.

[Ipumemyjyhu HEejeTHAKOCT TpOyTia
d(F,X)<d(X,T)+d(F.T),

IJIe CTpOTa HejeTHaKOCT Baxku 300r ycimoBa X # 7T, mobujamo cienehy penamujy
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d(F X)=d(F.X)>d(Fy, X)~d(X.T)~d(E.T) =d(F.T)~d(F.T) = 2a.

Cnuka 5.
Ako je Y Tauka crosbaime oGnactu rpane G, onma ayx [FY| ceue rpany G, y
Tauku R, Tj. d (E,R) +d (R, Y) =d (Fl, Y) , @ HA OCHOBY HEJE€THAKOCTU TPOYTJa BaKu
d(F,.Y)<d(F,R)+d(R.Y).
Tana Baxxu
d(F.Y)-d(F.Y)<d(F,R) +d(R.Y)~(d(F.R)+ d(R.Y))=d(F,.R) ~d(F.R)=2a.
AHaJOrHUM TOCTYTIKOM, JJOKa3yje ce Ja ako je X Tauka yHyTpailme, a ¥ Tadka
crioJpallbe 001acTh rpane G, , Bake HEjeTHaKOCTH
d(F,X)-d(F,,X)>2a u d(F.Y)-d(F,.Y)<2a.
Konauno, Baxke cinenehe penanuje
XeU, oXeU; UU,; XeU; vXel; <d(E,X)-d(F,X)>2avd(F,X)-d(F,X)>2a
e |d(F.X)-d(F,X)>2a,
YeS, oVea\(U,UH) o> Aﬁ(Ye((Ugl UUQZ)U}[)) @ﬁ(Ye((Ugl UUGZ)U}[))
& = ([d(F.Y)=d(F,.Y)|22a) < |d(F,Y)-d(F,.Y)|<2a,

IITO je U Tpebaso aa ce JoKaxe. [
AHAIMTHYKA KPUTEPUjYM Ha OCHOBY Kora ce yTBphyje nma i Tauka Impuraia
YHYTPAIIb0] WM CHOJbAIIKb0j 00JacT Xumnepoose, Kao U y Clydajy eluIce, HaBeleH
je y cnenehoj Teopemu, koja je AupeKkTHa nocieauina Teopeme 3.
Teopema 4. Tauxa M (xo, yo) npunada yHympawmwocmu xunepoone H (a, ,B,a,b)
aKo u camo ako je
b* (x, —a)2 —a’(y, —,8)2 <a’h’.
Tauka M (x,,y,) npunada cnosaumirocmu enunce, ako u camo axo je
bz(xo—a)z—az(yo—ﬂ)z>a2b2. [
OBaj KpUTEpPHjyM j€ JaT Yy TEHEPUIKOM OPTaHM3aTOPy KOJH C€ MOXE TOOHUTH
KJIUKOM Ha JINHK , akTuBUpameM arutnkanuje GeoGebra.
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[Tocnenmu reHepuvKH OPraHnU3aTop Mpyrka MOTYRHOCT 3a pelraBame KBajpaTHE
HejeHauYnHe 00InKa

2 2
b*(x—a) —a*(y—-p) pa’b’
3a pasHe BpeaHOCTH mapamerapa a,beR”, a,fe€R, kao u 3a pasauuure 00JIHKE

penaunje p € {>,<,>,<}.
4.3.2. Heka cBojcTBa XunepooJie: CAMETPHYHOCT, IEHTAP, TEMEHA, ACHMIITOTE

1. Cumerpuanocr. Jennaunna f(x,y)=0, rae je
f(x,y) =b2x2 _aZyZ _a2b2’
3a a,beR", npencrasipa jequaunny (3) xunepoore.

Kao u y ciyuajy emunce (3.1.10.2.2.) ¢ynkumja f(x,y) je napHa mo cBaxoj

MIPOMEHJBUBO] TIOj€IMHAYHO, U 10 00€ MPOMEHJbUBE NCTOBPEMEHO, OJIAKJIEC CIICIH A je
xunepbona (3) cuMeTpuyHa y OAHOCY HA X—OCYy, ) —OCY U KOOPJAMHATHHU TMOYETaK

(Cnuxka 6.).

. &

=-—x
a

-

Cinuka 6.
2. llentap u Ttemena. J[pyrum peunmma, xurmep6orna (3) uma ase (MelhycoOHO
HOpPMaJIHE) OCe CHMETPHje, X—OCYy M y—OCy, a KOOPIMHATHH IMOYETaK je ICHTap

cuMeTpHje, Tj. LeHTap xumepooJie. Jly)x Koja cmaja IEHTap XUIepOoJie M TayKy
xunepOosie 30Be ce paaujyc xumnepooJie.

Jame, 3a y =0, jernaunna xunep6ose (3) eKBUBANIEHTHA je ca X° =a’, OJaKIe
je x =za, mwTo 3HauyM na xunepoosna ceye x —ocy (ocy CUMETpHje) y Taukama A(a, O)

1 A'(—a,0), TeMeHnMa xurepboie, 360r Yera x —oCy Ha30BaMo peaHa (rJIaBHA) oca

xunepOone (3). 3a x =0, jenHaunHa xumnepOose (3) eKBUBaJIEHTHA j€ Ca jeAHAYMHOM
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y* =—b’, Koja Hema pellema y CKyly peamHux OpojeBa, (y==bhi, Tae je i

MMarvHapHa jeIUHHIIA), ITO 3HAYM Jia XUIlepOoja He ceue y—OocCy, KOjy Ha3MBaMo
HMaruHapHa oca xunepo6ose (3).

Y nureparypu ce decto u ayx [AA'], kao u d(A4,A")=2a, HasuBa peanna
(rmaBua) oca xumepGone, a myx [BB'|, (rze je B(0,b) u B'(0,-b)), kao u
d(B,B')=2b, HasuBa ce MMaruHapHa oca xunepoone (3). Y ckmany ¢ Tum, 6poj a je

peana moyoca, a 6poj b je uMaruHapHa noayoca xunepGose, Hh3.6.a.09H.
[IpumeTnmo Ha Kpajy, ako je a = b, OHJa jefHAYMHA XUIepOoe riacu

2 _yz a2,
Tj. XUMepooa je jeTHaKOCTPAHUYHA Ca IEHTPOM 0(0,0) ¥ TI0JTyocama jeJTHaKuM d .

Hamomena 1. Jennaunua xumepGone, umju cy Qokycu Ha y-ocu, Tj. F (0,—¢) u

F,(0,c), racu

rae je M (x,y) Tauka xumepGone, 2a =‘d(M,F;)—d(M,Fz)‘ ub’=c*—a’*. Y oBom

cllydajy y - oca je peaiHa, a X - 0ca je IMaruHapHa oca xumepooue, [fha.0.b.o0b.

T
¥
F. T.
{ X
- 0 r1 4] >
F
Cmuka 7

3. AcumnToTe xunepodose. Ha ocHOBY HaBeJeHOT jacHO je na 3a xurepboiry (3)

3Ha4ajaH MPaBOYTAOHHUK YH]j€ CTPAHUIIE IPHUIAIA]y IMpaBaMa:
x=a,x=-a, y=b, y=-b,

T3B. KAPAKTEPUCTHYHHN MPABOYTA0HOK XHIEPHoJIe a MOCEOHO HEroBe JHjaroHaie
(10) bx—ay=0wu bx+ay=0,
3a KOj€ je KapaKTEepUCTHYHO "Na UM ce Tauke XurepoOose yBek NpuOiImkaBajy, a HUKaj
UX HE ceKy".

Y Tekcry koju cienu aHanu3upahemMo opHOCE XHUMEpOOJe MW TIOMEHYTHX
IUjaroHayia, Kako OWCMO pacBeTIMIM Taj (EHOMEH. Y Ty CBpPXy HCKOpHUCTHheMO
cumerpuaHocT xunepoosne (3) u nujaronana (10), 300r yera je T0BOJLHO /1a UX
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aHaymsupamo y I kBaapanty, 1j.3a x>0 u y>0.
3a mapameTrap p=da, yOuuMO TauKy A( D,y A), Koja mpunana xunep6onu (3) u
Tauky B(p,y,), Koja npunana mujaronam bx —ay =0 (Ciuka 8.), 360r yera je

b PR b
Yy=—NP —a U Ypg=—PpP.
a a

AN §

™~
N

- pommmmmemmmmme g

s

TN
N

Cnuxka 8.

U3 \/p°—a’ <p, ciequ y,<y,, ITO 3Ha4u jAa ce y | KBaApaHTy cBaka Tauka

acHMINTOTE Haja3W W3HaJ oarosapajyhe Tauke xumepOoje, Tj. aCHMNOTOTa CE HajasM
u3Haj xurnepOoe, a 3a pactojame u3mely oarorapajyhux tauaka Baxu

b 7 2 B ab ab
d(A,B)—;(«/p —a —p)——p+\/ﬁ< P

Axo 6poj p pacre, Taga ce 6poj 1/p cmamyje, 360r dera ce cMmamyje U pacTojare
d (A,B). YecTo ce kaxe: "ako p HEOTPaHMYCHO PacTe, OHJA CE€ pacTojame d (A,B)
HEOTpaHUUYEHO cMamyje", uin "ako p —> o0 (TeKU Ka OECKOHAYHOCTH ), OHJIa PACTOjamke
d (A, B) — 0 (Texxu ka Hynn)"

OBa uyumeHUIIA C€ Yy MAaTeMaTHIM WCKa3yje W Ha cieachu HaumH "3a Bewke
BpPEHOCTH |x| U Kaaa |x| pacte, mujaronane (10) moOpo ampokcmmmupajy Tpaduk

xunepoose".
Kao mro ce Buam W3 MPETXOTHOT H3jarama, 300r 3Havaja aujaroHana (10)
yBoaumo creaehy nedbunuiujy

HMedpununuja 3. Heka je nata xunep6ouna jeqnaunaom (3). [lpaBe nate jemnaunHama
a:y=—x U a,:y=——Xx,
a a

30BY CC aCUMIITOTE xvmepﬁo.ﬂe.

WnycTpanuja HaBegeHe 0COOMHE MOXKE C€ JOOMTH KIMKOM Ha JIMHK E.3.7.gg§ U
akTuBUpameM amnkanuje GeoGebra.
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WuTynTHBHA mpeAcTaBa 3a aCUMITOTE KpUBE jecTe TaHreHTa y '"OeCKOHayHO
JTaJIeKOj Tauku'.

4. Anasimm3a jeqHauune. CIIMYHO Kao M y CIIydajy €JIUIICe, aHATM3UPajMO yCIIOB
MoJl KOJUM JIB€ Tauke y paBHU ofpelyjy xumepbomy (4). Y Ty CBpXy, Heka cy y

JlekapToBOM MpaBOYIVIOM KOOPAMHATHOM CHCTEMY JIaT€ TauykKe A(xl, yl) u B(x2, yz),

U Heka je Tauka A', cUMeTpuYHa Tauyku A, y OAHOCY Ha )y —ocy, Tauyka A"

CUMETpUYHA TAUYKU A,y OJHOCY Ha X —OCYy , Ka0 M TauKy A" cUMeTpu4Ha Tauku A4,y

oIHOCY Ha KoopauHaTHH noderak. Hapen6a ¢ = KonusniPresek[A,B, A", A",A™']|, y

nporpamy GeoGebra, koHCTpyHIIIEe KpuBa &, oapeheny Taukama A, A', A", A" u B.
Axo je Tauka A ¢ukcupana (36or yera cy ¢ukcupane u tauke A', A" u A"),
noMepameM Tadyke B Mema ce OONMK KpuBe &, Ha cienehn HaywH: ako Tauka B
MPUIAJA YHYTPALJBOCTH OMIIO KOTa O]l MeT LPBEHO 000jeHUX MPaBOYTaOHMKA, KOJU Cy

onpehenn Taukom A, (Cnuka 9.), onakie Cy HCKJbyu€HE Tayke IMpaBHX p(A,A‘),
p(A",A"'), p(A,A"'), p(A',A") " p(A,A") " p(A‘,A"‘) U KOOpPJIMHATHU IMOYETaK
0(0,0) , OHJIa je OBaKo 3aJaThM Taukama A u B, jeqHo3HauHO oApeheHa xumepbona

OF

Cnuka 9.

OBOM 3aKJby4Ky €KBUBAJICHTHA j€ je/IHAaYMHA
2 20 2 20
xa-yp=luxa-yp=1
IZle CMO YBeNH o0enexaBame 1/ a=a u 1/ b* = . OBaj cucTeM je carmacas, Tj. Ma

JEIUHCTBEHA pelicHha

2 2 2 2
_ V=N 5NN
a== 2 2.2 1 2.2 2 .20
XV, =N X1 V) =%
aKo M CaMo aKo je

2.2 2.2
Xy, =%y #0,
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WA
(11) xy,-x%y,#0 n xy,+x,y, #0,

IITO 3HAYHM Jia Tauka B(x,,y,) He mpumaja mpaBama

m:yzhx u n:y:—ﬂx.

‘xl ‘xl
C nmpyre cTpaHe, YMHBECHUIA J]a Tayka B mpumana mpadupaHoj 00IacTH MOXKE ce
npUKa3atu GopMysioMm
(12) (bl <ol Al <a) v (] <[] ALyl <[3il)
KOja je eKBUBAJICHTHA ca

3 U “)U(n ’OO))V(XZ & (=) A vy e(=1y

Konauno, ycnoBu (11) u (12) , Mmory ce npuka3atu y CKyllOBHOM 3aIUCy

(x,,3,) E((((_OO’_ x1|)U(|x1 ’OO))X((_OO’_ y1|)U(|y1 ,w)))U((—|x1

\({(e) vy =0 U{ (. )y —3y=0)

Knukom Ha JuHK U akTuBHpameM arunkanuje GeoGebra, moxe ce
JI0OUTH BU3yeITHA MHTEPIIpPETallrja MPETXOAHE aHau3e o oapeheHocTr Xumnepooie, Kao
u cieneher npumepa.

(1, (o

,oo) AY, e(—oo, , , y1|)).

S )<l b))

(13)

Mpumep 1. CacraButu jenHaunHy xumepbone Kkoja campxu Tauke: a) A(3,2) u
B(-4,-3);6) 4(-3,2) n B(5,-3).

Pememe. Heka je HH :ax’—fy* =1 tpakena jenmaunna enmunce, rae je o =1/a’ u
b= 1/ b*.Ycnoeu Ae H u BeH |, cy ekBUBANEHTHH Ca CHCTEMOM:

a) 9a-4p=1n 16a-96=1,

umja cy penewa @ =5/17 u f=7/17, na je TpakeHa jeqHaunHa

H :5x* =7y =117.

5) da—4f=1u25a-9f=1,
umja cy pemewa @ =5/17 u f=7/17, na je Tpakena jeqHaunHa
H :-5x* +16y* =19. O

Hamnomena 2. U3 jennauune (5) cneau

y:J_ré\/a2 —x7,

a
mro omoryhyje ia ce xunep0osa mocmarpa kao yHuja rpaduka ase GpyHkimje

f()c)zéxlaz—x2 u g(x)z—éxlaz -x7,
a a
npu uemy obe dymkumje umajy nome [—oo,—a]U[a,»], nok je [0,0) xomomen

bynkmje 1, a (—oo,O] KOZIOMeH (yHKIHje g . O
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Hanomena 3. Y Teopemu 1., y3 HaBeneHe yciose, pokycu xumepoosae Mory na oyay,
Ha ipumep, Tauke F| (p—c,q) u F,(p+c,q). Tana jennadnna xunepGoe riacu

(3) b (x=p) —a*(y—q) =a’b’,

WIH y KAHOHCKOM OOJIUKY

4)

0

/

Cnuxka 10.
Tana cy (Cnuka 10.) oce cumerpuje xumepOojie mpaBe: y=qg peajHa oca U X =p

MMarkHapHa oca, a ILGHTap cHUMeTpHje emurnce Tauka S(p,q), - Temena

xunepbone ¢y A(p+a,q) u A'(p—a,q), a acumnrore Cy npase

b b
y—q—;(x—p) u y—q——;(x—p)-

AmnanorHo ycinoBy (8) Moke ce H3BECTH YCIOB Koju Tpeba 1a 3aJ0BOJbE

KOOpJMHATE JIBE JaTe Tauke, 1a jeaHadnna (4') Oyae jenHo3HaqHo ojapehena.
51 !

Cmmka 11.
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Ako cy y JlekpaToBOoM MpaBOyrjioM KOOPAMHATHOM CHUCTEMY JaTe JIBE TaukKe

A(x,»,) u B(x,,y,) nnpaBe X=p U y =g, OHIA Taj YCIIOB ITIACH:

(s 32) €] (((=o2 =[x = ) U(p -+ - )))U
U((p=x-p q+ [y —al))}\
\({(52)[0n =) (x=p)+(x = P)(y=9) =0} U{(x.»)|(1=9) (x—p) +(x,~ p) (y—a) =0}

I'eomeTpujcka uaTepiperanuja yeaosa (13) mgara je va Cruru 11. Ako Tauka B

,0))x((—2,0 =3 —q|)U(g+ |y, —q

o+ = p)x(a-|y —q

npumnaaa mpadupaHoM CKyIy Tadyaka M3 Kora Cy HCKJbY4YeHE TaukKe IpaBUX m U 7,
OHJIa je OBaKko 3amaThM Taukama A u B jemnauwmna (4') xumnepOolie, jeTHO3HAYHO
onpehena.

Kimukom Ha nmuHK u aktuBHpameM arumkaije GeoGebra, Mmoxe ce

JNOOUTH BU3yelTHA MHTEPIIPETaIlija IPETXOHE aHau3e 0 oApel)eHocTH enurnce. [

4.3.3. EkclueHTpUIIMTET, JUPEKTPHUCE U MapaMeTap xumnepooJie

C
1. EKCHCHTPI/IHI/ITeT. Konnunuk e =— 30Be ce HYMEPHUYKH €KCUCHTPUUUTET
a

xumnepbosie. Kako je 0 <a <c, jacHO je Aa 32 HYMEpUUYKH €KCIICHTPUILIUTET XUTIepOoIe
BaXU
e>1.

IIpumep 2. CactaBuTH jeHaUYMHY XHUIEpOOJE, Koja caapKu Tauky M (2,—4), a uMa
HyMEPHMYKH EKCIEHTPUIUTET € =5/2.
Pememe. Hexa je Tpaxena jennaunna xunepbone H :ax’ — fy* =1, tae je yBeneno
obenexaBame o = 1/ auf= 1/ b* .Uz ycnosa M € F crenu nuHeapHa jeHauMHA

4a—-16p=1.
Ha ocHoBy neduHHIIMje HyMEPUYKOT €KCLEHTPUIIUTETA je ¢ = ae , OJJaKIIe je

ae’=a’+b’
a TocIie esbera ca a’h’, uMamo JeHaYuHY U

a+(1—e2),8:0,

a 3a e=5/2 nobuja ce nMuHEApHA jeIHAYNHA

4a-214=0.
PemaBameM JMHEAPHHUX jeaHauuHa 10 « u B umamo: «=21/20 u B=1/5, na je
Tpa)KeHa jeJHAYMHA EITUTICE

H :21x* —4y* =20 O
Wnycrpanuja mpuMepa 3a pa3He BPEJHOCTH HYMEPUYKOT EKCLIEHTPHLUTETa U

pazIuYKuTe MOJNoKaje Tauke M , MOXKe ce JOOUTH KIMKOM Ha JIUHK u
akTHBHpameM aruikanuje GeoGebra.

122



I'eomeTpHjcku cMMCao JIMHEApHOI eKCIeHTpuuuTeTra je jacaH. OH je jeaHak
MOJIOBUHU pacTojama u3Mely Qokyca, a cMUCA0 HYMEPHUYKOT eKCIEHTpUluTeTa o6uhe
pasjalImeH HakoH cieneher pasmarpama.

2. lupexkTtpuce. ITocmaTrpajmMo aBe mapasnenHe mpase d, U d,, CHMETpUYHE y

. a . .
OJIHOCY Ha UMarmHapHy ocy xurepoode (1), Ha pacTojamy 07 oce —, Tj. TOCMaTPajMo
e

npase (Cnuka 12.)
a a
d:x=-——u d,:x=—.
e e
IIpaBe d, u d, 30By ce AMpeKTpHce XunepodoJie, Koje oarosapajy, poxycuma F, u F,.
Xunep6o1a U \beHe TUPEKTPUCE MMajy BeOMa 3HauajHO CBOjCTBO, O UEMY TOBOPH

Teopema 4. Hexa je oama xunepbona jeonauunom (4), nexa cy wenu goxycu F, (—c, O)

u F, (c,O), a oupexmpuce d, :x -4y d,:x =2 Taoa je KonuuHuKk pacmojared
e e

npo-uzeome mauke M xunepbone 00 ¢hokyca u pacmojarea 00 odzosapajvhe
oupexmpuce, jeOHaK HyMePUUKOM eKCYeHMpUyuUmemy, myj.
d(M.F)_d(M.F) _

® a(M.d) d(M.d) ¢

Jlokas. Heka je M (x,y) mponsBosbHa Tauka xumepGone (Ciuka 12.), 360r uera je
|x|>a. Haocuosy (6) 3a pokanne pamujyce d (M, F,) n d(M,F,) Baxu
(10) d(M,F)=r=a+exn d(M,F,)=r,=a—ex,

a30or —a <ex<a, Takohe je
atex>20unma—-ex=0.

s
d1l 4 %12
Py Po
D
1 D,
e
r1 _,-/'
i:1 | a
Cnuka 12.
3a pacojama o1 Tauke M , 10 TUPEKTPHCE, BAKHU
a 1 1
(11) d(M,dl)zplz———x:—|a+ex|:—(a+ex)
e e e
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u

(119 d(M,dz):pZ:g—x:l|a—ex|:l(a—ex).
e e e
Ha ocuony (10), (11) u (11') Hemocpenuo cneau penamuja (9) . |

Baxxu u 00pHyTO TBpheme
Teopema 5. Heka je F oama mauxa (¢oxyc), | oama npasa (Oupexmpuca) u e
peanan 6poj makas oa je e >1. Axo 3a mauxky M , pasnu o, oopehene oamom maukom
U 0amom npagom, 8adcu

d(M,F)
(12) —-=e,
d(M.1)
onoa mauka M onucyje xunep6oiy.
Hoxa3. Heka cy matu peasnu OpojeBu a u e, TakBu ga je a>0 u e>1. Y Jleka-

PTOBOM IPABOYIJIOM KOOPJAWHATHOM CHCTEMY Y PaBHU « , YOUMMO Tauky F (ae,O) u

npaBy /:x =£, 4.3.11.a.00H (Cruka 12.).
e

A
* o, B y/
d
>
& I Xy
F o F.
Ciuka 13.

Heka je M (x,y) Tauka ucte paBHH, 3a KOjy Baxxu penanuja (12), Tj. Baxu

a
X——

— 2 2: .
(x ae) +y" =e .

9

a rmocJje KBajpupama
x*—2aex+a‘e’ +y’ =e’x’ —2aex+a’.
ObenexaBameM ¢ = ae M cKpahuBameM, Mocielka jeHaunHa 100uja 00K
ax’+a’c’+a’y’ =c’x* +a'
a yBohemeM b’ = ¢’ —a’, 1a 3a KOOpAMHATE Tauke M , BaXKH

2.2 2.2 21,2
b’x —a’y =a’b",
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IITO | jecTe jeJIHaYnHa Xurepoose, unja je aupekrpuca [ u ¢pokyc F . Mctu pesynrat
ce noOuja u kaza je F(—ae,0) umnpasy /:x= _4. |
e

Ha ocHoBy oBe aBe TeopeMe MOke ce McKazatu cieaehu morpedaH M 10BOJbAH
yCIIOB, J1a TEOMETPUJCKO MECTO Tadaka Oyje xunepooia, Tj. leHa apyra 1eduHuImja.

JMedpunuuuja 4. Heka cy natu tauka F (¢okyc), nmpaBa d (AMpeKTpHca) U peayiaH
0poj e (HyMEpHUYKH €KCIEHTPHUIIMTET) TakaB Ja je e >1. Xumnepboia je reoMeTpHjcKo
MecTo Tayaka M , paBHU « , oapeleHe TaTOM Ta4yKoM M JJaTOM IIPaBOM, Ca OCOOMHOM
Jla je OHOC IUXOBUX PacTojama OJ Tauke F W pacTojama O AUPEKTpHUce d , jeHaK
EKCIICHTPULIUTETY € .

UnycTtpanmja nepunuiyje 2. U aHajanu3a HaBEACHUX OCOOMHA €KCIICHTPHUIIUTETA,
nupekTpuca u ¢Gokyca xurepoose, MOry ce JOOUTH KIMKOM Ha JIMHK u
akTuBMpameM arukanuje GeoGebra.

3. lapamerap. Jly:xuHa QyXH, KOja je HOpMaJiHa Ha BEJIUKY OCYy M craja (oKyc

Y Ta4Ky Ha CJIUTICH 30BE CE MapaMeTap eJuIice U 0o3HayaBaMo ra ca p . OuurnenHo je

Jla je ’eroBa BPEJHOCT jeHaKa
2

b
p= f(C) - ; 5
rae je f(x) dynkimja, nara y Hamomenn 1.

Hamomena 3. Axo je mara xunep6ona (3'), eKCICHTPUIIUTET U MapaMmeTap Cy UCTH Kao
u 'y ciydajy xurnep6one (3). Melytum, aupextpuce cy

a’I:x:p—g u dzzx:p+£.
e e

Nnycrpanmja HaBeneHe HANMoOMEeHe J00HMja ce KJIMKOM Ha JIMHK m u
akTuBUpameM amrkanuje GeoGebra.

4.3.4. Xunep6o0.J1a 1 npaBa

1. Mehycodnu ognoc. OgHoc xunepOosie W IpaBe pa3MarpaMo peruaBajyhu
CHCTEM, KOJU YMHE jeTHaUYMHa XUIepOoie U jeJHaYNHA [IPaBe

(13) b’x*-a’y’=a’h® A y=kx+n
3aMeHOM HEMO3HaTe ) W3 jeAHaYMHE MpaBe y jeJHAUMHYy XumepoOosie u cpehuBameM,
no0ujaMo KBaJpaTHY jeTHAYUHY
(14) (azkz—bz)xz+2azknx+azn2+azb2 =0,
aKo M caMo ako je a’k” —b* # 0, mpu ueMy JUCKPUMHHAHTA jeJHAYMHE TIIacH
D =4a’b’ (—a2k2 +n’+ bz) :
Ha ocHoBy mo3nare ocoOuHe, K0ja c€ OJJHOCH Ha AUCKPUMHUHAHTY U NPUPOJY pelIeHa,
KBaJlpaTHE jeJHaYMHE, JaCHO j€ Ja 3a pelleha X, U X,, jeqHauuse (14) Baxu:

- 272 2 2
x=%Ax,x,cCeak -b >n
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x,=x,eRea’k>-b*=n’
X, # X, AX, X, e R a’k? —b* <n’.
[on ycnosom a’k® —b* # 0, pememuma x, U x, jeanaunne (14),
~a’kn+~'D —~a’kn—~D
X=—, X, =——
1 a2k2_b2 2 a2k2_b2

2

OJITOBapajy peliema
—b*n+kND ~b*n—kND

Tako ga cy maposu (x,y) u (x,,y,), pemema cucrema (13). Ako cy TO napoBu

Yy =

b

peaiHux OpojeBa (pa3inMuWTH, WU je[HAKH), IpaBa U XUrepOoja MMajy 3ajeTHUYKE
tauke A(x,,y,) u B(x,,y,), (pasnuunre, wiu jennaxe). Ako cy nak, (x,,y,) u (x,,,)
MapoBU KOMIUIEKCHUX OpojeBa, mpaBa u xurnep0oiia HeMajy 3ajeIHUYKUX Tayaka.

Axo je a’k’-b* =0, 1j. k==*b/a, onna je jennauuna (14) nuneapna u (360r
k+#0) uma 3a n#0, jetHO pemieme, KOje HUje Tayka JOAMpA HEro Tauka Ipeceka
npase / u xunepbosne. 3a n =0 npase / cy acUMIITOTE.

Mo:keMo0 3aK/bYYHTH 12 CBAKa MPaBa NapajejTHa aCHMITOTH, a Pa3JIHYNTA 0] Ibe,

ceye XunepooJIy y jelHOj TaYKH.

Hanpen w3BeneHW 3akibydlld MOTY c€ JOOUTH KIIMKOM Ha JIMHK "
akTuBUpameM amrkanuje GeoGebra, mTo je u TBpheme cienehe Teopeme.

Teopema 6. 3a xunepbony H (O,a,b) u npasy 1, oame cucmemom jeonauuna (13),
saoice crneoehu oonocu:
npaea u xunepbona cy OUCjYHKmHU cKynosu <> a’k> —b* >n’
(15) npaea je maneenma xunepbone < a’k> —b*> =n’,
npaea je ceuuya xunepbone < a’k> —b*> <n’. [ |
2. TanredTa y Tauyku xumep6ose. [IpernocraBuMO 1a jeqHAYMHA TAHTEHTE

xunepore (3), y Taukn T'(x,,y, ), r1ack

t:y=kx+n.

Kaxo je tauka T'(x,,y,) jeAnHa 3ajeHAYKA TauKa TAHTEHTE M XUIIEpOOIIe, TO je
Vo =kxy+n,

a 30or ycnosa (15), Baxu

‘= —a’kn _ —d’kn _—-d’k oy, = -b’n _ bn_ D
" ak-b? n’ n " ak-b? n’ n’

Opnartne je

b’x b’
k==="un=-——,

aly Yo

1a jeJIHaYuHa TaHTeHTe y Tauku T’ (xo, yo) xurnepoose (3),
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(16) b’x,x—a’y,y=a’b’.
Hanomena 3. Tanrenra kpuBe (Kpy>KHHUIIE, €ITUTICE, XUIEPOOJIe U CJ.) Y HEHO] TauKH
T,, dyecto ce (moceOHO y BHINOj MaTeMaTHIM) [OCMATpa Kao TIPaHUYHU MOJIOXKA]
ceuulLe S(YZ),TI) , onpehene puxcupaHoM TaukoMm 7; U MIPOMEHJBMBOM TadukoM 7|, Koja
kpehyhu ce o kpuBoj TeXU Ka Tauku 7 .

Howro Tauke T,(x,,y,) u T,(x,y) oxapehyjy ceunuy xumepGome (3),

je,Z[Ha‘lI/IHa CCUHUIIC Ij1acu

s(TO,Tl):y—y0 =@(x—xo),

X=X
a KaKo MCTe Tauke Mmpumaaajy xunepoomnu (3), onna Baxe cieaehe jeJHaKOCTH
2 2 2 2
Xo Vo _ NN
S =ln o=l
a b a b
Ony3umameM IpBe O] APYTe jeAHAKOCTH, T0O0HjaMo

(=) (v +x0) (7 =20) (0 +20) -0,

a’ b?

0JIaKJIC j€

17N _ix0+xl

5 )
X=Xy, a Yty

Capa ce jemHaunHa CEYMIIE MOXKeE 3aMMCcaTH Ha cienehn HaunH

b* x, +x
17 S(T,,T):y—y,=——"2"(x-x,).
(17) (0 1))’ Yo a2y0+y1( o)
X, + X,
Kan ce Tauka 7, xpehe mo xumepbonu u Texu ka 1, Taja u3pa3 ——— TEXKH Ka
Yot N
2%

X, . . . .
5 ==Y 300r yera jequaunna (17) mocraje ekBuBajenTHa jeaHaunau (16) , T1j. ceunra
Yo o

xurepOosie TeX M Ka TaHreHTH xunepoose. Ilpuka3 ommcaHor mnpenasza ceuule y
TAHTeHTy, 100Mja ce KIMKOM Ha JuHK @h3.14.80H n akTHBHpameM AarmmKaiuje

GeoGebra. O
3. TanrenTa u3 Tauke BaH xumnepoOoie. [loctymak 3a onpehuBme jeqHaunHe

TaHreHTe xurepoosne u3 Tauke 7' (xo, yo) KOja He npunajaa Xxunepooiu, (mpumnajaa beHoj

CTOJBAIIFOCTH) CIIMYAH j€ MOCTYTIKY HaJlaKemha jeJHAYNHE TAHT€HTE KPY KHUIIE.
Hauwme, ako je y =kx+n, jenHaunHa TpaxkeHe TaHreHTte xumnepoone (13), onna

Cy UCIyHeHHU cienehu ycnosu
272 2 2
ak’-b"=n" n y,=kx,+n,
OJIaKJIe TIOCIIe eMIMMUHALE 71, 32 X, # ta BaXH
(17) (az—xg)k2+2x0y0k—b2—y§:0

Tj.
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2.2 2.2 212
P i\/—b X, +ay,+ab
1.2 2 2 :
a- —x,
Kaxo tauxa 7T (x,,,) IpHIata CIOBALIBOCTH Xunepboue, 1j. b°x, —a’y; —a’b’ <0,
TO IIOCTOj€ JBE PA3IMUUTE PeallHe BPEIHOCTH 3a k , Tj. k, # k,, IITO 3Ha4YM Ja IOCTOj€ U
ABC pa3jINInUTC TAHTCHTC
LiYy=Y :kl(x_xo) ut:y—y, :kz(x_xo)a
u3 tauke T'(X,,, ), CIOJBAIIHLOCTH XHIEpOoIIe.
Axoje a’—x; =0,1j. x,=+a,usz ycnosa T ¢ E cnequ y, #0, na je jennaunna
(17) nuHeapHa W MMa jeHO peIIeHHe
2 2
+b
k=222
2%,

b

a jellHaYMHE TAHTCHTU CY
hiy—yy=k(x—x) 1 t,:x=x,.

[Toctymak Hajmakewa TAHTCHTE EJMIICE, Pealnu3yje Ce aKTUBUPAEM, PEIoM,

awmkanja  (E305.a00), (E35beel) v @E35.28), y nporpamy GeoGebra,

KITMKOM Ha OAroBapajyhu JTuHK.

IMpumep 3. CactaBuTH jeqHAYMHE TAHTEHTH xumepbone x° —3p° =16 wu3 Tauke
A(-1,-7).
Pemewe. a) Axo je mpaBa y=kx+n TpaxkeHna rtanrenta (Cnuka 14.), oHga cy
UCIYHCHHU clieiehu yCIoBr

16k*=16=n* u k—-n=17,
0JIaKJIC j€

k1:5/3, n1:—16/3 Hu k2:—13/5, n2:—48/5.
JenHaumHe TaHreHTH Cy
t,:5x-3y-16=0 u ¢ :13x+5y+48=0.

_

Cnuka 14. Cnuka 15.

Ipumep 4. CacTaBUTH jeHAYNHY TaHTeHTe Xurepbone x” —2)° =4, Koja ca mpaBoM

p:x+7y—9=0 obpasyje yrao a = |4_15|f| 4.3.16.gg§

128



Pememe. Ako je ¢t:y=kx+n, TpaxkeHa TaHIT€HTa, OHJAa HA OCHOBY yclloBa tga =1,
Baxu Tk +1=T7—k , wma Tk, +1=k —7, onakie je k =3/4 wm k'=-4/3. Ha
ocHOBY ycinosa (16), umamo oxrosapajyhe Bppensoctu n' =+1/2 wm n!' = +/46 / 3,a

TpakKeHe TaHTeHTE UMajy jelHauuHe: 1, :3x—4y+2=0 u ¢/, :4x+3y = Ja6=0. O
Hanomena 4. CnuyHO Hampea HaBEIEHOM IOCTYIKY, MOKE CE€ JOKa3aTh J1a 3a XHUIle-

p6ony H :b’ (x—p)2 ~a’ (y—q)2 =a’h’ nnpasy /:y=kx+n, Baxe cienehu ognocu:
—  mpaa u Xunepboa Cy JIUCjyHKTHH CKYIOBH <> a’k’ —b° > (kp -q+ n)2 ,
—  mpaBa je TaHTeHTa Xunepbone <> a’k’ —b’ = (kp —-q+ n)2 ,
—  mpapa je ceunna xumnepbone <> a’k’ —b’ < (kp —-q+ n)2 .
Jennaunna Tanrente y Tauku T'(x,,, ) Jare Xunmep6ole Taja riacu

(18) b*(x,—p)(x=p)-a’(y,—q)(y-q)=a’b’. =
Nnycrpanmja mocTyrka HajJakema TaHTeHTE XHUIepOoie, MOXKe ce JOOWTH KIMKOM Ha
ek fh3.17.88H u akTiBupamem ammkanuje GeoGebra.

4. Yrao u3mely npaBe u xunep6oJe. Axo mmpaBa ceue Xunepooiry, OHaa ce Mo
yriaom u3Mmely mpaBe u xumepOolie, moapasyMeBa yrao usMmely mpaBe W TaHTEHTE
xunepOosie y mnpeceuHoj Tauku. OuurieaHo je nga je yrao usmely TaHreHte u
xurnepOone jennak 0 (myna). Ilo3nato je na cy yrimoBu u3mel)y ceuuiie U TaHTEHTH y
MPECeYHUM TauykKama IOAYJAapHHU jeIUHO KaJa Cy IMpeceyHe Tauyke (3Hauu U cama
ceuuIia), U y mhHMa TaHTeHTE, CHMETPUYHE Yy OJHOCY Ha OCY, WIH IIEHTap CUMETpHje
xurepoore.

To 3Haum fma mpw pemaBamky OBOT MpoOiema, Tpeba oapenutu yrao usmehy
CEYMIIE U TAHTEHTE Y CBAKO] OJ1 MPECEUYHUX Tayaka MoceOHO, n3y3nMajyhu ciydaj kKaja
j€ ceuriia Xxurnepooae OCHO COMETPUYHA Y OJHOCY Ha jelIHy Of Oca, UJIU Y OJHOCY Ha
LIEHTap CUMETpHje Xurmepooe.

Cnuka 16.
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Ipumep 4. OnpenuTu yriose npecexa xunepdone J : 3(x—2)2 —( y—3)2 =3 u npase
§:3x+y-9=0.

Pemreme. Tanrente ¢, u ¢, y npeceunnm taukama 7, (—9,9) u 7,(4,6), penom nmajy
jenHauune: ¢, :7x+4y =27 u t,:2x—y =2, a yrlloBU KOje OHE 00pa3yjy ca Ceuul oM
s cy ¢ =arctg0.2 n ¢, =45°, penom (Cnuka 16).

Pemieme u pesynraT 3ajarka, Kao U pellermha 3ajataka 3a Japyre moryhe omHoce
npaBc¢ M CJIUIICC, MOry C€ IIO6I/ITI/I KIINKOM Ha JIMHK N aKTHBHUPAKLEM

armukanyje GeoGebra. O
4.3.5. InjameTpu xunepooJie

Kao u y cnywajy enumnce, mocMaTpamMoO MNpaBy KoOja CaAp:KM CpeauHe
napaJjieJTHUX TeTuBa xunepooJie. OBy npaBy Ha3UBaMO JAMjaMeTap XxumnepooJie u 'y
cienehoj TeopeMu aHATM3UPaMo BEeHE BaXKHE OCOOMHE.

Teopema 7. Cpedune napanennux memusa xunepoo.e, KoiuHeapHe cy.
Toxas. Hexa je nara xunepoona H (0,a,b):b°x* +a’y’ =a’b’ n xoucranra keR.
Tanma y ckyIy CBUX MapajelTHiuX MpaBux

y=kx+n,
3a HEKe BpeAHOCTH mapamerpa n € R, mocroju mojackyn, Koju uuHe (TapasieitHe)
ceunrie ngare xunepOosne. Hac 3anmmajy camo OHe ceuuile KOjeé HHUCY NapajieiHe
acHUMITOTaMa, Tj. ceuulle 3a Koje je k #+h/a, umu a’k’ —b* #0. [IpumeTumo 1a 3a
n =0, npaBa
(19) [:x=hx
CaJlp>Ku IIEHTap XurepooIe.

Ha ceunnama mnomeHyTor ckyma, Jara xumepOoiia ojcena oarosapajyhe
napajielHe TETHUBE, INTO Ca CeYullaMa MapajlelHUM acCHMITOTH HHjE CIy4aj.

[Toctynajyhu xao y Tauku 4., ca uusbeM oapehuBama mpeceuHux tadaka M, (xl, yl) "
M, (xz,yz), xunepoosue H (O,a,b) M HEKE OJ] MapajeIHUX Ce4Yuua JaTor CKyIa,

(kpajlbMIX Tadaka jeHE OJ] HAaBEICHUX TeTWBa) aoOwjamo jeaHauuny (14), u3 koje

CIIeH:
_ 2a%hkn
AR e
Axko je M(x,,,) cpenuna reruse M M, onna je
a’kn " e+ a’k’n N b’n
X, = —- Vo = n= n= .
O -d'k’ ¢ b -a’k’ b’ -a’k’
Enumunnmnyhu # 13 nocienmse 1Be jelHaYnHEe, UMaMO
b2
Yo="—">57%0>
0 a2k 0
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IITO 3HAa4M J1a cpeAnHe M, CBUX TeTuBa, oapeheHux xunepooiaom £ (0, a,b) u
ceuniama y = kx +n, IpUNaaajy jeHOj IpaBoj

b2
(20) "'y =——x,

a

KOja caip KM LIeHTap xumnepoore.

AKo cy ceuulie napaienHe ca y-ocoM (taga k ¢ R ), jacHo je na 300r cumeTpu-
YHOCTH XHNEpOosie y OJHOCY X -0Cy, CPeIMHE oAroBapajyhux TeTuBa mpHMaaajy ocH
CUMETpH-je Xurepoosie, x -0CH, Koja Takohe caapku 1enrap xumnepoosie. M

WnycTpanuja u3BeeHUX 3aKjbyyaka MOXKE c€ JOOMTH KJIMKOM Ha JIMHK
U akTHBHpameM arumkanje GeoGebra, mTo je u TBpheme MpeTxoaHe TeopeMe.

Jepununuja 5. I[IpaBa onpehena cpeaquHaMa napajeIHUX TETHBA XUIIEPOOJIe 30BE Ce
JjaMeTap xurepoode.

N3 nokasza Teopeme BUAMMO, J1a 32 KoepHUIlMjeHTe MpaBua: k - nujameTpa [ u k'

- nujametpa /', emunice H (O, a,b) Baxu cnencha penauuja

Q1) k="

CUMETpUYHA y ofHOCY Ha k& u k'. Tana 3a nujamerpe / u /' xunep6oJjie KaxxeMo aa
cy (y3ajaMHO) KOBYTOBaHH IMjaMeTpH.
Y3ajaMHOCT KOBYTOBaHUX JujaMmeTrapa oapeheHna je y cinenehoj nepuHunmju.

Hedpunnnuja 6. /[Ba mujamerpa xunepOose cy (y3ajaMHO) KOBYTOBaHU aKO CBAKH O]
bUX TIOJIOBU TETUBE XUTIEpOOJIe mapaieasHe oHoM apyrom aujametpy (Couke 17. u 18.).

Cazna nokasyjemMo jeiHy BeoMa 3HayajHy 0COOMHY TaHI€HTe Xunepoose.
Teopema 8. IIpasa je mancenma xunepbone, ako u camo aKo je napaneira oujamempy
Xunepboie, Koju je KOry208aH ca Oujamempom Koju caopicu maixy 0ooupa.

Cnuka 17. Cnuka 18.

Joxa3. Heka je T(xo,yo) Tayka xunepoose J”‘[(O,a,b):bzx2 —a’y* =a’h’. Tana je

l:y= Loy Ijamerap xurepOosie KOju caipsku TauKy goaupa 7', a ieMy KOWbYTrOBaHU

Xo

2
X0
2

ay,

nujamerap je mpaBa [':y = X . JenHaunHa mpaBe Koja caapKu Tauky noaupa 1, a
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napajiensa je aujamerpy /' xumnepOore, riacu

2
_b'x,

Y= = azyo (x_XO)’

HITO 1ociie cpehuBama faje TaHreHTy xurepoose y Tauku 7 :

t:b’xx—a’y,y=a’b’.
OOpHyTO, TaHTEHTA
b’x, b’

o YT
aly, Yo
y tauku T (x,,,) xunepbone H (O,a,b), napanenna je ca aujamerpom

t:y=

2
_b'x,

' y=
g azyo

X

KOjH j€ KOIbYTOBaH JUjaMeTpy

|
X9

Jlokazanu morpebaH W JOBOJbAH YCJIOB NpeACTaBjba JACHUHUIM]Y TaHTCHTE

xunepbosne. then npukas ce Moxke T0OUTH KJIMKOM Ha JIMHK m Y AKTUBUPAHEM
armnkanuje GeoGebra.

4.3.6. Ilo1apa 1 moJ1 y 0IHOCY HA XUMepOoJTy

Heka je H (O,a,b):bzx2 ~a’y* =a’h® xunepbona, P(xo, yo) Tayka IbEeHE

CIIoJballlbe 00JIACTH U ¢ M t, TaHTEHTE M3 Tauke P Ha xumepooiy (Cnuka

19.). Axo cy T, (xl, yl) u T, (xz, yz) JOJUPHE TayKe TAHIEHTU M XUIepOose, OHOA Cy
jeHaYnHEe TAHTCHTH XUTepOoie

t:b’xx—a’yy=a’b’ u t,:b’x,x—a’y,y=a’b’,
amzycioBa Pet u Pet,, cienu

2 2 272 2 2 272
b'xx,—ayy,=ab” u bx,x,—a" y,y,=ab
L3

E i)

Cmuka 19.
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Ha ocHOBy mociieisbe JBe pelaimje 3akJbyqyjeMo Jia paBa
[:b’xx—a’y,y=a’b’
canpxu Tauxke nomupa 7, u T,, 1j. mpasa [ = p(7;,T, ), je ceunna xunepGone H .
Ceunna /, onpehena 1oaupHUM Taykama TaHTEHTH XHUIepOose u3 Tauke P, 30Be

ce moJapa Tauke (mo1a) P,y oanHocy Ha xunepooay FH .
Capna noka3yjeMo J1a ¥ Ta4K{ YHYTpalllikhe 00J1acTH XUIepOosie oropapa mojapa
y OJIHOCY Ha Ty XHIIepOoITy.

Y Ty cBpXy younmmo Tauky P(x,,y,) yHyTpalme o0uacTd Xuiepboie H,
avjamerap xumepbone /:y,x—x,y =0, KoOju je campku, U y Tauku P mwemy
KOHYTroBaHy ceuniy xurepbone s:b°x,(x—x,)—a’y,(y—y,)=0. Tanrenre , u t,,y
npeceyHuM Taukama 7, u 7,, cedunie M XumnepoOosie CeKy BHeH Aaujamerap / y Tauku
P'(x',y'), rze je

272 272
\ ab’x, ab’y,

X

'

== y =
2.2 2.2 2.2 2.2
b'xy —a’y, b'xy —a’y,
U3 yenosa b’x; —a’y; >a’b’, naje P(x,,y,) Tauka yHyTpaumbe 061actu xunep6oie
H , crnenm

a’b’ ’ a’b’
bzx.z_azy.zz (bzxz_azyz): a2b2<a2b2,
2.2 2.2 0 0 2.2 2.2

b'xy —a’y, b'xy —a’y,

wro 3Hauu a je P'(x',y') Tauka cnosbauime obnactu xunepGone H. .

[IpaBa p, mapanenna ceunuu s (MU AWjaMETPY, KOWBYTOBAaHOM AujaMeTpy /),
KOja caJip>kul Tauky P' uuja je jeqHauymHa
p:bzxo(x—x')—azyo (y—y')zO,
WA
(22) p:b’xx-d’y,y=a’b’,
je momapa mona P(x,,y,), y onHocy Ha xumepbony J , wro je u tpebano na ce
nokaxe. OuurieHo je 1a 3a (x,,y,)=(0,0) Tauka P'(x',y') unpasa p, He nocroje.

Ha ocHOBy m3BeneHux 3akibydaka, yBenrhemo cienehy aHanmuTiuky neuHUIN]Y

Jepunnunja 7. Hexa je H (O,a,b) xunepGona u P(x,,y,) Tauka y mbeEHOj PaBHH,
pasmuuTa o7 eHTpa xumepboie. IIpasa
p:b*(x,=p)(x-p)=a*(y,—q)(y—q)=a’t’

30Be ce mosiapa Tauke (mosa) P, y ogHocy Ha xunep6ory H (O,a,b).

Hemnocpeane mocneauiie oBe AeuHHIMje jecy ciencha TBphema, 0 ogHOCY
TaHTEeHTE U XutepOoJie U 0 0THOCY (hOKyca U TUPEKTPUCE
Teopema 9. [Tonapa mauxe xunepboie je maneenma xunepbone y moj mayku. m
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Teopema 10. Ilonapa ¢okyca xunepbone je oozosapajyha oupexmpuca. ]
W3 mpeTrxomHOr W3iarama BHIM CE€ Jla 3a CBAKy TaukKy, Pa3jIH4YUTy O] LEHTpa
XurepooJie, MOCTOjH 1MoJiapa, y OHOCY Ha Ty XUnepoouy.
O6puyTo, HEka  je p:Ax+By+C=0 MpoW3BOJbHA  TpaBa U

H :b’x* —a’y* =a’b’, xunepbona. Jla 6u mnpaBa p Ouna momapa HeKe Tauke
P(xy,¥,) .y ontocy Ha xunepbony H , jennaunte
Ax+By+C=0 u b’xx—a’y,y=a’b’,

Tpeba a MpeACcTaBbajy UCTY MpaBy, Tj. Tpeba 1a BaxkKu

b’x, 3 a’y, 3 a’b’
A B c’
OJIaKJie je
a’A b’B
xO = — 0 = — ,
C C

raie je C#0, mTo 3Ha4YM Ja MpaBa p HE CaAPKH ILEHTAp Xuriepoose, Tj. HUje
IMjaMeTap WIM acUMOTOTa, a Takohe koepunmjeHTH 4 U B HHUCY HCTOBPEMEHO
jeTHaKU HYIH, jep (xo,yo) # (0,0).

OBHUM je 0Ka3aHo /1a 3a CBaKy Ta4yKy, Pa3JIMIUTy OJ LIEHTpa Xunepoosie, mocToju
y paBHH XurepoOosie moyapa, y OIHOCY Ha XWIepOOdy, W 3a CBaKy IpaBy, Koja He
caapXy IIeHTap xurepoOosie (HUje aujameTap, WM acHUMITOTA), MOCTOJH y pPaBHHU
xunepOosie 1Moy, y OHOCY Ha XUIIepOoITy.
Ipumep 5. Oppenutn koopauHate nosna P, momape p:x+6y—12=0, y ogHocy Ha
xunepbony H :9x” —16y° =144,
Pememe. Ilowto je p:9xx—16y,y =144 jennaunmna momape, moma P(x,y,), y

onHocy Ha nary xumnep6oiy (Ciuka 20.), onna Baxku cieaeha nmpomopiyja

9%, __16y, -12,
1 6
onakie je x, =4/3 u y, =-9/2. Tauxa P(4/3;-9/2) je non npase p {3.22.g8. O

P

¥
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Ipumep 6. Tanrenta kpyxuuue K : x° + y° =r’, HCTOBpeMEeHO je Tonapa nona P,y
onHocy Ha xumnepbony H :b*x> —a’y® = a’b*. Hahu reoMeTpujcko MecTo mosiosa P .
Crenujano: r=2, a=2, b=1.

Pememe. Ilonapa p, nona P(x,,y,), y oAHOCYy Ha 1aTy XunepOoiy MMa jeQHAYHHY
p:b’x,x—a’y,y=a’bh’, a Tanrenta ¢, nare KPyXKHHIIE Y HEHO] TAUKH T(xl,yl) nMma
jennaunny ¢:x,x+y,y=r".Kako je, N0 yclOBy 3a/aTka, TAHT€HTa KPY/KHHUIIE Y TAuKH

T, ucroBpeMeHo nojapa nona P, Tj. ¢t= p, oHJA je

X —— N — r =/1
b’x, a’y, a'b’ ’
OJIaKJIe je
r r
X :?xo uy =_b_2yo-

Konauno, u3 ycinosa T € K , 1j. x7 + y; = >, 3a KOOpJMHATE X, U ,, ona P, Baxu
2 2
Xo Yo _
2 2
(az/r) (bz/r)

LITO 3HAYM J1a o)1 P Omucyje enuIcy, ca eHTPOM 0(0,0) W MoJyocama a’ / rub’ / r.

VY cunenujanHoM ciydajy, moin P TaHrente kpyxkHume K, Koja je MCTOBPEMEHO
noJjapa, y oJJHocy Ha enurcy L , onucyje eaurcy

x*+16y° =4.
Nnycrpanmja mpuMepa W pelieHke CICNUjaTHOT Ciiydaja, MOXe ce J00uTH
KJIMKOM Ha JINHK U akTHBHpameM ammkanuje GeoGebra. O

4.3.7. OnTHYKO CBOjCcTBO XUIepooJIe

[Tox onTuYkuM CBOjCTBOM XHIIEpOOIIE, MOJpa3yMeBa c€ CBOjCTBO XHIIEpOOIIe Ha
KOME C€ 3aCHUBa 0/10HMjame CBETJIOCHOT 3paka oJ XUIepOOoIHuKor orieaaia. Hauwme,
aKo C€ M3BOp CBETJIOCTH HajJa3M y jeTHOM (POKYCy XHUIEpOOJMYKOr Orjiesaia, ’heroBu
CBETJIO-CHH 3palld ce 0JI0Mjajy OJ] oryiefjana, Kao Ja je u3Bop y aApyrom ¢okycy. OBo
Ba)XHO CBOjCTBO peryJnmuiie ciueneha Teopema
Teopema 11. Tancenma y mauxu M xunepbone (4), ca ocuxcama F, u F,, obpazyje
Jjeownaxe yenoee ca ¢oxannum paoujycuma FM u F,M u npunada ynympawrocmu
yena XFMF,.
Jloka3. Heka je ¢ TanrenTa y Tauku M xwurepOose ca BEIMKOM OCOM 2a M KIKama

F, u F,, v Heka je Tauka A, CUMETpHYHA KWk F,, y OHOCY Ha TaHreHty ¢, (Ciuka
22.). Tapaje d(M,A)=d(M,F,), a oxarie cielu jelHAKOCT
(0 F) = (M )| | (. )~ (. ) = 2
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Cnuka 22.
[Tomrro je mpousBosbHa Tauka I €¢, T # M , Tauka croJpallmke 001acTu xunepoone, To
Ha OCHOBY Teopeme 2. Baxu

|d(T,F)-d(T.F,)|<2a.
To 3HauM 1a u3pa3s ‘d(M,F])—d(M,A)‘:d(FI,A) ¥Ma MaKCUMAaJIHy BPEIHOCT, a OJaTiIe
cie ja ¢y Tauke F,, M u A, Tpu pasnuduTe KolMHeapHe Tauke, Tj. M € p(F,, A).
C nmpyre cTtpase, TaHreHra ¢ je cumerpana yrna XAMF,, yHyTpalmer yria Tpoyria
AFF,M . Opatiie HENOCPEAHO CIEAM Ja Cy YIJIOBH KOje TaHreHTa ¢ oOpasyje ca
dokanaum pagujycuma FM u F,M nomynapHu. |

WnycTpanuja onucaHor ONTUYKOr CBOJCTBA, MOXKE C€ JOOMTH KJIMKOM Ha JIMHK
U akTHBHpameM ankanuje GeoGebra.

Mpumep 7. Heka je gara kpykuuna k :x* + y”* =a’ utauxe F,(—c,0) u F,(c,0), rae
je c>a>0.Axo je N npousBoibHa Tauka KpyxHuue, npasa ¢ L p(F,,N) u tauka T
CHMETpUYHA Tauku F,, y OJHOCY Ha TauKy N , OJPEIUTH TEOMETPH]CKO MECTO MPECE-
YHUX Tayaka M , mpaBUX ¢ U p(E,T).

Pememe. 3a xoopaunare Tauke N(x,y )€k Baxu x; +y =a’, a mowro je
T =0y (F,), ouna je T(2x,—c,2y,). U3 ycnosa Hopmansoctu ¢ L p(F,N), 3a y, #0,

caean
Ly—y= == (x_xl)’

i

a 3a x, #0,npasa p(F,T)=d, nara je jexHaqnHom

d:y=&(x+c).

X
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IIpaBe t u d cexy cey Tauku M (x,y), 300T yera Baxu

c—x y
1 _ 71
(x—x)+y, ==(x+c),
N X
oJlaKJie, OCJe MHOXKER:a ca X,), U Kopuuihema yciosa X, +y; =a’, iMamo
_a’x+ad’c _a’y
X =———, ¥y =7 :
a’ +cx a’ +cx
U3 ycnoa N(x,,y, )€k cnenn
(23) (cz—az)xz—azyz:az(cz—az),

IITO je LEHTPaIHA XHIIepOoIIa ca peatHoM ocoM 2a u kikama F, (c¢,0) u F,(—c,0),a

TO j€ TPakKeHO reoMeTpHjcKo MecTo Tayaka (Ciuka 23).

Ako je y =0, onma je x =+*a, Tawrenra f:x=zxa, a Tauka M,(-a,0),
onHocHo M, (a,0), npeceka npaBux ¢ u d , npunaa xunepoon (23).
Axo je x, =0, onna je y, =+a, npasa d :x=—c, a Tauka Ml(O,(cz—az)/a),

onHocHO M, (0,—(02 —a’ )/ a), npeceka paBuX ¢ U d , mpumnazaa xumepoomn (23).

.,

Cnuka 23.
OGpHyTo, aKo KoopauHate Tauke M (x,y) 3a10BOJbaBajy jenHaumay (23)
XunepOoe u ako je mpaBa
t:y=kx+n
TaHTeHTa xurepoose y Tauku M , koja je uctoppemeno (Teopema 11.) cumerpana yria
kox TeMeHa X F\MF,, Tana Baxxu ycIlloB (1a je IpaBa ¢ TaHIeHTa Xurepoose)

a’k? —(02 —az) =n’.
Hopmana p u3 Tauke F,, HampaBy ¢, JaTaje ca

pry:—%(x—c),
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a 3a KoopauHaTe nogHokja N Hopmaie Baxu
kP41 kP4l
Kopucrehu ycnoB na je npaBa t TanrenTa xumnep6oie (23), umamo
X,+y2:(c—knJ2+(ck+nj2:I@n2+cz+czkﬁ+n2:(Cz+n2ﬂk2+1)
K k?+1 (k2+1)2 (k2+1)2

2 2
Ccrakioclyal a(KP4l)

k? +1 k? +1

IITO 3HAYM J1a 3ajeqHrYKa Tauka N (X1 , yl) TaHreHTe t U ’beHe HopMmase P, MpuIaaa

2

KpyXHUIU K, yrMme je mokaszaHo TBphembe.
Wnyctpanuja npumepa 1 KOHCTPYKLHMja XUIIepOoe, MOXe ce JOOUTH KIIMKOM Ha

JIMHK U akTHBHpameM armnkanuje GeoGebra. O

4.3.8. 3agaum

1. Onpenu jeaHaunHy XunepOose Koja cafpKH Tauke:
a) A(6,3) n B(23,1),

6) A(6,-1) u B(-8,242).
2. Oppenutu jenHaunHy XumnepOoie, uuja je xmwxa F (2\/§ ,0) , @ yrao uaMely \beHUX

aCHMIITOTa U3HOCH @ = 60°. @

3. Ogpeamu jenHaumHy XurepOojie 4YHMjU je JMHEAPHU eKCUEHTpuuurer 17
a-b+7=0.

4. OgnpenutH jenHauuMHy XHUIEpOOJE uUMju je HyMepHuku ekcuentpunurer 4/3, a

JTUHEapHU EKCHEHTPULIUTET 2.
5. Onpenuty jemHaunHy XuIepOye, ddje Cy JKIKE y TJIIaBHHUM TEMEHUMaA CJIHUICe

x> / 100 + y? / 64 =1, a tUpeKTpuUce CanpKe KUKE CIUIICE. @

6. IlpaBa 3x+4y =0 je acumnTora Xurnepoose kK0joj cy xkuxe ynasbene 10. Onpeaun
jemHadnHy xutepooure.

7. OnpeauTy HOBPIIMHY TPOYTIa Koju 00pasyjy acumnToTe Xunepbone X —0.5y” =4
u HopMasa Ha OX ocy Kpo3 jeHy O] KHXKa.

8. IlpaBa 3x—2y =0 je jenHa acMMITOTa XWIepOOJe KOJ KOje pacTojame u3melhy
sKika m3HocH 44/13 . Onpenutu jeqHaunHy Xumnepooue.

9. W3pauyHaTu MOBPIIMHY MPABOYTJIOT TPOYTIJIA YHja Cy JBa TEMEHA JKIKE XUIepooie
x> —y®> =9, a TeMe PABOT yIya Ha ACHMITOTH.

10. OzypenuTH OBPIIMHY TPOYINa KOjH 00pasyjy acuMnToTte xumepdone X° —y> =8 u
HopMaiia Ha OX OCy Kpo3 jeHy O KHXKa.

11. Onpenutu jenHaunHy Xurepoosie, ako je C =2, a Tauredra 2X—y —1=0.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.
21.

22.

OnpeMTH jefHAYMHY TAHTEHTe M Hopmane xumepbone 9x° —y’ =144 y Tauku
npeceka xumnepoose u npase y =5.

OxpenuTH jenHauMHE TAHTEHTH KOHCTPYHMCAHUX y KpajlbUM TauykKama IapaMerpa
xunepbone 9x> —16y> =144 .

VY jemnaumHM mpaBe ax—3y =24 oapemuTd a, TaKo Ja MpaBa OyJe TaHTCHTa

xumepbone x> —y* =36.

N3 Tauke (l, —5) KOHCTpyHCAaTH TaHTeHTe Ha xumepbomy 5x>-3y*=1 wu
U3padyHaTH pacTojame O Te Tadyke [0 IpaBe oxapeheHe NOAMpHUM Tadykama
TAHTEHTHU U xumepooure. @

Kpo3 mpecek mpaBe 3X+Yy =11 u xunepbone 3x* —4y”> =11 mponasu KpyKHHIA

YHjH je neHTap Ha X- ocu. Hahw jenHaunHy Kpy’>KHHIIE ¥ TIOBPIIMHY TPOYIJa YHja
Cy TeMeHa LIeHTap KPYKHUIIE ¥ IPECEUHe TauKe MpaBe W KpyxKHuie. |L6.2gb
OnpenuTH jenqHauynHe TaHreHata u3 Tauke A(—1,—7) Ha xumepbomy X° —Yy> =16

Onpemu TaHrenty xunep6one 3X° —y* = 3 u3 Tauke T (3,5). |18.gg§ |17.ggg

Onpenu yrao koju o0pasyjy TaHTEHTE xnnep6one x> —y®> =1 y Taukama y Kojuma
j€ cede HopMaJsa Ha arcIucy y jeTHOj oz[ KIDKA.
Onpeny 3aje THUYKE TAHTCHTE KPUBUX X2 +4y = 4 u 4X 9y =36. -

Jlokazatu J1a ce enunca M Xumepoosia Koje MMajy 3ajelHUYKE XKIKE CEKy I0J]
IIPaBUM YIJIOM.

Pemmuru Hejez[Hae -
a) X——y—Sl,
16 9
2 2
6) = -L>1,
4 9
B) \/;-I- y<2,
2 2
r) - ,
4 36

n 3 -9y*|>1,

e) \/(x—2)2 +y° —\/(x+2)2+y2 <2.
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4.4. TAPABOJIA

VY mpeTxolHOM u3naramy, Ae(GUHUCATIN CMO €JUICY U XUIepOoIy Kao CKyIoBe
Tayaka y paBHH, YUjU je 30Up, OAHOCHO aTlCOIyTHA BPEIHOCT PA3JIMKE, PACTOjarba OJ
nBe yTBphene Tauke (pokyca) Te paBHH, KOHCTaHTaH.

Takohe je mokazaHo ma je CKym Tadaka y paBHH, onapeheoj mpaBom
(IupexTpucoM) UM TaykoM BaH Te mpase (PoKycom), ca OCOOMHOM Ja je KOJMYHUK
BUXOBUX pacTojama o1 (hoKyca W BUXOBUX pacTojama O]l AUPEKTPHCE, KOHCTAHTaH U
JeIHAaK peaJHOM TO3UTHUBHOM Opojy e (HyMEepHYKH EKCLEHTPHUIUTET); ako je e <1
CKYTI Tauaka je eJMIica, ako je e >1 cKym Tadaka je xumnepooa.

JloruyHO je a ce MOCTaBU MUTAmkE IITA MPEICTaB/ha HABEICHH CKYIl Tadyaka, aKko
je e=1, Tj. ako je pacTojamke MPOU3BOJbHE TauKe TOT CKyMa OJf AUPEKTPHCE, jeTHAKO
pacrojamy ucte Tauke of pokyca. Taj ckyn Tauaka 30Be ce nmapabdosa (Crnuka 1.).

"o,

Cnuxka 1.
[Ipuka3 "mexaHnuke KOHCTpyKmuje" mapaboie no0uja ce KIMKOM Ha JIMHK

U akTHBHpameM arunkanuje GeoGebra.

4.4.1. lepunuumja, KOHCTPYKIHKja U jeHAYMHA MapadoJie

Jepunnumja 1. Heka je / nara npasa - AMpeKTpHUca U HeKa je F' aara Tauka — Gokyc
(>kmxka), Ha pactojarby p on mpase. Ilapabona, ca mapameTpom p, je CKyIl Tadaka
paBHU « ojapehene mpaBom / u TaukoM F, ca OCOOMHOM Jia Cy HHXOBa PacTojama O]l
doxyca jeqHaka lUXOBUM PacTOjambUMa O TUPEKTPHUCE, Tj.

(1) P={M:Mea(l,F)rd(M,F)=d(M,I)}.

Hapenena nedununmja, mocimykuhe 3a KOHCTPYKIM]Y W W3BOheHme jeaHAYMHE
xunepoore.
Koncrpykuuja 1. Heka cy mate mupekrpuca / m ¢oxyc F, Ha pactojamby p OI

mupektpuce (Cruka 2.). Ako je N TogHOX]je HopMaie U3 GoKyca F Ha JUPEKTPHCY,
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oHma je cpemuna T, myxu NF, tauka napaGose. Jlasbe, Ha momynpasoj [N,F)
6upamo Tauky F, Tako na je N—-T—F u 'y B0j npaBy p, HapajelHy TUPEKTPHCH.
Ipecex myka L(F,NF) u mpase p, cy ase tauke O, u O, mapaGore. Iloctymak
HACTaB/baMO JaJbe, TAKO IITO y Tauykama P e [N ,F ) KOHCTPYHIIIEMO HOBE IIPaBe p,,
napanesHe JMpeKTpucH [, uy mpeceky ca mykopuma L(F, NP, 1061jaMo HOBe Tauke

napaboine O, u Q.

N

I H‘"n.‘ )
RN

k| |
VA

Cnuxka 2.
OBa KOHCTpYKIIHja ce MOXe JOOUTH KJIIMKOM Ha JINHK Y aKTHBHU-PabEM
arumnkanuje GeoGebra.
VY cnenehoj TeopeMu perraBaMo po6iieM jeHaunHe napadose.

\
’_‘,.w-"\\

1. KaHoHCKH 00/1MK jeqHaYuHe mapaboJie

Teopema 1. Hexa je peR" u nexa cy y Hexapmosom npagoyenom KOOPOUHAMHOM
cucmemy oame: mauxa F(p/2,0) u npasa 1:x=—p/2. lapabona (1), ca ¢oxycom F
u oupexmpucom l, je ckyn
(2) ’P::{(x,y):y2:2px/\p>0},
2o0e je p - napamemap napabone.
Jlpyrum pednma, o1 HaBeJIeHHM yCIIOBHMA jeTHAYMHA TTapadolie je
3) Yy =2px, p>0.
Hoxka3. [IpernocraBumo (Cnuka 3.a.) maje M (x, y) tayka napabdodne (1), omakie je

d(M,F)=d(M,I).

2

p 2
x—=| +y* =
(ij

a mocJje KBaJpupama u cpehuBama 1061jamo

v’ =2px,

Tana je

L
2

2
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IITO 3HAYHM J1a aKo Tauka M (x, y) npunazaa napadonu (1), onaa npumana u ckymy (2).

Cnuxka 3.

OOpHyTO, aKO KOOpAWHATE TMPOW3BOJbHE Tauke M (x, y) 3a/10BOJbABAjy

jennauuny (3), Tazga je

018 o =8 28]

1wTo 3HauM 1a Tauka M (x,y) npunaza mapaGomn (1). |

x+§‘=d(M,l),

Koncrpykuuja 2. Jla 6ucMo KOHCTpyucanu mapaboiy, y oBOM ciydajy hemo ce
MOCITY’)KHUTH jeTHaYnHOM (3), anm y3 jeHo mojcehame Ha je/laH MO3HATH T€OMETPH]CKU
nojam. Haume, 1y a je reomeTpujcka cpeauHa Iy>Xu b U ¢, ako U CaMo aKo je

2
a”=bc.
OBa nedunnnmja u jeaHaunna (3) ymyhyjy Ha cienehu 3akjbydak: MO3WTHBHA
opawHa-Ta, Tauke M (x, y) napaboiie (3), je reoMeTpHjcKa CpeauHa JBEjy AYKHU O

KOjUX jeIHa UMa Y XKHUHY JeTHaKy 2p , a Ipyra uMa Jy>KHUHY jeTHaKy X .

_—

Crnuxka 4.
IIpeo ce xoHcTpymmy nyxu OA, nyxune 2p wn OM,, nyxuHe X,

(KOHCTPYKITjOM Tadaka A(—2p,0) u MO(xO,O)), a 3aTUM IUXOBAa TEOMETPHjCKa
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cpemuHa Y, =,/2p-X, , kKao Bucuna OB mnpasoyrior Tpoyria aABM, (kox xora cy
npojekimje kateta O4 u OM,, Ha xunotenysy AM ), npu yemy je B(0,y,). Tauka
M (x,,¥,), npecek npase a, kpo3 M, napanente ca BuciHoM OB u npase b Kpo3

B, napanenne xunorenysu AM , onucyje napabomy (Cauka 4.).

Konctpyknmja tpacktopuje Tauke M mapabosie MoOXe ce JOOWTH KJIMKOM Ha
JIUHK U akTUBUpameM arnkaije GeoGebra.
2. [TapameTapcku 00JIMK jeqHa4YnHe nmapadoJie

Teopema 2. Hekaje peR™ u teR\ {k ke Z} . Jeonauune

4) x=2p-ctg’t u y=2p-ctgt,

npeocmas/bajy napamemapcKku 00auK jeoanyune napaoorne (3).

Jlokas. Axo tauka M (x,y) npunaga mapaGonu (3), rae je p € R*, onza ona npumaja
obnactu R? \{(x, y):x20Aye ]R} , Tj. mpunana "mecHoj" 3aTBOPEHOj HOIyPaBHH Ca
uBunioM x =0. AKo je maTu mapaMmetrap ¢ Mepa yria Koju oOpa3yje BEKTOp OM ca

MO3UTUBHUM cMepoM x —oce (Cnuka 5.), Tagaza € R\ {k ik e Z} BaXU

X
ctgt =—.
y

Cnuxka 5.
[Tomro koopauHate Tauke M (x, y) 3aJI0BOJbaBa]y jeAHauuHy (3), uMamo
XX X
ctg’t = — =

yo2px 2p’
a oJlaTje ciee mapameTapcke jeqHadnse (4).

OGpHuyro, ako 32 peR" u teR\{k-7:keZ}, xoopuunare tauke M (x,y)
3a/10BOJbaBajy jenHaunne (4), oHmaa je

2px=2p-2p-ctg2t=4p2ctg2t=(2p~(:tgt)2 =y,
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ITO 3HA4M 11a je M (x, y) tauka xunepoosne (3).

Konctpyknuja tpajekropuje Tauke M mapaboyie MOXKE ce TOOWTH KJIMKOM Ha

JIUHK U akTHBHpameM arnkanuje GeoGebra. [ |

3. YHyTpaumba u cno/balima o0dsact napadoJie.
Onnoc mapabosie W CKyla Tadaka paBHM y KOjoj je AeduHUCaHA, peryiuury
cneaeha nepuHMLIja U Teopema.

Jedpunnunmja 2. Heka je P napabona y paBHH « , ca pokycoM F u mupextpucom /.

Ckyn Tadaka UT:{X:Xea(T)/\[FX]ﬂT:Q} 30Be CE YHyTpallmka 06JacT

napa6ose P, a ckyn S, :=a\(U, UP) 30Be ce cmospamimba ob1act napadose 7.

Teopema 2. Axo je P napabona y pasnu o, ca ¢poxycom F u oupexkmpucom [, onoa
Jje ynympawira obnacm

(5) Up={X:Xea(P)rd(X,F)<d(X.l)},
a cnomautrba obnacm
(6) S:p:={X:Xea(’]’)/\d(X,F)>a’(X,l)}.

Joka3s. Axo je X yHyTpaiuma Tadyka jgate mapabone P, a L mweHa HOpMaJHa Mpoje-
Kiuja Ha aupextpucy [ (momHoxje Hopmaine u3 X Ha /) (Cnmka 6.), Tajga OYUTIICTHO

nocroju 3ajeHudka tauka I, xyxu [XL| u mapaGone, 1j. [XL|NP ={T}, 360r uera
BaXXH

d(X,l)=d(X,L)=d(X,T)+d(T,L)=d(X,T)+d(F.,T)>d(X.F),
Heka je tauka Y €S, wu3mely mupekrpuce ! u mapabone 2. Axo je Tauka N

MOJIHOXKje HOpMaJsie u3 ¥ Ha /,a R mpecedyHa Tayka HOpMale U mapaboie, OHAa je
d(Y,l)=d(Y,N)=d(N,R)-d(R,Y)=d(F,R)-d(R,Y)<d(Y,F).

Cinuka 6.

Axo je nupektpuca uzmely tauke V' u mapabone P, a Tauka N MOJHOXKje HOpMase

u3 Y' Ha /,a Q npeceuHa Tauka JUPEKTPUCE U IyKH [F Y '] , Taja je
d(Y',F)=d(Y',0)+d(Q,F)>d(Y',N)+d(Q,F)>d(Y'l),

IITO je U Tpebao /a ce JOKaxe. |
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['eHepuyKH OpraHM3aTOp 3a MapKUPamke YHYTPALIkhEe W CHOJbAIIkBE 00JacTh
napaboje, MOXe C€ IMOKPEHYTH KIMKOM Ha JIMHK , AKTUBUPAHEM
aruukanuje GeoGebra.

VY cnenehoj Teopemu, Koja ce mokasyje aHanoruo Teopemu 1., 1aT je aHATUTUYIKU
KPUTEPHjyM Ha OCHOBY KOra ce yTBphyje na JM Tauka Npunana yHYTPallkbOj HIU
CIOJBAIITEH0] 00JIaCTH mapadoie.

Teopema 3. Tauka M (x,,y,), npunada ynympawmwocmu napaéone (3), ako u camo
ako je

(5" Vo <2p%,.

Tauka M (x,,y,) npunada cnosaurbocmu eiunce, ako u camo axo je

(6" Ve >2px,.

Nnycrpanmja penammja (5), (6), (5') u (6') Moxe ce MOOUTH KIMKOM HA JTUHK

U aKTUBHMpameM amukanuje GeoGebra. |

4.4.2. Heka cBojcTBa mapadoJie: moji0xaj, CAMeTPHYHOCT, TeMe

1. IMo1o:kaj. Y3 oCHOBHY IPETIIOCTaBKy p € R*, pasnuuuTH mojaoxaju Gokyca u
TUPEKTPHUCE TTapadosie NMajy 3a TIOCISANITY U PA3TUIUTE jeTHAYNHE:

a) 3a F(-p/2,0) u [:x=p/2 (Ciuka 7.), jenHaunsa napagdoine je

®) ¥y =-2px;
0
M r ¥, N
- P
- H‘
X F 3 <
2
Cauxka 7.

6) 3a F(0,p/2) u [:y=—p/2 (Cauxa 8.), jenHauuna napa6oue je

©9) X =2py;
B) 3a F(0,—p/2) u [:y=p/2 (Cnuka 9.), jennaunna napaGone je
(10) x’=-2py.

Wnyctpanuja rpaduka napadosie, y 3aBUCHOCTH OJ] TOJI0Xkaja poKyca U
JMpEKTpHCe, MOXKE Ce 0OHTH KIMKOM Ha iuHK (h4.6.00H, wm f

Q
Q
=

akTuBHpameM arkanuja GeoGebra. O

145



y
v [ P N

2

Xy

rd

M
F
r
} —- ¥
2 N
Cnuka 8. Cmuka 9.

Hanomena 1. Tauka M (x,,y, ), IpUIaza yHyTPaIIH0CTH:
— mapabosie (8), aKo U camo aKo je y; < -2px,,
— mapabosie (9), ako U camo axo je x; <2py, ,
— mapa6ose (10), ako 1 camo aKo je x; <-2py,.
Tauka M (x,,y,) TpHIaja cHO/bANIHOCTH:
— mapaboie (8), ako 1 caMo aKo je y, > —2px, ,
— mapaboie (9), ako 1 caMo aKo je x; >2py,

— mapa6osie (10), ako 1 camo ako je x; >—2py,.

I/InyCTpaqua HAaBCACHUX 3aKJbyddKa MOXKE CC I[O6I/ITI/I KIIMKOM Ha JIMHK

B4.5.a.00b, {45boeh, 45.ceel wn [45.degt v axruBupamem ammikauuje

GeoGebra.
2. Cumetpuunocrt. [Tomro je (—y)2 =%, dynkmmje Y’ =2px u ¥y’ =-2px cy

MapHe Mo y, mrto 3Ha4u fa cy napadone (3) (Cnuka 3.) u (8) (Crnuka 7.) cumetpuye y
OJIHOCY Ha X - OCy. JemHakocT (—x)2 =X’ TOBIAYM TMApPHOCT 1O IPOMEHIEHBO] X,

dyukuuja x> =2py u x> =-2py, a 360r Tora u cuMeTpudHoCcT napabona (9) (Cnuka

8.)u (10) (Cnuka 9.).
3. Teme mapaboJie je Tauka mmapaboje KoOja MMa HajMambe paCTOjale Ol
JUpeKTprce, a oHO M3HocH p/2. Y cBum ciydajeuma (3), (8), (9) u (10), Teme je

Tayka 0(0,0).

Hanomena 2. Jeqnaunna

(11) (v-B) =2p(x-a)

npencTaBba mapaboly, Koja HAacTaje TpaHCIanmjoM mapabone y° =2px 3a BEKTOp
v=(a,B), tme je a,feR (Cmuxa 10.). Hbeno Tteme je T(a,B), ¢okyc

F(a+p/2,B),a mpextpuca u oca cuMetpue Cy pase: [:x=a—p/2 u s:y=p.
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Cnuxka 10. Cnuka 11.
AHanorHo, jexHauMHa (x - a)2 =2 p( y=p ) npeicTaB/ba Mapaboiy, Koja
HacTaje TpaHCnauujoM mapabone y° =2px 3a Bekrop v =(a, ) (Cmuka 11.). Teme
napatone je T(a,B), bokyc F(a,f+p/2), mapextpuca [:y=p-p/2 u oca

s:x=a. O
WnycTpanuja HaBeICHHX OCOOMHA MOXe Ce TOOMTH KIMKOM Ha uHK (h4.9.00H,
WK U akTHBHpameM arnkanuja GeoGebra.
Hanomena 3. [To3naro je na kBagpatHa GyHKIHja
(12) y=ax’+bx+c,

3a a,b,ceR u a=#0, npencraripa mapabony. Kanoncku oOnmk oBe (yHKmmje, 3a
a=-b/2a n :(4ac—b2)/4a , je

yza(x—Ot)2 +4,
Win

(x-af = (- ).

v s
y M 1 M, t
\ .
Of aft 7
F
I B -
Cnuka 12.
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Ha ocnoBy Hanomene 2. mapamerap oBe mnapaboue je p =1/2a, teme T (a, /3) , hokyc
F(a,,B + 1/4a) , nupextpuca [:y=f—1/4a, a oca cumetpuje s:x =, (Cuka 12.). O

Ipumep 1. Onpenutn TeMe, ocy, GOKyc 1 AUPeKTpHCy mapabone y =x" —5x+4.
Pesyarar. Kopucrehu wasemeno y Hanomenn 3., umamo (Cmuka 12.): p=1/2,
a=5/2u B=-9/4.

Wnyctpanuja 3akpydaka u3 Hanomene 3. u yonmreme npuMepa MOry ce JOOUTH
KIIMKOM Ha JINHK U aKTUBUpameM arukaiuja GeoGebra.

4.4.3. IlapaGo.ia u mpaBa

1. Mehycoonu omanoc. 3a aHanu3y ojaHoca mapadosie (3) u mpaBe, perraBamo
CUCTEM jeJHE KBaJpaTHe (jelHayrHa napadosie) U jeiHe JIMHeapHe jeqHaurnHe (TpaBe)

(13) y=kx+n A y =2px, p>0
3aMeHOM HeMo3HaTe ) W3 jelHauyuHE IMpaBe y jeJHayuHy mapabonie u cpehuBameM,

n00ujamMo KBaJpaTHY jeTHAYNHY

(14) k2x2+2(kn—p)x+n2=0,
aKo U caMo aKko je k # 0, npu yeMy AUCKPUMHUHAHTA JeHAYMHE TJIACH
D=4p (p - 2kn) .

Ha ocHOBY 0coOWHE NUCKpHMMHHAHTE KBaJpaTHE jelHA4YMHE M ycioBa p >0, jacHo je
7 3a pelliekha X, U X,, jeqHaunse (14) Baxu:
x, =%Ax,x, cCe p<2kn,
x=x,eR& p=2kn,

X, #X, AX,,X, R p>2kn.

\ B
Cnuxa 13.
ITox ycnoBoM k # 0, pemewsuma x, u x, jenHauuse (14),
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_p—kn+1/ p—2kn

k

X
OJITOBapajy peniema

P

2( X 5
y__p+qp(p—2b0 y__p—dp(p—2b0
1= k H 2 = k s

TaKo 1a ¢y naposu (x,,y,) u (x,,y,), pemema cucrema (13).

Ao cy TO mapoBHW peamHHX OpojeBa (pasIHUMTH, WIH jEeIHAKH), TpaBa H

napaboina umajy 3ajennnuke tauke A(x,y,) u B(x,,,), (pasnuunte, Wi jeaHaxe).

Ako cy mak, (x,y,) # (x,,y,) IapoBH KOMIUIEKCHHX OpojeBa, IpaBa u mapaGona
HeMajy 3ajeHrYKuX Tavaka (Cnuka 13).

Axo je k=0, onna je jenHaumna (14) nuHeapHa M HMMa jegHO pelleme, a
pememe cucrema (13) je map (n2 / 2 p,n) , ITO HUj€ TayKa JOJMpa HEro Tavyka mpeceka

npase / u mapap0oJie U ped je 0 CeUUIH Koja je mapajeiiHa ca 0coM napadode.

Hanpen w3BeseHW 3akJbydlld MOTY c€ JOOUTH KIMKOM Ha JIMHK "
akTuBUpameM amrkanuje GeoGebra, mTo je u TBpheme cienehe Teopeme.

Teopema 4. 3a napabony P u npasy [, dame cucmemom jeonauuna (13), eaoice
cnedehu oonocu:
npasa u napadona cy OUCjYHKMHU CKYnosu < p < 2kn,

(15) npasa je mauweenma napaboone < p =2kn,
npasa je ceuuya napabone < p > 2kn . [
2. Tanrenra y tauku napadose. [IpernoctaBuMO Ja jelHAYMHA TaHTEHTE

napap6one (3), y Tauku 7T(x,,y, ), TIacu

t:y=kx+n.
Kaxo je tauka T'(x,,y,) je/Ha 3ajeHAYKA TauKa TAHTGHTE | TTapadore, To je

Vo =kxy+n,
a 30or ycnosa (15), Baxu

p—kn kn n 2kn
"TTe ek k
Opnartne je
k=20 yp=2
2x, 27

na jexHaunHa Tanrente y Tauku T (x,,, ) mapa6orne (3),

(16) Yoy =p(x+x).
HamomeHna 4. AHaJOTHUM IOCTYIIKOM YTBphyje ce€ OIHOC TpaBe W Mapadoiie, Kao U

jeHaYMHA TaHTeHTE Yy Tayku [ (xo, yo) napabose, ako je mapabona jarta jeJHOM O]

jemnauuHa: (8), (9), (10), (11), unmm (12), a mpaBa ca y = kx+n, ITO je MPUKA3AHO Y
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cnenehoj Tabemnu:

Jennaunna napaGone | YcnoB aoaupa npaBe | JegHauMHa TAHTEHTE y TAUYKK
¥ apabose T(x,,¥,) napaboie
1| v =+2px PF2kn=0 yoy=1p(x+x,)
2. (y—,B)Z:i2p(x—a) pF2k(ka—p+n)=0 | (y,-B)(y—pB)=2p(x+x,—2)
3. | X =2py pk*>+2n=0 xx=%p(y+y,)
4. (x_a)z =+2p(y-p) pk* £2(ka—f+n)=0 | (x,—a)(x—a)=%p(y+y,-28)

Wnycrpaumja ogHoca npase u napabose (jeanauune 1. u 2. y tabenn) Moxe ce

,Z[O6I/ITI/I KJIMKOM Ha JIMHK , d TAaHI'CHTC KIMKOM Ha JIMHK m u
aKTHBHpameM oarosapajyhe ammkanuje GeoGebra.

Wnyctpanmja onHoca npaBe U mapabone (jenqHaunse 3. u 4. y Tabenn) Moxe ce

=

Z[O6I/ITI/I KIIMKOM Ha JIMHK , a4 TAHICHTC KJIMKOM Ha JIMHK M o9

aKTUBHpameM onroapajyhe ammkanuje GeoGebra.
Takohe, xopuctehu pesynrate nodwjeHe aHanmu3oM jeaHaunHe mapadone (11),
3aKJbydyjeMo Ja je mpaBa y = kx +n TaHreHTa mapabose (12), ako je UCIyHeH YCIIoB

(k—b)2 —4a(c—n) =0,
a jelHaYMHA TaHTeHTe y HeHoj Tauku T (X,, Y, ), Tac
(2ax, +b)x—y+bx,—y,+2c=0.
AHAJIOTHO MOCTYNKY NpUMEHeHOM Yy Teopemi 6., 3aKJbydyjeMo J1a BaXu
. 2
—  npaBa ¥ n1apaGora Cy IUCjyHKTHH CKyloBH <> (k—b) —4a(c—n) <0,
— IpaBa je ceuriia mapadonue < (k —b)2 —4a(c —n) >0.

Wnycrpanmja onHoca npase u napadosne (12) Moxke ce 100MTH KIMKOM Ha JIMHK

, a TAaHI'CHTC KIHMKOM Ha JIMHK U aKTUBUPAKBECM OI[I‘OBapajyhe

armukaiuje GeoGebra.
HamomeHna 5. JegnaunHa TaHTeHTEe MOXe ce M0oOUTH (Kao U y clydajy KpY>KHHUIIE,

eNuIce U XurepoOose), ako ce TaHTeHTa y Tauku 7, KpuBe, IOCMaTpa Kao TPaHUYHU
TIOJIOXKA] CEUHIIE s(TO,Tl ) , onpehene pukcupanom Taukom 7; ¥ MPOMEHJBMBOM TaYKOM
1}, xoja xpehyhu ce o KpuBOj TekKH Ka Ta4KkH 7, .

Iomrro rauke T, (x,,y,) u T, (x,,»,) onpehyjy ceuniy napaboxe (3), jennaunsa

CEYHIIE TJIacCH

S(TO,TI):y—y0 :y‘+y°(x—xo),

1 0
a Kako McTe Tauke nmpumnaaajy napadomnu (3), onaa Baxe crneaehe jeqHakoctu

yé =2px, u y12 =2px,,
a oJly3uMameM 1001jaMo
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(yl _yo)(yl +yo) = 2p(x1 _XO)’
OJIaKJIC je

Y=V _ 2p
X=X Vot
Cana ce jemHauMHa CEYMIIe MOKE 3aMMCaTH Ha cienehu HauuH

(1) S(T.T): =3, =—2— (x=x,).

Kax ce tauka 7] xpehe no mapabonu m Texu xa 1, Tama y,+ )y, TexH Ka 2y, 300r

Yot N

yera jenHaunHa (17) moctaje exkBuBasieHTHa jeqHaunHu (16) , Tj. ceumma mapaboie
TEXU Ka TAHTC€HTH napadouie.
[Ipuka3 ommcaHOT Mpeia3a CEYuIle Yy TaHTEHTy, Mo0Wja ce KIMKOM Ha JIMHK

1 akTuBUpameM amnkanuje GeoGebra. O

3. TanrenTa u3 Tauke BaH mapaboJe. [loctynak 3a oapehuBme jeqHaYNMHE

tTaHreHTe mnapadone (3) u3 Tauke T (xo, yo) Koja He mpumana mapadomnu, (mpurmaga

HCHO] CIIOJHAIIEOCTH) CIIMYAH j€ TIOCTYINKY HaJlaXKeHha JeTHAYMHE TAHTCHTE KPYKHHUIIC.
Haunwme, ako je y=kx+n, 3a k #0, jeqHaunHa TpaxxeHe TaHreHTe mapadosne (3), koja

canpxku Tauky T'(X,,¥,) 1 X, # 0, oHxa Baxu
p=2kn mn y,=kx,+n,

OJaKJIC IMOCJIC GJII/IMI/IHaI_II/Ije n BaXH

(18) 2x,k> =2y, k+p=0
Tj.
PN ENr—2px,
1,2 :
’ 2x,

Kaxo Tauka T (x,,y,) IpUNaja CIoJbAllmbOCTH Hapaboie, Tj. y; >2px,, TO HOCToje
JIBE pa3lIMuuTe peajHe BPEeIHOCTU 3a k, Tj. k, #k,, IITO 3HaUM Ha MOCTOje U JIBE
pas3INunTe TAHTCHTE
L1y =X =k1(x—x0) uh,:y=Yy, =k2(x—x0),
u3 tauke T'(X,,y, ), CHOJBAIImBOCTH napabore.
Axo je x, =0, u3 ycnoBa T ¢ P cnemu y, # 0, na je jennaunna (17) nuHeapHa

Y Ma JeJTHO peleHe

p
k=——mun=y,,
2y, Yo
a jellHaYMHE TAHTCHTHU Cy
tipx—2y,y+2y;=0 u t,:x=0.

WnycTtpanuja moCTynka HalaXewma TaHIeHTe mapabosie, MoXe ce J00UTH

aKTUBUPAKEM, PEIOM, allTuKaIlrja (&.4.20.a.ggg), Hi.4.20.b.gg§) u (E.4.21.ggg), y

nporpamy GeoGebra, kKoM Ha oaroBapajyhu JHHK.
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Ipumep 3. CacTaBUTH jeTHAYNHE TAHTEHTH Mapadone y° = 8x U3 Tauke A (—4, —2) .

Pememe. Axo je mpaBa y =kx+n Tpaxena tanrenta (Cnuka 14.), oHIa Cy UCIyHEeHI
cnenehu ycrnoBu
kn=2 un 4k-n=2,
OJIaKJIE je
k=1, nn=2wu k,=-1/2, n,=-4.
JenHaumHe TaHreHTH Cy
tix—=y+2=0 u t,:x+2y+8=0.

-

Cnuka 14. Cnuxa 15.
Wnyctpanmja u yomnmrewe I[Ipumepa 3. mMoxe ce IOOMTH KIMKOM Ha JIMHK

) U akTHUBUpameM amnkaiuje GeoGebra. O

Ipumep 4. CacTaBuTH jenHAuMHY TaHTeHTe Tapabone )° =4x, Koja obpasyje yrao
o =45°, canpaBom [:3x—y+3=0.

Pememe. Axo je ¢:y=kx+n, TpakeHa TaHI€HTa, OHJa U3 ycioBa tga =1, ciaeau
3k+1=3-k, wm 3k+1=k-3, onaxne je k, =1/2 wm k, =-2. Ha ocHOBY ycioBa
(15), umamo onrosapajyhe BpemHoctu n, =2 wunum n,=—1/2, a TpakeHe TaHIEHTE
uMajy jeaHadmHe: t, :x—2y+2=0nt,:4x+2y+1=0.

Unyctpanmja u yommreme I[lpumepa 4. Moxe ce JMOOMTH KIMKOM Ha JIMHK

U akTHBHpameM arukanuje GeoGebra. O

VY 1uby KOMIUIETHHjEI yINO3HaBama OcoOMHAa mapaboie, clequ TeopeMa o
OZIHOCY TaHT€HTH U AUPEKTPUCE
Teopema 5.Tanzenme napabone cy nopmane, ako u CaGmo axKo ce cexy Ha OUpeKmpucu.
Joxa3. Axko cy npase t,:y=kx+n, u t,:y=k,x+n,, HopMaJaHe TaHIeHTe napadoe
P :y* =2px, oHja Baxe penanuje
kk,=—1 u p/2=kn =kyn,.
EnvmuHaImjom npoMeHsbUBE ) U3 jelIHAYMHA TAHI'€HTH, 3a allCIUCY BHXOBE NIPECEYHE

TauKe, UMaMOo
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IITO 3HAYHM J1a IPECevHa Tauka npumnaja gupexrpucu (Cnuka 16.).
L
d Ty P
- Ky
i: &
Crnuka 16.

OGpHyTo, ako je T'(x,,, ), IPOH3BOIbHA TA4Ka AMPEKTPHCE, OHIA je X, =—p/2,
a y,eR. Axko je t:y=kx+n jenHa ox TaHreHTd mapaboie U3 Tauke I , Taga BaxkKe
cnenehe pemanmje

p=2kn n y,=—kp/2+n.
Enuvunanujom n nobujamMo KBagpaTHy jeIHAYHHY MO A
Pk’ +2y,k—p=0,

OJlaKJie Ha OCHOBY BHjeToBHX mpaBumIia, 3a KOe(HIIMjEeHTE TpaBalia TAHICHTH MapadoJe
n3 Tauke 1, BaKu

kk,=-1,
IITO 3HAYM J1a Cy TAHTCHTE HOpPMAJTHE.
WnycTpanmja HaBeeHe ocoOMHE I06Mja ce KIMKOM Ha JMHK [hé4.23.80H u
akTuBHpameM arunkanuje GeoGebra. [

4. Yrao usmely npaBe (kpuBe) u napaooJie.

Axo mpaBa cede mapabony, OHJa ce Mmoja yriiom u3Mely mpaBe u mapaloie,
mojipazymMeBa yrao nsmel)y rpase u TaHreHTe rnapadosie y nmpeceqnoj Tauku. O4uurieHo
je ma je yrao m3melyy tanrente u napabosne jeanak 0 (Hyna). [To3HaTo je na cy yrioBu
n3Mel)y ceunme W TaHTEHTH Yy NPECEYHMM Taykama HOAYAApHU jeIUHO Kaua cy
IpeceyHe Tauke (3Ha4YM M caMma CeuuIa), U y ’bUMa TaHTeHTE, CHMETPUYHE Y OHOCY Ha
ocy cUMeTpHje mapabdoe.

To 3Haum na mpu pemaBamy OBOr mpobiema, Tpeda oApeauTH yrao msmehy
Ceuulle ¥ TAHTeHTE y CBAKOj O]l IPECEYHUX Tayaka rmoceOHo, n3y3umajyhu ciyyaj Kama
je ceuutia nmapaboje OCHO COMETPHYHA Y OJJHOCY Ha OCy CUMeTpHje napabdoue.
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Kako ce mox yriaom u3mel)y nBe KpuBe mojpazymeBa yrao usmel)y HBUXOBUX
TAHTeHTH Y TayKH IMIPeceKka, jJacHo je Aa ce yrao usMehy mapabose u HeKe Jpyre KpuBe
oapehyje Tako IITO ce U3padyyHaBajy YIJIOBH y IPECEYHUM TauKama.

Ipumep 4. Onpenuty yriose npeceka nunuja: a) P:y" =4x u s:2x+y—-12=0

0) K:(x—Z)Z +)' =64,

Pemewe. a) Tanrenre #, U ¢, y IOpeceyHUM Taukama 7 (9, —6) u T, (4,4) , peaom
umajy jenqHaumse: ¢, :x+3y+9=0 u t,:x-2y+4=0, a yrinosu koje oHe 00pa3yjy ca

ceyntioM s cy ¢, =90° n ¢, =45°, penom (Cnuka 17).

17
K

T. P

A
Q 2 P
b
9,
Z
T £
Cnuka 17. Cnuka 18.

0) YV npeceunum Taukama I (6, 4\/5 ) ulT, (6, —4\/5 ) , KpyXHHIIE U Tlapadore,
PE/IOM, TaHTeHTe KpyKHULE Cy X :x+~/3y—18=0 n tX : x—~/3y—18=0, a mapaGone
t:x —\/gy +6=0wu t] :x+ \/gy +6 =0, Cnuka (18). 300r CHUMETPUYHOCTH Y OJHOCY

Ha X - OCY, JIOBOJHHO j€ OJIPEeIUTH yrao Koju oOpasyjy TaHTEHTE y je[HOj TauyKH, Ha
npumep 7, a OH u3HoCH @ = 60°.

Pemera u pesynarati oba 3amaTka, Kao W pa3Ha YOIINTCHA, MOTY €€ TOOMTH
KITMKOM Ha JINHK E.4.24.ggg " E.4.25 .ggg, akTuBHpameM arukanuja GeoGebra. O

5.4.4. InjameTpu napadoJie

Kako je panmje ncTakHyTO, KPUBE JPYror pelia uMajy 3HauajHy ocoOMHY, Ja Cy
cpenuHe WHUXOBUX Meh)ycoOOHO mapaneqHuX TeTWBa KojuHeapHe. 1o CBOjCTBO
JIOKa3yjeMo M 3a 1apadoJly ¥ Ha OCHOBY TOT'a YBOJMMO T10jaM JIjaMeTpa rmapaodorie.
Teopema 6. Cpeoune napanennux memusa napadone, KoruHeapHe cy.

Jloxas. Heka je nata napadoma P:y* =2px, p>0 u koncrauta k € R\{0}. Tama y

CKYITy CBHX MapaJie)IHUX MPaBUX
yv=kx+n,

3a HeKe BPEAHOCTH mapameTrpa 7 € R, mocToju moackym, Koju unHe Mel)ycoOHo mapa-
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JIeTTHE ceuuIle naTe mapaboiie. 3aHUMajy HAC caMO OHE CEYMIIe KOje HUCY IMapajieiiHe
ocu napaboute, Tj. ceuurie 3a koje je k =0.

[Ipumerumo na 3a n =0, npasa
(19) [:x=hx
calpxu TeMe nate mnapabose. Ha ceuniama momMeHyTor ckyma, naTta mapaboia onacera
onrosapajyhe mapanenne reruse. [loctynajyhu kao y tauku 4., ca nuibeM oapehuBama

npeceunnx Tadaka M, (x,,y,) u M,(x,,y,), mapaGone P u Heke O] MapaleIHAX

CeuMIla JaTror CKymna, (KpajibuxX Tadaka jeIHe OJf HaBEICHUX TETHBa) I00HjaMo
jennauuny (14), u3 xoje cienu:
2(p—ikn)

X +x,= )
1T X
k*

Axko je M(x,,y,) cpenuna tetuse M M,, oHna je

xO:p—kn u yO:loc0+n:p_kn+n:£.

k* k k
Haxne, nok napamerap n € R "mponasu" ckymom R (y3uma Bpemnoctu u3 ckyna R),

cpenuHe M|, cBux TeTHBa, oapehenux marom mapadonom P u ceunmama y =kx+n,
MIPUIIAJA]y jeIHO]j IIPaBOj
4
20 ' y="—,
(20) Y=

KOja je mapaJie;iHa ocu napado.ie.

#

Y

Cnuxka 19.
Axo cy ceuunne mapanenHe ca y- ocoM (tama k¢R), jacHo je ma 300r

CHMETPUYHOCTH Tapabojie y OJHOCY X- OCy, CpeJuHe onaroBapajyhmx TeTuBa
MpUIManajy OCH CHUMETpH-je Tapabolie, Xx- OCH, Koja je Takohe mapanenHa ocH
napabore. [ |

WnycTtpanuja u3BEICHUX 3aKJbydaka MOXE ce JOOMTH KIMKOM Ha JHMHK
u aktuBHpameM arumkanuje GeoGebra, mro je u TBpheme MHpeTXomHe
TEopeMe.
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Jepunnumja 3. [IpaBa onpehena cpenmHama napajieiqHUX TETHBa Hapaboie 30Be ce
aujamerap napabouie.

W3 nokaza teopeme BUAMMO, Aa 3a CBaKO keR\{O} MOCTOjU TA4yHO jelHa
BPEMHOCT p/k, Tj. CBaKOME CKyIly CEYMIa jeHOT Mpasia, oapeheHor KoeduiumjeHTom

npaBua k, (mapaneiaHux ceuuna /, Tj. TETUBA) OJroBapa jelaH Aujamerap [': yz%,
napadboJie (3), mapaJejaH ocu napaodo.ie.

OpaBne HEMOCPEAHO CIIETU TeOpeMa
Teopema 7. [{ujamempu napabone napanennu cy ocu napaboie. [ |
Nuaue 3a nujamerap /' mapabosie KaxeMo Ja je KOIBYroBaH TeTHBaMa 4Hje
CpeIuHe CATPKHU.

Cagma cMO y TpUIHUIM Jla TOKaXEMO jeHYy BEOMa 3HauyajHy OCOOMHY TaHTEHTE
xurmepooe.
Teopema 8. /Ipasa je manecenma napabone, ako u camo axKo je napaieiHa memueama
napaboie, KOjuma je Kowye08an oujamemap Koju caopicu mayky 0ooupd.

Jlokas. Heka je T(x,,,) Tauka mapaGone P:y°=2px, 3a p>0, a [''y=y, 3a

¥, #0, nujamerap mapaboine koju caapku tauky 7. 3a neR, npase /:y =Ly n,
Yo

NpEeJCTaB/bajy CeuMlle, KOojuMa je KOmYroBaH aujamerap /' (momoBu oarosapajyhe
TeTuBe). JenHauMHa MpaBe Koja cajgpXu Tauky 7, a mapajenHa je ceuyuuama !/
napaouie, riaacu

4
Y=Y _y_o(x_xo)’
mTo Moce cpehuBama aje TaHTeHTy mapadosie y Tauku 7 :
LYy :p(x+x0) .
OOpHyTO, TaHTeHTa
LY,y = p(x+x0)

y tauku T(x,,,) mapabone P : y* =2 px, nmapanenHa je ceunnama

[:y= L in ,
Yo
KOjUMa je KO’ YTroBaH JujamMeTap
[''y=y,. [ |

Jlokazanu mnorpebaH M JOBOJbAH YCJIOB TpEACTaB/ba JACHUHUIM]Y TAHTCHTE
napabose. then npuka3 ce Moxe JOOMTH KJIMKOM Ha JIMHK U aKTUBHUPAamHEM
aruukanuje GeoGebra.
Hamomena 6. AHamorHMM TOCTYIKOM H3BOAM CE€ aHalW3a Jujamerapa mapadoie

x*=2py, p>0.Y oBom ciyuajy, cBe Ipase napajeiHe ocu napabose ( y - ocu) cy

avjaMeTpu napabosne. Jlakie, imjMeTpu oBe napadose cy rnpase JaTe jeIHAYMHOM

156




xX=Xx,,

rae je x, € R, a mumMa KobyroBane TeTHBe [IPUIIA/IAJy IpaMEHy HapalelIHUX Ceuula,
L X, .
YMja je jenHauynHa obnuka y=—x+n, raeje neR.

WnycTtpanuja u3BEICHUX 3aKJbydaka MOXE c€ JOOMTH KIMKOM Ha JHMHK

1 akTHBUpameM amtnkanuje GeoGebra. O

4.4.5. Ilos1apa 1 moJs1 y oqHOCY Ha napadosy

Heka je P:y’=2px, p>0, nmapaGona, P(x,,y,) Tauka bEHE CIIObALIHE
o0nacTu ¥ ¢, U ¢, TaHreHTe U3 Tauke P Ha mapaboiy (Ciuka 20.). Axo cy 7, (xl, yl) u
T, (xz, yz) JNOAMPHE TauyKe TaHTEHTH M Mapaboie, OHAA Cy jeIHAUYMHE TAHTCHTH
napaboJie

A :ylyzp(x+xl) u f, :yzy:p(x+x2),
ausycnosa Pet, u Pet,, cnenn
Yo =p(x0 +x1) a5, =p(x0 +x2).
Ha ocHOByY mocnenme ABe penannje 3aKkbydyjeMo Ja rmpaBa
l:yoy:p(x+x0)
canpku Tauke gogupa I, u T,, 1j. npasa [ = p(7;,T,), je ceunua napaGone P .

Ceunmna /, ogpeheHa JOOUPHUM Tadykama TaHTEHTU mapadoiie u3 Tauke P, 30Be
ce moJiapa Tauke (moJjia) P,y omHocy Ha mapadoay P .
Cazma nokasyjemMo Jia U TauKu yHYTpallmbe obaacTu napabdosie oropapa noiapa y
OJTHOCY Ha Ty Tapadoiy.

Crnuxka 20.

VY Ty cBpXy YOUHUMO TauKy P(xo, yo) , YHyTpauime obnactu nmapadbone P, nujamerap

157



napabosne [:y=y,, Uy Tauku P ceuuiy napabose s:y—yozﬁ(x—xo), e je
0

¥, #0, unju je Kowyrosanu aujaMerap mnpasa /. 3a y, =0, nujamerap /:y =0, (x-
oca) campxu Tauky P(x,,0) 1 KOBYroBaH je CeunLn §: X = x,.
Tanrente t, u t,, y npecednum Taukama I, u 7,, ceunne M mapabosie CeKy HeH

avjametap / y Tauku P'(x',y'), rze je

2
RIS
p

U3 yenoea y, —2px, <0, na je P(x,,y,) Tauka yHyTpammme oGnactu mapaboue P,

clenu
2
' ' Yo — PX,
y'2-2px =y02—2p(—° . °J=yoz—2y§+2pxo=—(y§—2pxo)>0

wTo 3Ha4M 1a je P'(x',y') Tauka crospammbe obmacti mapaboue P .
IIpaBa p, koja caapxu Tauky P' u mapanensa je ceuunu s (aujamerap / joj je
KOWBYTOBaH), UMa JeTHAYUHY

' p '
piy=y'=—(x=x'),
=)

NN
(22) Py =p(x+x),
je monapa moma P(x,,y,), y oaHocy Ha mapaGoay P, wro je u tpeGamo na ce

TOKaxe.
Ha ocHOBy n3BeneHux 3akJbydaka, yBemrhemo crienehy aHanmuTiuky neuHULIN]y

HNepunnunja 5. Hexa je P:y”* =2px, p>0, mapabona u P(x,,y,) Tauka y HeHO]
PaBHH, pa3IHYKuTa O eHTpa xumepbone. [Ipasa
Py =p(x+x)

30Be ce moJjiapa Tauke (moja) P, y oxHocy Ha mapadony P .

Henocpeane mnocneauiie oBe aedunHunmje jecy ciencha Ttphema, 0 ogHOCY
TaHTEeHTEe U mapadolie ¥ 0 0JHOCY GOoKyca U IUpPEKTpuce napadore.
Teopema 9. [lorapa mauxe napabone je maneenma napaboie y moj mauxu. ]
Teopema 10. Ilonapa ¢okyca napabone je oupexmpuca napaboie. |

W3 mpeTxoaHOT M3arama BUAM C€ JIa 32 CBaKy TayKy, paBHH mapaboiie, mocToju
roJiapa, y OJHOCY Ha Ty mapadoiy.

O6pHyTO, Heka je p:Ax+By+C=0 npousBosbHa mpaBa u P:y’> =2px,
napabona. [la Ou mpaBa p Ouia mojapa HEKE Tauke P(xo, yo) , Y OJTHOCY Ha mapaloiy

P, jennaunHe

Ax+By+C=0 u yoy:p(x+xo),
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Tpeba Ja mpencTaBibajy UCTY MpaBy, Tj. TpeOa aa Baxu
P__ N _Ph

A B C

>

OJIaKJIC je
__PrB

Xo=— U Yy = >

A A
rae je A= 0, mTo 3Ha4yM /a MpaBa p HUje MapajeliHa ca ocoM mapadore, Tj. mpaBa p
HHUJj€ IujaMeTap mapabose .

OBuM je J0Ka3aHO Ja 3a CBaKy TaukKy, y paBHM Hapabose, IOCTOjU IoJyiapa, y
OollHOCY Ha mapaboiy, W 3a CBaKy INpaBy, KOja HHUje MapalielHa ca ocoM (HHje
nrjaMeTap) napaboie, MOCTOjU y paBHH MapadoJie Mo, y OJHOCY Ha napabody.
Hanomena 7. AHanorHo Hampe; NPUMEHEHOM MOCTYTIKY, 3aKJbyUyjeMO: MoJjiapa mnoja

P(x,,¥,),y omHocy Ha mapaGony P:x’ =2py, p>0,jenpasa x;x=p(y+y,).
IIpumep 5. Oppenutn KoopauHare nosna P, monape /:2x—2y+6=0, y ogHocy Ha
xunepbony Py’ =4x.

Pememe. [Towro je /:y,y=2(x+x,) jensaunna nonape, nona P(x,,y,), y oasocy Ha

naty xunepooiy, oHza Baxku cieaeha npomnopiuja

2% %
3 2 37

T x,=2 u y, =4/3. Tauka P(2;4/3) je non npase p , (Cnuka 21.). O
4\, I i

-
N
it
AR N N
|

Crnuka 21.
Hanomena 8. 3aiarak ce Moxke pemuTH U KopuitheweM mo3Hare je teopeme: [lomapa
MpeceyHe Tayke JBEjy MPaBHX, Y OJHOCY Ha KPHUBY (KpY>KHHUILY, €JIHIICY, XUIIepOoIy,
napa0oily) caJpKu MOJIOBE TUX MPABUX, Y OJHOCY HA UCTY KPUBY. O
Ipumep 6. Taurenta kpyxnuue K : x° + y° =r’, HCTOBpeMEHO je Tonapa nona P,y
omHocy Ha xumepbonmy P:y’=2px. Hahm reomerpmjcko Mecto monoBa P.
CrnenujanHo: r=2, p=1.

Pememe. ITonapa p, nona P(x,,), ),y OAHOCY Ha JaTy XUIepOOTy UMa jeHAYMHY
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p:yyy=p(x+x,), a TaHreHta ¢, gaTe KpyXHHUE y HeHoj Tauku ['(x,)) uma

. 2 .
jenHauuHy t:x,x+y,y=r". Kako je, 1o ycloBy 3aaTKa, TAHT€HTa KPYKHULIE Y TAUKU

T, ucroBpemeHo nonapa noia P, 1j. t= p, OHAa je

X r
N__N S
Mo 20
OJIaKJIe je
o 'y,
X,=—— U y = :
Xo PXy

Konauno, us ycosa T € K, 1j. x7 + )] =7, 3a KoOpAUHaTE X, U y,, Noaa P, Baxu

2 2
xO _yO _1
— 4

2 2

rp
IITO 3HAauM Aa oyl P omucyje xunepOoiy, ca IeHTPOM 0(0,0) , PEaJIHOM II0JIyOCOM 7

Y IMaruHapHOM IOJYOCOM D .
V crenujanHoM ciy4vajy, moia P Tanrente kpyxHuie K , Koja je HCTOBPEMEHO
nonapa, y ofqHocy Ha enurncy £, onucyje enurncy
x' -4y’ =4,
NnycTtpannja mpumepa W pelieme CHEIUjaTHor cllydaja, MOXE ce JIOOUTH

kKoM Ha auHK 4.3 1.eol 1 aktuBupamem ammkamuje GeoGebra. O
4.4.6. ONTHYKO CBOjCTBO MapadoJie

W3 ontuke je MO3HATO, Ja aKO C€ HW3BOP CBETIOCTH Hana3u y (OKyCy
napaboIMyYKOr OrJiefajia, HEroBM CBETJIOCHH 3pal ce oa0ujajy ox oryenana
MapajieJIHO OCH, IIITO j€ y BeoMa IMIMPOKO] YIOTpeOr KOJ pa3HUX BPCTa PeICKTOPCKOT,
a moceOHO KO/ ayTOMOOMJICKOT OCBeTJherha. OBaj (hDeHOMEH 3aCHHMBA CE Ha OMTHYKOM
CBOjCTBY nmapado.ie.

WnycTpamumja OBOT CBOJCTBA, MOXE Ce JOOMTH KIMKOM Ha THHK (h4.32.98H n
akTHBHpameM aruukanuje GeoGebra.

Onrtuyko cBojcTBO Mapaboie perynuiie cieaeha reopema
Teopema 11. Tancenma y mauxu M napabone (4), ca gpoxycom F u oupexmpucom
d, je cumempanra yena XFMN, 20e je N noonodxcje nopmane uz mauxe M na
OUpPEeKmpucy.

Joxka3. Heka je Tauka N TOJHOXje HOpMale U3 Mpou3BoJbHE Tauke M , mapabone (3)
Ha JUpeKTpucy d , U Heka je ¢ cumerpana yrina XFMN , mTo je yjeIHO U cuMmeTpaia
nyxku FN , (Cnuka 22.). Tauka M jegHako je yaasbeHa Off )KIKe F W O]l TUPEKTpHUCe
d, Tj.

d(M,F)=d(M,N).

3a 6uno kojy Tauky 7 €t, T # M , Baxu
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d(T,F)=d(T,N)>d(T,0),
rzae je O moaHoXkje HopMale u3 Tauke 7 Ha JUPEKTPUCY, Tj. CBaKa TauKa CUMeTpaie 7,

paznuumTa o7 Tauke M , mpumaza CroJkallkbo] 00JacTH mapabose, ITO 3HAYM 1A je
npaBa ¢ TaHTeHTa mapadoe.

d

Cnuka 22.
300r CUMETPUIHOCTH Tadaka F u N, Kao M MapaJieTHOCTH MpaBe n U oce mapadoire,

jacHo je nma TaHreHra f, oOpasyje jeaHake yrioBe U ca (okamHUM paaujycoM FM u
ocoM mapabone. W

Kopucrehn ontuyko cBOjcTBO mapabojie, 1ajeMo joIul jeaHy KOHCTPYKIIH]JY
rapabore.

IIpumep 7. [ara je npaBa d:x=—§ U Tayka F(%,Oj, raeje p>0.Axoje Aed

MPOM3BOJbHA TadyKa MpaBe, OAPEIUTH T€OMETPHjCKO MECTO IMpeceuyHuXx Tadaka M,
cumerpaie nyxu FA nnpaBe ¢ 1 d, koja campxu Tauky A, mapaboiia ca »XmkoM F
U JTUPEKTPUCOM d .

Pememe. Heka je nara mpaBa d : x = —g U Tayka F(%,Oj ,raeje p>0 uHeka je
A(—g, yoj e€d ,(Cnuka 23.). Jennaunna cumetpaie s, xyxxu FA nara je ca

§iy———=-"—X,
a HopMaje ¢ Kpo3 Tauky A, Ha mpaBy d

Y=o

3a koopauMHaTe npecedne Tadke M (x,y), oBe JBe IIpaBe BaxH

3) ¥’ =2px,
ITo jecte mapabosa, ca >KWxKOM F U AUpeKTpucoMm d .
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OOpHyTO, HEKa je mpaBa
t:y=kx+n

Tanrenta y Tauku M (X, y), mapaGoe (3). Tanrenta t je cumerpana yria oapehexor

doxananm paaujycom FM u mpaBom kpo3 M , mapasierHoM ca ocoMm mapaboe.
™

y t
d /
c A M

Cnuxka 23.
Hopmana n u3 tauke F, HanpaBy t, naraje ca

y=—1fx-P
viye-tfx-E).

a 3a KOOp/JAMHATE TIOJTHOXja S HOpMale BaXu
_2kn-p
T k241

rze je kopuiiheH yciioB ja je npasa t:y = kX+n, tanrenTa napaodosne (3).

=0wuy =n,

Ako je Tauka A(X,,Y,) cuMeTpudHa Tauki F ,y oxHOCY Ha mpaBy t, oHza je
xoz—g uYy,=2y,=2n,
p

IITO 3HAYM Ja HaBefeHa Tauka A(X,,Y,) NpHIaza Ipasoj d:X:_E’ LTO je |

TpebaJio 1a ce T0Kaxe. [
Nnycrpanuja mpumepa U KOHCTPYKITH]ja XUTIEpOosie, MOXKe ce TOOUTH KIIMKOM Ha

JIUHK U akTuBUpameM amnukanvje GeoGebra. O

4.4.7. 3agann

1. Hahu xoopauHate xuke, jelHaUMHY AUPEKTPHUCE U MpHKazaTtu rpadudku cienehe

napabore:
a) Yy’ =4x, r) x*=10y,
6) 4y®=5x, n) xP=-12y,
B) y>=-8X, e) Yy’ =2px, p>0
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10.

11

12.

13.

14.

%) Y =—px, p>0 3 y=-3x Legh.

Koje cy nunmj enpecraBibeHe jefHAUNHAMA:

a) y=2Vx,
6) yz—\/;,

B) y=- _6Xa

r) X=—/-2Y.
Oxpenty jenHauuHy napaGome y> =2px, ako je garo: a) xwka F(3,0); 0)
mupektpuca X =—1; B) Tauka napadone T (1,3).

Wcnutatn onsoc mapa6one y* =10X u cnenehunx tavaxa:

2 (5-7); 6)(8,9); 5) (52,-5). BEEb
Wcnuratu omHoc mapabose X° =+8Y u cienehuux Tavaka:

2) (5-7); 6)(8,9); ») (5/2,-5). Biagb

W3padyHaTn pactojame Tauke M mapaGome Yy* =12X, o1 KmkKe, ako je OpJMHATA

Tauke M jemmaxa 6. 6.080.
Uspauynatu pactojame Tauke M mapabone Yy* =20X, 0f KuxKe, ako je amcimca

tauke M jemnaka 7. -
Onpenu Tauke mapabone y° =16X uuje pacTojame O KUKe H3HOCH 13. -

Hahu jennaunny mapabone y° =2 pX, Koja cagpxu Tauke A u B, umje cy ancimce
X, =1 u X, =9, a paznuka ogrosapajyhux xoopaunara je y, -y, =4. -
Onpenutu 3a Koje BpegHoctd Opoja K, mpaBa y=kx+2: a) ceue mapaboiy

y* = 4x, 6) nomupyje je, T) ca BOM HEMa 3ajeTHUUKNX TaYaKa. -

. O,Z[peI[I/ITI/I BpEAHOCT IMapaMeTpa M, Tako Ja npaBa 6yz[e TaHI'CHTa napa6one:

a) X+my+1=0, y>=xX;

6) Mx—-2y+3=0, y> =6X;

B) 3X-my-m+7.5=0, y> =6X;
r) 3x—-my-m-7=0, x> =8y;

n X—y-m=0, x> =4y.
IIpaBe 2X+Yy-12=0 u 3x-y-3=0 cexy ce Ha mapabomu Yy’ =2px. Hahu

MOBPIIMHY TPOYIJIa Yrja TEMEHA JIOKE Y MPECEYHUM TayKaMma JaTUX MPaBUX U JaTe
napaboure.

VYV rtaukama A(l,y), B(l,—y), C(X,6), napabone Y’ =4X, KOHCTpyHCaHE Cy
TanrenTe. M3padyHaj MOBPIIMHY TPOYIJIa dHje Cy CTPAHHIE Ha TAHTeHTaMa. 13.88h
Hahu jennaumne Ttanrentd m3 Tauke M Ha mapabomny (P): a) M (5,—7),

P:y’ =8x [aggh; b) M(-3,-4), P:x’ =4y [Abggh
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15.

16.
17.

18.

19.
20.

21.

22.

Onpeny jeHAaYMHE TAHTeHTH Tapabone Y’ = 4X, y NPeceyHnM TauKaMa ca IpaBoM
2x+y—-4=0.

OnpenutH yriose npeceka napabone P:y° =4x u npase S:2X+y—12=0 -
Hahu jenmaumHy cKyma cpeluHa TeTuBa mapabone Y’ =3X, mapalelHMX HpaBoj
2x+3y—5=0. [Z008

CacTaBUTH je[HauMHy ceunie napabone Y’ =6X, aKo je Tauka A(5, 3) cpenuHa
CHE TETHBE.

Iox kojum ce yrioM Buau napadona Py =16x u3 rauke M (—4,-2) -

Oxpenu jenHauuny TanreHte mapabone P:y>=8x, koja je: a) mapanenHa IpaBoj

|:2x+2y =3 -, 0) HopmasiHa Ha mpaBy | :2x+2y =3, -

IIpasa t, : Xx—2y+6=0 je Tanrenra napadone Py’ =2px. Hahu tanrenry t, ucre
napaboJre, Koja je HOpMaJIHA Ha JIaTy TAHTECHTY M JOKa3aTH JIa CE TAHTEHTE CEKYy Ha
TUPEKTPHCH.
Pemmmitu HejeqHaunHe:

e) y’<4x

1
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5. KOHYCHM ITPECELIM

Hexka je y paBHE « naTta Kpy)XKHUIIa kK ¥ BaH paBHH Tauka S . CKyI Tauaka CBUX
npaBux onpeheHnx TaukoM S W Tauykama KpYXKHHIIE Kk, 30BE ce Kpy)XHa KOHYCHa
nmoBpII, Tadyka S 30Be ce BpX, a npaBe oapeheHe BPXOM M TaYKOM KPYKHHIE —
W3BOJIHUIIE, KPY>KHE KOHYCHE TIOBPIIIH.

Axo je npaBa, oapeheHa BpxoM S KOHYCHE MOBPIIM M IIGHTPOM KpyXHHIE K,
HOpMaJHa Ha paBaH KPYy)KHHIIEC, KOHYCHA TOBPII je — MpaBa.

[Tox KOHYCHUM TIpeceKoM MoJpa3yMeBa C€ MPEeceK KPY>KHE KOHYCHE MOBPIIU U
paBaHM Koja HE CaJlp>KU HEH BPX.

Konycaum nipecerinma 0aBuiIM Cy ce U MaTeMaTudapu crape ['puke. Jomr je Tama
OWJIO TIO3HATO Ja je MPECEK KPy>KHE KOHYCHE MOBPIINHM M PaBHH, KOja HE CATPKH HCH
BpX: €JIAIICA — aKO PaBaH ceve CBE M3BOHUIIE, XUIIEpOOIa — aKo je paBaH IapaJieHa ca
JIBEMa W3BOJHUIIAMA M Tapaboiia — aKo je paBaH MapajieliHa ca jeTHOM HM3BOJHHIIOM
KPY’)KHE KOHYCHE TTOBPIITH.

HaBomumo jeman moka3 oBe OCOOHMHE, KOjU je a0 OCNTHjCKH MaTreMaThyap
Jannenen, a oBa ocoOnHa mo3Hara je kao /JlanieneHoBa Teopema
Teopema. Axo nonma, ynucana y npagy KpylcHy KOHYCHY NOBPUL, NPeceyeHy jeOHOM
PpasHu, 0ooupyje my paeat, 0HOA je 000UpHa Madxka QoKyc KOHYCHO2 npeceKd.

Joxka3. a) PasmoTpumMo npBO Ipecek mpaBe KOHYCHE MOBPIIU jeTHOM PaBHHU 77, KOja
cede CBe HeHE M3BOJIHHUIIC U HHje HOpMaJia Ha OCY CUMETpH]e.

YoummMo y mipaBy KOHYCHY moBpir jaBe (JlanmeneHnoBe) cdepe, Koje T0AUPY]Y
paBan m y taukama I, u F, (Cnuka 1.). Heka je M mnpou3BosbHa Tauka Ha MPECEKY

KOHYCHE NOBpIIM U paBHU 7. KoHcTpynmmmo kpo3 M U3BOAHMILY p(S,M ) u
OJpeanuMoO HeHe 3ajenHuuke Tauke I, U 7, ca ynucaHuMm cdepama (tauke 7, u 7,

npunajgajy KpykHMama k, M k,, Ol KOJUX CBaka IpeIACTaB/ba IPECEK KOHYCHE
noBpmiy M ynucanux cdepa). Tama, Ha OCHOBY MOAYJAPHOCTH TAHTCHTHHUX YU
ctepe, U3 Tauke BaH cepe, BaKe penarmje
MF, = MT, n MF, = MT,.
Opnatie ciaenu
MF, + MF, =MT + MT, =TT,.
Onceuak msBognuue 7,7,, Hamasu ce usMmely 1Be paBHM HOpPMajlHE Ha OCy

KOHYCHE TTOBPIIIH, U BeTOBa Ay’KUHA j¢ KOHCTAaHTHA, Tj. HE 3aBUCH 0] M300pa Tauke X .
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Jlakie, TuHMja npeceka KOHyCHE TOBPIIH Ca PaBHU 7T, IPEJCTaBJba EIUICY, a JOANPHE
tauke F, u F,, paBHU 7 U chpepa yNuCaHNUX y KOHYCHY MOBPII Cy JKIKE TE EJIHIICE.

Cnuxka 1.

OnHOC BEeHHX T0Tyoca 3aBUCH O] HarnOa paBHU IpeceKa 77, 1 MOXKEe y3eTH OHIIo
KOJy BpEIHOCT. -

0) AaHanorHUM TOCTYNKOM C€ JIOKasyje, Nla aKo je paBaH =&, KOja ceue
JBOCTPYKY IpaBy KOHYCHY HOBpII, MapajesiHa JBeMa HM3BOAHMIIAMA, OHJA j€ MPEeceK
paBHU M KOHyCHe noBpuy, xunepoona (Cnuka 2.), a goaupHe Tauke F, u F,, paBHU 7T

¥ cepa YIHCAHKX Y KOHYCHY TOBPII Cy KIDKE T XHIepoone. 0.2.800

B) Ha kpajy, pasmoTrpumo ciydaj Kajga je paBaH 7, KOja cede MpaBy KpPYxKHY
KOHYCHY TMOBpII, TapayienHa jeaHoj u3Boguuuu (Cnuka 3.). Y KOHYCHY MOBpII
ynumumo chepy, Koja goaupyje paBaH x y tauku F . Ta chepa u KOHycHa MOBpII
MMajy 3ajeTHUYKy KPYXKHHUILy, KOja JIS)KH y paBHH O, HOPMAJIHO] Ha OCYy KOHYCHE
noBpmy. O3HaYMMO ca d TIPEceK paBHU 7T U O

TNo=d.

YounMo mpou3BOJPHY Tauky M , Tpeceka KOHYCHE TOBPIIM W paBHU 7, ca [

00eJIeKUMO MPECEK U3BOTHUIIE p(S M ) U paBHU O, Tj.

p(S,M)mG:{T},
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a ca H , HopMaiHy npojekiujy Tauke M , Ha nipaBy d . Tana tauke T,H € o ¥ Baxu

MOy AAPHOCT AYKHU
MF = MT

KOje Cy TaHEHTHE JyXu cdepe u3 Tauke M .
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Cnuka 2.
C mpyre ctpane, yrao uzmely U3BOIHUIIE p(M T ) U paBHU O, JeIHAK j€ YIIIy

u3Mel)y M3BOAHMIIE M PaBHU HOPMAJIHE Ha OCYy KOHYCHE MOBPIIM — PaBHU OCHOBE, a

yrao usmehy p(M ,H ) U paBHU O , jJe/IHAK je yrily usMely paBHU 77 U O .
[TomTo je paBaH 7 mapajeinHa jeIHO] W3BOJIHHUIIM, TO j€ yrao u3Mel)y W3BOJIHUIIC

p(M I ) U paBHU O , jelHaK yriy usMel)y mpase p(M ,H ) U paBHU O, Ta je TPOyrao
AMHT jenHakoKpakH, 300T uera je
MT = MH ,

OJIaKJIe je
MF = MH .
Cnenm na Tauka M mpumana napabonu ¢ pokycom F U nupexTpucom d . -

Ha Taj HauuH cBaka HelereHepucaHa KpuBa JIpyror peia, MOXe ce JT0OUTH Kao
MpeceKk Kpy>KHEe KOHYCHE TMOBPILIU jeIHOM paBHH, 300T yera ce TakBe KpUBE YECTO U

Ha3MBajy KOHYCHH MpeceLH, UK JeJTHOCTABHO — KOHUKE.
Cdepe, ynucane y KOHYCHY TIOBpII, KOje JOIUPYjy paBaH Mpeceka 7, 30By ce

cthepe lannenena
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Ciuka 3.

Hanomena 1. Axo paBaH, ceue NMJIMHIPUYHY TOBPII (YMECTO KOHYCHE TOBPIIIHN), OHJIa
ce TMOTIYHO aHAJIOTHUM pacyhuBameM MOXXe [0Ka3aTH, Ja je IpeceKk eJIuIca.
Hanomena 2. Enumnca ce Moxe JDOOMTH Kao MapajeliHa MpOjeKIlrja KPYy>KHHIIE, Ha
paBaH Koja cede paBaH KpY>KHHIIE..

Hanomena 3. Enunca, xunepOoina, niu napabona, Moxe ce JOOUTH U Kao ILieHTpajiHa
npojeKkuuja KpyrskHuLe k;, Wim k,, U3 BpXa KOHyCHE MOBpIIM S, Kao LIEHTpa
NpojeKIje, Ha paBaH 77, KOja ceue CBE M3BOJHMIIC, MapaJiesiHa je ca JBe, WIH ca
JEIHOM M3BOJHHIIOM, a HE CaJIP>KU BpX S .
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