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Predgovor

Ovaj rad se bavi algebrama kompleksa i stepenim konstrukcijama uopste. Ste-
pene konstrukcije predstavljaju pokusaj da se struktura koja postoji medju elemen-
tima datog skupa ”podigne” na nivo podskupova tog skupa. U radu se razmatraju
sledece konstrukcije:

(1) Za datu operaciju na skupu A formiramo odgovarajucu stepenu operaciju
na P(A). Na taj nacin svakoj algebri sa nosatem A mozemo dodeliti njenu
algebru kompleksa sa nosaem P(A).

(2) Za datu relaciju na skupu A formiramo odgovarajucu stepenu relaciju na
P(A). To nam omogucava da svakoj relacijskoj strukturi pridruzimo odgo-
varajucu stepenu relacijsku strukturu.

(3) Za datu relaciju na skupu A formiramo odgovarajucu operaciju na P(A).
Na taj nacin svakoj relacijskoj strukturi mozemo pridruZiti odgovarajucu
algebru kompleksa date strukture.

Prvo poglavlje ovog rada sadrzi pregled poznatih rezultata iz ove oblasti. U
prvom odeljku razmatra se veza algebri kompleksa sa osnovnim operatorima uni-
verzalne algebre. U drugom odeljku dati su poznati rezultati Gautama i Grétzer-
Laksera o identitetima koji se prenose sa algebre (varijeteta) na algebru kompleksa
(varijetet algebri kompleksa). U sledeca tri odeljka prikazani su rezultat o global-
noj odredjenosti pojedinih klasa algebri. U Sestom odeljku uvedene su algebre
kompleksa relacijskih struktura. Ako u definiciju uklju¢imo skupovno-teoretske
operacije, ove algebre su Booleove algebre sa operatorima. U nastavku sekcije
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dokazana je teorema reprezentacije Jonssona-Tarskog za dobre Booleove algebre
sa operatorima. Sedmi odeljak sadrZi rezultate iz poznatog rada R. Goldblatta
o varijetetima Ciji se clanovi mogu predstaviti kao algebre kompleksa relacijskih
struktura i o vezi ovih varijeteta sa modalnim logikama. U osmom odeljku raz-
matrane su relacijske strukture kompleksa i ukazano je na njihovu primenu u teo-
rijskom racunarstvu. U devetom odeljku dat je dokaz teoreme Gritzer-Whitneya
o varijetetima relacijsko-operacijskih struktura zatvorenim u odnosu na formira-
nje stepenih struktura (teorema je dokazana samo za strukture sa operacijama i
relacijama konacne arnosti, dok u originalnom dokazu nema tog ogranicenja).

Drugo poglavlje ima sedam odeljaka. Osim teorema 2.1-2.5 rezultati ovog
poglavlja su originalni i dobijeni su u saradnji sa Rozélijom Madarasz. U prvom
odeljku razmatrana je veza izmedju faktor algebri i algebri kompleksa i date su
stepene verzije teorema o izomorfizmu. Kljuéni pojam ovog odeljka, pojam do-
bre faktor relacije, uveden je u drugom odeljku, gde su dokazane neke osnovne
osobine ovih relacija. Dobre relacije predstavljaju uopsStenje kongruencija, ali za
razliku od njih, skup dobrih relacija neke algebre uredjen inkluzijom bi¢e mreza
ako i samo ako su sve relacije na posmatranoj algebri dobre. Ovo tvrdjenje do-
kazano je u treCem odeljku. Teoreme o izomorfizmu ne mogu se prosiriti sa kon-
gruencija na klasu svih dobrih relacija. Ovo pitanje razmatrano je u Cetvrtom
odeljku, gde su uvedene neke klase relacija (Sire od klase kongruencija) za koje
vaze uopstene verzije teorema o izomorfizmu. U petom odeljku je pokazano da
se, kada se pomenute klase urede inkluzijom, dobijaju algebarske mreZe i ispiti-
van je medjusobni odnos tih mreZa. U Sestom odeljku dokazane su stepene verzije
teorema o izomorfizmu, za $ta je bilo potrebno uvesti nove klase dorih relacija, S-
dobre, H-dobre i vrlo dobre relacije. Stepene relacije koje se ovde koriste poticu iz
teorijskog raCunarstva, gde igraju veoma vaznu ulogu u modelovanju nedetermi-
nisti¢kih programa. U sedmom odeljku ispitano je $ta se dobije kada se stepenuju
relacije iz pomenutih klasa.

U tre¢em poglavlju razmatrana su neka pitanja u vezi sa stepenim grafovima.
Grafove mozemo posmatrati kao relacijske strukture sa jednom binarnom rela-
cijom, a stepeni grafovi su njihove relacijske strukture kompleksa. Prvi odeljak
ovog poglavlja sadrzi spisak osnovnih pojmova i oznaka, $to je potrebno izme-
dju ostalog i zbog toga Sto terminologija iz teorije grafova na naSem jeziku jo$
nije usaglasena. U drugom odeljku dokazane su neke osnovne osobine stepenih
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grafova, dok su u treem odeljku navedeni rezultati drugih autora o globalnoj
odredjenosti grafova. U Cetvrtom, petom i Sestom odeljku dokazana je globalna
odredjenost nekih klasa grafova, a u sedmom odeljku globalna odredjenost klase
algebri koja je dobijena algebraizacijom turnira. Svi rezultati Cetvrtog, petog,
Sestog i sedmog odeljka su originalni.

Na kraju, Zelim da se zahvalim svima koji su doprineli izradi ove teze. Po-
sebnu zahvalnost dugujem mentoru dr Rozaliji Sz. Madardsz koja me je upoznala
sa problemima Cije je reSavanje dovelo do ove teze i ukazala mi na moguée pravce
daljeg istraZivanja. Takodje, njeni saveti su presudno uticali da ovaj rad bude
mnogo bolje organizovan.

Zahvalan sam dr Sinisi Crvenkovicu koji je procitao rukopis i svojim savetima
pomogao da se isprave pojedini propusti i nepreciznosti u tekstu.

Zahvaljujem se dr Zoranu Stojakovicu za pruZenu podr$ku tokom izrade teze.

Dr Dragan Masulovi¢ je procitao rukopis originalnih rezultata treéeg poglavlja
i dao niz korisnih sugestija koje su bitno popravile Citljivost tog dela rada, na ¢emu
sam mu veoma zahvalan.

Posebno se zahvaljujem mr Nenadu Djapicu za pomo¢ prilikom pripreme i
obrade teksta.

Novi Sad, 11.3.2002.
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Uvod

Prema Birkhoffu, pojam algebre kompleksa poti¢e od Frobeniusa. On je za pro-
izvoljnu grupu (G,-) operaciju - pro$irio na prirodan nacin do operacije medju
podskupovima skupa G. Naime, ako su H,K C G tada

HK = {hk |h € H,k € K}.

Ova definicija se lako moZe preneti i na slucaj operacije proizvoljne arnosti. Na
taj nacin, svakoj algebri 4 mozemo dodeliti njenu “’stepenu algebru” P(4), ¢iji Ce
nosac biti skup svih podskupova algebre 4. Kako je cela teorija ”stepenih™ algebri
pocela u teoriji grupa, u kojoj se podskup nosaca zove i kompleks, onda se algebre
indukovane na partitinom skupu nosaca zovu najcesce “algebre kompleksa”, mada
mnogi autori Koriste i izraz ”global algebre”.

Pored teorije grupa, danas u literaturi postoji veliki broj oblasti gde se kon-
strukcija stepene algebre implicitno koristi. Takav slucaj je recimo kod distributiv-
nih mreZa, gde su operacije medju idealima u stvari samo “’stepeni” odgovarajuéih
operacija same mreze. U teoriji formalnih jezika, operacija konkatenacije medju
reCima se na prirodan nacin prenosi na operaciju medju jezicima (koji su u stvari
skupovi re¢i). U intervalnoj aritmetici, u cilju analize greSaka kod numerickih
izraCunavanja, operacije sa skupa realnih brojeva prenosimo na odgovarajuce in-
tervale.

Jedno od osnovnih pitanja teorije algebri kompleksa je koliko se osobine os-
novne strukture prenose na odgovarajuéu algebru kompleksa. U tom smislu, u
literaturi je detaljno razmatrano pitanje vazenja identiteta na jednoj, odnosno dru-
goj algebri. Prvi prilog ovoj temi dao je Gautam jo§ 50-tih godina proslog veka. U
sustini, on je opisao sve varijetete definisane jednim identitetom koji su zatvoreni
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u odnosu na formiranje globala. Gritzer i Lakser s druge strane, daju odgovor na
pitanje koji se sve identiteti prenose sa varijeteta na odgovarajudi varijetet alge-
bri kompleksa i koriste taj rezultat da odrede sve varijetete odredjene algebrama
kompleksa mreZa i grupa.

Sto se ti¢e osnovnih algebarskih struktura, u vezi sa algebrama kompleksa
pretezno su izuCavane semigrupe. Razlog je jednostavan - za razliku od drugih
vaznih klasa (grupe, mreZe, prsteni itd) global semigrupe je takodje semigrupa.
Najveéi doprinos u ovoj oblasti dao je T. Tamura, od koga potice sledeca klasifi-
kacija izu€avanih problema:

(1) Za datu klasu semigrupa opisati njihove algebre kompleksa.

(2) Za datu klasu globala semigrupa opisti semigrupe Ciji globali spadaju u tu
klasu.

(3) Problem globalne odredjenosti klasa semigrupa.

Za klasu algebri kaZemo da je globalno odredjena ako su svake dve algebre te
klase koje imaju izomorfne globale takodje izomorfne. Mada je Tamura dokazao
globalnu odredjenost mnogih klasa semigrupa, ispostavilo se da klasa svih semi-
grupa nije globalno odredjena. Do ovog vaznog rezultata dosla je E.M.Mogiljan-
skaja. Takodje, treba pomenuti rezultat Y. Kobayashija, koji je pokazao globalnu
odredjenost klase polumreZa. Problemom globalne odredjenosti bavili su se i Ju-
goslovenski matematicari. Tako su S. Crvenkovi¢, I. Dolinka i M. Vinci¢ dokazali
da klase involutivnih semigrupa, poluprstena i involutivnih prstena nisu globalno
odredjene, a M. Vinci¢ je dokazao globalnu odredjenost klase *-bendova.

Prirodnu generalizaciju algebri kompleksa univerzalnih algebri predstavljaju
algebre kompleksa relacijskih struktura. One se dobijaju konstrukcijom koja sva-
koj relaciji arnosti n + 1 na nekom skupu dodeljuje operaciju arnosti n na parti-
tivnom skupi. U ovom kontekstu obi¢no se fundamentalnim operacijama takve
algebre pridodaju skupovno-teoretske operacije i na taj nacin se dobija Boole-
ova algebra sa operatorima. Ovu konstrukciju upotrebljavaju Jénsson i Tarski pri
proucavanju Booleovih algebri sa operatorima. Izmedju ostalog, oni dokazuju da
je svaka dobra Booleova algebra sa operatorima algebra kompleksa neke relacij-
ske strukture.

Znacajan pravac istraZivanja predstavljaju varijeteti algebri kompleksa. Na-
ime, primeceno je da se mnogi varijeteti mogu reprezentovati preko algebri kom-
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pleksa. Preciznije, takvi varijeteti mogu se predstaviti u obliku V = SK*, gde je K
neka klasa relacijskih struktura (naj¢eSée elementarna), a K sadrZi sve izomorfne
kopije algebri kompleksa struktura iz K. Zanimljivo je da motivacija i glavni pri-
meri ovde dolaze iz modalne logike, $to je detaljno demonstrirano u poznatom
ekspozitornom radu Goldblatta iz 1989. godine.

Relaciji na skupu A moZemo (na viSe nacina) pridruZiti odgovarajuéu relaciju
(iste arnosti) na skupu P(A). U teorijskom racunarstvu ova stepena konstrukcija se
pojavljuje preko stepenih domena (’powerdomains”). Domeni su klasa parcijalno
uredjenih skupova koja se koristi kod modeliranja deterministi¢kih programa. Na-
ime, zgodno je skup stanja takvog programa posmatrati kao neki domen D, a sam
program kao preslikavanje iz D u D. Prirodno, nedeterministicke programe tada
interpretiramo kao preslikavanja iz D u (D). To stvara potrebu da se struktura
domena prenese sa D na P(D), a to se naravno postiZze odgovarajuom stepenom
konstrukcijom. U poslednje vreme u teorijskom racunarstvu nalaze svoje mesto i
stepeni grafovi. Oni se naime koriste kao modeli konkurentnih sistema.

Definicija “’stepene relacije” koju je uveo Whitney, omogucuje nam da za
svaku operacijsko-relacijsku strukturu formiramo odgovarajuéu (operacijsko-re-
lacijsku) strukturu kompleksa. I ovde je naravno klju¢no pitanje koje se osobine
prenose ovom konstrukcijom. Najvazniji rezultat iz ove oblasti pripada Gritzeru
i Whitneyu koji su opisali operacijsko-relacijske varijetete zatvorene u odnosu na
formiranje struktura kompleksa ne ograni¢avajuci se pritom na operacije konac¢ne
arnosti. Ostaje otvoreno pitanje koje su osobine prvog reda invarijantne u odnosu
na opisanu konstrukciju.

Ve¢ iz ovog kratkog i nepotpunog pregleda jasno je da su stepene konstrukcije
definisane i izuCavane od strane raznih autora u raznim oblastima matematike.
Mnogi od ovih autora Cesto nisu bili upoznati sa radom ostalih i njihovi napori
bili su ograniceni na primenu u jednoj uskoj oblasti. Chris Brink je prvi autor
koji je uvideo nedostatak jednog opstijeg prilaza ovoj tematici. On je posmatrao
stepene konstukcije kao celovitu oblast koja je vredna izu€avanja sama po sebi.
Izmedju ostalog, njegova namera je bila da pokaze kako se iste ideje pojavljuju
u raznim granama matematike u kojima dolazi do primene stepenih konstrukcija.
Naroditu paznju posvetio je primenama u univerzalnoj algebri, jer su se tu, veé
na nivou bazi¢nih pojmova (homomorfizmi, podalgebre, faktor algebre) otvorila
mnoga zanimljiva pitanja. Ova doktorska teza predstavlja pokusaj da se na neka
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od pokrenutih pitanja da odgovor.



Poglavlje 1

Stepene konstrukcije i njihove
primene

1.1 Algebre kompleksa univerzalnih algebri

Za proizvoljnu n-arnu operaciju f na skupu A postoji prirodan nacin da se ona
prosiri na partitivni skup P(A). Naime, operacija f* : P(A)" — P(A) se moze
definisati na sledeéi nacin: za proizvoljne Xi,...,X, € P(A)

FHX0e X)) = {F () | (i < ) € X3},

Na taj nacin svakoj univerzalnoj algebri 4 = (A, F) moZemo dodeliti njenu ”ste-
penu” algebru P(4) = (P(A),{f" | f € F}). Prema Birkhoffu, pojam stepene al-
gebre potice od Frobeniusa. On je tu konstrukciju posmatrao kod grupa. Kako se
podskup nosaca grupe zove i kompleks, onda tako nastale algebre zovemo alge-
bre kompleksa. Umesto ovog naziva mnogi autori koriste izraz “global algebre”,
koji ée se pojavljivati i u ovom radu.

Ponekad se u literaturi za nosa¢ algebre kompleksa P(A4) uzima skup svih
nepraznih podskupova skupa A. Mi éemo algebru kompleksa dobijenu na taj
nacin oznacavati sa P, (A4). Takav pristup (sa retkim izuzecima, npr. [17]) usva-
jaju autori koji se bave algebrama kompleksa specijalnih algebri. Autori koji se
bave univerzalno-algebarskim aspektima ovog problema ponekad razmatraju obe
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2 POGLAVLIJE 1. STEPENE KONSTRUKCIJE I NJIHOVE PRIMENE

moguénosti (npr. [22]). Ako govorimo o algebrama kompleksa relacijskih struk-
tura, ili ako “’izvedenim” operacijama pridodamo i skupovno-teoretske operacije,
onda je ve¢ neophodno ukljuciti i prazan skup u nosac¢ odgovarajuée algebre. Mi
¢emo, bududi da éemo taj pojam pratiti za proizvoljne univerzalne algebre, usvojiti
sledecu definiciju algebre kompleksa:

Definicija 1.1 Neka je 4 = (A,F) univerzalna algebra. Njena algebra kom-
pleksa P(4) jeste algebra istog tipa kao A sa nosacem P(A), sa skupom funda-
mentalnih operacija {f" | f € F}, koji je definisan na slede¢i nacin:

e akojear(f)=n>1,ondaar(f*)=nizasveX,...,X, € P(A)

PR X) = L ety ) | (V0 < ) € X},

e akojear(f)=0,tj. f:A° — A je konstanta, onda f* : P(A)°? — P(A) tako
da

10 ={f(0)}.

Drugim recima, ako je ¢ € A konstanta algebre A4, onda je odgovarajuca kon-
stanta algebre kompleksa P(A4) definisana sa ¢* = {c}. Razlog za ovako spe-
cifi¢no tretiranje konstante leZi u tome S$to, zbog mnogih kasnijih razmatranja,
zelimo da algebra kompleksa P(A4) uvek sadrzi u sebi izomorfnu kopiju origi-
nalne algebre 4.

Postoji veliki broj primera u literaturi gde se konstrukcija stepene operacije
T implicitno (ili eksplicitno) koristi.

e U teoriji grupa, koset xN je u stvari proizvod skupova {x} i N u algebri
kompleksa (gde je N normalna podgrupa).

o U teoriji mreza, skup ideala proizvoljne mreze L je takodje mreZa (u odnosu
na C), koju oznaavamo sa I(L). Pri tome, ako je L distributivna mreZa,
onda se infimum i supremum u 7 (L) dobijaju ba§ stepenovanjem infimuma
i supremuma u L.
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e U teoriji formalnih jezika, pod jezikom podrazumevamo skup nizova sim-
bola neke azbuke A. Sa operacijom konkatenacije i praznim nizom, to je
monoid. Proizvod dva jezika definiSe se kao stepena operacija konkatena-
cije.

e Intervalna aritmetika je znacajna za analizu greske kod numerickih izracu-
navanja. Ako nisu poznate tatne numeri¢ke vrednosti ve¢ samo intervali u
kojima leZe, prirodno je vrSiti raCunanje sa tim intervalima. Pri tome, opera-
cije se dobijaju stepenovanjem uobicajenih operacija na realnim brojevima
(obi¢no sabiranja i mnoZenja, mada mozemo ukljuditi i druge operacije).

Medju osnovne osobine algebre kompleksa spada njen odnos sa osnovnim
univerzalno-algebarskim operatorima H,S,P, ...

Teorema 1.1  (a) Ako je o.: A — B homomorfizam, onda je i o : P(4) —
P(‘B) takodje homomorfizam.
(b) Akosua.: A — BiB:B— C homomorfizmi, onda je (Boa)™ =BT oa™.

Dokaz.
(a) Neka je f € F operacijski simbol arnosti n. Treba dokazati da za sve X1, ..., X,
€ P(A) vazi

ot () X X)) = (F5) (o (), - 0 (X)),

Sto sledi iz

zea () (X1, Xy)) <=
(FxeX...qx, €X,) z= ( Axt,.. . x)) <=
(Fa € X1 3n €X,) 2= (FP (), 0(xn)) =
(e’ (X1)... Iy € o’ (X ))Z:(fg()’la LIn)) =

z€ (f%) (o (X), ..., o (Xa)).

(b) Ovo tvrdjenje vazi za sve o.: A — B, B : B— C. Naime, ako je X C A, onda je
(Boa)"(X) = {B(afx)) [x € X} =
BT ({a(x) [xeX}) =B (a" (X)) = (BT oo™)(X).
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Teorema 1.2 (a) Ako je A < B, onda je P(A) < P(B).
(b) Neka je o.: A — B homomorfizam. Tada je P(0(A)) homomorfna slika
algebre P(4).

Dokaz.

(a) Sledi direktno iz definicije algebre kompleksa.

(b) Na osnovu Teoreme 1.1 (a), preslikavanje o™ : P(4) — P(o(4)) je homo-
morfizam. Dalje, akoje ¥ Ca(A) i X =~ !(Y) ={a € A| a(a) € Y}, onda je
o™ (X) =Y, paje o’ epimorfizam.

g

S druge strane, nije svaka homomorfna slika algebre kompleksa P(4) izo-
morfna sa algebrom kompleksa neke homomorfne slike od 4. Na primer, ako je
A= (N,+)iB=({l,—1},), tadaje o.: P(A) — B definisano sa

a(X) = 1 ako je minX paran broj
| =1 ako je minX neparan broj

homomorfizam, ali dvoelementna algebra B ne moze biti izomorfna nijednoj al-
gebri kompleksa.

Takodje, podalgebra od P(A4) ne mora biti algebra kompleksa neke podalge-
bre algebre 4. Na primer, za svaku algebru 4, P(4) sadrzi podalgebru izomorfnu
sa A4, pri ¢emu, naravno, A4 ne mora biti izomorfna nekoj algebri kompleksa.

Ako je 4 neka algebra i X C A, onda sa (X) 7 obelezavamo najmanju podal-
gebru od A4 koja sadrzi X.

Teorema 1.3 Za proizvoljnu algebru A i X C A vaZi
(P(X))p(a) < P((X)a)

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.2 (a), P((X) 1) je podalgebra od P(4), pa tvrdjenje
neposredno sledi iz P(X) C P((X) q).
a

Sledeca teorema govori o odnosu direktnog proizvoda algebri kompleksa i
algebre kompleksa direktnog proizvoda.
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Teorema 1.4 Neka je {4; | i € I} neprazna familija algebri. Tada je algebra
[L 2. (A;) izomorfna podalgebri algebre P ([1; A;).

Dokaz. Definisimo preslikavanje @ : [T; 2+ (A;) — P+ ([1;A;) na sledeéi na&in:
o(a) ={ae ([TA) | a() € a(i)}.
l
Nije tesko pokazati da je ¢ potapanje algebre []; P+ (4;) u Py (I1; 4)-
O

Sli¢no tvrdjenje vaZzi i za ultraproizvode.

Teorema 1.5 Neka je {4; | i € I} neprazna familija algebri i U ultrafilter na I.
Tada postoji potapanje algebre [1; P(A;) /U u P(I1; 4:/U).

Dokaz. Preslikavanje ¢ : []; P(A;)/U — P([1;Ai/U) definisano sa
o/Uco@(a/U) <= {icl|a(i)ca(i)} €U

je dobro definisan injektivni homomorfizam.
O

U ovom kontekstu zanimljiv je i sledeci rezultat.

Teorema 1.6 (V. Trnkovd, [44]) Neka je No aditivna semigrupa nenegativnih ce-
lih brojeva. Tada se svaka komutativna semigrupa moZe dobiti od Ny uzastopnim
Jormiranjem direktnih proizvoda, algebri kompleksa i podsemigrupa.

Ako je C neka klasa istotipnih algebri, sa K(C) oznaCavacemo klasu svih al-
gebri P, (4), 4 € C. Iz rezultata Trnkove sledi da je klasa ISKP(4) varijetet.
Nastavljajui istraZivanja u ovom pravcu, A. Szendrei pokazuje da ISKP(C) ne
mora biti ¢ak ni aksiomatska klasa i daje jedan dovoljan uslov da ISKP(C) bude
kvazivarijetet.

Teorema 1.7 ([40]) Neka je N aditivna semigrupa pozitivnih celih brojeva. Tada
ISKP(N) nije aksiomatska klasa.

Teorema 1.8 ([40]) Neka je C klasa algebri istog tipa bez nularnih operacijskih
simbola, takva da je za svaku algebru A = (A, F) iz C skup A idempotent u Py (4).
Tada je ISKP(C) kvazivarijetet.
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1.2 Algebre kompleksa i identiteti

U opStem slucaju, klasa algebri ne mora biti zatvorena u odnosu na formiranje
algebri kompleksa. Na primer, algebra kompleksa grupe ne mora biti grupa. Ta-
kodje se lako vidi da se sa algebre A4 ne prenosi ni idempotentnost ni distribu-
tivnost na algebru P(A4). S druge strane, algebra kompleksa semigrupe je uvek
semigrupa. Odgovor na pitanje koji se identiteti uvek prenose sa 4 na P(A4) dao
je Gautam 1957. Pre dokaza odgovarajue teoreme, definisaéemo neke osnovne
pojmove i dokazati pomoéna tvrdjenja.

Definicija 1.2 Term t(xy,...,x,) je linearan ako se svaka od promenljivih terma
t pojavijuje u njemu tacno jednom. Identitet t| ~t, je linearan ako su termit| i tp
linearni. Identitet t| = t; je regularan ako se isti skup promenljivih pojavijuje u
oba terma ty,t».

Definicija 1.3 Term t*(xy,...,x,) je generalizacija terma t(xj,...,x,), n < m,
ako postoji surjektivno preslikavanje ¢ : {1,...,m} — {1,...,n} tako da je t =
t*(Xp(1)s - - s Xo(m)) (drugim re¢imat se dobija od t* identifikovanjem promenljivih,
tj. neke razlicite promenljive iz t* zamenjuju se ne obavezno razlicitim promen-
ljivima). Ako je, osim toga, t* linearan term, tada kaZemo da je t* linearizacija
termat.

Lema 1.1 Neka je A = (A,F) algebra, ¢ : {1,...,m} — {1,...,n} surjektivno
preslikavanje, Ay, ...A, podskupovi skupa A i neka je term p(xi,...,xy) lineari-
zacija terma t(x1,...,Xn) = p(Xo(1), - - - s Xo(m))- Tada je

t(Ala-“aAn) = {p(bbvbm) ‘ b EA(])(k)}

Dokaz. Tvrdjenje dokazujemo indukcijom po duzini terma ¢, gde je duZina terma
broj operacijskih simbola koji se u njemu pojavljuju. Za terme duZine 0 tvrdjenje
ocigledno vazi. Pretpostavimo da tvrdjenje vaZzi za sve terme Cija je duzina manja
od duZine terma r. Neka je 7(xy,...,x,) = f(t1(X1,. .., Xn),s .-, t1(x1,...,X,)). Tada
je

(X1, xm) = F(P1(Xny oy Xm)y ooy DI(XT 3 X))
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gde su termi p; linearizacije termova #;. Sada imamo
1Ar,..A) = T (ti(AL. A, (AL, . L AY)) =

={f(c1,...,c) | ci € ti(Ay,...,An)},

gde je, po induktivnoj pretpostavci, #;(Ay,...,A,) = {pi(b1,...,bm) | bi € Apr) }-
Ali odatle, s obzirom da se u termu p sve promenljive pojavljuju tacno jednom, ne
mogu da postoje dva pojavljivanja iste promenljive u p kojima odgovaraju razliciti
elementi iz skupa {by,...,b,}, tako da vazi

1AL An) ={f(p1(b1,- - b)), pi(brs- - b)) | i € Ay } =

{p(blv"'7bm) |bk €A¢(k)}

Kao direktnu posledicu prethodne leme dobijamo

Posledica 1.1 Neka je A= (A,F) algebrait(xi,...,x,) linearan term u kome se
pojavijuju sve promenljive x1, ... ,x,. Tada je

t(Al,...,A,,):{t(al,...,an) ’a1 €A,...,a, GAn}.

Teorema 1.9 (Gautam, [18]) Neka je V varijetet univerzalnih algebri definisan
identitetom t| = tp, gde je t| # t,. Tada dati identitet vazi na svakoj algebri kom-
pleksa P(A), A € V, ako i samo ako je on linearan i regularan.

Dokaz. (<) Neka je 4 algebra varijeteta V definisanog linearnim i regularnim
identitetom #; (xy,...,x,) = t2(x1,...,%,). Ako suAy,...,A, neprazni podskupovi
skupa A, tada je #;(Aj,...,A;) =1 (A1,...,A,) na osnovu Posledice 1.1. Ako je
A;i =0 zaneko i € {1,...,n}, onda je t;(Ay,...,A;) = a(A1,...,A,) = 0, jer se
iste promenljive pojavljuju u #; i f,.

(=) Neka identitet #; = 1, vazi na algebri kompleksa svake algebre varijeteta
V definisanog tim identitetom. Primetimo da to u stvari znaci da je varijetet V
zatvoren u odnosu na konstrukciju formiranja algebri kompleksa. Dokaza¢emo
najpre da je dati identitet regularan. Pretpostavimo suprotno: neka promenljiva,
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recimo x;, pojavljuje se u ¢; ali ne i u f,. Ako su Ay,...,A, podskupovi skupa A
takvidajeA; =0iA;#0za j#i,ondajet|(Ay,...,Ay) =0#n(A1,...,A,), pa
dati identitet ne vazi u P(4).

Pretpostavimo sada da dati identitet nije linearan. Na osnovu gore dokazane
regularnosti, zaklju¢ujemo da se isti skup promenljivih x1,...,x, pojavljuje u oba
terma. Treba razmotriti dva slucaja.

U prvom slucaju neka od promenljivih (recimo x,, radi lakSeg zapisa) poja-
vljuje se p puta u termu #1, i ¢ puta u termu t,, pri ¢emu je p > g > 1. Tada postoji
term py(x1,...,Xu4p—1) koji je generalizacija terma #; pri Cemu je #;(x1,...,X,) =
P1(Xo(1)s -+ Xo(nsp—1))> 1 0(i) =i zai <n, ¢(i) = n za i > n. Posmatrajmo slo-
bodnu algebru B sa generatorima aj,...,ay,...,a,4p—1 odredjenu identitetom
t(x1,...,Xy) = ta(x1,...,%,). Dokazaéemo da dati identitet ne vazi na algebri
P(B) (koja se nalazi u V). Neka je A; = {a; | 0(i) = j}, zasve i € {1,...,n}.
Jasno je da vazi

pl(al,. .. ,an+p,1) S l‘l(Al, e ,An).

Ako posmatramo odgovarajuci term p| = pi(ai,...,an4p—1), U Njemu se poja-
vljuju sve promenljive a;, i > n. S druge strane, u bilo kom termu koji je predstav-
nik nekog elementa iz 1,(A,...,A,), pojavljuje se maksimalno ¢ promenljivih iz
tog skupa, jer t; i f, sadrZe iste promenljive i u odgovarajucoj slobodnoj algebri
dva terma sa razlic¢itim skupovima promenljivih ne mogu biti u istoj klasi. Odatle
zakljuujemo

D1 (al,. .. ,an+p_1) ¢ [2(A1, R ,An).

Druga moguénost je da je dati identitet “uravnoteZen” (’balanced”), odnosno,
svaka promenljiva se pojavljuje isti broj puta sa obe strane identiteta. Ako zadrzi-
mo sve oznake iz prethodnog slucaja, ponovo dobijamo

pl(al,...,an+p_1) [SH3] (A],...,An).

Ovog puta, term p| = pi(ai,...,an4p—1) je jedini predstavnik svoje klase u slo-
bodnoj algebri, jer ne postoji nacin da ga “transformiSemo” koristeci identitet
11 &~ 1. Zbog toga, a s obzirom na t; # t,, dobijamo

pi(ai,....anip—1) € 2(A1,...,Ap).
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Neka je V varijetet univerzalnih algebri. Sa P(V) oznalavademo varijetet
generisan klasom {P(A4) | 4 € V}. Odgovarajuéi varijetet koji generiSu alge-
bre kompleksa Ciji je nosa¢ skup nepraznih podskupova od A, oznacavaéemo sa
P, (V). Prirodno je zapitati se koji identiteti vaze na ovim varijetetima, pri emu
polazimo od identiteta koji vaze na V. Odgovor daju G. Gritzer i H. Lakser u
[22]. Glavni deo dokaza sadrZan je u teoremi koju ¢emo dokazati posle jednog
pomocénog tvrdjenja.

Lema 1.2 Neka su p(x1,...,%n) i q(X1,...,%n) termi gde su X\, ... ,x, razliciti
simboli promenljivih. Tada postoje ceo broj n > m, surjektivno preslikavanje ¢ :
{1,...,n} = {1,...,m} i linearni termi p'(x1,...,%,), ¢'(x1,...,%,) takvi da je
P(X1s - Xm) = P (Xo(1)s -+ -3 Xo(n) § G(X15 -3 Xm) = @' (Xp(1)5 - -+ s Xo(n))-

Dokaz. Za sve i € {1,...,m}, neka su k; i [; brojevi pojavljivanja simbola x; u
termima p i g, redom, no =0, n; = Y5_ max{kj,l;}, n = ny,. DefiniS§imo presli-
kavanje 0 : {1,...,n} — {1,...,m} nasledeéi naCin: ako je n;_; < j < n;, onda je

¢(j) =i. Sada term p’ dobijamo tako $to u termu p r-to pojavljivanje (s leva na
desno) simbola x; zamenimo sa x,, ,+,. Naravno, na isti nac¢in dobijamo ¢’ od q.
O

Teorema 1.10 (Grdtzer, Lakser [22]) Neka su x1, . .., x, razli¢iti simboli promen-
livih, m <mn, ¢ : {1,...,n} — {1,...,m} surjektivno preslikavanje i p(xy,...,x,)
iq(x1,...,x,) linearni termi. Ako u varijetetu P, (V) vazi identitet

PXo(1)s -+ Xo(n)) = q(Xo(1)5- -+ 1 Xo(n) )
tada postoji permutacija © skupa {1,...,n} za koju je O1 = ¢, tako da je u varije-
tetu'V zadovoljen identitet
P(Xa(1)s -+ Xn(n) R q(x1,- -, Xn)-

Dokaz. Neka je B slobodna algebra varijeteta V sa skupom slobodnih generatora
{ai,...,a,}. Zasve j€{l,...,m}, defini§imoA; CBsaAj={a; | ¢(i) = j}. U
P(B) vazi

P(As(1)s - Aom) = 4(Ag(1)s - »Ap(n))-
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Jasno je da p(ay,...,a,) € p(A¢(]), .- +»A¢(n))- Na osnovu Leme 1.1, postoje ele-
menti dy1),.-.,do(n), Pri Cemu aq(;) € Ay za sve i € {1,...,n}, takvi da je
plai,....an) = q(ag(1);---,ag(n))- S obzirom da je B slobodna algebra varijeteta
V, u ovom varijetetu vazi identitet

X155 Xn) 2 q(Xg(1), - - Xo(n))- (1.1)

Primetimo da je ¢ow = ¢. Sli¢no tome, postoji preslikavanje B : {1,...,n} —
{1,...,n} zakoje je ¢p = ¢, tako da je u V zadovoljen identitet

q(xla"'axn)%p(xﬁ(l)w"vxﬁ(n))' (1.2)

Ako zamenimo xg;) umesto x; u (1.2), koristeCi (1.1) dobijamo da u V' vaZi iden-
titet

X1,y Xn) & p(Xop(1)s- - - s Xap(n))- (1.3)
Odatle sledi da je u V zadovoljen identitet

p(xla"'axn)%p(xY(l)w"vx"{(n)) (1.4)

za svako preslikavanje y koje je stepen od . No, posto se radi o preslikavanjima
kona¢nog skupa, postoji stepen Y od af koji je idempotent. To u stvari znaci
da je restrikcija preslikavanja y na X = Im(7y) identicko preslikavanje. Neka je
B’ : X — B(X) restrikcija preslikavanja . Posto je v oblika 8f, preslikavanje
B’ je bijekcija. Dalje, ako je f; restrikcija preslikavanja 8 na X N¢~!(j), tada
Bi: XNo~1(j) = BX)No~'(j), jer je op = ¢. Osim toga, i B; je bijekcija
za sve j € {1,...,m}. Odatle zaklju¢ujemo da za svako j, skupovi 0~!(j)\ X i
0~ 1(7) \ B(X) imaju isti broj elemenata. Neka je 8;: 071 () \ X — ¢~ 1(j) \ B(X)
bijekcija. DefiniSimo permutaciju & skupa {1,...,n} na sledeéi nacin:

B(k) akokeX
n(k):{ §;(k) akoke o '(j)\X

Lako je videti da je 61t = ¢ i wy = By. Zamenivsi x(;) umesto x; u (1.4), a zatim
xp(j) umesto x; takodje u (1.4), dobijamo da u V' vaZi identitet

P(Xn(1)s -1 Xn(n) = P(XB(1)5 - -1 XB(n))-
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Sada na osnovu (1.2) sledi da u V vazi

P(Xn(1)s > Xn(n) = q(X15- -, %),

¢ime je tvrdjenje dokazano.
O

Teorema 1.11 (/22]) Ako je V varijetet, onda su u P, (V) zadovoljeni tacno oni
identiteti koji se dobijaju identifikovanjem promenljivih od linearnih identiteta
kojivaZe u'V.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.9 sledi da svi linearni identiteti zadovoljeni u V
(a samim tim i sve njihove posledice) vaze i u 2, (V). Obrnuto, neka identitet
p(x1,. . xm) &= q(x1,...,x,) vaziu Py (V). Tada, prema Lemi 1.2 postoje termi
P(x1,..,%0) 1 ¢ (x1,...,%,) koji su linearizacije termova p i g redom, odredjene
zajedni¢kim preslikavanjem ¢ : {1,...,n} — {1,...,m}. Na osnovu Teoreme
1.10, odatle sledi da u V' vazi linearan identitet p’(xz(1), ..., Xz(n)) = ¢ (X1, ..., Xn),
gde je T permutacija skupa {1,...,n} za koju vazi 0T = ¢. Zamenom Xo(i) umesto
x; u poslednji identitet, dobija se bas identitet p(xy,...,x,) =~ q(x1,...,X%y), Cime
je dokazano da je on posledica linearnog identiteta koji vaziu V.

O

Teorema 1.12 ([22]) Ako je V varijetet, onda su u P(V) zadovoljeni tacno oni
identiteti koji su regularni i dobijaju se identifikovanjem promenljivih od linearnih
identiteta koji vaze u'V.

Dokaz. Posto je Py (V) C P(V), u P(V) mogu vaziti samo identiteti iz prethodne
teoreme. Iz dokaza Teoreme 1.9 jasno je da ti identiteti moraju biti regularni. Sada
je lako proveriti da svi regularni identiteti dobijeni na opisani nacin vaze u P(V).
|

Posledica 1.2 Ako je V varijetet, tada je P (P (V)) = P (V).

Dokaz. Direktno sledi iz Teoreme 1.11.
Od
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Zanimljivo je da u pomenutom radu [22] postoji greska. Naime, autori, kao
posledicu Teoreme 1.12, navode da za svaki varijetet V vazi P(P(V)) = P(V).
Da ovo nije ta¢no pokazuju L.Vas i R.Madarasz u [45].

Primer 1.1 Neka je W varijetet grupoida definisan identitetom xy ~ x i V =
P(W). Tada u'V vazi xx = x. Neka je ‘B slobodan grupoid u'V sa skupom slobod-
nih generatora {a,b}. Tada je

{a,b}{a,b} = {a,ab,ba,b} # {a,b}

jerje ab # a, ab # b, ba # a, ba # b. Naime, uV ne vaZe identiteti xy ~ x i xy =y,
posto nisu regularni.

1.3 Globalna odredjenost klasa algebri

U prethodna dva odeljka posmatrali smo algebre kompleksa sa univerzalno-alge-
barskog stanoviSta. Ovakav pristup, medjutim, ne srece se Cesto u literaturi. U
stvari, najveci deo dobijenih rezultata odnosi se na algebre kompleksa specijalnih
algebarskih struktura. NajviSe se zna o algebrama kompleksa semigrupa, Sto je
sasvim razumljivo; za razliku od ostalih “popularnih” klasa, klasa semigrupa je
zatvorena u odnosu na ovu konstrukciju.

Jedan od najdetaljnije izu€avanih problema iz ove oblasti je pitanje globalne
odredjenosti klasa algebri. Naime, ako su 4 i B izomorfne algebre, tada na osnovu
Teoreme 1.1 (a) vazi P(A4) = P(B). Prirodno je postaviti pitanje da li (i kada)
vazi obrnuta implikacija. To nas dovodi do definicije globalno odredjene klase,
koju dajemo u terminima algebre P, (4), jer je to uobicajeni pristup u literaturi.

Definicija 1.4 KazZemo da je klasa (istotipnih) algebri globalno odredjena ako
za svake dve algebre A, B te klase vaZi:

P, (A) =P, (B) = A= B.

Kada dokazujemo da je neka klasa globalno odredjena, osnovna ideja je da is-
koristimo to Sto global svake algebre sadrZi njenu izomorfnu kopiju, koja se sastoji
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od jednoelementnih podskupova nosaca algebre. Neformalno receno, ako jedno-
elementni podskupovi poseduju neko svojstvo koje je invarijanta izomorfizma, a
ostali elementi ga nemaju, tada svaki izomorfizam globala indukuje izomorfizam
osnovnih algebri, jer se skup jednoelementnih podskupova preslikava na sebe.

Definicija 1.5 Za klasu algebri kaZemo da ima svojstvo jakog izomorfizma, ako
za svake dve algebre A i ‘B te klase vaZi sledece: ako je ¢ : Pi(A) — Py (B) izo-
morfizam, tada je @(A") = B', gde su A" i B’ skupovi jednoelementnih podskupova
skupova A i B, redom. U daljem tekstu umesto izraza svojstvo jakog izomorfizma
koristicemo skracenicu SIP (od strong isomorphism property).

Lema 1.3 Ako klasa algebri ima SIP, tada je ona globalno odredjena.

Dokaz. Sledi iz razmatranja iznad Definicije 1.5.
O

Videéemo kasnije da je SIP jaci od globalne odredjenosti, tj. postoje globalno
odredjene klase algebri koje nemaju SIP.

Sto se ti¢e nekih najpoznatijih klasa algebri, T. Tamura i J. Shafer primetili su
u [43] da je klasa grupa globalno odredjena. Stavise, vaZi sledece tvrdjenje.

Teorema 1.13 Klasa grupa ima SIP.

Dokaz. Neka je G = (G,-) grupa i A invertibilan element u P, (G). Tada je
AA~! = {e}, gde je e jedinica grupe G. Odatle je |A| < |[AA~!| =1, pa je A jed-
noelementan skup. Dakle, jedini invertibilni elementi u P(G) su jednoelementni
skupovi, pa svaki izomorfizam globala P, (G)) i Py (G») slika G| na G, gde su
G, i = 1,2, skupovi jednoelementnih podskupova od G;.

O

Posledica 1.3 Klasa prstena ima SIP.

Dokaz. Neka su R; = (R;,+,-), i = 1,2, prstenii ¢ : P (R;) — P, (R2) izomorfi-
zam globala ovih prstena. Medjutim, onda je ¢ takodje izomorfizam algebri kom-
pleksa P((Ry,+)) i P((R2,+)), pa je, na osnovu Teoreme 1.13, ¢(R}) = (R}).

O
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Iz dokaza prethodne teoreme vidimo zasto je vazno razdvojiti SIP od ”obi¢ne”
globalne odredjenosti. Naime, lako je pokazati da, ako neku klasu algebri koja
ima SIP “obogatimo” novim operacijama, dobijena klasa takodje ée imati SIP.
Medjutim, to u opStem slucaju ne vaZzi i za globalno odredjene klase.

80-tih godina dobijeni su neki znacajni rezultati koji se odnose na globalnu
odredjenost polumreza. Najpre su M. Gould i I. A. Iskra ([21]) pokazali da je
klasa konac¢nih polumreZa globalno odredjena, a zajedno sa C. Tsinakisom ([20])
dobili su isti rezultat za polumreZe sa jedinicom i mreZe. Ali svi ovi rezultati mogu
se dobiti kao posledica tvrdjenja koje je nesto kasnije dokazao Y. Kobayashi.

Teorema 1.14 (Kobayashi, [27]) Klasa polumreZa ima SIP.

Dokaz ovog tvrdjenja izostavljamo, zbog njegove duZine.
Kao Sto je SIP kod prstena posledica postojanja istog svojstva kod klase grupa,
tako iz Teoreme 1.14 direktno slede dva naredna tvrdjenja.

Posledica 1.4 Klasa mrezZa ima SIP.

Posledica 1.5 Klasa Booleovih algebri ima SIP.

1.4 Globalna odredjenost semigrupa

Probleme vezane za globalnu odredjenost klasa semigrupa postavili su (nezavi-
sno) B.M. Schein i T. Tamura 60-tih godina. Ve¢ smo naveli rezultat Tamure 1
Shafera o globalnoj odredjenosti grupa. Tamura je kasnije nastavio istraZivanja
u tom pravcu i dokazao globalnu odredjenost jo§ nekih klasa semigrupa. Ovde
navodimo deo njegovih rezultata.

Definicija 1.6 Semigrupa S = (S,-) je semigrupa levih nula ako je xy = x za sve
x,y € S. Analogno, S je semigrupa desnih nula ako je xy =y za sve x,y € S.

Sledece tvrdjenje direktno sledi iz prethodne definicije

Lema 1.4 S je semigrupa levih(desnih) nula ako i samo ako je P(S) semigrupa
levih(desnih) nula.
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Uz generalizovanu hipotezu kontinuuma, iz prethodne leme direktno sledi

Teorema 1.15 Neka su Sy i S, semigrupe levih (desnih) nula. Ako je P(S)) =
P(S5,), onda je 5 = S.

Treba pomenuti da, iako su ove dve klase globalno odredjene, one nemaju SIP.
To opet sledi iz Leme 1.4, jer je global semigrupe levih nula takodje semigrupa
levih nula, pa je svaka bijekcija globala izomorfizam.

Definicija 1.7 Pravougaoni bend je direktni proizvod semigrupe levih nula i se-
migrupe desnih nula. Pravougaona grupa je direktni proizvod pravougaonog
benda i grupe.

Definicija 1.8 Neka je T podsemigrupa semigrupe S takva da xy € T za sve
x,y € S. KaZemo da je S inflacija semigrupe T, ako postoji idempotentni ho-
momorfizam ¥ semigrupe S takav da je Y(S) =T.

Lema 1.5 (Tamura, [41]) Neka je B pravougaoni bend L x R. Tada je P(‘B)
inflacija pravougaonog benda P(L) x P(R).

Dokaz. Neka X € P(B), m(X) ={x€ L| (x,y) € Xzanekoy € R} i mg(X) =
{y €R|(x,y) € X zaneko x € L}. Defini§imo y : P(B) — P(L) x P(R) na sledeéi
nadin:

W(X) = 1, (X) X ().
Nije teSko pokazati da je Wy idempotentni homomorfizam semigrupe ?(B) na
njenu podsemigrupu P(L) x P(R ). Osim toga za proizvoljno X,Y € P(B) vazi:

XY =yX)y(Y)={(x,y) €B| (x,z) €Xi(t,y) €Y zanekez € R,t € L}.
Dakle, P(‘B) je inflacija pravougaonog benda P (L) x P(R ) s obzirom na y. Osim

toga, P(L) x P(R) je najmanji ideal u P(‘B).
|

Teorema 1.16 Klasa pravougaonih bendova je globalno odredjena.
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Dokaz. Neka je P(By) = P(By), pri Cemu je B; = L; x R;, za i = 1,2. Tada
je P(Ly) X P(Ry) = P(Ly) X P(Rp). Koriste¢i Lemu 1.4 lako je pokazati da
je P(Ly) = P(Ly) i P(L) = P(R). Sada na osnovu Teoreme 1.15 dobijamo
Li= L1 Ry = R, paje B = By.

|

Tamura je dokazao globalnu odredjenost joS nekih klasa semigrupa. Izme-
dju ostalog, globalno odredjene su klase pravougaonih grupa, potpuno prostih
semigrupa i potpuno O-prostih semigrupa. Takodje, globalno odredjena je i klasa
*-bendova, $to je dokazao M. Vinci¢ u [46].

Bez obzira na sve pozitivne rezultate o globalnoj odredjenosti nekih specijal-
nih klasa semigrupa koje smo naveli, ispostavilo se da klasa svih semigrupa ipak
nije globalno odredjena. To je pokazala E. M. Mogiljanskaja 1973 godine. Na-
ime, ona je konstruisala proizvoljno velike familije po parovima neizomorfnih, a
globalno izomorfnih semigrupa. Ovde ¢emo izdvojiti jedan primer koji ilustruje
globalnu neodredjenost klase semigrupa.

Definicija 1.9 Neka je S = (S,-) semigrupa sa nulom. S je nilpotentna ako je
S§"={0} zanekon e N. O

Neka je sada § = (S, ) slobodna nilpotentna semigrupa Cija je klasa nilpo-
tentnosti n, nad prebrojivom azbukom A = {aj,ay,...}, 1 S1 = SU{k}. Uve-
dimo binarnu operaciju - na S; tako da za proizvoljne elemente a;,a; iz S vazi
ai-aj=da;*aj, dokjeai-k:k-a,- =0.

Teorema 1.17 ([32]) Neka je S = (S,-) slobodna nilpotentna semigrupa klase
nilpotentnosti n > 3. Tada je

(a) P(S)=P(S);
(b) S %S

Dokaz. (a) Neka je I(u) duZina re¢i u nad azbukom A. Reéi duZine manje od n
identifikova¢emo sa odgovarajuéim elementima semigrupe S. Neka je

N={ueS|l(u)=n—1};
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N ={ajay...ap_1,anan11 ... a2n-2,...};
C(N)={H'|H' CN, |H|>n—1};
C(N,k)={{k}UH | H C N}.

Primetimo da se re¢i iz N’ sastoje od n — 1 uzastopnog slova iz A, kao i da dve
razli¢ite re¢i nemaju zajednickih slova. Dalje, jasno je da su N i N’ beskona¢ni i
prebrojivi, dok C(N’) i C(N, k) imaju kardinalnost kontinuuma.

Neka je y proizvoljno ”1-17 preslikavanje skupa C(N’) na C(N") UC(N,k).
Defini§imo preslikavanje ¢ : P(S) — P(S;) na sledeéi nacin. Uzmimo proizvoljno
M € P(S). Jasno je da se M moze predstaviti kao

M=TUM, 1UQ,
gdeje T C S\ (NU{0}),M,—1 CN,Q={0}ili Q=0. Tada

M ako M,_1 ¢ C(N'")
o(M) = {Tuw( M,_)UQ akoMn_:EC(N/)

Lako je videti da je ¢ bijekcija. Pokazimo sada da je ¢ izomorfizam. Ako
M'.M" € P(S), onda je
M =TUuM, UQ,

M// — TU UM’/,ZI71 U Q//7
M/M// — T/T// U Q — T/// M/// | U Q///

Pretpostavimo da M) ; € C(N'). Tadaje M) | C N/,
T'T". KakoM!" , sadr21 bar n— 1 re¢i duzinen—1u kopma se pOJaVIJUJu razllclta
slova azbuke A, moraju postojati re¢i ',V € T i u”",v' € T”, takve da u’ #V/,

W EV W) =10)=p, lW")=1(V")=n—1-p, 1 <p<n-2,du" €M,

Vv e M |. Medjutim, onda u'v' € M |, jer v/ € T'T" i l( "V=n-1.To
nas dovodi do kontradikcije, posto M ; € C(N'), pa re¢i u'u” i u'v"" ne bi smele
imati zajednickih slova.

Dakle, M) | & C(N'), pa sada imamo

(I)(M/M”) — M/M// — T/T//UQ — q)(M/)q)(M//)
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(b) Neka je ¢ : S — S izomorfizam i ¢(u) = k. 1z kd(x) = 0 za sve x € S,
dobijamo ¢(ux) = 0, odnosno, ux = 0 za sve x € S. To znali da u € N, pa je
u=vz, v,z € S. Medjutim, odatle je k = ¢(v)¢(z), §to je nemoguce.

O

Na osnovu rezultata Mogiljanskaje, S. Crvenkovié, 1. Dolinka 1 M. Vin¢i¢ do-
kazali su u [14] da klasa involutivnih semigrupa nije globalno odredjena. U istom
radu oni takodje pokazuju da klase involutivnih poluprstena i poluprstena nisu
globalno odredjene.

1.5 Globalna odredjenost unarnih algebri

Svi rezultati koje smo pomenuli u prethodna dva odeljka odnose se na semigrupe
ili na algebre koje, izmedju ostalih, sadrZe bar jednu binarnu asocijativnu ope-
raciju. Osim ovih, u literaturi su razmatrane i unarne algebre. Tako A. Drapal
dobija sledece rezultate za monounarne algebre (unarne algebre sa samo jednom
operacijom).

Teorema 1.18 (/17]) Klasa monounarnih algebri nije globalno odredjena.

Dokaz. Neka je A skup svih nenegativnih celih brojeva, B skup svih pozitivnih
celih brojeva, 4 = (A, f) i B = (B, g) unarne algebre gde su operacije g i f defi-
nisane na slede¢i nacin:

x—1 ako je x paran pozitivan broj
09 =5t = { Jexpuran p J

x+1 ako je x neparan broj

£(0)=0.

Algebre 4 i B ocigledno nisu izomorfne, ali njihovi globali jesu. Da bismo to
verifikovali, primetimo najpre da oba globala sadrZe 2¥¢ fiksnih tadaka - to su svi
oni skupovi X za koje vazi 2x — 1 € X <= 2x € X. Za sve ostale skupove Y vaZzi
(f5)2(Y) =Y (odnosno (g*)?(Y) = Y) i njih takodje ima 2*° u oba globala.

O
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Teorema 1.19 ([17]) Klasa konacnih parcijalnih monounarnih algebri je global-
no odredjena.

Dokaz izostavljamo, zbog njegove duZine.

Sledecdi rezultat koji je dobila E. Lukécs zanimljiv je jer se pojavljuju klase
konacnih algebri koje nisu globalno odredjene.

Neka je G = (G,-,”!,e) konacna grupa. Sa (A,G) oznati¢emo permutacij-
sku reprezentaciju grupe G na nekom (kona¢nom) skupu A. Ovu reprezentaciju
posmatramo kao unarnu algebru na skupu A (operacije su permutacije iz G) i
zovemo je G-algebrom. Permutacijski karakter ove reprezentacije je funkcija
X : G — NU{0} koja svakoj permutaciji g € G dodeljuje broj njenih fiksnih tacaka.
Sa Fixs(g) i Fixa(#), oznalavamo skup fiksnih tataka elementa g € G, odnosno
podgrupe H grupe G, redom. Ako a € A, sa (a) = G(a) oznatavamo podalgebru
algebre (A,G) generisanu sa a. Stabilizator elementa a € A u oznaci G, je skup
svih elemenata (permutacija) g € G za koje je g(a) = a. Orbs(G) oznaCava skup
orbita grupe permutacija G, tj. skup minimalnih podalgebri algebre (A,G). Naj-
zad, umesto (A, (g)) pisaéemo (A, g). Primetimo jo$ da iz dokaza Teoreme 1.1 (b)
sledi da je global G-algebre ponovo G-algebra.

Bez dokaza navodimo neka poznata tvrdjenja iz teorije grupa.

Lema 1.6 Neka je G konacna grupa permutacija i H podgrupa grupe G. Tada

je
|Orb(H Z |Fix(h)
heH
Ako je H cikli¢na, tada je
|Orb(H Z ©(i)|Fix(h;
’H i)

gde je h; element reda i u H i ¢ je Ojlerova funkcija.

Lema 1.7 Neka je G konacna grupa koja nije ciklicna. Tada postoje neizomorfne
permutacijske reprezentacije grupe G koje imaju iste permutacijske karaktere.

Sledeca lema daje potreban i dovoljan uslov za izomorfnost G-algebri.
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Lema 1.8 Neka su 4= (A,G) i ‘B = (B,G) konacne G-algebre. Tada je (A,G) =
(B,G) ako i samo ako je |Fixa(H)| = |Fixg(H)| za sve podgrupe H grupe G.

Dokaz. Neka je |Fixa(H)| = |Fixg(H)| za sve podgrupe # grupe G. Kako je
Fixa(H) ={a € A| H C G,}, indukcijom po indeksu podgrupe H nije tesko
dokazati da je

{acA|H =G} ={beB|H =Gy,

za sve H < G. Definisatemo izomorfizam ¢ datih G-algebri na sledeéi nacin.
Pretpostavimo da je ¢ ve¢ definisan na podalgebri A, algebre 4 (ili je Ag = 0),
tako da je @(Ag) = By i G, = Gg(q) za sve a € Ag. Ako je Ag # A iag € A\ Ay,
tada vaZzi:

1 <[{acA\Ay |Gy =Gy} ={a€A|Ga=Go}| —[{a €Ao| Ga= Gy }| =

=H{beB|Gy=Ga}|—{b€Bo| Gy = Guy}| = |{b € B\ Bo | Gp = Gy };

pri ¢emu smo koristili gore dokazanu jednakost i uslov iz definicije ¢ na Ag. Oda-
tle sledi da postoji b € B\ By tako da je G,, = Gj,. Sada prosirujemo ¢ na AgU (ag)
tako da je @(g(ao)) = g(bo), za sve g € G. Nije teSko pokazati da je 4,14y iZ0-
morfizam na By U (bg), pri emu je G, = Gy, za sve a € AgU (ap). Skup A
je konacan, pa ponavljajuci opisani postupak dovoljan broj puta dobijamo injek-
tivni homomorfizam sa 4 na B, koji je izomorfizam zbog |A| = |Fixa({e})| =
|[Fixp({e})| = [B].

O

Teorema 1.20 Neka su A = (A,G) i ‘B = (B,G) konacne G-algebre. Tada su
sledeci uslovi ekvivalentni:

(a) P(A) = P(B);

(b) |Fixa(g)| = |Fixp(g)|, za sve g € G;
(c) (A,g) = (B,g), zasve g € G.

Dokaz.
(a) < (b)
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Pomenuli smo ranije da su P(4) i P(‘B) takodje G-algebre. To znali da je na
osnovu prethodne leme (a) ekvivalentno sa uslovom

|Fixp)(H)| = |Fixp)(H)| zasve H < G.

Medjutim, fiksne tacke podgrupe # u algebri kompleksa su unije kompletnih
orbita od 4, pa je
Fixp(a(H) = 2/0sH)I=1,

Dakle, (a) vazi ako i samo ako je ispunjen uslov
|Orbs(H)| = |Orbg(H)| zasve H < G.

Ovaj uslov sledi iz (b) na osnovu prve jednakosti Leme 1.6. Da vazi i obrnuto
dokazuje se indukcijom po redu elementa g, koristeéi drugu jednakost Leme 1.6.
(b) < (¢)

Jasno je da iz (c) sledi (b). Obrnuto je posledica Leme 1.8, s obzirom da su sve
podgrupe cikli¢ne grupe ciklicne i da je skup fiksnih tacaka cikli¢ne grupe jednak
skupu fiksnih tacaka bilo kojeg njenog generatornog elementa.

O

Teorema 1.21 Neka je G konacna grupa. Tada je klasa konacnih G-algebri glo-
balno odredjena ako i samo ako je G ciklicna.

Dokaz. Ako je G cikli¢na, tvrdjenje sledi iz ekvivalencije uslova (a) i (c) pret-
hodne teoreme. Ako G nije cikli¢na, tvrdjenje je posledica Leme 1.7 i ekvivalen-
cije uslova (a) i (b) prethodne teoreme.

O

1.6 Algebre kompleksa relacijskih struktura i Booleove
algebre sa operatorima
Pojam algebre kompleksa relacijskih struktura uvode B. Jénsson i A. Tarski u radu

[26]. Kao Sto ¢emo videti, on je opstiji od pojma algebre kompleksa univerzalnih
algebri (obuhvata ga kao specijalan slucaj).
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Definicija 1.10 Neka je A = (A, R) neka relacijska struktura. Njena algebra
kompleksa A" jeste algebra sa nosacem P(A) i skupom fundamentalnih operacija
{R" | R € R} koje su definisane na sledeci nacin: ako je R C A"' onda R :
P(A)" — P(A) tako da za sve X, ..., X, € P(A)

R'(X1,....%,) ={y€A| (Vi<n)(3x; € X;) (x1,...,%:,y) €R}.
Napomene

1. U slucaju da je n = 0, tj. R C A, odgovarajuéa operacija R je u stvari
nularna operacija ¢ija je vrednost ba§ R € P(A).

2. Primetimo da je ova definicija uopS$tenje pojma algebre kompleksa univer-
zalne algebre. Naime, ako je f : A” — A n-arna operacija, onda mozZemo
definisati njoj odgovarajucu n+ l-arnu relaciju R(f) na A na slede¢i nain:

(ai,...,an,a) € R(f) ako i samo ako f(ay,...,a,) = a.
Sada za sve Xi,...,X, € P(A) vazi
RIANTXy,.... X)) ={x€A| (Vi<n)(3x €X;) f(x1,...,%,) =x} =

frXx,....X,).

To znaci da algebru kompleksa univerzalne algebre moZemo posmatrati kao
algebru kompleksa neke relacijske strukture.

3. Poli-operacija f na nepraznom skupu A je preslikavanje f : A" — P(A).
Ako je F neki skup poli-operacija skupa A, tada je 4 = (A, F) poli-algebra.
Poli-operaciji f odgovara n + 1-arna relacija R(f) definisana na sledeci
nadin: (ai,...,a,a) € R(f) ako i samo ako a € f(ay,...,a,). Dakle, gor-
nju definiciju moZemo posmatrati i kao definiciju algebre kompleksa poli-
algebre.

U originalnom (dvodelnom) radu [26] pored operacija R' u definiciju algebre
kompleksa “ubacene” su i skupovno-teoretske operacije U,N, ™, tj. za 4 = (A, R ),
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algebra kompleksa je A" = (P(A),U,N,” ,{R" | R € R }). Usvajajui takvu de-
finiciju Jonsson i Tarski su uspeli da dokaZu tzv. teoremu reprezentacije za Bo-
oleove algebre sa operatorima. Mi ¢emo u nastavku ove sekcije dati kompletan
dokaz te teoreme.

Podsetimo se nekih dobro poznatih definicija i tvrdjenja.

Definicija 1.11 Algebra B = (B,+,-,,0,1), gde su +,- binarne, ' unarna i 0,1
nularne operacije je Booleova algebra (ubuduce ¢emo koristiti skracenicu BA)
ako vaZi sledece:

(1) (B,+,-) je distributivna mreza;
(2) x-0=0;,x+1=1;
(3) x-X =0, x+x=1.

za sve x € B.

Akox,y € Bix+y =y, pisaemo x < y. Supremum elemenata {x; | i € I} (ako
postoji) oznaavaéemo sa . {x; | i € I'}. Sa[] {x; | i € I'} oznatavacemo infimum
(ako postoji) elemenata {x; | i € I'}.

Ako je X skup, lako je videti da je algebra B(X) = (P(X),U,N,”,0,X) Boo-
leova algebra.

Definicija 1.12 Neka je X skup. Svaku podalgebru od B(X) zovemo Booleova
skupovna algebra.

Teorema 1.22 (M. H. Stone) Svaka BA je izomorfna sa nekom Booleovom sku-
povnom algebrom.

Dokaz prethodnog tvrdjenja moZze se naci u [9].

Definicija 1.13  (a) Neka je B Booleova algebra. Za element a € B kaZemo da
Jje atom ako je a # 0iza sve x € BvaZi x-a=0ili x-a = a. Skup svih atoma
algebre ‘B obeleZavamo sa Atgy.

(b) Za Booleovu algebru B kaZemo da je atomarna ako za svaki element 0 #
X € B postoji atom a tako da je a < x.
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(c) Booleova algebra ‘B je kompletna ako za sve X C B postoji supremum i
infimum od X u ‘B.

U kompletnoj atomarnoj Booleovoj algebri B za svaki element x vazi
x=) {acAtg|a<x}.
1z prethodne teoreme dobijamo

Teorema 1.23 Svaka BA se moZe potopiti u kompletnu i atomarnu Booleovu al-
gebru.

Definicija 1.14 Neka je ‘B Booleova algebrai f : B® — B. Tada

(1) KaZemo da je f operator ako je f aditivan po svakom svom argumentu tj.

f(xl,...,Z{y,-|igk},...,xn):Z{f(xl,...,yl-,...,x,,)|i§k}.

(2) Operator f je kompletno aditivan ako za svaki indeksni skup I za koji
postoji Y {y; | i € I} u B vazi

f(xl,...,Z{y,-\i€I},...,xn):Z{f(xl,...,yi,...,xn)|i€1}.

(3) Operator f je normalan ako za sve ay,...,a, € B vaZi

ako postoji k < n tako da je ax =0 onda f(ay,...,a,) =0.

Definicija 1.15 Za algebru B = (B,+,-,,0,1,{f; | j € J}) kaZemo da je Boole-
ova algebra sa operatorima (ubuduce BAO) ako je redukt Bl(B) = (B, +,-,,0,1)
Booleova algebra i sve operacije fj, j € J, su operatori Booleove algebre Bl(‘B).
Reci ¢emo da je ‘B atomarna BAO sa operatorima ako je Bl(‘B) atomarna BA.
Sa Atg oznacavamo skup atoma algebre ‘Bl(‘B). Za ‘B kaZemo da je kompletna
BAO, ako je Bl(‘B) kompletna BA i svi operatori algebre ‘B su kompletno aditivni.
Za ‘B kaZemo da je normalna BAO ako su svi operatori algebre ‘B normalni.
Kompletnu, normalnu i atomarnu BAO zovemo dobra BAO.
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Primer 1.2 Algebra zatvorenja je Booleova algebra sa unarnom operacijom
(operatorom zatvorenja) f za koju vazi: f(0) =0, f(x+y) = f(x)+ f(y) (4.
f je normalni operator Booleove algebre) i x < f(x) = f(f(x)). Dakle, svaka
algebra zatvorenja je BAO. Varijetet algebri zatvorenja oznacavacemo sa V.

Primer 1.3 Relaciona algebra je Booleova algebra A sa binarnom operacijom
o, unarnom operacijom ~\ i konstantom 1’ u kojoj vazi

(1) (A,0,1") je monoid.
(2) Zasvea,b,c €A: (aob)Nc=0 <= (a loc)Ab=0 <= (cob ') Aa=
0.

Do relacionih algebri doslo se apstrakcijom, na osnovu raznih osobina binarnih
relacija. Klasa relacionih algebri je varijetet Booleovih algebri sa operatorima.
Taj varijetet oznaCavamo sa RA.

Primer 1.4 Normalna modalna algebra je Booleova algebra sa jednim unarnim
normalnim operatorom. Normalne modalne algebre daju algebarsku semantiku
za tzv. normalne modalne logike. Varijetet normalnih modalnih algebri oznaca-
vacéemo sa V.

Za Booleove algebre sa operatorima vazi sledece tvrdjenje

Teorema 1.24 (1) Svaka BAO se moZe potopiti u kompletnu i atomarnu BAO.
(2) Svaka normalna BAO se moZe potopiti u dobru BAO.

Algebra kompleksa bilo koje relacijske strukture je BAO. Stavise, vazi sledeée
tvrdjenje

Teorema 1.25 Algebra kompleksa svake relacijske strukture je dobra BAO.

Dokaz. Direktno iz definicije algebre kompleksa sledi da je njen Booleov redukt
kompletna i atomarna Booleova algebra. Nije tesko pokazati da su dodatne ope-
racije normalni i kompletno aditivni operatori pomenute Booleove algebre.

O



26 POGLAVLIJE 1. STEPENE KONSTRUKCIJE I NJIHOVE PRIMENE

Dokazacemo da vaZi i obrnuto, tj. svaka dobra BAO je algebra kompleksa
neke relacijske strukture, $to je u stvari tvrdjenje ve¢ pomenute teoreme Jonssona
i Tarskog.

Definicija 1.16 Neka je B kompletna i atomarna BAO sa skupom operatora F.
AtomicCna struktura algebre ‘B, u oznaci Atg, jeste relacijska struktura sa nosa-
Cem Atg i skupom relacija { f | f € F}, koje su definisane na sledeci nacin: ako
f:B" — Bonda je f C B"! tako da za sve by, ... ,b,,a € Atg vazi

(b1,....,by,a) € f <= a< f(by,...,b,).

Teorema 1.26 Svaka dobra BAO jeste algebra kompleksa svoje atomicne struk-
ture.

Dokaz. Neka je B = (B,+,-,,0,1, F) dobra BAO. Defini§imo preslikavanje  :
B — P(Atg) na slede¢i nadin: za sve b € B

y(b) = {a € Aty | a < b}.

Dokazacemo da je ovo preslikavanje izomorfizam algebre B i algebre kompleksa
njene atomicne strukture.

Da je y bijekcija sledi na osnovu napomene iza Definicije 1.13. Treba jos
pokazati da za svaki n-arni operator f algebre Bizasve by,...,b, € B vazi

Y(f(br,....bn)) = 1 (w(b1),...,w(bn)).

Ako je b; = 0 za neko i < n, onda gornja jednakost ocigledno vaZzi na osnovu
normalnosti operatora f i Definicije 1.10. U slucaju da je b; # 0 za sve i < n,
dokazacemo oba smera jednakosti.

(S

Neka a € y(f(b1,...,by)). Tada

acAtgia< f(bi,...,by). (1.5)
treba dokazati a € fT(y(by),..., (b)), §to je ekvivalentno sa

A

a €Aty i (Vi<n)(3x; € y(bi)) (x1,...,xn,a) € [,
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odnosno,
acAtgi(Vi<n)(3xiey(bi))a< flx,...,x,). (1.6)

Posto je B kompletna i atomarna BAO, znamo da je b; = Y y(b;), za sve i < n, pa
je

a< f(w(br),.... Y w(bn)).
Posto su b; # 0 za sve i, imamo da je y(b;) # 0, za sve i < n. Neka je y(b;) =
{xjx | k € I;}. f je kompletno aditivan operator, pa je

SO Wb, Y wbn) = Y AF ks oxar,) | Kj €1, j € {1, n}}

Posto je a atom, mora biti a- f(x1k,,...,%n,) = ailia- f(xig,...,%ux,) = 0. Me-
djutim, ako bi uvek vazila druga od poslednje dve jednakosti, tada bi bilo

a-f(bi,....by)=a-Y {f (i, %) | kj €15, j € {1,...,n}} =

Za'{f(xlkl,...,xnkn) |kjel,je{l,...,n}} =0,

Sto je u kontradikciji sa (1.5). Prema tome, dokazali smo da postoje x; € y(b;)
takvidajea < f(xy,...,x,).

(2)

Neka sada a € fT(y(by),...,w(b,)). Tada vazi (1.6). Iz x; € y(b;) sledi x; < b;.
Na osnovu aditivnosti operatora f lako je pokazati njegovu monotonost, pa iz
a< f(xi,...,x,) sledia < f(by,...,b,), odnosno

aey(f(bi,....by)).

1.7 Varijeteti algebri kompleksa

Neka je K klasa (istotipnih) relacijskih struktura i K™ je zatvorenje u odnosu na
izomorfizam klase algebri {&" | & € K}. Oznalimo sa Vg najmanji varijetet koji
sadrzi K™, tj. Vg = HSPK™. Pokazalo se da je u mnogim slucajevima Vx = SK™*,
ili, ako krenemo od algebri, mnogi vazni varijeteti mogu da se reprezentuju preko
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algebri kompleksa relacijskih struktura. Pri tome, ako je V = SK* za neku klasu
K, Cest je slucaj da se radi o elementarnoj klasi. U skladu s tim imamo sledecu
definiciju.

Definicija 1.17 Varijetet V Booleovih algebri sa operatorima je kompleksni va-
rijetet ako je V = SK* za neku klasu relacijskih struktura K.

Primer 1.5 Varijetet V,.; (Primer 1.2) je kompleksni varijetet, jer su Jonsson i
Tarski ([26]) pokazali da je V,; = SK;;, gde je K, klasa kvazi-uredjenja (1j. klasa
struktura (X, R) gde je R refleksivna i tranzitivna relacija). Isto tako je V. = SK;O,
gde je Ky, klasa parcijalnih uredjenja. Takodje, pokazuje se da je Voy = Vk,,,, gde

Jje Kyqo klasa konacnih kvazi-uredjenja.

Primer 1.6 Varijetet RA (varijetet relacionih algebri, Primer 1.3) je kompleksni
varijetet. Naime, S. D. Comer u [11] pokazuje da se svaka relaciona algebra
moZe potopiti u algebru kompleksa neke poli-grupe (poli-grupe su poli-algebre
koje predstavljaju prirodno uopstenje grupa). VaZi i obrat: algebra kompleksa
poli-grupe je relaciona algebra. Videli smo u prethodnom odeljku da su alge-
bre kompleksa poli-algebri u stvari algebre kompleksa nekih relacijskih struktura,
odakle sledi da je RA kompleksni varijetet.

Varijetete algebri kompleksa izucava R. Goldblatt u [19]. Polaznu tacku za
njegova razmatranja predstavljaju modalne logike i njima odgovarajue normalne
modalne algebre (Primer 1.4).

U jeziku modalne logike, formule se grade pomocu iskaznih slova iz skupa
I1, uobicajenih veznika Vv, A, =, = i dodatnog (unarnog) veznika <, ("’possibly”).
Takodje koristimo i njemu dualni veznik O (“necessarily”) kao zamenu za =&,

Algebarsku semantiku za ovaj jezik daju nam algebre 4 = (B, f) koje se sa-
stoje od Booleove algebre B sa jednom dodatnom unarnom funkcijom f. Svaka
modalna formula ¢ indukuje termovsku funkciju na 4 (oznaci¢emo je takodje sa
0), pri ¢emu standardne veznike interpretiramo na uobicajeni nacin, a veznik <
interpretiramo kao f. Reéi cemo da ¢ vazi na 4 (u oznaci 4 = ¢) ako je ¢ ~ 1
identitet koji vaZi u algebri 4.

Semantika koja poti¢e od Kripkea zasniva se na strukturama & = (X, R), pri
¢emu je R binarna relacija na X. Uobicajeni naziv za ovakvu strukturu (u ovom
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kontekstu) je okvir. Model na & je uredjeni par 9t = (S,V), gde V : 11 — P(X).
Intuitivno, za t € I1, V(7) je skup tacaka u kojima je 7 "istinito”. Sada induktivno
definiSemo ta¢nost formule ¢ u tacki x u modelu 90t (u oznaci M |=, ¢), pri Cemu

Je

M =, O ako i samo ako (Fy)((x,y) € R& M =y §).

Formula ¢ vazi na S (6 = ¢) ako je ¢ tacna u svakoj tacki u svakom modelu
na 6.

Ako je & okvir, tada G pripada varijetetu V,,, (varijetet normalnih modalnih
algebri, Primer 1.4). Pri tome, moZe se pokazati dana G i & vaZe iste modalne
formule. Dakle, formula koja vaZzi na svim normalnim modalnim algebrama vaZzi
i na svim okvirima. Ta¢no je i obrnuto, s obzirom na to da su Jonsson i Tarski
pokazali da je V,,,, = SKJJ[r, gde je Ky, klasa svih okvira.

Definicija 1.18 Normalna modalna logika je skup formula A koji sadrZi sve ta-
utologije i posledice Seme

0(¢ = y) = (06 = Oy),

zatvoren je u odnosu na modus ponens, pravilo zamene za iskazna slova i ima
sledece svojstvo: ako ¢ € A tada O € A.

Presek bilo koje kolekcije normalnih modalnih logika je normalna modalna
logika. Dakle, za svaki skup formula I', postoji najmanja normalna modalna lo-
gika Cons(I") koja sadrzi I

Ako je C C Vi, sa Th(C) oznatavamo skup modalnih formula koje vaze na
svim algebrama iz C. Pri tome, moZe se pokazati da je Th(C) normalna logika. S
druge strane, ako je I" skup formula, tada sa Mod (I") ozna¢avamo klasu normalnih
algebri na kojima vaze sve formule iz I'. Dakle, Mod(I") je podvarijetet varijeteta
Viua odredjen identitetima ¢ ~ 1, ¢ € I'. Stavise, lako se vidi da je Mod(T") =
Mod(Cons(I)).

Poznato je da je svaki modalno-algebarski identitet ekvivalentan identitetu
oblika ¢ ~ 1, za neku modalnu formulu ¢. Odatle sledi da svaki varijetet nor-
malnih algebri moze biti predstavljen u obliku Mod(A) za neku normalnu logiku
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A. To znadi da je sa A — Mod(A) dato preslikavanje mreze normalnih logika
na mrezu podvarijeteta varijeteta V,,,, koje ima osobinu: A} C Ay = Mod(A;) C
Mod(A;). Osim toga, moze se pokazati da je A = Cons(Mod(A)) (dokaz tog
tvrdjenja je netrivijalan). Na osnovu svega toga sledi

Teorema 1.27 Mreza normalnih modalnih logika je anti-izomorfna mreZi podva-
rijeteta varijeteta V.

Sli¢na pitanja moZemo postaviti o odnosu normalnih logika i klasa okvira.
Ako je K klasa okvira, sa Th(K) oznacavamo skup svih formula koje vaze na
svim strukturama iz K i taj skup je normalna logika. S druge strane, za svaki skup
formula I, sa Fr(I') oznatavamo skup okvira na kojima vaze sve formule iz I".
Pri tome, lako je pokazati da je Fr(I') = Fr(Cons(T')).

Za klasu okvira K kazemo da je modalno-aksiomatska ako je K = Fr(A) za
neku normalnu logiku A. Nije tesko videti da tada mora biti K = Fr(Th(K)). S
obzirom da je Vg = Mod(Th(K)), dobijamo da &' € Vg ako i samo ako & €
Fr(Th(K)). To nam daje sledecu algebarsku karakterizaciju modalno-aksiomat-
skih klasa: klasa K je modalno-aksiomatska ako i samo ako se sve algebre kom-
pleksa iz Vg nalaze u K.

Veoma je znacajno i pitanje kompletnosti normalnih logika. Naime, kazemo
da je normalna logika A kompletna ako je ona odredjena nekom klasom okvira,
tj. ako je A = Th(K) za neku klasu K. Ovo pitanje dove$ée nas do kanonickih i
kompletnih varijeteta, Sto ¢emo objasniti neSto kasnije.

Struktura normalnih modalnih algebri (Booleove algebre sa jednim normal-
nim operatorom) odredjuje nam osnovni tip struktura koje razmatramo dalje u
tekstu; to su relacijske strukture sa jednom relacijom i njihove algebre kompleksa.
Lako je videti da rezultati dobijeni na ovaj naCin vaZe i za proizvoljne relacijske
strukture i njihove algebre kompleksa.

U daljem tekstu, pod algebrom 4 = (B, f) podrazumevamo Booleovu algebru
B sa normalnim (n-arnim) operatorom f.

Definicija 1.19 Kanonicka struktura algebre 4 = (B, f) je relacijska struktura

CS(/q) = <XfB7Rf>7
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gde je Xy skup ultrafiltera algebre ‘B, a relacija Ry je definisana na sledeci nacin:
ako je f n-arni operator, tada (Fy,...,F,,F) € Ry ako i samo ako za sve x| €
Fi,...,x, € Fyvazi f(x1,...,x,) €F.

Definicija 1.20 Kanonicka E-algebra (od ”canonical embedding algebra”) al-
gebre 4 = (B, f) je algebra

Em(A) = (Gs(A)" = (B(Xs).R}).

Svaka algebra 4 moZe se potopiti u algebru Em(A4). Naime, preslikavanje
Vy : B— P(Xg) definisano sa

y(x) ={F €Xg |x€F}
je injektivni homomorfizam.
Definicija 1.21 Kanonicka ekstenzija strukture & = (X, R) je struktura
Ce((‘S) = CS(6+) = <XQS(X)7RRT>-

Kao $to znamo, varijeteti su klase algebri zatvorene u odnosu na formiranje
homomorfnih slika, podalgebri i direktnih proizvoda. PoS$to su razmatranja iz
ovog odeljka zasnovana na vezi izmedju relacijskih struktura i varijeteta odgo-
varajucih algebri kompleksa, potrebno je uvesti operacije sa klasama relacijskih
struktura koje su dualne ovim osnovnim algebarskim operatorima.

Definicija 1.22 Neka su S| = (X1,R1) i S, = (Xa,Ry) relacijske strukture, gde
su Ry i Ry relacije arnosti n+ 1. Preslikavanje © : X; — X» je b-morfizam (od
”bounded morphism”) ako i samo ako za sve yi,...,y, € Xo, 7 € X| vaZi:

(yl)'~'7yn)(p(Z)) €R2 <
(ElXI,. .. ,xn € Xl) ((XI,. .. ,xn,z) (& Rl&(Vl S n)yl — (p(xl))

Nije tesko pokazati da je bijektivni b-morfizam izomorfizam relacijskih struk-
tura. Surjektivni b-morfizam zvaéemo b-epimorfizmom.
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Definicija 1.23 Struktura & = (X|,R;) je unutrasnja podstruktura strukture
Sy = (X2, Ry), ako je X, C X, i funkcija inkluzije skupa X, u X, je b-morfizam.

Definicija 1.24 Neka je {S; = (X;,R;) | i € I} klasa struktura, gde su R; relacije
arnosti n+ 1. Disjunktna unija Y, &; je struktura (Y;X;,R), gde je

ZXi ={(x,0) |iel,xeX;} =Ui(X; x{i}),

R = {((x0,1),...,(xn,0)) | i €1, (x0,...,%,) € Ri}.

Da su ovi operatori na neki nacin dualni odgovaraju¢im operatorima na kla-
sama algebri, pokazuju sledeéa tvrdjenja.

Teorema 1.28

(a) Ako je struktura S| izomorfna unutrasnjoj podstrukturi strukture S,, tada
je GT homomorfna slika algebre 6; .

(b) Ako je struktura G, b-morfna slika strukture &1, tada je 6;“ izomorfna
podalgebri algebre &7

(c) Ako je algebra A, izomorfna podalgebri algebre 4, tada je Cs(Ay) b-
morfna slika strukture Cs(A).

(d) Ako je algebra A, homomorfna slika algebre A, tada je Cs(A,) izomorfna
unutrasnjoj podstrukturi strukture Cs(A;).

Dokaz. Necemo dati kompletan dokaz, nego samo osnovnu ideju. Za (a) i (b), ako
je ¢ odgovarajuc¢i b-morfizam, u dokazu koristimo homomorfizam ¢, : P(X,) —
P(X,) definisan sa: @ (X) = ¢~ !(X). Za (c) i (d), ako je ® odgovarajué¢i homo-
morfizam, on indukuje b-morfizam 6., : X5, — X3, definisan sa: 0., (F) =0"!(F).
O

Kao posledicu ove teoreme dobijamo

Posledica 1.6
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(a) Ako je struktura S| izomorfna unutrasnjoj podstrukturi strukture G,, tada
je C.(S1) izomorfna unutrasnjoj podstrukturi strukture C,(S>).

(b) Ako je struktura S, b-morfna slika strukture Sy, tada je C,(&,) b-morfna
slika strukture C,(Gy).

(c) Ako je algebra A izomorfna podalgebri algebre 4, tada je Em(A;) izo-
morfna podalgebri algebre Em(4).

(d) Ako je algebra A, homomorfna slika algebre 4y, tada je Em(A,) homo-
morfna slika algebre Em(A4;).

Teorema 1.29 Neka je {S; = (X;,R;) | i € I} klasa relacijskih struktura. Tada je
(L&) =116/

Dokaz. Za svako j € I, funkcija @; : x — (x, j) je injektivni b-morfizam &; —
Y.;S;. Ove funkcije indukuju surjektivne homomorfizme ¢ : (¥,;S&;)" — 6;’,
iz dokaza Teoreme 1.28. Dalje, ovi homomorfizmi odredjuju homomorfizam 0 :
(L;6,)" = I1;6; datsa

0(Y)(j) =0,+(Y)=0; ' (Y) ={y€X;| (nj) €Y}.

Lako je pokazati da je ovaj homomorfizam bijekcija.
a

1z poslednje teoreme sledi da, ako je klasa K zatvorena u odnosu na disjunktne
unije, tada je PK™ = K. Dakle, da bismo odredili kada je SK™ varijetet, treba
ispitati kada je ta klasa algebri zatvorena u odnosu na homomorfne slike. Koriste¢i
gore opisanu dualnost moze se dokazati sledece tvrdjenje.

Teorema 1.30 Neka je K klasa struktura zatvorena u odnosu na kanonicke ek-
stenzije. Ako je klasa K zatvorena u odnosu na b-epimorfne slike, unutrasnje
podstrukture i disjunktne unije, onda je SK™ varijetet.

Uslovi iz ove teoreme su dovoljni, ali ne i neophodni. Na primer, klasa K bes-
konac¢nih kvazi-uredjenja je zatvorena u odnosu na kanonicke ekstenzije i vazi da
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je SK™ varijetet algebri zatvaranja. Medjutim, ova klasa nije zatvorena u odnosu
na b-epimorfne slike i unutrasnje podstrukture.
Da bismo dobili potrebne uslove, uvodimo klasu Ky definisanu sa

Kg = {6 ‘ CAlS SK+}.
Koriste¢i Teoremu 1.30 i imajuéi u vidu da je SK* = SKS+ , dobijamo

Teorema 1.31 Neka je klasa Ks zatvorena u odnosu na kanonicke ekstenzije.
Tada je SK* varijetet ako i samo ako je klasa Ks zatvorena u odnosu na unu-
trasnje podstrukture i disjunktne unije.

Primetimo da zatvorenost klase Ks u odnosu na kanonicke ekstenzije ne povla-
¢i zatvorenost klase K u odnosu na kanonicke ekstenzije. Tako, videli smo (Primer
1.2) da je SK;:, = SK;“(, = V1. MozZe se pokazati da je (K,,)s = Kyo. Medjutim,
klasa K, je zatvorena u odnosu na kanonicke ekstenzije, a K, nije.

Osim kompleksnih varijeteta, bavicemo se i kanoni¢kim varijetetima.

Definicija 1.25 Kliasa algebri je kanonicka Klasa ako je zatvorena u odnosu na
kanonicke E-algebre.

Prirodno, varijetet koji je istovremeno i kanonic¢ka klasa algebri zovemo kano-
nickim varijetetom. Ve¢ smo pomenuli da su kanonicki varijeteti povezani sa
problemom kompletnosti normalnih modalnih logika. Naime, kaZzemo da je nor-
malna logika A kompletna ako je A = Th(K) za neku klasu okvira K. Ovo je
opet vezano za takozvanu algebru Lindenbauma logike A. Elementi ove al-
gebre (oznaCavamo je sa Ay ) su klase ekvivalencije formula u odnosu na relaciju
(0 < y) € A. Ona ima osobinu da na njoj vaze samo formule iz A, tj. Th(4x) = A.
Osim toga, algebra Lindenbauma je slobodna algebra varijeteta Mod(A).

Normalnoj logici A takodje moZemo pridruziti takozvani kanonicki okvir
G, koji je izomorfan kanonickoj strukturi algebre A,. Poznato je da za kanonicki
okvir vazi Th(S,) C A, tako da, ako Zelimo da pokazemo da je logika A odre-
djena klasom K njenih okvira, dovoljno je pokazati da G5 € K. Ovaj metod se
Cesto koristi u dokazivanju kompletnosti u modalnoj logici.
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Dakle, osnovno pitanje ovde je da li Cs(Ax) € Fr(A), §to je ekvivalentno pi-
tanju da li (Cs(An))* = Em(2,) pripada varijetetu Mod(A). Kako mi moZemo
posmatrati verzije algebre Lindenbauma za bilo koju (beskona¢nu) kardinalnost
skupa iskaznih slova i zahtevati da se njihove kanonicke E-algebre nadju u varije-
tetu Mod(A), pitanje se svodi na to da li se kanonicke E-algebre svih beskona¢no
generisanih slobodnih algebri varijeteta Mod(A) nalaze u Mod(A). Ovo posled-
nje biée ispunjeno ako i samo ako je Mod(A) kanoni¢ki varijetet, u skladu sa
Definicijom 1.25.

Vezu izmedju kanonickih i kompleksnih varijeteta daje sledeée tvrdjenje

Teorema 1.32 Svaki kanonicki varijetet je kompleksni varijetet.

Dokaz. Neka je V kanoni¢ki varijetet i K = {Cs(4) | 4 € V}. Posto je V ka-
nonicka klasa, (Cs(4))" = Em(A) je u V, $to znai da je SK™ C V. Medjutim,
kako za sve 4 € V postoji potapanje u Em(4), sledi daje V = SK™.

O

Nije poznato da li postoje kompleksni varijeteti koji nisu kanonicki.
Rezultati iz Teorema 1.30 1 1.31 mogu biti pojacani na sledeéi nacin

Teorema 1.33 (1) Ako je klasa K zatvorena u odnosu na kanonicke ekstenzije,
b-epimorfne slike, unutrasnje podstrukture i disjunktne unije, tada je SK*
kanonicki varijetet.

(2) SK™ je kanonicki varijetet ako i samo ako je klasa Kg zatvorena u odnosu
na kanonicke ekstenzije, unutrasnje podstrukture i disjunktne unije.

Uslovi iz prethodnih tvrdjenja postaju nesto jednostavniji kada razmatramo
elementarne klase relacijskih struktura. Ustvari, od posebnog interesa su (nesto

opstije) klase koje su zatvorene u odnosu na ultrastepene.

Teorema 1.34 Za svaku relacijsku strukturu & postoji ultrastepen ¥ od G takav
da je C,(&) b-epimorfna slika strukture <.

Sada se tvrdjenja o kompleksnim varijetetima mogu ovako formulisati
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Teorema 1.35 Neka je klasa K zatvorena u odnosu na ultrastepene.

(1) Ako je klasa K zatvorena u odnosu na b-epimorfne slike, unutrasnje pod-
strukture i disjunktne unije, tada je SK™ kanonicki varijetet.

(2) SK* je kanonicki varijetet ako i samo ako je klasa Ks zatvorena u odnosu
na unutrasnje podstrukture i disjunktne unije.

Sledeca teorema daje vezu izmedju ultraproizvoda i algebri kompleksa.

Teorema 1.36 Neka je {S; | i € I} familija relacijskih struktura i U ultrafilter na
1. Tada postoji potapanje algebre [1;&; /U u ([1;6;/U)".

Dokaz. Preslikavanje ¢ : []; P(X;)/U — P([1;X;/U) definisano sa
o/Uc@(a/U) < {icl|a(i)ca(i)} eU

je dobro definisan injektivni homomorfizam.
|

Primetimo da je prethodno tvrdjenje uopstenje Teoreme 1.5. Ovo tvrdjenje se
koristi u dokazu slede¢e (veoma vazne) teoreme

Teorema 1.37 Ako je klasa K zatvorena u odnosu na ultraproizvode (na primer,
ako je K elementarna klasa), tada je Vx kanonicki varijetet.

Treca vazna klasa varijeteta Booleovih algebri sa operatorima su kompletni
varijeteti.

Definicija 1.26 Varijetet V je kompletan varijetet ako je V = Vi za neku klasu
K relacijskih struktura.

Do pojma kompletnog varijeteta dolazi se iz algebarske verzije kompletno-
sti normalnih logika. Naime, ako je A kompletna normalna logika, onda je A =
Th(Fr(A)), ili, ekvivalentno tome, Mod(A) = Mod(Th(Fr(A))). Medjutim, kla-
sa Fr(A) odredjuje istu logiku kao i Fr(A)™, a ova logika odredjuje varijetet ge-
nerisan klasom Fr(A)", tj. varijetet VEra)- Dakle, A je kompletna logika ako i
samo ako je Mod(A) kompletan varijetet u smislu Definicije 1.26.



1.8. STEPENOVANIJE RELACIJA 37

Ako je V = SK™, onda je oCigledno V = Vk. Prema tome, svaki kompleksni
varijetet je kompletan. S druge strane, moZe se pokazati da postoje kompletni
varijeteti koji nisu kompleksni. Ipak, ako nametnemo odredjene uslove na klasu
K, ova dva pojma postaju ekvivalentna. Te uslove ¢emo izraziti u terminima klase
At(V)={6 |6 eV}.

Teorema 1.38 Varijetet V je kanonicki ako i samo ako je V kompletan varijetet i
klasa At (V) je zatvorena u odnosu na kanonicke ekstenzije.

Teorema 1.39 Ako je klasa At(V') zatvorena u odnosu na ultrastepene, tada su
sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) V je kompletan varijetet;
(2) V je kompleksni varijetet;
(3) V je kanonicki varijetet.

Poslednje tvrdjenje koje ¢emo navesti odnosi se na klase koje predstavljaju
uopstenje ranije pomenutih modalno-aksiomatskih klasa okvira.

Definicija 1.27 KaZemo da klasa K reflektuje kanonicke ekstenzije ako iz
C.(6) €K sledi G € K.

Teorema 1.40 (1) Ako je K = At(Vk), onda je klasa K zatvorena u odnosu na
b-epimorfne slike, unutrasnje podstrukture i disjunktne unije, i reflektuje
kanonicke ekstenzije.

(2) Neka je klasa K zatvorena u odnosu na kanonicke ekstenzije ili u odnosu
na ultrastepene. Tada je K = At(Vk) ako je K zatvorena u odnosu na b-
epimorfne slike, unutrasnje podstrukture i disjunktne unije, i reflektuje ka-
nonicke ekstenzije.

1.8 Stepenovanje relacija

Mnoga pitanja o algebrama kompleksa ne mogu biti reSena ako se oslanjamo samo
na stepenovanje operacija algebre. Naime, potrebno je pronaéi nacin da se i rela-
cije ”podignu” sa skupa na njegov partitivni skup. Na primer, prirodno je postaviti
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pitanje da li je algebra kompleksa faktor algebre u odnosu na neku kongruenciju
faktor algebra algebre kompleksa, ali odgovor ne moZemo dati bez stepenovanja
kongruencija. U literaturi je ovaj problem tretiran na razli¢ite nacine, u zavisnosti
od ciljeva koje su pojedini autori Zeleli da postignu. Uglavnom su u ovom kontek-
stu posmatrane specijalne klase binarnih relacija (relacije poretka ili skupovno-
teoretska inkluzija). Tako na primer, G. Czé&dli i G. Polldk u svojim radovima
defini$u relaciju na partitivnom skupu na sledeéi nadin: ako je (P,<) konatan
parcijalno uredjen skup i A,B C P, onda A < B znaci da postoji injektivno presli-
kavanje @ : A — B tako da za sve x € X vazZi x < @(x). Na taj nacin postize se da
je (P(P),<) ponovo parcijalno uredjen skup, a pod izvesnim uslovima i mreza
(potreban i dovoljan uslov dat je u radu [16]).

Opstu definiciju n-arne stepene relacije daje S. Whitney u svojoj doktorskoj
tezi iz 1977. godine.

Definicija 1.28 (a) Ako je R C A", definisemo Rl A 5 A sa
RU(X1, oo X1, Xih 1o, Xn) = {e | (Brg € X1) ... (Fuet € K1)

(ka_H EX]H_])...(H)C" EXn) (xl,...,xk_l,xk,kar],...,xn) S R},

zasve Xi,..., Xp—1,Xps1,---,X, CA.
(b) Ako je R C A", definiSemo R™ C P(A)" na sledeci nacin:
(Xl,XQ, . ,Xn) € Rtako

X1 CR(X2,X3,...,X,)

X2 C Rg(XlaXfSa cee 7Xn)

X, CRI(X\, X, Xo1)

za sve X1,...,X, CA.

(c) Nekaje A= (A,R) relacijska struktura. Odgovarajuca (relacijska) struk-
tura kompleksa jeste P(A4) = (P(A),{RT |R€ R }).
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Dakle, ako je specijalno n = 2, tj. R je binarna relacija na A, onda je R* C
P(A)? definisano sa: XR*Y ako

(VxeX)(3y €Y) xRy

(Vy € Y)(3x € X) xRy,

zasve X,Y CA.
Primetimo da je ovako definisano stepenovanje binarnih relacija pravo uop-
Stenje stepenovanja operacija, jer vazi

Lema 1.9 Neka je R C A? u stvari operacija, odnosno, postoji f : A — A tako da
za sve x,y € A vazi xRy ako i samo ako je f(x) =y. Tada je R™ bas operacija [,
tj. XR'Y ako i samo ako je fT(X) =Y, za sve X,Y C A.

Dokaz. Neka X,Y C A. Tada je
XRYY <= (WxeX)(FyeY) flx) =y& (WeY)(TxeX) f(x) =y <

fFX)CY &Y CfH(X) <= fH(X)=Y.

Osnovne osobine stepenovanja u odnosu na skupovno-teoretske i relacijske
operacije sadrZane su u sledeéoj teoremi

Teorema 1.41 Neka je R,S C A%. Tada vazi
(a) RCS=R"CS™;
(b) (RNS)T CRTNST;
(¢) R*US* C (RUS);
(d) (RoS)* = R+ oS*;
(e) (RT)™'=(R*.
Dokaz.

(a) Sledi iz Definicije 1.28.
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(b) Sledi iz (a), jer je (RNS)T CRTi(RNS)T C ST.
(c) Slediiz (a),jer je RT C (RUS)Ti8T C (RUS)™.
(d) Dokazimo da je (RoS)"™ C R oS™. Neka (X,Y) € (RoS)™ ineka je

Z={z€A|(IxeX)(IyeY)xRz & zRy}.

Ako x € X, tada postoji y € Y tako da je (x,y) € RoS, odnosno, postoji z € A
tako da je xRz i zRy. Jasno, z € Z. Obrnuto, ako z € Z, onda postoji x € X
tako da je xRz. Dakle, vazi XR"Z. Analogno se dokaZe da je ZS'Y, pa
(X,Y) € Rt oS

Dokazimo da je R" o ST C (RoS)". Neka (X,Y) € Rt oS™. Tada postoji
Z C A tako da je XR"Z i ZR"Y. Ako x € X, onda za neko z € Z vazi
xRz, ali isto tako postoji y € Y tako da je zSy. Dakle, vazi (x,y) € (RoS).
Sli¢no se pokaze da za sve y € Y postoji x € X za koje vazi (x,y) € RoS, pa
(X,Y) € (RoS)™.

(e)
X,Y)e (R <= (¥, X)eR" —

(VWyeY)(IxeX)yRx & (Vx€X)(y€Y) yRx <
(VyeY)(FxeX)xR 'y& (VxeX)(3FyeY) xRy —
(x,Y)e (R™H™.
O

Neke osobine relacija su invarijantne u odnosu na stepenu konstrukciju koju
razmatramo, a neke nisu. Tu Cinjenicu ilustruje sledece tvrdjenje.

Teorema 1.42 Neka je R binarna relacija na skupu A.

(a) Ako je R relacija ekvivalencije onda je i R' relacija ekvivalencije.

(b) ako je R relacija poretka onda R ne mora biti relacija poretka.

Dokaz.
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(a) Dokaza¢emo da su refleksivnost, simetri¢nost i tranzitivnost relacija invari-
jante pomenute konstrukcije. Neka je X, Y, Z C A.
Ako je R refleksivna, tada za sve x € X postoji y € X (y = x) tako da je xRy,
paje XRTX.
Ako je R simetri¢na, XR'Y i x € X, tada vazi

(VxeX)(3yeY) xRy & (Vy € Y)(3x € X) xRy.
Pa zbog simetri¢nosti imamo
(VxeX)(3yeY)yRx & (Vy € Y)(3x € X) yRx,

odakle sledi YR'X.
Ako je R tranzitivna, x € X i vazi XR™Y i YR Z, tada postoji y € Y tako
da je xRy. Dalje, postoji z € Z tako da je yRz, pa iz tranzitivnosti relacije R
sledi xRz. Na sli¢an nacin se pokaze da za sve z € Z postoji x € X tako da
je xRz, paje XR'Z.

(b) Nekaje A =1{1,2,3} i < je uobiajeni poredak na A. Tada je {1,2,3} <™
{1,3}i{1,3} <t {1,2,3}.

Iz Definicije 1.28 vidljivo je da relaciju R™ moZemo prikazati kao presek dve
”slabe” stepene relacije, koje se definiSu na slede¢i nacin

Definicija 1.29 Neka je X,Y C A%. Tada je
XR7Y < (Vxe€X)(3y€eY) xRy,
XRTY < (Vy€eY)(Ix€X) xRy.

Ove tri stepene relacije koriS¢ene su u teorijskom racunarstvu u kontekstu
stepenih domena (pri cemu je R relacija poretka). Naime, u pokuSaju davanja
izvesne interpretacije (znacenja) deterministickim programima, veoma pogodnim
pokazali su se @-kompletni parcijalno uredjeni skupovi zvani domeni.

Da bismo definisali domen posmatrajmo parcijalno uredjeni skup D = (D,C).
Neprazan podskup X skupa D je usmeren (directed) ako svaka dva elementa iz
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X imaju gornje ogranicenje u X. D je kompletno parcijalno uredjenje ako ima
najmanji element | i svaki usmeren podskup X ima najmanje gornje ograni¢enje
LX u D. Element ¢ € D je kompaktan ako za svaki usmeren podskup X iz ¢ C LX
sledi ¢ C x za neko x € X. Obelezimo sa DY skup kompaktnih elemenata skupa
D. Za kompletno parcijalno uredjenje D kaZemo da je algebarsko ako je za sve
x € D skup Cy = {c € D" | ¢ C x} usmeren i LIC, = x. Ako je D° prebrojiv skup,
tada kaZemo da je D w-algebarsko kompletno parcijalno uredjenje.

Definicija 1.30 Domen je w-algebarsko kompletno parcijalno uredjenje.

Kada govorimo o deterministickom programu, skup stanja posmatramo kao
neki domen D, a sam program moZemo interpretirati kao preslikavanje iz D u D.
Tada je prirodno da nedeterministicki program interpretiramo kao preslikavanje
iz D u P(D). To znadi da je potrebno “preneti” strukturu domena sa D na P (D).
Konstrukcija koju pri tome koristimo naziva se idealsko kompletiranje (comple-
tion by ideals). Ako je Q = (Q, <) kvazi uredjenje sa najmanjim elementom L,
tada je I C Q ideal u Q ako je [ usmereniizxeliy <xslediyel. Akoje D
skup svih ideala kvazi uredjenja Q, tada je (D,C) domen i zovemo ga idealskim
kompletiranjem kvazi uredjenja Q.

Ovo nam omoguéava da definiSemo stepene domene, koji igraju veoma vaznu
ulogu u modelovanju nedeterministi¢kih programa.

Definicija 1.31 Neka je D = (D,C) domen i M[D] skup svih konacnih nepraznih
podskupova skupa D°.

e Stepeni domen Hoarea je idealsko kompletiranje kvazi-uredjenog skupa
(M[D],E7).

e Stepeni domen Smytha je idealsko kompletiranje kvazi-uredjenog skupa
(M[D],ET).

e Stepeni domen Plotkina je idealsko kompletiranje kvazi-uredjenog skupa
(M[D],C™).

U teorijskom raCunarstvu poznate su i neke druge konstrukcije koje daju iste
stepene domene. Tako G.Winskel ([48]) povezuje stepene domene sa modalnom



1.9. RELACIJSKE STRUKTURE KOMPLEKSA I IDENTITETI 43

logikom i pokazuje kako je stepeni domen Hoarea povezan sa modalnim formu-
lama koje opisuju moguée ponaSanje procesa, stepeni domen Smytha sa formu-
lama koje opisuju neizbezno ponasanje procesa, a stepeni domen Plotkina sa oba
tipa formula.

1.9 Relacijske strukture kompleksa i identiteti

Definicija stepene relacije koju je dao Whitney, omogucuje nam da za svaku ope-
racijsko-relacijsku strukturu 4 = (A, F,R) formiramo odgovarajucu strukturu
kompleksa. Gritzer i Whitney u svom radu [23] daju potreban i dovoljan uslov da
varijetet (operacijsko-relacijskih) struktura bude zatvoren u odnosu na ovu kon-
strukciju.

Definicija 1.32 Atomarna formula na jeziku prvog reda L = F U R_je formula
oblika R(ty,...,t,) gde R € R_ili je R znak ~, a t1,...,t, su termi. Varijetet
struktura je klasa definisana nekim skupom atomarnih formula, tj. klasa svih
struktura na kojima vaZe sve formule iz datog skupa.

Definicija 1.33 Neka je A = (A, F,R) operacijsko-relacijska struktura. Odgo-
varajuca struktura kompleksa je

P(A) = (PA){f" | fe€ F}L{R"|RER}),
gde su f1 i R" iz Definicija 1.1 1.28, redom.

U nastavku ovog odeljka, pod formulom éemo uvek podrazumevati atomarnu
formulu.

Definicija 1.34 KaZemo da je varijetet struktura V ‘P-zatvoren ako P(A4) €V za

sve A€V.
Definicija 1.35 Formula R(ty,...,t,) je linearna ako su svi termi koji se poja-
vijuju u njoj linearni. Formula R(ty,...,t,) je regularna ako se isti skup promen-

ljivih pojavljuje u svakom od termova t;.
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Sledeca lema je kljucna u dokazu glavne teoreme.

Lema 1.10 (Grdtzer, Whitney, [23]) Neka je V P-zatvoren varijetet struktura i
nekaV |=R(p1,...,p1). Tada postoje termi p',,..., p) takvi da

(a) VERP,...,p);
(b) za sve i, p! je linearizacija od p;;
(c) R(pi,...,p1) se dobija od R(p\,...,p)) identifikovanjem promenljivih.

Dokaz. Neka se sve promenljive koje se pojavljuju u termima py,...,p; na-
laze u skupu {xi,...,x,}. Primetimo najpre da postoji ceo broj n > m, surjek-
tivno preslikavanje ¢ : {1,...,n} — {1,...,m} i linearni termi g (x1,...,x,),...,

qi(x1,..., %), takvi da je p;(x1,. .., %m) = qi(Xo(1)s- - - Xo(n))» Zasve i € {1,...,n}.
Ovo sledi iz Leme 1.2 koja je u odeljku 1.1 dokazana za [ = 2, ali lako se moZe
uopstiti. Posmatrajmo sada slobodnu algebru B na {aj,...,a,}, definisanu iden-
titetima koji vaze u V. Za svako S € R definiSimo relaciju S na B na sledec¢i
nacin:

S(t1,...t) vaziu Bakoisamo ako V = S(11,... k).

Ovako dobijena struktura B = (B, ¥, R ) pripada varijetetu V. PoSto je V P-
zatvoren, i P(‘B) senalaziu V. Nekaje A; = {a; | §(i) = j}, zasve je {1,...,m}.
Jasno je dau P(‘B) vazi

R+(pl(A17'"aAm)v"'vpl(Alv"'7Am))'

Posto by = qi(ai,...,an) € gy (Ag(1),---+Ap(n)) = P1(A1,...,An), na osnovu de-
finicije relacije R" sledi da postoje by € pa(Ay,...,An), ..., bi € pi(A1,....An),
takvi da u B vazi R(by,...,b,). Na osnovu Leme 1.1, sledi da postoje preslikava-
nja ; skupa {1,...,n} takva da je ¢o; = ¢ i b; = qi(ag,(1),- - - A, (n)) (Primetimo
da je o identi¢ko preslikavanje). Medjutim, to znaci da u V vazi R(p},...,p)),
gde je p} = qi(xg(1)s---»Xoy(ny)- Termi p; ne moraju biti linearni (jer elementi
Xo,(j) D€ moraju biti medjusobno razli¢iti), ali su svakako generalizacije termova
i, dok je p linearizacija terma p;. Primetimo jo§ da se R(py, ..., p;) moZe dobiti
od R(pf,...,p;) tako §to ¢emo u drugoj formuli umesto x; zameniti Xo(i)» Sto sledi

iz 00; = 0.
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Ponavljajuci opisani postupak, mozemo linearizovati sve terme koji se poja-
vljuju u posmatranoj formuli (jer je generalizacija generalizacije terma opet ge-
neralizacija, a generalizacija linearnog terma je linearan term), ¢ime je tvrdjenje
dokazano.

O

Teorema 1.43 ([23]) Varijetet struktura V je ‘P-zatvoren ako i samo ako je mogu-
Ce definisati varijetet V regularnim linearnim atomarnim formulama.

Dokaz. Neka je varijetet V P-zatvorenineka V = R(pi,..., p;). Tada je atomarna
formula R(py,..., p;) regularna. U suprotnom, ako bi se promenljiva x; pojavlji-
vala u termu py, ali ne u termu py, tada bismo, stavljajuci x; =0ix; # 0 za j # i,
dobili kontradikciju sa definicijom stepene relacije (u algebri kompleksa).

Neka je sada R(py, ..., p,) formula koja vazi u V. S obzirom na Lemu 1.10,
uV vazi ® = R(p,...,p;,), gde su p! linearni termi i R(py,...,p,) moZe da se
izvede iz R(p},...,p),). Dakle, svaka formula koja vazi u V moZe se izvesti iz

neke linearne regularne (atomarne) formule.

Obratno, neka je varijetet V definisan regularnim linearnim atomarnim for-
mulama, 4 € Vi R(py,...,pn) je regularna linearna atomarna formula koja vazi
u V. Dokazacemo da R(pi,...,pn) vazi u P(A4). Neka su Ay,...,A, neprazni
podskupovi od A i by € py(Ay,...,A,). Tada, na osnovu Posledice 1.1, postoje
ai,...,ay takvida a; € A; za sve i i by = pi(ay,...,an). Medjutim, tada u 4 vazi
R(bi,...,bk,...,b,), gde je b; = pi(ay,...,an) € pi(A1,...,Ay) za sve i, pa, po
definiciji stepene relacije vazi i

RT(p1(A1,...,An), ... pu(AL, ..., An)).

S druge strane, ako je A; = 0 za neko j, tada je za svako i, zbog regularnosti,
pi(A1,...,Aj,...,Ay) =01R"(0,...,0,...) vaZi po definiciji.
O

Ako u nosac algebre kompleksa ne uklju¢ujemo @, tada, analogno Definiciji
1.34, moZemo govoriti o P, -zatvorenim varijetetima. Iz dokaza Teoreme 1.43,
jasno je da vazi sledece tvrdjenje.
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Teorema 1.44 Varijetet struktura V je P, -zatvoren ako i samo ako je moguce
definisati varijetet V linearnim atomarnim formulama.

Napomenimo jo§ da se originalni dokaz odnosi na strukture gde operacije i
relacije ne moraju biti konacne arnosti. Odgovarajuce tvrdjenje o P-zatvorenim
varijetetima ne razlikuje se od tvrdjenja Teoreme 1.43, dok P, -zatvorene vari-
jetete ne moZemo uvek definisati linearnim atomarnim formulama. To dokazuje
slededi primer iz [23].

Primer 1.7 Neka je V varijetet struktura sa binarnom operacijom - i ®-arnom
relacijom R, definisan formulama:

R(x,23,...);
R(xlxg,xg,xg, c)s

2 .2 )
R(x1Xx2,X3X4,X5,X7,...);

Dokazacemo da je V P -zatvoren. Neka je A struktura iz V, i A1,A,... neprazni
podskupovi skupa A. Uzmimo neku od formula koje definisu V. Ona je oblika:

2 2
R(x1x2,...,x2k71x2k,ka+l,ka+3,...).
Dokazacemo da vaZi
R"(A1A Agj_1An, A3, A3
142, Ak 1A%, A 1, AN 3, )-

Neka suay,ay,...,an0,axy+1,b2k+1,02+3, 02113, . .. elementi skupa A takvi da a; €
A;, b € A; (pri cemu a; ne mora biti raZlicito od b;).
Ako b € Ay 1Asg, s <k, ondajeb=dd", gded € Ays_1, d" € Ay,. Tada vaZi

2 2
R(alaz, e 7b, e ,a2k,1a2k,a2k+] ,a2k+3, .o .),

pri femu, naravno, agi—1az; € Agi—1Ag;, zai € {1,...,k}\s, a%iﬂ EA%HI zai>k.
Ako b GA%]‘H’ j >k ondajeb=dV,db €A, pavazi

Il 2 2
R(alaz,...,...,agk_]azk,a2k+1b2k+1,...,ab ,a2j+3,a2j+5,...).



1.9. RELACIJSKE STRUKTURE KOMPLEKSA I IDENTITETI 47

Pri tome je bitno primetiti da ay;—1az; € Azi—1Az;, za i € {1,...,k}, a%l,r] € A%i+1
zai> j+1iagiibriy1 €A%, zak <i< .

Time smo dokazali da sve formule koje definisu V vaZe u P, (A4).

Da bismo dokazali da nijedna netrivijalna linearna formula ne vaZi u'V, po-
smatrajmo slobodan grupoid B sa relacijom R definisanom na sledeci nacin:

R(g1,82,...) ako i samo ako (3mg) gm = h2, za m > my.

Ovako dobijena struktura nalazi se u' V. Jasno je da u ‘B ne vaZi identitet p ~ q za
dva razlicita terma p i q. Dalje, ako bi u'V (a samim tim i u ‘B) bila zadovoljena
linearna formula R(p1,pa,...), onda bi, za neko m, term p,, bio kvadrat nekog
drugog terma, Sto je u protivrecnosti sa linearnoscéu formule.
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Poglavlje 2

Uopstene faktor algebre i algebre
kompleksa

2.1 Faktor algebre i algebre kompleksa

Ako je 4 = (A, F) algebra i ® € ConA4, faktor algebra 4/0 je algebra istog tipa
kao i 4 sa nosacem A/ i skupom fundamentalnih operacija {( 1! | f € F}, pri
demu je za n-arnu operaciju f:

F1(x1/0,...,x0/0) = f(x1,...,%a) /0.

Algebre kompleksa tesno su povezane sa faktor algebrama. Naime, nosac
faktor algebre A/6 je podskup od P(A). No, A/ nije uvek podalgebra od P(4).

Primer 2.1 Nekaje G = (G,-,”!,e) grupa, € ConG i H = e/9. Elementi faktor
algebre su koseti xH, x € G. Jasno je daje aH -bH = abH i (aH) ™' = a~'H. Ipak,
G/H < P(G) ako i samo ako je 8 = A, jer u ostalim slucajevima et ={e} ¢ G/H.

Primer 2.2 Posmatrajmo monoid N = (N, f), gde je f(x,y) =x-y za x,y € N.
Neka je © kongruencija datog monoida definisana sa: x 0y ako i samo ako 3 |
x—y. Tada je f*(3N,3N) =9N # 3N = [ f1(3N,3N), pa \/6 nije podalgebra
od P(N).

49
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Definicija 2.1 Neka je 4 = (A,F) algebra, R C A% i f n-arna operacija iz F.
KaZemo da R ¢uva argumente operacije f ako za sve z,y1,...,yn € A iz
ZRf(y1,...,yn) sledi da postoje x1,...,x, € A takvi da x;Ry; za sve i € {1,...,n} i
z=f(x1,...,X,). Ako R ¢uva argumente svih operacija iz F i kompatibilna je sa
svim operacijama iz F, tada kaZemo da R ¢uva strukturu algebre 4.

Teorema 2.1 (Brink [7]) Neka je A = (A,F) algebra i © € Con4. Tada A/8 <
P(A) ako i samo ako © cuva argumente svih operacija iz F.

Dokaz. Neka je 4/6 < P(A4). Ako je f n-arna operacija iz F, tada se operacija
[ #1 poklapa sa operacijom f* na A /8. Neka su z,x1,...,x, elementi skupa A takvi
daje z0f(xi,...,x,). Odatle sledi

€ f(x1yee k) /0= (x1/0, ..., %,/0) = T (x1/8,...,%,/0).

To znaci da postoje z; € x1/9,...,z, € x,/0 takvidaje z= f(zi,...,2), pa 6 Cuva
argumente operacije f.
Obrnuto, neka 0 ¢uva argumente n-arne operacije f i xi,...,x, € A. Ako

zelfl(x1/6,...,%,/8) = f(x1,...,x,)/0, onda je 20 f(x1,. .., X,). Medjutim, tada
je z= f(z1,-.-,21) zaneke z; € x1/0,...,2, € x,/0, paz € fT(x1/0,...,x,/0).
Akoz € f(x1/0,...,x,/0), tada postoje 71, .. .,z, € A takvi da je z;0xy, ..., 2,0x,
iz= f(z1,...,2,). Odatle, s obzirom da 8 € ConA4, dobijamo z0f(xi,...,x,),
odakle sledi z € f(x1,...,%,)/0 =f1(x1/0,...,x,/0).

O

Lema 2.1 Neka je A= (A,F) algebrai® € ConA. Onda 6" € ConP(A4).

Dokaz. U glavi 1. pokazano je da je 07 relacija ekvivalencije, dakle, potrebno
je jo§ pokazati da je 8 kompatibilna na P(4). Neka je f n-arna operacija iz F,
X1y, X, Y1,.... Y, € fP(A) i X19+Yl,. .. ,Xn9+Yn. Ako x € er(Xl,. .. ,Xn), tada
jex=f(x1,...,x,) zaneke x| € X,...,x, € X,. Dalje, postoje y; € Y1,...,y, €Y,
takvi da je x10yy,...,x,0y,. Odatle sledi f(xi,...,x,)0f(y1,...,¥n), a to znali da
postojiy = f(y1,...,yn) € f7(Y1,...,Y,) tako da je xBy. Analogno se pokazuje da
je i drugi uslov ispunjen i prema tome f+(X,...,X,)0" fT(Yy,....Y,).

O
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Teorema 2.2 (Brink [7]) Neka je A = (A,F) algebra i ® € ConA4. Tada vazi
P(A/0)=P(a)/6" (2.1)
Dokaz. DefiniSimo preslikavanje @ : P(A)/07 — P(A/0) sa
¢(X/07) ={x/0|xeX}.

Nekaje X/07 =Y /0T ix € X. Iz X0"X sledi X07Y, pa postoji y € Y tako da je
x60y, odnosno x/6 = y/6. Sli¢no se pokazuje da za sve y € Y postoji x € X tako da
je x/0 =1y/6, a to znaci da je ¢(X/07) = (Y /07), tj. preslikavanje @ je dobro
definisano.

Neka je ¢(X/07) =@(Y/0") i Z € X/0". Tada za sve z € Z postoji x € X
tako da z € x/0. Dalje, postoji y € Y tako da je x/6 = y/0, a odatle je z8y. Osim
toga, lako se pokaZe da za sve y € Y postoji z € Z tako da je z8y, odakle dobijamo
Z €Y /6", odnosno X /6" C Y /0. Zbog dualnosti sledi X /6" =Y /0", pa je ¢
injektivno preslikavanje.

Neka je o C A/0. Ako je X = Ua, tada je (X /0") = o pa je ¢ surjektivno
preslikavanje.

Ostalo je joS da se pokaZe da je @ homomorfizam. Neka je f n-arna operacija
izFiXi,...,X, CA. Tadaje

ol f1(x1/0",.... X, /0%) = o(f (Xi,....X,)/8") =
{x/0|x€ fH(X1,.... %)} = {f(x1,...,%2)/0 | x1 €X1,...,%, € X} =
{TF1(x1/0,...,%,/0) | x1 €X1,... . x, € X, } =
{1 f1(x1/8,...,%:/8) | x1/0 € 9(X1/67),....x,/0 € 9(X,/0")} =

7 (0(X1/87),...,0(X,/07)).
O

Lema 2.2 Neka su 4 i B algebre i ¢ : A — B homomorfizam. Tada je (ker@)t =
kero™.
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Dokaz.
(X,Y) € (ker@)™

(VxeX)(FyeY) o(x) =(y) & (Vy € Y)(Ex € X) 0(x) = 9(y) <

{o(x) [xeX}t={o(y) |yeY}
0T (X)=0"(Y) <= (X,Y) € ker¢™.
]

Teorema 2.3 (Brink [7]) Neka su A i ‘B algebre i ¢ : A — B epimorfizam. Tada
vazi
P(A)/(kerg)™ = P(B) (2.2)

Dokaz. Kako je ¢ takodje epimorfizam, tvrdjenje je posledica Leme 2.2.
O

Teorema 2.4 (Brink [7]) Neka su A i ‘B algebre, B < A, 6 € ConA, 61 = 6,
92 = GHB]S Tadaje

P(B)/0} = [P(B))° /67 (2.3)

Dokaz. Na osnovu prve teoreme o izomorfizmu je B/0; = [B]%/0,, paje P(B/0))
>~ ¢([B]®/6,). Na osnovu teoreme 2.2 sledi P(B) /0, = P([B]®) /65 i sada ostaje
jos da se pokaze da je P([B]?) = [P(B)]®", §to sledi direktno iz definicije stepene
relacije 6.

g

Teorema 2.5 (Brink [7]) Neka su \y i © kongruencije algebre A iy C 6. Tada
2(a/y) [ (6/v)" = 2()/0". (2.4)

Dokaz. Na osnovu druge teoreme o izomorfizmu je A4/y / 0/y = 4/6. Tada su

i algebre kompleksa leve i desne strane izomorfne, pa tvrdjenje sledi iz Teoreme
2.2.
O
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2.2 Uopstena faktor algebra i dobre faktor relacije

U prethodnom odeljku date su stepene” verzije poznatih teorema o homomorfi-
zmu i izomorfizmu. Da bismo te teoreme uopstili, potrebno je formulisati pojam
“dobre faktor relacije” tj. one relacije koja je opstija od kongruencije, ali jo§ uvek
dovoljno dobra da se napravi faktor algebra.

Definicija 2.2 Neka je A = (A,F) algebrai R C A

(a) Za sve a € A definisemo Klasu elementa a sa a/R = {b | bRa}. Odgova-
rajuci uopsteni faktor skup je A/R ={a/R|a € A}.
(b) Relacija €(R) C A? je definisana sa:

(a,b) € €(R) <= a/R=Db/R.

(c) KaZemo da je R dobra faktor relacija na 4 ako je €(R) kongruencija na
A. Skup svih dobrih relacija na A obeleZavamo sa G(A4).
(d) Ako je R dobra faktor relacija na A, odgovarajuc¢a uopstena faktor alge-
bra A/R je
A/R=(ARA{f'|feFY),

gde su operacije | 1 (f € F) definisane na slede¢i nacin: ako ar(f) =n,
tada za sve ay,...,a, €A

"flai/R,...,an/R) = f(ai,...,a,)/R.

Primetimo da su dobre faktor relacije tatno one za koje je gornja definicija
uopstene faktor algebre dobra (odnosno operacije | 1 su dobro definisane za sve
fEF)

Primer 2.3 Svaka relacija poretka < je dobra relacija na bilo kojoj algebri, jer
jee(<) =A.

Primer 2.4 Relacija ekvivalencije R je dobra relacija na algebri A ako i samo
ako R € ConA, jer je €(R) = R.
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Primer 2.5 Svako kompatibilno kvazi-uredjenje je dobra relacija. Naime, neka je
A = (A,F) algebra, f n-arna operacija iz F i R kompatibilno kvazi-uredjenje na
A (kvazi-uredjenje je refleksivna i tranzitivna relacija). Ako je x;€(R)y; za i <n,
onda, s obzirom na refleksivnost relacije R dobijamo x\Ryy,...,x,Ry,. Odatle
sledi f(x1,...%,)Rf(y1,...,yn). Pretpostavimo sada da z € f(x1,...,x,)/R. Iz
tranzitivnosti relacije R dobijamo z € f(yi,...,y,)/R, dakle f(xi,...,x,)/R C
fO1,---,yn)/R. Obrnuta inkluzija se analogno dokazuje, pa stoga zakljucujemo
da je f(x1,...,%,)€(R)f(¥1,...,yn) i €(R) je kongruencija.

Primer 2.6 Svaka relacija koja ¢uva strukturu algebre je dobra relacija. Na-
ime, neka je R relacija koja cuva strukturu algebre A = (A,F) i f n-arna ope-
racija iz F. Ako je x1€(R)y1, ..., xy€(R)yn i 2 € f(x1,...,X,)/R, onda, posto R
c¢uva argumente operacije F, postoje z1,...,2, € A takvi da je z1Rx1,...,z,Rxy, i
2= f(z1,...,24). Dalje, iz z1 € x;/R =y1/R,...,2n € Xu/R = yu/R zakljucujemo
da vaZi z1Ryy, . .., zaRy,. Sada, koriste¢i kompatibilnost relacije R dobijamo z =
fzi,--.z0)Rf (V15 yn). Prema tome,z € f(y1,...,yn)/R i f(x1,...,%,)/R C
fO1,--,yn)/R. Obrnuta inkluzija se dokazuje na sli¢an nacin pa stoga sledi
fxr, . x0)€R) f(y1,---,yn) i €(R) je kongruencija.

Primer 2.7 Neka je |A| > 3, a,b,c razli¢iti elementi skupa A i R = {(c,c)} rela-
cija na A. Definisimo preslikavanje f : A" — A na sledeci nacin:

flxr,..ox,) =

a akox;=azasveli
c inace
Tadajea/R=b/R=0ali f(a,...,a)/R=a/R+# c/R= f(b,...,b)/R. Dakle, R

je simetri¢na i tranzitivna relacija koja je kompatibilna na algebri A = (A, F), ali
nije dobra na 4.

Primer 2.8 Neka je |A| > 4, a,b,c,d razli¢iti elementi skupa A i
R = AU {(a7 b)’ (b7 a)’ (a7c)7 (C7 a)’ (a7d)7 <d7a)7 (C7d)7 (d7 C)? <C7 b)7 (b7 C)}'

Definisimo preslikavanje f : A" — A na slededi nacin:

c akoxi=azasvei

foxse ) :{ d inace
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Tada je a/R = c/R ali f(a,...,a)/R=c/R#d/R= f(c,...,c)/R. Dakle, R je
refleksivna i simetric¢na relacija koja je kompatibilna na A = (A, F) ali nije dobra
na 4.

Za dobre relacije moZemo dokazati sledecu proSirenu teoremu o homomorfi-

13

zmu

Teorema 2.6 Neka su A i B dve algebre istog tipa. Tada je ‘B homomorfna slika
od A ako i samo ako postoji dobra relacija R na A takva da

B~ 4/R.

Dokaz. Ako je B homomorfna slika od 41 ¢ : 4 — B je epimorfizam, onda je
B = 4 /kerg, a ker@ je, naravno, dobra relacija.

Obrnuto, ako je B = 4/R i R je dobra relacija na 4, posmatrajmo prirodno
preslikavanje u: 4 — A4/R, u(a) = a/R. Tada, za svaku n-arnu operaciju F alge-
bre A4 vazi

u(fxryx)) = f(xr,-x) /R= 11 /R, ..., xa/R) =
(), ().

Dakle, 4/R, a samim tim i B je homomorfna slika od 4.
|

Posledica 2.1 Neka je R dobra relacija na algebri 4. Tada je A/R = A4 /€(R).

Dokaz. Jezgro epimorfizma u iz dokaza prethodne teoreme je €(R), pa je tvrdjenje
direktna posledica klasi¢ne teoreme o homomorfizmu.
a

Posledica 2.2 Neka R € G(A). Tada
P(A/R) = P(A)/(e(R))".

Dokaz. Direktna posledica Teoreme 2.2 i Posledice 2.1.
g
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Ako je R C A tada su €(R™) i (¢(R))™ relacije ekvivalencije. Ove dve relacije
ne moraju biti jednake, §to ilustruje sledeéi primer.

Primer 2.9 Neka je (L,<) proizvoljni linearno uredjen skup sa bar tri elementa,
a,b,cel,a<b<c X={ab,c},Y ={a,c}. Tada Z € X/ < ako i samo ako
za sve 7 € Z vaZi z < c i postoji z € Z tako da 7 < a, a to ¢e vaZiti ako i samo ako
ZeY/ <" Dakle, (X,Y) € €(<7). S druge strane, (X,Y) & (¢(<))" = Ap(y).

Ipak, inkluzija u jednom smeru uvek vaZzi
Lema 2.3 Ako je R C A? onda je (¢(R))* C &(R").

Dokaz. Neka X,Y € P(A) i (X,Y) € (¢(R))". Tada za sve x € X postoji y € Y
tako da je x/R = y/R i za sve y € Y postoji x € X tako da je x/R = y/R. Treba
dokazati da je X/R"™ =Y /R". Neka Z € X/R". Ako z € Z, tada postoji x € X
tako da z € x/R. Po pretpostavci postoji y € Y tako da x/R = y/R. Dakle, za
sve z € Z postoji y € Y tako da je zRy. Dalje, ako y € Y, tada postoji x € X
tako da je x/R = y/R. Za tako izabrano x postoji z € Z tako da je zRx, odnosno,
z € x/R = y/R. Dakle, postoji z € Z tako da je zRy. Time smo pokazali da vazi
ZR"Y,paje X/RT CY/R*. Obrnuta inkluzija dokazuje se na sli¢an nalin.

O

S obzirom na prethodnu lemu, ako je R dobra relacija na A4, faktor relacija
€(RT)/(e(R))™ je relacija ekvivalencije na P(4)/(e(R))*. Sada je lako dokazati
sledeca tvrdjenja:

Posledica 2.3 Neka R € G(A). Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(a) €(RT)/(e(R))" je kongruencija na P(A4)/(e(R))";
(b) €(R") je kongruencija na P(4);
(¢c) R* € G(P(A)).

Teorema 2.7 Neka R € G(A) i RT € G(P(A)). Tada je

?(ﬂ)/(E(R))*/8(R+)/(8(R))+ = P(A)/e(R7).
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2.3 Uredjen skup dobrih relacija

U ovom odeljku ¢emo izucavati skup dobrih relacija algebre. Specijalno, da¢emo
potreban i dovoljan uslov da G = (G(A4),C) bude mreza.

Definicija 2.3 Neka je R C A% i ¢ : A/R — P(A). Onda relaciju Ry C A? de-
finisemo na sledeci nacin:

aReb <= a < @(b/R).

Teorema 2.8 Neka je A algebra i R C A, Tada je R dobra relacija na A ako i
samo ako postoji kongruencija © algebre 4 i injekcija ¢ : A/0 — P(A) tako da
R — e(p.

Dokaz. (<)

Neka 6 € ConA and ¢ : A/6 — P(A) je injekcija. Tada (a,b) € £(0¢) ako i samo
ako a/0y = b/0y, odnosno, ako i samo ako ¢(a/0) = @(b/0). 1z poslednje jed-
nakosti sledi a/0 = b /6, tj. abb, pa je €(6y) = 6. Dakle, £(8y) je kongruencija na
A16 € G(A).

(=)

Neka R € G(A4). Ako stavimo 0 = €(R) tada 6 € ConA4. Defini§imo preslikavanje
@:A/0:P(A)sa@(a/0) =a/R, ac A. Tada je lako dokazati da je ¢ injekcija i
R =0,

Od

Ako je 4 dvoelementna algebra, lako je pokazati da tada vaZi G(4) = P(A?)
i EqvA = ConA. U slu¢aju |A| > 3, najpre ¢emo dokazati pomoéno tvrdjenje.

Lema 2.4 Neka je A = (A,F) algebra takva da je G(A) = P(A?) i f je n-arna
operacija iz F.

(a) Ako x1,...,Xn,V1,---,Yn,a € A tako da f(xi,...,x,) =aiza svei < nvaZi:
X; = a ako i samo ako y; = a, tada je f(yi,...,yn) = a.

(b) Akoje B C A takoda suxy,...,Xp, Y1, Yn, f(X1,...,%,) elementi skupa B,
tada f(yy,...,yn) € B.
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Dokaz.

(a) Neka je f(yi1,...,yn) = b # a. Tada postoji relacija R takva da je za sve
i€{l,...,n} xi/R=yi/R1ia/R+# b/R. Medjutim, to je kontradikcija sa
uslovima tvrdjenja jer R nije dobra relacija na 4.

(b) Ako f(yi,...,yn) nije u B, tada, s obzirom na (a), sledi f(xi,...,x,) =
fO1,...,ya) € B, §to je kontradikcija s pocetnim uslovima.

Teorema 2.9 Nekaje A= (A,F) algebrai |A| > 3. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(a) G(A) = P(A?).

(b) EqvA = ConA.

(c) Sve fundamentalne operacije algebre A su projekcije ili esencijalno nu-
larne.

Dokaz. Lako je videti da su uslovi (a) i (b) ekvivalentni. Dokazimo sada da su
uslovi (a) i (c) ekvivalentni. Neka je f n-arna funkcija iz F takva da f(xy,...,x,)
=xjzasvexy,...,x, EAiRCA? Tadaizx;/R=y;/Rzasvei<nsledix;/R=
yj/R, aodatle je f(x1,...,x,)/R= f(y1,...,yn)/R. Ako je, pak, f(xi,...x,) =a
za neko fiksirano a € A, tada je f(xj,...,x,)/R=a/R= f(y1,...,y»)/R. Prema
tome, ako je ispunjen uslov (c), tada su sve relacije na 4 dobre.

Pretpostavimo sada da je G(4) = P(A?). Neka je f n-arna operacija iz F,
a,bcA,a#bif(a,...,a)=b. Ako je c #aic # b, tada je, na osnovu Leme
24, f(c,...,c) = b. Takodje na osnovu Leme 2.4, mora biti f(b,...,b) = b, jer
ako je f(b,....b)=d #bie+#d,tadaje f(e,...,e) = d, amismo ve¢ dobili da
je fle,...,e) =b.

Dakle, postoje dve moguénosti:

1) f(x,...,x) =x,zasvex €A;
2) f(x,...,x) =b, gde je b fiksiran element iz A.

Razmotrimo ova dva slucaja.
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1) Neka a,b € A. Tada, s obzirom na Lemu 2.4 (b), f(a,...,a,b,...,b) €
{a,b}, papostoji k € {0,1,...,n— 1} tako da
fla,...,a,b,....b)=>bi f(a,...,a,b,...,b) =a.
S~—— SN——

k k+1
Ako je ¢ # aic # b, tada vazi
fla,...,a,b,....b) b= f(c,...,c,a,b,...,b) #b.
k+1 k
+

Takodje, s obzirom na Lemu 2.4, imamo

fla,...,a,b,....b) =b= f(c,...,c,b,....b) =b#c=
e 5

fle,...,c,a,b,....b) #c.
——
k
Medjutim, na osnovu Leme 2.4 (b), f(c,...,c,a,b,...,b) € {a,b,c}, §to
N——

k
znali da mora biti f(c,...,c,a,b,...,b) = a, a odatle sledi
——
k
S0y Xhy @y X2y« 3 X)) = Ay ZASVE X1,y Xpy Xp12, - -, Xn € A\ {a}.

Pretpostavimo sada da je f(yi,...,Vk,d,Yk+2,---,¥n) = d # a. Tada, za
svaku n — 1-torku (zy,...,2,22,---,2n) Koja je dobijena od n — 1-torke
(V1 sYks Ykt2, - - - ,Yn) zamenom svih pojavljivanja elementa a elementom
e razli¢itim od a i d, vazi f(z1,...,2k,a,2k+2,- - - ,2n) = d. Medjutim, to je
kontradikcija, jer zi,...,2, € A\ {a}. Posto je a proizvoljan element iz A,
dobili smo da vazi:

F(x1,.. 0 %) = Xk1 ZasVe Xp,...,X, € A.
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2) Pretpostavimo da je f(ay,...,a,) = a # b zaneke ay,...,a, € A. Neka je
c#a,c#bi(by,...,b,) n-torka koja se dobija iz (ay,...,a,) zamenom
svih pojavljivanja elementa b elementom c. Tada je f(by,...,b,) = a, na
osnovu Leme 2.4. S druge strane, iz f(a,...,a) = b sledi f(by,...,b,) =D.
Dakle, mora biti f(xy,...,x,) =b zasvexy,...,x, € A.

Sledeca lema igra vaznu ulogu u dokazu glavne teoreme ovog odeljka.

Lema 2.5 Neka je A algebra takva da E = EqvA \ ConA # 0. Onda (E,C) ima
minimalni element.

Dokaz. Neka je 4 = (A,F) 10 € E. Tada za neko f € F arnosti n > 1 po-
stoje ai,...,an,b1,...,b, € A takvi da je a;,0b; za sve i € {1,...,n}, ali ne vazi
flai,...,a,)8f(b1,...,b,). Definigimo p C A% kao najmanju relaciju ekvivalen-
cije na A koja sadrzi {(a;,b;) | i <n}. Naravno, p C 6, p € E i postoji samo
kona¢no mnogo relacija ¢ € EqvA takvih da 6 C p. Dakle, skup {c € E |6 C p}
ima minimalni element.

O

Sada moZzemo dati potreban i dovoljan uslov da G(A4) bude mreza.

Teorema 2.10 Neka je A algebra. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(a) G(A)jemreza;
(b) EqvA = ConA.

Dokaz. (=)

Pretpostavimo da je EqvA # Con4 i neka E = EqvA \ ConA4. Kako je E # 0, s
obzirom na Lemu 2.5, (E,C) ima minimalni element 8. Po$to je 6 # A4, postoje
razli¢iti elementi x1,x» € A takvi da x10x,. Kako je 8 # A2, postoji element ¢ € A
takav da ne vaZi x| 0c. DefiniSimo relaciju ekvivalencije p C 6 na slede¢i nacin:

xpy <= (x0y &x#x1 &y#x;) ili x=y=x.
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Kako je © minimalni element u E i p C 0, sledi p € ConA4. S obzirom na Teo-
remu 2.8, za svaku injekciju ¢ : A/p — P(A) relacija py je dobra relacija na 4.
Definis§imo injekcije @1,9, : A/p — P(A) tako da py, NPy, = 6:

x/0 ako
Q1(x/p) =< x2/0U{c} ako
x2/0 ako
x/0 ako
M(x/p) =4 X2/ ako

x2/0U{c} ako

—x0x>
X =X
x0xp & x # x1

—x0x>
X = X1
x0xy & x # xi

Lako je videti da su @; i @ injekcije, pa su pg, 1 Py, dobre relacije takve da
P NPy, = 6. Sli¢no, definiSemo injekcije @3, @4 : A/p — P(A) tako da za dobre

relacije P, 1 Py, VaZi Py, Upg, = 6:

x/0 ako
03(x/p) =9 x2/0\{x2} ako
x2/0 ako
x/0 ako
P4(x/p) =14 x2/6 ako

x/0\{x,} ako

—x0x,
xX=x

xX0xy & x # x1

—x0x;
X =X1
x0xy & x # x

Tada dobre relacije pg, i Py, nemaju infimum u G(A4) zato Sto

inf(p(Plvp(Pz) - Po; MNPe, = 9,

p(P3 U p(P4 =0 - inf(ptplvp(pz)'
Prema tome, imali bismo 0 = inf(py, , Py, ), Sto je kontradikcija sa 8 ¢ G(4).

(<)

S obzirom na Teoremu 2.9, ako EqvA = Con4, onda G(A) = P(A?), paje G(A)

mreza.
O
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2.4 ProSirene teoreme o izomorfizmu i kvazi-kongruencije

U odeljku 2.2 uveli smo pojam dobre faktor relacije sa ciljem da uopstimo po-
jam faktor algebre za relacije koje ne moraju biti kongruencije. Sada se postavlja
pitanje da li se poznate teoreme o izomorfizmu koje vaZe za kongruencije mogu
progiriti na klasu G(A4). Odgovor je, nazalost, negativan. Primeri koji slede ilu-
struju probleme koji se pojavljuju.

Primer 2.10 Neka je A = {0,1,2,3,4}, R = {(0,2),(1,3),(2,4),(3,1),(4,0)},
f0O)=1, f(1)=2, f(2) =0, f(3) =4, f(4) =3. Tada je R dobra relacija
na A= (A,f). Medjutim, za B={0,1,2}, Rz = RN B? nije dobra relacija na
podalgebri ‘B algebre 4.

Primer 2.11 Neka je A = (A,F) proizvoljna algebra i a,b,c € A. Ako je R =
{(a,a),(a,b),(a,c)}, tada R € G(A). Ako faktor relaciju definisSemo na uobicajeni
nacin (kao kod kongruencija), relacija R /R nije dobro definisana jer (a,c) € R =
(a/R,c/R) € R/R, a s druge strane, (b,c) ¢ R=> (a/R,c/R) = (b/R,c/R) ¢ R/R.

Da bismo prevazisli ove teskoce, moramo da se ograni¢imo na neke uze klase
dobrih relacija (koje su, naravno, Sire od kongruencija). Tako dolazimo do slede-
¢ih klasa

Definicija 2.4 Neka je 4 algebrai R C A2,
(a) KaZemo da je R kvazi-ekvivalencija na A ako za sve x,y € A
x/R=y/R <= xRy & yRx.

Skup svih kvazi-ekvivalencija na A oznacavacemo sa QEqvA.

(b) R je kvazi-kongruencija na A4 ako je R dobra kvazi-ekvivalencija. Skup
svih kvazi-kongruencija na A oznacavaéemo sa QConA.

(c) R je B-kvazi-kongruencija na A4 ako je R kompatibilna kvazi-ekvivalenci-
Jja. Skup svih B-kvazi-kongruencija na A oznacavacemo sa BQConA4.

(d) KaZemo da je R dvostrana kvazi-kongruencija na 4 ako R € QConA4 i za
sve x,y,z € A vaZi

xRy & yRx & xRz = yRz.

Skup svih dvostranih kvazi-kongruencija na A oznacavamo sa TSQConA.
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Pojam kvazi-ekvivalencije i B-kvazi-kongruencije uveli su Brink, Jacobs, Nel-
te i Sekaran u [8], s tim $to oni B-kvazi-kongruencije nazivaju kvazi-kongruenci-
jama.

Lema 2.6 Relacija R je kvazi-ekvivalencija na skupu A ako i samo ako je R re-
fleksivna relacija i za sve x,y,z € A vaZi

XRy & yRx & 7Rx = zRy. (2.5)

Dokaz. Ako je R € QEqvA, tada iz x/R = x/R sledi xRx. Dalje, iz xRy, yRx i zRx
sledi x/R=y/Riz€ x/R, pa z € y/R, odnosno zRy. Obrnuto, iz refleksivnosti
relacije R dobijamo x/R = y/R = xRy & yRx, a iz uslova (2.5) sledi xRy & yRx =
x/R=y/R.

O

Koristeéi Lemu 2.6 lako je dokazati sledeca tvrdjenja
Posledica 2.4 Svaka refleksivna i tranzitivna relacija na A je kvazi-ekvivalencija.

Posledica 2.5 Svaka refleksivna i antisimetricna relacija na A je dvostrana kvazi-
kongruencija na proizvoljnoj algebri A sa nosacem A.

Sledece tvrdjenje se dokazuje jednostavnim kombinovanjem definicija kvazi-
ekvivalencije i dobre relacije.

Lema 2.7 Neka je A = (A,F) algebra i R € QEqvA. Slededi uslovi su ekviva-
lentni:

(a) R QConA
(b) Za sve f € F, ako je ar(f) = n onda za sve x1,...,Xy,Y1,...,Yn € A vazZi

(\V/l S ”)(xiR)’i &yiRXi) = (f(xlv‘"7xn)Rf(y17"')yn) &
f(yla"'7yn)Rf(xl7"'axn))

Posledica 2.6 Svaka B-kvazi-kongruencija je kvazi-kongruencija ( a samim tim i
dobra relacija).
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U opstem slucaju, TSQConA je pravi podskup od QConA4 i neuporedivo sa
BQConA.

Primer 2.12 Neka je A = {a,b,c}, f(a) = f(b) =a, f(c)=c, A=(A,f), R=

{(a,a),(b,a),(a,b),(b,b),(a,c),(c,c)}, § ={(a,a),(b,),(b,c),(c,c)}.
Tada R € BQConA\TSQConAiS € TSQConA\ BQConA.

Sledeca lema bice nam od koristi u nastavku.
Lema 2.8 Svaka simetricna kvazi-kongruencija je kongruencija.

Dokaz. Neka je R simetricna kvazi-kongruencija na algebri 4. Tada imamo:
xRy & yRz = xRy & yRz & zRy = xRz. Dakle, R je relacija ekvivalencije, a svaka
dobra relacija ekvivalencije je kongruencija (Primer 2.4).

O

Uvodjenje novih klasa relacija omoguéuje nam da dokaZemo uopStene verzije
teorema o izomorfizmu.

Definicija 2.5 Neka je 4 algebra, B poduniverzum od A, R C A%. Definisemo
BR C A kao
BR={acA|(3b<cB)a/R=b/R}.

Lema 2.9 Neka je A algebra i ‘B podalgebra od A. Tada

(a) Ako R € QConA onda R € QCon'B.
(b) Ako R € G(A) onda je BR poduniverzum od A.

Dokaz.

(a) Sledi direktno iz Leme 2.6 i Leme 2.7.

(b) Neka je f n-arna operacija algebre 4 i ay,...,a, € BX. Tada postoje ele-
menti by, ..., b, skupa B takvidajea;/R=">b1/R,... ,a,/R =b,/R. Kako je
R dobra relacija, imamo f(ay,...,a,)/R=f(bi,...,by)/Ri f(b1,...,by) €
B, odakle sledi f(ay,...,a,) € BR.
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Ako R € G(A4) i B < 4, podalgebru od 4 &iji je nosa¢ BR oznacavacemo sa
BR,

Sada imamo sve §to nam je potrebno za dokaz uopStene verzije prve teoreme
0 izomorfizmu.

Teorema 2.11 Neka je A algebra, B < A i R € QConA. Tada
B/Rjp = B /Rpr.

Dokaz. S obzirom na Lemu 2.9, algebre B/Rp and BR/ R|pr su dobro definisane.
Neka je ® : B/Rjp — BX /R pr preslikavanje definisano na prirodan nacin:

q)(b/R‘B) = b/R‘BR.

Lako je dokazati da je ® izomorfizam.
g

Definicija 2.6 Neka je A algebra, R,S € TSQConA4, R C S. Relacija S/R C
A/R x A/R je definisana sa
(a/R,b/R) € S/R < (a,b) €.

Lema 2.10 Neka je A algebra, R,S € TSQCon4, R C S. Tada je S/R dvostrana
kvazi-kongruencija algebre 4/R.

Dokaz. Najpre ¢emo dokazati da Definicija 2.6 ima smisla, odnosno da je relacija
S/R dobro definisana. Neka (a/R,b/R) € S/Ria/R=c/R,b/R=d/R. Tada je
aRc, cRa, bRd, dRb i aSbh. S obziromdaje RC SiS € TSQConA4 imamo:

aSc & ¢Sa & aSb = ¢Sb;

bSd & dSh & cSb = ¢Sd = (c/R,d/R) € S/R.

Dakle, faktor relacija je dobro definisana i sada nije tesko pokazati da se sve oso-
bine dvostranih kvazi-kongruencija prenose sa R i S na relaciju S/R.
O
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Sada moZemo formulisati i dokazati uopStenu verziju druge teoreme o izo-
morfizmu.

Teorema 2.12 Neka je A algebra, R,S € TSQConA, R C S. Tada

ﬂ/R/S/R ~ /8.

Dokaz. S obzirom na Lemu 2.10, algebra 4/R / S/R je dobro definisana. De-
fini§imo preslikavanje ® : A/R / S/R — A/S na prirodan nalin:

CI>(a/R/S/R) —a/s.

Tada je lako dokazati da je ® izomorfizam.
a

2.5 O mrezama kvazi-kongruencija

U ovom odeljku detaljnije éemo ispitivati klase relacija definisane u prethodnom
odeljku. Videli smo ve¢ da C-uredjeni skup dobrih relacija nema “lepu” struk-
turu (u smislu da skoro nikada nije mreza). U [8] je pokazano da je za svaku
algebru A4 skup BQConA zatvoren u odnosu na proizvoljne preseke, i samim
tim (BQConA,C) je kompletna mreza. Lako je pokazati da isto vazi za skupove
QEqvA, QConA i TSQConA. Ustvari, mozemo dokazati i nesto vise.

Teorema 2.13 Neka je A algebra tipa F sa nosacem A. Tada su (QEqvA,C),
(QConA,C), (BOConA,C), (TSQConA,C) algebarske mreZe.

Dokaz. U svim slucajevima definisaCemo algebru B na skupu A x A tako da Sub‘B
(skup svih poduniverzuma algebre B) bude jednak odgovarajuéem skupu kvazi-
ekvivalencija. Kako je (SubB,C) algebarska mreza, time ée tvrdjenje biti doka-
Zano.
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e Slucaj (QEqvA,C):
S obzirom na Lemu 2.6, R C A? je kvazi-ekvivalencija ako i samo ako je R
refleksivna relacija i za sve x,y,z € A vazi

XRy & yRx & zRx = zRy.

Prema tome, fundamentalne operacije algebre B bice:
-nularna operacija (a,a) za svako a € A;
-ternarna operacija ¢ : B> — B definisana sa

, akoay=by=criay=0>b
t(((ﬂ,dz),(b],bz),(C],Cz)) —{ Egll Zz)) inaéZl 2 =0C1ap 1

Tada je SubB = QEqvA, pa je (QEqvA, C) algebarska mreza.

e Slucaj (BQConA,C):
Fundamentalne operacije algebre B su sve operacije definisane u prethod-
nom slucaju i za sve f € F operacije f% definisane na sledeé¢i nacin: ako je
ar(f) =n, tadaje ar(f?) =nizasveay,...,an,by,...,b, € A vazi

fﬂ((abbl)a“'v(ambn)) = (fﬂ(ala'-'aan)7fﬂ(bla'--abn))'
Tada je SubB = BQConA4, $to znaci da je (BQConA4,C) algebarska mreZa.

e Slucaj (QCon4,C):
Fundamentalne operacije algebre B su sve operacije definisane u slucaju
QEqgvA i za sve f € F operacije flg, ff definisane na sledeci nacin: ako
je ar(f) = n, tada je ar(fZ) = ar(f2) =2nizasve ay,...,an,b,... by,
Cly---yCnydl,...,dy €A vazi

fE(a1,by),...,(an,by), (c1,d1),. .., (Cn,dy)) =

(fA(a1,...,an), fA(by,...,by)) akoc;=b;idi=a; zasvei<n
(ay,by) inace

fzg((alvbl)r"7(anybn)7(cl7d1)’"'7(Cn7dn)) -
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(fA(by,...,by), f*(a1,...,a,)) akoc;=b;&d;=a; zasvei<n
(a1,by) inace

S obzirom na Lemu 2.7, Sub®B = QConA, pa je (QConA,C) algebarska
mreza.

e Slucaj (TSQConA,C):
Fundamentalne operacije algebre B su sve operacije definisane u prethod-
nom slucaju, kao i ternarna operacija t' definisana na sledeéi nacin:

’ o (az,CQ) ako bl :az&bz =C1 =a]
{ana) brbene) ={ (22 o2

Tada je SubB = TSQConA4 i (TSQConA,C) je algebarska mreza.

U [8] je dokazano da je (ConA4,C) podmreza od (BQConA,C). Da bismo
dokazali jedno opstije tvrdjenje tog tipa, potrebna nam je sledeca lema.

Lema 2.11 Za sve R,S € QEqvA vaZi

(a) RC S=¢(R) Cg(S).
(b) e(R) CR.

Teorema 2.14 Neka je X skup kvazi-kongruencija neke algebre A takav da je
ConA C X i X je zatvoren u odnosu na (konacne) preseke. Ako je (¥,C) mreZa,
tada je (ConA,C) podmreza od (£,C).

Dokaz. Kako je skup X zatvoren u odnosu na preseke, infimum u (X, C) se poklapa
sa presekom, kao i u Con4. Prema tome, treba samo pokazati da se supremumi
poklapaju u ovim mreZama.
Neka p, 6 € Con4 i 8 = supy(p,c). Primetimo da je dovoljno dokazati da
je 0 kongruencija, jer odatle sledi 6 = sup,,.4(P,0). S obzirom na Lemu 2.11,
posto je p C 8 ic C 0 i sve te relacije su kvazi-ekvivalencije, vazi €(p) C €(0)
g(o) C g(B). Ali p,c € ConA4 odakle sledi (p) =pig(c) =0, ie pCgd)
i o Cg(B). kako 8 € QConA4 C G(A4), imamo €(8) € ConA, odakle dobijamo
0 C¢e(6). Naosnovu Leme 2.11 vazi €(0) C 0, pa je €(0) =6, Sto znaci 6 € Con 4.
O
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Specijalno, za posmatrane klase kvazi-kongruencija vazi

Posledica 2.7 Za svaku algebru A4, (Con4,C) je podmreZa sledecih mreZa:
<QC0nﬂ) g>’ <BQCO”.§4, g>r <TSQCOI’I.54, g>

Dokaz. Sledi iz Teoreme 2.14.
O

Isto vaZzi i za mrezu kvazi-ekvivalencija

Posledica 2.8 Za svaku algebru A = (A, F), mreza (ConAa,C) je podmreza mreZe
(QEqvA, C).

Dokaz. Neka je B algebra sa nosacem A takva da su sve fundamentalne operacije
algebre B projekcije. Tada je svaka refleksivna relacija na A kompatibilna na B,
paje ConB = EqvA i BQConB = QEqvA. Prema tome, s obzirom na Posledicu
2.7, EqvA je podmreza od QEqvA. Kako je ConA podmreza od EqvA za svaku
algebru 4 = (A, F), odatle sledi da je Con4 podmreza od QEgvA.

O

Poznato je da je mreZa kongruencija neke algebre podmreza mreZe ekviva-

lencija. Kako su kvazi-kongruencije, B-kvazi-kongruencije i dvostrane kvazi-
kongruencije uopStenja kongruencija, moglo bi se ocekivati da sve te mreZe budu
podmreze mreze kvazi-ekvivalencija. Medjutim, pokazalo se da to ne mora da
vazi.
Primer 2.13 Neka je A = {a,b,c}, f(a) = f(c)=c, f(b)=b A= (A,f), R=
{(a,b)} UA, S ={(b,a)} UA. Tada R,S,RUS € QEqvA i sup(R,S) = RUS. §
druge strane, R,S € QCon4 ali RUS ¢ QConA, jer (a,b) € RUS, (b,a) € RUS
ali (f(a),f(b)) ¢ RUS.

Primer 2.14 Neka je A = {a,b,c,d,1,2,3,4}, A= (A, f) gde je f : A*> — A defi-
nisano na sledeci nacin:

fla,e) =1, f(b,c) =2, f(a,d) =3, f(b,d) =41 f(x,y) =1 za sve ostale parove
(x,y) € A%,

Ako je R = {(a,b),(1,2),(3,4)}UA i S = {(c,d),(1,3),(2,4)} UA, tada R,S €
BQConA, RUS € QEqvA, ali RUS ¢ BQConA jer (a,b) € RUS, (c,d) € RUS,
ali (f(a,c),f(b,d)) = (1,4) ¢ RUS.
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Teorema 2.15
(a) Mreze QConA4,BOConA,TSQConA ne moraju biti podmreZe od QEqvA.
(b) MreZe BQConA i TSQConA ne moraju biti podmmreze od QConA.

Dokaz.

(a) Primer 2.13 pokazuje da QConA ne mora biti podmreZa od QEgvA.
Ovaj primer takodje pokazuje da 7SQCon A nije uvek podmreZa od QEgvA
jer R,S,RUS € QEqvA, R,S € TSQConA4, ali RUS ¢ TSQConA.
Primer 2.14 pokazuje da BQConA ne mora biti podmreza od QEgvA.

(b) Primer 2.14 takodje pokazuje da BOConA nije uvek podmreza od QCon A4
jer R,S € BQConA4,RUS € QConA4, ali RUS ¢ BQConA4.
Konacno, neka je 4 algebra iz Primera 2.141 R = {(a,b),(1,2),(3,4)} UA,
S={c,d),(1,3),(2,4),(2,1)} UA. Tada R,S € TSQConA, RUS € QConA4,
aliRUS ¢ TSQConA jer (1,2) € RUS, (2,1) e RUS, (1,3) e RUS1(2,3) ¢
RUS.

Klase relacija koje smo definisali u proSlom odeljku su, generalno govoredi,
medjusobno razlicite, ali deSava se da se neke od tih klasa poklapaju. Tako na
primer, postoje algebre A4 kod kojih je QEqvA = QConA i nije tesko opisati ih.
Ustvari, to je klasa algebri iz Teoreme 2.9.

Teorema 2.16 Neka je A = (A,F) algebra i |A| > 3. Sledeci uslovi su ekviva-
lentni:

(a) QEqvA = QConA4,
(b) QEqvA = BQConA4,
(c) EqvA = ConA.

Dokaz.

(a) = (c)

Ako je QEqvA = QConA tada je QEqvA C G(A4), te je stoga EqvA C G(A4).
Odatle dobijamo da je €(R) kongruencija za sve R € EqvA, i kako je €(R) = R,
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zakljuCujemo da je EqvA = ConA4.

(c) = (b)

Neka je EqvA = ConA. Na osnovu Teoreme 2.9, Sve fundamentalne operacije
algebre 4 moraju biti projekcije ili konstante. Tada je svaka refleksivna relacija
kompatibilna na A4, pa je QFEgvA = BQCon 4.

(b) = (a)

Ocigledno.

|

Ako je |A| =2, uslovi (a) i (¢) vaZe za svaku algebru 4, ali uslov (b) nije
uvek ispunjen.

Lako je primetiti da je za svaku netrivijalnu algebru 4, QConA # ConA4 i
TSQConA # ConA4. Prema tome, od problema ovog tipa ostaje jo$ da se opisu
algebre A4 takve da je BOQConA4 = ConA (zvaemo ih B-kvazi-kongruencijski-
trivijalne algebre). Sledece tvrdjenje daje nam jednu klasu algebri koje zadovolja-
vaju taj uslov.

Teorema 2.17 Neka je A algebra koja ima term Maljceva. Tada je BOQConA =
ConA.

Dokaz. Ako je p(x,y,z) term Maljceva, onda na 4 vazi p(x,x,y) = p(y,x,x) =~ y.
Neka je xRy i R € BQConA. Tada imamo

(YRy & xRy & xRx) = p(y,x,x)Rp(y,y,Xx) = yRx.

Prema tome, R je simetri¢na relacija i na osnovu Leme 2.8, R € ConA4.
|

Posledica 2.9 Neka je V kongruencijski permutabilan varijetet. Tada za sve 4 €
V, BOQConA = ConA.

Dokaz. Sledi iz Teoreme 2.17 i poznate teoreme Maljceva po kojoj je varijetet
kongruencijski permutabilan ako i samo ako ima term Maljceva.
O
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Sledeéi primeri pokazuju da postoje B-kvazi-kongruencijski-trivijalne algebre
koje nisu kongruencijski permutabilne i kongruencijski distributivni varijeteti koji
nisu B-kvazi-kongruencijski-trivijalni.

Primer 2.15 Neka je A ={a,b,c}, f(a) = f(c) =b, f(b)=a, gla) =g(b) =c,
glc)=a, A=(A,{f,g}). Ako R € BQConA, tada vaZi sledece:

(a,b) €R < (b,a) €R, (a,c) €ER & (c,a) ER.

Takodje, ako (b,c) € R onda

(f(b): f(€)) = (a,b) € R; (2.6)
(g(b),&(c)) = (c,a) € R; 2.7)
(£2(6),f*(c)) = (b,a) €R. (2.8)

Sada direktno iz (2.6),(2.7),(2.8) i definicije kvazi-ekvivalencije sledi (c,b) € R.
Na sli¢an nacin moZemo pokazati da vazi (c,b) € R = (b,c) € R. Dakle, svaka
B-kvazi-kongruencija na A je simetricna, pa je A, s obzirom na Lemu 2.8, B-
kvazi-kongruencijski-trivijalna algebra.

Neka je S = Ay U{(a,b),(b,a)} i T = AsU{(a,c),(c,a)}. Tada S,T € ConA
iSoT #T oS, pa A nije kongruencijski-permutabilna algebra.

Primer 2.16 Neka je L = (L,\V/,\) proizvoljna mreza i < odgovarajuca relacija
poretka na L. Tada je < B-kvazi-kongruencija koja, naravno, nije kongruencija
na L. Prema tome, varijetet svih mreZa je kongruencijski-distributivan varijetet
koji nije B-kvazi-kongruencijski-trivijalan.

Sledeca pitanja u vezi B-kvazi-kongruencija ostaju otvorena:

e Dali je tacno da za svaku algebarsku mrezu L, postoji algebra 4 takva da
je L= BQConA?

e Opisati B-kvazi-kongruencijski-trivijalne algebre (varijetete).
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2.6 Stepenovanje dobrih relacija i stepene teoreme o izo-
morfizmu

Videli smo da dobre faktor relacije ne daju do na izomorfizam nove algebre (jer
A/R = 4/¢(R)). Ali, bez obzira na to, ima smisla izucavati G(4). Prvi razlog
je taj Sto se ne moZe u Zivotu” (na primer u raunarstvu) ocekivati da sve rela-
cije koje sreCemo budu kongruencije, a imamo potrebu za formiranjem i faktor
struktura i stepenih struktura. Drugi razlog jeste Sto se unutrasnja struktura dobrih
relacija moZe bitno razlikovati. Postoji, na primer, velika razlika izmedju dobrih
relacija u odnosu na stepenovanje: za neke R € G(A4) imamo R™ € G(P(A4)), a
za neke druge to ne vazi. Ovo u stvari znaci da teoremu 2.2 koja kaZze da je al-
gebra kompleksa faktor algebre izomorfna faktor algebri algebre kompleksa, ne
moZemo uopstiti za dobre relacije, nego opet moramo traZiti neku uzu klasu rela-
cija za koju je to mogude uraditi. To nas dovodi do sledecih definicija.

Definicija 2.7 (/8]) Neka je A algebrai R C A>.

(a) KaZemo da je R vrlo dobra relacija na 4 ako je R dobra relacija na
P(A). Skup svih vrlo dobrih relacija na A oznacavaéemo sa G*( Q).

(b) R je H-dobra relacija (Hoare dobra relacija) na A ako je R~ dobra rela-
cija na P(A). Skup svih H-dobrih relacija na A oznacavacemo sa G~ (4).

(c) RjeS-dobra relacija (Smyth dobra relacija) na A ako je R* dobra relacija
na P(A). Skup svih S-dobrih relacija na A oznacavacemo sa G (4).

Lema 2.12 Neka je R vrlo dobra (H-dobra, S-dobra) relacija algebre A. Tada
R € G(A).

Dokaz. Neka je f n-arna operacija algebre 4 i R € G*(A4) pri ¢emu je x; /R =
vi/R,...,x,/R =y,/R. Tada za sve i < n vazi

{xi}/R" = P, (xi/R) = P (yi/R) = {yi}/R".

Kako je R vrlo dobra relacija sledi

Pr(f(x1ye %) /R) = {f (X1, ., %) }/RT =
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b /R = ({nd . nh) /R =
{f(ylw-wyn)}/R+ = !P-&-(f(ylw-wyn)/R)‘

Odatle dobijamo f(xi,...,x,)/R = f(y1,...,yn)/R, §to znaci da je R dobra rela-
cija algebre 4. Dokaz je sli¢an za H-dobre i S-dobre relacije.
g

Suprotni smer tvrdjenja Leme 2.12 ne mora da vaZi.

Primer 2.17 Neka je A = {1,2,3} i < je uobicajeni poredak na A. Definisimo
preslikavanje f :A — A sa f(1) =3, f(2) =1, f(3) = 3. Tada je < dobra relacija
na A= (A, f), ali < nije ni H-dobra, ni S-dobra ni vrlo dobra relacija na A.

Naravno, za svaku algebru A4 postoje vrlo dobre (H-dobre, S-dobre) relacije
na 4. Kako svaki od tri posmatrana nacina stepenovanja relacija ¢uva svojstva
refleksivnosti, tranzitivnosti i kompatibilnosti, sva kompatibilna kvazi-uredjenja
(specijalno sve kongruencije) su vrlo dobre, H-dobre 1 S-dobre relacije. Ustvari,
sada moZemo prosiriti ono $to je konstatovano u Primeru 2.4.

Lema 2.13 Neka je A algebrai R € EqvA. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(a) Re ConA;
(b) R€ G(A);
(c) Re GT(A);
(d) Re G7(A);
(e) Re G ().

Sli¢no tvrdjenje za kvazi-uredjenja dokazaéemo nesto kasnije.
Nije tesko videti da ni jedan od skupova G(4), G*(4), G7(A4) i G*(A4), gde
je A neka algebra, nije zatvoren u odnosu na uniju i presek.

Primer 2.18 Neka je A = (A, F) proizvoljna prosta algebrana A ={a,b,c}, R =
{(a,b),(b,c),(c,a)}, S={(a,b),(b,a),(c,c)}. Tada su R i S vrlo dobre, H-dobre
i S-dobre relacije (samim tim i dobre), ali RN S i RUS nisu dobre relacije (prema
tome ni vrlo dobre, H-dobre ni S-dobre).
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S druge strane, iz ¢injenice da je €(R) = €(R) za proizvoljnu relaciju R, sledi
da je G(A4) zatvoren u odnosu na komplementiranje (s obzirom na A%). Medjutim,
skupovi G*(4) i G~ (A4) ne moraju biti zatvoreni u odnosu na komplementiranje,
$to pokazuju slede¢a dva primera.

Primer 2.19 Neka je A = ({a,b,c},f), gde je ar(f) =1i f(a) =a, f(b) =b,
f(c) = a. Ako uzmemo relaciju R = {(c,a), (b,b),(a,c)}, tada je R H-dobra na
A4, ali R nije H-dobra na 4.

Primer 2.20 Neka je A = ({a,b},f), gde je f(a) =b i f(b) =a. Ako je R =
{(a,a),(b,a),(a,b)}, onda je R vrlo dobra na A, ali R nije vrlo dobra na 4.

Kao $to smo pokazali u Lemi 2.18, S-dobre relacije mogu se lepo opisati a
da pritom koristimo samo polaznu relaciju, a ne i odgovarajucu stepenu relaciju.
Koristeci tu karakterizaciju S-dobrih relacija, lako moZemo pokazati da je skup
G* (A) zatvoren u odnosu na komplementiranje.

Teorema 2.18 Neka je A = (A,F) algebraiR € G™(4). Tada R € G*(A).

Dokaz. Neka je f n-arna operacija iz F, xi,...,X;,y1,---,Yn € A i vaZi x; /R C
y1/R,...,x,/R C y,/R. S obzirom na Lemu 2.18, treba pokazati da vazi

fxt,.o o x0) /RS f(y1y--,y0)/R.
Posto je R S-dobra relacija imamo
1/RCY1/Ro o % /R S yu/R =31 /R Cx1 /Ry % /R C y/R =

FO1,. o yn)/RC f(x1,.x0) /R = f(x1,-- %) /RC f(¥1y-.-,90) /R

Osobine relacija R™, R~ i R koje ¢emo sada navesti (i dokazati), posluZiée
nam pri dokazivanju glavnih tvrdjenja ovog odeljka.

Definicija 2.8 Neka je R binarna relacija na A. Tada za X C A definisemo

X'={ycA|(3xcX)yRx}
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Lema 2.14 Neka je R binarna relacija na A. Tada za sve X,Y C A vaZi

(a) X/R™ =P(X"),

(b) X/R7 CY/R" > X' CY/,
(c) X/R” =Y/R* «— X' =Y/,
(d) XCY=X/R”CY/R™

Lema 2.15 Neka je A = (A,F) algebra i R C A%. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(a) R je H-dobra relacija na 4.
(b) Za sve f € FisveXy,...,Xn,Y1,...,Y, CA, gde jear(f) =n, vaZi

(Vi<n)X;/R” CY;/R™ = fT(X1,....X,)/R™ C fr(Y1,....,Y,)/R™.

Dokaz. O¢igledno je da iz (b) sledi R € G (A4). Pretpostavimo sada da je R H-
dobra relacijai X;/R™ CY;/R™ zasve i € {1,...,n}. Na osnovu Leme 2.14 (D)
dobijamo X/ C ¥/. Kako je (X;UY;)' = X/ UY/ =Y/, imamo

(X;UY;)/R” =Y;/R™.
Posto je R H-dobra relacija na 4, sledi
ffxaun,... . X,UY,)/R7=f (1,....Y,)/R”.

Naravno, jasno je da je f(Xj,...,X,) C fT(X;UYy,...,X, UY,), pa koristeéi
Lemu 2.14 (d) dobijamo

frXy,....X,)/R™ C fr(1y,....Y,) /R,

|

Lema 2.16 Neka je R binarna relacija na A. Tada za sve X,Y C A vaZi
(a) X/R" ={ZCA|(VxeX)ZNx/R+# 0},
(b) XCY=Y/R" CX/R",
(c) Z; EX/RH &Z 1 CZ =7, EX/RH,
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(d) (Vx,y €A) (x/RCy/R < {x}/R™ C{y}/R"),
(e) (XUY)/R™ =X/R"NY/R".

Lema 2.17 Neka je R binarna relacija na skupu A i X,Y C A. Tada je X /R™ C
Y /R ako i samo ako (Vy € Y)(Ix € X) x/RC y/R.

Dokaz. Neka za sve y € Y postoji x € X takav dajex/RCy/RiZ ¢Y /R . Tada,
s obzirom na Lemu 2.16 (a), postoji y € Y takav da je ZNy/R = 0. Kako za neko
x€Xvazix/RCy/R,znaidaje ZNx/R=0,paZ ¢ X/R".

Obrnuto, pretpostavimo da postoji y € Y takav da za sve x € X vazi x/R Z y/R.
Tada imamo

J{x/R|xeX}\y/ReX/R,

U{x/RIx € X}\y/REY /R,

odakle sledi X /R < Y /R*.
O

Lema 2.18 Neka je A= (A,F) algebra i R C A%. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(a) R je S-dobra relacija na A;

(b) Za sve f € FisveXy,...,Xn,Y1,..., Yy CA, gde jear(f)=n, vaZi
(Vi<n)X;/R* CY;/R" = f*(Xy,....X,)/R" C ft(Y1,...,Y,)/RT;

(c) Zasve f € FisveXxi,...,Xu,V1,...,Yn € A, gde je ar(f) = n, vazi
(Vi<n)xi/RCyi/R= f(x1,....x,)/RC f(¥1,---,yn)/R.

Dokaz.

(D) = (a)

Ocigledno.

(a) = (c)

Neka je R S-dobra relacija na 4, f n-arna operacijaiz Fix;/RCy;/R,...,x,/RC
yn/R. Na osnovu Leme 2.16 (¢) imamo {x;,y;} /R = {x;}/R", pa je, na osnovu
Leme 2.16 (b)

{f(yl,---vyn)}/RH :er({yl}’"'7{))I1})/RH 2
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er({X],y]},. "ﬂ{xmyn})/RH = f+({x1}7' : "{xn})/RF =
{f(x1,...,x0)}/RT.
Sada, s obzirom na Lemu 2.16 (d) sledi

FO1yeosyn)/R2 fx1,...,x0)/R.

(c) = (b)

Ovo ¢emo dokazati primenom Leme 2.17. Neka je X;/R™ CY;/R zasve i <n.
Ako y € fT(Y1,...,Y,), treba dokazati da postoji x € f(Xi,...,X,) tako da je
x/R C y/R. Jasno je da je y = f(yi1,...,yn) za neke y; € ¥;,...,y, € ¥,. Na
osnovu Leme 2.17, postoje x| € Xi,...,x, € X,, takvi da je x;/R C y;/R za sve
i < n. Tada je, s obzirom na (c),

x/R=f(x1,...,%:)/RC f(y1,...,yn)/R=y/R.
O

Definicija 2.9 Neka je R C A%. Skup R-minimalnih elemenata skupa A de-
finiSemo sa
minA = {x €A |x/R = 0}.

Lema 2.19 Neka je R C A% i X C A. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(a) X/RT =0,
(b) X NminA # 0,
(c) X/R™ =0.

Lema 2.20 Neka je R C A2, Tada za sve X, Y CAvaZi
X/R"=Y/R" = X/R" =Y/R".

Dokaz. Neka je X/Rt =Y /R" i Z € X/R*. Treba dokazati Z € Y/R*. Iz
ZR* X sledi (ZNX')R*X. S druge strane, (ZNX")R™X, odakle je (ZNX")RTX.
Iz X/RT =Y /R" zakljuCujemo (ZNX")RTY i (ZNX')RTY. Koriste¢i Lemu
2.16 (c), dobijamo ZR“Y. Prema tome, X /R~ C Y/R“. Sli¢no se dokazuje
Y/R™ C X/R<.

|
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Lema 2.21 Neka je R C A%. Tada za sve X,Y C A vazi

(@) X/Rt = {0} <= X =0,

(b) X/R7 ={0} < X C minA,

(¢c) X/R" =Y/R* #0=X' =Y/,

(d) X/R* =Y/R* £0=X/R~ =Y /R".

Dokaz.
(a) i(b) su ocigledni.

(c) Ako je X /R" # 0, tada, na osnovu Leme 2.19 sledi X' € X/R*. S druge
strane, X' € X/R™, pa X' € X/R". Kako X/R"™ =Y /R", imamo X' €
Y /R". Prema tome, X'RY, i primenjujuci Lemu 2.14 (a) zaklju¢ujemo da
je X' CY'. Sli¢no se dokazuje Y’ C X'.

(d) Sledi direktno iz (c¢) i Leme 2.14 (¢).
O
Lema 2.22 Nekaje R C A?iX,Y C A takvidaje X/R =Y /R (pri éemu je X /R =
{x/R|x€X}). Tadaje X/R" =Y /R, X/R" =Y/RT iX/R" =Y /R".
Dokaz. Sledi iz Lema 2.14 i 2.17 i definicije relacije R™.

a

Teorema 2.19 Neka je 4 algebra. Ako je R C A?> H-dobra relacija na A, tada je
R S-dobra relacija na 4.

Dokaz. Neka je 4 = (A,F), f n-arna operacija iz F i neka su xj,...,%,,y1,...,Vn
elementi skupa A takvi da za sve i € {1,...,n} vazi x;/R C y;/R. S obzirom na
Lemu 2.18, treba pokazati

Fxry.ox0) /RS f(y1y---5y0)/R.
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Iz x;/R C y;/R sledi {x;} /R~ C y;/R.Kako je R H-dobra, na osnovu Leme 2.15
dobijamo ft({x1},....{x.})/R™” C f*({m},...,{yn})/R, odnosno,

{fCerseesn) }/RT SOt o) /R
Odavde sledi {f(x1,...,x2)} C{f(1,...,yn)}, $to znaci da je

f('xla'-'7xn)/Rgf(yla---7yl’l>/R'
O

Teorema 2.20 Neka je R C A?> H-dobra relacija na algebri 4. Tada je R vrlo
dobra relacija A.

Dokaz. Neka je 4 = (A,F), f n-arna operacija iz F i neka su Xj,...,X,.Y1,...,Y,
podskupovi od A takvidazasvei€ {1,...,n} vazi X;/R" =Y;/R". Treba dokazati

frXy,.... X)) /R = fr(v1,....Y,)/R".

Postoje tri slucaja.
Sluéaj 1. X;/R* # 0 foralli € {1,...,n}.
Na osnovu Leme 2.21 (d), imamo X;/R~ =Y;/R™, i s obzirom da je R H-dobra
zaklju¢ujemo

X, . X)) /R =f"(N,....Y)/R.
Dalje, koriste¢i Lemu 2.20 dobijamo X;/R“ =Y;/R*, i sada, na osnovu Teoreme
2.19 sledi f*(Xi,...,X,) /R = fT(Y1,...,Y,)/R" . Prema tome,

f+(Xl7"'7Xn)/R+ :f+(Y17"'7Yn)/R+'

Slucaj 2. (3k) X;/RT =01 (3m) X,, = 0.
ako je X,,, = 0 tada takodje Y,, = 0 (na osnovu Leme 2.21 (a)). Dakle

fr(Xi,....X,)/RT =0/R" = f*(¥1,....Y,)/R".

Slucaj 3. (Fk) X;/RT =01 (Vm) X,, # 0.
Neka je X /R™ = 0. S obzirom na Lemu 2.19, postoji R-minimalni element a € X;
iXi/R™ =0={a}/R". Kako je R S-dobra, zakljucujemo

X, . X)) /R = fT(Xy,....{a},....Xn)/R". (2.9)
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S druge strane, {a}/R~ = {0} = 0/R, i s obzirom da je R H-dobra relacija,
imamo

X, {a},.... %) /R = f(Xy,...,0,...,X,)/JR” =0/R~ = {0}.

na osnovu Leme 2.21 (b), odatle sledi f*(Xi,...,{a},...,X,) C minA. Kako je
Xn #0zasveme {1,...,n}, imamo f*(Xy,...,{a},...,X,) # 0, odakle, prime-
njujuéi Lemu 2.19, zaklju¢ujemo f*(Xi,...,{a},...,X,)/R" = 0. S obzirom na
(2.9), dalje sledi f*(X,...,X,)/R" =0, paje, prematome, f(Xj,...,X,)/RT =
0. Sli¢no tome se pokazuje f*(Y1,...,Y,)/RT =0, $to znali da je

fr(Xy,.... X)) /R = fr(11,....Y,)/R".

Dve prethodne teoreme u potpunosti opisuju veze koje postoje izmedju H-
dobrih, S-dobrih i vrlo dobrih relacija. To éemo ilustrovati sa sledeca tri tvrdjenja.

Teorema 2.21 Neka je F netrivijalni tip algebri i A > 2 proizvoljan kardinal.
Tada postoji algebra A tipa F sa A elemenata i relacija R C A? koja je vrlo dobra
na A, ali nije S-dobra na 4.

Dokaz. Neka je 4 skup, |A| > 2 ineka su a,b € A dva razliita elementa. Izabe-
rimo operacijski simbol f € F, ar(f) =n > 1, i defini§imo f? : A” — A na slede¢i
nacin:

b akox;=azasve i

a inace

FAxr, %) :{

U nastavku, da bismo poboljsali preglednost teksta, koristi¢emo oznaku f umesto
A

Sve ostale fundamentalne operacije algebre A4 definisaemo tako da budu
esencijalno nularne. Relaciju R C A? definisemo sa

R={(a,b),(b,a)} U{(x,x) :x € A\ {b}}.
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e R nije S-dobra zato $to {b} /R = {a,b} /R, ali
fr({b},... . {b})/R™ ={a}/R"™ > {b},
f+({a’b}7"'v{avb})/R<_ = {a7b}/R<_ Z{b}.

e R je vrlo dobra zato §to €(RT) = A,.
O
Teorema 2.22 Neka je F netrivijalni tip algebri i A > 3 proizvoljan kardinal.

Tada postoji algebra A tipa F sa A elemenata i relacija R C A? koja je S-dobra
na A, ali nije vrlo dobra na 4.

Dokaz. Neka je A skup, |A| > 31 a,b,c € A tri razliCita elementa. Neka je f € F
operacijski simbol arnosti n > 1. Defini§imo f? : A" — A sa

¢ akox;=czasve i

A4 —
f (xla--‘axn)_{ b inale

U nastavku, pisaéemo f umesto f?. Sve ostale fundamentalne operacije algebre
4 definiSemo kao esencijalno nularne. Relaciju R C A2 definiSemo sa

R={(a,b),(b,c),(a,c)}.

e Najpre éemo dokazati da je R S-dobrarelacija. Nekasu Xy,...,X,, Y1,.... Y,
podskupovi od A takvi da za sve i € {1,...,n} vazi X;/R" =Y;/R". Ako
Xj = 0 za neko j, tada Y; = 0, pa imamo

fr(Xy,.... X)) /R =ft(1n1,...,Y,) /R =0/R*.

Ako fH(Xy,...,X,) ={c},tadaX; =... =X, = {c}, odakle sledi Y| = ... =
Yo={c}ifr(x1,...,%) /R =T (y1,-..,n)/RT.
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Ako T (Xy,...,X,) ={b}ili fT(Xy,...,X,) ={b,c} tada f*(Yy,...,¥,) =
{b}ili fH(¥y,....Y,) ={b,c}. Kako je {b}/R" = {b,c}/R*, sledi da je

(X, X)) /RC = (Y1, Y) /RT.

e RZ G"(A) zato §to {a,b}/RT = {a,c}/RT =0, ali
f {a,b},... {a,b})/R" = {b}/R" #{a,b},
Fr{ach,....{a,c})/R" = {b,c}/R" 5 {a,b}.
O
Teorema 2.23 Neka je F netrivijalni tip algebri i A > 3 proizvoljan kardinal.

Tada postoji algebra A tipa F sa A elemenata i relacija R C A? koja je vrlo dobra
i S-dobra na A4, ali nije H-dobra na A.

Dokaz. Neka su a,b,c € A tri razliita elementa. Defini§imo relaciju R C A% sa

R={(a,b),(b,a),(c,b),(b,c)}U{(x,x) :x € A\ {b}}.

Uzmimo f € F takav da ar(f) = n > 1. Sada defini§imo f? : A" — A na slededi
nacin:

b akox;=bzasve i
P

a 1nace

U nastavku, pisaéemo f umesto f2.
Ostale fundamentalne operacije algebre A4 neka budu konstantne operacije.

e R£G(A)jer{a,b}/R" ={a,c}/R7,ali
f+({aab}7"'a{avb})/R_) = {a’b}/R_) 5 {c},
fTa.c},... {a,c})/R” ={a}/R™ #{c}.
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e Re G (A)jere(RT) = Aa.
e ReG(A)jere(RT) = Ax.

Sada sledi napred pomenuto tvrdjenje o kvazi-uredjenjima.

Posledica 2.10 Neka je 4 algebra i R C A? kvazi-uredjenje na A. Sledeéi uslovi
su ekvivalentni:

(a) R je kompatibilna na A.
(b) R je H-dobra na A.
(c¢) R je S-dobra na A.

Dokaz. (a) = (b)
Let A= (A,F), feF,ar(f)=n>11Xy,....X,11,..., Y, CA. Pretpostavimo
daX;/R” =Y;/R” zasvei€{l,...,n}. Treba dokazati

X, X)) /R =f"(1,....Y,) /R ™.
Neka ZR7 f*(Xy,...,X,) iz € Z. Tada
(Fx1 €X1)...(Fxn € Xpn) zZRf (X1, ..., %)

Iz {x;}R7X; i X;/R~ =Y;/R™ zakljuCujemo {x; }R’Y;. Prema tome, postoje y; €
Yi,...,yq €Y, takvi da x;Ry; za sve i € {1,...,n}. Kako je R kompatibilna na
A4, odatle sledi f(x1,...,%)Rf(y1,..-,yu). 1z ZRf(x1,...,x,) 1 tranzitivnosti re-
lacije R dobijamo zRf(y1,...,yn). To znadi da je ZR™ f*(Y1,...,Y,),0odakle za-
klju¢ujemo da je da je f*(Xi,...,X,)/R™ C f+(Y1,...,Y,)/R”. Obrnuta inklu-
zija dokazuje se analogno.

(b) = (c)

Sledi iz Teoreme 2.19.

(c) = (a)

Neka f € F,ar(f) =n>1,ix1,...,%;,Y1,...,yn Su elementi skupa A takvi da je
x;Ry; za sve i € {1,...,n}. Kako je R tranzitivna relacija vazi zRx; = zRy;, pa je
xi/R C y;/R. Na osnovu Leme 2.18 dobijamo f(xi,...,x,)/R < f(¥1,---,Yn)/R:
odakle, zbog refleksivnosti relacije R sledi f(x,...,x,)Rf(V1,---,Yn)-

O
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Postoje kvazi-uredjenja koja su vrlo dobra na nekoj algebri ali ne i kompati-
bilna.

Primer 2.21 Nekaje A={0,1,...,n}, (n>1)ineka je < uobicajeni poredak na
A. Definisimo f: A — A sa:

fliy=n—i, i€A.

Tada < nije kompatibilna relacijana A= (A, f) jer vazi0 < l aline i f(0) < f(1).
S druge strane, < je vrlo dobra na 4. Naime, ako sa m(Z) oznacimo najmanji, a
sa M(Z) najveci element skupa Z, tada imamo:

X/ <t=Y/<T=mX)=m¥)&MX)=MY) =

M(f7(X)) =M(f7(Y)) &m(f* (X)) =m(f*(¥)) =
frX) <t=fr)/ <7

Relacije koje Cuvaju strukturu algebre su H-dobre, S-dobre 1 vrlo dobre.

Teorema 2.24 Neka je A = (A,F) algebra i R relacija koja cuva strukturu alge-
bre 4. Tada R € G~ (A4).

Dokaz. S obzirom na Leme 2.14 i 2.15, treba pokazati sledece: ako je f n-arna
operacijaiz FiX| CY{,...,X, CY, tadaje (f*(Xi1,...,Xn)) C (fT(Y1,...,Yn))"
Dakle, nekaje X/ C Y/ zai€ {l,...,n} izRf(x1,...,x,) zaneke x| €Xj,...,x, €
X,. PoSto R Cuva argumente operacije f, postoje zi,...,2, € A takvi da je z;Rx;
zasvei€ {l,...,n}iz= f(z1,...,21). 1z ziRx; i X/ C Y/ sledi da postoje y; € ¥;
takvi da je z;Ry;. Sada na osnovu kompatibilnosti relacije R zakljucujemo da je
fziy..,z0)RfF(V1s- -, n), 0odnosno, ZRf (v, ..., Vn)-

|

Teorema 2.25 Neka je A = (A,F) algebra i R relacija koja cuva strukturu alge-
bre 4. Tada R € G*(4) i R € G*(A).

Dokaz. Sledi iz Teorema 2.24,2.19 1 2.20.
Od
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Definicija 2.10 Neka je R C A% Za sve X € P(A/R) definisemo:
pre(X)={a€A|a/Re X}.
Sledeca teorema daje uopsStene verzije Teoreme 2.2.

Teorema 2.26 Neka je A = (A,F) algebra i R C A%. Tada vazi

(a) Ako R € G (A) onda je P(A)/R~ homomorfna slika od P(A/R).
(b) Ako R € G (A) onda je P(A)/R" homomorfna slika od P(A4/R).
(c) Ako R € G (A) onda je P(A)/R" homomorfna slika od P(A/R).

Dokaz. Dokazac¢emo samo tvrdjenje (c), jer su dokazi ostala dva tvrdjenja slicni.
Defini§imo preslikavanje v : P(4/R) — P(A)/R" sa: v(X) = pre(X)/R". Naj-
pre ¢emo dokazati da je v homomorfizam. Ako je f n-arna operacija iz F imamo

v o, x)) =v{TF /R, . xa/R) | xi/R € X)) =
v({f(x1,....x) /R | xi/R € X;}) =
{acAl|a/R= f(xi,...,x,)/R za neke x;/R € X;} /R".

S druge strane
), V() =" T (pre(X) /R ... pre(X,) [RT) =

fr(pre(X),...,pre(X,))/RT = {f(x1,...,%:) | x;/R € X;} /R

Dve R*-klase koje smo dobili su jednake, na osnovu Leme 2.22.

Treba joS dokazati da je v surjektivno preslikavanje. Proizvoljni element
iz P(A4)/R" je oblika X/R* gde je X C A. Posmatrajmo pre(X/R). Kako je
pre(X/R)/R = X /R, na osnovu Leme 2.22 dobijamo pre(X/R)/R+ =X/R™,
odnosno, V(X/R) = X /R*.

a
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2.7 Stepenovanje vrlo dobrih, H-dobrih i S-dobrih rela-
cija

Kao $to je veé ranije pomenuto, ako je R dobra relacija na 4, tada R, R i
R ne moraju biti dobre relacije na odgovarajucoj algebri kompleksa. Prirodno
je postaviti pitanje Sta se deSava sa stepenim relacijama vrlo dobrih, H-dobrih i
S-dobrih relacija.

Lema 2.23 Neka je R vrlo dobra relacija na A. Tada

(a) R~ ne mora biti dobra relacija na P(A4);
(b) R ne mora biti dobra relacija na P(A).

Dokaz. (a) Pretpostavimo da je za svaku algebru 4 i za svaku vrlo dobru relaciju
R na 4, R takodje vrlo dobra. Tada R~ mora biti dobra na P(4). Medjutim, to
je u kontradikciji sa Teoremama 2.19 1 2.21.

(b) Pretpostavimo da je za svaku algebru 4 i svaku vrlo dobru relaciju R na 4,
R* takodje vrlo dobra. Tada R mora biti dobra na ?(A4). Medjutim, to je u
kontradikciji sa Teoremom 2.21.

g

Primer 2.22 Nekaje A={a,b,c}, R={(a,a),(a,b),(b,b),(a,c),(c,c)}if(a)=
¢, f(b) =a, f(c) = b. Tada je R vrlo dobrana A = (A, f) (jer je €(RT) = Apa)),
ali R™ nije vrlo dobra na P(A4). Naime, vazi
{{a} {c}{a.c}}/(R)" = {{a} {c}}/(RT)",
ali je
(PO {{apAch {a,c}})/(R)T = {{b}.{c}. {b,c}}/(RT)" #
{o} At/ R = (") ({Hab Ak /(RT)T.

Posledica 2.11 Neka je R vrlo dobra relacija na A. Tada R™ ne mora biti vrlo
dobra na P(A4).

Dokaz. Sledi iz prethodnog primera.
g
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Lema 2.24 Neka je R S-dobra relacija na A. Tada

(a) R ne mora biti S-dobra na P(4);
(b) R~ ne mora biti S-dobra na P(A4).

Dokaz. (a) Pretpostavimo da je za svaku algebru 4 i za svaku S-dobru relaciju R
na 4, R" takodje S-dobra. Tada R* mora biti dobra na P(4). Medjutim, to je u
kontradikciji sa Teoremom 2.22.

(b) Pretpostavimo da je za svaku algebru 4 i za svaku S-dobru relaciju R na 4,
R~ takodje S-dobra. Tada R~ mora biti dobra na P(A4). Medjutim, to je u kon-
tradikciji sa Teoremama 2.22 i 2.20.

a

Ipak, za S-dobre i H-dobre relacije, nisu svi odgovori negativni.

Teorema 2.27 Neka je R S-dobra relacija na 4. Tada je R< S-dobra relacija na
P(A).

Dokaz. Neka je 4 = (A,F) algebra, f € F,ar(f)=n>11X1,...,X,,71,..., Y,
su podskupovi skupa A takvi da je X;/R” C Y;/R*, i€ {l,...,n}. Na osnovu
Leme 2.18 (b), zakljuCujemo da je

fFrXy,.... X)) /RT C fH(1,....Y,) /R,
Medjutim, sada iz Leme 2.18 (¢) direktno sledi da je R S-dobra relacijana P(4).
O
Teorema 2.28 Neka je R H-dobra relacija na 4. Onda je R~ H-dobra relacija
na P(A4).
Dokaz. Nekaje 4 = (A,F) algebra, f € F,ar(f)=n>1,i04,...,0,,B1,...,Pn

su podskupovi skupa P(A), takvi da je o;/(R7)” =Bi//(R7)7, i€ {1,...,n}
Treba dokazati da je

() (o, o) /(RT) 7 = (£ (B, Ba) /(RT)
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Nekaye (fF)*(ay,...,0,)/(R7)7 1 X € y. Onda postoje X; € dp,...,X, € O
takvi da je X R f*(Xy,...,X,). Sada imamo

{X/}eBi/(R")” = (W, eP)) X/ R Y, =
(3v; €Bi) X/ CY/ = (i€ Bi) Xi/R” CY;/R.

Kako ovo vazi za proizvoljno i € {1,...,n}, koriste¢i Lemu 2.15 dobijamo:
X;)/R™ CY:/R™ = fH(Xy,....X%,)/R™ C f*(11,....Y,) /R =

=XR7 TN, Y) =ve () Broeo,Bu)/(RT) 7.
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Poglavlje 3

Grafovi i stepene konstrukcije

3.1 Osnovni pojmovi i oznake

Neka je V neprazan skup. Graf G sa skupom ¢vorova V je uredjen par (V,E),
gde je E binarna relacija na V. Elemente skupa E zovemo granama grafa G.
Grana oblika (u,u) je petlja. Ako je relacija E simetri¢na, graf G = (V,E) je
neorijentisan graf, a ako je E antisimetri¢na relacija onda je G orijentisan graf.
Graf bez petlji je prost graf. Graf kod koga svaki ¢vor ima petlju (tj. kod koga
je odgovarajuca relacija refleksivna) nazivamo refleksivnim grafom . U ovom
poglavlju razmatramo uglavnom konacne grafove.

U daljem tekstu upotrebljavamo sledeée oznake: x — y znaci da postoji grana
izxuy,tj. (x,y) € E (tada kaZzemo da x "tu¢e” y). Sa x <>y oznatavamo da x
tuce y i y tuCe x. Sa x <— y oznacavamo da je x tuCen od y. Izlaznim skupom
¢vora v u grafu G = (V,E) zovemo skup O(v) = {x € V | v — x}. Analogno se
definiSe ulazni skup /(v). U neorijentisanom grafu skup suseda ¢vora v (tj. skup
svih ¢vorova y takvih da (v,y) € E) oznaavamo sa N(v).

Izlazni stepen ¢vora v u grafu G, u oznaci d;; (v), je |O(v)|. Analogno, ulazni
stepen ¢vora v u grafu G, u oznaci dg (v), je |I(v)|. Kada god je iz konteksta
jasno o kom grafu se radi, pisaéemo samo d*(v) (d~(v)). Tako, neemo praviti
razliku izmedju oznaka za stepen ¢vora u grafu i njegovom stepenom grafu. U
neorijentisanom grafu definiSemo stepen ¢vora v sa dg(v) = [N(v)|.

91
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Podgraf grafa G = (V,E) je svaki graf G; = (V|,E)) takav da vazi V; CV
i £y CE. Ako je pritom E] = EN Vf, tada kazemo da je G| podgraf grafa G
indukovan skupom ¢vorova V7, ili skraceno, indukovan podgraf grafa G. Taj
graf oznaCavamo sa Gy, .

Put duZine n u grafu G je niz (ne obavezno razli€itih) ¢vorova vovy ...v,_1v,
takav da v; — v;4q za sve i € {0,1,...,n— 1}. Neorijentisan graf G je pove-
zan ako za svaka dva ¢vora u,v postoji put sa pocetnim ¢vorom u i krajnjim
¢vorom v. Komponenta povezanosti grafa G je maksimalan povezan podgraf
grafa G. Jasno je da je graf povezan ako i samo ako ima tacno jednu kompo-
nentu povezanosti. Lanac duzine n je graf G = (V,E) gde je V = {vo,v1,...,v,},
aE={(vo,v1), vi,v2),..., (Vvu—1,vn) } U{(v1,v0),(v2,v1),..., (Vu,vn—1)}. Kon-
tura duzine n+ 1 je graf G = (V,E) gde je V = {vo,vi,...,v,}, a
E ={(vo,v1),(vi,v2)s--vs Wn—1,v0) FU{(v1,v0), (v2,v1),. .., (Va, V1) }U
{(vao)v (VOv Vn)}

Kompletan graf je graf G = (V,E) gde je E = A®\ As. Takav graf oznaca-
vamo sa Ky, ili sa K,,, gde je n = |V|. Bipartitan graf je neorijentisan graf G =
(V,E) takav da se skup V mozZe razbiti na dva podskupa V; i V; tako da su skupovi
grana grafova Gy, i Gy, prazni. Ako pritom za sve x € V| i za sve y € V, vaZi
(x,y) € E'i (y,x) € E, tada je G kompletan bipartitan graf, koga oznatavamo sa
KV1>V2’ ili Kmﬂ, gdeje n — |V1 ’, n—= |V2|

3.2 Stepeni grafovi

Posto graf posmatramo kao relacijsku strukturu, i definicija stepenog grafa slaze
se sa opStom definicijom stepene relacije (Definicija 1.28).

Definicija 3.1 ([1]) Neka je G = (V,E) graf. Stepeni graf grafa G je graf P(G) =
(P (V),E*), gde je P.(V) = P(V)\ {0}, a

ET={(X,Y)| (VxeX)(FyeY) (x,y) €E A (VeY)(BxeX) (x,y) €E}.

Primer 3.1 Na slikama 3.1i 3.2 prikazani su graf G = (V,E), gde je V ={a,b,c},
E ={(a,b),(b,a),(b,c),(c,b),(c,c)} i njegov stepeni graf.
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Slika 3.1: Graf G Slika 3.2: Graf P(G)

Stepene grafove razmatraju U. Baumann, R. Poschel i I. Schmeichel u radu
[1]. Sledeée tvrdjenje odnosi se na neke osnovne osobine stepenih grafova.

Lema 3.1 ([1]) Neka je G = (V,E) konacan grafiv € V. Tada

(a) P(G) ima indukovan podgraf izomorfan sa G;

(b) P(G) je neorijentisan graf ako i samo ako je G neorijentisan graf;

(c) d*({v}) =240~ 1;

(d) ako je G neorijentisan graf, onda je P(G) povezan graf ako i samo ako je
G povezan graf koji nije bipartitan.

Dokaz. (a) To je podgraf indukovan jednoelementnim podskupovima skupa ¢vo-
rova grafa G.

(b) Sledi iz (a) i Cinjenice da se simetri¢nost relacija prenosi stepenom konstruk-
cijom.

(¢) Cvor {v} u grafu P(G) tuCe sve neprazne podskupove skupa O(v).
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(d) Ako je G nepovezan graf sa komponentama povezanosti X i ¥, onda u P(G)
postoje bar tri komponente. Naime, posmatrajmo skupove P (X), P.(Y) i
P, (V)\ (P4 (X)UP,(Y)). Lako je videti da ne postoji grana koja spaja dva ¢vora
iz neka dva od ovih skupova.

Ako je G bipartitan graf sa klasama biparticije X i Y, tada ne postoji grana koja bi
spajala ¢vor iz Py (X) U P, (Y) sa cvorom iz Py (V) \ (P (X)UPL(Y)).

Obrnuto, neka je G povezan graf koji nije bipartitan. Da bismo pokazali da je
P(G) povezan, dovoljno je dokazati da zasve vo € Visvako U = {uy,...,us } CV
postoji put u P(G) od {vp} do U. Posto G nije bipartitan (pa ima konturu ne-
parne duZine), za svako u; € U postoji put neparne duZine iz vy do u;. Da-
lje, svaki put neparne duZine s moZe se produZiti do bilo koje neparne duZine
m > s (pomocu puta vovivg, gde je v; neki sused ¢vora vy). Prema tome, za sve
i € {1,...,k} postoje putevi iste, neparne duZine iz vo u u;: vovy;vy;...vyu;. No,
ondaje {vo}ViVa...V,U, gdeje V; ={v;i | i€ {1,...,k}},putiz {vo} u U.

O

Za proizvoljni ¢vor stepenog grafa mozemo dati sledecu procenu izlaznog
(ulaznog) stepena.

Lema 3.2 Neka je G = (V,E) konacan graf i X = {xi,...,x,} CV. Tada u grafu
P(G) vazi:

d*(X) > mind* ({x;}).

x;€X

Dokaz. U dokazu koristimo indukciju po r. Za r =1 tvrdjenje ocigledno vazi.
Neka je r > 1. Pretpostavimo da je tvrdjenje tacno za sve skupove sa manje od r
elemenata. Ako je d(x;) = miny,ex d*(x;), neka je ¥ = X \ {x,}. Po induktivnoj
pretpostavei vazi d* (Y) > minyey d ({x;}) > d™ ({x;}). Ako X tuCe sve Evorove
stepenog grafa koje tuce Y, tada je d*(X) > d*(Y) > d*({x;}). U suprotnom,
zaneko ZCVvaziY —-ZiX /A Z Nekaje S=0(xs). Tadaje ZNS =01
X tuce sve ¢vorove ZU P, gde je P neprazan podskup skupa S. No, odatle je
dH(X) > 28 -1 =d*({x,}).
O

U radu [1] autori razmatraju automorfizme grafova i njihovih stepenih grafova.
Kako se time ne¢emo baviti u nastavku ovog poglavlja, ovde ¢emo samo navesti
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neke rezultate bez dokaza. Pre svega, uvodimo sledeée oznake. Za proizvoljan
skup V definiSemo Hy = {a|o.: V =V} i Sy ={a € Hy | a je bijekcija }. Ako
jeH CHyondaje Ht ={o" | € H}.

Teorema 3.1 Neka je G = (V,E) grafi o € Sy. Tada

(a) o€ AutG ako i samo ako o™ € AutP(G).
(b) (AutG)" = Aut®P(G)NSy,.

Teorema 3.2 Neka je G = (V,E) graf i |V| > 2. Tada je AutP(G) = S, ako i
samo ako je G = Ky.

Teorema 3.3 Neka je G = (V,E) grafi o € Hy. Tada

(a) o€ EndG ako i samo ako ot € EndP(G).
(b) (EndG)" = EndP(G)NH,}.

U poslednje vreme stepeni grafovi nalaze primenu u teorijskom racunarstvu.
Tako, W. Korczyriski u radovima [28] i [29] razmatra stepene grafove kao modele
konkurentnih sistema i poredi ih sa nekim do sada izu¢avanim modelima.

3.3 Globalna odredjenost grafova

Za dva izomorfna grafa, lako je pokazati da su njihovi stepeni grafovi izomorfni.
Naime, ako je o izomorfizam grafova G i G, tada je o™ izomorfizam grafova
P(Gy) i P(G,). Kao i kod univerzalnih algebri, moZemo postaviti pitanje da li
vazi i obrnuta implikacija.

Definicija 3.2 Za klasu grafova C kaZemo da je globalno odredjena ako za sve
G],Gz iz C vaZi:
P(G)) =2 P(Gy) = G =G

S obzirom na Lemu 3.1 (a), na globalnu odredjenost klasa grafova presudno
uti¢u svojstva jednoelementnih podskupova (ubuduce ¢emo ih zvati singltonima).
Tako, za vecinu klasa koje razmatramo pokazacemo da imaju SIP, Sto je jace od
globalne odredjenosti. SIP za grafove definiSemo kao i za algebarske strukture
(videti Definiciju 1.5).
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Definicija 3.3 Za klasu grafova C kaZemo da ima svojstvo jakog izomorfizma
(SIP), ako za svaka dva grafa Gy = (V1,E)) i Gy = (Va, E») klase C vaZi sledece:
ako je @ : Py (Vi) — Py (Va) izomorfizam grafova P(G) i P(Gz), tada je 9(V|) =
V,, gde su V| i V) skupovi singltona skupova Vy i Va, redom.

Rezultati A. Drapala o monounarnim algebrama navedeni u odeljku 1.5 mogu
se interpretirati na jeziku teorije grafova. Naime, svakoj monounarnoj algebri od-
govara graf dobijen tako $to f(a) = b zamenimo sa a — b. Klasu grafova dobijenu
na taj nacin oznaci¢emo sa U. Ona ima osobinu da za svaki graf G iz U i svaki
&vor v grafa G vazi d*(v) < 1. Kako se stepena konstrukcija kod grafova (tj.
relacijskih struktura) slaze sa stepenom konstrukcijom kod algebarskih struktura,
Teoreme 1.18 1 1.19 moZemo ovako preformulisati

Teorema 3.4 Klasa konacnih grafova klase U je globalno odredjena.
Teorema 3.5 Klasa U nije globalno odredjena.

U radu [1] autori posmatraju sledeéu verziju globalne odredjenosti: ako je C
neka klasa grafova, da li onda za sve G| € C i svaki graf G, (ne obavezno iz C)
vazi

fP(G]) = fP(Gz) =G =2 Gy?

Lema 3.3 ([1]) Za svaki graf G| sledeci uslovi su ekvivalentni:

(a) Svaki indukovani podgraf G grafa P(G) takav da je P(G) = P(G)), izo-
morfan je sa Gy.
(b) Za svaki graf G, iz P(G1) = P(G,) sledi G| = G,.

Dokaz. (a) = (D)

Neka je B izomorfizam grafova P(G») i P(G). Ako je G podgraf grafa P(G,)
indukovan singltonima, tada je (G} ) indukovan podgraf grafa (G ), pri ¢emu je
P(B(GS)) = P(G,) = P(Gy). No, tada, s obzirom na (a), mora biti G, = B(G}) =
Gi.

(b) = (a)

Ocigledno.

O
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Posledica 3.1 ([1]) Neka P(G) ima tacno jedan indukovan podgraf G takav da
je P(G)) = P(G)). Tada za svaki graf G, iz P(Gy) = P(G») sledi G| = G.

U [1] su pomenute neke klase grafova koje zadovoljavaju uslove prethodnih
tvrdjenja.

Lema 3.4 Neka konacan graf Gy = (Vi,E)) zadovoljava jedan od sledecih uslo-
va:

(a) Gy je kompletan refleksivan graf;
(b) Gy je kompletan graf;

(¢) G je kompletan bipartitan graf;
(d) Gy je lanac duZine vece od 2.

Tada za svaki graf G, iz P(G1) = P(G,) sledi G| = G,.

Dokaz.

(a) Slediiz Leme 3.3 jer su svi indukovani podgrafovi stepenog grafa kompletni
refleksivni grafovi.

(b) Neka je G indukovan podgraf grafa P(G) takav da je P(G) = P(G;). Gra-
fovi G1 1 P(G;) imaju tano |V; | Evorova bez petlji i oni su po parovima su-
sedni. Neka G| 2 G. Tada u P(G) postoji ¢vor bez petlje Y = {Y1,...,Y,},
gde je s > 1. Ako je {{x;}} ¢vor bez petlje grafa P(G), tada je on susedan
saY. Notada {x; } €Y, jer bi u suprotnom ¢vor {{x; } } imao petljuu P(G).
Prema tome, Y ne sadrZi nijedan ¢vor bez petlje grafa G, odakle sledi da Y
ima petlju u 2(G). Ova kontradikcija pokazuje da mora biti G| = G.

(c¢) Neka je G indukovan podgraf grafa P(G) takav daje P(G) = P(G;). Lako
se vidi da je (G ) unija jednog kompletnog bipartitnog grafa i kompletnog
refleksivnog grafa. Kako ovaj graf ima ta¢no dve komponente, iz P(G) =
P(G)) idokaza Leme 3.1 (d), sledi da je G povezan bipartitan graf. Posto G
nije refleksivan, zaklju¢ujemo da je G indukovan podgraf komponente grafa
P(G) koja je kompletan bipartitan graf, a odatle sledi da je i sam graf G
kompletan bipartitan graf. Sada se lako pokaZe da je G izomorfan sa Gj.

(d) Videti dokaz globalne odredjenosti klase konacnih stabala iz odeljka 3.4.
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3.4 Globalna odredjenost stabala

Stablo je prost neorijentisan povezan graf bez kontura. Poznato je da svako
konacno stablo ima bar dva viseca ¢vora (vise¢im ¢vorovima neorijentisanog grafa
nazivamo sve ¢vorove stepena 1, osim izolovanih ¢vorova sa petljom). U daljem
tekstu sa 7'(G) oznacavamo skup ¢vorova grafa G koji su susedni sa bar jednim
viseéim ¢vorom tog grafa.

Lema 3.5 Neka je G = (V,E) neorijentisan graf, X vise¢i &vor grafa P(G) i Y
sused ¢vora X. Tada je svaki ¢vor iz Y susedan sa nekim viseéim ¢vorom iz X, a
svi ¢vorovi iz X susedni su samo sa ¢vorovima iz Y.

Dokaz. Ako y € Y nije susedan sa sa vise¢im ¢vorom iz X, neka je X; skup svih
suseda ¢vora y u skupu X i Z skup svih suseda ¢évorova iz X; u skupu V \ {y}.
Tada je X susedan sa (Y \ {y}) UZ, pa X nije viseéi ¢voru P(G). Akox € X ixje
susedan sa u ¢ Y, onda je X susedan i sa Y U{u}, pa opet nije viseéi.

O

Posledica 3.2 Neka je G = (V,E) neorijentisan graf, Y € T(P(G)) iy €Y. Tada
{y} € T(2(G)).

Dokaz. Na osnovu Leme 3.5 neki viseci ¢vor x grafa G je susedan sa y. No tada
je {y} susedan sa ¢vorom {x} koji je viseéi u P(G).
a

Lema 3.6 Neka je G = (V,E) konac¢an neorijentisan povezan graf sa bar 3 &vora
iY={y,....yr} €T(P(G)), r > 2. Tada je

d(Y) > ry{;ggd({yi}).

Dokaz. Neka je y; proizvoljan ¢vor iz Y i d(ys) = p. Tada je d({ys}) =27 — 1.
Neka je X skup visecih ¢vorova grafa G koji su susedni sa ¢vorovima iz Y \ {ys}, a

Z=N(ys). ZasvakoZ' CZ,Z#0,je XUZ susedansaY. Zatoje d(Y) > 2P — 1.
Neka je x; € X viseci ¢vor grafa G susedan sa y;, i # s. Na osnovu Leme 3.5 jasno
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je da ¢vorovi iz Y nisu visei. To znadi da je Y susedan sa (X UN(y;) UZ)\ {x;},
tj. postoje susedi ¢vora Y koji ne sadrZe sve ¢vorove iz X. Odatle je d(Y) > 27 >

d({ys})-

|

Lema 3.7 Neka je G = (V,E) konacno stablo i u € V. Ako je X ¢vor grafa P(G)
koji je susedan sa {u} i pri tome je d(X) = 2 — 1 za neko k > 2, tada je X singlton.
Ako je d(X) = 1 onda se medju vise¢im cvorovima grafa P(G) koji su susedi cvora
{u} nalazi singlton.

Dokaz. Pretpostavimo da X nije singlton. Neka je X = {xy,...,x,}, r > 2, i
d(x;) =ki+1zai=1,...,r. Posto je G stablo, svaka dva razliCita ¢vora x; i x; iz
X imaju tano jednog zajednickog suseda - to je ¢vor u. AkoY e N(X)iu€y,
tada Y \ {u} moZe biti bilo koji podskup skupa [J{N(x;) \ {u} | x; € X}, a takvih
ima 2f1++k AkoY € N(X)iu ¢ Y, tadajeY = U U...UU,, gde je U; neprazan
podskup skupa N(x;)\ {u},zasvei=1,...,r. Takvih skupova ima [T,,cx (25 — 1),
paje

d(X) = 2ktFh ok _1y2k — 1), (2 1),
Za d(X) > 1 bar jedan od brojeva k; je razli¢it od 0, i d(X) ne moze biti oblika
2K —1. Ako je d(X) = 1 tada su viseéi &vorovi {x;},...,{x,} susedi &vora {u}.
O

Teorema 3.6 Klasa konacnih stabala je globalno odredjena.

Dokaz. Neka je G = (V, E) stablo, m = minycy(pg) d(Y)iM ={Y € T(P(G)) |
d(Y) = m}. Pretpostavimo da X € M i X nije singlton. Ako x € X, na osnovu
Leme 3.6 dobijamo d({x}) < d(X) = m. Medjutim, s obzirom na Posledicu 3.2,
{x} € T(P(G)), pa je dobijena nejednakost u kontradikciji sa izborom broja m.
Odatle zakljucujemo da su svi ¢vorovi iz M singltoni.

Neka je U maksimalan podskup skupa P(V) sa osobinama:

(H) MCU;
(2) P(G)y je povezan;
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(3) (VY €U)d(Y)=2F—1, zaneko k > 2.

Na osnovu Leme 3.7 u U se nalaze samo singltoni, a posto je G povezan graf, u U
se nalaze svi singltoni osim onih koji odgovaraju viseim ¢vorovima. Sto se tice
visecih ¢vorova, {u} € U susedan je sa vise¢im ¢vorom Y grafa P(G) ako i samo
ako je Y skup nekih visecih ¢vorova grafa G koji su susedni sa u. Dakle, ako je {u}
susedan sa 2F — 1 visecih &vorova grafa P(G), onda je medju tim &vorovima ta¢no
k singltona. Na taj nacin jednoznacno (do na izomorfizam) je odredjeno stablo G.
Primetimo da je u dokazu u stvari opisan jedan algoritam kojim rekonstruiSemo
stablo na osnovu njegovog stepenog grafa.

|

3.5 Globalna odredjenost turnira

Od prostih orijentisanih grafova razmotri¢emo klasu turnira. Tarnir je orijentisan
graf kod koga za svaka dva razlicita ¢vora u# i v vazi ili u —» vili v —u. Od
posebnog znacaja za nasa razmatranja su izvori i ponori. Cvor u grafa G = (V,E)
je izvor ako je d~ (u) = 0. Cvor u je ponor ako je d*(u) = 0. Ako x € X, kazemo
da je x X-izvor (X-ponor) ako je d; (x) =0 (dg (x) =0).

Definicija 3.4 Neka je G = (V,E) turnir, X CV, |X| > 1. Za skup X kaZemo da
Jje 108 ako vaZi sledece: za svaki turnir Gy i svaki izomorfizam @ stepenih grafova
P(G)iP(Gy), ©(X) nije singlton.

Lema 3.8 Neka je G = (V,E) turnir i X CV. Ako u X ne postoji X-izvor ni
X-ponor, tada je X los skup. .

Dokaz. X je loS skup jer X <> X.
O

Lema 3.9 Neka je G = (V,E) turnir sa n ¢vorova, x izvor (ponor) u G, X CV
tako da je |X| > 1ix € X . Tada je X lo$ skup.



3.5. GLOBALNA ODREDJENOST TURNIRA 101

Dokaz. Neka je x izvor u G. Jasno je da je d~(X) = 0. Sto se tie izlaznog
stepena, ako x € Y tada X 4 Y. Osim toga, ako y € X i y # x, onda X ne tuce
{y}, pa je d"(X) < 2" ! —1. No, ako je d~({u}) = 0 za neko u € V, tada je

d*({u}) = 2"~! — 1, ¢ime je tvrdjenje dokazano. Dokaz je sli¢an ako se u X
nalazi ponor turnira G.
|

Lema 3.10 Neka je G = (V,E) turnir sa n ¢vorova, X C'V, |X| > 1. Ako je
dT(X)>2",d"(X) >2% pridemuje r+s>n—2, tada je X lo$ skup.

Dokaz. Za svaki element x turnira G vaZi da je d™({x}) =2 — 1, d~({x}) =
291, p+q=n—1. Akojed*(X)=2"—1id (X)=29—1, ondaje p > ri
q > s. Medjutim, tadaje p+g>r+s+2 > n.

O

Lema 3.11 Neka je G = (V,E) turnir sa n ¢vorova, X CY CV, |X|> 1, [Y| =
n+—l i H= Gy. i&koje d;f(H?().() > 20, d;(H)(X) > 2% ir+s>n—3, onda je
d,P(G)(X) >N, d?(G)(X) >2 i +s1>n—2.

Dokaz. Neka je {z} =V \Y. Ako postoji x € X takodaz —xiako W — X u
grafu P(H), onda WU {z} — X u grafu P(G)i W — X u P(G). To znali da je
d?f(G)(X) > 2571 S obzirom na to da iz X — W u P(H) sledi X — W u P(G),
imamo d;f(G) (X) > 2", patvrdjenje vazi jer je r+s+ 1 > n—2. Sli¢no, ako postoji
x € X tako da x — z, lako se pokaze da je d;C(G) (X)>2rt1 dy(c) (X) > 25

g

Lema 3.12 Neka je G = (V,E) turnir san ¢vorova, X CY CV, |X| > 1, |[Y|=1i
H = Gy. Ako je d;F(H)(X) > 27, d;(H)(X) >2% ir+s>1-2, ondaje d;f(c)(X) >
2m, d;(c)(X) >0 +s>n—2.

Dokaz. Indukcijom po n — [, uz pomoc¢ Leme 3.11.
g
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Lema 3.13 Neka je G = (V,E) konacan turnir, X CV tako da je |X| > 1, X sadrZi
X-izvor (X -ponor) ali ne i X-ponor (X-izvor). Tada je X los skup.

Dokaz. Neka je u X-izvor. Treba razmotriti dva sluc€aja.

1) Ako je u izvor u G tada je X lo$ skup na osnovu Leme 3.9.

2) Ako postoji v € V tako da v — u neka je Y = X U{v} i H = Gy. Procenimo
ulazni stepen ¢vora X u P(H). Nekaje Z; C X \{u}iZ =2,U{u,v}. Kakou
X ne postoji X-ponor, zakljuCujemo da Z — X. Odatle je d, ) (X) >2XI-1 za
izlazni stepen ¢vora X vaZzi d;f( ) (X) > 1, jer u skupu X nema ponora. Tvrdjenje
sada sledi na osnovu lema 3.12 1 3.10. Analogno se dokazuje dualno tvrdjenje.

a

Ostaje joS da se vidi Sta je sa skupovima koji imaju i izvor i ponor. Posebno
¢emo razmotriti slu¢aj |X| = 2.

Lema 3.14 Neka je G = (V,E) konacan turnir sa bar 4 ¢vora i X = {u,v} C V.
Tada je X los skup.

Dokaz. Neka v — u. Ako je v izvor u G (ili u ponor u G), tada tvrdjenje sledi na
osnovu Leme 3.9. U suprotnom, mogucdi su sledeci slucajevi.

1) Neka postoji x € V tako dax — v i u — x. Posto je |V| > 4, postoji Evory € V
razli¢it od x,u,v. Nekaje Y = {u,v,x,y} i H = Gy.

a) Akoy — viu— yondaje d;f(H) (X)=31i Ao (X) = 3. Tvrdjenje sledi na
osnovu lema 3.12 1 3.10.

b) Ako y — uiv — y onda je opet d;(H)(X) =3 id?f(H)(X) =3.

¢) Ako u i v tuku y, tada je d;(H)(X) =5i dE(H) (X) = 1, pa ponovo mozemo
primeniti leme 3.12 1 3.10.

d) Ako y tuCe u i v, tada je d,;(H) (X)=1i Ay (X) =5, pa je zakljucak isti kao i
u prethodnim slu¢ajevima.

2) Neka postoje x,y € V takoda xtuCe uiv,ayjetuCenod uivinekajeY =
{u,v,x,y}, H= Gy. Tada je d;f(H) (X)=2i A (X) =2, pa opet primenjujemo
leme 3.121 3.10.

O
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Lema 3.15 Neka je G = (V,E) konacan turnir, X C'V,
X-izvor i X-ponor, redom. Tada je X los skup.

X|>2ineka suuiv

Dokaz. Ako je u izvor u G (ili v ponor u G), tada tvrdjenje sledi na osnovu Leme
3.9. U suprotnom, treba razmotriti sledece slucajeve.

1) Postoji x € V tako da v — x — u. Neka je Y = XU {x} i H = Gy. Ako je
{x,v} CZ C (X \ {u})U{x}, lako je videti da X — Z. Odatle sledi d;(H) (X) >
21X1=2_Sli¢no se pokazuje da je ) (X) 2 2X1=2_ Kako je 2(|X| —2) > |¥| -2,
tvrdjenje sledi na osnovu lema 3.12 1 3.10.

2) Postoje x,y € V takodax tuCe uiviyjetuCenod uiv. Nekaje Y = X U{x,y}
i H = Gy.

a) Ako postoji z € X tako da z — x, onda za sve Z za koje je {v,y} CZ C Y\ {u}
vazi X — Z. Odatle sledi d;(H) (X) > 2XI=1_ Sli¢no se pokazuje da je Aoy (X) >
2X1=2_ Kako je 2|X| —3 > |Y| — 2, tvrdjenje sledi na osnovu lema 3.12 i 3.10.

b) Ako postoji z € X tako da y — z, onda sli¢no kao u slucaju a) vazi d,_;f( H) (X) >
2IXI=2 4 Aoy (X) > 2XI=1, pa ponovo primenjujemo leme 3.12 i 3.10.

¢) Akox — ziz—yzasvez € X, ondaje dy (X) > 2171 iy, (X) 22X,

pa izvodimo isti zakljucak kao u dva prethodna slucaja.
|

Teorema 3.7 Klasa konacnih turnira je globalno odredjena.

Dokaz. Neka su G| i G turniri sa bar 4 ¢vora. Na osnovu lema 3.8, 3.13, 3.14 i
3.15, svi ¢vorovi stepenih grafova ovih turnira osim singltona su losi skupovi, pa
svaki izomorfizam grafova P(G) i P(G2) slika singltone u singltone. Za svaki
turnir G sa manje od 4 ¢vora lako je proveriti da P(G) ne moZe biti stepeni graf
bilo kog grafa koji nije izomorfan sa G.

O
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3.6 Globalna odredjenost refleksivnih orijentisanih gra-
fova

Tvrdjenja koja slede odnose se na refleksivne orijentisane grafove i koristicemo
ih pri odredjivanju nekih globalno odredjenih klasa orijentisanih grafova.

Lema 3.16 Neka je G = (V,E) refleksivan orijentisan graf, X CV i neka postoje
razlicitiu,v € X, w €V, takvida u —w — v. Tada

(a) akow € X onda X <> X \ {w},
(b) akow ¢ X onda X <» X U{w}.

Dokaz. Treba dokazati da svaki element oba ova skupa tuce neki element drugog
skupa i da je svaki element ova dva skupa tucen od nekog elementa drugog skupa.
(a) Akot € Xit#wtadar —t€ X\ {w}. Akojet =wtadat —»ve X\ {w}.
Akore X \{w}tadar —r e X.

AkoreXit#wtadat+t€X\{w}. Akojet =wtadat < uecX\{w}.
Akot € X\ {w} tadat +r € X.

(b) Dokazuje se poput (a).

|

Lema 3.17 Neka je G = (V,E) orijentisan graf i x € V. Tada ne postoji Y CV
takodajeY # {x}i{x} < Y.

Dokaz. Nekay €Y iy#x. Akox /4 ytada {x} A~ Y. Akoy A xondaY 4 {x}.
Od

Lema 3.18 Neka je G = (V,E) refleksivan orijentisan graf i X C V. Tada postoji
Y CV,Y #X, tako da X <Y ako i samo ako postoje razli¢iti u,v € X, w € V,
takvida u —w — v.

Dokaz. Jedan smer je direktna posledica Leme 3.16. Pretpostavimo sada da je
X <Y zaneko Y # X. Razlikujemo dva slucaja.
1) AkoY € X iw e Y\ X, tada, poSto X — Y, postoji u € X tako da u — w. 1z
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Y — X sledi dazanekov € X vazi w — v.

2) Ako je Y C X, tada uzmimo proizvoljno w iz X \ Y. Lako se vididaiz X <> Y
sledi da postoje u,v €Y C X takvidau —w — v.

O

Podskupove X takve da X <+ Y za neko Y # X, zva¢emo S-skupovima grafa
G.

Lema 3.19 Neka je G = (V,E) refleksivan orijentisan graf, X CV, u € X i postoji
veV (v#u)tako dau— v (v — u). Tada jed™ (X) > 1(d(X) > 1).

Dokaz. Akov e X ondaX — X\ {u} (X \{u} — X).

Akov¢g X ondaX — XU{v} XU{v} — X).

Sada tvrdjenje vaZi zbog toga Sto je stepeni graf refleksivnog orijentisan grafa
refleksivan graf.

a

Videli smo ve¢ da je klasa turnira globalno odredjena. Isto vazi i za klasu
refleksivnih turnira.

Lema 3.20 Neka je G = (V,E) refleksivan turnir sa bar tri évora, X CV,
Tada postojiY CV,Y #X, tako da X < Y.

X|>3.

Dokaz. Posto je |X| > 3, postoje u,v,w € X tako da u — w — v. Tvrdjenje sada
sledi na osnovu Leme 3.16.
O

Lema 3.21 Neka je G = (V,E) konacan refleksivan turnir sa bar tri vora, X =
{u,v} CV i X nije S-skup grafa G. Tada je d* (X) # 2K —1 za sve k € N.

Dokaz. Kako X nije S-skup zakljucujemo da ne postoji w € V \ X takav da u —
w — vili v = w — u. Stoga sve ¢vorove iz V \ X moZemo podeliti u dve klase -
one koji tuku u i v (klasa A) i one koji su tu¢eni od u i v (klasa B). Neka je |A| = m,
|B| = p. Tada, ako X tuCe Y iY Z X, morabitiYNB#0iYNA=0,aY NX moze
biti bilo koji podskup od X. Takvih skupova ¥ ima (2” —1)-4. AkoX —»Y,Y CX
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irecimou — v, tadaje Y = {v} ili Y = {u,v}. Dakle d*(X) = (2" —1)-4+2,
tako da je
W1 >dT(X) =2 2> 00t L

a

Teorema 3.8 Klasa konacnih refleksivnih turnira ima SIP.

Dokaz. Pri proizvoljnom izomorfizmu stepenih grafova dva refleksivna turnira,
skup sa vise od dva elementa ne moze se preslikati na singlton na osnovu lema
3.17 1 3.20. S-skup sa dva elementa ne moZe se preslikati na singlton na osnovu
Leme 3.17. Ostali dvoelementni skupovi ne mogu se preslikati na singlton na
osnovu Leme 3.21 i Leme 3.1 (c).

g

Bipartitan turnir je orijentisan graf Ciji se skup ¢vorova moZze podeliti u dve
klase, A i B, tako da, ako su ¢vorovi x i y iz iste klase onda oni ne tuku jedan
drugog, a ako su iz razlicitih klasa onda ili x — y ili y — x. Ako uz to svaki ¢vor
tuce samog sebe, onda se radi o refleksivnom bipartitnom turniru. Dokazac¢emo
da i ova klasa orijentisanih grafova ima SIP.

Lema 3.22 Neka je G = (V,E) konacan refleksivan bipartitan turnir sa klasama
A iBiX C A nije S-skup grafa G. Ako je |X| > 1, onda je d*(X) # 2% — 1 za sve
k€N ilijed  (X)#2K—1zasvek €N.

Dokaz. Kako X nije S-skup, prema Lemi 3.16 ne postoje u,v € X, w € B takvi da
u — w — v. Dakle, sve ¢vorove iz B moZemo podeliti u dve klase - one koji tuku
sve ¢vorove iz X (klasa B;) i one koji su tuceni od svih ¢vorova iz X (klasa B5).
Neka je |Bi| = m, |Bz| = p. Tada, ako X tuCe Y i Y # X, mora biti Y N B, # 0,
YNB =0iYN(A\X) =0, aYNX moze biti bilo koji podskup od X. Dakle
d*(X) = (2 —1)-2X! 4 1. Na sli¢an nacin se pokazuje da je d~ (X) = (2" — 1) -
21Xl 4 1. Bar jedan od brojeva m, p je razli¢it od nule. Ako je m # 0, tada je

2m+|X\ 1> di(X) > 2m+\X| _2m+\X\71 _ 2m+|X\71_
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Lema 3.23 Neka je G = (V,E) konacan refleksivan bipartitan turnir sa klasama
AiBiX CV nijeS-skup grafa G. Ako je XNA#0iXNB+#0, ondajed" (X)#
2% — 1 za sve k € N.

Dokaz. Nekaje X NA =A;, XNB = By. Posto X nije S-skup, ili svi ¢vorovi iz A;
tuku sve ¢vorove iz Bj ili je situacija obrnuta. Pretpostavimo da su odgovarajuce
grane orijentisane iz A| ka B;. Dalje, neka je A, skup ¢vorova iz A koji su tuceni
od svih ¢vorova iz By, a B, skup ¢vorova iz B\ B; koji su tu¢eni od svih ¢vorova
iz A1. Razlikujemo dva slucaja.
1) Ako je A; # 0, nekaje C=XUA;UB;,izasvakoY CCnekajeY =C\Y.
Dokaza¢emo da ako X /4 Y, tada X — Y.

Jasnoje daiz By CY sledi X — Y. Takodje, akoje YNB; =0, ondaje B; CY,
pa X — Y. Dakle, treba razmotriti $ta se dogadja ako je Y NB; #0iY NB; # 0.
Ali tada, ako je YNA, #0ondaX — Y,aakoje YNA; #0onda X — Y.

Ako X — Y, tada ocigledno mora biti ¥ C C. PoSto X — C i postoji ¥ C C
tako da X -4 Y, dobijamo da vazi

2611 > gt (x) > 2061,

2) Neka je Ay = 0. Tadaiz X — Y sledi B; CY, a XN (A; UB,) moZe biti bilo
koji podskup skupa A; UB,. Dakle d* (X) = 2/411+152],
Od

Teorema 3.9 Klasa konacnih refleksivnih bipartitnih turnira ima SIP.

Dokaz. Neka je G = (V,E) refleksivan bipartitan turnir i X C V, |X| > 1. Ako je
X S-skup, onda na osnovu Leme 3.17, nijednim izomorfizmom stepenih grafova
X ne moZe da se preslika na singlton. Ako X nije S-skup, tada X ne moZze da se
preslika na singlton zbog lema 3.22, 3.231 3.1 (c).

g

Baza orijentisanog grafa je neorijentisani graf koji se dobija kada se od-
govarajuca antisimetri¢na relacija dopuni do najmanje simetri¢ne relacije koja je
sadrZi. Orijentisanim stablom zvacemo orijentisan graf ¢ija je baza stablo. Glo-
balnu odredjenost klase refleksivnih orijentisanih stabala dokazujemo koristeci
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osnovnu ideju iz dokaza za klasu stabala. Ponovo ¢e vaznu ulogu imati viseéi
¢vorovi, s tim §to ovde viseéim ¢vorovima zovemo one ¢vorove za koje je zbir
ulaznog i izlaznog stepena 3.

Lema 3.24 Neka je G = (V,E) refleksivno orijentisano stablo i x € V viseci ¢vor.
Tada (d*({x}),d” ({x})) moze da bude (1,3) ili (3,1). Ako x nije vise¢i ¢vor,
tada (d*({x}),d” ({x})) ne mozZe da bude nijedan od parova (1,3), (3,1).

Dokaz. Prema definiciji viseéeg &vora, (d ™ (x),d ™ (x)) je (2,1) ili (1,2) ako i samo

ako je x viseéi ¢vor.
|

Lema 3.25 Neka je G = (V,E) refleksivno orijentisano stablo i X C'V,
Tada (d*(X),d™ (X)) ne moze da bude nijedan od parova (1,3), (3,1).

X|>1

Dokaz. Pretpostavimo da je d*(X) = 1. Tada, na osnovu Leme 3.19, mora biti
d*(x) =1 za sve x € X, tj. nema grana izmedju razli¢itih ¢vorova iz X. Ako
u,v € X, postoje ne obavezno razli¢iti w,z € V\ X, takvidaw — u i z — v. Tada
X tuku sledeci ¢vorovi grafa P(G): X, X U{w}, (X U{w})\ {u}, X U{z})\{v}.
Odatle se vidi da je d(X) > 3. Analogno se dokazuje slu¢aj d— (X) = 1.

a

Lema 3.26 Neka je G = (V,E) konacno refleksivno orijentisano stablo i u € V.
Ako je X &vor grafa P(G) takav da {u} — X (X — {u}), i pri tome je d~ (X) =
2K —1(d*(X) =2%—1) za neko k € N, tada je X singlton.

Dokaz. Dokazuje se analogno dokazu Leme 3.7. Naime, ako {u} - X i X =
{x1,...,x.}, r>2, ondaje I(x;) N1(x;) = {u} za svaka dva razliCita Cvora x;,x; €
X.Nekajed (x;) =k;+1,i=1,...,r. Razbijemo skup /(X ) na dve klase - u pr-
voj su skupovi koji sadrZe u, a u drugoj oni koji ne sadrze u. Kao i u dokazu Leme
3.7, sada se pokaZe da je u prvoj klasi 2¢1 7% skupova, a u drugoj [1,.cx (25 — 1)
skupova, pa je

d-(X) =2ty Rk —1).. 2% —1).
Pri tome, k; moZe biti 0 samo ako je x; = u, pa d~(X) ne moze biti 2F — 1 ni za

jedan prirodan broj k.
|
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Teorema 3.10 Klasa konacnih refleksivnih orijentisanih stabala ima SIP.

Dokaz. Dokazuje se sli¢no kao Teorema 3.6. Ako je G = (V,E) refleksivno ori-
jentisano stablo, onda na osnovu lema 3.24 i 3.25 moZemo da odredimo skup
svih singltona koji odgovaraju vise¢im ¢vorovima (ozna¢imo ga sa M), a zatim na
osnovu Leme 3.26 nadjemo sve preostale singltone. Naime, skup svih singltona
U je maksimalni podskup skupa P (V') sa osobinama:

(1) MCU;
(2) Baza grafa P(G)y je povezan neorijentisan graf;
(3) ZasveY cUd*(Y)=2F—1,zanekok>2id(Y)=2'—1,zaneko !> 2.

Naravno, tada je G = P(G)y .
g

Za orijentisan graf kaZemo da je k-regularan ako je izlazni stepen svih ¢vorova
tog orijentisanog grafa jednak k. Naravno, mozemo regularnost definisati i dualno,
preko ulaznih stepena, tako da sve §to dokaZemo za regularne grafove ima svoju
dualnu verziju. Primetimo jos da je kod refleksivnih orijentisanih grafova slucaj
k = 1 neinteresantan (nema grana izmedju razli¢itih ¢vorova), pa ¢emo ubuduce
smatrati da je k > 2.

Lema 3.27 Neka je G = (V,E) konacan k-regularan refleksivan orijentisan graf
(k>2),XCV,|X|=r>1. Tadajed*(X)>2F—1.

Dokaz. Tvrdjenje dokazujemo indukcijom po r. Za r =2 neka je X = {u,v}. Posto
u € O0(u), v e O(v) ine moze biti u <> v, zakljuCujemo da je O(u) # O(v). Neka
w € O(u) \ O(v). Tada X tuce sve Evorove Y U{w} gde je Y neprazan podskup od
O(v), a takvih ima 2¥ — 1. Takodje, X tuce i (O(u) UO(v))\ {w} (jer je k > 2), pa
jedt(X)>2k—1.

Nekaje r >2,u € X, B=J{O(x) | x € X} i pretpostavimo da tvrdjenje vaZi
za sve skupove sa manje od r elemenata. Ako X tuce sve ¢vorove koje tuce X \
{u}, onda tvrdjenje vazi po induktivnoj pretpostavci. Ako postoji ¥ C V tako da
X\{u} —>YiX AY,ondajeY C B\O(u). Tada X — Y UZ za sve neprazne
Z C O(u), a takvih ima 2¥ — 1. Osim toga, X — B\ {y} za proizvoljno y € Y, pa
jedt(X)>2F—1.

O
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Teorema 3.11 Neka je k > 2. Klasa konacnih k-regularnih orijentisanih grafova
je globalno odredjena.

Dokaz. Tvrdjenje sledi iz Leme 3.27, posto je d*({v}) = 2% — 1 za svaki &vor v
k-regularnog orijentisanog grafa.
g

3.7 Turniri kao grupoidi

Pored uobicajenog pristupa da se grafovi posmatraju kao relacijske strukture,
u literaturi postoji i pristup u kome se svakom grafu koji pripada nekoj klasi
pridruzuje algebra koja ga u potpunosti karakteriSe. Tako, primeceno je (He-
drlin 1965, takodje Chvital [10]) da svaki refleksivan turnir G = (V,E) moze
biti transformisan u grupoid uvodjenjem multiplikativne operacije na V tako da
je xy = yx = x ako i samo ako x — y. To nas dovodi do sledece definicije

Definicija 3.5 Grupoid turnira 7 = (T, -) je komutativan idempotentan grupoid
takav da za sve x,y € T vaZix-y € {x,y}. Umesto x -y pisacemo xy. Ako je xy = x
reéi cemo da x "tuce” y.

Jasno je da postoji uzajamno jednoznacna korespondencija izmedju klase svih
refleksivnih turnira i klase grupoida turnira. U skladu s tim, kada god ne postoji
opasnost od zabune, grupoide turnira zva¢emo jednostavno turnirima.

U literaturi su razmatrana razna pitanja u vezi sa ovim algebrama: mreZe kon-
gruencija turnira ([33]), automorfizmi turnira ([33]), problemi odlucivosti ([12]),
jednakosna aksiomatizacija turnira ([25]). Pregled svih ovih istraZivanja dat je
u radu [13]. Mi ¢emo na ovom mestu razmatrati problem globalne odredjenosti
klase turnira. Ovo pitanje razlikuje se od istog problema za turnire kao relacijske
strukture.

Algebru kompleksa (global) turnira 7 oznacavacemo sa (‘7). Pri tome pod-
razumevamo da je prazan skup iskljuéen iz nosaca ove algebre (nosa¢ ¢emo ozna-
Cavati sa P, (T)).

Lema 3.28 Neka je T = (T,-) turnir i |T| > 2. Tada P(‘T) nije turnir.
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Dokaz. Ako je |T| > 2, onda postoje x,y,z € T takvi da xy = x i yz =y. Tada je
{2y} = {xy}.
O

Definicija 3.6 Neka je T = (T,-) turnir i x € T. Skor elementa x u oznaci d* (x)
definisemo na sledeci nacin:

d(x)={y €T |xy=x}|.
Analogno, ako X € P(T) tada je
dT(X)=|{y e P(T)| XY =X}|.

Primetimo da je skor elementa u grupoidu turnira jednak izlaznom stepenu tog
elementa u odgovaraju¢em grafu.

Ako je T turnir, T’ ¢e sluziti kao oznaka za skup jednoelementnih podsku-
pova skupa T, a T’ ¢e oznacavati odgovarajuci podturnir algebre P(7) (koji je,
naravno, izomorfna kopija turnira 7).

Lako je dokazati da vazi sledece tvrdjenje.

Lema 3.29 Neka je T = (T,-) turniri x € T. Tada je
dr({x})=29"W_1.

Jednoelementni skupovi u globalu turnira imaju “osobinu koja ih izdvaja” od
ostalih elemenata globala. Na osnovu toga moZemo dokazati globalnu odredjenost
klase turnira.

Lema 3.30 Nekaje T =(T,-) turnirix € T. Tada ne postoje X,Y € P(T)\{{x}}
takvi da je XY = {x}.

Dokaz. Ako je X,Y # {x}, tada postoje z,t € T\ {x} takvidaz € X, t € Y. Me-
djutim, tada zt € XY \ {x}.
g
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Lema 3.31 Nekaje T =(T,-) turni, Z C T i |Z| > 3. Tada postoje X,Y € P(T)\
{Z} takvi da je XY = Z.

Dokaz. 1z |Z| > 3 sledi da postoje razliditi x,y € Z sa osobinom da za neko u €
Z\ {x} vazi xu = x i za neko v € Z\ {y} vazi yv = y. Lako je pokazati da je

(Z\ D@\ =2

a

Lema 3.32 Neka je T = (T,-) turnir, Z={x,y} CT, d"(x) > 1id"(y) > L.
Tada postoje X,Y € P(T)\{Z} takvi da je XY = Z.

Dokaz. Neka je xy = x. Tada postoji z € T \ {y} tako da je yz =y. Odatle sledi
Z={x,z}{y}.
O

Lema 3.33 Nekaje T =(T,-) turni, Z={x,y} CT id"(y)=1. Tadaje d"(Z) =
2.

Dokaz. Z tuce samo Z i {y}.
|

Sada mozemo dokazati i najavljeno tvrdjenje.

Teorema 3.12 Neka su Ty = (Th,-) i T = (Ta,-) turniri i y : P.(T1) — P (T»)
izomorfizam globala ovih turnira. Tada je y(T]) = T,.

Dokaz. Izomorfizam Y ne moze slikati podskupove iz Lema 3.31 i 3.32 na ele-
mente skupa 7, zbog Leme 3.30. Podskupovi iz Leme 3.33 ne mogu se slikati na
elemente iz 7, zbog Leme 3.29. Time je u stvari dokazano da klasa turnira ima
SIP.

O

Zakljucili smo na pocetku da algebra kompleksa turnira nije turnir. MoZemo
postaviti sledeée pitanje: Sta se deSava ako posmatramo samo “grafovski” deo
algebre kompleksa, odnosno samo one parove X,Y za koje XY € {X,Y}? Na
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ovaj nacin dobijamo jednu parcijalnu algebru, koja odgovara nekom (orijentisa-
nom) grafu. Taj graf nije izomorfan grafu koji se dobija uobicajenom stepenom
konstrukcijom (tj. stepenovanjem odgovarajuce relacije). Sada ¢emo razmotriti
globalnu odredjenost turnira u smislu ove konstrukcije. U nastavku posmatramo
samo konacne turnire.

Definicija 3.7 Neka je T = (T,-) turnir. Grafovski global turnira T je parci-
Jjalna algebra Ps(‘T) = (P (T),*), gde je za proizvoljne X,Y € P (T)

XY ako XY € {X,Y}
XY = .. . .
nije definisano  inace

Uvedimo jo§ neke oznake. Ako X € P, (T), neka je
nX)={yeT\X|(VxeX)xy=x}ir(X)={Yy CX|XY=X}|
Lema 3.34 Neka je T = (T,-) konacan turnir, X € P, (T) i |X| > 2. Tada je
X < p(x) < 211,

Dokaz. Ako x,y € X i xy = x tada je X{x} # X, $to dokazuje drugi deo nejedna-
kosti. Za dokaz prvog dela nejednakosti, neka je Y C X i XY # X. Tada postoji
x € X\Y takodaxy=yzasveye Y. Medjutim, odatle sledi X (X \ Y) = X. Dakle,
bar jedan od elemenata ¥, X \ Y je tucen od X, ¢ime je tvrdjenje dokazano.

O

Lema 3.35 Neka je T = (T,-) konacan turnir, X € P.(T) i |X| > 2. Tada je

d*(X) # 2% —1 za svako k € N.

Dokaz. Neka je XY =X iY  X. Tada se Y \ X sastoji od (ne obavezno svih)
elemenata iz T koje tu€e svaki element iz x, dok ¥ N X moZe biti bilo koji podskup
skupa X. Odatle sledi

d¥(X) = r(X) + (2" —1)2%1,
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Na osnovu Leme 3.34 je
dT(X) < 2K — 14 (22%) — 12X = n(X)+XI _ 1
Primenom prvog dela nejednakosti iz Leme 3.34 dobijamo
d+(X) > 2X1=1 4 (200 _ )plX] = pn(X)+X] _plKI-1 >
n(X)+X] _ pn(X)+[X[=1 _ An(X)+X|-1

Time je tvrdjenje dokazano.
O

Teorema 3.13 Neka su Iy = (Ty,-) i ‘T, = (T,) konacni turniri i ¢ : P, (T}) —
P, (T») izomorfizam grafovskih globala ovih turnira. Tada je W(T|) = T;.

Dokaz. Direktno sledi iz Leme 3.35 1 Leme 3.29.
Od
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