UNIVERZITET U NOVOM SADU
PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET

DEPARTMAN ZA MATEMATIKU

Mirna Udovicic

Algebarska analiza nekih klasa
fazi uredenih struktura

-doktorska disertacija-

Novi Sad, 2014.

1



Sadrzaj

VO ettt e e e 4
Glava 1. Uredene strukture...........oooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiee 9
L UTEAENT SKUPD ...ttt 9
2.Neki primeri mreza i kompletnih mreza..........c.ccccccevviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinin. 13
3.0Perator ZAtVATATA. .. cveeviiieeeie ettt e e e e 14
0 0 T6 811N V1 W 16
5. HEYtING MT@ZA. ....ueiiiiiiiiiiei e 19
6.Homomorfizam 1 izomorfizam..................euuiiieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiien 20
T KONGIUEIICIIE oo 20
BIA@ALL .. 21
Glava 2 Uredene GrUPe......uueeeiieeeiiiniiiiiieieeeeeeeniiee e eeeeeeeiiee et e e e e e e 23
S o T F 24
2.Pozitivan i negativan Konus............ccccccoeviiiiiiiiiii 25
3. Konveksne pOAgIupe........cuuuuviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 29
4. MTreZno UTEAENA STUPA. . eeeeerrrruneeeeetiiiiiieeeeettttiii e eeeetatttieeeeeteenrianaeaereees 31
5. KONVEKSNE [-POAGIUPE. ...eetiiiiiiiiiiiii e e e e e e e e aeeeaans 35
Glava 3 Rasplinuti podskupovi i rasplinuta relacija............ccccccce. 37
1. P-rasplinuti podskup, L-rasplinuti podskup.............eeueeeieiiiiiiiiiiiiiiinennnn. 37
2.Funkcije nivo-podskupova kao izotona preslikavanja.............coeeeeevinnnnnnnee. 44
3.Rasplinuta relacija.........cccccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 46
Glava 4 Rasplinute uredene strukture...........oooooeeeiii 49
1. Rasplinuti pOdposet.........ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 49
2.Rasplinuti poset sa rasplinutim uredenjem................euuveveeiiiiiiiiiiiiieennennan. 54
3.Struktura skupa relacija slabog rasplinutog poretka na (P, <)......cccoceenee. 58
4.Rasplinuto uredenje i rasplinuta mMreza.............oooveveviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieanes 59
5. Kompatibilnost.........oooiiiiiiiiii 62
6.Rasplinuta pOdgrupa..........ooeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 62
7.Rasplinute podgrupe odredene nivo-podgrupama........... «.oeeeeeeeeeeeeeeienen. 68
8.Prethodni pristupi rasplinutim uredenim grupama............cccccuvvvereeerennnnn. 72



9.Rasplinuta uredena POAGIruPa........veeeieiiiiiiiieeeeiiiiiee et 76
10.Rasplinuti konus

...................................................................................... 79
11.Rasplinute mrezno uredene grupe........coeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 82
12.Rasplinuta podgrupa kolicniCke grupe............uuueevevereemiiiiiiiiiieeeiieeeeennn. 84
13 ZaKIJUCAK . ...t 91

LBOTATUT A ettt et 92



Uvod

Definiciju rasplinutog skupa (fazi skupa) je prvi put uveo Zadeh 1965. go-
dine, kao preslikavanja iz nepraznog skupa u interval [0,1]. Od tada je prisutno
veliko interesovanje za ovaj pojam, ne samo u teoriji, nego i u inzinjerstvu i u
racunarstvu; u teoriji (problemima) fazi kontrole.

Rasplinuti skup, odnosno funkciju ¢iji je domen neprazan skup i kod koga je
skup istinitosnih vrednosti (kodomen preslikavanja) kompletna mreza, u oznaci
L, uveo je Goguen u radu [53]. Cesto se uzima da je L neki specijalan tip
mreze, na primer realan interval [0,1], Bulova mreza, reziduirana mreza itd.
Vazna literatura iz ove oblasti predstavlja literatura autora Negoita i Ralescu;
mozemo istaéi knjigu [76] istih autora. Uvod u teoriju rasplinutih skupova
izlozen je u [76], zatim osnove rasplinute logike i sli¢no.

U poslednje dve decenije, rezultate iz navedene oblasti dali su, pored os-
talih i matematicari iz Kine. Mozemo istaéi knjigu [66] ¢iji su autori Y.M.Liu i
M.K.Luo. Oni su se najvise bavili rasplinutom topologijom: rasplinuta topologija
moze biti definisana pomoc¢u operatora otvorenja, ili pomoc¢u operatora zat-
varanja. Na ovaj nacin, mogu se definisati objekti u prostoru, gde su operator
otvaranja i operator zatvaranja definisani pomoc¢u odgovarajué¢ih nivo-struktura.

Pojam rasplinute relacije na skupu prvi je definisao Zadeh [106], kao i mnogi
drugi autori (S.Tamura se takode dalje bavio ovim pojmom u radu [101]).
U poslednjoj deceniji, radove iz ove oblasti objavio je Bélohldvek. Polazeci
od pojmova rasplinute ekvivalencije, rasplinute jednakosti, Bélohlavek je dalje
proucavao algebre sa rasplinutom jednakoséu u knjizi [7]. Nedavno vazne rezul-
tate iz oblasti rasplinutog uredenja dali su De Baets, U.Bodenhofer, J.Fodor u
[20]. Pojam rasplinute kongruencije na grupi proucavao je Kuroki ([64]) i takode
su se istom bavili Filep i Maurer [49], i Murali [73] u univerzalnoj algebri.

Rasplinute algebarske strukture se istrazuju od samog pocetka fazi ere.
Definiciju rasplinute podgrupe uveo je Rosenfeld 1971. godine, u radu [83].
Rosenfeld je takode koristio pojam rasplinutog podgrupoida. Veliki broj mate-
maticara je pratilo pristup pomenutog autora u prou¢avanju teorije rasplinutih
podgrupa.

Ukoliko bismo posmatrali nagu oblast istrazivanja sa stanovista klasi¢ne
teorije skupova, uocili bismo da kolekcija nivoa zadatog rasplinutog skupa moze
biti razmatrana i kao uredena struktura: elementi su podskupovi datog skupa,
a uredenje je dualno skupovnoj inkluziji. Ova ¢Cinjenica vazi, ne samo u slucaju
da je kodomen realan interval [0,1], ve¢ takode i proizvoljan poset ili mreza.



Algoritmi koji za zadatu rasplinutu strukturu odreduju familiju njenih nivoa (i
obrnuto), uglavnom se zasnivaju na operatorima zatvaranja. Metode dobijene
u ovu svrhu su vrlo korisne u istrazivanju rasplinutih struktura.

Teorema sinteze za rasplinute skupove odreduje pod kojim uslovima kolekcija
podskupova nekog skupa odgovara kolekciji nivoa nekog rasplinutog skupa.

U radovima [90,91] ¢iji su autori B.Segelja i A.Tepavcevi¢ pristup rasplinu-
tim skupovima zasnovan je na kolekciji njihovih nivo-podskupova. Pokazano je
da ova kolekcija, posmatrana kao uredena struktura, odreduje kolekciju odredenih
izotonih preslikavanja, ili polufiltra (gornjih skupova).

Mrezno vrednosne algebre se istrazuju od samog nastanka rasplinutih struk-
tura. Prvi pojam je bio rasplinuta grupa. Razlika u raznim istrazivanjima
vezana je za kodomen rasplinute strukture kao funkcije, bilo da je to jedini¢ni
interval ili kompletna mreza. U radu [94] autora Seselja, Tepavcevié, radeno je
uopstenje u smislu da kodomen bude poset.

Pojam rasplinute jednakosti je uveden u radu Hohle [55], i onda primenji-
van od strane mnogih drugih autora. Na primer u radovima [41], [43] Demirci
razmatra specijalne algebarske strukture u kojima postoje rasplinute relacije
jednakosti.

Pored rasplinute ekvivalencije i rasplinute jednakosti, slabljenjem osobine re-
fleksivnosti, uvedeni su i pojmovi slabe rasplinute ekvivalencije i slabe rasplinute
jednakosti.

Beélohlavek (videti knjigu [7]), samostalno, i u saradnji sa drugim mate-
maticarima uvodi i istrazuje algebre s rasplinutim jednakostima. One su defi-
nisane kao klasi¢ne algebre u kojima je obi¢na jednakost zamenjena rasplinutom
jednakoséu. U ovom okviru, razvijaju se i istrazuju najvaznije algebarske teme,
kao $to su kongruencije i podalgebre. Nedostatak ovog pristupa je to sto tada
nivoi rasplinutih struktura ne zadovoljavaju uvek svojstva analogna obi¢nim
strukturama. Segelja i Tepavcevi¢ u radu [95] uvode slabe mrezno vrednosne
ekvivalencije i jednakosti preko oslabljene refleksivnosti. Najpre su ovi pojmovi
bili definisani na klasi¢noj algebri, a kodomen je bila obi¢na mreza sa nulom i
jedinicom.

Rasplinute ekvivalencije, kongruencije i jednakosti spadaju u najvaznije poj-
move u algebarskim istrazivanjima. Pojmovi su bili definisani na klasi¢noj alge-
bri. U skorije vreme je doslo do novog pristupa, u smislu da je uslov oslabljene
refleksivnosti zamenjen uslovom p (z,y) < p (z, ), gde je sa p oznacena rasplin-
uta relacija.

Vrlo ¢esto, osobine rasplinutih struktura su ispitivane koris¢enjem moguénosti
prenosa osobina samih struktura (rasplinutih skupova, rasplinutih relacija, ras-
plinutih algebri) na njihove nivo (na engleskom cut) strukture (koje su odgo-
varajuce klasi¢ne strukture). One su poznate kao osobine nivoa (cut-worthy).



Pristup razmatranja preko nivo- struktura pojavljuje se od samog pocetka is-
trazivanja rasplinutih skupova, a u vezi sa zatvorenjima i nivoima u radu [6].
Takode je prisutan i u knjizi autora G.Klira i B.Yuana ([62]), a u slucaju da je
kodomen preslikavanja mreza na primer u [54] i [97].

Pored rasplinutog preslikavanja koje je definisano kao klasi¢no preslikavanje
rasplinutog skupa u rasplinuti skup koje zadovoljava date uslove, rasplinuto
preslikavanje moze biti definisano i kao rasplinuta binarna relacija koja  zado-
voljava odredene uslove. Osnovne principe ovakvog pristupa je razvio M.Demirci
([39,40,43)).

Napomenimo da je pristup rasplinutim identitetima na rasplinutim podal-
gebrama izlozen u radu [96]. Uveden je i pojam mre7no vrednosnog identiteta i
pojam njegovog zadovoljenja, odnosno istinitosti na nekoj rasplinutoj podalge-
bri date algebre. Medutim, u tom radu nisu koris¢ene rasplinute kongruencije i
rasplinute jednakosti na rasplinutim podalgebrama. Sve ovo bilo je definisano sa
fiksiranom dijagonalom (sa 1 na dijagonali) i odatle je bilo povezano sa algebrom
nosacem, a ne sa njenom rasplinutom podalgebrom.

U pomenutoj literaturi uredene algebarske strukture, prvenstveno uredene
grupe, nisu bile posebno razmatrane u rasplinutom kontekstu. Navestemo
radove iz pomenute oblasti i rezultate predstavljene u njima (postoji svega neko-
liko radova ¢ija je tematika rasplinuta uredena podgrupa).

Najpre, Bhakat i Das su uveli rasplinute uredene podgrupe koristec¢i ras-
plinuto uredenje u radu [14], pri ¢emu su za skup vrednosti slika uzeli jedini¢ni
interval [0, 1]; oni su se takode bavili Arhimedovim uredenim podgrupama u ras-
plinutom kontekstu (uveli su pojam rasplinute Arhimedove uredene podgrupe).
Pokazali su da je svaka rasplinuta Arhimedova uredena podgrupa sa kona¢nim
brojem vrednosti (u odnosu na rasplinuto uredenje) izomorfna rasplinutoj pod-
grupi aditivne grupe realnih brojeva u kojoj je uredenje uobicajeno.

Nedavno je Saibaba definisao rasplinute mrezno uredene grupe, u radu [84].
Rasplinute mrezno uredene grupe su uvedene kao preslikavanja iz mrezno ure-
dene grupe u kompletnu mrezu. Analogno, u istom radu uvedene su definicije L-
rasplinutog ideala, L-rasplinute kongruencije, koli¢nicke L-rasplinute podgrupe
i direktnog proizvoda L-rasplinutih podgrupa. Dokazana su znacajna svojstva
i tvrdenja vezana za nivo-podgrupe, pomocu prethodnih teorijskih znanja iz
oblasti rasplinutih podgrupa. VaZzna osobina koja je pokazana je da postoji
1-1 korespondencija izmedu mreze svih L-rasplinutih ideala i mreze svih L-
rasplinutih kongruencija u mrezno uredenoj grupi G; ova korespondencija pred-
stavlja mrezni izomorfizam.

Poslednji rad iz ove oblasti (koji se pojavio kad je ova teza vet bila zavrsena)
je rad [5], ¢iji je autor M.Bakhshi. U radu je uveden koncept rasplinutih konvek-
snih mrezno uredenih podgrupa.Takode su rasplinute konveksne mrezno uredene



podgrupe predstavljene pomocu rasplinutih podgrupa. Vazna osobina koja je
dokazana je da klasa svih rasplinutih konveksnih mrezno uredenih podgrupa I-
grupe G formira kompletnu Heyting podmrezu mreze rasplinutih podgrupa od

G.

U ovoj tezi pristup rasplinutim uredenim podgrupama se razlikuje od pri-
stupa izlozenim u radovima [14] i [84]. Ovde se koristi odredeno rasplinuto
uredenje koje se, zbog refleksivnosti, sustinski razlikuje od ostalih. Na primer,
u radu autora Saibaba [84], domen preslikavanja predstavljaju mrezno uredene
grupe, dok u nasem radu uredenje u grupi ne mora biti mrezno. Razlika ne
postoji samo u uredenim strukturama nego i u primenama istih.

Ova teza se sastoji iz ukupno Cetiri poglavlja, sa sledetim sadrzajem.

Prvo poglavlje sadrzi osnovne definicije, tvrdenja i primere iz teorije uredenih
skupova i teorije mreza.

Definicije i tvrdenja u drugom poglavlju su poznati iz teorije uredenih grupa.

U tretem poglavlju, u prvom Odeljku uvedene su osnovne definicije ~ P-
rasplinutog skupa i L-rasplinutog skupa. Specijalno, definisan je pojam raspli-
nutog skupa, u slu¢aju da je njegov kodomen realan interval [0,1], kako ga je
definisao L.Zadeh. Razmatrane su i druge osnovne definicije i iste su u ovom
radu prilagodene opstem slucaju, u kome L predstavlja mrezu.

U Odeljku 3.1 takode su predstavljene osnovne osobine rasplinutih pod-
skupova i njihovih nivo-podskupova. Istaknute su razlike u slucajevima da je
kodomen rasplinutog podskupa poset P, odnosno mreza L.

U Poglavlju 4 povezani su prethodno uvedeni pojmovi rasplinutog poretka
sa rasplinutim algebarskim strukturama.

Naime, posmatrali smo uredenu grupu i razmotrili i rasplinutu podgrupu i
rasplinuti podposet kao njene rasplinute podstrukture. U tom cilju, najpre smo
uveli nag pristup rasplinutim posetima, opisan u Odeljku 4.1.

U 4.1 su uvedene su definicije, rasplinutog poluideala, rasplinutog polufiltra,
rasplinutog glavnog ideala, rasplinutog glavnog filtra i rasplinutog konveksnog
podposeta. Cilj njihovog uvodenja je ”fazifikacija” pojmova klasi¢ne algebre.
Odeljak sadrzi originalne rezultate.

Definicija uvedena u odeljku 4.2 je definicija rasplinutog poretka na rasplinu-
tom podskupu p. Takode je uveden specijalni rasplinuti poredak na rasplinutom
podskupu p. Pomenuta rasplinuta relacija ima vrlo bitnu ulogu, jer se koristi u
definiciji rasplinute uredene podgrupe.

U Odeljku 4.3 detaljno je ispitana struktura skupa relacija slabog rasplinutog
poretka.

Odeljak 4.4 sadrzi originalne definicije rasplinutog lanca i rasplinute mreze.
Rezultati odeljka su originalni. Predstavljen je uslov pod kojim rasplinuti pod-
poset predstavlja rasplinuti lanac, kao i drugi uslov vezan za nivo- podskupove.

U Odeljku 4.5 definisan je pojam kompatibilnosti rasplinute relacije sa bi-
narnom operacijom, u oba sluc¢aja, u klasi¢nom sluc¢aju i takode u slucaju ras-
plinute algebarske strukture.



U Odeljku 4.6 definisan je osnovni pojam rasplinute podgrupe, s tim §to je
ovde kodomen rasplinute podgrupe mreza L. Odeljak sadrzi originalne rezultate.

Vazna tema Odeljka 4.7 su rasplinute podgrupe grupe G, ¢iji je kodomen
preslikavanja familija podgrupa grupe G, koja mora ispunjavati odredene uslove.
Proizvoljna rasplinuta podgrupa moze biti svedena na prethodno opisanu. Tako-
de su posebno razmatrane normalne rasplinute podgrupe.

Odeljak 4.8 obuhvata prethodne pristupe rasplinutim uredenim grupama.

U Odeljku 4.9 polazimo od pojma rasplinute uredene podgrupe. Tvrdenja
iz odeljka predstavljaju originalne rezultate.

U Odeljku 4.10 uvodimo originalne definicije, rasplinutog pozitivnog konusa,
rasplinutog negativnog konusa i rasplinute konveksne podgrupe. Na primer,
mozemo ista¢i da smo, polazec¢i od odredenog tvrdenja klasi¢ne algebre, dobili
analogno tvrdenje rasplinute algebre kao bitan rezultat.

Originalna definicija rasplinute mrezno uredene grupe uvedena je u Odeljku
4.11. Takode su navedeni originalni rezultati, na primer, izloZena je veza izmedu
rasplinute mrezno uredene podgrupe i njenih nivo- podskupova (u obliku /-
podgrupa, pri ¢emu ¢-podgrupa predstavlja podgrupu date mrezno uredene
grupe, koja je takode mrezno uredena). Zatim smo dogli do zakljucka da veoma
vazno svojstvo ima kolekcija svih konveksnih /-podgrupa zadate mrezno uredene
grupe G. Dobili smo originalan rezultat u kom je ova kolekcija uzeta za kodomen
rasplinute ¢-podgrupe grupe G.

Analogno pojmu rasplinute podgrupe uredene grupe G, u Odeljku 4.12 ana-
liziramo pojam rasplinute podgrupe koli¢nicke grupe G/A, gde je A konveksna
normalna podgrupa od G. Ukoliko uzmemo da je grupa G Dekartov proizvod
skupa realnih brojeva R x R, mozemo definisati njenu rasplinutu podgrupu,
(oznagenu sa p). Ako definisemo rasplinutu podgrupu koli¢nicke grupe R x R/A
pomocu prethodno zadate rasplinute podgrupe p, dobijamo originalan rezul-
tat. Rezultat predstavlja konstrukcija rasplinute uredene podgrupe koli¢nicke
grupe R x R/A. Takode smo primerom pokazali da rasplinuta uredena podgrupa
koli¢nicke grupe R x R/A moze biti definisana i na drugaciji nac¢in, pomoéu
odredene rasplinute relacije A,.



1 Uredene strukture

Prvo poglavlje sadrzi osnovne definicije, tvrdenja i primere iz teorije uredenih
skupova i teorije mreza. Literaturu koriséenu u ovom poglavlju ¢ine knjige [67],
[98] i [16].

1.1 Uredeni skup

Uredeni skup je relacioni sistem (P, <), gde je < refleksivna, antisimetri¢na
i tranzitivna relacija, odnosno relacija poretka na nepraznom skupu P. Relacija
poretka se najcesce obelezava oznakom <, ¢ak i ako P nije skup brojeva. Kazemo
da je P ureden ovom relacijom.

Uredeni skup odnosno poset se najceste oznacava kao uredeni par (P, <), ili
jednostavno pomoéu skupa P. Uredeni podskup poseta (P, <) je podskup @
od P u kome je uredenje restrikcija uredenja u P; uredeni podskup se oznacava
na isti nacin, (@, <).

Definigimo relaciju < (manje) za elemente z,y uredenog skupa (P, <):

x <y akoisamo akojex <yixz#y.

Uredeni skup (Q, <) je konveksan, ako i samo ako za sve elemente a,b € @,
takve da je a < b, vazi:

ako za element ¢ vazi da a < ¢ < b, sledi da c € Q.

Particija skupa P je kolekcija nepraznih podskupova skupa P, ako su
¢lanovi kolekcije u parovima disjunktni, a njihova unija je ceo skup P. Elementi
particije se zovu klase (ili blokovi) particije.

Ako je p relacija ekvivalencije na P i a € P, onda se pomoc¢u [a] , oznacava
skup elemenata iz P koji su u relaciji p sa a :

la], ={z € P:apax}.
Skup [a] o Je klasa ekvivalencije elementa a u odnosu na relaciju p.

Akojex <y iliy < x, kazemo da su z i y uporedivi s obzirom na relaciju
<, inace su neuporedivi.

Poredak na P je linearan (totalan) ako su svaka dva elementa uporediva.
U tom sluc¢aju skup P je linearno ili totalno ureden ovom relacijom. Linearno
uredeni skup zove se i lanac.

Podskup A iz P koji sadrzi samo neuporedive elemente zove se anti-lanac;
A je anti-lanac ako i samo ako za sve razlicite elemente x,y iz A vazi:



zfyi yLa.

Pretporedak je refleksivna i tranzitivna relacija na nekom skupu.

Na uredenom skupu definise se relacija pokrivanja, u oznaci <, koja se izvodi
iz poretka kao $to sledi (oznaka z < y < z, koja se koristi u nastavku je uobica-
jena skracenica za © < y iy < 2).

Neka je (P, <) uredeni skup i z,y € P. Tada po definiciji:

z <y akoisamoako z<yi-(3z)(z<z<y).

Kaze se da je x pokriveno sa y, ili da z prethodi y.
Nije tesko uociti da od tri osnovna svojstva relacije poretka, relacija pokri-
vanja ispunjava samo antisimetri¢nost.

Neka je (P, <) uredeni skup i A C P. Elemenat ¢ € P je gornja granica za
A ako je x < ¢, za sve x € A. Dualno se definise donja granica za A : elemenat
c € P je donja granica za A ako je ¢ < x, za sve x € A.

Ako je elemenat a € P gornja granica za ceo skup P, zovemo ga najveti
element u P. Analogno, ako je elemenat a € P donja granica za ceo skup P, a
je najmanji elemenat.

Polufilter uredenog skupa P je njegov podskup F', koji ispunjava sledece:
za sve x,y € P,

zeFiz<y povlaciy € F.

Dualno, poluideal uredenog skupa P je njegov podskup I, za koji vazi: za
sve z,y € P,

reliy<z povlaciy € 1.
Ako je a € P, podskup:
la:={z € P|a<z}

je glavni filter generisan elementom a € P.
Sli¢no, za a € P (P je uredeni skup), skup:

la:={z e P|xz<a},
predstavlja glavni ideal generisan pomocu elementa a € P.

Ako su (P,<) i (Q,<) dva poseta, tada je funkcija f : P — @ izotona
(saglasna sa poretkom) ako za proizvoljne z,y € P vaZi:

v <y povlaci f(z) < f(y).
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Injektivna funkcija f iz P u @ je obostrano izotona, ako zadovoljava
slede¢i uslov:

r<ye flz)< fy).

Ovakva funkcija zove se i potapanje uredenog skupa P u uredeni skup Q.

Bijektivna i obostrano izotona funkcija f : P — @ zove se izomorfizam
izmedu (P, <) i (Q, <) (ovaj pojam se takode naziva i uredajni izomorfizam).

Ako postoji (barem jedan) izomorfizam iz uredenog skupa (P, <) u uredeni
skup (@, <), onda je oc¢igledno inverzna funkcija izomorfizam iz (Q, <) u (P, <).
Ova dva skupa su izomorfna.

Izomorfizam uredenog skupa (P, <) na taj isti skup zove se automorfizam.

Dualnost. Ako je (P,<) uredeni skup, onda je dualni poredak > na
skupu P definisan sa:

z >y akoisamo ako y < .

Dualni poredak je po definiciji inverzna relacija za poredak < i to je isto
refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna relacija na (P, <). Uredeni skup (P, >)
je dualan uredenom skupu (P, <).

Princip dualnosti za uredene skupove: Ako neko tvrdenje vazi za sve
uredene skupove, onda za sve uredene skupove vazi i dualno tvrdenje.

Ako uredeni skup P ima najmanji elemenat 0, onda je svaki elemenat kojim
je on pokriven (ako takav postoji) atom.

Na primer, u (P (A4),C) atomi su jednoc¢lani skupovi.

Funkcija f : P — @ je dualno-izotona (anti-izotona) ako vazi:

<y povlaci f(y) < f(z).

Ako postoji bijekcija f takva da su f i f~! anti-izotone, tada su P i Q
anti-izomorfni (dualno izomorfni).

Ako su (4,<) i (B, <) uredeni skupovi, onda je njihov direktan proizvod
relacioni sistem (A x B, <) . Pokazuje se da je (A x B, <) takode uredeni skup,
za bilo koji od sledeta tri nacina definisanja poretka <.

Prvi nac¢in je definicija poretka po komponentama, gde se na skupu ure-
denih parova relacija < definige:

(al,bl) < (az,bQ) S a1 < as i b1 < b2.

Sa desne strane su odgovarajuéi poreci u A i B.
Drugi nacin definisanja poretka na direktnom proizvodu A x B zove se lek-
sikografski poredak. Definicija je sledeca:

(a1,b1) < (ag,bs) ako i samo ako je a1< ag ili vazi: ay= as i by < ba.
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Ako su (A4,<) i (B, <) lanci, onda je A x B lanac u odnosu na leksikografski
poredak.
Tret¢i poredak se zove refleksivno zatvorenje relacije ,,<”:

(a1,b1) < (ag,b2) ako i samo ako

a1< as ibi< by ili a1= as i b= bo.

Jednostavno se dokazuje da je (A x B, <) isto uredeni skup.

Mreza je uredeni skup (L, <) u kome za svaki par elemenata x, y, postoji na-
jveta donja granica (infimum) i najmanja gornja granica (supremum), oznaéene
redom sa z Ay i 2 Vy. Ovo su binarne operacije u L.

Lema 1 Ako je (L,<) mreza, onda inf M i sup M postoje za svaki neprazni
konacni podskup M skupa L.

Potpuna (kompletna mreza) je ureden skup u kome svaki podskup ima
infimum i supremum.

Mreza (L, <) (zadata kao uredeni skup) moze imati najmanji i (ili) najveéi
elemenat. Infimum i supremum skupa L, ako postoje, su redom najmanji (0)
i najveci (1) elemenat. Vazi da je inf@) = 1, a sup@ = 0. Mreza je ograni¢ena,
ako je ogranicena kao uredeni skup, odnosno ako poseduje najmanji elemenat,
0, i najveci, 1.

Mreza L je kona¢ne duzine ako je najduzi lanac u L konacan. Element a
mreze L je delitelj nule (u odnosu na A), ako postoji ne-nula element b € L,
takav da vazi: a Ab = 0. Dakle, L je mreza bez delitelja nule ako za proizvoljne
elemente z,y € L, vazida x Ay =0 povlaéi z =0 ili y = 0.

Lema 2 Svaka potpuna mrezZa je ogranicena (ima najmanji i najveéi elemenat).
Prema prethodnom imamo sledeéu posledicu:
Lema 3 Svaka konacna mreza je potpuna i ogranicena.

Primer 1 Svi skupovi brojeva, od prirodnih do realnih, predstavljaju mreze u
odnosu na uobicajeni poredak <, jer je u njima definisano:

inf {a,b} = min {a,b}, i sup{a,b} = max{a,b}.

U odnosu na potpunost, mreze brojeva se razlikuju. Na primer, skup R
realnih brojeva u odnosu na uobicajeni poredak nije potpuna mreza, ali se lako
kompletira dodavanjem najmanjeg, —oo, i najveceg elementa, co.

U slucaju skupa @) racionalnih brojeva, dodavanjem elemenata —oo i 00, ne
mozemo dobiti potpunu mreZu. Na primer, u tom slucaju skup {x €Q: 2% < 2}
(i skupovi slicni njemu), nema ni infimum ni supremum, a ima donja i gornja
ogranicenja.

12



Primer 2 Ureden skup (N,|) je mreza, pri ¢emu je:
inf {z,y} = nzd(2,y), @ sup{z,y}t=nzs(z,y).
Ova mreza nije potpuna-dovoljno je samo primetiti da nije ogranicena.

Primer 3 Drvo je uredeni skup A sa najmanjim elementom, u kome je svaki
glavni ideal |z, x € A, lanac.
Nijedno drvo osim lanca, nije mreZa, jer ne postoje supremumi.

Sledec¢a lema daje vezu izmedu poretka (<) i operacija (A i V) u mrezi.
Lema 4 U mreZi je x < y ekvivalentno sa svakom od jednakosti:
TANy=x 1t cVYy=y.

Teorema 1 Uredeni skup (A, <) u kom svaki podskup ima infimum je potpuna
mreza.

Dokaz teoreme 1 zasniva se na ¢injenici da supremum podskupa predstavlja
infimum skupa gornjih ogranic¢enja. PoSto po pretpostavci teoreme svaki pod-
skup ima infimum, supremum proizvoljnog podskupa postoji.

Lema 5 Uredeni skup sa najveéim elementom u kome svaki neprazan podskup
ima infimum je potpuna mreza.

Mreza podskupova nepraznog skupa, u odnosu na inkluziju je potpuna.
Infimum je u njoj skupovni presek, a supremum unija. Cesto su potpune mreze
u algebri sastavljene od skupova. I u njima je infimum presek, ali je supremum
retko unija. Na konstrukciju takvih mreza upucuje sledeta skupovna verzija
leme 5.

Lema 6 Neka je F familija podskupova nepraznog skupa A, zatvorena u odnosu
na skupovni presek i koja sadrzi skup A. Tada je (F,C) kompletna mreza.

1.2 Neki primeri mreza i kompletnih mreza

Navestemo neke potpune mreze koje se ¢esto javljaju, pre svega u algebri.

Primer 4 Partitivni skup nepraznog skupa A je potpuna mrezZa u odnosu na
inkluziju. Najmanji elemenat je (), a najveéi skup A. Infimum svake kolekcije
podskupova je njen presek, a supremum je unija. (P (A), C) predstavlja osnovnu
skupovnu mrezu.
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Primer 5 Mreza podgrupa

Skup svih podgrupa proizvoljne grupe G, u oznaci SubG, prirodno je ureden
inkluzijom. Posto presek kolekcije podgrupa predstavlja podgrupu, uredeni skup
(SubG, Q) je potpuna mreza u kojoj je najveéi elemenat grupa G, a najmanji
podgrupa u kojoj je samo neutralni element.

Unija dve podgrupe je podgrupa samo ako je jedna od njih sadrZzana u drugoj,
pa je supremum kolekcije podgrupa, definisan kao presek svih podgrupa koje
sadrze uniju kolekcije.

Moze se takode posmatrati i mreza normalnih podgrupa (SubyG,C). To je
isto potpuna mreza u kojoj je infimum presek, a najveéi i najmanji elementi su
G i{e}.

Supremum konacne kolekcije normalnih podgrupa moze se opisati preciznije
nego za mrezu SubG. Ako su H i K normalne podgrupe grupe G, mozZe se
proveriti da je skup:

HK ={hk:he Hke K},

najmanja normalna podgrupa koja sadrzi H U K, pa sledi:
HVK=HK.

Primer 6 Mreza relacija

Sve binarne relacije na nepraznom skupu A su podskupovi skupa A2, pa ¢éine
mrezu partitivnog skupa (P (A?),C) .

Inkluzijom ureden skup relacija ekvivalencije na A, (€ (A),C), takode pred-
stavlja potpunu mrezu. Zaista, presek proizvoljne kolekcije relacija ekvivalencije
jeste relacija ekvivalencije, sto vazi i za sam skup AZ.

Iz prethodnog sledi da je (€ (A),C) potpuna mreza. Najmanji element je
dijagonalna relacija A 4, a supremum se ne poklapa sa skupovnom unijom, jer
unija relacija ekvivalencije ne mora i sama biti relacija ekvivalencije. Supremum
proizvoljne neprazne kolekcije relacija ekvivalencije na A je najmanja relacija iz
€ (A) koja sadrzi uniju kolekcije.

1.3 Operator zatvaranja

Sistem zatvaranja je kolekcija F podskupova nepraznog skupa A, koja je
zatvorena za presek i sadrzi ceo skup A. Sistem zatvaranja se jos zove i Murova
familija.

Na osnovu leme 6 (str.13), sistem zatvaranja je potpuna mreza u odnosu na
inkluziju. Sve skupovne mreze opisane u prethodnom odeljku su odgovarajuci
sistemi zatvaranja podskupova.

Neka je F proizvoljan sistem zatvaranja na skupu A. Na partitivnom skupu

P (A) definisimo preslikavanje X — X, tako da za skup X C A, X predstavlja
presek svih podskupova iz F koji sadrze X, odnosno:
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X:=(|{Y:YeFiXcv}. (1)

Ova funkcija je dobro definisana, jer vazi X C A, pa je barem A u kolekciji
koja definise presek. Preslikavanje zadovoljava uslove:

C1 XCcX
C2 X=X o
C3 akoje X CY, ondaje X CY

Tacnost uslova C1 — C3 moze se neposredno proveriti iz definicije (1).

Operator zatvaranja na skupu A je funkcija X — X iz P(A) u P(A)
koja ispunjava uslove C'1 — C'3. Ako je X C A, onda je X zatvorenje skupa X,
a ako je X = X, onda je X zatvoreni podskup u odnosu na ovaj operator.

Stav 1 Ako je X — X operator zatvaranja na skupu A, onda inkluzijom ure-
deni skup F' zatvorenih podskupova skupa A u odnosu na taj operator, pred-
stavlja sistem zatvaranja.

Neka je zadat operator zatvaranja na skupu A, i neka je F familija zatvorenih
podskupova u odnosu na zadati operator zatvaranja. Dalje, ako bismo definisali
X pomoéu (1), dobili bismo upravo polazni operator zatvaranja.

Neka je zadat proizvoljan sistem zatvaranja na skupu A, i neka je na njemu
definisan operator zatvaranja pomoc¢u (1). Tada skup svih zatvorenih pod-
skupova predstavlja polazni sistem zatvaranja.

Dakle, postoji obostrano jednoznaéna korespondencija izmedu svih sistema
zatvaranja na datom skupu i svih operatora zatvaranja na njemu.
Iz ¢injenice da je sistem zatvaranja potpuna mreza, sledi naredni stav.

Stav 2 Podskupovi skupa A koji su zatvoreni u odnosu na neki operator zat-
varanja, obrazuju potpunu mrezu u odnosu na inkluziju.

U prethodno navedenoj mrezi zatvorenih skupova infimum je presek, a u
sledecem stavu se pokazuje $ta je u njoj supremum.

Stav 3 U mrezi zatvorenih skupova F koja odgovara nekom operatoru zat-
varanja vazi: ako je {X;:i € I} CF , onda je:

VAiXiien={J{X;:ierl}.

Ako posmatramo mreze zatvorenih skupova kao sisteme zatvaranja, one su
potpune mreze. Vazi i obrnuto, svaka potpuna mreza se moze dobiti kao mreza
zatvorenih skupova za neki operator zatvaranja.

Teorema 2 Za svaku potpunu mrezu L postoji skup i operator zatvaranja na
njemu, tako da je L izomorfna odgovarajucoj mreZi zatvorenih podskupova.
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Operator zatvaranja moze se definisati i kao funkcija na proizvoljnom ure-
denom skupu ili mrezi.

Ako je (A, <) uredeni skup, onda je funkcija + — T na A operator zat-
varanja na tom uredenom skupu, ako ispunjava sledece uslove:

cl r<7T
c2 T=7T
c3 ako jez <y, ondajex <.

Element z iz A za koji je T = x je zatvoren u odnosu na taj operator.

Na osnovu ove definicije mozemo razmatrati operatore zatvaranja neposredno
na mrezi, bez pozivanja na izomorfizam mreze i odgovarajuteg sistema zat-
varanja podskupova.

Stav 4 Neka je x — T operator zatvaranja na potpunoj mrezi L. Tada je pod-
skup zatvorenih elemenata mreZe zatvoren i za proizvoljne infimume.

Lema 7 Elementi mreze L koji su zatvoreni u odnosu na operator zatvaranja
na njoj, obrazuju potpunu mrezu u odnosu na poredak iz L.

Prethodno smo videli da svaki sistem zatvaranja odreduje operator zat-
varanja na skupu. Analogno tvrdenja vazi i za proizvoljnu potpunu mrezu.

Stav 5 Ako je L potpuna mreza i F' njen uredeni podskup zatvoren za proizvoljne
infimume iz L, onda je preslikavanje x — T, gde je T = AN{y € F : x < y}, ope-
rator zatvaranja na L.

Dokaz stava 5 se izvodi neposrednom proverom uslova cl — ¢3.

1.4 Podmreza

Da bismo definisali pojam podmreZe, neophodno je najpre uvesti pojam
mreze kao algebarske strukture. Pojmovi mreze kao uredenog skupa i mreze kao
algebarske strukture medusobno su ekvivalentni.

Neka je L neprazan skup, a A i V binarne operacije na njemu. Tada je
uredena trojka (L, A, V) mreza kao algebarska struktura, ako vaze aksiome ko-
mutativnosti, asocijativnosti i apsorpcije za operacije iz L.

Mreza (L1, A, V) je podmreza mreze (L, A, V), ako je L1 C L, a operacije na
L, predstavljaju restrikcije operacija iz L.

Vazno je napomenuti da se pojam podmreze definise isklju¢ivo za mrezu kao
algebru (L, A, V), a ne za mrezno ureden skup (L, <). Poredak na podmrezi se
poklapa sa poretkom na samoj mrezi: ako su x i y elementi iz podmreze L,
onda je x < y u Ly ako i samo ako je x < y u L. Ovo sledi iz zatvorenosti
podmreze za operacije.
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Obrnuto ne vazi; ureden podskup iz L moze i sam biti mreza u odnosu na
postojeti poredak, ali ne mora biti podmreza mreze L.

Podmreza L; mreze L je konveksna ako je konveksna kao uredeni skup,
odnosno ako iz x,y € L1 i ¢ < z < y sledi z € L;.

Neka je data mreza L potpuna, i neka je dat proizvoljni interval [a,b] =
{z € L:a<x <b}. Posmatrajuéi mrezu kao uredeni skup (L,<), vidimo da
je interval [a, b] njena potpuna konveksna podmreza.

Definisimo modularni zakon:
ako je x <z, ondaje zV (yAz)=(xVy)A-z, (m)

gde su x,y i z elementi mreze L.
Modularni zakon (m) ekvivalentan je sa svakim od sledeéih identiteta:

(xA2)V(ynz) = (zhz)Vy Az (mq)
zV(yAN(xVvz) = (xVz)AyVz). (ma)

Mreza na kojoj je ispunjen modularni zakon zove se modularna mreza.

Navedimo sada osnovni kriterijum modularnosti. Petoelementna mreza
¢iji je dijagram skiciran na slici 1 zove se pentagon i oznacava se sa N5. Pentagon
nije modularna mreza.

Teorema 3 MrezZa je modularna ako i samo ako ne sadrzi podmrezu izomorfnu

sa Ns.

Osnovni primer od koga poti¢e i ime modularnih mreza predstavlja mreza
normalnih podgrupa proizvoljne grupe.

Videli smo u primeru 5 da normalne podgrupe grupe G formiraju mrezu, u
kojojje HANK =HNK,i HVK = HK, gde je HK = {hk:he€ H k€ K}.
HK predstavlja najmanju normalnu podgrupu koja sadrzi H U K.

Stav koji sledi dokazao je Dedekind, pa se modularne mreze zovu i Dedekin-
dove mreze.
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slika 2
Stav 6 MreZa normalnih podgrupa proizvoljne grupe je modularna.

Mreza je distributivna ako na njoj vaze distributivne jednakosti (dy) i (dz) .

xV(yAz) = (xVy A(zVz) (dy)
xA@yVvz) = (zAy)V(zAz) (d2)

—
—

Stav 7 Identiteti (d1) i (dz2) su ekvivalentni, odnosno ako u mrezi L vazi jedan
od njih, onda vazi i drugi.

Identiteti (d1) i (dz2) zovu se zakoni distributivnosti i oni ne vaze na svakoj
mrezi. Na primer, oni ne vaze na mrezi pentagon sa slike 1.

Na primer, svaki lanac je distributivna mreza; partitivni skup nepraznog
skupa je distributivna mreza u odnosu na presek i uniju.

Za proveru distributivnosti mreze postoji jednostavan kriterijum, sli¢no kao
i za modularnost. Mreza ¢iji je dijagram predstavljen na slici 2 zove se dijamant
i oznacava se sa M3. Ta mreza je modularna, ali nije distributivna.

Teorema 4 Modularna mreza je distributivna ako i samo ako ne sadrZi pod-
mrezu izomorfnu mrezi Ms.

Stav 8 MrezZa je distributivna ako i samo ako ne sadrzi podmrezu izomorinu
sa N niti podmrezu izomorfnu sa Ms.

Po samoj definiciji podmreze, podmreza distributivne mreze je distributivna,
podmreza modularne mreze je modularna, itd. Obrnuto nije ta¢no, odnosno
identitet koji vazi na podmrezi, ne mora vaziti i na samoj mrezi (na primer,
na dvoelementnom lancu vaze zakoni distributivnosti, a taj lanac je podmreza
i nedistributivnih mreza).
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1.5 Heyting mreza

Da bismo uveli pojam Heyting mreze, neophodno je prethodno uvesti pojam
pseudokomplementa.
Elemenat z mreze L je disjunktan sa elementom y mreze L, ako vazi

zAy=0.

Ako je L mreza u kojoj postoji najmanji elemenat 0, kazemo da je elemenat
x € L pseudokomplementaran ako postoji najveti elemenat x* € L koji je
disjunktan sa z. Znagi:

x*:\/{yeer/\yzO},
i kada ovaj elemenat postoji zove se pseudokomplement od z.

Kazemo da je mreza L pseudokomplementarna, ukoliko je svaki elemenat
iz L pseudokomplementaran.

Primetimo da je za svaku pseudokomplementarnu mrezu neophodno da bude
ogranicena. Posto za svaki y € L vazi 0 Ay = 0, sledi da je y < 0*. Znaci, 0* je
najveti element u L.

Stav 9 Svaka konacna distributivna mreza je pseudokomplementarna.

Primer 7 Svaka kompletna mreza L u kojoj vazi beskonacan A-distributivni
zakon:
:zc/\\/yi: \/(m/\yi),
iel i€l

je pseudokomplementarna. Ocigledno, za svaki x € L, postoji elemenat x*:

x*:\/{yGL:x/\y:O}

U pseudokomplementarnoj distributivnoj mrezi interval [0, z] je pseudokom-
plementaran; pseudokomplement od y € [0, z] je y* Ax. Iz ove ¢injenice proistice
razmatranje distributivnih mreza u kojima je svaki interval pseudokomplemen-
taran. Takve mreze se nazivaju Heyting-ove mreze.

Teorema 5 Kompletna mreza je Heyting-ova mreZa ako i samo ako ona zado-
voljava beskonacan A-distributivni zakon:

37/\\/%:\/(33/\2/1‘)~

i€l el
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1.6 Homomorfizam 1 izomorfizam

Homomorfizam iz mreze (L, A, V) u mrezu (M, A, V) je funkcija f : L — M
koja je saglasna sa operacijama A i V: ako su z,y € L, onda vazi:

flany)=f@ANfy) i fvy) =f)Vfy).

Izomorfizam je homomorfizam f koji je ujedno i bijekcija.
Ako za funkciju f : L — M vaze jednakosti:

flany) =f@Vvi i flavy) =f@)Afy),

onda se odgovaraju¢i pojmovi definisu kao dualni homomorfizam i dualni
izomorfizam (anti-izomorfizam).
Oznacitemo sa f (L) skup svih slika:

f(Ly={yeM:y=f(x) zanekox € L}.
Sledeci stav je poznat u opstoj algebri:

Stav 10 Ako je f homomorfizam iz mreze (L,A\,V) u mrezu (M,A,V), onda
je f (L) podmreza u M.

Homomorfizam je po definiciji saglasan sa operacijama u mrezi, §to znaci da
o¢uvava konacne infimume i supremume.

Teorema 6 Mreze (L,A,V)i(M, A, V) suizomorfne ako i samo ako su izomorfni
odgovarajudi uredeni skupovi (L, <) i (M,<).

1.7 Kongruencije

Kongruencija (relacija kongruencije) na mrezi (L, A, V) je relacija ekvi-
valencije # na L, koja je saglasna sa mreznim operacijama, odnosno za koju
vazi:

iz 20y i ubv sledi (x Au)f(yAv)i(zVu)d(yVo).
Naredni stav je ekvivalentan sa ovom definicijom (dokaz sledi iz osnovnih
mreznih identiteta).

Stav 11 Relacija ekvivalencije 6 na mrezi (L, \,V) je njena kongruencija ako i
samo ako za sve x,y,z € L :

iz x0y sledi (x Nz)0(yAz) i (xVz)0(yVz).
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Teorema 7 Ako je f : L — M homomorfizam iz mreze (L,A\,V) u mrezu
(M, A, V), onda je relacija 6 na L, definisana sa:

wly < f () = f(y), (2)
kongruencija na (L, A\, V).

Kongruencija 6 definisana sa (2), zove se jezgro homomorfizma f.

Neka je A neprazan skup, § C A? relacija ekvivalencije skupa A i z € A.
Klasa ekvivalencije elementa z, u oznaci [z],, data je na slede¢i nacin:

[z], ={y € A:z0y}.

Neka je 6 kongruencija na mrezi (L, A, V). Tada je koli¢nicka mreza mreze L
u odnosu na 6, koju ozna¢avamo sa L/, mreza ¢ije su operacije definisane sa:

[z]g A ylg =[x Aylp i [2]y VIyly =[x Vg,

gde su z,y € L.

Definicije su ispravne, odnosno blok na desnoj strani svake jednakosti ne
zavisi od izbora predstavnika odgovaraju¢ih klasa na levoj strani; to se jed-
nostavno proverava. Prema ovim definicijama, oc¢igledno je da se aksiome za
mreze prenose na operacije sa klasama. Zato je (L/6, A, V) mreza i ona se zove
faktor-mreza ili koli¢nicka mreza mreze L po kongruenciji 6. Isto tako, iz
definicije klasa sledi da je preslikavanje g : L — L/6, definisano sa g (z) = [z],,
homomorfizam, takozvani prirodni homomorfizam mreze L.

Stav 12 Ako je 6 kongruencija na mrezi L, onda je u mrezi L/0 ispunjeno:
[z], < [y], ako i samo ako za svako x1 € [z], postoji y1 € [y],, tako da je
z1 < Y1

Za razliku od nekih algebarskih struktura (grupa na primer), sve klase kon-
gruencije na mrezi su njene podmreze.

Stav 13 Svaka klasa kongruencije na mrezi je konveksna podmreza te mreze.

1.8 Ideali

Ulogu normalnih podgrupa kod grupa samo delimi¢no imaju ideali (i dualno
filtri) kod mreza.
Uvedimo sada definiciju ideala i filtra u mrezi.

Ideal u mrezi L je njen neprazni podskup I koji ispunjava uslove:
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l.iza,bel slediaVbel;
2.iza€elic<a sledi cel.

Glavni ideal u mrezi L, generisan elementom a € L, definige se na sledeci
nacin:

la={zel:z<a}.
Filter u mrezi L je njen neprazni podskup F' koji ispunjava uslove:

1. iza,be F slediaAbe F;
2. izac Fia<c sledi ce F.

Glavni filter u mrezi L, generisan elementom a € L, definiSe se na slede¢i
nacin:

tla={ze€L:a<x}.
Za razliku od vetine drugih klasa mreza, kod distributivnih postoji veza
izmedu kongruencija i ideala.

Poznato je da za svaku mrezu L nulta (najmanja) klasa faktor mreze L/6
po kongruenciji 6 predstavlja ideal u L, $to je formulisano slede¢im stavom.

Stav 14 Ako je 0 kongruencija na mrezi L tako da faktor-mreza L/ ima naj-
manji elemenat, onda je ta klasa (najmanji elemenat u L/0) ideal u L.

Za distributivne mreze vazi i obrnuto, u smislu naredne teoreme.

Teorema 8 Ako je I ideal u distributivnoj mrezi L, onda je relacija 6 na L,
definisana sa

x0y ako i samo ako je za neko c € I ispunjeno xV c=1yV c,
kongruencija na L, a I je klasa u L/#.

Teorema 9 MrezZa je distributivna ako i samo ako je svaki njen ideal klasa neke
kongruencije.
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2 Uredene grupe

Definicije i tvrdenja u ovom poglavlju su dobro poznati iz teorije uredenih
grupa. Vetina sadrzaja Odeljaka 2.1, 2.2 i 2.3 preuzeta je iz knjige T.S.Blytha
[17], dok je u Odeljcima 2.4 i 2.5 koriséena i knjiga autora G.Birkhoffa [16].

Pocetak univerzalne algebre obelezili su radovi G.Birkhoffa nastali u periodu
od 1933. do 1935. godine.

Sledeta bitna godina je 1950, kada je A.Tarski najavio nastanak nove oblasti
matematike, danas poznatu kao teorija modela jezika prvog reda. Teorija mo-
dela je usko povezana sa matematickom logikom i teorijskim ra¢unarstvom.

Vazni dobijeni rezultati odnose se na probleme odlué¢ivosti jednakosnih teorija
i probleme kona¢ne baze identiteta.

Ako je K varijetet definisan skupom identiteta >, onda varijetet K ima
odluc¢ivu jednakosnu teoriju akko postoji algoritam koji za proizvoljan identitet
p = q odluéuje o tome da li vazi > Fp = q (iz Y se izvodi p ~ ¢). Na primer,
sledec¢i varijeteti imaju odluc¢ivu jednakosnu teoriju: varijetet svih semigrupa,
varijetet svih grupa, svih mreza i distributivnih mreza.

Pitanje kona¢ne baziranosti jednakosnih teorija je i dalje aktuelno. Ukratko,
postavlja se pitanje da li se identiteti koji vaze na nekoj algebri mogu izvesti
iz nekog konac¢nog skupa identiteta. Mnogi poznati varijeteti imaju konaénu
bazu, jer su upravo definisani pomoc¢u kona¢no mnogo identiteta. Na primer,
varijeteti svih grupa, svih Abelovih grupa, svih prstena, svih mreza ili svih
Booleovih algebri imaju kona¢nu bazu, po definiciji.

Dalje, iz oblasti uredenih grupa mozemo istaé¢i rad autora P.Conarda i J.Mar-
tineza [27]. U radu su najpre navedne osnovne definicije teorije mrezno uredenih
grupa, a zatim su proucavane komplementarne grupe.

Linearno uredene strukture imaju poseban znacaj u odredenim matematickim
teorijama. Ve¢ duzi vremenski period, njih proucavaju naué¢nici koji se bave
teorijom modela. Dobijeni su vrlo vazni rezultati koji proSiruju teoriju li-
nearnog uredenja. Na primer, mozemo ista¢i Peanovu aritmetiku, teoriju ure-
denih abelovih grupa, teoriju realnih zatvorenih polja, i samu teoriju linearnog
uredenja.
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2.1 Grupa

Ovde ¢emo postepeno uvesti pojam uredene grupe, polazeéi od osnovnih
definicija algebarskih struktura. U definiciji grupa najcéesée koristimo jezik snab-
deven simbolom binarne operacije, unarnim simbolom i simbolom konstante.

Uobi¢ajena oznaka grupe je (G, -, ~1, e).

Definisimo translaciju elementa z grupe (G, -, ~1, ¢), kao unarnu operaciju
oblika ¢z ili = - ¢, gde je ¢ elemenat grupe G.

Za proizvoljne elemente a, b i c grupe (G, -, ~!, e), vaze zakoni skraéivanja:

ab=ac=b=c¢, ba=ca=b=c

Za grupu (H, -, 71, e) kazemo da je podgrupa grupe (G, -, ~!,e), ako vazi
H C G, operacije - i ~! su redom, binarna i unarna operacija na skupu H
(restrikcije odgovarajué¢ih operacija na G) i (H, -, ~!,e) predstavlja grupu. U
tom slucaju takode kazemo i da je sam skup H jedna podgrupa grupe G, i
pisemo H < G (dve podgrupe jedne grupe su jednake, ako i samo ako imaju isti
skup-nosac).

Neka je (G, -, ~1,e) data grupa, i {ay,as, ..., a,} dati podskup od G. Skup:

(al,ag,...,an> = {b?l -ng s b?k :k € Ny, b; € {al,ag, ...,an}, o; € {—1, 1}},

zove se podgrupa grupe (G, -, ~! ¢) generisana skupom {a1,as, ..., a,} .
Uvestemo sada algebarske strukture u kojima je zadato uredenje saglasno sa
algebarskim operacijama.
Grupoid (G, -) moze biti snabdeven relacijom uredenja <, koja je kompati-
bilna sa binarnom operacijom na slede¢i nacin:

zasve x,y,z € Gr<ypovlatiz-z <z -yiz-2<y- 2.

Ako postoji takvo uredenje u G, tada uredena trojka (G, -, <) predstavlja
uredeni grupoid.

U narednoj definiciji uredene grupe, i dalje u tekstu, oznaka binarne operacije
moze se izostaviti u pisanju.

Uredena grupa je uredena petorka (G, e, g) . U njoj uredena cetvorka
(G, L1 ,e) predstavlja grupu, a (G, <) uredeni skup tako da je poredak <
saglasan sa translacijama: za sve x,y,z € G,

izx<y=xz<yzizr < 2y.
Grupa (G, -, 71, e) je komutativna ako u njoj vazi:
a-b=b-a, zasvea,beGq.
Komutativne grupe se najcesée zapisuju aditivno i nazivaju jos i Abelove

grupe.

24



Primer 8 (Z,+,—,0,<),(Q,+,—,0,<),(R,+,—,0, <) predstavljaju uredene
Abelove grupe (+ je uobicajena operacija sabiranja).

U daljem tekstu ¢emo obelezavati operaciju u grupi multiplikativno. Je-
dini¢ni element je obelezen sa e.

2.2 Pozitivan i negativan konus

Ako je G uredena grupa, tada je element z € G pozitivan element ako vazi
x > e; analogno negativan element ako je © < e. Podskup Pg svih pozitivnih
elemenata zove se pozitivan konus u G, a podskup Ng negativnih elemenata
negativan konus.

Ilustrujmo definicije pozitivnog i negativnog konusa uredene grupe G, u
slu¢aju da je ona zadata kao skup svih uredenih parova realnih brojeva (R x R)
u odnosu na aditivnu operaciju. Zadato uredenje u grupi je uredenje po kordi-
natama. Pozitivan konus Pg definisan je na slede¢i nacin:

(x,y) e Pa={x>0iy>0}.

Iz definicije Pg i definicije uredenja u grupi, neposredno odredujemo sve
elemente negativnog konusa N¢g. Ocigledno u ovom primeru postoji beskona¢no
mnogo elemenata grupe R x R koji ne pripadaju ni jednom od navedenih konusa.

Jednostavna ali bitna posledica saglasnosti poretka < sa translacijama (u
grupi) je sledeca Cinjenica.

Teorema 10 Neka je data uredena grupa (G, ot ,e) . Za sve elemente x,y € G
je ekvivalentno sledece:
1Lr<y;
zy~' € Ng;
y~'z € Ng;
z~ 'y € Pg;
yr~' € Po;
y’l <z L

S Suds o

Ako je X podskup uredene grupe uveséemo oznaku:
X’lz{xflzxeX}.

Formulisimo sledecu teoremu teorije uredenih grupa:
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Teorema 11 a) Podskup P uredene grupe (G,-,‘l ,e) je pozitivan konus u
odnosu na uredenje < u G ako i samo ako vaze sledeéi uslovi:
(PN P~ ={e}
(2)P? =P
(3)(Vx € G)zPx~! = P.
b) Neka je P pozitivan konus uredene grupe (G7 Lt 7e) . Tada vazi sledece:
PU P! =@, ako i samo ako je uredenje < u grupi totalno.

Dokaz. a) =) Neka je < uredenje u G i neka je Pg odgovarajuéi pozitivan
konus. Ako x € Pg N Pél, onda sledi x > e, i istovremeno je x = y~! za neki
y = e. Dalje imamo:

eZy =x=>1T=e¢,

pa zaklju¢ujemo da vazi (1)
Da bismo dokazali (2), pretpostavimo da z,y € Pg. Dakle:

rzeiyze=2ay>e.

Upravo smo dobili da zy € Pg, iz ¢ega sledi P2 C Pg.
Kako vazi da je:
Pg=Pg-eC P2,

zakljucujemo da (2) vazi, odnosno PZ = Pg.
Ostalo je jos da dokazemo jednakost (3) u ovom smeru.
Ako y € Pg, tada za svaki x € G vazi:

1

zyz~! > zex™! = e, dakle zyz~! € Pg.

Ovim smo dokazali da je vPgz~! C Pg.
Posto prethodno vazi za sve € G, mozemo zameniti 2 pomoéu 1.
Dobijamo onda da je ! Pgx C Pg, odakle sledi:

Pq C IPGxil.

Jednakost (3) je dokazana.

<)Da bismo dokazali suprotan smer, pretpostavimo da je P podskup od
G koji zadovoljava osobine (1), (2), (3). Definisimo relaciju < u G na sledeéi
nacin:

r<ysyr teP.

Ocigledno, < je refleksivna u G.

Dokazimo sada da je < antisimetri¢na.

Pretpostavimo da vazi ¢ < y i y < «. Sledi:

yr~' e Pi (yxil)_1 —azy teP.
Na osnovu jednakosti (1) sledi:

yac_lze:>y:x.
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Upravo smo dokazali antisimetri¢nost.
Da bismo pokazali da je < tranzitivna, pretpostavimo da vazi:

r<yiy<z.
Tada yz= € Pizy~! € P, pa sledi na osnovu (2):
ze ™t = zy lyz~! € P, dakle = < z.

Mozemo zakljuéiti da je < poredak u G.
Da bismo ispitali da li je kompatibilan, pretpostavimo = < y.
Tada je yz~! € P isledi iz (3) da je, za sve a,b € G :

ayb (aacb)_1 =aybb 'z e =a-yzt-at e P,

$to je ekvivalentno sa axb < ayb, pa sledi da je < kompatibilno.
Takode, primetimo da je:

e <y akkoy € P,

pa znaci da upravo P predstavlja odgovarajuéi pozitivan konus.
b) Dokazimo sada da je uredenje < totalno akko je PU P~1 = G.
Prvo, pretpostavimo da je PU P! = G. Tada za sve z,y € G vazi:

ilizy e Pilizy ' € P71 odnosno zy~! > eili zy~* <e.
U prvom slucaju je x > y, a u drugom = < y.
Mozemo zakljuciti da je < totalno uredenje u G.
Suprotno, ako je G totalno uredena grupa, tada za sve z € G vazi:

llijez>eilliz<e=axeP

lize Pl=G=PUP ! n

Iz prethodne teoreme vidimo da pozitivan konus Pg uredene grupe G za-

pravo predstavlja polugrupu. Pitanje koje se postavlja je koji je mogucéi oblik
polugrupa koje predstavljaju pozitivan konus uredene grupe. Odgovor je dat u

sledecoj teoremi:

Teorema 12 Polugrupa P predstavlja pozitivan konus neke uredene grupe ako

i samo ako:

1. Zakoni skracivanja vaze u P

2. P sadr7i jedini¢ni elemenat e
3 (Vz,ye Plzy=e=zxz=y=c¢e
4. Yo € P) Px = zP.
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Primer 9 Posmatrajmo najpre aditivnu grupu realnih brojeva R. Ona nema
netrivijalne konveksne podgrupe. Neke netrivijalne podgrupe grupe R su, adi-
tivna grupa racionalnih brojeva @, podgrupe oblika r - Z, gde je r proizvoljan
realan broj (Z je skup celih brojeva).

Posmatrajmo uredenu grupu G = R x R. Opisimo neke moguée tipove pod-
grupa ove grupe.

(tip 1) Na primer, podgrupe oblika H, p:

Hop ={(z,y) : ax + by = 0}.

(tip 2) Dalje, ako su K i L bilo koje podgrupe grupe R sa operacijom
sabiranja, tada je i:
K xLCRXR,

jedna podgrupa grupe R X R.
(tip 3) Takode, ako je E bilo koji (konacan ili beskonacan) podskup od
R x R, skup (E) svih uredenih parova:

U:k1'€1+"'+kn'€n,

gde su ey, ..., e, bilo koji uredeni parovi iz E, i k1, - - -, k, bilo koji celi brojevi,
predstavlja podgrupu grupe R x R. 'To je njena podgrupa generisana skupom
E, i ona je najmanja podgrupa od R X R koja sadrzi taj skup E.

Posto smo prethodno predstavili neke tipove podgrupa grupe R x R, opisimo
sada neke oblike uredenja u istoj grupi.

1.Leksikografski poredak

(a,b) < (¢,d) ako isamo akoa <c ili (a=cib<d).

Odredimo pozitivan konus P: x>0 ili (x=01iy >0).
2.Uredenje po koordinatama

(a,b) < (¢,d) akoisamo akoa<c ib<d.

Pozitivan konus P : (z,y) e P {x>0iy>0}.
3.Refleksivno zatvorenje relacije <

(a,b) < (¢,d) akoisamo ako (a<cib<d) ili (a=cib=4d).
Pozitivan konus P: (x >0iy>0) ili (x=y=0).

Na primer, u ovom slucaju elementi (0,1) i (0,2) nisu uporedivi, dok ele-
menti (0,1) i (1,2) jesu uporedivi, i o¢igledno vazi: (0,1) < (1,2).
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2.3 Konveksne podgrupe

Neka je data uredena grupa (G, e, <) . Konveksna podgrupa od G je
podgrupa koja, u odnosu na uredenje u G, predstavlja konveksan podskup.

Teorema 13 Ako je H zadata podgrupa uredene grupe (G, L1 ,e), tada je
Py = HN Pg. Vazi i vise, da su slede¢a dva tvrdenja ekvivalentna:

1. Podgrupa H je konveksna

2. Py je poluideal u Pg.

Dokaz. Posto je ey = eg, ocigledno je da je Pg = H N Pg.
1=2) : Pretpostavimo da je:

eg <y <x, pricemuey,xr € Py C H.
Tada na osnovu 1. sledi:
y € HN Pg = Py,

dakle Pp je poluideal od Pg.
2=1) : Pretpostavimo sada da vazi:

r<y<z pricemuzx,z € H.

Tada je:
eg < mfly < asflz, gde eH,a:*lz € Py.

Na osnovu 2. sledi da:
xily € Py C H,dakley € zH = H.

Mozemo da zaklju¢imo da je podgrupa H konveksna. m

Dalje, ispitajmo kako izgleda pozitivan konus koli¢nicke grupe G/H, po kon-
veksnoj normalnoj podgrupi H. Pokazatemo da pozitivan konus grupe G/H ima
oblik:

Q(Pg) ={pH :p € Pg}.

Teorema 14 Neka je (G, L1 ,e) data uredena grupa i neka je H normalna
podgrupa od G. Tada je Q (Pg) = {pH : p € Pg} pozitivan konus u odnosu na
kompatibilno uredenje u koli¢nickoj grupi G/H ako i samo ako je H konveksna
podgrupa.
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Dokaz. Pretpostavimo najpre da je Q = {pH : p € Pg} odgovarajuéeg ure-
denja u G/H. Da bismo pokazali da je H konveksna, pretpostavimo da je:
Iz prethodnog mozemo zakljuciti da je Py poluideal u Pg.
Sada pomoéu teoreme 13 (str.29) sledi da je podgrupa H konveksna.
Dokazimo sada obrnut smer. Pretpostavimo da je H konveksna podgrupa.
Neka je:
Q={pH :p€ Pc}.

Ocigledno je da je Q% = Q. Pretpostavimo sada da:
ctHe@QnNQ .
Tada vazi:
tH =pH = ¢ 'H, za neke p,q € Pg.

Iz prethodnih jednakosti takode dobijamo da pq € H.
Dalje sledi:
en <p<pq€H,
i posto je H konveksna podgrupa dobijamo da p € H.
Sledi da je:
vH =H, izacida QNnQ~' = {H}.

Najzad, posto je Pg normalna podpolugrupa od G, ocigledno je da je:
Q={pH:pe Pa},

normalna podpolugrupa od G/H. Na osnovu Teoreme 11 (str.26) sledi da je @
pozitivan konus, u odnosu na odgovarajuée uredenje, grupe G/H. ®

Opisimo sada jedan moguci na¢in definisanja uredenja u koli¢nickoj grupi
G/H.

Ako je H konveksna normalna podgrupa uredene grupe G, tada uredenje
<m u G/H koje odgovara pozitivnom konusu {p - H : p € P} moze biti zadato
na slede¢i na¢in (kao u dokazu Teoreme 14):

rH<pgy Hey- -z ' HeQ
& (FpePg)y-xtep H
& (FpeP;)3heH)y-at=p-h.

Sada iz prethodne (poslednje) jednakosti dobijamo y-2~! > h, znaciy > h-x.
Suprotno, ako je y > h - x za neko h € H, tada vazi:

y=y(hx) " he=yz ' =y (hx) " h, gdey(hx) " € Pg.

U prethodnom smo pokazali da uredenje <y moze biti zadato i na sledeéi
nacin:

x-H<pgy-H< (3he H)hz <y.
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Upravo smo definisali odgovarajucée uredenje < g za uredenu koli¢nicku grupu
G/H, pri ¢emu je H konveksna podgrupa uredene grupe G.

Navedimo sada, kao primer, $ta se desava ako za datu grupu G posmatramo
njenu koli¢nicku grupu G/H, pri ¢emu podgrupa H nije konveksna. Imamo
sledeti primer.
Primer 10 Neka grupa (G,+,7', e, <) predstavlja uredenu grupu realnih bro-
jeva, i posmatrajmo podgrupu H i koli¢nicku grupu G/H (naravno, u ovom
konkretnom slucaju ne postoji prava konveksna podgrupa od G, pa H nije kon-
veksna). Oznacimo poredak medu kosetima pomoéu <y .

Dokazimo da je (G/H, +, 1 H, SH) uredena koli¢nicka grupa.

Neophodno je samo da pokazemo da je poredak saglasan sa translacijama.

izx+H<gy+H=a+zx+H<ga+y+ H.
Primetimo da je (x + H) N (y + H) u opstem slucaju neprazan skup akko je:
x —y = kh, ekvivalentno x + H =y + H.

To znaci da u relaciji <y imamo samo jednakost (ne moze biti tacno sledeée:
x+ H <y y+ H). Zakljucujemo da je jedini moguéi poredak trivijalni.

2.4 Mrezno uredena grupa

Mrezno uredena grupa je uredena grupa (G, L7 e, S) takva da uredeni skup
(G, <) predstavlja mrezu.
Za mrezno uredenu grupu koristimo oznaku [-grupa.
Primer 11 Neka je G = C'[0,1] skup svih neprekidnih realnih funkcija f (x)
za 0 <z < 1. Tada G predstavlja uredenu komutativnu l-grupu u odnosu na

po elementno sabiranje. Binarna relacija < definisana je po elementno, znaci
na sledeéi nacin:

f<ge (Vael01])f(a) <gl(a).

Lema 8 U proizvoljnoj l-grupi (G, e, g), svaka translacija u grupi pred-
stavlja automorfizam uredenih skupova.

Lema 9 U proizvoljnoj l-grupi (G, e, S), preslikavanje x — x~! je dualni
automorfizam uredenih skupova u G.

Posto su translacije u proizvoljnoj I-grupi izotone bijekcije ¢ija su inverzna
preslikavanja takode izotona, one su automorfizmi uredenih skupova. Znaci
mnozenje je distributivno u odnosu na operacije A,V u proizvoljnoj I-grupi:

a-(zVy) = (a-x)V(a-y); (xVy)-b=(x-b)V(y-b)
a-(xAy) = (a-z)A(a-y); (xAy)-b=(z-D)A(y-b).

Prethodne jednakosti vaze i u opstem slucaju:
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a~(\/wg>~b:\/(a'xg~b)
a~(/\xg>-b:/\(a~mg~b).

Dalje, vazi da > e povlaéi e =z -2~ ' > e-2z~! = 27!, i suprotno,
preslikavanje £ — ! je dualni automorfizam uredenih skupova u proizvoljnoj
l[-grupi. Znaci da vazi:

1 1

anb=(atvo ) = tvat)
Iz prethodnog, u proizvoljnoj l-grupi imamo identitet:
a~(x\/y)_1~b:(a-x_1~b)/\(a~y_1-b), (3)

i u opstem slucaju:

a- (\/x0>71-b:/\(a-x;1-b),idualno.

Stav 15 U proizvoljnoj l-grupi (G, e, §) , za sve elemente a,b vazi: x >y
povlaci
a-xil-bga-yfl-b.

Ukoliko u jednakosti koja je dualna (3) uzmemo za x = a i y = b, dobi¢emo
sledec¢u lemu.

Lema 10 U proizvoljnoj I-grupi, za sve elemente a,b vazi:
a-(anb) " b=bVa.

Stav 16 U proizvoljnoj komutativnoj [-grupi, za sve elemente a,b vazi:
a-b=(aVb) (and).

Stav 17 U proizvoljnoj l-grupi, svaki element osim jedinicnog (e) je besko-
nacnog reda.

Na osnovu stava 17 (prethodni stav) mozemo zakljuéiti da mrezno uredena
grupa ne moze biti konac¢na.

Teorema 15 Uredena grupa (G, e, §) je mrezno uredena ako i samo ako
sup {z, e} postoji za sve z € G.

Dokaz. Ako je data uredena grupa G mrezno uredena, iz definicije sledi da
sup {x, e} postoji za sve elemente z € G.
U suprotnom smeru, neka su dati elementi a,b € G, i razmotrimo elemenat
T = (a~b*1\/e) - b.
Posto je mnozenje distributivho u odnosu na operaciju V, primeni¢emo
sledece:
(zVy)-b=(z-b)V(y-b).
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Dakle,
z=(a-b""-b)V(e-b).

Ocigledno vazi:
z>a-b'-b=a i x>e-b=0,

odakle sledi da je x gornje ograni¢enje za {a, b} .
Dalje, neka je elemenat y € G takav da je y > a iy > b. Tada sledi:

y-b'>a-b7t i y-bt >e, dakle,

y-b"!'>a-b"!Ve, odnosno y > (a-b_l\/e) - b.

Iz prethodnog mozemo zakljuciti da elemenat aVb postoji u grupi G, i jednak
je (a-b_l\/e) - b.

Na slican nacin, dolazimo do zakljuc¢ka da inf {a, b} postoji u G, odnosno
upravo se pokazuje da je inf {a,b} jednak a- (aVb)™ ' -b. m

Stav 18 U komutativnoj [-grupi vazi: za sve n > 1,
a™ <b" povlaci a <b.

Dokaz. Posto za proizvoljne elemente a i b vazi zakon komutativnosti, mozemo
primeniti isti zakon na elemente a i b~!. Pretpostavimo da je a™ < b™. Sledi:

(a- b )" =a™ (b~H" <" ()" =
Uvedimo oznaku z = a - b~ . Iz zakona komutativnosti sledi:
(zve)'=2"vz""lv..vzVe.
Posto je 2" < e,
-1

(zve)'=2z""tv..vzVe=(zVe)"

Pomocu zakona skracivanja sledi da je z V e = e, dakle,
z=a-b"1<e odnosnoa <b. m

Sledeta teorema pokazuje da ne postoje I-grupe koje nisu distributivne.
Teorema 16 Svaka [-grupa je, u odnosu na uredenje, distributivna mreza.

Napomenimo da se neutralni elemenat mrezno uredene grupe G, u oznaci e,
u opstem slucaju razlikuje od elementa u mrezi koji oznacavamo sa 0.

Teorema 17 U proizvoljnoj I-grupi vazi:
I.anb = 0 i aAc=0 poviaci aA(b-c) =0,

2.aVb = 01 aVe=0 povlaci aV (b-c)=0.
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Dokaz. 1. Iz datih uslova mozemo zakljuciti da su elementi a,b i ¢ pozitivni.
Odatle sledi: a A (b-¢) > 0.

Dalje imamo: 0=0-0= (aAb) - (aAc).

Dvostrukom primenom jednakosti

a-(@Ay)=(a-z)A(a-y)

na prethodnu formulu,
0=((and)-a)A((aADd)-c)=

(a-a)ANb-a)A(a-c)AN(b-c)>aNn(b-c).

Poslednja nejednakost vazi jer imamo: a-a >a,b-a>aia-c>a.
Ovim je implikacija 1. dokazana, a implikacija 2. je upravo njoj dualna. m

Neka je data mrezno uredena grupa G, i neka je a proizvoljan elemenat iz
G. Apsolutnu vrednost elementa a, u oznaci |a|, definisemo na sledeé¢i naéin:

la] =aVal.

Podgrupa H mrezno uredene grupe G je I-podgrupa ako je ona takode
podmreza od G.

Stav 19 Mrezno uredena grupa G je totalno uredena ako i samo ako je svaka
podgrupa od G l-podgrupa.

Teorema 18 Neka je data mrezno uredena grupa G. Ako su by,..., b, elementi

n
pozitivnog konusa grupe G, i ako vazida jee < a < H b;., tada postoje elementi
i=1
ai,...,an € Pg takvi da za svaki i vazi:

n
aigbi i azHai.
i=1

2.5 Konveksne [-podgrupe

U opstem slucaju, podgrupa mrezno uredene grupe ne mora biti podmreza.
Na primer, u mrezno uredenoj aditivnoj abelovoj grupi G = Z x Z, podskup
H = {(n,—n) : n € Z} jeste podgrupa od G, ali nije podmreza. Primetimo da
element (0,0) Vv (1,-1) = (1,0) ¢ H.

[-podgrupa mrezno-uredene grupe (G, Lle, S) je podgrupa H takva da
(H, <) predstavlja podmrezu od (G, <).
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Teorema 19 Podgrupa (H, Lle, g) mrezZno-uredene grupe (G, e, g) je
l-podgrupa od (G, Lle, g) ako 1 samo ako:

xVeeH, zasvex € H.

Dokaz. Ako je H l-podgrupa od G, ocigledno vazi x Ve € H, za sve x € H.
U suprotnom smeru, pretpostavimo da x Ve € H, za sve x € H.
Ako z,y € H, imamo:
TVy= (x-y‘l\/e) -y € H,
odakle takode sledi da x Ay € H, pa H predstavlja podmrezu od G. m

Ozna¢imo pomo¢u C (G) skup svih konveksnih podgrupa mrezno uredene
grupe G.

Teorema 20 Neka je G mrezno uredena grupa i neka je A konveksna podpolu-
grupa od Pg koja sadrzi elemenat e. Tada je podgrupa (A) generisana pomocu
A data pomocu (A) = {x ylizy € A} , 1 ona je konveksna {-podgrupa od
G. Vazi i viSe, svaka konveksna ¢-podgrupa od G se predstavlja na ovaj nacin.

Teorema 21 Kolekcija C (G) svih konveksnih ¢-podgrupa mrezno uredene grupe
formira kompletnu Heyting podmrezu mreZe svih podgrupa od G.

Dokaz. Neka je (H;),.; proizvoljna familija konveksnih /-podgrupa od G.
Ocigledno, NH; predstavlja [-podgrupu od G.
Posto je svaka podgrupa H; konveksna, na osnovu Teoreme 13 (str.29) sledi:

Py, je poluideal u Pg za svaki 1.

Takode vazi da je N;er P, = Pn Py, » P& MOZemo zakljuciti da je NH; konveksna
podgrupa.
Sada posmatrajmo podgrupu H od G koja je generisana pomocu U;er H;.
Pretpostavimo da vazi:

n
e<g< Hai € H, gdesvakia; € Ujer H;
i=1

SledidajeeggSH(ai\/e).
i—1

im
Sada, na osnovu Teoreme 18 (str.34), postoje b1,..b, € G takvi da za
svaki 7,4 =1,...,n vazi:

n
e<b;<a;Ve i g:Hbi..
i=1

Posto su podgrupe H; konveksne, sledi da b; € U;c;H;, odakle iz prethodne
jednakosti sledi da g € H. Upravo smo dokazali da je podgrupa H konveksna.
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Ostalo je jos da dokazemo da je podgrupa H od G koja je generisana pomocu
Us;erH; [-podgrupa. Neka je h € H. Tada vazi:

h = H c;, gde svakic¢; € Ujer H;.
i=1
Takode vazi: e< hVe< H(ci Ve)eH.
i=1

Posto je H konveksna podgrupa, na osnovu Teoreme 19 (str.35) sledi da je
H I-podgrupa od G.

U prethodnom smo dokazali da C (G) predstavlja kompletnu podmrezu mreze
svih podgrupa grupe G.

Pokazimo sada da je C'(G) Heyting mreza. Neka je (Y;);.; data familija
konveksnih I-podgrupa od G. Tada je dovoljno dokazati da za svaku konveksnu
[-podgrupu X od G vazi inkluzija:

A=xn\/v.ic\/(XnY) =B
el el
Najpre pretpostavimo da a € Pjy.
Tada vazi:

t
e<aePx i azﬂyi, gde svaki y; € Py;,.
i=1

Znadi e <y; <a€ X zasvei odnosno za sve y; € X,
odakle sledi:

t
a = Ii[gh € Pp
i=1
Dakle, pokazali smo da je P4 C Ppg.

Sada na osnovu Teoreme 20 (str.35), sledi da vazi A C B, $to je trebalo
pokazati. m
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3 Rasplinuti podskupovi i rasplinuta relacija

3.1 P-rasplinuti podskup, L-rasplinuti podskup

U ovom odeljku uvedene su osnovne definicije, P-rasplinutog skupa i L-
rasplinutog skupa ([90]). L.A.Zadeh je definisao pojam rasplinutog skupa, u
radu [104], u slu¢aju da je njegov kodomen realan interval [0,1]. Razmatrana
su tvrdenja iz [69] i ista su ovde prilagodena opstem slucaju, u kome L pred-
stavlja mrezu. Takode je navedeno bitno svojstvo kolekcije podskupova datog
skupa, koja pod odredenim uslovima odreduje odgovaraju¢i P-rasplinuti pod-
skup ([90]).

U ovom poglavlju predstavljene su osnovne osobine rasplinutih podskupova
i njihovih nivo-podskupova. Istaknute su razlike u sluc¢ajevima da je kodomen
rasplinutog podskupa poset P, odnosno mreza L. Tvrdenja su preuzeta iz rada
[90].

Neka su dati neprazan skup X i poset (P, <) koji sadrzi najmanji i najveéi
elementa redom, 0 i 1. Svako preslikavanje p : X — P zovemo rasplinuti
(engl. fuzzy) podskup od X (ili P-rasplinuti skup).

Ukoliko u prethodnoj definiciji umesto poseta (P, <) uzmemo mrezu, dobi-
jamo definiciju L-rasplinutog skupa.

Neka je dat neprazan skup X. Rasplinuti podskup od X je funkcija iz skupa
X u L, gde je L kompletna mreza. Ako je L jedini¢ni interval [0, 1], to je uobica-
jeni rasplinuti podskup od X, kako ga je definisao Zadeh. Skup svih rasplinutih
podskupova od X se obelezava sa FP (X).

Neka je (P, <) dati poset. Ako je pu: X — P rasplinuti podskup od X tada,
za p € P, skup
py = {z € X | p(z) > p}
nazivamo p-nivo, ili nivo-podskup rasplinutog podskupa .
Ukoliko u prethodnoj definiciji umesto poseta P uzmemo mrezu L (specijalan
tip poseta), definicija ostaje ista.

Ocigledno, p-nivo rasplinutog podskupa p predstavlja inverznu sliku (od )
glavnog filtra u P, generisanog pomocu p:

t, = 1~ (1)

Uvestemo sada neke pojmove teorije o rasplinutim strukturama, ¢iji skup
vrednosti preslikavanja pripada kompletnoj mrezi.

Neka je u € FP(X). Tada se skup {u(z): 2z € X} zove skup slika od
, 1 oznacava p (X) ili Im (u). Skup {z: z € X, u(z) > 0} se oznacava p*, ili
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Supp (i) . p se zove kona€an rasplinuti podskup ako je p* konacan skup, i
beskonacan rasplinuti podskup u suprotnom.

Ako p € FP(X) , onda p ima svojstvo supremuma ako, za svaki podskup
A od X, postoji ap € A, takav da vazi: p(ag) = Veeap (a).

Neka je Y C X, i neka je a € L. Definisemo ay € FP (X) na sledeéi nacin:

a ako z€Y
ay (z) =

0 ako zeX\Y

Ako je Y jednoclan skup, na primer {y}, onda se af,, zove rasplinuta tacka
(engl. fuzzy singleton), i ponekad se oznacava sa y,. Neka je 1y oznaka za
karakteristi¢nu funkciju skupa Y.

Neka su dati p,v € FP(X). Ako je p(x) <v(z), zasve z € X, onda je p
sadrzan u v, odnosno u je podskup od v, i pisemo p C v (ili v D p).
Ocigledno, relacija inkluzije C je parcijalno uredenje u FP (X) .

Neka su dati p,v € FP(X) . Definigimo pUv € FP(X)ipunNv e FP(X)
na slede¢i na¢in: za Vr € X,

(nuv)(z) = p(z) Ve (z)

() () = p(z) Av(z).

Tada se p U v i pNv zovu unija i presek rasplinutih podskupova p i v,
redom.

Za proizvoljnu kolekciju {p, : i € I'} rasplinutih podskupova iz X, gde je T
neprazan skup indeksa, unija U 1; 1 presek ﬂ ; rasplinutih podskupova g,
i€l iel

date su pomotéu: Vz € X,

(Um) (@) =V i (@)

i€l icl
(ﬂ Mz‘) (z) = /\Mz‘ ().
i€l i€l

Jednostavno se pokazuje da za sve p,v € FP (X) vazi,

luCvrv,ae L= p, Cu,g,
2 =V <= U, = Vg, zasve a € L.
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Izvedimo dokaz druge ekvivalencije (2.).
Ako pretpostavimo da vazi p = v, jednakost nivo-podskupova ocigledno
sledi.
Suprotno, pretpostavimo da vazi p, = v,, za sve a € L.
Neka je
p(x)=piv(z)=p; zanekiz e X.

U slucaju da je p > p1, zakljuéujemo da x ¢ v,. Upravo smo dobili kontradikciju.

Sledeca teorema opisuje neke osnovne osobine nivo skupova. Teorema je
ovde preformulisana, tako da umesto u slu¢aju da je kodomen mreza [0, 1], vazi
u op$tem slucaju. Iz tog razloga, u njoj ne stoji dodatni uslov, da ukoliko
je I konacan skup, u (1) vazi jednakost (jednakost vazi samo u slucaju da je
L =10,1)).

Teorema 22 Pretpostavimo da je zadata proizvoljna familija rasplinutih pod-
skupova {u; : i € I} C FP(X). Tada za proizvoljno a € L vazi:

(1)
U (i), € (U Mi)

i€l icl

() (1)a = (ﬂ m)a :

el i€l

Neka je (P, <) oznaka za parcijalno ureden skup (poset) koji ima najmanji i
najveci element. Koristicemo takode i samo oznaku P za isti pojam.

U daljem tekstu uzimamo da dvoelementni poset ({0,1},<), takav da je
{0,1} C P, predstavlja kodomen karakteristi¢ne funkcije.

Neka su dati neprazan skup A i poset (P,<). Neka je p: A — P rasplinuti
podskup od A. Za p € P, funkcija p—nivoa preslikavanja u, je funkcija

f, s A—{0,1},
takva da za sve x € A,
fi, (v) = 1 ako i samo ako i (x) > p.
Ocigledno je da je 1, karakteristicna funkcija p-nivoa preslikavanja p :
p, ={z € A:p(z) = p}.

Osnovne osobine rasplinutih skupova su posledica dve bitne ¢injenice:
-rasplinuti skupovi su funkcije

39



-rasplinuti skupovi mogu biti jedinstveno predstavljeni pomocu kolekcije
nivo-podskupova.

Sva tvrdenja koja su formulisana za P-rasplinute skupove takode vaze i za
L-rasplinute skupove (L je mreza).

Stav 20 Ako je u: A — P P-rasplinuti podskup od A, tada za sve x € A vaZi:
p)=\/(peP:m @) =1),
ekvivalentno supremum skupa {p € P : i, (v) = 1} postoji i jednak je ju () .
Dokaz. Za z € A, neka je i (z) = r € P. Tada je
i, (z) = 1.
Ako za p € P vazi [i, (r) = 1, tada je
w(z) > p, ekvivalentno r > p.

Postor € {pe P: [, (z) =1},
r je supremum tog skupa. Odatle sledi:

u(z):r:\/(pGP:;Tp(as)zl).
Ovim je dokaz kompletiran. m

U slu¢aju L-rasplinutih skupova, prethodni stav vazi, i moze biti formulisan
u terminima mreznih operacija. Sleded¢i stav je direktna posledica prethodnog.

Stav 21 Ako je p L-rasplinuti podskup skupa A, tada za sve x € A vaZi:

pi)=\/pom, (=),

peL

. _ ako T (x)=1
gde je PoHp () :{ ]([)) mace. '“p( )

Sledeti stav daje vezu izmedu nivo-podskupova i uredenja u P, odnosno
¢injenicu da manji nivo-podskupovi odgovaraju ve¢im elementima iz P.

Stav 22 Neka je u: A — P P-rasplinuti podskup od A. Vazi:
ako p,q€ Pip<gq, tadaje j1,C p,.

Jednostavno se moze proveriti da suprotan smer nije tacan, u opstem slucaju.
Mogu se definisati dodatni uslovi pod kojima on vazi.
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Stav 23 Neka je u: A — P P-rasplinuti podskup od A. Tada vaZi:
1. zasvez,y € A, u(z) # pu(y)

ako 1 samo ako [,y 7 Hu(y)-

2.zapePixe A, p(x)>p

ako I samo ako p,, ;) C fi,y-

Stav 24 Neka je pn : A — P P-rasplinuti podskup od A. Tada za sve z,y € A
vazi:
1 (y) < p(z) ako isamo ako fu,(,y C fi,(y)-

Dokaz. Dokaz sledi direktno pomoéu Stava 23.2, ako uzmemo da je p = u (y) .
]

Za P-rasplinuti podskup p skupa A, neka su pup i fip oznake za kolekcije
nivo-podskupova i njihovih karakteristi¢nih funkcija, redom:

pp=A{m,:p€P}, Jip={m, peP}.

Stav 25 Neka je p: A — P P-rasplinuti podskup od A. Tada vaZi:
1. ako za P; C P postoji supremum od Py, tada je:

ﬂ {'“p pe P} = Hv (p:pePr)s

U{up:pGP}:A;
3. za svex € A,
N {mp e} e

Dokaz. 1. Ako supremum od P; postoji, tada vazi:

T € fy(ppepy) ako isamo ako p(z) > \/ (p:pe P),

ako i samo ako u(z) > p za sve p € P,
ako i samo ako za sve p € Py, x € p,,,

ako i samo ako z € ﬂ{up :p € P}
2. Neka jex € Ai p(x) =p € P. Tada vazi:

T €, i er{up:peP}.
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3. Na osnovu 1. sledi jednakost:

ﬂ{:u‘p € pup: Vp(w) = 1} = N’\/(p;ﬂfp(m):l) € lp,
jer supremum uvek postoji. m

L-rasplinuti skupovi imaju prethodno navedena svojstva, kao i jo§ neka do-
datna. Na primer, kolekcija nivo- podskupova predstavlja mrezu, u kojoj je
uredenje dato skupovnom inkluzijom.

Stav 26 Neka je pu: A — L L-rasplinuti podskup od A. Tada vazi:

1.Kolekcija p;, = {,up 'p € L} nivo podskupova preslikavanja p1 predstavlja
Murovu familiju podskupova od A, i mrezu u kojoj je uredenje dato skupovnom
inkluzijom.

2.
(Vim0 € K €LY = pygpper-

Lema 11 Neka je p: A — L L-rasplinuti podskup od A. Onda vazi:
ako je p, C p,,, onda je p, = iy,

Iz prethodno izlozenog mozemo zakljuciti da nisu svi nivo-podskupovi (P-
nivo-podskupovi ili L-nivo-podskupovi) razli¢iti. Znaci, svaki rasplinuti skup
formira particiju poseta P na slede¢i nagin.

Neka je p : S — P P-rasplinuti podskup od S, i neka je = binarna relacija
u P, takva da za sve p,q € P vazi:

p~ q akoisamo ako w, = fi,.

Ocigledno je = relacija ekvivalencije u P. Dalje, neka je:
pw(S)={peP:p=p(x), zanekox € S}.
Najpre opisimo ~ u terminima uredenja u P.
Stav 27 Ako je u: S — P P-rasplinuti podskup od S ip,q € P, tada vazZi:
p =~ q ako I samo ako TpNpu(S)="TqgNu(9).

Dokaz. Relacija p = ¢ vaZzi ako i samo ako

Hp = g
ako i samo ako za sve x € S,

p(x)>pep(r)>q
ako i samo ako

{zreS:p()etpt={zeS:p) elq
ako 1 samo ako

TpNu(S)=TgNnp(S). =

Primetimo da je za p € P,
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Pl :={¢eP:p=q}.

U sledecoj lemi ¢emo pokazati da su vrednosti funkcije pripadanja maksi-
malni elementi ~-klasa.

Lema 12 Neka je p : S — P P-rasplinuti podskup od S. Ako za neki xz € S,
p = p(x), tada je p najvedi elemenat =-klase kojoj pripada.

Dokaz. Za svaki g € [p|, p = p(z) > g, 1 znaci da je p najveéi elemenat u
klasi. m

Relacija < u posetu P formira uredenje u skupu klasa ekvivalencije relacije
~2, odnosno u P/ =, na slede¢i naéin:

[pl~ < lg]. akoisamo ako T¢Nu(S) C TpNu(S),

pri ¢emu su p, ¢ elementi iz P.

Ocigledno je relacija < na klasama ekvivalencije dobro definisana, i posto
je zadata pomoéu skupovne inkluzije, predstavlja relaciju poretka u P/ =~ .
Ovo uredenje je dualno izomorfno skupovnoj inkluziji izmedu nivo-podskupova
preslikavanja pu, $to je formulisano slede¢im stavom.

Stav 28 Ako je i : S — P P-rasplinuti podskup od S, tada vazi:
[~ < gl akoisamo ako u, C p,.

Sada ¢emo formulisati odredene osobine relacije ~ za mrezno vrednosne ras-
plinute skupove. Uvedimo oznaku, takvu da za proizvoljan elemenat p € L,

V.=V (g:qebl.).
Stav 29 Ako je u: S — L L-rasplinuti podskup od S, tada vazi:

1. zasvakiz € S, p(z) =V [ (r))y;
2. za proizvoljne p,q € L,

[P~ < gl ako isamo ako \/ [Pl < \/ [q]~

(uredenje na desnoj strani nejednakosti je uredenje u mrezi L).

Teorema 23 Ako je F data Murova familija podskupova nepraznog skupa A,
onda postoje mreza L i rasplinuti podskup M : A — L od A, takvi da nivoi od
M predstavljaju elemente familije F.
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Dokaz. Neka je mreza L upravo familija F, u odnosu na poredak dualan
skupovnoj inkluziji.
Neka je funkcija M : A — L definisana pomoéu:

M (x) ::m(peF:pr).
Pokazatemo da je M rasplinuti podskup od A, takav da za svaki elemenat
p € L vazi: p= M),
Ocigledno je rasplinuti skup M dobro definisan. Dalje, neka je elemenat

p € L proizvoljan. Za svaki x € A vajzi:

x € M, akoisamo ako M (z)>p

akoisamoakoﬂ(qu:weq)Zp

ako i samo ako m(qu:xEq)Qp

ako i samo ako = € p.
Ovim je dokaz kompletiran. m

3.2 Funkcije nivo-podskupova kao izotona preslikavanja

U ovom odeljku ¢emo pokazati da funkcije nivo podskupova imaju vaznu
osobinu vezanu za uredenje: one odreduju izotone funkcije iz skupa vrednosti
1 (S) preslikavanja p u dvoelementni poset 2 = ({0, 1}, <) (tvrdenja su preuzeta
iz rada [90]). Formulisimo slede¢u lemu.

Lema 13 Neka je u : S — P P-rasplinuti podskup od S. Za sve p € P i sve
T,y €8S,
() > p(y) povlaci i, () > 1, (y) -

Kao posledica, svaki rasplinuti skup g : S — P odreduje odgovarajucu
izotonu funkciju iz p (S) u 2.

Stav 30 Neka je u : S — P P-rasplinuti podskup od S. Za p € P, funkcija
fp 1 (S) — {0,1}, takva da za sve ¢ € pu(S) vazi:

fp (q) =1 ako i samo ako q Z D, (4)

je izotona.
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slika 3

Svaka funkcija f, odreduje nivo pu, i obrnuto. Ocigledno vazi i da je f,
karakteristi¢na funkcija uredenog filtera u posetu p (S). Neposredna posledica
prethodnog formulisana je u sledetoj teoremi.

Teorema 24 Svaki nivo skup p,, rasplinutog skupa p : S — P odreduje izotonu
funkciju f, : p(S) — {0,1}, definisanu pomoéu (4), ili ekvivalentno uredeni
filter F, u posetu 1 (S), na sledeéi nacin: za svaki elemenat q iz pi (5),

g € F, ako i samo ako je q > p.

Zbog navedene veze izmedu uredenja u p (S) sa uredenjem u 2, dekompozi-
cija rasplinutog skupa pomoc¢u nivo- podskupova daje kolekciju izotonih funkcija
(ili uredenih filtera) sa domenom g (.5) .

Primer 12 Neka je S = {x,y, 2} i neka je (L, <) mreza data na slici 3.
Preslikavanje - S — L, zadato pomocu:

[z oy =z
'u_<acl>

je L-rasplinuti podskup od S. Njegovi nivo-podskupovi su:

:u‘b::u‘lz{z}ﬂ Ma:{xv’z}u Mc:{yv'z}u M0:{$7y72}-

U tabeli 1 date su funkcije nivo-podskupova zadatog preslikavanja p. Ako
ove funkcije posmatramo kao funkcije iz mreze u skup vrednosti ({0,1},<),
vidimo da one predstavljaju izotone funkcije. Oznac¢imo navedene funkcije sa
fi, gde je i elemenat iz L. Dakle vazZi, za sve p,q € L :

ako p < ¢, onda f; (p) < fi(q).

Poslednja kolona u tabeli sadrzi odgovarajuée uredene filtre.
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w(S) a c 1
wy, 00 1 fy {1}
Koy 0 0 1 f1 {1}
/1, a 1 0 ]- fa {a,l}
lj, c 0 1 1 fc {071}
pe 111 fo  Afacl
tabela 1

3.3 Rasplinuta relacija

Neka je dat skup A. Rasplinuta relacija 5 : A x A — L predstavlja rasplinuti
podskup iz A x A u L.

Definigimo sada standardne pojmove: rasplinuta relacija p : A2 — L na
skupu A je

r
a
t
s

- refleksivna, ako vazi p(z,z) = 1, za sve x € A;

- antisimetriéna, ako vazi p(z,y) A p(y,z) =0, za sve z,y € A,x # y;
- tranzitivna, ako vazi p(z,y) A p(y, 2) < p(z, 2), za sve x,y,z € A.

- simetri¢na, ako vazi p (z,y) = p(y,x), za sve z,y € A.

~a—~ o~
N —

U literaturi se ¢esto mogu naci i drugacije definicije antisimetri¢nosti i tran-
zitivnosti.

Rasplinuta relacija p : A2 — L (L je kompletna mreza) je tranzitivna, ako
vazi:

@) 2\ (0. 2) Ap(2y),  msverye A

Prethodno navedena definicija tranzitivnosti ekvivalentna je definiciji tran-
zitivnosti oznacenoj sa (t).

Rasplinuta relacija p na skupu A je relacija rasplinutog poretka (raspli-
nuti poredak) na A, ako je ona refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.

Rasplinuta relacija p se zove rasplinuta relacija ekvivalencije, ako je ona
refleksivna, simetri¢na i tranzitivna.
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Sledeta osobina je takode usko vezana za rasplinuti poredak (rasplinuto ure-
denje).

Rasplinuta relacija p : A2 — L na skupu A je:

- slabo refleksivna ako
plx, ) > pla,y) i p(z,x) > ply,z), za sve z,y € A. (wr)

Rasplinuta relacija p na skupu A je relacija slabog rasplinutog poretka
(slabi rasplinuti poredak) na A, ako je ona slabo refleksivna, antisimetri¢na
i tranzitivna.

Teorema 25 Relacija p : A2 — L je relacija rasplinutog poretka na A ako i
samo ako svi nivo-podskupovi osim 0-nivoa predstavljaju relaciju poretka na
istom skupu.

Stav 31 Neka je p : A2 — L relacija rasplinutog poretka, takva da je L kom-
pletna mreza bez delitelja nule u odnosu na A. Tada, suppp je klasi¢éna relacija
poretka na skupu A.

Dokaz. Posto za sve © € A vazi da je p(z,x2) = 1 > 0, sledi da (z,x) €suppp i
supp p je refleksivna.

Ako (x,y), (y,z) €supp p ekvivalentno, ako je p(x,y) > 01 p(y,z) > 0, posto
L nema delitelja nule, sledi da je p(z,y) A p(y,x) > 01 znadi z = y.

Ako (z,y), (y, z) €supp p ekvivalentno, ako je p(x,y) > 01 p(y, z) > 0, sledi
da je p(z,y) A p(y,z) > 01 znaci pomocu rasplinute tranzitivnosti, p(x, z) > 0.
Znagi (x,z) €supp p 1 supp p je tranzitivha. m

Primetimo da je u Stavu 31 (prethodni stav) neophodan uslov da L nema
delitelje nule.

Ako je p rasplinuti poredak na A, and ksupp, karakteristicna funkcija od
supp p posmatrana kao rasplinuti skup, tada oc¢igledno, po definiciji supp p, vazi
daje p C keuppp (zbog refleksivnosti).

Neka je data rasplinuta relacija p : A2 — L, i neka je p € L. Relacija nivoa
p, W oznaci p,, je podskup od A? za &ije elemente (z,y) vazi:

(z,y) € p, akoisamo ako p(z,y) > p.
Sledeti stav pokazuje razlog uvodenja i razmatranja slabog rasplinutog ure-
denja.
Stav 32 Neka je p : A? — L relacija slabog rasplinutog poretka na A,
i 0(p) : A — L rasplinuti skup definisan pomoéu ¢ (p) (z) := p(z,z). Tada

za svaki ne-nula element p € L, nivo-relacija p,, je klasican poredak na nivo-
podskupu ¢ (p)p od A.
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Dokaz. Neka je p € L, p # 0. Prvo dokazujemo da je p, relacija na §(p),. Ako
je p(z,y) > p, tada takode vazi d(p)(x) = p(z,z) > pixz € 6(p),. Analogno
y €6(p)p-

Dalje, za z € X, (z,z) € p, ako i samo ako p(z,r) > p ako i samo ako
d(p)(z) > p, ako i samo ako = € §(p),. Znaci, p,, je refleksivna relacija na 6(p),.
Ako je x # y i (x,y) € p,, tada je p(x,y) > p. Posto je p antisimetricna, sledi
da je p(z,y) A p(y,z) = 0, znaci p(y,x) 2 p, ekvivalentno, (y,z) & p, i p, je
klasiéna antisimetricna relacija. Ako (v,y),(y,2) € p,, tadap(z,y) >p i
p(y,z) > p. Pomocu tranzitivnosti p, sledi da je p < p(x,y) A p(y, 2) < p(z, 2),
znaci p(x,z) > pi (v, 2) € p,, $to dokazuje da je p, tranzitivna. m

Napomenimo da za razliku od slu¢aja rasplinutog poretka, nula rasplinuta

relacija odnosno ( p(xz,y) = 0 za sve z,y € A) predstavlja slabi rasplinuti
poredak na A.
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4 Rasplinute uredene strukture

U ovom poglavlju ¢emo povezati prethodno uvedene pojmove rasplinutog
poretka sa rasplinutim algebarskim strukturama.
Naime, posmatratemo uredenu grupu. Razmotricemo rasplinutu podgrupu
i rasplinuti podposet kao njene rasplinute podstrukture. U tom cilju, najpre
uvodimo na§ pristup rasplinutim posetima, opisan u slede¢em odeljku (4.1).

4.1 Rasplinuti podposet

Najpre uvodimo definicije rasplinutog poluideala, rasplinutog polufiltra, ras-
plinutog glavnog ideala, rasplinutog glavnog filtra i rasplinutog konveksnog pod-
poseta ([99]). Definicije predstavljaju "fazifikovane" definicije klasi¢ne algebre.
Nas pristup rasplinutim posetima zasniva se na pristupu izlozenom u radovima
[94] i [104]. Odeljak sadrzi originalna tvrdenja, objavljena takode i u radu [99].

Neka je (P,<) poset i (L,A,V,<), §to je uobitajeno, kompletna mreza
(primetimo razliku izmedu oznaka uredenja u P iu L). Pomoc¢u k¢ oznacavamo
karakteristi¢nu funkciju uredenja u P: za proizvoljne z,y € P

1 ako <y
hi<(2,y) = { 0 u suprotnom.

Proizvoljnu funkciju o : P — L nazivamo rasplinuti podposet od P.
Primetimo da je ova definicija analogna klasi¢noj definiciji: svaki podskup
poseta sa klasi¢nim uredenjem je njegov podposet, sa restrikcijom istog uredenja
na domen podposeta. Ovde prosto podrazumevamo da (klasi¢no) uredenje <
ostaje isto.

Lema 14 Svaki nivo rasplinutog podposeta . od poseta P je klasi¢an podposet
od P, u odnosu na restrikciju poretka iz P na taj nivo.

Dokaz. Nivoi rasplinutog podposeta su podskupovi od P, pa je oc¢igledno da
su to podposeti u odnosu na restrikciju poretka iz P. m

Neki specijalni rasplinuti podposeti su dati u ovom delu.

Rasplinuti podposet T : P — L iz (P, <) je donji rasplinuti skup (fuzzy
down-set, engl.) ili rasplinuti poluideal u P ako za sve z,y € P

z < y povlagi T(y) < T(z). (5)
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Dualno rasplinuti podposet f : P — L iz (P, <) je gornji rasplinuti skup
(fuzzy up-set, engl.) ili rasplinuti polufilter u P ako za sve z,y € P

x <y povlagi F(z) < F(y). (6)

Kao i u prethodnom delu, naves¢emo analogne osobine za nivoe. Izveséemo
dokaz jednog od navedenih stavova (Stava 33).

Stav 33 Neka je o : P — L rasplinuti podposet od (P, <). Tada « predstavlja
gornji rasplinuti podskup od P ako i samo ako je svaki nivo od o gornji podskup
od P.

Dokaz. Pretpostavimo da je o : P — L gornji rasplinuti skup.

Posmatrajmo nivo oy, gde p € L. Neka je v € o, proizvoljan elemenat.
Vazi:

2 <y = a(@) < aly).
Posto x € a,, < a(z) > p, zakljuujemo:
a(y) > p ekvivalentno y € ay,.

U obrnutom smeru, pretpostavimo da je z < y, i neka je p = «a(z), tj.
x € oy

Posto je nivo «, gornji skup u P, vazi:

Y € ap, odnosno o(y) > p = oz).

Upravo smo pokazali da je o gornji rasplinuti skup. m
Stav 34 Neka je o : P — L rasplinuti podposet od (P, <). Tada « predstavlja
donji rasplinuti podskup od P ako i samo ako je svaki nivo od « donji skup u

P.

Sada ¢emo izloziti vaznu osobinu donjeg rasplinutog i gornjeg rasplinutog
skupa, koja ima primenu u jednom od narednih tvrdenja.

Stav 35 Rasplinuti skup p : P — L je donji rasplinuti podskup od P ako i
samo ako za sve x,y € P vazi sledece:

w(x) Ak (y, ) < p(y). (7)

Dualno, p je gornji rasplinuti podskup od P ako i samo ako za sve x,y € P
vazi

wx) Ak (2, y) < p(y). (8)
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Dokaz. Ako je pu donji rasplinuti skup iz P iy < x vazi u P, tada je k¢ (y,z) = 1
i (5) povladi (7); ako y &£ =, tada k< (y,z) = 0 i (7) ponovo vazi. Suprotno, ako
vazi (7) iy < z, tada k< (y,z) = 1 i vazi (5).

Drugi deo se dokazuje dualno. m

Kao i u slucaju klasiénih uredenih skupova, uvodimo neke specijalne ras-
plinute donje i gornje skupove.

Za a € P, preslikavanje f|, : P — L je rasplinuti glavni ideal generisan
pomocu a, ako ono predstavlja donji rasplinuti podskup od P koji zadovoljava:
za svaki x € P

k< (za) A fra(a) < fla(z) < k< (2,a).

Dualno, za a € P, preslikavanje f;, : P — L je rasplinuti glavni filter
generisan pomocu a, ako ono predstavlja gornji rasplinuti podskup od P koji
zadovoljava: za svaki x € P

he (@,2) A fra(a) < fra(@) < ke (a,2).

Stav 36 Neka je dat proizvoljan gornji rasplinuti podskup p : P — L od P,
Cija je vrednost 0 za sve elemente iz P koji ne pripadaju Ta. Tada u predstavlja
rasplinuti glavni filter generisan pomocu elementa a € P.

Dokaz. Pretpostavimo da p ispunjava uslove Stava.
Ako je y = a, onda je k< (a,y) = 1.
Na osnovu Stava 35, za elemente a,y € P vazi:

Za elemente y ¢ Ta, po pretpostavci stava, p (y) = 0. Dakle, vazi:

0=ke(a,y) Ap(a) < ply) < k<(a,y) =0,

i ovim je dokaz kompletiran. m

Prethodno navedeni stav vazi i u obrnutom smeru. Dakle, ukoliko je p dati
rasplinuti glavni filter generisan pomoc¢u elementa a € P, iz same definicije sledi
da p predstavlja gornji rasplinuti skup. Ostaje da pokazemo da se elementi iz P
koji ne pripadaju Ta preslikavaju u 0. Naime, posto je p rasplinuti glavni filter
generisan pomocu a, za sve elemente y ¢ Ta vazi:

w(y) < k<(a,y) =0.

Trazena jednakost direktno sledi.
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slika 4

Stav 37 Neka je dat proizvoljan donji rasplinuti podskup p: P — L od P, cija
je vrednost 0 za sve elemente iz P koji ne pripadaju |a. Tada p predstavlja
rasplinuti glavni ideal generisan pomocu elementa a € P.

Pomoéu prethodnog, za elemente a,b € P, definiSemo rasplinuti interval
fla,p) 0 P kao rasplinuti podskup od P, takav da za svaki z € P

fra (@) = (fra N fro)(@),
za neke fTa i flb iz P.

U klasi¢nom slucaju, glavni ideal ili filter generisani pomo¢u elementa poseta
su jedinstveni, dok analogni rasplinuti pojmovi nisu. Isto vazi za rasplinuti
interval.

Primer 13 Neka su poset (P, <) i mreza (L, A\, V, <) predstavljeni pomoc¢u di-
jagrama na slikama 4 i 5. Funkcije:

£, = a b c d i, = a b c d
lLi?ftsrpIT‘lipOsr?f’
su rasplinuti glavni ideal i rasplinuti glavni filter u P, redom. Dodatno,
a b c d
f[a,t] = ( p 0 s r p >

je rasplinuti interval u P.
. .. a c d . a b c d
Dalje, funkcye,g“—( g s 0> i Gta = < 00 r s 1 )
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slika 5

su takode rasplinuti glavni ideal i filter u P, redom, generisani na odgovarajuci
nacin pomocu istih elemenata kao i prethodno pomenuti. Posledic¢no,

_fa b c d
Jad =\ 0 0 ¢ s 0

je takode rasplinuti interval u P.

Sada uvodimo pojam rasplinute konveksnosti za rasplinute podposete. Ras-
plinuti podskup p : P — L je rasplinuti konveksan podposet od P ako za sve
x,y,z € P vazi sledete:

p(x) Ap(2) Nee (z,y) Nec (y,2) < p(y). 9)

Pomoc¢u osobina (7) i (8) Stava 35 (str.50), mozemo dobiti na slede¢i nacin
rasplinute konveksne podposete.

Stav 38 Rasplinuti podskup ( : P — L iz P je rasplinuti konveksan podposet
od P ako vazi:
C=FnT,

za neki gornji rasplinuti skup F i neki donji rasplinuti podskup T od P.
Dokaz. Neka je ( = F N'T, za gornji rasplinuti podskup F i donji rasplinuti

podskup Y od P. Tada

C(l‘)/\((z)/\kg (.’L’,y)/\k< (y,z) =
=F@)AY(x)AF(2) ANY(2) Nk (z,y) N kg (y,2) <
<FAY(Y) AF(z) ANT(2) < F(y) AT(y) = Cy),
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i ¢ je rasplinuti konveksan. m

Ocigledno, proizvoljan rasplinuti interval u P predstavlja rasplinuti konvek-
san podposet od P.

4.2 Rasplinuti poset sa rasplinutim uredenjem

U ovom odeljku polazi se od pojma rasplinutog poretka na rasplinutom pod-
skupu p. Takode se uvodi specijalni rasplinuti poredak na rasplinutom podskupu
1. Navedena rasplinuta relacija ima vrlo bitnu ulogu, jer se koristi u definiciji
rasplinute uredene podgrupe.

Ako je p : A — L rasplinuti podskup skupa A, onda je p : A2 — L
rasplinuta relacija na rasplinutom podskupu p ako ispunjava uslov: za
sve x,y € A,

p(x,y) < p(z) A p(y). (10)

Rasplinuta relacija p na rasplinutom podskupu u je slabo refleksivna, ako
jezasvex € A:

p(@,z) = (). (11)

Kazemo da je rasplinuta relacija p na rasplinutom podskupu p rasplinuti
poredak na p, ako je slabo refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.

Primetimo da se definicija refleksivnosti ovde formalno razlikuje od iste u
oznaci (1), definisanoj za rasplinutu relaciju na klasi¢nom skupu. Ipak, ako
je domen jasno predstavljen pomocu svoje karakteristicne funkcije (sa svim
vrednostima jednakim 1), tada se definicija (11) poklapa sa (r). Konacno, da
bismo povezali ovo sa definicijom slabe refleksivnosti (wr), istaéi ¢emo sledeéu
oc¢iglednu ¢injenicu.

Svaka rasplinuta relacija p : P — L, koja je refleksivna na rasplinutom skupu
u: P — L, je slabo refleksivna na P.

Neka je (P, <) poset i p: P — L njegov rasplinuti podposet. Dalje, neka je
p: P — L rasplinuta relacija na P definisana na slede¢i nacin:

pz,y) == (@) A ply) A k< (z,9), (12)
gde je k¢ karakteristicna funkcija u odnosu na uredenje <u P.

Teorema 26 Funkcija p definisana pomocu (12) je rasplinuti poredak na ras-
plinutom podskupu p od P.
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Dokaz. Funkcija p je rasplinuta relacija na rasplinutom skupu u: zasve z,y € P

p(z,y) = p(@) A p(y) Ak (,y) < ple) A py).

p je refleksivna u smislu (11): za svaki x € P,

pla,x) = p(x) Nk (2, 2) = p(e),

jer je relacija < u P refleksivna, ekvivalentno, k¢ (x,z) = 1 za sve x € P.
p je antisimetri¢na: za sve x,y € P,

p(z,y) A p(y,z) = p(@) A p(y) Ak (2, y) A< (y, ) =0,

posto je antisimetri¢na relacija uredenja u P,
k< (113, y) A k< (y7 .’L‘) =0.

p je tranzitivna: za sve x,y,z € P,
plz,y) Aply, z) =

= (@) A p(y) A p(z) Ak (z,y) Nk (y,2) < p(x) A p(z) A ke (2, 2) = p(z, 2),

posto vazi,
kS (I’ y) A kg (y> Z) < k< (LE, Z) u

Dalje, ako je (P, <) poset, tada par (u, p) predstavlja rasplinuti poset sa
rasplinutim poretkom ako je p : P — L rasplinuti podskupod Pip: P2 — L
rasplinuti poredak na P definisan pomocu (12):

p(z,y) = p(@) A p(y) Ak (2, ).

Teorema 27 Neka je (P,<) poset, u : P — L rasplinuti podskup od P,
i p: P? — L rasplinuta relacija na p. Tada je (u,p) rasplinuti podposet
sa rasplinutim poretkom od (P, <), ako i samo ako za svaki p € L,p # 0, par
(s pp) je klasican podposet od (P, <).

Dokaz. Pretpostavimo da je (u, p) rasplinuti podposet sa rasplinutim poretkom
od (P,<). Dokazujemo da za proizvoljno p € L,p # 0, relacija p, je relacija
poretka na p, C P. Slicno kao u dokazu Stava 32 (str.47), moze se pokazati da
je p, relacija na p,. Dalje dokazujemo njene osobine poretka.

Refleksivnost: za proizvoljno z € p,), (x,2) € p, ako i samo ako plz,x) >p
ako i samo ako p(z) A kg (x,2) > p ako i samo ako u(z) > p ako i samo ako
T € 1.

Antisimetricnost: Ako (z,y),(y,x) € p, za z,y € p,, tada p(z,y) > p i
ply,x) > p. Zmadi p(x,y) A p(y,z) > p. Pomocu antisimetricnosti p, ako je
x # y tada p(x,y) A p(y,x) =0, dakle z = y.

Tranzitivnost: Ako (z,y),(y,2) € p, za x,y,2 € p,, tada p(z,y) > p i
p(y,2) = p, i pomotu tranzitivnosti p, p(z,z) > p, i najzad (z, z) € p,,.
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Suprotno, pretpostavimo da za svaki p € L,p # 0, par (,up,pp) je klasican
podposet od (P, <). Posto je p po pretpostavci teoreme relacija na u, znamo da
je p(x,y) < u(x) A p(y). Za x < y, takode znamo:

p(w,y) < () A p(y) Ak (2, y).

Neka je p(z) A p(y) = p, znaéi p(z) > p i p(y) > p. Dakle p,(v) = p,(y) =11
iz x <y sledi p,(z,y) = 1, primenjujuéi p(x,y) > p. Znaci

p(x,y) > p(@) A p(y) Ak (2, y).

Da suprotna nejednakost vazi dokazano je prethodno. Znaci upravo smo dobili
jednakost.

Ako vazi x £ y, tada za svaki p € L,p # 0 vazi pp(2,y) = 0. Znaci pomocu
Stava 20 (str.40) primenjenog na rasplinutu relaciju, p(z,y) = 0. Iz 2 £ y
takode sledi da je k¢ (z,y) = 0 i jednakost

p(z,y) = p(x) A p(y) Ak (z,y)

takode vazi u ovom slucaju. m

Direktno se proverava da svi nivoi rasplinutog konveksnog podposeta od P
predstavljaju klasicne konveksne podposete od P, sto pokazuje slede¢a lema.

Lema 15 Neka je (P,<) poset, u : P — L rasplinuti podskup od P, i
p : P? — L rasplinuta relacija na u. Tada je (u,p) rasplinuti konveksan pod-
poset sa rasplinutim poretkom od (P, <) ako i samo ako svi nivo-podskupovi
predstavljaju klasicne konveksne podposete.

Dokaz. Pretpostavimo da je (u, p) rasplinuti konveksan, ekvivalentno da za sve
x,y,z € P vazi:

p(@) A p(2) Nk (,y) AN ks (Y,2) < p(y)

Neka je p € L, i neka je p, nivo. Pretpostavimo da z,z € p, i < y < z. Tada,
sledi da p(z) >pip(z) >pike (z,y) =11k< (y,z) =1. Dakle,

p < (@) Ap(z) Nec (@,y) Nk (y,2) S p(y) 1y € py.

Da bismo pokazali suprotno, pretpostavimo da su svi nivo-podskupovi kon-
veksni i neka su z,y, z € P proizvoljni. Neka je p = u(z) A p(2).

Ako vazi: k¢ (x,y) A k< (y,2) =0, onda je nejednakost zadovoljena.

Ako je k< (z,y) Nk (y,2) =1, tadaje x <y < z ipostox € p, iz€p,

sledi da y € p,, i p(y) > p, ekvivalentno,

p(y) = pl@) A p(2) Nk (z,y) Ne< (y,2). =

Sinteza rasplinutog poseta pomocu poseta sa klasi¢nim poretkom koji pred-
stavljaju njegove nivoe, sledi direktno.

96



Teorema 28 Neka je F kolekcija podposeta poseta (P, <), zatvorena za skupov-
ni presek, takva da sadrzi P kao svoj ¢lan. Tada postoji mreza L i rasplinuti
uredeni podposet (M, p) od P takav da se kolekcija njegovih nivo-podskupova
poklapa sa F. Vazi i vise, klasican poredak u svakom nivou odreduje odgovara-
juéi nivo od p.

Dokaz. Razmotrimo par (F,2), ekvivalentno zadatu kolekciju podposeta od
P uredenu pomoé¢u obrnute skupovne inkluzije. (F, D) predstavlja kompletnu
mrezu i posmatra¢emo njene ¢lanove kao skup vrednosti, i u nastavku ¢emo je
oznagavati pomocu (L, <). Dalje, ako su M : P — L i p : P> — L definisani
redom pomocu

M(z):=({¢ € F |z e} ipy):=Mx)AMy)Ake(z,y),

tada se direktno proverava da je (M, p) rasplinuti poset sa rasplinutim uredenjem
od P.

Dakle, dokazujemo da p predstavlja rasplinuti poredak na rasplinutom skupu
M.

Iz definicije sledi da je p rasplinuta relacija na rasplinutom skupu M.

Dalje, za svaki x € P,

p(z,y) = M(z) N k< (z,2) = M (z),

pa zaklju¢ujemo da je p slabo refleksivna.
p je antisimetricna, jer za za sve z,y € P, x # y, vazi sledece:

p(@,y) A ply, ) = M(x) A M(y) A k< (z,y) A k< (y,x) = 0.
Dalje, dokazujemo da je p tranzitivna: za sve x,y,z € P,
plx,y) Aply, z) = M(z) N M(y) A M(z) Nk (z,y) A< (y, 2) <

<M(x)ANM(2) Nk (x,2) = p(x,2) .

Ispitajmo sada osobine nivo-podskupova rasplinutog skupa.

Nivoi od M se poklapaju sa podposetima iz kolekcije F, naime za svaki
¢ € F, na osnovu Teoreme 23 sledi da je My = ¢. Treba jos da dokazemo da za
svaki ¢ € F, takav da ¢ nije elemenat 0 u L, vazi da je par (Mg, ps) = (¢, p,)
klasi¢can podposet od P. Dakle, za =,y € ¢,

(z,y) € p, ako i samo ako p(z,y) > ¢ ako i samo ako M(x) A M(y) A
k< (z,y) > ¢ # 0 ako i samo ako M(z) > ¢, M(y) > ¢, 1 k<(x,y) = 1 ako i
samo akoz,y € iz <y. m
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4.3 Struktura skupa relacija slabog rasplinutog poretka na
(P, <)

U prethodnom delu smo razmatrali rasplinute podposete sa rasplinutim
uredenjem datog poseta (P, <), i oznacavali ih sa (u,p). Relacija p je pod-
skup relacije klasi¢nog poretka <, (predstavljenog pomocu svoje karakteristicne
funkcije), i predstavlja rasplinuti poredak na rasplinutom skupu p. Posmatrana
kao rasplinuta relacija na P, ona je slabi rasplinuti poredak na tom domenu.
Ocigledno, postoje i druge relacije slabog rasplinutog poretka na P koje su
takode podskup klasi¢nog poretka.

U ovom odeljku ¢emo detaljno ispitati strukturu skupa relacija slabog ras-
plinutog poretka.

Neka je (P, <) dati poset i FP kolekcija svih relacija slabog rasplinutog
poretka na P, koje su podskup relacije < (predstavljene pomocu svoje karak-
teristicne funkcije):

FP:={p:P®>— L|pCkcip je slabi rasplinuti poredak na P}.

Prethodna inkluzija je definisana po komponentama, i cela kolekcija moze biti
uredena pomocu iste relacije: za p,o € FP,

p C o ako i samo ako za sve 2,y € P, p(z,y) < o(z,y).

Dalje, neka je A dijagonalna relacija na P: A = {(z,z) |z € P},isa 1A, [A
oznacavamo redom, filter i ideal u posetu (FP, C), generisanom pomoéu A.

Teorema 29 Za dati poset (P, <), vazi sledece:
(i) Struktura (FP,C) predstavlja kompletnu mrezu;
(#4) TA se sastoji od svih relacija rasplinutog poretka na P;
(#9i) |A je izomorfno mrezi svih rasplinutih podposeta od P;
(iv) Ako je p rasplinuti podskup od P i p(p), p(un) € FP su takvi da vazi,

{ ) o Pl (w.) = pla) A ply) A ke (.,

p(p)(w,y) =

tada se interval [p(u), p(u)] sastoji od svih o € FP, za koje vazi

oz, x) = p(z).

()FP =U{lp(w), p()] | p: P — L}.

Dokaz. (i) Poset (FP,C) je zatvoren za proizvoljne preseke. Neka je relacija
p (definisana po komponentama) presek familije {p; | ¢ € I} C FP:

P:m{/’i‘iel}-
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Direktno se proverava da je p slabo refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna
relacija na P, ekvivalentno da p € FP (p moZe biti nula relacija, koja takode
predstavlja slabi rasplinuti poredak). Sve rasplinute relacije iz FP, predstav-
ljaju podskup relacije k< (u odnosu naC ). k¢ predstavlja najveéi elemenat
u FP. Dakle, kolekcija FP je zatvorena za proizvoljne preseke i sadrzi najveci
elemenat. Na osnovu Leme 6 (str.13), ona predstavlja kompletnu mrezu.

(i4) Posto za svako x € P, vazi A(z,z) = 1, isto vazi za svaku rasplinutu
relaciju p € 1A, ekvivalentno p(z,z) =11 p je rasplinuti poredak.

(7i1) |A se sastoji od svih dijagonalnih rasplinutih relacija na P. Ako je
F(P) mreza svih rasplinutih podposeta od P, tada funkcija f : |[A — F(P)
takva da za p € A, vazi f(p) = u, gde u(xz) = p(z, x), predstavlja izomorfizam
uredenih skupova.

(tv) Neka je 1 : P — L proizvoljni rasplinuti podposet od P. Tada je p(u),
definisano kao u prethodnom, dijagonalna rasplinuta relacija koja pripada |A,
odnosno FP. Dalje, na osnovu Teoreme 26 (str. 55), p(u) je rasplinuti poredak
na u, dakle p(u) je slabi rasplinuti poredak na P. O¢igledno, za svaku rasplinutu
relaciju o € [p(u), p(1)], dijagonala je fiksirana: o(z,z) = p(z). S druge strane,
ako je p € FP i p(z,z) = p(x), tada je p(u) C p. Pomoéu definicije slabe
refleksivnosti vazi da je p(z,y) < p(z,z) = p(x) i analogno vazi p(x,y) < u(y).
Posto je takode p(z,y) < k< (z,y), sledi da je, pomoé¢u definicije p(u), p < p(p).
Dakle, p € [p(u), p(1)]-

(v) Pomocu (iii) , ako p € FPip: P — L je takvo da pu(z) = p(z, x), tada
p € [p(p), p(p)]. Znaci,

FP < Hlpw). p()] | = P — L}.

Suprotna inkluzija je ocigledna, ¢ime smo dokazali jednakost. m

4.4 Rasplinuto uredenje i rasplinuta mreza

U ovom odeljku uvodimo pojmove nekih specijalnih rasplinutih uredenih struk-
tura, kao i pojam rasplinute mreZe. Neki od tih pojmova su na slican nac¢in defi-
nisani u radovima autora N.Ajmal [1],[2], B.Yuan i W.Wu [104], i A.Tepavcevié
i G.Trajkovski [102].

Odeljak sadrzi definicije rasplinutog lanca i rasplinute mreze.

Takode je predstavljen uslov pod kojim rasplinuti podposet predstavlja ras-
plinuti lanac, kao i drugi uslov vezan za nivo podskupove. Odgovarajuéa tvrdenja
objavljena su u radu [100].

Neka L predstavlja kompletnu mrezu.
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Neka je (M, <) poset i (u,p) rasplinuti podposet od M. Tada je (u,p)
rasplinuti lanac, ili rasplinuti linearno ureden podposet od M ako za
x,y € M vazi:

p(z,y) V p(y,z) = p(w) A p(y). (13)

Stav 39 Svaki rasplinuti podposet (i, p) linearno uredenog poseta (M, <) je
rasplinuti lanac.

Dokaz. Po definiciji uredenja p na u, za sve x,y € M

p(x,y) = p(x) A p(y) Ak (@, y). (14)
Posto je uredenje < u M linearno po pretpostavci, ili vazi k¢ (z,y) = 1 1
k< (y,x) = 0, ili obrnuto. Dakle, za sve x,y € M,

p(x,y) V p(y, )

Ovim je dokaz kompletiran. m
U daljem tekstu ¢emo se baviti rasplinutim lancima (ekvivalentno linearno
uredenim podposetima) poseta koji ne moraju biti linearno uredeni.

Stav 40 Neka je (p, p) rasplinuti podposet poseta (M, <). Tada je (u,p) ras-
plinuti lanac ako i samo ako za sve x,y € M takve da x nije uporediv sa y,
vazi:

(@) A p(y) = 0. (15)

Dokaz. Neka je (p,p) rasplinuti podposet od (M, <) koji je rasplinuti lanac
ekvivalentno, takav da (13) vazi. Neka su x,y € M i pretpostavimo da oni nisu
uporedivi, ekvivalentno da k< (z,y) = k< (y,2) = 0. Tada pomocu (14),

p(z,y) V ply,z) = (u(z) A pu(y) Ak (@,9)) V (@) A p(y) A k< (y, ) =0,

znaci, pomocu (13), p(z) A p(y) = 0.
Suprotno, pretpostavimo da za neke neuporedive z,y, (15) vazi. Tada, kao
i u prethodnom, k¢ (z,y) = k< (y,z) = 0, i pomoéu (14)

px,y) Vply,z) = (@) Ap(y) Ak (z,y) vV (@) A p(y) Ak (y,2))
= 0=p(z) A uy).

Ako su z 1y uporedivi, na primer, ako je z < y, tada k< (z,y) = 1ik<(y,2z) =0.
Slicno kao u prethodnom, odatle sledi,

p(z,y) V p(y,z) = (u(x) A p(y) A1)V (u() A p(y) A0) = p(z) A p(y),

i (i, p) je rasplinuti lanac. =
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Stav 41 Neka je (p, p) rasplinuti podposet poseta (M, <). Tada je (u,p) ras-
plinuti lanac ako i samo ako svaki njegov ne-nula nivo p, je lanac u (M, <), u
odnosu na p,,.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je (p, p) rasplinuti lanac. Neka je M, nivo od
1, za neki p € L,p # 0. Dokazatemo da za sve x,y € M,

z,y € p, povlaci (z,y) € p, ili (y,2) € p,.

Zaista, ako z,y € p,, tada p(z) > p i p(y) > p. Znaci da vazi: p(z) A p(y) > p,
i posto je p # 0, pomoc¢u (15) z i y su uporedivi. Bez ograni¢enja opstosti neka
je x < y. Tada je k< (z,y) =11 k¢ (y,x) = 0, odakle sledi:

p(x,y) = p(z) Aply) A1 = p(x) A p(y) > p.

Dakle, dokazali smo da (z,y) € p,,.

Da bismo dokazali suprotno, pretpostavimo da x i y nisu uporedivi (ukoliko
jesu, tada p(z,y) V p(y, ) = u(z) A p(y), kao u prethodnom stavu). Dalje vazi:
k<(z,y) =01 k<(y,z) =01 p(x,y) = 01 p(y,x) = 0. Pretpostavimo da je
() A pu(y) =p #0. Tada, © € p, iy € p,. Posto za svaki p # 0,

T,y € p, povlaci (z,y) € p, ili (y,z) € p,,

odatle sledi: p(z,y) V p(y, ) > p, ¢ime smo upravo dobili kontradikciju! Znagi,
(u, p) je rasplinuti lanac. =

Neka je (M, <) poset koji predstavlja mrezu, i (u, p) rasplinuti podposet od
M. Tada, (u, p) je rasplinuta podmreza od M, ako je p rasplinuta podmreza
kao rasplinuta algebra, ekvivalentno ako za sve x,y € M vazi:

(@ Aary) = (@) Ap ply) @ p(@ Vary) = p@) A p(y). (16)

Stav 42 Par (u, p) je rasplinuta podmreza mreze M, ako i samo ako za svaki
p € L, nivo p,, je klasicna podmreza od M.

Dokaz. Neka je (u,p) rasplinuta podmreza mreze M, i neka je p € L. Neka
su z,y € p, Tada vazi: p(z) > pip(y) > p. Pomoc¢u p(z Apry) >
(@) ALp(y) 1 p(zVmy) > p(@)ALp(y), sledi da je p(zVary) > pip(zAmy) > p,
pa znati da &V y € p, 1 & Ay € py,

Da bismo dokazali suprotno, neka za proizvoljne elemente z,y € M vazi da
je w(x) A pu(y) = p € L. Tada vazi: p(z) > pip(y) > p, dakle z,y € p,. Posto
je p, mreza, sledi da x Apry, oV y € pu,, znaci, p(z Apry) > pip(zVary) > p,
sto dokazuje (16). m
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4.5 Kompatibilnost

U ovom odeljku uvodimo pojam kompatibilnosti rasplinute relacije sa bi-
narnom operacijom, u oba sluc¢aja, u klasi¢cnom slucaju i takode u slucaju ras-
plinute algebarske strukture ([99]).

Neka je (G, -) grupoid i p : G — L rasplinuta relacija iz G. Kazemo da je p
kompatibilna sa operacijom "-" u G, ako za sve z,y, z € G vazi sledeée:

ple,y) <ple-zy-2) Ap(z- 2,2 y). (17)

Neka je (G, -) grupoid i p : G — L njegov rasplinuti podgrupoid. Kazemo
da je rasplinuta relacija p : G> — L na u kompatibilna sa operacijom "-"
na p, ako za sve z,y, z € G vazi sledece:

w(z) Ap(z,y) < plx-z,y-2) Ap(z- 2,2 y). (18)

U klasi¢nom slu¢aju, odnosno ako je L dvoelementni lanac, tada se (17) svodi
na klasi¢nu kompatibilnost uredenja u G, i (18) daje kompatibilnost restrikcije
uredenja na podgrupoid od G.

Najzad, pomenimo da rasplinuta relacija p iz grupoida G koja je kompati-
bilna sa operacijom u smislu (17), jeste za svaki rasplinuti podgrupoid p iz G
takode kompatibilna u smislu (18). Obrnuto ne vazi, dakle, kompatibilnost na
rasplinutom podgrupoidu ne povla¢i kompatibilnost u G.

4.6 Rasplinuta podgrupa

Rosenfeld je uveo definiciju rasplinute podgrupe u radu [83] (1971). Pojam
rasplinute normalne podgrupe uveli su i proucavali J.M.Anthony i H.Sherwood,
u radu [4]. Oni su izvrsili uopstenje definicije rasplinute podgrupe koju je uveo
Rosenfeld. Dalje su se ovim pojmom detaljno bavili S.K.Bhakat i P.Das, ¢iji
pristup mozemo videti u radu [35].

U knjizi autora Mordeson, Bhutani, Rosenfeld [69] izlozen je celovit prikaz

Vetina tvrdenja ovog odeljka preuzeta su iz knjige [69], s tim §to je ovde
kodomen rasplinute podgrupe mreza L. Iz tog razloga, neki zakljuéci iz [69] ne
vaze u opstem slu¢aju, pa su oni ovde preformulisani i istaknute su bitne razlike.
Lema 22 je originalna.
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Neka je (G, Lt ,e) grupa i neka L predstavlja kompletnu mrezu. Rasplinuti
skup i G — L je rasplinuta podgrupa grupe G ako vaii:

p(z-y) > ()Au(y) zasve z,y € G
(m ) , za svaki z € G.

3 u(e)

Oznacimo sa F (G) skup svih rasplinutih podgrupa iz G. Uvedimo i novu
oznaku p, :

e =4z €G:u(x)=pnle},

Podsetimo se da smo pojam p* uveli ranije (strana 37):

w={zreG:px)>0}.

Ako rasplinuti skup p € FP (X) zadovoljava uslov 1. prethodne definicije,
tada vazi:

w(z™) > p(x), zasvaki z € G,n € N.

Lema 16 Neka je u € F(G). Tada za sve x,y € G vazi:
Lop(e) = p(z)
2. p(z ) =p(2).

Dokaz. Neka je x € G. Tada vazi:

2. p(x) = p((z7") ") > p(e!) > p(x). Dakle, p(x!) = pu(2)
l.l=p(e)>pu(z). m

Lema 17 Neka je p € F(G) data rasplinuta podgrupa.Tada p zadovoljava
slede¢u nejednakost:

pz-y=') > p(@) Auly), zasve z,y € G.

Dokaz. Pretpostavimo da je p rasplinuta podgrupa. Tada vazi:
plz-y ) >p@Apy ) =p@) Apy). =

Mozemo primetiti da ako je p rasplinuta podgrupa grupe G, p: G — [0,1]
i ako su z,y € G takvi da je p(x) # p(y), onda vazi jednakost, p(xy)
i (z) A p (y) . Da bismo ovo dokazali, pretpostavimo najpre da je u (z) > p(y) .
Tada je:

p(y) =p (e tay) > p(e™) Ap(zy) = p(e) Ap(ey)
Znati, p(y) = p(z )A zy) , i posto je p(z) > pu(y),
= pu(y) > plry) > p(@) Ap(y) = py)
= p(zy) =p(x) Ap(y).
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Na isti nacin se pokazuje jednakost u slucaju p(x) < p(y).

Ukoliko prethodno navedenu jednakost p (xy) = pu (z) A p (y) posmatramo u
sluéaju pu(z) = wp(y), vidimo da ona nije tatna u opstem slucaju (isto vazi
i u slucaju da je mreza L proizvoljna kompletna mreza). Navedimo dokaz
prethodnog, polazeti od suprotne pretpostavke.

Za rasplinutu podgrupu p : G — [0, 1] vazi:

L= p(e) = pfa-a) = p@) A (e™)) = u (@),

a znamo da je u opstem slucaju p (x) # 1 (elemenat x grupe G je proizvoljan).

Lema 18 Neka je u € FP (G). Tada je rasplinuti skup p rasplinuta podgrupa
grupe G' ako i samo ako je 1, podgrupa od G, za sve vrednosti a € L.

Dokaz. Pretpostavimo da je u rasplinuta podgrupa iz G i neka je a € L. Posto
jel=pu(e),sledidae € p,. Dakle, u, # (). Nekasuz,y € u,. Onda je p(z) > a
i (y) > a. Posto je p rasplinuta podgrupa,

p(zy™) > p@)Anly)>ana=a.

Dakle, zy~! € pu, i p, je podgrupa od G.

Suprotno, pretpostavimo da je u, podgrupa od G, za svaki a € L. Tada
vazidae € p,. Nekasux,y € G,inekaje pu(x) = aip(y) =b. Neka je ¢ = aAb.
Tada x,y € p,.. Po pretpostavci teoreme, p,. je podgrupa grupe G, i sledi da
2y € .. Dakle, vazi:

plry)>c=anb=px)Apy).

Dalje, dokazimo da za sve elemente x grupe G vazi: p (m’l) > u(zx). Neka
je x € G proizvoljan. Neka je a = p(x). Prema pretpostavci leme, u, je
podgrupa od G. Posto = € pu, i p, je podgrupa, sledi da =1 € p,. Prethodno
je ekvivalentno sa p (z7!) > a, a znamo da je a = p ().

Zmagi, p je rasplinuta podgrupa od G. =

Defini§imo binarnu operaciju o u F (G) i unarnu operaciju ~! u F (@) na
slede¢i nacin: za sve p,v € F (G) i za svaki © € G,

(pov)(z) =V{p(y) Av(z) :y,z2 € G,y -z =ux},

pt (@) =p ().
it o v nazivamo proizvodom rasplinutih podgrupa p,v, a p~! je inverzna

rasplinuti podgrupa. Uslov pod kojim proizvod p o v predstavlja rasplinutu
podgrupu dat je u Teoremi 32 (str.67).

Kao sto je navedeno na strani 19, u mrezi L vazi beskonacan A-distributivni
zakon, ako za sve elemente z,y; € L vazi sledece:
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oA \/ieI Yi= \/iel (@A)

Teorema 30 Neka su date rasplinute podgrupe u,v,0 : G — L, gde L pred-
stavlja kompletnu mrezu u kojoj vazi beskonacan A-distributivni zakon. Tada
je operacija o asocijativna, odnosno za sve elemente x € G vaZi:

(ov) o) (@) = (1o (v 0 9)) (x).

Dokaz. Po pretpostavci teoreme, u mrezi L vazi beskonacan A-distributivni

zakon,
1‘/\\/%‘: \/(33/\%)-

iel iel
Oznacimo levu stranu trazene jednakosti sa L, a desnu sa D (za proizvoljno
x iz G). Sledi:
L= ((uov)od) ()=
VAwer) ) Ad(2):y-z=a} =

VAVIE@) Av(ye) iy ya =y AS(2) iy 2=}

D= (o (vo8)) (2) =
VAie@Awod)(z):y-z=a} =

\/{/J v(z1) N6 (22) 121 22 =2]:y-z=2a}.

Primenom beskonac¢nog A-distributivnog zakona u L i D dobijamo:
L= \/{ p(y) Av(y2) No(2)] 1y -z =91 - y2 =y}

D= \/{ YAV (z1) AN (22)] iy -z2=x,21 - 290 = 2}.
Iz prethodnog upravo sledl da L i D imaju istu vrednost. m

Teorema 31 Neka su date rasplinute podgrupe u,v,u; € F(G), i € I (I je
neprazan skup indeksa). Neka je a =V {u(z): x € G}. VaZe slededa tvrdenja:
1.

(ov) (@) =Vyea {ny) Av(y~ )}
= Vyec {1 (;Ey_l) Av(y)}, za sve z,y € G
(a{y} o ,u) (x)=p (yilx) , 2a sve x,y € G,

de i (@) = a ako xz€Y
gaeJeay )= 0 ako zeG\Y
3.
(moagyy) (z) =p (zy™'), za svez,y € G
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_1y -1
(™) =n
d.
pCp =
—=pu'Cu
= p=p!
= p(x) <p(zt), zasvakiz e G
= p(z") <p(x), zasvakiz € G
= p(z)=p(z™"), za svakiz € G.
6.
R e ,uflg vt
7.
(Uielﬂi)il = U:“i_l
8. )
(Mierps) ™ =Npi!
9.

(no V)_l =v top1L.

Dokaz. Dokazimo neko od navedenih tvrdenja, na primer poslednje.
9. Treba da pokazemo da za sve elemente z € G vazi:

(o)™ (z)= (v op™") (x).

Oznacimo levu stranu trazene jednakosti sa L, a desnu sa D. Pomoc¢u defini-
cije operacije o sledi:
-1 _
L=(uov) (&) = (nov) (@) =

V{ip) Av(z) iy z=a"'}.
D= (" ou ) (@) =V{r () Apt (2) gz =a} =
\/{l/(yfl) /\,u(zfl) :y~z:z} =
V{v) Ap(z) iy 2 =g}
Pokazatemo sada da L i D imaju istu vrednost. Uzmimo proizvoljno razla-
ganje elementa x na elemente y; i z1, * = y;1 - 21. Odatle sledi:
e =) =y

Clan u jednakosti D, v (y1) Ap (21), identi¢an je sa odgovarajuéim ¢lanom u
L, p (zfl) AV (yfl). Posto smo razlaganje elementa x na elemente y; i 21 uzeli
proizvoljno, prethodni identitet vazi za sva moguca razlaganja. Odatle sledi da
su leva strana L i desna strana D iste. m

Sledeti rezultati se mogu dokazati koriste¢i prethodno.
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Lema 19 Ako je mreza L realan interval [0,1], i 4 : G — L rasplinuta pod-
grupa grupe G, tada skup p* = {x € G : u(x) > 0}, predstavlja podgrupu od
G.

Lema 20 Ako je p € F(G), tada skup p, = {x € G : u(x) = 1}, predstavija
podgrupu od G.

Lema 21 Neka je p € FP(G). Tada je p € F (G) ako i samo ako rasplinuti
skup p ispunjava sledece uslove:

Lopop=np

2. p7 Cp (ilip™" D ili

= 1)

Teorema 32 Neka su date rasplinute podgrupe u,v : G — L, gde je L kom-
pletna mreza koja zadovoljava beskonacan A-distributivni zakon. Tada je p o v
rasplinuta podgrupa ako i samo ako vazi: pov =vopu.

Dokaz. Pretpostavimo da je pov €F(G). Tada je pov = p~tov™t =

(vop) ' =vopu.
Suprotno, pretpostavimo da je pov = v o . Tada je:

(o) '=wop) t=ptort=pov, i
(wov)o(uov) = polvo (o) =
pollwomor]=pol(mor)or] =

polwo (wov)] = (op)o(wow) = pow.
Iz prethodnog, pomoc¢u Leme 21 (prethodna lema) sledi da je pov rasplinuta
podgrupa grupe G.
Iz prethodnog imamo da je pov €F (G). m

Naredna lema pokazuje da ukoliko izvr§imo proizvoljnu translaciju elementa
grupe G za elemenat iz podgrupe pu,, vrednost rasplinute podgrupe p ostaje
ista.

Lema 22 Neka je (G, L1 ,e) data grupa, i neka je p: G — L (L je potpuna
mreza) rasplinuta podgrupa od G. Za sve elemente y € u, vaZi:

w(a-y)=p(a), gdejea€ G proizvoljan.

Dokaz. Neka je y € u,, y # e.
w(y) = 1. Sledi:

p(y?) = p) Aply) =ply) =1, isledi:

p(y®) =10y =1,..
Ozna¢imo pomo¢u p = p(a), p € L. Imamo:

pla-y) > pa) Ap(y)=p (19)
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pla)=pla-y-y=')>
zpla-y)Ap(y) =pla-y)
Dakle, dobili smo:

p=p(a)>p(a-y) (20)

1z (19),(20) sledi p(a-y) =p = p(a).
Posto smo elemenat y € pu, uzeli proizvoljno, jednakost vazi za sve elemente

YEp,. m

4.7 Rasplinute podgrupe odredene nivo-podgrupama

U radu [97] analizirane su rasplinute grupe preko osobina njihovih nivo-
podgrupa. Navodimo neke rezultate tog rada, s obzirom da se i nasa istrazivanja
ovde baziraju na osobinama nivo-struktura.

Teorema 33 Neka je p P-rasplinuta podgrupa od G, i neka je F skup njenih
nivo-podgrupa. Tada, za svaki x € G, presek onih podgrupa iz F, ¢iji svi ¢lanovi
sadrze x, takode pripada F. Vazi i vise, unija svih ¢lanova iz F je G.

Ukoliko je poset P mreza, tada je F Murova familija u odnosu na inkluziju,
sa najveéim elementom G.

U narednom tvrdenju polazi se od kolekcije nivo-podgrupa date grupe G koja
ispunjava gore navedena svojstva. Pokazuje se da tada postoji poset (mreza) i
rasplinuta podgrupa grupe G, takva da su njeni nivoi upravo podgrupe iz date
kolekcije.

Teorema 34 NekajeF = {B; : i € I}, familija podgrupa grupe G = (G, Lt ,e) ,
takva da je UB; = G.

a)Neka za svako x € G, presek podgrupa iz F koje sadrze x pripada F. Ako
je P = (F,<) poset dualan (F,C), tada je preslikavanje p : G — F, takvo da
je za sve x € G,

p(x)=n{BeF:xeb}, (21)

P-rasplinuta podgrupa od G.

b)Ako je F zatvorena za proizvoljan presek i sadrzi G, tada je poset (F, <)
(< je dualno C) mreza, i preslikavanje u : G — F, definisano u (21), je L-
rasplinuta podgrupa grupe G.

Kolekcija svih nivo-podgrupa od p je (u oba slucaja) F.
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Dalje, razmotri¢emo na sledeéi na¢in rasplinutu podgrupu kao funkeiju (defi-
nisanu u (21)) iz grupe u kolekciju podgrupa koja zadovoljava uslove date u
prethodnom stavu.

Lema 23 Neka je u P-rasplinuta podgrupa grupe G, i neka su z,y € G.
Akoy € pu(z), tada vazi: p(z) < pu(y).

Dokaz. Neka je y € u(x) i neka je F kolekcija nivo-podgrupa od u. Vazi da,
y € p(x) ako i samo ako

yeN(KeF:z € K)
ako i samo ako za svaki K € F,
xz € K povlaci y € K.
Znadi, posto y € p (z),
N(KeF:ye K)CN(KeF:ze K),

i pomocu definicije uredenja medu nivo-podgrupama koje je dualno skupovnoj
inkluziji, sledi da je p(z) < p(y). m

Stav 43 Neka je p P-rasplinuta podgrupa grupe G, i neka su x,y € G. VaZi,
ako (z) = (y), onda je p(z)= p(y)
({(z) je podgrupa generisana pomocu x).
Dokaz. Neka je (z) = (y) . Posto za bilo koju kolekciju F podgrupa od G vazi,
(z) CN(He F:z € H),

sledi da y pripada p (), i zna¢i pomoéu prethodne leme je u(z) < p(y) .
Slicno, p(y) < p(x), i jednakost je dokazana. m

Dokaz prethodnog stava moze biti takode izveden u terminima funkcija, ne
koriste¢i nivo-podgrupe:

y € (x) — y = 2P, za neki ceo broj p,
i vazi da je pu(y) = p(a?) > p(z).
Slicno, x = y?, za neki ceo broj ¢, i znadi, p(x) > p(y).
U slucaju da je y neutralni elemenat, y = e, tada vazi (y) = (e) = {e}.
Dakle, iz jednakosti (y) = (e), sledi y = e.
Lema 24 Neka je (G, 7! ,e) zadata grupa. Tada je funkcija u : G — SubG,
definisana sa p (x) = (x), L-rasplinuta podgrupa iz G.
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Dokaz. Napomenimo najpre da je uredenje u SubG obrnuto od skupovne
inkluzije, pa infimum ovde predstavlja supremum u mrezi podgrupa.

Posto z € (z) A {y), y € (x) A(y), 1 (z) A (y) je podgrupa od G,

sledi da = -y € (z) A (y) . Znaci da (x - y) C (x) A (y), i

p(x-y)=(z-y) > (@) Ay) =p@) A ply),

pri ¢emu je uredenje dualno skupovnoj inkluziji. Dalje, vazi:

p(a) = (et = (@) = (o).

w (e) = {e}, koja predstavlja najveéi elemenat u mrezi nivo-podgrupa.

Upravo smo dokazali da je p rasplinuta podgrupa od G. m

Teorema 35 Neka je G = (G, L1 ,e) zadata grupa. Tada, za svaki x € G,

22 =e ako i samo ako

postoji rasplinuta podgrupa p od G takva da je u(x) # u(y), za sve x,y € G.

Dokaz. Neka je G takva da je 22 = e, za svaki € G. Tada, funkcija

u: G — SubG, definisana sa p () = (x), je trazena L-rasplinuta podgrupa
od G.

Iz prethodne leme sledi da je p L-rasplinuta podgrupa od G.

Dalje, u () # 1 (y), za sve x,y € G, © # y, posto u (z) = (x),

koja predstavlja dvo-elementnu podgrupu od G razli¢itu od (y) = u (y) .

U sluéaju neutralnog elementa e, €2 = e i u(e) = () = {e}. Znamo da
{e} predstavlja najveéi elemenat u mrezi nivo-podgrupa (poredak je dualan
skupovnoj inkluziji), i vazi:

w(e) # p(x), za sve elemente x # e.

S druge strane, ako postoji L-rasplinuta podgrupa p od G takva da vazi
w(zx) £ u(y), zasve x,y € G, tada vazi (x) # (y) , pomoéu Stava 43 (str.69).

Posto je (z) = (z7!'), sledi da je z = 27! za svaki z, znaci 2% = ¢, za svaki
re€G. m

U izlozenoj teoremi je bitno razmatrati L-rasplinute podgrupe od G, pri
¢emu je L mreza, a ne jedini¢ni interval, $to pokazuje sledece.

Lema 25 Neka je G grupa sa vise od dva elementa. Tada, za G ne postoji
rasplinuta podgrupa p: G — [0, 1], takva da je p(x) # u(y), za sve x,y € G.

Dokaz. Po prethodnoj teoremi, G treba da zadovoljava identitet: 2 = e.
Posto G ima vise od dva elementa, postoje x,y € G takvidajee # x # y # e.
Tadax-y=z,iz#e z#x, 24y, - 2=y, Yy 2=z, $to vazi jer je,
za svaki x € G, 2% = e, i takva grupa je abelova.

Sada, pretpostavka da su p(z),u(y), p(z), medusobno razliciti elementi
lanca (posto pripadaju intervalu [0,1]), daje kontradikciju sa slede¢im formu-
lama:

p(x) Ap(y) <plz-y) =p(z)
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p(y-z)=p(z)
p(r-z)=p(y). =

Suprotan problem od prethodno razmatranog je karakterizacija rasplinutih
podgrupa koje imaju jednake vrednosti. Odgovor na ovo pitanje je pretstavljen
u slede¢em stavu.

Stav 44 L-rasplinuta podgrupa p od G zadovoljava uslov:

pwx-y)=p)Aply), zasve z,y € G,

ako 1 samo ako p predstavlja konstantnu funkciju, p(x) = 1, za svako x (ekvi-
valentno sama grupa G).

Dokaz. Pretpostavimo da je pretpostavka stava ispunjena. Tada, za sve z € G,
l=p(e)=p(@ o) =p@) Ap(')=p),
jer znamo da je p(z) = p (z71).
Suprotan smer je ocigledan. m

Zakljucicemo ovaj odeljak karakterizacijom normalnih P-rasplinutih pod-
grupa. U ovoj tezi definicija normalne rasplinute podgrupe je definicija iz rada
[95].

Rasplinuta podgrupa g je normalna rasplinuta podgrupa, ukoliko sve
njene nivo-podgrupe predstavljaju normalne podgrupe grupe G.

Kako smo prethodno mogli da uo¢imo, P-rasplinute strukture se uobica-
jeno definisu pomoéu nivo-podgrupa, a ne pomocu formula, zbog nedostatka
mreznih operacija u posetima. Ipak, normalne P-rasplinute podgrupe mogu
biti karakterizovane pomocu iste formule kao i L-rasplinute podgrupe.

Stav 45 P-rasplinuta podgrupa p grupe G je normalna (ekvivalentno sve nivo-
podgrupe su normalne podgrupe), ako i samo ako vazi:

-1

u(x -y)zu(y-mfl), za sve x,y € G.

Dokaz. Neka je g normalna P-rasplinuta podgrupa od G. Tada su sve nivo-
podgrupe normalne podgrupe.

Dalje, ako je u (a:_l y) =p€ P tadax! -y € fp, 1 POStO je i, nor-
malna podgrupa, ona sadrzi x - (;U_l . y) -x~!. Odatle sledi y -z~ 1 € My 1 Znaci
py-z=t) >p=p(z ' y). Slieno, p(z™'-y) > p(y-2'), odakle sledi
jednakost.

U suprotnom smeru, ako je u(m‘l y) = u (y-x_l), tada su sve nivo-
podgrupe od y, normalne podgrupe od G. Za p € P, p,, predstavlja p-nivo od
p. Dalje, za h € p, i € G,

p(z=t(h-a)) =p((h-x)-27") = p(h) > p.

Znaci, 7' -h-x € Hops 1 {1, Je normalna podgrupa. m
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4.8 Prethodni pristupi rasplinutim uredenim grupama

Vet smo napomenuli u uvodnom delu da postoji jako malo (svega nekoliko)
radova iz oblasti rasplinutih uredenih grupa.

Izlozimo najpre pristup autora S.K.Bhakat i P.Das u radovima [14] (1994)
i [15] (1997). Mozemo istaci da se ovaj pristup rasplinutim uredenim grupama
bitno razlikuje od naseg, pre svega zbog toga $to je ovde kodomen preslikavanja

realan interval [0,1] (mi smo razmatrali opsti slu¢aj u kom je kodomen mreza
L).

Navedimo sada definicije iz rada [14].

Neka su dati neprazan skup G i rasplinuti podskup A od G. Rasplinuta
relacija R na rasplinutom podskupu A je parcijalni rasplinuti poredak na A ako
vazi:

1. R je refleksivna

Ve e G, A(z)>0= R(z,x)=A(x).
2. R je antisimetri¢na
Va,y € G, R(z,y) >0, R(y,x) >0 =z =y.
3. R je tranzitivna

Va,y € G, R? (x,y) = sup {min (R (z,t),R(t,y)) : t € G} < R(z,y).

Navedimo sada oznake za pojmove koje koristimo u narednoj definiciji.
Neka je G grupa sa jedini¢nim elementom e.

Neka je N oznaka za skup pozitivnih celih brojeva.

Neka je A rasplinuta podgrupa grupe G.

Rasplinuta relacija R na A je parcijalni rasplinuti poredak na rasplinutoj
podgrupi A ako vazi:

1. R je parcijalni rasplinuti poredak na rasplinutom podskupu A

2. Za sve elemente z,y,t,v € G vaZi:

R(z,y) >0 R(t,v) >0=
R (at,yv) > min{R (z,y) , R (t,v)}.

Ako je R parcijalni rasplinuti poredak na rasplinutoj podgrupi A, tada (\, R)
predstavlja parcijalno uredenu rasplinutu podgrupu grupe G.

Sledi definicija iz rada [15].

Za parcijalno uredenu rasplinutu podgrupu (A, R) grupe G kazemo da Arhime-
dova uredena rasplinuta podgrupa ako za sve elemente a,b € G takve daje a # e
i b+ e, postoji n € N koji zadovoljava a”b~! # e, i vazi nejednakost:

R(a"b™',e) > min (R (a,€),R(b,e))
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Teorema 36 ([15])Za proizvoljni rasplinuti podskup A od G i proizvoljnu ras-
plinutu relaciju R na A, par (A, R) je Arhimedova uredena rasplinuta podgrupa
od G ako i samo ako je (M, Ry) Arhimedova uredena podgrupa od G za sve
t e (0,1].

Naredni pristup rasplinutim mrezno uredenim grupama je prvi put uveden
u radu autora G.S.V. Satya Saibaba [84]. Kao jednu od razlika sa nasim pris-
tupom, navodimo da se u radu [84] za kodomen preslikavanja uzima kompletna
mreza L koja zadovoljava beskonacan A-distributivni zakon. U nasem radu za
kompletnu mrezu L nije neophodno da ispunjava dodatni uslov.

Neka je dat neprazan skup X. L-rasplinuti podskup od X je funkcija iz skupa
X u L, gde je L kompletna mreza koja zadovoljava beskonacan A-distributivni
zakon.

U ovom radu je prvi put uvedena definicija L-rasplinute [-podgrupe mrezno
uredene grupe (G, 4+, V, A).

Neka je data mrezno uredena grupa (G, 4+, V, A). L-rasplinuti podskup A od
G je L-rasplinuta [-podgrupa od G, ako vazi sledece:

LA(@+y)>X(@)AX(y)

2. A(—z) = X(x)

3. A(xVy) = A=) AA(y)

4. Az Ay)>A(x)AX(y), zasveelemente z,y € G.

Prva osnovna razlika izmedu ovde navedenog pristupa rasplinutim uredenim
grupama i naseg pristupa izlozenog u narednom Odeljku (4.9), vidi se iz same
definicije. Naime, ovde su razmatrane rasplinute podgrupe grupe G koja mora
biti mrezno uredena, dok u nasem sluc¢aju grupa G predstavlja proizvoljnu ure-
denu grupu.

Isto tako, mozemo primetiti da u prethodnoj definiciji L-rasplinute I-podgru-
pe od G nije naznaceno uredenje u G (u samoj definiciji). Za razliku od ovog
pristupa, mi smo rasplinutu uredenu podgrupu grupe G upravo definisali kao
uredeni par (u, p), u kome druga koordinata p predstavlja relaciju rasplinutog
poretka.

Osnovni nedostatak definicije L-rasplinute I-podgrupe iz [84], je §to uslovi 3.
i 4. definicije zahtevaju da L-rasplinuta [-podgrupa bude rasplinuta podmreza.
Naravno, u slu¢aju obi¢ne mrezno uredene grupe i njenih podgrupa, ne vazi da
je svaka podgrupa od G mrezno uredena.

Stav 46 (/8/])Neka je A\ L-rasplinuti podskup mrezno uredene grupe G. A je

L-rasplinuta l-podgrupa od G ako i samo ako vazi A(x —y) > A(x) A A(y) 1
Mz Ay)AA(xVy) > A(x)AX(y), zasve elemente z,y € G.
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Mozemo primetiti da u Stavu 46, za rasplinuti skup A vazi da su dva data
uslova ekvivalentna uslovu pod kojim je rasplinuti skup A istovremeno rasplinuta
grupa i rasplinuta mreza.

Sledeta vazna osobina vezana je za t-nivo-podskupove.

Stav 47 ([84])L-rasplinuti podskup A mrezno uredene grupe G je L-rasplinuta
l-podgrupa od G ako i samo ako \; predstavlja l-podgrupu od G za sve elemente
teX(G)U{te L:A(0)>t}.

Stav 48 (/8/])Neka je \ L-rasplinuta l-podgrupa mrezno uredene grupe G.
Tada Gy = {x € G : A(x) = A(0)} predstavlja l-podgrupu grupe G.

Naredna definicija je ponovljena definicija na strani 34.
Neka je data mrezno uredena grupa G, i neka je a proizvoljan elemenat iz
G. Apsolutnu vrednost elementa a, u oznaci |a|, definisemo na sledeéi nacin:

la| =aVal

Veoma vazan pojam uveden radu [84] je pojam L-rasplinutog I-ideala.

L-rasplinuta podgrupa A grupe G predstavlja L-rasplinuti [-ideal u G ako
vaze uslovi:

1. XMxz+y)=A(y+z),zasvex,y € G,i

2. z,a €@, |z| <|al = A(x) > A(a).

Stav 49 ([84])Ako su A i i dva L-rasplinuta l-ideala mrezno uredene grupe G,
tada je i AN p L-rasplinuti l-ideal u G.

Stav 50 (/8/])Neka je A\ L-rasplinuti [-ideal u mrezno uredenoj grupi G. Tada
Gyr={x € G:)\(z) =)X(0)} predstavlja l-ideal u G.

Neka su date [-podgrupa G i L-rasplinuta relacija § na G. L-rasplinuta
relacija 8 je kompatibilna na G ako vazi:

Bla+c¢,b+d) > B(a,b)ApS(c,d)
Blavebvd) > pa,b)ApB(c,d)
Blane,bAd) > B(a,b)AB(c,d), zasvea,b,c,deQqG.

Kompatibilna L-rasplinuta relacija koja je relacija ekvivalencije, zove se L-
rasplinuta kongruencija u G.

Neka je G l-grupa i p1 L-rasplinuta podgrupa od G. L-rasplinuta relacija A,
na G moze biti definisana pomocéu:

A\ _{ 1, zax =1y
. plr—y), zaz#y.

Stav 51 (/84/)\, je L-rasplinuta kongruencija u mrezno uredenoj grupi G.
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U radu je pokazano da postoji jednoznacno obostrana korespondencija izmedu
L-rasplinutih kongruencija i L-rasplinutih [-ideala u [-grupi G. Ona predstavlja
mrezni izomorfizam, $to se upravo dokazuje pomocu L-rasplinute relacije A,.
Dakle, istaknut je znataj uvodenja i razmatranja prethodno uvedene relacije.

Stav 52 (/84/)Ako je p dati l-rasplinuti l-ideal u I-grupi G, tada vazi da je
Hx, = H-

Stav 53 ([84])Ako je A data L-rasplinuta kongruencija u l-grupi G, tada vazi
da je A\, = A

Izvrsimo sada analizu rada [5] autora M.Bakhshi, koji se pojavio 2013. go-
dine. Bitno ogranitenje pristupa izlozenog u [5] je §to je za kodomen preslika-
vanja uzet interval [0, 1], dok smo mi razmatrali opsti slu¢aj (kodomen preslika-
vanja je mreza L).

Analizirajmo sada redom pojedine delove rada, uporedujuéi ih pri tom sa
odgovaraju¢im delovima naseg rada (definicije rasplinutog podskupa, rasplinute
podgrupe i nivo-podskupa u [5] su standardne).

Najpre definisimo donji rasplinuti poluideal (G predstavlja uredenu grupu).
Rasplinuti poluideal se takode naziva i donji rasplinuti skup.

Rasplinuti podskup A grupe G se zove rasplinuti poluideal ako svaki neprazan
nivo-podskup A:(gde ¢ € [0,1]) predstavlja poluideal u G ([5]).

Ukoliko bismo nas pristup ogranicili na interval [0, 1] , videli bismo da izlozena
definicija zapravo predstavlja nas Stav 32 (str.47). Isto tako, nasa definicija ras-
plinutog poluideala iz Odeljka 4.1, formulisana je odgovaraju¢im stavom u radu
[5].

U ovom radu se koristi standardna definicija rasplinute podmreze.

Rasplinuti podskup v mreze (L;V, A) naziva se rasplinuta podmreza ako za
sve elemente x,y € L vazi:

L.v(@Vvy >v(z)Av(y)

2. v(zAy) >v(z)Av(y).

Stav 54 (/5])Rasplinuti podskup p mreze (L;V, A\) je rasplinuta podmreza ako
i samo ako svaki neprazan nivo-podskup i, (gdet € [0, 1]) predstavlja podmrezu
od L.

U Odeljku 4.4, rasplinuta podmreza predstavlja uredeni par (u,p). Prva
koordinata p predstavlja rasplinutu podmrezu kao rasplinutu algebru (njoj je
pridruzeno rasplinuto uredenje p, definisano sa p(x,y) = p(z) A u(y) ANk< (x,y)).

Sledi definicija rasplinute konveksne podgrupe iz [5].
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Neka je G data uredena grupa. Rasplinuta podgrupa A od G je rasplinuta
konveksna podgrupa ako za sve elemente a,b,c € G za koje je a < ¢ < b, vazi

A(e) = A(a) AA (D).

Imajuéi u vidu sustinsku razliku da u nasem sluc¢aju (Odeljak 4.9) rasplinuta
uredena podgrupa predstavlja uredeni par, pretpostavimo da je mreza L realan
interval [0, 1] . U ovom specijalnom slu¢aju, uo¢avamo analogiju sa prethodnim.

Naredni stav vezan je za prethodni pojam.

Stav 55 ([5])Proizvoljna rasplinuta konveksna podgrupa grupe G zadovoljava
uslove:
1.(Vz,y € G) ako vazi e < x < y onda imamo A (x)

A),
2.(Vz,y € G) ako vazi y < © < e onda imamo A (z) > A (y) .

(y)

>
>

Ukoliko grupa G predstavlja mrezno uredenu grupu, imamo sledeéi stav ([5]).

Stav 56 (/5])Rasplinuta podgrupa A od G je rasplinuta l-podgrupa ako i samo
ako za sve elemente x € G,

Az ve)>A(x).

U nagsem radu (Odeljak 4.11), pristup je obrnut od izlozenog. Mi smo up-
ravo posli od nejednakosti formulisane prethodnim stavom, A (z Ve) > A (z), i
upotrebili smo je da bismo definisali rasplinutu /-podgrupu.

4.9 Rasplinuta uredena podgrupa

Definicija rasplinute uredene podgrupe uvedena je u radu [99]. Uobicajeno,
(L, A, V, <) predstavlja kompletnu mrezu, odnosno skup vrednosti. Vecina ori-
ginalnih tvrdenja, kao i Primer 14, objavljeni su u [99]. Lema 26 je takode
originalna.

Stav 57 Neka je (G,-7 —le, g) uredena grupa i u : G — L rasplinuta pod-
grupa od G. Rasplinuta relacija p : G> — L na p definisana sa

je rasplinuti poredak na u koji je kompatibilan sa grupnom operacijom u smislu
(18).
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Dokaz. Na osnovu Teoreme 26 (str.55), p je relacija rasplinutog poretka na p.
Dokazujemo da je ona kompatibilna sa -, odnosno da ispunjava (18). Zaista,
za x,Y, 2 € G imamo

w(z) A p(z,y) =
= p(2) Ap(@) Apy) Nk (@, y) < pla-2) Ap(y-2) Nk (-2, 2) = p(a -2,y 2),

posto je p rasplinuta podgrupa od G, i uredenje < u G je kompatibilno sa
grupnom operacijom.
Slicno mozemo dokazati formulu

wz) A p(z,y) < p(z-z,2-y),

znaci (18) vazi. m

Sada mozemo uvesti novu definiciju.

Neka je (G, ., “Le, <) uredena grupa. Nekasu p: G — Lip: G? — L dati
rasplinuti podskup od G, i data rasplinuta relacija na p, redom. Par (u,p) je
rasplinuta uredena podgrupa od G ako vazi sledece:

1. p je rasplinuta podgrupa od Gj
2. p je rasplinuta relacija na p definisana pomocu

p(x,y) = () A p(y) A ke (2, y).

Ocigledno, na osnovu Stava 57 (str.76), p je relacija rasplinutog poretka na g,
kompatibilna sa grupnom operacijom.

Primer 14 Neka je (Z,+,—,0,<) aditivna grupa celih brojeva u odnosu na
uobicajeno uredenje. Neka je (L, <) detvoro -elementni lanac: 0 < a < b < 1.
Koriséenjem uobicajene oznake x|y za x deli y, definisacemo rasplinuti skup
W Z — L na sledeci nacin: za x € Z

1 ako 12|z
b ako 6|z i 4tz
) = a ako 3lr i 21z
0 u ostalim slucajevima

Direktno se moze proveriti da je p rasplinuta podgrupa od (Z,+,—,0).
Dalje, neka je p : Z? — L rasplinuta relacija na p definisana pomocu (12):

p(x,y) = p(x) A p(y) A k< (z,y).
Tada vazi za sve x,y € Z

1 ako 12|z,12lyiz <y
(2,y) = b ako 6|z, 6ly, (dzilidy)ix<y
PEYI =Y a ako 3|z, 3|y, 2z ili 24y) iz < y
0 u ostalim slucajevima (ako (3fz,3ty) ili za z > y).

Par (u, p) je rasplinuta uredena podgrupa od Z, prema nasoj definiciji.

7



Teorema 37 Neka je G uredena grupa, i : G — L rasplinuti podskup od G i
p: G* — L rasplinuta relacija na u. Tada je (i, p) rasplinuta uredena podgrupa
od G ako i samo ako za svaki p € L, nivo p, je uredena podgrupa od G.

Dokaz. Neka je (p,p) rasplinuta uredena podgrupa od G. Poznato je da
za mrezno vrednosne strukture vazi da se tvrdenje da je struktura podalgebra
(podgrupa), prenosi na nivo-podskupove. Ovo znaci da za svaki p € L, nivo p,
od 4 je podgrupa od G. Na osnovu Teoreme 27 (str.56), (i,,p,) je poset sa
odgovaraju¢im uredenjem, znaci 1, je uredena podgrupa od G.

Obrnut smer je dobro poznat za grupe, i deo o uredenju opet sledi pomoc¢u
Teoreme 27 (str.56). m

Tustracija Teoreme 37 (str.78) moze se videti u Primeru 14, na primer, b-nivo
od p je standardno uredena podgrupa celih brojeva deljivih sa 6.

Sledeca teorema je poznata kao Teorema o sintezi. U slucaju rasplinutih ure-
denih podgrupa ona se sastoji iz dva dela, algebarskog i relacionog. U oba dela,
konstrukcija je slicna onoj zadatoj u Teoremi 28 (str.57), sto takode dokazuje
deo o uredenju odredenom pomocu relacije.

Teorema 38 Neka je F kolekcija podgrupa uredene grupe (G, -, “le, g) koja
je zatvorena za skupovni presek i koja sadrzi G. Tada postoji kompletna mreza
L i rasplinuta uredena podgrupa (i, p) od G, takva da se, za svaku podgrupu
H € F, nivo py poklapa sa H i uredenje u njemu je odredeno pomocu py;.

Razmotrimo dalje sledeéi pristup rasplinutim podgrupama uredene grupe G.
Znamo da vazi sledece:

k< (zy)=leaz<ysrt+ye Py (27! = 1)
Uvedimo sledeéu oznaku:

—x+y=11¢€Pg
r—rx+y=x+I1
y=zxz+10, 1€ Pg.

Izvrsimo sada uporedivanje vrednosti u koje se preslikavaju medusobno upo-
redivi elementi grupe G (takode ¢emo razmotriti i skup slika translacija istih
elemenata). Iz prethodno navedenog i iz definicije rasplinute uredene podgrupe,
sledi da je potrebno razmatrati samo preslikavanja p (1),! € Pg, kao i njihove
translacije za elemenat = : y = x + [. Slede¢a lema pokazuje da za proizvoljne
uporedive elemente x, y date uredene grupe G, i proizvoljnu rasplinutu podgrupu
1 od G, postoji pravilnost izmedu vrednosti preslikavanja ova dva elementa, i
vrednosti preslikavanja proizvoljne translacije istih elemenata.

Lema 26 Neka je (G,+,—,0,<) data uredena grupa. Neka je (u,p) data ras-
plinuta uredena podgrupa, gde je u: G — L (L je potpuna mreza). Neka je
l € P proizvoljan elemenat, 1 oznac¢imo p = p (l). Neka je t,, nivo-podgrupa, i
neka je x € p, proizvoljno. Oznacimo: y = z + 1. Tada za sve elemente a € p,,
vazi:
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p=p(x+a) \u(y+a).

Dokaz. Posmatrajmo podgrupu p, grupe G. Znamo da je u,, uredena podgrupa
(pomoc¢u Teoreme 37,str.78). Prema Teoremi 13 (str.29) vazi: P, = P N p,.
Dalje, iz pretpostavke leme imamo:

y=z+I,
pa zakljuéujemo da y € p,, (jer je y1, podgrupa). Na osnovu Teoreme 10 (str.25),
vazi:
xéy@—m—i—yePMP
Sledi:
p=pl)=p(-z+y) > p(-z)Ap(y) = (22)

=p(@)Ap(y) = p (po definiciji podgrupe s,,)
Iz nejednakosti (22) sledi:
p=p(@)Ap(y).
Dalje, znamo da u uredenoj podgrupi p,, vazi:
r<y=cr+a<y+a.
Sledi: p=p(—(z+a)+y+a)>
p(z+a)Ap(y+a)>p.

Zakljutujemo p (z + a) A u (y + a) = p. Jednakost vazi za bilo koji elemenat
a € i, odnosno za proizvoljnu translaciju elemenata z,y. ®

4.10 Rasplinuti konus

Definicije rasplinutog pozitivnog konusa, rasplinutog negativnog konusa i ras-
plinute konveksne podgrupe uvedene su u radu [99]. Tvrdenja iz ovog odeljka
su originalna i objavljena su u [99].

U cilju ispitivanja strukture uredene podgrupe, posmatramo takozvane po-
zitivne i negative elemente, ¢iji su skupovi u klasi¢noj teoriji uredenih grupa
poznati kao konusi (pozitivan i negativan). Uvodimo analogne objekte u okviru
rasplinute algebre i ispitujemo njihove osobine.

Ako je (u,p) rasplinuta uredena podgrupa grupe G, tada definisemo ras-
plinuti pozitivan konus na p, kao rasplinuti podskup 7, : G — L, na sledeti
nacin:

T (x) = p(e,x),
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gde je e neutralni element u G.
Ocigledno,

| w(z) akozx>e,
mu(x) = { 0  u suprotnom.

Analogno, ako je (u,p) rasplinuta uredena podgrupa grupe G, definisemo
rasplinuti negativan konus kao rasplinuti podskup v, : G — L, na sledeti
nacin:

vy (z) :=p(x,e)
Sledi da (@)
| plz) akoz <e,
vulw) = { 0  u suprotnom.

Veza izmedu dva konusa je ocigledna, kao i u klasi¢nom slucaju:

1, zaxz=e

T (@) A vy (3) = { 0, u suprotnom.
Postoji veza izmedu rasplinutog konusa i odgovarajuceg rasplinutog ure-
denja, $to upravo sledi.

Stav 58 Neka je (G, e, <) uredena grupa i (p, p) njena rasplinuta uredena
podgrupa. Tada za sve x,y € G vaZi:

T (z7 y) > p(zy).

Dokaz. 7, (z7 1 y) =p(e,a™y) =ple) Ap(z™ty) Nk< (e,a7 - y) =
= U (m‘l y) A kg (e,x_1 . y) .
Sada, ako z < y, tada 27! - y > e i imamo
(et y) =p(ty) > p () Ap(y) =p@) Apy) =
(@) A p(y) Ak (2,9) = p(2,9).
Ako z £ y, tada k< (z,y) = 0, znadi p (z,y) = 0, i opet imamo
Tzt y) > p(zy). w

Primetimo da su u mrezno uredenoj grupi G, skup pozitivnih elemenata,
pozitivan konus, i skup negativnih elemenata, negativan konus, redom oznaceni
pomocu Pg i Ng. Ovde koristimo iste oznake za njihove karakteristi¢ne funkcije:
za svaki elemenat x € G

_ 1 akoz >e,
Pa(z) = { 0 u suprotnom;

1 akoz <e.
0 u suprotnom.

Stav 59 Neka je (G, ., “le, g) uredena grupa i (u, p) rasplinuta uredena pod-

grupa od G. Vazi sledece:
T, = N Pg.
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Dokaz. Ocigledno, za svaki z € G,
T (@) = ple,x) = p(z) Nk< (e,2) = (0N Pa) (z) . w

Podsetimo se da po nagoj prethodnoj definiciji (formula (9)), rasplinuti pod-
skup p : P — L poseta (P, <) je rasplinuti konveksan podposet od (P, <) ako
za sve x,y,z € P,

p(@) A p(2) Nks (,y) AN c (Y,2) < p(y).

Posledi¢no, kazemo da je rasplinuta uredena podgrupa (u, p) uredene grupe
(G, <), rasplinuta konveksna podgrupa od G ako je p rasplinuti konveksan
podskup poseta (G, <) .

U sledecoj teoremi koristimo Pg i Ng kao uobic¢ajene podposete od G.

Teorema 39 Neka je (u,p) rasplinuta uredena podgrupa od (G, : _l,e,g).
Tada su sledeca tvrdenja ekvivalentna:

(1)  (w,p) je rasplinuta konveksna podgrupa od G.

(#4) Restrikcija od 7, na Pg je rasplinuti poluideal (donji rasplinuti skup)
u PG.

(i13) Restrikcija od v, na N¢ je gornji rasplinuti podskup od Ng.

Dokaz. (i) = (i7) . Pretpostavimo da je (u, p) rasplinuta konveksna podgrupa
od Ginekajex,y € Pg. Neka vazi y < x. Tada pomocu rasplinute konveksnosti

p(e) Ap () Nk (e,y) N (y,2) < p(y) - (23)

Posto z,y € Pg, imamo

Tu(@) = p(x), mu(y) = wy), 1 k< (e,y) =1,

i pomocu (23) dobijamo

mu(@) Nk< (y,2) = p (@) N (y,2) < ply) = mu(y).

Znaci, restrikcija od 7, je rasplinuti poluideal u Pg.

(#4) = (i) . Pretpostavimo da je restrikcija od 7, na Pg rasplinuti polu-
ideal u Pg. Dokazujemo da je p rasplinuto konveksna, ekvivalentno, da za sve
elemente z,y, 2 € G, imamo:

p(x) Ap(2) Nee (z,y) Nec (y,2) < p(y).

Ako nije ta¢no da je ¢ < y < z, tada je gornja formula trivijalno ispunjena. Ako
je x <y < z, dobijamo
egac_l-yéx_l-z,

i znaci, posto je m, rasplinuti poluideal u Pg,

pla b ) Al=mu (a7t 2) ANke(z7ly,a™t - 2) < mp(zt-y) = p(z

Odatle, posto je k< (z,y) = k< (y,z) = 1, imamo

(@) A () Ak (2,y) Ay, 2) < pl@) A (e 2) < plz) Aple™! - y) <
plz -2t y) < ply).

Zmagi, p je rasplinuta konveksna podgrupa od G.

Dokazi implikacija (i) = (4i¢) 1 (449) = (¢) su potpuno analogni prethod-
nim. m
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4.11 Rasplinute mrezno uredene grupe

Pojam rasplinute mrezno uredene grupe koristi se u radu [100]. Ovaj odeljak
sadrzi originalna tvrdenja iz istog rada. Na primer, izloZena je veza izmedu
rasplinute ¢-podgrupe i njenih nivo-podskupova (u obliku ¢-podgrupa).

Takode, dosli smo do zakljucka da veoma vazno svojstvo ima kolekcija svih
konveksnih ¢-podgrupa zadate mrezno uredene grupe G. U Teoremi 41, konstru-
isana je rasplinuta ¢-podgrupa od G, ¢iji se skup vrednosti preslikavanja sastoji
iz odgovaraju¢ih konveksnih ¢-podgrupa od G.

Neka je (G, -, 7!, e, <) mrezno uredena grupa, L kompletna mreza i (u, p)
rasplinuta uredena podgrupa od G. Kazemo da je (u, p) rasplinuta mrezno
uredena podgrupa od G, ili rasplinuta /-podgrupa od G ako za svaki
x € G vazi:

w(@) < p(zVe). (24)

Teorema 40 Neka je p rasplinuta podgrupa mrezno uredene grupe G. Tada,
(1, p) je rasplinuta (-podgrupa od G ako i samo ako za svaki p € L, nivo ju, je
{-podgrupa od G.

Dokaz. Neka je u : G — L rasplinuta podgrupa grupe G, i pretpostavimo
da (24) vazi. Na osnovu Teoreme 37 (str.78), znamo da je p uredeno pomoéu
p:G* = L, p(x,y) = w(z) Apu(y) Nk (x,y), i za svakip € L, (1, p,) je uredena
podgrupa od G. Dodatno, p, je restrikcija uredenja<iz G. Dalje, za svaki
p € Lisvakiz € G,

T € p, povlaci p(x) > p, pa sledi pomocu (24) p(z Ve) > p,

ekvivalentno z Ve € p,. Na osnovu Teoreme 19 (str.35), p, je £-podgrupa od
G.

Suprotno, neka je za svaki p € L, nivo p, {-podgrupa od G. Tada, za svaki
x € G vazi:

pa)=\/(pellzep)<\/peLlzveecp,) =muxVe),
i (24) vazi. m

Prema Teoremi 40 (prethodna teorema), svi nivoi rasplinute ¢-podgrupe od
G predstavljaju f-podgrupe grupe G. Ipak, u klasi¢cnom sluc¢aju, nije svaka pod-
grupa mrezno uredene grupe G f-podgrupa od G, osim u sluc¢aju da je grupa
linearno uredena (Teorema 19,str.35). Dakle, realno je razmatrati egzistenciju
rasplinutih /-podgrupa mrezno uredene grupe koja ne mora biti linearno ure-
dena. Nag odgovor na postavljeni problem egzistencije je potvrdan za rasplinute
konveksne /-podgrupe, $to je pokazano u narednom delu.

82



Primetimo da je par (u, p) rasplinuta konveksna ¢-podgrupa mrezno uredene
grupe G, ako i samo ako (na osnovu Leme 15str.56) svaki nivo p,, predstavlja
konveksnu ¢-podgrupu od G.

U daljem tekstu, za elemenat x grupe G, i kolekciju H podgrupa od G,
oznacicemo pomoéu (z)y najmanju podgrupu sadrzanu u H, koja sadrzi ele-
menat z. Posto je presek proizvoljne familije ¢-podgrupa ¢-podgrupa, i G je
{-podgrupa, najmanja podgrupa od H, koja sadrzi x uvek postoji i jednaka je
preseku svih /-podgrupa koje sadrze x.

Teorema 41 Neka je (G,-, ~',e,<) mrezno uredena grupa, i L mreza SubG
svih podgrupa od G, uredena dualno skupovnoj inkluziji. Dalje, neka se H C L
sastoji od svih konveksnih ¢-podgrupa od G. Tada, funkcija p : G — L, takva
da za svaki x € G, u(x) := (x) g, predstavlja rasplinutu ¢-podgrupu od G.

Dokaz. Najpre dokazujemo da je p zatvorena za binarnu operaciju - u G,
ekvivalentno da za sve z,y € G vazi:

(- y) = p() A p(y). (25)

Navedena nejednakost je, pomoéu definicije uredenja u L (koje je dualno skupovnoj
inkluziji) i pomo¢u definicije p, ekvivalenta sa:

(@-y)uw C(x)a Vswa Y)H,

koja, pomocu definicije operacije V u SubG, vazi ako i samo ako:

(- y)r C{@)g U Y)H)H.

Ovde takode koristimo ¢injenicu da kolekcija svih konveksnih /-podgrupa
mrezno uredene grupe formira kompletnu podmrezu mreze svih podgrupa od G
(Teorema 21,str.35).

Posto poslednja formula vazi jer predstavlja osobinu podgrupa, formula (25)
je dokazana. Dalje, pokazujemo da za svaki x € G,

p(zt) < p(e). (26)
Sli¢no kao u prethodnom, (26) je ekvivalentno sa:
(@) C(z7 ).

Posto je ocigledno (z)y = (z7 1) g, (26) vazi.

Dalje, vazi da je p(e) = {e}. Podgrupa {e} predstavlja najveéi elemenat u
mrezi nivo podgrupa, jer je uredenje dualno skupovnoj inkluziji.

Upravo smo pokazali da je u rasplinuta podgrupa od G. Ona je rasplinuto
uredena pomocu p : G2 — L, p(x,y) = p(z) Ap(y) Ak< (z,y). Da bismo dokazali
da je p rasplinuto f-uredena, pokazaéemo da je svaki nivo od p ¢-podgrupa od
G. Znamo da je svaki nivo od u uredena podgrupa od G. Da bismo pokazali da
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vaZzi viSe, pretpostavimo da p € L. Tada je p,, nivo od u, p je uredena podgrupa
od G, ekvivalentno p = K € SubG. Dakle vazi:

p,={z€G|ux)>pl={zeCG|(x)yg CK}=

\/{(z)n |2 € K i (s)g C K} € H.

Posto je H kompletna podmreza mreze L = SubG (Teorema 21), sledi da je Hop
{-podgrupa od G. =

Teorema 42 Neka je G uredena grupa i L kompletna mreza. Tada je G totalno
uredena ako i samo ako svaka rasplinuta podgrupa iz G predstavlja rasplinutu
{-podgrupu iz G u odnosu na uredenje p : G — L, p(z,y) = p(x)Ap(y) Nk (z,y).

Dokaz. Neka je G totalno uredena. Tada pomoc¢u Stava 39 (str.60), u je takode
linearno uredena. Njeni nivoi su podposeti od G, koji su linearno uredeni, znaci
mozemo zakljuciti da su oni podmreze od G. Znagci, i je rasplinuta ¢-podgrupa
od G.

Suprotno, pretpostavimo da je svaka rasplinuta podgrupa uredene grupe, G
rasplinuta ¢-podgrupa. Tada isto takode vazi za sve klasi¢ne podgrupe od G,
predstavljene pomoc¢u odgovarajucih karakteristi¢nih funkcija. Na osnovu Stava
19 (str.34), G je totalno uredena. m

Uslov pod kojim je rasplinuta uredena podgrupa uredene grupe (koja ne
mora biti linearno uredena) rasplinuti lanac dat je u narednom stavu. On pred-
stavlja oc¢iglednu posledicu Stava 40 (str.60).

Stav 60 Rasplinuta podgrupa (u, p) mrezno uredene grupe G je rasplinuti lanac
u odnosu na p ako i samo ako za svaki par neuporedivih elemenata z,y € G
vazi:

(@) A p(y) =0.

4.12 Rasplinuta podgrupa koli¢nicke grupe

Analogno pojmu rasplinute podgrupe uredene grupe G, u ovom odeljku ana-
liziramo neke rasplinute podgrupe koli¢nicke grupe G/A, gde je A konveksna
normalna podgrupa od G. Ukoliko uzmemo da je grupa G Dekartov proizvod
skupa realnih brojeva R X R, i rasplinutu podgrupu koli¢nicke grupe R x R/A
definisemo pomoc¢u zadate rasplinute podgrupe (1) grupe R x R, dobijamo ori-
ginalan rezultat izlozen u Stavu 62. Ovim stavom odredena je rasplinuta ure-
dena podgrupa koli¢nicke grupe R x R/A.
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U Primeru 15, u nastavku je definisana rasplinuta uredena podgrupa koli¢nic-
ke grupe R x R/A na drugaciji nacin, pomoéu date rasplinute relacije A,.
Pokazali smo da ovako definisana rasplinuta uredena podgrupa predstavlja speci-
jalan slucaj rasplinute uredene podgrupe odredene Stavom 62. Sustinski deo
opisanih rezultata izlozen je u radu [100].

Napomenimo da u ovom odeljku koristimo aditivnu notaciju, da bi ona bila
uskladena sa notacijom u Stavu 62, vezanim za skup realnih brojeva.

U Odeljku 2.3 smo videli da, ako je H konveksna normalna podgrupa uredene
grupe G, tada uredenje <py na G/H moze biti zadato na slede¢i nacin:

r+H<pgpy+H<&
(Ghe HYh+x < y.

Neka je G uredena grupa, H njena konveksna normalna podgrupa, G/H
koli¢nicka grupa i <guredenje na G/H, prethodno definisano. Neka je M ras-
plinuta podgrupa koli¢nicke grupe G/H. Uvedimo sada novu definiciju, ras-
plinute relacije pup na G/H .

Zasve (x+ H,y+ H) € G/H x G/H, rasplinuta relacija up na G/H defi-
nisana je pomocu:

pple+Hy+H) =M@+H)ANM(y+H) Nk<(x+H,y+ H) (27)

Naredni stav direktno sledi na osnovu Stava 57 (str.76), s tim §to je ovde za
domen rasplinutog skupa umesto grupe G uzeta koli¢nicka grupa G/H.

Stav 61 Funkcija pp definisana u (27) je rasplinuta relacija na M (M je ras-
plinuta podgrupa od G/H ), i ona je rasplinuti poredak saglasan sa binarnom
operacijom ”"+” u grupi G/H.

Razmotrimo sada slede¢i primer, u kome je G aditivna grupa R X R (R je
skup realnih brojeva). Ako je podskup P definisan pomoéu:

(x,y) e P& {xz>0iy >0},

onda je P pozitivan konus u odnosu na odgovarajuce uredenje u R x R. Uredenje
koje je zadato u ovom slucaju je uredenje po koordinatama.

Ako preuzmemo oznake za podgrupe grupe R X R iz Primera 9, mozemo
ista¢i da podgrupe H,; nisu konveksne u opstem slucaju. Podgrupe H, i
Hy, predstavljaju konveksne podgrupe. Posmatrajmo sada kolicnicku grupu
R x R/A, gde je A konveksna podgrupa. Na primer, mozemo uzeti da je A
zadata sa:

A={(0,y1) :y1 € R}.

Napisimo opsti oblik koseta koli¢nicke grupe R x R/A :
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(z,y) + A= (2,y) + {(0,y1) : y1 € R} =
{(z,y +v1) 191 € R}.

Primetimo da su dva koseta ista ukoliko njihovi predstavnici imaju iste
z-koordinate.

Nas cilj je da definisemo odredenu funkciju M iz koli¢nicke grupe R x R/A u
mrezu L, koja ¢e predstavljati rasplinutu podgrupu koliénicke grupe R x R/A.
Neka je rasplinuta podgrupa pu : R x R — L ve¢ zadata, tako da ¢emo M
definisati pomoc¢u nje. Bez ogranic¢enja op$tosti, mozemo uzeti da je podgrupa
A upravo ona koju smo prethodno definisali. Drugi slu¢aj kada je ta konveksna
podgrupa oblika {(x1,0) : z; € R} resava se analogno. Posto vrednost funkcije
M mora biti jednaka za dva razli¢ita predstavnika istog koseta, zaklju¢ujemo
da R((z,y) + A) ne sme zavisiti od koordinate y u paru (z,y). Definisimo M
na sledec¢i naéin:

M ((2,y) + A) = 1 (,0). (28)

Stav 62 Neka je proizvoljno zadata rasplinuta podgrupa p : R x R — L, i
neka je A konveksna podgrupa grupe R x R. Posmatrajmo kolicnicku podgrupu
R x R/A, i neka je na njoj definisana funkcija M pomoéu formule (28). Neka
je wg rasplinuta relacija definisana u (27). Sledi da je par (M, up) rasplinuta
uredena podgrupa koli¢nicke grupe R X R/A.

Dokaz. Bez ograni¢enja opstosti, uzmimo da je podgrupa A definisana sa:
A={0,y1):11 € R}.
Primetimo da je M ((0,y) + A) = 11 (0,0),
odnosno neutralni element se slika u 1.
1. Dokazimo najpre osobinu:

M ((z,y) + 4) = M (==, —y) + 4).

M ((z,y) + A) = p(2,0) = p(=2,0) = M ((—z,—y) + A).
2. Sledi dokaz druge osobine:

M((z,y)+ A+ (z,t) + A) =M ((z+z,y+1t)+ A) =
=pu(z+20) =L,
gde smo oznacili sa L levu stranu nejednakosti.
Analogno, ozna¢imo desnu stranu trazene nejednakosti sa D.

D =M ((z,y) + A)AM ((z,t) + A) =

1 (2,0) A 1 (2,0)
Pomoéu Leme 26. (str.78), vazi:

pl(z +2,0) = (2,0)) = p (2 + 2,0) A p(2,0) .
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Primenom prethodnog u D dobijamo:
D=p(z+20)Ap(z0)Apu(z0) =

w(z+2,0) A p(z,0).

Ocigledno vazi: L > D, i stav je za ovako definisanu podgrupu A dokazan.
Napomenimo samo da je uredenje u grupi R x R koje smo ovde koristili uredenje
po koordinatama.

Pomo¢u Stava 61 (str.85), up je rasplinuti poredak saglasan sa binarnom
operacijom koli¢nicke grupe R x R/A, pa sledi da je par (M, pp) rasplinuta
uredena podgrupa koli¢nicke grupe R x R/A.

Potpuno analogno bismo izveli dokaz ukoliko je podgrupa A realna prava,
odnosno:

A ={(z1,0) : 21 € R}.
U ovom slu¢aju bismo definisali M analogno prethodnom:
M ((z,y) +A) = :U'(va)'

Ovim je dokaz kompletiran. m

Napomenimo samo da je u prethodnom stavu rasplinuta podgrupa u za-
data proizvoljno, pa su upravo formulom (28) opisane sve moguée rasplinute
podgrupe grupe R X R/A.

Primer 15 Neka je data kolicnicka grupa R x R/A, gde je podgrupa A defi-
nisana sa:
A= {(anl) NS R}a

Neka je Hy, oznaka za podgrupu grupe R definisanu na sledeéi nacin:
Hy={nk:neZ}.

Neka je data rasplinuta podgrupa p : R X R — L, gde je mreza L realan
interval [0,1], tako da je rasplinuta podgrupa p ona za koju vaZi:

p* ={(nk,y):n€Z, ye€ R}, gde jek fiksiran realan broj.

Drugim re¢ima podgrupu p* ¢ini skup svih paralelnih pravih sa y-osom,
medu kojima je rastojanje k fiksirano (strukture nivoa p,, nije potrebno precizno
definisati, jer je primer tacan u proizvoljnom slucaju).

Iz definicije zakljuc¢ujemo da je:

p((z,y) — (21,0)) >0, za x — x1 € Hy.

Dakle, posmatrac¢emo samo one vrednosti x koje pripadaju zbiru:

rx=uz1+k, Kk € Hy. (29)
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(U ovom primeru zbog jednostavnosti uzimamo k = 1, a sli¢no je i u ostalim
slucajevima).

Posto gornje razlaganje nije jedinstveno, uzeéemo ono x1 koje je minimalno
po apsolutnoj vrednosti. Oznaci¢emo ga sa h,, f% < h; < %

Neophodno je u primeru uvesti pomoc¢nu relaciju A, : R? x R? — [0,1],
definisanu na sledeéi nacin:

1 za (z,y) € A

— :U‘(x70)_(x170))» Za—%<x1<%

Au ((2,9) 5 (71,0)) = A ((z,y), (21 — 1,0)), za%<x1 <1
Ap((zy), (21 +1,0), za —1<$1<_%'

Medu moguéim razlaganjima (29) elementa x, posmatracemo ono u kom
je vrednost x1 minimalna po apsolutnoj vrednosti (postoji tacno jedno takvo

razlaganje). Oznacimo xi iz tog razlaganja pomodu h,. Vidimo da vazi da je
-3 <hy < 3.

Posmatrajmo sada koli¢nicku grupu R x R/A, i definisimo na njoj funkciju
M na sledeci nacin:

M ((z,y) + A) = Ay ((2,9) 5 (ha, 0)) -

Dva koseta su ista ukoliko njihovi predstavnici imaju iste x-koordinate.
Dakle, funkcija M je dobro definisana, $to znaci da ne zavisi od izbora pred-

stavnika (z,y) u kosetu (z,y)+ A (njena vrednost zavisi samo od x-koordinate).
Vazi sledece:

Definisani rasplinuti podskup M : R x R/A — [0,1] predstavlja rasplinutu
podgrupu grupe R X R/A.
1. Dokazimo najpre osobinu: M ((z,y) + A) = M ((—z,—y) + A).
M ((z,y) + A) = Au ((2,0), (he, 0)) = p((z — ha, 0)) =
1 ((he —2,0)) = Au ((=2,0),(~hs,0)) = M ((—z,—y) + A4).
2. Sledi dokaz druge osobine:
znamo da je hyq, = hy + h,, —% < hg,h, < %
M ((z,y) + A+ (z,t) + A)= M ((z + z,y +1) + A) =
Au((2+2,0), (hos,0)) = p((z + 2,0) = (havt,0)) =
p(x+ 2= heyz,0) (30)

1.slucaj hy > 0,h, >0
Ukoliko je hy + h, < %, jednakost (30) postaje:

p(x—"hgy+2z—"h,,0)>p(x—hg,0)Au(z—h,,0)=
/\M ((ma O) ) (hwa 0)) /\AM ((Z’ 0) ) (hZ7 0)) =

M ((z,y) + A)AM ((z,t) + A).
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Izvedimo dokaz i u slucaju hy4, > %, pri ¢emu je hyy, =hy +h,
M((z+2zy+1)+4)= A (@ +2,0), (heyz = 1,0)) =
p(r+1+z—heys,0)>
w(x+1—"hg,0)Ap(z—h,,0)
Posmatrajmo sada samo prvi deo desne nejednakosti: p(x + 1 — hy,0).
ple+1=he,0)=p@—(he —1),0) =
p(=z+ (hy —1),0) =
Au ((=2,0), (=ha, 0)) = A ((2,0), (ha 0)) -
Ovim izvodenjem smo sveli desnu stranu nejednakosti na prethodni pod-
slucaj.
2.slucéaj h,<0,h,<0
Znamo da je: hyy, = hy +hy, 1 hypy, <O0.
w(@+2z—hyts,0)=p(—z— 2+ hyy,,0)=
w(—z—z—14+14hzy4,,0)>
(=4 hg, 0) Ap (=2 + h,,0)=
Au ((=2,0) 5 (=ha, 0)) AX ((=2,0), (=2, 0)) =
M((—z,—y) + A)AM ((—z,—t) + A) =

M ((z,y) + A) AM ((z,t) + A).

3.sluéaj h,>0,h,<0

Mozemo primetiti da je u ovom slucaju f% < hy +h, < %, pa se slucaj
jednostavno proverava, slicno kao prethodna dva.

Podsetimo se da je u Stavu 62, rasplinuta podgrupa koli¢nicke grupe Rx R/A
definisana pomocu:

M ((z,y) + A) = p(2,0).

Posto je p proizvoljna rasplinuta podgrupa grupe R x R, mozemo odabrati
specijalan slu¢aj rasplinute podgrupe p, za koji vazi:
1. p* = R (realna prava)

2. ako je n € Z, vazi da je p(z,0) = p(n,0) zan—1<az<n+1i

[u

Ukoliko bismo u ovom specijalnom slucaju uveli jo$ jedno ogranicenje, da je
kodomen rasplinute podgrupe p realan interval [0,1], upravo bismo definisali
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rasplinutu podgrupu koli¢nicke grupe R x R/A, identi¢nu rasplinutoj podgrupi
iz Primera 15.

Napomenimo jo§ da smo u Primeru 15. proizvoljno uzeli da je p* podgrupa
drugog tipa u opisu podgrupa grupe R x R (Primer 9 na strani 28). Isto tako,
mogli smo odabrati i da je u* podgrupa treceg tipa, odnosno:

ako je E proizvoljan podskup (konacan ili beskonacan) od R X R,

pw ={ki-ex+---+kn-e,:e1,..,en €E ki,...k, € Z}.
Primer bismo i u ovom slu¢aju konstruisali na slican naéin.

U ovoj tezi koristili smo uredenje po koordinatama u grupi R x R. Pomoc¢u
istog mozemo definisati uredenje medu kosetima koli¢nicke grupe R x R/H.

x4+ H<gy+H<&
(Ghe HYh+z<y.

Obratimo paznju da su oznake za dva razlicita uredenja razlicite: <pg je
oznaka za uredenje medu kosetima, a < je standardna oznaka za uredenje medu
elementima grupe.

Tlustracije radi, mozemo proveriti definiciju datog uredenja medu kosetima
u izlozenom radu. Zadata koli¢nicka grupa je R x R/A, gde je:

A={(0,11) :y1 € R}.
Napisimo opsti oblik koseta koli¢nicke grupe R x R/A :
(,y)+ A={(z,y+y1) 11 € R}.

Dalje posmatrajmo:
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4.13 Zakljucak

U ovoj tezi se razvija novi pristup rasplinutim uredenim grupama, koji
se razlikuje od prethodno izlozenih pristupa drugih autora. Mozemo ukratko
ponovo ista¢i osnovne razlike i neke sli¢nosti koje se mogu uociti ukoliko upore-
dimo druge radove sa nagim.

Bhakat i Das su uveli rasplinute uredene podgrupe koriste¢i rasplinuto ure-
denje u radu [14], pri ¢emu su za skup vrednosti slika uzeli jedini¢ni interval
[0, 1].

G.S.V. Satya Saibaba je definisao rasplinute mrezno uredene grupe, u radu
[82]. Rasplinute mrezno uredene grupe su uvedene kao preslikavanja iz mrezno
uredene grupe u kompletnu mrezu, koja zadovoljava beskona¢an A-distributivni
zakon.

U radu [82], u samoj definiciji L-rasplinute I-podgrupe od G nije nazna¢eno
uredenje u grupi G. Za razliku od ovog pristupa, mi smo rasplinutu uredenu
podgrupu grupe G upravo definisali kao uredeni par (u, p), u kome druga koor-
dinata p predstavlja relaciju rasplinutog poretka.

Osnovni nedostatak definicije L-rasplinute I-podgrupe iz [82], je §to se u njoj
zahteva da L-rasplinuta [-podgrupa bude rasplinuta podmreza.

U radu [5] ¢iji je autor M.Bakhshi, uveden je koncept rasplinutih konvek-
snih mrezno uredenih podgrupa.Takode su rasplinute konveksne mrezno uredene
podgrupe predstavljene pomocu rasplinutih podgrupa.

Ako bismo se u nagem budu¢em radu bavili prou¢avanjem normalnih ras-
plinutih podgrupa, pronasli bismo interesantnu primenu rezultata izlozenih u
ovoj tezi. Mozemo istacu primenu Leme 26, u sluc¢aju da je zadata totalno ure-
dena grupa G. Dakle, u slu¢aju da domen rasplinute podgrupe p predstavlja
totalno uredena grupa G (kodomen je mreza L), pomoéu Leme 26 dolazimo do
zakljucka da je rasplinuta podgrupa p normalna rasplinuta podgrupa.

Predmet nasih daljih istrazivanja takode predstavljaju rasplinute podgrupe
koli¢nicke grupe.

Rasplinutu podgrupu M koli¢nicke grupe G/H mozemo definisati pomoéu
prethodno zadate rasplinute podgrupe p grupe G (1 : G — L). Naravno, postoji
viSe nacina na koje mozemo definisati rasplinutu podgrupu M. Navedimo neku
od opisanih definicija.

1 akor € H
M(z+H) = /\ p(z —h) usuprotnom -
heH

Moze se pokazati da je funkcija M dobro definisana, odnosno da za dva
razli¢ita predstavnika istog koseta ima istu vrednost. Dalje, pomoc¢u defini-
cije rasplinute podgrupe i osobine infimuma u mrezi L, izvodi se dokaz da M
predstavlja rasplinutu podgrupu koli¢nicke grupe G/H.
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