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Glava 1

Uvod

1.1 Motivacija

Istrazivanje u ovoj doktorskoj disertaciji motivisano je potrebom za metodama koje ¢e
brzo konvergirati, bez prisustva matrice hesijana, sto je narocito aktuelno za sisteme
velikih dimenzija i za probleme optimizacije u prisustvu Suma, kada ne raspolazemo
ni tatnom vredno$éu funkcije cilja, ni tacnom vredno$éu gradijenta. Deo motivacije
za istrazivanjem ovde lezi i u postojanju problema kod kojih je funkcija cilja rezultat
simulacija.

Optimizacija predstavlja postupak nalazenja najboljeg resenja nekog problema u
odredenom smislu i pod odredenim uslovima.
Ona je vazan alat u teoriji odluc¢ivanja i analizi fizickih sistema.

Teorija optimizacije je veoma razvijena oblast. Ona ima Siroku primenu u nauci,
inzenjerstvu, poslovnom upravljanju, vojnoj i kosmickoj tehnologiji. Iako optimizacija
datira jos od prvih problema pronalazenja ekstremuma, postaje samostalna oblast
matematike tek od 1940. godine, kada je G.B. Dantzig predstavio dobro poznat sim-
pleks algoritam za linearno programiranje.

Nakon 1950. godine, kada su metod konjugovanih gradijenata i kvazi-Njutnov
metod predstavljeni, nelinearno programiranje se ubrzano razvija. Danas se razliciti
moderni metodi optimizacije mogu primeniti za reSavanje Sirokog spektra problema
optimizacije i predstavljaju neophodno sredstvo za reSavanje problema u razli¢itim
oblastima.

Najpre je potrebno definisati funkciju cilja, koja moze biti, na primer, tehnicki
rashod, dobit ili ¢isto¢a materijala, profit, vreme, potencijalna energija. Funkcija cilja
zavisi od izvesnih karakteristika sistema, koje se zovu promenljive ili nepoznate. Cilj je
naci vrednosti tih promenljivih, za koje funkcija cilja dostize svoju najbolju vrednost,
koju zovemo ekstremum ili optimum.

Moze se desiti da se pomenute promenljive biraju tako da zadovoljavaju izvesne
uslove, odnosno ogranicenja.

Proces identifikovanja funkcije cilja, promenljivih i ograni¢enja za dati problem zove
se modelovanje.
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Prvi i najvazniji korak u procesu optimizacije je konstrukcija odgovarajuéeg modela.
To moze biti problem sam po sebi. Ukoliko se formira previse uproséen model, on ne
moze biti veran odraz prakticnog problema. Na drugoj strani, ukoliko je konstruisan
previSe slozen model, reSavanje problema ¢e takode biti previse slozeno.

Nakon konstrukcije odgovarajuéeg modela, potrebno je primeniti odgovarajuéi al-
goritam za reSavanje problema. Pri tom, ne postoji univerzalni algoritam za resavanje
postavljenog problema.

U primenama, skup ulaznih parametara je ogranic¢en, to jest, ulazni parametri se
menjaju unutar dozvoljenog prostora ulaznih parametara D,; mozemo pisati

z € D,. (1.1.1)
Osim (1.1.1), mogu se nametnuti i uslovi oblika:

oi(x1, .. xn) = o, L=1,...,m1 <mn, (1.1.2)
wj(.’l,‘h...,])n)gwoj, j:l,...,mg. (113)

Zadatak optimizacije jeste naé¢i minimum (maksimum) funkcije cilja
f(z) = f(x1,...,zy), pod uslovima (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3).

Ako je funkcija cilja linearna i ako su funkcije ¢j(x1,...,2,), I = 1,...,my,
Yi(x1,...,@n), j =1,...,mg, linearne, tada se radi o problemu linearnog programira-
nja; ako je bar jedna od pomenutih funkcija nelinearna, radi se o problemu nelinearnog
programiranja.

Ovde ¢ée se izucavati problemi optimizacije koji ne sadrze ograni¢enja. Osim toga,
posmatrace se problemi sa nelinearnom funkcijom cilja, $to pripada oblasti nelinearnog
programiranja.

Opsti oblik problema optimizacije bez ogranicenja je

min f(2), (1.1.4)

gde je x € R™ ulazni parametar, f(x) funkcija cilja.

Algoritam za nalazenje minimuma moze se iskoristiti za nalazenje maksimuma;:

min f(x) = — max(—f(z)).
Vazi i obratno:

max f(z) = — min(—f(z)).

Ova doktorska disertacija ima za cilj sistematizaciju poznatih rezultata, kao i teori-
jsku i numericku analizu moguénosti uvodenja parametra u gradijentne metode. Izbor
parametra  vrsimo na  slucajan nacin iz intervala [w, 1), 78
0<p<l.

Takode, formiramo jedan novi hibridni metod konjugovanog gradijenta, kod koga
je parametar konjugovanog gradijenta (5 dobijen kao konveksna kombinacija poznatih
parametara ﬁ,fs i ﬁgD.

Struktura ove disertacije je kao sto sledi.
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Najpre je dat pregled oznaka, teorema i definicija, koriséenih u disertaciji. Zatim
je opisan osnovni problem nelinearne optimizacije bez ogranic¢enja i predstavljeno je
linijsko pretrazivanje, kao i opis razli¢itih linijskih pretrazivanja.

U Glavi 2 opisani su gradijentni metodi kako prvog, tako i drugog reda.

U Glavi 3 dati su originalni rezultati. U ovoj glavi predstavljena je modifikacija
metoda multiplikativnih parametara, datog u radu [113]. Modifikacija pomenutog
metoda multiplikativnih parametara se vrsi koriséenjem parametra koji se bira na
slu¢éajan nac¢in unutar intervala [p, 1), za 0 < p < 1.

Glava 4 sadrzi pregled osnovnih pojmova i rezultata vezanih za metod konjugovanih
gradijenata.

Glava 5 sadrzi originalne rezultate koji se odnose na metod konjugovanih gradi-
jenata. U ovoj glavi predstavljen je novi hibridni metod konjugovanih gradijenata,
dobijen kombinovanjem dva poznata metoda konjugovanih gradijenata.

U Glavi 6 dati su rezultati numerickih eksperimenata koji se odnose na metode iz
Glave 3 i Glave 5.
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1.2 Pregled oznaka, teorema i definicija

Uvodimo osnovne oznake koje su kori§¢ene u ovoj disertaciji.

Skup prirodnih brojeva oznacava se sa N, R oznacava skup realnih brojeva, R"
oznacava n-dimenzionalan prostor realnih brojeva a R™*"™ oznacava prostor realnih
matrica sa m vrsta i n kolona. Vektor x € R" predstavlja se kao x = (x1,22,...,2,)7

Ako je € R", 27 oznacava transponovani vektor vektora z.

Potprostor prostora R™, definisan vektorima vy, va, ..., Vg, oznacavaéemo
span{vi, va, ..., Uk}
Definicija 1.2.1. Preslikavange || - || : R™ — R zove se norma vektora ako i samo ako

zadovoljava sledeée osobine:
(i) [zl = 0, z € R™;
(i7) [lz] = 0 = 2 = 0;
(i2) [lez| = lcll|=]l, c € R, z € R™;
(iii) lz +yll < [lzl + llyll, =,y € R™

Definicija 1.2.2. l,-norma definise se kao

el = (Z |xi|p>

i=1

S =

Specijalni slucajevi l,-norme su:

12]loo = 1I£ia§Xn 2], (loo-normay,
n

=lx = Z |4, (l1-norma),
i=1

1

n 3
llz|l2 = (Z |xz|2> , (Iz-norma).
i=1

Definicija 1.2.3. Skalarni proizvod vektora a i b definise se kao
<a,b>=aTb=|a| - ||b| - cos<(a,b).

Definicija 1.2.4. Sve pravce koji zadovoljavaju
V f (k) di <0, (1.2.1)

zovemo opadajuci pravci za funkciju f u tacki xy.
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Definicija 1.2.5. Ako postoji konstanta ¢ > 0, takva da vazi

Vi (wr) de < —cllgell®, (1.2.2)

tada kaZemo da pravac traZenja dy, zadovoljava uslov dovoljnog pada.

Definicija 1.2.6. Niz vektora {x} C R™ konvergira ka x*, ako je

lim ||z, — 2| = 0.
k— o0

Definicija 1.2.7. Niz {z;} C R" zove se Kosijev niz, ako je

lim ||z, — @] =0,
m,l—o00

to jest, za dato € > 0, postoji ceo broj N, takav da vaZi ||z, —x;|| < € za svako m,l > N.

Definicija 1.2.8. Otvoren interval, u oznaci (a,b), definise se kao
(a,b) = {z|la < z < b}.

Definicija 1.2.9. Zatvoren interval ili segment, u oznaci [a,b], definise se kao [a,b] =
{z|la <z <b}.

Definicija 1.2.10. Neka iterativni niz {xy} konvergira ka * u nekoj normi.
Ako postoji pozitivna konstanta o > 1 i pozitivna konstanta 8 nezavisna od broja k,
tako da vazi .
Tgt1 — X
i N1 — 27|
koo ||xp — ¥

=5,

tada kaZemo da {xy} ima red konvergencije jednak c.
Specijalno:
1. kada je a =1 ¢ B € (0,1), kaZe se da niz {xy} konvergira linearno;
2. kadajea=115=0,ilil<a<2if >0, tada se kaze da niz
{z} konvergira superlinearno;
3. kada je o = 2, kaZe se da niz {xi} konvergira kvadratno.

Definicija 1.2.11. Matrica ¢ije su kolone jednake odgovarajucim vrstama matrice A,
naziva se transponovana matrica matrice A i oznacava se AT,

Definicija 1.2.12. Kvadratne matrica A naziva se simetricéna matrica ako je AT = A.
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Definicija 1.2.13. Simetri¢na matrica A redan je pozitivno definitna ako je 7 Az > 0
za svaki nenula vektor x.

Simetriéna matrica A reda n je pozitivno semidefinitna ako je 7 Ax > 0 za svaki
nenula vektor x.

Definicija 1.2.14. Simetriéna matrica A reda n je negativno definitna ako je x7 Ax <
0 za svaki nenula vektor x.

Simetricna matrica A reda n je negativno semidefinitna ako je x7 Ax < 0 za svaki
nenula vektor x.

Definicija 1.2.15. Preslikavange ||-|| : R™*™ — R zove se matri¢na norma ako i samo
ako zadovoljava sledece osobine:

) 1Al >0, 4R,

i) |A|| =0 A=0,

i11) ||aAl = |al||All, « € R, A € R™*",

) [A+ Bl < [|Al + B, A, B € R™"".

o~ o~ o~ o~

Specijalni slucajevi matriéne norme su:

Ax
Al = sup 122le.

e£0 |1z]lp
m

Al = 12%,2 |ai]-
=1
m

[Afloo = max Y |ag]-
1<i<m P

Definicija 1.2.16. Kwvadratna matrica A zove se reqularna ako je detA # 0. Ako je
detA = 0, kvadratna matrica A zove se singularna.

Definicija 1.2.17. Niz matrica {Ay} konvergira ka matrici A, ako je
| A — All = 0.

lim
k—o00

Definicija 1.2.18. Ako vazi Ax = Az, A € R"*" x #0, z € R, A € R, tada je x
sopstveni vektor matrice A koji odgovara sopstvenoj vrednosti \.

Definicija 1.2.19. Uslovni broj matrice A definise se kao x(A) = || Al|||A~Y.
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Definicija 1.2.20. Spektralni radijus matrice A, ¢ije su sopstvene vrednosti A;, i =

1,...,n, definise se kao
p(A) = max |\].

1<i<n

Specijalno, ako je matrica A € R™*™ simetriéna, sa sopstvenim vrednostima Ay, . . .

tada je
4l = max |

Ako je matrica A simetriéna, tada je uslovni broj matrice A

() = max; |\;|

min; [\;]

Definicija 1.2.21. Neka je G nxn simetriéna i pozitivno definitna matrica, di, da, . . .

R™ nenula vektori, m < n. Ako vaZi
d?Gdj =0, za svako i,j, i # j,

tada se vektori dy, do, ... dy zovu G -konjugovani vektori.

d'HL c

Definicija 1.2.22. Neka je X proizvoljan neprazan skup i d : X x X — R preslikavangje

takvo da za svako x,y,z € X vazi

(1) d(z,y) > 0;

(2) d(z,y) =0z =y;

(3) d(z,y) = d(y, x);

(4) d(z,y) < d(z, 2) +d(z,y)

Tada je d metrika, ili rastojanje na skupu X, a ureden par (X,d) jeste metricki

prostor.
Specijalni slucajevi metrickih prostora su:
(Z) (R,d)v gde je d(‘r,y) = |(£ - y‘a

(ii) (R?,d), gde je d(x,y) = ||z — yll2
(i5i) (R",d), gde jed(z,y) = |z — y|2-

Definicija 1.2.23. Neka je (X, d) metricki prostor i A C X. Dijametar skupa A, u

oznaci diam(A), definise se kao:

diam(A) = sup{d(P, P")|P, P’ € A}.
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Definicija 1.2.24. Skup D C R™ je kompakt ako je ogranicen i zatvoren skup.
Svaki niz {xr} C D ima konvergentan podniz ¢ija je granicéna vrednost element
skupa D.

Definicija 1.2.25. Neka je skup S C R™. Ako za ma koje x1,x5 € S vazi
az; + (1 —a)ze € S, za svako a € [0,1],

tada je S konveksan skup.

Definicija 1.2.26. Funkcija f : R™ — R je neprekidna u tacki T € R™ ako, za ma koje
dato € > 0, postoji 6 > 0 tako da ||x — Z|| < & implicira |f(x) — f(T)] <e.

Ako je f meprekidna u svakoj tacki otvorenog skupa D C R™, tada se kaZe da je f
neprekidna na skupu D.

Definicija 1.2.27. Funkcija f : R™ — R je neprekidno diferencijabilna u tacki x € R™
ako postoje parcijalni izvodi a—(x) i ako su neprekidni, zai=1,...,n.
x

Ako je f meprekidno diferenlcijabilna u svakoj tacki otvorenog skupa D C R™, tada
je f neprekidno diferencijabilna na skupu D, u oznaci f € C1(D).
Definicija 1.2.28. Gradijent funkcije f u tacki x definise se kao

T

Uobicajene oznake su: g(x) =V f(x), g = g(xk).

Definicija 1.2.29. Tacka x* je stacionarna tacka funkcije f ako je V f(z*) = 0.

Definicija 1.2.30. Funkcija f : R® — R je dva puta neprekidno diferencijabilna u
2
awiax]—

Ako je funkcija f dva puta neprekidno diferencijabilna u svakoj tacki otvorenog
skupa D C R"™, tada se kazZe da je f dva puta neprekidno diferencijabilna na D i
oznacéava se f € C?*(D).

tacki x € R™ ako postoje (x) i ako su meprekidni, i =1,...,n, j=1,...,n.

Definicija 1.2.31. Hesijan funkcije f u tacki x definise se kao n X n matrica sa
0% f
8$Z‘8Ij
G(z) = V?f(z), Gx = G(zp).

elementima [V2f(z)];j = (), 1 <i,5 <n. Uobicajene oznake su:
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Definicija 1.2.32. Funkcija f : R™ — R je glatka ako postoje parcijalni izvodi proizvoljnog
reda funkcije f i pri tom su neprekidni.

Definicija 1.2.33. Neka je skup S C R™ neprazan konveksan skup. Neka je f 1S C
R™ — R.
Ako za ma koje x1,x2 € S i svako a € [0, 1] vaZi

flazy + (1 — a)rz) < af(er) + (1 — ) f(22),

tada je f konveksna funkcija na skupu S.

Ako za ma koje x1,x2 € S, 11 # 22 i svako « € [0,1] vazi
flazy + (1 = a)zz) < af(rr) + (1 — a)f(x2),

tada je f striktno konveksna funkcija na skupu S.

Ako postoji konstanta ¢ > 0, takva da za ma koje x1, x9 € S,
1
flaz + (1= a)z2) < af(r) + (1= @) f(z2) = Sea(l = )l — 2%,

tada je f uniformno (ili jako) konveksna funkcija na S.

Funkcija f : S C R® — R naziva se konkavna (strikino konkavna, uniformno
konkavna) funkcija na S ako je —f konveksna (striktno konveksna, uniformno konvek-
sna) funkcija na S.

Definicija 1.2.34. Funkcija f : R™ — R je LipSic neprekidna funkcija ako postoji
konstanta L < oo takva da je

1f (@) = fW)I < Lllz =y, za svako x, y € R™.
Teorema 1.2.1. Niz {z;} C R" konvergira ako i samo ako je {xy} Kosijev niz.

Teorema 1.2.2. (LagranZova teorema o srednjoj vrednosti) Neka je funkcija f(x):
(1) neprekidna na segmentu |a,bl;
(2) ima izvod u intervalu (a,b).

Tada postoji € € (a,b), takva da vazi f'(§) =

Teorema 1.2.3. (Kogi-Svarcova nejednakost) Neka su x, y € R™. Tada vaZi
lzTy| < Jlzl2]ly]l2- (1.2.3)

U izrazu (1.2.3) jednakost vaZi ako i samo ako su x iy linearno zavisni.
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Teorema 1.2.4. Neka je funkcija f : R™ — R glatka na intervalu (zg —a,x9+a). Ako
je x € (xg — a,xg + a), tada vazi Tejlorova formula:

() = Z f(k) xo _ 50)* + Rn(a),

gde je
F (@o + 0(z — w0))

n!

R, (z) = (x —xzo)", 0< 0 <1

Ako je limy, o0 Ry (x) =0 za svako x € (xg — a,xo + @), tada je

1
. F® (o) k
flw) = lim. ; (=) (1.2.4)
Red (1.2.4) je Tejlorov red funkcije f(x) na intervalu (xo — a,xo + a).

Teorema 1.2.5. (Potreban uslov optimalnosti prvog reda) Neka je funkcija f(x) difer-
encijabilna u tacki x*. Ako je x* lokalni minimum, vaZi g(z*) = 0.

Teorema 1.2.6. (Potreban uslov optimalnosti drugog reda) Neka je funkcija f(x) dva
puta neprekidno diferencijabilna u tacki x*. Ako je x* lokalni minimum, tada je g(x*) =
0 i G(z*) pozitivno semidefinitna matrica.

Teorema 1.2.7. (Dovoljan uslov optimalnosti) Neka je funkcija f(x) dva puta neprekidno
diferencijabilna u tacki x*. Ako je g(x*) = 0 i G(z*) pozitivno definitna matrica, tada
je x* lokalni minimum. Ako je g(z*) = 0 i G(x*) negativno definitna matrica, tada je
x* lokalni maksimum.

Teorema 1.2.8. (Sherman, Morrison) [116] Neka je A € R™ "™ regularna matrica,
u,v € R™ proizvoljni vektori. Ako vazi

1+vTA Yu #£0,
onda je azuriranje ranga 1, A +uv™, matrice A regularna matrica i vazi
—1,,T g—1
(A+w™)y = A" = %. (1.2.5)
Pretpostavka P; (LipSicova pretpostavka): U nekoj okolini A" nivo skupa
L={xzeR": f(x) < f(xo)},
gradijent g(x) je Lipsic neprekidna funkcija.

Pretpostavka P, (Pretpostavka o ograni¢enosti): Nivo skup £ je ogranicen.
To znaci, postoji konstanta B < oo, takva da je

llz|| < B, za svako x € L.
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1.3 Linijsko pretrazivanje

Razmatramo problem nelinearne optimizacije bez ogranicenja

min{f(z) : z € R"}, (1.3.1)
gde je f : R™ — R neprekidno diferencijabilna funkcija, ograni¢ena sa donje strane.
Postoji veliki broj razli¢itih metoda za resavanje problema (1.3.1).

U metodama optimizacije zasnovanim na linijskom pretrazivanju, za dato xy, opsta
iterativna Sema je data izrazom:

Tpy1 =Xk + trdy, (132)

gde x4 predstavlja aproksimaciju tacnog reSenja u novoj iteraciji, dj je pravac pre-
trazivanja, a tj je duzina koraka u pravcu d.

Najpre razmatramo monotono linijsko trazenje.

Sledi opsta iterativna Ssema metoda monotonog linijskog trazenja.

Algoritam 1.3.1. Ulazni parametri: € > 0, g, k:= 0.
Korak 1. Ako je ||gi|| < e, STOP.
Korak 2. Naéi vektor dy, koji je pravac pada funkcije cilja.
Korak 3. Naéi velicinu koraka ty, tako da vazi f(xy + trpdg) < f(xk).
Korak 4. Postaviti xp11 = xp + trdg.

Korak 5. k:=k+ 1; i¢i na Korak 1.

Uvodimo oznaku:

B(t) = fla + td).

Resavamo 1i problem minimizacije funkcije, tada tragamo za veli¢inom koraka tj, u

pravcu dg, tako da vazi:
D(t) < ©(0).

Upravo taj postupak zovemo monotono linijsko trazenje.
Duzinu koraka t;, mozemo traziti tako da vazi:

f(l‘k + trdy) = Itn>1(I)1 f(l‘k + tdk), (1.3.3)
to jest
D(ty,) = min D(t), (1.3.4)

ili mozemo koristiti sledeéu formulu:

ty, = min{t|g(zy, + tdy)Tdy, =0, t > 0}. (1.3.5)
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U ovom slucaju radi se o ta¢nom ili optimalnom linijskom trazenju (exact line
search), pri ¢emu je parametar ¢, dobijen resavanjem jednodimenzionalnog optimiza-
cionog problema (1.3.4), optimalna veli¢ina koraka.

Umesto da koristimo relaciju (1.3.3) ili relaciju (1.3.5), mozemo se zadovoljiti tra-
ganjem za onim tj koje ¢e biti prihvatljivo ukoliko nam odgovara relacija:

f(zr) = flzp + tpdi) > 0 > 0.

Tada se radi o netacnom, ili pribliznom, ili prihvatljivom linijskom trazenju (inezact
line search). U prilog tome da se veoma mnogo koristi priblizno linijsko trazenje ide
Cinjenica da je cena ta¢nog linijskog trazenja visoka. Dalje, kada je iteracija daleko od
reSenja problema, tacno linijsko trazenje nije efikasno. Takode, u praksi, red konvergen-
cije mnogih metoda optimizacije, medu kojima su, na primer, Njutnov ili kvazi-Njutnov
metod, ne zavisi od ta¢nog linijskog trazenja. Zbog toga, sve dok se koristi prihvatljivo
pravilo za odredivanje duzine koraka, koje obezbeduje dovoljan pad funkcije cilja, tacno
linijsko trazenje se moze izbedi.

Dalje opisujemo jedno od netacnih linijskih trazenja, linijsko trazenje unazad (back-
tracking).

Algoritam 1.3.2. Ulazni parametri: xy, opadajuéi pravac di, 0 < § < %, B €(0,1).
Korak 1. t :=1.
Korak 2. Dok vaZi f(xy +tdy) > f(xk) + Stgldy, t :==tp.
Korak 3. Postaviti t, :=t.

Sledi Armizovo (Armijo) pravilo.

Teorema 1.3.1. [1/] Neka je f € C1(R") i neka je dy opadajuéi pravac. Tada postoji
nenegativan ceo broj myg, takav da vazi

[y + B™dy) < f(an) + 1™ gl dy, za neku konstantu ¢, € (0,1), pri cemu je
B e (0,1

Slede jos neka pravila za odredivanje duzine koraka pribliznim linijskim trazenjem,
pri ¢emu pretpostavljamo da je dj opadajuéi pravac.
Goldstajnovo (Goldstein) pravilo [65]

Bira se t tako da vazi:

(1) + Ot dy, (1.3.6)
(ox) + (1 — )tgT s, (1.3.7)

flzg +tdy) < f
flag +tdy) > f

. . 1
prlcemUJe0<(5<§.
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Volfova (Wolfe) pravila [120], [121]

Standardna Volfova pravila su

f(.’L‘k + trdy) — fzg) < 6tkg,{dk, (1.3.8)
gh1di > ogldy, (1.3.9)

gde je di opadajuéi pravac, a 0 < § < o < 1. Ova efikasna strategija sastoji se zapravo
u prihvatanju pozitivne duzine koraka tj, ako su zadovoljeni uslovi (1.3.8) i (1.3.9).
Jaki Volfovi uslovi sastoje se od (1.3.8) i sledece jace verzije uslova (1.3.9):

94 1dk] < —ogi. dy. (1.3.10)

U generalisanim Volfovim uslovima [34], apsolutna vrednost u (1.3.10) zamenjena
je parom nejednakosti
o198 di < giadi < —oagi di, (1.3.11)

pricemuje 0 <d <oy <1liog>0.
Specijalan slu¢aj o1 = 09 = o odgovara jakim Volfovim uslovima.
Aproksimativni Volfovi uslovi [73] su

ogldi < gliqdi < (26 — 1)gl dy, (1.3.12)

1
gdeje0<5<§i(5<a<1.

Prva nejednakost u (1.3.12) ista je kao u (1.3.9).

Druga nejednakost u (1.3.12) ekvivalentna je sa (1.3.8) kada je f kvadratna funkcija.
U opstem slucaju, kada se ®(t) = f(xy + tdy) zameni kvadratnim interpolantom g(-),
koji se poklapa sa ®(t) zat =01 ®'(t) zat =01t = ¢, (1.3.8) se redukuje na drugu
nejednakost u (1.3.12). Primetimo da aproksimativni Volfovi uslovi imaju isti oblik
kao generalisani Volfov uslov (1.3.11), ali sa specijalnim izborom vrednosti os.

Vazi sledeca lema.

Lema 1.3.1. [96] Neka je f € C(R™). Neka je di opadajuéi pravac u tacki xy, i
pretpostavimo da je funkcija f ogranicena sa donje strane duz pravea {xy + tdg|t > 0}.
Tada ako je 0 < § < o < 1, postoje intervali unutar kojih duzina koraka zadovoljava
Volfove uslove (1.3.8) i (1.3.9) i jake Volfove uslove (1.5.8)-(1.5.10).

Uvodenje nemonotonog linijskog trazenja motivisano je postojanjem problema kod
kojih pravac trazenja ne mora biti opadajuéi pravac. To se moze dogoditi, na primer,
kada izvod funkcije nije dostupan, recimo, to se moze desiti u stohastickoj optimizaciji.

Takode, neki efikasni kvazi-Njutnovi metodi, kao $to je SR1 azuriranje, ne proizvode
opadajudi pravac u svakoj iteraciji [96]. Dalje, poznato je da neki vrlo efikasni metodi,
poput spektralnog metoda, uopste ne poseduju monotonost.

Inace, numericki rezultati, dati u [28], [74], [105], [117], pokazuju da su nemonotone
tehnike bolje od monotonih kada se radi o nalazenju globalnih optimalnih vrednosti
funkcije cilja.

Algoritmi nemonotonog linijskog trazenja ne insistiraju na padu funkcije u svakom
koraku. Ipak, i ovi algoritmi zahtevaju umanjenje funkcije f nakon nekog unapred
odredenog broja iteracija.
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Prva tehnika nemonotonog linijskog trazenja predstavljena je u [67]. Naime, u [67]
traga se za velicinom koraka koja zadovoljava

trdy) < _;) +6trgid 1.3.13

[k + trdy) —ogg‘@%{(k)ﬂxk ) + Otgy d, ( )

pri ¢emu je m(0) = 0, 0 < m(k) < min{m(k —1)+1,M}, za k > 1, § € (0,1),

i pri ¢emu je M nenegativan ceo broj. Opisana strategija zapravo je generalizaci-

ja Armizovog pravila. U [67] autori pretpostavljaju da pravci trazenja zadovoljavaju
sledece uslove za neke pozitivne konstante by i ba:

g di, < —blgl?
dill < ballgll-

Sledeée nemonotono linijsko trazenje opisano je u [74].
Neka je data pocetna tacka xg, parametri 0 < Nmin < Mmaz < 1,
0<d<o<1<p,p>0.Nekaje Co= f(z0), Qo= 1.
Velicina koraka tj, treba da zadovoljava sledeée uslove:

flog + trdr) < Cr + Strgrds,
g(xp + trdy)dy, > ogrdy,

Bira se n; € [Nmin, Mmaz) 1 zatim izracunava Qg1 = npQr + 1,

_ mQrCr + f(Tr+1)
Qk+1

Nemonotona pravila koja sadrze niz nenegativnih parametara {e;} prvi put su
koriséena u [59], a uspesno su koriséena u mnogim drugim algoritmima, na primer, u
[19]. Sledeéa osobina parametara €y je pretpostavljena:

Cr+1

€r > 0, Zek=e<oo,
k

a odgovarajuce pravilo glasi

fxy + tedy) < f(xg) + citrdy g + ex.



Glava 2

Gradijentni metodi

2.1 Gradijentni metodi prvog reda

Metodi optimizacije bez ogranicenja, koji se baziraju na izvodima funkcije cilja, zovu se
gradijentni metodi. Razlikujemo dve klase ovih metoda. Jednoj klasi pripadaju metodi
koji koriste samo prvi izvod funkcije cilja i zovu se gradijentni metodi prvog reda.
Najpoznatiji medu gradijentnim metodima prvog reda jeste KosSijev metod najbrzeg
pada.

2.1.1 Kosijev metod najbrzeg pada

Metod najbrzeg pada je jedan od osnovnih metoda za resavanje problema minimizacije
bez ogranic¢enja. Posto koristi pravac negativnog gradijenta kao opadajuéi pravac, zove
se takode gradijentni metod.

Pretpostavimo da je funkcija f(x) neprekidno diferencijabilna u okolini zy, a gradi-
jent g # 0. Iz Tejlorovog razvoja dobijamo:

f@) = flan) + (x = 2) " gr + ol — ). (2.1.1)

Uvedimo oznaku x — x; = td;. Podsetimo da se pravac dj, takav da vazi dggk < 0,
zove opadajuéi pravac. Iz relacije (2.1.1) sledi da u tom slucaju vazi f(z) < f(z).
Ako fiksiramo ¢, mozemo zakljuciti da $to je manja vrednost izraza dr g (t.j., §to
je veda vrednost |d} gi|), brze opada vrednost funkcije.
Iz Kosi-Svarcove nejednakosti

| gi| < lldllllgx,

sledi da je vrednost di g, najmanja ako i samo ako je dp = —gx. Zbog toga je —gi
pravac najbrzeg pada.
Iterativna Ssema metoda najbrzeg pada je

Tht1 = Tk — thGk- (2.1.2)

18
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Sledi odgovarajuéi algoritam [116].

Algoritam 2.1.1. Ulazni parametri: € > 0, g, k:= 0.
Korak 1. Ako je ||grll < e, STOP, inace, neka je d = —gx.
Korak 2. Naéi duzinu koraka ty, nekim pravilom linijskog traZenja.
Korak 3. Izracunati i1 = v + tedg.

Korak 4. k:=k+ 1, iéi na Korak 1.

U Koraku 2. moze se koristiti tac¢no ili priblizno linijsko trazenje; zavisno od
toga, razlikujemo algoritam najbrzeg pada sa ta¢nim, odnosno pribliznim linijskim
trazenjem.

2.1.2 Konvergencija metoda najbrzeg pada

Metod najbrzeg pada je vazan u oblasti optimizacije sa teoretske tacke gledista.
Sada razmatramo red globalne i red lokalne konvergencije metoda najbrzeg pada.

Teorema 2.1.1. [116] Neka je f € CY(R"). Onda svaka tacka nagomilavanja itera-
tivnog niza {xy}, generisana algoritmom najbrieg pada sa taénim linijskim traZenjem,
jeste stacionarna tacka.

Ako se radi o metodu najbrzeg pada sa pribliznim linijskim trazenjem, globalna
konvergencija data je slede¢om teoremom.

Teorema 2.1.2. [116] Neka je f € C1(R™). Razmotrimo metod najbrieg pada sa pri-
bliznim linijskim traZenjem. Onda je svaka tacka nagomilavanja niza {xx} stacionarna
tacka.

Globalna konvergencija ne garantuje da je metod najbrzeg pada efikasan metod.
Za mnoge probleme, metod najbrzeg pada je veoma spor. Naime, ovaj metod obi¢no
se dobro ponasa u pocCetnim iteracijama, ali u blizini stacionarne tacke postaje veoma
spor zbog takozvanog cik-cak fenomena.

To se moze objasniti slede¢im ¢injenicama.
Iz ta¢nog linijskog trazenja, vazi
T
gk+1d/€ = Oa
to jest
T T
Gi+19k = djyqdi, = 0.

Ovim je dokazano da su gradijenti, izracunati u susednim iteracijama, ortogonalni
jedan na drugi, te su susedni pravci takode ortogonalni, Sto vodi ka pojavi pomenutog
fenomena.
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Uporedo sa priblizavanjem stacionarnoj tacki, vrednost ||gx|| postaje veoma mala.
1z sledeceg izraza
flay +td) = f(zy) + tgi d + o(|[td])),

jasno je da je vrednost izraza prvog reda tgld = —t| gx||* za d = —g). veoma mala, te
je, takode, pad funkcije f mali.
Dalje razmatramo red konvergencije metoda najbrzeg pada.

Teorema 2.1.3. [116] Razmotrimo problem optimizacije

: L r T
=—z Gr—-1» 2.1.3
Inin f(z) ¢ G z+c, ( )
gde je G € R™ ™ simetriéna i pozitivno definitna matrica. Neka su A1 i A, redom
najveda i nagmanja sopstvena vrednost matrice G. Neka je x* reSenje problema (2.1.3).
Onda niz {x}, generisan metodom najbrZeg pada, konvergira ka x*, konvergencija je
najmangje linearna, i vaze sledece nejednakosti:

f(xk-l-l) - f(x*) < (U - 1)2 ()‘1 - An)2

- , 92.1.4

Ry A RRCE S A Y WE (2:14)
lzgrr —2*|l¢c _v—1 A1 — A

< = 2.1.5

|z — 2zl ~—v+1 A+ ( )

lren =2 o oo 2 A (2.1.6)

2% — 2] vl VN AN

_ A
gde je v = 71 lzlle = lIGz]|.

Teorema 2.1.4. [116] Neka je f € C?*(D), pri éemu je D okolina minimuma z*
funkcije f(x) i neka postoje € >0 i M >m > 0, tako da vaZi, za ||x — x*|| < e,

mlly||? < yTG(z)y < M||y||?, za svako y € R™. (2.1.7)

Ako niz {xy}, generisan metodom najbrieg pada, konvergira ka x*, tada je konvergen-
cija nagmangje linearna.

Teorema 2.1.5. [116] Neka je f € C?(D), pri éemu je D okolina minimuma x*
funkcije f(x) i neka je g(a*) =0 i G(z*) pozitivno definitna funkcija. Neka niz {xy},
generisan metodom najbrieg pada, konvergira ka x*. Neka je

f(@r1) — f(a¥)

) — @)

Tada je By, < 1 za svako k @

lim sup B <
k—o0 M
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pri cemu M i m zadovoljavaju
0<m< A, <A <M,

a A @ A1 su redom najmanga i najveda sopstvena vrednost matrice G(x).

Primetimo da M i m iz Teoreme 2.1.5 zadovoljavaju i relaciju (2.1.7).

2.2 Gradijentni metodi drugog reda

Ovoj klasi metoda pripadaju oni metodi koji koriste i prvi i drugi izvod funkcije cilja,
ili neke njihove aproksimacije. Najpoznatiji medu ovim metodima je Njutnov metod.

2.2.1 Njutnov metod

Osnovna ideja Njutnovog metoda za optimizaciju bez ograni¢enja je iterativna pri-
mena kvadratne aproksimacije ¢(%) funkcije cilja f u tekucoj iteraciji z; i minimizacija
aproksimacije ¢(®).

Neka je f € C?(R"™), 2, € R", a hesijan G pozitivno definitna matrica.
Aproksimiramo funkeiju f u tacki z;, kvadratnom aproksimacijom ¢(¥):
1
flax+5) ~ q™(s) = flar) + g s + isTGkS,

gde je s = x — wy.
Minimiziranjem ¢*)(s) dobija se

Tpr1 = o — Gy gr, (2.2.1)
gde je sp = Tpy1 — Tk = —G,;lgk Njutnov pravac.

Jasno je da je Njutnov pravac opadajuéi pravac, ako je Gy pozitivno definitna
matrica, posto vazi:
g sk =—gxr Gy lgr < 0.

Sledi odgovarajuéi algoritam.

Algoritam 2.2.1. Ulazni parametri: € > 0, xg, k := 0.
Korak 1. Ako je || gkl < e, STOP.
Korak 2. Resiti Gpd = —gi po dj.
Korak 3. Postaviti xj11 = xp, + dy.

Korak 4. k:=k+ 1, i¢i na Korak 1.
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Za kvadratnu funkciju sa pozitivno definitnim hesijanom, minimum se moze dostiéi
samo jednom iteracijom Njutnovog metoda. U opstem sluc¢aju, vazi sledeca teorema.

Teorema 2.2.1. [116] Neka je f € C*(R") i x dovoljno blizu resenja x* problema
(1.8.1), gde je g(x*) = 0. Ako je hesijan G(x*) pozitivno definitna matrica, a G(x)
zadovoljava LipSicov uslov, to jest:

|Gij(x) — Giz(y)| < Bllz —yll,

tada je, za svako k, Njutnova iteracija (2.2.1) dobro definisana; generisani niz {xy}
konvergira ka x* sa kvadratnim redom konvergencije.

Primetimo da je Njutnov metod lokalan metod. Posto je linijsko trazenje glob-
alna strategija, mozemo koristiti Njutnov metod sa linijskim trazenjem da obezbedimo
globalnu konvergenciju. Sledi odgovarajué¢i algoritam.

Algoritam 2.2.2. Ulazni parametri: € > 0, g, k:= 0.
Korak 1. Ako je ||gk|| < e, STOP.
Korak 2. Resiti Gyd = —gi, po d i postaviti dy, = d.
Korak 3. Naéi ty koriséenjem nekog pravila linijskog traZenja.
Korak 4. Postaviti xi1 = xy, + tidy.
Korak 5. k:=k+1, i¢i na Korak 1.

Inace, primetimo da samo u slu¢aju kada niz veli¢ina koraka {tx} tezi 1, konver-
gencija Njutnovog metoda, datog Algoritmom 2.2.2, jeste kvadratna [116].

U Koraku 3. moze se koristiti ta¢no ili priblizno linijsko trazenje; zavisno od toga,
razlikujemo Njutnov metod sa ta¢nim, odnosno pribliznim linijskim trazenjem.

Sledi teorema koja tvrdi da je Algoritam 2.2.2, u kome se u Koraku 3. koristi tacno
linijsko trazenje, globalno konvergentan.

Teorema 2.2.2. [116] Neka je f € C?(D), gde je D C R™ otvoren i konveksan skup.
Pretpostavimo da za ma koje xg € D postoji konstanta m > 0, takva da f(x) zadovo-
ljava

ul' G(x)u > m|ul|?, za svako u € R", x € L(xo), (2.2.2)
gde je L(xg) = {z|f(x) < f(xg)} odgovarajudi nivo skup. Tada je niz {x}, generisan
Algoritmom 2.2.2 sa tacnim linijskim traZenjem, ili konacan, sa osobinom da je g, = 0
za poslednje k, ili beskonacan i konvergira ka jedinstvenom minimumu x* funkcije f.

Lema 2.2.1. [116] Neka je f : D C R™ — R neprekidno diferencijabilna funkcija i
neka g(x) zadovoljava pretpostavku Py. Ako je f(xy +tdy) ogranicena sa donje strane,
t > 0, onda za svako ti > 0 koje zadovoljava (1.3.8) i (1.3.9), vaZi

f(@r) — fxn + tedy) > 7llgkl|? cos® Z(dk, —g), (2.2.3)

gde je 1 > 0 neka konstanta, nezavisna od k.
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Teorema 2.2.3. [116] Neka je f € C*(D), gde je D C R™ otvoren i konveksan skup.
Pretpostavimo da za ma koje xg € R™ postoji m > 0 tako da f(x) zadovoljava (2.2.2) na
nivo skupu L(xo). Ako linijsko traZenje zadovoljava (2.2.3), tada za niz {xy}, generisan
Njutnovim algoritmom, vazi

lim ||gx[| =0,

k— o0

a {z} konvergira ka jedinstvenom minimumu funkcije f(x).

2.2.2 Kvazi-Njutnovi metodi

Za razlicite prakti¢ne probleme, izrac¢unavanje hesijana, koje je neophodno u Njut-
novom metodu, moze biti veoma skupo, ili se moze desiti da hesijan ne moze da se
izracuna. Zbog toga je formirana klasa metoda koji koriste samo vrednosti funkcije i
gradijenta funkcije, a bliski su Njutnovom metodu. Ovde se ne izra¢unava hesijan, ali
se generiSe niz aproksimacija hesijana, a pri tom se zadrzava brza konvergencija.

Umesto izrac¢unavanja hesijana Gy, kod ovih metoda konstruise se aproksimacija
hesijana, By. Pritom, cilj je da niz { By} poseduje pozitivnu definitnost, uz zadrzavanje
dobrih osobina Njutnovog metoda.

Najpre nalazimo uslove koje treba da zadovolji niz {By}.

Neka je f : R™ — R dva puta neprekidno diferencijabilna na otvorenom skupu
D C R™. Neka je kvadratna aproksimacija funkcije f u tacki zpy; data na slededi
nacin:

f@) = f(xr41) + gipr (@ — zp1) + %(fﬂ — 211) " Grpr (& — Tpg1).
Nalazenjem izvoda, dobijamo
9(x) = gry1 + Grg1(x — 2p41). (2.2.4)
Koriséenjem oznaka z = xy, Sy = Tp+1 — Tk, Yk = gr+1 — Jk, dobija se
Grt1Uk &~ Sk. (2.2.5)

U izrazu (2.2.5) vazi znak jednakosti, ukoliko je u pitanju kvadratna funkcija f, sa
hesijanom G, to jest,
sk = G Yy, ili yr, = Gsp. (2.2.6)

Sada ispitujemo moguénost da aproksimacije inverza hesijana, u oznaci Hy41, u kvazi-
Njutnovom metodu zadovoljavaju relaciju (2.2.6), odnosno, da vazi

Hy1yr = sk, (2:2.7)

koja je poznata kao kvazi-Njutnova jednacina, ili kvazi-Njutnov uslov. Njoj ekviva-
lentna jednacina
Bit1sk = yr, (2.2.8)

gde je Byy1 = Hk_+11’ poznata je kao jednacina secice.
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Potrebno je izracunati Hy; ili By primenom nekih pogodnih metoda, takvih da
vazi kvazi-Njutnova jednacina (2.2.7) ili (2.2.8).
Sledi opsti algoritam kvazi-Njutnovog metoda.

Algoritam 2.2.3. Ulazni parametri: € > 0, xg, k:= 0, Hp.
Korak 1. Ako je ||gr| <€, STOP.
Korak 2. Izracunati dy, = —Hpgy.

Korak 3. Naéi velicinu koraka ty, koriséenjem linijskog trazenja.
Postaviti
Tpy1 = Tk + trds.
Korak 4. Azurirati Hy w Hi1q tako da vazi kvazi-Njutnova jednacina (2.2.7).
Korak 5. k:=k+ 1; i¢i na Korak 1.
U Algoritmu 2.2.3 jedna od moguénosti je Hy = I, i u tom sluc¢aju prva iteracija je
upravo iteracija najbrzeg pada.
Druga varijanta Algoritma 2.2.3 umesto Koraka 2. i Koraka 4., koristi sledeée
korake:

Korak 2% Resiti Byd = —gy, po dy,
Korak 4*. AZurirati By u Byy1 tako da vaZi kvazi-Njutnova jednacina (2.2.8).

Razmotrimo sada neke od poznatih postupaka za azuriranje kvazi-Njutnove matrice.

2.2.3 DFP azuriranje

DFP azuriranje je najpre predloZeno u [48], a kasnije je razmatrano i u [55].

Neka je Hy € R™*™ simetri¢na i pozitivno definitna matrica.

Ovde se matrica Hy; formira tako $to se matrici Hy dodaju dve simetri¢ne matrice,
od kojih je svaka prvog ranga:

Hpy1 = Hp + auu® + bovT,

gde su u, v € R", a a, bsu skalari koje treba odrediti.
Iz kvazi-Njutnove jednacine (2.2.7) sledi

Hyyp, + avulyp, + bovTy, = sp. (2.2.9)
Pri tom, u i v nisu jedinstveno odredeni. Moguéi izbori su
u =Sk, v= Hpyg. [116]
1z (2.2.9) dobija se
1 1 1 1

uWTye sty oTye ylHpye
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Sada vazi
skst B Hyyryl He

Hypi = Hy +
STy vl Hiy

(2.2.10)

Formula (2.2.10) je prvo kvazi-Njutnovo azuriranje. Otuda potice naziv DFP azuriranje.
Teorema 2.2.4. DFP azuriranje (2.2.10) je pozitivno definitna matrica ako i samo
ako vazi s{yk > 0.

Pretpostavka 2.2.1. (a) f € C%(D), gde je D C R™ otvoren konveksan skup.

(b) Funkcija f ima lokalni minimum x* € D, pri éemu je G(z*) simetricna i
pozitivno definitna matrica.

(¢) Postoji okolina N(z*,€) tacke x* tako da vazi

1G(z) — G(z)| < L]z — |,
za svako x, T € N(x*,€), pri ¢emu je L Lipsicova konstanta.

Teorema 2.2.5. [116] Neka funkcija f zadovoljava Pretpostavku 2.2.1. Takode, neka
vazi ]
L[|V f(2*) Y| - max{||zy — 2|, [[opsr — 2"} < 3

u okolini tacke x*. Tada je DFP metod superlinearno konvergentan.

2.2.4 BFGS azuriranje

Analogno relaciji (2.2.10), moze se dobiti relacija

T B TB
e (2.2.11)
ylsy sj, Bisk

koja se zove BFGS azuriranje, a koja je data u [20], [56] [64], [109].
Formula (2.2.11) dobija se pomo¢u formule (1.2.5).
Moze se dobiti sledeéa formula

T T T
HPECS = (1 — 2k ) Hy (1 = yf’“) + k% (2.2.12)
Sk Yk Sk Yk Sk Yk

Ako u (2.2.12) izvrsimo zamene Hy <> By, sk < yk, dobijamo sledeéu formulu
vezanu za DFP azuriranje:

st Bys I s By, + Bysiyt
B;(Cﬁfp)ZBk-F(l-F k kk)ykyk_ykk k+ Brskys

T T
Yy Sk Yi. Sk Yk Sk

Trenutno BFGS azuriranje predstavlja najbolje od svih kvazi-Njutnovih azuriranja
[116]. Ovo azuriranje ima sve dobre osobine DFP azuriranja.
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Teorema 2.2.6. [116] Neka je f € C%*(R"™) i neka je matrica hesijana G Lipsic
neprekidna u tacki x*. Pretpostavimo da niz generisan BFGS algoritmom konvergira

ka minimumu x* i da vazi
o

Z lxx — ¥ < 0.

k=1

Tada {xy} konvergira ka x* superlinearno.

Numericki rezultati dobijeni za BFGS metod bolji su od onih koji su dobijeni za
DFP metod [116].

BFGS se takode dobro ponasa ako se kombinuje sa linijskim trazenjem ¢ak i manje
preciznosti [116].



Glava 3

Modifikacija metoda
multiplikativnih parametara

U [106] autori razmatraju sledeéi problem
min f(x), z € R", (3.0.1)

1
gde je f(z) = ixTQx—bTx, @ € R™*"™ simetri¢na pozitivno definitna matricaib € R™.

Odgovarajuca iterativna Sema je
Tpy1 = T — Ot gk, (3.0.2)

gde je 0 € (0,2).
U istom radu, dokazana je sledeca teorema.

Teorema 3.0.7. [106] Ako niz 0, ima tacku nagomilavanja 6 € (0,2), onda niz zy,
generisan pomocu (3.0.2), konvergira ka x*.

Autori rada [106] smatraju da je ovakav postupak dobar nacin da se ubrza Kosijev
metod.

U ovom radu koristimo sli¢nu ideju da modifikujemo i ubrzamo metod iz rada
[113]. Analiziramo osnovni problem optimizacije (1.1.4), pri ¢emu je f € C?(R") jako
konveksna funkcija, ograni¢ena sa donje strane.

Odgovarajuca iterativna Sema je data relacijom

Tpt1 = T + trdg, (3.0.3)

gde x4 predstavlja aproksimaciju tacnog reSenja u novoj iteraciji, dj je pravac pre-
trazivanja, a tj je duzina koraka u pravcu d.

Kljuéni problem ovde je nadi di, i ty. Potrebno je da pravac trazenja zadovoljava
uslov pada (1.2.1). Za izbor pravca trazenja postoje razne procedure. U Njutnovom

27
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metodu sa linijskim trazenjem, pravac trazenja dj dobija se resavanjem sistema Grd =
—gk. U metodu najbrzeg pada, pravac trazenja dj definisan je kao dy = —gy.

Ovde koristimo proceduru linijskog trazenja unazad da odredimo veli¢inu koraka,
u oznaci tg.

Podsetimo da je opsta iterativna Sema metoda linijskog trazenja data Algoritmom
1.3.1, a procedura linijskog trazenja unazad data je Algoritmom 1.3.2.

3.1 DMotivacija

Modifikovani Njutnovi metodi ne izra¢unavaju matricu hesijana. Oni generisu aproksi-
macije inverzne matrice matrice hesijana na neki jevtiniji nacin, uz zadrzavanje brze
konvergencije.

Opésta iterativna Sema modifikovanih Njutnovih metoda je

Tht1 = T — Lk Sk Gk, (3.1.1)

gde je Sy aproksimacija inverzne matrice matrice hesijana.
Ovde koristimo slede¢u skalarnu aproksimaciju inverzne matrice matrice hesijana

Sk =7 ', w € R\ {0}, (3.1.2)

koja je takode koris¢ena u [113].

Primenom aproksimacije (3.1.2), modifikovani Njutnov metod (3.1.1) se redukuje
na iterativnu Semu

Tht1 = Tk — tk’ylzlgk. (3.1.3)
Inace, ideja da se hesijan aproksimira skalarnom matricom potice iz [16]. U [16] je
predlozen algoritam, koji je nazvan BB algoritam. Iterativna sema koja je koris¢ena u
[16] je 41 = xk —S,;lgk, gde je Sy = vBBI. Pri tom je vPP vrednost koja minimizira
izraz
[1Sksk—1 — yk—1ll,

te je odgovarajuca iterativna Sema BB algoritma

T

_ 1 BB _ Sk—1¥k—1
Thk+1 =Tk — —ggk> " = 7T . -
Vi Sk—15k—1

Sa druge strane, u (k+ 1)—oj iteraciji iterativne seme (3.1.3), primenom Tejlorovog
razvoja dobija se

f(rer) = flzn) — togh v Lo + %ti(ﬁlgk)TG(f)’Yk_lgk, (3.1.4)

pri ¢emu je & € [xg, xi+1] dato relacijom

E=ap +a(xpi1 — xp) = T — atk’ylzlgk, 0<a<l. (3.1.5)
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Ako su zy, 1 241 dovoljno blizu, moze se uzeti a = 1, te se tako dobija aproksimacija
§ = T, (3.1.6)

pa je
G(&) = vi1 1. (3.1.7)
Dakle, polazeéi od vy = 1, koriséenjem Tejlorovog razvoja funkcije f u okolini tacke
ZTk+1, vrsi se aproksimacija hesijana G}, dijagonalnom matricom By = 71, te se dobija

[f(pg1) — flar)] + trllgll®
A A '

Yer1 = 2y L (3.1.9)

Posto je funkcija f konveksna, hesijan funkcije f je pozitivan, te mora vaziti
Y > 0, (3.1.10)

za svako k. Ukoliko relacija (3.1.10) nije zadovoljena, definise se

e =1. (3.1.11)

Motivacija za izbor parametra 7 kao u (3.1.11) lezi u sledeem: kada Gy nije
pozitivno definitna matrica, koristi se pravac negativnog gradijenta —gy, uz koriséenje
tr = 1.

Koristimo vrednost parametra 6y koji je izabran na slu¢ajan nacin iz intervala [u, 1),
za neko p > 0. Ovaj parametar treba da bude parametar ubrzanja.

Pokazactemo da uvodenje parametra 6 ne smanjuje red konvergencije, a numericki
rezultati, dati u Glavi 6, pokazuju da uvodenje takvog parametra moze biti korisno.

3.2 Modifikacija koriS¢enjem slucajno izabranog
parametra

Polazimo od iterativne Seme
-1
Tyl = T — thka Jk-

Dalje koristimo aproksimaciju hesijana Gy matricom By = ~;I, pri ¢emu je 7 dato
relacijama (3.1.8)-(3.1.9).
Dakle, vazi
T+l = Tk — thk’ylzlgk, (321)

gde je 0y € [, 1) slucajno izabrani parametar, k € N, x5 € R™.

Tako dobijamo tzv. relaksirani kvazi-Njutnov metod, u oznaci RGDQN, koji je
izvesna relaksacija metoda GDQN datog u radu [113].

Sledi odgovarajuéi algoritam.
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Algoritam 3.2.1. Ulazni parametri:
€>0,20, k:=0,00=1, c; € (0,1), u>0.

Korak 1. Ako je || gkl < e, STOP.
Korak 2. Odrediti v, na osnovu (3.1.8)-(3.1.9) i definisati dj, = —v;, " gi.

Korak 3. Odrediti ty, na osnovu Algoritma linijskog pretraZivanja unazad,
tako da vazi

f(@p + trdy) < f(og) + ertrgd d.
Korak 4. Izabrati 0y € [u,1)
i definisati vy = xp + Optrdy.

Korak 5. Postaviti k =k + 1 © iéi na Korak 1.

U [108] je dokazano da, ukoliko vazi f € C%(R") i ukoliko je funkcija f uniformno
konveksna na R™, tada vazi:

funkcija f(x) ima jedinstven minimum u tacki z*, i postoje realni brojevi m, M,
takvi da vazi 0 < m < M i takvi da vaze sledeée nejednakosti:

mllyl? < y"V2f(x)y < M|, 7a svako z,y € R™; (3.2.2)
%m”x —2*|? < f(z) — f(z*) < %MHZ‘ —2*||?, za svako x € R™; (3.2.3)
mlz =yl < (g9(z) = 9(y))" (x —y) < M|z —y||?, za svako z,y € R".  (3.2.4)
Uzimanjem y = 2* u nejednakosti (3.2.4), zatim primenom Teoreme o srednjoj

vrednosti i Kosi-Svarcove nejednakosti, dobijamo
mllz —z"|| < [lg(z)]| < Mz — 2", (3.2.5)

za svako x € R™.

Teorema 3.2.1. Neka je f € C%(R™) uniformno konveksna funkcija. Niz {x}}, gener-
isan Algoritmom 3.2.1, konvergira ka jedinstvenom minimumu funkcije f u tacki x*.

Dokaz. Za proizvoljno x posmatramo funkciju h(t) = f(zr — t’yk_lgk).

Kako je f konveksna funkcija na R™, tada je h(t) konveksna funkcija na R za ¢ > 0.
Takode je h(t) ograni¢ena funkcija sa donje strane, na osnovu ogranicenosti funkcije f.
Posmatrajmo linearnu funkciju

U(t) = flzx) — crtyy ' g7 k-
Ocigledno je

tlggol(t) -
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jer jecp > 0.

Znamo da je [(0) = h(0) = f(xg).

Takode znamo da je h(t) = f(zx — tdy) = f(x) — to(y) gk, gde je dy = 1 gn,
y = xp — Ttdy, T € (0,1). Za dovoljno malo 7 vazi g(y)Tgr > 0, te postoji f tako da za
t € (0,1) vazi h(t) < I(t), jer je c1 < 1. Sa druge strane, [(¢) je neogranicena, a h(t) je
ogranic¢ena funkcija, pa postoji t* u kojoj funkcija h seCe pravu [, to jest, vazi

h(t*) = f(op — t°dy) = f(a) — crt™di ge, i
h(t) <I(t), t €[0,t"],
h(t) > (L), t > t*.

Konveksnost funkcije f obezbeduje da je tacka t* jedina tacka sa osobinama koje smo
naveli, odnosno,

e =ty ge) > flzk) —atyy ‘ot g, zat > ", i (3.2.6)
flaw =ty "gr) < flaw) — aitry gk gr, zat € (0,t7). (3.2.7)
Na osnovu (3.2.7) zakljué¢ujemo da za svako k € N postoji jj tako da za t, = B vazi

f(xp + tedy) < f(x1) + crtugl dy, i (3.2.8)
flag+ B i) > fan) + e gfl di. (3.2.9)

Pokazaé¢emo da postoji t, > 0 tako da je t;, = 8%~ > ¢, > 0. Pretpostavimo suprotno,
da postoji podniz {tx}rek, tako da je

klér}r{lo tr, = 0.

Tada je '

klg(lo gt =0,
odnosno

klérlr(lo (jr — 1) = oo.
Sada vazi Flae + BR=tdy) — f(ak)
Jim. T > cigp, di,

to jest,

gl di > c1gi dy. (3.2.10)

Medutim, 0 < ¢; < 1, ggdk < 0, odakle sledi da je (3.2.10) ispunjeno samo ako je
g;{dk =0.
Sa druge strane, kako je

gibdi = —v; gt g = = Hlaxl?,

zaklju¢ujemo da je ||gx|| = 0.
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Dakle, vazi ty, > t.. Kako je 0y € [u, 1], onda je 0 < t.pu < Opty < t*, te vazi

fl@r = Oxtiyy “an) < flaw) — c1bktivy g3 ns

odnosno
f(@ri1) < flag). (3.2.11)

Iz nejednakosti (3.2.11) i toga §to je f ograni¢ena sa donje strane na skupu L(zg),
zaklju¢ujemo da je

i (f(@rr1) = fa)) = 0. (3.2.12)

Funkcija f(x) je uniformno konveksna, te je nivo skup L£(xg) zatvoren i ogranicen.
Niz {xr} C L(x) je ogranicen, pa niz {z;} ima konvergentan podniz. Neka je K C N
tako da je

lim z, = 7.

Kako je 0 € [u,1) C [u,1] za k € K, onda i niz {0 }rex ima konvergentan podniz,
oznacimo ga sa {0 trek, -
Dakle, za k € K, vazi
lim =, =, lim 6, = 6.
kEK, ke,

Takode vazi
flzrs1) < flzr) — cltkavglgggk, ke K. (3.2.13)

Sumiranjem nejednakosti (3.2.13) za k € K; dobijamo

k

flarir) < flwo) — e Y tib; " g) i (3.2.14)
=1

Ogranicenost f sa donje strane sada implicira da je
k
> b gl gi < o0,
i=1
za proizvoljno k € K, te vazi

. 1.7, _
klérlr{ll tk0ry, 9k gk = 0.

Takode vazi
0= lim 560 y_lg gk = é lim ¢ y_lg g
kéKl KOk Tk Ik Ik kéKl Kk Ik Ik

> Ot lim ~; gl
= H kéKl Ve 9k Gk
i ’yk_lgkj gr. > 0, pa zaklju¢ujemo da je
1. _1 —_ O. 3.2.15
kéIKnl Vi 9k 9k ( )

Niz {v&}kek, je definisan sa (3.1.8)-(3.1.9).
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Dalje, imamo u vidu formule

Yo = ]-a
Y (f (2rg1) — flan)) + tellgell®
A A

Vrt+1 = 2V

Znamo da vazi
-1
Tht1 = Tk — tOuVe G-

Dalje je
Farrr) = fan) — by llgnl® + %ti%%—zgrvzf(f)gk, € € [k, 2],
MnozZenjem sa vy, izraza f(zps1) — f(xg), dobijamo
W f(@ri1) = flar)) = —tebillgel* + %tieiﬁlngVZf(ﬁ)gk~

Sada vazi

Ve (f @) — Flaw) + tellgell® _ 2961 — Ou)tullgell® | t70%gr V2F(E)gr
t2llgx |2 AAR AR

29

Kako je f jako (uniformno) konveksna, vazi (3.2.2), odakle dobijamo
mllgl® < gi V2 f(€)gr < M|gk||.
Posmatrajmo relaciju

200 = 0w | tRORgE V2 (E)gn
tk 2 llgxl?

Ve+1 =

Posto je 0, € [u,1], vazi 1 — 0, > 0. Takode, pokazali smo da vazi t > t. > 0.
Zakljucujemo da, ako je vy, > 0, vazi

t20295 V> £ (E)gn

Vkt+1 >
tillgwI?

9

odnosno,
Yig1 > mbz > mu’. (3.2.16)

Kako je 79 > 0, (3.2.16) vazi za sve vrednosti k.
Koristimo relaciju (3.2.16), pa vazi:

1
0= lim v, ‘gl gr < — i 2
lcg}% T Gk Ik = mpu2 kérlr(l1 lgell™

§to implicira
lim 2=0
kéKl Hgk H )
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odnosno,
9(z) = 0.
Znamo da je
lim zp =T,
kEK,

te sledi da je

Jim f(z) = /(@)

No, niz {f(zx)} zadovoljava (3.2.12), pa kako ima konvergentan podniz, zaklju¢ujemo
da je ceo niz konvergentan, odnosno vazi

lim f(xr) = f(%).

k—o0
Kako je funkcija f konveksna, to je z* jedinstveni minimum, pa ¢g(z) = 0 implicira
T =uzx".
Pored toga, kako je
lim f(zx) = f(z7),

k—o0

primenom relacije (3.2.3), dobijamo

lim zp = z*,
k—o00

¢ime je teorema dokazana. [

U daljem tekstu uvodimo pretpostavku da gradijent funkcije f zadovoljava LipSicov
uslov.

Lema 3.2.1. Neka je f € C*(R™) uniformno konveksna funkcija, i neka p zadovoljava

uslove o1
1 _
e (1) Gt D (3.2.17)
2 t.
Za niz {xr}, generisan Algoritmom 8.2.1, pri cemu je ¢q < %, vazi
Far) = f(xren) > nllgell?, (3.2.18)
gde je
1 —
7 = min a jap=c)B L (3.2.19)
M L
2(1+
1-c

a L je LipSicova konstanta.
Dokaz. Uoc¢imo skupove Ty = {k|tx = 1}, To = {k|tx < 1} iz Algoritma 3.2.1.
Koristeéi proceduru linijskog trazenja dobijamo da vazi:
f(@g) = f(zrs1) > —c10kgi di, k € T1, (3.2.20)
far) = f(xrg) = —erbtrgf dy, k € To. (3.2.21)
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t
Kako je t; < 1, onda za t}, = Ek, k € Ty, vazi
tr tk 1
f(l‘k) —flog+ Hkgdk < —Clekggk dp. (3.2.22)

Sada, primenom Teoreme o srednjoj vrednosti na levoj strani nejednakosti (3.2.22),
postoji & € (0,1), tako da vazi

tr tr T tr
—— kg (xk + €9kdk) dy < —c10k— gi dy,
5 5 g
to jest
tr T
g (xk + &0 ﬁdk) dy, > clg,{dk. (3.2.23)
Sada, oduzimanjem izraza g} dy od leve i desne strane nejednakosti (3.2.23), dobijamo
t
—(1—e1)gi di < glag + ekfﬁkdk)Tdk — gi. dy (3.2.24)
t t
= (glok + €0k d) = 91)" dic < LEOk 5 di (3.2.25)
t
Sngw% (3.2.26)

jer je &0y < 1.

1
Pretpostavili smo da vazi p > -, ¢; < =.

2 2
Kako je di, = f’yk_lgk, to je
(1= )7 el < L% 2l
Dalje je
te > % (1-c) (3.2.27)
> m‘fﬂ (1-c1), k€T (3.2.28)

Dokazaéemo sada da pod uslovom (3.2.17), vazi yp4+1 < 1+

1—c¢
Dakle, vazi
21— 0)ve | o tigh V2 (k)9
= +6 ,
T t C gl
i takode,
2(1 -6
i1 < % +62M
2(1-6 2(1 — 6y_
< 21 —6) ( Qb)) +9,%_1M) +02M
tk tk—1

= ak(ak—1Yk—1 + br—1) + b,
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2(1 — )
tx
Dakle, sada vazi

pri ¢emu je ap = , by = 02M.

Yer1 < ag(ag—17k—1 +bg—1) + by
< ag(ap—1(ar—2Vr—2 + br—2) +br_1) + b
= ARak—10k—2Vk—2 + Akak—1bg—2 + arbr—1 + bg.
Vazi
Y 2(1; ) 2(1t: )
b = 03 M < M,

<1,

k k k
V41 S70Haj+b0Haj‘|‘b1Hij+-~-—|—bk.
j=0 j=1 j=2

k k+1
2(1 —
Haj§< ( u)) ,
, t.

j=0

2(1 —
C:(ti'u’)<1

Takode vazi

a na osnovu (3.2.17)

Sada imamo
Vi1 < T 4+ bock + b b b e + by

Kako vazi da je by < M za k=0,1,..., to je

Yes1 <Y+ M(F +F e+ 1)

1 — ckt1
= ’}/OCk_‘—l —|— Mic .
1-c¢
Dakle,
M
Yes1 <1+ ——. (3.2.29)
1-c
Sada koristimo (3.2.27) i ¢injenicu da je 0, > u, te dobijamo
f(@r) = F(@rr1) > eabrtry lgnll? (3.2.30)
> cip (1 —c) %HngQ, ke Ts. (3.2.31)
Sa druge strane, za k € Ty vazi
Flar) = forer) = —erbrg di = 10y llgnl® (3.2.32)

C1

> pery el > ——— 7 loell®, (3.2.33)
) (1 + )
1—c¢c
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s 1 M
postOJeu>§,7k§1+1—_c.

Sada iz relacija (3.2.31) i (3.2.32), zakljuujemo da vazi (3.2.18), pri ¢emu vazi
(3.2.19).0

Teorema 3.2.2. Neka je f € C?(R"™) uniformno konveksna funkcija, neka je ¢; <
1
—, i neka vazi (3.2.17). Tada niz {xy}, generisan Algoritmom 3.2.1, konvergira ka

jedinstvenom minimumu x* funkcije f najmanje linearno.

Dokaz. Pocev od nejednakosti (3.2.18), nakon primene (3.2.5) i (3.2.3), dobijamo

F@x) = flarn) 2 nllg(an)|? 2 nmlley - 2?2 205 (flaw) - F(2))-

Ostaje da dokazemo da vazi

m2

2n— < 1.
T
Neka i . C1
eka =
je najpre n ( i )
2(1+
1—c¢
Tada vazi
m?2 2¢1m? c1m? m
M M M ’
M 2M (1 + —— M1+ 1+
1-— 1—c 1—c¢
M
poétojel+17>1+M>m.
—c
1—
Neka je sada n = M
Dakle, ispitujemo da li vazi
m?  2c1(1—c1)Bu m?
2n—=——"—. — < 1.
"M L S

Vazi % <1, aiz (3.2.4) vazi % <1
Dalje vazi
2¢1(1 —c1)Bp < 1,
¢ime je dokaz zavrsen. [

Izvesna modifikacija koriséenjem slucajno izabranog parametra razmatrana je takode
u radu [51].



Glava 4

Metod konjugovanih
gradijenata

4.1 Generalna forma metoda konjugovanih
gradijenata

Za potrebe ove sekcije podsetimo se Volfovih uslova.

Standardna Volfova pravila su

fxy + tedy) — f(x1) < Otrgl di, (4.1.1)
gg+1dk > ogy dy, (4.1.2)

gde je di opadajuéi pravac, a 0 < § < o < 1. Ova efikasna strategija sastoji se zapravo
u prihvatanju pozitivne duzine koraka tj, ako su zadovoljeni uslovi (4.1.1) i (4.1.2).
Jaki Volfovi uslovi sastoje se od (4.1.1) i sledeée jace verzije uslova (4.1.2):

|9y 1] < —ogi dy. (4.1.3)

U generalisanim Volfovim uslovima [34], apsolutna vrednost u (4.1.3) zamenjena je
parom nejednakosti
o194 di < Giy1di < —0ag di, (4.1.4)

pricemuje0<d<o; <liog>0.

Specijalan slucaj o1 = 09 = ¢ odgovara jakim Volfovim uslovima.

Jedan od najjednostavnijih i verovatno najelegantnijih metoda za reSavanje prob-
lema (1.3.1) jeste metod konjugovanih gradijenata.

Ovaj metod deformise pravac najbrzeg pada dodajuéi ovom pravcu pozitivan umnozak
pravca koriséenog u poslednjem koraku.

Metod konjugovanih gradijenata prevazilazi problem spore konvergencije koji je
karakteristika metoda najbrzeg pada. Bitne osobine ovog metoda su mali zahtevi za

38
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memorijom i lokalna i globalna konvergencija. On zahteva samo izvode prvog reda,
te nema potrebe za izraCunavanjem i skladiStenjem izvoda drugog reda Sto karakterise
Njutnov metod. Upravo zbog toga $to ne zahteva ni hesijan niti aproksimaciju hesijana,
danas se ovaj metod koristi za reSavanje razli¢itih mnogobrojnih problema optimizacije.

Za reSavanje problema (1.3.1), pocev od inicijalne tacke z¢p € R™, metod konjugov-
anih gradijenata generiSe niz {xy} kao

Tpy1 = T + trdy, (4.1.5)

gde je t;, > 0 velicina koraka, dobijena linijskim trazenjem, a pravci dj generisani su
kao
do = =90, 1 = —Gkt1 + Brdy. (4.1.6)

U izrazu (4.1.6), By je parametar konjugovanog gradijenta.

Zakljucak sledece teoreme, poznat kao Zoutendijkov uslov, ¢esto se koristi, izmedu
ostalog, da se dokaze globalna konvergencija nelinearnih metoda konjugovanih gradije-
nata; dali su je Zoutendijk [128] i Wolfe [120], [121].

Teorema 4.1.1. Razmotrimo ma koji iterativni metod oblika (4.1.5), pri cemu d
zadovoljava uslov pada (1.2.1), a ty zadovoljava standardne Volfove uslove (4.1.1) i
(4.1.2). Ako vaZi pretpostavka P1, tada

e T 2
zﬁ%ﬁl<+m. (4.1.7)
2 el

Jedna od glavnih osobina metoda konjugovanih gradijenata jeste ta Sto su njegovi
pravci konjugovani. Zbog toga, najpre razmatramo konjugovane pravce i metode kon-
jugovanih pravaca.

4.1.1 Metodi konjugovanih pravaca

Ocigledno, ako su vektori dy, do, ... d,, G-konjugovani vektori, oni su linearno nezav-
isni. Ako je G = I, tada je konjugovanost vektora ekvivalentna ortogonalnosti vektora.
Sledi algoritam opsteg metoda konjugovanih pravaca.

Algoritam 4.1.1. Ulazni parametri: € > 0, g, k := 0, do, go, d& go < 0.
Korak 1. Ako je ||gk|| <€, STOP.

Korak 2. Izracunati t;, nekim metodom linijskog traZenja.
Postaviti v41 = xp, + trdy.

Korak 3. Izracunati diy1, tako da vazi

di,1Gd; =0, j=0,1,...,k

Korak 4. Postaviti k .=k + 1, iéi na Korak 1.
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Metod konjugovanih pravaca je vazna klasa metoda optimizacije.

Sledec¢a teorema pokazuje da, ukoliko se radi o tatnom linijskom trazenju, metodi
konjugovanih pravaca imaju osobinu kvadratnog zavrsetka, Sto znac¢i da metod nalazi
reSenje u najvise n koraka, ako se primeni na kvadratnu funkciju sa pozitivno definitnim
hesijanom.

Neka je data kvadratna funkcija
L r T
fz) = 7% Gr+bz+c, (4.1.8)
gde je G n x n simetri¢na pozitivno definitna matrica, b € R", ¢ € R.

Teorema 4.1.2. [116] Za kvadratnu funkciju (4.1.8), sa pozitivno definitnim hesi-
janom, metod konjugovanih pravaca nalazi resenje u najvise n tacénih linijskih traZe-

nja. Svako x;y1 je minimum funkcije cilja u potprostoru gemerisanom vektorima xg,
do, dy, ..., d;.

Teorema 4.1.2 je jednostavna, ali je veoma vazna. Svi metodi konjugovanih pravaca
se oslanjaju na ovu teoremu. Uz primenu ta¢nog linijskog trazenja, svi metodi konju-
govanih pravaca zadovoljavaju

951d; =0, j=0,1,....i

i imaju osobinu kvadratnog zavrSetka. Dakle, konjugovanost i tacno linijsko trazenje
zajedno impliciraju kvadratni zavrsetak.

4.2 Razliciti izbori parametra kod metode
konjugovanih gradijenata

Medu metodima konjugovanih pravaca, metod konjugovanih gradijenata je od posebnog
znacaja.
Jedan od poznatih metoda konjugovanih gradijenata je FR metod, sa parametrom

T
k
ﬁk*l = Tgkg ) (421)
9r—19k—1

koji je u literaturi poznat kao FR [58]. Metod konjugovanih gradijenata ima globalnu
konvergenciju i lokalnu kvadratnu konvergenciju u n koraka.
Sledecéa teorema daje glavne osobine metoda konjugovanih gradijenata.

Teorema 4.2.1. [116] Za pozitivno definitnu kvadratnu funkciju (4.1.8), metod ko-
njugovanih gradijenata (4.1.5), (4.1.6), (4.2.1) sa tacénim linigjskim traZenjem generise
tacno resenje posle m < n koraka, a sledeée osobine vaze za svako i, 0 < i < m:
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dlGd; =0, j=0,1,...,i—1, (4.2.2)

9/g; =0, j=0,1,...,i—1, (4.2.3)

dl'g: = —gl 9:, (4.2.4)

span{go, 91, - - -, gi} = span{go,Ggo, ..., G g0}, (4.2.5)
span{do,dy, ..., d;} = span{go, Ggo, - -.,G'go}, (4.2.6)

gde je m broj razlic¢itih sopstvenih vrednosti matrice G.
Prethodni uslovi (4.2.2), (4.2.3) i (4.2.4) predstavljaju redom konjugovanost prava-
ca, ortogonalnost gradijenata i pravac opadanja.

Potprostor span{go, Ggo, .. .,G gy} zove se potprostor Krilova (Krylov).

Teorema 4.2.2. Neka je f(x) kvadratna funkcija. Tada je

k
o~ oo _ (/A(@ 1
zo —z*lc = \\/(G)+1)
gde je k(Q) uslovni broj matrice G.

Teorema 4.2.3. Neka je f(x) kvadratna funkcija. Pocev od x1, iteracija xgro metoda
konjugovanih gradijenata nakon k + 1 iteracija zadovoljava

Nt — A\ (1 — Ao/ Nt ) 2
E < (2T B(rg) = [ —2 2N ) B(a), 4.2.7
(xk+2) o (Ak-i-l + )\n) (xl) 1 + )\n/)\k-i-l (xl) ( )

gde je E(x) definisano kao
1 *\T *
B(a) = (e — ") Gl — %),
a sopstvene vrednosti A; matrice G zadovoljavaju

)\12)\222)\k2)\k+122)\n>0

Formula (4.2.7) ukazuje da ¢e, nakon svake dodatne iteracije metoda konjugovanih
gradijenata, uticaj veée sopstvene vrednosti biti uklonjen.

Sledi algoritam metoda konjugovanih gradijenata u opStem slucaju.

Algoritam 4.2.1. Ulazni parametri: € > 0, g, k:=0, tg =0, d_1 = 0, dy = —go,
B-1=0, B =0.
Korak 1. Ako je ||gx|| <€, STOP.
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Korak 2. Izracunati velicinu koraka ty, nekim metodom linijskog traZenja.
Izracunati B nekim metodom konjugovanih gradijenata, pri éemu
vazi ,6_1 = 0, 60 =0.

Izracunati dy, = —gx + Br—1dg—1-
Postaviti xp 11 = zp, + trdg.-

Korak 8. Postaviti k := k + 1 i i¢i na Korak 1.

Razliciti metodi konjugovanih gradijenata odgovaraju razli¢itim izborima parame-
tra konjugovanih gradijenata (y.
Neka je || - || Euklidska norma. Podsetimo se oznake yi = grp+1 — k-

Neki izbori parametra [ su:

T
s Jr+1Yk
= , [84], 4.2.8
pr 2 loeal” g (4.2.9)
llgr|I?
1Yk
BERP = ZHELE 198],[99], (4.2.10)
gkl
CcD ||91c+1||2
B~ = 1. [57], [12], (4.2.11)
i Sk
Gy 1 Uk
P8 =2 (s8], 12, (4.2.12)
—9k Sk
DY ||gk+1||2
B =g, 139, (4.2.13)
dkyk
T
BN = (g — 24, llyx|? 9k+1’ 71]. (4.2.14)
dLye ) diyk

U radu [84] prvi put je predstavljen algoritam konjugovanih gradijenata, koji je
formiran za reSavanje sistema linearnih jednacina i zove se linearan metod konjugov-
anih gradijenata. To je jedan iterativni metod, namenjen resavanju sistema sa pozitivno
definitnim matricama sistema. Medutim, reSavanje linearnog sistema ekvivalentno je
reSavanju problema minimizacije kvadratne funkeije (4.1.8), §to je motivisalo prosirenje
HS metoda konjugovanih gradijenata za nelinearnu optimizaciju. Ako je funkcija f(x)
kvadratna, koristeéi tac¢no linijsko trazenje i konjugovanost pravaca, dobija se (4.2.9).
Ali, proizvoljnu funkciju f, koja je dovoljno glatka, mozemo aproksimirati kvadrat-
nim modelom. Tu lezi ideja da se formula (4.2.9) koristi i u minimizaciji proizvoljne,
dovoljno glatke funkcije.

Metod sa parametrom (4.2.11) odlikuje se osobinom da uvek proizvodi pravac pada
ukoliko su zadovoljeni jaki Volfovi uslovi (4.1.1)-(4.1.3).

Cilj je naé¢i metod konjugovanog gradijenta koji generise opadajuce pravce ukoliko
su standardni Volfovi uslovi zadovoljeni.
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Motivacija za formiranje DY metoda sa parametrom (4.2.13) opisana je u radu [39].
Najpre se pretpostavlja da vazi ng,dk < 0, to jest, da je d opadajuéi pravac. Potrebno
je nadi B, tako da je dy1 opadajuéi pravac. Dakle, mnozenjem relacije (4.1.6) izrazom
giy, saleve strane, a imajudi u vidu da treba da vazi g} dy+1 < 0, dobija se

—llgr+1l” + Begiyrdi < 0.

Uz pretpostavku da je B > 0 i uvodenjem oznake 7 = d} yj, dobija se (4.2.13).

CG metod sa parametrom 3 dobija se modifikovanjem HS metoda na sledeéi nacin:

lyn g1 dn
BY = pHS _g, [ 2 TRELE ) 4.2.15
N CATSE e

Ako se radi o minimizaciji jako konveksne kvadratne funkcije i taénom linijskom trazenju,
onda su svi navedeni izbori parametra (; ekvivalentni.

Medutim, za funkcije cilja koje nisu kvadratne, razli¢iti izbori parametra g vode
ka razlicitim performansama.

Inace, teorija konvergencije za metode sa brojiocem ||gr41]/?> mnogo je razvijenija
nego za metode sa brojiocem 91{+1yk~ Ali, praktitno ponasanje metoda sa brojiocem
g,a_lyk gesto je bolje od metoda sa brojiocem || gz 1||%.

Analiza metoda sa izborom Bi', koji je nazvan CG-DESCENT u [72] dovodi nas
do zakljucka da se ovaj izbor razlikuje od drugih po tome $to je dix41 uvek opadajuéi
pravac za ma koju veli¢inu koraka ¢ > 0, ako vazi dfyk #0.

4.2.1 Pocetni pravac trazenja

Uobicajeno je uzeti dy = —gp u metodima konjugovanih gradijenata. U [24] pokazano
je da konvergencija ne mora biti bolja od linearne ako pocetni pravac trazenja nije
pravac najbrzeg pada, ¢ak i za jako konveksne kvadratne funkcije. Kasnije, u [102]
dat je jedan znacajan rezultat; naime, pokazano je da ako je funkcija cilja konveksna
kvadratna funkcija i ako je pravac trazenja proizvoljan opadajuéi pravac, tada se ili
optimalnost postize u najvise n + 1 koraka, ili je konvergencija samo linearna.

U cilju postizanja konvergencije za proizvoljan pocetni pravac trazenja, u [92] je
predlozen CG algoritam, baziran na rekurentnoj relaciji od tri izraza:

y]ZlﬂJk
dg_ 1Yk—1

ykTyk
dfyk

di + di_1, (4.2.16)

di+1 = —yk +
gde je dy proizvoljan opadajuéi pravac a d_; = 0.
Ako je f konveksna kvadratna funkcija, tada su za ma koju veli¢inu koraka ty,
pravci trazenja dati pomoc¢u (4.2.16), konjugovani u odnosu na hesijan funkcije f. Ta
interesantna Cinjenica, medutim, nije nasla znac¢ajnu primenu u praksi.
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4.2.2 Metodi kod kojih je ||gr;1]|*> brojilac parametra (3

lgk+1l”  ocp _ lgrs1l® ooy _ lgriall?

lgul> 7% —gfs TR diy
Naredna teorema [44], [46] daje rezultat konvergencije primenljiv na ma koji metod,
kod koga S moze da se izrazi kao

Podsetimo se izraza: Bi% =

®
By, = q’i“ , (4.2.17)
k

FR metod odgovara izboru ®;, = ||gx||*.
Koristedi (4.1.6), 3PY moze da se napise kao

BDY _ gg+1dk+1
gt dp,

Tako, DY metod ima formu (4.2.17), uz ®; = g} dy.

Teorema 4.2.4. [{4], [46] Razmotrimo ma koji iterativni metod oblika (4.1.5)-(4.1.6),
gde By ima oblik (4.2.17), di zadovoljava uslov pada (1.2.1), a vaZi pretpostavka P1.
Ako Zoutendijkov uslov vazi i ako je

ook

i (I)dk = 00, zlzz ”gk” = o0, iliZHﬂ;Q = 00,

k=0 k=1i=1

tada je algoritam (4.1.5)-(4.1.6)-(4.2.17) globalno konvergentan.

Kao posledica ovog rezultata, DY metod jeste globalno konvergentan kada se im-
plementira sa standardnim Volfovim linijskim trazenjem, posto vazi:

2

N T
Z (gkcik) — N1,
d
k=0 k

kada je ®; = gldi. FR je globalno konvergentan kada se implementira sa jakim

Volfovim linijskim trazenjem, uz o < 2 posto vazi

N
gkl
2 ey TNt

kada je @5 = ||gx|*.
Pimetimo da proizvoljni CG metod moze da se izrazi u obliku (4.2.17), uzimajuéi
daje®yg=11i

k
@kZHﬁk, za k> 0.

=1
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Dalje, konstatujemo da metodi FR, CD i DY imaju zajednicki brojilac ||gxy1]/?.
Jedna bitna razlika izmedu ovih metoda s jedne strane i ostalih izbora parametra [
jeste da teoreme globalne konvergencije zahtevaju samo pretpostavku P1, ne i pret-
postavku P2.

Prvi rezultat globalne konvergencije FR metoda dao je Zoutendijk [128] 1970. go-
dine. On je dokazao da FR metod konvergira globalno ako je tj ta¢no resenje problema

Itnz%lf(:ck + tdy). (4.2.18)

Drugim re¢ima, globalna konvergencija se dobija kada je linijsko trazenje ta¢no. Kas-
nije, u [101] utvrdeno je da je FR metod, sa ta¢nim linijskim trazenjem, osetljiv na
fenomen zaglavljivanja. To zna¢i da algoritam moze proizvesti niz kratkih koraka bez

znacajnog progresa ka minimumu. Prvi rezultat globalne konvergencije FR metoda sa
1

netacnim linijskim trazenjem dat je u [1]. Pod jakim Volfovim uslovima, za o < g
radu [1] dokazano je da FR metod generise pravce dovoljnog pada.
Preciznije, dokazano je da vazi
1-20+ort  —gld, 1—oFt?
=0 gl = 1-0

b

za svako k > 0. Kao posledica toga, globalna konvergencija je utvrdena uz koriséenje
Zoutendijkovog uslova.

1
Za o = 3 utvrdeno je u [1] da je dj opadajuéi pravac; ipak, za o = 30 u [1] nije

pokazano da vazi dovoljan pad.
Dalje, u [87] dokaz globalne konvergencije koji je dat u [1] proSiren je na slucaj

o = —. Daljom analizom u [34] pokazano je da bar jedna iteracija od dve uzastopne

FR iteracije zadovoljava osobinu dovoljnog pada. Drugim rec¢ima,

T T d
max{ e dr  Jk—1 k1} > 1

gkl Tlgr-all? 2

Dokazi globalne konvergencije metoda konjugovanih gradijenata ¢esto se zasnivaju
na Zoutendijkovom uslovu, u kombinaciji sa analizom koja pokazuje da uslov dovoljnog
pada (1.2.2) vazi, i da postoji konstanta § takva da je

[ ||* < BE. (4.2.19)
Kombinovanjem (1.2.2), (4.1.7) i (4.2.19), dobijamo

liminf ||gx|| = 0. (4.2.20)
k—o0

Globalna konvergencija metoda konjugovanih gradijenata zapravo znaci da ili je
gr = 0 za neko k, ili vazi (4.2.20).

Jedan rezultat koji se odnosi na Zoutendijkov uslov, a koji se moze naéi u [40],
ili u [75], a sve uz pretpostavku da pravci trazenja jesu pravci pada, dat je sledeéom
teoremom.
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Teorema 4.2.5. Razmotrimo ma koji iterativni metod oblika (4.1.5)-(4.1.6), gde dj
zadovoljava uslov pada (1.2.1) it zadovoljava jake Volfove uslove. Ako pretpostavka
P1 vazi, tada je ili

liminf ||gx|| = 0,
k—o00
ili
— lgxll
d e <
2
2 Ty

Pri implementaciji linijskog trazenja, mora biti zadovoljena neka verzija Volfovih
uslova, a takode treba da obezbedimo da je novi pravac - opadajuéi pravac. U novijim
verzijama CG algoritama [39], [42] pridruzenim izboru BPY, opadajuéi pravac vazi
automatski, ¢im se zadovolje standardni Volfovi uslovi. Teorema 4.2.5 takode se moze
koristiti da se dobije rezultat globalne konvergencije FR metoda sa jakim Volfovim

linijskim trazenjem i o < ok posto su pravci trazenja uvek pravci pada.
U [41] je dokazano da, u FR 8emi, jaki Volfovi uslovi ne garantuju opadajuéi pravac

1
kada je o > 3 ¢ak i za funkciju f(z) = A||z||?, gde je X > 0 konstanta.
1
Zbog toga, ogranicenje o < 5 mora vaziti da bi se obezbedio pad.

1
Na drugoj strani, u [35] je pokazano da kada je o > 3 i g,{dk > 0, —di moze da se

iskoristi kao pravac trazenja. A ako je gldy = 0, moze se uzeti
Zp+1 := xk. Ako postoji konstanta v, tako da vazi ||gx|| < v, tada pod pretpostavkom
P1, FR metod, sa standardnim Volfovim trazenjem i uz navedene korekcije kada je
ggdk > 0, jeste globalno konvergentan, sto je, takode, dokazano u [35].

U [34], pod pretpostavkom da se radi o generalisanom Volfovom trazenju, globalna
konvergencija je dobijena kada je o1 + o9 < 1.

Metod dat u [57], koji koristi parametar B,?D, blisko je povezan sa FR metodom.
Ako je linijsko trazenje tacno, vazi BfF = ﬁgD. Jedna vazna razlika izmedu ovih
metoda jeste da kod CD metoda dovoljan pad (1.2.2) vazi za jako Volfovo linijsko
trazenje. Ogranicenje o < %, koje vazi za FR, nije potrebno za CD. Za linijsko trazenje
koje zadovoljava generalisane Volfove uslove, uz 01 < 11 g9 = 0, pokazuje se da vazi
0 < BSP < BER. Zhog toga, iz analize u [1], ili kori§éenjem Teoreme 4.2.5, sledi
globalna konvergencija CD metoda.

Na drugoj strani, ako je o1 > 1 ili o9 > 0, u [36] su konstruisani primeri gde ||dx
raste eksponencijalno, a CD metod konvergira ka tacki u kojoj gradijent ne tezi nuli.

DY metod, razmatran najpre u [39], fundamentalno je razli¢it od FR i CD metoda.
Uz standardno Volfovo linijsko trazenje, DY metod uvek generige pravce pada. Stavise,
vazi globalna konvergencija, kada pretpostavka P1 vazi.

Sledecéa teorema povezuje pravce pada, generisane pomoc¢u DY, sa dovoljnim uslovom
pada.

I

Teorema 4.2.6. [/3] Razmotrimo metod (4.1.5)-(4.1.6), gde je B, = BEY. Ako je
DY metod implementiran sa ma kojim linygskim traZenjem za koje su pravci traZenja
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pravei pada, i ako postoje konstante v1 i ya, takve da vazi 0 < y1 < ||gi|| < 72, za svako
k > 1, onda za ma koje p € (0,1), postoji konstanta ¢ > 0, takva da vazi dovoljan pad:

gi di < —cllgill?,

za nagmange |p-k| indeksa i € [1,k], gde |r]| oznacava najveéi ceo broj mangi ili jednak
T

4.2.3 Metodi kod kojih je g{.,y; brojilac parametra j

Potrebno je da navedemo slede¢u pretpostavku.

Pretpostavka Ps;: Razmotrimo metod

Tpy1 = Tk + tedg, do = —go, dp+1 = —gr+1 + Brdk-

Neka vazi 0 < v < ||gr|]| <7, za svako k > 0, gde su v i § dve pozitivne konstante.
Postoje konstante b > 1 i A > 0, takve da za svako k vazi:

1
1Brl < b, [lskll <A = Bk < % [63]

Podsetimo se izraza: ,fRP = ggﬂyk, ,‘:IS = ggﬂyk i ,fS = ggﬂyk.
gl i i —Gi. 5k

Za razliku od jake teorije konvergencije koja je razvijena za metode kod kojih je
llgrs1||? brojilac parametra By, svi metodi kod kojih je g,z+1yk brojilac parametra Sy
su osetljivi na fenomen zaglavljivanja.

PRP, HS i LS metodi, koji imaju zajednicki brojilac ng,Hyk, poseduju ugraden
restart, koji se odnosi na problem zaglavljivanja: kada je korak
Sk = Tp+1 — T mali, izraz yr = gr4+1 — gr U brojiocu parametra [ tezi nuli. Tako
se umanjuje S, te novi pravac trazenja dp41 postaje pravac najbrzeg pada. U stvari,
metodi PRP, HS i LS automatski podesavaju fj da izbegnu fenomen zaglavljivanja; u
opstem slucaju, performanse ovih metoda su bolje od performansi metoda kod kojih je
lgk+1]|? u brojiocu parametra Sy.

U [98] globalna konvergencija PRP metoda utvrdena je kada je funkcija f jako
konveksna i linijsko trazenje ta¢no. Pod pretpostavkom da je pravac trazenja pravac
opadanja, u [125] utvrdena je globalna konvergencija PRP metoda za jako konveksne
funkcije cilja i Volfovo linijsko trazenje. Za jako Volfovo linijsko trazenje u [26] dat je
primer da ¢ak i kada je funkcija cilja jako konveksna i o € (0,1) dovoljno malo, PRP
metod moze ipak da generise pravac rasta funkcije.

Pretpostavimo sada da vazi:
(A1) f:R™ — R je tri puta neprekidno diferencijabilna;
(A2) postoje konstante M > m > 0, takve da vazi

m|yll* < y"G(x)y < M|y|]?, za svako y € R", z € L,

gde je L ogranicen nivo skup.
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Teorema 4.2.3.1. [116] Neka vaze pretpostavke (A1) i (A2). Tada niz {zy},
generisan PRP metodom ili FR metodom konjugovanih gradijenata sa restartom, ima
kvadratnu konvergenciju u n koraka, to jest, postoji konstanta ¢ > 0, takva da vaZi

_ *
lim sup 7”%“'-% 7|

<c<
ool o —ar2 =5

gde r znaci da se metod restartuje na svakih r iteracija.

Dalje, u [107] je pokazano da je konvergencija superkvadratna u n koraka, to jest:
[Zktn — 2| = o(flzx — 2*|?).

Jo§ neki rezultati o redu konvergencije metoda konjugovanih gradijenata mogu se
nadéi u [114].

U [128] je pokazano da ovaj metod ne moze biti neuspesan. Naime, dokazano je
u [128] da FR metod sa tacnim linijskim traZenjem jeste globalno konvergentan za
proizvoljnu funkeiju. U [1] ovaj rezultat prosiren je na priblizno linijsko trazenje.

Metodi HS i PRP veoma se sli¢no ponasaju u praksi, i bolji su od FR metoda [63].

Podsetimo, medutim, da je u [100] pokazano da PRP metod sa ta¢nim linijskim
trazenjem moze da divergira.

Isti rezultat vazi za HS metod, poSto su ova dva metoda identi¢na kada je ngdk_l =
0, to jest za tacno linijsko trazenje.

Analiza PRP metoda koja je realizovana u radu [100], pokazala je da PRP metod
moze da divergira ¢ak i u prisustvu ta¢nog linijskog trazenja. Takode, u radu [100],
utvrdeno je da konvergencija PRP metoda nije izvesna za nekonveksne funkcije cilja.
Zbog svega toga, u radu [100] autor je predlozio slede¢u modifikaciju PRP metoda:

PRPY — max{0, B{ #FY. (4.2.21)

U [63] je pokazana konvergencija PRP+ metoda. Naime, u [63] je pokazano da izbor
B dat pomocu (4.2.21) zaista rezultira globalnom konvergencijom, kako za ta¢no, tako
i za priblizno linijsko trazenje. Takode, analiza izvrSena u [63] primenjuje se i na
familiju metoda sa nenegativnim parametrom Sy, koji dele zajedni¢ku osobinu sa PRP
metodom, u oznaci Ps.

U [63] definisana je sledeca strategija:

pozitivna duzina koraka t; se prihvata ako vazi

f(og +trdy) < fog + trdy), (4.2.22)

gde je t; najmanja pozitivna stacionarna tacka funkcije & (t) = f(xp + tdg). Ovde
se u stvari radi o takozvanom idealnom linijskom trazenju, a uslov (4.2.22) zove se
uslov idealnog linijskog trazenja. Ovo linijsko trazenje zove se idealno upravo zbog
toga $to se kao njegov rezultat dobija £ koje je najmanja stacionarna tacka funkcije
&i(t) = f(xp + tdy). Pretpostavke P1 i P2 garantuju da t; postoji.
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Teorema 4.2.7. [63] Neka vaZe pretpostavke P1 i P2; razmotrimo ma koju iteraciju
oblika (4.1.5), gde je dj pravac traZenja, a t zadovoljava jedan od sledeéih uslova
linijskog trazenja:

(1) Volfove uslove trazenja (4.1.1) i (4.1.2), (4.2.23)
(7i) uslov idealnog linijskog trazenja (4.2.22). (4.2.24)
Tada vaZi:
> cos®(Or) |l grl* < oo (4.2.25)
k>1

(4.2.25) takode je poznat kao Zoutendijkov uslov.

4.2.4 Metodi bliski PRP metodu sa nenegativnim
parametrom [

Sada se bavimo metodima kod kojih je B > 0 za svako k. Motivacija za uzimanje
ovog ograni¢enja potice od primera datog u [100], gde se PRP metod ponasa cikli¢no,
bez priblizavanja reSenju. Drugi razlog za uzimanje ogranicenja [B; > 0 jeste taj Sto
nam ono dozvoljava da lako primenimo osobinu pada u algoritmu, kao $to éemo sada
diskutovati.

Razmotrimo metod (4.1.5)-(4.1.6), sa ma kojim S, > 0. Zahtevac¢emo da dovoljan
pad (1.2.2) vazi za neko 0 < ¢ < 11 za svako k > 1.

Za razliku od FR metoda, sada jaki Volfovi uslovi (4.1.1) i (4.1.3) ne obezbeduju
dovoljan pad (1.2.2).

Iz (4.1.6) imamo

g d. = —l|gxll* + Brgi di—1. (4.2.26)

Zbog toga, da bi se obezbedio pad u svakoj iteraciji algoritma pribliznog linijskog
trazenja, mora se obezbediti da izraz Sig} dr—1 nije previse veliki.

Za rezultate koji slede ne specificiramo posebno strategiju linijskog trazenja.

Pretpostavljamo da je g # 0 za svako k.

Lako se dokazuje da ako vaze pretpostavke P; i P», tada, kada su u pitanju PRP i
HS, vazi i pretpostavka Pj.

Teorema 4.2.8. [63] Neka vaZe pretpostavke P1, P2 i P3. Razmotrimo metod (4.1.5)-
(4.1.6) sa sledeéim osobinama:
1. Bx > 0 za svako k,

2. linigsko traZenje zadovoljava {xi} C L, Zoutendijkov uslov (4.2.25) i uslov do-
voljnog pada (1.2.2).

Tada je liminf ||gx|| = 0.
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Posto metodi PRP i HS zadovoljavaju pretpostavku Ps, prethodna teorema se pri-
menjuje na njih, ukoliko By ograni¢imo da bude nenegativno. To, izmedu ostalog,
sugerise formulu (4.2.21) i sledeéu formulu:

Br = |BLTTY,

a takode i odgovaraju¢e formule za HS metod. Od posebnog su interesa priblizna
linijska trazenja, kao $to je Volfovo trazenje.

Posledica 4.2.1. [63] Neka vaze pretpostavke Py i Py. Razmotrimo metod (4.1.5)-
(4.1.6), uz (4.2.21) i sa linijskim traZenjem koje zadovoljava Volfove uslove i uslov
dovoljnog pada (1.2.2). Tada je

liminf ||gx|| = 0.

Primetimo da postoji veza izmedu (4.2.21), koji se moZe razumeti kao automatsko
restartovanje i restart kriterijuma koji je dat u [101]. Restart kriterijum, dat u [101],
tvrdi da restart nije potreban sve dok vazi

|9k gr—1] < vligrl®, (4.2.27)

pri ¢emu je v mala pozitivna konstanta.

Iz izraza za BLEF uslov BEEP > 0 je ekvivalentan uslovu

a1 < lgel?

Sledi da se rezultat globalne konvergencije Posledice 4.2.1 takode primenjuje na
PRP metod sa restartom (4.2.27), pod uslovom da je v < 1.

PRP+ metod predstavljen je da ispravi nedostatke konvergencije PRP metoda,
kada se implementira sa Volfovim linijskim trazenjem.

Drugi na¢in da se ispravi nedostatak konvergencije PRP metoda, jeste da se zadrzi
PRP formula, ali da se modifikuje linijsko trazenje. Specijalno, u [69] je predloZeno
novo linijsko trazenje Armijovog tipa, sledeéeg oblika

_ T|gi dil
iy = max{)\j AR (4.2.28)

gde je j > 0 najmanji ceo broj sa osobinom da vazi

Flaws) < flaw) = 0t lldil, (4.2.29)
—allgrill? < giadir < eallgeall?, (4.2.30)

pri cemusu 0 <cy <1<ep,0<A<1, 7> 0 konstante.

Koristedéi linijsko trazenje, dato relacijama (4.2.28), (4.2.29), (4.2.30), u [69] je
dokazana globalna konvergencija PRP metoda.

U skorijem radu [70], ovo linijsko trazenje kombinuje se sa tehnikom oblasti pov-
erenja.
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U drugom istrazivanju, pokazano je u [41] da je PRP metod globalno konvergentan

1
kada se linijsko trazenje primeni sa konstantnom veli¢inom koraka t, = n < —L, gde

4
je L Lipsicova konstanta za g(x).
HS metod ima osobinu da uslov konjugacije
di1ye =0 (4.2.31)
uvek vazi, nezavisno od linijskog trazenja.
Za ta¢no linijsko trazenje vazi fs = BERP. Zbog toga bi osobine konvergencije

HS metoda trebalo da budu sli¢ne osobinama konvergencije PRP metoda.

Specijalno, iz analize izvrsene u [100], sledi da HS metod sa ta¢nim linijskim
trazenjem ne mora da konvergira za nelinearnu funkciju u opstem slucaju.

Ponovimo da ako pravci trazenja zadovoljavaju uslov dovoljnog pada i ako se koristi
standardno Volfovo trazenje, tada HS metod zadovoljava pretpostavku P3. Sli¢no
PRP+ metodu, ako je

£S+ = max{ﬁfS,O},

tada iz Teoreme 4.2.8, sledi da je HS+ metod globalno konvergentan.

4.3 Adaptivni izbor parametra

Hibridni algoritmi konjugovanih gradijenata dinamicki podesavaju formulu za (§; sa
svakom novom iteracijom.

Sledi pregled nekih hibridnih metoda, predstavljen u [3], [5]. Koristimo oznake iz
(3], [5]-

. 1—0
L‘DY = max{cﬁ?y,mln{ﬁfs,@?y}, c=

1+0

[42]a

PPY: = max{0, min{Bf%, PV 1} [42),

6N = max{ -, min{ 07, 5E )} (63,
145 = max{0, min{5FP, 57} (85,

TaS: ﬂkPRP7 OSﬁISRP SﬁlfR [].18]
k PR inace ’

,fS_CD = max{0, min{ﬁ,fs, ﬁgD}} [88].

Kao §to smo mogli primetiti, sa jedne strane, metodi FR, DY, CD imaju jake
osobine konvergencije, ali se nisu najbolje pokazali u praksi, zahvaljuju¢i fenomenu
zaglavljivanja. S druge strane, metodi PRP, HS i LS ne moraju da konvergiraju u
opstem slucaju, ali se u praksi ¢esto bolje ponasaju od FR, DY, CD. Prirodno se
dolazi do ideje da se napravi kombinacija metoda jedne i metoda druge grupe, da bi se
iskoristile dobre osobine metoda obeju grupa.
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U [118] predlozen je sledeéi hibridni metod

TaS __ ]fRP7 akOjQOSﬁlf.RPSB}fR7 4
k - FR : = ( 31)
1, inace.
Zakljucujemo da se, pri pojavi zaglavljivanja, koristi PRP metod.
Sli¢no, u [85] predlozen je sledeéi hibridni metod
B = max{0, min{B{"7, BT} (4.3.2)
U [63] je primeéeno da BFEF moze imati negativiu vrednost ¢ak i za jako konveksne
funkcije. U naporu da se proSire dopusteni izbori parametra B,f RP gz zadrzavanje

globalne konvergencije, u [63] predlozen je sledeéi izbor parametra:
Br = max{—pL ® min{pL P gFHRYL.

U ovom hibridnom metodu, 8; moze biti negativno, obzirom da je B,f B uvek neneg-
ativno. Iz numerickih rezultata [63], zakljucuje se da performansa ovog metoda nije
bolja nego performansa PRP+ metoda za testirani skup primera.

Rezultati konvergencije koji u sebi sadrze izvesno ogranicenje parametrom ﬂ,f R
mogu se nadi u [63], [75], [85].

Specijalno, u [75] je dokazana sledeéa teorema.

Teorema 4.3.1. Razmotrimo ma koji CG metod oblika (4.1.5)-(4.1.6), koji koristi jako
1
Volfovo trazenje (4.1.1)-(4.1.3), uz 0 < 3 Ako vazi pretpostavka P1 i 20|Bx| < BEE,

tada je metod globalno konvergentan, a pravci traZenja su uvek pravci pada.

U [42] je proucavana moguénost kombinacije DY metoda sa drugim CG metodima.

Za standardno Volfovo linijsko trazenje i za 8, € [-n8PY, BPY], gde je n = T _T_ J,
o
u [42] je utvrdena globalna konvergencija ako vazi pretpostavka P1.
U [42] su predlozena sledec¢a dva hibridna metoda:
l1-0 .
B = max {17627 win 57, 627} (433
i
Br = max{0, min{ 315, BPY}}. (4.3.4)

Numericki rezultati dati u [45], pokazuju da metod (4.3.4) daje najbolje rezulate,
ponasajudi se bolje nego PRP+.
Drugi hibridni metod, koji je predlozen u [27], koristi ili DY ili CD Semu:

Hgk+1H2
max{dgyk, —ggdk}

Br =
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U [27] je pokazano da ova hibridna Sema generise pravce pada nezavisno od linijskog
trazenja. Ova osobina pada jaca je od same DY Seme, gde pad vazi uz Volfovo linijsko
trazenje. U [27] je takode pokazano da za ovu hibridnu Semu, vazi 8 € [0, B2Y].

U [37], [46], predlozena je jednoparametarska familija CG metoda, gde je

5 g
Nellgil + (1= M)dT e

pri ¢emu je A, € (0,1) parametar. Izbor Ay = 1 odgovara FR metodu, a izbor A\, =0
odgovara DY metodu. U [38], ova familija je prosirena, uzimanjem da je Ay, € (—00, 00);
ako vazi pretpostavka P1, onda vazi globalna konvergencija za svakog ¢lana familije
ako se primeni generalisano Volfovo trazenje, gde je 01 — 1 < (01 + o2) A\, < 1.

Razmatranjem konveksnih kombinacija brojioca i imenioca za B,f R B,f S u [93] je
predlozena dvoparametarska familija CG metoda:

8 — tellgr1ll® + (1 — pw) g 1 v
Mellgrll? + (1 = Aw)dE

gde su pk, A, € [0,1].

Ova dvoparametarska familija ukljucuje FR, DY, PRP, HS metode u krajnjim
slucajevima. Primetivsi da standardni CG metodi (njih Sest) imaju dva brojioca i
tri imenioca, autori u [44] razmatraju ¢ak siru familiju CG metoda uklju¢ivanjem vise
parametara:

prllgrrallI” + (1 = ) gy
(L= Ak = wi)lgrl? + Adf yr — wrdi gi”

gde su Mg, ux € [0,1], wr € [0,1 — Xg]. Ova troparametarska familija ukljuc¢uje Sest

standardnih CG metoda, prethodne jednoparametarske i dvoparametarske familije i

mnoge hibridne metode kao specijalne slucajeve. Da bi se obezbedilo da pravci trazenja,

generisani ovom familijom budu pravci pada, koristi se restart kriterijum (4.2.27) [101].
U [30] autori su modifikovali brojilac parametra B2 i dobili

Br =

DL __ 91{+1(yk — tsk) _ pHS _ t9]{+13k

b ALy Sk dfye

bl

gde je t > 0 neka konstanta. Za tacno linijsko trazenje, gi+1 je ortogonalno na sy.
Tako se za tac¢no linijsko trazenje DL metod redukuje na HS i PRP metod.

Ponovo zahvaljujuéi primeru datom u [100], mozemo zakljuciti da DL metod moze
da ne konvergira za tacno linijsko trazenje. Slicno PRP+ metodu, u [30] je takode
modifikovan metod sa parametrom B,? L da bi se obezbedila konvergencija, korigéenjem

T T
, S
]?L+ — max gk;ﬂ/k 0% tgk:;l ko
dk Yk dk Yk

Ako vaze pretpostavke P11 P2 i ako uslov dovoljnog pada (1.2.2) vazi, u [30] je
dokazano da je DL+, implementiran sa jakim Volfovim trazenjem, globalno konvergen-
tan.
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4.3.1 Iteracije ogranicene FR metodom

Moguce je dobiti globalnu konvergenciju metoda konjugovanih gradijenata, ¢iji je param-
etar B pogodno ograni¢en. Razmatramo metod (4.1.5)-(4.1.6), gde je 8 ma koji skalar,
takav da je

1i] < BEE, (43.5)

za svako k > 2, a duzina koraka zadovoljava jake Volfove uslove (4.1.1)-(4.1.3), uz uslov
1
da je 0 < —. Primetimo da Zoutendijkov rezultat, Teorema 4.2.5 , vazi u ovom slucaju,

posto jaki Volfovi uslovi impliciraju Volfove uslove (4.1.1)- (4.1.2).
Sledeéi rezultat zasnovan je na radu [1] za FR metod, i neznatno je ja¢i od onog
koji je dat u [118].

Teorema 4.3.2. Neka vaZe pretpostavke P1 i P2. Razmotrimo ma koji metod (4.1.5)-
(4.1.6), gde By zadovoljava (4.3.5), a duZina koraka zadovoljava jake Volfove uslove

1
(4.1.1)-(4.1.83), uz 0 <d <o < 3 Onda vazi
liminf ||gx|| = O.
k—o00

Ova teorema sugeriSe sledeéi metod, koji je modifikacija PRP metoda, a koji je
globalno konvergentan: za svako k > 2 neka je

FR . APRP FR
—B; %, ako je B < =B

Br = BERP, ako je [BERF] < pEER, (4.3.6)
]l:‘R7 ako je ﬁIfRP > B{R

Ovaj novi metod dozvoljava negativne vrednosti za . Ova strategija izbegava
jednu od glavnih mana FR metoda, kao Sto ¢emo sada diskutovati.

Podsetimo da se u izvesnim numerickim testovima primec¢uje da FR metod sa
tac¢nim linijskim trazenjem ponekad usporava daleko od resenja: koraci postaju veoma
mali i ovo ponaSanje moze da se nastavi za vrlo veliki broj iteracija, osim ako se metod
ne restartuje. Pomenuli smo da je ovakvo ponasanje zapazeno u [101], a autor rada [101]
obezbeduje i objasnjenje, pod pretpostavkom da se radi o tacnom linijskom trazenju.
Njegov argument se moze prosiriti na priblizno linijsko trazenje.

Navodimo objasnjenje dato u [101].

Pretpostavimo da je u k-toj iteraciji jedan ”lo§” pravac trazenja generisan, takav
da je costy = 0, a zp11 = x1. Tada je ||gry1l| = llgxll, 1

BEE ~ 1. (4.3.7)
Staviée, vazi
lgrsall = llgrll < [ldxll-
Iz poslednje relacije, (4.3.7) i (4.1.6), vazi ||dgs1]l = ||dk|| > |lgr+1l], odakle sledi

da je cos 041 ~ 0.
PRP metod bi se ponasao potpuno drugacije od FR metoda u ovoj situaciji;
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ako je gr+1 ~ gk, tada je ﬁf_ﬁp ~ 0, odakle se dobija cosOy1 > cosf. Tako se

PRP ”izvlaci” iz te situacije.
Razmotrimo sada ponasanje metoda (4.3.6) pod ovim okolnostima. Videli smo da
MR o~ 1, a BEEP ~ 0 u ovom slucaju. Metod (4.3.6) ¢e tako postaviti Spy1 = BLELE,
kao Sto je pozeljno. Opet se uveravamo da modifikacija (4.3.6) izbegava neefikasnost
PRP metoda.

Prethodna diskusija rasvetljava osobinu PRP metoda koju nema FR metod: kada
je korak mali, 3 flp bi¢e malo. Ova osobina bice bitna za kasniju analizu, a podsetimo
da se radi o Pretpostavci P3.

Prirodno se pitamo da li je moguée ogranicenje |8 < ﬂ,f R zameniti sledeéim
ogranicenjem

B4l < B, (4.3.8)

gde je ¢ > 1 neka pogodno izabrana konstanta. U ovom sluc¢aju globalna konvergencija
nije se mogla dokazati, iako se, ipak, moze pokazati da se osobina pada pravaca trazenja

1
moze jos uvek dobiti pod uslovom da je o < 2%
c
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Novi hibridni metod
konjugovanih gradijenata

5.1 Uvod

Podsetimo da hibridni metodi konjugovanih gradijenata kombinuju razli¢ite metode
konjugovanih gradijenata da poboljsaju ponasanje ovih metoda i da izbegnu fenomen
zaglavljivanja. Ovi metodi mogu izbeé¢i pojavu malih koraka koja karakteriSe fenomen
zaglavljivanja.

U radu [118] uveden je jedan od prvih hibridnih algoritama konjugovanih gradije-
nata, u kome se parametar S izracunava slede¢om formulom:

gT Yk
PRP _ Jk+1 ako 0 < ﬂ}fRP < 553’

k - 9
Tas _ ” ||gk||||2 (5.1.1)
,fR = gk%, inace.
[l

Kada dode do zaglavljivanja iteracija, metod koji je dat u [118] koristi PRP metod,
imajué¢i u vidu da PRP metod ima osobinu automatskog restarta koja je kljuéna u
reSavanju problema zaglavljivanja.

Naime, kada je korak s; mali, onda veli¢ina yj u formuli (4.2.10) tezi nuli, vrednost
parametra 5,5 RP postaje sve manja, a istovremeno pravac dj,; postaje vrlo blizak
pravcu najbrzeg pada —gg1.

U radu [85] predstavljen je jedan drugi hibridni metod konjugovanih gradijenata sa

sledeéim izborom parametra Sg:

BES = max{0, min{ B 7, B}, (5.1.2)

Takode, ako dode do zaglavljivanja u metodu datom u radu [85], koristi se PRP metod.
Parametar () biramo tako da bude konveksna kombinacija parametara (4.2.11) i
(4.2.12).

56
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Koristi¢emo dobre osobine konvergencije metoda CD i u isto vreme, dobro ponasanje
u praksi metoda LS.
Kombinacija metoda LS i CD moze dovesti do sledeéeg hibridnog metoda [5], [119]:

£97CP = max{0, min{8*, BT }}. (5.1.3)

U radovima [5], [73] primeceno je da za tacno linijsko trazenje, LS metod jeste
identican PRP metodu, a CD metod je identican FR metodu. Dalje je u radu [5],
izveden zakljucak da se hibridni LS-CD metod sa parametrom (5.1.3) i u prisustvu
tacnog linijskog trazenja, ponasa sli¢no kao hibridni metod iz rada [85].

Koristimo priblizno linijsko trazenje.

5.2 Konveksna kombinacija

Ovde definisemo sledeéi parametar konjugovanog gradijenta
B (1 04) - BES + 0, 5. (5.2.1)
Sada je pravac di dat slede¢om relacijom:
do = —go, dk+1 = —grt1 + ﬁzybsk- (5.2.2)

Parametar 6, je skalarni parametar koji treba odrediti.

Imajuéi u vidu relacije (4.2.11) i (4.2.12), relacija (5.2.1) postaje

T T
i+1Yk Jk+19k+1
W= (1= Oy) - Sy (5.2.3)
i Sk 9r. Sk
te relacija (5.2.2) postaje
T T
Jk+1Yk Ji4+19k+1
di+1 = —gr+1 + (1 — 0g) k+% - S+ O - /€+17T - Sk (5.2.4)
—9Ji Sk —9 Sk
Naéi ¢emo vrednost parametra 6 tako da vazi uslov konjugacije
yi diy1 = 0. (5.2.5)

Najpre mnozimo obe strane relacije (5.2.4) izrazom y,z sa leve strane:

T T 91?+1yk T lge+1ll® 7
Y A1 = —Yp Grt1 + (1= Ok) = -y Sk + Ok ———— - Y, Sk-
—9Ji Sk —9 Sk
Koristeéi (5.2.5), dobijamo
T 2
Jr11Yk 9k
0=—y} grs1 + (1 —0y) - 7]“_:,11 Y sk + 91@7” ;15” YL Sk

k Ok k Sk



GLAVA 5. NOVI HIBRIDNI METOD KONJUGOVANIH GRADIJENATA 58

Dalje vazi
v (9haye) (i sk) (g 19k) (Wi 51) (9L 19641) (Wi sk)
Yi Gk+1 = T — Ok T + 0y - T ,
—9i Sk —95 Sk —9i Sk
te koristedi relaciju yx = gx+1 — gk, dobijamo
v gy i sk) (9 19%41) - (Ui sk)
b oyl = — " — O, - -
—9 Sk —9% Sk
(9is198) - (WiEse) | (ghagm+1) (Wi sk)
+ 0 - T + 03 T .
— 95 Sk —9 Sk

Sada vazi

(GEao) - WEse)  (Ghau)Wise) ¢
O - T + T = Yk Jrt1-
—9i Sk —9% Sk

Treba da nademo 6, te racunamo:

9 (glz;rlgk) : (ykTSk) T (9£+1yk)(y£5k)
k =Y Jk+t1 — — 7

—gF si —gF sy,

£5.
g, . Girrge) - (Wist) _ (gren) (Z0i sk) — (9ksaun) Wi sv)
—0k Sk —0 Sk

Konaé¢no dobijamo

(Wi k1) (=g sk) — (9ieyn) (Wi sk)
ek - T T B
(9 419%) (Y Sk)

odnosno . . .
(9k+1yk)(_9k Sk — Yg 5k)

(9%519%) (Y s1)
Koristeéi ponovo relaciju yi, = gig+1 — gx, dobijamo:

O =

(g£+1yk) : (*ngSk - g;fHSk + ngSk)

ek = ;
(91.96) (Wi s)
odakle zaklju¢ujemo da je
(T T
0, = (9;4-1%)(9?-131@). (5.2.6)
(9k+19k)(yk Sk)

Konaéno, imajuéi u vidu relaciju (5.2.6), definisemo:
_(gg+1yk)(gg+15k) -
(9i4198) (Wi sk)

(
(
o=1{ o, E
(
(

) ¢ 0; (5.2.7)
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Osobina pada je veoma vazna da bi jedan iterativni metod bio globalno konvergen-
tan, narocito ako je u pitanju metod konjugovanog gradijenta [47].

U [101] je dokazano da za nelinearnu funkciju u opstem sluéaju, ukoliko se radi o
tacnom linijskom trazenju i ako vazi:

(a) korak si tezi nuli,

(b) linijsko trazenje je tacno,

(c) pretpostavka P1 vazi,

onda je PRP metod globalno konvergentan.

Na drugoj strani, u [100] je pokazano kasnije, koriséenjem trodimenzionalnog primera,
da sa ta¢nim linijskim trazenjem, PRP metod moze da divergira. Tako je pretpostavka
da veli¢ina koraka tezi nuli, neophodna za konvergenciju [73].

Posto je LS metod identican PRP metodu za ta¢no linijsko trazenje, iako nije mnogo
istrazivanja posveéeno ovom metodu, ocekuje se da bi tehnike, razvijene za analizu PRP
metoda trebalo da se primene i na LS metod [73].

Motivisani smo ovim ¢injenicama da dokazemo Teoremu 5.3.1 i Teoremu 5.4.1.

5.3 Algoritam LSCD

Algoritam 5.3.1. Ulazni parametri: €¢ >0, 29, k:=0,0< <o <1, < 1.
Korak 1. Ako vazi gkl <e, STOP.
Korak 2. Odrediti najveée jy, tako da je za t;, = (7% zadovoljeno
flak + trde) — fag) < Stegl di,
iy 1di| < —ogi dy.
Odrediti 11 = ) + trdg.

Korak 3. Ako je (g, 19r)(yi sk) = 0, onda postaviti 0}, = 0, inace izracunati
O kao u (5.2.7).

Korak 4. Izracunati Bzyb prema formuli

T T
AN G B Ly M A5 ELARY (5.3.1)
—9i Sk —0j Sk
Korak 5. Ako vazi
9198 > allgria ], (5.3.2)
onda postaviti dgy1 = —gri1, inace dyy1 = —Gri1 + 5]’;?/1’ . Sh.

Korak 6. k:=k+ 1, i¢i na Korak 1.
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Teorema 5.3.1. Neka su zadovoljene pretpostavke Py i P». Neka je konstanta a u
Algoritmu 5.8.1 takva da vazi

1
0<a<——-1 (5.3.3)
o

Onda je Algoritam 5.5.1 dobro definisan i dy, zadovoljava uslov dovoljnog pada za svako

k.

Dokaz. Na osnovu Leme 1.3.1 znamo da je Korak 2 Algoritma 5.3.1 dobro definisan
ako je di opadajuéi pravac. Pokazac¢emo da dj zadovoljava uslov dovoljnog pada, iz
Cega Ce slediti i da je dj opadajuéi pravac.

Za k = 0, vazi dy = —go, te je gldo = —||gol|?, pa uslov dovoljnog pada vazi za
k=0.
Dalje vazi
dey1 = —gri1 + By sy,
to jest,

dis1 = —gkr1 + (1= 0)BE5 + 0,857 ) sy
Mozemo pisati
i1 = —(Okgrr1 + (1 — O)giy1) + (1 — 0x)BES + 0485 ) 5.

Sledi
i1 = Ok(—grr1 + BE P sie) + (1= 0k) (—grsr + BE i),
odakle sledi
des1 = 0rdS D + (1 — 0p)dE?, . (5.3.4)

Mnozenjem (5.3.4) pomoéu g, sa leve strane, dobijamo

91 i1 = Okgh 1 2 + (1= 0k) gl diS . (5.3.5)

Neka je, najpre, 0, = 0. Onda dj41 zadovoljava uslov dovoljnog pada ako i samo
ako dﬁfl zadovoljava uslov dovoljnog pada. Podsetimo da vazi

LS LS
APy = —Ggk+1 + Br7 sk

(gg+1yk)(gl:cp+13k)

LS
< _ T
9i Sk

= g dit < —llgesll® +

(5.3.6)

T T
s
Dokazac¢emo da vazi (gk+lyk)T(gk+1 k)
—9% Sk

Razmatramo apsolutnu vrednost izraza

< pllgia]?, pri cemu je 0 < g < 1.

(gg+1yk)(gg+15k)

T :=
—g;gTSk

Dakle,
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IT| = (91{+1yk)(91{+15k) < ng+15k |gT m
—0k Sk R R
Na osnovu drugog jakog Volfovog uslova, vazi
9;{+18k
—gisk|
Sada vazi
IT| < olgis19ml- (5.3.7)
Ako je zadovoljena relacija (5.3.2), tada je dpy1 = —grt1, te vazi gl dpp1 =

—|lgrs1]/?, ¢ime je dokazano da dj.y1 zadovoljava uslov dovoljnog pada.
Ukoliko relacija (5.3.2) nije zadovoljena, tada vazi

|91 19%] < allgra . (5.3.8)

Posto je yx = gr+1 — gk, iz relacije (5.3.7) dalje dobijamo

IT| < o9k 1l (5.3.9)
= olgi1(grs1 — 1) (5.3.10)
< ollgr+1l® + olgis 198, (5.3.11)

odakle, primenom relacije (5.3.8), dobijamo da vazi
| < ollges1l* + oallgr+],
pa, imajuéi u vidu relaciju (5.3.3), mozemo pisati
IT| < pllgrs1ll?, pricemuje 0 < p=o0(l+a)<1.
Sada, korigéenjem relacije (5.3.6), dobijamo

Ger1didy < ~llgwsll® + pllgrsa |,

S
Gerrdidy < =1 = )l gl

Oznac¢imo K; = (1 — p); tada mozemo pisati
Ghmdify < —Killgea |1 (5.3.12)

Neka je sada 6 = 1. Onda di11 zadovoljava uslov dovoljnog pada ako i samo ako dkcfl
zadovoljava uslov dovoljnog pada.

Dalje dokazujemo da za CD metod uslov dovoljnog pada vazi u prisustvu jakih
Volfovih uslova, kao §to je napomenuto u radu [73].

Za k = 0 dokaz je trivijalan, imajuéi u vidu da je d§'P = —go i zbog toga gl
~llgol|2.

CD _
dg " =
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Imajuéi u vidu da je

APy = —gk1 + B s, (5.3.13)
mnozenjem relacije (5.3.13) izrazom ng+1 sa leve strane i korigéenjem izraza (CD),
2

dobijamo g,zﬂdkcfl = —|lgpa1l® + M - (giy15k), odakle dobijamo
Ik
T T T
CD k+15k 9k Sk — G415k
Genditr = —llgeall?Q = =7—) = —llgen | ——F .

i Sk —9i sk
Koriséenjem jakih Volfovih uslova, sada vazi

—91 Sk — Giy15k S (0 —1)gisk

> =1—-0c>0.
—g{ sk — 95 Sk

Sada vazi
g di P < —(1=0)llgrra .
Uvedimo oznaku 1 — o = K9 > 0.
Dakle,
gg+1dgﬁ < _K2||9k+1||2~ (5.3.14)
Pretpostavimo sada da je 0 < 0 < 1, to jest, 0 < a1 < 0 < ag < 1.
Iz relacije (5.3.5), sada zakljucujemo

Ghrderr < argidi B+ (1 —a)gly dis. (5.3.15)
Oznac¢imo K = a1 K1 + (1 — ag) Ko, te konatno dobijamo
ghi1diir < —Kllgea |- (5.3.16)

O

Analogno, u radu [52] razmatrana je konveksna kombinacija FR i PRP metoda
. . .. - . hyb , .s
konjugovanih gradijenata, pri cemu je parametar §3,”" dat sledecom relacijom

"= (1—6y) - BEEY 16, - BEE.

5.4 Analiza konvergencije

Neka vaze pretpostavke P i Ps.

Pod ovim pretpostavkama postoji konstanta I' > 0, takva da vazi
lg(@)[| <T (5.4.1)

za svako x € L [5].

U radu [39] dokazano je da za ma koji metod konjugovanih gradijenata sa jakim
Volfovim linijskim trazenjem, vazi:
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Lema 5.4.1. [39] Neka vaZe pretpostavke Py i Py.Razmotrimo metod (4.1.5), (4.1.6),
gde je di opadajuci pravac, a ti dobijeno jakim Volfovim linijskim traZenjem. Ako vazi

1
=0, 5.4.2
2 0P (5.42)

k>1

tada
liminf ||gx|| = 0. (5.4.3)
k—oc0

Teorema 5.4.1. Razmotrimo iterativni metod, definisan Algoritmom 5.3.1. Neka vaze
pretpostavke Py i Py. Pretpostavimo da vaZe jaki Volfovi uslovi (4.1.1)-(4.1.3). Tada
je ili g, = 0, za neko k, ili

likrgiorgf llgx |l = 0. (5.4.4)

Dokaz. Pretpostavimo da je g # 0, za svako k. Tada treba da dokazemo (5.4.4).
Pretpostavimo suprotno: (5.4.4) ne vazi. Onda postoji konstanta ¢ > 0, takva da
vazi
llgk]l > ¢, za svako k. (5.4.5)

Neka D oznacava dijametar nivo skupa L.
Iz (5.3.1), dobijamo

1821 < 18851 + 187 (5.4.6)
Vazi
gl{—&-lyk
—ngSk

lgrsallllyell . Tllyll

1BE5| = < <
k | —gFsel ~ [—glsil’

pri ¢emu smo koristili (5.4.1). Primenom pretpostavke P;, dobijamo

|_gk- Sk|
Posto je ||sg|| < D, sledi
'LD
1BE°] < ——
— 9k 3k|

Na osnovu Teoreme 5.3.1, znamo da je za LS metod zadovoljen uslov dovoljnog
pada, pa je moguée zadovoljiti jake Volfove uslove. Neka je ¢, = $7* niz duzina koraka
tako da je

fay, + trdy) — f(ax) < Styg dy.

Analogno dokazu Teoreme 3.2.1, mozZe se pokazati da je t; > t+ > 0. To implicira
da vazi
[sell = [[tedill = ¢ ||dxl],
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pa iz uslova dovoljnog pada sledi

I'LD
BES| < ———, 5.4.7
P Rl 4D
za neko Ky > 0.
Sada koristimo (5.4.5) i dobijamo
I'LD
£ < : 5.4.8
|/3k7 | — chQ ( )
Pomocu relacije (5.4.8), dobijamo
I'LD rLD?
LS
4E521 < ol + oy D ST+ 2 (549)
Na drugoj strani,
121 < Mgweall + 188 P llsell < T+ 8| D. (5.4.10)
Takode vazi I 2 )
Gk+1 I
1BEP| = < : (5.4.11)
’ | =g skl = | = gi skl
Uslov dovoljnog pada vazi i za CD metod, tako da, analogno, dobijamo
2 2
BEP| < — S < o =
Kollgrll? — Kae
pa vazi
I'’D
CD
ldiiall < T + oveh (5.4.12)
Primenom (5.3.4), nalazimo da vazi
I'LD? I'?D
d <I'+ ——+4+T+—
|| k+1|| <1+ K2 +L+ K2627
odakle je
1
— = o0, (5.4.13)
k%:l (| |I?
te primenom Leme 5.4.1, zakljuéujemo da vazi lim infy_, « ||gr|| = 0. Ovo je kontradik-

cija sa (5.4.5), te smo dokazali (5.4.4). O
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Numericki eksperimenti

Implementacija svih razmatranih algoritama radena je u paketu Mathematica. Kriteri-
jum uporedivanja je vreme rada centralne procesorske jedinice (CPU). Eksperimenti su
izvrseni na skupu test funkcija, predstavljenih u [13]. Razmatramo najpre numericke
rezultate, koji se odnose na Poglavlje 3, koriS¢enjem dimenzija n = 10, u Tabeli 1. i
n = 100 u Tabeli 2. Dalje razmatramo numericke rezultate, koji se odnose na Poglavlje
5, kori§¢enjem dimenzija n = 10, u Tabeli 3., a n = 100 u Tabeli 4. KoriS¢ena je vred-
nost parametra ¢ = 107%. U Algoritmu 5.3.1 koriséena je vrednost a = 0.2. Pocetna
iteracija oznacena je sa xg. Slede odgovarajuce tabele.

Tabela 1. n =10

Funkcija 0 GDQN | RGDQN
Extended [1,2,...,n] 0.156 0.046
Penalty

Perturbed | [0.5,0.5,...,0.5] | 0.141 0.078
Quadratic

Raydan 1 1,1,...,1] 0.172 0.063
Raydan 2 [1,1,...,1] 0.063 0.047
Diagonall [Z,1,..2] 0.124 | 0.016
Diagonal2 1,5, ..2] 0.156 0.047
Diagonal3 [1,1,...,1] 0.188 0.078
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Generalized 2.2,...2] 0.14 | 0.047
Tridiagonal-1

Hager 1,1,...1] 0.14 | 0.062
Extended 2,2,...,2] 0.172 | 0.046
Tridiagonal-1

Extended Three [0.1,0.1,...,0.1] 0.125 | 0.063
Exponential

Terms

Diagonald ,1,...1] 0.202 | 0.047
Diagonalb [1.1,1.1,...,1.1] 0.172 | 0.063
Extended ,1,...1] 0.171 | 0.047
Himmelblau

Extended PSCI 3,0.1,..,3,0.1] | 0.171 | 0.063
Full Hessian FH2 [0.01,0.01,...,0.01] | 0.172 | 0.063
Extended Block [0.1,0.1,...,0.1] 0.172 | 0.062
Diagonal BD1

Quadratic QF1 L1, 1] 0.218 | 0.062
Extended 1,1,...,1] 0.172 | 0.078
Quadratic Penalty

QP1

Quadratic QF2 [0.5,0.5,..,0.5] | 0.187 | 0.031
Extended EP1 [15,15,..,1.5 | 0.14 | 0.063
Extended Tridiagonal-2 1,1,...,1] 0.202 | 0.047
Tridia 1,1,...1] 0.109 | 0.047
Arwhead 1,1,...,1] 0.203 | 0.047
Dqdrtic (3,3, ..., 3] 0.219 | 0.047
Quartc 2,2, ...,2] 0.172 | 0.063
Dixon3dq [—1,-1,..,-1] | 0.109 | 0.047
Biggsbl [0,0,...,0] 0.156 | 0.062
Generalized Quartic 1,1,...,1] 0.218 | 0.078
Diagonal 7 1,1,...,1] 0.187 | 0.046
Diagonal 8 1,1,...,1] 0.171 | 0.062
Full Hessian FH3 1,1,...,1] 0.218 | 0.078
Himmelbg [1.5,1.5,...,1.5] 0.172 | 0.047
Extended

Freudenstein [0.5,-2,...,0.5,—2] | 0.156 | 0.093

Roth
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Extended 0.2,02,...,0.2] 0.187 | 0.1
Trigonometric

Extended [—12,1,...,—12,1] | 0.172 ] 0.032
Rosenbrock

Generalized [-1.2,1,...,—1.2,1] 0.156 | 0.078
Rosenbrock

Extended White [-1.2,1,...,—1.2,1] 0.171 | 0.031
Holst

Generalized White [~1.2,1,..,-1.2,1] | 0.125 | 0.031
Holst

Extended Beale [1,0.8,...,1,0.8] 0.078 | 0.078
Perturbed [0.5,0.5,...,0.5] 0.124 | 0.062
Quadratic

Extended Powell [3,-1,0.1,...,3,—1,0.1] | 0.171 | 0.063
Extended Maratos [1.1,0.1,...,1.1,0.1] 0.172 | 0.078
Extended CLff 0,-1,..,0,—1] 0.141 | 0.031
Extended Wood [-3,-1,...,—3,—1] 0.14 | 0.063
Extended Hiebert [0,0,...,0] 0.124 | 0.062
Extended Quadratic 1,1,...,1] 0.171 | 0.078
Penalty QP2

Extended Quadratic [1.5,1.5,...,1.5] 0.156 | 0.078
Exponential EP1

FLETCBV3 Lo 22027 | 0171 | 0.078
FLETCHCR [0,0,...,0] 0.125 | 0.078
BDQRTIC 11,1 0.125 | 0.062
ARGLIND 11,1 0.172 | 0.078
NONDIA [-1,-1,...,—1] 0.109 | 0.078
NONDQUAR L,-1,..,1,-1] 0.156 | 0.078
EG2 1,11 0.156 | 0.062
CURLY20 g.00r, 000k, .. 808 | 0.156 | 0.031
DIXMAANA 1 2,2,...,2] 0.156 | 0.078
DIXMAANA 2 2,2,...,2] 0.141 | 0.046
DIXMAANA 3 2,2,...,2] 0.156 | 0.062
DIXMAANA 4 2,2,...,2] 0.156 | 0.078
DIXMAANA 5 2,2,...2] 0.172 | 0.062
DIXMAANA 6 2,2,..,2 0.094 | 0.031
DIXMAANA 7 2,2,..,2 0.171 | 0.093
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DIXMAANA 8 2.2,...2 0.109 | 0.046
DIXMAANA 9 2,2, ..., 2] 0.094 0.032
DIXMAANA 10 2,2,....2] 0.187 | 0.062
DIXMAANA 11 2,2,....2] 0.172 | 0.062
DIXMAANA 12 2,2,...2] 0.156 | 0.031
Partial Perturbed [0.5,0.5,...,0.5] 0.141 | 0.078
Quadratic

Broyden Tridiagonal -1,-1,...,—1] 0.172 | 0.109
Almost Perturbed [0.5,0.5,...,0.5] 0.156 | 0.062
Quadratic

Perturbed Tridiagonal [0.5,0.5,...,0.5] 0.094 | 0.047
Quadratic

Staircase 1 1,1,..,1] 0.093 | 0.047
Staircase 2 0,0,...,0 0.156 | 0.078
LIARWHD 4,4,....4 0.156 0.062
POWER 11,1 0.094 | 0.078
ENGVALL1 2,2,...,2 0.141 0.047
CRAGGLVY 1,2,...2] 0.109 | 0.063
EDENSCH 0,0,...,0] 0.187 | 0.063
INDEF L. o5 mnh] | 0.156 | 0.078
CUBE [~1.2,1,..,—1.2,1] | 0.141 | 0.062
EXPLINT 0,0,...,0] 0.141 | 0.062
EXPLIN2 0,0,...,0] 0.156 | 0.047
ARGLINC 11,..1] 0.109 | 0.078
BDEXP 11,1 0.156 | 0.062
HARKERP2 1,2,...n] 0.156 | 0.078
GENHUMPS [—506,506.2, ...,506.2] | 0.093 0.062
MCCORMCK 1,1 0.171 | 0.078
NONSCOMP 3,3,..,3] 0.125 | 0.062
VARDIM [—Li1-2.0] | 0.4 | 0.031
Diagonal 6 1,1,...,1] 0.093 | 0.032
SINQUAD 0.1,0.1,..,0.1] 0.172 | 0.063
Extended

DENSCHNB 1,1,...,1] 0.171 | 0.093
Extended

DENSCHNF 2,0,...,2,0] 0.125 | 0.078
COSINE 1,1 0.171 | 0.078
SINE 1,1,..1] 0.156 | 0.062
SINCOS 3,0.1,..,3,0.1] 014 | 0.078
Diagonal 9 1,1,...,1] 0.109 | 0.078
Average 0.1515 | 0.0615




GLAVA 6. NUMERICKI EKSPERIMENTI

Tabela 2. n = 100
Funkcija o GDQN | RGDQN
Extended [1,2,...,n] 74.241 50.716
Penalty
Perturbed [0.5,0.5, ...,0.5] 80.325 50.529
Quadratic
Raydan 1 1,1,...,1] 65.926 47.362
Raydan 2 1,1,...,1] 11.497 | 9.049
Diagonall B 12.059 9.313
Diagonal2 L3, 2] 85.489 | 52.041
Diagonal3 1,1,..,1] 87.111 51.995
Generalized 2,2,...,2] 86.19 23.228
Tridiagonal-1
Hager 1,1,...,1] 86.986 23.696
Extended 2,2,...,2] 86.94 24.103
Tridiagonal-1
Extended Three
Exponential [0.1,0.1,...,0.1] 87.204 23.572
Terms
Diagonal4 1,1,...,1] 86.908 24.056
Diagonal5 [1.1,1.1,..,1.1] | 87.017 | 24.289
Extended 1,1,...,1] 87.236 23.697
Himmelblau
Extended PSC1 [3,0.1,...,3,0.1] 87.532 23.931
Full Hessian FH2 [0.01,0.01,...,0.01] | 87.33 23.899
Extended Block [0.1,0.1,...,0.1] 86.674 24.648
Diagonal BD1
Quadratic QF1 1,1,..,1] 86.986 24.133
Extended
Quadratic Penalty 1,1,...,1] 87.329 23.837
QP1
Quadratic QF2 [0.5,0.5,...,0.5] 87.236 24.056
Extended EP1 [15,15,...,15 | 87.111 | 24.554
Extended Tridiagonal-2 1,1,...,1] 86.643 24.398
Tridia 1,1,..,1] 88.063 24.352
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Exponential EP1

Arwhead [1,1,...,1] 86.799 | 24.398
Dqdrtic (3,3,...,3] 87.361 | 23.946
Quartc 2,2,..2] 87.376 | 24.118
Dixon3dq -1,-1,...,—1] 86.783 | 24.087
Biggsbl [0,0,...,0] 86.924 | 24.305
Generalized Quartic 1,1,...,1] 87.563 | 24.055
Diagonal 7 [1,1,...,1] 87.22 | 24.399
Diagonal 8 1,1,..1] 87.329 | 24.289
Full Hessian FH3 [1,1,...,1] 86.939 | 24.321
Himmelbg [1.5,1.5,...,1.5] 87.751 | 24.102
Extended

Freudenstein [0.5,-2,...,0.5,—2] 87.111 | 23.962
Roth

Extended [0.2,0.2,...,0.2] 87.454 | 24.445
Trigonometric

Extended [1.2,1,..,-1.2,1] | 87.085 | 24.18
Rosenbrock

Generalized [-1.2,1,...,—1.2,1] 87.594 | 24.711
Rosenbrock

Extended White [-1.2,1,...,—1.2,1] 87.173 | 24.476
Holst

Generalized White [C1.2,1,..,-1.2,1] | 87.204 | 23.946
Holst

Extended Beale [1,0.8,...,1,0.8] 87.36 | 24.352
Perturbed [0.5,0.5, ...,0.5] 88.686 | 24.414
Quadratic

Extended [3,-1,0.1,..,3,—1,0.1] | 87.829 | 24.851
Powell

Extended [1.1,0.1,..,1.1,0.1] | 87.407 | 23.993
Maratos

Extended [0,-1,...,0,—1] 87.111 | 23.805
Cliff

Extended [3,-1,..,-3,—1] | 87.11 | 24.336
Wood

Extended [0,0,...,0] 87.938 | 24.29
Hiebert

Extended

Quadratic 1,1,...,1] 88.39 | 25.226
Penalty QP2

Extended

Quadratic [1.5,1.5,...,1.5] 87.641 | 24.789
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FLETCBV3 L. 2y, oty,] | 88630 | 23.759
FLETCHCR [0,0,...,0] 87.710 | 24.336
BDQRTIC 1,1, 1] 88.218 | 24.024
ARGLINB 11,1 88.063 | 24.539
NONDIA 1, -1,.., 1] 88.718 | 24.164
NONDQUAR 1,—1,..1, 1] 87.594 | 24.258
EG2 1,1 89.498 | 24.399
CURLY20 000, 000k, B0 | 88.25 | 23.868
DIXMAANA 1 2,2,...,2] 89.233 | 24.056
DIXMAANA 2 2,2,..,2 88.235 | 24.024
DIXMAANA 3 2,2,...,2 88.172 | 23.65
DIXMAANA 4 2,2,...,2 90.917 | 24.866
DIXMAANA 5 2,2,...,2 90.715 | 24.071
DIXMAANA 6 2,2,..,2 88.702 | 24.414
DIXMAANA 7 22,2 89.498 | 24.305
DIXMAANA 8 2,2,...,2] 88.562 | 24.289
DIXMAANA 9 2,2,...2] 88.812 | 24.57
DIXMAANA 10 2,2,..,2] 88.297 | 24.43
DIXMAANA 11 2,2,..,2] 87.516 | 24.507
DIXMAANA 12 2.2,..2] 88.078 | 24.337
Partial Perturbed [0.5,0.5,...,0.5] 88.562 | 24.305
Quadratic

Broyden Tridiagonal -1,-1,...,—1] 88. 24.071
Almost Perturbed [0.5,0.5,...,0.5] 87.532 | 24.149
Quadratic

Perturbed Tridiagonal [0.5,0.5,...,0.5] 89.295 | 24.508
Quadratic

Staircase 1 1,1,...,1) 89.436 | 24.57
Staircase 2 0,0,...,0 88.468 | 24.664
LIARWHD 4,4,...,4 88.609 | 24.336
POWER 11,1 9151 | 24.071
ENGVALI1 2,2,...,2 87.626 | 24.711
CRAGGLVY 1,2,..2 88.858 | 24.18
EDENSCH 0,0,..,0 87.564 | 24.414
INDEF L. ol oly] | 90.247 | 23837
CUBE [~1.2,1,..,-1.2,1] | 88.374 | 24.18
EXPLINT [0,0,...,0] 88.343 | 24.399
EXPLIN2 0,0,...,0] 90.169 | 24.601
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ARGLINC [1,1,...,1] 89.575 24.18
BDEXP 1,1,...,1] 88.967 | 24.102
HARKERP2 [1,2,...,n] 87.828 | 24.242
GENHUMPS | [-506,506.2,...,506.2] | 87.595 | 24.679
MCCORMCK 1,1,..,1] 88.796 24.43
NONSCOMP 3,3, ..., 3] 88.157 | 24.913
VARDIM 1- %, 1-— %, ooy 0] 87.423 | 24.632
Diagonal 6 1,1,...,1] 88.032 | 24.087
SINQUAD la, ..., al 88.032 | 24.399
a=0.1

Extended

DENSCHNB [1,1,...,1] 88.998 | 24.243
Extended

DENSCHNF 2,0, ...,2,0] 89.201 | 24.398
COSINE 1,1,..,1] 88.749 24.18
SINE 1,1,....1] 88.468 | 24.118
SINCOS [3,0.1,...,3,0.1] 88.453 | 24.492
Diagonal 9 1,1,...,1] 87.891 | 24.445
Average 86,0027 | 25,2924




GLAVA 6. NUMERICKI EKSPERIMENTI

Tabela 3. n =10

Funkcija x LSCD | CD LS DP HD

Extended [1,2,..,n] | 0.094 | 0.125 | 0.125 | 0.171 | 0.172

Penalty

Perturbed la,a,...,a 0.093 | 0.14 | 0.141 | 0.14 | 0.14

Quadratic a=0.5

Raydan 1 1,1,...,1) 0.14 0.187 | 0.203 | 0.187 | 0.171

Raydan 2 1,1,...,1] 0.063 | 0.078 | 0.078 | 0.093 | 0.078

Diagonall [%, %, %] 0.093 | 0.125 | 0.109 | 0.14 | 0.141

Diagonal2 1,3, ...2] 0.156 | 0.156 | 0.172 | 0.187 | 0.188

Diagonal3 [1,1,.,1] | 0.141 | 0.156 | 0.218 | 0.187 | 0.187

Generalized 2,2,...,2] 0.171 | 0.203 | 0.203 | 0.203 | 0.188

Tridiagonal-1

Hager 1,1,...,1] 0.141 | 0.203 | 0.187 | 0.172 | 0.171

Extended

Tridiagonal-1 | [2,2,...,2] 0.156 | 0.187 | 0.187 | 0.188 | 0.156

Extended

Three [a,a,...,a 0.156 | 0.172 | 0.156 | 0.171 | 0.141

Exponential a=0.1

Terms

Diagonal4 1,1,...,1] 0.14 0.171 | 0.187 | 0.187 | 0.14

Diagonal5 [a,a,...,a 0.125 | 0.156 | 0.156 | 0.171 | 0.14
a=1.1

Extended 1,1,...1] 0.14 | 0.156 | 0.188 | 0.171 | 0.141

Himmelblau

Extended 3,a,..,3,a] | 0.125 | 0.188 | 0.203 | 0.172 | 0.125

PSC1 a=0.1

Full [a,a,...,a 0.171 | 0.171 | 0.187 | 0.187 | 0.14

Hessian FH2 a=0.01

Extended [a,a,...,a 0.141 | 0.156 | 0.187 | 0.171 | 0.14

Block a=0.1

Diagonal BD1

Quadratic 1,..,1] 0.125 0.188 | 0.202 | 0.187 | 0.172

QF1

Extended

Quadratic 1,..,1] 0.156 | 0.203 | 0.219 | 0.156 | 0.125

Penalty QP1
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Quadratic [a, ..., a] 0.156 | 0.172 | 0.203 | 0.203 | 0.14

QF2 a=20.5

Extended [a, ..., a] 0.156 | 0.202 | 0.187 | 0.203 | 0.109

EP1 a=15

Extended [1,..,1] 0.156 | 0.188 | 0.156 | 0.156 | 0.141

Tridiagonal-2

Tridia 1,1,...,1] 0.14 | 0.171 | 0.172 | 0.172 | 0.125

Arwhead 1, 1] 0.14 | 0.187 | 0.187 | 0.187 | 0.125

Dqdrtic [3,...,3] 0.141 | 0.14 | 0.203 | 0.172 | 0.14

Quartc 2,2 0.14 | 0.203 | 0.14 | 0.172 | 0.109

Dixon3dq [a, ..., al 0.16 | 0.2 0.22 | 0.19 | 0.12
a=-—1

Biggsbl [0, ...,0] 0.16 | 0.17 | 0.19 | 0.17 | 0.16

Generalized [1,..,1] 0.16 | 0.16 | 0.22 | 0.19 | 0.12

Quartic

Diagonal 7 [1,...,1] 0.17 | 0.2 0.19 | 0.16 | 0.12

Diagonal 8 [1, ey 1] 0.16 0.2 0.19 0.17 0.14

Full 1,1,...,1] 0.16 | 0.16 | 0.2 0.2 0.12

Hessian FH3

Himmelbg [a,a, ..., a 0.16 | 0.19 | 0.17 | 0.16 | 0.12
a=1.5

Extended [a,—2,..,a,—2] | 016 | 0.17 | 0.14 | 0.17 | 0.11

Freudenstein a=0.5

Roth

Extended [a,a,...,q 0.14 |0.16 | 0.16 | 0.16 | 0.12

Trigonometric | a = 0.2

Extended [a,1,...;a,1] 0.12 | 0.16 | 0.09 | 0.17 | 0.12

Rosenbrock a=-1.2

Generalized [a,1,...;a,1] 0.12 | 0.14 | 0.16 | 0.14 | 0.14

Rosenbrock a=—1.2

Extended [a,1,...;a,1] 0.14 | 0.17 | 0.16 | 0.09 | 0.12

White Holst a=-—1.2

Generalized [a,1,...;a,1] 0.14 |0.14 |0.17 | 0.14 | 0.16

White Holst a=—1.2

Extended 1,a,..,1,a 0.14 | 0.11 0.14 | 0.14 | 0.17

Beale a=0.8

Perturbed [a,a,...,q] 0.12 [0.14 |0.14 | 0.11 | 0.14

Quadratic a=0.5

Extended [3,a,b,...,3,a,b] | 0.14 | 0.12 | 0.16 | 0.16 | 0.09

Powell a=-1,b=0.1
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Extended [a,b, ..., a, b 0.12 |1 0.09 | 0.16 | 0.16 | 0.14

Maratos a=1.1 b=0.1

Extended [0,a,...,0,d] 0.14 [ 0.12 | 0.16 | 0.12 | 0.12

Cliff a= -1

Extended [a,b, ...,a,b] 0.16 | 0.17 | 0.14 | 0.16 | 0.14

Wood a=-3, b=-1

Extended [0, ..., 0] 0.14 | 0.12 | 0.16 | 0.16 | 0.12

Hiebert

Extended

Quadratic [1,...,1] 0.12 1 0.14 | 0.12 | 0.14 | 0.11

Penalty QP2

Extended

Quadratic [a, ..., a] 0.12 |1 0.16 | 0.12 | 0.11 | 0.14

Exponential a=15

EP1

FLETCBV3 [, .- | 011 0.6 [0.141 | 0.16 | 0.12

FLETCHCR 0, ...,0] 0.16 | 0.14 | 0.16 | 0.11 | 0.17

BDQRTIC 1,...,1 0.12 |1 0.17 | 0.14 | 0.16 | 0.14

ARGLINB 1,...,1 0.12 |1 0.14 | 0.14 | 0.11 | 0.16

NONDIA [a, ..., a] 0.12 1 0.19 | 0.14 | 0.14 | 0.16
a=-—1

NONDQUAR | [1,a,..,1,d] 0.11 | 0.14 | 0.14 | 0.09 | 0.14
a=-—1

EG2 [1,..,1] 0.11 | 0.14 | 0.125 | 0.17 | 0.11

CURLY20 [ sty] 014 06 [ 06 | o011 |on
a = 0.001

DIXMAANA 1 [2,...,2] 0.12 | 0.14 | 0.16 0.12 | 0.14

DIXMAANA 2 | [2,..,,2] 0.12 |1 0.17 | 0.11 | 0.17 | 0.11

DIXMAANA 3 | [2,...,2] 0.09 | 0.14 | 0.12 | 0.16 | 0.09

DIXMAANA 4 | [2,..,,2] 0.16 | 0.17 | 0.17 | 0.09 | 0.16

DIXMAANA 5 2,...,2 0.14 | 0.16 | 0.12 0.12 | 0.14

DIXMAANA 6 2,...,2 0.16 | 0.16 | 0.14 | 0.09 | 0.12

DIXMAANA 7 2,...,2 0.16 | 0.17 | 0.09 | 0.08 | 0.16

DIXMAANA 8 2,...,2 0.12 |1 0.17 | 0.16 | 0.09 | 0.17

DIXMAANA 9 2,...,2 0.11 | 0.16 | 0.17 | 0.12 | 0.09

DIXMAANA 10 | [2,...,2 0.12 |1 0.17 | 0.12 | 0.14 | 0.16

DIXMAANA 11 | [2,..,,2] 0.14 | 0.12 | 0.12 | 0.16 | 0.16

DIXMAANA 12 | [2,...,2] 0.11 | 0.16 | 0.16 | 0.14 | 0.14

Partial [a, ..., a] 0.12 | 0.14 | 0.11 | 0.17 | 0.09

Perturbed a=0.5

Quadratic
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Broyden [a, ..., a] 0.11 0.12 0.14 | 0.11 | 0.08

Tridiagonal a=-1

Almost [a, ..., a] 0.14 0.14 0.16 0.11 0.12

Perturbed a=0.5

Quadratic

Perturbed a, ..., al 0.14 0.16 0.14 | 0.14 | 0.11

Tridiagonal a=0.5

Quadratic

Staircase 1 1,...,1] 0.09 0.14 0.14 | 0.17 | 0.09

Staircase 2 0, ...,0] 0.09 0.09 0.16 | 0.17 | 0.09

LIARWHD [4,...,4] 0.16 0.14 0.09 0.16 0.14

POWER [1,...,1] 0.11 0.11 0.12 | 0.14 | 0.12

ENGVALIL 2,...,2] 0.14 0.19 0.11 0.17 0.09

CRAGGLVY | [1,2,...,2] 0.11 0.12 0.14 | 0.11 | 0.14

EDENSCH [0, ...,0] 0.14 0.14 0.16 0.17 0.19

INDEF [n_lH, , n%’_l] 0.14 0.17 0.17 | 0.16 | 0.12

CUBE [a,1,.,a,1] | 014 |0.16 |0.16 |0.12 | 0.14
a=—1.2

EXPLIN1 [0,0,...,0] 0.14 0.16 0.12 | 0.11 | 0.14

EXPLIN2 [0,0,...,0] 0.11 0.12 0.14 | 0.16 | 0.17

ARGLINC 1,1,...,1] 0.16 0.16 0.19 | 0.11 | 0.16

BDEXP [1,1,...,1] 0.09 0.16 0.16 | 0.17 | 0.14

HARKERP2 | [1,2,...,7] 0.14 | 014 | 009 |014 |o0.14

GENHUMPS | [-506,aq,...,a] | 0.12 0.16 0.18 | 0.17 | 0.11
a = 506.2

MCCORMCK | [1,...,1] 0.14 0.16 0.09 0.12 0.17

NONSCOMP | [3,...,3] 0.12 0.14 0.16 | 0.09 | 0.14

VARDIM (@170 [0.09 |02 |01 |01l |0.14
a=n-—1

Diagonal6 [1,..,1] 0.09 0.17 0.11 | 0.11 | 0.14

SINQUAD [a, ..., a] 0.14 0.16 0.17 | 0.16 | 0.14
a=0.1

Extended 1, 1] 0.14 0.16 0.16 0.14 0.17

DENSCHNB

Extended [2,0,...,2,0] 0.12 0.16 0.12 | 0.14 | 0.16

DENSCHNF

COSINE [1,...,1] 0.14 0.16 0.12 | 0.11 | 0.14

SINE 1,...,1] 0.12 0.12 0.12 0.14 0.16

SINCOS [3,a,...,3,al 0.12 0.14 0.14 | 0.19 | 0.12
a=0.1

Diagonal9 1,0 1] 0.14 0.16 0.11 0.12 0.17

Average 0.1332 | 0.1557 | 0.153 | 0,149 | 0.137
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Tabela 4. n = 100

Funkcija Zg LSCD | CD LS DP HD

Extended 1,..,n 78.37 | 78.14 | 80.64 | 76.16 | 79.17

Penalty

Perturbed a,...,a] 78.36 | 80.36 | 81.9 | 77.64 | 80.51

Quadratic a=0.5

Raydan 1 1,...,1] 64.21 | 65.55 | 67.1 | 64.04 | 65.25

Raydan 2 1,..,1] 11.25 11.82 | 11.84 | 11.5 11.56

Diagonall (&, 1] 11.5 | 11.68 [ 11.87 [ 11.57 | 11.68

Diagonal2 [1,..2] 81.45 | 83.29 | 85.94 | 82.01 | 83.18

Diagonal3 1,..,1] 82.37 84.36 | 86.44 | 82.43 | 84.29

Generalized 12,...,2] 82.87 | 84.75 | 87.05 | 82.93 | 84.54

Tridiagonal-1

Hager [1,...,1] 83.02 | 84.85 | 86.72 | 83.27 | 84.91

Extended 12,...,2] 81.45 | 85.07 | 87.16 | 83.43 | 84.65

Tridiagonal-1

Extended

Three [a,...,al 82.52 | 84.91 | 87.27 | 83.13 | 85.05

Exponential a=0.1

Terms

Diagonal4 1,..,1] 82.87 | 85.29 | 87.03 | 83.37 | 84.8

Diagonal5 a,...,al 82.852 | 84.86 | 87.3 | 82.62 | 84.85
a=1.1

Extended 1, 1] 82.95 | 84.5 | 86.72 | 83.51 | 84.96

Himmelblau

Extended 3,a,...,3,a] | 82.82 | 85.24 | 87.2 | 83.18 | 84.97

PSC1 a=0.1

Full a, ..., al 82.91 | 85.04 | 87.28 | 83.34 | 85.1

Hessian FH2 a=0.01

Extended a,...,al 82.62 | 85.43 | 87.05 | 83.09 | 84.82

Block a=0.1

Diagonal BD1

Quadratic 1,..,1] 82.87 | 85.36 | 87.41 | 83.15 | 85

QF1

Extended

Quadratic 1,..,1] 82.73 | 85.16 | 87.09 | 82.85 | 85.04

Penalty QP1
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Quadratic [a, ..., a] 83.01 | 85.25 | 87.42 | 83.1 | 85.13

QF2 a=20.5

Extended

Quadratic [a, ..., a] 82.84 | 84.86 | 87.3 | 82.54 | 84.91

Exponential a=15

EP1

Extended [1,..,1] 82.79 | 85.21 | 87.36 | 82.8 | 84.55

Tridiagonal-2

Tridia [1,..,1] 82.57 | 85.22 | 86.92 | 83.09 | 84.52

Arwhead [1,...,1] 83.01 | 85.57 | 86.64 | 83.41 | 84.54

Dqdrtic 3,...,3] 83.01 | 85.05 | 87.45 | 83.88 | 84.82

Quartc [2,...,2] 82.99 | 86.16 | 87.39 | 83.6 | 84.51

Dixon3dq [a, ..., a] 82.87 | 85.02 | 87.16 | 83.46 | 84.86
a=-—1

Biggsbl [0, ...,0] 83.16 | 84.88 | 87.14 | 83.52 | 84.9

Generalized [1,...,1] 82.71 | 85.22 | 87.02 | 83.43 | 85.43

Quartic

Diagonal 7 [1,..,1] 82.79 | 84.93 | 86.97 | 83.21 | 84.82

Diagonal 8 [1,...,1] 82.96 | 84.97 | 86.72 | 83.1 | 84.83

Full 1,1,...,1] 82.84 | 85.29 | 87.39 | 82.99 | 84.35

Hessian FH3

Himmelbg [a,a, ..., a 83.2 | 85.63 | 87.44 | 82.82 | 85.22
a=1.5

Extended [a,—2,...;a,—2] | 81.82 | 82.1 | 87.73 | 82.87 | 81.68

Freudenstein a=0.5

Roth

Extended [a,a, ..., a

Trigonometric | a = 0.2 81.87 | 82.03 | 88.26 | 83.15 | 81.87

Extended [a.1,..a1] 81.26 | 81.84 | 87.42 | 82.59 | 81.62

Rosenbrock a=-12

Generalized [a,1,...;a,1] 81.56 | 81.74 | 87.52 | 82.32 | 81.74

Rosenbrock a=—1.2

Extended [a,1,...;a,1] 81.6 | 83.16 | 87.3 | 82.52 | 81.7

White Holst a=—1.2

Generalized [a,1,...;a,1] 82.1 | 82.24 | 87.05 | 82.76 | 82.02

White Holst a=-—1.2

Extended 1,a,..,1,d 81.98 | 83.09 | 87.2 | 82.26 | 81.53

Beale a=0.8

Perturbed [a,a,...,q] 82.57 | 82.82 | 87.17 | 82.85 | 82.01

Quadratic a=0.5

Extended [3,a,b,...,3,a,b] | 81.73 | 82.07 | 86.72 | 81.87 | 80.76

Powell a=-1,b=0.1
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Extended [a,b, ..., a, b 82.23 | 81.64 | 87.1 | 81.73 | 82.29

Maratos a=11,b=0.1

Extended [0,aq,...,0,a] 82.76 | 82.66 | 87.25 | 82.37 | 82.26

Clift a=—1

Extended [a,b, ...,a,b] 81.46 | 81.57 | 87.38 | 82.48 | 81.96

Wood a=-3, b=-1

Extended [0, ..., 0] 81.76 | 81.99 | 87.38 | 82.38 | 81.7

Hiebert

Extended

Quadratic [1,...,1] 81.87 | 81.65 | 87.58 | 82.55 | 81.93

Penalty QP2

Extended

Quadratic [a, ..., a] 81.43 | 82.15 | 87.23 | 82.98 | 81.56

Exponential a=15

EP1

FLETCBV3 [n%rl, e nil] 81.7 | 81.74 | 87.67 | 82.66 | 81.64

FLETCHCR 0, ...,0] 81.62 | 82.63 | 87.55 | 82.88 | 81.68

BDQRTIC 1,...,1 82.23 | 82.66 | 87.28 | 82.54 | 81.9

ARGLINB 1,..,1 82.57 | 81.6 | 87.66 | 82.65 | 82.07

NONDIA [a, ..., a] 82.16 | 82.77 | 87.33 | 82.48 | 82.18
a=-—1

NONDQUAR | [1,a,..,1,d] 82.23 | 82.32 | 87.47 | 82.45 | 81.73
a=-—1

EG2 [1,..,1] 81.68 | 82.24 | 86.49 | 83.19 | 81.76

CURLY20 inl s eee ﬁJ 81.93 | 82.49 | 87.59 | 82.84 | 81.93
a = 0.001

DIXMAANA 1 [2,...,2] 81.15 | 82.32 | 87.92 | 82.46 81.99

DIXMAANA 2 2,...,2] 81.59 | 82.7 | 87.83 | 82.806 | 81.7

DIXMAANA 3 [2,...,2] 81.57 | 82.46 | 87.48 | 82.93 | 81.9

DIXMAANA 4 2,...,2] 81.45 | 82.93 | 87.13 | 84.3 82.52

DIXMAANA 5 2,...,2 81.35 | 83.24 | 88.53 | 82.26 81.21

DIXMAANA 6 2,2 82.2 | 83.77 | 87.55 | 83.52 | 829

DIXMAANA 7 2,...,2 81.17 | 83.21 | 87.61 | 83.94 | 81.7

DIXMAANA 8 2,..,2 82.03 | 83.69 | 87.66 | 82.21 | 82.21

DIXMAANA 9 2,...,2 81.48 | 83.77 | 87.98 | 82.37 | 82.46

DIXMAANA 10 | [2,...,2 81.37 | 83.65 | 87.24 | 82.79 | 81.71

DIXMAANA 11 | [2,..,,2] 81.79 | 83.85 | 87.67 | 82.76 | 82.06

DIXMAANA 12 | [2,...,2] 81.46 | 83.93 | 87.97 | 82.96 | 82.02

79



GLAVA 6. NUMERICKI EKSPERIMENTI

Partial [a, ..., a] 81.85 | 83.79 | 87.88 | 82.52 | 81.84

Perturbed a=0.5

Quadratic

Broyden [a, ..., a] 81.74 | 83.66 | 87.59 | 82.85 | 82.17

Tridiagonal a=-1

Almost [a, ..., a] 82.26 | 83.74 | 87.72 | 82.88 | 81.79

Perturbed a=0.5

Quadratic

Perturbed a, ..., a] 81.59 | 83.76 | 87.173 | 82.71 | 81.28

Tridiagonal a=0.5

Quadratic

Staircasel [1,...,1] 81.87 | 83.63 | 88.36 | 82.88 | 82.62

Staircase2 [0, ...,0] 82.4 | 83.85 | 87.94 | 83.12 | 81.63

LTARWHD [4,...,4] 81.62 | 83.6 | 88.55 | 83.07 | 82.23

POWER [1,...,1] 82.15 | 83.59 | 87.58 | 82.8 | 82.31

ENGVAL1L 2,...,2] 82.34 | 83.35 | 87.63 | 83.33 | 82.87

CRAGGLVY [1,2,...,2] 81.7 | 83.46 | 88.03 | 83.24 | 82.16

EDENSCH 0, ...,0] 81.67 | 83.32 | 87.67 | 83.33 | 81.62

INDEF ["L, cny ﬁ] 81.68 | 83.49 | 87.45 | 82.37 | 82.24

CUBE [a,1,...;a,1] 82.17 | 83.19 | 87.58 | 82.32 | 81.78
a=-—1.2

EXPLIN1 0, ...,0] 81.68 | 83.49 | 87.34 | 82.96 | 82.63

EXPLIN2 0,...,0] 82.29 | 83.46 | 87.81 | 83.27 | 81.92

ARGLINC 1,1,...,1] 81.95 | 83.99 | 87.3 82.1 | 82.74

BDEXP 1,1,..,1] 82.35 | 83.66 | 87.63 | 82.82 | 82.37

HARKERP2 1,2,...,n] 81.56 | 83.68 | 87.45 | 83.18 | 82.57

GENHUMPS | [-506,a,...,a] | 82.56 | 83.54 | 88.11 | 83.29 | 82.59
a = 506.2

MCCORMCK | [1,...,1] 82.35 | 84.01 | 88 82.77 | 82.27

NONSCOMP | [3,...,3] 82.2 | 83.19 | 88 82.84 | 82.63

VARDIM (4, “;17...7 0] | 82.46 | 83.49 | 87.66 | 82.93 | 82.24
a=n-—1

Diagonal6 [1,...,1] 82.04 | 83.55 | 87.84 | 83.62 | 82.12

SINQUAD [a, ..., a] 82.06 | 83.6 | 87.83 | 83.63 | 82.27
a=0.1

Extended [1,..,1] 82.1 | 83.41 | 88.28 | 83.24 | 81.81

DENSCHNB

Extended (2,0,...,2,0] 82.45 | 83.41 | 87.66 | 82.8 | 82.87

DENSCHNF

COSINE 1,..,1 82.12 | 83.27 | 87.66 | 82.48 | 82.21

SINE 1,...,1 81.87 | 83.83 | 87.75 | 82.87 | 82.31

SINCOS [3,a,...,3,a] 82.1 | 83.26 | 87.59 | 82.76 | 82.2

Diagonal9 [1,..,1] 82.46 | 83.24 | 88.11 | 83.19 | 82.21

Average 80,46 | 81,9 | 85,576 | 81,13 | 81,16
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Najpre komentariSemo Tabelu 1.

U Tabeli 1. uporedeni su rezultati dobijeni primenom pomenutih metoda GDQN
[113] i RGDQN, pri ¢emu su prose¢ni rezultati dati u poslednjoj vrsti Tabele 1. Prosecni
rezultati jasno pokazuju da je metod RGDQN mnogo bolji od metoda GDQN. Jedino
se u slucaju Extended Beale funkcije RGDQN poklapa sa GDQN.

Sada razmatramo Tabelu 2.

Pregledom rezultata u Tabeli 2., zaklju¢ujemo da je metod RGDQN ubedljivo bolji
od metoda GDQN. To potvrduju i prose¢ni rezultati, dati u poslednjoj vrsti Tabele 2.

Zakljucak je da se uvodenjem parametra 6, Cije se vrednosti nasumic¢no biraju iz
intervala (0, 1), dobijaju mnogo bolji eksperimentalni rezultati u poredenju sa eksper-
imentalnim rezultatima koji vaze za GDQN metod.

Slede Tabela 3. i Tabela 4., u kojima se porede vrednosti metoda LSCD, pred-
stavljenog u Poglavlju 5, sa metodima CD, LS, DYPRP [4], u oznaci DP, HSDY, u
oznaci HD iz [12]. Tabela 3. i Tabela 4. sadrze rezultate koji su dobijeni pri koriséenju
dimenzija problema n = 10, n = 100 respektivno.

Sada analiziramo Tabelu 3.

Iz prosec¢nih rezultata, datih u poslednjoj vrsti Tabele 3., mozemo zakljuciti da se
metod LSCD pokazao boljim od ostalih metoda u tabeli.

Dalje, LSCD metod se pokazao najboljim u slu¢aju ukupno 23 funkcije, dok kod
njih 15 deli najbolji rezultat sa nekim od ostalih metoda iz Tabele 3. U slucaju 14
funkcija se poklapa sa jednim od metoda LS i CD, ali je od onog drugog bolji. Osim u
slu¢aju funkcija LITARWHD i POWER, bolji je od bar jednog od LS i CD metoda. Kod
ukupno 65 funkcija, LSCD se pokazao boljim od metoda DYPRP, a kod 14 funkcija je
jednak sa ovim metodom. U slucaju 42 funkcije pokazao se boljim od HSDY metoda.
Kod 11 funkcija jednak je sa ovim metodom.

Analiziramo sada Tabelu 4., u kojoj su pomenuti metodi LSCD, CD, LS, DYPRP
i HSDY uporedivani za n = 100. Prosec¢ni rezultati, dati u poslednjoj vrsti Tabele 4.,
pokazuju da je metod LSCD dao najbolje rezultate medu pomenutim metodima.

Dalje, LSCD metod se pokazao najboljim u slu¢aju ukupno 65 funkcija, dok u
slucaju dve funkcije deli najbolji rezultat sa HSDY. U sluc¢aju 91 funkcije bolji je od
CD, a kod svih funkcija je bolji od LS. Takode, u slu¢aju 91 funkcije bolji je od DYPRP.
U slucaju 73 funkcije bolji je od HSDY metoda.

Zakljucak je da se formiranjem konveksne kombinacije metoda LS i CD, pri ¢emu se
parametar 6, bira tako da je zadovoljen uslov konjugacije, svakako poboljsavaju metodi
LS i CD, a dobija se metod uporediv sa nekim poznatim hibridnim metodima, i ¢ak
bolji od njih.
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