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Predgovor

Poznato je da pri pokusSaju davanja prihvatljivo-matematickog oblika
mnogim prirodnim pojavama, nije moguce izbeci razne slucajnosti. S toga se
pokazalo da deterministicki opis srednjim vrednostima, kojima se objasnjavaju
razne prirodne veze, mora biti zamenjen temeljnom statistickom obradom
stohastickih (slu¢ajnih) pojava. Ovakve probleme lakse je formulisati nego
resiti, zbog cestih problema eksperimentalne prirode u struc¢nim oblastima
koje se time bave kao i problema pri formiranju jednobraznog statistickog
uzorka sluc¢ajne promenljive, odnosno time generisanih teskoc¢a odgovarajuce
matematicke formucije.

Ova disertacija se bavi istrazivanjima kombinujuéi delove veoma vaznih
teorija, kao Sto su:

e Teorija verovatnoce i matematicke statistike;
e Teorija stohastickih procesa;
e Statisticke mesovite raspodele aditivnog i multiplikativnog tipa;

a sve u cilju dobijanja jednog poboljSanog pristupa za primenu reSavanja
stvarnih problema, sa kojima se sre¢emo pri istrazivanju u tehnickim naukama.

Disertacija " Numericke metode statisticke obrade stohastickih pojava u
tehnici”, napisana je na 93 strane, formata A4, u LaTeX-u, i sadrzi 2 slike,
11 grafikona. Pored predgovora i uvoda ova doktorska disretacija sadrzi 4
poglavlja i zakljucak. Na kraju je naveden spisak koris¢ene literature.

Ova doktorska disertacija je iz oblasti primenjene matematike i njen
znacaj je u aplikativnim metodama koje su date kroz primene, a ne samo
kroz teoreme i dokaze kao u ¢isto teorijskoj matematici.

U prvom poglavlju navedeni su oni pojmovi iz teorije verovatnoce i matemat-
icke statistike, sa posebnim osvrtom na slucajne promenljive, empirijske
funkcije raspodele uzoraka, tackaste i intervalne ocene parametara. Pored os-
nove zasnivanja teorije stohastickih procesa u najkra¢em je opisano Braunovo
kretanje, Beli sum, Stohasticki integral i Stohasticka stabilnost.



U drugom poglavlju navedene su neke odabrane numericke metode sa
posebnim osvrtom na metodu Monte Karla i neki karakteristicni primeri
njene primene.

Trete poglavlje obuhvata mesovite raspodele aditivnog tipa, momente
mesovotih raspodela sa Apsolutno-neprikidnim komponentama, Normalno-
normalne, Normalno-uniformne i Normalno-Sipmsonove raspodele. Tako-
de, u ovom poglavlju su obradene mesovite raspodele multiplikativnog tipa,
mesovite raspodele maksimalno multiplikativnog tipa i mesSovite raspodele
minimalno multiplikativnog tipa.

U cetvrtom poglavlju data je primena meSovitih raspodela u tehnici sa
posebnim doprinosima u primeni, mesovito-aditivne raspodele na analizu
zracenja smese radioaktvnih izotopa, kao i primeri mesovito-statistickih raspo-
dela multiplikativnog tipa na projektovanje vakumskih izolacionih sistema.

U zakljucku su kratko navedeni ostvareni zadaci i ciljevi ove doktorske
disertacije.

* ook ko ok k%

Zahvaljujem se mojim profesorima koji su permanentno pratili 1 pomagali
moj rad na izradi ove doktorske disertacije, tj. clanovima Komisije: predsed-
niku prof. dr Igoru Milovanovicu, mentoru prof. dr Diant Doli¢anin-Dekié 1
doc. dr Kouviljki Stankovié. Takode se zahvaljujem profesorima: akademiku
SANU Stevanu Pilipovicu, akademiku SANU Teodoru Atanackovicu, prof. dr
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Uvod

Mnoge pojave u prirodi, drustvu i nauci su podlozne slu¢ajnim prome-
nama. Nasumicnost se cesto zanemaruje pri proucavanju tih pojava. Umesto
toga, tezi se oslanjanju na srednje vrednosti u cilju objasnjenja prirodne veze
koja se istrazuje. U tehnickoj literaturi je rad sa slucajnim promenljivima,
¢esto izbegavan tako §to su mnozene poznate srednjih vrednosti sa takoz-
vanim sigurnosnim faktorima. Ovakav pristup moze da bude pogresan zato
Sto cesto ekstremna vrednost a ne srednja, odreduje karakteristike sistema.

Danas je opste prihvac¢eno da deterministicki opis srednjim vrednostima
mora biti zamenjen temeljnom statistickom obradom stohasticko/sluc¢ajnih
pojava. Takav zadatak je daleko lakse postaviti nego resiti, zbog cestih prob-
lema eksperimentalne prirode u primenjenim naué¢nim oblastima koje se time
bave i takode, zbog problema, koji se javljaju pri formiranju reprezentativnog
statistickog uzorka.

Pre nego sto dode do matematicke formulacije sluc¢ajnog tj. stohastickog
procesa, on treba da bude fenomenoloski poznat. Stoga polazna tacka mora
nuzno da bude eksperiment ¢iji rezultati, odnosno izmerene vrednosti, uz-
imaju vrednosti u odredenom opsegu i na koje ne utice nikakva ireverzi-
bilna posledica samog eksperimenta. Uzroci varijacije eksperimentalno dobi-
jenih slucajnih promenljivih mogu da budu svojstveni procesu, mogu da nas-
tanu od njegovih grani¢nih uslova ili se mogu nalaziti u slu¢ajnim greskama
prilikom merenja (Sto je manje moguce). Statisticki uzorak formiran od
slucajnih promenjivih koje zadovoljavaju ove uslove se smatra cistim i na
njega se moze primeniti aparat matematicke statistike. U praksi, nazalost,
mnogo se ¢eSée srece sa slucajnim procesima uzajamno spregnutim, neis-
torodnim sa razlicitim grani¢nim uslovima i nepoznatim stepenom reverzi-
bilnosti eksperimentalnog postupka. Eksperimentalno pracenje takvog tipa
slucajnih procesa ne vodi ¢istim statistickim uzorcima, veé statistickim uzo -
rcima mesovitog tipa koji sadrze raznorodne slucajne promenjive ¢iju raznorod-
nost uglavnom nije moguce odrediti iz uslova medusobne ekranizacije i prirode
samog eksperimenta. To je razlog Sto, mnogi empirijski dobijeni statisticki



uzorci slucajnih promenjivih imaju takozvane mesSovite raspodele. Njihova
analiza je veoma komplikovana usled velikog broja neizdiferenciranih param-
etara.

Osnovni cilj ovog rada je izgradnja jedinstvenog pristupa teoriji mesovitih
raspodela, zasnovanog na analizi njihovog nastanka. Bi¢e pokazano da mes-
ovite raspodele aditivnog tipa nastaju prilikom mesanja razli¢itih uzoraka,
a mesSovite raspodele multiplikativnog tipa kao raspodele estremnih vred-
nost uzorka. Takvo striktno matematicko razmatranje mesanja stohastickih
raspodela, omogucuje razvoj simplifikovanih algoritmi za identifikaciju i pri-
menu mesSovitih raspodela, podesnih za upotrebu u inzenjerskoj praksi.

Ovaj cilj Ce se ostvariti tako sto ¢e se, nakon definisanja osnovnih pojmova
matematicke statistike razmatrati striktno matematicke posledice formiranja
statistickog uzorka od raznorodno karakterisanih neizdiferenciranih sluc¢ajnih
promenjivih statisticki obradivog tipa. Tom prilikom ¢e se matematicki defin-
isati: mesovite raspodele aditivnog i multiplikativnog tipa; funkcija gustine
mesSovite normalno-normalne raspodele; funkcija gustine mesovite normalno-
pravougaone raspodele; funkcija gustine mesovite normalno-trougaone ras-
podele; efikasnost primene kombinovane metode; odredivanje intervala prekri-
vanja; razvoj simplifikovanog numerickog algoritma za analizu meSovite ras-
podele aditivnog tipa (sa proverom na realnom problemu iz Nuklearne fizike);
razvoj simplifikovanog numerickog algoritma za analizu mesovite raspodele
multiplivativnog tipa (sa proverom na realnom problemu iz Tehnike visokog
napona).



Glava 1

TEORIJA VEROVATNOCE -
OSNOVNI POJMOVI

U razmatranju koje sledi od brojnih matematicko-statistickih koncepata,
pravaca i metoda, bez ulazenja u detalje dokazivanja, izlozeni su samo oni
vazni za razumevanje narednih poglavlja. Kompletni dokazi navedenih teo-
rema mogu se naéi (ako u tekstu nije naglaseno drugacije) u knjigama [2],

[25], [26],[33], [34], [21], [40], [42], [63], [64].
1.1 Nastanak teorije verovatnoce

Mnoge prirodne i drustvene pojave mogu se precizno opisati matemati-
ckim pravilima i obrascima. Za njih najces¢ée kazemo da poseduju determin-
isticki karakter i kao takve izucavamo ih standardnim nauc¢nim metodama.
Osim toga, postoje pojave koje se ne mogu posmatrati na ovaj nacin, jer
ne postoji moguénost jednoznac¢nog utvrdivanja medusobnih veza i odnosa
unutar njih. Ovakve pojave nazivamo slucajnim ili stohastickim. Njihovim
proucavanjem se bavi Teorije verovatnoc¢e - oblast savremene matematike
koja je nasla ogromnu primenu u mnogim oblastima nauke i zivota uopste.
Ona se pokazala kao veoma mocan matematicki aparat, koji se uspesno pri-
menjuje u predvidanju razlicitih pojava i procesa. Pitanjima tipa: ,,Da li
postoje slucajni dogadaji” i ,,Sta je slucajnost” bavi se filozofija i ne posvecuje
im se prostor u ovoj disertaciji. U principu, u matematici se ne razmatra sSta
predstavlja neki pojam ve¢ Sta se sa njim moze uraditi. Upravo zato, izabrali
smo, kao i ve¢ina autora koji se bave ovom problematikom, Kolmogorovljev
aksiomatski pristup Teoriji verovatnoce.



Teorija verovatnoce je mlada matematicka disciplina u odnosu na ge-
ometriju i algebru. Moze se upros¢eno definisati kao oblast matematike koja
se uglavnom bavi procenama moguénosti za realizaciju slu¢ajnih dogadaja. I
pored tog velikog vremena, koje je ulozeno u proucavanje ove problematike,
prva tacna resenja problema iz ove oblasti su zabelezena tek u XVII veku
(1654. godine), u prepisci francuskih matematicara Bleza Paskala i Pjera
Ferma. Naredne godine donele su nove doprinose ovoj nauc¢noj disciplini koje
su dali Kristijan Hajgens, Jakob Bernuli i Abraham de Moavr. Veliki deo
njihovih istrazivanja je bio podstaknut prakticnim problemima, na primer,
razvoj osiguravajucih drustava doveo je potrebe da se razvije metotodologija
procene rizika za Sta je bio neophodan razvoj teorije verovatnoce.

Prvu sistematizaciju dobijenih rezultata je izvrsio francuski matematicar
Laplas, koji je uveo 1812. godine, takozvanu "klasi¢nu” definiciju verovatnoce,
koja se koristi u slucajevima kada je skup logicki mogucih ishoda konacan i
svi njegovi elementi imaju jednake moguc¢nosti realizacije. U narednih 120
godina usledio je buran razvoj Teorije verovatnoce, kome je posebno do-
prinela pojava matematicke statistike i njene primene u prirodnim, drustve-
nim i tehnickim naukama. Strogo matematicko zasnivanje Teorije verovat-
noc¢e i pored velikog broja partikularnih rezultata nije se moglo zavrsiti
bez pojave savremenih matematickih postupaka, koje su doneli Kantorova
teorija skupova i Lebegova teorija mera i integrala. Aksiomatski sistem,
koji se danas koristi za rad u teoriji verovatnoce, prakti¢no je uveo ruski
matematicar Kolmogorov 1933. godine. On je da bi konzinstentno definisao
pojam verovatnoce, morao u svojoj teoriji da prihvati postojanje sluc¢ajnih
dogadaja, koji nisu nemogudi ali je njihova verovatnoca jednaka nuli!

1.2 Osnovni pojmovi teorije verovatnoce

1.2.1 Slucajni dogadaji i njihove verovatnoce

Skup svih logicki moguéih ishoda jedne pojave oznacava¢emo sa 2. Nje-
gove elemente zva¢emo elementarnim ishodima a podskupove slucajnim doga-
dajima. Skup Q nazivamo sigurnim dogadajem a () nemoguéim dogadajem.
Dogadaj A = A°N) nazivamo suprotnim dogadajem dogadaju A i ubuduce
ga oznacavamo sa A°, ili sa A.

Operacija unije dva sluc¢ajna dogadaja A i B definise dogadaj AU B koji
se realizuje ako i samo ako se realizuje bar jedan od njih.



Operacija preseka dva slucajna dogadaja A i B definise dogadaj AN B
koji se realizuje ako i samo ako se realizuju i A i B istovremeno. Umesto
AN B koristi¢emo oznaku AB.

Za dogadaje A i B kazemo da su disjunktni, ako je AB = () to jest ako
realizacija jednog od njih iskljucuje realizaciju drugog.

Ako je A C B, onda prakticno iz realizacije dogadaja A obavezno sledi
realizacija dogadaja B.

Operacije unije i preseka jednostavno se prosiruju na slucaj vise od dva
dogadaja - ako je I proizvoljan (konacan ili beskonacan) skup indeksa, onda

je
Ua (4
iel icl
dogadaj koji se realizuje ako i samo ako se realizuje bar jedan od dogadaja
A; (svi dogadaji A;).
Kolekcija podskupova ® nepraznog skupa X zove se o - polje ako:
1) Qe F,;
2) Iz A € Fsledi A° € F;
)1z A, e Fon=1,2,.. sledi U2 A, € F.
Iz definicije o - polja sledi da () € F (jer je ) = Q°); kao i da iz A, € F,
n=12...sledi N2 ,A, € F (jer jeonda A° € F,n=1,2,... i My, A, =
(U5, AS)°).

Definicija 1.2.1.1. Uredena trojka (2, F,p), gde je Q neprazan skup, F o

- polje nad 2 i p: F — [0, 1] preslikavangje koje ima sledeée osobine:
1. p(Q) = 1;
2. ako je {A,} C F niz dogadaja takvih da iz i # j sledi A; N A; =0,

onda je:
p(U Ay) = Zp(An)a

naziva se prostor verovatnoce, a funkcija p verovatnoca.

Teorema 1.2.1.1.

1) p(0) = 0.
2) Ako su Ay, ... A, € F disjunkini dogadaji onda je:

n

p(J Ax) =D p(Ax).

k=1

3) Iz A € F sledi p(A°) =1 — p(A).
4) Iz A,B e F i AC B sledi p(A) < p(B).
5) Za proizvoljne slucajne dogadaje A, B € F vazi:

p(AU B) = p(A) + p(B) — p(AB).
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Relacija definisana Teoremom 1.2.1.1 je "jednosmerna”, to jest verovat-
noca nemoguceg dogadaja jeste jednaka 0, ali to ne znaci da je to jedini do-
gadaj Cija je verovatnoca jednaka nuli. Postoje primeri prostora verovatnoce
(na primer kod Geometrijske definicije verovatnoce) u kojima postoje "nepra-
jednaka nuli kazemo da je skoro nemogu¢. Takode, postoje prostori verovatno-
¢e u kojima postoje dogadaji razliciti od € ¢ija je verovatnoca jednaka 1. Za
dogadaj cija je verovatnoca jednaka 1 kazemo da je skoro siguran.

Naredne teoreme daju dva vazna primera prostora verovatnoce.

Teorema 1.2.1.2. Ako je Q konacan skup i ako su svi elementarni ishodi
jednako verovatni (imaju jednake mogucénosti realizacije), onda je F = P()
1 za svaki A C Q) vazi

p(A) = %A

gde je ny broj elemenata skupa A, a n broj elemenata skupa 2.

Formulom datom u prethodnom stavu francuski matematicar Laplas je
1812. godine uveo prvu matematicku definiciju verovatnoce, opisujuéi si-
tuacije do kojih dolazi pri hazardnim igrama. Njen jedini nedostatak su
restriktivne mogucénosti za primenu, to jest moze se koristiti jedino ako je €2
konacan skup i ako su svi elementarni ishodi jednakoverovatni.

Sada ¢emo pokazati kako se moze definisati verovatnoc¢a u slucaju da
se () moze predstaviti kao Lebeg-merljiv podskup Euklidskog prostora koji
se sastoji od jednakoverovatnih elementarnih ishoda kojih ima neprebrojivo
beskona¢no. U takvom slucaju verovatnoca svakog elementarnog ishoda je
jednaka 0.

Naves¢emo definiciju merljivog skupa i merljive funkcije

Definicija 1.2.1.2. Familija Q) podskupova skupa X je o-algebra na X ako
vazi

1° X € Q,

2° ako A €, tada X \ A € Q,

3° ako je {A,}2, niz skupova iz Q, onda je |J,—; A, € Q.

Prostor (X, Q) zovemo merljivim prostorom. Same skupove iz ) zovemo
merlpvim skupovima.

Definicija 1.2.1.3. Neka je (X, Q) merljiv prostor. Tada funkciju f : X —
R, gde je R prosiren skup realnih brojeva, zovemo merljivom (Q-merljivom,)
ako je skup

(e, +x]) ={z € X : f(z) > c}
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merljiv za svako ¢ € R.

Teorema 1.2.1.3. Neka je Q2 C R"™ Lebeg merljiv skup takav da je p(2) < oo.
Tada svi merljivi podskupovi skupa §2 obrazuju jedno o - polje F. Uredena
trojka (Q, F,p), gde je p : F — [0,1] funkcija definisana formulom

_HA
M= @)

je prostor verovatnoce.

Predhodnom stavom je uvedena takozvana geometrijska definicija verovat-
noce.

1.2.2 Uslovne verovatnoce i nezavisnost dogadaja

Cesto je u praksi potrebno izra¢unati verovatnoéu dogadaja A, pod uslovom
da se realizovao dogadaj B. Stoga navodimo slede¢u definiciju

Definicija 1.2.2.1. Verovatnoca dogadaja A, pod uslovom da se realizo-
vao dogadaj B, pri cemu je p(B) > 0, zovemo uslovnom verovatnoéom i
oznac¢avamo sa p(A|B) i vazi

p(AB)
p(B)

Jedan od osnovnih pojmova Teorije verovatnoce i Matematicke statistike
jeste nezavisnost dogadaja. Dogadaj B je nezavisan od dogadaja A ako
informacija o realizaciji dogadaja A ne utice na verovatnoc¢u dogadaja B,
tj. izrazeno preko uslovnih verorovatnoca

p(A|B) =

p(B|A) = p(B).
Ako je dogadaj B nezavisan od dogadaja A, iz:
p(AB)
p(B|A) =
(BJA) ()

sledi

pa je prema tome
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tj. onda je i dogadaj A nezavisan od dogadaja B.

Iz prethodnih razmatranja sledi da su dva dogadaja A i B nezavisna ako

i samo ako je
p(AB) = p(A)p(B).

Moramo skrenuti paznju ¢itaocu da je nezavisnost dogadaja razli¢it po-
jam od njihove disjunktnosti. Disjunktni dogadaji su obavezno zavisni jer
je verovatnoca njihovog preseka uvek jednaka nuli, to jest realizacija jednog
isklju¢uje moguénost realizacije drugog! Zatim éemo primetiti da se neza-
visnost dva dogadaja definiSe pomocu uvedene verovatnoce nad poljem do-
gadaja, za razliku od disjunktnosti koja se definiSe nezavisno od verovatnoca.
Prakti¢no, nezavisnost dogadaja A i B ne utvrduje se proveravanjem gornje
jednakosti, ve¢ to neposredno sledi iz fizickih uslova datog opita.

Za dogadaje Ap,...,A, reéi éemo da su nezavisni ako za svaki I C
{1,...,n} vazi

p(ﬂ A;) = Wierp(Ai)
iel
to jest, ako je verovatnocCa preseka svake konacne podfamilije jednaka pro-
izvodu verovatnoca njenih elemenata.

Interesantno je da iz nezavisnosti svakog para dogadaja ne sledi nezavis-

nost cele familije kao i da iz uslova

n

p(m A;) = 11 p(A:)

=1

ne sledi nezavisnost svakog para dogadaja, ve¢ se mora u definicijom obuh-
vatiti svaka kona¢na podfamilija.

Primer 1.2.2.1. Metalni novci¢ se baca dva puta. Ako oznacimo sa P po-
datak da je u jednom od bacanja palo pismo a sa G podatak da je pao grd,
skup logicki mogucih ishoda definisan ovim ekspermentom je:

Q= {PP, PG, GP,GG}.

Posmatrajmo dogadaje A = {PP, PG}, B ={PP, GP} i1 C = {PP, GG}.
Sada je

1
p(AB) = p(A)p(B) = p(BC) = p(B)p(C) = p(AC) = p(A)p(C) = 7.
Prema tome svaka dva od definisanih dogadaja su medusobno nezavisna, ali
1
sva tri dogadaja nisu nezavisna jer je p(ABC) = 1
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Primer 1.2.2.2. Kocka se baca dva puta. Neka su dogadaji A, B i C' defin-
isani na sledece nacine: A se realizovao ako i samo ako je u prvom bacanju
pao broj iz skupa {1,2,5}; B se realizovao ako i samo ako je u prvom bacanju
pao broj iz skupa {4,5,6}; C se realizovao ako i samo ako su pali brojevi ¢iji
zbir je jednak 9.

: 1 L.
Sada je p(A) = p(B) = 5, p(C) = g i
PABC) = p(Ap(B)p(C) = 5

Medutim dogadaji A i B misu nezavisni jer je

PAB) = 2 # 7 = p(A)p(B),

Za dogadaje Ay, Ao, ... reéi ¢emo da su nezavisni ako za svaki I C {1,...,n}
vazi
p(ﬂ A;) = Tierp(Ai)
iel
to jest ako je verovatnocCa preseka svake konacne podfamilije jednaka pro-
izvodu verovatnoca njenih elemenata.

1.2.3 Slucajne promenljive

Kao sto smo videli, redovno se susre¢emo sa situacijom da elementarnom
slucajnom dogadaju pri opitu koji posmatramo mozemo pridruziti broj ili
uredenu n—torku brojeva. To nas dovodi do pojma slucajne promenljive.

Neka je (2, F,p) dati prostor verovatnoée. Merljivo preslikavanje X :
Q) — R* naziva se sluc¢ajna promenljiva. Ako je k = 1 slu¢ajna promenljiva je
jednodimenziona, a ako je k > 1, onda je viSedimenziona. Slucajne promen-
ljive oznacavacemo velikim slovima latinice.

Slucajne promenljive ¢iji je skup vrednosti konacan ili prebrojiv nazivaju
se diskretne slucane promenljive.

Diskretna slucajna promenljiva tipa sa kona¢nim {x1,z, ..., x,} ili pre-
brojivo beskona¢nim skupom vrednosti {x1, xs, ...} je odredena ako su poz-
nate verovatnoce

pi = p(X = 1;)
za svako ;. Kako je p(€) = 1, pri tome mora biti ispunjeno Y ", p; =1u
slucaju konacnog skupa vrednosti, odnosno » .~ p; = 1 u slucaju prebrojivo
beskonacnog skupa vrednosti, jer je

p(Q) = p(U{X =z:}) =D p(X =),
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Pravilo koje vrednosti x; diskretne slucajne promenljive pridruzuje njenu
verovatnocu p; naziva se zakon raspodele.

Slucajne promenljive koje nisu diskretne ne mogu se opisati zakonom
raspodele jer kod njih postoje elementarni ishodi ¢ija je verovatnoca jednaka
nuli. One se opisuju koris¢enjem funkcije raspodele verovatnoéa (koju ¢emo
u daljem tekstu nazivati funkcija raspodele) koja se definise sa:

Fr) = p({X < z}).

Teorema 1.2.3.1. Proizvoljna funkciju raspodele verovatnoéa ima sledece
osobine:

1) lim, o F(x) =0;

2) lim, o F(x) =1;

3) F je rastuca (iz a < b sledi F(a) < F(b));

4) F je neprekidna sa leve strane (limy_,,_ F(t) = F(x));

5)pla < X <b)=F(b)— Fla).

Sluc¢ajna promenljiva je neprekidna ako je njena funkcija raspodele nepre-
kidna. Svaka slucajna promenljiva se moze predstaviti u obliku zbira dve
sluc¢ajne promenljive od kojih je jedna diskretna, a druga neprekidna.

Neprekidna sluc¢ajna promenljiva X je apsolutno neprekidna ako postoji
funkcija f, takva da je:

X(z) = / F(t)dt.

U tom slucaju se funkcija f naziva gustina raspodele slucajne promenljive
X.

Teorema 1.2.3.2. Ako je X apsolutno neprekidna slucajna promenljiva i f
njena funkcija gustine raspodele onda je:

1) lim, o f(t) = limy_,o f(t) = 0;

2) f(t) >0 za svako t;

9% f(t)de = 1.

Neprekidna sluc¢ajna promenljiva je singularna ako nije konstanta i ako je
izvod njene funkcije raspodele jednak nuli skoro svuda u odnosu na Lebegovu
meru. Svaka neprekidna slu¢ajna promenljiva koja nije apsolutno neprekidna,
moze se predstaviti u obliku zbira dve neprekidne slucajne promenljive od-
kojih je jedna apsolutno neprekidna a druga singularna.

Slucajne promenljive Xi,..., X, su nezavisne ako su za svakih n pod-
skupova By, ..., B, C R skupa realnih brojeva dogadaji

{X1 € B},....{X, € B,}
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medusobno nezavisni. Niz slu¢ajnih promenljivih {X,} je nezavisan ako je
takav svaki njegov konac¢an podniz.

Za niz slucéajnih promenljivih {X,} definisan na prostoru verovatnoce
(Q, F,p) kazemo da konvergira u verovatnoé¢i ka sluc¢ajnoj promenljivoj X :
2 — R ako je za svako € > 0:

limp(|X,, — X| >¢) = 0.

Primer 1.2.3.1. Dvotackasta raspodela. Indikator dogadaja. Za slu-
cagnu promenljivu X koja ima dvoclan skup vrednosti kaZemo da ima dvotac-
kastu raspodelu. Pritome obicno koristimo oznake X € {a,b}, p(X = a) = p,
p(X =b) =1—p = q. Specijalno, slucajna promenljiva koja ima dvotackastu
raspodelu naziva se Indikator dogadaja, ako su vrednosti koje ona uzima 0 ¢
1. Naziv potice odatle sto se takve slucajne promenljive javljaju pri pracenju
opita u kojima nas interesuje samo da li se dogadaj A (p(A) = p, p(A°) =
1 — p = q) realizovao ili nije. One uzimaju vrednost 1 u sluéaju realizacije
dogadaja A, a vrednost 0 u slucaju realizacije dogadaja A°.

1.2.4 Momenti slucajne promenljive

Preslikavanje E skupa svih sluc¢ajnih promenljivih definisanih na pros-
toru verovatnocée (€2, F,p) u skup realnih brojeva naziva se matematicko
ocekivanje ako ispunjava sledece uslove:
ako je X = ¢ konstantna slu¢ajna promenljiva onda je E(X) = ¢;
E(X+Y)=EX)+E(Y);

E(tX)=tE(X) gde jet realan broj;

ako su X 1Y nezavisne sluc¢ajne promenljive onda je E(XY) = E(X)E(Y);
ako je sluéajna promenljiva X indikator dogadaja onda je E(X) = p;

za svaki konvergentan u verovatno¢i niz sluc¢ajnih promenljivih { X, } vazi:

SERA R e

E(lim X,,) = lim E(X,,).

Moze se pokazati da postoji tacno jedno takvo preslikavanje.
Matematicko ocekivanje diskretne slucajne promenljive X koja ima konacan
skup vrednosti {x1, z, ..., z,} i zakon raspodele p; = p(X = ;) i =1,...,n
izracunava se po formuli:

E(X) = Z TiDi-
i=1
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Matematicko ocekivanje diskretne sluc¢ajne promenljive X koja ima prebro-
jivo beskonacan skup vrednosti {x1, xs, ...} i zakon raspodele p; = p(X = x;)
1 =1,2,... izraCunava se po formuli:

i=1

Matematicko ocekivanje apsolutno neprekidne sluc¢ajne promenljive X koja
ima funkciju gustine f izracunava se po formuli:

B(X) = / LF(t)dt.
Slede¢a teorema ima ogroman znacaj u primenama, jer definise postupak
za izracunavanje matematickog ocekivanja neprekidne transformacije apso-
lutno neprekidne slucajne promenljive.

Teorema 1.2.4.1. Ako je X apsolutno neprekidna slucajna promenljiva koja
ima funkciju gustine f i g realna funkcija realne promenljive, onda je

B = [ g(of e
Iz prethodnih formula sledi da matematicko ocekivanje kao realan broj
postoji za sve diskretne slucajne promenljive koje imaju konaé¢ni skup vred-
nosti. Za ostale tipove sluc¢ajnih promenljivih njegovo postojanje zavisi od
konvergencije odgovarajuc¢ih redova odnosno integrala.
Disperzija (Varijansa) je mera odstupanja slu¢ajne promenljive od njenog
matematickog oc¢ekivanja. DefiniSe se relacijom:

D(X) = E(X — E(X))*).
Iz definicje sledi

Teorema 1.2.4.2. Za proizvoljne slucajne promenljive X 1Y definisane na
prostoru verovatnoée (Q, F,p) vazi:

1. D(X)=E(X?) — E(X)%

2. ako je X = ¢ konstantna slucajna promenljiva onda je D(X) = 0;

3. D(tX) =t*D(X) gde jet realan broj.

Teorema 1.2.4.3. Bijenemeova teorema Ako su X 1Y nezavisne slucajne
promenljive, onda je

DX +Y)=D(X)+ D).
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Neka je X slucajna promenljiva koja ima matematicko ocekivanje i dis-
perziju. Ako je X diskretna slu¢ajna promenljiva koja ima konacan skup
vrednosti {x1,zy,...,2z,} 1 zakon raspodele p; = p(X = x;), 1 = 1,...,n,
onda se matematicko ocekivanje slu¢ajne promenljive X? izracunava po for-
muli:

B(X?) = Z xip;.
i=1

Ako je X diskretna slucajna promenljiva koja ima prebrojivo beskonac¢ni skup
vrednosti {x1, 29, ...} i zakon raspodele p; = p(X = z;) i = 1,...,n onda se
matematicko ocekivanje slu¢ajne promenljive X? izracunava po formuli:

E(XZ) = Z 33sz
=1

Ako je X apsolutno neprekidna slu¢ajna promenljiva X koja ima funkciju
gustine f, onda se matematicko oc¢ekivanje slu¢ajne promenljive X? izracu-
nava po formuli:

B(X?) = / tf(t)dt.

U sva tri slucaja disperzija se najjednostavnije izracunava po formuli:
D(X) = BE(X?) - (B(X)?)

datoj u Teoremi 1.2.4.2.
Kvadratni koren disperzije se naziva standardno odstupanje i oznacava
sa 0.

Definicija 1.2.4.1. Neka je X slucajna promenljiva i n prirodan broj. Onda
je E(X™) n-ti momenat slucajne promenljive X. Ako je E(X) < oo in > 1
onda je E((X — E(X))") n-ti centrirani momenat slucajne promenljive X .
Iz prethodne definicije sledi da je matematicko ocekivanje moment prvog
reda, a varijansa centrirani moment n-tog reda slucajne promenljive X.

Ako je X diskretna sluc¢ajna promenljiva koja ima konacan skup vrednosti
{1, x9,...,2,} 1 zakon raspodele p; = p(X = z;) i = 1,...,n onda je:

E(Xk) = fopz
=1

Ako je X diskretna slu¢ajna promenljiva koja ima prebrojivo beskonacan
skup vrednosti {x1,zs,...} i zakon raspodele p; = p(X = z;) i = 1,2,...
onda je:

E(Xk) = Ziffpz
=1
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Ako je X apsolutno neprekidna slu¢ajna promenljiva koja ima funkciju
gustine f onda je:

E(X") = /Oo t*f(t)dt.

—00

1.2.5 Diskretne slucajne promenljive

Sada ¢emo opisati najvaznije diskretne slucajne promenljive.

Konstantna slucéajna promenljiva. To je slucajna promenljiva sa
zakonom raspodele {p(X = a)} = 1, gde je a fiksiran realni broj. Zapazimo
da su njene vrednosti to jest jedina njena vrednost odredene deterministicki.
Njeno matematicko ocekivanje i varijansa date su formulama: FE(X) = a i

D(X) = 0.

Dvotackasta slucajna promenljiva. Ona je definisana u prethod-
nom tekstu. Njeno matematicko ocekivanje i varijansa date su formulama:
E(X)=pa+qbi D(X)=pq(a—Db)>

Uniformna diskretna raspodela. Za slu¢ajnu promenljivu X koja ima
konacan skup vrednosti, kazemo da ima Uniformnu diskretnu raspodelu ako
sve njene vrednosti imaju jednake verovatnoce. Ovaj tip slucajnih promen-
ljivih se prirodno javlja u svim zadacima u kojima se verovatnoca zadaje
Laplasovom definicijom. Ako je X € {zy,...,z,} i p(X = z;) = p, iz
1 =p(Q) => p(X = x;) = np, dobijamo

1
p=—.
n

Binomna raspodela. Neka je 0 < p < 1iqg =1-p. Za slucajnu
promenljivu X koja uzima vrednosti u skupu {0, ...,n} kazemo da ima Bi-
nomnu raspodelu sa parametrima n i p ($to oznacavamo sa X — B(n,p))
ako je njen zakon raspodele:

P{X =k}) = (Z)p’“q”‘k-

Posmatrajmo jedan opit sa slu¢ajnim ishodima i dogadaj A, koji se realizuje
sa verovatnoc¢om P(A) = p, vezan za taj opit. Verovatnocu suprotnog do-
gadaja oznacimo sa ¢q. Pretpostavimo da opit ponavljamo n puta nezavisno
i u neizmenjenim uslovima. Iz Bernulijeve formule sledi da broj realizacija
dogadaja A u tih n ponavljanja opita ima B(n, p) raspodelu.
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Ako sluc¢ajna promenljiva X ima B(n,p) onda je E(X) =np i D(X) =
npq.

0,5

ol ,Hﬂﬂ,m

Slika 1.1. Graficki prikaz binomne raspodele

Puasonova raspodela. Neka je A > 0. Za slucajnu promenljivu X koja
uzima vrednosti u skupu {0, 1,...} kazemo da ima Puasonovu raspodelu sa

parametrom A (8to oznac¢avamo sa X — P(A) ako je njen zakon raspodele:
AR
p({X =k})=e Ay-

Ako slucajna promenljiva X ima P(A) onda je E(X) = X1 D(X) = .

r

DHHH L HHHUHH

] 10 14

Slika 1.2. Graficki prikaz Puasonove raspodele

Geometrijska raspodela Neka je 0 < p < 1iq=1—p. Za slucajnu
promenljivu X koja uzima vrednosti u skupu {1,2,...} kazemo da ima Ge-
ometrijsku raspodelu sa parametrom p, $to oznacavamo sa X — G(p), ako
je njen zakon raspodele:

p{X =k}) =¢""p.
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1
Ako slucajna promenljiva X ima G(p) onda je E(X) = -1 D(X) = 4
p

e

Paskalova raspodela. Posmatrajmo jedan opit sa slu¢ajnim ishodima
i dogadaj A, koji se realizuje sa verovatnotom P(A) = p, vezan za taj opit.
Verovatnocu suprotnog dogadaja oznac¢imo sa q. Pretpostavimo da opit pon-
avljamo nezavisno i u neizmenjenim uslovima. Za sluc¢ajnu promenljivu defin-
isanu kao broj ponavljanja opita do k—te realizacije dogadaja A kazemo
da ima Paskalovu (ili negativnu Binomnu raspodelu) §to oznacavamo sa
X — B(n,p). Slucajna promenljiva X sa Paskalovom raspodelom o¢igledno
uzima vrednosti u skupu {k,k + 1,...}. Dogadaj {X = n} mozemo pred-
staviti u obliku {X =n} = C'D gde je C dogadaj: u prvih n — 1 ponavljanja
opita A se realizovao k — 1 puta; a D dogadaj: u n-tom ponavljanju se
realizovao A. Iz Bernulijeve formule sledi da je

I S Y
p(C)—<k_1)p g,

dok je p(D) = p(A) = p. 1z nezavisnosti tih dogadaja sledi:

p(X =n) =p(CD) = p(C)p(D) = ((Z ~ 1)p’“‘1q”_’“)p = (Z - 1)pkq""“-

Poslednjom formulom je opisan zakon raspodele slucajne promenljive koja
ima Paskalovu raspodelu. Medutim, ta formula nije pogodna za odredivanje
matematickog oc¢ekivanja i disperzije. Posmatrajmo zato slu¢ajne promenljive
X; definisane kao broj ponavljanja opita izmedu i — 1 i i-te realizacije do-
gadaja A,i=1,..., k. Dobijamoda X;— G(p)i X = X1+ -+ X}. 1z nezav-
isnosti ishoda u ponovljenim opitima sledi nezavisnost slucajnih promenljivih
X;. Prema tome, imamo:
k :
E(X):E(X1+"'+Xk):E(X1)+"'+E(Xk):]; i

D(X):D(X1+---+Xk)=D(X1)+---+D(Xk)Z%.

1.2.6 Apsolutno neprekidne slucajne promenljive

Sada ¢emo opisati najvaznije Apsolutno neprekidne sluc¢ajne promenljive.
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Neprekidna uniformna raspodela. Neka je —c0 < a < b < 0c0. Za
slu¢ajnu promenljivu X koja ima funkciju gustine:

; , a<zx<b
—a

()

0, inace,

kazemo da ima neprekidnu uniformnu raspodelu na intervalu [a, b] $to oznaca-

vamo sa X — U(a,b). Funkciju raspodele, matematicko ocekivanje i dis-
perziju od X odredujemo primenom odgovaraju¢ih definicija.

0, r < a;
F(m):/ fle)de =< 72, a<x <
1, x > b,
E(X)—/OO L)t = — /btdt—b+a~
) b—a J, 2
[e'e) 1 b b2 b 2
B(X?) / £f(t)dt = /t2dt:¥;
—00 —a g

D(X)=E(X?) - E(X)?
Ova raspodela se u tehnickoj literaturi naziva pravougaona raspodela.

Simpsonova raspodela. Neka je —0co < a < ¢ < b < co. Za slucajnu
promenljivu X koja ima gustinu raspodele

2(bfa)7(cfa)’ asTsC
b—x .
f(ﬂf) 2(b—a)(b—c)’ c S r < ba
0, x ¢ |a,b),
kazemo da ima Simpsonovu raspodelu na intervalu [a, b] $to oznacavamo sa
X — S(a,b,c). Ova raspodela se u tehnickoj literaturi naziva trougaona
raspodela.

Eksponencijalna raspodela. Neka je A > 0. Za slu¢ajnu promenljivu

X koja ima funkciju gustine:
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0, x <0

f(l') = { )\6—)\:17’ T Z 0.

kazemo da ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom A Sto oznacavamo
sa. X — &(A). Funkcija raspodele, matematicko ocekivanje i disperzija
sluc¢ajne promenljive X koja ima eksponencijalnu raspodelu dati su sa:

0, x < 0;
F<x):{1—€_)‘x x>0

1. 1
Erlangova raspodela. Neka je A > 0. Neka su slucajne promenljive
X; i = 1,...,n nezavisne i neka svaka od njih ima () raspodelu. Tada
kazemo da slucajna promenljiva X = X; +---+ X, ima Erlangovu raspodelu
sa parametrima A i n. Odatle sledi da je:

B(X) =1 i D(X) = 5.

Vejbulova raspodela. Neka su «, 5 > 0. Za slucajnu promenljivu X
koja ima funkciju gustine:

0, x < 0;

flz) = { Bax* e P 2 > 0.

kazemo da ima Vejbulovu raspodelu sa parametrima a i § §to oznacavamo
sa X — V(a,B). Njena funkcija raspodele je:

0, x < 0;

F(Qf):{ 1—@7610‘7 ZL‘ZO’
g.(»)

1
— ¢
2

ez n=1 n=3
0 y

Slika 1.3. Vejbulova raspodela
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Gama raspodela. Neka su «, 3 > 0. Za slucajnu promenljivu X koja
ima funkciju gustine:

0, x < 0;
f<x) - { Bar‘l(a)xaileim/ﬁy T 2 07

kazemo da ima Gama raspodelu sa parametrima « i # $to oznacavamo sa
X — T'(a,p). Za ovu slucajnu promenljivu vazi: E(X) = a/f 1 D(X) =
a/B?.

Normalna raspodela. Neka je m proizvoljan a o2 pozitivan realan

broj. Za slucajnu promenljivu X koja ima funkciju gustine:
(2) 1 22
flx) = e 202, reR
V2mo?

kazemo da ima normalnu raspodelu sa parametrima m i o2, §to ozna¢avamo
sa X — N(m,oc?). Nazalost, nije moguce odrediti analiticki oblik funkcije
raspodele za slucajne promenljive ovog tipa ali se moze pokazati da je:
E(X)=mi D(X) = o% Broj 0 = V0?2 naziva se standardno odstupanje.

'“j{x)

|
|
|
u—a e pta

£

Slika 1.4. Grafik gustine slu¢ajne promenljive sa normalnom raspodelom

Ako je m = 0i 0% = 1 za slucajnu promenljivu kaZemo da ima stan-
dardizovanu normalnu raspodelu. Vrednosti funkcije raspodele za standard-
izovanu normalnu raspodelu su date u tablici. Sledeéi stav nam omogucava
odredivanje vrednosti funkcija raspodela za slucajne promenljive sa Normal-
nim raspodelama koje nisu standardizovane.

Teorema 1.2.6.1. Ako slucajna promenljiva X ima normalnu N (m, o?) ras-
podelu, onda slucajna promenljiva

X—-m
o

Y —

ima standardizovanu normalnu raspodelu N (0, 1).
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Teorema 1.2.6.2. Neka slucajne promenljive X;, i = 1,...,n imaju Nor-
malne N (m;,c?) raspodele i neka su oy proizvolini brojevi. Tada sluc¢ajna

promenljiva
Y = Z Oé,L'Xi
i=1

ima Normalnu N'(m, o?) raspodelu, gde je:

n

n
m:E om; 1 0225 ool
i=1

=1

Logaritamski normalna raspodela. Pozitivna slucajna promenljiva Y
je logaritamski normalno raspodeljena kada je slucajna promenljiva, dobijena
transformacijom X =logV (ili X = InY’), normalno raspodeljena.

1.3 Matematicka statistika

1.3.1 Osnovni pojmovi matematicke statistike

Zaceci statistike kao naucne discipline nastaju skoro istovremeno u Ne-
mackoj i Engleskoj u XVII veku. U to vreme statistika se, uglavnom, bavi
prikupljanjem i sistematizacijom podataka o stanovnistvu i privredi, pa je
dugo smatrana naucnom metodom koja pripada skupu drustvenih nauka.
Fundamentalnu osnovu za zasnivanje savremene statistike kao nauke, uopste,
ali i njen buran razvoj kao teorijske discipline omogucen je, pre svega, razvo-
jem Teorije verovatnoca u prvoj polovini XX veka. Ona otvara Siri prostor
razvoju statisticke teorije, odnosno matematickom, deduktivnom pristupu
u opisivanju (i dokazivanju) statistickih zakonitosti. Na ovaj nacin nastaje
matematicka statistika, primenjena matematicka disciplina zasnovana na os-
novnim principima i rezultatima Teorije verovatnoca. Dakle, matematicku
statistiku mozemo, u velikoj meri, posmatrati kao nauc¢nu oblast srodnu
Teoriji verovatnoca. Ipak, ona se danas samostalno razvija i daje osnov
za samostalno utvrdivanje formalnih, egzaktnih principa nad kojima se usa-
vrsavaju nove primenjene statisticke metode.

U ovom, uvodnom poglavlju izlazemo najpre neke osnovne pojmove ma-
tematicke statistike. Zatim, razmatramo i neke od tzv. statistika uzoraka,
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kao posebnih preslikavanja sa vaznim implementacijama u ostalim oblastima
teorijske, ali i primenjene statistike.

Uoc¢imo skup nekih elemenata. U Matematickoj statistici takav skup zove
se populacija ili generalni skup. Kod svakog elementa populacije interesu-
jemo se za neku njegovu odredenu numericku karakteristiku. Tu numericku
karakteristiku zvac¢emo obelezje.

Obelezja se najcesce dele na kvalitativna i kvantititativna. Kvantitativna
obelezja imaju jasno definisane jedinice za merenje (masa, zapremina, vreme,
brzina,...), dok kod kvalitativnnih sami definiSemo jedinicu i skalu za merenje
(ocenjivanje rezultata ispitata, ocenjivanje kvaliteta proizvoda,...).

Broj elemenata populacije moze biti konac¢an ili beskonac¢an (prebrojivo
ili neprebrojivo).

Primetimo da kod svakog elementa populacije mozemo da posmatramo
vise obelezja istovremeno.

Osnovni zadatak Matematicke statistike je: za datu populaciju naci ras-
podelu datog obelezja na njenim elementima.

Skoro da nije potrebno posebno naglasavati da u ogromnoj veéini slu-
cajeva koje sre¢emo u primenama nije moguce dobiti kompletnu informaciju
o raspodeli obelezja u celoj populaciji. Razlog moze da lezi u brojnosti
populacije, u velikim troskovima skopcanim sa registrovanjem obelezja kod
svakog elementa, ili u konkretnoj nemoguénosti takvog posla.

Ostaje nam da na jednom delu populacije registrujemo obelezje kod svakog
elementa i da zatim izvrsimo ekstrapolaciju na celu populaciju, to jest da do-
bijenu raspodelu obelezja prosirimo sa dela na ceo skup. Odmah se namece
pitanje takozvane reprezentativnosti takvog dela. Bez matematicke rigoroz-
nosti mozemo reci da je neki metod uzimanja dela populacije reprezentativan,
ako je kriterijum po kome se uzima taj deo nezavisan od obelezja koje posma-
tramo. Jedan od nacina postizanja reprezentativnosti dela jeste, popularno
receno, da taj deo izaberemo slucajno.

Ako jedan elemenat skupa biramo, sluc¢ajno iz cele populacije, onda pop-
ulaciju mozemo shvatiti kao skup svih mogué¢ih ishoda 2. Elementi pop-
ulacije sada se posmatraju kao elementarni ishodi. Kako se svakom ele-
mentu populacije pridruzuje jedan broj, njegovo obelezje, to obelezje je jedna
slucajna promenljiva X. Problem se, dakle svodi na odredivanje raspodele
verovatnoca slucajne promenljive X. Ako slu¢ajno biramo n elemenata pop-
ulacije dobili smo uredenu n—torku realnih brojeva (X3, Xs,..., X)) ¢iji su
elementi vrednosti obelezja izmerene na uzorku. Ova n—torka realnih bro-
jeva naziva se slucajni uzorak obima n. Ogranic¢icemo se na jednu vrstu
slucajnih uzoraka, kod koje su slu¢ajne promenljive X,..., X,, nezavisne i
svaka ima istu raspodelu kao obelezje X koje posmatramo. To je takozvani
prost slucajni uzorak. Posto ¢emo se baviti samo prostim slu¢ajnim uzorkom,
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govori¢emo cesto kratko uzorak.

Rekli smo da je osnovni problem odrediti raspodelu obelezja X na celoj
populaciji, a to znaci zakon raspodele verovatnoca slucajne promenljive X
ako je X diskretnog tipa ili gustinu raspodele ako je X neprekidnog tipa. U
Matematickoj statistici postoji teorema (takozvana centralna teorema Mate-
maticke statistike) koja daje potvrdan odgovor na pitanje da li prost slucajni
uzorak moze da da kompletnu informaciju o raspodeli obelezja X. Pri tome
tacno odredivanje raspodele obelezja X zahteva da obim uzroka n neograni-
ceno raste. Posto oc¢igledno u primenama mozemo da radimo samo sa konac-
nim obimom uzorka, raspodelu za X mozemo da odredimo samo priblizno,
utoliko tac¢nije ukoliko je n vece. U resavanju postavljenog problema radimo
sa razli¢itim odredenim funkcijama slucajnog uzorka (X, Xs, ..., X,,). Takve
funkcije se, ako ne zavise od nepoznatih parametara nazivaju statistike. Sta-
tistike su, videli smo, slucajne promenljive. Medutim, ako pristupimo reg-
istrovanju vrednosti obelezja X kod jednog odredenog uzorka, dobijamo niz
od n odredenih brojeva. Dobijene vrednosti obelezavamo sa (x1,...,z,)
i nazivamo realizovani uzorak, i vrednosti posmatranih statistika postaju
konkretni brojevi.

Realizovani uzorak se moze zapisati na vise razli¢itih nac¢ina. Prvi je stan-
dardni zapis kod koga rednom broju elementa uzorka pridruzujemo vrednost
obelezja. Drugi je kvalitativni zapis (uglavnom se koristi kod kvalitativnih
obelezija sa malim brojem vrednosti obelezja), i kod njega vrednosti obelezja
dodeljujemo broj elemenata uzorka koji imaju tu vrednost. Treci je inter-
valni zapis kod koga smo vrednosti obelezja svrstali u disjunktne intervale, i
svakom intervalu pridruzujemo broj elemenata uzorka koji mu pripadaju.

Osnovne statistike koje ¢emo razmatrati su: aritmeticka sredina uzorka
(X,,), aritmeticka sredina kvadriranog uzorka (X2), disprzija uzorka (S2) i
popravljena disprzija uzorka (S2).

Aritmeticka sredina uzorka se izrac¢unava po formuli:

1<
Xn:EJZ_;Xj.

Medutim kod realizovanog uzorka postupak izracunavanja zavisi od zapisa
uzorka. Kod standarnog zapisa imamo:

S,

kod kvalitativnog zapisa je:

k
— 1
Xn = E ;njxja
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gde je k broj razlicitih vrednosti uzorka, a n; broj vrednosti uzorka koje
imaju vrednost z;; kod intervalnog zapisa je

k
— 1
Xn = E jzlnjaja

gde je k broj intervala, a; sredina j—tog intervala a n; broj vrednosti uzorka
koje pripadaju j—tom intervalu.
Aritmeticka sredina kvadriranog uzorka se izracunava po formuli:

— 1
Xi=—-> X}
j=1

Kod standarnog zapisa imamo:

X2 = L > a
n
kod kvalitativnog zapisa je:
ol
"= jzl n;;,

gde je k broj razlicitih vrednosti uzorka, a n; broj vrednosti uzorka koje
imaju vrednost z;; kod intervalnog zapisa je

gde je k broj intervala, a; sredina j—tog intervala a n; broj vrednosti uzorka
koje pripadaju j—tom intervalu.
Disperzija uzorka (S2) se definise sa:

w1

O
2
|
&

Praktican postupak za izracunavanje disperzije uzorka dajemo u slede¢em
stavu.

Teorema 1.3.1.1.

2=X2-X, .
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Popravljena disperzija uzorka (52) se definise formulom:

Ocigledno vazi:
n — 1§'

n

2 _
S2 = -
Sada ¢emo preci na raspodele tih statistika. Pre svega, u Matematickoj
statistici razlikujemo mali i veliki uzorak, prema tome da li je obim uzorka
mali ili veliki. Kod velikog uzorka obi¢no se sluzimo asimptotski tacnim
raspodelama onih statistika koje posmatramo. Zato se ne moze povucéi stroga
granica izmedu malog i velikog uzorka (da li je ona za obim uzorka, recimo,
n=30, 50 ili 100) jer primenjujuéi asimptotski tacne raspodele, ¢inimo vece
ili manje greske, ve¢ prema tome da li je obim uzorka manji ili ve¢i. Od
asimptotskih raspodela koje primenjujemo kod velikog uzorka obicno je u
pitanju normalna raspodela zbog vazenja centralne grani¢ne teoreme.

Teorema 1.3.1.2. Neka obelezje X ima E(X) =m i D(X) = % Ako je
2

n > 30 onda X,, ima priblizno normalnu N (m, 0—) raspodelu.
n

Ako obelezije X ima normalnu raspodelu onda tvrdenje prethodnog stava
vazi i ako je uzorak manjeg obima od 30. U tom slu¢aju X,, ima normalnu
raspodelu kao linearna kombinacija slucajnih promenljivih sa normalnom ras-
podelom, a parametri se odreduju na isti nacin.

Teorema 1.3.1.3. Ako obelezije X ima normalnu N (m, o?) raspodelu onda
statistika

nS2

n
2

g

ima x2_, raspodelu.

Teorema 1.3.1.4. Ako obelezije X ima normalnu N (m, c?) raspodelu onda
su statistike X, 1 S? nezavisne slucagjne promenljive.

1.3.2 Empirijska funkcija raspodele uzorka

Posebno isticemo jos jednu vaznu statistiku uzorka, koju ¢emo ¢cesto ko-
ristiti u daljem radu.
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Teorema 1.3.2.1. Empirijska funkcija raspodele Empirijska funkcija
raspodele uzorka (X1,...,X,) je statistika:

1 n
Fn(l’)zﬁ Z ]{Xk<x}, r € R.
k=1
Jlﬂx:]
|
|
|
|
|
I
|
1 | 1
| . | X
,u_;cr a o x

Slika 1.5. Grafik empirijske funkcije raspodele uzorka

Za realizovani uzorak (z1, s, ..., z,) takav da vazi poredak:
xil Sxiz S Sxin

statistika F},(x), x € R je monotono neopadajuéa funkcija sa moguéim skoko-
vima u tackama varijacionog niza.
Ukoliko su svi elementi u realizovanom uzorku razli¢iti, skokovi su velic¢ine

1/n. Stoga, slucajna promenljiva F,(z) je statistika ¢iji je kodomen skup
{0,1/n,2/n,...,(n—1)/n,1} ili njegov pravi podskup sa verovatnoéama:

n

P {Fn(x) - 5} - (Z) (F(2)* (1 — F(z))"*, k=0,1,...,n.

Odavde sledi da sluc¢ajna promenljiva nF, (x), po definiciji, ima binomnu
B(n,p) raspodelu, sa parametrom p = F(z) = P{X <z}, x € R.

Teorema 1.3.2.2. Za svako fiksirano x € R vazi konvergencija:

P{F,(z) = F(z),n — oo} = 1.

Konvergencija o kojoj je bilo re¢i u prethodnom stavu, ostvaruje se uni-
formno po x € R. O tome govori tzv. centralna teorema matematicke
statistike, koju su dokazali Glivlenko i Kanteli.
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Teorema 1.3.2.3. Centralna teorema matematicke statistike Ako
je F(x) funkcija raspodele obelezja X i F,(x), v € R, empirijska funkcija
raspodele uzorka obima n iz populacije sa obelezjem X, tada vazi:

P {sup |F.(z) — F(z)] — 0 kada n — oo} =1
T€ER
S tim u vezi vazno je istaci jos jedan rezultat koji se odnosi na obelezja
apsolutno neprekidnog tipa.

Teorema 1.3.2.4. Neka je F(x) funkcija raspodele, a F,(z), x € R, empi-
rigska funkcija raspodele na osnovu uzorka obima n iz populacije sa obeleZjem
X. Ako je F(x) neprekidna funkcija, onda raspodela statistike:

sup | F,(x) — F(x)]

TER

ne zavisi od funkcije F(x).
1.3.3 Tackaste ocene parametara

Rekli smo da je osnovni problem Matematicke statistike kako da se na
osnovu uzorka (X1, Xs, . .., X,,) zakljuéi kakva je raspodela obelezja X. Cesto
na osnovu drugih razmatranja, na primer onih koja se odnose na primene
Puasonove i normalne raspodele, znamo da obelezje X ima odredeni tip
raspodele, ali ne znamo parametre te raspodele.

Na taj nacin sre¢emo se sa problemom ocenjivanja nepoznatih parametara
na osnovu uzorka. Nepoznati parametar raspodele obelezja X oznaci¢emo sa
. Na osnovu uzorka (Xi, Xo, ..., X,) biramo jednu statistiku

én = f(leXQa"'7Xn)a

kojom ocenjujemo parametar # u slede¢em smislu. U situaciji kakva je re-
dovno u primenama, registrujemo odredene numericke vrednosti naseg uzorka
(x1,29,...,2,). To je niz od n brojeva koje je u nasem partikularnom opitu
"uzela” n dimenzionalna slucajna promenljiva (X1, Xs, ..., X,,). Tako statis-
tika én kao funkcija od (X7, Xs, ..., X,) "uzima” jednu odredenu numericku
vrednost

ﬁn = f('IlazQa s 7'1771)‘
Tim brojem u,, ocenjujemo nepoznati parametar . Ocigledno je da ta ocena

ima izvesnu gresku, ali tu gresku treba tumaciti u drugom smislu, od onog
koji imamo kod greski u pribliznom racunanju. Radi se o tome da ako bismo
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celu operaciju "uzimanja” uzorka ponovili, ne bismo uopste dobili iste bro-
jeve kao prvi put veé¢ neke druge (z1,zs,...,%,) a to znaci i drugu ocenu
U, = f(x1,%2,...,2,), nepoznatog parametra 6. Kako su vrednosti koje
dobijamo u uzorku nepredvidive u obi¢nom deterministickom smislu, to je
nepredvidiva i vrednost za ocenu parametra #. Drugim recima, ocena je za
nas slucajna promenljiva . Medutim, kada je jednom realizovan uzorak, do-
bijen je odreden broj u,, i viSe se ne moze govoriti o slu¢ajnoj promenljivoj.
Mozemo imati manje ili viSe poverenje u nas broj 4, kao ocenu parametra 6
i to "poverenje” proistice iz razmatranja kakva je raspodela statistike 6.

Ocena nepoznatog parametra 6 pomocu statistike 6,, odnosno broja i,
zove se " tackasta” ocena. Ocena 6 je centrirana (nepristrasna) ako je E(6,,) =
0. Ocigledno je da je centriranost vrlo ”pozeljna” osobina ocena.

Aritmeticka sredina uzorka X, je centrirana ocena matematickog oceki-
vanja obelezja X.

Disperzija uzorka S2 nije centrirana ocena disperzije D(X) obelezja X.
Zaista,

Jj=1 J
Dalje,
—9 n
E(X,) = E(; X1 X)) =
= 2 BT XT 4 Xy Xi X)) =
= 1B(X?) + L E(X)?
tako da je
— -1 -1 -1
B(S}) = ——B(X*) - ——B(X)’ = *—.
n n
Odavde sledi da je popravljena disperzija uzorka
/‘2 _ n — 1§
n n n

centrirana ocena za disperziju obelezja jer je E(S2) = D(X).
Ako imamo dve tackaste ocene 0 i 6 parametra 6 (na osnovu istog re-
alizovanog uzorka) za ocenu 6; reéi ¢emo da je efikasnija od ocene 0 ako je
Sada ¢emo razmotriti dva postupka za odredivanje tackastih ocena para-
metara.



32

Metod momenata. Prilikom primene ovog postupka razmatramo teori-
jske momente pridruzene slucajnoj promenljivoj:

B(X), B(X?), E(X*), B(X"), ..
ili centrirane teorijske momente pridruzene slucajnoj promenljivoj:
E((X - BE(X))*), E(X - E(X))%),...

Pored njih posmatramo i momente izracunate na osnovu uzorka (sta-
tisticke momente):
X X2 X3
X, X2, X0, ...
ili centrirane momente izra¢unate na osnovu uzorka (centrirane statisticke
momente):

S2==Y (X -X) S == (X - X))

j=1 j=1

Izjednacavanjem k teorijskih (ili centriranih teorijskih) momenata sa odgo-
varajuéim statistickim (ili centriranih statistickim momentima) dobijamo sis-
tem od k jednacina sa k nepoznatih (jer su statisticki momenti konkretni
brojevi a teorijski momenti funkcije nepoznatih parametara).

Kao ocenu dobijenu metodom momenata za nepoznate parametare
(01, ...,0k), prihvatamo reenja tog sistema jednacina.

Metod najvecée verodostojnosti. Metod maksimalne verodostojnosti
je najopstiji metod za dobijanje tackastih ocena parametara. Medutim, kao
Sto ¢emo videti, taj metod moze ¢esto da zahteva slozeno izracunavanje.

Neka raspodela obelezja X zavisi od nepoznatih parametara (61, ..., 0),
¢ije vrednosti treba odrediti na osnovu realizovanog uzorka (zy,...,z,). U
tom cilju se odreduje funkcija najveée verodostojnosti L(6y,...,0;) prema

slede¢im pravilima:
1) Ako je X diskretna sluc¢ajna promenljiva sa zakonom raspodele
P(X = x;) = p; onda je

L(@l, e ,Qk) = H?:lp(X = .CC]'),

gde verovatnoce P(X = x;) zavise od nepoznatih parametara.
2) Ako je X apsolutno neprekidna sluc¢ajna promenljiva sa gustinom
raspodele f(x) onda je

L(917 <. 7616) = H?Zlf(xj)7
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gde vrednosti funkcije gustine zavise od nepoznatih parametara.

Kao ocenu dobijenu metodom maksimalne verodostojnosti za nepoznate
parametare (01, ...,0;), prihvatamo one vrednosti za koje funkcija
L(6y,...,0;) dostize maksimum. U praksi je obi¢no lakse na¢i maksimum
funkcije In(L(0y, ..., 0;) = II7_, P(X = x;)), koji se dostize za iste vrednosti
nepoznatih parametara.

1.3.4 Intervalne ocene parametara

Osim ,,tackastih” ocena, pozabavi¢emo se jos takozvanim intervalnim oce-

nama nepoznatog parametra. Problem se svodi na to da se odrede dve statis-
tike 91 = f1<X1, XQ, Ce ,Xn) 1 01 = fQ(Xl,XQ, yee s ,Xn) takve da je

p({0h <0:})=1 1 p({6h <0< 0,})=p5,

gde je 8 zadata verovatnoda. Interval [f1,05] je slucajan interval, jer su
mu krajnje tacke slucajane promenljive. Interval [0;,0:] naziva se [0y, 6,]
interval poverenja za parametar 6, a verovatnoca (3 nivo poverenja. Prirodno
je traziti $to ,,uze” intervale poverenja [0, 6s], na primer, u torm smislu da
matematicko ocekivanje duzine intervala poverenja bude sto manje. Sa druge
strane zelimo da nivo poverenja (8 bude Sto veci; obi¢no se uzima f = 0.95
ili B =0.99. Jasno je da su ova dva zahteva uglavnom oprecna. Izlaz lezi u
povecanju obima uzorka n.

Kada smo ,,uzeli” uzorak i dobili brojeve (z1,xs,...,z,) onda statis-
tike 61 = fi(x1,z9,...,2,) 1601 = fo(21, 29, ..., 2,) postaju odredeni brojevi
v = fi(zy,xe, ..., x,) 1 v = fo(xy,29,...,x,) respektivno, a slucajni inter-

val [0, 0] postaje odredeni interval v, 15]. Pogresno bi bilo smatrati da sa
verovatnoc¢om f taj interval vy, v5] sadrzi nepoznati parametar ! vy, 1516 su
neslucajni brojevi, prema tome dogadaj 14 < 0 < 15 je izvestan ili nemogué
dogadaj i njegova verovatnoca je 1, odnosno 0, a nikako nije 5. Verovatnoca
[ je samo verovatnoca da slucajni interval [9},9}] prekrije nepoznati broj
6. [ mozemo interpretirati i ovako: zamislimo da smo ,,uzeli” mnogo ser-
ija uzoraka obima n i dobili nizove brojeva (xy1, s, ..., x,), (2], 25, ..., 2),
(xf,2f, ... z),..1izracunali intervale poverenja [vy, o), [V, V5], [v], 15],... Ta-
da na te intervale mozemo gledati kao na realizacije slucajnog intervala
(11, 15]. Kako je p({#; < 6 < 6,}) = B i tumaceéi verovatnocu kao graniénu
vrednost relativnih uce stanosti, mozemo reéi da priblizno 1003% numerickih
intervala vy, vs),[vy, V5], [V, V3],... prekriva nepoznati broj 6, a ostalih 100(1—
£)% ne prekriva.
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1.4 Stohasticki procesi

Sadrzaj ovog poglavlja je detaljno obraden u knjizi [40].

1.4.1 Osnove teorije stohastickih procesa

U ovom paragrafu naveséemo neke osnovne elemente teorije stohastickih
procesa. Napominjemo da se u nasoj matematickoj literaturi, za isti po-
jam, cesto koriste i termini sluc¢ajni proces ili slu¢ajna funkcija. Ubrzanim
razvojem tehnickih nauka, i inace, od polovine minulog veka, doslo je do
pojave problema za koje se pokazalo da metode sa kojima je raspolagala
teorija verovatnoce nisu dovoljne za njihovo resavanje. Izmedu ostalog, to je
posledica ¢injenice da su se u to vreme mnoge nauke, a narocito prirodno-
tehnicke, bavile istrazivanjem pojava, koje se menjaju u zavisnosti od vre-
mena, a teorija verovatnoc¢e u to vreme nije imala metodologiju prouavanja
takvih pojava. Izmedu ostalih, i ovo je jedan od razloga za uvodenje sto-
hastickih procesa i razmatranja slucajnih promenljivih koje su zavisne od
vremena. Pored toga se kod mnogih pojava, pri pokusaju da ih matematicki
opisemo, ne moze izbedi slucajnost, pogotovu kod nelinearnih fenomena.

Modeliranje raznovrsnih prirodnih fenomena u tehnici, prirodnim naukama,
ekonomiji, zaStiti okoline, neophodno sadrzi faktor slucajnosti. Ako recimo
verovatnoc¢u shvatimo kao meru slucajnosti ili meru neznanja; matematicki
pristup je potpuno isti.

Napomenimo da je danas stohasticka analiza jedna od modernijih oblasti
matematike i poseduje veoma razvijen matematicki aparat u radu sa sto-
hastickim diferencijalnim jednac¢inama, koje modeliraju razne fenomene sa
nepoznatim faktorima, a koje shvatamo kao da su se slucajno dogodili.

Definicija 1.4.1.1. Neka je I C N. Stohasticki proces, u oznaci {X(t),t €
I}, je familija sluc¢ajnih promenljivih definisanim na istom prostoru verovatnode

(Q,F,p).

Skup I € N u ovom slucaju zovemo parametarskim skupom, a realni
prostor R? -skupom stanja, pri ¢emu je X : Q — R Imajuéi u vidu da
je svaki slucajan proces, za fiksirano ¢t € I, slucajna promenljiva, koja je
funkcija od w € €2, stohasticki proces je funkcija dva parametra t i w , tj.

Xt :Xt:{X(t,W),tel}

Cesto, vezano za parametre t i w stohastickih procesa razmatramo dva
slucaja:
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- za fiksirano ¢ € [to, T, kao §to je napred rec¢eno, dobijamo jednu sluc¢ajnu
promenljivu;

- za fiksirano w €  dobijamo realnu funkciju vremena na [ty, 7], koju
zovemo trajektorijom (realizacijom) stohastickog procesa {X(t),t € I}.

Definicija 1.4.1.2. Stohasticki procesi {X (t),t € I} i {X(t),t € I}, defin-
isani na istom prostoru (Q, F,p) verovatnoce, su stohasticki ekvivalentni ako
se {X(t),t € I} poklapa sa {X(t),t € I}, w oznaci {X(t),t € I} = {X(t),t €
I} sa verovatnoéom 1, pri cemu {X(t),t € I} zovemo modifikacijom procesa
{X(t),t € I} i obrnuto.

Definicija 1.4.1.3. Slucajnu promenljivu oblika,

X =) a(X(t)ticl)=> aX,
i=1
gde su a; € R, zovemo n-dimenzionalnim secenjem stohastickog procesa
{X(t),t € I} na segment [to, T].

Definicija 1.4.1.4. Gausovim stohastickim procesom na [ty, T| zovemo svaki
stohasticki proces {X(t),t € 1} ¢ije je svako n-dimenziono secenje slucajna
promenljiva sa normalnom raspodelom.

Definicija 1.4.1.5. Srednja vrednost ili o¢ekivanje stohastickog procesa
{X(t),t € I} je realna funkcija vremena m : [tg,T] — R. Umesto m(t)
koristi se oznaka mx (t).

Vazi sledeca formula:
mx(t) = E{X(1),t € [}] = E[X,].

Definicija 1.4.1.6. Korelaciona funkcija stohastickog procesa {X(t),t € I}
u oznaci Kx(t,s) ili K(t,s) je:

K(t,s) = El(X, — m())(X, = m(s))] = E[X;X,] = m(t)m(s).

Definicija 1.4.1.7. Uzajamno korelaciona funkcija dva stohasticka procesa
{X(@),tel} i{Y(t),tel}, je

Kxy(t,s) = E[(X; = m(tx))(Ys = my(s))].

Definicija 1.4.1.8. Disperzija stohastickih procesa {X(t),t € I} u oznaci
Dx(t), ili kraée D(t) je

D(t) = K(t,t) = E[X}] — m(t)>.
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Izrazom
Kt, s

D(X)D(Y)
je definisan koeficijent korelacije procesa { X (t),t € 1}, koji se oznacava i sa
Px (t7 8)'

p(t,s) =

Definicija 1.4.1.9. Stohasticki proces X; je gausovski ako su sve njegove
konacno dimenzionalne raspodele normalne.

Definicija 1.4.1.10. Ako za svako t € [0,00) vazi X(t) : Q@ — Bx gde
je Bx nagvise prebrojiv skup (Bx = {x1,21...}) tada sluc¢ajan proces {X; :
t € [0,00)} zovemo diskretno vrednosnim, a za proizvoljno t sluc¢ajna
promenljiva X (t) je diskretna. Skup (Bx) zovemo skup stanja slucajnog
procesa.

Definicija 1.4.1.11. Diskretna vrednost slucajnog procesa { X : t € [0,00)}
je merljiva ako za svako xy1,%a, ..., Tp, Tni1 12 Bx 1 zat;y < ... <ty 12
[0,00) vazi

P(X(tpi1) = xp1| X (0) = 21, ... X(t,) = 2 = P(X(ty+1) = X 1| X (8,) = 2.

1.4.2 Braunovo kretanje

Pre nego sto damo definiciju Braunovog kretanja ili Vinerovog procesa,
napomenimo da sam pojam Braunovog kretanja potice od izucavanja, bi-
ologa Roberta Brauna, haoticnog kretanja rastvorenih cestica polena u vodi.
Haoti¢nost Brunovog kretanja objasnjavana je slucajnim sudarima izmedu
molekula tecnosti, u kojoj su rastvorene cestice polena, i samih cestica polena.
Takode u jednom svom radu, na samom pocetku 20-og veka, A. Ajnstajn je
Brunovo kretanje proucavao sa aspekta molekularno-kineticke teorije toplote.
U radovima [75],[76] iz 1923. Norbert Viner je dao strogu matematicku defini-
ciju Braunovog kretanja, koje se zbog toga Cesto naziva Vinerov proces.
Dakle, zahvaljuju¢i Vineru, termin Braunovo kretanje vise nije oznacavao
samo fizicku pojavu, ve¢ i matematicki pojam, i njegova znacajna primena
se ogleda u opisivanju razlicitih pojava iz realnog zivota.

Definicija 1.4.2.1. Stohasticki proces w = {w(t), t > 0} je Vinerov, ako

vazi:

1) p(w(0) = 0) = 1;

2) Za svako to,ti,...,th; to <t < -+ < t,, odgovarajuce slucajne
promenljive

w(to),w(t1) —w(to),w(ts) —w(ty)...,w(ty) —w(tn_1)
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SU mezavisne;
3) [w(t) —w(s)] : N(0,t — s), za svako t > s > 0.
Iz uslova 1) i 3) dobijamo da w; : N'(0,t—s) za svako t > 0, odakle sledi:

I
a<w <0b)= /G_thx.
p( = Wt = ) \/% .
Teorema 1.4.2.1. Stohasticki proces {w(t), t > 0} je Vinerov ako i samo
ako je Gausov i ako je E(w(t)) =0 i K(s,t) = o> min{s,t} za svako s,t > 0.

Navedimo samo neke osobine Vinerovog procesa:

1) n-dimenzionalna gustina raspodele za t; < -+ < t, 1 ug,...,u, €
R moze se predstaviti pomocu jedimenzionih gustina verovatnoce normalne
raspodele:

f(tl, P ,tn, U,y ... ,Un) = f(tl, Ul)f(tg—tl, u2—u1) s ,f(tn—tn_l; un—un_l).

2) skoro sve njegove trajektorije su neprekidne funkcije;
3) skoro sve njegove trajektorije su nediferencijabilne funkcije u svakoj
tacki.

1.4.3 Beli Sum

Beskonaé¢no diferencijabilnu funkciju definisanu na R™ nazivamo test funk-
cija, ako je skup tacaka u kojima je ona razli¢ita od nule kompaktan.

Realnu linernu funkciju definisanu na vektorskom prostoru nad poljem
realnih brojeva nazivamo linearna funkcionela.

Linearnu funkcionelu 7', definisanu na skupu test funkcija, zovemo uopste-
nom funkcijom ili distribucijom.

Posto su skoro sve trajektorije Vinerovog procesa nediferencijabilne funk-
cije, tada njegov prvi izvod se mora razmatrati kao uopstena funkcija (dis-
tribucija). Stoga, kada predemo na distribucije i uvedemo pojam uopstenog
stohastickog procesa dolazimo do pojma koji se uobicajeno naziva Beli Sum,
u oznaci (;. Ne ulazec¢i u detaljnije izucavaje distribucija, sto ovde nije cilj,
za beli Sum kazemo da je uopsSteni stohasticki proces i predstavlja izvod
Vinerovog procesa, koga posmatramo kao uopsten stohasticki proces. Dakle,
mozemo simboli¢no zapisivati:

dwt
Ct - E

t
wt:/ (sds.
0

= Wy

ili posle integracije,
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Beli sum definisemo i kao stohasticki proces sa nezavisnim prirastajima,
ocekivanjem O i kovarijansom §(z — y).

1.4.4 Stohasticki integral

Godine 1949. K. Ito uveo je pojam stohastickog integrala, cemu je pretho-
dio razvoj stohastickih diferencijalnih jednacina. Kako je Vinerov proces
neogranicene varijacije, kao i da skoro sve njegove trajektorije nemaju izvod
ni u jednoj tacki, to stohasticki integral (integral Itoa) po Vinrovom procesu
ne moze se definisati ni kao Rieman-Stieltjesov ni kao Lebegov integral. Ipak,
zavaljujuci stohastickoj prirodi Vinerovog procesa, stohasticki integral Itoa
moze se definisati za Siroku klasu stohastickih procesa.

Definicija 1.4.4.1. Stohasticki proces ¢ je stepenasti proces, ako postoji
podela ty < t; < -+ < t, = T intervala [ty,T], nezavisna od w, takva da je
o(t) = o(ty) za sve t, <t <tgpy, k=0,1,...,n—1.

Definicija 1.4.4.2. Ako je ¢ stepenasti stohasticki proces, tada slucajnu
promenljivu

T

19) = [ e(tdalt) = lim Yk = 0" pltn) (tin) - (8
to

zovemo stohastickim integralom Itoa, stepenastog procesa ¢ na Vinerovom

procesu w.

1.4.5 Stohasticka stabilnost

Kako za modeliranje fenomena sa nepoznatim faktorima koristimo difer-
encijalne stohasticke jednacine, to ¢emo u ovom poglavlju dati originalnu
sistematizaciju najvaznijh diferencijalnih jednacina stohasticke stabilnosti.
Teoreme koje navodimo su dokazane u [70], [71] i [72]. Osnova za nji-
hovo izvodenje je Foker-Plank-Kolmogorovljeva jednacina za funkciju gustine
raspodele:

OP(t,C) /0t = —0(A(t,C)P(t,C))/0C +0,5B0*P(t,C)/0C? (1.1)

gde je: A(t, C) koeficijent difuzije, B faktor koncentracije slucajnog proce-
sa Markova a sa t je oznaceno vreme. Momenti slu¢ajnog procesa su dati

formulama:
—+oo

MM (t) = / C"P(t,C)dC,

—00



dok se disperzija izracunava prema formuli:
o*(t) = MP(t) — MW (1)2.

Diferencijalna entropija se uvodi formulom:

S(t) = /_ " POy C)C.

Iz jednacine 1.1 dobijamo:

+0o0
dMW(t)/dt = / A(t,C)P(t,C)dC.

—00

Teorema 1.4.5.1. Ako koeficijent difuzije ima oblik
Alt,C) = Of (MU (t)/MD (1),
onda je diferencijalna jednacina matematickog ocekivanja:
dMW(t)/dt = fF(MD(2)).

Teorema 1.4.5.2. Jednacina disperzije je:

+00
do®(t)/dt = 2(/ CA(t,C)P(t,C)dC—

—00

o0 400
—/ CP(t, (J)dc/ A(t,C)P(t,C)dC) + B,

oo —0o0

odnosno

do®(t)/dt = 2(f (MWD (t)/ MYV (t))o?(t) + B.)

Jednacina diferencijalne entropije je:

45 /dt — / " 0A(. CYICP(E, C))dC+

[e.9]

—+00
40,58 / In P(t, C)(02P(t, C) JOC?)dC.

—00
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(1.7)

Teorema 1.4.5.3. Jednacina diferencijalne entropije je ekvivalentna sa:

dS/dt = fF(MWD(t))/ MY (t)+

+o00
+0,5B / In P(t,C)(9*P(t,C)/0C?)dC.

o

(1.8)
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Ako je koeficijent difuzije Markovljevog procesa jednak nuli, tada se
jednacine 1.6 1 1.8 mogu resiti bez nalazenja gustine raspodele, Sto je znacajna
prednost predlozene metode istrazivanja sluc¢ajnih pojava. Jednacina 1.6
omogucuje pronalazenje minimalne i maksimalne vrednosti disperzije, sto je
vazno u postupku planiranja eksperimenata i prilikom analize eksperimental-
nih podataka. Jednacina 1.8 omogucéuje odredivanje momenata ekstremnih
vrednosti.

U slucaju da slucajni proces zavisi od dve slu¢ajne promenljive, koristi se
visedimenziona jednac¢ina Foker - Plank - Kolmogorova:

OP(t,C,T)/ot = —0(Ac(t,C, T)P(t,C,T))/0C+
O(Ap(t,C,T)P(t,C,T))/0T+ (1.9)
10,5Bc0*P(t,C,T)/0C* +0,5Br0*P(t,C,T) /0T".

Tada je matematicko ocekivanje opisano jednac¢inama:

400 pFoo
dMSD (t) /dt = / / Ao(t,C,T)P(t,C, T)dCdT; (1.10)

+o0 +oo
MO (t) dt = / / Ar(t,C,T)P(t,C, T)dCdT:; (1.11)

a disperzija jednac¢inama:

+oo +oo
do® () /dt = 2( / / CAc(t,C,T)P(t,C,T)dCdT—

+o0 +oo (112)

—MY / / Ac(t,C, T)P(t,C,T)dCdT) + Be;

9 +o0 +oo

doi? (1) /dt = 2( / / TAr(t,C, T)P(t,C,T)dCdT—
+ooioo+ooioo (113)

— M / / Ar(t,C, T)P(t,C,T)dCdT) + Br;

9 400 400

do®(t)/dt = / / (TAc(t,C,T)P(t, C, T)+

P (1.14)

+CAr(t,C, T)P(t,C,T))dCdT—
—(MVamD jar + P amD jat).

Za
Ac<t, C, T) = CLHC + CL12T, AT(t, C, T) = aglC + GQQT (115)



41

dobijamo sistem jednacina:

(o3 (1)) /dt = 2a110% + 2012080, +Be t > 0; (1.16)

d(o7.(t))/dt = 2a510%1 + 2a205, + Br; t > 0; (1.17)

(02 (1)) /dt = az M + ars M2 + (a1, + az) My —
_(a21(M((Jl))2 + (UJ12(M}1))2 + (a1 + a22)Mél)M}1)) =

= aglaé + alga% + ((111 + GQQ)O-%T; t > 0. (118)
+oo +o0
S(t) = / / P(t,C,T)In P(t,C,T)dCdT t > 0.
Naredna Teorema, dokazana u radu [2], nam daje uslove za stabilnosti
srednje vrednosti u stohastckom smislu:

Teorema 1.4.5.4. Ako su koeficijenti difuzije jednaki nuli a koreni karak-
teristicne jednacine

2@11 - A 0 a12
0= 0 2@11 - A a9 s
as1 2a12 aj; +ap — A

A realni 1 megativni, onda je sistem jednacina asimptotski stabilan; ako je
jedan koren nula, a druga dva su negativna, reSenje je stabilno; a ako su dva
korena jednaki nuli, a treci je negativan, onda resenje je stabilno; ako je na-
Jgmange jedan realni koren pozitivan, onda je resenje asimptotski nestabilno.
Ako su koreni karakteristicne jednacine kompleksni, u slucaju negativnih re-
alnih delova svih korena, resenje je asimptotski stabilno. Ako je realni koren
pozitivan, tada je resenje asimptotski nestabilno. Ako je bar jedan od koefi-
cijenata difuzije razlicit od nule Markovljev proces je asimptotski nestabilan.

Jednacina diferencijalne entropje u visedimenzionom slucaju ima oblik:
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dS/dt = / m / +OO[(8AC(t, C,T)/0C+
+(DAc(t,C,T)/OT)|P(t,C, T)dCdT+

+oo +oo
+0,5B¢ / / [In P(t,C,T)0*P(t,C,T)/dC?|dCdT+
oo e (1.19)

—+00 “+00
+ / / 0AR(t, O, T) /0T +
+(0AL(t,C,T)/0C)|P(t,C, T)dCdT+
+oo +oo
+0, 5B / / (In P(t,C,T)0*P(t,C,T)/dT*dCdT.

Teorema 1.4.5.5. Ako koeficijenti difuzije jednaki nuli i ako je ispunjen
uslov 1.15 jednacina 1.19 dobija oblik:

dS/dt = Q11 + Q12 + @91 + Q93. (120)

Jednacina gustine slucajnog polja ima oblik:

OP(t,x,C) /0t — DO*P(t,x,C)/0x* = d(A(t,z,C)P(t,z,C))/0C+
0,5B0*P(t,xz,C)0C?.

Iz nje dobijamo jedna¢inu matematickog ocekivanja

+oo
MOt z) = / CP(t,x,C)dC

+oo
3M(1)(t,f€)/3t—DﬁQM(”(t,:c)/axQ:/ A(t,z,C)P(t,z,C)dC. (1.21)

—0o0

Teorema 1.4.5.6. Ako koeficijent difuzije ima oblik:
A(t,z,C) = CFMW(t,2)) /MWD (¢, ), (1.22)
onda je jednacina matematickog ocekivanja:

oMW (t, x) /0t —

DMWY (¢, ) /92 = F(MD(t, z)). (1.23)
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Teorema 1.4.5.7. Ako je ispunjen uslov 1.22 onda se jednacina disperzije:

9o (t,z))0t — DO*c*(t, x))dx* =
= 2D(OMW(t, ) /0x)*+

—+00
12 / CA(t 2, C)P(t, z,C)dC—

400
~MW(t,x) / A(t,z,C)P(t,x,C)dC] + B.

o

transformise u oblik:

Do (t,x) /0t — DOo?(t,x)/0x* = 2D(OMW(t, ) /0 )*+
+2[f (MW (¢, z) /MY (t, x)]o?(t, z) + B.

(1.24)

(1.25)

Teorema 1.4.5.8. Ako je ispunjen uslov 1.23 onda se jednacina diferenci-

jalne entropije:
0S(t,x) /0t — DO*S(t,x)/0x* =
+oo
= / 0A(t,z,C)/OCP(t,z,C)dC+

o0

+oo
0,5B/ In P(t,z,C)0*P(t,x,C)/0C*dC—

o0

D / (1Pt O (0Pt 1., C) 0w dC.

o0

transformise u oblik:
0S(t,x) /0t — DO*S(t,x)/0x* =
= [f(MO(t,2) /MO (1, )]+
+oo
0.5B / In P(t, 2, C)O2P(t,z, C) [OC2dC—

o0

+oo
D / (1/P(t, z,C))(OP(t,z,C) [dx)2dC.

o0

(1.26)

(1.27)



Glava 2

ODABRANE NUMERICKE
METODE

2.1 Uvodni pojmovi

Numericke metode su pocele da se razvijaju jos u antickoj Grékoj i nji-
hov razvoj i primena prati celu kasniju epohu civilizacije. Od mnostva velikih
matematicara i fizicara koji su se uz ostala podrucja bavili i numerickim meto-
dama navodimo samo nekoliko odabranih imena, onih koju su bili, u to vreme
istaknuti specijalisti, kao sto su: Euklid, Arhimed, Fibonaci, Njutn, Ferma,
Dekart, Gaus, Ojler, Paskal, Lagranze, Furije, Ralej, Poinkar, Ljapunov, Ku-
rant i mnogi drugi. Navodimo, takode, samo nekoliko nematematicara koji su
dali veliki doprinos: Berstou (aerodinamicar), Zaidel (astronom), Ricardson
i Lorenc, (meteorolozi), Etken (statisticar), Pareto (ekonomist). Njihove
rezultate su kasnije preuzeli matematicari i dalje ih usavrsili, dokazivali i
generalizovali.

Sa pojavom kompjutera, numericke metode su dobile novi impuls. Mnoge
metode poznate od ranije, primenom racunara su postale mnogo preciznije i
brze, pa su se i znatno usavrsile i danas se mogu upotrebiti za mnogo slozenije
i komplikovanije probleme. Na primer, iako je Gausov algoritam eliminacije
za reSavanje sistema diferencijalnih jednacina bila dobro poznata metoda
medu matematicarima i inZzenjerima, za coveka koji ima samo papir, olovku
i kalkulator bio je problem resSiti sistem od desetak linearnih jednacina, a
resenje sistema od jedanaest jednacina bio je pravi podvig. Bilo je pravo
c¢udo kada je Modor u svom doktoratu resio nekoliko sistema od 24 linearne
jednacine bez upotrebe kalkulatora. ReSavanje nelinearne jednaciine je bila
jo§ mnogo veéa poteskoca. Danas, uz pomo¢ racunara, i sistemi od neko-

44
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liko miliona nelinearnih jednac¢ina ne prestavljaju nesavladivu prepreku. Ne
znamo koliki je trenutni rekord, ali se se¢amo da je NASA najavila da ¢e
do kraja dvadesetog veka numericko resenje sistema od oko milijardu nelin-
earnih jednacina, nastalih modeliranjem strujanja vetra oko avionskog krila.
Nepoznanice tog sistema su istovremeno velicine koje opisuju turbulentno
strujanje vetra, ali i one koje opisuju oscilacije avionskog krila od dinamickog
opterec¢enja od turbulentnog strujanja. Oscilacije krila i strujanje vetra su
medusobno zavisni, pa jednacine treba resavati kao jedan sistem. Ne znamo
je li se predvidanje "NASA” ostvarilo, ali ako i nije to ¢e se bez sumnje
uskoro dogoditi. Ipak, nelinearne jednacine su vrlo raznolike, pa ni danas ne
postoje univerzalne metode kojima bi se mogli reSavati svi tipovi jednacina.

Bilo je metoda koje su se u predkompjutersko vreme razvijale u teorije, ali
su bile zbog opseznih proracuna neprimenjive. Rac¢unari su omogudéili da se
mnoge od njih uspesno realizuju. Medu takvim metodama posebno je veliku
primenu u inzenjerstvu dozivela metoda kona¢nih elemenata (MKE). Prva
ideja je, koliko je poznato, potekla od Kuranta, ali se u to vreme mogla pri-
meniti samo na nekoliko jednostavnih i po opsegu malih skolskih primera. Ta
se metoda danas primenjuje na sve linearne i nelinearne inzenjerske problem
matematicke fizike. U tehnickoj mehanici i konstruktorskom inzenjerstvu
resavaju se tom metodom vrlo slozeni problem statistike, dinamike, stabil-
nosti i optimalizacije. Pomoc¢u racunara se generiSu modeli razli¢itih kon-
strukcija i optere¢enja, sprovodi proracun, a na kraju daje graficki prikaz i
provera rezultata, dimenzioniSu se armiranobetonske, ¢elicne i drvene kon-
strukcije, te proveravaju naprezanja i deformacije u objektu. Moze se uvaziti
bilo koji od pozantih nelineranih statistickih i dinamickih modela: geometri-
jska i materijalna nelinearnost raznih tipova: velika pomeranja i velike de-
formacije, nelinearna elasti¢nost, plasticnost, visoko-elasti¢nost, viskoplasti-
¢nost, mehanika loma, kontaktni problemi itd.

Analitickim istrazivanjima, numerickim eksperimentima i inzenjerskim
iskustvom je utvrdeno da ta metoda nasuprot velikih prednosti ima teori-
jskih i paktickih nedostataka, pa se osim daljih poboljsanja MKE, u novije
vreme razvijaju i mnoge alternativne metode, kao na primer ”"bezmrezne
metode”. Nove metode daju za neke pojave, teorijski bolja resenja, ali MKE
u svakodnevnoj inzenjerskoj primeni i dalje ima prednost.

U kratkom nabrojacemo sledeé¢e od opste primenjivih numerickih metoda:

e Metoda numerickog integraljenja diferencijalnih jednacina
se svodi na reSsavanje Kosiyevth jednacina i grani¢nih uslova. Pos-
toji veliki broj metoda za resavanje tj. integraciju sistema diferenc-
jalnih jednacina, kao $to su: metoda Runge-Kuta, Ojlerova metoda i
dr.[13, 38, 45].
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e Metoda granicnih elemenata se sastoji u diskretizaciji grani¢nih
oblasti konstrukcija pomoc¢u granicnih elemenata $to podrazumeva i
odredene aproksimacije u geometrijskom smislu i u pogledu grani¢nih
funkcija Odredenim postupkom formira se sistem algebarskih jednacina
¢ijim se reSavanjem dobijaju trazene veli¢ine na granicama oblasti. Pos-
toji tri vida ove metode: direktna, poludirektna i indirektna [77, §].

e Metoda konaénih razlika (diferencna metoda) je numericka met-
oda koja se, bazira na matematickoj diskretizaciji diferencijalnih jedna-
¢ina ¢ime se te jednacine kona¢nim razlikama prevode u algebarske.
Uspesno se primenjuje za reSavanje raznovrsnih zadataka kao na primer:
torzija Stapova, tankozidne konstrukcije, teorija ploca, problemi plasti-
¢no deformabilnih konstrukcija, provodenje toplote, strujanje fluida,
aviotehnika i dr.

Prva primena diferencnih jednacina u tehnici pripada Runge Kut-u koji
je ovu metodu primenio 1908. godine na reSavanje problema torzije
Stapova. Pri tome je koris¢en sistem od 42 jednacine, no s obzirom na
jednostavnost jednacina konacnih razlika reSenje je dobiveno bez mnogo
teskoca. Dalji napredak u ovoj oblasti u¢inio je L. E. Ricardson koji je
za resavanje ovakvih algebarskih jednacina primenio iterativni postu-
pak i tako dobio priblizne vrednosti za napone koji nastaju u branama
usled gravitacionih sila i pritiska vode. H. Lajbman dao je drugi itera-
tivni postupak i dokaz njegove konvergencije. Kasnije, F. Wolf razma-
trao je konvergenciju ovog iterativnog postupka za sluc¢aj harmonijskih
i biharmonijskih jednacina. U teoriji ploca, metodu konac¢nih razlika
sa uspehom primenio je H. Markus (1919. god.). U novije vreme,
metoda konac¢nih razlika nasla je veoma Siroku primenu u radovima R.
V. Soutvel-a i njegovih ucenika.

Primenom metode konacnih razlika, kontinualni proces izucava se u
kona¢nom broju dovoljno malih vremenskih intervala, [13, 44, 14]. Tako
je moguée, u tim malim intervalima, funkcije vremena (koordinate, sile,
brzine i dr.) aproksimirati pribliznim izrazima. U svakom elemen-
tarnom intervalu vrsi se integracija, pri ¢emu se rezultati integracije u
prethodnom intervalu uzimaju kao pocetni za naredni vremenski inter-
val.

e Metoda konacénih elemenata (MKE) je jedna od najsire prihvace-
nih savremenih metoda u svim oblastima fizike i tehnike. Primena ove
metode zbog obimnosti racunanja, podrazumeva isklju¢ivo primenu
racunara velikih kapaciteta i velikih brzina rac¢unanja. Pomocu ove
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metode, za razliku od analitickih, mogu se reSavati najslozeniji prob-
lemi, uzimati skoro potpuno realni grani¢ni uslovi, slozenost geometri-
jskih oblika, uslovi spoljasnjeg opterec¢enja i dr. Sustinski problem se
sastoji u izboru modela koji najbolje aproksimira odgovarajué¢i domen,
odnosno, da se izvrsi pravilan izbor tipa, broja i uopste mreze konacnih
elemenata, pravilan izbor osnovnih nepoznatih u ¢vorovima i interpo-
lacionih funkcija kojima se opisuje stanje (na primer polje pomeranja,
deformacije, naprezanja) u svakom konac¢nom elementu.

Metoda konacnih elemenata (MKE) je savremena numericka metoda
koja se koristi za projektovanje i proracun konstrukcija uz primenu
racunara. Za razliku od drugih numerickih metoda koje se zasnivaju
na matematickoj diskretizaciji jednacina grani¢nih problema, MKE
se zasniva na fizickoj diskretizaciji razmatranog kontinuuma delovima
konacnih dimenzija i jednostavnog oblika koji se zovu konacni ele-
menti (KE). Osnovu za razmatranje predstavlja, dakle, kona¢ni ele-
ment za koji se uspostavljaju osnovne staticke, kinematicke, dinamicke,
termodinamicke i dr. veze. Potom se te veze prosiruju na ceo domen,
odnosno do granica kontinuuma, [3]- [6],[50]- [53].

Prve teorijske osnove MKE se sre¢u u radovima Argiris-a, oko 1954—55.
godine, mada je sam koncept metode definisan mnogo ranije. Tako, jos
1941. Hrenikof i 1947. Levi su primenili ovu metodu u avio industriji.
Primenom trougaonih konac¢nih elemenata, istrazivaci Claugh, Martin,
Turner, Tor, Teig, proracunali su naponsko stanje ”"BOEING” -a i time
dali veliki doprinos daljoj primeni MKE u avio industriji. Tada je, prvi
put, definisan i termin " the finite element method” ili skra¢eno FEM
a na predlog Klauf-a. U periodu od 1960. do 1970. godine, Sirenju
ove metode doprineli su J. H. Argiris, O. K. Cinkievié, Ceng, Oden
i dr. Vremenom polje primene MKE se prosirilo na trodimenzionalne
probleme, dinamiku konstrukcija, prostiranje talasa, strujanje fluida,
nelinearnost, seizmicke procese, probleme interakcije dva ili vise medi-
juma, itd.

Sa stanovista fizickog tumacenja, primenom MKE proucavano deforma-
bilno telo tj. kontinuum sa beskonacno mnogo stepeni slobode zamen-
juje se diskretnim modelom medusobno povezanih KE sa konac¢nim
brojem stepeni slobode kretanja.

U matematickom smislu, umesto sistema diferencijalnih jednacina (0b-
iénth, parcijalnih ili integralnih) koje definisu stanje ravnoteZe celo-
kupnog modela, primenom MKE, dobija se sistem obicnih algebarskih
jednacina. Za koriS¢enje racunara pogodno je sve veli¢ine pisati u ma-
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tricnoj formi.
Za definisanje i izvodenje osnovnih jednac¢ina u metodi kona¢nih ele-
menata koristi se jedna od slede¢ih metoda.

1. Direktna metoda (Direct Finite Element Method) predstavlja naj-
jednostavniji pristup pri reSavanju problema jer se zavisnosti izmedu
velicina uspostavljaju neposredno - direktno. Na primer, veoma je
slicna metodi deformacija kod proracuna linijskih nosaca, pa je pogodna
za reSavanje jednostavnih zadataka.

2. Varijaciona metoda (Variational Finite Element Method) se zasniva
na principu stacionarnosti funkcionala. U mehanici ¢vrstog tela i pri
reSavanju statickih problema konstrukcija funkcional je potencijalna en-
ergija. Zbir kineticke i potencijalne energije je potencijal u dinamickim
problemima. Osnova ove metode je klasi¢na metoda Ritz-a. Nepoznati
parametri su staticke veli¢ine (unutrasnje sile), kinematicke veli¢ine
(pomeranja) ili mesovite veli¢ine tj. istovremeno pomeranja i unutrasnje
sile.

3. Metoda reziduma (Residual Finite Element Method ) se koristi tamo
gde je tesko definisati funkcional pa se diferencijalne jednacine formi-
raju iz samih konacnih elemenata.

4. Metoda energetskog balansa (Energy Balance Element Method) ko-
risti se u termostatickoj i termodinamickoj analizi i zasniva se na bal-
ansu razlicitih vidova energije (toplotna, mehanicka).

U mehanici kontinuuma najvise se koriste varijaciona metoda i metoda
reziduma. Primenom varijacione metode dobija se nizi red izvoda u
diferencijalnim jednacinama za razliku od metode reziduuma koja daje
vii red izvoda.

Osnovni zadatak pri proucavanju nekog deformabilnog tela je izbor
diskretnog modela koji najbolje aproksimira, na primer, stanje napona
i stanje deformacije kao i grani¢ne uslove. Pri diskretizaciji kontinu-
uma moze se koristiti jedan tip konac¢nih elemenata ili kombinacija vise
tipova. Svi konacni elementi su povezani zajednickim ¢vorovima, tako
da ¢ine prvobitnu konstrukciju. Konaé¢ni elementi kojima se diskretizuje
konstrukcija moraju biti kompatibilni pre i posle dejstva spoljasnjeg
opteretenja, tj. u prirodnoj i prinudnoj konfiguraciji, nenapregnutom i
napregnutom stanju, odnosno nedeformisanom i deformisanom stanju.
Raznovrsnost problema, konstruktivnih oblika, geometrijskih veli¢ina i

uticaja kod konstrukcija uslovili su razvoj velikog broja tipova (vrsta)
kona¢nih elemenata. Osnovna razlika medu njima, pored oblika, je
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u razlicitosti ”"unutrasnjih” funkcija ili funkcija oblika (shape func-
tion), odnosno interpolacionih funkcija kojima se aproksimira polje
promenljivih u konacnom elementu. Prakticno, ne postoje egzaktni kri-
terijumi za izbor najboljeg diskretnog modela koji obezbeduje ta¢nost
reSenja. Zato je, pored poznavanja teorije konacnih elementa potrebno
i Siroko inzenjersko iskustvo i kvalitativno poznavanje stanja napona i
stanja deformacije kod razmatrane konstrukcije.

Osnovni tipovi (oblici) konacnih elemenata su [3]- [6],[50]- [53]

e jednodimenzionalni ili linijski konaé¢ni elementi (1D) (Stapovi, gre-
de, cevni elementi),

e dvodimenzionalni ili ravanski kona¢ni elementi (2D) (trougaoni,
pravougaoni, membrane, ploce i ljuske),

e trodimenzionalni ili prostorni konaé¢ni elementi (3D) (prizmaticni,
osnosimetricéni i dr.).

Za nelinearnu analizu struktura, u statickim uslovima, cesto se koristi metoda
Njutn-Rafson-ova, kao i metoda iteracije. Kod analize konstrukcija pri nesta-
cionarnim dinamickim uslovima koriste se metode Hubolt-a, Njmark-a i Vil-
sona. Osnovna karakteristika svih numerickih metoda sastoji se u tome Sto
se pomocu njih resavaju fundamentalne jednacine koje opisuju odredene po-
jave, ukljucujuéi i grani¢ne uslove. Dobijena resenja su priblizna i mogu
biti izracunata sa greskom koju unapred zelimo. Sve numericke metode po-
drazumevaju primenu racunara i odgovarajué¢ih programskih paketa. To je
narocito izrazeno kod metoda koje podrazumevaju diskreditaciju u fizickom
smislu. Danas u svetu postoje razvijeni mnogi programski paketi kao sto
su: SAP (Structual Analzsis Program - USA); NASTRAH (Program Na-
tional Aerohautical Moduls - Norveska); SEZAM (Super Element Structural
Analzsis Moduls - Norveska); MARC; ANSYS; SANSS (Statisticka Anal-
iza Napona Skeletnih Struktura), I-DEAS, SANU; PALL2, COSSMOS M I
dr., a izbor odgovarajuceg je uslovljen i raspolozivim rac¢unarskim sistemom.
Od numerickih metoda ovde ¢emo posebno istazi metodu Monte Karla, koja
se zasniva na kompjuterskom ponavljanju izbora slucajnih brojeva pomocu
kojih se matematicki modelira ponasanje sistema.

2.2 Monte Karlo Metoda

Metoda Monte Karlo (MK) je numericki metod i odnosi se na Siroki spek-
tar matematickih modela i algoritama ¢ija je glavna karakteristika stohasticki
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pristup odnosno upotreba slucajnih brojeva koji emituju fizicke ulazne po-
datke. Ili, Monte Karlo simulacija predstavlja metode koje se zasnivaju na
kompjuterskom ponavljanju izbora sluc¢ajnih (pseudosluc¢ajnih) brojeva ko-
jima se matematicki modelira ponasanje sistema ili objekata proucavanja.

shucajni

procesi + Model sistema — izlaz

Slika 2.1: Princip Monte Karlo simulacije

Ako su ulazi sistema sluc¢ajni procesi, tada je i izlaz slucajni proces. Rezul-
tat simulacije se ocenjuje iz izlaznog slucajnog procesa nekom od statistickih
metoda. Pomo¢u MK metode se moze simulirati i ispitivati ponaSanje Sirokog
spektra problema u gotovo svim oblastima, a posebno u matematici, fizici,
hemiji, inzenjerstvu, energetici, radioaktivnom zracenju, operacionim istrazi-
vanjima, statistici, ekonomiji, itd. Najces¢e je re¢ o matematickim prob-
lemima Cija se reSenja ne mogu odrediti analiticki ili za to ne postoje efikasni
numericki algoritmi. Postoji mnogo varijanata metoda Monte Karlo. Neke
od njih se zasnivaju na slucajnim perturbacijama postignutih lokalnih opti-
muma u toku dotadasnjeg pretrazivanja. Uz to, Cesto se koriste i za proveru
rezultata dobivenih analitickim ili drugim metodama. Metode Monte Karlo
imaju najveéu primenu kod problema gde je koriS¢enje deterministickog al-
goritma nemoguce ili nemogucée u realnom vremenu. Uopsteni izgled jednog
Monte Karlo metoda, sastoji se od faza:

e Definisanje domena mogucih ulaznih podataka;
e Generisanje tih ulaznih podataka na slucajan nacin;
e Izvrsavanje deterministickog ra¢una na osnovu tih uzoraka;

e [zracunavanje konacnog rezultata.

Statistickim metodama lako je izracunati gresku dobijenog rezultata. Kar-
akteristicno je da su algoritmi metode Monte Karlo obi¢no jednostavni i laki
za programiranje. Zbog velikog broja matematickih operacija i ponavljanja,
Monte Karlo metode ulaze u Siroku upotrebu tek s naglim razvojem rac¢unara
u poslednjim decenijama dvadesetog veka. Smatra se da je metoda Monte
Karlo koriséena veoma davno. Na primer, poznato je da je Ajzef Hol (1829-
1907), 1873. godine ra¢unao pribliznu vrednost broja m po tom principu.
Rezultati su objavljeni u ¢lanku ”On an experimental determination of 7”.
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Samo ime 'Monte Karlo’ uveli su Stanislav Ulam, Dzon von Nojman i
Nikolas Metropolis 1946. godine, iako je sama ideja bila poznata i ranije.
Enriko Fermi je koristio slicne metode 1930. godine kako bi odredio svojstva
tada tek otkrivenog neutrona. Americka vojska koristila ih je intenzivno 40-ih
i 50-ih godina prilikom razvoja nuklearne, a zatim i hidrogenske bombe, na-
suprot vrlo ogranicenoj snazi tadasnjih racunara. S druge strane, ime potice
iz samog postupka rada: umesto sistemnog pretrazivanja citavog podrucja
definisanog problema, pretrazuju se samo "slucajno” odabrane tacke u tom
podrucju i trazi se optimum medu tim tackama. (”Sluc¢ajno” najéesée znaci
kvazi slucajno sto se postize pomocu deterministickih algoritama ”genera-
tora slucajnih brojeva”, a generator slucajnih brojeva asocira na kockarnicu
- odatle je i naziv Monte Karlo) .

Generisanje nizova slucajnih brojeva je klju¢ni segment metoda Monte
Karlo, ¢ija uopstenost u najve¢oj meri zavisi od kvaliteta upotrebljenih sluc-
ajnih brojeva. Stoga se posebna paznja posvetuje matematickim algorit-
mima, radi njihovog generisanja. Postoje tri vrste slucajnih brojeva:

Pravi sluéagni brojevi su slucajni u statistickom smislu. Bilo koji
deo niza pravih slucajnih brojeva je nezavisan od prethodnih delova
niza. Ovi nizovi su neponovljivi.

Pseudoslucajni brojevi generisani su odgovaraju¢im algoritmom,
tako da svaki generisani sluc¢ajan broj zavisi od prethodno generisanih
slucajnih brojeva, ali na takav nac¢in da je bilo koji mali deo niza ovih
sluc¢ajnih brojeva slican pravim slucajnim brojevima.

Kwvazi-sluéajni brojevi u sustini nemaju slucajan karakter, ali ako
se uzme dovoljno veliki deo niza ovih brojeva, po svojim karakteris-
tikama oni mogu biti bolji od pravih slucajnih brojeva.

Koristed¢i deterministicke generatore za generisanje sluc¢ajnih brojeva po-
mocu racunara dobijaju se sluc¢ajni brojevi u nizovima tacno odredene duzine,
pri ¢emu prethodnih k brojeva (najéesée k = 1) odreduju sledeéi broj. Niz
slu¢ajnih brojeva ima konac¢nu duzinu, tzv. period, Sto znac¢i da se posle
izvesnog vremena taj niz ponavlja.

Odabrane tacke u nekom podrucju se ¢esto upotrebljavaju kao pocetni uslovi
za lokalnu matematicku optimalizaciju. Monte Karlo metode primenjuju
se najvise u fizickim i hemijskim procesima, komplikovanim matematickim
proracunima, uopste sistemima ¢ije se ponasanje jedva/ne moze determin-
isticki obraditi. Posebna grupa ovih metoda je Monte Karlo integraljenje
koje ima veliku primenu u numerickom izracunavanju ogranic¢enih integrala
koji mogu biti visedimenzionalni, sa komplikovanim granicama, itd. Na
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primer, na povrsinu se biraju slucajno generisane tacke, a rezultat se dobija
iz odnosa ukupnog broja tacaka i tacaka koje zadovoljavaju uslov problema
(npr. nalaze sa na povrsinu ispod grafika date funkcije).

2.2.1 Neki karakteristi¢ni primeri primene
metode Monte Karlo

Ovde ¢emo navesti neke karakteristicne primere metode Monte Karlo,
koju je moguée primeniti svaki put kada se reSenje nekog problema moze
dovesti u vezu sa odredenim parametrom raspodele verovatnoce [*|. Jedan
takav primer je izracunavanje odredenih integrala slika (2.2) koje se svodi,
kao $to je poznato, na izrac¢unavanje povrsine ispod podintegralne funkcije.
Povrsina ovakvih likova se moze oceniti ako se uniformno raspodele tacke
po nekoj vecoj povrsini poznate povrsine koja je sadrzi (obi¢no po kvadratu
ili pravougaoniku), a zatim se prebroje tacke koje su nalaze unutar lika.
Kao konkretan primer posmatra¢emo ¢etvrtinu jedini¢cnog kruga. Ako se po
jedinicnom kvadratu nalazi uniformno rasporedenih 10 tacaka, a zatim se
utvrdi da se unutar kruga nalazi 8, dobice se:

S(krug/4)
S(kvadrat)

Greska je izracunata pomocu izraza:

~0,840,1

X(1-X)

N
jer je re¢ o promenljivoj veli¢ini x koja moze poprimiti vrednosti: 1(pogodak
u figuru) i O(promasaj).

Takode, moze se odrediti priblizna vrednost broja 7: posmatramo i dalje
kvadrat stranice 1 i u njega upisanu cetvrtinu kruga poluprecnika 1, slika 2.2.
Na sluc¢ajan nac¢in ”bacajmo” tacke po povrsini kvadrata (slika 2.3) i neka
je ukupan broj tacaka NN, a broj tacaka koje pripadaju delu kruga Nj.
Ocigledno, ti brojevi ¢e se odnositi kao povrsine na kojima se nalaze:

AX =~

N/Ny = r2/(r2*7r/4),
odakle sledi:

Dobijeni rezultat (naravno, nije uvek isti) je: 3.14175.
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Slika 2.2: Izracunavanje odredenog integrala i broja 7

Slika 2.3: Izracunavanje broja m

Metoda Monte Karlo se uspesno primenjuje u mikrofizici za ”izracunavanje
apsorbovane doze na ¢elijskom nivou u terapiji radionuklidima” (grupa au-
tora sa Instituta nuklearne medicine u Beogradu). Pokazano je kako se u
terapiji radionuklidima vrsi izracunavanje apsorbovanih doza za svaku ¢eliju
tumora S$to omogucava tacniju procenu efekata terapije radionuklidima. Da
bi primena metode Monte Karlo ili neke druge u oblasti terapije radionuk-
lidima bila sto svrsishodnija bilo bi korisno definisati referentni 3D model
tumora na c¢elijskom nivou. Koristec¢i histopatoloska merenja za razlicite tu-
more definisan je model referentnog tumora kao sfera datog precnika koja
sadrzi Celije datog srednjeg precnika i standardne devijacije i date gustine
celija.

Odredeni deo radiofarmaka koji se primeni za terapiju datog tumora ¢e ostati
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u stromi tumora, a preostali deo ¢e se vezati za odredeni broj ¢elija zavisno
od karakteristika samog radiofarmaka. Samo vezivanje za Celije moze biti
homogeno po povrsini ¢elija ili homogeno po zapremini ¢elije. Relizovani
model tumora na ¢elijskom nivou prikazan je na slici 2.4 itd

Slika 2.4: Referentni model tumora na ¢elijskom nivou za
primenu u terapiji radionuklidima

Znacajna primena metoda Monte Karlo zapazena je u oblasti Modeliranja
procesa u telekomunikacionim sistemima. Kao primer primene MK simulacije
u telekomunikacijama, posmatrajmo sistem za prenos M-arnih digitalnih sig-
nala u osnovnom opsegu ucestanosti. Potrebno je odrediti verovatnoéu greske
po simbolu, u uslovima nelinearnog kanala u kome deluje aditivni Sum. Blok-
Sema simulacionog modela prikazana je na slici 2.5

B x i ¢ ¥ ]
1 X Nelinearnost | ¥e |~ Integrators | ¥
Y=gl rastereéenjem

I

n

Odlucivag

kanal

Brojat grefaka

Slika 2.5: Simulacioni model sistema za prenos signala u
osnovnom opsegu ucestanosti

Na pocetku se generiSse N simbola, na primer, kvatenarnog ulaznog sig-
nala i m/N odabranih podataka Gausovog Suma. Uz pomo¢ racunarskih
programa dobija se signal koji se zatim propusti kroz kanal ¢iji je model
poznat Ye = g(X). Integriranje sa rastereenjem je modelirano ra¢unanjem
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srednje vrednosti primljenog signala na intervalu trajanja jednog simbola.
U odlucivacu se signal poredi s pragovima, na osnovu cega se donosi od-
luka. Konacno, potrebno je prebrojati pogresno primljene simbole i oceniti
verovatnocu greske.

Cesto se primenjuje tzv. metod nezavisnih replikacija, po kome se izvrsi
viSe serija nezavisnih ponavljanja simulacije. Nezavisnost se ostvaruje npr.
razli¢itim pocetnim uslovima, ili, u ovom primeru, razli¢itim sekvencama ko-
risnog signala i Suma. Za svaku seriju replikacija oceni se trazeni izlazni
parametar (npr. verovatnoca greske), a konacan rezultat se dobija usrednja-
vanjem ovih podrezultata po svim serijama. Jasno je da ¢e tacnost rezultata
dobijenog Monte Karlo simulacijom zavisiti od broja replikacija statistickog
eksperimenta, odnosno, u ovom primeru, od broja generisanih simbola.

U opstem slucaju, s povecanjem broja replikacija, menjaju se i funkcija
gustine verovatnoce i matematicko ocekivanje izlaza simulacije. Ova zavis-
nost je kvalitativno prikazana na slici 2.6. Na grafiku sa slike 2.6 mogu se

Slika 2.6: Promena statistike izlaza

uociti dve oblasti, koje odgovaraju prelaznom i ustaljenom rezimu. Odlika
ustaljenog rezima je da nastupa za dovoljno veliki broj replikacija i da u
njemu izlaz simulacije ne zavisi od pocetnog uslova, tj. da vazi

Fi(y|I) — F(y); (VI).

Tako ustaljeni rezim ne zavisi od pocetnog uslova, brzina konvergencije ka
njemu zavisi od toga, §to je ilustrovano na slici 2.7. Sa stanovista dobijanja
verodostojnih i reprezentativnih rezultata u sto kra¢em vremenu, pozeljno je
da izlaz simulacije Sto pre ude u ustaljeni rezim. Napomenimo da se u izlazu
nekih simulacionih modela mogu javiti i oscilatorni procesi.

Da bi se eliminisao uticaj poc¢etnog uslova na ocenu parametara sistema,
potrebno je iz rezultata izbaciti onaj deo koji se odnosi na prelazni rezim,
a koji se u literaturi naziva warmup ili startup periodom. U operativnom
smislu, to npr. znad¢i da ¢emo uzorak izlaznog signala za statisticku obradu
izabrati tako da ne obuhvati [ prvih odabranih uzoraka, koji odgovaraju
prelaznom rezimu, ili da ¢emo iz razmatranja izostaviti [ prvih korisnika koji
dolaze u servisni sistem, itd.
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Slika 2.7: Primer zavisnosti ocekivanja
rezultata simulacije od broja ponavljanja
pocetnog uslova

Koris¢enjem metoda Monte Karlo resavaju se formulacije kvantne mehanike
i kvantne teorije polja koje se opisuju preko funkcionalnog integrala. Osno-
va klasiénih numerickih metoda racunanja odredenih integrala je u podeli
domena integracije na N delova i aproksimiranju integrala odgovarajuc¢om
sumom, Sto je i ovde polaz.

Treba izdvojiti i primer primene metoda Monte Karlo u oblasti ekonomije,
kao na primer, pracenje trajanja projekta. Monte Karlo metoda omogucava
simulaciju moguéih trajanja projekta na osnovu kojih se rac¢unaju srednje
trajanje i varijansa kriticne putanje projekta. Polazni podaci su trajanja
aktivnosti ¢ije vrednosti se simuliraju:

e iz odabrane raspodele za trajanje aktivnosti;

e na osnovu datih vrednosti procenjenog trajanja aktivnosti i njihove
varijanse.

Podesavanjem simulacije na 1000, 10000 i viSe ponavljanja doprinosi tac¢nijim
procenama. Ove procene su dragocene s obzirom na to da je u realnim
uslovima gotovo nemogucée ponoviti jedan isti projekat onoliko puta koliko
to omogucava primena kompjutera, odnosno softver.
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2.2.2 Primena Monte Karlo simulacija kod radioak-
tivnog zracenja i statisticke prirode transfera ene-
rgije zracenja

Na primeru radioaktivnog raspada ilustrovacemo primenu Monte Karlo
simulacija u nuklearnoj fizici, sa posebnim osvrtom na statistiku prirode
dogadaja transfera energije zracenja.

U tom cilju pretpostavimo da imamo radioaktivnih jezgara u trenutku t.
Sa dN se oznacava broj jezgara koja se raspadnu u toku vremenskog intervala
(t,t 4 dt), a koji je srazmeran broju radioaktivnih jezgara N; u trenutku ¢ i
duzini vremenskog intervala dt:

dN = —AN,dt

Pri ¢emu negativan znak na desnoj strani prethodne jednacine oznacava da
se broj radioaktivnih jezgara tokom vremena smanjuje. Vrednost konstante
zavisi samo od osobina konkretnog radioaktivnog jezgra, a potpuno je neza-
visna od svih fizickih, hemijskih ili nekih drugih uticaja. Integralni oblik
gornje jednacine glasi

N; = Noe ™

gde Ny oznacava broj radioaktivnih jezgara u trenutku ¢ = 0. Vreme poluzivo-
ta radioaktivnih jezgara T/, odreduje se iz izraza (koji predstavlja modifiko-
vani gornji izraz za t = T} 9)

No —ATi
_— = N 2
g — ¢

odakle se dobija:

Tl ~In2  0,69315
2 A

Broj raspadnutih radioaktivnih jezgara u vremenskom intervalu (¢, t+dt) dat

je izrazom:

ANyt = ANge Mdt
Zbir vremena zivota jezgara iznosi:
No
Y

Srednje vreme zivota radioaktivnih jezgara odreduje se iz sledeceg izraza:

Ts = / tANge Mdt =
0

Ts 1 Ty
=2 -2 ] 44277
No A 0,69315 B

T
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Verovatnoca da se radioaktivno jezgro raspadne u toku vremenskog in-
tervala (t,t + dt) data je izrazom:

Ft)dt = Lot
T

Vrednosti slucajne promenljive ¢ koja prati ovakav tip eksponencijalne raspodele
generisu se pomocu sledeé¢e jednacine:

1 [ s 1
u=— [ e rdt=—e 7 +1
0

T

odakle se dobija:
t=—7In(l—u)

gde je u sluc¢ajan broj koji prati uniformnu raspodelu u interval (0,1). Posto
je raspodela vrednosti slucajnog broja (1 —u) ista kao i za v, mozemo pisati:

t=—7lnu.

Ovde smo, kao sto smo ve¢ napred istakli, od bezbroj drugih primera naveli
samo neke od veoma katakteristicnih.

U ovom paragrafu istaknimo da Monte Karlo metoda ima znacajnu pri-
menu simulacijama raznih dogadaja transfera energije zracenja radi primene
u medicini.

Tako, na ¢elijskom i podcelijskom nivou, statisticka priroda dogadaja
transfera energije zracenja se Cesto karakteriSe preko mikrodozimetrijskih
veli¢ina, kao Sto je specificna energija po dogadaju -z. Specificna energija je
stohasticka veli¢ina i od interesa je razmatrati njenu raspodelu verovatnoce
f(2), kumulativnu funkciju raspodele F'(z) i srednju specificnu energiju Zz.

Specificna energija z, je koli¢nik,

2= (2.1)

gde je: m masa mete, F(z) je verovatnoca da je specificna energija manja ili
jednaka z.
Raspodela verovatnoce, f(z) je izvod od F(z) po z, tj.:
fa) = )
z
Srednja specificna energija je data formulom:

(2.2)

P = /0 () (2.3)
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i to je nestohasticna (nesluc¢ajna) velicina. Ona je jednaka apsorbovanoj
dozi D kada je razmatrani region uniforman i kada je intenzitet zracenja u
tom regionu uniforman. Ovde je znacaj Monte Karlo simulacija u tome §to
odredivanje f(z) omogucuje formiranjem istorije (pracenjem kretanja) mnogo
pojedinacnih ¢estica (elektroni u ovom sluc¢aju) u razmatranoj zapremini i
racunanjem energije deponovane u toj oblasti. Ovde su, mikrodozimetrijske
velicine odredene za beta emitujuce radionuklide sa ciljem dobijanja infor-
macija koje mogu biti korisne u izboru radionuklida za terapijske svrhe.
Ovaj problem predstavlja jedan segment doprinosa ove doktorske disertacije,
i sadrzan je u radu ”Specific energy distribution within cytoplasm and nucle-
oplasm of typical mammalian cell due to various beta radionuclides” autora
V.M. Markovi¢a, N. Stefanovica, D. Nikezi¢a, Dz.F. Puci¢a i V. Urosevica
[41], sto predstavlja znacajan doprinos razvoju nauc¢ne misli u ovoj oblasti.



Glava 3
MESOVITE RASPODELE

3.1 Mesovite raspodele aditivnog tipa

Neka su Xi,..., X, nezavisne slucajne promenljive koje imaju funkcije
raspodele F, ..., F,. Ako su ai,...,qa, € [0,1] realni brojevi takvi da je
a1+ -+ -+, = 1 onda se za slucajnu promenljivu X kojoj odgovara funkcija
raspodele

F(ZB) = alFl(x) + -+ anFn(.CB),

kaze da ima meSovitu raspodelu aditivnog tipa. Brojevi oy, ..., a, se nazi-
vaju koeficijenti koncentracije, a slucajne promenljive aq, ..., a0, X1,..., X,
komponente te raspodele.

Primer 3.1.0.1. Smesa koja se sastoji od n - radioaktivnih izotopa. Pret-
postavimo da je slucajna promenljiva X, definisana kao broj raspada atoma
k— tog izotopa u jedinici vremena, i da je oy koncetracija k— tog izotopa u
smesi, tj. da smeSa sadrzi oy, 100% k— tog izotopa. Jasno je da Gajger-
Milerov brojac¢ mozZe detektovati samo ukupan broj radioaktivnih raspada u
jedinici vremena. Ako sa X definiSemo broj raspada izmeren na Gajger -
Milerovom brojacu, onda X ima mesovitu raspodelu aditivnog tipa.

Primer 3.1.0.2. Posmatrajmo obelezije X na uzorku obima n nastao kao
unija m - razlicitih uzoraka, pri cemu je k -ti uzorak zastupljen sa ny; eleme-
nata. Pri tome je naravno nq+---+n,, = n. Neka je X}, restrikcija obeleZja
X na k -tom uzorku a F,,, njegova empirijska funkcija raspodele. Ako je

n
F, empiryyska funkcija raspodele obelezja X a o= ar njegova frekvencija,
n

onda X ima mesovitu raspodelu aditivnog tipa, pri cemu je
F(x) = aanll(x) +oot aanmn(x)a

60
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empirijska funkcija raspodele za X .

3.1.1 Momenti mesSovite raspodele sa apsolutno
neprekidnim komponentama

Jasno je da ¢e u slucaju kada su slucajne promenljive X;,..., X, ap-
solutno neprekidnog tipa i kada su njihove funkcije gustina fi,..., f, onda
mesovitoj slucajnoj promenljivoj X odgovara funkcija gustine raspodele

f(z) =aifi(z) + - + an ful®).

U tom slucaju mozemo odrediti i momente mesSovite slucajne promenljive
ako su nam poznati momenti komponenti i njihovi koeficijenti koncentracije.

Teorema 3.1.1.1. Neka su nezavisne slucajne promenljive Xy, ..., X, ap-
solutno neprekidnog tipa i oy, ..., o, € [0,1] realni brojevi takvi da je oy +
<-4, = 1. Ako je l prirodan broj, fi funkcija gustine raspodele slucajne
promenljive Xy a ayp njena koncentracija onda je

E(xY) = S anB(xL),

gde X 1ma mesovitu raspodelu aditivnog tipa definisanu komponentama

X1,..., X, 1 koeficijentima koncentracije aq, ..., ay,.
Dokaz.
E(X' = / Y g f(r)de =) ak/ tf(x)de = apB(X}).
T k=1 k=1 > k=1

]

Medutim ve¢ za disperziju mesSovite raspodele se dobijaju prilicno komp-
likovani analiticki izrazi.

U tekstu koji sledi ispitacemo najvaznije mesSovite raspodele aditivnog
tipa, sa apsolutno neprekidnim komponentama.

3.1.2 Normalno - normalna raspodela

Pretpostavimo da X;—N(my,0%), Xo—N(my,02)i X = aX;+(1—a)Xs.
Slucajna promenljiva Y = X; + X, imaée normalnu raspodelu N (a;m; +
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Qomy, aio? + a303). Medutim odredivanje parametara, meSovite raspodele
koja se sastoji od dve normalno raspodeljene komponente je mnogo tezi za-
datak. Prvi koji je pousao da ga resi je jedan od najvecih statisticara svih
vremena, Karl Pirson [56]. On je u tu svrhu koristio metod momenata.

Problem koji je on proucavao je sledec¢i: Obelezije, prou¢avamo na osnovu
dva uzorka koji su izdvojeni iz dve populacije. Pri tome nam nisu poznati
obimi uzoraka ali znamo obim njihove unije. Takode znamo da obelezije
na oba uzorka ima normalnu raspodelu. Potrebno je proceniti parametre
raspodele obelezija na oba uzorka ako imamo podatke o uniji uzoraka, pri
¢emu ne znamo ni za jedan element uzorka iz koje populacije potice.

U opisanom problemu imamo 5 nepoznatih parametara my, moq,0?, 03 i
ny, gde je sa my; oznaCen obim prvog uzorka. Pirson je problem resavao
odredivanjem prvih pet statistickih momenata unije uzoraka i njihovim iz-
jednacavanjem sa odgovaraju¢im teorijskim momentima. Na taj nacin je
dobijao sistem od pet nelinearnih jednacina, ¢ijim je resavanjem je dobijao
procene nepoznatih parametara.

Iranski matematicar J. Behbudian [9] je problem ocene nepoznatih param-
etara resavao metodom maksimalne verodostojnosti.

Mana oba postupka je sto prvi daje komplikovan sistem nelinearnih jedna-
¢ina koji se takode mora resavati numerickim postupcima a drugi se svodi
na odredjivanje maksimuma nelinearne funkcije koja zavisi od 5 nezavisnih
promenljivih §to nije nista jednostavniji zadatak.

Problem koji je se reSava u ovoj disertaciji je drugaciji, i potice iz tehnicke
prakse (odredivanje merne nesigurnosti uredaja koji ima dve normalno raspo-
deljene ulazne veli¢ ine). On matematicki moze formulisati ovako: odrediti
funkciju rasopdele sluvajne promenljive X koja meSovitu raspodelu koja se
sastoji od dve normalno raspodeljene komponente sa poznatim parametrima
i poznatim faktorima koncentracije.

Nas problem se moze teorijski resiti, odredivanjem teorijskih momenata
sluc¢ajne promenljive promenljive koja ima mesovitu raspodelu, koris¢enjem
formula koje smo dokazali u prethodnm odeljku. Oni prema Karlemanovoj
teoremi [48] jednozna¢no odreduju funkciju raspodele. Medutim to resenje u
praksi nije primenljivo zbog beskonac¢nosti niza teorijskih momenata.

Zato smo za reSavanje postavljenog problema koristili metodu Monte
Karlo koja je na uzorku generisanom sa 5000 sluc¢ajnih brojeva dala trazenu
funkciju raspodele koja od eksperimentalno utvrdene funkcije raspodele odstu-
pa za manje od 1%.
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3.1.3 Normalno - uniformna raspodela

Problem odredivanje merne nesigurnosti uredaja koji ima normalno raspo-
deljene ulazne veli¢ine i uniformno raspodeljenu ulaznu veli¢inu, koje su neza-
visne, sa poznatim parametrima i poznatim faktorima koncentracije, dovodi
do istih teskoca kao i prethodni. Prakti¢no treba odrediti raspodelu mesovite
slucajne promenljive X ¢ija funkcija raspodele F' ispunljava uslov

F(z) = aFi(z) + (1 — a)Fy(z),

gde je F} poznata funkcija raspodele slucajne promenljive sa normalnom
raspodelom, F5 poznata funkcija raspodele slucajne promenljive sa uniform-
nom raspodelom i & (0 < a < 1) poznat parametar. Primenom metode
Monte Karlo koja je na uzorku generisanom sa 5000 sluc¢ajnih brojeva dala
trazenu funkciju raspodele koja od eksperimentalno utvrdene funkcije raspo-
dele odstupa za manje od 1%.

3.1.4 Normalno - Simpsonove raspodela

Problem odredivanje merne nesigurnosti uredaja koji ima normalno raspo-
deljene ulazne veliinu i truogaonu raspodeljenu ulaznu veli¢inu, koje su neza-
visne, sa poznatim parametrima i poznatim faktorima koncentracije, dovodi
do istih teskoca kao i prethodna dva. Prakti¢no treba odrediti raspodelu
mesovite slucajne promenljive X ¢ija funkcija raspodele F' ispunljava uslov

F(z) = aFi(z) + (1 — a)Fy(z),

gde je F} poznata funkcija raspodele slucajne promenljive sa normalnom
raspodelom, F, poznata funkcija raspodele slucajne promenljive sa Simp-
sonovom raspodelom i « (0 < a < 1) poznat parametar. Primenom metode
Monte Karlo koja je na uzorku generisanom sa 5000 slucajnih brojeva dala
trazenu funkciju raspo dele koja od eksperimentalno utvrdene funkcije raspo-
dele odstupa za manje od 1%.
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3.1.5 Momenti meSovite raspodele sa diskretnim kom-

ponentama
Jasno je da ¢e uslucaju kada su slucajne promenljive X7, ..., X, diskretnog
tipa i kada su njihove funkcije gustina pq,...,p, onda mesovitoj slucajnoj

promenljivoj X odgovara zakon raspodele

p{X = x}) = aapi(z) + - -+ + npn ().

U tom slucaju mozemo odrediti i momente mesSovite slucajne promenljive
ako su nam poznati momenti komponenti i njihovi koeficijenti koncentracije.

Teorema 3.1.5.1. Neka su nezavisne slucajne promenljive X1, . .., X, diskret-
nog tipa i aq, ..., oy € [0,1] realni brojevi takvi da je oy + - -+ + a,, = 1. Ako
je l prirodan broj, p. funkcija gustine raspodele slucajne promenljive X a oy
njena koncentracija onda je

B(X") = 3 arB(xD).

gde X ima mesovitu raspodelu aditivnog tipa definisanu komponentama
X1,..., X, 1 koeficijentima koncentracije aq, ..., Q.

Dokaz. Neka je px(z) = p({X =z}) = aapi(x) + - + anpn(x) i x = {z:
px(x) # 0}. Sada je:

n n

E(X' = le Zozkp(x) = Zak lef(x) = ZakE(X,i).

TEX k=1 k=1 TEX
O]

Medutim ve¢ za disperziju mesovite raspodele se dobijaju prilicno komp-
likovani analiticki izrazi.

3.2 Pouzdanost tehnickih sistema

Posmatra¢emo tokom vremena rad nekog objekta koji ¢emo zvati ele-
ment. U toku svog rada element je izlozen uticajima koji mogu da dovedu
do prestanka njegovog funkcionisanja. U tom slucaju kazemo da je element
otkazao ili da je nastupio otkaz. Ovde ¢emo, jednostavnosti radi, pret-
postaviti da otkaz nastupa trenutno i da je potpun (to jest element posle
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otkaza ne moze da funkcioniSe u manjem stepenu itd.). Element ispravno
radi u vremenskom intervalu [0, 7], gde je T trenutak otkaza.
Trenutak otkaza T je, uopste uzev, nepredvidiv i mi ¢emo ovde pret-

postavljati da je T' slu¢ajna promenljiva neprekidnog tipa sa gustinom raspo-
dele

0, t <0,

fz) =

p(t), t>0,
Pouzdanost R(t) elementa u trenutku ¢ definise se kao R(t) = p(T > t). R(t)
se zove jos i funkcija pouzdanosti. 1z definicije sledi da je R(t) = 1 — F(t),
gde smo sa F oznacili funkciju raspodele vremena ispravnog rada.

Dakle, pouzdanost R(t) je verovatnoca da ¢e element jos funkcionisati u
trenutku £. Na primer, ako je za neki tip elektronskih cevi za t = 500 ¢asova
R(t)=0.90, to. znaci da ¢e priblizno 90% elektronskih cevi tog tipa koje se
nalaze u istom rezimu rada jos funkcionisati posle 500 ¢asova rada.

Funkeija rizika (ili funkcija opasnosti od otkaza) z(t) slucajne promenljive

T definise se kao
0, t <0,

2(t) =
o(t)
RO t >0,
Da bismo objasnili znacenje funkcije rizika, posmatrajmo uslovnu vero
vatnoc¢u da element koji ispravno radi do trenutka ¢ otkaze u vremenskom

intervalu [t,t + At]:
p({t < T <t+ At} N{T > t})
p(T > t)
p(t <T <t+At)
p(T > 1)

= % /t o(x)dz (3.1)

~ W(p(t)At = z(t)At,

ako je At malo i ¢(t) neprekidna funkcija. Dakle, z(t)At je onaj deo broja
elemenata koji ispravno rade do trenutka ¢, a koji otkazu u malom vremen-
skom intervalu [¢, t+ At]. Na primer, kod elektronskih cevi za t = 500 ¢asova,
z(t) = 0.001 i At = [ ¢as, $to znaci da priblizno 100z(t)At% = 0.1% cevi
koje su funkcionisale posle 500 casova, otkazuju do 501-og casa rada.

Vidimo da gustina raspodele () jednoznacno odreduje funkciju rizika
z(t). Vazi i obrnuto da je

pt <T <t+ AT > t)

o(t) = z(t)e Jo @)z,
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Zaista, kako je R(t) =1 — F(t), sledi da je R'(t) = —F'(t) = —¢(t), odakle

je
p(t) _ R()
t) = - _
= Re) ~ R
Resenje diferencijalne jednacine
R(t)
= —2(t

sa poCetnim uslovom R(0) =1 je
R(t) — e fot 2(t)dx

odakle posle diferenciranja po t dobijamo zeljeni rezultat.
Matematicko ocekivanje vremena ispravnog rada 1" oznacavacemo sa Tj.
Moze se pokazati da je

T, — /0 " Rt

/0 T Rt = /0 Oo( /1t " o))t

Posle parcijalne integracije, (u(t) = [~ ¢(x)dz, dv = dt odakle sledi
du = —p(t)dt i dv = dt), dobijamo

/OOO R(t)dt = t/too o(z)dz|F + /OOO to(t)dt.

Ostaje jos da pokazemo da t [ p(z)dz — 0 kada t — oc.
Iz

1z

Ty = [Cto(t)dt = [} vp(x)da + [ xp(r)ds >
> fot zo(x)dr +t [ xp(z)de

dobijamo
To > Ty + lim t/ zo(x)de.
t—o0 t

Kako je Ty < oo, dobili smo da je ¢ [~ ¢(z)dz — 0 kada ¢t — oo, ¢ime je
dokaz zavrSen.

Sada ¢emo razmotriti najcesée raspodele vremena ispravnog rada 7.

Pre svega, imamo normalnu raspodelu za T' N (Tp, 0?) koja je, prema cen-
tralnoj grani¢noj teoremi, dobar model za slucaj kada otkaz nastupa zbog



67

"starenja” elementa (na primer, promene fizickohemijskih svojstava elementa
od kojih zavisi njegovo funkcionisanje). Primetimo da ako 7' ima normalnu
raspodelu onda je P(T < 0) pozitivan broj, sto ne odgovara definiciji pouz-
danosti. Medutim, normalna raspodela ovde vazi priblizno i p(T" < 0) je u
konkretnim primenama tako mala da se moze zanemariti.

Pretpostavimo da je funkcija rizika za T konstanta, z(t) = X, t,A > 0.
Odavde odmah sledi da je odgovarajuca gustina za 7"

0, r < 0;
ro={ S 230

odakle sledi da 7" ima eksponencijalnu £(\) raspodelu.

Neka je At > 0 i ne obavezno malo. Odredimo verovatno¢u da element
otkaze u vremenskom intervalu [t, ¢+ At], ako pretpostavimo da je u trenutku
t ispravno radio:

p({t <T <t+ Aty N{T > t})
p(T >t)
p(t <T <t+At)

- =7 (3.2)

“M_ o= A(t+HAY)

pt < T <t+AHT >t) =

e

1— e*)\At'

P

Vidimo da verovatnoca koja je u pitanju ne zavisi od trenutka ¢ ve¢ samo od
duzine intervala At. Dakle, proslost elementa ne utice na verovatno¢u nje-
govog otkaza, ili, do otkaza element funkcionise ”kao nov”. Primer takvog ele-
menta je elektricni osigura¢. U ovakvim slucajevima nema, dakle, "starenja”
elementa i obicno otkaz nastupa pod dejstvom spoljasnjih faktora.

Postoji vazna i interesantna veza izmedu eksponencijalne raspodele vre-
mena ispravnog rada 7' i Puasonove raspodele. Pretpostavimo da element
otkazuje pod dejstvom sluc¢ajnih "udara” (na primer, osigura¢ pregoreva pod
udarom jacine struje). Ako broj udara X u vremenskom intervalu [0, ] ima
Puasonovu P(At) raspodelu, onda je

R(t)=P(X =0)=e,

odakle sledi da T ima eksponencijalnu £(\) raspodelu.

U slucajevima kada funkcija rizika nije konstanta, T' se ¢esto moze mode-
lirati Vejbulovom raspodelom, pravilnim izborom parametara i 5. Za § =1
Vejbulova raspodela se svodi na eksponencijalnu.

Primetimo jo$ da se u primenama cesto srecu slucajevi da otkaz ele-
menta nastupa i zbog ”"starenja” i zbog slucajnih "udara”. U takvim situaci-
jama kombinacija normalne i eksponencijalne raspodele moze da bude do-
bar model za pouzdanost elementa. Zamislimo, dakle, da funkcionisanje
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elementa zavisi od dve komponente, od kojih prva otkazuje zbog starenja,
a druga u slucajnim trenucima nezavisnim od duzine vremena prethodnog
funkcionisanja. Obe komponente funkcioniSu nezavisno jedna od druge i
otkaz elemnta nastupa kada otkaze bar jedna komponenta. Ako sa Ry(t) i
Ty obelezimo pouzdanost i vreme ispravnog rada prve, a sa R(t) i Ty pouz-
danost i vreme ispravnog rada druge komponente, tada je pouzdanost takvog
elementa

R(t) = p({Th > tH{T> > t}) = p({Ty > t})p({T2 > t}) = Ru(t) Ra(t).

Tehnicki sistem je skup elemenata poveznih u jednu celinu. Ovde ¢emo
pretpostaviti da su vremena ispravnog rada pojedinih elemenata medusobno
nezavisne slucajne promenljive i da su poznate njihove raspodele (koje naj-
¢esce zadajemo preko funkcije pouzdanosti). Zadatak koji sebi postavljamo
je da se na osnovu poznatih veza izmedu elemenata i njihovih funkcija pouz-
danosti utvrdi funkcija pouzdanosti i ocekivano vreme ispravnog rada celog
sistema u toku posmatranog perioda. Sistem se zadaje Semom na kojoj je
predstavljen raspored njegovih elemenata i njihove medusobne veze. Sma-
tramo da je sistem ispravno radio u posmatranom periodu ako su pocetak i
kraj sistema sve vreme bili neprekidno povezani.

Pretpostavimo da se sistem sastoji od n elemenata. Funkciju pouzdanosti
1 tog elementa oznaci¢emo sa R;. Dogadaj da je i ti element ispravno radio
u vremenu ¢ oznaci¢emo sa A;(t).

Za elemente 1,...,k re¢i ¢emo da su rednoj vezi ako kvar jednog od
njih povlaci prekid rada sistema. U tom sluc¢aju verovatnoca ispravnog rada
u vremenu t sistema koji se sastoji od njih je jednaka verovatno¢i preseka
dogadaja A;(t), jer Ce sistem koji se sastoji od njih ispravno raditi jedino
ako se realizuju svi dogadaja A;(t). Iz nezavisnosti tih dogadaja sledi da je
verovatnoca ispravnog rada u vremenu t sistema koji se sastoji od k redno
povezanih elemenata, jednaka proizvodu verovatnoca ispravnog rada njegovih
elemenata, to jest,

R(t) = P(() Ai(t) = I p(Ai(t)).

=1

Za elemente 1,...,k reéi ¢emo da su u paralelnoj vezi ako sistem koji se
sastoji od njih ispravno radi dok ispravno radi bar jedan od njih. U tom
sluc¢aju verovatnoca ispravnog rada sistema, koji se sastoji od njih u vremenu
t je jednaka verovatnoci unije dogadaja A;(t), jer ¢e sistem koji se sastoji
od njih ispravno raditi ako se realizuje bar jedan od dogadaja A;(t). Iz
nezavisnosti tih dogadaja sledi da je verovatnoca ispravnog rada sistema koji
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se sastoji od k paralelno povezanih elemenata u vremenu ¢, jednaka:

k
R(t) = P({JAi(1) = 1 — I, (1 — p(A(1))).

=1

Sadrzaj ovog poglavlja je detaljnije odraden u knjizi [2].
3.3 Mesovite raspodele multiplikativnog tipa

Mesovite raspodele multiplikativnog tipa prirodno nastaju kod problema
odredivanja raspodele maksimuma ili minimuma konac¢nog skupa nezavisnih
sluc¢ajnih promenljivih. Kao sto ¢emo videti prirodno su vezane za probleme
iz teorije pouzdanosti opisane u predhodnoj glavi.

3.3.1 Mesovite raspodele maksimalo - multiplikativnog

tipa
Neka su Xi,..., X, nezavisne slucajne promenljive koje imaju funkcije
raspodele Fi,...,F,. Pretpostavimo da Xj uzima vrednosti u intervalu

[0, +00) odnosno da je Fi(0) = 0. Neka je
X =max{Xy,..., X, }.

Onda za slucajnu promenljivu X kazemo da ima mesSovitu raspodelu maksi-
malo - multiplikativnog tipa, koja se sastoji od komponenti Xi,...,X,,.

X se moze inpretirati kao vreme ispravnog rada uredaja koji se sastoji
od n uredaja koji su povezani paralelnom vezom pri ¢emu vreme ispravnog
rada k— tog uredaja ima funkciju raspodele Fj. Oznac¢imo sa F' funkciju
raspodele slu¢ajne promenljive X. Dogadaj da je i-ti element otkazao pre
isteka vremena t oznacicemo sa B;(t). U tom slucaju verovatnoca otkaza
sistema, koji se sastoji od njih u vremenu ¢ je jednaka verovatnoci preseka
dogadaja B;(t), jer ¢e sistem koji se sastoji od njih kvari, pre isteka vremena
t, ako se realizuju svi dogadaji B;(?).

Sada je:

k
F(t) = P(ﬂ By(t)) = IL,p(B;(t)) = I, Fi(t),

=1

za svako t > 0. Formulisa¢emo nas zakljucak u obliku sledec¢e teoreme:
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Teorema 3.3.1.1. Ako slucajna promenljiva X ima mesovitu raspodelu mak-
simalo - multiplikativnog tipa, koja se sastoji od komponenti X1, ..., X, onda

je:
F(t) = 1L, Fi(t),

za svako t > 0.

3.3.2 Mesovite raspodele minimalno - multiplikativnog

tipa
Neka su Xi,..., X, nezavisne slucajne promenljive koje imaju funkcije
raspodele Fi,..., F,. Pretpostavimo da X, uzima vrednosti u intervalu

[0, +00) odnosno da je Fi(0) = 0. Neka je
X =min{Xy,..., X, }.

Onda za slucajnu promenljivu X kazemo da ima mesovitu raspodelu mini-
malo - multiplikativnog tipa, koja se sastoji od komponenti Xi,...,X,,.

X se moze inpretirati kao vreme ispravnog rada uredaja koji se sastoji
od n uredaja koji su povezani rednom vezom, pri ¢emu vreme ispravinog
rada k— tog uredaja ima funkciju raspodele Fj. Oznacimo sa F' funkciju
raspodele sluc¢ajne promenljive X. Dogadaj da je i-ti element otkazao pre
isteka vremena ¢ oznaci¢emo sa C;(t). U tom slucaju verovatnoca otkaza
sistema, koji se sastoji od njih u vremenu ¢ je jednaka verovatnoéi unije
dogadaja C;(t), jer ¢e sistem koji se sastoji od njih kvari, pre isteka vremena
t, ako se realizuje bar jedan od dogadaja C;(t).

Sada je:

F(t) = P(U Ci(t)) = 1 =G, (1 = p(Ci(1))) = 1 = TG, (1 = Fi(?))

za svako ¢t > 0. Formulisacemo nas zakljuc¢ak u obliku sledeée teoreme:

Teorema 3.3.2.1. Ako slucajna promenljiva X ima mesovitu raspodelu mak-
simalo - multiplikativnog tipa, koja se sastoji od komponenti Xy, ..., X, onda
je:

F(t) =111, (1 = F(t)),
za svako t > 0.

Iz predhodne teoreme sledi da slucajna promenljiva X koja ima meSovitu
raspodelu minimalo - multiplikativnog tipa, koja se sastoji od komponenti
Xi,...,X,, pri cemu Xj ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom A,
ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom Ay + - - - + Ag.



Glava 4

Primena mesovitih raspodela u
tehnici

4.1 Primena mesSovitih raspodela
u elektrotehnici

Opisa¢emo jedan prirodan nacin nastanka slucajnih promenljivih sa mesovi-
tom raspodelom minimalno - multiplikativnog tipa.

Izolacioni sistemi se, bez vecéih teskoca, dimenzionisu da nesmetano funk-
cioniSu pri nominalnim vrednostima napona. Naime, malo predimenzion-
isana izolacija obezbeduje stabilnost funkcionisanja sistema pod nominal-
nim uslovima. Medutim problem moze da nastane pojavom prenapona u
mrezi, posto ne postoji pouzdan sistem za predvidanje ponaSanja izolacija
pod dejstvom impulsnog napona. Ovaj problem se javlja na svim naponskim
nivoima, a u poslednje vreme je posebno aktuelan na visokonaponskom nivou,
Sto je uzrokovano sve ve¢om elektromagnetnom kontaminacijom urbanih sre-
dina i krajnjom minijaturizacijom elektronskih komponenata. Predvidanje
ponasanja izolacionog sistema, tj. njegovog proboja, pod dejstvom impulsnih
napona posebno je interesantno u slucaju gasne izolacije, izmedu ostalog i
zbog toga §to je najcesce koriséen tip izolacije.

Pretpostavimo da se izolatorski sistem sastoji od n kompnenti. Sa Xj
ozna¢imo vreme do proboja k—te komponente. Prema tome X je slucajna
promenljiva. Njenu Funkciju raspodele oznac¢imo sa Fj. Prema Teoremi
3.3.2.1 vazice

F(t) = 1— I, (1 = F(1)),

za svako t > 0.
U cilju provere podobnosti opisanog modela za odredivanje impulsno
podnosljivog napona dvoelektrodnih sistema i njihovog poredenja sa odgo-

71
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varaju¢im rezultatima dobijenim primenom klasicnog modela izvrSena su
merenja pod dobro kontrolisanim laboratorijskim uslovima i razvijen je orig-
inalni softver za statisticku analizu rezultata merenja i primenu istih za
odredivanje impulsno podnosljivog napona.

Merni sistem je bio u potpunosti automatizovan i na odgovarajué¢i nacin
zaSti¢en od elektromagnetnih smetnji. Sva merna oprema, sa nezavisnim na-
pajanjem, nalazila se u kabini zasti¢énoj do nivoa od 100 dB. Gde god je to bilo
moguce, koris¢ene su opticke veze izmedu kabine i mernog kruga. Dvostruko
oblozeni kablovi polozeni u uzemljene kanale koriséeni su za galvanske veze.

U eksperimentu su kori§éene tri gasne komore. Komora A je koris¢ena u
opsegu malih vrednosti pd proizvoda (pritisak x meduelektrodno rastojanje),
tj. za pritiske u opsegu od 1 mbar do 1 bar, i meduelektrodna rastojanja od
0,1 mm do 1 mm. Komora B je koriS¢ena za srednje vrednosti pd proizvoda,
sa pritiskom u opsegu od 1 bar do 4 bar, i meduelektrodnim rastojanjem
od 0,1 mm do 10 mm. Komora C je koriséena u opsegu velikih vrednosti
pd proizvoda, za pritiske od 1 bar do 6 bar, i meduelektrodna rastojanja
od 1 mm do 50 mm. Eksperimenti su izvedeni sa Ar (plemeniti gas), N2
(elektropozitivan gas) i SF6 (elektronegativan gas). Komore su konstruisane
tako da omoguce formiranje dvoelektrodnih konfiguracija koje proizvode ho-
mogeno elektri¢no polje (simetriéne Rogovski elektrode) ili nehomogeno polje
(konfiguracija siljak-ploca). Elektrode su bile pre ugradnje u komoru ili poli-
rane do visokog sjaja ili peskirane. Meduelektrodna rastojanja su odredena
sa 1% nesigurnosti tipa B. Nulto rastojanje izmedu elektroda je odredivano
merenjem elektricne otpornosti. Elektrode u komorama A, B i C' su kon-
struisane tako da obezbede iste oblike elektricnog polja u obe komore, prema
teoriji slicnosti za elektricno praznjenje gasa. U slucaju malih vrednosti pd
proizvoda, impulsi primenjenog napona su imali slede¢e nagibe prednje ivice:
1 kV/us, 2 kV/us, 3 kV/us, 5 kV/us, 10 kV/us, 20 kV/us, 30 kV/us, 50
kV/us, 100 kV /s, i 200 kV /us. U slucaju srednjih vrednosti pd proizvoda,
nagibi su bili: 1 kV/us, 2 kV/us, 5 kV/us, 1 10 kV/us. Za velike vrednosti
pd proizvoda, nagibi su bili: 100 kV/us, 200 kV /us, 435 kV /us, 640 kV /us,
i 800 kV/pus.

Eksperimentalni postupak se sastojao u slede¢em:

1) postavljanje ispitnog dvoelektrodnog sistema unutar gasne komore,

2) viestepeno vakumiranje komore i uvodenje radnog gasa (tj. ispiranje
komore da bi se uklonio preostali vazduh),

3) podesavanje zeljenog pritiska radnog gasa u komori (podesenoj na tem-
peraturu od 0°C),

4) kondicioniranje elektrodnog sistema sa 100 uzastopnih impulsnih pro-
boja,

5) merenje 20 uzastopnih dc probojnih napona, sa pauzom od 30 s izmedu
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svaka dva uzastopna proboja,

6) merenje 1000 uzastopnih vrednosti impulsnog probojnog napona i
odgovarajuéih probojnih vremena (tj., vremenskih intervala izmedu momenta
u kome se impulsni napon izjednacava sa dc probojnim naponom i momenta
samog proboja), pomoc¢u impulsnih napona sa jednim od navedenih nagiba
prednje ivice i sa amplitudom koja je obezbedivala da se proboj uvek desava
na prednjoj ivici impulsa (ponovo je postojala pauza od 30us izmedu svaka
dva uzastopna proboja).

Rezultati merenja su obradeni softverskim paketom za statisticki proracun,
koji se sastojao iz slede¢ih modula:

1) formiranje statistickog uzorka uz primenu Soveneovog kriterijuma za
odbacivanje laznih rezultata merenja,

2) odredivanje momenata uzorka,

3) izracunavanje varijacionih koeficijenata uzorka (uzorackih varijansi),

4) ocena parametara normalne, dvo- i tro-parametarske Vejbulove i duplo-
eksponencijalne raspodele, primenom metode momenata i metode maksi-
malne verodostojnosti sa indirektnom procenom funkcije verodostojnosti.

Primenom Vremenskog zakona uvecanja, karakteristika impulsnog pod-
nosivog napona izracunavana je slede¢om polu-empirijskom metodom u tri
koraka:

1) Na osnovu 1000 pari vrednosti slucajne promenljive probojno vreme,
dobijenih eksperimentalno za osnovni sistem (n = 1), odredena je statisticka
raspodela ove promenljive primenom y? testa i testa Kolmogorova.

2) Probojna vremena uveéanog sistema, tix (i = 2,3,4...), koja odgovaraju
vrednostima usvojenim za x-ti kvantil (grani¢nu verovatno¢u proboja), izra-
cunate su na osnovu ustanovljene statisticke raspodele slucajne promenljive
probojno vreme i srednje vrednosti probojnog vremena osnovnog sistema.

3) Vrednosti probojnog napona Uix izracunate su pomocu analitickog
izraza za oblik impulsnog napona i prethodno izracunatih vremena proboja
u vremenski uveéanim sistemima. Skup tacaka (Uix, tix) predstavljao bi x-
tu karakteristiku impulsnog podnosivog napona. Dobijene tacke fitovane su
simpleks metodom.
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4.2 Primena mesovite-aditivne raspodele na
analizu zracenja smese radioaktivnih izo-
topa

Ovde ¢emo razmotriti mogucénost razdvajanja efekata zracenja iz dva ili
vise radioaktivnih izotopa primenom metoda statisticke matematike. Postu-
pak se svodi na primenu mesovito-aditivne raspodele. Ovde ¢e matematicki
postupak biti primenjen na primeru analize slozenog zracenja iz dva radioak-
tivna izvora.

Poznato je da vreme raspada individualnog jezgra nepravilno fluktuira
od jednog jezgra do drugog, tako da, na nivou danasnjeg razvoja nauke,
nije moguce predvideti kada ¢e se neko konkretno jezgro raspasti i za koje
vreme. Smatra se da je raspad pojedinacnog jezgra potpuno proizvoljan, da
nije odredeno vreme kada ¢e do njega doéi i da ga je nemoguce povezati sa
bilo ¢im u obliku neke zakonomernosti [66, 60]. Iz toga razloga, u slucaju
smese radioaktivnih izotopa, empirijski dobijene funkcije raspodele sluc¢ajne
promenljive broj raspada (odnosno broj impulsa u detektoru) predstavlja
meSavinu dve ili vise teoretskih funkcija raspodele. Mesavine raspodela
rezultiraju mesovitim raspodelama, pri ¢emu se multiplikativne raspodele,
po pravilu, svode na zakone porasta verovatnoce [67, 68, 55]. Da bi se takav
stohasticki proces statisticki formulisao on mora da bude fenomenoloski " poz-
nat”. Stoga polazne tacke moraju da budu eksperimenti ¢iji rezultati (broj
impulsa u detektoru) variraju u okviru odredenih slucajnih opsega. Uzorci
varijacija rezultata dobijenih eksperimentalno su svojstveni procesu raspada
radioaktivnih izotopa, i mogu da nastanu od grani¢nih uslova, i kao Sto
se mogu naci i u slucajnim greskama merenja. Ova poslednja kategorija
potrebno je da bude svedena na minimum i §to je ta¢nije moguce odredena,
posto se ne moze obuhvatiti algoritmom koji é¢e ovde biti predlozen. Sto je i
cilj ovog paragrafa [12, 37].

Sa aspekta eksperimenta, a u cilju dobijanja empirijske raspodele slucajne
promenljive, broj impulsa u detektoru za smesu izotopa koriséena su dva ra-
dioaktivna jezgra, Cs — 137 i Am — 241 i GM broja¢. Izvori su bili postavl-
jeni tako u odnosu na brojacku cev da je izvor Am davao priblizno za jednu
tre¢inu vedi broj impulsa od izvora Cs. GM brojac je bio sa antikoincident-
nom zastitom i bio je smesten u zastitnu kabinu (za zastitu od elektromag-
netnog zracenja) zastite veée od 100dB. Merenja su vrsena na pet minuta i
to: samo sa izvorom Cs; samo sa izvorom Am i zajedno sa oba izvora. Pri-
likom ovih merenja geometrija sistema, izvor i detektor bili su nepromenljivi.
Fon je meren i vrsena je korekcija na fon, i pokazalo da je fon mali ili nula.
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Kombinovana merna nesigurnost mernog postupka je manja od 3% [69].

Na osnovu rezultata zakljuciili smo da stohasticka veli¢ina broja impulsa
u detektoru pripada normalnoj statistickoj raspodeli [12, 37]. Na slici 4.1
prikazane su empirijski dobijene funkcije raspodele za izvor Cs, F'(Cs), za
izvor Am, F'(Am) i za superpoziciju izvora Cs i Am, F'(Cs + Am). Za ovu
poslednju raspodelu se moze, na osnovu fizickih uzoraka posmatrane pojave,
tvrditi da pripada slozenoj (mesovitoj) raspodeli aditivnog tipa.

0,99

095

0,90 [

0.80

0,70 F
0.60 |
0,50

Probability p

0,40 -

0,30 [

0,20

0,10

0,05

/‘"{ Am)

0,01

. Lt L PR L
100 110 120 130 140 150 160
Number of pulses n

Slika 4.1: Mesovita raspodela slucajne
veli¢ine broj impulsa

F (Cs) - funkcija raspodele za broj impulsa izvora Cs
F (Am) - funkcija raspodele za broj impulsa izvora Am
F (Cs 4+ Am) - funkcija raspodele za broj impulsa izvora Cs i Am

Fizicki uzorci slozene raspodele aditivnog tipa su razli¢iti mehanizmi
(opisani funkcijama raspodele F; (z) u skladu sa kojima moze da se odigra
celokupni proces opisan funkcijom raspodele F(x) date izrazom:

F(m):ZaiFi(:)j) CY e =1(+) (4.1)

Slozena raspodela aditivnog tipa koja je, u konkretnom slucaju razma-
trana, veoma se tesko matematicki obraduje zbog obuhvacenih Sest param-
etara (fles,0csy Qlesy HAms Tam 1 Qam) koji se na osnovu izraza (4.1) mogu
svesti na pet parametara (fies,Ocs, Qes, hAm, TAm) POStO je ags + aam = 1.
Samim tim je matematicka analiza mesSavite raspodele koja se sastoji od
dve normalne raspodele veoma komplikovana i nepouzdana. Iz tog razloga
su potrebne empirijske metode koje se mogu primeniti ili uz pomo¢ analog-
nih ra¢unara ili jednostavno graficki upotrebom papira verovatnoce. Ove
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graficke metode su zasnovane na empirijskoj funkciji gustine f* (z), koja se,
od oka, deli na funkcije gustine f (x) posebnog tipa raspodele, na takav nacin
da se pocetna gustina f*(x) dobija superpozicijom f/ (z). Olaksavajuca
okolnost je, na primer, ¢injenica da kada koristimo papir verovatnoce nor-
malne raspodele grafici empirijske funkcije gustine f* (x) su skoro normalno
raspodeljene ukoliko su sastavne gustine ff(x) takode normalno raspodel-
jene. Ovi pravi grafici treba da budu polazna tacka u grafickoj aproksimaciji.
Na slici 4.2 prikazana je mesovita raspodela sa Slike 4.1 izdeljena na njene
sastavne delove.
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Slika 4.2: Analiza mesovite raspodele F' (Cs + Am) sa Slike 4.1

Karakteristika mesovite raspodele F'(Cs + Am) i opisani model ukazuje
da se F'(Cs+ Am) sastoji od dve normalne raspodele. PoSto empirijska
funkcija gustine mora da bude polazna tacka, merene vrednosti su belezene
takozvanom tabelom ucestanosti (*). Empirijska funkcija gustine je graficki
predstavljena, Slika (4.2) i otprilike, podeljena na dva ”univerzuma”, (pop-
ulacije). Relativna ucestanost svakog od univerzuma je uneta u tabelu (*).
Sume ucestanosti daju parametre komponenti a.s = 0.42 1 a4, = 0.58. Na
osnovu tih rezultata se za svaki univerzum formuliSe kumulativna ucestanost,
prema:

1

Qes, Am i

hi (4.2)

1

hEk =

(na osnovu tabele (*) i grafickog odredivanja parametara raspodela kao kvan-
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tila n50es,050es 1 M504m, O504m- Lako dobijeni rezultati ukazuju i da se meSovita
raspodela sastoji od dve normalne raspodele:

F (Cs+ Am) = 0.42® (nc,; 125, 7%) + 0.58P (n.am; 149; 6°)

(4.3)

Parametri sastavnih raspodela se dobro slazu sa funkcijama raspodele dobi-
jenim za pojedinacne izvore, Slika 4.2 .

Tabela (*). Ocena mesovite raspodele (Slika 4.2) sa uzorkom veli¢ine n = 199

Broj | Granice Apsolut- | Relati{ Relati- Relativ-| Relativnal Relativna Relativnal
klase| klase na vna vna na uCesta- | kumu- kumu-
ucesta- | kumul{ uées- | uCestangshost lativna | lativna
nost ativna| tanost| Uni- Uni- ucesta- ucesta-
uesta- verzum | verzum | nost nost
nost Cs Am Uni- Uni-
verzum | verzum
Cs Am
ngcs NAm Pk hsy, D, hics Pk am hsics hs: am
1 >107 112 2 0,010 | 0,010 | 0,010 - 0,024 -
2 >112 117 4 0,050 | 0,040 | 0,040 - 0,119 -
3 >117 122 12 0,120 | 0,070 | 0,070 - 0,286 -
4 >122 127 20 0,220 | 0,100 | 0,100 - 0,525 -
5 >127 132 19 0,315 | 0,095 | 0,093 0,002 0,747 0,003
6 >132 137 15 0,390 | 0,075 | 0,062 0,013 0,895 0,026
7 >137 142 20 0,490 | 0,100 | 0,032 0,068 0,971 0,144
8 >142 147 28 0,630 | 0,140 | 0,010 0,130 0,995 0,370
9 >147 152 34 0,800 | 0,170 | 0,020 0,168 0,999 0,662
10 >152 157 26 0,930 | 0,130 | - 0,130 - 0,888
11 >157 162 11 0,985 | 0,055 | - 0,055 - 0,983
12 >162 167 2 0,995 | 0,010 | - 0,010 - 0,999
Qos = OAm =
0.995 0,419 | 0,576
o~ l—a=
0,42 0,58

Na kraju ovog paragrafa istaknimo da ovde prikazana metoda omogucéava
razdvajanje pojedina¢nih radioaktivnih izotopa iz mesavine i njihovu karak-

terizaciju.

Ova metoda, takode, omogucava odredivanje mrtvog vremena

brojaca samo na osnovu jednog merenja. Medutim, treba napomenuti da
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zbog matematickih problema koji ih prate, meSovite raspodele bi trebalo ko-
ristiti samo onda kada su fizicki neophodne, tj. kada fizicki model slucajne
pojave koja se ispituje stvara mesovitu raspodelu. Bez ovakvog modela, em-
pirijski ustanovljen izraz nikako ne bi trebalo da se od pocetka tumaci kao
mesovita raspodela. Bez sumnje, mnogi odnosi u nuklearnoj fizici sustinski
prate mesovite raspodele, ali ipak u znacajnijim podrucijima preovladavaju
pojedinacni uticaji tako da se mesovite komponente mogu zanemariti.

4.3 Primena mesovitih statistickih raspodela
multiplikativnog tipa na projektovanje
vakuumskih izolacionih sistema

U ovom paragrafu bice prikazan algoritam podesan za prenosenje statistickog
ponasanja rezultata dobijenih na modelima na konacni proizvod. Izrazi dobi-
jeni statistickom analizom provereni su obradom odgovarajueg eksperimenta
sprovedenog pod dobro kontrolisanim laboratorijskim uslovima. Rezultate
koje ¢emo ovde dobiti pokazuju da su izrazi izvedeni na osnovu primene
mesovite raspodele multiplikativnog tipa zadovoljavajuéi. Ti izrazi se poka-
zuju posebno zadovoljavajuéi u slucaju da na povrsinama elektrodnog sis-
tema preovladava jedan sistem slabih mesta. Zbog prirode mehanizma elek-
tricnog proboja vakuuma ovi izrazi su veoma pogodni i praktic¢ni za primenu
u slucaju porjektovanja vakuumske izolacije, ali se mogu primeniti i u sluc¢aju
drugih (narocito reverzibilnih) izolacionih medija.

Mnoge empirijski dobijene raspodele predstavljaju dve ili vise teoretskih
funkcija raspodele, tj. meSovite raspodele. U konstrukcionoj fazi izola-
cionih sistema mesovite raspodele multiplikativnog tipa omogucavaju pri-
menu rezultata dobijenih na modelima za izradu kona¢nih proizvoda. Mesovite
raspodele multiplikativnog tipa ukljuc¢uju model koji je opisan statistickim
raspodelama ekstremne vrednosti. Ovaj tip raspodela se bazira na izraz-
ima mnozenja verovatnoa. Zbog toga se multiplikativne meSovite raspodele
tretiraju kao osnova zakona uvecanja [55].

Ako su izolacione strukture velike i ako su naponski izvori dovoljne snage,
praznjenja koja mozda mogu da proizvedu proboj mogu paralelno da se
razvijaju kako u prostoru tako i u vremenu. Tacka praznjenja u kojoj se
praznjenje najbrze razvija na slucajan nacin proizves¢e proboj celokupne
strukture. Zakon porasta omogucava da se na osnovu merenja na mode-
lima predvidi ponasanje odgovarajuce slucajne promenjive finalne izolacione
strukture [57, 43].

Zakon porasta predstavlja prakticnu primenu zakona mnozenja za neza-
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visne verovatnoée, P(ANB) = P(A) - P(B). Naravno, pri tome se us-
vaja pretpostavka nezavisnosti procesa praznjenja, koji se paralelno odvija u
odnosu na prostor. Da bi se izveo izraz za zakon porasta polazi se od ¢injenice
da je verovatnoc¢a dogadaja probojni napon V,, sistema S, veéi od primen-
jenog napona V jednaka verovatnoci slozenog dogadaja probojni napon V,, ;
za svaki od ovih paralelno povezanih podsistema S, ; (i=1,2,...,n) bude veéi
od V, tj:

PWVo>V)=PWu1 >VIAP (Voo > V). AP (Vi > V) (+.)  (4.4)

Prva pretpostavka je da su podsistemi Sn, medusobno statisticki neza-
visni, tj. da iniciranje proboja u podsistemu Sn, i zavise samo od stanja
povrsine elektroda u tom podsistemu. Zbog mehanizma proboja vakuuma
ova pretpostavka je potpuno ispunjena u slucaju vakuumske izolacije [58].
Na osnovu ove pretpostavke i zakona multiplikacije nezavisnih verovatnoca
izraz (*.) prelazi u:

PV,>V)=PWVu1 >V)AP(Vpa>V)..P (Vyn > V) (4.5)

Na osnovu zakona veze izmedu verovatnoce i funkcije distribucije i zakona
komplementarnosti ”dogadaja proboj” i "neproboj izolacije”, dobija se:

Fn,V)=1—[1-=F (x> z)]" (4.6)

Za koriséenje izraza (4.4) trebalo bi imati jako mnogo eksperimentalnih
podataka za sistem S;, posto F(n,V) za veliko n zavisi uglavnom od vred-
nosti F(1,V) sa malom verovatnoéom. Da bi se ova nepogodnost izbegla
pogodno je pretpostaviti funkciju distribucije F(1,V). Pokazano je da je ta
raspodela najverovatnije Vejbul-ova troparametarska raspodela ($to implicira
istu prirodu slabih mesta izolacije[27] ). Pod tom pretpostavkom izraz (4.6)

prelazi u:
-(5)
m

gde su Vy, 1, 0 parametri raspodele. Na osnovu izraza (4.7) se dobija da
je varijansa odgovarajuce Vejbul-ove raspodele:

F(L,V)=1—exp

(4.7)

. (4.8)

nl/o

a srednja vrednost:
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Va,=Vi—L() {1 - L} o1 (4.9)

n—1/o

L(6) = [F (1+§) —T? <1+§)]_1/Q- <1+§) (4.10)

Pri tome je treé¢i parametar raspodele (parametar skaliranja) mogudce
izracunati izrazom:

gde je:

n
Tn = /s (4.11)

pri cemu se koeficijent varijacije (odnos empirijskog standardnog odstupanja
i empirijske disperzije) menja kao:

(%)n: (%) ' 1+%(15ﬁ_1) (4.12)

U cilju provere primenjivosti izraza zakona porasta na vakuumske izo-
lacione sisteme izvrSena su merenja probojnog napona sa vise parova cilin-
dricnih elektroda razlicitih aktivnih povrsina. Odnosi aktivnih povrsina elek-
troda su bili: 0.4: 08:1:2:3:4:5:6:7:8:11: 13. Elektrode su
bile izradene od mesinga i pre upotrebe polirane do visokog sjaja ili peski-
rane (obradene mlazom peska). Pritisak u komori je bio 107* bar, 1076
bar i 107 bar. Meduelektrodno rastojanja su bila 0.03 mm, 0.06 mm i 0.1
mm. Primenjivan je impulsni napon 1.2/50 ps negativnog polariteta sa am-
plitudom 50 kV. Za svaki par elektroda je pravljena serija od 300 merenja
probojnog napona. Izmedu dva uzastopna merenja pravljena je pauza 1 min.
Pre svake serije merenja elektrode su kondicionirane sa po 50 proboja. Kom-
binovana merna nesigurnost merenja je procenjena na manje od 5% [12].
Dobijeni rezultati su statisticki obradeni uz odbacivanje sumnjivih rezultata
primenom Chuvenneta kriterijuma [12].

Na Slici 4.3 su prikazani odgovarajuci histogrami vrednosti probojnog
napona kao i odgovarajuc¢a kumulativna raspodela na Vejbul-ovom papiru
verovatnoce pri vrednostima pritiska od 10~ bar. Uocena odstupanja koja
se javljaju pri pritisku 10~* bar su posledica §to se pri ovoj vrednosti pri-
tiska javljaju dva mehanizma proboja vakuuma tj. lavinski vakuumski meh-
anizam i katodni vakuumski mehanizam proboja [70]. To uslovljava da je
odgovarajuca statisticka raspodela slucajne promenljive ”probojni napon”
mesovita raspodela aditivnog tipa, Slika 4.3. Medutim to ne smeta da i
pri pritisku 10~* bar zakon uveéanja daje zadovoljavajuéi rezultat, uz nesto
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manje slaganje nego u slucaju pritiska 1075 bar i 107 bar. Na slikama
2, 31 4 prikazani su koeficijenti varijacija probojnog napona u funkciji fak-
tora uvec¢anja povrsine elektroda zajedno sa odgovarajuc¢im eksperimentalnim
tackama (pogledaj Sliku 4.4 kao i koeficijente varijacije za duplo-eksponenci-
jalne, normalne, Vejbul-ove dvoparametarske i Vejbul-ove troparametarske
raspodele dobijene odgovarajuim izrazima (analognim izrazu (4.12)[71] pri
meduelektrodnim rastojanjima i pritiscima: a) d=0.1 mm, p=10~* bar, b)
d=0.1 mm i p=107° bar i ¢) d=0.1 mm i p=10"? bar (peskarene elektrode).
Eksperimentalno dobijene tacke prikazane na Slikama 4.4,4.5 i 4.6 fitovane
su gradijentnom metodom (isprekidana linija) i dobijeno je dobro slaganje
sa krivim odredenim izrazom (4.12) (sto uslovno vazi pri pritisku od 107
bar). Naime odgovarajuéi parametri troparametarske Vejbul-ove raspodele
dobijeni momentnom metodom, grafickom metodom, Slika (4.4),(4.5) i (4.6)
i fitovanjem razlikovali su se za manje od 5%. To posebno dolazi do izrazaja
pri grafickom odredivanju parametara skaliranja 6. Odredena razlika koja
se javlja pri pritisku 107 bar je veé¢ objasnjena kombinacijom mesovite
raspodele aditivnog tipa i meSovite raspodele multiplikativnog tipa ($to u
stvari predstavlja zakon porasta verovatnoce proboja).

Na osnovu dobijenih rezultata moze se zakljuciti da se oni u svim slucaje-
vima kvantitativno ponasaju prema izvedenom zakonu porasta. Kvanti-
tativno su mnogo bolja slaganja izmedu dobijenih i ocekivanih rezultata
(prema zakonu porasta) za peskirane elektrode i pritiske u vakuumu 10°
bar i 107 bar. To je posledica ¢injenice da polazna predpostavka izvodenja
zakona porasta vise odgovara peskarenim elektrodama (isti tip slabih mesta,
tj. mikrosiljaka izazvanih peskarenjem) i podataka da raspodela slucajne
promenljive pri pritisku 10~* bar nije ¢ista Vejbul-ova raspodela ve¢ mesovita
raspodela aditivnog tipa koja se sastoji od dve Vejbul-ove raspodele (za svaki
mehanizam proboja po jedna) kombinovana sa meSovitom raspodelom mul-
tiplikativnog tipa. I pored ovih razlika se moze zakljuciti da izvedeni zakon
porasta (izrazi (4.8), (4.9), (4.10) i (4.11)) daje zadovoljavajuce rezultate
koji se bez ikakve dileme mogu koristiti u inzenjerskoj praksi za predikciju
ponasanja probojnog napona nekih vakuumskih izolacionih sistema na os-
novu ispitivanja na odgovaraju¢im modelima.
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Slika 4.3: a) Histogram raspodele frekvencije probojnog napona za elek-
trode d=0.1 mm; b)odgovarajuéi podaci za probojni napon prikazani na
Vejbul-ovom papiru verovatnoce, d=0.1 mm
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Slika 4.4: Teoretske krive zavisnosti koeficijenta varijacije od
zapreminskog faktora uvec¢anja sa odgovarajucim eksperimen-
talno dobijenim vrednostima koeficijenta varijacije slucajne
promenljive broj impulsa (a) i graficka metoda ocene param-
etara troparametarske Vejbul-ove raspodele prikazana na Vejbul-
ovom papiru verovatnoce (b). Meduelektrodno rastojanje d=0.1
mm, p = 107 bar (1 - duplo-eksponencijalna raspodela, 2 -
dvoparametarska Vejbul-ova raspodela, 3 - normalna raspodela, 4
- troparametarska Vejbul-ova raspodela, -eksperimentalne tacke
fitovane gradijentnom metodom).
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Slika 4.5: Teoretske krive zavisnosti koeficijenta varijacije od
zapreminskog faktora uvecanja sa odgovaraju¢im eksperimen-
talno dobijenim vrednostima koeficijenta varijacije sluc¢ajne
promenljive broj impulsa (a) i graficka metoda ocene param-
etara troparametarske Vejbul-ove raspodele prikazana na Vejbul-
ovom papiru verovatnoce (b). Meduelektrodno rastojanje d=0.1
mm, p = 107% bar (1 - duplo-eksponencijalna raspodela, 2 -
dvoparametarska Vejbul-ova raspodela, 3 - normalna raspodela, 4
- troparametarska Vejbul-ova raspodela, -eksperimentalne tacke
fitovane gradijentnom metodom).
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Slika 4.6: Teoretske krive zavisnosti koeficijenta varijacije od
zapreminskog faktora uvecanja sa odgovarajuc¢im eksperimen-
talno dobijenim vrednostima koeficijenta varijacije sluc¢ajne
promenljive broj impulsa (a) i graficka metoda ocene param-
etara troparametarske Vejbul-ove raspodele prikazana na Vejbul-
ovom papiru verovatnoce (b). Meduelektrodno rastojanje d=0.1
mm, p = 1072 bar (1 - duplo-eksponencijalna raspodela, 2 -
dvoparametarska Vejbul-ova raspodela, 3 - normalna raspodela, 4
- troparametarska Vejbul-ova raspodela, -eksperimentalne tacke
fitovane gradijentnom metodom).
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ZAKLJUCAK

Doktorska disertacija ” Numericke metode statisticke obrade stohastickih po-
java u tehnici” je posvecCena istrazivanjima teorije verovatnoce i statistike,
teorije stohastickih procesa kao i statistickih mesovitih raspodela aditivnog
i multiplikativnog tipa. U disertaciji je koriS¢en jedinstveni pristup teoriji
mesovitih raspodela koji je primenjen za reSavanje realnih problema koji se
javljaju u tehnici.

Prvo poglavlje je uvodnog karaktera i uglavnom je napisano na osnovu rel-
evantne literarature. Pored toga u njemu je data i originalna sistematizacija
rezultata koji se odnose na diferencijalne jednac¢ine stohasticke stabilnosti.

U drugom poglavlju su izlozene odabrane numericke metode, od kojih je
motoda Monte Karlo posebno obradena. Data je nova primena ove metode
u analizi radioaktivnog zracenja koja se moze koristiti u medicini.

Treca glava je posveéena teoriji mesovitih raspodela. Tako je njih opisao
jos Karl Pirson 1894. godine [56], njihova teorija nije nikad nije sistematski
obradivana. Zato smo u ovom radu posebnoproucili modele u kojima se
one prirodno javljaju. Konstatovano je da mesovite raspodele aditivnog tipa
poticu iz ,,zaprljanih” ili ,,pomesanih” uzoraka a dokazano je da su mesovite
raspodele multiplikativnog tipa prakti¢no raspodele ekstermalnih statistika.
Takode je utvrdena jedna prirodna veza izmedu meSovitih raspodela multip-
likativnog tipa i teorije pouzdanosti, koja omogucuje nov pristup toj teoriji.

Primene teorijskih rezultata su obradene u cetvrtoj glavi. Na osnovu
rezultata dobijenih u radu odredene su funkcije mesovite raspodele. Pokazano
je da se teorijska kriva, ocenjena kriva i empirijska kriva funkcija mesovite
raspodele dosta dobro poklapaju. Neznatna odstupanja (maksimalno 3,22
%) su posledica ocenjivanja parametara mesovite raspodele (¢ije su vrednosti
pseudoslucajne) i broja N iteracija (ukupan broj pokusaja).

IzvrSeno je odredivanje intervala prekrivanja za verovatnocu prekrivanja
od 95 %, na osnovu dobijenih funkcija mesovite raspodele. Pokazano je da
vrednosti granica intervala poverenja ocenjene funkcije mesovite raspodele
neznatno odstupaju od vrednosti granica intervala poverenja teorijske fun-
keije mesovite raspodele (maksimalno 10-ak procenata). Takode je pokazano
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da i simplifikovani pristup mesovitim raspodelama daje dobre rezultate, sto
je prikazano u radu. Naime, metoda prikazana u radu omogucuje razdvajanje
pojedina¢nih radioaktivnih izotopa iz mesavine i njihovu karakterizaciju.
Ova metoda, takode, omogucéuje odredivanje mrtvog vremena brojaca samo
na osnovu jednog merenja. Medutim, treba napomenuti da zbog matematickih
problema koji ih prate, meSovite raspodele bi trebalo koristiti samo onda kada
su fizicki neophodne, tj. kada fizicki model slucajne pojave koja se ispituje
stvara mesovitu raspodelu. Bez ovakvog modela, empirijski ustanovljen izraz
nikako ne bi trebalo da se od pocetka tumaci kao meSovita raspodela. Bez
sumnje mnogi odnosi u nuklearnoj fizici sustinski prate mesovite raspodele,
ali ipak u znacajnijim podrucijima preovadavaju pojedinac¢ni uticaji i tako
da se mesSovite komponente mogu zanemariti.

Isto je uradeno i za mesovite raspodele multiplikativnog tipa (tzv. za-
kon porasta) tako $to je na osnovu stohasti¢nosti procesa impulsnog proboja
gasova izveden semiempirijski algoritam za izracunavanje podnosljivog napona
gasam izolovanog elekrodnog sistema, na osnovu vremenskog zakona uvecanja.
Dobijeni algoritam je izveden na osnovu pretpostavke pripadanja slucajne
promenljive impulsni proboji napon raspodelama tipa minimalne vrednosti
pri ¢emu su analizom y? testom i testom Kolmogorova ustanovljene kao na-
jadekvatnije za primenu duploeksponencijalna i Veibulova raspodela.

Na osnovu dobijenih rezultata je zaklju¢eno da u radu izvedeni i predlozeni
algoritam na osnovu zakona uvec¢anja daje pouzdane rezultate koji su neza-
visni od vrednosti pritiska gasa, meduelektrodnog rastojanja, vrste gasa,
metode obrade povrsina elektroda i nagiba primenjivanog impulsnog napona,
sto ne vazi za podnosljive napone prorac¢unate na osnovu zakona povrsina-
vreme. Na osnovu rezultata prikazanih u ovom radu moze se zakljuciti da
je prora¢un podnosljivog napona na osnovu zakona vremenskog uveéanja (tj
mesSovite raspodele multiplikativnog tipa) pouzdan i daje bolje rezultate od
odgovarajuéeg proracuna podnosljivog napona na osnovu zakona povrsina-
vreme.
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