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Predgovor

Bez obzira da li su čovek ili priroda odgovorni za to svakodnevno smo svedoci ponekad i
neobjašnjivih i iznenadnih dogadaja u prirodi. To su na primer udari munje, zemljotresi, ek-
splozije, probijanje zvučnog zida i slično. Svi ti dogadaji su povezani sa naglim oslobadanjem
energije koje je rezultiralo pojavom udarnog talasa. U fizičkom smislu, udarni talasi su ne-
linearni talasi koji putuju brzinom većom od brzine zvuka i koje karakterǐse nagla promena
gustine, brzine ili temperature u protoku stǐsljivog fluida. U prirodi se javljaju svaki put kada
različiti elementi fluida prilaze jedan drugom sa brzinom većom od lokalne brzine zvuka. Oni
su zaslužni za to što je danas moguće putovati avionima čija brzina prelazi brzinu zvuka, jer
ih generǐse vazduh oko samog aviona (videti [2, 112]). Takode, zbog osobine da vrlo brzo
mogu da razviju visoku temperaturu i pritisak u posmatranoj sredini imaju veliku primenu
u industriji (na primer u genetici, mikrobiologiji, obradi drveta). U matematičkom smislu,
udarni talasi se javljaju kao rešenja hiperboličnih zakona održanja i nama će biti od posebnog
značaja.

Teorija hiperboličnih zakona održanja je razvijena da bi se proučavalo strujanje stǐsljivog
fluida kada pre svega zbog nelinearne prirode jednačina dolazi do pojave rešenja u obliku
udarnih talasa. Glatka rešenja nekog početnog problema postoje samo u specijalnim sluča-
jevima i do nekog trenutka. Uglavnom dolazi do prekida u rešenju zbog čega se uvodi
koncept slabih rešenja, što grubo rečeno znači da se izvodi posmatraju u distributivnom
smislu. Medutim, klasa slabih rešenja je toliko velika da nam procedure za rešavanje koje se
koriste ne daju jedinstveno rešenje. Zbog toga obično moramo da koristimo dodatne uslove
dopustivosti kako bismo eliminisali nefizička rešenja. Ti uslovi su najčešće manifestacija
nekog fizičkog zakona. Postoji nekoliko vǐsedimenzionalnih modela u dinamici fluida za koje
se zna da ne postoji jedinstveno slabo rešenje početnog problema (na primer Navije-Stoksove
i Ojlerove jednačine). Rezultati iz te oblasti su toliko značajni da iako za neke od njih još
uvek ne postoji teorijska potvrda oni se dugi niz godina primenjuju u realnim problemima,
uglavnom oslanjajući se na numeričke simulacije. Vǐsedimenzionalni zakoni održanja su u
teorijskom smislu još uvek velika nepoznanica, pa će se rezultati u ovoj disertaciji odnositi
na jednodimenzionalne sisteme. Iako uprošćeni, oni mogu da opǐsu veliki broj prirodnih
fenomena.

U drugoj polovini devetnaestog veka Riman1 je sa svojim radom [92] postavio temelje
u analizi opštih hiperboličnih jednodimenzionalnih sistema zakona održanja. Ispostaviće se
da je Rimanov problem kao specijalni oblik po delovima konstantnog početnog problema i
danas nezaobilazan u analizi početnih problema sistema zakona održanja. Iako je do danas
ostvaren značajan napredak, još uvek se dosta toga ne zna, naročito u slučaju opštih početnih
problema i vǐsedimenzionalnih sistema. Takode, rezultati koji se tiču početnih problema
bi mogli biti vrlo značajni u analizi graničnih problema i obrnuto, jer je pokazano da se
problemi koji imaju rešenja u obliku vǐsedimenzionalnih udarnih talasa mogu prevesti u

1Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866), nemački matematičar, Gausov učenik koji je značajno
doprineo razvoju matematičke analize i diferencijalne geometrije.



iv

granične probleme. Tom problematikom se prvi bavio Majda2 u [68] i [69].
Iako se dugi niz godina smatralo da nǐsta gore od pojave udarnih talasa u rešenju ne

može da se desi, u drugoj polovini dvadesetog veka se pojavio pojam delta udarnog talasa
(a kasnije i singularnih rešenja koja sadrže Dirakovu delta funkciju) koji nastaje usled velike
koncentracije mase ili neke druge veličine. Delta udarni talasi nam pomažu da razumemo
procese koji se odvijaju u svemiru (na primer nastanak galaksija, ponašanje tamne energije
u svemiru, itd.). U takvim slučajevima klasična teorija koja rešenja Rimanovih problema
hiperboličnih sistema prikazuje kao kombinaciju elementarnih talasa u koje pored udarnih
talasa spadaju kontaktni diskontinuiteti i razredujući talasi vǐse ne važi. U ovoj diserta-
ciji će značajna pažnja biti posvećena upravo neograničenim (singularnim) rešenjima. Neo-
graničenost rešenja se manifestuje kroz pojavu Dirakove delta funkcije. U disertaciji ćemo
se fokusirati na jednodimenzionalne izentropske sisteme gasne dinamike sa nepozitivnim pri-
tiskom. To su sistemi koji opisuju kretanje stǐsljivog, neviskoznog fluida koji slabo provodi
toplotu, a promene specifične unutrašnje energije opisane preko apsolutne temperature ili
specifične entropije sistema su zanemarljive. Analiziraćemo fizički dopustiva rešenja modela
za Čapliginov gas i njegovih uopštenja kada je pritisak negativan i obrnuto proporcionalan
gustini gasa, kao i rešenja sistema gasne dinamike bez pritiska. Originalni deo disertacije je
najvećim delom obuhvaćen Glavama 5, 7 i 8, a rezultati su sažeti u tri rada:

[80] M. Nedeljkov, S. Ružičić, On the uniqueness of solution to generalized Chaplygin gas,
Discrete and continuous dynamical systems, 37,8 (2017), 4439–4460.

[81] M. Nedeljkov, S. Ružičić, Shadow wave tracking procedure and initial data problem for
pressureless gas model, https://arxiv.org/abs/1906.09093

[82] M. Nedeljkov, S. Ružičić, Energy admissibility condition for shadow wave, preprint.

Disertacija se sastoji iz tri dela. Cilj prvog dela (prve dve glave) je upoznati čitaoca sa
osnovnim principima termodinamike, dati fizičku interpretaciju zakona održanja i navesti
osnovne osobine hiperboličnih sistema zakona održanja koje će biti korǐsćene u nastavku
rada. Na kraju druge glave su navedene osnovne karakteristike sistema gasne dinamike sa
nepozitivnim pritiskom. U Odeljku 2.6.2. su dati neki rezultati iz [80]. Preciznije, objašnjen
je postupak dobijanja konveksnih entropija kod modela za uopšten Čapliginov gas i pokazano
je da su dobijene entropije konveksne (Lema 2.1).

U drugom delu je akcenat stavljen na rešavanje hiperboličnih sistema zakona održanja.
U Glavi 3 je opisan postupak dobijanja klasičnih rešenja Rimanovih problema i dati su neki
uslovi dopustivosti koji se koriste kod hiperboliv cnih sistema. Glava 4 sadrži definiciju
singularnih rešenja, sa posebnim osvrtom na rešenja u obliku senka talasa kao najopštijeg
oblika singularnih rešenja koja sadrže i neke specijalne tipove rešenja koja se često spominju
u literaturi. Na kraju Glave 4 su analizirane singularne interakcije izmedu talasa. Glava 5
predstavlja originalni doprinos disertacije i sadrži rezultate iz [80], [81] i [82]. U tom delu
su analizirana (klasična i neklasična) rešenja Rimanovog problema sistema gasne dinamike
sa nepozitivnim pritiskom, kao i njihova dopustivost. Dato je jedinstveno rešenje Rimano-
vog problema sistema gasne dinamike bez pritiska koje se može predstaviti kao kombinacija
kontaktnih diskontinuiteta ili u obliku prostog senka talasa. Pored toga, dobijeno je rešenje
problema koji sadrži Dirakovu delta funkciju u početnom uslovu i analizirana je disipacija
energije tog rešenja. Pokazano je da u oblasti u kojoj ne postoji klasično rešenje Rimano-
vog problema za uopšten Čapliginov gas postoji rešenje u obliku prekompresivnog prostog

2Andrew J. Majda je američki matematičar roden 1949. godine koji je ostvario značajan doprinos u oblasti
parcijalnih diferencijalnih jednačina.

https://arxiv.org/abs/1906.09093
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senka talasa. Medutim, uslov prekompresivnosti koji je obično dovoljan da eliminǐse ne-
dopustiva singularna rešenja ovde ne može da eliminǐse rešenje u obliku senka talasa koje
odgovara jednom delu oblasti u kojoj postoji klasično rešenje. Tada značajnu ulogu dobijaju
konveksne entropije i entropijski uslov. Medutim, zbog specifičnosti entropija koje se mogu
predstaviti kao kombinacija modifikovanih Beselovih funkcija druge vrste, koristeći entropij-
ski uslov nismo uspeli da isključimo rešenje u obliku prekompresivnog senka talasa u oblasti
gde postoji klasično rešenje. Najznačajniji rezultat iz tog dela tiče se odnosa izmedu uslova
prekompresivnosti i entropijskog uslova, jer je pokazano da uslov prekompresivnosti ne im-
plicira entropijski, što do sada nije bilo poznato u literaturi. Slaba jedinstvenost rešenja
Rimanovog problema je pokazana koristeći dodatni uslov dopustivosti, Princip maksimalne
disipacije energije koji je isključio nedopustivo rešenje u obliku senka talasa ([82]). Takode
je dato rešenje Rimanovog problema kod neizentropskog modela za uopšten Čapliginov gas,
kao i rešenje kod izentropskog modela za Čapliginov gas.

U trećem delu je fokus na početnom problemu sistema gasne dinamike bez pritiska. Na
početku (Glava 6) je dat kratak pregled razvoja algoritama za konstrukciju rešenja početnih
problema koji su poslužili kao motivacija za konstrukciju neograničenog rešenja početnog pro-
blema sistema gasne dinamike bez pritiska. Tu je akcenat stavljen na algoritam za praćenje
talasa. Treba napomenuti da se algoritmi koji su navedeni u tom delu ne mogu primeniti na
slabo hiperbolične probleme (kao što je sistem gasne dinamike bez pritiska), i da se njima
mogu konstruisati samo ograničena rešenja početnog problema, a jasno je da u opštem slučaju
rešenje može da eksplodira. Glava 7 sadrži rezultate iz [81] i [82] i u njoj je dat algoritam
za konstrukciju približnog rešenja početnog problema za gasnu dinamiku bez pritiska koji se
zasniva na diskretizaciji početnog uslova i rešavanju Rimanovih problema i problema inter-
akcije izmedu talasa. Nakon analize približnog rešenja po slučajevima i dokaza egzistencije
rešenja, analizirana je promena stope disipacije energije nastala kao posledica singularnih
interakcija izmedu talasa i pokazano je da ukupna entropija opada posle interakcije izmedu
dva talasa. Na kraju je dat algoritam za konstrukciju približnog rešenja početnog problema
kod kog komponenta gustine u početnom uslovu sadrži Dirakovu delta funkciju. U Glavi
8 je pokazano da približno rešenje početnog problema konstruisano u Glavi 7 konvergira u
prostoru Radonovih mera sa predznakom. U nekim slučajevima je moguće odrediti oblik
graničnog rešenja bar do nekog trenutka i može se pokazati da je to rešenje u nekom smislu
jedinstveno ([81]).

Iz mnogo razloga veliku zahvalnost dugujem svom mentoru dr Marku Nedeljkovu. Omogućio
mi je da kroz rad i greške učim, dajući mi slobodu da sama dodem do ideja i boljih rešenja,

sve vreme je podsticao kreativnost i bio velika podrška.
Zahvaljujem se i ostalim članovima komisije: Dori Seleši, Stevanu Pilipoviću, Srboljubu

Simiću i Božidaru Jovanoviću.

Sanja Ružičić
Novi Sad, novembar 2019. godine





Sadržaj
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HIPERBOLIČNIH SISTEMA

ZAKONA ODRŽANJA
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Mehanika neprekidnih sredina i mo-
deliranje protoka fluida

Sva materija u prirodi se matematički opisuje pomoću modela u koje spadaju tečnosti,
gasovi i čvrsta tela. Karakteristika fluida u koje spadaju tečnosti i gasovi je da se kreću usled
delovanja sile, ali se ne zaustavljaju čak ni kada se delovanje te sile prekine, i u nastavku
ćemo akcenat stavljati na opisivanje kretanja fluida. U mehanici neprekidnih sredina fluid
karakterǐsu njegova gustina i temperatura (ili specifična entropija), dok je kretanje opisano
uz pomoć brzine. Sve promene u vremenu se opisuju uz pomoć parcijalnih diferencijalnih
jednačina. Matematička teorija u mehanici neprekidnih sredina je zasnovana na osnovnim
fizičkim principima koji se nazivaju zakoni balansa. Zakoni balansa mase, količine kretanja,
momenta količine kretanja, energije (ili prvi zakon termodinamike) i entropijska nejednakost
(ili drugi zakon termodinamike) su postulati i oni važe za sva tela, a proces koji se ponaša
u skladu sa njima se naziva termodinamički proces. Medutim, ti zakoni ne definǐsu svojstva
i ponašanje fluida. Bez tačnog preciziranja materijala od kojeg je fluid sačinjen ne možemo
da znamo kako će se on ponašati pod uticajem spoljašnjih sila. Specifikacija materijala se
odreduje pomoću konstitutivnih jednačina.

1.1. Kretanje tela

U mehanici neprekidnih sredina se polazi od pretpostavke da su fizičke veličine poput
mase i količine kretanja povezane sa materijom uniformno rasporedene na datom malom pro-
storu umesto koncentrisane na samo jednom delu i ona opravdava korǐsćenje gustine, brzine,
temperature i drugih termodinamičkih veličina prilikom opisivanja kretanja tela (fluida) (za
detaljnije videti [4, 46]).

Posmatramo kretanje tela u vremenu i Euklidskom prostoru Rm, m = 1, 2, 3 i to u dve
konfiguracije: referentnoj i trenutnoj, pri čemu je izbor referentne konfiguracije proizvoljan.
Telo B ⊂ Rm u referentnoj konfiguraciji se naziva referentno telo, a tačka X ∈ B se naziva
materijalna tačka ili čestica.



4 1.1. Kretanje tela

Definicija 1.1. Kretanje tela B je glatko injektivno preslikavanje χ : B × R → Rm koje
ne menja orijentaciju sistema i koje svakoj materijalnoj tački X ∈ B i vremenu t dodeljuje
tačku u prostoru x ∈ Rm (pǐsemo (X, t) 7→ χ(X, t) = x).

Za fiksirano t, preslikavanje χ se naziva deformacija u vremenu t i označava se sa
χt(X) = χ(X, t). Važi χ0(B) = B i J(X, t) := det∇χt(X) > 0. Preslikavanje B → Bt :=
χt(B) je difeomorfizam.

Označimo sa A skup materijalnih tačaka. Neka se skup A u vremenu t preslikava u skup
At = χt(A). Tada kažemo da se A deformǐse u At ili da se At kreće sa telom.

Neka je Pt oblast u prostoru koja se kreće sa telom, tj. postoji materijalna oblast P takva
da važi Pt = χt(P ) za svako t. Iz injektivnosti funkcije χt sledi

∂Pt = χt(∂P ).

Primer 1.1. Kontaktni diskontinuiteti o kojima će kasnije biti reči su materijalne površi, dok udarni
talasi nisu. �

Deformacioni gradijent

Definicija 1.2. Tenzor1 predstavlja linearnu transformaciju iz Euklidskog vektorskog pro-
stora V ⊂ Rm u isti taj vektorski prostor. Drugim rečima, tenzor T je linearno preslikavanje
koje vektor v slika u vektor u što zapisujemo sa Tv = u.

• Neka je m = 3 i neka je {e1, e2, e3} ortonormirana baza vektorskog prostora V. Tada
je komponenta Tij tenzora T data sa Tij = (T )ij = ei · Tej .

• Transponovani tenzor T T tenzora T se definǐse sa u ·Tv = v ·T Tu i po komponentama
važi (T T )ij = Tji.

• Tenzor T je invertibilan ako postoji njegov inverzni tenzor T−1 takav da važi TT−1 =
T−1T = 1, pri čemu je sa 1 označen jedinični tenzor.

• Tenzorski proizvod u⊗ v vektora u i v je tenzor takav da (u⊗ v)w = (v ·w)u važi za
sve w ∈ V.

• Unutrašnji proizvod dva tenzora T i S se definǐse sa T : S = tr(STT ), pri čemu je sa
tr(T ) =

∑
i Tii označen trag tenzora T .

Definicija 1.3. Neka je M ⊂ Rm diferencijabilna mnogostrukost i neka je X ∈ M. Tan-
gentni prostor TXM je vektorski prostor čija je baza generisana tangentnim vektorima sa
početnom tačkom X, tj. parcijalnim izvodima u X.

Definicija 1.4. Diferencijal F : TXB → TxRm preslikavanja χt je dat sa

F (X, t) = ∇χt(X), Fij(X, t) = ∂χi(X, t)
∂Xj

, x = χt(X)

i naziva se deformacioni gradijent.

1Ovde navodimo definiciju specijalnog tipa tenzora. Definicija tenzora na mnogostrukostima se može
pronaći u [1].
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Važi

F, F−T : TXB → TxRm, F−1, F T : TxRm → TXB, x = χt(X).

Kako se u Euklidskom prostoru Rm afina struktura podrazumeva (iz a ∈ Rm i a+u = b ∈ Rm
sledi u = b− a ∈ Rm) zaključujemo da za dve materijalne tačke X i Y važi X − Y ∈ TYB.
Tada se materijalni vektor X − Y slika u F (X − Y, t) ∈ TyRm, gde y = χt(Y ). Za dovoljno
malo |X − Y |, koristeći Tejlorov razvoj funkcije χt u okolini materijalne tačke X dobijamo

χt(Y )− χt(X) = F (X, t)(Y −X) + o(|X − Y |).

Preslikavanje χt je homogena deformacija ako je deformacioni gradijent F nezavisan od
materijalne tačke X, tj. ako važi

χt(X)− χt(Y ) = F (X − Y ) za sve materijalne tačke X i Y .

Sledi x− y = F (X − Y ) ∈ TyRm, gde x = χt(X). Vektor x− y predstavlja prostorni vektor.
Deformacioni gradijent se uz pomoć Teoreme o polarnoj dekompoziciji može zapisati kao

proizvod ortogonalne transformacije R : TXB → TxRm (RRT = RTR = 1, detR = 1) i
simetričnog, pozitivno definitnog tenzora deformacije U ili V ,

F = RU = V R, U =
√
F TF , V =

√
FF T .

Tenzor F TF : TXB → TXB se naziva Grinov tenzor deformacije, dok je Košijev tenzor
deformacije dat sa FF T : TxRm → TxRm.

Lagranžov i Ojlerov pristup

Brzina i ubrzanje materijalne tačke X u vremenu t su dati sa

χ̇(X, t) = ∂χ(X, t)
∂t

i χ̈(X, t) = ∂2χ(X, t)
∂t2

.

Koristeći χ̇(X, t) brzina se može opisati i kao funkcija koja zavisi od x i t na sledeći način

v(x, t) = χ̇
(
χ−1(x, t), t

)
ili χ̇(X, t) = v(χ(X, t), t).

U mehanici neprekidnih sredina se koriste dva pristupa prilikom opisivanja kretanja: materi-
jalni (Lagranžov) i prostorni (Ojlerov). U Ojlerovom pristupu se prati ponašanje nekog polja
u fiksiranoj tački u prostoru, dok Lagranžov pristup prati ponašanje polja na trajektorijama
čestice. Vektorsko polje v predstavlja prostorni opis brzine.

Napomena. Prilikom modeliranja protoka fluida se uglavnom koristi Ojlerov pristup. Naime,
kod fluida ne postoji prirodna referenta konfiguracija, nego se za referentnu uzima konfiguracija
u nekom fiksiranom vremenu t0.

U opštem slučaju, ako sa ϕR(X, t) označimo materijalni opis skalarnog, vektorskog ili ten-
zorskog polja u materijalnoj tački X ∈ B i vremenu t, onda je njemu odgovarajući prostorni
opis u x = χ(X, t) i vremenu t dat sa

ϕ(x, t) = ϕR(χ−1(x, t), t).

Dodatno, ϕR(X, t) = ϕ(χ(X, t), t). Ukoliko ne bude postojala mogućnost zabune, uglavnom
ćemo koristiti istu oznaku za materijalni i prostorni opis nekog polja.
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U nastavku ćemo sa ∇, Div i Curl označavati materijalni gradijent, divergenciju i rotor,
a sa grad, div i curl prostorni gradijent, divergenciju i rotor. Veza izmedu prostornog i
materijalnog gradijenta skalarnog polja ϕ, odnosno vektorskog polja h je

∇ϕ = F T gradϕ, ∇h = (grad h)F,

redom. Gornje relacije se dobijaju korǐsćenjem formule za izvod složene funkcije. Na primer,
prvu relaciju dobijamo iz

∂ϕ(X, t)
∂XA

=
m∑
i=1

∂ϕ(x, t)
∂xi

∂χi(X, t)
∂XA

=
m∑
i=1

FiA(X, t)∂ϕ(x, t)
∂xi

, x = χ(X, t).

Dalje, sa

ϕ̇(X, t) = ∂ϕ(X, t)
∂t

ćemo označavati materijalni izvod po vremenu polja ϕ, a sa

∂tϕ(x, t) = ∂ϕ(x, t)
∂t

prostorni izvod po vremenu polja ϕ. Veza izmedu materijalnog i prostornog izvoda po vre-
menu je

ϕ̇ = ∂tϕ+ v · gradϕ, ḣ = ∂th + (grad h)v,

pri čemu ϕ predstavlja skalarno polje, a h vektorsko polje (dokaz videti u [50]).
Ponašanje deformacionog gradijenta tokom vremena može se opisati jednačinom

Ḟ = LF, L = grad v,

pri čemu L predstavlja gradijent brzine v koji se može rastaviti na simetričan i koso-
simetričan deo

L = D +W, gde D = 1
2(L+ LT ), W = 1

2(L− LT ). (1.1)

1.2. Zakoni balansa mase, količine kretanja i momenta količine
kretanja

Za sada ćemo pretpostaviti da je kretanje glatko zajedno sa svim termodinamičkim po-
ljima koja opisuju to kretanje. Neka je kao i ranije Pt oblast u prostoru koja se kreće sa
telom, tj. postoji materijalna oblast P takva da Pt = χt(P ) za sve t. Neka su sa ϕR i ϕ
označeni materijalni i prostorni opis nekog polja. Tada važi∫

Pt
ϕ(x, t) dx =

∫
P
ϕR(X, t)J(X, t) dX, x = χ(X, t), J(X, t) = detF (X, t),

pri čemu su sa dx i dX označene standardne Euklidske mere u Rm, odnosno B.
U nastavku ćemo često koristiti Rejnoldsovu transportnu jednačinu koja igra vrlo važnu

ulogu u mehanici neprekidnih sredina

˙∫
Pt
ϕdx =

˙∫
P
ϕRJ dX =

∫
Pt

(ϕ̇+ ϕ div v) dx. (1.2)
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Dokaz relacije (1.2) se moze naći u [50].
Globalni oblik zakona balansa mase (ili zakona održanja mase) je dat sa

˙
M(Pt) :=

˙∫
Pt
ρ(x, t) dx = 0,

što znači da masa M(Pt) ne zavisi od odabira referentne konfiguracije, tj. bez obzira na to
kako je telo deformisano ukupna masa se ne menja. Gustinu mase u tački (x, t) označavamo
sa ρ(x, t). Koristeći Rejnoldsovu transportnu jednačinu (1.2) dobijamo lokalni oblik zakona
balansa mase

ρ̇+ ρ div v = 0 ili ρt + div(ρv) = 0,

koji se naziva i jednačina kontinuiteta. Količinu kretanja oblasti Pt koja se kreće sa telom
ćemo označavati sa l(Pt),

l(Pt) :=
∫
Pt
ρ(x, t)v(x, t)dx,

dok će moment količine kretanja oblasti Pt biti označen sa a(Pt),

a(Pt) :=
∫
Pt

r(x)×
(
ρ(x, t)v(x, t)

)
dx.

Vektor r(x) predstavlja vektor položaja koji odgovara tački x ∈ Rm i odreduje se u odnosu na
koordinatni početak u Rm. Može se pokazati da važi ṙ = v, što će biti korǐsćeno u nastavku.

Zakon balansa količine kretanja2 govori da je promena po vremenu količine kretanja
l(Pt) u oblasti Pt koja se kreće sa telom jednaka ukupnoj sili koja deluje na tu oblast,

˙
l(Pt) =

∫
∂Pt

t(n) da+
∫
Pt

f dx.

U gornjem izrazu t(n) = t(n(x, t), x, t) predstavlja gustinu površinske sile koja deluje na rub
oblasti (orijentisanu površ) Pt, n je jedinični vektor spoljašnje normale, dok se sa f označava
gustina zapreminskih sila. Dakle, ukupna sila predstavlja zbir kontaktnih sila koje deluju na
∂Pt i spoljašnjih zapreminskih sila (na primer gravitaciona3 i elektromagnetna sila), nastalih
usled delovanja fizičkog polja na oblast Pt. Može se pokazati da postoji tenzor T takav
da važi t(n) = Tn (videti dokaz Košijeve teoreme u [50]). Tenzor T se naziva Košijev
tenzor napona i on karakterǐse kontaktne sile koje se javljaju samo usled direktne interakcije
izmedu molekula i naglo opadaju sa porastom rastojanja izmedu elemenata u interakciji.
Njihovo ponašanje zavisi od karakteristika tela koje se posmatra, što znači da specifičan oblik
Košijevog tenzora napona opisuje svojstva materijala čije se kretanje posmatra. Detaljnija
analiza zapreminskih i kontaktnih sila se može naći u [4].

Posebno značajan će nam biti lokalni oblik zakona balansa količine kretanja

ρv̇ = divT + f ili ∂t(ρv) = div(T − ρv⊗ v) + f .

Zakon balansa momenta količine kretanja govori da je promena po vremenu mo-
menta količine kretanja a(Pt) u oblasti Pt koja se kreće sa telom jednaka ukupnom momentu
te oblasti,

˙
a(Pt) =

∫
∂Pt

r× t(n) da+
∫
Pt

r× f dx.

Balans momenta količine kretanja implicira simetričnost Košijevog tenzora napona,

T = T T .
2Ili Drugi Njutnov zakon F = ma.
3Gravitaciona sila je proporcionalna masi elementa na koji deluje.
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1.3. Prvi i drugi zakon termodinamike

Balans energije ili prvi zakon termodinamike kaže da je promena ukupne unutrašnje
E(Pt) i kinetičke energije K(Pt) jednaka zbiru toplotnog protoka Q(Pt) i spoljašnje snage
W(Pt), tj.

˙E(Pt) +K(Pt) = Q(Pt) +W(Pt),

gde

K(Pt) :=
∫
Pt

1
2ρ|v|

2dx,

W(Pt) :=
∫
∂Pt

Tn · v da+
∫
Pt

f · v dx,

Q(Pt) :=
∫
∂Pt

q · n da+
∫
Pt
q dx,

E(Pt) :=
∫
Pt
ρe dx.

U gornjim jednačinama D predstavlja simetrični deo gradijenta brzine L (videti (1.1)), n je
jedinični spoljašnji vektor normale na Pt, skalarno polje e = e

(
ρ(x, t), θ(x, t), x, t

)
predstavlja

specifičnu unutrašnju energiju4, sa q = q
(
ρ(x, t), θ(x, t), x, t

)
je označen toplotni protok, a sa

q = q
(
ρ(x, t), θ(x, t), x, t

)
gustina zapreminskog toplotnog doprinosa. Apsolutna temperatura

je označena sa θ = θ(x, t) > 0. Može se pokazati (videti [50]) da važi

W(Pt) =
∫
Pt
T : Ddx+ ˙K(Pt).

Napomena. Ukupni toplotni doprinos Q(Pt) se predstavlja kao zbir stope po kojoj se toplota
prenosi u Pt preko ∂Pt i stope po kojoj toplota nastaje u Pt pod različitim spoljašnjim uticajima
(npr. zračenjem). Treba napomenuti da se u literaturi pojavljuje i znak - ispred prvog izraza
u Q(Pt). Taj znak zavisi od smera vektora q i njegovog odnosa sa vektorom n.

Lokalni oblik zakona održanja energije je dat sa

ρė = T : D + div q + q ili ∂t(ρe) = T : D + div(q − ρev) + q. (1.3)

Postoji vǐse interpretacija entropije ([91]). Jedna od njih vidi entropiju kao meru neure-
denosti sistema nastalu usled fluktuacija atoma i molekula, dok toplota predstavlja dodatni
transfer energije nastao zbog istih fluktuacija. Oblasti koje se kreću sa telom mogu da proi-
zvode entropiju, i ta činjenica pravi osnovnu razliku izmedu energije i entropije. Entropijska
nejednakost se zasniva na činjenici da sistem teži da poveća neuredenost sistema (entropiju),
što znači da je ukupna produkcija entropije u Pt (označavamo je sa H(Pt)) nenegativna, pa
važi

H(Pt) ≥ 0.

Ukupna produkcija entropije u Pt jednaka je razlici izmedu stope po kojoj raste ukupna
entropija u Pt (ukupna entropija u Pt će biti označena sa S(Pt)) i stope priraštaja entropije
J (Pt), koja predstavlja stopu po kojoj se entropija prenosi u Pt. To zapisujemo sa

H(Pt) = ˙S(Pt)− J (Pt),
4Reč “specifična” znači da se meri po jedinici mase.
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gde

J (Pt) :=
∫
∂Pt

j · n da+
∫
Pt
j dx, S(Pt) :=

∫
Pt
ρs dx.

Skalarno polje s = s(ρ, θ, x, t) predstavlja specifičnu entropiju, vektorsko polje j = j(ρ, θ, x, t)
protok entropije, a j = j(ρ, θ, x, t) zapreminsku produkciju entropije. Toplotni protok q i
protok entropije j imaju isti pravac i njihova veza je data preko apsolutne temperature θ,

j = q
θ
, j = q

θ
. (1.4)

Koristeći relaciju (1.4) dobijamo oblik entropijske nejednakosti koji se naziva Klausius-
Dijemova nejednakost (eng. Clausius-Duhem inequality) koja je manifestacija drugog zakona
termodinamike. Lokalni oblik entropijske nejednakosti je dat sa

ρṡ ≥ div
(q
θ

)
+ q

θ
ili ∂t(ρs) ≥ div

(q
θ
− ρsv

)
+ q

θ
. (1.5)

Zakon balansa (nejednakost) entropije služi kao merilo za termodinamičku dopustivost
termodinamičkog procesa.

Napomena. Entropijska nejednakost (1.5) se, pod odredenim uslovima ([89]), može dobiti i
iz zakona balansa energije (1.3) preko Gibsove relacije

θDs(ρ, θ) = De(ρ, θ) + p(ρ, θ)D
(1
ρ

)
, (1.6)

pri čemu simbol D predstavlja diferencijal u odnosu na promenljive (ρ, θ), tj.

D =
[ ∂
∂ρ

∂

∂θ

]
.

Kombinovanjem prvog i drugog zakona termodinamike dobijamo disipacionu nejedna-
kost

ρė− ρθṡ− T : D − 1
θ
q · grad θ ≤ 0. (1.7)

Ona ima smisla samo ako veličine koje opisuju kretanje ne razvijaju prekide, jer se izmedu
ostalog ona dobija korǐsćenjem formule za izvod složene funkcije. Medutim, Klausius-Dijemo-
vu nejednakost ćemo koristiti i prilikom provere dopustivosti procesa kod koga neka od
termodinamičkih veličina razvija prekide u konačnom vremenu.

Ukoliko zanemarimo sve termalne efekte (apsolutna temperatura je konstantna, tj. θ =
θ0) dobijamo proces koji se odvija pod mehaničkim uticajem ili izoterman proces, pa kon-
stitutivne jednačine zadovoljavaju disipacionu nejednakost koja vazi u mehaničkoj teoriji

ρψ̇ − T : D = −δ ≤ 0,

gde ψ = e − θ0s predstavlja slobodnu unutrašnju energiju, a δ ≥ 0 disipaciju. Ovaj zakon
govori da promena slobodne (ukupna slobodna energija se označava sa F(Pt)) i kinetičke
energije neće biti jednaka spoljašnjoj snazi, nego će doći do disipacije, što zapisujemo sa

D(Pt) =W(Pt)−
˙(

F(Pt) +K(Pt)
)
≥ 0, D(Pt) =

∫
Pt
δ dx, F(Pt) =

∫
Pt
ρψ dx.
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Napomena. Kako će u ovoj disertaciji akcenat biti stavljen na opisivanje protoka fluida i
jednačine će biti date u prostornoj konfiguraciji, nećemo navoditi prethodno date zakone ba-
lansa u referentnoj (Lagranžovoj) konfiguraciji. Izvodenje se može pronaći u [28, 50]. Napome-
nimo da se prilikom prevodenja iz jedne u drugu konfiguraciju koristi veza S = (detF )TF−T ,
pri čemu S predstavlja napon po jedinici površine u referentnom telu B i naziva se Piola-
Kirhofov tenzor napona.

1.4. Konstitutivne jednačine

Zakon održanja mase, kao i zakoni balansa količine kretanja i momenta količine kreta-
nja ne prave razliku izmedu tipova materijala od kojih je telo sačinjeno i kao takvi nisu
dovoljni da u potpunosti opǐsu ponašanje nekog tela. Za to služe konstitutivne jednačine
koje treba da budu invarijantne u odnosu na promenu sistema referencije (fizičke osobine
materijala i njegovo ponašanje ne zavise od posmatrača) i da budu konzistentne sa disipa-
cionom nejednakošću, jer samo takve imaju fizičkog smisla ([50]). Jednačine koje odreduju
termodinamički proces (zakoni balansa mase, količine kretanja, momenta količine kretanja i
energije), zajedno sa konstitutivnim jednačina daju zatvoren sistem evolucionih jednačina.

Definicija 1.5 (Glava 3 u [34]). Termodinamički proces je

(i) adijabatski ako su toplotni protok i gustina zapreminskog toplotnog doprinosa jednaki
nuli (q = 0 i q = 0). U tom slučaju kažemo da materijal ne provodi toplotu.

(ii) izoterman ako je apsolutna temperatura θ konstantna. Svi izotermni procesi su adija-
batski.

(iii) izentropski ako je specifična entropija s konstantna, tj. postoji funkcija s̃ : B → R takva
da važi

s(x, t) = s̃(X), x = χ(X, t).

Opšti oblik konstitutivnih jednačina je dat sa

Φ(X, t) = Φ̂
(
Λ(X, t), X

)
. (1.8)

Na taj način jedno polje (u ovom slučaju Φ) predstavljamo preko drugog (Λ). Ukoliko relacija
(1.8) ne zavisi od materijalne tačke X, kažemo da je telo homogeno.

U većini slučajeva dva posmatrača neće zabeležiti isto kretanje nekog tela. Prelazak sa
jednog na drugog posmatrača je preslikavanje F → F∗ koje se za svako t definǐse preko
rotacije i translacije posmatranog prostora,

x∗ = y(t) +Q(t)x,

pri čemu je sa Q(t) označena rotacija5, a y(t) predstavlja neku tačku u prostoru.

Primer 1.2. Kao jedan primer navodimo Galilejeve transformacije koje x ∈ R3 preslikavaju u

x∗ = Qx+ ut+ const,

gde Q(t) ≡ Q, QQT = I i u ∈ R3. �

5Rotacija R je ortogonalna tranformacija takva da RRT = 1 i detR = 1.
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Jedan od osnovnih postulata u mehanici je da konstitutivne jednačine ne zavise od po-
smatrača (kažemo još i da su invarijantne u odnosu na promenu sistema referencije), što se
može zapisati na sledeći način:

Ako Φ = Φ̂(Λ) tada Φ∗ = Φ̂(Λ∗).

Definicija 1.6. (i) Materijalne tačke, materijalni vektori i skalarna polja su invarijntni
u odnosu na promenu posmatrača. Na primer, ρ∗ = ρ.

(ii) Vektorsko polje g je indiferentno u odnosu na promenu posmatrača ako važi

g∗ = Qg.

(iii) Tenzor G je indiferentan u odnosu na promenu posmatrača ako za bilo koja dva vek-
torska polja g i h indiferentna u odnosu na promenu posmatrača važi

iz h = Gg sledi h∗ = G∗g∗.

Tada G∗ = QGQT .

Napomena. Može se pokazati da je Košijev tenzor napona indiferentan u odnosu na promenu
posmatrača, tj. važi T ∗ = QTQT . Indiferentnost Košijevog tenzora napona je posledica zahteva
da fizički zakoni budu nezavisni od posmatrača (za detalje videti [50]).

1.5. Zakoni balansa na udarnom talasu

Prilikom modeliranja kretanja nekog tela (ili fluida) mora se uzeti u obzir da je moguće da,
uprkos tome što je kretanje neprekidno, neka veličina (gustina, brzina, tenzor deformacije,
Košijev tenzor napona,...) razvije prekid na nekoj površi. Može da dode do pojave udarnih
talasa, koji će biti veoma značajni u ovom radu. Na primer, može se desiti da u slučaju
kontakta dva različita materijala (npr. voda i vazduh) gustina razvije prekid na granici
[106]. U takvim slučajevima zakoni balansa se moraju modifikovati. Naime, van prekida
će važiti zakoni balansa za glatko kretanje koji su prethodno navedeni, dok se na prekidnoj
površi moraju definisati odgovarajući zakoni balansa. Zakoni balansa na udarnom talasu se
nazivaju Rankin-Igonoovi uslovi.

Definicija 1.7. Udarni talas je glatka orijentisana površ C(t), sa granicom, kroz B koja
zadovoljava uslove

1. C(t) razdvaja referentno telo B na oblasti Bl(t) i Br(t) takve da

B(t) = Bl(t) ∪ Br(t), C(t) = Bl(t) ∩ Br(t);

2. preslikavanje χ je neprekidno na C(t);

3. brzina i deformacioni gradijent imaju prekid na C(t), a neprekidni su van udarnog
talasa.

Skok veličine ϕ na udarnom talasu ćemo označavati sa [ϕ] = ϕr − ϕl ako sledeći limesi
postoje

ϕr = lim
h→0

ϕ(x+ hn(x, t), t), ϕl = lim
h→0

ϕ(x− hn(x, t), t),

pri čemu je sa n označen jedinični vektor normale na C(t) orijentisan u pravcu Br(t).
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Kako bismo definisali zakone balansa na udarnom talasu koristimo Ojlerov oblik trans-
portne relacije koja uopštava Rejnoldsovu relaciju datu sa (1.2),

˙∫
Pt
ϕdx =

∫
Pt

(
ϕ̇+ ϕ div v

)
dx−

∫
Pt∩C(t)

[
ϕ(c− n · v)

]
ds,

pri čemu je sa c = c(x, t) data brzina udarnog talasa C(t) u pravcu vektora normale n.
Zakoni balansa mase, količine kretanja i energije na udarnom talasu u prostornoj konfi-

guraciji su redom dati sa[
ρ(c− n · v)

]
= 0[

ρ(c− n · v)v
]

= −[T ]n[
ρ(e+ 1

2 |v|)(c− n · v)
]

= −[Tv] · n + [q] · n.
(1.9)

Izvodenje uslova (1.9), kao i analogni uslovi u materijalnoj konfiguraciji se mogu naći u [50].

1.6. Modeliranje protoka fluida

U mehanici neprekidnih sredina se pretpostavlja da fluid u vremenu t u potpunosti ka-
rakterǐsu njegova gustina ρ = ρ(x, t) ≥ 0 i apsolutna temperatura θ = θ(x, t) > 0 i da je
njegovo kretanje odredeno poljem brzine v = v(x, t). Sve ostale promenljive, kao što su
termodinamičke funkcije: pritisak p, specifična unutrašnja energija e i specifična entropija s
se opisuju pomoću ρ i θ i konstitutivnih relacija6. Kao što je ranije rečeno, za opis kretanja
fluida se po pravilu koristi Ojlerov pristup (prostorna konfiguracija). Fluide razlikujemo od
drugih materijala po obliku Košijevog tenzora napona

T = Sv − p1,

pri čemu Sv predstavlja viskozni tenzor napona.
Viskoznost je mera fluidnog otpora slobodnom tečenju. To je otpor kojim se slojevi

fluida suprostavljanju relativnom kretanju jednih u odnosu na druge. Stǐsljivost je osobina
fluida da pri promeni temperature i pritiska menja zapreminu. Svi fluidi u prirodi (kao
i materijali) do neke mere ispoljavaju viskoznost i provode toplotu. Medutim, neke fluide
možemo klasifikovati kao elastične koji ne provode toplotu, a to znači da su viskoznost i
provodljivost toplote zanemarljivi. U tom slučaju se Košijev tenzor napona svodi na sferni
tenzor T = −p(ρ, θ)1, gde p predstavlja hidrostatički pritisak.

Pritisak p i specifična unutrašnja energija e zadovoljavaju Maksvelovu relaciju
∂e(ρ, θ)
∂ρ

= 1
ρ2

(
p(ρ, θ)− θ∂p(ρ, θ)

∂θ

)
, (1.10)

koja je ekvivalentna Gibsovoj relaciji (1.6). Naime, (1.6) se može zapisati na sledeći način

θ
∂s

∂θ
= ∂e

∂θ
,

∂s

∂ρ
= ∂e

∂ρ
− 1
ρ
p.

Diferenciranjem prve jednačine po ρ i druge po θ, a zatim kombinovanjem dve jednačine se
dobija relacija

∂s

∂ρ
= − 1

ρ2
∂p

∂θ

iz koje sledi (1.10).
6Moguće je da θ i s zamene uloge. U tom slučaju pretpostavljamo da trojka {ρ, s,v} karakterǐse kretanje

fluida, a θ je funkcija od ρ i s. Medutim, tada ne postoje fizička rešenja sa prekidima.
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Primer 1.3. U slučaju kada je posmatrani fluid jednoatomski gas veza izmedu p i e je data sa

p(ρ, θ) = 2
3ρe(ρ, θ). (1.11)

Korǐsćenjem relacije (1.10) može se pokazati da (1.11) važi ako i samo ako postoji funkcija h takva
da

p(ρ, θ) = θ
5
2h
( ρ

θ
3
2

)
. (1.12)

Za linearnu funkciju h dobijamo p = Rρθ, gde je sa R > 0 označena univerzalna gasna konstanta.
Formula (1.12) se može primeniti i u slučaju nekih realnih gasova (videti [46]). �

Vǐsedimenzionalni protok stǐsljivog, neviskoznog fluida koji ne provodi (ili slabo provodi)
toplotu se opisuje Ojlerovim jednačinama iz gasne dinamike

∂tρ+ div
(
ρv
)

= 0
∂t
(
ρv
)

+ div
(
ρv⊗ v

)
+ grad p(ρ, θ) = 0

∂t
(
ρ
(1

2v · v + e(ρ, θ)
))

+ div
(
ρv
(1

2v · v + e(ρ, θ)
)

+ p(ρ, θ)v
)

= 0.
(1.13)

Ovde je Košijev tenzor napona dat sa T = −p(ρ, θ)1, a izraz E = 1
2ρ(v · v) + ρe predstavlja

gustinu energije. Zbog pretpostavke da fluid ne provodi ili slabo provodi toplotu, toplotni
fluks se može zanemariti (tj. proces je adijabatski q = 0, q = 0). Takode, pretpostavljamo
da nema uticaja zapreminskih sila, tj. f = 0.

Model (1.13) se može dodatno uprostiti. Ukoliko je termodinamički proces izoterman ili
izentropski, strujanje fluida će biti u potpunosti opisano zakonima održanja mase i količine
kretanja, kao i konstitutivnim relacijama. U takvim situacijama pretpostavljamo da se
sve promene specifične unutrašnje energije koje se manifestuju kroz promenu temperature ili
specifične entropije mogu zanemariti. Glatki izentropski (ili izotermni) procesi će automatski
zadovoljavati zakon održanja energije. U tom slučaju će pritisak zavisiti samo od gustine,
tj. važiće p = p(ρ). Napomenimo da, iako uprošćen takav model će matematički biti dobro
postavljen i moći će da dovoljno dobro opǐse veliki broj fizičkih procesa.

1.6.1. Jednodimenzionalni sistemi gasne dinamike sa nepozitivnim priti-
skom

U slučaju kada se promene u kretanju fluida duž dva pravca mogu zanemariti, protok
fluida opisujemo jednodimenzionalnim zakonima održanja. Jednodimenzionalni izentropski
ili izotermni sistem gasne dinamike kod koga je zanemaren uticaj zapreminskih sila je dat sa

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0, ∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + p(ρ)) = 0,

gde su sa ρ > 0 i u označene gustina i brzina tog gasa. Nas će posebno interesovati sistemi
gasne dinamike sa nepozitivnim pritiskom: model gasne dinamike bez pritiska, model za
Čapliginov gas, kao i njegova uopštenja.

U vǐsedimenzionalnom obliku sistem gasne dinamike bez pritiska (p(ρ) = 0) modelira
nastanak velikih struktura u svemiru (videti [108]), dok se jednodimenzionalni oblik naziva
i model lepljivih čestica, jer opisuje kretanje čestica koje se nakon sudara slepe i nastave da
se kreću kao jedna, pritom zadovoljavajući zakon održanja mase i količine kretanja ([12]).

Nekada se verovalo da se širenje svemira usporava, pre svega zbog delovanja gravitacije.
Merenjem udaljenosti izmedu galaksija je uočeno da se nekada svemir širio sporije nego
sada. Iako postoji nekoliko teorija, još uvek se ne zna šta tačno uzrokuje tu pojavu, ali je
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novi misteriozni sastojak u svemiru dobio ime: tamna energija. Oko 68% svemira čini tamna
energija, a 27% tamna materija ([114]).

Zanimljivo je da je 1917. godine Albert Ajnštajn7 uveo kosmološku konstantu kako bi mu
omogućila da dobije stacionarno kosmološko rešenje (pretpostavljao je da je svemir statičan).
Medutim, 1931. godine američki astronom Habl8 je dokazao da se svemir širi i to velikom
brzinom, nakon čega se veliki broj naučnika okrenuo ka nestatičkim relativističkim modelima,
a Ajnštajn odbacio svoju ideju o kosmološkoj konstanti nazvavši je najvećom greškom u svom
životu. Ideja o kosmološkoj konstanti nikada do kraja nije odbačena i sa pojavom tamne
energije se ispostavilo da Ajnštajn ipak na kraju nije bio potpuno u pravu. Naime, kasnije
su naučnici iskoristili kosmološku konstantu da objasne tamnu energiju u svemiru, jer se
ispostavilo da ona daje najprecizniju ocenu za vrednost tamne energije (videti [113, 115]).

Zbog toga se u poslednje vreme značajna pažnja posvećuje sistemima zakona održanja
koji se mogu primeniti u kosmologiji.

Sistem zakona održanja

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x
(
ρu2 − C

ρα

)
= 0,

(1.14)

se koristi kao model za tamnu energiju u svemiru. To je model za stǐsljive fluide kod kojih
je pritisak negativan i obrnuto proporcionalan gustini,

p(ρ) = − C
ρα
, C > 0, 0 < α ≤ 1,

gde je sa ρ > 0 data gustina, a u predstavlja brzinu fluida. Postoji značajna razlika izmedu
modela (1.14) sa parametrom α ∈ (0, 1) i sa α = 1. Kada je α = 1, model se naziva
Čapliginov gas, dok u suprotnom, za α ∈ (0, 1) dobijamo model za uopšten Čapliginov gas.
Kasnije ćemo pokazati da ta dva modela karakterǐsu različite osobine pa se analiza njihovih
rešenja ne može objediniti.

Treba napomenuti da je Čapliginov model sa α = 1 prvo korǐsćen u aerodinamici.
Čapligin9 u [22] navodi taj model kao pogodan za opisivanje aerodinamičke sile na krilima
aviona koja je normalna na smer kretanja vazduha. Tek kasnije su Čapliginov model i njegova
uopštenja počela da se koriste u kosmologiji (videti rad [54] i literaturu navedenu u njemu).
Polazi se od pretpostavke da je svemir koji prolazi kroz različite faze ispunjen Čapliginovim
gasom. Prilikom prelaska iz jedne u drugu fazu, svemir prolazi kroz sredǐsnju fazu koja je
mešavina kosmološke konstante i još nekih oblika materije. Modeli za Čapliginov gas opisuju
tranziciju iz jedne u drugu fazu. To objašnjava pojavu uopštenih modela za Čapliginov gas
koji zavise od konstante α ∈ (0, 1]. Na primer, slučaj α = 1

3 odgovara evoluciji svemira kroz
sredǐsnju fazu koja je mešavina kosmološke konstante i radijacije.

7Albert Einstein (1879–1955), teorijski fizičar, dobitnik Nobelove nagrade za fiziku.
8Edwin Hubble (1889–1952), jedan od najznačajnih astronoma u istoriji.
9Sergey Alexeyevich Chaplygin (1869–1942), ruski fizičar i matematičar.
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Jednodimenzionalni hiperbolični sis-
temi zakona održanja

Zakone balansa oblika

∂tH
(
U(x, t), x, t

)
+ divG

(
U(x, t), x, t

)
= P

(
U(x, t), x, t

)
, U ∈ Rn

definǐsemo u vremenu i prostoru dimenzije k ∈ N (t ∈ R, x ∈ Rk), ali kada ih prime-
njujemo u mehanici neprekidnih sredina kretanje u prostoru opisujemo u najvǐse tri di-
menzije. Neke procese u prirodi možemo opisati zanemarujući promene u dve prostorne
dimenzije (protok gasa kroz cev, vibraciju elastične žice i slično). U tim slučajevima pret-
postavljamo da čestica ne menja pravac prilikom kretanja, što znači da se sredina može
modelirati kao jednodimenzionalna. To je značajno, jer se sa povećanjem dimenzije problem
značajno komplikuje, a teorija vǐsedimenzionalnih sistema je još uvek velika nepoznanica
(videti [6, 28, 65, 69, 107]). Pored toga, teorija jednodimenzionalnih sistema se uglavnom ne
može primeniti na vǐsedimenzionalne sisteme.

Jednodimenzionalni sistem zakona balansa dat je u obliku

∂tH
(
U(x, t), x, t

)
+ ∂xG

(
U(x, t), x, t

)
= P

(
U(x, t), x, t

)
, (2.1)

gde U = (u1, . . . , un) ∈ Rn i G = (g1, . . . , gn), H = (h1, . . . , hn), P = (p1, . . . , pn) : Rn → Rn.
Funkcija G se naziva fluks funkcija. Homogen sistem zakona balansa (pi(u(x, t)) = 0 za svako
i = 1, . . . , n) naziva se sistem zakona održanja. U nekim slučajevima on se može zapisati u
kanoničkom obliku

∂tU(x, t) + ∂xF
(
U(x, t)

)
= 0. (2.2)

U slučaju kada je n = 1 posmatramo jedan skalarni zakon održanja. Skalarni zakoni održanja
su značajni, ali se o njima dosta zna i u većini slučajeva se njihova analiza ne može uopštiti
na sisteme.
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2.1. Hiperboličnost i rešenja

Posebnu pažnju posvećujemo (strogo) hiperboličnim sistemima zakona održanja kod kojih
se rešenje može predstaviti u obliku talasa i koje karakterǐse konačna brzina prostiranja.

Definicija 2.1. Sistem (2.2) je hiperboličan ako za svako U ∈ O, gde je O ⊂ Rn otvoren
skup, Jakobijan matrica DF (U) ima n realnih karakterističnih korena λ1(U) ≤ . . . ≤ λn(U)
i n linearno nezavisnih (desnih) karakterističnih vektora r1(U), . . . , rn(U) takvih da

DF (U)ri(U) = λi(U)ri(U), i = 1, . . . , n.

i−ti karakteristični koren λi matrice DF (U) naziva se još i i−ta karakteristična brzina si-
stema (2.2). Par (λi, ri) čini i−to karakteristično polje (ili familiju).

Definicija 2.2. Sistem (2.2) je strogo hiperboličan ako je hiperboličan i za svako U ∈ O
Jakobijan matrica DF (U) ima n različitih karakterističnih korena, tj.

λ1(U) < · · · < λn(U).

U nastavku će biti jasno zašto je značajno napraviti razliku izmedu levih i desnih karak-
terističnih korena. Desni karakteristični koreni su dati u Definiciji 2.1 i predstavljaju vektore
kolona, dok leve karakteristične korene označavamo sa l1(U), . . . , ln(U). Oni predstavljaju
vektore vrsta i zadovoljavaju uslov li(U)DF (U) = λi(U)li(U), i = 1, . . . , n. U slučaju kada
je sistem (2.2) strogo hiperboličan može se naći baza levih i desnih karakterističnih vektora
koji se mogu normalizovati tako da važi

|ri(U)| = 1, li(U) rj(U) = δij =
{

1, i = j

0, i 6= j
.

To znači da se svaki vektor V ∈ Rn može zapisati kao linearna kombinacija vektora baze ri

V =
n∑
i=1

(li · V )ri.

Koristeći prethodno navedena svojstva levih i desnih karakterističnih vektora, može se po-
kazati (videti [28]) da ako postoje j, k, j 6= k takvi da λj(U) = λk(U), tada

Dλj(U) rk(U) = Dλk(U) rj(U) = 0. (2.3)

Sistemi zakona održanja opisuju fizičke procese, pa je logično očekivati sisteme u kojima
jednačine imaju nelinearni oblik. Njihova osnovna karakteristika je da čak i sa glatkim
početnim uslovom rešenje problema može da razvije prekide u konačnom vremenu, što dovodi
do formiranja udarnog talasa.

Glatko rešenje sistema (2.2) je svaka neprekidno-diferencijabilna funkcija U = U(x, t)
koja zadovoljava (2.2) u svakoj tački domena. Činjenica da zbog specifičnih osobina sistema
zakona održanja dolazi do pojave prekida u rešenju nam govori da ćemo rešenje morati
da potražimo u nekom prostoru funkcija koje nisu neprekidno-diferencijabilne (na primer u
prostoru ograničenih merljivih funkcija L∞).

U svim tačkama u kojima je funkcija U neprekidno-diferencijabilna sistem (2.2) se može
zapisati u ekvivalentnoj, kvazilinearnoj formi Ut + DF (U)Ux = 0. U suprotnom, proizvod
DF (U)Ux nije dobro definisan i kako bismo dobili globalno rešenje moramo da radimo unutar
klase funkcija sa prekidima interpretirajući sistem u distributivnom smislu.
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Definicija 2.3. Neka je F : Rn → Rn glatko vektorsko polje.

• Merljiva funkcija U = U(x, t) definisana na otvorenom skupu D ⊆ R×R sa vrednostima
u Rn je rešenje u distributivnom smislu sistema zakona održanja Ut + F (U)x = 0 ako∫∫

D

(
Uϕt + F (U)ϕx

)
dxdt = 0

važi za sve C1−funkcije ϕ : D → Rn sa kompaktnim nosačem.

• Kažemo da je funkcija U : R × [0, T ] → Rn rešenje u distributivnom smislu početnog
problema

Ut + F (U)x = 0, U(x, 0) = Ū(x), (2.4)

gde Ū ∈ L1
loc(R;Rn), ako∫ T

0

∫ ∞
−∞

(
Uϕt + F (U)ϕx

)
dxdt+

∫ ∞
−∞

Ū(x)ϕ(x, 0) dx = 0

važi za sve C1−funkcije ϕ : R× (−∞, T )→ Rn sa kompaktnim nosačem.

Definicija 2.4. Funkcija U : R× [0, T ]→ Rn je slabo rešenje početnog problema (2.4) ako je
neprekidna kao funkcija koja slika [0, T ] u prostor L1

loc, zadovoljava početni uslov i restrikcija
funkcije U na R× (0, T ) je rešenje u distributivnom smislu sistema (2.2).

Napomena. Može se pokazati da je svako neprekidno-diferencijabilno rešenje takode rešenje
u distributivnom smislu, a svako rešenje u distributivnom smislu je slabo rešenje. Obrnuto ne
važi.

Dok god su prisutni prekidi u rešenju početnog problema, slaba rešenja prethodno definisana
nisu dovoljna da daju jedinstveno rešenje i obično može da se pronade čitava familija slabih
rešenja. Da bi se došlo do jedinstvenog rešenja moraju se uvesti dodatni uslovi dopustivosti
koji će da isključe nedopustiva (nefizička) slaba rešenja. Ti uslovi vrlo često imaju potporu u
fizici, te se kao jedan od najvažnijih pojavljuje entropijski uslov koji predstavlja manifestaciju
Drugog zakona termodinamike ili nekog drugog fizičkog zakona.

Sistem od n zakona održanja ima najvǐse n karakteristika koje povezujemo sa klasičnim
rešenjem U .

Definicija 2.5. i−ta karakteristika sistema (2.2) je C1−funkcija x = x(t) koja predstavlja
integralnu krivu ODJ

dx

dt
= λi

(
U(x, t)

)
.

Talasi se prostiru duž karakteristika što objašnjava zašto pojava vǐsestrukih karakteri-
stičnih korena značajno komplikuje analizu sistema zakona održanja i utiče na ponašanje
rešenja. Linearni sistemi zakona održanja imaju (najvǐse) n karakteristika sa konstantnim
koeficijentima pravca koje nakon nekog vremena počinju da se seku i dolazi do formiranja
udarnog talasa. Već u slučaju nelinearnih1 strogo hiperboličnih sistema rešenje se značajno
komplikuje, a jedan od razloga je taj što karakteristični koreni, kao i karakteristični vek-
tori zavise od rešenja U . U tom slučaju oblici različitih komponenti u rešenju variraju kroz
vreme i dolazi do potencijalnog formiranja udarnog talasa. Takode, nastaje netrivijalna in-
terakcija izmedu različitih talasa, snaga talasa koji ostvaruju interakciju se menja i dolazi do
formiranja novih.

1funkcija F (U) je nelinearna
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2.2. Rimanove invarijante

U teoriji jednodimenzionalnih sistema zakona održanja posebnu ulogu imaju skalarne
funkcije koje se nazivaju Rimanove invarijante.

Definicija 2.6. i−ta Rimanova invarijanta sistema ∂tU + ∂xF (U) = 0 je skalarna funkcija
w definisana na O koja za svako U ∈ O zadovoljava jednačinu

Dw(U) ri(U) = 0.

Korisnost Rimanovih invarijanti naročito uočavamo u sistemima sa sledećom strukturom.

Definicija 2.7. Sistem (2.2) je snabdeven koordinatnim sistemom Rimanovih invarijanti
ako postoji n skalarnih funkcija (w1, . . . , wn) takvih da za svako i, j = 1, . . . , n, i 6= j, wj
predstavlja i−tu Rimanovu invarijantu sistema (2.2). To znači da i−tom karakterističnom
vektoru odgovara tačno (n− 1)−na i−ta Rimanova invarijanta.

Imajući u vidu vezu izmedu levih i desnih karakterističnih vektora, kao i gore navedene
definicije dolazimo do sledećeg zaključka.

Teorema 2.1. Funkcije (w1, . . . , wn) definisane na O formiraju koordinatni sistem Rima-
novih invarijanti za sistem ∂tU + ∂xF (U) = 0 ako i samo ako

Dwi(U) rj(U)
{

= 0, ako i 6= j

6= 0, ako i = j,
(2.5)

tj. ako i samo ako je Dwi(U) levi karakteristični vektor li(U) matrice DF (U). To znači da je
tangentna hiperravan na površi nivoa koje odgovaraju wi(U) u tački U generisana vektorima

r1(U), . . . , ri−1(U), ri+1(U), . . . , rn(U).

Hiperbolični sistemi koji se sastoje iz n, n ≥ 2 zakona održanja će biti snabdeveni koor-
dinatnim sistemom Rimanovih invarijanti samo ukoliko, u opštem slučaju predeterminisan
sistem (2.5) koji se sastoji iz n(n − 1) jednačine sa n nepoznatih, ima rešenje. To znači da
je svaki hiperboličan sistem koji se sastoji iz dva zakona održanja snabdeven koordinatnim
sistemom Rimanovih invarijanti.

Napomena. Često je zgodno normalizovati desne karakteristične vektore r1, . . . , rn tako da
važi Dwi(U) rj(U) = δij , iz čega se jasno vidi da je ∂U

∂wi
= ri. Koristeći izvod složene funkcije

na proizvoljnoj funkciji ϕ dobijamo

∂ϕ

∂wi
= Dϕ ri, i = 1, . . . , n. (2.6)

Ukoliko sistem (2.2) posmatramo u kontekstu glatkog rešenja i ako pretpostavimo da je
on snabdeven koordinatnim sistemom Rimanovih invarijanti, množeći ga sa leve strane sa
Dwi, i = 1, . . . , n sistem (2.2) svodimo na ekvivalentnu, dijagonalnu formu

∂twi + λi ∂xwi = 0, i = 1, . . . , n.

To znači da je za i = 1, . . . , n funkcija wi konstantna na svakoj i−toj karakteristici povezanoj
sa glatkim rešenjem U sistema (2.2).
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2.3. Rankin-Igonoov uslov

Posmatrajmo najpre po delovima konstantnu funkciju U = U(x, t) koja ima prekid na
pravoj x = st i koja je oblika

U(x, t) =
{
U+, x > st

U−, x < st

za neko U−, U+ ∈ Rn, s ∈ R. Funkcija U će biti rešenje (2.2) ako i samo ako važi

s(U+ − U−) = F (U+)− F (U−). (2.7)

Brzina udarnog talasa je označena sa s, a uslov (2.7) nazivamo Rankin-Igonoov uslov2 (ili
skraćeno RH uslov). U tom slučaju kažemo da je stanje U− sa leve strane pridruženo stanju
U+ sa desne strane udarnim talasom brzine s.

Rankin-Igonoov uslov (2.7) možemo zapisati u ekvivalentnom obliku(
A(U+, U−)− sI

)
(U+ − U−) = 0,

gde je sa

A(U, V ) =
∫ 1

0
DF (τU + (1− τ)V ) dτ (2.8)

data srednja matrica sa karakterističnim korenima i levim i desnim karakterističnim vekto-
rima koje redom označavamo sa λi(U, V ), li(U, V ) i ri(U, V ). Rankin-Igonoov uslov (2.7) će
biti zadovoljen ako i samo ako je s karakteristični koren, a U+ − U− karakteristični vektor
matrice A(U+, U−).

Rankin-Igonoov uslov se može definisati i u opštem slučaju kada su levo i desno početno
stanje glatka rešenja sistema (2.2).

Teorema 2.2. Potreban i dovoljan uslov da funkcija

U(x, t) =
{
UL(x, t), x < c(t)
UD(x, t), x > c(t)

, t ≥ 0, (2.9)

gde su UL i UD C1−rešenja na njihovim domenima bude slabo rešenje početnog problema

Ut +
(
F (U)

)
x

= 0, U(x, 0) = Ū(x) (2.10)

je

c′(t) =
F
(
UD
(
c(t), t

))
− F

(
UL
(
c(t), t

))
UD
(
c(t), t

)
− UL

(
c(t), t

) =: [F (U)]c
[U ]c

. (2.11)

Dokaz. Neka je funkcija (2.9) slabo rešenje problema (2.10). Tada za svako ϕ ∈ C1
0
(
R ×

[0,∞)
)

važi∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

(
Uϕt + F (U)ϕx

)
dxdt+

∫ ∞
−∞

U(x, 0)ϕ(x, 0) dx = 0.

2eng. Rankine-Hugoniot condition
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Kako za svako ϕ takvo da suppϕ ⊂ {(x, t) : x < c(t), t > 0} i C1 funkciju UL važi

0 =
∫∫ (

ULϕt + F (UL)ϕx
)
dxdt = −

∫∫ (
(UL)t + (F (UL))x

)
ϕdxdt,

zaključujemo da (UL)t +
(
F (UL)

)
x

= 0 za sve x < c(t) i t > 0, a kako je test funkcija ϕ
proizvoljna sledi

(UL)t +
(
F (UL)

)
x

= 0.

Slično, zaključujemo da (UD)t +
(
F (UD)

)
x

= 0.
Dalje, ∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

(
Uϕt + F (U)ϕx

)
dxdt+

∫ ∞
−∞

U(x, 0)ϕ(x, 0) dx

=
∫ ∞

0

∫ c(t)

−∞

(
ULϕt + F (UL)ϕx

)
dxdt+

∫ ∞
0

∫ ∞
c(t)

(
UDϕt + F (UD)ϕx

)
dxdt

+
∫ ∞
−∞

Ū(x)ϕ(x, 0) dx.

(2.12)

Koristeći formulu

d

dt

∫ c(t)

−∞
ULϕ dx = c′(t)UL

(
c(t), t

)
ϕ
(
c(t), t

)
+
∫ c(t)

−∞

(
(UL)t ϕ+ UL ϕt

)
dx

možemo da izračunamo integrale u gornjem izrazu. Može se pokazati da važi∫ ∞
0

∫ c(t)

−∞

(
ULϕt + F (UL)ϕx

)
dxdt =

∫ ∞
0

(
F
(
UL
(
c(t), t

))
− c′(t)UL

(
c(t), t

))
ϕ
(
c(t), t

)
dt

+
∫ ∞

0

d

dt

∫ c(t)

−∞
ULϕdxdt∫ ∞

0

∫ ∞
c(t)

(
UDϕt + F (UD)ϕx

)
dxdt =−

∫ ∞
0

(
F
(
UD
(
c(t), t

))
− c′(t)UD

(
c(t), t

))
ϕ
(
c(t), t

)
dt

+
∫ ∞

0

d

dt

∫ ∞
c(t)

UDϕdx dt.

Zamenom dva integrala u izraz (2.12) dobijamo∫ ∞
0

(
F
(
UL
(
c(t), t

))
− F

(
UD
(
c(t), t

))
−
(
UL
(
c(t), t

)
− UD

(
c(t), t

))
c′(t)

)
ϕ
(
c(t), t

)
dt

+
∫ ∞

0

d

dt

∫ ∞
−∞

Uϕdx dt+
∫ ∞
−∞

Ū(x)ϕ(x, 0)dx = 0,∫ ∞
−∞

U(x, t)ϕ(x, t) dx
∣∣∣t=∞
t=0

= −
∫ ∞
−∞

Ū(x)ϕ(x, 0)dx,

što je tačno ako važi (2.11). �

Primetite da Teorema 2.2 ima smisla samo ako funkcija U(x, t) ima prekid prvog reda na
krivoj x = c(t), tj. ako sledeći limesi postoje

U+(t) := lim
x→c(t)+

U(x, t), U−(t) := lim
x→c(t)−

U(x, t). (2.13)

U slučaju kada bar jedna od tih graničnih vrednosti ne postoji dolazi do pojave singularnih
(neograničenih) rešenja koje ćemo analizirati kasnije.
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Može se pokazati da će po delovima Lipšic-neprekidna funkcija koja ima konačno mnogo
prekida na krivam oblika x = γj(t), j = 1, . . . , n biti rešenje sistema zakona održanja
ako skoro sigurno tačkasto zadovoljava odgovarajući kvazilinearni sistem i Rankin-Igonoove
uslove na svakoj krivoj prekida.

Teorema 2.3. Neka je D ⊂ R2 otvoren skup i neka je data merljiva i ograničena funkcija
U : D → R. Pretpostavimo da postoji konačno mnogo tačaka Pi = (ti, xi), i = 1, . . . , N i
konačno mnogo disjunktnih Lipšic-neprekidnih krivih γk : (ak, bk)→ R, k = 1, . . . ,M takvih
da važi:

1. Za svaku tačku P = (x, t), različitu od Pi koja ne leži na krivoj γj postoji okolina V u
kojoj je funkcija U Lipšic-neprekidna.

2. Svaka tačka Q = (γj(t), t), za sve j = 1, . . . ,M ima okolinu V u kojoj su restrikcije
funkcije U na podskupove V + = V ∩ {x > γj(t)}, V − = V ∩ {x < γj(t)} obe Lipšic-
neprekidne.

Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:

i) U je rešenje u distributivnom smislu sistema (2.2).

ii) Funkcija U zadovoljava kvazilinearni sistem Ut + DF (U)Ux = 0 u skoro svakoj tački
(x, t). Za svako j = 1, . . . ,M i za skoro svako t ∈ (aj , bj) važi

γ′j(t)
(
U+
j (t)− U−j (t)

)
= F

(
U+
j (t)

)
− F

(
U−j (t)

)
. (2.14)

Ako je uslov (2.14) zadovoljen tada su krive γj neprekidno-diferencijabilne.

Dokaz Teoreme 2.3 videti u [14].

2.4. Zaista nelinearni i linearno degenerisani sistemi

Većina fizičkih sistema poseduje jedno ili nekoliko linearno degenerisanih polja, dok su
ostala zaista nelinearna ([94]).

Definicija 2.8. Kažemo da je za i ∈ {1, . . . , n} i-ta karakteristična familija hiperboličnog
sistema (2.2)

• zaista nelinearna ako za svako U ∈ O važi

Dλi(U)ri(U) 6= 0, (2.15)

• linearno degenerisana ako za svako U ∈ O važi

Dλi(U)ri(U) = 0. (2.16)

Sistem (2.2) je zaista nelinearan ako je svaka karakteristična familija tog sistema zaista
nelinearna.

Napomena. Primetite da uslov Dλi(U)ri(U) = 0 iz Definicije 2.8 znači da je i−ta karakte-
ristična brzina λi konstantna duž integralnih krivih vektorskog polja koji odgovara ri. Uslov
Dλi(U)ri(U) 6= 0 znači da važi ili Dλi(U)ri(U) > 0 ili Dλi(U)ri(U) < 0. Tim uslovom se
isključuje mogućnost da λi delimično raste, a delimično opada duž odgovarajućih integralnih
krivih.



22 2.5. Entropija i fluks entropije

U slučaju kada je sistem (2.2) snabdeven koordinatnim sistemom Rimanovih invarijanti
uslove (2.15) i (2.16) zapisujemo u ekvivalentnim oblicima

∂λi
∂wi
6= 0, ∂λi

∂wi
= 0.

Stanje linearne degeneracije može biti posledica gubitka osobine stroge hiperboličnosti.

Teorema 2.4. Ako su u hiperboličnom sistemu (2.2) i−ti i k−ti karakteristični koren jed-
naki, tj. važi

λi(U) = λk(U), U ∈ O,

onda su i−ta i k−ta karakteristična familija linearno degenerisane.

Obrnut smer Teoreme 2.4 ne mora da važi, što ćemo kasnije pokazati na primeru modela
za Čapliginov gas.

Pretpostavke o zaista nelinearnim i linearno degenerisanim sistemima su značajne, jer će
nam omogućiti da rešenje predstavimo u obliku elementarnih talasa (Glava 3).

2.5. Entropija i fluks entropije

Sistemu zakona održanja (2.2) može se pridružiti zakon održanja oblika

∂tη
(
U(x, t)

)
+ ∂xQ

(
U(x, t)

)
= 0 (2.17)

ako važi

DQ
(
U(x, t)

)
= Dη

(
U(x, t)

)
DF

(
U(x, t)

)
, U ∈ O.

U tom slučaju skalarnu funkciju η : Rn → R nazivamo entropijom sistema (2.2), dok skalarna
funkcija Q : Rn → R predstavlja fluks entropije koji odgovara η. Kažemo da funkcije η i
Q čine entropijski par (η,Q) za sistem (2.2). Pridružen zakon održanja (2.17) je veoma
blizak Drugom zakonu termodinamike (ili zakonu održanja energije) i njegov značaj leži u
činjenici da je svako klasično rešenje sistema zakona održanja (2.2) automatski i klasično
rešenje pridruženog sistema (2.17).

Napomena. Treba napomenuti da specifična unutrašnja entropija s (kažemo i fizička entro-
pija sistema) definisana u Glavi 1 nije isto što i (matematička) entropija η sistema prethodno
definisana.

Dodatni uslov integrabilnosti koji entropija η i fluks entropije Q treba da zadovolje je

D2η
(
U(x, t)

)
DF

(
U(x, t)

)
= DF

(
U(x, t)

)TD2η
(
U(x, t)

)
, U ∈ O. (2.18)

Množeći uslov (2.18) sa leve strane sa rj(U(x, t))T , a sa desne strane sa rk(U(x, t)), j 6= k
svodimo ga na ekvivalentan oblik

rj(U(x, t))TD2η(U(x, t))rk(U(x, t)) = 0, j, k = 1, . . . , n, j 6= k. (2.19)

Značajnu ulogu igraju konveksne entropije, jer je poznato da ukoliko je sistem zakona
održanja u kanoničkoj formi snabdeven konveksnom entropijom on mora biti hiperboličan.
Kažemo da je entropija konveksna ako je Hesijan matrica D2η pozitivno definitna, tj.

rj(U)TD2η(U)rj(U) > 0, j = 1, . . . , n. (2.20)
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Napomena. U slučaju kada sistem zakona održanja (ili balansa) nije dat u kanoničkom obliku
(videti (2.1)), problem traženja entropije η svodi se na problem traženja matrice B za koju
važi

Dη
(
U(x, t)

)
= B

(
U(x, t)

)T
DH

(
U(x, t)

)
.

Jasno, ukoliko je sistem dat u kanoničkoj formi imamo Dη = BT , jer DH = I.

Uslov (2.18) je dat u obliku sistema koji se sastoji iz 1
2n(n − 1) parcijalnih diferencijalnih

jednačina sa samo jednom nepoznatom η. U slučaju kada je n = 2 uslov integrabilnosti
(2.18) se svodi na jednu linearnu hiperboličnu jednačinu drugog reda sa jednom nepoznatom
čije rešavanje dovodi do velike familije netrivijalnih entropijskih parova koji se pridružuju
datom sistemu (videti [64]). Inače, ako je n ≥ 3, pojavljuje se problem prederminisanosti
sistema i u tom slučaju može da se desi da sistem ne poseduje čak ni trivijalnu entropiju.
Medutim, kod sistema koji imaju poreklo u mehanici neprekidnih sredina može se pronaći
bar jedna entropija koja je strogo konveksna i tu značajnu ulogu mogu da imaju Rimanove
invarijante. Naime, kada je sistem (2.2) snabdeven koordinatnim sistemom Rimanovih inva-
rijanti (w1, . . . , wn) problem prederminisanosti sistema nestaje. Zbog toga je zgodno tražiti η
i Q kao funkcije od Rimanovih invarijanti. Koristeći (2.6) i množeći DQ(U) = Dη(U)DF (U)
sa desne strane sa rj(U) dobijamo

∂Q

∂wj
= λj

∂η

∂wj
, j = 1, . . . , n.

Na sličan način se odgovarajući uslov integrabilnosti (2.18) svodi na

∂2η

∂wj∂wk
+ gjk

∂η

∂wj
+ gkj

∂η

∂wk
= 0, j, k = 1, . . . , n, j 6= k, (2.21)

pri čemu je funkcija gjk definisana sa

gjk = 1
λj − λk

∂λj
∂wk

, j, k = 1, . . . , n, j 6= k.

gjk se može definisati čak i kada je λj = λk, jer u tom slučaju važi ∂λj
∂wk

= 0, što se vidi iz
(2.3). Koristeći uslov (2.19), može se pokazati da važi

gjk = rTj D
2wj rk, j, k = 1, . . . , n, j 6= k,

kao i da Rimanove invarijante uslov konveksnosti entropije (2.20) svode na

∂2η

∂w2
j

+
n∑
i=1

rTj D
2wi rj

∂η

∂wi
≥ 0, j = 1, . . . , n.

Iako na prvi pogled izgleda da je sistem (2.21) predeterminisan, jer se sastoji iz 1
2n(n − 1)

jednačine sa jednom promenljivom, ispostaviće se da zbog svojstava Rimanovih invarijanti
to ipak nije slučaj (za detalje videti [28]).

2.6. Jednačine gasne dinamike i osobine

Jednodimenzionalni Ojlerov model iz gasne dinamike koji opisuje kretanje stǐsljivog, ne-
viskoznog fluida koji slabo provodi toplotu i sastoji se iz jednačina održanja mase, količine
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kretanja i energije je dat sa

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0
∂t(ρu) + ∂x

(
ρu2 + p(ρ, θ)

)
= 0

∂t
(
ρ
(1

2u
2 + e(ρ, θ)

))
+ ∂x

(
ρu
(1

2u
2 + e(ρ, θ)

)
+ up(ρ, θ)

)
= 0,

(2.22)

pri čemu ρ > 0 predstavlja gustinu, u brzinu, e > 0 specifičnu unutrašnju energiju, p pritisak,
θ > 0 apsolutnu temperaturu, dok E = 1

2ρu
2 + ρe predstavlja specifičnu ukupnu energiju

koja je zbir kinetičke energije fluida i energije povezane sa brojem stepena slobode molekula
gasa. Oblik funkcije p = p(ρ, θ) zavisi od gasa koji se posmatra, a tu zavisnost izmedu
termodinamičkih veličina dobijamo iz konstitutivnih relacija (videti Glavu 1). Ako je

e(ρ) = p

(γ − 1)ρ, p = p(ρ) = Cργ , γ > 1,

sistem (2.22) opisuje ponašanje politropnog idealnog gasa3. Sa γ je označena adijabatska
konstanta koja u klasičnoj kinetičkoj teoriji ima oblik γ = 1 + 2

k , pri čemu k predstavlja broj
stepeni slobode molekula gasa (broj nezavisnih promenljivih potrebnih da se opǐse kretanje
u trodimenzionalnom prostoru, tj. broj načina na koji molekul u gasnoj ravni može da se
kreće, rotira ili vibrira). Na primer, atom ima tri stepena slobode, jer može da se kreće u
svim pravcima u trodimenzionalnoj ravni, dok dvoatomski molekul dodatno može i da se
rotira pa poseduje pet stepeni slobode (detaljnije videti u [111]).

Za glatka rešenja, treća jednačina u (2.22) se može zapisati na sledeći način

∂ts+ u∂xs = 0,

pri čemu je sa s označena (fizička) entropija sistema, koja je konstantna na svakoj karakte-
ristici sistema.

Primer 2.1. Ojlerov sistem (2.22) za politropan gas je strogo hiperboličan, jer su karakteristični
koreni Jakobijan matrice dati sa

λ1 = u−
√
γρ−1p, λ2 = u, λ3 = u+

√
γρ−1p.

Prva i treća karakteristična familija tog sistema su zaista nelinearne, dok je druga linearno degeneri-
sana. �

Ukoliko pretpostavimo da je entropija s svuda konstantna, sistem (2.22) se pojednosta-
vljuje. Jednodimenzionalni izentropski Ojlerov model iz gasne dinamike odreden je zakonima
održanja mase i količine kretanja

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0
∂t(ρu) + ∂x

(
ρu2 + p(ρ)

)
= 0,

(2.23)

pri čemu važi p′(ρ) > 0 i ρp′′(ρ)+2p′(ρ) > 0. Te dve osobine garantuju strogu hiperboličnost
sistema i konveksnost matematičke entropije. Za politropan gas kada važi p(ρ) = Cργ ,
γ > 1, te osobine su zadovoljene. Podrazumeva se da je ρ ≥ 0, jer predstavlja gu-
stinu.

Napomena. Vodi se diskusija da li ima fizičkog smisla posmatrati slučaj γ = 1 kod politrop-
nog gasa. Neki autori (na primer [58]) veruju da slučaj γ → 1 ima fizičkog smisla, jer su tada
jednačine izotermne gasne dinamike date sa (2.23) i p(ρ) = Cρ.

3Na primer, vazduh se modelira kao politropan gas sa γ = 1.4.
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Karakteristika slabih rešenja je pojava vakuuma u rešenju u konačnom vremenu uprkos
pretpostavci o pozitivnosti gustine ρ u početnom uslovu (videti [45]). Jedino što možemo da
očekujemo je da za skoro sve (x, t) komponenta gustine ρ u slabom rešenju nenegativna, tj.
da važi ρ(x, t) ≥ 0.

Glatka rešenja sistema (2.23) zadovoljavaju i originalan Ojlerov sistem (2.22). Medutim,
prilikom prelaska na slabu formulaciju gubi se jednakost u zakonu balansa energije, tj. dolazi
do disipacije energije. Na taj način dobijamo još jedan uslov koji je vrlo značajan za proveru
dopustivosti slabog rešenja. Na primer, to je uslov koji je omogućio eliminaciju oscilatornih
slabih rešenja u Ojlerovom sistemu (videti [36, 37]). Tada gustina energije E = 1

2ρu
2 + e(ρ)ρ

igra ulogu matematičke entropije (imamo ηe = E), dok je odgovarajući fluks entropije dat sa
Qe = Eu+ p(ρ)u. Par (ηe, Qe) čini jedan (semi)-konveksan entropijski par za sistem (2.23).

Ako je ρ > 0, sistem (2.23) se može transformisati u kanonički oblik

∂tρ+ ∂xq = 0

∂tq + ∂x
(q2

ρ
+ p(ρ)

)
= 0,

(2.24)

gde je sa q = ρu označena gustina količine kretanja. Jakobijan matrica sistema A(ρ, q) je
data sa

A(ρ, q) =

 0 1

−q
2

ρ2 − p
′(ρ) 2q

ρ

 ,
dok su njeni karakteristični koreni

λ1(ρ, q) = q

ρ
−
√
p′(ρ), λ2(ρ, q) = q

ρ
+
√
p′(ρ).

Jasno je da važi λ1 < λ2, pa je sistem (2.23) strogo hiperboličan. Sa c =
√
p′(ρ) je data brzina

zvuka. Obe karakteristične familije ovog sistema su zaista nelinearne, tj. važi Dλi ri > 0, i =
1, 2, pri čemu su sa ri označeni desni karakteristični vektori koji odgovaraju karakterističnim
korenima λi, i = 1, 2 i dati su sa

r1(ρ, q) =
(
− 1, −q

ρ
+
√
p′(ρ)

)T
, r2(ρ, q) =

(
1, q

ρ
+
√
p′(ρ)

)T
.

Sistem (2.24) ima singularitet na pravoj ρ = 0 i tada dolazi do pojave vakuuma u rešenju
(videti sistem (2.25) dole).

Napomena. Za sistem (2.23) kažemo da je Ojlerov, jer je dat u Ojlerovim koordinatama koje
su prirodnije u analizi protoka fluida. Njemu odgovarajući oblik u Lagranžovim koordinatama
se naziva “p−sistem” i dat je sa

∂tv − ∂xu = 0
∂tu+ ∂xp(v) = 0,

gde je sa u označena brzina gasa, a sa v = ρ−1 njegova specifična zapremina. Detaljnija analiza
p−sistema se može pronaći u [15, 94].

2.6.1. Model za gasnu dinamiku bez pritiska

Neka je dat izentropski model iz gasne dinamike bez pritiska (PGD) koji se dobija iz
Ojlerovog sistema (2.23) uzimanjem p(ρ) = 0.

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0
∂t(ρu) + ∂x(ρu2) = 0.

(2.25)
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Ovo je slabo hiperboličan sistem sa jednakim karakterističnim korenima λi(ρ, u) = u, i = 1, 2.
To znači da su obe karakteristične familije tog sistema linearno degenerisane, što je posledica
gubitka osobine stroge hiperboličnosti (videti Teoremu 2.4). Sistem (2.25) ćemo kasnije
rešavati u originalnom obliku, tj. nećemo ga prebacivati u kanoničku formu, jer dolazi do
pojave vakuuma u rešenju.

Napomena. Sistem (2.25) se može dobiti iz vǐsedimenzionalnog sistema gasne dinamike bez
pritiska

∂tρ+ div(ρu) = 0
∂t(ρu) + div(ρu⊗ u) = 0.

Naime, radijalno simetrično rešenje zadovoljava sistem

∂tρ+ ∂r(ρu) + n− 1
r

ρu = 0

∂t(ρu) + ∂r(ρu2) + n− 1
r

ρu2 = 0.
(2.26)

Za glatka rešenja i sa smenom promenljivih p = rn−1ρ, sistem (2.26) se može transformisati u
jednodimenzionalni oblik (2.25), pri čemu je ρ zamenjeno sa p (za detalje videti [78]).

Sistem (2.25) poseduje entropiju ali ona nije strogo konveksna ([95]), što je tipično za
sisteme koji nisu strogo hiperbolični. Entropija η i njoj odgovarajući fluks entropije Q koji
imaju poreklo u zakonu održanja energije su dati sa

η(ρ, u) = 1
2ρu

2, Q(ρ, u) = uη = 1
2ρu

3.

Dodatno, funkcije oblika

η(ρ, u) = 1
2ρu

n, Q(ρ, u) = 1
2ρu

n+1, n je parno

predstavljaju semi-konveksan entropijski par za sistem (2.25) (Hesijan matrica D2η je pozi-
tivno semi-definitna).

Neizentropski model iz gasne dinamike bez pritiska se sastoji iz zakona održanja mase i
količine kretanja datih u (2.25) i zakona održanja energije

∂t
(

1
2ρu

2 + ρe
)

+ ∂x
(
ρu
(1

2u
2 + e

))
= 0.

Sistem je linearno degenerisan sa svim karakterističnim korenima jednakim u. Semi-konveksni
entropijski parovi su oblika

η(ρ, u, e) = ρ(R(u) + S(e)), Q(ρ, u, e) = ρ(R(u) + S(e)),

gde R′′(x) ≥ 0, S′(x) ≤ 0 i S′′(x) ≥ 0 za svako x.

2.6.2. Model za Čapliginov gas i uopštenja

Model za uopšten Čapliginov gas

Posmatramo prvo izentropski model za uopšten Čapliginov gas

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x
(
ρu2 − C

ρα

)
= 0,

(2.27)
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gde α ∈ (0, 1). Sistem (2.27) karakterǐse negativan pritisak koji je obrnuto proporcionalan
gustini gasa ρ. Fizički domen za ovaj problem je {(ρ, u)| ρ > 0}, jer bi u suprotnom pritisak
bio beskonačan u vakuumu. Zbog toga ne očekujemo pojavu vakuuma u rešenju, pa sistem
možemo posmatrati u kanoničkom obliku, što postižemo uvodenjem nove promenljive q = ρu
koja predstavlja gustinu količine kretanja. Dakle, kanonički oblik sistema (2.27) je dat sa

∂tρ+ ∂xq = 0

∂tq + ∂x
(q2

ρ
− 1
ρα

)
= 0.

(2.28)

Zbog jednostavnosti smo pretpostavili da je C = 1.
Jakobijan matrica sistema (2.28) je data sa

A(ρ, q) =

 0 1

−q
2

ρ2 + αρ−1−α 2q
ρ

 ,
dok su karakteristični koreni matrice A dati sa

λ1(ρ, q) = q

ρ
−
√
αρ−

1+α
2 , λ2(ρ, q) = q

ρ
+
√
αρ−

1+α
2 .

Jasno je da je λ1(ρ, q) < λ2(ρ, q) odnosno sistem je strogo hiperboličan za α ∈ (0, 1). Odgo-
varajući desni karakteristični vektori dati su sa

r1(ρ, q) =
(
− 1, −q

ρ
+
√
αρ−

1+α
2
)T
, r2(ρ, q) =

(
1, q
ρ

+
√
αρ−

1+α
2
)T
,

dok su levi karakteristični vektori jednaki

l1(ρ, q) =
(
− q

ρ2 −
√
αρ−

3+α
2 ,

1
ρ

)
, l2(ρ, q) =

(
− q

ρ2 +
√
αρ−

3+α
2 ,

1
ρ

)
.

Obe karakteristične familije su zaista nelinearne, jer

Dλ1(ρ, q) r1(ρ, q) = Dλ2(ρ, q) r2(ρ, q) =
√
α

1− α
2 ρ−

3+α
2 > 0,

Koristeći Teoremu 2.1 dobijamo dve Rimanove invarijante v(ρ, q) i w(ρ, q)

v(ρ, q) = q

ρ
+ 2
√
α

1 + α
ρ−

1+α
2 , w(ρ, q) = q

ρ
− 2
√
α

1 + α
ρ−

1+α
2 . (2.29)

Lako se pokazuje da važi Dv = l1, Dw = l2, pa iz Definicije 2.7 sledi da je w(ρ, q) Rimanova
invarijanta prve karakteristične familije, a v(ρ, q) je Rimanova invarijanta druge karakteri-
stične familije.

Jedan konveksni entropijski par za sistem (2.28) možemo dobiti koristeći specifičnu
ukupnu energiju sistema, kao i u slučaju Ojlerovog sistema. Imamo

η(ρ, q) = 1
2
q2

ρ
+ 1

1 + α
ρ−α, Q(ρ, q) = 1

2
q3

ρ2 −
α

1 + α
qρ−(1+α).

Medutim, sistem (2.28) poseduje beskonačno mnogo konveksnih entropijskih parova (η,Q).
Njih možemo naći iz uslova integrabilnosti (2.19) koji se svodi na parcijalnu diferencijalnu
jednačinu

∂ρρη + 2q
ρ
∂ρqη +

(q2

ρ2 −
α

ρ1+α

)
∂qqη = 0,
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koja se pomoću Rimanovih invarijanti v i w može svesti na oblik

(v − w)∂vwη = 3 + α

2(1 + α)(∂vη − ∂wη). (2.30)

Koristeći metodu razdvajanja promenljivih η(v, w) = f(v−w)g(v+w) dalje jednačinu (2.30)
svodimo na oblik

g′′(v + w)
g(v + w) = 2B

v − w
f ′(v − w)
f(v − w) + f ′′(v − w)

f(v − w) = l ∈ R,

gde B = 3+α
2(1+α) . Kako tražimo konveksnu entropiju, uzimamo l > 0. Tada

g(v + w) = C1e
√
l(v+w) + C1e

−
√
l(v+w),

dok f zadovoljava jednačinu

f ′′(v − w) + 2B
v − w

f ′(v − w)− lf(v − w) = 0. (2.31)

Koristeći instrukcije iz [88], može se pokazati da rešenje te jednačine ima oblik

f(v − w) = (v − w)−
1

1+α
(
c1I 1

1+α

(
(v − w)

√
l
)

+ c2K 1
1+α

(
(v − w)

√
l
))
, (2.32)

gde Iν(x) predstavlja modifikovanu Beselovu funkciju prve vrste, dok je sa Kν(x) označena
modifikovana Beselova funkcija druge vrste.

Napomena. Modifikovane Beselove funkcije prve i druge vrste su rešenja diferencijalne jednači-
ne data u obliku alternativnog stepenog reda. Vǐse o njihovom nastanku, osobinama i ponašanju
se može pronaći u [110]. Sve osobine i relacije koje će biti korǐsćene u disertaciji će prethodno
biti navedene.

Jednačina (2.31) pripada tipu

(a2x+ b2)y′′(x) + (a1x+ b1)y′(x) + (a0x+ b0)y(x) = 0, x = v − w,

gde a2 = 1, b2 = 0, a1 = 0, b1 = 2B, a0 = −l i b0 = 0, a njeno rešenje je dato u obliku
f(x) = ehxJ(a, b; ξ), gde h =

√
l, a = B, b = 2B i ξ = −2

√
lx. Sa J(a, b;x) se označava

rešenje jednačine xy′′(x) + (b− x)y′(x)− ay(x) = 0 i ono je dato sa

J(a, b;x) = Φ(a, b;x) + Γ(2ν)
Γ
(
ν + 1

2
)x−2νΦ(a− b+ 1, 2− b;x), ν = 1

1 + α
,

gde

Φ(a, b;x) = 1 +
∞∑
k=1

(a)k
(b)k

xk

k! , (a)k := a(a+ 1) · . . . · (a+ k − 1), (a)0 = 1.

Dalje, kako je a = ν + 1
2 i b = 2ν + 1, važi

Φ(a, b;x) = Γ(1 + ν)ex
(x

2
)−ν

Iν(x).

Koristeći identitete

Γ(2ν) = 22ν−1
√
π

Γ(ν)Γ
(
ν + 1

2
)
, Kν

(x
2
)

= 1
2Γ(ν)Γ(1− ν)

(
I−ν

(x
2
)
− Iν

(x
2
))
,
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kao i da važi

Φ(a, b;x) = exΦ(b− a, b;−x) = exΦ(a, b;−x), jer b− a = B = a

dobijamo rešenje u obliku (2.32).
Entropija η se preko originalnih promenljivih (ρ, q) može zapisati na sledeći način

η(ρ, q) = C1η1(ρ, q) + C2η2(ρ, q) + C3η3(ρ, q) + C4η4(ρ, q),

gde

η1(ρ, q) := e
2q
ρ
λ
ρ

1
2K 1

1+α

( 4
√
α

1 + α
ρ−

1+α
2 λ

)
,

η2(ρ, q) := e
− 2q
ρ
λ
ρ

1
2K 1

1+α

( 4
√
α

1 + α
ρ−

1+α
2 λ

)
,

(2.33)

η3(ρ, q) := e
2q
ρ
λ
ρ

1
2 I 1

1+α

( 4
√
α

1 + α
ρ−

1+α
2 λ

)
,

η4(ρ, q) := e
− 2q
ρ
λ
ρ

1
2 I 1

1+α

( 4
√
α

1 + α
ρ−

1+α
2 λ

) (2.34)

i λ :=
√
l > 0.

Lema 2.1. Entropije η1 i η2 date u (2.33) su strogo konveksne, dok η3 i η4 date u (2.34)
nisu konveksne za svako λ > 0 i 0 < α < 1.

Dokaz. Da bismo dokazali da je entropija strogo konveksna korističemo činjenicu da njena
Hesijan matrica mora biti pozitivno definitna. Dovoljno je pokazati da su glavni minori
Hesijan matrica D2η1 i D2η2 pozitivni (Teorema 7.10. u [102]). U dokazu ćemo koristiti
sledeće relacije iz [110]

K ′ν(z) = −1
2
(
Kν−1(z) +Kν+1(z)

)
, − 2ν

z
Kν(z) = Kν−1(z)−Kν+1(z)

Kν(z) < Kµ(z) za ν < µ.

Neka je x(ρ) := 4
√
α

1+αρ
− 1+α

2 λ. Tada

∂

∂ρ
K 1

1+α

(
x(ρ)

)
= 2
√
αλρ−

3+α
2 K α

1+α

(
x(ρ)

)
+ 1

2ρ
−1K 1

1+α

(
x(ρ)

)
,

∂

∂ρ
K α

1+α

(
x(ρ)

)
= 2
√
αλρ−

3+α
2 K 1

1+α

(
x(ρ)

)
+ 1

2αρ
−1K α

1+α

(
x(ρ)

)
.

Dalje,

∂

∂ρ
η1(ρ, q) = e

2q
ρ
λ
ρ−

1
2
(
K 1

1+α

(
x(ρ)

)(
− 2qρ−1λ+ 1

)
+ 2
√
αλρ−

1+α
2 K α

1+α

(
x(ρ)

))
,

∂2

∂ρ2 η1(ρ, q) = 4λ2e
2q
ρ
λ
ρ−

5
2
(
K 1

1+α

(
x(ρ)

)(q2

ρ
+ α

ρα
)
− 2
√
αqρ−

1+α
2 K α

1+α

(
x(ρ)

))
> 4λ2e

2q
ρ
λ
ρ−

5
2K α

1+α

(
x(ρ)

)(
qρ−

1
2 −
√
αρ−

α
2
)2
≥ 0,

∂2

∂q∂ρ
η1(ρ, q) = 4λ2e

2q
ρ
λ
ρ−

5
2
(
− qK 1

1+α

(
x(ρ)

)
+
√
αρ

1−α
2 K α

1+α

(
x(ρ)

))
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i

∂

∂q
η1(ρ, q) = 2λe

2q
ρ
λ
ρ−

1
2K 1

1+α

(
x(ρ)

)
,

∂2

∂q2 η1(ρ, q) = 4λ2e
2q
ρ
λ
ρ−

3
2K 1

1+α

(
x(ρ)

)
.

Dakle, determinanta Hesijan matrice D2η1 koja odgovara entropiji η1 je jednaka

D1 := ∂2

∂ρ2 η1 ·
∂2

∂q2 η1 −
( ∂2

∂q∂ρ
η1
)2

=16αλ4e
4q
ρ
λ
ρ−4−α

((
K 1

1+α

(
x(ρ)

))2
−
(
K α

1+α

(
x(ρ)

))2)
.

Kako je 1
1+α >

α
1+α za α ∈ (0, 1), lako se dobija da je D1 > 0. Slično, dobijamo

∂2

∂ρ2 η2(ρ, q) = 4λ2e−
2q
ρ
λ
ρ−

5
2
(
K 1

1+α

(
x(ρ)

)(q2

ρ
+ α

ρα
)

+ 2
√
αqρ−

1+α
2 K α

1+α

(
x(ρ)

))
> 4λ2e−

2q
ρ
λ
ρ−

5
2K α

1+α

(
x(ρ)

)(
qρ−

1
2 +
√
αρ−

α
2
)2
≥ 0,

D2 := 16αλ4e−
4q
ρ
λ
ρ−4−α

((
K 1

1+α

(
x(ρ)

))2
−
(
K α

1+α

(
x(ρ)

))2)
.

Hesijan matrica D2η2 je takode pozitivno definitna, jer ∂2

∂ρ2 η2(ρ, q) > 0 i D2 > 0, pa
zaključujemo da je i η2 konveksna funkcija.

Na sličan način pokazujemo da funkcije η3 i η4 nisu konveksne. Ovog puta koristimo
relacije

I ′ν(z) = 1
2
(
Iν−1(z)− Iν+1(z)

)
,

2ν
z
Iν(z) = Iν−1(z) + Iν+1(z),

Iν(z) > Iµ(z) za ν < µ.

Determinanta Hesijan matrice funkcije η3 je jednaka

D3 := 16αλ4e
4q
ρ
λ
ρ−4−α

((
I 1

1+α

(
x(ρ)

))2
−
(
I α

1+α

(
x(ρ)

))2)
.

Kako je D3 < 0 zaključujemo da η3 nije konveksna funkcija. Slično dobijamo i za funkciju
η4. �

Dakle, sve konveksne entropije za sistem (2.28) dobijene metodom razdvajanja promen-
ljivih se mogu predstaviti kao linearna kombinacija funkcija η1 i η2 datih u (2.33) za λ > 0.
Fluksevi entropije koji odgovaraju η1 i η2 su dati sa

Q1(ρ, q) := 1
2λρ

− 1
2 e

2q
ρ
λ

(
(2λq−ρ)K 1

1+α

(4
√
α

1+αρ
− 1+α

2 λ
)

+ 2λ
√
αρ

1−α
2 K 2+α

1+α

(4
√
α

1+αρ
− 1+α

2 λ
))
,

Q2(ρ, q) := 1
2λρ

− 1
2 e
− 2q
ρ
λ

(
(2λq+ρ)K 1

1+α

(4
√
α

1+αρ
− 1+α

2 λ
)
− 2λ

√
αρ

1−α
2 K 2+α

1+α

(4
√
α

1+αρ
− 1+α

2 λ
))
.

Napomena. Prethodno naveden način nije jedini za dobijanje entropijskih parova. Mogu
se koristiti neke druge metode ili se u navedenom postupku promenljive mogu razdvojiti na
drugačiji način. Na primer, sa η(v, w) = f(v − w)g(v) dobijamo konveksnu entropiju

η(ρ, q) = eλ
q
ρ

( 4
√
α

1 + α

)− 1
1+α

ρ
1
2K 1

1+α

( 2
√
α

1 + α
ρ−

1+α
2 λ
)
.
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Medutim, njenim korǐsćenjem nisu dobijeni bolji rezultati, pa ćemo tu analizu izostaviti.
Neizentropski model za uopšten Čapliginov gas je dat sa

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0
∂t(ρu) + ∂x

(
ρu2 − ρ−α

)
= 0

∂t
(
ρu2

2 + ρe
)

+ ∂x
((ρu2

2 + ρe− ρ−α
)
u
)

= 0.
(2.35)

Sa smenom promenljivih q = ρu, m = ρu2

2 + ρe = 1
2
q2

ρ + ρe, sistem (2.35) svodimo na
kanonički oblik

∂tρ+ ∂xq = 0

∂tq + ∂x
(q2

ρ
− ρ−α

)
= 0

∂tm+ ∂x
(q
ρ

(
m− ρ−α

))
= 0.

(2.36)

Sistem (2.36) je strogo hiperboličan jer su svi karakteristični koreni Jakobijan matrice realni
i različiti,

λ1(ρ, q,m) = q

ρ
−
√
αρ−

1+α
2 < λ2(ρ, q,m) = q

ρ
< λ3(ρ, q,m) = q

ρ
+
√
αρ−

1+α
2 .

Odgovarajući desni karakteristični vektori su dati sa

r1(ρ, q,m) =
(
− 1,−q

ρ
+
√
αρ−

1+α
2 ,−m

ρ
+
√
α
q

ρ
ρ−

1+α
2 + ρ−(1+α)

)T
,

r2(ρ, q,m) = (0, 0, 1)T ,

r3(ρ, q,m) =
(
1, q
ρ

+
√
αρ−

1+α
2 ,

m

ρ
+
√
α
q

ρ
ρ−

1+α
2 − ρ−(1+α)

)T
.

Lako se dobija da su prva i treća karakteristična familija ovog sistema zaista nelinearne,
dok je druga linearno degenerisana. Sistem (2.36) je snabdeven koordinatnim sistemom
Rimanovih invarjanti (w1, w2, w3), gde

w1 = q

ρ
+ 2
√
α

1 + α
ρ−

1+α
2 , w2 = 1

2
q2

ρ2 −
m

ρ
+ 1

1 + α
ρ−(1+α), w3 = q

ρ
− 2
√
α

1 + α
ρ−

1+α
2 .

Za svako i = 1, 2, 3, wj , j 6= i je i−ta Rimanova invarijanta sistema.

Model za Čapliginov gas

Razlike izmedu modela za uopšten Čapliginov gas i modela za Čapliginov gas kada je
α = 1 u (2.28) su značajne. Naime, sistem (2.28) sa α = 1 je strogo hiperboličan sa
karakterističnim korenima

λ1(ρ, q) = q − 1
ρ

<
q + 1
ρ

= λ2(ρ, q).

Medutim, obe karakteristične familije tog sistema su linearno degenerisane, što je samo jedan
od primera da obrnut smer Teoreme 2.4 ne važi. To znači da se analiza dva sistema ne može
objediniti, jer različite osobine izmedu dva sistema impliciraju i različite oblike rešenja (videti
[11, 76]).
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Opšti oblik entropije za sistem je dat sa

η(ρ, q) = ρ

2

(
F
(q − 1

ρ

)
+G

(q + 1
ρ

))
. (2.37)

Pri tome funkcije F i G moraju biti konveksne da bi entropija η bila konveksna. Fluks
entropije koji odgovara η ima oblik

Q(ρ, q) = 1
2

(
(q + 1)F

(q − 1
ρ

)
+ (q − 1)G

(q + 1
ρ

))
. (2.38)

Jedan konveksni entropijski par se može dobiti iz zakona održanja energije. U tom slučaju
imamo

η(ρ, q) = q2 + 1
ρ

, Q(ρ, q) = q

ρ

q2 − 1
ρ

.
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Klasično rešenje Rimanovog proble-
ma i entropijska dopustivost

U analizi sistema zakona održanja veoma važnu ulogu ima Rimanov problem kao spe-
cijalan oblik početnog problema, jer nam omogućava da bolje razumemo, a samim tim i
rešimo početni problem. Takode, rešenja Rimanovog problema vrlo često opisuju asimp-
totsko ponašanje rešenja početnog problema. Pored toga, Rimanov problem ima značajnu
ulogu kod numeričkih šema za približno rešenje sistema zakona održanja, jer se one često
zasnivaju na diskretizaciji početnog uslova, a potom i rešavanju Rimanovih problema.

Neka je O ⊆ R otvoren skup i F : O → Rn glatko vektorsko polje. Rimanov problem se
sastoji u pronalaženju slabog rešenja sistema zakona održanja

Ut + F (U)x = 0 (3.1)

zajedno sa po delovima konstantnim početnim uslovom

Ū(x) = U(x, 0) =
{
U−, x < 0
U+, x > 0,

(3.2)

sa U−, U+ ∈ O. Ovaj oblik početnog problema je prvi predložio i izučavao Riman, 1860.
godine u svom radu [92] gde se bavio rešenjima sistema gasne dinamike.

Postoji vǐse načina da se konstruǐse rešenje Rimanovog problema. Mi ćemo se oslanjati
na klasičan metod koji se zasniva na spajanju elementarnih talasa (konstantna stanja, udarni
talasi koji spajaju konstantna stanja i centrirani razredujući talasi koji su ograničeni kon-
stantnim stanjima ili kontaktnim diskontinuitetima).

Hiperbolični sistem zakona održanja (3.1) je invarijantan u odnosu na preslikavanje
(x, t) 7→ (αx, αt), α > 0, pa će rešenje Rimanovog problema biti dato u samosličnom obliku

U(x, t) = Φ
(x
t

)
, t > 0,

gde Φ ∈ L∞ (videti [94]). Smenom promenljivih ξ = x
t , problem (3.1, 3.2) se transformǐse u

oblik

−ξΦ′(ξ) + DF ′(Φ(ξ)) = 0, Φ(±∞) = U±.
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Na taj način dobijamo da svako glatko rešenje Φ(ξ) zadovoljava jednačinu(
− ξI + DF (Φ)

)
Φ′(ξ) = 0,

što znači da će ono biti ili konstantno (ako Φ′(ξ) = 0) ili će imati singularitet (važi ξΦ′ =
DF (Φ)Φ′).

3.1. Elementarni talasi

Definicija 3.1. Neka je dato U0 ∈ Rn i indeks k ∈ {1, . . . , n}. Sa

σ 7→ Rk(σ)(U0)

označavamo k−tu razredujuću krivu kroz stanje U0 koja predstavlja integralnu krivu vektor-
skog polja rk kroz U0. Vrednost Rk(σ)(U0) u vremenu t = σ je rešenje početnog problema

dU

dt
= rk(U(t)), U(0) = U0.

Možemo zaključiti da razredujuće krive zadovoljavaju sledeće relacije

d

dσ
Rk(σ)(U0) = rk

(
Rk(σ)(U0)

)
, Rk(σ′)

(
Rk(σ)(U0)

)
= Rk(σ + σ′)(U0) (3.3)

za sve U0, σ, σ
′.

One se lako mogu pronaći pomoću Rimanovih invarijanti sistema.

Teorema 3.1. Svaka k−ta Rimanova invarijanta je konstantna na k−toj razredujućoj krivoj
sistema (3.1). Obrnuto, neka je u tački Ū sistem zaista nelinearan u odnosu na k−tu karak-
terističnu familiju sistema (3.1) i w1, . . . , wk−1, wk+1, . . . , wn su nezavisne k−te Rimanove
invarijante u okolini Ū . Tada je k−ta razredujuća kriva kroz Ū odredena sistemom jednačina
wj(U) = wj(Ū), j = 1, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n.

U nastavku ćemo pretpostavljati da je sistem (3.1) strogo hiperboličan i da je svaka karak-
teristična familija sistema zaista nelinearna ili linearno degenerisana.

Neka su dati U−, U+ ∈ O. Posmatramo k−tu karakterističnu familiju koja je zaista
nelinearna u smislu da važi Dλk(U)rk(U) > 0 za sve U ∈ O. Neka je τ+ > 0 takvo da važi

U+ = Rk(τ+)(U−).

U tom slučaju se može formirati po delovima glatko rešenje Rimanovog problema (3.1, 3.2)
koje se naziva centrirani razredujući talas k−te karakteristične familije i za neko t > 0 je
dato sa

U(x, t) =


U−, x/t < λk(U−)
Rk(τ)(U−), x/t ∈ [λk(U−), λk(U+)], x/t = λk(Rk(τ)(U−))
U+, x/t > λk(U+).

(3.4)

Dokaz. Primetite da je funkcija τ 7→ λ(Rk(τ)(U−)) koja slika [0, τ+] u [λk(U−), λk(U+)]
strogo rastuća, što je posledica pretpostavke o zaista nelinearnoj karakterističnoj familiji.
Takode, važi

lim
t→0
‖U(x, t)− Ū(x)‖L1 = 0.
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Rešenje U(x, t) je konstantno (Ux = Ut = 0) u oblastima x < tλk(U−) i x > tλk(U−), pa
ono trivijalno zadovoljava kvazilinearnu formu sistema (3.1),

Ut +A(U)Ux = 0, A(U) = DF (U). (3.5)

Dalje, kako je U konstantna na svakom delu {(x, t) : x = tλk(Rk(τ)(U−))} sledi

Ut(x, t) + x

t
Ux(x, t) = 0, x

t
= λk(Rk(τ)(U−)) = λk(U(x, t)). (3.6)

Diferenciranjem druge jednačine u (3.6) po t dobijamo

t

x
= −(Dλk(U) rk(U))−1 1

t
,

što u kombinaciji sa prvom jednačinom u (3.6) daje

Ux = (Dλk(U) rk(U))−1 1
t
rk(U).

Dakle, Ux je paralelan vektoru rk(U), što znači da je on takode karakteristični vektor matrice
A(U), pa važi

A(U)Ux = λkUx,

iz čega sledi (3.5). �

Definicija 3.2. Sa

τ 7→ Sk(τ)(U0)

označavamo k−tu krivu udarnog talasa kroz stanje U0 koja predstavlja glatku krivu, tangentnu
na vektor rk u U0 i rešenje je sistema

lj(U,U0)(U − U0) = 0 za sve j 6= k.

Definicija 3.3. Skup svih stanja U koja se mogu pridružiti stanju U0 preko krive udarnog
talasa se naziva Igonoov lokus koji odgovara U0,

H(U0) =
{
U : ∃s ∈ R, s(U − U0) = F (U)− F (U0)

}
.

Teorema 3.2. Pretpostavimo da je sistem (3.1) strogo hiperboličan i neka je dato stanje
Ū ∈ O, pri čemu λk(Ū) predstavlja k−ti karakteristični koren matrice DF (Ū), k = 1, . . . n.
Tada postoje τ0 > 0, n glatkih krivih udarnih talasa Sk : [−τ0, τ0] → O, k = 1, . . . , n i
skalarne funkcije sk : [−τ0, τ0]→ R sa osobinom

F (Sk(τ))− F (Ū) = sk(τ)
(
Sk(τ)− Ū

)
, τ ∈ [−τ0, τ0].

Dodatno,

Sk(0) = Ū , sk(0) = λk(Ū)

ṡk(0) = 1
2Dλk(Ū) rk(Ū)

Ṡk(0) = rk(Ū), S̈k(0) = Drk(Ū) rk(Ū).

(3.7)

U slučaju kada bude bilo značajno naglasiti tačku porekla Ū , koristićemo i notaciju Sk(τ ; Ū),
sk(τ ; Ū) ili Sk(τ)(Ū), sk(τ)(Ū) umesto Sk(τ), sk(τ).
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Dokaz. U dokazu ove teoreme se koristi matrica A(U, V ) definisana u (2.8). Sa rk(U, V )
kao i ranije označavamo desni karakteristični vektor matrice A(U, V ), a sa λk(U, V ) karak-
teristični koren matrice A(U, V ). Zatim koristimo činjenicu da se stanje U može pridružiti
stanju Ū preko k−tog udarnog talasa brzine s ako i samo ako

U = Ū + τrk(Ū , U), s = λk(Ū , U)

i definǐsemo funkciju

H(U, τ) = U − Ū − τrk(Ū , U)

na O×R. Koristeći Teoremu o implicitnoj funkciji zaključujemo da postoji kriva U = Sk(τ),
Sk(0) = Ū takva da H(U, τ) = 0 za neko τ blizu 0 ako i samo ako U = Sk(τ). Dalje,
definǐsemo

sk(τ) = λk
(
Ū , Sk(τ)

)
.

Jasno je da važi sk(0) = λk(Ū , Ū) = λk(Ū). Takode, može se pokazati da važi Ṡk(0) =
Sk(Ū , Ū) = rk(Ū), kao i

sk(τ) = λk(Ū) + 1
2τDλk(Ū)rk(Ū) +O(τ2),

Sk(τ) = Ū + τrk(Ū) + 1
2τ

2Drk(Ū)rk(Ū) +O(τ3).

Detaljniji dokaz se može pronaći u [28]. �

Direktno iz relacija datih u (3.7)3 sledi naredna teorema.

Teorema 3.3. Neka je k−ta karakteristična familija hiperboličnog sistema (3.1) zaista ne-
linearna u Ū ∈ O i neka je karakteristični koren rk normalizovan tako da u okolini tačke
Ū važi Dλk(U)rk(U) = 1. Tada k−ta razredujuća kriva Rk i k−ta kriva udarnih talasa Sk
imaju kontakt drugog reda u Ū , tj. važi

Rk(τ)(Ū)− Sk(τ)(Ū) = O(1) · τ3.

Teorema 3.4. Neka je k−ta karakteristična familija hiperboličnog sistema (3.1) linearno
degenerisana u Ū ∈ O. Tada se k−ta kriva udarnih talasa i k−ta razredujuća kriva u tački
Ū poklapaju, tj.

Sk(τ ; Ū) = Rk(τ)(Ū) za sve τ.

Dokaz. Tvrdenje sledi iz činjenice da u slučaju linearno degenerisane familije važi

λk
(
Rk(τ)(Û)

)
= λk(Û) za sve τ,

iz čega sledi

F
(
Rk(τ)(Ū)

)
− F (Ū) =

∫ τ

0
DF

(
Rk(t)(Ū)

) d(Rk(t)(Ū)
)

dt︸ ︷︷ ︸
=rk
(
Rk(t)(Ū)

) dt = λk(Ū)
(
Rk(τ)(Ū)− Ū

)
,

jer DF rk = λk rk. �
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Ukoliko izaberemo proizvoljna stanja U− i U+ takva da važi U+ = Sk(τ ;U−), s =
sk(τ ;U−), Rankin-Igonoov uslov

F (U+)− F (U−) = s(U+ − U−)

će biti zadovoljen za svako τ . Tada po delovima konstantna funkcija

U(x, t) =
{
U−, x < tsk(τ)
Sk(τ) = U+, x > tsk(τ)

(3.8)

predstavlja slabo rešenje Rimanovog problem (3.1, 3.2) i naziva se k−ti udarni talas.

U slučaju kada je k−ta karakteristična familija sistema zaista nelinearna i važi

Dλk(U−)rk(U−) > 0,

rešenje u obliku (3.8) se naziva kompresivni udarni talas ako je τ < 0, a razredujući talas
ako je τ > 0. Ako je k−ta karakteristična familija sistema linearno degenerisana, rešenje u
obliku (3.8) se naziva kontaktni diskontinuitet.

Kada kažemo elementarni k−ti talas mislimo na jedan k−ti udarni, razredujući talas ili
kontaktni diskontinuitet, a ukoliko se k−ti talas sastoji iz vǐse elementarnih talasa, nazivamo
ga složeni k−ti talas.

3.2. Uslovi dopustivosti

Pod stabilnim rešenjem podrazumevamo ono koje se sastoji iz glatkih talasa malih am-
plituda koji se pri interakciji sa udarnim talasom absorbuju, prenose ili reflektuju kao talasi
malih amplituda i pri tome ne utiču na udarni talas u smislu da menjaju njegovu snagu ili
brzinu.

Definicija 3.4. Skok U+ − U− nazivamo amplitudom, a |U+ − U−| snagom udarnog
talasa. Kažemo da je udarni talas jak ukoliko ne uvodimo restrikciju na njegovu snagu.
U zavisnosti od toga kakvu restrikciju uvodimo, postoje slabi i udarni talasi srednje snage.
Pretpostavljamo da važi |U+ − U−| < α, pri čemu α zavisi od Jakobijan matrice sistema
DF (ta zavisnost se najčešće izražava pomoću karakterističnih korena i vektora). Ukoliko α
zavisi samo od prvih izvoda1 λi i ri kažemo da udarni talas ima srednju snagu, a ukoliko α
zavisi i od drugih izvoda λi i ri udarni talas je slab.

U nastavku će biti navedeni neki uslovi koji se koriste za proveru dopustivosti klasičnih
rešenja sistema zakona održanja. Medutim, ti uslovi će biti dovoljni samo ukoliko se radi
sa strogo hiperboličnim sistemama, udarnim talasima srednje ili slabe snage. Svi ostali
slučajevi (npr. jaki udarni talasi) još uvek predstavljaju otvoren problem, bar kada je u
pitanju dopustivost rešenja. Takode, često se dešava da samo jedan uslov dopustivosti nije
dovoljan da eliminǐse sva nefizička rešenja, nego se mora koristiti kombinacija vǐse takvih
uslova. To povlači sa sobom pitanje nekih novih uslova dopustivosti, a osnovne osobine koje
oni treba da zadovolje su:

• Test treba da se primeni na svaku tačku domena (x̄, t̄), čime je omogućena samo analiza
rešenja u maloj okolini te tačke (npr. krug sa centrom u (x̄, t̄)).

• Test ne treba da gleda u proslost što znači da treba posmatrati samo t ≥ t̄.
1Prvi izvodi karakterističnih korena i vektora nekog sistema govore o stepenu nelinearnosti tog sistema.
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• Dopustivo rešenje U = U(x, t) treba da bude invarijantno u odnosu na translaciju što
znači da će rešenje U biti dopustivo u (x̄, t̄) ako i samo je Ū(x, t) = U(x + x̄, t + t̄)
dopustivo u (0, 0).

• Dopustivo rešenje treba da bude invarijantno u odnosu na dilataciju, što znači da će
rešenje U biti dopustivo u (0, 0) ako i samo ako je za svako α > 0 rešenje Ūα(x, t) =
U(αx, αt) dopustivo u (0, 0).

Neka je dato rešenje sistema zakona održanja (3.1) na gornjoj polovini ravni koje se
sastoji iz konstantnog stanja U− sa leve strane, kojem je pridruženo stanje U+ sa desne
strane udarnim talasom brzine s tako da je Rankin-Igonoov uslov zadovoljen. I neka brzina
udarnog talasa s zadovoljava

λ1(U−) ≤ . . . ≤ λi−1(U−) < s < λi(U−) ≤ . . . ≤ λn(U−),
λ1(U+) ≤ . . . ≤ λj(U+) < s < λj+1(U+) ≤ . . . ≤ λn(U+)

(3.9)

za i, j = 1, . . . , n. U graničnom slučaju kada je i = 1 uzimamo λi−1(U−) = −∞, a kada
j = n uzimamo λj+1(U+) = +∞.

Uslov (3.9) isključuje sve udarne talase koji putuju karakterističnom brzinom λi iz razloga
što se oni javljaju samo u slučaju linearno degenerisane karakteristične familije. Udarni
talas koji stanju U− sa leve strane pridružuje stanje U+ i putuje brzinom s takvom da
s = λi(U−) (odnosno s = λi(U+)) se naziva i−ti levi kontaktni diskontinuitet (odnosno i−ti
desni kontaktni diskontinuitet). Ukoliko je s = λi(U−) = λi(U+) odgovarajući udarni talas
nazivamo i−ti kontaktni diskontinuitet.

Klasična rešenja sistema (3.1) sa malim oscilacijama se mogu aproksimirati rešenjima
linearizovanog sistema. Može se konstruisati familija rešenja malim perturbovanjem kon-
stantnih stanja U−, U+ uz pretpostavku da je Jakobijan matrica DF (U) jednaka DF (U−)
ako |U −U−| < ε i jednaka DF (U+) ako |U −U+| < ε. Neka su w±k (x, t) i σ(t) C1−funkcije
takve da |w±k | < aε, |σ′| < aε za a� 1. Tada će funkcija

U(x, t) =
{
U− +

∑n
k=1w

−
k (x, t)rk(U−), x < st+ σ(t)

U+ +
∑n
k=1w

+
k (x, t)rk(U+), x > st+ σ(t)

predstavljati rešenje sistema (3.1) na gornjoj poluravni ako zadovoljava (3.1) za x 6= st +
σ(t) i Rankin-Igonoov uslov (2.7) na perturbovanom udarnom talasu x = st + σ(t), koji će
predstavljati sistem od n jednačina sa n + i − j nepoznatom. Jasno, broj jednačina u tom
sistemu može biti manji, veći ili jednak broju nepoznatih, od čega zavisi dalja analiza.

Laksov entropijski uslov

Slabo rešenje U = U(x, t) sistema (3.1) je dopustivo ako svaki udarni talas koji putuje
brzinom s = λi(U−, U+) i stanju U− sa leve strane pridružuje stanje U+ sa desne strane,
zadovoljava Laksov entropijski uslov

λi(U+) ≤ s ≤ λi(U−). (3.10)

Laksov entropijski uslov koji je dobio ime po američkom matematičaru Laksu2 je najjedno-
stavniji od svih uslova za proveru dopustivosti rešenja, a značajan je jer ima jasnu geometrij-
sku interpretaciju u smislu da obe i−te karakteristike idu u udarni talas (videti Sliku 3.1).
Uslov (3.10) se može primeniti samo u slučaju po delovima glatkog rešenja (ne opšteg slabog
rešenja), ali je efikasan čak i u slučaju kada sistem ne poseduje konveksnu entropiju ([94]).

2Peter Lax, roden 1926. godine je američki matematičar poreklom iz Madarske koji je dao veliki doprinos
u oblasti hiperboličnih zakona održanja i dinamici fluida.
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x = st

Slika 3.1: Dopustiv udarni talas Slika 3.2: Nedopustiv udarni talasi

Teorema 3.5. Pretpostavimo da je u stanju U− i−ta karakteristična familija sistema (3.1)
zaista nelinearna i da važi Dλi(U−) ri(U−) > 0 (odnosno Dλi(U−) ri(U−) > 0). Neka je
sa Si označena i−ta kriva udarnog talasa kroz U− i neka je U− = Si(0). Tada slabi i−
ti udarni talas koji stanju U− pridružuje stanje U+ = Si(τ) zadovoljava Laksov entropijski
uslov ako i samo ako τ < 0 (odnosno τ > 0).

Napomena. Prethodna teorema nam govori da u slučaju kada Dλi(U−) ri(U−) > 0 svi
kompresivni talasi male snage zadovoljavaju Laksov entropijski uslov, dok ih razredujući ne
zadovoljavaju. Takode, svi kontaktni diskontinuiteti zadovoljavaju Laksov entropijski uslov.

Liuov entropijski uslov

Udarni talas i−te karakteristične familije koji stanju U− sa leve strane pridružuje stanje
U+ = Si(τ+;U−) sa desne strane i prostire se brzinom s zadovoljava Liuov entropijski uslov
ako

s = si(τ+;U−) ≤ si(τ ;U−) za τ izmedu 0 i τ+. (3.11)

U opštem slučaju Liuov entropijski uslov je jači od Laksovog. Medutim, u slučaju slabih
talasa oni mogu biti ekvivalentni.

Teorema 3.6. Neka je i−ta karakteristična familija zaista nelinearna. Tada slabi i−ti
udarni talas zadovoljava Liuov entropijski uslov (3.11) ako i samo ako zadovoljava Laksov
entropijski uslov (3.10).

Entropijski uslov dopustivosti

Svakom sistemu zakona održanja koji se pojavljuje u mehanici neprekidnih sredina pri-
družuje se tzv. entropijska nejednakost koju mora da zadovolji svaki u fizičkom smislu
značajan proces. Ona na neki način predstavlja manifestaciju Drugog zakona termodina-
mike ili nekog drugog fizičkog zakona (npr. zakon održanja energije). Uloga entropijske
nejednakosti je da isključi fizički nedopustivo slabo rešenje. Entropijski uslov dopustivosti
je formulisao Laks u [62].

Definicija 3.5. Slabo rešenje sistema zakona održanja (3.1) je entropijski dopustivo ako

∂tη
(
U(x, t)

)
+ ∂xQ

(
U(x, t)

)
≤ 0 (3.12)

važi u distributivnom smislu, tj.∫∫ (
η(U)ϕt +Q(U)ϕx

)
dxdt ≥ 0
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važi za sve nenegativne test funkcije ϕ ∈ C∞0
(
R × [0,∞)

)
i za sve entropijske parove (η,Q)

takve da je η strogo uniformno konveksna entropija pridružena sistemu (3.1), a Q je odgo-
varajući fluks entropije.

Svako glatko rešenje sistema (3.1) je dopustivo i zadovoljava (3.12) kao jednakost. Naime,
neka je funkcija U C1−rešenje sistema (3.1). Tada

η(U)t +Q(U)x = Dη(U)Ut + DQ(U)Ux
= Dη(U)

(
−DF (U)Ux

)
+ Dη(U)DF (U)Ux = 0.

(3.13)

Definicija entropijski dopustivog rešenja sa sobom povlači i pitanje pronalaženja odgo-
varajuće entropije za sistem zakona održanja. Ukoliko sistem ima potporu u fizici, logično
je očekivati da će fizički zakoni dati odgovarajuće smernice za odredivanje entropije. U od-
sustvu fizičkih argumenata, mogu se koristiti matematički. Takode, poželjno bi bilo da ta
entropija ima neka stabilizirajuća svojstva, tj. da se njenim korǐsćenjem može doći do sta-
bilnog dopustivog rešenja. Najčešće se zahteva da je entropija konveksna ili da ima neka
konveksna svojstva. Medutim, korǐsćenje konveksne entropije ima smisla samo u slučaju
kada je sistem dat u kanoničkom obliku.

U nastavku navodimo specijalni oblik entropijskog uslova (3.12) koji važi u slučaju kada
je dopustivo rešenje po delovima Lipšic-neprekidna funkcija.

Teorema 3.7. Neka je U = U(x, t) rešenje sistema (3.1) koje zadovoljava sve uslove Teo-
reme 2.3 i neka je η pridružena konveksna entropija, a Q odgovarajući fluks entropije. En-
tropijski uslov dopustivosti (3.12) važi ako i samo ako na svakoj krivoj prekida x = γi(t), i =
1, . . .M i za svako t važi

−γ′i(t)
(
η
(
U+
i (t)

)
− η

(
U−i (t)

))
+Q

(
U+
i (t)

)
−Q

(
U−i (t)

)
≤ 0. (3.14)

Dokaz. Van krivih prekida, rešenje sistema U zadovoljava jednakost (3.13), a korǐsćenjem
Teoreme o divergenciji dobijamo jednakost∫∫ (

η(U)ϕt +Q(U)ϕx
)
dxdt = −

∫∫ (
η(U)t +Q(U)x

)
ϕdxdt

+
∑
i

∫ bi

ai

(
γ′i(t)

(
η(U+

i )− η(U−i )
)
−
(
Q(U+

i )−Q(U−i )
))
ϕ(γi(t), t) dt

koja važi za sve nenegativne test funkcije ϕ ∈ C1
0 . Dakle, entropijska nejednakost (3.12) će

biti zadovoljena ako i samo ako je uslov∫∫ (
η(U)ϕt +Q(U)ϕx

)
dxdt

=
∑
i

∫ bi

ai

(
γ′i(t)

(
η(U+

i )− η(u−i )
)
−
(
Q(U+

i )−Q(U−i )
))
ϕ(γi(t), t) dt ≥ 0

zadovoljen za sve nenegativne funkcije ϕ ∈ C1
0 , što je ekvivalentno uslovu (3.14). �

Neka je sa Si(τ ;U−) data i−ta kriva udarnog talasa kroz U− i neka je U+ = Si(τ+;U−),
s = si(τ+, U−). Produkcija entropije preko i−tog udarnog talasa u tački τ je data sa

Ei(τ) = −si(τ)
(
η
(
Si(τ)

)
− η(U−)

)
+Q

(
Si(τ)

)
−Q(U−). (3.15)

Diferenciranjem (3.15) po τ dobijamo

E′i(τ) =− si(τ)
(
η
(
Si(τ)

)
− η(U−)

)
− si(τ)Dη

(
Si(τ)

)
S′i(τ)

+ Dη
(
Si(τ)

)
DF

(
Si(τ)

)
S′i(τ),

(3.16)
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pri čemu je korǐsćeno da DQ = DηDF. Kombinujući (3.16) sa jednakošću(
DF

(
Si(τ)

)
− si(τ)I

)
S′i(τ) = s′i(τ)

(
Si(τ)− U−

)
,

koja se dobija diferenciranjem po τ Rankin-Igonoovih jednačina definisanih na i−toj krivoj
udarnog talasa, dobija se

E′i(τ) = −s′i(τ)
(
η(Si(τ))− η(U−)−Dη

(
Si(τ)

)
(Si(τ)− U−)

)
. (3.17)

Iz relacije (3.17) sledi zaključak sledeće teoreme.

Teorema 3.8. Neka je Ei(τ) definisano sa (3.15).

(i) Ako je i−ta karakteristična familija linearno degenerisana, funkcija Ei(τ) je jednaka
0 na i−tom udarnom talasu (kontaktnom diskontinuitetu), jer s′i(τ) = 0.

(ii) Ako je i−ta karakteristična familija zaista nelinearna, entropijski uslov dopustivosti i
Laksov entropijski uslov su ekvivalentni na svakom slabom i−tom udarnom talasu.

Dokaz. (i) Tvrdenje sledi iz činjenice da je u slučaju linearno degenerisane i−te karak-
teristične familije s′i(τ) = 0.

(ii) Primetite da u slučaju konveksne entropije funkcije E′i(t) i s′i(t) u (3.17) imaju isti
znak, jer je izraz u zagradi nepozitivan. Dakle, da bi entropijski uslov dopustivosti
Ei(τ+) ≤ 0 bio zadovoljen mora da važi τ+ < 0 i s′i(τ) > 0 na intervalu (τ+, 0) (jer u
tom slučaju Ei(τ) raste na (τ+, 0)) ili τ+ > 0 i s′i(τ) < 0 na (0, τ+) (tada Ei(τ) opada
na (0, τ+)), što je ekvivalentno uslovu (3.10).

�

Može se pokazati da su pod odredenim uslovima Liuov entropijski uslov i entropijski
uslov dopustivosti ekvivalentni (dokaz videti u [28]).

Teorema 3.9. Neka su i−ta kriva udarnog talasa Si(τ−) kroz U− i odgovarajuća funkcija
brzine udarnog talasa si(τ ;U−) definisane na intervalu (α, β) koji sadrži nulu i neka važi

τ
(
S′i(τ ;U−)

)T
D2η

(
Si(τ ;U−)

)(
Si(τ ;U−)− U−

)
≥ 0, τ ∈ (α, β),

pri čemu je η konveksna entropija za sistem (3.1). Tada i−ti udarni talas koji stanju U−

sa leve strane pridružuje stanje U+ = Si(τ+;U−) sa desne strane brzinom s = si(τ+;U−)
zadovoljava Liuov entropijski uslov (3.11) ako i samo ako zadovoljava entropijski uslov do-
pustivosti Ei(τ) ≤ 0.

Viskozni profil udarnog talasa

Pored entropijskog uslova kao alata za pronalaženje dopustivog slabog rešenja, kao veoma
moćan alat se koristi i Metod izčezavajuće viskoznosti.

Definicija 3.6. Slabo rešenje U = U(x, t) sistema (3.1) je dopustivo ako predstavlja graničnu
vrednost niza funkcija Uµ kada µ→ 0, koje su rešenje sistema zakona održanja

∂tU(x, t) + ∂xF (U(x, t)) = µ∂x
(
B(U(x, t)∂xU(x, t))

)
,

gde B predstavlja n× n matricu definisanu na O.
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Kod ovakvih analiza, prvo treba pronaći viskoznu matricu B. U slučaju kada sistem
zakona održanja (3.1) potiče iz fizike, odabir matrice B diktira fizika. U suprotnom, dodaje
se veštačka viskoznost, gde odabir matrice B treba da bude takav da uzrokuje disipaciju što
bi učinilo sistem dobro definisanim. Vrlo često se za B uzima jedinična matrica I. Da bi
slabo rešenje bilo dopustivo matrica D2ηB mora da bude pozitivno semi-definitna (za detalje
videti [28]).

Definicija 3.7. Viskozni profil udarnog talasa koji povezuje levo U− i desno konstantno
stanje U+ je luk sa krajevima u U− i U+, pri čemu U+ predstavlja rešenje diferencijalne
jednačine

B(V (τ))V ′(τ) = F (V (τ))− F (U−)− s(V (τ)− U−).

Udarni talas koji stanju U− sa leve strane pridružuje stanje U+ sa desne strane zadovoljava
uslov dopustivosti za viskozne udarne talase ako se U− može povezati sa U+ preko viskoznog
profila udarnog talasa.

Može se pokazati da je uslov dopustivosti za viskozne udarne talase jači od entropijskog
uslova, ali kako ovaj metod neće biti značajan u daljoj analizi, zainteresovane čitaoce upućuje-
mo na [28].

Uslov opadanja matematičke entropije

Činjenica da prethodno navedeni uslovi dopustivosti nisu uvek efikasni i da ne mora da
znači da će eliminisati sva nefizička rešenja (npr. entropijski uslov dopustivosti nije potpuno
efikasan kod sistema koji nisu zaista nelinearni) navela je Dafermosa u [27] u potragu za
alternativnim kriterijumom koji se može koristiti kao uslov za proveru dopustivosti slabog
rešenja i ima fizičkog smisla.

Neka je sa (η,Q) označen strogo konveksan entropijski par za sistem (3.1) takav da važi
η(0) = 0. Pretpostavimo da je sa U(x, t) dato ograničeno rešenje tog sistema koje postoji za
svako t ∈ [0, T ]. Sa

HU (t) :=
∫ ∞
−∞

η(U(x, t)) dx

ćemo označavati ukupnu (matematičku) entropiju rešenja U u t ∈ [0, T ]. Koristeći termine
iz [29] i [44] navodimo sledeću definiciju.

Definicija 3.8 ([27]). Rešenje U(x, t) je dopustivo ako ne postoji nijedno Ū(x, t) takvo da
za s ∈ [0, T ] važi

U(x, t) = Ū(x, t) za (x, t) ∈ R× [0, s] i d+HU (t)
dt

<
d+HŪ (t)

dt
,

pri čemu je sa d+
dt označen desni izvod, a d+HU (t)

dt predstavlja stopu promene (matematičke)
entropije koja odgovara rešenju U.

Iz gornje definicije vidimo da je slabo rešenje dopustivo ako ukupna entropija opada sa
najvećom mogućom stopom.

Neka je funkcija U(x, t) ograničena i po delovima neprekidna sa leve strane sa kompakt-
nim nosačem i sa prekidima prvog reda koji se nalaze na udarnim talasima opisanim glatkim
krivama x = cα(t). U [29] je pokazano da je stopa promene entropije rešenja U jednaka

d+HU (t)
dt

= PU (t) +Q(U(−∞))−Q(U(+∞)) = PU (t),
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pri čemu je sa PU (t) označena produkcija entropije η rešenja U u vremenu t. Važi

PU (t) =
∑
α∈S

(
Q(U+(t))−Q(U−(t))− c′α(t)

(
η(U+(t))− η(U−(t))

))
,

pri čemu je sa S označen skup svih udarnih talasa u rešenju U(x, t) u vremenu t, a U+ i U−
su definisani kao u (2.13).

U slučaju sistema zakona održanja sa dve jednačine, kada gustina energije igra ulogu ma-
tematičke entropije, ukupna energija u vremenu t se često označava sa EU (t) dok je sa d+EU (t)

dt
data stopa disipacije energije slabog rešenja U u vremenu t. U tom slučaju se kriterijum za
proveru dopustivosti dat u Definiciji 3.8 naziva Princip maksimalne disipacije energije.

Ovaj kriterijum za proveru dopustivosti rešenja su dalje izučavali i prilagodavali Hsiao u
[51], De Lellis i Székelyhidi u [36, 37], Feireisl u [44], Chiodaroli i Kreml u [23], Dafermos u
[29], Duchon i Robert u [41], itd. Značajan rezultat je ostvaren u [23] gde je pokazano da
Princip maksimalne disipacije energije ne favorizuje klasična samo-slična rešenja u slučaju
dvodimenzionalnog Ojlerovog sistema za izentropsko strujanje stǐsljivog fluida. Naime, kon-
struisano je rešenje kod kog se gubi vǐse energije nego kod klasičnog. Pored toga, u [44] je
metodom konveksne integracije konstruisano beskonačno mnogo rešenja za isti sistem koji
ne zadovoljavaju Princip maksimalne disipacije energije. U [29], Dafermos analizira sisteme
kod kojih maksimalna disipacija energije nije poželjna osobina.

3.3. Opšti oblik rešenja Rimanovog problema

Neka je sistem (3.1) strogo hiperboličan, sa glatkim koefiicjentima definisanim na otvo-
renom intervalu O ∈ Rn i neka je za svako i = 1, . . . , n i−ta karakteristična familija zaista
nelinearna ili linearno degenerisana.

Cilj je pronaći slabo rešenje Rimanovog problema (3.1, 3.2) ako su zadovoljene gore
navedene pretpostavke i ako je |U+ − U−| dovoljno malo. To rešenje će biti samoslično,
oblika U(t, x) = Ψ(xt ), pri čemu funkcija Ψ : R→ Rn može imati prekide prvog reda.

Sa (3.4), odnosno (3.8) data su rešenja Rimanovog problema u slučaju kada se stanje
U+ nalazi na i−toj razredujućoj krivoj, odnosno na i−tom udarnom talasu. Ta dva slučaja
služe kao osnova za konstrukciju rešenja sa proizvoljnim početnim stanjima U− i U+.

Neka je i−ta karakteristična familija zaista nelinearna i neka je i−ti desni karakteristični
vektor ri normalizovan tako da važi Dλiri = 1. Tada svaki i−ti talas male snage mora biti
ili centrirani i−ti razredujući talas ili kompresivni i−ti udarni talas koji zadovoljava Laksov
uslov dopustivosti. To zaključujemo koristeći sledeće:

• Iz Teoreme 3.2 znamo da se sva stanja koja mogu biti pridružena proizvoljnom stanju
U− preko slabog i−tog udarnog talasa nalaze na i−toj krivoj udarnog talasa Si(τ ;U−).

• Iz Teoreme 3.5 zaključujemo da će i−ti udarni talas koji stanju U− sa leve strane
pridružuje neko Si(τ ;U−) biti dopustiv ako i samo je τ < 0, jer tada važi Laksov
entropijski uslov.

• Stanju U− se sa desne strane mogu pridružiti stanja Ri(τ, U−) preko centriranih i−tih
razredujućih krivih ako τ > 0.

• Stanju U− se sa leve strane mogu pridružiti stanja Ri(τ, U−) preko centriranih i−tih
razredujućih krivih ako τ < 0.
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Opšte rešenje Rimanovog problema se može konstruisati spajanjem elementarnih talasa. Na
osnovu prethodne analize vidimo da se i−tu talasna kriva Ψi(τ ;U−) = Ψi(τ)(U−) može
definisati na sledeći način

Ψi(τ ;U−) =
{
Ri(τ ;U−), τ ≥ 0
Si(τ ;U−), τ < 0

(3.18)

Kriva Ψi je glatka za τ 6= 0 i dva puta neprekidno-diferencijabilna u τ = 0.
Rešiti opšti Rimanov problem znači za dato početno stanje W0 = U− pronaći n−torku

(σ1, . . . , σn) u okolini 0 ∈ Rn i uzastopna medustanja Wi := Ψ(σi;Wi−1), i = 1, . . . , n takva
da važi Wn = U+. Kompozicija n talasnih krivih

Λ(σ1, . . . , σn;U−) := Ψn(σn) ◦ · · · ◦Ψ1(σ1)(U−) (3.19)

je dva puta neprekidno-diferencijalna funkcija sa Lipšic-neprekidnim drugim izvodom i važi

∂Λ
∂σi

∣∣∣
σ1=···=σn=0

= ri(U−). (3.20)

Jasno, ukoliko su stanja U− i U+ dovoljno blizu, postojaće jedinstveno σ takvo da U+ =
Λ(σ;U−). n−torka (σ1, . . . , σn) i levo stanje U− će odredivati talasni fan koji stanju U−

pridružuje stanje U+. Sa σi je data amplituda i−tog talasa, dok |σi| predstavlja snagu tog
talasa.

Rešenje Rimanovog problema se može konstruisati i obrnutim redosledom. Preciznije,
počevši od završnog stanja Wn = U+ mogu se konstruisati uzastopna stanja preko talasnih
krivih

Φi(τ ;U+) =
{
Si(τ ;U+), τ ≥ 0
Ri(τ ;U+), τ < 0

(3.21)

i to računajući Wi−1 = Φi(σi;Wi), i = 1, . . . , n sve dok se ne dode do početnog stanja
W0 = U−. Vrlo često je korisno koristiti kombinacije krivih Ψi i Φj , naročito u slučaju
Rimanovog problema za sistem od dva zakona održanja (n = 2). U tom slučaju se povlači
talasna kriva prve karakteristične familije Ψ1(σ1, U

−) kroz levo stanje U− i kriva Φ2(σ2, U
+)

kroz desno stanje U+. Presek te dve krive (ako postoji) se naziva sredǐsnje stanje WM i
važi WM = Ψ1(σ1;U−) = Φ2(σ2;U+). Ako je presek WM jedinstven on generǐse rešenje
Rimanovog problema.

U zavisnosti od sistema i pozicija stanja U− i U+ dve talasne krive mogu da se preseku
u jednoj tački, u vǐse njih, a mogu i da se ne preseku uopšte. U slučaju kada je i−ta
karakteristična familija linearno degenerisana, ne postoje centrirani i−ti razredujući talasi i
svaki i−ti talas mora biti kontakni diskontinuitet. Tada se krive Ψi i Φi poklapaju sa i−tom
krivom udarnog talasa Si, tj. važi Ψi(τ ; Ũ) = Φi(τ ; Ũ) = Si(τ ; Ũ).

Znamo da svaki Rimanov problem sa početnim uslovom

U(x, 0) =
{
Wi−1, x > 0
Wi, x < 0

(3.22)

ima entropijski dopustivo rešenje koje je generisano talasom koji pripada i−toj karakteri-
stičnoj familiji. Razlikujemo dva slučaja:
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Slika 3.3: Rešenje koje se sastoji iz udarnog talasa prve familije, kontaktnog dis-
kontinuiteta druge familije i centriranog razredujućeg talasa treće familije

(A): i−ta karakteristična familija je zaista nelinearna i σi > 0.
Rešenje Rimanovog problema sa početnim uslovom (3.22) će biti centrirani razredujući
talas sa i−tom karakterističnom brzinom koja pripada intervalu [λ−i , λ

+
i ], pri čemu

λ−i := λi(Wi−1), λ+
i := λi(Wi).

(B): i−ta karakteristična familija je zaista nelinearna i σi ≤ 0 ili je i−ta karakteristična
familija linearno degenerisana i σi je proizvoljno.
Rešenje Rimanovog problema sa početnim uslovom (3.22) je dopustiv i−ti udarni talas
ili kontaktni diskontinuitet sa brzinom

λ−i := λ+
i := λi(Wi−1,Wi).

Rešenje originalnog Rimanovog problema se konstruǐse sklapanjem rešenja n Rimanovih
problema sa početnim uslovima (3.22), i = 1, . . . , n. Za dovoljno male amplitude σ1, . . . , σn
brzine λ−i , λ

+
i će ostati blizu karakterističnih brzina λi(U−), i = 1, . . . , n. Kako je sistem

strogo hiperboličan, može se pretpostaviti da su intervali [λ−i , λ
+
i ] disjunktni, tj. da važi

λ−1 ≤ λ
+
1 < λ−2 ≤ λ

+
2 < · · · < λ−n ≤ λ+

n .

Tada će po delovima glatka funkcija U : [0,∞)× R→ Rn data sa

U(x, t) =


U−, x

t ∈ (−∞, λ−1 )
Wi,

x
t ∈ (λ+

i , λ
−
i+1), i = 1, . . . , n− 1

Ri(τ ;Wi−1), x
t ∈ [λ−i , λ

+
i ], xt = λi(Ri(τ ;Wi−1))

U+, x
t ∈ (λ+

n ,∞)

(3.23)

predstavljati slabo rešenje Rimanovog problema (3.1, 3.2) (za primer videti Sliku 3.3).

Teorema 3.10. Neka je sistem (3.1) strogo hiperboličan sa glatkim koefiicjentima definisa-
nim na otvorenom intervalu O ∈ Rn i neka je za svako i = 1, . . . , n i−ta karakteristična
familija zaista nelinearna ili linearno degenerisana. Za svaki kompaktan skup K ∈ O postoji
δ > 0 takvo da Rimanov problem (3.1, 3.2) ima jedinstveno slabo rešenje u obliku (3.23) ako
U− ∈ K i |U+ − U−| < δ.

Dokaz Teoreme 3.10 se može naći u [14].
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Napomena. U nekim slučajevima, talasne krive će biti efikasne i za rešavanje Rimanovog
problema kada su početno i krajnje stanje dosta udaljeni (na primer isentropijsko strujanje
gasa).

U slučaju kada se radi sa strogo hiperboličnim sistemima i karakterističnim familijama
koje su ili linearno degenerisane ili zaista nelinearne, Laksov uslov dopustivosti je dovoljan
da dovede do jedinstvenog rešenja Rimanovog problema. Medutim, u slučaju kada je bar
jedan od ta dva uslova narušen, moraju se koristiti jači uslovi dopustivosti.

Ukoliko je sistem strogo hiperboličan ali nije ni linearno degenerisan ni zaista nelinearan,
koristi se Liuov entropijski uslov dopustivosti. U [28] je opisan postupak konstrukcije talasnih
krivih pod pretpostavkama da je sistem strogo hiperboličan i da je i−ta karakteristična
familija po delovima zaista nelinearna, u smislu da ako je U stanje linearne degeneracije
(važi Dλi(U)ri(U) = 0), tada D(Dλi(U)ri(U)) ri(U) 6= 0. U tom slučaju se može pokazati
da za dovoljno malo |U+ − U−| postoji jedinstveno rešenje Rimanovog problema (3.1, 3.2)
koje se sastoji iz (n + 1)−og konstantnog stanja W0 = U−,W1, . . . ,Wn = U+. Stanju Wi

je pridruženo stanje Wi−1 dopustivim i−tim talasom, pa se rešenje Rimanovog problema
sastoji iz razredujućih talasa i najvǐse prebrojivo mnogo udarnih talasa koji zadovoljavaju
Liuov uslov dopustivosti.

Medutim, narušavanjem pretpostavke o strogoj hiperboličnosti i talasima malih ampli-
tuda dolazi do pojave singularnih rešenja koja sadrže Dirakovu delta funkciju. Narušena
stroga hiperboličnost je takode uzrok problema vezanih za jedinstvenost rešenja Rimano-
vog problema. U tom slučaju Liuov entropijski uslov vǐse nije dovoljan za eliminaciju svih
nedopustivih rešenja.
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Singularna (neklasična) rešenja

4.1. Singularna rešenja - definicija i primeri

Klasična rešenja Rimanovog problema

Ut + F (U)x = 0, U = (u1, . . . , un), F = (f1, . . . , fn),

U(x, 0) =
{
Ul, x < 0
Ud, x > 0,

(4.1)

se mogu predstaviti kao kombinacija elementarnih talasa. Medutim, ona postoje samo kod
nekih hiperboličnih sistema i za neke početne uslove (bar za dovoljno malo |Ul −Ud|). Kako
bismo u potpunosti rešili Rimanov problem (4.1) obično je potrebno da rešenja posmatramo
u neklasičnom smislu. Zbog toga uvodimo singularna rešenja koja su neograničena, što
se ispoljava kroz pojavu Dirakove delta funkcije u rešenju. Takva rešenja ne zadovoljavaju
sistem (4.1), a ni Rankin-Igonoove jednačine u klasičnom smislu. Kako bi se definisala singu-
larna rešenja, izmedu ostalog je neophodno definisati proizvod dve distribucije: Hevisajdove
funkcije i Dirakove delta distribucije, što zavisi od odabira klase približnih rešenja koja će
aproksimirati to rešenje. Najpoznatije klase singularnih rešenja su rešenja u obliku delta i
singularnih udarnih talasa koja se javljaju kao slabi limesi približnih rešenja sistema zakona
održanja. To su distributivna rešenja oblika

U(x, t) =
{
Ul, x < 0
Ud, x > 0

+ Σ(t)δ(x− c(t)),

gde Σ(t) = (σ1(t), . . . , σn(t)), σk(0) = 0, k = 1, . . . , n, Dirakova δ funkcija ima nosač na
pravoj x = c(t), a c(t) i σk(t), k = 1, . . . , n su C1−funkcije.

Rešenje Rimanovog problema koje sadrži delta funkciju se prvi put numerički pojavilo
1977. godine u doktorskoj disertaciji [59], kada je Korčinski1 izučavao sistem

ut +
(
u2)

x
= 0, vt + (uv)x = 0.

1Dennis Korchinski
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Od tada se brojni autori bave singularnim rešenjima i traže načine za njihovu konstrukciju,
ali je još uvek delimično otvoreno pitanje prostora kojem ta rešenja pripadaju.

Postoji vǐse načina (metoda) za konstrukciju približnog rešenja čiji distributivni limes
predstavlja singularno rešenje problema. Medutim, ti metodi su uglavnom definisani na
konkretnom sistemu ili se mogu primeniti samo na specijalnu klasu sistema (to zavisi od
oblika fluks funkcije). Još uvek nije razvijena teorija koja se može primeniti na sve sisteme i
koja objedinjuje definiciju singularnih rešenja. Pored toga, još uvek se ne zna koji sve sistemi
poseduju takva rešenja i koji je uzrok pojave tih rešenja. Autori u [30, 31] koriste slabi asimp-
totski metod (eng. weak asymptotics method) i definǐsu singularno rešenje (u(x, t), v(x, t)) kao
distributivni limes kada ε → 0 slabih asimptotskih rešenja (u(x, t, ε), v(x, t, ε)). Približno
rešenje se takode može konstruisati koristeći Kolomboovu teoriju uopštenih funkcija (videti
[73, 74]). Sever u [95] definǐse singularno rešenje U sistema Ut +F (U)x = 0 kao slabi limes
približnih rešenja Uε takvih da izraz

∂tUε(·, t) + ∂xF
(
Uε(·, t)

)
− ε∂x

(
B∂x(Uε(·, t))

)
konvergira ka nuli u prostoru mera na R i tačkasto po t za neku pozitivno definitnu matricu
B. Medutim, neki autori smatraju da postoji mana u toj definiciji, jer se rešenje U ne
povezuje sa sistemom (4.1)1.

Mi ćemo kasnije definisati približna rešenja u obliku senka talasa (SDW rešenja) koja
su definisana tako da se mogu primeniti na što veću klasu sistema, a obuhvataju i delta i
singularne udarne talase kao specijalne slučajeve.

Uslovi dopustivosti koji se najčešće koriste kod singularnih rešenja su uslov prekompre-
sivnosti

λi(Ul) ≥ c′(t) ≥ λi(Ud), i = 1, . . . , n

i entropijski uslov. Ta dva uslova ćemo kasnije koristiti i kod rešenja u obliku senka talasa.

Singularna rešenja sa delta funkcijom dodatom na samo jednu komponentu u rešenju
postoje kod sistema oblika

ut +
(
f1(u, v)

)
x

= 0
vt +

(
f2(u, v)

)
x

= 0,
(4.2)

pri čemu su sa f1(u, v) i f2(u, v) date glatke funkcije, linearne u odnosu na v.
Neka je dat početni uslov oblika

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) + σ0δ(x−X), (4.3)

gde u0(x), v0(x) ∈ L∞(R;R), a σ0 je konstanta.
U nastavku ćemo navesti definiciju singularnih rešenja početnog problema (4.2, 4.3) sa

nosačem delta funkcije na krivoj x = c(t), pri čemu je c(t) glatka funkcija. Opštija definicija
ovih rešenja, kada se singulariteti nalaze na povezanom grafu koji je unija konačno mnogo
glatkih krivih je data u [30] i [31].

Napomena. U slučaju kada je σ0 = 0, a u0(x) i v0(x) su po delovima konstantne funkcije
posmatramo Rimanov početni problem kao specijalan oblik početnog problema (4.2, 4.3).
Rešenje tog problema se naziva delta udarni talas. Početni uslov koji sadrži delta funkciju je
značajan, jer se rešavanje problema interakcije može svesti na početni problem sa početnim
uslovom oblika (4.3), što ćemo kasnije i koristiti.
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Definicija 4.1. Par distribucija (u(x, t), v(x, t)), gde v(x, t) = v̄(x, t) + σ(t)δ(x − c(t)) i
u, v̄ ∈ L∞

(
R× (0,∞);R

)
, σ(t), c(t) ∈ C1, σ(0) = σ, c(0) = X je singularno rešenje problema

(4.2, 4.3) ako ∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

(
uϕt + f1(u, v̄)ϕx

)
dxdt+

∫ ∞
−∞

u0(x)ϕ(x, 0) dx = 0∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

(
v̄ϕt + f2(u, v̄)ϕx

)
dxdt+

∫ ∞
0

σ(t)∂xϕ(c(t), t) dt+
∫ ∞
−∞

v0(x)ϕ(x, 0) dx = 0

važi za svaku test funkciju ϕ ∈ C∞0 (R2
+), gde R2

+ := R× [0,∞).

U slučaju singularnih rešenja Rankin-Igonoov uslov vǐse ne važi, jer ta rešenja ne zadovolja-
vaju sistem (4.1) u klasičnom smislu, a izraz

∫∞
0 σ(t)∂xϕ(c(t), t) dt je posledica toga. Naime,

pojavljuju se tzv. Rankin-Igonoovi deficiti koje ćemo označavati sa κ1, κ2. Sada imamo

−[u]c′(t) + [f1(u, v)] = 0, −c′(t)[v] + [f2(u, v)] = σ′(t),

pa je κ1 = 0, jer u komponenta u rešenju ne sadrži delta funkciju (prvi uslov je standardna
Rankin-Igonoova jednačina) i κ2 = σ′(t). Drugim rečima, singularni deo prve komponente
u rešenju u je mali i teži nuli u prostoru mera, pa je prva Rankin-Igonoova jednačina za-
dovoljena, dok singularni deo druge komponente v nije zanemarljiv. Kažemo da je brzina
singularnog rešenja problema (4.2, 4.3) jednaka c′(t), dok je snaga jednaka σ(t).

Napomena. Kod nekih sistema postoje singularna rešenja kod kojih dve ili vǐse komponenti
u rešenju sadrže delta funkciju, i u tom slučaju dobijamo dodatni sistem jednačina koji je
kombinacija standarnih Rankin-Igonoovih jednačina i jednačina kod kojih umesto 0 sa desne
strane imamo Rankin-Igonoov deficit (Propozicija 4.1).

Tipičan primer modela kod kog može doći do pojave rešenja u obliku delta udarnog talasa
je sistem

ut +
(
f(u)

)
x

= 0, vt +
(
g(u)v

)
x

= 0,

koji je linearan u odnosu na v komponentu rešenja i specijalan je oblik sistema (4.2). Takode,
model za gasnu dinamiku (2.25) sa Rimanovim početnim uslovom ima rešenje u obliku delta
udarnog talasa (videti Glavu 5). To rešenje se, kao što je uradeno u [8] može definisati i kao
rešenje sa vrednostima u prostoru mera (MV - rešenje).

Rešenje u obliku singularnih udarnih talasa postoji kod sistema oblika

ut +
(
f(u)− v

)
x

= 0, vt +
(
g(u)

)
x

= 0, (4.4)

pri čemu su f i g polinomne funkcije

f(u) =
n∑
i=0

aiu
i, an 6= 0, g(u) =

n+1∑
i=0

biu
i, bn+1 6= 0,

i n je paran prirodan broj. Singularni udarni talasi su nelinearni objekti kod kojih fluks
funkcije f i(U) nisu dobro definisane u prostoru mera. Dati su kao limes približnog rešenja
koje pripada nekom prostoru funkcija koji predstavlja dual prostora test funkcija, dok je
limes definisan u nekom prostoru težinskih mera ([58]). Takode, može se pokazati da takvo
rešenje pripada prostoru uopštenih distribucija (videti [24, 73, 90]).

Najpoznatiji model sa rešenjem u obliku singularnog udarnog talasa koji je i specijalan
oblik sistema (4.4) je tzv. Keyfitz-Kranzer model ([58, 60]),

ut +
(
u2 − v

)
x

= 0, vt +
(1

3u
3 − u

)
x

= 0. (4.5)
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Sistem (4.5) je strogo hiperboličan i obe karakteristične familije su zaista nelinearne, ali
Rimanov problem (4.5),

(u, v)(x, 0) =
{

(ul, vl), x < 0
(ur, vr), x > 0

ne poseduje uvek klasično rešenje koje je kombinacija udarnih i razredujućih talasa. Zani-
mljivo je da postoji veza izmedu sistema (4.5) i modela za politropan gas kada p(ρ) = ργ ,
gde γ = 1,

ρt +
(
ρu
)
x

= 0,
(
ρu
)
t
+
(
ρu2 + ρ

)
x

= 0. (4.6)

Naime, glatka rešenja sistema (4.6) zadovoljavaju jednačinu

ut +
(1

2u
2 + log ρ

)
x

= 0,

pa smenom promenljivih v = 1
2u

2 − log ρ dobijamo sistem (4.5) čije dve jednačine pred-
stavljaju zakone održanja brzine u i nove veličine v koja predstavlja matematičku entropiju
za sistem (4.5) (videti [55, 56]). Rešenje u obliku singularnog udarnog talasa se javlja i kod
sistema iz hromatografije koji menjaju tip [70, 103].

Napomena. Kao što možemo videti na primeru sistema (4.5) i (4.6), sistemi zakona održanja
su prilično osetljivi na smenu promenljivih (tj. na odabir promenljive koja će biti očuvana u
sistemu). Dešava se da različiti oblici istog sistema imaju različite osobine i rešenja. Nekoliko
takvih primera se može naći u [55].

Sistem (4.5) koji poseduje rešenje u obliku singularnog udarnog talasa je dobijen iz
klasičnog Ojlerovog sistema, pa je moguće da se smenom promenljivih koja nije fizički oprav-
dana može doći do rešenja u obliku singularnog udarnog talasa ([55]).

Delta udarne talase obično vezujemo za slabo hiperbolične sisteme ([63]), a singularne za
strogo hiperbolične iako se mogu pronaći primeri gde to pravilo ne važi (videti [57] na primer).
Postoji nekoliko otvorenih pitanja u vezi sa delta i singularnim udarnim talasima. Naime,
još uvek ne postoji opšte prihvaćeno objašnjenje u kom smislu ta rešenja zadovoljavaju neki
hiperbolični sistem zakona održanja, a prisutan je i nedostatak fizičke interpretacije takvih
rešenja.

U poslednje vreme su se pojavili još neki oblici singularnih rešenja kao što su na primer
δ′− ili δ(n)−udarni talasi definisani u [86, 97], ili talasi koji sadrže

√
δ iz [58, 74]. Takode,

u [79] su definisani delta kontaktni diskontinuiteti sa nosačem delta funkcije na pravoj i sa
snagom koja se ne menja sa vremenom. Pored toga, delta kontaktni diskontinuitet se prostire
duž karakteristike. Svi ti objekti su obuhvaćeni nekim oblikom senka talasa, pa ih nećemo
posebno analizirati.

4.2. Senka talasi

Činjenica da do sada nije tačno utvrdeno koji sistemi imaju rešenje u obliku delta ili
singularnog talasa, kao i problem jedinstvenosti rešenja nam značajno komplikuju potragu
za neklasičnim rešenjem nekog sistema. Iz tog razloga u ovom delu uvodimo senka talase (eng.
shadow waves) date u [75], koji su definisani što grublje kako bi objedinili delta i singularne
talase (ili bar postupak traženja istih), a pritom i proširili klasu mogućih neograničenih
rešenja jednodimenzionalnih sistema zakona održanja. To je postignuto uvodenjem malog
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parametra ε > 0 koji je zaslužan za pojavu Dirakove delta funkcije u rešenju. Rešenje u obliku
senka talasa (ili kraće SDW rešenje) Rimanovog problema sa levim i desnim konstantnim
stanjima Ul i Ur, sastoji se iz bar dva udarna talasa koji razdvajaju početna stanja Ul i Ur.
Brzine tih talasa su malo pomerene u odnosu na brzinu c′(t).

Posmatramo n× n sistem zakona održanja

∂tF (U) + ∂xG(U) = 0, U = (u1, . . . , un) : R2
+ → Ω ⊂ Rn, (4.7)

gde su funkcije F, G : Ω→ Rn neprekidne.
U zavisnosti od oblika funkcija F i G, kao i od početnog uslova koristićemo vǐse različitih

oblika senka talasa. Krenućemo od najjednostavnijeg oblika - konstantnog senka talasa koji u
opštem slučaju nije dovoljan za rešavanje problema interakcije izmedu talasa. Zato uvodimo
opštiji oblik, tzv. težinske senka talase koji proširuju klasu mogućih rešenja i povećavaju
šansu za pronalaženje dopustivog entropijskog rešenja. Na kraju definǐsemo složene senka
talase.

4.2.1. Konstantni senka talasi

Sledeća lema daje direktan način za pronalaženje rešenja u obliku senka talasa.

Lema 4.1. Neka su date funkcije F, G ∈ C(Ω;Rn) i neka je Uε : R2
+ → Ω ⊂ Rn po delovima

konstantna funkcija data sa

Uε(t, x) =


Ul, x < c(t)− aε(t)− x1,ε

Ul,ε, c(t)− aε(t)− xl,ε < x < c(t)
Ur,ε, c(t) < x < c(t) + bε(t) + xr,ε

Ur, x > c(t) + bε(t) + xr,ε.

(4.8)

Funkcije aε, bε su glatke i jednake nuli u t = 0 sa redom rasta manjim ili jednakim ε i
xl,ε, xr,ε ∼ ε. Pretpostavimo da važi

max
i=l,r

{
‖F (Ui,ε)‖L∞ , ‖G(Ui,ε)‖L∞

}
= O(ε−1). (4.9)

Tada

∂tF (Uε) ≈− c′(t)
(
F (Ur)− F (Ul)

)
δ +

(
a′ε(t)F (Ul,ε) + b′ε(t)F (Ur,ε)

)
δ

− c′(t)
(
(aε(t) + xl,ε)F (Ur,ε) + (bε(t) + xr,ε)F (Ur,ε)

)
δ′

∂xG(Uε) ≈
(
G(Ur)−G(Ul)

)
δ +

(
(aε(t) + xl,ε)G(Ul,ε) + (bε(t) + xr,ε)G(Ur,ε)

)
δ′,

(4.10)

pri čemu δ i δ′ imaju nosače na pravoj x = c(t).

Napomena. Neka je Vε lokalno integrabilna funkcija sa domenom Ω ∈ Rn. Pǐsemo Vε ≈ G ∈
D′(Ω) ako za svaku test funkciju ϕ ∈ C∞0 (Ω) važi∫

Ω
Vεϕ→ 〈G,ϕ〉 kada ε→ 0.

Takode, aε ∼ bε ako postoji A > 0 takvo da lim
ε→0

aε
bε

= A. Landauovi simboli O(·) i o(·) će biti
korǐsćeni pod pretpostavkom ε→ 0 koja će često biti izostavljena posle njihovog korǐsćenja.
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Dokaz. Neka je

IF :=
∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

∂tF (Uε)ϕ(x, t) dxdt, IG :=
∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

∂xG(Uε)ϕ(x, t) dxdt

Primenom parcijalne integracije dobijamo

IF =−
∫ ∞

0

(
c′(t)− a′ε(t)

)(
F (Ul,ε)− F (Ul)

)
ϕ
(
c(t)− aε(t)− xl,ε, t

)
dt

−
∫ ∞

0
c′(t)

(
F (Ur,ε)− F (Ul,ε)

)
ϕ
(
c(t), t

)
dt

−
∫ ∞

0

(
c′(t) + b′ε(t)

)(
F (Ur)− F (Ur,ε)

)
ϕ
(
c(t) + bε(t) + xr,ε, t

)
dt+O(ε2).

Dalje, korǐsćenjem formule za Tejlorov razvoj funkcije ϕ ∈ C∞0 (R2
+)

ϕ
(
c(t)− aε(t)− xl,ε(t), t

)
= ϕ

(
c(t), t

)
+

m∑
i=1

∂ixϕ
(
c(t), t

)(−aε(t)− xl,ε)i

i! +O(εm+1)

ϕ
(
c(t) + bε(t) + xr,ε, t

)
= ϕ

(
c(t), t

)
+

m∑
i=1

∂ixϕ
(
c(t), t

)(bε(t) + xr,ε)i

i! +O(εm+1)

dobijamo

IF =−
(
F (Ul,ε)− F (Ul)

) ∫ ∞
0

(
c′(t)− a′ε(t)

)(
ϕ(c(t), t)− ∂xϕ(c(t), t)(aε(t) + xl,ε)

)
dt

−
(
F (Ur,ε)− F (Ul,ε)

) ∫ ∞
0

c′(t)ϕ
(
c(t), t

)
dt

−
(
F (Ur)− F (Ur,ε)

) ∫ ∞
0

(
c′(t)+b′ε(t)

)(
ϕ(c(t), t)+∂xϕ(c(t), t)(bε(t)+x2,ε)

)
dt+O(ε2)

=−
(
F (Ur)− F (Ul)

) ∫ ∞
0

c′(t)ϕ
(
c(t), t

)
dt+

∫ ∞
0

(
a′ε(t)F (Ul,ε) + b′ε(t)F (Ur,ε)

)
ϕ
(
c(t), t

)
dt

+
∫ ∞

0
c′(t)

(
(aε(t) + xl,ε)F (Ul,ε) + (bε(t) + xr,ε)F (Ur,ε)

)
∂xϕ

(
c(t), t

)
dt+O(ε).

Zbog pretpostavke o rastu funkcija aε, bε, F (Ui,ε), G(Ui,ε), i = l, r, bilo je dovoljno uzeti
m = 1 u gornjem razvoju. Sve prethodne aproksimacije imaju tačnost reda ε2.

Na isti način kao kod ∂tF (Uε) dobijamo aproksimacije za ∂xG(Uε)

IG =
(
G(Ul,ε)−G(Ul)

) ∫ ∞
0

(
ϕ
(
c(t), t

)
− ∂xϕ

(
c(t), t

)(
aε(t) + xl,ε

))
dt

+
(
G(Ur,ε)−G(Ul,ε)

) ∫ ∞
0

ϕ
(
c(t), t

)
dt

+
(
G(Ur)−G(Ur,ε)

) ∫ ∞
0

(
ϕ
(
c(t), t

)
+ ∂xϕ

(
c(t), t

)
(bε(t) + xr,ε

))
dt+O(ε2)

=
(
G(Ur)−G(Ul)

) ∫ ∞
0

ϕ
(
c(t), t

)
dt

−
∫ ∞

0

(
(aε(t) + xl,ε)G(Ul,ε) + (bε(t) + xr,ε)G(Ur,ε)

)
∂xϕ

(
c(t), t

)
dt+O(ε).

Ovim je dokaz završen. �

Definicija 4.2. Po delovima konstantne funkcije oblika (4.8) se nazivaju (konstantni) senka
talasi (kraće konstantni SDW ili samo SDW).
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Vrednost

σε(t) := (aε(t) + xl,ε)Ul,ε + (bε(t) + xr,ε)Ur,ε (4.11)

je snaga, a c′(t) je brzina senka talasa.
Centralna linija senka talasa je data sa x = c(t), dok x = c(t) − aε(t) − xl,ε i x =

c(t) + bε(t) + xr,ε predstavljaju spoljašnje linije senka talasa.
Vrednosti xl,ε i xr,ε nazivamo pomerajima, dok su Ul,ε, Ur,ε sredǐsnja stanja datog senka

talasa.

Pomeraji xl,ε i xr,ε iz (4.8) su korisni kada početni uslov sadrži delta funkciju. Ako
σ := limε→0 xl,εUl,ε + xr,εUr,ε ∈ Rn postoji, funkcija Uε iz (4.8) će zadovoljavati uslov

U(x, 0) =
{
Ul, x < 0
Ur, x > 0

+ σδ(0,0). (4.12)

Takode, problem interakcije u kom učestvuje bar jedan senka talas (to uključuje i delta
i singularne udarne talase) je ekvivalentan problemu sa početnim uslovom oblika (4.12)
transliranom u tačku interakcije. U tom slučaju xl,ε i xr,ε ima ulogu u kontrolisanju početne
snage senka talasa.

Lema 4.2. Neka je σε(t) dato u (4.11) i neka limε→0 σε(t) = σ(t) ∈ Rn postoji za svako
t ≥ 0. Tada

lim
ε→0

∫∫
Uε(x, t)ϕ(x, t) dxdt = 〈σ(t)δ(x− c(t)) + Ul + [U ]θ(x− c(t)), ϕ(x, t)〉 , (4.13)

gde je sa θ data Hevisajdova funkcija i [U ] := Ur − Ul.

Dokaz. Dokaz je direktna posledica definicije konstantnog senka talasa. Imamo

lim
ε→0

∫∫
Uε(x, t)ϕ(x, t) dxdt = lim

ε→0

∫ +∞

0

∫ c(t)−aε−xl,ε

−∞
Ul ϕ(x, t) dxdt

+ lim
ε→0

∫ +∞

0

∫ c(t)

c(t)−aε−xl,ε
Ul,ε ϕ(x, t) dxdt+ lim

ε→0

∫ +∞

0

∫ c(t)+bε+xr,ε

c(t)
Ur,ε ϕ(x, t) dxdt

+ lim
ε→0

∫ +∞

0

∫ +∞

c(t)+bε+xr,ε
Ur ϕ(x, t) dxdt,

pa važi

lim
ε→0

∫∫
(Uεϕ)(x, t)dxdt =

∫ +∞

0

∫ c(t)

−∞
U0ϕ(x, t)dxdt+ lim

ε→0

∫ +∞

0
(aε + xl,ε)Ul,εϕ(c(t), t)dt

+ lim
ε→0

∫ +∞

0
(bε + xr,ε)Ur,ε ϕ(c(t), t)dt+

∫ +∞

0

∫ +∞

c(t)
Urϕ(x, t)dxdt

=
∫
σ(t)ϕ(c(t), t)dt+

∫∫
(Ul + [U ]θ(x− c(t)))ϕ(x, t)dxdt.

Relaciju (4.13) možemo zapisati i na sledeći način

Uε(x, t) ≈
{
Ul, x < c(t)
Ur, x > c(t)

+ σ(t)δ
(
x− c(t)

)
kada ε→ 0.

�
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Definicija 4.3. Neka je Uε = (u1
ε, . . . , u

n
ε ) rešenje u obliku senka talasa dato sa (4.8).

Komponente uiε, i = 1, . . . , n koje zadovoljavaju uslov

‖uiε‖L∞ = O(ε−1) ako su F i G najvǐse linearne u odnosu na i− tu promenljivu (4.14)

su glavne ili ε−1 komponente.
Komponente uiε, i = 1, . . . , n koje zadovoljavaju uslov

‖uiε‖L∞ ima rast dovoljno malog reda da važi (4.9) (4.15)

su sporedne komponente.
Ako sve sporedne komponente senka talasa (4.8) imaju konačan limes kada ε→ 0, tada je

distributivni limes rešenja Uε dat u obliku delta udarnog talasa. Ukoliko je bar jedna sporedna
komponenta neograničena kada ε→ 0, dobijeni talas se naziva singularni udarni talas.

U nastavku pretpostavljamo da važi jedan od dva uslova: (4.14) ili (4.15).

Definicija 4.4. Neka je dato fiksirano stanje Ul. Skup svih stanja Ur ∈ Ω za koje postoji
rešenje u obliku senka talasa sistema (4.7) sa početnim uslovom

U(x, 0) =
{
Ul, x < 0
Ur, x > 0

(4.16)

naziva se SDW lokus stanja Ul. Tačke na SDW lokusu za koje je rešenje u oblike senka talasa
problema (4.7, 4.16) dopustivo naziva se dopustiv SDW lokus stanja koji odgovara stanju Ul.

Prosti senka talasi

Konstrukcija i kompleksnost rešenja u obliku senka talasa zavise od osobina funkcija F
i G u (4.7). U nastavku ćemo posmatrati specijalan oblik konstantnog senka talasa koji se
naziva prost senka talas i ima oblik

Uε(x, t) =


Ul, x < (c− aε)t
Ul,ε, (c− aε)t < x < ct

Ur,ε, ct < x < (c+ bε)t
Ur, x > (c+ bε)t.

(4.17)

Napomena. Udarni talas koji stanju Ul sa leve strane pridružuje stanje Ur sa desne strane
i prostire se brzinom c možemo posmatrati kao specijalan slučaj prostog senka talasa, i to
biranjem Ul,ε = Ul, Ur,ε = Ur ili aε = bε = 0. Isto važi i za kontaktne diskontinuitete.

Iz (4.17) se vidi da se prost senka talas prostire konstantnom brzinom c, tj. njegov front
se nalazi na pravoj x = ct. Takode, xl,ε = xr,ε = 0, što znači da (4.17) ne može biti rešenje
problema interakcije ili problema koji u početnom uslovu ima delta funkciju. Medutim, takav
oblik rešenja je obično dovoljan za rešavanje Rimanovog problema sa n = 2.

Jedna od prednosti rešenja u obliku senka talasa je ta što se postupak pronalaženja
rešenja svodi na rešavanje sistema jednačina.

Neka je dat sistem (4.7) u nekanoničkom obliku. U slučaju prostog senka talasa (u
nastavku ćemo često izostavljati reč “prost”), aproksimacije (4.10) imaju oblik

∂tF (Uε) ≈− c
(
F (Ur)− F (Ul)

)
δ(x− ct) +

(
aεF (Ul,ε) + bεF (Ur,ε)

)
δ(x− ct)

− c
(
aεF (Ul,ε) + bεF (Ur,ε)

)
tδ′(x− ct)

∂xG(Uε) ≈
(
G(Ur)−G(Ul)

)
δ(x− ct) +

(
aεG(Ul,ε) + bεG(Ur,ε)

)
tδ′(x− ct),
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pa važi

∂tF (Uε) + ∂xG(Uε) ≈
(
−c
(
F (Ur)− F (Ul)

)
+G(Ur)−G(Ul) + aεF (Ul,ε) + bεF (Ur,ε)

)
δ

+
(
−c
(
aεF (Ul,ε) + bεF (Ur,ε)

)
+ aεG(Ul,ε) + bεG(Ur,ε)

)
tδ′.

Rešenje sistema (4.7) u obliku (4.17) postoji, tj. ∂tF (Uε) + ∂xG(Uε) ≈ 0 ako i samo
postoji rešenje sistema

c
(
f i(Ur)− f i(Ul)

)
−
(
gi(Ur)− gi(Ul)

)
≈ aεf i(Ul,ε) + bεf

i(Ur,ε)
aεg

i(Ul,ε) + bεg
i(Ur,ε) ≈ c

(
aεf

i(Ul,ε) + bεf
i(Ur,ε)

), i = 1, . . . , n, (4.18)

gde F = (f1, . . . , fn), G = (g1, . . . , gn). Leva strana prve jednakosti u (4.18) predstavlja
i−ti Rankin-Igonoov deficit

κi := c(f i(Ur)− f i(Ul))− (gi(Ur)− gi(Ul)), i = 1, . . . , n.

Sada sistem (4.18) dobija oblik

aεf
i(Ul,ε) + bεf

i(Ur,ε) ≈ κi

aεg
i(Ul,ε) + bεg

i(Ur,ε) ≈ c κi
, i = 1, . . . , n.

Napomena. U slučaju kada je sistem (4.7) dat u kanoničkom obliku, tj. f i(y) = yi, i =
1, . . . , n pitanje egzistencije rešenja u obliku prostog senka talasa je ekvivalentno rešavanju
sistema

aεu
i
l,ε + bεu

i
r,ε ≈ κi

aεg
i(Ul,ε) + bεg

i(Ur,ε) ≈ c κi
, i = 1, . . . , n. (4.19)

Propozicija 4.1 (Propozicija 3.1. iz [75]). Neka fluks funkcije u (4.7) imaju najvǐse
linearan rast u odnosu na k komponenti (u1, . . . , uk) i superlinearan u odnosu na ostale
komponente. Tada se SDW lokus sistema (4.7) u kanoničkom obliku (F (U) = U) nalazi na
mnogostrukosti dimenzije k + 1.

Dokaz. Komponente uij,ε, j = l, r, i = k + 1, . . . , n imaju rast koji je u odnosu na ε
dovoljno mali da zadovolji jednu od dve pretpostavke (4.14), (4.15). Ako fluks funkcija ima
superlinearan rast u odnosu na i−tu komponentu ui, tada važi uij,ε = o(ε−1). To znači da je
i−ti Rankin-Igonoov deficit jednak nuli (κi = 0), pa je sistem (4.19) delimično odreden. Za
fiksno levo stanje Ul, brzina c i desno stanje Ur (n+ 1 promenljiva) treba da zadovolje n− k
jednačina oblika

c = gi(Ur)− gi(Ul)
uir − uil

, i = k + 1, . . . , n.

Za odredeno c, skup svih mogućih vrednosti za Ul = (u1
l , . . . , u

n
l ) će pripadati preseku mno-

gostrukosti dimenzije k+ 1 i domena Ω. Dalje, za poznato Ul, Ur i c treba odrediti sredǐsnja
stanja uij,ε, j = l, r, i = 1, . . . , n. Kako je κk+1 = · · · = κn = 0, sistem (4.19) ima n + k
netrivijalnih jednačina sa 2n nepoznatih

aεu
i
l,ε + bεu

i
r,ε ≈ κi, i = 1, . . . , k

aεg
i(Ul,ε) + bεg

i(Ur,ε) ≈ cκi, i = 1, . . . , k
aεg

i(Ul,ε) + bεg
i(Ur,ε) ≈ 0, i = k + 1, . . . , n.

Za neke specijalne forme fluks funkcija taj sistem ima rešenje. �
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Primer 4.1 (Konstrukcija rešenja u obliku δ−udarnog talasa). Neka postoji rešenje koje se
sastoji iz delta udarnog talasa i to u formi

u(x, t) =
{
ul, x < ct

ur, x > ct
, v(x, t) =

{
vl, x < ct

vr, x > ct
+ αlδ

−(x− ct) + αrδ
+(x− ct),

pri čemu su δ−(x− ct) i δ+(x− ct) definisane na R2
+ ∩ {x ≤ ct} i R2

+ ∩ {x ≥ ct}, respektivno i imaju
nosač na pravoj x = ct. Odgovarajuće SDW rešenje se konstruǐse uzimanjem

ul,ε = ul, ur,ε = ur, lim
ε→0

aεvl,ε = αl, lim
ε→0

bεvr,ε = αr.

�

Pretpostavke (4.14) i (4.15) se koriste kako bi analiza bila što opštija, ali se kod nekih
specijalnih sistema one mogu izbeći. Razvojem test funkcije do drugog stepena dobijamo
rešenja u obliku tzv. δ′−udarnog talasa koja su uvedena u [86, 97]. Naravno, još većom
preciznošću prilikom aproksimacije test funkcije dobijamo rešenja u obliku δ(n)−udarnog
talasa (za detalje videti [75]).

4.2.2. Težinski senka talasi

Kako bi se obuhvatilo što vǐse tipova rešenja sistema zakona održanja, nastaju speci-
jalni oblici senka talasa. Jedan takav je težinski senka talas kod koga sredǐsnja stanja
Ul,ε(t), Ur,ε(t) zavise od t.

Lema 4.3. Neka su date funkcije F, G ∈ C(Ω;Rn) i neka je Uε : R2
+ → Ω ⊂ Rn za svako

t ≥ 0 po delovima konstantna funkcija data sa

Uε(x, t) =


Ul, x < c(t)− aε(t)
Ul,ε(t), c(t)− aε(t) < x < c(t)
Ur,ε(t), c(t) < x < c(t) + bε(t)
Ur, x > c(t) + bε(t).

(4.20)

Funkcije aε, bε su C1−funkcije takve da važi aε(0) = xl,ε i bε(0) = xr,ε. Neka F i G
zadovoljavaju uslov

max
i=l,r

{
‖F (Ui,ε)‖L∞ , ‖G(Ui,ε)‖L∞

}
= O(ε−1).

Tada

IF :=
∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

∂tF (Uε)ϕ(x, t) dxdt ≈ −
∫ ∞

0
c′(t)(F (Ur)− F (Ul))ϕ

(
c(t), t

)
dt

+
∫ ∞

0
∂t
(
(aε(t)F (Ul,ε(t)) + bε(t)F (Ur,ε(t))

)
ϕ
(
c(t), t

)
dt

+
∫ ∞

0
c′(t)(aε(t)F (Ul,ε(t)) + bε(t)F (Ur,ε(t)))∂xϕ

(
c(t), t

)
dt

IG :=
∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

∂xG(Uε)ϕ(x, t) dxdt ≈
∫ ∞

0
(G(Ur)−G(Ul))ϕ

(
c(t), t

)
dt

−
∫ ∞

0
(aε(t)G(Ul,ε(t)) + bε(t)G(Ur,ε(t)))∂xϕ

(
c(t), t

)
dt.
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Dokaz. Dokaz je sličan dokazu Leme 4.1. Naime, razliku pravi činjenica da sredǐsnje stanje
zavisi od t, pa se u aproksimaciji za IF posle parcijalne integracije pojavljuje izraz∫ ∞

0

∫ c(t)

c(t)−aε(t)
∂tF

(
Ul,ε(t)

)
ϕ(x, t) dxdt+

∫ ∞
0

∫ c(t)+bε(t)

c(t)
∂tF

(
Ur,ε(t)

)
ϕ(x, t) dxdt,

tj. dobijamo

IF =−
∫ ∞

0

(
c′(t)− a′ε(t)

)(
F (Ul,ε(t))− F (Ul)

)
ϕ
(
c(t)− aε(t), t

)
dt

−
∫ ∞

0
c′(t)

(
F (Ur,ε(t))− F (Ul,ε(t))

)
ϕ
(
c(t), t

)
dt

−
∫ ∞

0

(
c′(t) + b′ε(t)

)(
F (Ur)− F (Ur,ε(t))

)
ϕ
(
c(t) + bε(t), t

)
dt

+
∫ ∞

0

∫ c(t)

c(t)−aε(t)
∂tF

(
Ul,ε(t)

)
ϕ(x, t) dx︸ ︷︷ ︸

=aε(t)∂tF
(
Ul,ε(t)

)
ϕ(c(t),t)+O(ε)

dt+
∫ ∞

0

∫ c(t)+bε(t)

c(t)
∂tF

(
Ur,ε(t)

)
ϕ(x, t) dx︸ ︷︷ ︸

=bε(t)∂tF
(
Ur,ε(t)

)
ϕ(c(t),t)+O(ε)

dt.

Razvojem test funkcije ϕ u Tejlorov polinom IF svodimo na

IF =−
∫ ∞

0

(
F (Ur)− F (Ul)

)
c′(t)ϕ

(
c(t), t

)
dt

+
∫ ∞

0

(
aε(t)∂tF

(
Ul,ε(t)

)
+a′ε(t)F

(
Ul,ε(t)

)︸ ︷︷ ︸
=∂t
(
aε(t)F (Ul,ε(t))

) +bε(t)∂tF
(
Ur,ε(t)

)
+b′ε(t)F

(
Ur,ε(t)

)︸ ︷︷ ︸
=∂t
(
bε(t)F (Ur,ε(t))

)
)
ϕ(c(t), t)dt

+
∫ ∞

0
c′(t)

(
aε(t)F

(
Ul,ε(t)

)
+ bε(t)F

(
Ur,ε(t)

))
∂xϕ

(
c(t), t

)
dt+O(ε),

što je i trebalo pokazati. Slično,

IG =
∫ ∞

0

(
G(Ur)−G(Ul)

)
ϕ
(
c(t), t

)
dt

−
∫ ∞

0

(
aε(t)G(Ul,ε(t)) + bε(t)G(Ur,ε(t))

)
∂xϕ

(
c(t), t

)
dt+O(ε).

�

Koristeći Lemu 4.3 i aproksimacije za IF i IG dobijamo

IF + IG ≈
∫ ∞

0

(
− c′(t)

(
F (Ur)− F (Ul)

)
+
(
G(Ur)−G(Ul)

))
ϕ
(
c(t), t

)
dt

+
∫ ∞

0
∂t
(
aε(t)F (Ul,ε(t)) + bε(t)F (Ur,ε(t))

)
ϕ
(
c(t), t

)
dt

+
∫ ∞

0
c′(t)

(
aε(t)F

(
Ul,ε(t)

)
+ bε(t)F

(
Ur,ε(t)

))
∂xϕ

(
c(t), t

)
dt

−
∫ ∞

0

(
aε(t)G(Ul,ε(t)) + bε(t)G(Ur,ε(t))

)
∂xϕ

(
c(t), t

)
dt

Izjednačavanjem izraza uz ϕ(c(t), t) (što odgovara δ funkciji) sa nulom dobijamo sistem
običnih diferencijalnih jednačina

c′(t)
(
F (Ur)− F (Ul)

)
−
(
G(Ur)−G(Ul)

)
≈ ∂t

(
aε(t)F (Ul,ε(t)) + bε(t)F (Ur,ε(t))

)
, (4.21)
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dok izjednačavanjem izraza koji odgovara δ′ sa nulom dobijamo

c′(t)
(
aε(t)F

(
Ul,ε(t)

)
+ bε(t)F

(
Ur,ε(t)

))
≈ aε(t)G(Ul,ε(t)) + bε(t)G(Ur,ε(t)). (4.22)

Dakle, kao i ranije egzistencija rešenja u obliku težinskog senka talasa ekvivalentna je po-
stojanju rešenja sistema (4.21, 4.22).

Kod sistema dimenzije veće od dva skoro je nemoguće pronaći konstantno SDW rešenje
problema interakcije, pa u tom slučaju težinski senka talas igra značajnu ulogu.

Napomena. U nastavku ćemo često izostavljati reč “težinski”. Ako bude bilo bitno napome-
nuti da se talas prostire konstantnom brzinom ili da sredǐsnja stanja ne zavise od t, koristićemo
reči “prost” ili “konstantni”.

4.2.3. Još neka uopštenja senka talasa

Definicija senka talasa se može dodatno uopštiti kako bi se obuhvatilo što vǐse različitih
oblika neograničenih rešenja ali i da bi se povećale šanse za pronalaženje dopustivog pri-
bližnog rešenja.

Definicija 4.5. Po delovima konstantna funkcija sa konačnom brzinom prostiranja c,

Uε(x, t) =



Ul, x < (c+ a−N,ε)t
U−N,ε, (c+ a−N,ε)t < x < (c+ a−N+1,ε)t
· · · · · ·
U0,ε, (c+ a0,ε)t < x < (c+ a1,ε)t
· · · · · ·
UN−1,ε, (c+ aN−1,ε)t < x < (c+ aN,ε)t
Ur, x > (c+ aN,ε)t

(4.23)

naziva se složeni senka talas (ili N-SDW).
Ukoliko je ai,ε = i ε, i = −N, . . . , N kažemo da N-SDW ima homogen oblik. Ukoliko

N-SDW ima semi-homogen oblik onda važi ai,ε = i biε, bi ∈ R, i = −N, . . . , N.

Na isti način kao ranije mogu se aproksimirati parcijalni izvodi ∂tF (Uε) i ∂xG(Uε).

Lema 4.4. Neka su date neprekidne funkcije F,G : Ω→ Rn i funkcija Uε : R2
+ → Ω data sa

(4.23) i neka su ai,ε, i = −N, . . . , N takvi da važi

bi := ai+1,ε − ai,ε
ε

∈ R, i = −N, . . . , N − 1.

Pretpostavimo da važi

max
i=−N,...,N−1

{
‖F (Ui,ε)‖L∞ , ‖G(Ui,ε)‖L∞

}
= O(ε−1).

Tada

∂tF (Uε) =
( N−1∑
i=−N

biεF (Ui,ε)− c
(
F (Ur)− F (Ul)

))
δ(x− ct)− c

N−1∑
i=−N

biεF (Ui,ε)tδ′(x− ct)

∂xG(Uε) =
(
G(Ur)−G(Ul)

)
δ(x− ct) +

N−1∑
i=−N

biεG(Ui,ε)tδ′(x− ct).
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Koristeći aproksimacije iz Leme 4.4 dobijamo da će složeni senka talas dat sa (4.23) biti
približno rešenje sistema (4.7) ako

ε
N−1∑
i=−N

bi F (Ui,ε) ≈ κ i ε
N−1∑
i=−N

biG(Ui,ε) ≈ cκ,

pri čemu κ = (κ1, . . . , κn) predstavlja vektor Rankin-Igonoovih deficita.
Napomena. Kao i ranije, N-SDW sa konstantnom brzinom se može uopštiti definisanjem
težinskog N-SDW kod kog će sredǐsnja stanja zavisiti od t, a brzina će zavisiti od t. Takvo
rešenje bi imalo posebnu ulogu u slučaju rešavanja problema interakcije.

4.3. Uslovi dopustivosti

Mnogi sistemi zakona održanja imaju rešenja u obliku delta (ili singularnih) udarnih
talasa ali su samo neka od njih fizički značajna. U radu sa delta i singularnim udarnim
talasima, naročito sa sistemima koji nemaju specijalne osobine (npr. stroga hiperboličnost)
se uglavnom koristi uslov prekompresibilnosti kao uslov za proveru dopustivosti rešenja koji
je u većini slučajeva dovoljan za odabir jedinstvenog i fizički značajnog rešenja. To je uslov
analogan Laksovom entropijskom uslovu za udarne talase (3.10).

Definicija 4.6. Senka talas koji razdvaja stanja Ul i Ur i prostire se brzinom c′(t) je pre-
kompresivan ako važi

λi(Ul) ≥ c′(t) ≥ λi(Ur), i = 1, . . . , n,

pri čemu je c′(t) brzina talasa i x = λi(U)t, i = 1, . . . , n su karakteristike sistema.

Druga opcija za proveru dopustivosti je entropijski uslov. Neka je sa η označena strogo
konveksna ili semi-konveksna entropija sistema (4.7), dok je njoj odgovarajući fluks entropije
označen sa Q.

Definicija 4.7. Rešenje Uε sistema (4.7) sa početnim uslovom U |t=0 = U0,ε je dopustivo
ako

lim
ε→0

∫
R

∫ T

0
(η(Uε)∂tϕ+Q(Uε)∂xϕ) dt dx+

∫
R
η(U0,ε(x, 0))ϕ(x, 0) dx ≥ 0 (4.24)

važi za svako T > 0 i za sve nenegativne test funkcije ϕ ∈ C∞0
(
R× (−∞, T )

)
.

U opštem slučaju se ne zna kakav je odnos izmedu dva uslova za proveru dopustivosti.
Na nekim sistemima je pokazano da entropijski uslov implicira uslov prekompresivnosti i
postojala je sumnja da bi dva uslova mogla biti ekvivalentna, sve dok na modelu za uopšten
Čapliginov gas nije pokazano da to ne važi uvek ([80]).

Dopustivim rešenjem ćemo smatrati ono koje zadovoljava entropijsku nejednakost (4.24)
i to za sve entropijske parove sa konveksnim (u slučaju strogo hiperboličnih sistema) ili
semi-konveksnim entropijskim funkcijama (u slučaju slabo hiperboličnih sistema).

U slučaju rešenja u obliku senka talasa, entropijsku nejednakost (4.24) svodimo na dva
uslova. Posmatramo prost senka talas oblika (4.17) i koristimo (4.10) ali sa funkcijama η
(umesto f) i Q (umesto g). Prvi uslov ima oblik

−c
(
η(Ur)− η(Ul)

)
+Q(Ur)−Q(Ul) + lim

ε→0

(
aεη(Ul,ε) + bεη(Ur,ε)

)
≤ 0, (4.25)
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jer je δ funkcija nenegativna distribucija, dok je drugi uslov dat sa

lim
ε→0

(
−c
(
aεη(Ul,ε) + bεη(Ur,ε)

)
+ aεQ(Ul,ε) + bεQ(Ur,ε)

)
= 0, (4.26)

jer izvod δ funkcije nema konstantan znak.

Definicija 4.8. Produkcija ukupne (matematičke) entropije rešenja u obliku prostog senka
talasa je konstantna i data je sa

Pl,r := −c
(
η(Ur)− η(Ul)

)
+Q(Ur)−Q(Ul) + lim

ε→0

(
aεη(Ul,ε) + bεη(Ur,ε)

)
.

Kažemo da je senka talas disipativan ako važi Pl,r ≤ 0.

Napomena. Pojam disipativnog slabog rešenja je uveo Lionsa u [66].
aPierre-Louis Lions, roden 1956. godine je francuski matematičar i dobitnik Fildsove medalje.

Definicija 4.9. Kažemo da je rešenje u obliku prostog senka talasa slabo jedinstveno ako je
njegova distributivna slika jedinstvena, tj. pored brzine talasa c koja je jedinstvena, jedinstven
mora biti i limes

lim
ε→0

(
aεUl,ε + bεUr,ε

)
.

Ako je limes limε→0(aεuil,ε + bεu
i
r,ε) za neko i ∈ {1, . . . , n} jedinstven, kažemo da je i−ta

komponenta jedinstvena.

Napomena. Primetite da na osnovu prethodne definicije važi da su sve sporedne komponente
Uε jedinstvene.

Propozicija 4.2 (Propozicija 4.2. iz [75]). Pretpostavimo da postoji rešenje u obliku
prostog senka talasa sistema (4.7).

(a) Ako postoji jednačina u sistemu (npr. i−ta) takva da je funkcija f i(U) nezavisna od
glavnih komponenti vektora U , tada je brzina SDW-a jedinstveno odredena jednačinom

−c[f i(U)] + [gi(U)] = 0.

(b) Ako postoji jednačina u sistemu (npr. i−ta) takva da f i(U) = uj , pri čemu je uj glavna
komponenta U , tada je ona jedinstveno odredena sa

aεu
j
l,ε + bεu

j
r,ε = κi ∈ R.

Ako (a) i (b) važe za sve glavne komponente, tada je distributivni limes SDW rešenja sistema
(4.7) jedinstven. Isti je slučaj i sa sistemom datim u kanoničkom obliku.

Definicija 4.10. Rešenje sistema (4.7) je slabo jedinstveno ako se na jedinstven način može
zapisati kao kombinacija standardnih dopustivih elementarnih talasa (udarni, razredujući
talasi i kontaktni diskontinuiteti) i dopustivog senka talasa.

Gornje definicije se mogu uopštiti i na težinski senka talas. Na primer, zamenom funkcija
η i Q umesto F i G u (4.21) i (4.22) dobijamo dva entropijska uslova za proveru dopustivosti
rešenja u obliku senka talasa

−c′(t)
(
η(Ur)− η(Ul)

)
+
(
Q(Ur)−Q(Ul)

)
+ lim
ε→0

∂t
(
aε(t)η(Ul,ε(t)) + bε(t)η(Ur,ε(t))

)
≤ 0

lim
ε→0

(
c′(t)

(
aε(t)η

(
Ul,ε(t)

)
+ bε(t)η

(
Ur,ε(t)

))
−
(
aε(t)Q(Ul,ε(t)) + bε(t)Q(Ur,ε(t))

))
= 0.
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Produkcija ukupne (matematičke) entropije preko težinskog senka talasa zavisi od t i data
je sa

Pl,r(t) :=− c′(t)
(
η(Ur)− η(Ul)

)
+Q(Ur)−Q(Ul)

+ lim
ε→0

d

dt

(
aε(t)η(Ul,ε(t)) + bε(t)η(Ur,ε(t))

)
.

Označimo sa

Hl,r(t) := lim
ε→0
Hεl,r(t) = lim

ε→0

∫ ∞
−∞

η(Uε(x, t))dx

ukupnu entropiju u vremenu t rešenja u obliku senka talasa (4.20) koji razdvaja stanja Ul i
Ur. Važi

Hεl,r(t) =
∫ c(t)−aε(t)

−∞
η(Ul)dx+

∫ c(t)

c(t)−aε(t)
η(Ul,ε(t))dx

+
∫ c(t)+bε(t)

c(t)
η(Ur,ε(t))dx+

∫ ∞
c(t)+bε(t)

η(Ur)dx.

Koristeći formulu

d

dt

∫ b(t)

a(t)
η(x, t)dx = b′(t)η(b(t), t)− a′(t)η(a(t), t) +

∫ b(t)

a(t)
ηt(x, t)dx

i činjenicu da u oblasti gde je rešenje glatko važi ∂tη + ∂xQ = 0 dobijamo izraz za stopu
promene entropije rešenja u obliku senka talasa u vremenu t

d

dt
Hεl,r(t) =(c′(t)− a′ε(t))η(Ul) + a′ε(t)η(Ul,ε(t)) + aε(t)ηt(Ul,ε(t))

+ b′ε(t)η(Ur,ε(t)) + bε(t)ηt(Ur,ε(t))− (c′(t) + b′ε(t))η(Ur)

=c′(t)(η(Ul)− η(Ur)) + d

dt

(
aε(t)η(Ul,ε(t)) + bε(t)η(Ur,ε(t))

)
−a′ε(t)η(Ul)− b′ε(t)η(Ur)︸ ︷︷ ︸

∼ε

.

Puštanjem limesa kada ε→ 0 u gornjem izrazu dobijamo relaciju

d

dt
Hl,r(t) = Pl,r(t) +Q(Ul)−Q(Ur). (4.27)

Kriterijum za proveru dopustivosti klasičnih rešenja dat u Definiciji 3.8 se može prilagoditi
i slučaju kada rešenje sadrži senka talas i to korǐsćenjem izraza za produkciju entropije
Pl,r(t) koji se dobija kod senka talasa, odnosno stope promene entropije Hl,r(t) umesto
odgovarajućih izraza koji se koriste kod klasičnih talasa. To će kasnije biti ilustrovano na
sistemu (2.28).

Napomena. U gornjem izvodenju zanemarujemo da je moguć problem sa beskonačnom
ukupnom entropijom u konačnom vremenu. Razlog za to leži u činjenici da se talasi pro-
stiru konačnom brzinom, pa je moguće posmatrati ukupnu entropiju na konačnom intervalu
[−M,M ], pri čemu je M > 0 dovoljno veliko takvo da su sve korǐsćene pretpostavke zadovo-
ljene. U tom slučaju imamo Q(Uε(−M, t)) = Q(Ur) i Q(Uε(M, t)) = Q(Ul), pa se jednačina
(4.27) ne menja.
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Može se desiti da postoji rešenje u obliku senka talasa posmatranog problema ali da
to rešenje nije dopustivo. U [76] je predstavljen postupak koji bi trebalo da prevazide taj
problem. Na primeru modela za Čapliginov gas uveden je pojam niza senka talasa takvog da
je svaki senka talas u nizu parametrizovan pomoću nekog parametra, manjeg od onog koji
odgovara prethodnom članu niza. Na taj način nastaju senka talasi vǐseg reda. Najpre se
fiksira početni parametar ε i rešava početni problem korǐsćenjem elementarnih talasa i senka
talasa parametrizovanog pomoću novog parametra ε1 � ε. Novi senka talas ima red jedan.
U sledećoj iteraciji se fiksira ε1 i uvodi novi parametar ε2 koji odgovara senka talasu drugog
reda sa kojim se rešava početni problem, itd. Slično će kasnije biti uradeno na primeru
modela za gasnu dinamiku bez pritiska i početnog uslova koji sadrži delta funkciju (Glava
7).

4.4. Singularne interakcije izmedu talasa

Rešavanje problema interakcije izmedu udarnih talasa (to uključuje i kontaktne diskon-
tinuitete) je ekvivalentno rešavanju Rimanovog problema sa početnim uslovom transliranim
u tačku interakcije izmedu talasa. Medutim, slučaj kada u interakciji učestvuje centrirani
razredujući talas je značajno komplikovaniji i mi ga ovde nećemo razmatrati (vǐse o tome se
može pronaći u [21, 101]). Alternativni pristup je da se centrirani razredujući talas aproksi-
mira fanom koji se sastoji iz udarnih talasa malih amplituda, kao što je uradeno u slučaju
algoritma za praćenje talasa (videti Glavu 5).

Kako senka talasi obuhvataju veliku klasu singularnih rešenja, uključujući i delta i sin-
gularne udarne talase, pretpostavljaćemo da u interakciji učestvuje bar jedan senka ta-
las. Udarne talase možemo posmatrati kao specijalne (trivijalne) oblike senka talasa, pa
ćemo analizom obuhvatiti i interakcije u kojima učestvuju elementarni talasi, izuzimajući
razredujuće talase.

Definicija 4.11 (Prilazeći talasni frontovi). Kažemo da su dva talasna fronta prilazeća
ako se mogu sudariti u budućnosti, gledano nezavisno od ostalih talasa.

Primer 4.2. Dva talasna fronta koja imaju poreklo u (X1, 0) i (X2, 0) sa konstantnim brzinama c1 i
c2 su prilazeća ako važi

(X1 < X2 i c1 > c2) ili (X1 > X2 i c1 < c2).

Drugim rečima, talasni frontovi sa konstantnom brzinom su prilazeći ako onaj sa leve strane ima veću
brzinu. �

Pretpostavimo da je došlo do susreta dva prosta senka talasa koji su rešenja sistema (4.7)
i imaju oblik

Ũε(x, t) =


Ul, x− X̃ < (c̃− ãε)t
Ũl,ε, (c̃− ãε)t < x− X̃ < c̃t

Ũr,ε, c̃t < x− X̃ < (c̃+ b̃ε)t
Um, x− X̃ > (c̃+ b̃ε)t

, Ûε(x, t) =


Um, x− X̂ < (ĉ− âε)t
Ûl,ε, (ĉ− âε)t < x− X̂ < ĉt

Ûr,ε, ĉt < x− X̂ < (ĉ+ b̂ε)t
Ur, x− X̂ > (ĉ+ b̂ε)t

.

Neka se Ũε nalazi sa leve strane talasa Ûε, tj. X̃ < X̂. Potreban uslov da dode do sudara ta
dva talasa je da važi c̃ > ĉ.

Neka je sa (X,T ) označena tačka interakcije, tj. presečna tačka izmedu dve spoljašnje
SDW linije, x = X̃ + (c̃ + b̃ε)t i x = X̂ + (ĉ − âε)t (videti Sliku 4.1). (X,T ) zadovoljava
jednačinu

X = X̃ + (c̃+ b̃ε)T = X̂ + (ĉ− âε)T,
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t = T

x = X + c(t− T )

x = X̃ + c̃t x = X̂ + ĉt

x = X + (c− aε)(t− T )− xl,ε x = X + (c+ bε)(t− T ) + xr,ε

x = X̃ + (c̃− ãε) t x = X̂ +
(
ĉ+ b̂ε

)
t

x = X̃ +
(
c̃+ b̃ε

)
t

x = X̂ + (ĉ− âε) t

Ul

Ul

Ur

Ur

Slika 4.1: Interakcija izmedu Ũε i Ûε u t = T

pa sledi

T = X̂ − X̃
c̃− ĉ+ âε + b̃ε

.

Posmatramo sistem (4.7) sa početnim uslovom

U(x, 0) =


Ul, x < X̃

Um, X̃ < x < X̂

Ur, x > X̂.

(4.28)

Označimo sa U−ε približno rešenje tog početnog problema pre interakcije. Ono je kombinacija
dva senka talasa, Ũε(x, t) i Ūε(x, t) i dato je sa

U−ε (x, t) =



Ul, x < (c̃− ãε)t+ X̃

Ũl,ε, (c̃− ãε)t+ X̃ < x < c̃t+ X̃

Ũr,ε, c̃t+ X̃ < x < (c̃+ b̃ε)t+ X̃

Um, (c̃+ b̃ε)t+ X̃ < x < (ĉ− âε)t+ X̂

Ûl,ε, (ĉ− âε)t+ X̂ < x < ĉt+ X̂

Ûr,ε, ĉt+ X̂ < x < (ĉ+ b̂ε)t+ X̂

Ur, x > (ĉ+ b̂ε)t+ X̂

, t ≤ T. (4.29)

Dalje, neka je

U+
ε (x, t) =


Ul, x−X < (c− aε)(t− T )− xl,ε
Ul,ε, (c− aε)(t− T )− xl,ε < x−X < c(t− T )
Ur,ε, c(t− T ) < x−X < (c+ bε)(t− T ) + xr,ε

Ur, x−X > (c+ bε)(t− T ) + xr,ε

, t ≥ T. (4.30)
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Napomena. Primetite da se u (4.30) pojavljuju konstante xl,ε, xr,ε ∼ ε. One imaju važnu
ulogu, jer se snaga tog senka talasa u t = T manifestuje kroz izraz xl,εUl,ε + xr,εUr,ε.

U nastavku ćemo pokazati da je sa

Uε(x, t) =
{
U−ε (x, t), t ≤ T
U+
ε (x, t), t > T

(4.31)

dato slabo rešenje problema interakcije pod uslovom da postoji rešenje u obliku senka talasa
sistema (4.7) sa početnim uslovom

U(x, 0) =
{
Ul, x < 0
Ur, x > 0,

(4.32)

dato sa

Ūε(x, t) =


Ul, x < (c− aε)t
Ul,ε, (c− aε)t < x < ct

Ur,ε, ct < x < (c+ bε)t
Ur, x > (c+ bε)t.

(4.33)

Napomenimo da je pretpostavka o postojanju rešenja oblika (4.33) bez prisustva konstanti
xl,ε, xr,ε ∼ ε dovoljna za postojanje rešenja problema interakcije oblika (4.30) (radi jedno-
stavnosti je uzeto T = 0). Naime, iz Leme 4.1 dobijamo da će senka talas dat sa (4.30),
T = 0 biti rešenje posmatranog problema ako zadovoljava sistem

−c(f i(Ur)− f i(Ul)) + aεf
i(Ul,ε) + bεf

i(Ur,ε) + gi(Ur)− gi(Ul) ≈ 0,
−c
(
(aεt+ xl,ε)f i(U1,ε) + (bεt+ xr,ε)f i(Ur,ε))
+(aεt+ xl,ε)gi(Ul,ε) + (bεt+ xr,ε)gi(Ur,ε) ≈ 0.

(4.34)

Medutim, lako se pokazuje da ako (xl,ε, xr,ε) = α(aε, bε) važi za bilo koje realno α, onda se
druga jednačina iz (4.34) svodi na

−c(aεf i(Ul,ε) + bεf
i(Ur,ε)) + aεg

i(Ul,ε) + aεg
i(Ur,ε) ≈ 0,

pa je sistem (4.34) ekvivalentan sistemu (4.18) koji zadovoljavaju rešenja u obliku prostog
senka talasa, tj. (4.30) će biti rešenje posmatranog problema ako i samo ako je (4.33) rešenje
tog problema.

Teorema 4.1. Funkcija Uε definisana sa (4.31) je rešenje problema (4.7, 4.28) ako važe
sledeće pretpostavke:

1. Postoji rešenje problema (4.7, 4.28) za t < T dato sa (4.29).

2. Postoji rešenje problema (4.7, 4.32) za t > 0 dato sa (4.33).

3. Moguće je odabrati α ≥ 0 takvo da važi

ακ = T (κ̃+ κ̂),

pri čemu su sa κ̂, κ̃, κ ∈ Rn označeni Rankin-Igonoovi deficiti koji redom odgovaraju
funkcijama Ûε, Ũε, Ūε.

U tom slučaju kažemo da je funkcija U−ε data sa (4.30) rešenje problema interakcije izmedu
Ũε i Ûε.
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Napomena. Pretpostavka 2 iz Teoreme 4.1 je bitna, jer nam garantuje postojanje rešenja
problema interakcije u obliku konstantnog senka talasa. Naravno, takvo rešenje ne postoji
uvek. Moguće je da iz interakcije dva senka talasa nastane senka talas sa nekonstantnom
brzinom. To će kasnije biti pokazano na primeru modela za gasnu dinamiku bez pritiska.
Naravno, može da se desi da ne postoji ni rešenje problema interakcije u obliku težinskog
senka talasa. U tom slučaju treba pokušati sa još opštijim oblikom SDW rešenja. Takode,
treba uzeti u obzir da je moguće da iz singularne interakcije nastane neka kombinacija talasa
od kojih je bar jedan singularni talas, kao što je dobijeno u [74].

Dokaz. Neka je sa n0 = (0, 1) označen jedinični vektor normale na t = T . Posmatramo
sledeće oblasti:

γ1 :={(x, t) : t = T, x− X̃ ≤ (c̃− ãε)T}

γ2 :=γ′2 ∪ γ′′2 ,
{
γ′2 := {(x, t) : t = T, (c̃− ãε)T ≤ x− X̃ ≤ c̃T}
γ′′2 := {(x, t) : t = T, c̃T ≤ x− X̃ ≤ (c̃+ b̃ε)T}

γ3 :=γ′3 ∪ γ′′3 ,
{
γ′3 := {(x, t) : t = T, (ĉ− âε)T ≤ x− X̂ ≤ ĉT}
γ′′3 := {(x, t) : t = T, ĉT ≤ x− X̂ ≤ (ĉ+ b̂ε)T}

γ4 :={(x, t) : t = T, x− X̂ ≥ (ĉ− b̂ε)T}

γ5 :={(x, t) : t = T, x ≤ X − xl,ε}

γ6 :=γ′6 ∪ γ′′6 ,
{
γ′6 := {(x, t) : t = T, X − xl,ε ≤ x ≤ X}
γ′′6 := {(x, t) : t = T, X ≤ x ≤ X + xr,ε}

γ7 :={(x, t) : t = T, x ≥ X + xr,ε}.

Znamo da je U−ε približno rešenje sistema (4.7) za t < T , a U+
ε definisano sa (4.30) je

približno rešenje istog sistema za t > T .
Neka je γ ⊂ R2

+ prekidna kriva za U−ε i U+
ε i neka Λ = R2

+ \ γ. Na osnovu Teoreme o
divergenciji sledi∫∫ (

F (Uε)∂tϕ+G(Uε)∂xϕ
)
dxdt =

∫
γ
(G,F )(Uε)·n0ϕds

−
∫∫

(x,t)∈Λ, t>T

(
∂tF (U+

ε ) + ∂xG(U+
ε )
)
ϕdxdt−

∫∫
(x,t)∈Λ, t<T

(
∂tF (U−ε ) + ∂xG(U−ε )

)
ϕdxdt.

Integrali na Λ i γ \ ∪7
i=1γi konvergiraju ka nuli kada ε → 0 (greška je reda ε), jer su U−ε i

U+
ε na osnovu pretpostavki 1 i 2 iz formulacije teoreme približna rešenja sistema (4.7) ispod

i iznad prave t = T . Ostalo je da se dokaže da integrali na ∪7
i=1γi konvergiraju ka nuli kada

ε→ 0, tj. da važi∫
γ1∪γ2

(G,F )(Ũε) · n0ϕds+
∫
γ3∪γ4

(G,F )(Ûε) · n0ϕds−
∫
γ5∪γ6∪γ7

(G,F )(U+
ε ) · n0ϕds ≈ 0.

Dalje, vidimo da su Ũε i Uε jednake Ul na γ1∩γ5 i da su Ûε i Uε jednake Ur na γ4∩γ7. Pored
toga, jednodimenzionalna Lebegova mera na skupovima (γ1\γ5)∪(γ5\γ1) i (γ4\γ7)∪(γ7\γ4)
teži nuli kada ε → 0, jer su aε, bε, xl,ε i xr,ε konstante reda ε i Uε je ograničeno na tim
skupovima. To znači da preostaje da se dokaže da važi∫

γ2
F (Ũε)ϕds+

∫
γ3
F (Ûε)ϕds ≈

∫
γ6
F (U+

ε )ϕds.
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Imamo

lim
ε→0

∫
γ2
F (Ũε)ϕds = lim

ε→0

( ∫
γ′2

F (Ũε)ϕds+
∫
γ′′2

F (Ũε)ϕds
)

= lim
ε→0

( ∫ X̃+c̃T

X̃+(c̃−ãε)T
F (Ũl,ε)ϕ(x, T )dx+

∫ X̃+(c̃+b̃ε)T

X̃+c̃T
F (Ũr,ε)ϕ(x, T )dx

)
= lim

ε→0

(
ãεF (Ũl,ε) + b̃εF (Ũr,ε)

)
T ϕ(X,T ) = κ̃ T ϕ(X,T ),

jer je ϕ(x, T ) = ϕ(X̃ + c̃T ) +O(ε) ≈ ϕ(X,T ), za x ∈
(
X̃ + (c̃− ãε)T, X̃ + (c̃+ b̃ε)T

)
. Slično,

dobijamo

lim
ε→0

∫
γ3
F (Ûε)ϕds = κ̂ T ϕ(X,T )

lim
ε→0

∫
γ6
F (U+

ε )ϕds = lim
ε→0

(
xl,εF (Ul,ε) + xr,εF (Ur,ε)

)
ϕ(X,T ) = ακϕ(X,T ),

jer važi (xl,ε, xr,ε) = α(aε, bε). Dakle, funkcija Uε je rešenje problema (4.7, 4.28) ako važi
pretpostavka 3, tj. α = T (κ̃+ κ̂)/κ. �

Iz Teoreme 4.1 vidimo da je rešavanje problema interakcije izmedu talasa od kojih je bar
jedan senka talas ekvivalentno rešavanju početnog problema kada je na Rimanov početni
uslov dodat izraz koji sadrži delta funkciju, tj. U+

ε je rešenje sistema (4.7) sa početnim
uslovom

U(x, 0) =
{
Ul, x < X

Ur, x > X
+ σδ(X,T ), (4.35)

gde je sa σ ∈ Rn označena početna snaga prostog senka talasa koja je jednaka zbiru snaga
prilazećih talasa u t = T , tj. važi

σ =
(
σ̃ + σ̂

)
T,

gde σ̃ := limε→0
(
ãεŨl,ε + b̃εŨr,ε

)
, σ̂ := limε→0

(
âεÛl,ε + b̂εÛr,ε

)
. To znači da ćemo vrednosti

xi,ε, Ui,ε, i = l, r birati tako da važi

σ = lim
ε→0

(xl,rUl,ε + xr,εUr,ε).

Dakle, rešenje problema (4.7, 4.35) dobijamo korǐsćenjem Leme 4.1 u slučaju konstantnog
senka talasa ili Leme 4.3 u slučaju težinskog senka talasa kada je

σ = σ(0), gde σ(t) = lim
ε→0

(
aε(t)Ul,ε(t) + bε(t)Ur,ε(t)

)
, aε(0) = xl,ε, bε(0) = xr,ε.

Napomena. Teorema 4.1 se može primeniti i ukoliko je jedan od prilazećih talasa (Ũ ili
Û) udarni talas ili kontaktni diskontinuitet uz odredene (očigledne) modifikacije kod oblika
funkcije (na primer, aε = bε = 0 u (4.33)). Takode, teorema može biti korisna i kod interakcija
izmedu senka talasa i razredujućeg talasa kada se razredujući talas razlaže preko fana koji se
sastoji iz neentropijskih udarnih talasa male snage, pa se posmatraju interakcije izmedu senka
talasa i elemenata fana. U tom slučaju bi puštanjem distributivnog limesa kod rezultujućeg
senka talasa dobili levo ili desno stanje (zavisi od toga sa koje strane se nalazi razredujući
talas) koje nije konstantno.
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Neka važe pretpostavke iz Teoreme 4.1 i neka je sa (η,Q) dat entropijski par za sistem
(4.7). Pretpostavimo da funkcije Ũε, Ûε i U+

ε zadovoljavaju entropijsku nejednakost na
svojim domenima. Rešenje Uε će biti entropijski dopustivo ako važi

lim
ε→0

( ∫
γ6
η(U+

ε )ϕ−
∫
γ2
η(Ũε)ϕ−

∫
γ3
η(Ûε)ϕ

)
≤ 0, (4.36)

za svaku nenegativnu test funkciju ϕ ∈ C∞0 . Iz konstrukcije funkcije Uε znamo

η(Ũε) =
{
η(Ũl,ε), (x, t) ∈ γ′2
η(Ũr,ε), (x, t) ∈ γ′′2

, η(Ûε) =
{
η(Ûl,ε), (x, t) ∈ γ′3
η(Ûr,ε), (x, t) ∈ γ′′3

,

pa sledi da je relacija (4.36) zadovoljena ako i samo ako važi

lim
ε→0

(
xl,εη(Ul,ε)+xr,εη(Ur,ε)

)
−
(
ãεη(Ũl,ε)+b̃εη(Ũr,ε)+âεη(Ûl,ε)+b̂εη(Ûr,ε)

)
T ≤ 0.
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Sistemi gasne dinamike sa nepozitiv-
nim pritiskom

5.1. Model gasne dinamike bez pritiska

Posmatramo izentropski sistem gasne dinamike bez pritiska (2.25) sa Rimanovim po-
četnim uslovom

(ρ, u)(x, 0) =
{

(ρl, ul), x < 0
(ρr, ur), x > 0,

(5.1)

gde ρl, ρr > 0.
Neka ul i ur iz (5.1) zadovoljavaju uslov ul ≤ ur. Tada postoji klasično rešenje problema

(2.25, 5.1) koje se može predstaviti kao kombinacija kontaktnih diskontinuiteta, jer su obe
karakteristične familije sistema linearno degenerisane. Ako je ul = ur, rešenje je dato u
obliku kontaktnog diskontinuiteta koji razdvaja stanja (ρl, ul) i (ρr, ur),

U(x, t) =
{

(ρl, ul), x < ult

(ρr, ur), x > ult.
(5.2)

Dalje, ako je ul < ur, rešenje je dato u obliku dva kontaktna diskontinuiteta razdvojena
vakuumom,

U(x, t) =


(ρl, ul), x < ult

(0, φ(x, t)), ult < x < urt

(ρr, ur), x > urt,

(5.3)

pri čemu je sa φ(x, t) data proizvoljna neprekidna funkcija takva da važi φ(ult, t) = ul,
φ(urt, t) = ur. Kao klasična rešenja, rešenja u obliku (5.2) ili (5.3) su entropijska.
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U suprotnom (kada ul > ur) ne postoji rešenje koje se može predstaviti u obliku ele-
mentarnih talasa, nego se mora tražiti neki oblik neklasičnog rešenja koje sadrži Dira-
kovu delta funkciju. Pokazaćemo da u tom slučaju postoji rešenje dato u obliku senka
talasa.

Napomena. Rimanovom problemu (2.25, 5.1) se posvećuje dosta pažnje. To je jedan od naj-
poznatijih modela iz klase onih sa rešenjem u obliku delta udarnog talasa. Izentropski modeli
kod kojih se ne zanemaruje uticaj nekih zapreminskih sila (poput gravitacije) su izučavani
u [32, 99], vǐsedimenzionalni modeli u [65, 78, 100], a model sa dodatim zakonom održanja
energije u [75].

Lema 5.1. Postoji dopustivo rešenje Rimanovog problema (2.25, 5.1) kada ul > ur u obliku
prekompresivnog prostog senka talasa

U ε(x, t) = (ρε, uε)(x, t) =


(ρl, ul), x < c(t)− ε

2 t

(ρε, uε), c(t)− ε
2 t < x < c(t) + ε

2 t

(ρr, ur), x > c(t) + ε
2 t,

(5.4)

pri čemu ρε ∼ ε−1. Front senka talasa je dat sa x = c(t) = yl,rt, gde

yl,r :=
√
ρlul +√ρrur√
ρl +√ρr

= lim
ε→0

uε,

označava brzinu, dok ξl,rt := √ρlρr(ul − ur)t predstavlja snagu senka talasa.

Dokaz. Treba pokazati da senka talas dat sa (5.4) zadovoljava sistem (2.25) u distributiv-
nom smislu, tj. da

A :=
∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

(
(ρεϕt)(x, t) + (ρεuεϕx)(x, t)

)
dxdt+

∫ ∞
−∞

(ρεϕ)(x, 0) dx ≈ 0

B :=
∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

(
(ρεuεϕt)(x, t) + (ρε(uε)2ϕx)(x, t)

)
dxdt+

∫ ∞
−∞

(ρεuεϕ)(x, 0) dx ≈ 0,

važi za svaku test funkciju ϕ ∈ C1
0
(
R2

+
)
. Važi∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

(ρεϕt)(x, t) dxdt =
∫ ∞

0

∫ c(t)− ε2 t

−∞
ρlϕt(x, t) dxdt+

∫ ∞
0

∫ c(t)+ ε
2 t

c(t)− ε2 t
ρεϕt(x, t) dxdt

+
∫ ∞

0

∫ ∞
c(t)+ ε

2 t
ρrϕt(x, t) dxdt.

Koristeći parcijalnu integraciju (ili Teoremu o divergenciji) i razvoj funkcije ϕ u Tejlorov red

ϕ
(
c(t)± ε

2 t, t
)

= ϕ
(
c(t), t

)
± ∂xϕ

(
c(t), t

)ε
2 t+O(ε2),

dobijamo

A1 :=
∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

(ρε∂tϕ)(x, t) dxdt = −
∫ ∞

0
(ρl − ρε)ϕ

(
c(t)− ε

2 t, t
)(
c′(t)− ε

2
)
dt

−
∫ ∞

0
(ρε − ρr)ϕ

(
c(t) + ε

2 t, t
)(
c′(t) + ε

2
)
dt−

∫ ∞
−∞

(ρεϕ)(x, 0) dx

=−
∫ ∞

0
(ρl − ρε)

(
ϕ
(
c(t), t

)
− ∂xϕ

(
c(t), t

)ε
2 t
)(
c′(t)− ε

2
)
dt

−
∫ ∞

0
(ρε − ρr)

(
ϕ
(
c(t), t

)
+ ∂xϕ

(
c(t), t

)ε
2 t
)(
c′(t) + ε

2
)
dt

−
∫ ∞
−∞

(ρεϕ)(x, 0) dx+O(ε2).
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Dalje,

A1 =
∫ ∞

0

(
c′(t)(ρr − ρl)− ερε

)
ϕ
(
c(t), t

)
dt−

∫ ∞
0

ερεtc
′(t)∂xϕ

(
c(t), t

)
dt

−
∫ ∞
−∞

(ρεϕ)(x, 0) dx+O(ε)

i na sličan način dobijamo

A2 :=
∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

(ρεuε∂xϕ)(x, t) dxdt =
∫ ∞

0
(ρlul − ρεuε)ϕ

(
c(t)− ε

2 t, t
)
dt

+
∫ ∞

0
(ρεuε − ρrur)ϕ

(
c(t) + ε

2 t, t
)
dt

=
∫ ∞

0
(ρlul − ρεuε)

(
ϕ
(
c(t), t

)
− ∂xϕ

(
c(t), t

)ε
2 t
)
dt

+
∫ ∞

0
(ρεuε − ρrur)

(
ϕ
(
c(t), t

)
+ ∂xϕ

(
c(t), t

)ε
2 t
)
dt+O(ε2)

=−
∫ ∞

0
(ρrur − ρlul)ϕ

(
c(t), t

)
dt+

∫ ∞
0

ερεuεt∂xϕ
(
c(t), t

)
dt+O(ε).

Neka je

lim
ε→0

ερε =: ξl,r, lim
ε→0

uε =: yl,r.

Tada važi

A1 +A2 =
∫ ∞

0

(
c′(t)(ρr − ρl)− (ρrur − ρlul)− ερε

)
ϕ
(
c(t), t

)
dt

−
∫ ∞

0
ερεt(c′(t)− uε)∂xϕ

(
c(t), t

)
dt−

∫ ∞
−∞

(ρεϕ)(x, 0) dx+O(ε),

pa vidimo da će A = O(ε), ε→ 0 biti zadovoljeno ako i samo ako

ξl,r = c′(t)(ρr − ρl)− (ρrur − ρlul), yl,r = c′(t),

jer u tom slučaju važi

A = A1 +A2 +
∫ ∞
−∞

(ρεϕ)(x, 0) dx+O(ε) = O(ε), ε→ 0.

Na sličan način dobijamo B = O(ε), ε → 0 i to zamenom ρεuε umesto ρε i ρε(uε)2 umesto
ρεuε u gornje jednačine. Dakle, ξl,r i yl,r su rešenja sistema

ξl,r = yl,r(ρr − ρl)− (ρrur − ρlul)
ξl,ryl,r = yl,r(ρrur − ρlul)− (ρru2

r − ρlu2
l ).

(5.5)

Eliminacijom ξl,r iz druge jednačine u (5.5) dobijamo da je yl,r rešenje kvadratne jednačine

y2
l,r(ρr − ρl)− 2yl,r(ρrur − ρlul) + (ρru2

r − ρlu2
l ) = 0.

Ako je ρr 6= ρl, onda

yl,r =
ρrur − ρlul ±

√
(ρrur − ρlul)2 − (ρr − ρl)(ρru2

r − ρlu2
l )

ρr − ρl
.
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Rešenje u obliku senka talasa dato sa (5.4) će biti prekompresivno ako odaberemo znak
+ u gornjoj jednačini (u tom slučaju yl,r je konveksna kombinacija ul i ur). Dakle, uslov
prekompresivnosti ima oblik

ul ≥ yl,r ≥ ur, gde yl,r =
√
ρrur +√ρlul√
ρr +√ρl

. (5.6)

Zamenom yl,r u (5.5) dobijamo izraz za snagu senka talasa

ξl,rt = √ρlρr(ul − ur)t.

Ako je ρr = ρl, takode postoji dopustivo rešenje sistema (5.5) u obliku senka talasa i u
tom slučaju imamo

yl,r = ur + ul
2 , ξl,r = ρl(ul − ur).

Jasno je da je i ovaj put uslov (5.6) zadovoljen. �

Napomena. Primetite da u sistemu (2.25) pretpostavljamo da nema spoljašnjih sila poput
gravitacije. Isti postupak se može primeniti i na sistemu koji ne zanemaruje efekat tih sila.
Na primer, u [32] je dato rešenje Rimanovog problema za gasnu dinamiku bez pritiska, gde se
pretpostavlja prisustvo gravitacionog polja.

U slučaju sistema gasne dinamike bez pritiska, rešenje u obliku senka talasa (ali težinskog)
postoji čak i kada komponenta gustine u početnom uslovu sadrži Dirakovu delta funkciju.

Lema 5.2. Neka je dat sistem (2.25) sa početnim uslovom

(ρ, u)(x, 0) =
{

(ρl, ul), x < X

(ρr, ur), x > X
+ (γ, 0) δ(X,0), (5.7)

i neka je (ρu)|t=0 = γ̃δ(X,0) takvo da važi ul ≥ γ̃/γ ≥ ur, γ > 0, ρl, ρr ≥ 0. Tada postoji
rešenje problema (2.25, 5.7) u obliku prekompresivnog težinskog senka talasa.

Snaga ξ(t) i brzina us(t) tog senka talasa su rešenje sistema običnih diferencijalnih
jednačina

ξ′(t) = (ρr − ρl)us(t)− (ρrur − ρlul), ξ(0) = γ

(ξ(t)us(t))′ = (ρrur − ρlul)us(t)− (ρru2
r − ρlu2

l ), ξ(0)us(0) = γ̃.
(5.8)

Funkcija c(t) =
∫ t

0 us(τ) dτ +X predstavlja front rezultujućeg senka talasa.

Dokaz. Dokazaćemo da je senka talas oblika

U ε(x, t) =


(ρl, ul), x < c(t)− ε

2 t− xε
(ρε(t), uε(t)), c(t)− ε

2 t− xε < x < c(t) + ε
2 t+ xε

(ρr, ur), x > c(t) + ε
2 t+ xε

(5.9)

približno rešenje problema (2.25, 5.7) i to primenom Leme 4.3 sa U = (ρ, u), Ul,ε(t) =
Ur,ε(t) = Uε(t) i aε(t) = bε(t) = ε

2 t + xε. Primetite da u slučaju sistema (2.25) imamo
F = (f1, f2), G = (g1, g2), gde f1(ρ, u) = ρ, f2(ρ, u) = g1(ρ, u) = ρu i g2(ρ, u) = ρu2.

Zaključujemo da će (5.9) biti približno rešenje ako i samo ako ρε(t) i uε(t) predstavljaju
rešenje sistema

c′(t)(ρr − ρl)− (ρrur − ρlul) ≈ ∂t
(
2
(
ε
2 t+ xε

)
ρε(t)

)
c′(t)(ρrur − ρlul)− (ρru2

r − ρlu2
l ) ≈ ∂t

(
2
(
ε
2 t+ xε

)
ρε(t)uε(t)

) (5.10)



Glava 5. Sistemi gasne dinamike sa nepozitivnim pritiskom 75

koji odgovara (4.21), dok sistem (4.22) sada ima oblik

c′(t)2
(
ε
2 t+ xε

)
ρε(t) ≈ 2

(
ε
2 t+ xε

)
ρε(t)uε(t)

c′(t)2
(
ε
2 t+ xε

)
ρε(t)uε(t) ≈ 2

(
ε
2 t+ xε

)
ρε(t)u2

ε(t).
(5.11)

Dve jednačine u (5.11) su ekvivalentne i biće zadovoljene ako važi

lim
ε→0

uε(t) = c′(t) =: us(t).

Dalje, neka je

ξ(t) := lim
ε→0

2
(ε

2 t+ xε
)
ρε(t).

Tada je sistem (5.10) ekvivalentan sistemu (5.8), a početni uslovi iz (5.8) se mogu zapisati u
obliku

ξ(0) = γ, us(0) = γ̃/γ =: c.

Uslov ξ(0) = γ će biti zadovoljen ako izaberemo xε tako da važi∫ X+xε

X−xε
ρε(t) dx = γ. (5.12)

Na taj način se osiguravamo da će rešenje biti neprekidno u odnosu na vreme. Iz (5.12)
vidimo da slučaj ρε(t) = 0 nije moguć, jer je γ > 0. Ukoliko bi važilo γ = 0, slučaj ρε(t) = 0
bi odgovarao kontaktnom diskontinuitetu kada ul = ur, dok u suprotnom takvo rešenje ne
bi postojalo. Ako je γ > 0 i ul = ur, rešenje se naziva delta kontaktni diskontinuitet, jer se
taj talas prostire duž karakteristike i ima konstantnu brzinu ul.

Sistem (5.8) se može rešiti, što često nije slučaj. Pod uslovom ρl 6= ρr, iz prve obične
diferencijalne jednačine u (5.8) dobijamo

us(t) = c′(t) = 1
[ρ]ξ

′(t) + [ρu]
[ρ] ,

pri čemu koristimo standardnu oznaku za skok na udarnom talasu, [·] := ·r − ·l. Kombinova-
njem

ξ(t)us(t) = 1
[ρ]ξ

′(t)ξ(t) + [ρu]
[ρ] ξ(t)

sa drugom jednačinom iz (5.8) dobijamo

(ξus)′(t) =
( 1

[ρ]ξ
′(t)ξ(t) + [ρu]

[ρ] ξ(t)
)′

= [ρu]
( [ρu]

[ρ] + 1
[ρ]ξ

′(t)
)
− [ρu2],

tj. (
ξ′(t)ξ(t) + [ρu]ξ(t)

)′ = [ρu]2 + [ρu]ξ′(t)− [ρu2][ρ].

Dalje, integraljenjem gornje jednačine na intervalu (0, t) dobijamo

ξ′(t)ξ(t) = ξ′(0)ξ(0) + ([ρu]2 − [ρu2][ρ])t.

Takode, iz

ξ′(0) = c[ρ]− [ρu], [ρu]2 − [ρu2][ρ] = ρlρr[u]2,
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sledi

ξ′(t)ξ(t) = ρlρr[u]2t+ γ(c[ρ]− [ρu]).

Još jednim integraljenjem gornje jednačine dobijamo snagu ξ(t), a zatim i brzinu us(t) koji
su rešenje sistema (5.8).

U slučaju ρl = ρr 6= 0, sistem (5.8) ima oblik

ξ′(t) = ρl(ul − ur), (ξ(t)us(t))′ = ρl(ul − ur)(ul + ur − us(t)),

dok u slučaju ρl = ρr = 0 imamo

ξ′(t) = 0, (ξ(t)us(t))′ = 0.

Konačno, snaga i brzina rezultujućeg senka talasa su date sa

ξ(t) =
√
γ2 + ρlρr[u]2t2 + 2γ(c[ρ]− [ρu])t,

us(t) =


1

[ρ]

(
[ρu] + ρlρr[u]2t+γ(c[ρ]−[ρu])

ξ(t)

)
, ako ρl 6= ρr

γ2

ξ2(t)(c− ul+ur
2 ) + ul+ur

2 , ako ρl = ρr,

(5.13)

a njegov front je kriva x = c(t),

c(t) =


X + 1

ρr−ρl
(
ξ(t)− γ + (ρrur − ρlul)(t− T )

)
, ako ρr 6= ρl

X + γ
ξ(t)

(
c− ur+ul

2

)
(t− T ) + ur+ul

2 (t− T ), ako ρr = ρl 6= 0
X + c(t− T ), ako ρr = ρl = 0.

(5.14)

Rešenje u obliku (5.9) postoji za svako t ≥ 0 i to sledi iz ur ≤ c ≤ ul. Naime, važi

c[ρ]− [ρu] = ρl(c− ur) + ρl(ul − c) ≥ min{ρl, ρr}(ul − ur),

pa dobijamo

ξ(t) ≥
√
γ2 +

(
min{ρl, ρr}

)2[u]2t2 + 2γmin{ρl, ρr}(ul − ur)t
= γ + min{ρl, ρr}(ul − ur)t ≥ γ > 0.

Ostalo je da pokažemo da je senka talas dat sa (5.9) prekompresivan, tj. da njegova brzina
us(t) zadovoljava uslov

ur ≤ us(t) ≤ ul, t ≥ 0.

Neka je ρl 6= ρr. Diferenciranjem izraza za brzinu us(t) datog sa (5.13)2 dobijamo

u′s(t) = − γ2

ξ3(t) [ρ](c− yl,r)(c− zl,r),

gde

yl,r :=
ul
√
ρl + ur

√
ρr√

ρl +√ρr
, zl,r :=

ul
√
ρl − ur

√
ρr√

ρl −
√
ρr

. (5.15)

Sa druge strane, direktno iz sistema (5.8) dobijamo

u′s(t) = − 1
ξ(t)([ρ]u2

s(t)− 2[ρu]us(t) + [ρu2]) = − [ρ]
ξ(t)(us(t)− yl,r)(us(t)− zl,r).
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Kako je snaga senka talasa ξ(t) pozitivna i rastuća funkcija, početna brzina c zadovoljava
uslov ul ≥ c ≥ ur i važi

[ρ](c− zl,r) >
{

[ρ](ur − zl,r), [ρ] > 0
[ρ](ul − zl,r), [ρ] < 0

}
= min

{√
ρl,
√
ρl
}(√

ρr +√ρl
)
(ul − ur) > 0,

zaključujemo

sign
(
u′s(t)

)
= −sign

(
[ρ](c− yl,r)(c− zl,r)

)
= −sign(c− yl,r).

To znači da je us(t) rastuća funkcija ako je c < yl,r, a opadajuća ako je c > yl,r. Dalje, us(t)
ima asimptotu kada t→∞, tj.

lim
t→∞

us(t) = yl,r,

pa sledi us(t) ∈ [ur, ul].
Ako je ρl = ρr 6= 0, koristimo činjenicu da je us(t) konveksna kombinacija c i ul+ur

2 , jer
0 < γ2/ξ2(t) ≤ 1. Dakle, važi

us(t) ∈
[

min
{
c,
ul + ur

2
}
,max

{
c,
ul + ur

2
}]
⊂ [ur, ul].

Slučaj ρl = ρr = 0 je trivijalan, jer je brzina senka talasa konstantna i jednaka c. �

Posledica 5.1. Neka važe pretpostavke iz Leme 5.2. Težinski senka talas dat sa (5.9) je
prekompresivan i njegova snaga je ograničena, tj. važi

ul ≥ us(t) ≥ ur
γ + min{ρl, ρr}(ul − ur)t ≤ ξ(t) ≤ γ + max{ρl, ρr}(ul − ur)t.

Dokaz. Sledi iz dokaza Leme 5.2. �

Napomena. Početni uslov oblika (5.7) kod koga je na Rimanov početni uslov dodat izraz koji
sadrži delta funkciju ćemo u nastavku nazivati uopšteni Rimanov početni uslov. Odgovarajući
problem će biti uopšteni Rimanov problem.

Lema 5.2 nam garantuje postojanje rešenja problema interakcije izmedu dva senka talasa.

Posledica 5.2. Rezultat interakcije izmedu dva prekompresivna senka talasa kod sistema
gasne dinamike bez pritiska je prekompresivan senka talas.

Dokaz. Neka su data dva prilazeća prekompresivna senka talasa. Onaj sa leve strane
razdvaja stanja (ρl, ul) i (ρm, um), dok desni razdvaja stanja (ρm, um) i (ρr, ur). Rezultujući
SDW (videti Sliku 5.1) koji nastaje u tački (X,T ) je rešenje uopštenog Rimanovog problema

(ρ, u)(x, T ) =
{

(ρl, ul), x < X

(ρr, ur), x > X
+ (γ, 0) δ(X,T ),

gde γ = ξ1(T ) + ξ2(T ). Sa ξ1(t) i ξ2(t) su označene snage dva prilazeća senka talasa u
vremenu t. Kako su prilazeći talasi prekompresivni sledi da njihove brzine zadovoljavaju

um ≤ us1(t) ≤ ul, ur ≤ us2(t) ≤ um, t ≤ T.

Početna brzina c = us(T+) rezultujućeg senka talasa je konveksna kombinacija us1(T−) i
us2(T−), iz čega sledi ul ≥ c ≥ ur. Prekompresivnost u t > T sledi iz Posledice 5.1. �

U ovom delu nećemo analizirati rešenje uopštenog Rimanovog problema (2.25, 5.7) sa
c /∈ [ur, ul], jer će se njegova konstrukcija nastavljati na proceduru za konstrukciju početnog
problema koja će biti data u Glavi 7.
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t

t = T

x = c(t)

(ρl, ul) (ρr, ur)
(ρε(t), uε(t))

x = c(t) + ε
2(t− T ) + xε

x = c(t)− ε
2(t− T )− xε

(ρl, ul) (ρr, ur)
(ρm, um)

x = cl(t) x = cr(t)

x

Slika 5.1: Interakcija izmedu dva senka talasa

Disipacija energije kod senka talasa

Sistem (2.25) poseduje semi-konveksan entropijski par (η,Q) koji ima poreklo u zakonu
održanja energije u kom se prilikom prelaska na slabu formulaciju gubi jednakost, što se
manifestuje kroz pojavu disipacionog člana. Dodatni zakon koji se tada dobija može poslužiti
kao uslov za proveru dopustivosti slabog rešenja. Tada ulogu matematičke entropije sistema
dobija gustina energije. Neka je entropijsko-energetski par označen sa

η(ρ, u) = 1
2ρu

2, Q(ρ, u) = ηu = 1
2ρu

3.

Lema 5.3. Svaki prekompresivan senka talas oblika (5.9) je entropijski dopustiv. Obrnuto
ne važi.

Dokaz. Senka talas koji je nastao u t = T1 i razdvaja stanja (ρl, ul) i (ρr, ur) je entropijski
dopustiv ako zadovoljava dva uslova

Dl,r(t) := −us(t)[η] + [Q] + lim
ε→0

d

dt

(
2
(
ε
2(t− T1) + xε

)
η
(
Uε(t)

))
≤ 0

lim
ε→0

(
us(t)2

(
ε
2(t− T1) + xε

)
η(Uε(t))− 2

(
ε
2(t− T1) + xε

)
Q(Uε(t))

)
= 0,

gde Uε(t) = (ρε(t), uε(t)) i [η] := η(ρr, ur) − η(ρl, ul). Lako se pokazuje da je drugi uslov
zadovoljen, jer je ekvivalentan uslovu

1
2ξ(t) lim

ε→0

(
us(t)− uε(t)

)
u2
ε(t) = 0,

a iz definicije senka talasa sledi limε→0 uε(t) = us(t) ∈ [ur, ul]. Takode, znamo da su us(t) i
ξ(t) ograničene funkcije. Izraz Dl,r(t) predstavlja produkciju energije1 rešenja u obliku senka
talasa u vremenu t > T1, a uslov Dl,r(t) ≤ 0 znači da se energija ne proizvodi, ali može doći

1Koristimo terminologiju iz [23, 27, 29].
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do gubitka (disipacije) energije. Dalje, koristeći

lim
ε→0

d

dt

(
2
(
ε
2(t− T1) + xε

)
η
(
Uε(t)

))
= 1

2
(
ξ′(t)u2

s(t) + 2ξ(t)us(t)u′s(t)
)

=1
2us(t)

(
us(t)

(
us(t)[ρ]− [ρu]

)
− 2

(
[ρ]u2

s(t)− 2[ρu]us(t) + [ρu2]
))

=1
2us(t)

(
− [ρ]u2

s(t) + 3[ρu]us(t)− 2[ρu2]
)
,

dobijamo eksplicitan izraz za produkciju energije kod senka talasa

Dl,r(t) = −1
2
(
ρl(ul − us(t))3 + ρr(us(t)− ur)3). (5.16)

Senka talas je prekompresivan ako važi ul ≥ us(t) ≥ ur, iz čega sledi Dl,r(t) ≤ 0 za t ≥ T1.
�

Definicija 5.1. Kažemo da je senka talas koji razdvaja stanja Ur i Ul i nastao je u vremenu
T ≥ 0 disipativan ako važi Dl,r(t) ≤ 0 za svako t ≥ T.

Može se pokazati da je Dl,r(t) rastuća funkcija od t. Neka je

A(t) := [ρ]u2
s(t)− 2[ρu]us(t) + [ρu2] = ρr(us(t)− ur)2 − ρl(ul − us(t))2.

Za ρl 6= ρr imamo u′s(t) = −A(T1) γ2

ξ3(t) i važi

D′l,r(t) = −3
2u
′
s(t)A(t) = 3

2
γ2

ξ3(t)A(t)A(T1) ≥ 0,

jer ξ(t) > 0 i iz us(T1) > (<)yl,r sledi us(t) > (<)yl,r za t > T1. Ako je ρl = ρr 6= 0, prvi
izvod brzine us(t) je dat sa

u′s(t) = −2 γ2

ξ3(t)
(
c− ul + ur

2
)
ρl(ul − ur),

pa zaključujemo da važi D′l,r(t) ≥ 0. U slučaju ρl = ρr = 0, važi Dl,r(t) = D′l,r(t) = 0 za
t > T1.

Dakle, produkcija energije rešenja u obliku senka talasa je nepozitivna i neopadajuća
funkcija od t. Jasno je da Dl,r(t) može biti i konstantna funkcija ako je talas prost senka
talas sa konstantnom brzinom, tj. ako je u′s(t) = 0 za t > T1.

Napomena. Iz (5.16) vidimo da ako ul − ur ∼ µ, tada Dl,r(t) ∼ µ3, jer ur ≤ us(t) ≤ ul. U
tom slučaju je disipacija energije rešenja u obliku senka talasa zanemarljiva.

5.1.1. Neizentropski model za gasnu dinamiku bez pritiska

Analiza rešenja Rimanovog problema za sistem

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0
∂t(ρu) + ∂x(ρu2) = 0

∂t
(

1
2ρu

2 + ρe
)

+ ∂x
(
ρu
(1

2u
2 + e

))
= 0

(5.17)

je slična kao i kod izentropskog sistema (2.25). Naime, ako je leva komponenta brzine
u početnom uslovu manja od desne komponente, tada postoji klasično rešenje Rimanovog
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problema koje se sastoji iz dva kontaktna diskontinuiteta koja su razdvojena vakuumom. Ako
su obe komponente brzine jednake, rešenje je jedan kontaktni diskontinuitet. U suprotnom,
može se pokazati da postoji rešenje Rimanovog problema u obliku delta udarnog talasa ili
prostog senka talasa. To rešenje je entropijsko, i entropijski uslov i uslov prekompresivnosti
su ekvivalentni za sve semi-konveksne entropijske parove sistema (Teorema 6.1 u [75]), što ne
važi u slučaju izentropskog sistema. Rešenje Rimanovog ili uopštenog Rimanovog problema
se dobija proširivanjem rešenja dobijenog kod izentropskog modela. To sledi iz činjenice da
se prve dve jednačine u sistemu mogu rešiti nezavisno od treće.

Lema 5.4. Neka je dat sistem (5.17) sa početnim uslovom

(ρ, u, e)(x, 0) =
{

(ρl, ul, el), x < 0
(ρr, ur, er), x > 0

+ (γ, 0, 0) δ(0,0),

i neka je (ρu)|t=0 = γ̃δ(0,0),
(ρu2

2 + ρe
)
|t=0 = γ̂δ(0,0) takvo da važi ul ≥ γ̃/γ ≥ ur, γ ≥ 0,

ρl, ρr ≥ 0. Postoji rešenje tog problema dato u obliku prekompresivnog senka talasa

U ε(x, t) =


(ρl, ul, el), x < c(t)− ε

2 t− xε
(ρε(t), uε(t), eε(t)), c(t)− ε

2 t− xε < x < c(t) + ε
2 t+ xε

(ρr, ur, er), x > c(t) + ε
2 t+ xε,

gde su ξ(t) = limε→0 2
(
ε
2 t + xε

)
ρε(t) i us(t) = limε→0 uε(t) rešenje sistema (5.8) i važi

c′(t) = us(t), c(0) = 0. Funkcija es(t) = limε→0 eε(t) zadovoljava jednačinu

c′(t)
[ρu2

2 + ρe
]
−
[
ρu
(u2

2 + e
)]

= d

dt

(u2
s(t)
2 ξ(t) + es(t)ξ(t)

)
.

Dokaz Leme 5.4 sledi iz Lema 4.3 i 5.2 (za detalje videti [75]).
Napomena. U slučaju Rimanovog početnog uslova kada je γ = 0 rešenje je dato u obliku
prostog senka talasa koji se prostire brzinom yl,r. Tada važi ρε(t) = ρε ∼ ε−1, uε(t) = uε ≈ yl,r
i eε(t) = eε za svako t > 0 i xε = 0.

U slučaju entropijskog para (η,Q), η(ρ, u, e) = −ρe, Q(ρ, u, e) = −ρue, produkcija entropije
kod senka talasa je jednaka baš produkciji energije rešenja u obliku senka talasa Dl,r(t) kod
izentropskog sistema. Naime, važi

− us(t)[η] + [Q] + lim
ε→0

d

dt

(
2
(
ε
2 t+ xε

)
η
(
ρε(t), uε(t), eε(t)

))
=− us(t)(−ρrur + ρlul) + (−ρrurer + ρluler)−

d

dt
(ξ(t)es(t))

=ρrer(us(t)− ur) + ρlel(ul − us(t))−
d

dt
(ξ(t)es(t)),

kao i

d

dt

(
ξ(t)es(t)

)
= Dl,r(t) + ρlel

(
ul − us(t)

)
+ ρrer

(
us(t)− ur

)
≥ 0,

čime je tvrdenje pokazano. Iz gornje nejednakosti vidimo i da je rešenje u obliku senka talasa
iz Leme 5.4 dobro definisano, jer implicira es(t) ≥ 0 za svako t > 0.
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5.2. Model za uopšten Čapliginov gas

Cilj ovog dela je pronaći rešenje sistema (2.28) sa Rimanovim početnim uslovom

(ρ, q) =
{

(ρ0, q0), x < 0
(ρ1, q1), x > 0.

(5.18)

Kao što je pokazano u Glavi 2, obe karakteristčne familije sistema (2.28) su zaista neline-
arne, što znači da se klasično rešenje Rimanovog problema može predstaviti kao kombinacija
elementarnih talasa (razredujućih i udarnih). Kako bismo pronašli razredujuće krive može-
mo koristiti Rimanove invarijante date u (2.29) i Teoremu 3.1. Razredujuće krive kroz levo
stanje (ρ0, u0) koje odgovaraju dvema karakterističnim familijama su date se

R1(ρ0, q0) : q = ρ

ρ0
q0 + 2

√
α

1 + α
ρ
(
ρ−

1+α
2 − ρ−

1+α
2

0 ), ρ < ρ0

R2(ρ0, q0) : q = ρ

ρ0
q0 −

2
√
α

1 + α
ρ
(
ρ−

1+α
2 − ρ−

1+α
2

0 ), ρ > ρ0.

One se dobijaju iz jednačina v(ρ, q) = v(ρ0, q0) i w(ρ, q) = w(ρ0, q0).
Napomena. Uslove ρ < ρ0 kod R1 i ρ > ρ0 kod R2 odredujemo koristeći činjenicu da
rešenje u obliku centriranog razredujućeg talasa ne zadovoljava Laksov entropijski uslov (važi
λi(ρ1, q1) > λi(ρ0, q0), i = 1, 2). Na primer, ako (ρ1, q1) ∈ R1(ρ0, q0) onda

λ1(ρ1, q1)− λ1(ρ0, q0) =
√
α

1− α
1 + α

(
ρ
− 1+α

2
1 − ρ−

1+α
2

0

)
.

Ta vrednost je pozitivna ako važi ρ1 < ρ0.

Napomena. Razredujuće krive se mogu pronaći i direktno, iz Definicije 3.1. Razredujuća
kriva prve karakteristične familije kroz stanje (ρ0, q0) je rešenje početnog problema

dρ

dt
= −1, dq

dt
= − q

ρ
+
√
p′(ρ), (ρ, q)(x, 0) = (ρ0, q0),

koji se može zapisati i na sledeći način

dq

dρ
= λ1(ρ, q), q(ρ0) = q0.

Koristeći da je q = ρu i da važi du
dρ = 1

ρ

(
dq
dρ −

q
ρ

)
, gornja diferencijalna jednačina se može

transformisati u

du

dρ
= −

√
p′(ρ)
ρ

.

Krive udarnih talasa dobijamo eliminacijom brzine c iz Rankin–Igonoovih jednačina

c(ρ1 − ρ0) = q1 − q0

c(q1 − q0) = q2
1
ρ1
− 1
ρα1
− q2

0
ρ0

+ 1
ρα0
.

Krive udarnih talasa kroz stanje (ρ0, u0) su date sa

S1(ρ0, q0) : q = ρ

ρ0
q0 −

√
ρ

ρ0
(ρ− ρ0)

( 1
ρα0
− 1
ρα

)
, ρ > ρ0,

S2(ρ0, q0) : q = ρ

ρ0
q0 −

√
ρ

ρ0
(ρ− ρ0)

( 1
ρα0
− 1
ρα

)
, ρ < ρ0.

(5.19)
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Brzine ci udarnih talasa Si, i = 1, 2 date su sa

c1 = q0
ρ0
−
√
ρ

ρ0

ρα − ρα0
ρ− ρ0

1
ρα0 ρ

α
, c2 = q0

ρ0
+
√
ρ

ρ0

ρα − ρα0
ρ− ρ0

1
ρα0 ρ

α
.

Na isti način se može dobiti da je kriva udarnog talasa koja pripada drugoj karakterističnoj
familiji kroz desno stanje (ρ1, q1) data sa

S2(ρ1, q1) : q = ρ

ρ1
q1 +

√
ρ

ρ1
(ρ− ρ1)

( 1
ρα1
− 0
ρα

)
, ρ > ρ1.

Dakle, klasično rešenje Rimanovog problema (2.28, 5.18) je kombinacija razredujućih i udar-
nih talasa. Može se pokazati sledeće: Ako se stanje (ρ1, q1) nalazi iznad krivih R1 i R2,
rešenje je kombinacija razredujućih talasa. U oblasti izmedu krivih R1 i S2 (odnosno S1 i
R2) rešenje je oblika R1 +S2 (odnosno S1 +R2), dok je na jednom delu ispod S1 i S2 rešenje
kombinacija dva udarna talasa (videti Sliku 5.2).

Primetite da za (ρ, q) ∈ S1(ρ0, q0) važi

lim
ρ→∞

u1(ρ) := lim
ρ→∞

(
q0
ρ0
−
√

1
ρ0

(
1− ρ0

ρ

)( 1
ρα0
− 1
ρα

))
= q0
ρ0
− ρ−

1+α
2

0 ,

dok za (ρ, q) ∈ S2(ρ1, q1) imamo

lim
ρ→∞

u2(ρ) := lim
ρ→∞

(
q1
ρ1

+
√

1
ρ1

(
1− ρ1

ρ

)( 1
ρα1
− 1
ρα

))
= q1
ρ1

+ ρ
− 1+α

2
1 .

Kako se (klasično) rešenje traži kao presek dve krive udarnih talasa S1(ρ0, q0) i S2(ρ1, q1),
ono će postojati ako važi

q1
ρ1

+ ρ
− 1+α

2
1 ≥ q0

ρ0
− ρ−

1+α
2

0 ,

tj. ako se (ρ1, q1) nalazi iznad krive (takode videti [109])

Γss = Γss(ρ0, q0) : q =
( q0
ρ0
− ρ−

1+α
2 − ρ−

1+α
2

0

)
ρ.

Dakle, u oblasti ispod krive Γss nema klasičnog rešenja Rimanovog problema (2.28, 5.18),
što ne znači da u toj oblasti ne postoji neki oblik neklasičnog rešenja koje sadrži delta funkciju.

Lema 5.5. Postoji rešenje u obliku prostog senka talasa problema (2.28, 5.18) dato sa

(ρε, qε)(x, t) =


(ρ0, q0), x < (c− ε)t
(ρ0,ε, q0,ε), (c− ε)t < x < ct

(ρ1,ε, q1,ε), ct < x < (c+ ε)t
(ρ1, q1), x > (c+ ε)t

(5.20)

ako i samo ako važi

(q0ρ1 − q1ρ0)2 > (ρ0 − ρ1)
( 1
ρα1
− 1
ρα0

)
ρ0ρ1.
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Klasično rešenje ne postoji ispod Γss

R1 + S2

Slika 5.2: Rešenje Rimanovog problema (2.28, 5.18) kao kombinacija elementarnih
talasa

Dokaz. Koristeći Lemu 4.1 dobijamo sledeće aproksimacije za izvode

∂tρ ≈
(
− c[ρ] + (ερ0,ε + ερ1,ε)

)
δ − c(ερ0,ε + ερ1,ε)tδ′

∂xq ≈ [q]δ + (εq0,ε + εq1,ε)tδ′

∂tq ≈
(
− c[q] + (εq0,ε + εq1,ε)

)
δ − c(εq0,ε + εq1,ε)tδ′

∂x
(q2

ρ
− 1
ρα

)
≈
[q2

ρ
− 1
ρα

]
δ +

(
ε
( q2

0,ε
ρ0,ε
− 1
ρα0,ε

)
+ ε

( q2
1,ε
ρ1,ε
− 1
ρα1,ε

))
tδ′.

Nosač delta funkcije δ i njenog izvoda δ′ je prava x = ct. Kao i ranije, [·] := ·1 − ·0. Jedini
način da se izbegne trivijalan slučaj (kada su ρi,ε i qi,ε, i = 0, 1 jednaki nuli) je ρi,ε, qi,ε ∼ ε−1,
i = 0, 1. Označimo

ξi := lim
ε→0

ερi,ε, χi := lim
ε→0

εqi,ε, i = 0, 1.

Tada važi

q2
i,ε

ρi,ε
− 1
ραi,ε
≈ χ2

i

ξi
, i = 0, 1.

Funkcija (5.20) će biti rešenje Rimanovog problema (2.28, 5.18) ako postoji rešenje sistema

−c[ρ] + (ξ0 + ξ1) + [q] = 0
c(ξ0 + ξ1) = χ0 + χ1

−c[q] + (χ0 + χ1) +
[q2

ρ
− 1
ρα

]
= 0

c(χ0 + χ1) = χ2
0
ξ0

+ χ2
1
ξ1
.

(5.21)

Neka su sa κ1 := c[ρ] − [q] i κ2 = c[q] −
[q2

ρ
− 1
ρα

]
označeni Rankin–Igonoovi deficiti koji

odgovaraju prvoj i trećoj jednačini sistema (5.21), redom. Iz druge jednačine dobijamo
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κ2 = cκ1, a zamenom prve jednačine u treću dobijamo kvadratnu jednačinu

[ρ]c2 − 2[q]c+
[q2

ρ
− 1
ρα

]
= 0,

čije rešenje je za ρ0 6= ρ1 dato sa

c =
[q]±

√
[q]2 − [ρ]

[
q2−ρ1−α

ρ

]
[ρ] . (5.22)

Jedina moguća relacija izmedu nepoznatih ξi, χi, i = 0, 1 je

ξ0 = χ0
c

i ξ1 = χ1
c
.

Prva i treća jednačina u (5.21) jedinstveno odreduju snagu senka talasa

ξ := ξ0 + ξ1 = κ1, χ := χ0 + χ1 = κ2 = cκ1.

Kako promenljiva ρ označava gustinu mora da važi κ1 > 0 (slučaj κ1 = 0 odgovara udarnom
talasu). Iz prve jednačine u (5.21) dobijamo

c = q1 − q0 + κ1
ρ1 − ρ0

,

pa zbog pozitivnosti Rankin-Igonoovog deficita κ1 moramo uzeti znak + u (5.22). Lako se
dobija

κ1 =
√

(q0ρ1 − q1ρ0)2

ρ0ρ1
− (ρ0 − ρ1)

( 1
ρα1
− 1
ρα0

)
.

Zaključujemo da SDW rešenje problema (2.28, 5.18) postoji ako i samo ako važi

(q0ρ1 − q1ρ0)2 > (ρ0 − ρ1)
( 1
ρα1
− 1
ρα0

)
ρ0ρ1, (5.23)

tj. ako se (ρ1, q1) nalazi ispod krive

q = ρ

ρ0
q0 −

√
ρ

ρ0
(ρ0 − ρ)

( 1
ρα
− 1
ρα0

)
(5.24)

ili iznad krive

q = ρ

ρ0
q0 +

√
ρ

ρ0
(ρ0 − ρ)

( 1
ρα
− 1
ρα0

)
. (5.25)

�
Napomena. 1. Ako je ρ1 = ρ0, brzina senka talasa je data sa c = 1

2
(
q1
ρ1

+ q0
ρ0

)
.

2. Primetite da je u (5.20) bilo dovoljno uzeti ρ0,ε = ρ1,ε i q0,ε = q1,ε, jer SDW rešenje
treba da bude slabo jedinstveno, što znači da će svaki odabir konstanti ρ0,ε, ρ1,ε, q0,ε, q1,ε
dati isti distributivni limes.

Kriva (5.24) se poklapa se krivom udarnog talasa (5.19) koja se nalazi iznad krive Γss.
Oblast izmedu krivih (5.24) i Γss odgovara S1 + S2 rešenju, što znači da rešenje Rimanovog
problema nije jedinstveno ako se desno stanje (ρ1, q1) nalazi u toj oblasti (postoji i SDW i
S1 +S2 rešenje). Takode, iznad krive (5.25) postoji i rešenje u obliku senka talasa i klasično
rešenje. Dakle, u tim oblastima moramo da isključimo jedno od dva rešenja uz pomoć uslova
dopustivosti.
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5.2.1. Uslov prekompresivnosti i entropijski uslov

Prvo ćemo koristiti uslov prekompresivnosti

λi(ρ0, q0) ≥ c ≥ λi(ρ1, q1), i = 1, 2,

koji u slučaju sistema (2.28) ima oblik

q0
ρ0
−
√
αρ
− 1+α

2
0 ≥ q1 − q0 + κ1

ρ1 − ρ0
≥ q1
ρ1

+
√
αρ
− 1+α

2
1 . (5.26)

Označimo sa x := q0ρ1 − q1ρ0. Da bi relacija (5.26) bila zadovoljena mora da važi x > 0.
Neka je ρ1 > ρ0. Iz uslova

q0
ρ0
−
√
αρ
− 1+α

2
0 ≥ q1

ρ1
+
√
αρ
− 1+α

2
1

dobijamo x ≥
√
α
(
ρ

1−α
2

0 ρ1 + ρ0ρ
1−α

2
1

)
>
√
αρ

1−α
2

0 (ρ0 + ρ1) =: z. Primetite da je (5.26) ekviva-
lentan uslovima

f1(x) := x−
√
αρ

1−α
2

0 (ρ1 − ρ0)− ρ0κ1

= x−
√
αρ

1−α
2

0 (ρ1 − ρ0)−
√
ρ0
ρ1

√
x2 − x2

∗ ≥ 0

f2(x) := x+
√
αρ

1−α
2

1 (ρ1 − ρ0)− ρ1κ1

= x+
√
αρ

1−α
2

1 (ρ1 − ρ0)−
√
ρ1
ρ0

√
x2 − x2

∗ ≤ 0,

(5.27)

gde x∗ :=
√
ρ0ρ1(ρ1 − ρ0)(ρ−α0 − ρ−α1 ) > 0. Uslov (5.23) koji (ρ1, q1) mora da zadovolji da

bi postojalo rešenje u obliku senka talasa daje x > x∗, pa ćemo u nastavku tražiti samo x
za koje važi x > max{x∗, z} =: x0.

Rešavanje jednačine f1(x) = 0 se svodi na rešavanje kvadratne jednačine

x2 − 2
√
αρ1ρ

1−α
2

0 x+ αρ1−α
0 ρ2

1 + (1− α)ρ2−α
0 ρ1 − ρ2

0ρ
1−α
1 = 0,

čiji su koreni jednaki

x1 :=
√
αρ

1−α
2

0 ρ1 + ρ0ρ
1
2
1

√
ρ−α1 − (1− α)ρ−α0

x11 :=
√
αρ

1−α
2

0 ρ1 − ρ0ρ
1
2
1

√
ρ−α1 − (1− α)ρ−α0 .

Jasno je da važi x11 < x1 i x11 >
√
αρ

1−α
2

0 ρ1−
√
αρ

1−α2
0 ρ

1
2
1 > 0, jer ρ−α1 − (1−α)ρ−α0 < αρ−α0

za ρ1 > ρ0. Takode,

x2
11 − x2

∗ = ρ0ρ1
(√
αρ

1−α
2

0 − ρ−
1
2

1

√
ρ−α1 − (1− α)ρ−α0

)2
> 0,

pa sledi x11 > x∗ > 0. Dalje, z > x1 > x∗, i x11 < x1. Ako je ρ−α1 < (1 − α)ρ−α0 , gornja
kvadratna jednačina nema realnih korena pa je funkcija f1(x) strogo pozitivna za x > x0.
U suprotnom, važi f1(x) > 0 za x > x1. Dakle, prvi uslov prekompresivnosti (5.27)1 je
zadovoljen ako x > x0 = z.
Slično, jedini koren jednačine f2(x) = 0 za x > x0 je

x2 :=
√
αρ0ρ

1−α
2

1 + ρ
1
2
0 ρ1

√
ρ−α0 − (1− α)ρ−α1 ,



86 5.2.1. Uslov prekompresivnosti i entropijski uslov

a ρ−α0 ≥ (1 − α)ρ−α1 važi za sve ρ1 > ρ0 pa je f2(x) ≤ 0 zadovoljeno ako x ≥ x2. Koristeći
(1− α)ρ−α1 < (1− α)ρ−α0 dobijamo

x2 >
√
αρ0ρ

1−α
2

1 + ρ
1
2
0 ρ1
√
αρ
−α2
0 > z.

Kako je x1 < z = x0 < x2 sledi da uslov prekompresivnosti (5.26) važi za sve x ≥ x2 i
ρ1 > ρ0.

Napomena. Dodatno, može se pokazati da je izraz

x1 − x2 = ρ0ρ
1−α

2
1

(√
1− (1− α)

(ρ1

ρ0

)α
−
√
α

)
− ρ

1−α
2

0 ρ1

(√
1− (1− α)

(ρ0

ρ1

)α
−
√
α

)
jednak nuli ako ρ1 = ρ0, i njegov prvi izvod po ρ1 je negativan za ρ1 > ρ0, iz čega sledi x1 < x2.

Postupak u slučaju ρ1 < ρ0 je sličan. Zamenom ρ0 i ρ1 i ponavljanjem postupka od gore
dobijamo da uslov (5.26) važi ako x ≥ x1.

Vidimo da stanje (ρ1, q1) može da se poveže sa stanjem (ρ0, q0) preko prekompresivnog
senka talasa ako i samo ako se nalazi ispod krive

Γoc : q =


ρ

ρ0
q0 −

1
ρ0

(√
αρ0ρ

1−α
2 + ρ

1
2
0 ρ
√
ρ−α0 − (1− α)ρ−α

)
, ako ρ0 ≤ ρ,

ρ

ρ0
q0 −

1
ρ0

(√
αρ

1−α
2

0 ρ+ ρ0ρ
1
2

√
ρ−α − (1− α)ρ−α0

)
, ako ρ0 > ρ.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

ρ

-2

-1

0

1

2

3

4

q

Γoc

R1 + S2

Γss

S1 + S2
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Slika 5.3: Prekompresivan SDW i S1+S2 rešenje

Lako se pokazuje (ilustracija je data na Slici 5.3) da se kriva Γoc nalazi izmedu (5.24) i
Γss, što znači da iznad Γoc postoji jedinstveno rešenje koje je kombinacija elementarnih talasa
(SDW rešenje iznad krive (5.25) nije dopustivo). Medutim, u oblasti izmedu krivih Γss i Γoc
postoji i rešenje u obliku prekompresivnog senka talasa i S1 + S2 rešenje. U nastavku ćemo
pokušati da iskoristimo entropijski uslov i konveksni entropijski par (η,Q) kako bismo došli
do jedinstvenog rešenja (tj. dokazali da SDW rešenje nije dopustivo u oblasti izmedu krivih
Γss i Γoc).
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Napomena. U poslednje vreme mnogo autora izučava Rimanov problem za uopšten Čapliginov
gas (na primer, videti [104, 109]). Medutim, u tim radovima nije uočeno da uslov prekompre-
sivnosti nije dovoljan da eliminǐse sva nedopustiva rešenja.

Definicija 5.2. Rešenje u obliku prostog senka talasa problema (2.28, 5.18) dato sa (5.20)
je entropijsko ako uslovi

lim
ε→0
−c(εη(ρ0,ε, q0,ε) + εη(ρ1,ε, q1,ε)) + εQ(ρ0,ε, q0,ε) + εQ(ρ1,ε, q1,ε) = 0

c(η(ρ0, q0)−η(ρ1, q1)) +Q(ρ1, q1)−Q(ρ0, q0) + lim
ε→0

(εη(ρ0,ε, q0,ε)+εη(ρ1,ε, q1,ε)) ≤ 0.
(5.28)

važe za sve konveksne entropijske parove (η1, Q1) i (η2, Q2), λ > 0.

Dva uslova iz (5.28) slede iz entropijske nejednakosti (4.24) i ekvivalentni su onima iz (4.25)
i (4.26).

Kako bismo dokazali da postoji slabo jedinstveno rešenje Rimanovog problema (2.28,
5.18) treba da pokažemo da SDW rešenje iznad krive Γss nije dopustivo.

Teorema 5.1. Prvi entropijski uslov

lim
ε→0
−c
(
εη(ρ0,ε, q0,ε) + εη(ρ1,ε, q1,ε)

)
+ εQ(ρ0,ε, q0,ε) + εQ(ρ1,ε, q1,ε) = 0 (5.29)

važi za SDW rešenje dato u obliku (5.20), entropijske parove (η1, Q1), (η2, Q2) date u (2.33)
i λ > 0.

Dokaz. Pokazaćemo da uslov (5.29) važi u slučaju prvog entropijskog para (η1, Q1). Dokaz
je analogan za (η2, Q2).

Kako ρ−
1+α

2
i,ε → 0 kada ε → 0, i = 1, 2, možemo koristiti asimptotsko ponašanje modifi-

kovane Beselove funkcije druge vrste,

Kν(x) ∼ 1
2Γ(ν)

(2
x

)ν
, ν > 0 kada x→ 0. (5.30)

Neka je A := 2
√
α

1+α . Tada 2Aλρ−
1+α

2
i,ε → 0, ε→ 0, pa važi

K 1
1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

i,ε

)
∼ 1

2Γ
( 1

1 + α

)
(Aλ)−

1
1+α ρ

1
2
i,ε, i = 1, 2

K α
1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

i,ε

)
∼ 1

2Γ
( α

1 + α

)
(Aλ)−

α
1+α ρ

α
2
i,ε, i = 1, 2.

Primetite da 0 < A < 1 za 0 < α < 1.
Koristeći

lim
ε→0

ερi,ε = ξi, lim
ε→0

εqi,ε = χi, χi = cξi, i = 0, 1

i relaciju

K 2+α
1+α

(x) = 2
x(1 + α)K 1

1+α
(x) +K α

1+α
(x). (5.31)

dobijamo

lim
ε→0

εη1(ρi,ε, qi,ε) = 1
2Γ
( 1

1 + α

)
e2λc(Aλ)−

1
1+α ξi

lim
ε→0

εQ1(ρi,ε, qi,ε) = 1
2Γ
( 1

1 + α

)
e2λc(Aλ)−

1
1+αχi,
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iz čega sledi

lim
ε→0
−c
(
εη1(ρ0,ε, q0,ε) + εη1(ρ1,ε, q1,ε)

)
+ εQ1(ρ0,ε, q0,ε) + εQ1(ρ1,ε, q1,ε)

=− c

2e
2λcΓ

( 1
1 + α

)
(Aλ)−

1
1+α (ξ0 + ξ1) + 1

2Γ
( 1

1 + α

)
e2λc(Aλ)−

1
1+α (χ1 + χ2).

Jasno je da će prvi entropijski uslov biti zadovoljen za sve λ > 0 ako i samo ako važi
c(ξ1 + ξ2) = χ0 + χ1, što je uvek tačno i sledi iz definicije senka talasa. �

Kako bismo dokazali slabu jedinstvenost rešenja Rimanovog problema treba pokazati da
druga relacija u (5.28) važi, tj. da je izraz sa leve strane te nejednakosti nepozitivan za sve
(ρ1, q1) koji se nalaze na krivoj Γss(ρ0, q0) ili ispod nje i da to važi za sve λ > 0, dok iznad
Γss taj izraz treba da bude pozitivan.
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Slika 5.4: Nejednakosti (5.32) i (5.33)

U nastavku ćemo koristiti jednakost (5.31) i relaciju

xνKν(x)ex > 2ν−1Γ(ν), x > 0, ν > 1
2

koja je dokazana u [53]. Iz 1
1+α >

1
2 za 0 < α < 1 dobijamo da za sve x > 0 i 0 < α < 1 važi

K 1
1+α

(x) > 1
2Γ
( 1

1 + α

)(x
2
)− 1

1+α
e−x. (5.32)

U [5] je pokazano da je funkcija x 7→ xνexKν(x) monotono opadajuća na intervalu (0,∞) za
sve ν < 1

2 i da važi

lim
x→0

xνexKν(x) = 2ν−1Γ(ν).

Koristeći taj rezultat i činjenicu da α
1+α <

1
2 za 0 < α < 1 dobijamo

K α
1+α

(x) < 1
2Γ
( α

1 + α

)(x
2
)− α

1+α
e−x. (5.33)
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Relacije (5.32) i (5.33) su ilustrovane na Slici 5.4, gde su uporedene leva i desna strana obe
nejednakosti.

Zamenom izraza za entropiju η1 i fluks entropije Q1 u (5.28)2, kao i korǐsćenjem definicije
senka talasa dobijamo da leva strana te nejednakosti za prvi entropijski par (η1, Q1) ima oblik

E1
λ = lim

ε→0
ε

(
ρ

1
2
0,εK 1

1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

0,ε

)
+ ρ

1
2
1,εK 1

1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

1,ε

))
e2cλ

−K 1
1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

0

)
ρ
− 1

2
0 (−cρ0 + q0) e2λ q0

ρ0 −
√
αK α

1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

0

)
ρ
−α2
0 e

2λ q0
ρ0

−K 1
1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

1

)
ρ
− 1

2
1 (cρ1 − q1) e2λ q1

ρ1 +
√
αK α

1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

1

)
ρ
−α2
1 e

2λ q1
ρ1

=1
2Γ
( 1

1 + α

)
A−

1
1+αλ−

1
1+ακ1 e

2cλ −K 1
1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

0

)
ρ
− 1

2
0 (−cρ0 + q0) e2λ q0

ρ0

−
√
αK α

1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

0

)
ρ
−α2
0 e

2λ q0
ρ0 −K 1

1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

1

)
ρ
− 1

2
1 (cρ1 − q1) e2λ q1

ρ1

+
√
αK α

1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

1

)
ρ
−α2
1 e

2λ q1
ρ1 .

Pri tome je korǐsćeno da važi ρ0,ε ∼ ρ1,ε ∼ 1
2εκ1, ε → 0 i κ1 = c(ρ1 − ρ0)− (q1 − q0). Drugi

entropijski uslov za prvi entropijski par će biti zadovoljen ako E1
λ ≤ 0.

Za (ρ1, q1) ∈ Γss(ρ0, q0) imamo E1
λ = e

2λ q0
ρ0 Ê1

λ, gde

Ê1
λ =1

2Γ
( 1

1 + α

)
A−

1
1+αλ−

1
1+α (ρ

1−α
2

0 + ρ
1−α

2
1 )e−2λρ

− 1+α
2

0

−K 1
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(
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0 −

√
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(
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2

0

)
ρ
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0

−K 1
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(
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)
ρ
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1 e−2λ(ρ

− 1+α
2

0 +ρ
− 1+α

2
1 )

+
√
αK α
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(
2Aλρ−
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ρ
−α2
1 e−2λ(ρ
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2

0 +ρ
− 1+α

2
1 ).

(5.34)

Na isti način kao za prvi entropijski par možemo da odredimo levu stranu nejednakosti
(5.28)2 za drugi entropijski par (η2, Q2)

E2
λ =1

2Γ
( 1

1 + α

)
A−

1
1+αλ−

1
1+ακ1 e

−2cλ −K 1
1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

0

)
ρ
− 1

2
0 (−cρ0 + q0) e−2λ q0
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√
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(
2Aλρ−
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2

0

)
ρ
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0 e
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2
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√
αK α
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(
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)
ρ
−α2
1 e

−2λ q1
ρ1 .

Za (ρ1, q1) ∈ Γss(ρ0, q0) važi

E2
λ = e

−2λ
(
q0
ρ0
−
(
ρ
− 1+α

2
0 +ρ

− 1+α
2

1

))
Ê2
λ,

gde

Ê2
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√
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0 +ρ
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(5.35)
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Vidimo da Ê2
λ dobijamo iz Ê1

λ zamenom ρ0 i ρ1, čime je dokazano sledeće tvrdenje.

Propozicija 5.1. Ako druga relacija u (5.28) važi za entropijski par (η1, Q1), (ρ0, ρ1) ∈
Ω0 × Ω1, Ω0,Ω1 ⊆ R+ i (ρ1, q1) se nalazi na krivoj Γss(ρ0, q0), tada drugi entropijski uslov
važi za entropijski par (η2, Q2) i (ρ0, ρ1) ∈ Ω1×Ω0 takvo da se (ρ1, q1) nalazi na Γss(ρ0, q0).

Sledeća teorema nam daje bolji uvid u odnos izmedu uslova prekompresivnosti i entro-
pijske nejednakosti. Pokazaćemo da postoje tačke iznad krive Γss u kojima je uslov pre-
kompresivnosti zadovoljen, ali entropijski uslov nije. To je prvi takav rezultat u literaturi.
Dakle, bar u tim tačkama možemo da izbegnemo nejedinstvenost koristeći entropijski uslov.
Medutim, iako nismo pronašli čak ni numerički primer koji to potvrduje, još uvek ne znamo
da li možda postoje neke tačke u kojima je uslov prekompresivnosti jači od entropijskog
uslova.

Teorema 5.2. Za svako α ∈ (0, 1) i svako (ρ0, q0) postoji desno stanje (ρ1, q1) čija se okolina
nalazi iznad Γss(ρ0, q0) i u toj okolini je uslov prekompresivnosti zadovoljen ali entropijski
uslov nije za dovoljno veliko λ.

Dokaz. Definǐsimo krivu

Γβ : q =
(
q0
ρ0
− (β + (1− β)

√
α)
(
ρ
− 1+α

2
0 + ρ−

1+α
2
))
ρ, 0 < β < 1.

Neka je ρ0 = ρ1. Tada je brzina senka talasa jednaka

c = 1
2
( q0
ρ0

+ q1
ρ1

)
,

pa dobijamo da za (ρ1, q1) ∈ Γβ važi

c = q0
ρ0
− (β + (1− β)

√
α)ρ−

1+α
2

0 .

Brzina c je neprekidna kao funkcija od ρ, pa je gornji izraz za brzinu tačan za sve ρ1 u maloj
okolini ρ0.

Lako se proverava da je uslov prekompresivnosti zadovoljen za sve β ∈ (0, 1) i (ρ1, q1) ∈ Γβ
takvo da ρ1 = ρ0. To sledi iz nejednakosti β(1 −

√
α) > 0 koja važi za sve β ∈ (0, 1) i

α ∈ (0, 1). Dalje,

κ1|ρ0=ρ1 = 2(β + (1− β)
√
α)ρ

1−α
2

0

−cρ0 + q0|ρ0=ρ1 = cρ1 − q1|ρ0=ρ1 = (β + (1− β)
√
α)ρ

1−α
2

0 .

Sve funkcije korǐsćene u ovoj analizi su neprekidne, pa zaključujemo da je uslov prekompre-
sivnosti zadovoljen na krivoj Γβ za sve ρ koje se nalazi u maloj okolini ρ0.

Ostalo je da proverimo entropijski uslov na krivoj Γβ za ρ u okolini ρ0. Leva strana druge
entropijske nejednakosti (5.28)2 za prvi entropijski par (η1, Q1) je data sa

E1
λ,β|ρ0=ρ1 = (β + (1− β)

√
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0 e
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,
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0 ).
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Koristeći relaciju

Kν(x)
Kν−1(x) <

ν +
√
ν2 + x2

x
, ν ∈ R, (5.36)

koja je data u [61] i činjenicu da važi K−ν = Kν , dobijamo

Ẽ1
λ,β

∣∣∣
ρ0=ρ1

>Γ
( 1

1 + α

)
(Aλρ−

1+α
2

0 )−
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2
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)(
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√
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2
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) 1
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√( 1
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)2+

(
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)
.

Dalje, ako iskoristimo relaciju (5.33) i pustimo λ→∞, dobijamo da važi E1
λ,β|ρ0=ρ1 > 0, tj.

entropijski uslov nije zadovoljen ako

Γ
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)
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1
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2
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Slika 5.5: Ponašanje krive Γβ

Eksponencijalna funkcija opada ka nuli brže od bilo kog stepena λ, pa će gornja relacija
biti tačna ako β + (1− β)

√
α < A = 2

√
α

1+α . Dalje, definǐsimo funkciju

hβ(x) := −β + (1 + β)x− βx2 − (1− β)x3

Jedan koren jednačine hβ(x) = 0 je x = 1 i to važi za svako β ∈ (0, 1). Medutim, ta jednačina
ima samo jedan koren xβ na intervalu (0, 1) i on je jednak

xβ = 1−
√

1 + 4(1− β)β
2(β − 1) .
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Dakle, za svako β ∈ (0, 1) postoji interval (αβ, 1), gde αβ := x2
β takav da je funkcija hβ po-

zitivna za sve α ∈ (αβ, 1), što znači da u tom slučaju entropijska jednakost nije zadovoljena.
Jasno,

αβ1 = x2
β1 < x2

β2 = αβ2 za β1 < β2.

Iz β → 0 sledi xβ → 0, što znači da je funkcija hβ(x) pozitivna za svako α ∈ (0, 1) i dovoljno
malo β. Sa porastom β (Γβ se spušta) raste αβ (videti ilustraciju na Slici 5.5).

Kako je funkcija hβ neprekidna, zaključujemo sledeće: Za svako α ∈ (0, 1) i prvi entro-
pijski par (η1, Q1) postoji β ∈ (0, 1) (β je dovoljno malo ako je α dovoljno malo) takvo da
entropijski uslov kada λ→∞ ne važi za (ρ1, q1) ∈ Γβ i ρ1 u maloj okolini ρ0.

Time smo pokazali da u slučaju modela za uopšten Čapliginov gas uslov prekompresiv-
nosti ne implicira entropijski uslov. �

Primer 5.1. Ako fiksiramo β = 0.5 i posmatramo krivu Γ0.5 dobijamo da za svako α ∈ (α0, 1),
α0 = (

√
2 − 1)2 ≈ 0.17157 (videti Sliku 5.5) i svako (ρ0, q0) postoji λ > 0 i stanje (ρ1, q1) koje se

nalazi iznad Γss krive, takvo da je SDW rešenje dato sa (5.20) prekompresivno, ali nije entropijski
dopustivo. �

Napomena. Teorema 5.2 se može dokazati i uz pomoć drugog entropijskog para. Leva strana
entropijske nejednakosti (5.28)2 za (η2, Q2) i (ρ1, q1) ∈ Γβ , gde ρ1 = ρ0 je jednaka

E2
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√
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Ẽ2
λ,β |ρ0=ρ1 =Γ

( 1
1 + α

)(
Aλρ

− 1+α
2

0

)− 1
1+α

e−2λ(β+(1−β)
√
α)ρ

− 1+α
2

0
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α)ρ

− 1+α
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0

)
.

Poredenjem izraza za (η1, Q1) i (η2, Q2), zaključujemo da važi

Ẽ2
λ,β |ρ0=ρ1 = Ẽ1

λ,β |ρ0=ρ1 .

Dakle, drugi entropijski uslov za entropijski par (η2, Q2), ρ1 u okolini ρ0 i dovoljno veliko λ je
zadovoljen ako i samo ako je zadovoljen za entropijski par (η1, Q1).

U nastavku navodimo neke rezultate koji pokazuju korisnost entropijskog uslova. Prvo
opisujemo asimptotsko ponašanje entropijskog uslova kada λ > 0 teži nuli ili beskonačnosti.

Propozicija 5.2. Obe relacije u (5.28) važe za sve entropijske parove (η1, Q1), (η2, Q2) na
Γss krivoj ako λ→ 0 ili λ→∞.

Dokaz. U Teoremi 5.1 smo pokazali da prva relacija u (5.28) važi za sve entropijske parove
i sve λ > 0. Treba pokazati da važi druga relacija u (5.28) kada je λ > 0 dovoljno malo ili
dovoljno veliko. Koristeći relacije (5.34) i (5.35) zaključujemo da važi

lim
λ→0+

Eiλ = 0, i = 1, 2.

Čak štavǐse, to važi za svako q, a ne samo za ono koje se nalazi na krivoj Γss. Treba pokazati
da Êiλ opada u λ = 0. Uzmimo prvo entropijski par (η1, Q1). Koristeći relacije

d

dx
Kν(x) = −Kν−1(x)− ν

x
Kν(x), K−ν(x) = Kν(x)
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dobijamo
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Zatim, koristeći sledeće relacije iz [110]

Kν(x) = 1
2π

I−ν(x)− Iν(x)
sin (νπ) , Iν(x) =

(x
2
)ν ∞∑

k=0

(x
2
)2k

k! Γ(ν + k + 1) ,

i identitet Γ(ν)Γ(1− ν) = π
sin (πν) dobijamo

Kν(x) = 1
2

∞∑
k=0

(−1)k

k!
(
Γ(ν − k)

(x
2
)2k−ν

+ Γ(−ν − k)
(x

2
)2k+ν)

. (5.37)

Zamenom (5.37) u ∂
∂λÊ

1
λ i redanjem izraza po rastućem redosledu u odnosu na stepen od λ

dobijamo

∂

∂λ
Ê1
λ|λ=0 = λ−1− 1

1+α i1 + λ−1− α
1+α i2 + λ−

1
1+α i3 + λ−

α
1+α i4 + λ

α
1+α i5 +O(λ

1
1+α ),

gde

i1 = i2 = i3 = i4 = 0,

i5 = Γ
( 1

1 + α

)
A−

1
1+α

(
1 + 2α
1 + α

α− 1
1 + α

(
ρ
− 1+3α

2
0 + ρ

− 1+3α
2

1

)
− ρ−

1+α
2

0 ρ−α1
2

1 + α

3 + α

1 + α

)
.

Kako je i5 < 0 za α ∈ (0, 1), zaključujemo da Ê1
λ opada u λ = 0.

Isto se pokazuje za drugi entropijski par (η2, Q2), pa zaključujemo da (5.28) važi kada
λ→ 0+ i za entropijske parove (η1, Q1) i (η2, Q2).

Neka je sada λ dovoljno veliko. Zaključujemo sledeće:

(i) Svaki sabirak u (5.34) i (5.35) teži nuli kada λ→∞.

(ii) Izrazi

K 1
1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

0

)
ρ
−α2
0 i K α

1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

0

)
ρ
−α2
0

dominiraju u odnosu na ostala tri iz (5.34) za dovoljno veliko λ. Isto važi i za drugi
entropijski par.
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Slika 5.6: Entropijska nejednakost na Γss za prvi entropijski par (η1, Q1)

Iz (i) i (ii) sledi da Êiλ ≤ 0, i = 1, 2 kada λ→∞. �

Na osnovu numeričkih testova može se zaključiti da Propozicija 5.2 važi za sve λ > 0,
tj. da se kriva Γss(ρ0, q0) nalazi u entropijskoj oblasti. To je ilustrovano na Slici 5.6 za
prvi entropijski par i na Slici 5.7 za drugi entropijski par. Medutim, to nismo uspeli da
pokažemo, pre svega jer ne postoje dovoljno dobre aproksimacije za modifikovane Beselove
funkcije druge vrste.
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Slika 5.7: Entropijska nejednakost na Γss za drugi entropijski par (η2, Q2)

Iako su nejednakosti (5.32) i (5.33) delovale obećavajuće, one nisu bile dovoljne da pokažu
globalnu nepozitivnost funkcije Eiλ, i = 1, 2. Kao što se može videti na Slici 5.8, korǐsćenjem
tih nejednakosti dobijamo gornje ograničenje za Eiλ, i = 1, 2 koje je pozitivna funkcija, pa
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zaključujemo da nam trebaju bolje aproksimacije Beselovih funkcija. U nekim specijalnim
slučajevima te nejednakosti mogu biti od koristi. Neki primeri su dati ispod.

Nejednakosti (5.32) i (5.33) daju samo jedno, gornje ili donje ograničenje za Beselovu
funkciju, pa za drugo ograničenje treba koristiti neke druge. Na primer, korǐsćenjem (5.36)
dobija se

K α
1+α

(x) >
xK 1

1+α
(x)

1
1+α +

√
( 1

1+α)2 + x2
, x > 0.

Nažalost, ni ta nejednakost ne daje dovoljno dobar rezultat, a numerički rezultati u Matlabu
su to potvrdili.
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Inequalities (5.1) and (5.2) used instead of Bessel functions
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Slika 5.8: Nejednakosti (5.32) i (5.33) nisu dovoljne da pokažu nepozitivnost Ê1
λ

U nastavku ćemo navesti nekoliko specijalnih slučajeva kada je moguće pokazati da je
kriva Γss entropijska.

Primer 5.2. Entropijski uslov (5.28) važi ako (ρ1, q1) leži na krivoj Γss kroz (ρ0, q0) i jedan od sledeća
dva uslova je zadovoljen

(i) ρ
− 1+α

2
0 + ρ

− 1+α
2

1 je dovoljno malo,
(ii) α je blizu 1.

Dokaz. Ranije smo pokazali da prva relacija u (5.28) uvek važi, preostalo je da se pokaže da je
zadovoljena druga relacija.
(i) Koristićemo da ρ

− 1+α
2

0 + ρ
− 1+α

2
1 → 0 ako i samo ako ρ

− 1+α
2

0 → 0 i ρ−
1+α

2
1 → 0, jer su ρ0 i ρ1

pozitivni.
Za prvi entropijski par (η1, Q1), stanje (ρ1, q1) koje leži na krivoj Γss(ρ0, q0) i dovoljno malo

ρ
− 1+α

2
0 + ρ

− 1+α
2

1 dobijamo

E1
λ ∼ e

2λ q0
ρ0

(
1
2Γ
( 1

1 + α

)
A−

1
1+αλ−

1
1+α (ρ

1−α
2

0 + ρ
1−α

2
1 ) e−2λρ

− 1+α
2

0

− 1
2Γ
( 1

1 + α

)
A−

1
1+αλ−

1
1+α (ρ

1−α
2

0 + ρ
1−α

2
1 e−2λ(ρ

− 1+α
2

0 +ρ
− 1+α

2
1 ))

−
√
α

2 Γ
( α

1 + α

)
A−

α
1+αλ−

α
1+α (1− e−2λ(ρ

− 1+α
2

0 +ρ
− 1+α

2
1 ))

)
.
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Koristeći da

e−2λρ
− 1+α

2
0 , e−2λ(ρ

− 1+α
2

0 +ρ
− 1+α

2
1 ) → 1 kada ρ

− 1+α
2

0 + ρ
− 1+α

2
1 → 0,

zaključujemo da E1
λ ≤ 0, tj. entropijski uslov je zadovoljen za prvi entropijski par (η1, Q1). Isto se

može pokazati za (η2, Q2).

(ii) Neka je sada α dovoljno blizu 1. Tada je i A blizu 1 pa važi

K 1
1+α

(x) ≈ K α
1+α

(x) ≈ K 1
2
(x), Γ

( 1
1 + α

)
≈ Γ

(1
2

)
=
√
π, α→ 1.

Sledi,

Ê1
λ ∼
√
π

2 λ−
1
2 (1+1)e−2λρ−1

0 −K 1
2

(
2λρ−1

0
)
ρ
− 1

2
0 (1+

√
1)−K 1

2

(
2λρ−1

1
)
ρ
− 1

2
1 (1−

√
1)e−2λ(ρ−1

0 +ρ−1
1 )

≤2
√
π

2 λ−
1
2 e−2λρ−1

0 − 2
√
π

2 λ−
1
2 ρ
− 1

2
0 ρ

1
2
0 e
−2λρ−1

0 = 0,

pri čemu je korǐsćena relacija

K 1
1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

0

)
≥
√
π

2 (Aλρ−
1+α

2
0 )− 1

2 e−2Aλρ
− 1+α

2
0 , α ∈ (0, 1).

Dakle, Ê1
λ ≤ 0 važi za α koje je dovoljno blizu 1 i sve ρ0, ρ1 > 0, a isto se može pokazati i za

drugi entropijski par, tj. imamo Ê2
λ ≤ 0. �

Primer 5.3. Entropijski uslov (5.28) važi za prvi entropijski par (η1, Q1) ako i samo ako je jadan od
sledeća tri uslova tačan

(i) ρ0 je dovoljno malo i (ρ1, q1) ∈ Γss(ρ0, q0),

(ii) ρ1 je dovoljno malo i (ρ1, q1) ∈ Γss(ρ0, q0),

(iii) ρ
− 1+α

2
0 je dovoljno malo, Aλ ≥ 1, ρ1≤α

1
1−α i (ρ1, q1) ∈ Γss(ρ0, q0).

Dokaz. Dovoljno je pokazati drugu relaciju u (5.28).

(i) Kako e−2λρ
− 1+α

2
0 → 0 i e−2λ(ρ

− 1+α
2

0 +ρ
− 1+α

2
1 ) → 0 kada ρ0 → 0, dobijamo da Ê1

λ ≤ 0 važi za dovoljno
malo ρ0, svako ρ1 > 0, λ ≥ 0 i α ∈ (0, 1).
(ii) Iz ρ1 → 0 sledi ρ

1−α
2

1 → 0 i ρ−
1+α

2
1 →∞. Dalje, koristeći nejednakost (5.32) dobijamo

Ê1
λ ≤

1
2Γ
( 1

1 + α

)(
Aλ
)− 1

1+α ρ
1−α

2
0

(
e−2λρ

− 1+α
2

0 − e−2Aλρ
− 1+α

2
0

)
−
√
αρ
−α2
0 K α

1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

0

)
≤ 0,

što sledi iz e−2λρ
− 1+α

2
0 ≤ e−2Aλρ

− 1+α
2

0 .

(iii) Neka je ρ−
1+α

2
0 dovoljno malo. Koristeći relacije (5.30), (5.32) i (5.33) dobijamo

Ê1
λ ∼

1
2Γ
( 1

1 + α

)
A−

1
1+αλ−

1
1+α (ρ

1−α
2

0 + ρ
1−α

2
1 )e−2λρ

− 1+α
2

0

− 1
2Γ
( 1

1 + α

)
A−

1
1+αλ−

1
1+α ρ

1−α
2

0 −
√
α

2 Γ
( α

1 + α

)
A−

α
1+αλ−

α
1+α

−
(
K 1

1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

1

)
−
√
αK α

1+α

(
2Aλρ−

1+α
2

1

))
ρ
−α2
1 e−2λ(ρ

− 1+α
2

0 +ρ
− 1+α

2
1 )

≤1
2Γ
( 1

1 + α

)
A−

1
1+αλ−

1
1+α ρ

1−α
2

1 e−2λρ
− 1+α

2
0

(
1− e−2(1+A)λρ

− 1+α
2

1

)
−
√
α

2 Γ
( α

1 + α

)
A−

α
1+αλ−

α
1+α e−2λρ

− 1+α
2

0

(
1− e−2(1+A)λρ

− 1+α
2

1

)
.

Ê1
λ ≤ 0 sledi iz Aλ ≥ 1 i ρ1≤α

1
1−α . �
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Sledeći rezultat je direktna posledica Propozicije 5.1 i Primera 5.3.

Primer 5.4. Entropijski uslov (5.28) za drugi entropijski (η2, Q2) važi ako i samo je jedan od sledeća
tri uslova tačan

(i) ρ1 je dovoljno malo, (ρ1, q1) ∈ Γss(ρ0, q0),

(ii) ρ0 je dovoljno malo, (ρ1, q1) ∈ Γss(ρ0, q0),

(iii) ρ
− 1+α

2
1 je dovoljno malo, Aλ ≥ 1, ρ0≤α

1
1−α i (ρ1, q1) ∈ Γss(ρ0, q0),

�

Da bismo pokazali (slabu) jedinstvenost rešenja Rimanovog problema koristeći entropijski
uslov, neophodno je da pokažemo da je kriva Γss entropijska. Za to je potrebno pronaći
bolje ocene Beselovih funkcija ili dovoljno efikasan alternativni način. Ukoliko bismo uspeli
da pokažemo da Êiλ kao funkcija od λ ima samo jedan ekstrem (za svako i) i to je minimum,
dobili bismo da entropijska nejednakost važi na Γss. Svi numerički eksperimenti koje smo
uradili to povrduju.

Tabela 5.1: Ocene minimuma funkcije Ê1
λ za ρ0 = ρ1

α 1
10

1
5

2
5

1
2

3
5

2
3

4
5

b = Aλρ−
1+α

2 0.2814 0.3452 0.4029 0.4173 0.4266 0.4308 0.4357

Na primer, ako posmatramo Ê1
λ kao funkciju od b = Aλρ−

1+α
2 možemo približno da

pronademo vrednosti u kojima ta funkcija dostiže lokalni minimum. U Tabeli 5.1 su date
procene u slučaju ρ0 = ρ1 i za neke vrednosti parametra α ∈ (0, 1).

Napomenimo da pokušaj da se jedinstvenost minumuma pokaže korǐsćenjem prvih i dru-
gih izvoda funkcija Êiλ, i = 1, 2 nije bio uspešan, pre svega zbog kompleksnosti tih izvoda.

Jedinstvenost je moguće dobiti i korǐsćenjem nekih drugih uslova dopustivosti. Jedna
ideja je da se iskoristi model za modifikovan Čapliginov gas ([33]) koji se dobija dodavanjem
izraza koji zavisi od malog parametra ε > 0 na fluks funkciju u drugoj jednačini u (2.27),

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∂x
(
ρu2 + ερ− 1

ρα

)
= 0.

(5.38)

Za razliku od modela (2.27), Rimanov problem (5.38, 5.18) ima jedinstveno entropijsko
rešenje koje je kombinacija udarnih i razredujućih talasa. Medutim, dobijeno rešenje kon-
vergira ka rešenju problema (2.27, 5.18) kada ε → 0. Dodatno, ono konvergira ka rešenju
u obliku senka talasa (5.20) ako i samo ako se stanje (ρ1, q1) nalazi ispod Γss krive. To je
rezultat koji može poslužiti kao dodatni uslov dopustivosti, jer će eliminisati rešenje u obliku
senka talasa iznad krive Γss (za detaljnije videti [77]).

5.2.2. Princip maksimalne disipacije energije

Još jedan način da se dode do jedinstvenog rešenja Rimanovog problema kod modela za
uopšten Čapliginov gas je da se gustina energije η = 1

2ρu
2 + 1

1+αρ
−α i odgovarajući fluks

Q = 1
2ρu

3− α
1+αρ

−αu iskoriste kao (matematički) entropijski par (η,Q) koji bi u kombinaciji
sa principom maksimalne disipacije energije datim u Definiciji 3.8 doveli do jedinstvenog
rešenja. Naime, u tom slučaju bi bilo dovoljno pokazati da je produkcija energije klasičnog
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S1+S2 rešenju manja od produkcije energije koja odgovara rešenju u obliku senka talasa iznad
Γss krive, što bi značilo da S1 +S2 rešenje gubi energiju po većoj stopi. Radi jednostavnijeg
zapisa ćemo izentropski model za uopšten Čapliginov gas posmatrati u originalnom obliku
(2.27), koristeći komponente gustine ρ i brzine u = q

ρ .
S1 + S2 je dato kao kombinacija dva udarna talasa koja povezuju levo (ρ0, u0) i desno

(ρ1, u1) početno stanje preko medustanja (ρm, um) koje je dato sa

um = u0 −
√
ρm − ρ0
ρ0ρm

(ρ−α0 − ρ−αm ), ρm > ρ0

um = u1 +
√
ρm − ρ1
ρ1ρm

(ρ−α1 − ρ−αm ), ρm > ρ1.

(5.39)

Ovo rešenje postoji ako se stanje (ρ1, u1) nalazi iznad krive Γss, tj. ako važi u1 > u0−ρ
− 1+α

2
0 −

ρ
− 1+α

2
1 . Prvi udarni talas se prostire brzinom

c1 = u0 −

√
ρm
ρ0

ρ−α0 − ρ−αm
ρm − ρ0

=: u0 −A0,m,

dok je brzina drugog jednaka c2 = um +Am,1 = u1 +A1,m. Lako se dobija da važi

c2 − c1 = ρ0
ρm

A0,m + ρ1
ρm

A1,m > 0.

Iz Leme 5.5 i analize koja sledi posle nje, znamo da postoji rešenje u obliku prekompresivnog
senka talasa i u oblasti iznad krive Γss kroz (ρ0, u0). Neka je (ρ1,ε, u1,ε) = (ρ2,ε, u2,ε) u
definiciji senka talasa koji tada dobija oblik

(ρ, u)(x, t) =


(ρ0, u0), x < (c− ε)t
(ρε, uε), (c− ε)t < x < (c+ ε)t
(ρ1, u1), x > (c+ ε)t,

(5.40)

gde je brzina senka talasa jednaka c = u1ρ1−u0ρ0+κ1
ρ1−ρ0

ako ρ0 6= ρ1, a c = 1
2(u0 + u1) ako

ρ0 = ρ1. Važi κ1 =
√
ρ0ρ1(u0 − u1)2 − (ρ0 − ρ1)(ρ−α1 − ρ−α0 ), kao i ranije.

Primetite da iz uslova prekompresivnosti dobijamo u0 −
√
αρ
− 1

1+α
0 ≥ u1 +

√
αρ
− 1

1+α
1 , pa

zaključujemo u0 > u1.
Produkcija energije S1 + S2 rešenja je konstantna za svako t i data je sa

E0,1 =− c1(η(ρm, um)− η(ρ0, u0)) +Q(ρm, um)−Q(ρ0, u0)
− c2(η(ρ1, u1)− η(ρm, um)) +Q(ρ1, u1)−Q(ρm, um),

dok u slučaju rešenja u obliku senka talasa imamo

D0,1 := −c
(
η(ρ1, u1)− ρ(ρ0, u0)

)
+Q(ρ1, u1)−Q(ρ0, u0) + lim

ε→0
2εη(ρε, uε)

= −c
(
η(ρ1, u1)− ρ(ρ0, u0)

)
+Q(ρ1, u1)−Q(ρ0, u0) + 1

2c
2κ1.

(5.41)

Iz (5.39) se lako izvodi sledeće

u0 − u1 = ρm − ρ0
ρm

A0,m + ρm − ρ1
ρm

A1,m, κ1 =
√

(ρm − ρ0)(ρm − ρ1)(c2 − c1). (5.42)



Glava 5. Sistemi gasne dinamike sa nepozitivnim pritiskom 99

Neka je ρ1 6= ρ0. Koristeći relacije iz (5.42) dobijamo

c− c1 = ρ1
ρ1 − ρ0

(u1 − u0) + κ1
ρ1 − ρ0

+A0,m

= ρm − ρ1
ρ1 − ρ0

(
− 1 +

√
ρm − ρ0
ρm − ρ1

)
(c2 − c1) > 0

c− c2 = ρ0
ρ1 − ρ0

(u1 − u0) + κ1
ρ1 − ρ0

−A1,m

= ρm − ρ1
ρ1 − ρ0

(
− 1 +

√
ρm − ρ1
ρm − ρ0

)
(c2 − c1) < 0.

(5.43)

Nejednakosti (5.43) se dobijaju podelom na slučajeve. Naime, ako je ρ1 > ρ0, imamo ρm−ρ0
ρm−ρ1

>
1, dok obrnuto važi za ρ1 < ρ0. Time je pokazano da se brzina senka talasi nalazi izmedu
dve brzine udarnih talasa, c1 i c2. U slučaju ρ0 = ρ1, važi c− c1 = c2 − c = ρ0

ρm
A0,m.

Princip maksimalne disipacije energije će eliminisati rešenje u obliku prekompresivnog
senka talasa iznad krive Γss(ρ0, u0) ako važi E0,1 < D0,1.

Teorema 5.3. Postoji jedinstveno entropijsko rešenje Rimanovog problema

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0

∂t(ρu) + ∂x
(
ρu2 − 1

ρα

)
= 0

, (ρ, u)(x, 0) =
{

(ρ0, u0), x < 0
(ρ1, u1), x > 0

(5.44)

koje je dato kao kombinacija elementarnih talasa ako u1 > u0 − ρ
− 1+α

2
0 − ρ−

1+α
2

1 , ili u obliku
senka talasa (5.40), inače.

Dokaz. Preostalo je da se pokaže da važi D0,1 − E0,1 > 0. Imamo

D0,1 − E0,1 = η(ρm, um)(c1 − c2) + η(ρ0, u0)(c− c1) + η(ρ1, u1)(c2 − c) + 1
2c

2κ1.

Neka je prvo ρ0 6= ρ1. Koristeći (5.43) dobijamo

D0,1 − E0,1
c2 − c1

=− η(ρm, um) + ρm − ρ1
ρ1 − ρ0

(
− 1 +

√
ρm − ρ0
ρm − ρ1

)
η(ρ0, u0)

+ ρm − ρ1
ρ1 − ρ0

(
1−

√
ρm − ρ1
ρm − ρ0

)
η(ρ1, u1) + 1

2c
2
√

(ρm − ρ0)(ρm − ρ1)

= 1
1 + α

(
ρ−α1 − ρ−αm −

ρm − ρ1
ρ1 − ρ0

(
− 1 +

√
ρm − ρ0
ρm − ρ1

)
(ρ−α1 − ρ−α0 )

)

+ 1
2

(
− ρmu2

m + ρm − ρ1
ρ1 − ρ0

(
− 1 +

√
ρm − ρ0
ρm − ρ1

)
ρ0u

2
0

+ ρm − ρ1
ρ1 − ρ0

(
1−

√
ρm − ρ1
ρm − ρ0

)
ρ1u

2
1 + c2

√
(ρm − ρ0)(ρm − ρ1)

)
=: 1

1 + α
I1 + 1

2I2,

gde

I1 = ρ−α1 − ρ−αm −
ρm − ρ1
ρ1 − ρ0

(
− 1 +

√
ρm − ρ0
ρm − ρ1

)
(ρ−α1 − ρ−α0 ),
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I2 =− ρmu2
m + ρm − ρ1

ρ1 − ρ0

(
− 1 +

√
ρm − ρ0
ρm − ρ1

)
ρ0u

2
0

+ ρm − ρ1
ρ1 − ρ0

(
1−

√
ρm − ρ1
ρm − ρ0

)
ρ1u

2
1 + c2

√
(ρm − ρ0)(ρm − ρ1).

Prvo ćemo pokazati da važi I1 > 0,

I1 = (ρ−α1 − ρ−αm )ρm − ρ0
ρ1 − ρ0

− (ρ−α0 − ρ−αm )ρm − ρ1
ρ1 − ρ0

+ (ρ−α0 − ρ−α1 )ρm − ρ0
ρ1 − ρ0

√
ρm − ρ1
ρm − ρ0

= ρm − ρ0
ρ1 − ρ0

(ρm − ρ1)
(
ρ−α1 − ρ−αm
ρm − ρ1

(
1−

√
ρm − ρ1
ρm − ρ0

)
+ ρ−α0 − ρ−αm

ρm − ρ0

(
− 1 +

√
ρm − ρ0
ρm − ρ1

))
.

Lako se pokazuje da ako je ρ1 > ρ0, tada

a1 := 1−
√
ρm − ρ1
ρm − ρ0

> 0, a2 := −1 +
√
ρm − ρ0
ρm − ρ1

> 0,

dok suprotno važi ako je ρ1 < ρ0. To je u kombinaciji sa relacijama ρm > ρ0 i ρm > ρ1
dovoljno da se pokaže I1 > 0.

Da bismo dokazali da važi I2 > 0 koristimo (5.39), (5.42) i definiciju senka talasa tako
što prvo eliminǐsemo u0 i um iz I2 (izrazimo ih preko u1 i ρ0, ρ1, ρm). Zatim pokazujemo da
se I2 može zapisati u obliku I2 = b1u

2
1 + b2u1 + b3, gde b1 = b2 = 0 i

b3 = ρm − ρ0
(ρ1 − ρ0)2

ρm − ρ1
ρm

(1
2
(
ρ1a2 − ρ0a1

)(√
ρ−α0 − ρ−αm −

√
ρ−α1 − ρ−αm

)2

+
√(

ρ−α0 − ρ−αm
)(
ρ−α1 − ρ−αm

)((
ρ1a2 − ρ0a1

)
−√ρ0ρ1

(√
ρm − ρ1 −

√
ρm − ρ0

)2√
(ρm − ρ1)(ρm − ρ0)

))
.

Prvi izraz u b3 je pozitivan jer važi

ρ1a2 − ρ0a1 =
(
1−

√
ρm − ρ0
ρm − ρ1︸ ︷︷ ︸

=:a

)(
ρ0

√
ρm − ρ1
ρm − ρ0

− ρ1
)
> 0,

što sledi iz činjenice da za ρ1 > ρ0 važi a > 1 iz čega sledi (1− a) < 0 i ρ0/a− ρ1 < 0. Slično
se dobija i u slučaju ρ1 < ρ0. Konačno, dobijamo

(
ρ1a2 − ρ0a1

)
−√ρ0ρ1

(√
ρm − ρ1 −

√
ρm − ρ0

)2√
(ρm − ρ1)(ρm − ρ0)

=−
(√
ρ0 −

√
ρ1
)2 +

(√
ρ0 −

√
ρ1
)(√

ρ0
1
a
−√ρ1a

)
> 0,

što sledi iz
√
ρ0/a−

√
ρ1a√

ρ0 −
√
ρ1

> 1.

Dakle, I2 = b3 > 0, pa dobijamo D0,1 − E0,1 > 0.
Slučaj ρ0 = ρ1 je jednostavniji. Tada važi

D0,1 − E0,1 = (c2 − c1)(ρ−α0 − ρ−αm )
(1

2
ρm − ρ0
ρm

+ 1
1 + α

)
> 0.

�
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5.2.3. Neizentropski model za uopšten Čapliginov gas

Neizentropsko strujanje Čapliginovog gasa je opisano zakonima održanja mase, količine
kretanja i energije datim u (2.35). Sistem u kanoničkom obliku je dat u (2.36). Rimanov
problem (2.36),

(ρ, q,m)(0, x) =
{

(ρ0, q0,m0), x < 0
(ρ1, q1,m1), x > 0,

(5.45)

se rešava na isti način kao kod izentropskog modela. Kako su prva i treća karakteristična
familija tog sistema zaista nelinearne, a druga je linearno degenerisana, sledi da se klasično
rešenje tamo gde postoji sastoji iz udarnih i/ili razredujućih talasa prve i treće karakteristične
familije i kontaktnog diskontinuiteta druge karakteristične familije. Razredujuće krive prve
i treće karakteristične familije kroz (ρ0, q0,m0) su date sa

R1(ρ0, q0,m0) :


q = q0

ρ0
ρ− 2

√
α

1 + α

(
ρ
− 1+α

2
0 − ρ−

1+α
2
)
ρ

m = m0
ρ0
ρ+ 1

2
(q2

ρ2 −
q2

0
ρ2

0

)
ρ+ 1

1 + α

(
ρ−(1+α) − ρ−(1+α)

0
)
ρ

, ρ < ρ0,

R3(ρ0, q0,m0) :


q = q0

ρ0
ρ+ 2

√
α

1 + α

(
ρ
− 1+α

2
0 − ρ−

1+α
2
)
ρ

m = m0
ρ0
ρ+ 1

2
(q2

ρ2 −
q2

0
ρ2

0

)
ρ+ 1

1 + α

(
ρ−(1+α) − ρ−(1+α)

0
)
ρ

, ρ > ρ0.

Krive udarnih talasa prve i treće karakteristične familije kroz (ρ0, q0,m0) su date sa

S1(ρ0, q0,m0) :


q = q0

ρ0
ρ−

√
ρ− ρ0
ρρ0

(ρ−α0 − ρ−α)

m = m0
ρ0
ρ− q0

ρ0

√
ρ

ρ0
(ρ− ρ0)(ρ−α0 − ρ−α)− ρ− ρ0

ρ0
ρ−α

, ρ > ρ0,

S3(ρ0, q0,m0) :


q = q0

ρ0
ρ−

√
ρ− ρ0
ρρ0

(ρ−α0 − ρ−α)

m = m0
ρ0
ρ− q0

ρ0

√
ρ

ρ0
(ρ− ρ0)(ρ−α0 − ρ−α)− ρ− ρ0

ρ0
ρ−α

, ρ < ρ0.

Brzine udarnih talasa S1 i S2 su jednake

c1 = q0
ρ0
−

√
ρ

ρ0

ρα − ρ−α0
ρ− ρ0

1
ρα0 ρ

α
, c3 = q0

ρ0
+
√
ρ

ρ0

ρα − ρ−α0
ρ− ρ0

1
ρα0 ρ

α
.

Kontaktni diskontinuitet koji odgovara drugoj karakterističnoj familiji je dat sa

CD(ρ0, q0,m0) : q = q0
ρ0
ρ, m ∈ R

i ima brzinu c2 = q0
ρ0
. Kao i kod izentropskog modela dobijamo da klasično rešenje S1+CD+S2

postoji samo ako se (ρ1, q1) nalazi iznad krive Γss(ρ0, q0). U suprotnom postoji rešenje
Rimanovog problema dato u obliku prostog senka talasa.
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Teorema 5.4. Postoji rešenje problema (2.36, 5.45) dato u obliku prostog senka talasa

(ρε, qε,mε)(x, t) =


(ρ0, q0,m0), x < (c− ε)t
(ρ0,ε, q0,ε,m0,ε), (c− ε)t < x < ct

(ρ1,ε, q1,ε,m1,ε), ct < x < (c+ ε)t
(ρ1, q1,m1), x > (c+ ε)t,

(5.46)

ako i samo ako

(q0ρ1 − q1ρ0)2 > (ρ0 − ρ1)
( 1
ρα1
− 1
ρα0

)
ρ0ρ1.

Dokaz. Iz Leme 4.1 dobijamo

∂tρ+ ∂xq ≈
(
− c[ρ] + [q] + ε(ρ0,ε + ρ1,ε)

)
δ

+
(
− cε(ρ0,ε + ρ1,ε) + ε(q0,ε + q1,ε)

)
tδ′

∂tq + ∂x
(q2

ρ
− 1
ρα

)
≈
(
− c[q] +

[q2

ρ
− 1
ρα

]
+ ε(q0,ε + q1,ε)

)
δ

− cε(q0,ε + q1,ε)tδ′ +
(
ε
( q2

0,ε
ρ0,ε
− 1
ρα0,ε

)
+ ε

( q2
1,ε
ρ1,ε
− 1
ρα1,ε

))
tδ′

∂tm+ ∂x
(q
ρ

(
m− ρ−α

))
≈
(
− c[m] +

[q
ρ

(
m− ρ−α

)]
+ ε(m0,ε +m1,ε)

)
δ

− cε(m0,ε +m1,ε)tδ′

+
(
ε
( q0,ε
ρ0,ε

(
m0,ε − ρ−α0,ε

))
+ ε

( q1,ε
ρ1,ε

(
m1,ε − ρ−α1,ε

)))
tδ′,

gde [·] = ·1 − ·0. Važi, ρi,ε, qi,ε,mi,ε ∼ ε−1, i = 0, 1. Dalje, neka je

ξi := lim
ε→0

ερi,ε, χi := lim
ε→0

εqi,ε, σi := lim
ε→0

εmi,ε, i = 0, 1.

Tada važi

ε
( q2

i,ε

ρi,ε
− 1
ραi,ε

)
≈ χ2

i

ξi
, ε

( qi,ε
ρi,ε

(
mi,ε − ρ−αi,ε

))
≈ χi
ξi
σi, i = 0, 1.

pa se Rimanov problem (2.36, 5.45) svodi na sistem jednačina,

−c[ρ] + [q] + (ξ0 + ξ1) = 0
c(ξ0 + ξ1) = χ0 + χ1

−c[q] +
[q2

ρ
− 1
ρα

]
+ (χ0 + χ1) = 0

c(χ0 + χ1) = χ2
0
ξ0

+ χ2
1
ξ1

−c[m] +
[q
ρ

(
m− ρ−α

)]
+ (σ0 + σ1) = 0

c(σ0 + σ1) = χ0
ξ0
σ0 + χ1

ξ1
σ1.

(5.47)

Neka su sa κ1 := c[ρ]−[q], κ2 = c[q]−
[q2

ρ
− 1
ρα

]
i κ3 := c[m]−

[q
ρ

(
m−ρ−α

)]
označeni Rankin-

Igonoovi deficiti prve, druge i treće karakteristične familije, redom. Prve četiri jednačine iz
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(5.47) su iste kao kod izentropskog modela, pa dobijamo κ2 = cκ1, pri čemu je κ1 > 0. Brzina
senka talasa je jednaka

c = q1 − q0 + κ1
ρ1 − ρ0

, κ1 =
√

(q0ρ1 − q1ρ0)2

ρ0ρ1
− (ρ0 − ρ1)

( 1
ρα1
− 1
ρα0

)
,

a relacije izmedu nepoznatih ξi, χi, i = 0, 1, su

ξ0 = χ0
c

i ξ1 = χ1
c
.

Snaga senka talasa je jedinstveno odredena i data je sa

ξ := ξ0 + ξ1 = κ1, χ := χ0 + χ1 = κ2 = cκ1, σ := σ0 + σ1 = κ3,

gde

κ3 = c[m]−
[q
ρ

(
m− ρ−α

)]
= [q] + κ1

[ρ] [m]−
[q
ρ

(
m− ρ−α

)]
.

Dakle, iz istog razloga kao kod sistema (2.27) rešenje u obliku senka talasa postoji ako se
(ρ1, q1) nalazi ispod (5.24) ili iznad (5.25). �

Rešenje u obliku (5.46) je prekompresivno ako važi (5.26), pa prekompresivnost ne zavisi
od treće koordinate u rešenju m. Dakle, u ovom slučaju se o prekompresivnosti senka talasa
mogu izvesti isti zaključci kao kod izentropskog modela za uopšten Čapliginov gas. Ostaje
otvoreno pitanje da li bi entropijski uslov ili neki drugi uslov dopustivosti mogao da dovede
do jedinstvenosti rešenja.

Ovaj problem su izučavali autori u [85, 96], ali ni oni nisu uočili da postoji problem sa
jedinstvenošću rešenja Rimanovog problema.

5.3. Model za Čapliginov gas

U nastavku posmatramo izentropski model za Čapliginov gas

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0

∂t(ρu) + ∂x
(
ρu2 − C

ρ

)
= 0,

pri čemu je gustina gasa ρ pozitivna. Kako je pritisak obrnuto proporcionalan gustini gasa
(i negativan) neće doći do pojave vakuuma u rešenju, pa sistem možemo posmatrati u ka-
noničkom obliku

∂tρ+ ∂xq = 0

∂tq + ∂x
(q2 − 1

ρ

)
= 0,

(5.48)

gde zbog jednostavnijeg zapisa uzimamo C = 1. Rešavamo problem (5.48) sa Rimanovim
početnim uslovom

(ρ, q)(x, 0) =
{

(ρl, ql), x < 0
(ρr, qr), x > 0.

(5.49)
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Sistem (5.48) je strogo hiperboličan, ali su obe karakteristične familije linearno degenerisane,
što znači da klasično rešenje (ako postoji) može da se predstavi kao kombinacija kontaktnih
diskontinuiteta. Kontaktni diskontinuitet prve karakteristične familije kroz (ρl, ql) je dat sa

CD1(ρl, ul) : q = 1 + ql − 1
ρl

ρ,

dok je kontaktni diskontinuitet druge karakteristične familije kroz (ρl, ql) dat sa

CD2(ρl, ul) : q = −1 + ql + 1
ρl

ρ.

Klasično rešenje se sastoji iz kontaktnog diskontinuiteta prve karakteristične familije koji
povezuje stanja (ρl, ql) i (ρm, qm) i kontaktnog diskontinuiteta druge karakteristične familije
koji povezuje stanja (ρm, qm) i (ρr, qr), gde

(ρm, qm) =
( 2
λ2(ρr, qr)− λ1(ρl, ql)

,
λ2(ρr, qr) + λ1(ρl, ql)
λ2(ρr, qr)− λ1(ρl, ql)

)
.

To rešenje (u nastavku CDC rešenje) se može zapisati sa

(ρ, q)(x, t) =


(ρl, ql), x < ql−1

ρl
t

(ρm, qm), ql−1
ρl
t < x < qr+1

ρr
t

(ρr, qr), x > qr+1
ρr

t.

Sredǐsnje stanje (ρm, qm) pronalazimo kao presek CD1(ρl, ql) i CD2(ρr, qr). Kako je gustina
gasa pozitivna, CDC rešenje postoji ako je ρm > 0, tj. ako važi

λ2(ρr, qr) = qr + 1
ρr

>
ql − 1
ρl

= λ1(ρl, ql),

što se može zapisati na sledeći način

ρl(qr + 1)− ρr(ql − 1) > 0. (5.50)

Ako (5.50) ne važi, tada postoji neklasično rešenje u obliku delta udarnog talasa, što je po-
kazano u [11]. Mi ćemo pokazati da postoji rešenje u obliku senka talasa koje ga aproksimira
(videti [76]).

Teorema 5.5. Postoji (slabo) jedinstveno entropijsko rešenje Rimanovog problema (5.48,
5.49) koje se sastoji iz dva kontaktna diskontinuiteta ako važi (5.50) ili iz jednog prostog
senka talasa datog sa

(ρε, qε)(x, t) =


(ρl, ql), x < (c− ε)t
(ρε, qε), (c− ε)t < x < (c+ ε)t
(ρr, qr), x > (c+ ε)t,

(5.51)

gde c = qr−ql+κ1
ρr−ρl predstavlja brzinu senka talasa, a Rankin-Igonoovi deficiti su dati sa

κ1 =
√
ρlρr

(
λ1(ρl, ql)− λ1(ρr, qr)

)(
λ2(ρl, ql)− λ2(ρr, qr)

)
, κ2 = cκ1.
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Dokaz. Prethodno smo pokazali da postoji klasično rešenje Rimanovog problema (5.48,
5.49) koje je dato kao kombinacija dva kontaktna diskontinuiteta ako važi (5.50). Da bismo
pokazali da postoji rešenje u obliku prostog senka talasa dato sa (5.51) koristićemo Lemu
4.1 sa aε(t) = bε(t) = εt i Ul,ε = Ur,ε = (ρε, qε). Označimo sa

κ1 := c(ρr − ρl)− (qr − ql), κ2 := c(qr − ql)−
(q2

r − 1
ρr

− q2
l − 1
ρl

)
Rankine-Igonoove deficite. Sistem (4.19) koji ρε i qε treba da zadovolje da bi (5.51) bilo
rešenje problema (5.48, 5.49) sada ima oblik

κ1 ≈ 2ερε, κ2 ≈ 2εqε.

Dodatno, važi

2ερεc = 2εqε, 2ε
(q2

ε − 1
ρε

)
= 2εqεc, (5.52)

gde ρε, qε ∼ ε−1. Neka je

ξ := lim
ε→0

2ερε, χ := lim
ε→0

2εqε.

Tada iz dve jednačine u (5.52) koje su ekvivalentne dobijamo cξ = χ, pa sledi κ2 = cκ1.
Brzina senka talasa c je rešenje kvadratne jednačine

[ρ]c2 − 2c[q] +
[q2 − 1

ρ

]
= 0,

gde [·] := ·r − ·l. U slučaju [ρ] 6= 0 dobijamo

c = [q]
[ρ] + 1

[ρ]

√
[q]2 − [ρ]

[q2 − 1
ρ

]
= [q] + κ1

[ρ] ,

jer je κ1 > 0. Slučaj κ1 = 0 odgovara klasičnom rešenju u obliku kontaktnog diskontinuiteta.
Ako je [ρ] = 0 onda je brzina senka talasa jednaka

c = 1
2
( qr
ρr

+ ql
ρl

)
.

Može se pokazati da važi

[q]2 − [ρ]
[q2 − 1

ρ

]
= ρlρr

(
λ1(ρl, ql)− λ1(ρr, qr)

)(
λ2(ρl, ql)− λ2(ρr, qr)

)
,

pa vidimo da će rešenje u obliku (5.51) postojati ako(
λ1(ρl, ql)− λ1(ρr, qr)

)(
λ2(ρl, ql)− λ2(ρr, qr)

)
≥ 0. (5.53)

Kako λ2(ρi, qi) > λ1(ρi, qi), i = l, r uvek važi zaključujemo da će uslov iz (5.53) biti zadovo-
ljen ako λ2(ρr, qr) ≤ λ1(ρl, ql), što je negacija uslova (5.50) za postojanje klasičnog rešenja.

Ostalo je da pokažemo da je SDW rešenje entropijsko, tj. da zadovoljava sledeća dva
uslova

lim
ε→0

(
− 2cεη(ρε, qε) + 2εQ(ρε, qε)

)
= 0

−c
(
η(ρr, qr)− η(ρl, ql)

)
+Q(ρr, qr)−Q(ρl, ql) + lim

ε→0
2εη(ρε, qε) ≤ 0

(5.54)
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za η i Q date sa (2.37) i (2.38). Korǐsćenjem da važi

2ερεc ≈ 2εqε,
qε ± 1
ρε

≈ c kada ε→ 0,

lako se dobija da je prvi uslov u (5.54) zadovoljen. Takode,

lim
ε→0

2εη(ρε, qε) = 1
2κ1

(
F (c) +G(c)

)
,

pa drugi uslov u (5.54) ima oblik

− 1
2F
(qr − 1

ρr

)
(cρr − (qr + 1))− 1

2F
(ql − 1

ρl

)
(−cρl + (qr + 1)) + 1

2κ1F (c)

− 1
2G
(qr + 1

ρr

)
(cρr − (qr + 1))− 1

2G
(ql + 1

ρl

)
(−cρl + (qr + 1)) + 1

2κ1G(c) ≤ 0.

Da bismo dokazali da gornja nejednakost važi dovoljno je pokazati sledeće

EF := F
(qr − 1

ρr

)cρr − (qr + 1)
κ1

+ F
(ql − 1

ρl

)−cρl + (qr + 1)
κ1

− F (c) ≥ 0

EG := G
(qr + 1

ρr

)cρr − (qr + 1)
κ1

+G
(ql + 1

ρl

)−cρl + (qr + 1)
κ1

−G(c) ≥ 0.

Pokazaćemo da konveksna funkcija F zadovoljava prvu nejednakost, dokaz da isto važi za
drugu nejednakost je analogan. Koristićemo da

cρr − (qr + 1)
κ1

+ −cρl + (qr + 1)
κ1

= 1,

kao i relaciju

f(ax+ by) ≤ af(x) + bf(y), a, b ≥ 0, a+ b = 1

koja važi za sve konveksne funkcije f . Dakle, ako uzmemo

a = cρr − (qr + 1) ≥ 0 i b = −cρl + (qr + 1) ≥ 0, (5.55)

dobijamo

EF ≥ F
(cρr − (qr + 1)

κ1

qr − 1
ρr

+ −cρl + (qr + 1)
κ1

qr − 1
ρl

)
− F (c)

= F

( 1
κ1

(
c[q]−

[q1 − 1
ρ

]))
− F (c) = F

(cκ1
κ1

)
− F (c) = 0.

U slučaju kada ne važi jedan od uslova iz (5.55) može se pronaći konveksna funkcija F takva
da je EF < 0 (videti [76]).

Nejednakost EG ≥ 0 je zadovoljena ako važi cρr − (qr − 1) ≥ 0 i −cρl + (qr − 1) ≥ 0.
Dakle, rešenje u obliku senka talasa je entropijsko ako i samo ako

λ2(ρr, qr) ≤ c ≤ λ2(ρl, ql), λ1(ρr, qr) ≤ c ≤ λ1(ρl, ql), (5.56)

tj. ako je to rešenje prekompresivno. Lako se pokazuje da su uslov prekompresivnosti (5.56)
i λ2(ρr, qr) ≤ c ≤ λ1(ρl, ql) koji je negacija uslova (5.50) ekvivalentni, pa sledi da u oblasti
u kojoj postoji CDC rešenje ne postoji entropijsko SDW rešenje, što znači da je rešenje
Rimanovog problema (5.48, 5.49) slabo jedinstveno. �
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Na isti način kao i u slučaju gasne dinamike bez pritiska možemo pristupiti problemu
interakcije izmedu dva senka talasa.

Lema 5.6. Neka je dat sistem (5.48) sa početnim uslovom

(ρ, q)(x, 0) =
{

(ρl, ql), x < X

(ρr, qr), x > X
+ (γ, χ) δ(X,0), γ > 0 (5.57)

takvim da važi
ql − 1
ρl

≥ χ

γ
≥ qr + 1

ρr
. (5.58)

Tada postoji rešenje uopštenog Rimanovog problema (5.48, 5.57) u obliku prekompresivnog
senka talasa

(ρε, qε)(x, t) =


(ρl, ql), x < c(t)− aε(t)− xε
(ρε(t), qε(t)), c(t)− aε(t)− xε < x < c(t) + aε(t) + xε

(ρr, qr), x > c(t) + aε(t) + xε,

(5.59)

gde c(0) = X, ρε(t), qε(t) ∼ ε−1, aε(t) je glatka funkcija reda ε, aε(0) = 0 i xε ∼ ε zadovoljava

γ =
∫ X+xε

X−xε
ρε(t)dx, χ =

∫ X+xε

X−xε
qε(t)dx.

Dokaz. Da bismo pokazali da (5.59) jeste rešenje datog problema koristićemo Lemu 4.3.
Funkcije ρε(t), qε(t), aε(t) i xε treba da zadovolje sistem jednačina (4.21, 4.22) koji sada ima
oblik

c′(t)[ρ]− [q] ≈ d

dt

(
2(aε(t) + xε)ρε(t)

)
c′(t)[q]−

[q2 − 1
ρ

]
≈ d

dt

(
2(aε(t) + xε)qε(t)

)
2c′(t)(aε(t) + xε)ρε(t) ≈ 2(aε(t) + xε)qε(t)

2c′(t)(aε(t) + xε)qε(t) ≈ 2(aε(t) + xε)
(q2

ε(t)− 1
ρε(t)

)
,

(5.60)

gde [·] := ·r − ·l, kao i ranije. Neka je

ξ(t) := lim
ε→0

2(aε(t) + xε)ρε(t), χ(t) := lim
ε→0

2(aε(t) + xε)qε(t).

Kako je ρε(t) ∼ ε−1, dobijamo da su treća i četvrta jednačina iz (5.60) ekvivalentne i da
važi c′(t)ξ(t) = χ(t). To znači da funkcije c′(t) i ξ(t) predstavljaju rešenje sistema običnih
diferencijalnih jednačina

ξ′(t) = c′(t)[ρ]− [q]

(c′(t)ξ(t))′ = c′(t)[q]−
[q2 − 1

ρ

]
.

(5.61)

Postupak za rešavanje sistema (5.61) je isti kao u dokazu Leme 5.2, pa ćemo ga ovde izosta-
viti. Neka je c := χ/γ. Za ρl 6= ρr rešenje sistema (5.61) je dato sa

ξ(t) =
√
γ2 + 2γ

(
c[ρ]− [q]

)
t+

(
[q]2 − [ρ]

[q2 − 1
ρ

])
t2

c′(t) = [q]
[ρ] + 1

ξ(t)[ρ]

(
γ
(
c[q]−

[q2 − 1
ρ

])
+
(
[q]2 − [ρ]

[q2 − 1
ρ

])
t

)
.

(5.62)
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Rešenje u obliku senka talasa postoji dok god je izraz pod korenom u ξ(t) nenegativan i lako
se može pokazati da za svako t ≥ 0 važi ξ(t) ≥ γ > 0. Naime, iz uslova prekompresivnosti
sledi da je izraz [q]2 − [ρ]

[
q2−1
ρ

]
nenegativan (videti dokaz Teoreme 5.5). Da bismo pokazali

da važi c[ρ]− [q] ≥ 0 posmatraćemo dva slučaja.

(1) Neka je [ρ] > 0. Tada važi nejednakost [q]
[ρ] ≤

qr+1
ρr

koja je ekvivalentna uslovu prekom-
presivnosti λ2(ρr, qr) ≤ λ2(ρl, ql). Kombinujući to sa c ≥ λ2(ρr, qr) dobijamo

c[ρ]− [q] ≥ λ2(ρr, qr)[ρ]− λ2(ρr, qr)[ρ] = 0.

(2) Neka je [ρ] < 0. Sada važi nejednakost [q]
[ρ] ≥

ql−1
ρl

koja je ekvivalentna uslovu λ1(ρr, qr) ≤
λ1(ρl, ql). Slično kao u prethodnom slučaju koristimo c ≥ λ1(ρl, ql) i dobijamo c[ρ] −
[q] ≥ 0.

Dakle, izrazi koji stoje uz t i t2 u ξ(t) su nenegativni, pa važi ξ(t) ≥ γ za svako t ≥ 0 odakle
zaključujemo da rešenje u obliku senka talasa dato sa (5.59) neće eksplodirati.

Dalje, treba dokazati da je to rešenje prekompresivno za svako t ≥ 0. Važi

c′′(t) = − γ2

[ρ]ξ3(t)

(
c2[ρ]2 − 2c[ρ][q] + [q]2 −

(
[q]2 − [ρ]

[q2 − 1
ρ

]))
= − γ2

ξ3(t) [ρ](c− αl,r)(c− βl,r),

gde

αl,r := [q]
[ρ] + 1

[ρ]

√
[q]2 − [ρ]

[q2 − 1
ρ

]
, βl,r := [q]

[ρ] −
1

[ρ]

√
[q]2 − [ρ]

[q2 − 1
ρ

]
.

Korǐsćenjem uslova (5.58) dobijamo da [ρ](c − βl,r) ≥ 0, a kako su γ i ξ(t) pozitivni sledi
sign(c′′(t)) = −sign(c− αl,r). Takode, važi

lim
t→∞

c′(t) = αl,r,

iz čega sledi prekompresivnost rezultujućeg senka talasa
qr + 1
ρr

≤ c′(t) ≤ ql − 1
ρl

.

Takode, na isti način kao što je pokazano da važi c[ρ]− [q] ≥ 0, može se dokazati da je ξ(t)
neopadajuća funkcija od t, tj. ξ′(t) = c′(t)[ρ]− [q] ≥ 0 za sve t > 0.

U slučaju ρl = ρr dobijamo sistem

ξ′(t) = −[q], (ξ(t)c′(t))′ = [q]
(
2c′(t)− qr + ql

ρl

)
,

čije je rešenje dato sa

ξ(t) = γ − [q]t, c′(t) = γ2

ξ2(t)
(
c− qr + ql

2ρl

)
+ qr + ql

2ρl
.

Ovde iz (5.58) sledi ξ′(t) ≥ 0. Jasno je da je i tom slučaju rezultujući senka talas prekompre-
sivan, jer se c′(t) može predstaviti kao konveksna kombinacija dva broja c i qr+ql

2ρl koja oba
pripadaju intervalu

[ qr+1
ρl
, ql−1

ρl

]
. �

Posledica 5.3. Rezultat interakcije izmedu dva prekompresivna senka talasa kod sistema
(5.48) je prekompresivan senka talas.

Dokaz Posledice 5.3 je sličan dokazu Posledice 5.2.
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Istorija i motivacija

Neka je dat strogo hiperboličan sistem od n zakona održanja

Ut + F (U)x = 0, U = (u1, . . . , un), F = (f1, . . . , fn), n ≥ 2 (6.1)

sa glatkim koeficijentima, definisanim za sve U u otvorenom skupu O ⊆ Rn i sa početnim
uslovom male totalne varijacije

U(x, 0) = Ū(x). (6.2)

Pretpostavimo je svaka karakteristična familija zaista nelinearna ili linearno degenerisana i
da su desni karakteristični vektori zaista nelinearne i−te karakteristične familije parametri-
zovani tako da važi Dλiri > 0.

Definicija 6.1. Kažemo da funkcija f : R → Rn ima ograničenu totalnu varijaciju na R
ako važi

TV(−∞,∞)f(·) := lim
h→0

1
h

∫
R
|f(x+ h)− f(x)| dx < +∞.

Analiza početnih problema sistema zakona održanja, kao i konstrukcija rešenja dugi niz
godina privlače pažnju mnogih autora. Za sada postoje značajni rezultati u slučaju početnog
uslova male totalne varijacije, ali ne postoji metod koji bi dao egzistenciju rešenja početnog
problema u opštem slučaju. Dobijeni su rezultati koji važe samo u slučaju konkretnih sistema,
ali se ne mogu uopštiti na proizvoljne sisteme. Medutim, tako nešto ni ne treba očekivati.
Naime, očekujemo da će u opštem slučaju doći do eksplozije slabog rešenja, a samim tim i do
pojave neograničenih slabih rešenja. Takode, sudari talasa istih ili različitih karakterističnih
familija u rešenju mogu da izazovu pojačavanje talasa (eng. wave amplification), pojavu
koja nastaje kada se prilikom svakog sudara izmedu dva talasa snaga odlazećeg povećava za
neki faktor odvodeći oscilacije u slabom rešenju ka beskonačnosti u konačnom vremenu. A
čak iako broj oscilacija ostane ograničen može da se dogodi da eksplodira ukupna totalna
varijacija slabog rešenja (videti [28]).

U nastavku ćemo dati pregled nekih rezultata dobijenih u slučaju početnog uslova male
totalne varijacije. Algoritmi za konstrukciju približnog rešenja koji će ovde biti navedeni će
nam poslužiti kao motivacija za konstrukciju približnog (neograničenog) rešenja početnog
problema za sistem gasne dinamike bez pritiska.
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Napomena. Primetite da će svaka konstantna funkcija U(x, t) = Ũ biti trivijalno rešenje
sistema (6.1) sa početnim uslovom U(x, 0) = Ũ . Algoritmi za konstrukciju približnih rešenja
će se zasnivati na diskretizaciji početnog uslova i rešavanju Rimanovih problema. U slučaju
početnog uslova male totalne varijacije i strogo hiperboličnog sistema, početna stanja iz gene-
risanih Rimanovih početnih uslova će biti dovoljno blizu, pa ćemo moći da koristimo Teoremu
3.10 iz koje će slediti da postoji entropijsko klasično rešenje odgovarajućeg Rimanovog pro-
blema za sistem (6.1).

6.1. Razvoj algoritama za konstrukciju približnih rešenja

U svom radu [48], Glim1 je 1965. godine objavio rezultat koji je predstavljao kamen
temeljac za dalju analizu i konstrukciju rešenja početnog problema. Naime, on je pokazao
da ako početni uslov ima malu totalnu varijaciju i blizu je konstantnog stanja, sistem je
strogo hiperboličan, a karakteristične familije zaista nelinearne ili linearno degenerisane, tada
postoji slabo rešenje jednodimenzionalnog sistema zakona održanja sa početnim problemom
male totalne varijacije i to za svako t > 0.

Ideja Glimove šeme je konstrukcija približnog rešenja Uhω koje zavisi od izbora mreže, tj.
koraka ∆x = h i ∆t i niza ω = (ω0, ω1, . . .) takvog da ωi ∈ (−1, 1) za svako i. Odnos izmedu
∆x i ∆t se unapred odreduje, a može se uzeti i ∆t = ∆x. Prvo se u t = 0 funkcija U(x, 0) =
Ū(x) aproksimira po delovima konstantnom funkcijom koja ima prekide u čvorovima mreže,
tj.

Uhω (x, 0) = Ū((k + ω0)∆x) za sve x ∈ Ik := ((k − 1)∆x, (k + 1)∆x).

U svakoj tački prekida (Xk, 0) funkcije Uhω (x, 0) rešava se odgovarajući Rimanov problem i
na taj način se za dovoljno malo t > 0 dobija rešenje koje se može predstaviti kao kombi-
nacija rešenja Rimanovih problema. Posle nekog vremena ta rešenja (talasi) će početi da se
sudaraju. Kako bi se to sprečilo približno rešenje se zaustavlja u nekom vremenu T1 pre pr-
vog sudara i procedura se restartuje. Naime, tada se funkcija Uhω (x, T−1 ) aproksimira novom
Uhω (x, T+

1 ) koja je data sa

Ukω(x, T+
1 ) = Ukω((k + ω1)∆x, T−1 ) za sve x ∈ Ik.

Postupak se ponavlja tako što se u n−tom koraku rešenje prekida u t = Tn koje je vreme pre
prvog sudara izmedu talasa koji su rešenja Rimanovog problema nastala u t = Tn−1. Pri-
bližno rešenje posle t = Tn se dobija novom aproksimacijom funkcije Uhω (x, T−n ) po delovima
konstantnom funkcijom. Globalno rešenje se dobija spajanjem rešenja Rimanovih problema.

Glimova šema je razvijena u [48] za zaista nelinearne sisteme i početni uslov koji je blizak
konstantnom početnom uslovu. Kasnije je približno rešenje konstruisano u slučaju sistema
izotermne gasne dinamike i nekih specijalnih sistema i to za početni uslov velike totalne vari-
jacije (videti [38, 83, 84, 94]). Takode, radeno je i na uopštenjima Glimove šeme. Na primer,
u [67] je šema prvi put adaptirana slučaju kada sistem nije zaista nelinearan. Napominjemo
da se Glimova šema danas ne koristi često, jer je njena primena na vǐsedimenzionalne sisteme
razočaravajuća. Detaljna analiza, dokaz Glimove teoreme, primeri i dodatna literatura se
takode mogu naći u [15, 28, 64, 94].

Vremenom su autori uspevali da pronadu nove načine za konstrukciju približnog rešenja.
Nastao je metod za praćenje talasa (skraćeno WFT algoritam), prvo na skalarnim zakonima
održanja, a zatim i na sistemima. To je metod za pronalaženje globalnog rešenja početnog

1James Gilbert Glimm, roden 1934. godine je američki matematičar, nekadašnji predsednik Američkog
matematičkog društva (AMS).
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problema hiperboličnog sistema zakona održanja koji se zasniva na praćenju talasa i kon-
trolisanju interakcija izmedu njih. Kao i kod Glimove šeme, Rimanov problem ima ključnu
ulogu u konstrukciji približnog rešenja preko WFT algoritma. U slučaju interakcije izmedu
udarnih talasa se rešava novi Rimanov problem, što nije slučaj kada u interakciji učestvuje
razredujući talas. Metod za praćenje talasa prevazilazi tu prepreku razlaganjem razredujućih
talasa na nedopustive udarne talase male snage, a potom rešavanjem Rimanovih problema
nastalih iz interakcija izmedu udarnih talasa. Iako takva rešenja generalno ne zadovoljavaju
uslove dopustivosti, računa se na to da će zbog blizine izmedu udarnih i razredujućih ta-
lasa, svaki razredujući talas moći da se dovoljno dobro aproksimira fanovima koji se sastoje
iz (nedopustivih) udarnih talasa male snage. Očekuje se da će na kraju limes približnog
rešenja dobijenog korǐsćenjem algoritma za praćenje talasa biti dopustivo rešenje. Konačno,
to rešenje će biti po delovima glatko sa prekidima koji se nalaze na pravama. Zajednički
naziv za sve tačke prekida su frontovi.

U slučaju WFT algoritma rešenje početnog problema (6.1, 6.2) se traži kao granična
vrednost po delovima konstantnog ε−približnog rešenja Uε sistema (6.1) sa prekidima prvog
reda na konačno mnogo pravih u (x, t)−ravni x = cα(t). Funkcija Uε približno zadovoljava
Rankin-Igonoove uslove na tim pravama, u smislu da za t > 0 važi∑

α

∣∣F (Uε(c+
α (t), t)− F (Uε(c−α (t), t))− c′α(t)

(
Uε(c+

α (t), t)− Uε(c−α (t), t)
)∣∣ = O(ε).

Takode, ako je η konveksna entropija za sistem (6.1), a Q odgovarajući fluks entropije, u
vremenu t > 0 će važiti∑

α

∣∣Q(Uε(c+
α (t), t))−Q(Uε(c+

α (t), t))− c′α(t)
(
η(Uε(c+

α (t), t))− η(Uε(c+
α (t), t))

)
| ≤ O(ε).

Kao i kod Glimove šeme, u t = 0 funkcija Ū(x) se aproksimira po delovima konstantnom
funkcijom Uε(x, 0) i u svakoj tački prekida se rešava odgovarajući Rimanov problem. Talasi
odredeni početnim prekidima putuju konstantnim brzinama sve do vremena T1 kada se
dogode prve interakcije. U t = T1 se ponovo rešavaju Rimanovi problemi generisani po
delovima konstantnom funkcijom Uε(x, T1). Procedura se zatim ponavlja u svakom vremenu
Tm u kojem se ostvaruje interakcija izmedu dva ili vǐse talasa. Može se pokazati da je
totalna varijacija svakog približnog rešenja Uε mala i da broj prekidnih linija ostaje konačan
u konačnom vremenu.

Analizom razvoja algoritama za praćenje talasa kroz istoriju mogli bismo da izdvojimo
nekoliko metoda. Dafermos2 je u [26] uveo WFT algoritam za skalarne zakone održanja,
koji je skrenuo pažnju mnogih autora koji su se kasnije bavili unapredenjem algoritma. Di
Perna3 je u [39] algoritam primenio na zaista nelinearnim sistemima dva zakona održanja,
da bi konačno Bresan4 u [13] i Risebro5 u [93], nezavisno jedan od drugog proširili WFT
algoritam na zaista nelinearne sisteme od n zakona održanja. Bresan je u [13] opisao Tačan
postupak za rešavanje Rimanovog problema i uveo pojam generacijskog reda koji govori
koliko je interakcija bilo potrebno da nastane odredeni talasni front. Dat je algoritam koji
proizvodi tzv. uprošćeno rešenje tako što malim promenama brzina omogućava da neki talasi
prosto produ pored drugih, a preostale talase skuplja u tzv. nefizičke frontove. U [93] je

2Constantine Michael Dafermos, roden 1941. godine je grčko-američki matematičar koji izučava nelinearne
hiperbolične zakone održanja čija rešenja razvijaju prekide.

3Ronald J. DiPerna (1974-1989), američki matematičar koji je ostvario značajne rezultate u oblasti dina-
mike fluida i kinetičke teorije gasova.

4Alberto Bressan, rodjen 1956. godine je italijanski matematičar koji se bavi analizom hiperboličnih zakona
održanja.

5Nils Henrik Risebro, norveški matematičar.
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umesto generacijskog reda u svakom vremenu interakcije dva talasa posmatrana funkcionela
koja zavisi od buduće interakcije. Svaki put kada je ta funkcionela dovoljno mala neki
talasi se odstranjuju i algoritam se restartuje. Iako sa teorijskog gledǐsta oba metoda daju
isti rezultat (egzistenciju rešenja), sa numeričkog gledǐsta oni nisu efikasni, jer metod u
[13] zahteva praćenje prošlosti preko generacijskog reda, dok metod u [93] zahteva znanje o
budućnosti. Prethodno navedeni radovi koriste kompaktnost kao alat za izvlačenje podniza
koji će konvergirati ka entropijski dopustivom slabom rešenju početnog problema. U [16] i
[17] je dokazano da taj niz konvergira ka jedinstvenom rešenju.

U [3] je opisan algoritam koji izbegava prethodno navedene probleme. Uveden je prag
parametar koji u zavisnosti od veličine proizvoda snaga dva prilazeća talasa diktira koji od
dva postupka za rešavanje Rimanovog problema (tačno ili uprošćeno rešenje) treba koristiti
u kojoj situaciji.

Bresan je u [14] objedinio sve prethodno navedene rezultate, što ćemo u nastavku isko-
ristiti kako bismo opisali WFT algoritam. Akcenat ćemo staviti na ideju algoritma i kon-
strukciju približnog rešenja. Dokazi egzistencije i jedinstvenosti rešenja dobijenih metodom
za praćenje talasa se mogu naći u prethodno navedenim radovima.

Napomena. U ovom radu je akcenat stavljen na jednodimenzionalne sisteme zakona održanja
ali se algoritam za praćenje talasa (naravno, u prilagodenoj formi) može primeniti i u slučaju
vǐsedimenzionalnih sistema (videti [49, 65]).

Slabo rešenje početnog problema koje zadovoljava entropijski uslov se dobija kao granična
vrednost približnih rešenja Uε kada ε→ 0. Drugim rečima, Glimova šema, WFT algoritam
i sve njihove modifikacija se koriste kao sredstvo u dokazu sledeće teoreme.

Teorema 6.1 (Globalna egzistencija entropijskog rešenja). Za dati početni problem
(6.1, 6.2) takav da je sistem (6.1) strogo hiperboličan i svaka karakteristična familija ili
zaista nelinearna ili linearno degenerisana, postoji konstanta δ0 > 0 sa sledećim osobinama.
Za svaki početni uslov Ū ∈ L1 takav da

TV(−∞,∞) Ū(·) ≤ δ0,

početni problem (6.1, 6.2) ima slabo rešenje U = U(x, t) definisano za sve t ≥ 0. Ako
je η konveksna entropija za sistem (6.1), tada se može pronaći rešenje koje je entropijski
dopustivo.

Dopustivo rešenje sa ograničenom totalnom varijacijom (BV rešenje) početnog problema
(6.1, 6.2) sa početnim uslovom male totalne varijacije se može konstruisati metodom izčezava-
juće viskoznosti, kao što je uradeno u [7]. To rešenje se dobija kao limes rešenja Uε kada
ε→ 0 paraboličnog sistema

∂tUε + ∂xF (Uε) = ε∂2
xUε.

Do sada je razvijeno vǐse metoda koji vode ka dokazu konvergencije približnog rešenja. Izdva-
jamo metod kompenzovane kompaktnosti uveden u [105] i [40] koji se zasniva na izvlačenju
slabo konvergentnog podniza i posmatranju limesa u kontekstu Jangovih mera. U dokazu
da niz rešenja dobijenih metodom za praćenje talasa konvergira ka entropijskom rešenju
(Teorema 6.1) se koristi Helijeva teorema. Medutim, takav pristup ne daje informaciju o
jedinstvenosti tog rešenja.

Takode, može se pokazati da se entropijsko slabo rešenje konstruisano Glimovom šemom
ili metodom za praćenje talasa poklapa sa dopustivim BV rešenjem dobijenim metodom
izčezavajuće viskoznosti, tj. da će svako entropijsko rešenje biti isto kao ono dobijeno meto-
dom za praćenje talasa (videti [14, 16, 18, 19]).
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6.2. Konstrukcija približnog rešenja pomoću metoda za praće-
nje talasa

U nastavku ćemo detaljnije objasniti proceduru za konstrukciju približnog rešenja pomoću
metoda za praćenje talasa. Približno rešenje će biti označeno sa Uε(x, t).

Konstrukciju započinjemo diskretizacijom početnog uslova, tj. aproksimiranjem funkcije
Ū(x) po delovima konstantnom funkcijom Uε(x, 0) takvom da za dovoljno malo δ0 > 0 važi

TV(−∞,∞) Uε(·, 0) ≤ TV(−∞,∞) Ū(·) ≤ δ0, ‖Uε(·, 0)− Ū(·)‖L1 < ε.

Pretpostavimo da Uε(x, 0) ima konačno mnogo prekida u tačkama X1, . . . , XN . Za svako
i = 1, . . . , N rešavamo problem (6.1) sa Rimanovim početnim uslovom

U(x, 0) =
{
Uε(X−i , 0), x < Xi

Uε(X+
i , 0), x > Xi,

čije je rešenje dato u samosličnom obliku

Uε(x, t) = Φ
(x−Xi

t

)
,

pri čemu je sa Φ : R → Rn označena po delovima neprekidna funkcija i Uε(X±i , 0) :=
limx→X±i

Uε(x, 0). Jasno je da ima smisla tražiti rešenje u samosličnom obliku jer su elemen-
tarni talasi (udarni talasi, kontaktni diskontinuiteti i razredujući talasi) dati u samosličnom
obliku. Talasi koji su rešenja gore pomenutih Rimanovih problema putuju nepromenjenim
brzinama sve do vremena t = T1 kada se dogodi prva interakcija izmedu njih i kada se
rešavaju novi Rimanovi problemi generisani funkcijom Uε(x, T1).

Napomena. Definicija približnog rešenja Uε će nam omogućiti da malo pomerimo brzinu
jednog prilazećeg talasnog fronta u odnosu na onu dobijenu algoritmom za praćenje talasa
kako bismo sprečili interakciju vǐse od dva talasa u isto vreme. U opštem slučaju može da se
dogodi interakcija vǐse od dva talasa u isto vreme, što bi dodatno zakomplikovalo algoritam.

Definicija 6.2 (Prilazeći talasni frontovi). Dva talasna fronta koja pripadaju karakteri-
stičnim familijama kα, kβ ∈ {1, . . . , n}, locirana na xα(t) < xβ(t) su prilazeća ako je kα > kβ
ili kα = kβ i bar jedan od njih je udarni talas koji pripada zaista nelinearnoj familiji. Drugim
rečima, dva talasna fronta su prilazeća ako onaj pozadi ima veću brzinu, što znači da će se
talasi sudariti u budućnosti.

U procesu rešavanja Rimanovih problema (tj. problema interakcije) ćemo kombinovati
dva postupka, tačan i uopšten. Uopšten postupak je nastao kako bi se rešio problem nastanka
beskonačno mnogo talasa koji formiraju približno rešenje u konačnom vremenu.

Tačan postupak za rešavanje Rimanovog problema

Neka su data stanja U− i U+ i Rimanov problem u tački (X̄, T̄ ),

Ut + F (U)x = 0, U(X̄, T̄ ) =
{
U−, x < X̄

U+, x > X̄.
(6.3)

Korǐsteći talasnu krivu Ψi definisanu u (3.18) mogu se odrediti medustanja W0,W1, . . . ,Wn

i vrednosti σ1, . . . , σn takve da važi

W0 = U−, Wi = Ψi(σi;Wi−1), i = 1, . . . , n, Wn = U+.
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Ako su sva rešenja Rimanovih problema u odnosu na skokove (Wi−1,Wi) udarni talasi ili
kontaktni diskontinuiteti približno rešenje će biti po delovima konstantno, sa konstantnim
stanjima W0, . . . ,Wn i sadržaće najvǐse n linija prekida. Medutim, u opštem slučaju približno
rešenje neće biti po delovima konstantna funkcija zbog prisustva centriranih razredujućih ta-
lasa koji će zbog toga morati da se aproksimiraju po delovima konstantnim (centriranim)
razredujućim fanovima i to umetanjem dodatnih stanja Wi,j . Za i−tu karakterističnu fami-
liju cilj je formirati i−ti razredujući fan koji će se sastojati iz pi udarnih talasa male snage.
Razlikovaćemo nekoliko slučajeva u zavisnosti od oblika rešenja Rimanovog problema.

Σ
’

Σ
’’

Slika 6.1: Tačan postupak za
rešavanje Rimanovog problema

NP

Σ
’

Σ
’’

Σ
’’

Σ
’

Slika 6.2: Uprošćen postupak za
rešavanje Rimanovog problema

(a) i−ta karakteristična familija je zaista nelinearna, tj. Dλiri > 0

(i) σi > 0
Uzimamo ceo broj pi := 1 +

[σi
δ

]
i definǐsemo medustanja

Wi,j = Ψi

(jσi
pi

;Wi−1
)
, xi,j(t) = X̄ + (t− T̄ )λi(Wi,j), j = 1, . . . , p.

Na taj način centrirani razredujući talas i−te karakteristične familije aproksimi-
ramo razredujućim fanom koji se sastoji iz pi udarnih talasa sa brzinama koje su
približno jednake karakterističnoj brzini. Takode, svaki pojedinačni udarni talas
neće imati snagu veću od nekog unapred zadatog parametra δ > 0.

(ii) σi ≤ 0
U ovom slučaju rešenje Rimanovog problema je udarni talas, pa ga nema potrebe
razlagati. Uzimamo pi := 1 i definǐsemo

Wi,j = Wi, xi,j(t) = X̄ + (t− T̄ )λi(Wi−1,Wi).

(b) i−ta karakteristična familija je linearno degenerisana, tj. Dλiri = 0 i σi je proizvoljno.
U ovom slučaju rešenje Rimanovog problema je kontaktni diskontinuitet, koji nema
potrebe razlagati. Uzimamo pi := 1 i definǐsemo

Wi,j = Wi, xi,j(t) = X̄ + (t− T̄ )λi(Wi).

Napomena. Kao i ranije, sa λi(Wi−1,Wi) označavamo i−ti karakteristični koren matrice
A(Wi−1,Wi) koji ujedno predstavlja i brzinu udarnog talasa u Rankin-Igonoovom uslovu

λi(Wi−1,Wi) (Wi −Wi−1) = F (Wi)− F (Wi−1).
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t

x

U- =W0

W1
W2

U+ =W3

x=x1Ht L

x=x2Ht L

x=x3,j Ht L

Slika 6.3: Primer rešenja u obliku (6.4)

Primetite da važi Wi = Wi,pi , i = 1, . . . , n, U− = W1,1, U+ = Wn,pn

Koristeći prethodno definisana medustanja Wi,j i pozicije udarnih talasa ili kontaktnih
diskontinuiteta x = xi,j(t) dobijamo približno rešenje Rimanovog problema (6.3) dato sa

U δ(x, t) =


U−, x < x1,1(t),
Wi, xi,pi(t) < x < xi+1,1(t),
Wi,j , xi,j(t) < x < xi,j+1(t), j = 1, . . . , pi − 1,
U+, x > xn,pn(t).

(6.4)

Prethodno naveden postupak se naziva tačan postupak za rešavanje Rimanovog problema
(eng. accurate Riemann solver ili skraćeno AcRS). Medutim, korǐsćenjem samo AcRS algo-
ritma može da se desi da se u konačnom vremenu pojavi beskonačno mnogo talasnih frontova
usled čega dolazi do pucanja algoritma. Iz interakcije izmedu dva prilazeća talasa nastaje
n ili vǐse odlazećih talasa (n u slučaju kada su svi talasi generisani Rimanovim problemom
udarni talasi ili kontaktni diskontinuiteti, a vǐse od n ukoliko se kao rešenja Rimanovog pro-
blema pojavljuju razredujući talasi). Novogenerisani odlazeći talasi će se sudarati sa drugim
talasima, stvarajući pri tome sve vǐse linija prekida. Kako je potrebno da broj prekida bude
konačan u konačnom vremenu, postojeći AcRS algoritam se mora modifikovati. Zato se
on kombinuje sa uprošćenim postupkom za rešavanje Rimanovog problema (eng. simplified
Riemann solver ili skraćeno SimRS).

Uprošćen postupak za rešavanje Rimanovog problema

Osnovna karakteristika uprošćenog postupka za rešavanje Rimanovog problema je ta što
minimizuje broj odlazećih talasnih frontova tako što kupi sve nove talase u jedan koji se naziva
nefizički talasni front, ima veoma malu amplitudu i fiksnu brzinu λ̂ koja je strogo veća od
svih karakterističnih brzina. U zavisnosti od vrste dva prilazeća talasna fronta razlikujemo
dva slučaja koji će obuhvatiti sve moguće tipove interakcija baš zbog činjenice da svi nefizički
talasni frontovi putuju istom brzinom λ̂ i ne postoji mogućnost njihove interakcije.
Slučaj 1: j, j′ ∈ {1, . . . , n} su familije dva prilazeća talasna fronta i važi j ≥ j′.
Neka su sa UL, UM i UR označeni levo, srednje i desno stanje koji su pre interakcije u relaciji

UM = Ψj(σ;UL), UR = Ψj′(σ′;UM ).
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(c) Sudar sa nefizičkim talasom

Slika 6.4: Uprošćen postupak za rešavanje Rimanovog problema

Definǐsimo pomoćno desno stanje ŨR sa

ŨR :=
{

Ψj(σ) ◦Ψj′(σ′)(UL), ako j > j′

Ψj(σ + σ′)(UL), ako j = j′.
(6.5)

Označimo sa Ũ δ = Ũ δ(x, t) po delovima konstantno približno rešenje Rimanovog problema
sa početnim stanjima UL i ŨR. To rešenje je oblika (6.4), pri čemu su U− i U+ zamenjeni sa
UL i ŨR. Iz (6.5) se vidi da će se Ũ δ sastojati iz dva talasna fronta sa amplitudama σ i σ′
ako je j > j′ ili iz samo jednog sa amplitudom σ + σ′ ako je j = j′ (videti Slike 6.4a i 6.4b).
Novi nefizički talasni front će razdvajati stanja ŨR i UR i prostiraće se brzinom λ̂. Dalje, u
okolini tačke (X̄, T̄ ), t ≥ T̄ definǐsemo približno rešenje U δ na sledeći način

U δ(x, t) :=
{
Ũ δ(x, t), x− X̄ < (t− T̄ )λ̂
UR, x− X̄ > (t− T̄ )λ̂.

(6.6)

Slučaj 2: Nefizički talasni front prilazi sa leve strane i sudara se sa talasnim frontom i−te
karakteristične familije za neko i ∈ {1, . . . , n} (Slika 6.4c).
Neka su sa UL, UM i UR označeni levo, srednje i desno stanje pre interakcije i neka je
UR = Ψi(σ;UM ). Definǐsemo pomoćno desno stanje sa ŨR = Ψi(σ;UL) i sa Ũ δ označavamo
približno rešenje Rimanovog problema u obliku (6.4) sa početnim stanjima UL i ŨR. Znamo
da će Ũ δ sadržati jedan talasni front i−te karakteristične familije čija je amplituda jednaka
σ. Uzimamo da talas koji razdvaja stanja ŨR i UR putuje brzinom λ̃ i u okolini tačke (X̄, T̄ ),
t ≥ t̄ definǐsemo približno rešenje U δ kao u (6.6).

Preostalo je da se definǐse kada, tj. pri kojoj interakciji treba koristiti koji od dva opisana
postupka. Do sada su u algoritmu korǐsćena dva parametra: fiksna brzina λ̂ nefizičkog
talasnog fronta i mala konstanta δ > 0 koja kontrolǐse maksimalnu snagu udarnih talasa u
razredujućem fanu. Treći parametar koji se koristi je prag parametar ρ > 0 koji odreduje
koji od dva postupka (AcRS ili SimRS) treba koristiti u datoj interakciji:

• AcRS se koristi u vremenu t = 0 i u svakoj interakciji izmedu dva fizička talasa (udarni,
razredujući talasi ili kontaktni diskontinuiteti) kada proizvod snaga prilazećih talasa
zadovoljava |σσ′| ≥ ρ.

• SimRS se koristi u svakoj interakciji u kojoj učestvuju nefizički talasni frontovi i u
interakciji u kojoj proizvod snaga prilazećih talasa zadovoljava |σσ′| < ρ.
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Dakle, približno rešenje Uε dobijamo najpre diskretizacijom početnog uslova i rešavanjem
Rimanovih problema u t = 0 i to korǐsćenjem AcRS. Talasi koji su rešenja tih Rimano-
vih problema će se prostirati do prve interakcije kada se rešavaju novi Rimanovi problemi
kombinovanjem AcRS i SimRS, kao što je prethodno opisano. Postupak se nastavlja do
beskonačnosti ili do poslednje interakcije.

Definicija 6.3. Za dato ε > 0 kažemo da je neprekidno preslikavanje Uε : [0,∞) × R →
L1
loc(Rn;R) ε−priblǐzno rešenje sistema (6.1) konstruisano metodom za praćenje talasa (ili

WFT priblǐzno rešenje) ako sledeći uslovi važe:

1. Funkcija Uε = Uε(x, t) je po delovima konstantna sa prekidima na konačno mnogo
pravih u (x, t)−ravni. Postoje tri vrste prekida (označavaćemo ih sa J ): udarni talasi
ili kontaktni diskontinuiteti (S), razredujući talasi (R) i nefizički talasi (NP).

2. Na svakom udarnom talasu (ili kontaktnom diskontinuitetu) x = xα(t), α ∈ S levi i
desni limesi U− := Uε(x−α (t), t) i U+ := Uε(x+

α (t), t) zadovoljavaju U+ = Skα(σα;U−)
za neko kα ∈ {1, . . . , n} i amplitudu talasa σα. Pri tome, ako je karakteristična fa-
milija koja odgovara indeksu kα zaista nelinearna, važi σα < 0. Takode, ako je sa
λkα(U+, U−) označena brzina udarnog talasa iz Rankin-Igonoovog uslova, važi

|x′α(t)− λkα(U+, U−)| ≤ ε.

3. Na svakom razredujućem talasu x = xα(t), α ∈ R i za svaku zaista nelinearnu familiju
koja odgovara indeksu kα, važi U+ = Rkα(σα;U−) za neko σα ∈ (0, ε], kao i ocena

|x′α(t)− λkα(U+)| ≤ ε.

4. Svi nefizički frontovi x = xα(t), α ∈ NP imaju istu brzinu λ̂ koja je fiksna, strogo veća
od svih karakterističnih brzina i zadovoljava x′α(t) ≡ λ̂. Ukupna jačina svih nefizičkih
frontova u Uε(x, t) je uniformno mala, tj. važi∑

α∈NP
|Uε(x+

α (t), t)− Uε(x−α (t), t)| ≤ ε za sve t ≥ 0.

Dodatno, ako početna vrednost funkcije Uε zadovoljava uslov

‖Uε(·, 0)− Ū(·)‖L1 < ε,

kažemo da je Uε ε−priblǐzno rešenje početnog problema (6.1, 6.2) konstruisano metodom za
praćenje talasa.

Da bi se opisala struktura rešenja dobijenog algoritmom za praćenje talasa svaki talas
se mora pojedinačno pratiti od njegovog nastanka do večnosti ili ponǐstenja prilikom sudara
sa drugim talasom. Talas koji učestvuje u sudaru ne mora nužno da se ponǐsti, može i da
nastavi put u obliku odlazećeg talasa. Praćenje talasa se ostvaruje tako što se svakom talasu
dodeli broj koji se naziva generacijski red i koji zapravo predstavlja maksimalan broj sudara
koji prethode njegovom nastanku. Generacijski red se definǐse induktivno na sledeći način:
• Svi talasni frontovi nastali iz Rimanovog problema u vremenu t = 0 imaju generacijski

red k = 1.
• Pretpostavimo da u interakciji učestvuju dva talasa koja pripadaju familijama i, i′ ∈
{1, . . . , n + 1} i imaju generacijske redove k i k′. Generacijski redovi odlazećih talasa
su jednaki:
Slučaj i 6= i′.
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Slika 6.5: Dodeljivanje generacijskog reda u WFT algoritmu

– Odlazeći talasi i−te i i′−te karakteristične familije imaju iste redove (k i k′) kao
i prilazeći talasi koji učestvuju u interakciji.

– Odlazeći talasi ostalih karakterističnih familija j, j 6= i, i′ imaju red max{k, k′}+
1.

Slučaj i = i′.
– Odlazeći talasi i−te karakteristične familije imaju red min{k, k′}.
– Odlazeći talasi ostalih karakterističnih familija j 6= i imaju red max{k, k′}+ 1.

Prethodno opisano rešenje jeste približno rešenje početnog problema (6.1, 6.2), tj. može
se pokazati da važi sledeća teorema čiji dokaz ćemo izostaviti, jer se ideje koje su date u
njemu ne mogu primeniti u dokazu teorema koje će biti date u narednim glavama.

Teorema 6.2. Neka je sistem (6.1) strogo hiperboličan, njegove karakteristične familije su
zaista nelinearne ili linearno degenerisane i U je definisano na otvorenom skupu O ⊆ Rn.
Za dati početni problem (6.1, 6.2) postoji konstanta δ0 > 0 takva da važi sledeće. Za svaku
funkciju Ū ∈ L1 takvu da

TV(−∞,∞)Ū(·) ≤ δ0

i za svako ε > 0 početni problem (6.1, 6.2) ima ε−priblǐzno rešenje koje je dobijeno korǐsće-
njem metoda za praćenje talasa i definisano je za svako t ≥ 0.
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Egzistencija približnog rešenja poče-
tnog problema

Posmatramo izentropski sistem gasne dinamike bez pritiska

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0
∂t(ρu) + ∂x(ρu2) = 0

(7.1)

sa početnim uslovom

(ρ, u)(x, 0) =
{

(ρ0, u0), x ≤ R
(ρ(x), u(x)), x > R.

(7.2)

Pretpostavljamo da ρ(x), u(x) ∈ C1
b

(
[R,∞)

)
, ρ(x) > 0 i ρ0, u0 ∈ R, ρ0 > 0.

Napomena. Sa C1
b označavamo prostor ograničenih neprekidno-diferencijabilnih funkcija sa

ograničenim prvim izvodima. Pretpostavka o ograničenim parcijalnim izvodima početnih funk-
cija ρ(x) i u(x) nije neophodna za dokaz egzistencije globalnog rešenja ali će biti značajna u
dokazu da postoji limes približnog rešenja (Glava 8).

Cilj ovog dela je konstrukcija dopustivog približnog rešenja problema (7.1, 7.2), pod uslo-
vom da važe gore navedene pretpostavke. To ćemo postići diskretizacijom početnog uslova
(tj. aproksimiranjem funkcija ρ(x) i u(x) iz početnog uslova po delovima konstantnim funk-
cijama ρε(x, 0) i uε(x, 0)) i praćenjem interakcija izmedu talasa koji su rešenja (uopštenih)
Rimanovih problema. Značajnu ulogu će imati senka talas sa ne-konstantnom brzinom kao
rešenje problema interakcije. Činjenica da iz interakcije izmedu dva ili vǐse senka talasa
nastaje jedan novi će nam garantovati da broj talasa koji čine približno rešenje početnog
problema neće rasti sa vremenom.

U ovom slučaju se standardna teorija o postojanju rešenja početnog problema (tj. Metod
za praćenje talasa) ne može primeniti, jer je rešenje Rimanovog problema izmedu ostalog
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dato u obliku delta udarnog talasa, pa će se u limesu konstruisanog približnog rešenja pojaviti
delta funkcija. Pored toga, sistem (7.1) je slabo hiperboličan, a WFT procedura se može
primeniti samo na strogo hiperboličnim sistemima.

Medutim, procedura za konstrukciju približnog rešenja koja će biti data u nastavku na
neki način predstavlja uopštenje WFT procedure. Napominjemo da su obe karakteristične
familije sistema (7.1) linearno degenerisane, što znači da će klasično entropijsko rešenje biti
predstavljeno kao kombinacija kontaktnih diskontinuiteta, što će uprostiti našu proceduru.
U slučaju pojave razredujućih talasa morali bismo da ih aproksimiramo sa fanovima nedo-
pustivih udarnih talasa, kao što je učinjeno u algoritmu za praćenje talasa. Sa druge strane,
pojava vakuuma u rešenju komplikuje postupak dobijanja približnog rešenja, jer dolazi do
nastanka senka talasa sa vakuumom koji se nalazi sa bar jedne strane talasa, što dovodi do
nekih novih slučajeva interakcija. Pored toga, u slučaju sistema (7.1) nećemo imati problem
sa pojavom beskonačno mnogo talasa u konačnom vremenu što se dešava kod sistema sa vǐse
od dve jednačine. Čak štavise, broj talasa u približnom rešenju će opadati sa svakom inter-
akcijom. Za razliku od WFT algoritma, u našem talasni front ne mora biti prava linija, jer
će se senka talasi prostirati i ne-konstantnim brzinama. Takode, neće biti potrebno dodeliti
generacijski red svakom talasu koji čini približno rešenje, jer će sve informacije o tom talasu
biti sadržane u izrazu za njegovu snagu i brzinu.

Model za gasnu dinamiku bez pritiska je specifičan, jer se dodavanjem treće jednačine koja
predstavlja zakon održanja energije, rešenje ne menja značajno. Drugim rečima, sva rešenja
neizentropskog modela (5.17) se dobijaju najpre rešavanjem prve dve jednačine, nezavisno
od treće. To nam omogućava da naš algoritam direktno primenimo i na neizentropski model
dodavanjem treće komponente e na početni uslov (7.2) (e0 > 0, x ≤ R i e(x) > 0, x > R,
e(x) ∈ C1

b ([R,∞))).
Još jednu prednost naše procedure pronalazimo u činjenici da se ona, pod uslovom da

postoji jedinstveno rešenje Rimanovog problema za sistem koje se može predstaviti kao
kombinacija elementarnih i senka talasa takode može primeniti i na neke druge sisteme
zakona održanja.

Napomena. U nastavku ćemo malo zloupotrebiti notaciju. Naime, koristićemo istu notaciju
za rešenje (ρ(x, t), u(x, t)) i funkcije iz početnog uslova u(x) i ρ(x). Ukoliko budemo izostavljali
argument, oznaka će se odnositi na rešenje.

Definicija 7.1. Kažemo da je funkcija u(x) rastuća (ili opadajuća) ako za svako x < y važi
u(x) ≤ u(y) (ili u(x) ≥ u(y)). Funkcija u(x) je strogo rastuća ili strogo opadajuća ako važi
stroga nejednakost.

Klasičan početni problem (7.1),

(ρ, u)(x, 0) = (ρ(x), u(x)), x ∈ R, (7.3)

sa funkcijama ρ(x) i u(x) koje su neprekidne i ograničene je specifičan, jer u tom slučaju
postoji glatko rešenje bar do nekog vremena Tmax > 0 kada karakteristike počinju da se seku i
dolazi do prekida (videti [32, 42]). Naime, u slučaju glatkog rešenja i daleko od vakuuma prva
jednačina u (7.1) je ekvivalentna Burgersovoj jednačini ∂tu+u∂xu = 0. Njene karakteristike
su integralne krive obične diferencijalne jednačine

dx

dt
= u(x(t), t),

pa je glatko rešenje u dato u obliku

u(x, t) = u(ψ(x, t)), (7.4)
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pri čemu ψ = ψ(x, t) zadovoljava jednačinu x = u(ψ)t+ψ. To rešenje postoji sve dok se može
primeniti Teorema o implicitnoj funkciji. U slučaju kada je funkcija u(x) strogo rastuća, ne
postoji ograničenje za Tmax, jer je u′(x) > 0 za svako x, pa glatko rešenje postoji za svako
t > 0 (videti dokaz Teoreme 8.5). Isto važi i ako je u(x) rastuća, jer je tada rešenje (ρ, u)
koje odgovara oblasti u kojoj je funkcija u(x) konstantna takode konstantno.
Kombinovanjem prve i druge jednačine u (7.1) dobijamo da rešenje ρ zadovoljava jednačinu
∂tρ+ u∂xρ = −ρ∂xu i dato je sa

ρ(x, t) = ρ(ψ(x, t))e
∫ t

0
u′(ψ(x,t))

u′(ψ(x,t))s+1 ds ∈ C1. (7.5)

Nakon vremena Tmax > 0 preslikavanje x 7→ ψ(x, t) vǐse neće biti bijekcija, što znači da će se
celi intervali slikati u jednu tačku. To dovodi do eksplozije klasičnog rešenja, a koncentracija
mase objašnjava pojavu Dirakove delta funkcije u rešenju.

U neizentropskom sistemu (5.17), dobijamo da specifična unutrašnja energija e zadovo-
ljava jednačinu ∂te+ u∂xe = 0, pa glatko rešenje postoji za t < Tmax i dato je sa

e(x, t) = e(ψ(x, t)), gde e(x, 0) = e(x),

a funkcija ψ je definisana kao u (7.4).
Napomena. Iz oblika klasičnog rešenja (7.4, 7.5) vidimo da u njemu ne dolazi do pojave
vakuuma, što nije slučaj kod približnog rešenja koje će biti konstruisano dole. U Glavi 8 će
biti pokazano da puštanjem limesa taj vakuum nestaje i da dobijeno približno rešenje dobro
aproksimira klasično tamo gde ono postoji.

Početnom problemu za sistem (7.1) se posvećuje dosta pažnje. Tokom godina nastalo je
mnogo različitih metoda za konstrukciju globalnog rešenja početnog problema. Medutim,
zbog prisustva Dirakove delta funkcije u rešenju autori su uglavnom prisiljeni da ga traže u
prostoru mera. Takode, metodi koji su primenjivani u tim slučajevima su specifični za sistem
(7.1) i ne mogu se uopštiti. Na primer, autori u [42] su koristili uopšteni varijacioni metod
kako bi konstruisali globalno slabo rešenje početnog problema za (7.1). Skoro u isto vreme,
egzistencija slabog rešenja je pokazana u [12] na drugačiji način. U [10] je pokazana egzisten-
cija slabog rešenja korǐsćenjem aproksimacija dobijenih metodom izčezavajuće viskoznosti,
dok su u [72] korǐsćena entropijska rešenja skalarnih zakona održanja. Analizom postojanja
globalnog slabog rešenja bavili su se i autori u [9, 20, 71]. Jedinstvenost je pokazana u [52]
za početni uslov koji pripada prostoru Radonovih mera, oslanjajući se na metod iz [42].

7.1. Konstrukcija približnog rešenja početnog problema

Postupak konstrukcije rešenja početnog problema (7.1, 7.2) će se u velikoj meri oslanjati
na rešavanje problema interakcije izmedu talasa. Detaljnu analizu, kao i pregled svih tipova
interakcija koje mogu da se dogode u slučaju sistema gasne dinamike bez pritiska ćemo dati
kasnije. Bitno je znati da ako dva ili vǐse talasa učestvuju u interakciji u isto vreme, rešenje
problema interakcije postoji i to je jedan senka talas (videti Posledicu 5.2). Potreban uslov
da se dva talasa sudare je da imaju zajedničko stanje, tj. desno stanje talasa koji prilazi
sa leve strane mora da bude jednako levom stanju talasa koji prilazi sa desne strane. To
stanje ćemo nazivati sredǐsnje stanje. Takode, brzina levog prilazećeg talasa mora biti veća
od brzine desnog prilazećeg talasa.

U nastavku dajemo induktivni algoritam za konstrukciju približnog rešenja početnog
problema (7.1, 7.2).
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ALGORITAM:

KORAK 0 (Aproksimacija početnog uslova po delovima konstantnim funkcijama):
Neka su dati u0 ∈ R, ρ0 > 0, malo ε > 0 i particija Pε := {Yi}i∈N0 intervala [R,∞)
takva da Yi+1 − Yi ≤ µ(ε) za svako i ∈ N0 i Y0 := R. (Tačna granica µ(ε) će biti
data u Poglavlju 7.3.) Particiji Pε odgovaraju ograničeni nizovi {ui}i∈N0 , {ρi}i∈N0 , gde
ui := u(Yi) i ρi := ρ(Yi) > 0. Funkcije ρ(x) i u(x) iz (7.2) se aproksimiraju po delovima
konstantnim funkcijama ρε(x, 0) i uε(x, 0) na sledeći način

(ρε(x, 0), uε(x, 0)) =
{

(ρ0, u0), ako x ≤ R
(ρi+1, ui+1), ako x ∈ (Yi, Yi+1], i = 0, 1, . . . .

KORAK 1 (Konstrukcija priblǐznog rešenja do prve interakcije):
Za svako i = 0, 1, 2, . . . rešava se problem (7.1) sa Rimanovim početnim uslovom

(ρ, u)(x, 0) =
{

(ρi, ui), x < Yi

(ρi+1, ui+1), x > Yi.
(7.6)

Na taj način se konstruǐse lokalno približno rešenje U ε := (ρε, uε) kao kombinacija talasa
koji su rešenja Rimanovih problema.

Znamo da postoji rešenje Rimanovog problema dato u obliku prostog senka talasa (ako
ui > ui+1), u obliku jednog kontaktnog diskontinuiteta (ako ui = ui+1) ili kombinacije
sa dva kontaktna diskontinuiteta razdvojena vakuumom (ako ui < ui+1).

Približnom rešenju do prve interakcije odgovara skup početnih stanja S0 := {Uk : k =
0, 1, 2, . . .}, dok je skup početnih indeksa koji odgovara S0 označen sa I0 := {0, 1, 2, . . .}.

Svako stanje može biti vakuum ili konstantno stanje oblika Uk = (ρs, us), ρs 6= 0, ali
zbog pojave vakuuma ne mora nužno da važi k = s. Skup S0 sadrži sve informacije
o obliku priblǐznog rešenja u t = 0, jer odnos izmedu svaka dva uzastopna stanja
jedinstveno odreduje tip odgovarajućeg talasa.

Ukoliko nema interakcija izmedu talasa, oni će nastaviti da se prostiru do beskonačnosti. U
suprotnom, dobijeno približno rešenje se nastavlja do vremena t = T1 kada će se dogoditi
prvi skup interakcija izmedu dva ili vǐse talasa.

Zbog oblika rešenja Rimanovog problema nije moguća interakcija izmedu dva kon-
taktna diskontinuiteta (levi uvek ima manju brzinu od desnog ili su paralelni). Takode,
moguće su odvojene interakcije dva ili vǐse talasa koje se odvijaju u isto vreme, pa u
opštem slučaju ne postoji jedinstvena tačka interakcije u vremenu t = T1.

U t = T1 se formira bar jedan novi senka talas, svi talasi koji su učestvovali u interakcijama
nestaju, dok ostali nastavljaju da se prostiru do sledeće interakcije. Novi skup stanja S1
i njemu odgovarajući skup indeksa I1 ⊂ I0 se dobijaju eliminacijom svih sredǐsnjih stanja
iz S0 (i odgovarajućih indeksa iz I0) koja su nestala posle interakcija u vremenu t = T1.
Ova procedura se nastavlja posle svake interakcije.

KORAK j do j + 1 (Konstrukcija rešenja izmedu dve interakcije):
Posle j−te interakcije izmedu dva ili vǐse talasa sva sredǐsnja stanja su izbrisana iz skupa
stanja Sj−1 koji odgovara prethodnoj interakciji. Formirani su novi skup stanja Sj , kao i
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odgovarajući skup indeksa Ij . Pri tome važi

Ij = {0, j1, j2, j3, . . .} ⊂ Ij−1, 1 ≤ j1 < j2 < . . . ,

dok k ∈ Ij−1 \ Ij znači da je k−to stanje iz S0 nestalo posle interakcije.
U vremenu t = Tj približno rešenje se konstruǐse tako što se skup talasa koji su

učestvovali u interakciji zamenjuje novim senka talasima, dok ostali nastavljaju da se
prostiru na isti način kao pre interakcije. Rešenje se nastavlja do vremena t = Tj+1 kada
će se dogoditi sledeći skup interakcija. Ako Tj+1 ne postoji, algoritam se zaustavlja.

Notacija

Sada ćemo uvesti notaciju koju ćemo koristiti u nastavku.
Rešenje Rimanovog problema (7.1, 7.6) sa ui = ui+1 dato u obliku kontaktnog diskonti-

nuiteta oblika

(ρ, u)(x, t) =
{

(ρi, ui), x− Yi < uit

(ρi+1, ui+1), x− Yi > uit
(7.7)

ćemo označavati sa CDi,i+1. Ako je ui < ui+1, rešenje odgovarajućeg Rimanovog problema
koje je kombinacija dva kontaktna diskontinuiteta razdvojena vakuumom će biti označeno
sa CDi

1 + Vaci,i+1 + CDi+1
2 . Ono je oblika

(ρ, u)(x, t) =


(ρi, ui), x− Yi < uit

(0, ui(x, t)), uit < x− Yi < ui+1t

(ρi+1, ui+1), x− Yi > ui+1t,

(7.8)

pri čemu je sa ui(x, t) data neprekidna funkcija za koju važi ui(Yi + uit, t) = ui, ui(Yi +
ui+1t, t) = ui+1. Sa SDWi,i+1 će biti označen prost senka talas oblika

(ρε, uε)(x, t) =


(ρi, ui), x− Yi < c̃(t)− ε

2 t

(ρi,ε, ui,ε), c̃(t)− ε
2 t < x− Yi < c̃(t) + ε

2 t

(ρi+1, ui+1), x− Yi > c̃(t) + ε
2 t.

koji je rešenje Rimanovog problema (7.1, 7.6) ako ui > ui+1.
Senka talas sa levim i desnim stanjima (ρi, ui) i (ρj , uj), i < j, ρi, ρj > 0 će biti označen

sa wSDWi,j . SDWi,i+1 je specijalan slučaj wSDWi,j kada j = i + 1 i brzina prostiranja je
konstantna.

Neka je i i k par indeksa. Tada će sa wiSDWk, i ≤ k biti označen senka talas sa
vakuumskim stanjem Vaci−1,i := (0, ui−1(x, t)) sa leve strane i stanjem (ρk, uk), ρk > 0 sa
desne strane. Specijalno, ako je k = i, imamo wiSDWk = CDk

2 = CDi
2.

Slično, sa wSDWk
i , i ≤ k je dat senka talas sa vakuumskim stanjem Vack,k+1 = (0, uk(x, t))

sa desne strane, dok se stanje (ρi, ui), ρi > 0 nalazi sa leve strane talasa. Specijalno, ako je
k = i, imamo wSDWk

i = CDk
1 = CDi

1.
Senka talas koji razdvaja vakuumska stanja ((0, ui−1(x, t)) je sa leve strane, a (0, uk(x, t))

sa desne strane) će biti označen sa wiSDWk.

Talas wSDWk
i , k > i, ui > uk se formira iz interakcije izmedu wSDWi,k i CDk

1, dok
wiSDWk, i < k, ui > uk nastaje kao rezultat interakcije izmedu CDi

2 i wSDWi,k. Ovakvi
tipovi interakcija se pojavljuju u slučaju kada je funkcija u(x) strogo rastuća na nekom
intervalu, gde se senka talas prvo sudara sa prvim, a zatim i sa drugim kontaktnim diskon-
tinuitetom iz kombinacije CD+Vac+CD.
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Takode, talasi wSDWr
l i wlSDWr su specijalni slučajevi wSDWl,r čiji su snaga i brzina

dati sa (5.13). Na primer, u slučaju ρl > 0, ρr = 0, snaga i brzina su jednaki

ξ(t) =
√
γ2 + 2ρlγ(ul − c)t

us(t) = ul −
γ(ul − c)√

γ2 + 2ρlγ(ul − c)t

c(t) = X + ult−
1
ρl
ξ(t) + γ

ρl
.

(7.9)

Ako je ρl = 0 i ρr > 0, rešenje je oblika (7.9) sa ρl i ul zamenjenim ρr i ur.
Konačno, u slučaju ρl = ρr = 0, rezultujući talas wlSDWr ima konstantnu snagu i brzinu,

jer one zadovoljavaju sistem

ξ′(t) = 0, (ξus)′(t) = 0.

Napomena. Primetite da postojanje wSDWi,j implicira ui ≥ uj , jer odnos izmedu ui i uj
odreduje tip prekida. Pri tome ne isključujemo slučaj kada ui = uj , jer ćemo kontaktni
diskontinuitet posmatrati kao specijalan slučaj senka talasa. U nastavku nećemo naglašavati
odnos izmedu dve komponente brzine, jer će to biti jasno iz oblika rešenja.

7.2. Interakcije izmedu talasa

Ključnu ulogu u proceduri za konstrukciju rešenja početnog problema opisanoj u pret-
hodnom poglavlju imaju Rimanov problem i interakcije izmedu talasa (odnosno uopšteni
Rimanov problem). Posmatraćemo prvo interakcije izmedu dva talasa, od kojih je bar jedan
senka talas.

Rešavanje problema interakcije ekvivalentno je rešavanju uopštenog Rimanovog problema
sa početnim uslovom (5.7) transliranim u tačku interakcije (X,T ). Rezultujući talas razdvaja
stanja Ul = (ρl, ul) i Ur = (ρr, ur) koja nasleduje od dva talasa koja učestvuju u interakciji.
Naime, Ul je levo stanje levog prilazećeg talasa, dok je Ur desno stanje desnog prilazećeg ta-
lasa. Vrednost γ iz (5.7) je jednaka ukupnoj snazi dva prilazeća talasa u vremenu interakcije,

γ = ξ(T ) = ξl(T ) + ξr(T ), (7.10)

pri čemu su sa ξl(t) i ξr(t), t < T označene snaga levog i desnog prilazećeg talasa, redom.
To važi jer je ukupna masa pre i posle interakcije očuvana. Slično, ukupna količina kretanja
je očuvana posle interakcije. Ukoliko sa usl(t) i usr(t), t < T označimo brzine dva prilazeća
talasa, početna brzina rezultujućeg talasa je jednaka

c = us(T ) = ξl(T )usl(T ) + ξr(T )usr(T )
ξl(T ) + ξr(T ) . (7.11)

Prilikom rešavanja problema interakcije ćemo često koristiti modifikovanu verziju Teo-
reme 4.1. Reč “modifikovanu” koristimo iz vǐse razloga.

1. U našem slučaju talasi koji učestvuju u interakciji mogu biti kontaktni diskontinuiteti,
prosti ili težinski senka talasi. Kontaktne diskontinuitete i proste senka talase ćemo
posmatrati kao specijalne slučajeve težinskog senka talasa, pa će analiza interakcije
izmedu dva senka talasa sa nekonstantnom brzinom pokriti sve moguće slučajeve.
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t = T

x = Yi + ui+1 t

x = cHtL +

Ε

2
It - T

�
M + xΕ

x = cHtL

x = c� HtL -

Ε

2
Ht - TL - x� Ε

x = c� HtL

area ~ Ε
2

Slika 7.1: Oblast ograničena spoljašnjom linijom SDW-a, kontaktnim diskontinui-
tetom i pravom t = T

2. U interakciji mogu učestvovati dva ili vǐse talasa. Sve interakcije izmedu dva ili vǐse
prilazeća talasa koje se odvijaju u ε−vremenu ćemo smatrati jednom interakcijom, jer
se sve te interakcije odvijaju u oblasti površine reda ε2. Koristićemo termin “talasi su
se sudarili u isto vreme”.

3. Zanemarićemo činjenicu da se interakcija u kojoj učestvuje SDW odnosi na interak-
ciju spoljašnje linije tog talasa sa elementarnim talasom ili spoljašnjom linijom drugog
senka talasa ukoliko je drugi talas koji učestvuje u interakciji SDW. To je moguće, jer
ti talasi sa pravom t = T koja odgovara vremenu interakcije formiraju oblast površine
reda ε2. U nastavku navodimo primer kada se senka talas sudara sa kontaktnim dis-
kontinuitetom, a zatim tvrdenje uopštavamo u obliku leme.

Primer 7.1. Neka senka talas sa spoljašnjim linijama x = c(t)± ε
2 (t− T̃ )± xε sa leve strane prilazi

i sudara se sa kontaktnim diskontinuitetom x = Yi + ui+1t. Pretpostavimo da se interakcija izmedu
centralne linije senka talasa i kontaktnog diskontinuiteta odigrava u vremenu t = T. Prava t = T,
spoljašnja linija senka talasa i kontaktni diskontinuitet formiraju oblast čija je površina reda ε2.
Kako sredǐsnja stanja rezultujućeg senka talasa zadovoljavaju uε(t) = O(1) i ρε(t) = O(ε−1), greška
aproksimacije vremena interakcije će biti dovoljno mala. Ilustracija je data na Slici 7.1. �

Lema 7.1. Pretpostavimo da se dva prilazeća senka talasa sa centralnim linijama x = cl(t)
i x = cr(t) sudaraju u vremenu t = T̃ koje je rešenje jednačine

cl(t) + ε

2(t− Tl) + xl,ε = cr(t)−
ε

2(t− Tr)− xr,ε.

Sa x = cl(t)+ ε
2(t−Tl)+xl,ε je označena desna spoljašnja linija levog prilazećeg senka talasa,

dok je sa x = cr(t)− ε
2(t− Tr)− xr,ε označena leva spoljašnja linija desnog prilazećeg senka

talasa i važi xl,ε, xr,ε ∼ ε. Vreme T > 0 koje je rešenje jednačine cl(t) = cr(t) se naziva vreme
interakcije, jer je površina oblasti koju formiraju dve spoljašnje linije prilazećih senka talasa
i prava t = T reda ε2 i svi izrazi reda εα, α > 1 se mogu zanemariti. Važi T = T̃ +O(ε).

Tvrdenje je tačno i kada se jedan senka talas zameni kontaktnim diskontinuitetom.

Dakle, problem odredivanja vremena interakcije izmedu dva ili vǐse talasa je ekvivalentan
traženju presečne tačke dve centralne linije senka talasa.
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Napomenimo da i pored toga što Lema 7.1 čini problem odredivanja vremena interak-
cije jednostavnijim, njegovo rešavanje se u opštem slučaju svodi na rešavanje nelinearne
jednačine za koju najčešće ne možemo pronaći eksplicitno rešenje. Zbog toga koristimo nu-
meričke postupke kako bismo došli do približnog rešenja. Medutim, za dokaz egzistencije
približnog rešenja početnog problema nije neophodno znati tačno vreme interakcije izmedu
talasa, nego je dovoljna informacija da li će se talasi sudariti u budućnosti ili ne, a to sledi
iz prekompresivnosti senka talasa.

Primer 7.2. Posmatramo interakciju izmedu dva talasa: W1 := wSDWi,k prilazi sa leve strane i
sudara se sa W2 := wSDWj

k, i < k < j. Neka W1 i W2 imaju poreklo u tačkama (X1, T1) i (X2, T2),
redom. Rezultat te interakcije je wSDWj

i . Vreme interakcije T izmedu dva talasa je rešenje jednačine
c1(T ) = c2(T ), gde

c1(t) = X1 + ξ1(t)− σ1 + (ρkuk − ρiui)(t− T1)
ρk − ρi

c2(t) = X2 + uk(t− T2)− 1
ρk

(√
σ2

2 + 2ρkσ2(uk − c2)(t− T2)− σ2

)
.

Sa ξ1(t) je označena snaga talasa W1, dok ci i σi, i = 1, 2 predstavljaju brzinu i snagu talasa Wi u
vremenu t = Ti. �

Pretpostavimo da m prilazećih senka talasa W1, . . . ,Wm učestvuje u interakciji u isto
vreme (ili u ε−vremenu). Neka je levo stanje talasa W1 označeno sa Ul, a desno stanje
talasa Wm označeno sa Ur. Da bi pretpostavka o interakciji bila zadovoljena neophodno
je da svaka dva susedna talasa imaju zajednično (sredǐsnje) stanje. Rezultat interakcije u
vremenu t = T izmedu talasa W1, . . . ,Wm je jedan senka talasa sa levim i desnim stanjem
Ul i Ur, redom. Početna brzina i snaga rezultujućeg senka talasa su date sa

c := us(T ) =
∑m
i=1 usi(T )ξi(T )∑m

i=1 ξi(T ) , γ := ξ(T ) =
m∑
i=1

ξi(T ),

pri čemu su sa usi(t) i ξi(t) označene brzina i snaga talasa Wi, i = 1, . . .m.
Dakle, u našem slučaju svaki tip interakcije izmedu W1, . . . ,Wm može biti klasifikovan

kao jedan od četiri tipa (A1-A4).

TIPOVI INTERAKCIJA:

(A1): Talas W1 ima stanje (ρl, ul), ρl > 0 sa leve strane, dok Wm ima vakuumsko stanje
Vacr,r+1 sa desne strane. Rezultat interakcije izmedu W1, . . . ,Wm je jedan senka
talas, označen sa wSDWr

l , l < r.

(A2): Talas W1 ima levo stanje (ρl, ul), ρl > 0, dok Wm ima stanje (ρr, ur), ρr > 0 sa
desne strane. Rezultat interakcije izmedu W1, . . . ,Wm je wSDWl,r, l < r.

(A3): Talas W1 ima vakuumsko stanje Vacl−1,l sa leve strane, dok Wm ima desno stanje
(ρr, ur), ρr > 0. Rezultat interakcije izmedu W1, . . . ,Wm je wlSDWr, l < r.

(A4): Talas W1 ima vakuumsko stanje Vacl−1,l sa leve strane, dok Wm ima vakuumsko
stanje Vacr,r+1 sa desne strane. Rezultat interakcije izmedu W1, . . . ,Wm je wlSDWr,
l < r.

Sledeće tvrdenje je posledica Leme 5.2 i njene Posledice 5.1.

Posledica 7.1. Ako su talasi W1, . . . ,Wm prekompresivni, rezultujući senka talas je takode
prekompresivan.
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Napomena. U slučaju interakcije izmedu dva talasa, tip (A1) uključuje interakciju izmedu
wSDWl,s i wSDWr

s kada je sredǐsnje stanje neko (ρs, us), gde ρs > 0 i izmedu wSDWs
l i

ws+1SDWr, s+ 1 < r kada je sredǐsnje stanje vakuumsko Vacs,s+1. Drugim rečima, sredǐsnje
stanje može biti vakuumsko ili ne-vakuumsko, ali ono ne utiče na rezultat interakcije. Isto važi
i kod ostalih tipova interakcija.

Analiza interakcija izmedu talasa (tj. tipovi (A1-A4)) pokriva sve moguće slučajeve in-
terakcija kod sistema gasne dinamike bez pritiska (7.1). Sledeća teorema je posledica toga.

Posledica 7.2. Algoritam za konstrukciju priblǐznog rešenja početnog problema se može
primeniti i u slučaju početnog uslova oblika

(ρ, u)(x, 0) =
{

(ρ(x), u(x)), x ≤ R
(ρ0, u0), x > R

(7.12)

ili bilo kod početnog uslova

ρ(x, 0) = ρ(x), u(x, 0) = u(x), x ∈ R. (7.13)

gde su ρ(x) > 0 i u(x) po delovima C1
b

(
R
)

sa konačno mnogo prekida prve vrste i u(x) ima
konačno mnogo lokalnih ekstrema.

Napomena. Iz Leme 5.4 sledi da se svi tipovi interakcija kod sistema (5.17) mogu tretirati
na potpuno isti način kao gore.

7.3. Egzistencija globalnog približnog rešenja

Analiza približnog rešenja problema (7.1, 7.2) se zasniva na četiri glavna slučaja:

Slučaj I: u0 ≤ u(R) i u(x) je rastuća za x > R

Slučaj II: u0 > u(R) i u(x) je rastuća za x > R

Slučaj III: u0 ≥ u(R) i u(x) je opadajuća za x > R

Slučaj IV: u0 < u(R) i u(x) je opadajuća za x > R.

Prvo ćemo detaljnije objasniti svaki od Slučajeva I – IV i dokazati da je konstruisano rešenje
zaista približno rešenje početnog problema (7.1, 7.2). Pri tome ćemo često koristiti Leme
5.2 i 7.1 i rezultate dobijene u prethodnoj analizi. U slučaju kada je funkcija u(x) rastuća
(Slučajevi I i II), moguće je odrediti redosled interakcija izmedu talasa, pa ćemo dati i
eksplicitan izraz za rešenje. U opštem slučaju nije moguće odrediti redosled interakcija, jer
on zavisi i od oblika funkcije ρ(x), ali u dokazu egzistencije približnog rešenja ta činjenica
ne igra značajnu ulogu.

Ako funkcija u(x) menja monotonost ali ima konačno mnogo ekstremnih vrednosti, pri-
bližno rešenje se dobija kao kombinacija rešenja iz Slučajeva I – IV.

7.3.1. Analiza Slučajeva I – IV

Slučaj I: u(x) je rastuća funkcija za x > R i važi u0 ≤ u(R)

Slučaj kada je funkcija u(x) rastuća i u0 ≤ u(R) je najjednostavniji, jer se talasi koji
formiraju približno rešenje ne sudaraju medusobno. Približno rešenje je po delovima nepre-
kidna1 funkcija sa prekidima prvog reda na kontaktnim diskontinuitetima. To je posledica

1ρ komponenta u rešenju je po delovima konstantna funkcija, dok je u komponenta konstantna u ne-
vakuumskim stanjima, a neprekidna u vakuumskim.
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činjenice da je rešenje Rimanovog problema (7.1, 7.6) za svako i jedan kontaktni diskontinu-
itet dat sa (7.7) ili kombinacija dva kontaktna diskontinuiteta razdvojena vakuumom data
sa (7.8). Ti kontaktni diskontinuiteti se neće sudarati jer su svaka dva paralelna (ui = ui+1
za neko i) ili odlazeća (kontaktni diskontinuitet sa leve strane ima manji koeficijent pravca).

Ako je početna funkcija u(x) strogo rastuća, približno rešenje se može predstaviti kao niz
rešenja oblika (7.8) i dato je sa

U ε(x, t) =



(ρ0, u0), x−R < u0t

(0, u0(x, t)), R+ u0t < x < R+ u1t

(ρ1, u1), R+ u1t < x < Y1 + u1t

(0, u1(x, t)), Y1 + u1t < x < Y1 + u2t
...

...
(ρi, ui), Yi−1 + uit < x < Yi + uit

(0, ui(x, t)), Yi + uit < x < Yi + ui+1t
...

...

,

gde ui(Yi + uit, t) = ui, ui(Yi + ui+1t, t) = ui+1, i = 0, 1, 2, . . . i važi µ(ε) ≥ Yi − Yi−1 za
svako i = 1, 2, . . .. Ako je ui = ui+1 za neko i, dva kontaktna diskontinuiteta iz kombinacije
CDi

1 + Vaci,i+1 + CDi+1
2 će se poklopiti, a vakuum izmedu njih će nestati.

Slučaj II: u(x) je rastuća funkcija za x > R i važi u0 > u(R)

Za razliku od Slučaja I, sada je prvi talas u nizu rešenja Rimanovih problema SDW0,1,
jer u0 > u(R) i uvek možemo da odaberemo dovoljno malo ε > 0 takvo da važi u0 > u1.
Talas SDW0,1 ima poreklo u tački (R, 0) i rešenje je Rimanovog problema (7.1, 7.6) za i = 0.
Rešenje Rimanovog problema (7.1, 7.6) za i = 1, 2, . . . je kombinacija CDi

1 +Vaci,i+1 +CDi+1
2

(ako ui < ui+1) ili jedan kontaktni diskontinuitet CDi,i+1 (ako ui = ui+1), kao i u prethodnom
slučaju. Približno rešenje se sastoji iz jednog senka talasa i niza kontaktnih diskontinuiteta,
što znači da će se u ovom slučaju dešavati interakcije tipa:

(A1): interakcije izmedu senka talasa i kontaktnih diskontinuiteta sa vakuumom na desnoj
strani.

(A2): interakcije izmedu senka talasa sa vakuumom na desnoj strani i kontaktnih diskon-
tinuiteta sa vakuumom na levoj strani ili izmedu senka talasa sa oba ne-vakuumska
stanja i jednog kontaktnog diskontinuiteta koji je rešenje Rimanovog problema kada
uk = uk+1 za neko k.

Radi jednostavnijeg objašnjenja pretpostavićemo da je funkcija u(x) strogo rastuća. Neka
je sa (X0,i, T0,i) označena tačka interakcije izmedu senka talasa i prvog kontaktnog diskon-
tinuiteta u i−toj talasnoj kombinaciji CDi + Vaci,i+1 + CDi+1. Zatim, neka je sa (X1,i, T1,i)
označena tačka interakcije izmedu senka talasa i drugog kontaktnog diskontinuiteta iz kom-
binacije CDi + Vaci,i+1 + CDi+1 (videti Sliku 7.2).

Funkcija u(x) je rastuća i ograničena, pa postoji neko ũ takvo da limi→∞ ui = ũ. U
zavisnosti od odnosa izmedu ũ i u0 posmatraćemo dva slučaja.

Neka je prvo ũ ≤ u0. Prvi talas u nizu SDW0,1 se prostire konstantnom brzinom y0,1 ∈
(u1, u0) i sa leve strane prilazi kontaktnom diskontinuitetu CD1

1 čiji je koeficijent pravca u1.
Ta dva talasa se sudaraju u t = T0,1. Rezultujući wSDW1

0 ima brzinu us(t) oblika kao u (7.9)2
koja je rastuća funkcija od t i ima asimptotu kada t → ∞. Preciznije, važi us(t) ∈ (u1, u0)
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R Y1 Y2 Y3
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HΡ1, u1L
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IX1,2, T1,2M

x

t

Y4
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HΡ4, u4L
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Vac

Vac

Vac

Slika 7.2: Skica interakcija u slučaju strogo rastuće funkcije u(x) i ũ ≤ u0

za t > T0,1 i us(t) → u0, t → ∞, što znači da će posle nekog vremena (u t = T1,1) talas
wSDW1

0 morati da se sudari sa CD2
2, jer u2 < ũ < u0. Rezultat te interakcije je wSDW0,2.

Ako je početna brzina c tog senka talasa manja od y0,2, njegova brzina će da raste i težiće ka
y0,2 kada t → ∞. U suprotnom, ako je c > y0,2 brzina će opadati i težiće y0,2 kada t → ∞.
Dakle, wSDW0,2 će biti prekompresivan sa brzinom koja će kad-tad postati veća od u2, što
znači će se sudariti sa sledećim po redu kontaktnim diskontinuitetom CD2

1. Sa porastom t
raste broj sudara i sa svakom interakcijom izmedu senka talasa i kontaktnog diskontinuiteta
nastaje novi senka talas koji nastavlja da se sudara sa kontaktnim diskontinuitetima koji mu
prilaze sa desne strane.

Razlika izmedu slučaja ũ ≤ u0 analiziranog gore i slučaja ũ > u0 je ta što će u drugom
u nekom trenutku rezultujući senka talas ući u vakuumsko stanje ali neće dostići dovoljno
veliku brzinu da iz njega izade i interakcije izmedu talasa će prestati.

Označimo sa U ε = (ρε, uε) približno rešenje dobijeno na gore opisan način. Neka su sa
us(t) i ξ(t) označene po delovima definisane brzina i snaga rezultujućeg senka talasa kojeg
ćemo nazivati 0-SDW. Po konstrukciji te funkcije su neprekidne, kao i SDW front dat sa
x = c(t), gde c′(t) = us(t). Njihove restrikcije na intervale [T0,i, T1,i] i [T1,i, T0,i+1] su rešenja
sistema običnih diferencijalnih jednačina oblika (5.8). Drugim rečima, 0-SDW predstavlja
singularni deo rešenja U ε koji je dat sa

Û ε(x, t) =


0, x < c(t)− aε(t)
(ρε, uε)(t), c(t)− aε(t) < x < c(t) + aε(t)
0, x > c(t) + aε(t)

gde

aε(t) =


ε
2 t, t ∈ (0, T0,1]
ε
2(t− T0,i) + x0,i

ε , t ∈ (T0,i, T1,i]
ε
2(t− T1,i) + x1,i

ε , t ∈ (T1,i, T0,i+1]
, i = 1, 2, . . . .

Vrednosti xk,iε , k = 0, 1, i = 1, 2, . . . biramo tako da spoljašnje linije senka talasa date sa

x = c(t)− aε(t) i x = c(t) + aε(t)
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budu po delovima neprekidne, tj. suma snaga prilazećih talasa treba da bude jednaka snazi
rezultujućeg senka talasa u okolini tačke interakcije. Preciznije, za svako i = 1, 2, 3, . . .
vrednosti x0,i

ε i x1,i
ε biramo tako da su relacije analogne onima u (5.12) zadovoljene.

Kako je u ovom slučaju poznat redosled interakcija izmedu talasa, moguće je odrediti
eksplicitan oblik rešenja U ε. Ako je ũ ≤ u0, približno rešenje početnog problema (7.1, 7.2)
do prve interakcije je dato sa

U ε0 (x, t) =



(ρ0, u0), x−R < y0,1t− ε
2 t

(ρε, uε), y0,1t− ε
2 t < x−R < y0,1t+ ε

2 t

(ρ1, u1), R+ y0,1t+ ε
2 t < x < Y1 + u1t

(0, u1(x, t)), Y1 + u1t < x < Y1 + u2t
...

...
(ρi, ui), Yi−1 + uit < x < Yi + uit

(0, ui(x, t)), Yi + uit < x < Yi + ui+1t
...

...

,

gde ui(Yi + uit, t) = ui, ui(Yi + ui+1t, t) = ui+1, i = 1, 2, . . .. Dalje, približno rešenje za
t ∈ [T0,i, T1,i] je

U εvac,i(x, t) =



(ρ0, u0), x < c(t)− ε
2(t− T0,i)− x0,i

ε

(ρε(t), uε(t)), c(t)− ε
2(t−T0,i)−x0,i

ε <x <c(t)+ ε
2(t−T0,i)+x0,i

ε

(0, ui(x, t)), c(t) + ε
2(t− T0,i) + x0,i

ε < x < Yi+1 + ui+1t

(ρi+1, ui+1), Yi + ui+1t < x < Yi+1 + ui+1t

(0, ui+1(x, t)), Yi+1 + ui+1t < x < Yi+1 + ui+2t
...

...

,

dok je rešenje za t ∈ [T1,i, T0,i+1] dato sa

U εnvac,i(x, t) =



(ρ0, u0), x < c(t)− ε
2(t− T1,i)− x1,i

ε

(ρε(t), uε(t)), c(t)− ε
2(t−T1,i)−x1,i

ε <x < c(t)+ ε
2(t−T1,i)+x1,i

ε

(ρi+1, ui+1), c(t) + ε
2(t− T1,i) + x1,i

ε < x < Yi+1 + ui+1t

(0, ui+1(x, t)), Yi+1 + ui+1t < x < Yi+1 + ui+2t

(ρi+2, ui+2), Yi+1 + ui+2t < x < Yi+2 + ui+2t

(0, ui+2(x, t)), Yi+2 + ui+2t < x < Yi+2 + ui+3t
...

...

.

Konačno, približno rešenje problema (7.1, 7.2) označeno sa U ε nastaje spajanjem gore nave-
denih rešenja

U ε(x, t) := (ρε(x, t), uε(x, t)) =


U ε0 (x, t), 0 ≤ t < T0,1

U εvac,i(x, t), T0,i ≤ t < T1,i, i = 1, 2, . . .
U εnvac,i(x, t), T1,i ≤ t < T0,i+1, i = 1, 2, . . . .

(7.14)

Teorema 7.1. Date su funkcije u(x), ρ(x) ∈ Cb
(
[R,∞)

)
, ρ(x) > 0. Pretpostavimo da je

u(x) rastuća i neka je ρ0 > 0 i u0 > u(R). Neka je {Yi}i∈N0 particija intervala [R,∞),
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Y0 = R takva da C 3
√
ε ≥ Yi − Yi−1 ≥

√
ε za svako i = 1, 2, . . . i neku konstantu C ≥ 1. Tada

za dovoljno malo ε > 0 postoji dopustivo globalno priblǐzno rešenje početnog problema (7.1,
7.2), tj. postoji funkcija U ε koja zadovoljava sistem

∂tρ
ε + ∂x(ρεuε) ≈ 0

∂t(ρεuε) + ∂x(ρε(uε)2) ≈ 0,

uslove ρε(x, 0) ≈ ρ(x, 0), uε(x, 0) ≈ u(x, 0), ε→ 0 i uslov dopustivosti.

(1) Ako je ũ ≤ u0, postoji beskonačno mnogo interakcija.

(2) Ako je ũ > u0, interakcije će prestati posle vremena t = T0,k, gde k ∈ N zadovoljava
uk < u0 ≤ uk+1. U tom slučaju važi us(t)→ u0 kada t→∞.

Napomena. Za gornju granicu u C 3
√
ε ≥ Yi − Yi−1 ≥

√
ε je umesto C 3

√
ε dovoljno uzeti bilo

koju funkciju µ(ε) koja zadovoljava µ(ε) → 0 kada ε → 0. Ovu smo uzeli zbog Teoreme 7.3
gde u(x) ne mora da bude monotona funkcija. Takode, u slučaju rastuće funkcije u(x) donja
granica umesto

√
ε može biti bilo koja oblika εα, gde 0 < α < 1.

Dokaz. (1) Posmatramo prvo slučaj ũ ≤ u0.
Želimo da pokažemo da konstruisano rešenje U ε, t ≥ 0, x ∈ R dato sa (7.14) zadovoljava

sistem

E1 :=
∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

(
(ρε∂tϕ)(x, t)+(ρεuε∂xϕ)(x, t)

)
dxdt+

∫ ∞
−∞

(ρεϕ)(x, 0)dx ≈ 0

E2 :=
∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

(
(ρεuε∂tϕ)(x, t)+(ρε(uε)2∂xϕ)(x, t)

)
dxdt+

∫ ∞
−∞

(ρεuεϕ)(x, 0)dx ≈ 0

za svaku test funkciju ϕ ∈ C∞0
(
R × [0,∞)

)
. U dokazu ćemo koristiti Tejlorov razvoj test

funkcije ϕ,

ϕ
(
c(t)− aε(t), t

)
= ϕ

(
c(t), t

)
− ∂xϕ

(
c(t), t

)
aε(t) +O(ε2),

ϕ
(
c(t) + aε(t), t

)
= ϕ

(
c(t), t

)
+ ∂xϕ

(
c(t), t

)
aε(t) +O(ε2),

ϕ(x, t) = ϕ(c(t), t) +O(ε) za x ∈
(
c(t)− aε(t), c(t) + aε(t)

)
.

(7.15)

Imamo∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

(ρε∂tϕ)(x, t) dxdt = I0 +
∫ ∞
−∞

(
(ρεϕ)(x, T−0,1)− (ρεϕ)(x, 0)

)
dx

+
∞∑
i=1

I0,i +
∞∑
i=1

∫ ∞
−∞

(
(ρεϕ)(x, T−1,i)− (ρεϕ)(x, T+

0,i)
)
dx

+
∞∑
i=1

I1,i +
∞∑
i=1

∫ ∞
−∞

(
(ρεϕ)(x, T−0,i+1)− (ρεϕ)(x, T+

1,i)
)
dx,

(7.16)

gde I0, I0,i i I1,i, predstavljaju integrale koji odgovaraju intervalima [0, T0,1], [T0,i, T1,i] i
[T1,i, T0,i+1], redom. Preciznije,

I0 :=
∫ T0,1

0

∫ ∞
−∞

ρε∂tϕdxdt,

I0,i :=
∫ T1,i

T0,i

∫ ∞
−∞

ρε∂tϕdxdt,

I1,i :=
∫ T0,i+1

T1,i

∫ ∞
−∞

ρε∂tϕdxdt.
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Izraz
∫
R(ρεϕ)(x, 0) dx u (7.16) će se skratiti sa istim izrazom kada se dobijene vrednosti ubace

u E1, dok će se svi ostali integrali medusobno skratiti, što je posledica neprekidnosti funkcije
U ε po t. Kako bismo ocenili ukupnu grešku u približnom rešenju u fiksiranom vremenu t > 0
analizu ćemo podeliti po intervalima [0, T0,1], [T0,i, T1,i] i [T1,i, T0,i+1], i = 1, 2, . . . . Na sličan
način kao i u (7.16) dobijamo∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

(ρεuε∂xϕ)(x, t) dxdt = J0 +
∞∑
i=1

J0,i +
∞∑
i=1

J1,i,

gde

J0 :=
∫ T0,1

0

∫ ∞
−∞

ρεuε∂xϕdxdt

J0,i :=
∫ T1,i

T0,i

∫ ∞
−∞

ρεuε∂xϕdxdt

J1,i :=
∫ T0,i+1

T1,i

∫ ∞
−∞

ρεuε∂xϕdxdt.

Ovde ćemo dati dokaz za slučaj kada je funkcija u(x) strogo rastuća, jer činjenica da u(x)
može biti konstantna na nekom intervalu ne pravi značajnu razliku u analizi. Naime, tada
će se za neko i vremena T0,i i T1,i poklopiti, jer nema vakuuma.

U intervalu [0, T0,1] važi

I0 =−
∫ T0,1

0
ρ1u1ϕ

(
Y1 + u1t, t

)
dt−

∫ T0,1

0
(ρ0 − ρ0,ε)ϕ

(
R+ y0,1t−

ε

2 t, t
)(
y0,1 −

ε

2
)
dt

−
∫ T0,1

0
(ρ0,ε − ρ1)ϕ

(
R+ y0,1t+ ε

2 t, t
)(
y0,1 + ε

2
)
dt

+
∞∑
i=1

∫ T0,1

0
ρi+1ui+1

(
ϕ
(
Yi + ui+1t, t

)
− ϕ

(
Yi+1 + ui+1t, t

))
dt︸ ︷︷ ︸

:=A0

,

jer je ρ0,ε = const (ovde je senka talas prost). Slično,

J0 :=
∫ T0,1

0

∫ ∞
−∞

ρεuε∂xϕdxdt =
∫ T0,1

0

(
ρ0u0 − ρ0,εu0,ε

)
ϕ
(
R+ y0,1t−

ε

2 t, t
)
dt

−
∫ T0,1

0

(
ρ1u1 − ρ0,εu0,ε

)
ϕ
(
R+ y0,1t+ ε

2 t, t
)
dt+

∫ T0,1

0
ρ1u1ϕ

(
Y1 + u1t, t

)
dt

−
∞∑
i=1

∫ T0,1

0
ρi+1ui+1

(
ϕ
(
Yi + ui+1t, t

)
− ϕ

(
Yi+1 + ui+1t, t

))
dt.︸ ︷︷ ︸

:=B0

Napomenimo da ćemo u ovom dokazu koristiti ideje iz dokaza Lema 5.1 i 5.2, pa neke
tehničke delove nećemo detalno objašnjavati. Korǐsćenjem relacije

ξ0,1 = y0,1(ρ1 − ρ0)− (ρ1u1 − ρ0u0)

i razvoja u Tejlorov red test funkcije (7.15) dobijamo da u intervalu [0, T0,i] važi

I0 + J0 =
∫ T0,1

0

(
ξ0,1 − ερ0,ε

)
ϕ
(
R+ y0,1t, t

)
dt

−
∫ T0,1

0
tερ0,ε(y0,1 − u0,ε)∂xϕ

(
R+ y0,1t, t

)
dt+O(ε),
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jer je A0 = B0. Dakle E1 = O(ε) za 0 ≤ t ≤ T0,1, jer iz definicije SDW0,1 sledi

lim
ε→0

u0,ε = y0,1, lim
ε→0

ερ0,ε = ξ0,1.

Slično, zamenom ρ sa ρu i ρu sa ρu2 u gornjim relacijama pokazuje se da je E2 = O(ε) u
[0, T0,1].

Dalje, za t ∈ [T0,i, T1,i] imamo

I0,i =−
∫ T1,i

T0,i

∫ c(t)+ ε
2 (t−T0,i)+x0,i

ε

c(t)− ε2 (t−T0,i)−x0,i
ε

∂tρε(t)ϕ(x, t) dxdt

−
∫ T1,i

T0,i

(
ρ0 − ρε(t)

)
ϕ
(
c(t)− ε

2(t− T0,i)− x0,i
ε , t

)(
c′(t)− ε

2
)
dt

−
∫ T1,i

T0,i
ρε(t)ϕ

(
c(t) + ε

2(t− T0,i) + x0,i
ε , t

)(
c′(t) + ε

2
)
dt

+
∞∑
k=i

∫ T1,i

T0,i
ρk+1uk+1

(
ϕ
(
Yk + uk+1t, t

)
− ϕ

(
Yk+1 + uk+1t, t

))
dt︸ ︷︷ ︸

:=A0,i

,

i

J0,i =
∫ T1,i

T0,i

(
ρ0u0 − ρε(t)uε(t)

)
ϕ
(
c(t)− ε

2(t− T0,i)− x0,i
ε , t

)
dt

+
∫ T1,i

T0,i
ρε(t)uε(t)ϕ

(
c(t) + ε

2(t− T0,i) + x0,i
ε , t

)
dt

−
∞∑
k=i

∫ T1,i

T0,i
ρk+1uk+1

(
ϕ
(
Yk + uk+1t, t

)
− ϕ

(
Yk+1 + uk+1t, t

))
dt.︸ ︷︷ ︸

:=B0,i=A0,i

Korǐsćenjem Leme 5.2 i njenog dokaza, a ponavljanjem postupka od gore (sada umesto
prostog senka talasa imamo težinski kao prvi talas u nizu) dokazujemo da

I0,i + J0,i =−
∫ T1,i

T0,i
∂tρε(t)ϕ

(
c(t), t

)
· 2
(ε

2(t− T0,i) + x0,i
ε

)
dt

−
∫ T1,i

T0,i
ρ0(c′(t)− u0)ϕ

(
c(t)− ε

2(t− T0,i)− x0,i
ε , t

)
dt

−
∫ T1,i

T0,i
ρε(t)

ε

2

(
ϕ
(
c(t)− ε

2(t− T0,i)− x0,i
ε , t

)
+ ϕ

(
c(t) + ε

2(t− T0,i) + x0,i
ε , t

))
dt

+
∫ T1,i

T0,i
ρε(t)(c′(t)− uε(t))ϕ

(
c(t)− ε

2(t− T0,i)− x0,i
ε , t

)
dt

−
∫ T1,i

T0,i
ρε(t)(c′(t)− uε(t))ϕ

(
c(t) + ε

2(t− T0,i) + x0,i
ε , t

)
dt+O(ε)

=
∫ T1,i

T0,i

(
ρ0
(
u0 − c′(t)

)
− 2∂tρε(t)

(ε
2(t− T0,i) + x0,i

ε

)
+ ερε(t)

)
ϕ
(
c(t), t

)
dt

−
∫ T1,i

T0,i
2ρε(t)

(ε
2(t− T0,i) + x0,i

ε

)(
c′(t)− uε(t)

)
∂xϕ

(
c(t), t

)
dt+O(ε).

Dakle, I0,i + J0,i = O(ε) na t ∈ [T0,i, T1,i], jer je wSDWi
0 definisan tako da važi

lim
ε→0

2ρε(t)
(ε

2(t− T0,i) + x0,i
ε

)
= ξ(t), ξ′(t) = ρ0(u0 − c′(t)), lim

ε→0
uε(t) = c′(t).
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Slično, zamenom ρ 7→ ρu dobijamo da je E2 = O(ε) na intervalu [T0,i, T1,i].
Konačno, na intervalu [T1,i, T0,i+1] važi

I1,i =−
∫ T0,i+1

T1,i

∫ c(t)+ ε
2 (t−T1,i)+x1,i

ε

c(t)− ε2 (t−T1,i)−x1,i
ε

∂tρε(t)ϕ(x, t) dxdt

−
∫ T0,i+1

T1,i

(
ρ0 − ρε(t)

)
ϕ
(
c(t)− ε

2(t− T1,i)− x1,i
ε , t

)(
c′(t)− ε

2
)
dt

−
∫ T0,i+1

T1,i

(
ρε(t)− ρi+1

)
ϕ
(
c(t) + ε

2(t− T1,i) + x1,i
ε , t

)(
c′(t) + ε

2
)
dt

−
∫ T0,i+1

T1,i
ρi+1ui+1ϕ

(
Yi+1 + ui+1t, t

)
dt

+
∞∑

k=i+1

∫ T0,i+1

T1,i
ρk+1uk+1

(
ϕ
(
Yk + uk+1t, t

)
− ϕ

(
Yk+1 + uk+1t, t

))
dt,

i

J1,i =
∫ T0,i+1

T1,i

(
ρ0u0 − ρε(t)uε(t)

)
ϕ
(
c(t)− ε

2(t− T1,i)− x1,i
ε , t

)
dt

+
∫ T0,i+1

T1,i

(
ρε(t)uε(t)− ρi+1ui+1

)
ϕ
(
c(t) + ε

2(t− T1,i) + x1,i
ε , t

)
dt

+
∫ T0,i+1

T1,i
ρi+1ui+1ϕ

(
Yi+1 + ui+1t, t

)
dt

−
∞∑

k=i+1

∫ T0,i+1

T1,i
ρk+1uk+1

(
ϕ
(
Yk + uk+1t, t

)
−ϕ

(
Yk+1 + uk+1t, t

))
dt.

Na isti način kao ranije dobijamo

I1,i + J1,i =−
∫ T0,i+1

T1,i
2
(
∂tρε(t)

(ε
2(t− T1,i) + x1,i

ε

)
+ ε

2ρε(t)
)
ϕ
(
c(t), t

)
dt

+
∫ T0,i+1

T1,i

(
(ρi+1 − ρ0)c′(t)− (ρi+1ui+1 − ρ0u0)

)
ϕ
(
c(t), t

)
dt

−
∫ T0,i+1

T1,i
2ρε(t)

(ε
2(t− T1,i) + x1,i

ε

)(
c′(t)− uε(t)

)
∂xϕ

(
c(t), t

)
dt+O(ε),

pa je E1 = O(ε) na [T1,i, T0,i+1]. To sledi iz Leme 5.2, tj. iz definicije wSDW0,i+1. Dokaz da
je E2 = O(ε) na [T1,i, T0,i+1] je sličan.

Primetite da dokaz važi čak i u slučaju kada je ρi+1 = ρ0 za neko i, jer tada iz (5.13)2
sledi ξ′(t) = −ρ0(ui+1 − u0) i izraz za brzinu senka talasa c′(t) ne utiče na rezultat.

Kako test funkcija ϕ ima kompaktan nosač i važi uslov Yi−Yi−1 ≥
√
ε, sledi da se najvǐse

const(ϕ)√
ε

sudara izmedu talasa može desiti na nosaču test funkcije. Dakle, E1 i E2 će biti reda
O
( 1√

ε

)
O(ε) = O(

√
ε), ε → 0, pa dobijamo da u slučaju ũ ≤ u0 približno rešenje početnog

problema (7.1, 7.2) postoji i dato je sa (7.14).
Dopustivost rešenja je posledica jedinstvenosti klasičnog rešenja (tj. kontaktnog diskon-

tinuiteta) i prekompresivnosti senka talasa u intervalima [0, T0,1], [T0,i, T1,i], [T1,i, T0,i+1],
i = 1, 2, . . . .

U slučaju kada je ũ = u0, važi y0,i+1 → u0 kada i→∞, tj. iz prekompresivnosti sledi da
je za dovoljno veliko i brzina senka talasa blizu u0.
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(2) Ako je ũ > u0, tada postoji indeks k ∈ N takav da je uk+1 ≥ u0 i uk < u0. Tada
će SDW kriva x = c(t) ostati u vakuumskoj oblasti izmedu dva kontaktna diskontinuiteta
koja imaju poreklo u istoj tački (Yk, 0). To sledi iz prekompresivnosti, jer će brzina senka
talasa us(t) ∈ (uk, u0) uvek biti manja od uk+1. Dakle, sudari će prestati posle interakcije u
t = T0,k. Približno rešenje je dato sa

U ε(x, t) =


U ε0 (x, t), 0 ≤ t < T0,1

U εvac,i(x, t), T0,i ≤ t < T1,i, i = 1, . . . , k − 1
U εnvac,i(x, t), T1,i ≤ t < T0,i+1, i = 1, . . . , k − 1
U εvac,k(x, t), T0,k ≤ t <∞.

�

Ideje iz dokaza Teoreme 7.1 će se koristiti i kod ostalih slučajeva, pa tehnički deo dokaza
nećemo ponavljati.

Slučaj III: u(x) je opadajuća funkcija za x > R i važi u0 ≥ u(R)

Niz rešenja Rimanovih problema (7.1, 7.6), i = 0, 1, 2, . . . je dat u obliku niza prostih
senka talasa SDW0,1,SDW1,2, . . .. Talas SDWi,i+1 ima poreklo u (Yi, 0) i prostire se brzinom
yi,i+1. Kako su svi tipovi talasa koji formiraju približno rešenje senka talasi (ili kontaktni
diskontinuiteti ako ui = ui+1), jedini tip interakcija koji može da se dogodi u ovom slučaju
je tip (A2), tj. moguće su samo interakcije izmedu dva ili vǐse senka talasa koji razdvajaju
ne-vakuumska stanja. Primetite da važi

yi,k − yk,j =
√
ρi√

ρi+
√
ρk

√
ρk√

ρk+√ρj
(ui−uk) +

√
ρi√

ρi+
√
ρk

√
ρj√

ρk+√ρj
(ui−uj)

+
√
ρk√

ρi +√ρk

√
ρj√

ρk+√ρj
(uk−uj) ≥ 0 za i < k < j,

(7.17)

jer je u(x) opadajuća funkcija, pa zaključujemo da se brzine prostih senka talasa smanjuju sa
povećanjem i, tj. svaka dva senka talasa su prilazeća. Medutim, to koja dva senka talasa će
prva da se sudare zavisi od oblika funkcija u(x) i ρ(x), ali i od razlike u0−u1. Tačka interakcije
(X̃i, T̃i) izmedu SDWi−1,i i SDWi,i+1, i = 1, 2, . . . se odreduje rešavanjem jednačine

X̃i = Yi−1 + yi−1,iT̃i = Yi + yi,i+1T̃i,

kada dobijamo

T̃i = Yi − Yi−1
yi−1,i − yi,i+1

.

Kako bismo odredili prvu tačku interakcije trazimo i za koje je Ti minimalno. Rezultujući
senka talas će imati brzinu koja je veća od brzine svih talasa koji mu prilaze sa desne strane.
Taj proces će se nastaviti, ali u opštem slučaju ne možemo odrediti redosled interakcija.

Neka je ∆Yi := Yi− Yi−1 ∼ µ(ε), i = 1, 2, 3, . . . . Tada za svako i važi ∆ui := ui− ui−1 <
constu · µ(ε), gde supx≥R |u′(x)| ≤ constu. Iz razlike (7.17) vidimo da važi

yi−1,i− yi,i+1 < (ui−1−ui) + (ui−1−ui+1) + (ui−ui+1) = 2(ui−1−ui+1) < constu ·µ(ε),

tj. T̃i = O(1), pa će se interakcija izmedu dva susedna senka talasa sa malom snagom dogoditi
u konačnom vremenu.
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Sa 0-SDW ćemo označavati senka talas koji povezuje talase oblika wSDW0,i nastale iz
interakcija sa talasima koji mu prilaze sa desne strane. Iz uslova prekompresivnosti (koji
sledi iz dokaza Leme 5.2) sledi da će 0-SDW “nadjačati” ostale talase koje ćemo nazivati
“mali” senka talasi, jer imaju malu snagu.

U slučaju kada je u0 > u(R), vreme interakcije izmedu SDW0,1 i SDW1,2 je reda O
(
µ(ε)

)
.

To znači da će se prva interakcija dogoditi izmedu ta dva senka talasa. Rezultujući wSDW0,2
će nastaviti da se prostire do sledeće interakcije.

Slučaj IV: u(x) je opadajuća funkcija za x > R i važi u0 < u(R)

Ovaj slučaj je sličan prethodnom. Približno rešenje do prve interakcije se sastoji iz
kombinacije CD0

1 + Vac0,1 + CD1
2 i niza prostih senka talasa SDW1,2,SDW2,3, . . . .

Prvi kontaktni diskontinuitet u nizu CD0
1 sa vakuumskim stanjem sa desne strane ima

koeficijent pravca u0 koji je manji od koeficijenta pravca drugog kontaktnog diskontinuiteta
CD1

2. Iz istog razloga kao u prethodnom slučaju nije moguće odrediti redosled interakcija
izmedu talasa. Ovde su moguće interakcije tipa (A2) (interakcije izmedu dva ili vǐse senka
talasa koja razdvajaju ne-vakuumska stanja) ili tipa (A3) (interakcije u kojima učestvuje
senka talas sa levim vakuumskim stanjem). Inicijator interakcija tipa (A3) je talas CD1

2 koji
će se sudariti sa talasom oblika wSDW1,k za neko k ≥ 2. Rezultat te interakcije je w1SDWk sa
levim vakuumskim stanjem i brzinom koja je veća od brzina svih senka talasa koji mu prilaze
sa desne strane. Takode, moguće je da će se dogoditi interakcija izmedu dva ili vǐse malih
senka talasa pre nego što se rezultujući talasi sudare sa talasom oblika w1SDWk. Brzina svih
rezultujućih talasa će biti veća od u0, što znači da CD0

1 neće učestvovati u interakcijama.
Slučajeve III i IV objedinjujemo u sledećoj teoremi gde će biti dokazano da rešenje

konstruisano algoritmom jeste približno rešenje problema (7.1, 7.2).

Teorema 7.2. Neka su date funkcije u(x), ρ(x) ∈ Cb
(
[R,∞)

)
, ρ(x) > 0, ρ0 > 0 i u0 ∈ R.

Pretpostavimo da je funkcija u(x) opadajuća za x > R. Posmatramo particiju {Yi}i∈N0

intervala [R,∞) takvu da C 3
√
ε ≥ Yi − Yi−1 ≥ 3

√
ε, Y0 = R važi za svako i = 1, 2, . . . i

konstantu C ≥ 1. Tada za dovoljno malo ε > 0 postoji dopustivo globalno priblǐzno rešenje
U ε(x, t) problema (7.1, 7.2).

Dokaz. Ideja ovog dokaza je ista kao u dokazu Teoreme 7.1. Neka je sa

SIII0 := {(ρi, ui) : i = 0, 1, 2, . . .}

označen skup početnih stanja u slučaju u0 ≥ u(R) (to je Slučaj III), a sa

SIV0 := {(ρ0, u0),Vac0,1} ∪ {(ρi, ui) : i = 1, 2, . . .}

je označen skup početnih stanja u Slučaju IV kada u0 < u(R) . Dalje, sa IIII0 = {0, 1, 2, 3, . . .}
će biti označen početni skup indeksa koji odgovara skupu stanja SIII0 , dok će IIV0 = {−1} ∪
IIII0 predstavljati skup indeksa koji odgovara skupu stanja SIV0 . Svakom stanju iz Sα0 je
dodeljen tačno jedan indeks iz Iα0 , α ∈ {III, IV }.

Neka se u vremenu t = Tk odigrao k−ti skup interakcija izmedu dva ii vǐse talasa. Kao
što je objašnjeno u algoritmu, posle k−tog skupa interakcija formira se skup stanja Sαk ,
α ∈ {III, IV } i to eliminacijom svih sredǐsnjih stanja koja su nestala posle interakcije.
Samim tim su eliminisani i indeks ili indeksi iz Iαk−1 koji odgovaraju eliminisanim sredǐsnjim
stanjima iz Sαk−1. Novi skup indeksa je dat sa

IIIIk = {0, kIII1 , kIII2 , kIII3 , . . .}, IIVk = {−1, 0, kIV1 , kIV2 , kIV3 , . . .},
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gde 1 ≤ kα1 < kα2 < kα3 < . . . , α ∈ {III, IV }. Pri tome važi Iαk ⊂ Iαk−1, jer nova stanja ne
mogu da se pojave posle interakcije.

Želimo da pokažemo da za svaku test funkciju ϕ ∈ C∞0
(
R× [0,∞)

)
važi∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

(
(ρε∂tϕ)(x, t)+(ρεuε∂xϕ)(x, t)

)
dxdt+

∫ ∞
−∞

(ρεϕ)(x, 0)dx ≈ 0,∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

(
(ρεuε∂tϕ)(x, t)+(ρε(uε)2∂xϕ)(x, t)

)
dxdt+

∫ ∞
−∞

(ρεuεϕ)(x, 0)dx ≈ 0.
(7.18)

Uopštavamo dokaz iz Teoreme 7.1. Prvo delimo vremensku osu na podintervale oblika
[Tj , Tj+1], pri čemu su Tj , j = 1, 2, . . . vremena interakcije izmedu talasa i T0 := 0. Neka je

Qk :=
∫ Tk+1

Tk

∫ ∞
−∞

ρε ∂tϕdxdt+
∫ Tk+1

Tk

∫ ∞
−∞

ρεuε ∂xϕdxdt.

Qk odgovara prvoj jednačini u (7.18) i vremenu izmedu k−tog i (k+1)−og skupa interakcija
i važi ∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

ρε ∂tϕdxdt+
∫ ∞

0

∫ ∞
−∞

ρεuε ∂xϕdxdt =
∞∑
k=0

Qk.

I ovde ćemo vrednosti xε ∼ ε birati tako da suma snaga prilazećih talasa bude jednaka
početnoj snazi rezultujućeg senka talasa (koristićemo Lemu 5.2). Pokazaćemo da je svaki
izraz Qk dovoljno mali (reda ε) iz čega će slediti da je jednačina (7.18)1 zadovoljena. Pri
tome ćemo zanemariti izraze koji odgovaraju krajevima intervala [Tk, Tk+1] (jer će se oni
skratiti medusobno ili sa drugim sabirkom iz (7.18)1)

Neka su sa i i j označena dva susedna indeksa iz Iαk . Odnos izmedu njima odgovarajućih
stanja iz Sαk odreduje tip talasa koji razdvaja ta stanja. Neka je brzina tog talasa označena
sa us(t) = c′(t), a snaga sa ξ(t) i neka je sredǐsnje stanje senka talasa dato sa (ρε(t), uε(t)).
Izraz Qk je suma izraza oblika

Cki,j :=
∫ Tk+1

Tk

(
Ai,j(t)−Bi,j(t)

)
dt+

∫ Tk+1

Tk

∫ c(t)+ ε
2 (t−T )+xε

c(t)− ε2 (t−T )−xε
∂tρε(t)ϕ(x, t) dxdt, (7.19)

gde

Ai,j(t) :=(ρi − ρε(t))ϕ
(
c(t)− ε

2(t− T )− xε, t
)(
c′(t)− ε

2
)

+ (ρε(t)− ρj)ϕ
(
c(t) + ε

2(t− T ) + xε, t
)(
c′(t) + ε

2
)
,

Bi,j(t) :=(ρiui − ρε(t)uε(t))ϕ
(
c(t)− ε

2(t− T )− xε, t
)

+ (ρε(t)uε(t)− ρjuj)ϕ
(
c(t) + ε

2(t− T ) + xε, t
)
.

Drugi sabirak u Cki,j se dobija korǐsćenjem Teoreme o divergenciji. Kako bismo dobili ocenu
za Cki,j ponavljamo postupak iz dokaza Teoreme 7.1 (ili Leme 4.3) i koristimo Lemu 5.2.
Dobijamo

Cki,j =
∫ Tk+1

Tk

2
(
∂tρε(t)

(ε
2(t− T ) + xε

)
+ ε

2ρε(t)
)
ϕ
(
c(t), t

)
dt

+
∫ Tk+1

Tk

(
(ρi − ρj)c′(t)− (ρiui − ρjuj)

)
ϕ
(
c(t), t

)
dt

+
∫ Tk

Tk

2ρε(t)
(
c′(t)− uε(t)

)(ε
2(t− T )− xε

)
∂xϕ

(
c(t), t

)
dt+O(ε) = O(ε).
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Specijalno, ako su stanja koja odgovaraju indeksima i i j razdvojena kontaktnim diskontinu-
itetom, važi Cki,j = 0, jer je on klasično rešenje i tačno zadovoljava sistem (7.18). U Slučaju
III će svi talasi u rešenju biti senka talasi, dok su u Slučaju IV dva početna talasa kontaktni
diskontinuiteti koji imaju poreklo u istoj tački. Prvi neće učestvovati u interakcijama (on
daje Ck−1,0 = 0 za svako k), dok ćemo imati Cj−1

0,1 = 0, pri čemu je Tj vreme interakcije izmedu
CD1

2 i nekog senka talasa. Nakon te interakcije pojavljivaće se izrazi oblika Cs0,m = O(ε),
m > 1, s ≥ j koji odgovaraju senka talasu sa levim vakuumskim stanjem.

Primetite da su ovde skupovi početnih indeksa Iα0 formirani tako da indeksima i i j
odgovaraju stanja (ρi, ui) i (ρj , uj). Izuzetak su indeksi -1 i 0, jer se samo tada pojavljuje
vakuum. U opštem slučaju, kada ne znamo na kom mestu će se pojaviti vakuumsko stanje,
indeksima i i j dodeljujemo stanja (ρl, ul) i (ρr, ur), pri čemu ne mora nužno da važi i = l
i/ili j = r. Ta činjenica ne menja nǐsta značajno u dokazu. Jedino bitno je da će svaki talas u
rešenju doprineti greškom reda ε ili 0 (ako je kontaktni diskontinuitet). Dakle, zaključujemo
da Cki,j . O(ε) važi za svako i < j i svako k = 1, 2, . . . .

Uslov ∆Yi ≥ 3
√
ε garantuje da će se najvǐse const(ϕ)

3√ε interakcija dogoditi na kompaktnom
nosaču test funkcije ϕ. Iz istog razloga će približno rešenje za svako t iz intervala [Tk, Tk+1]
sadržati najvǐse const(ϕ)

3√ε talasa. Dakle, dobijamo

Qk = const(ϕ)
3
√
ε
O(ε) = O( 3√

ε2) kada ε→ 0,

što znači da je izraz
∑
kQk dovoljno mali, tj. reda 3

√
ε. Primetite da ovde nije bilo dovoljno

granicu definisati preko
√
ε kao u Teoremi 7.1, jer se u slučaju kada je funkcija u(x) rastuća

za svako fiksirano t rešenje U ε sastoji iz najvǐse jednog senka talasa, dok su svi ostali talasi
kontaktni diskontinuiteti.

Zaključujemo da konstruisano približno rešenje zadovoljava prvu jednačinu u (7.1). Do-
kaz da zadovoljava drugu jednačinu je analogan (samo zamenjujemo ρε sa ρεuε).

Dopustivost približnog rešenja sledi iz prekompresivnosti svakog senka talasa u intervalu
[Tk, Tk+1]. �

7.3.2. Opšti slučaj

Neka funkcija u(x) ima konačno mnogo lokalnih ekstrema. Analiziraćemo slučaj kada
u(x) samo jednom menja monotonost na x ≥ R, ali se analiza lako može uopštiti na slučaj
sa vǐse od jednog lokalnog ekstrema. Približno rešenje se može posmatrati kao kombinacija
Slučajeva I-IV.

Pretpostavimo prvo da u(x) dostiže lokalni ekstrem u tački Ym1 koja pripada particiji
{Yi}i∈N0 intervala [R,∞).

Neka je (Ym1 , u(Ym1)) tačka lokalnog maksimuma. Ako je u0 ≤ u(R), prvi deo približnog
rešenja do prve interakcije je dat u obliku niza talasnih kombinacija sa dva kontaktna dis-
kontinuiteta razdvojena vakuumom. Poslednja talasna kombinacija ima poreklo u tački
(Ym1−1, 0). Počev od tačke (Ym1 , 0) formira se približno rešenje kao u Slučaju III tako što
se uzima R = Ym1 i u0 = u(Ym1) u (7.2). Dakle, za dovoljno malo t > 0 približno rešenje
je konstantno levo od kontaktnog diskontinuiteta sa poreklom u (R, 0), sve do senka talasa
koji ima poreklo u (Ym1 , 0) ono se sastoji iz niza kontaktnih diskontinuiteta, dok desno od
tog senka talasa rešenje čini niz senka talasa.

Ako je u0 > u(R), približno rešenje do prve interakcije je kombinacija Slučajeva II i III.
Razlika izmedu ovog i slučaja u0 ≤ u(R) je ta što je talas koji ima poreklo u (R, 0) sada
SDW0,1, a ne kontaktni diskontinuitet. Taj senka talas pravi značajnu razliku izmedu dva
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Slika 7.3: Funkcija u(x) menja monotonost (u(x) ima lokalne maksimume u Ym1 i
Ym3 i lokalni minumum u Ym2 i važi u0 < u(Ym1))

slučaja posle prve interakcije, jer će se sudarati sa kontaktnim diskontinuitetima koji mu
prilaze sa desne strane. Ilustracija ovog slučaja je data na Slici 7.3.

Slično, ako u(x) dostiže lokalni minimum u (Ym1 , 0) i važi u0 ≥ u(R), rešenje do prve
interakcije je kombinacija Slučajeva III i II. To znači da je približno rešenje konstantno do
SDW0,1 sa poreklom u (R, 0), a njega prati niz {SDWi,i+1}m1−1

i=0 . Počev od tačke (Ym1 , 0)
približno rešenje čini niz talasnih kombinacija sa kontaktnim diskontinuitetima razdvojenim
vakuumom. U drugom slučaju, kada je u0 < u(R), približno rešenje do prve interakcije je
kombinacija Slučajeva IV i II. Sada umesto SDW0,1 imamo kombinaciju CD0

1 +Vac0,1 +CD1
2

(ili CD0,1 ako u0 = u1).
Slučaj kada tačka Ym1 ne pripada particiji {Yi}i∈N0 intervala [R,∞) je sličan. Neka u(x)

dostiže lokalni ektrem u x = Ymax. Tada postoji k ∈ N takvo da

Yk−1 < Ymax ≤ Yk, Yk−1, Yk ∈ {Yi}i∈N0 . (7.20)

Primetite da u slučaju kada Ymax pripada particiji imamo Ymax = Yk. Iz (7.20) i činjenice da
funkcija u(x) dostiže lokalni maksimum sledi

u(Ymax) ≥ max{u(Yk−1), u(Yk)} =: m.

Ako odaberemo Ym1 tako da

Ym1 =
{
Yk−1, ako m = u(Yk−1)
Yk, ako m = u(Yk),

tada se Ym1 posmatra kao tačka u kojoj se dostiže lokalni maksimum. Ostatak analize je isti
kao gore. Ako funkcija u(x) ima lokalni minimum koji se dostiže u x = Ymin, tada postoji
k ∈ N takvo da

Yk−1 < Ymin ≤ Yk, Yk−1, Yk ∈ {Yi}i∈N0

i u(Ymin) ≤ min{u(Yk−1), u(Yk)} =: l. Ako je Ymin = Yk, tada Ymin ∈ {Yi}i∈N0 . Inače,
Ymin /∈ {Yi}i∈N0 . Tada uzimamo

Ym1 =
{
Yk−1, ako l = u(Yk−1)
Yk, ako l = u(Yk)

i nastavljamo kao gore.
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Napomena. Iz prethodne analize zaključujemo da izbor particije {Yi}i∈N0 ne utiče na oblik
približnog rešenja posmatranog početnog problema. Drugim rečima, za konstrukciju približnog
rešenja je dovoljno uzeti lokalni ekstrem po delovima konstantne funkcije uε(x, 0) koja aprok-
simira u(x).

Prethodno opisana kombinacija talasa će dati približno rešenje početnog problema (7.1,
7.2), što je sumirano u sledećoj teoremi.

Teorema 7.3 (Postojanje globalnog dopustivog približnog rešenja). Neka su date
funkcije u(x), ρ(x) ∈ Cb

(
[R,∞)

)
, ρ(x) > 0 i neka u(x) ima konačno mnogo lokalnih ekstrema.

Pretpostavimo da je ρ0 > 0, u0 ∈ R. Označimo sa {Yi}i∈N0, Y0 = R particiju intervala [R,∞)
takvu da C 3

√
ε ≥ Yi − Yi−1 ≥ 3

√
ε za svako i = 1, 2, . . . i konstantu C ≥ 1. Tada za dovoljno

malo ε > 0 postoji dopustivo globalno priblǐzno rešenje U ε(x, t) problema (7.1, 7.2).

Napomena. Teorema 7.3 će važiti i u slučaju sistema (5.17) sa e(x) ∈ Cb([R,∞)) i e(x) >
0. Dodavanje komponente energije neće uticati na ponašanje približnog rešenja početnog
problema, što sledi iz Leme 5.4.

Dokaz. Kako je dokaz sličan kao i kod Teorema 7.1 i 7.2, tehničke detalje nećemo pona-
vljati. Na kompaktnom nosaču test funkcije ϕ može da se dogodi najvǐse const(ϕ)

3√ε interakcija.
Takode, za svako t > 0 približno rešenje se sastoji iz najvǐse const(ϕ)

3√ε talasa. Ti talasi su
rešenja Rimanovog ili uopštenog Rimanovog problema i mogu biti kontaktni diskontinuiteti,
prosti ili težinski senka talasi. Svaki kontaktni diskontinuitet tačno zadovoljava sistem (7.1),
jer je klasično rešenje, dok svaki senka talas približno zadovoljava taj sistem i greška je reda
ε. To znači da za svaki talas izmedu dva uzastopna vremena interakcije Tk i Tk+1 važi

Cki,j . O(ε) kada ε→ 0,

pri čemu je oznaka Cki,j analogna onoj u (7.19). To znači da je ukupna greška dovoljno mala,
jer koristeći oznake iz dokaza Teoreme 7.2 dobijamo∑

k

Qk = const(ϕ)
3
√
ε

Qk .
const(ϕ)

3
√
ε

const(ϕ)
3
√
ε
O(ε) = O( 3√ε)→ 0 kada ε→ 0.

�

Moguće je povući paralelu izmedu slabog rešenja konstruisanog u [42] i približnog rešenja
konstruisanog u ovom radu. Koristeći termine iz [42], našu proceduru možemo interpretirati
na sledeći način. Gustina i brzina čestice koja je locirana u tački x0 u početnom trenutku
su date sa (ρ, u)(x0, 0). Cilj je opisati ponašanje (poziciju, brzinu i gustinu) svake čestice u
nekom vremenu t = t∗. Naravno, čestica je postojala u t = 0 ili je nastala posle sudara u
nekom trenutku pre t∗. Kako bismo to postigli prvo diskretizujemo početni uslov. Drugim
rečima, pretpostavljamo da u početnom trenutku imamo skup čestica, od kojih se svaka
ponaša različito. Na početku ih vidimo kao talasne frontove koji imaju poreklo na x−osi.
One će se sudarati i nakon svakog sudara formiraće jedan senka talas (sudaranjem formiraju
jednu veću česticu) koji predstavlja klaster (skup čestica). U [42] je pozicija tog klastera u
nekom vremenu data preko njegovog centra mase koji sadrži informacije o svim česticama
koje čine taj klaster (to je posledica zakona održanja mase i količine kretanja). Ovde su
pozicija, brzina i gustina klastera (tj. rezultujućeg senka talasa) posle sudara odredene samo
osobinama čestica koje učestvuju u sudaru. To je jedna od prednosti naše procedure. Pored
toga, metod dat u [42] se ne može primeniti u slučaju nekih drugih sistema zakona održanja,
dok je procedura korǐsćena u ovom radu univerzalna i njena primena na sistem gasne dinamike
bez pritiska je samo prvi korak u razvoju algoritma za konstrukciju neograničenih rešenja
sistema zakona održanja sa proizvoljnim početnim uslovom.
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Slika 7.4: Interakcije talasa u približnom rešenju problema (7.1, 7.21).

Primeri

Kada je funkcija u(x) rastuća i u nekim slučajevima kada je opadajuća može se odre-
diti eksplicitan oblik približnog rešenja. Medutim, u opštem slučaju će redosled interakcija
zavisiti i od oblika funkcije ρ(x) i vrednosti u0 i ρ0 > 0 u početnom uslovu (7.2).

Primer 7.3. Posmatramo sistem (7.1) sa početnim uslovom

ρ(x, 0) =
{

0.2, x ≤ 0.5
1, x > 0.5,

u(x, 0) =


arctg (0.5), x ≤ 0.5
arctg (x), 0.5 < x ≤ 1
π
4 − 1 + 1

x , x > 1.
(7.21)

Ovo je primer kada funkcija u(x) ima lokalni maksimum (videti Sliku 7.42). Približno rešenje je
konstantno do kontaktnog diskontinuiteta sa poreklom u (0.5, 0) kog prati niz kombinacija sa dva
kontaktna diskontinuiteta razdvojena vakuumom, a zatim i niz senka talasa. Kontaktni diskontinuiteti
prilaze i sudaraju se sa senka talasima. Iz tih interakcija se formira jedan senka talas koji se prostire
nekonstantnom brzinom i koji razdvaja niz kontaktnih diskontinuiteta sa leve strane i niz prostih
senka talasa sa desne strane. Sa Slike 7.4 se jasno vidi da je limes komponente brzine u približnom
rešenju funkcija koja je prvo konstantna, zatim rastuća, a potom opadajuća. U ρ komponenti tog
limesa se pojavljuje težinski delta udarni talas sa nosačem koji odgovara frontu senka talasa koji
nastaje iz interakcija. �

Primer 7.4. Neka je dat problem (7.1) sa početnim uslovom

(ρ, u)(x, 0) =
{

(0.5,−0.5) x ≤ −0.5
(0.5, u(x)), x > −0.5,

u(x) =


0.4 x ≤ 0
0.4− x, 0 < x ≤ 0.8
−0.4, x > 0.8.

(7.22)

Kao što se može videti na Slici 7.5 približno rešenje za t < 1 se sastoji iz talasne kombinacije
CD+Vac+CD koju prati niz kontaktnih diskontinuiteta, zatim niz senka talasa (taj deo odgovara
intervalu u kom je u(x) linearno opadajuća funkcija), pa ponovo niz kontaktnih diskontinuiteta. U
vremenu t = 1 se dogada istovremena interakcija izmedu svih senka talasa. To znači da dolazi do
akumuliranja mase iz linearno opadajućeg intervala [0, 0.8] sve do t = 1 kada se masa iz tog intervala
sabija u jednu tačku i dolazi do pojave Dirakove delta funkcije, tj. do eksplozije C1−rešenja (tada

2Plavom isprekidanom linijom su označeni kontaktni diskontinuiteti, a crvenom senka talasi.
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Slika 7.5: Interakcije izmedu talasa u približnom rešenju problema (7.1, 7.22) do
vremena t = 1.5

karakteristike počinju da se seku). Jasno je da približno rešenje u fiksiranoj tački neće biti jednako
C1−rešenju u toj tački zbog prisustva senka talasa male snage. Medutim, kasnije će biti pokazano da
približno rešenje konvergira u L1

loc ka C1−rešenju tamo gde ono postoji (videti Teoremu 8.5). Dokaz
se zasniva na činjenici da važi zakon održanja mase, a razliku izmedu dva rešenja možemo objasniti
na sledeći način. U glatkom rešenju masa izmedu dve karakteristike ostaje konstantna do trenutka
kada se one preseku, što znači da gustina mase izmedu te dve karakteristike raste sa vremenom ako se
one približavaju jedna drugoj. U približnom rešenju gustina ostaje konstantna izmedu dva prilazeća
senka talasa, a ostatak mase se akumulira u senka talasu kroz njegovu snagu koja raste sa vremenom.

Napomenimo da su u ovom slučaju u oblastima u kojima se pojavljuju nizovi kontaktnih diskonti-
nuiteta funkcije u(x) i ρ(x) konstantne. Kontaktni diskontinuiteti će razdvajati ista stanja, pa njihova
interakcija sa senka talasima neće promeniti brzinu i snagu senka talasa. Lako se može pokazati da
to uvek važi. Takode, u ovom slučaju sve interakcije rezultiraju prostim senka talasima, jer je ρ(x, 0)
konstantna funkcija. �

Kao što je već rečeno, prilikom konstrukcije približnog rešenja mora se uzeti u obzir da
su moguće odvojene ali istovremene interakcije izmedu talasa. Dovoljan uslov da bi se to
dogodilo je da je funkcija u(x) linearno opadajuća (ali ne strogo) i da je ρ(x) konstantna na
intervalima na kojima je u(x) strogo opadajuća.

Primer 7.5. Neka su funkcije u(x) i ρ(x) date sa

u(x) =



1, x ≤ 0
1− 0.8x, 0 < x ≤ 0.5
0.6, 0 < x ≤ 1
1.4− 0.8x, 1 < x ≤ 1.5
0.2, x > 1.5

, ρ(x) = 0.2.

Posmatramo problem (7.1) sa početnim uslovom

(ρ(x, 0), u(x, 0)) =
{

(0.2, 1), x ≤ 0(
ρ(x), u(x)

)
, x > 0.

(7.23)

Kao što se vidi na Slici 7.6, približno rešenje se sastoji iz nizova kontaktnih diskontinuiteta i senka
talasa. Svi senka talasi nastali u t = 0 će se sudariti u t = 1.25 u dve odvojene interakcije. Rezultat
svake od dve interakcije je novi prost senka talas. Dva senka talasa formirana u t = 1.25 će se sudarati
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Slika 7.6: Dve odvojene interakcije koje se dešavaju u isto vreme u približnom
rešenju problema (7.1, 7.23).

sa kontaktnim diskontinuitetima koji im prilaze sa obe strane, a zatim će se sudariti medusobno u
t = 2.5 kada će biti formiran jedan novi prost senka talas koji će se prostirati brzinom c = 0.6. Slično
kao u prethodnom primeru, glatko rešenje postoji do t = 1.25 kada karakteristike počinju da se seku.
�

7.3.3. Disipacija energije kao posledica interakcije izmedu talasa

U nastavku ćemo koristeći rezultat iz Poglavlja 5.1 analizirati promenu matematičke
entropije (ili disipaciju energije) koja nastaje kao posledica interakcija izmedu talasa. Pret-
hodno smo pokazali da je kod sistema (7.1) produkcija energije u vremenu t kod senka talasa
koji razdvaja stanja Ul i Ur označena sa Dl,r(t) i data u (5.16) nepozitivna i neopadajuća
funkcija od vremena. Znamo da je energija očuvana na svakom kontaktnom kontinuitetu i u
oblastima gde je rešenje glatko.

Napomena. Primetite da u slučaju kada je ρl = ρr = 0 važi Dl,r(t) = 0 za svako t ≥ 0. Ako
je ρl 6= 0, ρr = 0, brzina senka talasa us(t) je rastuća funkcija takva da limt→∞ us(t) = ul, iz
čega sledi limt→∞Dl,r(t) = 0. Konačno, ako je ρr 6= 0, ρl = 0, brzina senka talasa us(t) je
opadajuća funkcija takva da limt→∞ us(t) = ur, pa sledi limt→∞Dl,r(t) = 0.

Posmatramo prvo interakciju izmedu wSDWl,r i CDr
1 u vremenu t = T1. To je tip

interakcije koji se javlja u Slučaju I kada je početna funkcija u(x) rastuća i važi u0 > u(R).
Produkcija energije kod wSDWl,r i CDr

1 pre njihove interakcije je jednaka

D1(T−1 ) = −1
2
(
ρl(ul − us(T−1 ))3 + ρr(us(T−1 )− ur)3),

dok je ona posle interakcije jednaka

D1(T+
1 ) = 1

2ρl(us(T
+
1 )− ul)3.

Kako iz konstrukcije približnog rešenja sledi us(T−1 ) = us(T+
1 ) dobijamo da važi

∆D1(T1) := D1(T+
1 )−D1(T−1 ) = 1

2ρr(us(T1)− ur)3 > 0.
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Iz veze izmedu produkcije i stope disipacije energije koja je data u (4.27) zaključujemo da se
stopa disipacije energije približnog rešenja povećava posle interakcije izmedu wSDWl,r i CDr

1.
Rezultujući talas wSDWr

l se dalje sudara sa CDr+1
2 u vremenu t = T2. Tada je produkcija

energije koja odgovara talasima koji učestvuju u interakciji jednaka

D2(T−2 ) = 1
2ρl(us(T

−
2 )− ul)3,

dok je produkcija energije koja odgovara rezultujućem senka talasu data sa

D2(T+
2 ) = −1

2
(
ρl(ul − us(T+

2 ))3 + ρr+1(us(T+
2 )− ur+1)3).

U ovom slučaju važi obrnuto, stopa disipacije energije se smanjuje posle interakcije, jer

∆D2(T2) = −1
2ρr+1(us(T2)− ur+1)3 < 0.

Dalje, posmatramo interakciju izmedu wSDWl,m i wSDWm,r. Neka se talas wSDWl,m

prostire brzinom us1(t) i ima snagu ξ1(t), dok wSDWm,r putuje brzinom us2(t), a njegova
snaga je označena sa ξ2(t). Početna brzina rezultujućeg wSDWl,r je jednaka

us := us(T ) = αus1 + (1− α)us2, gde α = ξ1(T−)
ξ1(T−) + ξ2(T−) , usi := usi(T−).

Tada

D(T−) =− 1
2
(
ρm(us1 − um)3 + ρl(ul − us1)3 + ρr(us2 − ur) + ρm(um − us2)3),

D(T+) =− 1
2
(
ρr(us − ur)3 + ρl(ul − us)3),

∆D(T ) =− 1
2(us1 − us2)

(
αρr

(
(us − ur)2 + (us − ur)(us2 − ur) + (us2 − ur)2)

− ρm
(
(us1 − um)2 − (us1 − um)(um − us2) + (um − us2)2)

+ (1− α)ρl
(
(ul − us)2 + (ul − us)(ul − us1) + (ul − us1)2)).

Vidimo da znak ∆D(t) zavisi od ρ(x) i u(x), pa u opštem slučaju ne možemo doneti zaključak
o promeni energije posle sudara izmedu dva senka talasa. Medutim, to je moguće ako je
ρl = ρm = ρr.

Primer 7.6. Posmatramo početni problem (7.1, 7.2) sa opadajućom funkcijom u(x) takvom da u0 >
u(R) i ρ(x) = ρ0 za sve x > R. U tom slučaju SDWi,i+1 koji je nastao u t = 0 putuje konstantnom
brzinom yi,i+1 = ui+ui+1

2 . Rezultat interakcije u vremenu t = T izmedu SDWi,i+1 i SDWi+1,i+2 je
SDWi,i+2 sa konstantom brzinom i snagom koje su date sa

yi,i+2 = ui + ui+2

2 , ξi,i+2t = ρ0(ui − ui+2)t, t ≥ T.

Indukcijom se lako može pokazati da je približno rešenje posmatranog problema po delovima kon-
stantna funkcija sa prekidima na prostim senka talasima koji razdvajaju konstantna stanja, tj. u
ovom slučaju svi talasni frontovi su prave. Posmatramo interakciju izmedu SDWl,m i SDWm,r u
t = T. Produkcija energije pre (t = T−) i posle interakcije (t = T+) koja odgovara samo talasima
koji učestvuju ili su rezultat interakcije je jednaka

D(T−) = −ρl8
(
(ul − um)3 + (um − ur)3), D(T+) = −ρ0

8 (ul − ur)3.
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Može se pokazati da se stopa disipacije energije približnog rešenja smanjuje posle sudara, tj. važi

∆D(T ) = −3
8ρl(ul − ur)(ul − um)(um − ur) < 0.

Primetite da je bilo dovoljno posmatrati samo talase koji učestvuju u interakciji, jer će svi ostali
nastaviti da se nesmetano kreću na isti način (sa istom brzinom i snagom) kao pre interakcije, pa će
promena stope disipacije energije koja odgovara tim talasima biti konstantna i u t = T . To znači da
će se izrazi koji odgovaraju talasima koji se ne sudaraju u t = T skratiti u ∆D(T ). �

Napomena. Iz analize u Poglavlju 5.1 zaključujemo da prethodni rezultati važe i u slučaju
sistema (5.17) i entropijskog para

η(ρ, u, e) = −ρe, Q(ρ, u, e) = −ρue.

Neka je sa η označena matematička entropija sistema. Označimo sa

E(t) =
∫ M

−M
η(U(x, t))dx

ukupnu entropiju u vremenu t rešenja U(x, t). Pri tome se ograničavamo na interval [−M,M ],
gde je M > 0 dovoljno veliko kako bismo izbegli mogučnost da je ukupna entropija bes-
konačna u konačnom vremenu. U nastavku ćemo pokazati da ukupna entropija opada posle
interakcije izmedu dva talasa i da to važi u slučaju oba sistema gasne dinamike bez pritiska,
(7.1) i (5.17).

Teorema 7.4. Posmatramo sistem (7.1) (ili (5.17)). Ukupna entropija opada posle inte-
rakcije izmedu dva senka talasa.

Dokaz. Pretpostavimo da se dva senka talasa sudaraju u t = T . Levi SDWl,m se prostire
brzinom usl(t) i ima snagu ξl(t), dok se desni SDWm,r prostire brzinom usr(t) i snaga mu je
označena sa ξr(t). (Odgovarajuće specifične unutrašnje energije su označene sa esl(t) i esr(t).)
Brzina i snaga rezultujućeg senka talasa SDWl,r su označene sa us(t) i ξ(t) (i unutrašnja
energija je es(t)). Ukupna entropija u vremenu t < T je označena sa E−(t), dok je ukupna
entropija u t > T (koja odgovara SDWl,r) označena sa E+(t).

Posmatramo prvo sistem (7.1) i entropijski par

η(ρ, u) = 1
2ρu

2, Q(ρ, u) = 1
2ρu

3.

Tada

E+(T + 0)− E−(T − 0) = 1
2
(
ξ(T )u2

s(T )− ξl(T )u2
sl

(T )− ξr(T )u2
sr(T )

)
= −1

2
ξl(T )ξr(T )
ξ(T ) (usl(T )− usr(T ))2 ≤ 0.

Gornja nejednakost sledi iz relacija (7.10) i (7.11).
U slučaju sistema (5.17) i entropijskog para

η(ρ, u, e) = ρ(R(u) + S(e)), Q(ρ, u, e) = ρ(R(u) + S(e)),

gde R′′(x) ≥ 0, S′(x) ≤ 0 i S′′(x) ≥ 0 za svako x važi

E+(T + 0)− E−(T − 0) =ξ(T )
(
R(us(T ))− ξl(T )

ξ(T ) R(usl(T ))− ξr(T )
ξ(T ) R(usr(T ))

+ S(us(T ))− ξl(T )
ξ(T ) S(usl(T ))− ξr(T )

ξ(T ) S(usr(T ))
)
.
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Koristeći relaciju

es(T ) = ξl(T )
ξ(T ) esl(T ) + ξr(T )

ξ(T ) esr(T ) + 1
2
ξl(T )ξr(T )
ξ2(T ) (usl(T )− usr(T ))2

koja sledi iz neprekidnosti energije u t = T ,

ξ(T )
(u2

s(T )
2 + es(T )

)
= ξl(T )

(u2
sl

(T )
2 + esl(T )

)
+ ξr(T )

(u2
sr(T )

2 + esr(T )
)
,

kao i osobine funkcija R i S dobijamo

R(us(T )) ≤ ξl(T )
ξ(T ) R(usl(T )) + ξr(T )

ξ(T ) R(usr(T ))

S(es(T )) ≤ S
(ξl(T )
ξ(T ) esl(T ) + ξr(T )

ξ(T ) esr(T )
)
≤ ξl(T )
ξ(T ) S(usl(T )) + ξr(T )

ξ(T ) S(usr(T )).

Kako je ξ(T ) > 0 važi E+(T + 0)− E−(T − 0) ≤ 0. �

Napomena. Interakcija izmedu senka talasa i kontaktnog diskontinuiteta je specijalan slučaj
Teoreme 7.4. U tom slučaju je dovoljno uzeti da je snaga talasa koji odgovara kontaktnom
diskontinuitetu jednaka nuli. Tada se ukupna entropija ne menja posle interakcije.

7.4. Dopustivo rešenje uopštenog Rimanovog problema

Algoritam za konstrukciju približnog rešenja početnog problema prethodno opisan se u
prilagodenoj formi može primeniti i u slučaju kada ρ komponenta u početnom uslovu sadrži
Dirakovu delta funkciju, tj. pod pretpostavkom da se velika koncentracija mase dogodila u
nekoj početnoj tački. Posmatramo početni uslov oblika

(ρ, u)(x, 0) =
{

(ρ0, u0), x < X

(ρ1, u1), x > X
+ (ξδ, 0)δ(X,0), (7.24)

gde ρ0, ρ1 > 0, ξδ > 0.

Algoritam za konstrukciju približnog rešenja problema (7.1, 7.24) će se zasnivati na aprok-
simaciji početnog uslova po delovima konstantnom funkcijom

Uµ(x, 0) := (ρµ, uµ)(x, 0) =


(ρ0, u0), x < X − µ

2
( ξδµ , uδ), X − µ

2 < x < X + µ
2

(ρ1, u1), x > X + µ
2

(7.25)

i praćenju talasa koji su rešenja početnog problema (7.1, 7.25), kao i rešenja problema
interakcije. Talasi koji su rešenja dva Rimanova problema iz (7.25) se mogu sudariti, a njihova
interakcija će imitirati prisustvo delta funkcije u originalnom početnom uslovu (7.24). Iako
je vrednost uδ iz (7.25) veštački dodata i rešenje će zavisiti od njenog odabira, odgovarajući
uslovi dopustivosti bi trebalo da eliminǐsu nefizička rešenja i samim tim odrede uδ.

Ista procedura se može primeniti i u slučaju 3 × 3 sistema (5.17) sa početnim uslovom
oblika

(ρ, u, e)(x, 0) =
{

(ρ0, u0, e0), x < X

(ρ1, u1, e1), x > X
+ (ξδ, 0, 0)δ(X,0), ξδ > 0. (7.26)
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U tom slučaju bi u aproksimaciji početnog uslova dodavali veštačku komponentu eδ > 0 u
sredǐsnje stanje na isti način kao što je to uradeno sa uδ u (7.25).

Uµ(x, 0) := (ρµ, uµ, eµ)(x, 0) =


(ρ0, u0, e0), x < X − µ

2
( ξδµ , uδ, eδ), X − µ

2 < x < X + µ
2

(ρ1, u1, e1), x > X + µ
2 .

ALGORITAM za (7.1, 7.24):

Neka je fiksirano dovoljno malo µ > 0 i neka je vrednost uδ data.
Lokalno rešenje problema (7.1, 7.25) je po delovima neprekidna funkcija sa prekidima
prvog reda na talasima koji su rešenja dva Rimanova problema. Ta rešenja su jedinstveno
odredena odnosom izmedu u0, uδ i u1. Prvi talas ili talasna kombinacija razdvaja stanja
(ρ0, u0) i

( ξδ
µ , uδ

)
i ima poreklo u

(
X − µ

2 , 0
)
, dok drugi talas ili talasna kombinacija

razdvaja stanja
( ξδ
µ , uδ

)
i (ρ1, u1) i ima poreklo u

(
X + µ

2 , 0
)
. Parametar ε > 0 iz definicije

senka talasa zadovoljava uslov ε ≤ µα, α > 1. Na taj način se formiraju senka talasi
drugog reda. Talasi koji su rešenja dva Rimanova problema se mogu sudariti ali će svaka
interakcija uključivati bar jedan senka talas (kontaktni diskontinuiteti se ne mogu sudarati
medusobno). Maksimalan broj interakcija je dva i on zavisi od odnosa izmedu u0, u1 i uδ.

Označimo sa Uµ = (ρµ, uµ) funkciju konstruisanu gore datim algoritmom. Dokaz da
Uµ jeste dopustivo približno rešenje problema (7.1, 7.24) je isti kao dokazi Teorema 7.1-7.3.
Distributivno rešenje tog problema ćemo dobiti puštanjem parametra µ da ide u nulu u Uµ.

Kako oblik približnog rešenja Uµ zavisi od uδ razlikovaćemo dva slučaja: A: u0 ≤ u1 i B:
u0 > u1 i njihove podslučajeve.

Približno rešenje problema (5.17, 7.26) i podela na slučajeve neće zavisiti od odabira
vrednosti eδ, pa analiza koja sledi važi i u tom slučaju.

Slučaj A

Podslučaj A1: uδ < u0 < u1.

Približno lokalno rešenje se sastoji iz prostog senka talasa SDW0,δ koji razdvaja stanja U0
i Uδ, i dva kontaktna diskontinuiteta razdvojena vakuumom. Nosač senka talasa se nalazi na

pravoj x = X − µ
2 + y0,δt, gde je sa y0,δ :=

u0
√
ρ0+uδ

√
ξδ
µ

√
ρ0+
√

ξδ
µ

označena njegova brzina. Vrednost

y0,δ je veća od koeficijenta pravca prvog kontaktnog diskontinuiteta, što znači da će se ta
dva talasa sudariti u vremenu t = T1 = µ

y0,δ+ ε
2−uδ

∼ √µ koje je rešenje jednačine

X − µ

2 + y0,δt+ ε

2 t = X + µ

2 + uδt.

Pri tome koristimo da spoljašnja linija senka talasa x = X − µ
2 + y0,δt + ε

2 t ustvari prva
preseca pravu x = X + µ

2 + uδt (kontaktni diskontinuitet). Medutim, važi ε ≤ µα, α > 1 i
ρε(t) ∼ ε−1, ε→ 0, pa se izraz ε

2 t iz gornje jednačine može zanemariti (videti Lemu 7.1).
Rezultujući senka talas wSDWδ

0 se prostire brzinom i snagom koje su date sa

ξ(t) =
√
ξ2

0,δT
2
1 + 2ρ0ξ0,δT1(u0 − y0,δ)(t− T1), us(t) = u0 −

ξ0,δ
ξ(t)(u0 − y0,δ),
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gde ξ0,δ :=
√
ρ0

ξδ
µ (u0 − uδ). Funkcije ξ(t) i us(t) su neopadajuće, ξ(t) je nenegativna i

us(t) → u0 < u1 kada t → ∞. To znači da se wSDWδ
0 neće sudariti sa drugim kontaktnim

diskontinuitetom u talasnoj kombinaciji. Primetite da y0,δ → uδ i ξ0,δT1 → ξδ kada µ → 0.
Lako se može pokazati da je distributivni limes približnog rešenja kada µ→ 0 dat sa

(ρ, u)(x, t) =


(ρ0, u0), x < c(t)(
0, x−Xt

)
, c(t) < x < X + u1t

(ρ1, u1), x > X + u1t

+ (ξ(t), 0)δ(x− c(t)), (7.27)

pri čemu su ξ(t) i us(t) date sa (5.13) gde su Ul i Ur zamenjeni sa U0 i
(
0, x−Xt

)
, redom i

važi c(t) = X +
∫ t
0 us(s)ds.
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Slika 7.7: Podslučaj A2
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Slika 7.8: Podslučaj B2

Podslučaj A2: u0 ≤ uδ ≤ u1.

Ovaj podslučaj je ilustrovan na Slici 7.7.
Do prve interakcije približno rešenje se sastoji iz talasne kombinacije CD + Vac + CD sa

poreklom u (X − µ
2 , 0) koju prati talasna kombinacija koja ima poreklo u (X + µ

2 , 0),

Uµ(x, t) =



(ρ0, u0), x < X − µ
2 + u0t(

0, x−Xt
)
, −µ

2 + u0t < x−X < −µ
2 + uδt( ξδ

µ , uδ
)
, −µ

2 + uδt < x−X < µ
2 + uδt(

0, x−Xt
)
, µ

2 + uδt < x−X < µ
2 + u1t

(ρ1, u1), x > X + µ
2 + u1t.

(7.28)

Ako je u0 < uδ < u1, distributivni limes približnog rešenja datog sa (7.28) je kombinacija
dva kontaktna diskontinuiteta i delta udarnog talasa koji se nalazi izmedu njih sa nosačem
na x = X + uδt. Ako je u0 = uδ = u1, dobijamo specijalan oblik rešenja u obliku delta
udarnog talasa koji se prostire karakterističnom brzinom u0 = u1 i naziva se delta kontaktni
diskontinuitet.

Podslučaj A3: u0 < u1 < uδ.

Približno rešenje do prve interakcije se sastoji iz talasne kombinacije sa dva kontaktna
diskontinuiteta razdvojena vakuumom koju prati prost senka talas koji razdvaja stanja Uδ i

U1 = (ρ1, u1). U T1 = µ
uδ−yδ,1 ∼

√
µ, gde yδ,1 :=

uδ

√
ξδ
µ

+u1
√
ρ1√

ξδ
µ

+√ρ1

drugi kontaktni diskontinuitet
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iz talasne kombinacije čiji je nagib uδ se sudara sa senka talasom. Rezultujući senka talas se
prostire ne-konstantnom brzinom us(t) koja raste sa t i zadovoljava us(t)→ u1 kada t→∞.
Kako je u1 > u0, prvi kontaktni diskontinuitet se neće sudariti sa senka talasom. Dobijamo
da se distributivni limes približnog rešenja sastoji iz kontaktnog diskontinuiteta koji razdvaja
U0 i vakuumsko stanje i delta udarnog talasa koji razdvaja vakuum i stanje U1, slično kao u
(7.27).

Slučaj B

Podslučaj B1: uδ < u1 < u0.

Kao i u podslučaju A1, približno rešenje se sastoji iz prostog senka talasa SDW0,δ koga
prate dva kontaktna diskontinuiteta razdvojena vakuumom. Talas SDW0,δ se sudara sa
prvim kontaktnim diskontinuitetom u t = T1 i iz te interakcije nastaje wSDWδ

0 sa brzinom
us(t) koja teži u0 kada t → ∞. Važi u0 > u1, što znači da će rezultujući senka talas
wSDWδ

0 dostići brzinu veću od brzine drugog kontaktnog diskontinuiteta sa koeficijentom
pravca u1 i u vremenu t = T2 se sudariti sa njim. Rezultat te interakcije je senka talas
wSDW0,1 koji razdvaja stanja U0 i U1, redom. Brzina tog senka talasa je rastuća funkcija,
pa sledi T2 <

µ
y0,δ−u1

∼ √µ → 0 kada µ → 0. To znači da će se obe interakcije dogoditi u
√
µ−vremenu, pa će distributivni limes približnog rešenje biti jednak

U(x, t) =
{
U0, x < c(t)
U1, x > c(t)

+ (ξ(t), 0)δ(x− c(t)), (7.29)

pri čemu su ξ(t) i us(t) date sa (5.13), gde su Ul i Ur zamenjeni sa U0 i U1, redom i c(t) =
X +

∫ t
0 us(s)ds. U ovom slučaju važi c(0) = uδ < u1 < u0, pa sledi da rešenje (7.29) nije

prekompresivno.

Podslučaj B2: u1 ≤ uδ ≤ u0 i bar jedna nejednakost je stroga.

Približno rešenje ovog problema je dato u obliku senka talasa koji razdvaja U0 i U1, što
sledi iz Leme 5.2.

Isti rezultat se dobija algoritmom za konstrukciju približnog rešenja koji je prethodno
dat. Rešenje se sastoji iz dva prekompresivna prosta senka talasa. Jedan razdvaja stanja U0
i
( ξδ
µ , uδ

)
, a drugi

( ξδ
µ , uδ

)
i U1. Ta dva talasa će se sudariti u T = µ

y0,δ−yδ,1 ∼
√
µ, jer je brzina

levog y0,δ veća od brzine desnog yδ,1. Odgovarajuće snage dva senka talasa su date sa ξ0,δt
i ξδ,1t. Početna brzina us := us(T + 0) i snaga ξs := ξ(T + 0) rezultujućeg prekompresivnog
senka talasa su jednake

us = y0,δξ0,δT + y1,δξ1,δT

ξ0,δT + ξ1,δT
, ξs = ξ0,δT + ξ1,δT.

Dalje, imamo

y0,δ − yδ,1 ∼
√
µ

ξδ

(√
ρ0(u0 − uδ) +√ρ1(uδ − u1)

)
, µ→ 0.

To zajedno sa činjenicom da važi y0,δ, yδ,1 → uδ, µ→ 0 daje ξs → ξδ i us → uδ kada µ→ 0.
Distributivni limes kada µ→ 0 daje rešenje u obliku prekompresivnog delta udarnog talasa
(7.29), pri čemu su us(t) i ξ(t) dati sa (5.13), gde su Ul i Ur zamenjeni sa U0 i U1, redom.

Podslučaj B3: u1 < u0 < uδ.

Približno rešenje se sastoji iz dva kontaktna diskontinuiteta razdvojena vakuumom i
prostog senka talasa koji razdvaja stanja Uδ i U1, kao u Podslučaju A3. Rezultat interakcije
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izmedu drugog kontaktnog diskontinuiteta i senka talasa je novi senka talas koji se prostire
brzinom koja teži u1 kada t → ∞. Ali kako je sada u1 < u0 i prvi kontaktni diskontinuitet
će se sudariti sa senka talasom u vremenu t = T2 ∼

√
µ. Obe interakcije će se dogoditi

u √µ−vremenu i distributivni limes će imati oblik (7.29). Kao i u podslučaju B1, imamo
c(0) = uδ > u0 iz čega sledi da rešenje nije prekompresivno.

Da bi se odredilo fizički dopustivo rešenje (tj. vrednost uδ) treba korititi uslove dopu-
stivosti. Svaki senka talas u približnom rešenju Uµ je prekompresivan, i svaki kontaktni
diskontinuitet je entropijsko rešenje. Medutim, to ne mora da važi za distributivni limes
(Podslučajevi B1 i B3), što znači da će uslov prekompresivnosti moći da eliminǐse neka
rešenja, ali ne sva. Kako bi se odredilo jedno fizički dopustivo rešenje moraju se koristiti
neki drugi uslovi dopustivosti, što će biti ostavljeno za budući rad.
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Postojanje i jedinstvenost limesa pri-
bližnog rešenja

U limesu rešenja u obliku senka talasa se pojavljuje Dirakova delta funkcija, što prostor
Radonovih mera sa predznakom čini prirodnim izborom za limes približnog rešenja početnog
problema (7.1, 7.2) konstruisanog algoritmom datim u Glavi 7. U nastavku ćemo prvo
ukratko definisati prostor Radonovih mera (sa predznakom) i dati definiciju slabe konver-
gencije u prostoru Radonovih mera. Zatim ćemo pokazati da su komponente u približnom
rešenju Uν koje odgovara malom εν > 0 lokalno ograničene mere sa predznakom koje kon-
vergiraju u prostoru Radonovih mera sa predznakom.

8.1. Prostor Radonovih mera sa predznakom

Neka je X lokalno kompaktan metrički prostor.

Definicija 8.1. Neka je (X,N ) prostor sa σ−algebrom N ⊂ P(X). Mera µ na (X,N ) je
funkcija µ : N → R+ za koju važi:

(1) µ(∅) = 0;

(2) Ako je {Ai}i∈N niz disjunktnih skupova iz N , tada

µ
( ∞⋃
k=1

Ak
)

=
∞∑
k=1

µ(Ak).

Jasno je da komponenta brzine u približnom rešenju Uµ ne mora biti nenegativna, zbog
čega uvodimo pojam mera sa predznakom.

Definicija 8.2. Neka je (X,N ) merljiv prostor. Mera sa predznakom µ na (X,N ) je funk-
cija µ : N → R takva da važi:

(1) µ(∅) = 0,

(2) µ može da primi samo jednu od vrednosti −∞ ili +∞;
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(3) Ako je {Ai}i∈N niz disjunktnih skupova iz N , tada

µ
( ∞⋃
k=1

Ak
)

=
∞∑
k=1

µ(Ak)

i
∑∞
k=1 µ(Ak) apsolutno konvergira ako je µ

(⋃∞
k=1Ak

)
konačna.

Iz Definicije 8.2 sledi da je svaka mera takode mera sa predznakom, pa se zbog toga često
uz meru dodaje reč “nenegativna”.

Teorema 8.1 (Hanova dekompozicija). Ako je µ mera sa predznakom na (X,N ) tada
postoje skupovi

• P ∈ N koji je pozitivan u odnosu na µ (za sve B ∈ N takve da B ⊂ P važi µ(B) ≥ 0),

• N ∈ N koji je negativan u odnosu na µ (za sve B ∈ N takve da B ⊂ N važi µ(B) ≤ 0)

za koje važi X = P ∪N, P ∩N = ∅. Dekompozicija X = P ∪N se naziva Hanova dekom-
pozicija.

Teorema 8.2 (Žordanova dekompozicija). Za svaku meru sa predznakom na (X,N )
postoje jedinstvene nenegativne mere µ+ i µ− takve da µ = µ+ − µ− i

µ+(E) = µ(E ∩ P ), µ−(E) = −µ(E ∩N).

Nenegativne mere µ+ i µ− se nazivaju pozitivna i negativna varijacija od µ. Nenegativna
mera |µ| = µ+ + µ− naziva se varijacija od µ.

Borelova mera je mera definisana na Borelovoj sigma algebri koja je generisana kolekcijom
otvorenih podskupova metričkog prostora X. Vǐse o merama i njenim karakteristikama se
može naći u [25, 43, 47, 87].

Definicija 8.3 (Radonova mera). Radonova mera µ je Borelova mera koja je

(1) lokalno konačna, tj. µ(K) <∞ za svaki kompaktan skup K;

(2) regularna spolja na svim Borelovim skupovima što znači da za svaki Borelov skup E
važi

µ(E) = inf{µ(A) : E ⊂ A, A je otvoren};

(3) regularna iznutra na svim otvorenim Borelovim skupovima što znači da za svaki otvoren
Borelov skup E važi

µ(E) = sup{µ(B) : B ⊂ E, B je kompaktan}.

Za Borelovu meru koja zadovoljava (2) i (3) kažemo da je Borel regularna.

Jasno je da je približno rešenje Uν definisano u prostoru u kom je svaka mera Borel
regularna, pa tu osobinu necemo posebno naglašavati u nastavku.

Definicija 8.4 (Radonova mera sa predznakom). Radonova mera sa predznakom je
Borelova mera sa predznakom čije su pozitivna i negativna varijacija Radonove mere.

Linearna funkcionela U : C0(X) → R je nenegativna ako U(ϕ) = |〈U,ϕ〉| ≥ 0 važi za
sve ϕ ≥ 0. Uz pomoć Risove teoreme o reprezentaciji moguće je napraviti karakterizaciju
Radonovih mera preko nenegativnih linearnih funkcionela na C0(X) ([25, 47, 43]).
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Teorema 8.3 (Risova teorema o reprezentaciji). Neka je U nenegativna linearna funk-
cionela na C0(X). Tada postoji jedinstvena Radonova mera µ na X takva da

U(ϕ) =
∫
ϕdµ za sve ϕ ∈ C0(X).

Može se pokazati da za svaku ograničenu linearnu funkcionelu na C0(X) postoji Žordano-
va dekompozicija, tj. svaka ograničena linearna funkcionela na C0(X) označena sa U se može
zapisati u obliku U = U+ − U−, pri čemu U− i U+ predstavljaju nenegativne linearne funk-
cionele na C0(X) (videti Lemu 4.3.6. iz [25]). To će nam u nastavku biti vrlo značajno, jer
se može definisati izometrički izomorfizam izmedu prostora Radonovih mera sa predznakom
i duala prostora C0(X) (videti Teoremu 4.4.4. iz [25]). To nam omogućava da damo sledeću
definiciju Radonovih mera sa predznakom.

Definicija 8.5. Skup svih linearnih funkcionela U definisanih na prostoru C0(Ω) takvih da
za svaki kompaktan skup K ⊂ Ω postoji konstanta CK takva da

|〈U,ϕ〉| ≤ CK‖ϕ‖L∞ za sve ϕ ∈ C0(Ω), supp(ϕ) ⊂ K

je prostor Radonovih mera sa predznakom M(Ω).
Sa Mf (Ω) je označen prostor Radonovih mera sa predznakom i konačnom masom, tj.

U ∈Mf (Ω) ako postoji konstanta C takva da

|〈U,ϕ〉| ≤ C‖ϕ‖L∞ za sve ϕ ∈ C0(Ω).

Definicija 8.6. Neka je {µj}j∈N niz Radonovih (lokalno konačnih) mera na Rn. Kažemo
da µj slabo konvergira u zvezda topologiji ka µ (pǐsemo µj

∗
⇀ µ) ako

lim
j→∞

∫
ϕdµj =

∫
ϕdµ za sve ϕ ∈ C0(Rn).

Niz {µj}j∈N je uniformno lokalno ograničen ako za svaki kompaktan skup K postoji konstanta
CK takva da µj(K) ≤ CK za svako j ∈ N.

U nastavku ćemo koristiti sledeće tvrdenje iz [35].

Propozicija 8.1. Neka je {µj}j∈N niz (nenegativnih) uniformno lokalno ograničenih mera.
Tada postoji njegov podniz {µji}i∈N i Radonova mera µ takva da µji

∗
⇀ µ.

8.2. Slaba konvergencija približnog rešenja u prostoru mera

Teorema 8.4 (Globalna egzistencija slabog limesa). Neka je u(x), ρ(x) ∈ Cb
(
[R,∞)

)
,

ρ(x) > 0, ρ0 > 0 i u(x) ima konačno mnogo lokalnih ekstrema. Neka je dat niz {εν}ν∈N0,
εν → 0+ takav da 3

√
εν ≤ Yi − Yi−1 ≤ C 3

√
εν , C ≥ 1 važi za particiju {Y ν

i }i∈N0 koja
odgovara εν . Označimo sa {Uν}ν∈N0 odgovarajući niz priblǐznih rešenja problema (7.1, 7.2)
konstruisanih kao u Teoremi 7.3. Postoji njegov podniz, još uvek označen sa {Uν}ν∈N0 i
Radonova mera sa predznakom U∗ takva da Uν slabo konvergira ka U∗ kada ν →∞.

Da bismo dokazali da postoji limes U∗ treba pokazati da su komponente u |Uν | :=
(ρν , |uν |) uniformno lokalno ograničene mere za svako ν ∈ N0. Primetite da iz konstrukcije i
uslova ρ(x) > 0, ρ0 > 0 sledi |ρν | = ρν . Dokaz Teoreme 8.4 će se oslanjati na tri Leme koje
će biti date u nastavku. Prvo ćemo pokazati da su brzina i snaga svakog talasa u približnom
rešenju Uν ograničeni.
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Lema 8.1 (Konačna brzina prostiranja). Neka su u(x) i ρ(x) ograničene i neprekidne
funkcije i neka u(x) ima konačno mnogo lokalnih ekstrema. Brzina svakog talasa koji čini
dopustivo priblǐzno rešenje problema (7.1, 7.2) je ograničena.

Dokaz Leme 8.1 sledi iz Leme 5.2 i njene Posledice 5.1. Naime, kontaktni diskontinuiteti
su entropijska rešenja sa brzinama koje su jednake vrednosti funkcije u(x) u nekoj tački, a
kako je u(x) ograničena funkcija sledi da će se oni prostirati konačnom brzinom. Takode,
svaki senka talas je prekompresivan, pa se može pokazati da se brzina svakog talasa u Uν

nalazi izmedu

min
{
u0, inf

x≥R
u(x)

}
i max

{
u0, sup

x≥R
u(x)

}
.

Označimo sa

M := max
{
ρ0, sup

x≥R
ρ(x)

}
, N := min

{
ρ0, inf

x>R
ρ(x)

}
.

Jasno je da vrednosti M i N postoje, jer su funkcije u(x) i ρ(x) ograničene na x > R. Takode,
M i N ne zavise od particije.

Lema 8.2. Neka je sa Uν dato dopustivo priblǐzno rešenje problema (7.1, 7.2) sa funkcijama
u(x) i ρ(x) koje zadovoljavaju uslove Teoreme 8.4. Tada

inf
i
ξit
∣∣
t=0︸ ︷︷ ︸

=0

< ξ(t) < sup
i
ξit
∣∣
t=0︸ ︷︷ ︸

=0

+M
(

max
{
u0, sup

x≥R
u(x)

}
−min

{
u0, inf

x≥R
u(x)

})
t,

gde je sa ξit označena snaga i−tog talasa nastalog u t = 0.

Dokaz. Neka su sa Wl i Wr označena dva prekompresivna senka talasa koji se sudaraju
u t = T . Wl i Wr imaju zajednično sredǐsnje stanje Um koje moze biti vakuumsko ili ne-
vakuumsko. Rezultat te interakcije je jedan prekompresivan senka talas koji razdvaja stanja
Ul i Ur, i može biti klasifikovan kao jedan od 4 tipa: wSDWr

l , wSDWl,r, wlSDWr ili wlSDWr,
gde ul > ur. Brzina rezultujućeg talasa W zadovoljava uslov ur ≤ us(t) ≤ ul za t > T , što
sledi iz prekompresivnosti. Neka su sa ci i σi označene brzina i snaga i−tog prilazećeg talasa
Wi, i ∈ {l, r} u vremenu interakcije t = T. Početna brzina i snaga rezultujućeg talasa W u
vremenu t = T+ su date sa

c := us(T+) = σlcl + σrcr
σl + σr

, σ := ξ(T+) = σl + σr.

Iz (5.13) se vidi da važi

ξ′(t) ≤


ρl(ul − ur), ako W = wSDWr

l

max{ρl, ρr}(ul − ur), ako W = wSDWl,r

ρr(ul − ur), ako W = wlSDWr

ili ξ′(t) = 0 ako je W = wlSDWr, pa dobijamo da za svaki senka talas sa početnom snagom
σ koji je nastao u t = T i razdvaja stanja Ul i Ur važi

ξ(t) ≤ σ +M(ul − ur)(t− T ), t > T. (8.1)

Ako je rezultujući talas wSDWl,r (oba stanja su ne-vakuumska) dobijamo donju granicu za
snagu talasa W

ξ(t) ≥ σ +N(ul − ur)(t− T ), t > T. (8.2)
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Inače, imamo bar ξ(t) ≥ σ.
Do prve interakcije približno rešenje se sastoji iz kontaktnih diskontinuiteta čija snaga je

jednaka nuli i/ili prostih senka talasa oblika SDWi,i+1 sa snagom

ξ(t) = √ρiρi+1(ui − ui+1)t, t > 0,

koja je ograničena sa

N(ui − ui+1)t ≤ ξ(t) ≤M(ui − ui+1)t, t > 0.

Početna snaga talasa wSDWi,i+2 koji nastaje kao rezultat interakcije izmedu SDWi,i+1 i
SDWi+1,i+2 u vremenu t = T1 je od gore ograničena sa

M(ui − ui+1)T1 +M(ui+1 − ui+2)T1 = M(ui − ui+2)T1,

a od dole sa

N(ui − ui+1)T1 +N(ui+1 − ui+2)T1 = N(ui − ui+2)T1.

Za t > T1 dobijamo sledeće granice za snagu rezultujućeg wSDWi,i+2

N(ui − ui+2)t ≤ ξ(t) ≤M(ui − ui+2)T1 +M(ui − ui+2)(t− T1) = M(ui − ui+2)t,

koristeći (8.1) i (8.2). Gornja analiza obuhvata i interakciju izmedu senka talasa i kontaktnog
diskontinuiteta. Ako kontaktni diskontinuitet ima vakuumsko stanje sa bar jedne strane, važi
(8.2) sa N = 0.

Indukcijom dobijamo globalne gornje granice za snagu bilo kog talasa u vremenu t. Na-
ime, neka je i dalje sa W označen talas koji je rezultat interakcije izmedu Wl i Wr u vremenu
t = T . Neka važi

σ1 ≤M(ul − um)T, σ2 ≤M(um − ur)T.

Tada

σ = σ1 + σ2 ≤M(ul − ur)T. (8.3)

Dalje, koristeći ocene (8.1), (8.2) i (8.3) dobijamo gornju granicu za snagu talasa W

ξ(t) ≤M(ul − ur)T +M(ul − ur)(t− T ) = M(ul − ur)t, t > T.

�

Napomena. Primetite da u slučaju kada je u(x) opadajuća i u0 ≥ u(R) (Slučaj III) dobijamo
bolju donju granicu za snagu talasa, jer vakuumsko stanje ne pripada skupu stanja. Dakle, u
tom slučaju ocene za snagu bilo kog talasa u vremenu t su

inf
i
ξi,i+1t

∣∣
t=0︸ ︷︷ ︸

=0

+N(u0 − u)t < ξ(t) < sup
i
ξi,i+1t

∣∣
t=0︸ ︷︷ ︸

=0

+M(u0 − u)t.

gde u = infx≥R u(x) i ξi,i+1 = √ρiρi+1(ui − ui+1).

Lema 8.3. Neka sve pretpostavke iz Teoreme 8.4 važe i neka je {Uν}ν∈N0 niz rešenja defi-
nisan u toj teoremi. Tada su ρν i |uν | nenegativne uniformno lokalno ograničene mere za
svako ν ∈ N0.
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Dokaz. Iz konstrukcije približnog rešenja, ograničenosti funkcije u(x) i Leme 8.1 sledi da
je uν uniformno globalno ograničena funkcija za sve ν ∈ N0. Da bismo pokazali da je
ρν uniformno ograničena u L1

loc na svakom kompaktnom skupu koristićemo zakon održanja
mase, ograničenost funkcije ρ(x) i konačnu brzinu prostiranja. Za svako E b R postoji
CE > 0 takvo da

0 ≤
∫
E×(t0,T )

ρν(x, t) dxdt ≤ (T − t0) · CE sup
x∈R

ρ(x, 0) <∞.

Dakle, |uν | i ρν su ograničene u L1(K) na svakom kompaktnom skupu K ⊂ R2
+, tj. |Uν | je

uniformno lokalno ograničena mera. �

Dokaz Teoreme 8.4. Iz Leme 8.3 znamo da su ρν i |uν | nenegativne uniformno lokalno
ograničene mere. Dakle, postoje uniformno lokalno ograničene mere Uν+ i Uν− takve da
Uν = Uν+ − Uν− i |Uν | = Uν+ + Uν−. Iz Propozicije 8.1 sledi da postoje podnizovi {Uν+}ν∈N0

i {Uν−}ν∈N0 i lokalno konačne mere U∗+ i U∗− takve da Uν+
∗
⇀ U∗+ i Uν−

∗
⇀ U∗−. Zaključujemo

da Uν slabo konvergira ka U∗ := U∗+ − U∗− kada ν →∞. Primetite da smo u dokazu mogli
direktno primeniti Propoziciju 8.1 da bismo dobili podniz {|Uν |}ν∈N0 koji slabo konvergira
ka |U∗|. �

U nekim slučajevima je bar za mali vremenski interval moguće pronaći eksplicitan oblik
limesa U∗, što će biti pokazano u nastavku.

Teorema 8.5. Pretpostavimo da važe sve pretpostavke iz Teoreme 8.4, kao i notacija. Neka
je u0 > u(R). Postoji Tmax > 0 takvo da je za svako t < Tmax U∗ dato u obliku težinske
δ mere sa nosačem na krivoj Γ : x = c(t) koja razdvaja konstantno stanje U0 = (ρ0, u0) i
C1−rešenje U(x, t) sistema (7.1), tj.

U∗(x, t) =
{
U0, x < c(t)
U(x, t), x > c(t)

+ (ξ(t), 0)δ(x− c(t)), 0 < t < Tmax. (8.4)

Gornje ograničenje za vreme Tmax se dobija kao pozitivan infimum od − 1
u′(x) , x > R, pri

čemu se Dx :=
(
x− u(x)

u′(x) ,−
1

u′(x)

)
nalazi iznad Γ.

Napomena. Teorema 8.5 važi čak i kada je u0 ≤ u(R), a u(x) je rastuća funkcija. To je
trivijalan slučaj koji će biti obuhvaćen dokazom te teoreme, jer približno rešenje konvergira ka
jedinstvenom glatkom rešenju koje se može dobiti metodom karakteristika.

Dokaz. Neka je fiksirano proizvoljno T > 0. Prvo ćemo pokazati da singularni deo rešenja
Ûν (videti Slučajeve II i IV) konvergira, tj. da postoji njegov podniz koji konvergira. Iz Lema
8.1 i 8.2 imamo da je Ûν ograničen u L1

loc(R2
+) uniformno po ν ∈ N0, pa zaključujemo da

postoji njegov podniz koji slabo konvergira ka Û∗ ∈M(R2
+). Primetite da je nosač funkcije

Û∗ kriva.
Pošto znamo da se sa leve strane Ûν u Uν nalazi konstantno stanje U0, vršićemo analizu u

zavisnosti od desne strane. Pokazaćemo da desna strana približnog rešenja Uν konvergira ka
klasičnom rešenju U dobijenom pomoću metoda karakteristika sve dok takvo rešenje postoji.

Posmatramo klasičan početni problem (7.1, 7.3) sa funkcijom u(x) koja je rastuća. Pro-
cedura za konstrukciju približnog rešenja daje dopustivo približno rešenje Uν (Posledica 7.2).
To rešenje se sastoji iz niza kontaktnih diskontinuiteta koji se ne sudaraju medusobno. Kao
što je već pokazano na početku Glave 7, u slučaju kada je funkcija u(x) rastuća ne postoji
gornje ograničenje za Tmax. Ako je funkcija u(x) konstantna na nekom intervalu, onda je i
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glatko rešenje konstantno na odgovarajućem intervalu, dok je rešenje u delu kada je u′(x) > 0
dato sa (7.5, 7.4).

Dokazaćemo da za svaki interval [X−, X+] u vremenu T > 0 važi

Iν :=
∫ X+

X−
ρν(x, T ) dx→

∫ X+

X−
ρ(x, T ) dx kada ν →∞,∫ X+

X−
uν(x, T ) dx→

∫ X+

X−
u(x, T ) dx kada ν →∞.

(8.5)

Neka je za svako ν ∈ N0 sa Uν označeno približno rešenje koje odgovara particiji {Yi}i∈Z
takvoj1 da važi Yi−Yi−1 ≤ C 3

√
εν , C ≥ 1 za svako i ∈ Z. Jasno je da postoje Y−, Y+ za koje

važi

X− = Y− + u(Y−)T i X+ = Y+ + u(Y+)T.

Dalje, neka su indeksi l i m, l ≤ m takvi da Y− ∈ (Yl−1, Yl], Y+ ∈ [Ym, Ym+1), gde
Yl−1, Yl, Ym, Ym+1 ∈ {Yi}i∈Z. Definǐsimo

X0,i := Yi + u(Yi)T, X1,i := Yi + u(Yi+1)T.

Iz konstrukcije približnog rešenja je jasno da će uν(x, t) dobro aproksimirati glatko rešenje
u(x, t). Preciznije, koeficijenti pravaca kontaktnih diskontinuiteta su elementi niza {ui}i∈Z.
Funkcija u(x) je u ne-vakuumu aproksimirana po delovima konstantnom funkcijom sa vred-
nostima iz {ui}i∈Z, dok je u vakuumu približno rešenje uν(x, t) dato u obliku neprekidne
funkcije koja spaja ui i ui+1 za neko i. Ta procedura čini približno rešenje uν neprekid-
nim.

Napomena. Isti zaključak kao za komponentu brzine u važi i za komponentu energije e u
slučaju sistema (5.17), jer je glatko rešenje e konstantno na karakteristikama kao i u, a eν

komponenta u približnom rešenju se dobija na isti način kao uν . Dakle, svi zaključci izvedeni
u ovoj glavi će važiti i u slučaju sistema (5.17).

Da bismo pokazali da važi (8.5)1 koristićemo zakon održanja mase. Po konstrukciji imamo
ρν(x, T ) = 0 ako je x ∈ (X0,i, X1,i). Tada

Iν =
∫ X+

X−
ρν(x, T ) dx =

∫ X1,m

X0,l
ρν(x, T ) dx+

∫ X0,l

X−
ρν(x, T ) dx+

∫ X+

X1,m
ρν(x, T ) dx︸ ︷︷ ︸

=:I′ν

=
m−1∑
i=l

ρi+1
(
X0,i+1 −X1,i

)
+O

(
3
√
εν
)

=
m−1∑
i=l

ρ(Yi+1)
(
Yi+1 − Yi

)
+O

(
3
√
εν
)

≈
∫ Ym

Yl

ρ(x) dx→
∫ Y+

Y−
ρ(x) dx kada ν →∞.

I ′ν = O
(

3
√
εν
)

sledi iz činjenice da je ρ(x) ograničena funkcija i da X0,l −X− ∼ 3
√
εν , X+ −

X1,m ∼ 3
√
εν . Iz činjenice da protok fluida indukuje preslikavanje iz intervala [Y−, Y+] na

t = 0 u interval [X−, X+] na t = T i da važi zakon održanja mase2 dobijamo

M0
(
[Y−, Y+]

)
:=
∫ Y+

Y−
ρ(x, 0) dx =

∫ X+

X−
ρ(x, T ) dx =:MT

(
[X−, X+]

)
,

1Da bismo pojednostavili notaciju izostavljaćemo ν iz {Y νi }i∈Z.
2Sa Mτ ([a, b]) ćemo označavati masu u intervalu [a, b] na pravoj t = τ .
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čime je dokazana tačnost (8.5).

Neka je sada funkcija u(x) opadajuća. Tada se približno rešenje problema (7.1, 7.13)
sastoji iz niza senka talasa izmedu kojih su moguće interakcije. Takode, zbog oblika funkcije
u(x) karakteristike će početi da se seku posle nekog vremena, zbog čega će glatko rešenje
eksplodirati u t = Tmax. Prosti senka talasi koji u početku čine približno rešenje Uν će
početi da se sudaraju u nezanemarljivom vremenu koje je približno Tmax. To sledi iz relacije
(7.17) i analize koja je prati. Želimo da pokažemo da rešenje dobijeno korǐsćenjem metode
karakteristika za t < Tmax odgovara limesu približnog rešenja Uν . Na sličan način kao što
je to uradeno u slučaju rastuće funkcije u(x) koristićemo zakon održanja mase.

Neka je T < Tmax proizvoljno ali fiksirano. Pri tome ćemo zahtevati da T > 0 bude
bar malo manje od Tmax (tj. T < Tmax − c 3

√
εν , c > 0) kako bismo izbegli sudare senka

talasa sa karakteristikama. Ponovo posmatramo interval [X−, X+], gde X∗ = Y∗ + u(Y∗)T ,
za ∗ ∈ {+,−}. Dalje, uz pomoć karakteristika krajeve tog intervala X− i X+ preslikavamo
na x−osu (protok fluida indukuje preslikavanje iz [Y−, Y+] na x−osi u interval [X−, X+] na
t = T ). Iz konstrukcije je jasno da i ovde važi (8.5)2. Treba još pokazati da je zadovoljena
prva relacija u (8.5). Neka su indeksi l,m takvi da za Yl−1, Yl, Ym, Ym+1 ∈ {Yi}i∈Z važi
Y− ∈ (Yl−1, Yl], Y+ ∈ [Ym, Ym+1). Neka je Xi := Yi + yi,i+1T . Tada

Sk : =
∫ Xk+1

Xk

ρν(x, T ) dx = 1
2ξk−1,kT +

∫ Xk+1− εν2 T

Xk+ εν
2 T

ρk+1 dx+ 1
2ξk,k+1T

= 1
2
(
ξk−1,k + ξk,k+1

)
T + ρk+1

(
Xk+1 −Xk

)
− ενTρk+1

= 1
2
(
ξk−1,k + ξk,k+1

)
T + ρk+1

(
Yk+1 − Yk

)
+ ρk+1

(
yk,k+1−yk−1,k

)
T−ενTρk+1,

jer

ξk,k+1T = √ρkρk+1(uk − uk+1)T = lim
ν→∞

∫ Xk+ εν
2 T

Xk− εν2 T
ρν(x, T ) dx.

Iz (7.17) za i = k − 1, j = k + 1 i ρk+1 = ρk +O
(

3
√
εν
)

sledi

yk,k+1 − yk−1,k = −1
2
(
uk−1 − uk+1

)
+O

( 3
√
ε2
ν

)
. (8.6)

Kako je ρ(x) ograničena funkcija, važi

√
ρkρk+1 = ρk+1 + 1

2(ρk − ρk+1) +O
( 3
√
ε2
ν

)
,

√
ρk−1ρk = ρk+1 + 1

2(ρk−1 + ρk − 2ρk+1) +O
( 3
√
ε2
ν

)
.

Korǐsćenjem gornjih relacija i (8.6) dobijamo

βk :=1
2
(
ξk−1,k + ξk,k+1

)
+ ρk+1

(
yk,k+1 − yk−1,k

)
=1

2ρk+1(uk−1 − uk) + 1
2ρk+1

(
uk − uk+1

)
− 1

2ρk+1
(
uk−1 − uk+1

)
+ 1

4
(
(ρk−1 + ρk − 2ρk+1)(uk−1 − uk) + (ρk − ρk+1)(uk − uk+1)

)︸ ︷︷ ︸
∼ 3
√
ε2
ν

+O
( 3
√
ε2
ν

)
= O

( 3
√
ε2
ν

)
.
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Tada važi

Iν :=
∫ X+

X−
ρν(x, T ) dx =

m−1∑
k=l

Sk + ρl(Xl−X−) + 1
2
(
ξl,l+1 + ξm,m+1

)
T + ρm+1(X+−Xm)

=
m−1∑
k=l

ρk+1
(
Yk+1 − Yk

)
+ ρl(Yl − Y−) + ρm+1(Y+ − Ym) + T

m−1∑
k=l

βk − ενT
m−1∑
k=l

ρk+1

+
(1

2
(
ξl,l+1 + ξm,m+1

)
− ρl

(
u(Y−)− yl,l+1

)
− ρm+1

(
ym,m+1 − u(Y+)

))
T︸ ︷︷ ︸

∼ 3√εν , jer je svaki od sabiraka reda 3√εν

, ν →∞.

Suma
∑m−1
k=l βk ima O

(
1

3√εν

)
globalno ograničenih elemenata što sledi iz uslova Teoreme 7.3,

3
√
εν ≤ Yi − Yi−1 ≤ C 3

√
εν . Dakle,

m−1∑
k=l

βk ≤ const · 3
√
εν .

Kako je ρ(x) ograničena funkcija zaključujemo da važi

ενT
r−1∑
k=l

ρk+1 ≤ 3
√
ε2
ν T

r−1∑
k=l

ρk+1
(
Yk+1 − Yk

)
→ 0 kada ν →∞.

Sledi,

Iν →
∫ Y+

Y−
ρ(x) dx =M0

(
[Y−, Y+]

)
=MT

(
[X−, X+]

)
kada ν →∞.

Limes U∗ za t < Tmax je dat u obliku težinske delta mere Û∗ koja povezuje konstantno stanje
(ρ0, u0) i limes rešenja klasičnog početnog problema sa rastućom ili opadajućom funkcijom
u(x). Prethodno smo pokazali da je taj limes jednak glatkom rešenju početnog problema. Do-
kaz važi sve dok postoji glatko rešenje ispod krive Γ, tj. do vremena Tmax kada karakteristike
počinju da se seku ispod Γ. Za x > R one se seku u okolini tačke Dx =

(
x− u(x)

u′(x) ,−
1

u′(x)

)
.

Slučaj kada u(x) menja monotonost konačno mnogo puta je kombinacija rastućeg i opa-
dajućeg slučaja. �

Kao što je već pomenuto, u slučaju kada je u(x) rastuća funkcija nema gornjeg ograničenja
za Tmax. Isto će se desiti i kada je u′(x) dovoljno blizu nule i u(x) je opadajuća funkcija, jer
u tom slučaju neće biti interakcija izmedu malih senka talasa, nego će u svakoj interakciji
učestovati 0-SDW koji će redom kupiti sve proste senka talase koji mu prilaze sa desne strane.

Ako je Tmax konačno, ne možemo da budemo sigurni kako će izgledati limes U∗ približnog
rešenja za t ≥ Tmax. Ali ono što je sigurno je da će za t� 1 rešenje biti dato u obliku jednog
delta udarnog talasa koji razdvaja stanja (ρ(R), u(R)) i (ρ(∞), u(∞)).

8.3. Jedinstvenost slabog limesa i particije ekvidistantnog tipa

Dokazi Teorema 8.4 i 8.5 o postojanju limesa u prostoru mera se zasnivaju na izvlačenju
konvergentnog podniza. Medutim, alati koji su korǐsćeni u dokazu nam ne daju informa-
ciju o jedinstvenosti tog limesa. U nastavku ćemo pokazati da je mera U∗ iz Teoreme 8.5
jedinstvena bar za t < Tmax ako su particije intervala [R,∞) ekvidistantnog tipa.



162 8.3. Jedinstvenost slabog limesa i particije ekvidistantnog tipa

Neka je dato dovoljno malo ε > 0. Definǐsemo familiju particija {Pν}ν∈N0 takvih da za
svako ν ∈ N0 važi

Pν = {Y ν
i }i∈N0 , Pν+1 = Pν ∪

{
Y ν
i+ 1

2

}
i∈N0

,

gde 3
√
ε ≤ Y 0

k+1 − Y 0
k ≤ C 3

√
ε za svako k i neku konstantu C ≥ 1. Ako

3√ε
2ν ≤ Y ν

k+1 − Y ν
k ≤

C 3√ε
2ν =: µν važi za svako k ∈ N0 i ν ∈ N0, kažemo da familija {Pν}ν∈N0 ima ekvidistantno

svojstvo.
Svaka particija Pν generǐse dopustivo približno rešenje Uν početnog problema (7.1, 7.2)

koje odgovara εν = ε/23ν . Označimo sa Γν : x = cν(t) 0-SDW krivu u Uν . Da bismo
pokazali jedinstvenost limesa pretpostavićemo da važi sledeće.

Pretpostavka 8.1. Funkcije u(x) i ρ(x) zajedno sa prvim izvodima su neprekidne i ograni-
čene i u(x) ima konačno mnogo lokalnih ekstrema. Neka je ρ(x) > 0 za x > R. Vrednosti
u0 > supx≥R{u(x)} i ρ0 > 0 su odabrane tako da je minimalno rastojanje izmedu nagiba
krive Γν i u(cν(t), t) veće od nekog pozitivnog broja α.

Kako kriva Γ : x = c(t) razdvaja konstantno stanje U0 i jedinstveno glatko rešenje
početnog problema U(x, t), jedinstvenost limesa U∗ će slediti iz dokaza jedinstvenosti krive
Γ.

Teorema 8.6 (Jedinstvenost slabog limesa). Ako Pretpostavka 8.1 važi, tada niz rešenja
{Uν}ν∈N0 kom odgovara familija particija {Pν}ν∈N0 ekvidistantnog tipa konvergira ka jedin-
stvenoj ograničenoj meri U∗ na R× (0, Tmax) kada ν →∞.

Dokaz. Neka je ϕ ∈ C∞0
(
R× R+

)
. Tada postoji τ0, 0 < τ0 < Tmax, nezavisno od ν ∈ N0 i

particije takvo da ϕ ≡ 0 za t < τ0. Želimo da pokažemo da Γν → Γ kada ν →∞ u intervalu
0 < t < Tmax.

Pretpostavimo da cν(τ0) = c(τ0) za sve ν ∈ N0 i neka je γ0 > 0 takvo da γ0 ≤ ξν(τ0) važi
nezavisno od particije. Bez gubljenja opštosti pretpostavićemo da je t = τ0 vreme interakcije
izmedu 0-SDW i nekog kontaktnog diskontinuiteta (ili senka talasa). Dakle, neka za svako
ν postoji neko Y ν

i ∈ Pν takvo da važi Y ν
i + u(Y ν

i )τ0 = cν(τ0) (ili Y ν
i + yνi,i+1τ0 = cν(τ0)), pri

čemu je yνi,i+1 definisano kao u (5.15) i odgovara stanjima uνi , uνi+1 iz particije Pν . (To neće
važiti u opštem slučaju, ali neće uticati na rezultat, jer je greška dovoljna mala.) Nosač test
funkcije je kompaktan pa možemo uzeti Y 0

J > R i vreme T̄ > 0 kao krajnje tačke u našoj
analizi. To znači da ćemo se ograničiti na oblast

{
(x, t) ∈ R2

+ : t ∈ [τ0, T̄ ], x ∈
[
Y 0
i + ty0

i,i+1, Y
0
J + ty0

J,J+1
]}
.

Radi jednostavnosti ćemo prvo pretpostaviti da su particije Pν intervala [R,∞) ekvidi-
stantne, tj. da važi Y ν

k+1 − Y ν
k = µν za svako k ∈ N0 i ν ∈ N0. Dokaz se lako može uopštiti.

Neka je

M = max{ρ0, sup
x≥R

ρ(x)}, A = max{u0, sup
x≥R

u(x)} −min{u0, inf
x≥R

u(x)}.

Primenom formula za Tejlorov razvoj funkcija

√
a+ x,

1√
a+ x

i 1
a+ x
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za dovoljno malo t dobijamo aproksimacije funkcija ξ(t) i us(t) datih u (3.4)

ξ(t) =

γ +
(
c[ρ]− [ρu]

)
t+ ρlρr[u]2−

(
c[ρ]−[ρu]

)2

2γ t2 +O(t3), ρl 6= ρr

γ + ρl(ul − ur)t, ρl = ρr 6= 0,

us(t) =

c+ ρlρr[u]2−
(
c[ρ]−[ρu]

)2

γ[ρ] t+O(t2), ρl 6= ρr

c− 2
γρl(ul − ur)

(
c− ur+ul

2
)
t+O(t2), ρl = ρr 6= 0,

Slučaj ρl = ρr = 0 je trivijalan, jer tada važi ξ′(t) = 0, u′s(t) = 0. Front 0-SDW-a označen sa
x = c(t), c(0) = X se može aproksimirati na sledeći način

c(t) =

X + ct+ ρlρr[u]2−
(
c[ρ]−[ρu]

)2

2γ[ρ] t2 +O(t3), ρl 6= ρr

X + ct− 1
γρl(ul − ur)

(
c− ur+ul

2
)
t2 +O(t3), ρl = ρr 6= 0.

Dalje, gornje aproksimacije možemo zapisati malo drugačije koristeći

ρlρr[u]2 −
(
c[ρ]− [ρu]

)2 = −[ρ]2(c− yl,r)(c− zl,r),

pri čemu su yl,r i zl,r definisane u (5.15). Iz prekompresivnosti, ur ≤ c ≤ ul i činjenice da
važi

0 < [ρ](c− zl,r) ≤ 2 max{ρl, ρr}(ul − ur) ≤ 2MA, |c− yl,r| < (ul − ur) ≤ A,

dobijamo sledeće globalne ocene∣∣ξ(t)− γ − (c[ρ]− [ρu]
)
t
∣∣ ≤MCγt

2,∣∣c(t)−X − ct∣∣ ≤ Cγt2,∣∣us(t)− c∣∣ ≤ 2Cγt,
(8.7)

gde Cγ := MA2

γ .

Neka je funkcija u(x) rastuća. Posmatramo particije P0 i P1 takve da P0 = {Yk}k∈N0 i
P1 = P0∪{Yk+ 1

2
}k∈N0 , pri čemu važi Yk+ 1

2
= Yk+Yk+1

2 za svako k. Dakle, P1 dobijamo iz P0

polovljanjem svakog podintervala na još dva jednaka. Neka je sa (X0,j , T0,j) označena tačka
interakcije izmedu 0-SDW sa nosačem na krivoj Γ0 i kontaktnog diskontinuiteta x = Yj+ujt.
Slično, sa (X1,j , T1,j) označavamo tačku interakcije izmedu Γ0 i CD: x = Yj + uj+1t. Tačke
interakcije izmedu Γ1 i dva kontaktna diskontinuiteta sa poreklom u tački (Yj , 0) će biti
označene sa (X1

0,j , T
1
0,j) i (X1

1,j , T
1
1,j), redom. Razlika izmedu dva približna rešenja U0 i

U1 dobijena iz particija P0 i P1 je ta što se u U1 u svakoj tački (Yk+ 1
2
, 0) koja polovi

podinterval iz P0 pojavljuje talasna kombinacija CD+Vac+CD. To implicira pojavu novih
tačaka interakcije (X1

m,k+ 1
2
, T 1

m,k+ 1
2
), m = 0, 1. Pretpostavka od gore nam daje X0,i = Xν

0,i,

T0,i = T ν0,i = τ0 za sve ν. Neka je

γk,j = ξ(Tk,j), ck,j = us(Tk,j), Xk,j = γ(Tk,j), k = 0, 1, j = i, i+ 1,
γ1
k,j = ξ(T 1

k,j), c1
k,j = us(T 1

k,j), X1
k,j = γ(T 1

k,j), k = 0, 1, j = i, i+ 1
2 , i+ 1.

Iz sistema

X1,i = c(T1,i) = Yi + ui+1T1,i, c(T0,i) = X0,i = Yi + uiT0,i
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se lako dobija

T1,i = T0,i + τ1 +O(τ2
1 ), τ1 := ui+1 − ui

c0,i − ui+1
T0,i.

Iz Pretpostavke 8.1 sledi da postoji α > 0 takvo da c0,i − ui+1 > α. To znači da su gornje
aproksimacije dovoljno dobre i da važi O

(
τ2

1
)

= O
(
µ2

0
)
, jer ui+1 − ui = O

(
µ0
)
. Primetite da

je ovde µ0 = 3
√
ε. Iz ocena (8.7) sledi

∣∣X1,i − (X0,i + c0,iτ1)
∣∣ ≤ Cγ0τ

2
1 < Cγ0

B2
uT̄

2

α2 µ2
0,

gde Bu := supx≥R |u′(x)|.
Novu tačku interakcije (X0,i+1, T0,i+1) dobijamo iz

X0,i+1 = c(T0,i+1) = Yi+1 + ui+1T0,i+1, c(T1,i) = X1,i.

Dakle, važi T0,i+1 = T1,i + τ2 +O
(
µ2

0
)
, gde

τ2 := Yi+1 − Yi
c1,i − ui+1

= µ0
c1,i − ui+1

.

Kako znamo da je brzina senka talasa u vakuumu rastuća funkcija od t, važi c1,i − ui+1 >
c0,i − ui+1 > α. Dobijamo sledeće ocene

∣∣X0,i+1 − (X1,i − c1,iτ2)
∣∣ ≤ Cγ0τ

2
2 <

Cγ0

α2 µ
2
0.

Dalje, posmatramo particiju P1. Neka je

τ1
1 : = T0,i

ui+ 1
2
− ui

c0,i − ui+ 1
2

, τ1
2 :=

Yi+ 1
2
− Yi

c1
1,i − ui+ 1

2

,

τ1
3 : = T 1

0,i+ 1
2

ui+1 − ui+ 1
2

c1
0,i+ 1

2
− ui+1

, τ1
4 :=

Yi+1 − Yi+ 1
2

c1
1,i+ 1

2
− ui+1

.

Na isti način kao kod P0 dobijamo

T 1
0,i+1 = T0,i + τ1

1 + τ1
2 + τ1

3 + τ1
4 +O

(µ2
0

2
)
,

X1
0,i+1 = X0,i + c0,iτ

1
1 + c1

1,iτ
1
2 + c1

0,i+ 1
2
τ1

3 + c1
1,i+ 1

2
τ1

4︸ ︷︷ ︸
=:X̃1

0,i+1

+O
(µ2

0
2
)

i

|X1
1,i − (X0,i + c0,iτ

1
1 )|, |X1

1,i+ 1
2
− (X1

0,i+ 1
2

+ c0,i+ 1
2
τ1

3 )| < Cγ0

α2 B
2
uT̄

2µ
2
0

2 ,

|X1
0,i+ 1

2
− (X1

1,i + c1
1,iτ

1
2 )|, |X1

0,i+1 − (X1
1,i+ 1

2
+ c1

1,i+ 1
2
τ1

4 )| < Cγ0

α2
µ2

0
2 .

Koristeći ocene∣∣∣ 1
c0,i−ui+1

− 1
c0,i−ui+ 1

2

∣∣∣ < Bu
α2

µ0
2 ,∣∣∣ 1

c0,i−ui+1
− 1
c1

0,i+ 1
2
−ui+1

∣∣∣ < Cγ0µ0
α2

(
BuT̄+1

)
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lako se može pokazati da postoje pozitivne konstante C0 i C1 takve da važi

|τ1 − (τ1
1 + τ1

3 )| ≤ C0
µ2

0
2 , |τ2 − (τ1

2 + τ1
4 )| ≤ C1

µ2
0

2 .
(8.8)

Dakle, imamo

|T 1
0,i+1 − T0,i+1| ≤ (C0 + C1)µ

2
0

2 .

Slično, pokazujemo da za neko C2 > 0 važi∣∣X0,i+1 − (X0,i+c0,iτ1+c1,iτ2)
∣∣ < Cγ0

α2
(
B2
uT̄

2 + 1
)
µ2

0,∣∣X1
0,i+1 − X̃1

0,i+1
∣∣ < 2Cγ0

α2
(
B2
uT̄

2 + 1
)µ2

0
2 ,∣∣X̃1

0,i+1 − (X0,i+c0,iτ1+c1,iτ2)
∣∣ < C2

µ2
0

2 ,

i to koristeći (8.8) i ocene

|c1,i − c0,i| <
2Cγ0Bu

α
µ0, |c1

1,i − c0,i| <
2Cγ0Bu

α

µ0
2 , |c1

0,i+ 1
2
− c1

1,i| <
2Cγ0

α

µ0
2 .

Time smo pokazali da postoji konstanta C̃ > 0 takva da važi

|X1
0,i+1 −X0,i+1| < C̃

µ2
0

2 .

Ponavljajući gore opisan postupak sa svake dve particije Pν i Pν+1 dobijamo iste ocene
kao i gore, pri čemu su T0,i+1, T 1

0,i+1 i µ0 redom zamenjeni sa T ν0,i+1, T ν+1
0,i+1 i µν . Neka je sa

T ν0,J ≤ T̄ označeno vreme sudara izmedu Γν i kontaktnog diskontinuiteta x = YJ +u(YJ)t. Za
svako ν i particiju Pν dogodiće se najvǐse 2(YJ − Yi)/µν interakcija na kompaktnom nosaču
test funkcije. Dakle, imamo∣∣T ν0,J − T ν+1

0,J
∣∣ ≤ 2(C0 + C1)(YJ − Yi)

µν
2 =: CT

µν
2 ,∣∣Xν

0,J −Xν+1
0,J

∣∣ ≤ 2C(YJ − Yi)
µν
2 =: CX

µν
2 .

Konačno, konstante CX , CT ne zavise od particije, pa zaključujemo da je rastojanje izmedu
krivih Γp i Γm+p na

(
R× R+

)
∪ suppϕ ocenjeno sa

∣∣Xm+p
0,J −Xp

0,J
∣∣ ≤ CX m+p∑

i=p+1

µ0
2i ≤ CX

µ0
2p = CXµp,

∣∣Tm+p
0,J − T p0,J

∣∣ ≤ CT µ0
2p ,

tj. {Γν}ν∈N0 je Košijev niz koji konvergira za svako t > τ0. Da bismo pokazali da isto važi za
svako t > 0 dovoljno je da uzmemo dovoljno malo τ0.

Dokaz je sličan i u slučaju kada je funkcija u(x) opadajuća i važi u0 > u(R) za t < Tmax.
Primetite da uslov u0 > supx>R u(x) iz Pretpostavke 8.1 implicira u0 > u(R), jer je funkcija
u(x) opadajuća.

Uzmimo particiju P0, gde Yk − Yk−1 = µ0 za svako k. Neka je presečna tačka izmedu
krive Γ0 i senka talasa sa frontom x = Yk + yk,k+1t označena sa (Xk, Tk). Ponovo pretposta-
vljamo da za svako ν važi Xi = Xν

i , Ti = T νi = τ0. Naredna tačka interakcije označena sa
(Xi+1, Ti+1) se odreduje iz sistema

c(Ti) = Xi, c(t) = Yi+1 + yi+1,i+2t, us(Ti) = ci.
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Iz Pretpostavke 8.1 sledi da postoji α > 0 koje ne zavisi od particije takvo da ci−yi+1,i+2 > α.
Dakle, interakcija izmedu 0-SDW i SDWi+1,i+2 se odvija u vremenu t = Ti+1 koje se može
aproksimirati sa

Ti+1 = Ti + τi +O
(
µ2

0
)
, τi := 1 + u′(Yi+1)Ti

ci − yi+1,i+2
µ0.

Te aproksimacije dobijamo iz ocena yi+1,i+2 − yi+1,i = 1
2(ui+2 − ui) + O

(
µ2

0
)

i ui+2 − ui =
2
νu
′(Yi+1) +O

(
µ2

0
)
. Tada

∣∣Xi+1 − (Xi + ciτi)
∣∣ < Cγ0τ

2
i < Cγ0

(1+BuTmax)2

α2 µ2
0,∣∣ci+1 − ci

∣∣ < 2Cγ0
1+BuTmax

α
µ0.

Posmatramo sada particiju P1, gde Yk+1 − Yk+ 1
2

= Yk+ 1
2
− Yk = µ0

2 = µ1 za svako k.
Tačke interakcije ćemo označiti sa (X1

j , T
1
j ), j = k, k + 1

2 , k + 1. Na sličan način kao i kod
slučaja rastuće funkcije u(x) pokazujemo da postoje konstante D0, D1 > 0 takve da važi

|T 1
i+1 − Ti+1| ≤ D0

µ2
0

2 , |X1
i+1 −Xi+1| ≤ D1

µ2
0

2 .

Iste relacije sa µ0 zamenjenim sa µν dobijamo u slučaju particija Pν i Pν+1. Neka je sa
T νJ < Tmax označeno poslednje vreme interakcije izmedu Γν i senka talasa na nosaču test
funkcije suppϕ. Greške nastale zbog aproksimacije krivih Γν , ν ∈ N0 se akumuliraju sa
svakom interakcijom ali ostaju dovoljno male, tj.

|Xν
J −Xν+1

J | ≤ (YJ − Yi)D1
µν
2 , |T νJ − T ν+1

J | ≤ (YJ − Yi)D0
µν
2 .

Dakle, zaključujemo da Γν → Γ kada ν →∞ za t < Tmax. Puštanjem τ0 da ide u nulu težimo
ka tački porekla krive Γ koja je označena sa (R, 0).

U opštem slučaju kada su particije ekvidistantnog tipa takve da važi važi
3√ε
2ν ≤ Y ν

k+1 −
Y ν
k ≤

C 3√ε
2ν = µν dokaz je sličan kao gore. Iz donje granice za dužinu svakog podintervala

particije se vidi da je maksimalan broj interakcija izmedu Γ0 i senka talasa jednak 2(YJ−Yi)
3√ε =:

E
3√ε . Kako se familija particija {Pν}ν∈N0 formira tako da se svaki podinterval [Y ν

k , Y
ν
k+1] u

Pν deli na dva, ne nužno jednaka dela takva da važi

min
{
Y ν
k+ 1

2
− Y ν

k , Y
ν
k+1 − Y ν

k+ 1
2

}
≥ µν

2C , max
{
Y ν
k+ 1

2
− Y ν

k , Y
ν
k+1 − Y ν

k+ 1
2

}
≤ µν

2 ,

zaključujemo da je broj sudara izmedu Γν i senka talasa koji mu prilaze sa desne strane
najvǐse E C

µν
. Dakle, dokaz u opštem slučaju je isti kao i gore pri čemu je YJ − Yi zamenjeno

sa C(YJ − Yi). �
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[46] E. Feireisl, A. Novotný, Singular limits in thermodynamics of viscous fluids, Basel,
Birkhauser, 2009.

[47] G.B. Folland, Real Analysis: Modern Techniques and Their Applications, John Wiley
& Sons, 2nd edition, May 1999.

[48] J. Glimm, Solutions in the large for nonlinear hyperbolic systems of equations, Comm.
Pure Appl. Math. 18 (1965), 95–105.

[49] J. Glimm, M.J. Graham, J.Grove, X.L. Li, T.M. Smith, D. Tan, F. Tangerman, Q.
Zhang, Front Tracking in Two and Three Dimensions, Computers Math. Applic. Vol.
35, No. 7, pp. 1–11, 1998.

[50] M.E. Gurtin, E. Fried, L. Anand, The Mechanics and Thermodynamics of Continua,
University Press, Cambridge, 2010.

[51] L. Hsiao, The entropy rate admissibility criterion in gas dynamics, J. Differential Equ-
ations 38 (1980), 226–238.

[52] F. Huang, Z. Wang, Well posedness for pressureless ow, Communications in mathema-
tical physics 222.1 (2001), 117–146.



170 BIBLIOGRAFIJA

[53] M.E.H. Ismail, Complete monotonicity of modified bessel functions, Proceedings of the
American Mathematical Society, 108 (1990), 353–361.

[54] A. Kamenshchik, U. Moschella, V. Pasquier, An alternative to quintessence, Phys. Lett.
511 (2001), 265–268.

[55] B.L. Keyfitz, Conservation Laws, Delta Shocks and Singular Shocks, Chapman and
Hall/CRC, Boca Raton (1999), 99–112.

[56] B.L. Keyfitz, Singular shocks: retrospective and prospective, Confluentes Mathematici
3.03 (2011), 445–470.

[57] B.L. Keyfitz, H.C. Kranzer, The Riemann problem for a class of hyperbolic conservation
laws exhibiting a parabolic degeneracy, Journal of Differential Equations 47 (1983), 35–
65.

[58] B.L. Keyfitz, H.C. Kranzer, Spaces of weighted measures for conservations laws with
singular shock solutions, J. Differ. Equations 118 (1995), 420–451.

[59] D.J. Korchinski, Solution of a Riemann problem for a system of conservation laws pos-
sessing nonclassical weak solution, Thesis, Adelphi University, 1977.

[60] H.C. Kranzer, B.L. Keyfitz, A strictly hyperbolic system of conservation laws admitting
singular shocks: Nonlinear Evolution Equations That Change Type, IMA Vol. Math.
Appl. 27 (1990), Springer-Verlag, 107–125.

[61] A. Laforgia, P. Natalini, Some inequalities for modified Bessel functions, Journal of
Inequalities and Applications, 2010 (2010), Article ID 253035, 10 pages.

[62] P.D. Lax, Shock waves and entropy, in Contribution to Nonlinear Functional Analysis
(E.H. Zarantonello, Ed.) pp. 603–634, Academic Press, New York, 1971.

[63] P. Le Floch, An existence and uniqueness result for two nonstrictly hyperbolic systems,
in: IMA Volumes in Math. and its Appl., B.L. Keyfitz, M. Shearer (EDS), Nonlinear
evolution equations that change type, Springer Verlag, Vol 27, 1990, 126–138.

[64] P.G. Le Floch, Hyperbolic Systems of Conservation Laws, Springer Basel AG, 2002.

[65] J. Li, T. Zhang, S. Yang, The Two-Dimensional Riemann Problem in Gas Dynamics,
Longman, Harlow, 1998.

[66] P.-L. Lions, Mathematical topics in fluid mechanics, vol. 1, vol. 3 of Oxford Lecture
Series in Mathematics and its Applications, The Clarendon Press Oxford University
Press, New York, 1996, Incompressible models, Oxford Science Publications

[67] T.-P. Liu, Admissible solutions of hyperbolic conservation laws, Memoirs AMS 30 (1981),
No. 240.

[68] A. Majda, The stability of multidimensional shocks, Memoirs of the Amer. Math. Soc,
275, 1983.

[69] A. Majda, The existence of multidimensional shocks, Memoirs of the Amer. Math. Soc,
281, 1983.

[70] M. Mazzotti, Non-classical composition fronts in nonlinear chromatography-Delta-shock,
Ind. Eng. Chem. Res. 48 (2009), 7733–7752.



BIBLIOGRAFIJA 171
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je prirodno-matematički smer. Osnovne studije Primenjene
matematike, modul Finansijska matematika na Prirodno-
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dine i završava ih 2013. godine sa prosečnom ocenom 10,00.
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jedan naučni rad u medunarodnom časopisu kategorije M21. Od 2017. godine je učesnik na
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U ovoj disertaciji se akcenat stavlja na analizu protoka stǐsljivog neviskoznog fluida koji
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