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Predgovor

Bez obzira da li su ¢ovek ili priroda odgovorni za to svakodnevno smo svedoci ponekad i
neobjasnjivih i iznenadnih dogadaja u prirodi. To su na primer udari munje, zemljotresi, ek-
splozije, probijanje zvucnog zida i slicno. Svi ti dogadaji su povezani sa naglim oslobadanjem
energije koje je rezultiralo pojavom udarnog talasa. U fizickom smislu, udarni talasi su ne-
linearni talasi koji putuju brzinom veé¢om od brzine zvuka i koje karakteriSe nagla promena
gustine, brzine ili temperature u protoku stisljivog fluida. U prirodi se javljaju svaki put kada
razliciti elementi fluida prilaze jedan drugom sa brzinom vec¢om od lokalne brzine zvuka. Oni
su zasluzni za to Sto je danas moguce putovati avionima ¢ija brzina prelazi brzinu zvuka, jer
ih generise vazduh oko samog aviona (videti [2, 112]). Takode, zbog osobine da vrlo brzo
mogu da razviju visoku temperaturu i pritisak u posmatranoj sredini imaju veliku primenu
u industriji (na primer u genetici, mikrobiologiji, obradi drveta). U matematickom smislu,
udarni talasi se javljaju kao resenja hiperbolicnih zakona odrzanja i nama ¢e biti od posebnog
znacaja.

Teorija hiperboli¢nih zakona odrzanja je razvijena da bi se proucavalo strujanje stisljivog
fluida kada pre svega zbog nelinearne prirode jednacina dolazi do pojave resenja u obliku
udarnih talasa. Glatka resenja nekog pocetnog problema postoje samo u specijalnim sluca-
jevima i do nekog trenutka. Uglavnom dolazi do prekida u resenju zbog ¢ega se uvodi
koncept slabih resenja, Sto grubo receno znac¢i da se izvodi posmatraju u distributivnom
smislu. Medutim, klasa slabih resenja je toliko velika da nam procedure za resavanje koje se
koriste ne daju jedinstveno resenje. Zbog toga obi¢no moramo da koristimo dodatne uslove
dopustivosti kako bismo eliminisali nefizicka resenja. Ti uslovi su najceS¢e manifestacija
nekog fizickog zakona. Postoji nekoliko visedimenzionalnih modela u dinamici fluida za koje
se zna da ne postoji jedinstveno slabo resenje poc¢etnog problema (na primer Navije-Stoksove
i Ojlerove jednacine). Rezultati iz te oblasti su toliko znac¢ajni da iako za neke od njih jos
uvek ne postoji teorijska potvrda oni se dugi niz godina primenjuju u realnim problemima,
uglavnom oslanjajuéi se na numericke simulacije. Visedimenzionalni zakoni odrzanja su u
teorijskom smislu jos uvek velika nepoznanica, pa ¢e se rezultati u ovoj disertaciji odnositi
na jednodimenzionalne sisteme. Iako upros¢eni, oni mogu da opisu veliki broj prirodnih
fenomena.

U drugoj polovini devetnaestog veka Riman' je sa svojim radom [92] postavio temelje
u analizi opstih hiperboli¢nih jednodimenzionalnih sistema zakona odrzanja. Ispostavice se
da je Rimanov problem kao specijalni oblik po delovima konstantnog pocetnog problema i
danas nezaobilazan u analizi poc¢etnih problema sistema zakona odrzanja. lako je do danas
ostvaren znacajan napredak, jos uvek se dosta toga ne zna, naroc¢ito u slucaju opstih pocetnih
problema i viSedimenzionalnih sistema. Takode, rezultati koji se ticu pocetnih problema
bi mogli biti vrlo znac¢ajni u analizi grani¢nih problema i obrnuto, jer je pokazano da se
problemi koji imaju resenja u obliku visedimenzionalnih udarnih talasa mogu prevesti u

!Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), nemacki matematitar, Gausov uéenik koji je znacajno
doprineo razvoju matematicke analize i diferencijalne geometrije.
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grani¢ne probleme. Tom problematikom se prvi bavio Majda? u [68] i [69].

Tako se dugi niz godina smatralo da nista gore od pojave udarnih talasa u reSenju ne
moze da se desi, u drugoj polovini dvadesetog veka se pojavio pojam delta udarnog talasa
(a kasnije i singularnih resenja koja sadrze Dirakovu delta funkciju) koji nastaje usled velike
koncentracije mase ili neke druge veli¢ine. Delta udarni talasi nam pomazu da razumemo
procese koji se odvijaju u svemiru (na primer nastanak galaksija, ponasanje tamne energije
u svemiru, itd.). U takvim slucajevima klasi¢na teorija koja reSenja Rimanovih problema
hiperboli¢nih sistema prikazuje kao kombinaciju elementarnih talasa u koje pored udarnih
talasa spadaju kontaktni diskontinuiteti i razredujuéi talasi vise ne vazi. U ovoj diserta-
ciji ¢e znaajna paznja biti posveéena upravo neogranienim (singularnim) resenjima. Neo-
granic¢enost reSenja se manifestuje kroz pojavu Dirakove delta funkcije. U disertaciji ¢emo
se fokusirati na jednodimenzionalne izentropske sisteme gasne dinamike sa nepozitivnim pri-
tiskom. To su sistemi koji opisuju kretanje stisljivog, neviskoznog fluida koji slabo provodi
toplotu, a promene specificne unutrasnje energije opisane preko apsolutne temperature ili
specificne entropije sistema su zanemarljive. Analizira¢emo fiziCki dopustiva resenja modela
za éapliginov gas i njegovih uopstenja kada je pritisak negativan i obrnuto proporcionalan
gustini gasa, kao i resenja sistema gasne dinamike bez pritiska. Originalni deo disertacije je
najveéim delom obuhvac¢en Glavama 5, 7 i 8, a rezultati su sazeti u tri rada:

vvvvv

Discrete and continuous dynamical systems, 37,8 (2017), 4439-4460.

[81] M. Nedeljkov, S. Ruzi¢i¢, Shadow wave tracking procedure and initial data problem for
pressureless gas model, https://arxiv.org/abs/1906.09093

vvvvv

Disertacija se sastoji iz tri dela. Cilj prvog dela (prve dve glave) je upoznati ¢itaoca sa
osnovnim principima termodinamike, dati fiziCku interpretaciju zakona odrzanja i navesti
osnovne osobine hiperboli¢nih sistema zakona odrzanja koje ¢e biti koris¢ene u nastavku
rada. Na kraju druge glave su navedene osnovne karakteristike sistema gasne dinamike sa
nepozitivnim pritiskom. U Odeljku 2.6.2. su dati neki rezultati iz [80]. Preciznije, objasnjen
je postupak dobijanja konveksnih entropija kod modela za uopsten éapliginov gas i pokazano
je da su dobijene entropije konveksne (Lema 2.1).

U drugom delu je akcenat stavljen na resavanje hiperboli¢nih sistema zakona odrzanja.
U Glavi 3 je opisan postupak dobijanja klasi¢nih resenja Rimanovih problema i dati su neki
uslovi dopustivosti koji se koriste kod hiperboliv cnih sistema. Glava 4 sadrzi definiciju
singularnih reSenja, sa posebnim osvrtom na resenja u obliku senka talasa kao najopstijeg
oblika singularnih resenja koja sadrze i neke specijalne tipove resenja koja se ¢esto spominju
u literaturi. Na kraju Glave 4 su analizirane singularne interakcije izmedu talasa. Glava 5
predstavlja originalni doprinos disertacije i sadrzi rezultate iz [80], [81] i [82]. U tom delu
su analizirana (klasi¢na i neklasi¢na) resenja Rimanovog problema sistema gasne dinamike
sa nepozitivnim pritiskom, kao i njihova dopustivost. Dato je jedinstveno resenje Rimano-
vog problema sistema gasne dinamike bez pritiska koje se moze predstaviti kao kombinacija
kontaktnih diskontinuiteta ili u obliku prostog senka talasa. Pored toga, dobijeno je resenje
problema koji sadrzi Dirakovu delta funkciju u poc¢etnom uslovu i analizirana je disipacija
energije tog resenja. Pokazano je da u oblasti u kojoj ne postoji klasi¢no resenje Rimano-
vog problema za uopSten éapliginov gas postoji resenje u obliku prekompresivnog prostog

2Andrew J. Majda je ameri¢ki matematicar roden 1949. godine koji je ostvario zna¢ajan doprinos u oblasti
parcijalnih diferencijalnih jednacina.
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senka talasa. Medutim, uslov prekompresivnosti koji je obi¢no dovoljan da eliminise ne-
dopustiva singularna resenja ovde ne moze da eliminiSe resenje u obliku senka talasa koje
odgovara jednom delu oblasti u kojoj postoji klasi¢no resenje. Tada znacajnu ulogu dobijaju
konveksne entropije i entropijski uslov. Medutim, zbog specificnosti entropija koje se mogu
predstaviti kao kombinacija modifikovanih Beselovih funkcija druge vrste, koristeéi entropij-
ski uslov nismo uspeli da isklju¢imo resenje u obliku prekompresivnog senka talasa u oblasti
gde postoji klasi¢éno resenje. Najznacajniji rezultat iz tog dela tice se odnosa izmedu uslova
prekompresivnosti i entropijskog uslova, jer je pokazano da uslov prekompresivnosti ne im-
plicira entropijski, sto do sada nije bilo poznato u literaturi. Slaba jedinstvenost resenja
Rimanovog problema je pokazana koriste¢i dodatni uslov dopustivosti, Princip maksimalne
disipacije energije koji je isklju¢io nedopustivo resenje u obliku senka talasa ([82]). Takode
je dato resenje Rimanovog problema kod neizentropskog modela za uopsten éapliginov gas,
kao i resenje kod izentropskog modela za éapliginov gas.

U tre¢em delu je fokus na pocetnom problemu sistema gasne dinamike bez pritiska. Na
pocetku (Glava 6) je dat kratak pregled razvoja algoritama za konstrukciju resenja pocCetnih
problema koji su posluzili kao motivacija za konstrukciju neograni¢enog resenja pocetnog pro-
blema sistema gasne dinamike bez pritiska. Tu je akcenat stavljen na algoritam za pracenje
talasa. Treba napomenuti da se algoritmi koji su navedeni u tom delu ne mogu primeniti na
slabo hiperboli¢ne probleme (kao Sto je sistem gasne dinamike bez pritiska), i da se njima
mogu konstruisati samo ogranic¢ena resenja pocetnog problema, a jasno je da u opstem slucaju
resenje moze da eksplodira. Glava 7 sadrzi rezultate iz [81] i [82] i u njoj je dat algoritam
za konstrukciju pribliznog resenja pocetnog problema za gasnu dinamiku bez pritiska koji se
zasniva na diskretizaciji po¢etnog uslova i resavanju Rimanovih problema i problema inter-
akcije izmedu talasa. Nakon analize pribliznog resenja po slucajevima i dokaza egzistencije
resenja, analizirana je promena stope disipacije energije nastala kao posledica singularnih
interakcija izmedu talasa i pokazano je da ukupna entropija opada posle interakcije izmedu
dva talasa. Na kraju je dat algoritam za konstrukciju pribliznog resenja pocetnog problema
kod kog komponenta gustine u pocetnom uslovu sadrzi Dirakovu delta funkciju. U Glavi
8 je pokazano da priblizno resenje pocetnog problema konstruisano u Glavi 7 konvergira u
prostoru Radonovih mera sa predznakom. U nekim slucajevima je moguce odrediti oblik
grani¢nog resenja bar do nekog trenutka i moze se pokazati da je to resenje u nekom smislu
jedinstveno ([81]).

Iz mnogo razloga veliku zahvalnost dugujem svom mentoru dr Marku Nedeljkovu. Omogucéio
mi je da kroz rad i greske ucim, dajuct mi slobodu da sama dodem do ideja i boljih resenja,
sve vreme je podsticao kreativnost i bio velika podrska.

Zahvaljujem se i ostalim clanovima komisije: Dori Selesi, Stevanu Pilipovicu, Srboljubu
Sitmiéu i BoZidaru Jovanovicu.

Sanja Ruzicié
Novi Sad, novembar 2019. godine
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Mehanika neprekidnih sredina i mo-
deliranje protoka fluida

Sva materija u prirodi se matematicki opisuje pomoc¢u modela u koje spadaju tecnosti,
gasovi i ¢vrsta tela. Karakteristika fluida u koje spadaju te¢nosti i gasovi je da se krecu usled
delovanja sile, ali se ne zaustavljaju ¢ak ni kada se delovanje te sile prekine, i u nastavku
¢emo akcenat stavljati na opisivanje kretanja fluida. U mehanici neprekidnih sredina fluid
karakteriSu njegova gustina i temperatura (ili specificna entropija), dok je kretanje opisano
uz pomo¢ brzine. Sve promene u vremenu se opisuju uz pomo¢ parcijalnih diferencijalnih
jednacina. Matematicka teorija u mehanici neprekidnih sredina je zasnovana na osnovnim
fizickim principima koji se nazivaju zakoni balansa. Zakoni balansa mase, koli¢ine kretanja,
momenta koli¢ine kretanja, energije (ili prvi zakon termodinamike) i entropijska nejednakost
(ili drugi zakon termodinamike) su postulati i oni vaze za sva tela, a proces koji se ponasa
u skladu sa njima se naziva termodinamicki proces. Medutim, ti zakoni ne definiSu svojstva
i ponasanje fluida. Bez tacnog preciziranja materijala od kojeg je fluid sacinjen ne mozemo
da znamo kako ¢e se on ponasati pod uticajem spoljasnjih sila. Specifikacija materijala se
odreduje pomocu konstitutivnih jednacina.

1.1. Kretanje tela

U mehanici neprekidnih sredina se polazi od pretpostavke da su fizicke veli¢ine poput
mase i koli¢ine kretanja povezane sa materijom uniformno rasporedene na datom malom pro-
storu umesto koncentrisane na samo jednom delu i ona opravdava koriS¢enje gustine, brzine,
temperature i drugih termodinamickih veli¢ina prilikom opisivanja kretanja tela (fluida) (za
detaljnije videti [4, 46]).

Posmatramo kretanje tela u vremenu i Euklidskom prostoru R™, m = 1,2,3 i to u dve
konfiguracije: referentnoj i trenutnoj, pri ¢emu je izbor referentne konfiguracije proizvoljan.
Telo B C R™ u referentnoj konfiguraciji se naziva referentno telo, a tacka X € B se naziva
materijalna tacka ili Cestica.



4 1.1. Kretanje tela

DEFINICIJA 1.1. Kretanje tela B je glatko injektivno preslikavanje x : B X R — R™ Fkoje
ne menja orijentaciju sistema i koje svakoj materijalnoj tacki X € B i vremenu t dodeljuje
tacku u prostoru x € R™ (pisemo (X,t) — x(X,t) = z).

Za fiksirano t, preslikavanje x se maziva deformacija u vremenu t i oznacava Se sa
x+(X) = x(X,t). Vazi xo(B) = B i J(X,t) := det Vx¢(X) > 0. Preslikavanje B — B; :=
xt(B) je difeomorfizam.

Oznacimo sa A skup materijalnih tacaka. Neka se skup A u vremenu ¢ preslikava u skup
A; = x¢(A). Tada kazemo da se A deformise u Ay ili da se A; krecée sa telom.

Neka je Py oblast u prostoru koja se krece sa telom, tj. postoji materijalna oblast P takva
da vazi Py = x4 (P) za svako t. Iz injektivnosti funkcije x; sledi

0P, = x1(OP).

PrIMER 1.1. Kontaktni diskontinuiteti o kojima ¢e kasnije biti re¢i su materijalne povrsi, dok udarni
talasi nisu. [

Deformacioni gradijent

DEFINICIJA 1.2. Tenzor' predstavlja linearnu transformaciju iz Euklidskog vektorskog pro-
stora YV C R™ w isti taj vektorski prostor. Drugim recima, tenzor T je linearno preslikavangje
koje vektor v slika u vektor u sto zapisujemo sa Tv = u.

e Neka je m = 3 i neka je {e1,eq,es3} ortonormirana baza vektorskog prostora V. Tada
je komponenta Tj; tenzora T data sa Tij = (T);j = e; - Te;.

o Transponovani tenzor T tenzora T se definise sa u-Tv = v-TTu i po komponentama
vVazl (TT)Z']' = 7}1

o Tenzor T je invertibilan ako postoji njegov inverzni tenzor T~' takav da vaZi TT™! =
T—IT =1, pri cemu je sa 1 oznacen jedinicni tenzor.

o Tenzorski proizvod u ® v vektora u i v je tenzor takav da (u® v)w = (v -w)u vazi za
sve w € V.

o Unutrasnji proizvod dva tenzora T i S se definise sa T : S = tr(STT), pri éemu je sa
tr(T) = >, T oznacen trag tenzora T.

DEFINICIJA 1.3. Neka je M C R™ diferencijabilna mnogostrukost i neka je X € M. Tan-
gentni prostor Tx M je vektorski prostor c¢ija je baza generisana tangentnim vektorima sa
pocetnom tackom X, tj. parcijalnim izvodima u X.

DEFINICIJA 1.4. Diferencijal F : Tx B — T,R™ preslikavanja x: je dat sa

8)@' (X, t)

F(X,t):VXt(X), Fij(X,t): 8X y
J

1 naziva se deformacioni gradijent.

1Ovde navodimo definiciju specijalnog tipa tenzora. Definicija tenzora na mnogostrukostima se moze
pronaéi u [1].



Glava 1. Mehanika neprekidnih sredina i modeliranje protoka fluida 5

Vazi
FFT . TxB - T,R™, F~LFT . LR™ » TxB, z=y:(X).

Kako se u Euklidskom prostoru R™ afina struktura podrazumeva (iza € R™ia+u = b € R™
sledi u = b — a € R™) zakljuCujemo da za dve materijalne tacke X i Y vazi X —Y € Ty B.
Tada se materijalni vektor X —Y slika u F(X —Y,t) € T,R™, gde y = x¢(Y'). Za dovoljno
malo | X — Y|, koristeéi Tejlorov razvoj funkcije x; u okolini materijalne tacke X dobijamo

xe(Y) = xi(X) = F(X,£)(Y = X) 4+ o(|X = Y).

Preslikavanje x; je homogena deformacija ako je deformacioni gradijent F' nezavisan od
materijalne tacke X, tj. ako vazi

Xe(X) —xt(Y)=F(X —Y) za sve materijalne tacke X i Y.

Sledi z —y = F(X —Y) € T,R™, gde = x4(X). Vektor  — y predstavlja prostorni vektor.

Deformacioni gradijent se uz pomo¢ Teoreme o polarnoj dekompoziciji moze zapisati kao
proizvod ortogonalne transformacije R : TxB — T,R™ (RRT = RTR = 1, detR = 1) i
simetri¢nog, pozitivno definitnog tenzora deformacije U ili V/,

F=RU=VR, U=vVFTF,V=VFFT.

Tenzor FTF : TxB — TxB se naziva Grinov tenzor deformacije, dok je Kogijev tenzor
deformacije dat sa FFT : T,R™ — T,R™.

Lagranzov i Ojlerov pristup

Brzina i ubrzanje materijalne tacke X u vremenu ¢ su dati sa

g = KD ey o

O?x(X,1)
ot '

ot?

Koristeéi x(X,t) brzina se moze opisati i kao funkcija koja zavisi od z i ¢t na sledeé¢i naéin

v(z,t) :X(Xil(xvt)’t) i X(X,t) = v(x(X,1),1).

U mehanici neprekidnih sredina se koriste dva pristupa prilikom opisivanja kretanja: materi-
jalni (Lagranzov) i prostorni (Ojlerov). U Ojlerovom pristupu se prati ponasanje nekog polja
u fiksiranoj tacki u prostoru, dok Lagranzov pristup prati ponasanje polja na trajektorijama
cestice. Vektorsko polje v predstavlja prostorni opis brzine.

Napomena. Prilikom modeliranja protoka fluida se uglavnom koristi Ojlerov pristup. Naime,

kod fluida ne postoji prirodna referenta konfiguracija, nego se za referentnu uzima konfiguracija

u nekom fiksiranom vremenu tg.
U opstem slucaju, ako sa pr(X,t) ozna¢imo materijalni opis skalarnog, vektorskog ili ten-
zorskog polja u materijalnoj tacki X € B i vremenu ¢, onda je njemu odgovarajuci prostorni
opis u x = x(X,t) i vremenu ¢ dat sa

90(1" t) = @R(Xil(xv t)v t)‘

Dodatno, pr(X,t) = ¢(x(X,t),t). Ukoliko ne bude postojala moguénost zabune, uglavnom
¢emo koristiti istu oznaku za materijalni i prostorni opis nekog polja.
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U nastavku ¢emo sa V, Div i Curl oznacavati materijalni gradijent, divergenciju i rotor,
a sa grad, div i curl prostorni gradijent, divergenciju i rotor. Veza izmedu prostornog i
materijalnog gradijenta skalarnog polja ¢, odnosno vektorskog polja h je

Vo =FTgrady, Vh= (gradh)F

redom. Gornje relacije se dobijaju koriséenjem formule za izvod slozene funkcije. Na primer,
prvu relaciju dobijamo iz

Ip(X, 1) dp(z,1) 6Xz X,t) & Op(,t) _
X - ; 2. ZFM (X ) =g ==x(X,1).
Dalje, sa
, dp(X,t
SO(X,t)Z(p(at )

¢emo oznacavati materijalni izvod po vremenu polja ¢, a sa
Op(z,1)
ot

prostorni izvod po vremenu polja ¢. Veza izmedu materijalnog i prostornog izvoda po vre-
menu je

5t90(55a t) =

¢ =0p+v-gradp, h=0oh+ (grad h)v,

pri ¢emu ¢ predstavlja skalarno polje, a h vektorsko polje (dokaz videti u [50]).
Ponasanje deformacionog gradijenta tokom vremena moze se opisati jednac¢inom

F=LF L =gradv,

pri ¢emu L predstavlja gradijent brzine v koji se moze rastaviti na simetrican i koso-
simetrican deo

1 1
L=D+W, gde D= §(L+LT), W= 5(L—LT). (1.1)

1.2. Zakoni balansa mase, kolicine kretanja i momenta kolicine
kretanja

Za sada ¢emo pretpostaviti da je kretanje glatko zajedno sa svim termodinamickim po-
ljima koja opisuju to kretanje. Neka je kao i ranije P oblast u prostoru koja se krece sa
telom, tj. postoji materijalna oblast P takva da P; = x:(P) za sve t. Neka su sa pr i ¢
oznaceni materijalni i prostorni opis nekog polja. Tada vazi

plat)do = [ pr(X.OJ(X0dX, &= x(X.0), J(X,t) = det F(X. 1),
Pt P
pri ¢emu su sa dx i dX oznacene standardne FEuklidske mere u R™, odnosno B.
U nastavku ¢emo Cesto koristiti Rejnoldsovu transportnu jednacinu koja igra vrlo vaznu
ulogu u mehanici neprekidnih sredina

/ cpd:c:/ goRJdXz/ (¢ + ¢ divv)dz. (1.2)
P P P
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Dokaz relacije (1.2) se moze naéi u [50].
Globalni oblik zakona balansa mase (ili zakona odrzanja mase) je dat sa

M('Pt) = /73 p(z,t)dx =0,

sto znaci da masa M (P;) ne zavisi od odabira referentne konfiguracije, tj. bez obzira na to
kako je telo deformisano ukupna masa se ne menja. Gustinu mase u tacki (z,t) ozna¢avamo
sa p(x,t). Koristeéi Rejnoldsovu transportnu jednacinu (1.2) dobijamo lokalni oblik zakona
balansa mase

p+pdive=0 ili p;+div(pv) =0,

koji se naziva i jednacina kontinuiteta. Koli¢inu kretanja oblasti P; koja se krete sa telom
¢emo oznacavati sa [(P),

(Py) = /Pt p(x,t)v(x,t)dr,

dok ¢e moment koli¢ine kretanja oblasti P, biti oznacen sa a(P;),
a(Py) ::/ r(z) x (p(z,t)v(z,t))dz.
Py

Vektor r(z) predstavlja vektor polozaja koji odgovara tacki x € R™ i odreduje se u odnosu na
koordinatni pocetak u R™. Moze se pokazati da vazi I = v, $to ¢e biti koris¢eno u nastavku.

Zakon balansa koli¢ine kretanja? govori da je promena po vremenu koli¢ine kretanja
[(P;) u oblasti P; koja se krece sa telom jednaka ukupnoj sili koja deluje na tu oblast,

m:/ tin)da+ | fdz.
0Py Pt
U gornjem izrazu t(n) = t(n(z,t),z,t) predstavlja gustinu povrsinske sile koja deluje na rub
oblasti (orijentisanu povrs) P, n je jedini¢ni vektor spoljasnje normale, dok se sa f oznacava
gustina zapreminskih sila. Dakle, ukupna sila predstavlja zbir kontaktnih sila koje deluju na
OP; i spoljasnjih zapreminskih sila (na primer gravitaciona® i elektromagnetna sila), nastalih
usled delovanja fizickog polja na oblast P;. Moze se pokazati da postoji tenzor T takav
da vazi t(n) = Tn (videti dokaz Kosijeve teoreme u [50]). Tenzor T se naziva KoSijev
tenzor napona i on karakterise kontaktne sile koje se javljaju samo usled direktne interakcije
izmedu molekula i naglo opadaju sa porastom rastojanja izmedu elemenata u interakciji.
Njihovo ponasanje zavisi od karakteristika tela koje se posmatra, sto znaci da specifican oblik
Kosijevog tenzora napona opisuje svojstva materijala ¢ije se kretanje posmatra. Detaljnija
analiza zapreminskih i kontaktnih sila se moze naci u [4].

Posebno znacajan ¢e nam biti lokalni oblik zakona balansa koli¢ine kretanja

pv=divT +f ili 0O(pv)=div(T —pveVv)+f.

Zakon balansa momenta kolicine kretanja govori da je promena po vremenu mo-
menta koli¢ine kretanja a(P;) u oblasti P; koja se krece sa telom jednaka ukupnom momentu
te oblasti,

a(P):/ rxtn)da+ [ rxfdx.
0P Pt

Balans momenta koli¢ine kretanja implicira simetricnost Kosijevog tenzora napona,
T=T1".

2Tli Drugi Njutnov zakon F = ma.
3Gravitaciona sila je proporcionalna masi elementa na koji deluje.
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1.3. Prvi i drugi zakon termodinamike

Balans energije ili prvi zakon termodinamike kaze da je promena ukupne unutrasnje
E(P,) i kineticke energije K(P;) jednaka zbiru toplotnog protoka Q(P;) i spoljasnje snage
W(pt)7 t.]

EP) + K(Py) = Q(Py) + W(Py),

gde
Lo
kP = [ Solvitds,
Py 2
W(Py) := Tn-vda+ | f-vdzx,
0P Pt
Q(P;) ::/ q-nda+ gdz,
OP: P
E(Py) := | pedz.
Pt

U gornjim jedna¢inama D predstavlja simetri¢ni deo gradijenta brzine L (videti (1.1)), n je
jediniéni spoljasnji vektor normale na Py, skalarno polje e = e(p(z, ), 0(z,t), z,t) predstavlja
specifiénu unutragnju energiju®, sa q = q(p(z,t),0(x,t),x,t) je oznacen toplotni protok, a sa
q=q(p(z,t),0(x,t),z,t) gustina zapreminskog toplotnog doprinosa. Apsolutna temperatura
je oznacena sa 0 = 6(z,t) > 0. Moze se pokazati (videti [50]) da vazi

WP) = | T:Ddw+K(P).

Napomena. Ukupni toplotni doprinos Q(P;) se predstavlja kao zbir stope po kojoj se toplota
prenosi u P; preko OP; i stope po kojoj toplota nastaje u Py pod razli¢itim spoljasnjim uticajima
(npr. zra¢enjem). Treba napomenuti da se u literaturi pojavljuje i znak - ispred prvog izraza
u Q(P;). Taj znak zavisi od smera vektora q i njegovog odnosa sa vektorom n.

Lokalni oblik zakona odrzanja energije je dat sa
pe =T :D+divq+q ili 0O(pe) =T : D+ div(q — pev) + gq. (1.3)

Postoji vise interpretacija entropije ([91]). Jedna od njih vidi entropiju kao meru neure-
denosti sistema nastalu usled fluktuacija atoma i molekula, dok toplota predstavlja dodatni
transfer energije nastao zbog istih fluktuacija. Oblasti koje se kre¢u sa telom mogu da proi-
zvode entropiju, i ta ¢injenica pravi osnovnu razliku izmedu energije i entropije. Entropijska
nejednakost se zasniva na ¢injenici da sistem tezi da poveca neuredenost sistema (entropiju),
Sto znaci da je ukupna produkcija entropije u P, (oznac¢avamo je sa H(P;)) nenegativna, pa
vazi

H(P,) > 0.

Ukupna produkcija entropije u P; jednaka je razlici izmedu stope po kojoj raste ukupna
entropija u P (ukupna entropija u P; ¢e biti oznacena sa S(P;)) i stope prirastaja entropije
J (Py), koja predstavlja stopu po kojoj se entropija prenosi u P;. To zapisujemo sa

H(P:) = S(Pr) = T (Pr),

4Reé “specifitna” znadi da se meri po jedinici mase.



Glava 1. Mehanika neprekidnih sredina i modeliranje protoka fluida 9

gde

T (Py) := / j-nda+ | jdxr, S(Py):= [ psdaz.
0Pt P P
Skalarno polje s = s(p, 0, x, t) predstavlja specificnu entropiju, vektorsko polje j = j(p, 0, x,t)
protok entropije, a j = j(p,0,z,t) zapreminsku produkciju entropije. Toplotni protok q i
protok entropije j imaju isti pravac i njihova veza je data preko apsolutne temperature 6,

a . q

= = ==, 1.4

Koristeéi relaciju (1.4) dobijamo oblik entropijske nejednakosti koji se naziva Klausius-
Dijemova nejednakost (eng. Clausius-Duhem inequality) koja je manifestacija drugog zakona
termodinamike. Lokalni oblik entropijske nejednakosti je dat sa

. . (4 q .. . (4 q
ps > div (5> + 9 ili  Oi(ps) > div (5 — psv) + 9 (1.5)

Zakon balansa (nejednakost) entropije sluzi kao merilo za termodinamic¢ku dopustivost
termodinamickog procesa.

Napomena. Entropijska nejednakost (1.5) se, pod odredenim uslovima ([89]), moze dobiti i
iz. zakona balansa energije (1.3) preko Gibsove relacije

6Ds(p,8) = De(p,0) + p(p, G)D(%), (1.6)

pri ¢emu simbol D predstavlja diferencijal u odnosu na promenljive (p, 8), tj.
D= [3 ﬁ}
dp 00

Kombinovanjem prvog i drugog zakona termodinamike dobijamo disipacionu nejedna-
kost

1
pé—p@é—T:D—gq-gradHSO. (1.7)

Ona ima smisla samo ako veli¢ine koje opisuju kretanje ne razvijaju prekide, jer se izmedu
ostalog ona dobija koriséenjem formule za izvod slozene funkcije. Medutim, Klausius-Dijemo-
vu nejednakost ¢emo koristiti i prilikom provere dopustivosti procesa kod koga neka od
termodinamickih veli¢ina razvija prekide u kona¢nom vremenu.

Ukoliko zanemarimo sve termalne efekte (apsolutna temperatura je konstantna, tj. 6 =
0y) dobijamo proces koji se odvija pod mehanickim uticajem ili izoterman proces, pa kon-
stitutivne jednacine zadovoljavaju disipacionu nejednakost koja vazi u mehanickoj teoriji

pp—T:D=-5<0,

gde 1) = e — s predstavlja slobodnu unutrasnju energiju, a 6 > 0 disipaciju. Ovaj zakon
govori da promena slobodne (ukupna slobodna energija se oznacava sa F(P;)) i kineticke
energije nece biti jednaka spoljasnjoj snazi, nego ¢e doé¢i do disipacije, Sto zapisujemo sa

D(P) = W(P)) — (F(P) + K(P)) 20, D(Py) = [ e, PPy = [ o
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Napomena. Kako ¢e u ovoj disertaciji akcenat biti stavljen na opisivanje protoka fluida i
jednacine ¢e biti date u prostornoj konfiguraciji, ne¢emo navoditi prethodno date zakone ba-
lansa u referentnoj (Lagranzovoj) konfiguraciji. Izvodenje se moze pronaéi u [28, 50]. Napome-
nimo da se prilikom prevodenja iz jedne u drugu konfiguraciju koristi veza S = (det F)TF~T|
pri cemu S predstavlja napon po jedinici povrSine u referentnom telu B i naziva se Piola-
Kirhofov tenzor napona.

1.4. Konstitutivne jednacine

Zakon odrzanja mase, kao i zakoni balansa koli¢ine kretanja i momenta koli¢ine kreta-
nja ne prave razliku izmedu tipova materijala od kojih je telo sacinjeno i kao takvi nisu
dovoljni da u potpunosti opisu ponasanje nekog tela. Za to sluze konstitutivne jednacine
koje treba da budu invarijantne u odnosu na promenu sistema referencije (fizicke osobine
materijala i njegovo ponasanje ne zavise od posmatraca) i da budu konzistentne sa disipa-
cionom nejednakoséu, jer samo takve imaju fizickog smisla ([50]). Jednaéine koje odreduju
termodinamicki proces (zakoni balansa mase, koli¢ine kretanja, momenta koli¢ine kretanja i
energije), zajedno sa konstitutivnim jednacina daju zatvoren sistem evolucionih jednacina.

DErFINICIA 1.5 (Glava 3 u [34]). Termodinamicki proces je

(i) adijabatski ako su toplotni protok i gustina zapreminskog toplotnog doprinosa jednaki
nuli (q=017q=0). Utom slucaju kazemo da materijal ne provodi toplotu.

(ii) izoterman ako je apsolutna temperatura 6 konstantna. Svi izotermni procesi su adija-
batski.

(iii) izentropski ako je specificna entropija s konstantna, tj. postoji funkcija § : B — R takva
da vazi

s(z,t) = 5(X), x=x(X,1).

Opsti oblik konstitutivnih jednacina je dat sa
(X, 1) = D(A(X, 1), X). (1.8)

Na taj nacin jedno polje (u ovom sluc¢aju ®) predstavljamo preko drugog (A). Ukoliko relacija
(1.8) ne zavisi od materijalne tacke X, kazemo da je telo homogeno.

U vedini slucajeva dva posmatraca nete zabeleziti isto kretanje nekog tela. Prelazak sa
jednog na drugog posmatraca je preslikavanje F — F* koje se za svako t definise preko
rotacije i translacije posmatranog prostora,

at =y(t) + Qt)z,
pri éemu je sa Q(t) oznacena rotacija®, a y(t) predstavlja neku tacku u prostoru.
PRIMER 1.2. Kao jedan primer navodimo Galilejeve transformacije koje x € R? preslikavaju u

z* = Qx + ut + const,

gde Q) =Q, QQT =TiueR3. n

*Rotacija R je ortogonalna tranformacija takva da RRT =1 idetR = 1.



Glava 1. Mehanika neprekidnih sredina i modeliranje protoka fluida 11

Jedan od osnovnih postulata u mehanici je da konstitutivne jednac¢ine ne zavise od po-
smatraca (kazemo jo$ i da su invarijantne u odnosu na promenu sistema referencije), sto se
moze zapisati na sledeéi nacin:

Ako ®=d(A) tada D* = D(A¥).

DEFINICIJA 1.6. (i) Materijalne tacke, materijalni vektori i skalarna polja su invarijntni
u odnosu na promenu posmatraca. Na primer, p* = p.

(ii) Vektorsko polje g je indiferentno u odnosu na promenu posmatraca ako vazi
g =Qs

(iii) Tenzor G je indiferentan u odnosu na promenu posmatraca ako za bilo koja dva vek-
torska polja g i h indiferentna u odnosu ma promenu posmatraca vazi

iz h=Gg sledi h*=G"g".
Tada G* = QGQT.

Napomena. Moze se pokazati da je Kosijev tenzor napona indiferentan u odnosu na promenu
posmatraca, tj. vazi T* = QT QT . Indiferentnost Kosijevog tenzora napona je posledica zahteva
da fizi¢ki zakoni budu nezavisni od posmatraca (za detalje videti [50]).

1.5. Zakoni balansa na udarnom talasu

Prilikom modeliranja kretanja nekog tela (ili fluida) mora se uzeti u obzir da je moguée da,
uprkos tome $to je kretanje neprekidno, neka veli¢ina (gustina, brzina, tenzor deformacije,
Kosijev tenzor napona,...) razvije prekid na nekoj povrsi. Moze da dode do pojave udarnih
talasa, koji ¢e biti veoma znacajni u ovom radu. Na primer, moze se desiti da u slucaju
kontakta dva razli¢ita materijala (npr. voda i vazduh) gustina razvije prekid na granici
[106]. U takvim slucajevima zakoni balansa se moraju modifikovati. Naime, van prekida
¢e vaziti zakoni balansa za glatko kretanje koji su prethodno navedeni, dok se na prekidnoj
povrsi moraju definisati odgovarajuéi zakoni balansa. Zakoni balansa na udarnom talasu se
nazivaju Rankin-Igonoovi uslovi.

DEFINICUIJA 1.7. Udarni talas je glatka orijentisana povrs C(t), sa granicom, kroz B koja
zadovoljava uslove

1. C(t) razdvaja referentno telo B na oblasti B'(t) i B'(t) takve da

B(t) =B (t)uB"(t), C(t)=B(t)NB"(t);

2. preslikavangje x je neprekidno na C(t);

3. brzina i deformacioni gradijent imaju prekid na C(t), a neprekidni su van udarnog
talasa.

Skok wvelic¢ine ¢ na udarnom talasu éemo oznacavati sa [p] = ¢" — @' ako sledeéi limesi
postoje

¢" = lim o(z + hn(z,1),t), ¢ = lim p(z — hn(z,t), 1),
h—0 h—0

pri cemu je sa n oznacen jedinicni vektor normale na C(t) orijentisan u pravcu B (t).
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Kako bismo definisali zakone balansa na udarnom talasu koristimo Ojlerov oblik trans-
portne relacije koja uopstava Rejnoldsovu relaciju datu sa (1.2),

/ cpdx:/ (gb—i—godivv)da:—/ [p(c —n-v)]ds,

Py Py PtﬂC(t)

pri ¢emu je sa ¢ = ¢(z,t) data brzina udarnog talasa C(t) u pravcu vektora normale n.
Zakoni balansa mase, koli¢ine kretanja i energije na udarnom talasu u prostornoj konfi-

guraciji su redom dati sa

[p(c=m-v)] =0
[ple—n-v)v] = ~[T]n (1.9)
[p(e + 5Iv)(c —=n-v)] = =[Tv] -n+[q] n.

Izvodenje uslova (1.9), kao i analogni uslovi u materijalnoj konfiguraciji se mogu naéi u [50].

1.6. Modeliranje protoka fluida

U mehanici neprekidnih sredina se pretpostavlja da fluid u vremenu ¢ u potpunosti ka-
rakteriSu njegova gustina p = p(z,t) > 0 i apsolutna temperatura § = 0(x,t) > 0 i da je
njegovo kretanje odredeno poljem brzine v = v(x,t). Sve ostale promenljive, kao $to su
termodinamicke funkcije: pritisak p, specifi¢cna unutrasnja energija e i specifi¢na entropija s
se opisuju pomoéu p i 6 i konstitutivnih relacija®. Kao $to je ranije receno, za opis kretanja
fluida se po pravilu koristi Ojlerov pristup (prostorna konfiguracija). Fluide razlikujemo od
drugih materijala po obliku Kosijevog tenzora napona

T:S’U_p]-7

pri cemu S, predstavlja viskozni tenzor napona.

Viskoznost je mera fluidnog otpora slobodnom teCenju. To je otpor kojim se slojevi
fluida suprostavljanju relativnom kretanju jednih u odnosu na druge. Stisljivost je osobina
fluida da pri promeni temperature i pritiska menja zapreminu. Svi fluidi u prirodi (kao
i materijali) do neke mere ispoljavaju viskoznost i provode toplotu. Medutim, neke fluide
mozemo klasifikovati kao elasti¢ne koji ne provode toplotu, a to znadi da su viskoznost i
provodljivost toplote zanemarljivi. U tom slucaju se Kosijev tenzor napona svodi na sferni
tenzor T = —p(p,0)1, gde p predstavlja hidrostaticki pritisak.

Pritisak p i specificna unutrasnja energija e zadovoljavaju Maksvelovu relaciju

de(p,0) 1 Ip(p, )
by = P00 ) (10
koja je ekvivalentna Gibsovoj relaciji (1.6). Naime, (1.6) se moze zapisati na slede¢i na¢in

ds Oe 0s Oe 1
80 90’ ap ap o
Diferenciranjem prve jednacine po p i druge po 6, a zatim kombinovanjem dve jednacine se

dobija relacija
os __1p

ap  p*00
iz koje sledi (1.10).

SMoguée je da @ i s zamene uloge. U tom slu¢aju pretpostavljamo da trojka {p,s, v} karakterise kretanje
fluida, a 0 je funkcija od p i s. Medutim, tada ne postoje fizicka resenja sa prekidima.
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PRIMER 1.3. U slucaju kada je posmatrani fluid jednoatomski gas veza izmedu p i e je data sa

P(p.6) = 2 pe(p.6). (1.11)

Koris¢enjem relacije (1.10) moze se pokazati da (1.11) vazi ako i samo ako postoji funkcija h takva
da

p(p,0) = 9%h<9%)~ (1.12)

Za linearnu funkciju h dobijamo p = Rpf, gde je sa R > 0 oznacena univerzalna gasna konstanta.
Formula (1.12) se moze primeniti i u slucaju nekih realnih gasova (videti [46]). L]

Visedimenzionalni protok stisljivog, neviskoznog fluida koji ne provodi (ili slabo provodi)
toplotu se opisuje Ojlerovim jednac¢inama iz gasne dinamike

dip +div (pv) =0
di(pv) + div (pv @ v) + grad p(p,0) = 0 (1.13)

O (p(%v v+ e(p, 9))) + div (pv(%v -v+e(p,0)) + pp, G)V) =0.

Ovde je Kosijev tenzor napona dat sa T' = —p(p,0)1, a izraz E = 1p(v - v) + pe predstavlja
gustinu energije. Zbog pretpostavke da fluid ne provodi ili slabo provodi toplotu, toplotni
fluks se moze zanemariti (tj. proces je adijabatski q = 0, ¢ = 0). Takode, pretpostavljamo
da nema uticaja zapreminskih sila, tj. f = 0.

Model (1.13) se moze dodatno uprostiti. Ukoliko je termodinamicki proces izoterman ili
izentropski, strujanje fluida ¢e biti u potpunosti opisano zakonima odrzanja mase i koli¢ine
kretanja, kao i konstitutivnim relacijama. U takvim situacijama pretpostavljamo da se
sve promene specifitne unutrasnje energije koje se manifestuju kroz promenu temperature ili
specifi¢ne entropije mogu zanemariti. Glatki izentropski (ili izotermni) procesi ¢e automatski
zadovoljavati zakon odrzanja energije. U tom sluc¢aju ¢e pritisak zavisiti samo od gustine,
tj. vazi¢e p = p(p). Napomenimo da, iako uproséen takav model ¢e matematicki biti dobro
postavljen i mo¢i ¢e da dovoljno dobro opise veliki broj fizickih procesa.

1.6.1. Jednodimenzionalni sistemi gasne dinamike sa nepozitivnim priti-
skom

U slucaju kada se promene u kretanju fluida duz dva pravca mogu zanemariti, protok
fluida opisujemo jednodimenzionalnim zakonima odrzanja. Jednodimenzionalni izentropski
ili izotermni sistem gasne dinamike kod koga je zanemaren uticaj zapreminskih sila je dat sa

Oip + 0x(pu) =0,  dy(pu) + dx(pu” + p(p)) = 0,

gde su sa p > 0 i u oznacene gustina i brzina tog gasa. Nas ¢e posebno interesovati sistemi
gasne dinamike sa nepozitivnim pritiskom: model gasne dinamike bez pritiska, model za
Capliginov gas, kao i njegova uopstenja.

U viSedimenzionalnom obliku sistem gasne dinamike bez pritiska (p(p) = 0) modelira
nastanak velikih struktura u svemiru (videti [108]), dok se jednodimenzionalni oblik naziva
i model lepljivih Eestica, jer opisuje kretanje cestica koje se nakon sudara slepe i nastave da
se kreéu kao jedna, pritom zadovoljavajuéi zakon odrzanja mase i koli¢ine kretanja ([12]).

Nekada se verovalo da se Sirenje svemira usporava, pre svega zbog delovanja gravitacije.
Merenjem udaljenosti izmedu galaksija je uoceno da se nekada svemir Sirio sporije nego
sada. Iako postoji nekoliko teorija, jo$ uvek se ne zna Sta tacno uzrokuje tu pojavu, ali je
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novi misteriozni sastojak u svemiru dobio ime: tamna energija. Oko 68% svemira ¢ini tamna
energija, a 27% tamna materija ([114]).

Zanimljivo je da je 1917. godine Albert Ajnstajn” uveo kosmolosku konstantu kako bi mu
omogucila da dobije stacionarno kosmolosko resenje (pretpostavljao je da je svemir statican).
Medutim, 1931. godine americki astronom Habl® je dokazao da se svemir $iri i to velikom
brzinom, nakon ¢ega se veliki broj nau¢nika okrenuo ka nestatickim relativistickim modelima,
a Ajnstajn odbacio svoju ideju o kosmoloskoj konstanti nazvavsi je najvetom greskom u svom
zivotu. Ideja o kosmoloskoj konstanti nikada do kraja nije odbacena i sa pojavom tamne
energije se ispostavilo da Ajnstajn ipak na kraju nije bio potpuno u pravu. Naime, kasnije
su naucnici iskoristili kosmolosku konstantu da objasne tamnu energiju u svemiru, jer se
ispostavilo da ona daje najprecizniju ocenu za vrednost tamne energije (videti [113, 115]).

Zbog toga se u poslednje vreme znacajna paznja posvecuje sistemima zakona odrzanja
koji se mogu primeniti u kosmologiji.

Sistem zakona odrzanja

Oip + Oz (pu) = 0,

C (1.14)
O(pu) + 0y (pu2 - p—a) =0,
se koristi kao model za tamnu energiju u svemiru. To je model za stisljive fluide kod kojih
je pritisak negativan i obrnuto proporcionalan gustini,

p(p):—g C>0,0<a<l,

o
gde je sa p > 0 data gustina, a u predstavlja brzinu fluida. Postoji znacajna razlika izmedu
modela (1.14) sa parametrom a € (0,1) i sa o = 1. Kada je & = 1, model se naziva
éapliginov gas, dok u suprotnom, za a € (0,1) dobijamo model za uopsten éapliginov gas.
Kasnije ¢emo pokazati da ta dva modela karakterisu razlicite osobine pa se analiza njihovih
resSenja ne moze objediniti.

Treba napomenuti da je éapliginov model sa o« = 1 prvo koriséen u aerodinamici.
éaupligin9 u [22] navodi taj model kao pogodan za opisivanje aerodinamicke sile na krilima
aviona koja je normalna na smer kretanja vazduha. Tek kasnije su éapliginov model i njegova
uopstenja pocela da se koriste u kosmologiji (videti rad [54] i literaturu navedenu u njemu).
Polazi se od pretpostavke da je svemir koji prolazi kroz razli¢ite faze ispunjen éapliginovim
gasom. Prilikom prelaska iz jedne u drugu fazu, svemir prolazi kroz sredisnju fazu koja je
mesavina kosmoloske konstante i jos nekih oblika materije. Modeli za éapliginov gas opisuju
tranziciju iz jedne u drugu fazu. To objasnjava pojavu uopstenih modela za éapliginov gas
koji zavise od konstante o € (0, 1]. Na primer, slu¢aj o = % odgovara evoluciji svemira kroz
sredisnju fazu koja je mesSavina kosmoloske konstante i radijacije.

" Albert Einstein (1879-1955), teorijski fizi¢ar, dobitnik Nobelove nagrade za fiziku.
8Edwin Hubble (1889-1952), jedan od najznacajnih astronoma u istoriji.
9Sergey Alexeyevich Chaplygin (1869-1942), ruski fiziGar i matematicar.
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Jednodimenzionalni hiperboli¢ni sis-
temi zakona odrzanja

Zakone balansa oblika
OH (U(z,t),x,t) +divG(U(z,t),x,t) = P(U(x,t),z,t), UeR"

definiSemo u vremenu i prostoru dimenzije k € N (t € R,z € R¥), ali kada ih prime-
njujemo u mehanici neprekidnih sredina kretanje u prostoru opisujemo u najvise tri di-
menzije. Neke procese u prirodi mozemo opisati zanemarujuc¢i promene u dve prostorne
dimenzije (protok gasa kroz cev, vibraciju elasti¢ne zice i sli¢no). U tim slucajevima pret-
postavljamo da cestica ne menja pravac prilikom kretanja, sto znaci da se sredina moze
modelirati kao jednodimenzionalna. To je znacajno, jer se sa povetanjem dimenzije problem
znacajno komplikuje, a teorija visedimenzionalnih sistema je jos uvek velika nepoznanica
(videti [6, 28, 65, 69, 107]). Pored toga, teorija jednodimenzionalnih sistema se uglavnom ne
moze primeniti na visedimenzionalne sisteme.
Jednodimenzionalni sistem zakona balansa dat je u obliku

O H (U(x,t),x,t) + 0,G(U(z,t),x,t) = P(U(x,t),z,t), (2.1)

gdeU = (ug,...,up) € R"iG=(g1,...,9n), H=(h1,...,hyn), P = (p1,...,pn) : R" = R™.
Funkcija G se naziva fluks funkcija. Homogen sistem zakona balansa (p;(u(zx,t)) = 0 za svako
i =1,...,n) naziva se sistem zakona odrZanja. U nekim sluCajevima on se moze zapisati u
kanoni¢kom obliku

QU (x,t) + 0, F (U(x,t)) = 0. (2.2)

U slucaju kada je n = 1 posmatramo jedan skalarni zakon odrzanja. Skalarni zakoni odrzanja
su znacajni, ali se o njima dosta zna i u veéini slucajeva se njihova analiza ne moze uopstiti
na sisteme.
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2.1. Hiperboli¢nost i resenja

Posebnu paznju posveéujemo (strogo) hiperboli¢nim sistemima zakona odrzanja kod kojih
se resenje moze predstaviti u obliku talasa i koje karakteriSe konac¢na brzina prostiranja.

DEFINICLJA 2.1. Sistem (2.2) je hiperbolican ako za svako U € O, gde je O C R™ otvoren
skup, Jakobijan matrica DF(U) ima n realnih karakteristicnih korena A\ (U) < ... < A\, (U)
i n linearno nezavisnih (desnih) karakteristicnih vektora r1(U),...,r,(U) takvih da

DF(U)r(U) = NU)r(U), i=1,...,n.

i—ti karakteristicni koren \; matrice DF(U) naziva se jos i i—ta karakteristicna brzina si-
stema (2.2). Par (\i,r;) ¢inii—to karakteristicno polje (ili familiju).

DEFINICIJA 2.2. Sistem (2.2) je strogo hiperbolican ako je hiperbolican i za svako U € O
Jakobijan matrica DF(U) ima n razlic¢itih karakteristicnih korena, tj.

MU) <--- <A (U).

U nastavku ¢e biti jasno zasto je znacajno napraviti razliku izmedu levih i desnih karak-
teristi¢nih korena. Desni karakteristi¢ni koreni su dati u Definiciji 2.1 i predstavljaju vektore
kolona, dok leve karakteristicne korene oznacavamo sa l1(U),...,[,(U). Oni predstavljaju
vektore vrsta i zadovoljavaju uslov [;(U)DF(U) = \(U)l;(U), i = 1,...,n. U slu¢aju kada
je sistem (2.2) strogo hiperboli¢an moze se naé¢i baza levih i desnih karakteristi¢nih vektora
koji se mogu normalizovati tako da vazi

1, i=j

() =1, zi<U>rj<U>=5ij={O i

To znaci da se svaki vektor V' € R™ moze zapisati kao linearna kombinacija vektora baze r;

Koriste¢i prethodno navedena svojstva levih i desnih karakteristicnih vektora, moze se po-
kazati (videti [28]) da ako postoje j, k, j # k takvi da A\;(U) = A\ (U), tada

DA (U) r(U) = DAe(U) 75(U) = 0. (2.3)

Sistemi zakona odrzanja opisuju fizicke procese, pa je logi¢no ocCekivati sisteme u kojima
jednacine imaju nelinearni oblik. Njihova osnovna karakteristika je da c¢ak i sa glatkim
pocetnim uslovom resenje problema moze da razvije prekide u kona¢nom vremenu, sto dovodi
do formiranja udarnog talasa.

Glatko resenje sistema (2.2) je svaka neprekidno-diferencijabilna funkcija U = U(z,t)
koja zadovoljava (2.2) u svakoj tacki domena. éinjenica da zbog specificnih osobina sistema
zakona odrzanja dolazi do pojave prekida u resenju nam govori da ¢emo resenje morati
da potrazimo u nekom prostoru funkcija koje nisu neprekidno-diferencijabilne (na primer u
prostoru ogranic¢enih merljivih funkcija L°).

U svim tackama u kojima je funkcija U neprekidno-diferencijabilna sistem (2.2) se moze
zapisati u ekvivalentnoj, kvazilinearnoj formi U; + DF(U)U, = 0. U suprotnom, proizvod
DF(U)U, nije dobro definisan i kako bismo dobili globalno resenje moramo da radimo unutar
klase funkcija sa prekidima interpretirajuéi sistem u distributivnom smislu.
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DEFINICIIA 2.3. Neka je F' : R™ — R™ glatko vektorsko polje.

o Merljiva funkcija U = U(x,t) definisana na otvorenom skupu D C RxR sa vrednostima
u R™ je resenje u distributivnom smislu sistema zakona odrzanja Uy + F(U)y = 0 ako

4/ (U + F(U)py) dedt =0

vaZi za sve C'—funkcije ¢ : D — R™ sa kompaktnim nosacem.

e Kazemo da je funkcija U : R x [0,T] — R™ resenje u distributivnom smislu pocetnog
problema

U+ FU),=0, U(z,0)=U(z), (2.4)
gde U € L} (R;R™), ako

/OT /Z (Ugy + F(U)g,) dadt + /O:O 0 (2)p(x.0) dz = 0

vazi za sve C'—funkcije ¢ : R x (—o0,T) — R" sa kompaktnim nosacem.

DEFINICIJA 2.4. Funkcija U : Rx[0,T] — R™ je slabo reSenje pocetnog problema (2.4) ako je
neprekidna kao funkcija koja slika [0,T] u prostor Llloc, zadovoljava pocetni uslov i restrikcija
funkcije U na R x (0,T) je resenje u distributivnom smislu sistema (2.2).

Napomena. Moze se pokazati da je svako neprekidno-diferencijabilno resenje takode resenje

u distributivnom smislu, a svako resenje u distributivnom smislu je slabo resenje. Obrnuto ne

vazl.
Dok god su prisutni prekidi u reSenju poc¢etnog problema, slaba resenja prethodno definisana
nisu dovoljna da daju jedinstveno resenje i obi¢no moze da se pronade ¢itava familija slabih
resenja. Da bi se doslo do jedinstvenog resenja moraju se uvesti dodatni uslovi dopustivosti
koji ¢e da iskljuc¢e nedopustiva (nefizicka) slaba resenja. Ti uslovi vrlo ¢esto imaju potporu u
fizici, te se kao jedan od najvaznijih pojavljuje entropijski uslov koji predstavlja manifestaciju
Drugog zakona termodinamike ili nekog drugog fizickog zakona.

Sistem od n zakona odrzanja ima najvise n karakteristika koje povezujemo sa klasi¢nim
reSenjem U.

DEFINICIJA 2.5. i—ta karakteristika sistema (2.2) je C'—funkcija x = x(t) koja predstavija
integralnu krivu ODJ

= N (U 0).

Talasi se prostiru duz karakteristika Sto objasnjava zasto pojava visestrukih karakteri-
sticnih korena znacajno komplikuje analizu sistema zakona odrzanja i utice na ponasanje
resenja. Linearni sistemi zakona odrzanja imaju (najvise) n karakteristika sa konstantnim
koeficijentima pravca koje nakon nekog vremena pocinju da se seku i dolazi do formiranja
udarnog talasa. Ve¢ u slu¢aju nelinearnih! strogo hiperboli¢nih sistema reSenje se znacajno
komplikuje, a jedan od razloga je taj sto karakteristi¢ni koreni, kao i karakteristi¢ni vek-
tori zavise od resenja U. U tom slucaju oblici razli¢itih komponenti u resenju variraju kroz
vreme i dolazi do potencijalnog formiranja udarnog talasa. Takode, nastaje netrivijalna in-
terakcija izmedu razlicitih talasa, snaga talasa koji ostvaruju interakciju se menja i dolazi do
formiranja novih.

Hunkeija F(U) je nelinearna
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2.2. Rimanove invarijante

U teoriji jednodimenzionalnih sistema zakona odrzanja posebnu ulogu imaju skalarne
funkcije koje se nazivaju Rimanove invarijante.

DEFINICLJA 2.6. i—ta Rimanova invarijanta sistema 0yU + 0, F(U) = 0 je skalarna funkcija
w definisana na O koja za svako U € O zadovoljava jednacinu

Dw(U)r;(U) =0.

Korisnost Rimanovih invarijanti naroc¢ito uo¢avamo u sistemima sa slede¢om strukturom.

DEFINICIJA 2.7. Sistem (2.2) je snabdeven koordinatnim sistemom Rimanovih invarijanti
ako postoji n skalarnih funkcija (wq,...,wy) takvih da za svako i,j = 1,...,n, i # j, w;
predstavlja i—tu Rimanovu invarijantu sistema (2.2). To znaci da i—tom karakteristicnom
vektoru odgovara tac¢no (n — 1)—na i—ta Rimanova invarijanta.

Imajuéi u vidu vezu izmedu levih i desnih karakteristi¢nih vektora, kao i gore navedene
definicije dolazimo do sledeéeg zakljucka.

TEOREMA 2.1. Funkcije (w1, ...,wy) definisane na O formiraju koordinatni sistem Rima-
novih invarijanti za sistem OU + 0,F(U) =0 ako ¢ samo ako

=0, akoi#j

. (2.5)
#0, akoi=yj,

Dwi(U) T’j(U) {

tj. ako i samo ako je Dw;(U) levi karakteristicni vektor I;(U) matrice DF(U). To znaci da je
tangentna hiperravan na povrsi nivoa koje odgovaraju w;(U) u tacki U generisana vektorima

Tl(U),. . .,Ti_l(U),TH_l(U), N ,T‘n(U).

Hiperboli¢ni sistemi koji se sastoje iz n, n > 2 zakona odrzanja ¢e biti snabdeveni koor-
dinatnim sistemom Rimanovih invarijanti samo ukoliko, u opstem sluc¢aju predeterminisan
sistem (2.5) koji se sastoji iz n(n — 1) jednacine sa n nepoznatih, ima reSenje. To znaci da
je svaki hiperbolican sistem koji se sastoji iz dva zakona odrzanja snabdeven koordinatnim
sistemom Rimanovih invarijanti.

Napomena. Cesto je zgodno normalizovati desne karakteristicne vektore rq,..., 7, tako da
ou

vazi Dw;(U) r;(U) = é;5, iz Cega se jasno vidi da je 0. =i Koristedi izvod slozene funkcije
-
na proizvoljnoj funkciji ¢ dobijamo '

d¢
=Dor;, i=1,...,n. 2.6
awi v ¢ " ( )

Ukoliko sistem (2.2) posmatramo u kontekstu glatkog resenja i ako pretpostavimo da je
on snabdeven koordinatnim sistemom Rimanovih invarijanti, mnozec¢i ga sa leve strane sa
Dw;, i =1,...,n sistem (2.2) svodimo na ekvivalentnu, dijagonalnu formu

Ow; + A Oyw; =0, i=1,...,n.

To znadi da je za i = 1,...,n funkcija w; konstantna na svakoj i—toj karakteristici povezanoj
sa glatkim resenjem U sistema (2.2).
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2.3. Rankin-Igonoov uslov

Posmatrajmo najpre po delovima konstantnu funkciju U = U(z,t) koja ima prekid na
pravoj ¢ = st i koja je oblika

Ut, x> st
U™, x<st

U(z,t) :{

za neko U, Ut € R", s € R. Funkcija U ¢e biti reSenje (2.2) ako i samo ako vazi
s(UT—-U")=FUY-FU"). (2.7)

Brzina udarnog talasa je oznacena sa s, a uslov (2.7) nazivamo Rankin-Igonoov uslov® (ili
skra¢eno RH uslov). U tom slu¢aju kazemo da je stanje U~ sa leve strane pridruzeno stanju
U™t sa desne strane udarnim talasom brzine s.

Rankin-Igonoov uslov (2.7) mozemo zapisati u ekvivalentnom obliku

(AU, U) = s (UM —U7) =0,

gde je sa
1
AULV):%;DFWU+41—ﬂVﬁh (2.8)

data srednja matrica sa karakteristicnim korenima i levim i desnim karakteristicnim vekto-
rima koje redom oznacavamo sa \;(U, V), 1;(U,V) i r;(U, V). Rankin-Igonoov uslov (2.7) ¢e
biti zadovoljen ako i samo ako je s karakteristi¢ni koren, a U™ — U~ karakteristi¢ni vektor
matrice A(UT,U™).

Rankin-Igonoov uslov se moze definisati i u opstem slucaju kada su levo i desno pocetno
stanje glatka resenja sistema (2.2).

TEOREMA 2.2. Potreban i dovoljan uslov da funkcija

Ur(x,t), z<c(t)

. t>0, (2.9)
Up(z,t), = >c(t)

gde su Up, i Up C'—resenja na njihovim domenima bude slabo resenje pocetnog problema
U+ (FU)) =0, U(z0) =U(z) (2.10)

je

F(Up(c(t),t)) — F(UL(c(t),t))  [F(U)l
) = Ur(e(t),t) [Ul (2.11)

DokAz. Neka je funkcija (2.9) slabo reSenje problema (2.10). Tada za svako ¢ € C(R x
0,00)) vazi

Aw[ZW%+Fwwﬂwﬁ+[zU@®ﬂ%®M=O

2eng. Rankine-Hugoniot condition
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Kako za svako ¢ takvo da supp ¢ C {(x,t) : < ¢(t), t > 0} i C! funkciju Uy, vazi
0= / (Ungr + F(UL)ps) dadt — — / (UL)e + (F(UL))) ¢ dadt,

zakljuc¢ujemo da (Ur); + (F(UL)), = 0 za sve x < c¢(t) i t > 0, a kako je test funkcija ¢
proizvoljna sledi

(UL)t + (F(UL))x =0.

Slicno, zakljuc¢ujemo da (Up); + (F(Up)), = 0.
Dalje,

/ooo /_O:o (U + F(U)py) dzdt + /_O:o v 0)tn 0 dr

c(t) 0o o0
= [T W FUnpn) dwar+ [T [  (Ungu + F(Up)py) (2.12)
0 —oo 0 c(t

+ /_o:o U(x)p(z,0) dz.

Koristeéi formulu

c(t) ()
% Uy dx = (UL (c(t), 1) p(c(t), t) + /_ N (UL)e o + UL o) da

mozemo da izracunamo integrale u gornjem izrazu. Moze se pokazati da vazi
oo pe(t) (9]
/0 / (U + F(UL)py) dzdt :/O (PUL(e(®),1)) = ¢ (OUL(e(t),1) ) (elt), 1) dt

*d C(t)U dxdt
+/o a/m L

/Ooo /C:(UD%&-FF(UD)S%;) dadt = /°°< (Up(c(t),t)) — (t)UD(C(t),t))gp(c(t),t) dt

+/ dt/ Uppdxdt.

Zamenom dva integrala u izraz (2.12) dobijamo
| (FOL®.0) = FUD(elt),1) = (UL(e(t).t) — Un(elt), )¢/ ())i(e(e). 1) dt

+/ dt/ Ugod:vdH—/ U (2)p(x,0)dz = 0,

/ Uz, t)p (xt)dx’ ?:—/_OOU() (z,0)da,

sto je ta¢no ako vazi (2.11). O

Primetite da Teorema 2.2 ima smisla samo ako funkcija U (x, t) ima prekid prvog reda na
krivoj z = ¢(t), tj. ako sledeéi limesi postoje

Utt):= lim U(x,t), U (t):= lim U(x,t). (2.13)

z—c(t)t x—c(t)~

U slucaju kada bar jedna od tih grani¢nih vrednosti ne postoji dolazi do pojave singularnih
(neogranicenih) resenja koje ¢emo analizirati kasnije.
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Moze se pokazati da ¢e po delovima LipSic-neprekidna funkcija koja ima kona¢no mnogo
prekida na krivam oblika = = ~;(t), j = 1,...,n biti reSenje sistema zakona odrzanja
ako skoro sigurno tackasto zadovoljava odgovarajuéi kvazilinearni sistem i Rankin-Igonoove
uslove na svakoj krivoj prekida.

TEOREMA 2.3. Neka je D C R? otvoren skup i neka je data merljiva i ogranicena funkcija
U : D — R. Pretpostavimo da postoji konacno mnogo tacaka P; = (t;,z;), i =1,...,N i
konacno mnogo disjunktnih Lipsic-neprekidnih krivih i, : (ag,bx) = R, k=1,..., M takvih
da vazi:

1. Za svaku tacku P = (x,t), razlicitu od P; koja ne leZi na krivoj y; postoji okolina V' u
kojoj je funkcija U Lipsic-neprekidna.

2. Svaka tacka Q = (v;(t),t), za sve j = 1,..., M ima okolinu V' u kojoj su restrikcije
funkcije U na podskupove VT =V N {zx > v;(t)}, V- =V n{x < v,(t)} obe Lipsic-
neprekidne.

Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
i) U je resenje u distributivnom smislu sistema (2.2).

i1) Funkcija U zadovoljava kvazilinearni sistem Uy + DF(U)Uy = 0 wu skoro svakoj tacki
(x,t). Za svako j =1,...,M i za skoro svako t € (aj,b;) vaZi

V() (U (1) = U; () = F(UF(8) — F (U} (1)). (2.14)

Ako je uslov (2.14) zadovoljen tada su krive v; neprekidno-diferencijabilne.

Dokaz Teoreme 2.3 videti u [14].

2.4. Zaista nelinearni i linearno degenerisani sistemi

Vectina fizickih sistema poseduje jedno ili nekoliko linearno degenerisanih polja, dok su
ostala zaista nelinearna ([94]).

DEFINICIJA 2.8. KaZemo da je za i € {1,...,n} i-ta karakteristicna familija hiperbolicnog
sistema (2.2)

o zaista nelinearna ako za svako U € O vazi
DAY (U) #0, (2.15)

e linearno degenerisana ako za svako U € O vazi

D)\z(U)’I“l(U) =0. (2.16)

Sistem (2.2) je zaista nelinearan ako je svaka karakteristicna familija tog sistema zaista
nelinearna.

Napomena. Primetite da uslov DX;(U)r;(U) = 0 iz Definicije 2.8 znaci da je i—ta karakte-
risticna brzina \; konstantna duz integralnih krivih vektorskog polja koji odgovara r;. Uslov
DX, (U)r;(U) # 0 znadi da vazi ili DA;(U)r;(U) > 0 ili DA\;(U)r;(U) < 0. Tim uslovom se
iskljucuje moguénost da A; delimicno raste, a delimi¢no opada duz odgovarajuc¢ih integralnih
krivih.
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U slucaju kada je sistem (2.2) snabdeven koordinatnim sistemom Rimanovih invarijanti
uslove (2.15) i (2.16) zapisujemo u ekvivalentnim oblicima

O\ O\

Stanje linearne degeneracije moze biti posledica gubitka osobine stroge hiperboli¢nosti.
TEOREMA 2.4. Ako su u hiperbolicnom sistemu (2.2) i—ti i k—ti karakteristicni koren jed-
naki, tj. vazi

N(U)=M(U), Ueo,
onda su i—ta 1 k—ta karakteristicna familija linearno degenerisane.

Obrnut smer Teoreme 2.4 ne mora da vazi, Sto ¢emo kasnije pokazati na primeru modela
za éapliginov gas.

Pretpostavke o zaista nelinearnim i linearno degenerisanim sistemima su znacajne, jer ¢e
nam omoguéiti da reSenje predstavimo u obliku elementarnih talasa (Glava 3).

2.5. Entropija i fluks entropije

Sistemu zakona odrzanja (2.2) moze se pridruziti zakon odrzanja oblika
(U (,1)) +0,Q(U (1)) = 0 (2.17)
ako vazi
DQ(U(z,t)) = Dn(U(x,t))DF(U(x,t)), Ue€O.

U tom sluc¢aju skalarnu funkciju n : R™ — R nazivamo entropijom sistema (2.2), dok skalarna
funkcija @ : R™ — R predstavlja fluks entropije koji odgovara 7. Kazemo da funkcije 7 i
Q@ c¢ine entropijski par (n,Q) za sistem (2.2). Pridruzen zakon odrzanja (2.17) je veoma
blizak Drugom zakonu termodinamike (ili zakonu odrzanja energije) i njegov znacaj lezi u
¢injenici da je svako klasi¢no resenje sistema zakona odrzanja (2.2) automatski i klasi¢no
resenje pridruzenog sistema (2.17).

Napomena. Treba napomenuti da specifitna unutrasnja entropija s (kaZzemo i fizicka entro-

pija sistema) definisana u Glavi 1 nije isto Sto i (matematicka) entropija 7 sistema prethodno

definisana.

Dodatni uslov integrabilnosti koji entropija 7 i fluks entropije @ treba da zadovolje je
D2y(U(x,t))DF (U(x,t)) = DF(U(x,t)) D*n(U(z,t)), U €O. (2.18)

MnoZeéi uslov (2.18) sa leve strane sa 7;(U(z,t))T, a sa desne strane sa 7 (U(z, 1)), j # k
svodimo ga na ekvivalentan oblik

rj(U(:n,t))TDQn(U(ac,t))rk(U(x,t)) =0, jk=1,...,n, j#k. (2.19)

Znacajnu ulogu igraju konveksne entropije, jer je poznato da ukoliko je sistem zakona
odrzanja u kanonickoj formi snabdeven konveksnom entropijom on mora biti hiperbolic¢an.
Kazemo da je entropija konveksna ako je Hesijan matrica D?n pozitivno definitna, tj.

ri(U)D*(U)r;(U) >0, j=1,...,n. (2.20)
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Napomena. U slucaju kada sistem zakona odrzanja (ili balansa) nije dat u kanoni¢kom obliku
(videti (2.1)), problem trazenja entropije i svodi se na problem trazenja matrice B za koju
vazi

Dy(U(z,t)) = B(U(z,t)) DH(U(x,1)).

Jasno, ukoliko je sistem dat u kanoni¢koj formi imamo Dy = BT, jer DH = I.

Uslov (2.18) je dat u obliku sistema koji se sastoji iz %n(n — 1) parcijalnih diferencijalnih
jednacina sa samo jednom nepoznatom 7. U slucaju kada je n = 2 uslov integrabilnosti
(2.18) se svodi na jednu linearnu hiperboli¢nu jednac¢inu drugog reda sa jednom nepoznatom
¢ije resavanje dovodi do velike familije netrivijalnih entropijskih parova koji se pridruzuju
datom sistemu (videti [64]). Inace, ako je n > 3, pojavljuje se problem prederminisanosti
sistema i u tom slu¢aju moze da se desi da sistem ne poseduje ¢ak ni trivijalnu entropiju.
Medutim, kod sistema koji imaju poreklo u mehanici neprekidnih sredina moze se pronaci
bar jedna entropija koja je strogo konveksna i tu znacajnu ulogu mogu da imaju Rimanove
invarijante. Naime, kada je sistem (2.2) snabdeven koordinatnim sistemom Rimanovih inva-
rijanti (w1, ..., w,) problem prederminisanosti sistema nestaje. Zbog toga je zgodno traziti n
i @ kao funkcije od Rimanovih invarijanti. Koristeéi (2.6) i mnozeéi DQ(U) = Dn(U)DF(U)

sa desne strane sa 7;(U) dobijamo
9Q I
= =\,
awj awj
Na slican nac¢in se odgovarajuéi uslov integrabilnosti (2.18) svodi na
2

0°n ~On “on
Ow; 0wy, + 9k ow; + 9k ow,

0, jk=1,....n, j#k, (2.21)

pri ¢emu je funkcija gj; definisana sa

1 0\
= ———=—" k=1,... | # k.
gk )\] — Ak awk, T ) y Ty ] 7&
. o : : L 0 - e
gjk se moze definisati ¢ak i kada je A\; = Ag, jer u tom slucaju vazi S 0, sto se vidi iz
k

(2.3). Koristedi uslov (2.19), moze se pokazati da vazi
gjk:r,JrD2ijk7 jak:17"')n7j7ék7

kao i da Rimanove invarijante uslov konveksnosti entropije (2.20) svode na

9% T2 an
WJr;Tijﬂj@wiZO’ ij=1...,n.

Iako na prvi pogled izgleda da je sistem (2.21) predeterminisan, jer se sastoji iz %n(n -1)
jednacine sa jednom promenljivom, ispostavice se da zbog svojstava Rimanovih invarijanti
to ipak nije slucaj (za detalje videti [28]).

2.6. Jednacine gasne dinamike i osobine

Jednodimenzionalni Ojlerov model iz gasne dinamike koji opisuje kretanje stisljivog, ne-
viskoznog fluida koji slabo provodi toplotu i sastoji se iz jednacina odrzanja mase, koli¢ine
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kretanja i energije je dat sa

Ip + Ox(pu)
By (pu) + 0z (pu” + p(p, 0))
O (p(3u + e(p,0)) ) + s (pu(3u® + e(p, 0)) + up(p,0))

=0 (2.22)
pri ¢emu p > 0 predstavlja gustinu, u brzinu, e > 0 specificnu unutrasnju energiju, p pritisak,
0 > 0 apsolutnu temperaturu, dok F = %pu2 + pe predstavlja specifi¢cnu ukupnu energiju
koja je zbir kineticke energije fluida i energije povezane sa brojem stepena slobode molekula
gasa. Oblik funkcije p = p(p,0) zavisi od gasa koji se posmatra, a tu zavisnost izmedu
termodinamickih veli¢ina dobijamo iz konstitutivnih relacija (videti Glavu 1). Ako je

p

———, p=plp)=Cp", v>1,
(y—=1)p (°)

e(p) =
sistem (2.22) opisuje ponaganje politropnog idealnog gasa3. Sa 7 je oznacena adijabatska
konstanta koja u klasi¢noj kinetickoj teoriji ima oblik v =1+ %, pri ¢emu k predstavlja broj
stepeni slobode molekula gasa (broj nezavisnih promenljivih potrebnih da se opise kretanje
u trodimenzionalnom prostoru, tj. broj nac¢ina na koji molekul u gasnoj ravni moze da se
kreée, rotira ili vibrira). Na primer, atom ima tri stepena slobode, jer moze da se kreée u
svim pravcima u trodimenzionalnoj ravni, dok dvoatomski molekul dodatno moze i da se
rotira pa poseduje pet stepeni slobode (detaljnije videti u [111]).

Za glatka resenja, tre¢a jednacina u (2.22) se moze zapisati na sledeéi nacin

O¢s +udys =0,

pri ¢emu je sa s oznacena (fizicka) entropija sistema, koja je konstantna na svakoj karakte-
ristici sistema.

PRIMER 2.1. Ojlerov sistem (2.22) za politropan gas je strogo hiperbolian, jer su karakteristi¢ni
koreni Jakobijan matrice dati sa

AM=u—p7p, A=u, Az=u++/yplp.

Prva i treéa karakteristicna familija tog sistema su zaista nelinearne, dok je druga linearno degeneri-
sana. ]

Ukoliko pretpostavimo da je entropija s svuda konstantna, sistem (2.22) se pojednosta-
vljuje. Jednodimenzionalni izentropski Ojlerov model iz gasne dinamike odreden je zakonima
odrzanja mase i koli¢ine kretanja

p + 0x(pu) =

0
A (pu) + 0. (pu® + p(p)) = 0, (2.23)

pri ¢emu vazi p/'(p) > 01 pp”(p) +2p'(p) > 0. Te dve osobine garantuju strogu hiperboli¢nost
sistema i konveksnost matematicke entropije. Za politropan gas kada vaz p(p) = Cp?,
v > 1, te osobine su zadovoljene. Podrazumeva se da je p > 0, jer predstavlja gu-
stinu.

Napomena. Vodi se diskusija da li ima fizickog smisla posmatrati slucaj v = 1 kod politrop-

nog gasa. Neki autori (na primer [58]) veruju da sluc¢aj v — 1 ima fizickog smisla, jer su tada
jednadine izotermne gasne dinamike date sa (2.23) i p(p) = Cp.

3Na primer, vazduh se modelira kao politropan gas sa y = 1.4.
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Karakteristika slabih resenja je pojava vakuuma u resenju u kona¢nom vremenu uprkos
pretpostavci o pozitivnosti gustine p u pocetnom uslovu (videti [45]). Jedino $to mozemo da
ocekujemo je da za skoro sve (z,t) komponenta gustine p u slabom resenju nenegativna, tj.
da vazi p(z,t) > 0.

Glatka reSenja sistema (2.23) zadovoljavaju i originalan Ojlerov sistem (2.22). Medutim,
prilikom prelaska na slabu formulaciju gubi se jednakost u zakonu balansa energije, tj. dolazi
do disipacije energije. Na taj nacin dobijamo jos jedan uslov koji je vrlo znacajan za proveru
dopustivosti slabog resenja. Na primer, to je uslov koji je omogucéio eliminaciju oscilatornih
slabih regenja u Ojlerovom sistemu (videti [36, 37]). Tada gustina energije E = $pu’®+e(p)p
igra ulogu matematicke entropije (imamo 7. = F), dok je odgovarajuéi fluks entropije dat sa
Qe = Eu+ p(p)u. Par (ne, Q.) €ini jedan (semi)-konveksan entropijski par za sistem (2.23).

Ako je p > 0, sistem (2.23) se moze transformisati u kanonic¢ki oblik

Op+0,9=0
2 (2.24)
0+ 0:(" - +p(p) =0,

gde je sa ¢ = pu oznalena gustina koli¢ine kretanja. Jakobijan matrica sistema A(p,q) je
data sa

0 1
A(/LQ)Z[QQ ) %]
P
dok su njeni karakteristi¢ni koreni

A(p,q) = % — P (p), X(p,q) = % + /P (p)-

Jasno je da vazi A\ < Ao, pa je sistem (2.23) strogo hiperboli¢an. Sa ¢ = /p/(p) je data brzina
zvuka. Obe karakteristi¢ne familije ovog sistema su zaista nelinearne, tj. vazi DA\;r; > 0,7 =
1,2, pri ¢emu su sa 7; oznaceni desni karakteristi¢ni vektori koji odgovaraju karakteristi¢nim
korenima A;, ¢ = 1,2 i dati su sa

np) = (=1 =2+ \0) e = (1 2+ 0)

Sistem (2.24) ima singularitet na pravoj p = 0 i tada dolazi do pojave vakuuma u resenju
(videti sistem (2.25) dole).

Napomena. Za sistem (2.23) kazemo da je Ojlerov, jer je dat u Ojlerovim koordinatama koje
su prirodnije u analizi protoka fluida. Njemu odgovarajuéi oblik u Lagranzovim koordinatama
se naziva “p—sistem” i dat je sa

O — Ozu =0
Oru + 9xp(v) = 0,

1

gde je sa u oznacena brzina gasa, a sa v = p~ = njegova specificna zapremina. Detaljnija analiza

p—sistema se moze pronadi u [15, 94].

2.6.1. Model za gasnu dinamiku bez pritiska

Neka je dat izentropski model iz gasne dinamike bez pritiska (PGD) koji se dobija iz
Ojlerovog sistema (2.23) uzimanjem p(p) = 0.
Op + 0z (pu) =0

O (pu) + 0z (pu?) = 0. (2.25)
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Ovo je slabo hiperboli¢an sistem sa jednakim karakteristi¢nim korenima X;(p,u) = u, i = 1, 2.
To znaci da su obe karakteristi¢cne familije tog sistema linearno degenerisane, sto je posledica
gubitka osobine stroge hiperboli¢nosti (videti Teoremu 2.4). Sistem (2.25) ¢emo kasnije
reSavati u originalnom obliku, tj. netemo ga prebacivati u kanonicku formu, jer dolazi do
pojave vakuuma u resenju.

Napomena. Sistem (2.25) se moZe dobiti iz viSedimenzionalnog sistema gasne dinamike bez
pritiska
Op + div(pu) =0
Ot (pu) + div(pu @ u) = 0.

Naime, radijalno simetri¢no resenje zadovoljava sistem

Oup + Or(pu) + "——pu =0

(2.26)

B (pu) + 0, (pu?) + = pu® = 0.

r

Za glatka reenja i sa smenom promenljivih p = r"~1p, sistem (2.26) se moze transformisati u
jednodimenzionalni oblik (2.25), pri ¢emu je p zamenjeno sa p (za detalje videti [78]).

Sistem (2.25) poseduje entropiju ali ona nije strogo konveksna ([95]), $to je tipi¢no za
sisteme koji nisu strogo hiperboli¢ni. Entropija 7 i njoj odgovarajuéi fluks entropije @ koji
imaju poreklo u zakonu odrzanja energije su dati sa

1 1
n(p,u) = gpu’,  Qlp,u) = un = g pu’.

Dodatno, funkcije oblika

1 1 .
n(p,u) = gpu”,  Q(p,u) = gpu™, n je parno

predstavljaju semi-konveksan entropijski par za sistem (2.25) (Hesijan matrica D?7 je pozi-
tivno semi-definitna).

Neizentropski model iz gasne dinamike bez pritiska se sastoji iz zakona odrzanja mase i
koli¢ine kretanja datih u (2.25) i zakona odrzanja energije

8t<%pu2 + pe) + 0y (,ou(%u2 + e)) =0.

Sistem je linearno degenerisan sa svim karakteristicnim korenima jednakim w. Semi-konveksni
entropijski parovi su oblika

n(pu,e) = p(R(u) + S(e)),  Qlp,u,e) = p(R(u) + S(e)),
gde R"(x) >0, S'(z) <01i8"(x) > 0 za svako .

2.6.2. Model za éapliginov gas i uopstenja
Model za uopsten éapliginov gas
Posmatramo prvo izentropski model za uopsten éapliginov gas
Oep + Oz (pu) =0,

Or(pu) + 0, (p 2 pC) =0, (2.27)

(e}
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gde a € (0,1). Sistem (2.27) karakteriSe negativan pritisak koji je obrnuto proporcionalan
gustini gasa p. Fizicki domen za ovaj problem je {(p,u)| p > 0}, jer bi u suprotnom pritisak
bio beskonac¢an u vakuumu. Zbog toga ne ocekujemo pojavu vakuuma u resenju, pa sistem
mozemo posmatrati u kanonickom obliku, Sto postizemo uvodenjem nove promenljive ¢ = pu
koja predstavlja gustinu koli¢ine kretanja. Dakle, kanonicki oblik sistema (2.27) je dat sa

Op+ 0:q =0

atQ+ax<q§ B pla) . (2.28)

Zbog jednostavnosti smo pretpostavili da je C' = 1.
Jakobijan matrica sistema (2.28) je data sa

0 1
Alp,q) = —q—2+ap—1—a 2q |,
p? p

dok su karakteristi¢ni koreni matrice A dati sa

1+ 14+

q _lta q _
Al(p,Q)=;—\/&p T, )\2(P,Q)=;+\/ap .

Jasno je da je A\1(p, q) < Aa(p, ¢) odnosno sistem je strogo hiperboli¢an za a € (0,1). Odgo-
varajuéi desni karakteristicni vektori dati su sa

q _ita\T q _1taNT
Tl(p7Q): -1, _*+\/ap 2 ) 7"2(0,(]) = {1, 7+\/ap 2 ;
(-1 ) (5 )
dok su levi karakteristicni vektori jednaki

q EET q _3+a 1
llp7q: _7_\/ap 2, =), 12P7q: _7+\/ap 2, ).
)= (- 4% ) blea=(-5 )

Obe karakteristi¢ne familije su zaista nelinearne, jer

11—« 3to

DAi(p,a)ri(p, a) = DAa(p ) ra(p,q) = Va—5—p~ 2 >0,

Koriste¢i Teoremu 2.1 dobijamo dve Rimanove invarijante v(p, q) i w(p, q)
q 2y/a  _1ta (2.29)

¢ 2ya _1iia
= = 2 = — 2,
v(p,q) p+ T+’ , w(p,q) P g

Lako se pokazuje da vazi Dv = l1, Dw = Iy, pa iz Definicije 2.7 sledi da je w(p, ¢) Rimanova
invarijanta prve karakteristicne familije, a v(p, ¢) je Rimanova invarijanta druge karakteri-
sti¢ne familije.

Jedan konveksni entropijski par za sistem (2.28) mozemo dobiti koristeéi specificnu
ukupnu energiju sistema, kao i u slucaju Ojlerovog sistema. Imamo

1¢° 1 _, 1¢° o —(1+a)
n(p,Q)—§;+1+ap , Qlp,g) = ap :

Medutim, sistem (2.28) poseduje beskonatno mnogo konveksnih entropijskih parova (1, Q).
Njih mozemo naéi iz uslova integrabilnosti (2.19) koji se svodi na parcijalnu diferencijalnu
jednacinu

2

2q q «
Opp) + zapqn + (ﬁ - pHa)aqqn =0,
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koja se pomoc¢u Rimanovih invarijanti v i w moze svesti na oblik

3+«

2(1 + a) (81177 - 3w77)- (2'30)

(v —w)Oyyn =
Koristeé¢i metodu razdvajanja promenljivih (v, w) = f(v—w)g(v+w) dalje jednacinu (2.30)
svodimo na oblik

g'(v+w) 2B fllv—w) [f'(v—w)

dotw) v—wio-w  fo—w) SN

gde B = 25’11%). Kako trazimo konveksnu entropiju, uzimamo [ > 0. Tada

g(v+w) = CreVivt®) 4 ¢y Vilvtw),

dok f zadovoljava jednacinu

f”(v—w)+%f’(v—w)—lf(v—w) =0. (2.31)

Koristedi instrukeije iz [88], mozZe se pokazati da resenje te jednacine ima oblik

flv—w)=(v— w)fl%a (clfL (v —w)V1) + caK 1 ((v— w)xﬁ)), (2.32)

1ta 1+a
gde I, (z) predstavlja modifikovanu Beselovu funkciju prve vrste, dok je sa K, (x) oznacena
modifikovana Beselova funkcija druge vrste.

Napomena. Modifikovane Beselove funkcije prve i druge vrste su resenja diferencijalne jednaci-
ne data u obliku alternativnog stepenog reda. Vise o njihovom nastanku, osobinama i ponasanju
se moze pronaéi u [110]. Sve osobine i relacije koje ¢e biti koriSéene u disertaciji ¢e prethodno
biti navedene.

Jednacina (2.31) pripada tipu
(agz + b2)y" (z) + (a1 + b1)y () + (aox + bo)y(z) =0, z=v—w,

gde ao = 1, b9 =0, a7 =0, by = 2B, ag = —l i bg = 0, a njeno resenje je dato u obliku
f(z) = e J(a,b;€), gde h = V1, a = B,b=2Bi¢ = —2Vlz. Sa J(a,b;z) se oznacava
reSenje jednacine zy”(z) + (b — 2)y'(x) — ay(z) = 0 i ono je dato sa

F2v) o, 1
J(a,b;x):@(a,b;x)—i—mq; P(a—b+1,2 - bz), V=T
gde
o= (a)g 2
Da,biz) =1+ =, (a):=ala+1)-...-(a+k—1), (a)o = 1.
= (b)y, k!

Dalje, kako je a = v + % ib=2v+1, vazi
®(a,b;x) = T(1 + y)er(g)*yl,,(x).

Koristeéi identitete

221/—1
r'2v) =
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kao i da vazi
®(a,b;z) = " ®(b— a,b; —x) = e*P(a,b;—x), jerb—a=B=a

dobijamo resenje u obliku (2.32).
Entropija n se preko originalnih promenljivih (p, ¢) moze zapisati na sledeéi nacin

n(p,q) = Cini(p, q) + Canz(p, q) + C3nz(p, q) + Canalp, q),

gde
ﬁ)\ 1 4 1+a
m(p,q)=er"p2K 1 ( \Fp )
ra\l+a (2.33)
2y 1 4/ _1ia '
=B (B5),
ﬁA 1 4\/& 14+a
n3(psq) :==er PQIL( p ),
oo 11\0} (2.34)
L —29) 1 « 1+a
na(p,q) :=e » p2[1+%(1+o/’ )
iX:=+v1>0.

LEMA 2.1. Entropije m1 i n2 date u (2.33) su strogo konveksne, dok ns i ny date u (2.34)
nisu konveksne za svako A >0 ¢ 0 < a < 1.

DokAz. Da bismo dokazali da je entropija strogo konveksna koristicemo ¢injenicu da njena
Hesijan matrica mora biti pozitivno definitna. Dovoljno je pokazati da su glavni minori
Hesijan matrica D?n; i D?ny pozitivni (Teorema 7.10. u [102]). U dokazu éemo koristiti
sledeée relacije iz [110]

KL(E) = =5 (Ko@) + Ko (2)), = ZKy() = Kot (2) = Ko (2)
K,(z) < K,(2) zav<p.
Neka je z(p) := i‘{; ~5% ). Tada
S (@lp) = 2vaN 5 K s (2(p) + 507 K 1 (ap),
f?p o (z(p)) = 2varp HT&KH%(HT(/))H%@P*KL(HJ(/)))
Dalje,
gnl(p,q)—e%Ap’%(Kﬁ(w( (=207 A+1) +2Varg™ 27K o (a(p)),
2 29 5 2 « +
aagnl(PaQ):4>‘2€p>\P_2 K (w(p))(% ) —Waa = (2(p))
>4Ner "pTRK o ( (p))(qp 2 —Vap 2) >0
0? 2
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0 = 2es K o = 4NN IR
afqm(p,q)— er"p 2K 1 (x(p)), qum(p,Q)— erp 2K 1 (x(p))-

Dakle, determinanta Hesijan matrice D?1n; koja odgovara entropiji 71 je jednaka

Dl _ 82 82 ( 62 )2

672771 : a712771 - mm
—16axe e (K o w(0) — (K oz, (o))

1+a 14+a

Kako je 1+a > 145 za a € (0,1), lako se dobija da je Dy > 0. Sli¢no, dobijamo

82 2

672772(/), q) = 4A2€727?Ap’g (KL @) (L + 2 +2vagp K o (x(p)))

14+« p p 14+«

_(@(p)) (a0 + vap3) 20,
Dy = 16ane # ((K 1 (2(0))” = (Koo (0l0) ).

1+a 14+«

2
> 4027 p 2K1+

Hesijan matrica D21, je takode pozitivno definitna, jer %;Qng(p, q) > 01i Dy > 0, pa
zaklju¢ujemo da je i no konveksna funkcija.

Na slican nacin pokazujemo da funkcije 13 i n4 nisu konveksne. Ovog puta koristimo
relacije

1) = (112 = 1a(2)), Zhlz) = Ta() + Tona(2),
I(z) > 1,(2) zav<p.

Determinanta Hesijan matrice funkcije ns je jednaka

Dy = 16aXte s p e ((11 (@) - (I, (m(p)))2> :

1+a 14+a

Kako je D3 < 0 zaklju¢ujemo da 73 nije konveksna funkcija. Sli¢no dobijamo i za funkciju
MN4. O

Dakle, sve konveksne entropije za sistem (2.28) dobijene metodom razdvajanja promen-
ljivih se mogu predstaviti kao linearna kombinacija funkcija n; i 72 datih u (2.33) za A > 0.
Fluksevi entropije koji odgovaraju 7; i 72 su dati sa

1120y 4\/> ~ L 4y _1te
Qi(p.q) =g 2e <<2Aq—p>KH1a(1 TN 20 T K (T A)>,

1+a
Qz(p:4) ::%’07%6 Q ((2/\q+P) (i{ Jia)\) —2\/ap K2+a(i{ - ))

Napomena. Prethodno naveden nacin nije jedini za dobijanje entropijskih parova. Mogu
se koristiti neke druge metode ili se u navedenom postupku promenljive mogu razdvojiti na
drugaciji nac¢in. Na primer, sa (v, w) = f(v — w)g(v) dobijamo konveksnu entropiju

() (B ),

1+« p 1+a

n(p,q)
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Medutim, njenim koriS¢enjem nisu dobijeni bolji rezultati, pa ¢emo tu analizu izostaviti.
Neizentropski model za uopsten Capliginov gas je dat sa

0
di(pu) + 0 (pu® — p~*) =0 (2.35)
0

Sa smenom promenljivih ¢ = pu, m = £~ 4 pe = %q? + pe, sistem (2.35) svodimo na
kanonicki oblik
Op+0,q=0
2
q _
815(] + 8 — —pP @) = 0
oS =07 (2.36)

oym + &c(%(m — p_o‘)) =0.

Sistem (2.36) je strogo hiperboli¢an jer su svi karakteristi¢ni koreni Jakobijan matrice realni
i razli¢iti,

1+«

_l4a —
)‘I(Pa%m):%_\/ap 2 <>‘2(p7qvm):%<>‘3(p7Q7m):%+\/ap 2.

Odgovarajuci desni karakteristicni vektori su dati sa

1+a m

_ _lta . T

rl(ﬂaqym):(—l,—g—l—\/&p z +\/an 5+ p (1+a)) 7
P P P
ra(p,q,m) = (0,0,1)",
1+a M _1lta -~ T
TB(p7q>m) = (1,g+\/a,0_ 2 77+\/an 2 —p (1+a)>
p P P
Lako se dobija da su prva i treca karakteristicna familija ovog sistema zaista nelinearne,

dok je druga linearno degenerisana. Sistem (2.36) je snabdeven koordinatnim sistemom
Rimanovih invarjanti (wq, wy, ws), gde

g, 2y _ua
= — 2
w1 p+1+ap

1¢2> m 1 2,/ _ita
:7%_7—*_7:0_(1—’—&)7 w3:g_ fp_T'
2p p l1+a p l1+a

) w2
Za svako i = 1,2,3, wj, j # i je i—ta Rimanova invarijanta sistema.

Model za éapliginov gas

Razlike izmedu modela za uopsten éapliginov gas i modela za éapliginov gas kada je
a = 1 u (2.28) su znacajne. Naime, sistem (2.28) sa a = 1 je strogo hiperbolican sa
karakteristicnim korenima

q—1 qg+1
Al(P,Q):T<T

= X2(p; @)

Medutim, obe karakteristicne familije tog sistema su linearno degenerisane, sto je samo jedan
od primera da obrnut smer Teoreme 2.4 ne vazi. To znaci da se analiza dva sistema ne moze
objediniti, jer razli¢ite osobine izmedu dva sistema impliciraju i razli¢ite oblike resenja (videti
[11, 76]).
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Opésti oblik entropije za sistem je dat sa
n(p,q) =" (F(q_l) + G(qﬂ)) (2.37)
2 p p

Pri tome funkcije F' i G moraju biti konveksne da bi entropija n bila konveksna. Fluks
entropije koji odgovara n ima oblik

Qp) = 5 ((a+ D) + 0= 16 () ) (2.38)

Jedan konveksni entropijski par se moze dobiti iz zakona odrzanja energije. U tom slucaju
imamo
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Klasi¢cno resenje Rimanovog proble-
ma i entropijska dopustivost

U analizi sistema zakona odrzanja veoma vaznu ulogu ima Rimanov problem kao spe-
cijalan oblik pocetnog problema, jer nam omogucava da bolje razumemo, a samim tim i
resimo pocetni problem. Takode, resenja Rimanovog problema vrlo ¢esto opisuju asimp-
totsko ponasanje resenja pocetnog problema. Pored toga, Rimanov problem ima znac¢ajnu
ulogu kod numerickih Ssema za priblizno resenje sistema zakona odrzanja, jer se one Cesto
zasnivaju na diskretizaciji pocetnog uslova, a potom i reSsavanju Rimanovih problema.

Neka je O C R otvoren skup i F': O — R” glatko vektorsko polje. Rimanov problem se
sastoji u pronalazenju slabog resenja sistema zakona odrzanja

Ui+ F(U)y =0 (3.1)

zajedno sa po delovima konstantnim pocetnim uslovom

_ {U, <0 (3.2)

U@ =U@o={ " "

sa U™, UT € 0. Ovaj oblik po¢etnog problema je prvi predlozio i izu¢avao Riman, 1860.
godine u svom radu [92] gde se bavio resenjima sistema gasne dinamike.

Postoji vise nacina da se konstruise resenje Rimanovog problema. Mi ¢emo se oslanjati
na klasican metod koji se zasniva na spajanju elementarnih talasa (konstantna stanja, udarni
talasi koji spajaju konstantna stanja i centrirani razredujuci talasi koji su ograniceni kon-
stantnim stanjima ili kontaktnim diskontinuitetima).

Hiperboli¢ni sistem zakona odrzanja (3.1) je invarijantan u odnosu na preslikavanje
(z,t) = (azx,at), a > 0, pa ée resenje Rimanovog problema biti dato u samosliécnom obliku

x

U(z,t) = @(;), t>0,

gde ® € L*° (videti [94]). Smenom promenljivih { = ¥, problem (3.1, 3.2) se transformise u
oblik

—£0'(§) + DF'(9(¢)) =0,  ®(do0) = U™
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Na taj nac¢in dobijamo da svako glatko resenje ®(&) zadovoljava jednacinu
(— &I +DF(®)%'(§) =0,
Sto znaci da ¢e ono biti ili konstantno (ako ®'(§) = 0) ili ¢e imati singularitet (vazi £®' =

DF(9)d).

3.1. Elementarni talasi
DEFINICUJA 3.1. Neka je dato Uy € R™ i indeks k € {1,...,n}. Sa
o+ Ry(o)(Uo)

oznacavamo k—tu razredujucu krivu kroz stanje Uy koja predstavija integralnu krivu vektor-
skog polja ry, kroz Uy. Vrednost Ry(o)(Uy) u vremenu t = o je resenje pocetnog problema

dUu
S =nUW),  U(0) =Ty
Mozemo zakljuciti da razredujuce krive zadovoljavaju sledece relacije
d
—o Bi(@) (Vo) = re(Ri(0)(V0),  Bu(0)(Ri(0)(Uo)) = Ri(o + 0")(Uo) (3-3)

za sve Uy, o, 0.
One se lako mogu pronaéi pomoc¢u Rimanovih invarijanti sistema.

TEOREMA 3.1. Svaka k—ta Rimanova invarijanta je konstantna na k—toj razredujucoj krivoj
sistema (3.1). Obrnuto, neka je u tacki U sistem zaista nelinearan u odnosu na k—tu karak-
teristicnu familiju sistema (3.1) i wi, ..., Wk—1, Wkt1,- .., Wy Su nezavisne k—te Rimanove
invarijante u okolini U. Tada je k—ta razredujuéa kriva kroz U odredena sistemom jednacina

wj(U):wj(U),j:1,...,k—1,k+1,...,n.

U nastavku ¢emo pretpostavljati da je sistem (3.1) strogo hiperbolican i da je svaka karak-
teristicna familija sistema zaista nelinearna ili linearno degenerisana.

Neka su dati U~, UT € O. Posmatramo k—tu karakteristi¢énu familiju koja je zaista
nelinearna u smislu da vazi DA\g(U)r,(U) > 0 za sve U € O. Neka je 77 > 0 takvo da vazi

Ut = Ry(r")(U").

U tom slucaju se moze formirati po delovima glatko resenje Rimanovog problema (3.1, 3.2)
koje se naziva centrirani razredujuci talas k—te karakteristicne familije i za neko ¢ > 0 je
dato sa

U-, x/t < M\(U7)
Ulz,t) = Ri(r)(U™), x/t € [M(U7), M(UT)], w/t = Me(B(7)(U7)) (3.4)
Ut, z/t > N\ (UT).

DokAz. Primetite da je funkcija 7 — A(Ry(7)(U™)) koja slika [0, 7] u [Ag(U™), A (UT)]
strogo rastuca, sto je posledica pretpostavke o zaista nelinearnoj karakteristicnoj familiji.
Takode, vazi

lim [|U (2, ) = U(z)] 1+ = 0.
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Resenje U(z,t) je konstantno (U, = Uy = 0) u oblastima z < t\y(U~) i > tA\x(U7), pa
ono trivijalno zadovoljava kvazilinearnu formu sistema (3.1),

U+ AU)U, =0, AU)=DF(). (3.5)
Dalje, kako je U konstantna na svakom delu {(z,t) : x = tA\p(Rg(7)(U7))} sledi

U, t) + SUs(e,t) =0, = = M(Ru(r)(U)) = (U (x,1)), (3.6)

Diferenciranjem druge jednacine u (3.6) po ¢t dobijamo

~ = (DM O,

sto u kombinaciji sa prvom jedna¢inom u (3.6) daje

Us = (DA r(U)) ™ 70,

Dakle, U, je paralelan vektoru r;(U), $to znaci da je on takode karakteristi¢ni vektor matrice
A(U), pa vazi

A(U)Uy = AUy,
iz ¢ega sledi (3.5). O
DEFINICLIA 3.2. Sa

7+ Si(7) (Vo)

oznacavamo k—tu krivu udarnog talasa kroz stanje Uy koja predstavija glatku krivu, tangentnu
na vektor ri, u Uy i reSenje je sistema

LU, Ug)(U—-Uy) =0 za sve j # k.

DEFINICIIA 3.3. Skup svih stanja U koja se mogu pridruziti stanju Uy preko krive udarnog
talasa se naziva Igonoov lokus koji odgovara Uy,

H(Up) ={U: 3s € R, s(U — Uy) = F(U) — F(Uyp)}.

TEOREMA 3.2. Pretpostavimo da je sistem (3.1) strogo hiperbolican i neka je dato stanje
U € O, pri éemu M\(U) predstavlja k—ti karakteristicni koren matrice DE(U), k= 1,...n.
Tada postoje 79 > 0, n glatkih krivih udarnih talasa Sy : [—10,70] — O, k = 1,...,n 1
skalarne funkcije sy : [—70,70] — R sa osobinom

F(Sk(r)) = F(U) = s(7)(Sk(r) = U), 7 € [~70,70].
Dodatno,

Sp(0) =U, sk(0) =M (U)

(0) = 5 DA(D) (D) (3.7)

$6(0) = ri(07),  $1(0) = Dry(T) i (0.

U slucaju kada bude bilo znacajno naglasiti tacku porekla U, koristicemo i notaciju Sy(7;U),
sp(T;U) ili Sk(7)(U), sk(7)(U) umesto Sk(1), sg(7).
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Dokaz. U dokazu ove teoreme se koristi matrica A(U, V) definisana u (2.8). Sa ri(U,V)
kao i ranije oznaCavamo desni karakteristi¢ni vektor matrice A(U, V), a sa A\;x(U, V') karak-
teristi¢ni koren matrice A(U,V'). Zatim koristimo ¢injenicu da se stanje U moze pridruziti
stanju U preko k—tog udarnog talasa brzine s ako i samo ako

U=U+1(U,U), s=(U,U)
i definisemo funkciju
HU,7)=U~U —7r,(U,U)

na O x R. Koriste¢i Teoremu o implicitnoj funkciji zakljucujemo da postoji kriva U = S (1),
Sip(0) = U takva da H(U,7) = 0 za neko 7 blizu 0 ako i samo ako U = Si(7). Dalje,
definisemo

si(1) = M (U, Si(7)).
Jasno je da vazi s (0) = Me(U,U) = M\(U). Takode, moze se pokazati da vazi Sj(0) =
Sp(U,U) =ri(U), kao i

s(r) = A(0) + ZrDAD (D) + O(r),
Sp(r) = U + 7ri(0) + %TzDrk(U)rk(U) + O,

Detaljniji dokaz se moze pronaci u [28]. O
Direktno iz relacija datih u (3.7)3 sledi naredna teorema.

TEOREMA 3.3. Neka je k—ta karakteristicna familija hiperbolicnog sistema (3.1) zaista ne-
linearna v U € O i neka je karakteristicni koren rj, normalizovan tako da u okolini tacke
U va%i D\p(U)ri(U) = 1. Tada k—ta razredujuca kriva Ry, i k—ta kriva udarnih talasa Sy,
imagju kontakt drugog reda u U, tj. vaZi

Ry(1)(U) = S(1)(U) = O(1) - 7°.

TEOREMA 3.4. Neka je k—ta karakteristicna familija hiperbolicnog sistema (3.1) linearno
degenerisana uw U € O. Tada se k—ta kriva udarnih talasa i k—ta razredujuca kriva u tacki
U poklapaju, tj.

Sp(1;U) = Ri(7)(U)  2a sve .

Doxkaz. Tvrdenje sledi iz Cinjenice da u slu¢aju linearno degenerisane familije vazi
M (Ri(T)(@) = \e(U)  za sve T,

iz ¢ega sledi

F(r)(0) ~ £0) = [ Dr(r0@) O 0y 0y (00 - 0),

—ri (Re(6)(D))

jer DF rp = A\ 1g. =
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Ukoliko izaberemo proizvoljna stanja U~ i UT takva da vazi UT = Sp(r;U7), s =
sk(7; U™), Rankin-Igonoov uslov

FUNY-FU )=sUT-U")
¢e biti zadovoljen za svako 7. Tada po delovima konstantna funkcija

Uu-, x < tsg(T)
Sp(T)=U"T, x> tsi(r)

U(x,t) :{

predstavlja slabo resenje Rimanovog problem (3.1, 3.2) i naziva se k—ti udarni talas.

U slucaju kada je k—ta karakteristicna familija sistema zaista nelinearna i vazi
DA(U™)re(U™) > 0,

reSenje u obliku (3.8) se naziva kompresivni udarni talas ako je 7 < 0, a razredujuéi talas
ako je 7 > 0. Ako je k—ta karakteristicna familija sistema linearno degenerisana, reSenje u
obliku (3.8) se naziva kontaktni diskontinuitet.

Kada kazemo elementarni k—ti talas mislimo na jedan k—ti udarni, razredujuéi talas ili
kontaktni diskontinuitet, a ukoliko se k—ti talas sastoji iz vise elementarnih talasa, nazivamo
ga sloZeni k—ti talas.

3.2. Uslovi dopustivosti

Pod stabilnim resenjem podrazumevamo ono koje se sastoji iz glatkih talasa malih am-
plituda koji se pri interakciji sa udarnim talasom absorbuju, prenose ili reflektuju kao talasi
malih amplituda i pri tome ne uti¢u na udarni talas u smislu da menjaju njegovu snagu ili
brzinu.

DEFINICUA 3.4. Skok Ut — U~ nazivamo amplitudom, a |Ut —U~| snagom udarnog
talasa. KaZemo da je udarni talas jak ukoliko ne wvodimo restrikciju na mjegovu snagu.
U zavisnosti od toga kakvu restrikciju uvodimo, postoje slabi © udarni talasi srednje snage.
Pretpostavljamo da vazi |[UT —U~| < «, pri éemu o zavisi od Jakobijan matrice sistema
DF' (ta zavisnost se najcesée izrazava pomocéu karakteristicnih korena i vektora). Ukoliko «
zavisi samo od prvih izvoda' \; i r; kaZemo da udarni talas ima srednju snagu, a ukoliko o
zavist © od drugth izvoda A\; i r; udarni talas je slab.

U nastavku ¢e biti navedeni neki uslovi koji se koriste za proveru dopustivosti klasi¢nih
reSenja sistema zakona odrzanja. Medutim, ti uslovi ¢e biti dovoljni samo ukoliko se radi
sa strogo hiperboli¢nim sistemama, udarnim talasima srednje ili slabe snage. Svi ostali
slucéajevi (npr. jaki udarni talasi) joS uvek predstavljaju otvoren problem, bar kada je u
pitanju dopustivost resenja. Takode, ¢esto se desava da samo jedan uslov dopustivosti nije
dovoljan da eliminiSe sva nefizicka resenja, nego se mora koristiti kombinacija vise takvih
uslova. To povlaci sa sobom pitanje nekih novih uslova dopustivosti, a osnovne osobine koje
oni treba da zadovolje su:

e Test treba da se primeni na svaku tacku domena (1, t), ¢ime je omoguéena samo analiza

reSenja u maloj okolini te tacke (npr. krug sa centrom u (z,1)).

e Test ne treba da gleda u proslost $to znaci da treba posmatrati samo t > ¢.

LPrvi izvodi karakteristi¢nih korena i vektora nekog sistema govore o stepenu nelinearnosti tog sistema.
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e Dopustivo resenje U = U(z,t) treba da bude invarijantno u odnosu na translaciju sto
znadi da ¢e reSenje U biti dopustivo u (z,t) ako i samo je U(z,t) = U(x + Z,t + t)
dopustivo u (0,0).

e Dopustivo resenje treba da bude invarijantno u odnosu na dilataciju, Sto znaci da ¢e
resenje U biti dopustivo u (0,0) ako i samo ako je za svako a > 0 resenje Uy (z,t) =
U(ax,at) dopustivo u (0,0).

Neka je dato reSenje sistema zakona odrzanja (3.1) na gornjoj polovini ravni koje se
sastoji iz konstantnog stanja U~ sa leve strane, kojem je pridruZeno stanje U™T sa desne
strane udarnim talasom brzine s tako da je Rankin-Igonoov uslov zadovoljen. I neka brzina
udarnog talasa s zadovoljava

)\1(U7) <...< /\i_l(Ui) <s < /\Z(Ui) <...< )\n(Ui), (3 9)
MU <. < NUN) <s< A \a(UT) <. <20 '
za i,j7 = 1,...,n. U grani¢nom slucaju kada je ¢ = 1 uzimamo \;,_1(U~) = —oo, a kada

J = n uzimamo \j;1(UT) = +oc.

Uslov (3.9) iskljucuje sve udarne talase koji putuju karakteristicnom brzinom \; iz razloga
sto se oni javljaju samo u slucaju linearno degenerisane karakteristicne familije. Udarni
talas koji stanju U~ sa leve strane pridruZzuje stanje U i putuje brzinom s takvom da
s = Xi(U7) (odnosno s = \;(U™)) se naziva i—ti levi kontaktni diskontinuitet (odnosno i—ti
desni kontaktni diskontinuitet). Ukoliko je s = \;(U~) = \;(U™) odgovarajuéi udarni talas
nazivamo i—ti kontaktni diskontinuitet.

Klasi¢na reSenja sistema (3.1) sa malim oscilacijama se mogu aproksimirati resenjima
linearizovanog sistema. Moze se konstruisati familija reSenja malim perturbovanjem kon-
stantnih stanja U~, Ut uz pretpostavku da je Jakobijan matrica DF(U) jednaka DF(U™)
ako |U —U~| < e i jednaka DF(U™) ako |U — U*| < e. Neka su wj (2,t) i o(t) C' —funkcije
takve da |w,:€t| < ag, |o'| < ae za a < 1. Tada ¢e funkcija

Uz, t) = U™+ ko wy, (2, 0)me(U7), o <st+o(t)
| Ut + ko wi (@, t)re(UF), 2> st+o(t)

predstavljati resenje sistema (3.1) na gornjoj poluravni ako zadovoljava (3.1) za z # st +
o(t) i Rankin-Igonoov uslov (2.7) na perturbovanom udarnom talasu x = st + o(t), koji ¢e
predstavljati sistem od n jednacina sa n + i — j nepoznatom. Jasno, broj jednacina u tom
sistemu moze biti manji, veéi ili jednak broju nepoznatih, od cega zavisi dalja analiza.

Laksov entropijski uslov

Slabo resenje U = U(x,t) sistema (3.1) je dopustivo ako svaki udarni talas koji putuje
brzinom s = \;(U~,U™") i stanju U~ sa leve strane pridruzuje stanje UT sa desne strane,
zadovoljava Laksov entropijski uslov

NUT) <s < NU). (3.10)

Laksov entropijski uslov koji je dobio ime po ameri¢kom matematic¢aru Laksu? je najjedno-
stavniji od svih uslova za proveru dopustivosti resenja, a znacajan je jer ima jasnu geometrij-
sku interpretaciju u smislu da obe i—te karakteristike idu u udarni talas (videti Sliku 3.1).
Uslov (3.10) se moze primeniti samo u sluc¢aju po delovima glatkog resenja (ne opsteg slabog
reSenja), ali je efikasan Cak i u slu¢aju kada sistem ne poseduje konveksnu entropiju ([94]).

2Peter Lax, roden 1926. godine je ameri¢ki matemati¢ar poreklom iz Madarske koji je dao veliki doprinos
u oblasti hiperboli¢nih zakona odrzanja i dinamici fluida.
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X =st

Slika 3.1: Dopustiv udarni talas Slika 3.2: Nedopustiv udarni talasi

TEOREMA 3.5. Pretpostavimo da je u stanju U~ i—ta karakteristicna familija sistema (3.1)
zaista nelinearna © da vazi DN\(U™)r;(U~) > 0 (odnosno D\;(U~)r;(U~) > 0). Neka je
sa S; oznacena i—ta kriva udarnog talasa kroz U~ i neka je U~ = S;(0). Tada slabi i—
ti udarni talas koji stanju U~ pridruzuje stanje U = S;(7) zadovoljava Laksov entropijski
uslov ako ¢ samo ako T < 0 (odnosno > 0).

Napomena. Prethodna teorema nam govori da u sluc¢aju kada DA,(U)r,(U~) > 0 svi
kompresivni talasi male snage zadovoljavaju Laksov entropijski uslov, dok ih razredujuéi ne
zadovoljavaju. Takode, svi kontaktni diskontinuiteti zadovoljavaju Laksov entropijski uslov.

Liuov entropijski uslov

Udarni talas i—te karakteristi¢ne familije koji stanju U~ sa leve strane pridruzuje stanje
Ut = S;(r4+;U") sa desne strane i prostire se brzinom s zadovoljava Liuov entropijski uslov
ako

s=s5i(t+;U") <s;(m;U")  za T izmedu 01i7y. (3.11)

U opstem slucaju Liuov entropijski uslov je ja¢i od Laksovog. Medutim, u sluc¢aju slabih
talasa oni mogu biti ekvivalentni.

TEOREMA 3.6. Neka je i—ta karakteristicna familija zaista nelinearna. Tada slabi i—ti
udarni talas zadovoljava Liuov entropijski uslov (3.11) ako i samo ako zadovoljava Laksov
entropijski uslov (3.10).

Entropijski uslov dopustivosti

Svakom sistemu zakona odrzanja koji se pojavljuje u mehanici neprekidnih sredina pri-
druzuje se tzv. entropijska nejednakost koju mora da zadovolji svaki u fizickom smislu
znacajan proces. Ona na neki nacin predstavlja manifestaciju Drugog zakona termodina-
mike ili nekog drugog fizickog zakona (npr. zakon odrzanja energije). Uloga entropijske
nejednakosti je da iskljuci fizicki nedopustivo slabo resenje. Entropijski uslov dopustivosti
je formulisao Laks u [62].

DEFINICIIA 3.5. Slabo resenje sistema zakona odrzanja (3.1) je entropijski dopustivo ako
Om(U(z,8)) + 2 Q(U(x,)) < 0 (3.12)

vazi u distributivnom smislu, tj.

[ 0)e+ @) dudt = 0
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vazi za sve nenegativne test funkcije ¢ € C3°(R x [0,00)) i za sve entropijske parove (n, Q)
takve da je n strogo uniformno konveksna entropija pridruzena sistemu (3.1), a Q je odgo-
varajuci fluks entropije.

Svako glatko resenje sistema (3.1) je dopustivo i zadovoljava (3.12) kao jednakost. Naime,
neka je funkcija U C!—reSenje sistema (3.1). Tada

N(U)e + Q(U)x = Dn(U)U; + DQ(U)U,

= Dn(U)(=DF(U) Uz) + Dn(U)DF (U)Uy = 0. (3.13)

Definicija entropijski dopustivog resenja sa sobom povlaci i pitanje pronalazenja odgo-
varajuée entropije za sistem zakona odrzanja. Ukoliko sistem ima potporu u fizici, logi¢no
je ocekivati da ¢e fizicki zakoni dati odgovarajute smernice za odredivanje entropije. U od-
sustvu fizickih argumenata, mogu se koristiti matematicki. Takode, pozeljno bi bilo da ta
entropija ima neka stabilizirajuéa svojstva, tj. da se njenim koriséenjem moze do¢i do sta-
bilnog dopustivog resenja. Najcesc¢e se zahteva da je entropija konveksna ili da ima neka
konveksna svojstva. Medutim, koris¢enje konveksne entropije ima smisla samo u slucaju
kada je sistem dat u kanonickom obliku.

U nastavku navodimo specijalni oblik entropijskog uslova (3.12) koji vazi u slu¢aju kada
je dopustivo resenje po delovima Lipsic-neprekidna funkcija.

TEOREMA 3.7. Neka je U = U(x,t) resenje sistema (3.1) koje zadovoljava sve uslove Teo-
reme 2.3 i neka je n pridruzena konveksna entropija, a Q odgovarajuéi fluks entropije. En-
tropijski uslov dopustivosti (3.12) vazi ako i samo ako na svakoj krivoj prekida x = ~;(t), i =
1,...M i za svako t vazi

=) (n(UF (1) = n(U;7 (1)) + QU (1) — Q(U; (1) < 0. (3.14)

DoxkAz. Van krivih prekida, resenje sistema U zadovoljava jednakost (3.13), a koriséenjem
Teoreme o divergenciji dobijamo jednakost

] @@+ QWigs) dedt =~ [[ e+ QUYL o dads

£ [ (OGO —n(7) - @) - QD)) elaite)

koja vaZi za sve nenegativne test funkcije ¢ € C§. Dakle, entropijska nejednakost (3.12) ée
biti zadovoljena ako i samo ako je uslov

// U)ot + Q(U)py) dadt
-2 / (MO @) = n(w)) = QU = QU )e((t). 1) dt > 0

zadovoljen za sve nenegativne funkcije ¢ € C}, $to je ekvivalentno uslovu (3.14). O

Neka je sa S;(7; U ™) data i—ta kriva udarnog talasa kroz U~ i neka je UT = S;(77;U ),
s = s;(tT,U™). Produkcija entropije preko i—tog udarnog talasa u tacki T je data sa

Ei(1) = —si(1)(n(Si(1)) = n(U ™)) + Q(Si(7)) —QU™). (3.15)
Diferenciranjem (3.15) po 7 dobijamo
Ej(7) = = 5:(r) (n(S:(7)) = n(U7)) = s:(r)Dn(Si(7)) Si()
+ Dn(Si(7))DF(Si(7)) Si(7),

(3.16)
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pri ¢emu je koris¢eno da DQ = DnDF. Kombinujuéi (3.16) sa jednakoséu

(DF(Si(r)) = si(r)I)Si(r) = si(7)(Si(7) = U7),

koja se dobija diferenciranjem po 7 Rankin-Igonoovih jednacina definisanih na i—toj krivoj
udarnog talasa, dobija se

Ej(r) = =si(7) (n(Si(7)) = n(U™) = Dy(Si(7)) (Si(r) = U™)). (3.17)
Iz relacije (3.17) sledi zakljucak sledeée teoreme.
TEOREMA 3.8. Neka je E;(T) definisano sa (3.15).

(i) Ako je i—ta karakteristicna familija linearno degenerisana, funkcija E;(T) je jednaka
0 na i—tom udarnom talasu (kontaktnom diskontinuitetu), jer si(t) = 0.

(i) Ako je i—ta karakteristicna familija zaista nelinearna, entropijski uslov dopustivosti i
Laksov entropijski uslov su ekvivalentni na svakom slabom i—tom udarnom talasu.

DokAz. (i) Tvrdenje sledi iz ¢injenice da je u slucaju linearno degenerisane i—te karak-
teristi¢ne familije s}(7) = 0.

(ii) Primetite da u sluéaju konveksne entropije funkcije E/(¢) i s;(¢) u (3.17) imaju isti
znak, jer je izraz u zagradi nepozitivan. Dakle, da bi entropijski uslov dopustivosti
E;(t%) < 0 bio zadovoljen mora da vazi 7+ < 0 i s{(7) > 0 na intervalu (77,0) (jer u
tom slu¢aju F;(7) raste na (77,0)) ili 7" > 0i si(7) < 0 na (0,71) (tada E;(7) opada
na (0,77)), Sto je ekvivalentno uslovu (3.10).

([

Moze se pokazati da su pod odredenim uslovima Liuov entropijski uslov i entropijski
uslov dopustivosti ekvivalentni (dokaz videti u [28]).

TEOREMA 3.9. Neka su i—ta kriva udarnog talasa S;(77) kroz U™ i odgovarajuéa funkcija
brzine udarnog talasa s;(T;U~) definisane na intervalu (o, B) koji sadrzi nulu i neka vazi

T(SUmU)) DP(Si(r; UD))(Si(r; UT) = UT) 20, 7€ (o, ),

pri cemu je n konveksna entropija za sistem (3.1). Tada i—ti udarni talas koji stanju U~
sa leve strane pridruiuje stanje Ut = S;(t7;U™) sa desne strane brzinom s = s;(tT;U ™)
zadovoljava Liuov entropijski uslov (3.11) ako i samo ako zadovoljava entropijski uslov do-
pustivosti E;(1) < 0.

Viskozni profil udarnog talasa

Pored entropijskog uslova kao alata za pronalazenje dopustivog slabog resenja, kao veoma
mocan alat se koristi i Metod iz¢ezavajuée viskoznosti.

DEFINICIIA 3.6. Slabo resenje U = U(x,t) sistema (3.1) je dopustivo ako predstavija granicnu
vrednost niza funkcija U, kada p — 0, koje su resenje sistema zakona odrZanja

O (x,t) + 0, F (U (2, ) = pdu(B(U(z,1)0:U(x, 1)),

gde B predstavlja n X n matricu definisanu na O.
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Kod ovakvih analiza, prvo treba pronaé¢i viskoznu matricu B. U sluc¢aju kada sistem
zakona odrzanja (3.1) potice iz fizike, odabir matrice B diktira fizika. U suprotnom, dodaje
se vestacka viskoznost, gde odabir matrice B treba da bude takav da uzrokuje disipaciju sto
bi ucinilo sistem dobro definisanim. Vrlo ¢esto se za B uzima jedini¢na matrica I. Da bi
slabo reSenje bilo dopustivo matrica D?1B mora da bude pozitivno semi-definitna (za detalje
videti [28]).

DEFINICIJA 3.7. Viskozni profil udarnog talasa koji povezuje levo U™ i desno konstantno
stanje U™ je luk sa krajevima w U~ i UT, pri ¢emu UT predstavija resenje diferencijalne
jednacine

B(V(r)V'(r) = F(V(7)) = F(U") = s(V(r) = U").

Udarni talas koji stanju U~ sa leve strane pridruZuje stanje UT sa desne strane zadovoljava
uslov dopustivosti za viskozne udarne talase ako se U~ moZe povezati sa U preko viskoznog
profila udarnog talasa.

Moze se pokazati da je uslov dopustivosti za viskozne udarne talase jac¢i od entropijskog
uslova, ali kako ovaj metod nece biti znacajan u daljoj analizi, zainteresovane ¢itaoce upucuje-
mo na [28].

Uslov opadanja matematicke entropije

éinjenica da prethodno navedeni uslovi dopustivosti nisu uvek efikasni i da ne mora da
znali da Ce eliminisati sva nefizicka reSenja (npr. entropijski uslov dopustivosti nije potpuno
efikasan kod sistema koji nisu zaista nelinearni) navela je Dafermosa u [27] u potragu za
alternativnim kriterijumom koji se moze koristiti kao uslov za proveru dopustivosti slabog
reSenja i ima fizickog smisla.

Neka je sa (1, Q) oznacen strogo konveksan entropijski par za sistem (3.1) takav da vazi
7(0) = 0. Pretpostavimo da je sa U(z,t) dato ograni¢eno resenje tog sistema koje postoji za
svako t € [0,T]. Sa

o0

Hult)i= [ nU(w. 1) do

— 00

¢emo oznacavati ukupnu (matematicku) entropiju resenja U u t € [0,T]. Koristeéi termine
iz [29] i [44] navodimo sledecu definiciju.

DEFINICIIA 3.8 ([27]). Resenje U(x,t) je dopustivo ako ne postoji nijedno U(x,t) takvo da
za s € [0,T] vazi

Ula,t) = U(e,t) za (2,6) ER x [0,8] i d*Zf(t) < dﬁf(”,

. . dy . ..
pri cemu je sa - oznacen desni izvod, a

entropije koja odgovara resenju U.

%f(t) predstavlja stopu promene (matematicke)

Iz gornje definicije vidimo da je slabo resenje dopustivo ako ukupna entropija opada sa
najvetom mogucom stopom.

Neka je funkcija U(x,t) ogranicena i po delovima neprekidna sa leve strane sa kompakt-
nim nosacem i sa prekidima prvog reda koji se nalaze na udarnim talasima opisanim glatkim
krivama = = ¢, (t). U [29] je pokazano da je stopa promene entropije reSenja U jednaka

dyHu(t)

— = Pu() + QUU(~)) = QU(+00)) = Py (t),
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pri ¢emu je sa Py (t) oznacena produkcija entropije 7 reSenja U u vremenu ¢. Vazi

Pult) = 3 (QUT () = QU™ (1) — cx () (U (1) = n(U~®)))),

a€S

pri ¢emu je sa S oznacen skup svih udarnih talasa u resenju U (z, ) u vremenu ¢, a Ut i U~
su definisani kao u (2.13).

U slucaju sistema zakona odrzanja sa dve jednacine, kada gustina energije igra ulogu ma-
tematiCke entropije, ukupna energija u vremenu ¢ se ¢esto oznacava sa Ey(t) dok je sa %[t](t)
data stopa disipacije energije slabog reSenja U u vremenu t. U tom slucaju se kriterijum za
proveru dopustivosti dat u Definiciji 3.8 naziva Princip maksimalne disipacije energije.

Ovaj kriterijum za proveru dopustivosti resenja su dalje izucavali i prilagodavali Hsiao u
[51], De Lellis i Székelyhidi u [36, 37], Feireisl u [44], Chiodaroli i Kreml u [23], Dafermos u
[29], Duchon i Robert u [41], itd. Znacajan rezultat je ostvaren u [23] gde je pokazano da
Princip maksimalne disipacije energije ne favorizuje klasi¢na samo-sli¢na resenja u slucaju
dvodimenzionalnog Ojlerovog sistema za izentropsko strujanje stisljivog fluida. Naime, kon-
struisano je resenje kod kog se gubi viSe energije nego kod klasi¢nog. Pored toga, u [44] je
metodom konveksne integracije konstruisano beskonacno mnogo resenja za isti sistem koji
ne zadovoljavaju Princip maksimalne disipacije energije. U [29], Dafermos analizira sisteme

kod kojih maksimalna disipacija energije nije pozeljna osobina.

3.3. Opsti oblik resenja Rimanovog problema

Neka je sistem (3.1) strogo hiperboli¢an, sa glatkim koefiicjentima definisanim na otvo-
renom intervalu O € R” i neka je za svako i = 1,...,n i—ta karakteristicna familija zaista
nelinearna ili linearno degenerisana.

Cilj je pronadi slabo resenje Rimanovog problema (3.1, 3.2) ako su zadovoljene gore
navedene pretpostavke i ako je [UT — U~| dovoljno malo. To reSenje ¢e biti samosli¢no,
oblika U(t,z) = W($), pri cemu funkcija ¥ : R — R" moze imati prekide prvog reda.

Sa (3.4), odnosno (3.8) data su reSenja Rimanovog problema u slucaju kada se stanje
U™ nalazi na i—toj razredujucoj krivoj, odnosno na i—tom udarnom talasu. Ta dva slucaja
sluZe kao osnova za konstrukciju resenja sa proizvoljnim pocetnim stanjima U~ i UT.

Neka je i—ta karakteristi¢na familija zaista nelinearna i neka je i—ti desni karakteristicni
vektor r; normalizovan tako da vazi DA;r; = 1. Tada svaki ¢—ti talas male snage mora biti
ili centrirani i—ti razredujudi talas ili kompresivni ¢—ti udarni talas koji zadovoljava Laksov
uslov dopustivosti. To zaklju¢ujemo koristeci sledece:

e Iz Teoreme 3.2 znamo da se sva stanja koja mogu biti pridruzena proizvoljnom stanju
U~ preko slabog i—tog udarnog talasa nalaze na i—toj krivoj udarnog talasa S;(7; U ™).

e [z Teoreme 3.5 zakljucujemo da ¢e i—ti udarni talas koji stanju U~ sa leve strane
pridruzuje neko S;(7;U~) biti dopustiv ako i samo je 7 < 0, jer tada vazi Laksov
entropijski uslov.

e Stanju U~ se sa desne strane mogu pridruziti stanja R;(7,U ™) preko centriranih i—tih
razredujucih krivih ako 7 > 0.

e Stanju U~ se sa leve strane mogu pridruziti stanja R;(7,U ™) preko centriranih i—tih
razredujucih krivih ako 7 < 0.
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Opste resenje Rimanovog problema se moze konstruisati spajanjem elementarnih talasa. Na
osnovu prethodne analize vidimo da se i—tu talasna kriva V;(7;U~) = U;(7)(U~) moze
definisati na slede¢i nacin

Ri(T; U7)7 72>0

(3.18)
Si(r;U7), 7<0

\I’l’(T;U_):{

Kriva V; je glatka za 7 # 0 i dva puta neprekidno-diferencijabilna u 7 = 0.

Resiti opsti Rimanov problem znaci za dato pocetno stanje Wy = U~ pronaé¢i n—torku
(01,...,0p) u okolini 0 € R™ i uzastopna medustanja W; := ¥(o;; W;_1), i = 1,...,n takva
da vazi W,, = UT. Kompozicija n talasnih krivih

Aoor,...,on; U7 ) ==Yy (op) 00 Wq(01)(U7) (3.19)

je dva puta neprekidno-diferencijalna funkcija sa LipSic-neprekidnim drugim izvodom i vazi

OA
0o;

— (). (320

o1=+=0n=0

Jasno, ukoliko su stanja U~ i U dovoljno blizu, postojace jedinstveno o takvo da Ut =
A(o;U™). n—torka (o1,...,04,) 1 levo stanje U~ ¢ée odredivati talasni fan koji stanju U~
pridruzuje stanje U*t. Sa o; je data amplituda i—tog talasa, dok |o;| predstavlja snagu tog
talasa.

Resenje Rimanovog problema se moze konstruisati i obrnutim redosledom. Preciznije,
pocevsi od zavrinog stanja W, = U™ mogu se konstruisati uzastopna stanja preko talasnih
krivih

Si aU+ ) >0

i(rUt) = { STV T2 (3.21)
Ri(m;U"), 7<0

i to racunajuéi W;_1 = ®;(oy;W;), i = 1,...,n sve dok se ne dode do pocetnog stanja

Wo = U™. Vrlo Cesto je korisno koristiti kombinacije krivih ¥; i ®;, narocito u slucaju
Rimanovog problema za sistem od dva zakona odrzanja (n = 2). U tom slucaju se povlaci
talasna kriva prve karakteristi¢ne familije U1 (o1, U™ ) kroz levo stanje U~ i kriva ®4(02, U™)
kroz desno stanje UT. Presek te dve krive (ako postoji) se naziva sredisnje stanje Wy i
vazi Wy = Uy(o1;U7) = Po(02;UT). Ako je presek Wy, jedinstven on generise reSenje
Rimanovog problema.

U zavisnosti od sistema i pozicija stanja U~ i U dve talasne krive mogu da se preseku
u jednoj tacki, u vise njih, a mogu i da se ne preseku uopste. U slucaju kada je i—ta
karakteristicna familija linearno degenerisana, ne postoje centrirani i—ti razredujuéi talasi i
svaki ¢—ti talas mora biti kontakni diskontinuitet. Tada se krive ¥; i ®; poklapaju sa :—tom
krivom udarnog talasa S;, tj. vazi W,;(r;U) = ®;(m;U) = S;(m; U).

Znamo da svaki Rimanov problem sa pocetnim uslovom

Wiz, >0

(3.22)
W; z <0

U(x,())—{

ima entropijski dopustivo resenje koje je generisano talasom koji pripada i—toj karakteri-
sti¢noj familiji. Razlikujemo dva slucaja:
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Slika 3.3: ResSenje koje se sastoji iz udarnog talasa prve familije, kontaktnog dis-
kontinuiteta druge familije i centriranog razredujuceg talasa trec¢e familije

(A): i—ta karakteristicna familija je zaista nelinearna i o; > 0.

Resenje Rimanovog problema sa po¢etnim uslovom (3.22) ¢e biti centrirani razredujuéi
talas sa i—tom karakteristiécnom brzinom koja pripada intervalu [A;, A1, pri ¢emu

A7 = N(Wil), AT = ().
(B): i—ta karakteristicna familija je zaista nelinearna i o; < 0 ili je i—ta karakteristicna
familija linearno degenerisana i o; je proizvoljno.

Resenje Rimanovog problema sa poc¢etnim uslovom (3.22) je dopustiv i—ti udarni talas
ili kontaktni diskontinuitet sa brzinom

A=A = (Wi, W),
Resenje originalnog Rimanovog problema se konstruise sklapanjem resenja n Rimanovih
problema sa pocetnim uslovima (3.22), i = 1,...,n. Za dovoljno male amplitude oy,...,0,

brzine A;, A\]" ¢e ostati blizu karakteristiénih brzina A\;(U~), i = 1,...,n. Kako je sistem
strogo hiperboli¢an, moze se pretpostaviti da su intervali [A;", \]] disjunktni, tj. da vazi

AT SAT <A <A << <A

Tada ¢e po delovima glatka funkcija U : [0,00) x R — R™ data sa

U—, 7€ (—00, A7)
Ula.t) = Wi e\ L), i=1,...,n—1 (3.23)
’ Ri(m;Wis1), £e [N\, % = Ni(Ri(m3 Wish))
Uut, 7€ (A7, 00)

predstavljati slabo resenje Rimanovog problema (3.1, 3.2) (za primer videti Sliku 3.3).

TEOREMA 3.10. Neka je sistem (3.1) strogo hiperbolican sa glatkim koefiicjentima definisa-
nim na otvorenom intervalu O € R™ i neka je za svako i = 1,...,n i—ta karakteristicna
familija zaista nelinearna ili linearno degenerisana. Za svaki kompaktan skup K € O postoji
0 > 0 takvo da Rimanov problem (3.1, 3.2) ima jedinstveno slabo resenje u obliku (3.23) ako
U eKilUt-U"|<é.

Dokaz Teoreme 3.10 se moze naéi u [14].
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Napomena. U nekim slucajevima, talasne krive ¢e biti efikasne i za reSavanje Rimanovog
problema kada su pocetno i krajnje stanje dosta udaljeni (na primer isentropijsko strujanje
gasa).

U slucaju kada se radi sa strogo hiperboli¢nim sistemima i karakteristicnim familijama
koje su ili linearno degenerisane ili zaista nelinearne, Laksov uslov dopustivosti je dovoljan
da dovede do jedinstvenog resenja Rimanovog problema. Medutim, u slu¢aju kada je bar
jedan od ta dva uslova narusen, moraju se koristiti jaci uslovi dopustivosti.

Ukoliko je sistem strogo hiperbolican ali nije ni linearno degenerisan ni zaista nelinearan,
koristi se Liuov entropijski uslov dopustivosti. U [28] je opisan postupak konstrukcije talasnih
krivih pod pretpostavkama da je sistem strogo hiperbolican i da je i—ta karakteristicna
familija po delovima zaista nelinearna, u smislu da ako je U stanje linearne degeneracije
(vazi DA;(U)r;(U) = 0), tada D(DA;(U)r(U)) r;(U) # 0. U tom slu¢aju se moze pokazati
da za dovoljno malo |[U" — U~ | postoji jedinstveno resenje Rimanovog problema (3.1, 3.2)
koje se sastoji iz (n + 1)—og konstantnog stanja Wy = U~,Wy,...,W,, = UT. Stanju W;
je pridruzeno stanje W;_; dopustivim i—tim talasom, pa se resenje Rimanovog problema
sastoji iz razredujucih talasa i najvise prebrojivo mnogo udarnih talasa koji zadovoljavaju
Liuov uslov dopustivosti.

Medutim, narusavanjem pretpostavke o strogoj hiperboli¢nosti i talasima malih ampli-
tuda dolazi do pojave singularnih resenja koja sadrze Dirakovu delta funkciju. NarusSena
stroga hiperboli¢nost je takode uzrok problema vezanih za jedinstvenost resenja Rimano-
vog problema. U tom sluc¢aju Liuov entropijski uslov vise nije dovoljan za eliminaciju svih
nedopustivih resenja.
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Singularna (neklasi¢na) resSenja

4.1. Singularna resenja - definicija i primeri

Klasi¢na resenja Rimanovog problema

U +FU)y=0, U=(@...,u"), F=(f'....,f"),

U, <0 4.1
m%m:{i z>0 (4.1)

se mogu predstaviti kao kombinacija elementarnih talasa. Medutim, ona postoje samo kod
nekih hiperboli¢nih sistema i za neke pocetne uslove (bar za dovoljno malo |U; — Uy|). Kako
bismo u potpunosti resili Rimanov problem (4.1) obi¢no je potrebno da resenja posmatramo
u neklasiécnom smislu. Zbog toga uvodimo singularna reSenja koja su neogranicena, sto
se ispoljava kroz pojavu Dirakove delta funkcije u resenju. Takva resenja ne zadovoljavaju
sistem (4.1), a ni Rankin-Igonoove jednacine u klasi¢nom smislu. Kako bi se definisala singu-
larna resenja, izmedu ostalog je neophodno definisati proizvod dve distribucije: Hevisajdove
funkcije i Dirakove delta distribucije, Sto zavisi od odabira klase pribliznih resenja koja ¢e
aproksimirati to resenje. Najpoznatije klase singularnih resenja su resenja u obliku delta i
singularnih udarnih talasa koja se javljaju kao slabi limesi pribliznih reSenja sistema zakona
odrzanja. To su distributivna resenja oblika

U, x<0

Uy 250 + X(t)d(z — c(t)),

Uz, t) = {
gde X(t) = (o1(t),...,0n(t)), 0x(0) = 0, k = 1,...,n, Dirakova ¢ funkcija ima nosa¢ na
pravoj = = c(t), a c(t) i o1 (t), k = 1,...,n su C'—funkcije.

Resenje Rimanovog problema koje sadrzi delta funkciju se prvi put numericki pojavilo
1977. godine u doktorskoj disertaciji [59], kada je Koréinski® izu¢avao sistem

up + (uQ)x =0, v+ (uv), =0.

'Dennis Korchinski
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Od tada se brojni autori bave singularnim resenjima i traze nacine za njihovu konstrukeiju,
ali je jos uvek delimi¢no otvoreno pitanje prostora kojem ta resenja pripadaju.

Postoji vise na¢ina (metoda) za konstrukciju pribliznog resenja ¢iji distributivni limes
predstavlja singularno resenje problema. Medutim, ti metodi su uglavnom definisani na
konkretnom sistemu ili se mogu primeniti samo na specijalnu klasu sistema (to zavisi od
oblika fluks funkcije). Jo$ uvek nije razvijena teorija koja se moze primeniti na sve sisteme i
koja objedinjuje definiciju singularnih resenja. Pored toga, jos uvek se ne zna koji sve sistemi
poseduju takva reSenja i koji je uzrok pojave tih resenja. Autori u [30, 31] koriste slabi asimp-
totski metod (eng. weak asymptotics method) i definisu singularno resenje (u(z,t),v(z,t)) kao
distributivni limes kada ¢ — 0 slabih asimptotskih resenja (u(z,t,¢),v(x,t,€)). Priblizno
resenje se takode moze konstruisati koriste¢i Kolomboovu teoriju uopstenih funkcija (videti
[73, 74]). Sever u [95] definiSe singularno resenje U sistema U; + F(U), = 0 kao slabi limes
pribliznih resenja U, takvih da izraz

OUe(+,1) + 0p F (Ue (1)) — €0z (B (Ue(+, 1))

konvergira ka nuli u prostoru mera na R i tackasto po ¢ za neku pozitivno definitnu matricu
B. Medutim, neki autori smatraju da postoji mana u toj definiciji, jer se resenje U ne
povezuje sa sistemom (4.1);.

Mi ¢éemo kasnije definisati priblizna resenja u obliku senka talasa (SDW resenja) koja
su definisana tako da se mogu primeniti na $to veéu klasu sistema, a obuhvataju i delta i
singularne udarne talase kao specijalne slucajeve.

Uslovi dopustivosti koji se najcesce koriste kod singularnih resenja su uslov prekompre-
sivnosti

N(U) > () > N(Ua), i=1,...,n

i entropijski uslov. Ta dva uslova ¢emo kasnije koristiti i kod resenja u obliku senka talasa.

Singularna resenja sa delta funkcijom dodatom na samo jednu komponentu u resenju
postoje kod sistema oblika

u + (fl(u,v))x =0

4.2
vy + (fz(u,fu))x =0, (42)
pri éemu su sa f!(u,v) i f?(u,v) date glatke funkcije, linearne u odnosu na v.
Neka je dat pocetni uslov oblika
u(x,0) =up(z), v(z,0)=wve(z)+ ood(x —X), (4.3)

gde ug(z),vo(x) € L*°(R;R), a 0¢ je konstanta.

U nastavku ¢emo navesti definiciju singularnih resenja pocetnog problema (4.2, 4.3) sa
nosacem delta funkcije na krivoj z = ¢(t), pri ¢emu je c(t) glatka funkcija. Opstija definicija
ovih reSenja, kada se singulariteti nalaze na povezanom grafu koji je unija kona¢no mnogo
glatkih krivih je data u [30] i [31].

Napomena. U slucaju kada je o9 = 0, a ug(x) i vo(z) su po delovima konstantne funkcije
posmatramo Rimanov pocetni problem kao specijalan oblik pofetnog problema (4.2, 4.3).
Resenje tog problema se naziva delta udarni talas. Pocetni uslov koji sadrzi delta funkciju je
znacajan, jer se reSavanje problema interakcije moze svesti na pocetni problem sa pocetnim
uslovom oblika (4.3), sto ¢emo kasnije i koristiti.
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DEFINICUA 4.1. Par distribucija (u(x,t),v(z,t)), gde v(z,t) = v(x,t) + o(t)d(x — c(t)) i
u, v € L®(R x (0,00); R), o(t),c(t) € CL, 0(0) = o, ¢(0) = X je singularno resenje problema
(4.2, 4.3) ako

/OOO/O:O (ugps + fH(u, 0)p,) dodt + /O:O uo(z)p(z,0)dz =0
/ooo/_o:o (@ + 72w, D)) dadt + /OOO o (t)Dap(c(t), t) dt + /_ O; vo(2)p(x,0) dz = 0

vaZi za svaku test funkciju ¢ € C§°(R%), gde R? := R x [0, 00).

U slucaju singularnih resenja Rankin-Igonoov uslov viSe ne vazi, jer ta resenja ne zadovolja-
vaju sistem (4.1) u klasiénom smislu, a izraz [;° o(t)0x¢(c(t),t) dt je posledica toga. Naime,
pojavljuju se tzv. Rankin-Igonoovi deficiti koje ¢emo oznacavati sa k1, k2. Sada imamo

—uld(t) + [ (w,0)] =0,  —(#)[o] + [f*(u,0)] = o' (D),

pa je k1 = 0, jer u komponenta u reSenju ne sadrzi delta funkciju (prvi uslov je standardna
Rankin-Igonoova jednacina) i ke = ¢’(t). Drugim re¢ima, singularni deo prve komponente
u resenju v je mali i tezi nuli u prostoru mera, pa je prva Rankin-Igonoova jednacina za-
dovoljena, dok singularni deo druge komponente v nije zanemarljiv. Kazemo da je brzina
singularnog resenja problema (4.2, 4.3) jednaka ¢/(t), dok je snaga jednaka o ().
Napomena. Kod nekih sistema postoje singularna resenja kod kojih dve ili vise komponenti
u resenju sadrze delta funkciju, i u tom slucaju dobijamo dodatni sistem jednacina koji je
kombinacija standarnih Rankin-Igonoovih jednacina i jednacina kod kojih umesto 0 sa desne
strane imamo Rankin-Igonoov deficit (Propozicija 4.1).

Tipican primer modela kod kog moze doc¢i do pojave resenja u obliku delta udarnog talasa
je sistem

ug + (f(u)), =0, v+ (g(u)v), =0,

koji je linearan u odnosu na v komponentu resenja i specijalan je oblik sistema (4.2). Takode,
model za gasnu dinamiku (2.25) sa Rimanovim poc¢etnim uslovom ima resenje u obliku delta
udarnog talasa (videti Glavu 5). To reSenje se, kao sto je uradeno u [8] moze definisati i kao
resenje sa vrednostima u prostoru mera (MV - resenje).

Resenje u obliku singularnih udarnih talasa postoji kod sistema oblika
w4 (f(u) —v), =0, v+ (g(u), =0, (4.4)

pri cemu su f i g polinomne funkcije

n n+1
f(u) = Z(Iiul, an 7& 07 g(u) = Z biuz7 bn+l 7é 0)
=0 =0

i n je paran prirodan broj. Singularni udarni talasi su nelinearni objekti kod kojih fluks
funkcije f*(U) nisu dobro definisane u prostoru mera. Dati su kao limes pribliznog resenja
koje pripada nekom prostoru funkcija koji predstavlja dual prostora test funkcija, dok je
limes definisan u nekom prostoru tezinskih mera ([58]). Takode, moze se pokazati da takvo
reSenje pripada prostoru uopstenih distribucija (videti [24, 73, 90]).

Najpoznatiji model sa resenjem u obliku singularnog udarnog talasa koji je i specijalan
oblik sistema (4.4) je tzv. Keyfitz-Kranzer model ([58, 60]),

1
w+ (W —v) =0, v+ (guS — u)m =0. (4.5)



52 4.2. Senka talasi

Sistem (4.5) je strogo hiperboli¢an i obe karakteristi¢ne familije su zaista nelinearne, ali
Rimanov problem (4.5),

(u,v)(z,0) = {(“lv”l)v <0

(up,vp), >0

ne poseduje uvek klasi¢no resenje koje je kombinacija udarnih i razredujuéih talasa. Zani-
mljivo je da postoji veza izmedu sistema (4.5) i modela za politropan gas kada p(p) = p?,
gde v =1,

pe+ (pu), =0, (pu), + (pu® +p), = 0. (4.6)

Naime, glatka resenja sistema (4.6) zadovoljavaju jednacinu

U + (%ug + log p)x =0,

pa smenom promenljivih v = %uQ — log p dobijamo sistem (4.5) ¢ije dve jednacine pred-

stavljaju zakone odrzanja brzine u i nove veli¢ine v koja predstavlja matematicku entropiju
za sistem (4.5) (videti [55, 56]). ReSenje u obliku singularnog udarnog talasa se javlja i kod
sistema iz hromatografije koji menjaju tip [70, 103].
Napomena. Kao $to moZemo videti na primeru sistema (4.5) i (4.6), sistemi zakona odrzanja
su priliéno osetljivi na smenu promenljivih (tj. na odabir promenljive koja ¢e biti o¢uvana u
sistemu). Desava se da razli¢iti oblici istog sistema imaju razli¢ite osobine i resenja. Nekoliko
takvih primera se moze naéi u [55].

Sistem (4.5) koji poseduje resenje u obliku singularnog udarnog talasa je dobijen iz
klasi¢nog Ojlerovog sistema, pa je moguée da se smenom promenljivih koja nije fizicki oprav-
dana moze do¢i do resenja u obliku singularnog udarnog talasa ([55]).

Delta udarne talase obi¢no vezujemo za slabo hiperboli¢ne sisteme ([63]), a singularne za
strogo hiperboli¢ne iako se mogu pronaéi primeri gde to pravilo ne vazi (videti [57] na primer).
Postoji nekoliko otvorenih pitanja u vezi sa delta i singularnim udarnim talasima. Naime,
jos uvek ne postoji opste prihvaéeno objasnjenje u kom smislu ta resenja zadovoljavaju neki
hiperboli¢ni sistem zakona odrzanja, a prisutan je i nedostatak fizicke interpretacije takvih
resenja.

U poslednje vreme su se pojavili jos neki oblici singularnih resenja kao $to su na primer
§'— ili 6(") —udarni talasi definisani u [86, 97], ili talasi koji sadrze v/d iz [58, 74]. Takode,
u [79] su definisani delta kontaktni diskontinuiteti sa nosacem delta funkcije na pravoj i sa
snagom koja se ne menja sa vremenom. Pored toga, delta kontaktni diskontinuitet se prostire
duz karakteristike. Svi ti objekti su obuhvacéeni nekim oblikom senka talasa, pa ih net¢emo
posebno analizirati.

4.2. Senka talasi

Cinjenica da do sada nije tacno utvrdeno koji sistemi imaju resenje u obliku delta ili
singularnog talasa, kao i problem jedinstvenosti resenja nam znacajno komplikuju potragu
za neklasi¢nim resenjem nekog sistema. 1z tog razloga u ovom delu uvodimo senka talase (eng.
shadow waves) date u [75], koji su definisani $to grublje kako bi objedinili delta i singularne
talase (ili bar postupak trazenja istih), a pritom i prosirili klasu moguéih neogranicenih
resenja jednodimenzionalnih sistema zakona odrzanja. To je postignuto uvodenjem malog
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parametra € > 0 koji je zasluzan za pojavu Dirakove delta funkcije u resenju. Resenje u obliku
senka talasa (ili kracée SDW resenje) Rimanovog problema sa levim i desnim konstantnim
stanjima U; i U,., sastoji se iz bar dva udarna talasa koji razdvajaju pocetna stanja U; i U,.
Brzine tih talasa su malo pomerene u odnosu na brzinu ¢(t).

Posmatramo n x n sistem zakona odrzanja
HF(U)+0,GU)=0, U=(u',...,u"): R = QCR", (4.7)

gde su funkcije F, G : 2 — R"™ neprekidne.

U zavisnosti od oblika funkcija F'i G, kao i od pocetnog uslova koristi¢emo vise razlic¢itih
oblika senka talasa. Krenuéemo od najjednostavnijeg oblika - konstantnog senka talasa koji u
opstem slucaju nije dovoljan za resavanje problema interakcije izmedu talasa. Zato uvodimo
opstiji oblik, tzv. tezinske senka talase koji prosiruju klasu moguéih resenja i poveéavaju
sansu za pronalazenje dopustivog entropijskog resenja. Na kraju definiSemo sloZene senka
talase.

4.2.1. Konstantni senka talasi

Sledeta lema daje direktan nacin za pronalazenje resenja u obliku senka talasa.

LEMA 4.1. Neka su date funkcije F, G € C(Q;R"™) i neka je Ue : Ri — Q C R"™ po delovima
konstanitna funkcija data sa

U, o<c(t)—at)—z1,
Ul,aa C(t) - as(t) — T << C(t)
Ure, c(t) <a <c(t)+b(t) + zpe
Up, x> c(t) +be(t) + xre.

Ue(t,x) = (4.8)

Funkcije ae, b. su glatke i jednake nuli w t = 0 sa redom rasta manjim ili jednakim € i
Tye, Tre ~ €. Pretpostavimo da vazi

maX{HF Uie)llie, [GUig) =} = O™, (4.9)

Tada
WF(Ue) == (t)(F(Uy) = F(U1))d + (az(t) F(Uy) + bL(t) F(Upz))d
— () ((ac(t) + 21,) F(Ure) + (be(t) 4+ 2re) F(Up )0’ (4.10)
b

0:G(Ue) =(G(Ur) = G(U1))6 + ((ac(t) + 21)G(Ure) + (be(t) + 27,6)G(Une))d,
pri cemu § i 0" imaju nosace na pravoj x = c(t).

Napomena. Neka je V. lokalno integrabilna funkcija sa domenom 2 € R™. PiSemo V. ~ G €
D'(2) ako za svaku test funkciju ¢ € C§°(2) vazi

/ Vep = (G,p) kada € — 0.
Q

Takode, a. ~ b. ako postoji A > 0 takvo da lim % = A. Landauovi simboli O(-) i o(+) ée biti

e—0
koris¢eni pod pretpostavkom € — 0 koja ¢e cesto biti izostavljena posle njihovog koriséenja.
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DokAz. Neka je

IF—// O F o(z,t) dzdt, I(;—// 0.G(Ue)p(z,t) dadt

Primenom parcijalne integracije dobijamo
Ip == [T () - ale) (PUL) — PO} (elt) = aclt) = a1, )
- /OOO () (F(Ure) — F(Upe))p(c(t), t)dt
- /0 T+ U) (FU) — FUn))(e(t) + be(t) + re, £)dt + O(E2),

Dalje, koris¢enjem formule za Tejlorov razvoj funkcije ¢ € C§°(R%)

plelt) — ) — an2l0),1) = plelt). 1) + - dhp(e(t), ) "I oy

7!

Plelt) +be) e t) = 0lel0) 1) + D Bhp(e(t), 1) ATy oy

dobijamo
I == (P = FUD) [ (¢(0) = ab(0) (ple(t). ) = Duipe(t). D (ac®) + 1)t
~ (P = FU) [~ ¢Op(elt), )
— (PU) = F02) [ (¢ O-+0) (Pelt), 0+ 0upe(t), (b 0 +2.))dt + O)
=~ (F(U) — F(W) /0 COp(elt) it + [ (@O +LOFT)plel). )t
+ [T D@0 + PO + (0u0) + 20 FU,2)0ui elt), )t + O().
Zbog pretpostavke o rastu funkcija ac, be, F(Uiz), G(Uiz), i = I, r, bilo je dovoljno uzeti

m = 1 u gornjem razvoju. Sve prethodne aproksimacije imaju ta¢nost reda 2.
Na isti nac¢in kao kod 9, F(U;) dobijamo aproksimacije za 0,G(Us)

I =(G(U1) = GO) [ (plel).t) = duip(elt). 1) (ac(0) + 1) )t
+ (G~ GU) [ plelt)
(G = G0 [ (plel0).0) + duip(elt), ) 0u(8) + 21 )t + O(e?)
~(CW) = Gw) [ elev.0d
- /O T (ae(t) + 1) C(UL) + (5o (t) + 20)C(Tre))Duiple(t), £)dt + O(c).

Ovim je dokaz zavrsen. O

DEFINICIJA 4.2. Po delovima konstantne funkcije oblika (4.8) se nazivaju (konstantni) senka
talasi (krace konstantni SDW ili samo SDW).
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Vrednost
oo(t) == (ac(t) + 212)Use + (b(t) + ) Uy e (4.11)

je snaga, a c'(t) je brzina senka talasa.

Centralna linija senka talasa je data sa x = c(t), dok v = c(t) — a:(t) —z1 { ¢ =
c(t) + be(t) + xr o predstavijaju spoljasnje linije senka talasa.

Vrednosti x; . @ x,. nazivamo pomerajima, dok su U, ., U, . sredisnja stanja datog senka
talasa.

Pomeraji z;. i x,. iz (4.8) su korisni kada pocetni uslov sadrzi delta funkciju. Ako
o :=lime 02U e + 2, .U . € R" postoji, funkcija Us iz (4.8) ¢e zadovoljavati uslov

U, =<0

+ od . 4.12
U 250 (0,0) (4.12)

U(:B,O):{

Takode, problem interakcije u kom ucestvuje bar jedan senka talas (to ukljucuje i delta
i singularne udarne talase) je ekvivalentan problemu sa pocCetnim uslovom oblika (4.12)
transliranom u tacku interakcije. U tom slucaju z;. i x, . ima ulogu u kontrolisanju pocetne
snage senka talasa.

LEMA 4.2. Neka je o.(t) dato u (4.11) i neka lim._,o0.(t) = o(t) € R™ postoji za svako
t>0. Tada

liny // Us(z,t) p(z, t) dzdt = (o(8)6(x — e(8)) + Uy + [U)8(x — c(t), p(z, 1)), (4.13)

gde je sa 0 data Hevisajdova funkcija i [U] := U, — Uj.

Dokaz. Dokaz je direktna posledica definicije konstantnog senka talasa. Imamo

e—0

+oo e Ae =T e
hm //U x,t) p(x,t) dedt = lim / U p(x,t) dedt
+oo

+oo pe(t)+betzre
/ Urep(z,t)dedt

e—0

+ lim / Upe p(x,t) dedt + hm
t)—as—x; €

e—0

+oo
+ lim / U, o(x,t) dxdt,
+b5+mr €

pa vazi

+oo re(t) +o0
lim / / (Uep)(, £)dvdlt = / Unip(ar Ot + i [ (ac + 21.)Useple(), )t
0 —0o0 € 0

e—0

400 400 p400
Flim [ (e + ) Une olelt), )t + / Uy o, t)dadt
0 0 c(t)

- / £)dt + / / Up + [U]0(x — c(t)))p(x, t)dadt.

Relaciju (4.13) mozemo zapisati i na slede¢i nacin

U, z<ct)

U o> o) TOOI@—ct) kadas—0

Ue(z,t) =~ {
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n

DEFINICIJA 4.3. Neka je Us = ( L. .,ul) resenje u obliku senka talasa dato sa (4.8).
Komponente ul, i =1,...,n koje zadovoljavaju uslov

|ul||Le = (’)(5_1) ako su F i G najvise linearne u odnosu na i — tu promenljivu (4.14)

su glavne ili =1 komponente.
Komponente ut, i = 1,...,n koje zadovoljavaju uslov

|ul|lLec ima rast dovoljno malog reda da vaZi (4.9) (4.15)

su sporedne komponente.

Ako sve sporedne komponente senka talasa (4.8) imaju konacan limes kada € — 0, tada je
distributivni limes resenja U. dat u obliku delta udarnog talasa. Ukoliko je bar jedna sporedna
komponenta neogranicena kada € — 0, dobijeni talas se naziva singularni udarni talas.

U nastavku pretpostavljamo da vazi jedan od dva uslova: (4.14) ili (4.15).

DEFINICIJA 4.4. Neka je dato fiksirano stanje U;. Skup svih stanja U, € 0 za koje postoji
resenje u obliku senka talasa sistema (4.7) sa pocetnim uslovom

U, =<0

4.16
U, >0 ( )

U(z,0) = {

naziva se SDW lokus stanja U;. Tacke na SDW lokusu za koje je resenje u oblike senka talasa
problema (4.7, 4.16) dopustivo naziva se dopustiv SDW lokus stanja koji odgovara stanju Uy.

Prosti senka talasi

Konstrukcija i kompleksnost resenja u obliku senka talasa zavise od osobina funkcija F
i G u (4.7). U nastavku ¢emo posmatrati specijalan oblik konstantnog senka talasa koji se
naziva prost senka talas i ima oblik

U, x < (c—ag)t
Upge, (c—a)t<z<ct
Ure, ct<z<(c+b)t
Ur, x> (c+be)t.

Ue(z,t) = (4.17)

Napomena. Udarni talas koji stanju U; sa leve strane pridruzuje stanje U, sa desne strane
i prostire se brzinom ¢ mozemo posmatrati kao specijalan slucaj prostog senka talasa, i to
biranjem U, . = Uj, U, . = U, ili ac = b, = 0. Isto vazi i za kontaktne diskontinuitete.

Iz (4.17) se vidi da se prost senka talas prostire konstantnom brzinom ¢, tj. njegov front
se nalazi na pravoj x = ct. Takode, z;. = z,. = 0, Sto znaci da (4.17) ne moze biti reSenje
problema interakcije ili problema koji u po¢etnom uslovu ima delta funkciju. Medutim, takav
oblik resenja je obicno dovoljan za resavanje Rimanovog problema sa n = 2.

Jedna od prednosti resenja u obliku senka talasa je ta Sto se postupak pronalazenja
reSenja svodi na resavanje sistema jednacina.

Neka je dat sistem (4.7) u nekanonickom obliku. U slu¢aju prostog senka talasa (u
nastavku ¢emo Cesto izostavljati re¢ “prost”), aproksimacije (4.10) imaju oblik

atF( C(F (UZ))(S(I' - Ct) + (asF(Ul,a) + bsF(UT,E))é(l' - Ct)
—c(a.F Ul 5) + b F(Uy2))td' (z — ct)
9G(U:) =(G(Uy) — G(U1))d(z — ct) + (a-G(Ue) + b=G(Uye))td' (x — ct),
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pa vazi
OF(U2) + 0,G(U) = (—e(F(U,) = F(U) + G(U,) = G(UL) + a-F(Ur) + b-F(Uy) )&
+ (—c(a-F(Uie) + b-F(Uye)) + a-G(Ur) + b-G(Ure) )16

Resenje sistema (4.7) u obliku (4.17) postoji, tj. O,F(Ue) + 0,G(U:) =~ 0 ako i samo
postoji resenje sistema
c(f1(Ur) = F1(U)) = (¢'(Ur) = g"(Uh) = acf'(Uie) + be f'(Ure)
ang(Ul,s) + bagZ(Ur,s) ~ C(asfl(Ul,e) + bsz(Ur,s))’

gde F = (f',...,f"), G = (¢,...,9"). Leva strana prve jednakosti u (4.18) predstavlja
i—ti Rankin-Igonoov deficit

W= o fUU) - FUUD) — (6'(U)) — g (U),  i=1,....m.
Sada sistem (4.18) dobija oblik

aefi(Ul,s) + bafi(U'r,s) S
a:g'(Use) + beg'(Uye) ~ K"

=1,...,n, (4.18)

1=1,...,n.

Napomena. U sluéaju kada je sistem (4.7) dat u kanoni¢kom obliku, tj. fi(y) = ¢*, i =
1,...,n pitanje egzistencije resenja u obliku prostog senka talasa je ekvivalentno resavanju
sistema

i i
azup . +beu, . A K

) . ., 1=1
asgl(Ul,s) + bsgl(Ur,s) ~cK'

.. (4.19)

Prorozicua 4.1 (Propozicija 3.1. iz [75]). Neka fluks funkcije u (4.7) imaju najvise
linearan rast u odnosu na k komponenti (u',... u*) i superlinearan u odnosu na ostale

komponente. Tada se SDW lokus sistema (4.7) u kanonickom obliku (F(U) = U ) nalazi na
mnogostrukosti dimenzije k + 1.

DokAz. Komponente u;'»’e, j=10Lr, i=%k+1,...,n imaju rast koji je u odnosu na &
dovoljno mali da zadovolji jednu od dve pretpostavke (4.14), (4.15). Ako fluks funkcija ima
superlinearan rast u odnosu na :—tu komponentu v’, tada vazi v, = o(¢™1). To znaéi da je

i—ti Rankin-Igonoov deficit jednak nuli (k! = 0), pa je sistem (4.19) delimi¢no odreden. Za
fiksno levo stanje Uj, brzina c i desno stanje U, (n+ 1 promenljiva) treba da zadovolje n — k
jednacina oblika

g9'(Ur) — "(U)

c= : - , t=k+1,...,n.
ur - U,l
Za odredeno c, skup svih moguéih vrednosti za U; = (u}, ..., u}) ée pripadati preseku mno-
gostrukosti dimenzije k4 1 i domena (). Dalje, za poznato U;, U, i ¢ treba odrediti sredisnja
stanja uj ., j = I,r,i = 1,...,n. Kako je kg1 = --+ = K, = 0, sistem (4.19) ima n + k

netrivijalnih jednacina sa 2n nepoznatih
acuj, +boul, K, =1,k
acg (Ure) + bog' (Une) moew®,  i=1,... .k
a:g'(Upe) + beg'(Un) =0, i=k+1,...,n.

Za neke specijalne forme fluks funkcija taj sistem ima resenje. O
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PRIMER 4.1 (Konstrukcija reSenja u obliku j—udarnog talasa). Neka postoji resenje koje se
sastoji iz delta udarnog talasa i to u formi

) <ct , <ct _
u(z,t) = s ,  u(x,t) = v TSy ad (z —ct) + a0t (z — ct),
Up, T >ct Vp, T >ct

pri éemu su 6~ (z — ct) i 67 (z — ct) definisane na R2 N {z < ct} i R: N {z > ct}, respektivno i imaju
nosac na pravoj x = ct. Odgovarajuée SDW resenje se konstruise uzimanjem

Upe = U,  Upe = Up, limave=cq;, limbv,..=q,.
e—0 e—0

Pretpostavke (4.14) i (4.15) se koriste kako bi analiza bila Sto opstija, ali se kod nekih
specijalnih sistema one mogu izbeé¢i. Razvojem test funkcije do drugog stepena dobijamo
reSenja u obliku tzv. ¢’—udarnog talasa koja su uvedena u [86, 97]. Naravno, jo$ vetom
preciznoséu prilikom aproksimacije test funkcije dobijamo reenja u obliku ¢ —udarnog
talasa (za detalje videti [75]).

4.2.2. Tezinski senka talasi

Kako bi se obuhvatilo Sto viSe tipova resenja sistema zakona odrzanja, nastaju speci-
jalni oblici senka talasa. Jedan takav je tezinski senka talas kod koga sredisnja stanja
Upe(t), Upc(t) zavise od t.

LEMA 4.3. Neka su date funkcije F, G € C(;R™) i neka je U : Ri — Q C R" za svako
t > 0 po delovima konstantna funkcija data sa

Ui, x < c(t) — as(t)
Ue(t), c(t) —as(t) <z <c(t)
Ure(t), c(t) <z <c(t)+b(t)
Ur, x> c(t) + be(t).

Ud(z,t) = (4.20)

Funkcije ac, b su C'—funkcije takve da vaZi a.(0) = z. i b:(0) = z,.. Neka F i G
zadovoljavaju uslov

maX{HF Uie)llLes, |G(Uie)llLe } = Oe™).
Tuda
In _/ / 0, F (U)o (1) dudt ~ /Oooc’(t)(F(Ur)—F(Ul))go(c(t),t)dt
+/ O ((a<(t)F (Ure(£)) + b (8)F (Ure (1)) ) (c(t), )t

+ [T OOFU0) + b(OF Urelt)Orp(el), )t

o= [ ‘: 0:G(U)pla,t) dudt ~ [ (G(U,) ~ GU)elel). t)at
- [T @06 W0) + b-IG W, (0 c(e). ).
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DokAz. Dokaz je slican dokazu Leme 4.1. Naime, razliku pravi ¢injenica da sredisnje stanje
zavisi od t, pa se u aproksimaciji za Ir posle parcijalne integracije pojavljuje izraz

/ / g O U (0) 1) ddt + / / O P (Ur (1)) (e 1) v,

tj. dobijamo
fr=- /000 (¢'(t) = az() (F(Uie(8)) = F(U1))p(e(t) — ac(t), t)di
- [T OFE0) - PO (et
- /Ooo (d(t) + b.(4)) (F(U,) — F(Urc(t))o(c(t) + b(t), ) dt
[ (:)_ o O ()l ) v+ 7] :)t)%s(t) OF(Ure (1)) ol 1) da dt.

=ac ()0 F (Up,e (1)) o(c(t),)+O(e) =be ()0 F (U, (8)) 9 (c(t),1)+O(e)

Razvojem test funkcije ¢ u Tejlorov polinom Ir svodimo na

Ie=— [ (P = FOD)E Op(e(t), 1)t

- 0
+ /0 oO(aa(t)&:F(Uz,e(t)) +aL(t)F (U () +be(t) 0 F (U e(t)) +-0L(8) F (Ur,a(t)))so(c(t), t)dt
=01 (a= () (U1 (1)) =01 (b () F (U< (1))
+ [0 (O U10) + bl (U,(0)2ai elt) Dt + OFc),

sto je i trebalo pokazati. Sli¢no,

lo = [ (GW0) = GU)e(e(t) )
~ [ (a:OG W) + b (OG0 rpelt). )t + OFe).

Koriste¢i Lemu 4.3 i aproksimacije za Ir i I dobijamo

Ir+Ig = [ (= ¢OFU) - FO) + (G(U) - GO) )eleld). )t

+ [T 0@t PWL0) + b F U (0) p(clt). )t

+/ F(Uno(0) + b () F (Ure (1)) ) Dutp clt). t)dt
- ( L(OGULL(1) + b-(1)G(Ure (1)) ) Do (e(t). )t

Izjednacavanjem izraza uz ¢(c(t),t) (Sto odgovara § funkciji) sa nulom dobijamo sistem
obi¢nih diferencijalnih jednacina

d(t)(F(U;) — F()) — (G(Uy) = G(Uh)) = Or(ac(t) F(Ue(t)) + be (1) F(Ure(t))), (4.21)
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dok izjednacavanjem izraza koji odgovara &’ sa nulom dobijamo
¢ () (a-()F (Ui (1)) + bo() F (Ure (1)) = ac(D)G(Upe (1) + b-(DG(Ure(1)).  (422)

Dakle, kao i ranije egzistencija resenja u obliku tezinskog senka talasa ekvivalentna je po-
stojanju resenja sistema (4.21, 4.22).

Kod sistema dimenzije vete od dva skoro je nemoguée pronaci konstantno SDW resenje
problema interakcije, pa u tom slucaju tezinski senka talas igra znacajnu ulogu.

Napomena. U nastavku ¢emo Cesto izostavljati re¢ “tezinski”. Ako bude bilo bitno napome-
nuti da se talas prostire konstantnom brzinom ili da sredisnja stanja ne zavise od t, koristi¢emo
reci “prost” ili “konstantni”.

4.2.3. Jos neka uopstenja senka talasa

Definicija senka talasa se moze dodatno uopstiti kako bi se obuhvatilo sto vise razli¢itih
oblika neogranicenih resenja ali i da bi se povecale Sanse za pronalazenje dopustivog pri-
bliznog resenja.

DEFINICIJIA 4.5. Po delovima konstantna funkcija sa konacnom brzinom prostiranja c,

U, z<(c+a_ne)t
U-Neyw (cHa-net<z<(cta_nii1e)t

Us(z,t) = { Upe, (c+ape)t <z < (c+aie)t (4.23)

UN—1,57 (C + CLN_Lg)t <zr< (C + CLN7E)t
U, x> (c+ane)t

naziva se slozeni senka talas (ili N-SDW).
Ukoliko je a;. = ie, i = —N,...,N kaZemo da N-SDW ima homogen oblik. Ukoliko
N-SDW ima semi-homogen oblik onda vazi a;. = ibie, b € R, i =—N,..., N.

Na isti nac¢in kao ranije mogu se aproksimirati parcijalni izvodi 0;F(U.) i 0,G(Us).
LEMA 4.4. Neka su date neprekidne funkcije F,G : Q@ — R" i funkcija U, : Ri — Q data sa
(4.28) i neka su a;c, i =—N,...,N takvi da vaZi

Gt —a _
b= —€ T e R j=_N,...,N—1.
g

Pretpostavimo da vazi

max  {[F(Uie)llLe, |G(Uig)ll=} = O™,

i=—N,..,N—1
Tada
N-1 N-1
OP(U2) =( Y bieF(Use) = c(F(U,) = P(U))d(z = ct) ¢ Y bisF(Ui)t6'(x — ct)
i=—N i=—N

N-1
,G(U.) =(G(U,) — G(U)))8(x — ct) + Y bieG(Ui)td' (z — ct).
i=—N
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Koriste¢i aproksimacije iz Leme 4.4 dobijamo da ¢e sloZeni senka talas dat sa (4.23) biti
priblizno resenje sistema (4.7) ako

N-1 N-1
€ Z b; F(Uz,e) ~Kk 1 ¢ Z b; G<Uz,a) /A CK,
i=—N i=—N
pri éemu k = (k!,..., k") predstavlja vektor Rankin-Igonoovih deficita.

Napomena. Kao i ranije, N-SDW sa konstantnom brzinom se moze uopstiti definisanjem
tezinskog N-SDW kod kog ¢e srediSnja stanja zavisiti od ¢, a brzina ¢e zavisiti od ¢t. Takvo
resenje bi imalo posebnu ulogu u sluc¢aju resavanja problema interakcije.

4.3. Uslovi dopustivosti

Mnogi sistemi zakona odrzanja imaju resenja u obliku delta (ili singularnih) udarnih
talasa ali su samo neka od njih fizicki znacajna. U radu sa delta i singularnim udarnim
talasima, narocito sa sistemima koji nemaju specijalne osobine (npr. stroga hiperboli¢nost)
se uglavnom koristi uslov prekompresibilnosti kao uslov za proveru dopustivosti resenja koji
je u vedini slu¢ajeva dovoljan za odabir jedinstvenog i fizi¢ki znacajnog resenja. To je uslov
analogan Laksovom entropijskom uslovu za udarne talase (3.10).

DEFINICIJA 4.6. Senka talas koji razdvaja stanja U i U, i prostire se brzinom ¢ (t) je pre-
kompresivan ako vazi

X(U) > ) > N0, i=1,...,n,

pri éemu je ¢ (t) brzina talasa i x = \;(U)t, i = 1,...,n su karakteristike sistema.

Druga opcija za proveru dopustivosti je entropijski uslov. Neka je sa 1 oznacena strogo
konveksna ili semi-konveksna entropija sistema (4.7), dok je njoj odgovarajuéi fluks entropije
oznacen sa ().

DEFINICIJA 4.7. Resenje U, sistema (4.7) sa pocetnim uslovom Uli=yg = Uy, je dopustivo
ako

ti [ | (U200 + QUAOup) dit i+ | U@ 0)pla 0)dx = 0 (4.24)

e—0

vazi za svako T > 0 i za sve nenegativne test funkcije p € C§°(R x (—o00,T)).

U opstem slucaju se ne zna kakav je odnos izmedu dva uslova za proveru dopustivosti.
Na nekim sistemima je pokazano da entropijski uslov implicira uslov prekompresivnosti i
postojala je sumnja da bi dva uslova mogla biti ekvivalentna, sve dok na modelu za uopsten
Capliginov gas nije pokazano da to ne vazi uvek ([80]).

Dopustivim resenjem ¢emo smatrati ono koje zadovoljava entropijsku nejednakost (4.24)
i to za sve entropijske parove sa konveksnim (u slu¢aju strogo hiperboli¢nih sistema) ili
semi-konveksnim entropijskim funkcijama (u sluéaju slabo hiperboli¢nih sistema).

U sluéaju resenja u obliku senka talasa, entropijsku nejednakost (4.24) svodimo na dva
uslova. Posmatramo prost senka talas oblika (4.17) i koristimo (4.10) ali sa funkcijama n
(umesto f) i @ (umesto g). Prvi uslov ima oblik

_0(77(U7") - W(Uz)) +QU:) — Q(U)) + il_r}(l) (an(Uz,e) + ben(Ur,e)) <0, (4.25)
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jer je 0 funkcija nenegativna distribucija, dok je drugi uslov dat sa

ig% (_C(asn(Ul,s) + ben(Ur,a)) + asQ(Ul,s) + beQ(Ur,a)) =0, (426)

jer izvod § funkcije nema konstantan znak.

DEFINICIJA 4.8. Produkcija ukupne (matematicke) entropije resenja u obliku prostog senka
talasa je konstantna t data je sa

Pl,r = _C(W(UT) - U(Uz)) + Q(UT) - Q(UZ) + lg% (aan(Ul,s) + ban(Ur,a))‘
Kazemo da je senka talas disipativan ako vazi Py, < 0.

Napomena. Pojam disipativnog slabog reSenja je uveo Lions® u [66].

“Pierre-Louis Lions, roden 1956. godine je francuski matematicar i dobitnik Fildsove medalje.

DEFINICIJA 4.9. KaZemo da je resenje u obliku prostog senka talasa slabo jedinstveno ako je
njegova distributivna slika jedinstvena, tj. pored brzine talasa c koja je jedinstvena, jedinstven
mora biti 1 limes

ig% (aEUl,a + bsUr,s)-

Ako je limes lirrlg_)()(agui6 + beul ) za neko i € {1,...,n} jedinstven, kaZemo da je i—ta
komponenta jedinstvena.

Napomena. Primetite da na osnovu prethodne definicije vazi da su sve sporedne komponente
U. jedinstvene.

Prorozicusa 4.2 (Propozicija 4.2. iz [75]). Pretpostavimo da postoji resenje u obliku
prostog senka talasa sistema (4.7).

(a) Ako postoji jednacina u sistemu (npr. i—ta) takva da je funkcija f{(U) nezavisna od
glavnih komponenti vektora U, tada je brzina SDW-a jedinstveno odredena jednacinom

el (U)] + g (U)] = 0.

(b) Ako postoji jednacina u sistemu (npr. i—ta) takva da f'(U) = u?, pri cemu je v’ glavna
komponenta U, tada je ona jedinstveno odredena sa

aguiE + beu). . = k' € R.

Ako (a) i (b) vaZe za sve glavne komponente, tada je distributivni limes SDW resenja sistema
(4.7) jedinstven. Isti je slucaj i sa sistemom datim u kanonickom obliku.

DEFINICIJA 4.10. Resenje sistema (4.7) je slabo jedinstveno ako se na jedinstven nacin moze
zapisati kao kombinacija standardnih dopustivih elementarnih talasa (udarni, razredujuci
talasi © kontaktni diskontinuiteti) i dopustivog senka talasa.

Gornje definicije se mogu uopstiti i na tezinski senka talas. Na primer, zamenom funkcija
niQ umesto F' i G u (4.21) i (4.22) dobijamo dva entropijska uslova za proveru dopustivosti
reSenja u obliku senka talasa

— O = 7(T) + (QUr) — Q(UY)) + lim 8 (4. ()n(U1(1)) + be(n(Ur (1)) < 0
tiny (1) (ac (£ (U (1)) + b (00 (U o(1)) — (@=(DQULLD) + b(D)QUr2(1)))) = 0.
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Produkcija ukupne (matematicke) entropije preko tezinskog senka talasa zavisi od t i data
je sa
Pri(t) === () (n(Ur) — n(Uh)) + Q(Uy) — Q(UY)

+ lim %(ag(t)n(Uz,g(t)) + b (U (8))).

Oznacimo sa

o0

Mo (1) = lim M5, (1) = lim [ (U, 0))da

e—0 ./ _o

ukupnu entropiju u vremenu ¢ resenja u obliku senka talasa (4.20) koji razdvaja stanja Uj i
U,. Vazi

. e(t)—as(t) e(t)
= e [ aWe(t)d

c(t)+be (1) 00
o [ U+ [ U,
c(t) c(t)+be (t)

Koristedi formulu
d b , / oo
pn / " n(z,t)dx = b (t)n(b(t), t) — a'(t)n(a(t), t) + / . (@, t)dx

i ¢injenicu da u oblasti gde je resenje glatko vazi 0yn + 0,Q = 0 dobijamo izraz za stopu
promene entropije resenja u obliku senka talasa u vremenu ¢

i’Hir(t) =(c(t) = al(®)n(U1) + aZ(t)n(Ue(t)) + ac(t)ne(Ure(t))

dt
FULOUn(0) + bo((Ue(6)) — (¢ (1) + BL(E)n(U)
= (00U ~n(U0) + (0= (On(Ur(0) + be(O)n(Ure (1))
—al(On(U) — BT,

~E

Pustanjem limesa kada € — 0 u gornjem izrazu dobijamo relaciju

%’Hl’r(t) =P, (t)+ Q) — Q). (4.27)

Kriterijum za proveru dopustivosti klasi¢nih resenja dat u Definiciji 3.8 se moze prilagoditi
i slucaju kada resenje sadrzi senka talas i to koris¢enjem izraza za produkciju entropije
Ppr(t) koji se dobija kod senka talasa, odnosno stope promene entropije H;,(t) umesto
odgovarajucih izraza koji se koriste kod klasi¢nih talasa. To ¢e kasnije biti ilustrovano na
sistemu (2.28).

Napomena. U gornjem izvodenju zanemarujemo da je mogué¢ problem sa beskonac¢nom
ukupnom entropijom u konacnom vremenu. Razlog za to lezi u Cinjenici da se talasi pro-
stiru kona¢nom brzinom, pa je mogucée posmatrati ukupnu entropiju na kona¢nom intervalu
[—M, M], pri ¢emu je M > 0 dovoljno veliko takvo da su sve koriSéene pretpostavke zadovo-
ljene. U tom slucaju imamo Q(Us(—M,t)) = Q(U,) i Q(U:(M,t)) = Q(U;), pa se jednacina
(4.27) ne menja.
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Moze se desiti da postoji resenje u obliku senka talasa posmatranog problema ali da
to resenje nije dopustivo. U [76] je predstavljen postupak koji bi trebalo da prevazide taj
problem. Na primeru modela za éapliginov gas uveden je pojam niza senka talasa takvog da
je svaki senka talas u nizu parametrizovan pomoc¢u nekog parametra, manjeg od onog koji
odgovara prethodnom ¢lanu niza. Na taj nacin nastaju senka talasi viseg reda. Najpre se
fiksira pocetni parametar € i reSava pocetni problem koriséenjem elementarnih talasa i senka
talasa parametrizovanog pomocéu novog parametra £; < €. Novi senka talas ima red jedan.
U sledecoj iteraciji se fiksira €1 i uvodi novi parametar €2 koji odgovara senka talasu drugog
reda sa kojim se resava pocetni problem, itd. Sli¢no ¢e kasnije biti uradeno na primeru
modela za gasnu dinamiku bez pritiska i pocetnog uslova koji sadrzi delta funkciju (Glava
7).

4.4. Singularne interakcije izmedu talasa

Resavanje problema interakcije izmedu udarnih talasa (to ukljucuje i kontaktne diskon-
tinuitete) je ekvivalentno resavanju Rimanovog problema sa poc¢etnim uslovom transliranim
u tacku interakcije izmedu talasa. Medutim, slucaj kada u interakciji ucestvuje centrirani
razredujuéi talas je znacajno komplikovaniji i mi ga ovde neéemo razmatrati (viSe o tome se
moze pronaéi u [21, 101]). Alternativni pristup je da se centrirani razredujuci talas aproksi-
mira fanom koji se sastoji iz udarnih talasa malih amplituda, kao Sto je uradeno u slucaju
algoritma za pracenje talasa (videti Glavu 5).

Kako senka talasi obuhvataju veliku klasu singularnih resenja, ukljucujuéi i delta i sin-
gularne udarne talase, pretpostavljatemo da u interakciji ucCestvuje bar jedan senka ta-
las. Udarne talase mozemo posmatrati kao specijalne (trivijalne) oblike senka talasa, pa
¢emo analizom obuhvatiti i interakcije u kojima ucestvuju elementarni talasi, izuzimajuci
razredujuce talase.

DEFINICIJA 4.11 (Prilazeéi talasni frontovi). KazZemo da su dva talasna fronta prilazeéa
ako se mogu sudariti u buduénosti, gledano nezavisno od ostalih talasa.

PRIMER 4.2. Dva talasna fronta koja imaju poreklo u (X1,0) i (X2,0) sa konstantnim brzinama c¢; i
co su prilazeca ako vazi

(X1 <X9 1 1> CQ) ili (X1 >Xo 1 1 < 02).

Drugim re¢ima, talasni frontovi sa konstantnom brzinom su prilaze¢i ako onaj sa leve strane ima ve¢u
brzinu. [

Pretpostavimo da je doslo do susreta dva prosta senka talasa koji su reSenja sistema (4.7)
i imaju oblik

U, x—X<(¢—ael Un, ©—X < (é—a.t

O t) = (?z,a, (¢ — @)t <w- X <t Ot = I:JLE, (6 — ac)t <@ X <ét
Ure, @ <z—X < (¢+40b)t Upe, @t <z—X < (é+40b)t
Upn, z—X>(E+0b)t U, x—X>(+b)t

Neka se (75 nalazi sa leve strane talasa (75, tj. X < X. Potreban uslov da dode do sudara ta
dva talasa je da vazi ¢ > ¢.

Neka je sa (X,T) oznaCena tacka interakcije, tj. presetna tacka izmedu dve spoljasnje
SDW linije, © = X + (¢ +b.)t i # = X + (¢ — a.)t (videti Sliku 4.1). (X,T) zadovoljava
jednacinu

A

X=X+ (@+b)T =X+ (¢—a)T,
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r=X+ct-T)

r=X+4+(c—a)t—T)— a1, ._-': =X+ (c+b)t—T)+ z

Ui : Ur

z=X+ét x=X +ét

Slika 4.1: Interakcija izmedu U.iU.ut=T

pa sledi

X-X
T:—~.
¢—C4a.+b.

Posmatramo sistem (4.7) sa poCetnim uslovom

Ui, .CC<X
Ux,0)={ U, X<z<X (4.28)
U, x> X.

Oznacimo sa U~ priblizno resenje tog pocetnog problema pre interakcije. Ono je kombinacija
dva senka talasa, Uz (z,t) i Us(z,t) i dato je sa

U, z<(@—a)t+X

Ue, (E—at+X<z<ét+X

Upe, ¢+ X <z <(E4+b)t+X

U (2,t) = Upy, (E+b)t+X <az<(E—a)t+X, t<T. (4.29)
U, (—a)t+X<z<ét+X

Upey e+ X <z <(4+b)t+X

U, a>@+b)t+X

Dalje, neka je

U, z—-X<(c—a)t—-T)—x,
U, — t—T) — - X t—T
U;(:,U’t) — l,&"? (C af)( ) xl,& < X < C( )7 t > T. (4.30)
Ue, ct—T)<z—-X<(c+b)t—T)+zp,

U, o—X>(+b)t—-T)+z,
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Napomena. Primetite da se u (4.30) pojavljuju konstante z; ., z,. ~ €. One imaju vaznu
ulogu, jer se snaga tog senka talasa u t = 7" manifestuje kroz izraz z; .U . + 2, Uy .

U nastavku ¢emo pokazati da je sa

U= (x,t), t<T

Uc(z,t) = { ©

4.31
Uf(x,t), t>T (4.31)

dato slabo resenje problema interakcije pod uslovom da postoji resenje u obliku senka talasa
sistema (4.7) sa poCetnim uslovom

Ul(z,0) = {Ul’ r<0 (4.32)
U., >0,
dato sa
U, x<(c—at
0. (z.t) = Upge, (c—a)t<z<ct (4.33)

Ure, ct<z<(c+b)t
U, x> (c+b)t.

Napomenimo da je pretpostavka o postojanju resenja oblika (4.33) bez prisustva konstanti
Tl e, Tre ~ € dovoljna za postojanje resenja problema interakcije oblika (4.30) (radi jedno-
stavnosti je uzeto 7' = 0). Naime, iz Leme 4.1 dobijamo da ¢e senka talas dat sa (4.30),
T = 0 biti resenje posmatranog problema ako zadovoljava sistem

_C(fi(Ur) - fZ(Ul)) + aafi(Ul,a) + bafi(Ur,a) + gi(Ur) - gi(Ul) ~ 07
_C((ast + 5El,a)fi(U1,s) + (bst + xr,z—:)fi(Ur,s)) (4‘34)
+(ast + $l,s)gi<Ul,s) + (bet + mr,s)gi(Ur,s) ~ 0.

Medutim, lako se pokazuje da ako (z;c,%rc) = a(ae, be) vazi za bilo koje realno o, onda se
druga jednacina iz (4.34) svodi na

_C(aefi(Ul,s) + bafi<Ur,a)) + aegi(Ul,s) + aagi(Ur,e) ~ 0,

pa je sistem (4.34) ekvivalentan sistemu (4.18) koji zadovoljavaju resenja u obliku prostog
senka talasa, tj. (4.30) ¢e biti reSenje posmatranog problema ako i samo ako je (4.33) resenje
tog problema.

TEOREMA 4.1. Funkcija U, definisana sa (4.31) je reSenje problema (4.7, 4.28) ako vaze
sledece pretpostavke:

1. Postoji resenje problema (4.7, 4.28) za t <T dato sa (4.29).
2. Postoji resenje problema (4.7, 4.32) za t > 0 dato sa (4.33).
3. Moguce je odabrati o > 0 takvo da vazi

ak =T(R + k),

pri cemu su sa Rk, Rk, Kk € R" oznaceni Rankin-Igonoovi deficiti koji redom odgovaraju

funkcijama US, U, U..

U tom slucaju kaZemo da je funkcija U data sa (4.30) resenje problema interakcije izmedu
U: i Ue.
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Napomena. Pretpostavka 2 iz Teoreme 4.1 je bitna, jer nam garantuje postojanje resenja
problema interakcije u obliku konstantnog senka talasa. Naravno, takvo reSenje ne postoji
uvek. Mogucée je da iz interakcije dva senka talasa nastane senka talas sa nekonstantnom
brzinom. To ¢e kasnije biti pokazano na primeru modela za gasnu dinamiku bez pritiska.
Naravno, moze da se desi da ne postoji ni resenje problema interakcije u obliku tezinskog
senka talasa. U tom slucaju treba pokusati sa jos opstijim oblikom SDW resenja. Takode,
treba uzeti u obzir da je moguce da iz singularne interakcije nastane neka kombinacija talasa
od kojih je bar jedan singularni talas, kao $to je dobijeno u [74].

Doxkaz. Neka je sa ng = (0,1) oznacen jedini¢ni vektor normale na ¢t = 7. Posmatramo
sledece oblasti:

y={(z,t): t=T, 2z —X < (¢—a.)T}
(¢-

S V= {(z,t): t =T, a.)T <z — X < T}
Y2 =72 U2, ,, . oo a T
vy i ={(z,t): t=T,eT <z —X < (¢+b.)T}
/ I ’Yé:{(xvt) t:T(é—dg)TSHJ—XSéT}
’73::’73U’Y37 17i A 3 A 7
Vi={(z,t): t=T,¢T <z —X < (¢+b.)T}
v={(z,t): t =T,z X > (¢—b.)T}
i={(@ ) t=T, 0 < X — .}
/ " ’Yé::{(l"t):t:T7X_xl7ESxSX}
76::76U’YG7 17
Vo={(z,t): t =T, X <z <X +uz,}
o=@ ) st =T, x> X + 2}

Znamo da je U- priblizno reSenje sistema (4.7) za t < T, a UX definisano sa (4.30) je
priblizno resenje istog sistema za t > T.

Neka je v C Ri prekidna kriva za UZ i Ul i neka A = Ri \ 7. Na osnovu Teoreme o
divergenciji sledi

// U.)0vp + G(U.)dpp) dadt = /(G F)(U.)nop ds

] OFCN OGOt [[ (@D + 0,607 e

Integrali na A i v\ U/_;7; konvergiraju ka nuli kada ¢ — 0 (greska je reda ¢), jer su U= i
U na osnovu pretpostavki 1 i 2 iz formulacije teoreme priblizna resenja sistema (4.7) ispod
i iznad prave t = T. Ostalo je da se dokaze da integrali na Uzzlfyi konvergiraju ka nuli kada
e — 0, tj. da vazi

(G, F)(T.) - nyp ds —/ (G, F)(UF) - nop ds ~ 0.

YsUve Uy

/mm(G’ F)(Ue) - nopds + /

Y¥3Uv4

Dalje, vidimo da su U i U, jednake U na Y1 N~s5 idasu ﬁs i U. jednake U, na v4N~7. Pored
toga, jednodimenzionalna Lebegova mera na skupovima (1 \75)U (5 \71) 1 (74 \v7)U (7 \74)
tezi nuli kada ¢ — 0, jer su ae, b, 71, i =, konstante reda € i U. je ogranic¢eno na tim
skupovima. To znaci da preostaje da se dokaze da vazi

F(U)pds+ | F(U.)pds ~

72 73 6

F(U)pds.
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F(U.)pds + L// F(ﬁg)apds>

( 7 2
X+&T _ X+(e4b)T
— 1im ( / F(U) oz, T)de + [ F(Ure)p(a, T)dz)
e=0 N JX+(-a.)T X+eT
= lim (@.F(Tr) +b.F(T,) )T (X, T) = BT (X, T),
e—0

jer je p(x,T) = p(X +&T)+0(c) ~ p(X,T), za v € (X + (é—a.)T, X + (¢ +b.)T). Slicno,
dobijamo

lim/ F(U)pds =T (X, T)
73

e—0

lim [ F(U)pds = lim (21 F(Upe) + e F(Ure)) p(X,T) = ar (X, T),

e—0 6

jer vazi (x;.,2,) = a(ae,bs). Dakle, funkcija U, je reSenje problema (4.7, 4.28) ako vazi
pretpostavka 3, tj. o« = T(k + Rk)/k. O

Iz Teoreme 4.1 vidimo da je resavanje problema interakcije izmedu talasa od kojih je bar
jedan senka talas ekvivalentno resavanju pocetnog problema kada je na Rimanov pocetni
uslov dodat izraz koji sadrzi delta funkciju, tj. U je reSenje sistema (4.7) sa pocetnim
uslovom

U, <X

+ 06 , 4.35
U, >X 7o) ( )

U(x,O)—{

gde je sa ¢ € R™ oznacena pocCetna snaga prostog senka talasa koja je jednaka zbiru snaga
prilaze¢ih talasa u t =T, tj. vazi

gde & := lime_,0 (@:Up - + b:Uyz), & := lim.0 (a:Upc + b-U,c). To znaéi da ¢emo vrednosti
Zie, Ui, © = [, 7 birati tako da vazi

o = lim(z;,Uc + 2, .U e).
e—0

Dakle, resenje problema (4.7, 4.35) dobijamo koris¢enjem Leme 4.1 u slu¢aju konstantnog
senka talasa ili Leme 4.3 u slucaju tezinskog senka talasa kada je

o=0(0), gdeo(t)= ;1_13(1) (as(t)Ul,a(t) + bs(t)UT,E(t))7 as(0) = Lle, be(0) = @y

)

Napomena. Teorema 4.1 se moze primeniti i ukoliko je jedan od prilaze¢ih talasa ([7 ili
U) udarni talas ili kontaktni diskontinuitet uz odredene (otigledne) modifikacije kod oblika
funkcije (na primer, a. = b. = 0 u (4.33)). Takode, teorema moze biti korisna i kod interakeija
izmedu senka talasa i razredujuceg talasa kada se razredujuéi talas razlaze preko fana koji se
sastoji iz neentropijskih udarnih talasa male snage, pa se posmatraju interakcije izmedu senka
talasa i elemenata fana. U tom sluc¢aju bi pustanjem distributivnog limesa kod rezultujuceg
senka talasa dobili levo ili desno stanje (zavisi od toga sa koje strane se nalazi razredujuéi
talas) koje nije konstantno.
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Neka vaze pretpostavke iz Teoreme 4.1 i neka je sa (1, Q) dat entropijski par za sistem
(4.7). Pretpostavimo da funkcije U., U. i US zadovoljavaju entropijsku nejednakost na
svojim domenima. ReSenje U, ¢e biti entropijski dopustivo ako vazi

tim ([ w(U)e = [ 0@~ [ n0ae) <o (4.36)

e—0 Y2 V3

za svaku nenegativnu test funkciju ¢ € C§°. Iz konstrukcije funkcije U, znamo
?7(0- ) o {T,(Ul,e)a (:L’,t) € ,-yé (U ) _ {U(Ul,e), (.T,t) € /Yé
g) — d ) e) — o I
77( 7’,6)7 (.’L',t) € Vé/ n(UT,E)u (l’,t) € ’Yé/

pa sledi da je relacija (4.36) zadovoljena ako i samo ako vazi

A~

21_1:% (xl,an(Ul,a)‘*’xr,s??(Ur,s)) - (&sn(ﬁl,a)+BEW(UT,E)+&677(Ul,8)+b€77(ﬁr,€)> T<0.
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Sistemi gasne dinamike sa nepozitiv-
nim pritiskom

5.1. Model gasne dinamike bez pritiska

Posmatramo izentropski sistem gasne dinamike bez pritiska (2.25) sa Rimanovim po-
¢etnim uslovom

o), <0
(p,u)(z,0) = {(pr,ur), x>0, (5.1)

gde PLs Pr > 0.

Neka wu; i u, iz (5.1) zadovoljavaju uslov u; < u,. Tada postoji klasi¢no resenje problema
(2.25, 5.1) koje se moze predstaviti kao kombinacija kontaktnih diskontinuiteta, jer su obe
karakteristicne familije sistema linearno degenerisane. Ako je u; = wu,, reSenje je dato u
obliku kontaktnog diskontinuiteta koji razdvaja stanja (pg,u;) i (pr, ur),

t
Ula,t) = (o, w), = <uy (5.2)
(pryuy), x> ut.

Dalje, ako je u; < wu,, resenje je dato u obliku dva kontaktna diskontinuiteta razdvojena
vakuumom,

(1, w), r < ut
Uz,t) =< (0,9(x, 1), wt <z <upt (5.3)
(p’l"7u’r‘)7 T > u’/‘t7

pri ¢emu je sa ¢(x,t) data proizvoljna neprekidna funkcija takva da vazi ¢(ujt,t) = wy,
o(upt,t) = u,. Kao klasitna resenja, resenja u obliku (5.2) ili (5.3) su entropijska.
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U suprotnom (kada u; > u,) ne postoji resenje koje se moze predstaviti u obliku ele-
mentarnih talasa, nego se mora traziti neki oblik neklasi¢cnog resenja koje sadrzi Dira-
kovu delta funkciju. Pokaza¢emo da u tom slu¢aju postoji resenje dato u obliku senka
talasa.

Napomena. Rimanovom problemu (2.25, 5.1) se posvecuje dosta paznje. To je jedan od naj-
poznatijih modela iz klase onih sa resenjem u obliku delta udarnog talasa. Izentropski modeli
kod kojih se ne zanemaruje uticaj nekih zapreminskih sila (poput gravitacije) su izuCavani
u [32, 99], viSedimenzionalni modeli u [65, 78, 100], a model sa dodatim zakonom odrzanja
energije u [75].

LEMA 5.1. Postoji dopustivo resenje Rimanovog problema (2.25, 5.1) kada u; > u, u obliku
prekompresivnog prostog senka talasa

(pyw), x<ct)—5
US(z,t) = (p°,u) (2, 1) = { (peyue), ct) — 5t <a<c(t)+5t (5.4)
(pryur), x> c(t) + 5t,

pri emu p. ~ e~ 1. Front senka talasa je dat sa x = c(t) = yirt, gde

VAL Prttr
T = lim u,,
VPt /Pr =0

oznacava brzinu, dok & .t := \/pipr(u — u,)t predstavija snagu senka talasa.

Yir =

DoxkAz. Treba pokazati da senka talas dat sa (5.4) zadovoljava sistem (2.25) u distributiv-
nom smislu, tj. da

A [T (e + (Fuea) @) dadt + [~ (57)(@,0)do 0
5= [ (e ) + (P Ppa)wt) dudt + [ (pFute)(@.0)do 0,

vazi za svaku test funkciju ¢ € C§(R% ) Vazi

c(t)— +£t
/ / (p°pt)(x, t) dedt = / / pl<pt x,t) d:vdt—l—/ / = ,05<pt x,t) dxdt

+ / / prow(z, t) dadt.
0 Je(t)+5t

Koristeéi parcijalnu integraciju (ili Teoremu o divergenciji) i razvoj funkcije ¢ u Tejlorov red

go(c(t) + gt, t) = (c(t),t) £ dpp(c(t), t)gt +0(e?),

dobijamo
Av= [ [ o)t dudt == [ (o= podie(elt) - Stt) (10 - 5)at
= [T =pe(et+ ) ({0 + 5)dt =~ [~ ()0 do

( (c(t),t) — (%Cgo(c(t),t);t) (c/(t) _ % ) dt
) (#(el0).0) + 0uplel),) 50 (¢0) + 5 )t

/OO )(x,0) dz + O(e?).

[e.9]

=),
P

0
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Dalje,
a1 = [T (00 0 20e)olel® 03— [ et pap(ct). 0 a

0
- [ w0 de+0G)

—00

i na slican nacin dobijamo
o0 oo c e [e.e] I
Ay ::/ / (P uf0p)(x,t) dedt = / (pru; — paue)g0<c(t) — §t,t)dt
0 J—o0 0
& €
[ e = prup(eld) + S, )
0 2

= [t = ) (#(e0.) — et 5t

[ o = prn) (olet@), ) + usplelt). )5t )t + OE2)
—— [T orur = pra)e(t), e + [ epauctdng(clt), 6 dt + O).
Neka je
limep: =& limue =y,
Tada vazi

A4+A2zémQﬂﬂ@r—m%—@wr—mw%—wQ¢@U%0ﬁ

-/ T epet(d (1)~ w) o (cl) ) dt = [ (p70)(,0) o+ Oc),

pa vidimo da ¢e A = O(¢g), ¢ — 0 biti zadovoljeno ako i samo ako

& =) (pr — p1) = (prttr — prur), e = (1),

jer u tom slucaju vazi
A=A+ Ay —I—/ (p°p)(z,0)dx + O(e) = O(e), €—0.

Na sli¢an nac¢in dobijamo B = O(¢), € — 0 i to zamenom pfu® umesto p¢ i p®(u®)? umesto
p°u® u gornje jednacine. Dakle, & , iy, su resenja sistema

& = yir(or — p1) — (prur — prug)

- (5.5)
Ertr = Yir(prur — prug) — (pruy — prug).

Eliminacijom &, iz druge jednacine u (5.5) dobijamo da je y; , reSenje kvadratne jednacine

yir(or — p1) = 210 (prue — prwg) + (prup — prui) = 0.

Ako je p, # pi, onda

prtty — pruy £\ (prtty — prur)? — (pr — p1) (pru2 — pru)
Pr — pi .

Yir =
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Resenje u obliku senka talasa dato sa (5.4) ée biti prekompresivno ako odaberemo znak
+ u gornjoj jednacini (u tom slucaju ¥, je konveksna kombinacija vu; i u,). Dakle, uslov
prekompresivnosti ima oblik

Uy = Yrp = Uy, gde Yir = M (56)
) ) /,07‘—1_\/;7[

Zamenom y;, u (5.5) dobijamo izraz za snagu senka talasa

gl,rt =V Plﬂr(ul - ur)t-

Ako je p, = pi, takode postoji dopustivo resenje sistema (5.5) u obliku senka talasa i u
tom sluc¢aju imamo

Ur + Uy
Yir = - 9 ’ gl,r = Pl(ul - UT)-
Jasno je da je i ovaj put uslov (5.6) zadovoljen. O

Napomena. Primetite da u sistemu (2.25) pretpostavljamo da nema spoljasnjih sila poput
gravitacije. Isti postupak se moze primeniti i na sistemu koji ne zanemaruje efekat tih sila.
Na primer, u [32] je dato reSenje Rimanovog problema za gasnu dinamiku bez pritiska, gde se
pretpostavlja prisustvo gravitacionog polja.

U slucaju sistema gasne dinamike bez pritiska, resenje u obliku senka talasa (ali tezinskog)
postoji cak i kada komponenta gustine u pocetnom uslovu sadrzi Dirakovu delta funkciju.

LEMA 5.2. Neka je dat sistem (2.25) sa pocetnim uslovom

(pr,up), <X

(o), > X + (7,0) 6¢x,0)5 (5.7)

(p,u)(z,0) = {
i neka je (pu)li=o = Y(x,0) takvo da vaZi vy > 5/v > ur, v > 0, py, pr = 0. Tada postoji
resenje problema (2.25, 5.7) u obliku prekompresivnog tezinskog senka talasa.
Snaga &(t) i brzina us(t) tog senka talasa su resenje sistema obicnih diferencijalnih
jednacina

§'(t) = (pr — p)us(t) = (prur — prug),  £(0) =~

, ) ) ~ (5.8)
(E()us(t)) = (prur — prug)us(t) — (pruy — pruy), f(O)US(O) =7
Funkcija c(t) = [§ us(7)dr + X predstavija front rezultujuceg senka talasa.
Doxkaz. Dokazatemo da je senka talas oblika
(p1, 1), r<c(t)— 5t — e
US(z,t) = 1 (pe(t),uc(t)), c(t) —5t—z <z <c(t)+ 5t+ . (5.9)
(pr,ur), x> c(t) + 5t + 2.

priblizno resenje problema (2.25, 5.7) i to primenom Leme 4.3 sa U = (p,u), Uj.(t) =
Ure(t) = Uc(t) i ac(t) = be(t) = 5t + z.. Primetite da u slucaju sistema (2.25) imamo
F = (f1, f2), G = (g1,92), gde fi(p,u) = p, fa(p,u) = gi1(p,u) = pu i ga(p,u) = pu®.

ZakljuCujemo da ¢e (5.9) biti priblizno resenje ako i samo ako p.(t) i ue(t) predstavljaju
reSenje sistema

¢(t)(or — 1) = (o — prun) = 04 (25t + 22) pe (1))

(5.10)
() (prur — prur) — (prUg - plu%) ~ Oy (2(%t + xs)pE(t)us(t))
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koji odgovara (4.21), dok sistem (4.22) sada ima oblik

()2(5t + @) pe(t) ~ 2(5t + 2) pe (t)us(t)
2

5.11
(025t + 22)pe()ue(6) ~ 25t + ) (Da2(0). o4

Dve jednacine u (5.11) su ekvivalentne i bi¢e zadovoljene ako vazi

lim uc(t) = (t) =: us(t).

e—0

Dalje, neka je

e—0

£(t) = lim 2(§t +22) pe(t).

Tada je sistem (5.10) ekvivalentan sistemu (5.8), a pocetni uslovi iz (5.8) se mogu zapisati u
obliku

6(0) =7, US(O) = '~Y/’}/ =:c.

Uslov £(0) =~ ¢e biti zadovoljen ako izaberemo x. tako da vazi

X+xe
/ pe(t) dx = 7. (5.12)
X—zc

Na taj nacin se osiguravamo da ¢e resenje biti neprekidno u odnosu na vreme. Iz (5.12)
vidimo da slu¢aj p(t) = 0 nije mogué, jer je v > 0. Ukoliko bi vazilo v = 0, slucaj p:(t) =0
bi odgovarao kontaktnom diskontinuitetu kada u; = u,, dok u suprotnom takvo resenje ne
bi postojalo. Ako je v > 0 i u; = u,, resenje se naziva delta kontaktni diskontinuitet, jer se
taj talas prostire duz karakteristike i ima konstantnu brzinu ;.

Sistem (5.8) se moze reSiti, $to ¢esto nije slucaj. Pod uslovom p; # p,, iz prve obi¢ne
diferencijalne jednacine u (5.8) dobijamo

us(t) = () = ey + 124,

(o] [0]
pri cemu koristimo standardnu oznaku za skok na udarnom talasu, [-] := -, — -;. Kombinova-
njem
E(t)us(t) = (=€ e + Lie(r)
el [o]
sa drugom jednac¢inom iz (5.8) dobijamo
u’—i’ [pu] ':uwil_uz
(€us)' () = (776 D@ + T 260) = ol (77 + 7€) = low,

tj.
(W) + [pulé(t) = [pu]® + [pul'(t) — [pu?][p]-
Dalje, integraljenjem gornje jednacine na intervalu (0,¢) dobijamo

(1)) = €(0)€(0) + ([ou] — [pu?][])t.
Takode, iz

¢(0) = clp] — [pu],  [pu]® — [pu?][p] = pupr[u]?,
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sledi

€' (0)&(t) = ppr[ul’t + v (clp] — [pul).

Jos jednim integraljenjem gornje jednacine dobijamo snagu £(t), a zatim i brzinu us(t) koji
su reSenje sistema (5.8).
U slucaju p; = p, # 0, sistem (5.8) ima oblik

§t) = pu(u —ur),  (E@)us(t)) = pr(ur — up)(w + ur — us(t)),

dok u slucaju p; = p, = 0 imamo

) =0, (@)ust) =0.

Konacno, snaga i brzina rezultujuteg senka talasa su date sa

£(t) = \/v + pupn [ul2t2 + 29(clp] — [pul)t,

u2 C|p|—|pU
alt) ﬁ([pu] 4 o[y tzg:() el =[p }))7 ako p; £ py (5.13)
S - 2
fg(t) (C - UHQ—UT.) + ul—|2—u7»’ ako PL = Pr,

a njegov front je kriva x = c(t),

X+ 2 () = v+ (prur — prur)(t = T)),  ako pr # py

c(t) = X+%(C—WT+W)(75—T)+"TT+W(15—T), ako p, = p; £ 0 (5.14)

X+e(t-T), ako p, = p; = 0.
Resenje u obliku (5.9) postoji za svako t > 0 i to sledi iz u, < ¢ < ;. Naime, vazi

clp] = [pu] = pi(c —ur) + pr(w — ¢) > min{py, p, } (ug — u),

pa dobijamo

§(6) 2 /72 + (min{pr. pr)) "l + 2y min{pr, pr b — )t
= v+ min{p;, pr H(u; — uy )t >~ > 0.

Ostalo je da pokazemo da je senka talas dat sa (5.9) prekompresivan, tj. da njegova brzina
us(t) zadovoljava uslov

up <ug(t) <y, t>0.

Neka je p; # pr. Diferenciranjem izraza za brzinu us(t) datog sa (5.13)2 dobijamo

2

lt) = — gy Pl = me)e = )
gde
gy = SO NP P (5.15)

) lLr ~—
NN Y T

Sa druge strane, direktno iz sistema (5.8) dobijamo

' __Inl
ug(t) = —@( [PluZ(t) — 2[pulus(t) + [pu’]) = —@(us(t) — yr) (us(t) — 21,0)-
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Kako je snaga senka talasa £(t) pozitivna i rastuc¢a funkcija, poCetna brzina ¢ zadovoljava
uslov u; > ¢ > u, 1 vazi

pl(ur — Zl,r)u [p] >0
pl(w = z10), [p] <O

[Pl(e = 21r) > {

b = i (71 ) (V=)0

zakljuCujemo

sign (uj(t)) = —sign([p](c — y,r)(c — 21,)) = —sign(c — yi,).

To znadi da je us(t) rastuca funkcija ako je ¢ < y;,, a opadajuca ako je ¢ > y;,. Dalje, u,(t)
ima asimptotu kada t — oo, tj.

g&%@zwm

pa sledi us(t) € [uy, w).

U +ur

Ako je p; = pr # 0, koristimo Cinjenicu da je u,(t) konveksna kombinacija c i “5*, jer
0 < 72/€%(t) < 1. Dakle, vazi
us(t) € [min {c, al —|2—ur },max {c, al ;ur H C [ur, w).
Slucaj p; = p, = 0 je trivijalan, jer je brzina senka talasa konstantna i jednaka c. ([

POSLEDICA 5.1. Neka vaze pretpostavke iz Leme 5.2. Tezinski senka talas dat sa (5.9) je
prekompresivan © njegova snaga je ogranicena, tj. vazi
u > ug(t) > ur
v+ min{py, prHur — up)t < &(t) < v+ max{p, prHw — ur)t.
Dokaz. Sledi iz dokaza Leme 5.2. U
Napomena. Pocetni uslov oblika (5.7) kod koga je na Rimanov pocetni uslov dodat izraz koji

sadrzi delta funkciju ¢emo u nastavku nazivati wopsteni Rimanov pocetni uslov. Odgovarajuci
problem ¢e biti uopsteni Rimanov problem.

Lema 5.2 nam garantuje postojanje resenja problema interakcije izmedu dva senka talasa.

PoOSLEDICA 5.2. Rezultat interakcije izmedu dva prekompresivna senka talasa kod sistema
gasne dinamike bez pritiska je prekompresivan senka talas.

Dokaz. Neka su data dva prilaze¢a prekompresivna senka talasa. Onaj sa leve strane
razdvaja stanja (p, u;) i (pm, um), dok desni razdvaja stanja (pm, um) i (pr, ur). Rezultujuéi
SDW (videti Sliku 5.1) koji nastaje u tacki (X, T) je reSenje uopstenog Rimanovog problema

(p,w), <X
) 7T = —"_ 70 5 M
(psu)(z, T) {(pr,ur), > X (7,0) (X,T)

gde v = &(T) + &(T). Sa &1(t) i &(t) su oznaCene snage dva prilazeca senka talasa u
vremenu t. Kako su prilazeci talasi prekompresivni sledi da njihove brzine zadovoljavaju

U < Usl(t) < ug, up < us2(t) < Up, t<T.

Pocetna brzina ¢ = ug(T) rezultujuéeg senka talasa je konveksna kombinacija wusi (T7) i
us2(T7), iz Cega sledi u; > ¢ > u,. Prekompresivnost u t > T sledi iz Posledice 5.1. O

U ovom delu neéemo analizirati resenje uopstenog Rimanovog problema (2.25, 5.7) sa
¢ & [ur,u, jer ée se njegova konstrukcija nastavljati na proceduru za konstrukciju pocetnog
problema koja ¢e biti data u Glavi 7.
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x = c(t)
, / r=c(t)+5t—-T)+ .

(oet)uet)
(Pr, Ur)

v =clt) = 5t~ T) -

(p1, w)

%= 01(7;‘4)

Slika 5.1: Interakcija izmedu dva senka talasa

Disipacija energije kod senka talasa

Sistem (2.25) poseduje semi-konveksan entropijski par (1, Q) koji ima poreklo u zakonu
odrzanja energije u kom se prilikom prelaska na slabu formulaciju gubi jednakost, sto se
manifestuje kroz pojavu disipacionog ¢lana. Dodatni zakon koji se tada dobija moze posluziti
kao uslov za proveru dopustivosti slabog resenja. Tada ulogu matematicke entropije sistema
dobija gustina energije. Neka je entropijsko-energetski par oznacen sa

1 1
n(p,u) = §pu2, Qp,u) = nu = §pu3-

LEMA 5.3. Svaki prekompresivan senka talas oblika (5.9) je entropijski dopustiv. Obrnuto
ne vazi.

DokAz. Senka talas koji je nastao u t = T3 i razdvaja stanja (p;, w;) i (pr, uy) je entropijski
dopustiv ako zadovoljava dva uslova

Dy (1) o= —us(t)[n] + Q)+ lim % (2(5 (0 — T0) + 2 )n(U-(1)) < 0
lim (us(t)z(g(t —T1) 4 z)n(U(t)) — 2(5(t — T1) + xS)Q(Ua(t))) =0,

gde U(t) = (pe(t),us(t)) i [n] := n(pr,ur) — n(pr,u;). Lako se pokazuje da je drugi uslov
zadovoljen, jer je ekvivalentan uslovu

%g(t) lim (s (t) — e (t))uZ(t) =0,

e—0

a iz definicije senka talasa sledi lim._,o us(t) = us(t) € [u,, 1;]. Takode, znamo da su us(t) i
&(t) ogranicene funkcije. Izraz Dy, (t) predstavlja produkciju energije! reSenja u obliku senka
talasa u vremenu t > 11, a uslov D;,(t) < 0 znaci da se energija ne proizvodi, ali moze do¢i

'Koristimo terminologiju iz [23, 27, 29].
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do gubitka (disipacije) energije. Dalje, koristeci

tim 4 (2(5(—T3) + 2 n(U-0))) = £ (€ 0020 + 26Dt (1)
= s () (s 0) (s ()] — o) — 2([p1u2(0) — 2pulus(r) + o))
1

= us(t) (= [pJu () + 3loulus(t) - 2[pu’]),

dobijamo eksplicitan izraz za produkciju energije kod senka talasa

Di(t) =~ (pion — s () + pr(us(t) — u)?). (5.16)

Senka talas je prekompresivan ako vazi u; > us(t) > u,, iz cega sledi Dy, (t) < 0 za t > T}.

O

DEFINICLJIA 5.1. KaZemo da je senka talas koji razdvaja stanja U, i U; i nastao je u vremenu
T > 0 disipativan ako vazi Dy, (t) <0 za svako t > T.

Moze se pokazati da je D;,(t) rastuca funkcija od ¢. Neka je
A(t) = [pluz(t) — 2[pulus(t) + [pu’] = pr(us(t) — ur)? = pu(u — us(t))?.
Za p; # py imamo u,(t) = —A(Tl)gg—é) i vazi

_3 7
=280
jer £(t) > 01z us(Th) > (<)yr,r sledi ug(t) > (<)yrr za t > T1. Ako je pp = pr # 0, prvi
izvod brzine us(t) je dat sa

D}, (1) = —Sul(A() A(MAT) > 0,

() + Uy
2

’ ’72
w(t) = ~230 (c-
pa zakljuéujemo da vazi D, .(t) > 0. U slu¢aju p; = p, = 0, vazi D;,(t) = D;.(t) = 0 za
t>1T7. 7 7
Dakle, produkcija energije resenja u obliku senka talasa je nepozitivna i neopadajuca
funkcija od t. Jasno je da D;,(t) moze biti i konstantna funkcija ako je talas prost senka
talas sa konstantnom brzinom, tj. ako je u.(t) =0 za t > Tj.

)Pl(ul — Uy),

Napomena. Iz (5.16) vidimo da ako w; — u, ~ p, tada Dy ,.(t) ~ u3, jer u, < us(t) <. U
tom slucaju je disipacija energije resenja u obliku senka talasa zanemarljiva.
5.1.1. Neizentropski model za gasnu dinamiku bez pritiska
Analiza resenja Rimanovog problema za sistem
Op + 0z (pu) =0
Or(pu) + 0 (pu?) =0 (5.17)
8t(%pu2 + pe) + 0y (pu(%u2 + e)) =0

je slicna kao i kod izentropskog sistema (2.25). Naime, ako je leva komponenta brzine
u pocetnom uslovu manja od desne komponente, tada postoji klasicno resenje Rimanovog
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problema koje se sastoji iz dva kontaktna diskontinuiteta koja su razdvojena vakuumom. Ako
su obe komponente brzine jednake, resenje je jedan kontaktni diskontinuitet. U suprotnom,
moze se pokazati da postoji resenje Rimanovog problema u obliku delta udarnog talasa ili
prostog senka talasa. To reSenje je entropijsko, i entropijski uslov i uslov prekompresivnosti
su ekvivalentni za sve semi-konveksne entropijske parove sistema (Teorema 6.1 u [75]), $to ne
vazi u slucaju izentropskog sistema. ReSenje Rimanovog ili uopstenog Rimanovog problema
se dobija prosirivanjem resenja dobijenog kod izentropskog modela. To sledi iz ¢injenice da
se prve dve jednacine u sistemu mogu resiti nezavisno od trece.

LEMA 5.4. Neka je dat sistem (5.17) sa pocetnim uslovom

,ui,er), x<0
(pl : l) + (’77070) 6(0 0)>
(p?"7u7’767")7 T > O 7

(pv u, 6)(1’,0) - {

i neka je (pu)li=0 = 79(0,0), (% + pe)li=o = Yd(0,0) takvo da vazi wg > F/v > u,, v >0,
o1, pr > 0. Postoji resenje tog problema dato u obliku prekompresivnog senka talasa

(plvulael)v .’E<C(t)—%t—ﬂja
US(z,t) = { (pe(t),uc(t), e<(t)), c(t) — 5t —xe <z < c(t)+ 5t+
(pr> ur, er), x> c(t) + 5t + .,

gde su &(t) = lime,02(5t + xc)pe(t) @ us(t) = limeouc(t) resenje sistema (5.8) i vazi
d(t) = us(t), ¢(0) = 0. Funkcija es(t) = lime_0 ec(t) zadovoljava jednacinu

/ u’ u? d ug
c(t)[%%—pe} — [pu(?_}_e)} :ﬁ( (t)

S €0 + es(E)).
Dokaz Leme 5.4 sledi iz Lema 4.3 i 5.2 (za detalje videti [75]).

Napomena. U slucaju Rimanovog pocetnog uslova kada je v = 0 resenje je dato u obliku
prostog senka talasa koji se prostire brzinom y; . Tada vazi p-(t) = pe ~ e~ uc(t) = ue = ypr
ie(t)=eczasvakot > 01z, =0.
U slucaju entropijskog para (1, @), n(p, u,e) = —pe, Q(p, u,e) = —pue, produkcija entropije
kod senka talasa je jednaka bas produkciji energije resenja u obliku senka talasa D; . (t) kod
izentropskog sistema. Naime, vazi

— uy ()] + Q]+ i % (2(5t + )= (), (1) o (1))

=— us(t)(—=prur + prwr) + (—prurer + pruser) — %(é(t)es(t))

=pren(us(t) — ) + prea(ug — us(1)) — L (E(D)es (1),

kao i

d

@(f(t)es(t)) = Dy, (t) + prer(ur — us(t)) + prep(us(t) —ur) >0,

¢ime je tvrdenje pokazano. Iz gornje nejednakosti vidimo i da je resenje u obliku senka talasa
iz Leme 5.4 dobro definisano, jer implicira eg(¢) > 0 za svako ¢ > 0.
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5.2. Model za uopsten éapliginov gas

Cilj ovog dela je pronaéi reSenje sistema (2.28) sa Rimanovim pocetnim uslovom

_ J(posq0), =<0
(p,q) = {(m,ql), a0, (5.18)

Kao $to je pokazano u Glavi 2, obe karakteristéne familije sistema (2.28) su zaista neline-
arne, sto znaci da se klasi¢no resenje Rimanovog problema moze predstaviti kao kombinacija
elementarnih talasa (razredujuéih i udarnih). Kako bismo pronasli razredujuée krive moze-
mo koristiti Rimanove invarijante date u (2.29) i Teoremu 3.1. Razredujuce krive kroz levo
stanje (po, up) koje odgovaraju dvema karakteristicnim familijama su date se

p 2y , _1+a —lta
R , g = —qo+ 2 — 2, <
1(po.q0) : q o0 1+O/)(p po 2 ), p<po
P 2\/& _l+a _lta
R ) tq=-—qo— 2 — ), > po.
2(po,q0) 1 q e 1+ap(p o > ), P> po

One se dobijaju iz jednacina v(p, q) = v(po, o) 1 w(p,q) = w(po, q0)-

Napomena. Uslove p < pg kod Ry i p > po kod Re odredujemo koriste¢i Cinjenicu da
reSenje u obliku centriranog razredujuéeg talasa ne zadovoljava Laksov entropijski uslov (vazi
Ai(p1,q1) > Ai(po, qo), @ = 1,2). Na primer, ako (p1,¢1) € Ri(po,qo) onda

l—«a/ _1to _lto
>\1(P17(J1)*>\1(Pov%):\/am(m = py ? )

Ta vrednost je pozitivna ako vazi p1 < pg.

Napomena. Razredujuce krive se mogu pronaéi i direktno, iz Definicije 3.1. Razredujuca
kriva prve karakteristi¢ne familije kroz stanje (po, qo) je reSenje pocetnog problema

dp dg q
—_— = —1 _— = == / —
dt ) dt P + p(p)v (paq)(xvo) (p07QO)7

koji se moze zapisati i na slede¢i nacin

dgq
—_— = )\ s s = .
dp 1(p,a)s  a(po) = qo
Koristec¢i da je ¢ = pu i da vazi —‘;7; = %(—ZZ — %), gornja diferencijalna jednacina se moze

transformisati u

du P'(p)

dp p

Krive udarnih talasa dobijamo eliminacijom brzine ¢ iz Rankin-Igonoovih jednacina

c(p1 — po) = q1 — qo

2 2
q1 1 ‘0 1

lg—g)=L—— B
pr - pY po PG

Krive udarnih talasa kroz stanje (pg, ug) su date sa

P P 1
S1(po,q0) 1 q = —qo — (p—po) - s P> Pos
Po Po (P8 Pa)

(5.19)

P P 1
S2(posq0) :q = —qo— |/ —(p—po)| = — — ), < po-
(po, 90) p p (p—p )(pg pa) p<p
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Brzine ¢; udarnih talasa S;, ¢ = 1,2 date su sa

_ pp*—py 1 _ ppr*—py 1
L= "= — (|~ o Ce=
Po Po P —po PGP Po Po P —po PGP

Na isti nacin se moze dobiti da je kriva udarnog talasa koja pripada drugoj karakteristicnoj
familiji kroz desno stanje (p1,q1) data sa

P P 10
Sa(p1, tq=—q + 4/ —(p— — = —, > p1.
2(p1.q1) * g Py a1 \/m (p Pl)(p? pf") P = p1

Dakle, klasi¢no resenje Rimanovog problema (2.28, 5.18) je kombinacija razredujué¢ih i udar-
nih talasa. Moze se pokazati sledeée: Ako se stanje (p1,q1) nalazi iznad krivih Ry i Ro,
resenje je kombinacija razredujuéih talasa. U oblasti izmedu krivih R; i S (odnosno S i
R5s) resenje je oblika R; + So (odnosno S; + Rs), dok je na jednom delu ispod S i So reSenje
kombinacija dva udarna talasa (videti Sliku 5.2).

Primetite da za (p, q) € S1(po, qo) vazi

: A 1 poy 1 1 qo -
lim u;(p) := lim (— —(1——)(—@——(1) =——py *,
proo poo\po \po\ p/\pg p po
dok za (p,q) € S2(p1,¢q1) imamo
: . T 1 piy/ 1 1 ) Qo 5=
1 =1 — —(1l-——=)=—-—=))=— 2.
fi ) = i (2202 () = o

Kako se (klasi¢no) resenje trazi kao presek dve krive udarnih talasa Si(po,qo) i Sa(p1,¢1),
ono Ce postojati ako vazi

_l4a _lta
ﬂ+ﬂ1 2 Z@*PO 2 )
P1 Po

tj. ako se (p1,¢q1) nalazi iznad krive (takode videti [109])

g = _lta  —Lfe
Iss = Pss(pO’QO) 4= (% —P 2 — P ? )p'

Dakle, u oblasti ispod krive I's; nema klasiénog resenja Rimanovog problema (2.28, 5.18),
sto ne znaci da u toj oblasti ne postoji neki oblik neklasi¢nog resenja koje sadrzi delta funkciju.

LEMA 5.5. Postoji resenje u obliku prostog senka talasa problema (2.28, 5.18) dato sa

(o, q0), x<(c—e)t
(Poesqoe), (c—e)t<z<ct
(Presq1e), ct <z <(cte)t
(p1,q1), x> (c+e)t

(r°,q°)(z,t) = (5.20)

ako i samo ako vazi

1 1

(q001 — q1p0)? > (po — p1)(—= — —= ) pop1.-
<p% p8)
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Klasi¢no resenje ne postoji ispod I'gy

2 I I I I I |
0 0.5 1 15 2 25 3

Slika 5.2: ResSenje Rimanovog problema (2.28, 5.18) kao kombinacija elementarnih
talasa

Dokaz. Koriste¢i Lemu 4.1 dobijamo sledece aproksimacije za izvode

Op = (—clp] + (epoe +ep1,e))d — clepoe + epre)td’
0zq =~ [q)0 + (eqoe +equ E)té

g~ (—clg] + (eqoe +€q1,))d — cleqoe + g1 )td
2 2 2 2
q 1 q QG 1 e 1 ) /
Ol —— —) = | = — 6—1—( — — — ) Fe(————) |t
(E( p pOt) |:p p :| <p0,6 pSl,E) (pl,é p?,g)
Nosa¢ delta funkcije 0 i njenog izvoda ¢ je prava = = c¢t. Kao i ranije, [-] := -1 — -¢. Jedini

nacin da se izbegne trivijalan slucaj (kada su p; ¢ i g;c, @ = 0, 1 jednaki nuli) je p; ., gic ~ e L
i = 0,1. Oznac¢imo

& =limep;e, x;:=limeg, =0,1.
e—0 e—0

Tada vazi

Funkcija (5.20) ¢e biti reSenje Rimanovog problema (2.28, 5.18) ako postoji resenje sistema

—clp] + (§o+ &) + g =0
(50 +&1) = X0+ x1
—clg] + (xo0 + x1) + [ pla] (5.21)
(xo+x1) = )S’ + ’S
Neka su sa k1 := clp] — [q] i K2 = c[q] — [QQ - ia} oznadeni Rankin-Igonoovi deficiti koji

odgovaraju prvoj i tretoj jednacini sistema (5.21), redom. Iz druge jednacine dobijamo
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Ko = ck1, a zamenom prve jednacine u trec¢u dobijamo kvadratnu jednacinu

Cije resenje je za pg # p1 dato sa

) a2 — (o[22

c= . (5.22)
(]
Jedina moguca relacija izmedu nepoznatih &, x;, ¢ = 0,1 je
X0 X1
§o =~ & ==—.
c c

Prva i tre¢a jednacina u (5.21) jedinstveno odreduju snagu senka talasa
E:=8+& =K1, X:=Xo+X1=K2=CKi.

Kako promenljiva p oznacava gustinu mora da vazi k1 > 0 (slucaj x; = 0 odgovara udarnom
talasu). Iz prve jednacine u (5.21) dobijamo
e 1T + K1
P1— Po
pa zbog pozitivnosti Rankin-Igonoovog deficita x1 moramo uzeti znak + u (5.22). Lako se
dobija

(qop1 — q1p0)? 11
ki=y————(po—p) % — =)
\/ PoP1 <p? /)8“)

Zakljutujemo da SDW resenje problema (2.28, 5.18) postoji ako i samo ako vazi

1 1
2
gop1 — q1po)” > (po — p1)\ — — —5 ) Pop1, 5.23
( 2> =)z~ o5) (5.23)

tj. ako se (p1,q1) nalazi ispod krive

g="q - \/p(po - p)(i - %) (5.24)

Po Po P Py

ili iznad krive

P P 1 1
a=—q+/—(po—P)— — =) (5.25)
Po \/po (pa pg‘)
O
Napomena. 1. Ako je p1 = pg, brzina senka talasa je data sa ¢ = %(% + Z—g).

2. Primetite da je u (5.20) bilo dovoljno uzeti poe = p1c 1 Go.e = qi,e, jer SDW reSenje
treba da bude slabo jedinstveno, Sto znaci da ¢e svaki odabir konstanti pg ¢, p1,¢; Go.e5 G1,¢
dati isti distributivni limes.

Kriva (5.24) se poklapa se krivom udarnog talasa (5.19) koja se nalazi iznad krive I'ss.
Oblast izmedu krivih (5.24) i T'ss odgovara S + So resenju, $to znaéi da resenje Rimanovog
problema nije jedinstveno ako se desno stanje (pi,q1) nalazi u toj oblasti (postoji i SDW i
S1 + So resenje). Takode, iznad krive (5.25) postoji i reSenje u obliku senka talasa i klasi¢no
reSenje. Dakle, u tim oblastima moramo da isklju¢imo jedno od dva resenja uz pomo¢ uslova
dopustivosti.
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5.2.1. Uslov prekompresivnosti i entropijski uslov

Prvo éemo koristiti uslov prekompresivnosti

Xi(po,q0) > ¢ > Ni(p1,qu), i=1,2,

koji u slucaju sistema (2.28) ima oblik
He q1—q+kr1 _q e
—Vapy T 2B DTIM D ey (5.26)
P1 — pPo P1
Oznadimo sa z := qgp1 — q1po- Da bi relacija (5.26) bila zadovoljena mora da vazi z > 0.
Neka je p1 > po. 1z uslova

14ao

-4 @
—Vap, * > o +Vap, ?

dobijamo z > \/a(p, N p1 —|—p0p1 ) > fpo (po + p1) =: z. Primetite da je (5.26) ekviva-
lentan uslovima

fi(z) —x—\fpo ( — po) — Pok1
—Hf—fpo (p1 — po) \/>\/962 z2>0
fola) i= =+ Vap, (o1 — po) — i

1—a
=z +Vap,® (plfpo)*,/%\/ﬁfxiSO,

gde x, := \/popl(,ol —p0)(po® —p1%) > 0. Uslov (5.23) koji (p1,¢1) mora da zadovolji da
bi postojalo resenje u obliku senka talasa daje x > x,, pa ¢emo u nastavku traziti samo z
za koje vazi x > max{x,, z} =: xy.

Resavanje jednacine f1(x) = 0 se svodi na resavanje kvadratne jednacine

(5.27)

2 = 2 /apipg® x4 aph P+ (1— )t o py — plpt— = 0,

¢iji su koreni jednaki

T —\fpo p1+pop1\/p1 (1—a)py®

T11 = \Fﬂo ,01 pop{ \/Pl (I—a)py®

1- 1
Jasno je da vazi x1; < x1 1211 > fpo fpo pf >0, jer p;“—(1—a)py® < apy®
za p1 > po. Takode,
2
Popl(fpo - \/Pl (1=a)py®)” >0,

pa sledi z17 > z, > 0. Dalje, z > x1 > x4, i 11 < x1. Ako je p;© < (1 —a)p,*, gornja
kvadratna jednacina nema realnih korena pa je funkcija fi(x) strogo pozitivna za x > x.
U suprotnom, vazi fi(x) > 0 za x > x1. Dakle, prvi uslov prekompresivnosti (5.27); je
zadovoljen ako z > ¢ = z.

Sliéno, jedini koren jednacine fo(x) =0 za x > xg je

T2 —fpop12 +pop1\/po (1 —a)p®,
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apy® > (1—a)p;® vazi za sve p1 > po pa je fa(xz) < 0 zadovoljeno ako z > x9. Koristeéi
(1—a)p;* < (1—a)p,® dobijamo

N[

23 > \apopy T pimvapy® >z

Kako je 1 < z = xg < w2 sledi da uslov prekompresivnosti (5.26) vazi za sve x > xg i
P1 > pPo-

Napomena. Dodatno, moze se pokazati da je izraz

3«"1—$2=Poﬂy<\/1—(1—a)(;§>a—f>—Po Pl<\/ (1—@)(2(1)) —ﬂ>

jednak nuli ako p; = po, i njegov prvi izvod po p; je negativan za p; > pg, iz cega sledi z; < 5.

Postupak u slucaju p; < pg je slican. Zamenom pg i p; i ponavljanjem postupka od gore
dobijamo da uslov (5.26) vazi ako x > z.

Vidimo da stanje (p1,¢1) moZe da se poveze sa stanjem (pg, qo) preko prekompresivnog
senka talasa ako i samo ako se nalazi ispod krive

ﬁqo—f(fpop 4 oyne® — (1— ) °). ako g <p.

Loc: g= P o
p 1
;90—;<fpo P+Pop2\/p (I—a)py ), ako po > p.

SDW resenje iznad te krive postoji
ali nije prekompresivno

Ry + Ry \

S1+ Ry

SDW resenje postoji
ispod te krive ¢

SDW resenje je prekompresivno

ispod te krive / S+ S,

S1 + Sy resenje ne postoji ispod te krive Ty
-2 1 1 1 1 1 |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
p

Slika 5.3: Prekompresivan SDW i S14+S2 resenje

Lako se pokazuje (ilustracija je data na Slici 5.3) da se kriva Iy, nalazi izmedu (5.24) i
I'ss, Sto znaci da iznad I, postoji jedinstveno resenje koje je kombinacija elementarnih talasa
(SDW resenje iznad krive (5.25) nije dopustivo). Medutim, u oblasti izmedu krivih T'ss i T
postoji i resenje u obliku prekompresivnog senka talasa i S 4+ So resenje. U nastavku ¢emo
pokusati da iskoristimo entropijski uslov i konveksni entropijski par (7, @) kako bismo dosli
do jedinstvenog resenja (tj. dokazali da SDW resenje nije dopustivo u oblasti izmedu krivih
Fss i 1—‘oc)-
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Napomena. U poslednje vreme mnogo autora izuc¢ava Rimanov problem za uopsten éapliginov
gas (na primer, videti [104, 109]). Medutim, u tim radovima nije uoc¢eno da uslov prekompre-
sivnosti nije dovoljan da eliminise sva nedopustiva resenja.

DEFINICIJA 5.2. ReSenje u obliku prostog senka talasa problema (2.28, 5.18) dato sa (5.20)
je entropijsko ako uslovi

;g% —0(577(P0,e, (Jo,e) + 577(p1,67 QI,s)) + EQ(pO,Sa QO,E) + 5Q(p1,67 QI,s) =0
. (5.28)
c(n(po; a0) =n(p1,a1)) + Qp1,41) = Q(po, g0) + lim(en(po.c, go.e) +en(pre; are)) < 0.

vaze za sve konveksne entropijske parove (m, Q1) i (n2,Q2), A > 0.

Dva uslova iz (5.28) slede iz entropijske nejednakosti (4.24) i ekvivalentni su onima iz (4.25)
i(4.26).

Kako bismo dokazali da postoji slabo jedinstveno resenje Rimanovog problema (2.28,
5.18) treba da pokazemo da SDW resenje iznad krive I'gs nije dopustivo.

TEOREMA 5.1. Prvi entropijski uslov
;i_{% —c(en(poe; @) +en(pre, q1e)) +Q(poes qoe) +Q(pre,qre) =0 (5.29)

vazi za SDW resenje dato u obliku (5.20), entropijske parove (n1,Q1), (2, Q2) date u (2.53)
iA> 0.

DokAz. Pokazatemo da uslov (5.29) vazi u sluc¢aju prvog entropijskog para (11, Q1). Dokaz
je analogan za (n2, Q2).
1+«

Kako p; . — 0Okadae— 0,7 =1,2, mozemo koristiti asimptotsko ponasanje modifi-
kovane Beselove funkcije druge vrste,

Ko (z) ~ ST )(E)V >0 kadaz — 0 (5.30)
v(@)~STW)( =) v x . .
2 _1lta
Neka je A := 14% Tada 2AXNp; . > — 0, & = 0, pa vazi
_lta 1 1 11
2 ~ — _— T1tap? ) —
_Kf%(2AAm7 ) 2F(1+{)(AA)J+ i, =12
_lta 1 a a2 .
Ko (24Xp, % ) ~ 5r(l n a)(A/\) Hapl, Q=12
Primetite da 0 < A<1lzal0<a<l1.
Koristeci

limep; . =&, limeq e = xi, xi =c&, 1=0,1
e—0 e—0

i relaciju
Koo () = —— (2) + K 2 (x) (5.31)
e R T e A '
dobijamo

il_I)I(l) em (pi,sa Qi,S) =5

gi_% Q1 (pierie) =
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iz Cega sledi
;i_{]% —c(em(poe, qoe) +em(pre, qre)) +€Q1(poe, qo.e) + €Q1(p1es q1e)

C o) 1 1 1 1 e 1
=— —e“T'(—— ) (AN) THa I'(—— AN THe .
5T (0 ) (AN T (G + ) + 5T (12 ) (AN 777 (a + x2)
Jasno je da ¢e prvi entropijski uslov biti zadovoljen za sve A > 0 ako i samo ako vazi
c(&1+ &) = xo + X1, Sto je uvek tacno i sledi iz definicije senka talasa. O

Kako bismo dokazali slabu jedinstvenost resenja Rimanovog problema treba pokazati da
druga relacija u (5.28) vazi, tj. da je izraz sa leve strane te nejednakosti nepozitivan za sve
(p1,q1) koji se nalaze na krivoj I'ss(po, qo) ili ispod nje i da to vazi za sve A > 0, dok iznad
I'ss taj izraz treba da bude pozitivan.

Nejednakost (5.32)
157 T T T

| 2

10 1

0.5 1 15 2

0.1 0.2 0.3

3.5 4 4.5 5

Slika 5.4: Nejednakosti (5.32) i (5.33)

U nastavku ¢emo koristiti jednakost (5.31) i relaciju

1
'K, (x)e® > 2" ' T(v), >0, v> 3

koja je dokazana u [53]. Iz IJ%a > % za 0 < a < 1dobijamodazasvexr >0i0 < a <1 vazi

K (2)> %r(l i a)(‘;)_”l“e“. (5.32)

U [5] je pokazano da je funkcija z — z¥e® K, () monotono opadajuéa na intervalu (0, c0) za
sve v < % i da vazi

lim e K, (z) = 2" 'T(v).

z—0

Koriste¢i taj rezultat i ¢injenicu da - < % za 0 < a < 1 dobijamo

Koo () < o0 (+2)(5) e (5.33)
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Relacije (5.32) i (5.33) su ilustrovane na Slici 5.4, gde su uporedene leva i desna strana obe
nejednakosti.

Zamenom izraza za entropiju n; i fluks entropije Q1 u (5.28)2, kao i koriséenjem definicije
senka talasa dobijamo da leva strana te nejednakosti za prvi entropijski par (1, Q1) ima oblik

1 _ 3 % A _H_Ta % A _H—Ta 2cA
E)=lime Po,aKﬁ@ APo e )+p1,5Kﬁ(2 AP1 e ) e

_l+4a

_1 2290 14« _a g\@
_KH_%(2A)\p0 2 >p02(_cp0—|—q0)e Po_\/aKH%<2A)\p0 o) ) 026 -

1+ a Aql

_ltay 1 o\ — TN 2 9gydL
~ K (2430 7)oy F (e —an) €+ Va K e (2407 )y T
_ 14«

g0

1 1 S BRI N tay 1 2X
_§F(1+a)A e TR e _KH%(QAAPO )60 2 (—epo+ o) 0
lta a1

-3 5 _2aL e P
—ﬂKﬁ(MMD )po e pO_KH%Q<2A)‘:01 )pl (cp1 —aq1) e 7

_ltay 2 oya1
+\/aKﬁ(2A/\p1 2 ) 2 .

1+« 1 2Aq1

Pri tome je koriS¢eno da vazi poe ~ p1e ~ 2—151431, e— 01k =clp1 —po) — (q1 — qo). Drugi
entropijski uslov za prvi entropijski par ée biti zadovoljen ako E)l\ <0.

a0 A
Za (p1,q1) € Tss(po, qo) imamo E}, = ™ E}, gde

El 1F 1 A—il )\—71 1;(! PTQ —2)\p_1+Ta
e 1+« 14+« 0
X =5 (1+a) (po® +p1? e
_lta _a _lta _a
~K 1 (24205 2 )py ? = VaK o (240, 7 )pg 2

1+a o 1«5& 71+Ta (534)
-5\ -5 —aa
—Kﬁ(zf@\ﬂl > >p1 20-2Mpy 7 o 7))
1 1+a 1+a

_ldaoy _a —2 2
+\/aK1+La (214)\,01 2 )pl 26 2>\(p0 +pl )

Na isti nacin kao za prvi entropijski par mozemo da odredimo levu stranu nejednakosti
(5.28)9 za drugi entropijski par (12, Q2)

1 1 11 _ _ltay _1 oz
2~ P = 2ch 2 2(__
E _QF(I—I—Q)A A TR Koo (2400 )pg ™ (—epo+ao) e
_ltay a2 oy90 _ltaey 1 _ondL
+\/&K1%(2A)\po 2 )po e PO —KH%(QA)\pl 2 )p12(0p1—q1)e Pl
_a _2>\Q1
—\/&Kﬁ(QA)\pl 2 )pl e
Za (p1,q1) € Tss(po, qo) vazi
_lta _ltfa
B =2l T e ) e
gde
A 1 1 1 1 l-a a ~ e
2 - “Ts —2)
:71—‘ A 1+o¢)\ 1+« 2 2 P
X =5 1~l—a> (po® +p1? e
_1lta _a 1+a _a
(20 PV )
_lta\ _a 2)\( 13 71+Ta) (535)
_Kﬁ (QA)\pO 2 )p02 e 2 MPo +pq
14+ a 14+«
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Vidimo da E’f dobijamo iz E}\ zamenom pg i p1, ¢ime je dokazano sledece tvrdenje.

ProrozicuA 5.1. Ako druga relacija u (5.28) vazi za entropijski par (n1,Q1), (po,p1) €
Qo x Q1, Q0,2 C Ry i (p1,q1) se nalazi na krivoj Tss(po, qo), tada drugi entropijski uslov
vazi za entropijski par (n2, Q2) i (po, p1) € Q1 X Qo takvo da se (p1,q1) nalazi na Tss(po, qo)-

Slede¢a teorema nam daje bolji uvid u odnos izmedu uslova prekompresivnosti i entro-
pijske nejednakosti. Pokazac¢emo da postoje tacke iznad krive I'ss u kojima je uslov pre-
kompresivnosti zadovoljen, ali entropijski uslov nije. To je prvi takav rezultat u literaturi.
Dakle, bar u tim tackama mozemo da izbegnemo nejedinstvenost koriste¢i entropijski uslov.
Medutim, iako nismo pronasli ¢ak ni numericki primer koji to potvrduje, jos uvek ne znamo
da li mozda postoje neke tacke u kojima je uslov prekompresivnosti ja¢i od entropijskog
uslova.

TEOREMA 5.2. Za svako a € (0,1) i svako (po, qo) postoji desno stanje (p1,q1) ¢ija se okolina
nalazi iznad Tss(po, qo) © u toj okolini je uslov prekompresivnosti zadovoljen ali entropijski
uslov nije za dovoljno veliko \.

DokAz. Definisimo krivu
_ 14« 14+

40 _1lta
Dot = (L (B+0-pVa)lpy * +775))p 0<B<L
Neka je pg = p1. Tada je brzina senka talasa jednaka

1
c:i(%—l-%),

pa dobijamo da za (p1,q1) € I'g vazi

_lta
2

c=L _(B+1-p)a)y,
Po

Brzina c je neprekidna kao funkcija od p, pa je gornji izraz za brzinu tacan za sve p; u maloj
okolini pg.

Lako se proverava da je uslov prekompresivnosti zadovoljen za sve 8 € (0,1) 1 (p1,q1) € I'g
takvo da p; = pg. To sledi iz nejednakosti S(1 — /a) > 0 koja vazi za sve § € (0,1) i
a € (0,1). Dalje,

Hl’pg:m = 2(6 + (1 - B)ﬂ)pF
—cpo + Qolpo=p1 = cp1 = Qilpo=p1 = (B+ (1= B)Va)py* .

Sve funkcije koris¢ene u ovoj analizi su neprekidne, pa zakljucujemo da je uslov prekompre-
sivnosti zadovoljen na krivoj I'g za sve p koje se nalazi u maloj okolini py.

Ostalo je da proverimo entropijski uslov na krivoj I'g za p u okolini pg. Leva strana druge
entropijske nejednakosti (5.28)y za prvi entropijski par (n1, Q1) je data sa

1 -5 2%~
E) gloo=p = (B+ (1 = B)Va)py > e Ey g po=p1’
gde
El _ F( 1 )(A)\p_142—04)—14&[16—2“34-(1—:6)\/&)90Héa
a pPO=p1 I+a ’
N D=y
— 2 - o @
K\ (2470, 7 (1 +e o 7))
_lta Va — e
— K « (24 2 V- (1- —4A(B+(1-B)Va)p, .
2 (2400 ),3+(1_ﬁ)\/a( ‘ ")
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Koristeci relaciju

K, (z) vt V2 + x?

R 5.36
Ky 1(2) . vER, (5.36)
koja je data u [61] i ¢injenicu da vazi K_, = K,,, dobijamo
ol ! R NG N e
E T(——)(Arpy, * ) THae~ —B)Va)e,
B > (1+a)( po ) e
L,
_lia o 1014‘\/(1)24-(214)\,0 ?)
~ Ko (2 Apy )(1 4 o~ DBHI-A)Va), )H Ha L 0
24Mp, 2
Ko (24000 % Vo 1 — e~ B+A-B)Va)p, =R
e () T a e )

Dalje, ako iskoristimo relaciju (5.33) i pustimo A — oo, dobijamo da vazi E}\ﬁ\pozpl > 0, tj.
entropijski uslov nije zadovoljen ako

1 11 1 -14e
T A THa 2\ Tra e 2AB+1=B)Va)p,
F<1+a)A 1+ 100)‘ Ttae 0
1 [0 a2 o \/& —2A\ _H_Ta
— A THap2 )\ T+e (1 _— Po 0.
2 <1+a) i ( +ﬁ+(1—ﬁ)ﬁ)e g

-0.2

-0.4

-0.6

q

-0.8 1tap=0.1716

Slika 5.5: PonaSanje krive I'g

Eksponencijalna funkcija opada ka nuli brze od bilo kog stepena A, pa ¢e gornja relacija
biti tacna ako S+ (1 — B)V/a < A = i%g Dalje, definisimo funkciju
hg(z) := =B+ (1 + B)z — Bz — (1 — B)a*

Jedan koren jednacine hg(x) = 0 je x = 11 to vazi za svako € (0,1). Medutim, ta jednacina
ima samo jedan koren x na intervalu (0,1) i on je jednak

1 - VI+4(1- )5

T T B
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Dakle, za svako € (0, 1) postoji interval (ag, 1), gde ag := w% takav da je funkcija hg po-
zitivna za sve a € (ag, 1), $to znaci da u tom slucaju entropijska jednakost nije zadovoljena.
Jasno,

ag, = x%l < .CC%2 =ag, zaf1<po.

Iz § — 0 sledi 23 — 0, Sto znadi da je funkcija hg(z) pozitivna za svako a € (0, 1) i dovoljno
malo . Sa porastom /3 (I'g se spusta) raste ag (videti ilustraciju na Slici 5.5).

Kako je funkcija hg neprekidna, zakljucujemo sledece: Za svako o € (0,1) i prvi entro-
pijski par (91, Q1) postoji 8 € (0,1) (8 je dovoljno malo ako je a dovoljno malo) takvo da
entropijski uslov kada A — oo ne vazi za (p1,q1) € I'g i p1 u maloj okolini py.

Time smo pokazali da u slucaju modela za uopsten éapliginov gas uslov prekompresiv-
nosti ne implicira entropijski uslov. U

PRIMER 5.1. Ako fiksiramo 8 = 0.5 i posmatramo krivu I'g 5 dobijamo da za svako a € (ap,1),
ap = (V2 —1)% = 0.17157 (videti Sliku 5.5) i svako (po,qo) postoji A > 0 i stanje (p1,q1) koje se
nalazi iznad T'ss krive, takvo da je SDW resenje dato sa (5.20) prekompresivno, ali nije entropijski
dopustivo. ]

Napomena. Teorema 5.2 se moze dokazati i uz pomo¢ drugog entropijskog para. Leva strana
entropijske nejednakosti (5.28)2 za (72, Q2) i (p1,q1) € T', gde p1 = po je jednaka

14+

—2)(40 _9o 1— Do, 2 _a ~
Ei,,@|/)0:/11 — 2 (G 2(B+(1=B)vVa)p, )(ﬁ+ (1 _6)\/a)p0 2 E§|po:p17

gde

14«

n 1 —lta —H%, _ _ "
E§a5|90:m :F(1+a)(A>‘p0 : ) e 2AB+(A=P)Va)p, 2

1ta 1+a

_lfa
K. (2AApgT) (1 JRENCITEON P )

14+«

1+a

CKoa (QAAP— B ) Vo (1 _e—4x\(ﬂ+(1—/3)x/5)p§1+70>
e 0 B+ 1 -p)Va '

Poredenjem izraza za (n1,Q1) i (12, Q2), zakljutujemo da vazi

Ei,ﬁ |P0:P1 = E)l\,ﬁ |P0:P1 .

Dakle, drugi entropijski uslov za entropijski par (72, @Q2), p1 u okolini pg i dovoljno veliko \ je
zadovoljen ako i samo ako je zadovoljen za entropijski par (11, Q1).

U nastavku navodimo neke rezultate koji pokazuju korisnost entropijskog uslova. Prvo
opisujemo asimptotsko ponasanje entropijskog uslova kada A > 0 tezi nuli ili beskonac¢nosti.

ProPOzZICIIA 5.2. Obe relacije u (5.28) vaze za sve entropijske parove (m,Q1), (2, Q2) na
[ss krivoj ako A — 0 ili A — oo.

DoxkAz. U Teoremi 5.1 smo pokazali da prva relacija u (5.28) vazi za sve entropijske parove
i sve A > 0. Treba pokazati da vazi druga relacija u (5.28) kada je A > 0 dovoljno malo ili
dovoljno veliko. Koristeéi relacije (5.34) i (5.35) zaklju¢ujemo da vazi

lim E{ =0, i=1,2.

A—0t

Cak Stavise, to vazi za svako g, a ne samo za ono koje se nalazi na krivoj I'ss. Treba pokazati
da EY opada u A = 0. Uzmimo prvo entropijski par (n1,Q1). Koriste¢i relacije

d

K, (2) = —K,-1(2) - %Ky(a:), K_,(z) = K, (2)
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dobijamo
0 a1 _ At —5 1 1 (50 2 gy T
BN A__<1+04Jr Po )§F<1+a)(A)\) S R E
/\—1 _l4a _ltay _a
it 7 i) K (240 o
AL _lta ] _ltay _a
+ﬁ(l+a+ Po 1+a>Kﬁ<2A>\p0 2 )'%2
B ’HTQ *HTQ )\71 1to _ _l4a 14a a
+e 2)‘(,00 +py )<<1+a+2p0 2 +21—i-7ap1 2 )Kl_'l— <2A)\p1 2 )pl

Zatim, koristedi sledece relacije iz [110]
@) - L) (5)
1 I_,(2)—I,(z T\ Y X 9
Ky(z)=sr———F——, L(z)= (5 PN E VT
(z) 2" sin (vmr) (z) (2) kz:;) E'T(v+k+1)

i identitet I'(v)I'(1 — v) = —7— dobijamo

sin (7v)

Ko (z) = % i <—k1!)k (P(v k) (g)%_” +T(~v — k) (g)%”). (5.37)

k=0

Zamenom (5.37) u %E}\ i redanjem izraza po rastuéem redosledu u odnosu na stepen od A
dobijamo

8 A S D S J [ o R S o e T —
Sy Bab=o =271 T iy + AT T Gy + AT i £ AT g+ AT 45 + O(AT),

1 _ 1 (14200 —1, i3 —143a —l4a 2 3+«
5 =1 A" Tra 2 ) - 2 pr @ .
s =I(1775) <1+a 1—|—a(p0 o7 )= T 1+a1+a>
Kako je i5 < 0 za a € (0, 1), zakljutujemo da E} opada u A = 0.
Isto se pokazuje za drugi entropijski par (12, @2), pa zakljuéujemo da (5.28) vazi kada
A — 07 i za entropijske parove (m1,Q1) i (12, Q2).

Neka je sada A dovoljno veliko. Zaklju¢ujemo sledece:
(1) Svaki sabirak u (5.34) i (5.35) tezi nuli kada A — oc.

(71) Izrazi

1+a

1+« _ o
2

KH%(2A)\pg 2 )pa% i Kﬁ(QA)\paT)OO

dominiraju u odnosu na ostala tri iz (5.34) za dovoljno veliko A. Isto vazi i za drugi
entropijski par.
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a= %,pl =100
0 ‘ e —
-0.01 1
—po =10
2
——< | Po = 10
I3 -0.02 oo = 10°
=104
-0.03} 1 &
_004 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
A
a=2,py =100
0 - - ‘ ‘ - — — .
-0.05- 1
-0.05 — =10
-~ P11 = 102
s o-01 — 1 .
0.1 oy = 10°
— 4
~0.15 -0.15 | p1 =10
10 20 30 40 50
-0.2 ; ;

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Slika 5.6: Entropijska nejednakost na I'gs za prvi entropijski par (11, Q1)

Iz (i) i (i7) sledi da E% <0, i=1,2 kada X\ — oo. O

Na osnovu numerickih testova moze se zakljuciti da Propozicija 5.2 vazi za sve A > 0,
tj. da se kriva I'ss(po,go) nalazi u entropijskoj oblasti. To je ilustrovano na Slici 5.6 za
prvi entropijski par i na Slici 5.7 za drugi entropijski par. Medutim, to nismo uspeli da
pokazemo, pre svega jer ne postoje dovoljno dobre aproksimacije za modifikovane Beselove
funkcije druge vrste.

a=2,p =100

_02 1 1 1 1 1 1 1 T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
A
_2 0 _
X107 a=3,po =100
O . T T T T — T
N T |
2=l / \\\\\\\\\\\\\ |
7T p = é
oo e p1=95 ||
-6 e p1 =15
"""" p1 =50
_8 1 1 1 1 1 1 1 T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
A

Slika 5.7: Entropijska nejednakost na I'ss za drugi entropijski par (12, Q2)

Iako su nejednakosti (5.32) i (5.33) delovale obecavajuée, one nisu bile dovoljne da pokazu
globalnu nepozitivnost funkcije EY, i = 1,2. Kao $to se moze videti na Slici 5.8, koriS¢enjem
tih nejednakosti dobijamo gornje ograniCenje za Ej3, i = 1,2 koje je pozitivna funkcija, pa
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zakljucujemo da nam trebaju bolje aproksimacije Beselovih funkcija. U nekim specijalnim
slu¢ajevima te nejednakosti mogu biti od koristi. Neki primeri su dati ispod.

Nejednakosti (5.32) i (5.33) daju samo jedno, gornje ili donje ogranicenje za Beselovu
funkciju, pa za drugo ogranic¢enje treba koristiti neke druge. Na primer, koris¢enjem (5.36)
dobija se

Kl%a(:n)> : it x> 0.
I+a + (1+a) + .’E2

Nazalost, ni ta nejednakost ne daje dovoljno dobar rezultat, a numericki rezultati u Matlabu
su to potvrdili.

-3 a= %,po =10, p; =100
0 T T T

a= %,po =10, p; =100
5 T T T

Nejednakosti (5.32) i (5.33) kori§¢ene umesto Beselovih funkcija

N
T
I

i
T
I

> o

Slika 5.8: Nejednakosti (5.32) i (5.33) nisu dovoljne da pokazu nepozitivnost £}

U nastavku ¢emo navesti nekoliko specijalnih slucajeva kada je moguce pokazati da je
kriva ' entropijska.

PRIMER 5.2. Entropijski uslov (5.28) vazi ako (p1, q1) lezi na krivoj T'ss kroz (po, go) 1 jedan od sledeéa
dva uslova je zadovoljen
1+a 14a

(i) po 2 +p; 2 je dovoljno malo,
(ii) « je blizu 1.

Dokaz. Ranije smo pokazali da prva relacija u (5.28) uvek vazi, preostalo je da se pokaze da je

zadovoljena druga relacija.
14+ 14+ e _ 14

(i) Koristi¢emo da p, > +p; 2> — 0 ako isamo ako p, 2 — 0ip, 2 — 0, jer supo i p
pozitivni.
Za prvi entrop1JSk1 par (n1,Q1), stanje (p1,q1) koje lezi na krivoj I'ss(po,qo) 1 dovoljno malo
_ 1t
po 2 +py = dobijamo

14+«
2

oxao (1 1 - o oz,T
Byee <2F<1+a>A AT Ha( 07 tp7)e o

—a 4o _l4a

1 P

7F< )A 1+a)\ 1+a 2 2>\(p0 +pry )

' ira (po” +p7 e )
_lta _lta

_ ey ( a )A_W)\ Ha(l—e PMeo * Ho 7))

2 1+«
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Koristeéi da

71-5(1 *H—T{y 71-%2—«1 1ta 1+o
e o T e7Ao T Aer T ) 1 kada p, 2 +p, 2 — 0,

zaklju¢ujemo da E} < 0, tj. entropijski uslov je zadovoljen za prvi entropijski par (n1,Q1). Isto se
moze pokazati za (12, Q2).

(ii) Neka je sada a dovoljno blizu 1. Tada je i A blizu 1 pa vazi

y@, () ~1(3) = v aL

S — _1 _1 — _
Ay Ng/\_%(lﬂ)e‘”"ol — Ky (205" )po  (14VT) = Ky (2007 ) py * (1= V1)e 2200 +0)

SL\Q/%)\_%B_QAPO 72\/7 _§p p e 2)\9(;1 = O7

pri ¢emu je koris¢ena relacija
_lta _lta -
Kﬁ <2A)\p0 2 ) > g(A)\po TH)Tze M0 T a e (0,1).

Dakle, EAi < 0 vazi za a koje je dovoljno blizu 1 i sve pg, p1 > 0, a isto se moze pokazati i za
drugi entropijski par, tj. imamo £3 < 0. =

PRIMER 5.3. Entropijski uslov (5.28) vazi za prvi entropijski par (11, Q1) ako i samo ako je jadan od
sledeca tri uslova tacan

(i) po je dovoljno malo i (p1,q1) € T'ss(pos o),
(11) P1 je dOVOlelO malo i (pla QI) € Fss (pOa QO)v

1ta
—z

(iii) py * je dovoljno malo, A\ > 1, p1<a1 * 1 (p1,q1) € Tss(po, qo)-

Dokaz. Dovoljno je pokazati drugu relaciju u (5.28).

T lta _lta _lia
(i) Kako e™20 ° 5 0ie Mo ° +o1 °
malo pg, svako p; > 0 )\ >0iae€(0,1).
14+a

(ii) Iz p; — 0 sledi p1 —01ip, 2 — oo. Dalje, koristeéi nejednakost (5.32) dobijamo

) — 0 kada py — 0, dobijamo da E’;\ < 0 vazi za dovoljno

14a

l1—a —1lta
T )(A)\)*ﬁpoT(e—QApo T 240, e ) \/*pOQK1+ (2A>\p57)§0,

_lta _lta
2 2
Sto sledi iz e=2*o < =240

1t
2 dovoljno malo. Koriste¢i relacije (5.30), (5.32) i (5.33) dobijamo

£l ;F(

(iii) Neka je po

_ 14

~ 1 1 l-o
B e

+
-
lfa lfa _a - e
(Kﬁ( Adp, 2 ) VoK o <2A>\P1 : ))p12e‘”(p0 )
11‘( 1 ) ST 1+ap o 2)\pOHTa(1_ef2(1+A))\p;HTQ)
2 \1+a«a
_lta _lta
_@p( O )amrimameme e (1o 20 )
2 1+a

E}\S()sledi iz A)\Zliplgaﬁ. n
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Slededi rezultat je direktna posledica Propozicije 5.1 i Primera 5.3.

PRIMER 5.4. Entropijski uslov (5.28) za drugi entropijski (12, Q2) vazi ako i samo je jedan od sledeéa
tri uslova tacan

(i) p1 je dovoljno malo, (p1,q1) € Tss(po, o),
(ii) po je dovoljno malo, (p1,q1) € I'ss(po,q0),

e

(iii) p; 2 je dovoljno malo, A\ > 1, pogozﬁ i(p1,q1) € Dss(posqo),
]

Da bismo pokazali (slabu) jedinstvenost resenja Rimanovog problema koriste¢i entropijski
uslov, neophodno je da pokazemo da je kriva I'gs entropijska. Za to je potrebno pronaci
bolje ocene Beselovih funkcija ili dovoljno efikasan alternativni nacin. Ukoliko bismo uspeli
da pokazemo da EAf\ kao funkcija od A ima samo jedan ekstrem (za svako ) i to je minimum,
dobili bismo da entropijska nejednakost vazi na I'ss. Svi numericki eksperimenti koje smo
uradili to povrduju.

Tabela 5.1: Ocene minimuma funkcije E}\ za pg = p1

2 3 2
5 5 3

BTN

1
2

(Sl

L
10

1+a

b=AXp" "2 || 0.2814 0.3452 0.4029 0.4173 0.4266 0.4308 0.4357

Na primer, ako posmatramo E)l\ kao funkciju od b = A/\p_HTa mozemo priblizno da
pronademo vrednosti u kojima ta funkcija dostize lokalni minimum. U Tabeli 5.1 su date
procene u slucaju po = p; i za neke vrednosti parametra o € (0, 1).

Napomenimo da pokusaj da se jedinstvenost minumuma pokaze koris¢enjem prvih i dru-
gih izvoda funkcija EAK, 1 = 1,2 nije bio uspesan, pre svega zbog kompleksnosti tih izvoda.

Jedinstvenost je moguce dobiti i koris¢enjem nekih drugih uslova dopustivosti. Jedna
ideja je da se iskoristi model za modifikovan Capliginov gas ([33]) koji se dobija dodavanjem
izraza koji zavisi od malog parametra € > 0 na fluks funkciju u drugoj jednacini u (2.27),

Oip + Oz (pu) = 0,

1 5.38
O(pu) + Oy (pu2 +ep— p—a) =0 (5.38)

Za razliku od modela (2.27), Rimanov problem (5.38, 5.18) ima jedinstveno entropijsko
resenje koje je kombinacija udarnih i razredujuéih talasa. Medutim, dobijeno resenje kon-
vergira ka resenju problema (2.27, 5.18) kada ¢ — 0. Dodatno, ono konvergira ka resenju
u obliku senka talasa (5.20) ako i samo ako se stanje (p1,q1) nalazi ispod I'ss krive. To je
rezultat koji moze posluziti kao dodatni uslov dopustivosti, jer ¢e eliminisati resenje u obliku
senka talasa iznad krive I'ss (za detaljnije videti [77]).

5.2.2. Princip maksimalne disipacije energije

Jo$ jedan nacin da se dode do jedinstvenog resenja Rimanovog problema kod modela za
uopsten éapliginov gas je da se gustina energije n = %qu + H%p*a i odgovarajuéi fluks
Q= % pud — Tiap “u iskoriste kao (matematicki) entropijski par (7, Q) koji bi u kombinaciji
sa principom maksimalne disipacije energije datim u Definiciji 3.8 doveli do jedinstvenog
resenja. Naime, u tom slucaju bi bilo dovoljno pokazati da je produkcija energije klasicnog
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S1+55 resenju manja od produkcije energije koja odgovara resenju u obliku senka talasa iznad
['ss krive, sto bi znacilo da S7 + S2 reSenje gubi energiju po vetoj stopi. Radi jednostavnijeg
zapisa ¢emo izentropski model za uopsten éapliginov gas posmatrati u originalnom obliku
(2.27), koristeéi komponente gustine p i brzine v = £.

S 4+ S2 je dato kao kombinacija dva udarna talasa koja povezuju levo (pg,ug) i desno

(p1,u1) pocetno stanje preko medustanja (py,, uny,) koje je dato sa

o B
umZUO—\/pmp(po“—pma), Pm > Po

pop
" (5.39)
— 01, -
U = uy + \/pmp(pl “=pm*),  pm > pr.
P1Pm
_lta
Ovo resenje postoji ako se stanje (p1, u1) nalazi iznad krive I'gg, tj. ako vazi ug > up—p, > —
14«

py ° . Prvi udarni talas se prostire brzinom

—a -«
¢ =ug— | PP T Pm o — Agm,
PO Pm — PO

dok je brzina drugog jednaka cy = upy, + A1 = u1 + A1 . Lako se dobija da vazi

cog—cCl = &Aoﬂn + %Al,m > 0.
m

m

Iz Leme 5.5 i analize koja sledi posle nje, znamo da postoji resenje u obliku prekompresivnog
senka talasa i u oblasti iznad krive I'ss kroz (po,uo). Neka je (p1e,u1e) = (p2e uze) u
definiciji senka talasa koji tada dobija oblik

(po,up), x < (c—e)t
(psu)(2,t) = 4 (peue), (c—e)t <a<(ct+e)t (5.40)
(p1,u1), x> (c+e)t,

u1p1—UuopPot+K1
£1—pP0

po = p1- Vazi k1 = \/popl(uo —u1)?— (po—p1)(p1® — po©), kao i ranije.

gde je brzina senka talasa jednaka ¢ = ako pg # p1, a c = %(uo + up) ako

1 1
Primetite da iz uslova prekompresivnosti dobijamo ug — v/ap, '+ > w1 + ap, ', pa
zakljucujemo ug > u.
Produkcija energije S1 + S2 resenja je konstantna za svako ¢ i data je sa

Eo.1 = — c1(n(pm> um) — n(po, o)) + Q(pm; um) — Q(po, uo)
—ca(n(pr,u1) — n(pm, um)) + Q(p1,u1) — Q(Pms Um),

dok u sluc¢aju resenja u obliku senka talasa imamo

Do,1 = =c(n(p1,u1) = ppo, uo)) + Q(p1,ur) = Q(po, uo) + lim 2en(pe, ue)
(5.41)
= (o, u1) = p(po, ) + Qo1 w1) = Qlpo, o) + %

Iz (5.39) se lako izvodi sledece

up —uy = 2P0 g+ PP Ak =\ (om = o) (om — p1)(e2 — e1). (5.42)

Pm m
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Neka je p1 # po. Koristedi relacije iz (5.42) dobijamo

K
c—c = p1 (up — up) + ! + Aom
P1 — Po P1 = Po
Iy [P e s
P1 — Po Pm — P1
. o (5.43)
c—cy = (u1 —ug) + —Aim
P1 — Po P1 — PO
SOy [P <o
P1 = Po Pm — PO

Nejednakosti (5.43) se dobijaju podelom na slucajeve. Naime, ako je p; > pg, imamo gz:zg >

1, dok obrnuto vazi za p; < pg. Time je pokazano da se brzina senka talasi nalazi izmedu

dve brzine udarnih talasa, c¢; i co. U slucaju pg = p1, vazic—cy =co —c= %Ao,m.
Princip maksimalne disipacije energije ¢e eliminisati resenje u obliku prekompresivnog

senka talasa iznad krive I'ss(po, ug) ako vazi Ep; < Do .
TEOREMA 5.3. Postoji jedinstveno entropijsko resenje Rimanovog problema
Oep + Ox(pu) =
O¢(pu) + 0y (pu2 - pla)

0
. (po,Uo), x <0
07 (p7 U)(.T,O) - {(p17u1)7 > O (544)

14+« 1+«

koje je dato kao kombinacija elementarnih talasa ako uy >ug—py, 2 —py 2 , ili u obliku
senka talasa (5.40), inace.

DoxkAz. Preostalo je da se pokaze da vazi Do 1 — Fp1 > 0. Imamo

1
Do,1 — Eo,1 = n(pm,um)(c1 — c2) +n(po, uo)(c — c1) +n(p1,u1)(ca — ¢) + §C2H1-

Neka je prvo pg # p1. Koristeéi (5.43) dobijamo

@:_n(pm,umprp’”i__pl(—wr =20 1), o)
> — 1 p1— po pm = P1
+%(1— Z::Z;)n(m,ulw362\/(pm—po)(pm—p1)
el (e - )
+ H(l - M)pﬂﬁ + 02\/(pm = p0)(pm — m)>
_:141—04[1—’_;[2’

gde

- - Pm — PO\, — _
Li=p1" = pm —7(—14- ﬁ)(/ﬁa_,%a)a
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I:—pmu —|— p1( 1+ M)poug
P1 = PO Pm — P1

Pm — P1 Pm — P1
(1= )mui +c — _ _
P1 — PO ( Pm — PO )'01 1 \/(Pm p0)(Pm — p1)

Prvo ¢emo pokazati da vazi Iy > 0,

—a\ Pm — PO —a _ —ayPm — P1
L= (p1" = pm” —p +
( m)p — po (O m)Pl 0

o a _
— 5o _ _ _
_pmp(pm_pl)(plpm(l_ Pm P1)+P ﬂm _
P1 — PO Pm — P1 Pm — PO Pm

Lako se pokazuje da ako je p1 > pg, tada

_ M>0, as = —1 + M>O
Pm — PO Pm — P1

dok suprotno vazi ako je p; < pg. To je u kombinaciji sa relacijama p,, > po i pm > p1
dovoljno da se pokaze I1 > 0.

Da bismo dokazali da vazi Iy > 0 koristimo (5.39), (5.42) i definiciju senka talasa tako
sto prvo eliminiSemo wug i uy, iz I (izrazimo ih preko wuj i po, p1, pm). Zatim pokazujemo da
se I» moze zapisati u obliku I, = blu% + bouy + b3, gde by = by =01

<<w¢>

(p1—p0)?  Pm
2
N R =)

Prvi izraz u b3 je pozitivan jer vazi

p1az — poai = (1— L:Z?)(Po %—m) >0,

=.a
Sto sledi iz ¢injenice da za p1 > pg vazi a > 1 iz Cega sledi (1 —a) < 01 pg/a — p1 < 0. Sli¢no

se dobija i u sluc¢aju p; < pg. Konacno, dobijamo

as — poal) — (\/Pm—ﬂl_\/pm_po)2
(p1az — poar) — v/popt vV (pm — p1)(pm — po)

2 1
— (Vo — vo1)* + (Vo = Vo) (Vo = vpa) > 0,
sto sledi iz
\F/a - \Fa
N
Dakle, I = b3 > 0, pa dobijamo Dg 1 — Ep 1 > 0.
Slucaj pg = p1 je jednostavniji. Tada vazi

lpm_pO_F 1

Do — Eo1 = (c2 — e1)(pg® — pid
01— Eo1 = (c2 —e1)(pg pm)(2 PR

)>o.
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5.2.3. Neizentropski model za uopsten éapliginov gas

Neizentropsko strujanje éapliginovog gasa je opisano zakonima odrzanja mase, koli¢ine
kretanja i energije datim u (2.35). Sistem u kanonickom obliku je dat u (2.36). Rimanov
problem (2.36),

) ) ) < O
(p.0,m)(0,) = { o 20o7T0)> (5.45)
(p17q17m1)7 ZE>O,

se resava na isti nacin kao kod izentropskog modela. Kako su prva i treta karakteristicna
familija tog sistema zaista nelinearne, a druga je linearno degenerisana, sledi da se klasi¢no
reSenje tamo gde postoji sastoji iz udarnih i/ili razredujucih talasa prve i tre¢e karakteristicne
familije i kontaktnog diskontinuiteta druge karakteristicne familije. Razredujuce krive prve
i tre¢e karakteristicne familije kroz (po, o, mo) su date sa

q0 N ——— _lta
qZ%p—Ha(pO P -p 2)p
Rl(ﬂOaQO’mO) : mo 1 q2 q2 1 (1 ) 5 p < p()7
v (2 _ 10 —(14a) _ —(ta
m=——p+ p P p
490 2y f —Lia _lfa
q:% +1—|—a('00 P 2)0
R3<ﬂ0a¢]0’m0> : mo 1 q2 q2 1 (140) , P> po-
v (2 _ 10 —(14a) _ —(ta
m=—p+ p p p p

Krive udarnih talasa prve i tre¢e karakteristicne familije kroz (po, o, mo) su date sa

q0 pP—po, — _
quop—\/ s (pg® = p~)
Sl(p07QO7m0): ) /0>va
mo qo | p - _ P—pPo _
m=—p——\[—(p=po)pg® —p=) = ——p°
Po PoV Po Po
qo p—po, _ _
q—pop—\/ o (pg® —p~)
S3(po, o, mo) : ;P < po-
mo qo | p — _ p—pPo _
m=-—p——\/—(p=po)(pg® —p=*) ———p
po poV po Po
Brzine udarnih talasa S7 i S5 su jednake
q0 “—pt 1 90 *—pg* 1
clz_\/”%aa, 03:+\/ﬂp%w_
P0 po pP—po PP Po po P—po PGP

Kontaktni diskontinuitet koji odgovara drugoj karakteristi¢noj familiji je dat sa

q
CD(po, q0,m0) : ¢ = ;2/)7 m € R

iima brzinu co = Z—g. Kao i kod izentropskog modela dobijamo da klasi¢no resenje S1+CD+S9

postoji samo ako se (p1,q1) nalazi iznad krive T'ss(po,qo). U suprotnom postoji reSenje
Rimanovog problema dato u obliku prostog senka talasa.
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TEOREMA 5.4. Postoji resenje problema (2.36, 5.45) dato u obliku prostog senka talasa

£0, 40, M0); z < (c—e)t
Poes Q0 Moe), (c—e)t <z <ct
PlesQle,Mie), ct<z<(c+e)t
p1,q1,m1), x> (c+elt,

(
(0 ) 1) = E (5.46)
(

ako i samo ako
1 1
(gop1 — @1p0)* > (po — p1)(— — —= ) pop1-
(/01 Po )

Dokaz. Iz Leme 4.1 dobijamo

Op + 0xq =( — clp] + [q] +€(po,ec + p1.e))d
+ ( - C€(p078 + pl,a) + E(QO,E + Q1,6))t6/
2 2
q 1 q 1
0vq + 59:(; - *) %( —clq] + {; - ;} +e(qoe + @1 s))5

P
—ce(qoe + qre)td + <€(q(2)’€ — i) + 5<q%6 — 1))1&6’

Poe  Poe PLe  Ple
oym + 83;(%(771 - p*a)) m( —c[m] + {%(m - p*a)} +e(moe + m1,5))5

— ce(moe + my o )td

qo, - qi, _
+ (€<p0; (mo,e — Po,?)) + 5<p1; (m1e — P1,?))>t5/:

gde [] =1 — 0. VaZi, pic, gie,mie ~e 1, i=0,1. Dalje, neka je

& =limep;., xi:=limegie, o0;:=limem;., i=0,1.
e—0 e—0 e—0

Tada vazi
€(Qi2,£ _L) Xl 6(%‘,5 (m-e—p-_a)) ~ &U. i=0.1.
Pie piofa &’ Pie " e &i v ’

pa se Rimanov problem (2.36, 5.45) svodi na sistem jednacina,

—clp] + gl + (o +&1) =0
c(§o +&1) = xo0 +x1

2
—clg] + [% - pl} +(xo+x1) =0
Bl
c(xo +x1) = ? + E (547)
—c[m] + [%(m - P_a)} +(00+01)=0
C((To+01) %00—1—501
Neka su sa k1 := c[p]—|q], ke = c[q]— [f—i&} i kg :=c[m|— [Q (m—p*a)} oznac¢eni Rankin-

Igonoovi deficiti prve, druge i treée karakteristi¢cne familije, redom. Prve ¢etiri jednacine iz
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(5.47) su iste kao kod izentropskog modela, pa dobijamo ko = ck1, pri ¢emu je k1 > 0. Brzina
senka talasa je jednaka

@ — qo + K1 (gop1 — q1p0)? 1 1
c=1 2 m—\/—(po—m)(a—a),
P1 — PO PopP1 P1 Po

a relacije izmedu nepoznatih &;, x;, ¢ = 0,1, su

Xo . X1
o=— 1 & =—.
C &

Snaga senka talasa je jedinstveno odredena i data je sa
§:=& +& =K1, X:i=Xo+X1=K2=ckl, 0:=00+01=Ks3,

gde

wa = cfm] = [2m - )] = L5 ) - [Lm = 7o)

Dakle, iz istog razloga kao kod sistema (2.27) resenje u obliku senka talasa postoji ako se
(p1,q1) nalazi ispod (5.24) ili iznad (5.25). O

Resenje u obliku (5.46) je prekompresivno ako vazi (5.26), pa prekompresivnost ne zavisi
od trec¢e koordinate u resenju m. Dakle, u ovom slucaju se o prekompresivnosti senka talasa
mogu izvesti isti zakljucci kao kod izentropskog modela za uopsten éapliginov gas. Ostaje
otvoreno pitanje da li bi entropijski uslov ili neki drugi uslov dopustivosti mogao da dovede
do jedinstvenosti resenja.

Ovaj problem su izu¢avali autori u [85, 96], ali ni oni nisu uoc¢ili da postoji problem sa
jedinstvenoséu resenja Rimanovog problema.

5.3. Model za éapliginov gas

U nastavku posmatramo izentropski model za Capliginov gas
Op + 0z(pu) =0
C
di(pu) + 0, (pu® — =) =0,
(o =)
pri ¢emu je gustina gasa p pozitivna. Kako je pritisak obrnuto proporcionalan gustini gasa

(i negativan) nece doé¢i do pojave vakuuma u reSenju, pa sistem mozemo posmatrati u ka-
noni¢kom obliku

Op + 024 =0
(5.48)

o+ o (1) =0,

gde zbog jednostavnijeg zapisa uzimamo C' = 1. ReSavamo problem (5.48) sa Rimanovim
pocetnim uslovom

(Pl#ﬂ); <0

5.49
(p7‘7Q7’)7 x> 0. ( )

(p,q)(z,0) = {
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Sistem (5.48) je strogo hiperbolican, ali su obe karakteristi¢ne familije linearno degenerisane,
sto znaci da klasi¢no resenje (ako postoji) moze da se predstavi kao kombinacija kontaktnih
diskontinuiteta. Kontaktni diskontinuitet prve karakteristi¢ne familije kroz (p;, ¢;) je dat sa

q-—1
CDi(p,w): ¢g=1+ o Ps

dok je kontaktni diskontinuitet druge karakteristi¢ne familije kroz (p;, q;) dat sa

q+1
Pl

CDa(pr,w) : g =—1+ p-

Klasi¢no resenje se sastoji iz kontaktnog diskontinuiteta prve karakteristicne familije koji
povezuje stanja (p;, q;) 1 (Pm, gm) 1 kontaktnog diskontinuiteta druge karakteristicne familije
koji povezuje stanja (pma Qm) i (pr, q?“)7 gde

2 Xo(pryqr) + Al(pz,qz)>
Xo(prs @) — M(p,a)” Xa(pryar) — M (o1, ar)

(Pms Gm) = (

To resenje (u nastavku CDC resenje) se moze zapisati sa

(pa), z< qlT_llt
(P 0)(@,1) = (P ), T2t <2 < Ly

)
(pm%‘)a T > qTTtlt-

Sredis$nje stanje (pm, ¢m) pronalazimo kao presek CD1(p;, q;) i CD2(pr, ¢r). Kako je gustina
gasa pozitivna, CDC resenje postoji ako je p,, > 0, tj. ako vazi

¢w+1 _q-1
>\2(pTaQ7’) == > :)\l(platﬂ)’
Pr pi
Sto se moze zapisati na sledeéi nacin
pi(gr +1) = pr(q — 1) > 0. (5.50)

Ako (5.50) ne vazi, tada postoji neklasi¢no resenje u obliku delta udarnog talasa, sto je po-
kazano u [11]. Mi ¢éemo pokazati da postoji reSenje u obliku senka talasa koje ga aproksimira
(videti [76]).

TEOREMA 5.5. Postoji (slabo) jedinstveno entropijsko resenje Rimanovog problema (5.48,
5.49) koje se sastoji iz dva kontakina diskontinuiteta ako vazi (5.50) ili iz jednog prostog
senka talasa datog sa

(p,@), z<(c—e)t
(pevqs)(l‘at) = (10€7q€>7 (C - 5)t <z < (C + €)t (5'51)
(IOT‘aqT)’ T > (C—|—€)t,

gde ¢ = % predstavlja brzinu senka talasa, a Rankin-Igonoovi deficiti su dati sa

K1 = \/pzpr(/h(m,qz) = M(prsar)) (M2(p, @) — A2(pryar)), K2 = cri.
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DokAz. Prethodno smo pokazali da postoji klasi¢no resenje Rimanovog problema (5.48,
5.49) koje je dato kao kombinacija dva kontaktna diskontinuiteta ako vazi (5.50). Da bismo
pokazali da postoji reSenje u obliku prostog senka talasa dato sa (5.51) koristicemo Lemu
4.1 sa a-(t) =b:(t) =€t iUy = U,z = (pe,¢:). Oznacimo sa

q?—l_q?—l)

kii=clpr—p) — (@ — @), K2 :=clg—q) — ( P P
'

Rankine-Igonoove deficite. Sistem (4.19) koji p. i g treba da zadovolje da bi (5.51) bilo
resenje problema (5.48, 5.49) sada ima oblik

K1 /2 2epe, Ko = 2eq..
Dodatno, vazi

g —1

Pe

2ep.c = 2¢eq,, 2&?( ) = 2¢eq.c, (5.52)

gde p.,q. ~ ¢! Neka je
& :=1lim 2ep., x := lim 2eq;.
e—0 e—0

Tada iz dve jednac¢ine u (5.52) koje su ekvivalentne dobijamo c€ = x, pa sledi ko = cky.
Brzina senka talasa c je resenje kvadratne jednacine

2 _ o, ¢ -1 _
ple® = 2ela) + [ =] =0,
gde [-] := - — . U slucaju [p] # 0 dobijamo
_ld 1 B e I VI
o= i+ gyl =

jer je k1 > 0. Slucaj k1 = 0 odgovara klasicnom resenju u obliku kontaktnog diskontinuiteta.
Ako je [p] = 0 onda je brzina senka talasa jednaka

1
c:g(%—k%).

Moze se pokazati da vazi

¢ -1

la)? = 1] | = 20 O (o, @) = Mlors 00)) Qi @) = Holpra)),

pa vidimo da ¢e reSenje u obliku (5.51) postojati ako

(Mo, @) — M(orsar)) (A2(prs @) — Xa(pry gr)) > 0. (5.53)

Kako Aa(pi, ¢i) > M(pi, i), i = I, uvek vazi zaklju¢ujemo da ¢e uslov iz (5.53) biti zadovo-
ljen ako A2(pr, qr) < A1(p1,q1), Sto je negacija uslova (5.50) za postojanje klasi¢nog resenja.

Ostalo je da pokazemo da je SDW resenje entropijsko, tj. da zadovoljava slede¢a dva
uslova

;I_E% ( — 2cen(pe, ge) + 2eQ(pe, (Ja)) =0 A
5.5
—c(n(prsar) — (o, @) + Qor ar) — Qo1 ) + lim 2n(pe, g:) < 0 (5:54)
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za n i@ date sa (2.37) i (2.38). Koris¢enjem da vazi

qg: £ 1

£

2epec =~ 2eq;,

~c kadae— 0,
lako se dobija da je prvi uslov u (5.54) zadovoljen. Takode,

, 1
lim 2¢7)(p:, 4-) = 5#1(F(c) + G(e)),

pa drugi uslov u (5.54) ima oblik

5P e~ (a4 1) — (D) (e + e + 1) + g (o)

2 Pr pi 2
1 _/q-+1 1 _/qg+1 1
_ §G( . )(cpr —(¢r+1)) — §G( o )(—cpl + (g +1)) + 5mG(c) <0.

Da bismo dokazali da gornja nejednakost vazi dovoljno je pokazati sledece

—1 — 1 —1\ - 1
Ep = F(I )2 4, + )+F(’ﬂ ) et ey s
Pr K1 pi K1
1 — 1 1\ — 1
Fo = G(q'r’ + )Cpr (gr +1) +G(ql + ) cp+ (g +1) G(e) > 0.
Pr K1 Pl R1

Pokazac¢emo da konveksna funkcija F' zadovoljava prvu nejednakost, dokaz da isto vazi za
drugu nejednakost je analogan. Koristicemo da

cor — (qr +1) + —cpr + (gr + 1)
R1 K1

=1,
kao i relaciju

flax +by) < af(x) +0f(y), a,b>0,a+b=1

koja vazi za sve konveksne funkcije f. Dakle, ako uzmemo

a=cpr—(¢r+1)>0 i b=—cp+(¢r+1) >0, (5.55)
dobijamo
r — \Ur 1)g —1 - i 1)gr—1
EFZF(CP (gr+1)q Lort (e tlg )_F(C)
K1 Pr K1 pi
1 gt —1 CK1
:F(c — )Fc:F — F(c)=0.
- [=])) - Fa=r() - FO

U slucaju kada ne vazi jedan od uslova iz (5.55) moze se pronaci konveksna funkcija F' takva
da je Ep < 0 (videti [76]).

Nejednakost Eg > 0 je zadovoljena ako vazi cpp — (¢ — 1) > 01 —cp;+ (¢ — 1) > 0.
Dakle, resenje u obliku senka talasa je entropijsko ako i samo ako

)\2(pTaQT) <c< >‘2(pl7QZ)7 )\l(pra%“) <c< Al(ﬂl,(ﬂ), (5'56)

tj. ako je to resenje prekompresivno. Lako se pokazuje da su uslov prekompresivnosti (5.56)
i Xo(pr,qr) < ¢ < M(pr,q) koji je negacija uslova (5.50) ekvivalentni, pa sledi da u oblasti
u kojoj postoji CDC resenje ne postoji entropijsko SDW resSenje, Sto zna¢i da je resenje
Rimanovog problema (5.48, 5.49) slabo jedinstveno. O
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Na isti na¢in kao i u slucaju gasne dinamike bez pritiska mozemo pristupiti problemu
interakcije izmedu dva senka talasa.

LEMA 5.6. Neka je dat sistem (5.48) sa pocetnim uslovom

pLa), <X
(m@@ﬂﬁzﬁ;;z x>Xﬁ%%w&xw v>0 (5.57)

takvim da vazi

—1 1
a—-1 _x_ @+l (5.58)

Pl Y Pr

Tada postoji resenje uopstenog Rimanovog problema (5.48, 5.57) u obliku prekompresivnog
senka talasa

(p1 q1), x < c(t) — ag(t) — .
(P%, ¢ )(x,t) = S (pe(t),qe (b)), c(t) —ac(t) —ze <z < c(t) + as(t) + xc (5.59)
(prsqr), x> c(t) + a:(t) + .,

gde c(0) = X, pe(t),qe(t) ~ 7L, ac(t) je glatka funkcija reda €, a-(0) = 0 i z. ~ ¢ zadovoljava
X+xe X+xe
¥ :/ pe(t)dz, x :/ qe(t)dz.
X—x¢ X—zc

DokAz. Da bismo pokazali da (5.59) jeste resenje datog problema koristi¢emo Lemu 4.3.
Funkcije p-(t), q=(t), as(t) i 2. treba da zadovolje sistem jednacina (4.21, 4.22) koji sada ima
oblik

Ol6] ] ~ S (2ae(t) + a2)pe(0)

, @ -1 Nd
Ol - [ =] & g (2ae(®) + w)a (1) 5.0

2 (t)(ac(t) + we)pe(t) ~ 2(ac(t) + xe)qe(t)

2 _
Qawmaw+%maww2w4w+$9@i2w1)

gde [-] := - — -, kao i ranije. Neka je
£(t) = ii_ri%Q(GE(t) +z2)pe(t), x(t):= ;E%Z(as(t) + ) qe (1)

Kako je p.(t) ~ e~!, dobijamo da su tre¢a i éetvrta jednacina iz (5.60) ekvivalentne i da
vazi ¢/ (t)€(t) = x(t). To znadi da funkcije ¢/(¢) 1 £(t) predstavljaju reSenje sistema obic¢nih
diferencijalnih jednacina

') =)ol - [d

2 _ 5.61
@%K@Yz&ﬂd—ﬁpll 01

Postupak za reSavanje sistema (5.61) je isti kao u dokazu Leme 5.2, pa ¢emo ga ovde izosta-
viti. Neka je ¢ := x/v. Za p; # p, reSenje sistema (5.61) je dato sa

£(t) = \/ 72+ 27(clp] ~ la)t + ([a)? ~ (0] {QW
p (5.62)

dy =4 1 Q@m—ﬁt*p+@P4mV;Wﬁ)
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Resenje u obliku senka talasa postoji dok god je izraz pod korenom u £(t) nenegativan i lako
se moze pokazati da za svako t > 0 vazi £(t) > v > 0. Naime, iz uslova prekompresivnosti

sledi da je izraz [q]2 — [p] {QQT_I} nenegativan (videti dokaz Teoreme 5.5). Da bismo pokazali

da vazi c[p] — [¢] > 0 posmatra¢emo dva slucaja.

(1) Neka je [p] > 0. Tada vazi nejednakost % < qrp—tl koja je ekvivalentna uslovu prekom-

presivnosti A2 (pr, ¢r) < Aa(pr, ¢1). Kombinujuéi to sa ¢ > Aa(py, gr) dobijamo
C[p] - [Q] > )\2(p7"7 QT)[p] - >\2(/07"7 QT)[p] =0.

(2) Neka je [p] < 0. Sada vazi nejednakost % > quf—ll koja je ekvivalentna uslovu Ay (p,, ¢,) <
A1(p1, qr). Slicno kao u prethodnom slucaju koristimo ¢ > A\ (p;, ¢;) i dobijamo c[p] —
[q] > 0.

Dakle, izrazi koji stoje uz t i t2 u £(t) su nenegativni, pa vazi £(t) >~y za svako t > 0 odakle
zakljucujemo da resenje u obliku senka talasa dato sa (5.59) neée eksplodirati.
Dalje, treba dokazati da je to reSenje prekompresivno za svako ¢t > 0. Vazi
2

" 21 12 2 2 2_1
(0) = =ty (2l 2elolfa + [ = (10 = W[ —-]))

P

’YQ
£ (t)

_ld 1 2 _ ¢ —1 _ld 1 9 g2 -1
a“’m+m¢m A=) A= de o[—=]

Korisé¢enjem uslova (5.58) dobijamo da [p](c — f;,) > 0, a kako su v i £(t) pozitivni sledi
sign(c”’(t)) = —sign(c — oy, ). Takode, vazi

[p] (C - al,r)(c - /Bl,r)a

gde

. / _
Jim (0= a1
iz ¢ega sledi prekompresivnost rezultujuceg senka talasa
1 -1
qr + < C,(t) < q
Pr Pl

Takode, na isti nacin kao $to je pokazano da vazi c[p] — [¢] > 0, moze se dokazati da je £(t)
neopadajuca funkcija od t, tj. &'(t) = /(t)[p] — [q] > 0 za sve t > 0.

U slucaju p; = p, dobijamo sistem

/ _ J r_ J _QT+QZ
€)=l EDW) =la(20) - F ),

o , _ ")/2 _qr—i—cﬂ ar+q
§(t) =7 [Q]t’ c (t) 52(t) (C 2Pl ) + 2Pl '

Ovde iz (5.58) sledi &'(t) > 0. Jasno je da je i tom slucaju rezultujuéi senka talas prekompre-

sivan, jer se ¢/(t) moze predstaviti kao konveksna kombinacija dva broja ¢ i qg;ql koja oba

pripadaju intervalu [qrp—fl, qlp—f]. O

PosLEDICA 5.3. Rezultat interakcije izmedu dva prekompresivna senka talasa kod sistema
(5.48) je prekompresivan senka talas.

Dokaz Posledice 5.3 je slican dokazu Posledice 5.2.
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Istorija i motivacija

Neka je dat strogo hiperbolican sistem od n zakona odrzanja
U+FU),=0U=@'....,u"), F=(f'...,f"), n>2 (6.1)

sa glatkim koeficijentima, definisanim za sve U u otvorenom skupu O C R" i sa pocetnim
uslovom male totalne varijacije

U(x,0) =U(x). (6.2)

Pretpostavimo je svaka karakteristicna familija zaista nelinearna ili linearno degenerisana i
da su desni karakteristi¢ni vektori zaista nelinearne i—te karakteristicne familije parametri-
zovani tako da vazi DA;r; > 0.

DEFINICIJA 6.1. KaZemo da funkcija f : R — R"™ ima ogranicenu totalnu varijaciju na R
ako vazi

TV ooy /() = lim 1/ f(z + h) — f(2)] dz < +oc.
h—0 h R

Analiza pocetnih problema sistema zakona odrzanja, kao i konstrukcija resenja dugi niz
godina privlace paznju mnogih autora. Za sada postoje znacajni rezultati u slu¢aju pocetnog
uslova male totalne varijacije, ali ne postoji metod koji bi dao egzistenciju resenja pocetnog
problema u opstem sluc¢aju. Dobijeni su rezultati koji vaze samo u slu¢aju konkretnih sistema,
ali se ne mogu uopstiti na proizvoljne sisteme. Medutim, tako nesto ni ne treba ocekivati.
Naime, ocekujemo da ¢e u opstem slucaju doéi do eksplozije slabog resenja, a samim tim i do
pojave neogranicenih slabih resenja. Takode, sudari talasa istih ili razlic¢itih karakteristicnih
familija u resenju mogu da izazovu pojacavanje talasa (eng. wave amplification), pojavu
koja nastaje kada se prilikom svakog sudara izmedu dva talasa snaga odlazeteg povetava za
neki faktor odvodeéi oscilacije u slabom reSenju ka beskonac¢nosti u kona¢nom vremenu. A
cak iako broj oscilacija ostane ograni¢en moze da se dogodi da eksplodira ukupna totalna
varijacija slabog resenja (videti [28]).

U nastavku ¢emo dati pregled nekih rezultata dobijenih u slucaju pocetnog uslova male
totalne varijacije. Algoritmi za konstrukciju pribliznog resenja koji ée ovde biti navedeni ¢e
nam posluziti kao motivacija za konstrukciju pribliznog (neogranic¢enog) resenja pocetnog
problema za sistem gasne dinamike bez pritiska.
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Napomena. Primetite da ¢e svaka konstantna funkcija U(x,t) = U biti trivijalno reenje
sistema (6.1) sa pocetnim uslovom U(x,0) = U. Algoritmi za konstrukciju pribliznih resenja
¢e se zasnivati na diskretizaciji pocetnog uslova i resavanju Rimanovih problema. U slucaju
pocetnog uslova male totalne varijacije i strogo hiperbolicnog sistema, pocetna stanja iz gene-
risanih Rimanovih pocetnih uslova ¢e biti dovoljno blizu, pa ¢éemo moci da koristimo Teoremu
3.10 iz koje ce slediti da postoji entropijsko klasi¢no resenje odgovarajuéeg Rimanovog pro-
blema za sistem (6.1).

6.1. Razvoj algoritama za konstrukciju pribliznih resenja

U svom radu [48], Glim! je 1965. godine objavio rezultat koji je predstavljao kamen
temeljac za dalju analizu i konstrukciju resenja pocetnog problema. Naime, on je pokazao
da ako pocetni uslov ima malu totalnu varijaciju i blizu je konstantnog stanja, sistem je
strogo hiperboli¢an, a karakteristi¢ne familije zaista nelinearne ili linearno degenerisane, tada
postoji slabo resenje jednodimenzionalnog sistema zakona odrzanja sa pocetnim problemom
male totalne varijacije i to za svako ¢t > 0.

Ideja Glimove $eme je konstrukcija pribliznog resenja U” koje zavisi od izbora mreze, tj.
koraka Az = h i At iniza w = (wp,wi,...) takvog da w; € (—1,1) za svako i. Odnos izmedu
Az i At se unapred odreduje, a moze se uzeti i At = Az. Prvo se u t = 0 funkcija U(z,0) =
U (x) aproksimira po delovima konstantnom funkcijom koja ima prekide u ¢vorovima mreze,
tj.

UMx,0) = U((k +wo)Az) zasve x € Iy := ((k — 1)Az, (k + 1)Az).

U svakoj tacki prekida (X},0) funkcije U”(z,0) reSava se odgovarajuéi Rimanov problem i
na taj nacin se za dovoljno malo ¢ > 0 dobija resenje koje se moze predstaviti kao kombi-
nacija resenja Rimanovih problema. Posle nekog vremena ta resenja (talasi) ¢e poceti da se
sudaraju. Kako bi se to sprecilo priblizno resenje se zaustavlja u nekom vremenu 7} pre pr-
vog sudara i procedura se restartuje. Naime, tada se funkcija ULL(:U, T, ) aproksimira novom
Ul(x,T]") koja je data sa

Uk(x, T;") = UF((k + w) Az, T])  za sve z € I

Postupak se ponavlja tako sto se u n—tom koraku resenje prekida u t = T,, koje je vreme pre
prvog sudara izmedu talasa koji su resenja Rimanovog problema nastala u ¢t = T;,_;. Pri-
blizno refenje posle t = T}, se dobija novom aproksimacijom funkcije U”(z, T;;) po delovima
konstantnom funkcijom. Globalno resenje se dobija spajanjem resenja Rimanovih problema.

Glimova Sema je razvijena u [48] za zaista nelinearne sisteme i po¢etni uslov koji je blizak
konstantnom pocetnom uslovu. Kasnije je priblizno resenje konstruisano u slucaju sistema
izotermne gasne dinamike i nekih specijalnih sistema i to za pocetni uslov velike totalne vari-
jacije (videti [38, 83, 84, 94]). Takode, radeno je i na uopstenjima Glimove seme. Na primer,
u [67] je Sema prvi put adaptirana slu¢aju kada sistem nije zaista nelinearan. Napominjemo
da se Glimova Sema danas ne koristi ¢esto, jer je njena primena na visedimenzionalne sisteme
razocaravajuc¢a. Detaljna analiza, dokaz Glimove teoreme, primeri i dodatna literatura se
takode mogu nadéi u [15, 28, 64, 94].

Vremenom su autori uspevali da pronadu nove nac¢ine za konstrukciju pribliznog resenja.
Nastao je metod za pracenje talasa (skra¢eno WFT algoritam), prvo na skalarnim zakonima
odrzanja, a zatim i na sistemima. To je metod za pronalazenje globalnog resenja pocetnog

!James Gilbert Glimm, roden 1934. godine je ameri¢ki matematicar, nekadasnji predsednik Ameri¢kog
matematickog drustva (AMS).
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problema hiperboli¢nog sistema zakona odrzanja koji se zasniva na pracenju talasa i kon-
trolisanju interakcija izmedu njih. Kao i kod Glimove Sseme, Rimanov problem ima klju¢nu
ulogu u konstrukciji pribliznog resenja preko WFT algoritma. U slucaju interakcije izmedu
udarnih talasa se resava novi Rimanov problem, Sto nije sluc¢aj kada u interakciji ucestvuje
razredujudi talas. Metod za pracenje talasa prevazilazi tu prepreku razlaganjem razredujuéih
talasa na nedopustive udarne talase male snage, a potom resavanjem Rimanovih problema
nastalih iz interakcija izmedu udarnih talasa. Iako takva resenja generalno ne zadovoljavaju
uslove dopustivosti, racuna se na to da ¢e zbog blizine izmedu udarnih i razredujuéih ta-
lasa, svaki razredujuci talas moc¢i da se dovoljno dobro aproksimira fanovima koji se sastoje
iz (nedopustivih) udarnih talasa male snage. Ocekuje se da ¢e na kraju limes pribliznog
resenja dobijenog koris¢enjem algoritma za pracenje talasa biti dopustivo resenje. Konacno,
to resenje ¢e biti po delovima glatko sa prekidima koji se nalaze na pravama. Zajednicki
naziv za sve tacke prekida su frontovi.

U slucéaju WFT algoritma reSenje pocetnog problema (6.1, 6.2) se trazi kao grani¢na
vrednost po delovima konstantnog e —pribliznog resenja U, sistema (6.1) sa prekidima prvog
reda na kona¢no mnogo pravih u (x,t)—ravni x = ¢, (t). Funkcija U. priblizno zadovoljava
Rankin-Igonoove uslove na tim pravama, u smislu da za t > 0 vazi

Y NFU(cd (t),8) = F(Us(cq (t),1)) = co(t) (Uelcg (1), 1) = Us(cq (t),1)] = O(e).

Takode, ako je n konveksna entropija za sistem (6.1), a @ odgovarajuéi fluks entropije, u
vremenu t > 0 ¢e vaziti

> 1QUE(eg (1),1) = QU:(cg (1),1)) — co () (n(U=(c (1), 1)) — n(Ue(c (),1))] < O(e).

Kao i kod Glimove Seme, u t = 0 funkcija U(z) se aproksimira po delovima konstantnom
funkcijom U.(z,0) i u svakoj tacki prekida se resava odgovarajué¢i Rimanov problem. Talasi
odredeni pocetnim prekidima putuju konstantnim brzinama sve do vremena T; kada se
dogode prve interakcije. U t = T} se ponovo resavaju Rimanovi problemi generisani po
delovima konstantnom funkcijom U (x,T1). Procedura se zatim ponavlja u svakom vremenu
T,, u kojem se ostvaruje interakcija izmedu dva ili vise talasa. Moze se pokazati da je
totalna varijacija svakog pribliznog resenja U, mala i da broj prekidnih linija ostaje konacan
u kona¢nom vremenu.

Analizom razvoja algoritama za pracenje talasa kroz istoriju mogli bismo da izdvojimo
nekoliko metoda. Dafermos? je u [26] uveo WFT algoritam za skalarne zakone odrzanja,
koji je skrenuo paznju mnogih autora koji su se kasnije bavili unapredenjem algoritma. Di
Perna? je u [39] algoritam primenio na zaista nelinearnim sistemima dva zakona odrzanja,
da bi kona¢éno Bresan® u [13] i Risebro® u [93], nezavisno jedan od drugog prosirili WFT
algoritam na zaista nelinearne sisteme od n zakona odrzanja. Bresan je u [13] opisao Tac¢an
postupak za resavanje Rimanovog problema i uveo pojam generacijskog reda koji govori
koliko je interakcija bilo potrebno da nastane odredeni talasni front. Dat je algoritam koji
proizvodi tzv. uproséeno resenje tako $to malim promenama brzina omogucava da neki talasi
prosto produ pored drugih, a preostale talase skuplja u tzv. nefizicke frontove. U [93] je

2Constantine Michael Dafermos, roden 1941. godine je gréko-americki matematicar koji izu¢ava nelinearne
hiperboli¢ne zakone odrzanja cija resenja razvijaju prekide.

3Ronald J. DiPerna (1974-1989), ameri¢ki matematiar koji je ostvario znagajne rezultate u oblasti dina-
mike fluida i kineticke teorije gasova.

4Alberto Bressan, rodjen 1956. godine je italijanski matematic¢ar koji se bavi analizom hiperboli¢nih zakona
odrzanja.

SNils Henrik Risebro, norveski matematicar.
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umesto generacijskog reda u svakom vremenu interakcije dva talasa posmatrana funkcionela
koja zavisi od buduce interakcije. Svaki put kada je ta funkcionela dovoljno mala neki
talasi se odstranjuju i algoritam se restartuje. Iako sa teorijskog gledista oba metoda daju
isti rezultat (egzistenciju resenja), sa numerickog glediSta oni nisu efikasni, jer metod u
[13] zahteva pracenje proslosti preko generacijskog reda, dok metod u [93] zahteva znanje o
buduénosti. Prethodno navedeni radovi koriste kompaktnost kao alat za izvlacenje podniza
koji ¢e konvergirati ka entropijski dopustivom slabom reSenju pocetnog problema. U [16] i
[17] je dokazano da taj niz konvergira ka jedinstvenom resenju.

U [3] je opisan algoritam koji izbegava prethodno navedene probleme. Uveden je prag
parametar koji u zavisnosti od veli¢ine proizvoda snaga dva prilazec¢a talasa diktira koji od
dva postupka za resavanje Rimanovog problema (tac¢no ili uproséeno resenje) treba koristiti
u kojoj situaciji.

Bresan je u [14] objedinio sve prethodno navedene rezultate, sto éemo u nastavku isko-
ristiti kako bismo opisali WFT algoritam. Akcenat ¢emo staviti na ideju algoritma i kon-
strukciju pribliznog reSenja. Dokazi egzistencije i jedinstvenosti resenja dobijenih metodom
za pratenje talasa se mogu nac¢i u prethodno navedenim radovima.

Napomena. U ovom radu je akcenat stavljen na jednodimenzionalne sisteme zakona odrzanja

ali se algoritam za pradenje talasa (naravno, u prilagodenoj formi) moZe primeniti i u sluéaju

viSedimenzionalnih sistema (videti [49, 65]).

Slabo resenje poc¢etnog problema koje zadovoljava entropijski uslov se dobija kao grani¢na
vrednost pribliznih resenja U, kada € — 0. Drugim rec¢ima, Glimova Ssema, WF'T algoritam
i sve njihove modifikacija se koriste kao sredstvo u dokazu sledete teoreme.

TEOREMA 6.1 (Globalna egzistencija entropijskog reSenja). Za dati pocetni problem
(6.1, 6.2) takav da je sistem (6.1) strogo hiperbolican i svaka karakteristicna familija ili
zaista nelinearna ili linearno degenerisana, postoji konstanta 6g > 0 sa sledeéim osobinama.
Za svaki pocetni uslov U € ! takav da

Tv(foo,oo) U() < do,

pocetni problem (6.1, 6.2) ima slabo resenje U = U(x,t) definisano za sve t > 0. Ako
je m konveksna entropija za sistem (6.1), tada se mozZe pronaéi reSenje koje je entropijski
dopustivo.

Dopustivo resenje sa ograni¢enom totalnom varijacijom (BV resenje) poc¢etnog problema
(6.1, 6.2) sa pocetnim uslovom male totalne varijacije se moze konstruisati metodom izc¢ezava-
juce viskoznosti, kao sto je uradeno u [7]. To resenje se dobija kao limes resenja U. kada
€ — 0 paraboli¢nog sistema

U, 4+ 0, F(U.) = e0U..

Do sada je razvijeno vise metoda koji vode ka dokazu konvergencije pribliznog resenja. Izdva-
jamo metod kompenzovane kompaktnosti uveden u [105] i [40] koji se zasniva na izvlac¢enju
slabo konvergentnog podniza i posmatranju limesa u kontekstu Jangovih mera. U dokazu
da niz reSenja dobijenih metodom za pracenje talasa konvergira ka entropijskom resenju
(Teorema 6.1) se koristi Helijeva teorema. Medutim, takav pristup ne daje informaciju o
jedinstvenosti tog resenja.

Takode, moze se pokazati da se entropijsko slabo resenje konstruisano Glimovom Semom
ili metodom za pracenje talasa poklapa sa dopustivim BV resenjem dobijenim metodom
izCezavajuce viskoznosti, tj. da ¢e svako entropijsko resenje biti isto kao ono dobijeno meto-
dom za pracenje talasa (videti [14, 16, 18, 19]).
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6.2. Konstrukcija pribliznog resenja pomoc¢u metoda za prace-
nje talasa

U nastavku ¢emo detaljnije objasniti proceduru za konstrukciju pribliznog resenja pomocu
metoda za pracenje talasa. Priblizno reSenje ¢e biti oznac¢eno sa U.(z,t).

_ Konstrukceiju zapocinjemo diskretizacijom pocetnog uslova, tj. aproksimiranjem funkcije
U(z) po delovima konstantnom funkcijom U.(z,0) takvom da za dovoljno malo dy > 0 vazi

TV(—oo,oo) UE('v 0) < TV(—oo,oo) U() < do, ||U€(7 0) - U()HL:l <E.

Pretpostavimo da U.(z,0) ima kona¢no mnogo prekida u tackama Xi,..., Xy. Za svako
i=1,..., N reSsavamo problem (6.1) sa Rimanovim pocetnim uslovom

UE(X;,O), T < X@
UE(X*,O), x> X,

2

U(ﬂ:,O):{

Cije je resenje dato u samoslicnom obliku

Ul t) = o222,

pri ¢emu je sa ® : R — R" oznacena po delovima neprekidna funkcija i UE(Xii,O) =
lim__, v+ Us(x,0). Jasno je da ima smisla traziti reSenje u samoslicnom obliku jer su elemen-
tarni talasi (udarni talasi, kontaktni diskontinuiteti i razredujuéi talasi) dati u samoslicnom
obliku. Talasi koji su resenja gore pomenutih Rimanovih problema putuju nepromenjenim
brzinama sve do vremena t = 1) kada se dogodi prva interakcija izmedu njih i kada se
reSavaju novi Rimanovi problemi generisani funkcijom U.(z,T}).

Napomena. Definicija pribliznog resenja U. ¢e nam omoguciti da malo pomerimo brzinu
jednog prilaze¢eg talasnog fronta u odnosu na onu dobijenu algoritmom za pracenje talasa
kako bismo sprecili interakciju vise od dva talasa u isto vreme. U opstem sluc¢aju moze da se
dogodi interakcija vise od dva talasa u isto vreme, Sto bi dodatno zakomplikovalo algoritam.

DEFINICIJA 6.2 (Prilazeéi talasni frontovi). Duva talasna fronta koja pripadaju karakteri-
sticnim familijama ko, kg € {1,...,n}, locirana na x4 (t) < xa(t) su prilazeéa ako je ko > kg
ili ko = kg i bar jedan od njih je udarni talas koji pripada zaista nelinearnoj familiji. Drugim
recima, dva talasna fronta su prilazeéa ako onaj pozadi ima veéu brzinu, sto znaci da ée se
talasi sudariti u buducénosti.

U procesu resavanja Rimanovih problema (tj. problema interakcije) ¢emo kombinovati
dva postupka, tacan i uopsten. Uopsten postupak je nastao kako bi se resio problem nastanka
beskona¢no mnogo talasa koji formiraju priblizno resenje u kona¢nom vremenu.

Tacan postupak za resavanje Rimanovog problema

Neka su data stanja U~ i U* i Rimanov problem u tacki (X, T),

= = U™, z<X
U+ FU)),=0 UX,T) = ’ _ 6.3
), =0, UXT) {w L (63
Koristeéi talasnu krivu ¥; definisanu u (3.18) mogu se odrediti medustanja Wy, W1, ..., W,

i vrednosti o1, ..., 0, takve da vazi

Wo=U", W;=Wi(o;;Wi1),i=1,...,n, W,=U".
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Ako su sva reSenja Rimanovih problema u odnosu na skokove (W;_1, W;) udarni talasi ili
kontaktni diskontinuiteti priblizno resenje ¢e biti po delovima konstantno, sa konstantnim
stanjima Wy, ..., W,, i sadrzace najvise n linija prekida. Medutim, u opstem slucaju priblizno
reSenje nece biti po delovima konstantna funkcija zbog prisustva centriranih razredujuc¢ih ta-
lasa koji ¢e zbog toga morati da se aproksimiraju po delovima konstantnim (centriranim)
razredujuc¢im fanovima i to umetanjem dodatnih stanja W; ;. Za i—tu karakteristicnu fami-
liju cilj je formirati ¢—ti razredujuéi fan koji ¢e se sastojati iz p; udarnih talasa male snage.
Razlikova¢emo nekoliko slucajeva u zavisnosti od oblika resenja Rimanovog problema.

Slika 6.1: TaCan postupak za Slika 6.2: Uproséen postupak za
reSavanje Rimanovog problema reSavanje Rimanovog problema

(a) i—ta karakteristicna familija je zaista nelinearna, tj. DAjr; > 0

(Z) g; >0

Uzimamo ceo broj p; :== 1+ [i

Z} i definisemo medustanja

o

jo; = — .
Wi,; = ‘Ilz(?Za Wi—1)7 zij(t) =X+ (@ =T)\(Wij), Jj=1,...,p.
(2
Na taj nacin centrirani razredujuéi talas i—te karakteristi¢ne familije aproksimi-
ramo razredujué¢im fanom koji se sastoji iz p; udarnih talasa sa brzinama koje su
priblizno jednake karakteristi¢noj brzini. Takode, svaki pojedina¢ni udarni talas
nece imati snagu vecu od nekog unapred zadatog parametra ¢ > 0.
(i) 0; <0
U ovom slucaju resenje Rimanovog problema je udarni talas, pa ga nema potrebe
razlagati. Uzimamo p; := 1 i definiSemo

Wi,j = VVia xi,j(t) = X + (t — T))\i(Wifl, Wz)

(b) i—ta karakteristicna familija je linearno degenerisana, tj. DA\yr; = 0 i 0; je proizvoljno.
U ovom slucaju resenje Rimanovog problema je kontaktni diskontinuitet, koji nema
potrebe razlagati. Uzimamo p; := 1 i definiSemo

Wi’j = VVQ :L‘l"j(t) = X + (t — T))\AVVl)

Napomena. Kao i ranije, sa \;(W;_1, W;) oznafavamo i—ti karakteristi¢ni koren matrice
A(W;_1, W;) koji ujedno predstavlja i brzinu udarnog talasa u Rankin-Igonoovom uslovu

>\’L(Wi—17 Wi) (Wi — Wi—l) = F(WZ) — F(Wi_l).
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X=Xo(t)
X=xX3j(t)

X=Xq(t)

U_:WO

\/

Slika 6.3: Primer resenja u obliku (6.4)

Primetite da vazi W; =W, ,,, i =1,...,n, U~ =Wy, Ut =W, ,,

Koriste¢i prethodno definisana medustanja W; ; i pozicije udarnih talasa ili kontaktnih
diskontinuiteta « = x; ;(t) dobijamo priblizno resenje Rimanovog problema (6.3) dato sa

Uu-, xr < x171(t),

Wi, i p; (t) <z < wi+1’1(t),

Wi’j, aj‘i,j(t) <$<3§‘i,j+1(t), 7=1....p; — 1,
U, x>y, (t).

Ul(x,t) = (6.4)

Prethodno naveden postupak se naziva tacan postupak za resavanje Rimanovog problema
(eng. accurate Riemann solver ili skra¢eno AcRS). Medutim, korisé¢enjem samo AcRS algo-
ritma moze da se desi da se u kona¢nom vremenu pojavi beskona¢no mnogo talasnih frontova
usled cega dolazi do pucanja algoritma. Iz interakcije izmedu dva prilaze¢a talasa nastaje
n ili vise odlazec¢ih talasa (n u slucaju kada su svi talasi generisani Rimanovim problemom
udarni talasi ili kontaktni diskontinuiteti, a vise od n ukoliko se kao resenja Rimanovog pro-
blema pojavljuju razredujuéi talasi). Novogenerisani odlazed¢i talasi ¢e se sudarati sa drugim
talasima, stvarajuci pri tome sve vise linija prekida. Kako je potrebno da broj prekida bude
konac¢an u kona¢nom vremenu, postojeéi AcRS algoritam se mora modifikovati. Zato se
on kombinuje sa uproséenim postupkom za resavanje Rimanovog problema (eng. simplified
Riemann solver ili skra¢eno SimRS).

Uproscen postupak za resavanje Rimanovog problema

Osnovna karakteristika uproséenog postupka za resavanje Rimanovog problema je ta sto
minimizuje broj odlaze¢ih talasnih frontova tako Sto kupi sve nove talase u jedan koji se naziva
nefizicki talasni front, ima veoma malu amplitudu i fiksnu brzinu A koja je strogo vec¢a od
svih karakteristicnih brzina. U zavisnosti od vrste dva prilazec¢a talasna fronta razlikujemo
dva slucaja koji ¢e obuhvatiti sve moguce tipove interakcija bas zbog ¢injenice da svi nefizicki
talasni frontovi putuju istom brzinom Mine postoji moguénost njihove interakcije.

Srucas 1: 4,57 € {1,...,n} su familije dva prilazeéa talasna fronta i vazi j > j'.
Neka su sa Ur,, Ups i Ur oznaceni levo, srednje i desno stanje koji su pre interakcije u relaciji

Uv=9;(0;UL), Ur=Y(c";Upn).
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UL

g Uy,

(a) j >4 (b)yj=4 (c) Sudar sa nefizickim talasom

Slika 6.4: Uprosc¢en postupak za resavanje Rimanovog problema

Defini§imo pomoé¢no desno stanje Up sa
- W V(o) (UL), akoj>j
V(o +0")(UL), ako j = j’.

Oznaéimo sa U% = U 5(36 t) _po delovima konstantno priblizno resenje Rimanovog problema
sa pocetnim stanjima Uy, i Ug. To resenje je oblika (6.4), pri ¢emu su U~ i Ut zamenjeni sa
UpiUg. Iz (6 5) se vidi da ¢e se U?e sastojati iz dva talasna fronta sa amplitudama o i o’
ako je j > j' ili iz samo jednog sa amplitudom o + ¢’ ako je j = j' (videti Slike 6.4a i 6.4Db).
Novi nefizi¢ki talasni front ée razdvajati stanja Ug i Ug i prostiraée se brzinom A Dalje, u
okolini tacke (X T ), t > T definisemo priblizno resenje U? na sledeéi na¢in

Uo(x,t), ©—X < (t—T)A

X F)A (6.6)
Ur, z—X > (t—T)A.

Uo(x,t) == {

SLUCAJ 2: Nefizicki talasni front prilazi sa leve strane i sudara se sa talasnim frontom i—te
karakteristicne familije za neko ¢ € {1,...,n} (Slika 6.4c).

Neka su sa Up, Up; i Ugr oznaceni levo, srednje i desno stanje pre interakcije i neka je
Ugr = W;(0; Upy). DefiniSemo pomoéno desno stanje sa Up = W;(0;Up) i sa U® oznatavamo
priblizno refenje Rimanovog problema u obliku (6.4) sa po¢etnim stanjima Uy, i Ug. Znamo
da ¢e U? sadrzati jedan talasni front i—te karakteristiéne familije ¢ ¢ija je amplituda jednaka
o. Uzimamo da talas koji razdvaja stanja Ug i Ur putuje brzinom X i u okolini tacke (X,T),
t > t definisemo priblizno refenje U° kao u (6.6).

Preostalo je da se definise kada, tj. pri kojoj interakciji treba koristiti koji od dva opisana
postupka. Do sada su u algoritmu koris¢ena dva parametra: fiksna brzina A nefizickog
talasnog fronta i mala konstanta § > 0 koja kontroliSe maksimalnu snagu udarnih talasa u
razreduju¢em fanu. Treéi parametar koji se koristi je prag parametar p > 0 koji odreduje
koji od dva postupka (AcRS ili SimRS) treba koristiti u datoj interakeiji:

e AcRS se koristi u vremenu ¢ = 0 i u svakoj interakeciji izmedu dva fizicka talasa (udarni,
razredujuéi talasi ili kontaktni diskontinuiteti) kada proizvod snaga prilaze¢ih talasa
zadovoljava |od’| > p.

e SimRS se koristi u svakoj interakciji u kojoj ucestvuju nefizicki talasni frontovi i u
interakeiji u kojoj proizvod snaga prilazec¢ih talasa zadovoljava |oo’| < p.
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Dakle, priblizno resenje U. dobijamo najpre diskretizacijom pocetnog uslova i resavanjem
Rimanovih problema u ¢ = 0 i to koris¢enjem AcRS. Talasi koji su resenja tih Rimano-
vih problema ¢e se prostirati do prve interakcije kada se resavaju novi Rimanovi problemi
kombinovanjem AcRS i SimRS, kao $to je prethodno opisano. Postupak se nastavlja do
beskonacnosti ili do poslednje interakcije.

DEFINICIJA 6.3. Za dato € > 0 kaZemo da je neprekidno preslikavanje U, : [0,00) x R —
L} .(R™R) e—priblizno resenje sistema (6.1) konstruisano metodom za praéenje talasa (ili

WET priblizno resenje) ako sledeéi uslovi vaZe:

1. Funkcija Us = Uc(x,t) je po delovima konstantna sa prekidima na konacno mmnogo
pravih u (x,t)—ravni. Postoje tri vrste prekida (oznacavaéemo ih sa J): udarni talasi
ili kontaktni diskontinuiteti (S), razredujuéi talasi (R) i nefizicki talasi (N'P).

2. Na svakom udarnom talasu (ili kontaktnom diskontinuitetu) r = x4(t), « € S levi @
desni limesi U™ = U.(z, (t),t) i UT := U (xf(¢),t) 2adovoljavaju Ut = Sy, (0a; U ™)
za neko ko € {1,...,n} @ amplitudu talasa on. Pri tome, ako je karakteristicna fa-
milija koja odgovara indeksu ko zaista nelinearna, vazi o, < 0. Takode, ako je sa
M, (U, U™) oznacena brzina udarnog talasa iz Rankin-Igonoovog uslova, vazi

|20 (t) = Mo (UT,UT) < e

3. Na svakom razredujucem talasu v = x4(t), @ € R i za svaku zaista nelinearnu familiju
koja odgovara indeksu kq, vaZi UT = Ry (04;U~) za neko o, € (0,€], kao i ocena
|25 (t) = A, (UT)] < e.
4. Svi nefizicki frontovi x = x4(t), a € NP imaju istu brzinu A koja je fiksna, strogo veéa
od svih karakteristicnih brzina i zadovoljava x,(t) = A. Ukupna jacina svih nefizickih
frontova u Ug(x,t) je uniformno mala, tj. vazi

Z \U(xf(t),t) — Ue(x, (t),t)]| < e za svet > 0.
aeNP

Dodatno, ako pocetna vrednost funkcije U, zadovoljava uslov
1U=(-,0) =U ()l <,

kazemo da je U. e—priblizno reSenje pocetnog problema (6.1, 6.2) konstruisano metodom za
pracenje talasa.

Da bi se opisala struktura resenja dobijenog algoritmom za pracenje talasa svaki talas
se mora pojedinac¢no pratiti od njegovog nastanka do vecnosti ili ponistenja prilikom sudara
sa drugim talasom. Talas koji ucestvuje u sudaru ne mora nuzno da se ponisti, moze i da
nastavi put u obliku odlazeceg talasa. Pracenje talasa se ostvaruje tako sto se svakom talasu
dodeli broj koji se naziva generacijski red i koji zapravo predstavlja maksimalan broj sudara
koji prethode njegovom nastanku. Generacijski red se definise induktivno na slede¢i nacin:

e Svi talasni frontovi nastali iz Rimanovog problema u vremenu ¢ = 0 imaju generacijski

red k= 1.

e Pretpostavimo da u interakciji ucestvuju dva talasa koja pripadaju familijama 7,7 €
{1,...,n+ 1} i imaju generacijske redove k i k’. Generacijski redovi odlaze¢ih talasa
su jednaki:

Slucaj i # 1'.
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tA

=

ey
'

X

Slika 6.5: Dodeljivanje generacijskog reda u WFT algoritmu

— Odlazedi talasi i—te i '—te karakteristi¢ne familije imaju iste redove (k i k') kao
i prilazec¢i talasi koji uéestvuju u interakciji.

— Odlazedi talasi ostalih karakteristi¢nih familija j, j # 4, ¢ imaju red max{k, K’} +
1.
Slucaj i =1'.
— Odlazedi talasi i—te karakteristi¢ne familije imaju red min{k, k'}.
— Odlazedi talasi ostalih karakteristi¢nih familija j # ¢ imaju red max{k, &'} + 1.
Prethodno opisano resenje jeste priblizno resenje pocetnog problema (6.1, 6.2), tj. moze

se pokazati da vazi sledeta teorema c¢iji dokaz ¢emo izostaviti, jer se ideje koje su date u
njemu ne mogu primeniti u dokazu teorema koje ¢e biti date u narednim glavama.

TEOREMA 6.2. Neka je sistem (6.1) strogo hiperbolican, njegove karakteristicne familije su
zaista nelinearne ili linearno degenerisane i U je definisano na otvorenom skupu O C R™.
Za dati pocetni problem (6.1, 6.2) postoji konstanta o9 > 0 takva da vazi sledeée. Za svaku
funkeiju U € L takvu da

TV(—oo,oo)Dv() < do

i za svako € > 0 pocetni problem (6.1, 6.2) ima e—priblizno resenje koje je dobijeno korisée-
njem metoda za pracenje talasa i definisano je za svako t > 0.
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Egzistencija pribliznog resenja poce-
tnog problema

Posmatramo izentropski sistem gasne dinamike bez pritiska

Op + Or(pu) =0

i (pu) + 9, (pu®) = 0 (7.1)
sa pocetnim uslovom
_ J(po, o), r<R
by, 0) = {(p(x),u(a:)), x> R. (7.2)

Pretpostavljamo da p(z),u(z) € CL([R, o)), p(x) > 01 pg,ug € R, py > 0.

Napomena. Sa C} oznacavamo prostor ograni¢enih neprekidno-diferencijabilnih funkcija sa

ograni¢enim prvim izvodima. Pretpostavka o ograni¢enim parcijalnim izvodima pocetnih funk-

cija p(z) i u(x) nije neophodna za dokaz egzistencije globalnog reSenja ali ée biti znacajna u

dokazu da postoji limes pribliznog resenja (Glava 8).

Cilj ovog dela je konstrukeija dopustivog pribliznog resenja problema (7.1, 7.2), pod uslo-
vom da vaze gore navedene pretpostavke. To ¢emo posti¢i diskretizacijom pocetnog uslova
(tj. aproksimiranjem funkcija p(x) i u(x) iz poCetnog uslova po delovima konstantnim funk-
cijama p°(xz,0) i u®(x,0)) i pra¢enjem interakcija izmedu talasa koji su resenja (uopstenih)
Rimanovih problema. Znacajnu ulogu ¢e imati senka talas sa ne-konstantnom brzinom kao
reSenje problema interakcije. éinjenica da iz interakcije izmedu dva ili vise senka talasa
nastaje jedan novi ¢e nam garantovati da broj talasa koji ¢ine priblizno resenje pocetnog
problema nece rasti sa vremenom.

U ovom slucaju se standardna teorija o postojanju resenja pocetnog problema (tj. Metod
za pracenje talasa) ne moze primeniti, jer je reSenje Rimanovog problema izmedu ostalog
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dato u obliku delta udarnog talasa, pa ¢e se u limesu konstruisanog pribliznog resenja pojaviti
delta funkcija. Pored toga, sistem (7.1) je slabo hiperbolican, a WFT procedura se moze
primeniti samo na strogo hiperboli¢nim sistemima.

Medutim, procedura za konstrukciju pribliznog resenja koja ¢e biti data u nastavku na
neki nacin predstavlja uopstenje WFT procedure. Napominjemo da su obe karakteristi¢ne
familije sistema (7.1) linearno degenerisane, $to znaci da ¢e klasi¢no entropijsko resenje biti
predstavljeno kao kombinacija kontaktnih diskontinuiteta, sto ¢e uprostiti nasu proceduru.
U slucaju pojave razredujuc¢ih talasa morali bismo da ih aproksimiramo sa fanovima nedo-
pustivih udarnih talasa, kao sto je u¢injeno u algoritmu za pracenje talasa. Sa druge strane,
pojava vakuuma u resenju komplikuje postupak dobijanja pribliznog resenja, jer dolazi do
nastanka senka talasa sa vakuumom koji se nalazi sa bar jedne strane talasa, sto dovodi do
nekih novih slucajeva interakcija. Pored toga, u sluc¢aju sistema (7.1) ne¢emo imati problem
sa pojavom beskona¢no mnogo talasa u kona¢nom vremenu sto se desava kod sistema sa vise
od dve jednacine. Cak Stavise, broj talasa u pribliznom resenju ¢e opadati sa svakom inter-
akcijom. Za razliku od WFT algoritma, u nasem talasni front ne mora biti prava linija, jer
¢e se senka talasi prostirati i ne-konstantnim brzinama. Takode, neée biti potrebno dodeliti
generacijski red svakom talasu koji ¢ini priblizno reSenje, jer ¢e sve informacije o tom talasu
biti sadrzane u izrazu za njegovu snagu i brzinu.

Model za gasnu dinamiku bez pritiska je specifican, jer se dodavanjem trece jednacine koja
predstavlja zakon odrzanja energije, resenje ne menja znacajno. Drugim re¢ima, sva resenja
neizentropskog modela (5.17) se dobijaju najpre resavanjem prve dve jednacine, nezavisno
od trece. To nam omogucava da nas algoritam direktno primenimo i na neizentropski model
dodavanjem treée komponente e na pocetni uslov (7.2) (eg > 0, x < Rie(z) > 0, x > R,
e(x) € C}([R. ).

Jos jednu prednost nase procedure pronalazimo u ¢injenici da se ona, pod uslovom da
postoji jedinstveno resenje Rimanovog problema za sistem koje se moze predstaviti kao
kombinacija elementarnih i senka talasa takode moze primeniti i na neke druge sisteme
zakona odrzanja.

Napomena. U nastavku ¢emo malo zloupotrebiti notaciju. Naime, koristi¢emo istu notaciju

za reSenje (p(x,t), u(x,t)) i funkcije iz poCetnog uslova u(x) i p(z). Ukoliko budemo izostavljali

argument, oznaka ¢e se odnositi na resenje.

DEFINICIJA 7.1. KaZemo da je funkcija u(x) rastuca (ili opadajuéa) ako za svako x <y vazi
u(x) < wuly) (ili w(z) > u(y)). Funkcija u(zx) je strogo rastuca ili strogo opadajuéa ako vazi
stroga nejednakost.

Klasi¢an pocetni problem (7.1),

(pv u)(ac,()) = (,O(ZC),U(.T)), z eR, (7'3)

sa funkcijama p(z) i u(x) koje su neprekidne i ogranicene je specifican, jer u tom slucaju
postoji glatko resenje bar do nekog vremena Tiax > 0 kada karakteristike pocinju da se seku i
dolazi do prekida (videti [32, 42]). Naime, u slucaju glatkog resenja i daleko od vakuuma prva
jednacina u (7.1) je ekvivalentna Burgersovoj jedna¢ini Oyu+ud,u = 0. Njene karakteristike
su integralne krive obi¢ne diferencijalne jednacine

dx
o = u(a(t), ),

pa je glatko resenje u dato u obliku

u(a,t) = u((x, 1)), (7.4)
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pri ¢emu ¢ = 1(z, t) zadovoljava jednac¢inu x = u(¢))t+1). To reSenje postoji sve dok se moze
primeniti Teorema o implicitnoj funkciji. U slucaju kada je funkcija u(x) strogo rastuca, ne
postoji ograni¢enje za Tiax, jer je u'(x) > 0 za svako x, pa glatko reSenje postoji za svako
t > 0 (videti dokaz Teoreme 8.5). Isto vazi i ako je u(x) rastuéa, jer je tada resenje (p,u)
koje odgovara oblasti u kojoj je funkcija u(z) konstantna takode konstantno.
Kombinovanjem prve i druge jednacine u (7.1) dobijamo da resenje p zadovoljava jednacinu
Osp + u0zp = —pOyu 1 dato je sa

W)

t
pl.t) = pli(, £))eh TG € o1, (7.5)
Nakon vremena Tyax > 0 preslikavanje x — 1 (x,t) vise nece biti bijekcija, Sto znaci da ée se
celi intervali slikati u jednu tacku. To dovodi do eksplozije klasi¢nog resenja, a koncentracija
mase objasnjava pojavu Dirakove delta funkcije u resenju.
U neizentropskom sistemu (5.17), dobijamo da specifiéna unutrasnja energija e zadovo-
ljava jednacinu Oie + udpe = 0, pa glatko resenje postoji za t < Thax 1 dato je sa

e(a,t) = e((x,1),  gde e(z,0) = e(x),

a funkcija 1 je definisana kao u (7.4).

Napomena. Iz oblika klasi¢nog reSenja (7.4, 7.5) vidimo da u njemu ne dolazi do pojave
vakuuma, $to nije slucaj kod pribliznog resenja koje ¢e biti konstruisano dole. U Glavi 8 ¢e
biti pokazano da pustanjem limesa taj vakuum nestaje i da dobijeno priblizno resenje dobro
aproksimira klasi¢no tamo gde ono postoji.

Pocetnom problemu za sistem (7.1) se posvec¢uje dosta paznje. Tokom godina nastalo je
mnogo razli¢itih metoda za konstrukciju globalnog resenja pocetnog problema. Medutim,
zbog prisustva Dirakove delta funkcije u resenju autori su uglavnom prisiljeni da ga traze u
prostoru mera. Takode, metodi koji su primenjivani u tim sluc¢ajevima su specificni za sistem
(7.1) i ne mogu se uopstiti. Na primer, autori u [42] su koristili uopsteni varijacioni metod
kako bi konstruisali globalno slabo resenje pocetnog problema za (7.1). Skoro u isto vreme,
egzistencija slabog resenja je pokazana u [12] na drugaciji nac¢in. U [10] je pokazana egzisten-
cija slabog resenja koris¢enjem aproksimacija dobijenih metodom izcezavajuce viskoznosti,
dok su u [72] koriSéena entropijska resenja skalarnih zakona odrzanja. Analizom postojanja
globalnog slabog resenja bavili su se i autori u [9, 20, 71]. Jedinstvenost je pokazana u [52]
za poCetni uslov koji pripada prostoru Radonovih mera, oslanjajuéi se na metod iz [42].

7.1. Konstrukcija pribliznog resenja pocetnog problema

Postupak konstrukcije resenja poc¢etnog problema (7.1, 7.2) ¢e se u velikoj meri oslanjati
na reSavanje problema interakcije izmedu talasa. Detaljnu analizu, kao i pregled svih tipova
interakcija koje mogu da se dogode u slucaju sistema gasne dinamike bez pritiska ¢emo dati
kasnije. Bitno je znati da ako dva ili vise talasa uéestvuju u interakciji u isto vreme, reSenje
problema interakcije postoji i to je jedan senka talas (videti Posledicu 5.2). Potreban uslov
da se dva talasa sudare je da imaju zajedni¢ko stanje, tj. desno stanje talasa koji prilazi
sa leve strane mora da bude jednako levom stanju talasa koji prilazi sa desne strane. To
stanje ¢emo nazivati sredisnje stanje. Takode, brzina levog prilaze¢eg talasa mora biti veta
od brzine desnog prilazeceg talasa.

U nastavku dajemo induktivni algoritam za konstrukciju pribliznog resenja pocetnog
problema (7.1, 7.2).
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ALGORITAM:

KORAK 0 (Aproksimacija pocetnog uslova po delovima konstantnim funkcijama):

Neka su dati ug € R, pp > 0, malo ¢ > 0 i particija P := {Y;}ien, intervala [R,c0)
takva da Yiy1 — Y; < p(e) za svako i € Ny i Yy := R. (Tacna granica pu(e) ¢e biti
data u Poglavlju 7.3.) Particiji P¢ odgovaraju ograniceni nizovi {u;}ien,, {pitien,, gde
u; = u(Y;) 1 pi == p(Y;) > 0. Funkcije p(z) i u(z) iz (7.2) se aproksimiraju po delovima
konstantnim funkcijama p®(x,0) i u®(z,0) na sledeéi nacin

kox <R
(p°(2,0),u"(z,0)) = (po,u0), ako z < |
(pist,uiv1), akox € (Y3, Y], i=0,1,....

KORAK 1 (Konstrukcija pribliznog resenja do prve interakcije):

Za svako i = 0,1,2,... resava se problem (7.1) sa Rimanovim poc¢etnim uslovom
iy Ui), < Y:
(p,10)(,0) = {(p’ who o<k (7.6)
(Pit1, uiv1), = >Y;

Na taj nacin se konstruise lokalno priblizno resenje U® := (p°, u®) kao kombinacija talasa
koji su resenja Rimanovih problema.

Znamo da postoji resenje Rimanovog problema dato u obliku prostog senka talasa (ako
u; > Uit ), u obliku jednog kontaktnog diskontinuiteta (ako w; = u;y1) ili kombinacije
sa dva kontaktna diskontinuiteta razdvojena vakuumom (ako w; < u;tq).

Pribliznom resenju do prve interakcije odgovara skup pocetnih stanja Sp := {Uy : k =
0,1,2,...}, dok je skup pocetnih indeksa koji odgovara Sy oznacen sa Iy := {0,1,2,...}.

Svako stanje moze biti vakuum ili konstantno stanje oblika Uy = (ps,us), ps # 0, ali
zbog pojave vakuuma ne mora nuzno da vazi k = s. Skup Sy sadrzi sve informacije
o obliku pribliznog resenja u t = 0, jer odnos izmedu svaka dva uzastopna stanja
jedinstveno odreduje tip odgovarajuéeq talasa.

Ukoliko nema interakcija izmedu talasa, oni ¢e nastaviti da se prostiru do beskonac¢nosti. U
suprotnom, dobijeno priblizno resenje se nastavlja do vremena t = T kada ¢e se dogoditi
prvi skup interakcija izmedu dva ili vise talasa.

Zbog oblika resenja Rimanovog problema nije moguéa interakcija izmedu dva kon-
taktna diskontinuiteta (levi wvek ima manju brzinu od desnog ili su paralelni). Takode,
moguce su odvojene interakcije dva ili vise talasa koje se odvijaju u isto vreme, pa u
opstem slucaju ne postoji jedinstvena tacka interakcije u vremenu t =T;.

U t = T3 se formira bar jedan novi senka talas, svi talasi koji su ucestvovali u interakcijama
nestaju, dok ostali nastavljaju da se prostiru do sledece interakcije. Novi skup stanja Sy
i njemu odgovarajué¢i skup indeksa I; C Iy se dobijaju eliminacijom svih sredisnjih stanja
iz Sy (i odgovarajuéih indeksa iz Ij) koja su nestala posle interakcija u vremenu t = 7.
Ova procedura se nastavlja posle svake interakcije.

KORAK j DO j+ 1 (Konstrukcija resenja izmedu dve interakcije):
Posle j—te interakcije izmedu dva ili vise talasa sva sredisnja stanja su izbrisana iz skupa
stanja S;j_1 koji odgovara prethodnoj interakciji. Formirani su novi skup stanja S;, kao i
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odgovarajuci skup indeksa I;. Pri tome vazi
Ij:{07j17j27j37"'}CIj—17 ISJI <j2<--'7

dok k € I;_1 \ I znaci da je k—to stanje iz Sy nestalo posle interakcije.

U vremenu t = T} pribliZzno reSenje se konstruiSe tako sto se skup talasa koji su
ucestvovali u interakciji zamenjuje novim senka talasima, dok ostali nastavljaju da se
prostiru na isti nacin kao pre interakcije. Resenje se nastavlja do vremena t = T} kada
¢e se dogoditi slede¢i skup interakcija. Ako Tj41 ne postoji, algoritam se zaustavlja.

Notacija

Sada ¢emo uvesti notaciju koju ¢emo koristiti u nastavku.
Resenje Rimanovog problema (7.1, 7.6) sa u; = u;+1 dato u obliku kontaktnog diskonti-
nuiteta oblika

7.7
(Pit1,Uig1), = —Y; > ut (77)

(p,u)(z,t) = {
¢emo oznacavati sa CD;;41. Ako je u; < ui41, resenje odgovarajuc¢eg Rimanovog problema

koje je kombinacija dva kontaktna diskontinuiteta razdvojena vakuumom ¢e biti oznaceno
sa CD] + Vac; ;11 + CDlZH. Ono je oblika

(pi, ui), r—Y; <ugt
(psu)(x,t) = (0, ui(z,t), uit <z —Y; <ugpat (7.8)

(pit1,uiv1), = —Y;> uit,

pri ¢emu je sa wu;(x,t) data neprekidna funkcija za koju vazi w;(Y; + wit,t) = w;, ui(Y; +
Uit1t,t) = uip1. Sa SDW; ;11 Ce biti oznacen prost senka talas oblika

(P%,u") (2, 1) = S (pie, Uie), é(t) —§st<z—Y; <é(t)+ 5t
(pi+1,ui+1), xTr — Y; > é(t) + %t.

koji je resenje Rimanovog problema (7.1, 7.6) ako u; > w;y1.

Senka talas sa levim i desnim stanjima (p;, u;) i (pj,u;5), @ < J, ps, p;j > 0 e biti oznacen
sa wSDW; ;. SDW; ;11 je specijalan slu¢aj wSDW; ; kada j = ¢ + 1 i brzina prostiranja je
konstantna.

Neka je i i k par indeksa. Tada ¢e sa w'SDWy, i < k biti oznacen senka talas sa
vakuumskim stanjem Vac;_1; := (0,u;—1(x,t)) sa leve strane i stanjem (pg,ur), pr > 0 sa
desne strane. Specijalno, ako je k = i, imamo w'SDW}, = CD”Qf = CD%.

Sliéno, sa wSDWPF, i < k je dat senka talas sa vakuumskim stanjem Vacy, g1 = (0, up(x, 1))
sa desne strane, dok se stanje (p;,u;), p; > 0 nalazi sa leve strane talasa. Specijalno, ako je
k =i, imamo wSDW¥ = CD¥ = CD?.

Senka talas koji razdvaja vakuumska stanja ((0,u;—1(x,t)) je sa leve strane, a (0, ug(z,t))
sa desne strane) ¢e biti oznacen sa w'SDW*.

Talas WSDW?, k > i, u; > uy se formira iz interakcije izmedu wSDW;, ; i CD’f, dok
w'SDWy,, i < k, u; > u nastaje kao rezultat interakcije izmedu CD% i wSDW,; ;.. Ovakvi
tipovi interakcija se pojavljuju u slucaju kada je funkcija u(z) strogo rastuéa na nekom
intervalu, gde se senka talas prvo sudara sa prvim, a zatim i sa drugim kontaktnim diskon-
tinuitetom iz kombinacije CD+Vac+CD.
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Takode, talasi wSDW/ i w/SDW, su specijalni slucajevi wSDW, ,. €iji su snaga i brzina
dati sa (5.13). Na primer, u sluc¢aju p; > 0, p, = 0, snaga i brzina su jednaki

() = \/W2 + 2oy (w — c)t
Y(w —c¢)
V2 + 20y7(u — o)t

1
o) = X +ugt — —€(t) + L.
Pl Pl

us(t) = u —

(7.9)

Ako je py =01 p, > 0, resenje je oblika (7.9) sa p; i u; zamenjenim p, i u,.
Konacno, u slu¢aju p; = p, = 0, rezultujuéi talas w'SDW” ima konstantnu snagu i brzinu,
jer one zadovoljavaju sistem

gt)=0, (Cuy)(t)=0.

Napomena. Primetite da postojanje wSDW; ; implicira u; > uj, jer odnos izmedu wu; i u;
odreduje tip prekida. Pri tome ne iskljucujemo slucaj kada w; = wuj, jer ¢emo kontaktni
diskontinuitet posmatrati kao specijalan slucaj senka talasa. U nastavku ne¢emo naglasavati
odnos izmedu dve komponente brzine, jer ¢e to biti jasno iz oblika resenja.

7.2. Interakcije izmedu talasa

Kljuénu ulogu u proceduri za konstrukciju resenja pocetnog problema opisanoj u pret-
hodnom poglavlju imaju Rimanov problem i interakcije izmedu talasa (odnosno uopsteni
Rimanov problem). Posmatra¢emo prvo interakcije izmedu dva talasa, od kojih je bar jedan
senka talas.

Resavanje problema interakcije ekvivalentno je reSavanju uopstenog Rimanovog problema
sa poCetnim uslovom (5.7) transliranim u tacku interakcije (X, T"). Rezultujuéi talas razdvaja
stanja U; = (pr, w;) 1 Up = (pr, ur) koja nasleduje od dva talasa koja uCestvuju u interakeiji.
Naime, U; je levo stanje levog prilazeceg talasa, dok je U, desno stanje desnog prilazeceg ta-
lasa. Vrednost 7 iz (5.7) je jednaka ukupnoj snazi dva prilazeca talasa u vremenu interakcije,

v =&(T) = &(T) + &(T), (7.10)

pri ¢emu su sa §(t) i (), t < T oznalene snaga levog i desnog prilazeceg talasa, redom.
To vazi jer je ukupna masa pre i posle interakcije o¢uvana. Sli¢no, ukupna koli¢ina kretanja
je ocuvana posle interakcije. Ukoliko sa ug,(t) i us, (), t < T ozna¢imo brzine dva prilazeéa
talasa, pocetna brzina rezultujuceg talasa je jednaka

§(T)us (T) + & (T)us, (T)
&(T) +&(T) '

Prilikom resavanja problema interakcije ¢emo cesto koristiti modifikovanu verziju Teo-
reme 4.1. Re¢ “modifikovanu” Kkoristimo iz vise razloga.

¢ = uy(T) = (7.11)

1. U nasem slucaju talasi koji ucestvuju u interakciji mogu biti kontaktni diskontinuiteti,
prosti ili tezinski senka talasi. Kontaktne diskontinuitete i proste senka talase ¢emo
posmatrati kao specijalne slucajeve tezinskog senka talasa, pa ¢e analiza interakcije
izmedu dva senka talasa sa nekonstantnom brzinom pokriti sve moguce slucajeve.
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X = C()

€ .
x=cM)+ = (t—T)+x
X = c(t) X =Y+ Ut

Slika 7.1: Oblast ogranicena spoljasnjom linijom SDW-a, kontaktnim diskontinui-
tetom i pravom t =T

2. U interakciji mogu ucestvovati dva ili vise talasa. Sve interakcije izmedu dva ili vise
prilazeca talasa koje se odvijaju u e—vremenu ¢emo smatrati jednom interakcijom, jer
se sve te interakcije odvijaju u oblasti povrsine reda 2. Koristi¢emo termin “talasi su
se sudarili u isto vreme”.

3. Zanemari¢emo c¢injenicu da se interakcija u kojoj ucestvuje SDW odnosi na interak-
ciju spoljasnje linije tog talasa sa elementarnim talasom ili spoljasnjom linijom drugog
senka talasa ukoliko je drugi talas koji ucestvuje u interakciji SDW. To je moguce, jer
ti talasi sa pravom t = T koja odgovara vremenu interakcije formiraju oblast povrsine
reda £2. U nastavku navodimo primer kada se senka talas sudara sa kontaktnim dis-
kontinuitetom, a zatim tvrdenje uopstavamo u obliku leme.

PRIMER 7.1. Neka senka talas sa spoljasnjim linijama x = c(t) £ 5(t — T') £ x. sa leve strane prilazi
i sudara se sa kontaktnim diskontinuitetom = = Y; 4+ u;4+1t. Pretpostavimo da se interakcija izmedu
centralne linije senka talasa i kontaktnog diskontinuiteta odigrava u vremenu ¢t = T. Prava t = T,
spoljasnja linija senka talasa i kontaktni diskontinuitet formiraju oblast éija je povrsina reda e2.
Kako sredisnja stanja rezultujuéeg senka talasa zadovoljavaju u.(t) = O(1) i p.(t) = O(e71), greska
aproksimacije vremena interakcije ¢e biti dovoljno mala. Ilustracija je data na Slici 7.1. [

LEMA 7.1. Pretpostavimo da se dva prilazeéa senka talasa sa centralnim linijama x = ¢(t)
i x = cr(t) sudaraju u vremenu t =T koje je resenje jednacine

€
2

9
- i(t - T’r‘) — Tre-

at)+ 5t —T1) + 21 = ¢ ()
Sa x = ¢(t)+5(t—T;) +x1¢ je oznacena desna spoljasnja linija levog prilazeceg senka talasa,
dok je sa x = c.(t) — §(t —T;) — x, oznacena leva spoljasnja linija desnog prilazeceg senka
talasa i vazi x ¢, tre ~ . Vreme T > 0 koje je resenje jednacine ¢(t) = c,(t) se naziva vreme
interakcije, jer je povrsina oblasti koju formiraju dve spoljasnje linije prilazecih senka talasa
i prava t = T reda €% i svi izrazi reda €, a > 1 se mogu zanemariti. Vazi T =T + O(e).
Turdenje je tacno i kada se jedan senka talas zameni kontaktnim diskontinuitetom.

Dakle, problem odredivanja vremena interakcije izmedu dva ili vise talasa je ekvivalentan
trazenju presec¢ne tacke dve centralne linije senka talasa.
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Napomenimo da i pored toga sto Lema 7.1 ¢ini problem odredivanja vremena interak-
cije jednostavnijim, njegovo resavanje se u opstem slucaju svodi na resavanje nelinearne
jednacine za koju najceS¢e ne mozemo pronaci eksplicitno resenje. Zbog toga koristimo nu-
mericke postupke kako bismo dosli do pribliznog resenja. Medutim, za dokaz egzistencije
pribliznog resenja pocetnog problema nije neophodno znati tacno vreme interakcije izmedu
talasa, nego je dovoljna informacija da li ¢e se talasi sudariti u buduénosti ili ne, a to sledi
iz prekompresivnosti senka talasa.

PRIMER 7.2. Posmatramo interakciju izmedu dva talasa: W; := wSDW,  prilazi sa leve strane i
sudara se sa Wy := wSDW7, i < k < j. Neka W i W5 imaju poreklo u tackama (Xi,71) i (X2,T3),
redom. Rezultat te interakcije je wSDW?. Vreme interakcije T izmedu dva talasa je reSenje jednacine
c1(T) = eo(T), gde
£1(t) — o1 + (prur — piwg)(t = T1)

Pk — Pi

1

Cg(t) = XQ + uk(t — Tz) — pfk (\/0% —+ kadg(uk — CQ)(t — T2) — 02).

Cl(t) =X+

Sa & (t) je oznaCena snaga talasa Wi, dok ¢; i 0y, ¢ = 1,2 predstavljaju brzinu i snagu talasa W; u
vremenu t = T;. n

Pretpostavimo da m prilazetih senka talasa Wi,..., Wy, ucestvuje u interakciji u isto
vreme (ili u e—vremenu). Neka je levo stanje talasa Wj oznaceno sa Uj, a desno stanje
talasa W,, oznaceno sa U,. Da bi pretpostavka o interakciji bila zadovoljena neophodno
je da svaka dva susedna talasa imaju zajedni¢no (srediSnje) stanje. Rezultat interakcije u

vremenu t = T izmedu talasa Wy, ..., W, je jedan senka talasa sa levim i desnim stanjem
U; i U,, redom. Pocetna brzina i snaga rezultujuteg senka talasa su date sa
iy Usi (1) & (T)

c:=us(T) = Y= g(T):Zfi(T),
=1

ie1 &(T)
pri ¢emu su sa ug;(t) i &;(t) oznaéene brzina i snaga talasa W;, i = 1,...m.

Dakle, u nasem slucaju svaki tip interakcije izmedu W1, ..., W,, moze biti klasifikovan
kao jedan od Cetiri tipa (A1-A4).

TIPOVI INTERAKCIJA:

(A1): Talas W; ima stanje (p;,u;), pr > 0 sa leve strane, dok W,,, ima vakuumsko stanje
Vac, ;41 sa desne strane. Rezultat interakcije izmedu Wh,..., Wy, je jedan senka
talas, oznacen sa wSDWj, [ < r.

(A2): Talas W; ima levo stanje (p;,u;), py > 0, dok W,, ima stanje (p,,u,), pr > 0 sa
desne strane. Rezultat interakcije izmedu Wiy,..., W, je wSDW;,., [ <.

(A3): Talas Wj ima vakuumsko stanje Vac;_;; sa leve strane, dok W, ima desno stanje
(pr,ur), pr > 0. Rezultat interakcije izmedu Wy, ..., W,, je w'SDW,, I < r.

(A4): Talas W, ima vakuumsko stanje Vac;_1,; sa leve strane, dok W,, ima vakuumsko
stanje Vac, .41 sa desne strane. Rezultat interakcije izmedu W1, ..., Wy, je w!SDW",
I <r.

Sledece tvrdenje je posledica Leme 5.2 i njene Posledice 5.1.

POSLEDICA 7.1. Ako su talasi W1, ..., Wy, prekompresivni, rezultujuéi senka talas je takode
prekompresivan.
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Napomena. U slucaju interakcije izmedu dva talasa, tip (A1) ukljucuje interakciju izmedu
wSDW, s 1 wSDW}, kada je srediSnje stanje neko (ps,us), gde ps > 0 i izmedu wSDW; i
wsTISDW", s + 1 < r kada je sredisnje stanje vakuumsko Vacs ;1. Drugim re¢ima, sredisnje
stanje moze biti vakuumsko ili ne-vakuumsko, ali ono ne utice na rezultat interakcije. Isto vazi
i kod ostalih tipova interakcija.

Analiza interakcija izmedu talasa (tj. tipovi (A1-A4)) pokriva sve mogucée slucajeve in-
terakcija kod sistema gasne dinamike bez pritiska (7.1). Sledeéa teorema je posledica toga.

POSLEDICA 7.2. Algoritam za konstrukciju pribliznog resenja pocetnog problema se moze
primeniti © u slucaju pocetnog uslova oblika

_ (@), u(x), z<R
(p,u)(x,0) = {(m?uO)? o R (7.12)
ili bilo kod pocetnog uslova
p(x,0) = p(x), u(z,0) =u(x), zecR. (7.13)

gde su p(x) >0 i u(x) po delovima CL(R) sa konaéno mnogo prekida prve vrste i u(z) ima
konacno mnogo lokalnih ekstrema.

Napomena. Iz Leme 5.4 sledi da se svi tipovi interakcija kod sistema (5.17) mogu tretirati
na potpuno isti nacin kao gore.

7.3. Egzistencija globalnog pribliznog resenja

Analiza pribliznog resenja problema (7.1, 7.2) se zasniva na cetiri glavna slucaja:
Sluéaj It up < u(R) i u(x) je rastuca za x > R
Sluéaj II: up > u(R) i u(x) je rastuéa za v > R
Sluéaj III: up > u(R) i u(z) je opadajuéa za x > R
Sluéaj IV: vy < u(R) i u(x) je opadajuéa za x > R.

Prvo ¢emo detaljnije objasniti svaki od Sluc¢ajeva I — IV i dokazati da je konstruisano resenje
zaista priblizno resenje pocCetnog problema (7.1, 7.2). Pri tome ¢emo cesto koristiti Leme
5.2'1 7.1 i rezultate dobijene u prethodnoj analizi. U slucaju kada je funkcija u(x) rastuca
(Slucajevi I i II), moguée je odrediti redosled interakcija izmedu talasa, pa ¢emo dati i
eksplicitan izraz za resenje. U opstem slucaju nije moguée odrediti redosled interakcija, jer
on zavisi i od oblika funkcije p(z), ali u dokazu egzistencije pribliznog resenja ta ¢injenica
ne igra znacajnu ulogu.

Ako funkcija u(z) menja monotonost ali ima kona¢no mnogo ekstremnih vrednosti, pri-
blizno resenje se dobija kao kombinacija resenja iz Slucajeva I — IV.

7.3.1. Analiza Slucajeva I — IV

Sluéaj I: u(r) je rastuéa funkcija za x > R i vaZi ug < u(R)

Slucaj kada je funkcija u(x) rastuéa i ug < u(R) je najjednostavniji, jer se talasi koji
formiraju priblizno resenje ne sudaraju medusobno. Priblizno resenje je po delovima nepre-
kidna! funkcija sa prekidima prvog reda na kontaktnim diskontinuitetima. To je posledica

!p komponenta u reSenju je po delovima konstantna funkcija, dok je u komponenta konstantna u ne-
vakuumskim stanjima, a neprekidna u vakuumskim.
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¢injenice da je reSenje Rimanovog problema (7.1, 7.6) za svako i jedan kontaktni diskontinu-
itet dat sa (7.7) ili kombinacija dva kontaktna diskontinuiteta razdvojena vakuumom data
sa (7.8). Ti kontaktni diskontinuiteti se nece sudarati jer su svaka dva paralelna (u; = u;41
za neko 7) ili odlazeéa (kontaktni diskontinuitet sa leve strane ima manji koeficijent pravca).

Ako je pocetna funkcija u(x) strogo rastuéa, priblizno resenje se moze predstaviti kao niz
reSenja oblika (7.8) i dato je sa

(po,uO), r— R < ugt
(0,up(z,t)), R+upt <z < R+ uit
(pl,ul), R4+wt<zxz <Y +ut
(

O,U1(l',t)), Yi+uwmt <z <Y+ uot
Us(at) = |

)

(pi,ui), Yio1 +uit <x <Y+ ut
(O,Ui(x,t)), Yi+uit <z <Y+ ujpit

gde u;(Y; + uit, t) = ug, ui(Y; + wip1t,t) = uip1, ¢ = 0,1,2,... i vazi pu(e) > Y; — Vi1 za
svako i =1,2,.... Ako je u; = u;+1 za neko 4, dva kontaktna diskontinuiteta iz kombinacije
CD] + Vaci i+1 + CD’2+1 ¢e se poklopiti, a vakuum izmedu njih ¢e nestati.

Sluéaj II: u(x) je rastuca funkcija za = > R i vazi uy > u(R)

Za razliku od Slucaja I, sada je prvi talas u nizu resenja Rimanovih problema SDWj i,
jer ug > u(R) i uvek mozemo da odaberemo dovoljno malo € > 0 takvo da vazi ug > uy.
Talas SDW( ; ima poreklo u tacki (R, 0) i reSenje je Rimanovog problema (7.1, 7.6) za i = 0.
Resenje Rimanovog problema (7.1, 7.6) za i = 1,2, ... je kombinacija CD% +Vac; i1 +CD%+1
(ako u; < w;y1)ili jedan kontaktni diskontinuitet CD; ;41 (ako u; = u;41), kao i u prethodnom
slucaju. Priblizno resenje se sastoji iz jednog senka talasa i niza kontaktnih diskontinuiteta,
sto znaci da ¢e se u ovom slucaju desavati interakcije tipa:

(A1): interakcije izmedu senka talasa i kontaktnih diskontinuiteta sa vakuumom na desnoj
strani.

(A2): interakcije izmedu senka talasa sa vakuumom na desnoj strani i kontaktnih diskon-
tinuiteta sa vakuumom na levoj strani ili izmedu senka talasa sa oba ne-vakuumska
stanja i jednog kontaktnog diskontinuiteta koji je resenje Rimanovog problema kada
U = ug41 za neko k.

Radi jednostavnijeg objasnjenja pretpostaviéemo da je funkcija u(x) strogo rastuc¢a. Neka
je sa (Xo,,Tp,) oznacena tacka interakcije izmedu senka talasa i prvog kontaktnog diskon-
tinuiteta u i—toj talasnoj kombinaciji CD; 4+ Vac; ;41 + CD;y1. Zatim, neka je sa (Xi4,771;)
oznacena tacka interakcije izmedu senka talasa i drugog kontaktnog diskontinuiteta iz kom-
binacije CD; + Vac; j+1 + CD;q1 (videti Sliku 7.2).

Funkcija u(z) je rastuéa i ograni¢ena, pa postoji neko @ takvo da lim; yoou; = 4. U
zavisnosti od odnosa izmedu @ i ug posmatra¢emo dva slucaja.

Neka je prvo @ < ug. Prvi talas u nizu SDWy 1 se prostire konstantnom brzinom yg 1 €
(u1,u0) i sa leve strane prilazi kontaktnom diskontinuitetu CD} &iji je koeficijent pravca u.
Ta dva talasa se sudaraju u ¢t = Ty 1. Rezultujuéi wSDW} ima brzinu us(t) oblika kao u (7.9)2
koja je rastuca funkcija od ¢ i ima asimptotu kada ¢t — oo. Preciznije, vazi us(t) € (u1,ug)
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At (oo Te2) (Xoz: Tog)
(Xoz2, To,z)y '
Vac
(X112, Tag)
(Xo,1» Toa) i
s (P4, Us)
(po, Uo) (p3, U3)
(p2, Up)
(p1, Uy
R Y, Y, Ys Y, X

Slika 7.2: Skica interakcija u slucaju strogo rastuée funkcije u(x) i @ < ug

za t > Tpq 1 us(t) = ug, t — 00, Sto znaci da ¢e posle nekog vremena (u t = T7) talas
WSDW(l) morati da se sudari sa CD%, jer up < @ < up. Rezultat te interakcije je wSDW 2.
Ako je pocetna brzina c tog senka talasa manja od yp 2, njegova brzina ¢e da raste i tezice ka
yo,2 kada t — oo. U suprotnom, ako je ¢ > yo 2 brzina ¢e opadati i tezice yo o kada t — oo.
Dakle, wSDW o Ce biti prekompresivan sa brzinom koja ¢e kad-tad postati veca od ug, Sto
znadi ée se sudariti sa slede¢im po redu kontaktnim diskontinuitetom CD?. Sa porastom t
raste broj sudara i sa svakom interakcijom izmedu senka talasa i kontaktnog diskontinuiteta
nastaje novi senka talas koji nastavlja da se sudara sa kontaktnim diskontinuitetima koji mu
prilaze sa desne strane.

Razlika izmedu sluc¢aja @ < wg analiziranog gore i slucaja @ > ug je ta sto ¢e u drugom
u nekom trenutku rezultujuéi senka talas uéi u vakuumsko stanje ali nete dosti¢i dovoljno
veliku brzinu da iz njega izade i interakcije izmedu talasa ¢e prestati.

Oznacimo sa U® = (p°,u®) priblizno resenje dobijeno na gore opisan nac¢in. Neka su sa
us(t) 1 &(t) oznacene po delovima definisane brzina i snaga rezultujuéeg senka talasa kojeg
¢emo nazivati 0-SDW. Po konstrukciji te funkcije su neprekidne, kao i SDW front dat sa
z = c(t), gde (t) = us(t). Njihove restrikcije na intervale [Tp;, T4 ;] 1 [T 4, Toi+1] Su resenja
sistema obi¢nih diferencijalnih jednacina oblika (5.8). Drugim rec¢ima, 0-SDW predstavlja
singularni deo resenja U® koji je dat sa

0, x < c(t) — as(t)
Us(z,t) = { (pes ue)(t), c(t) —a=(t) <z <c(t) + ac(t)
0, x> c(t) + as(t)
gde
%t, t € (0, T071]
ae(t) = %(t_TO,i)_‘_xgﬂa te (TO,iaTl,i] ) L= 1527'---
S(t—Tig) +ab', te (T Toiv]
Vrednosti ¥, k = 0,1,4=1,2,... biramo tako da spoljasnje linije senka talasa date sa

r=c(t)—a:(t) i x=-c(t)+a(t)
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budu po delovima neprekidne, tj. suma snaga prilazec¢ih talasa treba da bude jednaka snazi
rezultujuéeg senka talasa u okolini tacke interakcije. Preciznije, za svako i = 1,2,3,...
vrednosti 22 i z1* biramo tako da su relacije analogne onima u (5.12) zadovoljene.

Kako je u ovom sluc¢aju poznat redosled interakcija izmedu talasa, mogucée je odrediti
eksplicitan oblik resenja U¢. Ako je @ < ug, priblizno resenje po¢etnog problema (7.1, 7.2)
do prve interakcije je dato sa

(po,uo), r— R <yoit— 5t
(pe, ue), Yo,1t — %t <x—R<yot+ %t
(pl,ul , R+yo71t+%t<x<Y1+u1t
(0,u1(x,t)), Yi+wt <z <Y]+ust
Ug(l‘,t) = : . )

(pi,ui), Yic1 +uit <x <Y;+ut
(0, ui(x,t)), Yi+uit <z <Y+ ujpit

gde u;(Y; + uit,t) = i, wi(Y; + uip1t,t) = wip1, ¢ = 1,2,.... Dalje, priblizno resenje za

t € [To,i, 11, je

(po, uo), r<c(t)—5(t— TQZ) — 0%
(pe(t),uc(t)),  c(t)=5(t—To:)—a2" <z <c(t)+5(t—To:)+a2*
E (0, u;(x,t)), c(t) + 5t — Tos) + wg’i <x <Y1 +uigrt
Usneil,1) = (pit1, Uiv1), Yi+tut <z <Y +uiat ’
(

0 uH_l(x t)) Yir1 + i1t < x < Yip1 + uigat

dok je resenje za t € [T, To,i+1] dato sa

(po, uo), x<c(t) = §(t—Ti) — b’
(pe(t)suc(t)),  c(t)=5(t—T)—at' <z < c(t)+5(t—T1,)+al’
(piv1 uir),  ct) + 50t —Ti) +xb' <o <Yig +uipat
Ut vaci(@, ) = $ (O uipa (@, 1), Yigr + uipat <@ < Yig1 + uigot
(Pit2, Uit2),  Yig1 + uipat <o < Yigo +uiqot
(0,uit2(x,t)), Yiyo +ujpot < < Yiyo +uiyst

Konacno, priblizno resenje problema (7.1, 7.2) oznaceno sa U¢ nastaje spajanjem gore nave-
denih resenja

US(:L‘t) 0<t<T01
U (x,t) :== (p°(x,t),u®(x,1) = S U, i(x,t), To; <t<Ti;i=1,2,... (7.14)

vac Z

Urfvacz( t)v Tl,i§t<T07i+1,Z:1,2,....

TEOREMA 7.1. Date su funkcije u(x), p(z) € Cy([R,0)), p(x) > 0. Pretpostavimo da je
u(z) rastuéa i neka je po > 0 7 ug > u(R). Neka je {Yitien, particija intervala [R,00),
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Yo = R takva da C/e > Y; —Y;_1 > /e za svako i = 1,2, ... i neku konstantu C > 1. Tada
za dovoljno malo € > 0 postoji dopustivo globalno priblizno resenje pocetnog problema (7.1,
7.2), tj. postoji funkcija U® koja zadovoljava sistem
Oup° + B (pu) ~
Oe(pPu) + 0 (p° (u°)?) =
uslove p°(x,0) =~ p(x,0), u®(x,0) =~ u(z,0), ¢ = 0 i uslov dopustivosti.
(1) Ako je i < uyg, postoji beskonacno mnogo interakcija.

(2) Ako je i > wyg, interakcije ée prestati posle vremena t = Ty, gde k € N zadovoljava
up < ug < ugg1. U tom slucaju vazi us(t) — ug kada t — oo.

Napomena. Za gornju granicu u C¥/e > Y; — Y;_1 > /¢ je umesto C'/z dovoljno uzeti bilo
koju funkciju p(e) koja zadovoljava u(e) — 0 kada ¢ — 0. Ovu smo uzeli zbog Teoreme 7.3
gde u(z) ne mora da bude monotona funkcija. Takode, u sluc¢aju rastuée funkcije u(x) donja
granica umesto /¢ moze biti bilo koja oblika %, gde 0 < o < 1.

DokAz. (1) Posmatramo prvo slucaj o < ug.
Zelimo da pokazemo da konstruisano resenje U, t > 0, x € R dato sa (7.14) zadovoljava
sistem

E;: —/ / satgo (z,t)+(pu® xgp)(w,t))dmdt+/o:o(p€<p)(x,O)dx ~ 0
Es: / / pEusOpp) (2, t)+ (p°( 5)2(%(,0)(%,t))dxdt—l—/_o:o(peuago)(:c,O)dm ~0

za svaku test funkciju ¢ € C5°(R x [0,00)). U dokazu ¢emo koristiti Tejlorov razvoj test
funkcije ¢,

(c(t)
(c(t)

olc
¥
o(z,t) = p(c(t),t) + O(e) zax € (c(t) — a=(t), c(

)
(%), (7.15)

Imamo

/. / e ndidt =T+ [ (70 Ti) - (F9)(@.0)ds

—0o0

- Zloz + Z/ (PP, Tr,) = (P°9) (@, Tify) ) do (7.16)

+ZI“+Z/ 2, To41) — (PESD)(%TE)) dz,

gde Iy, Ip; i I;, predstavljaju integrale koji odgovaraju intervalima [0, Ty.1], [To4, 114 i
[T1,i, To,i+1], redom. Preciznije,

To,1 foo
Iy ::/ / p°Oyp dadt,

le

I()Z = Eatgodxdt
TO i -
To,i+1
L ;= / p°Opp dxdt.
T —00
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Izraz [(p°¢)(z,0)dx u (7.16) e se skratiti sa istim izrazom kada se dobijene vrednosti ubace
u E1, dok ¢e se svi ostali integrali medusobno skratiti, sto je posledica neprekidnosti funkcije
U® po t. Kako bismo ocenili ukupnu gresku u pribliznom resenju u fiksiranom vremenu ¢ > 0
analizu ¢emo podeliti po intervalima [0, T 1], [To,i, T14) 1 [T1,i, T0,i+1), ¢ = 1,2,.... Na slican
nacin kao i u (7.16) dobijamo

// )(z,t) dedt = JO+ZJ01+ZJ1“

gde

J-—/To’l/oo Cutd, 0 dudt
0-— p U Oxpax
/T“/ WD 0 dwdt
P AT

TOZ -

TO,'L+1
J1i ::/ / P us Oy p dadt.
Tl,i —0oQ

Ovde ¢emo dati dokaz za slucaj kada je funkcija u(x) strogo rastuéa, jer ¢injenica da u(x)
moze biti konstantna na nekom intervalu ne pravi znacajnu razliku u analizi. Naime, tada
¢e se za neko 7 vremena Tp; i T1; poklopiti, jer nema vakuuma.

U intervalu [0, Tp 1] vazi

To,1

To,1
Iy =— prurp(Yi + ult,t)dt—/
0 0

(po — Po,s)SD<R +Yo,1t — gt, t) <y0,1 - g)dt

_ /OTO’I(,)Ova — oo (R+yout + St.t) (voa + 5 )t

To,1
+ Z/ pir1tir1 ((Yi + uip1t,t) — @ (Yigr + uipt,t))dt,

=Ap

jer je po . = const (ovde je senka talas prost). Sli¢no,

TO,l e ] c e TO,l I
Jo 2:/ / p w0z drdt = / (pouo — Po,suo,s)<P<R +yo,1t — 5t, t) dt
0 J-o 0 2

To,1 To,1
_/0 (p1u1 — po,suO’g) (R + yo,1t + 2t t)dt + plulgo(Yl + ut, t)dt

X rToa
- Z/o pir1tir1 (P (Vi + uipat, t) — o(Yipr + uigat,t))dt.

=By

Napomenimo da ¢emo u ovom dokazu koristiti ideje iz dokaza Lema 5.1 i 5.2, pa neke
tehnicke delove ne¢emo detalno objasnjavati. Koris¢enjem relacije

0,1 = yo,1(p1 — po) — (pr1ur — pouo)

i razvoja u Tejlorov red test funkcije (7.15) dobijamo da u intervalu [0, Ty ;] vazi
To,1
Iy + Jo :/0 (€0,1 — €po,e) (R + yo,1t, t)dt

To,1
- /0 tepo.e(Yo,1 — uoe)Opp (R + yo1t, t)dt + O(e),
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jer je Ag = By. Dakle Ey = O(e) za 0 <t < Tp 1, jer iz definicije SDWy ; sledi
lim upe = yo,1, limepge =Eo1-
e—0 e—0

Sliéno, zamenom p sa pu i pu sa pu? u gornjim relacijama pokazuje se da je Fy = O(e) u
[0, To 1]
Dalje, za t € [Ty, T ;] imamo

T1,i +5(t—To,i)+x2"
Ip;=— j/ o Oepe (D))
T() i (t)fé t T() z "
T1,1 e
0,2
- ‘/TO,i (po — Pe(t))ﬁﬂ(c(t) - §(t —To;) — o, t)( (t) — Q)dt
T 0,2 €
[;1 p-(t)p (elt) + 5 (¢ = Tos) + a2, ¢) (¢ (8) + 5 )t
Tl N3
+ Z/T Pk+1uk+1 (Yk + upgit,t) — @ (Yig1 + upgit, t)>dt7
0,7
=Ao,s

Joi = /Tiz (pouo — Ps(t)ue(t))g0<c(t) - §<t — Tyi) — 22" t) dt
-+;?%@%@W@m+2@—ng+ﬁzgﬁ

Ty
-> /T Pk4+1Uk+1 (<P(Yk + gt t) — @ (Yig1 + upgit, t))dt-
k=i ¥ T0,i

:=Bo,i=Ao,i

Koris¢éenjem Leme 5.2 i njenog dokaza, a ponavljanjem postupka od gore (sada umesto
prostog senka talasa imamo tezinski kao prvi talas u nizu) dokazujemo da

T,

h¢+%¢=—jwfhuﬂﬂdmﬂ-%%@—ﬂﬂ+xy%ﬁ
0,7
Tl,i .
- ;maw—%m@@—gu—%@—ﬁﬂgﬁ
To,:
T € 0,i 0,4
S ECE (@(c(t) - 5(t —Tos) — a2, t) + p(e(t) + 2(t — Tp) + 2 t))dt
T / € 0,i
[ O~ uc®)p(et) = 5t~ To) - a2, t)at
To,

[ ) ) (e + 5~ Tos) + 2, )it + O

To,i

_ Ti,i <pg (UO _ C/(t)) _ 2815,05(75) (%(t — To,z') + x&) + Epa(t)>90(c(t)a t) dt
_/Tl,,épe(t) (2@ ST+ :ng) (' (t) = ue(t))Oup(c(t), t)dt + O(e).
To,;

Dakle, Ip; + Jo; = O(e) na t € [Ty, 11,4, jer je wSDW}, definisan tako da vazi

tim 200 (5 (6 = Toa) +297) =€), €(0) = poluo —¢(0),  lim uc(t) = (1),

e—0
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Sli¢no, zamenom p — pu dobijamo da je Ey = O(¢e) na intervalu [Ty ;, 17 4]
Kona¢no, na intervalu [T ;, Ty ;+1] vazi

To,i+1 fe(t)+5E—T1,:) Vol
L= / . Ope(t)p(z,t) dedt
Tl A 7% t Tl 7,
TO,H—l 9
1,
- /T (0 — pa(t))w(C(t) = T) — ) () - 5 )

To,i+1
[ et = pra)i (et +

T1,5

%(t —Ty) + al, t) (c/(t) + %)dt

To,i+1
- /T Pi+1ui+1<P(Yz‘+1 + ui1t, t)dt
1,2

+Z/

k=i+1

To,i+1
Pht1Uk1 (90(Yk +upt1t,t) — @ (Vi1 + ugyat, t))df,

To,i+1 € .
= [ (oo = pe(Opus(t))p(elt) — 5(¢ = Ta) — ab )t

T1,4
T0,i+1

+ (pe(t)ue(t) — Pz’+1ui+1)<P(C(t) +3 S(t—Tu) + b t)dt
T4

To,i+1
+/ pit1tit10(Yig1 + wip1t, t)dt
1 i

TO i+1
- Z / Pk4+1Uk+1 (@(Yk + upg1t, t) =0 (YVig1 + upsat, t)) dt.
k=i+1

Na isti nacin kao ranije dobijamo

To,i+1 c . €
I+ Jii=— / 2(0upe (1) (St = Ta) + ') + S pe(0) ) plelt), )t
T1,4

T0,i+1

+ ((Pi+1 — po)c'(t) = (pit1uiz1 — Pouo))SO(C(t)at)dt
T4

Toint € AW
_ /Tl 20 (50 =) +22) (€ (1) = ue())Daip(e(t), 1) dt + O),
pa je E1 = O(¢) na [Th;,Toi+1]. To sledi iz Leme 5.2, tj. iz definicije wSDW ;1. Dokaz da
je E2 == O(S) na [T17i,Tgyi+1] je slican.

Primetite da dokaz vazi ¢ak i u slucéaju kada je p;+1 = po za neko i, jer tada iz (5.13)
sledi &' (t) = —po(uir1 — wp) 1 izraz za brzinu senka talasa ¢/(t) ne uti¢e na rezultat.

Kako test funkcija ¢ ima kompaktan nosac i vazi uslov Y; —Y;_1 > /¢, sledi da se najvise

eomst(®) ndara izmedu talasa moze desiti na nosaéu test funkcije. Dakle, F1 i Ey ¢e biti reda

O(%)O(S) = O(y/e), € = 0, pa dobijamo da u sluéaju @ < ug priblizno resenje pocetnog
problema (7.1, 7.2) postoji i dato je sa (7.14).

Dopustivost resenja je posledica jedinstvenosti klasi¢nog resenja (tj. kontaktnog diskon-
tinuiteta) i prekompresivnosti senka talasa u intervalima [0,70 1], [T0,,T14], (114, T0,i+1],
i=1,2,....

U slucaju kada je 4 = g, vazi yoi+1 — uo kada @ — oo, tj. iz prekompresivnosti sledi da
je za dovoljno veliko i brzina senka talasa blizu uyg.
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(2) Ako je @ > wp, tada postoji indeks k € N takav da je ugi; > up i up < up. Tada
¢e SDW kriva x = c¢(t) ostati u vakuumskoj oblasti izmedu dva kontaktna diskontinuiteta
koja imaju poreklo u istoj tacki (Y, 0). To sledi iz prekompresivnosti, jer ¢e brzina senka
talasa us(t) € (ug, up) uvek biti manja od uyy;. Dakle, sudari ¢e prestati posle interakcije u
t = Ty . Priblizno resenje je dato sa

Us(z,1), 0<t<Th
Ue(x,t) _ U\fac,i(l‘,t)v TO,i <t< Tl,ia i1=1,...,k—1

Ue -(m,t), T17i§t<T07i+1,i:l,...,k—l

nvac,?

° (l‘,t), T()’k <t < oo

vac,k

0

Ideje iz dokaza Teoreme 7.1 Ce se koristiti i kod ostalih sluc¢ajeva, pa tehnicki deo dokaza
ne¢emo ponavljati.

Sluéaj III: u(x) je opadajuéa funkcija za = > R i vazi ug > u(R)

Niz reSenja Rimanovih problema (7.1, 7.6), ¢ = 0,1,2,... je dat u obliku niza prostih
senka talasa SDWq 1, SDWj o, .... Talas SDW; ;1 ima poreklo u (Y;,0) i prostire se brzinom
Yii+1. Kako su svi tipovi talasa koji formiraju priblizno resenje senka talasi (ili kontaktni
diskontinuiteti ako u; = w;y1), jedini tip interakcija koji moze da se dogodi u ovom slucaju
je tip (A2), tj. moguce su samo interakcije izmedu dva ili vise senka talasa koji razdvajaju
ne-vakuumska stanja. Primetite da vazi

VPi VPk (i) + VPi VPi
VPit/PEPRT\/Pj VPit/PEPRT/Pj
v/ Pk vPi (ugp—u;) >0

VPi + /P /PRt /D5 =

jer je u(z) opadajuca funkcija, pa zakljucujemo da se brzine prostih senka talasa smanjuju sa
povetanjem i, tj. svaka dva senka talasa su prilazeta. Medutim, to koja dva senka talasa ¢e
prva da se sudare zavisi od oblika funkcija u(x) i p(z), ali i od razlike up—u;. Tacka interakcije
()N(i, TZ) izmedu SDW,_1; 1 SDW, 41, i =1,2,... se odreduje reSavanjem jednacine

Yik — Ykj = (Uifuj)

(7.17)

za 1 < k < j,

f(i =Yi_1+ yi—l,iTi =Y+ yi,i+1Tiv
kada dobijamo

Yi—-Yi 1

T, =—+ “=
Yi—1,i — Yiji+1

~

Kako bismo odredili prvu tacku interakcije trazimo ¢ za koje je T; minimalno. Rezultujuéi
senka talas ¢e imati brzinu koja je ve¢a od brzine svih talasa koji mu prilaze sa desne strane.
Taj proces ¢e se nastaviti, ali u opstem sluc¢aju ne mozemo odrediti redosled interakcija.

Neka je AY; :=Y; —Y;_1 ~u(e),i=1,2,3,.... Tada za svako i vazi Au; 1= u; —uj—1 <
consty, - p(e), gde sup,sp [t/ (x)| < const,. Iz razlike (7.17) vidimo da vazi

Vi1 — Yiip1 < (Wim1 — ) + (wim1 — Uip1) + (U — wig1) = 2(ui—1 — uip1) < consty, - pu(e),

tj. T; = O(1), pa Ce se interakcija izmedu dva susedna senka talasa sa malom snagom dogoditi
u kona¢nom vremenu.
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Sa 0-SDW ¢emo oznacavati senka talas koji povezuje talase oblika wSDWj ; nastale iz
interakcija sa talasima koji mu prilaze sa desne strane. Iz uslova prekompresivnosti (koji
sledi iz dokaza Leme 5.2) sledi da ¢e 0-SDW “nadjacati” ostale talase koje ¢emo nazivati
“mali” senka talasi, jer imaju malu snagu.

U slucaju kada je ug > u(R), vreme interakcije izmedu SDWy 1 i SDW1 o je reda O(u(e)).
To znaci da Ce se prva interakcija dogoditi izmedu ta dva senka talasa. Rezultuju¢i wSDWg o
¢e nastaviti da se prostire do sledece interakcije.

Sluéaj IV: u(z) je opadajuéa funkcija za x > R i vazi up < u(R)

Ovaj slucaj je slican prethodnom. Priblizno resenje do prve interakcije se sastoji iz
kombinacije CD(I) + Vacg 1 + CD% i niza prostih senka talasa SDW; 2, SDWa 3, . ...

Prvi kontaktni diskontinuitet u nizu CDY sa vakuumskim stanjem sa desne strane ima
koeficijent pravca ug koji je manji od koeficijenta pravca drugog kontaktnog diskontinuiteta
CD%. 1z istog razloga kao u prethodnom slucaju nije moguée odrediti redosled interakcija
izmedu talasa. Ovde su moguce interakcije tipa (A2) (interakcije izmedu dva ili vise senka
talasa koja razdvajaju ne-vakuumska stanja) ili tipa (A3) (interakcije u kojima ucestvuje
senka talas sa levim vakuumskim stanjem). Inicijator interakcija tipa (A3) je talas CDJ koji
¢e se sudariti sa talasom oblika wSDW{ ;, za neko k£ > 2. Rezultat te interakcije je wlSDW;, sa
levim vakuumskim stanjem i brzinom koja je veta od brzina svih senka talasa koji mu prilaze
sa desne strane. Takode, moguce je da ¢e se dogoditi interakcija izmedu dva ili vise malih
senka talasa pre nego $to se rezultujuéi talasi sudare sa talasom oblika w!SDW},. Brzina svih
rezultujuéih talasa ée biti veéa od ug, §to znadi da CD{ neée ucestvovati u interakcijama.

Slucajeve III i IV objedinjujemo u sledec¢oj teoremi gde ée biti dokazano da resenje
konstruisano algoritmom jeste priblizno resenje problema (7.1, 7.2).

TEOREMA 7.2. Neka su date funkcije u(z), p(x) € Cp([R,0)), p(z) > 0, po > 0 i ug € R.
Pretpostavimo da je funkcija u(x) opadajuca za x > R. Posmatramo particiju {Y;}ien,
intervala [R,00) takvu da C/e > Y; — Y1 > ¥e, Yo = R vaZi za svako i = 1,2,... i
konstantu C > 1. Tada za dovoljno malo € > 0 postoji dopustivo globalno priblizno resenje
U¢(x,t) problema (7.1, 7.2).

Dokaz. Ideja ovog dokaza je ista kao u dokazu Teoreme 7.1. Neka je sa
SHT .= {(ps,u;) : i =0,1,2,...}

oznac¢en skup pocetnih stanja u slu¢aju ug > u(R) (to je Slucaj III), a sa
SEV = {(po, uo), Vaco 1} U {(ps,u;) : i =1,2,...}

je oznacen skup pocetnih stanja u Sluc¢aju IV kada uy < u(R) . Dalje, sa IéH =4{0,1,2,3,...}
ée biti oznacen pocetni skup indeksa koji odgovara skupu stanja S{7, dok ¢e I§V = {~1} U
IHT predstavljati skup indeksa koji odgovara skupu stanja S{'. Svakom stanju iz S§ je
dodeljen tac¢no jedan indeks iz I§, o € {II1,IV}.

Neka se u vremenu t = T}, odigrao k—ti skup interakcija izmedu dva ii vise talasa. Kao
Sto je objasnjeno u algoritmu, posle k—tog skupa interakcija formira se skup stanja Sy,
a € {III,IV} i to eliminacijom svih sredi$njih stanja koja su nestala posle interakcije.
Samim tim su eliminisani i indeks ili indeksi iz I* ; koji odgovaraju eliminisanim sredisnjim
stanjima iz S_;. Novi skup indeksa je dat sa

=10,k R RSy, Y = {1,061V kS KAV,
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gde 1 < kY < k§ <k§ <...,ae{III,IV}. Pritome vazi I} C I |, jer nova stanja ne
mogu da se pojave posle interakcije.
Zelimo da pokazemo da za svaku test funkciju ¢ € C§°(R X [0, 00)) vazi

L[ (o) n+ruop) e n)dsdi+ [~ (7o) 00dz =0,

o (7.18)
/ / P ufopp)(x, t)+(p°( 5)28$g0)(x,t))da:dt+/ (p°utp)(x,0)dx ~ 0.

— 00
Uopstavamo dokaz iz Teoreme 7.1. Prvo delimo vremensku osu na podintervale oblika
[T, Tj41], pri ¢emu su T}, j = 1,2, ... vremena interakcije izmedu talasa i Ty := 0. Neka je

Tk+1 Tk+1 o0
Qk ::/ / p 8tg0d:zdt+/ / p°u® Oy dxdt.

Q) odgovara prvoj jednacini u (7.18) i vremenu izmedu k—tog i (k+ 1)—og skupa interakcija
i vazi

/ / p° Opp dxdt + / / p°u® Oy dxdt = Z Qk.
0 J—o0 0 J-oo k=0

I ovde ¢emo vrednosti x. ~ ¢ birati tako da suma snaga prilaze¢ih talasa bude jednaka
pocetnoj snazi rezultujuéeg senka talasa (koristicemo Lemu 5.2). Pokazatemo da je svaki
izraz Q) dovoljno mali (reda ) iz ¢ega ce slediti da je jednac¢ina (7.18); zadovoljena. Pri
tome ¢emo zanemariti izraze koji odgovaraju krajevima intervala [Ty, Tk11] (jer ¢e se oni
skratiti medusobno ili sa drugim sabirkom iz (7.18);)

Neka su sa 7 i j oznaCena dva susedna indeksa iz I}}. Odnos izmedu njima odgovarajucih
stanja iz Sj} odreduje tip talasa koji razdvaja ta stanja. Neka je brzina tog talasa oznacena
sa ug(t) = (t), a snaga sa £(t) i neka je sredisnje stanje senka talasa dato sa (p-(t), ue(t)).
Izraz Q) je suma izraza oblika

) Thi1 Tht+1 c(t)Jr (t—T)+=z<
QW:A‘ (4ss(®) = Biy®)t + [ / Oupe(t)p(x, t) dudt,  (7.19)
k

%t T)—xze

+ (p=(t) = p)ep(clt) + 5t = T) +2-,1) () + 5).
By (t) i=(psus = po(t)uc(t)p(e(t) = 5 (¢ = T) = w.,t)
+ (pe(t)uc(t) — pjug)p(c(t) + %(t —T) +,t).

Drugi sabirak u Ck se dobija koris¢enjem Teoreme o divergenciji. Kako bismo dobili ocenu

za C’ﬁj ponavljamo postupak iz dokaza Teoreme 7.1 (ili Leme 4.3) i koristimo Lemu 5.2.
Dobijamo

ct - [ T 2009 0) (50— 1)+ ) + 5.0 Jolelt) )

Tyt

+ [ (i = 0 (1) = (piwi = pju) ) p(e(t), £)t
Tk

Ty

+ [ 2p()( () — ue(t) (5

S(t=1) - 22) asp(e(t), 1) dt + O(e) = O(e).
T



140 7.3.2. Opsti slucaj

Specijalno, ako su stanja koja odgovaraju indeksima i i j razdvojena kontaktnim diskontinu-
itetom, vazi C{fj = 0, jer je on klasi¢no resenje i ta¢no zadovoljava sistem (7.18). U Slucaju
IIT ¢e svi talasi u resenju biti senka talasi, dok su u Sluc¢aju IV dva pocetna talasa kontaktni
diskontinuiteti koji imaju poreklo u istoj tacki. Prvi nece ucestvovati u interakcijama (on
daje Cﬁl,o = 0 za svako k), dok ¢emo imati 0831 = 0, pri cemu je T); vreme interakcije izmedu
CD% i nekog senka talasa. Nakon te interakcije pojavljivace se izrazi oblika Cf,, = O(¢),
m > 1, s > j koji odgovaraju senka talasu sa levim vakuumskim stanjem.

Primetite da su ovde skupovi pocetnih indeksa I§ formirani tako da indeksima ¢ i j
odgovaraju stanja (p;,u;) i (pj, u;). Izuzetak su indeksi -1 i 0, jer se samo tada pojavljuje
vakuum. U opstem slucaju, kada ne znamo na kom mestu ¢e se pojaviti vakuumsko stanje,
indeksima 7 i j dodeljujemo stanja (p;,w;) i (pr,u,), pri éemu ne mora nuzno da vazi i = |
i/ili j = r. Ta ¢injenica ne menja nista znacajno u dokazu. Jedino bitno je da ée svaki talas u
resenju doprineti greskom reda ¢ ili 0 (ako je kontaktni diskontinuitet). Dakle, zaklju¢ujemo
da C’{‘;’j < O(e) vazi za svako i < j isvako k=1,2,....

Uslov AY; > /e garantuje da ¢e se najvise % interakcija dogoditi na kompaktnom
nosacu test funkcije ¢. Iz istog razloga ¢ée priblizno reSenje za svako t iz intervala [Ty, Tj11]
conéstfe(cp)

sadrzati najvise talasa. Dakle, dobijamo

const(p)
e

Sto znadi da je izraz Y, Qk dovoljno mali, tj. reda /. Primetite da ovde nije bilo dovoljno
granicu definisati preko 1/ kao u Teoremi 7.1, jer se u slu¢aju kada je funkcija u(z) rastuca
za svako fiksirano ¢ resenje U® sastoji iz najvise jednog senka talasa, dok su svi ostali talasi
kontaktni diskontinuiteti.

Qr = O(e) = O(Ve?) kada e — 0,

Zakljuujemo da konstruisano priblizno resenje zadovoljava prvu jedna¢inu u (7.1). Do-
kaz da zadovoljava drugu jednacinu je analogan (samo zamenjujemo p° sa puf).

Dopustivost pribliznog resenja sledi iz prekompresivnosti svakog senka talasa u intervalu
[Tk, Th+1)- O

7.3.2. Opsti slucaj

Neka funkcija u(x) ima konaéno mnogo lokalnih ekstrema. Analiziraéemo slucaj kada
u(x) samo jednom menja monotonost na x > R, ali se analiza lako moze uopstiti na slucaj
sa vise od jednog lokalnog ekstrema. Priblizno reSenje se moze posmatrati kao kombinacija
Slucajeva I-IV.

Pretpostavimo prvo da wu(x) dostize lokalni ekstrem u tacki Y,,, koja pripada particiji
{Y;}ien, intervala [R,co).

Neka je (Y, u(Yrm,)) tacka lokalnog maksimuma. Ako je ug < u(R), prvi deo pribliznog
reSenja do prve interakcije je dat u obliku niza talasnih kombinacija sa dva kontaktna dis-
kontinuiteta razdvojena vakuumom. Poslednja talasna kombinacija ima poreklo u tacki
(Yin,—1,0). Pocev od tacke (Y;,,,0) formira se priblizno resenje kao u Slucaju III tako sto
se uzima R = Yy, i up = u(Ys,,) u (7.2). Dakle, za dovoljno malo ¢t > 0 priblizno resenje
je konstantno levo od kontaktnog diskontinuiteta sa poreklom u (R,0), sve do senka talasa
koji ima poreklo u (Y;,,,0) ono se sastoji iz niza kontaktnih diskontinuiteta, dok desno od
tog senka talasa resenje ¢ini niz senka talasa.

Ako je up > u(R), priblizno resenje do prve interakcije je kombinacija Slucajeva IT i III.
Razlika izmedu ovog i slucaja uy < u(R) je ta Sto je talas koji ima poreklo u (R,0) sada
SDWj.1, a ne kontaktni diskontinuitet. Taj senka talas pravi znacajnu razliku izmedu dva
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(a) Skica funkcije u(z) (b) Skica interakcija

Slika 7.3: Funkcija u(z) menja monotonost (u(x) ima lokalne maksimume u Y,,, i
Yin, 1 lokalni minumum u Y, i vazi uy < u(Yn,))

slucaja posle prve interakcije, jer ¢e se sudarati sa kontaktnim diskontinuitetima koji mu
prilaze sa desne strane. Ilustracija ovog slucaja je data na Slici 7.3.

Sli¢no, ako u(z) dostize lokalni minimum u (Y;,,,0) i vazi ug > u(R), reSenje do prve
interakcije je kombinacija Slucajeva III i II. To znaci da je priblizno resenje konstantno do
SDW; sa poreklom u (R,0), a njega prati niz {SDW, 11}/ ", Pocev od tacke (Yp,,,0)
priblizno resenje €ini niz talasnih kombinacija sa kontaktnim diskontinuitetima razdvojenim
vakuumom. U drugom slucaju, kada je ug < u(R), priblizno resenje do prve interakcije je
kombinacija Slucajeva IV i II. Sada umesto SDWy 1 imamo kombinaciju CDY + Vacg 1 +CD3}
(ﬂi CD071 ako ug = ul).

Slucaj kada tacka Y,,, ne pripada particiji {Y;}ien, intervala [R, co) je slican. Neka u(z)
dostize lokalni ektrem u x = Y.x. Tada postoji £ € N takvo da

Yic1 < Ymax <Y, Yio1, Y € {Yilien,- (7.20)

Primetite da u slu¢aju kada Yiax pripada particiji imamo Yyax = Y%. Iz (7.20) i Cinjenice da
funkcija u(z) dostize lokalni maksimum sledi

u(Yinax) > max{u(Yi_1),u(Yx)} =: m.
Ako odaberemo Y,,, tako da
Yi—1, akom =u(Yy_1)
Yo, =
Y, ako m = u(Yy),

tada se Y, posmatra kao tacka u kojoj se dostize lokalni maksimum. Ostatak analize je isti
kao gore. Ako funkcija u(x) ima lokalni minimum koji se dostize u & = Yy, tada postoji

k € N takvo da
Yic1 < Ymin <Y, Yie1, Yi € {Yitien,

i u(Yinin) < min{w(Yi_1),u(Ys)} =: . Ako je Yinin = Y, tada Yinn € {Yilien,. Inace,
Yinin ¢ {Yi}ien,. Tada uzimamo

v, — Yk—lv ako [ = U(Yk_l)
™Y, ako = wu(Y))

i nastavljamo kao gore.
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Napomena. Iz prethodne analize zaklju¢ujemo da izbor particije {Y; }ien, ne utice na oblik

pribliZnog resenja posmatranog pocetnog problema. Drugim rec¢ima, za konstrukciju pribliznog

reSenja je dovoljno uzeti lokalni ekstrem po delovima konstantne funkcije u®(x,0) koja aprok-

simira u(z).

Prethodno opisana kombinacija talasa ¢e dati priblizno resenje pocetnog problema (7.1,
7.2), $to je sumirano u sledeéoj teoremi.

TEOREMA 7.3 (Postojanje globalnog dopustivog pribliznog reSenja). Neka su date
funkcije u(z), p(z) € Cp([R,0)), p(x) > 0 i neka u(x) ima konacno mnogo lokalnih ekstrema.
Pretpostavimo da je pg > 0, up € R. Oznacimo sa{Y;}ien,, Yo = R particiju intervala [R, 00)
takvu da C/e > Y; —Y;_1 > /e za svako i = 1,2,... i konstantu C > 1. Tada za dovoljno
malo € > 0 postoji dopustivo globalno priblizno resenje U¢(x,t) problema (7.1, 7.2).

Napomena. Teorema 7.3 ¢e vaziti i u slu¢aju sistema (5.17) sa e(z) € Cp([R,0)) i e(z) >
0. Dodavanje komponente energije ne¢e uticati na ponasanje pribliznog reSenja pocetnog
problema, sto sledi iz Leme 5.4.

Dokaz. Kako je dokaz slican kao i kod Teorema 7.1 i 7.2, tehnicke detalje ne¢emo pona-

vljati. Na kompaktnom nosacu test funkcije ¢ moze da se dogodi najvise const(¢) interakcija.

e

Takode, za svako t > 0 priblizno resenje se sastoji iz najvise % talasa. Ti talasi su

g
resenja Rimanovog ili uopstenog Rimanovog problema i mogu biti kontaktni diskontinuiteti,
prosti ili tezinski senka talasi. Svaki kontaktni diskontinuitet ta¢tno zadovoljava sistem (7.1),
jer je klasi¢no resenje, dok svaki senka talas priblizno zadovoljava taj sistem i greska je reda

€. To znaci da za svaki talas izmedu dva uzastopna vremena interakcije Ty i Tj41 vazi

CF. < O(e) kadae— 0,

1,] ~

pri ¢emu je oznaka fj analogna onoj u (7.19). To znaci da je ukupna greska dovoljno mala,

jer koristeéi oznake iz dokaza Teoreme 7.2 dobijamo

Q= (mj\/tg*”)cgk < CO”;;” Con;tg(“))as) — O(2) - 0 kada e — 0,
k

O

Mogucée je povuéi paralelu izmedu slabog resenja konstruisanog u [42] i pribliznog resenja
konstruisanog u ovom radu. Koristeéi termine iz [42], nasu proceduru mozemo interpretirati
na slede¢i nac¢in. Gustina i brzina cestice koja je locirana u tacki zg u poCetnom trenutku
su date sa (p,u)(xo,0). Cilj je opisati ponasanje (poziciju, brzinu i gustinu) svake Cestice u
nekom vremenu ¢t = t*. Naravno, Cestica je postojala u t = 0 ili je nastala posle sudara u
nekom trenutku pre t*. Kako bismo to postigli prvo diskretizujemo pocetni uslov. Drugim
re¢ima, pretpostavljamo da u pocetnom trenutku imamo skup cestica, od kojih se svaka
ponasa razli¢ito. Na pocetku ih vidimo kao talasne frontove koji imaju poreklo na x—osi.
One ¢e se sudarati i nakon svakog sudara formirace jedan senka talas (sudaranjem formiraju
jednu vecu ¢esticu) koji predstavlja klaster (skup cestica). U [42] je pozicija tog klastera u
nekom vremenu data preko njegovog centra mase koji sadrzi informacije o svim cCesticama
koje ¢ine taj klaster (to je posledica zakona odrzanja mase i koli¢ine kretanja). Ovde su
pozicija, brzina i gustina klastera (tj. rezultujuéeg senka talasa) posle sudara odredene samo
osobinama cCestica koje ucestvuju u sudaru. To je jedna od prednosti nase procedure. Pored
toga, metod dat u [42] se ne moze primeniti u slu¢aju nekih drugih sistema zakona odrzanja,
dok je procedura koris¢ena u ovom radu univerzalna i njena primena na sistem gasne dinamike
bez pritiska je samo prvi korak u razvoju algoritma za konstrukciju neogranic¢enih resenja
sistema zakona odrzanja sa proizvoljnim pocetnim uslovom.
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Slika 7.4: Interakcije talasa u pribliznom reSenju problema (7.1, 7.21).

Primeri

Kada je funkcija u(x) rastuéa i u nekim sluc¢ajevima kada je opadajuéa moze se odre-
diti eksplicitan oblik pribliznog resenja. Medutim, u opstem slucaju ¢e redosled interakcija
zavisiti i od oblika funkcije p(z) i vrednosti ug i po > 0 u po¢etnom uslovu (7.2).

PRIMER 7.3. Posmatramo sistem (7.1) sa pocetnim uslovom

arctg (0.5), x<0.5
0.2, <05

p(z,0) = u(x,0) = ¢ arctg (z), 05<x<1 (7.21)

{1, x> 0.5, T 14l psi

1 z) :
Ovo je primer kada funkcija u(z) ima lokalni maksimum (videti Sliku 7.4%). Priblizno resenje je
konstantno do kontaktnog diskontinuiteta sa poreklom u (0.5,0) kog prati niz kombinacija sa dva
kontaktna diskontinuiteta razdvojena vakuumom, a zatim i niz senka talasa. Kontaktni diskontinuiteti
prilaze i sudaraju se sa senka talasima. Iz tih interakcija se formira jedan senka talas koji se prostire
nekonstantnom brzinom i koji razdvaja niz kontaktnih diskontinuiteta sa leve strane i niz prostih
senka talasa sa desne strane. Sa Slike 7.4 se jasno vidi da je limes komponente brzine u pribliZznom
reSenju funkcija koja je prvo konstantna, zatim rastuca, a potom opadajuc¢a. U p komponenti tog
limesa se pojavljuje tezinski delta udarni talas sa nosac¢em koji odgovara frontu senka talasa koji
nastaje iz interakcija. [

PRIMER 7.4. Neka je dat problem (7.1) sa pocetnim uslovom

0.5,-05) =< -05 04 v=0
.5, —0. z < —0.
(p,u)(z,0) = wz)=4q04—z, 0<z<08 (7.22)
(0.5,u(x)), x> —0.5,
—-04, x> 0.8.

Kao Sto se moze videti na Slici 7.5 priblizno reSenje za t < 1 se sastoji iz talasne kombinacije
CD+Vac+CD koju prati niz kontaktnih diskontinuiteta, zatim niz senka talasa (taj deo odgovara
intervalu u kom je u(x) linearno opadaju¢a funkcija), pa ponovo niz kontaktnih diskontinuiteta. U
vremenu t = 1 se dogada istovremena interakcija izmedu svih senka talasa. To znaci da dolazi do
akumuliranja mase iz linearno opadajuceg intervala [0,0.8] sve do t = 1 kada se masa iz tog intervala
sabija u jednu tacku i dolazi do pojave Dirakove delta funkcije, tj. do eksplozije C'!—resenja (tada

2Plavom isprekidanom linijom su oznadeni kontaktni diskontinuiteti, a crvenom senka talasi.
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Slika 7.5: Interakcije izmedu talasa u pribliznom resenju problema (7.1, 7.22) do
vremena t = 1.5

karakteristike pocinju da se seku). Jasno je da priblizno resenje u fiksiranoj tacki nece biti jednako
C'—reSenju u toj tacki zbog prisustva senka talasa male snage. Medutim, kasnije ¢e biti pokazano da
priblizno resenje konvergira u L] . ka C'!'—reSenju tamo gde ono postoji (videti Teoremu 8.5). Dokaz
se zasniva na c¢injenici da vazi zakon odrzanja mase, a razliku izmedu dva resenja mozemo objasniti
na slede¢i nac¢in. U glatkom reSenju masa izmedu dve karakteristike ostaje konstantna do trenutka
kada se one preseku, sto znaci da gustina mase izmedu te dve karakteristike raste sa vremenom ako se
one priblizavaju jedna drugoj. U pribliznom resenju gustina ostaje konstantna izmedu dva prilazeca
senka talasa, a ostatak mase se akumulira u senka talasu kroz njegovu snagu koja raste sa vremenom.

Napomenimo da su u ovom sluc¢aju u oblastima u kojima se pojavljuju nizovi kontaktnih diskonti-
nuiteta funkcije u(z) i p(x) konstantne. Kontaktni diskontinuiteti ¢e razdvajati ista stanja, pa njihova
interakcija sa senka talasima neée promeniti brzinu i snagu senka talasa. Lako se moze pokazati da
to uvek vazi. Takode, u ovom slucaju sve interakcije rezultiraju prostim senka talasima, jer je p(z,0)
konstantna funkcija. [

Kao sto je veé receno, prilikom konstrukcije pribliznog resenja mora se uzeti u obzir da
su moguce odvojene ali istovremene interakcije izmedu talasa. Dovoljan uslov da bi se to
dogodilo je da je funkcija u(x) linearno opadajuéa (ali ne strogo) i da je p(x) konstantna na
intervalima na kojima je u(z) strogo opadajuéa.

PRIMER 7.5. Neka su funkcije u(z) i p(x) date sa

1, z<0
1 — 0.8z, 0<x<0.5
u(z) = < 0.6, 0<z<1l , p(z)=02
14-08z, 1<z<15
0.2, x>1.5

Posmatramo problem (7.1) sa poc¢etnim uslovom

(0.2,1), <0

(p(x,0),u(x,0)) = (p(z) u(I)) x> 0.

(7.23)

Kao s$to se vidi na Slici 7.6, priblizno reSenje se sastoji iz nizova kontaktnih diskontinuiteta i senka
talasa. Svi senka talasi nastali u ¢ = 0 ¢e se sudariti u ¢ = 1.25 u dve odvojene interakcije. Rezultat
svake od dve interakcije je novi prost senka talas. Dva senka talasa formirana u ¢t = 1.25 ¢e se sudarati
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Slika 7.6: Dve odvojene interakcije koje se desavaju u isto vreme u pribliznom
resenju problema (7.1, 7.23).

sa kontaktnim diskontinuitetima koji im prilaze sa obe strane, a zatim ¢e se sudariti medusobno u
t = 2.5 kada ¢e biti formiran jedan novi prost senka talas koji ¢e se prostirati brzinom ¢ = 0.6. Sli¢no
kao u prethodnom primeru, glatko resenje postoji do t = 1.25 kada karakteristike poc¢inju da se seku.
[

7.3.3. Disipacija energije kao posledica interakcije izmedu talasa

U nastavku ¢emo koriste¢i rezultat iz Poglavlja 5.1 analizirati promenu matematicke
entropije (ili disipaciju energije) koja nastaje kao posledica interakcija izmedu talasa. Pret-
hodno smo pokazali da je kod sistema (7.1) produkcija energije u vremenu ¢ kod senka talasa
koji razdvaja stanja U i U, oznacena sa D ,(t) i data u (5.16) nepozitivna i neopadajuéa
funkcija od vremena. Znamo da je energija oCuvana na svakom kontaktnom kontinuitetu i u
oblastima gde je reSenje glatko.

Napomena. Primetite da u slu¢aju kada je p; = p, = 0 vazi D, ,.(t) = 0 za svako ¢ > 0. Ako
je pr # 0, p, = 0, brzina senka talasa us(t) je rastuéa funkcija takva da lim; o us(t) = g, iz
Cega sledi lim;_, o D; -(t) = 0. Konacno, ako je p, # 0, p; = 0, brzina senka talasa us(t) je
opadajuca funkcija takva da lim; o us(t) = ., pa sledi lim;_, o D; () = 0.

Posmatramo prvo interakciju izmedu wSDW;, i CD] u vremenu t = T7. To je tip
interakcije koji se javlja u Slucaju I kada je pocetna funkcija u(z) rastuéa i vazi ug > u(R).
Produkcija energije kod wSDW; ,. i CD} pre njihove interakcije je jednaka

DT} ) = — 5 (o — wa(T7)) + prloss(T5) = r)?),

dok je ona posle interakcije jednaka
1
Di(TY") = g pu(us(Ty7) — w)*.
Kako iz konstrukcije pribliznog resenja sledi us(T; ) = us(T;") dobijamo da vazi

AD\(T}) = D\(T;) — Dy(T]) = %pr(us(fﬂ) —w)?>0.
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1z veze izmedu produkcije i stope disipacije energije koja je data u (4.27) zaklju¢ujemo da se
stopa disipacije energije pribliznog reSenja povecava posle interakcije izmedu wSDW;,. i CD7.
Rezultujuéi talas wSDW] se dalje sudara sa CDS'H u vremenu t = T5. Tada je produkcija
energije koja odgovara talasima koji ucestvuju u interakciji jednaka

DaTy) = olus(T3) — )’

dok je produkcija energije koja odgovara rezultuju¢em senka talasu data sa

1

D2(T2+> = _i(pl(“l - US(TQ—’—))S + Pr+1(u5(T2+) - Ur+1)3)'

U ovom slucaju vazi obrnuto, stopa disipacije energije se smanjuje posle interakcije, jer

1
ADy(T2) = =5 pre1(us(T2) — ur41)® < 0.

Dalje, posmatramo interakciju izmedu wSDW; ,, i wSDW,, .. Neka se talas wSDW, .,
prostire brzinom wug;(t) i ima snagu &;(t), dok wSDW,, , putuje brzinom wus(t), a njegova
snaga je oznacena sa §»(t). PoCetna brzina rezultujuceg wSDW;,. je jednaka

= (1) = i + (L= s, e o= ¢ S i),
Tada

D(T™) =~ 5 (ot — ) + 1l — a1} prlatsa 1)+ pn(tm — 0%,

D(TY) = — %(pr(us —u)® + pr(w — us)?),

AD(T) = — %(Usl — Ug2) (apr((us —up)® A+ (s — up)(us2 — ur) + (usz — uy)?)

- pm((usl - Um)2 - (Usl - um)(um - u52) + (um - USQ)Q)

+ (1= a)pu((w = us)? + (w = ) (wg = wsr) + (w = us1)?) ).

Vidimo da znak AD(t) zavisi od p(x) i u(z), pa u opstem slu¢aju ne mozemo doneti zakljucak
o promeni energije posle sudara izmedu dva senka talasa. Medutim, to je moguce ako je

Pl = Pm = Pr-

PRIMER 7.6. Posmatramo pocetni problem (7.1, 7.2) sa opadajué¢om funkcijom u(x) takvom da ug >
u(R) i p(x) = po za sve x > R. U tom slucaju SDW, ;11 koji je nastao u ¢t = 0 putuje konstantnom
brzinom y; ;41 = % Rezultat interakcije u vremenu ¢ = 7" izmedu SDW; ;41 i SDW 1,49 je
SDW,; ;12 sa konstantom brzinom i snagom koje su date sa

U; + Uit2
Yijit2 = %, &iitat = po(u; — ujyo)t, t>T.

Indukcijom se lako moze pokazati da je priblizno resenje posmatranog problema po delovima kon-
stantna funkcija sa prekidima na prostim senka talasima koji razdvajaju konstantna stanja, tj. u
ovom slucaju svi talasni frontovi su prave. Posmatramo interakciju izmedu SDW; ,, i SDW,, . u
t = T. Produkcija energije pre (t = T7) i posle interakcije (t = TF) koja odgovara samo talasima
koji ucestvuju ili su rezultat interakcije je jednaka

D(T™) = _%((ul — ) + (U — u,)?), D(TF) = —%(ul — ).
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Moze se pokazati da se stopa disipacije energije pribliznog resenja smanjuje posle sudara, tj. vazi
3

AD(T) = —gpl(ul —u) (U — Upm) (U, — ur) < 0.

Primetite da je bilo dovoljno posmatrati samo talase koji ucestvuju u interakciji, jer ¢e svi ostali
nastaviti da se nesmetano kreéu na isti naéin (sa istom brzinom i snagom) kao pre interakcije, pa e
promena stope disipacije energije koja odgovara tim talasima biti konstantna i u ¢ = 7T'. To znaci da
¢e se izrazi koji odgovaraju talasima koji se ne sudaraju u ¢t = T skratiti u AD(T). [

Napomena. Iz analize u Poglavlju 5.1 zaklju¢ujemo da prethodni rezultati vaze i u sluc¢aju
sistema (5.17) i entropijskog para

n(psu,e) = —pe,  Q(p,u,e) = —pue.

Neka je sa 1 oznacena matematicka entropija sistema. Oznac¢imo sa

s0= [ 0 )

ukupnu entropiju u vremenu ¢ reSenja U (x, t). Pri tome se ograni¢avamo na interval [— M, M],
gde je M > 0 dovoljno veliko kako bismo izbegli mogucnost da je ukupna entropija bes-
kona¢na u kona¢nom vremenu. U nastavku éemo pokazati da ukupna entropija opada posle
interakcije izmedu dva talasa i da to vazi u slucaju oba sistema gasne dinamike bez pritiska,
(7.1) i (5.17).

TEOREMA 7.4. Posmatramo sistem (7.1) (ili (5.17)). Ukupna entropija opada posle inte-
rakcije izmedu dva senka talasa.

DoxkAz. Pretpostavimo da se dva senka talasa sudaraju u t = 7. Levi SDW;,, se prostire
brzinom us, (t) i ima snagu &(t), dok se desni SDW,, . prostire brzinom u,, (¢) i snaga mu je
oznacena sa &, (t). (Odgovarajuée specifitne unutrasnje energije su oznacene sa e, (t) i es,. (t).)
Brzina i snaga rezultujuceg senka talasa SDW;, su oznacene sa uy(t) i {(¢) (i unutrasnja
energija je es(t)). Ukupna entropija u vremenu t < 7' je oznacena sa £ (t), dok je ukupna
entropija u t > T (koja odgovara SDW, ) oznacena sa £ (t).

Posmatramo prvo sistem (7.1) i entropijski par

1 1
n(p,u) = Spu?,  Qlp,u) = Spu’.

Tada
EXT+0)—E (T —0) = %(é(T)iﬁ(T) — &(T)Z (T) = &(T)u3 (T))

o 1 gl (T)gr (T)
2 &(T)

Gornja nejednakost sledi iz relacija (7.10) i (7.11).
U sluc¢aju sistema (5.17) i entropijskog para

n(p,u,€) = p(R(u) + 5(€),  Q(p,u,e) = p(R(u) + S(e)),
gde R"(x) >0, S’(x) <01 S"(x) > 0 za svako = vazi
&)

(s (T) = us, (T))* < 0.

(1)

+ —¢& (I'=-0) = U, U U
EX(T +0) = (T = 0) =6(T) (Rus(T) = gy Blus (1)) = 34 Rl (T)
&(1) & (1)
+ 8(us(T) = S S (1)) = Sy S(us, (1)).
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Koristeci relaciju

_a() &(T) 1&(T)&(T)

es(T) () (T) + £(T) © (T) + EW(USZ (T) = us, (T))?

koja sledi iz neprekidnosti energije u t =T,
u? u? u?

e (D o) = ) (U5 4 o) + £ (D 4o, ).

kao i osobine funkcija R i S dobijamo
&(T) & (T)
R(T)) < G s (T) + o B (1)
gl(T) &«(T) gl(T) gr(T)

S(ea(T)) < (o en (D) + oy e (D) < o S(un (D) + oy Sl (1))

Kako je &(T) > 0 vazi ET(T +0) — (T —0) <0. O

Napomena. Interakcija izmedu senka talasa i kontaktnog diskontinuiteta je specijalan slucaj
Teoreme 7.4. U tom slucaju je dovoljno uzeti da je snaga talasa koji odgovara kontaktnom
diskontinuitetu jednaka nuli. Tada se ukupna entropija ne menja posle interakcije.

7.4. Dopustivo resenje uopstenog Rimanovog problema

Algoritam za konstrukciju pribliznog resenja pocetnog problema prethodno opisan se u
prilagodenoj formi moze primeniti i u slucaju kada p komponenta u po¢etnom uslovu sadrzi
Dirakovu delta funkciju, tj. pod pretpostavkom da se velika koncentracija mase dogodila u
nekoj pocetnoj tacki. Posmatramo pocetni uslov oblika

_ (p07u0)> r< X
(p,u)(w,()) - {(Pl,ul), r>X + (6570)5(X,0)a (724)

gde po, p1 >0, & > 0.

Algoritam za konstrukciju pribliznog resenja problema (7.1, 7.24) ée se zasnivati na aprok-
simaciji poc¢etnog uslova po delovima konstantnom funkcijom

(po,uo), z<X -4
Ut (2,0) := (p",u)(2,0) = (5, u5), X—h<az<X+4 (7.25)
(pr,u1), z>X+5

i pradenju talasa koji su resenja pocetnog problema (7.1, 7.25), kao i reSenja problema
interakcije. Talasi koji su resenja dva Rimanova problema iz (7.25) se mogu sudariti, a njihova
interakcija ¢e imitirati prisustvo delta funkcije u originalnom pocetnom uslovu (7.24). Tako
je vrednost ug iz (7.25) vestacki dodata i resenje ¢e zavisiti od njenog odabira, odgovarajuéi
uslovi dopustivosti bi trebalo da eliminiSu nefizicka reSenja i samim tim odrede ug.

Ista procedura se moze primeniti i u slucaju 3 x 3 sistema (5.17) sa pocetnim uslovom
oblika

(PO,UO>€0)7 <X
(p,u,€)(z,0) = {(m we), o> X +(£,0,0)0(x,0), & >0. (7.26)
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U tom slucaju bi u aproksimaciji pocetnog uslova dodavali vestacku komponentu e; > 0 u
srediSnje stanje na isti na¢in kao $to je to uradeno sa us u (7.25).

(p07u0760)’ r< X — %
Ut(z,0) := (p",ut, e")(x,0) = (%,U(S,@é), X-f<ex<X+5§
(p1,u1,e1), =>X+ 5.

ALGORITAM zA (7.1, 7.24):

Neka je fiksirano dovoljno malo ¢ > 0 i neka je vrednost us data.

Lokalno reSenje problema (7.1, 7.25) je po delovima neprekidna funkcija sa prekidima
prvog reda na talasima koji su resenja dva Rimanova problema. Ta resenja su jedinstveno
odredena odnosom izmedu wug, ug i u1. Prvi talas ili talasna kombinacija razdvaja stanja
(po,up) i (%,u(;) i ima poreklo u (X — 4,0), dok drugi talas ili talasna kombinacija

razdvaja stanja (%‘5, us) i (p1,u1) iima poreklo u (X 4 £,0). Parametar ¢ > 0 iz definicije

senka talasa zadovoljava uslov ¢ < u®, a > 1. Na taj nacin se formiraju senka talasi
drugog reda. Talasi koji su resenja dva Rimanova problema se mogu sudariti ali ¢e svaka
interakcija ukljucivati bar jedan senka talas (kontaktni diskontinuiteti se ne mogu sudarati
medusobno). Maksimalan broj interakcija je dva i on zavisi od odnosa izmedu ug, uq i us.

Oznac¢imo sa UF = (pt,u*) funkciju konstruisanu gore datim algoritmom. Dokaz da
U* jeste dopustivo priblizno resenje problema (7.1, 7.24) je isti kao dokazi Teorema 7.1-7.3.
Distributivno resenje tog problema ¢emo dobiti pustanjem parametra p da ide u nulu u U*.

Kako oblik pribliznog resenja U* zavisi od ug razlikova¢emo dva slucaja: A: ug < up i B:
ug > w1 i njihove podslucajeve.

Priblizno resenje problema (5.17, 7.26) i podela na slu¢ajeve nece zavisiti od odabira
vrednosti eg, pa analiza koja sledi vazi i u tom slucaju.

Slucaj A
Podslucaj A1: us < ug < uq.

Priblizno lokalno reSenje se sastoji iz prostog senka talasa SDWj s koji razdvaja stanja Up
i Us, i dva kontaktna diskontinuiteta razdvojena vakuumom. Nosac¢ senka talasa se nalazi na

u+/potusy/ %‘5

Ny
Yo,s je veta od koeficijenta pravca prvog kontaktnog diskontinuiteta, Sto znaci da ¢e se ta
dva talasa sudariti u vremenu ¢t =T} = ~ /1 koje je resenje jednacine

pravoj = X — § + yo st, gde je sa yo 5 = oznacena njegova brzina. Vrednost

+
Yo,6+5—Us

0 3 p
X —-= t+ -t =X + = + ust.
5 + Yo, + 5 + 5 + us
Pri tome koristimo da spoljasnja linija senka talasa © = X — § + yo st + 5t ustvari prva
preseca pravu x = X + 5 4 ust (kontaktni diskontinuitet). Medutim, vazi ¢ < p®, a > 1
ps(t) ~e™t e — 0, pa se izraz 5t iz gornje jednacine moze zanemariti (videti Lemu 7.1).
Rezultujuéi senka talas WSDWg se prostire brzinom i snagom koje su date sa

£(t) = \/63,5T12 + 2p0&0,5T1 (w0 — yo,5)(t —T1), us(t) =up — g(():) (uwo — Yo,6),
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gde &5 = \/,OQ%(U(] — ug). Funkcije £(t) i us(t) su neopadajuce, £(t) je nenegativna i
us(t) — ug < up kada t — co. To znadi da se wSDW) neée sudariti sa drugim kontaktnim

diskontinuitetom u talasnoj kombinaciji. Primetite da yos — us i §os711 — & kada p — 0.
Lako se moze pokazati da je distributivni limes pribliznog resenja kada u — 0 dat sa

(p()au() ; T < C(t)
(p,u)(z,t) = 4 (0, m_tX), c(t) <z < X +ut +(£(t),0)6(x — c(t)), (7.27)
(p1,u1), x>X+4ut

z—X

pri ¢emu su £(t) i ug(t) date sa (5.13) gde su U; i U, zamenjeni sa Up i (0, &5

vazi c(t) = X + [§ us(s)ds.

), redom i

up < us < wy up < ug < up
N " ’
\ ] /
09 \\ " // 09F
]
0.8 \\ Vacuum i Vacuum //' 081
]
07t N t / 07t (/107 UU)
\ I ’
\ ] /
06 N I / 0.6
A 1] /
+ 05f \\\ f // + 05f
\ ] /

04r \\ H // 04

L \ 1 / L U
2L w) NS () (p1, 1)
0.2 \\ ] // 02}

\ H /
o1r N 01r
Ay
0 L L L A2 L L L L I 0 L L L L L L L L
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
T T
Slika 7.7: Podslucaj As Slika 7.8: Podslucaj Bs

Podslucaj As: up < us < uq.

Ovaj podslucaj je ilustrovan na Slici 7.7.
Do prve interakcije priblizno resenje se sastoji iz talasne kombinacije CD 4 Vac + CD sa
poreklom u (X — £,0) koju prati talasna kombinacija koja ima poreklo u (X + §,0),

00, 0), .%'<X—%+U0t
X

0,55%), —5+uet<z—X <5 +ust
%,u(s), —%+U5t<$—X < %+u(5t (7.28)
X

0,252), L+ust<az—X <L +ut
pr,ut), x>X+ 5 +ut.

(
(
Ut(z,t) = ¢ (
(
(

Ako je ugp < ug < wq, distributivni limes pribliznog reSenja datog sa (7.28) je kombinacija
dva kontaktna diskontinuiteta i delta udarnog talasa koji se nalazi izmedu njih sa nosacem
na r = X + ust. Ako je ug = us = uy, dobijamo specijalan oblik resenja u obliku delta
udarnog talasa koji se prostire karakteristicnom brzinom ug = u; i naziva se delta kontaktni
diskontinuitet.

Podslucaj As: up < uyp < ug.
Priblizno resenje do prve interakcije se sastoji iz talasne kombinacije sa dva kontaktna
diskontinuiteta razdvojena vakuumom koju prati prost senka talas koji razdvaja stanja Uy i

&
ugy/ 2> +u1/p1
U= (p1,u1). UTy = u(sfy(s,l ~ I, gde ys51 = \/é drugi kontaktni diskontinuitet

4 /o
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iz talasne kombinacije ¢iji je nagib ugs se sudara sa senka talasom. Rezultujuéi senka talas se
prostire ne-konstantnom brzinom us(t) koja raste sa t i zadovoljava us(t) — u; kada t — oo.
Kako je u; > ug, prvi kontaktni diskontinuitet se neée sudariti sa senka talasom. Dobijamo
da se distributivni limes pribliznog resenja sastoji iz kontaktnog diskontinuiteta koji razdvaja
Up i vakuumsko stanje i delta udarnog talasa koji razdvaja vakuum i stanje Uy, slicno kao u
(7.27).

Slucaj B
Podslucaj By: us < up < ug.

Kao i u podslucaju Ay, priblizno reSenje se sastoji iz prostog senka talasa SDW s koga
prate dva kontaktna diskontinuiteta razdvojena vakuumom. Talas SDWj; se sudara sa
prvim kontaktnim diskontinuitetom u ¢ = 77 i iz te interakcije nastaje WSDWg sa brzinom
us(t) koja tezi ug kada t — oo. Vazi uy > wup, Sto zna¢i da ée rezultujuéi senka talas
WSDWS dosti¢i brzinu veéu od brzine drugog kontaktnog diskontinuiteta sa koeficijentom
pravca u; i u vremenu t = 75 se sudariti sa njim. Rezultat te interakcije je senka talas
wSDWj 1 koji razdvaja stanja Uy i Uy, redom. Brzina tog senka talasa je rastuca funkcija,
pa sledi Tp < —#— ~ /i1 — 0 kada p — 0. To znaci da ¢e se obe interakcije dogoditi u

Yo,6 —U1
V/p—vremenu, pa Ce distributivni limes pribliznog resenje biti jednak

Up, x <c(t)

Ur, x> () + (&(1),0)0(z — ¢(t)), (7.29)

U(x,t) :{

pri ¢emu su &(t) i us(t) date sa (5.13), gde su U; i U, zamenjeni sa Uy i Uy, redom i ¢(t) =
X + fg us(s)ds. U ovom slucaju vazi ¢(0) = us < u; < ug, pa sledi da resenje (7.29) nije
prekompresivno.

Podslucaj Ba: w1 < us < ug 1 bar jedna nejednakost je stroga.

Priblizno resenje ovog problema je dato u obliku senka talasa koji razdvaja Uy i Uy, sto
sledi iz Leme 5.2.

Isti rezultat se dobija algoritmom za konstrukciju pribliznog resenja koji je prethodno
dat. Resenje se sastoji iz dva prekompresivna prosta senka talasa. Jedan razdvaja stanja Uy
i (%‘5, us), a drugi (%‘5, us) 1 Uy. Ta dva talasa ¢e se sudaritiu T = yo,éﬁyé,l ~ \/Ii, jer je brzina
levog yos veta od brzine desnog ys 1. Odgovarajuce snage dva senka talasa su date sa { st
i &s51t. Pocetna brzina ugs := us(T + 0) i snaga & := {(T" + 0) rezultujuceg prekompresivnog
senka talasa su jednake

" — 90,680,061 + y1,661,6T
° SooT + 61T

gs = fO,éT + gl,éT'
Dalje, imamo

Yo,6 — Ys,1 ~ \/Z(\/PT)(UO —ug) ++/p1(us —u1)), w—0.

To zajedno sa ¢injenicom da vazi yo s, ys1 — us, i — 0 daje & — &5 i us — us kada p — 0.
Distributivni limes kada p — 0 daje resenje u obliku prekompresivnog delta udarnog talasa
(7.29), pri cemu su us(t) i £(¢) dati sa (5.13), gde su U; i U, zamenjeni sa Uy i Uj, redom.
Podslucaj Bs: w1 < ug < usg.

Priblizno resenje se sastoji iz dva kontaktna diskontinuiteta razdvojena vakuumom i
prostog senka talasa koji razdvaja stanja Us i U, kao u Podslucaju As. Rezultat interakcije
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izmedu drugog kontaktnog diskontinuiteta i senka talasa je novi senka talas koji se prostire
brzinom koja tezi u; kada t — oco. Ali kako je sada uy < wug i prvi kontaktni diskontinuitet
¢e se sudariti sa senka talasom u vremenu t = T ~ ,/u. Obe interakcije ¢e se dogoditi
u /p—vremenu i distributivni limes ée imati oblik (7.29). Kao i u podsluc¢aju Bj, imamo
¢(0) = us > g iz ¢ega sledi da reSenje nije prekompresivno.

Da bi se odredilo fizicki dopustivo resenje (tj. vrednost us) treba korititi uslove dopu-
stivosti. Svaki senka talas u pribliznom resenju U* je prekompresivan, i svaki kontaktni
diskontinuitet je entropijsko resenje. Medutim, to ne mora da vazi za distributivni limes
(Podslucajevi By i Bs), Sto znaci da ¢e uslov prekompresivnosti moéi da eliminiSe neka
reSenja, ali ne sva. Kako bi se odredilo jedno fizicki dopustivo resenje moraju se koristiti
neki drugi uslovi dopustivosti, sto ¢e biti ostavljeno za buduéi rad.
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Postojanje i jedinstvenost limesa pri-
bliznog resenja

U limesu resenja u obliku senka talasa se pojavljuje Dirakova delta funkcija, sto prostor
Radonovih mera sa predznakom ¢ini prirodnim izborom za limes pribliznog resenja pocetnog
problema (7.1, 7.2) konstruisanog algoritmom datim u Glavi 7. U nastavku ¢emo prvo
ukratko definisati prostor Radonovih mera (sa predznakom) i dati definiciju slabe konver-
gencije u prostoru Radonovih mera. Zatim ¢emo pokazati da su komponente u pribliznom
resenju U” koje odgovara malom ¢, > 0 lokalno ograni¢ene mere sa predznakom koje kon-
vergiraju u prostoru Radonovih mera sa predznakom.

8.1. Prostor Radonovih mera sa predznakom

Neka je X lokalno kompaktan metricki prostor.
DEFINICIJA 8.1. Neka je (X, N') prostor sa c—algebrom N C P(X). Mera p na (X,N) je
funkcija pu: N — Ry za koju vazi:
(1) p(0) =0;
(2) Ako je {Ai}tien niz disjunktnih skupova iz N, tada

H(Ua)= gumk).

k=

Jasno je da komponenta brzine u pribliznom resenju U* ne mora biti nenegativna, zbog
¢ega uvodimo pojam mera sa predznakom.

DEFINICIJA 8.2. Neka je (X, N') merljiv prostor. Mera sa predznakom p na (X, N) je funk-
cija p: N = R takva da vaZi:

(1) (@) =0,

(2) n moze da primi samo jednu od vrednosti —oo ili +00;
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(8) Ako je {A;}ien niz disjunktnih skupova iz N, tada
M( U Ak) = u(Ay)
k=1 k=1

i Yooy u(Ag) apsolutno konvergira ako je p(Upe; Ag) konacna.

1z Definicije 8.2 sledi da je svaka mera takode mera sa predznakom, pa se zbog toga ¢esto
uz meru dodaje re¢ “nenegativna”.

TeEOREMA 8.1 (Hanova dekompozicija). Ako je p mera sa predznakom na (X,N) tada
postoje skupovi

e P c N koji je pozitivan u odnosu na p (za sve B € N takve da B C P vazi u(B) > 0),
e N € N koji je negativan u odnosu na u (za sve B € N takve da B C N vazi p(B) <0)
za koje vazi X = PUN, PN N = (). Dekompozicija X = PU N se naziva Hanova dekom-
pozicija.
TEOREMA 8.2 (Zordanova dekompozicija). Za svaku meru sa predznakom na (X, N)
postoje jedinstvene nenegativne mere ™ i p~ takve da p = pt —p= i

W (B) = f(ENP), p(E)=—p(ENN).
Nenegativne mere pu* i u~ se nazivaju pozitivna i negativna varijacija od pu. Nenegativna
mera |p| = T + pT naziva se varijacija od .

Borelova mera je mera definisana na Borelovoj sigma algebri koja je generisana kolekcijom
otvorenih podskupova metrickog prostora X. Vise o merama i njenim karakteristikama se
moze nadi u [25, 43, 47, 87].

DEFINICIIA 8.3 (Radonova mera). Radonova mera u je Borelova mera koja je
(1) lokalno konacna, tj. p(K) < oo za svaki kompaktan skup K;

(2) regularna spolja na svim Borelovim skupovima $to znaci da za svaki Borelov skup E
vazi

w(E) =inf{u(A): E C A, A je otvoren};

(8) regularna iznutra na svim otvorenim Borelovim skupovima sto znaci da za svaki otvoren
Borelov skup E vazi

u(E) =sup{u(B): B C E, B je kompaktan}.

Za Borelovu meru koja zadovoljava (2) ¢ (3) kaZemo da je Borel reqularna.

Jasno je da je priblizno reSenje U” definisano u prostoru u kom je svaka mera Borel
regularna, pa tu osobinu necemo posebno naglasavati u nastavku.

DEFINICIJA 8.4 (Radonova mera sa predznakom). Radonova mera sa predznakom je
Borelova mera sa predznakom c¢ije su pozitivna ¢ negativna varijacija Radonove mere.

Linearna funkcionela U : Cyp(X) — R je nenegativna ako U(yp) = [(U, ¢)| > 0 vazi za
sve ¢ > 0. Uz pomo¢ Risove teoreme o reprezentaciji moguce je napraviti karakterizaciju
Radonovih mera preko nenegativnih linearnih funkcionela na Co(X) ([25, 47, 43]).
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TEOREMA 8.3 (Risova teorema o reprezentaciji). Neka je U nenegativna linearna funk-
cionela na Cy(X). Tada postoji jedinstvena Radonova mera u na X takva da

U(go):/god,u za sve ¢ € Co(X).

Moze se pokazati da za svaku ogranic¢enu linearnu funkcionelu na Cy(X) postoji Zordano-
va dekompozicija, tj. svaka ogranic¢ena linearna funkcionela na Cy(X) oznacena sa U se moze
zapisati u obliku U = Uy — U_, pri ¢emu U_ i U, predstavljaju nenegativne linearne funk-
cionele na Cyp(X) (videti Lemu 4.3.6. iz [25]). To ¢e nam u nastavku biti vrlo znac¢ajno, jer
se moze definisati izometric¢ki izomorfizam izmedu prostora Radonovih mera sa predznakom
i duala prostora Cp(X) (videti Teoremu 4.4.4. iz [25]). To nam omoguéava da damo slede¢u
definiciju Radonovih mera sa predznakom.

DEFINICIIA 8.5. Skup svih linearnih funkcionela U definisanih na prostoru Co(Q2) takvih da
za svaki kompaktan skup K C Q postoji konstanta Ck takva da

(U, ¢)| < Crllgll= 2a sve o € Co(), supp(p) C K

je prostor Radonovih mera sa predznakom M().
Sa M¢(Q2) je oznacen prostor Radonovih mera sa predznakom i konacnom masom, tj.
U e M¢(Q2) ako postoji konstanta C' takva da

(U @) < Cllgllzee  za sve o € Co(€).

DEFINICIJA 8.6. Neka je {1j}jen niz Radonovih (lokalno konacnih) mera na R™. KaZemo
da pj slabo konvergira u zvezda topologiji ka pu (pisemo p; A w) ako

lim [ odu; = /god,u za sve p € Cy(R™).
J—00

Niz{p;j}jen je uniformno lokalno ogranicen ako za svaki kompaktan skup K postoji konstanta
Ck takva da p1(K) < Ck za svako j € N.

U nastavku ¢emo koristiti sledece tvrdenje iz [35].

PropozICIIA 8.1. Neka je {1} jen niz (nenegativnih) uniformno lokalno ogranicenih mera.
Tada postoji njegov podniz {ij, }ien © Radonova mera p takva da puj, 2.

8.2. Slaba konvergencija pribliznog resenja u prostoru mera

TEOREMA 8.4 (Globalna egzistencija slabog limesa). Neka je u(z), p(z) € Cp([R, 00)),
p(x) >0, po > 0 7 u(x) ima konacno mnogo lokalnih ekstrema. Neka je dat niz {e,}ven,,
g, — 0T takav da e, <Y, = Y1 < C¥e,, C > 1 wvaZi za particiju {Y}}ien, koja
odgovara €,. Oznacimo sa {U"},en, odgovarajuéi niz pribliznih resenja problema (7.1, 7.2)
konstruisanih kao u Teoremi 7.3. Postoji njegov podniz, jos uvek oznacen sa {U"},en, i
Radonova mera sa predznakom U™ takva da UV slabo konvergira ka U* kada v — co.

Da bismo dokazali da postoji limes U* treba pokazati da su komponente u |UY| :=
(p¥, |u”]) uniformno lokalno ograni¢ene mere za svako v € Ny. Primetite da iz konstrukcije i
uslova p(z) > 0, pp > 0 sledi |p”| = p”. Dokaz Teoreme 8.4 ée se oslanjati na tri Leme koje
¢e biti date u nastavku. Prvo ¢emo pokazati da su brzina i snaga svakog talasa u pribliznom
reSenju U” ograniceni.
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LEMA 8.1 (Konaéna brzina prostiranja). Neka su u(z) i p(x) ogranicene i neprekidne
funkcije © neka u(zx) ima konacno mnogo lokalnih ekstrema. Brzina svakog talasa koji ¢ini
dopustivo priblizno resenje problema (7.1, 7.2) je ogranicena.

Dokaz Leme 8.1 sledi iz Leme 5.2 i njene Posledice 5.1. Naime, kontaktni diskontinuiteti
su entropijska resenja sa brzinama koje su jednake vrednosti funkcije u(x) u nekoj tacki, a
kako je u(z) ograni¢ena funkcija sledi da ¢e se oni prostirati kona¢nom brzinom. Takode,
svaki senka talas je prekompresivan, pa se moze pokazati da se brzina svakog talasa u U”
nalazi izmedu

min {uo,xig%u(:r)} i max {uo,sg%u(x)}.
> x>

Oznacimo sa
M :=max {po,sup p(z)}, N :=min{po, inf p(z)}.
>R >R

Jasno je da vrednosti M i N postoje, jer su funkcije u(z) i p(x) ograni¢ene na x > R. Takode,
M i N ne zavise od particije.

LEMA 8.2. Neka je sa U dato dopustivo priblizno resenje problema (7.1, 7.2) sa funkcijama
u(x) i p(x) koje zadovoljavaju uslove Teoreme 8.4. Tada

inf &;t|,_, < &(t) < sup&it|,_, —i—M(maX {uo, sup u(z)} — min {ug, inf u(w)})t,
? B i o >R z>R
N - , >
= =0
gde je sa &t oznacena snaga i—tog talasa nastalog u t = 0.

Dokaz. Neka su sa W; i W, oznacena dva prekompresivna senka talasa koji se sudaraju
ut="T. W;iW, imaju zajedni¢no sredisnje stanje U,, koje moze biti vakuumsko ili ne-
vakuumsko. Rezultat te interakcije je jedan prekompresivan senka talas koji razdvaja stanja
U; iU, i moze biti klasifikovan kao jedan od 4 tipa: wSDW;, wSDW, ,., w!SDW,. ili w!'SDW",
gde u; > u,. Brzina rezultujuceg talasa W zadovoljava uslov u, < ug(t) < u; za t > T, sto
sledi iz prekompresivnosti. Neka su sa ¢; i 0; oznacene brzina i snaga i—tog prilazeteg talasa
Wi, i € {l,r} u vremenu interakcije ¢ = T. Pocetna brzina i snaga rezultujuceg talasa W u
vremenu t = T su date sa

oicy + orcyr

ci=us(T7) = orto
.

) 0= §(T+) =0+ or.

Iz (5.13) se vidi da vazi

pi(ug — ), ako W = wSDWj
¢'(t) < ¢ max{py, pr}(u; — u,), ako W = wSDW,,
pr(up — uy), ako W = w!SDW,.

ili ¢'(t) = 0 ako je W = w!'SDW", pa dobijamo da za svaki senka talas sa po¢etnom snagom
o koji je nastao u t = T i razdvaja stanja U; i U, vazi

Et) <o+ Mu —u)(t—-T), t>T. (8.1)

Ako je rezultujuéi talas wSDW , (oba stanja su ne-vakuumska) dobijamo donju granicu za
snagu talasa W

Et)> o+ Ny —u)(t—T), t>T. (8.2)
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Inace, imamo bar £(t) > o.
Do prve interakcije priblizno resenje se sastoji iz kontaktnih diskontinuiteta ¢ija snaga je
jednaka nuli i/ili prostih senka talasa oblika SDW; ;11 sa snagom

£(t) = /pipit1 (Ui — uip1)t, t>0,
koja je ograniCena sa
N(u; —wip1)t < E(t) < M(u; —uig1)t, t>0.

Pocetna snaga talasa wSDW, ;12 koji nastaje kao rezultat interakcije izmedu SDW, ;1 i
SDW; 142 u vremenu t = T3 je od gore ogranicena sa

M (u; — wig1)Th + M (uip1 — wivo)Th = M (u; — uiye)T1,
a od dole sa
N(u; — wip1)T1 + N(uip1 — wigpo)Ti = N(uj — uipo)T.
Za t > T dobijamo sledece granice za snagu rezultuju¢eg wSDW; ;12
N(u; —ujpo)t < E(t) < M(u; — wjpo)Th + M(uj — uip2)(t —T1) = M (u; — uito)t,

koristeéi (8.1) i (8.2). Gornja analiza obuhvata i interakciju izmedu senka talasa i kontaktnog
diskontinuiteta. Ako kontaktni diskontinuitet ima vakuumsko stanje sa bar jedne strane, vazi
(8.2) sa N =0.

Indukcijom dobijamo globalne gornje granice za snagu bilo kog talasa u vremenu ¢. Na-
ime, neka je i dalje sa W oznacen talas koji je rezultat interakcije izmedu W; i W, u vremenu
t =T. Neka vazi

o1 < M(up —up)T, o9 < M(tp —u,)T.
Tada
o=o01+02 < M(u —u,)T. (8.3)
Dalje, koristeéi ocene (8.1), (8.2) i (8.3) dobijamo gornju granicu za snagu talasa W
E) < M(u —up)T + M(up —up)(t—T) = M(u; —up)t, t>T.
(]
Napomena. Primetite da u slu¢aju kada je u(z) opadajuéa i ug > u(R) (Slucaj III) dobijamo
bolju donju granicu za snagu talasa, jer vakuumsko stanje ne pripada skupu stanja. Dakle, u
tom slucaju ocene za snagu bilo kog talasa u vremenu ¢ su
ir}f §¢,i+1t|t:O +N(ug —u)t <{(t) < Slz}P fi,¢+1t|t:0 +M (ug — w)t.

— ~—_—
=0 i

gde u = inf,>pu(r) i & iv1 = /Pipir1(ui — wit1).

LEMA 8.3. Neka sve pretpostavke iz Teoreme 8.4 vaze i neka je {U"},en, niz resenja defi-
nisan u toj teoremi. Tada su p¥ i |u”| nenegativne uniformno lokalno ogranicene mere za
svako v € Ny.
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DokAz. Iz konstrukcije pribliznog resenja, ogranicenosti funkcije u(x) i Leme 8.1 sledi da
je u” uniformno globalno ograni¢ena funkcija za sve v € Ny. Da bismo pokazali da je
p¥ uniformno ogranicena u Llloc na svakom kompaktnom skupu koristi¢emo zakon odrzanja
mase, ograni¢enost funkcije p(x) i konacnu brzinu prostiranja. Za svako E € R postoji
CEg > 0 takvo da

0< / P’ (x,t) dedt < (T —tg) - Cgsup p(z,0) < oo.
Ex(to,T) z€R

Dakle, |u”| i p” su ograni¢ene u L'(K) na svakom kompaktnom skupu K C Ri, tj. |UY] je
uniformno lokalno ograni¢ena mera. O

DokAz TEOREME 8.4. Iz Leme 8.3 znamo da su p” i |u”| nenegativne uniformno lokalno
ogranic¢ene mere. Dakle, postoje uniformno lokalno ogranicene mere UY i UY takve da
U =UY —-UYi|U"l =UY + U¥. Iz Propozicije 8.1 sledi da postoje podnizovi {UY },en,
i {U”}en, i lokalno konac¢ne mere U§ i U* takve da UY N Uupiur X U*. Zakljuéujemo
da U" slabo konvergira ka U* := U} — U* kada v — co. Primetite da smo u dokazu mogli
direktno primeniti Propoziciju 8.1 da bismo dobili podniz {|U"|},en, koji slabo konvergira
ka |U*|. O

U nekim sluc¢ajevima je bar za mali vremenski interval moguée pronaéi eksplicitan oblik
limesa U™, sto ¢e biti pokazano u nastavku.

TEOREMA 8.5. Pretpostavimo da vaZe sve pretpostavke iz Teoreme 8.4, kao i notacija. Neka
je ug > u(R). Postoji Tyax > 0 takvo da je za svako t < Typax U* dato u obliku teZinske
d mere sa nosacem na krivoj I' : x = c(t) koja razdvaja konstantno stanje Uy = (po,uo) @
Cl—resenje U(z,t) sistema (7.1), tj.

Uo, x < c(t)

Uz, 1), o> clt) + (£(1),0)0(x — ¢(t)), 0<t < Tmax- (8.4)

U*(z,t) = {

Gornje ogranicenje za vreme Tyax se dobija kao pozitivan infimum od —ﬁ, x> R, pri

u(z)

V@) —ﬁ) nalazi iznad T.

cemu se D, = (x —

Napomena. Teorema 8.5 vazi ¢ak i kada je ug < u(R), a u(x) je rastuéa funkcija. To je
trivijalan sluc¢aj koji ¢e biti obuhvacen dokazom te teoreme, jer priblizno resenje konvergira ka
jedinstvenom glatkom resenju koje se moze dobiti metodom karakteristika.

Dokaz. Neka je fiksirano proizvoljno T' > 0. Prvo ¢emo pokazati da singularni deo resenja
v (videti Slucajeve II i IV) konvergira, tj. da postoji njegov podniz koji konvergira. Iz Lema
8.1 i 8.2 imamo da je U” ograniten u Ll (R%) uniformno po v € Ny, pa zaklju¢ujemo da
postoji njegov podniz koji slabo konvergira ka U* e M(Ri) Primetite da je nosa¢ funkcije
U* kriva.

Posto znamo da se sa leve strane U” u U” nalazi konstantno stanje Up, vrsi¢emo analizu u
zavisnosti od desne strane. Pokazatemo da desna strana pribliznog resenja U” konvergira ka
klasi¢nom resenju U dobijenom pomoc¢u metoda karakteristika sve dok takvo resenje postoji.

Posmatramo klasi¢an pocetni problem (7.1, 7.3) sa funkcijom u(z) koja je rastuc¢a. Pro-
cedura za konstrukciju pribliznog resenja daje dopustivo priblizno resenje U (Posledica 7.2).
To resenje se sastoji iz niza kontaktnih diskontinuiteta koji se ne sudaraju medusobno. Kao
Sto je veé pokazano na pocetku Glave 7, u slu¢aju kada je funkcija u(x) rastuéa ne postoji
gornje ogranic¢enje za Tax. Ako je funkcija u(z) konstantna na nekom intervalu, onda je i
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glatko resenje konstantno na odgovarajué¢em intervalu, dok je resenje u delu kada je v'(x) > 0
dato sa (7.5, 7.4).
Dokazac¢emo da za svaki interval [X_, X ] u vremenu T > 0 vazi

Xy X5
I, = / p (x,T)dx — p(x, T)dx kada v — oo,
- X
X+ X+ (8.5)
/ u’(z,T) dx — u(z,T)dx kada v — oo.
_ X

Neka je za svako v € Ny sa UY oznaceno priblizno resenje koje odgovara particiji {Y;}iez
takvojl da vazi Y; — Y;_1 < C /e, C > 1 za svako i € Z. Jasno je da postoje Y_, Y, za koje
vazi

X_=Y_+uY )T i X, =Y, +u¥Y)T

Dalje, neka su indeksi { i m, I < m takvi da Y_ € (Y;_1,Y]], Y+ € [Yin, Yint1), gde
}/2—17}/27Ym7ym+1 € {K}’LEZ Definisimo

Xoi =Y +uY)T, Xi;:=Y+u(Yi)T.

1z konstrukcije pribliznog resenja je jasno da ée u”(x,t) dobro aproksimirati glatko resenje
u(x,t). Preciznije, koeficijenti pravaca kontaktnih diskontinuiteta su elementi niza {u;};cz.
Funkcija u(z) je u ne-vakuumu aproksimirana po delovima konstantnom funkcijom sa vred-
nostima iz {u;};cz, dok je u vakuumu priblizno resenje u”(z,t) dato u obliku neprekidne
funkcije koja spaja u; i uj+1 za neko i. Ta procedura ¢ini priblizno reSenje u” neprekid-
nim.

Napomena. Isti zakljucak kao za komponentu brzine u vazi i za komponentu energije e u

slu¢aju sistema (5.17), jer je glatko reSenje e konstantno na karakteristikama kao i u, a e”

komponenta u pribliznom resenju se dobija na isti nacin kao u”. Dakle, svi zakljucci izvedeni

u ovoj glavi ¢e vaziti i u slucaju sistema (5.17).

Da bismo pokazali da vazi (8.5); koristi¢emo zakon odrzanja mase. Po konstrukciji imamo
p¥(z,T) =0 ako je x € (Xo,, X1,). Tada

X4 X1,m XO,Z Xy
I :/ (2, T) dx — / P Tyde+ | @, Ty de+ [ p(a,T) de
— XoJ X_ Xl,m

=1/

v

m—1 m—1

= pint(Xojir1 — X15) +O(Va) = Y p(Yi1) (Yisr — Vi) + O(5)

i=l i=l

Yon Yy
A p(x)dr — / p(z)dr kada v — oo.
Y, Y.
I, = O({/e,) sledi iz ¢injenice da je p(x) ograni¢ena funkcija i da Xo; — X_ ~ ¥e,, Xy —
Xi1m ~ ¥e,. Iz ¢injenice da protok fluida indukuje preslikavanje iz intervala [Y_,Y,] na
t =0 uinterval [X_, Xy] na t = T i da vazi zakon odrzanja mase? dobijamo

Xy

Mo([Y-,Y,]) = /YY+ p(z,0)dr = / p(x,T)de =: Mp([X_, X4]),

'Da bismo pojednostavili notaciju izostavljaéemo v iz {Y} }iez.
2Sa M- ([a,b]) éemo oznadavati masu u intervalu [a,b] na pravoj t = 7.
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¢ime je dokazana tacnost (8.5).

Neka je sada funkcija u(z) opadajuéa. Tada se priblizno resenje problema (7.1, 7.13)
sastoji iz niza senka talasa izmedu kojih su moguce interakcije. Takode, zbog oblika funkcije
u(x) karakteristike ¢e poceti da se seku posle nekog vremena, zbog ¢ega ¢e glatko resenje
eksplodirati u t = Tyax. Prosti senka talasi koji u pocetku ¢Cine priblizno resenje UY ¢e
poceti da se sudaraju u nezanemarljivom vremenu koje je priblizno Ty,.x. To sledi iz relacije
(7.17) i analize koja je prati. Zelimo da pokazemo da reSenje dobijeno koris¢enjem metode
karakteristika za t < Tiax odgovara limesu pribliznog resenja U”. Na slican nacin kao sto
je to uradeno u slucaju rastuce funkcije u(x) koristi¢emo zakon odrzanja mase.

Neka je T' < Tpax proizvoljno ali fiksirano. Pri tome ¢emo zahtevati da T > 0 bude
bar malo manje od Tiax (tj. T < Tmax — ¢¥Ey, ¢ > 0) kako bismo izbegli sudare senka
talasa sa karakteristikama. Ponovo posmatramo interval [X_, X ], gde X, =Y, + u(Y:)T,
za * € {4+, —}. Dalje, uz pomo¢ karakteristika krajeve tog intervala X_ i X preslikavamo
na z—osu (protok fluida indukuje preslikavanje iz [Y_,Y,]| na x—osi u interval [X_, X ;] na
t = T). Iz konstrukcije je jasno da i ovde vazi (8.5)2. Treba jos pokazati da je zadovoljena
prva relacija u (8.5). Neka su indeksi [,m takvi da za Y;_1,Y], Y, Y11 € {Yi}iez vazi
Y_ € (YE,l,le], Y_|_ € [Ym,Ym+1). Neka je X; :=Y; + yi,i+1T- Tada

Xk+1_%T

Xpi1 5 1 1
Sy = / p’(x,T)dx = igkfl,kT +/ Pr+1dx + §§k,k+1T

Xk Xp+2T
= %(ﬁkq,k + &ekor1)T + pry1 (X1 — X)) — 0T pra
= %(fkfl,k + &+ 1) T + pryr (Yot — Yi) + prvt Uk k1 —Yr—1.6) T =0T prt1s
jer

. Xk+%T y
&kt 1T = /PPt (wk — ups1)T = lim p’(z,T) dz.

V—00 ka%jT
Iz (T1T) zai=k—1,j =k+ 11 ppp1 = pr + O(¥E,) sledi
1
Ykk+l — Yk—1,k = —§(uk71 —upt1) + O(y/€2). (8.6)

Kako je p(x) ogranic¢ena funkcija, vazi

1
VPPl = Ph+1 + §(Pk — pr+1) + O({/€2),
1
VPE—1Pk = Pk+1 + 5(/)/@71 + pr — 2pk41) + O(y/€2).

Koris¢enjem gornjih relacija i (8.6) dobijamo

1
Bk 125(&671,1@ + &ot1) + Pot1 Yk kt1 — Yh—1k)
1 1 1
:§Pk+1(uk71 —ug) + §Pk+1(uk — Upy1) — ipkﬂ(ukq — Ugt1)

1
+ 7 (=1 + p = 2p11) (w1 = ur) + (o = pregr) (e — up41)) +O(€/€§) = O0(y/€3).
~Ve
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Tada vazi
X4 m—1 1
/X p' (@, T)dx =Y Sp+p(X;—X_)+ §(€u+1 + &mm+1)T + pms1 (X4 —Xn)
pa
m—1 m—1 m—1
Z Pt (Yirr = Vi) + o0 (Yi = Yo) 4 pnin (Ve = Yi) + T Y B —&T Y pra
= pa pa

p—l

+ (5 &1 + Emmr1) — pr(w(Y2) —yri41) — st (YUmomt1 — U(Y+))>T, vV — 0.

~ /e, jer je svaki od sabiraka reda ¥z,

Suma » ;" 11 Bk ima (’)( W) globalno ogranicenih elemenata sto sledi iz uslova Teoreme 7.3,
YEs < Yi—Yi1 < C Yz, Dakle,

m—1

B < const - ¥/¢,,.

k=

o~

Kako je p(x) ogranic¢ena funkcija zakljucujemo da vazi

r— r—1
TS pror € {2 TS prot (Yiws — Yi) 0 kada v — oo,
k=l k=l
Sledi,

I, — / z)de = Mo([Y_,Y4]) = Mp([X_, X4]) kada v — oo.

Limes U* za t < Thax je dat u obliku tezinske delta mere U* koja povezuje konstantno stanje
(po,up) 1 limes resenja klasi¢nog pocetnog problema sa rastu¢om ili opadajué¢om funkcijom
u(x). Prethodno smo pokazali da je taj limes jednak glatkom resenju poc¢etnog problema. Do-
kaz vazi sve dok postoji glatko resenje ispod krive I', tj. do vremena T}, kada karakteristike
pocinju da se seku ispod I'. Za x > R one se seku u okolini tacke D, = (m — %, —ﬁ)

Slucaj kada u(x) menja monotonost kona¢no mnogo puta je kombinacija rastuceg i opa-
dajuceg slucaja. ([

Kao $to je ve¢ pomenuto, u sluc¢aju kada je u(z) rastuca funkcija nema gornjeg ogranicenja
za Thmax. Isto ¢e se desiti i kada je u/(x) dovoljno blizu nule i u(z) je opadajuca funkcija, jer
u tom slucaju nece biti interakcija izmedu malih senka talasa, nego ¢e u svakoj interakciji
ucestovati 0-SDW koji ¢e redom kupiti sve proste senka talase koji mu prilaze sa desne strane.

Ako je Thax konacno, ne mozemo da budemo sigurni kako ¢e izgledati limes U* pribliznog
reSenja za t > Tiax. Ali ono sto je sigurno je da ¢e za t > 1 resenje biti dato u obliku jednog
delta udarnog talasa koji razdvaja stanja (p(R), u(R)) i (p(00), u(00)).

8.3. Jedinstvenost slabog limesa i particije ekvidistantnog tipa

Dokazi Teorema 8.4 i 8.5 o postojanju limesa u prostoru mera se zasnivaju na izvlacenju
konvergentnog podniza. Medutim, alati koji su koriS¢eni u dokazu nam ne daju informa-
ciju o jedinstvenosti tog limesa. U nastavku ¢emo pokazati da je mera U* iz Teoreme 8.5
jedinstvena bar za t < Tyax ako su particije intervala [R, co0) ekvidistantnog tipa.
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Neka je dato dovoljno malo € > 0. DefiniSemo familiju particija {P"},en, takvih da za
svako v € Ny vazi

PY = {YiV}iENm py+l =P"U {Ylljr% }z‘ENO’

gdge Ve < YkOH — Yko < C'¥/e za svako k i neku konstantu C' > 1. Ako % <Y, -Y <
Cz‘l,/g =: p, vazi za svako k € Ny i v € Ny, kazemo da familija {P"},en, ima ekvidistantno

svojstvo.

Svaka particija P” generiSe dopustivo priblizno resenje U” pocetnog problema (7.1, 7.2)
koje odgovara g, = £/2%. Oznadimo sa I'V : z = ¢¥(t) 0-SDW krivu u U”. Da bismo
pokazali jedinstvenost limesa pretpostavicemo da vazi sledece.

Pretpostavka 8.1. Funkcije u(x) i p(x) zajedno sa prvim izvodima su neprekidne i ograni-
cene i u(x) ima konacno mnogo lokalnih ekstrema. Neka je p(x) > 0 za x > R. Vrednosti
ug > sup,spilu(z)} ¢ po > 0 su odabrane tako da je minimalno rastojanje izmedu nagiba
krive T 4 u(c”(t),t) veée od nekog pozitivnog broja c.

Kako kriva I' : © = ¢(t) razdvaja konstantno stanje Uj i jedinstveno glatko resenje
pocetnog problema U (z,t), jedinstvenost limesa U* ¢e slediti iz dokaza jedinstvenosti krive
I.

TEOREMA 8.6 (Jedinstvenost slabog limesa). Ako Pretpostavka 8.1 vazi, tada niz resenja
{U"}ven, kom odgovara familija particija {P"}en, ekvidistantnog tipa konvergira ka jedin-
stvenoj ogranicenoj meri U* na R x (0, Tinax) kada v — 0.

DokAz. Neka je p € C5°(R x Ry). Tada postoji 79, 0 < 79 < Tmax, nezavisno od v € Ny i
particije takvo da ¢ =0 za t < 7. Zelimo da pokazemo da I'Y — I" kada v — oo u intervalu
0 <t < Tmax-

Pretpostavimo da ¢”(79) = ¢(79) za sve v € Ny i neka je vp > 0 takvo da v < £¥(79) vazi
nezavisno od particije. Bez gubljenja opstosti pretpostavi¢emo da je t = 79 vreme interakcije
izmedu 0-SDW i nekog kontaktnog diskontinuiteta (ili senka talasa). Dakle, neka za svako
v postoji neko V" € PV takvo da vazi Y} +u(Y}”)m0 = ¢”(70) (i Y + 7,170 = ¢”(70)), pri
¢emu je yy,, definisano kao u (5.15) i odgovara stanjima uy, uf,, iz particije P”. (To nece
vaziti u opstem slucaju, ali nece uticati na rezultat, jer je greska dovoljna mala.) Nosac test
funkcije je kompaktan pa mozemo uzeti Y}) > R i vreme T > 0 kao krajnje tacke u nasoj
analizi. To znaci da ¢emo se ograniciti na oblast

{(l‘,t) S R?i— RS [707T]7 T e [Y;O +tyg,i+17Y}) +ty9,J+1]}'

Radi jednostavnosti ¢emo prvo pretpostaviti da su particije P” intervala [R, co) ekvidi-
stantne, tj. da vazi Y}/, ; — Y}’ = p, za svako k € Ng i v € Ny. Dokaz se lako moze uopstiti.
Neka je

M = max{pg, sup p(z)}, A = max{ug,supu(z)} — min{ug, inf u(z)}.
>R >R >R

Primenom formula za Tejlorov razvoj funkcija

1 . 1
a+x, 1
a—+x a+x
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za dovoljno malo t dobijamo aproksimacije funkcija £(¢) i us(t) datih u (3.4)

5@:{v+um—WMHfWM2§”W”ﬂ+mﬂ,m#m

v+ pr(ug — up)t, pr=pr #0,

pmr[U}Q*(C[/ﬂ*[Pu])Q 2

c— %pl(ul - UT)(C - UTT—H”)t + O(tZ)v pr=pr#0,

Sluc¢aj p; = pr = 0 je trivijalan, jer tada vazi &'(t) = 0,u(t) = 0. Front 0-SDW-a oznacen sa
x = c(t), ¢(0) = X se moze aproksimirati na sledeéi nacin

pupr 2= (clol ~[pu])”
C(t) _ X +ct+ ! 2’(7[1)} t2 + O(t3), Pl ?é Pr

X+t = Lplw —up)(c— =5g") 2 + O*), pr=pr #0.
Dalje, gornje aproksimacije mozemo zapisati malo drugacije koristeci

pupe[ul? = (clp] = [pu))® = =[] (c — yi0)(c — 21,0),

pri ¢emu su y;, i 2, definisane u (5.15). Iz prekompresivnosti, u, < ¢ < u; i ¢injenice da
vazi
0 < [pl(c — 2) < 2maxfpr, pr} (g —wr) < 2MA, e =y, | < (g —w,) < A,
dobijamo sledec¢e globalne ocene
() =7 = (clp] — [pu))t| < MC,#?,
le(t) — X —ct| < C,12, (8.7)
lus(t) — ¢| <204,

gde C, := M;‘Q.

Neka je funkcija u(z) rastuéa. Posmatramo particije P° i P! takve da P° = {V }ren, i
Pl =Py {Yk+%}k€Noa pri ¢emu vazi Yk+% = % za svako k. Dakle, P! dobijamo iz P°
polovljanjem svakog podintervala na jos dva jednaka. Neka je sa (Xo ;,7p, ;) oznacena tacka
interakcije izmedu 0-SDW sa nosa¢em na krivoj I'? i kontaktnog diskontinuiteta z = Y +ujt.
Slicno, sa (X1, lej) oznacavamo tacku interakcije izmedu i CD: z = Y; +wujqqt. Tacke
interakcije izmedu I'! i dva kontaktna diskontinuiteta sa poreklom u tacki (Y;,0) ée biti
oznacene sa (Xg;,T5,;) i (X1, T} ), redom. Razlika izmedu dva priblizna reSenja U° i
U' dobijena iz particija P° i P! je ta $to se u U! u svakoj tacki (Yk+%,0) koja polovi
podinterval iz P° pojavljuje talasna kombinacija CD4Vac+CD. To implicira pojavu novih
tacaka interakcije (X;%]H%, Tnlq,k+%)7 m = 0,1. Pretpostavka od gore nam daje Xo; = X,
To; = T(’)’J- = 79 za sve v. Neka je

Yiej = &E(Thj)s crj =us(Tky), Xij=vTk;), k=01, j=1di+1,
7/};,]' = §(Tkl,j)a Cllc,j = US(Tkl,j)a Xl%,j = ’Y(Tk},j)? k=0,1,j=di+3i+1

Iz sistema

X =c(Ti;) =Y +uip1Tri,  o(To) = Xog = Y5 +uiToy
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se lako dobija

Uit — ws
T]_,i = To’i + T1 + 0(7-12), T — MTOJ
Co,i — Ui+1
Iz Pretpostavke 8.1 sledi da postoji o > 0 takvo da cp; — u;41 > . To znaci da su gornje
aproksimacije dovoljno dobre i da vazi O(1%) = O(pd), jer uit1 — u; = O(uo). Primetite da
je ovde g = /. Iz ocena (8.7) sledi
B21?
[X1i = (Xoi + com)| < Coord < Cop =515,
gde By :=sup,p |u'(z)].
Novu tacku interakeije (Xoi+1,70,i+1) dobijamo iz

Xoi11 = c(Toiv1) = Yigr +uip1Toivr,  o(Thi) = X
Dakle, vazi Tp;11 = T1i + 72 + O(ud), gde

Yipr - Y Ho
T2 = = .
Clg — Uit1 Cli — Uit1

Kako znamo da je brzina senka talasa u vakuumu rastuca funkcija od ¢, vazi c1; — w1 >
co,i — Ui+1 > . Dobijamo sledece ocene

C
| Xo,i+1 — (X1 — c1im)| < Cyymi < 07%3.

Dalje, posmatramo particiju P'. Neka je

U, 1 — Uy Y 1-Y
1. _pq  _"t3 ' 1. U3 !
7—1 . — 071/ ] y 7—2 .— 1 )
€0 — Uiql i~ Uiyl
Uil — U, 1 Yiri1—Y 1
1. _ gl T ity 1 T i
BT loal I L AT O
O,i—i—% i+1 1,i+% i+1

Na isti na¢in kao kod PY dobijamo

2
7
Toisn =Toi+rl +73 + 7 +71 +0(5).
1 1 1 1 1 1 1 1 N%
XO,i—‘rl = X07i + C€0,iT1 + Cl,iTZ + CO,i-i—%Tg + 0172.4_%7'4 +O<?)

.yl
_'XO,i+1

C -
1 1 1 1 1 272 M0
1 X1 — (Xosi + o), ‘XLH% - (Xoﬂur% + Co,i+%7'3)’ < 70;0 B, T o0
X1 _(x! Loy xlo _xl 1 1 Cro Nj
| 0,i+1 (X1 + i) [ Xoip1 — ( 17i+%+01,i+%74)| < o2 9

Koristeéi ocene
’ 1 1 By 10
a? 2’

Co,; —Ui+1 Co,i —ui+%

1 1 _
’ T ‘ < Il (BuT+1)
COi Uikl Coup1~
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lako se moze pokazati da postoje pozitivne konstante Cy i C7 takve da vazi

2 2
=) <G = (Dl < (8:8)

Dakle, imamo

2
7
To.411 — Toiv1] < (Co+ 01)30

Sli¢no, pokazujemo da za neko Cy > 0 vazi

C _
| Xo,i+1 — (Xoitcoimi+erim)| < 0;0 (B2T? + 1) i,
X & 2772 5
| X041 — Xoiral < 207720(BUT + 1)?,
|X6,z’+1 — (Xo,i+coiT1 +C1,iTz)| < Cg%

i to koristeéi (8.8) i ocene

20, By

2C,,B 20
leri = coal < Yy Ho ’C%z —co| < T Zu KO 70 HO

1
?7 |CO’1‘+% - cl,i| a 2°

Time smo pokazali da postoji konstanta C' > 0 takva da vazi

2
[ Xg,i41 — Xoit1] < O%-
Ponavljajuéi gore opisan postupak sa svake dve particije P¥ i P¥*! dobijamo iste ocene
kao i gore, pri cemu su Tg 41, Tol,i 41 1 po redom zamenjeni sa T¢'; 4, To” i +11 i uy. Neka je sa
g < T oznadeno vreme sudara izmedu I' i kontaktnog diskontinuiteta z = Y +u(Y;)t. Za
svako v i particiju P¥ dogodice se najvise 2(Y; — Y;)/u, interakcija na kompaktnom nosacu
test funkcije. Dakle, imamo

TY ; - T”+1y < 2(Co+C)(Yy — Y)?” —. CT%

X5, — X4 < 20(Y; — Y)% = C’X%.
Konac¢no, konstante Cx, Cr ne zavise od particije, pa zakljucujemo da je rastojanje izmedu
krivih I'? i " na (R x R4) Usupp ¢ ocenjeno sa

m-+p
+ Ho _ + P Ho
[ X0, " — X6l < Cx 91 = CX = Cxpp, Ty " =Tl < Cija
1=p+1
tj. {T" }oen, je Kosijev niz koji konvergira za svako ¢ > 7. Da bismo pokazali da isto vazi za
svako t > 0 dovoljno je da uzmemo dovoljno malo 7.

Dokaz je slican i u slucaju kada je funkcija u(z) opadajuca i vazi ug > u(R) za t < Tpax.
Primetite da uslov ug > sup,- r u(z) iz Pretpostavke 8.1 implicira ug > u(R), jer je funkcija
u(z) opadajuca.

Uzmimo particiju P°, gde Vi, — Y1 = o za svako k. Neka je prese¢na tacka izmedu
krive I'V i senka talasa sa frontom x = Y}, + Yk k+1t oznacena sa (X, Ty,). Ponovo pretposta-
vljamo da za svako v vazi X; = X}, T; = T} = 79. Naredna tacka interakcije oznacena sa
(Xit1,Tiy1) se odreduje iz sistema

c(Ti) = Xi, c(t) =Yiq1 +virrivot, us(Ti) = c.
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Iz Pretpostavke 8.1 sledi da postoji a > 0 koje ne zavisi od particije takvo da ¢; —yi41,i+2 > .
Dakle, interakcija izmedu 0-SDW i SDW;1 ;12 se odvija u vremenu ¢ = T;;1 koje se moze
aproksimirati sa

144/ (Yip)T;
= Mo

Tip1=T+7+0g), -
Ci — Yi+1,i+2

Te aproksimacije dobijamo iz ocena ¥i+1i+2 — Yit1,i = %(qu — ;) + O(pd) 1w — u; =
20/ (Yip1) + O(kd). Tada

(1 +BuTmax)2 2

[ Xip1 — (Xi 4 aimi)| < Cyo1i < Oy 2 Mo
1+ B,T,
|Ci+1 — Ci| < 2Cﬂ/o$/10‘

Posmatramo sada particiju P!, gde Vi1 — Y i1=Y,1-Y = B = py za svako k.
2 2

Tacke interakcije éemo oznaciti sa (X},le),j =k, k+ %, k 4+ 1. Na slican nacin kao i kod
slu¢aja rastuce funkcije u(z) pokazujemo da postoje konstante Dy, D1 > 0 takve da vazi

1 . N(2) 1 ‘ M%
|Tz‘+1 - Tz+1’ < DOja |Xi+1 - Xinl| < DI?-

Iste relacije sa pio zamenjenim sa ju, dobijamo u sluéaju particija P¥ i P**1. Neka je sa
T%7 < Tmax oznaceno poslednje vreme interakcije izmedu I i senka talasa na nosacu test
funkcije supp . Greske nastale zbog aproksimacije krivih I'V, v € Ny se akumuliraju sa
svakom interakcijom ali ostaju dovoljno male, tj.

XY — XU < (Y - Y,-)Dl%, Ty — Ty < (Y — Y%)Do%-

Dakle, zakljucujemo da I'V — I" kada v — 0o za t < Tax. Pustanjem 7y da ide u nulu tezimo
ka tacki porekla krive T" koja je oznacena sa (R,0).

3
U opstem slucaju kada su particije ekvidistantnog tipa takve da vazi vazi Ve <Y/, -

2V
Yy < CQ‘Z/E = u, dokaz je slican kao gore. Iz donje granice za duzinu svakog podintervala
2V, V) _
e =
%ﬁ' Kako se familija particija {P"},cn, formira tako da se svaki podinterval [V}V, Y}V ;] u

particije se vidi da je maksimalan broj interakcija izmedu I'’ i senka talasa jednak

P deli na dva, ne nuzno jednaka dela takva da vazi

. 1% My
min {Yk‘y_}_% — ka, Ykl/—i-l — ka+%} 2 %, max {Y,:_’_% — ka, Ykl/—i-l — ka+%} S ?,
zakljuéujemo da je broj sudara izmedu I'V i senka talasa koji mu prilaze sa desne strane
najvise E/TCV Dakle, dokaz u opstem slucaju je isti kao i gore pri ¢emu je Y; —Y; zamenjeno
sa C(Yy; —Y)). O
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