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Predgovor

U ovoj tezi je izloZena problematika konstruisanja preslikavanja koja se
mogu koristiti u algoritmu za filtriranje slike. Uporedo sa tim posmatrani su
i odgovarajuéi prostori, ispitivanje njihove osobine i u njima razvijana teorija
nepokretne tacke koja je jedna od najznacajnijih oblasti moderne matema-
tike i predstavlja meSavinu analize, topologije i geometrije. Na sledeéi nacin
je disertacija izloZena po glavama:

e Operacije na [0, 1];

Fazi skupovi;

Verovatnosni metricki prostori i uopstenja;

Fazi prostori;

Filtriranje.

Prva glava je uvodna i u njoj su navedeni pojmovi, t—normi, t—konormi,
agregacije i njihove osobine koje su neophodne za dokazivanje teorema iz
glave 4., koje su originalni doprinosi rada. Posebno mesto u ovoj glavi zau-
zimaju fazi komplementi, kao klasa veoma vaznih preslikavanja u teoriji fazi
skupova. U ovom odeljku, teoreme i definicije su iz [21], [22].

U drugoj glavi izloZzena je teorija fazi skupova. Jo§ 1964. godine Zadeh
[51] je uveo pojam rasplinutog, fazi (fuzzy) skupa za koji pripadnost nije
odredena samo vrednostima 0 (ne pripada) i 1 (pripada) nego sa nekim bro-
jem iz intervala [0, 1] koji pokazuje stepen pripadnosti. U drugom poglavlju
ove glave razmatran je pojam rastojanja nad apstraktnim nepraznim skupom
X. U klasi¢nom smislu rastojanje dva objekta definiSe se pomoéu funkcije
d: X?— R(J)r koja zadovoljava neke uslove, tj. ima neke lepe osobine. U
zavisnosti od tih osobina su dobile razli¢ita imena: metrika, pseudometrika,
semi-metrika, kvazi-metrika, sli¢nost itd. Medutim, rastojanje, udaljenost
izmedu dva objekta ne mora biti nenegativan broj nego to, na primer, moze
da bude i fazi skup, o ¢emu ¢e biti reciu sledecoj glavi.

Trec¢a glava posvecena je verovatnosnim metrickim prostorima i njihovoj
generalizaciji. U prvom poglavlju dat je pregled razvoja pojma statistickih



i

metrickih prostora, koje danas nazivamo verovatnosnim metrickim prosto-
rima. Ovaj pojam uveo je Karl Menger, u radu [29] iz 1942. godine. Posle
kritickih radova A. Walda [46, 47, 48|, Menger je korigovao svoju definiciju
i tako su nastali Mengerovi verovatnosni metricki prostori, ili kra¢e Menge-
rovi prostori, kakve mi danas poznajemo. U svojim kasnijim radovima on
je nastavio sa razvojem ove teorije 1 njegove primene, na $ta su se uspe-
sno nadovezali radovi B. Schweizer-a i A. Sklar-a [37]. Sezdesetih godina
proslog veka radovima [39, 40| zapoceo je razvoj teorije nepokretne tacke
u Mengerovim prostorima i od tada se uspesno razvija [18, 32]. Nastoji
se da se i u Mengerovim prostorima dokazu analogoni teorema nepokretne
tacke u klasi¢nim metrickim prostorima koje su izlozene i u [19]. U drugom
poglavlju ove glave uvedena je nova klasa verovatnosnih metrickih prostora
koja je nazvana jakim verovatnosnim metrickim prostorima [12]. Ispitivane
su pre svega osobine ovih prostora, a zatim pokazano da je ta struktura,
iako slabija od strukture Mengerovih prostora, dovoljno bogata da se u njoj
razvija teorija nepokretne tacke. Tako je pre svega dokazana verovatnosna
verzija Banahovog principa kontrakcije, a zatim i odgovarajuéi rezultati za
Ciri¢evu kvazi-kontrakciju. Ovi rezultati su originalni i dokazani su u radu
[20]. U ovom delu dokazan je jo§ jedan originalan rezultat, koji je uopstenje
rezultata iz [18], a to je teorema o nepokretnoj tacki Sehgal-Gusemanovog
tipa.

Cetvrta glava sadrzi teoriju fazi metrickih prostora i prostora sa fazi ra-
stojanjem koji su zapravo generalizacija fazi metrickih prostora. Kramosil
i Michalek su 1975. godine progirili koncept Mengerovih verovatnosnih me-
trickih prostora i time prvi definisali pojam fazi metrickog prostora. Ovaj
pristup je privukao veliku paznju kako matematicara teoreticara, tako i inze-
njera u raznim oblastima tehnike. Prvobitna definicija dozivela je i razli¢ite
izmene [1], sve u cilju §to Sire primene. Tako su u drugom poglavlju raz-
matrana rastojanja koja su fazi T—metrike i fazi S—metrike [34]. Dokazana
je teorema o dualnosti tih fazi metri¢kih prostora u odnosu na fazi komple-
ment i veza medu njima. Navedeno je nekoliko primera fazi T'—metrika i
fazi S—metrika, koje ée kasnije biti iskoriSéene u primenama. Predstavljen
je nacin na koji se od fazi T'—metrika i fazi S— metrika moze generisati
standardna metrika. Pokazan je postupak kako se iz viSe fazi T —metrika u
odnosu na istu normu moze definisati nova fazi T—metrika. Dokazano je i
analogno tvrdjenje za fazi S—metriku. Ovi rezultati su originalni i obradeni
su [34].

Treée i poslednje poglavlje posveéeno je prostorima sa fazi rastojanjem,
koje je generalizacija fazi metrike. Naime, kori§¢enje fazi metrika u tehnici
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delom je ogranifeno relativno malim brojem poznatih fazi metrika. Fazi
rastojanja su 8ira klasa funkcija, jednostavnija za proveru, a takode daju lepe
rezultate u primeni. Koristeéi vezu ovih novodobijenih prostora sa jakim
verovatnosnim metrickim prostorima dobijeni su odgovarajuéi rezultati iz
teorije nepokretne tacke sada u fazi konceptu.

U poslednjoj petoj glavi su data objasnjenja vezana za filtriranje Suma
na slici i nac¢ina formiranja fazi T—metrike koja ¢ée biti koriséena pri filtri-
ranju slike. Razmatrane su konkretne fazi T'—metrike koje se koriste pri
filtriranju. Dati su i konkretni indeksi kvaliteta slike filtrirane metodom za
filtriranje predstavljene u ovom radu i medijanskim filterom. Poredenjem
ovih indeksa kvaliteta, napravljen je zaklju¢ak o uéinku ovih algoritama.
Cilj rada je modifikovati algoritam za filtriranje slika, prikazan u [16] kori-
steci definisanu fazi T— metriku, koja ima neke predefinisane karakteristike.
Svojstva definisanih fazi T'— metrika, koje se koriste u uklanjanje Suma slike,
su prikazani u drugom poglavlju cetvrte glave [34]. Do razvoja fazi filtera je
doslo zbog tendencije da se na slici razlikuju informacije o Sumu od informa-
cija o ivicama na slici.



v

Abstract

In this thesis the problem of constructing mappings that could be used
in image filtering algorithms is exposed. Along with that, corresponding
spaces were observed, their characteristics were examined and in them was
evolving fixed point theory which stands for very important field of modern
mathematics and represents the mixture of analysis, topology and geometry.
Organization of the paper is given in next order:

e Operations on [0, 1];

Fuzzy sets;

Probabilistic metric spaces and generalizations;

Fuzzy spaces;

Filtering.

The first chapter is introductory and contains the terms, t— norm, t—
conorms, aggregations, and their properties that are necessary for proving
theorems from chapter 4., that are original contributions of the paper. Spe-
cial place in this chapter take fuzzy complement, as a class of very important
mappings in theory of fuzzy sets. In this section, theorems and definitions
are from [21], [22].

In second chapter is presented theory of fuzzy sets. In 1964. Zadeh [51]
introduced the notion of scattered, fuzzy set for which membership function
isn’t determined only by values 0 (doesn’t belong) and 1 (belongs), but any
number from interval [0,1] could show the degree of belonging. In the se-
cond section of this chapter the notion of distance over nonempty abstract
set X. In classical sence distance between two objects is defined by func-
tion d : X? — Rg that satisfies some conditions, ie. it has some desirable
properties. Depending on those properties, they got different names: me-
trics, pseudometrics, semi-metrics, quasy-metrics, similarities etc. However,
distance between two objects needn’t be a non-negative number, it could be,
for example, some fuzzy set, which will be discussed in next chapter.



Third chapter is devoted to probabilistic metric spaces and their gene-
ralization. In first section is given development of paradigm of statistical
metric spaces, which are today known as probabilistic metric spaces. This
term was introduced by Karl Menger, in the work of [29] from 1942. After
critical papers A. Walda [46, 47, 48], Menger corrected his definition and that
is how the Menger probabilistic metric spaces formed, or shorter Menger’s
spaces, as we now them today. In his later works he continued with deve-
lopment of this theory and its application, on what papers of B. Schweizer
and A. Sklar [37] successfully concatenated. In the sixties of last century,
papers [39, 40] started development of fixed point theory in Menger’s spaces
and since then it continued to evolve successfully [18, 32]. There has been a
tendency to prove theorems in Menger’s spaces that would be analoguous to
the theorems of fixed point theory, which could be found in [19]. In the se-
cond section of this chapter was introduced new class of probabilistic metric
spaces [12]. The characteristics of these spaces were examined, it is shown
that this structure, even though weaker than structure Menger’s spaces, rich
enough to develop fixed point theory in it. So first of all, there was proven
probabilistic version of Banach principle of contraction, and after that corre-
sponding results for Ciri¢’s quasy contraction. These results are original and
are proven in paper [20]. In this section is proven another original result,
which is the generalization of results from [18|, and that is the theorem of
fixed point of Sehgal-Guseman’s type.

The fourth chapter contains the theory of fuzzy metric spaces and spaces
with fuzzy distance that are actually generalization of fuzzy metric spaces.
Kramosil and Michalek in 1975. extended the concept of Menger’s proba-
bilistic metric spaces and by doing that, for the first time they defined the
notion of fuzzy metric space. This approach has attracted great attention
not just to theoretical mathematicians, also to engineers in various fileds of
engineering. The original definition has expirienced various of changes [1], in
order to have wider application. Therefore in second section were considered
distances that were fuzzy T'—metrics and fuzzy S—metrics [34]. The theo-
rem of duality of those fuzzy metric spaces regarding fuzzy complement is
proven. Also, the connection between them was observed and proven. Exam-
ples of few fuzzy S—metrics fuzzy and T—metrics are introduced. Some of
those examples will be later used in applications. The means in which from
fuzzy T —metrics and fuzzy S— metrics a standard metric could be genera-
ted is represented. The means of generating one fuzzy T—metric from a few
fuzzy T—metrics is shown. Analoguos theorem for fuzzy S—metric is pro-
ven. These results are original and were processed in [34]. Third and the last
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section is devoted to spaces with fuzzy distance, which is the generalization
of fuzzy metric. The application of fuzzy metrics is partially bounded by a
relatively small number of fuzzy metrics. Fuzzy distances are wider class of
functions, easier to check, and they give good results in application. Using
connection of these new spaces with strong probabilistic metric spaces, there
were obtained corresponding results from the fixed point theory only now in
fuzzy concept.

In the last, fifth chapter were given explanations related to image noise
filtering and the means of creating fuzzy T—metric that will be applied du-
ring image filtering. There were considered concrete fuzzy T'—metric that
were applied during filtering. There were given concrete indices of image qu-
ality of image filtered by the method presented in thid paper. By comparing
these quality indices, there was made a conclusion about the impact of these
algorithms. Modification of algorithm for the filtering of images, that is in-
troduced in [16], is the main purpose of the paper. That is achieved by using
defined fuzzy T'—metric, that has some characteristics predefined. Properties
of defined fuzzy T— metric, utilized in noise image removal, are shown in
second section of fourth chapter [34|. Tendency to distinguish information
about noise from information about edges in image led to development of
fuzzy filtering.
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Glava 1
Operacije na |0, 1]

U ovo]j glavi su predstavljene neke operacije ¢iji su operandi realni brojevi
iz intervala [0, 1], kao §to su binarne operacije t-norme i t-konorme, unarna
operacija fazi komplement i n—arna operacija agregacije. Ove operacije se
koriste u razli¢itim kontekstima. Jedna od njihovih glavnih primena je u
definisanju operacija sa fazi skupovima. Stoga se u tom kontekstu Cesto i
nazivaju fazi operacije.

1.1 Norme

Medu prvima koji su uveli pojam trougaone norme, u opstoj formi, je bio
austrijski (americki) matematicar Karl Menger [29] sa ciljem da se generali-
zuje nejednakost trougla kod metrickih prostora. Sadagnji pojam t-norme i
dualne operacije t-konorme je rezultat istrazivanja Schveizer-a i Sklar-a [38],
koji su dodali osobine asocijativnosti i neutralnog elementa. Primenjuju se
i u verovatnosnim metrickim prostorima, teoriji fazi skupova, fazi logici, ne-
aditivnim merama i integralima, itd. Za viSe detalja pogledati [4], [8], [10],
[21], [22], [25], [27] [36], [43], [38], [37], [50].

U ovom poglavlju ¢ée biti predstavljeni pojmovi triangularne norme i ko-
norme i neke njihove osobine.

Definicija 1.1.1 [22] Triangularna norma (kraée t—norma) T : [0,1]? —

[0, 1] je binarna operacija koja zadovoljava sledeée aksiome za svako ay,az,as, by €
[0, 1]:

1. T(a1,1) = ay (granic¢ni uslov);



2. ay < by = T(a1,a2) <T(a1,b1) (monotonost);
3. T(ay,a2) = T(az,a1) (komutativnost);

4. T(a1,T(az,a3)) = T(T(a1,a2),as) (asocijativnost).

Arhimedova t—norma je t—norma za koju su osim prethodnih aksioma va-
lidne jos dve aksiome:

5. neprekidno je preslikavange

6. Yay € (0,1), T(a1,a1) < ay (subidempotentnost).

Napomena 1.1.1 Za proizvolinu t—normu T, iz njene monotonosti i gra-
niénog uslova je a; < 1= T (a1,a1) < T (a1,1) = a1, tj. vazi

(Val S [0, 1]) T(al,al) <aj.

Napomena 1.1.2 Iz uslova datih u definiciji t—norme sledi monotonost po
koordinatama, tj. za sve x1,x2,y1,y2 € [0,1] vaZi

z1 <x2Ay1 <yo = T(x1,51) < T(x2,y2).

Zamenom datog uslova sa aksiomom monotonosti u definiciji t—norme, do-
bija se ekvivalentna definicija t—norme.

Ako u definiciji t—norme, umesto aksiome monotonosti vazi striktna mo-
notonost, tj.

z1 <z Ay1 <y2 = T(x1,y1) < T(z2,y2),

za sve 1,2, y1,y2 € [0, 1], kazemo da je t—norma striktna.
Moze se pokazati da je 0 anihilator za t—normu, tj. za svako a; € [0, 1]
vazi

T(al,()) = T(O, al) =0.

Definicija 1.1.2 [22] Stepen t—norme je dat sa:
TY(ay,a2) = T(a1,a2), T™(a1,...,an,anr1) = T(T" aq,...,an), ani1).

Napomena 1.1.3 Zbog asocijativnosti je
T(a1, .oy Gy anr1) = T(ar, T Hag, ..., ap, an_1))-
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Lema 1.1.1 [34] Za stepen t—norme vaZi:

T”fl(al, veey CLn) = Tn71<ai1, ...,ain),

gde je a;,, ..., a;, proizvoljna permutacija elemenata ay, ..., an.

Napomena 1.1.4 Ako je T— t—norma, tada je:
T(al,aQ) =1 a1 =as = 1,

T"(al,ag, ...,an+1) =1l a1 =..= Apitl1 = 1.

Zaista, a1 <1 =1=T(aj,a2) <T(l,a3) =az iaz <1=1=T(ay,a2) <
T(al, 1) =ay, . ag =a2 = 1.

Obrnuto sledi direktno iz aksiome granicénog uslova, tj. T'(a1,a2) =T(1,1) =
1.

Dokaz za T™ je indukcijom.

Definicija 1.1.3 [22] Funkcija f(ay,...,ay) je striktna ako vazi:

a1 <biA..Na, < b, = f(al, ...,an) < f(bl, ...,bn).

Lema 1.1.2 [3/] Ako je T striktna triangularna norma, tada je i T™ striktno
rastuéa funkcija.

Napomena 1.1.5 Ako je T—strikina t—norma, tada je:
T(al,ag) =0& a1 =0Vay =0,

T”(al,ag, ...,an+1) =0 a1 =0V..Vapy =0.

Pretpostavimo suprotno, da iz T(a1,a2) = 0 sledi =(a; = 0V as = 0) <
a1 > 0Aag > 0. No, tada iz strikine monotonije imamo 0 < a1 A0 < az =
T(0,0) < T(a1,az2) =0, sto je kontradikcija.

Obrnuto sledi jer je 0 anihilator za t—normu.

Dokaz za T™ je indukcijom.

Definicija 1.1.4 [22] T je idempotentna t-norma ako i samo ako vazi T'(a1,a1) =
aj..

Teorema 1.1.1 [22] Jedina idempotentna t-norma je standardni fazi presek
min.



Lako je verifikovati da je min t—morma. Kako je min(a;,a1) = a; za svako
ap € [0,1] ona je i idempotentna. Pretpostavimo da postoji jo§ neka idem-
potentna t—norma T'.

Za ai,as € [0,1], a1 < a2 iz monotonije i grani¢nog uslova, kao i idem-
potentnosti od T, sledi

al = T(al,al) S T(al,ag) S T(al, 1) = ai,
tj. T(a1,a2) = a; = min(ag, az). Analogno za as < ay, sledi
as = T(ag,ag) § T(al,ag) S T(l,ag) = ay,

tj. T(a1,a2) = ag = min(aq, az).

Stoga je, T'(a1,az) = min(ay, az), za svako ai,as € [0, 1]. 0

Definicija 1.1.5 [22] Opadajuéi generator g je funkcija koja preslikava in-
terval [0,1] u R, koja ima osobine da je strogo opadajuca, neprekidna i zado-
voljava uslov g(1) = 0. Pseudo-inverzna funkcija za opadajuéi generator g, u
oznaci ¢V, je funkcija iz R u [0,1] definisana sa

1, a€ (—00,0)
9" (ar) = 9_1(01)7 a1 € [0, 9(0)] ;
0, a1 € (g(0),+00)

gde je sa g~ definisano uobicajeno inverzno preslikavanje za g.

Za opadajuéi generator ¢ i njegovu pseudo-inverznu funkciju ¢(=b, vaze
jednakosti ¢~V (g(a1)) = a1, za svako a1 € [0,1] i

0, a3 € (—00,0)
9(g" (@) = a1, a1 € [0,9(0)]
9(0), a1 € (9(0), +o0)

Teorema 1.1.2 [[22]] Arhimedova t-norma je preslikavange iz [0,1]? u [0, 1]
(u oznaci T : [0,1]2 — [0,1])za koje postoji opadajuéi generator g tako da
vazi

T(a1,a2) = "V (g(a1) + g(as)), a1,a2 € [0, 1].

Primer 1.1.1 Triangularne norme koje se najcéesée koriste su:

1. Standardni presek: Tyr(a1,as) = min(a, az);
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2. Algebarski proizvod: Tp(ay,as) = ajag;
3. LukaSieviceva t—norma: Tr(a1,a2) = max(a; + az — 1,0);

ai, as =1
4. Drasticni presek: Tp(ai,a2) =< a2, a3 =1
0, +4nace

Teorema 1.1.3 [22] Neka su Ty, Tp, To i@ Tp t-norme definisane u pri-
meru 1.1.1. Tada je:

1) Tp <To <Tp < T,

2) Ako je t-norma T Arhimedovska, vazi da je
Th <T < Ty

b) Monotonost i grani¢ni uslov daju T'(ai,a2) < T(a1,1) = a1. Zbog
komutativnosti je T'(a1,a2) = T(az,a1) < T(az,1) = ag. Tako dobijamo
T(a1,a2) < min(ag, az).

Ako je a; = 1, tada je Tp(a1,a2) = a2 = T'(a1,a2), dok za ag = 1 vazi
Tp(ai,az) = a1 = T(ay,a2), §to sledi iz definicije norme Tp i grani¢nog
uslova za T.

Ukoliko je a1 # 11iag # 1, tj. a1,as € [0,1), tada je Tp(ai,a2) = 0. Za
proizvoljnu t—normu T je 1 > T'(ay1,a2) > 0, tj. T'(a1,a2) > Tp(ai,az). O

Vazi teorema o reprezentaciji neprekidne t—norme kao ordinalne sume
[21]:

Teorema 1.1.4 [21]Preslikavanje T koje je t—norma je neprekidna ako i
samo ako je T ordinalna suma neprekidnih arhimedovskih t—normi, tj. po-
stoji jedinstvena po parovima disjunkina prebrogiva familija {(aj,b;)}jes otvo-
renih podintervala intervala [0, 1] @ jedinstvena familija neprekidnih arhime-
dovskih t—normi {1} e takva da je T' ordinalna suma od {(a;,b;),S;j}jer,
.

T(x y): aj—’_(bj_aj)Tj(%ﬂi_—?jj)v T,y € (aj?bj)
’ min(z, y), inace .

Nave$éemo neke vaznije t-norme, koje se primenjuju u velikoj meri u
razli¢itim inZenjerskim oblastima. .



Primer 1.1.2 [22] Schweizer-Sklar familija t-normi
Tssp(z,y) = max(0, 2P + y¥ — 1)%

je familija Arhimedovskih t-normi, za sve p # 0. Opadajuci generatori su
fplar) =1—dl, a; €[0,1], Za p — 0 dobija se Tp norma, zap =1 se
dobija To norma, za p — oo se dobija T'p norma, za p — —oo se dobija Ty

— — aija2
norma, a za p = —1 norma T(a1,a2) = PTET v

Primer 1.1.3 [22] Yagerova familija (1980):
Ty (a1,a2) = 1 min (1, (1 = a1)* + (1 = a2)")% ),

za svako w € (0,00) je familija Arhimedovskih t-normi, ¢iji su opadajuci
generatori f, (a1) = (1 —a1)”, a1 € [0,1]. Za w — 0 dobija se Tp norma,
za w =1 se dobija Tpo norma, za w — —oo se dobija Thy norma.

Primer 1.1.4 [22] Hamacher-ova familija (1978):

aias
r+(1—r)(ar +az —araz)’

Ty, (a1,a2) =

za svako v > 0 je familija Arhimedouvskih t-normi, ¢iji su opadajuéi generato-
00 z=0
 fr 210,1] = RU = ’
o] took, fr (@) { —Inqtea o @€ (0, 1]
m, za T =1 se dobija Tp norma, za

Zar — 0

dobija se t-norma T(a1,a2) =
r — oo se dobija Tp norma.

Primer 1.1.5 [22] Frank-ova familija (1979):
(" = 1D)(s™ = 1)>

s—1

Trs (a1, a2) = log, <1 +

za svako s > 0, s # 1 je familija Arhimedovskih t-normi, ¢iji su opadajuci

. o0 , a; =20
generatori fs : [0,1] - RU{oo}, fs(a1) = { 1y st=l ai c(0,1] - Za
s—1 ’ ’

s — 0 dobija se Ty norma, za s — 1 se dobija Tp norma, za s — —oo ili
s — oo se dobija To norma.

Definicija 1.1.6 [22] Triangularna konorma (krace t—konorma) je binarna
operacija S : [0,1)2 — [0,1] koja zadovoljava sledeée aksiome za sve a1, as, a3, by €

[0,1]:
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1. S(a1,0) = a1 (graniéni uslov);
2. ag < by = S(a1,a2) < S(a1,by) (monotonost);
3. S(ay,a2) = S(a1,az2) (komutativnost);

4. S(a1,S(az,a3)) = S(S(a1,az2),as) (asocijativnost).

Za t—konormu se kaZe da je Arhimedova t—konorma, ako vaZe pored pret-
hodnih aksioma jos dve aksiome:

5. neprekidna je funkcija;

6. Ya € (0,1), S(a1,a1) > a1 (superidempotentnost).

Napomena 1.1.6 Analogno, kao kod t—normi, za svaku t—konormu S vaZi

(Val S [0, 1]) S(al,al) > ai.

Napomena 1.1.7 Iz uslova datih u definiciji t—konorme sledi monotonost
po koordinatama, tj. za sve ai,as, by, by € [0,1] vaZi

a1 <as ANbp < by = S(al,b1) < S(CLQ,bQ).

Zamenom datog uslova sa uslovom monotonosti u definiciji t—konorme, do-
bija se ekvivalentna definicija t—konorme.

Ako u definiciji t—konorme, umesto aksiome monotonosti vazi striktna mo-
notonost, tj.
a1 < as ANby < by = S(al,bl) < S(az,bQ),

za sve ai,ag, b1, be € [0, 1], kazemo da je t—konorma strikina.

MoZe se pokazati da je 1 anihilator za t—konormu, tj. za svako a; € [0, 1]
vazi

S(al, ]_) == S(l,al) =1.

Definicija 1.1.7 [3/] Stepen t—konorme je dat sa:
SY(a1,a2) = S(a1,a2),  S™(a1,...,an, ans1) = S(S" ay,...,an), ani1).

Napomena 1.1.8 Zbog asocijativnosti je
S™(a1y ey Gy apr1) = S(at, S"Hag, ., apyan_1)).



Lema 1.1.3 [34] Za stepen t—konorme vaZi:

S ay,...;an) = S" HNaiy, -y ai,),

gde je a;,, ..., a;, proizvoljna permutacija elemenata ay, ..., an.

Lema 1.1.4 [84] Ako je S striktna triangularna konorma, tada je i S™
striktno rastuca funkcija.

Napomena 1.1.9 Ako je S— t—konorma, tada je:
S(al,ag) =0 a3 =a9 =0.

S”(al,ag, ...,an_H) =0 a1 =...= Ap+1 = 0.
Zaista 0 < a1 = ag = 5(0,a2) < S(a1,a2) =010 < ay = a; = S(a,0) <
S(al,ag) = 0, tj. ap = ag = 0.
Obrnuto sledi direktno iz aksiome granicénog uslova, tj. S(a1,a2) = S(0,0) =
0.

Dokaz za S™, indukcijom.

Napomena 1.1.10 Ako je S—strikina t—konorma, tada je:
S(al,ag) =1 a1 =1Vayg=1.
S"™(a1,a2,...,apy1) =1 a1 =1V .. Vaps = 1.

Pretpostavimo suprotno, da iz S(ai,a2) = 1 sledi =(a1 = 1V az = 1) &
a1 < 1Aag <1. No, tada iz strikine monotonije imamo a1 < 1 ANag <1 =
S(a1,a2) < S(1,1) =1, sto je kontradikcija.

Obrnuto sledi jer je 1 anihilator za t—konormu.

Dokaz za S™, indukcijom.

Teorema 1.1.5 [22] Jedina idempotentna t-konorma je standardna fazi unija
Sy = max.

Definicija 1.1.8 [22/ Rastuéi generator g je neprekidna i strogo rastuca
funkcija iz [0,1] u R, takva da je g(0) = 0. Pseudo-inverzna funkcija za
rastuci generator g, u oznaci gV, je funkeija iz R u [0,1] definisana sa

0, a; € (—o0,0)
9" Va1) =14 g Ha1), a1 €[0,9(1)] ,
1, a € (g(1),+00)

1

gde je g~ wobicajena inverzna funkcija za g.
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Za rastuéi generator g i njegovu pseudo-inverznu funkciju gV, vaze
jednakosti g~V (g(a1)) = a1, za svako a; € [0,1] i

0, a € (—0,0)
99" (@) = ar, a1 €[0,9(1)]
g(1), a1 € (g(1),+o0)

Teorema 1.1.6 [22] Funkcija S : 0,12 — [0,1] koja je Arhimedovska
t—konorma ako i samo ako postoji rastuéi generator g tako da je S(a1,as) =

9"V (g(ar) + g(a2)), a1,as € [0,1].

Primer 1.1.6 Triangularne konorme koje se najcéesée koriste su:
1. Standardna unija: Sp(a1,asz) = max(ai,az);
2. Algebarski zbir: Sz(a1,a2) = a1 + ag — aras;

3. Ograniéena suma: So(a1,az) = min(1,a; + az);

ai, as =20
4. Drasticna unija: Sp(ai,az) =< a2, a3 =0
1, nace

I za t-konorme, kao i za t-norme vaZi teorema o poretku.

Teorema 1.1.7 [22] Neka su Sy, Sz, So i Sp t-konorme definisane u
primery 1.1.6. Vazi

1) Sy < Sz <So < Sp.

2) Za svaku Arhimedouvsku t-konormu S je

Smax < S < SD-

U primenama su bitne t-konorme koje zavise i od parametara. Navedimo
neke primere

Primer 1.1.7 [22] Schweizer-Sklar familija t-konormi (1963):

Sssp(ar,az) =1 —max(0,(1 —a1)’ + (1 —a2)? — 1)%,

za svako p # 0 je familija Arhimedouvskih t-konormi. Rastuéi generatori
gpa1 =1 —(1—a1)?, a1 €[0,1]. Za p — 0 dobija Sz konorma, za p =1 se
dobija So konorma, za p — oo se dobija Sp konorma, za ¢ — —o0 se dobija
Sy konorma.
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Primer 1.1.8 [22] Yager-ova familija (1980):
: w w 1
Sy (a1,az) = min (17 (af + a2)w)

za svako w € (0,00) je familija Arhimedouvskih t-konormi, ¢iji su rastuci
generatori g, (a1) = a¢, a1 € [0,1]. Za w — 0 dobija Sp konorma, za
w =1 se dobija Sp konorma, za w — —oo se dobija Sy konorma.

Primer 1.1.9 [22] Hamacher-ova familija (1978):

a1+ az + (r — 2)ajaz
1+ (T‘ — 1)&1(12

Su,y (a1,a2) =

za svako r > 0 je familija Arhimedovskih t-konormai, ¢iji su rastuéi genera-

—1 . l=a1 , c 0’1
tori g, : [0, ]_] — RU{OO}, Gr (al) — { n r+(1—-r)(1—a1) xz [ )  Za
(0.8} 5 a‘l = 1
r — 0 dobija se t-konorma S(ay,a2) = %, zar =1 se dobija Sy

konorma, za v — oo se dobija Sp konorma.

Primer 1.1.10 [22] Frank-ova familija (1979):

l—a1 _ l—a2
Ss (ala a2> =1- logs (1 + (8 1) (S : 1)>

s—1

za svako s > 0, s # 1, je familija Arhimedovskih t-konormi, &iji su rastuéi

l—aq__
—ln=2E L aefo1)

00 , a1 =1

generatori gs : [0,1] = RU {0}, gs(a1) =

Za s — 0 dobija Sy konorma, za s — 1 se dobija Sz konorma, za s — —oo
il s = 0o se dobija So konorma.

Vazi teorema o reprezentaciji neprekidne t—konorme kao ordinalne sume

[21]:

Teorema 1.1.8 [21] S je neprekidna t—konorma ako i samo ako je S ordi-
nalna suma neprekidnih arhimedovskih t—konorma, tj. postoji jedinstvena po
parovima disjunktna prebrojiva familija {(aj,b;)}jcs otvorenih podintervala
intervala [0,1] i jedinstvena familija neprekidnih arhimedovskih t—konormi
{S;}jes takva da je S ordinalna suma od {(a;,b;),S;}er, t.

x—a; y—aj
S’(m y) _ a; + (bj - aj)Sj(ﬁa bj,;j), T,y € [aj7bj]
’ max(x,y), inace .
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1.2 Fazi komplement

Definicija 1.2.1 [22] Fazi-komplement (u Sirem smislu) je preslikava-
nje ¢ koje jedinicni interval preslikava u jediniéni interval, tj. ¢ : [0,1] —
[0,1] za koje vaZe:

c1) granicéni uslovi: ¢(1) =0, ¢(0) =1,

c2) monotonost: (Vaj,az € [0,1]) a1 <az = c(a1) > c(az).
Ako sem navedenih, fazi-komplement ima i sledece dodatne osobine:

c3) c je neprekidna funkcija,

c4) ¢ je involutivna, tj. (Vz € [0,1]) c(c(x)) ==,

zovemo ga fazi komplement u uZem smislu.

Fazi komplement u Sirem smislu je podrazumevani fazi komplement, ako
se drugadije ne kaze. Ako je fazi komplement definisan na pomenuti nadin,
tada se skupovni fazi-komplement moZze definisati na slede¢i naéin.

Iz [22] imamo sledece tvrdenje koje kaze da uslovi iz definicije fazi kom-
plementa nisu nezavisni.

Teorema 1.2.1 [22/Ako je c¢ : [0,1] — [0,1] involutivna, monotono nera-
stuca funkcija, tada je ¢ neprekidna bijektivna funkcija koja zadovoljava gra-
nicne uslove.

Dokaz. Za vrednosti ¢(z), x € [0,1] znamo da pripadaju intervalu [0, 1],
paje 0 <¢(1)i¢(0) < 1. Sada zbog monotonosti od ¢ dobijamo da je

e(0) = e(e(1),  c(e(0)) = e(1).
Sada iz involutivnosti dobijamo
c(0) >1, 0>¢(1),
pa kako ¢(0), ¢(1) € [0,1], mora biti
c(0)=1, 0=c(1).
Za sirjektivnost treba da je ispunjeno

(Vag € [0,1])(Ja1 € [0,1))as = c(ay).
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To je tacno, jer za svako b postoji ¢(b) = a zato §to je ¢ funkcija, pa zbog
involutivnosti imamo b = ¢(c(b)) = ¢(a).

Za injektivnost treba da bude
(Vay, a2 € [0,1])c(ar) = c(az) = a1 = ag,

sto lako sledi iz involutivnosti a1 = ¢(c(a1)) = ¢(c(az)) = as.
Pokazali smo da je funkcija bijektivna, a kako je i monotona ne moze
imati tataka prekida.

Pretpostavimo suprotno da je ag tacka prekida funkcije c¢. Tada je c(ag) <
lim ¢(a) = by, te mora postojati by € [0,1] tako da je by > by > c(ap) za

a—ap—
koje ne postoji a; € [0,1] tako da je c¢(a1) = b1, §to je kontradikcija sa
bijektivnoséu funkcije. O

Definicija 1.2.2 [22] Za e € [0,1] kaZemo da je ekvilibrijum za fazi-
komplement c : [0,1] — [0,1] ako je validan uslov c(e) = e.

Teorema 1.2.2 [22] Ako je preslikavanje ¢ fazi komplement, tada ¢ moZe
da 1ma najvise jedan ekvilibrijum.

Teorema 1.2.3 [22] Ako je fazi-komplement ¢ neprekidna funkcija, tada c
ma jedinstven ekvilibrijum.

Jedan ili nijedan ekvilibrijum moZe da bude prisutan kod fazi komplementa
c. Ako ekvilibrijum postoji, za njega vazi sledeca teorema:

Teorema 1.2.4 [22] Ako fazi-komplement ¢ ima ekvilibrijum e, tada za sve
aj € [0, 1] vazi
i) ap <e = a3 <c(ar),
i) ap > e = a; > c(ay).
Sledece dve teoreme daju karakterizacije fazi-komplemenata pomocéu ko-

jih moZzemo konstruisati neogranieno mnogo razli"itih fazi-komplemenata
(vidi primer 1.2.1).

Teorema 1.2.5 [22] Fazi komplement c : [0,1] — [0,1] je involutivan akko
postoji neprekidno strogo monotono rastuce preslikavange g : [0,1] — R takvo
da je

g(0)=0, (Var€[0,1]) c(a)=g""(g(1)—g(ar))

Preslikavanje g je rastuéi generator fazi-komplementa c.
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Teorema 1.2.6 [22] Fazi komplement c : [0,1] — [0,1] je involutivan akko
postoji neprekidno strogo monotono opadajuce preslikavanje f : [0,1] — R
takvo da je

f)=0, Var€l0,1], c(a)=F"(f(0)~ f(ar)).

Preslikavange f je opadajuéi generator fazi-komplementa c.

Kazemo da su trougaona norma 7 i trougaona konorma S dualne s ob-
zirom na fazi komplement ¢ ako i samo ako je

c(T(a1,a2)) = S(c(ar),c(az)) i c(S(a1,a2)) =T(c(ar),claz)).

(T, S, c) je dualna trojka.

Data trougaona norma 7 i involutivni fazi komplement ¢, binarna ope-
racija S na [0, 1] definisana sa

S(a1,a2)) = e(T(c(a1), c(az2)))

za svako aj,az € [0,1] je trougaona konorma S takva da je (7,5, c) dualna
trojka.

Napomena 1.2.1 Ako je za fazi-komplementa ¢ rastuéi generator funkcija
g, tada

flar) =g(1) —g(ar), a1 €]0,1]

definise opadajuci generator fazi-komplementa c. Ako je za fazi-komplement
¢ opadajuéi generator funkcija f, tada g(a1) = f(0) — f(a1), a1 € [0,1]
definise rastuéi generator fazi-komplementa c.

Neki od fazi komplemenata su navedeni u slede¢em primeru [22].

Primer 1.2.1 [22]
1) Fazi komplement definisan sa
c(a;) =1—-ay1, a1 €10,1]
se naziva standardnim fazi komplementom i on je involutivan i nepre-

kidan fazi komplement, ¢iji je rastuéi generator g (a1) = a1, a1 € [0,1],
a ekvilibrijum e = 0.5.
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2) Neka je tg € [0,1]. Threshold funkcija:

c(a)— 1 , a1 <t
1= 0 , a1 >t

je primer fazi komplementa koji nije ni tnvolutivan ni neprekidan.
3) Funkcije

1 + cosmaq

c(ar) = 5

care0,1), cla)=1-sin 2, are0,1]

su primeri fazi komplemenata koji nisu involutivni, ali su neprekidni.

4) Funkcija
cla)) =1—a,%, a; €[0,1]
je primer neprekidnog fazi komplementa, a koji nije involutivan. Ekvi-

e . . . \/5,1
librijum datog fazi komplementa je e = ¥5—.

5) Funkcija
C(al) =v1- a12, a] € [0, 1]

je neprekidan i involutivan fazi komplement, ¢igi je ekvilibrijum e =

S

Funkcija g (a1) = a1?, a1 € [0,1] je njen rastuci generator.
6) Sugeno-ova klasa fazi komplemenata je formirana na sledeéi nacin za
proizvoljno A € (—1,00)
o 1-— aq
N 1+ )\al

CS.\ (al) , a1 € [0, 1] .

Za svako \ € (—1,00) je cy involutivan i neprekidan fazi-komplement,

0.5 , A=0
ciji je ekvilibrijum e = VitN—1 , 1 rastuéi genera-
—_— A#0
)\ ) #

tor g (a1) = %ln (1+ Xa1), a1 € [0,1]; za A # 0, i opadajuéi generator
fr(a) =In(1+a1) — $In (14 Aa1), a1 € [0,1] za A # 0.

7) Yager-ova klasa fazi komplemenata,za proizvolino w € (0,00), defini-

sana sa N
CY,w (al) = <1 — a‘f5>.

Za sve w € (0,00) je cy,, involutivan i neprekidan fazi komplement,

V2

cigi je ekvilibrijum ec, , = i rastuéi generator g, (a1) = a1*, a1 €
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[0,1], i opadajuci generator f, (a1) =1 — a1, a1 € [0,1]. Primetimo
da za w = 1 dobija fazi-komplement koji je standardan iz primera pod

4)-
8) Za X € (—1,00) iw € (0,00) je sa

1

>“, a1 € [0,1]

1—a1‘“

orwton = (550

definisana klasa fazi komplemenata sa rastucim generatorom gy, (a1) =

1
{mu+xmﬂﬂhemﬁ L A£0

A
a1, aq € [0,1] , A=0
klasa, a za A = 0 Yager-ova klasa fazi komplemenata.

. Za w =1 je to Sugeno-ova

5) Za v € (0,00) je sa

(1 - a)
a1 +72(1 —a1)’

ey (a1) = a € [0,1]

definisana klasa fazi komplemenata koje imaju rastuci generator g (a1) =

e @ € 01]

|

1.3 Agregacije

U mnogim sistemima zasnovanim na znanju, agregiranje podataka od-
nosno informacija ili njihovih delova je ¢esto puta potrebno, u cilju donoSe-
nja bitnih zakljucka ili odluka. Operatori agregacije se koriste u teorijskoj
matematici i njenim primenama, informatici, inzenjerstvu, ekonomiji itd.

Problem agregacije sastoji se u agregiranju n-torki objekata posmatranog
skupa u jedan objekat iz tog skupa. Operatori agregacije u matematickim
modelima su u funkciji redukovanja skupa brojeva na jedinstveni smisleni
broj. U ovom radu, objekti koje razmatramo su fazi skupovi, te operacije
agregacije vise fazi skupova kombinuju, na poZeljan nacin, u jedan fazi skup.
Detaljnije o agregacionim funkcijama pogledati na primer Grabish, Marichal,
Mesiar i Pap [13].

Agregacijski operatori se definidu aksiomatski i obi¢no se tumagce se kao
logi¢ki veznici (npr. t—norme i t—konorme) ili kao operatori uopstene sre-
dine.
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oo
Definicija 1.3.1 [22] Operacija agregacije je funkcija A : |J [0,1]" —
n=1

[0,1]" koja poseduje sledeée karakteristike.
al) Za sve n > 2, i svaku n-torku (0,0,...,0) 7 (1,1,...,1) validni su

A(0,0,...,0)=0 A A(1,1,...,1) =1

koji predstavljaju granicne uslove.

a2) Preslikavanje A je monotono neopadajuce po svim koordinatama, tj. za
sven > 2 i sve (r1,%2,...,%n), (Y1,Y2, -, Yn) € [0,1]" vazi

Vie{l,...,n}, z; <y; = Alz1,22,...,2n) < AY1,Y25 -+, Yn)-

a3) Funkcija A je idempotenina za n =1 i svako x € [0,1] vaZi

A(z) = =.

Funkciji A se mogu dodati jo§ neke osobine.
a4) Preslikavanje A je neprekidno.

ab) Preslikavanje A je simetricno po svim koordinatama, tj. za svako n >
2, svaku n-torku (x1,22,...,2,) € [0,1]", i za svaku permutaciju q
skupa {1,...,n} vaZi

A1, 22, ) = A(Tg(1), Tg(2)s - - - Tg(n))-

ab) Preslikavanje A je idempotenino, tj. za sven > 2 i sve n-torke (x,xz,...,x) €
[0,1]" vazi

Osobina ab) je uopstenje asocijativnosti i komutativnosti binarnih operacija.

Primer 1.3.1 Naveséemo neke poznale primere operacija agregacije.
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1)

2)

n

WAM (z1,z2,...,2,) = Y. w;, x; ponderisana aritmeticka sredina sa
~
! n

vektorom tezing w = (wi,wa, ..., wy), »_ w; =1, w; € [0,1].

i=1
Ponderisana aritmeticka sredina je meprekidna, idempotenina, line-
arna, aditivna funkcija agregacije.

Kvazi-aritmeticka sredina

Mf(acl, T2y v vny xn) = fﬁl(% Z f(xz)>
i=1

(gde je f: [0,1] = [—o0,+0o0] neprekidno i strikino monotono presli-
kavangje); specijalno stepena sredina
1 — 1
N p\ P
My(x1, x2, ..., zp) = A= <n ; xl) ,
p € (—00,0) U (0, +00). Tako imamo aritmeticku sredinu

1
M]_(SU],.’,U27...,In) = E(ml +x2+"'+$n)7

koja je idempotentna, meprekidna i simetricna operacija agregacije.
Harmonijsku sredinu

— r—, Vj€{l,...,n}, ; #0
M_l(azl,xg,...,a?n) =H= ﬁ+%+~--+ﬁ’ ’ T
0, Jje{l,...,n}, z; =0
koja je idempotentna, neprekidna i simetricna operacija agregacije.
Marginalni ¢lanovi ovth klasa su:

Geometrijska sredina Mg .-
1
My(z1,z2,...,2n) =G = (x1 - 29+~ X))

koja je idempotentna, neprekidna + simetricna operacija agregacije.
Operacija max:

Moo(x1,29,. .., Tn) = max(zy, T2, ..., Ty)

koja je simetricna,neprekidna i idempotentna operacija agregacije. Ope-
racijo min

M_oo(21, 72, ..., Tn) = min(z1,T2,.. ., Tn)

koja je idempotentna,neprekidna 1 simetricna operacija agregacije.
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3) Stepen t-norme T i stepen t-konorme S™, kao i naravno same t-norme
i t-konorme, koje imaju ¢ dodatne osobine, ako ih tmaju i same norme.
Stmetricne su, zbog njihove osobina komutativnosti © asocijativnost.
Neprekidne triangularne norme i konorme, na primer Archimede-ove
trougaone norme, na taj nacin definiSu neprekidne agregacione funkcije

Teorema 1.3.1 [13] Neka je A, : [0,1]" — Rt monotona funkcija koja
zadovoljava graniéne uslove, i za koju vazi

An(LITl + Y1y.oy T + Z/n) — An(ﬂfl, ,ﬂfn) + An(y17 "'7yn)) (11)

gde je x;,yi,x; +y; €10,1] za sve i € {1,...,n}. Tada je
n
Ap(@1, oy ) = > wimi, (1.2)
i=1

gde w; >0, 1€ {1,...,n}.

[13] Dokaz. Posmatrajmo funkciju A% (z;) = A,(0,...0,z;,0,...,0) za bilo
koje fiksirano i € {1, ...,n}. Tada zbog (1.3)

A (@ +y) = AD(z) + AW (y), (1.3)
za svako z,y,x +y € [0, 1]. Ovo je poznata Kosijeva funkcionalna jednacina,
Cije je reSenje ‘

AD(y) = wy, yelo1],

za neko w; > 0.

An(y17 7yn) = An(ylu 07 ceey 0) + An(07y270) 70) + ATL(07 ceey Ovyn) =

AW (1) + AP (o) + .+ AW () = wiy + woy + .+ way = > wiys.

=1

d

Teorema 1.3.2 [13] Neka je A, : [0,1]" — RT neprekidna funkcija koja
zadovoljava graniéne uslove, 1 za koju vazi

Ap(max{z1,y1}, ..., max{x,, yn}) = max{A,(x1, ..., 20n), An(y1, -, Yn) },
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AD(AD (7)) = AD (@), (1.5)

gde AW (z;) = A,(0,...0,;,0,...,0), i € {1,...,n}. Tada je
Ap(x1, ..., ) = max{min{w, 1 }, ..., min{wy, x, } }. (1.6)

za neke w; € [0,1], 7 € {1,...,n}.

Teorema 1.3.3 [13] Neka je preslikavanje A, : [0,1]" — R* neprekidno i
neka zadovoljava granicne uslove, 1 za koju vaZe

Ap(min{zy, 91}, ..., min{z,, yn}) = min{ A, (1, ..., xn), An (Y1, -y Yn)

‘ ' . (1.7)
AD(z - y) = AV () - AD(y), (1.8)

gde AW (z;) = A, (1,..1,x;,1,...,1), i € {1,...,n}. Tada je
Ap(x1, ..oy zy) = min{a]?, .., xp" }. (1.9)

za neke w; € [0,1], 7 € {1,...,n}.
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Glava 2

Fazi skupovi

2.1 Fazi skupovi

Osnove teorije fazi skupova je postavio Lotf A. Zadeh 1965. godine. Teo-
rija fazi skupova je od samog svog nastanka pronalazila veliku primenu, naj-
viSe u inZenjerskim naukama, pri ¢emu se nije zapostavljao i razvoj strogog
matematickog aparatainicirala. Fazi skupovi su uopstenje teorije skupova i
posmatraju se objekti kojima se moze meriti stepen pripadnosti skupu. Mera
pripadnosti skupu moZe se posmatrati iz sledeé¢ih aspekata:

(i) Uslovi koji karakterisu posmatrani pojam ne mogu generisati jedin-
stveni kvantitativni rezultat. Stoga se za takve pojave u sam proces
razmatranja uklju¢uje teorija verovatnoce;

(ii) Intervalna matematika je pogodna u situacijama kada se posmatrane
vrednosti ne mogu precizno odrediti.

(iii) Teorijom fazi skupova se modeluju neodredenosti koje nastaju zbog
nedovoljnih informacija u komunikaciji medu ljudima.

Fazi skupova se koriste pri modeliranju pojmova neizvesnosti koji ne mogu
biti potpuno utvrdeni teorijom verovatnoce. Ljudska percepcija je znaca-
jan faktor koji doprinosi neizvesnosti koju je tesko kvantifikovati koristeéi
samo teoriju verovatoce. ReSavanje kompleksnih problema pronalazi idealnu
potporu u teoriji fazi skupova, jer su dati skupovi dobar okir za modelova-
nje takvih problema. Primena teoriju fazi skupova je smislena kod sledeéih
scenarija:

21
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(i) Kada nema dovoljno podataka koji su potrebni za kvantitativnu ana-
lizu;

ii) Kada su relacija izmedu podataka neodredene ili neprecizne i njihova
] b p ]
procena u velikoj meri zavisi od subjektivne procene onoga ko ekspe-
rimente nad datim podacima i izvodi;

(iii) Kada je znanje koje ekspert poseduje o posmatranom problemu nepot-
puno;

(iv) Kada su neke veli¢ine unutar posmatranog problema nejasno defini-
sane;

(v) Kada se uslovi stalno menjaju, te je nemoguce stohasticki opisati po-
smatranu veli¢inu .

Fazi skupovi defini$u da li neki elemenat pripada nekom skupu ili ne, ta-
kode izrazavaju stepen pripadnosti odredenim kvantitativnim veli¢inama.
Fazi skup kvantifikuje meru pripadnosti odredenim skupovima koristeéi fazi
funkciju pripadnosti.

U ovom poglavlju navode se neke osnovne definicije i svojstva fazi sku-
pova, sa naglaskom na pojmove i njihove karakteristike koji ¢e biti od velike
koristi u nastavku disertacije, dok se vise moZe pro¢itati u [22], ....

2.1.1 Pojam fazi skupa i osobine

Za razliku od klasi¢nog skupa podskup A od zadatog univerzalnog skupa
X, koji je univerzalan skup, koji je odreden karakteristi¢cnom funkcijom,

1, z€A
XA(”:)_{ 0, c¢ A"

koja je mogla uzimati samo vrednosti 0 i 1, fazi skup A je potpuno odreden
funkcijom pripadanja
pa X —[0,1].

Glavna razlika izmedu fazi skupa i klasi¢nog skupa je u tome da kod fazi
skupa element z € X pripada nekom fazi skupu A sa odredenim stepenom
izmedu 01 1. Postoje razna uopstenja fazi skupova gde su vrednosti funkcije



FAZI SKUPOVI 23

p zatvoreni podintervali intervala [0, 1], fazi skupovi definisani nad [0, 1], ili
elementi uredenog skupa npr Bulove mrezZe, itd.

U primenama najéesée korigéeni fazi skupovi su oni tzv. standardni fazi
skupovi, sa vrednostima funkcije pripadanja u [0,1]. Od njih se posebno
razmatraju trougaoni i trapezoidni fazi skupovi definisani nad R.

Primer 2.1.1 Neka je B indeks telesne mase coveka "Body Mass Indez”,
BMI. Posmatrajmo fazi skupove, zadate odgovarajuéim funkcijama pripad-

nosti datim kao na slici [33] (formirane na osnovu dve skale BMI)
A

w(B)

1

Neuhranjen Idealan Gojazan  Vrlo gojazan

esh

T T T i 1
185 207 25 26527.8 30 312
Slika Indeks telesne mase

Razmatramo cetirt fazi skupa : neuhranjen By, tdealan Bs, gojazan Bs, vrlo
gojazan By.

Opstepoznato je da se stepen neodredenosti moze modelirati i odgovara-
juéom verovatno¢om koja je preslikavanje ¢ije vrednosti se kreéu u intervalu
[0, 1]. Kako bi se uotila glavna razlika u primeni izmedu funkcije pripadnosti
i verovatnoce, navodimo sledeéi primer koji je izvorno dat od strane Bezdeka

u [6].

Primer 2.1.2 [6] Neka je X skup svih tecnosti. Uocimo njegov fazi podskup
A : "te¢nosti pogodnih za pice”. Tako ée teénosti kao Sto je c¢ista voda imati
vrednost funkcije pripadnosti 1, o npr. vino ée imati stepen 0,60, voéni sok
0,80, rakija 0,20, a sona kiselina 0. Zamislimo da tmamo situaciju u kojoj
je Zedni puinik u pustingi i da nailazi na dve flase sa tecnostima gde na
prvoj flast piSe vrednost funkcije pripadanja ua = 0,92, a na drugoj flasi
verovatnoéa da je pitka tecnost 0,92. Koju flasu bi putnik trebalo da izabere?
Ako je funkcija pripadnosti 0.92 to znaci da se u flasi nalazi tecnost izmedu
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vode 1 soka, Sto je prihvatljivo u velikoj meri. Za razliku od prve flase, ako
putnik 1zabere drugu flasu moZe da dobije 1 pitku vodu, oli takode tako moZe
da dobije i otrov. Najlogicnigi izbor je prva flasa.

Skup svih fazi skupova definisanih nad univerzalnim skupom X oznaca-
vamo sa F(X).

Definicija 2.1.1 [22/Neka je A fazi skup definisan nad univerzalnim skupom
X.

1°) Nosa¢ fazi skupa A, je takav klasican skup kojgi sadrzi sve elemente skupa
X koji imaju nenula stepen pripadanja, tj.

suppA ={z € X |A(z) >0}.
2°) Jezgro fazi skupa A definisano je kao
"A={zeX|A(x)=1}.

3°) Visina fazi skupa A je supremum stepena pripadnosti svih elemenata tog
skupa, 1.
h(A) = sup A (x).
zeX

Za fazi skup A se kaZe de je normalan, ako mu je visina 1, a subnormalan
ako je h(A) < 1.
4°) Nivo skup fazi skupa A, definisan je sa

A(A)={A(z)|z e X}.

U nastavku ¢e od velikog interesa biti operacije na fazi skupovima koje
na prirodan na¢in uop$tavaju operacije sa klasi¢nim skupovima. Formule
za operacije sa klasi¢nim skupovima koje su iskazane sa karakteristicnim
funkcijama prirodno se prenose na funkcije pripadnosti. Tako se dobijaju
formule za standardnu uniju, presek i komplement:

(AU B)(x) = max(A(z), B(x)),
(AN B)(x) = min(A(z), B(z),
A(r) =1— A(x).

Vazi veéina osobina kao i kod skupovnih operacija za klasi¢ne skupove. Ne
vaze npr.

AUA=X, AnA=0.
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Uopstenja pomenutih standardnih operacija fazi skupova su data preko t—norme
T, t—konorme S i fazi komplementa c. Tako imamo

(AU B)(x) = S(A(x), B(z)),

(AN B)(z) = T(A(z), B(x)),

Prve dve operacije su komutativne i asocijativne jer su T i S takve. Ako
zelimo da one zadovoljavaju i neke druge skupovne osobine, T' i S moraju
imati odgovarajuce osobine.

Kazemo da su fazi skupovi A i B jednaki A(z) = B(x) za sve x € X, tj
ako imaju iste funkcije pripadanja.

Za fazi skup B je se kaZe da je podskup fazi skupa A ako je B(x) < A(x)
za proizvoljno x € X.

Vazan pojam fazi skupova je njihov a-presek. Za fazi podskup A defini-
Semo njegov a-presek, a € [0, 1], kao klasi¢an skup

“A = {z € X|A(z) > al,

a strogi a-presek sa
teA = {2]A(z) > al.

Teorema 2.1.1 [22[Neka su A, B € F(X). Tada sledeée osobine vaZe:

(i) “TAC A
(i) a <B=A>PA  oTA>PT4
(iii) “(AN\B) = “AN*B, “(AUB)=“A|"B;
(i) “HANE) = AN, HAUB) =AU B
(v) *(A) =704,

(vi) a <B= PACA PtACtA.

za sve a, 5 € [0,1].
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Dokaz. (iii) Za x € *(A(B) vazi (A B)(z) > «a tj. min[A(x), B(z)] > «a.
To znadi da je A(z) > a i B(x) > a. Odavde dobijamo da je x € *A(“B.
Time smo pokazali da je *(A(B) € “A(*B. Dalje, za x € “A(“B
imamo x € “Aix € “Btj. A(z) > ai B(x) > a. Odakle je x € “(A( B).
Pokazali smo i drugu inkluziju *A(*B C *(A( B).

Svaki fazi podskup se moZe rekonstruisati pomocu svojih a-preseka, tj.
preko specijalnih fazi podskupova a ®A. VaZe sledeée teoreme o dekompozi-
ciji fazi skupa.

Teorema 2.1.2 [22] Za proizvoljan fazi podskup A vazi:

i) A= |J ad=Ja4,

a€l0,1]
ity A= | asd=Ja "4,
a€l0,1]
i) A= | ad=Ja"4,
acA(A)

gde je |J standardna unija fazi skupova.

Dokaz. i) Neka je x proizvoljan fiksan elemenat iz X. Oznaimo A(z) =
ag. Tada je

( U oA)(x) = sup LA(z) =max( sup LA(z), sup LA(T)).
a€l0,1] a€[0,1] a€[0,a0] a€(ao,1]

Kako je za a € [0, ap] uvek A(x) = ap > a, to je 4 A(x) = o, aza a € (ap, 1]
uvek je A(x) = ap < a, pa je 4A(x) =0, te vazi

( U A)(x) = sup a=aqy=A(z).

a€(0,1] a€[0,a0]

O

Za fazi podskup A skupa R™ kaZzemo da je konveksan ako su svi njegovi
a-preseci, a € (0, 1], konveksni skupovi u klasi¢nom smislu. Specijalno, fazi
podskup A od R je konveksan ako i samo ako je

paloxy + (1 — a)rz) > min(pa(z1), pa(z2)),

za sve x1,22 € Ria € [0,1].



FAZI SKUPOVI 27

Mnoge operacije sa realnim brojevima se mogu preneti na fazi skupove
korig¢enjem tzv. principa ekstenzije. Naime, neka je data funkcija f koja
preslikava klasi¢an skup X u klasi¢an skup Y. Tada definiemo funkciju f sa
skupa svih fazi podskupova A od X, tj. skupa svih odgovaraju¢ih funkcija
pripadanja, u skup svih fazi podskupova od Y na sledeé¢i nacin

[f(A)(y) = sup{pa(z)|z € X,y = f(z)}.

2.1.2 Fazi brojevi i fazi aritmetika

Fazi broj A je specijalni fazi podskup nekog podskupa prosirenog skupa
realnih brojeva R. Postoje razne definicije fazi broja, a mi é¢emo ovde po-
smatrati samo fazi brojeve na R u smislu sledeé¢e definicije.

Definicija 2.1.2 [22] Fazi skup A definisan nad R je fazi broj ako je nor-
malizovan, tj. pa(z) =1 za neko x € R, svaki njegov a—presek, a € (0,1],
je zatvoren interval ¢ nosac¢ mu je ogranicen skup.

Neka x obelezava bilo koju od ¢etiri aritmeticke operacije na zatvorenim
intervalima: sabiranje +, oduzimange -, mnoZenje -, i deljenje. Onda je,

[a1,a2] * [b1,b2] = {f *x gla1 < f < ag,b; < g < by}, (2.1)

opsta osobina svih aritmetic¢kih operacija na zatvorenim intervalima, izuzev
da [a1, a2]/[b1, ba] nije definisano kad 0 € [by, be]. To jest, rezultat aritmeticke
operacije na zatvorenim intervalima je opet zatvoren interval.

Cetiri aritmeticke operacije na zatvorenim intervalima su definisane na
sledeé¢i nacin:

L. [a1,az] + [b1, bo] = [a1 + by, az + by
2. [al,ag] — [bl,bz] = [a1 — bQ,(lQ — bl]

3. [al,ag] . [bl, bQ]
= [min(a1b1, a1b2, azby, azb2), max(a1by, a1ba, agby, azbs)], i 0 & [by, ba],

4. la1, ag]/[b1, bo] = [a1, a2] - [1/b2,1/b1]
= [min(al/bl,al/bg,ag/bl,ag/bz),max(al/bl,al/bg,ag/bl,ag/bg)].
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Primetimo da se realan broj r moze takode posmatrati kao specijalni
(degenerisani) interval [r,r]. Kad je jedan od intervala u 1-4 degenerisan,
upotrebljavamo specijalne operacije; kad su oba degenerisana, upotreblja-
vamo standardnu aritmetiku realnih brojeva [22].

Aritmetic¢ke operacije na zatvorenim intervalima zadovoljavaju neke ko-
risne osobine. Neka su A = [a1,a3], B = [b1,b2],C = [c1,¢2],0 = [0,0],1 =
[1,1]. Koriste¢i ove simbole, osobine su formulisane kao:

ol) A+ B=B+ A; A-B= B-A (komutativnost),

02) (A+B)+C=A+(B+C); (A-B)-C =A-(B-C) (asocijativnost),

o4

)
)
03) A=0+A=A+4+0; A=1-A=A-1 (neutralni element)
) A-(B+C)CA-B+ A-C (poddistributivnost).

)

05) Akob-c>0zasvakibe Bice C,onda A-(B+C)=A-B+A-C
(distributivnost)
Sta vige, ako je A =[a,a],ondaa-(B+C)=a-B+a-C.

06) 0e A—-—Aile A/A.

o7) Ako je AC Ei B C F, onda:
A+BCE+F,
A—-BCE—F,
A-BCE-F,
A/BCE/F ,0¢ B,0¢ F (ukljuéenje monotonosti)

Primer 2.1.3 Dokaz osobine poddistributivnosti 1 distributivnosti. Prvo,
1mamao

A-(B+0)

{a-(b+c)la€e A,be B,ce C}

= {a-b+a-clae A,be B,ce C}
{a-b+d -cla,d € Abe B,ceC}
A-B+A-C.

N

Dakle, A-(B+C)CA-B+A-C.

Sada predpostavimo, bez umangenja opstosti, da vi1 > 0 i ¢y > 0. Tada,
moramo da uzmemo u obzir sledeéa tri slucaja:
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1. Ako a1 > 0, onda

A- (B+C') = [a1 . (b1+01),a2'(b2+62)]
= [a1-bi,a2 - ba] + [a1 - c1, a2 - c2]
= A-B+A-C.

2. Akoay < 0iag <0, onda —ag > 0,(—A) =
(-A)-B+(—-A)-C,pajeA- (B+C)=A-
3. Ako a1 <0 iag >0, onda

[—az,—ai), i (—A)-(B+C) =
B+A-C.

A-(B+C) = J[ai-(ba+c2),a2- (b +c2)]
= [a1 - b2, a2 - bo] + [a1 - c2, a2 - c2]
= A-B+A.C.

Da bi pokazali da distributivnost (ne vazi uvek), neka je A =[0,1
1,2],C = [-2,—1]. Tada, A-B =[0,2],A-C =[-2,0,B+C = [—
A (B+C)=[-1,1]c[-22=A-B+A-C.

)

—_—
[u—
—
-~

Fazi aritmetiku mozemo razviti na dva nacina, preko aritmetike intervala
i koriste¢i princip ekstenzije. Pretpostavimo da su fazi brojevi A i B pred-
stavljeni neprekidnom funkcijom pripadnosti i neka je x bilo koja od Cetiri
osnovne aritmeticke operacije. Tada, definiSemo fazi skup A B nad R, preko
njegovog a-preseka “(A x B), kao

%(AxB)="Ax°B (2.2)

za bilo koje a € (0,1] (za x € {+,—,-,/}, 0 ¢ *B).
U skladu sa teoremom 2.1.2, A x B se moZe napisati kao

AxB= U (A * B).
a€e(0,1]

Kako je “(A % B) zatvoren interval za svako o € (0,1] i A, B su fazi brojevi,
A x B je takode fazi broj.

Prema drugoj metodi zasnovanoj na principu ekstenzije, standardne aritme-
ticke operacije nad R prosiruju se na fazi brojeve, pa se A * B nad R mozZe
napisati kao

(A% B)(c) = sup min{A(a), B(b)} (2.3)

c=ax*b

za sve ¢ € R.
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Uobicajene operacije sa fazi brojevima se mogu definisati preko principa
ekstenzije na sledeéi nacin:

MA—}-B(Z) = ziligy min{ﬂA($)> ,UB(y)}a

pa-p(z) = sup min{ua(z), ns(y)},

z=x—yY

pa-p(z) = sup min{pa(z), up(y)},

Zz=x-y

MA:B(Z) = Ssup min{:U’A(x)qu(y)}v
z=z/y

Teorema 2.1.3 [22[Neka su A i B neprekidni fazi brojevi. Tada je fazi skup
Ax B, x € {+,—,-,/}, takode fazi broj.

2.2 Fazi rastojanja

2.2.1 Rastojanja

U klasi¢nom smislu rastojanja su se najcesce definisala pomocu funkcija
koja su bila metrike, pseudo-metrike, semi-metrike i sli¢nosti, a definisale su
se na sledeé¢i nacin.

Definicija 2.2.1 Ako je X # 0, funkciju d : X? — Rg za koju vazZe sledece
osobine:

1. Vx € X, d(z,z) =0,
2. Vx,y € X, d(z,y) = d(y,z),

kazemo da je rastojanje, a uredjeni par (X, d) prostor sa rastojanjem. Ako
vazi samo osobina 1. u pitanju je kvazi-rastojanje. Ako vaZe i

3. Ve,ye X, dz,y) =0=>z =1y,
4' vx? y?z e X7 d('r? z) S d(x7 y) +d(y7 Z)?

d je metrika, a uredjeni par (X, d) metricki prostor. Ako vaZe samo osobine
1., 2. i 4. za d kaZemo da je pseudo-metrika. Ako vaZe samo osobine 1., 3.
1 4. za d kaZemo da je kvazi-metrika. Ukoliko vaZe 1., 2. 1 3. preslikavanje
d nazivamo semi-metrikom. Za semi-metriku kod koje umesto nejednakosti
trougla (osobina 4.) vaZi jedna od nejednakosti:
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z,y),d(y, 2)),
(d(z,y),d(y,2)),

(T je t—norma, a S je t—konorma) kaZemo da je slicnost.

4. Ve, y,z € X, d(z,z) > T(d(
4.7 Nz, y,z € X, d(z,2) < S

Neka je S metricki prostor, a d funkcija rastojanja. Neka su U i V
podskupovi od S, najkrace rastojanje izmedu U i V je definisano sa

d(U,V) = inf d(x,y).

yev

Hauzdorfovo rastojanje izmedu obicnih skupova U i V je definisano na
sledeéi nadin:
L*(U,V) =max{L(U,V),L(V,U)},
gde su T* i L(U, V) dati formulama:
T ={x € S|y e T)d(z,y) <A}

LU, V) =inf{A e RF|U* DV}
Detaljnije o rastojanju izmedu skupova se moze videti u [35].

2.2.2 Rastojanja izmedu fazi skupova

U skupu svih fazi objekata, definisanih nad nekim univerzalnim skupom,
mozZze se dati pojam rastojanja koje moze biti metrika ili ne. Sva rastojanja
koja razmatramo su dakle, oblika F x F — Z, gde je F skup fazi objekata
definisanih nad univerzalnim skupom X (razli¢iti tipovi fazi skupova, fazi
tacke,...), a Z je podinterval (prosirenog) skupa realnih brojeva, skup nene-
gativnih fazi brojeva,... Primene u razli¢itim oblastima kao §to su teorija
slike, prepoznavanje oblika, diktiraju nam kakve osobine ta rastojanja treba
da zadovoljavaju. Najcesée, ta rastojanja su semimetrike odnosno tzv. pse-
udometrike kod kojih ne vazi nejednakost trougla. Obi¢no je ona zamenjena
nejednakoséu u kojoj figurisu ¢-(ko)norme. U primeni su najéesce rastojanja
izmedu fazi objekata definisana samo preko njihovih funkcija pripadanja, a
postoje i definicije koje kombinuju standardno definisana rastojanja sa funk-
cijama pripadanja odgovaraju¢ih objekata.

Rastojanje izmedu dva fazi skupa na S se moZze definisati kao fazi podskup
na RT na sledeéi nacin:

Ay (r) = sup - [inf(p(2), v(y))]-
d(z,y)=r
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Na ovaj natin definisano rastojanje d,,(r) nije uopstenje najkraceg ra-
stojanja izmedu dva obi¢na (crisp) skupa, ve¢ predstavlja skup rastojanja
izmedu dva skupa.

Definicija Hauzdorfovog rastojanja izmedu crisp skupova se uopstava na
fazi skupove na S. Za proizvoljan fazi podskup 7 na S i proizvoljno A defini-
Semo: 7M(z) = sup {7(y)|d(z,y) < A\}. Hauzdorfovo rastojanje izmedu dva
fazi skupa p i v je

L*(p,v) = max{L(u,v), L(v, )},
gde je L(p,v) = inf {\ € RT|p* > v}.
Fazi podskup A, od R, definisan za sve r € RT sa
App(r) = sup [inf(u(z),v(y))],
d(zy)<r
predstavlja rastojanje izmedu dva fazi skupa p: S? — [0,1]iv: 82 = [0,1].
Ova definicija se od d, ,(r) razlikuje samo po tome §to je = zamenjeno

sa <.

Srednje rastojanje izmedu dva fazi podskupa p i v od S se definise for-

mulom:
22D wyes A, y) inf{u(z), v(y)}
Z Zm,yes lnf{u(x)v V(y)} '

Ako su parovi najvecih vrednosti funkcija pripadanja udaljeni, dato rastoja-
nje je veé¢e nego kada su na manjoj udaljenosti.

U [5] je dato uopstenje Hauzdorfovog rastojanja izmedu crisp skupova na
fazi skupove. Hauzdorfovo rastojanje izmedu fazi skupova se moze uopstiti
tako da bude metrika u klasi¢nom smislu. Neka su sa 71, ..., 7, definisani fazi
skupovi na nosacu S koji se sastoji od konanog broja tacaka u metrickom
prostoru. Neka svaki fazi podskup ima konaan broj razli¢itih vrednosti
funkcije pripadanja. Sa ti,...,%, je oznafen skup svih razli¢itih vrednosti
funkcije pripadanja svih fazi podskupova. Neka je sa 7; mqe 0znacen maksi-
mum funkcije pripadanja fazi skupa 7;. Neka svi fazi podskupovi imaju isti
maksimum 7,4z

Neka je tg-presek od 7; u oznaci Sk, koji nije fazi skup na S. Tacka
p pripada skupu Sj;, akko je u;(p) > tj. Izmedu skupova Sj, i Sji se moze
izracunati Hauzdorfovo rastojanje. Ovo rastojanje ¢emo oznaciti h(Sik, Sjk)-
Definisemo rastojanje izmedu fazi skupova formulom:

Yoy tkh(Sik, Sik)
H(TiaTj): k 1Zm t ! .
k=1 "k
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H je metrika, jer je h metrika, t; je konstantna za svako k, a imenilac na
desnoj strani ne zavisi od 7; 1 7;.

Problem sa datom definicijom nastaje kada nemaju svi dati fazi podsku-
povi isti maksimum (funkcije pripadanja nemaju isti maksimum), jer ¢e neki
od a—preseka biti prazan skup. Hauzdorfovo rastojanje se ne moze definisati
ako je bar jedan od skupova prazan. Stoga se ne moze racunati Hauzdorfovo
rastojanje izmedu odgovarajucih a—preseka data dva fazi podskupa u opSem
slucaju.

H se moze definisati na sledeéi naécin, tako da bude pseudometrika: date
fazi podskupove 71, ...,7, predefiniSemo tako da dobijemo normirane fazi
podskupove. Predefinisanje fazi podskupova vr$imo tako §to u onim tackama
nosaca u kojima je funkcija pripadanja dostigla maksimum, dati maksimum
zamenimo jedinicom. Na ovaj nacin dobijene fazi podskupove oznadimo sa
7/. Na novodobijene fazi skupove moze se primeniti prethodna formula za
racunanje rastojanja. Na ovaj nacin definisano rastojanje nije metrika jer
ne vazi aksioma separacije, tj. ne vazi H(7,7;) = 0 akko 7; = 7;. Data
osobina nije ispunjena za one fazi skupove koji su jednaki u svim tackama
nosaca, osim u onim tackama u kojima funkcija pripadanja dostize maksi-
mum. Dva predefinisana fazi skupa 7; i 7; su jednaka, prvobitni skupovi 7; i
7j su razli¢iti. Da bi H postala metrika, posmatra se sledec¢a funkcija:

> ges ITi(a) — 7i(q)]
5| ’

6(7’1‘, T]) =&

gde je € mala pozitivna konstanta, a |S| broj tacaka u S. Data funkcija se
raCuna na polaznim fazi skupovima, a ne na modifikovanim. Data funkcija
e je metrika. Krajnji izgled Hauzdorfovog rastojanja izmedu dva fazi skupa
je slededéi:

Hmy ) = Py tkg(sika Sik) n 6qus |7i(q) — Tj(Q)’.
Zk:l tk |S|

Vrednost € treba birati tako da odrazava relativnu vaznost dva izraza u
datom domenu problema. Data formula se moze definisati i kada je nosac
beskonacan skup. Jedino $to se mora pretpostaviti da je S kompaktan skup i
da su funkcije pripadanja fazi skupova 7; neprekidne. Hauzdorfovo rastojanje
se predstavlja u obliku:

Js I7i(s) — 7(s)|ds
Jsds '

1
H(TZ‘,T]‘):/O Hh(Siu,Sju)dM+€
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U opstem slu¢aju kod predefinisanih fazi podskupova se moze umesto jedinice
koja se postavlja na mestu maksimuma funkcije pripadanja postaviti neka od
vrednosti iz intervala [tnaz, 1], gde je tmar = max{7;maz|i € {1,...,n}}. Ako
se ne uzme vrednost iz datog intervala, H ne bi zadovoljavalo nejednakost
trougla.

U [7] su data rastojanja na slede¢i nacin.

Definicija 2.2.2 [7] Metrika je pozitivna funkcija d takva da vaZe sledece
cetiri osobine:

1. Vu e F,d(p,p) =0,
2. Y(p,v) € F2d(u,v) =0 = pu=v,
3. Y(u,v) € F2,d(p,v) = d(v, p),

4. Y(p,v,6) € FP,d(p,v) < d(p, €) +d(&,v).

Pseudometrika je funkcija koja zadovoljava refleksivnost, simetri¢nost,
nejednakost trougla. Semi-metrika zadovoljava sve osobine osim nejednakosti
trougla, a Semi-pseudometrika zadovoljava samo refleksivnost i simetri¢nost.
Rastojanja se mogu izvesti i iz mera sli¢nosti.

Definicija 2.2.3 [7] Relacija slicnosti je funkcija s koja uzima vrednosti u
intervalu [0, 1], takva da zadovoljava sledece osobine:

1. (Vpe F)s(u,p) =1,
2. (V(u,v) € F?) s(p,v) = s(v, p)

3. (V(p,v,€) € F°) T(s(p, €), 5(&,v)) < s(p,v), gde je T t—norma.

Ako za d uzmemo d = 1 — s, dobijamo da je d semi-pseudometrika. Ako je T’
Lukasievi¢eva t—norma t(aq, az) = max(0,a; + a; — 1), tada d zadovoljava
nejednakost trougla i pseudometrika je. Ako je f aditivni generator, d = fos
je pseudometrika akko je t—norma generisana sa f manja od T. Veoma je
vazna primena rastojanja u uporedivanju oblika. Stoga, u velikoj meri je
bitno da se rastojanja izvode iz sli¢nosti. U obradi slike, posebno u prime-
nama gde se objekti slike uporeduju sa modelima, nejednakost trougla nije
od koristi, poSto argumenti funkcije rastojanja pripadaju razli¢itim skupo-
vima. Kod takvih primena, dovoljne su semi-metrike ili semi-pseudometrike.
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Posto su objekti koje posmatramo fazi skupovi (neprecizno definisani), sa-
svim je ocekivano da i rastojanje izmedu njih bude takode neodredeno, tj.
fazi skup ili fazi broj (konveksan nagore polu-neprekidan fazi skup na R* sa
ograni¢enim nosaem).

Funkcionalni aspekt se zasniva na L, normi izmedu p i v. Dobijamo
sledede genericke definicije:

= | [ @) vt

doo (11, v) = sup |pu(z) — v(z)].
xeL

Na ovaj nacin definisana rastojanja su pseudometrika (d,) i metrika (do).
Dato d, ne konvergira ka do, kad p teZi beskonacnosti, ve¢ konvergira ka
dpss sup(it,v) = inf{k € R* : {z,|u(z) — v(z)| > k} = 0}, gde je X Lebe-
gova mera na L. dgsssup je pseudometrika, naziva se esencijalni supremum,
povezana je sa doo relacijom dggs sup < doo

Jednakost ne vazi u opstem neprekidnom slucaju. U konac¢nom diskret-
nom slucaju date definicije su u obliku:

v) = [Z () — V(x)\p]

zeLl

D=

doo (11, V) = glgg\u() v(z)l.

Data rastojanja su u ovom slu¢aju metrike. Pseudometrika se moze definisati
preko fazi entropije E(u) na sledeéi na¢in:

d(p,v) = [E(p) — E(v)],

gde je E definisano na sledeéi nadin:

(1) = K Y [u(e) log(u(x) + (1~ () log(1 — ()]

zeL

K je konstanta normalizovanja.

Neka je rastojanje definisano na sledeé¢i nadin:

A(,v) = & S [Dalitv) + Dol )],

zel
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gde je Dy(u,v) = u(x)log 583 + (1 — p(zx))log i:’;ég, gde je po konvenciji

0/0=1.
Dato rastojanje je pozitivno, simetri¢no, ne zadovoljava nejednakost trougla
i jednako je 0 za crisp skupove.

Rastojanje se moze posmatrati i kao skup funkcija razlic¢itosti zasnovanih
na uniji i preseku. Osnovna ideja je u tome da ¢e rastojanje izmedu skupova
biti veée ako se skupovi slabo presecaju. Date mere su najcesée u obliku:

f(ANB)
f(ANB)+af(ANB) - Bf(BNA)’

gde je f(X) kardinalnost od X, a «a, su parametri koji odreduju razlicite
vrste mera.

Rastojanje izmedu fazi skupova se moze definisati i sa

B Y e minfu(x), v(z)]

d(p,v) = > per max(u(z),v(x)]

)

1 ono je semi-metrika i uvek je jednako jedinici ako data dva skupa imaju
disjunktne nosace.

Za fazi skupove koji su normirani se moze definisati semi-metrika:

d(u, v) = maxmin[u(z), v(z)].



Glava 3

Verovatnosni metricki prostori
1 uopstenja

3.1 Verovatnosni metric¢ki prostori

Koncept apstraktnog metrickog prostora, koji je uveo M. Frechet 1906.
godine [11], daje zajednitku prezentaciju velikog broja matematickih, fizickih
i drugih nau¢nih konstrukcija u kojima se pojavljuje pojam "rastojanja’.
Objekti koji se razmatraju mogu biti najrazli¢itiji, na primer tacke, funkcije,
¢ak i subjektivna iskustva senzacija. To otvara moguénost povezivanja ne-
negativnog realnog broja sa svakim uredenim parom elemenata razmatranog
skupa uz odredene uslove.

Medutim, u brojnim sluc¢ajevima u kojima se primenjuje teorija metric¢kih
prostora povezivanje jednog broja sa parom elemenata je, realisti¢no govo-
reci, preterana idealizacija. To je ¢ak i u slucaju obi¢nog merenja duzine,
gde je broj koji je predstavlja Cesto rezultat ne samo jednog veé prosecna
vrednost viSe merenja. Zaista, u ovoj i mnogim sliénim situacijama je pri-
kladno da pogled na koncept rastojanja bude statisticki, a ne deterministicki.
Tacnije, umesto povezivanja broj - udaljenost d(p, q), sa svakim parom ele-
menata p, g, treba povezati funkciju raspodele Fj, i, za bilo koju pozitivni
broj x, interpretira Fpy(z) kao verovatnocu da je rastojanje od p do ¢ manje
od z. Kada se ovo uradi dobija se generalizacija koncepta metrickog pro-
stora. Generalizaciju koju je prvi put uveo K. Menger 1942. [29] i sledeci ga,
nazivali su je prvo statistickim a kasnije verovatnosnim (probabilistickim)
metrickim prostorom. Istorija verovatnosnih metri¢kih prostora je kratka. U
originalnom radu, Menger je dao postulate za funkcije raspodele Fj,. Oni
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su ukljucivali generalizovanu nejednakost trougla. On je konstruisao teoriju
i ukazao moguce oblasti primene. Godine 1943., ubrzo posle pojave Men-
gerovog rada, A. Wald je objavio rad 46| u kojem je kritikovao Mengerovu
generalizovanu nejednakost trougla i predlozio alternativu. Na osnovu ove
nove nejednakosti Wald je konstruisao teoriju rastojanja sa odredenim pred-
nostima. Godine 1951. Menger je nastavio svoju studiju o verovatnosnim
metrickim prostorima i u radu [30] posveéenom rezimeu ranijeg rada, kon-
struisao nekoliko konkretnih primera i dalje razmatrao moguée primene ove
teorije. U ovom radu Menger je prihvatio Waldovu verziju.

Kao §to je uobi¢ajeno, realnu funkciju zovemo funkcija raspodele, ako
je neopadajuca, neprekidna sa leve strane, ima infimum 0 i supremum 1.
Koristi¢emo razli¢ite simbole za funkciju raspodele. Medutim, u nastavku,
H ¢e uvek oznacavati specificnu funkciju raspodele definisanu sa

0, <0
H(JU):{ 1, z>0

Takode, po dogovoru uzimamo da za proizvoljnu funkciju raspodele F i
svako x > 0, vazi F'(z/0) = 1, dok je F/(0/0) = 0. U cilju poredenja navodimo
aksiome obi¢nog metrickog prostora, date originalno od strane Frechet-a

Metricki prostor je uredeni par (S, d), gde je S neprazan apstraktan skup
i d je preslikavanje iz S x S u skup realnih brojeva, tj. realan broj d(p, q) je
pridruZzen paru (p, q) elemenata iz S. Preslikavanje d po pretpostavci zado-
voljava sledeée uslove:

0
= d(q,p) (simetri¢nost);

d(p,q) + d(q,r) (nejednakost trougla).
Definicija 3.1.1 [37] Verovatnosni metricki prostor je ureden par (S,F),
gde je S neprazan skup (Cije éemo elemente s zvati tacke) 1 F je funkcija iz
S xS u skup funkcija raspodele F. Oznaci¢emo funkciju raspodele F(p,q) sa

Fpq, odakle ée simbol Fpy(x) oznacavati vrednost od Fpq za realni argument
x. Funkcije Fyy po pretpostavci zadovoljavaju sledeée uslove:

I) Fpy(xz) =1 za sve x > 0 ako i samo ako je p = q;

IT) Fpq(0) = 0;
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1) Fpq = Fop;

IV) Ako Fpy(x) =11 Fy(y) =1, onda Fp(x +y) = 1.

S obzirom na uslov II), koji o¢igledno implicira da Fjq(z) = 0 za sve x < 0,
uslov I) je ekvivalentan tvrdenju:

p=q<& Fy=H.

Svaki metricki prostor se moZe smatrati verovatnosnim metrickim pro-
storom posebne vrste. Treba samo staviti Fpq(x) = H(xz — d(p, q)) za svaki
par tacaka (p,q) iz metrickog prostora. Osim toga, tumacenje Fjq(x) kao
verovatnocée da je udaljenost od p do ¢ manja od x, jasno pokazuje da su
uslovi I), II), i III) generalizacije odgovarajuc¢ih uslova i), ii), iii).

Uslov IV) je "minimalna” generalizacija nejednakosti trougla iv) koja
moZe biti tumacena na sledeéi nacin:

Ako je sigurno da je udaljenost izmedu p i ¢ manje od z, i takode, ako
je sigurno da je udaljenost izmedu ¢ i r manje od y, onda je sigurno i da je
udaljenost izmedu p i r manje od x + .

Uslov IV) je uvek zadovoljen u metrickim prostorima, gde se svodi na
obi¢nu nejednakost trougla. Medutim, u onim verovatnosnim metrickim pro-
storima u kojima jednakost Fp,(z) = 1 nije ispunjena za p # ¢ za bilo koji
konatno x, uslov IV) ¢e biti zadovoljen. Stoga je potrebno da postoje "jae”
verzije generalizovane nejednakosti trougla. Razmotri¢emo dve takve verzije
detaljno. Pre nego §to to uradimo zgodno je uraditi sledece:

Definicija 3.1.2 /37| Za nejednakost trougla kaZemo da vazi univerzalno u
verovatnosnom metrickom prostoru ako i samo ako vazi za sve trojke tacaka,
razlicite ili ne, u tom prostoru.

U njegovo]j originalnoj formulaciji [29], Menger je dao kao nejednakost
trougla slede¢u nejednakost

IVm) For (x+y)>T (qu (r) s Fyr (¥)),

za sve z,y > 0, gde je T funkcija dve promenljive na jedini¢nom kvadratu
koja zadovoljava:

(a) 0 <T(a,b) <1,
(b)a<e, b<d = T(a,b) <T(cAd)
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() T(a,b) = T(b,a),
(d) T'(1,1) =1,
(e) T(a,1) >0, a > 0.

S obzirom na uslov (d), sledi da IVm) sadrzi IV) kao poseban slu¢aj. Zbog
prili¢no opste prirode funkcija T, skoro sve §to se moze dati kao tumacdenje za
IVm) je tvrdenje: Treca strana trougla simetri¢no zavisi od naseg poznavanja
druge dve strane i poveéava se, ili bar ne smanjuje, kako se nase znanje o
ove dve strane povecava.

Medutim, tumadcenje se moze precizirati biranjem da T’ bude specifi¢na
funkcija. Postoje brojni moguéi izbori za T. Ovde navodimo Sest najjedno-
stavnijih:

T1: T(a,b) = Maz(a+b—1,0),
T2: T(a,b) = ab,

T3: T(a,b) = Min(a,b),

T4: T(a,b) = Max(a,b),

T5: T'(a,b) = a+b— ab,

T6: T(a,b) = Min(a+0b,1).
Sest funkcija su navedene po rastuéem redosledu rasta snage, gde se kaze
da je T" jace od T' (i T' slabije od T") ako je

T"(a,b) > T'(a,b),

za sve (a,b) na jedini¢nom kvadratu, sa strogom nejednakosc¢u za najmanje
jedan par (a,b).

Ocigledno, ako IVm) vazi za bilo koje dato T, on ¢e vaziti apriori za sve
slabije T".

Za T proizvod, IVm) moze biti interpretirano na sledeéi naéin:

Verovatnoéa da je rastojanje izmedu p i 7 manje od x 4 y nije manja od
zbira verovatnocéa da, nezavisno, udaljenost izmedu p i ¢ jeste manja od =z,
a udaljenost izmedu ¢ i r je manja od y.

Kada za T uzmemo T = Min(Max), interpretacija je sledeca:

Verovatnoéa da je udaljenost izmedu p i r manja od = + y nije manja
od manje od vec¢ih verovatnocéa da je udaljenost izmedu p i ¢ manje od = i
udaljenost izmedu ¢ i r je manje od y. Sli¢ne interpretacije se mogu dati
drugim izborima T. Medutim kao §to pokazuju sledece leme, tri funkcije -
Ty, Ts, Tg su zapravo "prejake” za veéinu namena
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Lema 3.1.1 [37] Ako verovatnosni metricki prostor sadrzi bar dve razlicite
tacke, onda IVm) ne moZe univerzalno da vazi u prostoru sa T = Max i
nize.

Dokaz. Neka su p i ¢ dve razli¢ite tacke prostora, a x i y zadovoljavaju
0 < y < z. Pretpostavimo da vazi IVm univerzalno gde T' = Max. Tada,

Fpg(x) > Mazx(Fpy(x —y), Foq(y)) = 1.

Ali z moze biti bilo koji pozitivan broj, koji prema uslovu I) znadi p = ¢
i protivredi pretpostavci p # q. O

Lema 3.1.2 [37] Ako verovatnosni metricki prostor nije metricki prostor, i
ako IVm) vazi univerzalno u prostoru za neki izbor T koji zadovoljava (a)-
(e), onda je fukcija T sa osobinom da postogi broj a, 0 < a < 1, tako da
T(a,1) <a.

Dokaz. Ako verovatnosni metricki prostor nije metricki prostor, onda postoji
barem jedan par p, ¢ (nuzno razlicitih) tacaka za koje Fp, uzima i neke vred-
nosti osim 0 ili 1. Zbog neprekidnosti sa leve strane i monotonosti Fj,, sledi
da postoji, ne samo jedna tacka veé i otvoreni interval (z,y) na kome imamo
0 < Fpq < 1. Pretpostavimo sada da je T'(a,1) = a + ¢(a), gde ¢(a) > 0 za
0 < a < 1. Neka je z proizvoljna tacka iz (z,y). Tada je

Fog(z 1) > T(Fpq(2), Fyq(t)) = T(Fpq(2), 1) = Fpg(2) + o(Fpq(2))-
Tada uzimajué¢i ¢ — 0+, dobijamo:
Fpg(2+) = Fpg(2) + 0(Fpg(2)) > Fpq(2).

Tako imamo da je Fj, prekidna u z, i odavde u proizvoljnoj tacki intervala
(z,y). Ali ovo je kontradikcija, poSto neopadajuca funkcija moze biti pre-
kidna samo u prebrojivo mnogo tacaka i stoga ne i u svakoj tacki intervala

(z,9). O

Lema 3.1.3 Ako IVm) vaZi univerzalno u verovatnosnom metrickom pro-
storu 1 ako je T neprekidno, tada, za bilo koje x > 0, vazi da je
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Dokaz. Neka su p,q i x > 0 dati. Izaberimo y tako da je 0 <y < z. Tada

Fog(z) = T(Fpg(z —y), Fyq(y)) = T(Fpg(z — y), 1).

Uzimajuéi y — 0+, dobijamo Fp,(z) > lirglJrT(qu(x —vy),1). Ali uz pret-
Y—

postavku o neprekidnosti od T,

yg%i T(Fpg(z —y),1) = T(ylggh Fpg(x —y), 1),

dok iz neprekidnosti sa leve strane od Fjg, sledi

yl_if& Fpq(@ —y) = Fyq().

Ovim se zavrSava dokaz. O

Motivisani ovim lemama, primetimo da tri najslabije funkcije 7" na nagoj
listi zadovoljavaju uslov T'(a, 1) = a, $to dovodi do toga da se zamene uslovi
(a), (d) i (e) sa uslovom

(@) T(a,1)=a, T(0,0)=0.
Ova nova situacija implicira da je T' < Min, ako vaZe nejednakost

T(a,b) <T(a,l) =a,
T(a,b) =T(b,a) <T(b,1) =b,

tj. T'(a,b) < Min(a,b), odnosno Min postaje najja¢e moguce univerzalno
T. Sli¢no tome, najslabija moguca funkcija T' koja zadovoljava (a’), (b) i (c)
je funkcija data sa

a, r=a,y=1liliy=a,z=1,
0, inace

Tw(w,y) = {

Medutim, ne sme se tumagditi da za funkcijama koje su jace od Min ili
slabije od T, gubi svaki interes; de fakto u viSe navrata, na¢i ¢emo da vredi
odrediti pod koji uslovima, tj. za koje tatke p,q,r i za koje brojeve z, y,
osobina IVm) vaZzi, za funkcije T ja¢e od Min ili slabije od Tw.

Za razmatrano T dodajemo i uslov asocijativnosti,
(d) T(T(a,b),c)=T(a,T(b,c)),

Sto dozvoljava prosirenje uslova IVm) na poligonalnu nejednakost.
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Definicija 3.1.3 /37| Mengerov prostor je verovatnosni metricki prostor u

kome vazi IVm) univerzalno za nekiizbor za T koje zadovoljava uslove (a'), (), (¢)
i (d).

Sledec¢a lema pokazuje da, u odredivanju da li je ili ne, neki verovatno-
sni metricki prostor Mengerov prostor, samo trojke razli¢itih tacaka treba
proveriti.

Lema 3.1.4 [37] Ako tacke p,q,r nisu sve razlicite, onda 1Vm) vaZi za
trojku (p,q,r) i bilo koji izbor za T, koje zadovoljava uslove (a’), (b), (c)

i (d).

Dokaz. Dovoljno je razmatrati za T' = Min. Ako je p =, tada Fj,, = H i
zakljucak je neposredan. Ako p = ¢q # r, onda za z,y > 0,

Min (Fpq(2), Fyr (y)) = Min (H (x) , Fyr (y))
<Fu(y) <Fy(x+y) =Fp(z+y).

|

Navedimo sada i neke jednostavne, a vaZzne primere verovatnosnih me-
trickih prostora.

Najjednostavniji metricki prostori su ekvidistantni sa metrikom

a7
d(p,q)Z{ 0 gig

za neko a.

Shodno tome, verovatnosni metricki prostor je ekvidistantni verovatnosni
metricki prostor, ako za neku funkciju raspodele G koja zadovoljavauslov
G(0) =0, je

G(z), p#q
qu (SU) = { H _
(), p=gq

gde je H poznata funkcija raspodele. Iz same definicije sledi da su zadovoljeni
uslovi I-IV koji defini§u verovatnosni metricki prostor.

Teorema 3.1.1 Sredine, medijane itd., verovatnosnog rastojanja u ekvidi-
stantnom verovatnosnom metrickom prostoru, daju ekvidistantan metricki
prostor.
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Dokaz. Svaka od ovih veli¢ina je nula kada je p = ¢ i fiksni pozitivni broj za
bilo koje p, q kada je p # q. O

Teorema 3.1.2 [37] U ekvidistantnom verovatnosnom metrickom prostoru
Mengerova nejednakost trougla IVm vazi za svaku trojku razlicitih tacaka za
T = Max, i univerzalno za T = Min.

Dokaz. Buduéi da je funkcija G neopadajucéa,

Gz +y) > Mazx(G (2),G(y)) > Min(G(z), G (y))

Gz +y) > Min(G(x),1)

O
Primer 3.1.1
0, <0
G(x)=<X =z, 0<z<1
1, 1<z

Za svaku trojku razlicitih tacaka ovog prostora, IVm vazi uz T = Min(Sum, 1),
buduéi da u svim slucajevima imamo G(z +y) > Min(G(z) + G(y),1).

Primer 3.1.2
0, <0
G(x)—{ 1—e®, z>0.
Za svaku trojku tacaka w ovom prostoru, IVm vazi za T = Sum — Product.
To sledi direktno.

Medutim, kako pokazuju Primeri 11 2, postoje ekvidistantni verovatnosni
metricks prostori u kojima generalizovana nejednakost trougla IVm vazi 1 za
jace T od Max.

U tom smislu interesantan je i slede¢i primer.

Primer 3.1.3
0, <0
a, 0<zx<k
G@) =93 k<z<3k
1, 3k <z,

gde 0 < a < b <11k je proizvoljan pozitivan broj. Tada za 0 < x < k,
k <y <2k, imamo G(x +y) = b = Max(a,b), a odavde IVm ne moze da
vazi za svaki izbor T koji je jact od Mazx.
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Klasa verovatnosnih metric¢kih prostora, zanimljivija od ekvidistantnih,
moZe se dobiti na sledeé¢i nacin:

Neka je (S,d) metricki prostor i G funkcija raspodele, razli¢ita od H,
koja zadovoljava G(0) = 0. Za svaki par tacaka p, q iz S, definisemo funkciju
raspodele Fj,, na sledeci nacin:

_ | G(z/d(p,q), p#q
Foae) = { €U0 27 .1

Definicija 3.1.4 [37] Za verovatnosni metricki prostor (S, F) kaZemo da je
prost prostor ako i samo ako postoji metrika d na S 1 funkcija raspodele G
koja zadovoljava G(0) = 0, tako da, za svaki par tacaka p,q u S, F(p,q) = Fpq
je dat sa (3.1). Dalje, kazemo da je (S, F) prost prostor generisan metrickim
prostorom (S,d) i funkcijom raspodele G.

Teorema 3.1.3 Prost prostor je Mengerov prostor za bilo koji izbor T koje
zadovoljava (a’), (b), (c) i (d’).

Dokaz. Dovoljno je pokazati da se IVm vazi univerzalno za T = Min, jer je
to najja¢i moguéi izbor od T'. Dakle, s obzirom na lemu 3.1.4, moramo samo
da pokazemo da za razlicite p, q,r vazi,

Tty .
¢ (d(p, 7")) > Min (G (z/d(p,q)),G (y/d(q,7))) - (3.2)

Sada, kako je d obi¢na metrika,

d(p,r) < d(p,q) +d(q,r).

r+y > r+y

d(p,r) = d(p,q) +d(q,r) 3.3)
Nadalje, kako su d(p,q) i d(q,r) pozitivni, imamo
Maz (2/d (p.) u/d (0.71) 2 go b
> Min (x/d(p,q),y/d(q,7)), (3.4)

gde jednakost vazi ako i samo ako je z/d(p,q) = y/d(q, ).

Sledi da kombinovanjem (3.3) i desne strane nejednakosti u (3.4) imamo,

% > Min(x/d(p,q),y/d(q,7)) iz kojeg budué¢i da je G neopadajuca,

proizilazi (3.2), sto kompletira dokaz. O



46

Posledica 3.1.1 FEkvidistantan metricki prostor generise ekvidistantan ve-
rovatnosni metricki prostor.

Posledica 3.1.2 Ako je G(x) = H(x — 1), generisani verovatnosni metricki
prostor se svodi na metricki prostor koji ga generise.

Dokaz.

—1)=H(z —d(p,q))- (3.5)

O

U vedini prostih prostora T'= Max ¢e biti prejako bududéi da leva strana
nejednakosti (3.4) pokazuje da, za trojku razli¢itih ta¢aka p, g, r, to ne mora
da vazi. O

Kao i u metric¢kim prostorima gde je pojam okoline uveden i definisan
pomocu funkcije rastojanja, analogno se to moze uraditi i u verovatnosnim
metrickim prostorima. zapravo, to se ovde moze uraditi na visSe neekvivalent-
nih na¢ina. Mi ¢emo navesti i razmatrati onaj pristup iz kojeg slede osobine
najsli¢nije onima u klasi¢noj teoriji metrickih prostora

Definicija 3.1.5 [37] Neka je p proizvolna tacka verovatnosnog metrickog
prostora (S, F), e >0140 < X< 1. Skup

Np (e, A) ={q: Fpe(e) > 1= A}
naziva se (e, \)—okolina tacke p.

Napomena. U prostim prostorima N, (g,\) je uobicajena otvorena lopta
sa centrom u tacki p, s obzirom na metriku koja generise taj jednostavan
verovatnosni metricki prostor.

Lema 3.1.5 Iz &1 <9 1 A1 < A\ sledi da je
Ny (61, A1) C Np (€2, A2) .
Dokaz. Pretpostavimo ¢ € Np(e1, A1) tako da
Fpy(e1) > 1= A1

Onda,
qu (52) > qu (61) >1—-—X\>1- )\2,

a odavde, po definiciji,
qc Np(ég, )\Q).
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Teorema 3.1.4 Ako je (S,F) Mengerov prostor i T je neprekidna funk-
cija, onda je (S, F) Hausdorfov prostor sa topologijom induciranom famili-
jom (g, \)—okolina {Nplp € S,e > 0,A € (0,1)}.

Dokaz. Moramo pokazati da su sledec¢a Cetiri svojstva zadovoljena

A. Zasvaki p u S, postoji najmanje jedna okolina, IV, od p i svaka okolina
od p sadrzi p.

B. Ako NI} i Ng su okoline od p, tada postoji okolina Ng’ takva da
3 1 2
N, C N, N N,.

C. Ako Np je okolina od p, i ¢ € Np, tada postoji okolina od ¢, Ng, takva
da
Ny C N,

D. Ako p # ¢, onda postoje disjunktne okoline, Npi Ng, takve dap € N,
1q€ Ng.
Dokaz A. Za svako € > 0 i svako A > 0, p € N,(e, A) bududi da je
Fpp(e) =1
za svako € > 0.
Dokaz B. Neka su
N;(El,)\l) = {q : qu(&‘l) >1-— /\1}
Np2<€2,)\2> = {q : qu(&‘z) >1-— /\2}
date okoline od p, i posmatramo
Ng = {q: Fpy(min(eq,£2)) > 1 —min(A;, A2) }.

Jasno, p € Ng’, aodavde zbog Min(e1,e2) < e11 Min(A1, A2) < A1 , koristedi
lemu 3.1.5 sledi:
3 1
N3 C N

Sli¢no,
N} C N7,
odavde
N} C Ny NN},



48

Dokaz C. Neka je
Ny, ={r;Fpr (e1) >1—\1}
data okolina od p. Bududi da je g € N,
Fpg(e1) > 1= A1

Sada, kako je Fj, neprekidna sa leve strane po €, postoje 9 < €11 Ag < Ay,
tako da je
qu(Eo) >1—Xg>1-— ).

Neka je Ny = {r : Fy(e2) > 1 — Ao}, gde je 0 < g3 < €1 —€p, 1 A2 je
izabrano da je
T(l—)\g,l—)\g) >1-—M
takvo Ay postoji, buduéi da je T neprekidna, T'(a,1) =ail— Xy >1— ;.
Sada se lako proverava da je Ny C INp,.

Dokaz D. Neka p # ¢q. Tada postoje z > 0ia € [0,1) takvi da je
Fpq(x) = a. Biramo b € (0, 1) takvo da je T'(b,b) > a i N, = {r : Fp.(5) > b}
i Ny ={r: Fu(5) > b}. 1z s € N, N N, dobija se da je a = Fyy(z) >

T(Fps(35), Fys(5)) = T(b,b) > a, §to je kontradikcija. O

Dobro je poznata teorema koja kaze da je funkcija rastojanja d nepre-
kidna na metrickom prostoru, sto znaci, ako p, — p1i¢q, — ¢, onda

d(pna Qn) - d(p, Q) :

Dokaz ove teoreme bazira se na nejednakosti trougla. Posto smo za defi-
nisanje okoline u verovatnosnim metrickim prostorima prirodno je razmotriti
gore navedeno tvrdenje u ovom daleko opstijem slucaju.

Podimo od definicije grani¢ne vrednosti niza u topologiji koju smo uveli.

Definicija 3.1.6 Za niz tacaka {p,} u verovatnosnom metrickom prostoru
kazemo da konvergira ka tacki p iz S, i pisemo

Pn — D

ako i samo ako za svako € > 0 i svako A > 0, postoji prirodan broj M, ),
takav da pp, € Ny (e, ), . Fpp(e) >1— A, kada je n > M, ).
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Lema 3.1.6 Ako
Pn — D,

onda Fyp, — Fpp = H | tj. za svako x, Fy,, () — Fpp(z) = H(x), i
obrnuto, tj.

pn — p akko je lim F, ,(xz) =1, za sve x > 0.
n—oo

Dokaz. (a) Ako je > 0, onda za svako A > 0, postoji prirodan broj M. \
takav da Fpp, (z) > 1— X, kada n > M, ).

Ali to znaci nh_}rr;o Fop, () =1 = Fpy, (z).
(b) Ako je x = 0, onda je za sve n,
Fppn (0) =0
i odatle nh_}n(go Fpp, (0) =0=Fp,(0).

Obrnuto sledi direktno. O

Posledica 3.1.3 Konvergencija je uniformna na svakom zatvorenom inter-
valu [a,b] takvom da je a > 0, tj. M, x je nezavisan od = za sve a < x < b.

Dokaz. Za sve x,a < x < b, vazi Fy,, (z) > Fpp, (a). O

Teorema 3.1.5 [37] Ako je (S, F) Mengerov prostor i T neprekidna norma,
tada je verovatnosna funkcija rastojanja, F, od dole poluneprekidna funkcija,
tj., za svako fiksirano x, ako ¢, — q i p, — p, onda,

lim igf Fpgn () = Fpg(x).

Dokaz. Ako je z = 0, sledi direktno, jer za svako n,
Fp.q, (0) = 0= F,,(0).

Pretpostavimo da je z > 01 € > 0 zadat. Bududi da je F),; neprekidna sa
leve strane u tacki x, i € > 0, postoji h, 0 < 2h < x, tako da je

Fpq(z) — Fpg(x — 2h) < g/3.

Neka je Fpq(z — 2h) = a. Sa obzirom da je T neprekidna, i T'(a,1) = a,
postoji broj ¢, 0 < t < 1, takav da je

T(a,t) >a—¢/3
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T(a—e/3,t) >a—2¢/3.

Iz ¢, — q 1 p, — p, na osnovu leme 3.1.6 postoji prirodan broj My, ; da je

Fq(I'n (h) >1

za sve n > My ;.

Sada je
Fpgn (@) 2 T (Fp,q (x = h), Fq, (R))

Fp.q(@—h) 2T (Fpq (x —2h), Fpp, (R))

Tako, kombinujuéi ove nejednakosti, imamo
Fpnq(m - h) 2 T(aat) > a_€/37
a odavde

Fppgn () >T (a—¢€/3,t) >a—2e/3 > Fpy (x) —e.

Posledica 3.1.4 Neka je p fiksirana tacka 1 neka g, — q. Tada je

lim nli}go Fpg, (x) = Fpq().

Teorema 3.1.6 [37/ Neka je (S, F) Mengerov prostor. Pretpostavimo da je
T neprekidna i barem jednako jaka kao LukaSieviceva t—norma ili u skra-
éenom obliku Max(Sum — 1,0). Takode neka g, — q i pp, — p, @ Fpq je
neprekidna u x. Tada

Fppgn () = Fpg(7),

tj. funkcija rastojanja F je neprekidna funkcija tacaka (p,q,x), odnosno niz
funkcija {Fp, 4, } konvergira slabo ka Fp.

Kao §to smo videli verovatnosni metric¢ki prostori, a posebno Mengerovi
prostori imaju puno lepih osobina koje su analogne osobinama metrickih
prostora. To dopusta razvoj i u drugim pravcima, pa i u teoriji nepokretne
tacke.
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Neka je (M,d) metricki prostor i f : M — M. Ako postoji ¢ € (0,1)
tako da je
d(fz, fy) < qd(z,y), za svako x,y € M,
onda je f g—kontrakcija.

Iz dobro poznate Banahove teoreme o fiksnoj tacki, sledi da svaka g—kontrakcija
f: M — M na kompletnom metrickom prostoru (M, d) ima jedinstvenu fik-
snu tacku.

V. M. Sehgal i A. T. Bharucha-Reid su 1972. uveli pojam g—kontrakcije
u verovatnosnom metrickom prostoru (S, F) [39], [40].

Definicija 3.1.7 [40] Funkcija f : S — S je qg—kontrakcija, g € (0,1), ako
Jje

T
Frpy 2 (2) 2 Fpy po <q> (3.6)

za svako p1,p2 € S i svako z € R.

Pokazimo da je (3.6) uopstenje nejednakosti

d(fp1, fp2) < qd(p1,p2) (3.7)

u metri¢kom prostoru (M, d).

Svaki metri¢ki prostor (M, d) je i Mengerov prostor (M, F,tmin), gde je
F definisana sa
1 3 d(p17p2) <z

0 3 d(phP?)Zx

Dokazimo da iz pretpostavke da za f : M — M vazi (3.7) sledi i (3.6), tj. za
sve x> 0 iz By, (2) = 1sledi Fry, gy, () = 1.

Fppa(T) = {

Ako je Fp, po (%) = 1, mora biti d(p1,p2) < %, a odatle na osnovu (3.7)

sledi d(fp1, fp2) < q- 7=, atimei Fip po(x) = 1.
Definicija 3.1.8 [40] Neka je (S,F) verovatnosni metricki prostor. Niz
{zn} je Kosijev u S ako i samo ako

(Ve > 0)(VA € (0,1))(Ino(e, ) € N)(Vn € N)(¥p € N)

n>ng(e,\) = F

Tn+p,Tn

() >1— A
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Ako svaki Kosijev niz {x,} u verovatnosnom metri¢kom prostoru (S, F) kon-
vergira u S, tada je taj prostor kompletan.

U [40] je dokazana prva teorema o fiksnoj tacki u verovatnosnim metric-
kim prostorima.

Teorema 3.1.7 [}0] Neka je (S, F, Tmin) Mengerov prostor koji je komple-
tan i neka je preslikavanje f 1 S — S q—kontrakcija. Tada za preslikavangje
f postogi jedinstvena fiksna tacka.

Prirodno, odmah se pojavilo pitanje Sta se moze re¢i u sluc¢aju neke druge
t—norme. NaZzalost tada su nam potrebni i neki dodatni uslovi. Da bi naveli
dalje uopstenje prethodnog rezultata potrebni su nam sledeéi pojmovi.

Neka je xg proizvoljna tacka iz S. Tada skup
O(zo, f) = {f"xo;n € NU{0}}.

zovemo orbita od f u tacki xo.
Preslikavanje Doz, ¢y : R — [0, 1] definisano sa
D T) =su inf  Fy.(s),
0twon(®) =00 B g ()
zovemo dijametar orbite O(xg, f).
Ako je sup Dp(a,1)(7) = 1, kazemo da je orbita O(wxo, f) verovatnosno
r€R
ogranicena.

Orbita O(wo, f) je verovatnosno ogranicena ako i samo ako Doy, f)(7) €
AT tj. Do (z,f)(x) je funkcija raspodele verovatnoca.

Prvo uopstenje dao je Sherwood.

Teorema 3.1.8 [41] Neka je (S, F,t) kompletan Mengerov prostor, gde je t
neprekidna t —norma i f : S — S q—kontrakcija. Ukoliko je orbita O(xo, f)
verovatnosno ogranicena za neko xg € S, tada postoji jedinstvena fiksna tacka
preslikavangja f.

Dalji razvoj ove teorije moze se nadi u [18], [32], [24].
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3.2 Jaki verovatnosni metricki prostori

3.2.1 Definicija i osnovne osobine

U poglavlju 3.1 definisani su i analizirani verovatnosni metricki prostori
koji su dobili i ime slabi verovatnosni (probabilisticki) metricki prostori. Radi
poredenja, prisetimo se da je sa AT oznacen skup svih funkcija raspodele
F :R — [0,1] (neopadajuce, neprekidne sa leve strane sa sup F'(u) = 1 tako

u€R
da je F(0) = 0).
Definicija 3.2.1 [37] Uredeni par (S,F), gde je S neprazan skup i F :

S xS — AT je slabi verovatnosni metri¢ki prostor (skraceno engleski
wPM space) ako su sledeéi uslovi zadovoljeni:

Fr) (Yp,q € 5) Fpg = Fops

Fy) (Vu e RY) Fpqy(u) =1 p=g;

F3) (Vp,q,r € S)(VYu,v>0) Fp,(u)=1,F4,(v) =1= Fp(u+v)=1.
Za Fp 4(u) koristimo F(p, q,u), ili F(p, q;u).

Napomena. Ocigledno je da je svaki Mengerov probabilisti¢ki metricki prop-
stor i slabi verovatnosni metri¢ki prostor.

Sada, za svaki p € S definisa¢emo skup

C(S.F.p) = {{pa} € §" : lim F, ,(u) =1,Vu > 0}.

Napomena. Skupovi C(S,F,p), p € S, su neprazni jer za p, = p, n € N,
{pn} €C(S, F,p).

Definicija 3.2.2 [12] Uredeni par (S, F), je jak probabilisti¢ki metricki
prostor ako je (S, F) slab probabilisticki prostor i ako F zadovoljava uslov

Fy) postogi C > 0 tako da vazi

(Vp,q € S) {pu} €C(S,F.p) = Fpqlu) > 1ggi£ffpn,q(%), Yu > 0.

Primer 3.2.1 Svaki Mengerov probabilisticki metricki prostor (S, F,T) sa
neprekidnom t—normom T je jaki probabilisticki metricki prostor.
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Jedino moramo dokazati da je Fj) zadovoljeno za neko C' > 0. Neka su

p,q € Si{pn} € C(S,F,p). Iz }-p,q(u) > T(fp,pn(%)wrpn,q(

n € N, svako u > 0, i neprekidnosti t—norme 7T sledi da je

.. U U
}—p,q(“) > lﬂng(]:p,pn(g)yfpmq(g))
>T(1, hnfggéffpmq(§)) = lﬂ%}%ffpmq(§)7

za svako u > 0, te je Fy) zadovoljeno za C' = 2.

u

2

)), za svako

Primer 3.2.2 Svaki (Mengerov) probabilisticki b—metricki prostor je jaki

probabilisticki metricki prostor.

Podsetimo se da je (Mengerov) probabilisticki b—metri¢ki prostor [28] ure-
dena Cetvorka (S, F?,T,s), gde je S neprazan skup, F° je funkcija iz S x S
u AT, T je neprekidna t—morma, s > 1 je realan broj, a slede¢i uslovi su

zadovoljeni za sve p,q,r € S.
FY Fo(u)=1,forallu>0 e p=g;
F) T (u) = Fp(u) za sve u >0 ;

F?) ]-'Il)”q(s(u +v)) = T(fgr(u),]:f’q(v), za sve u,v > 0.

Moramo samo da dokazemo da F° zadovoljava uslov Fy). Neka p € S i
{pn} € C(S,F,p). Za sve q € S, iz osobine F¥), imamo da vazi

u u
‘le;,q(u) > T(fg,pn(?s)7 gn,q(?s))a

za svaki prirodan broj n i svako u > 0.

Stoga, imamo

b . . b u . . b
Fpqa(u) =T (1 liminf ) (--)) = liminf F)

Nn—00 2s n—oo  Pnd (

Osobina Fy) je zadovoljena za C' = 2s.

)

Za s = 1 Mengerov probabilisticki b—metri¢ki prostor postaje Mengerov

prostor i ponovo sledi da je Fy) zadovoljena za C' = 2.
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Primer 3.2.3 Neka je S = ]Rar. Za sve p,q € S funkcije

{ min{pgltu

max{p,q}+u’

Fhg(w) = 0, u<0

p,q

/et Ed™ Ly,
F(Q)(u)— -2 u>0 (m > 0)
D,q - max{p,q}+u m )
0, u <0
su u AT 1 odigledno su uslovi Fy), Fy) i F3) zadovoljeni.

Sada, neka je dat niz {p,} € C(S,FW,p). To znaci da je

flgi),p(u) — 1, n— 00, za sveu > 0,pa je

(u) = max{pn,p} — min{pn, p}
max{pn,p} +u

Ali, tada p, — p, n — 0o, u uwobicajenoj toplogiji na R tako da za bilo koje

qgeS

1—FY

Pp — 0, n =00, za svewu>0.

lim FV (u) = FD(w), , Yu > 0,

n—oo Pn,q p.q

i Fy) je zadovoljeno za C = 1.
Dokazali smo da je (S,F) jaki probabilisticki metricki prostor za F =
FO,
(2)

Slicno, moze se pokazati da je (S,F) za Fpq(u) = Fpg(u), u € R, jaki
probabilisticks metricki prostor.

Napomena. U opstem slucaju, u bilo kom netrivijalnom jakom probabilistic-
kom metrickom prostoru (S, F), je konstanta C' > 1.

Neka su p i g dve razlic¢ite tacke iz S. Niz p, = p, n € N, pripada
C(S,F,p), pa iz Fy) sledi da je za proizvoljno k € N isve u > 0

.. u u u
}—p,q(u) > hnn_lfogf]:pn,q(g) = fp,q(g) > -'-}—p,q(@)a

odakle se za C' < 1 dobija da je p = ¢ $to je u suprotnosti sa polaznom
pretpostavkom.

Definicija 3.2.3 [12] Neka je (S,F) jaki probabilisticki metricki prostor.
Neka je {pn} nizu S ip € S. KaZemo da {p,} F—konvergira ka p ako je

{pn} € C(S, F,p).
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Teorema 3.2.1 [20] Neka je (S,F) jaki probabilisticki metricki prostor i
(p,q) € S%. Ako {p,} F—konvergira ka p i {p,} F—konvergira ka q, tada je
pP=gq.

Dokaz. Neka je {pn} € C(S,F,p)i{pn} € C(S,F,q). 1z osobine Fy)

Fpq(u) > liminf 7, (=) =1, Yu > 0,

n—00 C

tj. Fpq(u) =1, za svako u > 0, odakle sledi, iz osobine F1), da je p = q.

Dakle, granica F—konvergentnog niza je jedinstvena. a

Definicija 3.2.4 [20] Neka je (S, F) probabilisticki metricki prostor. Ka-
Zemo za {pn} da je F—KoSijev niz ako vazi

lim Fp, p.(uw) =1, Yu>0.

n,Mm—00
Takode, kazemo da je (S,F) F—kompletan probabilisticki metric¢ki

prostor ako je svaki F—KoSijev niz u S, ¢« F—konvergentan.

U daljem radu koristi¢emo i sled¢e pojmove.

Neka je (S, F) verovatnosni metricki prostor i neka je f : S — S. Neka
je za bilo koje pg € S

O(po; f) € {f"po : n € NU{0}},
gde je f" = fo fo..of. Skup O(po; f) je orbita od f u pop.
Neka je Dopy:) : R — [0,1] (dijametar od O(po; f))definisan sa

D .n(u) =su inf F, . (v).
O(po’f)( ) v<5p,q€(9(po;f) pal )

Ako je sup Doypy;5)(u) = 1, kazemo da je orbita O(po; f) probabilisticki
u€R

ograni¢en skup. Stoga, O(po; f) je probabilisticki ograni¢ena ako i samo
ako je Do(py;f) € ATt Do (py; sy Je funkcija raspodele verovatnoce.

3.2.2 Teorija nepokretne tacke u jakim verovatnosnim me-
trickim prostorima

V. H. Sehgal je uveo pojam kontraktivnkog preslikavanja ( B—kontrakcija)
u verovatnosnim metrickim prostorima [39]. Time je otvoren put za razvoj
teorije nepokretne tacke u takvim prostorima.
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Definicija 3.2.5 [39] Neka je (S, F) verovatnosni metricki prostor i neka
je f: S — S. Preslikavanje f je A—kontrakcija, A € (0,1), ako je
u

]:fm,fpz(u) > fpupz(}%

za sve p1,p2 € S 1 u > 0.

Sada ¢emo da dokazemo generalizaciju rezultata iz teorije fiksne tacke
koju je u Mengerovim verovatnosnim metrickim prostorima dokazao Servud

42).

Teorema 3.2.2 [12] Neka je (S,F) F—kompletan jaki verovatnosni me-
tricks prostor i f : S — S je A—kontrakcija. Ako je Do(yyp) € AT,
za neko py € S, tada postoji jedinstvena fiksna tacka p od f i niz {f"po}
F—konvergira ka p. S’tamge, {f"q} F—konvergira ka p za svako q € X.

Dokaz. Neka je p, = f"po, n € N. Pokazacemo da je {p,} F—Kogijev niz.
Zam,n € N, m > n,

u u
‘Fpmpm (u) = Ff”pmfmpo(u) > }-fnflpo,fmflpo(x) > 2 "rpo,f’"*"po(ﬁ)

Z Do(po;f)(%) — 1, n — oo, Yu > 0.

Stoga, {pn} je F—Kosijev niz u S, i posto je S F—kompletan, sledi da postoji
p € S tako da {p,} F—konvergira ka p. Dokazimo da je fp = p. Posto

Fpnspg rp(u) = ff"pmp(%) — 1, n — oo, VYu > 0,

{pn} je F—konvergentan ka fp. Sada iz Teoreme 3.2.1, sledi da je fp = p.
Dokazimo da je p jedinstvena fiksna tacka od f Ako pretpostavimo da je
fq=gq, zaneko q € 9, tada je

u u
Fpq(t) = Frprq(u) = }—p,q(x) > 2 fp,q(ﬁ) — 1, n—o00,Vu >0,
te je Fpq(u) =1, za svako u > 0, i posledi¢no je g = p.
Sada za bilo koje ¢ € X i svako n € N vazi da je

u
)

te Fpngp(u) — 1, n — oo, za svako u > 0 8to znac¢i da {f"q} takode
F—konvergira ka p. O

]:f”qm(u) = ff"%f”p(“) > .2 fq,p(
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Tokom godina, u literaturi se pojavio veliki broj progirenja i generalizacija
Banahovog principa kontrakcije. Lj. Ciri¢ je uveo pojam kvazikontrakcije
kao jedan od najopstijih tipova kontraktivnog preslikavanja. Dokazao je da
kvazikontrakcija u kompletnom metrickom prostoru ima jedinstvenu fiksnu
tacku [9)].

Dokazujemo teoremu fiksne tatke za kvazikontrakcijska preslikavanja u
jakom verovatnosnom metrickom prostoru. Pre toga definisa¢emo verovat-
nosnu kvazikontrakciju.

Definicija 3.2.6 [20] Neka je (S,F) (jaki) verovatnosni metricki prostor i
k € (0,1). Za preslikavanje f : S — S se kaZe da je verovatnosna Ciriceva
kvazikontrakcija ako za svako p,q € S i svako t > 0, vazi sledece:

]:fp,fq(kt) > min{f/p,q(t%}—p,fp(t%]:q,fq(t%]:p,fq(t)’]:fp,q(t)}-

Teorema 3.2.3 [20] Neka je (S, F) F—kompletni jaki verovatnosni metricki
prostor i neka je f : S — S wverovatnosna Ciriceva kvazikontrakcija za neko
k € (0,1). Ako postoji po € S takvo da je Dopy.py € A1 i Ck < 1, tada
{f"po} F—konvergira ka jedinstvenoj fiksnoj tacki w od f na S.

Dokaz. Neka je n € N. Posto je f verovatnosna Ciri¢eva kvazikontrakcija za
sve1,7 €ENgit>0

. t t
F prtipg, fripg (8) = MI0{F pnti-tpg, pri=pg (1), F prtizipg, prtipg (1),

t t t
]:f"”’lpoyf"”po (%% ‘Ff"“’lpo,f””po (%)7 ff”“PoJ"“’lpo (%)}

Sto implicira da je

t t
Do (srpoin)(t) 2 Dogn=ipesf) (1) Z - 2 Do) (), 7t > 0-

Koristeé¢i gornju nejednakost, imamo da je

t
F o, frtmpo () 2 Do grpo: ) (8) 2 Dogo: ) (17)

za svako m,n € N. Stoga,

llm .anpo’fn+mp0 (t) - 1,

n—oo
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za svako t > 0 Sto znadi da je {f"po} F—Kosijev niz u F—kompletnom
verovatnosnom metrickom prostoru. Neka {f"po} F—konvergira ka nekom
w € S. Stavise, iz osobine Fy) sledi da je

t t

Framw(t) 2 ljvgiglofffnpoﬁf”mm(a) z Do(po;f)(%)

zasven € Ngit>0.Sada

. t t t t t
‘Ffpmfw(t) > mm{}—po,w(g)aJspmfpo(%)y}—w,fw(%)yfpo,fbd(%)w]:fpo,W(E)}
. t t t t
> mln{DO(po;f)(@),D@(po;f)(%%fw,fw(%),fp(),fw(%)}

. t t t t
Fr2po. foolt) = mln{DO(po;f)(@)aDO(po;f)(ﬁ)’"r%fw(%)a"rpo,fw(ﬁ)}'

Indukcijom dobijamo

. t t t t
ff"po,fw(t) > mln{DO(po;f)(W)vDO(po;f)(kTL)?fw,fw(%%fpo,fw(kin)}

za svako n € N, tako da je

t t
) > ...z fw,fw(ij%

t
> limi n —) > —
Fongo®) 2 Bt Fpopn (5) 2 Fogel G (Ch)

C

za svako j € N. Posto je Ck < 1, imamo F,, s, (t) = 1, za svako t > 0. Stoga
je w = fw. Pretpostavimo da je fu = u za neko u € S. Tada

. t t t t t
fu,w(t) = ffu,fw(t) > mln{]:u,w(f)a]:u,fu(f)afw,fw(f)afu,fw(f)a]:w,fu(f)}
k k k k k
t t
= Y>> Fuwl—
Fuol) 2 o2 Ful )
za svako m € N. Sledi da je F, (t) = 1, za svako t > 0 te je u = w, i w je
jedinstvena fiksna tacka od f na S. O

Napomena. Lako je dokazati da, ako je

Fip,fq(kt) = min{Fp q(t), Fp, rq(t), Firpq(t)}
za svako p,q € S'it > 0, uslov Ck < 1 u Teoremi 3.2.3 se moze oslabiti sa
k< 1.

Sada, ¢emo predstaviti jednu interesantnu podklasu jakih verovatnosnih
metrickih prostora.
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Definicija 3.2.7 [20] Uredeni par (S,F) je m—jaki verovatnosni me-
tri¢ki prostor ako F zadovoljava uslove Fy), Fy), F3) i

F}) postoji C > 0 tako da za sve p,q € S,

. t
{pn} € C(S, F,p), {agn} €C(S,F,q) = Fpqt)> lﬂg‘}ffpmqn(g),

za svako t > 0.

Napomena. Posto je niz p, = p, za svako n € N, F—konvergira ka p, svaki
m—jaki verovatnosni metricki prostor je jaki verovatnosni metric¢ki prostor.

Primer 3.2.4 Svaki Mengerov verovatnosni metricki prostor (sa neprekid-
nom t—normom T') je m—jaki verovatnosni metricki prostor.

Naime, za {pn} € C(S,F,p) i {qn} € C(S,F,q) u Mengerovom verovatno-
snom metrickom prostoru je za sve n € N:

t t t t t

Foalt) 2 T(Fppn(5) Fonal5) 2 T (5 TP, (2 Fana )

za svako t > 0, te je

t t
Fpa(t) > T(LT(hH_l)inf]:pn,qn(*)? 1)) = liminf 7, 4. (<), t >0,

4 n—00 4

i za C' =4 uslov FY) je zadovoljen.

Primer 3.2.5 Slicno, moZe se pokazati da je svaki (Mengerov) verovatnosni
b—metricki prostor je m—jaki verovatnosni metricki prostor.

Primer 3.2.6 Prostori iz Primera 8.2.3 su takode m—jaki verovatnosni me-
tricks prostori.

U ovoj klasi prostora moze se pokazati slede¢a generalizacija verovatno-
snog principa kontrakcije, koji je ujedno i uopstenje Teoreme 2.3 iz [18].

Definicija 3.2.8 [20] Neka je (S, F) PM prostor i f : S — S. Preslikavanje
f je preslikavanje sa kontrakcijskom iteracijom u tac¢ki ako je za neko
A€ (0,1) i svako p € S, postoji n(p) € N tako da za bilo koje q € S 1 svako
t > 0 vazi da je

.an(p)prn(p)q(At) Z fp7q(t).
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Teorema 3.2.4 [20] Neka je (S, F) F—kompletan m—jaki verovatnosni me-
tricki prostori i f 1 S — S preslikavange sa kontrakcijskom iteracijom u tacks.
Ako za neko po € S, Dopyy) € AT, tada postoji jedinstvena fiksna tacka u

od f iu= lim f*p.
k—o0

Dokaz. Neka je py = f"®P0)pg, py = f"®Vpy, .. ppyy = f"®P)py, k € N. Za
svako m, k € N1 j = n(pgtm—1) + n(Pktm—2) + - + nlpy), vazi

t
‘Fplwkarm (t) = ff”(l’k—l)pk717fj+"(17k—1)pk71(t) > fpk_hfjpk_l(x) > ...
t t
Fonstiv(55) 2 Poosp)(55) = 1 b = o0,

za svako t > 0 pa je {pr} F—Kosijev u F—kompletnom m—jakom verovatno-
snom metri¢kom prostoru. Neka {py} F—konvergira ka u € S. Dokazujemo
da je f™%y = u. Iz nejednakosti

t
F )y, frup, () = ]:umk(x) — 1, k — oo,

za svako t > 0, sledi da {f"“p,} F—konvergira ka f™"u. Sa druge strane
vazi . ;
F o frip (1) 2 Fpk—hf"(u)pk—l(x) = ""Fpo,f"(“)po(ﬁ> =z

t
e > DO(PO%f)(F) — 1, k— 0,
za svako t > 0.

Sada, iz uslova Fy):

o t
.Fu7fn(u)u(t) > h;ggf}-l’kvf”(wpk(a) -1, k— oo,

za svako t > 0. Odavde sledi da je u = f"®u. Dokazimo da f""w = w, za
neko w € S, implicira da je w = u. Po§to je

t t
Fuw(t) = an(u)u7f7z(u)w(t) > Fuw(~ > fu’w(v)

> ...
> Fu, )\) > .2
za svako k € N i svako ¢ > 0, imamo da je Fy(t) = 1, za svako t > 0, pa
iz osobine F1) sledi da je u = w. Dakle, ) ima jedinstvenu fiksnu tacku.
Sada fu = ff"Wy = W) £y implicira da je fu = u.
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Na kraju dokazimo da je u = klim f¥po. Za proizvoljno k € N, k > n(u),
—00
postoje m € Ni0 <r < n(u) takve da je k = m-n(u) 4+ r. Tada, imamo da

je
t

ffkp()ﬂl«(t) = .anpn(u)-&-rpo,fn(u)u(t) Z 2 fprOfu(Aim)’

za svako t > 0. Ako k — oo, tada i m — oo te
F gk

poul(t) = 1, k— oo,

zasvako t > 0,1 {f*py} F—konvergira ka u. Dokaz je ovim zavren. Stavie,
lako se proverava da {f¥q} F—konvergira ka u za svako q € S. O



Glava 4

Fazi prostori

4.1 Fazi metricki prostori

Kao 8to smo vec rekli 1964. godine Zadeh [51] je uveo pojam rasplinutog
fazi (fuzzy) skupa za koji pripadnost nije odredena samo vrednostima 0 (ne
pripada) i 1 (pripada) nego sa nekim brojem iz intervala [0, 1] koji pokazuje
stepen pripadnosti. Da se podsetimo

Definicija 4.1.1 Fazi skup, tj. fazi podskup od X je funkcija pa : X — [0,1]
i ona se poistoveduje sa skupom A.

Kramosil i Michalek su 1975. godine progirili koncept Mengerovih vero-

vatnosnih metri¢kih prostora na fazi koncept i time prvi definisali pojam fazi
metrickog prostora.

Neka je X proizvoljan skup, a * neprekidna ¢t-norma.

Definicija 4.1.2 [25] Neka je M fazi skup na X2 x[0,00) koji za sve z,y, z €
X i s,t >0, zadovoljava sledeée uslove:

(KM1)  M(x,y,0) =0;
(KM2)  M(x,y,t) =1, za sve t > 0, ako i samo ako je x = y;

(KM3)  M(x,y,t) = M(y,x,t);

63
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(KM4)  M(z,y,t)* M(y,z,s) < M(x,z,t+s);

(KM5)  M(x,y,-):[0,00) — [0, 1] je neprekidna sa leve strane.
Tada je (X, M, ) fazi metricki prostor a (M, x*) fazi metrika na skupu X.

Napomena Moze se pokazati da je pod navedenim uslovima M (zx,y,-)
neopadajuca funkcija, za proizvoljne z,y € X.

Lako se uocava da sa Fy,(t) = M(z,y,t) svaki fazi metricki prostor
postaje uopstenje Mengerovog verovatnosnog metri¢kog prostora, te da su
Mengerovi verovatnosni metricki prostori specijalni slu¢aj fazi metri¢kih pro-
stora. Samim tim i metri¢ki prostori (u uobic¢ajenom smislu) su fazi metricki
prostori.

Fazi metrika ima niz prednosti u odnosu na klasi¢nu metriku §to moti-
viSe ispitivanje moguénosti njene primene u problemima iz prakse. Naime,
ona po svojoj definiciji uklju¢uje i parametar ¢t koji omogucava bolju prila-
godljivost koja je od velike koristi u poboljSanju performansi. Iz tog razloga
ovaj pristup je vrlo brzo privukao veliku paznju ne samo naucnika teoreti-
Cara nego i inZinjera u razliitim granama tehnike. Izmedu mnogobrojnih
rezultata, modifikovanih pristupa fazi konceptu, znatajno mesto zauzimaju
rezultati koje su objavili Valentin Gregori i Almanzar Sapena sa saradni-
cima [44], [14], [15], [17], [16], [45], a polaze od nesto izmenjene definicije fazi
metrickog prostora, koju su uveli George i Veramani [1], [2], [3].

Topologija, konvergencija nizova, itd. se u fazi metri¢kim prostorima defi-
nigu po analogiji sa tim pojmovima u Mengerovim verovatnosnim metri¢kim
prostorima.

Neka je (X, M, %) fazi metricki prostor. Za x € X, r € (0,1)1¢ > 0 skup
B(z,r,t)={ye X : M(x,y,t) >1—r}
nazivamo otvorena lopta sa centrom u tacki x.
Teorema 4.1.1 [1] Neka je (X, M, ) fazi metricki prostor. Familija
T={AC X :2 € A akko postoje t >0 ir € (0,1) takvi da je B(z,r,t) C A},
je topologija na X.

Napomena. Kako je familija {B(x, 1, 1) : n € N} lokalna baza u tacki z,

‘nn
topologija 7 zadovoljava I aksiomu prebrojivosti.
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Teorema 4.1.2 [2] Fazi metricki prostor (X, M, x) sa topologijom T je Ha-
usdorfov prostor.

Teorema 4.1.3 [2/ Neka je (X, M,x) fazi metricki prostor sa topologijom
7. Tada {z,} — = akko M (zp,x,t) — 1, n — 00, za sve t > 0.

Kosijevi nizovi se uvode na o¢ekivani nadin.

Definicija 4.1.3 Niz {z,} € X" u fazi metrickom prostoru (X, M, *) je
Kosijev ako je nh_{]go M(zp, Xm,t) =1, za sve t > 0.
m—ro0
Fazi metricki prostor u kome je svaki Kosijev niz i konvergentan naziva
se kompletan fazi metricki prostor.

4.2 Fazi T—metrike 1 fazi S—metrike

U ovom poglavlju ¢emo se ograniciti na rastojanja koja su fazi T-metrike i
fazi S-metrike, a skupovi nad kojima se vrsi odredivanje rastojanja su "crisp”
skupovi.

Definicija 4.2.1 [34] Fazi S—metricki prostor je uredena trojka (X,s,S)
takva da je X neprazan skup, S je neprekidna t-konorma i s je fazi skup na
X x X x (0,400) koji zadovoljava sledece uslove za sve x,y,z € X, a, 8 > 0:

1. s(z,y,a) € [0,1);

s(z,y,a) =0z =1y;

)

(:U,y,a) = s(y,xja);
S(s(z,y,),s(y,z,5)) > s(x,z,a + f);

s(z,y,-) : (0,400) — [0,1] je neprekidna funkcija.

Gro A o

Fazi skup s zovemo fazi S—metrika u odnosu na t—konormu S. Ako umesto
1. vazi s(x,y, ) € [0,1], za fazi skup s kaZemo da je fazi S—metrika u Sirem
smislu, a (X, s,S) fazi S—metricki prostor u Sirem smislu.

Definicija 4.2.2 [3/] Fazi T—metricki prostor je uredena trojka (X,¢,T)
takva da je X neprazan skup, T je neprekidna t-norma i t je fazi skup na
X x X x (0,400) koji zadovoljava sledece uslove za sve x,y,z € X, o, 3 > 0:
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1. t(x,y,a) € (0, 1];

t(z,y,a) =1 =1y

t(r,y, ) = t(y, z, a);
T(t(z,y,a),t(y,z,0)) <tlx,z,a+ B);

t(z,y,—): (0,+00) — [0, 1] je neprekidna funkcija.

Fazi skup t zovemo fazi T—metrika. Ako umesto 1. vazi t(z,y,a) € [0,1],
za fazi skup t kaZemo da je fazi T—metrika u Sirem smislu, a (X,t,T) fazi
T —metricks prostor u Sirem smislu.

Definicija 4.2.3 [3/] Fazi S— metrika s (T'— metrika t) je stacionarna na
X ako s (t) ne zavisi od «, tj. ako je za sve fiksirane z,y € X, funkcija
Spy(e) = s(x,y,a) = s(z,y) (toy(a) =t(z,y,a) == t(x,y)) konstantna.

Teorema 4.2.1 [34] Ako je (X,s,S) fazi S—metricki prostor i T t—norma
dualna sa t—konormom S u odnosu na neprekidni i involutivni fazi komple-
ment ¢, tada je (X,cos,T) fazi T—metricki prostor.

Ako je (X,t,T) fazi T—metricki prostor i S t—konorma dualna sa nor-

mom T u odnosu na neprekidni 1 involutivni fazi komplement c, tada je
(X,cot,S) fazi S—metricki prostor.

Dokaz. Primetimo najpre da je ¢ injektivna (bijektivna), a time i striktno
monotona.
1. 0<s(z,y,a) <1
= 1=1¢(0) > c(s(z,y,a)) > c(1) = 0.
2. r=y & s(z,y,a) =0
< c(s(z,y,a)) =c(0) = 1.
3. s(z,y,a) = s(y,x, a)
= c¢(s(z,y, ) = c(s(y, z,a)).
4. S(s(z,y,a),s(y, 2, 0)) > s(x,z,a+ p)
= c(S(s(z,y,),8(y,2,0))) < c(s(z,2,a + )
< T(e(s(z,y,a)),c(s(y,z,0))) < c(s(z,z,a+ B)).
5. ¢:[0,1] — [0,1] je neprekidna i s(z,y,_) : (0,400) — [0, 1] je nepre-
kidna, pa je i slozena funkcija co s(z,y, ) : (0,+00) — [0, 1] neprekidna.
Za drugi deo teoreme, dokaz je analogan. O

Tvrdenje vazi i kada su u pitanju fazi metricki prostori u Sirem smislu.
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Primer 4.2.1 Preslikavanje t : RT x RT — R definisano sa t(x,y) =
min{z,y}+K

max{z.y [T K gde je K > 0, je fazi T-metrika u odnosu na mnoZenje, a

s(z,y) = % je fazi S-metrika u odnosu na algebarski zbir S(x,y) =

1-1-2)1—-y)=2x+y— zy, je njoj dualna u odnosu na standardni fazi
komplement.

1. 2,y e R",K > 0= 0< min{x,y} + K < max{z,y}

TS
= 1>t(z,y) = ig;i{{gg}g[{ > 0.

2. t(z,y) = % =1 & min{z,y} + K = max{r,y} + K &

min{z,y} = max{z,y} S rx =y

min{z, K min{y,z}+K
3. t(CC,y) = max%x,iﬁil( = max{{zzl x}};—:—K t(y’ )

4. Imamo Sest slucajeva: 1) x <y <z, 2)x
4)z2<y<z bH)z<z<y 6)y<z
prva tri jer menjanjem mesta x i z, zbog t(x,
t(z,y) - t(y,x) < t(z,x) slede ostala tri.

. — minfry}+ K min{y 2} 4K a4 K y+K 24K
1) t(x,y) (y’ ) T max{z,y}+K max{yz}+K = y+K 2+K = 2z+K

z<y, 3)y<z<z
x, dovoljno je ispitati
y) -ty 2) < tz,2) &

<
<

min{z,z}+K __
max{z,z}+K t(l’ Z)

min{zy} K min{y 4K _ otk stK o otK stK _
2) ( ) (y’z) max{z, y}+K max{y,z}+K ~ y+K y+K < 2+ K 2z4+K —

min{z,z}+K

max{z,z}+K t(z, )

3) t(z,y)t(y, 2 _ min{zy}+K min{yz}+K _ y+K y+K - z+K a+K _
Y Ys ~ max{z,y}+K max{y,z}+K  2+K z+K = z+K z+K

min{z,z}+K __

max{z,z}+K t(az,z).

5. Po parametru K je t ocigledno neprekidna funkcija.

Primer 4.2.2 Preslikavanje t : RT x RT™ — R definisano sa t(x,y) =
T+y+K

W’ gde je K > 0, je fazi T-metrika u odnosu na mnoZenje, a

s(z,y) = m je fazi S-metrika u odnosu na algebarski zbir, je njoj

dualna u odnosu na standardni fazi komplement.

1. z,y € RT, K > 0. Bez umanjenja opstosti, neka je v < y. Tada je
r+y<y+y=2y=2max{z,y}
= L;y < max{z,y}
= 0< ¥ + K <max{z,y} + K

i N ¢
= 12t(z,y) = s rw > O
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2. (&) z=y=t(zx,y) =

+
121+K _ z+K _ 1
max{z,z}+K z+K

+
K

(=) t(z,y) = R — 1 T+ K = max{z,y}+ K & oty =

2max{zx,y} :
r>y=c+y=2r=y=muzc,
r<y=crx+y=2y=c=y.

z+y ytzx
& K 5 K

. t(x,y) = max{z,y}+K ~— max{yz}+K = t(y,l’).

. Ispitajmo slucajeve: 1) x <y <z 2)z<z<y, i 3)y<z<z

Zbog jednostavnosti ispisivanja uvodimo smene: X = x+ K, Y =

y+ K, Z=z2+K.
1) t(l‘?y) ) t(yvz) = %X;Y : %YJZFZ < %ng = t(a:,z)

& (X+Y)Z+Y)<2X+2)Y

& Y24+ XY +2Y +XZ <2XY +22Y
S Y2 (X+2)Y+XZ<0

& Y-X)(Y-2)<0

o T.

Data nejednakost je tacna jer je: X <Y 1Y < Z.

2) t(z,y) - t(y,2) = 1ot Kyt K 1y+ K44 K - 1o+K4s+K _ ¢

2 y+K 2 y+tK =2 24K
<:>X+Y'Y+Z§2X+Z
e Y2+ (X+2)Y+XZ)Z <2(X +2)Y?
S (X +2)2Y + XZ? <2XY? 4+ ZY?
& XZY +Z2°Y + XZ2 < XY? + XY? 4+ ZY2

Data nejednakost je tacna jer vazi:

Z<Y =XZY < XY?,

Z<Y =XZ?<XY?,

Z<Y = 7% < ZY>

3) t(z,y) t(y.2) = g 7% 5757 < 5o pe = t(x, 2)
S X+Y)Y+2)<2X-(X+2).

Data nejednakost je tacna jer je:
Y<X=X+4+Y<2X, Y<X=Y4+Z<X+Z

5. Po parametru K je t ocigledno neprekidna funkcija.

(z,2)

Primer 4.2.3 Preslikavanje t : Rt xRT — R, p > 0 definisano sa t(x,y) =

max{z.y}’

P +yP

2+, je fazi T-metrika v odnosu na mnoZenje.
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1. x,y € RT. Bez umanjenja opstosti, neka je x < y. Tada je 2P < yP =
P +yP < 29P = L;yp < yP = {/% < YyP = y = max{z,y}, odnosno

EzTa
1>t(z,y) = 2> 0.

T max{z,y}

{/ zp+ccp 211’
=1.

- max{a: z} —

= max{zx,y}

2. (&¥)r=y= t(z,y) =

(=) tlz,y) =1= /=3~
r<y= YT =y T = s =y (ry > 0) s =y,
yﬁm: #:$:>L;yp:xpéyp:xp(x,y>0):>y:m,

3. t(.’E, y) - max{:r:,y} max{y xr T t(ya .f)

4. Ispitajmo slucajeve: 1)z <y<z, 2)z<z<y, 3)y<z<z.

t(z,y) -t W VW

1)

zP42P
< z2 = t($7 Z)
& (2P +yP)(yP + 2F) < 2P (2P + 2P)
= (yp)2 + PP < yPaP + yP2P
& 0 < yP (P —yP) —aP(2P —yP)
& 0< (yP —af) (2P —yP)
<:> T r P r Y

zP+y yP+z zP+2P

2) t(z,y) - t(y,2) = v TR y S < IZX{;Z} = t(z,2)
& 2P(aP +yP)(yP + 2P) < 2(yP)% (2P + 2P)
& 2PaPyP + aP(2P)? + (2P)2yP < 2(yP)2aP + (yP)?2P
& 0< (yP)%aP — aP2PyP + (yP)2ab — aP(2P)? + (yP)%2F — yP(2P)?
& 0 < yPaP(yP — 2P) +aP(yP + 2P)(yP — 2P) + yPP(yP — 2P)
< 0 < (yP — 2P)(2yPal + xP2P + yP2P)
o T.

</g;pﬂ,p </yp+zp
3) t(l’,y) : t(y,Z) = x2 ’ 22
W
2 =t(x,2)

& (a:g + yP)(yP + 2P) < 22P(aP 4 2P)

& aPyP + (yP)? + yP2P < 2(aP)? 4 aP2P

& 0< (2P)? — (yP)? + (2P)% — aPyP + 2P 2P — yP2P
& 0< (a7 — yP)(2aP + 4P + 2P)

& T

IA
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5. U pitanju je stacionarna fazi metrika, tj. po parametru o je kon-
stantna funkcija, pa time 1 neprekidna.

Primer 4.2.4 Ako je (X,d) metricki prostor, tada je preslikavangje t : X x
X x RT — R definisano sa

t €, at = T g

(z,9,1) t+d(z,y)
fazi T-metrika w odnosu na mnoZenje i njoj dualna (v odnosu na standardni
fazi komplement) s(z,y,t) = 1—t(z,y,t) = tifﬁf)y)
na algebarsky zbir.

fazi S-metrika u odnosu

DokaZimo samo 4. osobinu jer se prostale tri dokazuju direkino pomocéu

osobina standardne metrike.

_ t t t14t _
t(xaya tl) : t(yazth) - t1+d1(:n,y) : t2+d2(y,z) < t1+t21+d%z,z) - t(ﬂ’j7Z,t1 + t2)

& tiy+ it +titad(z, 2) < 3ty + it +ta(ts +to)d(x, y) +t1 (t +t2)d(y, 2) +
(tl + t2)d(x> y)d(yv Z)

& titad(w, 2) < tita(d(@,y)+d(y, 2))+3d(z, y)+t1d(y, 2)+(t1+t2)d(z, y)d(y, 2)
s T.

Teorema 4.2.2 [34] Neka je s stacionarna fazi S—metrika (u Sirem smislu)
u odnosu na t—konormu S. Ako je S Arhimedova t—konorma i g njoj odgo-
varajuci rastuci generator, tada je d = g o s standardna metrika.

Dokaz.

1. Kako je g strogo rastuca, iz 1 > s(x,y) > 0 sledi
g(1) > d(z,y) = g(s(z,y)) > ¢g(0) = 0. Za fazi S—metriku u Sirem
smislu vazi g(1) > d(z,y) > 0.

2. Iz striktne monotonosti funkcije g sledi njena injektivnost te je g(a) =
0 < a =0, a zbog uslova 2. fazi metrike, imamo:
d(z,y) = g(s(z,y)) =0 = s(z,y) =0 =z =y.

3. s(z,y) = s(y,z) =
d(z,y) = g(s(x,y)) = g(s(y,z)) = d(y, z).

4. Iz uslova 4. definicije fazi S—metrike s i Teoreme o reprezentaciji

t—konorme S je S(s(z,y),s(y.2)) = 9"V (g(s(x,y)) + 9(s(y,2)) =
s(x, z), a kako je g rastuéi generator imamo

9(g"V(g(s(z, ) + g(s(y, 2))) > g(s(x, 2)).
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Za g(s(z,y))+9(s(y, 2)) € [0,9(1)] je g(s(z,y)) + 9(s(y, 2)) = g(s(x, 2)),
tj. za d vazi nejednakost trougla. U slu¢aju da je g(s(z,v)) + g(s(y, 2))
> ¢g(1), a zbog 1 > s(z, z) je g(1) > g(s(x, z)), odnosno vazi nejedna-
kost trougla.

|

Teorema 4.2.3 [34] Neka je t stacionarna fazi T—metrika (u Sirem smislu)
u odnosu na t—normu i T. Ako je T Arhimedova t—norma i g njoj odgova-
rajuéi opadajuéi generator, tada je d = g o t standardna metrika.

Dokaz.

=
<

1. Kako je g strogo opadajuca, iz 1
) Za fazi T—metriku u Sirem

0 =g(1) < dx,y) = g(t(z,y)
smislu vazi 0 < d(z,y) < ¢(0).

t(x,y) > 0 sledi
9(0).

2. Iz striktne monotonosti funkcije g sledi njena injektivnost te je g(a) =
0 < a =1, a zbog uslova 2. fazi metrike, imamo:

d(z,y) = g(t(z,y)) =0& t(z,y) =1 =y
3. t(z,y) =t(y,z) =
d(z,y) = g(t(z,y)) = g(t(y,z)) = d(y, z).

4. Iz uslova 4. definicije fazi T—metrike ¢ i Teoreme o reprezentaciji
t—norme T je T(¢(x, y), t(y, =) = g\ D (g(t(x, 1)) +9(t(y, 2)) < t(x, 2),
a kako je g opadajuéi generator imamo
(9" (g(t(x,y)) + 9(t(y, 2)) = g(t(z, 2)).

Za g(t(x,y))+9(t(y, z)) € [0,9(0)] je g(t(x,y)) + 9(t(y, 2)) = g(t(z, 2)),
tj. za d vazi nejednakost trougla. U slucaju da je g(t(x,y))+9(t(y, 2)) >
9(0), a zbog 0 < t(x, z) je g(0) > g(t(zx, z)), odnosno vazi nejednakost
trougla.

|

Teorema 4.2.4 Ako su s1 : X x X x (0,400) — [0,1) i 859 : X x X X

(0, +00) — [0,1) fazi S—metrike, u odnosu strikinu triangularnu konorm S,

tada je i preslikavange o(s1,82) : X x X x (0,+00) — R definisano sa
0(817 82)('1;’ Y, Oé) = S(Sl(l‘, Y, O[), 82(337 Y, CM))

fazi S—metrika u odnosu na konormu S. Ako S nije striktna, onda je
o(s1,82) fazi S—metrika u Sirem smislu.
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Dokaz.

1. Iz osobine 1. za s 1 82 je s1(z,y, @), s2(x,y, ) € [0,1], pa kako je S
t—konorma sledi

S(Sl($’y7 06)782(513,3/, Oé)) € [Oa ”
Ako je S striktna, onda iz si(x,y, ), s2(z,y,a) € [0,1) iz Remark

1.1.10, sledi S(si(x,y, @), s2(z,y,a)) € [0,1).
2. Iz osobine S(a1,a2) = 0 < a1 = ag = 0, iznete u Remark 1.1.9, sledi
S(si(x,y, @), s2(z,y,0)) =0 & s1(x,y, ) = s2(z,y,0) =0z =y.
3. Triangularna konorma S je dobro definisana, te vazi
s1(z,y, ) = s1(y, z, ) A s2(x,y, ) = s2(y, x, @)
= S(sl(l‘a Y, Oé), 32(1"’ Y, Oé))
= S<81(y7 xz, CK), 32(97 xz, Oé))

4. Zbog jednostavnijeg zapisa, uvodimo oznake:
ap = Sl(.’IJ,y, Oé), az = 82('%.73/7 Ol), by = 31(y7 275)7 by = 32(3/7 2, 6)7 C1 =
s1(z,z,a+ B),co = sa(x, z, a0 + B).

Iz aksiome 4. metrika s1 1 89 imamo
S(ai,b1) < e, S(ag, b) < co,
pa zbog monotonosti po koordinatama sledi:
S(S(a1,b1),S(az, b)) < S(cy,c2). (4.1)

1z asocijativnosti i komutativnosti od S imamo

S5(S(a1,b1), S(ag, b2)) = S(ay, S(by, S(ag, b2))) =

S(a1, S(S(b1,az2),b2)) = S(a1,S(S(ag, b1),b2)) =

S(a1, S(az, S(bi,b2))) = S(S(a1,az2), S(b1,b2)), pa zbog (4.1) vazi
( S(

S(S(a1,a2),S(b1,b2)) < S(c1,c2).

5. Funkcije s1(z,y,-) i sa(z,y, —) kao i t—konorma S su neprekidne, pa
jeio(si(x,y,—),s2(x,y,_)) neprekidna funkcija.

O

Teorema 4.2.5 [3/] Ako sut; : X x X x (0,400) = (0,1] 1 t2 : X x X x
(0, +00) — (0,1] fazi T—metrike u odnosu na striktnu triangularnu normu
T, tada je i preslikavange T(t1,t2) : X x X x (0,+00) — R definisano sa

T(tlﬂ t2)($,:g7 Oé) = T(tl(xv Y, a)7t2('ray7 Ck))
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fazi T—metrika u odnosu na normu T. Ako T nije strikina, onda je 7(t1,t2)
fazi T—metrika u Sirem smislu.

Teorema 4.2.6 Ako su t; : X; x X; — (0,1] fazi T—metrike u odnosu na
striktnu triangularnu normu T, tada je t : X? — [0,1], X = X1 x --- x X,
datla sa

t(z,y) =Tt (21, 91), ta(22,52), s tn(Tn, Un)),

Tr = (xla "'axn)> y= (y17 "'7yn)7

fazi T—metrika u odnosu na triangularnu normu T. Ako T nije strikina,
onda je t fazi T—metrika u Sirem smislu.

Dokaz. 1. ti(:vl-,yi) € (0, 1]
= t(l‘, y) - Tn_l(tl (1'17 y1)7 ey tn(‘rna yn)) € [07 1]'

Ako je T striktna triangularna norma, onda je i 77! striktno monotona
funkcija, pa iz t;(z;, y;) € (0,1], na osnovu Remark 1.1.5 sledi
t(l‘, y) = Tn_l(tl(xla yl)v e tn(xna yn)) € (07 1]'

2. Iz Remark 1.1.4 je
t(z,y) =Tt (x1, Y1) oo (T, yn)) = 1
= (Vl S {1, - ,n}) ti(l'z‘, yz) =1
e Mie{l,....nh)zi=yi e z=uy.

3. t(l‘, y) = Tnil(tl(xla y1)7 sty tn(.%'n, yn))
=T" Y t1(y1,21), oo, tn(Yn, 7)) = t(y, ).

4. Iz 4. aksiome za fazi T'—metrike t; je
T(ti(xiv yi)a t’i(y’ia ZZ)) < ti(gcia Zi)? (S {17 X n}a pa je
T(t(z,y), t(y, 2))
= T(Tn_l(tl ($1, yl)v ) tn(xnv yn))a
Tnil(tl(ylazl) >tn(yn>zn)))
=T*" l(tl(xlayl) o tn (xnvyn)a
tl(y1,21) (yn, n))

=T 1(t1($1,y1) ti(y1, 21), s
tn(xna yn)> 128 (ym Zn))
=T N T(t1(z1, 1), 81 (Y1, 21))5 s
T(tn(znsyn))s tn(Yn, 2n))
< T Yty (21, 21)), oo tn(Tn, 20)) = t(z, 2).

5. Pogto su fazi T—metrike, kao konstantne funkcije po parametru «
neprekidne i T' je neprekidna t—norma, onda je i njihova kompozicija nepre-
kidna funkcija.

O
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Teorema 4.2.7 Ako su s; : X; x X; — [0,1) fazi S—metrike u odnosu na
striktnu triangularnu konormu S, tada je s : X2 —[0,1], X = X1 x---x X,
data sa

S(xay) - Snil(sl(l’hyl)a 32(372792)7 ceey Sn(xrnyn))v

T = (xlv "‘7xn)7 y - (y17"')y7’b)7

fazi S—metrika v odnosu na triangularnu konormu S. Ako S nije striktna,
onda je s fazi S—metrika u Sirem smislu.

Dokaz. 1. s;(z,yi) € [0,1)
= s(x,y) = S" (s1(x1,11), -, Sn(Tn, yn)) € [0,1].
Ako je S striktna triangularna konorma, onda je i S™~! striktno mono-
tona funkcija, pa iz s;(z;,y;) € [0,1), sledi
s(x,y) = S" (s1(x1,91), -, 8n(Tn, yn)) € [0,1).
2. s(z,y) = " H(s1(21,91); -, 80 (T, Yn)) = 0
= (VZ € {1, ceey n}) si(xi,yi) =0
< (Vie{l,...,n})x; =y
&S T =y.

3. S(l‘, y) = Sn_l(sl(xla yl)a %) Sn(xna yn))
= S Y(s1(y1, 1) -y 80(Yn, Tn))
= s(y,x).
4. Iz 4. aksiome za fazi S—metrike s; je
S(Si(xia yi)v si(yiv Zl)) > Si(xi7 Zi)7 (S {17 2 n}a pa je
S(s(z,y),s(y,2))
- S(Snil(sl(xla yl)a s Sn(l'n, yn>),
S" M (s1(y1,21); ++es Sn(Yns 2n)))
= SQnil(Sl(-Tla yl)a ) Sn(xm yn>7
$1(Y1,21), s Sn(Yn, 2n))
= S* " (s1(z1,31), 81(y1, 21)5 s
Sn(xnv yn)7 Sn(ym Zn))
= 5" 1(S(s1(x1, 1), 81(y1,21)),
ey S(8n(Tn, Yn))s 80 (Yns 2n))
> S sy (21,21))s ey Sn( @y 20))
= s(z,2).
5. Pogto su fazi S—metrike, kao konstantne funkcije po parametru « ne-
prekidne i S je neprekidna triangularna norma, onda je i njihova kompozicija
neprekidna funkcija. O
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Primer 4.2.5 Ako su t; : X; x X; — (0,1] fazi T—metrike u odnosu na
proizvod, tada je t : X2 — (0,1], X = X1 x --- x X,, dato sa

n

t(xay) = th('rlvyz)a xr = ('2717 "wxn)v y= (yh "'ayn)v

=1

fazi T—metrika u odnosu na proizvod.

4.3 Prostori sa fazi rastojanjem

Sadasnja istrazivanja pokazuju da fazi metrike imaju moguénost primene
u razli¢itim oblastima tehnike. Specijalno, u postupku fultriranja slike one
daju bolje rezultate od neke uobicajene klasi¢ne metrike.

Nazalost, koriS¢enje fazi metrika u inZenjerskim metodama ozbiljno je
ograniceno relativno malim brojem fazi metrika koje su do danas poznate u
literaturi.

Kao 8to smo u prethodnom poglavlju videli, nije bas uvek jednostavno
pokazati da za neku funkciju postoji neka neprekidna t-norma sa kojom ona
postaje fazi metrika. To je razlog za dalje izuCavanje i &irenje teorije fazi
metrickih prostora uopste, kao i specijalno, razlog, motivacija, za ova naga
istrazivanja.

Svaki specijalan tip verovatnosnog metrickog prostora (X, F) nastao ne-
kom promenom uslova na F sa M (z,y,t) = F 4 (t) vodi do novog specijalnog
tipa fazi metrickog prostora (X, M).

Neka je (X, F) jaki verovatnosni metricki prostor i neka je
M(x,y,t) = Foy(t), z,y € X, t € R.
Iz definicije prostora (X, F) sledi da funkcija M ima slede¢e osobine:
(M1) M(x,y,0) =0 za sve z,y € X;
(M2) M(x,y,t) = M(y,z,t) za sve z,y € X i sve t > 0;

(M3) M(x,y,t) =1, za sve t > 0 ako i samo ako je x = y;
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(M4) Postoji C' > 0 tako da za svakiniz {z,} C X zakojije lim M (zp,z,t) =1,
n—oo

zasvet > 01isvey e X vazi da je

t
M(z,y,t) > liminf M (xn,y, ) za sve t > 0;

n—0o0 C

(M5) Funkcija M(z,y,-) : Rf — [0,1] je neopadajuca i neprekidna sa leve
strane;

(M6) lim M(z,y,t) =1 zasve z,y € X;
t—o00
(M7) 1z M(z,y,t) =11 M(y,z,s) = 1sledi da jei M(z,z,s+1t) = 1.

Ovaj spisak osobina funkcije M pomodéi ée nam da uvedemo pojam slabog
fazi metrickog prostora.

Definicija 4.3.1 Ako je X neprazan skup i M : X? x [0,00) — [0,1] fazi
skup sa osobinama (M1)-(M6), onda par (X, M) zovemo slabi fazi metricki
prostor a funkciju M fazi rastojanje na skupu X.

Napomena 4.3.1 Podsetimo se da je u prvobitnoj definiciji fazi metrickog
prostora Kramosila i Michaleka takode bio uslov (M6) , da je kasnije nestao
iz definicije, ali da se danas pojavljuje u tvrdenjima kao dodatni uslov na
prostor.

Napomena 4.3.2 Za fozi rastojanje M ne zahtevamo da zadovoljava uslov
(M7) iz jednostavnog razloga Sto je to vrlo cesto tautologija kao Sto je to
slucaj © u primerima koje éemo koristiti u radu.

Teorema 4.3.1 ([26]) Svaki fazi metricki prostor (X, M, *) u smislu Kra-
mosil Michalek u kome je tlim M(z,y,t) =1 za sve z,y € X, je slabi fazi
— 00

metricki prostor.

Dokaz. Treba samo proveriti osobinu (M4).
Neka su z,y € X i neka je tlim M (xy,z,t) =1, za neki niz {z,} u X.
—00

Iz nejednakosti

t t
M(I’,y,t) 2 M <xa$n72> * M <$nay7 2>
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i neprekidnosti t-norme * sledi da je

t

M(z,y,t) > liminf M <azn,y7 ) , za svet >0,
n—00 2

Sto znadi da je za C' = 2 ispunjen uslov (M4). Dakle, (X, M, ) je slabi fazi

metri¢ki prostor, a M fazi rastojanje na X. Moze se takode pokazati da je

u netrivijalnim slu¢ajevima uvek C' > 1. O

Prema tome fazi rastojanje je generalizovana fazi metrika, a slabi fazi
metricki prostor je generalizovani fazi metricki prostor.

Primer 4.3.1 Prostor (RS, M) sa funkcijom

min{z,y}+¢
M(xa y7t) - { max{gy}-‘,—t t> 8
t<0,

je slabi fazi metricki prostor.

U poglavlju (3.2 ) smo proverili da funkcija M zadovoljava uslov (M4) i time
direktno pokazali da je M fazi rastojanje. Naravno, to smo mogli dobiti i kao
posledicu prethodne teoreme, jer je (R{, M,t) za t(a,b) = a - b fazi metricki
prostor, a (M, t) fazi metrika na R .

Primer 4.3.2 Za X = R(J{ funkcija

xp;_yp 4t
Mp(CL‘, Y, t) = max{z,y}+t t>0
0 t <0,

za p > 0 je fazi rastojangje.
Poznato je da je za p =1 to jedna fazi metrika sa t-normom t(a,b) = a - b,
dok je u ostalim slucajevima pitanje otvoreno.

Pokazimo da je M, za p = 2, fazi rastojanje.
Neka su z,y € R i neka je niz {z,} CR{ takav da je li_>m My(zp,x,t) = 1.
n—oo

To znaci da

max{x,, x} — hte?

1— My(zy,z,t) = — 0,n — oo.

max{z,,z} +t

Za0<L o, <z
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(x — xn)(x + zp) (x —xp)x

o+ t)(x + /gy 2EH)- 2

1—=Ms(xp, x,t) =

= const-(x—x,) > 0,

Sto po teoremi o ukljestensm nizovima povlaci da x, — x,n — 00 1 u uobiI-
cajenoj topologiji na R.

Zo <z <z,
(xn — x)(xH + )
2z + ) (wn + \/ BE2)

1 — My(zp,z,t) = — 0,n — oo.

To pre svega znaci da niz {x,} mora biti ogranicen i sa gornje strane. Neka
je, recimo, x, < K, za sve n € N. Tada je

(xp — ) -2z

2K +t)(K + /) 52422)

te ponovo zakljucujemo da x, — x,n — o0 i u uobicajenoj topologiji na R.

1 — My(xp,z,t) = = (xp —x) - const >0

Za0=x <z

T - (V2 —1)

1 — My(zp,z,t) = o 1)

— 0,n — oo.

Iz toga prvo sledi da je niz {x,} ogranicen i sa gornje strane, tj. da postoji
K > 0 takvo da je x, < K, za sven € N.

Sada iz

(V2-1) 2 _ (V2-1) 2,

1 — Ma(zp, 2,t) = V2w +1) ~ V2(K +1)

= const - T,

sledi da x,, — 0 = x 1 u uobicajenoj topologiji.

I konacno moZemo zakljuciti da je

My(z,y,t) = nh_)II(;lo Msy(zp,y,t), za svako t > 0,

te da je i uslov (M4) zadovoljen i to za C = 1.
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1
Sli¢no se dokazuje da je M), zasve p € Nili p = —,n € N, fazi rastojanje.
n

Na prostoru (X, M) uves¢emo topologiju M —konveregencije.

Definicija 4.3.2 Neka je (X, M) slabi fazi metricki prostor. Niz {x,} iz X
M-konvergira ka x € X ako je li_>m M(zy,x,t) =1, za sve t > 0. Pisemo
n oo

Mo M o
Teorema 4.3.2 ([26]) Iz {z,} — x i {x,} — y sledi da je z = y.
Dokaz. Iz osobine (M4) sledi da postoji C' > 0 takvo da je

t
M(x,y,t) > liminf M (mn,y, > , za sve t > 0.

Sada iz pretpostavke da {x,} M, y sledi da je M(x,y,t) =1, za sve t > 0,
$to na osnovu (M3) znadi da je x = y. Dakle, granica M —konvergentnog
niza je jedinstvena! O

Definicija 4.3.3 Neka je (X, M) slabi fazi metricki prostor. Niz {x,} € XN
je M—KoSijev ako je lim M (xn,zm,t) =1, za sve t > 0.
m—0o0
Ako je svaki M —Kogijev niz © M—konvergentan u X, prostor (X, M) je
M —kompletan.

Pojam fazi dijametra definisa¢emo kao i u bilo kom drugom fazi metric-
kom prostoru.

Definicija 4.3.4 Neka je (X, M) slab fazi metricki prostor i A neprazan
podskup od X. Funkcija

D4(t) =sup inf M(z,y,s)
s<t T,YEA

naziva se fazi dijametar skupa A. Za sup D4(t) = 1 kaZemo da je skup A fazi
t>0
ogranicen, za 0 < sup DA(t) < 1 da je semi-ogranicen a za sup Da(t) =0 da
>0 >0
Jje neogranicen.

Neposredno iz definicije dobijaju se sledece osobine dijametra.
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Teorema 4.3.3 Za proizvoljan neprazan podskup A C X vazi:

1. Funkcija D4 je po t neopadajuéa i neprekidna sa leve strane;

2. Ako su A i B podskupovi od X, iz A C B sledi da je Do > Dp.

Struktura slabog fazi metrickog prostora dovoljno je bogata da dozvoljava
razvo]j teorije nepokretne tacke. Rezultati iz teorije nepokretne tatke, koje
smo dokazali u poglavlju (3.2.2) o jakim verovatnosnim metrickim prostorima
sada dobijaju sledeéi oblik.

Kao 8to je sve i krenulo u metrickoj teoriji nepokretne tacke polazimo od
fazi koncepta A-kontrakcije i fazi verzije Banahovog principa kontrakcije.

Definicija 4.3.5 Neka je (X, M) slabi fazi metricki prostor i f: X — X.
Funkcije f je A\-kontrakcija, X € (0,1), ako je

t
M(fx, fy,t) > M <$,y, A)’ za svet >0 ¢ sve x,y € X.

Teorema 4.3.4 Neka je (X, M) M—kompletan slabi fazi metricki prostor
i f: X — X Mkontrakcija. Ako postoji xg € X takvo da je O(xo; f) fazi
ogranicen skup, tada f ima jedinstvenu nepokretnu tacku w i {f"xo} Mo,

Sta vise, tada i { "z} M za svako z € X.

Dokaz. Prostor (X, F) sa Fy(t) = M(z,y,t), zasve z,y € X isvet >0, je
jedan jaki verovatnosni metricki prostor te se moze primeniti teorema 3.2.2.
O

Nag poznati matematicar Lj. Ciri¢, u svom poznatom radu iz 1974. [9]
je uveo pojam kvazi-kontrakcije kao uopstenje pojma kontrakcije i izu¢avao

nepokretne tacke za takva preslikavanja. U konceptu fazi metrickih prostora
to dobija sledeéi oblik.

Definicija 4.3.6 [9] Neka je (X, M) slabi fazi metricki prostor. Funkcija

f: X — X je kvazi-kontrakcija ako postoji broj A € (0,1) takav da je za sve
z,y€ X 1t>0

M fy) > win0r (.5 ) (25 ) 01 ().

M (fc,fy, i) , M <y,fw,;>}
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Teorema 4.3.5 Neka je (X, M) M-kompletan slabi fazi metricki prostor i
f: X — X kvazi-kontrakcija za neko A € (0,1). Ako postoji xog € X takvo
da je O(xo; f) fazi ogranicen skup, za CA < 1 f ima jedinstvenu nepokretnu
tacku w i pri tome {f"xo} M. . Sta vise, tada {f"x} M 2 proizvoljno
reX.

Dokaz. Kao i u dokazu prethodne teoreme posmatrati prostor (X, F) sa
Fay(t) = M(x,y,t), zasve x,y € X it > 0,1 primeniti teoremu 3.2.3. O
Sada ¢emo posmatrati jedan vazan podskup slabih fazi metrickih prostora
u kojima umesto (M4) vazi uslov
(M4*) Postoji C > 0 takvo da za proizvoljno =,y € X iz {z,} Mo
M C o
{yn} — y sledi da je

n—oo

t
M(z,y,t) > liminf M (xn,yn, C’) , zasvet > 0.

Napomena 4.3.3 Posto za svaki niz oblika x,, = x, za sve n € N, vazi da
{z} M, 2 iz uslova (M4*) sledi uslov (M}).

Primer 4.3.3 Svaki fazi metricki prostor (X, M, ) w smislu Kramosil Mic-
halek u kome je tlim M(z,y,t) =1, za sve x,y € X je slabi fazi metricki
— 00

prostor sa osobinom (M4*).

U slabim fazi metrickim prostorima sa osobinom (M4*) pokaza¢emo te-
oremu o nepokretnoj tacki Sehgal-Gusemanovog tipa.

Teorema 4.3.6 Neka je (X, M) kompletan slabi fazi metricki prostor u
kome vaZi osobina (M4*) i f : X — X koje zadovoljava uslov: postoji A,
0 < XA <1 tako da za svako x € X postoji n(x) € N tako da je za svako
yeX

t

M(f" @, @y, 1) > M (xy /\> , 2a sve t > 0.

Ako postoji xg € X takvo da je O(xo; f) fazi ogranicen skup onda f ima

jedinstvenu nepokretnu tacku w € X i pri tome { "z} M za svako z € X.

Dokaz. Analogno dokazima prethodne dve teoreme posmatrati prostor (X, F)
sa Fpy(t) = M(x,y,t), zasve z,y € X it > 0, koji je m—jaki verovatnosni
metri¢ki prostor u kome vazi teorema 3.2.4. O
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Glava 5

Filtriranje

5.1 Fazi filtriranje

U ovoj sekciji ¢emo dati konkretne primere primene fazi rastojanja pri
filtriranju slike u boji (RGB), koje daju bolji kvalitet slike u odnosu na fil-
triranje medijanskim filterom. Slika je odredena pozicijom piksela na slici,
uredenim parovima koji predstavljaju koordinate piksela, trodimenzionim
vektorom koji je dodeljen svakom pikselu. Svaka od koordinata trodimen-
zionog vektora predstavlja vrednost boje koja je dodeljena datom pikselu,
respektivno crvena, zelena, plava. Filtriranje vrSsimo koristeéi pokretni pro-
zor W, veli¢ine n X n, gde je n neparan broj. Dve razli¢ite fazi metrike
povezujemo u jednu koristeéi jednu t—normu-mnozenje.

Vrednost srednjeg piksela u prozoru W ée biti odredena vrednostima
preostalih piksela unutar prozora, na koje ¢e biti primenjeno jedinstveno
rastojanje i postupkom koji ¢e biti objaSnjen u nastavku. Slika koja ce
biti obradena oznacena je sa J. Piksel koji je trenutno u postupku obrade,
oznacen je sa J¢, a koordinate trodimenzionog vektora boja oznafene su sa:
Jy = {JE,JG, JB}. Sa T je oznatena fazi T—metrika kojom se meri sli¢nost
po bojama medu pikselima. Ona je definisana na sledeé¢i nadin:

3 Ji+J LK
2
(J;, Jj) = l]_]l vy

177

(5.1)

Sa t je oznalena fazi T—metrika koja uzima u obzir prostorno rastojanje
izmedu piksela. Ona je definisana na sledec¢i nacin:

t
(ir Jj. ) t+ iy — g1l + |i2 — jol (5:2)
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Za uporedivanje kvaliteta slika je korisé¢ena metrika kvaliteta slike UIQI, koja
je definisana u [49]. Nekasux = {z;|/i =1,2,--- ,N}iy ={yi=1,2,--- ,N}
signali originalne i test slike. Indeks kvaliteta slike je definisan slede¢om for-
mulom:

404yTY

o2 +02) (@)% + )2

“T

gde su

Dati indeks se moze zapisati u obliku:

Q- Ozy 2zy ' 20,0y
ooy (T)2+ (§)? o2+ Ug'

Prva komponenta je koeficijent korelacije izmedu x i y. Druga kompo-
nenta pokazuje koliko su bliske srednje vrednosti osvetljenosti piksela x i
y. Treé¢a komponenta meri koliko su sliéni kontrasti izmedu x i y. Metrika
kvaliteta UIQI se zasniva na tome da se svako izobli¢enje slike posmatra
kao kombinacija tri faktora: gubitak korelacije, izobli¢enja luminanse i iz-
obli¢enja kontrasta. Kako su slike koje se filtriraju u boji (RGB), indeks
kvaliteta slike UIQI se izra¢unava za svaku boju ponaosob. Tako dobijamo
da je kvalitet slike izraZen umesto jednom vredno$éu trodimenzionim vek-
torom. Vrednost datog rastojanja za svaku boju moze uzimati vrednosti iz
intervala od -1 do 1. Kvalitet slike je bolji §to je metrika kvaliteta slike bliza
jedinici.

Dakle, konkretno u nasem slucaju, kvalitet obradene slike je bolji §to je
indeks svake boje blizi jedinici. Za odredivanje kvaliteta slike UIQI se koristi
pokretni prozor, koji prolazi kroz celu sliku. Za svaki od datih prozora se
izratuna UIQI po formuli datoj u [49], zatim se na kraju vrednosti svih
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prozora saberu i podele sa brojem prozora. Konacan indeks kvaliteta je dat
formulom:

1 M
Q=M;Qj,

gde je M broj prolazenja prozora kroz sliku. U narednim primerima primene
metrike kvaliteta slike UIQI, odabrana veli¢ina prozora je 3. Prednost datog
kvaliteta u odnosu na neke druge je u njegovoj jakoj sposobmnosti da izmeri
strukturnu distorziju koja se deSava tokom procesa degradacije slike. Slika

Slika 5.1: Babun, 256x256

koja je data u nastavku, kontaminirana je sa 10% biber i so Suma, filtrirana
je sa vektorskim medijanskim filterom 1 metodom za filtriranje slike, koja je
predstavljena u disertaciji. Vrednosti metrike kvaliteta UIQI za svaku boju
slike zaSumljene sa 10% Suma iznose:

[0.4639,0.4737,0.5047].

ZakljuCeno je da za t € [2.6,3.0] i K € [640,896] rastojanje ¢ koju smo
definisali, daje bolji kvalitet slike u odnosu na sliku dobijenu filtriranjem
medijanskim filterom, pri ¢emu je kvalitet slike poreden metrikom za kva-
litet slike UIQI. Ovde je predstavljena slika filtrirana fazi metrikom ¢ sa
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Slika 5.2: Babun, 256x256, sa 10 % biber i so Suma

parametrima ¢t = 2.6 i K = 768 i veli¢inom prozora 3. Vrednosti metrike
kvaliteta UIQI za svaku boju za sliku filtriranu nasom metodom iznose:

[0.5257,0.5702, 0.5662].

Vrednosti metrike kvaliteta UIQI za svaku boju za filtriranu sliku medijan-
skim filterom sa veli¢inom prozora tri iznose:

[0.5033, 0.5649, 0.5447].

Uporedivanjem indeksa metrike za kvalitet slike UIQI za odgovajuce boje
(respektivno, crvenu, zelenu, plavu), zaklju¢ujemo da su svi indeksi slike
filtrirane naSom metodom vedi od odgovarajucih indeksa slike filtrirane me-
dijanskim filterom. Kako su dati indeksi bliZi jedinici, zaklju¢ujemo da je i
kvalitet slike bolji.

Kod vektorskog medijanskog filtera se koristi “klize¢i” prozor, koji je kvad-
rat sa neparnim brojem piksela koje obuhvata. Sustina je da se srednji pik-
sel zameni sa odgovaraju¢im pikselom nakon primene algoritma. Svakom
od piksela sa dodeli neka skalarna veli¢ina. Kako posmatramo RGB slike,
svakom od piksela je dodeljen vektor, koji kao svoje koordinate ima lumi-
nanse odgovarajucéih boja. Izracunavajuéi intenzitet datih vektora, koristeci
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Slika 5.3: Babun, filtrirana slika, veli¢ina prozora je 3, K=768, t=2.6

Slika 5.4: Babun, filtrirana medijanskim filterom, veli¢ina prozora je 3
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euklidsku normu, dobijamo skalar uz pomo¢ koga mozemo da vriimo pored-
jenje vektora. Piksel koji je u procesu obrade, J;, menjamo na kraju primene
uporedivanja skalara koji predstavljaju vektore iz datog prozora sa pikselom
Ji. U skupu datih skalara, koji predstavljaju intenzitet vektora, odreduje
se medijana. Vektor &ji je intenzitet medijana je vektor .J;. Analogno se
postupa i sa ostalim prozorima.

Fazi T'—metrike, fazi S—metrike i fazi rastojanja uopste, definisane na na-
¢in ovde prezentovan, pruzaju Siroko polje moguénosti za dalju primenu u ob-
radi slike. U zavisnosti od vrste problema, tj. oCekivanih performansi, mogu
se izabrati odgovarajuée t—norme ili t—konorme koje doprinose ostvarivanju
zeljenih performansi. Ovde je primenjen jedan tip fazi T'—metrika, pri kon-
struisanju algoritma za filtriranje slike. Zakljucili smo da je za parametre u
odredenom opsegu, korigéenjem metrike za kvalitet slike UIQI, kvalitet slike
filtriran naSim postupkom bolji od kvaliteta slike dobijene filtriranjem me-
dijanskim filterom. Postoji tendencija da se u buduénosti fazi T —metrika
koriéena pri filtriranju slike, zameni sa odgovaraju¢om fazi S—metrikom uz
odabir domena parametara za dobijanje odgovarajuc¢ih razultata pri filtrira-
nju.

U datom algoritmu, koji koristi T'—metriku, relacija poretka se definise
uz pomo¢ funkcije A i standardne relacije poretka.

A= Y. c@,Tjt).
JEW.j#k

Date vrednosti funkcije A se sortiraju u opadaju¢em nizu:
Aoz Ag) 2 2 Ape

. Dati niz skalara indukuje na skupu vektora relaciju poretka:
Jo 2Jw 2 2 Im2-)-

Za J; uzimamo Jo)-

5.2 Filtriranje slike koriséenjem fazi rastojanja

U ovom odeljku ¢emo razmatrati filtriranje slike u boji, sa komponen-
tama boje crvena, zelena, plava (RGB). Pri filtriranju se koristi prozor, koji
se najeS¢e oznacCava sa W, veli¢ine n x n gde je n neparan broj. Pik-
seli u datom prozoru su oznaceni sa (%, F;), gde je i = (i1,i2) € I x I,
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I ={0,1,...,n— 1}, vektor sa prostornim koordinatama i, iy piksela (tacke
sa ekrana sa celobrojnim koordinatama), a F'; je trodimenzioni vektor, ta-
kav da prva koordinata predstavlja kvantitet crvene boje, druga koordinata
kvantitet zelene, a trec¢a predstavlja kvantitet plave boje, tj. imamo da je
F; = (F} F{ F?)ili F; = (F}, F% F}).

Sustina filtriranja slike je u tome da se zameni piksel koji ima Sum sa
pikselom bez Suma, Sto se moze posti¢i zamenom sredisnjeg piksela u prozoru
W sa pikselom koji na neki na¢in najbolje reprezentuje preostale piksele iz
prozora W, tj. to je piksel koji je najsli¢niji svim ostalim pikselima iz W po
boji i prostornoj udaljenosti.

0d izuzetne vaznosti je izabrati dobar kriterijum za odabir takvog piksela
bez Ssuma, koji ¢e zameniti piksel sa Sumom u datom prozoru W, jer dati
izbor piksela utic¢e na kvalitet slike, odnosno na stepen uklonjenog Suma.

U datom kriterijumu izbora ¢e znac¢ajnu ulogu odigrati dobar odabir fazi
rastojanja, konkretno u ovom slucaju fazi T'—metrike ¢. Uz pomo¢ fazi
T—metrike ¢ ¢emo indukovati na skupu svih piksela u prozoru W na odre-
deni nacin relaciju poretka, koja sluzi da uporedimo piksele (i, F';) ("pozi-
cija”’boja”) slike i izaberemo onaj od piksela koji se najmanje razlikuje od
svih ostalih piksela u prozoru, tj. najsli¢niji je svim pikselima u W (sa sta-
novista boje i udaljenosti) i njime zamenimo dati sredisnji piksel u prozoru

w.

Definidemo preslikavanje ¢ : W x W — R, nad W = {(4, F;)|i € I x I},
sa

C((i7Fi)7 (J?FJ)) = T(T<FivFj)7t(i7j)>a (5'3)

gde su 7 i t fazi T'—metrike u odnosu na triangularnu normu 7. Da je c fazi
T'—metrika sledi iz teoreme 4.2.6.

Fazi T—metrika 7 je definisana sa
T(F;, Fj)=T(11(F}, F;.),TQ(F; F%),T?)(Fg, F;)),

i njom merimo sli¢nost odgovarajuc¢ih boja (jednakost kvantiteta boja) iz-
medu dva piksela F'; i F';, odnosno sli¢nost k—te boje (k = 1,2, 3) merimo
fazi T—metrikom 7. Da je T fazi T'—metrika sledi iz teoreme 4.2.6.

Fazi T—metrikom t se meri prostorna udaljenost piksela ¢ i j. U njoj
figuriSe parametar ¢ koji utie na osetljivost fazi T'—metrike t.

U radu [16] je koric¢en specijalan slu¢aj fazi T—metrike ¢. Umesto pro-
izvoljne t— norme, uzeta je uobiCajeno definisana operacija mnozenja, od-
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nosno fazi T'—metrika ¢ je definisana sa:
Fazi T—metrika 7 je odredena sa:
_ 1 gl 2 2 3 103

gde su fazi T—metrike 7, k = 1,2, 3 kao u primeru 4.2.1.

Fazi T'—metrika t je kao u Primeru 4.2.4, gde je za d uzeta euklidska me-
trika. Definisanjem fazi T'—metrike ¢, stvoren je jo§ jedan metod za filtriranje
slike u boji, pored od ranije ve¢ poznatog filtriranja pomo¢u medijanskog fil-
tera (Vector median filter) koji pruza prili¢no uspesne rezultate jer uzima u
obzir istovremeno kriterijum sli¢nosti boja i prostornu udaljenost.

5.3 Primene

U prethodnoj sekciji je navedena sustina filtriranja slike. Razliciti algo-
ritmi za filtriranje slike daju razli¢ite kriterijume za izbor srednjeg piksela u
klize¢em prozoru, koji ¢e zameniti srednji piksel.

U prethodnoj sekciji je definisana mera kvaliteta slike UTQI. UIQI je kom-
pleksnija mera kvaliteta slike nego PSNR koji se obi¢no koristi za merenje
kvaliteta slike. PSNR je matematicki definisana mera koju je lako izra¢unati
i koja je nezavisna od ljudske percepcije kvaliteta slike. Jedan od kriterijuma
za odredivanje kvaliteta slike moZe biti oStrina slike. OStrina je definisana
granicama izmedu zona razli¢itih boja.

U prethodnoj sekciji je predstavljena primena funkcije metrike iz primera
3.2.3, za m = 1, na sliku Baboon. U dato]j sekciji ¢e biti primenjena na sliku
Lena. Sum koji je primenjen na originalnu sliku je takode 10% so i &biber
Sum. Za metriku koja razmatra sli¢nost u bojama primenjeno je rastojanje
iz primera 3.2.3 za m = 1. Za metriku koja razmatra prostornu bliskost
izabrano je rastojanje iz [16], za euklidsku normu je uzeta max norma.

U nastavku je uporedena slika filtrirana funkcijom koja je nalik na me-
triku sa slikom koja je filtrirana pomocéu VMF (vektorski medijanski filter).
Rezultat uporedivanja je da slika filtrirana nasim algoritmom ima niZe vred-
nosti za odgovarajuéi UIQI kvalitet slike, ali mnogo veéu ostrinu. Ovo je
veoma vazno u sluc¢ajevima kada je potrebno reprodukovati detalje na slici.
Za merenje ostrine slike koris¢ena je metrika kvaliteta uvedena u [31].
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Za slike koje su filtrirane sa vektorskim medijanskim filterom, sa veli¢i-
nom prozora 3, UIQI je jednak vektoru (izraCGunat za sve tri boje):

[0.546475813084152, 0.673989789093080, 0.525819221430506].

Ostrina slike koja je filtrirana sa VMF je
0.690730837789661.

Ostrina slike koja je filtrirana sa nasom metrikom je

0.927492447129909.
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Slika 5.6 Lena, 256 * 256, sa 10% so&biber suma

Slika 5.8 Lena, filtrirana sa metodom iz rada sa parametrima 256 x 256,
K = 384, t = 2.8, veli¢ina prozora je 3

5.4 Zakljucak

Polazeéi od veé¢ dobro poznatih t-normi i t-konormi, definisani su novi
pojmovi fazi T'—metrika, fazi S—metrika, a i fazi rastojanja generalno. Date
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klase preslikavanja imaju neke nove osobine u odnosu na ¢-normu i t-konormu.
Videli smo da neke od t—normi daju dobre rezultate pri filtriranju slike. Od
esencijalne vaznosti su date t—norme pri formiranju relacije poretka kojom
se uporeduju vektori luminansi koji su dodeljeni pikselima. Neke od datih

T —normi imaju vaznu ulogu u teoriji fiksne tacke za kvazikontrakcije u jakim
probabilisti¢kim metri¢kim prostorima.
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