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Izra£unavanje naseljenosti atomskih stanja, ugaone
raspodele i energijskog spektra fotoelektrona kod

atomskih sistema u jakim laserskim poljima
primenom vremenski zavisnih metoda

Rezime

Predmet ove doktorske disertacije je prou£avanje procesa jonizacije kod atomskih si-

stema izloºenih jakim laserskim poljima. Sa teorijskog stanovi²ta, zbog velikog in-

tenziteta laserskog polja, prou£avanje ovih procesa zahteva napu²tanje tradicionalnog

pristupa preko teorije perturbacija. Umesto toga primenjenivani su metodi re²ava-

nja vremenski zavisne �redingerove jedna£ine metodom evolucije talasnog paketa. U

zavisnosti od parametara polja, prou£avanje ovih procesa moºe se podeliti na reºim

tuneliranja i reºim multifotonske jonizacije.

U okviru tunel reºima, ra£unat je energijski spektar i stope jonizacije za atom na-

trijuma i ispitivan je domen primenljivosti kvazistati£ke aproksimacije za tretiranje

vremenski zavisnog polja niske frekvencije. Dobijeni rezultati pore�eni su sa poznatim

analiti£kim teorijama kao i rezultatima dobijenim drugim numeri£kim metodama.

U okviru reºima multifotonske jonizacije, ra£unate su naseljenosti pobu�enih stanja,

verovatno¢e jonizacije, energije u ugaone raspodele fotoelektrona za atome natrijuma i

litijuma u ²irokom opsegu frekvencija i ja£ina spolja²njeg polja. Pored toga, prou£avani

su efekti jonizacije preko praga (ATI) i rezonantno poja£ane multifotonske jonizacije

(REMPI), a predstavljen je i metod za izra£unavanje dinami£kog �tarkovog pomaka

atomskih stanja. Rezultati su pore�eni sa nedavno obljavljenim eksperimentalnim po-

dacima sa kojima su u odli£nom slaganju.
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The calculation of atomic state populations, angular
distributions and energy spectra of photoelectrons for

atomic systems in strong laser �elds using time
dependant methods

Summary

The subject of this dissertation is the study of ionization processes in atomic systems

exposed to strong laser �elds. From a theoretical point of view, because of the high

intensity of the laser �eld, the study of such processes requires abandoning the tra-

ditional approach using the theory of perturbations. Instead, we were solving the

time-dependent Schrodinger equation by methods of wave-packet evolution. Depen-

ding on the �eld parameters, these processes can be categorized into the regime of

tunnel ionization and the regime of multiphoton ionization.

In the tunnel-ionization regime, we calculated the energy spectrum and ionization

rates for sodium and examined the boundaries of applicability of the quasistatic approxi-

mation for the treatment of a low frequency time-dependent �eld. The results obtained

were compared with known analytical theories and the results obtained through other

numerical methods.

In the multiphoton-ionization regime, we calculated the populations of excited sta-

tes, ionization probabilities, energies and angular distributions of photoelectrons for

sodium and lithium atoms in an external �eld (in a broad range of frequencies and

�eld strengths). We also studied the e�ects of above-threshold ionization (ATI) and

resonantly enhanced multiphoton ionization (REMPI) and presented a method for cal-

culation of the dynamic Stark shift of atomic states. The results were compared with

recently published experimental data and are in excellent agreement.
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Glava 1

Uvod

Interakcija laserkog zra£enja visokog intenziteta sa atomskim i molekulskim siste-

mima jedna je od oblasti savremena �zike koja je poslednjih nekoliko decenija postigla

ogroman napredak i £iji se razvoj i dalje nastavlja velikom brzinom. Iako izum lasera

datira ve¢ pola veka unazad, intenzivni femto- i ato-sekundni laseri u razli£itim fre-

kventnim oblastima od infracrvenog do X-zra£enja proizvod su tehnolo²kog razvoja u

poslednje dve decenije. Pored pomenutih karakteristika lasera nove generacije treba

pomenuti i napredak u postizanju pune kontrole faze laserskog impulsa te mogu¢nost

formiranja kratkih izolovanih impulsa ili njihovih serija. Jedan od najve¢ih koraka u

tom pravcu je konstrukcija takozvanog lasera sa slobodnim elektronima (free-electron

laser - FEL), posebno u oblasti X-zra£enja (XFEL). Pomenuti tehnolo²ki napredak sva-

kako je jedan od najzna£ajnijih faktora koji je uticao na brz razvoj i zna£ajna otkri¢a

u nau£noj oblasti koja je tema ovog doktorata.

Jedan od tipi£nih procesa iz ovog domena koji je ²iroko izu£avan je multifotonska

jonizacija atoma i molekula, odnosno multifotonsko "otkidanje"(detachment) elektrona

od negativnog jona. Za razliku od obi£ne jednofotonske jonizacije, verovatno¢a za mul-

tifotonsku jonizaciju pri malim intenzitetima je prakti£no zanemarljiva, odakle je jasno

zbog £ega je bilo neophodno unaprediti lasersku tehnologiju. Sa teorijskog stanovi²ta

prou£avanje ovog procesa, zbog velikih intenziteta polja, zahteva napu²tanje tradicio-

nalnog prilaza preko teorije perturbacija. Prva uspe²na teorija koje je oti²la dalje od

perturbacionog prilaza bila je Keldi²eva teorija [1], a zatim su sledile i Fajzalova [2]

i Rajsova teorija [3, 4]. Koriste¢i Keldi²evu aproksimaciju dobijeno je da se pri viso-

kim intenzitetima i velikim talasnim duºinama polja ukupna stopa jonizacije pona²a

sli£no kao stopa jonizacije u stati£kom elektri£nom polju [1]. Odatle su proistekle teorije

bazirane na tuneliranju elektrona kroz barijeru formiranu superpozicijom kulonskog po-
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2 GLAVA 1. UVOD

tencijala atomskog ostatka i spolja²njeg elektri£nog polja, me�u kojima su najpoznatije

teorije Perelomov-Popov-Terenteva (PPT) [5] i Amosov-Delone-Krainova (ADK) [6].

Jednostavnost izraza za stopu tuneliranja i njegova ²iroka primenljivost obja²njavaju

popularnost ovih teorija, me�utim sam koncept tuneliranja ima ograni£en opseg pri-

mene [7]. U tom smislu danas govorimo o dva osnovna reºima jonizacije u jakim poljima

- reºimu tuneliranja i multifotonskom reºimu. Oni se mogu okarakterisati vrednostima

Keldi²evog parametra γ = ω
√
2Ip/F (radi jednostavnosti, u svim formulama bi¢e ko-

ri²¢ene atomske jedinice e = me = h̄ = 4πε0 = 1), gde su ω i F frekvencija i amplituda

elektri£ne komponente laserskog polja, a Ip vrednost jonizacijonog potencijala atoma

(ili, u op²tem slu£aju, energija veze elektrona u atomskom ili molekulskom sistemu).

Ako je γ ≪ 1 (²to odgovara poljima veoma velikog intenziteta i male frekvencije),

procesi se odvijaju u kvazistati£kom reºimu gde su tuneliranje elektrona ili jonizacija

preko barijere (over-barrier ionization - OBI) dominantni procesi. S druge strane, ako

je γ ≫ 1 (slabija polja, ve¢e frekvencije), procesi se odvijaju u multifonskom reºimu u

kom izba£eni elektroni dobijaju energiju apsorpcijom odre�enog broja fotona pri £emu

ne dolazi do zna£ajne deformacije atomskog potencijala od strane spolja²njeg polja.

Popularnosti Keldi²eve tunel-jonizacije zna£ajno su doprenili pionirski eksperimenti sa,

za to vreme snaºnim, CO2 laserima [8, 9].

Pored ova dva tipi£na reºima jonizacije u jakim poljima, poslednjih nekoliko dece-

nija istraºivanja su se pro²irila na £itav niz sloºenijih procesa i efekata. Me�u njima

pomenu¢emo jonizaciju iznad praga (above treshold ionization - ATI) kada atomski ili

molekulski sistem apsorbuje vi²e fotona nego ²to je energijski neophodno, generisanje

visokih harmonika (high-harmonic generation - HHG), nesekvencijalnu dvostruku joni-

zaciju (non-sequential double ionization - NSDI), atomsku stabilizaciju, itd. Ono ²to je

sa teoriskog stanovi²ta zajedni£ko za ove procese je da se ne mogu opisati koriste¢i teo-

riju perturbacija ili neki drugi aproksimativni prilaz ve¢ zahtevaju primenu egzaktnijih

metoda. Ovi metodi se uglavnom zasnivaju na vremenski zavisnom prilazu (re²avanje

vremenski zavisne �redingerove jedna£ine) ili Flokeovoj teoriji (neperturbativni prilaz)

i zahtevaju numeri£ko re²avanje odgovaraju¢ih jedna£ina.

Kao ²to je pomenuto, u novom milenijumu su se pojavili novi alati za ispitivanje

procesa u jakim poljima: laseri koji generi²u ultrabrze svetlosne impulse [10] kao ²to

je COLTRIMS ili sli£ni ure�aji [11], zatim impulse trajanja nekoliko perioda polja [10]

te one sa strogo kontrolisanom fazom [12, 13, 14], snaºni laseri u srednjoj infracrvenoj

oblasti [15, 16, 17] itd. Kao posledica toga u poslednjih 15-ak godina pojavilo se obilje

novih otkri¢a i rezultata kao ²to su: efekti apsolutne faze [18], dugotalasno skalira-
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nje ATI [19, 20], atosekundna generacija [21] ato-cvrkutanje [22], impulsna distribucija

preostalih jona [23], univerzalna niskoenergijska struktura pri jakim poljima [24], ske-

niranje molekularnih orbitala pomo¢u visokih harmonika [25, 26], impulsna distribucija

fotoelektrona, nelinearna optika u XUV i X-oblastima [27], nesekvencijalna vi²estruka

jonizacija, merenje vremena ka²njenja jonizacije [28] itd.

Op²ti cilj istraºivanja ove disertacije je opis i analiza fragmentacionih procesa ra-

zli£itih atomskih sistema u jakim laserskim poljima (fotojonizacija atoma i molekula,

fotootkidanje elektrona od jona, fotojonizacija i fotodisocijacija molekula), odre�ivanje

vrednosti �zi£kih veli£ina i drugih podataka koji ih karakteri²u, te njihova primena u

obja²njavanju i predvi�anju sloºenijih procesa i efekata koji su njihova posledica. Oso-

bine navedenih procesa u zna£ajnoj meri zavise od frekvencije i intenziteta laserskog

zra£enja pri £emu se, kao ²to je navedeno u prethodnom odeljku, mogu razlikovati dva

osnovna reºima - reºim tuneliranja i multifotonski reºim. Glavne veli£ine koje se kod

ovih procesa ra£unaju su verovatno¢a (stopa) fragmentacije, ugaone raspodele izlaznih

elektrona i njihove energije, kao i verovatno¢e nalaºenja atomskog sistema u pobu�e-

nim stanjima, sve u funkciji frekvencije, intenziteta i polarizacije zra£enja. Na osnovu

dobijenih rezultata mogu¢e je dalje prou£avati razli£ite efekte i sloºenije procese kod

ovih sistema (HHG, NSDI, atomska stabilizacija, disocijativna jonizacija itd.).

U glavi 2 bi¢e re£i o teorijskom zasnivanju �tarkovog pomaka, prvo kod atoma vo-

donika pa zatim kod vodoniku sli£nih atoma kao i o razli£itim pristupima pri ra£unanju

stati£kog i dinami£kog kao i rezonantnog i nerezonantnog �tarkovog pomaka. U glavi

3 da¢emo kratak pregled analiti£kih opisa jonizacionih procesa u razli£itim reºimima

jonizacije kao i prodiskutovati upotrebnu vrednost poznatih analiti£kih izraza u ovom

istraºivanju. Nakon toga, u glavi 4 bi¢e re£i o ra£unskim tehnikama koje su kori²¢ene

tokom ovog istraºivanja. U glavi 5 bi¢e predstavljeni rezultati dobijeni simulacijama za

atom natrijuma u spolja²njem elektri£nom polju u kvazistati£kom reºimu. Nakon toga,

u glavama 6 i 7 bi¢e predstavljeni rezultati simulacija za atome natrijuma i litijuma u

spolja²njem elektri£nom polju u multifotonskom reºimu. Predstavljeni rezultati obja-

vljeni su kroz tri rada u me�unarodnim £asopisima [29, 30, 31] kao i predstavljeni na

brojnim me�unarodnim konferencijama [32, 33, 34, 35, 36, 37]
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Glava 2

�tarkov pomak

2.1 Stati£ki �tarkov pomak i cepanje nivoa kod atoma
vodonika

Jo² 1913. godine, Johanes �tark primetio je razdvajanje spektralnih linija kod atoma

vodonika izloºenog spolja²njem stati£kom elektri£nom polju [38], a samo mesec dana

nakon te objave efekat je eksperimentalno potvrdio Antonino Lo Surdo [39]. Taj efekat

ubrzo je vi�en kao jedna od prvih potvrda Borove kvantne teorije i njegovog predvi-

�anja da su spektralne linije posledica skokova elektrona me�u kvantovanim orbitama

[40]. Prime¢eni efekat uspe²no je obja²njen u okviru teorije perturbacija do 1930. go-

dine [41, 42, 43, 44, 45]. Kod atoma vodonika, cepanje se javlja usled degeneracije

energetskih nivoa koja je uklonjena prisustvom spolja²njeg polja. Ako je potencijal

spolja²njeg polja mali u pore�enju sa Kulonovim potencijalom jezgra, u slu£aju atoma

sa degenerisanim nivoima ovaj efekat je vidljiv u okviru prvog reda teorije perturbacija

i linearno je proporcionalan sa ja£inom spolja²njeg polja. Me�utim, u slu£aju atoma

bez degenerisanih energetskih nivoa, popravka prvog reda jednaka je nuli i, da bi efekat

spolja²njeg polja postao vidljiv, moramo ra£unati popravke drugog (kvadratni �tarkov

efekat) ili vi²eg reda.

Kod atoma kod kojih se moºe primeniti jednoelektronska aproksimacija, hamiltoni-

jan sistema opisan je sa

Ĥ0 =
p̂2

2
+ V̂ (2.1)

gde je prvi £lan operator kineti£ke energije elektrona, a drugi £lan Kulonov potenci-

jal jezgra koji je u koordinatnoj reprezentaciji kod vodonika i vodoniku sli£nih atoma

proporcionalan sa −1/r.

Ako je sistem izloºen dejstvu homogenog stati£kog spolja²njeg polja usmerenog

5
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duº z-ose, elektron u vezanom stanju (negativne) energije En dobija dodatnu energiju

δEn(F ) usled polarizacije atoma u polju. Ukoliko je neperturbovani nivo En degeneri-

san, cepa se na odre�en broj podnivoa koji odgovaraju razli£itim vrednostima dodatnih

kvantnih brojeva.

Oba efekta mogu se opisati u okviru teorije perturbacija kada je ja£ina spolja²njeg

polja mala. Kada se u opis uklju£i stati£ko polje ja£ine F , hamiltonijan postaje Ĥ =

Ĥ0 + Ĥ ′ gde £lan

Ĥ ′ = −ẑF (2.2)

opisuje spolja²nje polje usmereno u negativnom smeru z-ose. Teorija perturbacija je

primenljiva kada je Ĥ ′ ≪ Ĥ0 ²to je zadovoljeno za slaba polja.

2.1.1 �redingerova jedna£ina atoma vodonika u paraboli£kim
koordinatama

Prilikom re²avanja �redingerove jedna£ine za atom vodonika, pogodno je raditi u

sfernim koordinatama (r, θ, ϕ) jer one obezbe�uju razdvajanje promenljivih. Me�utim,

za sistem u spolja²njem polju, sferne koordinate nisu vi²e pogodne za ra£un jer se gubi

centralna simetrija i orbitalni broj l prestaje da bude dobar kvantni broj. Ispostavlja

se da se separabilnost u ovom slu£aju moºe posti¢i kori²¢enjem paraboli£kih koordinata

(ξ, η, ϕ). Transformacije iz paraboli£kih u Dekartove koordinate de�nisane su izrazima

x =
√
ξη cosϕ, y =

√
ξη sinϕ, z = 1

2
(ξ − η), (2.3)

r =
√
x2 + y2 + z2 = 1

2
(ξ + η),

i obrnuto,

ξ = r + z, η = r − z, ϕ = tan−1(y/x). (2.4)

ξ i η uzimaju vrednosti od 0 do ∞, ϕ uzima vrednosti od 0 do 2π, a povr²i ξ = const i

η = const su paraboloidi rotacije oko z-ose. Element duºine dat je sa

(dl)2 =
ξ + η

4ξ
(dξ)2 +

ξ + η

4η
(dη)2 + ξη(dϕ)2, (2.5)

a element zapremine sa

dV =
1

4
(ξ + η)dξdηdϕ. (2.6)
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Za re²avanje �redingerove jedna£ine potrebno nam je tako�e da znamo i oblik Laplaso-

vog operatora koji se javlja u koordinatnoj reprezentaciji operatora kineti£ke energije.

U paraboli£kim koordinatama, na osnovu jedna£ine (2.5) njegov oblik je

∆ =
4

ξ + η

[
∂

∂ξ

(
ξ
∂

∂ξ

)
+

∂

∂η

(
η
∂

∂η

)]
+

1

ξη

∂2

∂ϕ2
. (2.7)

Na osnovu prethodnog razmatranja u koordinatnoj reprezentaciji u paraboli£kim

koordinatama, �redingerova jedna£ina atoma vodonika u potencijalu oblika V (r⃗) =

−1/|r| = −2/(ξ + η) uzima oblik

4

ξ + η

[
∂

∂ξ

(
ξ
∂ψ

∂ξ

)
+

∂

∂η

(
η
∂ψ

∂η

)]
+

1

ξη

∂2ψ

∂ϕ2
+ 2

(
E +

2

ξ + η

)
ψ = 0. (2.8)

Da bismo razdvojili promenljive, talasnu funkciju ψ traºimo u obliku

ψ = f1(ξ)f2(η)e
ımϕ, (2.9)

gde je m magnetni kvantni broj. Zamenom ovog oblika re²enja u jedna£inu (2.8) i

mnoºenjem cele jedna£ine faktorom 1
4
(ξ + η) dobijamo dve jedna£ine razdvojene po

varijablama ξ i η

∂

∂ξ

(
ξ
∂f1
∂ξ

)
+

(
Eξ

2
− m2

4ξ
+ β1

)
f1 = 0, (2.10)

∂

∂η

(
η
∂f2
∂η

)
+

(
Eη

2
− m2

4η
+ β2

)
f2 = 0,

gde su parametri razdvajanja β1 i β2 povezani relacijom

β1 + β2 = 1. (2.11)

Za pogodniju analizu jedna£ina (2.10) u diskretnom spektru (E < 0), uvodimo

smene

n =
1√
−2E

, ρ1 =
ξ

n
, ρ2 =

η

n
, (2.12)

pomo¢u kojih dobijamo diferencijalnu jedna£inu za f1

d2f1
d2ρ1

+
1

ρ1

df1
dρ1

+

[
−1

4
+

1

ρ1

(
|m|+ 1

2
+ n1

)
− m2

4ρ21

]
f1 = 0 (2.13)

i analognu jedna£inu za f2, gde su

n1 = −1

2
(|m|+ 1) + nβ1, (2.14)

n2 = −1

2
(|m|+ 1) + nβ2.
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Re²enje jedna£ine (2.13) traºimo u obliku

f1(ρ1) = e−
ρ1
2 ρ

|m|
2

1 ω1(ρ1) (2.15)

i analogno za f2(ρ2). Zamenom (2.15) u (2.13) dobijamo jedna£inu za ω1(ρ1). Ova

diferencijalna jedna£ina za re²enje ima kon�uentnu hipergeometrijsku funkciju [46] i

zbog uslova kona£nosti njeni parametri moraju biti u obliku

ω1 = F (−n1, |m|+ 1, ρ1) . (2.16)

Analizom prethodnih jedna£ina moºemo zaklju£iti da su sva stanja atoma vodonika

u paraboli£kim koordinatama jednozna£no odre�ena pomo¢u paraboli£kih kvantnih bro-

jeva n1 i n2 i magnetnog kvantnog broja m. Glavni kvantni broj se moºe zapisati u

obliku

n = n1 + n2 + |m|+ 1. (2.17)

Za dato n, postoji n razli£itih vrednosti koje |m| moºe da uzme od 0 do n − 1, a za

�ksirano n i m, n1 moºe da uzme n− |m| vrednosti od 0 do n− |m| − 1. Uzev²i jo² u

obzir dammoºe da uzima i pozitivne i negativne vrednosti, dobijamo da je degeneracija

stanja za dato n

2
n−1∑
m=1

(n−m) + n = n2 (2.18)

²to se slaºe sa predvi�anjima dobijenim ra£unom u sfernim koordinatama [46].

Za kona£ni oblik talasne funkcije, potrebno je izra£unati i njenu normu. Na osnovu

(2.6) imamo
1

4

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ 2π

0

|ψn1,n2,m(ξ, η, ϕ)|
2 (ξ + η)dξdηdϕ = 1. (2.19)

Normirane funkcije su oblika

ψn1,n2,m(ξ, η, ϕ) =

√
2

n2
fn1,m

(
ξ

n

)
fn2,m

(η
n

) eımϕ

√
2π
, (2.20)

gde su

fp,m (ρ) =
1

|m|!

√
(p+ |m|)!

p!
F (−p, |m|+ 1, ρ) e−

ρ
2ρ

|m|
2 . (2.21)

Talasne funkcije u paraboli£kim koordinatama imaju svoju geometrijsku interpre-

taciju. Nasuprot funkcijama u sfernim koordinatama, one nisu simetri£ne oko ravni

z = 0. Me�utim, odnos me�u kvantnim brojevima n1 i n2 govori o verovatno¢i nalaºe-

nja £estice u odre�enim delovima prostora. Naime, za n1 > n2 verovatno¢a nalaºenja

£estice je ve¢a u delu prostora z > 0 i obrnuto.
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2.1.2 Linearni �tarkov pomak kod atoma vodonika

Kada je ja£ina spolja²njeg elektri£nog polja mala, popravke na energiju mogu se

ra£unati u okviru teorije perturbacija. Linearni �tarkov pomak dobija se kao popravka

prvog reda. Za sistem koji ima neperturbovanu talasnu funkciju sa skupom kvantnih

brojeva {Xi}, izraz za ovu popravku je⟨
ψ{Xi}

∣∣∣Ĥ ′
∣∣∣ψ{Xj}

⟩
, (2.22)

gde dijagonalni elementi predstavljaju popravku energije nivoa, a vandijagonalni ele-

menti verovatno¢e prelaza iz stanja sa {Xj} u stanja sa {Xi}.
U slu£aju atoma vodonika sa funkcijama ra£unatim u paraboli£kim koordinatama

imamo ⟨
ψ{n1,n2,m}i

∣∣∣∣−F2 (ξ̂ − η̂)

∣∣∣∣ψ{n1,n2,m}j

⟩
, (2.23)

gde je perturbacija u polju zapisana u paraboli£kim koordinatama pomo¢u transforma-

cije (2.3). Uz kra¢u analizu, lako je videti da su samo dijagonalni matri£ni elementi

razli£iti od nule. Dijagonalnost po m jasna je na osnovu izraza za talasnu funkciju

(2.20) gde se vidi da zavisnost po ϕ ulazi na osnovu kompleksnog faznog faktora £ijom

integracijom od 0 do 2π dobijamo 0 za svako mi ̸= mj. Dijagonalnost po n1 i n2 sledi iz

ortogonalnosti funkcija fp,m za razli£ito p a isto m (2.21). Nakon kra¢eg ra£una, dobija

se izraz za popravku na energetske nivoe u aproksimaciji prvog reda

E(1) =
3

2
Fn(n1 − n2). (2.24)

Ako uzmemo ekstremni slu£aj dva najudaljenija stanja sa kvantnim brojevima (n −
1, 0,m) i (0, n− 1,m) dobijamo da je njihovo me�usobno rastojanje

∆E = 3Fn(n− 1), (2.25)

dakle pribliºno proporcionalno sa n2. O£ekivano je da se cepanje pove¢ava sa glav-

nim kvantnim brojem jer je dipolni moment atoma ve¢i ²to su elektroni udaljeniji od

jezgra. Linearna popravka (2.24) jednaka je nuli u osnovnom stanju vodonika, a kod

vi²ih stanja ona i²£ezava za sve slu£ajeve stanja kod kojih je n1 = n2. Kod atoma

koji nemaju degeneraciju energetskih nivoa usled elektron-elektron interakcije, linearni

efekat i²£ezava kompletno i za svaku analizu potrebno je ra£unati kvadratnu ili vi²e

popravke.
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2.1.3 Kvadratni �tarkov pomak kod atoma vodonika

Kvadratni efekat se dobija u okviru teorije perturbacija drugog reda, a bi¢e prikazan

metodom kako je dobijen kod Landaua i Lifshitza [46]. �redingerova jedna£ina atoma

vodonika u spolja²njem polju u koordinatnoj reprezentaciji ima oblik(
1

2
∆ + E +

1

r
− Fz

)
ψ = 0. (2.26)

Sli£no kao u slu£aju sa F = 0, kori²¢enje paraboli£kih koordinata obezbe�uje razdva-

janje promenljivih. Analogno jedna£inama (2.10) imamo

∂

∂ξ

(
ξ
∂f1
∂ξ

)
+

(
Eξ

2
− m2

4ξ
− Fξ2

4

)
f1 = −β1f1, (2.27)

∂

∂η

(
η
∂f2
∂η

)
+

(
Eη

2
− m2

4η
+
Fη2

4

)
f2 = −β2f2,

gde su β1 i β2 vezani relacijom β1 + β2 = 1. U svrhu re²avanja ovih jedna£ina, energiju

E, tretira¢emo kao parametar sa odre�enom vredno²¢u, a vrednosti β1 i β2 kao svoj-

stvene vrednosti odgovaraju¢ih operatora. Tretira¢emo £lanove sa poljem F kao malu

perturbaciju. U nultoj aproksimaciji (F = 0), re²enja ovih jedna£ina su u obliku

f1 =
√
ϵfn1,m(ξϵ), f2 =

√
ϵfn2,m(ηϵ), (2.28)

gde su funkcije fp,m iste kao u jedna£ini (2.21) sa uvedenim parametrom ϵ =
√
−2E

umesto energije. Onda iz jedna£ina (2.14) sledi da su vrednosti parametara u nultoj

aproksimaciji

β
(0)
1 =

(
n1 +

1

2
|m|+ 1

2

)
ϵ, (2.29)

β
(0)
2 =

(
n2 +

1

2
|m|+ 1

2

)
ϵ.

U prvoj (linearnoj) popravci, vrednosti za β1 i β2 dobijaju se ra£unanjem dijagonalnih

matri£nih elemenata perturbacije

β
(1)
1 =

⟨
n1

∣∣∣∣14Fξ2
∣∣∣∣n1

⟩
, β

(1)
2 =

⟨
n2

∣∣∣∣−1

4
Fη2

∣∣∣∣n2

⟩
, (2.30)

gde su |ni⟩ odgovaraju¢e svojstvene funkcije.
Dalji ra£un daje rezultat

β
(1)
1 =

F

4ϵ2
(
6n2

1 + 6n1|m|+m2 + 6n1 + 3|m|+ 2
)

(2.31)
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i analogan rezultat za β(1)
2 sa zamenjenim n1 za n2 i suprotnim znakom.

Za popravku drugog reda imamo op²tu formulu iz teorije perturbacija

β
(2)
1 =

F 2

16

∑
n′
1 ̸=n1

|⟨n1 |ξ2|n′
1⟩|

2

β
(0)
1 (n1)− β

(0)
1 (n′

1)
(2.32)

£iji su jedini nenulti elementi oni sa

⟨n1|ξ2|n1 − 1⟩ = ⟨n1 − 1|ξ2|n1⟩ = −2(2n1 + |m|)
√

n1(n1+|m|)
ϵ2

, (2.33)

⟨n1|ξ2|n1 − 2⟩ = ⟨n1 − 2|ξ2|n1⟩ =
√

n1(n1−1)(n1+|m|)(n1+|m|−1)

ϵ2
,

a imenioci jednaki

β
(0)
1 (n1)− β

(0)
1 (n′

1) = ϵ(n1 − n′
1). (2.34)

Kao rezultat £itave sume dobijamo

β
(2)
1 = − F 2

16ϵ3
(|m|+ 2n1 + 1)[4m2 + 17(2|m|n1 + 2n2

1 + |m|+ 2n1) + 18] (2.35)

i analogan izraz za β2.

Zamenom izraza u drugoj aproksimaciji u uslov β1 + β2 = 1 dobijamo zavisnost

parametra ϵ od polja F , a zatim zamenom E = −1
2
ϵ2 dobijamo kona£an izraz za

energiju u popravci drugog reda

E = − 1

2n2
+

3

2
Fn(n1 − n2)−

F 2

16
n4(17n2 − 3(n1 − n2)

2 − 9m2 + 19). (2.36)

Prvi £lan jedna£ine (2.36) je neperturbovana energija, drugi je ve¢ izra£unati linearni

�tarkov pomak, a tre¢i je traºena kvadratna popravka. Zamenom n = 1 za osnovno

stanje atoma vodonika dobija se da je

E(2) = −9

4
F 2 (2.37)

odakle sledi poznat rezultat za stati£ku polarizabilnost atoma vodonika α = 9
2
.

2.2 Stati£ki �tarkov pomak kod vi²eelektronskih atoma

�tarkov efekat uo£en je i kod vi²eelektronskih atoma. Me�utim, kako kod njih

nemamo degeneraciju energetskih nivoa kao kod atoma vodonika, isklju£ivo se javlja

kvadratni �tarkov efekat (ili vi²eg reda). Kod sferno simetri£nog atoma, pomak energije

pri malim vrednostima spolja²njeg elektri£nog polja F ≪ 1 moºe se predstaviti u obliku



12 GLAVA 2. �TARKOV POMAK

Maklorenovog reda ∆E = −αF 2/2!−γF 4/4!− ..., gde su α i γ dipolna polarizabilnost i

dipolna hiperpolarizabilnost [47]. Ove dve veli£ine veoma zavise od veli£ine elektronskih

orbita valentnog elektrona te mogu varirati i za po nekoliko redova veli£ina od atoma

do atoma. U praksi pokazano je da je red veli£ine polarizabilnosti dobro procenjen

uzimaju¢i da je skalirana polarizabilnost (2Eb)
2α (gde je Eb energija vezivanja valentnog

elektrona) za taj atom reda veli£ine polarizabilnosti atoma vodonika (α = 9/2). U tabeli

2.1 dati su jonizacioni potencijal, polarizabilnost i skalirana polarizabilnost za nekoliko

razli£itih atoma.

broj elektrona Ip(eV ) α α(2Eb)
2 γ(2Eb)

5/12

1 (H) 13.60 4.5 4.5 111.09375
2 (He) 24.59 1.382 4.51424 68.5
3 (Li) 5.39 164.39 25.8 -
4 (Be) 9.32 37.755 17.7 408
5 (B) 8.30 20.5 7.6 -
6 (C) 11.26 11.0 8.2 -
7 (N) 14.53 7.43 8.4 -
8 (O) 13.62 6.04 5.41 -
9 (F) 17.42 3.76 6.2 -
10 (Ne) 21.56 2.67 6.7 97
11 (Ar) 15.76 8.27 11.1 -
36 (Kr) 14.00 15.77 16.7 -
54 (Xe) 12.13 34.35 27.3 -

Tabela 2.1: Za lake atome skalirane polarizabilnosti su bliske atomu vodonika, izuzev za Li i Be.
Skalirana polarizabilnost raste sa pove¢anjem broja elektrona zbog strukture atomskih ljuski. Za
razliku od H i He, Li i Be imaju elektrone u 2s podljusci na koje odbojnom silom deluju unutra²nji
(1s) elektroni pa je njihova polarizabilnost zna£ajno ve¢a.

2.3 Dinami£ki �tarkov pomak

Stati£ki �tarkov pomak izaziva cepanje energetskih nivoa u slu£aju atoma vodonika

i njihovo smicanje ka negativnim vrednostima u slu£aju kvadratnog efekta kod ostalih

atoma. Me�utim, kako je fokus ovog rada na interakciju atomskih sistema sa jakim

laserskim poljima, u nastavku ¢emo razmotriti takozvani dinami£ki �tarkov pomak.

Sa razvojem lasera, postalo je eksperimentalno izvodljivo izlagati atomske sisteme

zra£enju frekvencijama svetlosti uporedivim sa razlikama energija me�u elektronskim

nivoima i zapaºeni su razni, do tada nepoznati, efekti.

Ako razmatramo slu£aj u kom je atomski sistem izloºen promenljivom spolja²njem
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polju F (t), hamiltonijan sistema postaje

Ĥ(t) = Ĥ0 + Ŵ (t), (2.38)

gde je Ĥ0 neperturbovani hamiltonijan atoma u jednoelektronskoj aproksimaciji, a

Ŵ (t) = −F (t)ẑ. Prema tome, �redingerova jedna£ina valentnog elektrona (u koor-

dinatnoj reprezentaciji) je

ı
∂ψ(r⃗, t)

∂t
=

[
Ĥ0 + Ŵ (t)

]
ψ(r⃗, t). (2.39)

2.3.1 Metod vremenski zavisnih koe�cijenata

Vremenski zavisna �redingerova jedna£ina u op²tem obliku glasi

ı
d

dt
|ψ⟩ = Ĥ|ψ⟩, (2.40)

gde je Hamiltonijan Ĥ dat kao suma neperturbovanog dela i perturbacije Ĥ = Ĥ0+Ŵ .

Stanje perturbovanog sistema moºemo da razvijemo u bazisu neperturbovanih atomskih

stanja |φn⟩ kao
|ψ⟩ =

∑
n

cn(t)|φn⟩e−ıE
(0)
n t, (2.41)

gde su cn(t) koefcijenti u razvoju, a E
(0)
n su energije neperturbovanih stanja sa kvantnim

brojem n. Zamenjuju¢i razvoj (2.41) u �redingerovu jedna£inu (2.40) dobijamo

ı
∑
n

(
dcn(t)

dt
− ıEncn(t)

)
|φn⟩e−ıE

(0)
n t =

∑
n′

(Ĥ0 + Ŵ )cn′(t)|φn′⟩e−ıE
(0)

n′ t. (2.42)

Kako dejstvo neperturbovanog Hamiltonijana Ĥ0 na svojstvene funkcije |φn⟩ prosto iz-
bacuje svojstvene energije svakog stanja En, prethodni izraz se moºe pojednostaviti kao

ı
∑
n

dcn(t)

dt
|φn⟩e−ıE

(0)
n t =

∑
n′

cn′(t)Ŵ |φn′⟩e−ıE
(0)

n′ t. (2.43)

Da bismo dobili sistem diferencijalnih jedna£ina po koe�cijentima cn, £itavu jedna£inu

(2.43) mnoºimo sa ⟨φn′′ | i uz prelaz (n′′) → (n) dobijamo

ı
dcn(t)

dt
e−ıE

(0)
n t =

∑
n′

cn′(t)⟨φn|Ŵ |φn′⟩e−ıE
(0)

n′ t. (2.44)

Izraz (2.44) je sistem diferencijalnih jedna£ina prvog reda po vremenski zavisnim ko-

e�cijentima cn(t) koji se moºe re²iti uz poznavanje matri£nih elemenata

Wn,n′ = ⟨φn|Ŵ |φn′⟩.
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2.3.2 Floquet-ova teorija i spektar kvazienergija

Poznato je da u vremenski zavisnom polju, energija sistema nije odrºana veli£ina i

te²ko je uop²te govoriti o energetskom pomaku. Me�utim u slu£aju monohromatskog

polja, moºe se govoriti o pomaku energijskih nivoa u okviru Floquet-ove teorije.

Po Floquet-ovom teoremu za re²avanje linearne diferencijalne jedna£ine sa periodi£-

nim koe�cijentima [48], re²enje �redingerove jedna£ine (2.39) u slu£aju monohromat-

skog polja ima oblik

ψ(r⃗, t) = e−ıEitφ(r⃗, t) (2.45)

gde periodi£nu funkciju φ(r⃗, t) = φ(r⃗, t+ 2π
ω
) moºemo razviti u Furijeov red tako da

ψ(r⃗, t) = e−ıEit

∞∑
k=−∞

Ck(r⃗)e
−ıkωt. (2.46)

Ovako zapisana, talasna funkcija ψ(r⃗, t) je superpozicija stacionarnih stanja sa energi-

jama Ei + kω. Ovo zovemo kvazienergijsko stanje, a energiju Ei kvazienergiju. Broj

kvazienergijskih stanja, jednak je broju stanja neperturbovanog sistema, a spektar vred-

nosti Ei + kω zove se kvazienergijski spektar (ili spektar kvaziharmonika) [49].

Spektar kvaziharmonika predstavlja spektar stanja novog sistema "atom + polje",

a svojstvene energije Ei zavise od parametara polja. Da bi energijski pomak stanja

prilikom izlaganja sistema spolja²njem polju δEi(F, ω) imao �zi£ki smisao, potrebno

nam je da imamo situaciju u kojoj su svi £lanovi sume u jedna£ini (2.46) sa k ̸=
0 zanemarljivi u odnosu na k = 0 jer je tada energija odrºana. Tada se prilikom

perturbacije popunjava samo najniºi kvaziharmonik ²to odgovara energijskom pomaku

analognom kao u stati£kom slu£aju

δEi(F, ω) = Ei(F, ω)− E
(0)
i , (2.47)

gde su F i ω ja£ina i frekvencija polja, a i kvantni brojevi stanja £iji pomak razmatramo.

Da bismo razmotrili kada je ovo zadovoljeno, pogledajmo £lanove sa k = ±1. Da

bismo imali C1(r⃗) ≪ 1 i C−1(r⃗) ≪ 1 potrebno je da bude zadovoljen uslov

zi,jF ≪ |ωi,j − ω|, (2.48)

gde je zi,j dipolni matri£ni element izme�u stanja sa kvantnim brojevima i i j, a ωi,j

razlika izme�u energija tih stanja.

Ako je uslov (2.48) zadovoljen, onda je popravka u prvom redu teorije perturbacije

mala. Me�utim to ne garantuje da ¢e drugi red perturbacije dati male popravke, zbog
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mogu¢nosti da pri izlaganju polju frekvence ω osnovno stanje bude u rezonanci sa

nekim od vi²ih stanja, a ova mogu¢nost je nevidljiva u popravci prvog reda. U slu£aju

nedegenerisanog stanja dovoljni uslovi da kvaziharmonici k ̸= 0 budu zanemarljivi su

zi,jF ≪ ωi,j i δEi(F, ω) ≪ ωi,j. Tako�e, energije prelaza ωi,j moraju biti ve¢e ili istog

reda kao ω i ne smeju da postoje rezonance.

2.3.3 Veza frekvencije polja i energija prelaza atoma

Poznato je da kod atoma, rastojanje me�u vezanim stanjima brzo opada sa porastom

glavnog kvantnog broja n. Kod Ridbergovih stanja ovo rastojanje je proporcionalno sa

n−3. Kada razmatramo efekte koje frekvencija polja ima na �tarkov pomak razli£itih

stanja, prirodno se javljaju dva grani£na slu£aja.

Kada govorimo o osnovnom stanju, frekvenciju spolja²njeg polja ω smatramo ni-

skom ukoliko je manja od energijskog rastojanja izme�u osnovnog i prvog pobu�enog

stanja ω1,0. Sa druge strane kako se pribliºavamo pragu jonizacije, za vrednosti glav-

nog kvantnog broja n > 10, rastojanje me�u nivoima je ve¢ manje od 0.01eV pa se

prakti£no bilo koja frekvencija spolja²njeg polja moºe smatrati visokom.

Ova dva grani£na slu£aja su veoma vaºna jer tipi£ni eksperiment ne meri perturba-

ciju izolovanog stanja ve¢ energijsku razliku izme�u dva stanja. Ako spolja²nje polje jo-

nizuje atom iz osnovnog stanja, kombinovani efekti niskofrekventnog �tarkovog pomaka

osnovnog stanja i visokofrekventnog �tarkovog pomaka praga jonizacije bi¢e vidljivi u

izmerenom spektru izlaznih elektrona

Razmotrimo jo² i relaciju neodre�enosti ∆E∆t ≥ h̄. Ovde je ∆E odstupanje odre-

�enog kvaziharmonika od najbliºe rezonance (prilikom apsorpcije jednog fotona) uz

dipolna selekciona pravila, a ∆t je donja granica vremena potrebnog da se javi energij-

ski pomak.

Minimalna vrednost za ∆E i maksimalna vrednost za ∆t se javljaju u slu£aju kada

imamo jednofotonsku rezonancu. Tada je∆E prirodna ²irina nivoa, a∆t je reda veli£ine

preko 10−8s. Sa druge strane, maksimalna vrednost za ∆E je reda veli£ine 10eV pa je

onda minimalna vrednost za ∆t ispod 10−17s.

Po²to se u tipi£nom eksperimentu koriste laseri sa pulsem od nekoliko nanosekundi

do par desetina femtosekundi, tipi£na odstupanja od rezonance su takva da je ∆t manje

od trajanja pulsa. To zna£i da je dinami£ki pomak odre�en trenutnom ja£inom polja

tokom pulsa i da je najja£i kada je polje u maksimumu, pa opada do nule na kraju pulsa.

Integralni opservabilni efekat tokom pulsa je ²irenje spektralnih linija do maksimalne



16 GLAVA 2. �TARKOV POMAK

vrednosti koja je odre�ena pomakom u amplitudi pulsa.

2.3.4 Analiti£ko re²enje u sistemu sa jednim stanjem

Problem dinami£kog �tarkovog pomaka moºe se analiti£ki re²iti u slu£aju sistema

poznate dinami£ke polarizabilnosti α, sa konstantnim dipolnim momentom d i sa samo

jednim kvantnim stanjem [50]. �redingerova jedna£ina u koordinatnoj reprezentaciji za

kvantno-mehani£ku amplitudu ovog sistema u vremenski zavisnom potencijalu V (t) je

ı
da(t)

dt
= V (t)a(t) =

(
−dF cos(ωt) +

1

2
αF 2 cos2(ωt)

)
a(t). (2.49)

U prethodnom izrazu faktor energije eı(En−En′ )t iz jedna£ine (2.44) jednak je nuli zbog

postojanja samo jednog stanja. Radi jednostavnosti, energija neperturbovanog stanja

je uzeta kao 0, i zanemarena je hiperpolarizabilnost sistema.

Ova jedna£ina ima re²enje u jednostavnom obliku

a(t) = exp

[
−
∫ t

0

V (t′)dt′
]
. (2.50)

Razvijanjem ovog eksponenta u red dobijamo re²enje u obliku (2.46) sa dinami£kim

pomakom nivoa

Ei(F ) = −1

4
αF 2, (2.51)

i populacijama kvaziharmonika

Ck =
∞∑

s=−∞

(−1)kJs

(
αF 2

8ω

)
Jk+2s

(
dF

ω

)
, (2.52)

gde su Js Beselove funkcije.

U principu, razni kvaziharmonici se popunjavaju tokom procesa. Me�utim, izdvo-

ji¢emo nekoliko zanimljivih grani£nih slu£ajeva.

1. Slu£aj slabog polja visoke frekvencije. Tada su argumenti u Beselovim funkcijama

u (2.52) mali

αF 2 ≪ ω, dF ≪ ω. (2.53)

U ovom slu£aju, zbog osobina Beselovih funkcija, jedini nezanemarljivi £lanovi su oni

sa k = s = 0. Zbog ovoga, kvaziharmonici se ne popunjavaju i �tarkov pomak je

kvadratnog oblika kao u (2.51).
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2. Slu£aj jakog polja u srednjem domenu frekvencija. U ovom slu£aju imamo za

argumente Beselovih funkcija

αF 2 ≪ ω, dF ≫ ω. (2.54)

U ovom slu£aju, jedini harmonici koji se popunjavaju su oni sa k = ±dF/ω i s = 0.

Energije ovih kvaziharmonika su

E = ±dF, (2.55)

gde je kvadratni efekat (2.51) zanemarljiv u pore�enju sa (2.55). Dakle imamo linearni

efekat koji se razlikuje od linearnog pomaka u konstantnom polju po tome ²to se stanja

cepaju na dva simetri£na podnivoa jednakih verovatno¢a. Treba spomenuti da se sli£an

efekat de²ava u sistemu sa dva stanja u rezonantnom slu£aju.

3. Slu£aj jakog polja male frekvencije. Tada su argumenti Beselovih funkcija

αF 2 ≫ ω, dF ≫ ω. (2.56)

Popunjeni su kvaziharmonici sa

k = ±dF
ω

± αF 2

4ω
, (2.57)

a energije pocepanih nivoa su

E(F ) = ±dF ± αF 2

4
− αF 2

4
. (2.58)

U sva tri navedena slu£aja mogu¢e je analiti£ki odrediti �tarkov pomak. Me�utim,

u op²tem slu£aju, dolazi do popunjavanja raznih kvaziharmonika i dinami£ki �tarkov

pomak nije vidljiv kao efekat.

2.3.5 Perturbacija nedegenerisanih nivoa u slabom promenlji-
vom polju

Iako je teorijski opis dinami£kog �tarkovog pomaka u promenljivom polju zasnovan

na vremenski zavisnoj teoriji perturbacija drugog reda, kori²¢enjem kvazienergijskih

stanja sistema "atom + polje", problem je mogu¢e pojednostaviti svo�enjem na poznat

DC slu£aj [50]. Izraz za pomak energijskog nivoa atoma u DC polju je

δEi =
∑
j ̸=i

|zj,iF |2

Ei − Ej

. (2.59)
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Umesto neperturbovanih energija koristi¢emo kvazienergije Ej+ω i Ej−ω koje pretsta-

vljaju energije atoma u polju pri apsorpciji jednog fotona (vi²efotonski procesi postaju

vidljivi u vi²im redovima teorije perturbacije). Tako�e polje F u jedna£ini (2.59) me-

njamo sa njegovim promenljivim oblikom zapisanim u kompleksnom obliku

F → F (t) = F cos(ωt) =
F

2

(
eıωt + e−ıωt

)
. (2.60)

Sa navedenim zamenama, izraz za dinami£ki �tarkov pomak u drugom redu teorije

perturbacija ima oblik

δEi =
∑
j ̸=i

∣∣∣∣zj,iF2
∣∣∣∣2 ( 1

Ei − Ej − ω
+

1

Ei − Ej + ω

)
. (2.61)

Sre�ivanjem izraza (2.61) dobijamo

δEi = −αi(ω)F
2

4
=
F 2

2

∑
j

ωi,j|zj,i|2

ω2
j,i − ω2

. (2.62)

Ovde je ωj,i = Ej −Ei razlika izme�u polaznog i nekog intermedijarnog stanja, a αi(ω)

veli£ina poznata kao dinami£ka polarizabilnost. zj,i je dipolni matri£ni element i podleºe

uslovu za primenu drugog reda teorije perturbacija (2.48).

Dinami£ka polarizabilnost αi(ω) zavisi od magnetnog kvantnog braja i-tog stanja, i

moºe se izra£unati pomo¢u Wigner-Ekartovog teorema. U slu£aju linearno polarisanog

polja ona ima oblik

αi(m) = αS + αT 3m
2 − j(j + 1)

j(2j − 1)
, (2.63)

gde je j kvantni broj ukupnog angularnog momenta stanja i, a veli£ine αS i αT su

skalarna i tenzorska polarizabilnost, respektivno [50].

U slu£aju cirkularno polarisanog polja imamo analogni izraz

αi(m) = αS + (±αA)
m

2j
+ αT 3m

2 − j(j + 1)

2j(2j − 1)
, (2.64)

gde je αA asimetri£na (aksijalna) polarizabilnost, a znak ± odgovara levoj i desnoj

cirkularnoj polarizaciji.

Na osnovu numeri£kih prora£una, znamo da su aksijalna i tenzorska polarizabilnost

zna£ajno manje od skalarne polarizabilnosti, i zbog toga je dinami£ki energijski pomak

ja£i efekat nego cepanje stanja u promenljivom polju. Ova razlika postaje sve ve¢a za

vi²a pobu�ena stanja, posebno u slu£aju visokih frekvencija gde je ω zna£ajno ve¢e od

tipi£nih energija prelaza ωi,j.
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Na visokim frekvencijama ω ≫ Ei, tenzorska i aksijalna polarizabilnost opadaju

mnogo brºe od skalarnog dela koji se asimptotski pona²a kao

αS(ω ≫ Ei) → − 1

ω2
. (2.65)

Uzev²i asimptotsko pona²anje dinami£ke polarizabilnosti u obzir, izraz za dinami£ki

�tarkov pomak (2.62) u limitu visokih frekvencija postaje

δEi =
F 2

4ω2
, (2.66)

²to odgovara vibracionoj energiji koju elektron primi u promenljivom polju, poznatijoj

kao ponderomotorni potencijal Up.

U suprotnom limitu ω ≪ ωi,j, izraz (2.62), svodi se na izraz za stati£ki �tarkov

pomak u konstantnom polju

δEi = −αst
F 2

4
=
F 2

2

∑
j

|zi,j|2

ωi,j

, (2.67)

gde je αst stati£ka polarizabilnost £ije su vrednosti poznate i mogu se na¢i po raznim

referencama [51].

2.3.6 Kineti£ka energija elektrona izba£enih jonizacijom atoma
u promenljivom polju

Paºljivom upotrebom, dva grani£na slu£aja diskutovana u prethodnom odeljku daju

nam aproksimativnu formulu za kineti£ku energiju elektrona izba£enog iz atoma pod

dejstvom promenljivog spolja²njeg polja. U op²tem slu£aju, ako imamo sistem u osnov-

nom stanju energije Egr sa jonizacionim potencijalom Ip = −Egr pod dejstvom promen-

ljivog polja frekvencije ω, da bi pre²ao granicu kontinuuma, elektron mora da apsorbuje

K fotona tako daKω > Ip. Kineti£ka energija Ek tako izba£enog elektrona je (ne uzev²i

u obzir �tarkov pomak)

Ek = Kω − Ip. (2.68)

Zbog manjeg uticaja �tarkovog pomaka, ovaj izraz moºe posluºiti kao dobra aproksi-

macija u limitu slabih polja. Me�utim pri ja£im poljima, u relativno ²irokom domenu

frekvencija uticaj �tarkovog pomaka ima dvojako dejstvo na energiju izlaznih elektrona

jer se i osnovno stanje i granica kontinuuma pomeraju. Jonizacioni potencijal postaje

Ip(F, ω) = Ip − δEgr(F, ω) + δEcont(F, ω). (2.69)
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Da bi procenili promenu jonizacionog potencijala, primenimo razmatranja iz prethodnog

odeljka.

Ako je frekvencija ω manja od razlike energija izme�u dva susedna stanja ωi,j,

moºemo smatrati da smo u domenu niskih frekvencija. Po²to nam kod ve¢ine atoma

razlika izme�u energija osnovnog i prvog pobu�enog stanja ω1,0 dozvoljava dovoljno

²irok opseg frekvencija, za sve slu£ajeve ω < ω1,0 moºemo koristiti aproksimativni izraz

(2.67) za procenu pomaka osnovnog stanja

δEgr(F, ω) = −αst
F 2

4
. (2.70)

Iz jedna£ine (2.70) vidimo da je �tarkov pomak osnovnog stanja negativan.

Ako ho¢emo da proncenimo pomak granice kontinuuma koja je odre�ena limitom

Ridbergovih stanja, podsetimo se da za bilo koju izabranu frekvenciju postoje Ridber-

gova stanja za koja vaºi ω ≫ ωi,j, tako da se u slu£aju ovih stanja moºe smatrati da

se nalazimo u domenu visokih frekvencija pa za procenu pomaka moºemo da koristimo

asimptotski izraz (2.66) za koji smo ve¢ spomenuli da ima �zi£ki smisao ponderomo-

tornog potencijala Up

δEcont(F, ω) = Up(F, ω) =
F 2

4ω2
. (2.71)

Iz jedna£ine (2.71) vidimo da je �tarkov pomak granice kontinuuma pozitivan.

Kombinacijom jedna£ina (2.68), (2.69), (2.70) i (2.71) dobijamo

Ek(F, ω) = Kω − (Ip + αst
F 2

4
+
F 2

4ω2
). (2.72)

2.4 Rezonantni dinami£ki �tarkov pomak

Ako analiziramo izraz (2.62) za dinami£ki �tarkov pomak u drugom redu teorije

pertrubacija, moºemo da primetimo da izraz divergira pri rezonantnim frekvencijama

ω → ωj,i kada imenilac postaje blizak nuli. U ovom slu£aju takozvana rezonantna

aproksimacija postaje primenljiva. Potrebno je da bude zadovoljen uslov

∆i = ωj,i −Kω ≪ ω, (2.73)

gde je ∆i odstupanje (razde²enost) od najbliºe rezonance, K broj apsorbovanih fotona,

a ω frekvencija spolja²njeg polja. Ako je razde²enost od najbliºe rezonance manja od

frekvencije polja, u beskona£nim sumama u drugom redu teorije perturbacija kao (2.62)

jedan £lan postaje dominantan u odnosu na sve ostale koji postaju zanemarljivi.
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Uslov (2.73) je mnogo manje strog nego uslov za realizaciju same rezonance koji

zahteva da

∆i = ωj,i −Kω < Γj,i, (2.74)

gde je Γj,i redukovana ²irina rezonantnog prelaza odre�ena ²irinama rezonantnih stanja

i i j.

Tako�e jedna£ine se mogu zna£ajno pojednostaviti u skladu sa rezonantnom aprok-

simacijom ako uzmemo u obzir da je spolja²nje polje dato u obliku (2.60). �lan sa

e−ıωt vodi zna£ajno manjeg imenioca nego £lan sa eıωt. Posledica je da u izrazu (2.61)

za popravku na energiju drugog reda, drugi £lan moºemo da zanemarimo u odnosu na

prvi. Time izolujemo sporo osciluju¢i deo amplitude, a zanemarujemo brze oscilacije.

2.4.1 Sistem sa dva nivoa u rezonantnom polju

Neka je �redingerova jedna£ina sistema

ı
∂ψ

∂t
=

[
Ĥ0 + V (t)

]
ψ, (2.75)

gde je

V (t) = V (1)(r⃗) cosωt, V (1)(r⃗) = −r⃗ · F⃗ = −zF (2.76)

vremenski zavisna perturbacija, a Ĥ0 hamiltonijan neperturbovanog sistema, £ije su

re²enja u obliku

ψ
(0)
i (t) = ϕ

(0)
i e−ıE

(0)
i t. (2.77)

Ako op²te re²enje vremenski zavisne �redingerove jedna£ine (2.75) pretpostavi¢emo u

obliku

ψ =
∑
i

ci(t)ψ
(0)
i , (2.78)

gde su ci(t) koe�cijenti razvoja po neperturbovanim stanjima, na osnovu (2.44) koe�-

cijenti razvoja zadovoljavaju sistem diferencijalnih jedna£ina

ı
dci(t)

dt
= cosωt

∑
j

Vi,je
ıωi,jtcj(t), (2.79)

gde su

ωi,j = E
(0)
i − E

(0)
j , Vi,j =

∫
ϕ
(0)
i V (1)(r⃗)ϕ

(0)
j d3r⃗. (2.80)

Razmotrimo sada jednostavan slu£aj sistema sa samo dva nedegenerisana kvantna

nivoa izloºen spolja²njem polju frekvencije ω takvoj da ovaj sistem dovodi blizu rezo-

nance, to jest takvoj da je uslov (2.73) zadovoljen [52].
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U jednostavnom slu£aju jednofotonske rezonanceK = 1 i ωi,j → ω, sistem jedna£ina

(2.79) uzima oblik

ı
dc1(t)

dt
= V1,2 cosωtc2(t)e

ıω1,2t, (2.81)

ı
dc2(t)

dt
= V2,1 cosωtc1(t)e

ıω2,1t.

Na vremenski zavisni potencijal (2.76) primeni¢emo rezonantnu aproksimaciju koju

smo razmatrali u prethodnom odeljku i zameni¢emo cosωt sa sporo osciluju¢im £lanom
1
2
eıωt. Uvo�enjem razde²enosti od rezonance ∆ = ωi,j − ω dobijamo

ı
dc1(t)

dt
=

1

2
V

(1)
1,2 c2(t)e

−ı∆t, (2.82)

ı
dc2(t)

dt
=

1

2
V

(1)
2,1 c1(t)e

ı∆t.

Altertnativno, moºemo napisati op²te re²enje �redingerove jedna£ine u obliku ψ =

D1ψ1 +D2ψ2, gde su D1 i D2 arbitrarne konstante koje se odre�uju iz po£etnih uslova,

a ψ1 i ψ2 ortonormirane bazisne talasne funkcije sistema "atom + polje"

ψ1 =

√
1

2

(
1 +

∆

Ω

)
eı(Ω−∆

2 )tψ
(0)
1 (t)− S

√
1

2

(
1− ∆

Ω

)
eı(Ω+∆

2 )tψ
(0)
2 (t), (2.83)

ψ2 = S∗

√
1

2

(
1− ∆

Ω

)
e−ı(Ω−∆

2 )tψ
(0)
1 (t) +

√
1

2

(
1 +

∆

Ω

)
eı(−Ω+∆

2 )tψ
(0)
2 (t),

gde je

Ω =
1

2

[
∆2 + |V (1)

1,2 |2
]1/2

=
1

2

[
∆2 + |z1,2|2F 2

]1/2 (2.84)

Rabijeva frekvencija sistema, S = V
(1)
1,2 /|V

(1)
1,2 |, a ψ

(0)
1 i ψ(0)

2 neperturbovane talasne

funkcije. U slu£aju ta£no pogo�ene rezonance ∆ = 0, Rabijeva frekvencija postaje

Ωres =
1

2
|z1,2|F (2.85)

i odre�ena je perturbacijama stanja 1 i 2. Ona tako�e daje ²irinu rezonance. Konstante

D1 iD2 odre�uju se iz po£etnih uslova i zavise od vremena aktivacije polja i razde²avanja

od rezonance.

Energije stanja ψ1 i ψ2 su pomerene u odnosu na neperturbovane energije

E1 = E
(0)
1 − Ω +

1

2
∆, E2 = E

(0)
2 − Ω− 1

2
∆, (2.86)
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gde su E1 i E2 kvazienergije sistema. Njihov razmak se razlikuje od razmaka nepertur-

bavanih energije i jednak je ωk,n −∆ = ω.

Ako se vratimo na op²te re²enje �redingerove jedna£ine dato superpozicijom stanja

(2.83) sa koe�cijentima D1 i D2 vidimo da se ono sastoji od £etiri stanja sa energijama

E−
1 = E

(0)
1 +

1

2
∆− Ω, E+

1 = E
(0)
1 +

1

2
∆ + Ω, (2.87)

E−
2 = E

(0)
2 − 1

2
∆− Ω, E+

2 = E
(0)
2 − 1

2
∆ + Ω,

²to zna£i da postaju mogu¢i prelazi me�u njima i da cepanje nivoa postaje observabilno.

U slu£aju totalne rezonance kad je ∆ = 0 imamo frekvence prelaza me�u stanjima

ω1 = ω1,2 − V
(1)
1,2 , ω2 = ω1,2, ω3 = ω1,2 + V

(1)
1,2 , (2.88)

koje su odre�ene Rabijevom frekvencom, pa samim tim i ja£inom polja.

Dakle u polju, pode²enom tako da je pogo�ena rezonanca izme�u po£etnog i nekog

od pobu�enih stanja, moºemo uo£iti cepanje nivoa reda veli£ine Rabijeve frekvence. U

slu£aju multifotonske jonizacije preko nekog od rezonantnih stanja ima¢emo elektrone

kineti£kih energija £ije razlike odgovaraju cepanju intermedijarnog rezonatnog stanja.

Ovaj efekat opaºen je i eksperimentalno [52].
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Glava 3

Analiti£ki opis jonizacionih procesa

3.1 Reºimi jonizacije i Keldi²ev parametar

Kada je atom izloºen spolja²njem elektri£nom polju, pored �tarkovog pomaka, za

dinamiku takvog sistema bitno je razmotriti i efekat jonizacije. U jednostavnom slu-

£aju stati£kog polja manjeg intenziteta usmerenog duº z-ose opisanog perturbacijom

Vfield = −Fz, oblik Kulonove jame u kojoj se vezani elektron nalazi, deformisa¢e se

tako da u oblasti z → ∞ vi²e ne postoji donja granica za potencijalnu energiju elek-

trona. Zbog ove deformacije, pored oblasti unutar Kulonove jame, za elektron negativne

energije E koji se kre¢e u potencijalu V (r⃗) otvara se jo² jedna oblast u kojoj je razlika

E− V (r⃗) pozitivna. Ove dve oblasti u kojima je u klasi£nom smislu kretanje elektrona

dozvoljeno, razdvojene su potencijalnom barijerom £ija je visina odre�ena ja£inom spo-

lja²njeg polja F . Klasi£no, prolazak kroz ovu barijeru nije dozvoljen, ali u formalizmu

kvantne mehanike uvek postoji nenulta verovatno¢a da ¢e elektron pro¢i ("tunelirati")

na drugu stranu potencijalne barijere. Potencijal u oblasti van Kulonove jame nije

ograni£en sa donje strane i ubrzava elektron ka asimptotskoj oblasti. Ovo je proces

jonizacije.

U slu£aju op²teg promenljivog polja amplitude F i frekvencije ω, ovaj proces moºe

biti realizovan na razli£ite na£ine me�u kojima postoje principijelne razlike. Pored pa-

rametara spolja²njeg polja, na reºim jonizacije uti£e i vrednost jonizacionog potencijala

Ip atoma koji posmatramo. U svom radu iz 1964. godine [1], L. V. Keldi² utvrdio je

da je u domenu frekvencija do neke grani£ne frekvencije ωt stopa jonizacije odre�ena

samo trenutnom vredno²¢u ja£ine polja. Frekvencija ωt odre�ena je ²irinom barijere, to

jest srednjim vremenom potrebnom elektronu da pro�e kroz barijeru. Njena vrednost

25
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je de�nisana parametrima atoma i polja kao

ωt =
F√
2Ip

. (3.1)

Posmatraju¢i frekvenciju spolja²njeg polja ω u odnosu na frekvenciju ωt kroz parametar

γ =
ω

ωt

=
ω
√

2Ip

F
, (3.2)

razlikujemo dva principijalno druga£ija reºima za jonizaciju.

Ako je γ ≪ 1 nalazimo se u reºimu jakih intenziteta i niskih frekvencija polja. Ve¢a

ja£ina polja potiskuje barijeru dovoljno da je verovatno¢a tuneliranja nezanemarljiva,

a oscilovanje potencijalne barijere je daleko sporije od vremena potrebnom elektronu

da tunelira, pa moºemo smatrati da je proces tuneliranja adijabatski i £itav proces

posmatrati u kvazistati£koj aproksimaciji. U ovom reºimu, pri ve¢im ja£inama polja

moºe tako�e do¢i i do potpunog potiskivanja barijere ispod energije vezanog elektrona.

Tada imamo prekobarijernu jonizaciju koja je za razliku od tunel jonizacije dozvoljena

i u klasi£nom smislu. Kvantno-mehani£ki, me�u procesima tunel jonizacije i prekobari-

jerne jonizacije nema principijalne razlike osim ²to drugi daje zna£ajno ve¢e koe�cijente

transmisije.

Sa druge strane ako je γ ≫ 1 nalazimo se u reºimu slabih intenziteta i visokih fre-

kvencija u kom je barijera za sve vrednosti faze polja toliko ²iroka tako da je verovatno¢a

tuneliranja zanemarljiva. Me�utim, energije fotona su dovoljno visoke da apsorpcijom

jednog ili vi²e fotona elektron dobija dovoljnu energiju da se na�e u oblasti kontiuuma i

jonizuje na taj na£in. Ovaj proces zove se multifotonska jonizacija (MPI - multiphoton

ionization). Tako�e, eksperimentalno je zabeleºeno da postoji verovatno¢a da elektron

apsorbuje jedan ili vi²e dodatnih fotona nego ²to je potrebno za jonizaciju (sa opada-

ju¢om verovatno¢om zavisno od broja fotona) [53]. Ovaj proces zovemo jonizacijom

preko praga (ATI - above threshold ionization).

Zajedni£ko za sve navedene procese i sloºene procese koji nastaju kao njihova po-

sledica je ²to, ne mogu biti opisani u okviru teorije perturbacija pa je za prora£une

potrebno koristiti numeri£ke metode.

3.2 Tunel jonizacija kod atoma vodonika

U prethodnom odeljku spomenuli smo da je u slu£aju kada je γ ≪ 1 verovatno¢a

jonizacije odre�ena trenutnom vredno²¢u ja£ine polja i da se moºe ra£unati u kvazi-

stati£koj aproksimaciji. Ako je uticaj polja u koordinatnoj reprezentaciji dat izrazom
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H ′ = −zF , jonizacija ¢e odgovarati prelasku elektrona u regiju z → ∞ ²to u parabo-

li£kim koordinatama odgovara prelasku u regiju velikih ξ i malih η.

U odsustvu polja talasna funkcija osnovnog stanja vodonika data je sa

ψ0 =
1√
π
e−r =

1√
π
e−

ξ+η
2 . (3.3)

Da bi prona²li talasnu funkciju u prisustvu polja u jedna£inu (2.27) uvodimo smene

E = −1
2
, β1 = 1

2
i m = 0 ²to odgovara osnovnom stanju. Tako�e uvodimo smenu

χ(ξ, η) =
√
ξψ(ξ, η) pa jedna£ina postaje

∂2χ

∂ξ2
+

[
1

2ξ
+

1

4ξ2
+

1

4
Fξ − 1

4

]
χ = 0. (3.4)

Ako odaberemo ta£ku ξ0 takvu da se nalazi unutar barijere ali dovoljno blizu ulaznoj

ta£ki tako da je uticaj Kulonovog polja u ξ = ξ0 dominantan u odnosu na uticaj

spolja²njeg polja onda je 1 ≪ ξ0 ≪ ξ1 gde je ξ1 izlazna ta£ka iz barijere. Talasnu

funkciju traºimo tako da u delu prostora ξ < ξ0 ima oblik (3.3), a u oblasti ξ > ξ0 oblik

kao u semiklasi£noj (WKB) aproksimaciji (formule 50.2 u referenci [46]), uz grani£ni

uslov se ove dve funkcije glatko spajaju u ξ = ξ0. Na ovaj na£in dobijamo slede¢u

funkciju

χ =

√
ξ0|p0|
πp

e
− ξ0+η

2
+ı

∫ ξ
ξ0

pdξ+ıπ
4 , (3.5)

gde je

p(ξ) =

√
1

2ξ
+

1

4ξ2
+

1

4
Fξ − 1

4
, (3.6)

a p0 = p(ξ0).

Po²to je stopa jonizacije proporcionalna verovatno¢i nalaºenja elektrona u delu pro-

stora van uticaja Kulovonog potencijala, za dalji ra£un nam je potrebno |χ|2 tako da

imaginarni deo u eksponentu izraza (3.5) ne uzimamo u obzir (ıπ
4
i deo integrala u

oblasti ξ > ξ1). Prema tome

|χ|2 = ξ0|p0|
πp

e−ξ0−η−2
∫ ξ1
ξ0

|p|dξ. (3.7)

U slu£aju slabih polja (F ≪ 1), vrednost ξ1 koja je odre�ena uslovom p(ξ1) = 0

iznosi 1
F
. U oblasti ξ ≫ 1 imamo pribliºne izraze za impuls

p ≈ 1

2

√
Fξ − 1 +

1

2ξ
√
Fξ − 1

, |p0| ≈
1

2
(3.8)
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pa integral u izrazu (3.7) moºemo da re²imo analiti£ki. Dobijamo rezultat

|χ|2 = 2

πpF
e−

2
3F

−η. (3.9)

Da bi dobili stopu jonizacije, ra£unamo struju verovatno¢e kroz ravan normalnu na

z-osu. Gustina ove struje duº z-ose data je sa j = |ψ|2vz, gde je vz brzina elektrona

duº tog pravca. Ukupnu struju dobijamo kao integral gustine kroz normalnu ravan

w =

∫ ∞

0

|ψ|2vz2πρdρ. (3.10)

Koristi¢i se transformacijama za prelaz u paraboli£ke koordinate (2.3) imamo da

je ρ =
√
ξη. Znamo da je |ψ|2 = |χ|2

ξ
, a po napu²tanju barijere elektron ima brzinu

vz =
√
2(E − V ) gde su E ≈ −1

2
i V ≈ 2U = − 1

2ξ
− 1

4ξ2
− 1

4
Fξ, iz £ega sledi da je

vz =
√

−1− 4U(ξ) = 2p. Tako�e, diferencijal u (3.10) moºemo aproksimirati koriste¢i

£injenicu da je ξ ≫ 1 i da se menja sporo, dok se η menja brzo. Iz toga sledi da je

dρ = d(
√
ξη) ≈ 1

2

√
ξ
η
dη. Izraz (3.10) postaje

w = 2π

∫ ∞

0

|χ|2pdη, (3.11)

pa kona£no zamenom (3.9) u (3.11) dobijamo izraz

w =
4

F
e−

2
3F (3.12)

3.3 ADK teorija

Takozvana Landauova formula (3.12) lako se moºe uop²titi na pozitivne jone sa

jednim preostalim elektronom koji se mogu tretirati kao vodoniku sli£ni (He2+, Li2+, ...).

Kada se u izvo�enje uklju£i i naelektrisanje jezgra Z izraz (3.12) dobija oblik

w =
4Z5

F
e−

2Z3

3F . (3.13)

Ovaj izraz je pogodno prepisati preko unutra²njih parametara za atom. U slu£aju

ovakvih jona, jonizacioni potencijal dat je sa Ip = Z2

2
, a ja£ina elektri£nog polja na

elektronskoj orbiti F0 = (2Ip)
3/2. Zamenom ovih parametara u (3.13) dobijamo

w = 8Ip
F0

F
e−

2F0
3F . (3.14)
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Uop²tenje izraza (3.14) na vodoniku sli£an atom u proizvoljnom stanju sa kvantim

brojevima (n, l,m) razmatrali su �ibi²ev i Smirnov [54], a kona£no izra£unali Pere-

lomov, Popov i Terentev [5]. Kao i u slu£aju atoma vodonika, glavna ideja je da se

WKB talasna funkcija koja opisuje asimptotsku oblast grani£nim uslovima glatko po-

veºe sa neperturbovanom talasnom funkcijom osnovnog stanja u ta£ki ξ0 takvoj da

1 ≪ kξ0 ≪ F0

F
oko koje je doprinos potencijala spolja²njeg polja istog reda kao dopri-

nos Kulonovog potencijala. Konstanta iz uslova odre�ena je relacijama k = (2Ip)
1/2

i F0 = k3, pri £emu je Ip = Z2

2n2 . Iz ovih uslova dobija se uop²tena formula analogna

izrazu (3.14) poznata kao PPT (Perelomov, Popov i Terentev) formula

w = |Cn,l|2IP
(2l + 1)(l + |m|)!
2|m||m|!(l − |m|)!

(
2F0

F

)2n−|m|−1

e−
2F0
3F (3.15)

gde je

|Cn,l|2 =
22n

n(n+ l)!(n− l − 1)!
. (3.16)

PPT formulu mogu¢e je uop²titi i na atome koji nisu vodonikovog tipa. Kulo-

nov potencijal jezgra prilikom jonizacije zameni¢emo efektivnim potencijalom atomskog

ostatka (jezgro + vezani elektroni). Ekraniranje pozitivnog jezgra vezanim elektronima

opisano je kvantnim defektom µ koji je jednak razlici izme�u glavnog kvantnog broja

n i necelobrojnog efektivnog kvantnog broja n∗ = Z/
√
2Ip za dati nivo. Zamenom

n → n∗ i analogno l → l∗ = n∗
0 − l (gde je n0 efektivni kvantni broj najniºeg stanja za

dato l) u izraz (3.15) dobijamo

w = |Cn∗,l∗ |2IP
(2l + 1)(l + |m|)!
2|m||m|!(l − |m|)!

(
2F0

F

)2n∗−|m|−1

e−
2F0
3F (3.17)

gde su konstantu |Cn∗,l∗|2 za nevodoni£ne atome izra£unali Amosov, Delone i Krainov.

Ovaj izraz ima oblik

|Cn∗,l∗ |2 =
22n

∗

n∗Γ(n∗ + l∗ + 1)Γ(n∗ − l∗)
. (3.18)

Zajedno, izrazi (3.17) i (3.18) £esto se u literaturi nazivaju ADK formulom. Kon-

stantu |Cn∗,l∗ |2 £esto u praksi ra£unamo za velike kvantne brojeve pa Γ-funkcije u njoj

moºemo aproksimirati Stirlingovom formulom da dobijemo numeri£ki pogodniji izraz

|Cn∗,l∗ |2 =
(

4e2

n∗2 − l∗2

)n∗ (
n∗ + l∗

n∗ − l∗

)l∗+ 1
2 1

2πn∗ . (3.19)
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ADK teorija primenljiva je isklju£ivo kada je zadovoljen uslov tunel jonizacije γ ≪ 1

koji nam garantuje da je takozvano vreme tuneliranja mnogo kra¢e od perioda osci-

lovanja spolja²njeg polja. Ovo zna£i da se promena spolja²njeg polja posmatra kao

adijabatska i da u svakom trenutku moºemo smatrati da proces ima stati£ki karakter.

Me�utim, ovaj kvazistati£ki pristup nas ne ograni£ava u mogu¢nosti da proces opi²emo

i za promenljivo polje. Da bismo dobili vrednosti stope jonizacije u promenljivom polju

maksimalne ja£ine Fpeak, frekvencije ω i faze obvojnice φ, potrebno je u formulama

(3.17) izvr²iti zamenu

F → F (t) = Fpeak(t) cos(ωt+ φ) (3.20)

i izvr²iti usrednjavanje po periodu polja. Na taj na£in dobijamo vrednosti stope joni-

zacije bez naru²avanja kvazistati£nosti koja je potrebna da bi formula bila primenljiva.



Glava 4

Metodi propagacije talasnog paketa

4.1 �redingerova jedna£ina i modelni potencijal

Numeri£ko re²avanje �redingerove jedna£ine atomskog sistema sa proizvoljnim bro-

jem elektrona zahteva primenu ra£unarskih sistema visokih performansi i £esto je pro-

gramerski zahtevan problem. Me�utim, u slu£aju jednoelektronskih procesa, ovaj teºak

problem mogu¢e je pojednostaviti upotrebom modelnih potencijala i izvesnih aproksi-

macija koje nam u prora£unima smanjuju broj razmatranih stepeni slobode.

4.1.1 Efektivni potencijal valentnog elektrona u polju atomskog
ostatka i spolja²njeg polja

Kod alkalnih metala izloºenih elektromagnetnom polju energija u blizini vidljivog

spektra, ovakvu aproksimaciju pogodno je uvesti jer energije polja u tom opsegu nisu

dovoljne da zna£ajno perturbuju elektrone u zatvorenim ljuskama. Stoga, atomsko je-

zgro i sve zatvorene ljuske zajedno moºemo posmatrati kao efektivno jezgro (atomski

ostatak) koje opisujemo efektivnim potencijalom, a interakciju atoma sa poljem opisu-

jemo samo kroz dinamiku valentnog elektrona. U slu£aju alkalnih metala koji imaju

samo jedan valentni elektron, Kulonov potencijal jezgra naelektrisanja Z, ekraniran

je sa Z − 1 elektrona u zatvorenim ljuskama. Potencijal atomskog ostatka potrebno

je konstruisati tako da u blizini jezgra uzme u obzir ovo ekraniranje i opi²e odbojnu

elektron-elektron interakciju, a u asimptotskoj oblasti r → ∞ odgovara Kulonovom po-

tencijalu atoma vodonika Vc(r) = −1
r
i da, do na zadovoljavaju¢u ta£nost, reprodukuje

energije vezanih stanja datog alkalnog metala poznate iz eksperimentalnih podataka.

Nalik na vodonik, energetske nivoe alkalnih metala mogu¢e je reprodukovati formu-

lom Ridbergovog (Rydberg) tipa En,l = −1/2n∗2 koja umesto glavnog kvatnog broja

31
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koristi efektivni kvantni broj n∗ = n−µn,l(n > n0) gde je µn,l takozvani kvantni defekt

koji u sebi implicitno sadrºi informaciju o uticaju vezanih elektrona na valentni elektron

i pribliºno je funkcija samo od kvantnog broja l.

Me�utim, pristup samo preko efektivnih kvantnih brojeva ima ograni£enu primenu

i za kompletnije razumevanje dinamike valentnog elektrona potrebno je da znamo ek-

splicitan oblik potencijala. Da bi dodatno pojednostavili problem, u model efektivnog

potencijala pogodno je uvesti i aproksimaciju da je uticaj spolja²njeg polja na unu-

tra²nje elektrone zanemarljivo mali. Ova aproksimacija poznata je u literaturi kao

aproksimacija zamrznutog jezgra (FCA - frozen core approximation) i vaºi ukoliko je

elektron-elektron i elektron-jezgro interakcija mnogo intenzivnija od interakcije elek-

trona sa spolja²njim poljem. Ukoliko polje nije mnogo jako, ovaj uslov je skoro uvek

zadovoljen.

Jedan od jednostavnijih potencijala koji zadovoljava sve navedene kriterijume u

svom radu, predloºio je Helman (Hellmann) [55]. Ovaj potencijal ima oblik

Vcore = −1

r
+
A

r
e−αr. (4.1)

Pored uobi£ajenog Kulonovog £lana, potencijalu je dodat i kratkodometni £lan sa pode-

snim parametrima A i α. Na manjim rastojanjima, kratkodometni £lan je dominantan

i odbojnog je karaktera, a u asimptotskoj oblasti ovaj £lan brzo opada i dominantna

postaje Kulonova interakcija sa atomskim ostatkom.

Podesni parametri A i α u principu nisu jednozna£ni i u literaturi postoje razli£ite

predloºene vrednosti od razli£itih autora [56, 57]. Ovo je posledica toga ²to je jedan

parametar uvek mogu¢e prilagoditi promeni drugog tako da se zadrºi ista vrednost

jonizacionog potencijala.

Vrednosti koje ¢emo u ovom istraºivanju koristiti da opi²emo stanja atoma natri-

juma su A = 21 i α = 2.5492 za koja se pokazalo da su, pored energije osnovnog stanja,

dobro reprodukovane i energije jednostruko pobu�enih stanja (do na gre²ku od 1%).

Primenljivost ovog pseudopotencijala proizilazi iz pretpostavke u okviru teorije kvant-

nih defekata [58] koja tvrdi da je mogu¢e dobiti dobre aproksimacije funkcije stanja

valentnog elektrona Ψn,l,m(r) van jezgra, ako pseudopotencijal vodi do ta£nih energija

svih stanja Ridbergove serije. Ova stanja imaju uobi£ajen oblik razbijen na radijalnu

funkciju i sferne harmonike Ψn,l,m(r) = Rn,l(r)Yl,m(Ω), gde radijalne funkcije dobijamo

numeri£kim re²avanjem �redingerove jedna£ine sa pseudopotencijalom (4.1).

Uz primenu ovog potencijala, hamiltonijan koji opisuje dinamiku valentnog elek-

trona atoma natrijuma u promenljivom elektri£nom polju usmerenom duº z-ose ima
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oblik

Ĥ = −1

2
∇+ Vcore − F (t)z, (4.2)

gde je

F (t) = Fenv(t) cos(ωt+ ϕ). (4.3)

Vrednosti ω i ϕ su frekvencija i faza spolja²njeg polja, respektivno, a Fenv(t) je funkcija

obvojnice koja se moºe prilagoditi ºeljenom obliku pulsa. Za linearno polarisano polje,

sistem ima aksijalnu simetriju pa magnetni kvantni broj m ostaje dobar kvantni broj

za bilo koju ja£inu polja. Po²to su u osnovnom stanju atoma natrijuma i orbitalni i

magnetni kvantni broj jednaki nuli, zbog simetrije moºemo bez gubitka op²tosti da u

svim prora£unima izaberemo m = 0.

4.2 Vremenski zavisan opis dinamike valentnog elek-
trona

Dinamika valentnog elektrona u jakom, elektromagnetnom polju je vremenski zavi-

san problem sa vrednostima potencijala koje ispadaju iz domena primenljivosti teorije

perturbacija. Za pun, vremenski zavisan opis, potrebno je re²iti vremenski zavisnu

�redingerovu jedna£inu oblika

ı
∂

∂t
|Ψ(t)⟩ = Ĥ|Ψ(t)⟩ (4.4)

gde je H(t) hamiltonijan (4.2), a |Ψ(t)⟩ vektor stanja valentnog elektrona u trenutku t.

Ekvivalentno, ova jedna£ina se moºe zapisati i pomo¢u evolucionog operatora kao

|Ψ(t)⟩ = Û(t)|Ψ(0)⟩ (4.5)

gde je

Û(t) = eıĤt (4.6)

evolucioni operator.

Prelazak sa diferencijalnog na integralni zakon kretanja omogu¢ava nam da ovaj

ina£e zahtevan problem re²avamo koriste¢i adekvatnu reprezentaciju evolucionog ope-

ratora u nekom malom vremenskom intervalu∆t. Jedna£ina koju numeri£ki integralimo

je (u koordinatnoj reprezentaciji)

Ψ(r⃗, t+∆t) = Û(t, t+∆t)Ψ(r⃗, t). (4.7)
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Integracija se vr²i sukscesivnom primenom evolucionog operatora sa malim vremen-

skim korakom na talasnu funkciju predstavljenu na koordinatnoj mreºi. Ako imamo

numeri£ki stabilnu ²emu za reprezentaciju evolucionog operatora u koraku ∆t, kom-

pletnu dinamiku sistema moºemo opisati po£ev²i od poznavanja oblika talasne funkcije

neperturbovanog sistema Ψ0(r⃗) = Ψ(r⃗, 0).

4.3 Odre�ivanje talasnih funkcija neperturbovanog si-
stema

Pre uklju£enja polja, valentni elektron atoma natrijuma, nalazi se u sferno simetri£-

nom potencijalu, a njegova dinamika opisana je vremenski nezavisnom �redingerovom

jedna£inom [
−1

2
∇2 + Vcore(r⃗)

]
Ψ(r⃗) = EΨ(r⃗) (4.8)

gde je E svojstvena energija stanja.

Zbog sferne simetrije, ovaj problem moºemo re²avati sli£no kao kod atoma vodonika,

prelaskom na sferne koordinate. Uz eksplicitnu reprezentaciju laplasijana u sfernim

koordinatama, �redingerova jedna£ina dobija oblik

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂Ψ

∂r

)
+

1

r2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ψ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Ψ

∂ϕ2

]
+2 [E − Vcore(r)] Ψ = 0, (4.9)

gde je

Vcore(r) = −1

r
+
A

r
eαr (4.10)

Helmanov pseudopotencijal sa parametrima za atom natrijuma.

Ako u jedna£ini (4.9) prepoznajemo operator kvadrata angularnog momenta

L̂2 = −
[

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
, (4.11)

onda ona dobija oblik

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂Ψ

∂r

)
+ 2

[
E − Vcore(r)−

L̂2

2r2

]
Ψ = 0. (4.12)

U centralno simetri£nom polju, angularni moment i njegova projekcija su odrºane

�zi£ke veli£ene i imaju dobro odre�ene vrednosti. Zbog ovoga, re²enje �redingerove

jedna£ine (4.14) moºemo da traºimo u obliku

Ψ(r⃗) = R(r)Yl,m(θ, ϕ), (4.13)
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gde su funkcije Yl,m(θ, ϕ) sferni harmonici.

Sferni harmonici su svojstvene funkcije operatora L̂2, sa svojstvenim vrednostima

l(l + 1). Koriste¢i se ovom £injenicom, iz jedna£ine (4.14) moºemo eliminasti sferne

harmonike i dobiti jedna£inu za R(r)

1

r2
d

dr

(
r2
dR

dr

)
+ 2

[
E − Vcore(r)−

l(l + 1)

2r2

]
R = 0. (4.14)

Kona£no, radi jednostavnosti uvodimo smenu

R(r) =
u(r)

r
(4.15)

pa, uz eksplicitnu reprezentaciju potencijala, jedna£ina (4.14) postaje

d2u

dr2
+

[
E +

1

r
− A

r
e−αr − l(l + 1)

2r2

]
u = 0. (4.16)

Za parametre pseudopotencijala koristimo vrednosti navedene u prethodnom odeljku,

a budu¢i da su energije stanja atoma natrijuma dobro poznate u literaturi [63], funkcije

stanja moºemo dobiti varijaciono traºe¢i stabilno re²enje jedna£ine (4.16) u okolinama

poznatih energija. Na ovaj na£in moºemo dobiti ne samo funkciju osnovnog stanja, ve¢

i bilo kog pobu�enog stanja ²to nam je od velikog zna£aja za analize o kojima ¢e biti

re£i kasnije.

4.4 Numeri£ki metodi

Jednom kada imamo eksplicitni oblik neperturbovane talasne funkcije, potrebno

je da imamo stabilnu ²emu numeri£ke integracije �redingerove jedna£ine. U odeljku

4.2 bilo je re£i o evolucionom operatoru i njegovom zna£aju u formiranju jedne takve

²eme. U ovom odeljku re¢i ¢emo ne²to vi²e o prednostima i manama razli£itih ²ema

predloºenih u literaturi [59].

4.4.1 Metod kona£nih razlika prvog reda

Ako razmatramo vremenski zavisnu �redingerovu jedna£inu u jednoj dimenziji

∂

∂t
Ψ = −ıĤΨ (4.17)

gde je Hamiltonijan u koordinatnoj reprezentaciji dat sa

Ĥ(t) = −1

2

∂2

∂x2
+ V (x, t). (4.18)
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Evolucioni operator Û(t, t+∆t) = e−ı∆tĤ(t) deluje na talasnu funkciju kao

Ψ(x, t+∆t) = Û(t, t+∆t)Ψ(x, t). (4.19)

Po²to je prilikom re²avanja �redingerove jedna£ine nuºno diskretizovati prostor i vreme

sa koracima ∆x i ∆t respektivno, radi preglednosti umesto notacije koja koristi konti-

nualne koordinate x i t zgodnije je uvesti diskretnu notaciju koja prebrojava poziciju

na diskretnoj mreºi

Ψ(x, t) → Ψn
j = Ψ(xj, tn), xj = j∆x, tn = n∆t. (4.20)

Koriste¢i notaciju (4.20) i jedna£inu (4.19) imamo slede¢e izraze za vremensku evo-

luciju talasne funkcije reprezentovane na diskretnoj mreºi

Ψn+1
j = e−ı∆tĤΨn

j , Ψn−1
j = eı∆tĤΨn

j , (4.21)

koje nam omogu¢avaju da, ako poznajemo oblik talasne funkcije u nekom trenutku,

izra£unamo njen oblik u bilo kom susednom trenutku.

Najjednostavniji metod za re²avanje jedna£ina (4.21) koristi se razvojem evolucionog

operatora u Tejlorov red ograni£avaju¢i se na £lan prvog reda

Ψn+1
j =

(
1− ı∆tĤ

)
Ψn

j . (4.22)

Hamiltonijan H u kineti£kom £lanu sadrºi izvod drugog reda po koordinati. Da bi

dobili eksplicitni oblik jedna£ine (4.22) koristimo izraz za izvod drugog reda do ta£nosti

o(∆x2) za ravnomernu diskretnu mreºu

∂2Ψ

∂x2

∣∣∣∣n
j

=
Ψn

j+1 +Ψn
j−1 − 2Ψn

j

∆x2
. (4.23)

Zamenom u jedna£inu (4.22) imamo

Ψn+1
j =

[
1− ı

(
2α+ V n

j ∆t
)]

Ψn
j + ıα

(
Ψn

j+1 +Ψn
j−1

)
, (4.24)

gde je V n
j = V (xj, tn) diskretizovani potencijal, a parametar α je dat sa

α =
1

2

∆t

∆x2
. (4.25)

Ovaj metod re²avanja vremenski zavisne �redingerove jedna£ine zove se metod ko-

na£nih razlika prvog reda ili grubi Ojlerov metod. Da bi proverili numeri£ku stabilnost

ovog metoda prema Kurant-Levi-Fridrihovom kriterijumu [60], razmotri¢emo gre²ku

ϵnj = ϵ̂n exp(ıqxj), (4.26)
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u talasnoj funkciji Ψn
j i ura£una¢emo evoluciju ove gre²ke ϵn+1

j tokom evolucije talasne

funkcije u Ψn+1
j . Zamenom izraza

Ψn
j → Ψn

j + ϵnj , (4.27)

Ψn+1
j → Ψn+1

j + ϵn+1
j

u jedna£inu (4.24) imamo

ϵ̂n+1 =
[
1− ı

(
2α(1− cos q∆x) + V n

j ∆t
)]
ϵ̂n. (4.28)

Odnos ϵ̂n+1/ϵ̂n, naziva se faktorom rasta g i koristi se za procenu numeri£ke stabilnosti.

Za grubu Ojlerovu ²emu

g = 1− ı
(
2α(1− cos q∆x) + V n

j ∆t
)
. (4.29)

Uslov nestabilnosti numeri£ke ²eme je |g| > 1. Ako je ovaj uslov zadovoljen, pri svakom

koraku ra£unanja vremenske evolucije, gre²ka ¢e se brzo nagomilavati i rezultat ¢e po£eti

da divergira. U slu£aju grube Ojlerove ²eme

|g|2 = 1 +
(
2α(1− cos q∆x) + V n

j ∆t
)2
, (4.30)

dakle |g| > 1 za bilo koji talasni broj q u gre²kama. Ova nestabilnost je rezultat

asimetri£nosti u ra£unanju vremenskog izvoda u (4.24) koja efektivno nagomilava gre-

²ku samo sa jedne strane. Iako sama po sebi ova ²ema nije primenljiva na zahtevnije

probleme, pruºa nam dobru polaznu ta£ku za druge, stabilnije, metode ra£una.

4.4.2 Krank-Nikolsonov metod

Krank-Nikolsonova ²ema re²ava problem asimetri£nosti vremenskog izvoda elimina-

cijom Ψn
j iz jedna£ina (4.21) koja proizvodi izraz

eıĤ∆tΨn+1
j = e−ıĤ∆tΨn−1

j . (4.31)

Ako zatim, kao u prethodnom odeljku, razvijemo eksponente u red do ta£nosti o(∆t2)

dobijamo

(1 + ıĤ∆t)Ψn+1
j = (1− ıĤ∆t)Ψn−1

j , (4.32)

gde kao u jedna£ini (4.23) moºemo prostorne izvode u Hamiltonijanu da prikaºemo

preko kona£nih razlika da bismo dobili izraz[
1 + ı

(
2α + V n

j ∆t
)]

Ψn+1
j − ıα

(
Ψn+1

j+1 +Ψn+1
j−1

)
=
[
1− ı

(
2α+ V n

j ∆t
)]

Ψn−1
j + ıα

(
Ψn−1

j+1 +Ψn−1
j−1

)
,

(4.33)
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koji £ini Krank-Nikolsonovu ²emu. Ako de�ni²emo Ψn kao vektor sa bazisnim kompo-

nentama Ψn
j , prethodnu jedna£inu moºemo zapisati u matri£nom obliku

A ·Ψn+1 = B ·Ψn−1, (4.34)

gde je A = B∗, a njihove matri£ne elemente lako moºemo dobiti iz (4.33). Krank-

Nikolsonova ²ema je onda ²ema implicitne integracije gde Ψn+1 moºemo dobiti inverto-

vanjem matrice A.

Kao i u prethodnom odeljku, moºemo testirati stabilnost ovog metoda pomo¢u

faktora rasta g koji je u ovom slu£aju

g =
1− ı[2α(1− cos q∆x) + 2V n

j ∆t]

1 + ı[2α(1− cos q∆x) + 2V n
j ∆t]

, (4.35)

pa je stoga

|g| = 1, (4.36)

²to zna£i da numeri£ka gre²ka ne raste eksponencijalno.

�ema je implicitna u smislu da su preko matri£ne jedna£ine (4.34) vrednosti talasne

funkcije u ta£kama na diskretnoj mreºi me�usobno spregnute i da se umesto re²ava-

nja diferencijalnih jedna£ina, problem svodi na algebarske jedna£ine sa komponentama

funkcije Ψn.

4.4.3 Metod kona£nih razlika drugog reda

Po£ev²i od sli£ne pretpostavke kao za Krenk-Nikolsonov metod, moºemo dobiti i

malo druga£iju ²emu za numeri£ku integraciju. Umesto eliminacije Ψn
j iz jedna£ina

(4.21), te jedna£ine moºemo oduzeti jednu od druge da dobijemo

Ψn+1
j −Ψn−1

j = (e−ıĤ∆t − eıĤ∆t)Ψn
j , (4.37)

a zatim, ekspanzijom eksponenata u Tejlorov red

Ψn+1
j = −2ıĤ∆tΨn

j +Ψn−1
j . (4.38)

Ponovo, ako prostorne izvode u hamiltonijanu napi²emo preko kona£nih razlika, dobi-

jamo izraz

Ψn+1
j = −2ı

[
(2α+ V n

j ∆t)Ψ
n
j − α(Ψn

j+1 −Ψn
j−1)

]
+Ψn−1

j (4.39)

koji £ini metod kona£nih razlika drugog reda.
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Pri analizi numeri£ke stabilnosti kao u ostalim metodama ovog tipa u prethodnim

odeljcima dobijamo jedna£inu za faktor rasta g

g2 + 2ı
[
2α(1− cos q∆x) + V n

j ∆t
]
g − 1 = 0. (4.40)

Iz kvadratne jedna£ine (4.40) za g dobijamo dva re²enja

g1,2 = −ı[2α(1− cos q∆x) + V n
j ∆t]±

[
1− [2α(1− cos q∆x) + V n

j ∆t]
2
]1/2

. (4.41)

Kao i u Krenk-Nikolsonovoj ²emi, apsolutna vrednost faktora rasta je

|g1| = |g2| = 1 (4.42)

i ²ema je stabilna.

Prednost metoda kona£nih razlika drugog reda u odnosu na Krenk-Nikolsonov me-

tod je u tome ²to evoluciju moºe da ra£una direktno iz poznavanja talasne funkcije u

prethodnim vremenskim trenucima bez potrebe za prethodnu inverziju matrice.

Po²to je za ra£unanje talasne funkcije u trenutku t+∆t potrebno znati oblik funkcije

u trenutku t i u trenutku t − ∆t, u praksi ovaj metod koristimo uz pomo¢ metoda

kona£nih razlika prvog reda koji koristimo samo u prvom koraku da bi izbegli dalje

nagomilavanje gre²ke.

Preciznost svih metoda kona£nih razlika moºe se pove¢ati uz kori²¢enje bolje aprok-

simacije za drugi izvod po prostornoj koordinati. �ema kori²¢ena za ove prora£une data

je u dodatku A na kraju teze.

4.4.4 Metod razdvojenog operatora

U prethodnim odeljcima ve¢ smo napomenuli da se evolucija talasne funkcije Ψ(r⃗, t)

za vremenski korak ∆t moºe zapisati preko evolucionog operatora Û(t+∆t, t) kao

Ψ(r⃗, t+∆t) = Û(t+∆t, t)Ψ(r⃗, t) (4.43)

gde je evolucioni operator dat sa

Û(t+∆t) = exp (−ıĤ∆t). (4.44)

Evolucioni operator u sebi sadrºi Hamiltonijan sistema koji se moºe razloºiti na kineti£ki

i potencijalni deo kao Ĥ = T̂ + V̂ . Me�utim, po²to operatori kineti£ke i potencijalne
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energije me�usobno ne komutiraju, kao posledicu Bejker-Kempbel-Hausdorfove formule

imamo da

eıĤ∆t ̸= eıT̂∆teıV̂∆t. (4.45)

Me�utim, za malo ∆t vaºi pribliºno razlaganje [61]:

eıĤ∆t = eı
V̂
2
∆teıT̂∆teı

V̂
2
∆t +O(∆t3). (4.46)

�lanovi vi²eg reda u izrazu (4.46) sadrºe vi²estruke komutatore izme�u operatora T̂ i

V̂ , ali se uz izbor dovoljno malog ∆t ovi £lanovi mogu zanemariti pa izraz daje pribliºno

razlaganje evolucionog operatora. Kori²¢enje ovog razlaganja za re²avanje vremenski

zavisne �redingerove jedna£ine zove se metod razloºenog operatora.

Ovaj metod posebno je pogodan ako je Hamiltonijan dat u Dekartovom koordinat-

nom sistemu jer se onda u koordinatnom i impulsnom prostoru operatori potencijalne

i kineti£ke energije svode na obi£no mnoºenje. Metod se svodi na sukscesivnu primenu

odgovaraju¢ih faktora operatora vremenske evolucije iz jedna£ine (4.46) na talasnu

funkciju u reprezentaciji u kojoj je odgovaraju¢i faktor multiplikativni operator. Brz

prelazak iz koordinatne u impulsnu reprezentaciju i nazad postiºemo diskretnom Fu-

rijeovom transformacijom i FFT algoritmom (Fast Fourier Transform - brzi Furijeov

transform). Numeri£ki kod za ra£unanje brzog Furijeovog transforma dostupan je u

dodatku B

Pri numeri£kom ra£unanju, talasna funkcija predstavljena je nizom diskretizovanih

vrednosti u kon�guracionom (odnosno impulsnom) prostoru. Ako je x koordinata u

kon�guracionom prostoru ograni£ena na interval duºine L koji je podeljen na N seg-

menata, onda je odgovaraju¢a komponenta impulsa u impulsnom prostoru ograni£ena

na interval −π/L < px < π/L koji tako�e ima N segmenata. Prema tome, veli£ine

odgovaraju¢ih segmenata moraju biti ∆x = L/N i ∆px = 2π/L. Zbog prirode FFT

algoritma, broj segmenata na bilo kom intervalu mora biti 2n (gde je n prirodan broj).

Ako stanja sistema nisu vezana stanja, metod razloºenog operatora baziran na FFT

algoritmu ima osobinu da delovi talasnog paketa koji dostignu granicu domena nasta-

vljaju svoju propagaciju sa suprotne strane. Metod, dakle implicitno name¢e grani£ni

uslov Ψ(x + L, t) = Ψ(x, t). Ovaj uslov je koristan ukoliko se metod koristi za opi-

sivanje propagacije kroz periodi£ne potencijale. Me�utim, u slu£aju kada u problemu

nema periodi£nosti, da bismo efektivno eliminisali ovaj uslov, blizu granice domena uvo-

dimo £isto imaginaran £lan potencijalu koji ima ulogu apsorbera i naziva se apsorbuju¢i

potencijal.
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4.4.5 Diskretizacija u vremenski zavisnim metodama

Kao ²to se moºe videti u prethodnim odeljcima, diskretizacija prostornih i vremen-

skih koordinata je vaºan korak u numeri£kom re²avanju �redingerove jedna£ine, a ona

sa sobom nosi izvesne pote²ko¢e koje se retko spominju u literaturi.

U ovom radu, najzastupljeniji metod izra£unavanja vremenske evolucije je metod

kona£nih razlika drugog reda (SOD metod) prilago�en za rad u cilindri£nim koordina-

tama. Hamiltonijan razmatranog sistema u sfernom koordinatnom sistemu ima oblik

Ĥ = −1

2
∇2 + Vcore(r) + Vext(r⃗), (4.47)

gde je Vcore(r) efektivni potencijal atomskog ostatka, a Vext(r⃗) potencijal spolja²njeg

polja. U okviru SOD metoda, jedna£ina vremenske evolucije koju re²avamo je

Ψ(r⃗, t+∆t) = Ψ(r⃗, t−∆t)− 2ı∆tĤΨ(r⃗, t). (4.48)

Ako Vext(r⃗) iz jedna£ine (4.47) opisuje linearno polarisano spolja²nje polje usmereno

duº z-ose, onda sistem ima aksijalnu simetriju i zgodno je da napi²emo talasnu funkciju

u cilintri£nim koordinatama. Ako uvedemo smenu

Ψ(r⃗, t) = Φ(ρ, z, t)
eımϕ

√
2πρ

(4.49)

gde je m magnetni kvantni broj, jedna£ina (4.48) postaje

Φ(ρ, z, t+∆t) = Ψ(ρ, z, t−∆t)− 2ı∆tĤΨ(ρ, z, t) (4.50)

gde je

Ĥ = −1

2

(
∂2

∂ρ2
+

∂2

∂z2

)
+ Veff (ρ, z) (4.51)

sa efektivnim potencijalom

Veff (ρ, z) =
m2 + 1/4

2ρ2
+ Vcore(r) + Vext(r⃗). (4.52)

Izvode drugog reda ∂2Φ/∂ρ2 i ∂2Φ/∂z2 koji se pojavljuju pri ra£unanju ĤΦ ra-

£unamo koriste¢i metod kona£nih razlika (videti dodatak A). Ovaj metod, me�utim,

divergira pri vrednostima ρ bliskim nuli. Efektivni potencijal (4.52) sa m = 0 se u

limitu ρ → 0 pona²a kao −1/8ρ2, dok se re²enja �redingerove jedna£ine pona²aju kao

Φ ∼ √
ρ, a njihov drugi izvod ∂2Φ/∂ρ2 ∼ −ρ−3/2 → −∞. Stoga, direktna primena
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metoda kona£nih razlika za malo ρ moºe da dovede do brzog nagomilavanja velike

numeri£ke gre²ke.

Ovaj problem re²avamo tako ²to uvodimo smenu

u(ρ, z) = Φ(ρ, z)/
√
ρ (4.53)

koja sporo varira za vrednosti ρ bliske nuli. Posledica ovoga je da su ρ-izvodi funkcije

u(ρ, z) male (kona£ne) vrednosti koje mogu biti precizno odre�ene metodom kona£nih

razlika. Odgovaraju¢e vrednosti ∂2Φ/∂ρ2 onda dobijamo inverznom transformacijom

∂2Φ

∂ρ2
= −u(ρ, z)

4ρ3/2
+

1

ρ1/2
∂u

∂ρ
+ ρ1/2

∂2u

∂ρ2
. (4.54)

Ovaj pristup daje najbolje rezultate kada se funkcija (4.53) koristi za ρ ≤ ρc, gde je

ρc neka razdaljina reda Borovog radijusa, a kada izvode od Φ ra£unamo direktno za

ρ > ρc.



Glava 5

Kvazistati£ki procesi kod atoma
natrijuma

5.1 Kvazistati£ka aproksimacija

Kao ²to je re£eno u prethodnom odeljku, interakciju laserskog zra£enja energija u

blizini vidljivog spektra sa atomima alkalnih metala moºemo dobro opisati kroz dina-

miku valentnog elektrona posmatraju¢i te atome kao jednoelektronske sisteme. Dobro

slaganje energijskog spektra sa dostupnim eksperimentalnim rezultatima moºemo po-

sti¢i koriste¢i Helman-ov pseudpotencijal (4.1) za opis ekraniranja pozitivnog jezgra

elektronima iz popunjenih ljuski. Hamiltonijan ovako de�nisanog sistema ima op²ti

oblik

Ĥ = −1

2
∇2 − 1

r
+
A

r
e−αr − Fenv(t) cos (ωt+ ϕ)z, (5.1)

gde prvi £lan predstavlja kineti£ku energiju, drugi Kulonovu interakciju sa jezgrom,

tre¢i Helmanovu kratkodometnu korekciju, a £etvrti interakciju sa spolja²njim poljem

frekvencije ω i faze ϕ linearno polarisanim duº z-ose.

U slu£aju kada je frekvencija spolja²njeg polja ω mala u pore�enju sa grani£nom

frekvencijom ωt (3.1), Keldi²ev parametar (3.2) je mnogo manji od jedinice (γ ≪ 1) i

sistem se nalazi u domenu u kom je dominantan proces jonizacije tuneliranje.

Iako je ovaj sistem u principu mogu¢e numeri£ki tretirati bez aproksimacija, radi

ubrzavanja numerike pogodno je kao u odeljku 3.3 uvesti takozvanu kvazistati£ku aprok-

simaciju. Ako primetimo da se uz uslov ω ≪ ωt posmatrani proces tuneliranja odvija

adijabatski, moºemo vremenski zavisni £lan u jedna£ini (5.1) da zamenimo stati£kim

poljem u nekom posmatranom trenutku t i jedna£inu re²avamo kao stati£ku. Hamilto-

43
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Slika 5.1: Potencijalna energija V = Vcore(r) − Fz (zapravo njen x = y = 0 presek � pune linije) i
najniºi energijski nivo E (horizontalne pune linije) valentnog elektrona atoma natrijuma za tri razli£ita
polja primenjenog elektri£nog polja: (a) F = 0, (b) F = 0.008 a.u. i (c) F = 0.015 a.u. Efektivni
potencijal jezgra Vcore(r) je predstavljen Helmanovim pseudopotencijalom [55]. Slu£ajevi (b) i (c)
odgovaraju reºimu tuneliranja i preko-barijernom reºimu, respektivno. Radi pore�enja, sume (ta£kaste
linije) Kulonovog potencijala VC = −1/r i odgovaraju¢ih doprinosa spolja²njeg polja −Fz (isprekidane
linije) prikazane su na istim gra�cima.

nijan (5.1) tada dobija oblik

Ĥ = −1

2
∇2 + Vcore(r)− Fz, (5.2)

gde je Vcore(r) Helmanov pseudopotencijal, a F ja£ina stati£kog elektri£nog polja.

Ovako de�nisani, potencijal jezgra i spolja²nje elektri£no polje formiraju sedlastu

ta£ku duº z-ose. I pozicija z = zsp i visina Vsp = V (rsp) sedlaste ta£ke zavise od

ja£ine polja (slika 5.1) Po²to elektron moºe da tunelira kroz barijeru, atom ima nenultu

verovatno¢u jonizacije £ak i kada je sedlasta ta£ka daleko iznad vezanog stanja. Stoga

sva stanja opisana Hamiltonijanom (5.2) imaju rezonantni karakter.

Ako polje nije prejako, energija najniºeg stanja E(F ) leºi ispod sedlaste ta£ke ba-

rijere i elektron se jonizuje tuneliranjem kroz barijeru. Me�utim, poja£avanjem polja

sedlasta ta£ka se spu²ta ka niºim energijama dok kona£no za neku speci�£nu vrednost

polja F = Fs ne bude suzbijena ispod energije najniºeg stanja E(F ). Od te ja£ine polja

proces jonizacije prestaje da se de²ava tuneliranjem ve¢ putem jonizacije preko bari-

jere - OBI (Over-Barrier-Ionization). Iz kvantno-mehani£ke ta£ke gledi²ta, ne postoji

su²tinska razlika izme�u ova dva tipa procesa.

Vrednost ja£ine polja koja razdvaja ova dva reºima, de�nisana je uslovom

E(F ) = Vsp(F ), (5.3)

gde je E(F ) vrednost energije najniºeg stanja u polju ja£ine F , a Vsp(F ) vrednost po-

tencijala u sedlastoj ta£ki pri istom polju. Ova vrednost za alkalne metale je dovoljno
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mala da se na rastojanjima r = |zsp| potencijal jezgra moºe aproksimirati £istim Kulo-

novim potencijalom. Tada je zsp = 1/
√
F , Vsp = −2

√
F i vrednost polja Fs je re²enje

jedna£ine E(F ) = −2
√
F . Uzev²i pribliºno E(F ) ≈ E(0) = −Ip dobija se

Fs =
I2p
4

= 0.00892. (5.4)

Preciznija vrednost za Fs moºe se dobiti ukoliko se u obzir uzme i �tarkov pomak

najniºeg nivoa [62]. Kada je F ≪ 1, �tarkov pomak moºe se razviti u Maklorenov red

∆E = −αF
2

2!
− γ

F 4

4!
− ..., (5.5)

gde su α i γ dipolna polarizabilnost i dipolna hiperpolarizabilnost, respektivno. Kako

je onda

E(F ) = E(0) + ∆E = −Ip −
1

2
αF 2 − 1

24
γF 4, (5.6)

re²enje jedna£ine (5.5) uz ekspanziju (5.6) je Fs = 0.00969. Intenzitet lasera koji

odgovara ovoj ja£ini polja je oko 3.3× 1012W/cm3.

Kako potencijal efektivnog jezgra Vcore(r) teºi Kulonovom potencijalu VC(r) u do-

menu r > |zsp(Fs)|, vrednost Fs ne zavisi od izbora efektivnog potencijala. Iz sli£nog

razloga, oblik barijere i stopa jonizacije (u reºimu tuneliranja) skoro su nezavisni od

modela. Stoga, iako postoje precizniji modeli za alkalne metale za ovo razmatranje

drºa¢emo se Helmanovog potencijala zbog njegove jednostavnosti.

5.2 Autokorelaciona funkcija i stopa jonizacije

Iako je problem koji razmatramo stati£ki u svom opisu, radi pogodnije analize re-

zonantnih stanja i radi lak²e tranzitivnosti na dinami£ki slu£aj, za analizu koristimo

vremenski zavisni pristup. Kao ²to je ve¢ bilo re£i u poglavlju 4.4, za poznatu inicijalnu

talasnu funkciju ψ(r, 0), moºe se dobiti talasna funkcija ψ(r, t) u trenutku t re²avanjem

vremenski zavisne �redingerove jedna£ine.

Za ra£unanje evolucije valentnog elektrona atoma natrijuma koristimo metod ko-

na£nih razlika drugog reda kao ²to je opisano u poglavlju 4.4. Kao inicijalnu talasnu

funkciju ψ(r, 0) biramo najniºe svojstveno stanje hamiltonijana (5.2) za F = 0 i ra-

£unamo njegovu evoluciju pri datom polju F > 0. Po²to je polje linearno polarisano

duº z-ose, problem ima aksijalnu simetriju. Ako izaberemo da problem re²avamo u

cilindri£nim koordinatama, talasna funkcija ne¢e zavisiti od azimutalnog ugla ϕ pa se

problem svodi na dva stepena slobode ρ i z.
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Energijski spektar moºe se dobiti izra£unavanjem autokorelacione funkcije koja je

de�nisana kao

c(t) = ⟨ψ(0)|ψ(t)⟩ = ⟨ψ(0)|e−
ı
h̄
Ent|ψ(t)⟩. (5.7)

Ako razvijemo |ψ(t)⟩ preko svojstvenih stanja hamiltonijana |n⟩

|ψ(t)⟩ =
∑
n

ane
− ı

h̄
Ent|n⟩, (5.8)

gde su Ĥ|n⟩ = En|n⟩ i an = ⟨n|ψ(0)⟩ sledi

c(t) =
∑
n

|an|2e−
ı
h̄
Ent. (5.9)

Ovako de�nisana, autokorelaciona funkcija sadrºi informaciju energijskom spektru si-

stema koja se moºe dobiti njenim Furijeovim transformom

F (E) = FT [c(t)] =

∫
c(t)e−

ı
h̄
Etdt. (5.10)

Svojstvene energije £istog diskretnog spektra javljaju se kao polovi transforma 5.10.

F (E) =
∑
n

|an|2
∫
e−

ı
h̄
(E−En)tdt = 2πh̄

∑
n

|an|2δ(E − En) (5.11)

Kako ovaj transform moºe biti i kompleksan, poloºaje svojstvenih energija dobi-

jamo ra£unanjem njegovog kvadrata |FT [c(t)]|2 ("power spectrum"). Rezonance se

pojavljuju kao (pribliºni) Lorencijanski pro�li centrirani oko rezonantnih energija E sa

²irinama Γ. Ako u spektru postoji samo jedna rezonanca (a to zavisi od izbora osnovnog

stanja) imamo da je

|c(t)|2 = exp [−wt], (5.12)

gde w (u atomskim jedinicama) predstavlja stopu jonizacije. Γ se moºe precizno odrediti

ra£unanjem linearnog gradijenta funkcije ln (|c(t)|2). Na ovaj na£in mogu se dobiti stope

jonizacije pri razli£itim ja£inama polja.

5.3 Rezultati

Funkcija ln(|c(t)|2) za atom natrijuma na razli£itim vrednostima primenjenog elek-

tri£nog polja ra£unata koriste¢i metode i model date u poglavljima 5.1 i 5.2 prikazana

je na slici 5.2. Tokom po£etnog perioda nestacionarnog raspada u funkciji se vide pri-

gu²ene oscilacije £ije se vreme relaksacije smanjuje pove¢avanjem ja£ine polja. Ovakvo
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Slika 5.2: Funkcije ln |c(t)|2 ra£unate za atom natrijuma na razli£itim ja£inama spolja²njeg stati£kog
elektri£nog polja F , koje odgovaraju: (a) tunel-reºimu i (b) preko-barijernom reºimu. Inicijalno stanje
ψ(0) kori²¢eno u ra£unanju autokorelacione funkcije c(t) = ⟨ψ(0)|ψ(t)⟩ je neperturbovano osnovno
stanje slobodnog atoma.

pona²anje je posledica £injenice da odabrana inicijalna talasna funkcija - osnovno sta-

nje neperturbovanog atoma - prestaje da bude stacionarno stanje kada se polje uklju£i

(jer u tom slu£aju V ̸= Vcore) i po£inje da pokazuje osobine talasnog paketa. Moºe se

tretirati kao superpozicija svojstvenih stanja hamiltonijana 5.1 za datu ja£inu polja F .

�to je ve¢a energija svakog od svojstvenih stanja koja se javljaju u ovoj superpoziciji

to je brºi njegov raspad preko potencijalne barijere. Tako se, tokom svake re�eksije od

potencijalne barijere deo talasnog paketa transmituje u spoljnu regiju pa se paket posle

nekog vremena redukuje na najniºe stacionarno stanje sa dobro de�nisanim izlaznim

talasom - rezonantnu talasnu funkciju (slika 5.3). Ovaj proces je mnogo brºi u preko-

barijernom reºimu nego u tunel reºimu (slika 5.2). Za F = Fs trajanje nestacionarnog

perioda je samo par femtosekundi (1 fs = 41.34 a.u.).

Iako inicijalna faza jonizacionog procesa u stati£nom polju nije relevantna za ra£u-

nanje odgovaraju¢e stope jonizacije (koju dobijamo iz |c(t)|2 u asimptotskom domenu),

treba primetiti da trenutno uklju£enje polja u t = 0 ne predstavlja realisti£nu eksperi-

mentalno izvodljivu situaciju. Iz tog razloga mi isputujemo pona²anje autokorelacione

funkcije |c(t)|2 kada se polje uklju£uje postepeno. Umesto stati£kog polja koristimo

vremenski zavisno polje sa saturacionom funkcijom

F (t) = Fstat(1− exp [−t/τ ]), (5.13)

koja opisuje proces uspostavljanja stati£kog elektri£nog polja izme�u dve kondenzator-

ske plo£e povezane na izvor jednosmerne struje. Vremenska konstanta τ odre�ena je
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Slika 5.3: Realni deo talasne funkcije ψ(r) najniºeg stacionarnog stanja atoma natrijuma (u jedno-
elektronskom modelu) u elektri£nom polju ja£ine F = 0.01 a.u. Ovo rezonantno stanje odre�eno je
vremenskom propagacijom neperturbovanog natrijumovog osnovnog stanja u ukupnom potencijalu 5.1
do uspostavljanja stacionarnosti (t ≈ 400 a.u.).

otporno²¢u i kapacitinov²¢u kola, R i C, respektivno. Na primer, za dato R = 0.1Ω

i C = 1pF imamo da je τ = RC = 100fs. Adijabati£nost procesa onda moºemo da

opi²emo odnosom Tt/τ (gde je Tt = (2Ip)
1/2/F ) analogno Keldi²evom parametru za di-

nami£ka polja. Nalazimo da kada je Tt/τ ≪ 1, shodno uspostavljenoj adijabati£nosti,

oscilacije bivaju u skoro u potpunosti prigu²ene, a funkcija |c(t)|2 uzima eksponencijalno

opadaju¢i oblik nakon svega nekoliko τ (slika 5.4).
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Slika 5.4: Funkcije ln |c(t)|2 za natrijum u postepeno uklju£enom elektri£nom polju: (a) Fstat =
0.001 a.u. (= 5.14MV/cm, Tt = 614.6 a.u.) i (b) Fstat = 0.01 a.u. (= 51.4MV/cm, Tt = 61.46 a.u.) za
razli£ite vrednosti vremenske konstante τ .

U tabeli 5.1 prikazane su energije i ²irine rezonance najniºeg stanja atoma natrijuma

ra£unate metodom evolucije talasnog paketa [30] za razli£ite vrednosti ja£ine polja za-
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WP method CR method

F E Γ E Γ

0.000 -0.1887 0 -0.18886 0
0.001 -0.1888 - -0.18894 -
0.002 -0.1889 - -0.18919 -
0.003 -0.1894 - -0.18961 -
0.004 -0.1900 - -0.19020 -
0.005 -0.1908 - -0.19096 -
0.006 -0.1916 6× 10−8 -0.19190 -
0.007 -0.1928 1.32× 10−6 -0.19303 1.276× 10−6

0.008 -0.1941 1.42× 10−5 -0.19437 1.279× 10−5

0.009 -0.1957 7.59× 10−5 -0.19595 7.426× 10−5

0.010 -0.1976 2.78× 10−4 -0.19778 2.684× 10−4

0.011 -0.1998 7.28× 10−4 -0.19986 7.097× 10−4

0.012 -0.2021 1.53× 10−3 -0.20215 1.503× 10−3

0.013 -0.2046 2.74× 10−3 -0.20461 2.691× 10−3

0.014 -0.2071 4.36× 10−3 -0.20717 4.287× 10−3

0.015 -0.2097 6.37× 10−3 -0.20979 6.261× 10−3

0.016 -0.2123 8.69× 10−3 -0.21245 8.577× 10−3

0.017 -0.2150 0.0113 -0.21513 0.01120
0.018 -0.2176 0.0142 -0.21780 0.01409
0.019 -0.2201 0.0174 -0.22047 0.01721
0.020 -0.2227 0.0208 -0.22312 0.02051
0.021 -0.2252 0.0243 -0.22575 0.02400
0.022 -0.2278 0.0280 -0.22836 0.02763
0.023 -0.2302 0.0317 -0.23094 0.03139
0.024 -0.2327 0.0356 -0.23351 0.03527
0.025 -0.2351 0.0395 -0.23605 0.03928
0.026 -0.2376 0.0434 -0.23856 0.04331
0.027 -0.2399 0.0475 -0.24106 0.04745
0.028 -0.2423 0.0517 -0.24353 0.05166
0.029 -0.2446 0.0561 -0.24598 0.05595
0.030 -0.2469 0.0608 -0.24841 0.06025

Tabela 5.1: Pore�enje energija najniºeg stanja E i ²irina Γ natrijuma dobijenih metodom talasnog
paketa (WP) i metodom kompleksne rotacije (CR) u jedno-elektronskoj aproksimaciji za razli£ite
vrednosti primenjenog elektri£nog polja F .
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Slika 5.5: Energije (a) i ²irine (b) najniºeg stanja natrijuma na razli£itim ja£inama primenjenog
elektri£nog polja. Rezultati dobijeni propagacijom talasnog paketa (ovo istraºivanje) ozna£eni su pu-
nim krugovima. Radi pore�enja, odgovaraju¢i rezultati dobijeni metodom kompleksne rotacije [62]
su prikazani (prazni rombovi). Pored toga, energija najniºeg stanja u funkciji ja£ine polja odre�ena
formulom £etvrtog reda (5.6) (puna linija) prikazana je na delu (a), a stope jonizacije odre�ene ori-
ginalnom ADK formulom (3.17) (isprekidana linija) kao i ADK formulom sa korekcijom �tarkovog
pomaka (5.6) (puna linija) prikazane su na delu (b). Vertikalne ta£kaste linije ozna£avaju ja£ine polja
Fs koje dele reºim tuneliranja i preko-barijerni reºim.

jedno sa vrednostima dobijenim nedavno metodom kompleksne rotacije [62]. Rezultati

su u jako dobrom slaganju u razmatranom domenu F ∈ (0, 0.03). Rezultati iz tabele 5.1

prikazani su na slici 5.5 zajedno sa analiti£ki izra£unatim stopama raspada baziranim

na razvoju �tarkovog pomaka do £etvrtog reda (5.5) i ADK teoriji (opisanoj detaljno

u poglavlju 3). Formula za energiju najniºeg stanja (5.6) koja ura£unava ekspanziju

�tarkovog pomaka do £etvrtog reda u dobrom je slaganju sa numeri£kim rezultatima u

domenu F < Fs. Stopa jonizacije dobijena popravljenom ADK formulom [6, 62] je u

odli£nom slaganju sa numeri£kim rezultatima u domenu F < Fs (slika 5.5).

Kona£no, pokazujemo da je u kvazistati£kom reºimu (γ ≪ 1) mogu¢e precizno odre-

diti stope jonizacije atoma ozra£enim realnim pulsom iz stopa izra£unatih u stati£koj

aproksimaciji. Na ja£ini polja F = Fs, uslov γ ≪ 1 za natrijum ispunjen je kada

λ≫ 3µm, a u domenu tuneliranja talasna duºina λ jo² je duºa. Razmatramo linearno

polarisani puls oblika

F (t) =

{
Fpeak sin

2(πt/Tp) cos(2πt/Tc), 0 < t < Tp,

0, u suprotnom.
(5.14)

i uzimamo maksimalnu vrednost ja£ine polja Fpeak = 0.01a.u. (koja odgovara intenzitetu

lasera I ≈ 3.5 × 1012W/cm3) blisku vrednosti Fs. Biramo period opti£kog ciklusa

Tc = 1931a.u. (≈ 46.7fs, λ = 14µm) sa kojim je γ = 0.2 i totalno trajanje pulsa takvo
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da sadrºi £etiri opti£ka ciklusa (Tp = 4Tc).

Kvazistati£ke stope jonizacije w(F (t)) za puls (5.14) dobijamo korigovanom ADK

formulom koja se dobija zamenom Ip → Ip −∆E(F ) (gde se ∆E(F ) dobija iz razvoja

(5.6)) u ADK formulu (3.17). Nakon toga, odgovoraju¢u kvazistati£ku verovatno¢u

jonizacije dobijamo zamenom u izraz

P
(qs)
ion =

∫ t

0

w(F (t))dt. (5.15)

Sa druge strane, istu verovatno¢u jonizacije dobijamo iz izraza

Pion = 1− |c(t)|2, (5.16)

gde je c(t) autokorelaciona funkcija dobijena re²avanjem vremenski zavisne �redingerove

jedna£ine za hamiltonijan oblika (5.1) metodom kona£nih razlika drugog reda. Izraz

(5.16) je specijalan slu£aj op²tijeg izraza o kom ¢e biti vi²e re£i kasnije, a ilustruje da

je verovatno¢a jonizacije suprotna populaciji u osnovnom stanju (jer su verovatno¢e

pobu�ivanja vi²ih stanja u kvazistati£kom procesu bliske nuli).
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Slika 5.6: (a) Laserski puls oblika (5.14) sa Fpeak = 0.01 a.u., Tc = 1931 a.u., Tp = 4Tc (isprekidana
linija) i odgovaraju¢a kvazistati£ka stopa jonizacije w(F (t)) za natrijum (puna linija). (b) Verovatno¢a
jonizacije odre�ena integracijom kvazistati£ke stope (puna linija) i egzaktnim re²avanjem vremenski
zavisne �redingerove jedna£ine sa promenljivim poljem (5.14) (crta-ta£ka linija).
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Na osnovu slike 5.6 vidimo da se funkcije P (qs)
ion (t) i Pion(t) zna£ajno razlikuju tokom

trajanja pulsa jer prva pokazuje verovatno¢u prelaza iz osnovnog stanja u asimptot-

sko stanje kontinuuma, a druga prikazuje verovatno¢u prelaza iz osnovnog u bilo koje

nevezano stanje pa i slu£ajeve u kojima je elektron privrememeno izba£en, pa u dru-

gom poluperiodu ciklusa zahva¢en nazad u atom. Me�utim, kako se pri kraju trajanja

pulsa ja£ina polja pribliºava nuli tako se i vrednosti ove dve funkcije pribliºavaju istoj

vrednosti. Na osnovu ovog pore�enja, tvrdimo da je za vrednost Keldi²evog paremtra

γ ≈ 0.2 i manje moºemo sa visokom precizno²¢u dobiti verovatno¢e jonizacije kori-

ste¢i se kvazistati£kom aproksimacijom koja sam proces ra£unanja £ini daleko brºim i

e�kasnijim.



Glava 6

Multifotonski procesi kod atoma
natrijuma

Ako je atomski sistem izloºen elektromagnetnom polju ve¢e frekvencije, vreme pro-

laska kroz barijeru opisanu u prethodnom odeljku postaje jako veliko u odnosu na pe-

riod oscilovanja polja. Keldi²ev parametar (3.2) postaje γ ≫ 1, stati£ka aproksimacija

prestaje da bude primenljiva, a dominantan mehanizam jonizacije postaje apsorpcija

fotona ukupne energije ve¢e od jonizacionog potencijala (multifotonska jonizacija). Re-

²avanju ovog problema pristupamo tako ²to ra£unamo vremensku evoluciju po£etnog

talasnog paketa u vremenski zavisnom potencijalu opisanom Hamiltonijanom

Ĥ = −1

2
∇2 + Vcore(r)− F (t)z, (6.1)

gde za Vcore uzimamo Helmanov pseudopotencijal u slu£aju atoma natrijuma, a spolja-

²nje polje F (t) opisujemo kao

F (t) = Fpeak sin
2

(
πt

Tp

)
cos

[
ω

(
t− Tp

2

)
+ ϕ

]
, 0 < t < Tp, (6.2)

gde je Fpeak vrednost amplitude polja, Tp vreme trajanja pulsa, a ϕ faza obvojnice

koja opisuje razliku u fazama izme�u obvojnice opisane £lanom sa kvadratom sinusa i

oscilovanja samog polja opisanog kosinusnom funkcijom. Ako je ϕ = 0 ove dve funkcije

su u fazi pa ¢e polje dosti¢i svoj maksimum ta£no na sredini pulsa.

Kao i u kvazistati£kom slu£aju, sistem ima cilindri£nu simetriju pa je projekcija

orbitalnog momenta na z-osu o£uvana veli£ina, a magnetni kvantni broj m je dobar

kvantni broj. Stoga bez gubitka op²tosti, u svim daljim prora£unima moºemo staviti

da je m = 0.

53
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6.1 Selekciona pravila

Osnovno stanje atoma natrijuma je najniºe stanje njegovog valentnog elektrona

koje ima kvantne brojeve n = 3 i l = 0 i spektroskopsku oznaku 3s. Kako se proces

jonizacije u domenu razmatranih frekvencija de²ava apsorpcijom jednog ili vi²e fotona

korisno je ispitati selekciona pravila kako bismo lak²e opisali ove procese. Zbog zakona

odrºanja angularnog momenta i odrºanja parnosti prilikom apsorpcije fotona, promena

orbitalnog angularnog kvantnog broja mora biti

∆l = ±1. (6.3)

Ovo u praksi zna£i da apsorpcijom samo jednog fotona iz bilo kog s stanja sistem

moºe pre¢i samo u neko p stanje, iz p stanja samo u s i d stanja itd. U zavisnosti

od energije samih fotona, ovo zna£i da raspodela izlaznih elektrona po parcijalnim

talasima nije arbitrarna ve¢ ima neke nametnute restrikcije. Za foton talasne duºine

800nm, ovo je ²ematski ilustrovano na slici 6.1. Vidimo da po£ev²i od 3s nivoa preko

granice kontinuuma moºemo do¢i apsorpcijom 4 fotona putem jedne od "apsorpcionih

putanja"preko virtualnih stanja koja su na slici ozna£ena crvenim platoima. Izlazni

talas ¢e biti dat superpozicijom s, d i g parcijalnih talasa.

6.2 Verovatno¢e ekscitacije i jonizacije

Kao i u kvazistati£kom slu£aju, �redingerovu jedna£inu ovog sistema re²avamo vre-

menskom evolucijom po£etnog talasnog paketa primenom metoda kona£nih razlika dru-

gog reda, s tim ²to sada koristimo pun vremenski zavisan hamiltonijan iz jedna£ine (6.1).

Za razliku od kvazistati£kog problema gde su verovatno¢e prelaza u ekscitovana stanja

pribliºno jednake nuli, imamo da su energije fotona uporedive sa razmacima izme�u

energetskih nivoa i shodno tome nenultu naseljenost vi²ih energetskih stanja tokom i

na kraju pulsa.

Da bismo izra£unali verovatno¢u jonizacije vi²e nije dovoljno samo oduzeti auto-

korelacionu funkciju sa kraja pulsa od jedinice, ve¢ moramo pratiti naseljenosti svih

stanja u koja verovatno¢a prelaza nije zanemarljivo mala.

Da bi izra£unali verovatno¢u pobu�ivanja svakog od pojedina£nih stanja prvo je

potrebno da poznajemo oblik njegove neperturbovane talasne funkcije. Ove funkcije

ra£unamo re²avaju¢i vremenski nezavisnu �redingerovu jedna£inu za sistem bez polja

Ĥ(t = 0)ψ = Eψ, (6.4)
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Slika 6.1: Energetska ²ema za (neperturbovane) najniºe nivoe natrijuma (sive linije)
kao i mogu¢e £etvorofotonske apsorpcione kanale od osnovnog stanja do kontinuuma
(crvene strelice) koji se mogu ostvariti interakcijom sa laserskim zra£enjem od 800 nm
talasne duºine (ω = 0.05695 a.u.). Prkazan je i pomak granice kontinuuma (puna crna
i isprekidana zelena linija) koji odgovara snazi laserskog polja u trenutku kada se 5p
nivo pomera u trofotonsku rezonancu usled efekta dinami£kog �tarkovog pomaka.

gde je

Ĥ(t = 0) = −1

2
∇2 + Vcore(r). (6.5)

Zbog odsustva polja, sistem je sferno simetri£an pa se kao kod re²avanja atoma

vodonika moºe pre¢i na sferne koordinate u kojima hamiltonijan H(t = 0) dobija oblik

Ĥ(t = 0) = −1

2

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
1

r2 sin2 ϕ

∂2

∂θ2
+

1

r2 sin2 ϕ

∂

∂ϕ

(
sinϕ

∂

∂ϕ

)]
+ Vcore(r),

(6.6)

gde su £lanovi sa izvodima po θ i ϕ zapravo operator kvadrata angularnog momenta L̂2

£ije su svojstvene funkcije sferni harmonici Y m
l (θ, ϕ). Zbog ovoga, re²enje �redingerove

jedna£ine sa hamiltonijanom (6.6) moºemo da traºimo u obliku

ψ(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Y
m
l (θ, ϕ), (6.7)

gde je Rnl(r) radijalni deo talasne funkcije. Radi jednostavnijeg ra£una, uvodimo jo² i
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dodatnu smenu

Rnl(r) =
unl(r)

r
, (6.8)

nakon koje se �redingerova jedna£ina (6.4) sa hamiltonijanom (6.6) svodi na oblik

∂2unl(r)

∂r2
+ 2

(
Enl − Vcore(r)−

l(l + 1)

2r2

)
unl(r) = 0, (6.9)

gde je l(l + 1) svojstvena vrednost operatora kvadrata momenta impulsa, a Enl svoj-

stvena energija stanja sa kvantnim brojevima n i l.

Da bismo dobili ta£an oblik talasne funkcije svojstvenog stanja u potencijalu Vcore(r),

jedna£inu (6.9) re²avamo numeri£ki koriste¢i za Enl vrednosti poznate iz eksperimen-

talnih merenja [63]. Talasnu funkciju ψnl(r, θ, ϕ) dobijamo inverznom transformacijom

radijalne funkcije unl(r) i mnoºenjem odgovraju¢im sfernim harmonikom.

Jednom kada imamo izra£unate talasne funkcije neperturbovanih stanja, verovat-

no¢u prelaza u stanje sa kvantnim brojevima n i l nakon izlaganja sistema laserskom

pulsu trajanja Tp moºemo ra£unati kao

Pnl = |⟨ψnl|ψ(Tp)⟩|2, (6.10)

gde je ψ(Tp) talasna funkcija dobijena vremenskom evolucijom sistema u hamiltonijanu

(6.1) do vremena t = Tp. Ako verovatno¢e prelaza izra£unamo za dovoljan broj stanja

onda verovatno¢u jonizacije moºemo dobiti izrazom

Pion = 1−
∑
n,l

Pnl. (6.11)

6.3 Dinami£ki �tarkov pomak

Verovatno¢e pobu�ivanja Pnl (tj. naseljenosti stanja nl) jako zavise od parametara

pulsa (ω, Tp, Fpeak), a naro£ito se brzo menjaju variranjem frekvencije pulsa ω. Mak-

simumi naseljenosti stanja Pnl(ω) bi¢e realizovani kada se rastojanje izme�u osnovnog

stanja (3s) i datog nivoa (nl) poklapa sa celobrojnim umno²kom energije fotona (ω) to

jest kada je zadovoljen uslov multifotonske rezonance

Kω = ωnl,3s, (6.12)

gde je K ceo broj, a ωnl,3s = Enl − E3s. Dodatni uslov (zbog selekcionih pravila u

diplonoj aproksimaciji) je da K + l mora biti paran broj.
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Poloºaji rezonantnih maksimuma u Pnl(ω) zavise od ja£ine polja i ta zavisnost je

posledica dinami£kog �tarkovog pomaka. U op²tem slu£aju, dinami£ki �tarkov pomak

zavisi i od ja£ine i od frekvencije polja. Ako je F amplituda promenljivog polja onda

je pomak energijskog nivoa Enl

δEnl(F, ω) = Enl(F, ω)− E0
nl, (6.13)

gde je E0
nl = Enl(0, ω) energija u odsustvu polja. U limitu slabih polja ovaj pomak je

δEnl = −α(ω)F
2

4
, (6.14)

gde je α(ω) dinami£ka polarizabilnost datog stanja. Specijalno u limitu slabih polja i

visokih frekvencija imamo da α(ω) teºi svojoj asimptotskoj vrednosti −1/ω2 pa je

δEnl =
F 2

4ω2
. (6.15)

Ova vrednost odgovara vibracionoj energiji slobodnog elektrona u linearno polarisa-

nom elektromagnetnom polju poznatijoj kao ponderomotorni potencijal Up. Suprotno,

pomak osnovnog stanja, u odnosu na koje ovo zra£enje moºemo da posmatramo kao da

je male energije, je negativno kao u slu£aju stati£kog �tarkovog pomaka. Uzev²i ovo u

obzir, zaklju£ujemo da je jonizacioni potencijal u laserskom polju ve¢i nego u slu£aju

neperturbovanog atoma.

Po²to eksperimentalno ne moºemo da vidimo �tarkov pomak jednog stanja ve¢

promenu energije prelaza izme�u dva stanja, a po²to na²i prora£uni maksimuma Pnl

tako�e daju rastojanja izme�u nivoa (ωnl,3s), razmatra¢emo dinami£ki �tarkov pomak

stanja natrijuma u odnosu na osnovno stanje

δωnl,3s(F, ω) = δEnl(F, ω)− δE3s(F, ω) = ωnl,3s(F, ω)− ω
(0)
nl,3s, (6.16)

gde je ω(0)
nl,3s = E

(0)
nl − E

(0)
3s .

Ako ovaj pomak posmatramo strikno pod uslovom rezonantnosti, parametri ω i F

nisu vi²e nezavisni i moºemo da zapi²emo

δωres
nl,3s(F ) = ωres

nl,3s(F )− ω
(0)
nl,3s, (6.17)

gde su

ωres
nl,3s(F ) = ωnl,3s(F, ωres) (6.18)
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rastojanja izme�u nivoa pod uslovom multifotonske rezonance na rezonantoj frekvenciji

ωres =
ωres
nl,3s(F )

K
. (6.19)

Formalno ωres
nl,3s(F ) je re²enje sistema jedna£ina (6.18) i (6.19). Me�utim po²to

funkcije ωnl,3s(F, ω) u principu nisu poznate, u praksi ωres
nl,3s(F ) dobijamo iz jedna£ine

(6.19) pomo¢u vrednosti ωres koje odre�ujemo iz vrednosti maksimuma funkcija Pnl na

razli£itim vrednostima ja£ine polja F .

6.4 Metoda vremenski zavisnih koe�cijenata

Radi dodatne analize i provere validnosti rezultata dobijenih metodom evolucije tala-

snog paketa, isti proces ispitan je i metodom vremenski zavisnih koe�cijenata opisanim

u glavi 2, a detaljnije u referenci [64]. U osnovi, ovaj metod se sastoji od reprezenta-

cije talasne funkcije u nekom pogodnom bazisu (to je naj£e²¢e bazis neperturbovanih

atomskih stanja). Ako je talasna funkcija ψ, razvijena u bazisu atomskih stanja φnl

imamo

ψ =
∑
n,l

cnl(t)φnle
−ıE

(0)
nl t (6.20)

gde je vremenska evolucija talasne funkcije ψ data kroz koe�cijente cnl(t) koji predsta-

vljaju teºine atomskih stanja u superpoziciji.

Sistem jedna£ina (2.44) za vremenski zavisne koe�cijente cnl(t) u ovom slu£aju glasi

ı
dcnl
dt

(t) =
∑
n′l′

cn′l′(t)Wnl,n′l′e
ıωnl,n′l′ t, (6.21)

gde su Wnl,n′l′ = ⟨φnl|Ŵ |φn′l′⟩, matri£ni elementi operatora perturbacije, a ωnl,n′l′ =

E
(0)
nl − E

(0)
n′l′ energije prelaza izme�u stanja sa kvantnim brojevima (n, l) i (n′, l′).

Izraz (6.21) je sistem diferencijalnih jedna£ina prvog reda po vremenski zavisnim

koe�cijentima cnl(t) koji se moºe jednostavno re²iti ako poznajemo matri£ne elemente

Wnl,n′l′ . Treba napomenuti da je broj stanja u sumama u prethodnim izrazima u prin-

cipu beskona£an, pa se stoga u praksi moramo ograni£iti na neki kona£an broj stanja

£iji je doprinos relevantan za ºeljenu ta£nost.

U prora£unima ura�enim za natrijum, kori²¢ena su stanja sa kvantnim brojevima

n = 3, 4, 5, 6 i l = 0, 1, 2, 3. Po²to bazis atomskih stanja ne opisuje stanja kontinuuma,

ovim metodom ne moºemo opisati proces jonizacije, ve¢ samo populaciju pobu�enih

stanja pri dejstvu perturbacije.
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Zbog toga ²to TDC metod nije iterativan, numeri£ki je mnogo e�kasniji od metoda

evolucije talasnog paketa ali nam ne omogu¢ava da posmatramo £itav proces i zbog

ograni£avanja na kona£an broj stanja, nije jednako precizan.
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6.5 Rezultati

6.5.1 Verovatno¢e prelaza i rezonantni dinami£ki �tarkov po-
mak za stanja sa n ≤ 6 - metod propagacije talasnog pa-
keta

Sa ciljem da napravimo set podataka za rezonantni dinami£ki �tarkov pomak atoma

natrijuma, koristan za prou£avanje raznih fenomena, ra£unali smo verovatno¢e prelaza

is osnovnog u pobu�ena atomska stanja kvantnih brojeva n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 i l = 0, 1, 2, 3

pod dejstvom laserskog pulsa oblika (6.2) za vrednosti Fpeak ≤ 0.015 a.u. (ili maksi-

malnog intenziteta zra£enja 7.90 × 1012W/cm2) u domenu frekvencija od 0.04 do 0.1

a.u. (²to odgovara talasnim duºinama izme�u 1139 i 455.6 nm) za tri razli£ite duºine

trajanja pulsa: Tp = 5, 10 and 20 fs (1fs = 41.34 a.u.)

Na slici 6.2 su predstavljene verovatno¢e Pnl prelaza iz osnovnog u pobu�ena sta-

nja sa kvantnim brojevima n = 3 (3s, 3p i 3d), n = 4 (4s, 4p, 4d i 4f), n = 5

(5s, 5p, 5d i 5f) i n = 6 (6s, 6p i 6d) za vrednosti parametara lasera Tp = 10 fs,

Fpeak = 0.003, 0.005, 0.007, 0.010 i 0.015 a.u. u domenu frekvencija ω ∈ (0.04, 0.10)

ra£unate sa korakom od δω = 0.001. Kao ²to je obja²njeno u odeljku 6.3, poloºaji

maksimuma Pnl(ω) mogu da se poveºu sa rezonantnim frekvencijama ωres za prelaze

3s→ nl koje odre�uju energije prelaza ωres
nl,3s(Fpeak) na datim ja£inama polja.

Vaºna karakteristika ovih procesa je da poloºaji maksimuma raspodela Pnl(ω) ostaju

na pribliºno istim pozicijama kada variramo duºinu pulsa. Me�utim, ²to je duºi

puls, maksimumi ¢e biti uºi i bi¢e mogu¢e preciznije odretiti njihove poloºaje �to-

vanjem gausijanskih pro�la. Na slici 6.3 vidimo verovatno¢e popunjenosti ra£unate za

Fpeak = 0.007 a.u. i tri razli£ite duºine pulsa (Tp = 5, 10 i 20 fs). Ovo se moºe obja-

sniti £injenicom da rezonatna frekvencija u principu varira tokom trajanja pulsa zbog

varijacije ja£ine polja, ali da vrednost ωres koja odgovara maksimumu verovatno¢e uvek

zavisi samo od ja£ine polja Fpeak.

Najve¢i broj prora£una ura�en je za pulseve duºine 10 fs ²to je procenjeno kao

optimalna duºina zbog balansa izme�u dobijene ²irine gausijanskih pro�la u raspodeli

i numeri£ke e�kasnosti. Rezultati (energijski razmaci ωres
nl,3s(F ) za n ≤ 6 ra£unati za 6

vrednosti ja£ine polja) su prikazani u tabeli 6.1 i nacrtani sa interpolacionim krivama na

slici 6.4. U slede¢em odeljku bi¢e pokazano kako interpolacione krive dobijene na ovaj

na£in mogu da se koriste za predvi�anje rezonatnih frekvencija i procenu dinami£kog

�tarkovog pomaka za prelaze 3s→ nl.
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Slika 6.2: Ra£unate verovatno¢e prelaza u Pnl natrijumova stanja sa n = 3, 4, 5, 6 za laserski puls
(6.2) od 10 fs sa: Fpeak = 0.003 a.u. (a, b, c), Fpeak = 0.005 a.u. (d, e, f), Fpeak = 0.007 a.u. (g, h, i),
Fpeak = 0.010 a.u. (j, k, l) i Fpeak = 0.015 a.u. (m, n, o) kao funkcije od frekvencije lasera ω (pune
linije razli£itih boja). Vertikalne linije ozna£avaju energiju (frekvenciju) prelaza iz osnovnog stanja
(3s) u druga stanja (nl) podeljenu sa brojem apsorbovanih fotona K kada Fpeak → 0. Verovatno¢e
jonizacije Pion(ω) (crta-ta£ka linije) za pet ja£ina polja prikazane su na delovima (a, d, g, j, m).
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Slika 6.3: Izra£unate verovatno¢e prelaza u Pnl natrijumova stanja n = 3, 4, 5 za laserske pulseve (6.2)
trajanja 20 fs (a, b, c) i 5 fs (d, e, f), ja£ine Fpeak = 0.007 a.u., date kao funkcije laserske frekvencije ω
(pune linije razli£itih boja). Radi pore�enja date su i verovatno¢e prelaza u ista stanja u slu£aju 10 fs
laserskog pulsa (ta£kaste linije).
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Slika 6.4: Zavisnost relativne energije ekscitovanih stanja od ja£ine polja u odnosu na energiju
osnovnog stanja za natrijum u laserskom polju koje je u K-fotonskoj rezonanci sa prelazima 3s → nl:
(a) K = 2, (b) K = 1 (za 3s → 3p) i K = 3. Horizontalne isprekidane linije u delovima (a) i (b)
ozna£avaju dvo- i tro-fotonske energije, respektivno, za lasersko polje sa 800 nm talasne duºine.
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nl: 3p 3d 4s 4p 4d 4f
K: 1 2 2 3 2 3

F (a.u.) ωres
nl,3s (eV)

0 2.0800 3.6316 3.1772 3.7429 4.2912 4.2891
0.003 2.1154 3.6663 3.1733 3.8297 4.2919 4.3145
0.005 2.1707 3.7170 3.2346 3.9429 4.3299 4.3695
0.007 2.2226 3.7889 3.3103 4.0803 4.3657 4.4540
0.010 2.2912 3.9128 3.4546 4.2938 4.4123 4.6174
0.015 2.5025 4.1176 3.7382 4.6655 4.4375 4.9304

nl: 5s 5p 5d 5f 6s 6p 6d
K: 2 3 2 3 2 3 2

F (a.u.) ωres
nl,3s (eV)

0 4.1095 4.3397 4.5966 4.5952 4.5061 4.6213 4.7620
0.003 4.0995 4.3813 4.6018 4.6206 4.4876 4.6532 4.7334
0.005 4.1535 4.4412 4.6183 4.6733 4.5219 4.7121 4.7643
0.007 4.1990 4.5288 4.6380 4.7545 4.5481 4.7948 4.7841
0.010 4.2609 4.6934 4.6643 4.9142 4.5772 4.9467 4.8053
0.015 4.3278 4.9962 4.6610 5.2001 4.5869 5.2287 4.8012

Tabela 6.1: Energije ekscitovanih stanja (nl) natrijuma u odnosu na osnovno stanje (3s) koje su u K-
fotonskoj rezonanci sa primenjenim laserskim poljem ja£ina F = 0, . . . , 0.015 a.u. Energije (ωres

nl,3s(F ))
povezane su uslovom (6.19) sa rezonantnim laserskim frekvencijama koje se dobijaju iz poloºaja mak-
simuma verovatno¢e naseljenosti Pnl(ω). Prora£uni su izvedeni koriste¢i Tp = 10 fs za duºinu trajanja
pulsa, osim a stanja 4f, 5p, 5f i 6p gde je Tp = 20 fs.



64 GLAVA 6. MULTIFOTONSKI PROCESI KOD ATOMA NATRIJUMA

6.5.2 Verovatno¢e prelaza - metod vremenski zavisnih koe�ci-
jenata

Radi potencijalnog pove¢anja e�kasnosti u odre�enim domenima ja£ine polja kao i

radi pore�enja razli£itih metoda, ra£un iz prethodnog odeljka ponovili smo koriste¢i se

metodom vremenski zavisnih koe�cijenata obja²njen u odeljku 6.4.

Problem evolucije talasnog paketa re²avamo koriste¢i sistem diferencijalnih jedna-

£ina po vremenski zavisnim koe�cijentima razvoja u bazisu

ıċnl =
∑
n′,l′

Wnl,n′l′cn′l′(t)e
ıω

(0)

nl,n′l′ t, (6.22)

gde su Wnl,n′l′ = ⟨φnl|F (t)z|φn′l′⟩ i ω(0)
nl,n′l′ = E

(0)
nl − E

(0)
n′l′ okarakterisan po£etnim uslo-

vima

cnl(0) = δn,3δl,0, (6.23)

kojima osiguravamo da se u po£etnom trenutku sistem nalazi u osnovnom stanju.

Za re²avanje ovog problema neophodno je prvo izra£unati diplone matri£ne elemente

⟨φnl|z|φn′l′⟩. Ovo radimo numeri£ki koriste¢i se numeri£ki izra£unatim svojstvenim

stanjima neperturbovanog atoma (kod za ra£unanje je dat u dodatku C).

Jednom kada smo izra£unali matri£ne elemente, ostatak ra£una se svodi na vari-

ranje parametara Fpeak i ω da bismo proanalizarali ºeljeni domen ja£ina i frekvencija

spolja²njeg polja. Kao i kod ra£una metodom talasnog paketa, ra£un smo sproveli za

5 razli£itih vrednosti ja£ina polja (0.003, 0.005, 0.007, 0.010 i 0.015 a.u.) u domenu

frekvencija od 0.040 do 0.100 a.u. Rezultati za verovatno¢e prelaza u odre�ena ek-

scitovana stanja, prikazani su na isti na£in kao u prethodnom odeljku, a zatim su iz

dobijenih lokalnih maksimuma traºene vrednosti dobijene iz jedna£ine (6.19).

Na slici 6.5 vidimo rezultate dobijene metodom vremenski zavisnih koe�cijenata

upore�ene sa rezultatima dobijenim metodom evolucije talasnog paketa. I po poloºaju

i po intenzitetu maksimuma rezultati se odli£no poklapaju u slu£aju slabijih polja, me-

�utim uz pove¢avanje ja£ine polja odstupanje postaje sve ve¢e. Na slici 6.6 prikazane

su interpolacione krive obja²njene u prethodnom odeljku za oba metoda. Prime¢ujemo

kao trend da su metodom vremenski zavisnih koe�cijenata bolje opisani prelazi sa par-

nim brojem fotona jer krive nemaju veliko odstupanje £ak i pri ja£im poljima, me�utim

vi²a p i f stanja jako odstupaju od metoda talasnog paketa ve¢ pri poljima od oko

0.005 a.u. Glavni razlog odstupanja ovog metoda je u u tome ²to bazis atomskih stanja

ne sadrºi stanja kontinuuma pomo¢u kojih bi mogao biti opisan proces jonizacije koji

je izraºeniji pri jakim poljima.
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Slika 6.5: Naseljenosti 3s, 3p, 3d, 4s, 4p, 4d i 4f stanja nakon interakcije natrijuma u osnovnom
stanju (3s) sa laserskim pulsom trajanja 10 fs i ja£ina: Fpeak = 0.003 a.u. (Ipeak = 3.16×1011 W/cm2),
Fpeak = 0.005 a.u. (Ipeak = 8.77 × 1011 W/cm2), Fpeak = 0.007 a.u. (Ipeak = 1.72 × 1012 W/cm2)
kao funkcije frekvencije lasera ω. Rezultati su dobijeni metodom vremenski zavisnih koe�cijenata
(isprekidane linije) i upore�eni sa rezultatima dobijenim evolucijom talasnog paketa (pune linije).
Vertikalne linije ozna£avaju energije prelaza iz osnovnog stanja (3s) u stanje (nl) podeljeno sa brojem
apsorbovanih fotona K u limitu slabih polja. Verovatno¢a jonizacije Pion(ω) predstavljena je ta£ka-
crta linijom. Zbog preglednosti, naseljenosti za stanja sa glavnim kvantnim brojem n = 5 i n = 6 nisu
prikazana.
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Slika 6.6: Zavisnost energija ekscitovanih stanja Enl relativnih na energiju osnovnog stanja E3s u
zavisnosti od ja£ine polja za atom natrijuma u laserskom polju, koje je u K-fotonskoj rezonanci sa
prelazima (3s) → (nl): (a) K = 2, (b) K = 1 i K = 3.

Ipak, metod vremenski zavisnih koe�cijenata moºe dosta dobro da opi²e glavne

kanale ekscitacije pri slabijim poljima, a njegova numeri£ka e�kasnost omogu¢ava nam

da ga koristimo sa lako¢om u pore�enju sa drugim pomenutim metodama.

6.5.3 Analiza fotoelektronskog spektra atoma natrijuma pri dej-
stvu polja frekvencije od 800 nm

Friman i saradnici [65] pokazali su da se u fotoelektronskom spektru mogu detek-

tovati strukture korelisane sa ulascima i izlascima atomskih stanja u rezonance tokom

pulsa kao posledica �tarkovog pomaka. Teorijski, ako se multifotonska rezonanca de²ava

apsorpcijomN fotona, onda je energija fotoelektrona u limitu slabih polja Ee = Nω−Ip.
Me�utim, u slu£aju jakih polja imamo pomak i osnovnog stanja i granice kontinuuma

koje doprinose ukupnoj promeni jonizacionog potencijala

Ip → Ip − δEgr(F, ω) + Up(F, ω) (6.24)

i energija fotoelektrona Ee postaje zavisna od ja£ine polja. Zbog toga, ako se tokom

pulsa dogodi pomak zbog kog jedno od prelaznih stanja postane rezonantno (slika 6.1),

vide¢emo o²tar skok prinosa fotoelektrona na toj frekvenciji. Dakle, lokalne maksimume

u fotoelektronskom spektru moºemo povezati za rezonantnim dinami£kim �tarkovim
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pomakom preko nekih od prelaznih stanja. Ako primenimo formulu δEgr = −αgrF
2/4 i

aproksimiramo dinami£ku polarizabilnost poznatom stati£kom vredno²¢u (αstat
gr = 167.7

[66], energija fotoelektrona bi¢e odre�ena izrazom

Ee = Nω −
[
Ip +

1

4

(
αstat
gr + ω−2

)
F 2

]
. (6.25)

Koriste¢i se interpolacionim krivama obja²njenim na kraju prethodnog odeljka i jed-

na£inom (6.25) analizirani su podaci dobijeni u nedavno objavljenom merenju prinosa

fotoelektrona za natrijum pri polju od 800 nm [67] (aparatura ovog eksperimenta de-

taljno je opisana u referenci [68]). Na slici 6.4 moºemo videti da na ovoj frekvenciji

(koja odgovara energiji fotona od ω = 0.05695 a.u. ≈ 1.55 eV) funkcije ωres
nl,3s(F ) za 4p,

4f , 5p, 5f i 6p presecaju trostruku energiju fotona (≈ 3× 1.55 eV) to jest ulaze u rezo-

nancu za razli£ite vrednosti ja£ine spolja²njeg polja F . Ove vrednosti polja i vrednosti

energija izlaznih fotona izra£unate primenom jedna£ine (6.25) date su u tabeli 6.2, a

pore�enje sa eksperimentalnim rezultatima dato je na slici 6.7. Sa slike 6.7 vidimo da

je dominantni maksimum u prinosu fotoelektrona (Ee ≈ 0.76 eV) povezan sa rezonant-

nim prelazima preko 4f i 5p stanja, lokalni maksimum na Ee ≈ 0.35 eV povezan je sa

prelazom preko 4p rezonantnog stanja, a lokalni maksimum na Ee ≈ 1 eV povezan je sa

prelazom preko 5f i 6p rezonantnog stanja. Treba spomenuti tako�e da jednofotonske

i dvofotonske rezonance nisu mogu¢e pri ovim parametrima polja.

stanje F (a.u.) intenzitet (W/cm2) Ee (eV)

4p 0.0148 7.69× 1012 0.358
4f 0.0105 3.87× 1012 0.707
5p 0.0092 2.97× 1012 0.789
5f 0.0043 0.65× 1012 1.001
6p 0.0028 0.28× 1012 1.035

Tabela 6.2: Vrednosti ja£ine laserskog polja (elektri£ne komponente), intenzitet lasera i energiju
fotoelektrona koja karakteri²e rezonantne tro-fotonske ekscitacje 4p, 4f, 5p, 5f i 6p stanja natrijuma
laserskim poljem talasne duºine od 800 nm (ω ≈ 1.55 eV).

Kona£no, diskutujemo ekscitaciju 4s stanja po²to su autori eksperimentalnog me-

renja [67] predloºili da su zbog rezonance sa tim stanjem dominatni kanali jonizacije

preko 4s i 5p i 6p intermedijarnih stanja. Zaista, sa slike 6.5 vidimo da je pri frekvenciji

od 800 nm ovo stanje blisko rezonanci u limitu slabih polja. Me�utim, vidimo da pri

vi²im poljima usled �tarkovog pomaka ovo stanje izlazi iz rezonance pa se shodno i

verovatno¢a njegovog pobu�ivanja smanjuje. Na² je zaklju£ak stoga da 4s stanje ne
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doprinosi preferentnoj naseljenosti P stanja (4p, 5p i 6p) u odnosu na F stanja (5f i

6f) kao ²to je bilo o£ekivano [69, 70]. �tavi²e, sa slike 6.3 na osnovu simulacije vidimo

da je naseljenost stanja nf istog reda ili ve¢a od stanja (n+ 1)p.
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Slika 6.7: Ra£unate vrednosti za fotoelektronske energije (vertikalne linije) koje karakteri²u £etvoro-
fotonsku rezonantno poja£anu jonizaciju (REMPI) natrijuma preko 4p, 4f, 5p, 5f i 6p stanja laserskim
poljem od 800 nm (iz tabele 6.2), prikazani zajedno sa eksperimentalno merenim prinosom elektrona u
zavisnosti od njihove energije dobijene za puls od 57 fs sa intenzitetima 3.5×1012W/cm2 (bledo siva,
donja kriva), 4.9×1012W/cm2 (siva, srednja kriva), and 8.8×1012W/cm2 (crna gornja kriva) [67].



Glava 7

Jonizacija preko praga kod atoma
natrijuma i litijuma

Kao ²to je prodiskutovano u prethodnim odeljcima, kod procesa u kojima je Keldi²ev

parametar (3.2) mnogo ve¢i od 1, dominantan mehanizam jonizacije valentnog elektrona

je apsorpcija jednog ili vi²e fotona iz upadnog laserskog snopa. Da bi jonizacija na ovaj

na£in uop²te bila mogu¢a potrebno je da bude zadovoljen uslov

Nω − Ip(F, ω) > 0, (7.1)

gde jeN broj apsorbovanih fotona, ω frekvencija (energija) fotona, a Ip(F, ω) jonizacioni

potencijal posmatranog atoma sa ura£unatim �tarkovim pomakom. Ovaj proces naziva

se multifotonskom jonizacijom. Na slici 7.1 vidimo energijsku ²emu jednog takvog

procesa kod atoma Na izloºenog pulsu talasne duºine od 760nm (ω = 0.06 a.u.). Sa

ovako de�nisanim parameterima, potrebna je apsorpcija 4 fotona da bi elektron dobio

dovoljno energije da napusti privla£ni potencijal atomskog ostatka.

Jedna od indikacija neperturbativne prirode ovog procesa je mogu¢nost apsorpcije

ve¢eg broja fotona od onog koji je potreban za jonizaciju. Takav proces prvi put je

zapaºen eksperimentalno na atomima Xe u laserskom polju 1979 godine [71]. Autori

originalnog rada, merili su 6-fotonsku jonizaciju atoma Xe izloºenih pulsu intenziteta

8 · 1012 W/cm2 trajanja 10 ns (duboko u reºimu dugih pulseva). Rezultati koje su

dobili, bili su iznena�uju¢i jer slobodan elektron ne moºe da dobije tako veliku energiju

u asimptotskoj oblasti samo apsorpcijom fotona u osciluju¢em spolja²njem polju jer

je maksimalna kineti£ka potencijalna energija polja koju elektron moºe da konvertuje

u kineti£ku limitirana ponderomotornim potencijalom Up. Ono ²to omogu¢ava dalju

apsorpciju fotona je prisustvo Kulonovog polja atomskog ostatka nakon apsorpcije do-

voljnog broja fotona za jonizaciju. U izmerenom energijskom spektru fotoelektrona

69
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atoma Xe, zapaºen je maksimum pored glavnog 6-fotonskog sa razmakom od ta£no

energije jednog fotona koji je pripisan apsorpciji i sedmog fotona. Za vi²e intenzitete,

prime¢ene su £itave serije maksimuma sa istim razmakom. Ovaj fenomen naziva se

jonizacijom preko praga (above threshold ionization - ATI). Energija elektrona ATI

maksimuma reda s je:

Es
ATI = nω + sω − Ip − Up (7.2)

gde je n minimalni broj fotona frekvencije ω potreban da se jonizuje atom jonizacio-

nog potencijala Ip. Up je ponderomotorna energija koja je uklju£ena u jedna£inu zbog

toga ²to je pri ja£inama polja potrebnim da bi ATI postao opservabilan istog reda

veli£ine kao energije fotona i elektrona. U eksperimentima sa duºim pulsevima, ponde-

romotorni £lan iz (7.2) postaje blizak nuli jer fotoelektroni vra¢aju ovu energiju tokom

izlaska iz fokusa lasera. Stoga u takvim eksperimentima ne zapaºamo poderomotorni

pomak. Perturbativni treman ATI dao je stepeni zakon da opi²e relativne intenzitete

pojedina£nih ATI maksimuma [72]

Γn+s ∝ In+s, (7.3)

koji je potvr�en i eksperimentalno [73]. Sa pove¢anom dostupno²¢u lasera visokih

intenziteta reda veli£ine 1014 W/cm2, ubrzo su zapaºene i devijacije od o£ekivanog

spektra kao ²to je jako suzbijanje n-tog maksimuma u odnosu na (n + 1) [74]. Za

pravilnu interpretaciju eksperimentalnih podataka, bilo je potrebno uzeti u obzir efekte

zavisne od intenziteta vezane za ponderomotorni potencijal [75].

Zbog ponderomotornog potencijala, energija fotoelektrona ne zavisi samo od broja

fotona koji je apsorbovan ve¢ i od ja£ine polja u trenutku apsorpcije, ²to postaje naro-

£ito bitno za kratke pulseve. Jedan od zanimljivih efekata zapaºen od strane Frimana

(Freeman) i saradnika je cepanje ATI maksimuma na �nu strukturu nekolicine bliskih

maksimuma pri kratkim pulsevima [65]. Ovakvi maksimumi zapaºeni su kao serija sa

pravilnim razmacima ²irine jedne fotonske energije.

Fina struktura ATI maksimuma dobro je opisana jednostavnim modelom. Kada

zbog dinami£kog �tarkovog pomaka neko od vezanih stanja blisko kontinuumu postane

rezonantno sa osnovnim stanjem, verovatno¢a jednofotonske jonizacije sa ovog stanja

naglo raste. Kako se ja£ina polja menja tokom pulsa, a sa njom i ponderomotorni

potencijal koji smanjuje energiju fotoelektrona, u zavisnoti od rezonantnog stanja preko

kog se jonizacija realizuje vidimo male razlike u energiji fotoelektrona. Ove rezonance

poznate su kao Frimanove rezonance, a posledica su rezonantno poja£ane multifotonske
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jonizacije (REMPI - resonantly enhanced multiphoton ionization). Naime, ako se m-

fotonska rezonanca izme�u osnovnog stanja |ϕ0⟩ i stanja |ϕi⟩ realizuje pri intenzitetu

polja Fi koja je nakon toga ispra¢ena sa (s + 1)-fotonskom jonizacijom u kontinuum

(gde je s broj fotona preko broja potrebnog za jonizaciju), energija koju izlazni elektron

ima je

Ee = (m+ s+ 1)ω − Ip − Up(Fi). (7.4)

Stoga energijska razlika maksimuma �ne strukture dobijena jonizacijom preko dva ra-

zli£ita rezonantna stanja zavisi samo od ponderomotornog potencijala kao

∆Ei,j = Up(Fi)− Up(Fj). (7.5)

7.1 �ema ekscitacija i energija fotoelektrona
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Slika 7.1: Energetska ²ema natrijuma koja pokazuje jednostruko pobu�ena stanja i mogu¢e £etvoro-
i peto-fotonske (ATI) apsorpcione putanje iz osnovnog stanja u kontinuum pri dejstvu laserskog pulsa
od 760 nm (ω = 0.06 a.u.).

Slika 7.1 pokazuje najniºe energije nivoa koji odgovaraju jednostruko pobu�enim

stanjima natrijuma i mogu¢e multifotonske apsorpcione putanje tokom interakcije sa

laserskim pulsem talasne duºine 760 nm (ω = 0.06 a.u.). Kao ²to je opisano u pret-

hodnom odeljku, energija fotoelektrona zavisi od ponderomotornog potencijala kao u

formulama (7.4) i (7.5). Za jo² precizniji prora£un, pored ponderomotornog potencijala,
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moºe se uzeti u obzir i �tarkov pomak osnovnog stanja koji dodatno pove¢ava jonizaci-

oni potencijal koji prelazi iz Ip u Ip − δEgr + Up. Za pomak osnovnog stanja koristimo

aproksimativni izraz δEgr = −αgr(ω)F
2/4 [50] u kojoj je dinami£ka polarizabilnost

aproksimirana svojom stati£kom vredno²¢u (za natrijum αstat
gr = 162.7 [66]), a ponde-

romotorni potencijal ra£unamo kao Up = F 2/4ω2. Ovako modi�kovan, aproksimativan

izraz iz formule (7.4) za izlaznu energiju fotoelektrona poprima oblik [29]:

Ee = (m+ s+ 1)ω −
[
Ip +

1

4

(
αstat
gr + ω−2

)
F 2

]
. (7.6)

Dijagram energetskih nivoa na slici 7.1 ilustruje da je potrebno bar 4 fotona frekven-

cije ω = 0.06 a.u. da bi elektron iz osnovnog stanja (3s) mogao da stigne u kontinuum.

U reºimu niskih intenziteta, ovakva nerezonantna multifotonska jonizacija je dominan-

tan proces i Ee ≈ E
(0)
e = 0.051 a.u. = 1.39 eV. Ako je apsorbovano pet fotona, energija

takvog fotoelektrona bi¢e E(0)′
e = E

(0)
e +ω = 0.111 a.u. = 3.02 eV (prvi ATI maksimum).

Pove¢avanjem ja£ine polja energija fotoelektrona Ee se smanjuje, ali sa druge strane

se mogu uo£iti Frimanove rezonance i REMPI spektar. Ovo se vidi kao substrukture

u glavnom (nerezonantnom) maksimumu u fotoelektronskom spektru. Ovaj spektar se

dobija iz impulsne distribucije fotoelektrona £ije ra£unanje je obja²njeno u narednom

odeljku.

7.2 Furijeov transform u cilindri£nim koordinatama

Kao i u prethodnim odeljcima, efekte jonizacije preko praga kod atoma Na i Li, do-

bijamo simulacijom evolucije talasnog paketa valentnog elektrona u spolja²njem polju

metodom kona£nih razlika drugog reda (SOD) adaptiranom za upotrebu u cilindri£-

nim koordinatama. Raspodela po impulsima i energijama dobija se iz kvadrata talasne

funkcije u impulsnom prostoru |ψ(k⃗, t)|2 za t > Tp, gde je Tp vreme trajanja pulsa. Da

bi ova distribucija bila vidljiva, prvo je potrebno da razdvojimo izlazni talas ψout(r⃗, t)

od nejonizavonog (kvazi-vezanog) dela talasne funkcije koji je mnogo ja£i po intenzi-

tetu. Ovo se postiºe pu²tanjem vremena propagacije da bude dovoljno duºe od Tp

tako da preklapanje izme�u izlaznog talasa i nejonizovanog dela postane zanemarljivo

malo. Transformaciju talasnog paketa u impulsnu reprezentaciju postiºemo primenom

Furijeovog transforma. Zbog aksijalne simetrije problema, nije potrebno da ra£unamo

pun 3D Furijeov transform. Raspodelu po impulsima u (kρ, kz) potprostoru moºemo

da dobijemo direktno iz talasne funkcije ψ(r⃗) uz modi�kaciju baziranu na pretpostavci
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da je ona aksijalno smetri£na ili

ψ(r⃗) = ψ(ρ, z). (7.7)

Po£ev²i od op²te formule za Furijeov transform

ψ(k⃗) =
1

(2π)3

∫
ψ(r⃗)e−ık⃗rd3r⃗, (7.8)

uz zamenu (7.7) i zapis vektora r⃗ i k⃗ po skalarnim cilindri£nim komponentama imamo

ψ(k⃗) =
1

(2π)3

∫ ∞

0

ρdρ

∫ 2π

0

dϕ

∫ ∞

−∞
dze−ı[kρρ cos (ϕk−ϕ)+kzz]ψ(ρ, z). (7.9)

Da bismo re²ili integral po ϕ, korsitimo poznat rezultat za Beselovu funkciju J0 [76]∫ 2π

0

e−ı[kρρ cos (ϕk−ϕ)] = 2πJ0(kρρ) (7.10)

pa je kona£no

ψ(kρ, kz) =
1

(2π)2

∫ ∞

−∞
dze−ıkzz

∫ ∞

0

ρdρJ0(kρρ)ψ(ρ, z). (7.11)

Integral po z-koordinati u izrazu (7.11) moºe se dobiti pomo¢u FFT algoritma.

Fotoelektronski energijski spektar moºe se dobiti usrednjavanjem distribucije ve-

rovatno¢e |ψ(kρ, kz)|2 po polukruºnicama k2ρ + k2z = 2E koje odgovaraju razli£itim

energijama E izba£enih elektrona.

7.3 Impulsna raspodela fotoeletrona

Furijeov transform talasne funkcije fotoelektrona obja²njen u prethodnom odeljku,

omogu¢ava nam analizu numeri£kih podataka dobijenih simulacijom radi pore�enja sa

dostupnim eksperimentalnim rezultatima. Samo na osnovu talasne funkcije, moºemo da

uo£imo preferentne pravce jonizacije u odnosu na osu de�nisanu pravcem spolja²njeg

polja, ali ne moºemo ni²ta da kaºemo o energijama ovih elektrona, niti moºemo da

uo£imo strukture vezane za ATI.

Prvo ²to se uo£ava na impulsnoj raspodeli, je da su sve obrazovane strukture ras-

podeljene na kruºnicama odre�enih radijusa. Radijus ovih kruºnica je k =
√
2E pa se

sa njih moºe lako pro£itati energija fotoelektrona. Kako su, zbog �tarkovog pomaka
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osnovnog stanja i granice kontinuuma poloºaji kruºnica jako zavisni od ja£ine polja, po-

re�enjem istih struktura u limitu slabih polja sa onima dobijenim pri ºeljenoj vrednosti

spolja²njeg elektri£nog polja moºemo proceniti pomak kao razliku ova dva radijusa

∆E =
1

2

[
(ke(F ))

2 − (k(0)e )2
]
, (7.12)

gde je ke(F ) radijus kruºnice pri maksimalnoj vrednosti ja£ine polja F , a k(0)e radijus

kruºnice u limitu slabih polja.

Osim procene �tarkovog pomaka, pomo¢u impulsne raspodele moºemo uo£iti i kru-

ºnice vi²eg reda £iji radijusi odgovaraju energijama za ATI apsorpcijom jednog vi²e

fotona.

Raspodela transformisane talasne funkcije duº ove dve kruºnice ima karakteristi£nu

nodalnu strukturu pomo¢u koje se lako mogu odrediti dominatni sferni harmonici pa

samim tim i parcijalni talasni koji sa£injavaju izlazni talas. Ovo nam pomaºe da utvr-

dimo koji kanali jonizacije su bili dominatni tokom procesa.

Za pore�enje sa eksperimentalnim rezultatima, £esto je potrebno dati zavisnost

prinosa elektrona (koji je proporcionalan sa verovatno¢om nalaºenja u stanjima kon-

tinuuma) od energije. Da bismo od ovde izra£unate impulsne raspodele to i dobili,

potrebno je da se u koracima od δk (koji predstavljaju rezoluciju numeri£kih podataka)

vr²i integracija talasne funkcije impulsne raspodele po kruºnici koja ¢e dati ukupnu

verovatno¢u nalaºenja fotoelektrona sa datom energijom. Po²to su rezultati koje mi

dobijamo pomo¢u Furijeovog transforma opisanog u prethodnom odeljku prestavljani

na kvadratnoj mreºi, radi lak²e integracije po kruºnici koristimo proceduru za dobi-

janje interpolacione funkcije dostupnu u programskom paketu Wolfram Mathematica

pomo¢u koje dobijamo kontinualne vrednosti na talasne funkcije u impulsnom prostoru

na osnovu na²eg seta podataka.

7.4 Rezultati

7.4.1 Natrijum u promenljivom elektri£nom polju

U okviru ovog istraºivanja razmatrana je fotojonizacija atoma natrijuma u polju

lasera talasne duºine od 760 nm (ω = 0.06 a.u.) amplitude oblika

F (t) = Fpeak sin
2

(
π(t− Tp/2)

Tp

)
cos (ω(t− Tp) + ϕ) (7.13)
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Slika 7.2: Raspodela verovatno¢e |ψ(r⃗, t)|2 aktivnog elektrona natrijuma ozra£enog sa laserskim
pulsem trajanja 10 fs, oblika (7.13) sa ω = 0.06 a.u. i F = 0.007 a.u. u trenutku kada je (a) t = 1000 a.u.
i (b) t = 1200 a.u. Izlazni talas (sa pet maksimuma) odre�uje angularnu distribuciju fotoelektrona.

gde je faza obvojnice uzeta kao ϕ = 0, vreme trajanja pulsa Tp = 10 fs (413.4 a.u.), a ra-

£un je sproveden za tri vrednosti maksimalne vrednosti ja£ine polja Fpeak = 0.007, 0.010

i 0.015 a.u. (odgovaraju¢e vrednosti intenziteta lasera su 1.72, 3.51 i 7.90 TW/cm2).

Prilikom ra£unanja impulsnih distribucija fotoelektrona, radi bolje razdvojenosti

dela talasne funkcije koji poti£e od fotoelektrona od mnogo intenzivnijeg dela koji

poti£e od vezanih elektrona u jezgru, numeri£ki ra£un ura�en je za za vreme zna£ajno

duºe od vremena trajanja pulsa. Drugim re£ima, nakon zavr²etka pulsa u trenutku

t = Tp, talasna funkcija pu²tena je da evoluira dalje da se talasni paket fotoelektrona

udalji dovoljno daleko od jezgra. U ovom konkretnom slu£aju, ra£un je sproveden do

t = 1500 a.u. ²to je ne²to vi²e nego trostruka duºina trajanja pulsa.

Slika 7.2 pokazuje raspodelu verovatno¢e |Ψ(r⃗, t)|2 nalaºenja aktivnog (valentnog)

elektrona u prostoru u trenutku t = 1000 a.u. i u trenutku t = 1200 a.u. za ja£inu

polja F = 0.007 a.u. Na slici se jasno vide dve strukture od kojih intenzivnija centralna

predstavlja vezane elektrone dok spolja²nja struktura sa 5 maksimuma predstavlja iz-

lazni talas. Pored dva intenzivna maksimuma u pravcu polarizacije lasera (φ = 0◦ i

φ = 180◦) imamo i maksimume koji se nalaze na φ ≈ 45◦, φ ≈ 90◦ i φ ≈ 135◦. Ova

uo£ena struktura povezana je sa odre�enom kombinacijom dostupnih parcijalnih talasa

(slika 7.1). U ovom slu£aju to je kombinacija s, d i g parcijalnih talasa u kojoj je g

talas dominantan ²to moºemo zaklju£iti na osnovu odgovaraju¢eg sfernog harmonika

koji ima 4 node i 5 maksimuma. Dakle najzastupljeniji jonizacioni kanal ide preko f

stanja. Ovo je dodatno potv�eno i strukturom unutra²njeg dela talasne funkcije koji

ima 4 maksimuma ²to odgovara f stanju.

Na slici 7.3 koja prikazuje impulsnu distribuciju fotoelektrona vidimo sli£nu struk-



76GLAVA 7. JONIZACIJA PREKO PRAGAKODATOMANATRIJUMA I LITIJUMA

Slika 7.3: Impulsna distribucija fotoelektrona za proces prikazan na slici 7.2 u trenucima (a)
t = 800 a.u. i (b) t = 1000 a.u. Isprekidane polukruºnice predstavljaju o£ekivane vrednosti u £etvoro-
fotonskim (MPI) i peto-fotonskim (ATI) procesima u limitu slabih polja (k(0)e ≡ (2E

(0)
e )1/2 = 0.32 a.u.

i k(0)′e ≡ (2E
(0)′
e )1/2 = 0.47 a.u.). Puna polukruºnica odgovara impulsu fotoelektrona pri £etvorofoton-

skoj jonizaciji kada se �tarkov pomak osnovnog stanja i granice kontinuuma (videti jedna£inu (7.6))
uklju£e u prora£une (ke ≡ (2Ee)

1/2 = 0.30 a.u.).

turu kao i kod angularne distribucije s tim ²to su maksimumi lokalizovani na polukru-

ºnicama radijusa ke ≈ k
(0)
e ≡ (2E

(0)
e )1/2 = 0.32 a.u. Kratko nakon jonizacije, u trenutku

u kom fotoelektroni jo² nisu stigli do asimptotske oblasti, njihovi impulsi su ve¢i od k0e
ali ubrzo stiºu do asimptotske oblasti i moºemo da o£itamo njihove energije. Preostala

razlika izme�u impulsa fotoelektrona ke i k(0)e (koja je pribliºno 0.02 a.u.) poti£e od

dinami£kog �tarkovog pomaka.

Pored multifotonske jonizacije sa £etiri fotona, na slici 7.3 prime¢ujemo ATI struk-

ture povezane sa peto-fotonskom apsorpcijom. U limitu slabih polja ra£unata energija

fotoelektrona (na osnovu dijagrama na 7.1) iznosi k(0)
′

e ≡ (2E
(0)′
e ) = 0.47 a.u., a dozvo-

ljeni parcijalni talasi na osnovu selekcionih pravila su p, f i h. Primeteli smo da su ATI

maksimumi uo£ljiviji kratko nakon kraja pulsa (uporediti slike 7.3 (a) i 7.3 (b)). Ovo

moºe biti obja²njeno £injenicom da elektroni koji su apsorbovali vi²e fotona nego ²to je

potrebno za jonizaciju imaju ve¢i impuls (k
′
e > ke) pa stoga brºe stiºu u asimptotsku

oblast.

7.4.2 REMPI kod natrijuma pri pulsu od 760 nm

Freeman i saradnici [65] pokazali su da kada tokom pulsa, usled �tarkovog pomaka,

atomska stanja pro�u kroz rezonancu, mogu biti energijski uo£ena u spektru fotoelek-

trona. Za puls oblika (7.13), ja£ina polja varira od nule do Fpeak i nazad, a ako jedno

od prelaznih stanja ulazi u rezonancu na ja£ini polja F ≤ Fpeak (ovo se de²ava dva

puta tokom pulsa), prinos fotoelektrona u tom periodu ¢e se drasti£no pove¢ati pa ¢e
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stanje K F (a.u.) intenzitet (W/cm2) Ee (eV)

4s 2 0.0058 1.181× 1012 1.285
4f 3 0.0144 7.277× 1012 0.764
5p 3 0.0134 6.302× 1012 0.848
5f 3 0.0096 3.234× 1012 1.110
6p 3 0.0090 2.843× 1012 1.143

Tabela 7.1: Vrednosti ja£ine laserskog polja (elektri£ne komponente), intenziteta lasera i energije
fotoelektrona koja karakteri²e rezonantnu K-fotonske ekscitacije stanja natrijuma 4s, 4f, 5p, 5f i 6p i
jonizaciju koja sledi usled njih pod dejstvom laserkog polja talasne duºine od 760 nm (ω ≈ 1.63 eV).

REMPI maksimum na odgovaraju¢oj vrednosti Ee postati uo£ljiv.
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Slika 7.4: Zavisnost relativnih energija pobu�enih stanja Enl u odnosu na energiju osnovnog stanja
E3s od ja£ine polja atoma natrijuma u lasersom polju frekvencije ω(F ) pod K-fotonskim uslovom
rezonance [Enl(ω, F ) − E3s(ω, F ) = Kω]: (a) K = 2, (b) K = 1 (za nl = 3p) and K = 3 [29].
Horizontalne isprekidane linije u delovima (a) i (b) ozna£avaju dvo- i tro-fotonske energije, respektivno,
za lasersko polje talasne duºine 760 nm.

Poloºaji REMPI maksimuma mogu da se predvide koriste¢i podatke prikazane na

slici 7.4 dobijenoj u ra£unu za rezonantni dinami£ki �tarkov pomak natrijuma opisanim

u poglavlju 6. Vidi se da se u slu£aju pulsa od 760 nm stanja natrijuma 4s, 4f , 5p, 5f

i 6p pomeraju u rezonancu sa celobrojnim umno²kom laserske frekvencije (2ω i 3ω) na

razli£itim vrednostima ja£ine polja F , datim u tabeli 7.1. Ako se ja£ina polja pri kom se

rezonanca ostvaruje iskoristi kao ulazni podatak u formuli 7.6, moºemo da izra£unamo

energije svakog REMPI maksimuma.

Fotoelektronski spektar za tri vrednosti ja£ine polja, dobijen iz impulsne distri-

bucije fotoelektrona prikazan je na slici 7.5. Slaganje izme�u vrednosti Ee iz tabele
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7.1 i poloºaja maksimuma u spektru potvr�uje da su substrukture (lokalni maksi-

mumi) u glavnom (nerezonantnom) £etvoro-fotonskom apsorpcionom maksimumu ve-

zane sa rezonantno poja£anom multifotonskom jonizacijom kroz prelazna stanja (2+2

REMPI kroz 4s stanje i 3+1 REMPI kroz 4f , 5p, 5f i 6p stanja). Tokom laserskog

pulsa sa Fpeak = 0.007 a.u. samo 4s stanje ulazi u rezonancu, ali tokom pulseva sa

Fpeak = 0.01 a.u. i Fpeak = 0.015 a.u. ovo se de²ava sa 5f i 6p stanjima (slika 7.4 (a)),

kao i sa 4f i 5p stanjima (slika 7.4 (b)), repektivno.
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Slika 7.5: Izra£unat fotoelektronski spektar (verovatno¢a u zavisnosti od energije na t = 1000 a.u. �
crna linija) atoma natrijuma koji interaguje sa laserskim pulsem trajanja 10 fs (7.13) sa ω = 0.06 a.u.
(760 nm talasne duºine) pri tri vrednosti maksimalne ja£ine polja: (a) Fpeak = 0.007 a.u., (b)
Fpeak = 0.01 a.u. i (c) Fpeak = 0.015 a.u. Substrukture u glavnom maksimumu vezane su sa 2+2
REMPI kroz 4s stanje i 3+z REMPI kroz 4f, 5p, 5f i 6p stanja. Prikazane su (vertikalne pune li-
nije) i odgovaraju¢e vrednosti energija fotoelektrona Ee ra£unate iz vrednosti rezonantnog dinami£kog
�tarkovog pomaka (videti sliku 7.4) i jedna£inu (7.6). Vrednost energije fotoelektrona u aproksimaciji
slabog polja pri nerezonantnoj £etvoro-fotonskoj jonizaciji (E(0)

e = 1.39 eV) kao i ista vrednost ra£unata
pomo¢u jedna£ine (7.6), prikazane su ta£kastim i isrekidanim linijama, respektivno.
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7.4.3 REMPI kod natrijuma pri pulsu od 800 nm

Koriste¢i metodologiju opisanu u ovom odeljku, vratili smo se na analizu procesa

opisanog u odeljku 6.5.3 kako bismo ovaj metod uporedili sa dostupnim eksperimental-

nim rezultatima [67] i sa druge strane kako bismo potvrdili svoje rezultate druga£ijim

metodom.

U svom radu [67], Hart i saradnici merili su energiju fotoelektrona pod dejstvom

laserskog pulsa talasne duºine 800 nm i trajanja 57 fs. Intenzitet lasera varirali su u

rasponu izme�u 3.5 × 1012W/cm2 i 8.8 × 1012W/cm2. Rezultate njihovog merenja

prikazali smo na slici 7.7 (levo) zajedno sa na²im rezultatima dobijenim simulacijom

metodom talasnog paketa.

Slika 7.6: Impulsna distribucija fotoelektrona dobijena simulacijom atoma natrijuma pod dej-
stvom laserskog pulsa oblika (7.6), duºine trajanja 57 fs (2356.437 a.u.), talasne duºine 800 nm (ω =
0.0596538 a.u.) na tri vrednosti intenziteta polja: (a) I = 3.5× 1012W/cm2 (Fpeak = 0.00998653 a.u.),
(b) I = 4.9×1012W/cm2 (Fpeak = 0.0118162 a.u.) i (c) I = 8.8×1012W/cm2 (Fpeak = 0.0158351 a.u.).

U poku²aju da reprodukujemo pomenute eksperimentalne rezultate, pustili smo si-

mulaciju atoma natrijuma pod dejstvom laserskog pulsa oblika (7.13) sa vremenom tra-

janja pulsa Tp = 57 fs (2356.437 a.u.), talasne duºine 800 nm (ω = 0.0596538 a.u.) na tri

vrednosti intenziteta polja: I = 3.5× 1012W/cm2 (²to odgovara maksimalnoj vrednosti

ja£ine polja Fpeak = 0.00998653 a.u.), I = 4.9 × 1012W/cm2 (Fpeak = 0.0118162 a.u.)

i I = 8.8 × 1012W/cm2 (Fpeak = 0.0158351 a.u.). Ovim simulacijama izra£unali smo

impulsne raspodele fotoelektrona (slika 7.6) kao u prethodnom odeljku, a energijski
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Slika 7.7: Spektar atoma natrijuma pod dejstvom laserskog pulsa sa vremenom trajanja pulsa Tp =
57 fs (2356.437 a.u.), talasne duºine 800 nm (ω = 0.0596538 a.u.) na tri vrednosti intenziteta polja:
I = 3.5 × 1012W/cm2 (²to odgovara maksimalnoj vrednosti ja£ine polja Fpeak = 0.00998653 a.u.),
I = 4.9×1012W/cm2 (Fpeak = 0.0118162 a.u.) i I = 8.8×1012W/cm2 (Fpeak = 0.0158351 a.u.). (levo)
Spektar dobijen eksperimentalnim merenjem objavljenim u referenci [67]. (desno) Spektar dobijen
metodom evolucije talasnog paketa koriste¢i laserski puls oblika 7.13.

spektar smo iz njih dobili integracijom impulsne raspodele po kruºnicama konstantne

energije u intervalu uglova od 0◦ do 30◦ i od 150◦ do 180◦ kako bismo reprodukovali

uslove njihove eksperimentalne aparature [67].

Na slici 7.7 dato je pore�enje spektra dobijenog eksperimentalno (levo) i spektra

dobijenog simulacijom (desno). Zbog numeri£kih ograni£enja, nismo bili u mogu¢nosti

da dobijemo sliku na kojoj su i glavni jonizacioni maksimum i oba ATI maksimuma

uporedivog intenziteta pa smo odabrali da prikaºemo rezultat u vremenskom trenutku

u kom je glavni jonizacioni maksimum najintenzivniji. Kao i u odeljku 6.5.3, vidimo da

su dominantne strukture koje poti£u od REMPI preko 4f i 5p stanja, kao i sporedne

strukture koje poti£u od REMPI preko 5f i 6p u dobrom slaganju sa strukturama

vidljivim u eksperimentu. Tako�e je uo£ljiva i struktura koja poti£e od REMPI preko

4p stanja o kojoj je bilo re£i u odeljku 6.5.3. Pored toga vidimo da su maksimumi

koji poti£u od dva ATI procesa (sa jednim i dva fotona preko praga na pozicijama od

≈ 2.5 eV i ≈ 4eV, respektivno), u kvalitativno dobrom slaganju sa eksperimentalnim

podacima.
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7.4.4 Impulsna raspodela fotoelektrona atoma litijuma pod dej-
stvom jakog laserskog polja

Kako su u svom nedavno objavljenom radu [78], �urike i saradnici koristili pul-

seve sli£nog trajanja i u sli£nom opsegu intenziteta i talasnih duºina da tretiraju atom

litijuma, mi smo koristili ve¢ opisanu metodologiju (odeljak 6.5.3) da dobijemo set

rezultata uporediv sa njihovim eksperimentom.

Pomenuti autori su merili impulsne raspodele i energijski spektar fotoelektrona

atoma litijuma pod dejstvom laserskog pulsa talasne duºine 785 nm (²to odgovara fre-

kvenciji od ω = 0.058042 a.u.) i trajanja 30 fs u opsegu intenziteta lasera od I =

4× 1011W/cm2 (²to odgovara maksimalnoj ja£ini elektri£ne komponente laserskog po-

lja Fpeak = 0.00337606 a.u.) do I = 7 × 1013W/cm2 (²to odgovara maksimalnoj ja£ini

elektri£ne komponente laserskog polja Fpeak = 0.0446611 a.u.).

Slika 7.8 prikazuje energijsku ²emu atoma litijuma pri dejstvu laserskog pulsa tala-

sne duºine 785 nm koja nam je od koristi pri interpretaciji dobijenih rezultata. Prvo

treba napomenuti da Helmanov potencijal (4.1) za atom litijuma ne daje jednako dobro

slaganje kao za atom natrijuma te se njegovom upotrebom gubi na preciznosti. Parame-

tri potencijala (A = 34 i α = 3.14331) izabrani su tako da potencijal dobro reprodukuje

3s nivo i prihvatljivo dobro nivoe oko kojih se o£ekuju rezonance (4p, 4f , 5p i 5f).

Iako ovako izabrani parametri daju zna£ajno odstupanje u energiji 2p nivoa, dobijeni

rezultati su i dalje u dobrom slaganju sa eksperimentalnim podacima zbog toga ²to

pri izabranoj frekvenciji polja ovo stanje nije u jednofotonskoj rezonanci sa osnovnim

stanjem, a njihova energijska razlika postaje sve ve¢a usled �tarkovog pomaka pri ja£im

intenzitetima polja.

Na slici 7.9 prikazane su impulsne raspodele dobijene simulacijom za pet vrednosti

polja (I = 4×1011W/cm2, I = 8×1011W/cm2, I = 2×1012W/cm2, I = 4×1012W/cm2

i I = 8× 1012W/cm2) zajedno sa eksperimentalnim rezultatima iz reference [78]. Pore-

�enjem rezultata moºe se uo£iti da su simulacijom uhva¢ene sve dominantne strukture

na primarnim kruºnicama (broj noda i relativni intenziteti) kao i na kruºnicima koje

odgovaraju jonizaciji preko praga, vidljivim samo pri ja£im intenzitetima polja.

Na slici 7.10 prikazani su energijski spektri dobijeni integracijom podataka sa slike

7.9 po kruºnicama konstantne energije, zajedno sa slikama preuzetim iz reference [78]

gde su energetski spektri dati iz eksperimenta i ra£unati kori²¢enjem dva razli£ita teo-

rijska modela.

Dijagram 7.8 ilustruje da je, polaze¢i od osnovnog stanja pod dejstvom fotona tala-
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Slika 7.8: Energijska ²ema litijuma koja pokazuje jednostruko pobu�ena stanja i mogu¢e £etvoro-
fotonske apsorpcione putanje iz osnovnog stanja u kontinuum pri dejstvu laserskog pulsa od 785 nm.
Prikazane su energije nivoa dobijene eksperimentalno (crne linije) i ra£unski koriste¢i Helmanov pseu-
dopotencijal (4.1) (sive linije). Za razliku od atoma natijuma, uo£ljivo je zna£ajno odstupanje vrednosti
dobijene na ova dva na£ina naro£ito za 2p nivo. Potencijal je kalibrisan tako da se dobije apsolutno
slaganje sa 3s nivoom, a slaganje na vi²im nivoima oko kojih imamo rezonance je zna£ajno bolje nego
sa 2p nivoom.

sne duºine 785 nm (energija Eph = 1.58 eV), potrebno bar £etiri fotona da elektron pre�e

u kontinuum. Pri niskim intenzitetima dominantan proces je nerezonantna multifoton-

ska jonizacija i izlazna energija fotoelektrona je o£ekivana da bude Ee = 0.92 eV ²to

je u savr²enom slaganju sa dobijenim teorijskim i eksperimentalnim rezulatima (slika

7.10(a)).

U impulsnim raspodelama prikazanim na slici 7.9 vidimo maksimume koji odgova-

raju superpoziciji dostupnih emitovanih parcijalnih talasa. U slu£aju apsorpcije £etiri

fotona, ovo su s, d i g parcijalni talasi. Pored nerezonantne multifotonske jonizacije,

na ovim raspodelama moºemo uo£iti i strukture koje poti£u od jonizacije preko praga

(peto-fotonske apsorpcije), koje se mogu identi�kovati u energijskom spektru na slici

7.10, ali su zbog razlike u intenzitetima uve¢ani u umetnutim slikama. Kao ²to je i o£e-

kivano vidi se porast u intenzitetu peto-fotonskih maksimuma pri ja£im poljima. Pored

toga opaºa se �tarkov pomak obe linije ka niºim energijama koji se moºe objasniti

porastom ponderomotorne energije Up.

Rezultati prikazani u ovom odeljku jo² uvek nisu objavljeni, a u bliskoj budu¢nosti

planiramo dodatnu analizu i diskusiju.
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Slika 7.9: Impulsna distribucija fotoelektrona litijuma pod dejstvom laserskog pulsa, duºine tra-
janja 30 fs (1240 a.u.), talasne duºine 785 nm (ω = 0.058042 a.u.) na pet vrednosti intenziteta po-
lja intenziteta polja: (a) I = 4 × 1011W/cm2 (Fpeak = 0.00337606 a.u.), (b) I = 8 × 1011W/cm2

(Fpeak = 0.00477447 a.u.), (c) I = 2× 1012W/cm2 (Fpeak = 0.00754911 a.u.), (d) I = 4× 1012W/cm2

(Fpeak = 0.010676 a.u.) i (e) I = 8 × 1012W/cm2 (Fpeak = 0.0150982 a.u.). Slike sa leve strane su
dobijene simulacijom koriste¢i puls oblika (7.6), a slike sa desne strane dobijene su eksperimentalno i
preuzete su iz reference [78].
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Slika 7.10: Energijski spektar fotoelektrona litijuma pod dejstvom laserskog pulsa, duºine trajanja
30 fs (1240 a.u.), talasne duºine 785 nm na pet vrednosti intenziteta polja intenziteta polja (za isti
proces prikazan na slici 7.9): (a) I = 4×1011W/cm2, (b) I = 8×1011W/cm2, (c) I = 2×1012W/cm2,
(d) I = 4×1012W/cm2 i (e) I = 8×1012W/cm2. Slike sa leve strane su dobijene simulacijom koriste¢i
puls oblika (7.6) (umetnute slike sadrºe iste podatke uve¢ane tako da se ATI maksimum moºe bolje
videti), a slike sa desne strane dobijene su eksperimentalno i upotrebom dva razli£ita teorijska modela,
a preuzete su iz reference [78].



Glava 8

Zaklju£ak

Cilj ovog istraºivanja bio je ispitivanje razli£itih procesa kod atomskih sistema (na-

trijuma i litijuma) u jakim laserskim poljima, kreiranje kodova za simulacije kao i

ispitivanje primenljivosti metoda evolucije talasnog paketa u potencijalima koji se me-

njaju sa vremenom re²avanjem vremenski zavisne �redingerove jedna£ine. Opseg fre-

kvencija i intenziteta laserskog zra£enja izabran je tako da pokrije reºime u kojima

imamo nekoliko razli£itih mehanizama jonizacije: tuneliranje, prekobarijernu jonizaciju

(OBI), multifotonsku jonizaciju (MPI), rezonantno poja£anu multifotonsku jonizaciju

(REMPI) i jonizaciju preko praga (ATI). Simulacije koje smo koristili konstruisane su

tako da nam daju informacije o nekolicini relevantnih �zi£kih veli£ina: verovatno¢a jo-

nizacije, naseljenosti pobu�enih stanja, impulsna raspodela fotoelektrona kao i njihov

energetski spektar.

Kako je jedan od zna£ajnijih rezultata istraºivanja izra£unavanje dinami£kog �tar-

kovog pomaka [29], u glavi 2 dat je pregled teorije �tarkovog pomaka. Standardni opis

za stati£ki �tarkov pomak baziran najve¢im delom na knjizi Landua i Lif²ica [46] daje

nam analiti£ke izraze metodom razvoja u red, dok za nerezonantni dinami£ki pomak

imamo ne²to sloºeniji pristup baziran na Flokeovoj teoriji i analizi spektra kvaziharmo-

nika [52]. Iako mo¢ni, ovi metodi ne daju dovoljno dobre rezultate pri jakim i kratkim

pulsevima, a naro£ito u prelaznim reºimima u kojima imamo me²anje dominantnih

mehanizama jonizacije.

U glavi 3 dat je kratak pregled analiti£kih teorija koje se mogu koristiti za ra£unanje

stopa jonizacije u slu£aju reºima tunel jonizacije. Prva formula primenljiva u ovom

slu£aju tako�e dolazi iz knjige Landaua i Lif²ica [46], ali je kasnije uop²tena u okviru

PPT [5] i ADK [6] teorija.

U na²oj analizi odlu£ili smo se za vremenski zavisan pristup pa je u odeljku 4 dat
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pregled standardnih metoda sa akcentom na metode koje su u ovom radu i kori²¢ene. U

preliminarnom istraºivanju testirani su metod razdvojenog operatora baziran na algo-

ritmu brzog Furijeovog transforma (FFT) i metod kona£nih razlika drugog reda (SOD)

koji se pokazao kao e�kasniji za rad sa sistemima sa cilindri£nom simetrijom (kao ²to

je atom u linearno polarisanom laserskom polju).

U glavama 5, 6 i 7 prikazana je teorija i rezultati za atomske sisteme (natrijum i

litijum) izloºene laserskim poljima sa promenljivim parametrima kao ²to su frekvencija,

intenzitet i duºina pulsa.

U glavi 5 analizirana je tunel jonizacija i OBI atoma natrijuma u kvazistati£koj

aproksimaciji. Rezultati koji su dobijeni su u odli£nom slaganju sa dostupnim podacima

dobijenim drugim metodama, a i slaºu se sa analiti£kim izrazima (ADK) u domenu

njihovog vaºenja. Tako�e je ispitivan i opseg primenljivosti kvazistati£kog prilaza u

odnosu na pun vremenski zavisan opis.

U glavi 6 prikazani su rezultati dobijeni analizom atoma natrijuma u laserskom po-

lju u reºimu multifotonske jonizacije metodom evolucije talasnog paketa kao i metodom

vremenski zavisnih koe�cijenata. Simulacija je ra�ena u ²irokom opsegu frekvencija i ja-

£ina polja, a ra£unate su naseljenosti ekscitovanih stanja kao i verovatno¢a jonizacije na

kraju laserkog pulsa. Na osnovu tako dobijenih rezultata analizirali smo fotoelektron-

ski spektar energija atoma natrijuma izloºenog laserskom polju talasne duºine 800 nm i

dobili rezultate koji su u odli£nom slaganju sa nedavno ura�enim eksperimentom [67].

Kona£no, u glavi 7 prikazali smo rezultate dobijene analizom jonizacije preko praga

(ATI) i rezonantno poja£ane multifotonske jonizacije (REMPI) pomo¢u impulsne ras-

podele fotoelektrona i odgovaraju¢eg energijskog spektra. Ra£un i analiza ura�eni su

za atom natrijuma pod uticajem laserskog pulsa talasne duºine 800 nm i trajanja 57 fs

kao i za atom litijuma ozra£en pulsem talasne duºine 785 nm i trajanja 30 fs za koje

smo imali dostupne eksperimentalne podatke za pore�enje ([67] i [78] respektivno). De-

monstrirano je da vremenski zavisan pristup u potpunosti moºe opisati sve relevantne

sptrukture u spektrima i da daje dobro kvantitavno i kvalitativno slaganje sa eksperi-

mentalnim podacima.

U narednom periodu istraºivanja, planiramo da vremenski zavisnim metodama tre-

tiramo druge (sloºenije) atomske sisteme kao i da dobijene podatke koristimo za dalju

analizu sloºenijih procesa kao ²to je na primer generisanje vi²ih harmonika (HHG) ili

nesekvencijalna dvostruka jonizacija (NSDI).



Dodaci
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Dodatak A

Ra£unanje izvoda formulama vi²eg
reda

Formula za ra£unanje prvog izvoda koriste¢i £etiri ta£ke u oba smera je

∂f

∂x

∣∣∣∣
k

=
1

h

(
1

280
fk−4 −

4

105
fk−3 +

1

5
fk−2 −

4

5
fk−1

(A.1)

+
4

5
fk+1 −

1

5
fk+2 +

4

105
fk+3 −

1

280
fk+4

)
,

dok je formula za ra£unanje drugog izvoda na isti na£in

∂2f

∂x2

∣∣∣∣
k

=
1

h2

(
− 1

560
fk−4 +

8

315
fk−3 −

1

5
fk−2

+
8

5
fk−1 −

205

72
fk +

8

5
fk+1 (A.2)

−1

5
fk+2 +

8

315
fk+3 −

1

560
fk+4

)
,

gde su xk i fk = f(xk) (k = 1, ..., N) vrednosti promenljive x i funkcije f na mreºi sa

razmakom h.

Za primenu ovih formula potrebno je znati vrednosti funkcije u ve¢em broju ta£aka

oko ta£ke u kojoj se izvod traºi te stoga nisu primenljive na granicama mreºe.
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Dodatak B

Ra£unanje brzog Furijeovog
transforma

U nekolicini ra£unskih prora£una izloºenih u ovoj disertaciji kori²¢en je FFT algori-

tam (Fast Fourier Transform) za ra£unanje Furijeovog transforma talasne funkcije. Kod

za Fortran 77 je u celosti preuzet iz knjige Numerical Recepies [77], a radi kompletnosti

uklju£en je u ovom dodatku.

SUBROUTINE four1(data, nn, isign)

INTEGER isign, nn

REAL data(2*nn)

INTEGER i, istep, j, m, mmax, n

REAL tempi, tempr

DOUBLE PRECISION theta, wi, wpi, wpr, wr, wtemp

n = 2*nn

j = 1

do 11 i = 1, n, 2

if (j.gt.i) then

tempr = data(j)

tempi = data(j+1)

data(j) = data(i)

data(j+1) = data(i+1)

data(i) = tempr

data(i+1) = tempi

endif

m = n/2
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1 if ((m.ge.2).and.(j.gt.m)) then

j = j-m

m = m/2

goto 1

endif

j = j+m

11 continue

mmax = 2

2 if (n.gt.mmax) then

istep = 2*mmax

theta = 6.28318530717959d0/(isign*mmax)

wpr = -2.d0*sin(0.5d0*theta)**2

wpi = sin(theta)

wr = 1.d0

wi = 0.d0

do 13 m = 1, mmax, 2

do 12 i = m, n, istep

j = i + mmax

tempr = sngl(wr)*data(j)-sngl(wi)*data(j+1)

tempi = sngl(wr)*data(j+1)+sngl(wi)*data(j)

data(j) = data(i)-tempr

data(j+1) = data(i+1)-tempi

data(i) = data(i)+tempr

data(i+1) = data(i+1)+tempi

12 continue

wtemp = wr

wr = wr*wpr-wi*wpi+wr

wi = wi*wpr+wtemp*wpi+wi

13 continue

mmax = istep

goto 2

endif

return

END



Dodatak C

Ra£unanje diplonih matri£nih
elemenata

U nastavku dat je kod napisan u paketu Wolfram Mathematica za ra£unanje di-

plonih matri£nih elemenata ⟨Ψn|r|Ψm⟩ valentnog elektrona atoma natrijuma opisanog

Helmanovim potencijalom izme�u stanja sa spektroskopskim oznakama 3s (osnovno

stanje), 3p, 3d, 4s, 4p, 4d, 4f , 5s, 5p, 5d, 5f , 6s, 6p i 6d. Datoteka koja se uvozi na

po£etku programa sadrºi podatke dobijene varijacionim ra£unom za neperturbovane

talasne funkcije svih navedenih stanja. �etiri parametra kojim je svako od ovih stanja

opisano su varijaciona energija En, poloºaj prvog maksimuma funkcije rm, visina prvog

maksimuma funkcije rm,int i maksimalna vrednost po r do koje je funkcija ra£unata.

Broja£ ist sluºi da prebaci niz parova kvantnih brojeva (n, l) u jednodimenzioni niz

kojim se lak²e manipuli²e ra£unski.

data = ToExpression[

ReadList[

"file location/filename.dat", {Word, Word, Word, Word}],

InputForm];

A = 21.;

al = 2.5492;

V[r_] := -1/r + A Exp[-al r]/r;

Do[

Clear[r, En, rm, rmint, rmax];

If[j <= 11, ist = j + 3, ist = j + 4];

n = IntegerPart[(Sqrt[8 ist - 7] + 1)/2];

l = ist - n (n - 1)/2 - 1;
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En = data[[j, 1]];

rm = data[[j, 2]];

rmint = data[[j, 3]];

rmax = data[[j, 4]];

solution[j] =

NDSolve[{phi[j]''[r] +

2 (En - V[r] - l (l + 1)/(2 r^2)) phi[j][r] == 0,

phi[j]'[rm] == 0, phi[j][rm] == rmint}, phi[j], {r, .1, rmax}];

Print[NIntegrate[

Evaluate[phi[j][r]^2 /. solution[j]], {r, .1, rmax}]];

, {j, 1, 14}]

nst = 11;

om = Table[0, {i, 1, nst}, {j, 1, nst}];

IntMat = Table[0, {i, 1, nst}, {j, 1, nst}];

Do[

Do[

If[i <= 11, ist1 = i + 3, ist = i + 4];

If[j <= 11, ist2 = j + 3, ist = j + 4];

rmax1 = data[[i, 4]];

rmax2 = data[[j, 4]];

n1 = IntegerPart[(Sqrt[8 ist1 - 7] + 1)/2];

l1 = ist1 - n1 (n1 - 1)/2 - 1;

n2 = IntegerPart[(Sqrt[8 ist2 - 7] + 1)/2];

l2 = ist2 - n2 (n2 - 1)/2 - 1;

En1 = data[[i, 1]];

En2 = data[[j, 1]];

om[[i, j]] = En1 - En2;

IntMat[[i, j]] =

NIntegrate[

Evaluate[phi[i][r] /. solution[i]]*

Evaluate[phi[j][r] /. solution[j]]*r, {r, .1,

Min[rmax1, rmax2]}][[1]]*

Integrate[

SphericalHarmonicY[l1, 0, theta, fi]*



95

SphericalHarmonicY[l2, 0, theta, fi]*

Cos[theta] Sin[theta], {theta, 0, Pi}, {fi, 0, 2 Pi}],

{i, 1, nst}],

{j, 1, nst}]
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Dodatak D

Ra£unanje neperturbovanih talasnih
funkcija valentnog elektrona

U nastavku dat je deo programa pisanog u paketu Wolfram Mathematica za nume-

ri£ko izra£unavanje radijalnog dela u(r) talasne funkcije

Ψr, θ, ϕ =
u(r)

r
Yl,m(θ, ϕ), (D.1)

za l = 1 za valentni elektron atoma natrijuma modelovan Helmanovim potencijalom

sa parametrima A = 21 i α = 2.5492. Parametri En, rm i ϕ(rm) u kodu se dobijaju

varijaciono, s tim da se En traºi u okolini poznate vrednosti energije za traºeno stanje na

osnovu eksperimentalnih podataka. Nakon ovog prora£una, talasna funkcija se mnoºi

sa odgovaraju¢im sfernim harmonikom i njene vrednosti na ρ − z mreºi upisuju se u

fajl koji se koristi za dalje prora£une.

Clear[r];

l = 1;

En = -0.112417606605;

rm = 4.7157;

A = 21.;

al = 2.5492;

V = -1/r + A Exp[-al r]/r;

rmax = 60;

gpot = Plot[V, {r, 0, rmax}, PlotRange -> {-6, 6},

PlotStyle -> Hue[.6], PlotLegends -> "Expressions"];

gen = Plot[En, {r, 0, rmax}, PlotLegends -> "Expressions"];
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(* Schroedinger equation: phi''[r] + 2(En-V)phi[r] = 0 *)

solution =

NDSolve[{phi''[r] + 2 (En - V - l (l + 1)/(2 r^2)) phi[r] == 0,

phi'[rm] == 0, phi[rm] == .427727}, phi, {r, .1, rmax}];

gphi = Plot[Evaluate[phi[r] /. solution] + En, {r, .1, rmax},

PlotStyle -> Hue[0], PlotRange -> All];

Show[gpot, gen, gphi, PlotRange -> {-.6, .8}]

NIntegrate[Evaluate[phi[r]^2 /. solution], {r, 10^(-6), rmax}]



Dodatak E

SOD kod za evoluciju talasnog paketa

U nastavku dat je kompletan Fortran 77 program za ra£unanje propagacije inici-

jalnog talasnog paketa Ψ(r⃗, 0) valentnog elektrona atoma natrijuma u polju efektivnog

jezgra modeliranog Helmanovim potencijalom i u spolja²njem elektromagnetnom polju.

Ovaj program kori²¢en je u najve¢em broju prora£una u ovoj disertaciji. Kod je dat

u celosti uz izostavljanje linija u zaglavlju koje otvaraju datoteke u kojima se upisuje

talasna funkcija u svim vremenskim trenucima. Tako�e, u izloºenoj verziji koda izo-

stavljeno je u£itavanje neperturbovanih talasnih funkcija za pobu�ena stanja pomo¢u

kojih se ra£unaju naseljeosti stanja na kraju samog pulsa. Datoteka koja se u£itava

na po£etku programa dobija se pomo¢u Wolfram Mathematica koda koji je opisan u

dodatku D.

Potprogram Hamfun na kraju koda je rutina za ra£unanje dejstva operatora kine-

ti£ke energije iz Hamiltonijana opisanog jedna£inom (6.1).

program SODCC

c

c Second Order Difference Wave Packet Propagation

c Method in Cylindrical Coordinates (rho,z)

c

implicit double precision (a-h,o-z)

integer nn(2)

real*8 Lq,Lz,norm,vabs(1024,2048)

real*8 psir(1024,2048),Vecp,vpot(1024,2048)

COMPLEX*16 IU,psiN3L0(1024,2048),psi(1024,2048)

COMPLEX*16 psi0(1024,2048),psi1(1024,2048)

complex acf,wf(1024,2048)
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common t,omf,ef/com1/qmin,zmin,dq,dz,qc

c

IU = (0,1)

pi = 3.1415926535898d0

open(2,file='out.dat',status='unknown')

OPEN(11,FILE='acf.dat',STATUS='UNKNOWN')

OPEN(12,FILE='reacf.dat',STATUS='UNKNOWN')

OPEN(13,FILE='cf2N3L0.dat',STATUS='UNKNOWN')

c

OPEN(21,FILE='N3L0NaSOD.dat',status='old')

c

write(*,*) 'F<0.0158351>:'

read(*,*) ef

write(*,*) 'om<0.0569538>:'

read(*,*) omf

write(2,*) 'F =',real(ef)

write(2,*) 'omf =',real(omf)

c

write(*,*) 'Lz<1000>, Nz<2048>:'

read(*,*) Lz,nn(2)

write(*,*) 'z_min<-500>:'

read(*,*) zmin

Lq = Lz/2

nn(1) = nn(2)/2

write(*,*) 'tp<2356.437>, tmax<3000>, dt<.002>:'

read(*,*) tp,tmax,dt

write(*,*) 'rho_c<5>, r0<450>, V0abs<.03-.1>:'

read(*,*) qc,r0,v0a

write(*,*) 'nstep<1>:'

read(*,*) nst

dq = Lq/nn(1)

dz = Lz/nn(2)

qmin = 0.d0

A = 21.d0
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al = 2.54920d0

write(2,*) 'Lz =',real(Lz),' zmin =',real(zmin)

write(2,*) 'Lrho =',real(Lq),' rho_min =',real(qmin)

write(2,*) 'Nz =',nn(2)

write(2,*) 'Nrho =',nn(1)

write(2,*) 'Tmax =',real(tmax),' dt =',real(dt)

write(2,*) 'rho_c =',real(qc),' r0 =',real(r0),

* ' V0a =',real(v0a)

C

C Initial wave packet

C

100 Read (21,*,END=150) i,j,psir(i,j)

Go TO 100

150 close(21)

c

c Initial wave packet and absorbing pot.

c

DO j=1,nn(2)

z = zmin + dz/2 + (j-1)*dz

DO i=1,nn(1)

q = qmin + (i-1)*dq

r = dsqrt(q*q+z*z)

psiN3L0(i,j) = dsqrt(q/2)*psir(i,j)

psi(i,j) = psiN3L0(i,j)

if (r.gt.r0) vabs(i,j) = v0a*(r-r0)**2

enddo

enddo

c

c ***********************

c The time-propagation

c ***********************

c

t = 0.d0

it = 0
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icount = 501

acf = (1.d0,0.d0)

write(11,*) real(t),acf

write(12,*) real(t),real(acf)

10 CONTINUE

it = it+1

t = it*dt

c --------

c Potential

c --------

do i=1,nn(1)

vpot(i,1) = 0.d0

vpot(i,nn(2)) = 0.d0

enddo

do j=1,nn(2)

vpot(1,j) = 0.d0

vpot(nn(1),j) = 0.d0

enddo

do i=2,nn(1)-1,nst

q = qmin + (i-1)*dq

do j=2,nn(2)-1,nst

z = zmin + dz/2 + (j-1)*dz

r = dsqrt(q*q+z*z)

Vecp = -1.d0/r + A*dexp(-al*r)/r

if (q.le.5d-7) then

vpot(i,j) = 0.

else

if (t.lt.tp) then

vpot(i,j) = Vecp - 1.d0/(8*q*q) - z*ef

* *(cos(pi*(t-tp/2)/tp))**2*cos(omf*(t-tp/2)+phi)

else

vpot(i,j) = Vecp - 1.d0/(8*q*q)

endif
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endif

enddo

enddo

c --------

c SOD

c --------

call HamFun(nn,psi,psi1)

do j=1,nn(2)

do i=1,nn(1)

if (it.eq.1) then

psi1(i,j) = psi(i,j) - iu*dt*psi1(i,j)

* - iu*dt*vpot(i,j)*psi(i,j)

else

psi1(i,j) = psi0(i,j) - 2*iu*dt*psi1(i,j)

* - 2*iu*dt*vpot(i,j)*psi(i,j)

endif

psi0(i,j) = psi(i,j)

psi(i,j) = psi1(i,j)

c Absorbing pot.

psi(i,j) = (1.d0-vabs(i,j)*dt)*psi(i,j)

enddo

enddo

c

c Auto-correlation function

c

acf = 0.d0

do j=1,nn(2)

z = zmin + dz/2 + (j-1)*dz

do i=1,nn(1)

q = qmin + (i-1)*dq

r = dsqrt(q*q+z*z)

acf = acf + psiN3L0(i,j)*psi(i,j)

enddo

enddo
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acf = acf*dq*dz*4*pi

c

if (dfloat(it)/10-it/10.eq.0.d0) then

write(*,200) t,real(acf)

200 format(' t =',g10.4,' Re(acf) =',g10.4)

write(11,*) real(t),acf

write(12,*) real(t),real(acf)

write(13,*) real(t),abs(acf)**2

endif

c

c Wave Function Frames

c

If (icount.le.530) then

If (float(it)/50000-it/50000.eq.0.) then

do j=1,nn(2)

do i=1,nn(1)

if (i.gt.1) then

q = qmin + (i-1)*dq

wf(i,j) = psi(i,j)/dsqrt(2*pi*q)

endif

enddo

enddo

c estimation:

do j=1,nn(2)

wf(1,j) = (4*wf(2,j)-wf(3,j))/3

enddo

c

do i=1,nn(1)

do j=1,nn(2)

write(icount+30,*) cabs(wf(i,j))**2

write(icount,*) i,j,wf(i,j)

enddo

enddo

icount = icount + 1

endif
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endif

c

if (t.lt.tmax) go to 10

c

c ***********************

c

c Norm

c

spsi2 = 0.d0

do j=1,nn(2)

do i=1,nn(1)

spsi2 = spsi2 + cdabs(psi(i,j))**2

enddo

enddo

psinorm = dsqrt(spsi2*dq*dz*4*pi)

write(*,*) 't=',real(t),' |Psi|=',real(psinorm)

write(*,*) 'F=',ef,' Om=',omf

write(2,*) 't=',real(t),' |Psi|=',real(psinorm)

c

stop

end

SUBROUTINE HamFun(nn,f,hf)

c

c Calculates the operation T*f(q,z),

c T=.5*d^2/dt^2.

c

implicit double precision (a-h,o-z)

integer nn(2)

complex*16 IU,f(1024,2048),Tf(1024,2048),Hf(1024,2048)

complex*16 u(1024,2048),uq,uqq,fqq,fzz

common /com1/qmin,zmin,dq,dz,qc

IU = (0,1)

c

c The kinetic energy part
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c

c regularized function u(q,z) = f(q,z)/sqrt(q)

c

do j=1,nn(2)

z = zmin + dz/2 + (j-1)*dz

do i=2,nn(1)

q = qmin + (i-1)*dq

u(i,j) = f(i,j)/dsqrt(q)

enddo

enddo

c estimation:

do j=1,nn(2)

u(1,j) = (4*u(2,j)-u(3,j))/3

enddo

c

c derivatives

c

do j=2,nn(2)-1

z = zmin + dz/2 + (j-1)*dz

do i=2,nn(1)-1

q = qmin + (i-1)*dq

if (q.le.5d-7) then

fqq = 0.d0

fzz = 0.d0

else

if (q.le.qc) then

c --- calc. fqq in terms of derivatives of u

if ((i.eq.2).or.(i.eq.nn(1)-1)) then

uq = (u(i+1,j)-u(i-1,j))/(2*dq)

uqq = (u(i+1,j)-2*u(i,j)+u(i-1,j))/(dq*dq)

endif

if ((i.eq.3).or.(i.eq.nn(1)-2)) then

uq = (u(i-2,j)-8*u(i-1,j)+8*u(i+1,j)-u(i+2,j))/(12*dq)

uqq = (-u(i-2,j)+16*u(i-1,j)-30*u(i,j)+

* 16*u(i+1,j)-u(i+2,j))/(12*dq*dq)



107

endif

if ((i.ge.4).and.(i.le.nn(1)-3)) then

uq = (-u(i-3,j)+9*u(i-2,j)-45*u(i-1,j)+

* 45*u(i+1,j)-9*u(i+2,j)+u(i+3,j))/(60*dq)

uqq = (2*u(i-3,j)-27*u(i-2,j)+270*u(i-1,j)-490*u(i,j)+

* 270*u(i+1,j)-27*u(i+2,j)+2*u(i+3,j))/(180*dq*dq)

endif

if ((i.ge.5).and.(i.le.nn(1)-4)) then

uq = (u(i-4,j)/280-4*u(i-3,j)/105+u(i-2,j)/5-

* 4*u(i-1,j)/5+4*u(i+1,j)/5-u(i+2,j)/5+

* 4*u(i+3,j)/105-u(i+4,j)/280)/dq

uqq = (-u(i-4,j)/560+8*u(i-3,j)/315-u(i-2,j)/5+

* 8*u(i-1,j)/5-205*u(i,j)/72+8*u(i+1,j)/5-

* u(i+2,j)/5+8*u(i+3,j)/315-u(i+4,j)/560)/(dq*dq)

endif

sqrq = dsqrt(q)

fqq = -u(i,j)/(4*sqrq**3) + uq/sqrq + sqrq*uqq

c ---

else

c --- calc. fqq directly

if ((i.eq.2).or.(i.eq.nn(1)-1)) then

fqq = (f(i+1,j)-2*f(i,j)+f(i-1,j))/(dq*dq)

endif

if ((i.eq.3).or.(i.eq.nn(1)-2)) then

fqq = (-f(i-2,j)+16*f(i-1,j)-30*f(i,j)+

* 16*f(i+1,j)-f(i+2,j))/(12*dq*dq)

endif

if ((i.eq.4).or.(i.eq.nn(1)-3)) then

fqq = (2*f(i-3,j)-27*f(i-2,j)+270*f(i-1,j)-490*f(i,j)+

* 270*f(i+1,j)-27*f(i+2,j)+2*f(i+3,j))/(180*dq*dq)

endif

if ((i.ge.5).and.(i.le.nn(1)-4)) then

fqq = (-f(i-4,j)/560+8*f(i-3,j)/315-f(i-2,j)/5+

* 8*f(i-1,j)/5-205*f(i,j)/72+8*f(i+1,j)/5-

* f(i+2,j)/5+8*f(i+3,j)/315-f(i+4,j)/560)/(dq*dq)
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endif

c ---

endif

c --- calc. fzz

if ((j.eq.2).or.(j.eq.nn(2)-1)) then

fzz = (f(i,j+1)-2*f(i,j)+f(i,j-1))/(dz*dz)

endif

if ((j.eq.3).or.(j.eq.nn(2)-2)) then

fzz = (-f(i,j-2)+16*f(i,j-1)-30*f(i,j)+

* 16*f(i,j+1)-f(i,j+2))/(12*dz*dz)

endif

if ((j.eq.4).or.(j.eq.nn(2)-3)) then

fzz = (2*f(i,j-3)-27*f(i,j-2)+270*f(i,j-1)-490*f(i,j)+

* 270*f(i,j+1)-27*f(i,j+2)+2*f(i,j+3))/(180*dz*dz)

endif

if ((j.ge.5).and.(j.le.nn(2)-4)) then

fzz = (-f(i,j-4)/560+8*f(i,j-3)/315-f(i,j-2)/5+

* 8*f(i,j-1)/5-205*f(i,j)/72+8*f(i,j+1)/5-

* f(i,j+2)/5+8*f(i,j+3)/315-f(i,j+4)/560)/(dz*dz)

endif

c ---

endif

Tf(i,j) = -(fqq + fzz)/2

enddo

enddo

c

do i=1,nn(1)

Hf(i,1) = 0.d0

Hf(i,nn(2)) = 0.d0

enddo

do j=1,nn(2)

Hf(1,j) = 0.d0

Hf(nn(1),j) = 0.d0

enddo

do j=2,nn(2)-1
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z = zmin + dz/2 + (j-1)*dz

do i=2,nn(1)-1

q = qmin + (i-1)*dq

if (q.le.5d-7) then

Hf(i,j) = 0.

else

Hf(i,j) = Tf(i,j)

endif

enddo

enddo

RETURN

END
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�ivi i radi u Beogradu.
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Ilpnnor 1.

lAsjaea o ayropcrBy

['lornncanu-a

6poj ynraca

hajaaruyjen

ga je gorcropcKa Ahcepraqraja noA HacfloBoM

sGrTU6

a

a

pe3ynTaT concTBeHor rcTpaxhBaqKor paAa,

Aa npeAnoxeHa Al4cepraqraja y uefihH]4 Hl4 y AenoB nua unje 6rana npegnoxeHa
sa po6njarse 6rno xoje 4rannorue nperrri cryAr,rjcxravr nporparwa,, a Apyrnx
Bt4COKOTU KOfl CK]4X ycTa HoBa,

Aa cy pe3ynTaTh KopeKTHo HaBeAeH[ n

Aa HhcaM rpuro/na arropcKa npaBa n Kopl4cr140 l4HreneKTyanny ceojrany
Apyrrx nrLla.

llornrc AoKTopaHAa

o

a

Y Eeorpagy,



llpranor 2.

hajaea o I4CTOBeTHOCT]4 UTaMnaHe h eneKTpOHCKe
Bep3uje AoKropcKor paAa

Aue n npe3mMe ayropa

Spoj ynraca

Crygrajcxra nporpaM I No(Btu
Hacnoe paga

Eeqiu NAUANd€ ilmerlet crl +aaa6fi4 €m*^1,q;

M
MeHrop

flornrcaur

rsjaeruyjerra ga je ulrananaxa eepsmja Mor AoKTopcKor paAa hcroBerHa efleKTponcxojaeperjr Kojy caM npe4ao/na 3a o6jaaruneaue Ha noprany flmrurannorpen03nrop njy ua yxreepeurera y Eeorpagy.

fioseoruaeaM Aa ce o6jaae vioin nuuun noAaqh Be3aHil sa go6rajarue aKaAeMcKor
3Balba AoKTOpa HayKa, Kao [rJTo cy hMe r npe3ilMe, roArHa r Mecro po[ersa u AaryMog6paHe paga.

oah nnqHn noAaqh Mory ce oljaenrn Ha MpexHhM crpaHnqaM a Anrnran*e6nonmorere, y eneKrpoHcKoM Karanory u y nylnuxaqrajarvra ynnaepenrera y Eeorpa4y.

Y Seorpagy,

flornrc AotfiopaHga

, g^Geqrlsrd,

wxtus I



llprnor 3.

l4sjaea o Kopt4ruheruy

Oenauhyjena YnrsepsmrercKy 6r6nrorexy,,Ceerosap
penoarroprajyrvr YHr,raep3nrera y Eeorpagy yHece naojy
HacnoBoM:

Mapxoerh" ga y pnrnranHr
AoKropcKy grcepraqrjy nog

Wadv,upvoNo
I 6ruero t tCre

Nft 
ryer i_ Musu tt €fln{e,, uc{,+o^ls (-ksoooEt'

xoja je rraoje ayropcKo Aeno.

U

lnceprarlrajy ca cBhM nphno3hMa npe4ao/na caM y efleKTpoHcKorvr eopnnary noroAHoM
sa rpajHo apxrBrpalbe.

Mojy gorropcKy ,qrcepraqrajy noxpalbeHy y flururann 14 penosrrophjyM ynreeperrera
y Eeorpagy Mory.qa Kopr4cre car xojr nouryjy o4pe46e caApxaHe y o4a6paHoM rrnynrqeHlle Kpearrane aaje4Hrarle (creative commons) sa xojy caM ce ognyunolna.

1. Ayropcrao

2. AyropcrBo - HeKoMepqrajanxo

3. AyropcrBo - HeKoMeprlrajanHo _ 6es npepaAe

4. AyropcrBo - HeKoMepqrajanHo _ Aennrn noA hcl4M ycnoBhMa

5. Ayropcreo - 6es npepaAe

6. AyropcrBo - AefitaTh no4 ncrnrycnoBrMa

(Monr'rrr,ro Aa 3aoKpyxrre caMo jenny oA uJecr noHylexnx r[LleHLI4, KparaK onrc
flilqeHL14 Aarjg Ha nonefirxn nucra).

llornuc AoKTopaHAa

Y Eeorpasy , 12, &, )A/8, w


