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Predgovor

U doktorskoj disertaciji Opšti tip stabilnosti stohastičkih funkcionalnih diferen-
cijalnih jednačina proučava se stabilnost rešenja u odnosu na proizvoljnu decay-
funkciju vǐse klasa stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina Itôa, pri-
menom metode Lyapunova i metode Razumikhina.

Stohastičkim diferencijalnim jednačinama se modeliraju promene stanja realnih
sistema pod uticajem Gaussovog belog šuma i ostalih slučajnih faktora iz okruženja.
One imaju veliku primenu u tehnici, biologiji, medicini, ekonomiji i drugim granama
nauke. Imajući u vidu ovu činjenicu, od velike važnosti je predvidjanje ponašanja
rešenja sa protokom vremena.

Šezdesetih godina prošlog veka počela je da se razvija teorija stabilnosti sto-
hastičkih diferencijalnih jednačina na principima preuzetim iz teorije stabilnosti
običnih diferencijalnih jednačina. Ruski matematičar Lyapunov je 1892. godine
u svojoj doktorskoj disertaciji [110] izneo koncept stabilnosti običnih diferenci-
jalnih jednačina, koji je privukao veliko interesovanje tek za vreme hladnog rata
(1952–1963) primenom u kontroli navodjenja aviona. Američki naučnik Bucy [12]
1965. godine medju prvima primenjuje direktnu metodu Lyapunova za ispitivanje
stabilnosti rešenja nelinearnih diferencnih jednačina koje sadrže slučajnu kompo-
nentu. Uopštenje njegovih rezultata na stohastičke diferencijalne jednačine ubrzo
su napravili Kushner [89] i Khasminskii [72]. Od tada se ova oblast permanentno
razvija od strane matematičara, mehaničara i inženjera, pre svega zbog svoje velike
primene.

Iako postoje različite definicije stabilnosti stohastičkih diferencijalnih jednačina,
uglavnom se izučavaju eksponencijalna stabilnost u verovatnoći, eksponencijalna Lp-
stabilnost i eksponencijalna skoro izvesna stabilnost. Medjutim, nisu sve jednačine
eksponencijalno stabilne, ali mogu biti stabilne u odnosu na neku drugu tzv. decay-
funkciju koja sporije opada ka nuli sa protokom vremena nego eksponencijalna
funkcija. Ruski matematičar Khasminskii [48] 1980. godine prvi razmatra stabilnost
stohastičkih sistema u odnosu na funkciju koja nije eksponencijalna. Devedesetih
godina prošlog veka, Mao [112, 114, 115] izučava polinomijalnu skoro izvesnu i Lp-
stabilnost vǐse klasa stohastičkih diferencijalnih jednačina. Medjutim, mali je broj
radova koji se odnose na opštu skoro izvesnu i Lp-stabilnost. Medju matematičarima
koji imaju zapažene rezultate u istraživanju opšte stabilnosti izdvajaju se Mao
[123, 125], Liu i Mao [103], Caraballo [15], Wu [173] i dr. Motivacija za izradu ove
doktorske disertacije je nastavak istraživanja o opštoj skoro izvesnoj i Lp-stabilnosti
vǐse tipova stohastičkih diferencijalnih jednačina, a pre svega činjenica da je za sto-
hastičke diferencijalne jednačine koje nisu eksponencijalno stabilne, informacija o
slabijem vidu stabilnosti itekako bitna.
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Disertacija se sastoji od pet glava.

U prvoj glavi su navedeni osnovni pojmovi i rezultati teorije stohastičkih procesa
i teorije stohastičkih diferencijalnih jednačina. Izložene su teoreme egzistencije i
jedinstvenosti rešenja i teoreme koje se odnose na tri osnovna tipa eksponencijalne
stabilnosti stohastičkih diferencijalnih i stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih
jednačina. Dat je osvrt na direktnu metodu Lyapunova i metodu Razumikhina, s
obzirom se one primenjuju za proučavanje opšte stabilnosti razmatranih stohastičkih
funkcionalnih diferencijalnih jednačina.

U drugoj glavi se ispituje opšta skoro izvesna i Lp-stabilnost stohastičkih dife-
rencijalnih jednačina sa konačnim promenljivim vremenskim kašnjenjem i ekspo-
nencijalna skoro izvesna i Lp-stabilnost perturbovanih stohastičkih funkcionalnih
diferencijalnih jednačina sa konačnim kašnjenjem.

U prvom delu ove glave se koristi metoda Lyapunova za ispitivanje opšte stabil-
nosti stohastičkih diferencijalnih jednačina. Imajući u vidu koeficijente razmatranih
jednačina, odredjuje se moguća decay-funkcija i koercitivni član koji je značajan za
proučavanje opšte skoro izvesne i Lp-stabilnosti. Posebano se razmatra slučaj kada
je decay-funkcija konkavna, kao i uobičajeni vidovi stabilnosti, na primer, ekspo-
nencijalna, polinomijalna i logaritamska stabilnost. Rezultati ovog dela disertacije
su objavljeni u radu [60], S. Janković, G. Pavlović, Moment decay rates of stochastic
differential equations with time-varying delay, Filomat 24(1) (2010) 115–132.

Kako primena metode Lyapunova zahteva nalaženje adekvatne funkcije Lya-
punova, što u odredjenim slučajevima nije jednostavno, u drugom delu ove glave
su izloženi dovoljni uslovi eksponencijalne Lp-integrabilnosti, skoro izvesne stabil-
nosti i Lp-stabilnosti, koji se jednostavnije proveravaju. Dobijena tvrdjenja pred-
stavljaju uopštenja rezultata rada Maoa [113] koji se odnosi na eksponencijalnu
srednje kvadratnu i skoro izvesnu stabilnost perturbovanih stohastičkih diferenci-
jalnih jednačina. Ovi kriterijumi integrabilnosti i stabilnosti mogu se primeniti i
na stohastičke diferencijalne jednačine sa promenljivim vremenskim kašnjenjem i
bez kašnjenja. Štavǐse, primena dobijenih tvrdjenja na stohastičke diferencijalne
jednačine sa konstantnim kašnjenjem implicira dovoljne uslove za uniformnu opštu
skoro izvesnu i Lp-stabilnost, jer uslovi ne zavise od veličine perioda kašnjenja.
Ovi rezultati su sadržani u radu [142], G. Pavlović, S. Janković, Moment exponen-
tial stability and integrability of stochastic functional differential equations, Applied
Mathematics and Computation 218 (2012) 6125-6134.

U trećoj glavi se proučava opšta skoro izvesna i Lp-stabilnost stohastičkih fun-
kcionalnih diferencijalnih jednačina sa beskonačnim kašnjenjem primenom metode
Razumikhina. Šezdesetih godina prošlog veka ruski matematičar Razumikhin [149,
150] je razmatrao stabilnost determinističkih diferencijalnih jednačina u terminima
funkcije Lyapunova koju je lakše konstruisati nego funkcionale, čime je otklonio
poteškoće koje nastaju primenom metode Lyapunova na funkcionalne diferencijalne
jednačine. Mao [117] 1996. godine proširuje ideju Razumikhina na stohastičke
funkcionalne diferencijalne jednačine. Od tada počinje ekspanzija primene ove
metode na različite tipove stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina, na
primer u radovima Mao [118, 119], Janković [59, 143], Peng [145, 146], Shen [159],
Liu [104], Wu [173, 175] i mnogim drugim.
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Dobijeni kriterijumi za ispitivanje opšte skoro izvesne i Lp-stabilnosti stohastičkih
funkcionalnih diferencijalnih jednačina mogu se primeniti i na stohastičke diferen-
cijalne jednačine sa vremenski zavisnim beskonačnim kašnjenjem i distributivnim
kašnjenjem. U radu [143], G. Pavlović, S. Janković, Razumikhin-type theorems on
general decay stability of stochastic functional differential equations with infinite de-
lay, Journal of Computational and Applied Mathematics 236(7) (2012) 1679-1690,
koji je sastavni deo ove glave, prvi put se javlja integralni uslov

∫∞
0
λ−δ(t) dt < ∞

za neko δ > 0, koji omogućava ispitivanje skoro izvesne stabilnosti u odnosu na
proizvoljnu decay-funkciju λ(t).

U četvrtoj glavi se razmatra opšta skoro izvesna i Lp-stabilnost neutralnih
stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina sa konačnim kašnjenjem pri-
menom metode Razumikhina. Kao specijalan slučaj, razmatra se opšta skoro
izvesna i Lp-stabilnost perturbovanih neutralnih stohastičkih funkcionalnih diferen-
cijalnih jednačina i neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa konstantnim
kašnjenjem. Wu et al. [173, 174, 175], Liu et al. [107], Meng i Yin [127] za ispitivanje
opšte stabilnosti primenom metode Razumikhina zahtevaju da decay-funkcija λ(t)

zadovoljava uslov supt>0
λ′(t)
λ(t)

= r = const. U radu [144], G. Pavlović, S. Janković,
The Razumikhin approach on general decay stability for neutral stochastic functional
differential equations, Journal of the Franklin Institute 350 (8) (2013) 2124-2145 čiji
sadrzaj je osnova ove glave, taj uslov nije neophodan.

U petoj glavi se ispituje opšta skoro izvesna i Lp-stabilnost stohastičkih funkci-
onalnih diferencijalnih jednačina sa impulsima i markovskim prelazima primenom
metode Razumikhina kao i opšta Lp-nestabilnost primenom metode Lyapunova.
Kao specijalan slučaj, dobijena su nova tvrdjenja koja se odnose na skoro izvesnu
stabilnost, Lp-stabilnost i Lp-nestabilnost impulsivnih stohastičkih diferencijalnih
jednačina sa kašnjenjem i markovskim prelazima. Impulsivne stohastičke diferen-
cijalne jednačine imaju veliku primenu u finasijama, epidemiologiji i populacionoj
dinamici s obzirom da su mnoge realne pojave impulsivne prirode. Medjutim, one
su i najkomplikovanije za proučavanje jer su za ispitivanje stabilnosti od značaja
raspored i veličina ”skokova” impulsa. Rezultati sadržani u ovoj glavi su još uvek
neobjavljeni.

Svi teorijski rezultati ove disertacije su ilustrovani primerima i grafičkim prikazi-
ma o slabijim tipovima stabilnosti u odnosu na eksponencijalnu stabilnost, pre svega
o polinomijalnoj i logaritamskoj, kada se nǐsta ne može zaključiti o eksponencijalnoj
stabilnosti rešenja razmatranih jednačina.

U Zaključku su izloženi neki od otvorenih problema i mogući pravci daljih is-
traživanja.

Veliku zahvalnost dugujem svom mentoru prof. dr Svetlani Janković na nese-
bičnoj pomoći i podršci u toku doktorskih studija, istraživanja i izrade doktorske
disertacije. Zahvaljujem i prof. dr Miljani Jovanović i docentu dr Mariji Milošević
na korisnim savetima i pomoći, pre svega u izradi grafika za ovu disertaciju. Posebnu
zahvalnost dugujem svojoj porodici na strpljenju, razumevanju i veri u mene.
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kašnjenjem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87



4 Stabilnost neutralnih stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih
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Glava 1

Uvodni pojmovi

U ovoj glavi su izloženi osnovni pojmovi i rezultati o stohastičkim diferencijalnim
jednačinama, koji će biti korǐsćeni u narednim glavama. Sa vǐse detalja ovi re-
zultati se mogu naći u [38, 58, 77, 111, 125, 158]. U Poglavlju 1.1 se navode
osnovni elementi teorije stohastičkih procesa kao što su merljivost, separabilnost,
neprekidnost, Markovsko svojstvo, stacionarnost. Poglavlje 1.2 se odnosi na proces
Brownovog kretanja i njegova svojstva. Integral Itôa i najvažnije osobine ovog in-
tegrala izloženi su u Poglavlju 1.3. Teoreme egzistencije, jedinstvenosti i stabilnosti
rešenja stohastičkih diferencijalnih jednačina Itôa predstavljeni su u Poglavlju 1.4,
uz poseban osvrt na teoriju stabilnosti običnih diferencijalnih jednačina i na direktnu
metodu Lyapunova. Poglavlje 1.5 se odnosi na egzistenciju, jedinstvenost i stabilnost
rešenja stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina Itôa. U ovom poglavlju
je izložena i metoda Razumikhina, kao značajna metoda za ispitivanje stabilnosti
rešenja običnih i stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina. Ova glava se
završava Poglavljem 1.6 koje sadrži neke elementarne nejednakosti, integralnu ne-
jednakost Gronwall-Bellmana i nejednakosti sa matematičkim očekivanjem, koje će
biti neophodne u dokazivanju glavnih rezultata u narednim glavama.

1.1 Osnovni pojmovi teorije

stohastičkih procesa

U praksi se često javljaju veličine zavisne od vremena, čije vrednosti nisu determin-
isane već zavise i od slučajnih uticaja, na primer, haotično kretanje čestica, broj
jedinki eko-sistema, kretanje cena na berzi itd. Karakteristika svih ovih pojava
je slučajna promena u vremenu, tj. funkcionalna zavisnost slučajnih veličina od
vremena koja dovodi do pojma stohastičkog procesa.

Opšta teorija stohastičkih procesa počela je da se razvija početkom prošlog veka
kao posledica naglog razvoja nauke i tehnike i njihovog zanimanja za pojave koje
se menjaju sa protokom vremena. Kako klasična teorija verovatnoća nije bila do-
voljna za opisivanje i proučavanje takvih pojava, postavljena je teorija stohastičkih
procesa čiji su predmet izučavanja slučajne promenljive koje zavise od jednog ili
vǐse parametara i neprekidno se menjaju sa protokom vremena.

Pojam stohastičkog procesa je star oko sto godina i vezuje se za imena Sluckog,

1
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Wienera, Kolmogorova, Cramera. U tom periodu je bilo vǐse pokušaja proučavanja
slučajnih pojava zavisnih od vremena, medju kojima su najznačajniji pokušaj Slu-
ckog1 [161] da slučajnost poveže sa konceptom realnih funkcija, i pokušaj Wienera2

[167] koji je matematički opisao haotično kretanje čestica polena u tečnosti, danas
poznato kao Wienerov proces, tj. proces Brownovog kretanja. Uvodjenje poj-
mova uslovne verovatnoće i uslovnog matematičkog očekivanja omogućilo je Kol-
mogorovu3 [82, 83] da postulira sistematsku i strogu konstrukciju osnova teorije sto-
hastičkih procesa markovskog tipa sa beskonačnim parametarskim skupom. Radovi
Khinchina4 [69] predstavljaju osnovu teorije stacionarnih procesa, a rad Craméra5[20]
okosnicu razvoja teorije Gaussovih procesa.

Doob6 je u svojoj monografiji [26] sistematizovao brojne koncepte teorije sto-
hastičkih procesa. Izmedju ostalog, on je proučavao pojam vremena zaustavljanja
i time doveo do razvoja teorije martingala. Rad u ovoj oblasti su nastavili Meyer7

[128, 129, 130], Doléans-Dade [24], Dellacherie [23], Kunita i Watanabe [88] i mnogi
drugi. Teorija stohastičkih procesa je doprinela razvoju mnogih matematičkih
teorija koje opisuju pojave iz realnog života, i kao takva je od velikog značaja
za nematematičke nauke, kao što su ekonomija, inženjerstvo, biologija, ekologija,
epidemiologija, mehanika, saobraćaj i dr.

Nadalje će se podrazumevati da su sve slučajne promenljive i stohastički pro-
cesi zadati na prostoru verovatnoća (Ω,F , P ) i parametraskom skupu T ⊂ R, pri
čemu T može biti interval [0,∞), [0, T ] ili [t0, T ] ⊂ [0,∞), a parametar t ∈ T
predstavlja vreme. Takodje, za euklidsku normu u Rd koristiće se oznaka | · |, tj.
|x| =

√
(x, x), x ∈ Rd gde je sa ( · , ·) označen skalarni proizvod vektora. Kako

je trag kvadratne matrice A = (aij)d×d definisan sa trA =
∑

1≤i≤d aii, trag normu

matrice A označavaćemo sa | · |, tj. |A| =
√
tr(ATA) gde je A matrica, a AT

transponovana matrica matrice A.

Definicija 1.1.1 Familija {x(ω, t), ω ∈ Ω, t ∈ T} merljivih funkcija x(ω, t) : (Ω,F)
→ (Rd,B) je d-dimenzionalan stohastički proces sa faznim prostorom (Rd,B) i
parametarskim skupom T.

Na osnovu prethodne definicije se može zaključiti da se za svako fiksirano t ∈ T
dobija slučajna promenljiva ω 7→ x(ω, t), ω ∈ Ω, tj. F -merljiva funkcija. Takodje,
za svako fiksirano ω ∈ Ω, preslikavanje t 7→ x(ω, t), t ∈ T predstavlja funkciju
realnog argumenta koja se naziva trajektorija ili realizacija koja odgovara ishodu
ω ∈ Ω. Zbog jednostavnijeg zapisivanja, umesto oznake {x(ω, t), ω ∈ Ω, t ∈ T}
za stohastički proces će se koristiti oznaka {x(t), t ∈ T}. Ako je T = N, tj. ako
je vremenski interval diskretan, onda se radi o slučajnom nizu {xn, n ∈ N}. U
ovoj disertaciji će biti razmatrani stohastički procesi sa neprekidnim vremenom koji

1Evgenii Evgenievic Sluckii, 1880–1948, ruski matematičar
2Norbert Wiener, 1894–1964, američki matematičar i filozof
3Andrey Nikolaevich Kolmogorov, 1903–1987, ruski matematičar
4Aleksandr Yakovlevich Khinchin, 1894–1959, ruski matematičar
5Harald Cramér, 1893–1985, švedski matematičar i statističar
6Joseph Leo Doob, 1910–2004, američki matematičar
7Paul-André Meyer, 1934–2003, francuski matematičar
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predstavljaju matematičke modele slučajnih pojava čiji se ishodi mogu registrovati
neprekidno sa protokom vremena.

Stohastički proces odredjuje familiju konačno-dimenzionalnih funkcija raspodela

Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn) = P{x(t1) < x1, . . . , x(tn) < xn},

pri čemu je xi ∈ Rd i ti ∈ T, i = 1, 2, . . . , n, n ∈ N.
Zahteva se da familija konačno-dimenzionalnih raspodela zadovoljava sledeća

dva uslova:
– uslov simetrije, tj. da za svaku permutaciju (i1, . . . , in) skupa {1, . . . , n} važi

Fti1 ,ti2 ,...,tin
(x1, x2, . . . , xn) = Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn);

– uslov saglasnosti, tj. da važi

Ft1,t2,...,tn−1,tn(x1, x2, . . . , xn−1,+∞) = Ft1,t2,...,tn−1(x1, x2, . . . , xn−1).

Stohastički proces se može definisati familijom konačno-dimenzionalnih funkcija
raspodela, što proističe iz tvrdjenja Kolmogorova da za svaku familiju konačno-
dimenzionalnih funkcija raspodela, koja zadovoljava uslove simetrije i saglasnosti,
postoji prostor verovatnoća (Ω,F , P ) i stohastički proces {x(t), t ∈ T} definisan
na tom prostoru, kome odgovara data familija konačno-dimenzionalnih funkcija
raspodela.

Neprebrojivost parametarskog skupa, u opštem slučaju, onemogućava odredji-
vanje verovatnoća dogadjaja opisanih pomoću stohastičkih procesa. Da bi se ta
teškoća otklonila, uvodi se pojam separabilnosti.

Definicija 1.1.2 Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je separabilan ako postoji prebro-
jiv skup S ⊂ T (separant) i dogadjaj Λ ⊂ Ω za koji je P (Λ) = 0, tako da se za
proizvoljan zatvoren skup F ⊂ Rd i proizvoljan otvoren interval I ⊂ T, skupovi

{ω : x(ω, t) ∈ F, t ∈ I} i {ω : x(ω, t) ∈ F, t ∈ I ∩ S}

razlikuju na podskupu od Λ.

Definicija 1.1.3 Stohastički procesi {x(t), t ∈ T} i {x̃(t), t ∈ T}, definisani na
istom prostoru verovatnoće i sa istim skupom stanja, stohastički su ekvivalentni ako
je

P{x(t) = x̃(t)} = 1 za svako t ∈ T.

U tom slučaju se kaže da je jedan proces stohastička modifikacija drugog.

Definicija 1.1.4 Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je merljiv ako je x(ω, t) merljiva
funkcija u odnosu na BT ×F , gde je BT Borelovo σ-polje nad T, tj. za svaki Borelov
skup B, važi {(t, ω) : x(ω, t) ∈ B} ∈ BT ×F .

Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je stohastički neprekidan u tački t0 ∈ T ako za
svako ε > 0 važi

P{|x(t) − x(t0)| > ε} → 0, t→ t0. (1.1)

Stohastički proces je stohastički neprekidan na skupu S ⊆ T ako (1.1) važi za svako
t0 ∈ S.
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Teorema 1.1.1 Za stohastički neprekidan proces {x(t), t ∈ T} postoji stohastički
ekvivalentan, separabilan i merljiv proces {x̃(t), t ∈ T}, definisan na istom prostoru
verovatnoće i sa istim skupom vrednosti.

Stohastički proces {x̃(t), t ∈ T} iz Teoreme 1.1.1 se naziva separabilna i merljiva
modifikacija procesa {x(t), t ∈ T}.

Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je neprekidan u srednjem reda p, tj. Lp-nepre-
kidan, u tački t0 ∈ T ako važi

E|x(t) − x(t0)|p → 0, t→ t0. (1.2)

Stohastički proces je Lp-neprekidan na skupu S ⊆ T ako (1.2) važi za svako t0 ∈ S.

Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je skoro izvesno neprekidan na segmentu [a, b] ⊂
T ako su skoro sve njegove trajektorije neprekidne na [a, b], tj. ako je zadovoljeno

P{ω : x(ω, t) ima prekid na [a, b]} = 0.

Sledeća teorema, poznata kao kriterijum Kolmogorova, daje dovoljne uslove
skoro izvesne neprekidnosti stohastičkog procesa.

Teorema 1.1.2 (Kriterijum Kolmogorova) Stohastički proces {x(t), t ∈ T}
ima skoro izvesno neprekidnu modifikaciju ako postoje pozitivne konstante p, q i k,
tako da za svako T > 0 i svako 0 ≤ s, t ≤ T važi

E|x(t) − x(s)|p ≤ k |t− s|1+q.

Definicija 1.1.5 Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je proces reda p, p ≥ 0 (Lp-proces)
ako je E|x(t)|p <∞ za svako t ∈ T.

Matematičko očekivanje (srednja vrednost) d-dimenzionalnog stohastičkog procesa
{x(t), t ∈ T} je d-dimenzionalni neslučajni vektor

Ex(t) = (Ex1(t), . . . , Exd(t)), t ∈ T,

a korelaciona matrica

K(t, s) = [cov(x(t), x(s))]d×d, t, s ∈ T.

Definicija 1.1.6 Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je stacionaran u širem smislu
(slabo stacionaran) ako je srednja vrednost Ex(t) = const za t ∈ T , a korelaciona
matrica K(t, s) zavisi samo od razlike t− s, tj.

Ex(t) = (m1, . . . ,md), K(t, s) = B(t− s).

Definicija 1.1.7 d-dimenzionalni stohastički proces {x(t), t ∈ T} je Gaussov ako je
svako njegovo n-dimenzionalno sečenje (x(t1), x(t2)..., x(tn)), t1, t2, ...tn ∈ T Gauss-
ova (normalno raspodeljena) slučajna promenljiva, tj. ako slučajni vektor (x(t1),
x(t2), ..., x(tn)) ima karakterističnu funkciju

ft1,...tn(λ1, ..., λn) = exp
{
i

n∑
j=1

λTj mj(tj) −
1

2

n∑
j=1

n∑
k=1

λTj C(tj, tk)λk

}
,

gde je λ1, . . . , λn ∈ Rd, mj(tj) = Ex(tj), j = 1, n, a C(t, s) = cov(x(t), x(s)).
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Za dati prostor verovatnoća (Ω,F , P ) familija {Ft, t ∈ T} pod-σ-algebri od F
za koju važi Fs ⊂ Ft ⊆ F , s ≤ t, s, t ∈ T, naziva se filtracija. Ako je T = [0,∞),
tada je F∞ = σ{∪t≥0Ft}.

Neka je Ft− = σ{∪s<tFs} σ-algebra dogadjaja koji prethode momentu t > 0
i neka je Ft+ = ∩s>tFs σ-algebra dogadjaja koji se dešavaju neposredno posle
trenutka t > 0. Filtracija {Ft, t ≥ 0} je neprekidna sa desna (neprekidna s leva)
ako za svako t ≥ 0 važi Ft = Ft+ (Ft = Ft−). Za filtraciju se kaže da je neprekidna
ako je Ft− = Ft = Ft+, za svako t ≥ 0.

Filtracija {Ft, t ≥ 0} zadovoljava uobičajene uslove ako je neprekidna sa desna
i F0 sadrži sve dogadjaje iz F verovatnoće nula. Nadalje će se podrazumevati da
filtracija zadovoljava uobičajene uslove.

Definicija 1.1.8 Stohastički proces {x(t), t ∈ T} je adaptiran u odnosu na filtraciju
{Ft, t ∈ T} ako je za svako t ∈ T slučajna promenljiva x(t) Ft-merljiva.

Stohastički proces {x(t), t ∈ T} adaptiran u odnosu na filtraciju {Ft, t ∈ T},
označava se sa {x(t),Ft, t ∈ T}.

Za dati stohastički proces X = {x(t), t ∈ T}, prirodna filtracija je generisana
samim procesom, tj. FX

t = σ{x(s), s ≤ t} je najmanja σ-algebra u odnosu na
koju je x(s) merljivo za svako s ≤ t. Dakle, X je adaptiran u odnosu na filtraciju
FX = {FX

t , t ∈ T}. Ako je X̃ = {x̃(t), t ∈ T} modifikacija procesa X, tada je i
X̃ adaptiran u odnosu na filtraciju FX , pod uslovom da F0 sadrži sve dogadjaje
verovatnoće nula.

Definicija 1.1.9 Stohastički proces {x(t),Ft, t ≥ 0} je progresivno merljiv ako za
svako t ≥ 0 i B ∈ Bd važi

{(s, ω) : s ≤ t, ω ∈ Ω, x(ω, s) ∈ B} ∈ B([0, t]) ×Ft,

pri čemu je B([0, t]) Borelovo σ-polje nad [0, t].

Odavde sledi da je svaki progresivno merljiv stohastički proces {x(t),Ft, t ≥ 0}
merljiv i adaptiran u odnosu na filtraciju {Ft, t ≥ 0}. Pored ovoga, važe i sledeća
tvrdjenja.

Teorema 1.1.3 Ako je stohastički proces {x(t), t ≥ 0} merljiv i adaptiran u odnosu
na filtraciju {Ft, t ≥ 0}, tada on ima progresivno merljivu modifikaciju.

Teorema 1.1.4 Ako je stohastički proces {x(t), t ≥ 0} adaptiran u odnosu na fil-
traciju {Ft, t ≥ 0} i neprekidan sa desna ili sa leva, tada on ima progresivno merljivu
modifikaciju.

Definicija 1.1.10 Stohastički proces {x(t), t ≥ 0} je proces Markova ako je za
svako s < t i svaki Borelov skup B ∈ Bd,

P{x(t) ∈ B|Fs} = P{x(t) ∈ B|x(s)} skoro izvesno.

Definicija 1.1.11 Stohastički proces {x(t),Ft, t ≥ 0} takav da je E|x(t)| < ∞ za
svako t ≥ 0 je:
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(i) martingal ako je E(x(t)|Fs) = x(s) s.i. za svako 0 ≤ s < t;

(ii) submartingal ako je E(x(t)|Fs) ≥ x(s) s.i. za svako 0 ≤ s < t;

(iii) supermartingal ako je E(x(t)|Fs) ≤ x(s) s.i. za svako 0 ≤ s < t.

Ako je E|x(t)|2 < ∞ za svako t ≥ 0, martingal {x(t),Ft, t ≥ 0} je kvadratno-
integrabilan martingal (submartingal, supermrtingal).

Definicija 1.1.12 Slučajna promenljiva τ : Ω → [0,∞] se naziva vreme zaustav-
ljanja filtracije {Ft, t ≥ 0} ako je {ω : τ(ω) ≤ t} ∈ Ft za svako t ≥ 0.

Definicija 1.1.13 Neka je X = {x(t),Ft, t ≥ 0} progresivno merljiv proces i neka
je τ vreme zaustavljanja. Tada se proces {x(t ∧ τ),Ft, t ≥ 0} naziva zaustavljen
proces od X.

Sledeća teorema predstavlja poznatu Doobovu teoremu (Doob martingale stop-
ping theorem)

Teorema 1.1.5 Neka je {x(t),Ft, t ≥ 0} neprekidan martingal i τ vreme zausta-
vljanja u odnosu na istu filtraciju. Tada za svako 0 ≤ s < t <∞ važi

E(xt∧τ |Fs) = xs∧τ s.i.,

tj. zaustavljen proces {x(t ∧ τ),Ft, t ≥ 0} je takodje martingal.

Definicija 1.1.14 Neprekidan (desno neprekidan) proces X = {x(t),Ft, t ≥ 0},
za koji važi x(0) = 0 skoro izvesno, je lokalni martingal ako postoji neopadajući
niz vremena zaustavljanja {τk, k ≥ 1} u odnosu na fitraciju {Ft, t ≥ 0} tako da je
P{limk→∞ τk = ∞} = 1 i {x(t ∧ τk),Ft, t ≥ 0} je martingal za svako k ≥ 1.

Iz Teoreme 1.1.5 sledi da je svaki martingal i lokalni martingal, dok obrat u
opštem slučaju ne važi.

Definicija 1.1.15 Neka je {x(t),Ft, t ≥ 0} neprekidan stohastički proces. Kvadra-
tna varijacija procesa X je proces < X,X >t definisan kao

< X,X >t (ω) = lim
∆tk→0

∑
tk≤0

|Xtk+1(ω) −Xtk(ω)|2 (u verovatnoći),

pri čemu je 0 = t1 < t2 < . . . < tn = t i ∆tk = tk+1 − tk.

Teorema 1.1.6 Neka filtracija {Ft, t ≥ 0} zadovoljava uobičajene uslove i neka je
{x(t),Ft, t ≥ 0} neprekidan kvadratno-integrabilan martingal takav da je x(0) = 0
skoro izvesno. Tada važi

x2(t) = m(t) + u(t) s.i., t ≥ 0,

gde je m(t) = {m(t),Ft, t ≥ 0} neprekidan martingal, u(t) = {u(t),Ft, t ≥ 0}
neprekidan integrabilan rastući proces i m(0) = u(0) = 0 skoro izvesno. Ova mar-
tingalna dekompozicija je jedinstvena do stohastičke ekvivalentnosti.
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Stohastički proces {u(t),Ft, t ≥ 0} iz prethodne teoreme se naziva kvadratna
varijacija procesa {x(t),Ft, t ≥ 0}.

Naredna teorema poznata je kao teorema o konvergenciji martingala (Doob’s
martingale converegence theorem).

Teorema 1.1.7 Neka je {x(t),Ft, t ≥ 0} desno neprekidan supermartingal. Ako je
sup0≤t<∞Ex−(t) <∞, onda x(t) konvergira skoro izvesno ka slučajnoj promenljivoj
x∞, E|x∞| <∞. Pored toga, ako je E|x(t)| <∞, tada je

E(x(t)|Ft)) → E(x(t)|F∞)), t→ ∞, s.i.

1.2 Proces Brownovog kretanja

Engleski prirodnjak Robert Brown8 je u periodu 1826–1828. godine izučavao kre-
tanje mikroskopski malih čestica kroz tečnost. Primetio je da ove čestice neprekidno
izvode haotično kretanje. Po ovom naučniku ovakvo kretanje je dobilo naziv Brown-
ovo kretanje. Nepotpun matematički opis Brownovog kretanja dao je A. Einstein9

1905. godine, zaključivši na osnovu zakona fizike da do ovakvog kretanja dolazi zbog
neprekidnog sudaranja čestica sa molekulima fluida u kojem se kreću. Izučavanje
Brownovog kretanja nastavili su Smoluhovski, Planck, Lévy itd.

Norbert Wiener, 1918. godine, u svojoj disertaciji daje potpun matematički
opis Brownovog kretanja. Otuda je Wienerov proces sinonim za proces Brownovog
kretanja. Zahvaljujući njegovim rezultatima [167, 168] Brownovo kretanje vǐse nije
predstavljalo samo fizičku pojavu, veći i matematički pojam. Danas se pomoću
procesa Brownovog kretanja (kraće Brownovo kretanje) modeliraju mnoge pojave
iz realnog života, koje su predmet izučavanja mnogih naučnih disciplina, na primer,
u ekonomiji, ekologiji, epidemiologiji, itd.

Definicija 1.2.1 Stohastički proces w = {w(t), t ≥ 0} je m-dimenzionalno Brown-
ovo kretanje ako zadovoljava sledeće uslove:

1. w(0) = 0, skoro izvesno;

2. ima nezavisne priraštaje, tj. za svako 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn, slučajne
promenljive w(t0), w(t1) − w(t0), . . . , w(tn) − w(tn−1) su nezavisne;

3. w(t) − w(s) : N (0, σ2|t− s|I), 0 ≤ s < t gde je I jedinična matrica reda m.

Matrica σ2|t − s|I predstavlja difuzionu matricu Brownovog kretanja, a sred-
nja vrednost procesa je Ew(t) = 0 za svako t ≥ 0. Specijalno, za σ2 = 1,
radi se o standardnom Brownovom kretanju. Komponente wi(t), i = 1,m m-
dimenzionalnog Brownovog kretanja w(t) = (w1(t), . . . , wm(t))T zadovoljavaju uslov
E(wi(t)−wi(s))(wj(t)−wj(s)) = δij(t−s), 0 ≤ s < t pri čemu je δij Diracova delta
funkcija. Prema tome, {wi(t), t ≥ 0} su jednodimenzionalna nezavisna Brownova
kretanja sa raspodelom N (0, σ2t).

Brownovo kretanje ima mnogo važnih osobina medju kojima se izdvajaju sledeće:

8Robert Brown, 1773–1858, škotski botaničar
9Albert Einstein, 1879–1955, nemački fizičar
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– Proces je drugog reda, tj. E|w(t)|2 = σ2t <∞.

– Proces je Markova.

– Srednje kvadratno je neprekidan.

– Skoro izvesno je neprekidan, tj. skoro sve njegove trajektorije su neprekidne
funkcije.

– Skoro sve trajektorije su skoro izvesno nediferencijabilne funkcije u svakoj
tački.

– Proces {w(t),Ft, t ≥ 0} je martingal, tj. za svako t ≥ s ≥ 0 važi

E(w(t)|Fs) = w(s), s.i.;

– Proces {w(ct)√
c
,Fct, t ≥ 0}, c > 0 je Brownovo kretanje (osobina sažimanja).

– Proces y = {y(t),Fy
t , t ≥ 0}, y(t) = t w(1

t
), t > 0, y(0) = 0 s.i. je Brownovo

kretanje (osobina inverzije).

– Proces z = {z(t),F z
t , t ≥ 0}, z(t) = w(t0) − w(t− t0), 0 ≤ t ≤ t0 je Brownovo

kretanje (osobina obrtanja).

– Proces u = {u(t),Fu
t , t ≥ 0}, u(t) = Bw(t), t ≥ 0, BBT = I je Brownovo

kretanje (osobina rotacije).

– Proces {−w(t),Ft, t ≥ 0} je Brownovo kretanje (osobina simetrije).

– Skoro izvesno je neograničene varijacije i konačne srednje-kvadratne varijacije
na svakom segmentu [a, b] ⊂ [0,∞), tj. za proizvoljnu konstantu c ∈ R i
proizvoljnu particiju a = t0 < t1 < . . . < tn = b segmenta [a, b] za koju
maxk=1,n(tk − tk−1) → 0, n→ ∞, sledi

P

{
n∑

k=1

|w(tk) − w(tk−1)| > c

}
→1, kad n→ ∞,

n∑
k=1

|w(tk) − w(tk−1)|2→ σ2(b− a) s.k., kad n→ ∞.

Slabo stacionaran proces ξt koji ima očekivanje nula i konstantnu spektralnu
gustinu S(ν) = S0, ν ∈ R naziva se beli šum. Ako je ξt Gaussov proces, tada se
on naziva Gaussov beli šum. Naziv ”beli šum” potiče iz radiotehnike, gde se ovakvi
procesi javljaju kao modeli šumova pri radiopredaji informacija, s jedne strane, a
sa druge strane iz činjenice da je spektralna gustina nepromenljiva u vremenu, pa
sve učestanosti spektra ovog procesa imaju isti intenzitet, kao kod spektra bele
svetlosti.

Za Gaussov beli šum vrednosti ξt i ξs su medjusobno nekorelirane ako je t ̸= s,
čak i kada su t i s veoma bliske po vrednosti. Štavǐse, disperzija belog šuma je
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−∞ S0dν = +∞, a kod realno mogućih procesa ovaj uslov nije ispunjen. Zbog

toga se njegova korelaciona funkcija ”popravlja” kao K(τ) = 2π S0δ(τ), gde je δ(τ)
Diracova delta-funkcija..

Proces wh(t) = w(t+h)−w(t)
h

, gde je {w(t), t ≥ 0} jednodimenzionalno Brownovo
kretanje, je slabo stacionaran Gaussov proces sa srednjom vrednošću 0 i disperzijom
1/|h|. Kad h→ 0, ne postoji proces kome wh(t) konvergira u raspodeli, pa w(t) nije
skoro izvesno diferencijabilan ni u jednoj tački. Kako njegova korelaciona funkcija
Kh(τ) = 1/|h|max{0, 1 − |τ |/|h|} → δ(τ) kad h → 0, proces wh(t) se u raspodeli
”približava” Gaussovom belom šumu ξt. Zbog toga se proces wh(t) naziva obojeni
šum, a Gaussov beli šum interpretira kao izvod Brownovog kretanja wt tj. ξt = ẇ(t).
Iako Gaussov beli šum ne može biti fizički fenomen, on se koristi kao pogodna
matematička apstrakcija slučajnih uticaja, tj. šumova, na realne procese.

1.3 Integral Itôa

Kako je proces Brownovog kretanja skoro izvesno neograničene varijacije i skoro
sve njegove trajektorije nemaju izvod ni u jednoj tački, stohastički integral po
Brawnovom kretanju se ne može definisati na standardan način kao Riemann–
Stieltjesov ili Lebesgue–Stieltjesov integral. Medjutim, imajući u vidu stohastičku
prirodu Brownovog kretanja, moguće je definisati stohastički integral za široku klasu
stohastičkih procesa.

Četrdesetih godina prošlog veka, nezavisno jedan od drugog i sa sličnim pristu-
pom, I. I. Gikhman10 [36, 37] i K. Itô11 [51, 52, 53, 54, 55] su postavili teoriju sto-
hastičkih diferencijalnih jednačina, a u okviru nje i stohastički integral po Browno-
vom kretanju. Vremenom se zadržao opštiji pristup Itôa, po kome je stohastički
integral po Brownovom kretanju nazvan stohastički integral Itôa.

Godine 1939. mladi matematičar W. Döblin12 poslao je sa francuskog fronta
svoj poslednji rukopis o jednačinama Chapman– Kolmogorova Francuskoj akademiji
nauka. Kako je samo godinu dana kasnije Döblin izvršio samoubistvo pod naletom
nemačke vojske, njegov zapečaćeni rukopis [25] otvoren je tek 2000. godine. Ispo-
stavilo se posle otvaranja da je u rukopisu ”O jednačinama Kolmogorova” [25] razvio
račun koji se može uporediti sa računom [54] do kojeg je kasnije došao Itô, ne znajući
za rad [25] Döblina. Takodje, Döblin je ostavio traga i u proučavanju lanaca i
procesa Markova i skicama svojih ideja razvio matematičko okruženje povoljno za
dalje istraživanje stohastičkih diferencijalnih jednačina. Francuski matematičar, P.
Lévy smatrao je da bi se teorija verovatnoća brže razvijala da je Döblin duže živeo.

Danas, stohastički račun Itôa ima veliki značaj u nauci i ekonomiji, a posebno
u finansijskoj matematici. Na primer, Black–Scholesov model koji se koristi za
modeliranje cena opcija, upravo je zasnovan na ovom računu.

10Iosif Ilyich Gikhman, 1918–1985, ukrajinski matematičar
11Kiyoshi Itô, 1915–2008, japanski matematičar
12Wolfgang Döblin, u Francuskoj poznat kao Vincent Doeblin, 1915–1940, francusko–nemački

matematičar
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1.3.1 Konstrukcija i osobine integrala Itôa

Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatnoća na kome su definisane sve slučajne promen-
ljive i procesi koji će biti razmatrani u nastavku.

Neka je w = {w(t),Ft, t ≥ 0} m-dimenzionalni standardni proces Brownovog
kretanja adaptiran u odnosu na rastuću familiju pod-σ-algebri {Ft, t ≥ 0} σ-algebre
F pri čemu je Ft = σ{w(s), s ≤ t}, Fs ⊂ Ft, s ≤ t i w(t)−w(s) nezavisno u odnosu
na Fs za svako s ≤ t.

U daljem tekstu će M2([t0, T ];Rd×m) označavati familiju stohastičkih procesa
φ = {φ(t), t ∈ [t0, T ]} za koje važi:

1. φ je B ⊗ F -merljiv;

2. φ je adaptiran u odnosu na familiju {Ft, t ≥ 0};

3. ∥φ∥2M2 =
∫ T

t0
E|φ(t)|2dt <∞.

Sa | · | je označena ranije pomenuta trag-norma matrice, tj.

|φ|2 =
d∑

i=1

m∑
j=1

|φij|2 = tr(φφ′).

Prostor (M2([t0, T ];Rd×m), ∥ · ∥M2) je Banachov i u tom prostoru se poistovećuju
φ i φ̃ ako je ∥φ− φ̃∥M2 = 0.

U nastavku će najpre biti definisan stohastički integral stepenastog stohastičkog
procesa iz familije M2([t0, T ];Rd×m), a zatim će definicija biti proširena na čitavu
familiju M2([t0, T ];Rd×m) metodom aproksimacije proizvoljnog procesa iz te fami-
lije nizom stepenastih procesa.

Definicija 1.3.1 Stohastički proces φ ∈ M2([t0, T ];Rd×m) je stepenasti proces ako
postoji particija t0 < t1 < . . . < tn = T, nezavisna od ω, tako da je

φ(t) = φ(tk) s.i., tk ≤ t < tk+1, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Definicija 1.3.2 Neka je φ ∈ M2([t0, T ];Rd×m) stepenasti stohastički proces. Slu-
čajna promenljiva

I(φ) =

∫ T

t0

φ(t)dw(t) :=
n−1∑
k=0

φ(tk)(w(tk+1) − w(tk))

se naziva stohastički integral stepenastog procesa φ u odnosu na proces Brownovog
kretanja w, odnosno, integral Itôa.

U narednoj teoremi je predstavljen postupak konstruisanja integrala Itôa za
proizvoljno φ ∈ M2([t0, T ];Rd×m) pomoću niza stepenastih procesa {φn, n ∈ N}.

Teorema 1.3.1 Neka je w = {w(t),Ft, t ≥ 0} m-dimenzionalno Brownovo kre-
tanje i φ ∈ M2([t0, T ];Rd×m). Tada:
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(i) Postoji niz stepenastih procesa {φn, n ∈ N} tako da

∥φ− φn∥2M2 =

∫ T

t0

E|φ(t) − φn(t)|2dt→ 0, n→ ∞.

(ii) Ako niz stepenastih procesa {φn, n ∈ N} aproksimira φ u smislu ∥φ− φn∥M2

→ 0, n→ ∞ i ako je integral I(φn) definisan kao u Definiciji 1.3.2, tada niz
slučajnih promenljivih {I(φn), n ∈ N} konvergira u srednje kvadratnom smislu
kada n→ ∞.

(iii) Ako su {φn, n ∈ N} i {φ′
n, n ∈ N} dva niza stepenastih procesa koji aproksimi-

raju φ, tada je

s.k. lim
n→∞

I(φn) = s.k. lim
n→∞

I(φ′
n).

Na osnovu Teoreme 1.3.1 se definǐse vǐsedimenzionalan intergal Itôa I(φ) kao
srednje kvadratni limes niza {φn, n ∈ N}, tj.

I(φ) =

∫ T

t0

φ(t)dw(t) := s.k. lim
n→∞

∫ T

t0

φn(t)dw(t).

Kako je φ ∈ M2([t0, T ];Rd×m) onda kada je φij ∈ M2([t0, T ];R), i = 1, d, j =
1,m, integral Itôa je d-dimenzionalan vektor

I(φ) =

∫ T

t0

φ(t)dw(t) =

∫ T

t0

 φ11(t) . . . φ1m(t)
...

φd1(t) . . . φdm(t)


 dw1(t)

...
dwm(t)

 ,
gde je i-ta komponenta vektora I(φ) suma jednodimenzionalnih integrala Itôa, tj.

Ii(φ) =
m∑
j=1

∫ T

t0

φij(t)dwj(t), i = 1, d.

U narednoj teoremi su date neke od najbitnijih osobina integrala Itôa.

Teorema 1.3.2 Neka je φ, ψ ∈ M2([t0, T ];Rd×m) i α, β ∈ R proizvoljne konstante.
Tada je:

1. I(φ) FT -merljivo;

2. EI(φ) = 0;

3. I(αφ+ βψ) = αI(φ) + βI(ψ);

4. E|I(φ)|2 =
∫ T

t0
E|φ(t)|2dt (stohastička integralna izometrija);

5. E[I(φ)I(ψ)] =
∫ T

t0
E[φ(t)ψ(t)]dt.
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Integral Itôa se može definisati pod slabijim uslovima od prethodno navedenih.
Naime, neka je L2([t0, T ];Rd×m) familija stohastičkih procesa koji su B⊗F -merljivi
i adaptirani u odnosu na familiju {Ft, t ≥ 0}, za koju je

P

{∫ T

t0

|φ(t)|2dt <∞
}

= 1.

Iz definicije familije L2([t0, T ];Rd×m) sledi da je ona šira familija u odnosu na
M2([t0, T ];Rd×m).

Može se dokazati da za svako φ ∈ L2([t0, T ];Rd×m) postoji niz {φn, n ∈ N} iz
familije M2([t0, T ];Rd×m) tako da se integral Itôa definǐse kao

I(φ) = lim
n→∞

I(φn) u verovatnoći.

U tom slučaju važe samo osobine 1–3 Teoreme 1.3.2, a ne važe 4 i 5. Medjutim, za
integral Itôa procesa φ ∈ L2([t0, T ];Rd×m) i proizvoljne pozitivne konstante N i ε
važi

P

{∣∣∣∣∫ T

t0

φ(t)dw(t)

∣∣∣∣ > ε

}
≤ P

{∫ T

t0

|φ(t)|2dt > N

}
+
N

ε2
.

1.3.2 Neodredjeni integral Itôa

Definicija 1.3.3 Neka je I{s<t}, t0 ≤ s < t < T indikator skupa [t0, t]. Neodredjeni
integral Itôa procesa φ ∈ M2([t0, T ];Rd×m) u odnosu nam-dimenzionalno Brownovo
kretanje w = {w(t),Ft, t ≥ 0} je d-dimenzionalan stohastički proces x = {x(t), t ∈
[t0, T ]}, pri čemu je

x(t) :=

∫ T

t0

I{s<t}φ(s)dw(s) =

∫ t

t0

φ(s)dw(s), t ∈ [t0, T ].

Osobine neodredjenog integrala Itôa su:

1. x(t) je Ft-adaptirano za svako t ∈ [t0, T ];

2. {x(t),Ft, t ∈ [t0, T ]} ima separabilnu i merljivu modifikaciju;

3. x(t0) = 0 s.i.;

4. x(t) − x(s) =
∫ t

s
φ(u)dw(u), s < t;

5. Ex(t) = 0;

6. E|x(t)|2 =
∫ t

t0
E|φ(s)|2ds;

7. proces {x(t),Ft, t ∈ [t0, T ]} je za φ ∈ M2([t0, T ];Rd×m) kvadratno integrabilni
martingal sa kvadratnom varijacijom

u(t) =

∫ t

t0

|φ(u)|2du;
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8. proces {x(t),Ft, t ∈ [t0, T ]} je skoro izvesno neprekidan;

9. ako je τ vreme zaustavljanja u odnosu na {Ft, t ∈ [t0, T ]}, tada je za φ ∈
M2([t0, T ];Rd×m) zaustavljen proces

x(t ∧ τ) =

∫ t∧τ

t0

φ(s)dw(s), t ∈ [t0, T ],

pri čemu je {x(t ∧ τ),Ft, t ∈ [t0, T ]} martingal u odnosu na {Ft, t ∈ [t0, T ]} i
Ex(t ∧ τ) = 0 (po Teoremi 1.1.5);

10. ako je φ ∈ M2([t0, T ];Rd×m) i ako su ρ i τ dva vremena zaustavljanja takva
da je t0 ≤ ρ ≤ τ ≤ T , tada je

E

(∫ τ

ρ

φ(s)dw(s)

)
= 0, E

∣∣∣∣∫ τ

ρ

φ(s)dw(s)

∣∣∣∣2 = E

∫ τ

ρ

|φ(s)|2dw(s). (1.3)

Analogno Definiciji 1.3.3, neodredjeni integral Itôa se može definisati i pod slabi-
jim uslovima, tj. za stohastičke procese φ ∈ L2([t0, T ];Rd×m). U tom slučaju proces
x = {x(t),Ft, t ∈ [t0, T ]} je merljiv i skoro izvesno neprekidan, ali u opštem slučaju
nije martingal. S druge strane, proces x je lokalni martingal u smislu Definicije
1.1.14, tj. {x(t ∧ τn),Ft, t ∈ [t0, T ]} je martingal, pri čemu je {τn, n ∈ N} niz
vremena zaustavljanja definisanih sa

τn = inf
t∈[t0,T ]

{∫ t

t0

|φ(s)|2ds ≥ n

}
.

Sledeće tvrdjenje, poznato kao Burkholder-Davis-Gundy nejednakost, ima veliku
primenu u stohastičkoj analizi. Dokaz ovog tvrdjenja se može naći u [13, 125], a
njena pobolǰsanja (C1 = 3) u [147, 153].

Teorema 1.3.3 Neka je w = {w(t),Ft, t ≥ 0} m-dimenzionalno Brownovo kretanje
i φ ∈ L2(R+;Rd×m). Tada, za svako p > 0 postoje univerzalne konstante cp i Cp,
koje zavise samo od p, tako da za svako t ≥ 0 važi

cpE

∣∣∣∣∫ t

0

|φ(s)|2ds
∣∣∣∣
p
2

≤ E

(
sup
0≤s≤t

∣∣∣∣∫ s

0

φ(u)dw(u)

∣∣∣∣p) ≤ CpE

∣∣∣∣∫ t

0

|φ(s)|2ds
∣∣∣∣
p
2

,

gde je

cp = (p/2)p, Cp = (32/p)
p
2 , 0 < p < 2;

cp = 1, Cp = 4, p = 2;

cp = (2p)−
p
2 , Cp = (pp+1/2(p− 1)p−1)

p
2 , p > 2.

Dokaz naredne leme može se naći u [63].

Lema 1.3.1 Ako je α(t) ograničena neprekidna funkcija definisana na [0,∞), tada
je

E

[
exp

{∫ t

t0

α(s) dw(s)

}]
= exp

{
1

2

∫ t

t0

α2(s) d(s)

}
, 0 ≤ t0 ≤ t.
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1.3.3 Formula Itôa

U cilju efektivnog rešavanja integrala Itôa koristri se tzv. formula Itôa. Ovu formulu
je prvi uveo K. Itô u radovima [54, 55], a uopštio je Meyer [131]. S obzirom da je
istu formulu izveo i Döblin u svom zapečaćenom rukopisu [25], ova formula se u
njegovu čast sve češće u literaturi naziva formula Itô–Döblina. Osim što se koristi
za odredjivanje vrednosti integrala Itôa, ona se primenjuje i u kvalitativnoj analizi
rešenja stohastičkih diferencijalnih jednačina.

Bez gubljenja opštosti u nastavku se pretpostavlja da je t0 = 0.
Neka je w = {w(t),Ft, t ≥ 0} m-dimenzionalno Brownovo kretanje i neka su

a ∈ L1(R+;Rd) i b ∈ L2(R+;Rd×m) merljivi procesi, adaptirani u odnosu na familiju
{Ft, t ≥ 0}, pri čemu je za svako T > 0,∫ T

0

|a(t)|dt <∞ s.i.,

∫ T

0

|b(t)|2dt <∞ s.i.

Definicija 1.3.4 Neka je a ∈ L1(R+;Rd) i b ∈ L2(R+;Rd × Rm). Neprekidan i
adaptiran d-dimenzionalan stohastički proces {x(t), t ≥ 0} je proces Itôa ako je
oblika

x(t) = x(0) +

∫ t

0

a(s)ds+

∫ t

0

b(s)dw(s). (1.4)

Takodje, proces {x(t), t ≥ 0} ima stohastički diferencijal dx(t) za t ≥ 0, pri čemu je

dx(t) = a(t)dt+ b(t)dw(t).

Prvi integral u izrazu (1.4) je Lebesgueov, dok je drugi integral Itôa. Kako su
oba integrala merljiva, Ft-adaptirana i skoro izvesno neprekidna i proces Itôa ima
iste osobine.

Neka C1,2(R+ × Rd;R) predstavlja familiju funkcija V (t, x) sa neprekidnim iz-
vodima prvog i drugog reda po x i prvog reda po t. Pre nego izložimo formulu Itôa
za vǐsedimenzionalan slučaj, uvedimo sledeće oznake

Vt =
∂V

∂t
, Vx =

(
∂V

∂x1
, . . . ,

∂V

∂xd

)
,

Vxx =

(
∂2V

∂xi∂xj

)
d×d

=


∂2V

∂x1∂x1
. . . ∂2V

∂x1∂xd
...

∂2V
∂xd∂x1

. . . ∂2V
∂xd∂xd

 .

Teorema 1.3.4 (Vǐsedimenzionalna formula Itôa) Neka je {x(t), t ≥ 0} d-
dimenzionalan proces Itôa sa stohastičkim diferencijalom dx(t) = a(t)dt+ b(t)dw(t)
i neka je V ∈ C1,2(R+ ×Rd;R). Tada je {V (t, x(t)), t ≥ 0} takodje proces Itôa koji
ima stohastički diferencijal

dV (t, x(t))

=
[
Vt(t, x(t))+ Vx(t, x(t)) a(t) +

1

2
tr(bT (t)Vxx(t, x(t)) b(t))

]
dt

+Vx(t, x(t)) b(t) dw(t), t ≥ 0. (1.5)
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Izraz (1.5) je poznat kao formula Itôa za stohastičko diferenciranje.

Analogno se definǐse formula Itôa za jednodimenzionalan slučaj:

Teorema 1.3.5 (Formula Itôa) Neka je {x(t), t ≥ 0} jednodimenzionalan proces
Itôa sa stohastičkim diferencijalom dx(t) = a(t)dt + b(t)dw(t) i f : R+ × R → R
neslučajna funkcija sa neprekidnim parcijalnim izvodima f ′

t(t, x), f ′
x(t, x), f ′′

xx(t, x).
Tada je {f(t, x(t)), t ≥ 0} takodje proces Itôa koji ima stohastički diferencijal

df(t, x(t)) = f ′
t(t, x(t)) dt+ f ′

x(t, x(t))dx(t) +
1

2
f ′′
xx(t, x(t)) b2(t) dt, t ≥ 0. (1.6)

1.4 Stohastičke diferencijalne jednačine

Stohastičkim diferencijalnim jednačinama se modeliraju promene stanja realnih si-
stema pod uticajem slučajnih faktora, na primer, cene finansijskih instrumenata
na finansijskim tržǐstima, obim fizičkih sistema podvrgnutih slučajnim uticajima
iz okoline (rast populacije). Ovi modeli sadrže ”beli šum” ξ(t) koji se predstavlja
formalnim (generalisanim) izvodom Brownovog kretanja, tj. ξ(t) = ẇ(t).

Ako je promena stanja sistema modelirana diferencijalnom jednačinom

ẋ(t) = f(t, x(t)) + g(t, x(t)) ξ(t), t ∈ [0, T ], x(0) = x0,

ona se može predstaviti u obliku stohastičke diferencijalne jednačine Itôa nepozna-
tog d-dimenzionalnog procesa x={x(t), t ∈ [0, T ]},

dx(t) = f(t, x(t)) dt+ g(t, x(t)) dw(t), t ∈ [0, T ], x(0) = x0, (1.7)

pri čemu je w = {w(t), t ∈ [0, T ]} m-dimenzionalno Brownovo kretanje, početni
uslov x0 je d-dimenzionalna slučajna promenljiva koja je stohastički nezavisna u
odnosu na w, a f : [0, T ] × Rd → Rd, g : [0, T ] × Rd → Rd × Rm su neslučajne
Borelove funkcije.

S obzirom na Definiciju 1.3.4 stohastičkog diferencijala, jednačina (1.7) ima ekvi-
valentan integralni oblik

x(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s)) ds+ g(s, x(s)) dw(s), t ∈ [0, T ]. (1.8)

Funkcije f(t, x) i g(t, x) predstavljaju koeficijente jednačine (1.7), pri čemu se
funkcija f(t, x) naziva koeficijent prenosa, a funkcija g(t, x) koeficijent difuzije ili
rasipanja.

Nadalje će se podrazumevati da je Ft = σ{x0, w(s), 0 ≤ s ≤ t}. Tada je w(t)
Ft-merljivo za svako t ≥ 0, w(t) − w(s) ne zavisi od Fs za svako t ≥ s i x0 je
F0-merljivo.

Definicija 1.4.1 Merljiv stohastički proces x = {x(t), t ∈ [0, T ]} je strogo rešenje
jednačine (1.7) ako zadovoljava sledeće uslove:
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1. x(t) je Ft-adaptiran proces za svako t ∈ [0, T ];

2.
∫ T

0
|f(t, x(t))| dt <∞, s.i.,

∫ T

0
|g(t, x(t))|2 dt <∞, s.i.;

3. x(0) = x0 s.i.;

4. jednačina (1.8) je zadovoljena s.i. za svako t ∈ [0, T ].

Na osnovu osobina 1 i 2 Definicije 1.4.1 sledi da su i Lebesgueov i Itôv integral na
desnoj strani jednakosti (1.8) dobro definisani i skoro izvesno neprekidni, zbog čega
je i x skoro izvesno neprekidan proces. Oba integrala su jedinstvena do stohastičke
ekvivalentnosti. U tom slučaju, u skladu sa Teoremom 1.1.1, uvek se pretpostavlja
da se radi sa merljivom, separabilnom i skoro izvesno neprekidnom modifikacijom
strogog rešenja.

Definicija 1.4.2 Jednačina (1.7) ima jedinstveno strogo rešenje ako za svaka dva
stroga rešenja x i x̃ važi

P{x(t) = x̃(t), t ∈ [0, T ]} = 1.

U sledećoj teoremi su dati dovoljni uslovi za egzistenciju i jedinstvenost strogog
rešenja jednačine (1.7). Zbog jednostavnosti, nadalje će se umesto termina strogo
rešenje koristiti samo termin rešenje.

Teorema 1.4.1 Neka je w m-dimenzionalano Brownovo kretanje i x0 slučajna pro-
menljiva, nezavisna od w, za koju je E|x0|2 < ∞. Neka su f : [0, T ] × Rd →
Rd, g : [0, T ] × Rd → Rd × Rm Borelove funkcije koje zadovoljavaju globalni Lip-
schitzov uslov i uslov linearnog rasta, tj. postoji konstanta L > 0 tako da za svako
(t, x), (t, y) ∈ [0, T ] × Rd važi

|f(t, x) − f(t, y)| + |g(t, x) − g(t, y)| ≤ L|x− y|,
|f(t, x)|2 + |g(t, x)|2 ≤ L2(1 + |x|2.) (1.9)

Tada postoji jedinstveno skoro izvesno neprekidno rešenje jednačine (1.7) sa osobi-
nom E supt∈[0,T ] |x(t)|2 < ∞. Pored toga, ako je E|x0|p < ∞ za p ≥ 2, tada je
E supt∈[0,T ] |x(t)|p ≤ ∞.

Jednačina (1.7) je često definisana na celoj vremenskoj osi, tj. za t ∈ [0,∞).
Ukoliko Teorema 1.4.1 važi na svakom konačnom podintervalu [0, T ] ⊂ [0,∞), tada
jednačina (1.7) ima jedinstveno rešenje x(t) na celom intervalu [0,∞) i takvo rešenje
naziva se globalno rešenje.

Iz formulacije Lipschitzovog uslova možemo zaključiti da se pri promeni veličine
x koeficijenti f(t, x) i g(t, x) ne menjaju brže nego linearna funkcija od x. To znači
da su koeficijenti f(t, x) i g(t, x) neprekidni po x za svako t ∈ [0, T ]. Zato, Teorema
1.4.1 daje samo dovoljne uslove egzistencije i jedinstvenosti rešenja jednačine (1.7),
jer u slučaju prekidnih funkcija f(t, x) i g(t, x) rešenje ove jednačine ne mora biti
skoro izvesno neprekidno. Odavde zaključujemo da je Lipschitzov uslov isuvǐse
restriktivan. Egzistencija i jedinstvenost rešenja jednačine (1.7) se mogu dokazati
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pod slabijim tzv. lokalnim Lipschitzovim uslovom koji proširuje klasu dopustivih
funkcija za f i g neprekidno diferencijabilnim funkcijama. S druge strane, kako
mnoge funkcije (npr. −|x|2x) ne zadovoljavaju uslov linearnog rasta, on može biti
oslabljen tzv. uslovom monotonosti.

Naredna teorema predstavlja uopštenje Teoreme 1.4.1 o egzistenciji i jedin-
stvenosti globalnog rešenja pod oslabljenim uslovima.

Teorema 1.4.2 Neka je w m-dimenzionalano Brownovo kretanje i x0 slučajna pro-
menljiva, nezavisna od w, za koju je E|x0|2 < ∞. Neka su f : [0, T ] × Rd → Rd,
g : [0, T ] × Rd → Rd × Rm Borelove funkcije koje zadovoljavaju lokalni Lipschitzov
uslov i uslov monotonosti, tj. za svaki realan broj T > 0 i prirodan broj n ≥ 1
postoje pozitivne konstante LT,n i LT tako da za svako (t, x), (t, y) ∈ [0, T ] × Rd,
|x| ∨ |y| ≤ n važi

|f(t, x) − f(t, y)| + |g(t, x) − g(t, y)| ≤ LT,n|x− y|,

xTf(t, x) +
1

2
|g(t, x)|2 ≤ LT (1 + |x|2). (1.10)

Tada postoji jedinstveno globalno rešenje {x(t), t ∈ [0, T ]} jednačine (1.7) tako da
je E supt∈[0,T ] |x(t)|2 <∞.

Teorema 1.4.2 važi i ukoliko se uslov monotonosti (1.10) zameni uslovom linear-
nog rasta (1.9).

Ako se za koeficijente f i g jednačine (1.7) uvede dodatna pretpostavka da je

f(t, 0) = 0 s.i. i g(t, 0) = 0 s.i., t ∈ [0, T ],

jednačina (1.7) ima rešenje x(t) ≡ 0 koje odgovara početnom uslovu x(0) = 0. Ovo
rešenje se naziva trivijalnim rešenjem ili položajem ravnoteže jednačine (1.7).

1.4.1 Stabilnost stohastičkih diferencijalnih jednačina

Teorija stohastičke stabilnosti ili stabilnosti (rešenja) stohastičkih diferencijalnih
jednačina počela je da se razvija šezdesetih godina prošlog veka. Njeni osnovni
principi preuzeti su iz teorije stabilnosti običnih diferencijalnih jednačina kojima se
opisuju dinamički sistemi. Kako je mali broj običnih diferencijalnih jednačina efekti-
vno rešiv, mogućnost predvidjanja ponašanja rešenja u beskonačnom vremenskom
intervalu postala je predmet interesovanja mnogih naučnika. Razvoj kvalitativne i
kvantitativne analize rešenja običnih diferencijalnih jednačina našao je veliku pri-
menu u mnogim oblastima nauke i tehnike.

Da bi se razumele osnovne ideje teorije stohastičke stabilnosti, ovde će biti
izložen mali osvrt na stabilnost diferencijalnih jednačina.

Stabilnost običnih diferencijalnih jednačina

Ruski matematičar Aleksandr M. Lyapunov13 je 1892. godine u svojoj doktorskoj
disertaciji [110] prvi izneo koncept stabilnosti dinamičkih sistema koji se opisuju

13Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, 1857–1918, ruski matematičar i fizičar
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običnim diferencijalnim jednačinama. On je razmatrao modifikacije nelinearnog
sistema da bi se on stabilizovao u blizini položaja ravnoteže, bez nalaženja tačnog
rešenja sistema. Njegov rad, prvobitno objavljen na ruskom, a kasnije preveden
i na francuski jezik, nije privukao veliku pažnju naučnika, a ni javnosti. Naglo
interesovanje počinje za vreme hladnog rata (1953–1962), kada tzv. druga metoda
Lyapunova nalazi veliku primenu u kontroli sistema navodjenja aviona. Počev od
tada, teorija stabilnosti dinamičkih sistema se naglo razvija . Mnogi naučnici, medju
kojima treba istaći Letova [95], Kalmana [65], LaSallea [93], Parksa [141] i Hahna
[41], nastavili su istraživanja u ovoj oblasti. Zbog aktuelnosti i velike primenljivosti,
teorija stabilnosti je i danas predmet istraživanja velikog broja naučnika.

Pojednostavljen opis koncepta stabilnosti je u tome da je sistem stabilan ako
sva rešenja dinamičkog sistema koja su u početnom trenutku bila u blizini položaja
ravnoteže, ostaju u njegovoj blizini duž cele vremenske ose. Stabilnost sistema znači
neosetljivost sistema na male promene početnih uslova. Za detalje pogledati Hahn
[41], Lakshmikantham [90], Janković [56].

Razmotrimo d-dimenzionalnu običnu diferencijalnu jednačinu

ẋ(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0,∞), x(0) = x0 ∈ Rd. (1.11)

Neka postoji jedinstveno rešenje jednačine (1.11) definisano na [0,∞) i neka je
f(0, t) = 0 za svako t ∈ [0,∞), tj. jednačina (1.11) ima trivijalno rešenje x(t) ≡
0. Može se primetiti da se ispitivanje stabilnosti bilo kog rešenja diferencijalne
jednačine (1.11) uvek može svesti na ispitivanje stabilnosti trivijalnog rešenja.

Definicija 1.4.3 Trivijalno rešenje jednačine (1.11) je stabilno ako za svako ε > 0
postoji δ = δ(ε, 0) > 0 tako da je

|x(t; 0, x0)| < ε, t ≥ 0

kad god je |x0| < δ. Inače, rešenje je nestabilno. Trivijalno rešenje je asimptotski
stabilno ako je stabilno i ako postoji δ0 = δ0(0) > 0 tako da je

lim
t→∞

x(t; 0, x0) = 0

kad god je |x0| < δ0.

Na osnovu ove definicije može se zaključiti da bi ispitivanje stabilnosti rešenja
bilo relativno jednostavno ako bi jednačina bila rešiva. Medjutim, to uglavnom
nije slučaj. Ogroman doprinos Lyapunova teoriji stabilnosti je u tome što je on
1892. godine razvio metodu koja ne zahteva poznavanje tačnog rešenja sistema. Ta
metoda je poznata kao direktna (ili druga) metoda Lyapunova.

Neka je K familija neprekidnih neopadajućih funkcija µ : R+ → R+ , µ(0) = 0,
µ(r) > 0, za r > 0. Za funkciju V : R+×Rd → R+ kažemo da je pozitivno-definitna
(u smislu Lyapunova) ako je V (0, t) ≡ 0 i ako postoji µ ∈ K tako da je

V (t, x) ≥ µ(|x|), (t, x) ∈ R+ × Rd.
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Sa C1,1([0,∞) × Rd;R+) označimo familiju neprekidnih funkcija V (t, x) koje su
jednom neprekidno diferencijabilne po x i po t. Ako je x(t) rešenje jednačine (1.11),
definǐsimo funkciju v(t) := V (t, x(t)). Tada je

v̇(t)=Vt(t, x(t))+Vx(t, x(t))f(t, x(t)).

Ako je v̇(t) ≤ 0, onda je v(t) nerastuća. S obzirom da je V (t, x(t)) pozitivno-
definitna funkcija, ”rastojanje” rešenja x(t) od položaja ravnoteže, ”mereno” funkci-
jom V (t, x(t)), takodje ne raste. Ako je v̇(t) < 0, tada v(t) opada ka 0, tj. v(t) ↓ 0
kad t → ∞, pa u tom slučaju i x(t) ↓ 0 kad t → ∞. Ova ideja dovodi do sledeće
teoreme poznate kao teorema Lyapunova.

Teorema 1.4.3 Pretpostavimo da postoji pozitivno-definitna funkcija V (t, x) ∈ C1,1

([0,∞) × Rd;R+) tako da je

V̇ (t, x)=Vt(t, x(t))+Vx(t, x(t))f(t, x(t)) ≤ 0

za svako (t, x) ∈ [0,∞) × Rd. Tada je trivijalno rešenje jednačine (1.11) stabilno.

Funkcija V (t, x) koja zadovoljava uslove prethodne teoreme, naziva se funkcija
Lyapunova.

Stohastička stabilnost

Američki naučnik R.S. Bucy14 je u radu [12] iz 1965. godine primenio metodu
Lyapunova za ispitivanje stabilnosti rešenja nelinearnih diferencnih jednačina koje
sadrže slučajnu komponentu. Pretpostavivši da funkcija Lyapunova mora biti nene-
gativan supermartingal i koristeći teoremu o konvergenciji martingala, on je postavio
dovoljne uslove kako za stabilnost u verovatnoći, tako i za stabilnost momenta
rešenja sistema. Uopštenje njegovih rezultata na stohastičke diferencijalne jednačine
ubrzo je napravio Kushner15 u radu [89]. Khasminskii16[72] 1967. godine razmatra
dovoljne uslove za skoro izvesnu stabilnost rešenja linearnih stohastičkih diferen-
cijalnih jednačina. S ozirom da su rezultati teorije stohastičke stabilnosti polovi-
nom prošlog veka naǐsli na veliku primenu u mehanici, tehnici, biologiji, medicini i
drugim oblastima nauke i tehnike, mnogi naučnici su bili motivisani da se bave prob-
lemom stabilnosti različitih vrsta stohastičkih diferencijalnih jednačina, na primer,
Khasminskii [48, 73, 74], Coleman [21], Zabczyk [182], Ichikawa [50], Curtain [22],
Mohammed [134], Mao [111, 125] , Shaikhet [154, 157, 158] i drugi.

Postoje različite definicije stabilnosti stohastičkih diferencijalnih jednačina, pri
čemu se izdvajaju tri osnovna tipa: stabilnost u verovatnoći (stohastička stabil-
nost), skoro izvesna eksponencijalna stabilnost i eksponencijalna stabilnost mome-
nata rešenja. Kao i u determinističkom slučaju, neka je C1,2([0,∞)×Rd;R+) familija
nenegativnih funkcija V (t, x) koje su jednom neprekidno diferencijabilne po t i dva
puta po x. Diferencijalni operator L, pridružen jednačini (1.7), definǐse se na sledeći
način,

14Richard Snowden Bucy, 1935– , američki fizičar i matematičar
15Harold Joseph Kushner, 1933– , američki matematičar
16Rafail Zalmanovich Khasminskii, 1931– , ruski matematičar
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L=
∂

∂t
+

d∑
i=1

fi(t, x)
∂

∂xi
+

1

2

d∑
i,j=1

[
gT (t, x)g(t, x)

]
ij

∂2

∂xi∂xi
. (1.12)

Jasno je da za V ∈ C1,2([0,∞) × Rd;R+) važi

LV (t, x)=Vt(t, x)+Vx(t, x)f(t, x)+
1

2
tr
[
gT (t, x)Vxx(t, x)g(t, x)

]
.

U nastavku su navedene defnicije i teoreme za svaki tip stabilnosti. Za detalje
pogledati [45, 73, 75, 90, 125, 134, 154].

Stabilnost u verovatnoći

Stabilnost u verovatnoći (stohastička stabilnost) predstavlja prirodno uopštenje sta-
bilnosti rešenja u determinističkom slučaju, što se vidi iz sledeće definicije.

Definicija 1.4.4 Trivijalno rešenje jednačine (1.7) je stohastički stabilno ili sta-
bilno u verovatnoći ako za svako ε ∈ (0, 1) i r > 0, postoji δ = δ(ε, r, 0) > 0 tako da
je

P

{
sup
t≥0

|x(t; 0, x0)| < r

}
≥ 1 − ε

kad god je |x0| < δ. Inače, rešenje je stohastički nestabilno.

Definicija 1.4.5 Trivijalno rešenje jednačine (1.7) je stohastički asimptotski sta-
bilno ako je stohastički stabilno i ako za svako ε ∈ (0, 1), postoji δ = δ(ε, 0) > 0
tako da je

P
{

lim
t→∞

x(t; 0, x0) = 0
}
≥ 1 − ε

kad god je |x0| < δ.

Naredna teorema predstavlja uopštenje Teoreme Lyapunova 1.4.3 na stohastički
slučaj.

Teorema 1.4.4 Pretpostavimo da postoji pozitivno-definitna funkcija V (t, x) ∈ C1,2

([0,∞) × Rd;R+) tako da je

LV (t, x) ≤ 0

za svako (t, x) ∈ [0,∞) × Rd, tada je trivijalno rešenje jednačine (1.7) stohastički
stabilno.

Funkcija V (t, x) iz prethodne teoreme se naziva stohastička funkcija Lyapunova.
Osnovni problem ispitivanja stohastičke stabilnosti predstavlja kako naći odgo-
varajuću funkciju Lyapunova . U tu svrhu postoje mnogobrojne tehnike. Na primer,
za V (t, x) se može uzeti xTQx, gde je Q kvadratna matrica, ili |x|p, p > 0, što zavisi
od samih koeficijenata jednačine. O ovome će vǐse biti reči u narednim poglavljima.
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Skoro izvesna eksponencijalna stabilnost

Definicija 1.4.6 Trivijalno rešenje jednačine (1.7) je skoro izvesno eksponenci-
jalno stabilno ako je

lim sup
t→∞

log |x(t; 0, x0)|
t

< 0 s.i. (1.13)

za svako x0 ∈ Rd.

Leva strana relacije (1.13) se naziva eksponent Lyapunova trajektorije rešenja.
Očigledno, trivijalno rešenje sistema je skoro izvesno eksponencijalno stabilno ako
i samo ako je eksponent Lyapunova negativan. Iz definicije sledi da skoro izvesna
eksponencijalna stabilnost znači da skoro sve trajektorije rešenja eksponencijalno
brzo teže ka trivijalnom rešenju kad t→ ∞.

Sledeća teorema daje uslove skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti rešenja
jednačine (1.7) u terminima funkcije Lyapunova.

Teorema 1.4.5 (Mao, [125]) Neka postoji pozitivno-definitna funkcija V (t, x) ∈
C1,2([0,∞) × Rd;R+) i konstante p, c1 > 0, c2 ∈ R i c3 ≥ 0 tako da je za svako
x ̸= 0 i t ≥ 0 :

(i) c1|x|p ≤ V (t, x);

(ii) LV (t, x) ≤ c2V (t, x);

(iii) |Vx(t, x)g(t, x)|2 ≥ c3V
2(t, x).

Tada je

lim sup
t→∞

log |x(t; 0, x0)|
t

≤ −c3 − 2c2
2p

s.i.

za svako x0 ∈ Rd. Ako je c3 > 2c2, trivijalno rešenje sistema (1.7) je skoro izvesno
eksponencijalno stabilno.

Eksponencijalna stabilnost momenta rešenja

Razmotrimo eksponencijalnu stabilnost momenta reda p, p > 0, ili kraće eksponen-
cijalnu Lp-stabilnost rešenja. Neka je Lp(Ω;Rd) familija stohastičkih promenljivih
x ∈ Rd, E|x|p <∞.

Definicija 1.4.7 Trivijalno rešenje jednačine (1.7) je eksponencijalno Lp-stabilno
ako postoje pozitivne konstante λ i C tako da je

E|x(t; 0, x0)|p ≤ C E|x0|p e−λt, t ≥ 0 (1.14)

za svako x0 ∈ Lp(Ω;Rd). Ako je p = 2, trivijalno rešenje je srednje kvadratno
eksponencijalno stabilno.
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Relacija (1.14) može se ekvivalentno zapisati na sledeći način,

lim sup
t→∞

logE|x(t; 0, x0)|p

t
< −λ. (1.15)

Leva strana relacije (1.15) se naziva eksponent Lyapunova momenta reda p.
Očigledno, eksponent Lyapunova momenta reda p je negativan i nije veći od −λ.
Eksponencijalna Lp-stabilnost podrazumeva da se moment rešenja reda p približava
trivijalnom rešenju eksponencijalno brzo kad t→ ∞.

Teorema 1.4.6 (Mao, [125]) Neka postoji pozitivno-definitna funkcija V (t, x) ∈
C1,2([0,∞)×Rd;R+) i pozitivne konstante c1, c2, c3, tako da za svako (t, x) ∈ [0,∞)×
Rd važi:

(i) c1|x|p ≤ V (t, x) ≤ c2|x|p;

(ii) LV (t, x) ≤ −c3V (t, x).

Tada je

E|x(t; 0, x0)|p ≤
c1
c2

|x0|p e−c3t, t ≥ 0

za svako x0 ∈ Rd, tj. trivijalno rešenje je eksponencijalno Lp-stabilno. Štavǐse,
eksponent Lyapunova momenta reda p nije veći od −c3.

U opštem slučaju eksponencijalna Lp-stabilnost i skoro izvesna stabilnost ne
impliciraju jedna drugu i za to su potrebni dodatni uslovi koji su predstavljeni u
sledećoj teoremi.

Teorema 1.4.7 (Mao, [125]) Neka postoji pozitivna konstanta K tako da za svako
(t, x) ∈ [0,∞) × Rd važi

xTf(t, x) ∨ |g(t, x)|2 ≤ K|x|2.

Tada, ako je trivijalno rešenje jednačine (1.7) eksponencijalno Lp-stabilno, onda je
i skoro izvesno eksponencijalno stabilno.

1.5 Stohastičke funkcionalne diferencijalne

jednačine

Često se u primenama, radi jednostavnijeg matematičkog modeliranja, pretpostavlja
da sistem koji se razmatra ne zavisi od prošlog stanja sistema. Medjutim, da
bi se razmatrani sistem što realnije opisao, neophodno je uzeti u obzir i prošlost
sistema. Stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine (SFDJ) predstavljaju
matematičku formulaciju takvih sistema. Predmet proučavanja u ovoj oblasti su
najčešće egzistencija, jedinstvenost i stabilnost, kao i kvalitativna i kvantitativna
svojstva rešenja. Osnove ove teorije postavili su Mohamed [134], Mao [125], Kol-
manovskii [77] i drugi.
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Kao i ranije, neka su sve slučajne promenljive i procesi definisani na prostoru
verovatnoća (Ω,F , {Ft}t≥0, P ) sa filtracijom {Ft}t≥0 koja zadovoljava uobičajene
uslove (tj., rastuća je, neprekidna sa desna i F0 sadrži sve dogadjaje verovatnoće
nula).

Za fiksirano τ > 0, neka je C([−τ, 0];Rd) familija neprekidnih funkcija φ :
[−τ, 0] → Rd, sa supremum-normom ||φ|| = sup−τ≤θ≤0 |φ(θ)|. Pritom je (C([−τ, 0];
Rd), || · ||) Banachov prostor. Familiju svih ograničenih F0-merljivih slučajnih
promenljivih iz C([−τ, 0];Rd) označimo sa Cb

F0
([−τ, 0];Rd). Za p > 0 i t ≥ 0,

neka je Lp(Ω,F0, C([−τ, 0],Rd)) familija svih F0-merljivih slučajnih promenljivih iz
C([−τ, 0];Rd), φ = {φ(θ) : −τ ≤ t ≤ 0} tako da je E||φ||p <∞.

U ovom poglavlju se razmatra SFDJ oblika

dx(t) = f(t, xt) dt+ g(t, xt) dw(t), t ∈ [0, T ], (1.16)

x0 = ξ,

pri čemu su funkcionali

f : [0, T ] × C([−τ, 0];Rd) → Rd, g : [0, T ] × C([−τ, 0];Rd) → Rd×m

Borel merljivi, x(t) je d-dimenzionalan proces i xt = {x(t + θ), θ ∈ [−τ, 0]} je
stohastički proces iz familije C([−τ, 0];Rd) koji se interpretira kao prošlost datog
stanja. Zbog zavisnosti od prošlosti, početni uslov se mora zadati na čitavom inter-
valu [−τ, 0], tj.

x0 = ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]},
pri čemu je ξ F0-merljiva slučajna promenljiva iz familije C([−τ, 0];Rd), za koju
važi E||ξ||2 <∞.

Definicija 1.5.1 Za d-dimenzionalan stohastički proces {x(t), t ∈ [−τ, T ]} se kaže
da je rešenje jednačine (1.16) ako je skoro izvesno neprekidan, {xt, t ∈ [0, T ]} je

Ft-adaptiran,
∫ T

0
|f(t, xt)| dt < ∞ s.i.,

∫ T

0
|g(t, xt)|2 dt < ∞ s.i., x0 = ξ s.i. i za

svako t ∈ [0, T ] integralni oblik jednačine (1.16) je skoro izvesno zadovoljen.

Definicija 1.5.2 Rešenje {x(t), t ∈ [−τ, T ]} je jedinstveno ako je bilo koje drugo
rešenje {x̃(t), t ∈ [−τ, T ]} stohastički ekvivalentno tom rešenju, tj. ako je

P{x(t) = x̃(t), t ∈ [−τ, T ]} = 1.

Sledeći fundamentalan rezultat u teoriji stohastičkih funkcionalnih diferencijal-
nih jednačina se može naći u, npr. [125].

Teorema 1.5.1 (Mao, [125]) Ako za funkcionale f i g važe uniformni Lipschitzov
uslov i uslov linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0, tako da je

|f(t, φ) − f(t, ψ)| ∨ |g(t, φ) − g(t, ψ)| ≤ K||φ− ψ||,
|f(t, φ)| ∨ |g(t, φ)| ≤ K(1 + ||φ||)

za svako t ∈ [0, T ] i φ, ψ ∈ C([−τ, 0];Rd), tada postoji jedinstveno, skoro izvesno
neprekidno rešenje x(t) jednačine (1.16). Štavǐse, ako je E||ξ||p < ∞ za p ≥ 2,
tada je E sup−τ≤t≤T |x(t)|p <∞.

Ako je f(t, 0) ≡ 0 i g(t, 0) ≡ 0, jednačina (1.16) ima rešenje x(t) ≡ 0 koje
odgovara početnom uslovu x0 = 0. Ovo rešenje se naziva trivijalno rešenje jednačine
(1.16).
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1.5.1 Stabilnost stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih
jednačina

U nastavku su navedene definicije i teoreme teorije stabilnosti stohastičkih fun-
kcionalnih diferencijalnih jednačina, koje se mogu naći u, na primer, [77].

Analogno definicijama iz Poglavlja 1.4.1, definǐsu se tri osnovna tipa stabilnosti
za stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine.

Definicija 1.5.3 Trivijalno rešenje jednačine (1.16) je stohastički stabilno ako za
svako ε ∈ (0, 1) i r > 0 postoji δ = δ(ε, r, 0) > 0, tako da je

P{|x(t; ξ)| > r, t ≥ 0} ≤ ε,

za svaki početni uslov ξ ∈ Cb
F0

([−τ, 0];Rd) za koji je P{||ξ|| ≤ δ} = 1.

Definicija 1.5.4 Trivijalno rešenje jednačine (1.16) je skoro izvesno eksponenci-
jalno stabilno ako je

lim sup
t→∞

log |x(t; ξ)|
t

< 0 s.i. (1.17)

za svako ξ ∈ Cb
F0

([−τ, 0];Rd).

Definicija 1.5.5 Trivijalno rešenje jednačine (1.16) je eksponencijalno Lp-stabilno
ako postoje pozitivne konstante λ i C tako da je

E|x(t; ξ)|p ≤ C E||ξ||p e−λt, t ≥ 0. (1.18)

Neka je V : [0,∞) × Rd → R+ funkcional oblika V (t, φ) := V (t, φ(0), φ(θ)),
−τ ≤ θ ≤ 0. Za φ = xt definǐsimo funkciju

Vφ(t, x) := V (t, φ) = V (t, xt) = V (t, x, x(t+ θ)), −τ ≤ θ ≤ 0,

gde je x = φ(0) = x(t).
Neka je C1,2([0,∞) × Rd;R+) familija funkcionala V (t, φ) tako da su za skoro

svako t ≥ 0 neprekidni prvi i drugi izvod po x od Vφ(t, x), dok je prvi izvod po t
neprekidan. Primenom operatora L (1.12) pridruženog jednačini (1.16), dobija se

LV (t, xt)=
∂Vφ(t, x)

∂t
+fT (t, xt)

∂Vφ(t, x)

∂x
+

1

2
tr

[
gT (t, xt)

∂2Vφ(t, x)

∂x2
g(t, xt)

]
.

Prirodno je uopštiti metod Lyapunova predstavljen u Poglavlju 1.4.1 na ovaj tip
stohastičkih jednačina. Kao rezultat toga dobijene su sledeće teoreme koje se mogu
naći u [77, 158].

Teorema 1.5.2 (Shaikhet, [158]) Neka postoji funkcional V (t, φ) ∈ C1,2([0,∞)×
Rd;R+) i konstante c1, c2 > 0, p ≥ 2 tako da važi

V (t, xt) ≥ c1|x(t)|p, V (0, ξ) ≤ c2||ξ||p,

LV (t, xt) ≤ 0, t ≥ 0,

za svako x(t) ∈ Rd i početni uslov ξ, P{||ξ|| ≤ δ} = 1, gde je δ > 0 dovoljno mali
broj. Tada je trivijalno rešenje jednačine (1.16) stohastički stabilno.
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Teorema 1.5.3 (Shaikhet, [158]) Neka postoji funkcional V (t, φ) ∈ C2,1([0,∞)
× Rd;R+) i konstante p > 0 i λ > 0 tako da važi

EV (t, xt) ≥ c1e
λtE|x(t)|p, t ≥ 0, EV (0, ξ) ≤ c2E||ξ||p,

ELV (t, xt) ≤ 0, t ≥ 0.

Tada je trivijalno rešenje jednačine (1.16) eksponencijalno Lp-stabilno.

Osnovni problem u ispitivanju stabilnosti jednačine (1.7) bio je kako pronaći
odgovarajuću stohastičku funkciju Lyapunova. U ovom slučaju, problem se dodatno
komplikuje jer je potrebno pronaći odgovarajući funkcional koji će zadovoljiti uslove
prethodne teoreme, a koji se naziva funkcional Lyapunova.

Metoda Razumikhina

Postoji brojna literatura na temu konstrukcije funkcionala Lyapunova, a posebno
se ističu Shaikhet17 [155, 156, 158] i Kolmanovskii18 [75, 77, 80, 81] svojim knjigama
i radovima. Činjenica je da, bez obzira na brojne tehnike i metode, konstrukcija
funkcionala nije laka ni pogodna u praktičnim primerima. Metoda Razumikhina u
nekim slučajevima omogućava prevazilaženje ovih poteškoća.

Zbog lakšeg razumevanja ove metode, izložen je kratak osvrt na stabilnost
funkcionalnih diferencijalnih jednačina, gde se i nalaze počeci primene ove tehnike
(za vǐse detalja pogledati [40, 43, 79]).

Metoda Razumikhina u determinističkom slučaju

Osnovne poteškoće u primeni direktne metode Lyapunova u diferencijalnim jed-
načinama sa pomerenim argumentima formulisao je L.E. Elsgolts19 [31] 1954. go-
dine. Glavni problem je odrediti znak diferencijala Lyapunova koji predstavlja
funkciju od 2n promenljivih (funkcionala) ukoliko je razmatrana jednačina reda n.
Ubrzo je rešenje ovih poteškoća dao B.S. Razumikhin20 [149, 150]. On je razma-
trao stabilnost diferencijalnih jednačina u terminima funkcije Lyapunova koju je
lakše konstruisati nego funkcionale. Otuda se ova metoda naziva metoda Lyapunov-
Razumikhina. Njegov rad su kasnije proširili Driver [27] i Forumochi [33] na funkcio-
nalne diferencijalne jednačine, a Kato [67] na diferencijalne jednačine sa beskonačnim
kašnjenjem.

Nasuprot tome, 1956. godine, N.N. Krasovskii21 u svojim radovima [84, 85,
86] uopštava direktnu metodu Lyapunova razmatrajući diferencijalne jednačine sa
pomerenim argumentima. Odgovarajuća funkcija Lyapunova zapravo je funkcional
V (xt) koji ”meri” odstupanje xt od trivijalnog rešenja. Krasovskii daje dovoljne
uslove za asimptotsku stabilnost u slučaju kada je V (xt) negativno-semidefinitna
matrica. LaSalle22 [92] je 1960. godine uopštio ovu metodu pa se ona često naziva

17Leonid Shaikhet, 1948– , ukrajinski matematičar
18Vladimir Borisovich Kolmanovskii, 1942– , ruski matematičar
19Lev Ernestovich Elsgolts, 1909–1967, ruski matematičar
20Boris Sergeevich Razumikhin, 1918–1988, ruski fizičar i matematičar
21Nikolai Nikolaevich Krsovskii, 1924-2012, ruski matematičar
22Joseph Pierre La Salle, 1916–1983, američki matematičar
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Krasovskii-LaSalle ili Lyapunov-Krasovskii metoda. Teoreme ovog tipa imaju važnu
ulogu u teorijskom ispitivanju, ali se u praksi često teško primenjuju zbog veoma
komplikovane konstrukcije funkcionala Lyapunova, iako su u medjuvremenu razvi-
jene brojne tehnike za ovu konstrukciju (pogledati, na primer [32, 45]).

Kako bi osnovna ideja Razumikhina bila objašnjena, razmatra se sledeća dife-
rencijalna jednačina sa pomerenim argumentom

ẋ(t) = f(x(t), x(t− h)), h = const. > 0, t ≥ 0, (1.19)

gde je x(t) rešenje ove diferencijalne jednačine sa vrednostima u Rn, a funkcija
f(x, y) je neprekidno diferencijabilna i ima 2n skalarnih argumenata. Neka za za-
dati početni uslov x0(t), t ∈ [−h, 0] postoji jedinstveno rešenje jednačine (1.19).
Bez gubljenja opštosti, pretpostavlja se da je f(0, 0) = 0, kako bi jednačina imala
trivijalno rešenje x(t) ≡ 0 .

Neka je funkcija V (x) definisana i neprekidno diferencijabilna u nekoj okolini
G ⊂ Rn trivijalnog rešenja takva da je V (0) = 0, V (x) > 0 za svako x ∈ G \ {0}.
Izvod funkcije V u odnosu na sistem (1.19) je oblika

dV (x(t))

dt
=

n∑
i=1

Vxi
(x)ẋi = (gradV (x), ẋ)

gde je gradV (x) = (Vx1(x), ..., Vxn(x)) i ( · , · ) je skalarni proizvod vektora.
L.E. Elsgolts [31], razmatrajući stabilnost trivijalnog rešenja jednačine (1.19)

na način opisan u Poglavlju 1.4.1 (Teorema 1.4.3), dokazao je da je dovoljan uslov
stabilnosti da je V (x(t)) opadajuća funkcija, tj. V̇ (x(t)) ≤ 0. Takva funkcija
se naziva funkcija Lyapunova. Ako je n = 1, uobičajena funkcija Lyapunova je
V (x) = x2. Tada je

V̇ (x(t)) = 2x(t)ẋ(t) = 2x(t)f(x(t), x(t− h)).

Odavde sledi da je nejednakost V̇ (x(t)) ≤ 0 zadovoljena ako je xf(x, y) ≤ 0 za
dovoljno malo |x| i |y|, što znači da mora biti f(0, y) ≡ 0. Ovaj uslov znatno sužava
klasu jednačina koje ovom metodom mogu biti razmatrane, što je osnovni problem
primene metode Lyapunova na funkcionalne diferencijalne jednačine.

B.S. Razumikhin [149] je modifikovao ovaj pristup i učinio ga primenljivijim i
jednostavnijim od dotadašnje primene funkcionala Lyapunova.

Objasnimo osnovnu ideju Razumikhina. Da bismo pokazali da trajektorija
rešenja koja polazi iz male okoline trivijalnog rešenja u toj okolini ostaje i u bu-
dućnosti, potrebno je da je V̇ (x(t)) ≤ 0. Medjutim, nije neophodno da V (x(t))
bude opadajuća sve vreme. Dovoljno je da trajektorija koja odgovara rešenju ne
izlazi iz okoline trivijalnog rešenja. Dakle, ako je okolina definisana nejednakošću
V (x(t)) < δ, (δ = const. > 0), bilo bi dovoljno zahtevati da je V̇ (x(t)) ≤ 0 kad
je V (x(t)) = δ i V (x(t − h)) < δ, gde poslednja nejednakost opisuje ponašanje
trajektorije stabilnog rešenja u početnom trenutku. Zato, za stabilnost trivijalnog
rešenja uslov xf(x, y) ≤ 0 ne mora biti zadovoljen za svako dovoljno malo |x| i
|y|, već samo za one x i y za koje je |y| < |x|. Ovaj uslov znatno proširuje klasu
jednačina (1.19) čiju stabilnost možemo ispitati korǐsćenjem funkcije Lyapunova.

Preciznija formulacija ove ideje data je sledećom teoremom koja se može naći u
[135].
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Teorema 1.5.4 Neka postoji funkcija Lyapunova V : G → R takva da je V (y) <
V (x), za x, y ∈ G i

(gradV (x), f(x, y)) ≤ 0.

Tada je trivijalno rešenje jednačine (1.19) stabilno.

Metoda Razumikhina u stohastičkom slučaju

Ideju Razumikhina je na stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine proširio
X. Mao23 1996. godine u svom radu [117]. Od tada počinje ekspanzija primene ove
metode na različite tipove stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina, na
primer u radovima Mao [118, 119], Janković [59, 143], Peng [145, 146], Shen [159],
Liu [104], Wu [173, 175] i mnogim drugim.

Za dokazivanje stabilnosti rešenja jednačine (1.16) primenom metode Lyapunova,
na osnovu Teoreme 1.5.3 neophodno je da je ELV (xt, t) ≤ 0 za početni uslov
x0 = ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]} i svako t ≥ 0. Kao i u determinističkom slučaju, to
znači da njeni koeficijenti f(t, xt) i g(t, xt) moraju zadovoljiti neke stroge uslove
kako bi stabilnost bila dokazana. Dakle, ovakav pristup u ispitivanju stabilnosti se
može primeniti na usku klasu jednačina oblika (1.16). Mao, motivisan idejom Razu-
mikhina za detreministički slučaj, primećuje da uslov ELV (xt, t) ≤ 0 ne mora biti
zadovoljen za svako xt = {x(t+ θ), θ ∈ [−τ, 0]}, već samo za one koji zadovoljavaju
tzv. uslov Razumikhina. Bazirane na ovoj ideji, nastale su teoreme tipa Razumikhin
koje se mogu naći, na primer u [125].

Teorema 1.5.5 (Mao, [125]) Neka su date konstante λ, p, c1, c2 > 0, q > 1 i neka
postoji funkcija V (t, x) ∈ C1,2([−τ,∞) × Rd;R+) tako da je

c1|x|p ≤ V (t, x) ≤ c2|x|p, (t, x) ∈ [−τ,∞) × Rd.

Štavǐse, neka je

ELV (t, φ) ≤ −λEV (t, φ(0)),

za svako t ≥ 0 i φ ∈ Lp
F0

([−τ, 0];Rd) koje zadovoljava uslov Razumikhina

EV (t+ θ, φ(θ)) < q EV (t, φ(0)), −τ ≤ θ ≤ 0.

Tada, za svako ξ ∈ Cb
F0

([−τ, 0];Rd) važi

E|x(t; ξ)|p ≤ c2
c1
E||ξ||pe−γt t ≥ 0,

gde je γ = min{λ, log q
τ
}, tj. trivijalno rešenje jednačine (1.16) je eksponencijalno

Lp-stabilno.

Sledeća teorema daje vezu izmedju skoro izvesne i Lp-eksponencijalne stabilnosti.

23Xuerong Mao, 1957– , kineski matematičar
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Teorema 1.5.6 (Mao, [125]) Neka je p ≥ 1, K > 0 i neka važe svi uslovi Teo-
reme 1.5.5. Ako za svako rešenje x(t) jednačine (1.16) važi

E(|f(t, xt)|p + |g(t, xt)|p) ≤ K sup
−τ≤t≤0

E|x(t+ θ)|p, t ≥ 0,

tada je

lim sup
t→∞

1

t
log |x(t; ξ)| ≤ −γ

p
s.i.,

odnosno, trivijalno rešenje jednačine (1.16) je skoro izvesno eksponencijalno sta-
bilno.

1.6 Elementarne, integralne i nejednakosti

sa matematičkim očekivanjem

U ovom poglavlju su navedene neke elemenarne nejednakosti, integralna nejednakost
Gronwall–Bellmana i neke nejednakosti sa matematičkim očekivanjem, koje će biti
korǐsćene prilikom dokazivanja glavnih rezultata.

Elementarne nejednakosti [133] koje će biti korǐsćene su:

( n∑
i=1

ai

)p
≤ (np−1 ∨ 1)

n∑
i=1

ai
p, ai ≥ 0, p > 0; (1.20)

|a+ b|p ≤ |a|p

(1 − ε)p−1
+

|b|p

εp−1
, a, b ∈ Rn, 0 < ε < 1, p > 0; (1.21)

aαb1−α ≤ αa+ (1 − α)b, a, b ≥ 0, α ∈ [0, 1]; (1.22)

ap−ibi ≤ (p− i)ε

p
ap +

i

pε
p−i
i

bp, ε > 0, a, b ≥ 0, i = 1, 2, p ≥ i; (1.23)

aαbβ ≤ α

α + β
aα+β +

β

α + β
bα+β, a, b, α, β > 0. (1.24)

Poznato je da postoji vǐse verzija Gronwall–Bellmanove nejednakosti. Za potrebe
daljeg razmatranja navodi se sledeća verzija, koja će biti eksplicitno korǐsćena, a čiji
se dokaz može naći u [125].

Teorema 1.6.1 Neka je T > 0 i c ≥ 0. Neka je u(·) ograničena nenegativna
Borelova funkcija definisana na [0, T ] i v(·) nenegativna integrabilna funkcija na
[0, T ]. Ako je

u(t) ≤ c+

∫ t

0

v(s)u(s)ds, t ∈ [0, T ],

tada je

u(t) ≤ c e
∫ t
0 v(s)ds, t ∈ [0, T ].

U nastavku će biti navedene neke od najpoznatijih nejednakosti za matematičko
očekivanje, a koje će biti korǐsćene pri dokazivanju glavnih rezultata.
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• Nejednakost Chebysheva: Neka slučajna promenljiva X ima momenat
reda r, r ∈ N. Tada za svako ε > 0 važi

P{|X| ≥ ε} ≤ E|X|r

εr
. (1.25)

• Nejednakost Lyapunova: Ako jeX slučajna promenljiva za koju jeE|X|t <
∞ i 0 < s < t realni brojevi, tada je

(E|X|s)1/s ≤ (E|X|t)1/t. (1.26)

• Nejednakost Höldera: Ako su p i q realni brojevi, takvi da je 1 < p, q <∞
i 1/p + 1/q = 1, i ako za slučajne promenljive X i Y važi E|X|p < ∞,
E|Y |q <∞, tada je

E|XY | ≤ (E|X|p)1/p(E|Y |q)1/q. (1.27)

• Nejednakost Jensena: Neka je g = g(x) konveksna Borelova funkcija i X
slučajna promenljiva za koju je E|X| <∞. Tada je

g(EX) ≤ Eg(X). (1.28)





Glava 2

Stabilnost stohastičkih
funkcionalnih diferencijalnih
jednačina sa konačnim kašnjenjem

U ovoj glavi se razmatra skoro izvesna i Lp-stabilnost stohastičkih funkcionalnih
diferencijalnih jednačna sa konačnim kašnjenjem. Preciznije, ispituje se stabil-
nost stohastičkih diferencijalnih jednačina sa konačnim promenljivim vremenskim
kašnjenjem i perturbovanih stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina sa
konačnim kašnjenjem. U Poglavlju 2.1, koje je uvodnog karaktera, izložena je mo-
tivacija za uvodjenje pojma opšte stabilnosti, tj. stabilnosti u odnosu na proizvoljnu
decay-funkciju (decay–propadanje, eng.). Poglavlje 2.2 se odnosi na ispitivanje opšte
skoro izvesne i Lp-stabilnosti stohastičkih diferencijalnih jednačina sa promenljivim
vremenskim kašnjenjem. U Sekciji 2.2.1 se za ovo ispitivanje koristi metoda Lya-
punova. Posebno se diskutuje slučaj kada je decay-funkcija konkavna, uz osvrt na
polinomijalnu i logaritamsku decay-funkciju. Sekcija 2.2.2 sadrži posledice i ade-
kvatne primere izloženih rezultata. U Poglavlju 2.3 se razmatra eksponencijalna
skoro izvesna i Lp-stabilnost perturbovanih stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih
jednačina, sa naglaskom na jednostavnost provere dobijenih uslova. Kao specijalan
slučaj, u Sekciji 2.3.1 se diskutuju uslovi za uniformnu stabilnost u odnosu na pe-
riod kašnjenja perturbovanih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa promenljivim
vremenskim kašnjenjem, konstantnim kašnjenjem i bez kašnjenja.

2.1 Uvodni pojmovi

Funkcionalne diferencijalne jednačine imaju veliku ulogu u primenama matematike
u inženjerstvu, tako da su predmet interesovanja mnogih naučnika. Zbog fun-
damentalnih postavki problema koji se modeliraju funkcionalnim diferencijalnim
jednačinama, posebno treba istaći radove Halea [42, 43] i Kolmanovskog [77, 78].
Fizički sistem, u kome nepoznati proces x(t) zavisi od vremenskog kašnjenja, mo-
delira se funkcionalnom diferencijalnom jednačinom oblika

ẋ(t) = f(t, xt), t ≥ 0,

31
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pri čemu je xt = {x(t + θ),−τ ≤ θ ≤ 0} (za vǐse detalja videti [77]). Zbog prisu-
stva slučajnih uticaja, ovakvi sistemi se realanije opisuju stohastički perturbovanom
funkcionalnom diferencijalnom jednačinom oblika

dx(t) = f(t, xt)dt+ g(t, xt)dw(t) (2.1)

gde je ξ = {ξ(θ) : −τ ≤ θ ≤ 0} zadati početni uslov, funkcionali f : R+ ×
C([−τ, 0];Rn) → Rn i g : R+ × C([−τ, 0];Rn) → Rn×m su Borel-merljivi, a w(t)
je m-dimenzionalno Brownovo kretanje. S obzirom da je početni uslov definisan
na konačnom intervalu [−τ, 0] jednačina (2.1) predstavlja stohastičku funkcionalnu
diferencijalnu jednačinu (SFDJ) sa konačnim kašnjenjem.

Oblast od posebne važnosti za stohastičko modeliranje stohastičkim funkcional-
nim diferencijalnim jednačinama je automatska kontrola stohastičkih sistema, pri
čemu je naglasak na analizi stabilnosti stohastičkih modela (videti [77, 78]). Zbog
toga je bitno istražiti kako perturbacija utiče na stabilnost sistema kao i koliku
perturbaciju sistem može da podnese, a da i dalje bude stabilan.

U biologiji, fizici, medicini i stohastičkoj kontroli procesa u ekspanziji je pro-
učavanje problema koji zahtevaju ispitivanje Lp-stabilnosti i skoro izvesne sta-
bilnosti. Postoji brojna literatura koja pokriva eksponencijalnu stabilnost sto-
hastičkih diferencijalnih jednačina (SDJ), na primer, Arnold [3, 4, 5, 6], Chappell
[16], Mao [112, 114, 115, 116, 117, 118, 121, 125], Kolmanovskii [75, 76, 77], Liu
[101, 102, 103, 104], Shaikhet [155, 156, 158]. Medjutim, dobro je poznato da nisu
svi sistemi eksponencijalno stabilni, ali da oni mogu biti stabilni u odnosu na neku
drugu funkciju, tzv. decay-funkciju, koja sporije opada ka nuli od eksponencijalne
funkcije. Navedimo dva primera kao motivaciju za proširivanje koncepta eksponenci-
jalne stabilnosti stohastičkih diferencijalnih jednačina konceptom opšte stabilnosti,
tj. stabilnosti u odnosu na neku decay-funkciju (videti [102]).

Primer 2.1.1 Neka je data jednodimenzionalna SDJ

dx(t) =
p

1 + t
x(t)dt+ (1 + t)−pdw(t), t ≥ 0,

pri čemu je početni uslov x(0) = x0 ∈ R F0-merljiva slučajna promenljiva sa
konačnim momentom drugog reda. Takodje, neka je konstanta p > 1/2 i w jednodi-
menzionalno Brownovo kretanje. Primenom formule Itôa( Teorema 1.3.5), jednos-
tavno se dokazuje da je njeno rešenje

x(t) = (x0 + w(t))(1 + t)−p, t ≥ 0.

Kako je Ew2(t) = t, to je

lim
t→∞

logE x2(t;x0)

t
= lim

t→∞

log(Ex20 + t) − 2p log(1 + t)

t
= 0−

Prema tome, rešenje nije srednje kvadratno eksponencijalno stabilno. Nasuprot
tome, za p > 1/2 se može pokazati da je rešenje srednje kvadratno stabilno u
odnosu na polinomijalnu funkciju, jer je

lim sup
t→∞

logE x2(t;x0)

log t
= lim sup

t→∞

log(Ex20 + t) − 2p log(1 + t)

log t
≤ −(2p− 1).
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Primer 2.1.2 Data je skalarna linearna SDJ,

dx(t) =
x(t)

(1 + t) log(1 + t)
dt+ e−tx(t)dw(t), t ≥ 0,

pri čemu je početni uslov x(0) = x0 ∈ R F0-merljiva slučajna promenljiva sa
konačnim momentom drugog reda, a w(t) je jednodimenzionalno Brownovo kre-
tanje. Rešenje jednačine je oblika

x(t) = x0 exp

{∫ t

0

[
− 1

(1 + s) log(1 + s)
− 1

2
e−2s

]
ds+

∫ t

0

e−sdw(s)

}
.

Na osnovu Leme 1.3.1, sledi

logE x2(t; x0) = logE x20 − 2

∫ t

0

1

(1 + s) log(1 + s)
ds.

Odavde se dobija,

lim
t→∞

logE x2(t;x0)

log t
= 0,

jer je

lim
t→∞

log log (1 + t)

log t
= lim

t→∞

t

(1 + t) log(1 + t)
= 0

Drugim rečima, rešenje u ovom slučaju nije srednje kvadratno stabilno u odnosu na
polinomijalnu funkciju, ali jeste u odnosu na logaritamsku funkciju jer je

lim
t→∞

∫ t

0
1

(1+s) log(1+s)
ds

log log t
= 1,

odnosno,

lim sup
t→∞

logE x(t;x0)
2

log log t
≤ −2.

Postoji brojna literatura koja se bavi slabijim vidovima stabilnosti stohastičkih
sistema. Prvi originalan rad na ovu temu je dao Khasminskii [48] razmatrajući sta-
bilnost stohastičkog sistema u odnosu na funkciju koja nije eksponencijalna 1980.
godine. Početkom devedesetih godina, Mao [112, 114] izučava polinomijalnu stabil-
nost za klasu SDJ Itôa, a potom i polinomijalnu skoro izvesnu stabilnost za klasu
perturbovanih SDJ u odnosu na semimartingale u [115]. Ubrzo je koncept poli-
nomijalne stabilnosti uopšten na stabilnost u odnosu na opštu decay-funkciju. Za
vǐse detalja pogledati, na primer, Mao [123, 125], Liu i Mao [103], Caraballo et al.
[15], Wu et al. [173].

Opšti tip stabilnosti ili stabilnost u odnosu na opštu decay-funkciju znači da
brzina kojom rešenje opada ka nuli može biti različita. Uobičajeno je da se razma-
tra eksponencijalna stabilnost, tj. kada proizvoljno rešenje eksponencijalno brzo
opada ka nuli. Medjutim, kako se vidi iz prethodna dva primera, ukoliko se ne



34 Glava 2 Stabilnost SFDJ sa konačnim kašnjenjem

može pokazati eksponencijalna stabilnost, u opštem slučaju ne znači da je sistem
nestabilan, već da se sporije stabilizuje, što je u datim primerima polinomijalno,
odnosno logaritamski brzo.

Uvedimo definicije Lp-stabilnosti i skoro izvesne stabilnosti u odnosu na pro-
izvoljnu decay-funkciju.

Definicija 2.1.1 Neka je funkcija λ ∈ C(R+;R+) rastuća, λ(t) ↑ ∞, t → ∞.
Jednačina (2.1) (tj. trivijalno rešenje jednačine (2.1)) je Lp-stabilno reda γ u
odnosu na decay-funkciju λ(t) ako postoji par konstanata γ > 0 i c(ξ) > 0, tako
da

E|x(t; ξ)|p ≤ c(ξ) · λ−γ(t), t ≥ 0

za bilo koje ξ ∈ Lp(Ω,F0, C([−τ, 0],Rd)), odnosno,

lim sup
t→∞

lnE|x(t; ξ)|p

lnλ(t)
≤ −γ.

Jednačina (2.1) je skoro izvesno stabilna reda γ u odnosu na decay-funkciju λ(t)
ako je

lim sup
t→∞

ln |x(t; ξ)|
lnλ(t)

≤ −γ s.i.

Očigledno, ako je decay-funkcija λ(t) jednaka et, 1+t ili ln(1+t) dobija se ekspo-
nencijalna, polinomijalna ili logaritamska Lp-stabilnost i skoro izvesna stabilnost,
respektivno.

2.2 Stohastičke diferencijalne jednačine

sa promenljivim vremenskim kašnjenjem

U mnogim situacijama iz realnog života, promene sistema su uslovljene kako trenut-
nim stanjem, tako i stanjima sistema u periodu koji prethodi datom trenutku.
Ako te promene zavise od svih stanja sistema u toku prethodnog perioda fiksne
dužine, za matematičko modeliranje takvih pojava se koriste SFDJ (1.16) sa fik-
snim kašnjenjem, o kojima je bilo reči u Poglavlju 1.5. Medjutim, često je priroda
zavisnosti od prošlosti nekog sistema takva da se stanje sistema adekvatnije opisuje
nekom funkcijom vremena. Takvi sistemi se matematički modeliraju pomoću sto-
hastičkih diferencijalnih jednačina sa vremenski zavisnim kašnjenjem.

Postoji opsežna literatura kako o determinističkim, tako i o stohastičkim di-
ferencijalnim jednačinama sa kašnjenjem i o njihovoj primeni, izmedju ostalog, u
populacionoj dinamici, medicini i teoriji materijala sa memorijom. Tako se, na
primer, rast ćelijske populacije u okruženju koje je izloženo slučajnim uticajima
može opisati SDJ sa vremenski zavisnim kašnjenjem,

dx(t) = (ρ0x(t) + ρ1x(t− δ(t)))dt+ βx(t)dw(t), t ≥ 0,

x0 = ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]},



2.2 SFDJ sa promenljivim vremenskim kašnjenjem 35

gde x(t) predstavlja veličinu populacije u trenutku t, a x(t−δ(t)) u trenutku t−δ(t).
U ovom modelu se pretpostavlja da, kada otpočne, ćelijska deoba nije trenutna. U
tom smislu ρ0 predstavlja stopu trenutnog rasta populacije, ρ1 stopu zakasnelog
rasta populacije, dok se δ može interpretirati kao vreme ćelijske deobe.

Kao i ranije, pretpostavlja se da su sve slučajne promenljive definisane na kom-
pletnom prostoru verovatnoća (Ω,F , {Ft}t≥0, P ) sa prirodnom filtracijom {Ft}t≥0

koja zadovoljava uobičajene uslove. Za fiksirano τ > 0, C([−τ, 0];Rd) predstavlja
familiju svih neprekidnih funkcija φ : [−τ, 0] → Rd, ||φ|| = sups∈[−τ,0] |φ(s)|.
Za p > 0, neka je Lp(Ω,F0, C([−τ, 0];Rd)) familija svih F0-adaptiranih slučajnih
promenljivih ξ = {ξ(θ) : −τ ≤ θ ≤ 0} iz C([−τ, 0];Rd), tako da je E||ξ||p <∞.

Imajući u vidu uvedene oznake, razmatra se (SDJ) sa vremenski zavisnim ka-
šnjenjem,

dx(t) = f(t, x(t), x(t− δ(t)))dt+ g(t, x(t), x(t− δ(t)))dw(t), t ∈ [0, T ], (2.2)

x0 = ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]}, (2.3)

gde je δ : [0, T ] → [0, τ ] Borelova funkcija, tzv. funkcija kašnjenja, f : [0, T ] ×Rd ×
Rd → Rd i g : [0, T ]×Rd×Rd → Rd×m su Borelove funkcije, x(t) je d-dimenzionalan
proces koji opisuje promenu stanja sistema, a za početni uslov ξ ∈ C([−τ, 0];Rd) se
pretpostavlja da je F0-merljiv i E||ξ||2 <∞.

Definicija 2.2.1 Za d-dimenzionalan stohastički proces {x(t), t ∈ [−τ, T ]} se kaže
da je rešenje jednačine (2.2) sa početnim uslovom (2.3) ako je s.i. neprekidan, Ft-

adaptiran,
∫ T

0
|f(t, x(t), x(t − δ(t)))|dt < ∞ s.i.,

∫ T

0
|g(t, x(t), x(t − δ(t)))|2dt < ∞

s.i., x0 = ξ s.i. i za svako t ∈ [0, T ] integralni oblik jednačine (2.2) važi s.i.

Jedinstvenost rešenja jednačine (2.2) se definǐse na isti način kao u Definiciji
1.5.2.

Dovoljni uslovi za egzistenciju i jedinstvenost rešenja jednačine (2.2) su dati
sledećom teoremom koja se može naći u [125].

Teorema 2.2.1 (Mao, [125]) Ako koeficijenti f i g jednačine (2.2) zadovoljavaju
lokalni Lipschitzov uslov i uslov linearnog rasta, tj. ako za svako n ≥ 1 postoji
pozitivna konstanta Kn tako da za svako t ∈ [0, T ] i x, x̃, y, ỹ ∈ Rd tako da je
|x| ∨ |y| ∨ |x̃| ∨ |ỹ| ≤ n, važi

|f(t, x, y)−f(t, x̃, ỹ)|2 ∨ |g(t, x, y)−g(t, x̃, ỹ)|2 ≤ Kn(|x− x̃|2+ |y − ỹ|2),

i ako postoji konstanta K > 0 tako da za svako (t, x, y) ∈ [0, T ] × Rd × Rd važi

|f(t, x, y)|2 ∨ |g(t, x, y)|2 ≤ K(1 + |x|2 + |y|2),

tada postoji jedinstveno skoro izvesno neprekidno rešenje x(t) jednačine (2.2). Pored
toga, ako je E||ξ||p <∞ za p ≥ 2, tada je E sup−τ≤t≤T |x(t)|p <∞.

U nastavku će biti razmatrano uopštenje jednačine (2.2), tj. stohastička funkcionalna
diferencijalna jednačina (SFDJ) sa promenljivim vremenskim kašnjenjem,

dx(t) = F (t, x(t), x(ρ1(t)), . . . , x(ρn(t))) dt (2.4)

+G(t, x(t), x(ρ1(t)), . . . , x(ρn(t))) dw(t), t ≥ 0,
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sa zadatim početnim uslovom x0 = ξ ∈ Lp(Ω,F0, C([−τ, 0],Rd)). Koeficijenti
F : R+ × Rd × Rd×n → Rd i G : R+ × Rd × Rd×n → Rd×m su Borel merljivi,
w = {w(t),Ft, t ≥ 0} je m-dimenzionalno Brownovo kretanje, x(t) je nepoznati
stohastički proces, a ρi : R+ → R, i = 1, . . . , n neprekidno diferencijabilne funkcije
tako da je

ρi(t) ≤ t, ρ′i(t) ≥ 1, t ≥ 0. (2.5)

Odavde je

t+ ρi(0) ≤ ρi(t), ρ−1
i (t) ≤ t− ρi(0), t ≥ 0, (2.6)

gde je ρ−1
i (·) inverzna funkcija funkcije ρi(·). Takodje, neka je τ = max{−ρi(0), i =

1, . . . , n}.

Analogno Teoremi 2.2.1, za jednačinu (2.4) se može iskazati teorema egzistencije
i jedinstvenosti rešenja ako funkcije F (t, x, y1, y2, . . . , yn) iG(t, x, y1, y2, . . . , yn) zado-
voljavaju uniforman Lipshitzov uslov i uslov linearnog rasta po promenljivama
x, y1, y2, . . . , yn, tj. da pri ovim uslovima postoji jedinstveno rešenje x(t; ξ), t ∈
[−τ,∞) jednačine (2.4) tako da je E supt∈[−τ,∞) |x(t; ξ)|p <∞ za p ≥ 2.

Uobičajeno, pretpostavlja se da je F (t, 0, 0, . . . , 0) ≡ 0 i G(t, 0, 0, . . . , 0) ≡ 0, da
bi jednačina (2.4) imala trivijalno rešenje x(t; 0) ≡ 0.

U nastavku, za jednačinu (2.4) će biti razmatrana Lp-stabilnost u odnosu na
proizvoljnu decay-funkciju primenom metode Lyapunova. Rezultati Sekcije 2.2.1 i
Sekcije 2.2.2 se mogu naći u radu [60], S. Janković, G. Pavlović, Moment decay rates
of stochastic differential equations with time-varying delay, Filomat 24(1) (2010)
115–132.

2.2.1 Opšta stabilnost stohastičkih funkcionalnih
diferencijalnih jednačina sa promenljivim
vremenskim kašnjenjem

S obzirom da su SFDJ sa vremenski zavisnim kašnjenjem nezaobilazne u opisivanju
mnogih fizičkih procesa, nije iznenadjujuće veliko interesovanje za ispitivanje opšte
stabilnosti ovog tipa jednačina. Ovde navodimo samo neke od autora koji se bave
ovom tematikom: Mao [113], Liu et al. [102, 103, 107], Zhou et al. [184].

Motivacija za rezultate koji će biti izloženi u nastavku bila je da se postave
uslovi koji garantuju opštu Lp i skoro izvesnu stabilnost jednačine (2.4), koji će biti
jednostavniji za primenu. U tu svrhu je korǐsćena metoda Lyapunova, o čemu je
već bilo reči u Poglavlju 1.4.1. Napomenimo da su Liu i Chen u [102] razmatrali
sličan problem, ali su uslovi stabilnosti potpuno drugačiji od uslova koji će ovde biti
izloženi.

S obzirom da će se primenjivati metoda Lyapunova, uvodi se pojam diferenci-
jalnog operatora definisanog u odnosu na jednačinu (2.4).

Neka je C1,2(R+ × Rd;R+) familija funkcija V (t, x) sa neprekidnim parcijalnim
izvodima prvog reda po t i drugog reda po x, respektivno. Za svako V (t, x) ∈
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C1,2(R+ × Rd;R+), definǐse se operator LṼ : R+ × Rd × Rd×n → R tako da je

LṼ (t, x, y1, y2, . . . , yn) (2.7)

:= Vt(t, x) + Vx(t, x)F (t, x, y1, y2, . . . , yn)

+
1

2
tr[GT (t, x, y1, y2, . . . , yn)Vxx(t, x)G(t, x, y1, y2, . . . , yn)],

gde je x ∈ Rd, (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rd×n, Vt = ∂V
∂t

, Vx =
(

∂V
∂x1
, . . . , ∂V

∂xd

)
i Vxx =(

∂2V
∂xi∂xj

)
d×d

.

Osnovni problem pri ispitivanju stabilnosti rešenja je kako odabrati funkciju λ(t).
Očigledno je da koeficijenti prenosa i difuzije razmatrane jednačine sugerǐsu izbor
decay-funkcije. Na primer, ako LṼ sadrži činilac koji zavisi od λ(t), bilo bi logično za
decay-funkciju izabrati baš λ(t). Primeri koji ilustruju ovakav izbor decay-funkcije
mogu se naći u [14, 101, 102, 103] i predstavljaju motivaciju za rezultate dobijene
u ovom poglavlju.

Najpre će biti uvedene neke opšte pretpostavke u vezi sa decay-funkcijom, ko-
ercitivnim članom i funkcijom V . Preciznije, pretpostavlja se da postoje funkcije λ,
θ i V tako da su zadovoljeni sledeći uslovi:

(H1) Decay-funkcija λ ∈ C1(R+;R+) je strogo rastuća (λ′(t) > 0), λ(t) ↑ ∞,
t→ ∞ i λ(0) = 1.

(H2) Funkcija θ ∈ C(R+;R+) je takva da je θ(t) = o(λδ(t)), t→ ∞ za proizvoljno
δ > 0, gde je δ koercitivni član.

(H3) Postoje konstante p > 0 i c1, c2 > 0 tako da funkcija V ∈ C1,2(R+ × Rd;R+)
zadovoljava uslov

c1|x|p ≤ V (t, x) ≤ c2|x|p, (t, x) ∈ R+ × Rd. (2.8)

U narednim tvrdjenjima, osim opšte pretostavke (H1), zahtevaće se neki dodatni
uslovi za decay-funkciju λ(t).

Teorema 2.2.2 Neka važe pretpostavke (H1), (H2) i (H3) za funkcije λ, θ i V ,
respektivno, i neka je 0 < λ′(t) ≤ λ(t) za t ≥ 0. Takodje, neka postoje konstante
µ > 0, ν1, . . . , νn > 0 i λ0, λ1, . . . , λn ≥ 0, gde je 0 ≤ c2

c1

∑n
i=1 λi < λ0, tako da važi

LṼ (t, x, y1, . . . , yn) ≤ −λ0V (t, x) +
n∑

i=1

λiλ
−νi(t)V (t, yi) + θ(t) · λ−µ(t) (2.9)

za svako x, y1, . . . , yn ∈ Rd i t ≥ 0. Tada je jednačina (2.4) Lp-stabilna u odnosu
na λ(t), odnosno,

lim sup
t→∞

lnE|x(t; ξ)|p

lnλ(t)
≤ −

[
µ ∧ ν1 ∧ . . . ∧ νn ∧

(c1
c2
λ0 −

n∑
i=1

λi

)]
(2.10)

za svako ξ ∈ Lp(Ω,F0, C([−τ, 0],Rd)).
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Dokaz. Zbog jednostavnosti, u nastavku će se koristiti zapis x(t) umesto x(t; ξ) za
označavanje rešenja jednačine (2.4) sa zadatim početnim uslovom ξ.

Najpre je neophodno dodefinisati funkciju λ(t) tako da je λ(t) = 1 za −τ ≤ t ≤ 0.
Ako označimo sa u(t) = lnλ(t), onda je u(t) = 0 za −τ ≤ t ≤ 0 i 0 < u′(t) ≤ 1 za
t ≥ 0. Iako λ′(t) i u′(t) imaju prekid u tački t = 0, u nastavku će se podrazumevati,
bez posebnog naglašavanja, da je λ′(0) = λ′(0+) i u′(0) = u′(0+) .

Neka je γ = µ∧ν1∧. . .∧νn∧
(

c1
c2
λ0−

∑n
i=1 λi

)
i ε ∈ (0, γ) proizvoljno. Primenom

formule Itôa na e(γ−ε)u(t)V (t, x(t)) dobija se

e(γ−ε)u(t)V (t, x(t))

= V (0, x(0)) +

∫ t

0

(γ − ε)e(γ−ε)u(s)u′(s)V (s, x(s)) ds

+

∫ t

0

e(γ−ε)u(s)LṼ (s, x(s), x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s))) ds

+

∫ t

0

e(γ−ε)u(s)Vx(s, x(s))G(x(s), x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s))) dw(s).

Na osnovu uslova (2.9) i činjenice da je u′(t) ≤ 1, dolazi se do sledeće relacije,

Ee(γ−ε)u(t)V (t, x(t))

≤ EV (0, x(0)) + (γ − ε− λ0)E

∫ t

0

e(γ−ε)u(s)V (s, x(s)) ds

+
n∑

i=1

λiE

∫ t

0

e(γ−ε−νi)u(s)V (s, x(ρi(s))) ds+

∫ t

0

θ(s)λγ−ε−µ(s) ds.

Kako je γ − ε− µ < 0, iz pretpostavke (H2) sledi da postoji dovoljno malo δ tako
da je θ(t) = o(λδ(t)) i

∫∞
0
θ(s)λγ−ε−µ(s) ds <∞. Štavǐse, primenom uslova (2.8) se

dobija

c1Ee
(γ−ε)u(t)|x(t)|p (2.11)

≤ Ee(γ−ε)u(t)V (t, x(t))

≤ c2E||ξ||p + [c2(γ − ε) − c1λ0)]E

∫ t

0

e(γ−ε)u(s)|x(s)|p ds

+c2

n∑
i=1

λiE

∫ t

0

e(γ−ε−νi)u(s)|x(ρi(s))|p ds+

∫ ∞

0

θ(s)λγ−ε−µ(s) ds.

Za ocenu integrala E
∫ t

0
e(γ−ε−νi)u(s)|x(ρi(s))|p ds, i = 1, . . . , n, koristiće se osobine

(2.5) i (2.6) funkcije ρi(t). Ako se uvede smena ρi(s) = v, tada je v = ρi(s) ≤ s ≤ t
i dv = ρ′i(s) ds ≥ ds. Sa druge strane, kako je 0 ≤ s = ρ−1

i (v) ≤ v − ρi(0) ≤ v + θ,
sledi da je −τ ≤ v ≤ t. Štavǐse, s obzirom da je γ − ε− νi < 0, to je

E

∫ t

0

e(γ−ε−νi)u(s)|x(ρi(s))|pds = E

∫ t

0

λγ−ε−νi(s)|x(ρi(s))|p ds (2.12)

≤ E

∫ t

−θ

λγ−ε−νi(v)|x(v)|p dv

≤ E||ξ||pτ + E

∫ t

0

e(γ−ε)u(v)|x(v)|p dv.
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Ova ocena zajedno sa (2.11) daje

Ee(γ−ε)u(t)|x(t)|p

≤ c(ξ, ε) +

[
c2
c1

(
γ − ε+

n∑
i=1

λi

)
− λ0

]
E

∫ t

0

e(γ−ε)u(s)|x(s)|p ds,

gde je

c(ξ, ε) =
c2
c1

(1 + τ
n∑

i=1

λi)E||ξ||p +
1

c1

∫ ∞

0

θ(s)λγ−ε−µ(s) ds <∞.

Imajući u vidu da je c2
c1

(γ − ε+
∑n

i=1 λi) − λ0 < 0, to je

Ee(γ−ε)u(t)|x(t)|p ≤ c(ξ, ε), t ≥ 0,

tj.

lim sup
t→∞

lnE|x(t)|p

u(t)
≤ −(γ − ε).

Traženi rezultat (2.10) se dobija kad ε→ 0. ♢

Može se primetiti da iako je 0 < λ−νi(t) ≤ 1 za t ≥ 0, prisustvo člana λ−νi(t) na
desnoj strani relacije (2.9) je od ključne je važnosti u Teoremi 2.2.2 jer, u protivnom,
ne bi mogla biti dokazana relacija (2.12).

Teorema 2.2.3 Neka važe pretpostavke (H1), (H2) i (H3) za funkcije λ, θ i V ,
respektivno, i neka je 0 < λ′(t) ≤ λ(t) i λ(t + s) ≤ λ(t) · λ(s) za t, s ≥ 0. Takodje,
neka postoje konstante µ > 0, ν1, . . . , νn ≥ 0 i λ1, . . . , λn ≥ 0, gde je µ > (ν1 ∨
. . . ∨ νn) ≥ 0 i 0 ≤ c2

c1

∑n
i=1 λiλ

−νi(τ) < λ0, tako da uslov (2.9) važi za svako

x, y1, . . . , yn ∈ Rd i t ≥ 0. Tada je

lim sup
t→∞

lnE|x(t; ξ)|p

lnλ(t)
≤ −(µ ∧ α∗) (2.13)

za svako ξ ∈ Lp(Ω,F0, C([−τ, 0],Rd)), pri čemu je α∗ ∈
(

0, c1
c2
λ0 −

∑n
i=1 λiλ

−νi(τ)
)

jedinstveno rešenje jednačine

c2

(
α + λα(τ)

n∑
i=1

λiλ
−νi(θ)

)
− c1λ0 = 0. (2.14)

Dokaz. Neka je funkcija λ(t) dodefinisana tako da je λ(t) = 1 za −τ ≤ t ≤ 0. Ako
se uvede oznaka u(t) = lnλ(t), onda je 0 < u′(t) ≤ 1 i u(t + s) ≤ u(t) + u(s) za
t, s ≥ 0.

Neka je

h(α) := c2

(
α + λα(τ)

n∑
i=1

λiλ
−νi(θ)

)
− c1λ0, α ≥ 0.
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Kako je

h(0) = c2

n∑
i=1

λiλ
−νi(θ) − c1λ0 < 0,

h

(
c1
c2
λ0 −

n∑
i=1

λiλ
−νi(τ)

)
= c2

n∑
i=1

λiλ
−νi(τ) ·

(
λ

c1
c2

λ0−
∑n

i=1 λiλ
−νi (τ)

(τ) − 1
)
> 0

i h′(α) > 0, sledi da postoji jedinstveno rešenje α∗ ∈
(

0, c1
c2
λ0 −

∑n
i=1 λiλ

−νi(τ)
)

jednačine h(α) = 0, tj. jednačine (2.14).

Ako se za proizvoljno ε ∈ (0, µ − (ν1 ∨ . . . ∨ νn)) primeni formula Itôa na
e(µ−ε)u(t)V (t, x(t)), na osnovu uslova (2.8), (2.9) i činjenice da je u′(t) ≤ 1, dobija se

c1Ee
(µ−ε)u(t)|x(t)|p (2.15)

≤ c2E||ξ||p + [c2(µ− ε) − c1λ0]E

∫ t

0

e(µ−ε)u(s)|x(s)|p ds

+c2

n∑
i=1

λiE

∫ t

0

e(µ−ε−νi)u(s)|x(ρi(s))|p ds+

∫ t

0

θ(s)λ−ε(s) ds.

Uvodjenjem smene v = ρi(s), ponavljanjem postupka iz (2.11) i iz činjenice da je
µ− ε− νi > 0 dolazi se do sledeće ocene,

E

∫ t

0

e(µ−ε−νi)u(s)|x(ρi(s))|p ds

≤ E

∫ t

−τ

e(µ−ε−νi)u(v+τ)|x(v)|p dv

≤ E

∫ t

−τ

e(µ−ε−νi)(u(v)+u(τ))|x(v)|p dv

≤ λµ−ε−νi(τ)E

∫ t

−τ

e(µ−ε−νi)u(v)|x(v)|p dv

≤ λµ−ε−νi(τ)

(
E||ξ||p τ + E

∫ t

0

e(µ−ε)u(v)|x(v)|p dv
)
.

Ova relacija zajedno sa (2.15) daje

Ee(µ−ε)u(t)|x(t)|p (2.16)

≤ c(ξ, ε, µ)

+

[
c2
c1

(
µ− ε+ λµ−ε(τ)

n∑
i=1

λiλ
−νi(τ)

)
− λ0

]
E

∫ t

0

e(µ−ε)u(s)|x(s)|p ds,

gde je

c(ξ, ε, µ) =
c2
c1
E||ξ||p

(
1 + τλµ−ε(τ)

n∑
i=1

λiλ
−νi(τ)

)
+

1

c1

∫ ∞

0

θ(s)λ−ε(s) ds

<∞. (2.17)
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Sada se mogu izdvojiti dva slučaja. Najpre, neka je µ ≤ α∗. Kako je

c2
c1

(
µ− ε+ λµ−ε(τ)

n∑
i=1

λiλ
−νi(τ)

)
− λ0 =

1

c1
h(µ− ε) <

1

c1
h(α∗) = 0,

na osnovu (2.16) sledi da je

E|x(t)|p ≤ c(ξ, ε, µ) · e−(µ−ε)u(t), t ≥ 0.

Dakle, relacija (2.13) se dobija kad ε→ 0.

Neka je sada µ > α∗. Tada iz (2.9) sledi,

LṼ (t, x, y1, . . . , yn) ≤ −λ0V (t, x) +
n∑

i=1

λiλ
−νi(t)V (t, yi) + θ(t) · λ−α∗

(t)

za svako x, y1, . . . , yn ∈ Rd i t ≥ 0. Ako se u (2.16) µ zameni sa α∗, dobija se

Ee(α
∗−ε)u(s)|x(t)|p

≤ c(ξ, ε, α∗)

+

[
c2
c1

(
α∗ − ε+ λα

∗−ε(τ)
n∑

i=1

λiλ
−νi(τ)

)
− λ0

]
E

∫ t

0

e(α
∗−ε)u(s)|x(s)|p ds,

gde je c(ξ, ε, α∗) oblika (2.17) sa α∗ umesto µ. Zbog toga što je

c2
c1

(
α∗ − ε+ λα

∗−ε(τ)
n∑

i=1

λiλ
−νi(τ)

)
− λ0 =

1

c1
h(α∗ − ε) <

1

c1
h(α∗) = 0,

sledi da je

E|x(t)|p ≤ c(ξ, ε, α∗) · e−(α∗−ε)u(t), t ≥ 0.

Željena relacija (2.13) se dobija kad ε→ 0, čime je teorema dokazana. ♢

Za λ(t) = et, prethodna tvrdjenja daju dovoljne uslove eksponencijalne Lp-
stabilnosti jednačine (2.4), odnosno,

lim sup
t→∞

lnE|x(t; ξ)|p

t
≤ −γ.

U nastavku su date teoreme o Lp-stabilnosti u odnosu na konkavnu funkciju
λ(t), (λ′′(t) ≤ 0). Iako se naredne teoreme ne mogu primeniti za utvrdjivanje
eksponencijalne Lp-stabilnosti, od značaja su za ispitivanje stabilnosti u odnosu na
polinomijalnu i logaritamsku decay-funkciju (npr. λ(t) = 1 + t, λ(t) = ln(1 + t),
λ(t) = ln ln(1 + t)).

Teorema 2.2.4 Neka važe pretpostavke (H1), (H2) i (H3) za funkcije λ, θ i V ,
respektivno. Štavǐse, neka je λ ∈ C2(R+;R+) i λ′′(t) ≤ 0 za t ≥ 0. Takodje, neka
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postoje konstante µ > 0, ν1, . . . , νn > 0, η1, . . . , ηn ≥ 0 i λ0, λ1, . . . , λn ≥ 0, pri
čemu je 0 ≤ c2

c1

∑n
i=1 λiλ

′ηi(0) < λ0, tako da je

LṼ (t, x, y1, . . . , yn) (2.18)

≤ −λ0V (t, x) +
n∑

i=1

λiλ
−νi(t)λ′ηi(t)V (t, yi) + θ(t) · λ−µ(t)

za svako x, y1, . . . , yn ∈ Rd i t ≥ 0. Tada je jednačina (2.4) Lp-stabilna u odnosu
na decay-funkciju λ(t), odnosno, za svako ξ ∈ Lp(Ω,F0, C([−τ, 0],Rd)) važi

lim sup
t→∞

lnE|x(t; ξ)|p

lnλ(t)
(2.19)

≤ −

[
µ ∧ ν1 ∧ . . . ∧ νn ∧

( c1
c2λ′(0)

λ0 −
1

λ′(0)

n∑
i=1

λiλ
′ηi(0)

)]
.

Dokaz. Kao i ranije, pretpostavlja se da je λ(t) dodefinisana tako da je λ(t) = 1,
−τ ≤ t ≤ 0. Takodje, uvodi se oznaka u(t) = lnλ(t), −τ ≤ t <∞.

Neka je γ = µ∧ν1∧. . .∧νn∧
(

c1
c2λ′(0)

λ0− 1
λ′(0)

∑n
i=1 λiλ

′ηi(0)
)

. Primenom formule

Itôa i uslova (2.18), za proizvoljno ε ∈ (0, γ) se dobija

c1Ee
(γ−ε)u(t)|x(t)|p (2.20)

≤ c2E||ξ||p + c2(γ − ε)E

∫ t

0

e(γ−ε)u(s)u′(s)|x(s)|p ds

−c1λ0E
∫ t

0

e(γ−ε)u(s)|x(s)|p ds

+c2

n∑
i=1

λiE

∫ t

0

e(γ−ε−νi)u(s)λ′ηi(s)|x(ρi(s))|p ds+

∫ ∞

0

θ(s)λγ−ε−µ(s) ds.

S obzirom da je u′′(t) = (λ′(t)/λ(t))′ = [λ′′(t)λ(t) − λ′2(t)]/λ2(t) < 0 za t ≥ 0, sledi
da u′(t) opada. Dakle, u′(t) ≤ λ′(0) za t ≥ 0. Takodje, λ′(t) ≤ λ′(0)λ(t) za t ≥ 0
i λ′(t) = 0 za t < 0. Ako se uvede smena v = ρi(s), onda je λ′(s) ≤ λ′(ρi(s)) i
e(γ−ε−νi)u(s) ≤ e(γ−ε−νi)u(ρi(s)). Dakle,

E

∫ t

0

e(γ−ε−νi)u(s)λ′ηi(s)|x(ρi(s))|p ds

≤ E

∫ 0

−τ

e(γ−ε−νi)u(v)λ′ηi(v)|x(v)|p dv + E

∫ t

0

e(γ−ε−νi)u(v)λ′ηi(v)|x(v)|p dv

≤ λ′ηi(0)E

∫ t

0

e(γ−ε)u(v)|x(v)|p dv.

Na osnovu (2.20), dobija se

Ee(γ−ε)u(t)|x(t)|p

≤ c(ξ, ε) +

[
c2λ

′(0)

c1
(γ − ε) +

c2
c1

n∑
i=1

λiλ
′ηi(0) − λ0

]
E

∫ t

0

e(γ−ε)u(s)|x(s)|p ds,
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gde je

c(ξ, ε) =
c2
c1
E||ξ||p +

1

c1

∫ ∞

0

θ(s)λγ−ε−µ(s) ds <∞.

Kako je c2λ′(0)
c1

(γ − ε) + c2
c1

∑n
i=1 λiλ

′ηi(0) − λ0 < 0, sledi da je

E|x(t)|p ≤ c(ξ, ε) · e−(γ−ε)u(t), t ≥ 0.

Dakle, teorema je dokazana kad ε→ 0. ♢

Teorema 2.2.5 Neka važe pretpostavke (H1), (H2) i (H3) za funkcije λ, θ i V ,
respektivno, i neka je λ ∈ C2(R+;R+), λ′′(t) ≤ 0 i λ(t + s) ≤ λ(t) · λ(s) za
t, s ≥ 0. Takodje, neka postoje konstante µ > 0, ν1, . . . , νn ≥ 0, η1, . . . , ηn ≥ 0
i λ0, λ1, . . . , λn ≥ 0 gde je µ > (ν1 ∨ . . . ∨ νn) i 0 ≤ c2

c1

∑n
i=1 λiλ

−νi(τ)λ′ηi(0) < λ0
tako da uslov (2.18) važi za svako x, y1, . . . , yn ∈ Rd i t ≥ 0. Tada, za svako
ξ ∈ Lp(Ω,F0, C([−τ, 0],Rd)) važi

lim sup
t→∞

lnE|x(t; ξ)|p

lnλ(t)
≤ −(µ ∧ α∗), (2.21)

gde je α∗ ∈
(

0, c1
c2λ′(0)

λ0 − 1
λ′(0)

∑n
i=1 λiλ

−νi(τ)λ′ηi(0)
)
jedinstveno rešenje jednačine

c2

(
λ′(0) · α + λα(τ)

n∑
i=1

λiλ
−νi(τ)λ′ηi(0)

)
− c1λ0 = 0. (2.22)

Dokaz. Neka je

h(α) := c2

(
λ′(0) · α + λα(τ)

n∑
i=1

λiλ
−νi(τ)λ′ηi(0)

)
− c1λ0, α ≥ 0.

Nije teško proveriti da je

h(0) < 0, h

(
c1

c2λ′(0)
λ0 −

1

λ′(0)

n∑
i=1

λiλ
−νi(τ)λ′ηi(0)

)
> 0

i h′(α) > 0, što znači da jednačina h(α) = 0, odnosno, jednačina (2.22), ima

jedinstveno rešenje α∗ ∈
(

0, c1
c2λ′(0)

λ0 − 1
λ′(0)

∑n
i=1 λiλ

−νi(τ)λ′ηi(0)
)

.

Zbog konkavnosti funkcije λ(t), odnosno λ′′(t) < 0, sledi da su λ′(t) i u′(t)
opadajuće funkcije. Takodje, može se zaključiti da je λ′(t) < λ′(0)λ(t) i u′(t) <
λ′(0). Na osnovu ovih činjenica i postupka korǐsćenog u dokazu Teoreme 2.2.3, za
µ ≤ α∗ i proizvoljno ε ∈ (0, µ− (ν1 ∨ . . . ∨ νn)) sledi

Ee(µ−ε)u(t)|x(t)|p

≤ c(ξ, ε, µ) +

[
c2
c1

(
λ′(0)(µ− ε) + λµ−ε(τ)

n∑
i=1

λiλ
−νi(τ)λ′η(0)

)
− λ0

]

×E
∫ t

0

e(µ−ε)u(s)|x(s)|p ds,
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gde je

c(ξ, ε, µ) =
c2
c1
E||ξ||p +

1

c1

∫ ∞

0

θ(s)λ−ε(s) ds <∞.

Kako je činilac koji množi integral E
∫ t

0
e(µ−ε)u(s)|x(s)|p ds jednak 1

c1
h(µ − ε) <

1
c1
h(α∗) = 0, sledi da je E|x(t)|p ≤ c(ξ, ε, µ) ·e−(µ−ε)u(t), t ≥ 0. Teorema je dokazana

kad ε→ 0.

Za µ > α∗, iz uslova (2.18) u kome je α∗ umesto µ, ponavljanjem postupka
prikazanog u drugom delu dokaza Teoreme 2.2.3, dokazuje se da je Ee(α

∗−ε)u(t)|x(t)|p
≤ c(ξ, ε, α∗) za t ≥ 0. Dokaz tvrdjenja sada sledi kad ε→ 0. ♢

Može se primetiti da Teorema 2.2.2 i Teorema 2.2.4 sadrže dovoljne uslove za
uniformnu Lp-stabilnost jednačine (2.4) u odnosu na zadatu decay-funkciju, jer
uslovi u ovim tvrdjenjima ne zavise od τ . Dakle, jednačina (2.4) je Lp-stabilna pri
datim uslovima, bez obzira na veličinu pomeraja, odnosno, kašnjenja τ .

2.2.2 Posledice i primeri

U konkretnim primerima, primena prethodno iznetih kriterijuma stabilnosti može
biti otežana zbog problema koji nastaju pri nalaženju odgovarajuće funkcije Lya-
punova V (t, x) koja zadovoljava uslove (2.9) i (2.18). Motivisani rezultatima u
radovima [57, 59, 148], mogu se formulisati posledice Teorema 2.2.2–2.2.5 koje su
dobijene za V (t, x) ≡ |x|p za p ≥ 2, t ≥ 0. Na taj način su kriterijumi stabilnosti
efikasniji i jednostavniji za primene u konkretnim slučajevima.

Na osnovu (2.7) sledi

LṼ (t, x, y1, y2, . . . , yn) (2.23)

≤ p|x|p−2|xTF (t, x, y1, . . . , yn)| +
p(p− 1)

2
|x|p−2|G(t, x, y1, y2, . . . , yn)|2

za svako x, y1, . . . , yn ∈ Rd i t ≥ 0. Uslovi (2.9) i (2.18) su u tom slučaju oblika

LṼ (t, x, y1, y2, . . . , yn) ≤ −λ0|x|p +
n∑

i=1

λiλ
−νi(t)|yi|p + θ(t)·λ−µ(t), (2.24)

LṼ (t, x, y1, y2, . . . , yn) ≤ −λ0|x|p+
n∑

i=1

λiλ
−νi(t)λ′ηi(t)|yi|p + θ(t)·λ−µ(t). (2.25)

Jednačina (2.4) može biti razmatrana i kao stohastički perturbovan sistem sa
kašnjenjem,

ẋ(t) = F (t, x(t), x(ρ1(t)), . . . , x(ρn(t))) dt t ≥ 0.

Štavǐse, ako je F (t, x, y1, . . . , yn) ≡ f(t, x) + h(t, y1, . . . , yn), gde je f(t, 0) ≡ 0,
h(t, 0, . . . , 0) ≡ 0, jednačina

dx(t) = [f(t, x(t)) + h(t, x(ρ1(t)), . . . , x(ρn(t))) (2.26)

+G(t, x(t), x(ρ1(t)), . . . , x(ρn(t))) dw(t), t ≥ 0,
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se može smatrati stohastičkom perturbacijom determinističkog sistema

ẋ(t) = f(t, x(t)), t ≥ 0, (2.27)

gde perturbacija zavisi od vǐse prošlih stanja sa promenljivim vremenskim kašnje-
njem. Napomenimo da je eksponencijalna srednje kvadratna stabilnost jednačine
(2.26) razmatrana u radu [113] pri drugačijim uslovima od onih koji će biti zadati
u narednim tvrdjenjima.

Osnovni zadatak u teoriji stohastičke stabilnosti je, izmedju ostalog, pronaći
uslove koji garantuju da će stabilan sistem (2.27) ostati stabilan uprkos slučajnim
uticajima koji ga transformǐsu u stohastički sistem (2.26). U vezi sa prethodnim
razmatranjima postavlja se sledeće pitanje: Ako je jednačina (2.27) Lp-stabilna,
kolika stohastička perturbacija može biti tolerisana da bi sistem i dalje bio stabilan,
tj. pod kojim uslovima jednačina (2.26) ostaje stabilna? Naredna tvrdjenja se
odnose na ovaj problem.

Posledica 2.2.1 Neka decay-funkcija λ(t) zadovoljava uslove Teoreme 2.2.2 i neka
je pretpostavka (H2) zadovoljena za θ1(t) i θ2(t). Takodje, neka postoje konstante
µ1, µ2 > 0 i l0, li, l̄i, ρi, ρ̄i ≥ 0, i = 1, . . . , n, tako da je

xTf(t, x) ≤ −l0|x|2, (2.28)

|h(t, y1, y2, . . . , yn)| ≤
n∑

i=1

liλ
−ρi(t)|yi| + θ1(t)λ

−µ1(t), (2.29)

|G(t, x, y1, . . . , yn)|2 ≤
n∑

i=1

l̄iλ
−ρ̄i(t)|yi|2 + θ2(t)λ

−µ2(t) (2.30)

za svako x, y1, . . . , yn ∈ Rd i t ≥ 0, i neka je

l0 >
p− 1

2
+

n∑
i=1

[
li +

p− 1

2
l̄i

]
. (2.31)

Tada je jednačina (2.26) Lp-stabilna reda γ u odnosu na decay-funkciju λ(t), pri
čemu je

γ = µ1p ∧
µ2p

2
∧ ρ1 ∧ ρ̄1 ∧ . . . ∧ ρn ∧ ρ̄n ∧

{
p

(
l0 −

n∑
i=1

[
li +

p− 1

2
l̄i

]
− p− 1

2

)}
.

(2.32)

Dokaz. Ako je V (t, x) ≡ |x|p, na osnovu (2.23) i (2.28), (2.29), (2.30) sledi

LṼ (t, x, y1, y2, . . . , yn)

= p|x|p−2
[
xTf(t, x) + xTh(t, y1, . . . , yn)

]
+
p(p− 1)

2
|x|p−2|G(t, x, y1, . . . , yn)|2

≤ −p l0|x|p + p|x|p−1

[
n∑

i=1

liλ
−ρi(t)|yi| + θ1(t)λ

−µ1(t)

]

+
p(p− 1)

2
|x|p−2

[
n∑

i=1

l̄iλ
−ρ̄i(t)|yi|2 + θ2(t)λ

−µ2(t)

]
.
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Primenom nejednakosti (1.24), dobija se

LṼ (t, x, y1, y2, . . . , yn)

≤ −

(
p l0 − (p− 1)

n∑
i=1

[
liλ

−ρi(t) +
p− 2

2
l̄iλ

−ρ̄i(t)

]
− p(p− 1)

2

)
|x|p

+
n∑

i=1

[
liλ

−ρi(t) + (p− 1) l̄iλ
−ρ̄i(t)

]
|yi|p

+θp1(t)λ−µ1p(t) + (p− 1)θ
p
2
2 (t)λ−

µ2p
2 (t).

Može se primetiti da je relacija (2.24) zadovoljena za

νi = ρi ∧ ρ̄i, µ = µ1p ∧
µ2p

2
, θ(t) = p (θp1(t) ∨ θ

p
2
2 (t)).

Takodje, (2.9) važi za

λ0 = p l0 − (p− 1)
n∑

i=1

[
li +

p− 2

2
l̄i

]
− p(p− 1)

2
, (2.33)

λi = li + (p− 1)l̄i, i = 1, . . . , n.

Dakle, svi uslovi Teoreme 2.2.2 su zadovoljeni, čime je posledica dokazana. ♢

Posledica 2.2.2 Neka decay-funkcija λ(t) zadovoljava uslove Teoreme 2.2.3 i neka
(H2) važi za funkcije θ1(t) i θ2(t). Takodje, neka postoje konstante µ1, µ2 > 0 i
l0, li, l̄i, ρi, ρ̄i ≥ 0, i = 1, . . . , n, tako da su zadovoljeni uslovi (2.28), (2.29), (2.30).
Pored toga, neka je

p l0 >

n∑
i=1

[li + (p− 1)l̄i]λ
−νi(τ) + (p− 1)

n∑
i=1

[
li +

p− 2

2
l̄i

]
+
p(p− 1)

2
, (2.34)

gde je νi = ρi ∧ ρ̄i. Tada je jednačina (2.26) Lp-stabilna reda γ u odnosu na decay-
funkciju λ(t), pri čemu je γ = µ1p ∧ µ2p

2
∧ α∗, α∗ je jedinstveno rešenje jednačine

α + λα(τ)
∑n

i=1 λiλ
−νi(τ) − λ0 = 0, a λ0, λi su oblika (2.33).

Dokaz. Posledica se dokazuje direktnom primenom Teoreme 2.2.3. Ako je V (t, x) ≡
|x|p, korǐsćenjem (2.23) i (2.28), (2.29), (2.30), a zatim elementarne nejednakosti
(1.24), za LṼ (t, x, y1, y2, . . . , yn) se dobija

LṼ (t, x, y1, y2, . . . , yn)

≤ −

(
p l0 − (p− 1)

n∑
i=1

[
liλ

−ρi(t) +
p− 2

2
l̄iλ

−ρ̄i(t)

]
− p(p− 1)

2

)
|x|p

+
n∑

i=1

[
liλ

−ρi(t) + (p− 1) l̄iλ
−ρ̄i(t)

]
|yi|p

+θp1(t)λ−µ1p(t) + (p− 1)θ
p
2
2 (t)λ−

µ2p
2 (t).
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Za νi = ρi ∧ ρ̄i, µ = µ1p ∧ µ2p
2
, θ(t) = p (θp1(t) ∨ θ

p
2
2 (t)) i λ0, λi oblika (2.33),

zadovoljen je uslov (2.24) Teoreme 2.2.3. Imajući u vidu ovako definisane λ0, λi,
i = 1, . . . , n, uslov c2

c1

∑n
i=1 λiλ

−νi(τ) < λ0 (c1 = c2 = 1) postaje relacija (2.34).
Kako su svi uslovi Teoreme 2.2.3 ispunjeni, dokaz posledice je kompletan. ♢

Za jednačinu (2.26), na sličan način se mogu dobiti posledice analogne Teoremi
2.2.4 i Teoremi 2.2.5.

Naredni primeri ilustruju prethodne teorijske rezultate.

Primer 2.2.1 Neka je data nelinearna jednodimenzionalna SDJ sa vremenski pro-
menljivim kašnjenjem koja zavisi od dva parametra, a > 0 i q > 0,

dx(t) =

[
−a|x(t)| +

t · sinx(ρi(t))

(t+ 1)3(ln(t+ 1) + 1)
1
2 + |x(t)|

]
dt (2.35)

+

[
1 − e−|x(ρ2(t))|

(t+ 1)2 + x2(t)
+

cos t ·
√
|x(ρ1(t))|

(ln(t+ 1) + 1)q + 1

]
dw(t), t ≥ 0,

sa zadatim početnim uslovom x0 = ξ ∈ Lp(Ω,F0, C([−τ, 0],R)). Pretpostavlja se
da funkcije ρ1(t) i ρ2(t) zadovoljavaju uslove (2.5) i da je τ = max{−ρ1(0),−ρ2(0)}.

Nije teško proveriti da su za koeficijente ove jednačine,

F (t, x, y1, y2) = −a|x| +
t sin y1

(t+ 1)3(ln(t+ 1) + 1)
1
2 + |x|

,

G(t, x, y1, y2) =
1 − e−|y2|

(t+ 1)2 + x2
+

cos t
√

|y1|
(ln(t+ 1) + 1)q + 1

,

zadovoljeni Lipschitzov uslov i uslov linearnog rasta. Zato na osnovu Teoreme
2.2.1, postoji jedinstveno rešenje x(t; ξ), t ∈ [−τ,∞) jednačine (2.35) tako da je
E supt∈[−τ,∞) |x(t; ξ)|p <∞. Takodje, postoji trivijalno rešenje jednačine, s obzirom
da je F (t, 0, 0, 0) ≡ 0, G(t, 0, 0, 0) ≡ 0.

Ako je V (t, x) = |x|p, uslov (2.18) je zadovoljen za c1 = c2 = 1. Na osnovu
(2.23) se dobija ocena za LṼ (t, x, y1, y2),

LṼ (t, x, y1, y2) ≤ −ap |x|p +
p|x|p−1|y1|

(t+ 1)2(ln(t+ 1) + 1)
1
2

+ p(p− 1)

[
|x|p−2|y2|2

(t+ 1)4
+

|x|p−2 cos2 t |y1|
(ln(t+ 1) + 1)2q

]
,

pri čemu su korǐsćene nejednakosti e−x ≥ 1−x, x ≥ 0 i (a+ b)2 ≤ 2a2+2b2, a, b > 0.
Imajući u vidu uslove (2.9) i (2.18), logično je za decay-funkciju izabrati

λ(t) = ln(t+ 1) + 1.

Tada je λ′(t) = 1
t+1

, 0 < λ′(t) ≤ λ(t), λ′′(t) < 0 i λ(t + s) ≤ λ(t) · λ(s) za svako
t, s ≥ 0. Dakle, decay-funkcija λ(t) zadovoljava sve uslove Teorema 2.2.2–2.2.5.
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Za dokazivanje Lp-stabilnosti, p ≥ 2, jednačine (2.35) u odnosu na decay-
funkciju λ(t) = ln(t + 1) + 1, neophodno je najpre proveriti da li su zadovoljeni
uslovi (2.24) i (2.25). Primenom nejednakosti (1.24), dobija se

LṼ (t, x, y1, y2) ≤ −[ap− (p− 1)(2p− 3)] |x|p + λ−
1
2 (t)λ′2(t) |y1|p (2.36)

+2(p− 1)λ′4(t) |y2|p(p− 1)λ−2q(t) |y1|p + (p− 1) cos2p t λ−2q(t).

Kako je λ′(t) ≤ λ(t), sledi

LṼ (t, x, y1, y2) ≤ −[ap− (p− 1)(2p− 3)] |x|p + p λ−( 5
2
∧2q)(t) |y1|p

+2(p− 1)λ−4(t) |y2|p + (p− 1) cos2p t λ−2q(t).

Prema tome, uslov (2.24) je zadovoljen za θ(t) = (p − 1) cos2p t i µ = 2q, λ0 =
ap− (p− 1)(2p− 3), λ1 = p, λ2 = 2(p− 1), ν1 = 5

2
∧ 2q, ν2 = 4.

Za primenu Teoreme 2.2.2, neophodno je da bude zadovoljen uslov c2
c1

(λ1+λ2) <
λ0, što povlači da mora biti

a >
(p+ 1)(2p− 1)

p
. (2.37)

Dakle, jednačina (2.35) je Lp-stabilna u odnosu na decay λ(t), odnosno,

lim sup
t→∞

lnE|x(t; ξ)|p

ln[ln(t+ 1) + 1]
= lim sup

t→∞

lnE|x(t; ξ)|p

ln ln t
≤ −γ,

gde je, na osnovu (2.10)

γ = 2q ∧ 5

2
∧ ap− (p+ 1)(2p− 1)

2
. (2.38)

Teorema 2.2.4 i Teorema 2.2.5 se mogu primeniti na analogan način s obzirom
da uslov (2.25) sledi iz uslova (2.36),

LṼ (t, x, y1, y2) ≤ −[ap− (p− 1)(2p− 3)] |x|p + p λ−( 5
2
∧2q)(t) |y1|p

+2(p− 1)λ−1(t)λ′3(t) |y2|p + (p− 1) cos2p t λ−2q(t),

gde je ν2 = 1, η1 = 0, η2 = 3, a θ(t), µ, l0, λ1, λ2, ν1 su definisani kao u prethodnom
razmatranju.

Kako je λ′(0) = 1, za primenu Teoreme 2.2.4 potrebni su isti uslovi (2.37) i
(2.38) kao i za primenu Teoreme 2.2.2. Lako je zaključiti da Teorema 2.2.5 zahteva
strože uslove nego Teorema 2.2.3.

Slika 2.11 prikazuje oblast logaritamske Lp-stabilnost, p ≥ 2, jednačine (2.35).
Prema tome, za stabilnost momenta trećeg reda potrebno je da je a = 6.67. Speci-
jalno za q = 2, ρ1(t) = t+ 1/(1 + t), ρ2(t) = t− e−t, τ = max{−ρ1(0),−ρ2(0)} = 1,
ξ = 2, grafički prikazi trajektorije rešenja jednačine (2.35) i funkcije E|x(t)|3 su
prikazani na Slici 2.2 i Slici 2.3, respektivno.

1Svi grafički prikazi uradjeni su korǐsćenjem programskog paketa MATHEMATICA 8.0.
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Slika 2.1: Oblast u kojoj je ispunjen uslov (2.37)
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Slika 2.2: Trajektorija jednačine (2.35) za a = 6.67, q = 2, ρ1(t) = t + 1/(1 + t),
ρ2(t) = t− e−t, τ = 1, ξ = 2
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Slika 2.3: Trajektorije jednačine (2.35) (levo) i E|x(t)|3 (desno) za a = 6.67, q = 2,
ρ1(t) = t+ 1/(1 + t), ρ2(t) = t− e−t, τ = 1, ξ = 2
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Primer 2.2.2 Neka je data dvodimenzionalna SDJ sa promenljivim vremenskim
kašnjenjem koja zavisi od parametara a1, a2, α, β > 0,

dx1(t) =

[
−a1x1(t) +

e−αt
√

1 + x21(ρ1(t))

(t+ 1)3
· x2(ρ2(t))

1 + x22(ρ2(t))

]
dt

+
ln(1 + |x2(ρ1(t))|)

t+ 1
dw1(t)), (2.39)

dx2(t) =

[
−a2x2(t) −

x1(ρ2(t))

(t+ 1)2

]
dt

+
e−βtx

1
3
1 (ρ2(t))

(t+ 1)2 + |x1(t)|
dw1(t) −

x2(ρ2(t))

(t+ 1)3
dw2(t),

sa zadatim početnim uslovom x0 = ξ ∈ Lp(Ω,F0, C([−τ, 0],R)). Nije teško proveriti
da su zadovoljeni uslovi Teoreme 2.2.1 egzistencije i jedinstvenosti rešenja x(t; ξ),
da je E|x(t; ξ)|p <∞ i da sistem (2.39) ima trivijalno rešenje.

Neka je x = (x1, x2)
T , yi = (y1i, y2i)

T i x(t) = (x1(t), x2(t))
T , x(ρi(t)) =

(x1(ρi(t)), x2(ρi(t)))
T , i = 1, 2. Tada je

F (t, x, y1, y2) =

[
−a1x1
−a2x2

]
+

[
e−αt

√
1+y211

(t+1)3
· y22
1+y222

− y12
(t+1)2

]
≡ f(t, x) + h(t, y1, y2),

G(t, x, y1, y2) =

 ln(1+|y21|)
t+1

0

e−βty
1
3
12

(t+1)2+|x1| − y22
(t+1)3

 .
Očigledno, sistem (2.39) može biti razmatran kao stohastička perturbacija deter-
minističkog sistema koji je asimptotski stabilan, tj.[

dx1(t)
dx2(t)

]
=

[
−a1 0

0 −a2

]
·
[
x1(t)
x2(t)

]
.

Koeficijenti sistema (2.39) sugerǐsu ispitivanje polinomijalne stabilnosti. Da bi se
postavili uslovi pri kojima sistem (2.39) ostaje Lp-stabilan, p ≥ 2, primenićemo
Posledicu 2.2.1 za λ(t) = t+ 1. Dakle,

xTf(t, x) ≤ −(a1 ∧ a2)|x|2,

|h(t, y1, y2)|2 ≤
1

4
e−2αt(1 + y211)λ

−6(t) + y212 λ
−4(t)

≤ 1

4
|y1|2λ−6(t) + |y2|2 λ−4(t) +

1

4
e−2αtλ−6(t).

Primenom elementarne nejednakosti (1.20), dobija se

|h(t, y1, y2)| ≤
1

2
|y1|λ−3(t) + |y2|λ−2(t) +

1

2
e−αtλ−3(t).
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Analogno,

|G(t, x, y1, y2)|2 ≤ y221λ
−2(t) + e−2βty

2
3
12λ

−4(t) + y222λ
−6(t)

≤ |y1|2λ−2(t) + |y2|2λ−4(t) + e−2βtλ−4(t).

Primenom Posledice 2.2.1 sledi da je sistem (2.39) polinomijalno Lp-stabilan ako je
zadovoljen uslov (2.31), tj. ako je

a1 ∧ a2 >
3

2
p.

Tada je

lim sup
t→∞

lnE|x(t; ξ)|p

ln(t+ 1)
≤ −γ,

gde je, na osnovu (2.32), γ = 2 ∧ pα ∧ pβ ∧ p(a1 ∧ a2 − 3
2
p).

Oblast polinomijalne Lp-stabilnosti je prikazana na Slici 2.4. Specijalno za p = 5,
ρ1(t) = t− 1/(1 + log(1 + t)), ρ2(t) = t− 1/(1 + t2), τ = max{−ρ1(0),−ρ2(0)} = 1,
ξ = (1, 1), a1 = a2 = 10, α = β = 1 grafički prikaz trajektorija rešenja (x1(t), x2(t))
sistema (2.39) i momenta petog reda može se videti na Slici 2.5 i Slici 2.6, respekti-
vno.

Slika 2.4: Oblast u kojoj je ispunjen uslov a1 ∧ a2 > 3
2
p

Napomena 2.2.1 Može se primetiti da se sva prethodna tvrdjenja mogu primeniti
za ispitivanje stabilnosti SDJ sa konstantnim kašnjenjem, odnosno, u slučaju kada
je ρi(t) ≡ t− τi, τi = const > 0, τ = max{−τ1, . . . ,−τn}.

Štavǐse, sva prethodna tvrdjenja mogu se preformulisati i za ispitivanje stabil-
nosti SDJ bez kašnjenja, za ρi(t) ≡ t.
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Slika 2.5: Trajektorije rešenja sistema (2.39) za ρ1(t) = t − 1/(1 + log(1 + t)),
ρ2(t) = t− 1/(1 + x2), τ = 1, ξ = (1, 1), α = β = 1
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Slika 2.6: E|x(t)|5 za a1 = a2 = 10, α = β = 1, ρ1(t) = t − 1/(1 + log(1 + t)),
ρ2(t) = t− 1/(1 + t2), τ = 1, ξ = (1, 1)

2.3 Eksponencijalna Lp-stabilnost i integrabilnost

stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih

jednačina

Neka je data sledeća stohastička funkcionalna diferencijalna jednačina (SFDJ)

dx(t) = [f(t, x(t)) + F (t, xt)] dt+G(xt) dw(t), t ≥ t0 ≥ 0, (2.40)

sa zadatim početnim uslovom xt0 = ξ, funkcijom f : R+×Rd → Rd i funkcionalima
F : R+ × C([−τ, 0];Rd) → Rd, G : R+ × C([−τ, 0];Rd) → Rd×m. Kako jednačina
zavisi od prošlosti, početni uslov ξ je definisan na segmentu [t0 − τ, t0] kao Ft0-
adaptirana slučajna promenljiva iz familije C([−τ, 0];Rd), nezavisna od Brownovog
kretanja, koja zadovoljava uslov E||ξ||2τ <∞, tj.

xt0 = ξ = {ξ(s) : −τ ≤ s ≤ 0} ∈ L2(Ω,Ft0 , C([−τ, 0];Rd)).
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S obzirom da je jednačina (2.40) specijalan oblik SFDJ (1.16) sa konačnim
kašnjenjem, Definicijom 1.5.1 i Definicijom 1.5.2 se definǐse rešenje i jedinstveno
rešenje, respektivno, ove jednačine. Iz istog razloga, ako f, F,G zadovoljavaju Lip-
schitzov uslov i uslov linearnog rasta, na osnovu Teoreme 1.5.1 postoji jedinstveno
skoro izvesno neprekidno i adaptirano rešenje x(t; t0, ξ) jednačine (2.40) koje zado-
voljava uslov E supt∈[−τ,T ] |x(t; t0, ξ)|2 <∞ za T ≥ t0. Štavǐse, ako je početni uslov

ξ ∈ Lp(Ω,Ft0 , C([−τ, 0];Rd)), p ≥ 0, onda je E supt∈[−τ,T ] |x(t; t0, ξ)|p <∞.

Za ispitivanje stabilnosti rešenja u prethodnom poglavlju je korǐsćena metoda
Lyapunova. Medjutim, kako je vǐse puta naglašeno, zbog poteškoća pri nalaženju
odgovarajuće funkcije Lyapunova, neophodno je naći druge, primenljivije kriteri-
jume, koji nisu zasnovani na direktnoj metodi Lyapunova. Za vǐse detalja pogledati
Jankovic et al. [57, 59, 148], Liu i Xia [101], Mao [113], Zhou et al. [184].

Mao je u radu [113] razmatrao eksponencijalnu srednje kvadratnu i skoro izvesnu
stabilnost SFDJ i SDJ sa promenljivim vremenskim kašnjenjem. Pod pretpostavkom
da je deterministički sistem stabilan, proučavajući pri kojim uslovima odgovarajući
stohastički perturbovani sistem i dalje ostaje stabilan, formulisao je uslove za sta-
bilnost koji se jednostavno proveravaju, a u slučaju SDJ sa konstantnim kašnjenjem
predstavljaju uslove uniformne stabilnosti.

Teorema 2.3.1 (Mao, [113]) Neka su λ, α, β pozitivne konstante tako da važi:

(i) xTf(t, x) ≤ −λ
2
|x|2, (t, x) ∈ R+ × Rd;

(ii) |F (t, φ)| ≤ α ||φ||, |G(t, φ)|2 ≤ β ||φ||2, (t, φ) ∈ R+ × C([−τ, 0],Rd));

(iii) 2α + β + 6λ
√
βτ < λ e−λτ .

Tada postoje pozitivne konstante M i γ tako da je

E||x(t; t0, ξ)||2 ≤M e−γ(t−t0)E||ξ||2, (2.41)

za svako t0 ≥ 0 i ξ ∈ L2(Ω,Ft0 , C([−τ, 0],Rd)), odnosno, jednačina (2.40) je eks-
ponencijalno L2-stabilna Štavǐse, jednačina (2.40) je eksponencijalno skoro izvesno
stabilna, tj.

lim sup
t→∞

ln |x(t; t0, ξ)|
t

≤ −γ
2

s.i.

U nastavku su izloženi rezultati iz rada [142], G. Pavlović, S. Janković, Moment
exponential stability and integrability of stochastic functional differential equations,
Applied Mathematics and Computation 218 (2012) 6125-6134. Dobijeni rezultati
delom predstavljaju uopštenja tvrdjenja iz rada [113] X. Maoa u kome je razmatrana
srednje kvadratna stabilnost SFDJ (2.40). Uopštenja u radu [142] se odnose na
nalaženje dovoljnih uslova eksponencijalne skoro izvesne i Lp-stabilnosti jednačine
(2.40) za p ≥ 2.

U Sekciji 2.3.1, kao specijalan slučaj jednačine (2.40), razmatra se perturbovana
SDJ sa promenljivim vremenskim kašnjenjem, SDJ sa konstantnim kašnjenjem i
SDJ bez kašnjenja.

Najpre se dokazuje pomoćno tvrdjenje koje će biti primenjeno za dokazivanje
glavnih rezultata.
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Teorema 2.3.2 Neka je p ≥ 2 i neka su λ, α, β pozitivne konstante tako da važi:

(i) xTf(t, x) ≤ −λ
p
|x|2, (t, x) ∈ R+ × Rd;

(ii) |F (t, φ)| ≤ α ||φ||, |G(t, φ)|2 ≤ β ||φ||2, (t, φ) ∈ R+ × C([−τ, 0],Rd));

(iii)
p

2
[2α + (p− 1)β] + 3pλ

√
βτ < λ e−λτ .

Tada postoje pozitivne konstante C i γ ∈ (0, λ) tako da je svako rešenje x(t; t0, ξ)
jednačine (2.40) Lp-integrabilno u odnosu na funkciju eγt, u smislu da važi∫ ∞

t0

eγtE|x(t; t0, ξ)|p dt ≤ C eγt0 E||ξ||p, (2.42)

za svako t0 ≥ 0 i ξ ∈ Lp(Ω,Ft0 , C([−τ, 0],Rd)).

Dokaz. Zbog jednostavnosti, biće korǐsćen x(t) umesto x(t; t0, ξ) za rešenje jednačine
(2.40) sa početnim uslovom ξ ∈ Lp(Ω,Ft0 , C([−τ, 0],Rd)).

Primenom formule Itôa na eλr|x(r)|p, pri čemu je r ≥ t0, dobija se

eλr|x(r)|p = eλt0 |x(t0)|p +

∫ r

t0

λ eλs|x(s)|p ds

+p

∫ r

t0

eλs|x(s)|p−2

(
xT (s)[f(s, x(s)) + F (s, xs)] +

1

2
|G(s, xs)|2

)
ds

+
p(p− 2)

2

∫ r

t0

eλs|x(s)|p−4|xT (s)G(s, xs)|2 ds

+p

∫ r

t0

eλs|x(s)|p−2xT (s)G(s, xs) dw(s).

Za t ≥ t0 + θ, na osnovu pretpostavki (i) i (ii), sledi

eλ(t−τ)E||xt||p ≤ E sup
r∈[t−τ,t]

eλr|x(r)|p (2.43)

≤ eλt0 ||ξ||p + pαE

∫ t

t0

eλs|x(s)|p−1||xs|| ds

+
p(p− 2)

2
β E

∫ t

t0

eλs|x(s)|p−2||xs||2 ds

+ pE sup
r∈[t−τ,t]

∫ r

t−τ

eλs|x(s)|p−1xT (s)G(s, xs) dw(s)

≤ eλt0E||ξ||p +
p

2
[2α + (p− 1)β]

∫ t

t0

eλsE||xs||p ds

+ pE sup
r∈[t−τ,t]

∫ r

t−τ

eλs|x(s)|p−1xT (s)G(s, xs) dw(s).

Ako se primeni Burkholder-Davis-Gundi nejednakost (Teorema 1.3.3), a zatim ne-
jednakost Younga (1.22), za proizvoljno ε ∈ (0, 1/2) se dobija
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pE sup
r∈[t−τ,t]

∫ r

t−τ

eλs|x(s)|p−1xT (s)G(s, xs) dw(s)

≤ 3pE

(∫ t

t−τ

e2λs|x(s)|2(p−1)||G(s, xs)||2 ds
)1/2

≤ 3pE

(∫ t

t−τ

e2λsβ ||xs||2p ds
)1/2

≤ 3pE

(
||xt||p

∫ t

t−τ

e2λsβ ||xs||p ds
)1/2

≤ 2E

{(
ε eλ(t−τ)||xt||p

)1/2 · (9p2β

4ε
e−λ(t−τ)

∫ t

t−τ

e2λs||xs||p ds
)1/2

}

≤ ε eλ(t−τ)E||xt||p +
9p2β

4ε
e−λ(t−τ)

∫ t

t−τ

e2λsE||xs||p ds.

Prema tome, za t ≥ t0 + τ , na osnovu (2.43) sledi da je

(1 − ε) eλ(t−τ)E||xt||p ≤ eλt0E||ξ||p (2.44)

+
p

2
[2α + (p− 1)β)]

∫ t

t0

eλsE||xs||p ds

+
9p2β

4ε
e−λ(t−τ)

∫ t

t−τ

e2λsE||xs||p ds.

Ako je t ∈ [t0, t0 + τ ], na sličan način se dobija

eλ(t−τ)E||xt||p ≤ eλt0E

{
||ξ||p + sup

r∈[t0,t]
|x(r)|p

}
(2.45)

≤ eλt0E||ξ||p + E sup
r∈[t0,t]

eλr|x(r)|p

≤ 2eλt0E||ξ||p +
p

2
[2α + (p− 1)β]

∫ t

t0

eλsE||xs||p ds

+
9p2β

4ε
e−λ(t−τ)

∫ t

t0

e2λsE||xs||p ds+ ε eλ(t−τ)E||xt||p.

Otuda, za svako t ≥ t0, primenom (2.44) i (2.45) sledi

(1 − ε) e−λτE||xt||p ≤ 2e−λ(t−t0)E||ξ||p (2.46)

+
p

2
[2α + (p− 1)β] e−λt

∫ t

t0

eλsE||xs||p ds

+
9p2β

4ε
e−2λt+λτ

∫ t

(t−τ)∨t0
e2λsE||xs||p ds.

Na osnovu uslova (iii) sledi da postoji konstanta γ ∈ (0, λ) tako da je

p

2
[2α + (p− 1)β] + 3p(λ− γ)

√
βτ < (λ− γ) e−λτ . (2.47)
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Za proizvoljno T > t0 je

(1 − ε) e−λτ

∫ T

t0

eγtE||xt||p dt

≤ 2

∫ T

t0

eγt−λ(t−t0)E||ξ||p dt

+
p

2
[2α + (p− 1)β]

∫ T

t0

e(γ−λ)t

∫ t

t0

eλsE||xs||p ds dt

+
9p2β

4ε
eλτ
∫ T

t0

eγt−2λt

∫ t

(t−τ)∨t0
e2λsE||xs||p ds dt

≤ 2

λ− γ
eγt0E||ξ||p +

p

2
[2α + (p− 1)β)]

∫ T

t0

eλsE||xs||p
(∫ T

s

e(γ−λ)t dt

)
ds

+
9p2β

4ε
eλτ
∫ T

t0

e2λsE||xs||p
(∫ (s+τ)∧T

s

eγt−2λt dt

)
ds

≤ 2

λ− γ
eγt0E||ξ||p +

p

2
[2α + (p− 1)β]

1

λ− γ

∫ T

t0

eγsE||xs||p ds

+
9p2β

4ε
eλτ
∫ T

t0

e(2λ)sE||xs||p
(
e(γ−2λ)s 1 − e−(2λ−γ)τ )

(2λ− γ)τ
τ

)
ds.

Za ε = 3p
2

√
βτ eλτ , koje je na osnovu uslova (iii) iz intervala (0, 1/2), dobija se(

e−λτ − 3p

2

√
βτ

)∫ T

t0

eγtE||xt||p dt

≤ 2

λ− γ
eγt0E||ξ||p

+

(
1

λ− γ

p

2
[2α + (p− 1)β] +

3p

2

√
βτ

)∫ T

t0

eγsE||xs||p ds,

odnosno, (
e−λτ − 3p

√
βτ − 1

λ− γ

p

2
[2α + (p− 1)β]

)∫ T

t0

eγtE||xt||p dt

≤ 2

λ− γ
eγt0E||ξ||p.

Imajući u vidu nejednakost (2.47), sledi da za svako T > 0 važi∫ T

t0

eγtE||xt||p dt ≤ C · eγt0 E||ξ||p,

pri čemu je C > 0 generisana konstanta. Kako je E|x(t)|p ≤ E||xt||p, teorema je
dokazana kad T → ∞. ♢

Primenjujući prethodnu teoremu, mogu se postaviti uslovi za eksponencijalnu
Lp-stabilnost jednačine (2.40). Kao i obično, pretpostavlja se da je f(t, 0) ≡ 0,
F (t, 0) ≡ 0, G(t, 0) ≡ 0 za svako t ≥ t0, kako bi jednačina (2.40) imala trivijalno
rešenje x(t; t0, 0) = 0 za svako t ≥ t0.
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Teorema 2.3.3 Neka su zadovoljeni uslovi Teoreme 2.3.2. Tada postoje pozitivne
konstante M i γ ∈ (0, λ) tako da je

E|x(t; t0, ξ)|p ≤M e−γ(t−t0)E||ξ||p (2.48)

za svako t0 ≥ 0 i ξ ∈ Lp(Ω,Ft0 , C([−τ, 0],Rd)), odnosno, jednačina (2.40) je eks-
ponencijalno Lp-stabilna u smislu da važi

lim sup
t→∞

lnE|x(t; t0, ξ)|p

t
≤ −γ.

Štavǐse, jednačina (2.40) je eksponencijalno skoro izvesno stabilna sa eksponentom
Lyapunova γ/p, tj.

lim sup
t→∞

ln |x(t; t0, ξ)|
t

≤ −γ
p

s.i.

Dokaz. Ako je ε = 3/2p
√
βτ eλτ , što je na osnovu uslova (iii) Teoreme 2.3.2 manje

od 1/2, i ako u relaciji (2.46) zamenimo λ sa γ, dobija se

eγ(t−τ)E||xt||p

≤ 4 eγt0E||ξ||p + p
[
2α + (p− 1)β + 3

√
β/τ e(γ−λ)τ

] ∫ T

t0

eγsE||xs||p ds.

Primenom nejednakosti (2.42), iz Teoreme 2.3.2 se dobija tražena nejednakost (2.48),

eγtE|x(t)|p ≤ eγtE||xt||p ≤M E||ξ||p,

pri čemu je M =
{

4 + p
[
2α + (p− 1)β + 3

√
β/τ e(γ−λ)τ

]
C
}
eγτ .

Štavǐse, eksponencijalna Lp-stabilnost povlači eksponencijalnu skoro izvesnu sta-
bilnost sa eksponentom Lyapunova γ/p, čime se opisuje brzina konvergencije pro-
izvoljnog rešenja kad t → ∞. Za p = 2, dokaz se može naći u [113], a ovde je dat
dokaz za p ≥ 2.

Za proizvoljno ε ∈ (0, γ) i k = 1, 2, . . ., na osnovu (2.48) sledi

P
{
ω : |x(kτ + t0; t0, ξ)| > e−(γ−ε)kτ/p

}
≤ e(γ−ε)kτ E|x(kτ + t0; t0, ξ)|p

≤M E||ξ||p.

Primenom Borel–Cantellijeve leme sledi da postoji slučajni indeks k0(ω) tako da
je skoro izvesno |x(kτ + t0; t0, ξ)| ≤ e−(γ−ε)kτ/p za k > k0(ω). Prema tome, ako je
(k − 1)τ + t0 ≤ t ≤ kτ + t0 i k > k0(ω), onda je

ln |x(kτ + t0; t0, ξ)|
t

≤ − (γ − ε)kτ/p

(k − 1)τ + t0
s.i.

Zbog toga je

lim sup
t→∞

ln |x(kτ + t0; t0, ξ)|
t

≤ −γ − ε

p
s.i.

Kako je ε proizvoljno izabrano, dokaz je kompletan zahtevom da ε→ 0. ♢
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Napomena 2.3.1 Prikazana tehnika dokazivanja nije efektivno primenljiva za ispi-
tivanje opšte skoro izvesne i Lp-stabilnosti jer proizvoljna decay-funkcija λ(t) mora
da zadovolji uslov,

a ≤ λ′(t)

λ(t)
≤ 1, a ∈ (0, 1], t ≥ 0,

koji je isuvǐse restriktivan. U tom slučaju, klasa decay-funkcija je veoma uska jer
mali broj funkcija zadovoljava ovaj uslov, npr. eksponencijalna funkcija, a ne mogu
se uzeti u obzir polinomijalna i logaritamska funkcija.

2.3.1 Eksponencijalna Lp-stabilnost i integrabilnost
stohastičkih diferencijalnih jednačina sa promenljivim
vremenskim kašnjenjem

SFDJ (2.40) može biti redukovana, izmedju ostalog, na različite tipove SDJ sa
kašnjenjem. U ovom poglavlju, kao specijalan slučaj jednačine (2.40), razmatra se
stohastička diferencijalna jednačina sa promenljivim vremenskim kašnjenjem,

dx(t) = [f(t, x(t)) + F (t, x(ρ1(t)), . . . , x(ρn(t)))] dt (2.49)

+G(t, x(ρ1(t)), . . . , x(ρn(t))) dw(t), t ≥ t0 ≥ 0,

pri čemu je početni uslov xt0 = ξ ∈ Lp(Ω,Ft0 , C([−τ, 0],Rd)) i p ≥ 2. Kao i
ranije, w(t) je m-dimenzionalno Brownovo kretanje i f : R+ × Rd → Rd, F :
R+×Rd×n → Rd, G : R+×Rd×n → Rd×m. Takodje, pretpostavlja se da neprekidno
diferencijabilne funkcije ρi : R+ → R, i = 1, . . . , n, zadovoljavaju uslove (2.5) i (2.6)
i da je τ = max1≤i≤n{−ρi(0)}.

Teorema 2.3.4 Neka su ρi : R+ → R, i = 1, . . . , n neprekidno diferencijabilne
funkcije koje zadovoljavaju uslove (2.5) i neka postoje konstante λ, α, β tako da
važi:

(i′) xTf(t, x) ≤ −λ
p
|x|2, (t, x) ∈ R+ × Rd;

(ii′) |F (t, φ)| ≤ α ||φ||, |G(t, φ)|2 ≤ β ||φ||2, (t, φ) ∈ R+ × Rd×n;

(iii′) αp
√
n+ β

p(p− 1)

2
n < λ.

Tada postoje pozitivne konstante C i γ ∈ (0, λ) tako da je svako rešenje x(t; t0, ξ)
jednačine (2.49) Lp-integrabilno u odnosu na funkciju eγt, odnosno, važi∫ ∞

t0

eγtE|x(t; t0, ξ)|p dt ≤ C eγt0 E||ξ||p (2.50)

za svako t0 ≥ 0 and ξ ∈ Lp(Ω,Ft0 , C([−τ, 0],Rd)).



2.2 Eksponencijalna Lp-stabilnost i integrabilnost SFDJ 59

Dokaz. Primenom formule Itôa i uslova (i′), za t ≥ t0 je

eλtE|x(t)|p

= eλt0E||ξ||p + λE

∫ t

t0

eλs|x(s)|p ds

+pE

∫ t

t0

eλs|x(s)|p−2x(s)Tf(s, x(s)) ds

+pE

∫ t

t0

eλs|x(s)|p−2x(s)TF (s, x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s))) ds

+
p(p− 2)

2
E

∫ t

t0

eλs|x(s)|p−4|xT (s)G(s, x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s)))|2 ds

+
p

2
E

∫ t

t0

eλs|x(s)|p−2|G(s, x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s)))|2 ds

≤ eλt0E||ξ||p + pE

∫ t

t0

eλs|x(s)|p−1|F (s, x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s)))| ds

+
p(p− 1)

2
E

∫ t

t0

eλs|x(s)|p−2|G(s, x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s)))|2 ds.

Na osnovu uslova (ii′) i (iii′) sledi

E|x(t)|p ≤ e−λ(t−t0)E||ξ||p (2.51)

+ pαE

∫ t

t0

e−λ(t−s)|x(s)|p−1
( n∑

i=1

|x(ρi(s))|2
)1/2

ds

+
p(p− 1)

2
β E

∫ t

t0

e−λ(t−s)|x(s)|p−2
( n∑

i=1

|x(ρi(s))|2
)
ds.

Primenom nejednakosti (1.23) za neko ε1 > 0 i elementarne nejednaksti (1.20),
dobija se

E

∫ t

t0

e−λ(t−s)|x(s)|p−1
( n∑

i=1

|x(ρi(s))|2
)1/2

ds (2.52)

≤ p− 1

p
ε1E

∫ t

t0

e−λ(t−s)|x(s)|p ds

+
1

p
ε
−(p−1)
1 E

∫ t

t0

e−λ(t−s)
( n∑

i=1

|x(ρi(s))|2
)p/2

ds

≤ p− 1

p
ε1

∫ t

t0

e−λ(t−s)E|x(s)|p ds

+
1

p
ε
−(p−1)
1 np/2−1

( n∑
i=1

∫ t

t0

e−λ(t−s)E|x(ρi(s))|p ds
)
.
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Na sličan način sledi da je

E

∫ t

t0

e−λ(t−s)|x(s)|p−2
( n∑

i=1

|x(ρi(s))|2
)
ds (2.53)

≤ p− 2

p
ε2

∫ t

t0

e−λ(t−s)E|x(s)|p ds

+
2

p
ε
−(p/2−1)
2 np/2−1

( n∑
i=1

∫ t

t0

e−λ(t−s)E|x(ρi(s))|p ds
)
.

Zamenom ocena (2.52) i (2.53) u (2.51) dobija se

E|x(t)|p ≤ e−λ(t−t0)E||ξ||p + δ1

∫ t

t0

e−λ(t−s)E|x(s)|p ds

+ δ2

( n∑
i=1

∫ t

t0

e−λ(t−s)E|x(ρi(s))|p ds
)
, (2.54)

pri čemu je

δ1 = (p− 1)[αε1 + β(p− 2)ε2/2], δ2 = np/2−1
[
αε

−(p−1)
1 + (p− 1)βε

−(p/2−1)
2

]
.(2.55)

Sa druge strane, iz uslova (iii′) se može zaključiti da postoji konstanta γ ∈ (0, λ)
tako da je

αp(np/2eγτ )1/p + β
p(p− 1)

2
(np/2eγτ )2/p < λ− γ. (2.56)

Na osnovu (2.54) sledi da za svako T > t0 važi∫ T

t0

eγtE|x(t)|p dt ≤ eλt0
∫ T

t0

e(γ−λ)tE||ξ||p dt (2.57)

+ δ1

∫ T

t0

eγt
∫ t

t0

e−λ(t−s)E|x(s)|p ds dt

+ δ2

n∑
i=1

(∫ T

t0

eγt
(∫ t

t0

e−λ(t−s)E|x(ρi(s))|p ds
)
dt
)
.

Promenom redosleda integracije, dobija se∫ T

t0

eγt
∫ t

t0

e−λ(t−s)E|x(s)|p ds dt ≤
∫ T

t0

eλsE|x(s)|p
(∫ T

s

e(γ−λ)t dt
)
ds

≤ 1

λ− γ

∫ T

t0

eγsE|x(s)|p ds. (2.58)

Analogno, ∫ T

t0

eγt
(∫ t

t0

e−λ(t−s)E|x(ρi(s))|p ds
)
dt (2.59)

≤
∫ T

t0

eλsE|x(ρi(s))|p
(∫ T

s

e(γ−λ)t dt
)
ds

≤ 1

λ− γ

∫ T

t0

eγsE|x(ρi(s))|p ds.
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Da bi ocenili poslednji integral u relaciji (2.59), uvodi se smena u = ρi(s). Kako
funkcije ρi zadovoljavaju uslove (2.5) i (2.6), to je∫ T

t0

eγsE|x(ρi(s))|p ds ≤
∫ T

t0−τ

eγ(u+τ)E|x(u)|p du

=

∫ t0

t0−τ

eγ(u+τ)E|x(u)|p du+

∫ T

t0

eγ(u+τ)E|x(u)|p du

= eγ(t0+τ)1 − e−γτ

γτ
τE||ξ||p +

∫ T

t0

eγ(u+τ)E|x(u)|p du

≤ τeγ(t0+τ)E||ξ||p +

∫ T

t0

eγ(u+τ)E|x(u)|p du. (2.60)

Konačno, na osnovu poslednje ocene i (2.57), (5.37) i (2.59), sledi∫ T

t0

eγtE|x(t)|p dt ≤ c1E||ξ||p + c2

∫ T

t0

eγtE|x(t)|p dt, (2.61)

gde je

c1 =
1

λ− γ
eγt0(1 + δ2nτe

γτ ) > 0, c2 =
1

λ− γ
(δ1 + δ2ne

γτ ).

Na osnovu (2.55), c2 je oblika

c2 =
1

λ− γ

[
(p− 1)ε1 + np/2eγταε−p+1

1 +
(p− 2)(p− 1)

2
ε2 + (p− 1)np/2eγτβε

− p
2
+1

2

]
.

Imajući u vidu relaciju (2.56), ε1 i ε2 će biti izabrane tako da je c2 < 1, na primer,

ε1 = (np/2eγτ )1/p i ε2 = (np/2eγτ )2/p. Tada je

c2 =
1

λ− γ

[
αp(np/2eγτ )1/p + β

p(p− 1)

2
(np/2eγτ )2/p

]
< 1,

pa na osnovu (2.61) postoji konstanta C = c1
1−c2

> 0 tako da važi∫ T

t0

eγtE|x(t)|p dt ≤ C eγt0E||ξ||p.

Prema tome, (2.50) direktno sledi kad T → ∞, čime je teorema dokazana. ♢

Kao i obično, za ispitivanje eksponencijalne skoro izvesne i Lp-stabilnosti jedna-
čine (2.49), neophodno je pretpostaviti da je F (t, 0, . . . , 0) ≡ 0, G(t, 0, . . . , 0) ≡ 0 i
f(t, 0) ≡ 0.

Teorema 2.3.5 Neka su zadovoljeni uslovi Teoreme 2.3.4. Tada postoje pozitivne
konstante M i γ ∈ (0, λ) tako da važi

E|x(t; t0, ξ)|p ≤M e−γ(t−t0)E||ξ||p (2.62)

za svako t0 ≥ 0 i ξ ∈ Lp(Ω,Ft0 , C([−τ, 0],Rd)), odnosno, jednačina (2.49) je eks-
ponencijalno Lp-stabilna. Štavǐse, jednačina (2.49) je istovremeno i eksponencijalno
skoro izvesno stabilna sa eksponentom Lyapunova γ/p.



62 Glava 2 Stabilnost SFDJ sa konačnim kašnjenjem

Dokaz. Neka je γ ∈ (0, λ) izabrano tako da je zadovoljena relacija (2.56). Pri-
menom formule Itôa i uslova (i′), za r > t0 je

eγr|x(r)|p ≤ eγt0 |x(t0)|p + p

∫ r

t0

eγs|x(s)|p−1|F (s, x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s)))|ds

+
p(p− 1)

2

∫ r

t0

eγs|x(s)|p−2|G(s, x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s)))|2ds

+ p

∫ r

t0

eγs|x(s)|p−2x(s)TG(s, x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s)))dw(s).

Prema tome, za t ≥ t0 + τ važi

eγ(t−τ)E||xt||p

≤ E sup
r∈[t−τ,t]

eγr|x(r)p|

≤ eγt0E||ξ||p + pE

∫ t

t0

eγs|x(s)|p−1|F (s, x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s)))| ds

+
p(p− 1)

2
E

∫ t

t0

eγs|x(s)|p−2|G(s, x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s)))|2 ds

+pE

∫ t−τ

t0

eγs|x(s)|p−2x(s)TG(s, x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s))) dw(s)

+pE

{
sup

r∈[t−τ,t]

∫ r

t−τ

eγs|x(s)|p−2x(s)TG(s, x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s))) dw(s)

}
.

Primenom uslova (ii’) i nejednakosti (1.23) za ε1 = ε2 = 1, na način kako je dobijena
relacija (2.54), dobija se

eγ(t−τ)E||xt||pτ (2.63)

≤ eγt0E||ξ||pτ +

[
α(p− 1) + β

(p− 1)(p− 2)

2

] ∫ t

t0

eγsE|x(s)|p ds

+
[
αnp/2−1 + (p− 1)βnp/2−1

] ( n∑
i=1

∫ t

t0

eγsE|x(ρi(s))|p ds
)

+pE sup
r∈[t−τ,t]

∫ r

t−τ

eγs|x(s)|p−2xT (s)G(s, x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s))) dw(s).

Da bi ocenili poslednji integral, primenimo Burkholder-Davis-Gundy nejednakost
(Teorema 1.3.3) i elementarne nejednakosti (1.22) i (1.23),

pE sup
r∈[t−τ,t]

∫ r

t−τ

eγs|x(s)|p−2xT (s)G(s, x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s))) dw(s)

≤ 3pE

{∫ t

t−τ

e2γs|x(s)|2p−2|G(s, x(ρ1(s)), . . . , x(ρn(s)))|2 ds
}1/2

≤ E

{
||x(t)||p 9p2β

∫ t

t−τ

e2γs

[
p− 2

p
|x(s)|p +

2

p

( n∑
i=1

|x(ρi(s))|2
)p/2]

ds

}1/2
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≤ 1

2
eγ(t−τ)E||x(t)||p

+
9

2
p2βe−γ(t−τ)E

∫ t

t−τ

e2γs

[
p− 2

p
|x(s)|p +

2

p

( n∑
i=1

|x(ρi(s))|2
)p/2]

ds.

Na osnovu ove ocene, relacija (2.63) postaje

eγ(t−τ)E||xt||p (2.64)

≤ eγt0E||ξ||p + (p− 1)

[
α + β

p− 2

2

] ∫ t

t0

eγsE|x(s)|p ds

+np/2−1[α + (p− 1)β]
( n∑

i=1

∫ t

t0

eγsE|x(ρi(s))|p ds
)

+
9

2
p(p− 2)βe−γ(t−τ)

∫ t

t−τ

e2γsE|x(s)|p ds+
1

2
eγ(t−τ)E||x(t)||p

+9pβnp/2−1e−γ(t−τ)
( n∑

i=1

∫ t

t−τ

e2γsE|x(ρi(s))|p ds
)
.

Ako je t ∈ [t0, t0 + τ ], na sličan način se dobija ocena

eγ(t−τ)E||xt||p (2.65)

≤ eγt0E

{
||ξ||p + sup

r∈[t0,t]
|x(r)|p

}

≤ 2eγt0E||ξ||p + (p− 1)

[
α + β

p− 2

2

] ∫ t

t0

eγsE|x(s)|p ds

+np/2−1[α + (p− 1)β]
( n∑

i=1

∫ t

t0

eγsE|x(ρi(s))|p ds
)

+
9

2
p(p− 2)βe−γ(t−τ)

∫ t

t0

e2γsE|x(s)|p ds+
1

2
eγ(t−τ)E||x(t)||p

+9pβnp/2−1e−γ(t−τ)
( n∑

i=1

∫ t

t0

e2γsE|x(ρi(s))|p ds
)
.

Prema tome, za svako t ≥ t0 iz relacija (2.64) i (2.65) sledi

eγ(t−τ)E||xt||p

≤ 4eγt0E||ξ||p + (p− 1)[2α + β(p− 2)]

∫ t

t0

eγsE|x(s)|p ds

+2np/2−1[α + (p− 1)β]
( n∑

i=1

∫ t

t0

eγsE|x(ρi(s))|pds
)

+9p(p− 2)βe−γ(t−τ)

∫ t

t0∨(t−τ)

e2γsE|x(s)|p ds

+18pβnp/2−1e−γ(t−τ)

n∑
i=1

∫ t

t0∨(t−τ)

e2γsE|x(ρi(s))|p ds.
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Konačno, na osnovu relacije (2.50), Teoreme (2.3.4) i ocene (2.60), sledi da je

eγ(t−τ)E||xt||p

≤ 4eγt0E||ξ||p + {(p− 1)[2α + (p− 2)β] + 9p(p− 2)βeγτ}Ceγt0E||ξ||p

+2np/2[α + (p− 1)β + 9pβeγτ ]

∫ t

t0−τ

eγ(u+τ)E|x(u)|p du

≤ eγt0{4 + (p− 1)[2α + (p− 2)β] + 9p(p− 2)βeγτ}C E||ξ||p

+2np/2[α + β(p− 1) + 9pβeγτ ]

[
τeγ(t0+τ)E||ξ||p +

∫ T

t0

eγ(u+τ)E|x(u)|p du
]

≤ M̃ eγt0 E||ξ||p,

pri čemu je

M̃ = {4 + (p− 1)[2α + (p− 2)β] + 9p(p− 2)βeγτ}C
+2np/2[α + (p− 1)β + 9pβeγτ ]eγτ (τ + C).

Prema tome, relacija (2.62) je zadovoljena za M = M̃ eγτ .

Dokazivanje eksponencijalne skoro izvesne stabilnosti se izostavlja, s obzirom da
je postupak isti kao u drugom delu dokaza Teoreme 2.3.3. ♢

Razmotrimo specijalan slučaj za ρi(t) = t − τi, pri čemu su τi, i = 1, . . . , n ne-
negativne konstante, a τ = max1≤i≤n{τi}. Tada se jednačina (2.49) svodi na SDJ
sa konstantnim kašnjenjem oblika

dx(t) = [f(t, x(t)) + F (x(t− τ1), ..., x(t− τn))] dt (2.66)

+G(t, x(t− τ1), ..., x(t− τn)) dw(t).

Prema Teoremi 2.3.4, ako su zadovoljeni uslovi (i′)–(iii′) svako rešenje jednačine
(2.66) je Lp-inegrabilno. Takodje, jednačina je eksponencijalno skoro izvesno i Lp-
stabilna na osnovu Teoreme 2.3.5. Štavǐse, s obzirom da uslovi (i′)–(iii′) ne zavise
od τi, jednačina (2.66) je uniformno eksponencijalno skoro izvesno i Lp-stabilna.

Posebno, za n = 1 i τ1 = 0, jednačina (2.66) postaje stohastička diferencijalna
jednačina bez kašnjenja

dx(t) = [f(t, x(t)) + F (t, x(t))] dt+G(t, x(t)) dw(t). (2.67)

Naredno tvrdjenje direktno sledi iz Teoreme 2.3.4 i Teoreme 2.3.5.

Posledica 2.3.1 Neka postoje konstante λ, α, β tako da je:

(i′) xTf(t, x) ≤ −λ
p
|x|2, (t, x) ∈ R+ ×Rd;

(ii′′) |F (t, x)| ≤ α |x|, |G(t, x)|2 ≤ β |x|2, (t, x) ∈ R+ ×Rd;

(iii′′) αp+ β
p(p− 1)

2
< λ.

Tada je jednačina (2.67) Lp-integrabilna i eksponencijalno skoro izvesno i Lp-stabilna.
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Napomena 2.3.2 Za p = 2, uslovi (iii), (iii′) i (iii′′) svode na uslove koji se
mogu naći u [113]. Na primer, uslov (iii) za slučaj srednje kvadratne stabilnosti i
integrabilnosti jednačine (2.40) je oblika 2α + β + 6λ

√
βτ < λ e−λτ .

Naredna dva primera ilustruju prethodna razmatranja. U oba slučaja, pret-
postavlja se da je {w(t), t ≥ 0} skalarno Brownovo kretanje.

Primer 2.3.1 Neka je data SFDJ oblika (2.40) koja zavisi od parametra a ∈ R,
pri čemu je rešenje označeno sa x(t) = (u(t), v(t))T , a prošlost rešenja sa xt(s) =
(ut(s), vt(s))

T , t, s ≥ 0. Pretpostavlja se da je ξ ∈ Lp(Ω,Ft0 , C([−τ, 0],R2)) i da je

f(t, x(t)) =

[
−u(t)

1

2
u(t) − v(t)

]
, F (t, xt) =

 sin

(∫ 0

−τ

et vt(s) ds

)
2

∫ 0

−τ

|ut(s)| ds

 ,

G(t, xt) =
a√
τ

 1 − e

−

∣∣∣∣∣∣∣
∫ 0

−τ

ln(1 + |ut(s)|) ds
∣∣∣∣∣∣∣∫ 0

−τ

sin vt(s) ds

 .
Nije teško proveriti da funkcionali f, F,G zadovoljavaju Lipschitzov uslov i uslov
linearnog rasta, čime je garantovana egzistencija i jedinstvenost proizvoljnog rešenja.
Očigledno, f(t, 0) ≡ 0, F (t, 0) ≡ 0 i G(t, 0) ≡ 0, pa jednačina ima trivijalno rešenje.
Sa druge strane, kako je

xT (t)f(t, x(t)) ≤ −3

4
|x(t)|2,

|F (t, xt)|2 =

(
sin

(∫ 0

−τ

et vt(s) ds

))2

+

(
2

∫ 0

−τ

|ut(s)| ds
)2

≤ τ

∫ 0

−τ

[
(vt(s))

2 + 4(ut(s))
2
]
ds ≤ 4τ

∫ 0

−τ

|xt(s)|2 d

≤ 4τ 2 sup
s∈[−τ,0]

|x(t+ s)|

= 4τ 2 ||xt||,

|G(t, xt)|2 ≤
a2

τ

[(∫ 0

−τ

ln(1 + |ut(s)|) ds
)2

+

(∫ 0

−τ

sin vt(s) ds

)2
]

≤ a2τ ||xt||2,

uslovi (i) i (ii) su zadovoljeni za λ = 3/4 p, α = 2τ , β = a2τ . Prema tome, ključni
uslov (iii) je oblika

2(p− 1)a2 + 9p a+ 8 − 3

τ
e−3/4pτ < 0. (2.68)

Neka je g(a) leva strana nejednakosti (2.68). Na osnovu Teoreme 2.3.3 sledi da
će razmatrana jednačina biti eksponencijalno skoro izvesno i Lp-stabilna ukoliko je
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a ∈ (a1, a2), pri čemu su a1 i a2 rešenja kvadratne jednačine g(a) = 0. Kako je
diskriminanta pozitivna, 81p2 + 24(p − 1)e−3/4pτ/τ > 0, ova rešenja uvek postoje.
Štavǐse, ukoliko je neophodno da a bude pozitivno, odnosno, a ∈ [0, a2), onda τ
mora biti iz intervala (0, τ0), gde τ0 zadovoljava jednakost 3e−3/4pτ0 = 8τ0. Takodje,
u ovom slučaju, na osnovu Teoreme 2.3.2 sledi da je svako rešenje Lp-integrabilno
u odnosu na funkciju eγt za γ ∈ (0, 3/4p).

Primer 2.3.2 Prethodni teorijski rezultati mogu se primeniti za naliziranje sta-
bilnsti SDJ sa promenljivim vremenskim kašnjenjem i parametrima a > 0 i b ∈ R,

d

[
u(t)
v(t)

]
= −a

[
u(t)
v(t)

]
dt+

 u(ρ1(t))

t+ 1
+ v(ρ2(t))

1 − e−|v(ρ1(t))|

 dt (2.69)

+b

[
sin (e−tu(ρ1(t)))

v(ρ2(t))

]
dw(t), t ≥ 0,

pri čemu je zadat početni uslov ξ ∈ Lp(Ω,F0, C([−τ, 0],R2)) i funkcije kojima se
opisuje kašnjenje

ρ1(t) = t− e−t, ρ2(t) = t−
(π

2
− arctan t

)
, t ≥ 0.

Jednostavno je proveriti da su uslovi (2.5) zadovoljeni i da je τ = max{−ρ1(0),−ρ2(0)}
= π/2. Takodje, postoji jedinstveno rešenje x(t) = (u(t), v(t))T , kao i trivijalno
rešenje ove jednačine. S obzirom da važi

xT (t)f(t, x(t)) = −a |x(t)|2,

|F (t, x(ρ1(t)), ρ2(t)))|2 ≤ 2 |x(ρ1(t))|2 + 2|x(ρ2(t))|2

≤ 4 sup
s∈[−π/2,0]

|x(t+ s)|2

= 4 ||xt||2,

|G(t, x(ρ1(t)), ρ2(t)))|2 ≤ b2[|x(ρ1(t))|2 + |x(ρ2(t))|2]
≤ 2b2||xt||2,

uslovi (i′) i (ii′) su zadovoljeni za λ = ap, α = 2, β = 2b2, pa je (iii′) oblika

2
√

2 + 2b2(p− 1) < a. (2.70)

Prema tome, ako je zadovoljena prethodna relacija, na osnovu Teoreme 2.3.4 sledi da
je svako rešenje Lp-integrabilno u odnosu na funkciju eγt, pri čemu je γ ∈ (0, ap). Pri
istim uslovima, primenom Teoreme 2.3.5 sledi da je jednačina (2.69) eksponencijalno
skoro izvesno i Lp-stabilna.

S obzirom da jednačina (2.69) direktno zavisi od parametara a i b, na Slici 2.7
je prikazana oblast eksponencijalne skoro izvesne i Lp-stabilnosti, p ≥ 2, koja zavisi
od ovih parametara. Specijalno za b = 0.5 za eksponencijalnu stabilnost momenta
petog reda dovoljno je da je a = 4.83. Za tako izabrane vrednosti parametara i
početni uslov ξ = (1, 1) grafički prikazi trajektorija rešenja (u(t), v(t)) i E|x(t)|5 su
prikazani na Slici 2.8 i Slici 2.9, respektivno.
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Slika 2.7: Oblast u kojoj je ispunjen uslov (2.70) (levo) i za fiksirano b = 0.5 (desno)
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Slika 2.8: Trajektorije sistema (2.69) za b = 0.5, a = 4.83, ξ = (1, 1) i τ = π
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Slika 2.9: E|x(t)|5 za b = 0.5, a = 4.83, ξ = (1, 1) i τ = π
2
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Glava 3

Stabilnost stohastičkih
funkcionalnih diferencijalnih
jednačina sa beskonačnim
kašnjenjem

U ovoj glavi se razmatra opšta skoro izvesna i Lp-stabilnost stohastičkih funkcional-
nih diferencijalnih jednačna sa beskonačnim kašnjenjem primenom metode Razu-
mikhina. U Poglavlju 3.1 su navedeni teorema egzistencije i jedinstvenosti rešenja
razmatrane klase jednačina i poznati rezulatati koji se odnose na stabilnost rešenja
pri uslovu Razumikhina. Dat je poseban osvrt na specijalne oblike ovih jednačina
koje imaju veliku primenu u medicini, biologiji i tehnici kao što su Lotka-Volterra
sistemi sa beskonačnim kašnjenjem. U Poglavlju 3.2 se razmatraju dovoljni uslovi
Lp-stabilnosti i skoro izvesne stabilnosti u odnosu na proizvoljnu decay-funkciju sto-
hastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina sa beskonačnim kašnenjem. Rezul-
tati Poglavlja 3.2 prošireni su u Poglavlju 3.3 i Poglavlju 3.4 na stohastičke diferen-
cijalne jednačine sa vremenski zavisnim beskonačnim kašnjenjem i distributivnim
kašnjenjem, respektivno.

3.1 Uvodni pojmovi

U mnogim situacijama iz realnog života promene sistema su uslovljene trenutnim
stanjem i stanjima sistema u periodu koji prethodi datom trenutku. Ukoliko te
promene zavise od svih stanja sistema u prošlosti, u matematičkom modeliranju
dinamike sistema se primenjuju stohastičke diferencijalne jednačine sa beskonačnim
kašnjenjem.

S obzirom da SFDJ sa beskonačnim kašnjenjem sadrže memoriju nekog sistema,
one realnije predstavljaju stvarne sisteme pa su samim tim predmet razmatranja
mnogih oblasti nauke i tehnike. Na primer, u teoriji viskoelastičnosti, modeli sa
memorijom se koriste za opisivanje stanja materijala pri naprezanju, tj. savijanju.
Materijali koji se razmatraju su, na primer, drvo, polimeri, plastika, led, itd. U
literaturi [7, 30, 78] ponašanje viskoelastičnih struktura (štapa dužine l) se opisuje

69
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jednačinom sa beskonačno raspodeljenim kašnjenjem (memorijom),

ρutt(t, x) = σt(t, x) + h(t, x),

σ(t, x) = P (ux(t, x)) −
∫ ∞

0

a(t− s)q(ux(t, x)) ds,

pri čemu je ρ gustina materijala, σ Piola-Kirchhoffov napon, h sila kojom se utiče
na telo materijala, u(t, x) položaj štapa na udaljenosti x od počeka štapa, P opisuje
trenutni odgovor materijala, a integralni član zavisi od istorije pomeranja tela
materijala u periodu (−∞, t]. U radovima [28, 29] Drozdov i Kolmanovskii raz-
matraju stohastičke oblike ovog sistema i stabilnost rešenja. Preciznije, predmet
izučavanja je stabilnost viskoelastičnog štapa koji je izložen uticaju spoljašnjih sila
u beskonačnom vremenskom intervalu. Dati su dovoljni uslovi srednje kvadratne
stabilnosti viskoelastičnog štapa za različite periode dejstva sile i različite vrste
fiksiranja krajeva štapa. U radu [28], u tu svrhu se koristi modifikovani metod
Lyapunova.

Stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine sa beskonačnim kašnjenjem
imaju veliku primenu u posebnoj oblasti biologije, u populacionoj dinamici. Raz-
matranje beskonačnog kašnjenja u diferencijalnim jednačinama potiče od rada [166]
Volterre u modelima rasta populacije. Naime, u ovim modelima zajedničko de-
lovanje bioloških vrsta u prošlosti za vreme nekog perioda τ , uključujući i slučaj
τ = ∞, može biti opisano pomoću integralnih jednačina. Klasičan predator-plen
model su, nezavisno jedan od drugog, 1925. godine objavili Lotka i Volterra,

ẋ = ax− bxy, ẏ = −cy + dxy, a, b, c, d > 0,

gde x predstavlja broj elemenata populacije plena, a y broj elemenata populacije
predatora. Nekoliko godina kasnije, Volterra sugerǐse uvodjenje beskonačnog kašnjenja
u jednačinu predatora s obzirom da posledice ponašanja predatora na rast popu-
lacije nisu trenutne,

ẏ(t) = −cy(t) + dy(t)

∫ t

−∞
x(s)G(t− s) ds,

pri čemu je ”funkcija memorije” G(s) neprekidna i integrabilna na [0,∞) i G(s) = 0
za s > τ , a τ je period inkubacije predatora.

Uvodjenje velikog kašnjenja u sistem diferencijalnih jednačina često dovodi do
oscilacija, nestabilnosti i neograničenosti rešenja. Rezultati vezani za egzistenciju,
jedinstvenost i stabilnost rešenja determinističkih Lotka-Volterra sistema mogu se
naći u mnogim radovima, na primer, Miller [132], Kung i Smith [87], Chen [17] i
referencama u njima.

Medjutim, realni sistemi su najčešće pod uticajem slučajnih komponenata, pa se
dinamika neke vrste realnije opisuje stohastičkim Lotka-Voltera modelima. Štavǐse,
Bahar i Mao [8] su pokazali da uticaj okoline (šum okoline) može suzbiti eksploziju
neke populacije, a Mao [122] da različiti uticaji okoline imaju različite posledice na
populacione sisteme sa kašnjenjem. Wan i Zhou [169] su razmatrali n-dimenzionalni
stohastički Lotka-Volterra sistem sa beskonačnim kašnjenjem oblika



3.1 Uvodni pojmovi 71

dxi(t) = xi(t)

(
n∑

j=1

aijxj(t) +
n∑

j=1

bijxj(t− τij) +
n∑

j=1

cij

∫ t

−∞
kij(t− s)xj(s) ds

)
dt

+xi(t)
n∑

j=1

σijxj(t)dwj, i = 1, n, t ≥ 0,

pri čemu je početni uslov xi(θ) = φi(θ) > 0 za θ ∈ (−∞, 0] i sup−∞<θ≤0 |φ(θ)| <∞.
Funkcije φi, i = 1, n su neprekidne na (−∞, 0], a kij, i, j = 1, n su nenegativne,
neprekidne funkcije definisane na [0,∞) i zadovoljavaju uslov

∫∞
0
kij(t)dt = 1.

Ova jednačina predstavlja specijalan slučaj SFDJ sa raspodeljenim beskonačnim
kašnjenjem o kojoj će biti reči u Poglavlju 3.4. Ponašanjem i svojstvima rešenja
stohastičkih Lotka-Volterra sistema sa beskonačnim kašnjenjem bavili su se, izmedju
ostalih, Liu i Wang [105], Huang et al. [49], Xu et al. [179], Xu [180], Wei i Cai
[171] i drugi.

U ovoj glavi se razmatra stohastička funkcionalna diferencijalna jednačina sa
beskonačnim kašnjenjem,

dx(t) = f(t, xt) dt+ g(t, xt) dw(t), t ≥ 0, (3.1)

sa zadatim početnim uslovom x0 = ξ = {ξ(θ) : θ ≤ 0} ∈ Lp
F0

((−∞, 0];Rn), pri
čemu je x(t) ∈ Rn nepoznati stohastički proces, xt = {x(t + θ) : −∞ < θ ≤ 0)} ∈
BC((−∞, 0];Rn) i w = {w(t),Ft, t ≥ 0} je m-dimenzionalno Brownianovo kretanje.
Funkcionali f : R+ × BC((−∞, 0];Rn) → Rn i g : R+ × BC((−∞, 0];Rn) →
Rn×m su Borel-merljivi, gde je BC((−∞, 0];Rn) familija ograničenih i neprekid-
nih funkcija φ : (−∞, 0] → Rn sa normom ||φ|| = supθ≤0 |φ(θ)|. Za p > 0 i
t ≥ 0, Lp

Ft
((−∞, 0];Rn) predstavlja familiju Ft-adaptiranih slučajnih promenljivih

φ = {φ(θ) : θ ≤ 0} ∈ BC((−∞, 0];Rn) za koju je ||φ||pE = supθ≤0E|φ(θ)|p <∞.

Definicija 3.1.1 Za n-dimenzionalan stohastički proces {x(t), t ∈ (−∞, T ]} se
kaže da je strogo rešenje jednačine (3.1) ako je s.i. neprekidan, {x(t), t ∈ ([0, T ]}
je Ft-adaptiran proces,

∫ T

0
|f(t, xt)|dt <∞ s.i.,

∫ T

0
|g(t, xt)|2dt <∞ s.i., x0 = ξ s.i.

i za svako t ∈ [0, T ] integralni oblik jednačine (3.1) je zadovoljen s.i.

Definicija 3.1.2 Rešenje {x(t), t ∈ (−∞, T ]} jednačine (3.1) je jedinstveno ako je
bilo koje drugo rešenje {x̃(t), t ∈ (−∞, T ]} stohastički ekvivalentno sa njim, tj. ako
je

P{x(t) = x̃(t), t ∈ (−∞, T ]} = 1.

Do sada nema mnogo radova koji se bave egzistencijom i jedinstvenošću rešenja
SFDJ sa beskonačnim kašnjenjem, a ovde navodimo radove Kolmanovskiog i Nosova
[77], Weia i Wanga [170] i Rena et al. [151]. Wei i Wang [170] su dokazali egzisten-
ciju i jedinstvenost rešenja jednačine (3.1) pri uniformnom Lipschitzovom uslovu
i oslabljenom uslovu linearnog rasta. Ren et al. [151] su dokazali egzistenciju i
jedinstvenost rešenja pri opštijem, ne-Lipschitzovom uslovu, razmatrajući Lipschit-
zov uslov kao specijalan slučaj, i oslabljenom uslovu linearnog rasta. Kako većina
Lotka-Volterra sistema ne zadovoljavaju uslov linearnog rasta, Liu et al. [107] taj
problem prevazilaze korǐsćenjem stohastičke verzije funkcije Lyapunova.
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Teorema 3.1.1 (Wei i Wang, [170]) Ako koeficijenti f i g jednačine (3.1) zado-
voljavaju Lipschitzov uslov i uslov linearnog rasta, tj. ako postoji pozitivna konstanta
K tako da za svako t ∈ [0, T ] i φ, ψ ∈ BC((−∞, 0];Rn) važi

|f(t, φ)−f(t, ψ))|2 ∨ |g(t, φ)−g(t, ψ)|2 ≤ K(||φ− ψ||2),

|f(t, 0)|2 ∨ |g(t, 0)|2 ≤ K,

tada postoji jedinstveno s.i. neprekidno rešenje {x(t),−∞ < t ≤ T} jednačine
(3.1). Štavǐse, ako je E||ξ||p <∞ za p ≥ 2, tada je E sup−∞<t≤T |x(t)|p <∞.

S obzirom da je Lipschitzov uslov isuvǐse restriktivan, Wei i Wang su dokazali
da prethodna teorema važi i ukoliko se uniformni Lipschitzov uslov zameni lokalnim
Lipschitzovim uslovom. U tom slučaju, postoji jedinstveno rešenje na svakom in-
tervalu (t0,∞), pri čemu je t0 ∈ R proizvoljan realan broj.

Iako sistemi sa beskonačnim kašnjenjem imaju veliku primenu, sistemi sa kona-
čnim kašnjenjem su vǐse izučavani, pa postoji opsežna literatura koja se odnosi na
ispitivanje stabilnosti ovih sistema, o čemu je bilo reči u Glavi 2. Poslednjih godina
raste interesovanje za ispitivanje ponasanja rešenja jednačine (3.1). Na primer, Hu
et al. [47] proučavaju koliku stohastičku perturbaciju može da podnese deterministi-
čki stabilan sistem sa beskonačnim kašnjenjem, a da i dalje ostane eksponencijalno
stabilan, dok Zhou et al. [184] i Liu et al. [107] daju dovoljne uslove za skoro
izvesnu i Lp-stabilnost u odnosu na proizvoljnu decay-funkciju, ne koristeći metodu
Razumikhina.

Kao što je ranije naglašeno, metoda Razumikhina predstavlja efikasnu i pri-
menljivu verziju metode Lyapunova (za vǐse detalja pogledati Poglavlje 1.5.1), što je
i bio motiv za njeno izučavanje u ovoj doktorskoj disertaciji. Metodu Razumikhina
su primenjivali Yang et al. [181] i Li i Fu [96] za ispitivanje eksponencijalne skoro
izvesne stabilnosti i eksponencijalne Lp-stabilnosti rešenja SFDJ sa beskonačnim
kašjenjem.

Teorema 3.1.2 (Yang et al., [181]) Neka postoje pozitivne konstante p, µ, c1 i
c2 tako da važi

c1|x|p ≤ V (t, x) ≤ c2|x|p, (t, x) ∈ R+ × Rn, (3.2)

i
ELV (t, φ) ≤ −µEV (t, φ(0)) (3.3)

za svako t ≥ 0 i one φ ∈ Lp
Ft

((−∞, 0];Rn) koji zadovoljavaju uslov

eµθEV (t+ θ, φ(θ)) ≤ EV (t, φ(0)), −∞ < t ≤ 0. (3.4)

Tada je jednačina (3.1) eksponencijalno Lp-stabilna, odnosno, za svako
ξ ∈ Lp

F0
((−∞, 0];Rn) važi

E|x(t; ξ)|p ≤ c2
c1

||ξ||pE e
−µt, za svako t ≥ 0. (3.5)
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Teorema 3.1.3 (Yang et al., [181]) Neka su ispunjeni svi uslovi Teoreme 3.1.2
i neka je p ≥ 2. Ako postoji konstanta K > 0 tako da za svako t ≥ 0 i φ ∈
Lp
Ft

((−∞, 0];Rn) važi

E|f(t, φ|p + E|g(t, φ|p ≥ K sup
θ≤0

eµθE|φ(θ)|p, (3.6)

tada je za svako ξ ∈ Lp
F0

((−∞, 0];Rn) i bilo koje γ ∈ (0, µ),

lim sup
t→∞

log |x(t, ξ)|
t

≤ −γ
p

s.i. (3.7)

U nastavku ove glave se primenjuje metoda Razumikhina da bi se dobili dovoljni
uslovi za opštu skoro izvesnu i Lp-stabilnost jednačine (3.1). Kao specijalan slučaj,
dobiće se rezultati rada [181], ako je decay-funkcija upravo eksponencijalna funkcija.
Sadržaji Poglavlja 3.2 i Poglavlja 3.3 objavljeni su u radu [143], G. Pavlović, S.
Janković, Razumikhin-type theorems on general decay stability of stochastic fun-
ctional differential equations with infinite delay, Journal of Computational and Ap-
plied Mathematics 236(7) (2012) 1679-1690.

3.2 Ispitivanje stabilnosti stohastičkih

funkcionalnih diferencijalnih jednačina

primenom metode Razumikhina

S obzirom da je predmet istraživanja ove glave stabilnost rešenja, pretpostavilja sed
da, bez obzira na to koji uslovi egzistencije i jedinstvenosti rešenja su zadovoljeni
(videti [77, 151, 170]), postoji jedinstveno globalno rešenje x(t; ξ), t ∈ R jednačine
(3.1) tako da je E supt∈R |x(t; ξ)|p < ∞, kao i da su dobro definisani svi integrali
Lebesguea i Itôa koji se pojavljuju u daljem radu.

Zbog jednostavnijeg ispitivanja stabilnosti rešenja, kao i obično, pretpostavlja
se da je f(0, t) ≡ 0 i g(0, t) ≡ 0, tako da jednačina (3.1) ima trivijalno rešenje
x(t; 0) ≡ 0.

Decay-funkcija λ(t), u odnosu na koju se ispituje Lp-stabilnost i skoro izvesna
stabilnost jednačine (3.1), definisana je u Definiciji 2.1.1: Za rastuću funkciju
λ ∈ C(R+;R+), λ(t) ↑ ∞, t → ∞, jednačina (3.1) je Lp-stabilna reda γ u
odnosu na λ(t) ako postoje konstante γ > 0 i c(ξ) > 0, tako da za bilo koje
ξ ∈ Lp(Ω,F0, C([−τ, 0],Rd)) važi

E|x(t; ξ)|p ≤ c(ξ) · λ−γ(t), t ≥ 0,

odnosno,

lim sup
t→∞

lnE|x(t; ξ)|p

lnλ(t)
≤ −γ,

a skoro izvesno stabilna reda γ u odnosu λ(t) ako je

lim sup
t→∞

ln |x(t; ξ)|
lnλ(t)

≤ −γ s.i.
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S obzirom da je pristup Razumikhina kombinovan sa funkcijom Lyapunova,
neophodno je da definisati sledeći diferencijalni operator pridružen jednačini (3.1):

Za funkciju V ∈ C1,2(R × Rn;R+), operator LV : R+ × BC((−∞, 0];Rn) → R
je definisan na sledeći način,

LV (t, φ) := Vt(t, φ(0)) + Vx(t, φ(0))f(t, φ) +
1

2
tr[gT (t, φ)Vxx(t, φ(0))g(t, φ)],

pri čemu je Vt = ∂V
∂t

, Vx =
(

∂V
∂x1
, . . . , ∂V

∂xn

)
i Vxx =

(
∂2V

∂xi∂xj

)
n×n

.

Pre iskazivanja teorema tipa Razumikhina, uvode se sledeće prepostavke za
decay-funkciju i funkciju V .

(H1) Decay-funkcija λ ∈ C1(R+;R+) je strogo rastuća, λ(t) ↑ ∞, t→ ∞,

λ(0) = 1 i λ(t+ s) ≤ λ(t)λ(s), t, s ≥ 0. (3.8)

(H2) Postoje konstante p > 0 i c1, c2 > 0 tako da funkcija V ∈ C1,2(R+ × Rn;R+)
zadovoljava uslov

c1|x|p ≤ V (t, x) ≤ c2|x|p, (t, x) ∈ R+ × Rn. (3.9)

Primenom metode Razumikhina dokazuje se sledeće tvrdjenje koje daje dovoljne
uslove pri kojima je jednačina (3.1) Lp-stabilna u odnosu na decay-funkciju λ(t).

Teorema 3.2.1 Neka su zadovoljene pretpostavke (H1) i (H2) za funkcije λ i V ,
respektivno. Takodje, neka postoje konstante p > 0, µ > 0, q > 0 i ν ≥ 1 tako da
važi

ELV (t, φ) ≤ −q λ
′(t)

λ(t)
EV (t, φ(0)) (3.10)

za svako t ≥ 0 i one φ ∈ Lp
Ft

((−∞, 0];Rn) koji zadovoljavaju uslov Razumikhina

EV (t+ θ, φ(θ)) ≤ ν λµ(−θ)EV (t, φ(0)), −∞ < t ≤ 0. (3.11)

Tada je jednačina (3.1) Lp-stabilna reda γ = q∧µ u odnosu na decay-funkciju λ(t),
odnosno, za svako ξ ∈ Lp

F0
((−∞, 0];Rn) važi

E|x(t; ξ)|p ≤ c2
c1

||ξ||pE λ
−γ(t), za svako t ≥ 0. (3.12)

Dokaz. Kao i ranije, biće korǐsćen zapis x(t) umesto x(t; ξ) kojim se označava
rešenje jednačine (3.1) u odnosu na zadati početni uslov ξ.

Najpre, neka je γ̄ = γ − ϵ za proizvoljno ϵ ∈ (0, γ). U tom slučaju, ukoliko se
dokaže da je za svako t ≥ 0

λγ̄(t)EV (t, x(t)) ≤ c2||ξ||pE, (3.13)
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relacija (3.12) direktno sledi kad ϵ→ 0.

Za t = 0, na osnovu (3.9) i činjenice da je λ(0) = 1, dobija se

λγ̄(0)EV (0, x(0)) ≤ c2E|x(0)|p ≤ c2 sup
θ≤0

E|ξ(θ)|p = c2||ξ||pE,

pa je relacija (3.13) zadovoljena. Ako je t > 0, relacija (3.13) biće dokazana kon-
tradikcijom. U tu svrhu, pretpostavlja se suprotno, tj. da (3.13) ne važi. Kako je
V (t, x(t)) neprekidna funkcija, može se naći neko ρ ≥ 0 tako da je

λγ̄(t)EV (t, x(t)) ≤ c2||ξ||pE (3.14)

za svako t ∈ [0, ρ]. Takodje, postoji niz {tk}k≥1, tk ↓ ρ tako da je

λγ̄(tk)EV (tk, x(tk)) > c2||ξ||pE. (3.15)

Otuda je

λγ̄(ρ)EV (ρ, x(ρ)) = c2||ξ||pE. (3.16)

Dokažimo da uslov (3.11) važi za φ = xρ.

Najpre, neka je −∞ < θ < −ρ. Tada, na osnovu (3.9) i (3.16) sledi

ν−1 λ−µ(−θ)EV (ρ+ θ, x(ρ+ θ)) ≤ λ−γ̄(−θ)EV (ρ+ θ, x(ρ+ θ))

≤ λ−γ̄(−θ)c2 sup
θ≤−ρ

E|x(r + θ)|p

= λ−γ̄(−θ)c2||ξ||pE (3.17)

≤ λ−γ̄(ρ)c2||ξ||pE
= EV (ρ, x(ρ)).

Ako je −ρ ≤ θ ≤ 0, primenom relacija (3.14), (3.16) i činjenice da je λ(t+ s) ≤
λ(t)λ(s) za t, s ≥ 0, dobija se

ν−1 λ−µ(−θ)EV (ρ+ θ, x(ρ+ θ)) ≤ λ−γ̄(−θ)EV (ρ+ θ, x(ρ+ θ))

≤ λ−γ̄(−θ)λ−γ̄(ρ+ θ)c2||ξ||pE
≤ λ−γ̄(ρ)c2||ξ||pE (3.18)

= EV (ρ, x(ρ)).

Sada se izdvajaju dva slučaja: EV (ρ, x(ρ)) = 0 i EV (ρ, x(ρ)) > 0. Ako je
EV (ρ, x(ρ)) = 0, iz relacije (3.17) sledi da je EV (ρ + θ, x(ρ + θ)) = 0. Primenom
uslova (3.9) zaključuje se da je ξ(θ) = 0 skoro izvesno za −∞ < θ < 0, što povlači
da je x(t) ≡ 0 za svako t ∈ R. Dakle, nejednakost (3.13) je zadovoljena.

Ako je EV (ρ, x(ρ)) > 0, na osnovu već pokazanog, iz (3.17) i (3.18) za svako
−∞ < θ < 0 važi

ν−1 λ−µ(−θ)EV (ρ+ θ, x(ρ+ θ)) ≤ EV (ρ, x(ρ)),
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odnosno, relacija (3.11) važi za φ = xρ. Štavǐse, na osnovu uslova (3.10) se dobija

ELV (ρ, x(ρ+ θ)) ≤ −q λ
′(ρ)

λ(ρ)
EV (ρ, x(ρ)) ≤ −γ̄ λ

′(ρ)

λ(ρ)
EV (ρ, x(ρ))

za svako −∞ < θ ≤ 0. Kako su ELV (t, xt) i EV (t, x(t)) neprekidne funkcije, može
se naći dovoljno malo h > 0 tako da za svako ρ− h ≤ t ≤ ρ+ h važi

ELV (t, xt) ≤ −γ̄ λ
′(t)

λ(t)
EV (t, x(t)).

Primenom formule Itôa na funkciju λγ̄(s)V (s, x(s)), pri čemu je ρ ≤ s ≤ ρ + ε za
bilo koje ε ∈ (0, h), iz (3.16) sledi

λγ̄(ρ+ ε)EV (ρ+ ε, x(ρ+ ε)) − c2||ξ||pE
= λγ̄(ρ+ ε)EV (ρ+ ε, x(ρ+ ε)) − λγ̄(ρ)EV (ρ, x(ρ))

=

∫ ρ+ε

ρ

λγ̄(s)

[
γ̄
λ′(s)

λ(s)
EV (s, x(s)) + ELV (s, xs)

]
ds

≤ 0.

Ova relacija je u kontradikciji sa (3.15). Prema tome, važi nejednakost (3.13), čime
je teorema dokazana. ♢

Naredno tvrdjenje daje dovoljne uslove skoro izvesne stabilnosti jednačine (3.1)
u odnosu na zadatu decay-funkciju λ(t).

Teorema 3.2.2 Neka su zadovoljene sve pretpostavke Teoreme 3.2.1 za p ≥ 2.
Ako postoje konstante K > 0 i δ ∈ (0, γ), pri čemu je γ = q ∧ µ, tako da je∫∞
0
λ−δ(t) dt <∞ i

E|f(t, φ)|p + E|g(t, φ)|p ≤ K sup
θ≤0

λ−µ(−θ)E|φ(θ)|p (3.19)

za svako t ≥ 0 i φ ∈ Lp
Ft

((−∞, 0];Rn), tada je jednačina (3.1) skoro izvesno stabilna

reda γ−δ
p

u odnosu na decay-funkciju λ(t), odnosno, za svako ξ ∈ Lp
F0

((−∞, 0];Rn)
važi

lim sup
t→∞

ln |x(t; ξ)|
lnλ(t)

≤ −γ − δ

p
s.i. (3.20)

Dokaz. Da bi bila dokazana nejednakost (3.20), najpre je neophodno pokazati da
važi

E sup
k−1≤t≤k

|x(t)|p ≤ Hλ−γ(k − 1), k ∈ N, (3.21)

gde je H neka generisana konstanta.

Neka je k − 1 ≤ t ≤ k. Tada je

E sup
k−1≤t≤k

|x(t)|p ≤ 3p−1

[
E|x(k − 1)|p + E

∣∣∣ ∫ k

k−1

f(s, xs) ds
∣∣∣p (3.22)

+ E sup
k−1≤t≤k

∣∣∣ ∫ t

k−1

g(s, xs) dw(s)
∣∣∣p].
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Drugi sabirak u prethodnoj relaciji može se proceniti na osnovu Teoreme 3.2.1 po
kojoj je

E|x(k − 1)|p ≤ c2
c1
||ξ||pE λ

−γ(k − 1). (3.23)

Primenom Hölderove nejednakosti (1.27) i uslova (3.19), dobija se

E

∣∣∣∣∫ k

k−1

f(s, xs) ds

∣∣∣∣p (3.24)

≤
∫ k

k−1

E|f(s, xs)|p ds

≤ K

∫ k

k−1

sup
θ≤0

λ−µ(−θ)E|x(s+ θ)|p ds

≤ K

∫ k

k−1

[
sup
θ≤−s

λ−µ(−θ)E|x(s+ θ)|p + sup
−s≤θ≤0

λ−µ(−θ)E|x(s+ θ)|p
]
ds

≤ K

∫ k

k−1

[
λ−µ(s)||ξ||pE + sup

−s≤θ≤0
λ−µ(−θ)λ−γ(s+ θ)

c2
c1
||ξ||pE

]
ds

≤ K

∫ k

k−1

[
λ−γ(s)||ξ||pE + sup

−s≤θ≤0
λ−γ(−θ)λ−γ(s+ θ)

c2
c1
||ξ||pE

]
ds

≤ K
(

1 +
c2
c1

)
||ξ||pE

∫ k

k−1

λ−γ(s) ds

≤ K
(

1 +
c2
c1

)
||ξ||pE λ

−γ(k − 1).

Analogno, primenom Burkholder-Davis-Gandy nejednakosti (Teorema 1.3.3), sledi

E sup
k−1≤t≤k

∣∣∣∣∫ k

k−1

g(s, xs) dw(s)

∣∣∣∣p ≤ CpE

[∫ k

k−1

|g(s, xs)|2 ds
] p

2

(3.25)

≤ CpK
(

1 +
c2
c1

)
||ξ||pE λ

−γ(k − 1),

gde je Cp generisana konstanta. Zamenom (3.23), (3.24), (3.25) u (3.22) jednostavno
se pokazuje da važi (3.21), pri čemu je H = (1 + c2/c1)[1 + k(1 + Cp)] ||ξ||pE.

Primenom nejednakosti Chebysheva (1.25) sledi

P
{

sup
k−1≤t≤k

|x(t)|p ≥ λ−(γ−δ)(k)
}
≤ λγ−δ(k)E sup

k−1≤t≤k
|x(t)|p

≤ H λγ−δ(k)λ−γ(k − 1)

≤ H λγ−δ(1)λ−δ(k − 1).

Kako je
∞∑
k=1

λ−δ(k − 1) ≤
∞∑
k=1

∫ k

k−1

λ−δ(s) ds =

∫ ∞

0

λ−δ(s) ds <∞,
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na osnovu Borel-Cantellijeve leme se zaključuje da postoji prirodan broj k0(ω) > 0
tako da za skoro sve ω ∈ Ω i k ≥ k0(ω) važi

|x(t)|p ≤ λ−(γ−δ)(k) ≤ λ−(γ−δ)(t), k − 1 ≤ t ≤ k.

Konačno, nejednakost (3.20) sledi iz poslednje relacije, čime je teorema dokazana.
♢

Napomena 3.2.1 Ako je λ(t) = et, q = µ, ν = 1 i δ = 0, Teorema 3.2.1 i Teorema
3.2.2 se svode na odgovarajuće teoreme iz rada [181] koje daju dovoljne uslove za
eksponencijalnu Lp-stabilnost i eksponencijalnu skoro izvesnu stabilnost jednačine
(3.1). U tom slučaju, uslov

∫∞
0
e−δt dt < ∞ je zadovoljen za svako δ > 0, pa nije

neophodno isticati ga u ovim teoremama.

Nadalje se razmatra perturbovana stohastička funkcionalna diferencijalna jedna-
čina (SFDJ) sa beskonačnim kašnjenjem,

dx(t) = [h(t, x(t)) + f(t, xt)] dt+ g(t, xt) dw(t), t ≥ 0, (3.26)

pri čemu je zadat početni uslov x0 = ξ = {ξ(θ) : θ ≤ 0} ∈ Lp
F0

((−∞, 0];Rn).
Funkcija h : R+ × Rn → Rn je Borel-merljiva, a funkcionali f i g su definisani kao
ranije. Takodje, neka je h(t, 0) ≡ 0, f(t, 0) ≡ 0, g(t, 0) ≡ 0. S obzirom da će se raz-
matrati stabilnost rešenja, pretpostavlja se da postoji jedinstveno globalno rešenje
jednačine (3.26) za bilo koji početni uslov. Teoreme egzistencije i jedinstvenosti se
mogu naći u [107, 151].

Teorema 3.2.3 Neka je p ≥ 2 i neka su zadovoljene pretpostavke (H1) i (H2) za
funkcije λ i V , raspektivno. Takodje, neka postoje konstante µ > 0, ρ > 0, ν ≥ 1 i
η1, η2, η3, η4 ≥ 0 tako da važi

Vt(t, x) + Vx(t, x) · h(t, x) ≤ −ρ λ
′(t)

λ(t)
V (t, x),

|Vx(t, x)| ≤ η1
λ′(t)

λ(t)
[V (t, x)]

p−1
p , (3.27)

||Vxx(t, x)|| ≤ η2
λ′(t)

λ(t)
[V (t, x)]

p−2
p

za svako t ≥ 0, x ∈ Rn i

E|f(t, φ)|p ≤ η3
λ′(t)

λ(t)
EV (t, φ(0)), E|g(t, φ)|p ≤ η4

λ′(t)

λ(t)
EV (t, φ(0)) (3.28)

za svako t ≥ 0 i one φ ∈ Lp
Ft

((−∞, 0];Rn) koji zadovoljavaju uslov

EV (t+ θ, φ(θ)) ≤ ν λµ(−θ)EV (t, φ(0)), −∞ < θ ≤ 0. (3.29)

Ako je

ρ > η1η
1
p

3 +
1

2
η2η

2
p

4 ,
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tada je jednačina (3.26) Lp-stabilna reda γ = (ρ − η1η
1
p

3 − 1
2
η2η

2
p

4 ) ∧ µ u odnosu na
decay-funkciju λ(t).

Štavǐse, ako postoje konstante K > 0 i δ ∈ (0, γ) tako da je
∫∞
0
λ−δ(t) dt <∞ i

E|h(t, φ(0))|p + E|f(t, φ)|p + E|g(t, φ)|p ≤ K sup
θ≤0

λ−µ(−θ)E|φ(θ)|p (3.30)

za svako t ≥ 0 i φ ∈ Lp
Ft

((−∞, 0];Rn), tada je jednačina (3.26) skoro izvesno

stabilna reda γ−δ
p

u odnosu na decay-funkciju λ(t).

Dokaz. Uvodjenjem smene f(t, φ) = h(t, φ(0)) + f(t, φ), jednačina (3.26) se svodi
na jednačinu (3.1). Najpre će biti provereno da li važi uslov (3.10) za one φ ∈
Lp
Ft

((−∞, 0];Rn) koji zadovoljavaju (3.29).
Na osnovu (3.27) je

ELV (t, φ) ≤ −ρ λ
′(t)

λ(t)
EV (t, φ(0)) + η1

λ′(t)

λ(t)
E([V (t, φ(0))]

p−1
p |f(t, φ)|)

+
η2
2

λ′(t)

λ(t)
E([V (t, x)]

p−2
p |g(t, φ)|2). (3.31)

Primenom elementarne nejednakosti (1.23) za ε = η3
1
p i nejednakosti (3.28), dobija

se

E([V (t, φ(0))]
p−1
p |f(t, φ)|) = E

(
[εV (t, φ(0))]

p−1
p

[ |f(t, φ)|p

εp−1

] 1
p

)
≤ η3

1
pEV (t, φ(0)).

Slično,

E
(

[V (t, x)]
p−2
p |g(t, φ)|2

)
≤ η4

2
pEV (t, φ(0).

Iz prethodnih ocena, (3.31) se ocenjuje kao

ELV (t, φ) ≤ −
[
ρ− η1η3

1
p +

1

2
η2η4

2
p

]
λ′(t)

λ(t)
EV (t, φ(0).

Na osnovu Teoreme 3.2.1 sledi da je jednačina (3.26) Lp-stabilna reda

γ = (ρ− η1η
1
p

3 − 1

2
η2η

2
p

4 ) ∧ µ

u odnosu na decay-funkciju λ(t).

Iz uslova (3.30) sledi da je uslov (3.19) takodje zadovoljen, tako da skoro izvesna
stabilnost jednačine (3.26) direktno sledi primenom Teoreme 3.2.2. ♢
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Primer 3.2.1 Prethodni rezultati se mogu primeniti za dobijanje uslova pri ko-
jima stabilan deterministički oscilator ostaje stabilan kad je pod uticajem slučajnih
perturbacija datih skalarnim belim šumom ẇ(t). Preciznije, ponašanje oscilatora je
opisano sledećom semi-linearnom SFDJ

ü(t) + 4u̇(t) + 3u(t) = a · b(t, ut, u̇t) ẇ(t), t ≥ 0, (3.32)

gde je a > 0 parametar, b : R+ × BC((−∞, 0] ;R2) → R lokalno Lipschitz-
neprekidna funkcija, b(t, 0, 0) ≡ 0 i

|b(t, φ)|p ≤
∫ 0

−∞

1

(1 − s)α
|φ(s)|p ds, (3.33)

za φ ∈ Lp((−∞, 0] ;R2), pri čemu je p ≥ 4 i α > 2.
Uvodjenjem smene v(t) = u̇(t) i nove promenljive x(t) = (u(t), v(t))T , jednačina

(3.32) se transformǐse u 2-dimenzionalnu SFDJ sa beskonačnim kašnjenjem,

dx(t) = Ax(t) dt+G(t, xt) dw(t), t ≥ 0, (3.34)

gde je

A =

[
0 1
−3 −4

]
, G(t, xt) =

[
0

a · b(t, xt)

]
.

Takodje, pretpostavlja se a priori da je početni uslov x0 = ξ ∈ Lp
F0

((−∞, 0];R2).
Linearna transformacija prostora stanja omogućava ispitivanje skoro izvesne i

Lp-stabilnosti jednačine (3.34) u odnosu na polinomijalnu decay-funkciju λ(t) =
1 + t. Može se primetiti da prethodno izložena teorija ne može biti primenjena za
ispitivanje eksponencijalne Lp-stabilnosti jednačine (3.34) jer, s obzirom na (3.33),
uslov (3.10) Teoreme 3.2.1 nije ispunjen za λ(t) = et.

Odredjivanjem sopstvenih vektora matrice A dobija se matrica transformacije
H, pri čemu je

H =

[
1 1
−1 −3

]
, H−1 =

1

2

[
3 1
−1 −1

]
, H−1AH =

[
−1 0
0 −3

]
.

Ako je Q = (H−1)TH−1 = 1
4

[
10 4
4 2

]
, onda je 0.08 |x|2 ≤ xTQx ≤ 3 |x|2. Prema

tome, funkcija Lyapunova može biti

V (x) = (xTQx)
p
2 , x ∈ R2.

Otuda je

LV (φ) = p (φT (0)Qφ(0))
p
2
−1

[
φT (0)QAφ(0) +

1

2
GT (t, φ)QG(t, φ)

]
+p
(p

2
− 1
)

(φT (0)Qφ(0))
p
2
−2|φT (0)QG(t, φ)|2.

Nije teško proveriti da je xTQAx ≤ −xTQx, pa važi

ELV (φ) ≤ −pEV (φ(0)) +
p

2
E
(

[V (φ(0))]
p−2
p ·GT (t, φ)QG(t, φ)

)
+ p

(p
2
− 1
)
E
(

[V (φ(0))]
p−4
p · |φT (0)QG(t, φ)|2

)
(3.35)

≡ −pEV (φ(0)) + I1 + I2.
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Ocenimo I1 i I2 za bilo koje µ ∈ (1, α− 1) i one φ ∈ Lp
Ft

((−∞, 0] ;R2) koji zadovo-
ljavaju uslov

EV (φ(s)) ≤ (1 − s)µEV (φ(0)), s ≤ 0. (3.36)

Najpre, kako je GT (t, φ)QG(t, φ) = a2

2
|b(t, φ)|2, na osnovu (3.36) je

E|b(t, φ)|p ≤
∫ 0

−∞

1

(1 − s)α
E|φ(s)|p ds ≤ 1

0.08
p
2 (α− µ− 1)

EV (φ(0)).

Primenom elementarne nejednakosti (1.23), za bilo koje ε > 0 važi

I1 ≤
a2p

4
E
(

[V (φ(0))]
p−2
p |b(t, φ)|2

)
≤ a2p

4

[
p− 2

p
ε+

2

pε
p−2
2 0.08

p
2 (α− µ− 1)

]
EV (φ(0))

≡ a2f1(ε)EV (φ(0)),

pri čemu je f1(ε) = p−2
4
ε+ 1

2ε
p−2
2 0.08

p
2 (α−µ−1)

. ε će biti izabrano tako da f1(ε) bude

najmanje. Kako je f ′
1(ε) = 0 za ε = ε1 =

(
0.08 (α− µ− 1)

2
p

)−1

i kako je f ′′
1 (ε1) > 0

sledi da je f1(ε1) = p
4
ε1 najmanja vrednost ove funkcije. Otuda je

I1 ≤
a2p ε1

4
EV (φ(0)). (3.37)

Kako je |φT (0)QG(t, φ)|2 ≤ 2a2|φ(0)|2|b(t, φ)|2 ≤ a2 (|φ(0)|4 + |b(t, φ)|4), na osno-
vu nejednakosti (1.23) sledi

I2 ≤ p
(p

2
− 1
)
a2E

(
[V (φ(0))]

p−4
p
(
|φ(0)|4 + |b(t, φ)|4

))
≤ (p− 2)a2f2(ε)EV (φ(0)),

gde je f2(ε) = (p− 4) ε + 2

ε
p−4
4 0.08

p
2

α−µ
α−µ−1

. Kao i ranije, iz f ′
2(ε) = 0 sledi ε = ε2 =

1
0.082

(
α−µ

2(α−µ−1)

) 4
p
. Kako je f2(ε2) = p ε2, to je

I2 ≤ a2p(p− 2) ε2EV (φ(0)). (3.38)

Sada, na osnovu (3.35), (3.37), (3.38) sledi da je

ELV (φ) ≤ −
[
p− a2p ε1

4
− a2p(p− 2) ε2

]
EV (φ(0)).

Za q = p− a2p ε1
4

− a2p(p− 2) ε2 > 0, to je

ELV (φ(0)) ≤ −q 1

1 + t
EV (φ(0)), t ≥ 0.

Zapravo, uslov (3.10) je zadovoljen s obzirom da je λ′(t)/λ(t) = 1/(1 + t). Prema
tome, svi uslovi Teoreme 3.2.1 su zadovoljeni, pa se zaključuje da je jednačina (3.34)
Lp-stabilna reda γ = q ∧ µ u odnosu na decay-funkciju λ(t) = 1 + t.
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Štavǐse, ako je q > 1, onda je γ > 1, pa je
∫ 0

−∞(1 + t)−δ dt < ∞ za svako
δ ∈ (1, γ). Da bi bila dokazana skoro izvesna stabilnost u odnosu na λ(t) = 1 + t,
neophodno je proveriti da li je zadovoljen uslov (3.19). Nije teško pokazati da važi

E|Aφ(0)|p + E|G(t, φ)|p ≤ 29E|φ(0)|p + apE|b(t, φ)|p

≤ K sup
s≤0

(1 − s)−µE|φ(s)|p,

gde je K = 29 + ap/(α − µ − 1). Prema tome, jednačina (3.34) je istovremeno
skoro izvesno i Lp-stabilna u odnosu na polinomijalnu funkciju λ(t) = 1 + t, ako je
ispunjen uslov

a2 <
4(p− 1)

p ε1 + 4p(p− 2) ε2
.

Može se primetiti da se slučaj p = 2 može jednostavno diskutovati s obzirom da
je V (x) = xTQx i LV (φ) = 2φT (0)QAφ(0) + GT (t, φ)QG(t, φ). Tada je jednačina
(3.34) polinomijalno srednje kvadratno stabilna u odnosu na funkciju λ(t) = 1 + t
ako je a2 < 4 ·0.08 (α−µ−1), a skoro izvesno stabilna ako je a2 < 2 ·0.08 (α−µ−1).

Specijalno, za α = 3 oblast polinomijalne Lp-stabilnosti, p ≥ 4, odnosno skoro
izvesne stabilnosti koja zavisi od p, a i µ je prikazana na Slici 3.1. Za fiksi-
rano µ = 1.96, na Slici 3.2 se vidi odnos stepena stabilnosti p i parametra a.
Konkretno, ako je a ≤ 0.115 i p = 5 jednačina (3.34) je polinomijalno Lp-stabilna
reda γ = 0.0107671 ∧ 1.96. S druge strane, za a ≤ 0.1029 i p = 5 jednačina (3.34)
je istovremeno polinomijalno skoro izvesno i Lp-stabilna.

Slika 3.1: Oblast u kojoj su ispunjeni uslovi ε1 > 0, ε2 > 0 i q > 0 (levo), odnosno,
q > 1 (desno) za α = 3
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Slika 3.2: Oblast u kojoj su ispunjeni uslovi ε1 > 0, ε2 > 0 i q > 0 (levo), odnosno,
q > 1 (desno) za α = 3, µ = 1.96

3.3 Stabilnost stohastičkih diferencijalnih

jednačina sa vremenski zavisnim kašnjenjem

U ovom poglavlju se razmatra specijalan slučaj jednačine (3.1), stohastička diferen-
cijalna jednačina (SDJ) sa vremenski zavisnim kašnjenjem oblika

dx(t) = F (t, x(t), x(t− δ1(t)), . . . , x(t− δr(t))) dt (3.39)

+G(t, x(t), x(t− δ1(t)), . . . , x(t− δr(t))) dw(t), t ≥ 0,

sa zadatim početnim uslovom x0 = ξ = {ξ(θ) : θ ≤ 0} ∈ Lp
F0

(((−∞, 0] ;Rn)),
p > 0, gde je δi ∈ C((−∞, 0] ;R+), i = 1, . . . , r, F : R+ × Rn × Rn×r → Rn

i G : R+ × Rn × Rn×r → Rn×m. Kao i ranije, pretpostavlja se, bez obzira koji
su uslovi zadovoljeni za egzistenciju i jedinstvenost rešenja, da postoji jedinstveno
globalno rešenje x(t; ξ) jednačine (3.39) takvo da je E sup−∞<t<∞ |x(t; ξ)|p < ∞.
Takodje, neka je F (t, 0, . . . , 0) ≡ 0 i G(t, 0, . . . , 0) ≡ 0 tako da ova jednačina ima
trivijalno rešenje.

Naredna tvrdjenja samo delimično predstavljaju uopštenja nekih rezultata iz
publikacija [117, 125]) X. Maoa o eksponencijalnoj skoro izvesnoj i Lp-stabilnosti
jednačine (3.39). Preciznije, u narednim tvrdjenjima se definǐsu dovoljni uslovi za
skoro izvesnu i Lp-stabilnost u odnosu na zadatu decay-funkciju.

Teorema 3.3.1 Neka je p > 0 i neka su zadovoljene pretpostavke (H1) i (H2) za
funkcije λ i V , respektivno. Ako postoje konstante µ > 0, ν ≥ 1 i η0, η1, · · · , ηr ≥ 0,
pri čemu je η0 >

∑r
i=1 ηi, tako da važi

Vt(t, x) + Vx(t, x)F (t, x, y1, . . . , yr) (3.40)

+
1

2
tr[GT (t, x, y1, . . . , yr)Vxx(t, x)G(t, x, y1, . . . , yr)]

≤ −λ
′(t)

λ(t)

[
η0V (t, x) − 1

ν

r∑
i=1

ηi λ
−µ(δi(t))V (t− δi(t), yi)

]
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za svako t ≥ 0 i x, y1, . . . , yr ∈ Rn, tada je jednačina (3.39) Lp-stabilna reda γ =
(η0 −

∑r
i=1 ηi) ∧ µ u odnosu na decay-funkciju λ(t).

Dokaz. Dokaz će biti izveden primenom Teoreme 3.2.1. Zbog toga se uvode smene:
za t ≥ 0 i φ ∈ BC((−∞, 0] ;Rn) je

f(t, φ) := F (t, φ(0), φ(−δ1(t)), . . . , φ(−δr(t))),
g(t, φ) := G(t, φ(0), φ(−δ1(t)), . . . , φ(−δr(t))).

Na taj način, jednačina (3.39) se transformǐse u jednačinu (3.1), a operator LV je
oblika

LV (t, φ) = Vt(t, φ(0)) + Vx(t, φ(0))F (t, φ(0), φ(−δ1(t)), . . . , φ(−δr(t)))

+
1

2
tr[GT (t, φ(0), φ(−δ1(t)), . . . , φ(−δr(t)))

× Vxx(t, φ(0))G(t, φ(0), φ(−δ1(t)), . . . , φ(−δr(t)))].

Sada se može proveriti da li je zadovoljen uslov (3.10) Teoreme 3.2.1 za t ≥ 0 i
one φ ∈ Lp

Ft
((−∞, 0];Rn) koji zadovoljavaju uslov

EV (t+ θ, φ(θ)) ≤ ν λµ(−θ)EV (t, φ(0)), −∞ < θ ≤ 0.

Na osnovu uslova (3.40) je

ELV (t, φ)

≤ −λ
′(t)

λ(t)

[
η0EV (t, φ(0)) − 1

ν

r∑
i=1

ηi λ
−µ(δi(t))EV (t− δi(t), φ(−δi(t)))

]

≤ −
(
η0 −

r∑
i=1

ηi

)λ′(t)
λ(t)

EV (t, φ(0)),

pa je ispunjen uslov (3.10). Prema tome, primenom Teoreme 3.2.1 sledi da je
jednačina (3.39) Lp-stabilna reda γ u odnosu na decay-funkciju λ(t), čime je dokaz
završen. ♢

Teorema 3.3.2 Neka su zadovoljeni uslovi Teoreme 3.3.1 za p ≥ 1. Ako postoje
konstante K > 0 i δ ∈ (0, γ), pri čemu je γ = (η0 −

∑r
i=1 ηi) ∧ µ, tako da je∫∞

0
λ−δ(t) dt <∞ i

|F (t, x, y1, . . . , yr)|
∨

|G(t, x, y1, . . . , yr))| ≤ K

[
|x| +

r∑
i=1

λ−
µ
p (δi(t)) |yi|

]
(3.41)

za svako t ≥ 0 i x, y1, . . . , yr ∈ Rn, tada je jednačina (3.39) skoro izvesno stabilna
reda γ−δ

p
u odnosu na decay-funkciju λ(t).
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Dokaz. Za dokazivanje tvrdjenja, neophodno je proveriti da li je zadovoljen uslov
(3.19). S obzirom na (3.41), sledi

E|f(t, φ)|p + E|g(t, φ)|p

≤ 2E

(
K

[
|φ(0)| +

r∑
i=1

λ−
µ
p (δi(t)) |φ(−δi(t))|

])p

≤ 2Kp(1 + r)p−1

[
E|φ(0)|p +

r∑
i=1

λ−µ(δi(t))E|φ(−δi(t))|p
]

≤ 2[K(1 + r)]p sup
θ≤0

λ−µ(−θ)E|φ(θ)|p,

tako da dokaz tvrdjenja direktno sledi primenom Teoreme 3.2.2. ♢

Uslov (3.40) nije uvek pogodan za proveravanje, imajući u vidu poteškoće pri
pronalaženju odgovarajućih funkcija Lyapunova. Naredno tvrdjenje, koje je posledi-
ca Teoreme 3.3.1 i Teoreme 3.3.2, sadrži uslove koji se jednostavnije mogu proveriti.

Posledica 3.3.1 Neka je p ≥ 2 i neka je zadovoljena pretpostavka (H1) za funkciju
λ(t). Takodje, neka postoje konstante µ > 0, ρ > 0, ν ≥ 1 i αi, βi ≥ 0, 0 ≤ i ≤ r
tako da važe uslovi

xTF (t, x, 0, . . . , 0) ≤ −ρ λ
′(t)

λ(t)
|x|2, (3.42)

|F (t, x, 0, . . . , 0) − F (t, x̄, y1, . . . , yr)|

≤ λ′(t)

λ(t)

[
α0|x− x̄| +

1

ν

r∑
i=1

αi λ
−µ(δi(t)) |yi|

]
, (3.43)

|G(t, x, y1, . . . , yr)|2 ≤
λ′(t)

λ(t)

[
β0|x|2 +

1

ν

r∑
i=1

βi λ
−µ(δi(t)) |yi|2

]
(3.44)

za svako t ≥ 0 i x, x̄, y1, . . . , yr ∈ Rn. Ako je

ρ >
p− 1

2
β0 +

1

ν

r∑
i=1

(
αi +

p− 1

2
βi

)
, (3.45)

tada je jednačina (3.39) Lp-stabilna reda

γ = p

[
ρ− p− 1

2
β0 −

1

ν

r∑
i=1

(
αi +

p− 1

2
βi

)]
∧ µ

u odnosu na decay-funkciju λ(t). Štavǐse, ako je supt≥0
λ′(t)
λ(t)

< ∞ i ako postoji

δ ∈ (0, γ) tako da je
∫∞
0
λ−δ(t) dt < ∞, tada je jednačina (3.39) skoro izvesno

stabilna reda γ−δ
p

u odnosu na decay-funkciju λ(t).
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Dokaz. Neka je V (x) = |x|p. Na osnovu relacija (3.42)–(3.44), može se pokazati
da je zadovoljena relacija (3.40). Zaista, kako je

LV (x) ≤ −λ
′(t)

λ(t)

[(
p ρ− p(p− 1)

2
β0

)
|x|p − p

ν

r∑
i=1

αi λ
−µ(δi(t)) |x|p−1|yi|

− p(p− 1)

2ν

r∑
i=1

βi λ
−µ(δi(t)) |x|p−2|yi|2

]
,

primenom elementarne nejednakosti (1.23) za ε = 1 jednostavno se dobija

LV (x)

≤ −λ
′(t)

λ(t)

[(
p ρ− p(p− 1)

2
β0 −

(p− 1)(p− 2)

2ν

r∑
i=1

βi −
p− 1

ν

r∑
i=1

α1

)
|x|p

− 1

ν

r∑
i=1

[αi + (p− 1)βi]λ
−µ(δi(t)) |yi|p

]
.

Prema tome, uslov (3.40) je zadovoljen za

η0 = p ρ− p(p− 1)

2
β0 −

(p− 1)(p− 2)

2ν

r∑
i=1

βi −
p− 1

ν

r∑
i=1

α1,

ηi = αi + (p− 1)βi, i = 1, . . . , r,

S obzirom da važi (3.45), ispunjen je i uslov η0 −
∑r

i=1 ηi > 0, pa su zadovoljeni svi
uslovi Teoreme 3.3.1, čime je dokazana Lp-stabilnost jednačine (3.39) u odnosu na
decay-funkciju λ(t).

Imajući u vidu da je F (t, 0, . . . , 0) ≡ 0 i supt≥0
λ′(t)
λ(t)

= M = const, na osnovu

uslova (3.43) sledi

|F (t, x, y1, . . . , yr)| ≤
λ′(t)

λ(t)

[
α0|x| +

1

ν

r∑
i=1

αi λ
−µ(δi(t)) |yi|

]

≤
(
M

r∨
i=0

αi

)(
|x| +

r∑
i=1

λ−
µ
p (δi(t))|yi|

)
.

Slično, na osnovu (3.44) se dobija

|G(t, x, y1, . . . , yr)| ≤
(√

M

r∨
i=0

√
βi

)(
|x| +

r∑
i=1

λ−
µ
2 (δi(t))|yi|

)
≤
(√

M
r∨

i=0

√
βi

)(
|x| +

r∑
i=1

λ−
µ
p (δi(t))|yi|

)
.

Prema tome, uslov (3.41) je zadovoljen za generisanu konstantu K(M), pa dokaz
tvrdjenja direkno sledi na osnovu Teoreme 3.3.2. ♢
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3.4 Stabilnost stohastičkih diferencijalnih

jednačina sa distributivnim kašnjenjem

Veoma značajni stohastički Lotka–Volterra populacioni sistemi predstavljaju speci-
jalan slučaj stohastičkih diferencijalnih jednačina sa distributivnim beskonačnim
kašnjenjem (videti [169] i reference u radu). U ovom poglavlju se primenom metode
Razumikhina za ispitivanje opšte stabilnosti proširuje razmatranje iz prethodnih
poglavlja na jednu vrstu ovih jednačina. Tačnije, razmatra se stabilnost SDJ sa
distributivnim beskonačnim kašnjenjem sledećeg oblika,

dx(t) = F

(
t, xt,

∫ 0

−∞
k1(s)x(t+ s) ds, . . . ,

∫ 0

−∞
kr(s)x(t+ s) ds

)
dt (3.46)

+G

(
t, xt,

∫ 0

−∞
k1(s)x(t+ s) ds, . . . ,

∫ 0

−∞
kr(s)x(t+ s) ds

)
dw(t), t ≥ 0,

sa zadatim početnim uslovom x0 = ξ = {ξ(θ) : θ ≤ 0} ∈ Lp
F0

((−∞, 0];Rn), pri čemu
je ki ∈ L((−∞, 0];R+) i = 1, . . . , r i F : R+×Rn×Rn×r → Rn, G : R+×Rn×Rn×r →
Rn×m. Takodje, pretpostavlja se da postoji jedinstveno globalno rešenje jednačine
(3.46) tako da je supt∈RE|x(t)|p <∞. Kao i ranije, radi jednostavnijeg razmatranja
stabilnosti rešenja, neka je F (t, 0, . . . , 0) ≡ 0 i G(t, 0, . . . , 0) ≡ 0, tj. neka jednačina
(3.46) ima trivijalno rešenje.

Naredno tvrdjenje se odnosi na Lp-stabilnost jednačine (3.46) i predstavlja po-
sledicu Teoreme 3.2.1.

Teorema 3.4.1 Neka je p > 0 i neka su zadovoljene pretpostavke (H1) i (H2) za
funkcije λ i V , respektivno. Takodje, neka je ki ∈ L((−∞, 0];Rn), i = 1, . . . , r i
neka postoji konstanta µ > 0 tako da važi∫ 0

−∞
ki(s) ds = 1, k̄i =

∫ 0

−∞
ki(s)λ

µ(−s) ds <∞, i = 1, . . . , r. (3.47)

Ako postoje konstante ν ≥ 1 i η0, η1, · · · , ηr ≥ 0, pri čemu je η0 >
∑r

i=1 ηik̄i tako da
je

Vt(t, φ(0)) + Vx(t, φ(0))F

(
t, φ(0),

∫ 0

−∞
k1(s)φ(s) ds, . . . ,

∫ 0

−∞
kr(s)φ(s) ds

)
+

1

2
tr

[
GT

(
t, φ(0),

∫ 0

−∞
k1(s)φ(s) ds, . . . ,

∫ 0

−∞
kr(s)φ(s) ds

)
(3.48)

×Vxx(t, φ(0))G

(
t, φ(0),

∫ 0

−∞
k1(s)φ(s) ds, . . . ,

∫ 0

−∞
kr(s)φ(s) ds

)]
≤ −η0

λ′(t)

λ(t)
V (t, φ(0)) +

1

ν

λ′(t)

λ(t)

r∑
i=1

ηi

∫ 0

−∞
ki(s)V (t+ s, φ(s)) ds

za svako t ≥ 0 i φ ∈ BC((−∞, 0];Rn) ∩ Lp((−∞, 0];Rn), tada je jednačina (3.46)
Lp-stabilna reda γ = (η0 −

∑r
i=1 ηik̄i) ∧ µ u odnosu na decay-funkciju λ(t).
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Dokaz. Za t ≥ 0 i φ ∈ BC((−∞, 0];Rn) ∩ Lp((−∞, 0];Rn), uvode se sledeće
smene,

f(t, φ) := F

(
t, φ(0),

∫ 0

−∞
k1(s)φ(s) ds, . . . ,

∫ 0

−∞
kr(s)φ(s) ds

)
,

g(t, φ) := G

(
t, φ(0),

∫ 0

−∞
k1(s)φ(s) ds, . . . ,

∫ 0

−∞
kr(s)φ(s) ds

)
,

kojima se jednačina (3.46) svodi na jednačinu (3.1). Sada, na osnovu (3.11), (3.47)
i (3.48) sledi

ELV (t, φ)

≤ −η0
λ′(t)

λ(t)
EV (t, φ(0)) +

1

ν

λ′(t)

λ(t)

r∑
i=1

ηi

∫ 0

−∞
ki(s)EV (t+ s, φ(s)) ds

≤ −

(
η0 −

r∑
i=1

ηik̄i

)
λ′(t)

λ(t)
EV (t, φ(0)).

S obzirom da je relacija (3.10) zadovoljena za q = η0 −
∑r

i=1 ηik̄i, dokaz direktno
sledi primenom Teoreme 3.2.1. ♢

Teorema 3.4.2 Neka važe pretpostavke Teoreme 3.4.1 za p ≥ 2. Ako postoje kon-
stante K > 0 i δ ∈ (0, γ), pri čemu je γ = (η0 −

∑r
i=1 ηik̄i)∧ µ i

∫∞
0
λ−δ(t) dt <∞,

i ako važi uslov∣∣∣∣F (t, φ(0),

∫ 0

−∞
k1(s)φ(s) ds, . . . ,

∫ 0

−∞
kr(s)φ(s) ds

)∣∣∣∣2
+

∣∣∣∣G(t, φ(0),

∫ 0

−∞
k1(s)φ(s) ds, . . . ,

∫ 0

−∞
kr(s)φ(s) ds

)∣∣∣∣2
≤ K

(
|φ(0)|2 +

r∑
i=1

∣∣∣∣∫ 0

−∞
ki(s)φ(s) ds

∣∣∣∣2
)

(3.49)

za svako t ≥ 0, φ ∈ BC((−∞, 0];Rn) ∩ Lp((−∞, 0];Rn), tada je jednačina (3.46)
skoro izvesno stabilna reda γ−δ

p
u odnosu na decay-funkciju λ(t).

Dokaz. Za dokaz se koriste smene uvedene u dokazu Teoreme 3.4.1. Iz uslova
(3.49), Hölderove nejednakosti (1.27), a zatim relacija (3.47), dobija se

E|f(t, ϕ)|p + E|g(t, ϕ)|p ≤ E
[
K
(
|ϕ(0)|2 +

r∑
i=1

∣∣∣ ∫ 0

−∞
ki(s)ϕ(s)ds

∣∣∣2)] p
2

≤ (K(1 + r))
p
2

(
E|ϕ(0)|p +

r∑
i=1

E
∣∣∣ ∫ 0

−∞
ki(s)ϕ(s)ds

∣∣∣p)
≤ (K(1 + r))

p
2

(
E|ϕ(0)|p +

r∑
i=1

E
(∫ 0

−∞
ki(s)|ϕ(s)|pds

)(∫ 0

−∞
ki(s)ds

)p−1)
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≤ (K(1 + r))
p
2 (1 +

r∑
i=1

k̄i) sup
s≤0

λ−η(−s)E|ϕ(s)|p

≤ (K(1 + r))
p
2 (1 +

r∑
i=1

k̄i) sup
s≤0

λ−µ(−s)E|ϕ(s)|p.

S obzirom da je zadovoljen uslov (3.19), dokaz sledi direktnom primenom Teoreme
3.2.2. ♢

Kako nije uvek jednostavno proveriti uslove (3.48) i (3.49) u narednom tvrdjenju
su dati jednostavniji uslovi Lp-stabilnosti i skoro izvesne stabilnosti jednačine (3.46).

Posledica 3.4.1 Neka je p ≥ 2 i neka (H1) i (3.47) važe za funkcije λ i ki, i =
1, . . . , r, respektivno. Takodje, neka postoje konstante ρ > 0, ν ≥ 1 i αi, βi ≥ 0,
i = 1, . . . , r tako da su ispunjeni uslovi

φT (0)F (t, φ(0), 0, . . . , 0) ≤ −ρ λ
′(t)

λ(t)
|φ(0)|2,

∣∣∣∣F (t, ψ(0), 0, . . . , 0) − F

(
t, φ(0),

∫ 0

−∞
k1(s)φ(s) ds, . . . ,

∫ 0

−∞
kr(s)φ(s) ds

)∣∣∣∣
≤ α0

λ′(t)

λ(t)
|ψ(0) − φ(0)| +

1

ν

r∑
i=1

αi
λ′(t)

λ(t)

∣∣∣∣∫ 0

−∞
ki(s)φ(s) ds

∣∣∣∣ ,∣∣∣∣G(t, φ(0),

∫ 0

−∞
k1(s)φ(s) ds, . . . ,

∫ 0

−∞
kr(s)φ(s) ds

)∣∣∣∣2
≤ β0

λ′(t)

λ(t)
|φ(0)|2 +

1

ν

r∑
i=1

βi
λ′(t)

λ(t)

∣∣∣∣∫ 0

−∞
ki(s)φ(s) ds

∣∣∣∣2
za svako t ≥ 0 i ψ, φ ∈ BC((−∞, 0];Rn) ∩ Lp((−∞, 0];Rn). Ako je ρ > ζ, pri
čemu je

ζ =
p− 1

2
β0 +

p− 1

2pν

r∑
i=1

[2αi + (p− 2)βi] +
1

p

r∑
i=1

[αi + (p− 1)βi]k̄i,

tada je jednačina (3.46) Lp-stabilna reda γ = p(ρ − ζ) ∧ µ u odnosu na decay-

funkciju λ(t). Štavǐse, ako je supt≥0
λ′(t)
λ(t)

< ∞ i ako postoji δ ∈ (0, γ) tako da je∫∞
0
λ−δ(t) dt <∞, tada je jednačina (3.46) skoro izvesno stabilna reda γ−δ

p
u odnosu

na decay-funkciju λ(t).

Dokaz. Dokaz se izostavlja s obzirom da je sličan dokazu Posledice 3.3.1. ♢
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Glava 4

Stabilnost neutralnih stohastičkih
funkcionalnih diferencijalnih
jednačina sa konačnim kašnjenjem

U ovoj glavi se razmatra opšta skoro izvesna i Lp-stabilnost neutralnih stohastičkih
funkcionalnih diferencijalnih jednačna sa konačnim kašnjenjem primenom metode
Razumikhina. U Poglavlju 4.1 se izlaže motivacioni primer za izučavanje neutral-
nih stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina, navodi se osnovna teorema
egzistencije i jedinstvenosti rešenja, kao i već poznati rezultati u vezi eksponenci-
jalne skoro izvesne i Lp-stabilnosti. Poglavlje 4.2 se odnosi na primenu metode
Razumikhina za ispitivanje opšte Lp-stabilnosti i skoro izvesne stabilnosti neutral-
nih stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina sa konačnim kašnjenjem.
Rezultati iz ovog poglavlja su uopšteni u Poglavlju 4.3 na perturbovane neutralne
stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine i neutralne stohastičke diferenci-
jalne jednačine sa kašnjenjem. U Poglavlju 4.4 su predstavljena dva primera kojima
se opravdavaju i ilustruju teorijski rezultati. Preciznije, dati su uslovi kojima se
garantuje polinomijalna, odnosno logaritamska stabilnost, a da se o eksponencijal-
noj stabilnosti razmatranih sistema nǐsta ne može zaključiti.

4.1 Uvodni pojmovi

Neutralne stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine (NSFDJ) predstavljaju
uopštenje stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina u kojima se pored
nepoznatog procesa x kojim se opisuje stanje sistema, pod diferencijalom javlja i
argument sa kašnjenjem. Ovakve jednačine najčešće se koriste za opisivanje distri-
butivnih mreža koje se sastoje od prenosnih kablova bez gubitka energije.

Sovjetski naučnici Bogomolov [11] i Solovdovnikov [162] četrdesetih godina pro-
šlog veka medju prvima primenjuju neutralne funkcionalne diferencijalne jednačine
za izučavanje povratnih sistema hidrauličnih turbina. Jedan takav povratni sistem
se sastoji od dugačkog električnog kabla dužine l, pri čemu je jedan kraj kabla
priključen na izvor energije E sa otporom R, dok je drugi kraj priključen na oscila-
torni sklop formiran kondenzatorom C1 i nelinearnim elementom čija je volt-amper
karakteristika i = g(υ). Neka su sa L i C označeni linearna indukcija i kapacitet
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kabla. Ovakav sistem se matematički opisuje sistemom parcijalnih diferencijalnih
jednačina

Lit(t, x) = −ux(t, x), Cυt(t, x) = −ix(t, x), 0 < x < l, t > 0, (4.1)

sa graničnim uslovima

E − υ(t, 0) −Ri(t, 0) = 0, C1υt(t, l) = i(t, l) − g(υ(t, l)).

Nizom transformacija (videti [77, 125] )sistem (4.1) se svodi na sistem diferencijalnih
jednačina, s tim što se iz graničnih uslova za x(t) = υ(t, l) dobija diferencijalna
jednačina

1

C1

d

dt
(x(t) −Kx(t− τ)) = α− βx(t) −Kβx(t− τ) − g(x(t)) +Kg(x(t− τ)),

gde su α, β i K generisane konstante i τ = 2l
√
LC. Time se u rešavanje sistema

parcijalnih diferencijalnih jednačina (4.1), kojim se opisuje sistem distributivnih
mreža, uključuje neutralna diferencijalna jednačina sa kašnjenjem.

O determinističkim neutralnim diferencijalnim jednačinama postoji opsežna li-
teratura. Izmedju ostalih, temelje ove teorije u determinictičkom slučaju postavili
su Hale i Meyer [42] i Hale i Lunel [44] u svojim monografijama.

Generalno, neutralna funkcionalna diferencijalna jednačina je oblika

d

dt
(x(t) −G(xt)) = f(t, xt),

gde je G zadati funkcional. Ako se ova jednačina stohastički perturbuje Gausso-
vim belim šumom ξt, dolazi se do neutralne stohastičke funkcionalne diferencijalne
jednačine (NSFDJ) sa kašnjenjem oblika

d

dt
[x(t) −G(xt)] = f(t, xt) dt+ g(t, xt) ξt, t ≥ 0.

Pojam NSFDJ prvi su uveli Kolmanovskii i Nosov [76] 1981. godine, proučavaju-
ći ponašanje reaktora u hemijskom postrojenju i izučavajući medjusobnu interakciju
izmedju inertnih, elastičnih i aerodinamičkih sila koje se javljaju kad se elastično
telo kreće kroz neki fluid. Takodje, Kolmanovskii i Nosov [77] su dokazali teoremu
egzistencije i jedinstvenosti, a Kolmanovskii i Myshkis [78] su proučavali stabilnost
i asimptotsku stabilnost ovih jednačina.

Neka je C([−τ, 0];Rn), τ = const > 0, familija neprekidnih funkcija ϕ : [−τ, 0] →
Rn sa normom ||φ|| = sup−τ≤θ≤0 |φ(θ)|, a Lp

F([−τ, 0];Rn) familija F -merljivih slu-
čajnih promenljivih ϕ = {ϕ(θ),−τ ≤ θ ≤ 0} ∈ C([−τ, 0],Rn) koje zadovoljavaju
uslov sup−τ≤θ≤0E|ϕ(θ)|p <∞. Očigledno je C([−τ, 0];Rn) ⊂ Lp

F([−τ, 0];Rn).

U ovoj glavi se razmatra n-dimenzionalna neutralna stohastička funkcionalna
diferencijalna jeednačina (NSFDJ) sa konačnim kašnjenjem,

d[x(t) −G(xt)] = f(t, xt)dt+ g(t, xt)dw(t), t ≥ 0, (4.2)

sa početnim uslovom x0 = ξ = {ξ(θ),−τ ≤ θ ≤ 0} ∈ Lp
F0

([−τ, 0];Rn), gde je
Ft = F0 za −τ ≤ t ≤ 0 i xt = {x(t+ θ),−τ ≤ θ ≤ 0} ∈ C([−τ, 0];Rn) je nepoznati
proces. Funkcionali G : C([−τ, 0];Rn) → Rn, f : R+ × C([−τ, 0];Rn) → Rn i
g : R+ × C([−τ, 0];Rn) → Rn×m su Borel-merljivi.
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Definicija 4.1.1 Za n-dimenzionalan stohastički proces {x(t), t ∈ [−τ, T ]} se kaže
da je strogo rešenje jednačine (4.2) ako je skoro izvesno neprekidan, x(t) je Ft-

adaptiran proces za t ∈ [0, T ],
∫ T

0
|f(t, xt)| dt < ∞ s.i.,

∫ T

0
|g(t, xt)|2 dt < ∞ s.i.,

x0 = ξ s.i. i za svako t ∈ [0, T ] integralni oblik jednačine (4.2) je zadovoljen skoro
izvesno.

Definicija 4.1.2 Rešenje {x(t), t ∈ [−τ, T ]} jednačine (4.2) je jedinstveno ako je
bilo koje drugo rešenje {x̃(t), t ∈ [−τ, T ]} stohastički ekvivalentno sa njim, tj. ako
je

P{x(t) = x̃(t), t ∈ [−τ, T ]} = 1.

Kako se za G(·) ≡ 0 jednačina (4.2) svodi na stohastičku funkcionalnu difer-
encijalnu jednačinu (1.16), na osnovu Teoreme 1.5.1 sledi da su za egzistenciju i
jedinstvenost rešenja jednačine (4.2) neophodni Lipschitzov uslov i uslov linearnog
rasta za funkionale f i g. Uslov koji treba nametnuti funkcionalu G u literaturi
je poznat kao uslov kontrakcije, odnosno, funkcional G mora biti uniformno Lips-
chitz neprekidan sa Lipschitzovom konstantom manjom od 1 (za vǐse detalja videti
Kolmanovski i Nosov [77], Mao [125]).

Teorema 4.1.1 (Mao, [125]) Ako funkcionali f i g zadovoljavaju uniformni Lip-
schitzov uslov i uslov linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0, tako da
je

|f(t, φ) − f(t, ψ)|2 ∨ ||g(t, φ) − g(t, ψ)||2 ≤ K||φ− ψ||2,
|f(t, φ)|2 ∨ |g(t, φ)|2 ≤ K(1 + ||φ||2)

za svako t ∈ [0, T ] i φ, ψ ∈ C([−τ, 0];Rn), i ako postoji konstanta κ ∈ (0, 1) tako da
je

|G(φ) −G(ψ)| ≤ κ∥φ− ψ∥

za svako φ, ψ ∈ C([−τ, 0];Rn), tada postoji jedinstveno, skoro izvesno neprekidno
rešenje {x(t), t ∈ [−τ, T ]} jednačine (4.2). Pored toga, ako je E||ξ||p <∞ za p ≥ 2,
tada je

E sup
−τ≤t≤T

|x(t)|p <∞.

Iako NSFDJ predstavljaju prirodno uopštenje SFDJ, o kojima je bilo reči u
prethodnoj glavi, one su suštinski komplikovanije, pa je teže odredjivanje njihovog
tačnog rešenja. Zbog toga je od posebnog značaja ispitivanje stabilnosti rešenja
NSFDJ na osnovu uslova koje ispunjavaju koeficijenti te jednačine, a da pritom nije
poznato tačno rešenje.

Definicija 4.1.3 Neka je λ ∈ C(R+;R+) strogo rastuća funkcija tako da λ(t) ↑ ∞
kad t → ∞. Tada je jednačina (4.2), odnosno njeno trivijalno rešenje Lp-stabilno
reda γ u odnosu na decay-funkciju λ(t) ako postoji par konstanata γ > 0 i M > 0
tako da je

E|x(t; ξ)|p ≤M · λ−γ(t) sup
−τ≤θ≤0

E|ξ(θ)|p, t ≥ 0 (4.3)
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za svako ξ ∈ Lp
F0

([−τ, 0];Rn), odnosno,

lim sup
t→∞

lnE|x(t; ξ)|p

lnλ(t)
≤ −γ.

Jednačina (4.2) je skoro izvesno stabilna reda γ u odnosu na decay-funkciju λ(t)
ako je

lim sup
t→∞

ln |x(t; ξ)|
lnλ(t)

≤ −γ s.i.

Mao [116] 1995. godine medju prvima ispituje eksponencijalnu stabilnost NSFDJ.
Ubrzo su raznim tehnikama dobijeni dovoljni uslovi za ispitivanje eksponencijalne
skoro izvesne i Lp-stabilnosti, a iz opsežne literature ovde se izdvajaju Liao i Mao
[97], Janković i Jovanović [57], Ren i Xia [152], Luo [109] i dr.

Medjutim, rezultati rada [116] se ne mogu primeniti na neke specijalne klase
NSFDJ, a posebno na NSDJ sa kašnjenjem. Nakon što je metodu Razumikhina
primenio na ispitivanje stabilnosti SFDJ (za vǐse detalja pogledati Poglavlje 3.1
ove disertacije), Mao [118] 1997. godine ovu tehniku primenjuje i na NSFDJ za
ispitivanje eksponencijalne srednje-kvadratne i skoro izvesne stabilnosti. Time po-
tvrdjuje da je osnovna prednost ove metode njena primenljivost za ispitivanje sta-
bilnosti široke klase jednačina, a tim pre se relativno jednostavno primenjuje na
specijalne jednačine. Od tada, ova metoda se koristi za ispitivanje eksponencijalne
stabilnosti različitih vrsta NSFDJ kao, na primer, u radovima Janković, Randjelović
i Jovanović [59], Randjelović i Janković [148], Wu i Hu [175], Zhou i Hu [183].

Kako neke NSFDJ nisu eksponencijalno stabilne, istraživanje dovoljnih uslova
za stabilnost u odnosu na neku ”slabiju” decay-funkciju, na primer, polinomijalnu
ili logaritamsku, takodje je poslednjih godina zaokupilo pažnju naučnika. Rezultati
koji se odnose na opštu stabilnost NSFDJ mogu se naći, na primer u Liu, Meng i
Wu [107], Wu, Hu, Huang [173], Wu i Hu [174].

U nastavku, metoda Razumikhina se primenjuje na ispitivanje opšte Lp-stabil-
nosti (p ≥ 1) i skoro izvesne stabilnosti (p ≥ 2) neutralne stohastičke funkcionalne
diferencijalne jednačone (4.2), uvodjenjem integralnog uslova za decay-funkciju koji
garantuje skoro izvesnu stabilnost u odnosu na tu funkciju. Dobijeni rezultati su
publikovani u radu [144], G. Pavlović, S. Janković, The Razumikhin approach on
general decay stability for neutral stochastic functional differential equations, Jour-
nal of the Franklin Institute 350 (8) (2013) 2124-2145. Ovi rezultati delimično
uopštavaju rezultate radova [107, 127, 173, 174, 175], a pre svega su zasnovani na
radovima Janković, Randjelović i Jovanović [59] i Shen i Liao [159] koji se odnose
na eksponencijalnu Lp-stabilnost.

Teorema 4.1.2 (Janković, Randjelović i Jovanović [59]) Neka postoji konst-
anta k ∈ (0, 1) tako da je

E|G(ϕ)|p ≤ k sup
−τ≤t≤0

E|ϕ(θ)|p
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za svako φ ∈ Lp
F([−τ, 0];Rn). Neka je q > (1−k

1
p )−p i neka postoji konstanta λ > 0

tako da važi

E
{p

2
|ϕ(0) −G(ϕ)|p−4(|ϕ(0) −G(ϕ)|2[2(ϕ(0) −G(ϕ))Tf(t, ϕ)

+|g(t, ϕ)|2 + (p− 2)|(ϕ(0) −G(ϕ))Tg(t, ϕ)|2])
}

≤ −λE|ϕ(0) −G(ϕ)|p

za svako t ≥ 0 i one φ ∈ Lp
F([−τ, 0];Rn) koji zadovoljavaju uslov

E|ϕ(θ)|p ≤ qE|ϕ(0) −G(ϕ)|p, −τ ≤ θ ≤ 0.

Tada, za svako ξ ∈ Lp
F0

([−τ, 0];Rn) rešenje x(t; ξ) jednačine (4.2) ispunjava uslov

E|x(t; ξ)|p ≤ q (1 + k
1
p )p e−γ̄t sup

−τ≤θ≤0
E|ξ(θ)|p, t ≥ 0,

gde je γ̄ = min

{
λ, 1
τ ln

q

(1 + (kq)
1
p )p

}
> 0, odnosno, trivijalno rešenje jednačine

(4.2) je eksponencijalno Lp-stabilno.

4.2 Stabilnost neutralnih stohastičkih

funkcionalnih diferencijalnih jednačina

Kako je predmet istraživanja stabilnost rešenja jednačine (4.2), pretpostavlja se, bez
naglašavanja koji uslovi egzistencije i jedinstvenosti rešenja su ispunjeni, da postoji
jedinstveno rešenje te jednačine takvo da je sup−τ≤t<∞E|x(t; ξ)|p < ∞. Takodje,
pretpostavlja se da su dobro definisani svi integrali Lebesguea i Itôa koji će nadalje
biti korǐsćeni. Bez gubljenja opštosti, neka je G(0) ≡ 0, f(t, 0) ≡ 0, g(t, 0) ≡ 0,
tako da jednačina (4.2) ima trivijalno rešenje x(t; 0) ≡ 0.

Za ispitivanje stabilnosti rešenja jednačine (4.2) primenjivaće se metoda Razu-
mikhina. S tim u vezi, uvodi se sledeći diferencijalni operator pridružen jednačini
(4.2).

Neka je C1,2(R+×Rn;R+) familija nenegativnih funkcija V (t, x) sa neprekidnim
prvim izvodom po t i drugim izvodom po x. Tada je

LV (t, φ) := Vt(t, φ(0) −G(φ)) + Vx(t, φ(0) −G(φ))f(t, φ) (4.4)

+
1

2
tr[gT (t, φ)Vxx(t, φ(0) −G(φ))g(t, φ)],

pri čemu je Vt = ∂V
∂t

, Vx =
(

∂V
∂x1
, . . . , ∂V

∂xn

)
i Vxx =

(
∂2V

∂xi∂xj

)
n×n

.

Za decay-funkciju i funkciju V uvode se sledeće pretpostavke:

(H1) Decay-funkcija λ ∈ C1(R+;R+) je strogo rastuća, λ(t) ↑ ∞, t→ ∞ i

λ(0) = 1, λ(t+ s) ≤ λ(t)λ(s), t, s ≥ 0. (4.5)
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(H2) Postoje konstante p > 0 i c1, c2 > 0 tako da funkcija V ∈ C1,2(R+ × Rn;R+)
zadovoljava uslov

c1|x|p ≤ V (t, x) ≤ c2|x|p, (t, x) ∈ R+ × Rn. (4.6)

Zbog kašnjena, neophodno je dodefinisati decay-funkciju tako da je λ(t) = 1 za
svako t < 0.

Wu et al. [173, 174, 175], Liu et al. [107], Meng i Yin [127] za ispitivanje opšte
stabilnosti primenom metode Razumikhina zahtevaju da decay-funkcija zadovoljava
uslov supt>0

λ′(t)
λ(t)

= r = const. Medjutim, naredna tvrdjenja ne zahtevaju ovaj uslov,

već su dovoljne samo osobine decay-funkcije navedene u pretpostavci (H1).

Za ispitivanje stabilnosti jednačine (4.2) neophodno je prethodno dokazati dve
leme. Lema 4.2.1 uopštava rezultate radova Janković, Randjelović i Jovanović [59] i
Shen i Liao [159] koji se odnose na eksponencijalnu stabilnost. Lema 4.2.2 se može
naći u [59], a ovde je dokaz leme izostavljen.

Kao i ranije, umesto zapisa x(t; ξ) koristi se x(t) za označavanje rešenja jednačine
(4.2) u odnosu na zadati početni uslov ξ ∈ Lp

F0
([−τ, 0];Rn).

Lema 4.2.1 Neka je p ≥ 1 i neka su zadovoljene pretpostavke (H1) i (H2). Takodje,
neka postoji konstanta k ∈ (0, 1) tako da je

E|G(ϕ)|p ≤ k sup
−τ≤θ≤0

E|ϕ(θ)|p (4.7)

za svako ϕ ∈ Lp
F([−τ, 0];Rn). Ako je x(t) rešenje jednačine (4.2) i ako postoje

konstante 0 < γ < 1
lnλ(τ)

ln 1
k
i ρ ≥ 0 tako da je

λγ(t)E|x(t) −G(xt)|p ≤
c2
c1

(1 + k
1
p )p sup

−τ≤θ≤0
E|x(θ)|p, 0 ≤ t ≤ ρ, (4.8)

tada je

λγ(t)E|x(t)|p ≤ c2(1 + k
1
p )p

c1(1 − (kλγ(τ))
1
p )p

sup
−τ≤θ≤0

E|x(θ)|p, −τ ≤ t ≤ ρ. (4.9)

Dokaz. Neka je ε ∈ (0, 1) i 0 ≤ t ≤ ρ. Primenom elementarne nejednakosti (1.21)
i uslova (4.7), dobija se

E|x(t)|p ≤ E|x(t) −G(xt)|p

(1 − ε)p−1
+

k

εp−1
sup

−τ≤θ≤0
E|x(t+ θ)|p.

Iz uslova (4.8) i pretpostavke (H1), za svako −τ ≤ t ≤ ρ je

λγ(t)E|x(t)|p

≤ 1

(1 − ε)p−1
λγ(t)E|x(t) −G(xt)|p +

k

εp−1
λγ(t) sup

−τ≤θ≤0
E|x(t+ θ)|p

≤ c2(1 + k
1
p )p

c1(1 − ε)p−1
sup

−τ≤θ≤0
E|x(θ)|p +

k

εp−1
sup

−τ≤t≤ρ
(λγ(t− θ)E|x(t)|p)

≤ c2(1 + k
1
p )p

c1(1 − ε)p−1
sup

−τ≤θ≤0
E|x(θ)|p +

k

εp−1
sup

−τ≤t≤ρ
(λγ(t+ τ)E|x(t)|p)

≤ c2(1 + k
1
p )p

c1(1 − ε)p−1
sup

−τ≤θ≤0
E|x(θ)|p +

kλγ(τ)

εp−1
sup

−τ≤t≤ρ
(λγ(t)E|x(t)|p).



4.2 Stabilnost NSFDJ 97

Kako ova nejednakost važi i za −τ ≤ t ≤ 0, to je

sup
−τ≤t≤ρ

(λγ(t)E|x(t)|p)

≤ c2(1 + k
1
p )p

c1(1 − ε)p−1
sup

−τ≤θ≤0
E|x(θ)|p +

kλγ(τ)

εp−1
sup

−τ≤t≤ρ
(λγ(t)E|x(t)|p).

Ako je ε takvo da je zadovoljena relacija kλγ(τ) < εp−1 < 1, tada je

sup
−τ≤t≤ρ

(λγ(t)E|x(t)|p) ≤ c2(1 + k
1
p )p

c1(1 − ε)p−1

(
1 − kλγ(τ)

εp−1

)−1

sup
−τ≤θ≤0

E|x(θ)|p.

Odavde se tražena relacija (4.9) dobija za ε = (kλγ(τ))
1
p . ♢

Lema 4.2.2 Neka je p ≥ 1 i neka je zadovoljen uslov (4.7) za neku konstantu
k ∈ (0, 1). Tada, za svako ϕ ∈ Lp

F([−τ, 0];Rn) važi

E|ϕ(0) −G(ϕ)|p ≤ (1 + k
1
p )

p
sup

−τ≤θ≤0
E|ϕ(θ)|p.

Dokaz ove leme direktno sledi primenom nejednakosti (1.21) za ε = k
1
p/(1 + k

1
p )

i uslova (4.7).

Naredno tvrdjenje daje dovoljne uslove Lp-stabilnosti jednačine (4.2) u odnosu
na opštu decay-funkciju λ(t).

Teorema 4.2.1 Neka je p ≥ 1 i neka su zadovoljene pretpostavke (H1), (H2) i

uslov (4.7). Takodje, neka postoje pozitivne konstante µ i q > c2
c1

(1 − k
1
p )−p tako da

je

ELV (t, φ) ≤ −µλ
′(t)

λ(t)
EV (t, φ(0) −G(φ)) (4.10)

za svako t ≥ 0 i one φ ∈ Lp
F([−τ, 0];Rn) koji zadovoljavaju uslov

EV (t+ θ, φ(θ)) ≤ qEV (t, φ(0) −G(φ)), −τ ≤ θ ≤ 0. (4.11)

Tada je jednačina (4.2) Lp-stabilna reda γ̃ u odnosu na decay-funkciju λ(t), tj. za
svako ξ ∈ Lp

F0
([−τ, 0];Rn) i t ≥ 0 važi

E|x(t; ξ)|p ≤ c2
c1
q1 (1 + k

1
p )p λ−γ̃(t) sup

−τ≤θ≤0
E|ξ(θ)|p, (4.12)

pri čemu je γ̃ = min

{
µ, 1

lnλ(τ)
ln q1

(1+(kq1)
1
p )p

}
> 0 i q1 = c1

c2
q.

Dokaz. Bez gubljenja opštosti, pretpostavimo da je sup−τ≤θ≤0E|x(θ)|p > 0 za

svako ξ ∈ Lp
F0

([−τ, 0];Rn). Uslov q > c2
c1

(1 − k
1
p )−p povlači da je

q1(1 + (kq1)
1
p )−p > 1,
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gde je q1 = c1
c2
q, pa je zbog toga γ̃ > 0. Otuda, za proizvoljno γ ∈ (0, γ̃) sledi da je

0 < γ < min
{
µ, 1

lnλ(τ)
ln 1

k

}
, odnosno, kλγ(τ) < 1.

Slično, kako je γ < 1
lnλ(τ)

ln q1

(1+(kq1)
1
p )

p , to je

λ
γ
p (τ) <

q
1
p

1

1 + (kq1)
1
p

, (4.13)

tako da je

1 − (kλγ(τ))
1
p > 1 − (kq1)

1
p

1 + (kq1)
1
p

=
1

1 + (kq1)
1
p

. (4.14)

Zamenom (4.14) u (4.13), dobija se

λγ(τ)

(1 − (kλγ(τ))
1
p )p

< q1. (4.15)

Sledeći korak je dokazati kontradikcijom da važi

λγ(t)EV (t, x(t) −G(xt)) ≤ c2(1 + k
1
p )p sup

−τ≤θ≤0
E|x(θ)|p, t ≥ 0. (4.16)

Pre svega, može se zaključiti da (4.16) važi za t = 0. Zaista, kako je λ(0) = 1, iz
pretpostavke (H2) i Leme 4.2.2, je

λγ(0)EV (0, x(0) −G(x0)) ≤ c2E|x(0) −G(x0)|p

≤ c2(1 + k
1
p )p sup

−τ≤θ≤0
E|ξ(θ)|p.

Pretpostavimo da relacija (4.16) nije zadovoljena za t > 0. Kako je funkcija
V (t, x(t) −G(xt)) neprekidna, može se naći broj ρ ≥ 0 tako da je

λγ(t)EV (t, x(t) −G(xt)) ≤ c2(1 + k
1
p )p sup

−τ≤θ≤0
E|ξ(θ)|p, 0 ≤ t ≤ ρ. (4.17)

Takodje, postoji niz {tk}k≥1, tk ↓ ρ za koji je

λγ(tk)EV (t, x(tk) −G(xtk)) > c2(1 + k
1
p )p sup

−τ≤θ≤0
E|ξ(θ)|p (4.18)

i
λγ(ρ)EV (ρ, x(ρ) −G(xρ)) = c2(1 + k

1
p )p sup

−τ≤θ≤0
E|ξ(θ)|p. (4.19)

Sada se može pokazati da uslov (4.11) važi za φ = xρ. Kako je zadovoljena relacija
(4.17), primenom Leme 4.2.1 sledi da za −τ ≤ t ≤ ρ važi

λγ(t)EV (t, x(t)) ≤ c2 λ
γ(t)E|x(t)|p

≤ c22 (1 + k
1
p )p

c1 (1 − (kλγ(τ))
1
p )p

sup
−τ≤θ≤0

E|x(θ)|p

=
c2 λ

γ(ρ)EV (ρ, x(ρ) −G(xρ))

c1(1 − (kλγ(τ))
1
p )p

.
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Ako je u prethodnoj relaciji t = ρ+ θ, onda iz monotonosti funkcije λ(t) sledi

λγ(ρ− τ)EV (ρ+ θ, x(ρ+ θ)) ≤ c2 λ
γ(ρ)EV (ρ, x(ρ) −G(xρ))

c1 (1 − (kλγ(τ))
1
p )p

.

S obzirom da je λγ(ρ) ≤ λγ(ρ− τ)λγ(τ) za ρ > τ , na osnovu (4.15) se dobija

EV (ρ+ θ, x(ρ+ θ)) ≤ q EV (ρ, x(ρ) −G(xρ)).

U slučaju kad je ρ ≤ τ , prethodna relacija je takodje zadovoljena jer je λγ(ρ−τ) = 1
i λ(t) je rastuća funkcija. Zbog (4.11), uslova (4.10) i činjenice da je γ < µ, sledi

ELV (ρ, xρ) ≤ −µ λ
′(ρ)

λ(ρ)
EV (ρ, x(ρ) −G(xρ))

≤ −γ λ
′(ρ)

λ(ρ)
EV (ρ, x(ρ) −G(xρ)).

Kako su f, g i G neprekidni funkcionali, može se naći dovoljno malo h > 0 tako da
za svako t, ρ ≤ t ≤ ρ+ h važi

ELV (t, xt) ≤ −γ λ
′(t)

λ(t)
EV (t, x(t) −G(xt)). (4.20)

Sa druge strane, primenom formule Itôa na funkciju λγ(s)V (s, x(s) − G(xs)) za
ρ ≤ s ≤ ρ+ h, a zatim relacija (4.19) i (4.20), dobija se

λγ(ρ+ h)EV (ρ+ h, x(ρ+ h) −G(xρ+h)) − c2(1 + k
1
p )p sup

−τ≤θ≤0
E|ξ(θ)|p

=

∫ ρ+h

ρ

λγ(s)

(
γ
λ′(s)

λ(s)
EV (s, x(s) −G(xs)) + ELV (s, xs)

)
ds

≤ 0,

što je u kontradikciji sa (4.18), pa je zadovoljena relacija (4.16).
Konačno, na osnovu (4.15), primenom Leme 4.2.1 za t ≥ 0 se dobija

λγ(t)E|x(t)|p ≤ c2 (1 + k
1
p )p

c1 (1 − (kλγ(τ))
1
p )p

sup
−τ≤θ≤0

E|x(θ)|p

≤ q (1 + k
1
p )p sup

−τ≤θ≤0
E|x(θ)|p.

Odavde, dokaz teoreme neposredno sledi kad γ → γ̃. ♢

Teorema 4.2.1 ističe razliku izmedju primene uslova Razumikhina i uobičajenih
tvrdjenja za ispitivanje Lp-stabilnosti. Naime, suština koncepta Razumikhina je da
se pojednostavi dokazivanje ispunjenosti uslova (4.10), u smislu da se ne zahteva
da on važi za svako ϕ ∈ Lp

F([−τ, 0);Rn), već samo za one koji zadovoljavaju uslov
(4.11).
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Napomena 4.2.1 Za G(t) ≡ 0, Teorema 4.2.1 se svodi na Teoremu 2.1 u [143].
Specijalno, za λ(t) = et ova teorema se svodi na Teoremu 1 u [159] i Teoremu 1 u
[59] pri čemu je V (t, x) = |x|p. Štavǐse, za λ(t) = et i G(t) ≡ 0, Teorema 4.2.1 se
svodi na Teoremu 2.1 u [117] i Teoremu 3.1 u [118] za p = 2 i V (x) = xTx.

U nastavku su dati uslovi pri kojima Lp-stabilnost povlači skoro izvesnu stabil-
nost jednačine (4.2). Za dokazivanje tog tvrdjenja, neophodna je sledeća lema.

Lema 4.2.3 Neka je zadovoljena pretpostavka (H1) i neka postoje konstante p ≥ 1
i k ∈ (0, 1) tako da za svako ϕ ∈ C([−τ, 0];Rn) važi

|G(ϕ)|p ≤ k sup
−τ≤θ≤0

|ϕ(θ)|p. (4.21)

Ako je z ∈ C([−τ, 0];Rn) i ako postoje konstante 0 < γ < 1
lnλ(τ)

ln 1
k
i H > 0 tako

da je

E|z(t) −G(zt)|p ≤ Hλ−γ(t), t ≥ 0, (4.22)

tada je

lim sup
t→∞

ln |z(t)|
lnλ(t)

≤ −γ
p
. (4.23)

Dokaz. Na osnovu elementarne nejednakosti (1.21) i uslova (4.21) sledi da za
proizvoljno T > 0 i kλγ(τ) < εp−1 < 1 važi

sup
0≤t≤T

(λγ(t)|z(t)|p) ≤ H

(1 − ε)p−1
+

k

εp−1
sup

0≤t≤T
λγ(t) sup

−τ≤t≤0
|z(t)|p. (4.24)

Primenom (H1), dobija se

sup
0≤t≤T

λγ(t) sup
−τ≤t≤0

|z(t)|p ≤ sup
−τ≤t≤T

(λγ(t+ τ)|z(t)|p)

≤ λγ(τ)

(
sup

0≤t≤T
(λγ(t)|z(t)|p) + sup

−τ≤t≤T
|z(t)|p

)
,

a na osnovu ove relacije i (4.24) sledi(
1 − kλγ(τ)

εp−1

)
sup

0≤t≤T
(λγ(t)|z(t)|p) ≤ H

(1 − ε)p−1
+
kλγ(τ)

εp−1
sup

−τ≤t≤0
|z(t)|p.

Otuda, relacija (4.23) je zadovoljena kad T → ∞. ♢

Sledeće tvrdjenje sadrži integralni uslov
∫∞
0
λ−δ(t) dt < ∞ za neko konačno

δ > 0, koji garantuje skoro izvesnu stabilnost u odnosu na opštu decay-funkciju
λ(t). Ovaj uslov se prvi put javlja u [143] G. Pavlović i S. Janković za ispitivanje
opšte skoro izvesne stabilnosti SFDJ. Može se primetiti da se ovaj uslov ne javlja u
ispitivanju eksponencijalne skoro izvesne stabilnosti s obzirom da je uvek zadovoljen,
odnosno,

∫∞
0
e−δt dt <∞ za svako δ > 0.
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Teorema 4.2.2 Neka je p ≥ 2 i neka su zadovoljeni pretpostavka (H1) i uslov (4.7).
Takodje, neka postoji konstanta K > 0 tako da za svako t ≥ 0 i ϕ ∈ Lp

Ft
([−τ, 0];Rn)

važi

E|f(t, ϕ)|p + E|g(t, ϕ)|p ≤ K sup
τ≤θ≤0

E|ϕ(θ)|p. (4.25)

Neka je trivijalno rešenje jednačine (4.2) Lp-stabilno reda γ u odnosu na decay-

funkciju λ(t). Ako je γ̄ = min
{
γ, 1

lnλ(τ)
ln 1

k

}
i ako postoji konstanta δ ∈ (0, γ̄) tako

da je
∫∞
0
λ−δ(t)dt < ∞, tada je jednačina (4.2) skoro izvesno stabilna reda γ̄−δ

p
u

odnosu na decay λ(t), odnosno, za svako ξ ∈ Lp
F0

([−τ, 0];Rn),

lim sup
t→∞

ln |x(t; ξ)|
lnλ(t)

≤ − γ̄ − δ

p
s.i. (4.26)

Specijalno, ako je zadovoljen uslov (4.25) i svi uslovi Teoreme 4.2.1, i ako postoji
konstanta δ ∈ (0, γ̄) tako da je

∫∞
0
λ−δ(t)dt < ∞, tada je jednačina (4.2) skoro

izvesno stabilna reda γ̃−δ
p

u odnosu na decay-funkciju λ(t).

Dokaz. Primenom elementarne nejednakosti (1.20), dobija se

E sup
0≤θ≤τ

|x(nτ + θ) −G(xnτ+θ)|p ≤ 3p−1

(
E|x(nτ) −G(xnτ )|p (4.27)

+E

∣∣∣∣∣
∫ (n+1)τ

nτ

f(s, xs) ds

∣∣∣∣∣
p

+ E sup
0≤θ≤τ

∣∣∣∣∫ nτ+θ

nτ

g(s, xs) dw(s)

∣∣∣∣p).
Na osnovu (4.3), (4.7) i (H1) sledi

E|x(nτ) −G(xnτ )|p (4.28)

≤ 2p−1(E|x(nτ)|p + E|G(xnτ )|p)

≤ 2p−1

(
Mλ−γ(nτ) sup

−τ≤θ≤0
E|ξ(θ)|p + k sup

−τ≤θ≤0
E|x(nτ + θ)|p

)
≤ 2p−1M [λ−γ(nτ) + kλ−γ(nτ − τ)] sup

−τ≤θ≤0
E|ξ(θ)|p

≤ 2p−1M(1 + k)λ−γ(nτ − τ) sup
−τ≤θ≤0

E|ξ(θ)|p

≤ 2p−1M(1 + k)λ−γ̄(nτ − τ) sup
−τ≤θ≤0

E|ξ(θ)|p.

Pomoću Hölderove nejednakosti (1.27), (4.25), (4.3) i (H1), dobija se ocena

E

∣∣∣∣∣
∫ (n+1)τ

nτ

f(s, xs) ds

∣∣∣∣∣
p

≤ τ p−1

∫ (n+1)τ

nτ

E|f(s, xs)|p ds (4.29)

≤ Kτ p−1

∫ (n+1)τ

nτ

sup
−τ≤θ≤0

E|x(s+ θ)|p ds

≤MKτ p−1

∫ (n+1)τ

nτ

λ−γ(s+ θ) sup
−τ≤θ≤0

E|ξ(θ)|p ds

≤MKτ p λ−γ̄(nτ − τ) sup
−τ≤θ≤0

E|ξ(θ)|p.
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Slično, na osnovu Burkholder-Davis-Gundy nejednakosti (1.3.3) je

E sup
0≤θ≤τ

∣∣∣∣∫ nτ+θ

nτ

g(s, xs) dw(s)

∣∣∣∣p ≤ Cpτ
p
2
−1

∫ (n+1)τ

nτ

E|g(s, xs)|p ds (4.30)

≤ CpMKτ
p
2λ−γ̄(nτ − τ) sup

−τ≤θ≤0
E|ξ(θ)|p,

gde je Cp > 0 univerzalna konstanta. S obzirom da je

λ−γ̄(nτ − τ) =
λγ̄(τ)

λγ̄(nτ − τ)λγ̄(τ)
≤ λγ̄(τ)

λγ̄(nτ)
= λ−γ̄(nτ)λγ̄(τ),

zamenom (4.28), (4.29), (4.30) u (4.27) se dobija ocena

E sup
0≤θ≤τ

|x(nτ + θ) −G(xnτ+θ)|p ≤ C λ−γ̄(nτ),

gde je C > 0 generisana konstanta. Primenom nejednakosti Chebysheva (1.25) sledi
da je

P

{
sup

0≤θ≤τ
|x(nτ + θ) −G(xnτ+θ)|p ≥ λ−(γ̄−δ)(nτ)

}
≤ C λ−γ̄(nτ)

λ−(γ̄−δ)(nτ)
= Cλ−δ(nτ).

Kako je λ−δ(nτ) ≤ λ−δ(s) za (n− 1)τ ≤ s ≤ nτ , to je
∞∑
n=1

λ−δ(nτ) ≤
∞∑
n=1

1

τ

∫ nτ

(n−1)τ

λ−δ(s) ds =
1

τ

∫ ∞

0

λ−δ(s) ds <∞.

Na osnovu Borel-Cantellijeve leme sledi da postoji n0 = n0(ω) > 0 s.i. tako da za
skoro sve ω ∈ Ω i n > n0 važi

sup
0≤θ≤τ

|x(nτ + θ) −G(xnτ+θ)|p ≤ λ−(γ̄−δ)(nτ) s.i.,

odnosno, |x(t)−G(xt)|p ≤ λ−(γ̄−δ)(t−τ) skoro izvesno za t ≥ n0τ . Štavǐse, s obzirom
da je |x(t)−G(xt)|p skoro izvesno konačno na [0, n0τ ], postoji skoro izvesno konačan
broj H = H(ω) tako da je

|x(t) −G(xt)|p ≤ Hλ−(γ̄−δ)(τ) s.i. za t ≥ 0.

Kako je zadovoljen uslov (4.22), na osnovu Leme 4.2.3 sledi da važi (4.26), odnosno
da je jednačina (4.2) skoro izvesno stabilna reda (γ − δ)/p u odnosu na decay-
funkciju λ(t).

Štavǐse, ako su zadovoljeni uslovi Teoreme 4.2.1, onda je q1/(1+(kq1)
1
p )p < 1/k,

što na osnovu prethodne konstatacije povlači da je jednačina (4.2) skoro izvesno
stabilna reda (γ̃ − δ)/p u odnosu na decay-funkciju λ(t) . ♢

Specijalno, ako je λ(t) = et, onda je jednačina (4.2) eksponencijalno skoro
izvesno stabilna, pri čemu je γ̄ = −γ/p, što sledi iz (4.26) kad δ → 0.

Napomena 4.2.2 Za G(t) ≡ 0, Teorema 4.2.2 se svodi na Teoremu 2.2 u [143].
Ako je λ(t) = et, Teorema 4.2.2 se svodi na Teoremu 2 u [59], za G(t) ≡ 0 na
Teoremu 2.2 u [117], a za p = 2, G(t) ≡ 0, V (x) = xTx na Teoremu 4.1 u [118].
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4.3 Stabilnost perturbovanih

neutralnih stohastičkih funkcionalnih

diferencijalnih jednačina

Primenom rezultata dobijenih u Poglavlju 4.2 može se ispitati skoro izvesna i Lp-
stabilnost u odnosu na opštu decay-funkciju šire klase perturbovanih neutralnih sto-
hastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina oblika

d[x(t) −G(xt)] = [h(t, x(t)) + f(t, xt)] dt+ g(t, xt) dw(t), t ≥ 0 (4.31)

sa zadatim početnim uslovom x0 = ξ = {ξ(θ) : −τ ≤ θ ≤ 0} ∈ Lp
F0

([−τ, 0];Rn).
Ovde su G, f i g definisani kao u Poglavlju 4.2, a h : R+ × C([−τ, 0];Rn) → Rn,
h(t, 0) ≡ 0 je Borel merljivo.

S obzirom da je jednačina (4.31) specijalan slučaj jednačine (4.2), zbog razloga
već navedenih u prethodnom poglavlju, pretpostavlja se da postoji jedinstveno
rešenje jednačine (4.31), bez naglašavanja koji uslovi egzistencije i jedinstvenosti
su ispunjeni (za vǐse detalja pogledati [77, 125]).

Ispitivanje eksponencijalne Lp-stabilnosti i skoro izvesne stabilnosti jednačine
(4.31) primenom pristupa Razumikhina razmatrano je, izmedju ostalog, u [59, 118].

Posledica 4.3.1 Neka je p ≥ 1 i neka su zadovoljene pretpostavke (H1), (H2) i
uslov (4.7). Takodje, neka postoje konstante λ1, λ2 > 0 tako da je

0 < k <
1(

1 +
(

c2
c1

) 2
p

)p , λ1 >
c2
c1

· λ2(
1 −

(
c2k
c1

) 1
p

)p (4.32)

i

ELV (t, φ) = E
{
Vt(t, φ(0) −G(φ)) + Vx(t, φ(0) −G(φ))[h(t, φ(0)) + f(t, φ)]

+
1

2
tr[gT (t, φ)Vxx(t, φ(0) −G(φ))g(t, φ)]

}
(4.33)

≤ −λ
′(t)

λ(t)

[
λ1EV (t, φ(0)) − λ2 sup

−τ≤θ≤0
EV (t+ θ, φ(θ))

]
za svako t ≥ 0 i φ ∈ Lp

F([−τ, 0];Rn). Tada je jednačina (4.31) Lp-stabilna u odnosu
na decay-funkciju λ(t).

Dokaz. Iz prve relacije u (4.32) sledi da je

c1
c2k

>
c2

c1(1 − k
1
p )p

≥ 1.

Kako je funkcija ψ(x) = x

(
1 −

(
c2k
c1
x
) 1

p

)−p

rastuća, postoji konstanta q > 1 tako

da je
c1
c2k

> q >
c2

c1(1 − k
1
p )p

, λ1 >
c2
c1

· λ2q(
1 −

(
c2kq
c1

) 1
p

)p . (4.34)
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Očigledno je da se jednačina (4.31) svodi na jednačinu (4.2) uvodjenjem smene
f1(t, ϕ) ≡ h(t, ϕ(0)) + f(t, ϕ) za svako t ≥ 0 i ϕ ∈ Lp

Ft
([−τ, 0];Rn)). Prema tome,

ako je zadovoljen uslov (4.10), tvrdjenje se dokazuje primenom Teoreme 4.2.1.

Neka je φ ∈ Lp
F([−τ, 0];Rn) takvo da je za svako t ≥ 0 ispunjen uslov Razu-

mikhina (4.11) i neka q zadovoljava relaciju (4.34). Na osnovu nejednakosti (1.21),
pretpostavke (H2) i uslova (4.7) sledi da je za svako ε ∈ (0, 1),

EV (t, φ(0) −G(φ)) ≤ c2E |φ(0) −G(φ)|p

≤ c2
(1 − ε)p−1

E |φ(0)|p +
c2
εp−1

E|G(φ)|p

≤ c2
c1(1 − ε)p−1

EV (t, φ(0)) +
c2kq

c1εp−1
EV (t, φ(0) −G(φ)).

Kako je c2kq
c1

< 1, za ε =
(

c2kq
c1

) 1
p

se dobija

−EV (t, φ(0)) ≤ −c1
c2

(
1 −

(
c2kq

c1

) 1
p

)p

EV (t, φ(0) −G(φ)). (4.35)

Prema tome, za konstantu q koja zadovoljava (4.34) i za svako t ≥ 0 i one φ ∈
Lp
Ft

([−τ, 0];Rn) koji zadovoljavaju (4.11), na osnovu (4.33) i (4.35) sledi

ELV (t, φ) ≤ −

[
λ1
c1
c2

(
1 −

(
c2kq

c1

) 1
p

)p

− λ2q

]
λ′(t)

λ(t)
EV (t, φ(0) −G(φ)).

Kako (4.34) implicira da je λ1
c1
c2

(
1 −

(
c2kq
c1

) 1
p

)p

−λ2q > 0, dokaz tvrdjenja direktno

sledi na osnovu Teoreme 4.2.1. Štavǐse,

γ̃ = min

{
λ1
c1
c2

(
1 −

(
c2kq

c1

) 1
p

)p

− λ2q,
1

lnλ(τ)
ln

q1

(1 + (kq1)
1
p )p

}
, (4.36)

pri čemu je q1 = c1
c2
q. ♢

Napomena 4.3.1 Prethodno tvrdjenje predstavlja uopštenje Teoreme 3 u [59] za
λ(t) = et i V (x) = |x|p, kao i Teoreme 5.1 u [118] za p = 2, λ(t) = et i V (x) = xTx.

Sledeće tvrdjenje neposredno sledi na osnovu Teoreme 4.2.2, tako da se dokaz
izostavlja.

Posledica 4.3.2 Neka je p ≥ 2 i neka su zadovoljeni pretpostavka (H1) i uslov
(4.7). Takodje, neka postoji konstanta K > 0 tako da je

E|h(t, φ(0))|p + E|f(t, ϕ)|p + E|g(t, ϕ)|p ≤ K sup
τ≤θ≤0

E|ϕ(θ)|p (4.37)

za svako t ≥ 0 i ϕ ∈ Lp
Ft

([−τ, 0];Rn). Neka je trivijalno rešenje jednačine (4.31)

Lp-stabilno reda γ u odnosu na decay-funkciju λ(t). Ako je γ̄ = min
{
γ, 1

lnλ(τ)
ln 1

k

}
i ako postoji konstanta δ ∈ (0, γ̄) tako da je

∫∞
0
λ−δ(t)dt < ∞, tada je jednačina

(4.31) skoro izvesno stabilna reda γ̄−δ
p

u odnosu na decay-funkciju λ(t).
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Prethodni rezultati se mogu primeniti na ispitivanje opšteg tipa stabilnosti neu-
tralnih stohastičkih diferencijalnih (NSDJ) sa kašnjenjem

d[x(t) − Ḡ(x(t− τ))] = f̄(t, x(t), x(t− τ))dt+ ḡ(t, x(t), x(t− τ))dw(t), (4.38)

gde je t ≥ 0, x0 = ξ ∈ Lp
F0

([−τ, 0];Rn) i w je m-dimenzionalno Brownovo kretanje.
Borel-merljive funkcije Ḡ : Rn → Rn, f̄ : R+×Rn×Rn → Rn i ḡ : R+×Rn×Rn →
Rn×m su takve da je Ḡ(0) ≡ 0, f̄(t, 0, 0) ≡ 0, ḡ(t, 0, 0) ≡ 0. Takodje, pretpostavlja
se da postoji jedinstveno rešenje {x(t; ξ), t ∈ [−τ,∞)} jednačine (4.38) i da je
sup−τ≤t<∞E|x(t; ξ)|p <∞.

Neka je C1,2(R+×Rn;R+) familija nenegativnih funkcija V (t, x) sa neprekidnim
parcijalnim izvodima prvog reda po t i drugog reda po x. Za funkciju V ∈ C1,2(R+×
Rn;R+) operator LV : R+ × Rn × Rn → R+ je definisan na sledeći način,

LV (t, x, y) = Vt(t, x− Ḡ(y)) + Vx(t, x− Ḡ(y))f̄(t, x, y) (4.39)

+
1

2
tr[ḡT (t, x, y)Vxx(t, x−G(y))ḡ(t, x, y)],

pri čemu su Vt, Vx, Vxx definisani kao i ranije.

Napomena 4.3.2 Naredna dva tvrdjenja uopštavaju postojeće rezultate iz rada
[118], u kome je λ(t) = et, p = 2 i V (x) = xTx.

Posledica 4.3.3 Neka je p ≥ 1 i neka su zadovoljene pretpostavke (H1) i (H2).
Takodje, neka postoji konstanta k ∈ (0, 1) tako da je

|Ḡ(y)|p ≤ k|y|p, y ∈ Rn. (4.40)

Ako postoje konstante λ1, λ2 > 0 tako da je ispunjen uslov (4.32) i ako je

LV (t, x, y) ≤ −λ
′(t)

λ(t)
[λ1V (t, x) − λ2V (t− τ, y)]

za svako t ≥ 0 i x, y ∈ Rn, tada je jednačina (4.38) Lp-stabilna reda γ̃ u odnosu na
decay-funkciju λ(t), gde je γ̃ odredjeno sa (4.36).

Štavǐse, za p ≥ 2, ako postoji konstanta K > 0 tako da važi

|f̄(t, x, y)|p + |ḡ(t, x, y)|p ≤ K(|x|p + |y|p) (4.41)

za svako t ≥ 0 i x, y ∈ Rn i ako postoji konstanta δ ∈ (0, γ̃) tako da je
∫∞
0
λ−δ(t)dt <

∞, tada je jednačina (4.38) skoro izvesno stabilna reda γ̃−δ
p

u odnosu na decay-

funkciju λ(t).

Dokaz. Smenama

G(φ) := Ḡ(φ(−τ)), f1(t, x) := f̄(t, x, 0),

f(t, φ) := −f̄(t, φ(0), 0) + f̄(t, φ(0), φ(−τ)),

g(t, φ) := ḡ(t, φ(0), φ(−τ))

za svako t ≥ 0, x ∈ Rn i φ ∈ C([−τ, 0];Rn), jednačina (4.38) se svodi na jednačinu
(4.31). Zbog postavljenih uslova, dokaz direktno sledi na osnovu Posledice 4.3.1 i
Posledice 4.3.2. ♢
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U narednom tvrdjenju, Lp
F(Ω;Rn) uobičajeno označava familiju F -merljivih

slučajnih promenljivih X sa vrednostima u Rn za koje je E|X|p <∞.

Posledica 4.3.4 Neka je p ≥ 1 i neka su zadovoljene pretpostavke (H1) i (H2).
Takodje, neka postoji konstanta k > 0 tako da je

E|Ḡ(Y )|p ≤ kE|Y |p, Y ∈ Lp
F(Ω;Rn). (4.42)

Ako postoje konstante q > c2
c1

(1 − k
1
p )−p i µ > 0 tako da je

ELV (t,X, Y ) ≤ −µ λ
′(t)

λ(t)
EV (t,X − Ḡ(Y )) (4.43)

za svako t ≥ 0 i one X,Y ∈ Lp
F(Ω;Rn) koji zadovoljavaju uslov Razumikhina

EV (t− τ, Y ) < q EV (t,X − Ḡ(Y )),

tada je trivijalno rešenje jednačine (4.38) Lp-stabilno reda γ̃ u odnosu na decay-
funkciju λ(t), gde je

γ̃ = min

{
µ,

1

lnλ(τ)
ln

q1

(1 + (kq1)
1
p )p

}
> 0, q1 =

c1
c2
q.

Štavǐse, za p ≥ 2, ako je zadovoljen uslov (4.41) i ako postoji konstanta δ ∈ (0, γ̄)
tako da je

∫∞
0
λ−δ(t)dt < ∞, tada je jednačina (4.38) skoro izvesno stabilna reda

γ̃−δ
p

u odnosu na decay-funkciju λ(t).

Dokaz. S obzirom da se jednačina (4.38) može svesti na jednačinu (4.2) uvodjenjem
smena

G(φ) := Ḡ(φ(−τ)), f(t, φ) := f̄(t, φ(0), φ(−τ)), g(t, φ) := ḡ(t, φ(0), φ(−τ))

za svako t ≥ 0 i φ ∈ C([−τ, 0];Rn), dokaz neposredno sledi primenom Teoreme
4.2.1 i Teoreme 4.2.2. ♢

4.4 Primeri

U ovom poglavlju se razmatraju dva primera kojima se ilustruju prethodni rezulta-
ti. Preciznije, odredjuju se dovoljni uslovi koji garantuju polinomijalnu stabilnost
u prvom primeru i logaritamsku stabilnost u drugom. Pritom se u razmatranim
primerima ne može nǐsta zaključiti o Lp-stabilnosti i skoro izvesnoj stabilnosti u
odnosu na eksponencijalnu decay-funkciju λ(t) = et.

Primer 4.4.1 Prethodni teorijski rezultati se mogu primeniti za odredjivanje uslova
pri kojima je trivijalno rešenje n-dimenzionalne NSFDJ

d[x(t) −G(xt)] =

[
− a+ b

1 + t/2
x(t) +

at

(1 + t)2
G(xt)

]
dt (4.44)

+
c√

2 + t2
g(xt) dw(t), t ≥ 0, x0 = ξ,
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istovremeno skoro izvesno i Lp-stabilno u odnosu na odgovarajuću decay-funkciju
λ(t). Pretpostavimo da je ξ ∈ Lp

F0
([−τ, 0];Rn), p ≥ 2, a, b > 0 i c ∈ R su

konstante, w je m-dimenzionalno Brownovo kretanje, G : C([−τ, 0];Rn) → Rn,
g : C([−τ, 0];Rn) → Rn×m su Borel-merljive i G(0) ≡ 0, g(0) ≡ 0. Pored toga, neka
postoje konstante k ∈ (0, 1) i K > 0 tako da je

E|G(ϕ)|p ≤ k sup
−τ≤θ≤0

E|ϕ(θ)|p, E|g(ϕ)|p ≤ K sup
−τ≤θ≤0

E|ϕ(θ)|p (4.45)

za svako ϕ ∈ Lp
Ft

([−τ, 0];Rn). S obzirom na prethodno navedene uslove, na osnovu
Teoreme 4.1.1 postoji jedinstveno skoro izvesno neprekidno rešenje {x(t; ξ), t ∈
[−τ,∞)} jednačine (4.44) za koje je sup−τ≤t≤∞E|x(t)|p <∞.

Neka je V (x) = |x|p. Tada je

LV (xt) ≤ p|x(t) −G(xt)|p−2[x(t) −G(xt)]
T

[
− a+ b

1 + t/2
x(t) +

at

(1 + t)2
G(xt)

]
+
p(p− 1)

2

c2

2 + t2
|x(t) −G(xt)|p−2|g(xt)|2.

Kako je [x(t) −G(xt)]
Tx(t) = |x(t) −G(xt)|2 + [x(t) −G(xt)]

TG(xt), to je

LV (xt) ≤
1

1 + t

{
− p
(
a+

b

2

)
V (x(t) −G(xt)) +

pb

2
V

p−2
p (x(t) −G(xt))|G(xt)|2

+
p(p− 1)c2

2
V

p−2
p (x(t) −G(xt))|g(xt)|2

}
.

Primenom elementarne nejednakosti (1.23) za ε > 0 je

LV (xt) ≤
1

1 + t

{
− p
(
a+

b

2

)
V (x(t) −G(xt))

+
pb

2

[(p− 2)ε

p
V (x(t) −G(xt)) +

2

pε
p
2
−1

|G(xt)|p
]

+
p(p− 1)c2

2

[(p− 2)ε

p
V (x(t) −G(xt)) +

2

pε
p
2
−1

|g(xt)|p
]}
.

Za q > (1 − k
1
p )−p, na osnovu uslova (4.11) i (4.45) sledi

ELV (xt) ≤ − 1

1 + t

[
p
(
a+

b

2

)
− f(ε)

]
EV (x(t) −G(xt)),

gde je f(ε) = p−2
2

[b + (p − 1)c2]ε + [bk + (p − 1)c2K]qε−
p
2
+1. Neka je ε takvo da

f(ε) ima najmanju vrednost. Kako je f ′(ε) = 0 za ε =
(

[bk+(p−1)c2K]q
b+(p−1)c2

) 2
p

= ε0, to je

min
ε>0

f(ε) = f(ε0) =
p

2
[b+ (p− 1)c2]ε0. Prema tome,

ELV (xt) ≤ − µ

1 + t
EV (x(t) −G(xt)), (4.46)
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pri čemu je

µ = p

(
a+

b

2

)
− p

2

[
b+ (p− 1)c2

]
ε0

= p

(
a+

b

2
− 1

2

[
bk + (p− 1)c2K

] 2
p

q
2
p

[
b+ (p− 1)c2

] p−2
p

)
.

Ako je λ(t) = 1 + t, onda je λ′(t)
λ(t)

= 1
1+t

, pa je relacija (4.10) zadovoljena za µ > 0,
odnosno,

a+
b

2
− 1

2

[
bk + (p− 1)c2K

] 2
p

q
2
p

[
b+ (p− 1)c2

] p−2
p

≡ a+ S(b, c) > 0.

Ako je ovaj uslov ispunjen, na osnovu Teoreme 4.2.1 sledi da je jednačina (4.44)

Lp-stabilna reda γ̃ = min

{
µ, 1

ln(1+τ)
ln q

(1+(kq)
1
p )p

}
u odnosu na polinomijalnu decay-

funkciju.

Kako je
∫∞
0

(1 + t)−δ dt <∞ za svako δ > 1, na osnovu Teoreme 4.2.2 sledi da je
trivijalno rešenje skoro izvesno polinomijalno stabilno reda (γ̃ − δ)/p u odnosu na

decay-funkciju λ(t) = 1+t. Pošto je γ̃ > 1, onda je µ > 1 i q−(1+τ)(1+(kq)
1
p )p > 0.

Specijalno za p = 4, k = 0.2, K = 5 i τ = 0.02 na Slici 4.1 se vidi da mora
biti q > (1 − 0.21/4)−4 = 83.0473. Ako je q = 90, na primer, oblast polinomijalne
stabilnosti momenta četvrtog reda u odnosu na parametre a, b > 0 i c ∈ R je
prikazana na Slici 4.2.

Kako je q − (1 − τ)(1 + (kq)1/4)4 = 0.0434 > 0, pri uslovu da je µ > 1, tj.
a + S(b, c) > 0.25, odnos oblasti stabilnosti momenta četvrtog reda i skoro izvesne
stabilnosti za male vrednosti parametra a, b, c se može videti na Slici 4.3.
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Slika 4.1: Grafički prikaz oblasti q > (1 − k1/4)−4
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Slika 4.2: Grafički prikaz oblasti a+ b
2
− 1

2

√
90(b+ 3c2)(0.2b+ 15c2) = a+S(b, c) > 0

Slika 4.3: Grafički prikaz funkcija a = −S(b, c) i a = 0.25 − S(b, c)
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Primer 4.4.2 Neka je data sledeća NSDJ sa kašnjenjem,

d[x(t) − α sin(x2(t− τ))] = − 1

2(1 + t)[1 + ln(1 + t)]

[
x1(t) +

x2(t)

6

]
dt

+
b e−|x1(t)|x2(t− τ)

1 + t
dw(t), (4.47)

d[x(t) − αx1(t− τ)] = − x2(t)

3(1 + t)[1 + ln(1 + t)]
dt

+
b x1(t− τ)

[1 + t+ ln(1 + t)][4 + |x2(t− τ)|]
dw(t), t ≥ 0,

gde je x0 = ξ ∈ Lp
F0

([−τ, 0];R2), α ∈ (0, 1) i b ∈ R su konstante i w je skalarno
Brownovo kretanje. Ako je x = (x1, x2)

T , y = (y1, y2)
T i

Ḡ(y) = (α sin y2, αy1)
T , A =

[
−1/2 −1/12

0 −1/3

]
,

ḡ(t, x, y) =

(
be−|x1|y2

1 + t
,

b y1
[1 + t+ ln(1 + t)][4 + |y2|]

)T

,

sistem (4.47) se zapisuje na sledeći način,

d[x(t)−Ḡ(x(t−τ))] =
1

(1 + t)[1 + ln(1 + t)]
Ax(t)+ ḡ(t, x(t), x(t−τ)) dw(t), (4.48)

pri čemu je Ḡ(0) ≡ 0, ḡ(t, 0, 0) ≡ 0. Takodje, na osnovu Teoreme 4.1.1 postoji
jedinstveno skoro izvesno neprekidno rešenje x(t) = (x1(t), x2(t))

T , t ∈ [−τ,∞)
jednačine (4.47) i sup−τ≤t≤∞E|x(t)|p <∞.

Koeficijenti jednačine (4.47) sugerǐsu ispitivanje Lp-stabilnosti, p ≥ 2, u odnosu
na logaritamsku decay-funkciju λ(t) = 1 + ln(1 + t). Pre svega, linearnom transfor-
macijom matrice A se dobija

H =
1

6

[
−1 3
2 0

]
, H−1 =

[
0 3
2 1

]
, H−1AH =

[
−1/3 0

0 −1/2

]
.

Kako je Q = (H−1)TH−1 =

[
4 2
2 10

]
i potrebno je da važi λmin(Q) |x|2 ≤ xTQx ≤

λmax(Q) |x|2 za svako x ∈ R2, to je λmin(Q) = c1 = 3.39, λmax(Q) = c2 = 10.62.

Ako je V (x) = (xTQx)
p
2 , na osnovu (4.39) je

LV (t, x, y) = p [(x− Ḡ(y))TQ(x− Ḡ(y))]
p
2
−1

×
[
ψ(t) (x− Ḡ(y))TQAx+

1

2
ḡT (t, x, y)Qḡ(t, x, y)

]
+
p(p− 2)

2
[(x− Ḡ(y))TQ(x− Ḡ(y))]

p
2
−2 |(x− Ḡ(y))TQḡ(t, x, y)|2,

gde je t > 0, x, y ∈ R2 i

ψ(t) =
1

(1 + t)[1 + ln(1 + t)]
=
λ′(t)

λ(t)
.
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Kako je xTQAx ≤ −xTQx, to je

LV (t, x, y) ≤ −pψ(t)V (x− Ḡ(y)) + I1(t, x, y) + I2(t, x, y) + I3(t, x, y), (4.49)

pri čemu je

I1(t, x, y) = pψ(t)V
p−2
p (x− Ḡ(y)) (x− Ḡ(y))TQAḠ(y),

I2(t, x, y) =
p

2
V

p−2
p (x− Ḡ(y)) ḡT (t, x, y)Qḡ(t, x, y),

I3(t, x, y) =
p(p− 2)

2
V

p−4
p |(x− Ḡ(y))TQḡ(t, x, y)|2.

Sa druge strane,

QAḠ(y) = −α(2 sin y2 + y1, sin y2 + 7/2 y1)
T , |QAḠ(y)|2 < 19α2 |y|2.

Primenom elementarne nejednakosti (1.23), za proizvoljno ε > 0 je

I1(t, x, y) ≤ p

2
ψ(t)V

p−2
p (x− Ḡ(y))(|x− Ḡ(y)|2 + |QAḠ(y)|2)

< ψ(t)

[(
(p− 2)ε+

1

ε
p
2
−1c

p
2
1

)
V (x− Ḡ(y)) +

19
p
2αp

ε
p
2
−1c

p
2
1

V (y)

]
.

Kako je E|Ḡ(Y )|p ≤ αpE|Y |p za svako Y ∈ Lp
F(Ω;R2), uslov (4.42) je ispunjen

za k = αp ∈ (0, 1). Takodje, za one X, Y ∈ Lp
F(Ω;R2) koji zadovoljavaju uslov

EV (Y ) < q EV (X − Ḡ(Y )), pri čemu je q > c2/c1 (1 − α)−p > 3.13(1 − α)−p, važi

EI1(t,X, Y ) < ψ(t) f1(ε)EV (X − Ḡ(Y )),

gde je f1(ε) = (p − 2)ε + [1 + 19
p
2αp q] c

− p
2

1 ε−
p
2
+1. Sada nije teško odrediti ε1 =

[(1 + 19
p
2αp q)/2]

2
p/c1 tako da je min

ε>0
f1(ε) = f1(ε1) = p ε1. Prema tome,

EI1(t,X, Y ) < p ε1 ψ(t)EV (X − Ḡ(Y )). (4.50)

Kako je ḡT (t, x, y)Qḡ(t, x, y) < 4.5b2ψ(t) |y|2, na sličan način se dobija

EI2(t,X, Y ) < 2.25b2pε2 ψ(t)EV (X − Ḡ(Y )), (4.51)

gde je ε2 = q
2
p/c1.

S obzirom da je |Qḡ(t, x, y)|2 < 27b2ψ(t) |y|2, ocena za I3(t, x, y) se može dobiti
primenom nejednakosti (1.23),

I3(t, x, y) <
27b2p(p− 2)

2
ψ(t)V

p−4
p (x− Ḡ(y)) |x− Ḡ(y)|2|y|2

≤ 27b2p(p− 2)

4
ψ(t)V

p−4
p (x− Ḡ(y)) (|x− Ḡ(y)|4 + |y|4)

≤ 27b2(p− 2)

2
ψ(t)

[(
(p− 4)ε+

2

ε
p
4
−1c

p
4
2

)
V (x− Ḡ(y)) +

2

ε
p
4
−1c

p
4
2

V (y)

]
.
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Otuda je

EI3(t,X, Y ) <
27b2(p− 2)

2
ψ(t)f3(ε)EV (X − Ḡ(Y )),

gde je f3(ε) = (p − 4)ε + 2(1 + q)c
− p

2
1 ε−

p
4
+1. Kako je min

ε>0
f3(ε) = f3(ε3) = pε3 za

ε3 = [(1 + q)/2]
4
p/c21, to je

EI3(t,X, Y ) <
27b2p(p− 2)ε3

2
ψ(t)EV (X − Ḡ(Y )). (4.52)

Zamenom (4.50), (4.51) i (4.52) u (4.49), dobija se

ELV (t,X, Y ) < −µψ(t)EV (X − Ḡ(Y )), (4.53)

gde je µ = p− pε1 − 2.25b2pε2 − 27b2p(p− 2)ε3/2. Iz uslova da je µ > 0, tj.

3.39 −
(

1 + 19
p
2αpq

2

) 2
p

− 2.25b2q
2
p − 27b2(p− 2)

6.78

(
1 + q

2

) 4
p

> 0 (4.54)

na osnovu Posledice 4.3.4 sledi da je jednačina (4.47) logaritamski Lp-stabilna. Pre-
ciznije, za svako ξ ∈ Lp

F0
([−τ, 0];R2) je

lim sup
t→∞

lnE|x(t; ξ)|p

ln[1 + ln(1 + t)]
< −γ̃, (4.55)

pri čemu je γ̃ = min

{
µ, 1

ln[1+ln(1+τ)]
ln q1

(1+αq
1/p
1 )p

}
, q1 = c1/c2 q, q > c2/c1 (1 − α)−p

i τ > e− 1.

Može se primetiti da iako je uslov (4.41) ispunjen, nǐsta se ne može zaključiti o
logaritamskoj skoro izvesnoj stabilnosti s obzirom da je

∫∞
0

[1 + ln(1 + t)]−δ dt = ∞
za svako δ > 0.

Neka je, na primer, p = 4. S obzirom da sistem (4.47) direktno zavisi od
parametara α i b i indirektno od q, oblast logaritamske stabilnosti četvrtog momenta
u zavisnosti od ovih parametara je data na Slici 4.4.

Specijalno za α = 0.1, b = 0.3, q = 5, τ = 2, ξ = (0.5, 0.5), grafički prikaz
trajektorija (x1(t), x2(t)) i E|x(t)|4 je predstavljen na Slici 4.5 i Slici 4.6, respektivno.
Sa slike se vidi da svi grafici sporije teže nuli nego eksponencijalna funkcija.

U cilju ilustrovanja logaritamske stabilnosti četvrtog momenta sistema (4.47),

tj, relacije (4.55), grafik funkcije lnE|x(t)|4
ln [1+ln(1+t)]

u odnosu na γ̃ = −0.0218011 je dat na
Slici 4.7.

Napomena 4.4.1 Na osnovu (4.46) sledi da se nǐsta ne može zaključiti o eks-
ponencijalnoj skoro izvesnoj i Lp-stabilnosti jednačine (4.44). Takodje, na osnovu
(4.53), nǐsta se ne može zaključiti o polinomijalnoj skoro izvesnoj i Lp-stabilnosti
jednačine (4.47), a tim pre ni o eksponencijalnoj stabilnosti tog sistema, što oprav-
dava svrsishodnost tvrdjenja u ovom poglavlju.
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Slika 4.4: Oblast u kojoj su zadovoljeni uslovi (4.54) i q > c2
c1

(1 − α)−p za p = 4
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x2HtL

x1HtL

Slika 4.5: Trajektorije sistema (4.47) za α = 0.1, b = 0.3 i ξ = (0.5, 0.5)
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Slika 4.6: Grafik funkcije E|x(t)|4 za α = 0.1, b = 0.3 i ξ = (0.5, 0.5)
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Slika 4.7: Grafik funkcije lnE|x(t)|4
ln (1+ln(1+t))

i γ̃ = −0.0218011



Glava 5

Stabilnost impulsivnih
stohastičkih funkcionalnih
diferencijalnih jednačina sa
markovskim prelazima

U ovoj glavi se razmatra opšta skoro izvesna i Lp-stabilnost stohastičkih funkcio-
nalnih diferencijalnih jednačna sa impulsima i markovskim prelazima primenom
metode Razumikhina. U Poglavlju 5.1 se izlažu osnovni pojmovi i rezultati koji se
odnose na egzistenciju, jedinstvenost i stabilnost impulsivnih stohastičkih diferen-
cijalnih jednačina sa markovskim prelazima, uz osvrt na njihovu primenu u epi-
demiologiji, populacionoj dinamici i finansijama. Poglavlje 5.2 se odnosi na opštu
skoro izvesnu i Lp-stabilnost i nestabilnost stohastičkih diferencijalnih jednačina sa
pomerenim impulsima i markovskim prelazima. Kao posledica ovih rezultata, u
Poglavlju 5.3 su izložena tvrdjenja o opštoj skoro izvesnoj i Lp-stabilnosti i nestabil-
nosti impulsivnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa kašnjenjem i markovskim
prelazima i impulsivnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa markovskim prela-
zima. Da bi se ilustrovala primena teorijskih rezultata iz prethodnih poglavlja, u
Poglavlju 5.4, su izloženi primeri i numeričke simulacije trajektorija rešenja.

5.1 Uvodni pojmovi

Sistemima stohastičkih diferencijalnih jednačina sa impulsima se opisuju procesi
koji često menjaju svoje stanje u obliku ”skokova” u odredjenim fiksiranim ili
proizvoljnim vremenskim trenucima. Kao posledica toga, trajektorije rešenja ovakvih
sistema imaju tačke prekida, što onemogućava primenu velikog broja tvrdjenja o
egzistenciji, jedinstvenosti i stabilnosti rešenja stohastičkih diferencijalnih jednačina
(bez impulsa) na ovaj tip jednačina.

Deterministički sistem sa impulsima je oblika

ẋ = f(t, x), t ̸= τk, t ≥ 0,

∆x|t=τk = Ik(x), k = 1, 2, . . .

115
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gde je x ∈ Rn, f : I×Rn → Rn, Ik : Rn → Rn, I = [0,∞), ∆x|t=τk = x(t+0)−x(t).
Ovaj sistem se karakterǐse činjenicom da pod uticajem predvidivih ili nepredvidivih
okolnosti, u trenucima t = τk on momentalno ”skače” iz stanja x(t) u stanje x(t) +
Ik(x(t)).

Mnogi procesi iz svakodnevnog života su impulsivni po svojoj prirodi. Na primer,
proces disanja, zemljotresi, izbijanje epidemija u ekološkim stanǐstima, promene
brojnog stanja populacije pri trenutnim promenama uslova u stanǐstu, variranja
ekonomskog stanja države pod uticajem nepredvidjenih dešavanja na tržǐstu, na
primer, promena cene nafte zbog velikih katastrofa na naftnim poljima ili zbog
političke situacije itd. (za vǐse detalja pogledati Oyelami [1, 136], Simeonov i Bainov
[160])

Francuski matematičar P. Verhulst [165] je 1838. godine razmatrao populacioni
model predstavljen jednačinom oblika

dN

dt
= rN

(
1 − N

K

)
,

gde je N(t) broj jedinki populacije u trenutku t, r koeficijent priraštaja popu-
lacije i K maksimalan broj jedinki koje mogu preživeti u datom stanǐstu. Zbog
primene pre svega diferencijalnog računa, uobičajeno je pretpostaviti da je veličina
N(t) neprekidna. U realnosti, broj jedinki neke populacije se neprekidno menja, s
obzirom da je populacija stalno izložena brzim promenama uslova u stanǐstu. Neka
je 0 < t1 < t2 < . . . < T niz vremenskih trenutaka u kojima populacija pod uti-
cajem nepredvidjenih promena u sredini menja svoj obim. Da bi opisala realno
stanje u populaciji, prethodna jednačina se transformǐse u diferencijalnu jednačinu
sa impulsima,

dN

dt
= rN

(
1 − N

K

)
, t ̸= tk, N(0) = N0,

N(t+k ) = βkN(tk), k = 1, 2, ...

gde je N(t+k ) = limt↓tk N(t), k = 1, 2, ... Ako se u trenutku tk naglo poveća broj
jedinki populacije, tj. desi se imigracija populacije, tada se takva pojava opisuje
prethodnom jednačinom za βk > 1. U slučaju iznenadnog zemljotresa, pošasti, rata
i sl. može doći do naglog smanjenja broja jedinki tako da populacija nije vǐse u
mogućnosti da se oporavi, tj. dolazi do istrebljenja populacije. Ovakva pojava se
opisuje prethodnom jednačinom za βk < 1. Ako je βk = 1 rešenje sistema se poklapa
sa rešenjem klasične Verhulstove jednačine, čime se potvrdjuje da su impulsivni
sistemi uopštenja klasičnih sistema diferencijalnih jednačina (bez impulsa).

Impulsivne diferencijalne jednačine se koriste u epidemiologiji za opisivanje pro-
cesa širenja ili suzbijanja epidemioloških bolesti (infekcija). Jednostavna epidemi-
ološka jednačina je oblika

dy

dt
= b y (n+ a− y), t ̸= tk, y(0) = a,

y(t+k ) = βk y(tk), k = 1, 2, ...

gde je y broj jedinki populacije, n početan broj inficiranih jedinki i b stopa rasta
infekcije. U realnosti, impulsi se javljaju za vreme samog ciklusa infekcije. Ako je
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βk < 1, prethodna jednačina opisuje pojavu eksplozije infekcije, a ako je βk > 1,
pojavu ozdravljenja populacije.

Mnoge svetske poslovne organizacije i države planiraju značajnu svotu novca za
buduća ulaganja. Novac potreban za ulaganje se obično dobija iz otkupnih fondova
obveznica, kroz emisiju hartija od vrednosti, iz nacionalnih rezervi i sl. Osnovni cilj
je da svako ulaganje dovede do značajnog finansijskog rasta. Ulaganja iz fondova
omogućavaju povoljan finansijski rast samo ako je atmosfera za ulaganja takva
da je finansijski rast moguć. U odredjenim situacijama, koje nije lako predvideti,
ekonomija jedne države trpi neočekivanu ekonomsku recesiju. Tada se profit izgubi
još u periodu ulaganja, a privredni rast države momentalno pada, odnosno pokazuje
impulsivnu prirodu. Takodje, privredni rast države koja se oslanja na izvoz fosilnih
derivata često pokazuje impulsivno ponašanje, s obzirom na česta kolebanja cene
nafte na tržǐstu (za vǐse detalja videti [136, 137]).

Neki od jednostavnijih impulsivnih matematičkih modela u ekonomiji, ”makro
modeli” koji uzimaju u obzir gestaciono kašnjenje i obezvredjivanje dobara, koriste
se za modeliranje procesa privrednog rasta jedne kompanije ili države, pri čemu
se pod gestacionim kašnjenjem podrazumeva vreme koje protekne od trenutka ini-
ciranja plana za ulaganje do trenutka realizacije tog plana. Iz tog razloga, finan-
sijskim stručnjacima rezultati teorije impulsivnih sistema omogućavaju da identi-
fikuju odgovorne činioce za brzo i neregularno ulaganje, kao i iznenadan pad ula-
ganja u fiksnim ili promenljivim periodima investiranja (videti [91, 136, 137]).

Impulsivni stohastički model finansijskog ulaganja (videti [138]) koji sadrži pri-
hod, osnovni kapital i vektor obezvredjivanja sa gestacionim kašnjenjem, oblika je

dx(t) = (δ−1y(t) − bα1(t)g(x(t− h))) dt+ σ1 dw1(t), t ̸= tk, k = 0, 1, 2, . . . ,

dy(t) = (δ−1y(t) + α2(t)v(t)) dt+ σ2 dw2(t), t ̸= tk, k = 0, 1, 2, . . . ,

dz(t) = β dx(t), t ̸= tk, k = 0, 1, 2, . . . ,

∆x(tk) = βk x(tk),

gde je 0 < t1 < t2 < t3 < . . . , limk→∞ tk = ∞, k → ∞, i početni uslov

x(t0 + 0) = x0, y(t0 + 0) = y0, z(t0 + 0) = z0.

Slučajna promenljiva x(t) predstavlja ulaganje, y(t) nacionalni dohodak, odnosno
prihod kompanije, z(t) je osnovni kapital, v(t) opisuje kolebanja na tržǐstu, dok su
wi, i = 1, 2 procesi Brownovog kretanja. Konstanta δ predstavlja stopu uštede, b
je brzina obezvredjivanja, a g(x(t − h)) je funkcija obezvredjivanja sa gestacionim
kašnjenjem h. Parametrima βk, k = 1, 2, . . . se opisuju impulsi koji se dešavaju u
toku perioda investiranja. Ovi parametri predstavljaju stope ulaganja u odredjenom
vremenskom periodu.

Hibridni sistemi su dinamički sistemi koji pokazuju i neprekidno i diskretno
ponašanje. Ovakvi sitemi kombinuju deo stanja koji uzima neprekidne vrednosti i
deo stanja koji uzima diskretne vrednosti. Stohastičke diferencijalne jednačine sa
markovskim prelazima [124] predstavljaju posebnu klasu hibridnih sistema koji se
karakterǐsu vektorom stanja sa dve komponente, x(t) i r(t). Prva komponenta se
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odnosi na stanje procesa, a druga na režim rada. Ovi sistemi se menjaju u skladu
sa različitim zakonima u toku nekog vremenskog perioda i u slučajnim vremenskim
trenucima se prebacuju sa jednog režima rada na drugi. Najčešće je prelazak na
novi režim proces bez memorije, a vreme čekanja do prelaska na novi režim je
eksponencijalno raspodeljeno. Zbog toga se prelazak iz jednog režima u drugi može
modelirati pomoću lanca Markova sa neprekidnim vremenom i sa konačim brojem
stanja.

Kazangey i Sworder [68] 1971. godine uvode sistem sa skokovima u cilju izu-
čavanja uticaja federalne stambene politike na stabilizaciju stambenog sektora u
SAD. Upravo je lanac Markova sa konačno mnogo stanja korǐsćen za opisivanje
uticaja kamatnih stopa na tržǐste nekretnina. Willsky i Rogers [172] 1979. godine
razmatraju hibridne sisteme za modeliranje složenih elektro-sistema, a Sworder i
Robinson [164] za kontrolu solarnih prijemnih centrala. Mariton [126] primenjuje
hibridne sisteme za kontrolu automatskog upravljanja u različitim oblastima, sma-
trajući da se ovakvi sistemi nameću kao odgovarajuće matematičko okruženje za
opisivanje realnih pojava, kao što su procesi praćenja mete u vojnoj industriji, kon-
trola dozvoljenog opsega greške u procesu proizvodnje itd.

S obzirom da se sistemima sa markovskim prelazima mogu modelirati mnoge
pojave iz oblasti fizike i inženjerstva, poslednjih decenija se ovakvi sistemi inten-
zivno izučavaju. Devedesetih godina prošlog veka, Ji i Chizeck [62] i Mariton [126]
proučavaju stabilnost determinističke linearne diferencijalne jednačine sa skokovima
oblika

ẋ(t) = A(r(t))x(t),

gde je r(t) lanac Markova koji uzima vrednosti iz konačnog skupa stanja S =
{1, 2, . . . , N}. Basak, Bisi i Ghosh [10] 1996. godine razmatraju stabilnost semi-
linearne stohastičke diferencijalne jednačine sa markovskim prelazima,

dx(t) = A(r(t))x(t) dt+ σ(x(t), r(t)) dw(t).

a Mao [119] 1999. godine proučava stabilnost stohastičke funkcionalne diferencijalne
jednačine sa markovskim prelazima,

dx(t) = f(t, xt, r(t)) dt+ g(t, xt, r(t)) dw(t).

Ova jednačina može biti opisana pomoću sledećih N jednačina

dx(t) = f(t, xt, i) dt+ g(t, xt, i) dw(t), 1 ≤ i ≤ N,

prelaženjem sa jedne na drugu u skladu sa prelazima lanca Markova, što je i osnovna
karakteristika svih sistema sa markovskim prelazima.

U ovoj glavi se razmatra hibridna stohastička funkcionalna diferencijalna jednačina
sa pomerenim impulsima i markovskim prelazima,

dx(t) = f(t, xt, r(t)) dt+ g(t, xt, r(t)) dw(t), t ≥ 0, t ̸= tk, (5.1)

∆x(tk) = Ik(tk, x(tk), xtk , r(tk)), k = 1, 2, . . . ,

x(t) = ξ, t ∈ [−τ, 0],
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gde je ∆x(tk) = x(t+k ) − x(tk) i x(t+k ) = limh→0+ x(tk + h), x(tk) = x(t−k ) =
limh→0− x(tk + h), tk ≥ 0. Impulsivne perturbacije rešenja u trenutku tk su Ik :
R+ × Rn × PCp

Ft
([−τ, 0];Rn) × S → Rn gde je za p > 0, PCp

Ft
([−τ, 0];Rn) familija

Ft-merljivih slučajnih promenljivih ϕ = {ϕ(θ),−τ ≤ θ ≤ 0} ∈ PC([−τ, 0];Rn) tako

da je
∫ 0

−τ
E|ϕ(θ)|pdθ <∞, a PCb

F0
([−τ, 0];Rn) je familija ograničenih, F0-merljivih

slučajnih promenljivih iz PC([−τ, 0];Rn). Funkcionali

f : R+ × PCp
Ft

([−τ, 0];Rn) × S → Rn, g : R+ × PCp
Ft

([−τ, 0];Rn) × S → Rn×m

su Borel merljivi. Za početni uslov ξ se pretpostavlja da je ξ ∈ PCb
F0

([−τ, 0];Rn),
gde je PC([−τ, 0];Rn), τ = const > 0, familija deo po deo neprekidnih funkcija
φ : [−τ, 0] → Rn tako da postoje φ(t+), φ(t−) i φ(t−) = φ(t), sa normom ||φ|| =
sup−τ≤θ≤0 |φ(θ)|. Za matricu A norma je definisana sa ||A|| =

√
λmax(ATA), gde

je λmax(·) maksimalna sopstvena vrednost te matrice. Sa {r(t), t > 0} je označen
desno-neprekidan lanac Markova koji uzima vrednosi iz konačnog skupa stanja S =
{1, 2, . . . , N} sa generatorom Γ = (γij)N×N definisanim na sledeći način,

P{r(t+ ∆) = j|r(t) = i} =

{
γij∆ + o(∆), i ̸= j,

1 + γii∆ + o(∆), i = j

pri čemu je ∆ > 0, a γij ≥ 0 je gustina prelaza iz stanja ri u rj i γii = −
∑

i ̸=j γij.
Fiksirani trenuci tk u kojima se dešavaju impulsi su takvi da je tk < tk+1 i limk→∞ tk =
∞. Takodje, lanac Markova je nezavisan od m-dimenzionalnog Brownovog kretanja
w.

Definicija 5.1.1 Za n-dimenzionalan stohastički proces {x(t), t ∈ [−τ, T ]} se kaže
da je strogo rešenje jednačine (5.1) ako zadovoljava:

(i) {x(t), t ∈ [−τ, T ]} je neprekidan u t ∈ [−τ, T ]\{tk, k = 1, 2, . . .} i levo-
neprekidan u t ∈ [−τ, T ] ∩ {tk, k = 1, 2, . . .};

(ii) x(t) je Ft-merljiv;

(iii)
∫ T

0
|f(t, xt, r(t))| dt <∞ s.i.,

∫ T

0
|g(t, xt, r(t))|2 dt <∞ s.i.;

(iv) x0 = ξ s.i. i za svako t ∈ [−τ, T ] integralni oblik jednačine (5.1) je skoro
izvesno zadovoljen, odnosno,

x(t) = ξ(0) +

∫ T

0

f(s, xs, r(s)) ds+

∫ T

0

g(s, xs, r(s)) dw(s)

+
∑

0≤tk≤T

Ik(tk, x(tk), xtk , r(tk)).

Definicija 5.1.2 Rešenje {x(t), t ∈ [−τ, T ]} jednačine (5.1) je jedinstveno ako je
bilo koje drugo rešenje {x̃(t), t ∈ [−τ, T ]} stohastički ekvivalentno sa njim, tj. ako
je

P{x(t) = x̃(t), t ∈ [−τ, T ]} = 1.
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Iako su stohastičke diferencijalne jednačine sa impulsima veoma aktuelne zbog
istraživanja dinamike rešenja, nema mnogo rezultata koji se odnose na egzistenciju
i jedinstvenost rešenja hibridnih sistema sa pomerenim impulsima. Kako za svako
fiksirano stanje lanca Markova jednačinačina (5.1) postaje SDJ sa pomerenim im-
pulsima, od značaja je navesti da su Alwan et al. [2] uopštili rezultate Ballingera
i Liua [9, 106] i formulisali dovoljne uslove za egzistenciju i jedinstvenost lokalnog
i globalnog adaptiranog rešenja SDJ sa pomerenim impulsima. Za hibridne sto-
hastičke sisteme, Wu i Zhou [177] razmatraju egzistenciju i jedinstvenost rešenja
SDJ sa slučajnim impulsima i markovskim prelazima pri ne-Lipschitzovim uslovima,
a Liu et al. [99] proučavaju uopštenje jednačine (5.1), tj. impulsivni stohastički
funkcionalni hibridni sistem,

dx(t) = fik(t, xt) dt+ gik(t, xt) dw(t), t ∈ [tk, tk+1), ik ∈ Nc, k ∈ Z+, (5.2)

∆x(t) = Ijk(t, xt−), jk ∈ Nd, k ∈ Z+\{0},
x(t) = ξ, t ∈ [−r, 0],

gde je početni uslov ξ ∈ PC([−r, 0];Rn) (kraće PC). Stohastički proces xt− ∈
PC([−r, 0];Rn) je definisan sa xt−(s) = x(t+ s) za s ∈ [−r, 0) i xt−(0) = x(t−), pri
čemu je x(t−) = lims→t− x(s), a Nc i Nd su dva prizvoljna indeksna skupa. Za svako
i ∈ Nc i j ∈ Nd, je

fi : R+ × PC → Rn, gi : R+ × PC → Rn×m, Ij : R+ ×PC → Rn.

Teorema 5.1.1 (Liu et al. [99]) Pretpostavimo da važi:

(i) Za svako i ∈ Nc i j ∈ Nd, funkcionali fi(t, ϕ), gi(t, ϕ) i Ij(t, ϕ) su Borel-
merljivi na [0, T ] × PC[Θ] za svaki konačan podskup Θ ⊂ (−r, 0]. Takodje,
za deo po deo neprekidno ϕ ∈ PC[−r, T ], i fi(t, ϕ) i gi(t, ϕ) su deo po deo
neprekidni na [0, T ].

(ii) Postoji konstanta K > 0 tako da je za (t, ϕ, ψ) ∈ [0, T ] × PC × PC, i ∈ Nc,

|fi(t, φ) − fi(t, ψ)| + |g(t, φ) − g(t, ψ)| ≤ K||φ− ψ||,
|fi(t, φ)|2 + |gi(t, φ)|2 ≤ K2(1 + ||φ||2).

(iii) ξ ∈ PC je F0-merljiva slučajna veličina.

Tada postoji jedinstveno rešenje sistema (5.2) na [0, T ].

S obzirom da su sistemi sa markovskim prelazima važna klasa hibridnih siste-
ma, poslednjih decenija se intenzivno istražuje stabilnost rešenja i stabilizacija si-
stema pomoću markovskih prelaza (za vǐse detalja pogledati [10, 34, 120]). Pored
markovskih prelaza, postoje i drugi impulsivni efekti u mnogim realnim procesi-
ma, kao i raznovrsna literatura koja opisuje dinamiku rešenja ovakvih sistema. Liu
[98] 2008. godine istražuje egzistenciju, jedinstevenost i stabilnost rešenja SDJ
sa impulsima primenom metode Lyapunova. Metodom Razumikhina, Peng i Jia
[145] postavljaju kriterijume za Lp-stabilnost impulsivnih stohastičkih funkcional-
nih diferencijalnih jednačina. Cheng i Deng [18], 2010. godine osim eksponencijalne
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skoro izvesne i Lp-stabilnosti impulsivnih stohastičkih diferencijalnih jednačina,
ispituju i eksponencijalnu nestabilnost rešenja. Primenom metode Lyapunova, Pan
i Cao [139] postavljaju dovoljne uslove pri kojima je rešenje impulsivne stohastičke
diferencjalne jednačine sa konačnim kašnjenjem skoro izvesno i Lp-stabilno. Wu
et al. [178] razmatraju problem stabilizacije rešenja impulsivnih stohastičkih di-
ferencijalnih jednačina sa kašnjenjem uzimajući u obzir prosečan interval izmedju
impulsa.

Medjutim, nema mnogo literature koja se odnosi na stabilnost SDJ sa impul-
sima i markovskim prelazima. Medju prvima, Wu i Sun [176] 2006. godine istra-
žuju Lp-stabilnost ovakvih sistema primenom metode Lyapunova, a 2013. godine i
Gao [35] primenom iste metode ispituje stabilnost ovakvih sistema sa kašnjenjem.
Korǐsćenjem metode Laypunov-Krasovskii, Liu i Peng [108] ispituju Lp-stabilnost
nelinearnih SDJ sa kašnjenjem, impulsivnim skokovima i markovskim prelazima.
Pan i Cao [140] primenom mehode Razumikhina izučavaju eksponencijalnu stabil-
nost SDJ (5.1) sa impulsivnim kašnjenjem i markovskim prelazima. Glavni rezultat
rada [140] je naredno tvrdjenje koje se odnosi na eksponencijalnu Lp-stabilnost
rešenja, u smislu Definicije 1.5.5.

Teorema 5.1.2 (Pan i Cao [140]) Neka je V ∈ C1,2([−τ,∞) × Rn × S;R+) i

neka su konstante p > 0, c1 > 0, c2 > 0, dik, d̄ik ≥ 0, dik
2 + d̄ik

2 ̸= 0, δ, γi > 0,
i ∈ S, k = 1, 2, . . ., tako da važi:

(i) c1|x|p ≤ V (t, x, i) ≤ c2|x|p, (t, x) ∈ R+ × Rn.

(ii) Za svako t ∈ (tk−1, tk], i ∈ S,

ELV (t, ϕ, i) ≤ −γiEV (t, ϕ(0), i)

kad god je

E

[
min

1≤i≤N
V (t+ θ, ϕ(θ), i)

]
≤ qeλτE

[
max
1≤i≤N

V (t, ϕ(0), i)

]
,−τ ≤ θ ≤ 0.

(iii) Za svako i ∈ S

EV (t+k , ϕ(0) + Ik(tk, ϕ(0), φ, i), i)

≤ dikEV (tk, ϕ(0), i) + d̄ik sup
−τ≤θ≤0

EV (tk + θ, ϕ(θ), i).

(iv) inf1≤k<+∞{tk − tk−1} ≥ µ.

(v) Za bilo koje i ∈ S, γi − λ > ln q
µ

i q =
(

maxi∈S,1≤k<+∞{dik + d̄ik}
)−1

.

Tada je trivijalno rešenje jednačine (5.1) eksponencijalno Lp-stabilno, pri čemu je
ϕ = {ϕ(θ), −τ ≤ θ ≤ 0}.
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U mnogim radovima koji se bave dinamikom rešenja sistema sa impulsima, sta-
bilizacija sistema se može postići adekvatnim rasporedom i intenzitetom impulsa
(za vǐse detalja pogledati [18, 108, 139, 140, 178]). Medjutim, praktični primeri sa
početka ove glave pokazuju da je ponekad teško predvideti pojavu impulsa, a tim
pre i kontrolisati njihov raspored u toku odredjenog perioda. U tom slučaju, sistem
koji nije eksponencijalno stabilan ne može biti stabilizovan impulsima pa je korisno
ispitati neke slabije vidove stabilnosti rešenja takvog sistema. U tom smislu, rezul-
tati rada [140] su u narednom poglavlju prošireni na skoro izvesnu i Lp-stabilnost
jednačine (5.1) u odnosu na proizvoljnu decay-funkciju.

5.2 Stabilnost stohastičkih diferencijalnih

jednačina sa pomerenim impulsima

i markovskim prelazima

Kako je predmet istraživanja stabilnost jednačine (5.1), a priori se pretpostavlja da
f , g i Ik ispunjavaju neophodne uslove pri kojima razmatrana jednačina ima jedin-
stveno rešenje za t ≥ 0 (videti Teoremu 5.1.1), odnosno, pretpostavlja se da za bilo
koji početni uslov ξ ∈ PCb

F0
([−τ, 0];Rn) postoji levo neprekidan i desno ograničen

proces x(t; ξ) koji zadovoljava jednačinu (5.1). Takodje, zbog jednostavnijeg ispi-
tivanja stabilnosti, uobičajeno se pretpostavlja da je f(t, 0, i) ≡ 0, g(t, 0, i) ≡ 0,
Ik(t, 0, 0, i) ≡ 0, tako da jednačina (5.1) ima trivijalno rešenje x(t) ≡ 0.

Pre navodjenja glavnih rezultata, uvode se neophodne definicije i pretostavke
koje omogućavaju ispitivanje stabilnosti jednačine (5.1).

Definicija 5.2.1 Neka je λ ∈ C(R+;R+) strogo rastuća funkcija i λ(t) ↑ ∞ kad
t→ ∞. Jednačina (5.1) je Lp-stabilana reda γ u odnosu na decay-funkciju λ(t) ako
postoje konstante γ > 0 i M > 0 tako da je

E|x(t; ξ)|p ≤M · λ−γ(t), t ≥ 0 (5.3)

za svako ξ ∈ PCb
F0

([−τ, 0];Rn), odnosno,

lim sup
t→∞

lnE|x(t; ξ)|p

lnλ(t)
≤ −γ.

Jednačina (5.1) je Lp-nestabilna reda γ u odnosu na decay-funkciju λ(t) ako
postoje konstante γ > 0 i M > 0 tako da je

E|x(t; ξ)|p ≥M · λγ(t), t ≥ t0 ≥ 0.

Jednačina (5.1) je skoro izvesno stabilna reda γ u odnosu na decay-funkciju λ(t)
ako je

lim sup
t→∞

ln |x(t; ξ)|
lnλ(t)

≤ −γ s.i. (5.4)
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Neka je C1,2([−τ,∞) × Rn × S;R+) familija nenegativnih funkcija V (t, x, i),
neprekidnih i sa neprekidnim parcijalnim izvodima Vt,Vx,Vxx na (tk−1, tk]×Rn ×S.
Operator LV : (tk−1, tk] × PCb

Ft
([−τ, 0];Rn) × S → R, pridružen jednačini (5.1), je

definisan na sledeći način,

LV (t, φ, i) := Vt(t, φ(0), i) + Vx(t, φ(0), i))f(t, φ, i) (5.5)

+
1

2
tr[gT (t, φ, i)Vxx(t, φ(0), i)g(t, φ, i)] +

N∑
j=1

γijV (t, φ(0), j),

gde je Vt = ∂V
∂t

, Vx =
(

∂V
∂x1
, . . . , ∂V

∂xn

)
i Vxx =

(
∂2V

∂xi∂xj

)
n×n

.

Za decay-funkciju λ i funkciju V se uvode sledeće pretostavke:

(H1) Decay-funkcija λ ∈ C1(R+;R+) je strogo rastuća, λ(t) ↑ ∞ kad t→ ∞,

λ(t) = 1, −τ ≤ t ≤ 0,

λ(t+ s) ≤ λ(t)λ(s), t, s ≥ 0, (5.6)

sup
t>0

λ′(t)

λ(t)
= K = const.

(H2) Postoje konstante p > 0 i c1, c2 > 0, tako da funkcija V ∈ C1,2(R+ × Rn;R+)

zadovoljava uslov

c1|x|p ≤ V (t, x) ≤ c2|x|p, (t, x) ∈ R+ × Rn. (5.7)

Napomenimo da u odnosu na pretpostavku (H1) u Glavi 3 (relacija (3.8)), u
ovom slučaju decay-funkcija osim što mora biti dodefinisana, tj. λ(t) = 1 za −τ ≤
t ≤ 0, mora zadovoljavati i uslov supt>0

λ′(t)
λ(t)

= K =const.

Naredna dva tvrdjenja predstavljaju uopštenja Teoreme 3.1 i Teoreme 3.2 iz rada
[140] koje se odnose na eksponencijalnu Lp-stabilnost jednačine (5.1). S obzirom
na prirodu procesa koji se modeliraju impulsivnim stohastičkim diferencijalnim
jednačinama (ISDJ), razmatranje opšte stabilnosti je neophodno u situacijama kada
je rasporedom impulsa nemoguće manipulisati i stabilizovati sistem u smislu ekspo-
nencijalne Lp-stabilnosti.

Teorema 5.2.1 Neka je p > 0 i neka su zadovoljene pretpostavke (H1) i (H2).

Takodje, neka postoje konstante dik, d̄ik ≥ 0, d2ik + d̄ik
2 ̸= 0, δ, γ > 0, q > 1, ηi ≥ 0,

i ∈ S, k = 1, 2, . . ., tako da je

ELV (t, φ, i) ≤ ηi
λ′(t)

λ(t)
EV (t, φ(0), i) (5.8)

za svako t ∈ (tk−1, tk], i ∈ S i one φ ∈ PCb
Ft

([−τ, 0];Rn) koji zadovoljavaju uslov

E

[
min

1≤i≤N
V (t+ θ, φ(θ), i)

]
≤ qλγ(τ)E

[
max
1≤i≤N

V (t, φ(0), i)

]
, −τ ≤ θ ≤ 0. (5.9)
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Ako je za svako i ∈ S,

EV (t+k , φ(0) + Ik(tk, φ(0), φ, i), i)

≤ dikEV (tk, φ(0), i) + d̄ik sup
−τ≤θ≤0

EV (tk + θ, φ(θ), i), (5.10)

pri čemu je
sup

1≤k<+∞
{tk − tk−1} ≤ δ. (5.11)

i

1 < e(γ+ηi)δK ≤ q ≤
(

max
i∈S,1≤k<+∞

{dik + d̄ikλ
γ(τ)}

)−1

, (5.12)

tada je jednačina (5.1) Lp-stabilna reda γ u odnosu na decay-funkciju λ(t).

Dokaz. Najpre dodefinǐsimo lanac Markova tako da je r(t) = r(0) = r0 za svako
t ∈ [−τ, 0]. Neka je ε > 0 tako da je t + ε ∈ (tk−1, tk), za proizvoljno k ∈ S. Tada
se primenom formule Itôa na funkciju V (t, x(t), r(t)) dobija

EV (t+ ε, x(t+ ε), r(t+ ε)) = EV (t, x(t), r(t)) +

∫ t+ε

t

ELV (s, xs, r(s)) ds.

Kad ε→ 0, prethodna relacija postaje

D+EV (t, x(t), r(t)) = ELV (t, xt, r(t)), t ∈ (tk−1, tk].

Neka je W (t) := λγ(t)EV (t, x(t), i)) za t ∈ (tk−1, tk] i i ∈ S. Tada je Dini-izvod

D+W (t) = γλγ(t)
λ′(t)

λ(t)
EV (t, x(t), i) + λγ(t)ELV (t, xt, i). (5.13)

Kako je

EV (tk
+, xtk(0) + Ik(xtk(0), xtk , i), i) = EV (t+k , x(tk) + x(t+k ) − x(tk), i),

na osnovu (5.10) je

EV (t+k , x(t+k ), i) ≤ dikEV (tk, x(tk), i) + d̄ik sup
−τ≤θ≤0

EV (tk + θ, x(tk + θ), i).

Množenjem leve i desne strane prethodne ralacije sa λγ(tk), dobija se

W (t+k ) = λγ(tk)EV (t+k , x(t+k ), i) (5.14)

≤ dikλ
γ(tk)EV (tk, x(tk), i) + d̄ikλ

γ(tk) sup
−τ≤θ≤0

EV (tk + θ, x(tk + θ), i)

= dikλ
γ(tk)EV (tk, x(tk), i) + d̄ik sup

−τ≤θ≤0
λγ(tk)EV (tk + θ, x(tk + θ), i).

S obzirom na pretpostavku (H1), sledi

sup
−τ≤θ≤0

λγ(tk)EV (tk + θ, x(tk + θ), i) (5.15)

≤ sup
−τ≤θ≤0

λγ(tk + θ)λγ(−θ)EV (tk + θ, x(tk + θ), i)

≤ λγ(τ) sup
−τ≤θ≤0

λγ(tk + θ)EV (tk + θ, x(tk + θ), i).



5.2 Stabilnost SDJ sa pomerenim impulsima i markovskim prelazima 125

Imajući u vidu (5.14) i (5.15), dolazi se do ocene

W (t+k ) ≤ dikW (tk) + d̄ikλ
γ(τ) sup

−τ≤θ≤0
W (tk + θ). (5.16)

Za neko M > 0 takvo da je

sup
−τ≤θ≤0

W (θ) <
M

q
,

dokažimo da je

W (t) < M, t ∈ [−τ,+∞).

Kako je q > 1, to je W (t) < M za t ∈ [−τ, 0]. Dokažimo kontradikcijom da je

W (t) < M, t ∈ (0, t1]. (5.17)

Pretpostavimo da postoji neko t∗ ∈ (0, t1] za koje je

W (t∗) = M, W (t) < M, t ∈ [−τ, t∗]. (5.18)

Kako je W (t) neprekidna funkcija na [0, t1], može se naći t∗∗ ∈ (0, t∗) tako da je

W (t∗∗) =
M

q
, W (t) >

M

q
, t ∈ (t∗∗, t∗].

Na osnovu (5.18) sledi

qW (t) ≥M > W (t+ θ), t ∈ [t∗∗, t∗), θ ∈ [−τ, 0],

qW (t∗) = qM > M > W (t∗ + θ),

odnosno,

qW (t) > W (t+ θ), t ∈ [t∗∗, t∗], θ ∈ [−τ, 0].

Na osnovu ove ocene i činjenice da je za t ≥ τ

λγ(t) = λγ(t− τ + τ) ≤ λγ(t− τ)λγ(τ),

proverimo ispunjenost uslova (5.9) za t ∈ [t∗∗, t∗] i φ = xt,

qλγ(τ)E

[
max
1≤i≤N

V (x(t), t, i)

]
≥ qλγ(τ)EV (t, x(t), i)

≥ q
λγ(t)

λγ(t− τ)
EV (t, x(t), i) =

qW (t)

λγ(t− τ)

>
W (t+ θ)

λγ(t− τ)
=
λγ(t+ θ)EV (t+ θ, x(t+ θ), i)

λγ(t− τ)

≥ EV (t+ θ, x(t+ θ), i)

≥ E

[
min

1≤i≤N
V (t+ θ, x(t+ θ), i)

]
.
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Prethodna relacija je takodje zadovoljena i za t ≥ τ primenom monotonosti funkcije
λ(t). Prema tome, uslov (5.9) je zadovoljen. Sada se na (5.13) može primeniti uslov
Razumikhina (5.8) za t ∈ [t∗∗, t∗],

D+W (t) ≤ γλγ(t)
λ′(t)

λ(t)
EV (t, x(t), i) + ηiλ

γ(t)
λ′(t)

λ(t)
EV (t, x(t), i)

≤ (γ + ηi)KW (t), (5.19)

odnosno,

W (t∗) ≤ W (t∗∗) + (γ + ηi)K

∫ t∗

t∗∗
W (t) dt.

Primenom Gronwall-Bellmanove leme (Teorema 1.6.1) i uslova (5.12) i (5.11), sledi

M = W (t∗) ≤W (t∗∗)e(γ+ηi)K
∫ t∗
t∗∗ dt < W (t∗∗)e(γ+ηi)Kt1 ≤ M

q
e(γ+ηi)Kδ ≤M.

Kako je ovo kontradikcija, važi relacija (5.17).

Na osnovu (5.16) i (5.17)

W (t+1 ) ≤ di1W (t1) + d̄i1λ
γ(τ) sup

−τ≤θ≤0
W (t1 + θ) < M(di1 + d̄i1λ

γ(τ)) ≤ M

q
< M.

Dokažimo kontradikcijom da je

W (t) < M, t ∈ (t1, t2]. (5.20)

Pretpostavimo suprotno, da postoji neko t∗1 ∈ (t1, t2] tako da je

W (t∗1) = M, W (t) < M, t ∈ [−τ, t∗1).

Zbog neprekidnosti funkcije W (t) na (t1, t2], postoji neko t∗∗1 ∈ (t1, t
∗
1] za koje je

W (t∗∗1 ) =
M

q
, W (t) >

M

q
, t ∈ (t∗∗1 , t

∗
1].

Ponavljajući prethodni postupak, može se zaključiti da je za t ∈ [t∗∗1 , t
∗
1], θ ∈ [−τ, 0],

qW (t) > W (t+ θ),

a analogno oceni (5.19), za t ∈ [t∗∗1 , t
∗
1] je

D+W (t) ≤ (γ + ηi)KW (t).

Primenom Gronwall-Bellmanove leme je

M = W (t∗1) < W (t∗∗1 )e(γ+ηi)K(t2−t1) ≤ W (t∗∗1 )e(γ+ηi)Kδ ≤M,

što je kontradikcija, pa važi relacija (5.20).

Indukcijom sledi da je W (t) < M, t ∈ (tk−1, tk], k ∈ N, pa je

W (t) < M, t ∈ [−τ,+∞),
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odnosno,
λγ(t)EV (t, x(t), i)) < M.

Na osnovu pretpostavke (H2) i prethodne ralacije konačno se dobija

c1E|x(t)|p ≤ EV (t, x(t), i)) < Mλ−γ(t),

tj.

E|x(t)|p < M

c1
λ−γ(t), t ∈ [−τ,∞),

pa je rešenje Lp-stabilno u odnosu na λ(t). ♢

Napomena 5.2.1 Uslov (5.10) je krucijalan za stabilnost jednačine (5.1). Naime,
ako je sistem bez impulsa nestabilan, on postaje stabilan ako se na njega deluje
impulsima koji zadovoljavaju uslove (5.11) i (5.12). To znači da je za stabilnost
sistema neophodno da se impulsi javljaju dovoljno često, tj. da je rastojanje izmedju
impulsa dovoljno malo i da su skokovi takvi da je maxi∈S,1≤k<+∞{dik+d̄ikλ

γ(τ)} < 1.

Napomena 5.2.2 Ako je λ(t) = et, Teorema 5.2.1 se svodi na Teoremu 3.1 iz rada
[140] koja daje dovoljne uslove za eksponencijalnu  Lp-stabilnost jednačine (5.1).

Naredna teorema, kao i Teorema 5.2.1, odnosi se na Lp-stabilnost u odnosu na
proizvoljnu decay-funkciju jednačine (5.1), ali se uslovi u ovim teoremama značajno
razlikuju. U narednoj teoremi se pre svega zahteva da je operator ELV negati-
van za one φ ∈ PCb

Ft
([−τ, 0];Rn) koji zadovoljavaju uslov Razumikhina. Takodje,

neophodno je da impulsi budu takvog intenziteta i rasporeda da je zadovoljen
uslov maxi∈S,1≤k<+∞{dik + d̄ikλ

γ(τ)} > 1, pri čemu je značajno najmanje rasto-
janje izmedju bilo koja dva impulsa, a ne najveće kao u Teoremi 5.2.1.

Teorema 5.2.2 Neka je p > 0 i neka su zadovoljene pretpostavke (H1) i (H2).

Takodje, neka postoje konstante dik, d̄ik ≥ 0, d2ik + d̄ik
2 ̸= 0, ρi, µ, γ > 0, q > 1,

i ∈ S, k = 1, 2, . . ., tako da je

ELV (t, φ, i) ≤ −ρi
λ′(t)

λ(t)
EV (t, φ(0), i) (5.21)

za svako t ∈ (tk−1, tk], i ∈ S i one φ ∈ PCb
Ft

([−τ, 0];Rn) koji zadovoljavaju uslov

E

[
min

1≤i≤N
V (t+ θ, φ(θ), i)

]
≤ qλγ(τ)E

[
max
1≤i≤N

V (t, φ(0), i)

]
, −τ ≤ θ ≤ 0. (5.22)

Ako je za svako i ∈ S,

EV (t+k , φ(0) + Ik(tk, φ(0), φ, i), i)

≤ dikEV (tk, φ(0), i) + d̄ik sup
−τ≤θ≤0

EV (tk + θ, φ(θ), i), (5.23)

pri čemu je
µ ≤ inf

1≤k<+∞
{tk − tk−1} (5.24)

i
1 < max

i∈S,1≤k<+∞
{dik + d̄ikλ

γ(τ)} ≤ q < e(ρi−γ)µK , (5.25)

tada je jednačina (5.1) Lp-stabilna reda γ u odnosu na decay-funkciju λ(t).
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Dokaz. Iz (5.25) sledi da postoji dovoljno malo ε > 0 tako da je

ρi − γ ≥ ln(q + ε)

µK
.

Neka je W (t) := λγ(t)EV (t, x(t), i) za t ∈ (tk−1, tk] i i ∈ S. Ponavljajući postupak
iz dokaza Teoreme 5.2.1, dolazi se do relacije (5.13), odnosno,

D+W (t) = γλγ(t)
λ′(t)

λ(t)
EV (t, x(t), i) + λγ(t)ELV (t, xt, i). (5.26)

Primenom uslova (5.23) i osobina decay-funikcije λ(t), kao u dokazu prethodne
teoreme dobija se relacija (5.16), tj.

W (t+k ) ≤ dikW (tk) + d̄ikλ
γ(τ) sup

−τ≤θ≤0
W (tk + θ). (5.27)

Dokažimo da ako je za neko M > 0

sup
−τ≤θ≤0

W (θ) <
M

q + ε
, (5.28)

tada je
W (t) < M, t ≥ −τ.

Na osnovu uslova (5.25) jednostavno se zaključuje da je

W (t) < M, t ∈ [−τ, 0].

Dokažimo kontradikcijom da je

W (t) < M, t ∈ (0, t1]. (5.29)

Ako prethodna relacija ne bi važila, to znači da postoji neko t∗ ∈ (0, t1] tako da je

W (t∗) = M, W (t) < M, t ∈ [−τ, t∗). (5.30)

Funkcija W (t) je neprekidna na [0, t1], pa postoji t∗∗ ∈ [0, t∗) za koje je

W (t∗∗) =
M

q + ε
, W (t) >

M

q + ε
, t ∈ (t∗∗, t∗].

Na osnovu ovoga i (5.30) je

(q + ε)W (t) > W (t+ θ) t ∈ [t∗∗, t∗], θ ∈ [−τ, 0]. (5.31)

Primenom pretpostavke (H1) i prethodne relacije, proverimo da li je ispunjen uslov
(5.22),

(q + ε)λγ(τ)E

[
max
1≤i≤N

V (t, x(t), i)

]
≥ (q + ε)λγ(τ)EV (t, x(t), i)

≥ (q + ε)
λγ(t)

λγ(t− τ)
EV (t, x(t), i) =

(q + ε)W (t)

λγ(t− τ)

>
λγ(t+ θ)EV (t+ θ, x(t+ θ), i)

λγ(t− τ)

≥ EV (t+ θ, x(t+ θ), i) ≥ E

[
min

1≤i≤N
V (t+ θ, x(t+ θ), i)

]
.
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Kako je ispunjen uslov Razumikhina (5.22) kad ε → 0, može se primeniti (5.21),
tako da na osnovu (5.25) u (5.26) za t ∈ [t∗∗, t∗] sledi

D+W (t) = γλγ(t)
λ′(t)

λ(t)
EV (t, x(t), i) + λγ(t)ELV (t, xt, i)

≤ (γ − ρi)KW (t) ≤ 0.

Prema tome,

M = W (t∗) ≤ W (t∗∗) =
M

q + ε
< M,

što je kontradikcija, tako da je zadovoljena relacija (5.29). Dokažimo sada da je

W (t1) ≤
M

q + ε
. (5.32)

Pretpostavimo suprotno, da važi

W (t1) >
M

q + ε
.

Zbog neprekidnosti funkcije W (t) na [0, t1], može se naći t̄ ∈ (0, t1) tako da je

W (t̄) =
M

q + ε
, W (t) >

M

q + ε
, t ∈ (t̄, t1].

Na isti način kako je dobijena relacija (5.33), dobija se i

(q + ε)W (t) > W (t+ θ) t ∈ [t̄, t1], θ ∈ [−τ, 0], (5.33)

pa je zadovoljen uslov (5.22) za t ∈ [t̄, t1]. Na osnovu (5.26) i uslova (5.21) je

D+W (t) ≤ (γ − ρi)KW (t) ≤ 0 t ∈ [t̄, t1].

Odavde je
M

q + ε
= W (t1) ≤ W (t̄) =

M

q + ε
,

što je kontradikcija, pa važi (5.32).
Na isti način se može pokazati da je

W (t) ≤ M

q + ε
, t ∈ (0, t1]. (5.34)

Zamenom (5.32), (5.28) i (5.34) u (5.27) i primenom uslova (5.24) i (5.25), sledi

W (t+1 ) ≤ di1W (t1) + d̄i1λ
γ(τ) sup

−τ≤θ≤0
W (t1 + θ) (5.35)

≤ M

q + ε

(
di1 + d̄i1λ

γ(τ)
)

≤ M

q + ε
max

i∈S,1≤k<+∞
{dik + d̄ikλ

γ(τ)} < M.
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Dokažimo da je
W (t) < M, t ∈ (t1, t2]. (5.36)

Pretpostavimo suprotno, da postoji t̄1 ∈ (t1, t2] za koje je

W (t̄1) = M, W (t) < M, t ∈ [−τ, t̄1).

Pre svega, pokažimo da postoji ¯̄t1 ∈ (t1, t̄1) tako da je

W ( ¯̄t1) =
M

q + ε
. (5.37)

Neka je W (t) > M
q+ε

za svako t ∈ (t1, t̄1). Tada je

(q + ε)W (t) > M > W (t+ θ), t ∈ (t1, t̄1), θ ∈ [−τ, 0].

Nije teško proveriti, na već pokazan način, da je ispunjen uslov (5.22). Zamenom
(5.21) u (5.26) jednostavno se dobija

D+W (t) ≤ (γ − ρi)KW (t) ≤ 0, t ∈ (t1, t̄1).

Odavde, na osnovu (5.32) sledi

M = W (t̄1) ≤ W (t+1 ) < M,

što je kontradikcija, pa je zadovoljena relacija (5.37). Iz (5.37) i neprekidnosti W (t)
na (t1, t2], može se naći ¯̄t1

∗ ∈ [ ¯̄t1, t̄1] tako da je

W ( ¯̄t1
∗
) =

M

q + ε
, W (t) >

M

q + ε
, t ∈ ( ¯̄t1

∗
, t̄1),

odnosno,

(q + ε)W (t) > M > W (t+ θ), t ∈ ( ¯̄t1
∗
, t̄1), θ ∈ [−τ, 0]

(q + ε)W ( ¯̄t1
∗
) = M > W ( ¯̄t1

∗
+ θ),

(q + ε)W (t̄1) = (q + ε)M > M > W (t̄1 + θ).

Sada, na osnovu (5.26) je

D+W (t) ≤ (γ − ρi)KW (t) ≤ 0, t ∈ ( ¯̄t1
∗
, t̄1),

pa je, prema tome,

M = W (t̄1) ≤ W ( ¯̄t1
∗
) =

M

q + ε
< M.

S obzirom da je ovo kontradikcija, važi relacija (5.36).
Dalje, pokažimo kontradikcijom da je

W (t2) <
M

q + ε
. (5.38)
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U tu svrhu, razlikuju se dva slučaja. Prvo, neka je

W (t) >
M

q + ε
, t ∈ (t1, t2].

Tada je na osnovu (5.29) i (5.36),

(q + ε)W (t) > M > W (t+ θ), t ∈ (t1, t2], θ ∈ [−τ, 0],

a na osnovu (5.26) i uslova (5.21),

D+W (t) ≤ (γ − ρi)KW (t) ≤ 0, t ∈ (t1, t2].

Primenom Gronwall-Bellmanove leme, uslova (5.24), (5.25) i relacije (5.32), sledi

M

q + ε
< W (t2) < W (t+1 )e(γ−ρi)K(t2−t1)

≤ W (t+1 )e−(ρi−γ)Kµ ≤ W (t+1 )

q + ε
<

M

q + ε
,

što je kontradikcija, pa je zadovoljena relacija (5.38).

U drugom slučaju, neka je W (t2) >
M
q+ε

i neka postoji t̃1 ∈ (t1, t2) tako da je

W (t̃1) ≤
M

q + ε
.

Tada se može naći ˜̃t1 ∈ [t̃1, t2] tako da je

W ( ˜̃t1) =
M

q + ε
, W (t) >

M

q + ε
, t ∈ ( ˜̃t1, t2]. (5.39)

Odavde, na osnovu (5.29) i (5.36) je

(q + ε)W (t) > M > W (t+ θ), t ∈ ( ˜̃t1, t2], θ ∈ [−τ, 0].

Primenom uslova (5.21) i relacije (5.26) na već pokazani način dobija se

D+W (t) ≤ (γ − ρi)KW (t) ≤ 0, t ∈ ( ˜̃t1, t2].

Iz pretpostavke (5.39) je

M

q + ε
< W (t2) ≤ W ( ˜̃t1) =

M

q + ε
,

što je kontradikcija, pa je zadovoljena relacija (5.38).
Dalje, na način kako je dobijeno (5.35), zaključuje se da je

W (t+2 ) < M.

Primenom indukcije, za k = 1, 2, . . . , je W (t) < M, t ∈ (tk−1, tk], odnosno,

W (t) < M, t ∈ [−τ,+∞),

što povlači da je

E|x(t)|p < M

c1
λ−γ(t), t ∈ [−τ,+∞),

čime je dokaz završen. ♢
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Napomena 5.2.3 Ako je sistem bez impulsa stabilan, on će ostati stabilan i pri
dejstvu impulsa ako oni zadovoljavaju uslov (5.23), tj. ako se javljaju u dovoljno
velikim razmacima tako da je maxi∈S,1≤k<+∞{dik + d̄ikλ

γ(τ)} > 1. Prema tome,
raspored impulsa i veličina skokova od ključne su važnosti za stabilnost sistema sa
impulsima.

Napomena 5.2.4 Za λ(t) = et, Teorema 5.2.2 se svodi na Teoremu 3.2 iz rada
[140] koja se odnosi na eksponencijalnu Lp-stabilnost jednačine (5.1).

Sledeća teorema daje dovoljne uslove pri kojima je jednačina (5.1) istovremeno
Lp-stabilna i skoro izvesno stabilna u odnosu na proizvoljnu decay-funkciju.

Teorema 5.2.3 Neka je p ≥ 1 i neka su zadovoljene pretpostavke (H1) i (H2).
Takodje, neka je jednačina (5.1) Lp-stabilna reda γ u odnosu na decay-funkciju
λ(t), tj. ispunjena je relacija (5.3). Ako postoje konstante ζ ∈ (0, γ) i L > 0 tako
da je

∫∞
0
λ−ζ(t) dt <∞ i ako je

E
[
|f(t, φ, i)|p + |g(t, φ, i)|p + |Ik(t, φ(0), φ, i)|p

]
<L sup

−τ≤θ≤0
λ−γ(−θ)E|φ(θ)|p (5.40)

za svako i ∈ S i t ≥ 0, tada je jednačina (5.1) skoro izvesno stabilna u odnosu na
decay-funkciju λ(t).

Dokaz. Primenom elementarne nejednakosti (1.20), za t ≥ −τ sledi

E sup
0≤s≤τ

|x(t+ s)|p ≤ 4p−1

[
E|x(t)|p + E

(∫ t+τ

t

|f(s, xs, i)| ds
)p

(5.41)

+E sup
0≤s≤τ

∣∣∣∣∫ t+s

t

g(s, xs, i) dw(s)

∣∣∣∣p + E

( ∑
t≤tk≤t+τ

|Ik(tk, x(tk), xtk , i)|
)p
]
.

Na osnovu Hölderove nejednakosti, (5.40), (5.3) i (H1), dobija se ocena

E

(∫ t+τ

t

|f(s, xs, i)| ds
)p

≤ τ p−1

∫ t+τ

t

E|f(s, xs, i)|p ds (5.42)

≤ τ p−1L

∫ t+τ

t

sup
−τ≤θ≤0

λ−γ(−θ)E|x(s+ θ)|p ds

≤ τ p−1LM

∫ t+τ

t

sup
−τ≤θ≤0

λ−γ(−θ)λ−γ(s+ θ) ds

≤ τ p−1LM

∫ t+τ

t

λ−γ(s) ds

≤ τ pLMλ−γ(t),

a na osnovu Burkholder-Davis-Gundy nejednakosti,

E sup
0≤s≤τ

∣∣∣∣∫ t+s

t

g(s, xs, i) dw(s)

∣∣∣∣p ≤ τ
p
2
−1 LCp

∫ t+τ

t

sup
−τ≤θ≤0

λ−γ(−θ)E|x(s+ θ)|p ds

≤ τ
p
2LMλ−γ(t), (5.43)
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gde je Cp > 0 univerzalna konstanta. Slično, primenom nejednakosti (1.20), (5.40)
i (5.3) je

E

( ∑
t≤tk≤t+τ

|Ik(tk, x(tk), xtk , i)|

)p

≤ vp−1 v sup
t≤tk≤t+τ

E|Ik(tk, x(tk), xtk , i)|p

≤ vp L sup
t≤tk≤t+τ

sup
−τ≤θ≤0

λ−γ(−θ)E|x(tk + θ)|p

≤ vp LM sup
t≤tk≤t+τ

λ−γ(tk) (5.44)

≤ vp LMλ−γ(t),

gde je v =
[
τ
µ

]
+ 1, µ ≤ inf1≤k<+∞{tk − tk−1}. Zamenom (5.43), (5.43) i (5.45) u

(5.41), dobija se

E sup
0≤s≤τ

|x(t+ s)|p ≤ H λ−γ(t),

gde je H > 0 generisana konstanta. Za proizvoljno ζ ∈ (0, γ) i n = 1, 2, . . . , na
osnovu nejednakosti Chebysheva i prethodne nejednakosti sledi

P

{
sup

0≤s≤τ
|x(nτ + s)|p ≥ λ−(γ−ζ)(nτ + τ)

}
≤ λ(γ−ζ)(nτ + τ)E sup

0≤s≤τ
|x(nτ + s)|p

≤ H λ(γ−ζ)(nτ + τ)λ−γ(nτ)

≤ H λ−ζ(nτ)λ(γ−ζ)(τ).

Kako je λ−ζ(nτ) ≤ λ−ζ(r) za (n− 1)τ ≤ r ≤ nτ , to je

∞∑
n=1

λ−ζ(nτ) ≤
∞∑
n=1

1

τ

∫ nτ

(n−1)τ

λ−ζ(r) dr =
1

τ

∫ ∞

0

λ−ζ(r) dr <∞.

Primenom Borel-Cantellijeve leme se zaključuje da postoji prirodan broj n0 = n0(ω)
tako da za skoro sve ω ∈ Ω, n ≥ n0 i t ∈ [nτ, nτ + τ ] važi

|x(t)|p ≤ λ−(γ−ζ)(nτ + τ) ≤ λ−(γ−ζ)(t), s.i.

Konačno, skoro izvesna stabilnost jednačine (5.1), tj. relacija (5.4), neposredno
sledi iz prehodne nejednakosti, čime je dokaz završen. ♢

Napomena 5.2.5 Teorema 5.2.3 se može dokazati i ako su zadovoljeni uslovi Teo-
reme 5.2.1 ili Teoreme 5.2.2 za p ≥ 1, jer one daju dovoljne uslove za opštu Lp-
stabilnost jednačine (5.1).
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Napomena 5.2.6 Teorema 5.2.3 se svodi na Teoremu 3.7 iz rada [178] za λ(t) = et,
β = µ, l = v, koja se odnosi na skoro izvesnu stabilnost impulsivne stohastičke
funkcijalne diferencijalne jednačine.

Sledeća teorema se odnosi na Lp-nestabilnost i dokazuje se metodom Lyapunova.
Prednost ovog tvrdjenja je u tome što ako se dokaže Lp-nestabilnost u odnosu na,
npr. polinomijalnu ili logaritamsku decay-funkciju, tim pre važi stroži vid nestabil-
nosti, tj. eksponencijalna nestabilnost.

Teorema 5.2.4 Neka je p > 0 i neka važe pretpostavke (H1) i (H2). Takodje, neka

postoje konstante dik, d̄ik ≥ 0, d2ik + d̄ik
2 ̸= 0, δ, γ > 0, ηi ≥ 0, i ∈ S, k = 1, 2, . . .

tako da je

ELV (t, φ, i) ≥ ηi
λ′(t)

λ(t)
EV (t, φ(0), i) (5.45)

za svako t ≥ 0, t ̸= tk i ∈ S i φ ∈ PCb
Ft

([−τ, 0];Rn). Ako je za svako i ∈ S,

EV (t+k , φ(0) + Ik(tk, φ(0), φ, i), i) ≥ dikEV (tk, φ(0), i) (5.46)

+ d̄ik sup
−τ≤θ≤0

EV (tk + θ, φ(θ), i),

pri čemu je
sup

0≤k<+∞
{tk+1 − tk} ≤ δ, (5.47)

(λ(δ))(γ+ηi)K ≤ inf
1≤k≤+∞

{dik, d̄ik}, (5.48)

tada je jednačina (5.1) Lp-nestabilna u odnosu na decay-funkciju λ(t).

Dokaz. Za prirodan broj n definǐsimo vreme zaustavljanja

τn = inf{t ≥ 0 : |x(t)| ≥ n},

pri čemu je inf ∅ = ∞. Iz ove definicije sledi da je τn ↑ ∞ s.i. kad n → ∞ i
da za svako n ≥ 1 postoji in tako da je τn ∈ (tin−1, tin ]. Takodje, očigledno je
da je t ∧ τn ∈ (0, t1] za t ∈ (0, t1), n ∈ N . Primenom formule Itôa na funkciju
W (s, x(s), i) = λ−ηi(s)V (s, x(s), i) i osobine integrala Itôa (1.3), za s ∈ (0, t1] se
dobija

EW (t ∧ τn, x(t ∧ τn), i) − EW (0+, x(0+), i) =

∫ t∧τn

0+
ELW (s, xs, i) ds.

Kako je

LW (s, xs, i) = −ηiλ−ηi(s)
λ′(t)

λ(t)
V (s, x(s), i) + λ−ηi(s)LV (s, xs, i),

to je

E
(
λ−ηi(t ∧ τn)V (t ∧ τn, x(t ∧ τn), i)

)
− λ−ηi(0)EV (0+, x(0+), i)

=

∫ t∧τn

0+
λ−ηi(s)

[
−ηi

λ′(t)

λ(t)
EV (s, x(s), i) + ELV (s, xs, i)

]
ds.
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Odavde i iz (5.45) sledi

E[λ−ηi(t ∧ τn)V (t ∧ τn, x(t ∧ τn), i)] ≥ λ−ηi(0)EV (0+, x(0+), i).

Kad n → ∞, na osnovu teoreme o dominantnoj konvergenciji, prethodna relacija
postaje

EV (t, x(t), i) ≥ ληi(t)

ληi(0)
EV (0+, x(0+), i), t ∈ (0, t1]. (5.49)

Iz uslova (5.46) za k = 1, je

EV (t+1 , x(t+1 ), i) ≥ di1EV (t1, x(t1), i) + d̄i1 sup
−τ≤θ≤0

EV (t1 + θ, x(t1 + θ), i)

≥ 2 inf{di1, d̄i1}EV (t1, x(t1), i),

a iz (5.49) i prethodne relacije,

EV (t+1 , x(t+1 ), i) ≥ 2 inf{di1, d̄i1}ληi(t1)EV (0+, x(0+), i)

≥ 2 inf{di1, d̄i1}ληi(t1)EV (0, x(0), i). (5.50)

Za t ∈ (t1, t2], analogno postupku za dobijanje relacije (5.49) i primenom uslova
(5.46), dobija se

E
(
λ−ηi(t ∧ τn)V (t ∧ τn, x(t ∧ τn), i)

)
− λ−ηi(t1)EV (t+1 , x(t+1 ), i)

=

∫ t∧τn

t+1

λ−ηi(s)

[
−ηi

λ′(s)

λ(s)
EV (s, x(s), i) + ELV (s, xs, i)

]
ds

≥ 0,

odnosno,

EV (t, x(t), i) ≥ ληi(t)

ληi(t1)
EV (t+1 , x(t+1 ), i), t ∈ (t1, t2].

Na osnovu (5.50), prethodna relacija postaje

EV (t, x(t), i) ≥ 2 inf{di1, d̄i1}ληi(t)EV (0, x(0), i), t ∈ (t1, t2].

Sada je iz (5.46),

EV (t+2 , x(t+2 ), i) ≥ 2 inf{di2, d̄i2}EV (t2, x(t2), i)

≥ 22 inf{di1, d̄i1} inf{di2, d̄i2}ληi(t2)EV (0, x(0), i).

Indukcijom, za t ∈ (tm−1, tm] se zaključuje da je

EV (t, x(t), i) ≥ 2m−1ληi(t)
m−1∏
k=1

inf{dik, d̄ik}EV (0, x(0), i).

Kako je iz uslova (5.48) i (5.47)

inf{dik, d̄ik} ≥ (λ(δ))(γ+ηi)K ≥ (λ(tk+1 − tk))(γ+ηi)K ,
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na osnovu pretpostavke (H1) je

m−1∏
k=1

dik ≥ [λ(t1 − 0)λ(t2 − t1) . . . λ(tm−1 − tm−2)λ(tm − tm−1)]
(γ+ηi)K

≥ (λ(tm))(γ+ηi)K .

Otuda, za t ∈ (tm−1, tm] je

EV (t, x(t), i) ≥ 2m−1ληi(t)(λ(tm))(γ+ηi)KEV (0, x(0), i)

≥ ληi(t)(λ(t))(γ+ηi)KEV (0, x(0), i).

Konačno, na osnovu (H2) sledi

c2E|x(t)|p ≥ EV (t, x(t), i)λ(K+1)ηi+γK(t)c1E|x(0)|p,

odnosno,

E|x(t)|p ≥ c1
c2
λ(K+1)ηi+γK(t)E|ξ|p, t ≥ 0,

čime je dokaz kompletan. ♢

Napomena 5.2.7 Teoreme 5.2.1-5.2.4 se mogu modifikovati za razmatranje sta-
bilnosti impulsivnih stohastičkih diferencijalnih jednačina koje nemaju markovske
prelaze, već samo impulse sa ili bez pomeraja. Ovo sledi iz činjenice da sistem (5.1)
predstavlja N jednačina dobijenih za svako fiksirano stanje lanca Markova.

5.3 Impulsivne stohastičke diferencijalne

jednačine sa kašnjenjem i markovskim

prelazima

Razmotrimo specijalan oblik jednačine (5.1), impulsivne stohastičke diferencijalne
jednačine (ISDJ) sa kašnjenjem i markovskim prelazima,

dx(t) = F (t, x(t), x(t− δ1(t)), x(t− δ2(t)), ..., x(t− δs(t)), r(t)) dt (5.51)

+G(t, x(t), x(t− δ1(t)), x(t− δ2(t)), ..., x(t− δs(t), r(t))dw(t), t ≥ 0, t ̸= tk,

∆x(tk) = Ik(tk, x(tk), x(t− δ1(tk)), x(tk − δ2(tk)), ..., x(tk − δs(tk), r(tk)), k = 1, 2, ...

x(t) = ξ, t ∈ [−τ, 0].

Funkcije F : R+ × Rn × Rn×s × S → Rn, G : R+ × Rn × Rn×s × S → Rn×m i
funkcije kašnjenja δi : R+ → [0, τ ], za i = 1, . . . , s su Borel-merljive. Impulsivni
skokovi procesa x u trenucima tk su definisani preko funkcija Ik : R+×Rn×Rn×s×
S → Rn, k = 1, 2, . . . Bez obzira na to koji su uslovi zadovoljeni za egzistenciju i
jedinstvenost rešenja, pretpostavlja se da jednačina (5.51) ima jedinstveno rešenje
koje je levo-neprekidno i desno ograničeno. Takodje, pretpostavlja se da jednačina
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ima trivijalno rešenje x(t) ≡ 0, tj. da je F (t, 0, , . . . , 0, i) ≡ 0, G(t, 0, , . . . , 0, i) ≡ 0
i Ik(t, 0, . . . , 0, i) ≡ 0 za k = 1, 2, . . .

Za (t, φ, i) ∈ (tk−1, tk] × PCb
Ft

([−τ, 0];Rn) × S, uvedimo smene

f(t, φ, i) := F (t, φ(0), φ(−δ1(t)), . . . , φ(−δs(t), i), (5.52)

g(t, φ, i) := G(t, φ(0), φ(−δ1(t)), . . . , φ(−δs(t), i),

kojima se jednačina (5.51) transformǐse u jednačinu (5.1) (videti Poglavlje ??).

Ako je V ∈ C1,2([−τ,∞)×Rn×S;R+), operator LV : (tk−1, tk]×Rn×Rn×s×S →
R, pridružen jednačini (5.51) je oblika

LV (t, x, y1, . . . , ys, i) = Vt(t, x, i) + Vx(t, x, i)F (t, x, y1, . . . , ys, i) (5.53)

+
1

2
tr
[
GT (t, x, y1, . . . , ys, i)Vxx(t, x, i)G(t, x, y1, . . . , ys, i)

]
+

N∑
j=1

γijV (t, x, i),

gde su γij gustine prelaza lanca Markova {r(t), t ≥ 0}.
Primetimo da je

LV (t, φ(0), φ(−δ1(t)), . . . , φ(−δs(t)), i) = LV (t, φ, i). (5.54)

Naredna dva tvrdjenja su posledice Teoreme 5.2.1 i Teoreme 5.2.2 i odnose se
na opštu Lp-stabilnost jednačine (5.51). Kako su dokazi ovih tvrdjenja slični, biće
dokazana samo druga teorema.

Teorema 5.3.1 Neka je p > 0 i neka su zadovoljene pretpostavke (H1) i (H2).

Takodje, neka postoje konstante dik, d̄ik ≥ 0, d2ik + d̄ik
2 ̸= 0, ηi, µ, γ > 0, q > 1,

i ∈ S, k = 1, 2, . . ., tako da je

ELV (t, x, y1, . . . , ys, i) ≤ ηi
λ′(t)

λ(t)
EV (t, x, i) (5.55)

za svako t ∈ (tk−1, tk], i ∈ S i x, yl ∈ Rn, l = 1, . . . , s, koji zadovoljavaju uslov

E

[
min

1≤i≤N
V (t− δl(t), yl, i)

]
≤ qλγ(τ)E

[
max
1≤i≤N

V (t, x, i)

]
, l = 1, . . . , s. (5.56)

Ako za svako i ∈ S važi

EV (t+k , x+ Ik(tk, x, y1, . . . , yl, i), i)

≤ dikEV (tk, x, i) + d̄ik sup
1≤l≤s

EV (tk − δl(t), yl, i), (5.57)

pri čemu je

1 < e(γ+ηi)δK ≤ q ≤
(

max
i∈S,1≤k<+∞

{dik + d̄ikλ
γ(τ)}

)−1

, sup
1≤k<+∞

{tk−tk−1} ≤ δ, (5.58)

tada je jednačina (5.51) Lp-stabilna reda γ u odnosu na decay-funkciju λ(t).
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Teorema 5.3.2 Neka je p > 0 i neka su zadovoljene pretpostavke (H1) i (H2).

Takodje, neka postoje konstante dik, d̄ik ≥ 0, d2ik + d̄ik
2 ̸= 0, ρi, µ, γ > 0, q > 1,

i ∈ S, k = 1, 2, . . ., tako da je

ELV (t, x, y1, . . . , ys, i) ≤ −ρi
λ′(t)

λ(t)
EV (t, x, i) (5.59)

za svako t ∈ (tk−1, tk], i ∈ S i x, yl ∈ Rn, l = 1, . . . , s, koji zadovoljavaju uslov

E

[
min

1≤i≤N
V (t− δl(t), yl, i)

]
≤ qλγ(τ)E

[
max
1≤i≤N

V (t, x, i)

]
, l = 1, . . . , s. (5.60)

Ako za svako i ∈ S važi

EV (t+k , x+ Ik(tk, x, y1, . . . , yl, i), i)

≤ dikEV (tk, x, i) + d̄ik sup
1≤l≤s

EV (tk − δl(t), yl, i), (5.61)

pri čemu je

1 < max
i∈S,1≤k<+∞

{dik + d̄ikλ
γ(τ)} ≤ q < e(ρi−γ)µK , µ ≤ inf

1≤k<+∞
{tk − tk−1}, (5.62)

tada je jednačina (5.51) Lp-stabilna reda γ u odnosu na decay-funkciju λ(t).

Dokaz. Pošto se smenama (5.52) jednačina (5.51) transformǐse u jednačinu (5.1),
tvrdjenje se dokazuje primenom Teoreme 5.2.2.

Za φ = {φ(θ),−τ ≤ θ ≤ 0} ∈ PCb
Ft

([−τ, 0];Rn) najpre treba proveriti da
li važi uslov Razumikhina (5.22). Imajući u vidu smene (5.52) i uslov (5.60) za
φ(0), φ(−dl(t)) ∈ Rn, i = 1, . . . , s, dobija se

E

[
min

1≤i≤N
V (t− δl(t), φ(−dl(t)), i)

]
≤ qλγ(τ)E

[
max
1≤i≤N

V (t, φ(0), i)

]
, l = 1, . . . , s.

Kako je ispunjen uslov (5.59), sledi da je

ELV (t, φ(0), φ(−δ1(t), . . . , φ(−δs(t), i) ≤ −ρi
λ′(t)

λ(t)
EV (t, φ(0), i).

Na osnovu (5.54), ispunjen je i uslov (5.21), tj.

ELV (t, φ, i) ≤ −ρi
λ′(t)

λ(t)
EV (t, φ(0), i).

Kako su zadovoljene sve pretpostavke Teoreme 5.2.2, dokaz neposredno sledi na
osnovu ove teoreme. ♢

Naredno tvrdjenje predstavlja direktnu posledicu Teoreme 5.3.2 i daje uslove
Lp-stabilnosti koji se lakše proveravaju.
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Posledica 5.3.1 Neka je p > 0 i neka su zadovoljene pretpostavke (H1) i (H2).

Takodje, neka postoje konstante µ, γ > 0, q > 1, dik, d̄ik ≥ 0, d2ik + d̄ik
2 ̸= 0, ρi0, ρil,

pri čemu je ρi0 > qλγ(τ)
∑s

l=1 ρil, i ∈ S, l = 1, . . . , s, k = 1, 2, . . ., tako da je

LV (t, x, y1, . . . , ys, i)

≤ −λ
′(t)

λ(t)

(
ρi0 max

1≤i≤N
V (t, x, i) −

s∑
l=1

ρil min
1≤i≤N

V (t− δl(t), yl, i)

)
(5.63)

za svako t ∈ (tk−1, tk], i ∈ S i x, yl ∈ Rn, l = 1, . . . , s. Ako za svako i ∈ S važi

EV (t+k , x+ Ik(tk, x, y1, . . . , yl, i), i)

≤ dikEV (tk, x, i) + d̄ik sup
1≤l≤s

EV (tk − δl(t), yl, i), (5.64)

gde je
1 < max

i∈S,1≤k<+∞
{dik + d̄ikλ

γ(τ)} ≤ q < e(ρi−γ)µK (5.65)

i

µ ≤ inf
1≤k<+∞

{tk − tk−1}, ρi = ρi0 − qλγ(τ)
s∑

l=1

ρil . (5.66)

tada je jednačina (5.51) Lp-stabilna reda γ u odnosu na decay-funkciju λ(t).

Dokaz. Za one x, yl ∈ Rn, l = 1, . . . , s za koje važi uslov (5.60), iz uslova (5.63) se
dobija

ELV (t, x, y1, . . . , ys, i) ≤ −ρi0
λ′(t)

λ(t)
E max

1≤i≤N
V (t, x, i)

+
s∑

l=1

λ′(t)

λ(t)
ρilE min

1≤i≤N
V (t− δl(t), yl, i)

≤ −λ
′(t)

λ(t)

[
ρi0 − qλγ(τ)

s∑
l=1

ρil

]
E max

1≤i≤N
V (t, x, i)

≤ −λ
′(t)

λ(t)

[
ρi0 − qλγ(τ)

s∑
l=1

ρil

]
EV (t, x, i).

Kako je za ρi = ρi0 − qλγ(τ)
∑s

l=1 ρil zadovoljen uslov (5.59), tvrdjenje neposredno
sledi na osnovu Teoreme 5.3.2. ♢

Naredno tvrdjenje se odnosi na opštu skoro izvesnu stabilnost jednačine (5.51).

Teorema 5.3.3 Neka je p ≥ 1 i neka su zadovoljene pretpostavke (H1) i (H2).
Takodje, neka je jednačina (5.51) Lp-stabilna reda γ u odnosu na decay-funkciju
λ(t), tj. ispunjena je relacija (5.3). Ako postoje konstante ζ ∈ (0, γ) i L > 0 tako
da je

∫∞
0
λ−ζ(t) dt <∞ i

|F (t, x, y1, . . . , ys, i)| ∨ |G(t, x, y1, . . . , ys, i)| ∨ |Ik(t, x, y1, . . . , ys, i)| (5.67)

≤ L

(
|x| +

s∑
l=1

λ−
γ
p (δl(t))|yl|

)
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za svako i ∈ S i t ≥ 0, tada je jednačina (5.51) skoro izvesno stabilna u odnosu na
decay-funkciju λ(t).

Dokaz. Za dokaz tvrdjenja dovoljno je proveriti ispunjenost uslova (5.40). Na
osnovu elementarne nejednakosti (1.20), uslova (5.67) i smena (5.52), dobija se

E
[
|f(t, φ, i)|p + |g(t, φ, i)|p + |Ik(t, φ(0), φ, i)|p

]
≤ 3LpE

[
|φ(0)| +

s∑
l=1

λ−
γ
p (δl(t))|φ(δl(t))|

]p
≤ 3Lp(s+ 1)p−1

[
E|φ(0)|p +

s∑
l=1

λ−γ(δl(t))E|φ(δl(t))|p
]

≤ 3(L(s+ 1))p sup
−τ≤θ≤0

λ−γ(−θ)E|φ(θ)|p.

S obzirom da su ispunjeni svi uslovi Teoreme 5.2.3, dokaz tvrdjenja direktno sledi
na osnovu te teoreme. ♢

Sledeće tvrdjenje se odnosi na opštu Lp-nestabilnost jednačine (5.51). Dokaz se
izostavlja, s obzirom da direktno sledi primenom smena (5.52) i Teoreme 5.2.4.

Posledica 5.3.2 Neka je p > 0 i neka važe pretpostavke (H1) i (H2). Takodje,

neka postoje konstante dik, d̄ik ≥ 0, d2ik + d̄ik
2 ̸= 0, δ, γ > 0, ηi ≥ 0, i ∈ S,

k = 1, 2, . . . tako da je zadovoljen uslov

ELV (t, x, y1, . . . , ys, i) ≥ ηi
λ′(t)

λ(t)
EV (t, x, i), (5.68)

za svako t ≥ 0, t ̸= tk i ∈ S i x, yl ∈ Rn, l = 1, . . . , s. Ako je za svako i ∈ S,

EV (t+k , x+ Ik(tk, x, y1, . . . , yl, i), i)

≥ dikEV (tk, x, i) + d̄ik sup
1≤l≤s

EV (tk − δl(t), yl, i), (5.69)

pri čemu je

(λ(δ))(γ+ηi)K ≤ inf
1≤k≤+∞

{dik, d̄ik}, sup
0≤k<+∞

{tk+1 − tk} ≤ δ, (5.70)

tada je jednačina (5.51) Lp-nestabilna u odnosu na decay-funkciju λ(t).

Specijalan oblik jednačine (5.51) je impulsivna stohastička diferencijalna jednačina
sa markovskim prelazima u kojoj koeficijenti jednačine ne zavise od prošlih stanja,

dx(t) = F (t, x(t), r(t)) dt+G(t, x(t), r(t))dw(t), t ≥ 0, t ̸= tk, (5.71)

∆x(tk) = Ik(tk, x(tk), r(tk)), k = 1, 2, ...

x(t) = ξ, t ∈ [−τ, 0]

Početni uslov x(0) = ξ je skoro izvesno ograničena F0-merljiva slučajna promenljiva
iz Rn. Funkcije F : R+ × Rn × S → Rn, G : R+ × Rn × S → Rn×m i impulsivni
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skokovi Ik : R+ × Rn × S → Rn, k = 1, 2, . . . su Borel-merljivi. Kao i ranije,
pretpostavlja se da postoji jedinstveno levo-neprekidno i desno ograničeno rešenje
jednačine (5.71) i da je F (t, 0, i) ≡ 0, G(t, 0, i) ≡ 0, Ik(t, 0, i) ≡ 0 za k = 1, 2, . . .,
tj. da jednačina (5.71) ima trivijalno rešenje, x(t) ≡ 0.

Za V ∈ C1,2([−τ,∞) × Rn × S;R+), operator LV : (tk−1, tk] × Rn × S → R,
pridružen jednačini (5.71) je oblika

LV (t, x, i) = Vt(t, x, i) + Vx(t, x, i)F (t, x, i)

+
1

2
tr
[
GT (t, x, i)Vxx(t, x, i)G(t, x, i)

]
+

N∑
j=1

γijV (t, x, i).

Naredno tvrdjenje predstavlja direktnu posledicu Teoreme 5.3.1, pa se zato dokaz
izostavlja.

Posledica 5.3.3 Neka je p > 0 i neka su ispunjene pretpostavke (H1) i (H2).

Takodje, neka postoje konstante µ, γ > 0, dik, d̄ik ≥ 0, d2ik + d̄ik
2 ̸= 0, ρi0, ρil, pri

čemu je ρi0 > qλγ(τ)
∑s

l=1 ρil, i ∈ S, l = 1, . . . , s, k = 1, 2, . . . tako da je

LV (t, x, i) ≤ −λ
′(t)

λ(t)
ρi max

1≤i≤N
V (t, x, i)

za svako t ∈ (tk−1, tk], i ∈ S i x ∈ Rn. Ako za svako i ∈ S, važi

EV (t+k , x+ Ik(tk, x, i), i) ≤ dikEV (tk, x, i),

pri čemu je

1 < max
i∈S,1≤k<+∞

dik ≤ q < e(ρi−γ)µK , µ ≤ inf
1≤k<+∞

{tk − tk−1},

tada je jednačina (5.71) Lp-stabilna reda γ u odnosu na decay-funkciju λ(t).

Sledeće tvrdjenje neposredno sledi iz Posledice 5.3.2.

Posledica 5.3.4 Neka je p > 0 i neka važe pretpostavke (H1) i (H2). Takodje,
neka postoje konstante dik > 0, δ, γ > 0, ηi ≥ 0, i ∈ S, k = 1, 2, . . ., tako da je
ispunjen uslov

ELV (t, x, i) ≥ ηi
λ′(t)

λ(t)
EV (t, x, i)

za svako t ≥ 0, t ̸= tk i ∈ S i x ∈ Rn. Ako je za svako i ∈ S,

EV (t+k , x+ Ik(tk, x, i), i) ≥ dikEV (tk, x, i),

pri čemu je

λ(γ+ηi)K(δ) ≤ inf
1≤k≤+∞

dik, sup
0≤k<+∞

{tk+1 − tk} ≤ δ,

tada je jednačina (5.71) Lp-nestabilna u odnosu na decay-funkciju λ(t).
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Za p ≥ 1, prvi deo narednog tvrdjenja o skoro izvesnoj stabilnosti jednačine
(5.71) je direktna posledica Teoreme 5.2.3. Štavǐse, uz dodatni uslov, skoro izvesna
stabilnost će važiti i za 0 < p < 1.

Posledica 5.3.5 Neka je p ≥ 1 i neka su ispunjene pretpostavke (H1) i (H2).
Takodje, neka je jednačina (5.71) Lp-stabilna reda γ u odnosu na decay-funkciju
λ(t), tj. ispunjena je relacija (5.3). Ako postoje konstante ζ ∈ (0, γ) i L > 0 tako
da je

∫∞
0
λ−ζ(t) dt <∞ i ako je

|F (t, x, i)| ∨ |G(t, x, i)| ∨ |Ik(t, x, i(| ≤ L|x| (5.72)

za svako i ∈ S i t ≥ 0, tada je jednačina (5.71) skoro izvesno stabilna u odnosu na
decay-funkciju λ(t).

Štavǐse, za 0 < p < 1, ako su ispunjeni svi prethodni uslovi i ako je([
τ

µ

]
+ 1

)
< L−p, (5.73)

gde je µ ≤ inf0≤k<+∞{tk+1 − tk}, tada je jednačina (5.71) skoro izvesno stabilna u
odnosu na decay-funkciju λ(t).

Dokaz. Za p ≥ 1, dokaz tvrdjenja neposredno sledi na osnovu Teoreme 5.2.3.
Dokažimo da tvrdjenje važi i za 0 < p < 1.

Na osnovu uslova (5.73), može se naći dovoljno malo σ > 0 takvo da je

Lp(σp + Cpσ
p
2 + v) < 1, (5.74)

gde je v =
[
τ
µ

]
+ 1 i Cp konstanta iz Burkhölder-Davis-Gundy nejednakosti za

0 ≤ p ≤ 1.
Primenom elementarne nejednakosti (1.20), a zatim uslova (5.72), relacije (5.3)

i Burkhölder-Davis-Gundy nejednakosti, za n = 1, 2, . . . se dobija

E

[
sup

(n−1)σ≤t≤nσ

|x(t)|p
]

≤ E|x((n− 1)σ)|p + E

(∫ nσ

(n−1)σ

|F (s, xs, i)| ds
)p

+E sup
(n−1)σ≤t≤nσ

∣∣∣∣∫ nσ

(n−1)σ

G(s, xs, i) dw(s)

∣∣∣∣p
+E

( ∑
t≤tk≤t+τ

|Ik(tk, x(tk), xtk , i)|

)p

≤Mλ−γ((n− 1)σ) + (Lσ)pE

[
sup

(n−1)σ≤t≤nσ

|x(t)|p
]

+CpE

(∫ nσ

(n−1)σ

|G(s, xs, i)|2 ds
) p

2

+ v sup
t≤tk≤t+τ

E|Ik(tk, x(tk), xtk , i)|p

≤Mλ−γ((n− 1)σ) + Lp(σp + Cpσ
p
2 + v)E

[
sup

(n−1)σ≤t≤nσ

|x(t)|p
]
.
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Na osnovu (5.74), sledi

E

[
sup

(n−1)σ≤t≤nσ

|x(t)|p
]
≤M κλ−γ((n− 1)σ),

pri čemu je κ =
[
1 − Lp(σp + Cpσ

p
2 + v)

]−1
. Za proizvoljno δ ∈ (0, γ), na osnovu

nejednakosti Chebysheva, prethodne relacije i pretpostavke (H1) , dobija se

P

{
sup

(n−1)σ≤t≤nσ

|x(t)|p ≥ λ−(γ−ζ)(nσ)

}
≤ λ(γ−ζ)(nσ)E

[
sup

(n−1)σ≤t≤nσ

|x(t)|p
]

≤M κλ(γ−ζ)(nσ)λ−γ((n− 1)σ)

≤M κ
λ(γ−ζ)(nσ)

λγ(nσ)λγ(σ)
≤M κλ−γ(σ)λ−ζ(nσ).

Za (n − 1)σ ≤ t ≤ nσ je λ−ζ(nσ) ≤ λ−ζ(t). Kako je
∫∞
0
λ−ζ(t) dt < ∞, skoro

izvesna stabilnost jednačine (5.71) se dokazuje na osnovu Borel-Cantellijeve leme
kao u drugom delu dokaza Teoreme 5.2.3. ♢

Napomena 5.3.1 Može se primetiti da za 0 < p < 1, iz uslova (5.73) sledi da je
jednačina (5.71) skoro izvesno stabilna u odnosu na proizvoljnu decay-funkciju ako
je µ dovoljno veliko, tj. ako se impulsi javljaju dovoljno retko.

5.4 Primeri

U ovom Poglavlju se razmatraju primeri kojima se ilustruju prethodni teorijski
rezultati. Preciznije, postavljaju se dovoljni uslovi opšte skoro izvesne stabilnosti
i Lp-stabilnosti impulsivnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa kašnjenjem i
markovskim prelazima. S obzirom na koeficijente razmatranih jednačina, ispituju
se logaritamska i polinomijalna skoro izvesna i Lp-stabilnost.

Primer 5.4.1 Razmotrimo logaritamsku Lp-stabilnost jednodimenzionalne semi-
linearne impulsivne stohastičke diferencijalne jednačine sa kašnjenjem i markovskim
prelazima,

dx(t) = α(r(t))x(t) dt+ g(t, x(t− τ), r(t)) dw(t), t ≥ 0, t ̸= tk, (5.75)

∆x(tk) = −0.4
(

1 +
1

k2

)
x(tk), k = 1, 2, . . . ,

gde je je {r(t), t ≥ 0} levo-neprekidan lanac Markova koji uzima vrednosti iz skupa
stanja {1, 2}, sa generatorom

G =

[
−3 3
1 −1

]
,
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koji je nezavisan od skalarnog Brownovog kretanja w. Neka je x0 = ξ ∈ Lp
F0

([−τ, 0],R),
tk − tk−1 = 0.4, k = 1, 2, . . . , i

α(1) = − a

7(1 + t)(1 + ln(1 + t))
, α(2) = − 5

1 + t
,

g(t, x, y, 1) =
t

4(1 + t)2(1 + ln(1 + t))
ln(1 + |y|),

g(t, x, y, 2) =
1

(1 + t)2

(
1 − e−|y|

)
.

gde je parametar a ∈ R+.
Ako je funkcija Lyapunova V (t, x, 1) = V (t, x, 2) = |x|p, uslov (5.64) se svodi za

i = 1 i i = 2 na

E
∣∣∣x− 0.4

(
1 +

1

k2

)
x
∣∣∣p ≤ E|x|p

∣∣∣1 − 0.4
(

1 +
1

k2

)
x
∣∣∣p

≤ 0.6pE|x|p + E|y|p

Prema tome,

d1k = d2k = 0.6p, d̄1k = d̄2k = 1, k = 1, 2, . . .

Otuda, iz uslova (5.65) za λ(t) = 1 + ln(1 + t) je

q = 0.6p + (1 + ln(1 + τ))γ > 1. (5.76)

Kako je ψ(t) =
λ′(t)
λ(t)

= 1
(1 + t)(1 + ln(1 + t))

< 1, to je

|g(t, x, y, 1)|2 ≤ t2 ln2(1 + |y|2)
16(1 + t)4 ln2(1 + t)

≤ ψ(t)
|y|2

16
.

Primenom elementarne nejednakosti (1.23) je

LV (t, x, y, 1) = − ap

7(1 + t)(1 + ln(1 + t))
|x|p +

1

2
p(p− 1)|x|p−2|g(t, x, y, 1)|2

≤ −ap
7
ψ(t)|x|p +

1

32
p(p− 1)ψ(t)|x|p−2|y|2 (5.77)

≤ −ap
7
ψ(t)|x|p +

1

32
(p− 1)(p− 2)ψ(t)|x|p +

1

16
(p− 1)ψ(t)|y|p

=
(
− ap

7
+

1

32
(p− 1)(p− 2)

)
ψ(t)|x|p +

1

16
(p− 1)ψ(t)|y|p.

Prema tome, za i = 1 je ispunjen uslov (5.63), odnosno, važi

LV (t, x, y, 1) ≤ −ρ10βψ(t)|x|p + ρ11ψ(t)|y|p = −ψ(t)(ρ10|x|p − ρ11|y|p),

za

ρ10 =
ap

7
− 1

32
(p− 1)(p− 2) > 0, ρ11 =

1

16
(p− 1) > 0. (5.78)
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Slično, s obzirom da je

|g(t, x, y, 2)|2 ≤ 1

(1 + t)4
|y|2 ≤ 1

(1 + t)2(1 + ln(1 + t))2
|y|2 ≤ ψ(t)|y|2,

to je

LV (t, x, y, 2) ≤ − 5p

1 + t
|x|p +

1

2
p(p− 1)ψ(t)|x|p−2|y|2

≤
(
− 5p+

1

2
(p− 1)(p− 2)

)
ψ(t)|x|p + (p− 1)ψ(t)|y|p

= −ψ(t)(ρ20|x|p − ρ21|y|p). (5.79)

Prema tome, uslov (5.63) je ispunjen ako je

ρ20 = 5p− (p− 1)(p− 2)

2
> 0, ρ21 = p− 1 > 0. (5.80)

Neka je

ρ1 = ρ10 − q(1 + ln(1 + τ))γρ11, ρ2 = ρ20 − q(1 + ln(1 + τ))γρ21. (5.81)

Tada je na osnovu Posledice 5.3.1 jednačina (5.75) Lp-stabilna u odnosu na decay-
funkciju λ(t) = 1 + ln(1 + t) ako je ispunjen uslov (5.65). Preciznije, imajući u
vidu da je µ = 0.4, iz (5.76), (5.78), (5.80) i (5.81) za logaritamsku Lp-stabilnost
razmatrane jednačine neophodno je da bude ispunjen uslov (5.65), tj. da važi

q < e(ρ1−γ)0.4, q < e(ρ2−γ)0.4. (5.82)

Slika 5.1: Oblast u kojoj su ispunjeni uslovi (5.78), (5.80) i (5.82) za τ = 1

Konkretno, za τ = 1 oblast logaritamske Lp-stabilnosti u kojoj su ispunjeni
uslovi (5.78), (5.80) i (5.82), a koja zavisi od stepena stabilnosti p > 1, koeficijenta
Lyapunova γ i parametra a, prikazana je na Slici 5.1. Iz prikazanog grafika se vidi
da je za a = 3 moguće ispitati logaritamsku L5-stabilnost jednačine (5.75), pa je
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za tako izabrano a na Slici 5.2 prikazan odnos stepena stabilnosti p i koeficijenta
Lyapunova γ. Otuda, za p = 5 koeficijent Lyapunava ne prelazi 0.5068.

Za p = 5, τ = 1, tk − tk−1 = 0, 4, ξ = 1, paralelni grafički prikaz prelaza
Markova r(t), trajektorije procesa x(t) i impulsa Ik(tk) jednačine (5.75) prikazan
je na Slikama 5.4–5.6, a četiri proizvoljne trajektorije procesa i moment rešenja
E|x(t)|5 na Slici 5.3.

2 4 5 6 8 10
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5068

p

Γ

Slika 5.2: Oblast u kojoj su ispunjeni uslovi (5.78), (5.80), (5.82) za τ = 1 i a = 3
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Slika 5.3: Trajektorije jednačine (5.75) (levo) i E|x(t)|5 (desno) za τ = 1, ξ = 1,
tk − tk−1 = 0.4

O logaritamskoj skoro izvesnoj stabilnosti jednačine (5.75) se ne može nǐsta
zaključiti s obzirom da je

∫∞
0

[1 + ln(1 + t)]−ζ dt = ∞ za svako ζ > 0.

Napomena 5.4.1 Na osnovu (5.77) i (5.79) ne može se nǐsta zaključiti o polinomi-
jalnoj Lp-stabilnosti jednačine (5.75), a tim pre ni o eksponencijalnoj Lp-stabilnosti
ove jednačine, što opravdava svrsishodnost teorijskih rezultata ove glave.
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Slika 5.4: Prelazi Markova jednačine (5.75) za τ = 1, ξ = 1
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Slika 5.5: Trajektorija jednačine (5.75) za τ = 1, ξ = 1
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Slika 5.6: Impulsi jednačine (5.75) za τ = 2, ξ = 1, tk − tk−1 = 0.1



148 Glava 5 Stabilnost ISFDJ sa markovskim prelazima

Primer 5.4.2 Razmotrimo polinomijalnu Lp-stabilnost, p ≥ 1 jednodimenzionalne
stohastičke diferencijalne jednačine sa kašnjenjem i markovskim prelazima,

dx(t) = f(t, x(t), x(t− τ), r(t) dt+ g(t, x(t), x(t− τ), r(t) dw(t), t ≥ 0, t ̸= tk,

∆x(tk) = −0.5 x(tk) + 0.3 x(tk − τ), k = 1, 2, . . . , (5.83)

gde je je {r(t), t ≥ 0} levo-neprekidan lanac Markova, nezavisan od skalarnog
Brownovog kretanja w koji uzima vrednosti iz skupa stanja {1, 2}, sa generatorom

G =

[
−1 1
1 −1

]
.

Početni uslov je x0 = ξ ∈ Lp
F0

([−τ, 0],R) i tk − tk−1 = 0.1, k = 1, 2, . . . , tako da je
δ = 0.1. Koeficijenti jednačine su

f(t, x, y, 1) =
y

10
√

(3 + t4)
− 3x

(1 + t)2
, f(t, x, y, 2) =

y

13(1 + t2)
− 3etx

1 + t
,

g(t, x, y, 1) =
ln (1 + |y|)

2(1 + ln(1 + t))
, g(t, x, y, 2) =

1

2
ln
(

1 +
1

1 + t

)
y.

Neka je funkcija Lyapunova V (t, x, 1) = V (t, x, 2) = |x|p. Uslov (5.57) je

E
∣∣∣x− 0.5x+ 0.3y

∣∣∣p = E
∣∣∣0.5x+ 0.1y

∣∣∣p ≤ 2p−1
(

0.5p|x|p + 0.3p|y|p
)
,

tako da je

d1k = d2k = 0.5, d̄1k = d̄2k =
0.6p

2
, k = 1, 2, . . .

Kako koeficijenti jednačine (5.83) sugerǐsu ispitivanje polinomijalne Lp-stabilnosti,
tj. λ(t) = 1 + t, iz uslova (5.58) sledi da mora biti

q =

(
0.5 +

0.6p

2
(1 + τ)γ

)−1

> 1. (5.84)

Primenom elementarne nejednakosti (1.23) i uslova (5.56), dobija se

LV (t, x, y, 1) ≤ p|x|p−1

(
|y|
10

− 3|x|
)

1

1 + t
+
p(p− 1)

4(1 + t)
|y|2|x|p−2

≤ −3p|x|p 1

1 + t
+

p

10(1 + t)

(
p− 1

p
|x|p +

1

p
|y|p
)

+
p(p− 1)

4(1 + t)

(
p− 2

p
|x|p +

2

p
|y|p
)

=
1

1 + t

(
−3p+

p− 1

10
+

(p− 1)(p− 2)

4

)
|x|p +

1

1 + t

(
1

10
+
p− 1

2

)
|y|p

≤ 1

1 + t

[
−3p+

p− 1

10
+

(p− 1)(p− 2)

4

+

(
1

10
+
p− 1

2

)
(1 + τ)γ

0.5 + 0.6p

2
(1 + τ)γ

]
|x|p.
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Prema tome, za i = 1 je ispunjen uslov (5.55) ako je

η1 = −3p+
p− 1

10
+

(p− 1)(p− 2)

4
+

(
1

10
+
p− 1

2

)
(1 + τ)γ

0.5 + 0.6p

2
(1 + τ)γ

(5.85)

> 0.

Analogno,

LV (t, x, y, 2) ≤ p|x|p−1

(
|y|
13

− 3|x|
)

1

1 + t
+
p(p− 1)

4(1 + t)
|y|2|x|p−2

≤ 1

1 + t

(
−3p+

p− 1

13
+

(p− 1)(p− 2)

4

)
|x|p

+
1

1 + t

(
1

13
+
p− 1

2

)
|y|p

≤ 1

1 + t

[
−3p+

p− 1

13
+

(p− 1)(p− 2)

4

+

(
1

13
+
p− 1

2

)
(1 + τ)γ

0.5 + 0.6p

2
(1 + τ)γ

]
|x|p,

tako da je uslov (5.55) ispunjen za

η2 = −3p+
p− 1

13
+

(p− 1)(p− 2)

4
+

(
1

13
+
p− 1

2

)
(1 + τ)γ

0.5 + 0.6p

2
(1 + τ)γ

(5.86)

> 0.

Imajući u vidu da je δ = 0.1, pored ispunjenosti uslova (5.84), (5.85), (5.86) zahteva
se da je ispunjen i uslov (5.58), tj. da je

q ≥ e(γ+η1)0.1 > 1, q ≥ e(γ+η2)0.1 > 1. (5.87)

Tada, na osnovu Teoreme 5.3.1 jednačina (5.83) je Lp-stabilna u odnosu na poli-
nomijalnu decay-funkciju λ(t) = 1 + t.

Konkretno, oblast polinomijalne Lp-stabilnosti u kojoj su ispunjeni uslovi (5.85),
(5.86) i (5.87), a koja zavisi od stepena stabilnosti p ≥ 1, koeficijenta Lyapunova γ
i perioda kašnjenja τ , prikazana je na Slici 5.7. Specijalno za τ = 2 na Slici 5.8 je
prikazan odnos stepena stabilnosti p i koeficijenta Lyapunova γ. Prema tome, za
p = 5 koeficijent Lyapunava ne prelazi 1.38.

Za p = 5, τ = 2, tk − tk−1 = 0.1, ξ = 1, paralelni grafički prikaz prelaza
Markova r(t), trajektorije procesa x(t) i impulsa Ik(tk) jednačine (5.83) prikazan
je na Slikama 5.10–5.12, a četiri proizvoljne trajektorije procesa i moment rešenja
E|x(t)|5 na Slici 5.9.

Napomena 5.4.2 Može se primetiti da je
(
0.5 + 0,6p

2
eτγ
)−1

= 0.897426 < 1 za
τ = 2, p = 5 i γ = 1.38. Prema tome, za λ(t) = et uslov (5.58) Teoreme 5.3.1 nije
ispunjen, pa se o eksponencijalnoj Lp-stabilnosti, p = 5, jednačine (5.83) ne može
nǐsta zaključiti. Samim tim, u potpunosti je opravdano razmatranje polinomijalne
Lp-stabilnost ove jednačine.



150 Glava 5 Stabilnost ISFDJ sa markovskim prelazima

Slika 5.7: Oblast u kojoj su ispunjeni uslovi (5.85), (5.86) i (5.87)
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Slika 5.8: Oblast u kojoj su ispunjeni uslovi (5.85), (5.86), (5.87) za τ = 2
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Slika 5.9: Trajektorije jednačine (5.83) (levo) i E|x(t)|5 (desno) za τ = 2, ξ = 1,
tk − tk−1 = 0.1
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Slika 5.10: Prelazi Markova jednačine (5.83) za τ = 2, ξ = 1
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Slika 5.11: Trajektorija jednačine (5.83) za τ = 2, ξ = 1
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Slika 5.12: Impulsi jednačine (5.83) za τ = 2, ξ = 1, tk − tk−1 = 0.1





Zaključak

U ovoj disertaciji je razmatrana opšta Lp-stabilnost i skoro izvesna stabilnost
vǐse tipova stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina. Za dobijanje krite-
rijuma stabilnosti primenjene su metoda Lyapunova i metoda Razumikhina. Kako
neke stohastičke diferencijalne jednačine nisu eksponencijalno stabilne, od velikog
značaja je informacija o stabilnosti u odnosu na neku sporiju decay-funkciju, što je
i bila motivacija za izradu ove doktorske disertacije.

Neka od budućih istraživanja bi se mogla odnositi na primenu metode Krasovskii-
Lyapunova za ispitivanje opšte stabilnosti razmatranih klasa stohastičkih diferen-
cijalnih jednačina. Na taj način bi se mogli dobiti drugačiji uslovi za stabilnost i
decay-funkciju u odnosu na one koji su već dobijeni u disertaciji.

Rezultati iz ovog rada bi se mogli na odgovarajući način proširiti na različite
klase stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina u odnosu na martingale i
martingalne mere.

Ispitivanje opšte skoro izvesne stabilnosti, Lp-stabilnosti i Lp-nestabilnosti sto-
hastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina sa impulsima i markovskim pre-
lazima moglo bi se proširiti na stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine
sa slučajno rasporedjenim impulsima i markovskim prelazima kojima se realnije
opisuju procesi sa impulsivnom prirodom. Takodje, metoda Razumikhina i metoda
Lyapunova bi se mogle primeniti za ispitivanje opšte Lp-stabilnosti i skoro izvesne
stabilnosti hibridnih impulsivnih stohastičkih diferencijalnih jednačina kod kojih
prelazi nisu definisani zakonima lanaca Markova, kao i na stohastičke neuralne
mreže. Štavǐse, ovim metodama bi se mogla ispitivati opšta stabilnost svih napred
pomenutih tipova impulsivnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa martingal-
ima i martingalnim merama.

Neka od budućih istraživanja bi se mogla odnositi na primenu rezultata teorije
linearnih matričnih nejednakosti (eng. LMI) na ispitivanje opšte Lp-stabilnosti i
skoro izvesne stabilnosti perturbovanih impulsivnih stohastičkih funkcionalnih di-
ferencijalnih jednačina sa markovskim prelazima i hibridnih perturbovanih impul-
sivnih stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina.





Summary

In this thesis, pth moment and almost sure stability on a general decay rate for
several types of stochastic functional differential equations were studied. By ap-
plying Razumikhin method and Lyapunov method stability criteria were obtained.
Having in mind that some types of stochastic differential equations are not expo-
nentially stable, the information about the stability with respect to a certain lower
decay rate is very important, which was the motive for research in this paper.

Some future research could focus on application of Krasovskii-Lyapunov method
for exploring the general decay stability of the already studied types of stochastic
differential equations. In this way, we could get different stability and decay rate
criteria with respect to those obtained in the thesis.

The research based on the modified results of this thesis could be continued for
studying stability of various classes of stochastic functional differential equations
with respect to martingale and martingale measures.

The research on pth moment and almost sure stability and pth moment insta-
bility on a general decay rate for stochastic functional differential equations with
Markovian switching and delayed impulses could be extended to stochastic dif-
ferential equations with random impulses and Markovian switching which more
realistically describe processes impulsive in kind. Also, Razumikhin method and
Lyapunov method could be applied in studying pth moment and almost sure sta-
bility on a general decay rate for hybrid impulsive stochastic differential equations
with switching not defined by Markov chain law as well as stochastic neural net-
works. Moreover, these methods could be used for studying general decay stability
of all the above mentioned types of impulsive stochastic differential equations with
respect to martingale and martingale measures.

Some future research could be based on the application of LMI theory results to
studying pth moment and almost sure stability on a general decay rate of perturbed
impulsive stochastic functional differential equations with Markovian switching and
hybrid perturbed impulsive stochastic functional differential equations.
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[148] J. Randjelović, S. Janković, On the pth moment exponential stability criteria
of neutral stochastic functional differential equations, J. Math. Anal. Appl. 326
(2007) 266–280.

[149] B.S. Razumikhin, About stability of systems with delay, Prikladnaya Mat.
Meh. 20: (4) (1956) 500–512. (Russian)

[150] B.S. Razumikhin, Method of stability investigation with post-action, DAN
USSR 167 (6) (1966) 1234–1237.

[151] Y. Ren, S. Lu, N. Xia, Remarks on the existence and uniqueness of the so-
lutions to stochastic functional differential equations with infinite delay, J.
Comput. Appl. Math. 220 (2008) 364–372.

[152] Y. Ren, N. Xia, Existence, uniqueness and stability of the solutions to neu-
tral stochastic functional differential equations with infinite delay, Appl. Math.
Comput., 210 (2009) 72–79.

[153] D. Revuz, M. Yor, Continuous Martingales and Brownian Motion, Springer,
1999.

[154] L. Shaikhet, Stability in probability of nonlinear stochastic hereditary sys-
tems, Dynam. Systems Appl. 4(2) (1995) 199–204.

[155] L. Shaikhet, About Lyapunov Functionals Construction for Difference Equa-
tions with Continuous Time, Appl. Math. Lett. 17 (2004) 985–991.

[156] L. Shaikhet, Some new aspects of Lyapunov type theorems for stochastic
differential equations of neutral type, SIAM J. Control Optim. 48(7) (2010)
4481–4499.

[157] L. Shaikhet, Lyapunov Functionals and Stability of Stochastic Difference
Equations, Springer, 2011.

[158] L. Shaikhet, Lyapunov Functionals and Stability of Stochastic Functional Dif-
ferential Equations, Springer, 2013.



Literatura 167

[159] Y. Shen, X. Liao, Razumikhin-type theorems on exponential stability of neu-
tral stochastic functional differential equations, Chinese Sci. Bulletin, 44 (24)
(1999) 2225-2228.

[160] P. Simeonov, D. Bainov, Systems with Impulsive Effects; Stability, Theory
and Applications (Ellis Horwood), 1989.
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