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Predgovor

U doktorskoj disertaciji Opsti tip stabilnosti stohastickih funkcionalnih diferen-
cijalnih jednacina proucava se stabilnost reSenja u odnosu na proizvoljnu decay-
funkciju vise klasa stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina Itoa, pri-
menom metode Lyapunova i metode Razumikhina.

Stohastickim diferencijalnim jednac¢inama se modeliraju promene stanja realnih
sistema pod uticajem Gaussovog belog Suma i ostalih sluc¢ajnih faktora iz okruzenja.
One imaju veliku primenu u tehnici, biologiji, medicini, ekonomiji i drugim granama
nauke. Imajuéi u vidu ovu ¢injenicu, od velike vaznosti je predvidjanje ponasanja
reSenja sa protokom vremena.

Sezdesetih godina proslog veka pocela je da se razvija teorija stabilnosti sto-
hastickih diferencijalnih jednacina na principima preuzetim iz teorije stabilnosti
obi¢nih diferencijalnih jednacina. Ruski matematicar Lyapunov je 1892. godine
u svojoj doktorskoj disertaciji [110] izneo koncept stabilnosti obi¢nih diferenci-
jalnih jednacina, koji je privukao veliko interesovanje tek za vreme hladnog rata
(1952-1963) primenom u kontroli navodjenja aviona. Americki nauénik Bucy [12]
1965. godine medju prvima primenjuje direktnu metodu Lyapunova za ispitivanje
stabilnosti resenja nelinearnih diferencnih jednacina koje sadrze slucajnu kompo-
nentu. Uopstenje njegovih rezultata na stohasticke diferencijalne jednacine ubrzo
su napravili Kushner [89] i Khasminskii [72]. Od tada se ova oblast permanentno
razvija od strane matematicara, mehanicara i inzenjera, pre svega zbog svoje velike
primene.

lako postoje razlicite definicije stabilnosti stohastickih diferencijalnih jednacina,
uglavnom se izuc¢avaju eksponencijalna stabilnost u verovatnoci, eksponencijalna LP-
stabilnost i eksponencijalna skoro izvesna stabilnost. Medjutim, nisu sve jednacine
eksponencijalno stabilne, ali mogu biti stabilne u odnosu na neku drugu tzv. decay-
funkciju koja sporije opada ka nuli sa protokom vremena nego eksponencijalna
funkcija. Ruski matematicar Khasminskii [48] 1980. godine prvi razmatra stabilnost
stohastickih sistema u odnosu na funkciju koja nije eksponencijalna. Devedesetih
godina proslog veka, Mao [112, 114, 115] izu¢ava polinomijalnu skoro izvesnu i L-
stabilnost vise klasa stohastickih diferencijalnih jednac¢ina. Medjutim, mali je broj
radova koji se odnose na opstu skoro izvesnu i LP-stabilnost. Medju matematicarima
koji imaju zapazene rezultate u istrazivanju opste stabilnosti izdvajaju se Mao
[123, 125], Liu i Mao [103], Caraballo [15], Wu [173] i dr. Motivacija za izradu ove
doktorske disertacije je nastavak istrazivanja o opstoj skoro izvesnoj i LP-stabilnosti
viSe tipova stohastickih diferencijalnih jednacina, a pre svega ¢injenica da je za sto-
hasticke diferencijalne jednacine koje nisu eksponencijalno stabilne, informacija o
slabijem vidu stabilnosti itekako bitna.



iv

Disertacija se sastoji od pet glava.

U prvoj glavi su navedeni osnovni pojmovi i rezultati teorije stohastickih procesa
i teorije stohastickih diferencijalnih jednacina. Izlozene su teoreme egzistencije i
jedinstvenosti reSenja i teoreme koje se odnose na tri osnovna tipa eksponencijalne
stabilnosti stohastickih diferencijalnih i stohastickih funkcionalnih diferencijalnih
jednacina. Dat je osvrt na direktnu metodu Lyapunova i metodu Razumikhina, s
obzirom se one primenjuju za proucavanje opste stabilnosti razmatranih stohastickih
funkcionalnih diferencijalnih jednacina.

U drugoj glavi se ispituje opsta skoro izvesna i LP-stabilnost stohastickih dife-
rencijalnih jednacina sa konacnim promenljivim vremenskim kasnjenjem i ekspo-
nencijalna skoro izvesna i LP-stabilnost perturbovanih stohastickih funkcionalnih
diferencijalnih jedna¢ina sa konacnim kasnjenjem.

U prvom delu ove glave se koristi metoda Lyapunova za ispitivanje opste stabil-
nosti stohastickih diferencijalnih jednacina. Imajué¢i u vidu koeficijente razmatranih
jednacina, odredjuje se moguca decay-funkcija i koercitivni ¢lan koji je znacajan za
proucavanje opste skoro izvesne i LP-stabilnosti. Posebano se razmatra slucaj kada
je decay-funkcija konkavna, kao i uobicajeni vidovi stabilnosti, na primer, ekspo-
nencijalna, polinomijalna i logaritamska stabilnost. Rezultati ovog dela disertacije
su objavljeni u radu [60], S. Jankovié, G. Pavlovié¢, Moment decay rates of stochastic
differential equations with time-varying delay, Filomat 24(1) (2010) 115-132.

Kako primena metode Lyapunova zahteva nalazenje adekvatne funkcije Lya-
punova, Sto u odredjenim slucajevima nije jednostavno, u drugom delu ove glave
su izlozeni dovoljni uslovi eksponencijalne LP-integrabilnosti, skoro izvesne stabil-
nosti i LP-stabilnosti, koji se jednostavnije proveravaju. Dobijena tvrdjenja pred-
stavljaju uopstenja rezultata rada Maoa [113] koji se odnosi na eksponencijalnu
srednje kvadratnu i skoro izvesnu stabilnost perturbovanih stohastickih diferenci-
jalnih jednac¢ina. Ovi kriterijumi integrabilnosti i stabilnosti mogu se primeniti i
na stohasticke diferencijalne jednacine sa promenljivim vremenskim kasnjenjem i
bez kasnjenja. Stavige, primena dobijenih tvrdjenja na stohasticke diferencijalne
jednacine sa konstantnim kasnjenjem implicira dovoljne uslove za uniformnu opstu
skoro izvesnu i LP-stabilnost, jer uslovi ne zavise od velicine perioda kaSnjenja.
Ovi rezultati su sadrzani u radu [142], G. Pavlovi¢, S. Jankovié, Moment exponen-
tial stability and integrability of stochastic functional differential equations, Applied
Mathematics and Computation 218 (2012) 6125-6134.

U trecoj glavi se proucava opsta skoro izvesna i LP-stabilnost stohastickih fun-
kcionalnih diferencijalnih jednacina sa beskonacnim kasnjenjem primenom metode
Razumikhina. Sezdesetih godina proslog veka ruski matematicar Razumikhin [149,
150] je razmatrao stabilnost deterministickih diferencijalnih jednac¢ina u terminima
funkcije Lyapunova koju je lakSe konstruisati nego funkcionale, ¢ime je otklonio
poteskoce koje nastaju primenom metode Lyapunova na funkcionalne diferencijalne
jednacine. Mao [117] 1996. godine prosiruje ideju Razumikhina na stohasticke
funkcionalne diferencijalne jednacine. Od tada pocinje ekspanzija primene ove
metode na razlic¢ite tipove stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina, na
primer u radovima Mao [118, 119], Jankovi¢ [59, 143], Peng [145, 146], Shen [159],
Liu [104], Wu [173, 175] i mnogim drugim.



Dobijeni kriterijumi za ispitivanje opste skoro izvesne i LP-stabilnosti stohastickih
funkcionalnih diferencijalnih jednac¢ina mogu se primeniti i na stohasticke diferen-
cijalne jednacine sa vremenski zavisnim beskonac¢nim kasnjenjem i distributivnim
kasnjenjem. U radu [143], G. Pavlovi¢, S. Jankovi¢, Razumikhin-type theorems on
general decay stability of stochastic functional differential equations with infinite de-
lay, Journal of Computational and Applied Mathematics 236(7) (2012) 1679-1690,
koji je sastavni deo ove glave, prvi put se javlja integralni uslov fooo A7O(t) dt < oo
za neko § > 0, koji omogucava ispitivanje skoro izvesne stabilnosti u odnosu na
proizvoljnu decay-funkciju A(t).

U cetvrtoj glavi se razmatra opsta skoro izvesna i LP-stabilnost neutralnih
stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina sa konac¢nim kasnjenjem pri-
menom metode Razumikhina. Kao specijalan slucaj, razmatra se opsta skoro
izvesna i LP-stabilnost perturbovanih neutralnih stohastickih funkcionalnih diferen-
cijalnih jednac¢ina i neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa konstantnim
kasnjenjem. Wu et al. [173, 174, 175], Liu et al. [107], Meng i Yin [127] za ispitivanje
opste stabilnosti primenom metode Razumikhina zahtevaju da decay-funkcija A(t)

zadovoljava uslov sup,. % = r = const. U radu [144], G. Pavlovi¢, S. Jankovi¢,
The Razumikhin approach on general decay stability for neutral stochastic functional
differential equations, Journal of the Franklin Institute 350 (8) (2013) 2124-2145 ¢iji

sadrzaj je osnova ove glave, taj uslov nije neophodan.

U petoj glavi se ispituje opsta skoro izvesna i LP-stabilnost stohastickih funkci-
onalnih diferencijalnih jednacina sa impulsima i markovskim prelazima primenom
metode Razumikhina kao i opsta LP-nestabilnost primenom metode Lyapunova.
Kao specijalan slucaj, dobijena su nova tvrdjenja koja se odnose na skoro izvesnu
stabilnost, LP-stabilnost i LP-nestabilnost impulsivnih stohastickih diferencijalnih
jednacina sa kasnjenjem i markovskim prelazima. Impulsivne stohasticke diferen-
cijalne jednacine imaju veliku primenu u finasijama, epidemiologiji i populacionoj
dinamici s obzirom da su mnoge realne pojave impulsivne prirode. Medjutim, one
su i najkomplikovanije za proucavanje jer su za ispitivanje stabilnosti od znacaja
raspored i velicina "skokova” impulsa. Rezultati sadrzani u ovoj glavi su jos uvek
neobjavljeni.

Svi teorijski rezultati ove disertacije su ilustrovani primerima i grafickim prikazi-
ma o slabijim tipovima stabilnosti u odnosu na eksponencijalnu stabilnost, pre svega
o polinomijalnoj i logaritamskoj, kada se niSta ne moze zakljuciti o eksponencijalnoj
stabilnosti resenja razmatranih jednacina.

U Zakljucku su izlozeni neki od otvorenih problema i moguci pravci daljih is-
trazivanja.

Veliku zahvalnost dugujem svom mentoru prof. dr Svetlani Jankovi¢ na nese-
bitnoj pomodi i podrsci u toku doktorskih studija, istrazivanja i izrade doktorske
disertacije. Zahvaljujem i prof. dr Miljani Jovanovi¢ i docentu dr Mariji MiloSevié¢
na korisnim savetima i pomo¢i, pre svega u izradi grafika za ovu disertaciju. Posebnu
zahvalnost dugujem svojoj porodici na strpljenju, razumevanju i veri u mene.
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Glava 1

Uvodni pojmovi

U ovoj glavi su izloZeni osnovni pojmouvi © rezultati o stohastickim diferencijalnim
jednacinama, koji ée biti korisceni u narednim glavama. Sa vise detalja ovi re-
zultati se mogu naci u [38, 58, 77, 111, 125, 158]. U Poglavlju 1.1 se navode
osnovni elementi teorije stohastickih procesa kao Sto su merljivost, separabilnost,
neprekidnost, Markovsko svojstvo, stacionarnost. Poglavlje 1.2 se odnosi na proces
Brownovog kretanja i njegova svojstva. Integral Itoa i najvaznije osobine ovog in-
tegrala izloZeni su uw Poglavlju 1.3. Teoreme egzistencije, jedinstvenosti i stabilnosti
resenja stohastickih diferencijalnih jednacina Itoa predstavijeni su u Poglavlju 1.4,
uz poseban osvrt na teoriju stabilnosti obicnih diferencijalnih jednacina i na direktnu
metodu Lyapunova. Poglavlje 1.5 se odnosi na egzistenciju, jedinstvenost i stabilnost
resenja stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina Itoa. U ovom poglaviju
je izloZena i metoda Razumikhina, kao znacajna metoda za ispitivanje stabilnosti
resenja obicnih i stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina. Ova glava se
zavrsava Poglavljem 1.6 koje sadrZi neke elementarne nejednakosti, integralnu ne-
jednakost Gronwall-Bellmana i nejednakosti sa matematickim ocekivanjem, koje ce
biti neophodne u dokazivanju glavnih rezultata u narednim glavama.

1.1 Osnovni pojmovi teorije
stohastickih procesa

U praksi se cesto javljaju veli¢ine zavisne od vremena, Cije vrednosti nisu determin-
isane ve¢ zavise i od slucajnih uticaja, na primer, haoti¢no kretanje cestica, broj
jedinki eko-sistema, kretanje cena na berzi itd. Karakteristika svih ovih pojava
je slucajna promena u vremenu, tj. funkcionalna zavisnost slucajnih veli¢ina od
vremena koja dovodi do pojma stohastickog procesa.

Opsta teorija stohastickih procesa pocela je da se razvija pocetkom proslog veka
kao posledica naglog razvoja nauke i tehnike i njihovog zanimanja za pojave koje
se menjaju sa protokom vremena. Kako klasi¢na teorija verovatnoca nije bila do-
voljna za opisivanje i proucavanje takvih pojava, postavljena je teorija stohastickih
procesa Ciji su predmet izucavanja slucajne promenljive koje zavise od jednog ili
vise parametara i neprekidno se menjaju sa protokom vremena.

Pojam stohastickog procesa je star oko sto godina i vezuje se za imena Sluckog,
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Wienera, Kolmogorova, Cramera. U tom periodu je bilo vise pokusaja proucavanja
slucajnih pojava zavisnih od vremena, medju kojima su najznacajniji pokusaj Slu-
ckog! [161] da slucajnost poveze sa konceptom realnih funkcija, i pokusaj Wienera?
[167] koji je matematicki opisao haoti¢no kretanje ¢estica polena u te¢nosti, danas
poznato kao Wienerov proces, tj. proces Brownovog kretanja. Uvodjenje poj-
mova uslovne verovatnoce i uslovnog matematickog ocekivanja omogucéilo je Kol-
mogorovu® [82, 83] da postulira sistematsku i strogu konstrukciju osnova teorije sto-
hastickih procesa markovskog tipa sa beskonacnim parametarskim skupom. Radovi
Khinchina? [69] predstavljaju osnovu teorije stacionarnih procesa, a rad Craméra®[20]
okosnicu razvoja teorije Gaussovih procesa.

Doob® je u svojoj monografiji [26] sistematizovao brojne koncepte teorije sto-
hastickih procesa. Izmedju ostalog, on je proucavao pojam vremena zaustavljanja
i time doveo do razvoja teorije martingala. Rad u ovoj oblasti su nastavili Meyer”
[128, 129, 130], Doléans-Dade [24], Dellacherie [23], Kunita i Watanabe [88] i mnogi
drugi. Teorija stohastickih procesa je doprinela razvoju mnogih matematickih
teorija koje opisuju pojave iz realnog zivota, i kao takva je od velikog znacaja
za nematematicke nauke, kao Sto su ekonomija, inzenjerstvo, biologija, ekologija,
epidemiologija, mehanika, saobracaj i dr.

Nadalje ¢e se podrazumevati da su sve slucajne promenljive i stohasticki pro-
cesi zadati na prostoru verovatnoca (2, F, P) i parametraskom skupu 7" C R, pri
¢cemu 7' moze biti interval [0,00), [0,7] ili [to,T] C [0,00), a parametar t € T
predstavlja vreme. Takodje, za euklidsku normu u R? koristiée se oznaka | - |, tj.
lz| = \/(z,7),r € R? gde je sa (-, -) oznacen skalarni proizvod vektora. Kako
je trag kvadratne matrice A = (a;j)axq definisan sa trA = ", .., a;, trag normu
matrice A oznacavademo sa | - |, tj. |A| = /tr(ATA) gde je A matrica, a AT

transponovana matrica matrice A.

Definicija 1.1.1 Familija {z(w,t),w € Q,t € T} merljivih funkcija x(w,t) : (Q, F)
— (R%, B) je d-dimenzionalan stohasticki proces sa faznim prostorom (R?, B) i
parametarskim skupom T.

Na osnovu prethodne definicije se moze zakljuciti da se za svako fiksirano ¢t € T
dobija sluéajna promenljiva w — z(w,t), w € €, tj. F-merljiva funkcija. Takodje,
za svako fiksirano w € , preslikavanje t — z(w,t), t € T predstavlja funkciju
realnog argumenta koja se naziva trajektorija ili realizacija koja odgovara ishodu
w € Q. Zbog jednostavnijeg zapisivanja, umesto oznake {z(w,t),w € Q,t € T}
za stohasticki proces ¢e se koristiti oznaka {z(t),t € T}. Ako je T = N, tj. ako
je vremenski interval diskretan, onda se radi o slu¢ajnom nizu {z,,n € N}. U
ovoj disertaciji ¢e biti razmatrani stohasticki procesi sa neprekidnim vremenom koji

'Evgenii Evgenievic Sluckii, 1880-1948, ruski matematicar
2Norbert Wiener, 1894-1964, ameri¢ki matematicar i filozof

3 Andrey Nikolaevich Kolmogorov, 19031987, ruski matematicar
4Aleksandr Yakovlevich Khinchin, 1894-1959, ruski matematicar
SHarald Cramér, 1893-1985, §vedski matematicar i statisticar
6Joseph Leo Doob, 1910-2004, americki matematicar
"Paul-André Meyer, 1934-2003, francuski matematicar
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predstavljaju matematicke modele slucajnih pojava c¢iji se ishodi mogu registrovati
neprekidno sa protokom vremena.
Stohasticki proces odredjuje familiju konacno-dimenzionalnih funkcija raspodela

Fitotn (@1, 00, xy) = Pla(ty) < xy,...,2(tn) < xn},

pri cemujex; €eRYit; €T, i=1,2,...,n, n € N.

Zahteva se da familija konacno-dimenzionalnih raspodela zadovoljava sledeca
dva uslova:

— uslov simetrije, tj. da za svaku permutaciju (iy,...,7,) skupa {1,...,n} vazi

Ftil,t@‘..,tin (71,29, Tn) = Fyy g0 (T1, 2, -, )5

— uslov saglasnosti, tj. da vazi

Fitotn it (X1, T2y Tpg, +00) = Fiy gy 1 (1, T2, oo, Tpey).

Stohasticki proces se moze definisati familijom konac¢no-dimenzionalnih funkcija
raspodela, Sto proistice iz tvrdjenja Kolmogorova da za svaku familiju konacno-
dimenzionalnih funkcija raspodela, koja zadovoljava uslove simetrije i saglasnosti,
postoji prostor verovatnoca (2, F, P) i stohasticki proces {z(t),t € T} definisan
na tom prostoru, kome odgovara data familija konacno-dimenzionalnih funkcija
raspodela.

Neprebrojivost parametarskog skupa, u opstem slucaju, onemogucava odredji-
vanje verovatnoc¢a dogadjaja opisanih pomocu stohastickih procesa. Da bi se ta
teskoca otklonila, uvodi se pojam separabilnosti.

Definicija 1.1.2 Stohasticki proces {x(t),t € T'} je separabilan ako postoji prebro-
Jiv skup S C T (separant) i dogadjaj A C Q za koji je P(A) = 0, tako da se za
proizvoljan zatvoren skup F C R i proizvoljan otvoren interval I C T, skupovi

{w:z(w,t)e F,tel} i {w:z(w,t)elF, telnS}
razlikuju na podskupu od A.
Definicija 1.1.3 Stohasticki procesi {x(t),t € T} i {z(t),t € T}, definisani na

istom prostoru verovatnoce i sa istim skupom stanja, stohasticki su ekvivalentni ako

je
Plz(t)=2(t)} =1 za svako t € T.

U tom slucaju se kaZe da je jedan proces stohasticka modifikacija drugog.

Definicija 1.1.4 Stohasticki proces {z(t),t € T'} je merljiv ako je x(w,t) merljiva
funkcija v odnosu na By X F, gde je By Borelovo o-polje nad T, tj. za svaki Borelov
skup B, vazi {(t,w) : x(w,t) € B} € By x F.

Stohasticki proces {x(t),t € T} je stohasticki neprekidan u tacki ty € T ako za
svako ¢ > 0 vazi

P{lz(t) — z(ty)| >} = 0, t—to. (1.1)

Stohasticki proces je stohasticki neprekidan na skupu .S C 7" ako (1.1) vazi za svako
o€ S.



4 Glava 1 Uvodni pojmovi

Teorema 1.1.1 Za stohasticki neprekidan proces {x(t),t € T} postoji stohasticki
ekvivalentan, separabilan i merljiv proces {Z(t),t € T}, definisan na istom prostoru
verovatnoce i sa istim skupom vrednosti.

Stohasticki proces {Z(t),t € T'} iz Teoreme 1.1.1 se naziva separabilna i merljiva
modifikacija procesa {z(t),t € T'}.

Stohasticki proces {z(t),t € T} je neprekidan u srednjem reda p, tj. LP-nepre-
kidan, u tacki ty € T" ako vazi

Ela(t) — a(ty)|? — 0, t— to. (1.2)

Stohasticki proces je LP-neprekidan na skupu S C T" ako (1.2) vazi za svako tg € S.

Stohasticki proces {z(t),t € T'} je skoro izvesno neprekidan na segmentu |a, b] C
T ako su skoro sve njegove trajektorije neprekidne na [a, b, tj. ako je zadovoljeno

P{w : z(w,t) ima prekid na [a, b]} = 0.

Sledeca teorema, poznata kao kriterijum Kolmogorova, daje dovoljne uslove
skoro izvesne neprekidnosti stohastickog procesa.

Teorema 1.1.2 (Kriterijum Kolmogorova) Stohasticki proces {x(t),t € T}
ima skoro izvesno neprekidnu modifikaciju ako postoje pozitivne konstante p,q i k,
tako da za svako T > 0 i svako 0 < s,t < T wvazi

Elz(t) — x(s)|P < k|t — s|'.

Definicija 1.1.5 Stohasticki proces {z(t),t € T'} je proces reda p, p > 0 (LP-proces)
ako je Elx(t)|P < oo za svako t € T.

Matematicko ocekivanje (srednja vrednost) d-dimenzionalnog stohastickog procesa
{z(t),t € T} je d-dimenzionalni neslu¢ajni vektor

Ex(t) = (Ex1(t),..., Fxy(t)), teT,
a korelaciona matrica
K(t,s) = [cov(z(t), x(8))]axa, t,s€T.

Definicija 1.1.6 Stohasticki proces {x(t),t € T} je stacionaran u Sirem smislu
(slabo stacionaran) ako je srednja vrednost Ex(t) = const za t € T, a korelaciona
matrica K(t,s) zavisi samo od razlike t — s, tj.

Ex(t) = (mq,...,my), K(t,s) = B(t —s).

Definicija 1.1.7 d-dimenzionalni stohasticki proces {x(t),t € T} je Gaussov ako je
svako njegovo n-dimenzionalno secenje (x(t1), z(t2)...,x(t,)), t1,ta, ..t, € T Gauss-
ova (normalno raspodeljena) slu¢ajna promenljiva, tj. ako slucajni vektor (x(ty),
x(ta), ..., x(tn)) ima karakteristicnu funkciju

Frits Oy M) = 6xp{z > Amy(t;) - 5 d Y Mew, tk))\k},
j=1

j=1 k=1

gde je My, ..., A, € RY, my(t;) = Ex(t;), j =1,n, a C(t,s) = cov(x(t), z(s)).
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Za dati prostor verovatnoéa (2, F, P) familija {F;,t € T} pod-o-algebri od F
za koju vazi Fs C Fy C F, s <t, s,t € T, naziva se filtracija. Ako je T = [0, 00),
tada je Foo = 0{Ui>0Ft}-

Neka je F;— = 0{Us«1Fs} o-algebra dogadjaja koji prethode momentu ¢ > 0
i neka je Fii = Ny Fs o-algebra dogadjaja koji se desavaju neposredno posle
trenutka ¢t > 0. Filtracija {F;,t > 0} je neprekidna sa desna (neprekidna s leva)
ako za svako t > 0 vazi F, = Fyy (F, = F,_). Za filtraciju se kaze da je neprekidna
ako je i = F; = Fiu, za svako t > 0.

Filtracija {F;,t > 0} zadovoljava uobic¢ajene uslove ako je neprekidna sa desna
i Fp sadrzi sve dogadjaje iz F verovatnoce nula. Nadalje ¢e se podrazumevati da
filtracija zadovoljava uobicajene uslove.

Definicija 1.1.8 Stohasticki proces {x(t),t € T} je adaptiran u odnosu na filtraciju
{Fi,t € T} ako je za svako t € T slu¢ajna promenljiva x(t) Fi-merljiva.

Stohasticki proces {z(t),t € T} adaptiran u odnosu na filtraciju {F;,t € T},
oznacava se sa {z(t), Fi,t € T'}.

Za dati stohasticki proces X = {z(t),t € T}, prirodna filtracija je generisana
samim procesom, tj. F;X = o{x(s),s < t} je najmanja o-algebra u odnosu na
koju je x(s) merljivo za svako s < t. Dakle, X je adaptiran u odnosu na filtraciju
FX = {FX,t € T}. Ako je X = {i(t),t € T} modifikacija procesa X, tada je i
X adaptiran u odnosu na filtraciju FX, pod uslovom da F, sadrzi sve dogadjaje
verovatnoce nula.

Definicija 1.1.9 Stohasticki proces {x(t), F;,t > 0} je progresivno merljiv ako za
svakot > 0 i B € By vazi

{(s,w) : s <t,weQ, z(w,s) € B} € B([0,t]) x F,
pri ¢emu je B([0,t]) Borelovo a-polje nad [0, t].

Odavde sledi da je svaki progresivno merljiv stohasticki proces {z(t), F;,t > 0}
merljiv i adaptiran u odnosu na filtraciju {F;,t > 0}. Pored ovoga, vaze i sledeca
tvrdjenja.

Teorema 1.1.3 Ako je stohasticki proces {x(t),t > 0} merljiv i adaptiran u odnosu
na filtraciju {F;,t > 0}, tada on ima progresivno merljivu modifikaciju.

Teorema 1.1.4 Ako je stohasticki proces {x(t),t > 0} adaptiran u odnosu na fil-
traciju {Fi,t > 0} i neprekidan sa desna ili sa leva, tada on ima progresivno merljivu
modifikaciju.

Definicija 1.1.10 Stohasticki proces {z(t),t > 0} je proces Markova ako je za
svako s < t i svaki Borelov skup B € By,

P{z(t) € B|Fs} = P{x(t) € Blx(s)} skoro izvesno.

Definicija 1.1.11 Stohasticki proces {x(t), F,t > 0} takav da je E|z(t)| < oo za
svako t > 0 je:
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(i) martingal ako je E(x(t)|Fs) = x(s) s.i. za svako 0 <s <t;
(i1) submartingal ako je E(x(t)|Fs) > x(s) s.i. za svako 0 < s < t;
(i1i) supermartingal ako je E(x(t)|Fs) < x(s) s.i. za svako 0 <s < t.

Ako je E|z(t)|* < oo za svako t > 0, martingal {z(t), F;,t > 0} je kvadratno-
integrabilan martingal (submartingal, supermrtingal).

Definicija 1.1.12 Slucajna promenljiva T : Q — [0, 00| se naziva vreme zaustav-
ljanja filtracije {F;,t > 0} ako je {w : 7(w) <t} € F; za svako t > 0.

Definicija 1.1.13 Neka je X = {x(t), F,t > 0} progresivno merljiv proces i neka
je T vreme zaustavljanja. Tada se proces {x(t A 7),Fi,t > 0} naziva zaustavljen
proces od X.

Sledeéa teorema predstavlja poznatu Doobovu teoremu (Doob martingale stop-
ping theorem)

Teorema 1.1.5 Neka je {x(t), Fi,t > 0} neprekidan martingal i T vreme zausta-
vljanja u odnosu na istu filtraciju. Tada za svako 0 < s <t < 00 vaZi

E(xt/\7'|fs) = ZTspr S-1.,
tj. zaustavljen proces {x(t A7), Fy,t > 0} je takodje martingal.

Definicija 1.1.14 Neprekidan (desno neprekidan) proces X = {x(t), F;,t > 0},
za koji vazi x(0) = 0 skoro izvesno, je lokalni martingal ako postoji neopadajuci
niz vremena zaustavljanja {my, k > 1} u odnosu na fitraciju {F;,t > 0} tako da je
P{limg oo x = 00} =1 i {z(t A 7y), Ft,t > 0} je martingal za svako k > 1.

Iz Teoreme 1.1.5 sledi da je svaki martingal i lokalni martingal, dok obrat u
opstem slucaju ne vazi.

Definicija 1.1.15 Neka je {z(t), Fi,t > 0} neprekidan stohasticki proces. Kvadra-
tna varijacija procesa X je proces < X, X >; definisan kao

<X, X > (w)= Alim Z | Xt 41 (w) — Xi, (w)]? (u verovatnoéi),

pri cemu je 0 =t <ty < ...<t, =t i Aty =1tp1 — ts.

Teorema 1.1.6 Neka filtracija {F;,t > 0} zadovoljava uobicajene uslove i neka je
{z(t), Fi,t > 0} neprekidan kvadratno-integrabilan martingal takav da je x(0) = 0
skoro izvesno. Tada vazi

2 (t) = m(t) + u(t) s.i., t >0,

gde je m(t) = {m(t), Fi,t > 0} neprekidan martingal, u(t) = {u(t), F,t > 0}
neprekidan integrabilan rastuci proces i m(0) = u(0) = 0 skoro izvesno. Ova mar-
tingalna dekompozicija je jedinstvena do stohasticke ekvivalentnosti.
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Stohasticki proces {u(t), F:,t > 0} iz prethodne teoreme se naziva kvadratna
varijacija procesa {x(t), F;,t > 0}.

Naredna teorema poznata je kao teorema o konvergenciji martingala (Doob’s
martingale converegence theorem).

Teorema 1.1.7 Neka je {x(t), F;,t > 0} desno neprekidan supermartingal. Ako je
SUPg< <o B2 (t) < 00, onda x(t) konvergira skoro izvesno ka slucajnoj promenljivog
Too, FlTo| < 00. Pored toga, ako je E|x(t)| < oo, tada je

E(z(t)|F)) = E(z(t)|Fx)), t = 00,  s.i.

1.2 Proces Brownovog kretanja

Engleski prirodnjak Robert Brown® je u periodu 1826-1828. godine izucavao kre-
tanje mikroskopski malih ¢estica kroz tecnost. Primetio je da ove ¢estice neprekidno
izvode haoti¢no kretanje. Po ovom nau¢niku ovakvo kretanje je dobilo naziv Brown-
ovo kretanje. Nepotpun matematicki opis Brownovog kretanja dao je A. Einstein®
1905. godine, zakljuc¢ivsi na osnovu zakona fizike da do ovakvog kretanja dolazi zbog
neprekidnog sudaranja cestica sa molekulima fluida u kojem se kre¢u. Izucavanje
Brownovog kretanja nastavili su Smoluhovski, Planck, Lévy itd.

Norbert Wiener, 1918. godine, u svojoj disertaciji daje potpun matematicki
opis Brownovog kretanja. Otuda je Wienerov proces sinonim za proces Brownovog
kretanja. Zahvaljujuéi njegovim rezultatima [167, 168] Brownovo kretanje vise nije
predstavljalo samo fizicku pojavu, veéi i matematicki pojam. Danas se pomocu
procesa Brownovog kretanja (kra¢e Brownovo kretanje) modeliraju mnoge pojave
iz realnog zivota, koje su predmet izucavanja mnogih naucnih disciplina, na primer,
u ekonomiji, ekologiji, epidemiologiji, itd.

Definicija 1.2.1 Stohasticki proces w = {w(t), t > 0} je m-dimenzionalno Brown-
ovo kretanje ako zadovoljava sledece uslove:

1. w(0) = 0, skoro izvesno;

2. ima nezavisne prirastaje, tj. za svako 0 < to < t; < ... < t,, slucajne
promenljive w(to), w(ty) — w(ty), ..., w(t,) — w(t,_1) su nezavisne;

3. w(t) —w(s) : N(0,0%t — s|I), 0 < s <t gdejel jediniéna matrica reda m.

Matrica o?|t — s|I predstavlja difuzionu matricu Brownovog kretanja, a sred-
nja vrednost procesa je Fw(t) = 0 za svako t > 0. Specijalno, za ¢ = 1,
radi se o standardnom Brownovom kretanju. Komponente w;(t), i = 1,m m-
dimenzionalnog Brownovog kretanja w(t) = (wy(t), ..., w,(t))" zadovoljavaju uslov
E(w;(t) —wi(s))(w;(t) —w;(s)) = 6;;(t —s), 0 < s <t pri ¢emu je §;; Diracova delta
funkcija. Prema tome, {w;(t),t > 0} su jednodimenzionalna nezavisna Brownova
kretanja sa raspodelom N (0, o%t).

Brownovo kretanje ima mnogo vaznih osobina medju kojima se izdvajaju sledece:

8Robert Brown, 1773-1858, skotski botanicar
9Albert Einstein, 1879-1955, nemacki fizidar
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— Proces je drugog reda, tj. Flw(t)|? = 0%t < .
— Proces je Markova.
— Srednje kvadratno je neprekidan.

— Skoro izvesno je neprekidan, tj. skoro sve njegove trajektorije su neprekidne
funkcije.

— Skoro sve trajektorije su skoro izvesno nediferencijabilne funkcije u svakoj
tacki.

— Proces {w(t), Fi,t > 0} je martingal, tj. za svako t > s > 0 vazi

E(w(t)|Fs) = w(s), si;

w\(/cg) , Fet, t > 0}, ¢ > 0 je Brownovo kretanje (osobina sazimanja).

— Proces {

— Proces y = {y(t), F/,t > 0}, y(t) = tw(3),t > 0, y(0) = 0s.i. je Brownovo
kretanje (osobina inverzije).

— Proces z = {z(t), F7,t > 0}, 2(t) = w(ty) —w(t —tp), 0 <t <ty je Brownovo
kretanje (osobina obrtanja).

— Proces u = {u(t), F*,t > 0}, u(t) = Bw(t),t > 0, BBT = I je Brownovo
kretanje (osobina rotacije).

— Proces {—w(t), F;,t > 0} je Brownovo kretanje (osobina simetrije).

— Skoro izvesno je neogranicene varijacije i kona¢ne srednje-kvadratne varijacije
na svakom segmentu [a,b] C [0,00), tj. za proizvoljnu konstantu ¢ € R i
proizvoljnu particiju a = ty < t; < ... < t, = b segmenta [a,b] za koju
max,_i,(ty — tr—1) — 0, n — oo, sledi

P{Z lw(ty) — w(tg—1)|] > c} —1, kad n — o,
k=1

> lw(ty) — w(ty-1)]? = o*(b—a) sk., kad n — oo,
k=1

Slabo stacionaran proces &; koji ima ocekivanje nula i konstantnu spektralnu
gustinu S(v) = Sy, v € R naziva se beli sum. Ako je & Gaussov proces, tada se
on naziva Gaussov beli sum. Naziv "beli Sum” potice iz radiotehnike, gde se ovakvi
procesi javljaju kao modeli Sumova pri radiopredaji informacija, s jedne strane, a
sa druge strane iz Cinjenice da je spektralna gustina nepromenljiva u vremenu, pa
sve ucestanosti spektra ovog procesa imaju isti intenzitet, kao kod spektra bele
svetlosti.

Za Gaussov beli sum vrednosti & i & su medjusobno nekorelirane ako je t # s,
¢ak i kada su t i s veoma bliske po vrednosti. Stavise, disperzija belog suma je
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ffooo Sodv = +00, a kod realno moguéih procesa ovaj uslov nije ispunjen. Zbog
toga se njegova korelaciona funkcija ”popravlja” kao K (7) = 27 Spd(7), gde je ()
Diracova delta-funkcija..
Proces wy,(t) = w, gde je {w(t),t > 0} jednodimenzionalno Brownovo
kretanje, je slabo stacionaran Gaussov proces sa srednjom vrednoséu 0 i disperzijom
1/|h|. Kad h — 0, ne postoji proces kome wy,(t) konvergira u raspodeli, pa w(t) nije
skoro izvesno diferencijabilan ni u jednoj tacki. Kako njegova korelaciona funkcija
Ky(7) = 1/|h|max{0,1 — |7|/|h|} — (7)) kad h — 0, proces wy(t) se u raspodeli
7priblizava” Gaussovom belom Sumu &;. Zbog toga se proces wy(t) naziva obojeni
$um, a Gaussov beli sSum interpretira kao izvod Brownovog kretanja wy tj. & = w(t).
lako Gaussov beli sSum ne moze biti fizicki fenomen, on se koristi kao pogodna
matematicka apstrakcija slucajnih uticaja, tj. Sumova, na realne procese.

1.3 Integral Itoa

Kako je proces Brownovog kretanja skoro izvesno neogranic¢ene varijacije i skoro
sve njegove trajektorije nemaju izvod ni u jednoj tacki, stohasticki integral po
Brawnovom kretanju se ne moze definisati na standardan nacin kao Riemann—
Stieltjesov ili Lebesgue—Stieltjesov integral. Medjutim, imajuci u vidu stohasticku
prirodu Brownovog kretanja, moguce je definisati stohasticki integral za Siroku klasu
stohastickih procesa.

Cetrdesetih godina proslog veka, nezavisno jedan od drugog i sa sliénim pristu-
pom, I. I. Gikhman®® [36, 37] i K. Ito! [51, 52, 53, 54, 55] su postavili teoriju sto-
hastickih diferencijalnih jednac¢ina, a u okviru nje i stohasticki integral po Browno-
vom kretanju. Vremenom se zadrzao opstiji pristup Itoa, po kome je stohasticki
integral po Brownovom kretanju nazvan stohasticki integral Itoa.

Godine 1939. mladi matematicar W. Doblin'? poslao je sa francuskog fronta
svoj poslednji rukopis o jednac¢inama Chapman— Kolmogorova Francuskoj akademiji
nauka. Kako je samo godinu dana kasnije Doblin izvrsio samoubistvo pod naletom
nemacke vojske, njegov zapecaceni rukopis [25] otvoren je tek 2000. godine. Ispo-
stavilo se posle otvaranja da je u rukopisu ” O jednac¢inama Kolmogorova” [25] razvio
racun koji se moze uporediti sa ra¢unom [54] do kojeg je kasnije dosao It0, ne znajudi
za rad [25] Doblina. Takodje, Doblin je ostavio traga i u proucavanju lanaca i
procesa Markova i skicama svojih ideja razvio matematicko okruzenje povoljno za
dalje istrazivanje stohastickih diferencijalnih jednacina. Francuski matematicar, P.
Lévy smatrao je da bi se teorija verovatnoca brze razvijala da je Doblin duze ziveo.

Danas, stohasticki racun Itoa ima veliki znacaj u nauci i ekonomiji, a posebno
u finansijskoj matematici. Na primer, Black—Scholesov model koji se koristi za
modeliranje cena opcija, upravo je zasnovan na ovom racunu.

O7osif Tlyich Gikhman, 1918-1985, ukrajinski matematicar

"Kiyoshi Ito, 1915-2008, japanski matemati¢ar

12\Wolfgang Doblin, u Francuskoj poznat kao Vincent Doeblin, 1915-1940, francusko nemacki
matematicar
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1.3.1 Konstrukcija i osobine integrala Itoa

Neka je (2, F, P) prostor verovatnoc¢a na kome su definisane sve slu¢ajne promen-
ljive i procesi koji ¢e biti razmatrani u nastavku.

Neka je w = {w(t), Ft,t > 0} m-dimenzionalni standardni proces Brownovog
kretanja adaptiran u odnosu na rastucéu familiju pod-o-algebri {F;,t > 0} o-algebre
F pri cemu je F; = o{w(s),s <t}, Fs C Fi, s < tiw(t)—w(s) nezavisno u odnosu
na Fy za svako s < t.

U daljem tekstu ée M?2([ty, T]; R>*™) oznacavati familiju stohastickih procesa

o ={p(t),t € [to, T]} za koje vazi:
1. ¢ je B® F-merljiv;

2. ¢ je adaptiran u odnosu na familiju {F;,¢ > 0};

3. llplPae = i) Ele(t)Pdt < oo.

Sa | - | je oznaena ranije pomenuta trag-norma matrice, tj.
|of* = ZZ |0i|* = tr(pg').
=1 j=1
Prostor (M?([te, T]; R>™), || - ||ae2) je Banachov i u tom prostoru se poistoveéuju

@ 1@ akoje [[¢ = @llae = 0.

U nastavku ¢e najpre biti definisan stohasticki integral stepenastog stohastickog
procesa iz familije M?([t, T]; R¥*™), a zatim ée definicija biti prosirena na ¢itavu
familiju M2 ([t, T]; R**™) metodom aproksimacije proizvoljnog procesa iz te fami-
lije nizom stepenastih procesa.

Definicija 1.3.1 Stohasticki proces p € M?([to, T]; R¥™) je stepenasti proces ako
postoji particija ty < t; < ... <t, =T, nezavisna od w, tako da je

o(t) = p(ty) s.i., tp <t<tp, k=0,1,...,n—1

Definicija 1.3.2 Neka je o € M?>([t, T]; R™*™) stepenasti stohasticki proces. Slu-
cajna promenljiva

i
L

I(p) = / pB)duw(t) = 3 ot wlten) — w(te))

0

e
Il

se naziwa stohasticki integral stepenastog procesa ¢ u odnosu na proces Brownovog
kretanja w, odnosno, integral Itoa.

U narednoj teoremi je predstavljen postupak konstruisanja integrala Itoa za
proizvoljno ¢ € M?([ty, T]; R¥*™) pomocu niza stepenastih procesa {®,,n € N}.

Teorema 1.3.1 Neka je w = {w(t), F,t > 0} m-dimenzionalno Brownovo kre-
tanje i o € M>([to, T); R>™). Tada:
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(i) Postoji niz stepenastih procesa {p,,n € N} tako da

T
e — @nll* ez = / Elo(t) — @u(t)|?dt — 0, n — oco.

to

(ii) Ako niz stepenastih procesa {¢on,n € N} aproksimira ¢ u smislu ||¢ — onl| 2
— 0, n — o0 i ako je integral I1(p,) definisan kao u Definiciji 1.5.2, tada niz
sluc¢ajnih promenljivih {1(py),n € N} konvergira u srednje kvadratnom smislu
kada n — oo.

(111) Ako su {pn,n € N} i{¢],n € N} dva niza stepenastih procesa koji aproksimi-
raju @, tada je
s.k. lim I(p,) = s.k. lim I(g)).

n—o0 n—oo

Na osnovu Teoreme 1.3.1 se definiSe visedimenzionalan intergal Itoéa I(y) kao
srednje kvadratni limes niza {p,,n € N}, tj.

I((p):/ o(t)dw(t) = s.k. lim/ on(t)dw(t).

to n—oo to

Kako je ¢ € M?([ty, T];R™™) onda kada je ¢;; € M>*([to, T);R),i = 1,d,j =
1,m, integral Itoa je d-dimenzionalan vektor

o | o) .o oim(t) dw (t)

Iwzéuwmwzé : au

war(t) .. ©am(t) dw,, (t)
gde je i-ta komponenta vektora I(y) suma jednodimenzionalnih integrala Itoa, tj.

o) =3 [ esduo, =T

U narednoj teoremi su date neke od najbitnijih osobina integrala Itoa.

Teorema 1.3.2 Neka je p, v € M?([to, T); R™>*™) i, B € R proizvoljne konstante.
Tada je:

1. I(y) Fr-merljivo;
2. El(p) =0;
3. Iap + pi) = al(p) + BI(¢);

4. E|lI(p)]? = ftf E|p(t)?dt (stohasticka integralna izometrija);

5. BI@IW)] = [, Elp(t)d(®)]dt.
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Integral Itoa se moze definisati pod slabijim uslovima od prethodno navedenih.
Naime, neka je £2([to, T]; R¥™) familija stohastickih procesa koji su B® F-merljivi
i adaptirani u odnosu na familiju {F;,t > 0}, za koju je

P {/tT o(t)[2dt < oo} ~1

Iz definicije familije £%([to, T]; R¥™) sledi da je ona $ira familija u odnosu na
M ([to, T]; RE>™).

Moze se dokazati da za svako ¢ € L2([tg, T]; R¥™) postoji niz {¢,,n € N} iz
familije M2 ([to, T]; R%*™) tako da se integral Itoa definise kao

I(p) = lim I(p,) u verovatnodi.
n—oo

U tom slucaju vaze samo osobine 1-3 Teoreme 1.3.2, a ne vaze 4 i 5. Medjutim, za
integral Itoa procesa ¢ € L2([tg, T]; R¥™) i proizvoljne pozitivne konstante N i e

- P{ /: go(t)dw(t)‘ > 5} <p {/tT o (8)[2dt > N} + g

1.3.2 Neodredjeni integral Itoa

Definicija 1.3.3 Neka je Ijspy,to < s <t <T indikator skupa [to,t]. Neodredjeni
integral Itoa procesa o € M?([to, T]; R>™) u odnosu na m-dimenzionalno Brownovo
kretanje w = {w(t), Fi,t > 0} je d-dimenzionalan stohasticki proces x = {x(t),t €
[to, T}, pri cemu je

T t
2(t) = / Toenyols)du(s) / os)dw(s), € [to, T].
to to
Osobine neodredjenog integrala Itoa su:
1. z(t) je Fi-adaptirano za svako ¢ € [to, T;
2. {x(t), Fi,t € [to, T]} ima separabilnu i merljivu modifikaciju;
3. z(ty) =0 s.i;
4. a(t) —a(s) = [T p(u)dw(u), s<t;
5. Ex(t) = 0;
t
6. Ela(t) = J| Elo(s) s
7. proces {z(t), Fi, t € [to, T|} je za @ € M?([to, T); R¥*™) kvadratno integrabilni

martingal sa kvadratnom varijacijom

ult) = / () Pdu;
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8. proces {x(t), Fi,t € [to, T} je skoro izvesno neprekidan;

9. ako je 7 vreme zaustavljanja u odnosu na {F;,t € [to,T]}, tada je za ¢ €
M2 ([to, T); R>™) zaustavljen proces

tAT

x(tAT) = / o(s)dw(s), t € [ty,T],
to

pri ¢emu je {x(t A1), Fy, t € [to, T]} martingal u odnosu na {F;,t € [to, T|} i

Ex(t A7) =0 (po Teoremi 1.1.5);

10. ako je v € M?([to, T];R>™) i ako su p i 7 dva vremena zaustavljanja takva
dajety < p<7<T) tada je

E(fw@w@ﬂza B

Analogno Definiciji 1.3.3, neodredjeni integral [to6a se moze definisati i pod slabi-
jim uslovima, tj. za stohasticke procese ¢ € L2([to, T]; R¥*™). U tom slu¢aju proces
x = {z(t), Fi, t € [to,T]} je merljiv i skoro izvesno neprekidan, ali u opstem slucaju
nije martingal. S druge strane, proces x je lokalni martingal u smislu Definicije
1.1.14, tj. {z(t A7), Fi,t € [to,T]} je martingal, pri ¢emu je {7,,n € N} niz
vremena zaustavljanja definisanih sa

t
7, = inf SPds>nb.
it { [ letopas = o}

Sledece tvrdjenje, poznato kao Burkholder-Davis-Gundy nejednakost, ima veliku
primenu u stohastickoj analizi. Dokaz ovog tvrdjenja se moze naéi u [13, 125], a
njena poboljsanja (Cy = 3) u [147, 153].

2

A%@m&)

=E/Www%M@.um

Teorema 1.3.3 Neka jew = {w(t), F,t > 0} m-dimenzionalno Brownovo kretange
i o € L2(R;R>™). Tada, 2a svako p > 0 postoje univerzalne konstante c, i C,,
koje zavise samo od p, tako da za svako t > 0 vaZi

t £ s D t g
o | [1etas| <& (s | [ oot ) <6, [ lepas)
0 0<s<t |JO 0
gde je
o= (/2 Cp= (32/1))%7 0<p<2
cp =1, C, =4, p=2;

P
2

o =(2p)"% Cp=(""/20 - 15 p>2
Dokaz naredne leme moze se naéi u [63].

Lema 1.3.1 Ako je a(t) ogranicena neprekidna funkcija definisana na [0, 00), tada

 bf{ [ el [wna}, ocuse
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1.3.3 Formula Itoa

U cilju efektivnog resavanja integrala Itoa koristri se tzv. formula Itoa. Ovu formulu
je prvi uveo K. It6 u radovima [54, 55], a uopstio je Meyer [131]. S obzirom da je
istu formulu izveo i Déblin u svom zapecacenom rukopisu [25], ova formula se u
njegovu cast sve ¢esce u literaturi naziva formula Ito—Doblina. Osim Sto se koristi
za odredjivanje vrednosti integrala Itoa, ona se primenjuje i u kvalitativnoj analizi
reSenja stohastickih diferencijalnih jednacina.

Bez gubljenja opstosti u nastavku se pretpostavlja da je to = 0.

Neka je w = {w(t), Fi,t > 0} m-dimenzionalno Brownovo kretanje i neka su
a € LYR;RY) ib e L2(R,y; R™) merljivi procesi, adaptirani u odnosu na familiju
{Fi,t > 0}, pri cemu je za svako T' > 0,

T T
/ la(t)|dt < o s.i., / b(t)]?dt < 0o s.i.
0 0

Definicija 1.3.4 Neka je a € LY(R;RY) i b € L2R,;R? x R™). Neprekidan i
adaptiran d-dimenzionalan stohasticki proces {x(t),t > 0} je proces Itoa ako je
oblika

t t
x(t) = z(0) +/ a(s)d8+/ b(s)dw(s). (1.4)
0 0
Takodje, proces {x(t),t > 0} ima stohasticki diferencijal dz(t) za t > 0, pri éemu je
dx(t) = a(t)dt + b(t)dw(t).

Prvi integral u izrazu (1.4) je Lebesgueov, dok je drugi integral Itoa. Kako su
oba integrala merljiva, F;-adaptirana i skoro izvesno neprekidna i proces [toa ima
iste osobine.

Neka C1?(R, x R% R) predstavlja familiju funkcija V (¢, z) sa neprekidnim iz-
vodima prvog i drugog reda po x i prvog reda po t. Pre nego izlozimo formulu Itoa
za visedimenzionalan slucaj, uvedimo sledec¢e oznake

(2

ot Ox,  Oxy
9%V 9%V
82‘/ a901‘3271 T 0z 0xyg
Li0Tj /) gxd 92V 2V
Oxgdry °°°  Oxglxry

Teorema 1.3.4 (ViSsedimenzionalna formula Itéa) Neka je {z(t),t > 0} d-
dimenzionalan proces Itoa sa stohastickim diferencijalom dxz(t) = a(t)dt + b(t)dw(t)
i neka je Ve CY2(R, x R4 R). Tada je {V (L, z(t)),t > 0} takodje proces Itoa koji
ima stohasticki diferencijal
dv(t, z(t))
1
= [Vt a0)+ Valt,a0) alt) + tr(6" (1) Vil (1) b(0)] dt
+Va(t, z(t)) b(t) dw(t), t>0. (1.5)
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Izraz (1.5) je poznat kao formula Itoa za stohasticko diferencirange.

Analogno se definise formula Itoa za jednodimenzionalan slucaj:

Teorema 1.3.5 (Formula Itoa) Neka je {x(t),t > 0} jednodimenzionalan proces
Itoa sa stohastickim diferencijalom dx(t) = a(t)dt + b(t)dw(t) i f : Ry x R - R
neslucagna funkcija sa neprekidnim parcijalnim izvodima fl(t,x), fL(t,x), f2 (t, ).
Tada je {f(t,z(t)),t > 0} takodje proces Itoa koji ima stohasticki diferencijal

df(t,z(t)) = fl(t,z(t))dt + fL(t, 2(t))dx(t) + %f;’z(t, z(t))b*(t)dt, t>0. (1.6)

1.4 Stohasticke diferencijalne jednacine

Stohastickim diferencijalnim jednacinama se modeliraju promene stanja realnih si-
stema pod uticajem slucajnih faktora, na primer, cene finansijskih instrumenata
na finansijskim trzistima, obim fizickih sistema podvrgnutih slu¢ajnim uticajima
iz okoline (rast populacije). Ovi modeli sadrze "beli sum” £(t) koji se predstavlja
formalnim (generalisanim) izvodom Brownovog kretanja, tj. () = w(t).

Ako je promena stanja sistema modelirana diferencijalnom jednac¢inom

#(t) = f(t,x(t)) + gt x() &), te[0,T], x(0) =,

ona se moze predstaviti u obliku stohasticke diferencijalne jednacine Itoa nepozna-
tog d-dimenzionalnog procesa x={x(t),t € [0,T]},

de(t) = f(t,x(t)) dt + g(t, z(t)) dw(t), te€[0,T], z(0)=xo, (1.7)

pri ¢emu je w = {w(t),t € [0,7]} m-dimenzionalno Brownovo kretanje, pocetni
uslov z( je d-dimenzionalna slucajna promenljiva koja je stohasticki nezavisna u
odnosu na w, a f : [0,7] x R — R g : [0,T] x R — R? x R™ su neslucajne
Borelove funkcije.

S obzirom na Definiciju 1.3.4 stohastickog diferencijala, jednacina (1.7) ima ekvi-
valentan integralni oblik

x(t) = xg +/O f(s,z(s))ds+ g(s,z(s))dw(s), te[0,T]. (1.8)

Funkcije f(t,z) i g(t,z) predstavljaju koeficijente jednacine (1.7), pri ¢emu se
funkcija f(t,z) naziva koeficijent prenosa, a funkcija g(t,x) koeficijent difuzije ili
rasipanja.

Nadalje ¢e se podrazumevati da je F; = o{xo,w(s),0 < s < t}. Tada je w(t)
Fi-merljivo za svako t > 0, w(t) — w(s) ne zavisi od Fy za svako t > s iz je
Fo-merljivo.

Definicija 1.4.1 Merljiv stohasticki proces x = {z(t),t € [0,T]} je strogo resenje
jednacine (1.7) ako zadovoljava sledece uslove:
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1. x(t) je Fi-adaptiran proces za svako t € [0,T];

2. [ 1f(t )| dt < oo, s, [ |g(t,z(t))]>dt < oo, s..;
3. x(0) = zg s.i.;

4. jednacina (1.8) je zadovoljena s.i. za svako t € [0,T].

Na osnovu osobina 11 2 Definicije 1.4.1 sledi da su i Lebesgueov i [tov integral na
desnoj strani jednakosti (1.8) dobro definisani i skoro izvesno neprekidni, zbog ¢ega
je i x skoro izvesno neprekidan proces. Oba integrala su jedinstvena do stohasticke
ekvivalentnosti. U tom slucaju, u skladu sa Teoremom 1.1.1, uvek se pretpostavlja
da se radi sa merljivom, separabilnom i skoro izvesno neprekidnom modifikacijom
strogog resenja.

Definicija 1.4.2 Jednacina (1.7) ima jedinstveno strogo resenje ako za svaka dva
stroga resenja x i T vazi

P{z(t) =z(t),t € [0,T]} = 1.

U sledecoj teoremi su dati dovoljni uslovi za egzistenciju i jedinstvenost strogog
reSenja jednacine (1.7). Zbog jednostavnosti, nadalje ¢e se umesto termina strogo
reSenje koristiti samo termin resenje.

Teorema 1.4.1 Neka je w m-dimenzionalano Brownovo kretanje i xo slucajna pro-
menljiva, nezavisna od w, za koju je E|rg|*> < oo. Neka su f : [0,T] x R? —
R?, g :[0,T] x R — R? x R™ Borelove funkcije koje zadovoljavaju globalni Lip-
schitzov uslov i uslov linearnog rasta, tj. postoji konstanta L > 0 tako da za svako
(t,x), (t,y) € [0,T] x R? vazi

|f(t, ) = f(t,y)| + |g(t,x) — g(t,y)| < L]z -y,
|f(t,2)]? + |g(t, )P < L2(1 4 |z]?) (1.9)

Tada postoji jedinstveno skoro izvesno neprekidno reSenje jednacine (1.7) sa 0sobi-
nom Esup,coq |2(t)|* < oo. Pored toga, ako je ElxgP < oo za p > 2, tada je
Esupepo |2(t)|P < oc.

Jednacina (1.7) je Cesto definisana na celoj vremenskoj osi, tj. za t € [0, 00).
Ukoliko Teorema 1.4.1 vazi na svakom kona¢nom podintervalu [0, 7] C [0, c0), tada
jednacina (1.7) ima jedinstveno resenje x(t) na celom intervalu [0, c0) i takvo resenje
naziva se globalno resenje.

Iz formulacije Lipschitzovog uslova mozemo zakljuciti da se pri promeni velic¢ine
x koeficijenti f(t,z) i g(t, ) ne menjaju brze nego linearna funkcija od z. To znadci
da su koeficijenti f(¢,x) i g(t, z) neprekidni po x za svako t € [0, T]. Zato, Teorema
1.4.1 daje samo dovoljne uslove egzistencije i jedinstvenosti resenja jednacine (1.7),
jer u slucaju prekidnih funkcija f(¢,z) i g(¢,z) resenje ove jednacine ne mora biti
skoro izvesno neprekidno. Odavde zakljucujemo da je Lipschitzov uslov isuvise
restriktivan. Egzistencija i jedinstvenost resenja jednacine (1.7) se mogu dokazati
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pod slabijim tzv. [lokalnim Lipschitzovim uslovom koji proSiruje klasu dopustivih
funkcija za f i g neprekidno diferencijabilnim funkcijama. S druge strane, kako
mnoge funkcije (npr. —|x|?z) ne zadovoljavaju uslov linearnog rasta, on moze biti
oslabljen tzv. uslovom monotonosti.

Naredna teorema predstavlja uopstenje Teoreme 1.4.1 o egzistenciji i jedin-
stvenosti globalnog resenja pod oslabljenim uslovima.

Teorema 1.4.2 Neka je w m-dimenzionalano Brownovo kretanje i xy slucajna pro-
menljiva, nezavisna od w, za koju je E|rg|> < co. Neka su f : [0,T] x R — R?,
g:[0,T] x R* — RY x R™ Borelove funkcije koje zadovoljavaju lokalni Lipschitzov
uslov © uslov monotonosti, tj. za svaki realan broj T' > 0 4 prirodan broj n > 1
postoje pozitivne konstante Lr,, i Ly tako da za svako (t,z),(t,y) € [0,T] x RY,
lz| V y| < n vazi

£(t.2) = F(t ) + 1ot ) — 9(4,)| < Lrale — gl
S f(t,2) + lo(t,2) < Le(1 1), (1.10)

Tada postoji jedinstveno globalno resenje {x(t),t € [0,T]|} jednacine (1.7) tako da
je Esupep ) 2(t)[* < oc.

Teorema 1.4.2 vazi i ukoliko se uslov monotonosti (1.10) zameni uslovom linear-
nog rasta (1.9).
Ako se za koeficijente f i g jednacine (1.7) uvede dodatna pretpostavka da je

f(t,0) =0 s.i. i g(t,0) =0 si., t €[0,7],

jednacina (1.7) ima reSenje z(t) = 0 koje odgovara poc¢etnom uslovu z(0) = 0. Ovo
reSenje se naziva trivijalnim reSenjem ili poloZajem ravnotezZe jednacine (1.7).

1.4.1 Stabilnost stohastickih diferencijalnih jednacina

Teorija stohasticke stabilnosti ili stabilnosti (reSenja) stohastickih diferencijalnih
jednacina pocela je da se razvija Sezdesetih godina proslog veka. Njeni osnovni
principi preuzeti su iz teorije stabilnosti obi¢nih diferencijalnih jednacina kojima se
opisuju dinamicki sistemi. Kako je mali broj obi¢nih diferencijalnih jednacina efekti-
vno resiv, mogucénost predvidjanja ponasanja resenja u beskona¢nom vremenskom
intervalu postala je predmet interesovanja mnogih naucnika. Razvoj kvalitativne i
kvantitativne analize resenja obicnih diferencijalnih jednacina nasao je veliku pri-
menu u mnogim oblastima nauke i tehnike.

Da bi se razumele osnovne ideje teorije stohasticke stabilnosti, ovde ¢e biti
izlozen mali osvrt na stabilnost diferencijalnih jednacina.

Stabilnost obic¢nih diferencijalnih jednacina

Ruski matematicar Aleksandr M. Lyapunov'® je 1892. godine u svojoj doktorskoj
disertaciji [110] prvi izneo koncept stabilnosti dinamickih sistema koji se opisuju

13 Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, 1857-1918, ruski matematicar i fizicar
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obi¢nim diferencijalnim jednaCinama. On je razmatrao modifikacije nelinearnog
sistema da bi se on stabilizovao u blizini polozaja ravnoteze, bez nalazenja ta¢nog
reSenja sistema. Njegov rad, prvobitno objavljen na ruskom, a kasnije preveden
i na francuski jezik, nije privukao veliku paznju nauc¢nika, a ni javnosti. Naglo
interesovanje poc¢inje za vreme hladnog rata (1953-1962), kada tzv. druga metoda
Lyapunova nalazi veliku primenu u kontroli sistema navodjenja aviona. Pocev od
tada, teorija stabilnosti dinamickih sistema se naglo razvija . Mnogi nauc¢nici, medju
kojima treba istaé¢i Letova [95], Kalmana [65], LaSallea [93], Parksa [141] i Hahna
[41], nastavili su istrazivanja u ovoj oblasti. Zbog aktuelnosti i velike primenljivosti,
teorija stabilnosti je i danas predmet istrazivanja velikog broja nauc¢nika.

Pojednostavljen opis koncepta stabilnosti je u tome da je sistem stabilan ako
sva resenja dinamickog sistema koja su u poc¢etnom trenutku bila u blizini polozaja
ravnoteze, ostaju u njegovoj blizini duz cele vremenske ose. Stabilnost sistema znaci
neosetljivost sistema na male promene pocetnih uslova. Za detalje pogledati Hahn
[41], Lakshmikantham [90], Jankovié [56].

Razmotrimo d-dimenzionalnu obi¢nu diferencijalnu jednacinu

i(t) = f(t,z(t)), te€[0,00), z(0)=x0€ R (1.11)

Neka postoji jedinstveno resenje jednacine (1.11) definisano na [0,00) i neka je
f(0,t) = 0 za svako t € [0,00), tj. jednacina (1.11) ima trivijalno resenje x(t) =
0. Moze se primetiti da se ispitivanje stabilnosti bilo kog resenja diferencijalne
jednacine (1.11) uvek moze svesti na ispitivanje stabilnosti trivijalnog resenja.

Definicija 1.4.3 Trivijalno resenje jednacine (1.11) je stabilno ako za svako e > 0
postoji § = d(e,0) > 0 tako da je

|z(t;0,20)| <€, t>0

kad god je |xo| < 6. Inace, resenje je nestabilno. Trivijalno resenje je asimptotski
stabilno ako je stabilno i ako postoji 69 = do(0) > 0 tako da je

lim z(t;0,29) =0

t—o00

kad god je |xo| < dg.

Na osnovu ove definicije moze se zakljuciti da bi ispitivanje stabilnosti resenja
bilo relativno jednostavno ako bi jednacina bila resiva. Medjutim, to uglavnom
nije slucaj. Ogroman doprinos Lyapunova teoriji stabilnosti je u tome Sto je on
1892. godine razvio metodu koja ne zahteva poznavanje tacnog reSenja sistema. Ta
metoda je poznata kao direktna (ili druga) metoda Lyapunova.

Neka je K familija neprekidnih neopadajucih funkcija p: Ry — Ry , p(0) =0,
wu(r) >0, zar > 0. Za funkciju V : R, x R? — R, kazemo da je pozitivno-definitna
(u smislu Lyapunova) ako je V(0,¢) = 0 i ako postoji u € K tako da je

V(t,z) > pllz]), (t,x) € Ry x R
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Sa CV1([0,00) x R4 R,) oznacimo familiju neprekidnih funkcija V (¢, z) koje su
jednom neprekidno diferencijabilne po x i po ¢t. Ako je z(t) reSenje jednacine (1.11),
definisimo funkciju v(t) := V (¢, z(t)). Tada je

B(8) = Vi(t, 2(0)) + Vi (t, 2(0) (1, 2(2)).

Ako je v(t) < 0, onda je v(t) nerastu¢a. S obzirom da je V(¢,z(t)) pozitivno-
definitna funkcija, "rastojanje” resenja x(t) od polozaja ravnoteze, "mereno” funkei-
jom V(t,z(t)), takodje ne raste. Ako je v(t) < 0, tada v(t) opada ka 0, tj. v(t) L 0
kad t — oo, pa u tom slucaju i z(t) | 0 kad t — oco. Ova ideja dovodi do sledeée
teoreme poznate kao teorema Lyapunova.

Teorema 1.4.3 Pretpostavimo da postoji pozitivno-definitna funkcija V (t,x) € C1!
([0,00) x R%: R, tako da je

V(t,x)=Vilt, 2(t)+Va(t, 2(t) f(t,2(t) <0
za svako (t,z) € [0,00) x R, Tada je trivijalno resenge jednacine (1.11) stabilno.

Funkcija V (¢, ) koja zadovoljava uslove prethodne teoreme, naziva se funkcija
Lyapunova.

Stohasti¢ka stabilnost

Americki naucnik R.S. Bucy'® je u radu [12] iz 1965. godine primenio metodu
Lyapunova za ispitivanje stabilnosti resenja nelinearnih diferencnih jednacina koje
sadrze slucajnu komponentu. Pretpostavivsi da funkcija Lyapunova mora biti nene-
gativan supermartingal i koriste¢i teoremu o konvergenciji martingala, on je postavio
dovoljne uslove kako za stabilnost u verovatnoci, tako i za stabilnost momenta
reSenja sistema. UopStenje njegovih rezultata na stohasticke diferencijalne jednacine
ubrzo je napravio Kushner'® u radu [89]. Khasminskii'®[72] 1967. godine razmatra
dovoljne uslove za skoro izvesnu stabilnost resenja linearnih stohastickih diferen-
cijalnih jednac¢ina. S ozirom da su rezultati teorije stohasticke stabilnosti polovi-
nom proslog veka naisli na veliku primenu u mehanici, tehnici, biologiji, medicini i
drugim oblastima nauke i tehnike, mnogi nauc¢nici su bili motivisani da se bave prob-
lemom stabilnosti razli¢itih vrsta stohastickih diferencijalnih jednacina, na primer,
Khasminskii [48, 73, 74], Coleman [21], Zabczyk [182], Ichikawa [50], Curtain [22],
Mohammed [134], Mao [111, 125] , Shaikhet [154, 157, 158] i drugi.

Postoje razlicite definicije stabilnosti stohastickih diferencijalnih jednacina, pri
cemu se izdvajaju tri osnovna tipa: stabilnost u verovatnoéi (stohasticka stabil-
nost), skoro izvesna eksponencijalna stabilnost i eksponencijalna stabilnost mome-
nata resenja. Kao i u deterministickom slucaju, neka je C*2([0, 0o) x R%; R, ) familija
nenegativnih funkcija V (¢, z) koje su jednom neprekidno diferencijabilne po ¢ i dva
puta po z. Diferencijalni operator L, pridruzen jednacini (1.7), definise se na slededi
nacin,

14Richard Snowden Bucy, 1935 , americki fizicar i matematicar
15Harold Joseph Kushner, 1933 , ameri¢ki matematicar
16Rafail Zalmanovich Khasminskii, 1931— , ruski matematicar
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0 d 0 1 d o2
_ 0 o0 1 .
L_at+ZZl filt: )5+ > [t w)g(t,2)], o (1.12)

ij=1

Jasno je da za V € CY%([0,00) x R R,) vazi
1
LV (t,z)=Vi(t, x)+V,(t, :p)f(t,x)+§tr [g" (t, ) Vi (t, 2)g(t, 2)] .

U nastavku su navedene defnicije i teoreme za svaki tip stabilnosti. Za detalje
pogledati [45, 73, 75, 90, 125, 134, 154].

Stabilnost u verovatnocdi

Stabilnost u verovatnodi (stohasticka stabilnost) predstavlja prirodno uopstenje sta-
bilnosti resenja u deterministickom slucaju, sto se vidi iz sledece definicije.

Definicija 1.4.4 Trivijalno reSenje jednacine (1.7) je stohasticki stabilno ili sta-
bilno u verovatnoci ako za svako € € (0,1) i r > 0, postoji 6 = d(e,r,0) > 0 tako da

je
P {sup |z(t;0,20)| < r} >1—c¢

>0

kad god je |xo| < d. Inace, resenje je stohasticki nestabilno.

Definicija 1.4.5 Trivijalno resenje jednacine (1.7) je stohasticki asimptotski sta-
bilno ako je stohasticki stabilno i ako za svako ¢ € (0,1), postoji § = §(¢,0) > 0
tako da je

P{lim z(t; 0, o) :0} >1—c¢

t—o00

kad god je |xo| < 0.

Naredna teorema predstavlja uopstenje Teoreme Lyapunova 1.4.3 na stohasticki
slucaj.

Teorema 1.4.4 Pretpostavimo da postoji pozitivno-definitna funkcija V (t,x) € C12
([0,00) x R%: R, tako da je
LV(t,z) <0

za svako (t,x) € [0,00) x R?, tada je trivijalno resenje jednacine (1.7) stohasticki
stabilno.

Funkcija V (¢, x) iz prethodne teoreme se naziva stohasticka funkcija Lyapunova.
Osnovni problem ispitivanja stohasticke stabilnosti predstavlja kako naé¢i odgo-
varajucu funkciju Lyapunova . U tu svrhu postoje mnogobrojne tehnike. Na primer,
za V (t, ) se moze uzeti z7 Qx, gde je Q kvadratna matrica, ili [z[P, p > 0, $to zavisi
od samih koeficijenata jednacine. O ovome Ce vise biti reci u narednim poglavljima.
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Skoro izvesna eksponencijalna stabilnost

Definicija 1.4.6 Trivijalno resenje jednacine (1.7) je skoro izvesno eksponenci-
jalno stabilno ako je
1 t; 0
limsup—og‘x(’ o))

t—o00 t

<0 s.i. (1.13)

za svako xy € RY.

Leva strana relacije (1.13) se naziva eksponent Lyapunova trajektorije reSenja.
Ocigledno, trivijalno resenje sistema je skoro izvesno eksponencijalno stabilno ako
i samo ako je eksponent Lyapunova negativan. Iz definicije sledi da skoro izvesna
eksponencijalna stabilnost znaci da skoro sve trajektorije resenja eksponencijalno
brzo teze ka trivijalnom resenju kad ¢ — oo.

Sledeca teorema daje uslove skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti resenja
jednacine (1.7) u terminima funkcije Lyapunova.

Teorema 1.4.5 (Mao, [125]) Neka postoji pozitivno-definitna funkcija V(t,z) €
C2([0,00) x R%:Ry) i konstante p,c; > 0, ca € R i c3 > 0 tako da je za svako
x#0it>0:

(1) cilz[” <V (E,x);
(i) LV (t,z) < oV (t, xz);
(iii) |V (t,2)g(t, z)|* > c3V2(t, ).

Tada je

log |z(¢; 0, z)]| < G~ 2c9 iy

lim su

za svako g € R, Ako je c3 > 2cy, trivijalno resenje sistema (1.7) je skoro izvesno
eksponencijalno stabilno.

Eksponencijalna stabilnost momenta resenja

Razmotrimo eksponencijalnu stabilnost momenta reda p, p > 0, ili krace eksponen-
cijalnu LP-stabilnost reSenja. Neka je LP(2;R?) familija stohastickih promenljivih
v € R ElzfP < cc.

Definicija 1.4.7 Trivijalno reSenje jednacine (1.7) je eksponencijalno LP-stabilno
ako postoje pozitivne konstante \ © C' tako da je

E|z(t;0,20)|P < C ElzglPe™™, t>0 (1.14)

za svako xo € LP(;RY). Ako je p = 2, trivijalno resenje je srednje kvadratno
eksponencijalno stabilno.



22 Glava 1 Uvodni pojmovi i rezultati teorije SD.J

Relacija (1.14) moze se ekvivalentno zapisati na sledeéi nacin,

log E|x(t; p

t—o0 t

—\. (1.15)

Leva strana relacije (1.15) se naziva eksponent Lyapunova momenta reda p.
Ocigledno, eksponent Lyapunova momenta reda p je negativan i nije ve¢i od —A.
Eksponencijalna LP-stabilnost podrazumeva da se moment resenja reda p priblizava
trivijalnom reSenju eksponencijalno brzo kad ¢ — oo.

Teorema 1.4.6 (Mao, [125]) Neka postoji pozitivno-definitna funkcija V(t,z) €
C12([0, 00) x R4 R, ) i pozitivne konstante ¢y, ca, c3, tako da za svako (t,z) € [0, 00)x
R? vazi:

(i) el < V(t,2) < colaf
(i) LV (t,z) < —c3V(t, z).

Tada je
Ela(t;0,20)P < 2 |aolP e, >0
Co

za svako xy € RE, #j. trivijalno resenje je eksponencijalno LP-stabilno. Stavige,
eksponent Lyapunova momenta reda p nije veci od —cs.

U opstem slucaju eksponencijalna LP-stabilnost i skoro izvesna stabilnost ne
impliciraju jedna drugu i za to su potrebni dodatni uslovi koji su predstavljeni u
slede¢oj teoremi.

Teorema 1.4.7 (Mao, [125]) Neka postoji pozitivna konstanta K tako da za svako
(t,z) € [0,00) x R? vazi

e f(t @)V g(t,2)* < Klaf*.

Tada, ako je trivijalno resenje jednacine (1.7) eksponencijalno LP-stabilno, onda je
1 skoro 1zvesno eksponencijalno stabilno.

1.5 Stohasticke funkcionalne diferencijalne
jednacine

Cesto se u primenama, radi jednostavnijeg matematickog modeliranja, pretpostavlja
da sistem koji se razmatra ne zavisi od proslog stanja sistema. Medjutim, da
bi se razmatrani sistem Sto realnije opisao, neophodno je uzeti u obzir i proslost
sistema. Stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine (SFDJ) predstavljaju
matematicku formulaciju takvih sistema. Predmet proucavanja u ovoj oblasti su
najcesée egzistencija, jedinstvenost i stabilnost, kao i kvalitativna i kvantitativna
svojstva resenja. Osnove ove teorije postavili su Mohamed [134], Mao [125], Kol-
manovskii [77] i drugi.
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Kao i ranije, neka su sve slucajne promenljive i procesi definisani na prostoru
verovatnoca (2, F, {F:}i>0, P) sa filtracijom {F;};>¢ koja zadovoljava uobicajene
uslove (tj., rastuca je, neprekidna sa desna i Fy sadrzi sve dogadjaje verovatnoce
nula).

Za fiksirano 7 > 0, neka je C([—7,0];R?) familija neprekidnih funkcija ¢ :
[—7,0] = RY, sa supremum-normom ||¢|| = sup_. 4 |¢(8)]. Pritom je (C([—,0];
R%), || - ||) Banachov prostor. Familiju svih ograni¢enih Fy-merljivih slucajnih
promenljivih iz C([—7,0];R?) oznac¢imo sa C% ([-7,0;RY). Zap > 0it > 0,
neka je LP(€2, Fo, C([—,0], R?)) familija svih Fyo-merljivih slucajnih promenljivih iz
C([=7,0;; R?), ¢ = {p(0) : —1 < t < 0} tako da je E||p||P < co.

U ovom poglavlju se razmatra SFDJ oblika

de(t) = f(t,x) dt + g(t,x) dw(t), te[0,T], (1.16)
zo =&,
pri ¢emu su funkcionali
f:00,7) x C([=7,0;RY) = R4, ¢:1[0,7] x C([~7,0);R?) — R>™

Borel merljivi, x(t) je d-dimenzionalan proces i z; = {z(t + 0),0 € [—-7,0]} je
stohasticki proces iz familije C'([—7,0];R?) koji se interpretira kao proglost datog
stanja. Zbog zavisnosti od proslosti, pocetni uslov se mora zadati na ¢itavom inter-
valu [—7,0], tj.
To=§ = {5(0)79 < [_T> 0]}7
pri éemu je & Fy-merljiva slucajna promenljiva iz familije C([—7,0]; RY), za koju
vazi B|[¢]|* < .
Definicija 1.5.1 Za d-dimenzionalan stohasticki proces {z(t),t € [—7,T|} se kaZe
da je resenje jednacine (1.16) ako je skoro izvesno neprekidan, {x;,t € [0,T]} je
Fi-adaptiran, f0T|f(t,xt)|dt < 00 S.1., fOT lg(t,x) P dt < oo s.i., g = £ s.4. i za
svako t € [0, T] integralni oblik jednacine (1.16) je skoro izvesno zadovoljen.
Definicija 1.5.2 Resenje {x(t),t € [—7,T]} je jedinstveno ako je bilo koje drugo
resenje {Z(t),t € [—7,T]} stohasticki ekvivalentno tom resenju, tj. ako je
P{z(t) =z(t),t € [-7,T]} = 1.

Sledeéi fundamentalan rezultat u teoriji stohastickih funkcionalnih diferencijal-

nih jednacina se moze naéi u, npr. [125].

Teorema 1.5.1 (Mao, [125]) Ako za funkcionale f i g vaZe uniformni Lipschitzov
uslov i uslov linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0, tako da je

[F(t,0) = FEOV 19t ) = g(t, 9)] < Kl = 9],
[F(E )V 1g(t @) < K(1+ |loll)
za svako t € [0,T) i p,¢ € C([-7,0];RY), tada postoji jedinstveno, skoro izvesno
neprekidno reSenje x(t) jednacine (1.16). Stavise, ako je E||&||P < o0 za p > 2,
tada je Esup_ ;o |2(t)[P < oo.
Ako je f(t,0) = 01 g(t,0) = 0, jednacina (1.16) ima resenje x(t) = 0 koje

odgovara pocetnom uslovu zy = 0. Ovo resenje se naziva trivijalno resenje jednacine
(1.16).
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1.5.1 Stabilnost stohastickih funkcionalnih diferencijalnih
jednacina
U nastavku su navedene definicije i teoreme teorije stabilnosti stohastickih fun-
kcionalnih diferencijalnih jednacina, koje se mogu naéi u, na primer, [77].
Analogno definicijama iz Poglavlja 1.4.1, definiSu se tri osnovna tipa stabilnosti
za stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine.

Definicija 1.5.3 Trivijalno resenje jednacine (1.16) je stohasticki stabilno ako za
svako € € (0,1) i r > 0 postoji 6 = d(e,r,0) > 0, tako da je

P{lz(t;€)| > r,t >0} <e¢,
za svaki pocetni uslov & € C4 ([—7,0; R?) za koji je P{||¢]| < 6} = 1.

Definicija 1.5.4 Trivijalno resenje jednacine (1.16) je skoro izvesno eksponenci-
jalno stabilno ako je
log | (t; &)

<0 s.i. (1.17)

lim sup
t—o00

za svako & € CY% ([—7,0]; RY).

Definicija 1.5.5 Trivijalno resenje jednacine (1.16) je eksponencijalno LP-stabilno
ako postoje pozitivne konstante \ © C tako da je

Ela(t: ) < CE|l[Pe™, t>0. (118)

Neka je V : [0,00) x R — R, funkcional oblika V (t,¢) := V(t,(0),p(0)),
—7 <60 <0. Za ¢ = x; definisimo funkciju

Vo(t,x) =V (t, ) = V(t,z,) = V(t,z,z(t+80)), —7 <0 <0,

gde je x = ¢(0) = z(t).

Neka je CH2([0,00) x R% R, ) familija funkcionala V (¢, ¢) tako da su za skoro
svako t > 0 neprekidni prvi i drugi izvod po z od V,(¢,z), dok je prvi izvod po t
neprekidan. Primenom operatora L (1.12) pridruzenog jednacini (1.16), dobija se

oV, (t,x oV, (t,x) 1 O*V,(t,x

LV(t,mt):%—l—fT(t,xt)%ﬁLitr gT(t,:vt)%g(t,mt)

Prirodno je uopstiti metod Lyapunova predstavljen u Poglavlju 1.4.1 na ovaj tip
stohastickih jednacina. Kao rezultat toga dobijene su sledece teoreme koje se mogu
naéi u [77, 158].

Teorema 1.5.2 (Shaikhet, [158]) Neka postoji funkcional V (¢, p) € CH2([0, 00) x
R%R,) i konstante ¢, co > 0, p > 2 tako da vazi

V(t,.ﬁEt) 2 Cl’x<t)’pa V(ng) S CQH§Hp7

LV(t,z,) <0, t>0,

za svako x(t) € R i pocetni uslov &, P{||€]| < 6} =1, gde je § > 0 dovoljno mali
broj. Tada je trivijalno resenje jednacine (1.16) stohasticki stabilno.
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Teorema 1.5.3 (Shaikhet, [158]) Neka postoji funkcional V (t,p) € C*1(]0, )
x REGRY) i konstante p > 0 i A > 0 tako da vaZi

EV(t,z) > e Elz(t)P, t >0,  EV(0,€) < B¢,

ELV (t,x,) <0, t>0.

Tada je trivijalno resenge jednacine (1.16) eksponencijalno LP-stabilno.

Osnovni problem u ispitivanju stabilnosti jednacine (1.7) bio je kako pronaéi
odgovarajucu stohasticku funkciju Lyapunova. U ovom slucaju, problem se dodatno
komplikuje jer je potrebno pronaci odgovarajuci funkcional koji ¢e zadovoljiti uslove
prethodne teoreme, a koji se naziva funkcional Lyapunova.

Metoda Razumikhina

Postoji brojna literatura na temu konstrukcije funkcionala Lyapunova, a posebno
se isticu Shaikhet!” [155, 156, 158] i Kolmanovskii'® [75, 77, 80, 81] svojim knjigama
i radovima. Cinjenica je da, bez obzira na brojne tehnike i metode, konstrukcija
funkcionala nije laka ni pogodna u prakti¢nim primerima. Metoda Razumikhina u
nekim slucajevima omogucava prevazilazenje ovih poteskoca.

Zbog lakseg razumevanja ove metode, izlozen je kratak osvrt na stabilnost
funkcionalnih diferencijalnih jednacina, gde se i nalaze poceci primene ove tehnike
(za vise detalja pogledati [40, 43, 79]).

Metoda Razumikhina u deterministickom slucaju

Osnovne poteskoée u primeni direktne metode Lyapunova u diferencijalnim jed-
nac¢inama sa pomerenim argumentima formulisao je L.E. Elsgolts'® [31] 1954. go-
dine. Glavni problem je odrediti znak diferencijala Lyapunova koji predstavlja
funkciju od 2n promenljivih (funkcionala) ukoliko je razmatrana jednac¢ina reda n.
Ubrzo je resenje ovih poteskoéa dao B.S. Razumikhin® [149, 150]. On je razma-
trao stabilnost diferencijalnih jednacina u terminima funkcije Lyapunova koju je
lakse konstruisati nego funkcionale. Otuda se ova metoda naziva metoda Lyapunov-
Razumikhina. Njegov rad su kasnije prosirili Driver [27] i Forumochi [33] na funkcio-
nalne diferencijalne jednacine, a Kato [67] na diferencijalne jednacine sa beskonac¢nim
kasnjenjem.

Nasuprot tome, 1956. godine, N.N. Krasovskii** u svojim radovima [84, 85,
86] uopstava direktnu metodu Lyapunova razmatrajudi diferencijalne jednacine sa
pomerenim argumentima. Odgovarajuca funkcija Lyapunova zapravo je funkcional
V(x;) koji "meri” odstupanje z; od trivijalnog resenja. Krasovskii daje dovoljne
uslove za asimptotsku stabilnost u slucaju kada je V(z;) negativno-semidefinitna
matrica. LaSalle?? [92] je 1960. godine uopstio ovu metodu pa se ona ¢esto naziva

1"Leonid Shaikhet, 1948~ , ukrajinski matematicar

18V]adimir Borisovich Kolmanovskii, 1942— , ruski matematicar

9Lev Ernestovich Elsgolts, 1909-1967, ruski matematicar

20Boris Sergeevich Razumikhin, 1918-1988, ruski fizicar i matematicar
21Nikolai Nikolaevich Krsovskii, 1924-2012, ruski matematicar

22 Joseph Pierre La Salle, 1916-1983, americki matematicar
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Krasovskii-LaSalle ili Lyapunov-Krasovskii metoda. Teoreme ovog tipa imaju vaznu
ulogu u teorijskom ispitivanju, ali se u praksi cesto tesko primenjuju zbog veoma
komplikovane konstrukcije funkcionala Lyapunova, iako su u medjuvremenu razvi-
jene brojne tehnike za ovu konstrukciju (pogledati, na primer [32, 45]).

Kako bi osnovna ideja Razumikhina bila objasnjena, razmatra se sledeca dife-
rencijalna jednacina sa pomerenim argumentom

z(t) = f(z(t),z(t — h)), h=const.>0, t>0, (1.19)

gde je x(t) resenje ove diferencijalne jednacine sa vrednostima u R", a funkcija
f(z,y) je neprekidno diferencijabilna i ima 2n skalarnih argumenata. Neka za za-
dati pocetni uslov zy(t), ¢ € [—h,0] postoji jedinstveno resenje jednacine (1.19).
Bez gubljenja opstosti, pretpostavlja se da je f(0,0) = 0, kako bi jednacina imala
trivijalno resenje z(t) =0 .

Neka je funkcija V(z) definisana i neprekidno diferencijabilna u nekoj okolini
G C R trivijalnog resenja takva da je V(0) = 0, V(z) > 0 za svako = € G \ {0}.
Izvod funkcije V' u odnosu na sistem (1.19) je oblika

dV(z(t)  « . :
= = 22:1: Ve (2)i; = (gradV (), 1)

gde je gradV(x) = (Vy,(x),...,V,, ()i (-, -) je skalarni proizvod vektora.

L.E. Elsgolts [31], razmatrajuéi stabilnost trivijalnog resenja jednacine (1.19)
na nacin opisan u Poglavlju 1.4.1 (Teorema 1.4.3), dokazao je da je dovoljan uslov
stabilnosti da je V(x(t)) opadajuéa funkcija, tj. V(x(t)) < 0. Takva funkcija
se naziva funkcija Lyapunova. Ako je n = 1, uobicajena funkcija Lyapunova je
V(x) = 2?. Tada je

V(x(t)) = 22(t)i(t) = 22(t) f (x(t), z(t — R)).

Odavde sledi da je nejednakost V(z(t)) < 0 zadovoljena ako je zf(z,y) < 0 za
dovoljno malo |z| i |y|, §to znaé¢i da mora biti f(0,y) = 0. Ovaj uslov znatno suzava
klasu jednacina koje ovom metodom mogu biti razmatrane, Sto je osnovni problem
primene metode Lyapunova na funkcionalne diferencijalne jednacine.

B.S. Razumikhin [149] je modifikovao ovaj pristup i uéinio ga primenljivijim i
jednostavnijim od dotadasnje primene funkcionala Lyapunova.

Objasnimo osnovnu ideju Razumikhina. Da bismo pokazali da trajektorija
resenja koja polazi iz male okoline trivijalnog reSenja u toj okolini ostaje i u bu-
duénosti, potrebno je da je V(z(t)) < 0. Medjutim, nije neophodno da V(z(t))
bude opadajuc¢a sve vreme. Dovoljno je da trajektorija koja odgovara resenju ne
izlazi iz okoline trivijalnog resenja. Dakle, ako je okolina definisana nejednakoséu
V(z(t)) < 6,(6 = const. > 0), bilo bi dovoljno zahtevati da je V(z(t)) < 0 kad
je V(z(t)) = 6 i V(z(t — h)) < ¢, gde poslednja nejednakost opisuje ponasanje
trajektorije stabilnog resenja u pocetnom trenutku. Zato, za stabilnost trivijalnog
resenja uslov xzf(z,y) < 0 ne mora biti zadovoljen za svako dovoljno malo |z| i
ly|, ve¢ samo za one x iy za koje je |y| < |z|. Ovaj uslov znatno prosiruje klasu
jednacina (1.19) ¢iju stabilnost mozemo ispitati koriséenjem funkcije Lyapunova.

Preciznija formulacija ove ideje data je slede¢om teoremom koja se moze naéi u

[135].
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Teorema 1.5.4 Neka postoji funkcija Lyapunova V : G — R takva da je V(y) <
V(z), zax,y € G i

(gradV (x), f(z,y)) < 0.

Tada je trivijalno resenge jednacine (1.19) stabilno.

Metoda Razumikhina u stohastickom slucaju

Ideju Razumikhina je na stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine prosirio
X. Mao? 1996. godine u svom radu [117]. Od tada pocinje ekspanzija primene ove
metode na razlicite tipove stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina, na
primer u radovima Mao [118, 119], Jankovié¢ [59, 143], Peng [145, 146], Shen [159],
Liu [104], Wu [173, 175] i mnogim drugim.

Za dokazivanje stabilnosti resenja jednacine (1.16) primenom metode Lyapunova,
na osnovu Teoreme 1.5.3 neophodno je da je ELV(x,t) < 0 za pocetni uslov
o = £ = {£(0),0 € [-7,0]} i svako t > 0. Kao i u deterministickom slucaju, to
znaci da njeni koeficijenti f(¢,z;) i g(t,z;) moraju zadovoljiti neke stroge uslove
kako bi stabilnost bila dokazana. Dakle, ovakav pristup u ispitivanju stabilnosti se
moze primeniti na usku klasu jednaé¢ina oblika (1.16). Mao, motivisan idejom Razu-
mikhina za detreministicki slucaj, primeéuje da uslov ELV (x4, t) < 0 ne mora biti
zadovoljen za svako x; = {x(t +6),0 € [—7,0]}, ve¢ samo za one koji zadovoljavaju
tzv. uslov Razumikhina. Bazirane na ovoj ideji, nastale su teoreme tipa Razumikhin
koje se mogu naéi, na primer u [125].

Teorema 1.5.5 (Mao, [125]) Neka su date konstante X\, p,c1,c2 >0, g > 1 i neka
postoji funkcija V (t,z) € CY?([—7,00) x R4 Ry) tako da je

alz|P < V(t,z) < colzP, (tz) € [-7,00) x R

Stavz'§e, neka je
ELV(t, ) < =XEV(t,0(0)),

za svako t > 0 i@ € L' ([-7,0]; R%) koje zadovoljava uslov Razumikhina
EV(t+0,9(0) <qEV(t,e(0), —17<0<0.
Tada, za svako & € C% ([—7,0];R?) vaZi

Ela(t6)P < 2E[¢|PPe ™ ¢ >0,
&1

log q
=

gde je v = min{\, =24} tj. trivijalno resenje jednacine (1.16) je eksponencijalno

LP-stabilno.

Sledeca teorema daje vezu izmedju skoro izvesne i LP-eksponencijalne stabilnosti.

23Xuerong Mao, 1957 , kineski matematicar
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Teorema 1.5.6 (Mao, [125]) Neka jep > 1, K > 0 i neka vaZe svi uslovi Teo-
reme 1.5.5. Ako za svako reSenje x(t) jednacine (1.16) vazi

E(f(t,a)l" + gt 2)") < K sup Ela(t+0)F, >0,

—7<t<0
tada je
: 1 Y :
hmsup;log lz(t; )| < ——  s.i.,
p

t—o00

odnosno, trivijalno resenje jednacine (1.16) je skoro izvesno eksponencijalno sta-
bilno.

1.6 Elementarne, integralne i nejednakosti
sa matematickim ocekivanjem

U ovom poglavlju su navedene neke elemenarne nejednakosti, integralna nejednakost
Gronwall-Bellmana i neke nejednakosti sa matematickim ocekivanjem, koje ¢e biti
koriséene prilikom dokazivanja glavnih rezultata.

Elementarne nejednakosti [133] koje ¢e biti koriséene su:

(Za,)p < (nf7tv1) Zai”, a; >0, p>0; (1.20)
i=1

=1

la +bP < lal” b beRNO<c<1p>0: (1.21)
— (1 o g)p_l Ep_l’ Y Y Y p Y N
a®b' < aa+(1—a), ab>0,acl01l] (1.22)
o< PV LW, e>0,ab>0,i=1,2p>i  (1.23)
p pe i

a“b’ < o aa+ﬁ+ 5 pots

b 0. 1.24
04—|—B a+/3 Y a’ 7a7/8> ( )

Poznato je da postoji vise verzija Gronwall-Bellmanove nejednakosti. Za potrebe
daljeg razmatranja navodi se sledeca verzija, koja ¢e biti eksplicitno koris¢ena, a ¢iji
se dokaz moze naéi u [125].

Teorema 1.6.1 Neka je T > 0 i ¢ > 0. Neka je u(-) ogranicena nenegativna
Borelova funkcija definisana na [0,T] i v(-) nenegativna integrabilna funkcija na

[0,T]. Ako je
u(t) < c+/0 v(s)u(s)ds, tel0,T],

tada je
u(t) < celov®ds 4 ¢ 0, T7.

U nastavku ¢e biti navedene neke od najpoznatijih nejednakosti za matematicko
ocekivanje, a koje ¢e biti koris¢ene pri dokazivanju glavnih rezultata.
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e Nejednakost Chebysheva: Neka slucajna promenljiva X ima momenat
reda r, r € N. Tada za svako ¢ > 0 vazi
E|X]|"
P{|X]|>¢} < A (1.25)
67‘

e Nejednakost Lyapunova: Ako je X sluc¢ajna promenljiva za koju je F| X | <
o0 i 0 < s <t realni brojevi, tada je

(BIX]")Y® < (BIX])" (1.26)

e Nejednakost Holdera: Ako su pi ¢ realni brojevi, takvidaje 1 < p,q < oo
i1l/p+1/q = 1, i ako za slucajne promenljive X 1Y vazi E|X|P < oo,
E|Y|? < 00, tada je

EIXY| < (B|X]P) /P (E[Y|)/ (1.27)

e Nejednakost Jensena: Neka je g = g(z) konveksna Borelova funkcija i X
sluc¢ajna promenljiva za koju je F|X| < co. Tada je

g(EX) < Eg(X). (1.28)






Glava 2

Stabilnost stohastickih
funkcionalnih diferencijalnih
jednacina sa konacnim kasnjenjem

U ovoj glavi se razmatra skoro izvesna i LP-stabilnost stohastickih funkcionalnih
diferencijalnih jednacna sa konacnim kasnjenjem. Preciznije, ispituje se stabil-
nost stohastickih diferencijalnih jednacina sa konacnim promenljivim vremenskim
kasnjenjem i perturbovanih stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina sa
konacnim kasnjenjem. U Poglavlju 2.1, koje je uvodnog karaktera, izloZena je mo-
tivacyja za uvodjenje pojma opste stabilnosti, tj. stabilnosti u odnosu na proizvoljnu
decay-funkciju (decay—propadange, eng.). Poglavlje 2.2 se odnosi na ispitivanje opste
skoro izvesne 1 LP-stabilnosti stohastickih diferencijalnih jednacina sa promenljivim
vremenskim kasnjenjem. U Sekciji 2.2.1 se za ovo ispitivanje koristi metoda Lya-
punova. Posebno se diskutuje slucaj kada je decay-funkcija konkavna, uz osvrt na
polinomijalnu i logaritamsku decay-funkciju. Sekcija 2.2.2 sadrzi posledice i ade-
kvatne primere izloZenih rezultata. U Poglavlju 2.3 se razmatra eksponencijalna
skoro izvesna i LP-stabilnost perturbovanih stohastickih funkcionalnih diferencijalnih
jednacina, sa naglaskom na jednostavnost provere dobijenih uslova. Kao specijalan
slucag, u Sekcigi 2.3.1 se diskutuju uslovi za uniformnu stabilnost u odnosu na pe-
riod kasnjenja perturbovanih stohastickih diferencijalnih jednacina sa promenljivim
vremenskim kasnjenjem, konstantnim kasnjenjem i bez kasnjenja.

2.1 Uvodni pojmovi

Funkcionalne diferencijalne jednacine imaju veliku ulogu u primenama matematike
u inzenjerstvu, tako da su predmet interesovanja mmnogih naucnika. Zbog fun-
damentalnih postavki problema koji se modeliraju funkcionalnim diferencijalnim
jednacinama, posebno treba istaéi radove Halea [42, 43] i Kolmanovskog [77, 78].
Fizicki sistem, u kome nepoznati proces z(t) zavisi od vremenskog kasnjenja, mo-
delira se funkcionalnom diferencijalnom jedna¢inom oblika

I(t) :f<t7xt>7 t207

31
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pri ¢emu je x; = {z(t +0),—7 < 0 < 0} (za vise detalja videti [77]). Zbog prisu-
stva slucajnih uticaja, ovakvi sistemi se realanije opisuju stohasticki perturbovanom
funkcionalnom diferencijalnom jednacinom oblika

dx(t) = f(t,x)dt + g(t, xy)dw(t) (2.1)
gde je £ = {£(0) : —1 < 6 < 0} zadati pocetni uslov, funkcionali f : R, X
C([-1,0;R") — R"ig: R, x C([-7,0];R") — R™™ su Borel-merljivi, a w(t)
je m-dimenzionalno Brownovo kretanje. S obzirom da je pocetni uslov definisan
na kona¢nom intervalu [—7, 0] jednacina (2.1) predstavlja stohasticku funkcionalnu
diferencijalnu jednacinu (SFDJ) sa konaénim kasnjenjem.

Oblast od posebne vaznosti za stohasticko modeliranje stohastickim funkcional-
nim diferencijalnim jednacinama je automatska kontrola stohastickih sistema, pri
¢emu je naglasak na analizi stabilnosti stohastickih modela (videti [77, 78]). Zbog
toga je bitno istraziti kako perturbacija utice na stabilnost sistema kao i koliku
perturbaciju sistem moze da podnese, a da i dalje bude stabilan.

U biologiji, fizici, medicini i stohastickoj kontroli procesa u ekspanziji je pro-
ucavanje problema koji zahtevaju ispitivanje LP-stabilnosti i skoro izvesne sta-
bilnosti. Postoji brojna literatura koja pokriva eksponencijalnu stabilnost sto-
hastickih diferencijalnih jednacina (SDJ), na primer, Arnold [3, 4, 5, 6], Chappell
[16], Mao [112, 114, 115, 116, 117, 118, 121, 125], Kolmanovskii [75, 76, 77], Liu
[101, 102, 103, 104], Shaikhet [155, 156, 158]. Medjutim, dobro je poznato da nisu
svi sistemi eksponencijalno stabilni, ali da oni mogu biti stabilni u odnosu na neku
drugu funkciju, tzv. decay-funkciju, koja sporije opada ka nuli od eksponencijalne
funkcije. Navedimo dva primera kao motivaciju za prosirivanje koncepta eksponenci-
jalne stabilnosti stohastickih diferencijalnih jednacina konceptom opste stabilnosti,
tj. stabilnosti u odnosu na neku decay-funkciju (videti [102]).

Primer 2.1.1 Neka je data jednodimenzionalna SDJ

do(t) = —L— w(t)dt + (1 +t)Pdw(t), t>0,
14+t
pri ¢emu je pocetni uslov x(0) = zy € R Fp-merljiva slucajna promenljiva sa
kona¢nim momentom drugog reda. Takodje, neka je konstanta p > 1/2 1 w jednodi-
menzionalno Brownovo kretanje. Primenom formule Itéa( Teorema 1.3.5), jednos-
tavno se dokazuje da je njeno resenje

z(t) = (xo +w(t))(1+¢)7P, ¢t>0.
Kako je Ew?(t) =t, to je

2 _
I lim log(Exg +t) — 2plog(1 +t)

t—00 t t—o00 t

log E 22 (t;
m Og T ( 7x0> — 0_
Prema tome, resenje nije srednje kvadratno eksponencijalno stabilno. Nasuprot
tome, za p > 1/2 se moze pokazati da je reSenje srednje kvadratno stabilno u
odnosu na polinomijalnu funkciju, jer je

log E z%(t;x0) . log(Ex? +t) — 2plog(1 + t)

limsup ————% = limsu < —(2p—1).
P logt P logt <-2p-1)
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Primer 2.1.2 Data je skalarna linearna SDJ,

du(t) = (Ht;”k(fg)(l“) dt + etz (t)dw(t), t>0,

pri ¢emu je pocetni uslov xz(0) = zo € R Fp-merljiva slucajna promenljiva sa

kona¢nim momentom drugog reda, a w(t) je jednodimenzionalno Brownovo kre-
tanje. ReSenje jednacine je oblika

#E) = Soexp {/ R e ST [ (e}

Na osnovu Leme 1.3.1, sledi

t
1
log E 22(t; ) = lo E$2—2/ ds.
& (t; o) &5 %0 o (1+s)log(l+s)
Odavde se dobija,
. log Ex%(t; x0)
lim ————————= =0,
t—00 logt
jer je
i loglog (1 +t) i t 0
im —————2 = lim =
t—00 logt t—oo (1 +t)log(1+t)

Drugim rec¢ima, reSenje u ovom sluc¢aju nije srednje kvadratno stabilno u odnosu na
polinomijalnu funkciju, ali jeste u odnosu na logaritamsku funkciju jer je
t 1
1 Jo T 4 _
t—00 loglogt

odnosno,

log E x(t; x0)*
lim sup log B x(t; xo)” < 2.
o0 loglog t

Postoji brojna literatura koja se bavi slabijim vidovima stabilnosti stohastickih
sistema. Prvi originalan rad na ovu temu je dao Khasminskii [48] razmatrajuéi sta-
bilnost stohastickog sistema u odnosu na funkciju koja nije eksponencijalna 1980.
godine. Pocetkom devedesetih godina, Mao [112, 114] izu¢ava polinomijalnu stabil-
nost za klasu SDJ Itoa, a potom i polinomijalnu skoro izvesnu stabilnost za klasu
perturbovanih SDJ u odnosu na semimartingale u [115]. Ubrzo je koncept poli-
nomijalne stabilnosti uopsten na stabilnost u odnosu na opstu decay-funkciju. Za
vise detalja pogledati, na primer, Mao [123, 125], Liu i Mao [103], Caraballo et al.
[15], Wu et al. [173].

Opsti tip stabilnosti ili stabilnost u odnosu na opstu decay-funkciju znaci da
brzina kojom resenje opada ka nuli moze biti razli¢ita. Uobic¢ajeno je da se razma-
tra eksponencijalna stabilnost, tj. kada proizvoljno resenje eksponencijalno brzo
opada ka nuli. Medjutim, kako se vidi iz prethodna dva primera, ukoliko se ne
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moze pokazati eksponencijalna stabilnost, u opstem sluc¢aju ne znaci da je sistem
nestabilan, ve¢ da se sporije stabilizuje, Sto je u datim primerima polinomijalno,
odnosno logaritamski brzo.

Uvedimo definicije LP-stabilnosti i skoro izvesne stabilnosti u odnosu na pro-
izvoljnu decay-funkciju.

Definicija 2.1.1 Neka je funkcija X\ € C(Ry;Ry) rastuca, A(t) T oo, t — 0.
Jednacina (2.1) (tj. trivijalno resenje jednacine (2.1)) je LP-stabilno reda v u
odnosu na decay-funkciju \(t) ako postoji par konstanata v > 0 i ¢(§) > 0, tako
da

Ela(t: Q)" < c(§)-A7(t), t=0

za bilo koje & € LP(Q, Fo, C([—7,0],R?)), odnosno,

lmsup REEEOP
e T =

Jednacina (2.1) je skoro izvesno stabilna reda v u odnosu na decay-funkciju \(t)
ako je

. In | (t; )| :

1 — < — 0.

Tl Tln(@ -

Ocigledno, ako je decay-funkcija A(t) jednaka e, 1+4¢ ili In(1+¢) dobija se ekspo-
nencijalna, polinomijalna ili logaritamska LP-stabilnost i skoro izvesna stabilnost,
respektivno.

2.2 Stohasticke diferencijalne jednacine
sa promenljivim vremenskim kasnjenjem

U mnogim situacijama iz realnog zivota, promene sistema su uslovljene kako trenut-
nim stanjem, tako i stanjima sistema u periodu koji prethodi datom trenutku.
Ako te promene zavise od svih stanja sistema u toku prethodnog perioda fiksne
duzine, za matematicko modeliranje takvih pojava se koriste SFDJ (1.16) sa fik-
snim kasnjenjem, o kojima je bilo rec¢i u Poglavlju 1.5. Medjutim, ¢esto je priroda
zavisnosti od proslosti nekog sistema takva da se stanje sistema adekvatnije opisuje
nekom funkcijom vremena. Takvi sistemi se matematicki modeliraju pomoc¢u sto-
hastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem.

Postoji opsezna literatura kako o deterministickim, tako i o stohastickim di-
ferencijalnim jednac¢inama sa kasnjenjem i o njihovoj primeni, izmedju ostalog, u
populacionoj dinamici, medicini i teoriji materijala sa memorijom. Tako se, na
primer, rast celijske populacije u okruzenju koje je izlozeno slucajnim uticajima
moze opisati SDJ sa vremenski zavisnim kasnjenjem,

dz(t) = (pox(t) + pra(t — 6(1)))dt + Bz (t)dw(t), t =0,
rg=§= {£<9)79 S [_7—7 O]},
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gde z(t) predstavlja velicinu populacije u trenutku ¢, a x(t—43(t)) u trenutku t —§(t).
U ovom modelu se pretpostavlja da, kada otpocne, ¢elijska deoba nije trenutna. U
tom smislu py predstavlja stopu trenutnog rasta populacije, p; stopu zakasnelog
rasta populacije, dok se d moze interpretirati kao vreme ¢elijske deobe.

Kao i ranije, pretpostavlja se da su sve slucajne promenljive definisane na kom-
pletnom prostoru verovatnoca (2, F, {F;}i>0, P) sa prirodnom filtracijom {F;}i>o
koja zadovoljava uobicajene uslove. Za fiksirano 7 > 0, C([—7,0]; R?) predstavlja
familiju svih neprekidnih funkcija ¢ : [-7,0] — R? ||| = supy_, g l@(s)].
Za p > 0, neka je LP(Q, Fy, C([—7,0]; RY)) familija svih Fy-adaptiranih slu¢ajnih
promenljivih £ = {£(0) : —7 < 0 <0} iz C([—7,0]; R?), tako da je E||¢]||P < oco.

Imajuéi u vidu uvedene oznake, razmatra se (SDJ) sa vremenski zavisnim ka-
sSnjenjem,

dfC( ) = f(t,x(t),z(t — 6(2)))dt + g(t, x(t), x(t — 6(1)))dw(t), t € [0,T],  (2:2)

=& =1{£0),0 € [-7,0]}, (2.3)
gde je 6 : [0,T] — [0, 7] Borelova funkcija, tzv. funkcija kasnjenja, f : [0,T] x RY x
R? — R%ig: [0, 7] x R?x R? — R¥™ su Borelove funkcije, z(¢) je d-dimenzionalan
proces koji opisuje promenu stanja sistema, a za pocetni uslov £ € C([—,0]; R?) se
pretpostavlja da je Fo-merljiv i E|[£||? < oc.
Definicija 2.2.1 Za d-dimenzionalan stohasticki proces {z(t),t € [—7,T|} se kaZe
da je resenje jednacine (2.2) sa pocetnim uslovom (2.3) ako je s.i. neprekidan, F;-
adaptiran, [)| |f(t,a(t),z(t — 6(t))|dt < oo s.i., [} |g(t,z(t),z(t — §(t)))|Pdt < oo
S.0., xg = & s.i. 1 za svako t € [0,T] integralni oblik jednacine (2.2) vazi s.i.

Jedinstvenost resenja jednacine (2.2) se definiSe na isti na¢in kao u Definiciji
1.5.2.

Dovoljni uslovi za egzistenciju i jedinstvenost resenja jednacine (2.2) su dati
slede¢om teoremom koja se moze naéi u [125].

Teorema 2.2.1 (Mao, [125]) Ako koeficijenti f i g jednacine (2.2) zadovoljavaju
lokalnt Lipschitzov uslov i uslov linearnog rasta, tj. ako za svako n > 1 postoji
pozitivna konstanta K, tako da za svako t € [0,T] i x,%,y,5 € R? tako da je
2]V [y] v ||V [§] < n, vazi
[f(tx,y) = (62,9 V gtz y)—g(t. 2, 9))* < Kulle — 2+ |y — 9/°),
i ako postoji konstanta K > 0 tako da za svako (t,z,y) € [0,T] x R x R? vazi
[f(t 2 y)P Vgt z,y)? < KA+ | + [y,
tada postoji jedinstveno skoro izvesno neprekidno resenje z(t) jednacine (2.2). Pored

toga, ako je E||¢]|P < 0o za p > 2, tada je Esup_, ,op |2(t)|P < 00.

U nastavku ¢e biti razmatrano uopstenje jednacine (2.2), tj. stohasticka funkcionalna
diferencijalna jednacina (SFDJ) sa promenljivim vremenskim kasnjenjem,

dx(t) = F(t,z(t), z(p1(t)), ..., z(pa(t))) dt (2.4)
+G(@ (), 2(pi(1)), - x(pa(t))) dw(t), ¢ =0,
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sa zadatim pocetnim uslovom zq = & € LP(Q, Fy, C([—7,0],R%)). Koeficijenti
F:RyxRIEXxR>" - RYi G Ry x RE x R — R™ su Borel merljivi,
w = {w(t), Fi,t > 0} je m-dimenzionalno Brownovo kretanje, x(t) je nepoznati

stohasticki proces, a p; : R, — R, ¢ = 1,...,n neprekidno diferencijabilne funkcije
tako da je
pi(t) <t pi(t) =1, t=>0. (2.5)
Odavde je
t+pi(0) < pilt), pit(t) <t—pi(0), >0, (2.6)

gde je p;'(-) inverzna funkcija funkcije p;(+). Takodje, neka je 7 = max{—p;(0),i =
1,...,n}.

Analogno Teoremi 2.2.1, za jednac¢inu (2.4) se moze iskazati teorema egzistencije
i jedinstvenosti resenja ako funkcije F'(¢, x, y1, Yo, - - -, Yn) 1 G(t, 2, Y1, Yo, - - - , Yn) zado-
voljavaju uniforman Lipshitzov uslov i uslov linearnog rasta po promenljivama
T, Y1, Y2, - - Yn, tj. da pri ovim uslovima postoji jedinstveno resenje x(t;§),t €
[—7,00) jednacine (2.4) tako da je E'supye(_, ) [2(t;€)[P < 00 zap > 2.

Uobicajeno, pretpostavlja se da je F(¢,0,0,...,0) =01 G(¢,0,0,...,0) =0, da
bi jednacina (2.4) imala trivijalno resenje z(¢;0) = 0.

U nastavku, za jedna¢inu (2.4) ¢e biti razmatrana LP-stabilnost u odnosu na
proizvoljnu decay-funkciju primenom metode Lyapunova. Rezultati Sekcije 2.2.1 i
Sekeije 2.2.2 se mogu nadi u radu [60], S. Jankovié, G. Pavlovi¢, Moment decay rates
of stochastic differential equations with time-varying delay, Filomat 24(1) (2010)
115-132.

2.2.1 Opsta stabilnost stohastickih funkcionalnih
diferencijalnih jednacina sa promenljivim
vremenskim kasnjenjem

S obzirom da su SFDJ sa vremenski zavisnim kasnjenjem nezaobilazne u opisivanju
mnogih fizickih procesa, nije iznenadjujuce veliko interesovanje za ispitivanje opste
stabilnosti ovog tipa jednacina. Ovde navodimo samo neke od autora koji se bave
ovom tematikom: Mao [113], Liu et al. [102, 103, 107], Zhou et al. [184].

Motivacija za rezultate koji ¢e biti izlozeni u nastavku bila je da se postave
uslovi koji garantuju opstu LP i skoro izvesnu stabilnost jednacine (2.4), koji ¢e biti
jednostavniji za primenu. U tu svrhu je koris¢éena metoda Lyapunova, o cemu je
ve¢ bilo reci u Poglavlju 1.4.1. Napomenimo da su Liu i Chen u [102] razmatrali
slican problem, ali su uslovi stabilnosti potpuno drugaciji od uslova koji ¢e ovde biti
izlozeni.

S obzirom da ¢e se primenjivati metoda Lyapunova, uvodi se pojam diferenci-
jalnog operatora definisanog u odnosu na jednacinu (2.4).

Neka je C1?(R, x R4 R, ) familija funkcija V (¢, ) sa neprekidnim parcijalnim
izvodima prvog reda po t i drugog reda po z, respektivno. Za svako V(t,z) €
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C2(Ry x R%:R,), definise se operator LV : Ry x R? x R*™ — R tako da je

LV(t,ZE, Yi,Y2, - - - ayn) (27)
= ‘/t<t7x) + ‘/fb(t7'r) F<t7‘rvylay27 s 7yn)

1
—1-5 tr[GT(t, ToYL, Y2, -y Yn) Vaa(t, ) Gt 2,91, Y2, - -+, Yn)],

gde je T € Rda (y17y27"'7yn) € Rdxn7 ‘/t = 9 ‘/x = <6_V .- 8_‘/) 1‘/:’6:1: -

ot oxy’° ) Oxg
o2V
(9&77;3.?]' d><d‘

Osnovni problem pri ispitivanju stabilnosti resenja je kako odabrati funkciju A(%).
Ocigledno je da koeficijenti prenosa i difuzije razmatrane jednacine sugerisu izbor
decay-funkcije. Na primer, ako LV sadrzi éinilac koji zavisi od A(t), bilo bi logiéno za
decay-funkciju izabrati bag A(t). Primeri koji ilustruju ovakav izbor decay-funkcije
mogu se na¢i u [14, 101, 102, 103] i predstavljaju motivaciju za rezultate dobijene
u ovom poglavlju.

Najpre ¢e biti uvedene neke opste pretpostavke u vezi sa decay-funkcijom, ko-
ercitivnim ¢lanom i funkcijom V. Preciznije, pretpostavlja se da postoje funkcije A,
0 1V tako da su zadovoljeni slede¢i uslovi:

(H;) Decay-funkcija A € CY(R;R,) je strogo rastuca (N (t) > 0), \(t) 1 oo,
t—o00iA0) = 1.

(Hy) Funkcija 0 € C(Ry;R,) je takva da je 6(t) = o(\°(t)), t — oo za proizvoljno
0 > 0, gde je ¢ koercitivni ¢lan.

(H3) Postoje konstante p > 0i ¢, ¢ > 0 tako da funkcija V € CY?(R, x RGRy)
zadovoljava uslov

alrlf <V(t,z) < clzfP, (tz) € Ry x R% (2.8)

U narednim tvrdjenjima, osim opste pretostavke (H;y ), zahtevace se neki dodatni
uslovi za decay-funkciju A(t).

Teorema 2.2.2 Neka vaze pretpostavke (Hy), (Hz2) ¢ (Hs) za funkcije A\, 6 iV,
respektivno, i neka je 0 < XN(t) < A(t) za t > 0. Takodje, neka postoje konstante
>0, vy v, > 000 Mgy Aty Ay >0, gde je 0 <2570 N < Ao, tako da vazi

LVt 1, ym) < —NoV(t, ) + Z NNV () +0(8) - A1) (2.9)

i=1
za svako x,y1,...,y, € R it > 0. Tada je jednacina (2.4) LP-stabilna u odnosu

na A(t), odnosno,

i sup PEREOP
L PO Y R

MAUIA.../\%A(E—:AO—iAiﬂ (2.10)

i=1

za svako & € LP(Q, Fy, C([—7, 0], R%)).
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Dokaz. Zbog jednostavnosti, u nastavku ¢e se koristiti zapis x(t) umesto x(t; ) za
oznacavanje reSenja jednacine (2.4) sa zadatim pocetnim uslovom ¢&.

Najpre je neophodno dodefinisati funkciju A(t) tako da je A(t) = 1za —7 < ¢t < 0.
Ako oznac¢imo sa u(t) = InA(¢), onda je u(t) =0za —7 <t <0i0 < u/(t) <1 za
t > 0. Iako N'(¢) i «/(t) imaju prekid u tacki ¢ = 0, u nastavku ¢e se podrazumevati,
bez posebnog naglasavanja, da je A'(0) = X' (0+4) i «/(0) = «/(0+) .

Neka je v = pAvyA. . AV A (2—;)\0—2?:1 )\i> ie € (0,7) proizvoljno. Primenom
formule Itoa na e ==V (¢ x(t)) dobija se

e(v—s)U(t)V(t7 x(t))

=V (0,2(0)) + /0 (v — 6)6(7_6)“(8)1/(8)‘/(3, x(s))ds
eI LY (5, 2(s), 2(p1(s)), - .., 2(pn(s))) ds

TNV, (5, 2(3))Ga(s), 2(pr (5). ... 2(pu(s))) du(s)

Na osnovu uslova (2.9) i ¢injenice da je u/(t) < 1, dolazi se do sledeée relacije,
(

B0 OV (¢ 1(t))

< EV(0,2(0) + (y —e — )\O)E/t eV (5, 2(s)) ds

~

ZA E/ (r—e—ui ”(S)V(s,x(pi(s)))ds—i—/o ()N~ (s) ds.

Kako jey—e—pu < 0, iz pretpostavke (Ho) slediv da postoji dovoljno malo § tako
da je 0(t) = o(\(t) fo S)NTTETH(s) ds < oo. Stavise, primenom uslova (2.8) se
dobija
e B0 |2(1)|P (2.11)
< B0 OV (¢ (1))

t
<G|l + [ealy — £) = adallE [ TP a(o) ds
0
n t 00
+co Z )\iE/ e eV 02 (i (5)) [P ds + / O(s)NT77H(s) ds.
i=1 B B
Za ocenu integrala Ef(f eOr=e=v)uls) |1 (ps(s))|Pds, i = 1,...,n, koristiée se osobine
(2.5) 1 (2.6) funkcije p;(t). Ako se uvede smena p;(s) = v, tada je v = p;(s) < s <t

i dv = pi(s)ds > ds. Sa druge strane, kako je 0 < s = p; *(v) < v — p;(0) < v + 6,
sledi da je —7 < v < t. StaviSe, s obzirom da je v — e — v; < 0, to je

EAJ%HWWMMWWB=@AM*%@@@@W@ (2.12)
<E /_ X)) do

t
<BlelPr+ B [ <0 Olau)p .
0
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Ova ocena zajedno sa (2.11) daje
Eelr—eult) |z (t)|P

?(7—5—1—2)\1-) — Ao
1 i=1

<€ e) +

t
P> / 02 ()P dis,
0

gde je
n 1 00
c(&e) = ?(1 +7 Y N)E|EIP + C—/ ()N~ (s) ds < oo.
! i=1 1Jo

Imajuéi u vidu da je 2(y — ¢+ Yor i A) — Ao <0, toje
B Olz()P < e(é,e), ¢ >0,

£,
In E|z(t)[?
limsup% < —(y—e).

t—o00

Trazeni rezultat (2.10) se dobija kad ¢ — 0. {

Moze se primetiti da iako je 0 < A7i(t) < 1 za t > 0, prisustvo ¢lana A\~ (¢) na
desnoj strani relacije (2.9) je od kljuéne je vaznosti u Teoremi 2.2.2 jer, u protivnom,
ne bi mogla biti dokazana relacija (2.12).

Teorema 2.2.3 Neka vaze pretpostavke (Hyp), (Hz2) ¢ (Hs) za funkcije A\, 6 iV,
respektivno, i neka je 0 < XN(t) < A(t) i A(t+s) < A(t) - A(s) za t,s > 0. Takodje,
neka postoje konstante pn > 0, vy,...,vy > 04 Ag,..., A, > 0, gde je up > (1n V
V) 2040 < 2350 NATY(T) < A, tako da uslov (2.9) wvazi za svako
Ty, Yy € RT it > 0. Tada je

In E|x(t;€)P

m sy T A() < —(uAab) (2.13)

za svako & € LP(Q, Fo, C([—7,0],RY)), pri cemu je a* € <0, TN = D AT (7'))

jedinstveno resenje jednacine

e (a ANy AM’”Z’(@)) —eiho = 0. (2.14)
i=1
Dokaz. Neka je funkcija A(t) dodefinisana tako da je A(t) =1 za —7 <t < 0. Ako
se uvede oznaka u(t) = InA(t), onda je 0 < /(t) < 1iwu(t+s) < u(t)+ u(s) za
t,s > 0.
Neka je

h(a) == co (a + A¥(7) i AM““’(@)) —ci A, a>0.
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Kako je

h(0) =2 Y NAT(0) — c1o <0,
=1

h (Z_;)‘o -y AM‘”(T)) = ) NATV(7) - (A%AO_Z?:MM_%(T) (1) — 1) =0
=1 =1

i W (a) > 0, sledi da postoji jedinstveno resenje a* € <0, DX = Do AT (7‘))
jednacine h(a) = 0, tj. jednacine (2.14).

Ako se za proizvoljno ¢ € (0,4 — (11 V ... V 1,,)) primeni formula Itda na
eh=2)u®V/ (¢ 2(t)), na osnovu uslova (2.8), (2.9) i ¢injenice da je u/(t) < 1, dobija se

¢y Be=au® | 2(¢)|P (2.15)

t
<GB+ [eau =€) ~ el E | 0 a(o)r ds
0

n t t
+co Z )\ZE/ el===v)uls) |2 (py ()P ds + / O(s)A°(s) ds.
i=1 0 0

Uvodjenjem smene v = p;(s), ponavljanjem postupka iz (2.11) i iz ¢injenice da je
w—¢e —v; > 0 dolazi se do sledece ocene,

t
E / =) () P s
0

t
< E/ e(ufsfw)u(vﬂ)’m(v)’p dv

—T

t
<E / =e=r) W)+ | () P

-7

t

< )\“eyi(T)E/ e(“*sf”i)“(”)|x(v)|p dv

t
< )\,u—a—lli(,r) (E\|§||pT+E/ e(“_E)“(”)|x(v)|p dv) .
0

Ova relacija zajedno sa (2.15) daje

Eelt=2ul®) |z ()P

(2.16)
<c(§,e, 1)
+ C_2<,u et )\“_s(T)zn:/\i)\_w(T)> “ E/t 6(#—e)u(s)|m(8>|l) ds,
C1 i—1 0

gde je

c(& e p) = Z—i E|l|P <1 + TN (7) Z AM‘”(T)) + L /000 O(s)N\"(s)ds

< 0. (2.17)
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Sada se mogu izdvojiti dva slucaja. Najpre, neka je u < o*. Kako je

1 &1 &1

= 1 1

@ (u —e b A () YA (T)) o= —h(u—¢) < —h(a*) =0,
=1

na osnovu (2.16) sledi da je

Blz(t)[F < (€, e,p) - e B0t > 0.

Dakle, relacija (2.13) se dobija kad ¢ — 0.
Neka je sada p > o*. Tada iz (2.9) sledi,

LV(t, T, Yiy--- 7yn) S _)\OV(t’ ‘/L‘) + Z )‘ZA_Vl(t)V(t yl) + Q(t) ’ )\—Oé* (t)
i=1
za svako x, Y1, ...,y € R4it > 0. Ako se u (2.16) p zameni sa a*, dobija se

Bel® =) (1)

S 0(57 g, OZ*)
n t
4| (a* —e+ X () Y )\Z-)\_Vi(T)> —No| E / e =) | 1 (5) [P ds,
(&1 i1 0

gde je ¢(&, e, a*) oblika (2.17) sa a* umesto u. Zbog toga sto je

Co . SN 1 1

e AN >—/\:—h *_g) < —h(a*) =0,

2ot e X () ;1: (1) =X = _hla* &) < ~h(a’) =0
sledi da je

Elz(t)P < c(,e,a”) - e @790 >0,
Zeljena relacija (2.13) se dobija kad € — 0, ¢ime je teorema dokazana. <

Za A(t) = €', prethodna tvrdjenja daju dovoljne uslove eksponencijalne LP-
stabilnosti jednacine (2.4), odnosno,

In Elz(t:;: £)|P
lim sup ] ALY |2t €)]
t—o0

<.

U nastavku su date teoreme o LP-stabilnosti u odnosu na konkavnu funkciju
A(t), (M"(t) < 0). Iako se naredne teoreme ne mogu primeniti za utvrdjivanje
eksponencijalne LP-stabilnosti, od znacaja su za ispitivanje stabilnosti u odnosu na
polinomijalnu i logaritamsku decay-funkciju (npr. A(¢) = 1+ ¢, A(t) = In(1 + ¢),
A(t) = Inln(1 +t)).

Teorema 2.2.4 Neka vaZe pretpostavke (Hy), (Ha) @ (Hs) za funkcije \, 0 iV,
respektivno. Stavise, neka je A € C*(Ry;Ry) i N'(t) <0 zat > 0. Takodje, neka
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postoje konstante p > 0, vy,...,vp > 0, ny,...,mn > 04 Ao, A1, ..., A > 0, pri
cemu je 0 < 2370 NA(0) < A, tako da je

Lf/(t, Ty YLy s Yn) (2.18)
< —NV(tx) + Y NN OV () + 0(t) - AH(2)
za svako x,y1,. ..,y € R it > 0. Tada je jednacina (2.4) LP-stabilna u odnosu
na decay-funkciju (t), odnosno, za svako & € LP(Q, Fy, C([—7,0],R%)) vazi

i sup 2R E P
Y T

“ 1 - mi
- [u/\yl/\.../\yn/\<02>\—/(0))\o—miz:;)\i)\ (0))].

Dokaz. Kao i ranije, pretpostavlja se da je A(t) dodefinisana tako da je A(t) = 1,
—7 <t <0. Takodje, uvodi se oznaka u(t) = InA(t), —7 <t < oc.

Neka je v = pAva AL . Avp A <02)‘f—,1(0))\0 /\,}0 Yo AN (O)) Primenom formule
Itoa i uslova (2.18), za proizvoljno € € (0,7) se dobija

(2.19)

¢ Bel=ou 0 | 5(¢)|P (2.20)
t
< E|EIP + es(y — £)E / O (5)|a ()P d
0

t
—cl)\OE/ e =) | 1(5)|P ds
0
n t oo
+co Z )\iE/ ermE VU N () 2:(p; (5)) [P ds +/ O(s)N7=7H(s) ds.
i=1 0 0

S obzirom da je u”(t) = (N (t)/A (1)) = [N ()A(E) — N?2(t)]/A%(t) < 0 za t > 0, sledi
da /(t) opada. Dakle, u/(t) < N(0) za t > 0. Takodje, N'(t) < N(0)A(t) zat >0
i MN(t) =0zat < 0. Ako se uvede smena v = p;(s), onda je N (s) < N(pi(s)) i
6(7_5_1/1')“(5) S 6(7_5_Vi)u(pi(3)). Dakle7

B [ ) a( ) ds
<E / £ =2=1u0) 1 () 3 ()P dv + / " )\ () ()P
_ 0
< N (0)E / ' =N ()P d,
0
Na osnovu (2.20), dobija se
Eelr—eult) |z (t)|P

N(0 &
Co ( )(7_5)_}_2_?2/\1)\”71(0)_
i=1

<c(§ )+ -

t
5 / £ ()P dis,
0
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gde je
1 [e.9]
(6:2) = 2Bl + - [ 0o (s)ds < oo,
€1 €1 Jo

Kako je %/1(0)(7 —&)+ 235 AN (0) = Ao < 0, sledi da je
Ela()]” < c(€,e) - e ¢ > 0.
Dakle, teorema je dokazana kad e — 0.

Teorema 2.2.5 Neka vaze pretpostavke (Hy), (Hz2) ¢ (Hs) za funkcije A\, 6 iV,
respektivno, i neka je A € C*(R;Ry), N'(t) < 04 At +s) < A(t) - A(s) za
t,s > 0. Takodje, neka postoje konstante p > 0, vy,...,v, > 0, n1,...,0 > 0
i Aoy Ay Ap >0 gdejepn > (1 V...V, i0< E—fZLl MATV(T)N(0) < Ao
tako da uslov (2.18) vaZi za svako z,yi,...,y, € R it > 0. Tada, za svako
£ e LP(Q, Fo, C([—7,0],RY)) vazi

In Bz (t; €)[P

li —(u N a” 2.21

msup = S0 (A a), (2.21)
gde je o* € (0, SN~ @) S AT ()N (O)) jedinstveno resenje jednacine
CQ(X( o AT Z ATV (TIN (0 )) — 1o = 0. (2.22)

Dokaz. Neka je

n

h(a) := ¢y (X(O) s+ A7) Z )\i/\_”i(T)X"i(O)> —c1hy, a>0.

=1

Nije tesko proveriti da je

! Vi /771
h(0) < 0, h(CQX( Z/\)\ )\ )>>o

i h'(a) > 0, $to znac¢i da jednacina h(a) = 0, odnosno, jednacina (2.22), ima
jedinstveno resenje a* € <O, ORI /\,%0) S NATY (T)X”i(())>.

Zbog konkavnosti funkcije )\( ), odnosno \’(t) < 0, sledi da su X (t) i u/(t)
opadajuce funkcije. Takodje, moze se zakljuciti da je N'(t) < N(0)A(t) i v/(t) <
X (0). Na osnovu ovih ¢injenica i postupka koriséenog u dokazu Teoreme 2.2.3, za
p < o iproizvoljno € € (0,0 — (11 V... V1)) sledi

Eer—e)ult) |:L“(t) |p

<c(& e p)+

&1

Z(NO) (1 —2) + 2 Z)\A M (A0 ))—)\0]

t
E / =2 |1 ()P ds,
0
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gde je
1 o0
() = 2E|Ep + = / B(s)A\"(s) ds < oo.
C1 C1 Jo

Kako je cinilac koji mnozi integral Efot eh=2)ul9)|2(s5)|P ds jednak éh(,u —g) <
éh(a*) =0, sledi da je E|x(t)|P < c(€,e,p)-e~ W= ¢t > (0. Teorema je dokazana,
kad € — 0.

Za p > «oF, iz uslova (2.18) u kome je o umesto p, ponavljanjem postupka

prikazanog u drugom delu dokaza Teoreme 2.2.3, dokazuje se da je Ee(® =940z (t)|?
< (& e,a%) zat > 0. Dokaz tvrdjenja sada sledi kad ¢ — 0.

Moze se primetiti da Teorema 2.2.2 i Teorema 2.2.4 sadrze dovoljne uslove za
uniformnu LP-stabilnost jednacine (2.4) u odnosu na zadatu decay-funkciju, jer
uslovi u ovim tvrdjenjima ne zavise od 7. Dakle, jednacina (2.4) je LP-stabilna pri
datim uslovima, bez obzira na veli¢inu pomeraja, odnosno, kasnjenja 7.

2.2.2 Posledice i primeri

U konkretnim primerima, primena prethodno iznetih kriterijuma stabilnosti moze
biti otezana zbog problema koji nastaju pri nalazenju odgovarajuce funkcije Lya-
punova V(t,z) koja zadovoljava uslove (2.9) i (2.18). Motivisani rezultatima u
radovima [57, 59, 148], mogu se formulisati posledice Teorema 2.2.2-2.2.5 koje su
dobijene za V (t,z) = |z|P za p > 2, t > 0. Na taj nacin su kriterijumi stabilnosti
efikasniji i jednostavniji za primene u konkretnim slucajevima.

Na osnovu (2.7) sledi

Lv(taxaylay%"'ayn) (223)
pp—1)
2

< plafP P2t Fta, yr, .o yn)| + 2 P2| Gt 2y, Yo - Yn) |

za svako 2,91, ...y, € R4t > 0. Uslovi (2.9) i (2.18) su u tom slucaju oblika

LV (t.2, 512, ya) < =Aofal” + D NN (@) mal” + 0(t)- A7 (1), (2.24)

i=1

LV (62,91, Ya. - yn) < —Nol2l?+ S NN ONT ()il + 0()- A (D). (2.25)

i=1

Jednacina (2.4) moze biti razmatrana i kao stohasticki perturbovan sistem sa
kasnjenjem,
(t) = F(t,z(t),z(p1(t)),...,z(pa(t)))dt t>0.
Stavise, ako je F(t,z,y1,...,yn) = f(t,x) + h(t,y1,...,ys), gde je f(t,0) = 0,
h(t,0,...,0) =0, jednacina

da(t) = [f(t, 2(1)) + h(t, x(pr(1), -, 2(pn(t))) (2.26)
+G(tx(t), 2(pi (1)), - 2 (pa(t))) dw(t), 20,
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se moze smatrati stohastickom perturbacijom deterministickog sistema
z(t) = f(t,z(t)), t=>0, (2.27)

gde perturbacija zavisi od vise proslih stanja sa promenljivim vremenskim kasnje-
njem. Napomenimo da je eksponencijalna srednje kvadratna stabilnost jednacine
(2.26) razmatrana u radu [113] pri drugacijim uslovima od onih koji ¢e biti zadati
u narednim tvrdjenjima.

Osnovni zadatak u teoriji stohasticke stabilnosti je, izmedju ostalog, pronaci
uslove koji garantuju da ¢e stabilan sistem (2.27) ostati stabilan uprkos sluc¢ajnim
uticajima koji ga transformisu u stohasticki sistem (2.26). U vezi sa prethodnim
razmatranjima postavlja se sledeée pitanje: Ako je jednacina (2.27) LP-stabilna,
kolika stohasticka perturbacija moze biti tolerisana da bi sistem i dalje bio stabilan,
tj. pod kojim uslovima jednacina (2.26) ostaje stabilna? Naredna tvrdjenja se
odnose na ovaj problem.

Posledica 2.2.1 Neka decay-funkcija A(t) zadovoljava uslove Teoreme 2.2.2 i neka
je pretpostavka (Hz) zadovoljena za 01(t) i 02(t). Takodje, neka postoje konstante
p, o >0 0l by iy pispi >0, 0=1,...,n, tako da je

2T f(t,w) < —lola?, (2.28)

Bt g1, g,y <L) ]+ Bu(E) A (2), (2.29)
=1

Gtz g )P < S TP ()il + 02(t) A2 (1) (2.30)
=1

za svako x,y1, ..., yn € RE it >0, i neka je

p—1 p—1;
lo > —— L +—1;]. 2.31
0> 2 +;|:z+ 2 7,:| ( 3)

Tada je jednacina (2.26) LP-stabilna reda v u odnosu na decay-funkciju \(t), pri
cemu je

Ha2p _ _ & p—1- p—1
= AN — A A AN ANN 7 SR AN AN lg — L+ —10| —— .
Y = ap 9 P1 N\ pP1 Pn NP {p<o § [ + 5 } 5 )}

i=1

Dokaz. Ako je V(t,z) = |z|P, na osnovu (2.23) i (2.28), (2.29), (2.30) sledi

L‘N/(twra Y1, Y2, - - - Jyn)
= plaP7? [T f(t, ) + 2T h(t,y1, - yn)]
p(p—1)

_'_T ]x\p*2|G(t,a:,y1, cee 7yn)‘2

n

< —plolal” +plal”™h | Y LA (O)lyil + 02(8) A7 (t)]
i=1

AR e [ LA (0) |y + 6(2) A“““)] |
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Primenom nejednakosti (1.24), dobija se

Lf/(t, T, Y, Y2; - - - 7yn)

- —2_ —1
<pl0 _ {l)\ pi( +%liAPi<t)1 _ MpT)> 2P

=1
+ D [0 + (0 = DEAP (0] uil?
i=1
O () + (p — 1)63 () A H ().
Moze se primetiti da je relacija (2.24) zadovoljena za

vi=pi AP = mp AR, O() = p (1) V05 (1)),

Takodje, (2.9) vazi za

- 2 -1
)\Ozplo—(p—l)Z[l—l—p—l] M, (2.33)
Dakle, svi uslovi Teoreme 2.2.2 su zadovoljeni, ¢ime je posledica dokazana.

Posledica 2.2.2 Neka decay-funkcija A(t) zadovoljava uslove Teoreme 2.2.3 i neka
(H2) vaZi za funkcije 01(t) i 65(t). Takodje, neka postoje konstante py, s > 0 i
lo, Ui, li, pi, pi > 0,1 =1,...,n, tako da su zadovoljeni uslovi (2.28), (2.29), (2.30).
Pored toga, neka je

n

pio> 3l (o= DI+ -0 D [0+ 220 + 22D o

=1

gde je v; = p; \ pi. Tada je jednacina (2.26) LP-stabilna reda vy u odnosu na decay-
funkciju X(t), pri cemu je v = pip A B2 A a*, o je jedinstveno resenje jednacine

a+ A7) D NAT(T) — Ao =0, a Ao, \; su oblika (2.53).

Dokaz. Posledica se dokazuje direktnom primenom Teoreme 2.2.3. Akoje V(t,x) =
|z[P, koris¢enjem (2.23) i (2.28), (2.29), (2.30), a zatim elementarne nejednakosti
(1.24), za LV (t,x,y1,Y2, - ., Yn) se dobija

LV (t, 2, Y1, Y2y - -, Yn)

<pl0— [l)\ Pi( +Tl>\ it )] J@) 2P

+ Z [li/\—ﬂi t)+(p-—1) l_i)\_m(t)} P

FOL(E) AP () + (p — 1)02 (1) A3 ().
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Za vi = p A pi = p A2 6(t) = p(05() V 05 (1)) i Ao, A; oblika (2.33),
zadovoljen je uslov (2.24) Teoreme 2.2.3. Imajuéi u vidu ovako definisane Ay, \;,
i=1,...,n,uslov 237 MNAT"(T) < Ao (c1 = ¢ = 1) postaje relacija (2.34).

Kako su svi uslovi Teoreme 2.2.3 ispunjeni, dokaz posledice je kompletan. <

Za jednacinu (2.26), na slican nac¢in se mogu dobiti posledice analogne Teoremi
2.2.4 1 Teoremi 2.2.5.

Naredni primeri ilustruju prethodne teorijske rezultate.

Primer 2.2.1 Neka je data nelinearna jednodimenzionalna SDJ sa vremenski pro-
menljivim kasnjenjem koja zavisi od dva parametra, a > 01i¢q > 0,

| _alz t-sinx(pi(t))
d‘r(t)_[ =01+ <t+1)3(1n<t+1)+1)%+\x(t)\]dt (2.85)

1 — e—l2(p2®))] cost - /|x(p1(t))]
(t+1)?+22(t)  (In(t+1)+1)7+1

dw(t), t >0,

sa zadatim pocetnim uslovom zg = £ € LP(Q, Fy, C([—7,0],R)). Pretpostavlja se
da funkcije p;(t) i p2(t) zadovoljavaju uslove (2.5) i da je 7 = max{—p;1(0), —p2(0)}.
Nije tesko proveriti da su za koeficijente ove jednacine,

tsiny
F(t,z,y1,y2) = —alx| + ,
(t+1)3(In(t + 1) + 1)z + |z
1 — e lvl costy/|y1]

Gt w91, 12) = tr12+a22  (mt+1)+1)e+1
zadovoljeni Lipschitzov uslov i uslov linearnog rasta. Zato na osnovu Teoreme
2.2.1, postoji jedinstveno resenje x(t;€),t € [—7,00) jednacine (2.35) tako da je
Esup,e_; o0 [7(t; )P < 0o. Takodje, postoji trivijalno resenje jednacine, s obzirom
da je F(t,0,0,0) =0, G(¢,0,0,0) = 0.

Ako je V(t,x) = |z|P, uslov (2.18) je zadovoljen za ¢; = ¢; = 1. Na osnovu
(2.23) se dobija ocena za LV (t,z,y1,%s),

y plzP~ |
LV (t,x,y1,y2) < —ap|z|P +
( h3) g (t+1)2(In(t + 1) +1)2

’ 2

|2[P2]y2 |z[P~2 cos® t |y
(t+17 (1) +1))’

+p(p—1)
pri éemu su koriséene nejednakosti e > 1—z, x > 01 (a + b)* < 2a2+2b%, a,b > 0.
Imajuéi u vidu uslove (2.9) i (2.18), logi¢no je za decay-funkciju izabrati
At) =In(t+1)+ 1.

Tada je N(t) = ==, 0 < N(t) < A1), N'(t) < 01 At +5) < A(t) - \(s) za svako
1

A
t,s > 0. Dakle, decay-funkcija A(t) zadovoljava sve uslove Teorema 2.2.2-2.2.5.
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Za dokazivanje LP-stabilnosti, p > 2, jednac¢ine (2.35) u odnosu na decay-
funkciju A(t) = In(t + 1) 4+ 1, neophodno je najpre proveriti da li su zadovoljeni
uslovi (2.24) i (2.25). Primenom nejednakosti (1.24), dobija se

LV (t,2,91,32) < —[ap = (p = 1)(2p = 3)] 2] + A2 (1) N(1) [ " (2.36)
+2(p = D) [yl (p — DATH(1) [11 P + (p — 1) cos™ EAT(2).

Kako je X (t) < A(t), sledi
LV (t 2,51, 0) < —[ap — (p = 1)(2p = 3)] o] + p A~ G2 (2) |y
+2(p = DA () [l + (p — 1) cos™ L AT2(1).

Prema tome, uslov (2.24) je zadovoljen za 0(t) = (p — 1)cos®t i u = 2q, \g =
ap—(p_]-)(Qp_3>a )\1 =D, >\2:2(p_1)7 n :gAQqa V2:4-

Za primenu Teoreme 2.2.2, neophodno je da bude zadovoljen uslov z—f()\l + o) <
Ao, Sto povlaci da mora biti

. (p+1)(Ep—1)

2.37
) (2.37)
Dakle, jednacina (2.35) je LP-stabilna u odnosu na decay A(t), odnosno,
In E|z(t; €)|P In E|z(t; €)|P
lim sup n Bzt O] = limsmpM < —9,
tsoo  In[In(t 4+ 1) + 1] t—s00 Inlnt
gde je, na osnovu (2.10)
5 — 1)2p—-1
7:2q/\—/\ap (p+1)(2p ) (2.38)

2 2

Teorema 2.2.4 i Teorema 2.2.5 se mogu primeniti na analogan nacin s obzirom
da uslov (2.25) sledi iz uslova (2.36),
LV (t2,y1,2) < ~[ap = (p = D(2p = 3] al” + p A~ 32 (@) [y ]?
+2(p — DA () AP(1) [1]” + (p — 1) cos™ EAT*(2),

gdejevo =1, m =0, 1y =3, a 6(t), u,lo, A\, A2, 1 su definisani kao u prethodnom
razmatranju.

Kako je N(0) = 1, za primenu Teoreme 2.2.4 potrebni su isti uslovi (2.37) i
(2.38) kao i za primenu Teoreme 2.2.2. Lako je zakljuciti da Teorema 2.2.5 zahteva
stroze uslove nego Teorema 2.2.3.

Slika 2.1! prikazuje oblast logaritamske LP-stabilnost, p > 2, jednacine (2.35).
Prema tome, za stabilnost momenta treceg reda potrebno je da je a = 6.67. Speci-
jalnoza ¢ =2, p1(t) =t +1/(1+1), p2(t) =t —e™", 7 = max{—p1(0), —p2(0)} = 1,
¢ = 2, graficki prikazi trajektorije reSenja jednacine (2.35) i funkcije E|z(t)[® su
prikazani na Slici 2.2 i Slici 2.3, respektivno.

1Svi grafiéki prikazi uradjeni su koriséenjem programskog paketa MATHEMATICA 8.0.
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Slika 2.1: Oblast u kojoj je ispunjen uslov (2.37)
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Slika 2.2: Trajektorija jednacine (2.35) za a
p(t)=t—et 7=1,£=2

=6.67,q=2, p1(t) =t+1/(1+1),
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Slika 2.3: Trajektorije jednacine (2.35) (levo) i E|z(t)|> (desno) za a = 6.67, ¢ = 2,

pr(t) =t+1/(1+1t), po(t) =t —e Tt 7=1,§=2
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Primer 2.2.2 Neka je data dvodimenzionalna SDJ sa promenljivim vremenskim
kasnjenjem koja zavisi od parametara ay,as, a, 5 > 0,

dzy(t) = [—alxl(t) + e V1+xi(pi(t)  wa(pa(t)) ”

(t+1)3 1+ a3(pa(t))

(1 + [a2(p1())])
t+1

dw, (1)), (2.39)

ds(t) = {—ang(t) . %(i—ﬁ? dt

G_ﬁtxi% <P2(t)) 1(t) _M d 2<t)7

TR+ )] (t+ 1)

sa zadatim pocetnim uslovom zy = £ € LP(Q2, Fy, C(|—, 0], R)). Nije tesko proveriti
da su zadovoljeni uslovi Teoreme 2.2.1 egzistencije i jedinstvenosti resenja x(t;§),
da je Elxz(t;€)P < oo i da sistem (2.39) ima trivijalno resenje.

Neka je = (z1,22)", ¥ = (Y1, y2:)" 1 2(t) = (z1(t), 22(t)", x(pi(t)) =
(1(ps(t)), z2(pi(t)))", i = 1,2. Tada je

[ —ay1, VI |y
F(t,z,y1,y2) = . ] + (t+1)3 " ys, | = f(t,z) + h(t, y1,v2),
- (t+1)?
[ In(1+]yo1]) 0
G(t,2,91,2) = e_t;;% -
| @12z ()3

Ocigledno, sistem (2.39) moze biti razmatran kao stohasticka perturbacija deter-
ministickog sistema koji je asimptotski stabilan, tj.

dl’l(t) . —a 0 . ZL‘l(t)
dl’Q(t) o 0 —as $2(t) '
Koeficijenti sistema (2.39) sugerisu ispitivanje polinomijalne stabilnosti. Da bi se

postavili uslovi pri kojima sistem (2.39) ostaje LP-stabilan, p > 2, primeni¢emo
Posledicu 2.2.1 za A(t) =t + 1. Dakle,

2" f(tx) < —(a1 Aag)|zf,
1
Rt yr )P < 5 e (L4 ) A0 + i ATH(E)
1 _ 3 I
< I + A0 + 7 A,

Primenom elementarne nejednakosti (1.20), dobija se

1 1
(At g1, 2)] < 5 i A7) + 2 A2 () + 5 e AT ().
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Analogno,

2
G(t, 2, y1,42)]” Sy A7) 4+ e 2Py AT ) + ys A0 (1)
<y PAT2(E) + g PATA (1) + e 2PN (8).

Primenom Posledice 2.2.1 sledi da je sistem (2.39) polinomijalno LP-stabilan ako je
zadovoljen uslov (2.31), tj. ako je

3
al/\a2>§p.

Tada je

In E|x(t;€)P

el In(t+1) — 7

gde je, na osnovu (2.32), v =2 Apa ApB Apla; A ag — %p)

Oblast polinomijalne LP-stabilnosti je prikazana na Slici 2.4. Specijalno za p = 5,
pr(t) =t —1/(L+log(L+1)), pa(t) =t — 1/(1+1%), 7 = max{—p1(0), —p2(0)} = 1,
€=(1,1), ag = ag = 10, o = = 1 graficki prikaz trajektorija resenja (xy(t), z2(t))
sistema (2.39) i momenta petog reda moze se videti na Slici 2.5 i Slici 2.6, respekti-
vIo.

Slika 2.4: Oblast u kojoj je ispunjen uslov a; A as > %p

Napomena 2.2.1 Moze se primetiti da se sva prethodna tvrdjenja mogu primeniti
za ispitivanje stabilnosti SDJ sa konstantnim kasnjenjem, odnosno, u slucaju kada
je pi(t) =t — 7, 7 = const > 0, 7 = max{—7y,...,—T, }.

Stavige, sva prethodna tvrdjenja mogu se preformulisati i za ispitivanje stabil-
nosti SDJ bez kasnjenja, za p;(t) = t.
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1.0+
L X1 (t)
08>
[ Xa(t)

06p

04l

-05 i 05 10 15 20

—02f

Slika 2.5: Trajektorije resenja sistema (2.39) za pi(t) = t — 1/(1 + log(1 + t)),
p(t)=t—1/(1+2?),7=1,6=(1,1),a=8=1

S I
-0.1 0.1 0.2 0.3

Slika 2.6: E|z(t)]° za ay = as = 10, a = B =1, p1(t) =t — 1/(1 + log(1 + 1)),
pa(t) =t —1/(1+#%), 7=1,¢=(11)

S 1 | 1 1 1 1 \t

2.3 Eksponencijalna LP-stabilnost i integrabilnost
stohastickih funkcionalnih diferencijalnih
jednacina

Neka je data sledeca stohasticka funkcionalna diferencijalna jednacina (SFDJ)

dz(t) = [f(t,2(t) + F(t, z)]dt + Gz,) dw(t), t>t,>0,  (2.40)

sa zadatim pocetnim uslovom z,, = &, funkcijom f : R, x RY — R? i funkcionalima
F:R, x C([-7,0];R?) — R4 G : R, x C([-7,0];R?) — R¥>™, Kako jednacina
zavisi od proslosti, pocetni uslov £ je definisan na segmentu [ty — 7, %] kao Fy,-
adaptirana slu¢ajna promenljiva iz familije C'([—7, 0]; R?), nezavisna od Brownovog
kretanja, koja zadovoljava uslov E||£[]? < oo, tj.

xy, =& ={&(s) 1 =7 < 5 <0} € L*(Q, F,, C([—7,0];RY)).
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S obzirom da je jednacina (2.40) specijalan oblik SFDJ (1.16) sa konac¢nim
kasnjenjem, Definicijom 1.5.1 i Definicijom 1.5.2 se definiSe reSenje i jedinstveno
reSenje, respektivno, ove jednacine. Iz istog razloga, ako f, F', G zadovoljavaju Lip-
schitzov uslov i uslov linearnog rasta, na osnovu Teoreme 1.5.1 postoji jedinstveno
skoro izvesno neprekidno i adaptirano resenje x(t; ¢y, §) jednacine (2.40) koje zado-
voljava uslov E supe(_, 7y [2(t; to, §)1> < 00 za T' > t. Stavise, ako je pocetni uslov
£e LP(Q,Fy, C([-7,0]; RY)), p > 0, onda je Esupyei_, 7 |2(t; to, §)[P < 0.

Za ispitivanje stabilnosti reSenja u prethodnom poglavlju je koris¢ena metoda
Lyapunova. Medjutim, kako je vise puta naglaseno, zbog poteskoc¢a pri nalazenju
odgovarajuce funkcije Lyapunova, neophodno je na¢i druge, primenljivije kriteri-
jume, koji nisu zasnovani na direktnoj metodi Lyapunova. Za vise detalja pogledati
Jankovic et al. [57, 59, 148], Liu i Xia [101], Mao [113], Zhou et al. [184].

Mao je u radu [113] razmatrao eksponencijalnu srednje kvadratnu i skoro izvesnu
stabilnost SFDJ i SDJ sa promenljivim vremenskim kasnjenjem. Pod pretpostavkom
da je deterministicki sistem stabilan, proucavajuéi pri kojim uslovima odgovarajuéi
stohasticki perturbovani sistem i dalje ostaje stabilan, formulisao je uslove za sta-
bilnost koji se jednostavno proveravaju, a u slucaju SDJ sa konstantnim kasnjenjem
predstavljaju uslove uniformne stabilnosti.

Teorema 2.3.1 (Mao, [113]) Neka su A, «, 8 pozitivne konstante tako da vazi:
A

(i) 2Tf(t,x) < ) lz|?, (t,2) € Ry x R%;

(i) |F (@) < alloll, 1Gt @) < Bllell?,  (t9) € Ry x C([-7,0],RY));

(iii)  2a+ B+ 6Ay/BT < Ae .
Tada postoje pozitivne konstante M 1~y tako da je

Bllz(t; to, €)|* < M e B¢, (2.41)

za svako ty > 0 i &€ € L*(Q, Fyy,, C([—7,0],R?)), odnosno, jednacina (2.40) je eks-
ponencijalno L?-stabilna Stavie, jednacina (2.40) je eksponencijalno skoro izvesno
stabilna, tj.
Y In |z(t; to, §)| :
imsup ———— S.1.

t—o00 t

S_

B2

U nastavku su izlozeni rezultati iz rada [142], G. Pavlovié¢, S. Jankovi¢, Moment
exponential stability and integrability of stochastic functional differential equations,
Applied Mathematics and Computation 218 (2012) 6125-6134. Dobijeni rezultati
delom predstavljaju uopstenja tvrdjenja iz rada [113] X. Maoa u kome je razmatrana
srednje kvadratna stabilnost SFDJ (2.40). Uopstenja u radu [142] se odnose na
nalazenje dovoljnih uslova eksponencijalne skoro izvesne i LP-stabilnosti jednacine
(2.40) za p > 2.

U Sekciji 2.3.1, kao specijalan slucaj jednacine (2.40), razmatra se perturbovana
SDJ sa promenljivim vremenskim kasnjenjem, SDJ sa konstantnim kasnjenjem i
SDJ bez kasnjenja.

Najpre se dokazuje pomoc¢no tvrdjenje koje ¢e biti primenjeno za dokazivanje
glavnih rezultata.
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Teorema 2.3.2 Neka je p > 2 i neka su \, a, B pozitivne konstante tako da vazi:

(i) aTf(t,x) < —% lz|?,  (t,x) € Ry x RY;
(i) |F(t, o) <allell, |Gt 0)* < Bllell?,  (t¢) € Ry x C([—7,0],RY));

(iii) g[za +(p— 1)B] + 3pM/Br < Ae ™.

Tada postoje pozitivne konstante C' i v € (0,\) tako da je svako resenje x(t;to,&)
jednacine (2.40) LP-integrabilno u odnosu na funkciju eV, u smislu da vazi

/ S E|a(t to, P dt < C e B|[€]P, (2.42)

to

za svako ty > 0 i & € LP(Q, Fy,, C([—7,0], RY)).

Dokaz. Zbog jednostavnosti, bi¢e koriséen x(t) umesto x(t; ¢y, £) za resenje jednacine
(2.40) sa pocetnim uslovom & € LP(Q2, Fy,, C([—7, 0], R%)).

Primenom formule Itéa na e |x(r)[P, pri ¢emu je r > to, dobija se

e’\r|x(r)|p = e’\t°|x(t0)\p+/ )\e’\s|x(5)|p ds

to

[ el (TG s ) + Flsn] + 5160 ) ds

to

+p(p2—2) / ()P (5)G (5, ) ds

to

+p /r M |w(s) P22 ()G (s, x4) dw(s).

to

Za t > to+ 6, na osnovu pretpostavki (¢) i (i7), sledi

ACTE||z|P < E sup Maz(r)P (2.43)

Te[t_Tvt}
t
SGM(]Hng—f‘pOéE/ eAs|x(8)‘p—1||xS||dS

to
-9 ¢
T %,@E/ o (5) 2,2 ds

to

+pE sup / e |z(s) P12t ()G (s, x,) dw(s)
] Jt—7

reft—r,t

t
<MElelP + 8 20+ (p - 1)) [ EljalP ds

to

+pE sup /: e |z(s) P12 ()G (s, x,) dw(s).

reft—r,t]

-7

Ako se primeni Burkholder-Davis-Gundi nejednakost (Teorema 1.3.3), a zatim ne-
jednakost Younga (1.22), za proizvoljno ¢ € (0,1/2) se dobija
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pE sup /T M |z(s) [P e (s)G (s, x4) dw(s)

reft—r,t] Jt—
1/2

t
/ Ma(s >|2<p-1>||G<s,x8>||2ds)

1/2
||xt||p ”Sﬁllstpds)

9p2 ¢ 1/2
< 2E{ e A7) 2 - (i—ﬂ e ) / e”sllxsll”d8>
€ t—1

9 2 t
< e M|z [P + Z—ﬁe—w—ﬂ / 2 ||z, |P ds.
€ t—T1

1/2
<3pFE ( 2/\‘96||9178||2pds)
(

Prema tome, za t >ty + 7, na osnovu (2.43) sledi da je

(1 =) MTE||a||” < M B|lg]? (2.44)

+ PRt (p-18) [ MElnlpds

to

9 2 t
4 -3 o A(E=T) / 62>\5E||$5||p ds.
45 t—1

Ako je t € [to, o + 7], na slican nacin se dobija

M|z |]P < B {Hi!lp + sup \fC(T)I”} (2.45)

re [to ,t]

ME|E]P + E sup e a(r)]?

re(to,t]

20 B|Ig|P + 5 20+ (= 1] [ MElllP s

to

9 t
+ Z—B ) [ Ba | ds +e X E
e

to

Otuda, za svako t > ¢y, primenom (2.44) i (2.45) sledi

(1 =) e Bllm? < 26 Bl (2.46)
t
ot p-g)e™ [ E|ards
to

9 2 t
+ P B 6—2/\t+/\7/ 62>\SE||$SHP ds.
4e (t—7)Vto

Na osnovu uslova (iii) sledi da postoji konstanta v € (0, \) tako da je

Ploa+ (p— 18] + 30— 1)V < (A=) e (2.47
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Za proizvoljno T' > t; je

T
(1—¢) e”/ eV B ||| [P dt

to

T
<9 / eNE=t0) e |1P iy

to

T t
220+ (p— 1)5] / (N / B[z, ds dt

to to

9 2 T t
+p_5 e / T2 / M E||a| [P ds dt
4e to (t—T)Vto

2 ’ !
< 2o emmlelr + Bk - 03] [ Bler ([ <o) as
)\ - F)/ 2 to S

2 T (s+7)AT
M e)‘T/ 62’\SEH$3HP (/ Y2 dt) ds
4e to s

+

p L[
< PEE|P + 520 + p—lﬂ—/ e El|z|[" ds
5 B G20+ = DAl [ Bl
2 T _ o= (2A=7)T
1
+9p5€,\7/ 6(2)\)SEHstp e(1=2N)s 6—)7_ ds.
4e to (2)\_7)7-

Za e = 2 \/BT e, koje je na osnovu uslova (iii) iz intervala (0,1/2), dobija se

— AT 3]9 T t
e —7\/ﬁ7' / e E||x||P dt
to

<

vtoE p
s Bl

1 3 4
(52 heas -0+ 2 VFr) [ eploras

to

+

odnosno,

T
(> /5~ 2pas - 131) [ e Blipa

to

2
< —— ™ E|E]P.
o El
Imajuéi u vidu nejednakost (2.47), sledi da za svako T' > 0 vazi

T
/ "' Ella|lP dt < C - e E|E]|7,

to

pri ¢emu je C' > 0 generisana konstanta. Kako je E|z(t)|? < E||x4||P, teorema je
dokazana kad T" — oo. <

Primenjujuéi prethodnu teoremu, mogu se postaviti uslovi za eksponencijalnu
LP-stabilnost jednacine (2.40). Kao i obi¢no, pretpostavlja se da je f(t,0) = 0,
F(t,0) =0, G(t,0) = 0 za svako t > tg, kako bi jednacina (2.40) imala trivijalno
reSenje x(t; o, 0) = 0 za svako t > t.
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Teorema 2.3.3 Neka su zadovoljeni uslovi Teoreme 2.3.2. Tada postoje pozitivne
konstante M i~y € (0,\) tako da je

Ela(t;to, &) < Me ") E|¢|P (2.48)

za svako ty > 0 i &€ € LP(Q, Fy,, C([—7,0],R?)), odnosno, jednacina (2.40) je eks-
ponencijalno LP-stabilna u smislu da vazi

In E|z(t:t p
limsup n |£E(, 07€)| <

t—o00 t o

_7'

Stavise, jednacina (2.40) je eksponencijalno skoro izvesno stabilna sa eksponentom
Lyapunova v /p, tj.

| t;t
limsupM <X s

t—00 t P

Dokaz. Ako je € = 3/2p\/B1 e, §to je na osnovu uslova (i7i) Teoreme 2.3.2 manje
od 1/2, i ako u relaciji (2.46) zamenimo A sa ~y, dobija se

eV(t’T)E] \$t| ’p

T
<4CEIIIP +p 20+ (p - D5+ 3BT 0] [ Bl ds

to

Primenom nejednakosti (2.42), iz Teoreme 2.3.2 se dobija trazena nejednakost (2.48),

" Elx(t)]” < " Ellz|[” < M E||¢]]",

pri cemu je M = {4 +p [204 +(p—-1)5+ 3%6(7_”7] C’} e,

Stavise, eksponencijalna LP-stabilnost povlaéi eksponencijalnu skoro izvesnu sta-
bilnost sa eksponentom Lyapunova ~y/p, ¢ime se opisuje brzina konvergencije pro-
izvoljnog resenja kad ¢t — oo. Za p = 2, dokaz se moze naci u [113], a ovde je dat
dokaz za p > 2.

Za proizvoljno € € (0,7) i k= 1,2,..., na osnovu (2.48) sledi

P{w: [a(k7 +to;to, )] > € O=WTIYy < e (ke + ty; 1o, )
< M E|¢[p.

Primenom Borel-Cantellijeve leme sledi da postoji sluc¢ajni indeks ko(w) tako da
je skoro izvesno |z(kT + to;to, &) < e~ 0"K/P za k> ky(w). Prema tome, ako je
(k=11 4ty <t<kr+tyik>ko(w), onda je

In |z (kT + to; to, )| < _ (v —e)kt/p

} ST h— D)+t T

Zbog toga je
| k to: t —
limsup D|I( T+ 0 Ové)l S _’7 €
t—o0 t p

Kako je € proizvoljno izabrano, dokaz je kompletan zahtevom da ¢ — 0. {

s.1.
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Napomena 2.3.1 Prikazana tehnika dokazivanja nije efektivno primenljiva za ispi-
tivanje opste skoro izvesne i LP-stabilnosti jer proizvoljna decay-funkcija A(t) mora
da zadovolji uslov,

a <

<1, a€(0,1], t>0,

koji je isuvise restriktivan. U tom slucaju, klasa decay-funkcija je veoma uska jer
mali broj funkcija zadovoljava ovaj uslov, npr. eksponencijalna funkcija, a ne mogu
se uzeti u obzir polinomijalna i logaritamska funkcija.

2.3.1 Eksponencijalna LP-stabilnost i integrabilnost
stohastickih diferencijalnih jednac¢ina sa promenljivim
vremenskim kasnjenjem

SFDJ (2.40) moze biti redukovana, izmedju ostalog, na razli¢ite tipove SDJ sa

kasnjenjem. U ovom poglavlju, kao specijalan slucaj jednacine (2.40), razmatra se
stohasticka diferencijalna jednacina sa promenljivim vremenskim kasnjenjem,

dr(t) = [f(t,2(t)) + F(t,z(p1(t)), .., x(pa(t)))] dl (2.49)
+G(tx(p1(t),...,x(pa(t))) dw(t), t >ty >0,

pri ¢emu je pocetni uslov x,, = £ € LP(Q, F, C([-7,0],R?)) i p > 2. Kao i
ranije, w(t) je m-dimenzionalno Brownovo kretanje i f : R, x R? — R4, F :
Ry x R 5 R4 G : Ry x R — R¥>™_ Takodje, pretpostavlja se da neprekidno
diferencijabilne funkcije p; : Ry — R, i =1,...,n, zadovoljavaju uslove (2.5) i (2.6)
idaje 7 =maxi<i<p{—pi(0)}.

Teorema 2.3.4 Neka su p; : Ry — R, ¢ = 1,...,n neprekidno diferencijabilne
funkcije koje zadovoljavaju uslove (2.5) i neka postoje konstante \,«, B tako da
vazi:

@) aTfte) < 2R, (Le) €R, xR
p
i) IFe) <allgll, IGLOR<BIAR  (ty) € Ry x R,

(iii’) ap\/ﬁ+ﬂwn</\.

Tada postoje pozitivne konstante C' i vy € (0,\) tako da je svako resenje x(t;to,&)
jednacine (2.49) LP-integrabilno u odnosu na funkciju €', odnosno, vazi

/ O El(t; to, €)[P dt < C ™ E||¢]|? (2.50)

to

za svako ty > 0 and & € LP(Q, F,, C([—T,0],RY)).



2.2 Eksponencijalna LP-stabilnost i integrabilnost SFD.J 59

Dokaz. Primenom formule Itéa i uslova (i), za t > ¢, je
M Ea(t)|”

¢
= ME||€||P + )\E/ ™| (s)|P ds

to

E / )x(s)P2a(s)T f (s, 2(s)) ds

to

+PE/ e*[a(s) [ (s)  Fs,(pi(s)), - -, 2(pals))) ds

to

+@ b / [z ()P~ 2" (5)G (s, 2(pi(s)), - .., x(pn(s)))|* ds
L / e [2(5) [P 2|G (5, 2(p1(5), .., 7(pa())) | ds

<OEP +pE [ ol F(s,(pi(). .- a(pa(5))| s

=D g [l 16, a(n (9) () P s

2 to

+

Na osnovu uslova (i) i (i) sledi
Ela(t)]” < e X0 Bl (2.51)

g [ (Sl
IRy / 6A<ts>|x<s>|p2(izl [2(pi(3))I) ds

Primenom nejednakosti (1.23) za neko €; > 0 i elementarne nejednaksti (1.20),
dobija se

/ N9 () ,pl(zym )1/2 ds (2.52)

-1 ¢
< b €1 E'/ e M| z(s) P ds
b

to
1 p/2
+551(p D p / A(t—s (Z|‘T pils ) ds

-1 t
< b 51/ e NI Bz (s)|P ds
b

to

1 = [
+5€1 (» 1)np/2—1<2/ €_A(t_S)E|ZE(pi(8))|pd8>.
i=1 “to
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Na slican nacin sledi da je

t n
B [ e Na)p (3 lelns)) ds (253)
to i=1
) t
< b 52/ e NI Ela(s)|P ds
p to

2
ey O Dl Z/ N Bl (py(s) P ds ).

Zamenom ocena (2.52) i (2.53) u (2.51) dobija se

t
Bl < OB+, [ X IBR(o)P s

to
noopt
+ 09 ( Z/ e_)‘(t_S)E\x(pi(s))]p ds), (2.54)
i=1 J10
pri ¢emu je
61 = (p— Daer + Blp — 2)e2/2], 6, = n?/*™! [ag;@*” +(p— 1)555@/2*1)} .(2.55)
Sa druge strane, iz uslova (ii7’) se moze zakljuciti da postoji konstanta v € (0, \)

tako da je

—1
ozp(np/QeW)l/p + p—(p )(np/ge"”)?/p <A—1. (2.56)

2
Na osnovu (2.54) sledi da za svako T > t, vazi

T T
/ Sl (t)[P dt < Mo / 0N g€ P dt (2.57)
to to
T t
51/ e”t/ e M) Bla(s)|P ds dt
to to

+ 9y z": (/tT @Wt(/tt e M) Bl (pi(s))|P ds) dt).

i=1 0 0

Promenom redosleda integracije, dobija se

T ¢ T T
/ e”t/ e’\(tS)E|x(s)|pdsdt§/ eAsE]x(s)P’(/ e(V’A)tdt> ds
to to to s
1 T
< — eV Elx(s)|P ds. 2.58
= | o) (2.58)

Analogno,

/T e”t</t e M Bz (pi(s))]P ds) dt (2.59)

to to

< [ e Blatatne ([ erar) as

01 - S
< — e Elx(pi(s))|P ds.
= | B
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Da bi ocenili poslednji integral u relaciji (2.59), uvodi se smena u = p;(s). Kako
funkcije p; zadovoljavaju uslove (2.5) i (2.6), to je

T T
/ eV Elz(pi(s))|P ds < / ") B (u) [P du

to to—T1

to T
= / B (u) [P du + / " B (u) P du
to—T

to

1 — e*'yT T
= 67(t°+7)—TE||§||p +/ 67(“+T)E|x(u)|p du
T

to

T
< W B||||P +/ I B (u) [P du. (2.60)

to

Konaé¢no, na osnovu poslednje ocene i (2.57), (5.37) 1 (2.59), sledi

/T " E|lz(t)P dt < ¢ E||E]]P + ca /T " Elx(t)P dt, (2.61)
to to
gde je
¢ = )\Tfyem(l +6on7e’) >0, = )\%7((51 + done™™).
Na osnovu (2.55), ¢, je oblika
=5 - v e s O et

Imajuéi u vidu relaciju (2.56), €1 i g9 ¢e biti izabrane tako da je ¢ < 1, na primer,
e = (nP2e)P i gy = (nP2e77)?/P. Tada je

1
=3

—1
Co {ap(np/2evf)1/p+ﬁp(p2 )(np/Qe'YT)Q/p} <1,

Cc1
1—c2

> () tako da vazi

pa na osnovu (2.61) postoji konstanta C' =

T
/ S E|a(t)F dt < C e B|g|P.

to

Prema tome, (2.50) direktno sledi kad 7' — oo, ¢ime je teorema dokazana. <

Kao i obi¢no, za ispitivanje eksponencijalne skoro izvesne i LP-stabilnosti jedna-
¢ine (2.49), neophodno je pretpostaviti da je F'(¢,0,...,0) =0, G(¢,0,...,0) =01
f(t,0) = 0.

Teorema 2.3.5 Neka su zadovoljeni uslovi Teoreme 2.3.4. Tada postoje pozitivne
konstante M i~ € (0,\) tako da vazi

Ela(t;to, &) < Me ") E||¢|P (2.62)

za svako ty > 0 i &€ € LP(Q, Fy,, C([—7,0],R?)), odnosno, jednacina (2.49) je eks-
ponencijalno LP-stabilna. Stavise, jednacina (2.49) je istovremeno i eksponencijalno
skoro izvesno stabilna sa eksponentom Lyapunova 7 /p.
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Dokaz. Neka je v € (0, ) izabrano tako da je zadovoljena relacija (2.56). Pri-
menom formule Itoa i uslova (i), za r > t; je

e a(r)[” < ela(to)[” +P/r e ()P F (s, 2(pa(s)), - - -, 2(pn(s))) ds

to

P [ )26, a(pn(6), () s

to

+p / *la(s)P 2 (s) Gls,2(pi(s)), - .., 2(puls)))duw(s).

to

Prema tome, za t > ty 4+ 7 vazi

ev(H)E’ ’$t| ’p
<E sup e"|x(r)?|
reft—r,t

<EREEP +pE [ o)l F(s (i), .- alpa(s))]| ds

to

el p / ()P 2G5, 2(pr(s), ., x(pals))) P ds

to

+pE/ - e |z(s) [P 2w (s) G (s, 2(p1(5)), . . ., 2(pn(s))) dw(s)

to

+p E{ s[up ]/ eV |z(s) P22 (s) G (s, 2(p1(5)), . .., 2(pn(s))) dw(s)}.
re(t—rt| Jt—r

Primenom uslova (7’) i nejednakosti (1.23) za e = €3 = 1, na nacin kako je dobijena

relacija (2.54), dobija se

- . p .
e 2|21 (2.63)

w1 /t ¢ Bla(s)P ds

< cmplele + |alo - + 5=
to

+ [anP/> 1 4 (p — 1)Bn?/>7] ( i /t: ¢ Bla(pi(s)) [P ds)

+pE sup /7" eV |z(s) P22t (5)G (s, 2(py(5)), . .., x(pn(s))) dw(s).

reft—rt] Jt—r

Da bi ocenili poslednji integral, primenimo Burkholder-Davis-Gundy nejednakost
(Teorema 1.3.3) i elementarne nejednakosti (1.22) i (1.23),

pE sup / © ()P ()G s, 2(r(5)), - ., 2(puls))) dus)

reft—r,t] Jt—r
1/2

<ap{ [ Ol G )l s

. - . ofo 1/2
< E{||x(t)||p9p26/t e’ 7972|x(s)v7+ %(ZIx(m(s))F) /] dS}
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1 Y(t—T)
< S Ba(r)|F
L9 -2 2 /< p/2
-z 26677(15 T)E/ o2 p 2 (s)|P + _<Z \x(pl(s))|2) ds.
2 t—T1 p p i=1
Na osnovu ove ocene, relacija (2.63) postaje
") B |2y ||P (2.64)
t p— 2 ! s
< Bl + - 1) |a+ g2 2] [ e mla(s)pds
to
+nP 2 a+ (p—1)8 Z/ e Elx(pi(s))[? ds>
9 _ —y(t—7) ' 2ys p l y(t—7) P
+5p(p —2)fe " Elx(s)" ds + 5™ Ela(t)]]
t—1
n t
opant/ e (30 / 2 Bla(p,(s)) " ds).
i=1 t—T
Ako je t € [tg, o + 7], na slican nacin se dobija ocena
B[P (2.65)

< emE{llfll“r sup Ix(r)lp}

rée(to,t]

< 2 E| €]l + (p— 1) {a +@p—2] / ¢ Blo(s)|P ds

to
+nP o+ (p— 1) Z/ e Elx(p; |pds>

9 ¢ 1
4300 =237 [ Ela(s)P s + 5 Elfa(o)|P

to
noopt
+9pfnP/F e tT) ( / e?* E|x(pi(s)) P ds).
i=1 “to

Prema tome, za svako t > tq iz relacija (2.64) i (2.65) sledi

ev(lt—T)E| |$t| |p

< ATE|EP + (p— 1)[20 + B(p — 2)] / & Ela(s) [P ds

to

+2nP o+ (p—1)3 Z/ e’ Elx(p; |pds>
¢
+9p(p — 2)fe 7T / X E|x(s) P ds
toV(t—T)
noot
+18pAnP/2 et Z/ 2Bz (pi(s))[P ds.

i=1 toV(th)
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Konaé¢no, na osnovu relacije (2.50), Teoreme (2.3.4) i ocene (2.60), sledi da je

ev(t—T)E| \xth

< 4™ E|[ENP + {(p — 1)[2a + (p — 2)8] + Ip(p — 2)8e’"} Ce ™ E||¢]|?
+2np/2[a +(p—1)8+ 9pBe™] / 67(M+T)E|x<u)|p du

to—T

<e{d+(p-1)2a+ (p—2)8] + 9p(p — 2)8e”} C E|I¢]IP

T
+2np/2[a + B(p—1) + 9pBe™] [T€V(to+7)E‘|£||p +/ 67(“+T)E]x(u)|p du

< M e El¢]|?,
pri cemu je
M = {4+ (p—D[2a+ (p— 2)8] + 9p(p — 2)B”" }C
—|—2np/2[a +(p—1)8+9pBe™ ] (1 + C).

Prema tome, relacija (2.62) je zadovoljena za M = Mer.

Dokazivanje eksponencijalne skoro izvesne stabilnosti se izostavlja, s obzirom da
je postupak isti kao u drugom delu dokaza Teoreme 2.3.3. <

Razmotrimo specijalan slucaj za p;(t) =t — 7;, pri ¢emu su 7;,¢ = 1,...,n ne-
negativne konstante, a 7 = max;<;<,{7;}. Tada se jednacina (2.49) svodi na SDJ
sa konstantnim kasnjenjem oblika

de(t) = [f(t,z(t)) + F(z(t — 1), ...,x(t — 7,))] dt (2.66)
+G(t,x(t — 7)), ..., x(t — 7)) dw(t).

Prema Teoremi 2.3.4, ako su zadovoljeni uslovi (¢')—(i7i") svako resenje jednacine
(2.66) je LP-inegrabilno. Takodje, jednacina je eksponencijalno skoro izvesno i LP-
stabilna na osnovu Teoreme 2.3.5. Stavise, s obzirom da uslovi (i')-(iii') ne zavise
od 7;, jednacina (2.66) je uniformno eksponencijalno skoro izvesno i LP-stabilna.

Posebno, za n = 11 7 = 0, jednacina (2.66) postaje stohasticka diferencijalna
jednacina bez kasnjenja

de(t) = [f(t,z(t)) + F(t,z(t))] dt + G(t,z(t)) dw(t). (2.67)
Naredno tvrdjenje direktno sledi iz Teoreme 2.3.4 i Teoreme 2.3.5.
Posledica 2.3.1 Neka postoje konstante X\, «, B tako da je:
@) 2T f(t,z) < —% lz|?, (t,2) € Ry x RY;
(i) |F(tx)| <alz], |Gt 2)]? < Bz, (t2)€ Ry x RY;
(iti") ap+ B @

Tada je jednacina (2.67) LP-integrabilna i eksponencijalno skoro izvesno i LP-stabilna.

<A
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Napomena 2.3.2 Za p = 2, uslovi (1), (i7i") i (2i") svode na uslove koji se
mogu nad¢i u [113]. Na primer, uslov (i) za slucaj srednje kvadratne stabilnosti i
integrabilnosti jednacine (2.40) je oblika 2 + 3 4+ 6A\/BT < e 7.

Naredna dva primera ilustruju prethodna razmatranja. U oba slucaja, pret-
postavlja se da je {w(t),t > 0} skalarno Brownovo kretanje.

Primer 2.3.1 Neka je data SFDJ oblika (2.40) koja zavisi od parametra a € R,
pri cemu je reSenje oznaceno sa z(t) = (u(t),v(t))T, a proslost resenja sa x;(s) =
(ue(s),v¢(s))T, t,s > 0. Pretpostavlja se da je & € LP(Q, Fy,, C([—7,0],R?)) i da je

sin (/_OT e’ vy(s) ds)
Fltn) = 2/_0 () ds |

9

F(t,2(t)) = [ Y
’ Lt~ ol

a
G(t,z) = 7 1—e

/ (1 + |ud(s)]) ds

—T

0
/ sinwvy(s) ds

Nije tesko proveriti da funkcionali f, F, G zadovoljavaju Lipschitzov uslov i uslov
linearnog rasta, ¢ime je garantovana egzistencija i jedinstvenost proizvoljnog resenja.
Ocigledno, f(¢,0) =0, F(t,0) = 01 G(t,0) = 0, pa jednacina ima trivijalno resenje.
Sa druge strane, kako je

SOt 2(0) < -5 O,

F(t,z,)] (sm( 4@ vi(s) ds))2+ (2 /0 |ut(s)|ds)2

0

< / @l + 4l ds <o [ n(o)Pa

—T

<4 sup |z (t + s)

Gtz < a72 [(/_OT In(1 + !ut(s)!)ds)2 + (/j sin vy (s) ds)2]

< a’r ||z,

uslovi (7) i (iz) su zadovoljeni za A = 3/4p, a = 27, B = a®7. Prema tome, kljucni
uslov (ii7) je oblika

3
2(p — 1)a* 4+ 9pa +8 — Ze 3/ <0, (2.68)
T

Neka je g(a) leva strana nejednakosti (2.68). Na osnovu Teoreme 2.3.3 sledi da
¢e razmatrana jednacina biti eksponencijalno skoro izvesno i LP-stabilna ukoliko je
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a € (aj,az), pri ¢emu su aj i as reSenja kvadratne jednacine g(a) = 0. Kako je
diskriminanta pozitivna, 81p% + 24(p — 1)e™3/*"7 /7 > 0, ova resenja uvek postoje.
Stavise, ukoliko je neophodno da @ bude pozitivno, odnosno, a € [0,as), onda T
mora biti iz intervala (0, 7y), gde 7y zadovoljava jednakost 3e=3/4" = 87,. Takodje,
u ovom slucaju, na osnovu Teoreme 2.3.2 sledi da je svako resenje LP-integrabilno
u odnosu na funkciju e za v € (0,3/4p).

Primer 2.3.2 Prethodni teorijski rezultati mogu se primeniti za naliziranje sta-
bilnsti SDJ sa promenljivim vremenskim kasnjenjem i parametrima a > 01ib € R,

u(pr(t))
g R e ) Cg T EC

sin (e~“u(pr (1)) ]
+b dw(t), t>0,

) g
pri ¢emu je zadat pocetni uslov & € LP(Q, Fy, C([—7,0],R?)) i funkcije kojima se
opisuje kasnjenje

pi(t)=t—e " po(t)=t— (g — arctant) , t>0.

Jednostavno je proveriti da su uslovi (2.5) zadovoljeni i da je 7 = max{—p;(0), —p2(0)}
= m/2. Takodje, postoji jedinstveno resenje z(t) = (u(t),v(t))?, kao i trivijalno
reSenje ove jednacine. S obzirom da vazi

2 () f(t, () = —alz(t)],

[F(t,2(p1(1)), p2(0))]* < 2|2 (pr (D)) + 2z (p2(t))]”
<4 €[§UI;2 ; lz(t + )|

= 4|z,

(G (t,2(p1(1), p2(E)|* < O [lx(pr () + |2 (p2(t)) 7]
< 26°[[ae| %,

uslovi (i) i (ii") su zadovoljeni za A = ap, a = 2, 8 = 2b?, pa je (iii’) oblika
22+ 20°(p—1) < a. (2.70)

Prema tome, ako je zadovoljena prethodna relacija, na osnovu Teoreme 2.3.4 sledi da
je svako resenje LP-integrabilno u odnosu na funkciju €, pri cemu je v € (0, ap). Pri
istim uslovima, primenom Teoreme 2.3.5 sledi da je jednacina (2.69) eksponencijalno
skoro izvesno i LP-stabilna.

S obzirom da jednacina (2.69) direktno zavisi od parametara a i b, na Slici 2.7
je prikazana oblast eksponencijalne skoro izvesne i LP-stabilnosti, p > 2, koja zavisi
od ovih parametara. Specijalno za b = 0.5 za eksponencijalnu stabilnost momenta
petog reda dovoljno je da je a = 4.83. Za tako izabrane vrednosti parametara i
pocetni uslov & = (1, 1) graficki prikazi trajektorija reSenja (u(t),v(t)) i Elz(t)|? su
prikazani na Slici 2.8 i Slici 2.9, respektivno.
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Glava 3

Stabilnost stohastickih
funkcionalnih diferencijalnih
jednacina sa beskonac¢nim
kasnjenjem

U ovoj glavi se razmatra opsta skoro izvesna i LP-stabilnost stohastickih funkcional-
nih diferencijalnih jednacna sa beskonacnim kasnjenjem primenom metode Razu-
mikhina. U Poglavlju 3.1 su navedeni teorema egzistencije i jedinstvenosti resenja
razmatrane klase jednacina i poznati rezulatati koji se odnose na stabilnost resenja
pri uslovu Razumikhina. Dat je poseban osvrt ma specijalne oblike ovih jednacina
koje imaju veliku primenu u medicini, biologiji © tehnici kao sto su Lotka-Volterra
sistemi sa beskonacnim kasnjenjem. U Poglavlju 3.2 se razmatraju dovoljni uslovi
LP-stabilnosti i skoro izvesne stabilnosti u odnosu na proizvoljnu decay-funkciju sto-
hastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina sa beskonacénim kasnenjem. Rezul-
tati Poglavlja 3.2 prosirent su u Poglavlju 3.3 v Poglavlju 3.4 na stohasticke diferen-
cijalne jednacine sa vremenski zavisnim beskonacnim kasnjenjem i distributivnim
kasnjenjem, respektivno.

3.1 Uvodni pojmovi

U mnogim situacijama iz realnog zivota promene sistema su uslovljene trenutnim
stanjem i stanjima sistema u periodu koji prethodi datom trenutku. Ukoliko te
promene zavise od svih stanja sistema u proslosti, u matematickom modeliranju
dinamike sistema se primenjuju stohasticke diferencijalne jednacine sa beskonac¢nim
kasnjenjem.

S obzirom da SFDJ sa beskona¢nim kasnjenjem sadrze memoriju nekog sistema,
one realnije predstavljaju stvarne sisteme pa su samim tim predmet razmatranja
mnogih oblasti nauke i tehnike. Na primer, u teoriji viskoelasti¢nosti, modeli sa
memorijom se koriste za opisivanje stanja materijala pri naprezanju, tj. savijanju.
Materijali koji se razmatraju su, na primer, drvo, polimeri, plastika, led, itd. U
literaturi [7, 30, 78] ponasanje viskoelasti¢nih struktura (Stapa duzine l) se opisuje

69



70 Glava 3 Stabilnost SFDJ sa beskonacnim kasnjenjem

jednacinom sa beskonaé¢no raspodeljenim kasnjenjem (memorijom),
puy(t, z) = o(t, z) + h(t, z),

omxwzpwgamy—émau—smwxa@ww

pri cemu je p gustina materijala, o Piola-Kirchhoffov napon, h sila kojom se utice
na telo materijala, u(t, z) polozaj Stapa na udaljenosti = od poceka stapa, P opisuje
trenutni odgovor materijala, a integralni clan zavisi od istorije pomeranja tela
materijala u periodu (—oo,t]. U radovima [28, 29] Drozdov i Kolmanovskii raz-
matraju stohasticke oblike ovog sistema i stabilnost resenja. Preciznije, predmet
izucavanja je stabilnost viskoelasti¢nog stapa koji je izlozen uticaju spoljasnjih sila
u beskona¢nom vremenskom intervalu. Dati su dovoljni uslovi srednje kvadratne
stabilnosti viskoelasticnog Stapa za razlicite periode dejstva sile i razli¢ite vrste
fiksiranja krajeva stapa. U radu [28], u tu svrhu se koristi modifikovani metod
Lyapunova.

Stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine sa beskonac¢nim kasnjenjem
imaju veliku primenu u posebnoj oblasti biologije, u populacionoj dinamici. Raz-
matranje beskonacnog kasnjenja u diferencijalnim jednac¢inama potice od rada [166]
Volterre u modelima rasta populacije. Naime, u ovim modelima zajednic¢ko de-
lovanje bioloskih vrsta u proslosti za vreme nekog perioda 7, ukljucujudi i slucaj
T = 00, moze biti opisano pomocu integralnih jednacina. Klasican predator-plen
model su, nezavisno jedan od drugog, 1925. godine objavili Lotka i Volterra,

r=axr—bry, y=-—cy+dry, a,b,c,d>0,

gde x predstavlja broj elemenata populacije plena, a y broj elemenata populacije
predatora. Nekoliko godina kasnije, Volterra sugerise uvodjenje beskonac¢nog kasnjenja
u jednacinu predatora s obzirom da posledice ponasanja predatora na rast popu-
lacije nisu trenutne,

t
i) = —eolt) 4 dy(t) [ a(5)G(t - 9)ds,

pri ¢emu je ”funkcija memorije” G(s) neprekidna i integrabilna na [0,00) i G(s) =0

za s > T, a T je period inkubacije predatora.

Uvodjenje velikog kasnjenja u sistem diferencijalnih jednacina cesto dovodi do
oscilacija, nestabilnosti i neogranic¢enosti resenja. Rezultati vezani za egzistenciju,
jedinstvenost i stabilnost reSenja deterministickih Lotka-Volterra sistema mogu se
naéi u mnogim radovima, na primer, Miller [132], Kung i Smith [87], Chen [17] i
referencama u njima.

Medjutim, realni sistemi su najcesé¢e pod uticajem slucajnih komponenata, pa se
dinamika neke vrste realnije opisuje stohastickim Lotka-Voltera modelima. Stavige,
Bahar i Mao [8] su pokazali da uticaj okoline (Sum okoline) moze suzbiti eksploziju
neke populacije, a Mao [122] da razli¢iti uticaji okoline imaju razlicite posledice na
populacione sisteme sa kasnjenjem. Wan i Zhou [169] su razmatrali n-dimenzionalni
stohasticki Lotka-Volterra sistem sa beskona¢nim kasnjenjem oblika
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t

dx;(t) = z;(t <Z a;xi(t) + waxj — Tij) ZCU/ kij(t — s)z;(s) ds) dt

j=1 77>
t) Z O'Z‘jl'j(t)dwj, 1= I,_n, t Z O,
j=1

pri ¢emu je pocetni uslov z;(0) = ;(0) > 0za 6 € (—00,0] 1 sup_ 4« |¢(8)] < c0.
Funkcije ¢;, ¢ = 1,n su neprekidne na (—o0,0], a k;;, 4,7 = 1,n su nenegativne,
neprekidne funkcije definisane na [0,00) i zadovoljavaju uslov [ k;;(t)dt = 1.
Ova jednacina predstavlja specijalan slu¢aj SFDJ sa raspodeljenim beskonacnim
kasnjenjem o kojoj ¢e biti reci u Poglavlju 3.4. Ponasanjem i svojstvima reSenja
stohastickih Lotka-Volterra sistema sa beskonacnim kasnjenjem bavili su se, izmedju
ostalih, Liu i Wang [105], Huang et al. [49], Xu et al. [179], Xu [180], Wei i Cai
[171] 1 drugi.

U ovoj glavi se razmatra stohasticka funkcionalna diferencijalna jednacina sa
beskonacnim kasnjenjem,

dz(t) = f(t,x) dt + g(t,x¢) dw(t), t>0, (3.1)

sa zadatim pocetnim uslovom zy = £ = {£(0) : 0 < 0} € L% ((—o0,0];R™), pri
¢emu je z(t) € R"™ nepoznati stohasticki proces, z; = {z(t +6) : —o0 < 0 < 0)} €
BC((—o00,0[;R™) iw = {w(t), Ft,t > 0} je m-dimenzionalno Brownianovo kretanje.
Funkcionali f : Ry x BC((—o0,0[;R") — R" i g : Ry x BC((—o0,0;R") —
R™™ su Borel-merljivi, gde je BC((—o0,0];R") familija ogranic¢enih i neprekid-
nih funkcija ¢ : (—o00,0] — R" sa normom ||p|| = supy|@(0)]. Za p > 0 i
t >0, L ((—o0,0]; R") predstavlja familiju Fi-adaptiranih slu¢ajnih promenljivih
o= {o(8) -0 < 0} € BC((~00, 01;R™) 78 koju je | pl[% = suppeo Elp(B)]F < oo.

Definicija 3.1.1 Za n-dimenzionalan stohasticki proces {x(t),t € (—o0,T]} se
kaze da je strogo resenje jednacine (3.1) ako je s.i. neprekidan, {x(t),t € ([0,T]}
je Fe-adaptiran proces, fOT |f(t,z¢)|dt < o0 s.i., fOT lg(t, z,)|?dt < 00 s.i., zg = & s.i.
i za svako t € [0,T] integralni oblik jednacine (3.1) je zadovoljen s.i.

Definicija 3.1.2 Resenje {z(t),t € (—o0, T} jednacine (3.1) je jedinstveno ako je
bilo koje drugo resenje {Z(t),t € (—oo, T} stohasticki ekvivalentno sa njim, tj. ako
je

P{z(t) = Z(t),t € (—o0,T]} = 1.

Do sada nema mnogo radova koji se bave egzistencijom i jedinstvenoséu resenja
SFDJ sa beskona¢nim kasnjenjem, a ovde navodimo radove Kolmanovskiog i Nosova
[77], Weia i Wanga [170] i Rena et al. [151]. Wei i Wang [170] su dokazali egzisten-
ciju i jedinstvenost resenja jednacine (3.1) pri uniformnom Lipschitzovom uslovu
i oslabljenom uslovu linearnog rasta. Ren et al. [151] su dokazali egzistenciju i
jedinstvenost resenja pri opstijem, ne-Lipschitzovom uslovu, razmatrajuéi Lipschit-
zov uslov kao specijalan slucaj, i oslabljenom uslovu linearnog rasta. Kako veéina
Lotka-Volterra sistema ne zadovoljavaju uslov linearnog rasta, Liu et al. [107] taj
problem prevazilaze koris¢enjem stohasticke verzije funkcije Lyapunova.
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Teorema 3.1.1 (Wei i Wang, [170]) Ako koeficijenti f i g jednacine (3.1) zado-
voljavaju Lipschitzov uslov i uslov linearnog rasta, tj. ako postoji pozitivna konstanta
K tako da za svako t € [0,T] i p,v € BC((—o0,0]; R™) vazi

[t o) = f(E 0NV g(t, o) =gt V)* < K(lle —¥I),
(&, 0)[* Vg, 0)]" < K,

tada postoji jedinstveno s.i. neprekidno resenje {x(t), —oo < t < T} jednacine
(3.1). Stavise, ako je E|[£||P < oo za p > 2, tada je Esup_, < |x(t)]P < co.

S obzirom da je Lipschitzov uslov isuvise restriktivan, Wei i Wang su dokazali
da prethodna teorema vazi i ukoliko se uniformni Lipschitzov uslov zameni lokalnim
Lipschitzovim uslovom. U tom sluc¢aju, postoji jedinstveno resenje na svakom in-
tervalu (o, 00), pri ¢emu je ¢ty € R proizvoljan realan broj.

Iako sistemi sa beskona¢nim kasnjenjem imaju veliku primenu, sistemi sa kona-
¢nim kasnjenjem su vise izucavani, pa postoji opsezna literatura koja se odnosi na
ispitivanje stabilnosti ovih sistema, o ¢emu je bilo reci u Glavi 2. Poslednjih godina
raste interesovanje za ispitivanje ponasanja resenja jednacine (3.1). Na primer, Hu
et al. [47] proucavaju koliku stohasticku perturbaciju moze da podnese deterministi-
¢ki stabilan sistem sa beskonac¢nim kasnjenjem, a da i dalje ostane eksponencijalno
stabilan, dok Zhou et al. [184] i Liu et al. [107] daju dovoljne uslove za skoro
izvesnu i LP-stabilnost u odnosu na proizvoljnu decay-funkciju, ne koriste¢i metodu
Razumikhina.

Kao sto je ranije naglaseno, metoda Razumikhina predstavlja efikasnu i pri-
menljivu verziju metode Lyapunova (za vise detalja pogledati Poglavlje 1.5.1), sto je
i bio motiv za njeno izucavanje u ovoj doktorskoj disertaciji. Metodu Razumikhina
su primenjivali Yang et al. [181] i Li i Fu [96] za ispitivanje eksponencijalne skoro
izvesne stabilnosti i eksponencijalne LP-stabilnosti resenja SFDJ sa beskonaénim
kasjenjem.

Teorema 3.1.2 (Yang et al., [181]) Neka postoje pozitivne konstante p, u,cy i
¢y tako da vazi

c|lzlP < V(t,z) < colzlP,  (t,z) € Ry x R”, (3.2)

ELV(t,p) < —pEV(L, ¢(0)) (3.3)

za svako t > 0 i one ¢ € L' ((—o0,0];R"™) koji zadovoljavaju uslov
BV (t+0,00) < EV(t,p(0), —oo<t<O0. (3.4)

Tada je jednacina (3.1) eksponencijalno LP-stabilna, odnosno, za svako
§ € L% ((—o0,0]; R™) wazi

Elz(t; 6P < @ €)% e, za svako t > 0. (3.5)
C1
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Teorema 3.1.3 (Yang et al., [181]) Neka su ispunjeni svi uslovi Teoreme 3.1.2
i neka je p > 2. Ako postoji konstanta K > 0 tako da za svako t > 0 i ¢ €
LY (=00, 0]; R™) vazi

E|f(t,¢|" + E|g(t,¢|" > K sup " E|p(0)", (3.6)
6<0

tada je za svako § € L% ((—o0,0];R™) i bilo koje v € (0, ),

lim sup logr(t, )| < T s (3.7)
t—o0 p

U nastavku ove glave se primenjuje metoda Razumikhina da bi se dobili dovoljni
uslovi za opstu skoro izvesnu i LP-stabilnost jednacine (3.1). Kao specijalan slucaj,
dobice se rezultati rada [181], ako je decay-funkcija upravo eksponencijalna funkcija.
Sadrzaji Poglavlja 3.2 i Poglavlja 3.3 objavljeni su u radu [143], G. Pavlovi¢, S.
Jankovi¢, Razumikhin-type theorems on general decay stability of stochastic fun-
ctional differential equations with infinite delay, Journal of Computational and Ap-
plied Mathematics 236(7) (2012) 1679-1690.

3.2 Ispitivanje stabilnosti stohastickih
funkcionalnih diferencijalnih jednacina
primenom metode Razumikhina

S obzirom da je predmet istrazivanja ove glave stabilnost resenja, pretpostavilja sed
da, bez obzira na to koji uslovi egzistencije i jedinstvenosti resenja su zadovoljeni
(videti [77, 151, 170]), postoji jedinstveno globalno resenje z(¢;€),t € R jednacine
(3.1) tako da je Esup,cp |z(t;€)|P < oo, kao i da su dobro definisani svi integrali
Lebesguea i Itoa koji se pojavljuju u daljem radu.

Zbog jednostavnijeg ispitivanja stabilnosti reSenja, kao i obi¢no, pretpostavlja
se da je f(0,t) = 01 g(0,t) = 0, tako da jednacina (3.1) ima trivijalno resenje
z(t;0) = 0.

Decay-funkcija A(t), u odnosu na koju se ispituje LP-stabilnost i skoro izvesna
stabilnost jednacine (3.1), definisana je u Definiciji 2.1.1: Za rastuéu funkciju
A€ C(Ry;Ry), A(t) T oo, t — o0, jednacina (3.1) je LP-stabilna reda v u
odnosu na A(t) ako postoje konstante v > 01 ¢(§) > 0, tako da za bilo koje
£ e LP(Q, Fo, C([—7,0],RY)) vazi

Elz(t ) < c(§)-A7(t), 20,

odnosno,
. In Elz(t; )P
imsup ————~—— < —
PG R V)
a skoro izvesno stabilna reda vy u odnosu A(t) ako je
1 t;
lim sup M < —v s

t—00 In )\(t)
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S obzirom da je pristup Razumikhina kombinovan sa funkcijom Lyapunova,
neophodno je da definisati sledeéi diferencijalni operator pridruzen jednaéini (3.1):

Za funkciju V € CY3(R x R R,), operator LV : R, x BC((—o0,0;R") — R
je definisan na sledeé¢i nacin,

EV@#Mr=vﬂtwﬂD)+‘é@wﬂ®)ﬂt¢)+%tﬂthwﬂaxtwmﬂgﬁ#ﬁL

i & : v - (ov oV ) - (v
pri cemu je V; = -, V, = <¢9x1""’8xn) iV = <3xia%‘>nm'

Pre iskazivanja teorema tipa Razumikhina, uvode se slede¢e prepostavke za
decay-funkciju i funkciju V.

(H;) Decay-funkcija A € C'(R4; R, ) je strogo rastuca, A(t) 1 oo, t — oo,
AMO)=1 7 At+s) < AE)A(s), t,s>0. (3.8)
(Hs) Postoje konstante p > 01 ¢y, ¢y > 0 tako da funkcija V € CH2?(R, x R™;R,)
zadovoljava uslov
alzlP <V(t,x) <eclzlP, (t,x) € Ry x R™ (3.9)
Primenom metode Razumikhina dokazuje se sledece tvrdjenje koje daje dovoljne
uslove pri kojima je jednac¢ina (3.1) LP-stabilna u odnosu na decay-funkciju A(t).

Teorema 3.2.1 Neka su zadovoljene pretpostavke (Hy) i (Ha) za funkcije X iV,
respektivno. Takodje, neka postoje konstante p > 0, u > 0,qg > 0 i v > 1 tako da
vazi

ELV(t, ) < —q AA(%) EV(t, 5(0)) (3.10)

za svako t >0 i one ¢ € L% ((—o0,0]; R") koji zadovoljavaju uslov Razumikhina

EV(t+0,0(0)) <vX(—=0)EV(t,9(0)), —oo<t<DO0. (3.11)
Tada je jednacina (3.1) LP-stabilna reda v = q A p w odnosu na decay-funkciju A(t),
odnosno, za svako £ € L% ((—o0,0]; R™) vazi

C

Elz(t: )P < 2|E|BAT(t),  za svako t > 0. (3.12)
1

C

Dokaz. Kao i ranije, bi¢e koriséen zapis x(t) umesto z(t;&) kojim se oznacava
resenje jednacine (3.1) u odnosu na zadati pocetni uslov &.

Najpre, neka je 4 = v — € za proizvoljno € € (0,7). U tom slucaju, ukoliko se
dokaze da je za svako ¢t > 0

N (QEV(t,x(t) < oo €], (3.13)
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relacija (3.12) direktno sledi kad € — 0.

Za t =0, na osnovu (3.9) i ¢injenice da je A(0) = 1, dobija se
N (0)EV(0,2(0)) < e2Elz(0)]" < e sup EIE(0)]" = calI€]-
<0
pa je relacija (3.13) zadovoljena. Ako je t > 0, relacija (3.13) bi¢e dokazana kon-

tradikcijom. U tu svrhu, pretpostavlja se suprotno, tj. da (3.13) ne vazi. Kako je
V (t,z(t)) neprekidna funkcija, moze se naéi neko p > 0 tako da je

N (OEV(t,2(1) < e €]I (3.14)
za svako t € [0, p]. Takodje, postoji niz {tx}r>1, tx 4 p tako da je
N () BV (1, 2(t)) > ol €] (3.15)
Otuda je
XN (p)EV (p,2(p)) = col[€][- (3.16)

Dokazimo da uslov (3.11) vazi za ¢ = z,.

Najpre, neka je —oo < § < —p. Tada, na osnovu (3.9) i (3.16) sledi

vIINTH=0)EV(p+0,2(p+0)) (—=0)EV(p+6,2(p+0))

A7
A7 (=0)cy sup Elz(r +0)

(—0)esl €1 (3.17)
(D)eall€IlL
Vip,z(p)).

Ako je —p < 6 < 0, primenom relacija (3.14), (3.16) i ¢injenice da je A(t + s) <
A(t)A(s) za t, s > 0, dobija se

IA A

=
el

A
A
E

IN

vVIINTH(=0)EV (p+0,2(p+0))

AT (p)eall€l (3.18)

Sada se izdvajaju dva slucaja: EV(p,z(p)) = 01 EV(p,z(p)) > 0. Ako je
EV(p,xz(p)) = 0, iz relacije (3.17) sledi da je EV(p+ 6,z(p + 6)) = 0. Primenom
uslova (3.9) zakljucuje se da je £(0) = 0 skoro izvesno za —oo < 6 < 0, §to povlaci
da je z(t) = 0 za svako t € R. Dakle, nejednakost (3.13) je zadovoljena.

Ako je EV(p,x(p)) > 0, na osnovu ve¢ pokazanog, iz (3.17) i (3.18) za svako
—00 < 0 < 0 vazi

vIEANTH(=0)EV (p+0,2(p + 0)) < EV(p,2(p)),
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odnosno, relacija (3.11) vazi za ¢ = x,. Stavise, na osnovu uslova (3.10) se dobija
N(p) N(p)
Alp) Ap)
za svako —oo < 0 < 0. Kako su ELV (t,z;) 1 EV (¢, z(t)) neprekidne funkcije, moze
se nac¢i dovoljno malo A > 0 tako da za svako p — h <t < p+ h vazi

N (1)
A(t)

ELV (p,x(p+0)) < —q EV(p,x(p)) < —7 EV(p,z(p))

ELV (t, 1) < —7 2 BV (t,z(t)).

Primenom formule Itéa na funkciju A7(s)V (s, z(s)), pri cemu je p < s < p+ € za
bilo koje € € (0, h), iz (3.16) sledi

N(p+e)EV(p+e,x(p+e)) — cal €]l
=N (p+e)EV(p+e,a(p+e) = N (p)EV(p,2(p))

= /p ) M (s) {f‘y /;\/((::)) EV(s,xz(s)) + ELV (s,x4)| ds

<0.

Ova relacija je u kontradikciji sa (3.15). Prema tome, vazi nejednakost (3.13), ¢ime
je teorema dokazana. <

Naredno tvrdjenje daje dovoljne uslove skoro izvesne stabilnosti jednacine (3.1)
u odnosu na zadatu decay-funkciju A(t).

Teorema 3.2.2 Neka su zadovoljene sve pretpostavke Teoreme 3.2.1 za p > 2.
Ako postoje konstante K > 0 i 6 € (0,7), pri cemu je v = q A p, tako da je
JEATO(t) dt < o0 i

0
Elf(t,o)[" + Elg(t, p)[" < Kséglg ATH(=0)Elp(0) (3.19)

za svakot > 0 i@ € L% ((—o0,0]; R™), tada je jednacina (3.1) skoro izvesno stabilna
reda VT?‘S u odnosu na decay-funkciju A(t), odnosno, za svako § € L'z ((—o0,0; R")
vazi

Infz(t8)] _ v—9

li < — 3.20
ST S (3.20)

Dokaz. Da bi bila dokazana nejednakost (3.20), najpre je neophodno pokazati da
vazi
E sup |z()P <HXN 7 (k—1), ke€N, (3.21)
k—1<t<k
gde je H neka generisana konstanta.

Neka je £ — 1 <t < k. Tada je

k
E sup |z(t)P <3 {E\x(k: )P+ E‘ (s, 25) ds’p (3.22)
k—1<t<k k—1
|

+ E  sup
k—1<t<k

[ stsaduts)

-1
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Drugi sabirak u prethodnoj relaciji moze se proceniti na osnovu Teoreme 3.2.1 po
kojoj je

Ela(k = 1) < Z[[&llE A7k = 1). (3.23)
1
Primenom Holderove nejednakosti (1.27) i uslova (3.19), dobija se
k p
E f(s,xs)ds (3.24)
k-1
k
<[ Blrsaras
<K/ sup A\ *(—0)E|z(s + 0)|P ds
1 6<0
<K sup N H(—=0)E|z(s+ 0)[P + sup A TH(=0)E|x(s + 9)|p] ds
ko1 Lo<—s —5<0<0
.
<K Al + sup ATH(=0)AT (s + 9>QH5H§'~J] ds
k—1 L —5<60<0 C1
.
<k [l + s 3 -0x 6+ 0 2l o
k—1 L —5<60<0

<K (1+2)elt /kklwsws

< K(1+ 2 )llellp A (k= 1),

Analogno, primenom Burkholder-Davis-Gandy nejednakosti (Teorema 1.3.3), sledi

E  sup
k—1<t<k

/:1 9(s, xs) dw(s) p <G E l/:l l9(s, z)|” ds]g (3.25)

< G (122 ) Ielly A7 (k = ),

gde je C), generisana konstanta. Zamenom (3.23), (3.24), (3.25) u (3.22) jednostavno
se pokazuje da vazi (3.21), pri cemu je H = (1 + co/c1)[1 + k(1 + Cp)] ||¢]]%-
Primenom nejednakosti Chebysheva (1.25) sledi

P{ sup [a()Ff =Xk} < NUR)E sup ()]
k—1<t<k k—1<t<k
<HN (BN (k-1)
<HN (D)X O(k-1).

Kako je
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na osnovu Borel-Cantellijeve leme se zaklju¢uje da postoji prirodan broj ko(w) > 0
tako da za skoro sve w € Q1 k > ko(w) vazi

()P < X0 (k) <A@, k—-1<t<kEk

Konacno, nejednakost (3.20) sledi iz poslednje relacije, ¢ime je teorema dokazana.

%

Napomena 3.2.1 Akoje A\(t) =¢', g=pu, v =11§ =0, Teorema 3.2.1 i Teorema
3.2.2 se svode na odgovarajuce teoreme iz rada [181] koje daju dovoljne uslove za
eksponencijalnu LP-stabilnost i eksponencijalnu skoro izvesnu stabilnost jednacine
(3.1). U tom slucaju, uslov [;"e " dt < oo je zadovoljen za svako § > 0, pa nije
neophodno isticati ga u ovim teoremama.

Nadalje se razmatra perturbovana stohasticka funkcionalna diferencijalna jedna-
¢ina (SFDJ) sa beskonacnim kasnjenjem,

dz(t) = [h(t,z(t)) + f(t, ze)] dt + g(t, z¢) dw(t), ¢ >0, (3.26)

pri ¢emu je zadat pocetni uslov xp = § = {£(0) : 0 < 0} € L% ((—o0,0];R™).
Funkcija h : Ry x R" — R" je Borel-merljiva, a funkcionali f i g su definisani kao
ranije. Takodje, neka je h(t,0) =0, f(t,0) =0, g(¢t,0) = 0. S obzirom da ¢e se raz-
matrati stabilnost resenja, pretpostavlja se da postoji jedinstveno globalno resenje
jednacine (3.26) za bilo koji pocetni uslov. Teoreme egzistencije i jedinstvenosti se
mogu naéi u [107, 151].

Teorema 3.2.3 Neka je p > 2 i neka su zadovoljene pretpostavke (Hy) i (Hz) za
funkcige X\ i V', raspektivno. Takodje, neka postoje konstante p > 0,p >0, v > 114
M, N2, M3, N4 > 0 tako da vazi

Vit z) + Vi(t,2) - h(t,z) < —p AA(%) Vit ),
Valto)l < m g V(6 0] .27
Vet ] < 5 ) V0,05
2a svakot >0, x € R i
Bl <m ) BV 0D, Ela(t. o)l <m g EVELe0) (329

za svako t >0 i one ¢ € L% ((—o0,0]; R™) koji zadovoljavaju uslov
EV(t+0,0(0)) < v (=0)EV(t,0(0)), —oo<<D0. (3.29)

Ako je

1 2

p>mnd + 57727745,
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1 2
tada je jednacina (3.26) LP-stabilna reda v = (p —mng — 5m2ni ) A o w odnosu na
decay-funkciju A(t).

Stavise, ako postoje konstante K > 0 i 8 € (0,7) tako da je fooo A0t dt < o0 i

E[n(t, o(0)" + E[f(t,0)[" + Elg(t, 9)IF < Ksup A" (=0)E[o(0)["  (3.30)

0<0

za svako t > 0 i ¢ € LE ((—o00,0;R™), tada je jednacina (3.26) skoro izvesno
stabilna reda ”’T?‘S u odnosu na decay-funkciju \(t).

Dokaz. Uvodjenjem smene f(t, ) = h(t,¢(0)) + f(t, ), jednacina (3.26) se svodi
na jednac¢inu (3.1). Najpre ¢e biti provereno da li vazi uslov (3.10) za one ¢ €
LY, ((—00,0]; R") koji zadovoljavaju (3.29).

Na osnovu (3.27) je

BLV(t.5) < —p ) BV(t0(0) +m ) BV (1 o0))F 176 )
+ 2 L BV ot o) (331

Primenom elementarne nejednakosti (1.23) za ¢ = 773% i nejednakosti (3.28), dobija
se

BV o0)]F 1109 = B (Ve o= [LEEE))

ep1

< g7 BV (t,0(0)).
Sli¢no,
E (V)7 gt 9)F) < mit BV (2, 9(0).

Iz prethodnih ocena, (3.31) se ocenjuje kao

L 2} () EV(t, (0).

ELV (. 0) < — | p— nimer 4 = pons | 2
LV (t,¢) < {p Mis? + 5 M7 )

Na osnovu Teoreme 3.2.1 sledi da je jednacina (3.26) LP-stabilna reda

1 1 2

7:(0—7717735—57727745)/\M

u odnosu na decay-funkciju A(%).

1z uslova (3.30) sledi da je uslov (3.19) takodje zadovoljen, tako da skoro izvesna
stabilnost jednacine (3.26) direktno sledi primenom Teoreme 3.2.2. {
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Primer 3.2.1 Prethodni rezultati se mogu primeniti za dobijanje uslova pri ko-
jima stabilan deterministicki oscilator ostaje stabilan kad je pod uticajem slucajnih
perturbacija datih skalarnim belim Sumom w(¢). Preciznije, ponasanje oscilatora je
opisano slede¢om semi-linearnom SFDJ

() + 4a(t) + 3u(t) = a - b(t, up, @) w(t), t>0, (3.32)

gde je a > 0 parametar, b : R, x BC((—o0,0];R?) — R lokalno Lipschitz-
neprekidna funkcija, b(¢,0,0) =0 i

bl < [ Galeor ds (33)

za p € LP((—00,0];R?), pri cemu jep > 4ia > 2.
Uvodjenjem smene v(t) = 1(t) i nove promenljive z(t) = (u(t), v(t))T, jednacina
(3.32) se transformise u 2-dimenzionalnu SFDJ sa beskona¢nim kasnjenjem,

de(t) = Az(t) dt + G(t, ) dw(t), t >0, (3.34)

gde je

(4 2] -]

Takodje, pretpostavlja se a priori da je pocetni uslov o =€ € L’}O((—oo, 0]; R?).

Linearna transformacija prostora stanja omogucava ispitivanje skoro izvesne i
LP-stabilnosti jednacine (3.34) u odnosu na polinomijalnu decay-funkciju A\(¢) =
1 +t. Moze se primetiti da prethodno izlozena teorija ne moze biti primenjena za
ispitivanje eksponencijalne LP-stabilnosti jednacine (3.34) jer, s obzirom na (3.33),
uslov (3.10) Teoreme 3.2.1 nije ispunjen za A(t) = €.

Odredjivanjem sopstvenih vektora matrice A dobija se matrica transformacije
H, pri ¢emu je

1o L1301 g [ -1 00
H‘[—1 —3]’ H _5{—1 —1}’ a AH_[O —3]'

Akoje Q = (H H)TH =1 [

i 104 }, onda je 0.08 |z|> < 27Qx < 3|x|%. Prema

4 2
tome, funkcija Lyapunova moze biti

V(z) = (z7Qx)?, = eR2
Otuda je

LV () = p (" (0)Qp(0))2 ™! [wT(O)QAsD(O) + %GT(t, ©)QG(t, 90)}

(5~ 1) (2 (0Qe(0)E 21 (0)QG(t. o)

Nije tesko proveriti da je 27 QAx < —2TQx, pa vazi
BLV (p) < —p EV(9(0)) + £ B (IV(e(0))]7 - G"(1,9)QG(t, )
+p(5-1) B(IVO)]T - [¢" 006G )1)  (335)
= —pEV(e(0)) + I + L.
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Ocenimo I i I za bilo koje p € (1, — 1) i one ¢ € L% ((—o0,0]; R?) koji zadovo-
ljavaju uslov

EV(p(s)) < (1 —9)*EV(p(0)), s<0. (3.36)
Najpre, kako je GT(t,0) QG(t,p) = |b( , )|, na osnovu (3.36) je
. [0 1 » 1
Bt ol < | g el ds < s BV (0(0).

Primenom elementarne nejednakosti (1.23), za bilo koje € > 0 vazi

I <SP B (V) bt ¢))

-2 2
P ) | ey — EV (£(0))
4 p pe 2 0.082 (a—pu—1)
= a*fi(e) EV(9(0)),
pri ¢emu je fi(e) = ’%2 e+ ——1 . € Ce biti izabrano tako da fi(e) bude

p_2 P
2¢72 0.082 (ae—p—1)

najmanje. Kako je fi(e) =0zaec =¢; = (0.0S (v —p— 1)%> i kako je f{'(e1) > 0

sledi da je fi(e1) = £ €1 najmanja vrednost ove funkcije. Otuda je

a’pe;

I < EV((0)). (3.37)

Kako je [¢"(0) Q G(t, o) < 2a*[p(0)*[b(t, ¢)|* < a® (lp(0)[* + [b(£, )|*), na osno-
vu nejednakosti (1.23) sledi
L<p (b= 1) @B (VO (9O + bt o))
< (p—2)a’ fole) EV(0(0)),

gde je fole) = (p—4) e + 5= ==t Kao i ranije, iz fj(e) = O sledi e = &5 =
e 1 0082 ¥TH

4

ﬁ (_L?(ao:_u—l)) ". Kako je fo(g2) = pea, to je
I, < a®p(p — 2) e2 EV (p(0)). (3.38)
Sada, na osnovu (3.35), (3.37), (3.38) sledi da je

ELV (o) < — {p B a2igl —a’p(p —2) e2| EV(p(0)).

Zaq:p—‘ﬂ{’Tal—cﬁp(p—Z)ag > 0, to je
1
ELV(p(0)) < —q—— EV(p(0)), t>0.

1+t

Zapravo, uslov (3.10) je zadovoljen s obzirom da je X (t)/A(t) = 1/(1 +t). Prema
tome, svi uslovi Teoreme 3.2.1 su zadovoljeni, pa se zakljuc¢uje da je jednacina (3.34)
LP-stabilna reda v = g A u u odnosu na decay-funkciju A(t) = 1+ ¢.
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Stavise, ako je ¢ > 1, onda je ¥ > 1, pa je fi)oo(l +1)7°dt < oo za svako
d € (1,7). Da bi bila dokazana skoro izvesna stabilnost u odnosu na A(t) = 1 + ¢,
neophodno je proveriti da li je zadovoljen uslov (3.19). Nije tesko pokazati da vazi

E|Ap(0)|" + E|G(t, 9) P < 29 E|p(0)]” + a"Eb(t, )"
< Ksup(l —s) " Elp(s)]?,
s<0

gde je K = 29 4+ a?/(a — u — 1). Prema tome, jednacina (3.34) je istovremeno
skoro izvesno i LP-stabilna u odnosu na polinomijalnu funkciju A(t) = 1 + ¢, ako je
ispunjen uslov

4(p—1
o < (p ) '
pel +4p(p —2) &2

Moze se primetiti da se slucaj p = 2 moze jednostavno diskutovati s obzirom da
je V(z) = 27Qx i LV (p) = 20T (0)QAp(0) + GT(t, p)QG(t, »). Tada je jednacina
(3.34) polinomijalno srednje kvadratno stabilna u odnosu na funkciju A(t) = 1 +¢
ako je a® < 4-0.08 (¢ —p—1), a skoro izvesno stabilna ako je a® < 2-0.08 (v —p—1).

Specijalno, za a = 3 oblast polinomijalne LP-stabilnosti, p > 4, odnosno skoro
izvesne stabilnosti koja zavisi od p, a i p je prikazana na Slici 3.1. Za fiksi-
rano pu = 1.96, na Slici 3.2 se vidi odnos stepena stabilnosti p i parametra a.
Konkretno, ako je a < 0.115 1 p = 5 jednacina (3.34) je polinomijalno LP-stabilna
reda v = 0.0107671 A 1.96. S druge strane, za a < 0.1029 i p = 5 jednacina (3.34)
je istovremeno polinomijalno skoro izvesno i LP-stabilna.

Slika 3.1: Oblast u kojoj su ispunjeni uslovi £; > 0, 5 > 01 ¢ > 0 (levo), odnosno,
g > 1 (desno) za a = 3
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5.4f 5.4f
5.2 5.2
5.0 500
o 48[ o 48¢
46¢ 46
4.4} 4.4}
42} 42}
400 ‘ ‘ ‘ : 4.0 : : ‘ ‘ L -
0.1 0.115 013 014 015 01029011 012 013 014 015
a a

Slika 3.2: Oblast u kojoj su ispunjeni uslovi £; > 0, g5 > 01 ¢ > 0 (levo), odnosno,
g > 1 (desno) za o = 3, u = 1.96

3.3 Stabilnost stohastickih diferencijalnih
jednacina sa vremenski zavisnim kasnjenjem

U ovom poglavlju se razmatra specijalan slucaj jednacine (3.1), stohasticka diferen-
cijalna jednacina (SDJ) sa vremenski zavisnim kasnjenjem oblika

dr(t) = F(t, a(t), a(t — 6,(1)),. .., a(t — 5,(t))) dt (3.39)
LGt a(t),2(t — 6 (1), ... x(t — 6,(1) dw(t), >0,

sa zadatim pocetnim uslovom zy = § = {{(0) : 0 < 0} € L (((—o0,0];R")),
p > 0, gde je 6; € C((—o0,0];Ry), ¢ = 1,...,r, FF: Ry x R" x R — R”
iG: Ry xR"x R"™ — R™™. Kao i ranije, pretpostavlja se, bez obzira koji
su uslovi zadovoljeni za egzistenciju i jedinstvenost resenja, da postoji jedinstveno
globalno resenje x(t; &) jednacine (3.39) takvo da je Esup_. o, |2(t;E)P < o0.
Takodje, neka je F(t,0,...,0) =01 G(¢,0,...,0) = 0 tako da ova jednacina ima
trivijalno resenje.

Naredna tvrdjenja samo delimi¢no predstavljaju uopstenja nekih rezultata iz
publikacija [117, 125]) X. Maoa o eksponencijalnoj skoro izvesnoj i LP-stabilnosti
jednacine (3.39). Preciznije, u narednim tvrdjenjima se definisu dovoljni uslovi za
skoro izvesnu i LP-stabilnost u odnosu na zadatu decay-funkciju.

Teorema 3.3.1 Neka je p > 0 i neka su zadovoljene pretpostavke (Hy) ¢ (Hz) za
funkcije X\ i 'V, respektivno. Ako postoje konstante p > 0,v > 1 ing,m,---,n. > 0,
pri cemu je ny > Y ._, n;, tako da vazi

Vi(t,x) + Vi (t, o) F(t, z,y1, -2 Yyr) (3.40)
+% tT[GT(tv T, Yts--- 7yr)‘/;tx(t7 JZ)G(t, T, Yis--- 7yr>]
S CUCEEEY SURRI TG AORS
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za svako t > 0 i x,y1,...,y. € R", tada je jednacina (3.39) LP-stabilna reda v =
(no — >_i_y i) A w odnosu na decay-funkciju A(t).

Dokaz. Dokaz ¢e biti izveden primenom Teoreme 3.2.1. Zbog toga se uvode smene:
zat>01p e BCO((—o0,0];R") je

f(tv @) = F<t7 @(0)7 @(_61@))7 R 90(_57’@)))7
g<t7 ()0) = G<t7 ()0(0>7 (p(_él(t))v M) ()0<_5r(t)))

Na taj nacin, jednacina (3.39) se transformise u jednacinu (3.1), a operator LV je
oblika

LV(1,9) = Vilt, 9(0)) + Va(t, pO)F(t, 0(0), 9(=5:(1). .. 9(~5.(1)
+ 3 (G (1, 6(0), (=51 (1). .. o(~5,(1)
% Va2 O)G(L20). 9(~81(0). ... (=3, (1))].

Sada se moze proveriti da li je zadovoljen uslov (3.10) Teoreme 3.2.1 za t > 0 i
one ¢ € L% ((—o0,0]; R™) koji zadovoljavaju uslov

EV(t+0,0(0)) <vM(—=0)EV(t,9(0)), —oco<8<0.
Na osnovu uslova (3.40) je

EL‘V(t

o EV(t - —an H(6:(1)) EV(t = 6:(1), p(=0:(1)))

>o0)3 f; BV (1, £(0)),

pa je ispunjen uslov (3.10). Prema tome, primenom Teoreme 3.2.1 sledi da je
jednacina (3.39) LP-stabilna reda v u odnosu na decay-funkciju A(t), ¢ime je dokaz
zavrsen. <y

Teorema 3.3.2 Neka su zadovoljeni uslovi Teoreme 3.5.1 za p > 1. Ako postoje
konstante K > 0 ¢ 6 € (0,7), pri éemu je v = (no— Y., M) A p, tako da je

JooAT () dt < o0 i

Ftz, g, u) G2y, p) < K IﬂclﬂLZA i) lyil | (3.41)
=1

za svako t > 0 i x,y1,...,y, € R", tada je jednacina (3.39) skoro izvesno stabilna
reda 7776 u odnosu na decay-funkciju \(t).
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Dokaz. Za dokazivanje tvrdjenja, neophodno je proveriti da li je zadovoljen uslov
(3.19). S obzirom na (3.41), sledi
)p

" Ele(0 V“rZA“ t) Elp(— ())!”]

<2[K(1+7)P 59210” (-0 )E|90( i

E[f(t, @)I” + Elg(t, )[”

<2E (K 10(0)] + Z A7 (8i(1)) [(—6i(1))]

< 2KP(1 + r)P-

tako da dokaz tvrdjenja direktno sledi primenom Teoreme 3.2.2.

Uslov (3.40) nije uvek pogodan za proveravanje, imajuéi u vidu poteskoce pri
pronalazenju odgovarajuc¢ih funkcija Lyapunova. Naredno tvrdjenje, koje je posledi-
ca Teoreme 3.3.1 i Teoreme 3.3.2, sadrzi uslove koji se jednostavnije mogu proveriti.

Posledica 3.3.1 Neka je p > 2 i neka je zadovoljena pretpostavka (Hy) za funkciju
A(t). Takodje, neka postoje konstante p > 0,p >0, v > 11 a;,5; >0,0<4i<r
tako da vaze uslovi

|z|?, (3.42)

< M) [a0|x R M C0) |yz-|] , (3.43)

\G(t, 2,91, ...,y * < () [ﬁ0|x|2 Zﬁl ATH( |yz|2] (3.44)

za svakot >0 i x,Z,y1,...,y. € R". Ako je

P>p_150+%2(04i+p;15i>, (3.45)

tada je jednacina (3.39) LP-stabilna reda

~1 IR —1
7=p[p—p2 50‘;2(0@‘{‘])76@')] A b

=1

u odnosu na decay funkcz’ju >\( ). Stavise, ako je SUP;> ’X((f)) < o0 1 ako postoji

6 € (0,7) tako da je [["A°(t)dt < oo, tada je jednacina (3.39) skoro izvesno
stabilna reda p& u odnosu na decay-funkciju \(t).
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Dokaz. Neka je V(z) = |z[P. Na osnovu relacija (3.42)—(3.44), moze se pokazati
da je zadovoljena relacija (3.40). Zaista, kako je

ﬁv<x>s—§’g)) [(pp 2D g jaf - pz NH0) ol

Zm H(3i(8)) |~ erﬁ] ,

primenom elementarne nejednakosti (1.23) za ¢ = 1 jednostavno se dobija

LV (z)
<o Kpp_p@;nﬁo_ A WL Y I

- —Z% p— DEINHE <>>|y,|p]

Prema tome, uslov (3.40) je zadovoljen za

no:pp_p(pgl)ﬂo_ (p—l)(p—Q)Zﬂi_p—lz%

n=o;+p-—0p5, i=1,...,r

S obzirom da vazi (3.45), ispunjen je i uslov o — >_._, n; > 0, pa su zadovoljeni svi
uslovi Teoreme 3.3.1, ¢ime je dokazana LP-stabilnost jednacine (3.39) u odnosu na
decay-funkciju A(?).

Imajuéi u vidu da je F(t,0,...,0) = 0 i sup;sg % = M = const, na osnovu

uslova (3.43) sledi

F < X(t) AH(
| (t7x7y17"'7y7‘>| — Oé0|l'|+ Zal )|yl|

< (m \/m)(]x\—l—Z)\ @)l

Slicno, na osnovu (3.44) se dobija

|G(t,:c,y1,...7yr\<<\/_\/\/E)<|x]+2)\ ]yl>
(F\/m)(uHZA ()i,

Prema tome, uslov (3.41) je zadovoljen za generisanu konstantu K (M), pa dokaz
tvrdjenja direkno sledi na osnovu Teoreme 3.3.2.
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3.4 Stabilnost stohastickih diferencijalnih
jednacina sa distributivnim kasnjenjem

Veoma znacajni stohasticki Lotka—Volterra populacioni sistemi predstavljaju speci-
jalan slucaj stohastickih diferencijalnih jednacina sa distributivnim beskona¢nim
kasnjenjem (videti [169] i reference u radu). U ovom poglavlju se primenom metode
Razumikhina za ispitivanje opste stabilnosti proSiruje razmatranje iz prethodnih
poglavlja na jednu vrstu ovih jednacina. Tac¢nije, razmatra se stabilnost SDJ sa
distributivnim beskonacnim kasnjenjem sledeceg oblika,

du(t) = F <t,xt, /_ iokl(s)x(t +8)ds,..., /_ (;kT(s)x(t +5) ds) dt (3.46)
e <t,xt,/0 b (s)2(t + 5) ds, .. . /O ()2 (t + 5) ds) dw(t), >0,

sa zadatim pocetnim uslovom zg = & = {£(0) : 0 < 0} € L% ((—o0,0]; R™), pri cemu
jek; € L((—o0,0;R))i=1,...,7r1 F: Ry xR*"XR™" — R", G : Ry xR*"XR™" —
R™ ™  Takodje, pretpostavlja se da postoji jedinstveno globalno resenje jednacine
(3.46) tako da je sup,cg E|z(t)[P < co. Kao iranije, radi jednostavnijeg razmatranja
stabilnosti resenja, neka je F'(¢t,0,...,0) =01 G(t,0,...,0) =0, tj. neka jednac¢ina
(3.46) ima trivijalno resenje.

Naredno tvrdjenje se odnosi na LP-stabilnost jednacine (3.46) i predstavlja po-
sledicu Teoreme 3.2.1.

Teorema 3.4.1 Neka je p > 0 i neka su zadovoljene pretpostavke (Hy) i (Hz) za
funkcije X i V', respektivno. Takodje, neka je k; € L((—o0,0; R™), i = 1,...,7 i
neka postoji konstanta > 0 tako da vazi

0 0
/ ki(s)ds =1, k;= / ki(s)M(=s)ds < oo, i=1,...,r. (3.47)
Ako postoje konstante v > 1 ing,my, -+, n, > 0, pri cemu jeng > > ., nik; tako da
je

Vi(t, 0(0)) + Va(t, (0)) F (taw(O),/ ki(s)p(s) ds,---,/ kr(s)p(s) dS)

—0o0 —00

bytr [GT ( / OOO k(s - / (; ko () () ds) (3.48)

< Vaalts o) (1600) [ ehete)ds. s [ hloppte)as)|
< iff)) Vit p(0) + i((t; S [ RV s pls)) ds

i=1 o

za svakot > 0 i p € BC((—o0,0[;R") N LP((—oc,0;R"), tada je jednacina (3.46)
LP-stabilna reda v = (no — Y., niki) A\ 1w odnosu na decay-funkciju A(t).
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Dokaz. Zat > 01 ¢ € BC((—o0,0;R™) N LP((—o0,0]; R™), uvode se sledece

smene,

0 0

fit,g) = F (t,so<o>, | s [

—0o0

CEE ds) |

0 0

g(t.p) =G (t,w(O),/

—0o0

Beels)ds o [ ()0 ds) ,

o0

kojima se jednacina (3.46) svodi na jednac¢inu (3.1). Sada, na osnovu (3.11), (3.47)
i (3.48) sledi

ELV(t,¢)
<10 Sy BV RO) 4 3 o [ KBV (st s
<- (no - an) T EV ()

S obzirom da je relacija (3.10) zadovoljena za ¢ = ny — >_,_, n;ki, dokaz direktno
sledi primenom Teoreme 3.2.1.

Teorema 3.4.2 Neka vaZe pretpostavke Teoreme 3.4.1 za p > 2. Ako postoje kon-
stante K > 046 € (0,7), pri éemu jey = (o — > oi_y miki) A i [;° A7 (t) dt < oo,
1 ako vazi uslov

‘F (t,go(O),/O () (s) ds,...,/o o (5)o(s) ds)

—0o0 —00

<K (Iw(U)IQ +> ) (3.49)

za svako t > 0, ¢ € BC((—00,0];R™) N LP((—o0,0];R™), tada je jednacina (3.46)

skoro izvesno stabilna reda 7776 u odnosu na decay-funkciju \(t).

+‘G (t,gp(O),/O ke (s)g(5) ds,...,/o ki, (3)g(s) ds)

/ Oo Ki(s)(s) ds

Dokaz. Za dokaz se koriste smene uvedene u dokazu Teoreme 3.4.1. Iz uslova
(3.49), Holderove nejednakosti (1.27), a zatim relacija (3.47), dobija se

EIf(t.0)F + Blg(t. )" < B|K(Jo(O) + Z | /Oo ’fi<s>¢<s>ds\2ﬂg
< (K(1+7)* (E|¢>(0)|p - Z E‘ /io ki(s)qﬁ(s)ds‘p)

< <+t (Eoor + Y B( [ weiotras) ([

—0o0 —00

0 0

ki(s)ds>p1)
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P

< (K(1+7))2( +Zk sup A"(—s)E|p(s)[?

s<0

<(K(1+7)) %1+Zk )sup A (—3)E|p(s)].

s<0

S obzirom da je zadovoljen uslov (3.19), dokaz sledi direktnom primenom Teoreme

3.22. O

Kako nije uvek jednostavno proveriti uslove (3.48) i (3.49) u narednom tvrdjenju
su dati jednostavniji uslovi LP-stabilnosti i skoro izvesne stabilnosti jednacine (3.46).

Posledica 3.4.1 Neka je p > 2 i neka (Hy) i (3.47) vaZe za funkcije \ i k;,i =

1,...,7, respektivno. Takodje, neka postoje konstante p > 0, v > 1 1 oy, 5; > 0,
1=1,...,7 tako da su ispunjeni uslovi

S (0) F(t,0(0),0,....,0) < —p > 1),

< 0 gy WO~ 01+ a3l | [ koretoras

—0o0

N(t s I, N@®) | [
g PO+ a5 | [ moeeas

za svako t > 0 i ¢, € BC((—00,0;R™) N LP((—o0,0);R™). Ako je p > (, pri
cemu je

2

(160, [ ma1ds o [ hlrat)as)
<

—0o0

T s

-1 —1 1 _
¢="? 5 Bo + pQW Z[Q% +(p—2)B] + » Z[Oéi + (p = 1Bk,

i=1 i=1

tada je jednacina (3.46) LP-stabilna reda v = p(p — () A p u odnosu na decay-
funkciju \(t). Stavise, ako je SUP;>( )/‘\((:)) < o0 i ako postogi 0 € (0,7) tako da je

A\ 9(#) dt < oo, tada je jednacina (3.46) skoro izvesno stabilna reda 2=2 v odnosu
o , tada je j y -
na decay-funkciju A(t).

Dokaz. Dokaz se izostavlja s obzirom da je slican dokazu Posledice 3.3.1.
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Glava 4

Stabilnost neutralnih stohastickih
funkcionalnih diferencijalnih
jednacina sa konacnim kasnjenjem

U ovoj glavi se razmatra opsta skoro izvesna i LP-stabilnost neutralnih stohastickih
funkcionalnih diferencijalnih jednacna sa konacnim kasnjenjem primenom metode
Razumikhina. U Poglavlju 4.1 se izlaZe motivacioni primer za izucavanje neutral-
nih stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina, navodi se osnovna teorema
egzistencije 1 jedinstvenosti resenja, kao i ve¢ poznati rezultati u vezi eksponenci-
jalne skoro izvesne i LP-stabilnosti. Poglavlje 4.2 se odnosi na primenu metode
Razumikhina za ispitivange opste LP-stabilnosti © skoro izvesne stabilnosti neutral-
nih stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina sa konacnim kasnjenjem.
Rezultati iz ovog poglavlja su uopsteni u Poglaviju 4.3 na perturbovane neutralne
stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine i neutralne stohasticke diferenci-
jalne jednacine sa kasnjenjem. U Poglavlju 4.4 su predstavijena dva primera kojima
se opravdavaju 1 ilustruju teorijski rezultati. Preciznije, dati su uslovi kojima se
garantuje polinomijalna, odnosno logaritamska stabilnost, a da se o eksponencijal-
noj stabilnosti razmatranih sistema nista ne moze zakljucit.

4.1 Uvodni pojmovi

Neutralne stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine (NSFDJ) predstavljaju
uopstenje stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednac¢ina u kojima se pored
nepoznatog procesa x kojim se opisuje stanje sistema, pod diferencijalom javlja i
argument sa kasnjenjem. Ovakve jednacine najcesce se koriste za opisivanje distri-
butivnih mreza koje se sastoje od prenosnih kablova bez gubitka energije.
Sovjetski naucnici Bogomolov [11] i Solovdovnikov [162] ¢etrdesetih godina pro-
slog veka medju prvima primenjuju neutralne funkcionalne diferencijalne jednacine
za izuCavanje povratnih sistema hidrauli¢nih turbina. Jedan takav povratni sistem
se sastoji od dugackog elektricnog kabla duzine [, pri ¢emu je jedan kraj kabla
prikljucen na izvor energije F sa otporom R, dok je drugi kraj prikljucen na oscila-
torni sklop formiran kondenzatorom C' i nelinearnim elementom ¢ija je volt-amper
karakteristika ¢ = g(v). Neka su sa L i C' oznaceni linearna indukcija i kapacitet
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kabla. Ovakav sistem se matematicki opisuje sistemom parcijalnih diferencijalnih
jednacina
Liy(t,z) = —uy(t,x), Cult,x)=—i(t,z), 0<z<l, >0, (4.1)
sa grani¢nim uslovima
E —v(t,0) — Ri(t,0) =0, Ciu(t,l) =i(t, 1) — g(v(t,1)).

Nizom transformacija (videti [77, 125] )sistem (4.1) se svodi na sistem diferencijalnih
jednacina, s tim Sto se iz grani¢nih uslova za z(t) = v(t,l) dobija diferencijalna
jednacina

1 d

Cydt
gde su «, 8 1 K generisane konstante i 7 = 2/v/LC. Time se u resavanje sistema
parcijalnih diferencijalnih jednacina (4.1), kojim se opisuje sistem distributivnih
mreza, uklju¢uje neutralna diferencijalna jednacina sa kasnjenjem.

O deterministickim neutralnim diferencijalnim jednac¢inama postoji opsezna li-
teratura. Izmedju ostalih, temelje ove teorije u determinictickom sluc¢aju postavili
su Hale i Meyer [42] i Hale i Lunel [44] u svojim monografijama.

Generalno, neutralna funkcionalna diferencijalna jednacina je oblika

d
%(x(t) — G(.Tt)) = f(t,SCt),

gde je G zadati funkcional. Ako se ova jednacina stohasticki perturbuje Gausso-
vim belim sumom &;, dolazi se do neutralne stohasticke funkcionalne diferencijalne
jednacine (NSFDJ) sa kasnjenjem oblika

d

dt

Pojam NSFDJ prvi su uveli Kolmanovskii i Nosov [76] 1981. godine, proucavaju-

¢i ponasanje reaktora u hemijskom postrojenju i izuc¢avajuéi medjusobnu interakciju

izmedju inertnih, elasticnih i aerodinamickih sila koje se javljaju kad se elasti¢no

telo krece kroz neki fluid. Takodje, Kolmanovskii i Nosov [77] su dokazali teoremu

egzistencije i jedinstvenosti, a Kolmanovskii i Myshkis [78] su proucavali stabilnost
i asimptotsku stabilnost ovih jednacina.

(x(t) = Ka(t — 7)) = a = fa(t) = Kpa(t —7) — g(z(t)) + Kg(x(t — 7)),

[2(t) = G(x,)] = f(t,z) dt + gt 20) &, 20

Neka je C'([—7,0]; R™), 7 = const > 0, familija neprekidnih funkcija ¢ : [—7,0] —
R™ sa normom ||¢|| = sup_,«4<o |¢(0)|, a L%([—7,0]; R™) familija F-merljivih slu-
¢ajnih promenljivih ¢ = {¢(0), —7 < 6 < 0} € C([-,0],R") koje zadovoljavaju
uslov sup_, <o E|¢(0)]” < co. Ocigledno je C([—,0];R") C L ([—7,0;R™).

U ovoj glavi se razmatra n-dimenzionalna neutralna stohasticka funkcionalna
diferencijalna jeednacina (NSFDJ) sa konacnim kasnjenjem,

dlz(t) — G(z¢)] = f(t,x)dt + g(t, z¢)dw(t), t >0, (4.2)
sa pocetnim uslovom z¢ = & = {{(0),—7 < 0 < 0} € L% ([-7,0];R"), gde je
Fi=Foza—1<t<0ix;={z(t+0),—7 <0 <0} e C(]—7,0];R") je nepoznati
proces. Funkcionali G : C([-7,0;R") — R", f : Ry x C([-7,0;R") — R" i
g: Ry x C([—7,0];R") — R™™ su Borel-merljivi.



4.1 Uvodni pojmovi 93

Definicija 4.1.1 Za n-dimenzionalan stohasticki proces {x(t),t € [—7,T]} se kaze
da je strogo resenje jednacine (4.2) ako je skoro izvesno neprekidan, x(t) je JFi-
adaptiran proces za t € [0,T], fOT |f(t, )| dt < o0 s.i., fOT lg(t, ) |>dt < oo s.i.,
o =& s.i. 1 za svako t € [0,T) integralni oblik jednacine (4.2) je zadovoljen skoro
iZvesno.

Definicija 4.1.2 Resenje {x(t),t € [—7,T|} jednacine (4.2) je jedinstveno ako je
bilo koje drugo resenje {&(t),t € [—7,T|} stohasticki ekvivalentno sa njim, tj. ako
je

P{z(t) =z(t),t € [-7,T|} = 1.

Kako se za G(-) = 0 jednacina (4.2) svodi na stohasticku funkcionalnu difer-
encijalnu jednac¢inu (1.16), na osnovu Teoreme 1.5.1 sledi da su za egzistenciju i
jedinstvenost resenja jednacine (4.2) neophodni Lipschitzov uslov i uslov linearnog
rasta za funkionale f i g. Uslov koji treba nametnuti funkcionalu G u literaturi
je poznat kao wuslov kontrakcije, odnosno, funkcional G' mora biti uniformno Lips-
chitz neprekidan sa Lipschitzovom konstantom manjom od 1 (za vise detalja videti
Kolmanovski i Nosov [77], Mao [125]).

Teorema 4.1.1 (Mao, [125]) Ako funkcionali f i g zadovoljavaju uniformni Lip-
schitzov uslov i uslov linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0, tako da

Je

|f(t @) = ft )P Vgt o) — gt ¥)|]* < K|le — |,
1f@E @) Vgt o))? < K1+ [lel?)

za svako t € [0,T] i p,v € C([—7,0];R™), i ako postoji konstanta k € (0,1) tako da
je
Glp) = GW)] < Klle =9l

za svako p, € C([—7,0];R™), tada postoji jedinstveno, skoro izvesno neprekidno
resenje {x(t),t € [, T} jednacine (4.2). Pored toga, ako je E||E||P < o0 zap > 2,
tada je

E sup |z(t)]P < oc.
—7<t<T

lako NSFDJ predstavljaju prirodno uopstenje SFDJ, o kojima je bilo rec¢i u
prethodnoj glavi, one su sustinski komplikovanije, pa je teze odredjivanje njihovog
tacnog reSenja. Zbog toga je od posebnog znacaja ispitivanje stabilnosti resenja
NSFDJ na osnovu uslova koje ispunjavaju koeficijenti te jednacine, a da pritom nije
poznato tacno resSenje.

Definicija 4.1.3 Neka je A € C(R,;R,) strogo rastuca funkcija tako da A(t) 1 oo
kad t — oo. Tada je jednacina (4.2), odnosno njeno trivijalno resenje LP-stabilno
reda v u odnosu na decay-funkciju A(t) ako postoji par konstanata v >0 i M > 0
tako da je

Elz(t; )P < M-A77(t) sup E[S(0), t=0 (4.3)

—7<6<0
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za svako & € L'y ([=7,0];R™), odnosno,

lmsup REEEOP
L R Y
Jednacina (4.2) je skoro izvesno stabilna reda v u odnosu na decay-funkciju \(t)
ako je
In [z (t; )|

limsup ———= < —v  s.i.

Mao [116] 1995. godine medju prvima ispituje eksponencijalnu stabilnost NSEDJ.
Ubrzo su raznim tehnikama dobijeni dovoljni uslovi za ispitivanje eksponencijalne
skoro izvesne i LP-stabilnosti, a iz opsezne literature ovde se izdvajaju Liao i Mao
[97], Jankovi¢ i Jovanovié¢ [57], Ren i Xia [152], Luo [109] i dr.

Medjutim, rezultati rada [116] se ne mogu primeniti na neke specijalne klase
NSFDJ, a posebno na NSDJ sa kasnjenjem. Nakon sto je metodu Razumikhina
primenio na ispitivanje stabilnosti SFDJ (za vise detalja pogledati Poglavlje 3.1
ove disertacije), Mao [118] 1997. godine ovu tehniku primenjuje i na NSFDJ za
ispitivanje eksponencijalne srednje-kvadratne i skoro izvesne stabilnosti. Time po-
tvrdjuje da je osnovna prednost ove metode njena primenljivost za ispitivanje sta-
bilnosti siroke klase jednacina, a tim pre se relativno jednostavno primenjuje na
specijalne jednacine. Od tada, ova metoda se koristi za ispitivanje eksponencijalne
stabilnosti razlic¢itih vrsta NSFDJ kao, na primer, u radovima Jankovi¢, Randjelovié¢
i Jovanovi¢ [59], Randjelovi¢ i Jankovi¢ [148], Wu i Hu [175], Zhou i Hu [183].

Kako neke NSFDJ nisu eksponencijalno stabilne, istrazivanje dovoljnih uslova
za stabilnost u odnosu na neku ”slabiju” decay-funkciju, na primer, polinomijalnu
ili logaritamsku, takodje je poslednjih godina zaokupilo paznju nauénika. Rezultati
koji se odnose na opstu stabilnost NSFDJ mogu se naéi, na primer u Liu, Meng i
Wu [107], Wu, Hu, Huang [173], Wu i Hu [174].

U nastavku, metoda Razumikhina se primenjuje na ispitivanje opste LP-stabil-
nosti (p > 1) i skoro izvesne stabilnosti (p > 2) neutralne stohasticke funkcionalne
diferencijalne jednacone (4.2), uvodjenjem integralnog uslova za decay-funkciju koji
garantuje skoro izvesnu stabilnost u odnosu na tu funkciju. Dobijeni rezultati su
publikovani u radu [144], G. Pavlovié¢, S. Jankovié, The Razumikhin approach on
general decay stability for neutral stochastic functional differential equations, Jour-
nal of the Franklin Institute 350 (8) (2013) 2124-2145. Ovi rezultati delimicno
uopstavaju rezultate radova [107, 127, 173, 174, 175], a pre svega su zasnovani na
radovima Jankovi¢, Randjelovi¢ i Jovanovi¢ [59] i Shen i Liao [159] koji se odnose
na eksponencijalnu LP-stabilnost.

Teorema 4.1.2 (Jankovié¢, Randjelovié¢ i Jovanovié [59]) Neka postoji konst-
anta k € (0,1) tako da je

EIG(@)P <k sup E|p(0)

—7<t<0
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za svako ¢ € L% ([—7,0];R™). Neka jeq > (1— k%)_p i neka postoji konstanta A > 0
tako da vazi

E{L16(0) - G(a) "~ (16(0) - G(6) FI2(6(0) — G(6))" f(1,0)

Hg(t, O)F + (0 = 2)I(6(0) = G(6) (¢ 9)F) |
< “AE|6(0) - G(o)P

za svako t > 0 i one p € L% ([—7,0];R™) koji zadovoljavaju uslov
Elp(0)]" < qE[¢(0) — G(9)|P, —T<60<0.

Tada, za svako § € L% ([—7,0]; R") resenje x(t;€) jednacine (4.2) ispunjava uslov

Elz(t; )P <q(1+kp)Pe sup E|E@O)F, >0,

—7<6<0

gde je ¥ = min {)\,%ln#1
(1 + (kq)?)"
(4.2) je eksponencijalno LP-stabilno.

} > 0, odnosno, trivijalno resenje jednacine

4.2 Stabilnost neutralnih stohastickih
funkcionalnih diferencijalnih jednacina

Kako je predmet istrazivanja stabilnost resenja jednacine (4.2), pretpostavlja se, bez
naglasavanja koji uslovi egzistencije i jedinstvenosti reSenja su ispunjeni, da postoji
jedinstveno resenje te jednacine takvo da je sup_ .. E|z(t;€)|P < oco. Takodje,
pretpostavlja se da su dobro definisani svi integrali Lebesguea i Itéa koji ée nadalje
biti koriséeni. Bez gubljenja opstosti, neka je G(0) = 0, f(¢,0) = 0, g(¢,0) = 0,
tako da jednacina (4.2) ima trivijalno resenje z(¢;0) = 0.

Za ispitivanje stabilnosti resenja jednacine (4.2) primenjivaée se metoda Razu-
mikhina. S tim u vezi, uvodi se sledeci diferencijalni operator pridruzen jednacini
(4.2).

Neka je C12(R, x R"; R, ) familija nenegativnih funkcija V (¢, ) sa neprekidnim
prvim izvodom po t i drugim izvodom po x. Tada je

LV(t. ) = Vilt, 9(0) = G(p)) + Valt.0(0) = G(2) f(t. ) (44)
+ %tr[gT(t, ©)Vaa(t, 0(0) — G())g(t, ©)],
pri cemu je V; = 5_‘;’ V, = (gTVl’ cee %) 1 Vi = (afi;;j>nxn'

Za decay-funkciju i funkciju V' uvode se sledeée pretpostavke:
(H;) Decay-funkcija A € C*(R;R,) je strogo rastuca, A(t) 1 oo, t — oo i

A0)=1, At+s) <ABA(s), t,s>0. (4.5)
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(H) Postoje konstante p > 0 i ¢y, ¢ > 0 tako da funkcija V € CY3(R, x R Ry)
zadovoljava uslov

alelP <V(t,z) < eolxlP, (t,z) € Ry x R™ (4.6)
Zbog kasnjena, neophodno je dodefinisati decay-funkciju tako da je A(t) =1 za
svako t < 0.
Wu et al. [173, 174, 175], Liu et al. [107], Meng i Yin [127] za ispitivanje opste
stabilnosti primenom metode Razumikhina zahtevaju da decay-funkcija zadovoljava
N(t) o o i .
uslov sup,. o @ = I = const. Medjutim, naredna tvrdjenja ne zahtevaju ovaj uslov,
ve¢ su dovoljne samo osobine decay-funkcije navedene u pretpostavei (Hy).

Za ispitivanje stabilnosti jednacine (4.2) neophodno je prethodno dokazati dve
leme. Lema 4.2.1 uopstava rezultate radova Jankovié¢, Randjelovié¢ i Jovanovié [59] i
Shen i Liao [159] koji se odnose na eksponencijalnu stabilnost. Lema 4.2.2 se moze
na¢i u [59], a ovde je dokaz leme izostavljen.

Kao iranije, umesto zapisa x(t; §) koristi se x(t) za oznac¢avanje resenja jednacine
(4.2) u odnosu na zadati pocetni uslov { € L% ([—,0]; R").

Lema 4.2.1 Nekajep > 1 ineka su zadovoljene pretpostavke (Hy) i (Hg). Takodje,
neka postogi konstanta k € (0,1) tako da je

EIG(@)P <k swp Elo(6)l (4.7

za svako ¢ € Lh([— i 0]; R”) Ako je x(t) resenje jednacine (4.2) i ako postoje

konstante 0 < v < ln)\ ln 1 p >0 tako da je

N () E|x(t) — G(xt)\p <2 (1 + kp)p sup El|lz(0)P, 0<t<p, (4.8)
—7<6<0

tada je

1
14+ k»)P
VOBRP < — 20y pper, r<i<, @)
c1(1 = (kX (7))7)? —r<6<0
Dokaz. Neka je e € (0,1) 10 <t < p. Primenom elementarne nejednakosti (1.21)
i uslova (4.7), dobija se

Elx(t) — G(zy)|P k
E P
(1—¢g)pt + gp—1 _fgg)go [2(+6)

Iz uslova (4.8) i pretpostavke (Hy), za svako —7 <t < p je

A (t)Ele@)]

Elz(t)[” <

1 3
= m N () Ez(t) — G(a)|P + o1 A (t) _§2£§0E|x(t +0)]P
1
= M sup Ele@)F + il sup (X(t = 0)Elx(t)]?)
c(l— 5) —7<6<0 <<y
co(l+ kv ) k
< —— FE p - N (¢t Elz(t)P
S aa _E)pf jgggo |z(0)] + _Eggp( (t+ 7)E|z(t)|")
2!
< C2(1—|-k )P sup FElz(0)P + EXY(T) sup (AT E|z(t)P).

01(1—5)p_ —7<6<0 ep1 —7<t<p
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Kako ova nejednakost vazi i za —7 <t <0, to je

sup (A7(1) Elz(1)[7)

—7<t<p

QlFBY Be@)P + T ap 0 EROP).

T al-ePt << el _r<icp

Ako je e takvo da je zadovoljena relacija kA7(7) < eP~! < 1, tada je

sup w<t>Erx<t>rp>sM(1—“”(”)_1 sup Elz(0)P.

—r<t<p cr(l —e)rt g1 —r<0<0
Odavde se trazena relacija (4.9) dobija za ¢ = (k)ﬂ(r))%. &

Lema 4.2.2 Neka je p > 1 i neka je zadovoljen uslov (4.7) za neku konstantu
k€ (0,1). Tada, za svako ¢ € LE([—7,0];R") vazi

El6(0) — G(@)[" < (1+k7)" sup E|(0)]".

—7<6<0

Dokaz ove leme direktno sledi primenom nejednakosti (1.21) za ¢ = kv /(1+ k:%)
i uslova (4.7).

Naredno tvrdjenje daje dovoljne uslove LP-stabilnosti jednacine (4.2) u odnosu
na opstu decay-funkciju A(t).

Teorema 4.2.1 Neka je p > 1 i neka su zadovoljene pretpostavke (Hy), (Hga) i
1
uslov (4.7). Takodje, neka postoje pozitivne konstante p i q > E—f(l — k»)7? tako da
je
ELV(t,¢) < —p

EV(t,¢(0) = G(p)) (4.10)
za svako t > 0 i one ¢ € L%([—7,0]; R™) koji zadovoljavaju uslov
EV(t+0,0(0)) < qEV(t,0(0) = G(p)), —T<0<0. (4.11)

Tada je jednacina (4.2) LP-stabilna reda 4 u odnosu na decay-funkciju A(t), tj. za
svako & € L% ([—7,0[; R™) it > 0 vaZi

E!x(t;o\psg—quuwzﬁ)pmw sup  E|¢(0)]7, (4.12)

—7<6<0

pri cemu je 7y = min {/“L’ ln/\l(‘r) In (1-1-(/:(11 ) } Z0ia =g
1 p

Dokaz. Bez gubljenja opstosti, pretpostavimo da je sup_,.4<o E|z(0)[P > 0 za
svako § € LY ([—7,0;;R"). Uslov ¢ > 2(1 — k:%)_p povlaci da je

@ (1+ (kq)?) ™" > 1,
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gde je g1 = & g, pa je zbog toga 7 > 0. Otuda, za proizvoljno v € (0,7) sledi da je

0 <~ < min {u, mln%}, odnosno, kA7(7) < 1.

Sliéno, kako je 7 < — 1 O — 10 j
icno, kako je v < g5 In (o Gat)’ o je
x qf
AP(T) < ——, (4.13)
1+ (kql)P
tako da je
1
1 kqi)» 1
L= (A1) > 1 — — ke = - (4.14)
1-+-(kq1>P 1 +-(kql)p
Zamenom (4.14) u (4.13), dobija se
V(T
( ) I <q- (415)
(1= (kX (7))7)"
Sleded¢i korak je dokazati kontradikcijom da vazi
NEEV(t,x(t) — Gay)) < ea(1 4+ k%)p sup FE|z(0)|P, t>0. (4.16)

—7<6<0

Pre svega, moze se zakljuciti da (4.16) vazi za t = 0. Zaista, kako je A\(0) = 1, iz
pretpostavke (Hy) i Leme 4.2.2, je

AT(0)EV(0,2(0) — G(z0)) < coE|x(0) — G(x0)|P
<co(1+ke) sup ElE(O).

—7<60<0

Pretpostavimo da relacija (4.16) nije zadovoljena za t > 0. Kako je funkcija
V(t,z(t) — G(z¢)) neprekidna, moze se naci broj p > 0 tako da je

N (OEV (¢, 2(t) — Gla) < ca(L+ k) sup EEO)F, 0<t<p.  (417)

—7<60<0

Takodje, postoji niz {tx}r>1, tx | p za koji je

N (t) BV (L, 2(ty) — G(z1,)) > ca(1 + kv )P _SE£<OE\g(9)|p (4.18)
N(D)BV (p,a(p) = Gla,) = a1+ K2} sup BIEO)P" (4.19)

Sada se moze pokazati da uslov (4.11) vazi za ¢ = z,. Kako je zadovoljena relacija
(4.17), primenom Leme 4.2.1 sledi da za —7 <t < p vazi

N (O EV(t,z(t)) < e X(1) Bl (t)]?
A1+ ks .
— sup Elz(0)
c1 (L= (kX (7))»)? —ng)so
2 N (p)EV(p,z(p) — G(z,))
(1= (kA(7))7)"

[
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Ako je u prethodnoj relaciji t = p + 6, onda iz monotonosti funkcije A(¢) sledi

ca N (p)EV (p,2(p) — G(x,))

N(p—7)EV(p+0,z(p+0)) < -
g S e (1— (kN ()3

S obzirom da je A\7(p) < X(p — 7) A(7) za p > 7, na osnovu (4.15) se dobija
EV(p+0,2(p+0)) < qEV(p,(p) — G(x,)).

U slucaju kad je p < 7, prethodna relacija je takodje zadovoljena jer je \7(p—71) = 1
i A(t) je rastuca funkcija. Zbog (4.11), uslova (4.10) i ¢injenice da je v < p, sledi

ELV(p.2,) < ~n 3 3 EV(p.a(p) - Ga,)
< =134 EV(pra(p) = Glay)

Kako su f, g i G neprekidni funkcionali, moze se na¢i dovoljno malo h > 0 tako da
za svako t, p <t < p—+ h vazi

ELV(t,xy) < —v EV(t,x(t) — G(zy)). (4.20)

Sa druge strane, primenom formule Itéa na funkciju A\(s)V (s, z(s) — G(z5)) za
p < s < p+h,azatim relacija (4.19) i (4.20), dobija se

N(p+h)EV(p+ha(p+h) = Gapn) = (1 +kr) sup BlE(0)F

—7<6<0

_ /pm N (s) (7 AA((;) EV(s,2(s) — G(zs)) + ELV (s, m) ds

Soa

sto je u kontradikciji sa (4.18), pa je zadovoljena relacija (4.16).
Konacno, na osnovu (4.15), primenom Leme 4.2.1 za t > 0 se dobija

1
Co (1 —+ k-;)p
i sup
c1 (1= (kXv(7))?)P —r<6<0
<q(1+ k%)p sup E|z(0).
7<6<0

A Ez(B) < Elz(0)

Odavde, dokaz teoreme neposredno sledi kad v — 7.

Teorema 4.2.1 istice razliku izmedju primene uslova Razumikhina i uobicajenih
tvrdjenja za ispitivanje LP-stabilnosti. Naime, sustina koncepta Razumikhina je da
se pojednostavi dokazivanje ispunjenosti uslova (4.10), u smislu da se ne zahteva

da on vazi za svako ¢ € Lt ([—7,0); R"), veé¢ samo za one koji zadovoljavaju uslov
(4.11).
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Napomena 4.2.1 Za G(t) = 0, Teorema 4.2.1 se svodi na Teoremu 2.1 u [143].
Specijalno, za A(t) = e’ ova teorema se svodi na Teoremu 1 u [159] i Teoremu 1 u
[59] pri ¢emu je V(¢,2) = |z|P. Stavise, za A(t) = €' i G(t) = 0, Teorema 4.2.1 se
svodi na Teoremu 2.1 u [117] i Teoremu 3.1 u [118] zap =21i V(z) = 2T x.

U nastavku su dati uslovi pri kojima LP-stabilnost povlaci skoro izvesnu stabil-
nost jednacine (4.2). Za dokazivanje tog tvrdjenja, neophodna je sledeca lema.

Lema 4.2.3 Neka je zadovoljena pretpostavka (Hy) i neka postoje konstante p > 1
ik € (0,1) tako da za svako ¢ € C([—,0];R") vazi

|G(O)[" <k sup |p(0)[". (4.21)

—7<6<0

Ako je z € C([—7,0];R™) i ako postoje konstante 0 < v < ﬁ Ing i H >0 tako
da je

Elz(t) — G(z)P < HXNT(t), t>0, (4.22)
tada je
. njz()] _ _~
limsup ——— < ——. 4.23
P TNt p (423)

Dokaz. Na osnovu elementarne nejednakosti (1.21) i uslova (4.21) sledi da za
proizvoljno T' > 01 kA(7) < eP~! < 1 vazi

sup (N (B)]=(t)p) <~ F

sup A7(t) sup |z(¢)|P. 4.24
0<t<T (1—¢gp-1  ert ogth ( )_TS%O| @)l (4.24)

Primenom (Hj), dobija se

sup A7(¢) sup |z(8)]" < sup (AT(t+7)[2(0)[F)
0<t<T —7<t<0 —r<t<T

< XN(7) ( sup (X)) + sup 'ZW) ’

0<t<T —7<t<T

a na osnovu ove relacije i (4.24) sledi

(1-22) s 0008 < s + 5 s o

et ) o<t (1—¢)p-t el <o

Otuda, relacija (4.23) je zadovoljena kad T'— oco.

Sledece tvrdjenje sadrzi integralni uslov [°A™°(t)dt < oo za neko konatno
0 > 0, koji garantuje skoro izvesnu stabilnost u odnosu na opstu decay-funkciju
A(t). Ovaj uslov se prvi put javlja u [143] G. Pavlovié i S. Jankovié¢ za ispitivanje
opste skoro izvesne stabilnosti SFDJ. Moze se primetiti da se ovaj uslov ne javlja u
ispitivanju eksponencijalne skoro izvesne stabilnosti s obzirom da je uvek zadovoljen,
odnosno, [~ e " dt < oo za svako § > 0.
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Teorema 4.2.2 Neka jep > 2 i neka su zadovoljeni pretpostavka (Hy) i uslov (4.7).
Takodje, neka postoji konstanta K > 0 tako da za svakot >0 i ¢ € Ly ([—7,0]; R")
vazi

Elft, o)I" + Elg(t, 9)I" < K sup E[g(6)]". (4.25)

7<6<0

Neka je trivijalno reSenje jednacine (4.2) LP-stabilno reda v uw odnosu na decay-
funkciju A(t). Ako je 7 = min {’y, ﬁ In %} i ako postoji konstanta § € (0,%) tako
da je fooo A70(t)dt < oo, tada je jednacina (4.2) skoro izvesno stabilna reda ;’TT‘S u
odnosu na decay \(t), odnosno, za svako § € L'z ([—,0;R"),
. n [z(t; )| -6 .
lim su < - S.1. 4.26
t_mop In\(¢t) — D ( )
Specijalno, ako je zadovoljen uslov (4.25) i svi uslovi Teoreme 4.2.1, i ako postoji
konstanta 6 € (0,7%) tako da je fooo A°(t)dt < oo, tada je jednacina (4.2) skoro

izvesno stabilna reda % u odnosu na decay-funkciju \(t).

Dokaz. Primenom elementarne nejednakosti (1.20), dobija se

E sup |x(nT +0) — G(xp40)P <3771 (E\:U(nT) — G(Tnr) P (4.27)
0<o<r
(n+1)7 p nr+ p
+FE / f(s,xs)ds| +E sup / g(s,xs) dw(s) )
nr 0<0<7 |Jnt

Na osnovu (4.3), (4.7) i (Hy) sledi

Elz(nt) — G(an,) [P 429
< 27 Y (Blz(n) | + E|G (0, ]")
< 2rt (M)\_V(nT) sup ElEO)P+k sup E|x(nt+ 9)|P>
—7<6<0 —T=0<0

< 2PEMNT () + kAT (nr — 7)) sup  EIE(O)[P
—7<0<0
<2 'MA+ k)N (nr —7) sup EE(0))
—7<6<0
< 2p71M(1 + /g))\*ﬁ(nT —71) sup E[§(0)[".

—7<0<0

Pomoc¢u Hélderove nejednakosti (1.27), (4.25), (4.3) i (H1), dobija se ocena
(n+1)7 p
/ f(s,zs)ds

T

E

(n+1)7
< gl / E|f(s,2.) ds (4.29)

T

(n+1)7
< KrPt / sup FElz(s+0)Pds
nrT —7<6<0
(n+1)T
< MKTp_l/ A (s+60) sup E[£(0)Pds

nrt —7<60<0

<MK XY (nt—71) sup EE(0).

—7<0<0
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Slicno, na osnovu Burkholder-Davis-Gundy nejednakosti (1.3.3) je

[ st ute

T

p Y (n+1)7
< Cp7'21/ Elg(s,xs)|P ds (4.30)

T

E sup
0<0<r

< C,MK7:)\ 7 (nt—7) sup E|£(0)],

—r<0<0

gde je C,, > 0 univerzalna konstanta. S obzirom da je

Y N

XN (nt —1)N (1) = XV(nT)
zamenom (4.28), (4.29), (4.30) u (4.27) se dobija ocena

E sup |z(nt +0) — G(zpr10)|P < C A7 (n1),

0<6<r

AN (nt—71) =

= A" (nT)N (1),

gde je C' > 0 generisana konstanta. Primenom nejednakosti Chebysheva (1.25) sledi
da je

P{ sup |z(n7 + 60) — G(@prpe)P > A0 (m')}

0<0<r
C A (n1)
~— AG-9(n7)
Kako je A™%(n7) < A7%(s) za (n — 1)7 < s < n, to je

0 & 1 nrT 1 o8]
Z A (nT) < Z —/ A(s)ds = —/ A(s)ds < oo.
n—1 n—=1 T (n—1)7 T Jo

Na osnovu Borel-Cantellijeve leme sledi da postoji ng = no(w) > 0s.i. tako da za
skoro sve w € i n > ng vazi

sup |z(n7 + 0) — G(Tnrr9)? < X0 (n7) sii,
0<f<r

= C\°(n1).

odnosno, |z(t)—G (z,)[P < A0~ (t—7) skoro izvesno za t > nyr. Stavise, s obzirom
da je |z(t) — G(x)[? skoro izvesno konacéno na [0, ny7], postoji skoro izvesno konacan
broj H = H(w) tako da je

l2(t) — G(z)|P < HAN"O79(1) si. zat > 0.

Kako je zadovoljen uslov (4.22), na osnovu Leme 4.2.3 sledi da vazi (4.26), odnosno
da je jednacina (4.2) skoro izvesno stabilna reda (7 —¢d)/p u odnosu na decay-
funkciju A(t).

Stavise, ako su zadovoljeni uslovi Teoreme 4.2.1, onda je q; /(1 + (k:ql)%)p < 1/k,
Sto na osnovu prethodne konstatacije povlaéi da je jednacina (4.2) skoro izvesno
stabilna reda (¥ — d)/p u odnosu na decay-funkciju A(t) .

Specijalno, ako je A(t) = €', onda je jednacina (4.2) eksponencijalno skoro
izvesno stabilna, pri cemu je ¥ = —v/p, §to sledi iz (4.26) kad § — 0.

Napomena 4.2.2 Za G(t) = 0, Teorema 4.2.2 se svodi na Teoremu 2.2 u [143].
Ako je A(t) = e, Teorema 4.2.2 se svodi na Teoremu 2 u [59], za G(t) = 0 na
Teoremu 2.2 u [117], a za p = 2, G(t) =0, V(z) = 27z na Teoremu 4.1 u [118].
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4.3 Stabilnost perturbovanih
neutralnih stohastickih funkcionalnih
diferencijalnih jednacina

Primenom rezultata dobijenih u Poglavlju 4.2 moze se ispitati skoro izvesna i LP-
stabilnost u odnosu na opstu decay-funkciju sire klase perturbovanih neutralnih sto-
hastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina oblika

dlz(t) — G(zy)] = [h(t,z(t)) + f(t,ze)] dt + g(t, z¢) dw(t), t>0 (4.31)

sa zadatim pocetnim uslovom zy = § = {£(0) : —7 < 6 < 0} € L ([-7,0];R™).
Ovde su G, f i g definisani kao u Poglavlju 4.2, a h : R* x C([-7,0];R") — R™,
h(t,0) = 0 je Borel merljivo.

S obzirom da je jednacina (4.31) specijalan slu¢aj jednacine (4.2), zbog razloga
ve¢ navedenih u prethodnom poglavlju, pretpostavlja se da postoji jedinstveno
resenje jednacine (4.31), bez naglasavanja koji uslovi egzistencije i jedinstvenosti
su ispunjeni (za vise detalja pogledati [77, 125]).

Ispitivanje eksponencijalne LP-stabilnosti i skoro izvesne stabilnosti jednacine
(4.31) primenom pristupa Razumikhina razmatrano je, izmedju ostalog, u [59, 118|.

Posledica 4.3.1 Neka je p > 1 i neka su zadovoljene pretpostavke (Hy), (Hg) i
uslov (4.7). Takodje, neka postoje konstante A1, Ao > 0 tako da je

1 A
0<k< - “ 2

(@) @)

ELV(t, ) = E{Vt(t? ©(0) = G(p)) + Vi(t, (0) — G(p))[A(t, »(0)) + f(t, )]

+ 5 trlg" (0 9Vl 0(0) — Glo)lr, )]} (4.33)

5t s

za svako t > 0 i p € L% ([—7,0];R™). Tada je jednacina (4.31) LP-stabilna u odnosu
na decay-funkciju A(t).

AL >

(4.32)

Dokaz. 1z prve relacije u (4.32) sledi da je
C1 (&)

—_ > >1.
cok 01(1 _k;%)p

1

-p
Kako je funkcija ¢(x) =z (1 — (ﬁgy) p) rastuca, postoji konstanta ¢ > 1 tako

da je
c c C A
_1>q> 2 , /\1>_2. 24

cok er(1— ko) €1 ( (2 é)p‘
1- 2_Q>
Cc1

(4.34)
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Ocigledno je da se jednacina (4.31) svodi na jednacinu (4.2) uvodjenjem smene
fi(t, @) = h(t, ¢(0)) + f(t,$) za svako t > 0i ¢ € LY ([-7,0];R™)). Prema tome,
ako je zadovoljen uslov (4.10), tvrdjenje se dokazuje primenom Teoreme 4.2.1.

Neka je ¢ € L% ([—7,0];R™) takvo da je za svako ¢ > 0 ispunjen uslov Razu-
mikhina (4.11) i neka ¢ zadovoljava relaciju (4.34). Na osnovu nejednakosti (1.21),
pretpostavke (Hy) i uslova (4.7) sledi da je za svako € € (0, 1),

EV(t,¢(0) — G(¢)) < c2Ep(0) — G(p)|?

&) Co
< —F Py = F P
= (I—e)pt |0(0)]” + e G ()l

C2 cokq
< ——FEV(t EV(t — .
< T BV e ) + EREV (o)~ Gl))

=

Kako je % <1l,zae= <%)p se dobija

C2

BV, p0) < -2 (1 _ (Cqu> > EV(t,0(0) — G(p)). (4.35)

Prema tome, za konstantu ¢ koja zadovoljava (4.34) i za svako ¢ > 0 i one ¢ €
L ([-7,0]; R") koji zadovoljavaju (4.11), na osnovu (4.33) i (4.35) sledi

BLV(t.¢) < - [Af—l <1 - () ) - m] T EV0(0) - G,

Co C1
1\ P
Kako (4.34) implicira da je A; & (1 — <%> p) —Xoq > 0, dokaz tvrdjenja direktno

C1

sledi na osnovu Teoreme 4.2.1. Stavise,

1\ P

- . C1 Csz) r 1 ! }
=mins \;— [ 1 — — Aagq, In ) 4.36
! { ‘e ( ( G > + InA(T) (14 (kql)%)l’ (4:36)

pri cemu je q; = g—;q. &

Napomena 4.3.1 Prethodno tvrdjenje predstavlja uopstenje Teoreme 3 u [59] za
At) =e!iV(z) = |z|P, kao i Teoreme 5.1 u [118] za p =2, \(t) = €' i V(z) = 2Tz

Sledece tvrdjenje neposredno sledi na osnovu Teoreme 4.2.2, tako da se dokaz
izostavlja.

Posledica 4.3.2 Neka je p > 2 i neka su zadovoljeni pretpostavka (Hy) i uslov
(4.7). Takodje, neka postoji konstanta K > 0 tako da je

Elh(t, o(0)" + E[f(t,¢)" + Elg(t,¢)I” < K sup El|p(60)[ (4.37)

7<0<0
za svako t > 0 1 ¢ € L% ([=7,0];R"™). Neka je trivijalno resenje jednacine (4.31)
LP-stabilno reda ~y u odnosu na decay-funkciju A(t). Ako je ¥ = min {7, ﬁ In %}

i ako postoji konstanta 0 € (0,%) tako da je fooo A\79(t)dt < oo, tada je jednacina
(4.81) skoro izvesno stabilna reda "%5 u odnosu na decay-funkciju A(t).



4.3 Stabilnost perturbovanih NSFD.J 105

Prethodni rezultati se mogu primeniti na ispitivanje opsteg tipa stabilnosti neu-
tralnih stohastickih diferencijalnih (NSDJ) sa kasnjenjem

dlz(t) — Ga(t — )] = F(t,x(t), x(t — 7))dt + G(t, x(t), 2(t — 7))dw(t), (4.38)

gde jet >0, mg =& € Lz ([~7,0]; R") i w je m-dimenzionalno Brownovo kretanje.
Borel-merljive funkcije G : R* - R", f : R, xR*"XR* = R"ig: Ry xR" xR" —
R™™ su takve da je G(0) =0, f(¢,0,0) = 0, g(t,0,0) = 0. Takodje, pretpostavlja
se da postoji jedinstveno resenje {x(t;€),t € [—7,00)} jednacine (4.38) i da je
SUP_r <00 E|2(2; §)[P < 00.

Neka je C12(R, x R"; R, ) familija nenegativnih funkcija V (¢, z) sa neprekidnim
parcijalnim izvodima prvog reda po t i drugog reda po x. Za funkciju V€ C1?(R . x
R™; R, ) operator LV : R, x R" x R" — R, je definisan na sledeé¢i nacin,

LV(t, Z, y) = V;f(tv T — é(y)) + ‘/a:(t7 T — G(y))f(ta Z, y) (439)
45 g (1,2, 9)Vau 1,2 = G ()t 2,9),

pri cemu su Vi, V., V., definisani kao i ranije.

Napomena 4.3.2 Naredna dva tvrdjenja uopstavaju postojece rezultate iz rada
[118], u kome je A\(t) = €', p=2iV(z) = z2Tx.

Posledica 4.3.3 Neka je p > 1 i neka su zadovoljene pretpostavke (Hy) i (Hz).
Takodje, neka postoji konstanta k € (0,1) tako da je

IG(y)IP < klylP, yeR™ (4.40)

Ako postoje konstante A\, Ao > 0 tako da je ispunjen uslov (4.32) i ako je

LV(t,z,y) < —%(f)) MVt x) = AV (t—7,y)]

za svako t > 0 i x,y € R™, tada je jednacina (4.38) LP-stabilna reda 5 u odnosu na
decay-funkciju A(t), gde je 7 odredjeno sa (4.30).
Stavise, za p > 2, ako postoji konstanta K > 0 tako da vazi

[f(t 2 )l + gt =, )" < K(lz” + [y") (4.41)
za svakot > 0 1x,y € R" i ako postoji konstanta § € (0,7) tako da je fooo A7O(t)dt <

00, tada je jednacina (4.38) skoro izvesno stabilna reda %6 u odnosu na decay-
funkeiju A(t).

Dokaz. Smenama

G(p) = Glp(-7)), filt,z):= [(t,2,0),
,0) + f(t,0(0), (—7)),
g(t, £(0), p(=T))
za svako t > 0, x € R" i ¢ € C([—7,0];R"), jednacina (4.38) se svodi na jednacinu

(4.31). Zbog postavljenih uslova, dokaz direktno sledi na osnovu Posledice 4.3.1 i
Posledice 4.3.2.

e
~ =
SRS
~— ~—
I
|
g
—
\.H-
5
5 =
(e
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U narednom tvrdjenju, L%(Q;R"™) uobic¢ajeno oznacava familiju F-merljivih
slucajnih promenljivih X sa vrednostima u R" za koje je E|X|P < oc.

Posledica 4.3.4 Neka je p > 1 i neka su zadovoljene pretpostavke (Hy) i (Hz).
Takodje, neka postoji konstanta k > 0 tako da je

E|GY)PP <KkE|Y]P, Y € L5(Q;R™). (4.42)
Ako postoje konstante q > 2—?(1 — k%)*p i >0 tako da je

N(t)
A(t)

ELV(t,X,Y)< —u =2 EV(t, X — G(Y)) (4.43)

za svako t >0 i one X,Y € L% (4 R™) koji zadovoljavaju uslov Razumikhina
EV(t—7.Y) < qEV(t,X — G(Y)),

tada je trivijalno resenje jednacine (4.38) LP-stabilno reda 4 uw odnosu na decay-
funkciju A(t), gde je

- 1 ¢ _a
¥ =min q g, In — >0, a=—gq
In A(7) (14 (kq)» )P C2

Stavie, zap > 2, ako je zadovoljen uslov (4.41) i ako postoji konstanta § € (0,7)
tako da je [;°A7°(t)dt < oo, tada je jednacina (4.38) skoro izvesno stabilna reda
:’TT‘S u odnosu na decay-funkciju \(t).

Dokaz. S obzirom da se jednac¢ina (4.38) moze svesti na jednacinu (4.2) uvodjenjem
smena

G(p) = Gle(=7)), [f(t, @)= f(t,0(0),0(=7)), g(t )= g(t,(0),o(-7))

za svako t > 01 ¢ € C([—7,0];R™), dokaz neposredno sledi primenom Teoreme
4.2.1 i Teoreme 4.2.2. <>

4.4 Primeri

U ovom poglavlju se razmatraju dva primera kojima se ilustruju prethodni rezulta-
ti. Preciznije, odredjuju se dovoljni uslovi koji garantuju polinomijalnu stabilnost
u prvom primeru i logaritamsku stabilnost u drugom. Pritom se u razmatranim
primerima ne moze nista zakljuciti o LP-stabilnosti i skoro izvesnoj stabilnosti u
odnosu na eksponencijalnu decay-funkciju A(t) = e’.

Primer 4.4.1 Prethodni teorijski rezultati se mogu primeniti za odredjivanje uslova
pri kojima je trivijalno resenje n-dimenzionalne NSFDJ

a+b at
T2 z(t) + —— G(xy)| dt (4.44)

" v2ie?d

(z) dw(t), t20, wo=¢,
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istovremeno skoro izvesno i LP-stabilno u odnosu na odgovarajucu decay-funkciju
A(t). Pretpostavimo da je & € L% ([-7,0;R"), p > 2, a,b > 0ic € R su
konstante, w je m-dimenzionalno Brownovo kretanje, G : C([-7,0];R") — R",
g : C([—7,0];R") — R™"™ su Borel-merljive i G(0) = 0, g(0) = 0. Pored toga, neka
postoje konstante k£ € (0,1) i K > 0 tako da je

E|G(@)lF <k sup E[p(0)]", Elg(9)]" <K sup Elo(0)) (4.45)

—7<6<0 —7<6<0

za svako ¢ € L'z ([-7,0];R™). S obzirom na prethodno navedene uslove, na osnovu
Teoreme 4.1.1 postoji jedinstveno skoro izvesno neprekidno resenje {z(t;¢),t €
[—7,00)} jednacine (4.44) za koje je sup_, ;<. E|z(t)[P < oco.

Neka je V(x) = |z|P. Tada je

a+b at
— x —_—
1+¢/2

LV (z,) < pla(t) = Gla) " [ (t) - G(ivt)]T[

+ p(p2_ - 2 —Ci— 12 |2 (t) — G(x) P2[g(0)]*.

Kako je [z(t) — G(z,)]"x(t) = [2(t) — G(x,)]* + [2(t) — G(x4)]" G(a1), to je

£V < = { = p(a+ 5) Vi) - 6) + BV @) - Gl
$ PP D ) — Gl ).

Primenom elementarne nejednakosti (1.23) za € > 0 je

Zaqg>(1-— k:%)’p, na osnovu uslova (4.11) i (4.45) sledi

BLV (@) <~ [plac+ 5) = )] BV(() - Gla),

gde je f(e) = B2 b+ (p — 1)c?|e + [bk + (p — 1) K]ge~3+!. Neka je e takvo da

2
—[bH(p_l)CZK]q) " =&, to je

f(e) ima najmanju vrednost. Kako je f'(¢) =0za e = ( DS

H1>i(I)1f(€) = f(eo) = g [b+4 (p — 1)c?]eo. Prema tome,

7
BLV (2) < 1 BV (a(t) - Gla)) (4.46)
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pri ¢emu je
p=np a+é —B[b+(p—1)cz}€o
2 2
=p a—i—é—l[bk—i—(p—l)cQK}iqi [b—i—(p—l)cQ]p;2
2 2 '

Ako je A\(t) = 1+t, onda je % = %H, pa je relacija (4.10) zadovoljena za p > 0,
odnosno,

p—2

a—i-g—%[bk—l—(p—l)cQK]iqf’ [b+(p—1)02} " =a+S(bc)>0.

Ako je ovaj uslov ispunjen, na osnovu Teoreme 4.2.1 sledi da je jednacina (4.44)

1 q .
) (1 (k) 7)o

LP-stabilna reda 4 = min { 1y Tt } u odnosu na polinomijalnu decay-

funkciju.

Kako je fooo(l +1)7° dt < 0o za svako § > 1, na osnovu Teoreme 4.2.2 sledi da je
trivijalno resenje skoro izvesno polinomijalno stabilno reda (¥ — ¢)/p u odnosu na
decay-funkciju \(t) = 1+¢. Postojed > 1,ondajeu > 11 q—(l—i—T)(l—l—(kq)%)p > 0.

Specijalno za p = 4, k = 0.2, K = 51 7 = 0.02 na Slici 4.1 se vidi da mora
biti ¢ > (1 — 0.21/4)* = 83.0473. Ako je ¢ = 90, na primer, oblast polinomijalne
stabilnosti momenta ¢etvrtog reda u odnosu na parametre a,b > 01ic € R je
prikazana na Slici 4.2.

Kako je ¢ — (1 — 7)(1 + (kq)"/*)* = 0.0434 > 0, pri uslovu da je p > 1, tj.
a+ S(b,c) > 0.25, odnos oblasti stabilnosti momenta cetvrtog reda i skoro izvesne
stabilnosti za male vrednosti parametra a, b, ¢ se moze videti na Slici 4.3.

140+

120F

100}

o 830473}
60|

40t

20¢

000 0.05 010 0.15 020 0.25 030 0.35
k

Slika 4.1: Graficki prikaz oblasti ¢ > (1 — k'/4)~*



4.5 Primeri 109

Slika 4.2: Graficki prikaz oblasti a+2—211/90(b + 3¢?)(0.2b + 15¢?) = a+S(b,¢) > 0

a==5b,c]
@ :-025-500

Slika 4.3: Graficki prikaz funkcija a = —S(b,¢) i a = 0.25 — S(b, ¢)
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Primer 4.4.2 Neka je data slede¢a NSDJ sa kasnjenjem,

ety —asintelt =0l = C2(1+ )1+ In(1+ 1) [xl(” * % ]dt
el @l (¢t — 1
e T ), (@47
dz(t) — axy(t — 7)) = — xo(t)
1 3(1+1)[1+In(1 +1)]
e du(t), 120

T i I+ O]d+ =)

gde je zo = £ € L ([-7,01;R?*), @ € (0,1) i b € R su konstante i w je skalarno
Brownovo kretanje. Ako je z = (z1,22)7, y = (y1,y2)7 i

G(y) = (a siny2,ay1)T, A= [ _5/2 __11//132 } )

_ T
_ be~ 1711y, by
g(t,r,y) = , ,
T+t "[1+t+In(1+8)][4+ |ys]
sistem (4.47) se zapisuje na slededi nacin,
1

dlz(t) - Gz(t—1))] = Az(t)+(t, o(t), 2(t—7)) dw(t), (4.48)

(I14+t)[1+In(1+1))
pri ¢emu je G(0) = 0, g(¢,0,0) = 0. Takodje, na osnovu Teoreme 4.1.1 postoji
jedinstveno skoro izvesno neprekidno reSenje x(t) = (z1(t),x2(t))", t € [—7,00)
jednacine (4.47) i sup_ ;< £|z(t)P < oo.

Koeficijenti jednacine (4.47) sugerisu ispitivanje LP-stabilnosti, p > 2, u odnosu
na logaritamsku decay-funkciju A\(¢) = 1+ 1In(1 +¢). Pre svega, linearnom transfor-
macijom matrice A se dobija

1 -1 3 1[0 3 iy | -1/3 00
H—6{2 o}’ " —{2 11’ H AH—[ 0 -1/2 |°

Kakoje Q = (HY)ITH = [ ;l 120 } i potrebno je da vazi Ay (Q) |z|> < 27Qx <
Amax(Q) |7]? za svako z € R?, to je Amin(Q) = ¢1 = 3.39, Mnax(Q) = co = 10.62.

Ako je V(z) = (z7Qx)2, na osnovu (4.39) je
LV(t,z,y) = p[(z — G(y)" Qz - G(y))]
< [060) (2 = 6 QA + g7 () Qe 2.0

2
p(p—2)
2

gdejet > 0,2,y € R?1i

[SIIS]

-1

M|

+ [(x = G) Qz — G)> " (z — Gy) Qg(t, z,y) P,

1 N(t)

YO = O m ]~ A0
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(4.49)

Kako je 27 QAx < —2TQx, to je
LV(t,x,y) < —pv(t)V(z - G(y)) + L(t,2,y) + L(t,z,y) + L(t, z,y),

pri cemu je
WOV (2= G
(y) g" (2, y)Q5(t,x,y),

|QAG(y)|* < 19a° |y[>.

Sa druge strane,
QAG(y) = —a(2sinys +y1,sinys + 7/2y1)7,

Primenom elementarne nejednakosti (1.23), za proizvoljno € > 0 je
p b2 o ~ <
Ltz,y) < SOV (z = Gy)(e — Gl +QAG(Y))
. 19%a”
)V(fv —GW)+ =7V
€27 ¢4

< b(t) [(<p—2>e+ —

Kako je E|G(Y)[P < aPE|Y|P za svako Y € L5 (Q; R?), uslov (4.42) je ispunjen
za k = aof € (0,1). Takodje, za one X,Y € LL(Q; R?) koji zadovoljavaju uslov

EV(Y) < qEV(X —G(Y)), pri ¢emu je ¢ > c3/c1 (1 — )™ > 3.13(1 — a) 7P, vazi
EL(t,X,Y) <¢(t) fi(e) EV(X = G(Y)),
gde je fi(e) = (p — 2)e + [1 + 19207 (] c;%5_§+1. Sada nije tesko odrediti &1 =
[(1+192aP q)/Q]%/Cl tako da je I€I1>1(I)l fi(e) = fi(e1) = pe1. Prema tome,
EL(t, X,Y) <pe (t) EV(X — G(Y)). (4.50)
Kako je g7 (t,2,9)Qg(t, z,y) < 4.5b0*(t) |y|?, na slican nacin se dobija
EL(t, X,Y) < 2.25b°pey(t) EV(X — G(Y)),

(4.51)

gde je 9 = q%/cl.
S obzirom da je |Qg(t, z,y)|> < 270%(t) ly|?, ocena za I3(t,z,y) se moze dobiti

p—4

primenom nejednakosti (1.23),
YOV (2= Gly) |z = Gly)Plyl®

Ii(t, z,y) w
< 2P ) v (Gl (e — G + Iyl
<<p—4>e+ ~ Z) V(e —G) + g V)

<XV 2)
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Otuda je
270*(p — 2)
2

gde je f3(e) = (p—4)e +2(1 + Q)C;gg_%ﬂ- Kako je m>1(1)1 f3(e) = fa(es) = pes za

e = [(1+q)/2]7 /&, to je

EI?)(t’XJ Y) < w(t)f3<€> EV(X - G(Y)),

270°p(p — 2)es
2

Zamenom (4.50), (4.51) i (4.52) u (4.49), dobija se

EL(tX,Y) < () EV(X — G(Y)). (4.52)
ELV(t,X,Y) < —pi(t) EV(X — G(Y)), (4.53)

gde je u = p — pey — 2.25b%pey — 270%p(p — 2)e3/2. Iz uslova da je p > 0, tj.

1+ 19%arq ; , 2 2T (p—2) (144 »
330 — ("1} 295527 — >0 4.54
( 2 ) 1 6.78 2 (4:54)

na osnovu Posledice 4.3.4 sledi da je jednacina (4.47) logaritamski LP-stabilna. Pre-
ciznije, za svako £ € LY ([—7,0]; R?) je

In Elz(t: €)P
lim sup n Ela(t; §)|

tsoo N[l 4+ 1In(1+1¢)] ek (4.55)

prcemn o 5 = win § . gty b o = /a0 > afen (1 )
1
17>e—1.
Moze se primetiti da iako je uslov (4.41) ispunjen, niSta se ne moze zakljuéiti o
logaritamskoj skoro izvesnoj stabilnosti s obzirom da je [;°[1+In(1+ )] dt = oo
za svako 6 > 0.

Neka je, na primer, p = 4. S obzirom da sistem (4.47) direktno zavisi od
parametara « i b i indirektno od ¢, oblast logaritamske stabilnosti ¢etvrtog momenta
u zavisnosti od ovih parametara je data na Slici 4.4.

Specijalno za a« = 0.1, b = 0.3, ¢ = 5, 7 = 2, £ = (0.5,0.5), graficki prikaz
trajektorija (z1(t), z2(t)) i E|z(t)|* je predstavljen na Slici 4.5 i Slici 4.6, respektivno.
Sa slike se vidi da svi grafici sporije teze nuli nego eksponencijalna funkcija.

U cilju ilustrovanja logaritamske stabilnosti ¢etvrtog momenta sistema (4.47),

lnE|x(t)|4)] u odnosu na 7 = —0.0218011 je dat na

tj, relacije (4.55), grafik funkcije 7 rin(it?

Slici 4.7.

Napomena 4.4.1 Na osnovu (4.46) sledi da se niSta ne moze zakljuciti o eks-
ponencijalnoj skoro izvesnoj i LP-stabilnosti jednac¢ine (4.44). Takodje, na osnovu
(4.53), nista se ne moze zakljuciti o polinomijalnoj skoro izvesnoj i LP-stabilnosti
jednacine (4.47), a tim pre ni o eksponencijalnoj stabilnosti tog sistema, Sto oprav-
dava svrsishodnost tvrdjenja u ovom poglavlju.
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4.5 Primeri
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Slika 4.5: Trajektorije sistema (4.47) za a = 0.1, b=0.31 ¢
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Glava 5

Stabilnost impulsivnih
stohastickih funkcionalnih
diferencijalnih jednacina sa
markovskim prelazima

U ovoj glavi se razmatra opsta skoro izvesna i LP-stabilnost stohastickih funkcio-
nalnih diferencijalnih jednacna sa impulsima i markovskim prelazima primenom
metode Razumikhina. U Poglavlju 5.1 se izlazu osnovni pojmouvi i rezultati koji se
odnose na egzistenciju, jedinstvenost i stabilnost impulsivnih stohastickih diferen-
cijalnih jednacina sa markovskim prelazima, uz osvrt na njihovu primenu u epi-
demiologiji, populacionoj dinamici i finansijama. Poglavlje 5.2 se odnosi na opstu
skoro izvesnu i LP-stabilnost i nestabilnost stohastickih diferencijalnih jednacina sa
pomerenim impulsima © markovskim prelazima. Kao posledica ovih rezultata, u
Poglavlju 5.3 su izloZena turdjenja o opstoj skoro izvesnoj i LP-stabilnosti 1 nestabil-
nosti impulsivnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa kasnjenjem i markovskim
prelazima i impulsivnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa markovskim prela-
zima. Da bi se ilustrovala primena teorijskih rezultata 1z prethodnih poglavlja, u
Poglavlju 5.4, su 1zloZeni primeri © numericke simulacije trajektorija resenja.

5.1 Uvodni pojmovi

Sistemima stohastickih diferencijalnih jednacina sa impulsima se opisuju procesi
koji Cesto menjaju svoje stanje u obliku “skokova” u odredjenim fiksiranim ili
proizvoljnim vremenskim trenucima. Kao posledica toga, trajektorije resenja ovakvih
sistema imaju tacke prekida, Sto onemogucava primenu velikog broja tvrdjenja o
egzistenciji, jedinstvenosti i stabilnosti reSenja stohastickih diferencijalnih jednacina
(bez impulsa) na ovaj tip jednacina.

Deterministicki sistem sa impulsima je oblika

&= flt,x), t#m, =0,
Axli—r, = Ix(x), k=1,2,...
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gdejex e R", f: IxR" - R", [ : R* - R", I =[0,00), Az|t—r, = x(t+0) —2(t).
Ovaj sistem se karakteriSe ¢injenicom da pod uticajem predvidivih ili nepredvidivih
okolnosti, u trenucima t = 7, on momentalno ”skace” iz stanja z(t) u stanje x(t) +
I (z(1)).

Mnogi procesi iz svakodnevnog zivota su impulsivni po svojoj prirodi. Na primer,
proces disanja, zemljotresi, izbijanje epidemija u ekoloskim stanistima, promene
brojnog stanja populacije pri trenutnim promenama uslova u stanistu, variranja
ekonomskog stanja drzave pod uticajem nepredvidjenih deSavanja na trzistu, na
primer, promena cene nafte zbog velikih katastrofa na naftnim poljima ili zbog
politicke situacije itd. (za vise detalja pogledati Oyelami [1, 136], Simeonov i Bainov
[160])

Francuski matematicar P. Verhulst [165] je 1838. godine razmatrao populacioni
model predstavljen jednacinom oblika

gde je N(t) broj jedinki populacije u trenutku ¢, r koeficijent prirastaja popu-
lacije i K maksimalan broj jedinki koje mogu preziveti u datom stanistu. Zbog
primene pre svega diferencijalnog racuna, uobicajeno je pretpostaviti da je veli¢ina
N(t) neprekidna. U realnosti, broj jedinki neke populacije se neprekidno menja, s
obzirom da je populacija stalno izlozena brzim promenama uslova u stanistu. Neka
je 0 <ty <ty < ... < T niz vremenskih trenutaka u kojima populacija pod uti-
cajem nepredvidjenih promena u sredini menja svoj obim. Da bi opisala realno
stanje u populaciji, prethodna jednacina se transformise u diferencijalnu jednacinu
sa impulsima,

dt K
N(t) = BeN(ty), k=1,2,..

N N
d_:TN(]-__)a t%tka N(()):NO)

gde je N(t}) = limyy, N(t), k = 1,2,... Ako se u trenutku ¢, naglo poveca broj
jedinki populacije, tj. desi se imigracija populacije, tada se takva pojava opisuje
prethodnom jednacinom za (5 > 1. U slucaju iznenadnog zemljotresa, posasti, rata
i sl. moze do¢i do naglog smanjenja broja jedinki tako da populacija nije vise u
mogucnosti da se oporavi, tj. dolazi do istrebljenja populacije. Ovakva pojava se
opisuje prethodnom jednacinom za 3, < 1. Ako je £ = 1 reSenje sistema se poklapa
sa resenjem klasicne Verhulstove jednacine, ¢ime se potvrdjuje da su impulsivni
sistemi uopstenja klasi¢nih sistema diferencijalnih jednacina (bez impulsa).

Impulsivne diferencijalne jednacine se koriste u epidemiologiji za opisivanje pro-
cesa §irenja ili suzbijanja epidemiologkih bolesti (infekcija). Jednostavna epidemi-
oloska jednacina je oblika

d
d—i:by(nJra—y), t#tr, y(0)=a,

y(t) = Bry(te), k=1,2,...

gde je y broj jedinki populacije, n poc¢etan broj inficiranih jedinki i b stopa rasta
infekcije. U realnosti, impulsi se javljaju za vreme samog ciklusa infekcije. Ako je
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Br < 1, prethodna jednacina opisuje pojavu eksplozije infekcije, a ako je £, > 1,
pojavu ozdravljenja populacije.

Mnoge svetske poslovne organizacije i drzave planiraju znacajnu svotu novca za
buduca ulaganja. Novac potreban za ulaganje se obi¢no dobija iz otkupnih fondova
obveznica, kroz emisiju hartija od vrednosti, iz nacionalnih rezervi i sl. Osnovni cilj
je da svako ulaganje dovede do znacajnog finansijskog rasta. Ulaganja iz fondova
omogucavaju povoljan finansijski rast samo ako je atmosfera za ulaganja takva
da je finansijski rast mogué¢. U odredjenim situacijama, koje nije lako predvideti,
ekonomija jedne drzave trpi neocekivanu ekonomsku recesiju. Tada se profit izgubi
jos u periodu ulaganja, a privredni rast drzave momentalno pada, odnosno pokazuje
impulsivnu prirodu. Takodje, privredni rast drzave koja se oslanja na izvoz fosilnih
derivata cesto pokazuje impulsivno ponasanje, s obzirom na cCesta kolebanja cene
nafte na trzistu (za vise detalja videti [136, 137]).

Neki od jednostavnijih impulsivnih matematickih modela u ekonomiji, ”makro
modeli” koji uzimaju u obzir gestaciono kasnjenje i obezvredjivanje dobara, koriste
se za modeliranje procesa privrednog rasta jedne kompanije ili drzave, pri ¢emu
se pod gestacionim kasnjenjem podrazumeva vreme koje protekne od trenutka ini-
ciranja plana za ulaganje do trenutka realizacije tog plana. Iz tog razloga, finan-
sijskim stru¢njacima rezultati teorije impulsivnih sistema omogucéavaju da identi-
fikuju odgovorne ¢inioce za brzo i neregularno ulaganje, kao i iznenadan pad ula-
ganja u fiksnim ili promenljivim periodima investiranja (videti [91, 136, 137]).

Impulsivni stohasticki model finansijskog ulaganja (videti [138]) koji sadrzi pri-
hod, osnovni kapital i vektor obezvredjivanja sa gestacionim kasnjenjem, oblika je

dz(t) = (07 'y(t) — bon ()g(z(t — b)) dt + oy dwy(t), t#t,, k=0,1,2,...,
dy(t) = (6 'y(t) + ax(t)v(t)) dt + on dws(t), t#t,, k=0,1,2,...,
dz(t) = Bdz(t), t#ty, k=0,1,2,...,

AfL‘(tk) Bk’ J?(tk),
gdeje 0 <ty <ty <t3<..., limgp_.otr =00, k— 00,1pocetni uslov
z(to +0) =z, y(to+0)=yo, 2(to+0)= 2.

Slu¢ajna promenljiva x(t) predstavlja ulaganje, y(t) nacionalni dohodak, odnosno
prihod kompanije, z(t) je osnovni kapital, v(¢) opisuje kolebanja na trzistu, dok su
w;, © = 1,2 procesi Brownovog kretanja. Konstanta 0 predstavlja stopu ustede, b
je brzina obezvredjivanja, a g(z(t — h)) je funkcija obezvredjivanja sa gestacionim
kasnjenjem h. Parametrima (g, k = 1,2, ... se opisuju impulsi koji se desavaju u
toku perioda investiranja. Ovi parametri predstavljaju stope ulaganja u odredjenom
vremenskom periodu.

Hibridni sistemi su dinamicki sistemi koji pokazuju i neprekidno i diskretno
ponasanje. Ovakvi sitemi kombinuju deo stanja koji uzima neprekidne vrednosti i
deo stanja koji uzima diskretne vrednosti. Stohasticke diferencijalne jednacine sa
markovskim prelazima [124] predstavljaju posebnu klasu hibridnih sistema koji se
karakterisu vektorom stanja sa dve komponente, z(t) i r(¢). Prva komponenta se
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odnosi na stanje procesa, a druga na rezim rada. Ovi sistemi se menjaju u skladu
sa raglicitim zakonima u toku nekog vremenskog perioda i u slu¢ajnim vremenskim
trenucima se prebacuju sa jednog rezima rada na drugi. Najcesce je prelazak na
novi rezim proces bez memorije, a vreme ¢ekanja do prelaska na novi rezim je
eksponencijalno raspodeljeno. Zbog toga se prelazak iz jednog rezima u drugi moze
modelirati pomocu lanca Markova sa neprekidnim vremenom i sa kona¢im brojem
stanja.

Kazangey i Sworder [68] 1971. godine uvode sistem sa skokovima u cilju izu-
cavanja uticaja federalne stambene politike na stabilizaciju stambenog sektora u
SAD. Upravo je lanac Markova sa konac¢no mnogo stanja koris¢en za opisivanje
uticaja kamatnih stopa na trziste nekretnina. Willsky i Rogers [172] 1979. godine
razmatraju hibridne sisteme za modeliranje slozenih elektro-sistema, a Sworder i
Robinson [164] za kontrolu solarnih prijemnih centrala. Mariton [126] primenjuje
hibridne sisteme za kontrolu automatskog upravljanja u razli¢itim oblastima, sma-
trajuéi da se ovakvi sistemi namecéu kao odgovaraju¢e matematicko okruzenje za
opisivanje realnih pojava, kao sto su procesi pra¢enja mete u vojnoj industriji, kon-
trola dozvoljenog opsega greske u procesu proizvodnje itd.

S obzirom da se sistemima sa markovskim prelazima mogu modelirati mnoge
pojave iz oblasti fizike i inzenjerstva, poslednjih decenija se ovakvi sistemi inten-
zivno izucavaju. Devedesetih godina proslog veka, Ji i Chizeck [62] i Mariton [126]
proucavaju stabilnost deterministicke linearne diferencijalne jednacine sa skokovima

oblika
o(t) = A(r(1)) z(t),

gde je r(t) lanac Markova koji uzima vrednosti iz konac¢nog skupa stanja S =
{1,2,...,N}. Basak, Bisi i Ghosh [10] 1996. godine razmatraju stabilnost semi-
linearne stohasticke diferencijalne jednacine sa markovskim prelazima,

dr(t) = A(r(t)) a(t) dt + o(x(t), r(t)) dw(t).

a Mao [119] 1999. godine proucava stabilnost stohasticke funkcionalne diferencijalne
jednacine sa markovskim prelazima,

da(t) = f(t, zp,r(t) dt + g(E, 2, v(1)) dw(t).
Ova jednacina moze biti opisana pomoc¢u slede¢ih N jednacina

prelazenjem sa jedne na drugu u skladu sa prelazima lanca Markova, §to je i osnovna
karakteristika svih sistema sa markovskim prelazima.

U ovoj glavi se razmatra hibridna stohasticka funkcionalna diferencijalna jednacina
sa pomerenim impulsima v markovskim prelazima,

dx(t) = f(t,xy,r(t) dt + g(t, e, r(t)) dw(t), t>0, t#ty, (5.1)

Az(te) = Lp(te, x(tr), e, (), k=1,2,...,
x(t)=¢, te[-70]
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gde je Ax(ty) = z(tf) — x(ty) 1 x(tf) = limpo, x(tx + h), x(ty) = z(t;) =
limy,_,o_ z(tx + h), t, > 0. Impulsivne perturbacije resenja u trenutku ¢, su I :
R* x R" x PC% ([-7,0;R") x S — R" gde je za p > 0, PC% ([-7,0]; R") familija
Fi-merljivih slucajnih promenljivih ¢ = {¢(0), —7 < 0 < 0} € PC([—,0]; R™) tako
da je f(iTE|¢(9)|pd9 < 00, a PCY ([-7,0}; R") je familija ogranicenih, Fy-merljivih
slucajnih promenljivih iz PC([—7,0];R"™). Funkcionali

[ RY x PCY([-7,0;R") x § - R", g:R" x PCY ([-7,0};R") x § — R™™

su Borel merljivi. Za pocetni uslov £ se pretpostavlja da je £ € PC’?EO([—T, 0]; R™),
gde je PC([-7,0];R™), 7 = const > 0, familija deo po deo neprekidnih funkcija
¢ : [—7,0] = R tako da postoje p(t7), ¢(t7) i ¢(t7) = p(t), sa normom ||¢|| =
SUpP_,<p<o |©(0)|. Za matricu A norma je definisana sa ||A|| = \/ Anae(ATA), gde
je Amaz(-) maksimalna sopstvena vrednost te matrice. Sa {r(t),t > 0} je oznacen
desno-neprekidan lanac Markova koji uzima vrednosi iz konacnog skupa stanja S =
{1,2,..., N} sa generatorom I' = (7;;) nxn definisanim na sledeéi nacin,

Pl =i =iy = { T A 2

pri cemu je A > 0, a 7;; > 0 je gustina prelaza iz stanja r; u r; i v; = — Z#j Vij-

Fiksirani trenuci t; u kojima se desavaju impulsi su takvi da je tp < tpiq1limg o0t =
oo. Takodje, lanac Markova je nezavisan od m-dimenzionalnog Brownovog kretanja

w.

Definicija 5.1.1 Za n-dimenzionalan stohasticki proces {x(t),t € [—7,T]} se kaze
da je strogo resenje jednacine (5.1) ako zadovoljava:

(i) A{x(t),t € [-71,T]} je neprekidan u t € [—7,T)\{tx,k = 1,2,...} @ levo-
neprekidan ut € [—7,T] N{tx, k =1,2,...};

(i)  xz(t) je Fy-merljiv;

(iii) [ |f(t @ ()| dt < 0o s, [ |g(t,z,r(t)Pdt < 0o s.i.;

(iv) w9 =& s.i. i za svako t € [—7,T| integralni oblik jednacine (5.1) je skoro
1zvesno zadovoljen, odnosno,

T T
+/ f(saxsa d8+/ g S, XTs, T d’U)( )
0

+ Z I (t, x(t), ze,, 7 (tr))-

0<t,<T

Definicija 5.1.2 Resenje {x(t),t € [—7,T|} jednacine (5.1) je jedinstveno ako je
bilo koje drugo resenje {z(t),t € [—7,T|} stohasticki ekvivalentno sa njim, tj. ako
je

P{z(t) =z(t),t € [-7,T]} = 1.
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Iako su stohasticke diferencijalne jednacine sa impulsima veoma aktuelne zbog
istrazivanja dinamike resenja, nema mnogo rezultata koji se odnose na egzistenciju
i jedinstvenost reSenja hibridnih sistema sa pomerenim impulsima. Kako za svako
fiksirano stanje lanca Markova jednaé¢inac¢ina (5.1) postaje SDJ sa pomerenim im-
pulsima, od znacaja je navesti da su Alwan et al. [2] uopstili rezultate Ballingera
i Liua [9, 106] i formulisali dovoljne uslove za egzistenciju i jedinstvenost lokalnog
i globalnog adaptiranog resenja SDJ sa pomerenim impulsima. Za hibridne sto-
hasticke sisteme, Wu i Zhou [177] razmatraju egzistenciju i jedinstvenost resenja
SDJ sa slu¢ajnim impulsima i markovskim prelazima pri ne-Lipschitzovim uslovima,
a Liu et al. [99] proucavaju uopstenje jednacine (5.1), tj. impulsivni stohasticki
funkcionalni hibridni sistem,

dz(t) = fi, (t,z) dt + g;, (t,2) dw(t), t € [t thr1), ix € Ny k € ZT,(5.2)
Ax(t) =L, (tz-), Gk € No, k € ZF\{0},
I(t) = 57 te [_T7 0]7

gde je pocetni uslov & € PC([—r,0];R™) (krace PC). Stohasticki proces x4~ €
PC([—r,0];R™) je definisan sa x;—(s) = z(t + s) za s € [—r,0) 1 2,-(0) = z(t7), pri
cemu je x(t™) = limy_,;— 2(s), a N, 1 Ny su dva prizvoljna indeksna skupa. Za svako

ieN.1j€ N je
fi iR x PC = R, g : R* x PC — R™™ [ : Rt x PC — R™.
Teorema 5.1.1 (Liu et al. [99]) Pretpostavimo da vazi:

(i)  Za svako i € N. i j € Ng, funkcionali f;(t,0), g¢i(t,¢) i I;(t,¢) su Borel-
merljivi na [0,T] x PC[O] za svaki konacan podskup © C (—r,0]. Takodje,
za deo po deo neprekidno ¢ € PC[—r,T], i fi(t,0) i g;(t,p) su deo po deo
neprekidni na [0,T7].

(i1)  Postoji konstanta K > 0 tako da je za (t,¢,v) € [0,T] x PC x PC, i € N,

| fi(t, o) = filt, )] +1g(t, @) — g(t,¥)] < K|lp — ],
it @) ” + 1gi(t, )| < K2(1 + [[e]]?).

(i) & € PC je Fo-merljiva slucajna veli¢ina.

Tada postoji jedinstveno resenje sistema (5.2) na [0,T).

S obzirom da su sistemi sa markovskim prelazima vazna klasa hibridnih siste-
ma, poslednjih decenija se intenzivno istrazuje stabilnost resenja i stabilizacija si-
stema pomoc¢u markovskih prelaza (za vise detalja pogledati [10, 34, 120]). Pored
markovskih prelaza, postoje i drugi impulsivni efekti u mnogim realnim procesi-
ma, kao i raznovrsna literatura koja opisuje dinamiku reSenja ovakvih sistema. Liu
[98] 2008. godine istrazuje egzistenciju, jedinstevenost i stabilnost resenja SDJ
sa impulsima primenom metode Lyapunova. Metodom Razumikhina, Peng i Jia
[145] postavljaju kriterijume za LP-stabilnost impulsivnih stohastickih funkcional-
nih diferencijalnih jednac¢ina. Cheng i Deng [18], 2010. godine osim eksponencijalne
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skoro izvesne i LP-stabilnosti impulsivnih stohastickih diferencijalnih jednacina,
ispituju i eksponencijalnu nestabilnost resenja. Primenom metode Lyapunova, Pan
i Cao [139] postavljaju dovoljne uslove pri kojima je resenje impulsivne stohasticke
diferencjalne jednacine sa konacnim kasnjenjem skoro izvesno i LP-stabilno. Wu
et al. [178] razmatraju problem stabilizacije resenja impulsivnih stohastickih di-
ferencijalnih jednacina sa kasnjenjem uzimajuéi u obzir prosecan interval izmedju
impulsa.

Medjutim, nema mnogo literature koja se odnosi na stabilnost SDJ sa impul-
sima i markovskim prelazima. Medju prvima, Wu i Sun [176] 2006. godine istra-
zuju LP-stabilnost ovakvih sistema primenom metode Lyapunova, a 2013. godine i
Gao [35] primenom iste metode ispituje stabilnost ovakvih sistema sa kasnjenjem.
Koriséenjem metode Laypunov-Krasovskii, Liu i Peng [108] ispituju LP-stabilnost
nelinearnih SDJ sa kaSnjenjem, impulsivnim skokovima i markovskim prelazima.
Pan i Cao [140] primenom mehode Razumikhina izuc¢avaju eksponencijalnu stabil-
nost SDJ (5.1) sa impulsivnim kasnjenjem i markovskim prelazima. Glavni rezultat
rada [140] je naredno tvrdjenje koje se odnosi na eksponencijalnu LP-stabilnost
reSenja, u smislu Definicije 1.5.5.

Teorema 5.1.2 (Pan i Cao [140]) Neka je V € CY?([—7,00) x R™ x S;Ry) i
neka su konstante p > 0, ¢; > 0, ¢ > 0, di, dy > 0, din? + d;kZ #0, 0,7 >0,
1€8,k=1,2,..., tako da vazi:

(i)  alxlP <V(tx,i) <eclxlP, (t,x) € RT x R™.

(i)  Za svako t € (ty—1,t], 1 €S,

ELV(t,¢,i) < —v EV(t,¢(0),1)

kad god je

1<i<N 1<i<N

E | min V(t+86, qb(&),z’)} < qeME {max V(t,¢(0),0)] ,—7 <6 <0.

(iii)  Za svako i € S

EV(t:, gb(O) + Ikz(tka ¢(0>7 2 i)? 2)
< di BV (t, $(0),1) + dy. sup EV (1 +0,6(0),4).

—7<6<0

(i) inficp<too{ts — i1} > p.

(v)  Za bilo koje i € S, v; — X > lan iq= (maxies’lgkﬁo{dik + d;k}>

Tada je trivijalno resenje jednacine (5.1) eksponencijalno LP-stabilno, pri éemu je

¢ ={¢(6), -1 < <0}.
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U mnogim radovima koji se bave dinamikom reSenja sistema sa impulsima, sta-
bilizacija sistema se moze posti¢i adekvatnim rasporedom i intenzitetom impulsa
(za vise detalja pogledati [18, 108, 139, 140, 178]). Medjutim, praktiéni primeri sa
pocetka ove glave pokazuju da je ponekad tesko predvideti pojavu impulsa, a tim
pre i kontrolisati njihov raspored u toku odredjenog perioda. U tom slucaju, sistem
koji nije eksponencijalno stabilan ne moze biti stabilizovan impulsima pa je korisno
ispitati neke slabije vidove stabilnosti resenja takvog sistema. U tom smislu, rezul-
tati rada [140] su u narednom poglavlju prosireni na skoro izvesnu i LP-stabilnost
jednacine (5.1) u odnosu na proizvoljnu decay-funkciju.

5.2 Stabilnost stohastickih diferencijalnih
jednacina sa pomerenim impulsima
i markovskim prelazima

Kako je predmet istrazivanja stabilnost jednacine (5.1), a priori se pretpostavlja da
f, g i Iy ispunjavaju neophodne uslove pri kojima razmatrana jednacina ima jedin-
stveno resenje za t > 0 (videti Teoremu 5.1.1), odnosno, pretpostavlja se da za bilo
koji pocetni uslov & € PC’}O([—T, 0]; R™) postoji levo neprekidan i desno ogranicen
proces xz(t; €) koji zadovoljava jednacinu (5.1). Takodje, zbog jednostavnijeg ispi-
tivanja stabilnosti, uobic¢ajeno se pretpostavlja da je f(¢,0,i) = 0, g(¢,0,7) = 0,
I(t,0,0,7) = 0, tako da jednacina (5.1) ima trivijalno resenje z(t) = 0.

Pre navodjenja glavnih rezultata, uvode se neophodne definicije i pretostavke
koje omoguéavaju ispitivanje stabilnosti jednacine (5.1).

Definicija 5.2.1 Neka je A € C(Ry; Ry) strogo rastuca funkcija i A(t) 1 oo kad
t — o0. Jednacina (5.1) je LP-stabilana reda v u odnosu na decay-funkciju A(t) ako
postoje konstante v > 0+ M > 0 tako da je

Elx(t; O <M -X7(t), t>0 (5.3)
za svako & € PCY% ([—7,0]; R™), odnosno,

_ In E|z(t;€)P
1 —_— 2 <y
R R Y

Jednacina (5.1) je LP-nestabilna reda v uw odnosu na decay-funkciju \(t) ako
postoje konstante v > 0+ M > 0 tako da je

Ela(t:6)P > M- N'(t), t>t>0.

Jednacina (5.1) je skoro izvesno stabilna reda vy u odnosu na decay-funkciju \(t)
ako je
1 t;
lim sup In J(t €)]

< — 4
nS e = (5.4)
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Neka je CY%([—7,00) x R™ x S;R,) familija nenegativnih funkcija V (¢, z,1),
neprekidnih i sa neprekidnim parcijalnim izvodima V;,V,., V., na (tx_1,tx] X R® x S.
Operator LV : (ty_1,tx] X PCY ([—7,0; R") x S — R, pridruzen jednacini (5.1), je
definisan na slede¢i nacin,

LV(t,p,1) == Vi(t, (0),4) + Va(t,9(0),2)) f(t, ¢,4) (5.5)

% [g (t ¥, )V (t790<0)7i>g<t7 (pvi>]+zﬁyijv(t>90<0)7j)>

. av oV 9*v
gde Jje ‘/t ot Vx <8a¢1 t 3$ > i sza: - <8mi8xj>n><n'

Za decay-funkciju A i funkciju V' se uvode sledece pretostavke:
(H;) Decay-funkcija A € C*(Ry; R, ) je strogo rastuéa, A(t) 1 co kad t — oo,

ANt)=1, —1<t<0,

At +s) < AE)A(s), t,s>0, (5.6)
stl>1g) ))\\(< )> = K = const.

(H2) Postoje konstante p > 01 ¢1, ¢y > 0, tako da funkcija V € C1?(R, x R™;R,)

zadovoljava uslov

alefP < Vi(t,z) < colxlP, (t,x) € Ry x R™. (5.7)

Napomenimo da u odnosu na pretpostavku (Hy) u Glavi 3 (relacija (3.8)), u
ovom slucaju decay-funkcija osim §to mora biti dodefinisana, tj. A\(¢) =1 za —7 <

t < 0, mora zadovoljavati i uslov sup, )\((f)) = K =const.

Naredna dva tvrdjenja predstavljaju uopstenja Teoreme 3.1 i Teoreme 3.2 iz rada
[140] koje se odnose na eksponencijalnu LP-stabilnost jednacine (5.1). S obzirom
na prirodu procesa koji se modeliraju impulsivnim stohastickim diferencijalnim
jednacinama (ISDJ), razmatranje opste stabilnosti je neophodno u situacijama kada
je rasporedom impulsa nemogué¢e manipulisati i stabilizovati sistem u smislu ekspo-
nencijalne LP-stabilnosti.

Teorema 5.2.1 Neka je p > 0 i neka su zadovoljene pretpostavke (Hy) i (Ha).
Takodje, neka postoje konstante dy, dij > 0, d? + d;kz #0,0,7>0,g>1,1n >0,
1€8,k=1,2,..., tako da je

ELV(t 0.i) < n AA((:)) EV(t,5(0), ) (5.8)

za svako t € (tg_1,t), i € S i one p € PCY ([—7,0];R™) koji zadovoljavaju uslov

1<i<N 1<i<N

E | min V(t+60,0(0), z)] < g\'(1)E {max V(t,p(0),9)|, —-17<60<0. (59)
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Ako je za svako i € S,

—7<6<0
pri cemu je
sup {tg —tp_1} <9. (5.11)
1<k<+00
‘ -1
1 (v+mi)dK << , o\ ) 192
ST s s e, et GXTE) 512

tada je jednacina (5.1) LP-stabilna reda vy u odnosu na decay-funkciju A(t).

Dokaz. Najpre dodefinisimo lanac Markova tako da je r(t) = r(0) = rq za svako
t € [-7,0]. Neka je ¢ > 0 tako da je t + ¢ € (tx_1,tx), za proizvoljno k € S. Tada
se primenom formule It6a na funkciju V (¢, z(t),r(t)) dobija

EV(t+ex(t+e)rt+e)=EV(tz(t),r(t) + /HE ELV (s,xs,7(s)) ds.

Kad ¢ — 0, prethodna relacija postaje
DYEV(t,z(t),r(t)) = ELV(t, x4, r(t)), t€ (tx_1,tx.
Neka je W(t) := N () EV (t,x(t),i)) zat € (tg—1,tx] 17 € S. Tada je Dini-izvod
DTW(t) = vAV(t)i\(—(IgEV(t, x(t),1) + N () ELV (t, 24, 1). (5.13)
Kako je

Ev(tk+v Ly, (O> + Ik(xtk (0)7 Lty i)? Z) = EV(tZ, ‘T(tk) + ﬂf(tZ) - x(tk>7 i)’
na osnovu (5.10) je

EV(tf, 2(t]), i) <dpBEV (ty, x(ty),i) + dig sup EV (4 + 0,x(ty + 0),14).

—7<6<0
Mnozenjem leve i desne strane prethodne ralacije sa \7(t;), dobija se

W () = N (t) BV (t, x(ty), ) (5.14)
< dikAW(tk)EV(tk, $(tk), Z) + d;k)\v(tk) sup EV(tk + 9, $(tk + 9), Z)

—7<6<0

—7<6<0
S obzirom na pretpostavku (Hy), sledi
sup N'(tg)EV (tp + 0, x(tr, + 6),19) (5.15)

—7<6<0
< sup N(tg + ON (—0)EV (t + 0, x(t, + 0),1)
—7<6<0
< N(1) sup XN (tx + O)EV (tp + 6, x(tx +6),17).

—7<6<0
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Imajuéi u vidu (5.14) i (5.15), dolazi se do ocene

W(t5) < daW(ty) + daN'(7) sup W(t, +6). (5.16)

—7<6<0

Za neko M > 0 takvo da je
M

2O
dokazimo da je
W(t) <M, te][-r,+00).
Kako je ¢ > 1, to je W(t) < M za t € [—7,0]. Dokazimo kontradikcijom da je
W(t) <M, te(0,t]. (5.17)

Pretpostavimo da postoji neko t* € (0,t] za koje je

W(t)y=M, W(t)<M, te]l-1,t7]. (5.18)
Kako je W(t) neprekidna funkcija na [0,#;], moze se naéi t** € (0,t*) tako da je

M M
W) =" W) > re ],

Na osnovu (5.18) sledi

gW(t) > M >W(t+80), telt™ t"), 0ecl|-70],
gW (") =qgM > M > W(t" +0),

odnosno,
gV (t)>W(t+0), telt™t"], 60¢c[-r0].
Na osnovu ove ocene i ¢injenice da je za t > 7
N(t) = N(t—7+7) < N(t—1)N(7),

proverimo ispunjenost uslova (5.9) za t € [t**,t*] 1 ¢ = x4,

g\ (T)E | max V(z(t),t,i)| > g\ (1)EV (t,x(t),1)

- \(1) v
> QWEV(WU@)J) “NE-1
W(t+6)  N(t+OEV(E+0,2(t+0),0)
M (t—T) N M (t—T)

> EV(t+0,z(t+6),7)

> FE | min V(t+0,z(t+6),1)] .

1<i<N
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Prethodna relacija je takodje zadovoljena i za t > 7 primenom monotonosti funkcije
A(t). Prema tome, uslov (5.9) je zadovoljen. Sada se na (5.13) moze primeniti uslov
Razumikhina (5.8) za t € [t**, t*],

DW(E) £ A0 5 BV (6,0(0),0) + w05 1 BV (1 (0).0
< (v +m) KW (1), (5.19)

odnosno,
t*
W(t") < W) + (v + m)K/ W (t)dt.
t**

Primenom Gronwall-Bellmanove leme (Teorema 1.6.1) i uslova (5.12) i (5.11), sledi

M = W(t*) S W(t**)e('y+m)Kftt*** dt < W(t**)e(7+ni)[(tl S Me(’YJrT]i)KlS S M.
q

Kako je ovo kontradikcija, vazi relacija (5.17).
Na osnovu (5.16) i (5.17)

_ — M
W(ti’—) S delW(tl) + dil)\v(T) sup W(tl + 0) < M(dzl + dil)ﬂ(T)) S ? < M.
—7<0<0
Dokazimo kontradikcijom da je
W(t) <M, te (tl,tg]. (520)

Pretpostavimo suprotno, da postoji neko ¢} € (1, t2] tako da je
W) =M, W(t)<M, tel|-11t]).

Zbog neprekidnosti funkcije W (t) na (1, 2], postoji neko t* € (t1,t]] za koje je

M M
W(ti*) = ?7 W<t) > ?7 le (ﬁﬂﬁ]

Ponavljajuéi prethodni postupak, moze se zakljuciti da je za t € [t7*, 3], 0 € [—7,0],
gW(t) > W(t+146),
a analogno oceni (5.19), za t € [t1*,t7] je
DIW(t) < (v +n) KW(t).
Primenom Gronwall-Bellmanove leme je
M =W (t}) < W(t;*)etmEt=t) <y ()0 tm ks <y,

sto je kontradikcija, pa vazi relacija (5.20).
Indukcijom sledi da je W (t) < M, t € (tx_1,t], kK € N, pa je

W(t) < M, te]—T,+00),
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odnosno,
NOEV (t,x(t),i)) < M.

Na osnovu pretpostavke (Hjy) i prethodne ralacije konacéno se dobija
aElzx(t)|P < EV(t,x(t),1)) < MAT(t),
tj.
Bl < c—]‘fmos), t € [—r,00),
pa je resenje LP-stabilno u odnosu na A(t).

Napomena 5.2.1 Uslov (5.10) je krucijalan za stabilnost jednac¢ine (5.1). Naime,
ako je sistem bez impulsa nestabilan, on postaje stabilan ako se na njega deluje
impulsima koji zadovoljavaju uslove (5 11) i (5.12). To znaci da je za stabilnost
sistema neophodno da se impulsi javljaju dovoljno ¢esto, tj. da je rastojanje izmedju
impulsa dovoljno malo i da su skokovi takvi da je max;es 1<k« oo {dix+dix N (1)} < 1.

Napomena 5.2.2 Ako je A(t) = €', Teorema 5.2.1 se svodi na Teoremu 3.1 iz rada
[140] koja daje dovoljne uslove za eksponencijalnu EP-stabilnost jednacine (5.1).

Naredna teorema, kao i Teorema 5.2.1, odnosi se na LP-stabilnost u odnosu na
proizvoljnu decay-funkciju jednacine (5.1), ali se uslovi u ovim teoremama zna¢ajno
razlikuju. U narednoj teoremi se pre svega zahteva da je operator KLV negati-
van za one ¢ € PCY% ([—,0];R") koji zadovoljavaju uslov Razumikhina. Takodje,
neophodno je da impulsi budu takvog intenziteta i rasporeda da je zadovoljen
uslov maxes1<k<ioo{dir + dp\'(7)} > 1, pri éemu je znacajno najmanje rasto-
janje izmedju bilo koja dva impulsa, a ne najvece kao u Teoremi 5.2.1.

Teorema 5.2.2 Neka je p > 0 i neka su zadovoljene pretpostavke (Hy) i (Hz).
Takodje, neka postoje konstante dg,dy > 0, d2 + d;kQ #+ 0, pisjr,y > 0, ¢ > 1,
1e€S,k=1,2,..., tako da je

N(t
ELV(t.0.1) < —p, A((t)) EV (¢, 0(0). ) (5.21)
za svako t € (ty_1,t), i € S i one p € PCY ([—7,0;R"™) koji zadovoljavaju uslov
: - : _
E 1I<111<n V(t+0,0(0), z)} < g\ (1)E ngzi}]cv V(t,¢(0),4)], 7<6<0. (5.22)

Ako je za svako i € S,

< dip BV (tr, 0(0),1) + di sup EV (t, +0,¢0(0),1), (5.23)

—7<6<0
pri cemu je
< f — .24
p< b {te—tia} (5.24)
1
1< max {dlk + dgp N (1)} < g < elPimIHE (5.25)

1€S,1<k<+

tada je jednacina (5.1) LP-stabilna reda vy u odnosu na decay-funkciju A(t).
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Dokaz. 1z (5.25) sledi da postoji dovoljno malo € > 0 tako da je
N In(q + 6).
K

Neka je W (t) := N (t)EV (t,z(t),i) za t € (tx_1,t;] 17 € S. Ponavljajuéi postupak
iz dokaza Teoreme 5.2.1, dolazi se do relacije (5.13), odnosno,

Pi —

DYW(t) = w(t)%m(t, (t),i) + N () ELV (t, z,,9). (5.26)

Primenom uslova (5.23) i osobina decay-funikcije A(t), kao u dokazu prethodne

teoreme dobija se relacija (5.16), tj.

W(t}) < dgW (ty) + dX' (1) sup W(t, +6). (5.27)

—7<6<0
Dokazimo da ako je za neko M > 0
M

—ngg)go W) < s (5.28)
tada je
Wi(t) <M, t>-r.
Na osnovu uslova (5.25) jednostavno se zakljucuje da je
W(t) <M, tel[-r,0].
Dokazimo kontradikcijom da je
Wi(t) < M, te(0,t]. (5.29)
Ako prethodna relacija ne bi vazila, to znaci da postoji neko t* € (0, ;] tako da je
W) =M, W(t)<M, tel[-r11t"). (5.30)
Funkcija W (t) je neprekidna na [0, ¢1], pa postoji t** € [0,t*) za koje je
W) = q:‘i, W(O) > =, te e
Na osnovu ovoga i (5.30) je
(q+e)W(t)>W(t+0) telt*™ t], 0e][-T0]. (5.31)

Primenom pretpostavke (Hj) i prethodne relacije, proverimo da li je ispunjen uslov
(5.22),

(g+e)N(7)E | max V(t,x(t),i)}

1<i<N

> (q+ )N (T)EV(t,z(t),1)

X'(t+0)EV(t +0,z(t + 6),4)
N (t—T1)

> EV(t+6,z(t+86),i)>F { min V(t+0,z(t+6),7)] .

1<i<N
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Kako je ispunjen uslov Razumikhina (5.22) kad ¢ — 0, moze se primeniti (5.21),
tako da na osnovu (5.25) u (5.26) za t € [t**,t*] sledi

DYV () = A\ (8) AA((;) EV(t, 2(t),1) + N () ELV (L, 21, 1)

< (y—p)KW(t) <0.

Prema tome,
M
M=W({") <W({t™) = <M,
q+e¢

sto je kontradikcija, tako da je zadovoljena relacija (5.29). Dokazimo sada da je

M
qg+e

W(ty) < (5.32)

Pretpostavimo suprotno, da vazi

Wi(ty) > .
(1) q—+e

Zbog neprekidnosti funkcije W (¢) na [0,¢1], moze se nadi ¢ € (0,;) tako da je

M M _

W () = . W) > . te (it
(= WO > T telin]

Na isti nacin kako je dobijena relacija (5.33), dobija se i
(g+e)W(t) >W(t+0) teltt], 6¢€l[-10], (5.33)
pa je zadovoljen uslov (5.22) za t € [t,t1]. Na osnovu (5.26) i uslova (5.21) je

DYW () < (y—p) KW(t) <0 telty]

Odavde je
=W(t) <W(t) = M
g+e V7 S gq+e’
sto je kontradikcija, pa vazi (5.32).
Na isti nacin se moze pokazati da je
M
Wi(t) < , 1€ (0, 5.34
()<= teun (534)

Zamenom (5.32), (5.28) i (5.34) u (5.27) i primenom uslova (5.24) i (5.25), sledi

W) < daW(t) +du)\'(7) sup W(t, +6) (5.35)

—7<6<0

< q% (dil + d}lm(T))

M )
. . 8
= Ute ies,{%%}im{dzk + dyp N7 (1)} < M.
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Dokazimo da je
W(t) < M, te (t,ts]. (5.36)

Pretpostavimo suprotno, da postoji t; € (t1,ts] za koje je

Wi(t) =M, W(t)<M, te[-71t).
Pre svega, pokazimo da postoji t; € (t1,11) tako da je

= M
W(tl) = q—|—5

(5.37)

Neka je W(t) > % za svako t € (t1,11). Tada je
(q+e)W(t)>M>W(t+0), te(t,t), 0e[-T,0].

Nije tesko proveriti, na ve¢ pokazan nacin, da je ispunjen uslov (5.22). Zamenom
(5.21) u (5.26) jednostavno se dobija

DTW(t) < (v — p) KW (1) <0, te€ (tr,th).
Odavde, na osnovu (5.32) sledi
M=W(t,) <W(tf) < M,

sto je kontradikcija, pa je zadovoljena relacija (5.37). 1z (5.37) i neprekidnosti W (t)
na (t1,ts], moze se nadi = [t1, 1] tako da je

M Wi(t) >

= , . te (b h),
q-—+e¢ q-+e¢ (1 1)

odnosno,

(q+e)W(t)>M>W(t+0), te(t f), 0el[-10
(q+e)W(H)=M>W(t +90),
(q+e)W(th) = (qg+e)M > M > W(t +0).

Sada, na osnovu (5.26) je

pa je, prema tome,

S obzirom da je ovo kontradikcija, vazi relacija (5.36).
Dalje, pokazimo kontradikcijom da je

M

t )
W< 2)< q—+e¢

(5.38)
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U tu svrhu, razlikuju se dva sluc¢aja. Prvo, neka je

M
W(t) > ——, te (i, L.
0>, te ()
Tada je na osnovu (5.29) i (5.36),
(q+e)W(t)>M>W(t+0), te(t,t], 0¢€[-70],
a na osnovu (5.26) i uslova (5.21),

DYW(t) < (y— p) KW(t) <0, te€ (t,ts].

Primenom Gronwall-Bellmanove leme, uslova (5.24), (5.25) i relacije (5.32), sledi

< W(ts) < W(tH)er—ri)K(t2—t1)

+
< W(tir)e—(pi—v)f(u < W) < M 7
q+e qte

sto je kontradikcija, pa je zadovoljena relacija (5.38).
U drugom slucaju, neka je W (ty) > q% i neka postoji t; € (t1,t,) tako da je

- M
Wi(t)) < )
“)_q+s
Tada se moze naci tzl € [t1,to] tako da je
wiy =L wae s t € (L, o] (5.39)
l_q_l_g) q_l_g? 1, 02]- .

Odavde, na osnovu (5.29) i (5.36) je
(q+W(t)>M>W(E+0), te(f,t)], 6¢l-0.
Primenom uslova (5.21) i relacije (5.26) na veé pokazani na¢in dobija se
DYW(t) < (v — p) KW () <0, te€ (bt
Iz pretpostavke (5.39) je

- M
<W(ty) < W (t;) = ,
e < Wl S W) =

sto je kontradikcija, pa je zadovoljena relacija (5.38).
Dalje, na nacin kako je dobijeno (5.35), zakljuc¢uje se da je

W(t3) < M.
Primenom indukcije, za k = 1,2,..., je W(t) < M, t € (t;_1, 1], odnosno,
W(t) <M, te][-r +00),
Sto povladi da je
Ele)” < Xa-10), t €[, +o0),

1
¢ime je dokaz zavrsen.



132 Glava 5 Stabilnost ISFDJ sa markovskim prelazima

Napomena 5.2.3 Ako je sistem bez impulsa stabilan, on ¢e ostati stabilan i pri
dejstvu impulsa ako oni zadovoljavaju uslov (5.23), tj. ako se javljaju u dovoljno
velikim razmacima tako da je max;egi<k<ioo{dix + d;k/\V(T)} > 1. Prema tome,
raspored impulsa i veli¢ina skokova od kljucne su vaznosti za stabilnost sistema sa
impulsima.

Napomena 5.2.4 Za \(t) = €', Teorema 5.2.2 se svodi na Teoremu 3.2 iz rada
[140] koja se odnosi na eksponencijalnu LP-stabilnost jednacine (5.1).

Sledeéa teorema daje dovoljne uslove pri kojima je jednacina (5.1) istovremeno
LP-stabilna i skoro izvesno stabilna u odnosu na proizvoljnu decay-funkciju.

Teorema 5.2.3 Neka je p > 1 i neka su zadovoljene pretpostavke (Hy) i (Ha).
Takodje, neka je jednacina (5.1) LP-stabilna reda v u odnosu na decay-funkciju
A(t), tj. ispunjena je relacija (5.3). Ako postoje konstante ¢ € (0,7) ¢ L > 0 tako
da je [77AC(t)dt < oo i ako je

B[t 00l + 1ot o0 + 11t 0(0), 0, 0)F] <L sup X7 (=0)Elp(6)l" (5.40)
za svako i € S it >0, tada je jednacina (5.1) skoro izvesno stabilna u odnosu na
decay-funkciju A(t).

Dokaz. Primenom elementarne nejednakosti (1.20), za t > —7 sledi

t+T1 p
E sup |z(t+s)P < 47! {E|x(t)|p +E (/ |f(s,2s,1)| ds) (5.41)
0<s<Tt t
t+s P p
+E sup / g(s,xs,1) dw(s) +E( Z |Ik(tk,$(tk),xtk,i)|) .
0<s<7 |J¢t t<tp<t+r1

Na osnovu Hélderove nejednakosti, (5.40), (5.3) i (Hy), dobija se ocena

E (/t+T |f(s,24,7)] ds)p < gt /t+TE|f(s,xS,i)|p ds (5.42)

t+7
< Tp_lL/ sup A (—0)E|x(s+0)|" ds
¢ —7<0<0

t+7
<7 LM sup A (=0)A(s+6)ds

¢ —7<0<0

t+1

<7 'LM A7(s)ds

< TPLMNT(t),
a na osnovu Burkholder-Davis-Gundy nejednakosti,

[ sty duts

E sup

0<s<t

P t+1
<75 'L Cp/ sup A7 (=0)E|x(s + 0)|P ds
t

—7<6<0

< T5L MAT(t), (5.43)
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gde je C, > 0 univerzalna konstanta. Sli¢no, primenom nejednakosti (1.20), (5.40)
i (5.3) je

p
E ( Z |Ik<tkax(tk)7xtk7z)‘) < /Up_l v sup E’]k(tkax(tk)7xtk7z)’p

t<tp<t+r1 t<tp<t+1

<oPL sup sup AN (=0)E|x(tp +6)]P

t<tp<t+1 —7<6<0

<oPLM sup A 7(tg) (5.44)

1<t <t+1

<P L MA(b),

gde je v = [ﬂ + 1, p < inficpeyoo{tr — tk—1}. Zamenom (5.43), (5.43) i (5.45) u
(5.41), dobija se
E sup |z(t+ s)|P < HX(t),

0<s<t

gde je H > 0 generisana konstanta. Za proizvoljno ¢ € (0,7) in = 1,2,..., na
osnovu nejednakosti Chebysheva i prethodne nejednakosti sledi

P { sup |z(n7 + 8)[P > A0 (nr + 7')} <A\ (nr +7)E sup |z(nT + 5)P

0<s<Tt 0<s<Tt

< HXO9(nr 4+ 1)A(n7)
< HX S(nr)A0=9(7).

Kako je A=¢(n7) < A7%(r) za (n — 1)7 < r < nT, to je

o0 0 1 nr 1 00
A ¢(n7) < —/ )\_Crdr:—/ AS(r) dr < .
; o ;T (n—1)r . T Jo )

Primenom Borel-Cantellijeve leme se zaklju¢uje da postoji prirodan broj ng = ng(w)
tako da za skoro sve w € Q, n > ng it € [n7,nT + 7] vazi

()P < A0 (nr +7) < ATO79(1), s

Konacno, skoro izvesna stabilnost jednacine (5.1), tj. relacija (5.4), neposredno
sledi iz prehodne nejednakosti, ¢ime je dokaz zavrsen. <

Napomena 5.2.5 Teorema 5.2.3 se moze dokazati i ako su zadovoljeni uslovi Teo-
reme 5.2.1 ili Teoreme 5.2.2 za p > 1, jer one daju dovoljne uslove za opstu LP-
stabilnost jednacine (5.1).
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Napomena 5.2.6 Teorema 5.2.3 se svodi na Teoremu 3.7 iz rada [178] za A(t) = €,
B = pu, | = v, koja se odnosi na skoro izvesnu stabilnost impulsivne stohasticke
funkcijalne diferencijalne jednacine.

Sledeca teorema se odnosi na LP-nestabilnost i dokazuje se metodom Lyapunova.
Prednost ovog tvrdjenja je u tome sto ako se dokaze LP-nestabilnost u odnosu na,
npr. polinomijalnu ili logaritamsku decay-funkciju, tim pre vazi strozi vid nestabil-
nosti, tj. eksponencijalna nestabilnost.

Teorema 5.2.4 Neka je p > 0 i neka vaze pretpostavke (Hy) i (Ha). Takodje, neka
postoje konstante d, dgy, > 0, d?, + d;kQ #0,0,7v>0,1m>0,1€eS8, k=12,...
tako da je

N(t
ELV (t,p.i) > m% EV(t,4(0).) (5.45)
za svako t >0, t #t, i€ S ipe PCY([—7,0;;R"). Ako je za svako i € S,
—7<6<0

pri cemu je

sup  {tg41 — e} <9, (5.47)
0<k<+o0
(rn)K g
()‘(5)) = 1§11cr§l£oo{dm’dm}’ (548)

tada je jednacina (5.1) LP-nestabilna u odnosu na decay-funkciju A(t).

Dokaz. Za prirodan broj n defini§imo vreme zaustavljanja
T, = inf{t > 0:|z(t)| > n},

pri ¢emu je inf() = oco. Iz ove definicije sledi da je 7, T oo si. kad n — oo i
da za svako n > 1 postoji i, tako da je 7, € (t;,_1,t;,]. Takodje, ocigledno je
dajet A7, € (0,t1] zat € (0,%1), n € N. Primenom formule Itéa na funkciju
W(s,x(s),i) = X" (s)V(s,z(s),i) i osobine integrala Itoa (1.3), za s € (0,t,] se
dobija

tATh
EW({t ATy, x(t A1), 1) — EW(0F, 2(0%),4) = / ELW (s,x,1)ds.
0

+

Kako je

V(s,x(s),i) + A" (s)LV (s, x5, 1),

to je

E ()\_m(t A Tn)V(t A Tn, I(t A Tn)7 z)) — )\_Ui(O)EV(O""’ ZE(O+), Z)

:/0 ™ AT (s) {_771' i\,(f)) EV (s, x(s),1) + ELV (s, 24,1) | ds.

+
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Odavde i iz (5.45) sledi
ENT"tAT)V(EA T, x(t ATn),0)] > AH(0)EV(0F, 2(07),4).

Kad n — oo, na osnovu teoreme o dominantnoj konvergenciji, prethodna relacija
postaje

BVt a(t).i) > Al

- )\Th(o EV(O+7x(0+)’i)7 le (Oatl]- (5.49)

~—

Iz uslova (5.46) za k =1, je
EV(t],z(t]),i) > dn EV (t1, 2(t1),1) + dy SE£<OEV(151 +0,2(t; +0),1)
> 2inf{dy, i YEV (b, 2(t), 1),
a iz (5.49) i prethodne relacije,

EV(tf, z(t]),i) > 2inf{d;1, dj }JN" (t1) EV (0T, 2(0™), 9)
> 2inf{d;;, dj }JA" (1) EV (0, 2(0), ). (5.50)

Za t € (t1,ts], analogno postupku za dobijanje relacije (5.49) i primenom uslova
(5.46), dobija se

ENT"EAT)VEA T 2t A7), 1)) — X (6)EV (], 2(t]), 1)

tATy /
/ A [_ A (S)EV(&%(S)J) + ELV (s,24,1) | ds
0,

"A(s)
>
odnosno,
EV(t,ZL‘(t),Z) > ; EV(tl,I(tl),Z), te (tlatQ]‘
)\m (tl)

Na osnovu (5.50), prethodna relacija postaje
EV(t,x(t),i) > 2inf{d;;, di }JN\" () EV(0,2(0),), t € (t1,1a].
Sada je iz (5.46),

> 2% inf{d;1, di } inf{dsa, dio )\ (t2) EV (0, 2:(0), 7).
Indukcijom, za t € (t,,_1,t,;] se zakljucuje da je

EV(t,2(t),i) > 2"\ (¢) nﬁ inf{d;, dy Y EV (0, 2(0), 7).

Kako je iz uslova (5.48) i (5.47)

inf {de, dig} > (AE) T > (At — 1)) 0P,
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na osnovu pretpostavke (Hyp) je
m—1
H dix > [)\(h - 0))\(752 — tl) . /\(tm_1 - tm—Q))\(tm - tm_l)](7+77i)K
k=1
> ()\(tm))(v-ﬁ-m)K‘

Otuda, za t € (ty_1,tm] je

EV(t,z(t),i) > 2" I\ () (A (t)) T EEV (0, 2(0), 1)
> A () (A (1) 0TIE BV (0, 2(0),4).

Konacno, na osnovu (Hy) sledi
Ela(t)]” > BV (t,a(t), DA E (e, Bl (0)

odnosno,

Ela(t)P > XK @) Elep, ¢ >0,
Ca

¢ime je dokaz kompletan. <

Napomena 5.2.7 Teoreme 5.2.1-5.2.4 se mogu modifikovati za razmatranje sta-
bilnosti impulsivnih stohastickih diferencijalnih jedna¢ina koje nemaju markovske
prelaze, ve¢ samo impulse sa ili bez pomeraja. Ovo sledi iz ¢injenice da sistem (5.1)
predstavlja N jednacina dobijenih za svako fiksirano stanje lanca Markova.

5.3 Impulsivne stohasticke diferencijalne
jednacine sa kasnjenjem i markovskim
prelazima

Razmotrimo specijalan oblik jednacine (5.1), impulsivne stohasticke diferencijalne
jednacine (ISDJ) sa kasnjenjem i markovskim prelazima,

du(t) = F(t, 2(t), o(t — 81(£)), 2(t — 62(t)), s 2(t — 55(2)), 7(2)) dt (5.51)

LGt a(t), 2(t — 61(0)), 2(t — 6a(1)), ooyt — 8,(8), 7(£))dw(t), t>0,t # ty,

Az(ty) = Tu(te, o(ts), ot — 81 (t)), 2ty — 8a(tr))s ooty — Ou(t), 7 (t)), k= 1,2, ...
x(t) =¢, te -0

Funkcije F' : Ry x R" x R"* x § - R", G : R, x R® x R"** x § — R™™ i{

funkcije kasnjenja 0; : R, — [0,7], za i = 1,...,s su Borel-merljive. Impulsivni
skokovi procesa x u trenucima ¢ su definisani preko funkcija I : Ry x R™ x R™*% x
S — R" k =1,2,... Bez obzira na to koji su uslovi zadovoljeni za egzistenciju i

jedinstvenost resenja, pretpostavlja se da jednacina (5.51) ima jedinstveno resenje
koje je levo-neprekidno i desno ograniceno. Takodje, pretpostavlja se da jednacina
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ima trivijalno resenje z(t) = 0, tj. da je F(¢,0,,...,0,i) =0, G(¢,0,,...,0,i) =0
i 1.(t,0,...,0,)) =0zak=1,2,...
Za (t, 1) € (ty_1,te] x PCY ([—7,0;R") x S, uvedimo smene

f(ta 2 2) = F<t7 ()0(0>7 (P(—(Sl(t)), M) 90(_58@)7 Z)? (552)
g(ta ¥, Z) = G(t> 90(0)7 QO(—(Sl(t)), s 790(_58(t)> i),

kojima se jednacina (5.51) transformise u jednacinu (5.1) (videti Poglavlje ?7).
AkojeV € CY2([—7,00)xR"x S; R, ), operator LV : (tx_1, tx] x R*x R™x S —
R, pridruzen jednacini (5.51) je oblika
LV (t,x,y1, ..., ys i) = Vi(t,x,0) + Vo(t, z,0) F(t, 2, y1, ..., Ys, 1) (5.53)

N
1
+§ tr|GT(t, 2, y1, . s, 1) Vie(t,2,9) Gt 2,91, - .y, 2)] + Z%j\/(t, x,1),
j=1

gde su v;; gustine prelaza lanca Markova {r(t),t > 0}.
Primetimo da je

LV(t, ()0(0>7 90(_51 (ﬂ)? M) 90(_5s<t))7 7’) = L:V(t, ¥, Z) (554)

Naredna dva tvrdjenja su posledice Teoreme 5.2.1 i Teoreme 5.2.2 i odnose se
na opstu LP-stabilnost jednacine (5.51). Kako su dokazi ovih tvrdjenja sli¢ni, bice
dokazana samo druga teorema.

Teorema 5.3.1 Neka je p > 0 i neka su zadovoljene pretpostavke (Hq) i (Ha).
Takodje, neka postoje konstante dy,, dy, > 0, d? + d;kQ #+ 0, ni,pu,y >0, ¢ > 1,
1€8,k=1,2,..., tako da je

N(t
ELV(t,x,y1, ..., Ys, 1) <1 )\((t)) EV(t,x,1) (5.55)

za svako t € (tp_1,tx], i €S ix,y € R*, I =1,...,s, koji zadovoljavaju uslov

E | min V(t— 5l(t),yl,i)] < g\'(1)E {max V(t,x,i)} , I=1,...,s. (5.506)

1<i<N 1<i<N
Ako za svako 1 € S vazi

EV(t;r,Q? + [k(t/m T, Yi,--- 7yl7i)7 Z)
< di BV (tg, x,4) + diy, sup EV (t, — &(t), y1,9), (5.57)
1<I<s

pri cemu je

-1
1 < eOrHmIK < <( dyp + di ) te—tp 1} <6, (5.58
e <q < (gmax, Adi+daX()}) gililioo{k -1} <6, (5.58)

tada je jednacina (5.51) LP-stabilna reda v u odnosu na decay-funkciju \(t).
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Teorema 5.3.2 Neka je p > 0 i neka su zadovoljene pretpostavke (Hq) i (Ha).
Takodje, neka postoje konstante dg,dy; > 0, d? + d_z-kQ #£0, pi,p,y >0, ¢ > 1,
1€S,k=1,2,..., tako da je

N(t
ELV(t,z,y1,...,ys 1) < —pi A((t)) EV(t,,i) (5.59)

za svako t € (ty_1,t], 1€ S iz,y € R*, I =1,...,s, koji zadovoljavaju uslov

1<i<N I<i<N

E | min V(t— 5l(t),yl,i)} <g\'(T)E [max V(t,x,i)} , l=1,...,s. (5.60)

Ako za svako 1 € S vaZi

EV(t—]:, x + ]k(tk,l’, Y, .- 7yl7i)’ Z)
1<i<s

pri cemu je

1 , o\ < (pi=y)nK < inf — 62
< egimax {di +da (1)} < g <e cops it {te—tia}, (5.62)

tada je jednacina (5.51) LP-stabilna reda v u odnosu na decay-funkciju A(t).

Dokaz. Posto se smenama (5.52) jednacina (5.51) transformise u jednacinu (5.1),
tvrdjenje se dokazuje primenom Teoreme 5.2.2.

Za ¢ = {p(0),—7 < 0 < 0} € PC%([—,0];R") najpre treba proveriti da
li vazi uslov Razumikhina (5.22). Imajuéi u vidu smene (5.52) i uslov (5.60) za
©(0), o(—di(t)) e R*, i=1,...,s, dobija se

1<i<N 1<i<N

E | min V(t— 5l(t),g0(—dl(t)),i)] < g\'(T)E {max V(t,p(0),4),l=1,...,s.
Kako je ispunjen uslov (5.59), sledi da je

ELV(t,0(0), o(—61(£), . .., p(—0:(8). ) < —m%mu 2(0).1).

Na osnovu (5.54), ispunjen je i uslov (5.21), tj.

ELV(t,p,i) < —pi%(tt))EV(t, ©(0),1).

Kako su zadovoljene sve pretpostavke Teoreme 5.2.2, dokaz neposredno sledi na
osnovu ove teoreme. <

Naredno tvrdjenje predstavlja direktnu posledicu Teoreme 5.3.2 i daje uslove
LP-stabilnosti koji se lakse proveravaju.
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Posledica 5.3.1 Neka je p > 0 i neka su zadovoljene pretpostavke (Hy) i (Ha).
Takodje, neka postoje konstante p,y >0, ¢ > 1, di, di > 0, d2 + d;kQ #0, pios Piss
pri cemu je pi, > g\ (T) Y 71 pi, €S, 1=1,...,s, k=1,2,..., tako da je

Lv(tux7y17 s 7y57i)

N (t) ] | |
< Nt ) —
= A (p,o 1SiEN Vit x,1) ; pi min V(t—6&t),u, z)) (5.63)

za svako t € (t_1,t1], 1€ S ix,y € R*, 1 =1,...,s. Ako za svako i € S vaZi

EV(tl—:,fE + Ik(tka'r?yh s ’yhi)’i)

< dix BV (tg, z,1) + di, sup EV (ty — 0,(t), yi, i), (5.64)
1<i<s
gde je
, [\ < (pi—7)pK ]
1< iGS,Illé%}é—&—oo{de +dgp N (1)} <g<e (5.65)
Z. S
p< inf {te—tiad, == aN(T) ) pir (5.66)

tada je jednacina (5.51) LP-stabilna reda v u odnosu na decay-funkciju A(t).

Dokaz. Za one z,y, € R", [ =1,...,s za koje vazi uslov (5.60), iz uslova (5.63) se
dobija

N(t)
< —pig——~ Q) Ellgax V(t, 1)

+Z )\/((tt pi, B min V(t — 6,(t),y,14)

ELV(t,2,y1, .., Ys,1)

1<i<N

!/

=" A g oo ZPZJEJ%W @9)
/

< - A(Z) [pm —g\(7 Zpil}EV(t,w,Z)

Kako je za p; = piy — g\ (1) >, pi, zadovoljen uslov (5.59), tvrdjenje neposredno
sledi na osnovu Teoreme 5.3.2.

Naredno tvrdjenje se odnosi na opstu skoro izvesnu stabilnost jednacine (5.51).

Teorema 5.3.3 Neka je p > 1 i neka su zadovoljene pretpostavke (Hq) i (Ha).
Takodje, neka je jednacina (5.51) LP-stabilna reda v u odnosu na decay-funkciju
A(t), tj. ispunjena je relacija (5.3). Ako postoje konstante ¢ € (0,7) ¢ L > 0 tako
da je [T7AC(t)dt < o0 i

|F(t, 2, y1,y ey Ys, )| VG 2y1, - Ys, )|V (8 2, 00,0, ys,8)] (5.67)

<L<|x|+z/\ |yl>
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za svako i € S it > 0, tada je jednacina (5.51) skoro izvesno stabilna u odnosu na
decay-funkciju A(t).

Dokaz. Za dokaz tvrdjenja dovoljno je proveriti ispunjenost uslova (5.40). Na
osnovu elementarne nejednakosti (1.20), uslova (5.67) i smena (5.52), dobija se

E|[f (e, + lg(t,0,0) " + | Ii(t, £(0), ,mp}

< 30Bl4(0) +ZA 0)le(Bi(t >>|]p
< 31(s + 1) [Elg(0 |p+zA () Elo(61(1)) P
< 3(L(s+ 1)) ,TSE(%A (=0 )E|<p( i

S obzirom da su ispunjeni svi uslovi Teoreme 5.2.3, dokaz tvrdjenja direktno sledi
na osnovu te teoreme. <

Sledece tvrdjenje se odnosi na opstu LP-nestabilnost jednacine (5.51). Dokaz se
izostavlja, s obzirom da direktno sledi primenom smena (5.52) i Teoreme 5.2.4.

Posledica 5.3.2 Neka je p > 0 i neka vaze pretpostavke (Hy) i (Hz). Takodje,
neka postoje konstante dg,,dy, > 0, d2, + d;;f #0,0,v>0,nm >0 1€l9,
k=1,2,... tako da je zadovoljen uslov

N(t
ELV(t,z,y1, ..., ys i) > 1; A((t)) EV(t, 1), (5.68)

za svakot >0, t #tp i€ Six,yy e R", I=1,...,5. Ako je za svako i € S,

EV(t:,ZE + ]k<tk7$ay17 s 7yl7i)’i)

1<I<s
pri cemu je
(AN OFME < inf {dg, di}, sup {tp1 —tx} <6, (5.70)
1<k<+00 0<k<-+oo

tada je jednacina (5.51) LP-nestabilna u odnosu na decay-funkciju A(t).

Specijalan oblik jednacine (5.51) je impulsivna stohasticka diferencijalna jednacina
sa markovskim prelazima u kojoj koeficijenti jednacine ne zavise od proslih stanja,

dz(t) = F(t,z(t),r(t) dt + G(t,z(t),r@)dw(t), t>0,t#ty, (5.71)
A{L‘(tk) = Ik(tk,{E(tk),T(tk))7 k= 1, 2,
z(t)=¢&, te|-1,0]

Pocetni uslov z(0) = £ je skoro izvesno ogranic¢ena Fy-merljiva slu¢ajna promenljiva
iz R". Funkcije FF: R, xR" xS - R", G: Ry x R" x § — R™™ i impulsivni
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skokovi I, : Ry x R" x § — R" k = 1,2,... su Borel-merljivi. Kao i ranije,
pretpostavlja se da postoji jedinstveno levo-neprekidno i desno ograni¢eno reSenje
jednacine (5.71) i da je F(t,0,i) = 0, G(¢,0,i) = 0, Ix(¢,0,i) =0za k = 1,2,...,
tj. da jednacina (5.71) ima trivijalno resenje, x(t) = 0.

Za'V € CY?([-1,00) x R" x S;R,), operator LV : (t;_1,t;] x R" x S — R,
pridruzen jednacini (5.71) je oblika

LV (t,x,i) = Vi(t,x,i) + Vi (t, i) F(t,x,1)
N

1 T : : : :
+§ tr [G (t,x,1) Vau(t, z,7) G(t,x,z)} + Z’y,-jV(t,a:,z).

J=1

Naredno tvrdjenje predstavlja direktnu posledicu Teoreme 5.3.1, pa se zato dokaz
izostavlja.

Posledica 5.3.3 Neka je p > 0 i neka su ispunjene pretpostavke (Hyp) i (Ha).
Takodje, neka postoje konstante y,y > 0, di,dg > 0, d%, + d;;f # 0, piys Piys DT
cemu je pi, > g\ (T) Y 11 pi, 1 €S, 1=1,...,s, k=1,2,... tako da je

LVt 2.i) <~ o s Vit 4)
y Ly __)\(t>pzlrélz%)1(\f (,ZE,Z

za svako t € (tp_1,t], 1 € S i x € R". Ako za svako i € S, vazi
EV(tz,l‘ + Ik(tk, x,z’), Z) < deEv<tk,LL’, Z),
pri cemu je

1< max  da < g < eWPimMnK < inf {t. —t.
1€5,1<k<+o0 ik =4 B 1§k<+oo{ k k 1},

tada je jednacina (5.71) LP-stabilna reda v u odnosu na decay-funkciju A(t).

Sledece tvrdjenje neposredno sledi iz Posledice 5.3.2.

Posledica 5.3.4 Neka je p > 0 i neka vaze pretpostavke (Hq) i (Ha). Takodje,
neka postoje konstante dy, > 0, 6,7 > 0, 7, > 0,1 € S, k =1,2,..., tako da je
1spunjen uslov

ELV(t,xz,i) > ni%(tt))EV(t,x,i)

za svakot > 0,t #tp i€ S ix e R Ako je za svako i € S,
EV(tz_,[E + Ik(tk, J],i), Z) Z dikEV(tk,x, Z),
pri cemu je

(v+nmi) K < inf , _ <
A () < I ik, O;gim{tm te} <0,

tada je jednacina (5.71) LP-nestabilna u odnosu na decay-funkciju A(t).
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Za p > 1, prvi deo narednog tvrdjenja o skoro izvesnoj stabilnosti jednacine
(5.71) je direktna posledica Teoreme 5.2.3. Stavise, uz dodatni uslov, skoro izvesna
stabilnost ¢e vazitiiza 0 < p < 1.

Posledica 5.3.5 Neka je p > 1 i neka su ispunjene pretpostavke (Hy) ¢ (Ha).
Takodje, neka je jednacina (5.71) LP-stabilna reda v uw odnosu na decay-funkciju
A(t), tj. ispunjena je relacija (5.3). Ako postoje konstante ¢ € (0,7) ¢ L > 0 tako
da je [;°A7C(t) dt < oo i ako je

\F(t,2,0)| V |G(t, 2, )| V |L(t,z,4(] < L] (5.72)

za svakoi € S it >0, tada je jednacina (5.71) skoro izvesno stabilna u odnosu na
decay-funkciju A(t).
Stavise, za 0 < p < 1, ako su ispunjeni svi prethodni uslovi i ako je

(E] + 1) <L (5.73)

gde je p < infocpeioo{trr1 — tx}, tada je jednacina (5.71) skoro izvesno stabilna u
odnosu na decay-funkciju A(t).

Dokaz. Za p > 1, dokaz tvrdjenja neposredno sledi na osnovu Teoreme 5.2.3.
Dokazimo da tvrdjenje vaziiza 0 < p < 1.
Na osnovu uslova (5.73), moze se naéi dovoljno malo ¢ > 0 takvo da je

LP(o? 4+ Cho? +v) < 1, (5.74)

gde je v = [i] + 1 i C, konstanta iz Burkholder-Davis-Gundy nejednakosti za
0<p<1

Primenom elementarne nejednakosti (1.20), a zatim uslova (5.72), relacije (5.3)
i Burkholder-Davis-Gundy nejednakosti, za n = 1,2, ... se dobija

E[(n_f“p (o)

Yo<t<no

no

< Elz((n— Do) + B (/( |F(s,24,1)] ds)p

n—1)o
no p
+E  sup / G(s,zs,1) dw(s)
(n—1)o<t<no |J(n—1)o
P
+E( > |Ik(tk,x(tk),xtk,i)|>
t<tp<t+r

< MX (0= Vo) + (LoPE| s [alo)]

(n—1)o<t<no

no r
—i—C'pE(/ |G(s,xs,i)]2ds> +v sup  Ell(tk, x(ty), xr,, 7)) P
(

n—1)o 1<t <t+7

< MA7((n—1)0) + LP(o? 4+ Cyo> + U)E{ sup ]x(t)]p} .

- (n—1)o<t<nc
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Na osnovu (5.74), sledi

Bl sw  F] < MeAT (0= 1)o)

(n—1)o<t<no

pri éemu je k = [1— LP(o? + Coo2 + v)}_l. Za proizvoljno 6 € (0,7), na osnovu
nejednakosti Chebysheva, prethodne relacije i pretpostavke (Hy) , dobija se

P { sup  |z(t)]P > A"079 (na)} < X0 (no)E
(n—1

Yo<t<no

sup  |x(t) Ip]

(n—1)o<t<no

< M AT (no)A((n — 1)o)

< M X7 (0) A (no).

Za (n —1)o < t < no je A(no) < A4(t). Kako je [;°A7¢(t)dt < oo, skoro
izvesna stabilnost jednacine (5.71) se dokazuje na osnovu Borel-Cantellijeve leme
kao u drugom delu dokaza Teoreme 5.2.3. <

Napomena 5.3.1 Moze se primetiti da za 0 < p < 1, iz uslova (5.73) sledi da je
jednacina (5.71) skoro izvesno stabilna u odnosu na proizvoljnu decay-funkciju ako
je p dovoljno veliko, tj. ako se impulsi javljaju dovoljno retko.

5.4 Primeri

U ovom Poglavlju se razmatraju primeri kojima se ilustruju prethodni teorijski
rezultati. Preciznije, postavljaju se dovoljni uslovi opste skoro izvesne stabilnosti
i LP-stabilnosti impulsivnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa kasnjenjem i
markovskim prelazima. S obzirom na koeficijente razmatranih jednacina, ispituju
se logaritamska i polinomijalna skoro izvesna i LP-stabilnost.

Primer 5.4.1 Razmotrimo logaritamsku LP-stabilnost jednodimenzionalne semi-
linearne impulsivne stohasticke diferencijalne jednacine sa kasnjenjem i markovskim
prelazima,

de(t) = a(r(t))zt)dt + g(t,x(t — 7),7(t)) dw(t), t>0, t#t,, (5.75)

1
Ax(ty,) = —0.4(1 + E)m(tk), k=1.2,...

gde je je {r(t), t > 0} levo-neprekidan lanac Markova koji uzima vrednosti iz skupa
stanja {1, 2}, sa generatorom
-3 3
o= 4]
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koji je nezavisan od skalarnog Brownovog kretanja w. Neka je 2o = £ € L'z ([-7,0],R),
ot =04, k=1,2,..., i

a 5
a(l) = ST+ ) (1 +In(1+1)) @)=
t
g(t,,y,1) = A1+ 621 +1n(1+1) (1 +[y]),
g(t,x,y,2) = a i 2 (1 — e_|y|>.

gde je parametar a € R, .
Ako je funkcija Lyapunova V (¢, z,1) = V(t, x,2) = |x|P, uslov (5.64) se svodi za
1=1171=2na

1 D
1— 0.4(1 + —>:1:‘

1 P
E’x—o.4(1+—)x) < Elalf >

k2

< 0.6°E|z|’ + Ely|?
Prema tome,
dig =dopy =0.6", diypy=doyp=1, k=1,2,...

Otuda, iz uslova (5.65) za A(t) =1+ In(1 +t) je

¢=0.6"+(1+In(l+7))" > 1 (5.76)
- _N@) _ 1 .
Kako je 0(t) = 307 = Tapaamar gy = & e
o PP [yP) ly/?
9t 2.y, DI < 16(1 +t)*In*(1 + t) = W)l_b“

Primenom elementarne nejednakosti (1.23) je

ap
T+ 01+ In(1 +1))

1
< — 9Ol + g5p(p — DOl yP (5.77)

< =Lyl + 50— Do~ DLl + 150~ Dl

= (= L4 20~ Do~ 2) el + (0~ DB yP

1 _
2P + Sp(p — D]l 2lg(t, 2.y, DI

LV(t,xz,y,1) = — 5

Prema tome, za i = 1 je ispunjen uslov (5.63), odnosno, vazi

LV (t,2,y,1) < —p1ofY )|z’ + prb(@)|yl" = = (t)(prolz|” — purlyl?),

zZa

_i(p_l)(p_g) >0, pu=—(p-1)>0. (5.78)
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Slicno, s obzirom da je

1
t 2% < 2 < 2 <ty
to je
LV(2,9.2) < —2-Jof? + Zp(p — D (0) |l Iyl
O A 2
1
< (=sp+ 30— D —2) )0 + (0= Vel
= —(t)(p20lz[” = paulyl’). (5.79)
Prema tome, uslov (5.63) je ispunjen ako je
—1)(p—2
P20:5p—%>07 par =p—1>0. (5.80)
Neka je

pr=po—q(L+In(1+7))pu, p2=pe—ql+W(l+7))pn.  (581)

Tada je na osnovu Posledice 5.3.1 jednac¢ina (5.75) LP-stabilna u odnosu na decay-
funkciju A(t) = 1 + In(1 + ¢) ako je ispunjen uslov (5.65). Preciznije, imajuéi u
vidu da je p = 0.4, iz (5.76), (5.78), (5.80) i (5.81) za logaritamsku LP-stabilnost
razmatrane jednacine neophodno je da bude ispunjen uslov (5.65), tj. da vazi

g < P04 o plp2=m)04 (5.82)

Z7

i
7

27

7

o
7

]
ST

L

s
L7

Slika 5.1: Oblast u kojoj su ispunjeni uslovi (5.78), (5.80) i (5.82) za 7 =1

Konkretno, za 7 = 1 oblast logaritamske LP-stabilnosti u kojoj su ispunjeni
uslovi (5.78), (5.80) i (5.82), a koja zavisi od stepena stabilnosti p > 1, koeficijenta
Lyapunova ~ i parametra a, prikazana je na Slici 5.1. Iz prikazanog grafika se vidi
da je za a = 3 moguce ispitati logaritamsku L5-stabilnost jednacine (5.75), pa je
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za tako izabrano a na Slici 5.2 prikazan odnos stepena stabilnosti p i koeficijenta
Lyapunova ~. Otuda, za p = 5 koeficijent Lyapunava ne prelazi 0.5068.

Zap =5 1T=1 t, —tx1 = 0,4, £ = 1, paralelni graficki prikaz prelaza
Markova r(t), trajektorije procesa x(t) i impulsa () jednacine (5.75) prikazan
je na Slikama 5.4-5.6, a cetiri proizvoljne trajektorije procesa i moment reSenja
Elx(t)]® na Slici 5.3.

0.5068

0.3r

0.2r

Slika 5.2: Oblast u kojoj su ispunjeni uslovi (5.78), (5.80), (5.82) zaTt=11ia =3

Slika 5.3: Trajektorije jednacine (5.75) (levo) i E|z(t)|]® (desno) za 7 = 1, £ = 1,
tk - tk,1 - 04

O logaritamskoj skoro izvesnoj stabilnosti jednacine (5.75) se ne moze nista
zakljuciti s obzirom da je [;~ [1+In(1 + )] dt = 0o za svako ¢ > 0.

Napomena 5.4.1 Na osnovu (5.77) i (5.79) ne moze se nista zakljuciti o polinomi-
jalnoj LP-stabilnosti jednacine (5.75), a tim pre ni o eksponencijalnoj LP-stabilnosti
ove jednacine, sto opravdava svrsishodnost teorijskih rezultata ove glave.
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Slika 5.4: Prelazi Markova jednacine (5.75) za7=1,& =1

X(t)

0.0 0.5 10 15 2.0

Slika 5.5: Trajektorija jednacine (5.75) za7=1,& =1
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Slika 5.6: Tmpulsi jednacine (5.75) za 7 =2, =1, tp —t)_1 = 0.1
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Primer 5.4.2 Razmotrimo polinomijalnu LP-stabilnost, p > 1 jednodimenzionalne
stohasticke diferencijalne jednacine sa kasnjenjem i markovskim prelazima,

dz(t) = f(t,x(t),x(t — 7),r(t)dt + g(t,x(t),z(t — 1), 7(t) dw(t), t > 0, t # 1y,
Ax(ty) = —0.5z(tg) + 0.3z(ty — 7), k=1,2,..., (5.83)

gde je je {r(t), t > 0} levo-neprekidan lanac Markova, nezavisan od skalarnog
Brownovog kretanja w koji uzima vrednosti iz skupa stanja {1, 2}, sa generatorom

-1 1
e[ 1]
Pocetni uslov je 29 = £ € L ([-7,0],R) ity —t,_1 = 0.1, k = 1,2,..., tako da je
0 = 0.1. Koeficijenti Jednacme su

Y 3z Y 3etx
tvxa 71 = - ) taxa a2 = - )
flboul) =15 Bri) (1+1)2 T2y = 3a e " 1
In(1+ |y|) 1 1
tv ’ 71 = ) t7 ) 72 :_1 (1 )
gtry ) = sa ma gy Yy =gl

Neka je funkcija Lyapunova V (¢, z,1) = V (¢, z,2) = |z|P. Uslov (5.57) je
P P
Elr— 050+ O.By‘ _ E)O.m + 0.1y’ < gp-1 (o.5pyx\p + 0.3P\y|P>,

tako da je

- 0.67
dig = do, = 0.5,  dij, = dopy = —— 5 k=1,2,...
Kako koeficijenti jednacine (5.83) sugeriSu ispitivanje polinomijalne LP-stabilnosti,
tj. A(t) = 1 +1t, iz uslova (5.58) sledi da mora biti

0.67 -
- (0.5 + -1+ T)7> > 1. (5.84)
Primenom elementarne nejednakosti (1.23) i uslova (5.56), dobija se
IVt rw 1) <ot (g plp—1) 2
() < plol (M= 3fal) (g + B0 ol

1 P p—1 1
< —3plzlP P Z|ylP

pp—1) (p— g 2
B (B2 2k 2
1 p Le=De=2N ey L (L Pl
- +t< St 1 i\t )
1 p—l (-1 —2)
< - |
=1 t[ T 1

_|_
1 p-1 (1+7)
+( =+ : P,
( ) 0.5+ 27 (1 —l—T)V} !
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Prema tome, za i = 1 je ispunjen uslov (5.55) ako je

p—1 (p—1(p-2) 1 p-1 (L+7)
= -3 — 5.85
L T 1 ot ) ma gy 6%
> 0.
Analogno,
_ 1 plp—1) -
LV (t2.y.2) < plapr (4 3 2P
(2 < plol™ (= sjal) g 4 Byl
1 p—1 (p—1(-2)
< — | = P
—1+t(:m+ 3 1 =
1 (1 p-1\, ,
+1+tGE+ 2 )M
1 p—1 (@-1p-2)
T+t [3p+ ER 4
1 p-1 1+7)
Tq (021_7 T) |x|p7
3 0.5+ == (1 +71)7
tako da je uslov (5.55) ispunjen za
p—1 (p—1(-2) 1 p-1 (L+7)
= -3 — 5.86
TR 1 BT Jisrmaey B8
> 0.

Imajuéi u vidu da je 6 = 0.1, pored ispunjenosti uslova (5.84), (5.85), (5.86) zahteva
se da je ispunjen i uslov (5.58), tj. da je

g > e0tmol 5 1 4> )0l 5 (5.87)

Tada, na osnovu Teoreme 5.3.1 jednacina (5.83) je LP-stabilna u odnosu na poli-
nomijalnu decay-funkciju A(t) =1 + ¢.

Konkretno, oblast polinomijalne LP-stabilnosti u kojoj su ispunjeni uslovi (5.85),
(5.86) 1 (5.87), a koja zavisi od stepena stabilnosti p > 1, koeficijenta Lyapunova ~y
i perioda kasnjenja 7, prikazana je na Slici 5.7. Specijalno za 7 = 2 na Slici 5.8 je
prikazan odnos stepena stabilnosti p i koeficijenta Lyapunova . Prema tome, za
p = 5 koeficijent Lyapunava ne prelazi 1.38.

Zap =05 T1=2 t, —tr1 = 01, & = 1, paralelni graficki prikaz prelaza
Markova r(t), trajektorije procesa x(t) i impulsa Ix(¢;) jednacine (5.83) prikazan
je na Slikama 5.10-5.12, a cetiri proizvoljne trajektorije procesa i moment resenja
E|z(t)]’ na Slici 5.9.

Napomena 5.4.2 Moze se primetiti da je (0.5—|— %e”)_l = 0.897426 < 1 za
T=2,p=>51i~ =138 Prema tome, za A(t) = e’ uslov (5.58) Teoreme 5.3.1 nije
ispunjen, pa se o eksponencijalnoj LP-stabilnosti, p = 5, jednacine (5.83) ne moze
nista zakljuciti. Samim tim, u potpunosti je opravdano razmatranje polinomijalne
LP-stabilnost ove jednacine.
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Slika 5.7: Oblast u kojoj su ispunjeni uslovi (5.85), (5.86) i (5.87)

5.2F

5.0

4.8¢
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a4t

4.2r

1.25 13 1.351.38 1.45 15
Y

Slika 5.8: Oblast u kojoj su ispunjeni uslovi (5.85), (5.86), (5.87) za 7 = 2

Elx@®|*

0.0 0.5 10 15 20 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
t t

Slika 5.9: Trajektorije jednacine (5.83) (levo) i E|x(t)® (desno) za 7 = 2, £ = 1,
tr —t,_1 =0.1
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Slika 5.10: Prelazi Markova jednacine (5.83) za 7 =2, =1
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Slika 5.11: Trajektorija jednacine (5.83) za 7 =2, =1
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Slika 5.12: Tmpulsi jednacine (5.83) za 7 =2, =1, tp —t,_1 = 0.1






Zakljucak

U ovoj disertaciji je razmatrana opsta LP-stabilnost i skoro izvesna stabilnost
viSe tipova stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jedna¢ina. Za dobijanje krite-
rijuma stabilnosti primenjene su metoda Lyapunova i metoda Razumikhina. Kako
neke stohasticke diferencijalne jednacine nisu eksponencijalno stabilne, od velikog
znacaja je informacija o stabilnosti u odnosu na neku sporiju decay-funkciju, sto je
i bila motivacija za izradu ove doktorske disertacije.

Neka od buduéih istrazivanja bi se mogla odnositi na primenu metode Krasovskii-
Lyapunova za ispitivanje opste stabilnosti razmatranih klasa stohastickih diferen-
cijalnih jednacina. Na taj nacin bi se mogli dobiti drugaciji uslovi za stabilnost i
decay-funkciju u odnosu na one koji su ve¢ dobijeni u disertaciji.

Rezultati iz ovog rada bi se mogli na odgovarajuc¢i nacin prosiriti na razlicite
klase stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina u odnosu na martingale i
martingalne mere.

Ispitivanje opste skoro izvesne stabilnosti, LP-stabilnosti i LP-nestabilnosti sto-
hastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina sa impulsima i markovskim pre-
lazima moglo bi se prosiriti na stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine
sa slucajno rasporedjenim impulsima i markovskim prelazima kojima se realnije
opisuju procesi sa impulsivnom prirodom. Takodje, metoda Razumikhina i metoda
Lyapunova bi se mogle primeniti za ispitivanje opste LP-stabilnosti i skoro izvesne
stabilnosti hibridnih impulsivnih stohastickih diferencijalnih jednacina kod kojih
prelazi nisu definisani zakonima lanaca Markova, kao i na stohasticke neuralne
mreze. StaviSe, ovim metodama bi se mogla ispitivati opsta stabilnost svih napred
pomenutih tipova impulsivnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa martingal-
ima i martingalnim merama.

Neka od buducih istrazivanja bi se mogla odnositi na primenu rezultata teorije
linearnih matri¢nih nejednakosti (eng. LMI) na ispitivanje opste LP-stabilnosti i
skoro izvesne stabilnosti perturbovanih impulsivnih stohastickih funkcionalnih di-
ferencijalnih jednacina sa markovskim prelazima i hibridnih perturbovanih impul-
sivnih stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina.






Summary

In this thesis, pth moment and almost sure stability on a general decay rate for
several types of stochastic functional differential equations were studied. By ap-
plying Razumikhin method and Lyapunov method stability criteria were obtained.
Having in mind that some types of stochastic differential equations are not expo-
nentially stable, the information about the stability with respect to a certain lower
decay rate is very important, which was the motive for research in this paper.

Some future research could focus on application of Krasovskii-Lyapunov method
for exploring the general decay stability of the already studied types of stochastic
differential equations. In this way, we could get different stability and decay rate
criteria with respect to those obtained in the thesis.

The research based on the modified results of this thesis could be continued for
studying stability of various classes of stochastic functional differential equations
with respect to martingale and martingale measures.

The research on pth moment and almost sure stability and pth moment insta-
bility on a general decay rate for stochastic functional differential equations with
Markovian switching and delayed impulses could be extended to stochastic dif-
ferential equations with random impulses and Markovian switching which more
realistically describe processes impulsive in kind. Also, Razumikhin method and
Lyapunov method could be applied in studying pth moment and almost sure sta-
bility on a general decay rate for hybrid impulsive stochastic differential equations
with switching not defined by Markov chain law as well as stochastic neural net-
works. Moreover, these methods could be used for studying general decay stability
of all the above mentioned types of impulsive stochastic differential equations with
respect to martingale and martingale measures.

Some future research could be based on the application of LMI theory results to
studying pth moment and almost sure stability on a general decay rate of perturbed
impulsive stochastic functional differential equations with Markovian switching and
hybrid perturbed impulsive stochastic functional differential equations.
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