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Univerziteta u Beogradu

Na 339. sednici Nastavno-nauqnog ve�a Matematiqkoj fakulteta, ko-
ja je odr�ana 24. februara 2017. godine, odre�eni smo za qlanove komi-
sije za pregled i ocenu doktorske disertacije Algebarska svojstva spe-
ktralnih invarijanti u Florovoj homologiji kandidata Jovane Niko-
li�. Posle pregleda rukopisa koji je Jovana Nikoli� predala komisiji,
podnosimo Nastavno-nauqnom ve�u Matematiqkog fakulteta slede�i

IZVEXTAJ

1 Biografija kandidata

Jovana Nikoli� (ro�ena �ureti�) ro�ena je 29.01.1987. u Podgorici.
Diplomirala je 2008. godine na Matematiqkom fakultetu u Beogradu,
smer Teorijska matematika i primene, sa proseqnom ocenom 10,00. Mas-
ter rad pod nazivom Geodezijske linije u Hoferovoj metrici je odbra-
nila na Matematiqkom fakultetu u Beogradu, kod profesora dr Darka
Milinkovi�a, 2010. godine. Od 2009. godine student je doktorskih
studija na Matematiqkom fakultetu u Beogradu, na studijskom pro-
gramu Matematika, modul Teorijska matematika i primene. Polo�ila
je sve ispite sa proseqnom ocenom 10,00. Od 2009. do 2011. godine radi-
la je kao saradnik u nastavi, od 2011. do danas kao asistent za nauqnu
oblast Matematiqka analiza na Matematiqkom fakultetu u Beogradu.
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2 Nauqni i struqni rad

2.1 Objavǉeni i prihva�eni radovi

[1] J. -Duretić, From differentiation in affine spaces to connections, The
Teachings of Mathematics, Issue: XII 2, 61–80, 2015; ISSN 2406-1077
(Online), ISSN 1451-4966 (Print)

[2] J. -Duretić, J. Katić, D. Milinković, Comparison of Spectral Invariants
in Lagrangian and Hamiltonian Floer Theory, Filomat 30 (5), 1161–
1174, 2016.
DOI 10.2298/FIL1605161D; impakt faktor: 0.695, kategorija M22

[3] J. Katić, D. Milinković, J. Nikolić, Spectral Invariants in Lagrangian
Floer homology of open subset, Differential Geometry and its Applica-
tions, 53, 220–267, 2017.
https://doi.org/10.1016/j.difgeo.2017.05.009; impakt faktor:
0.623, kategorija M22

[4] J. -Duretić, Piunikhin–Salamon–Schwarz Isomorphisms and Spec-
tral Invariants for Conormal Bundle, prihva�en za objavǉivaǌe u
Publications de l’Institut Mathématique; ISSN: 0350-1302, kategorija
M23

[5] J. -Duretić, Piunikhin-Salamon- Schwarz isomorphisms and symplec-
tic invariants obtained using cobordisms of moduli spaces, Fourth math-
ematical conference of the Republic of Srpska, Proceedings, Trebinje,
06-07 June, vol. I (2015), 111–120; ISBN 978-99976-600-3-9.

[6] J. Djuretić, J. Katić, D. Milinković, Hofer’s geometry for Lagrangian
submanifolds and Hamiltonian diffeomorphisms, Fourth mathematical
conference of the Republic of Srpska, Proceedings, Trebinje, 06-07 June,
vol. I (2015), 93–100; ISBN 978-99976-600-3-9.

2.2 Radovi na recenziji

• Filtered Lagrangian Floer homology of product manifolds

• The moduli space of pseudo holomorphic disks with jumping Lagrangian bound-
ary conditions

2.3 Saopxteǌa na konferencijama

• J. Nikolić, The moduli space of pseudo holomorphic disks with jumping La-
grangian boundary conditions, XIX Geometrical Seminar, Zlatibor 2016. (iz-
lagaq)
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• J. Katić, D. Milinković, J. Nikolić Conormal Lagrangian Floer homology for
open subset and PSS isomorphism, Sedmi simpozijum Matematika i
primene, Beograd, 2016.

• J. Katić, D. Milinković, J. Nikolić Action spectrum and symplectic invariants
in Floer theories, Peti simpozijum Matematika i primene, Beograd,
2014.

• J. -Duretić, Piunikhin-Salamon- Schwarz isomorphisms and symplectic invari-
ants obtained using cobordisms of moduli spaces, Fourth mathematical confer-
ence of the Republic of Srpska, Trebinje, 2014. (izlagaq)

• J. -Duretić, J. Katić, D. Milinković, Hofer’s geometry for Lagrangian subman-
ifolds and Hamiltonian diffeomorphisms, Fourth mathematical conference of
the Republic of Srpska, Trebinje, 2014.

2.4 Uqex�e na projektima

• Projekat ON174034 Topologija, geometrija i globalna analiza
na mnogostrukostima i diskretnim strukturama Ministarstva
prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja republike Srbije

3 Struktura disertacije

Doktorska disertacija Algebarska svojstva spektralnih invarijanti
u Florovoj homologiji napisana je na VII+183+IV strana. Struktura
rukopisa je slede�a:

Uvod i pregled rezultata

1 Osnovni pojmovi i definicije
1.1 Diferencijalno-topoloxki pojmovi
1.2 Direktan limes
1.3 Morsova homologija
1.4 Neke karakteristiqne klase
1.5 Gromovǉeva kompaktnost
1.6 Florova homologija za periodiqne orbite
1.7 Florova homologija za Lagran�eve preseke

1.7.1 Konormalne Lagran�eve podmnogostrukosti
1.7.2 Zatvorena simplektiqka mnogostrukost

1.8 Florova homologija za otvorene skupove
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2 Modulski prostori
2.1 Holomorfne povrxi u kompaktnoj mnogostrukosti
2.2 Holomorfne trake sa konormalnim graniqnim uslovima

2.2.1 Raspadaǌe
2.2.2 Lepǉeǌe

2.3 Kombinovani objekti sa konormalnim graniqnim uslovima
2.4 Holomorfne pantalone sa konormalnim graniqnim uslovima

2.4.1 Fredholmova analiza na pantalonama
2.4.2 Raqunaǌe dimenzije mnogostrukosti pantalona

2.5 Kombinovani objekti sa taqnim graniqnim uslovima
2.6 Holomorfne pantalone sa taqnim graniqnim uslovima

3 (Izo)Morfizmi
3.1 Brojaǌe dimǌaka
3.2 PSS u konormalnoj Florovoj homologiji
3.3 PSS u Florovoj homologiji za otvorene skupove

3.3.1 PSS za aproksimacije
3.3.2 PSS u direktnom limesu

4 Proizvodi
4.1 Florova homologija kompaktnih podmnogostrukosti
4.2 Florova homologija konormalnih podmnogostrukosti
4.3 Florova homologija za otvorene skupove

5 Spektralne invarijante u Florovoj homologiji
5.1 Florova homologija za periodiqne orbite
5.2 Florova homologija kompaktnih podmnogostrukosti
5.3 Florova homologija konormalnih podmnogostrukosti
5.4 Florova homologija za otvorene skupove

6 Upore�ivaǌe spektralnih invarijanti
6.1 Upore�ivaǌe invarijanti u kompaktnoj mnogostrukosti
6.2 Konormalne spektralne invarijante
6.3 Spektralne invarijante za otvoren skup

7 Daǉi pravci istra�ivaǌa

Literatura (broj bibliogafskih jedinica je 117)

Biografija autora
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4 Prikaz sadr�aja disertacije

Prva glava Uvod i pregled rezultata poqiǌe kratkim istorijskim os-
vrtom na razvoj Morsove teorije, simplektiqke topologije i Florove
teorije. Zatim se izlagaǌe proxiruje na pregled nastajaǌa onih poj-
mova u spomenutim teorijama koji su od znaqaja za probleme u diser-
taciji. To su: Florova homologija za Lagran�eve preseke (kao uop-
xteǌe sluqaja periodiqnih orbita), specijalno, Florova homologija
za Lagran�eve preseke sa konormalnim graniqnim uslovima u ambi-
jentu kotangentnog raslojeǌa; zatim Florova homologija za otvorene
podskupove; Piunikin–Salamon–Xvarcov izomorfizam u originalnom
obliku, kao i ǌegova uopxteǌa; i na kraju spektralne invarijante i ǌi-
hova svojstva u raznim situacijama u kojima su dosad izuqavane. Osim
toga, na kraju ove uvodne glave, dat je pregled rezultata diertacije,
kao i prikaz strukture rukopisa.

Glava 1 sadr�i osnovne definicije i stavove koji su potrebni u
radu. Pre svega, to su razni diferencijalno-topoloxki pojmovi speci-
fiqni za siplektiqku topologiju. Tu je, zatim, definicija direktnog
limesa, neophodna za konstrukcije u poglavǉima 1.7, 3.3, 4.3, 5.4 i 6.3.
Daǉe je data konstrukcija Morsove homologije, Maslovǉevog indeksa i
Florove homologije za periodiqne orbite, kao i za Lagran�eve preseke.
Tako�e su opisani i PSS izomorfizmi u oba sluqaja, kao i Kasturiran-
gan–Oova konstrukcija Florove homologije za otvorene skupove. Data
je konstrukcija i kanonskih izomorfizama u Morsovoj i raznim sluqa-
jevima u Florovoj teoriji, kao i opis Poenkareove dualnosti u ovim
homologijama.

Glava 2 sadr�i analitiqku pozadinu svih konstrukcija u tezi. Ona
sadr�i originalne rezultate koji qine delove radova [3] i [4]. U ǌoj
se definixu modulski prostori koji predstavǉaju rexeǌa raznih di-
ferencijalnih jednaqina. U nekim sluqajevima radi se o parcijalnoj,
Koxi–Rimanovoj jednaqini sa periodiqnim, Lagran�evim ili kombino-
vanim graniqnim uslovima, u nekim sluqajevima radi se o gradijent-
noj jednaqini sa graniqnim uslovima, a u nekim o kombinovanoj jed-
naqini. U svim ovim situacijama korix�ene su tehnike Fredholmove
analize. Dokazuje se da su prostori rexeǌa mnogostrukosti konaqne
dimenzije i raquna se ǌihova dimenzija. U nekim situacijama dimen-
zija je izraqunata direktno kao indeks odgovaraju�eg Fredholmovog
preslikavaǌa, dok su u nekim situacijama (Paragraf 2.4.2) korix�ena
izvesna svojstva zalepǉenog operatora, kao i ve� poznate dimenzije
nekih modulskih prostora. Osim ovoga, dat je i opis granice svih
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modulskih prostora u sluqajevima kada se gubi kompaktnost. Glavni
aparat u dokazima ovih rezultata qine Gromovǉeve teoreme o konver-
genciji niza homolorfnih preslikavaǌa, kao i tehnike lepǉeǌa, i (u
Morsovom sluqaju) Arcela–Askolijeva teorema. Pojava mehurova je
kontrolisana graniqnim uslovima, i specifiqnost konkretne situacije
je detaǉno objaxǌena. U Poglavǉu 2.4 posmatra se modulski pros-
tor holomorfnih pantalona sa graniqnim uslovima koji su delom nulto
seqeǌe a delom konormalno raslojeǌe. Ovde imamo skok na granici Ri-
manove povrxi sa jedne Lagran�eve podmnogostrukosti na drugu, i to
je jedna situacija koja nije dosad opisana u literaturi,

Glava 3 sadr�i konstrukciju raznih morfizama izme�u raznih Flo-
ro vih i Morsovih homologija. Morfizmi su definisani na nivou la-
naca pomo�u kardinalnosti nuladimeznionih modulskih prostora de-
finisa nih u Glavi 2. Poglavǉe 3.1 sadr�i opis ve� poznate Alber-
sove konstrukcije morfizma izme�u Florove homologije za periodiqne
orbite i Florove homologije za Lagran�eve preseke. Poglavǉa 3.2 i
3.3 sadr�e originalne rezultate koji su objavǉeni u radovima [3] i [4].
Poglavǉe 3.2 je posve�eno konstrukciji PSS morfizma izme�u Morsove
homologije podmogostrukosti N ⊂M baze i Florove homologije za kono-
rmalno raslojeǌe ν∗N ⊂ T ∗M , dok je u Poglavǉu 3.3 data konstrukcija
PSS morfizma izme�u Morsove homologije otvorenog podskupa U ⊂ M
baze i Florove homologije za pozitivno konormalno raslojeǌe ν∗−U ⊂
T ∗M . Ovde se radi o morfizmima izme�u raznih Morsovih homologija
sa jedne, i raznih Florovih homologija sa druge strane, koji su stoga
definisani pomo�u kombinovanih objekata iz Poglavǉa 2.3 i 2.5. Da bi
se pokazalo da su ovako definisana preslikavaǌa lanqasta, koriste se
opisi granica raznih jednodimenzionih mnogostrukosti (tako�e kombi-
novanih) koji su dati u Glavi 2. U ovim situacijama su PSS morfizmi
i izomorfizmi, i to je dokazano u tezi pomo�u opisa granica dobro iz-
abranih pomo�nih jednodimenzionih mnogostrukosti. Postoji jox jedna
specifiqnost konstrukcije PSS izomorfizma za otvorene skupove iz
Poglavǉa 3.3. Naime, domen i kodomen ovog preslikavaǌa jesu direk-
tni limesi vektorskih prostora. Zato ova konstrukcija zahteva proveru
dobre definisanosti, koja se posti�e komutiraǌem odgovaraju�ih PSS
(izo)morfizama za aproksimacije (koje uqestvuju u definiciji direk-
tnog limesa) sa morfizmima koji definixu direktni limes. U ovoj
glavi se dokazuju i funktorijalnosti ovih izomorfizama u odnosu na
kanonske izomorfizme u Morsovoj i Floro voj teoriji (varijacija pa-
rametara).

Glava 4 je posve�ena dubǉem izuqavaǌu algebarskih struktura Flo-
rovih homologija definisanih u Glavi 1. Naime, brojaǌem raznih
perturbovano-holomorfnih Rimanovih povrxi sa granicom (koje su opi-
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sane u Glavi 2) ovde su definisani proizvodi na jednoj Florovoj ho-
mologiji, ili pak proizvodi koji sparuju elemente iz dveju razliqitih
Florovih homologija. Ovaj drugi sluqaj je prikazan u Poglavǉu 4.1,
gde se proizvod definixe pomo�u pantalona kod kojih je jedna nogav-
ica ,,zakrpǉena”, a ivica druge nogavice je na Lagran�evoj podmno-
gogstrukosti. Brojaǌe ovakvih preslikavaǌa definixe sparivaǌe ele-
menata Florove homologije za periodiqne orbite sa elementima Floro-
ve homologije za Lagran�evoj preseke. Rezultat je element Florove ho-
mologije za Lagran�eve preseke. U Poglavǉu 4.2 definisan je proizvod
na Florovoj homologiji za konormalno raslojeǌe

HF∗(oM , ν
∗N)⊗HF(oM , ν

∗N)→ HF∗(oM , ν
∗N).

Ovaj proizvod je definisan pomo�u broja pantalona kod kojih na ras-
cepu izme�u nogavica postoji skok, pri qemu se jedan deo te komponente
granice slika na nulto seqeǌe a drugi deo na konormalno raslojeǌe.
Ovaj proizvod se razlikuje od do sada poznatih proizvoda koji su uvek
bili oblika HF∗(L0, L1) ⊗ HF∗(L1, L2) → HF∗(L0, L2), odnosno nisu bili
definisani na Florovoj homologiji za isti par. Dokazano je da ovaj
proizvod, komponovan sa PSS izomorfizmom, daje proizvod koji pred-
stavǉa uopxteǌe proizvoda preseka na Morsovoj homologiji (dualnog
kap proizvodu). U poglavǉu 4.3 definisan je proizvod u Florovoj ho-
mologiji za otvorene skupove. I u ovoj konstrukciji koristi se sliqna
ideja skoka na rascepu izme�u nogavica. Za svaku od ovih konstruk-
cija pokazana je dobra definisanost na nivou homologija (budu�i da
je proizvod a priori definisan na nivou lanaca). Kod proizvoda za
otvorene skupove postoji jox jedan korak u dokazu dobre definisanosti.
Naime, prozvod se prvo definixe na homologiji za aproksimaciju a za-
tim se pokazuje da se tako definisan proizvod sla�e sa direktnim lime-
som. U oba sluqaja dokaz se oslaǌa na argumente kobordizama, odnosno
na opis granice dobro odabranih pomo�nih mnogostrukosti (koje su
opisane u Glavi 2).

U Glavi 5 definisane su spektralne invarijante u raznim sluqaje-
vima Florovih homologija. Spektralne invarijante su izvesne kritiqne
vrednosti Hamiltonovog funkcionala dejstva, koje se izdvajaju kao na-
jmaǌi nivo u filtriranoj homologiji na kom se realizuje neka sin-
gularna (odnosno Morsova) klasa, u smislu PSS izomorfizma. Poj-
movi uvedeni u prva tri poglavǉa su poznati, i to su, redom: spek-
talne invarijante za periodiqne orbite, kompaktne Lagran�eve podmno-
gostrukosti i konormalna raslojeǌa. U Poglavǉu 5.4 definisane su
spektralne invarijante u sluqaju otvorenog podskupa baze U ⊂ M i
ovo je originalni rezultat objavǉen u [3]. Spektralne invarijante su
definisane pomo�u PSS izomorfizma definisanog u Poglavǉu 3.3.2, a
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zatim je dokazano da one zapravo predstavǉaju limes spektralnih in-
varijanti u Florovoj homologiji za Lagran�eve mnogostrukosti koje
aproksimiraju singularnu mnogostrukost ν∗−U . Zatim se dokazuju oqeki-
vana svojstva spektralnih invarijanti: nezavisnost od izvesnih param-
etara koje uqestuju u definiciji, neprekidnost u odnosu na Hoferovu
normu Hamiltonijana i nejednakost izme�u spektralnih invarijanti za
dva otvorena skupa U ⊂ V .

U Glavi 6 nastavǉa se ispitivaǌe svojstava spektralnih invar-
ijanti, sa akcentom na razne nejednakosti me�u ǌima. U Poglavǉu
6.1 upore�eǌe su spektralne invarijante za Lagran�evu Florovu ho-
mologiju sa spektralnim invarijantama u Florovoj homologiji za pe-
riodiqne orbite. Ovo je originalni rezultat objavǉen u [2]. Dokaz
se oslaǌa na pra�eǌe vrednosti funkcionala dejstva du� ,,dimǌaka”
definisanih u Poglavǉu 2.1. Ovde se dokazuje i nejednakost trougla
(odnosno subaditivnost spektralnih invarijanti) u odnosu na proizvod
definisan u Poglavǉu 4.1. U poglavǉima 6.2 i 6.3 dokazuju se neje-
dnakost trougla (odnosno subaditivnost invarijanti) u konormalnom,
odnosno otvorenom sluqaju, u odnosu na proizvode definisane u pogla-
vǉima 4.2 i 4.3.

Konaqno, u Glavi 7 navode se izvesne mogu�nosti za daǉe istra�i-
vaǌe spektralnih invarijanti u Florovoj teoriji. To su: konstruk-
cija novih kvazimorfizama pomo�u spektralnih invarijanti; konstruk-
cija tzv. ,,ubica spektra” (ubica spektra je Hamiltonian sa nosaqem
u nekoj lopti koji ,,ubija” spektralne invarijante svih Hamiltonijana
koji imaju nosaq u toj lopti – ubija u smislu da su invarijnate zbira
jednake nuli); kontrukcija Maks formule za invarijante za Lagran�eve
preseke, analogne poznatoj formuli za Morsovu teoriju i Florovu teo-
riju za periodiqne orbite; opis i razumevaǌe veze (ako postoji) izme�u
spektralnih invarijanti za otvorene skupove koji u preseku daju neki
zatvoreni skup i spektralnih invarijanti datog zatvorenog skupa; po-
naxaǌe spektralnih invarijanti u odnosu na C0−limese.

5 Zakǉuqak i predlog

Rukopis Algebarska svojstva spektralnih invarijanti u Florovoj ho-
mologiji kandidata Jovane Nikoli� sadr�i vredan nauqni doprinos
u Simplektiqkoj topologiji i Globalnoj analizi, posebno u Florovoj
teoriji za Lagran�eve preseke i prouqavaǌu spektralnih invarijanti.
Kandidatkiǌa se uspexno bavi nauqnim radom u ovoj oblasti. Objavila
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je tri nauqna rada (dva koautorska i jedan samostalni) koja se odnose na
temu disertacije. Ima jox dva rada iz oblasti na recenziji. Rezultate
iz disertacije izlagala je vixe puta na nauqnim skupovima.

Imaju�i ovo u vidu, komisija predla�e Nauqno-nastavnom ve�u Ma-
tematiqkog fakulteta u Beogradu da rukopis Algebarska svojstva spek-
tralnih invarijanti u Florovoj homologiji kandidata Jovane Niko-
li� prihvati kao doktorsku disertaciju i da odredi komisiju za od-
branu.

U Beogradu,
31. jula 2017. godine

Qlanovi komisije

dr Jelena Kati�, docent (mentor)

dr Darko Milinkovi�, redovni profesor

dr Bo�idar Jovanovi�, nauqni savetnik
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