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Uvod

AjnStajnova teorija relativnosti se smatra jednom od najlepSih po formi i najfundamentalnijih
teorija u istoriji nauke. lako je Citav jedan vek potroSen u nastojanjima da se ona poboljSa, joS uvek
nije dobila oblik koji bi pomirio svetsku nau¢nu javnost. Ni sam A. AjnStajn nije bio zadovoljan
svojom opStom teorijom relativnosti, pa je do kraja svog Zivota radio na stvaranju teorije koja bi
ujedinila teoriju gravitacije i teoriju elektromagnetizma. Godine 1945. u radu [9] i 1946. godine u
radu [11] sa svojim saradnikom E.G. Strausom koristio je kompleksan osnovni tenzor g; j» koji nije
bio simetri¢an, vec je njegov realni deo bio simetriCan, a imaginarni deo antisimetri¢an. Pocev od
1950. godine A. AjnStajn je u radovima posvecenim stvaranju jedinstvene teorije polja koristio realan
simetriCan osnovni tenzor. L.P. Ajzenhart [14] je 1951. godine definisao prostor sa nesimetricnim
osnovnim tenzorom koji je nazvao ,,generalisani Rimanov prostor.

Inicijalni radovi A. AjnStajna u kojima je poceo sa koriS¢enjem nesimetricnog osnovnog tenzora
uticali su na razvoj tzv. nesimetri¢ne teorije gravitacije (NGT) koja je bila tema DZ. Mofatove dok-
torske disertaciji odbranjene na Univerzitetu Kembridz. Godine 1995. DZ. Mofat [55] je formulisao
novu verziju nesimetricne teorije gravitacije u kojoj su generalisani Rimanovu prostori zadrZali fun-
damentalnu ulogu koju su imali i ranije. Od nedavnih rezultata pomenimo rezultate T. Jansena i T.
Prokopeca [29, 30] u kojima predlazu eventualna poboljSanja i probleme u NGT. lako NGT mozda jo$
uvek nije postigla uspeh koji su njeni tvorci ocekivali, razvili su se prostori koji su jako interesantni
sa geometrijske tacke gledista.

Na svakoj diferencijabilnoj mnogostrukosti postoji beskonacno mnogo koneksija. Od posebnog
interesa u ovoj tezi bi¢e nesimetricne linearne koneksije. Geometrijom takvih koneksija su se bavili
na primer E. Brinis, F. Graif, M. Pastori, M. Prvanovi¢, S.M. Min¢i¢ i mnogi drugi. Hajzenberg je
1917. godine prvi uveo pojam linearne koneksije koja nije neophodno simetri¢na. U slucaju nesi-
metri¢ne linearne koneksije postoji ¢ak 5 linearno nezavisnih tenzora krivine [47]. Jedan od najvecih
matematicara danasnjice M. Gromov je o Rimanovom tenzoru krivine rekao sledece: ,,Tenzor kri-
vine Rimanove mnogostrukosti je maleno ¢udovisSte polilinearne algebre ¢ija potpuna geometrijska
interpretacija ostaje nejasna‘.

Kao specijalan slucaj generalisanih Rimanovih prostora definiSu se generalisani elipticki, hiper-
bolicki 1 paraboli¢ki Kelerovi prostori, pogledati [52, 58, 61]. U ovoj tezi se razmatraju holomorfno
projektivna preslikavanjima generalisanih hiperbolickih Kelerovih prostora, kao i uopStenjima kako
pomenutih prostora tako i1 preslikavanjima medu njima. Takode, razmatraju se i holomorfno projek-
tivna preslikavanja generalisanih eliptic¢kih i parabolickih Kelerovih prostora, kao i sistemi parcijalnih
diferencijalnih jednacina za egzistenciju nekih specijalnih infinitezimalnih transformacija mnogostru-
kosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom. Teza se sastoji iz sedam poglavlja, i to:

1 Pregled osnovnih pojmova teorije mnogostrukosti sa linearnom koneksijom

2 Specijalna skoro geodezijska preslikavanja prvog tipa mnogostrukosti sa linearnom koneksijom

3 Generalisani elipticki Kelerovi prostori

4 Generalisani hiperbolicki Kelerovi prostori

v



5 Generalisane parabolicke Kelerove mnogostrukosti

6 Specijalna skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa mnogostrukosti sa nesimetri¢nom line-
arnom koneksijom

7 F-planarna preslikavanja 1 transformacije mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom konek-
sijom.

Prvo poglavlje se sastoji od pet odeljaka. Prvi odeljak je posveen mnogostrukostima sa sime-
tricnom linearnom koneksijom. DefiniSe se najpre pojam mnogostrukosti, a zatim tangetni prostor,
vektorska i tenzorska polja, linearna koneksija i tenzor krivine. Drugi odeljak se koncentriSe na Ri-
manove mnogostrukosti, pri ¢emu je posebna paznja posvecena Rimanovoj metrici. U treem odeljku
je dat pregled rezultata koji se ticu mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom, a koje
¢emo kasnije tokom &itave disertacije koristiti. Cetvrti odeljak je posveéen Ajzenhartovim generalisa-
nim Rimanovim prostorima. Podsetili smo se kako je L.P. Ajzenhart eksplicitno definisao koneksiju
pomocu generalisane Rimanove metrike. Takode, navedene su osobine Rimanovih tenzora krivine
tipa (0,4) izvedenih od strane S.M. Min¢i¢a. Kona¢no, u petom odeljku su dati osnovni pojmovi koji
se ticu preslikavanja mnogostrukosti sa linearnim koneksijama, a koji ¢e nam biti neophodni za dalje
izlaganje.

Drugo poglavlje se sastoji od dva odeljka. Prvi odeljak je posveéen skoro geodezijskim preslikava-
njima mnogostrukosti sa simetriniom linearnom koneksijom. U ovom odeljku je dat pregled definicija
skoro geodezijskih linija i skoro geodezijskih preslikavanja mnogostrukosti sa simetri¢cnom linear-
nom koneksijom, koje je dao N.S. Sinjukov [71, 72]. Zatim su dati potrebni i dovoljni uslovi za skoro
geodezijska preslikavanja sa nesimetri¢nom linearnom koneksijom koje su dali V.E. Berezovski, J.
Mikes 1 A. VanZurova [5]. Drugi odeljak je posve¢em skoro geodezijskim linijama i skoro geodezij-
skim preslikavanjima mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom [66, 75]. Takode, u
ovom odeljku su prezentovani rezultati koji se ticu specijalnih skoro geodezijskih preslikavanja prvog
tipa mnogostrukosti sa nesimeti¢nom linearnom koneksijom [64].

TreCe poglavlje se sastoji od Cetiri odeljka. U prvom odeljku su posmatrana holomorfno pro-
jektivna preslikavanja generalisanih eliptic¢kih Kelerovih prostora i pronadena su dva nova neline-
arna sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina za egzistenciju takvih preslikavanja. Drugi odeljak
je posvecéen ekvitorzionim holomorfno projektivna preslikavanja generalisanih eliptickih Kelerovih
prostora, pomenuti nelinearni sistemi iz prvog odeljka su transformisani su u linearne sisteme sledeci
ideju V.V. DomaSeva i J. Mikesa [7]. U treCem odeljku su definisani novi generalisani elipticki Ke-
lerovi prostori, dok su u Cetvrtom odeljku posmatrana holomorfno projektivna, kao i ekvitorziona
holomorfno projektivna preslikavanja medu takvim prostorima.

Cetvrto poglavlje je centralno poglavlje ove doktorske disertacije i ve¢im delom je bazirano na
rezulatatima rada [58]. U prvom odeljku su definisani generalisani hiperbolicki Kelerovi prostori i
pokazane odredene osobine koje poseduju tenzori krivine takvih prostora. U drugom odeljku se po-
smatraju holomorfno projektivna i ekvitorziona holomorfno projektivna preslikavanja generalisanih
hiperbolickih Kelerovih prostora i dokazana je invarijatnost odredenih geometrijskih objekata i jed-
nog tenzora pri takvim preslikavanjima. Tre¢i odeljak sadrZi otvoreni problem, a to je pronalaZenje
svih mogucih tenzora invarijantnih pri ekvitorzionim holomorfno projektivnim preslikavanjima ge-
neralisanih hiperboli¢kih Kelerovih prostora. U Cetvrtom odeljku su definisani novi generalisani hi-
perbolicki Kelerovi prostori i u petom odeljku su posmatrana ekvitorziona holomorfno projektivna
preslikavanja medu takvim prostorima.

Peto poglavlje se sastoji od tri odeljka. U prvom odeljku su definisane generalisane m-parabolicke
Kelerove mnogostrukosti i posmatrana su holomorfno projektivna preslikavanja medu takvim mnogo-
strukostima [42, 61]. U drugom odeljku su uvedena specijalna kanonicka specijalna kanonicka skoro
geodezijska preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora i pronalaze se neki invarijantni geome-



trijski objekti pri takvim preslikavanjima [19, 60]. Trec¢i odeljak je posvecen specijalnim kanonickim
preslikavanjima medu generalisanim parabolickim Kelerove mnogostrukostima [19, 60].

Sesto poglavlje se sastoji od tri odeljka. U prvom odeljku su osnovne jednadine skoro geodezijskih
preslikavanja drugog tipa mnogostrukosti sa nesimetri¢cnom linearnom koneksijom transformisane u
mesSoviti sistem Kosijevog tipa. U drugom 1 treCem odeljku su uvedena specijalna skoro geodezij-
ska preslikavanja drugog tipa mnogostrukosti sa nesimetri¢cnom linearnom koneksijom, generalisanih
Rimanovih i generalisanih eliptic¢kih i hiperbolickih Kelerovih prostora [59].

Sedmo poglavlje je posveéeno F-planarnim preslikavanjima i transformacijama mnogostruko-
sti sa linearnom koneksijom koje su uveli J. MikeS i N.S. Sinjukov [40]. U prvom odeljku je dat
pregled F-planarnih preslikavanja mnogostrukosti sa simetricnom i nesimetri¢cnom linearnom konek-
sijom. U drugom odeljku su dati novi sistemi parcijalnih diferencijalnih jednacina za egzistenciju
infinitezimalnih F-planarnih transformacija mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom
[65]. Kao specijalan slucaj, u treCem i Cetvrtom odeljku, dobijaju se sistemi parcijalnih diferencijal-
nih jednacina za egzistenciju infinitezimalnih geodezijskih i holomorfno projektivnih transfromacija
generalisanih Rimanovih, eliptickih i hiperbolickih Kelerovih prostora.
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Poglavlje 1

Pregled osnovnih pojmova teorije
mnogostrukosti sa linearnom koneksijom

U ovom poglavlju ¢emo dati najpre kratak pregled osnovnih pojmova koji se ticu mnogostrukosti
sa simetri¢nom linearnom koneksijom i Rimanovih mnogostrukosti. Izlaganje ¢emo nastaviti o mno-
gostrukostima sa nesimetricnom linearnom koneksijom i Ajzenhartovim generalisanim Rimanovim
prostorima. Konac¢no, izlaganje ¢emo zavrSiti pojmovima koji su nam neophodni za posmatranje pre-
slikavanja i transformacija mnogostrukosti sa linearnom koneksijom. Svi delovi ovog poglavlja su
poznati i pojedini delovi se mogu naéi u monografijama i knjigama [8, 13, 31, 32, 37, 41, 54, 56].

1.1 Mnogostrukosti sa linearnom koneksijom

Osnovna ideja diferencijalne geometrije ,,aproksimacija‘“ geometrijskih objekata linearnim objek-
tima. Stoga ¢emo se u ovoj sekciji podsetiti kako pojma diferenicijabilne mnogostrukosti tako i
osnovnih pojmova multilinearne algebre, tangetnog vektora i tangetnog prostora, vektorskih i tenzor-
skih polja, a zatim linearne koneksije i1 tenzora krivine mnogostrukosti sa linearnom koneksijom.

1.1.1 Pojam mnogostrukosti

Zbog prirodnog postojanja prostora koji ni na koji nacin ne mogu biti smeSteni kao hiperpovrsi
u ambijentni prostor, kao na primer Poenkareova gornja poluravan kao model Neeuklidske geome-
trije, kao 1 prostor-vreme koji se razmatra u teoriji relativnosti, jako je vazna moguénost definisa-
nja ,,unutrasnje geometrije” bez pozivanja na spoljasnji (ambijentni) prostor R”*!. Da bi se u tome
uspelo bilo je neophodno saznanje, sa jedne strane da je ,,prva fundamentalna forma* nezavisna od
spoljasnjeg (ambijentnog) prostora R"*!, kao i Gaus-Boneova teorema, dok je sa druge strane, sa
globalnog aspekta, bilo vazno uvesti pojam ,,mnogostrukosti*. Pojam diferencijabilne mnogostruko-
sti igra esencijalnu ulogu u produzavanju diferencijalnog racuna sa realnog n-dimenzionog prostora
R" na opstije prostore.

Definicija 1.1.1 (Diferencijabilna mnogostrukost). Diferencijabilna mnogostrukost dimenzije n je
skup M zajedno sa familijom injektivnih preslikavanja @; : U; — R", i € I, otvorenih skupova Uj,
i € I uR" takvih da su ispunjeni sledeci uslovi:

(a) M =Uic; ¢:(Ui),
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e
v

Slika 1.1: Karte na diferencijabilnoj mnogostrukosti

(b) za svaki par indekasa i, j € I takvih da je ¢;(U;) N @;(U;) = W # 0 skupovi ¢ ' (W) i QDJ-_I(W)
su otvoreni u R" i preslikavanje @;o (pj*l Jje diferencijabilno.

Ureden par (U;, ¢;) takav da p € ¢;(U;) naziva se parametrizacija ili sistem koordinata mnogostrukosti
M u tacki p. Skup @;(U;) naziva se koordinatna okolina tacke p. Familija {(U;, @;) }icr koja ispunjava
uslove (a) i (b) naziva se diferencijabilna struktura na mnogostrukosti M.

Karta na diferencijabilnoj mnogostrukosti M je ureden par (U, ¢), gde je U C M otvoren skup, dok
je ¢ : U — ¢(U) homeomorfizam.Dve karte (U;, ¢;) i (U}, @;) na diferencijabilnoj mnogostrukosti
M indukuju preslikavanje @; o (pj*1 1 @j(UinU;) — ¢;(U;NUj), videti Sliku 1.1. Ukoliko je funkcija
@;o (pj_1 iz Definicije 1.1.1 r puta neprekidno diferencijabilna, t.j. klase C" mnogostrukost M naziva se
C"-mnogostrukost. U nastavku ¢emo pod terminom diferencijabilna mnogostrukost uvek smatrati da
se radi o C"-mnogostrukosti, gde je r dovoljno veliki prirodan broj. Takode, uvek ¢emo pretpostavljati
da mnogostrukosti zadovoljavaju T;-aksiomu, t.j. da se radi o Hausdorfovom topoloSkom prostoru.

1.1.2 Tangetni prostor

Neka je M n-dimenziona diferencijabilna mnogostrukost i p € M fiksirana tacka. Tangetnim pro-
storom na mnogostrukosti M u tacki p smatraCemo n-dimenzion skup ,,vektora pravaca*, sa po¢etkom
u tacki p ka svim pravcima na mnogostrukosti M. PoSto nema ambijentnog prostora, ovaj pojam je
unutra$njeg karaktera. Postoji viSe nacina da se uvede pojam tangetnog vektora na mnogostrukosti.

Definicija 1.1.2 (Geometrijska definicija). Tangetni vektor na mnogostrukosti M u tacki p € M je
klasa ekvivalencije diferencijabilnih krivih ¢ : (—€,€) — M koje ispunjavaju uslov ¢(0) = p, gde je
relacija ekvivalencije ~ definisana sa

cv et (@oc)(0) = (@oc)(0),

za svaku kartu (U, @) koja sadrZi tacku p.
Ukratko: tangetni vektori su tangente krivih koje leZe na mnogostrukosti.

Definicija 1.1.3 (Algebarska definicija). Tangetni vektor X u tacki p € M je diferenciranje (operator
diferenciranja) definisan na skupu

Fp(M) :={f : M — R|f je diferencijabilna}/ ~,
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gde je relacija ekvivalencije ~ definisana deklarisuci da je f ~ f* ako i samo ako se funkcije f i f*
poklapaju u okolini tacke p. Za vrednost X (f) kazemo da je izvod funkcije f u pravcu vektora X.

Ova definicija se moZe preciznije formulisati na slede¢i nacin: X je preslikavanje X : #,(M) — R
sa osobinama

o X(af+Bg)=0oX(f)+BX(g), o,BeER f,g€.Fp(M), (R-linearnost)

o X(f-g)=X(f) &(p)+f(p) X(g)zaf,ge Fp(M). (zakon proizvoda)

(Da bi ova pravila imala smisla funkcije f i g moraju biti definisane u okolini tacke p).
Ukratko: tangetni vektori su diferenciranja na skalarnim funkcijama.

Definicija 1.1.4 (Fizicka definicija). Tangetni vektor u tacki p € M je definisan kao n-torka realnih
brojeva (a')i—1,..., u koordinatnom sistemu Xt (t.j. u karti), na takav nacin da u bilo kom dru-
gom koordinatnom sistemu %, ... %" (tj. u bilo kojoj drugoj karti) isti vektor je dat odgovarajucom

n-torkom (@')i—1...n, gde je
a= Z 8xl

Ukratko: tangetni vektori su elementi prostora R" Cije se koordinate pri promeni koordinatnog si-
stema transformisu na poseban nacin.

Definicija 1.1.5 (Tangetni prostor). Tangetni prostor 7,M na mnogostrukosti M u tacki p € M je skup
svih tangetnih vektora u tacki p. Po definiciji T,M i TyM su disjuntni za razlicite tacke p i q.

Za otvoren skup U C R”, tangetni prostor se identifikuje prostorom 7T,U := {p} x R" koji je
snabdeven standardnom bazom (p,ey),...,(p,e,). Vektor ¢; odgovara krivoj ci(t) == p+t-e; (geo-

metrijska definicija) i diferenciranje je dato parcijalnim izvodom f > 8

(algebarska definicija).

Specijalni tangetni vektori (u algebarskoj definiciji) su parcijalni 1zv0d1 5

» definisani sa

9
oxi

Y

o(p)

_ 0 I(foep™')
p(f. Ixilp Jul ‘

. . v « .. R 0
u karti (U, @) koja sadrZi tacku p. Koristi se jo§ i oznaka d;|, umesto 7 |p.

Teorema 1.1.1. Tangetni prostor u tacki p na n-dimenzionoj diferencijabilnoj mnogostrukosti M je
n-dimenzion realan vektorski prostor koji je u bilo kom koordinatnom sistemu x', ... . x", u datoj karti,
razapet vektorima

92
axl P

Za bilo koji tangetni vektor X u tacki p imamo

- ; 9x’

9
T oxn

p
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1.1.3 Vektorska i tenzorska polja

Iz Teoreme 1.1.1 vidimo da su komponente tangetnog vektora X (x') izvodi koordinatnih funkcija
x' u pravcu X.

Definicija 1.1.6 (Vektorsko polje). Diferencijabilno vektorsko polje na diferencijabilnoj mnogostru-
kosti M je pridruZivanje tacki p € M vektora X, € T,M takvo da u svakoj karti (U, @), ¢ :U =V sa
koordinatama x',. .., x", kooficijenti X' : U — R u reprezentaciji

" iy O
Xp:;Xl(P)ﬁ

p
Jesu diferencijabilne funkcije.

Za skalarnu funkciju f : M — R simbol fX oznacava vektorsko polje (fX), := f(p) - X, (moze
se reci da je skup vektorskih polja modul nad prstenom funkcija f definisanih na M), dok simbol
Xf = X(f) oznacava funkciju X f(p) := X,,(f) (drugim rec¢ima, X f je izvod funkcije f u pravcu
vektorskog polja X).

Neka su Vi,...,Viy 1 W realni vektorski prostori. Preslikavanje F : V) x ... xVy — W je R-
multilinearno ako je R-linearno u svakom ,,slotu®, $to znaCi da je za svaki 1 <i<siv; €V; (j #1),
preslikavanje

V=AWV, Vis 1,V Vi 1y, V),

R-linearno.

Definicija 1.1.7. Neka je V realan vektorski prostor i V* njemu dualan vektorski prostor. Neka su
r>0is >0 celi brojevi takvi da je (r,s) # (0,0). Multilinearna funkcija F : (V*)" x V* — R naziva
se tenzor tipa (r,s) nad vektorskim prostorom V kontravarijantnog stepena r i kovarijantnog stepena s.

Skup svih tenzora tipa (r,s) nad vektorskim prostorom V oznacava se 7, (V). Tenzori iz skupa
Ty (V') nazivaju se kontravarijantni tenzori, specijalno elementi skupa TO1 (V) =V nazivaju se kontra-
varijantni vektori ili 1-forme. Elementi prostora T (V) nazivaju se kovarijantni tenzori, specijalno,
elementi skupa 7(V) = V* nazivaju se kovarijantni vektori ili linearne forme.

Skup T} (V) je vektorski prostor sa operacijama sabiranja odnosno oduzimanja

(A£B)(0!,..., 0" vy,...,vs) =
Ao, 0" v,....v) £B(@',...,0"vi,...,v),
1 mnoZenja realnim brojevima
(rA)(a)],...,a)r,vl,...,vs) :rA(a)l,...,a)',vl,...,vs).

Pored operacija sabiranja odnosno oduzimanja koje su definisane za tenzore istog tipa, bilo koja
dva tenzora prozvoljnog tipa moZemo mnoziti. Neka su A € T)(V) i B € T} (V), tada je tenzor

A®B e ]}qu (V) tenzorski proizvod tenzora A i B definisan sa

(ARB)(®',...,0 P v, . vsy) =

r+1
.

Alo',..., 0" v,...,vs)B(® @O v ve).

Tenzorsko polje tipa (r,s) na mnogostrukosti M moZe biti definisano kao tenzor tipa (r,s) nad
F (M)-modulom 2" (M), tj. kao .7 (M)-linearno preslikavanje

A M) x 2 (M) — F(M),
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gde Z°(M) oznacava skup svih diferencijabilnih vektorskih polja na mnogostrukosti M, 2 ™*(M)
oznacava skup svih 1-formi na mnogostrukosti M, Z*(M)" = Z*(M) x --- x Z*(M) i Z'(M)* =
X (M) X x Z(M).

Takode, tenzorsko polje tipa (r,s) na mnogostrukosti M se moze definisati kao preslikavanje koje
svakoj tacki p € M pridruzuje tenzor A, tipa (7, s) na tangetnom prostoru 7,M u tacki p, t.j.

Ap (T,M)* x ... x (T,M)" < (T,M) x ... x (TyM) — R,

I puta S puta

pri ¢emu je pridruZivanje p — A, diferencijabilno ili glatko.
Neka je (U, ), ¢ = (x'), karta na mnogostrukosti M. Baza prostora svih tenzora tipa (r,s) data je

sa
d 0 ; .
2| 5. | wddt] @ @ dds )
<axll P ® ® axlr P ® ’p ® ® |p ila"-virajla"'7jS:lv"'7n
gde je
d ; d d
_ Js ki r N
(axi1p® ® dx |,,)(dx e T )
k ky j s

=5 8t .51111 ..... 5&

Poredenjem odgovarajucih koeficijenata dobijamo koeficijente tenzora

_ il...0r :
Ap = ZA]‘]]‘ . pper R ® e ®dx11 Q- @dx/ ’

a kada primenimo prethodni izraz na elemente baze dobijamo

d d

ey _ i ir
A Ap(dx",... dx ,—ale,...,—axjs).

Jieds —

Posmatrajmo sada jo$ jednu kartu (U’, ¢'), ¢’ = (x"') na mnogostrukosti M, takvu da je UNU’ # @,
pri ¢emu je promena koordinata data sa

=X X)X =x ).
S obzirom da je
. Jm . /q
aein = 9" gy 9 9 X%
ax''r dxt  dx4 Ix

lako moZemo pronaci da se u preseku koordinatnih okolina U NU’, tenzorske komponente trans-
formiSu prema dobro poznatoj formuli

B Ol dxir 9 ‘“3x/qu,pl_,,p,(x/) (1.1)
Cox'P QX! Qxt dxls 1t ' .

i
Ajll...;s (x)

Date funkcije Aj-ll'l‘.'.’.j’.‘? (x) u koordinatnim okolinama odreduju tenzor ukoliko u preseku dveju koordi-
natnih okolina zadovoljavaju zakon transformacije (1.1). Pretpostavlja¢emo da su tenzori i svi ostali
geometrijski objekti koje cemo koristiti dovoljan broj puta neprekidno diferencijabilni, t.j. da pri-
padaju klasi C" za dovoljno veliki prirodan broj r. Za bilo koji tenzor A tipa (r,s), gde je r > 2 i
s > 2, definiSemo tenzor koji je simetrican u odnosu na par ,,gornjih* odnosno ,,donjih* indekasa,

respektivno, u smislu operacije koja se zove simetrizacija bez deljenja i oznacava se (, ). Takode,
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definiSemo tenzor antisimetriCan po paru indekasa istog tipa, u smislu operacije koja se zove antisi-

metrizacija bez deljenja i oznaCava [, |. Na primer,
e ARl Al
(J1J2)---Js J1J2J3-Js 2135’
i
ey pdleiy pileir
1j2]--Js J1j2j3-Js J2J1J3eJs”

Primedba 1.1.1. U multilinearnoj algebri tenzori se definisu kao elementi prostora koji se naziva
tenzorski proizvod, u smislu sledecih kanonskih izomorfizama, t.j. linearnih preslikavanja:

Mult((TpM*)’7 (T,,M)S;R) >~ Hom((® T,M*) @ ((é) T,,M);R)
i—1 =1

= (@TM") & (QTyM)) = (@ T,M) & (QT;M)"
i=1 j=1 i=1 j=1

gde Mult oznacava skup multilinearnih preslikavanja, a Hom oznacava skup homomorfizama.

Definicija 1.1.8 (Trag tenzora). Neka je A tenzor tipa (1,1), A, : T,M — T,M. Definisimo kontrakciju
ili trag CA sa
CAlp =Tr(Ap) = Z(ApEbEi)a

1

gde je Ey,...,E, ortonormirana baza za T,M. U proizvoljnoj bazi by,...,b, takvoj da je Ab; =
ZiA’jbi, trag se moZe izraziti formulom Y ; Al, kao Sto je i uobicajeno.
Neka je A tenzor tipa (1,s). Tada za svakii € {1,...,s} i fiksirane vektore X, j # i,

AXy, . X1, — Xiv 1, -5 Xs)
je tenzor tipa (1,1), &ija se kontrakcija (ili trag) oznacava CiA:
n
CAX1,.... Xi—1,Xit1,--,Xs) = Z(A(Xl,...,X,-,l,Ej,XiH,...,XS),Ej).
=1
Trag tenzora A tipa (1,s) je tenzor GiA tipa (0,5 — 1).

Primedba 1.1.2. Uobicajeno koriséenje traga matrice nema smisla u slucaju tenzora tipa (0,2).
Umesto toga moramo posmatrati trag pridruZenog tenzora tipa (1,1): neka je A tenzor tipa (0,2) i
neka je A* pridruzeni tenzor tipa (1,1), definisan relacijom

A(X,Y) = (A'X,Y) = g(A*X,Y),
sada definisemo TrgA := TrA®.

U Ricijevoj notaciji, Tr(Aj-) se jednostavno oznaCava A'.

U slucaju Rimanove metrike ima¢emo Trg(g) = n. U slucaju indefinitne metrike, treba imati
u vidu Cinjenicu da u ortonormiranoj bazi Ey,...,E,, za koju vazZi (E;, E;) = §;;&;, vektor X ima
reprezentaciju X = Y, &(X, E;)E;. Shodno tome, formula za trag glasi

Tr(A) = Y A} = ) &(AE; Ey).



1.1. Mnogostrukosti sa linearnom koneksijom

1.1.4 Linearna koneksija i tenzor krivine

Da bismo mogli da poredimo vrednosti vektorskih polja u razliitim tackama diferencijabilne
mnogostrukosti, odnosno da bismo mogli da ,,povezujemo* dovoljno bliske tangetne prostore na mno-
gostrukosti, neophodan nam je pojam linearne koneksije (povezanosti). Kao sinonim pojma ,,linearna
koneksija*“ vrlo Cesto se koristi termin ,,afina koneksija®, Sto ¢e biti slucaj i u ovoj disertaciji. Na-
pomenimo da se u nekim knjigama pravi razlika izmedu pojmova afine i linearne koneksije, kao na
primer u [56].

Definicija 1.1.9 (Linearna koneksija). Linearna koneksija V na diferencijabilnoj mnogostrukosti M
je preslikavanje
(X,Y) — VxY,

koje paru diferencijabilnih vektorskih polja X i Y pridruZuje trece diferencijabilno vektorsko polje
VxY tako da su ispunjeni sledeci uslovi:

(l) VfX1+gX2Y :fVX1Y+gVX2Y;

(ii) Vx(aY)+bY>) =aVxY| +bVxYs,
(iii) Vx(fY) = f-Vx¥ +(X(f))-Y,
za funkcije f,g € C*(M) i a,b € R.
Teorema 1.1.2. Svaka mnogostrukost dopusta linearnu koneksiju.

Proverimo sada kako se linearna koneksija izrazava u svojim komponentama u karti (U, ¢) mno-
gostrukosti M. Oznacimo i-to koordinatno vektorsko polje E; karte (U, @), koje je u tacki p € U
reprezentovano krivom ¢ — @~ (¢@(p) +te;). Drugim redima za datu realno-vrednosnu funkciju f
definisanu na U, E;f = d;(f o ¢~ !). Proizvoljna vektorska polja X i Y su izraZena sa X = X'E; i
Y =Y/E}, gde su X' i Y/ realno-vrednosne funkcije definisane na U. KoristeCi osobine linearne
koneksije imamo .

VxY = Vx (Y/E;)
= (XY))E;+Y'VyipE;
= (XY))E;+X'Y/VEE;
= XY E+ XYL Ey
= (XY + XYL}, Ex.

Lema 1.1.1. Pretpostavimo da je M mnogostrukost prekrivena samo jednom kartom. Tada postoji 1 —
1 korespondencija izmedu linearnih koneksija na M i izbora n® glatkih funkcija {Lflj} na M odredenih

pravilom ' o
VxY = (X'0Y* + X'YIT};) 0.

Definicija 1.1.10 (Liova zagrada). Neka su X i Y dva (diferencijabilna) vektorska polja na mnogo-
strukosti M i neka je f: M — R diferencijabilna funkcija. Relacijom

(X, Y](f) == XY (f) =Y (X(f))

se definiSe vektorsko polje [X,Y], koje se naziva Liova zagrada vektorskih polja X i Y i oznacava se
ZxY. Utacki p € M imamo [X,Y],(f) =X,(Yf) —Y,(Xf).



1.1. Mnogostrukosti sa linearnom koneksijom

Tenzor krivine R linearne koneksije V je tenzorsko polje tipa (1,3) definisano sa
R(X.Y)Z=VxVyZ—VyVxZ— Vi yZ.
Tenzor krivine R moZe se predstaviti pomocu lokalnih komponenti R?jk sa
R = R0, @ dx' @ dx/ @ dx*,

gde je
h h
n oLy 9L
kT oxk Oxi
Primedba 1.1.3. U literaturi se vrlo Cesto za tenzor krivine uzima suprotni znak, t.j. tenzor krivine se
definise na sledeci nacin

+LiLYy — Ly LY.

R(X,Y)Z=VyVxZ~VxVyZ—VyxZ.
Isto vaZi i za komponente tenzora krivine Rl’.’jk koje su vrlo Cesto odredene sa
h h

L L
h ik 1] rrh rrh
Rije = 5.5~ 93k T Lishre = L)

Definicija 1.1.11 (Diferenciranje tenzorskih polja). Neka je A tenzor tipa (r,s) i neka je Z proizvoljno
fiksirano vektorsko polje. Kovarijantni izvod tenzorskog polja A u pravcu vektorskog polja Z je dat sa

(VZA) (XL, .. X", X)) =V (AKX, .. XY, )

.
+Y A, XL VX XX, Y)
i=1
r . . .
—Y A Xy, YL vy YY),
j=1

Takode, V 7A je tenzorsko polje tipa (r,s), dok je VA tenzorsko polje tipa (r,s + 1) odredeno formulom
(VAY(Z,XY,... X" 1,....Ys) = (VZA) (XL, ... X", Y,....Y,).

U Ricijevom racunu notacija je sledeca

...l __ l‘]...l,: 31 ].)12....1,’ 1) l‘]pl3....lr
VkAjl,..j_y - axkA]1~»-]s+Lkijl-~]s +LkpA]1...js

o ir Al102-ip—1P
+ +LkPAjl---js

gD Allelr gD gl
ijlAP]2-~-Js ijzAJIPJ3~-~Js

._JP l'.l.:.ir.
kjs* Jj1j2---Js—1P"

Teorema 1.1.3. Tenzor krivine R simetricne linearne koneksije V poseduje sledece osobine:
1. R(X,Y)Z=—-R(Y,X)Z,
2. RX,Y)Z+R(Y,Z) X +R(Z,X)Y =0,

3. (VxR)(Y,Z)V + (VyR)(Z,X)V + (VZR)(X,Y)V = 0.



1.2. Rimanova mnogostrukost

U Ricijevom racunu prethodne jednacine glase:

h o _ _ph
L Ry = —Rij

h h hno_
2. Ry + Ry + Ry =0,

.Rh .ph h
3. ViRl + VRl + iR}, = 0.
Identitet 2. u Teoremi 1.1.3 naziva se prvi Bjankijev identitet ili samo Bjankijev identitet, dok
se za identitet 3. u Teoremi 1.1.3 koristi tradicionalan naziv drugi Bjankijev identitet ili sve CeSée
ilustrativniji termin diferencijalni identitet.

Definicija 1.1.12 (Ricijev tenzor). Prva kontrakcija tenzora krivine R(X,Y)Z linearne koneksije data

sa
(C\R)(Y,Z) =Tr(X - R(X,Y)Z)
naziva se Ricijev tenzor i oznacava se Ric(Y,Z), ili kratko Ric = C\R. U Ricijevoj notaciji Ri¢ijev

tenzor je definisan sa R;; = Rf}p.

1.2 Rimanova mnogostrukost

Prva fundamentalna forma elementarne povrsi je skalarni proizvod koji je definisan kao restrikcija
uobicajenog Euklidskog skalarnog proizvoda na svaki tangetni prostor. Medutim, u slucaju kada
ambijentni prostor ne postoji potrebno je pronaci nacin na koji bi se definisao skalarni proizvod na
svakom tangetnom prostoru.

Prostor L*(T,M;R) = {a : T,M x T,M — R | ¢t je bilinearno} ima bazu

{dx'|, @dx/|, |i,j=1,...,n},
gde dx’ &ine dualnu bazu u dualnom prostoru

(T,M)" = L(T,M;R),

] i‘ 5o 1, akojei=j,
P\ oxilp J 0, akojei#j.
Bilinearne forme dx'|, ® dx/|, su definisane svojim vrednostima na baznim elementima (vrednosti na
ostalim elementima ¢e se lako dobiti koriste¢i osobinu linearnosti)

definisanu sa

~ ; d d _— 1, akojei=kij=1
! J -_— _— = ! J = ) ’
(dx |p®dx |p)(8x")p’ &xl‘p) ' 6k6[ { O, inace.

Uzimajuci bazne elemente za argumente, iz reprezentacije

@ = Zo‘ij '], @y,
irj

(0 0
T\ oxi T oxi )

U Ricijevom raCunu, forma o se reprezentuje tenzorom ;.

dobijamo slede¢i izraz



1.2. Rimanova mnogostrukost

Definicija 1.2.1 (Rimanova metrika, Rimanova mnogostrukost). Rimanova metrika g na mnogostru-
kosti M je pridruzivanje p — g(p) € L*(T,M;R) koje ispunjava sledece uslove:

1. g,(X,Y)=g,(Y,X) za sve X,Y, (simetricnost)
2. gp(X,X) >0za X #0, (pozitivna definitnost)

3. Koeficijenti g;;j u svakoj lokalnoj reprezentaciji, t.j. u svakoj karti

8p = Zgij(l’) 'dxi|p ®dxj’p
i,j

Jjesu diferencijabilne funkcije. (diferencijabilnost)
Ureden par (M, g) naziva se Rimanova mnogostrukost.

Kada se govori o Rimanova metrici Cesto se upotrebljava termin metricki tenzor. U lokalnim
koordinatama metricki tenzor je dat matricom funkcija (g;;). U Ricijevom racunu se jednostavno
koristi notacija g;;.

Rimanova metrika g definiSe u svakoj tacki p unutraSnji proizvod g, na tangetnom prostoru 7,M,
stoga se Cesto koristi notacija (X,Y) umesto g,(X,Y). Pojmovi uglova i duzina su odredeni ovim
unutras$njim proizvodom, kao $to su isti ovi pojmovi odredeni prvom fundamentalnom formom na
elementarnim povr§ima. DuZina, odnosno norma vektora X je data sa || X || := 1/g(X,X), dok je ugao
B izmedu dva tangetna vektora X i Y odreden relacijom cosf - | X|| - [|[Y|| = g(X,Y).

Ukoliko se uslov pozitivne definitnosti zameni slabijim uslovom nedegenerisanosti ($to znaci da
g(X,Y) =0 za sve Y implicira X = 0), onda se dolazi do pojma pseudo-Rimanove mnogostrukosti.
Kao specijalan slu¢aj imamo Lorencovu metriku, koja je metrika signature (—,+,+,+), takve me-
trike imaju vaznu ulogu u opstoj teoriji relativnosti. U ovom slucaju tangetni prostori se modeluju
prostorom Mikovskog R‘l‘ (umesto Euklidskim prostorom) sa metrikom

1000
O O O
@)=1 0 01 0

0 00 1

Tenzor g;; u opstoj teoriji relativnosti igra ulogu gravitacionog potencijala ili gravitacionog polja.
On daje metricku formu na mnogostrukosti imajuci u vidu gravitaciju koja dolazi od materije koja je
sadrZana u prostoru.

Generalisani inverzi u prostorima sa indefinitnom metrikom jesu aktuelna tema linearne algebre.
Neke vrste generalisanih inverza u prostorima sa indefinitnim unutra$njim proizvodom posmatrane
su u radovima [1, 63].

Teorema 1.2.1. Na svakoj Rimanovoj mnogostrukosti (M, g) postoji jedinstvena linearna koneksija
V koja ispunjava uslove

(i) X(g(Y,2)) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ), (kompatibilnost sa metrikom)
(ii) VxY —VyX —[X,Y] =0, (simetri¢nost)

pri Cemu je [-,-] Liova zagrada.

10



1.2. Rimanova mnogostrukost

Jedinstvena koneksija iz Teoreme 1.2.1 naziva se Rimanova koneksija ili koneksija Levi-Civita i
odredena je formulom

2UVxY,Z) =X (Y, Z)+Y(X,Z) - Z(X,Y)
- <Y7 [XvZD - <X7 [Y7Z]> - <Z7 [YvX]>~

Tenzor krivine R Rimanove mnogostrukosti M je tenzorsko polje tipa (1,3) definisano sa
R(X,Y)Z =VxVyZ—VyVxZ Vi yZ,

gde je V Rimanova koneksija na M.
U Ricijevom racunu komponente tenzora krivine Rimanove mnogostrukosti su odredene na sledeci

nacin 5 3 3 3
R(W a—) v~ LRug

h h

LYY

KT oxk Ox

Funkcije I” f’] se nazivaju Kristofelovi simboli i eksplicitno su odredeni pomocu metri¢kog tenzora
1

gde je

h h
+ 17 — Tl

gij = (d;,0;) i njemu inverznog tenzora g/ := (g;;) ! na slede¢i nacin

1
Tij = 58" (9igjp + 9j8ip — Ipgis)-

Prethodna formula odreduje Rimanovu koneksiju u svakoj karti. Rimanov tenzor krivine R tipa (0,4)
definisan je sa
R(X,Y,Z,V):=(R(X,Y)Z,V) =g(R(X,Y)Z,V),

ili u komponentama
Riji = &siRjy-

Lema 1.2.1 (Osobine Rimanovog tenzora krivine). Rimanov tenzor krivine R tipa (0,4) poseduje
sledece osobine

1. (RIX,Y)Z,V)=—(R(X,Y)V.,Z),
2. (R(X,Y)Z,V)=(R(Z,V)X,Y).
U Ricijevom racunu prethodne jednacine glase
L. Rijut = —Rjins,
2. Rjji = Ruij-

Koristeéi algebarske simetrije Teoreme 1.1.3 1 Leme 1.2.1 osobine Rimanovog tenzora krivine
tipa (0,4) moZemo zapisati na slede¢i nacin

L. Rijii = —Rjiry = —Rijix = Ruijs
2. 3Rjjji; = Rijis + Rjkit + Ryiji = 0,

3. 3ViRjim = ViR jkim + V jRiitm + ViR jkim-

11



1.3. Mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

S
. —
a5\' /4
P(x" X Q(x'+dx)

Slika 1.2: Tenzor torzije

1.3 Mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

Primetimo da za odredivanje jedinstvene koneksije na Rimanovoj mnogostrukosti nije bio dovo-
ljan uslov kompatibilnosti sa Rimanovom metrikom (uslov (i) u Teoremi 1.2.1), ve¢ je bio neophodan
i uslov simetri¢nosti (uslov (ii) u Teoremi 1.2.1)

VxY —VyX —[X,Y] =0.

U slucaju kada linearna koneksija V nije simetricna mozemo posmatrati tenzorsko polje T tipa (1,2)
definisano sa
T(X,Y):=VxY — VyX — [X,Y],

koje se naziva tenzor torzije linearne koneksije, videti Sliku 1.2 [44]. Na mnogostrukosti M sa nesi-
metricnom linearnom koneksijom V druga nesimetri¢na linearna koneksija V je odredena na sledeci
1 2

nacin [68]
Vx¥ = VyX +[X.Y]. X.Y € T,(M),

gde [-,-] oznaCava Liovu zagradu.

Komponente nesimetri¢nih linearnih koneksija Y 1 Y jesu funkcije Lﬁ’j i L., respektivno, odredene

Ji
Sa

Yalaj = Lf;&h i Yalﬁj = L?iah.

Komponente simetricnog dela V nesimetri¢nih linearnih koneksija Y i Y jesu funkcije V.0; odredene
sa

;31‘0-]' L?J'C-h’
pri cemu je
1
lh h lh
ij 5( ij T ji)'

U slucaju simetri¢ne linearne koneksije postoji samo jedna vrsta kovarijantnog diferenciranja tenzor-
skih polja.

Imajuci u vidu nesimetri¢nost koeficijenata Lf-’j nesimetri¢ne linearne koneksije moguce je posma-

12



1.3. Mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

trati Cetiri vrste kovarijantnog diferenciranja tenzora a’;:

Yoty = = Oty Ly = Lyt
gmagzaiz hnd; -I-Linpaj —Li] ;a
Ymaﬂf“;gm: It + Ly = L i,
Yma;EClle ma +Linpaj _Lfm ;7

Napomenimo da je A. Ajnstajn [10] koristio prvu i drugu vrstu kovarijantnog diferenciranja tenzora.
Kovarijantno difereciranje u odnosu na linearnu koneksiju V koja je simetri¢an deo nesimetri¢nih
linearnih koneksija Y i g je odredeno sa

i i _gp i
Vmaj_a]; = ma +L a ij b

1.3.1 Tenzori krivine mnogostrukosti sa nesimetri¢cnom linearnom
koneksijom

Koristeci Cetiri vrste kovarijatnog diferenciranja S.M. Minci¢ je posmatrao razne identitete Ricijevog
tipa mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom [43, 44, 46, 45, 51] 1 pokazao da je
medu dvanaest tenzora krivine koji se javljaju u identitetima Ricijevog tipa mnogostrukosti sa nesi-
metriénom linearnom koneksijom pet linearno nezavisnih [47]. U nastavku ¢emo Koristiti sledecih
pet linearno nezavisnih tenzora krivine mnogostrukosti sa nesimetri¢cnom linearnom koneksijom:

R(X,Y)Z =VxVyZ—-VyVxZ—-VixyZ, 6=1,2;
9( ) VxVyZ=VyVxZ—=Vixy)
R(X, Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ+ VV)/XZ — VVXYZ;
3 271 172 21 12
R(X,Y)Z =VxVyZ—-VyVxZ+Vvy,xZ—Vy yZ;
RX.Y) XYY Y XA T Y x e Yy (1.2)
1
R(X,Y)Z =— (VvaZ —VyVxZ+VxVyZ —-VyVxZ
5 20171 271 272 12
+Vrx1Z+YyxZ)-
Na dalje ¢emo koristiti bazna vektorska polja
X=9;, Y=0;, Z=24,
u tom slucaju relacije iz (1.2) postaju
R(X7Y)Z :vayz— VyVXZ, 06— 1,2;
0 6 0 0 0
=VxVyZ—-VyV \% -V ;
§<X’Y)Z 2X1YZ 1Y2XZ+2YYXZ 1ZXYZ’
R(X,Y)Z =VxVyZ — Vyvxz—l—VVYXZ— VVXYZ;
4 271 12 22 I

1
R(X,Y)Z==(VxVyZ—VyVxZ+VxVyZ—VyVxZ).
5 2171 271 272 1" 2

13



1.3. Mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

Relacije medu tenzorima krivine § (60 =1,...,5) i tenzora krivine R su izvedene u radu [47]:

1 1 1
R(X.Y)Z=R(X,Y)Z+ 5VxT(Z,Y) = 3 WT(Z.X)+ T(T(Z,Y) X)

1
—ZT(T(Z,X),Y),

R(X,¥)Z=R(X,Y)Z - %VXT(Z,Y) + %VyT(ZX) + ;LT(T(Z,Y),X)
1
—T(T(Z.X).Y),
R(X,Y)Z =R(X,Y)Z+ %VXT(Z,Y) ¥ %VyT(Z,X) - %T(T(Z,Y),X)
+ %T(T(Z,X),Y) + %T(T(Y,X),Z),

1 1 1
R(X.Y)Z=R(X.Y)Z+V7T(Z.Y) + 5V T(Z.X) ~ ;T(T(Z.Y).X)

+ Z1‘T<T(z,x),1/) + %T(T(Y,X%Z),

R(X.Y)Z=R(X,Y)Z+ %T(T(Z,Y),X) + %T(T(Z,X),Y).

M. Prvanovi€ je u radu [68] posmatrala Cetiri tenzora krivine nesimetri¢ne linearne koneksije 1 dala
njihovu geometrijsku interpretaciju koriste¢i pojam paralelnog pomeranja u odnosu na nesimetricne
linearne koneksije Y 1 g Najpre ¢emo predstaviti geometrijske interpretacije dveju vrste paralel-

nog pomeranja i torzije koje je dala F. Graif u radu [18], a zatim ¢emo se osvrnuti na geometrijske
interpretacije tenzora krivine koje je dala M. Prvanovi€ [68].

Geometrijska interpretacija dveju vrsta paralelnog pomeranja i torzije. F. Graif [18] je dala
geometrijsku interpretaciju dveju vrsta paralelnog pomeranja i torzije, kao $to sledi. Posmatrajmo u
tangetnom prostoru povrsinski element odreden pomocu dva infinitezimalna vektora sa po¢etkom u
tacki P(x'), i neka su krajevi ovih vektora tacke Q(x' +dx') i R(x 4 8x').

Koristedi istu vrstu paralelnog pomeranja, na primer prvu vrstu, vektora dx’ duz 8x' i 8x' duz dx’,
dobi¢emo dve razlicite tacke S i T za krajeve. Zaista,

i i NS i (i i »
X —x cll(5x) ?(dx) (Lpm — Ly )dx? 0x™

. | (1.3)
= 2L}, dxP 8" = T}, dx"5x".

Vv

Medutim, izraunavajuéi &(dx’) u odnosu na prvu vrstu paralelnog pomeranja i d(8x‘) u odnosu na
drugu vrstu paralelnog pomeranja dobi¢emo

d(8x") :czz’(Sxi) = —Lfnp5xpdxm, 8(dx')= ?(dxi) = —L;,memdxp,

sada na osnovu (1.3) dobijamo

¥ —x =d(6x') = §(dx') =0,

[

t.j. tatke S1 T se poklapaju i dobijamo infinitezimalni paralelogram POSR [44].
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1.3. Mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

Geometrijske interpretacije tenzora krivine. Da bi dobila geometrijsku interpretaciju prvog ten-
zora krivine F. Graif [18] je koristila prvu vrstu paralelnog pomeranja vektora v' duz cele zatvorene
konture PQSR (videti Sliku 1.3) i za prirastaj dobila [44]

?v" = 1‘13i~ VdxX"8x".

jmn

R(x'+8X) 1 S

1 Q(x'+dx)

Slika 1.3: Geometrijska interpretacija prvog tenzora krivine

R(x+6x) ) S

2 Q(x+dx)

Slika 1.4: Geometrijska interpretacija drugog tenzora krivine

Analogno, koristeéi drugu vrstu paralelnog pomeranja vektora v duZ cele zatvorene konture POSR
(videti Sliku 1.4) F. Graif [18] je dobila geometrijsku interpretaciju drugog tenzora krivine [44]

%vi = ]ze;mnvj dx"ox".
M. Prvanovic [68] je koristila prvu vrstu paralelnog pomeranja za dve suprotne strane paralelograma
PQSR, dok je za druge dve suprotne strane pomenutog paralelograma koristila drugu vrstu paralelnog
pomeranja (videti Sliku 1.5) i na taj nacin dobila [44]

%vi = —é?i- VdxX"8x".

jnm

Promenom vrste paralelnog pomeranja duz suprotnih stranica paralelograma (videti Sliku 1.6) dobila
je [44]

jmn

AV =RV dxX"8x".
4 4
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1.3. Mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

R(x'+8x) ) S

2 Q(x+dx)

Slika 1.5: Geometrijska interpretacija treeg tenzora krivine

R(X+3x) 1 S

Q(X'+dx)

Slika 1.6: Geometrijska interpretacija Cetvrtog tenzora krivine

S.M. Minci¢ je u radu [48] ispitao sve mogucnosti koje se javljaju pri promeni vrste paralelnog po-
meranja vektora duZ paralelograma PQSR, ukupno ih ima 2* = 16 (4 strane i 2 vrste paralelnog po-
meranja). Na taj naCin S.M. Minci€ [48] je dobio geometrijske interpretacije tenzora i pseudotenzora
krivine nesimetri¢ne linearne koneksije.

1.3.2 Osobine tenzora krivine mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom
koneksijom

U ovoj podsekciji ¢emo prikazati osnovne osobine pet linearno nezavisnih tenzora krivine R,
0

0 =1,...,5 mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom. Upotrebimo oznaku

Y R(X.,Y)Z
CS(X,Y,2)

da oznacimo

Y R(X,Y)Z=R(X.Y)Z+R(Y,Z)X+R(ZX)Y, 6=1,...,5.
cs(xy,z) 8 o 6 o
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1.4. Ajzenhartovi generalisani Rimanovi prostori

Teorema 1.3.1. [50] Tenzori krivine §’ 0 = 1,...,5 mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom

koneksijom poseduju sledece osobine

R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z, R(X,Y)Z #0,
! ! cs(xy,z) !
R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z, R(X,Y)Z #0,
2 2 cs(xw.z)?
R(X,Y)Z # —R(Y,X)Z, R(X,Y)Z #0,
3 3 csxyz) >
R(X,Y)Z # —R(Y,X)Z, R(X,Y)Z =0,
4 4 cs(xy,z)
R(X,Y)Z # —R(Y,X)Z, R(X,Y)Z =0.
> > cs(xy.z) >

1.4 Ajzenhartovi generalisani Rimanovi prostori

Generalisani Rimanov prostor u Ajzenhartovom smislu (videti [14, 15, 16, 17]) je diferencijabilna
mnogostrukost M snabdevena metrikom g koja je u opStem slucaju nesimetricna. Prema tome, metrika
g se moZe predstaviti na slede¢i nacin

g(X,Y) zg(X,Y)—i—é'(X,Y).

Ovde g oznacava simetri¢an deo metrike g, a g oznacava antisimetri¢an deo od g, t.].
- Vv
1 ) 1
g(va) = §(g<X7Y) +g<Y7X)) 1 €(X7Y) = E(g(va) _g<YaX))

Nesimetri¢na linearna koneksija Y generalisanog Rimanovog prostora (M, g) je eksplicitno odredena
jednac¢inom
1
g(Yvaz) = E(Xg(Y7Z) + Yg(va) _Zg(Y7X))7

gdejeX:c?i,Y:o'?jiZ:&k.

1.4.1 Kovarijantni tenzori krivine generalisanog Rimanovog prostora

U ovoj podsekciji ¢emo predstaviti osnovne osobine kovarijantnih tenzora krivine generalisanog
Rimanovog prostora. Upotrebicemo oznaku } cg,. . ) da oznacimo

Y B(X,Y,ZW)=B(X.Y,Z,W)+B(Y,Z,X,W)
CS(X.,Y,Z)

+B(Z,X,Y,W),

gde je B proizvoljno tenzorsko polje tipa (0,4).
Tenzor krivine tipa (0,4) uobiajenog Rimanovog prostora definisan sa

R(X,Y,Z,W):=g(R(X,Y)Z,W),
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1.5. Preslikavanja i transformacije mnogostrukosti sa linearnom koneksijom

poseduje sledece osobine
R(X,Y,Z,W)=—-R(X,Y,W,Z)=—R(Y,X,Z, W),

R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y),

Y RX,Y.ZW)= ) R(X)YZW)
CS(X,Y,Z) CS(X,Y,W)

= Y RX)Y.ZW)=0.
CS(Y,Z,W)

Oznacimo tenzore krivine tipa (0,4) generalisanog Rimanovog prostora sa

R(X.Y.Z,W):=g(RX.Y)Z,W), 6 =1,...5.

Teorema 1.4.1. [50] Tenzori krivine Ig, 0 =1,...,5, generalisanog Rimanovog prostora poseduju

sledece osobine:

R(X.Y.Z,W) = —R(X,Y.W.Z) = —R(Y.X,Z.W),
R(X.Y.Z,W) = —R(X.Y.W.Z) = —R(Y.X,Z.W),
R(X.Y.ZW)=—R(X.Y,W.Z),
RX.Y.ZW)=-RX.YW.Z), ¥ R(X.Y.Z,W)=0,

CS(W.YX)
R(X.Y.ZW)~R(Z,W.X.Y) =R(ZW.X.Y) - R(X.Y.Z.W),

RXY.ZW)=RZW.X.Y), ¥ RX.Y,ZW)=0.
> > CSWY.x)>

1.5 Preslikavanja i transformacije mnogostrukosti sa linearnom
koneksijom

U ovoj sekciji ¢emo pomenuti pojmove koji su vazni za proucavanje preslikavanja mnogostrukosti
sa linearnom koneksijom, a koji se mogu nac¢i u monografijama [41, 42, 72].

Zajednicki koordinatni sistem pri preslikavanju. Neka je f : M — M difeomorfizam mnogostru-
kosti M i M. Ako je (U, @) karta na mnogostrukosti M takva da p € U, tada je (f(U),@o f~!) karta
takva da f(p) € f(U). U tom slucaju tacke p i f(p) imaju iste lokalne koordinate. Kada ovakav
postupak primenimo na bilo koje dve tatke p i f(p), onda je na mnogostrukostima M i M uveden
zajednicki koordinatni sistem pri preslikavanju f, videti Sliku 1.7.

Zajednic¢ka mnogostrukost pri preslikavanju. Neka je f: M — M difeomorfizam mnogostrukosti
M iM. Ako je {(U;,;) | i € I} atlas na mnogostrukosti M, tada je {(f(U;),@;o f~') | i € I} atlas na
mnogostrukosti M. U tom slu¢aju mozemo pretpostaviti da se mnogostrukosti M i M poklapaju, jer
su topologija i diferencijabilna struktura ovih dveju mnogostrukosti iste.
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1.5. Preslikavanja i transformacije mnogostrukosti sa linearnom koneksijom

M

o(P)=0(f(p))

Slika 1.7: Zajednicki koordinatni sistem pri preslikavanju

Tenzor deformacije koneksije pri preslikavanju. Neka su M i M mnogostrukosti sa linearnim ko-
neksijama V i V i neka je f: M — M difeomorfizam. U tom slu¢aju moZemo pretpostaviti da su
koneksije V i V definisane na istoj mnogostrukosti M = M. Tenzor razlike koneksija ViV

P=V-V,

je tenzorsko polje tipa (1,2) i naziva se tenzor deformacije koneksija V i V pri preslikavanju f.
Analogno, moZemo posmatrati tenzor deformacije nesimetricnih linearnih koneksija Z i Z pri
preslikavanju f B
P=V-V, 06ec{l,2}.
0 0 0
Tenzor deformacije P simetri¢nih delova V i V nesimetri¢nih linearnih koneksija Z 1 Z, respektivno,

pri preslikavanju f zadovoljava

P(X,Y) = (é’(X,Y)—HeD(Y,X)), 0 € {1,2}.

| =

Tenzori krivine R i R simetri¢nih linearnih koneksija V i V, respektivno, zadovoljavaju relaciju

[72], str. 170 B
R(X,Y)Z=R(X,Y)Z+VxP(Z,Y)—VyP(Z,X)

+P(P(Z,Y),X)—P(P(Z,X),Y).

Tenzori krivine IGQ i E, 06 =1,...,5 zadovoljavaju sledece relacije [54]

Il_e(X, Y)Z :1]e(X, Y)Z+ YXI;)(Z, Y)— YYJ;J(Z,X)
+P(P(Z,Y).X) = P(P(Z.X).Y) + P(Z.T(Y.X)),

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z+ YxP(Y,Z) ~ VyP(X.2)

+P(X,P(Z,Y)) = P(P(X,2),Y) + T (P(X,Y),Z),
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1.5. Preslikavanja i transformacije mnogostrukosti sa linearnom koneksijom

+f1’(X,f(Z,Y)) —f(ff(X,Z),Y)—|—711(}1)(X,Y),Z),

— 1

R(X.Y)Z=R(X,Y)Z —(V P(Z,Y)—VyP(Z,X

R(X.¥)Z = R(X.V)Z+ 5 (VxP(Z,Y) - VrP(Z.X)
VxP(Y,Z) - VyP(X,Z
+4X1(7) 3Y1(7)

+P(X,P(Y,Z)) ~ P(P(X,2),Y)).

1.5.1 Mesoviti sistemi PDJ u tenzorskom obliku

Ova podsekcija je posvecena osnovnim pojmovima lokalne teorije parcijalnih diferencijalnih jed-
nacina u tenzorskom obliku, koji su od sustinske vaznosti pri proucavanju preslikavanja, transfor-
macija i deformacija uopStenih geometrijskih prostora. Neka je D C R" koordinatni domen mno-
gostrukosti M sa linearnom koneksijom V. Sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina KoSijevog
tipa u odnosu na kovarijatni izvod ; koji odgovara simetricnoj linearnoj koneksiji V i m nepoznatih

tenzorskih polja Y2 '_j.";;z (x), 0 =1,...,m, tipa (ps,qs) ima sledeéi oblik [37, 72]

i1..ipg _ pliedps
gjlh---jqo-;k(x) - gjljz---jqak(x’ll/’ o ,I’;), (1.4)
gde indeksi ijiy...ips, j1j2- - jgq,k uzimaju vrednosti od 1 do n.
Na desnoj strani sistema (1.4) nalaze se tenzorske funkcije tipa (ps,qs) konstruisane na osnovu
konacnog broja tenzorskih operacija sa nepoznatim tenzorskim poljima Y, o = 1,...,m 1 pomocu
(e}

komponenti nekih poznatih objekata ukljucujuci i komponente linearne koneksije V.
Uslovi integrabilnosti u tenzorskom obliku sistema (1.4) su dati sa [37, 72]

i1...lpg _ Q...ips Ril o Yiliz...ipo.,laRipo-
L v iredogillm] =Lt inegotatm T T LG5 e Raim
i1ip...0 04 i]iz...ipo- Ops
_y ‘b pl LY ;
G(XJ2"']¢IG Jilm 6]1]2...1‘16,105 ]qo.lm

_ pliedps B i1...lpg
G]l]2~~]qo-l;m 0-]1]2...]q6m;l7

gde smo iskoristili identitet Ri¢ijevog tipa koji odgovara simetri¢noj linearnoj koneksiji V.
Na isti nacin koriste¢i prvi ili drugi identitet Ricijevog tipa koji odgovaraju nesimetri¢nim li-
nearnim koneksijama Y ili Z, odnosno odgovaraju¢im kovarijantnim izvodima | ili |, respektivno,

1 2
dobijamo uslove integrabilnosti u slede¢im oblicima
i112...Ipg _ Qip...ipg Ril o Yiliz...ipo.,la Ips
oJ1i2-Jgo |lm) —gJ1i2--Jgs lalm+ +G]1]2"'](10' lOClm
1
. i1i2...ip6 (X T YiliZ-“ip(y Ops ili2~-~ipo )4
o %J2--Jgg 'y J1lm o /12 Jao—107 Jgglm Gjljijqo-!P 1 Im
_ pitieipg i1y ipg

_Gj1j2--~qul|m o Gj1j2~--jqc;m|l,
1 1
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1.5. Preslikavanja i transformacije mnogostrukosti sa linearnom koneksijom

ili
i1p...ipg _ Qir...ips Ril _I_”._I_Ylllz...lpo.,la ipe
G2 Jgo | lIm] — G J1J2-Jgc o Olm cJ1i2dge  Hotim
2
i1i2.-pg pa “__Yiliz...i,,a Qpg 112 ipg p

g 2dgs iy ilm o /12 Jgg—1005 jgglm Gjljijqo'lp P dm

il i1i.ipg

_cjljz--~jqal|m a c;jl].2~-jqcm|l'
2 2

Isto tako moZemo iskoristiti kovarijantno diferenciranje trece i Cetvrte vrste, kao i razne kombinacije
identiteta Ricijevog tipa, pa ¢emo dobiti uslove integrabilnosti u drugim oblicima.

1.5.2 Geodezijske linije i geodezijska preslikavanja

Geodezijske linije Rimanovog prostora i mnogostrukosti sa linearnom koneksijom igraju ulogu
koju prave linije igraju u Euklidskom prostoru. Naime, geodezijske linije su onoliko ,,prave* koliko je
to moguce u zakrivljenim prostorima. Neka je (M, V) mnogostrukosti sa linearnom koneksijom i neka
je (U, ) = (x') karta na mnogostrukosti M. Neka je c: 1 — M, t > c(t) = x(t) = (x'(¢),...,x*(t)),
I je otvoreni interval na realnoj pravoj R i ¢ C U C M, diferencijabilna kriva na n-dimenzionoj mno-
gostrukosti M i A = x odgovarajuéi tangetni vektor (,,vektor brzine*) duz krive c¢. Da bismo definisali
pojam geodezijske linije bi¢e nam neophodan pojam rekurentnog vektorskog polja.

Definicija 1.5.1. Vektorsko polje X duz krive c je rekurentno duz ¢ ako postoji realna funkcija ¢ : [ —
R takva da je VX = 6 ® X, sto bi u komponentama glasilo

XAl = ﬂh +TAIXT = oxh (1.5)
AT e i ' '

Definicija 1.5.2. Kriva ¢ € C? na mnogostrukosti M sa linearnom koneksijom V je geodezijska ako
je tangetno vektorsko polje regularno duZ krive c.

U slucaju kada je o(t) = 0 u (1.5) dobijamo specijalan slu¢aj rekurentnosti koji je takode vazan
koncept kod mnogostrukosti sa linearnom koneksijom.

Definicija 1.5.3. Vektorsko polje du? krive c je paralelno duz c ako vaZi V) X =0, ili u komponentama

X;I;"ll = TFZA’IXJ = 0

Definicija 1.5.4. Difeomorfizam f : M — M mnogostrukosti M i M sa linearnim koneksijama V i V
naziva se geodezijsko preslikavanje ako svaku geodezijsku liniju u odnosu na koneksiju V preslikava
u liniju koja je geodezijska u odnosu na koneksiju V.

Geometrijski objekti mnogostrukosti sa simetricnom linearnom koneksijom koji su invarijantna
pri geodezijskim preslikavanjima jesu:

e Tomasov projektivni parametar definisan sa
1
II(X,Y) = VxY — ' (X -Tr(U = VyY) =Y - Tr(V — VxV)),
n
ili u komponentama

1
h __ 1h hyp hp
Iy = Lij — 7 (67 T 67 T
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1.5. Preslikavanja i transformacije mnogostrukosti sa linearnom koneksijom

e Vejlov tenzor projektivne krivine definisan sa

W(X.Y)Z=R(X,Y)Z+ -
~ m ((nRic(X,Y) +Ric(Y,X))-Z

+ (nRic(X, Z) + Ric(Z, X)) -Y),

! X (Ric(Y,Z) —Ric(Z,Y))

ili u komponentama

1
Wijie =Riji+ -~ 0 (Rjx = Rij)
1 ) h
Tt Dn—1) (<”Rij +Rji)8; — (nRi + Rii) 5 ) ,

Kako je u Rimanovom prostoru Ridijev tenzor simetrican, to Vejlov projektivni tenzor krivine Rima-
novog prostora dobija oblik

1
W(X,Y)Z=R(X,Y)Z — e (Ric(X,Y)-Z—Ric(X,Z)-Y),
n —_—
ili u komponentama
1
h h h h
Wik =Riji — =1 (Rij& —Rib}').

Vise o teoriji geodezijskih preslikavanja specijalnih Rimanovih prostora i njihovim uopsStenjima po-
gledati u [20, 21, 22, 26, 33, 35, 37, 41, 42].
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Poglavlje 2

Specijalna skoro geodezijska preslikavanja
prvog tipa mnogostrukosti sa linearnom
koneksijom

Uopstavajuci pojam geodezijske linije N.S. Sinjukov je u radu [71] uveo pojam skoro geodezijske
linije mnogostrukosti sa simetricnom linearnom koneksijom. Takode, definisao je skoro geodezijsko
preslikavanje prostora sa simetri¢cnom linearnom koneksijom kao preslikavanje f : M — M koje svaku
geodezijsku liniju mnogostrukosti M sa simetricnom linearnom koneksijom V preslikava u skoro
geodezijsku liniju mnogostrukosti M sa simetri¢nom linearnom koneksijom V. Veliki doprinos teoriji
skoro geodezijskih preslikavanja mnogostrukosti sa simetricnom linearnom koneksijom su dali V.E.
Berezovski i J. Mikes [4].

2.1 Skoro geodezijska preslikavanja mnogostrukosti

U ovoj sekciji prikazacemo osnovne definicije skoro geodezijskih linija i osnovne jednacine skoro
geodezijskih preslikavanja mnogostrukosti sa simetricnom linearnom koneksijom, koje su prezento-
vane u radu [5]. Originalne definicije koje je dao N.S. Sinjukov [71] mogu se na¢i u monografiji [72].

2.1.1 Skoro geodezijske linije mnogostrukosti sa simetricnom linearnom
koneksijom

Neka je (M, V) mnogostrukost sa simetri¢cnom linearnom koneksijom V i neka je ¢ : I — M glatka
kriva na mnogostrukosti M, definisana na otvorenom intervalu I C R, koja ispunjava uslov regularno-
sti

de(z
(1) = ii(t) #0,rel. (2.1)
Oznac¢imo sa D = span(X;,X;) linearan (vektorski) prostor razapet vektorskim poljima X; i X, duz
krive c. Za distribuciju D kazemo da je paralelna duz krive ¢ ako kovarijantni izvodi baznih vektorskih
polja X 1 X, duz krive ¢ pripadaju distribuciji D [5].

Pojam paralelne distribucije omogucava sledecu definiciju skoro geodezijske linije koja se moZze

naci u radu [5].

Definicija 2.1.1. [5] Glatka kriva ¢ na mnogostrukosti M sa simetricnom linearnom koneksijom V,
koja zadovoljava uslov regularnosti (2.1), naziva se skoro geodezijskom linijom ako postoji dvodi-
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2.1. Skoro geodezijska preslikavanja mnogostrukosti

menziona (diferencijabilna) distribucija D paralelna duz krive ¢ (u odnosu na linearnu koneksiju V)
tako da za bilo koji tangentni vektor krive c, njegova paralelna translacija duZ krive c (u bilo koju
drugu tacku) pripada distribuciji D.

Ekvivalentno, kriva c je skoro geodezijska linija ako postoje vektorska polja X; 1 X, paralelna duz
krive c t.j. koja zadovoljavaju uslov [5]

VEX; = d'X;, (2.2)

za neke realne diferencijabilne funkcije a’(t), t € I, i realne diferencijabilne funkcije b'(t), t € I, takve
daje & = b'X; +b*X>.

U radu [5] je data joS jedna karakterizacija skoro geodezijskih linija, kao Sto sledi. Uvedene su
sledece oznake [5]

= Veé, =Veé. 2.3
FACIAC e

Ako su vektorska polja & i & linearno nezavisna u svakoj tacki krive ¢, onda kriva ¢ nije geodezijska
1
linija, pa mozemo pisati D = span({§,&}) [5]. Kriva ¢ je skoro geodezijska linija ako i samo ako
1

& eDI5].

2.1.2 Potrebni i dovoljni uslovi za skoro geodezijska preslikavanja
mnogostrukosti sa simetricnom linearnom koneksijom

Kao §to smo ve¢ napomenuli N.S. Sinjukov je 1963. godine uveo definiciju skoro geodezijskog
preslikavanja mnogostrukosti sa linearnom koneksijom bez torzije.

Definicija 2.1.2. [N.S. Sinjukov [71], 1963] Difeomorfizam f : M — M mnogostrukosti sa linear-
nom koneksijom je skoro geodezijsko preslikavanje ako svaku geodezijsku liniju mnogostrukosti M
preslikava u skoro geodezijsku liniju mnogostrukosti M.

Ocigledno je da je skoro geodezijsko preslikavanje uopstenje geodezijskog preslikavanja mno-
gostrukosti sa linearnom koneksijom. Postavlja se pitanje zasto N.S. Sinjukov nije definisao skoro
geodezijsko preslikavanje kao difeomorfizam f : M — M koji svaku skoro geodezijsku liniju mnogo-
strukosti M preslikava u skoro geodezijsku liniju mnogostrukosti M? MoZe se pokazati da bi se takvo
preslikavanje redukovalo na geodezijsko preslikavanje, jer je klasa skoro geodezijskih linija znatno
Sira od klase geodezijskih linija mnogostrukosti sa simetri¢nom linearnom koneksijom [42].

Koristedi ¢injenicu da je preslikavanje f : M — M difeomorfizam mnogostrukosti M i M, moZemo
prihvatiti uobi¢ajenu konvenciju da su simetri¢ne linearne koneksije V i V definisane na istoj mnogo-
strukosti M = M. Tenzor deformacije koneksija V i V je tenzorsko polje tipa (1,2) koje se oznaCava
sa P i odredeno je sa

P(X,Y)=V(X,Y)-V(X,Y), X, Y€ Z(M). (2.4)
Pored tenzora deformacije koneksije, V.E. Berezovski, J. Mikes i A. VanZurova su koristili i tenzorsko
polje tipa (1,3), koje su oznadili istim simbolom P, a koje je definisano sa

CS(X,Y,Z)
gde X,Y,Z € 2 (M) i Ycs(.,..) oznaCava
Y B(X,Y,Z)=B(X,Y,Z)+B(Y,Z,X)+B(Z,X,Y), (2.6)
CS(X,Y,Z)
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2.2. Slu€aj mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

za proizvoljno tenzorsko polje B tipa (r,s), pri Cemu je r+s > 3.

Napomenimo da je N.S. Sinjukov koristio tenzorski racun za predstavljanje potrebnih i dovoljnih
uslova za egzistenciju skoro geodezijskih preslikavanja (videti monografiju [72]). V.E. Berezovski,
J. Mikes 1 A. Vanzurova [5] su nedavno dali elegantnu formulaciju potrebnog i dovoljnog uslova za
egzistenciju skoro geodezijskog preslikavanja mnogostrukosti sa simetricnom linearnom koneksijom.

Propozicija 2.1.1 ([S], 2014). Difeomorfizam f: M — M mnogostrukosti M i M sa simetri¢nim line-
arnim koneksijama V i V, respektivno, je skoro geodezijsko preslikavanje ako i samo ako vaZi sledeci

uslov
P(X1,X2,X3) ANP(X4,X5) N X =0, X; € Z'(M),i=1,...,6,

gde je P(X1,X2,X3) odredeno sa (2.5), P(X4,Xs) je definisano sa (2.4) i A\ oznacava spoljasnji proi-
zvod.

Klasifikacija skoro geodezijskih preslikavanja N.S. Sinjukov [72] je odredio tri tipa skoro geo-
dezijskih preslikavanja mnogostrukosti sa simetricnom linearnom koneksijom, oznacivsi klase tipova
skoro geodezijskih preslikavanja sa 7y, 7, 1 713. Klasifikaciju razlicitih tipova skoro geodezijskih pre-
slikavanja je izvrSio u odnosu na tenzor deformacije koneksije (detalji se mogu naci u monografijama
[42]1[72]).

Doprinos V.E. Berezovskog i J. Mikesa Klasifikaciji skoro geodezijskih preslikavanja
mnogostrukosti sa simetricnom linearnom koneksijom: V.E. Berezovski i J. Mikes su u radu [2]
pokazali da ukoliko je dimenzija afino povezane mnogostrukosti bez torzije veca od 5, ne postoje
drugi tipovi skoro geodezijskih preslikavanja osim 7y, 7, i 73.

2.2 Slucaj mnogostrukosti sa nesimetri¢cnom linearnom
koneksijom

Posmatrajuci skoro geodezijska preslikavanja mnogostrukosti sa linearnom koneksijom, pretpo-
stavljaju¢i da koneksija nije nuzno simetricna M.S. Stankovic¢ je u radovima [74, 75, 76] dobio rezul-
tate koji su analogni rezultatima N.S. Sinjukova koji se ti€u skoro geodezijskih preslikavanja mnogo-
strukosti sa simetri¢nom linearna koneksijom, a koji se mogu naéi u monografiji [72].

2.2.1 Skoro geodezijske linije mnogostrukosti sa nesimetri¢cnom linearnom
koneksijom

Neka je (M, 7) mnogostrukost sa nesimetri¢nom linearnom koneksijom ? inekaje [ : x" = x"(¢),

t € I, glatka kriva na mnogostrukosti M. Ako sa || ozna¢imo kovarijantni izvod vrste 8, 8 = 1,2 u
0

odnosu na nesimetri¢nu linearnu koneksiju ? kriva [ je skoro geodezijska linija vrste 8, 6 € {1,2},

ako tangentni vektor A" (¢) = dx"(¢) /dt # 0, krive I zadovoljava jednacinu [75]

. h —h —h
gdeje A = lﬁpﬂ,l’, Aoy =2

0

1)(|9‘plp, 6 € {1,2}, dok su @(t) i b(t) funkcije realnog parametra t.
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2.2. Slu€aj mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

Definicija 2.2.1. [74] Neka su M i M mnogostrukosti sa nesimetri¢nim linearnim koneksijama Y i 7

respektivno, i neka je dim(M) = dim(M) = n > 2. Difeomorfizam f : M — M je skoro geodezijsko
preslikavanje vrste 0, 0 € {1,2}, ako svaku geodezijsku liniju mnogostrukosti M preslikava u skoro
geodezijsku liniju vrste 8, 6 € {1,2}, mnogostrukosti M.

Mnogostrukosti M i M moZemo posmatrati u zajedni¢kom sistemu koordinata u odnosu na presli-
kavanje f : M — M. U odgovaraju¢im tacCkama moZemo posmatrati komponenete tenzora deformacije
koneksije

i _ Tt i

Potreban i dovoljan uslov da bi preslikavanje f : M — M bilo skoro geodezijsko je dat u Teoremi 2.2.1.

Teorema 2.2.1. [74] Preslikavanje f : M — M mnogostrukosti M i M sa nesimetri¢nim linearnim
koneksijama je skoro geodezijsko preslikavanje vrste 0, 6 € {1,2} ako i samo ako komponente tenzora
deformacije Pj’-m pri preslikavanju f identicki zadovojavaju uslov

(chﬁwpgapgy)wxﬁm — bP;BA%ﬁ +all

1

gde su a i b invarijante (skalarne funkcije).

2.2.2 Specijalna klasa skoro geodezijskih preslikavanja prvog tipa
mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

V.E. Berezovski i J. Mikes su u radu [3] definisali specijalan tip skoro geodezijskih preslikavanja
prvog tipa mnogostrukosti sa simetricnom linearnom koneksijom, zahtevajuci da komponente tenzora
deformacije koneksije PJ’-m zadovoljavaju uslov

Pl + PJI.’mP;m = a0,
gde ; oznaCava kovarijantni izvod u odnosu na simetri¢nu linearnu koneksiju V, aj,, je tenzor tipa
(0,2) i 9, je Kronekerova delta. V.E. Berezovski i J. Mike§ su odgovarajucu klasu skoro geodezijskih
preslikavanja oznacili 7} [3].

U radu [64] su uvedena specijalna skoro geodezijska preslikavanja prvog tipa mnogostrukosti
sa nesimetricnom linearnom koneksijom. Klasu takvih preslikavanja smo oznacili 71r“f odnosno 72?{ u

zavisnosti od toga da li se radi o skoro geodezijskim preslikavanjima prve ili druge vrste. Komponente

tenzora deformacije Pj’:m = I_fjm — L;m, pri preslikavanju mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom
koneksijom koje pripada klasi 7117*1‘ ispunjavaju uslov

i P
jm|n T Eonn
1

P =a;,d,

i i 2.7)

gde je sa | oznaen kovarijantni izvod prve vrste u odnosu na nesimetri¢nu linearnu koneksiju Y, Ajm
1
je tenzor tipa (0,2) i 8} je Kronekerova delta.

Sa ciljem da dobijemo uslove integrabilnosti relacije (2.7), diferencirajmo pomenutu relaciju ko-
risteCi prvu vrstu kovarijantnog diferenciranja. Zatim izvrSimo kontrakciju po indeksima i i k. Nakon
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2.2. Slucaj mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

primene prvog identiteta Ricijevog tipa i sredivanja dobijamo [64]

_ . _pP pg _ pg pP _ p4 pr
L M

—TPa. ppr pl _ q
Ton@jm~+ Ty B p Py — amnFy

+ amgPy; + (Prg — Py ) PPy

— (N=1)P},apj+ P, P Pl — Ph PP,

(2.8)

Ik

jn,m

gde je Ileljmn =L

imn +LP L, — L?nLj,m prvi tenzor Krivine i T}m = L;m —L ; Je tenzor torzije

Jjm=pn
koji odgovara komponentama nesimetricne linearne koneksije L’Jm

Jednacine (2.7) 1 (2.8) predstavljaju sistem diferencijalnih jednacina Kosijevog tipa u odnosu na
kovarijantni izvod prve vrste. Na osnovu prethodne diskusije moZe se formulisati slede¢a

Teorema 2.2.2. [64] Neka su M i M dve n-dimenzione mnogostrukosti snabdevene koeficijentima
4

nesimetricnih linearnih koneksija L;m iL im» respektivno. Mnogostrukost M dopusta skoro geode-

zijsko preslikavanje tipa m; na mnogostrukost M ako i samo ako postoji reSenje Pj’:m [ ajy sistema
diferencijalnih jednacina Kosijevog tipa (2.7) i (2.8).

Uslovi integrabilnosti sistema diferencijalnih jednacina KosSijevog tipa (2.7) 1 (2.8) imaju sledeci
oblik

P pd __pq pP _p9pP _749,. P pr pd __
FinR pg = FomB g = FjpRmge = Tatjm + 1 bmp by =

Ajmksrlt +Ajm"51é + Pnl;nP;kPrlp - PrﬁkP;nPrlp + P[Zk]Prme;aj + An lé]j’

P P P _ q P pd
~(N = D) (apmBy +ajpR,p + Ty jmp = @B = EppFriR o

P npd P P P . pP
BB gk ~ apmlfj ] Pl Pl? jan] FonB Jalnk] — “Jﬁlfm[kn]
qd pP q pP P . P q .
+ P;[kprjllem(m] o PjPqu[nk] o Cp[nk] Ajm+ Cq[nk] PI;;pPrj - (TlﬁzA]mk) [nk]

P q P S r q P Va . P 7 S q
+dmp Tq[nPk]j N Tq[nP i Fsmbrj + T[kn]P mp9rj — Tq[np mpL i Psr
)P,

q q P P
= Ak Py + @ Pig Py + Amgic By + 2(a[ank}m — dginbgn) Py

. S r__ ps r P p4 r pd _ pr p4
(PokPon) = P g PhuFy; & am (Bl P ; = PP )

— (PhugPoi) = ByinPog ) PPy + 2P g Phnap i — (P Pig — PP ) PimPe
- (N - l)am[nak}j + (N_ 1)P[:1k]Prpman - (N_ 1)(PrﬁnAij)[nk}

q P q q
+ anfnPly P+ (P PonPlg = PP ) By + P @iaP , = PP

4 4 4
— (PriPayy = PhgPog ) Py + 2P0 P arp
P
_ Pm[nP; ; ;k] P+ PnﬁqP;[nP;k]P;lr,
gde je

1
L — . ——— (pPpe _p9 RP _pipP _TP,.
A]mn - a]mln N—1 (ijllepqn Ppmlqun Pjplfmqn Tpna]m

+ TP, prj — aman‘f i+ aqujj
+ (Pr:q _P(;n)P;megj - (N_ I)Pnlinapj

+BRFL P~ PhFLEG,).
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2.2. Slu€aj mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

i _pi _ pi i pP _gPpi P pi P pi

Jjmnk — 1 Jjmnlk — Ilejmmk +kalf jmn ijlfpmn mkI]e jpn Lnk113 jmp>
1

i i i i P _gP i _gp 7i

ijn_ jm‘n_ij,n_i_Lpnij LJnTpm Lmnij'

1

2.2.3 Relacije medu tenzorima krivine mnogostrukosti sa nesimetricnom
linearnom koneksijom pri skoro geodezijskim preslikavanjima tipa 7}

U ovom pododeljku ¢emo dokazati relacije koje zadovoljavaju tenzori krivine nesimetri¢ne line-
arne koneksije pri skoro geodezijskim preslikavanjima tipa 7113’1‘ Kod mnogostrukosti sa nesimetricnom

linearnom koneksijom sve Cetiri vrste kovarijantnog diferenciranja mogu se izraziti pomocu prve vrste
kovarijantnog diferenciranja. Shodno tome, dovoljno je posmatrati skoro geodezijska preslikavanja
prve vrste. Na dalje ¢emo takvu klasu preslikavanja oznacavati jednostavno 7] smatrajuci da se radi
o specijalnim skoro geodezijskim preslikavanjima prve vrste.

Kao Sto ¢emo videti nije teSko dokazati relacije koje zadovoljavaju tenzori krivine mnogostrukosti
sa nesimetri¢cnom linearnom koneksijom pri skoro geodezijskim preslikavanjima tipa 77.

Teorema 2.2.3. [64] Neka su M i M dve n-dimenzione mnogostrukosti, snabdevene u svakoj karti
komponentama nesimetricnih linearnih koneksija L;m i lem respektivno. Ako je difeomorfizam f :
M — M skoro geodezijskg preslikavanje tipa 7{, definisano sa (2.7), onda vaZe sledece relacije medu
tenzorima krivine Ig’]mn i §’]mn vrste 6 (6 =1,...,5):

I_eljmn :Ileljmn—f—ajms}; _Pgnplgj_aj’l&ln +PlmeIl7j+Pp P,

! | | s (2.9)
= Pj”nP;,m + 5Py,
g"jmn zlzeijmn +an;8; — PP, + T} Ph —Th P — TP
—nj Sy + P Py — Ty PY A T Py i+ T Py + Pl P, (2.10)
— PP, +Th P,
Ig‘eijmn :Iaefjmn +ajn8} — Ph,PL +T},Ph — TP, — TP P,
a8 + PPy P Prp — Py Py + P Ty, @.11)
+ Bkl
Rl =Rl + ajn, — PhuPy 4+ T Ph, = TP, = TP
—anj6y, +Ph P, +Ph Py — PP, + PO T (2.12)
+ By
R = R+ 5 (ind) — PP~ TP, — TPy — a8
+ P}, Py — Ty pPh + a8, — Ph Py, 013

+ Ty P — anjSy, + 2P P+ T P

+ TP Pl —PLPL + PP —P,fjp;',m).
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2.2. Slucaj mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

Dokaz. Tenzori krivine prve vrste mnogostrukosti M i M zadovoljavaju relaciju

Ry = Riinn + Pionin = Pinjm~+ PjnPon = PipPom + TPl (2.14)
1 1

Prema (2.7) relacija (2.14) postaje (2.9).
Tenzori krivine druge vrste mnogostrukosti M i M zadovoljavaju relaciju
Rypn =R+ P L4 pPpio_pPpio TP pl (2.15)

g Jmn g dmn ESmjln Sl T S Tnp g tmp T Snm T p

Koristeéi (2.8) jednacina (2.15) dobija oblik

i pP 1 D pi i i pP
+Tr§ppmj_Tn[1)nP;7j_Tanfiip_ lij\m_T"lWP"j
1
j P pi P pi ' '

i __pi i
§jmn _§jmn+ij|n
1

Sada na isti nacin kao u prethodnom slucaju dokazujemo relaciju (2.10).
Tenzori krivine tre€e vrste mnogostrukosti M 1 M zadovoljavaju relaciju

—pi. 4 pPp _pPpi

m|n njlm jm" np nj* pm
2 1

R. =R +PJ’I

jmn jmn
3 3 (2.16)

+ P, T+ PhPl

Koristeci (2.7) 1 (2.8) jednacCina (2.16) postaje

i _pi i
I§jmn _I§Jmn +Pj

+1,,Ph —T'P,, —Th P,

m|n np* jm nj- pm
—P +113" P PP +PL T . 4PP P @17
njlm jm" np nj* pm nm*pj nm” [pj]*
1
Sada, iz (2.7) 1 (2.17) sledi (2.11).
Analogno moZemo dokazati relaciju (2.12).
Tenzori krivine pete vrste mnogostrukosti M i M zadovoljavaju relaciju
. . 1. . . ) . .
Iseljmn = Isi)ljmn + 5( ;m:‘)’n - P]l'n|m +P1;1jin _Prlzjlm +P]me[lm (2.18)
P pi P pi P pi
= PP+ PojFap = EiPom)-

Koristeci (2.7) jednacina (2.18) dobija oblik

. . 1 . . , . .
i _ pi - pi _TPpi _Tp pi _ pi _Ti pP
§]mn - §]mn + 2 < jm|n Tn]Ppm Tnijp ]nlm TmpP]n
1

+TLPP.— P TP P4 TP P (2.19)

npimj  Tnjlm T Smntpj T Smjtnp
1

+P,

jln

1
4 j P pi P ] P pi

+Ph P, —POPL Pl P Pl jP;m>.

Sada, iz (2.7) i (2.19) dobijamo (2.13), ¢ime se dokaz teoreme zavrSava. ]

U Lemi 2.2.1 ¢emo dokazati relacije koje se odnose na tenzor a,, koji figuriSe u relaciji (2.7), a
koje ¢emo u nastavku koristiti.
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2.2. Slucaj mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

Lema 2.2.1. [64] Tenzor ajy iz relacije (2.7) zadovoljava relacije

(N =1)ajm :I?J’m _Ifim + (qu _Pgm)ng _mepgq

P pq TP pd
+ijPpm qupjp’

5 D Y4 q 14
(1 —N)amj ——Izejm‘f’lzejm_ijPgm—'—qumej _qumPPj _T‘IjP’(’le

P pq _ 79 pP p p4 P pq P pq
+ ijqu Tmquj + quij + ijPqp + ijPqp
— pP p4a r p4

Foifmp + TamPp)s

) - _
(1= N?)amj == Rjm+Rim+ N ( = Ronj & R = Ply P+ To P = T PY,

14 4 4 q P P p4d
~TPPY, + PPy P P4 PP Pl PPTY i P jP[M)

_pP pi 9pP _TPpq _ TP p4 P pq P pq
quij + quij quPpm Tqujp + ijqu + ijPqp

_ pP pq P 179 P p4
quPPm +quij+quP[pj}’

, _ _
(1=N*)apj = —§jm+§jm+N<_§mj+§mf_Pﬁ]Pgm+quPP£j

P p4 P pq P pq P pq P p4 P 1q
o Tqupj o qupmp +ijqu +ijPqp _quij +ijTpm

Ppd \_ ppr pl qpP _7TPpq _Tp pd
+P qu[m]) PogPp+ TapPim = TgiFom = TamPip

P p P q q
+ ijqu +ijqup - quPgm + Pnlqupj + P'ng[pﬂ’

(1-N

) ) 1 q p q
(ajm+amj) = —Isejm+15€jm+ 5(—P,§;quj— TP, —ThPl,

P pd 19 pP _ pP pq q pP P pq
+P qu pJ TmpP Jjq P qu pm+quij+2P ijpq

p p4 P pq _ pP pq P pqg _ pP pq
+T0,PL. +T) P, — P PS + Pl P, quppm>,

ga’eje{o?jmzlgp. iRim=R ~6=1,..5

Dokaz. Kontrakcijom u (2.9) po indeksima i i n dobijamo

B q q
Ili’jm _Ifjm +Najm—BjgPp;—ajm+FinPp;

P pq _ pP pq P p4
+ PinPpq = PjgPom + TngPips

¢ime je dokazana prva relacija ove leme. Druga relacija se dokazuje analogno, a da bismo dokazali
trecu relaciju izvrSimo najpre kontrakciju u (2.11) po indeksima i i n

P pg P pqg _ pP pq P 74 P p4
+P ij pq+P ij qp P qu pm+P qupj+quP[pj]'

Stoga je

nj = = Rjm = Rjm +-Natjm = F Py + T Py = TP = T3

P pg P pq _ pP pq p T4 p p4
+P ij pg TP ij ar — qu pm B qupj +quP[pj}’
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2.2. Slu€aj mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

Sto dalje implicira

amj :—gjm+13€,~m+N(—é_em,-+§m,-+Namj—P;;Pngrqu,Pn'jj

q p P P q p P pd
- Tq%ij N quP"qw + ijpgq + ijqup - Pgnppj T PqJ’Tqu T ngP[m])

_ pp p4 g pP _7TPpqg _ 7p pd P pq P pq _ pP pq
quij+quP Jjm quP pm Tqu jp+P ijpq+P ij qp P qupm

p 79 p pd
+quij+quP[pj}’

¢ime je dokazana treca relacija ove leme. Na isti na¢in moZzemo dokazati preostale relacije. O

Invarijantni geometrijski objekti skoro geodezijskog preslikavanja tipa 7; mnogostrukosti sa
nesimetri¢nom linearnom koneksijom

Neka je f : M — M skoro geodezijsko preslikavanje mnogostrukosti sa nesimetri¢énom linearnom
koneksijom tipa 7. Pretpostavimo da tenzor deformacije koneksije u odnosu na preslikavanje f
ispunjava dodatni uslov . .

PP jP,’lp = Pij,’np. (2.20)
Podklasu klase skoro geodezijskih preslikavanja mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom konek-
sijom tipa 7} odredenu uslovom (2.20) u odnosu na tenzor deformacije koneksije oznacavaéemo 7;.

Definicija 2.2.2. [64] Skoro geodezijsko preslikavanje f : M — M mnogostrukosti sa nesimetricnom
linearnom koneksijom je ekvitorziono skoro geodezijsko preslikavanje ako je u zajednickom koordi-
natnom sistemu pri preslikavanju f ispunjen uslov

Ty = lem? (2.21)

gde su Tjim i Tijm tenzori torzija mnogostrukosti M i M, respektivno.

Tenzor deformacije koneksije Pj’:m pri ekvitorzionom skoro geodezijskom preslikavanju je sime-
trican po donjim indeksima j i m, t.j. vazi

P, =P (2.22)
Nakon kontrakcije u (2.20) po indeksima i 1 n dobijamo
P,{;_I.ng = P;,.P,gp. (2.23)
Koristeéi (2.22) 1 (2.23) jednacina (2.9) Teoreme 2.2.3 dobija oblik
Riin =R+ @jm8y = @jn8yy +T1,Pjp, (2.24)

1

dok prva jednacina Leme 2.2.1 postaje

(N = 1)ajn =Rjm = Rjm = T1,Pf,. (2.25)

Sada, iz (2.24) i (2.25) dobijamo

. . 1 — _ .
}]eljmn = I]eljmn + N—1 <Ilejm - 1fjm - Tffl?qL;]'P + anqL?P> 5711
1 /- - - 2.26
N1 <Ifjn - Ifjn - Tr{)qL?p T T,{;L?I,) O ( :
+TP L. —TP L

mn™~jp mn™~jp-*
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2.2. Slucaj mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

Jednacina (2.26) se na osnovu (2.21) moZe zapisati u obliku

gde je
. . 1 ,
— q
v}/ljmn - 1ljmn - N—1 (If]m - Tn};qup) 5rll
) . ' (2.27)
+ 51 Rin—=TiL3,) 8 = TiuLip,
1 geometrijski objekat lemn je definisan na isti nacin.
Analogno, koristeci Teoremu 2.2.3 1 Lemu 2.2.1 moZemo konstruisati geometrijske objekte
Vg‘jmn, 0 =2,...,5, koji su definisani na slede¢i naCin:
Vgljmn :};ljmn - Czojmarll + (gjn 61;1 - TnlpLij + Tn%L;Jj + TnI;L;np (2 28)
+ Toplin; = Ty = T Ly — ThL,
gde je
1
= (R. _ P p 74 P p
6201’" T N—1 (1§Jm TlquLmj +Tgnly;+ quLgnp T quPLth
_TP 4 _TP _TP 74 ).
TogLp; ijLZp ey ) ’
‘g/ljmn :§ljmi’l - %)]marll + (é)”j 5151 - TnlpL?m + TnI}L;m (2.29)
Ly = Tyl |
pri cemu je
@ im = ;R N —Rjyy—TALP +TPL? +TP L1 +TLLP
3/MT N2 _13™ T N2 3/M o tqpTjm T Sqjtpm T fgm™jp T T pjqm
_T471P P4 Prgq _7q 7P ).
+ N2—1 ( TogLimj+ TgmLp;+ TgiLmp Tmeqj) ’
W s =R~ Qi+ il T~ T .
—ThL.,+ T, ’
gde je
1 N
o - o po._ Y (R p P q q
Djm = 71 Bmj = 37— < R jm = TgpLijm + Ty iLim + TqmLjp + ijL§m>
p q P P .
T N2_—1 ( - ququj t qumij T ququnp - ququj> ’
. . 1 o1 -
stljmn = }Seljmn o E(CSOJWZ + %)mj)é,i + E(?J" + %)nj)grln
1 . , , .
+5 (T,{j.L;m +ThLL,+ T, L0 — T LD (231)

~Th Ly~ Th L, ).
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2.2. Slucaj mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

gde je

1 1
. . . - q 14 q
R,m+N_2 (§m,+ 2(T;,,ij+gngp+qu§1q

— 7Ll —TPLY, TP ))

-2
Oip = ————r
s™ T N2_3N+25

jm L jg—pm — * jm™qp

1
=  (_T1PJj4 _TP 4 _T9 [P qrp
N2 3N 12 ( TaiLom = Tanljp = TmpLijg + Tgplim;

P rd Pra
F TngLpj+ ijLqp) :

_|_

Konacno, mozZe se formulisati sledeca

Jjmn>
arnom koneksijom M, definisani sa (2.27), (2.28), (2.29), (2.30) i (2.31), respektivno, su invarijantni
pri ekvitorzionom skoro geodezijskom preslikavanju f : M — M tipa T;.

Teorema 2.2.4. [64] Geometrijski objekti Vgi 0 =1,...,5, mnogostrukosti sa nesimetricnom line-
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Poglavlje 3

Generalisani elipticki Kelerovi prostori

Klasi¢ne (elipti¢ke) Kelerove prostore je prvi razmatrao ruski matematicar P.A. Sirokov pod ime-
nom A-prostori, dok je nezavisno od njega te iste prostore posmatrao nemacki matematicar E. Keler,
videti [42]. Medutim, u literaturi se ustalio naziv Kelerovi prostori u ¢ast nemackog matematicara E.
Kelera.

Rimanov prostor (M, g) realne dimenzije 2n > 4 naziva se Kelerov prostor ako pored metrike g na
mnogostrukosti M postoji tenzorsko polje F tipa (1, 1) koje ispunjava [42]

Fr=—1,
g(X,FX) =0,
VF =0,

gde je V koneksija Levi-Civita odredena metrikom g, dok je X proizvoljno tangentno vektorsko polje
na mnogostrukosti M. Holomorfno projektivna preslikavanja eliptickih Kelerovih prostora su ve-
oma izu€avana poslednjih nekoliko decenija, videti na primer [36, 41, 42]. Holomorfno projektivna
preslikavanja medu generalisanim eliptickim Kelerovim prostorima su izu¢avana u radovima. Oso-
bina oCuvanja torzije generalisanih Rimanovih prostora je potpuno nezavisna od vrste preslikavanja
koju posmatramo tako da su u radovima [52, 79, 81, 82] posmatrana ekvitorziona holomorfno pro-
jektivna preslikavanja generalisanih eliptickih Kelerovih prostora, dok su radovi [80, 91] posveceni
ekvitorzionim konformnim 1 koncirkularnim preslikavanjima generalisanih Rimanovih prostora.

3.1 HP preslikavanja generalisanih eliptickih Kelerovih prostora

Generalisani elipticki Kelerovi prostori su definisani u radu [52], koristeci definiciju uobicajene
Kelerove mnogostrukosti i definiciju generalisanog Rimanovog prostora.

Definicija 3.1.1 (Generalisani Kelerov prostor). [52] Generalisana Rimanova mnogostrukost M sa
nesimetricnim osnovnim tenzorom g;; naziva se generalisani Kelerov prostor ako postoji tenzor Flh
tipa (1,1) na mnogostrukosti M takav da vazi

FF = -8 3.1)
8o FUF] = gij, 82 = " F F)], (3.2)
Fl; =0, F}; =0, (3.3)

1 2

gde | oznacava kovarijantno diferenciranje vrste 0 (6 € {1,2}) u odnosu na metricki tenzor g;;.
0
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3.1. HP preslikavanja generalisanih elipti¢kih Kelerovih prostora

Jednacine (3.1) i (3.2) oCigledno impliciraju

Fij+Fji =0, gde je Fij = gipF; , G4

Fi+Fi'=0, gde je F/ = g’ F]. (3.5)

Definicija 3.1.2 (Holomorfno planarna kriva). [52, 72] Kriva [ : x" = x"'(t), t € I generalisanog Ke-

lerovog prostora GK,, = (M, g, F) koja ispunjava uslov regularnosti A"(t) = # #0,t € I naziva
se holomorfno (analiti¢ki) planarna kriva ako zadovoljava slede¢u obi¢nu diferencijalnu jednacinu
drugog reda
da’
dt
gde su p1 i py neke funkcije parametra t.

+T0 APAY = py (1A + po(t) EJ AP,

Definicija 3.1.3 (Holomorfno projektivno preslikavanje). [52, 72] Difeomorfizam f : GK, — GK, ge-
neralisanih Kelerovih prostora GK,, = (M, g,F) i GK,, = (M, g, F) naziva se holomorfno projektivno
(HP) preslikavanje ako svaku holomorfno planarnu krivu mnogostrukosti M preslikava u holomorfno
planarnu krivu mnogostrukosti M.

Neka su M i M dve generalisane Kelerove mnogostrukosti realne dimenzije 2n > 4, sa metrickim
tenzorima g;; 1 g;;, respektivno. Posmatrajmo mnogostrukosti M i M u zajednickom koordinatnom
sistemu pri preslikavanju f : M — M.

Teorema 3.1.1. [52, 72] Generalisani Kelerov prostor GK,, dopusta HP preslikavanje na generalisani
Kelerov prostor GK,, ako i samo ako u zajednickom pri preslikavanju sistemu koordinata generalisani
Kristofelovi simboli prostora GK,, i GK,, ispunjavaju

T h
Ty =T+ wud), — WpFF) + &6, (3.6)
gde je y; kovektor i 53 Jje antisimetri¢an tenzor, odreden sa

1 —
h _ h h
i = 3 i = L) G7)

Simetrizacijom jednacine (3.6) po indeksima i i j, a nakon toga kontrakcijom po indeksima /1 j
dobijamo
(T, —Th) =2(n+ )y (3.8)

Primenjujuéi Vos-Vejl formulu u poslednjoj relaciji dobijamo

a4
Yi= o’ (3.9)
gde je funkcija y definisana sa
1 detg 310
W'__ (detg) (3.10)

U radu [62] smo koristili dve vrste kovarijantnog diferenciranja da izvedemo dva ekvivalentna
oblika potrebnih i dovoljnih uslova za egzistenciju HP preslikavanja generalisanih Kelerovih prostora.
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3.1. HP preslikavanja generalisanih elipti¢kih Kelerovih prostora

Teorema 3.1.2. [62] Generalisani Kelerov prostor GK,, = (M, g,F) dopusta HP preslikavanje na
generalisani Kelerov prostor GK,, = (M, g,F) ako i samo ako u zajednickom pri preslikavanju sistemu
koordinata simetric¢an deo g;; ] metrickog tenzora g;; ] ispunjava

gz]|k ZII/ng (ngﬁ_ WPF;kapgﬂ—i—gﬂgli)(U)? (3.11)

gde je y; kovektor odreden sa (3.9) i i}}‘ Jje antisimetric¢an tenzor odreden sa (3.7).
Dokaz. OznaCimo sa || kovarijantno diferenciranje prve vrste u odnosu na metricki tenzor g; ;- Tada
vazi 1

Sk~ g = 8y (T~ L) + 2y (T = ).
Zamenjujuci (3.6) u prethodnu jednacinu i uzimajuci u obzir g; ; ; = Oirelaciju (3.4) dobijamo (3.11).
Da dokazemo obrnuti smer uvedimo pomo¢ni tenzor B

Qijk gkp (F Fp l//( 5[)) + WqF(qFI; l])

Posto je tenzor 5 antisimetrican deo tenzora deformacije Ph Fh Ff’J, mozemo zakljuditi da je

— TP
Qije = 8ip (Th = 1 — w(i)) + Wy FIFY),

t.j. tenzor Q; i je simetriCan u odnosu na indekse i i j.
Jednacinu (3.11) mozemo zapisati u slede¢em obliku

8ijlk :§Lj<W(i51§ — Y FF + &) +§i£(w(j615) - Wqquka + gﬁc) (3.12)
1
Sa druge strane imamo B
% ¢ =8y (Th —T0) +8ip (T — ). (3.13)

Iz (3.12) 1 (3.13) zakljuCujemo da je Qi+ Qjri = 0, t.j. tenzor Q;j je antisimetrican u odnosu na
indekse i i k.
Sada, mozemo zakljuciti da tenzor Q; jx zadovoljava

Qijik = Qjik = —Qkij = —Qikj = Qjki = Okji = — Qijk,
tj.
Qijk = gkp (F 1—~p Wi (Sp) + WqF(qFI; l}) =0,
Sto dalje implicira (3.6), ¢ime se zavrSava dokaz. 0

Analogno se dokazuje sledeca

Teorema 3.1.3. [62] Generalisani Kelerov prostor GK,, = (M, g,F) dopusta HP preslikavanje na
generalisani Kelerov prostor GK,, = (M, g,F) ako i samo ako u zajednickom pri preslikavanju sistemu
koordinata simetrican deo g;; metrickog tenzora g;; zadovoljava

Sijik = 2V + (Wi — Vol FL8p — 8p61) (i)’ (3.14)
2

gde je y; kovektor odreden sa (3.9) i i};‘ Jje antisimetrican tenzor odreden sa (3.7).

Primedba 3.1.1. [62] Iz (3.9) se vidi da kovektor ; zavisi od metrike g, pa moZemo zakljuciti da su
sistemi parcijalnih diferencijalnih jednacina (3.11) i (3.14) nelinearni.
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3.2. Ekvitorziona HP preslikavanja generalisanih Kelerovih prostora

3.2 Ekvitorziona HP preslikavanja generalisanih Kelerovih
prostora

HP preslikavanje generalisanih Kelerovih prostora koje oCuvava tenzor torzije naziva se ekvi-
torziono HP preslikavanje [79].

Posledica 3.2.1. [62]Generalisani Kelerov prostor GK,, = (M, g,F) dopusta ekvitorziono HP pre-
slikavanje na generalisani Kelerov prostor GK,, = (M,g,F) ako i samo ako u zajednickom pri pre-
slikavanju sistemu koordinata generalisani Kristofelovi simboli druge vrste prostora GK,, i GK,
zadovoljavaju

I =T+ )~ ) 315

gde je y; kovektor odreden sa (3.9).

U slucaju HP preslikavanja Kelerovih prostora jednac¢ine analogone jedna¢inama Levi-Civita koje
vaze u teoriji geodezijskih preslikavanja su date u Teoremi 3.2.1.

Teorema 3.2.1. [7] Generalisani Kelerov prostor K, = (M,g,F) dopusta HP preslikavanje na gene-
ralisani Kelerov prostor K, = (M,g,F) ako i samo ako metricki tenzor g; j prostora K, ispunjava

Siju = 2Vi8i; + (Vigjk + VpF S F) (ij)’

pri cemu ; oznacava kovarijantni izvod u odnosu na metriku g, dok je kovektor y; odreden sa

1
2(n+1)

= (T¢,—17), (3.16)

gde je n = dim(M) = dim(M).
Posledica 3.2.2 1 Posledica 3.2.3 direktno slede iz Teoreme 3.1.2 1 Teoreme 3.1.3.

Posledica 3.2.2. [62] Generalisani Kelerov prostor GK, = (M,g,F) dopusta HP preslikavanje na
generalisani Kelerov prostor GK,, = (M, g, F) ako i samo ako u zajednickom pri preslikavanju sistemu
koordinata simetrican deo g;; metrickog tenzora g;; zadovoljava

Bijlk =2V + (Vi — WpF F'3))) (ij)? (3.17)
1

gde je y; kovektor odreden sa (3.9).

Posledica 3.2.3. [62] Generalisani Kelerov prostor GK, = (M, g,F) dopusta HP preslikavanje na
generalisani Kelerov prostor GK,, = (M, g, F) ako i samo ako u zajednickom pri preslikavanju sistemu
koordinata simetrican deo g;; metrickog tenzora g;; zadovoljava

Zijl = 2WBij + (Vigje — WoF B 8p)) (1) (3.18)

2

gde je y; kovektor odreden sa (3.9).

Primedba 3.2.1. [62] Na isti nacin kao u Primedbi 3.1.1 mozZemo zakljuciti da su sistemi parcijalnih
diferencijalnih jednacina (3.17) i (3.18) nelinearni.
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3.2. Ekvitorziona HP preslikavanja generalisanih Kelerovih prostora

Prateci ideju koriS¢enu u radu [7] transformisacemo sisteme parcijalnih diferencijalnih jednacina
(3.17) 1 (3.18) u linearne sisteme parcijalnih diferencijalnih jednacina. Prvo ¢emo dokazati jedan
pomocni rezultat, koji je produzenje rezultata koji vazi u slu¢aju uobicajenih Rimanovih mnogostru-
kosti [41].

Lema 3.2.1. [41] Neka su M i M dve Rimanove mnogostrukosti sa metrickim tenzorima g;; i g i

respektivno. Stavimo g;; = e Vg, j 1 oznacimo sa ; kovarijanino diferenciranje u odnosu na metricki
tenzor g;j. Tada vaZi

(@)= B2, G.19)
gde je g tenzor tipa (2,0) dualan tenzoru g;;.

Lema 3.2.2. [62] Neka su M i M dve generalisane Rimanove mnogostrukosti sa nesimetri¢nim osnov-

nim tenzorima gij i g;;, respektivno. Stavimo gij= e—z‘/’gi ; 1 oznacimo sa | kovarijantno diferencira-
0
nje vrste 0 (0 € {1,2}) u odnosu na metricki tenzor g;;. Tada vazi

(87) i = —8pau8"'8", =12, (3.20)
0 e

gde je g tenzor tipa (2,0) dualan tenzoru g;;.

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu Leme 3.2.1. Kada primenimo kovarijantno diferenciranje vrste 6
(6 € {1,2}) narelaciju .
gipg" = ¢/,

dobijamo ' '
8ip|k8" +8ip(8") 1k =0,
6 0

Kompozicijom u poslednjoj relaciji sa g'¢, dobijamo

Ozgqp|k§pj§qi+§qp§qi(g~pj) k
¢}

o —

:gqplkgpqui + 51? (g,??f) k= 8ap 8T8 + (g’“) I3
6 6

\
0
¢ime se dokaz zavrSava. ]

V.V. Domasev i J. Mikes [7] su potrebne i dovoljne uslove za egzistenciju HP preslikavanja Kele-
rovih prostora dali u obliku koji je naveden u Teoremi 3.2.2.

Teorema 3.2.2. [7] Kelerov prostor K, = (M, g, F) dopusta netrivijalno HP preslikavanje na Kelerov
prostor K, = (M,g,F) ako i samo ako u zajednickom pri preslikavanju sistemu koordinata vaZi

aij = (Migji) i) + A i Fpes (3.21)
gde je - -
ajj = gpquigqj, g’/ = e2y/§z] Ai = _‘Vpgpngi = (apquq) |i?
1
Ai=AgF! = —W,F3gMgy, Fij=Flgy;,
dok su kovektor y; i funkcija y definisani sa (3.9) i (3.10), tim redom.
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3.2. Ekvitorziona HP preslikavanja generalisanih Kelerovih prostora

Sada mozemo dokazati glavni rezultat ovog odeljka.

Teorema 3.2.3. [62] Neka su GK,, = (M,g,F) i GK,, = (M,g,F) generalisani Kelerovi prostori i
neka je f : M — M ekvitorziono preslikavanje. Preslikavanje f je holomorfno projektivno ako i samo
ako u zajednickom pri preslikavanju sistemu koordinata vaZi

ijlk = (;Ligﬁ)(ij) +I(iFj)k7 (3.22)
1
gde smo oznacili

ajj = gpqgﬂgﬂ7 g’t} = ezlllgﬁ 2'l' = _llfpgpngl = (apqgﬂ) |i?
1

hi=MgF! = —WFy@gqi,  Fij=Flgpj,
dok su kovektor ; i funkcija y definisani sa (3.9) i (3.10), tim redom.

Dokaz. Na osnovu Posledice 3.2.2 generalisani Kelerov prostor GK,, = (M, g, F) dopusta ekvitorzi-
ono HP preslikavanje na generalisani Kelerov prostor GK,, = (M, g, F) ako i samo ako je ispunjen
uslov (3.17).

Sledeci ideju V.V. Domaseva i J. Mikesa [7] stavimo

gij=e Vg, (3.23)
gde je funkcija funkcija y data sa (3.10).
Tenzor g;; ocigledno zadovoljava
8ijlk = 2Wi&ij + (‘/’igkj - ‘/’qF(L,]'FkZ;gpj)(ij)' (3.24)
1

Sada, iz Leme 3.2.2 i prethodne jednacine sledi
(g’”)lk = —(vp8"5] - WPqugqukj)(ij)‘

Nakon spustanja indekasa i i j u prethodnoj jednacini i koriS¢enjem Cinjenice da je metricki tenzor
gij kovarijantno konstantan u odnosu na prvu vrstu kovarijantnog diferenciranja, dobijamo da je

(8"78pi84)) jp = — (Wp8"8qigkj — WpFy 8" 85iF'k81)) ;) (3.25)
1
Sto se moZe zapisati u obliku _
aji = (g + liij)(ij), (3.26)
1

. p (34 . w1

gde smo iskoristili Fyj = F,"gp; = —Fjx 1 oznacili
aij = 8"8pigqj» i = —Vp& 8qi, Ai = —WsFg" g, (3.27)

Iz teorije F-planarnih preslikavanja sledi da se kompleksna struktura ocuvava pri HP preslikavanju
generalisanih Kelerovih prostora GK, = (M, g, F) i GK,, = (M,g, F), videti [42]. U slu¢aju prostora
GK, = (M,g,F = F) jednacina (3.5) glasi

SIPEJ 1 Gl —
ngp +ngq =0,
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3.2. Ekvitorziona HP preslikavanja generalisanih Kelerovih prostora

Sto dalje implicira

gPF]+g"F} =0. (3.28)
Sada moZemo izraziti vektor I,- sa
= (327) ~ (3.28) (32 (3:27)
Ai = _WSF;gpngl = Wng?pgql : —VYsg g’ quq A Fq (3.29)

Kontrakcijom u (3.26) sa g i uzimajuéi u obzir da je tenzor g kovarijantno konstantan u odnosu na
prvu vrstu kovarijantnog diferenciranja dobijamo

(apqs™ )|k— p8ak8”L+ Aq8pk8PL+ A pFypgPL+ A g Fp P

o, pOF + 2g87 + A FigPF gy + AF g™ Flgy 30

(3 5) (3 1)

20 — Ag Fq pSFBgtk—le qu(;gt 47,

Sto dokazuje da je Ay gradijentni vektor.
Tenzor a;; = g7gpigq; zadovoljava

3. ) _
apFlFl = V885,81, Fl =" V5 gipg oI F!
2 32 »
=e IVg gtpgququ =e€ ngqulgqj = Qij,

¢ime se dokaz direktnog dela ove teoreme zavrSava.

Da bismo dokazali suprotan smer ozna¢imo g’? = a pqgﬂigq—j, gde je a;; simetriCan tenzor. Prema
tome tenzor g'/ je takode simetri¢an. Tenzor g'/ o¢igledno zadovoljava (3.25). Nakon podizanja
indekasa i koriSCenja Leme 3.2.2, iz jednaCine (3.25) dobijamo (3.24).

Kristofelovi simboli Ff-‘j metrike g i generalisani Kristofelovi simboli Ff.’j metrike g zadovoljavaju

1 1
= Eajln(det@, FZ]. = §8j In(detg),

~ 1 - 1 . - ~ (324
FZJ‘ - Egpqgjg!’q = §§7"1 (gpq!j +r;jgsq "‘r\cgzjgw) =2y +Fp1’
Sto dalje implicira
1 detg
P P
vi= (1) = 2o (detg)
Ovo znaci da je vektor y; gradijent, t.j.
_ov
Vi= oxi’

za funkciju y datu sa
1 detg
y:=—In ceets .
4 detg
Sada moZemo lako proveriti da relacija (3.17) vazi, Sto dokazuje da je preslikavanje f holomorfno
projektivno. [

Analogno se moZe dokazati sledeca
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3.3. Generalisani elipticki Kelerovi prostori u Ajzenhartovom smislu

Teorema 3.2.4. [62] Neka su GK,, = (M,g,F) i GK, = (M,g,F) generalisani Kelerovi prostori i
neka je f : M — M ekvitorziono preslikavanje. Preslikavanje f je holomorfno projektivno ako i samo
ako vaZi

Aijlk = (;Ligﬁ>(ij) +I(iFj)k7 (3.31)
2
pri cemu je .

S owii -
g/ =eVg, aj= 88pi8qjs M= —VWpg'gq = (apqgﬂ) i
2

Ai=AF! = —VYFpgPigqi,  Fij= kagﬂ’

Primedba 3.2.2. [62] Sistemi parcijalnih diferencijalnih jednacina (3.22) i (3.31) su linearni u od-
nosu na nepoznati tenzor a;j tipa (2,0), sa koeficijentima koji zavise od metrickog tenzora 8ij-

3.3 Generalisani elipticki Kelerovi prostori u Ajzenhartovom
smislu

Primetimo da su linearna koneksija V, a samim tim i koneksija V generalisanovog Kelerovog pro-
1 2
stora odredene generalisanom Rimanovom metrikom. Uslovi VF =01 VF = 0 su dosta restriktivni
1 2

u odnosu na kompleksnu strukturu F' generalisanog Kelerovog prostora uvedenog Definicijom 3.1.1.
U dokazu Teoreme 18.4 u [77] je primeceno da iz uslova YF =01 YF =0sledi VF =0, pri ¢emu V

oznacava simetri¢an deo nesimetri¢nih linearnih koneksija Vi V. S tim u vezi vazi i rezultat naveden
1 2

uLemi 3.3.1.

Lema 3.3.1. Za tenzorsko polje F tipa (1,1) bilo koja dva od sledeca tri uslova impliciraju trei:

(i) YF =0,
(ii) VF =0,
(iii) VF = 0.

Dokaz. Dokaz sledi iz Cinjenice da se nesimetri¢ne linearne koneksije V i V mogu se predstaviti
12

pomocu svog simetricnog dela V i tenzora torzije 7]"

1
YXY =VxY + ET(X,Y), (3.32)

i 1
YXY =VyxY — §?<X’Y)’ (3.33)
tim redom. O

Na osnovu Leme 3.3.1 definisaCemo opstije generalisane Kelerove prostore od onih koji su defi-
nisani u radu [52].

Definicija 3.3.1. Generalisani Rimanov prostor (M, g) naziva se generalisani Kelerov prostor u Ajzen-
hartovom smislu ako na mnogostrukosti M postoji tenzorsko polje F tipa (1,1) koje zadovoljava

F?=-1, (3.34)
g(FX,FY)=g(X,Y), (3.35)
VF =0, (3.36)
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3.3. Generalisani elipticki Kelerovi prostori u Ajzenhartovom smislu

gde je V koneksija Levi-Civita koja odgovara simetri¢nom delu g metrike g i1 je identican operator.
Teorema 3.3.1. Tenzori krivine Iei’, 0 =1,...,4itenzor torzije 71“ generalisanog Kelerovog prostora

u Ajzenhartovom smislu (M, g, F) zadovoljavaju relacije

ROXY)FZ =F (R(X,Y)Z) + %{(FZ, T(Y,X))
FSF(T(ZT(Y,X)) +$(X,,2),

gde je f tenzorsko polje tipa (1,3) odredeno u komponentama sa

(3.37)

1 1
h h h
Sk = (5{ ,,j!kFl.”+ 2T (TR =T ky)

1 h 1 p h g 749 ph .
1 T Thi(TIF, S TPueEs = G Ty = T ))Uk},

21 410 1Pk a

R(X,Y)FZ=F(R(X,Y)Z)+ lT(FZ, T(Y,X))
2 2 21 1 (3.38)
FIF(T(ZT(Y,X)) +$§(X.1.2),

pri Cemu je g tenzorsko polje tipa (1,3) odredeno u komponentama sa

1 1 1 1
L p h P g9 9 Fpy_ —_TP .. Fh— —7P(Th pa _ 19 ph
g ijk = (2T JplkF +4TJP(T F {kin> 27; JllkFP 4T11<quF Tkaq))[jk]

RX,Y)FZ=F(R(X,Y)Z)+$(X,Y,Z), (3.39)
gde § oznacava tenzorsko polje tipa (1,3) dato u komponentama sa

1 |
h p h (P g4 _ 74
§ ijk = (27; pj\kF +4TPJ(T F; {kiFf)

1

1
h 14 q
—ET U|kF 4T (quFq Tkaf)
1 h 1 P rq q p
_57; kp\JF 47; (7;qu Tiqu)
1 P
STPuiFr+ 5 Th ThiFd T4 Fy )
+5 kl|] +4 ( 1PJ ‘]) [J-k}7
§(X,Y>FZ+F(1§(Y,X)Z)=§<X,Y,Z>, (3.40)

gde je 25; tenzorsko polje tipa (1,3) odredeno sa

1 1
h P h (P pd _ 74
f ijk = (2T pj\kF +4TPJ<T F; {szp)

1 n_ Lopmn q ph

— 3 Uiy = g i TagFy = Ty
1 1

p P pd_ 74

T 2T kp\JF T 4T (7;qu1 {IIFP)

1

1
— TPy Fh— TP (TR pe T Fh> .
21 Mt T gk (141 1/P /) [jk]
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3.3. Generalisani elipticki Kelerovi prostori u Ajzenhartovom smislu

Dokaz. Koriste¢i (3.32) i (3.36) i prvi identitet RiCijevog tipa (jednacina (9) u [43])
—F(R(X,Y)Z)+R(X,Y)FZ—Vryx)FZ=0, (3.41)
1
dobijamo relaciju (3.37).
Zamenom relacija (3.33) i (3.36) u drugi identitet Ri¢ijevog tipa (jednacina (13) u [43])
V;VyFX —VyVzFX =R(Z,Y)FX —F(R(Z,Y)X)+V FX
ZZZY ZYZZ 2( ’ ) (2( ) ) )+271“(Y.,Z) s
dobijamo dokaz relacije (3.38).
Primenimo sada odgovarajudi identitet Ri¢ijevog tipa (jednacina (58") u [43])
ZZYyFX — YyZZFX = I}?(Z7 Y)FX — F(I3€(Z, Y)X),

koji zajedno sa relacijama (3.32), (3.33) i (3.36) implicira (3.39).
Da dokaZemo (3.40) primetimo prvo da je

1 1

_ h p P h
Fl‘] ETP]F — ETJ’FP’ (3.42)
: 1 1
_ h -p P rh
FZ‘J EY;JPF ZJI“UFP, (3.43)

gde smo iskoristili (3.36).
Nakon primene Cetvrte i tree vrste kovarijantnog diferenciranja u relacijama (3.42) i (3.43), tim
redom, dobijamo

1 1

h h h

il =31 pidid + g Tpi(Tg ' = TyFy)
34 4

Y 1TP(T F4—T19 Fm
27 lelk Poogq p 1Pk 4

1
P rrq 9 p
T H(ThF! = T4ED)

1
h
Ft\k\j T kP|jF +4 1/t 4

1 h_Lop o q ph
- ETpikljFp 4?zk(?quq {Jqu )-
Uzimajuéi u obzir prethodne dve relacije i odogovarajuéi identitet Ricijevog tipa (jednacina (56’) u
[461)
ngyFX — YyYZFX = §(Z, Y)FX + F(I;?(Y, Z)X),

dobijamo (3.38), ¢ime kompletiramo dokaz. [

U Posledici 3.3.1 su navedene relacije koje ispunjavaju tenzori krivine Ig, 0=1,...,4tpa (0,4)

i tenzor torzije 71" tipa (0,3), pri ¢emu su tenzorska polja g, 0 =2,...,4 tipa (0,4) koja odgovaraju
tenzorskim poljima g, 0 =2,...,4,1iz Teoreme 3.3.1, odredena sa

.g(X,Y,Z,W) :zg(g(X,Y)Z,W), 0=2,..,4 (3.44)
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3.4. HP preslikavanja generalisanih eliptickih Kelerovih prostora u Ajzenhartovom smislu

Posledica 3.3.1. Tenzori krivine 193, 0 =1,....4 tipa (0,4), tenzori torzije tipa (1,2) i (0,3), i ten-
zorska polja .g, 0 =1,...,3 tipa (0,4) generalisanog Kelerovog prostora u Ajzenhartovom smislu
(M, g,F) zadovoljavaju

1
R(X,Y,FZ,W)+R(X,Y,Z,FW) =5 (T(W,FZ,T(Y,X)) =T(FW,Z,T(¥,X)))

+S(W,Z,Y,X),
1
RX,Y,FZ,W)+R(X.Y,Z,FW) == (T(W,T(Y.X),FZ)+ T (FW,Z,T(Y,X)))
+S(W,Z,Y,X),
§(X,Y, FZ,W) +I3€(X,Y,Z, FW) :g(W,Z, Y, X),
§(X,Y, FZ,W) —I;(Y,X,Z, FW) =§(W,Z, Y, X).

Dokaz. Dokaz direktno sledi iz Teoreme 3.3.1 Kkoriste¢i osobine tenzora krivine i (3.34) 1 (3.35). [

3.4 HP preslikavanja generalisanih eliptickih Kelerovih prostora
u Ajzenhartovom smislu

U slucaju generalisanih Kelerovih prostora u Ajzenhartovom smislu takode imamo invarijantan
geometrijski objekat koji je analogan Tomasovom projektivnom parametru teorije geodezijskih pre-
slikavanja.

Teorema 3.4.1. [79] Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisani Kelerovi prostori u Ajzenhartovom
smislu dimenzije n > 2 i neka je f : M — M HP preslikavanje, tada je geometrijski objekat definisan

sa
1
Iy — ?(leéjh I8! +To,F(F}), (3.45)

invarijantan pri preslikavanju f.

3.4.1 Ekvitorziona HP preslikavanja generalisanih eliptickih Kelerovih
prostora u Ajzenhartovom smislu

U ovom pododeljku ¢emo posmatrati ekvitorziona HP preslikavanja medu generalisanim Kele-
rovim prostorima u Ajzenhartovom smislu i1 potraziti geometrijske objekte koji su invarijantni pri
takvim preslikavanjima.

Teorema 3.4.2. Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisani Kelerovi prostori u Ajzenhartovom smislu
i neka je f : M — M ekvitorziono HP preslikavanje, tada je geometrijski objekat definisan sa

ij Rle+ +2 [ah Qix — 6’< Q’1+6hQ[Jk +F QPJFP
— F'QFP +F'Q,;F} — FithkF 7 (3.46)
1 1 1

1 h
—(F'T, (TP F!— TqF”)
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3.4. HP preslikavanja generalisanih eliptickih Kelerovih prostora u Ajzenhartovom smislu

Lo P pd_ P pd q
+5F U (T =T, F + 2T FY)

1r P(Th 9 h q q r-h
+ S U (T = TgiF! +2T5 )

L rpimh g q b h
*2 (FWFJ' ({qu" — Tty )> K iy
_ shyyg P _ phypp yr p4 v P19 h

84, T = FyTh T F =T zl’ij,-],

pri Cemu je

1 n
e — R p - Prq
?U _Iflj+n+2( F?’q];ji—i_z(n_i_z)r‘;?s}:} {er;
n+1 prs pg dnt4 g

invarijantan pri preslikavanju f.

Analogno, moZemo razmatrati tenzor krivine druge vrste i na taj nacin dobiti joS jedan geometrij-
ski objekat koji je invarijantan pri ekvitorzionom HP preslikavanju generalisanih Kelerovih prostora
u Ajzenhartovom smislu.

Teorema 3.4.3. Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisani Kelerovi prostori u Ajzenhartovom smislu
i neka je f : M — M ekvitorziono HP preslikavanje, tada je geometrijski objekat definisan sa

1
P — R _[5%1 =80 +8"0: ... +F'o,.FP
5 ik 2l1k+n+2 J glk kglj—’_ i g[]k]+ kgpj i
—F jhgkaip + Fihgij P Fihgka H
L P pd_ 7
o (BT (ThE - ThED) )

1 h P 4 P 4 q
+ o BT (TF =Tk +2?kchf)

2 1 1497
+ %FZrﬂp({Zijq — Toifd +2TGF)
45 (TP (ThE = T4ED) )+ ThTY,
O TR F T BT
gde je
Qij = Rij+ ﬁ (qu% * 2@1 2) Lo Tt
BT IR )

(i)

invarijantan pri preslikavanju f.

Tenzori krivine trece i Cetvrte vrste ¢e nam omoguditi da pronademo joS neke invarijantne geome-
trijske objekte ekvitorzionog HP preslikavanja.
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3.4. HP preslikavanja generalisanih eliptickih Kelerovih prostora u Ajzenhartovom smislu

Teorema 3.4.4. Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisani Kelerovi prostori u Ajzenhartovom smislu
inekaje f M —M ekvitorziono HP preslikavanje, tada su geometrijski objekti odredeni sa

P

h h h h h
Pk = Rl]k—i— [5 Q,k—|—5 Q[Jk 5inj‘|‘FkajP;’p_FjQPk}7ip

h h h
+F; (%ij,g’—gkaJP) 87 Tl hy = &' Tl g

1
hp g hp 1 h P pd_ 7
HE T G F p + BT F Ty + S F F;ququ - {kiFf)

2
SR (ThF ~TRD) 4 T3 (T — T
+%EhF§r({quq o) + ;F ol (TigF! = TFy)
ST (T~ TR ~ T4, ~ T,
+ {ZiFj”FZrqu + 7! kar;,Fﬂ 0 =3.4,
pri cemu je
Qij=Rij+ =5 (n S Toil gt} + L2T:"’1[7qu%

1
+=T" F”Fs F‘f) . 0=34,
217 ,
(i)
invarijantni pri preslikavanju f.

Konac¢no, peti tenzor krivine generalisanog Kelerovog prostora u Ajzenhartovom smislu ¢e nam
dati tenzor koji je analogan tenzoru holomorfne krivine obi¢nog Kelerovog prostora.

Teorema 3.4.5. Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisani Kelerovi prostori u Ajzenhartovom smislu
i neka je f : M — M ekvitorziono HP preslikavanje, tada je tenzor odreden sa

h
Py _lek+

I h h P h )
Pijk =& [ 5k§ji+5j1§ki+Fk1§iji _Fjlsekpﬂ

n+2 (3.47)

h

+2F; éeij/f] ,

invarijantan pri preslikavanju f.
Dokaz. Tenzori krivine 152 1 I? generalisanih Kelerovih prostora u Ajzenhartovom smislu (M, g, F) i
(M,g,F), respektivno, zadovoljavaju relaciju

— 1

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z+ = (VXP(Z, Y)—VyP(Z,X)+VxP(Y,Z)—VyP(X,Z)

5 5 2\171 271 271 171

+P(P(Z,Y),X) = P(Y,P(Z,X)) + P(X, P(Y,Z)) - P(P(X,2),Y))

Posto je preslikavanje f ekvitorziono, bilinearna forma 113 je simetri¢na, prema tome poslednja relacija

se moze zapisati u slede¢em obliku
— 1 1
ISQ(X,Y)Z :ISQ(X,Y)Z—I—Z(VX—FVX) (Y, Z)—E(Vy—l—Vy) (X,2)

+P(P(Z,Y),X) = P(Y,P(Z,X)),
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3.4. HP preslikavanja generalisanih eliptickih Kelerovih prostora u Ajzenhartovom smislu

t].
R(X.Y)Z =R(X.Y)Z+VxP(Y,Z) - VyP(X.Z)

+€(}1)(Z7Y)>X) _}1)<Y>}1)(Z?X))'

Ostatak dokaza je ostavljen Citaocu.
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Poglavlje 4

Generalisani hiperbolicki Kelerovi prostori

U radu [58] smo definisali generalisane hiperbolicke Kelerove prostore kao specijalan slucaj
Ajzenhartovih generalisanih Rimanovih prostora i dodatnim uslovima u odnosu na skoro-produkt
strukturu. U ovom poglavlju ¢emo prezentovati rezultate rada [58]. Posto je generalisani hiperbolicki
Kelerov prostor snabdeven nesimetri¢cnom metrikom, on dopusta pet linearno nezavisnih tenzora kri-
vine. Najpre ¢emo prezentovati osobine tenzora krivine, kao i odgovarajucih Ricijevih tenzora gene-
ralisanih hiperbolickih Kelerovih prostora. Zatim ¢emo posmatrati HP kao i ekvitorziona HP presli-
kavanja medu generalisanim hiperbolickim Kelerovim prostorima i pronaci geometrijske objekte koji
su invarijantni pri takvim preslikavanjima.

4.1 Generalisanih hiperbolicki Kelerovi prostori

Mnogostrukost M dimenzije n naziva se lokalno produkt prostor ako se moze pokriti sistemom
karti tako da u bilo kom preseku karti (U, u") i (U',u") vaZi [90]

= (1), uf = (), det|duu?| £0, det|dur’| £0,

gde indeksi a, b, c uzimaju vrednosti 1,2, ..., p, dok indeksi x, y, z uzimaju vrednosti p+1,p+2,...,p+
q=n.

Lokalno produkt prostor naziva se hiperbolicki Kelerov prostor ako postoji pozitivno definitna
Rimanova metrika i1 skoro-produkt struktura Fl-h # Sih koja ispunjava uslove [90]

h h
FpFip = 5i )
gaﬁEaF,ﬁ = —&ij,
VkFih = 07

gde je V operator kovarijantnog diferenciranja u odnosu na koneksiju Levi-Civita koja odgovara me-
triCkom tenzoru g;;.
Kao Sto je dobro poznato za Kelerove mnogostrukosti se vezuje algebra kompleksnih brojeva.
Skup kompleksnih brojeva
{a+ib|a,beR, i*=—1},

&ini komutativnu asocijativnu algebru nad R dimenzije dva [89]. Stavise, skup kompleksnih brojeva
¢ini polje. Godine 1948. P.K. Rasajski je bio prvi koji je posmatrao sli¢nu vrstu mnogostrukosti, ali
ovog puta povezanih sa algebrom dvostrukih brojeva [6], odnosno skupom para-kompleksnih brojeva

{a+ib|a,beR, > =1},
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4.1. Generalisanih hiperbolicki Kelerovi prostori

koji ¢ini komutativnu asocijativnu algebru dimenzije dva [89]. Algebra para-kompleksnih brojeva
ima delitelje nule, tako da ne Cini polje [89].

Godine 1949. B.A. Rozenfild je dao eksplicitnu definiciju para-Kelerovih mnogostrukosti [6]. On
je uporedio definiciju koju je dao P.K. RaSajski sa Kelerovom definicijom i zakljucio da su prostori
koje je uveo P.K. RaSajski (lokalno) realni modeli para-Kelerovih mnogostrukosti. Pregled para-
kompleksne geometrije je dat u [6].

T. Otsuki i J. TaSiro su uveli pojam holomorfno (analiticki) planarne krive, ¢ime su otpoceli teo-
riju holomorfno projektivnih preslikavanja klasi¢nih Kelerovih prostora. U odredenom vremenskom
periodu XX veka jedan od glavnih istrazivackih pravaca sovjetske i japanske Skole diferencijalne
geometrije bio je izucavanje holomorfno projektivnih preslikavanja.

M. Prvanovi¢ [67] je 1971. godine otpocela teoriju holomorfno projektivnih preslikavanja medu
lokalno produkt prostorima, a kao specijalan slu¢aj posmatrala je holomorfno projektivna preslikava-
nja hiperbolic¢kih Kelerovih prostora. Izmedu ostalog, M. Prvanovi¢ je u radu [67] uvela pojam para-
holomorfnog tenzora krivine i eksplicitno izrazila tenzor krivine prostora konstantne para-holomorfne
sekcione krivine. Kada govorimo o preslikavanjima hiperbolickih Kelerovih prostora koja o€uvavaju
holomorfno (analiticki) planarne krive, poStujuci terminologiju koju je uvela M. Prvanovi¢ u radu [67]
koristiéemo termin ,.holomorfno projektivna preslikavanja“, iako se u danasnje vreme za takva presli-
kavanja sve ceSce koriristi termin ,,para-holomorfno projektivna preslikavanja“. Takode, hiperbolicki
Kelerovi prostori se nazivaju jos i ,,para-Kelerove mnogostrukosti‘.

Generalisani klasic¢ni (elipti¢ki) Kelerovi prostori su prvi put definisani u radu [52] kao specijalan
sluc¢aj L.P. Ajzenhartovih generalisanih Rimanovih prostora. Na isti nacin, u radu [58] su definisani
generalisani hiperbolic¢ki Kelerovi prostori.

Definicija 4.1.1. [58] Generalisani Rimanov prostor (M, g) naziva se generalisani hiperbolic¢ki Kele-
rov prostor ako na mnogostrukosti M postoji tenzorsko polje F tipa (1,1) koje ispunjava

F2=I, “4.1)
g(FX,FY)=—g(X,Y), 4.2)
YF =0i YF =0, (4.3)

gde I oznacava identi¢an operator.

Teorema 4.1.1. [58] Tenzori krivine 13, 0 =1,...,4 i tenzor torzije 7]" generalisanog hiperbolickog

Kelerovog prostora (M, g, F) zadovoljavaju sledece relacije:
(i) T(X,Y) = F(T(FX,Y)),

JY)FZ = F(lle(x, Y)Z),

F(R(X,Y)Z),

R Y)FZ:F(é?(X,Y)Z),
§(X,Y)FZ+F(§(Y,X)Z):F(YX{(Z,Y) VyT(X, Z)
+{(X,{<Z,Y)) T(T(X,2),Y)).

~~

e
=
=
N
I

Dokaz. (i) Na osnovu definicija kovarijantnih izvoda prve i druge vrste iz (4.3) dobijamo

T(FU,Y)=F(T(U,Y)).
Stavljajuc¢i U = FX u prethodnoj relaciji i koristeci osobinu (4.1) dobijamo (7).
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4.1. Generalisanih hiperbolicki Kelerovi prostori

(ii) Na osnovu (4.3) imamo
YZYyFX — YyYZFX =0.

Nakon primene prvog identiteta Ricijevog tipa (jednacina (9) u [43]), dobijamo

—F(R(X,Y)Z)+R(X.Y)FZ~Vyyx)FZ =0,
(.

.
—F(R(X,Y)Z)+R(X,Y)FZ=0,

gde smo iskoristili YF =0.

(iif) Da dokazemo ovaj deo koristi¢cemo drugi identitet RiCijevog tipa (jednacina (13) u [43]), t.].

VZVYFX = VyVzFX =R(Z.Y)FX — F(R(Z.Y)X) + Yz FX. (4.4)
Prema YF = 0 jednacina (4.4) postaje
R(Z.Y)FX —F(R(Z,Y)X) =0,

¢ime se zavr$ava dokaz dela (iii).
(iv) Pimenjujuéi odgovarajuéi identitet Ricijevog tipa (jednacina (58’) u [43]), imamo

VzVyFX = VyVzFX = R(ZY)FX = F(R(Z.Y)X).

Koristeci (4.3) u prethodnoj relaciji dobijamo (iv).
(v) 1z (4.3), a na osnovu definicija kovarijantnih izvoda treée i Cetvrte vrste dobijamo

VyFX = F(T(X.Y)) i V2FX = F(T(ZX)),
Sto dalje implicira
V,VyFX = F(V,T(X.Y)) + F(T(Z.T(X,Y))
VyVzFX = F(YyT(Z,X))+F(T(T(Z.X).Y)).
S druge strane, odgovarajuci identitet Ri¢ijevog tipa (jednacina (56') u [46]) glasi
YZYyFX — YyYZFX = §(Z,Y)FX +F(I3€(Y,Z)X).

Iz poslednje tri relacije dobijamo (v), ¢ime je dokaz teoreme zavrSen. [

Oznacimo tenzor krivine tipa (0,4) sa

R(X.Y.ZW) = gRX.Y)ZW), 6 =1.....4,

i tenzor torzije tipa (0,3) sa
T(X,Y,2) = g(X.T(¥,2).
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Posledica 4.1.1. [58] Tenzori krivine R tipa (0,4), 0 = 1,...,4 i tenzor torzije { tipa (0,3) generali-
sanog hiperbolickog Kelerovog prostora (M,g,F)

(i) R(X.Y,Z,FW)+R(X.Y,FZ,W) =0,

(i) R( )

(iii) R(X.Y.Z,FW)+
) R( )

zadovoljavaju

X,Y,Z,FW)+R(X,Y,FZ,W) =0,

8}

( )
R(X.Y.FZ,W) =0,
( )

(iv) R(X.Y.Z,FW) +R(Y.X,FZ,W) =VyT(FW.X,Z) = VxT(FW,Z,Y),

3
+ {(FW, 71’(X,Z),Y) — 71’(FW,X, YI"(Z,Y)),

(v) §(X,Y,Z,FW) —é?(Y,X,Z,FW) :zﬂl"(FW,X,Z) — YXYI’(FW,Z,Y),

+ {(FW, 71"(X,Z),Y) — 71"(FW,X, YI“(Z,Y)).

Dokaz. Dokaz direktno sledi iz Teoreme 4.1.1, koristeci osobine tenzora krivine kao i osobine produkt
strukture date sa (4.1) 1 (4.2). ]
Teorema 4.1.2. [58] Ricijevi tenzori l(}iC(X, Y)= Tr(U — Ig(U,X)Y) ,0 = 1,...,5 generalisanog
hiperbolickog Kelerovog prostora (M, g, F) poseduju sledece osobine:

Iliic(FX,FY) = —llQic(X,Y)

+Tr(U - ) (%VU{(Y,X) + %{({(KX)»U)))

CA(X,U)

1 1
4 Tr (U s y <§VU{(FY, FX)+T(T(FY.FX), U))) ,
(FX,U)

Ric(FX,FY) =~ Ric(X.Y)
—Tr(U—> y (1VUT(Y,X)+1T(T(Y,X),U)>)
CAR D) 2 1 411

1 1
—Tr(U—> y <§VU{(FY,FX)+Z{({(FY,FX),U))),
CA(FX,U)

1
Ric(FX,FY) =—Ric(X,Y) + 2Tr<U - ¥ VT( X))

CS(UX)

- %Tr(U — CA(ZU,X){({(Y,X),U))

+ %Tr(U = ;FX VuT (FY, FX))
(v UZFX T(T(FY,FX),U))
in(o ooy
%Tr(U ~ T(T(FX U),FY)),
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1
Ric(FX,FY) = —Ric(X,Y) + —Tr(U - Y VUT(Y,X)>
4 4 2 Cs(U.X)

_|_

_|_

+
N = W= = N —

(
(
Tr(U—> y T({(FY,FX),U))
(
(

Ric(FX,FY):—Ric(X,Y)+1Tr<U—> ) T(T(Y,X),U))
5 5 4 cAU X) 1

1

+ ZTr(U ~ Y T(T(FY,FX), U)) .
carx) !

Dokaz. Glavna ideja dokaza je da se iskoriste relacije izmedu tenzora krivine § (6=1,...,5)iRima-

novog tenzora krivine R, kao i dobro poznate osobine koje ima Ricijev tenzor hiperbolickog Kelerovog
prostora.
Na osnovu relacije koju ispunjavaju tenzori krivine R 1 1;2 lako dobijamo

Ric(Y,Z) = Ric(¥,Z) + 1Tr(U - Y WT(Z)Y))
! 2 CA(Y,U)

1
+ZTr(U—> Y T(1(z)Y)0)),
capu) b !
stoga je
Ric(FX,FY) =Ric(FX,FY)

1
+5Tr(U = Y VyT(FY,FX))
CA(FX,U)

1
+ ZTr(U — y ) {(T(FY, FX),U)).
(FX,U)
Ricijev tenzor hiperbolickog Kelerovog prostora zadovoljava [67]

1
Ric(FX,FY) = —Ric(X,Y) =—Ric(X,Y)+-Tr(U — ) VyT(¥,X))
! 2 CAX,U)

1
+ZTr(U—> ) T(YI"(Y,X),U)).
CA(X,U)

Iz poslednje dve relacije dobijamo dokaz prve relacije ove teoreme. Provera preostalih relacija ove
teoreme je analogna. 0
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Primenom cikli¢ne sume u relacijama medu Ric¢ijevim tenzorima datim u Teoremi 4.1.2 dobijamo
Posledicu 4.1.2.

Posledica 4.1.2. [58] Ricijevi tenzori %ic(X,Y) = Tr(U — lg(U,X)Y),G =1,...,5 generalisanog
hiperbolickog Kelerovog prostora (M, g, F) imaju sledece osobine:
1
Y Ric(FX,FY)=— Y Ric(X,Y)—-Tr(U—T(T(FX,U),FY))
csxy) ! csaxy) ! 2 b

— %Tr(U — {({(X,U),Y))v

Y Ric(FX,FY)=— Y Ric(X,Y)—lTr(U—>T(T(FX,U),FY))
cs(X.y) 2 cs(xX.y) 2 2 I

1
- ETr(U — {({(X,U),Y)),
) RIC FX,FY)=— ) Ric(X,Y)— lTr(U — T(T(FX,U),FY))
csx.y) > CS(X.Y) 2 :
1
— ETr(U — {(YI"(X,U),Y)),
) Ric(FX,FY) - Y Ric(X,y)+ 3Tr(U — T(T(FX,U),FY))
csxy) 4 CS(X.Y) 2 !
3
+ 5Tr(U — {({(X,U),Y)),
) Ric(FX,FY)=— Y Ric(X,Y)+ lTr(U — T(T(FX,U),FY))
CSX) CSXy) 2 bl

+ %Tr(U — 71“(11"(X,U),Y))~

4.2 HP preslikavanja generalisanih hiperbolickih Kelerovih
prostora

Kao i u slucaju klasi¢nih (elipti¢kih) Kelerovih prostora, holomorfno (analiti¢ki) planarna kriva u
generalisanom hiperbolickom Kelerovom prostoru je odredena obi¢nom diferencijalnom jedna¢inom
drugog reda u Ojlerovom obliku.

Definicija 4.2.1. [67, 69] Kriva | : I — M generalisanog hiperbolickog Kelerovog prostora (M, g, F)

koja ispunjava uslov regularnosti A(t) = %(t[) # 0, t € I, je holomorfno planarna ako za neke funkcije
p1 i p2 parametra t sledeca obicna diferencijalna jednacina vazi

VanAt) = p1(t)A) +p2(t) FA(1),

gde V oznacava koneksiju Levi-Civita koja odgovara simetricnom delu g metrike g.
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4.2. HP preslikavanja generalisanih hiperbolickih Kelerovih prostora

Definicija 4.2.2. [67, 69] Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisani hiperboli¢ki Kelerovi prostori di-
menzije n > 2. Difeomorfizam f : M — M naziva se HP preslikavanje ako svaku holomorfno planarnu
krivu prostora (M, g, F) preslikava u holomorfno planarnu krivu prostora (M, g, F).

Potreban i dovoljan uslov za egzistenciju HP preslikavanja generalisanih hiperboli¢kih Kelerovih
prostora je naveden u Teoremi 4.2.1.

Teorema 4.2.1. [67, 69] Neka su (M,g,F) i (M,g,F) hiperbolicki Kelerovi prostori dimenzije n
(n > 2). Difeomorfizam f : M — M je HP preslikavanje ako i samo ako vaZi

P(X.,Y) = y(X)Y + y(Y)X + w(FX)FY + y(FY)FX, (4.5)

gde X,Y € T,(M), y je linearna formai P(X,Y) = VxY —VxY, priCemu suV i V simetricne linearne
koneksije, koje odgovaraju simetri¢nim delovima g i g, metrika g i g, tim redom.

Potreban 1 dovoljan uslov za egzistenciju HP preslikavanja hiperbolickih Kelerovih prostora dat u
terminima tenzora deformacije Il’(X ,Y) naveden je u Teoremi 4.2.2.

Teorema 4.2.2. [67, 69, 58] Neka su (M, g,F) i (M,g,F) generalisani hiperbolicki Kelerovi prostori
dimenzije n (n > 2). Difeomorfizam f : M — M je HP preslikavanje ako i samo ako vaZi

P(X.Y) = y(X)Y +y()X + y(FX)FY + y(FY)FX + §(X.Y), (4.6)

gde XY € T,(M), y je linearna forma i & je antisimetricno tenzorsko polje tipa (1,2).
U indeks notaciji jednacina (4.6) glasi

Tl =T+ w8 + l//pF”Fh +&, (4.7)
gde su Fh i Fh generalisani Kristofeli simboli druge vrste, y; je kovektor i <§h je antisimetri¢an tenzor.

Generahsam Kristofelovi simboli prve vrste zadovoljavaju [54], str. 11

Uijk+Tjikc = &ijk> Vijk +Thij = 8ikj - (4.8)
Stoga, - N . .
18lx = lgle” gijx = |glg (Tijx +Tjix) = |g|(T% + ),
t.
Bl
20gl M

Analogono, koristeci drugu relaciju iz (4.8) moZe se pokazati da je [54]

|8|k

_ FP
2lg] K
Sto dalje implicira
(gp =}, -7, =0. (4.9)
Antisimetrizacijom u (4.7) po indeksima i i j dobijamo
1 ,— = 1
h_ h h h h
i =7 (T =) =5 (T = ). (4.10)
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4.2. HP preslikavanja generalisanih hiperbolickih Kelerovih prostora

Iz relacija (4.9) 1 (4.10) zakljuCujemo da vazi

1,
P _ 14 Py
ip E(?ip_{ip> =0. (411)
Kontrakcijom po indeksima 4 1 j u relaciji (4.7) dobijamo
I —I7 = (n+2)y: 4.12)

Sada, iz (4.7), (4.10) i (4.12) imamo

1
h P sh P Sh Pph
T — —— (0),6/ + 17,6 + T4, FiF;)

ij J i

Skl ( (4.13)
I TP Sh | TP Sh | T P rh
_Iz_n_{_z(FPiéj +ij6i +FZPF(1‘FI')>’

gde ij oznaCava simetrizaciju sa deljenjem.
Koristeci ¢injenicu da se struktura F oCuvava pri HP preslikavanjima i na osnovu prethodne di-
skusije vazi sledeca

Teorema 4.2.3. [58] Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisani hiperbolicki Kelerovi prostora dimen-
zije n > 2 i neka je f : M — M HP preslikavanja, tada je geometrijski objekat

1
Fh R4 h R4 / Y FPFh
U nt2 -1—2( piéj + pjail qp” (i j))’ .19

invarijantan pri preslikavanju f.

Primedba 4.2.1. [67, 69] Geometrijski objekat (4.14) je analogan Tomasovom projektivnom para-
metru iz teorije geodezijskih preslikavanja.

4.2.1 Ekvitorziona HP preslikavanja generalisanih hiperbolickih Kelerovih
prostora

Ekvitorziona HP preslikavanja medu generalisanim klasi¢nim (eliptickim) Kelerovim prostorima
su razmatrana u radu [78]. U ovoj podsekciji ¢emo prezentovati rezultate koji se ticu ekvitorzionih
HP preslikavanja generalisanih hiperboli¢kih Kelerovih prostora, a koji su publikovani u radu [58] .

Definicija 4.2.3. [58] Preslikavanje f : M — M generalisanih hiperbolickih Kelerovih prostora naziva
se ekvitorziono preslikavanje ako ocuvava tenzor torzije { t.j. ako vaZi { = {

Ako je f: M — M ekvitorziono HP preslikavanje generalisanih hiperboli¢kih Kelerovih prostora,
onda antisimetri¢no tenzorsko polje & iz (4.6) identi¢ki i§¢ezava. Zaista, [58]

28(X,Y) =11’(X,Y) —Il’(Y,X)
:?(X,Y) — Y(X,Y) —?(Y,X) +Y(Y,X)

Tako da je tenzor deformacije fl’ pri preslikavanju f simetri¢na bilinearna forma data sa [58]

P(X.Y) = y(X)Y +y(Y)X + y(FX)FY + y(FY)FX. (4.15)
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4.2. HP preslikavanja generalisanih hiperbolickih Kelerovih prostora

Teorema 4.2.4. [58] Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisani hiperbolic¢ki Kelerovi prostori i neka
je f: M — M ekvitorziono HP preslikavanje, tada su geometrijski objekti dati sa

Pljk lek+ n+2 j ( Qlk) ( ij_%ij)
+8! (B — 01|
Fh R..— N\ F_h R, — FP
k(epj %pj) i T (Opk %pk> ; @16
—F'((Rpj = %p,-)F,f ~ (R~ %pk)F]P)
(—1)9—1(T§krfs+5hrj,sTfk
+ FyTh T F 4 T FAT Fh)} 6—1.2,
pri Cemu je
Q-~—£(F¥ Tr 4" quTp O F + ——FITV I F]
6l]_ l’l+2 pS]jl _2 Jq rs n— 2 zq rs

1
U Fy T3 F + T F T3 F]

1 q
+ — (FPT4,FTL+ Ty FfTHFD) )>, 6=1,2,

invarijantni pri preslikavanju f.
Dokaz. Tenzori krivine Ili’ i I? generalisanih hiperboli¢kih Kelerovih prostora (M,g,F) i (M,g,F),

respektivno, zadovoljavaju relaciju [49]

4.17)
+P(P(Z,Y),X) ~ P(P(Z.X),Y) + P(Z,T(¥,X)).

Oznacimo

1{/(X,Y) = Vyy(X) —wX)y(Y) + y(FX)y(FY).
Zamenjujuci (4.15) u (4.17) dobijamo da je

RIX,Y)Z=R(X,Y)Z+Y -y(ZX)-X-y(ZY)+Z- ) w(X)Y)
! ! 1 1 CAXy) 1

—FX-y(FZY)+FY -y(FZ,X)
1 1

—FZ- (IIJ(FX’Y) - W(FY,X))
1 1

FT(X) Y(Z)+ 2 y(T (VX))
FF(T(YX)) W(FZ) + W(F (T (Y.X)) - FZ.
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4.2. HP preslikavanja generalisanih hiperbolickih Kelerovih prostora

Poslednja relacija u lokalnim koordinatama glasi
Rz]k zjk+6h Il/zk 8¢ ‘{’ij+5ih l{/[jk]
~F YiiF ki Vil —F, (Wp] — V) (4.18)
+ {ﬁkq/, + 8" y/pT + FhTJkl//qu + prP{‘j.kﬁ;h.
Kontrakcijom po indeksima £ i k u (4.18) i koriSéenjem (4.9) dobijamo
Rij =Rij =¥+ Wiy + Wipg) F F}

. , L . (4.19)
TG+ FJT 5 W + Y BT, F

gdesulf,-j:R 1R]_RUP

Antisimetrlzacgom u (4 19) po indeksima i i j dobijamo

komponente Ricijevih tenzora lliic(X JY)i ﬁlic(X ,Y), respektivno.

(n+ 20y =R = Ry +29 TG+ T3 oy — T i E]

4.20
+ vy, F'TY F — w,FPTLF!. (+:20)
qJrt P’ q it
Simetrizacijom u (4.19) po indeksima i 1 j dobijamo
R — P4
Riip) =R =W (i) + 2V o FF] + BTl + F Tl vk
+ W FP T F + w, FPTLF] (2D
Pt q 1Jr 1 p L ]
zatim kompozicijom sa FI§ 1 qu u poslednjoj relaciji dobijamo
R Ppd _ P4 P :
R FUF} =Ripg) FUF} = nWipg) L F 4+ 2w(3j) + F T, ] v )
+Fqu Frlllj+WPFp{ZiFJr+WPFf{?jF}r' .
U lokalnim koordinatama, prva relacija Posledice 4.1.2 glasi
Ry F'F! = —Ri) — lT b T F/F} — Lye e (4.23)
L)t By T TR Ty e st i T 5 g pp :
a ista relacija vazi u prostoru (M,g,F), t.j.
- —p— — 1 — e 1,
PEd _ I P4
I;e(pq)Fi Fj= _If(ij) - Q{fq{gsFiFj N 57;@{;7]‘- (4.24)

Koristeci ¢injenicu da se tenzor torzije i struktura F' ouvavaju pri ekvitorzionim HP preslikavanjima
1 zamenjujuci (4.23) 1 (4.24) u (4.22) dobijamo

—Riaj) == Ry = n¥ (o) F +295) + F T F Vi F T E

g (4.25)
+ ¥ty {riFj +Yply Y;er} :
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4.2. HP preslikavanja generalisanih hiperbolickih Kelerovih prostora

Sumirajudi relacije (4.21) i (4.25) dobijamo

1
‘{’@q)@pr = —‘{’w) R (Fy "T”  VrF + prprjrp;.r

(4.26)
+FpT?pF]rlI/l+ WprTzzF]r)( )
Nakon zamene (4.26) u (4.25) dobijamo
. ) r q r
(n+2)Wa) =Ry =R + 7= S (F STV + W F TS F) )
) (4.27)
+ 5 (T F Vit VpF{TET) )

Sada, sumirajuci (4.20) i (4.27) dobijamo (ovde ispravljamo ratunsku gresku nastalu u radu [58])

2(n+2) Vij =2R;j — 2ﬁ,~,~ +2y/p{f, + 22Fqu v, F + 2F"qul//r
+ zn” VoF{ TS F + prFqu FY
+ n—2 (FpT?pFJrWl + IVPFPTZ J /) (ij)
Koristeci (4.12) u prethodnoj relaciji dobijamo
(”+2)l{/ij:Ifij_l?ij‘f‘?ij_?ija (4.28)
gde je ?i ; definisan sa
0= g (Tl T 5 T
+Z ;F;,SFPT‘f F+ LZFV FJTYF] (4.29)
s (T E Y o THED) ).

i Q;; je definisan na isti nacin u prostoru (M,g,F).
1

Konac¢no, nakon zamene (4.12) i (4.28) u (4.18) dobijamo

P =P

ljk tjk?

gde je geometrijski objekat IID?jk definisan sa (4.16), dok je geometrijski objekat ?f’jk definisan na

isti nacin. Posto generalisani Kristofelovi simboli nisu tenzori, ovaj geometrijski objekat nije tenzor.
Analogno moZemo razmotriti slucaj kada je 6 = 2. [

Teorema 4.2.5. [58]Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisani hiperbolicki Kelerovi prostori i neka
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4.2. HP preslikavanja generalisanih hiperbolickih Kelerovih prostora

je f: M — M ekvitorziono HP preslikavanje, tada su geometrijski objekti definisani sa

P! ( sz) 5 (R Rij — Qij) +8 (R[jk] - %Uk])]
Fk (9 Qp])F +F ( pk_ka)
Fih(( QPJ)FP (R pk_ka) j ) (4.30)

+(-1)°" I(Tﬁkrs +5hrj,sTfk

1
l]k lek+ +2[

hp q q h —
B T G F + D F T F )], 6 =3,4,
pri Cemu je

—1 1
4 q 4 ) r q P 1S r
Ps{fﬁn SIS DL + — FJTTF,

“_(_1)9—1
%U_ n+2 (

1
— pstTq F + —2F;SFPT‘1 F!

(Y T4, FyTh+ T FITHFD) o )>, 6—34,

_|_

n—2
invarijantni pri preslikavanju f.

Dokaz. Tenzori krivine I§ i Ig generalisanih hiperboli¢kih Kelerovih prostora (M,g,F) i (M,g,F),

respektivno, zadovoljavaju relaciju [49]

+P(X,P(Z,Y)) = P(P(X,2),Y) + T(P(X.Y),Z). (30
Oznacimo
gf(X,Y) = Vyy(X) —yX)y(Y) +y(FX)y(FY), 6 =1,2.
Sada na osnovu definicija kovarijantnih izvoda prve i druge vrste zaklju€ujemo da je
YY) = y(X,Y) + w(T(X,Y)). (4.32)

2 1

Zamenjujuci (4.15) u (4.31) 1 koristeci (4.32), dobijamo da je

I_Q(X,Y)Z:R(X,Y)Z+Y-I/J(Z,X)+Y-l,t/( Z.X)+Z- Y, w(.X)+Z- y/( (Y,X))
3 3 1 CA(x,y) 1

~X-Y(ZY) = FX - y(FZY)+FY - y(FZX)+FY - y(T(FZX))
1 1 1
— FZ- (y(FX,Y) — W(FY,X)) + FZ-y(T(FY,X)) + T(Y,2) - y(X)
1 1
+T(X,2) YY)+ T(FY,2)-w(FX) + T(FX,2) - y(¥).

Ostatak dokaza je analogan dokazu Teoreme 4.2.4. [
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4.2. HP preslikavanja generalisanih hiperbolickih Kelerovih prostora

Teorema 4.2.6. [58] Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisani hiperbolic¢ki Kelerovi prostori i neka
je f: M — M ekvitorziono HP preslikavanje, tada je tenzor definisan sa

!
h o ph h h PFh PRl
Pl = Ryt g |Bud) = Ridl + R F) = RipF I
P rh
+ 2R, PR,

invarijantan pri preslikavanju f.

Dokaz. Tenzori krivine 15€ i 15_€ generalisanih hiperboli¢kih Kelerovih prostora (M,g,F) i (M,g,F),

respektivno, zadovoljavaju relaciju [49]

_ 1
R(X,Y)Z=R(X,Y)Z —(V P(Z,Y)—VyP(Z,X)+VxP(Y,Z) — VyP(X,Z
RIX,Y)Z=R(X,Y)Z+5(VxP(Z,Y) = VyP(Z,X)+VxP(Y,Z) - VyP(X,Z)

+IIJ(II)(Z7Y)7X) _fl)(YJ?(ZvX))"i_II)(XaIl)(YaZ)) _€(1?(X7Z)7Y)>

(Z.X).Y)+P(T(Z.Y),X) = P(Y.T(Z.X)) = P(X.T(Z,Y)).

+P(
1 11 1

=

Posto je preslikavanje f ekvitorziono, bilinearna forma Il’ je simetrina, stoga se poslednja relacija

moze zapisati u obliku

— 1 1
R(X,Y)Z=R(X,Y)Z+=(Vx+Vx)P(Y,Z)—=(Vy+Vy)P(X,Z
5( ) ) 5( ’ ) +2(1X+2X)1(7 ) 2(1Y+2Y)1( ’ )
tj. B
+P(P(Z,Y),X) — P(Y,P(Z,X)).
Zamenom (4.15) u poslednju relaciju dobijamo
ROCY)Z=R(X,Y)Z =X -w(Y,Z) +Y - y(X.Z)

—FX -y(Y,FZ)+FY -y(X,FZ) (4.33)
+2y(X,FY)-FZ,

gde smo oznacili
VX, Y) = Vyy(X) —y(X)y(Y) + y(FX)y(FY).

U lokalnim koordinatama, jednacina (4.33) glasi

Rij =Rl — 8 Vi + 8] Wi — B'WjpF) + Fj Wi FY + 21, FF (4.34)

Kontrakcijom u poslednjoj relaciji po indeksima 4 i k dobijamo

Iseij =I§ij— (n+2)l[/j,-. (4.35)
Zamenjujudi (4.35) u (4.34) dobijamo dokaz teoreme. ]
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4.3. Otvoren problem

4.3 Otvoren problem

U slucaju kada je generalisana (nesimetricna) Rimanova metrika g simetri¢na, generalisani hiper-
bolicki Kelerov prostor svodi se na uobicajeni hiperboli¢ki Kelerov prostor. Tada se tenzori krivine
15, 0 =1,...,5 svode na Rimanov tenzor krivine R, dok se geometrijski objekti leDfljk, 0=1,....,41

tenzor I;f’]k svode na para-holomorfno projektivni tenzor krivine [67]
1
P zhjk - thjk + n+2 (Rki 5;’ - Rﬁ&? + RkPFipF jh - ijFipF kh
+ 2R FIE).
Otvoreno je pitanje da li postoji joS neki tenzor koji €e se svesti na para-holomorfno projektivni tenzor

krivine u uobi¢ajenom hiperbolickom Kelerovom prostoru, i ukoliko je odgovor pozitivan, koliki je
maksimalan broj takvih tenzora?

4.4 Generalisanih hiperbolicki Kelerovi prostori
u Ajzenhartovom smislu
Na isti nacin kao Sto smo u Definiciji 3.3.1 uveli generalisane Kelerove prostore u Ajzenhartovom
smislu, mozemo definisati generalisane hiperbolicke Kelerove prostore u Ajzenhartovom smislu.

Definicija 4.4.1. Generalisani Rimanov prostor (M, g) naziva se generalisani hiperboli¢ki Kelerov
prostor u Ajzenhartovom smislu ako na mnogostrukosti M postoji tenzorsko polje F tipa (1,1) koje
ispunjava

F?=I, (4.36)
g(FX,FY)=—g(X,Y), (4.37)
VF =0, (4.38)

gde je V koneksija Levi-Civita koja odgovara simetriénom delu g metrike g i I oznacava identican
operator.

Propozicija 4.4.1. Neka je (M, g,F) generalisani hiperbolicki Kelerov prostor u Ajzenhartovom smi-
slu, tada tenzori krivine 193, 0 =1,...,41itenzor torzije 71“ zadovoljavaju

R(X.Y)FZ=F (R(X,Y)Z)+ %{(FZ, T(Y.X))

1 (4.39)
pri Cemu je ?’ tenzorsko polje tipa (1,3) odredeno u komponentama sa
M= (lTh WEP s pp gt _pappy _Lgp g Xppn pa Fh)> :
]l] 27 P]l i 41pj lqkl lqu 27 l.ll p 41U 1qkp lpkq [jk]’

R(X,Y)FZ :F(R(X,Y)Z) + lT(FZ,T(Y,X))

2 2 21 1

1 (4.40)
2

+5F(T(Z,T(Y X)) +8(X.Y,Z),
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4.4. Generalisanih hiperbolicki Kelerovi prostori u Ajzenhartovom smislu

gde je g tenzorsko polje tipa (1,3) odredeno sa

1 1 1 1
h . _ p h (7P pd _ 74 ppy_ ~ _lqP(Th pq _ 74 ph
"5 ijk = <2T JP|kF + 4T]P(quFl Tkth ) T ‘kF 4{]!<quFP Tkaq )) [jk]
RX,Y)FZ=F(R(X,Y)Z)+5(X.Y,Z) (4.41)
gde je § tenzorsko polje tipa (1,3) definisano u komponentama sa

1 1
h 14 h P 4 q
gijk—<2T pj‘kF —|—4ij(T F'=T Ff)
1

— TP, Fh
21 Uk

| s 1 P 4 q p
_57; kP\JF 47; ({qui _7111'qu)

1
__7P(Th F9_T9 FP
275 Ty = TipFy)

1 1
p h q 79 rh
Tl ’“'JF oy =Tk ))[Jk]

R(X.Y)FZ+F(R(Y.X)Z) = $§(X.Y.Z)

(4.42)
gde je 25; tenzorsko polje tipa (1,3) odredeno sa

1 1
O
4

410 iqikg
-3 e = ST~ TherD
5Tk 4 ST T =TSR
T TR TR

Propozicija 4.4.2. Tenzori krivine R, 6 =1

4, tipa (0,4) i tenzori torzija tipa (1,2) i (0,3),
kao i tenzorska polja g, 0=1,..

.4 tipa (0,4) generalisanog hiperbolickog Kelerovog prostora u
Ajzenhartovom smislu (M, g, F) zadovoljavaju

1
RX,Y,FZ,W)+R(X,Y,.Z,FW) =2 (T(W.FZ,T(Y,X)) = T(FW,Z,T(Y,X)))
+S(W,Z,Y.X),

+8(W.Z,Y.X),
R(X.Y,FZW)+R(X.Y.Z FW)

=S(W.Z.Y.X),
R(X.Y.FZ,W)~R(Y.X.Z.FW)

=S(W.Z,Y.X).
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4.5 HP preslikavanja generalisanih hiperbolickih Kelerovih
prostora u Ajzenhartovom smislu

U ovom odeljku ¢emo posmatrati HP preslikavanja medu generalisanim hiperbolickim Kelerovim
prostorima u Ajzenhartovom smislu. Kako su generalisani hiperboli¢ki Kelerovi prostori u Ajzen-
hartovom smislu uvedeni Definicijom 4.4.1 opstiji od generalisanih hiperbolickih Kelerovih prostora
datih Definicijom 4.1.1, posmatraéemo geometrijske objekte u opStijim prostorima koji su invarijantni
pri ekvitorzionim HP preslikavanjima.

Teorema 4.5.1. [58, 67, 69] Neka su (M, g,F) i (M,g,F) generalisani hiperbolicki Kelerovi prostori
u Ajzenhartovom smislu dimenzije 2n > 4. Difeomorfizam f : M — M je HP preslikavanje ako i samo

ako vazi
IIJ(X,Y) =yX)Y+y(Y)X+y(FX)FY +y(FY)FX+&(X,Y), (4.43)

gde XY € T,(M), y je linearna forma i § je antisimetri¢no tenzorsko polje tipa (1,2).

Lako je proveriti [58]
I —T7 = (14 2)w. (4.44)

U slucaju HP preslikavanja generalisanih hiperbolickih Kelerovih prostora u Ajzenhartovom smislu
imamo invarijantan geometrijski objekat koji je analogan Tomasovom projektivnom parametru iz
teorije geodezijskih preslikavanja.

Teorema 4.5.2. [58] Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisanih hiperbolickih Kelerovih prostora u
Ajzenhartovom smislu dimenzije 2n > 4 i neka je f : M — M HP preslikavanje, tada je geometrijski
objekat

1
h D Sh P Sh P rh
Fﬂ_—n+2<rl"'61 +17,6" + T8, F(Fy),

invarijantan pri preslikavanju f.

4.5.1 Ekvitorziona HP preslikavanja generalisanih hiperbolickih Kelerovih pro-
stora u Ajzenhartovom smislu

Ekvitorziona HP preslikavanja generalisanih hiperboli¢kih Kelerovih prostora u Ajzenhartovom
smislu se mogu razmatrati analogno ekvitorzionim HP preslikavanjima generalisanih hiperbolickih
Kelerovih prostora uvedenih u radu [58]. Neka je f : M — M ekvitorziono HP preslikavanje gene-
ralisanih hiperboli¢kih Kelerovih prostora u Ajzenhartovom smislu, tada je tenzor deformacije I]D pri

preslikavanju f simetri¢na bilinearna forma data sa [58]

P(X.Y) = y(X)Y + y(Y)X + y(FX)FY + y(FY)FX.

Teorema 4.5.3. Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisani hiperbolicki Kelerovi prostori u Ajzen-
hartovom smislu i neka je f: M — M ekvitorziono HP preslikavanje, tada je geometrijski objekat
definisan sa
1
h h h h h h
Pije =Rip+ 775 9 Qik — & ?i/ +6; ? k] — Fi ?ijip s
+F jh?PkFip - Fih (?ij kp - ?ka JP)
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1 h
L (EIT TR TYED)
1

h
~SE T T ~ TR+ TR

1
D/rh 19 h 4 q rh
= S Up B (TgFf = T4 F +2TkJFq)

1 r P (Th 74 q h
——(r F(TkF TF))M

2
hl—q hpp yr 4
— &' ]k —F TjqurF

17 pp14 h
l—‘erq YI“iji ],
pri Cemu je

Th 4 5 (T FI T )

?ij:lleij_n—l—2<r‘quﬂ 2(n— 2)< rita

n—1 1
qTP 1T It qTP1s 7
~|—n 2F quFrsF n—2F quFrsF

1 N
P FaFT qaTP prrs
2(1"T FJE] + EJT] i) )

iss qr

+

n—
!
2

(CWELTSE ) )

invarijantan pri preslikavanju f.

Teorema 4.5.4. Neka su (M, g,F) i (M,g,F) generalisani hiperbolicki Kelerovi prostori u Ajzenhar-
tovom smislu i neka je f : M — M ekvitorziono HP preslikavanje, tada je geometrijski objekat

Pt]k Rt]k + [5h Qik — 6k Qlj + 5h Q[Jk Fk QPJ

+F jhgkaip —F (gm‘F L= gka 7)

Lo P pd_ 74

+ ) (F F;rqqu {szp)) [i]]
1

+ EE”FLr({;’qu ToiFd +2TFY) w6
1 h h h '

+ STy (T — TR+ 2T Fy)

1
P(Th 4 q h
+2(1“r FP (T =Tk i
h 1P h hp q
+ T, +6'14,T" Ny TJkFZrF

h
+ T, FITYF
gde je
o TP—L(FS )T F)
s 2" T p2 TP 2(n—1) Jri i)

X P4
sy (TG — EATL T T T

2(n_1)( s qr
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TLTLFAF — FITEFITS) o)
n—2

qTP r
+ 2(n—1) (FP{qurFi )(ij)>’

invarijantan pri preslikavanju f.

Teorema 4.5.5. Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisani hiperbolicki Kelerovi prostori u Ajzenhar-
tovom smislu i neka je f : M — M ekvitorziono HP preslikavanje, tada su geometrijski objekti

1
e = R |8 Qi = O Tl s+ 07 Qg = O T s

h h P, ph P phyp 4

— & %ij_Fk %PjFi +Fj %PkFi — F T F T
h P, ph P phyp 4

—F ngFk +F %kaj —F ?quj L

Lo P pd_md
— 5 (BT (Tieg B = TF)) g

—_ N

1
S )4 h q h -9 h P rrq P rd
B EFPSF} (?quj o {QJ'Fk ) - EFI r\;S({quj - {quk )

R Gl T AR R
= Ty = T, = Tl [Ty B = TR TG, FY |, 0 =3,4,
pri cemu je
Qij = Rij+ % (o THE )i
T i S T3 s = 4(n1+ 2y Tt Tast?
- 2<n1+2) q;iFrprfstjq)[ij]’ =34

invarijantni pri preslikavanju f.
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Poglavlje 5

Generalisane parabolicke Kelerove
mnogostrukosti

U novije vreme HP preslikavanjima medu parabolickim Kelerovim mnogostrukostima su se bavili
H. Cuda, J. Mike§, P. Peska i M. Siha [70, 57]. Mnogi rezultati o HP preslikavanjima parabolickih
Kelerovih mnogostrukosti mogu se naci u odlicnoj monografiji [42]. U ovom poglavlju ¢emo najpre
prezentovati rezultate rada [61], t.j. definisaCemo generalisane m-parabolicke Kelerove mnogostruko-
sti i posmatrati HP preslikavanja medu takvim mnogostrukostima. Zatim ¢emo se baviti specijalnim
kanonickim preslikavanjima drugog tipa medu generalisanim parabolickim Kelerovim mnogostruko-
stima, sledeci rezultate rada [60].

5.1 Generalisane m-parabolicke Kelerove mnogostrukosti

Parabolicke Kelerove prostore je prvi razmatrao V.V. ViSnevski kao paraboli¢ki analogon A-
prostora, koji su kasnije dobili naziv paraboli¢ki Kelerovi prostori [42]. Rimanova mnogostrukost
(M, g) parne dimenzije n > 2 naziva se m-parabolicka Kelerova mnogostrukost ako pored metrike g
na mnogostrukosti M postoji tenzorsko polje F tipa (1,1) takvo da je rank(F) = m < 5 i da vaZe
slededi uslovi [42]

F? =0,
g(X,FX) =0
VF =0,

gde je V koneksija Levi-Civita odredena metrikom g, dok je X proizvoljno tangentno vektorsko polje
na mnogostrukosti M.

5.1.1 HP preslikavanja generalisanih m-parabolickih Kelerovih
mnogostrukosti
Generalisani elipticki i hiperbolic¢ki Kelerovi prostori su definisani u radovima [52] i [58], respek-
tivno. Koristeci definiciju uobicajene m-parabolicke Kelerove mnogostrukosti (Definicija 13.7 u [42])

1 definiciju generalisanog Rimanovog prostora u radu [61] smo definisali generalisane m-parabolicke
Kelerove mnogostrukosti.
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Definicija 5.1.1. [61] Generalisana Rimanova mnogostrukost (M,g) parne dimenzije n > 2 naziva
se generalisana m-parabolicka Kelerova mnogostrukost ako postoji tenzorsko polje F tipa (1,1) na
mnogostrukosti M takvo da je rank(F) = m < 7 i ispunjava sledece uslove

F? =0, (5.1)
g(X,FX) =0 (5.2)
VF =0, (5.3)

gde V oznacava koneksiju Levi-Civita koja odgovara simetriénom delu g metrike g, dok je X proi-
zvoljno tangentno vektorsko polje na mnogostrukosti M. U slucaju kada je rank(F) = m = 5 mnogo-
strukost (M, g) naziva se generalisana parabolicka Kelerova mnogostrukost.

Definicija 5.1.2. [42, 61] Kriva [ : I — M na generalisanoj m-parabolickoj Kelerovoj mnogostrukosti

M sa metrikom g koja ispunjava uslov regularnosti A(t) = %(f) # 0,t € I, naziva se holomorfno (ana-
liticki) planarna kriva ako za neke funkcije p1 i po parametra t vaZi obicna diferencijalna jednacina

VanA) = p1(0)A @) +p2(t) FA(1),
gde V oznacava koneksiju Levi-Civita koja odgovara simetri¢nom delu g metrike g.

Teorema 5.1.1. [42, 61]Potreban i dovoljan uslov za egzistenciju HP preslikavanja f : M — M gene-
ralisanih m-parabolickih Kelerovih mnogostrukosti M i M je dat u obliku

P(X.Y) = w(X)Y + y(Y)X + @(X)FY + @(Y)FX + (X, Y), (5.4)

gde je @ linearna forma, dok je y gradijentna forma, t.j. y(X) = Vx@, gde je ¢ funkcija. Ovde je
v(X) = @o(FX) i & je antisimetricno tenzorsko polje tipa (1,2).

Dokaz. Neka je f: M — M HP preslikavanje generalisanih m-paraboli¢kih Kelerovih mnogostrukosti
M i M. Tada vazi [41]

VxY —VxY = y(X)Y + y(Y)X + @(X)FY +@(Y)FX. (5.5)
gde je @ 1-formai y je gradijentna forma takva da vazi y(X) = @ (FX).
Posto je - B

VxY = YXY—T(X,Y)

VxY = YXY — 71“(X,Y),
iz relacije (5.5) mozemo zakljuéiti da (5.4) vazi za antisimetri¢no tenzorsko polje & definisano sa

é(X,Y) :T(X7Y> - YJ(X,Y),

Sto dokazuje direktan deo ove teoreme. Obrnuti smer se jednostavno dokazuje. [l

Nas cilj u radu [61] bio je da preformuliSemo uslov (5.4) u terminima simetricnog dela g metrike
g i kovarijantnog izvoda prve vrste u odnosu na metriku g.
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5.1. Generalisane m-parabolicke Kelerove mnogostrukosti

Teorema 5.1.2. [61] Generalisana m-parabolicka Kelerova mnogostrukost M sa metrikom g dopusta
HP preslikavanje na generalisanu m-parabolicku Kelerovu mnogostrukost M sa metrikom g ako i
samo ako simetrican deo g metrike g ispunjava

ng(x,y) 29(2)g(X, )+ ). ( X)g(Y,Z)+o(X)g(Y,FZ)

CS(X)Y) (5.6)
+3E(X,2),1)),
gde je @ linearna forma, y je gradijentna forma takva da vazi w(X) = @(FX) i & je antisimetri¢no
tenzorsko polje tipa (1,2).
Dokaz. Posto je metrika g kovarijantno konstantna pri kovarijantnom izvodu prve vrste (koji odgovara
koneksiji ?), nije teSko proveriti relaciju

YZg(XaY):g(li)(sz)aY)+g(X’f(YaZ))' (5.7

Nakon zamene izraza za f(X ,Y) iz (5.4) u prethodnu jednacinu i koristeci (5.3) dobijamo (5.6).

Dokazimo sada obrnuti deo tvrdenja. Analogno dokazu Teoreme 3.1 u [41] uvedimo pomocno
tenzorsko polje Q tipa (1,3) definisano sa [61]
1

0(X,Y,Z) :g(z,z;(x,y) - Y (v(X)Y+oX)FY)-&(X,Y)). (5.8)
1 CS(X.Y)

Posto je metrika g simetriCna, relacija (5.6) dobija oblik
VAXY) = ¥ (v(@EXY)+v(X)3ZY)
CS(X.y) (5.9)
—9(X)B(FZ,Y)+3(E(X.2).Y)).

dok relacija (5.7) postaje
Z g Y). (5.10)
S(X,Y

Sada iz (5.9) i1 (5.10) dobijamo
0(X,Z,Y) =0,
cs(xy) 1
tj. tenzorsko polje Q je antisimetriéno u odnosu na prvi i tre¢i argument. Tenzorsko polje Q je
I 1
ocigledno simetricno u odnosu na prvi 1 drugi argument. Ove Cinjenice obezbeduju validnost sledeceg

niza jednakosti
Q(X7Y7Z) - Q(Y,X,Z) = —Q(Z,X,Y) = _Q(X7ZaY)
1 1 1 1

= Q(Y7ZaX) = Q(ZaY7X) = _Q(X3Y7Z)7
1 1 1
Sto dalje implicira Q(X,Y,Z) = 0.
1
Metrika g je regularna i1 tenzorsko polje Q definisano sa (5.8) identicki iS¢ezava, tako da moZemo
- 1
zakljuciti da vazi

PICY)— Y (WY +@()FY) —E(X,Y) =0,

CS(X.Y)
¢ime se dokaz teoreme zavrsava. ]
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5.1. Generalisane m-parabolicke Kelerove mnogostrukosti

Koriste¢i kovarijantni izvod druge vrste moZe se dokazati slede¢a

Teorema 5.1.3. [61] Generalisana m-parabolicka Kelerova mnogostrukost M sa metrikom g dopusta
HP preslikavanje na generalisanu m-parabolicku Kelerovu mnogostrukost M sa metrikom g ako i
samo ako simetri¢an deo g metrike g zadovoljava

Vzg(X,Y) =2y(Z)g(X.Y) + ) (W(X)E(YZH(P(X)?(Y,FZ)

CS(X.Y) (5.11)
~B(E(X,2).Y)),

gde je @ linearna forma, y je gradijentna forma takva da je w(X) = @(FX) i & je antisimetri¢no
tenzorsko polje tipa (1,2).

Primedba 5.1.1. [61] VazZno je napomenuti da je bilo koji od uslova (5.6) i (5.11) ekvivalentan uslovu
[41]

VZEX.Y) =2w(Z)gX. )+ Y (wX)g(r.2)+e(X)E(Y.FZ)). (5.12)
CS(XY)

gde V oznacava simetrican deo nesimetricnih linearnih koneksija Vi V.
1 2

5.1.2 Relacije medu tenzorima krivine generalisanih m-parabolickih
Kelerovih mnogostrukosti pri HP preslikavanjima

Relacije medu tenzorima krivine § i IS (6 =1,...,5) generalisanih m-parabolickih Kelerovih

mnogostrukosti M i M, respektivno, pri HP preslikavanju su date u Teoremi 5.1.4.

Teorema 5.1.4. [61] Neka je f: M — M HP preslikavanje i neka su § i IE tenzori krivine vrste 0

(6 =1,...,5) generalisanih m-parabolickih Kelerovih mnogostrukosti M i M, respektivno. Tada su
ispunjene sledece relacije

R(X.Y)Z=R(X.Y)Z—Y(Z.Y)X +W(Z.X)Y —9(Z.Y)FX
+@(Z,X)FY + (¢(Y.X) — 9(X,Y))FZ

Ly weTzy) - var(zy) (5.13)
caxy) ! !
1 _

+7 Y (TT(ZY).X)-T(T(ZY)X)),
CA(X.Y)

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z=y(Z,Y)X + Y(Z,X)Y — 9(Z,Y)FX
+@(Z,X)FY + (¢(Y.X)— @(X,Y))FZ

- ECAZ (VxT(2,Y) = VxT(Z,Y)) (5.14)
(X.)
1 _
+ 1 Z ({(?(Z,Y),X) - {({(sz)7X))’
CA(X.Y)
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g(x, Y)Z :I3'\’(X, Y)Z-w(Z V)X +w(Z,X)Y —@(Z,Y)FX
+¢(Z,X)FY + (o(Y,X) — 9(X,Y))FZ

1 _
+5 2 (WT(ZY)-VxT(Z,Y))
CS(X.Y) (5.15)

(Z )(T(T(Z,Y),)o—{({(Z,Y),x))
XY

1
4

(T, X),2) - T(T(Y X),2),
R(X.Y)Z=R(X.Y)Z=y(ZY)X +Y(Z,X)Y —@(Z,Y)FX
+¢(Z,X)FY + (o(Y,X) — 9(X,Y))FZ

Ly (WuT(zy)-var(z.)))
2esyy 1 (5.16)
Ly (T(T(2.¥).X)~T(T(Z,Y),X))

4 CA(X,Y)

5002 -1 (00).2),

§(X Y)Z=RX,Y)Z—y(Z,Y)X +W¥(Z,X)Y = @(Z,Y)FX
+@(Z,X)FY + (¢(Y.X)— @(X,Y))FZ

| (5.17)
CA(X.Y)
gde je 9(X,Y) definisana sa
P(X,Y) =Vyo(X) -y (X)o(Y) — o(X)y(Y), (5.18)
dok je w(X,Y) definisana sa
Y(X,Y)=@(FX,Y)=Vyy(X) - y(X)y(Y). (5.19)

Dokaz. Tenzori krivine R i R simetri¢nih linearnih koneksija V i V, respektivno, zadovoljavaju dobro
poznatu relaciju [41] B
R(X,Y)Z =R(X,Y)Z+VxP(Z,Y)—VyP(Z,X)

5.20
+P(P<Z7Y)7X)_P(P(27X)7Y)7 ( )

gde je P(X,Y) = VxY — VxY.

Posto je tenzor deformacije P dat sa
1
=Q(FX)Y +@(FY)X+@(X)FY +¢(Y)FX,
relacija (5.20) postaje [41]

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z—wy(Z,Y)X+w(Z,X)Y —@(Z,Y)FX (521)

+@(Z,X)FY + (9(Y,X) — 9(X,Y))FZ,
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gde su ¢(X,Y) i y(X,Y) definisane sa (5.18) i (5.19), tim redom.
Tenzori krivine R i 113 zadovoljavaju relaciju

1 1

FN.

1
-T(T(Z,X),Y
+T(T(ZX).Y),

a ista relacija vaZi i za tenzore krivine Ri R
1

— — | 1= = 1
R(X7Y)Z :$(X7Y)Z_ EVX’ZJ(Z7Y) + EVYY;(va) - Z{({(ZJ])?X)

+ T(?(Z,X),Y).

ENI

Zamenom prethodne dve relacije u (5.21) dobijamo (5.13). Relacije (5.14)—(5.17) se mogu dokazati
analogno. 0

Primedba 5.1.2. [61] Napomenimo da se relacije (5.13)—(5.17) mogu dobiti direktno zamenom izraza
(5.4) u relacije medu tenzorima krivine 163 i E, 0 =1,...,5, koje su analogne relaciji (5.20), a koja

vazi za obicne tenzore krivine.

Otvoren problem. [61] Mogu li se nelinearni sistemi (5.6) i (5.11) transformisati u linearne sisteme
parcijalnih diferencijalnih jednacina u odnosu na kovarijantne izvode prve i druge vrste? Isto pitanje
se javilo u slu¢aju nelinearnog sistema (5.12) 1 odgovor je bio pozitivan.

5.2 Specijalna kanonicka skoro geodezijska preslikavanja
generalisanih Rimanovih prostora

Skoro geodezijska preslikavanja tipa m(e),e = %1, prostora sa afinom koneksijom na Rimanov
prostor su razmatrana u radovima [38, 84], dok je rad [19] posveéen kanonockim skoro geodezijskim
preslikavanjima tipa 7, (e = 0), medu Rimanovim prostorima sa afinor strukturom, i specijalno medu
paraboli¢kim Kelerovim prostorima.

U radu [60] smo produZili i unapredili rezultate rada [19]. Naime, razmatrali smo kanonicka skoro
geodezijska preslikavanja tipa gz(O,F ), 0 € {1,2} medu generalisanim Rimanovim prostorima. Ta-

kode, definisali smo generalisane parabolicke Kelerove mnogostrukosti i posmatrali kanonicka skoro
geodezijska preslikavanja tipa JGTZ(O, F), 6 € {1,2}, medu takvim mnogostrukostima. Sira klasa me-

trike kojom su snabdevene mnogostrukosti razmatrane u radu [60] nam je omogudila da pronademo
jos neke invarijantne geometrijske objekte kanonickih skoro geodezijskih preslikavanja tipa 7912 (0,F),

0 € {1,2}, nego §to je to bio slucaj u radu [19].
Osnovne jednacine kanonickih skoro geodezijskih preslikavanja tipa gz(O,F ), 0 € {1,2}, medu

generalisanim Rimanovim mnogostrukostima su date sa [60]

= Y oX)FY+(-1)°Vk(x.Y), (5.22)
CSXY)
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Y (ZyFX— (—1)6K(FY,X)>

CS(X.Y) (5.23)

= Y (WX)FY —u(FX)Y),
CS(X,Y)

gde X.Y € 2 (M), ¢ je 1-forma, K je antisimetri¢no tenzorsko polje tipa (1,2) definisano sa

K(X,Y)= %(f(x, Y) —I;’(Y,X)) = (IZJ(Y,X) —123(X,Y)),

N =

i F je tenzorsko polje tipa (1, 1) koje ispunjava uslov

F>=0.
Ako struktura F' zadovoljava dodatni uslov
Tr(F) =F} =0,

onda ¢emo odgovarajucu klasu preslikavanja oznacavati 7(;'2(0, F),0 €{1,2}.

Kanoni¢ko skoro geodezijsko preslikavanje f: M — M tipa 76rz(0,F ), 6 € {1,2}, ima osobinu
osobinu reciprociteta, ako je njemu inverzno preslikavanje f~! : M — M takode kanonicko skoro
geodezijsko preslikavanje tipa 752(0, F). Skoro geodezijska preslikavanja mnogostrukosti sa nesime-

tricnom linearnom koneksijom koja imaju osobinu reciprociteta su izuavana u [75, 83], kao analogija

rezultata koji se ticu mnogostrukosti sa simetricnom linearnom koneksijom datih u [72]. Posto tenzori

defomacija 110 i ? nesimetri¢nih linearnih koneksija Y i V, pri preslikavanjima f i f~!, respektivno,
1

zadovoljavaju relaciju
?(X,Y) = —IID(X,Y)7 X, Y e Z' (M),
bez gubljenja opStosti moZemo pretpostaviti

6:_(1)’ F:Fv EZ_K?

ili u komponentama
_ —h _—
¢;=—¢, Fi=F' K

1

ij= _KZ (5.24)

Potreban i dovoljan uslov da bi skoro geodezijsko preslikavanje f : M — M tipa 752, 0 € {1,2},

zadovoljavalo osobinu reciprociteta izraZen je relacijom
F? = ol +BF,

gde I oznacava identian operator, dok su & i 8 skalarne funkcije.

5.2.1 Invarijantni geometrijski objekti

Koristi¢emo tenzorski racun da pronademo invarijantne geometrijske objekte skoro geodezijskih

preslikavanja f : M — M, tipa T2, 0 € {1,2}. Oznacimo sa | i || kovarijantne izvode vrste 6 = 1,...,4,
0 0
koji odgovaraju generalisanim Kristofelovim simbolima Ff’j 1 l:f’j, tim redom.
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U lokalnim koordinatama osnovna jednacina (5.22) glasi

h h h h
gde je ¢; kovarijantni vektor koji odgovara linearnoj formi ¢, dok su Fih i KZ komponente tenzorskih
polja F i K, respektivno.

Koristeci kovarijantno diferenciranje prve vrste i jednacinu (5.25), dobijamo da je

h __ph Prh h P P rh
Ey; =F;+ @pF Fj + K, i F;” — KiF. (5.26)
1 1

Pored latinskih indekasa koristicemo i grcke indekse a, B i ¥ koji ¢e takode uzimati vrednosti od 1
do n = dim(M). Kontrakcijom relacije (5.26) po indeksima j i / i koriste¢i (5.24), dobijamo

—u l—oa — 1) —a 1 1
FiHoc + EKpoch - EKipan - F;'(Ixa + iKgaFip - EK;Zpra? (5.27)
1 1

t.j. tenzor 1?,- definisan sa

1 1
A= Fiio+ EKI?‘“F,.” — 5Kl.’(’XFpo‘, (5.28)
1

je invarijantan pri preslikavanju f.
Analogno, koristeci kovarijantno difereciranje vrste 6 (6 = 2,3,4) mozemo dokazati da su tenzori
13,-, 0 = 2,3,4, definisani sa

1 1
_pa | tpapp  lpp pa
é\l—F + 5Ky F; KyiFy's

lg(x 2 1 2 (04}
1 1
A= Ffy ARG D SKLES, 529
3
A;=F/% lKan 1KpFa
i = Fija T 5 Raptis = 5Rialp
4

invarijantni pri preslikavanju f.
U netrivijalnom sluc¢aju, kada je Flh # 0, koji je od posebne vaznosti za nas, postoji tenzor tipa

(1,1) F' # 0 takav da je FO‘FO[[3 = n = dim(M). Nakon kontrakcije relacije (5.26) sa F];, dobijamo

B
FP =(F%, — F%)FB _ g% FPpr 4 g» b po
noyr; i|B ijp/fa ppl ot iplalp - (5.30)
1 1
Iz (5.24) imamo
Fl=F!
tako da moZemo zakljuciti
* *
P
Fl - Fl
Takode, uslov (5.24) obezbeduje relaciju
1 —
h h h
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5.2. Specijalna kanonicka skoro geodezijska preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora

Sada, iz (5.26), koristeci (5.30)—(5.31), dobijamo

h _ ph
By =1
gde je tenzor ?f’j definisan sa
Bh _Fh _l(FOt _}_lK(X Fy—leFa)I*?ﬁFh
L T T BT Ryt T gty It aty
‘1 ! . (5.32)
h Y Y ph
+§Kiji _EKUFY’
dok je tenzor 1?5’1 definisan sa
e TG PN <o Y ¢y oyl Y i
Bij = Fijlj = - (Fijp + 5KypFi = 5KigFy )FaF j + 5Ky F'y — SKijFy.
1 1
Analogno, moZemo dokazati da su tenzori g?j’ 0 = 2,3,4, definisani sa
Bl =F" —l(F“ pige pr gy FFPFl
2ij_zlj n zlﬁ 2By Bty ST et
Veon v Lovrn
+§KJ‘7Fz‘ _QKjiFw
1 1 1 *
h __h o a Y Y poy B ph
By =Fij— s+ 5Ky F = 3 KpiFy P ak
31 3 . (5.33)
h Y Y ph
+§Kiji —EK].I.F},,

1 1 1 *
h _ h a o Y Y oy B h
B = i Ky f = 3 KipFy )P

Ven zv Loy pn
+ EKJYFI' — EKUFY ,
takode invarijantni pri preslikavanju f.
Prethodna diskusija uopStava Teoremu 1 u [19] na slu€aj generalisanih Rimanovih mnogostruko-
sti. Naime, tenzori Af.’., 0 =1,...,4, dati sa (5.28) i (5.29) jesu generalizacije tenzora A; = F%* , dok
oY Lo
su tenzori E?w 0 =1,...,4, definisani sa (5.32) 1 (5.33) uopStenja tenzora B?j koji je dat sa

1 *
Bl =F]— ;ﬂbeﬁFﬁ, (5.34)
gde ; oznatava kovarijantno diferenciranje u odnosu na koneksiju Levi-Civita. Ogigledno je da su

tenzori A; = Fif’(‘x 1 Bf-’j invarijantni pri preslikavanju f generalisanih Rimanovih mnogostrukosti.

5.3 Specijalna kanonicka skoro geodezijska preslikavanja
drugog tipa generalisanih parabolickih Kelerovih
mnogostrukosti

Koristili smo Ajzenhartovu ideju generalisanih Rimanovih prostora da uopstimo pojam para-
bolicke Kelerove mnogostrukosti. Naime, u radu [60] smo razmatrali parabolicke Kelerove mno-
gostrukosti snabdevene generalisanom Rimanovom metrikom, koja je u opStem slu¢aju nesimeti¢na.
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Definicija 5.3.1. [60] Generalisana Rimanova mnogostrukost M sa metrikom g naziva se generalisana
paraboli¢ka Kelerova mnogostrukost ako postoji tenzorsko polje F tipa (1,1) na M takvo da vaZi

=0, VF=0, g(X,Y)=0wg(X,FY), ©=+1,X,Y € T,(M),
gde V oznacava koneksiju Levi-Civita koja odgovara simetricnom delu g metrike g.

U nastavku ¢emo razmatrati generalisane parabolicke Kelerove mnogostrukosti za koje je @ = 1u
Definiciji 5.3.1. Neka su M i M dve generalisane paraboli¢ke Kelerove mnogostrukosti parne dimen-
zije n > 2, sa metrikama g i g, respektivno i tangetnom strukturom F. Kao i u slucaju uobicajenih
parabolickih Kelerovih mnogostrukosti uslovi

F?=01i Tr(F)=FF =0

p
su ispunjeni.
Za antisimetri¢no tenzorsko polje K odredeno sa
1,
K(X,Y) = (T(X,Y)=T(X,Y)), (5.35)
sada vazi , ) )
YyFX +K(Y,FX)=VyFX + 571"(Y7FX) + E?(Y,FX) — E];(Y,FX)

1
=VyFX+T(Y,FX).

Analogno moZemo dokazati relaciju
1
ZyFX —K(Y,FX)=VyFX + Eg(KFX).

Prema tome, osnovne jednacine (5.22) i (5.23) kanonickih skoro geodezijskih preslikavanja tipa
gz(O,F ), 8 € {1,2} (sa unapred definisanom tangetnom strukturom F) medu generalisanim para-

bolickim Kelerovim mnogostrukostima imaju oblik

— Y e(X)FY+ (-1 VK(x,Y),
CSXY

Z T(Y,FX)= Y (u(X)FY—u(FX)Y),

2 CS(X.Y) CS(X.Y)

gde X,Y € Z (M), ¢ je 1-forma, dok je K antisimetri¢no tenzorsko polje tipa (1,2) odredeno sa
(5.35).

Dobro je poznato da je struktura F' lokalno integrabilna ako i samo ako na mnogostrukosti postoji
simetri¢na linearna koneksija V u odnosu na koju je struktura F' kovarijantno konstantna, t.j. VF = 0.
Prema tome, zakljuCujemo da je struktura F na generalisanoj parabolickoj Kelerovoj mnogostrukosti

*
lokalno integrabilna. Ova Cinjenica nam omogucava da posmatramo jo$ jednu strukturu F' takvu da
je uslov [19]

FhFO‘ + Fh F% = ¢! (5.36)

ispunjen na svakoj karti generalisane parabolicke Kelerove mnogostrukosti.
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U radu [19] je dokazano da je geometrijski objekat

1
h h oc ﬁ

invarijantan pri kanonickom skoro geodezijskom preshkavanju tipa 7 (e = 0) parabolickih Kelerovih
mnogostrukosti. U Teoremi 5.3.1 ¢emo prezentovati generalizaciju geometrijskog objekta definisanog
sa (5.37), u slucaju kanonickog skoro geodezijskog preslikavanja tipa gz(O,F ), 8 € {1,2} generali-

sanih parabolic¢kih Kelerovih mnogostrukosti.
Teorema 5.3.1. [60] Neka je f: M — M kanonicko skoro geodezijsko preslikavanje tipa 752(0,F ),
0 € {1,2}, generalisanih parabolickih Kelerovih mnogostrukosti M i M. Tada su geometrijski objekti

Cf’J, 0 =1,...,4 definisani sa

1
h _1h q Fo pB I
Cij =13 LH(quFpJF [me 2 KypFaf}
| ., 1 h - (5.38)
Y rpa p p
— K F PG |F! +2Kqu;1,>F L)+2KU,
ij
1
h _ th B B
Gii = Fij—{n+l<rqu?’+ FrlpFa+s SKB ]
| > i ! (5.39)
Y pa p 14 h h
~ 5K} FRFE) ! +2Kqu§,)F L)+2KU,
ij
1 1
h h P 1-q B By
cl=1 { H(r,quJr [F¢ |ﬁFa-|— K FOF]
. 5 | ! (5.40)
Y po D p h h
~ Kb Ff FE]F! +2K,ng)F ]( 5
ij
1 1
h _ th B B
gij_rij_[m<rzng+ 5] 1pFat KﬁYF Ey
| . : ! (5.41)
_ 1Y po p Prq\ph h
SKIGFRFO)F] + KL F4)F, LJ}+2K,J7
invarijantni pri preslikavanju f.
Dokaz. Kontrakcijom osnovne jednacine (5.25) sa F 7 dobijamo
(Th —T0 F =@iF F) + @, F 4 + K} F4
=ngi+ @g(FyF + FFY = FJF}) + K F
(5.36) £ a
nQ; + ;6 — (PqFI;]FzI'J""KlZF;[?'
Dakle,
(n+ 1) @i =(T7, —T7)F} + @ FJF} — K[ F}
536 mp _1v\pa . L[ pa o \jB B
(T, Fiq)F;]’+_[(Fp\|/3_FP|ﬁ)F‘X KysFaFy (5.42)
1 1

1KY F“FB]F” KPF4
pBTY iq”- p°
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Sada, nakon zamene (5.42) u osnovnu jednacinu (5.25) dobijamo

— _ * 1 *
h _ h P P\rq . ~[(ra _ pa \pB By
Lj=T+ R(Fiq Fiq)Fp+n[(Fp|\ﬁ Fp\ﬁ)Fa KypF oy

Y papB / h
+K sy Fo |F? KZFZ)Fi] " + K.
)

Iz prethodne jednacine, koristeci (5.30)—(5.31), dobijamo sledecu relaciju

P FY FyFﬁ}F

_ 1 1 1 I
h P =B =By _ Loy
I — [ +1<F 7ol ~[F pHﬁFaJr SKSFLF, — 5K,

1 1
+2K{;Fg)FJ](”)+§K{?j -
ij

1 1 1
ho_ P[4 pB FBEY _ L g poph
Iy {n+1<F’qFP+ [F |BF + KBF F = 3Kk Fa }F

| |
“KP Fq) Fh “Kh
+5 271q P } (i) + 27

¢ime se dokazuje da je geometrijski objekat C definisan sa (5.38) invarijantan pri preslikavanju f.

Na sli¢an na¢in mozemo zakljuciti da su geometrlj ski objekti C"., @ = 2,3, 4, odredeni jedna¢inama

lj ’
(5.39)—(5.41) invarijantni pri preslikavanju f. [

U slucaju dveju afino povezanih mnogostrukosti sa torzijom, moZemo posmatrati preslikavanje
koje oCuvava torziju tzv. ekvitorziono preslikavanje. Jednacina (5.35) u lokalnim koordinatama glasi

KZ = %(T?j — Tlh) Stoga, geometrijski objekti Clj, 0 =1,...,4 definisani sa (5.38)—(5.41) pri ekvi-
torzionom kanoni¢kom skoro geodezijskom preslikavanju tipa 79tz(0,F ), 0 € {1,2}, generalisanih

parabolic¢kih Kelerovih mnogostrukosti poprimaju sledeci oblik [60]
1
h h P 1q B p —
%‘i]- =17 — {n 1<quFp+ —F |ﬁF F: )Lm, 0=1,...,4. (5.43)

Primetimo da geometrijski objekti dati sa (5.38)—(5.41) i (5.43) nisu tenzori, jer generalisani Kristo-
felovi simboli Ff.’j nisu tenzori (videti, [54], str. 10).
Geometrijski objekat [19, 60]

1
h h h B 44
Cij=1i— +11(10‘)ﬁ1 3 (5.44)

gde Fh oznacava simetri¢an deo od Fh , je ocigledno invarijantan pri kanoni¢kom skoro geodezijskom
preshkavanju tipa 76tz(0,F ), 0 € {1,2}, generalisanih paraboli¢kih Kelerovih mnogostrukosti. Ovaj

geometrijski objekat je tenzor kao i geometrijski objekat definisan sa (5.37).

Primedba 5.3.1. [60] Geometrijski objekti, definisani sa (5.38)—(5.41), (5.43) i (5.44) su generaliza-
cije tenzora definisanog sa (5.37).
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Poglavlje 6

Specijalna skoro geodezijska preslikavanja
drugog tipa mnogostrukosti sa
nesimetricnom linearnom koneksijom

U ovom poglavlju ¢emo prezentovati rezultate rada [59]. Dakle, najpre ¢emo se baviti speci-
jalnim skoro geodezijskim preslikavanjima drugog tipa medu mnogostrukostima sa nesimetricnom
linearnom koneksijom. Zatim ¢emo isti tip preslikavanja posmatrati medu generalisanim Rimanovim
prostorima, kao i medu generalisanim eliptickim i hiperbolickim Kelerovim prostorima.

6.1 Skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa mnogostrukosti
sa nesimetricnom linearnom koneksijom

Postoje dve vrste skoro geodezijskih preslikavanja drugog tipa mnogostrukosti sa nesimetricnom
linearnom koneksijom 79:2, 0 € {1,2} [75]. Osnovne jednacine ovih preslikavanja su date u radovima

[66, 75]

Px,y)= Y (l//(X)Y—l—G(X)FY)
o CS(X,Y) 6.1)

+(-1)%'k(x,Y),6 €{1,2}

gde X, Y € Z' (M), yi o su l-forme, K je antisimetri¢no tenzorsko polje tipa (1,2) i F je tenzorsko
polje tipa (1, 1) koje ispunjava

y (VYFX+eG(X)Y+(—1)9_1K(FY,X)):
csxy)

y (u(X)FYJrv(X)Y), X,Y € (M), 0 €{1,2},
CS(X.Y)

(6.2)

zaneke 1-forme (1 v.

Sistemi diferencijalnih jednacina (6.1) i (6.2) mogu se transformisati u nelinearne mesovite si-
steme KoSijevog tipa u odnosu na kovarijantni izvod prve i druge vrste na isti nain kao u slucaju
skoro geodezijskih preslikavanja mnogostrukosti sa simetri¢cnom linearnom koneksijom [72]. Stoga,
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na isti nacin kao u [72], str. 175, u radu [66] smo uveli tenzorsko polje ? tipa (1,2) definisano sa
ox,v)= ¥ ( —F2Xo(Y) — K(FY,X) + w(X)FY + v(X)Y) . (6.3)
1 CS(X.Y)
U slucaju kada je 8 = 1 uslov (6.2) se moze zapisati u obliku
YYFX+YXFY = ?(X,Y),
Sto dalje implicira
YZYyFX + YZYXFY = YZ?(X’Y>' (6.4)
Razmotrimo sada sledeéi izraz
Yy?(X,Z) - YZ?(X,Y) + YX?(Y’Z) =
YYYZFX + YYYXFZ - YZYYFX
—YZYXFY + YXYZFY + YXYYFZ =
YYYZFX - YZYYFX + YXYZFY - YZYXFY ©5)
+YXYyFZ — YyYXFZ + ZYyYXFZ =
I;Q(Y, Z)FX — F(IIK’(Y, 2)X)— YT(ZJ)FX
—HIQ(X,Z)FY —F(IIQ(X,Z)Y) — YT(ZX)FY
+ IIQ(X, Y)FZ— F(Ili’(X, Y)Z)— YT(KX)FZ—F 2YyYXFZ,
gde smo iskoristili prvi Ri¢ijev identitet [51]
YZYyFX — YYYZFX = I;Q(Z,Y)FX — F(IIQ(Z, Y)X)— YT(Y,Z)FX'
Iz (6.5) primenjujuéi osobinu prvog tenzora krivine IIQ(Y, Z)X = —IIQ(Z ,Y)X lako mozemo dobiti
sledeci sistem KoSijevog tipa
V(Z,X) =VxFZ,
VyV(Z.X) ==2F(R(X,2)Y) —R(Y,X)FZ
+R(Y,Z)FX +R(X,Z)FY
+F(11e(z, Y)X +11€(Y,X)Z — Ile(x,z)y) 66)
V(X T(ZY)+V(V,T(Z,X))+V(Z,T(Y.X))
+ Yy?(X,Z) — YZ?(X’ Y)+ Yx?(Y,Z),

u odnosu na tenzorska polja F' 1 ‘1/ Na osnovu prve jednacine iz (6.6) jednacina (6.4) dobija oblik

\I/(X,Y) —HI/(Y,X) = ?(Z,X),
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koji je algebarskog karaktera u odnosu na ‘1/ 1 Q. Poslednja jednacina zajedno sa (6.6) daje meSoviti
1

sistem KosSijevog tipa u odnosu na kovarijantni izvod prve vrste.
Analogno moZemo razmatrati skoro geodezijska preslikavanja tipa 7212. Pri ¢emu ¢emo koristiti
drugi identitet Ricijevog tipa [51]
V;VyFX —-VyVzFX =R(Z,)Y)FX - F(R(Z,Y)X)+V FX
VzVy VyVz R(Z,Y) (R(Z,Y)X) + V1w z)FX,

i osobinu drugog tenzora krivine IZE(Y,Z)X = —Izi’(Z,Y )X. 1z (6.5) na isti nacin kao u slucaju kova-
rijantnog izvoda prve vrste lako mozemo dobiti sledeci meSoviti sistem KoSijevog tipa u odnosu na
kovarijantni izvod druge vrste

‘;(Z?X) :YXan
ng(ZJ() :_2F<§(X72)Y) _§<YaX)FZ
+R(Y,Z)FX+R(X,Z)FY
2 2

(6.7)

+F(12€(Z,Y)X+12?(Y,X)Z—12€(X,Z)Y)
FV(XT(ZY) 4V, T(Z,50) + Y (Z,T(7, X))
—|—VyQ(X,Z)—VzQ(X,Y>—|—VxQ(Y,Z),

2 9 2 9 2 9
gde je g(X,Z) = \2/(X,Z) +‘2/'(Z,X).

Sistem diferencijalnih jednacina (6.6) 1 (6.7) je nelinearan, Sto dovodi do poteskoca pri proucavanju
skoro geodezijskih preslikavanja drugog tipa kako u sluc¢aju mnogostrukosti sa simetricnom linear-
nom koneksijom [72], tako i u slu¢aju mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom [75].
Stoga ¢emo se u nastavku baviti nekim specijalnim tipovima skoro geodezijskih preslikavanja drugog
tipa mnogostrukosti sa simetri¢cnom linearnom koneksijom.

Potreban i dovoljan uslov da bi generalisani Rimanov prostor dopustao skoro geodezijsko presli-
kavanje drugog tipa na drugi generalisani Rimanov prostor je dat u Teoremi 6.1.1.

Teorema 6.1.1. [59] Generalisani Rimanov prostor (M, g) dimenzije n > 2 dopusta skoro geodezijsko
preslikavanje tipa 752 (6 € {1,2}) na generalisani Rimanov prostor (M,g) ako i samo ako postoji

resenje sledeceg nelinearnog mesovitog sistema KoSijevog tipa
V(X,Z) =V,FX,
0 0
+I§(Y,X)FZ+I§(Z7X)FY
(6.8)
+F(1§(X, Y)Z+§(Y, Z)X — {oe(z,x)y)
FVZ ) +V (L T(XZ) +Y (X, T(Y,2))
+ VYQ(Z,X) - VxQ(Z,Y) + VzQ(Y,X),
6 o 6 o 6 o6
gde je Z nesimetricna linearna koneksija odredena metrikom g, § Jje tenzor krivine vrste 0 i tenzorsko
polje Q je definisano sa
6
O(X,Y) =V(X.¥)+V(¥.X).
0
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6.2 Specijalna skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa

Motivisani radom [73] definisali smo specijalna skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa mno-
gostrukosti sa nesimetri¢nom linearnom koneksijom [66]. Takode, posmatrali smo specijalna skoro
geodezijska preslikavanja drugog tipa medu generalisanim Rimanovim prostorima, kao i medu gene-
ralisanim obi¢nim (eliptickim) i hiperbolickim Kelerovim prostorima [59].

Definicija 6.2.1. [66] Skoro geodezijsko preslikavanje drugog tipa mnogostrukosti sa nesimetricnom
linearnom koneksijom je tipa gg(e,VF), e =+1, 6 € {1,2}, ako tenzorsko polje F tipa (1,1) koje

figurise u osnovnim jednacinama zadovoljava
F2=el, VF=0, (6.9)
gde je e = £1 i I oznacava identicni operator.

Osnovne jednacine skoro geodezijskih preslikavanja tipa gz(e,VF ), e==+1, 0 € {1,2} su date

jednacinom (6.1), gde tenzorsko polje F zadovoljava jednacinu (6.9) i jednacinu [66]

et
y (LT(Y,FX)—MG(X)Y—F(—I)O1K(FY,X)> =
2
CS(X,Y) (6.10)
Y (/.L(X)FY—i—v(X)Y), X,Y € 2 (M), 0 €{1,2},
CS(X.Y)
za neke 1-forme i v.
Skoro geodezijska preslikavanja tipa 79rz(e,VF ), e ==*1, 6 € {1,2}, medu generalisanim Rima-

novim prostorima su uopStenja holomorfno projektivnih preslikavanja klasi¢nih (eliptickih) 1 hiper-
bolickih Kelerovih prostora. Naime, u slucaju skoro geodezijskih preslikavanja tipa gz(e,VF ), e =

+1, 6 € {1,2}, tenzorsko polje F zadovoljava diferencijalnu jednacinu, dok su u slucaju HP presli-
kavanja klasi¢nih (eliptickih) i hiperboli¢kih Kelerovih prostora kompleksna i produkt struktura su
unapred definisane.

Primer 6.2.1. [59] Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisani Kelerovi prostori dimenzije 2n > 4 i
neka je f : M — M HP preslikavanje, tada je

F? =1,
VF =VF =0,

i tenzor deformacije ﬁ’(X ,Y) ima oblik [79]
POCY)= Y (VX)Y —w(FX)FY ) +E(X.Y),
CS(X,Y)

gde je & antisimetricno tenzorsko polje tipa (1,2). Tako da, moZemo zakljuciti da su HP preslika-
vanja generalisanih Kelerovih prostora samo specijalan slucaj skoro geodezijskih preslikavanja tipa
71752 ( — 1, VF )
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6.2. Specijalna skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa

Primer 6.2.2. [59] Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisani hiperbolicki Kelerovi prostori dimenzije
2n > 4 ineka je f: M — M HP preslikavanje, tada je

F>=1,
VF =VF =0,
i tenzor deformacije Il’(X ,Y) ima oblik [58]
POCY) = Y (VX)Y +W(FX)FY ) +E(X.Y),
CS(X,Y)

gde je & antisimetricno tenzorsko polje tipa (1,2). Tako da, moZemo zakljuciti da su HP preslikavanja
generalisanih hiperbolickih Kelerovih prostora samo specijalan slucaj skoro geodezijskih preslikava-
nja tipa 7]1:2(1,VF).

Kao direktnu posledicu Teoreme 6.1.1 dobijamo potrebne i dovoljne uslove za egzistenciju skoro
geodezijskih preslikavanja tipa gz(e,VF ), e==£1 (6 € {1,2}), medu generalisanim Rimanovim

prostorima.

Posledica 6.2.1. [59] Generalisani Rimanov prostor (M, g) dimenzije n > 2 dopusta skoro geodezijsko
preslikavanje tipa 7(52(6’ VF), e==+1, (0 € {1,2}) na generalisani Rimanov prostor (M,g) ako i samo

ako vazi

(-n°!
~——WT(Z.FX) =—2F(R(ZX)Y) - R(Y.Z)FX

+§(Y,X)FZ+§(Z,X)FY
+F(§(X,Y)Z+I§(Y,Z)X—g(Z,X)Y)
+xg(z, T(X,Y)) +Xg(Y7 T(X,Z)) +g(x, T(Y,Z))

+VYQ(ZaX) _VXQ(ZvY) +VZQ(Y3X)7
0 ¢ 0 o 0 ¢

gde su nesimetricna linearna koneksija Z i tenzor krivinelee (6 € {1,2}) odredeni metrikom g, dok je

tenzorsko polje Q (0 € {1,2}) definisano sa
0

0(X.Y) = % (T(Y, FX)+ T(X,FY)).

Dokaz. Tenzorsko polje \9/ iz Teoreme 6.1.1 dobija oblik

T(Y,FX)

(-1
2

\g(X,Y) =VyFX =VyFX +

!
©2 LT(Y,FX), 0c{1,2},

¢ime se kompletira dokaz. 0
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Tenzor razlike P simetriénih linearnih koneksija V i V zadovoljava
1
P(X,Y):E(S(X,Y)+€(Y,X)), 6 € {1,2}. (6.11)

U Teoremi 6.2.1 su navedene relacije medu tenzorima krivine § 1 E, 0 =1,...,5 generalisanih Ri-
manovih prostora (M, g) i (M,g) pri specijalnim skoro geodezijskim preslikavanjima tipa 79'52(6, VF),
e==1,(60=1,2).

Teorema 6.2.1. [59] Neka su (M,g) i (M,g) generalisani Rimanovi prostori i neka je f: M — M
skoro geodezijsko preslikavanje tipa 76rz(e, VF),e==1, 0 € {1,2}. Tada medu tenzorima krivine § i

13, 0 € {1,...,5} vaZe sledece relacije
RX,Y)Z=RX,Y)Z— Y} (A (Z,Y)X + u(Z,Y)FX — VxK(Z,Y)
1 1
CAX,Y)
~TTEZY),X) 4 T(T(Z.7).X)),

RX,Y)Z=R(X,Y)Z— ¥ <7L (Z,Y)X + u(Z,Y)FX +VxK(Z,Y)
2 2 CA(X.Y)

T(T(Z,Y),X)+ %T(T(Z,Y),X)),

I

RX,Y)Z=R(X,¥)Z— Y <7L(Z,Y)X+,LL(Z,Y)FX-|—lT(T(Z,Y),X)
3 3 CAX.Y) 4

—%T(T(z,y),xw

+ Y VxK(Z)Y),
CS(X.Y)

T(T(Y,X),Z) — %T(T(Y,X),Z))

| =

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z— Y (A (Z.Y)X +1(Z,Y)FX + ~T(T(2,7),%)
4 4 CA(X.Y) 4

1
—ZT(T(Z,Y),X)—

+ Z VZK(XvY)a
CS(X.y)

RX,Y)Z=R(X,¥)Z— Y (A (Z.Y)X +u(Z, Y)FX)
> > CA(X.Y)

| 1
“T(T(Z,Y),X)—-T(T(Z,Y),X)),
+CS(;Y)(4<< ). X) = 1 T(T(2.Y).X))

1 1
ET(T(Y,X),Z)-I—5T(T(Y,X),Z)>

gde su A i 1 simetri¢ne bilinearne forme date sa
A(X,Y) =Vyy(X) +eo(X)o(Y) - y(X)y(Y)

- o(X)y(FY),
cs(;y) (6.12)

n(X,Y)=Vyo(X)— ) o(X)o(FY).
CS(X)Y)
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6.2. Specijalna skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa

Dokaz. Tenzori krivine R i R simetri¢nih linearnih koneksija V i V, respektivno, zadovoljavaju rela-
ciju (1.5), dok tenzori krivine 113 i R ispunjavaju

1 1
R(X.Y)Z=R(X,Y)Z+ 3VxT(ZY) = 5 VyT(Z.X)

] 1 (6.13)
+ ZT(T(Z,Y),X) — ZT(T(Z,X)7Y).
Sada iz (1.5) 1 (6.13) dobijamo
— 1 1_ —
IIQ(X Y)Z—EVXT(Z Y)+§V yT(Z,X)
 p— 1
1 1 1
RIX,Y)Z - 5VXT(Z,Y) n 5VYT(Z,X) - T(T(ZY),X) (6.14)
1
+ ZT(T(Z,X),Y) +VxP(Z,Y)—VyP(Z,X)
+P(P(Z,Y),X)—P(P(Z,X),Y).
Na osnovu (6.1) 1 (6.11) zaklju€ujemo
PX,Y)= Y (v(X)Y+o(X)FY), (6.15)
CS(X.Y)
i _
Vz(T(X,Y)-T(X,Y)) VZ( (X,Y)— P(Y,X))
(6.16)
:2VZK(X,Y).
Sada, koristeci (6.9) i zamenjujuci (6.15) 1 (6.16) u relaciju (6.14) dokazujemo prvu relaciju ove
teoreme. Analogno mozemo dokazati preostale relacije ove teoreme. [

6.2.1 Invarijantni geometrijski objekti

Skoro geodezijsko preslikavanje f : M — M drugog tipa mnogostrukosti sa nesimetri¢nom line-
arnom koneksijom ima osobinu reciprociteta (videti [72, 75]), ako je njemu inverzno preslikavanje
f~1': M — M skoro geodezijsko preslikavanje drugog tipa mnogostrukosti sa nesimetri¢nom linear-
nom koneksijom 1 odgovara istoj strukturi F'. PoSto tenzori deformacije IlJ 1 ? nesimetri¢nih linearnih

koneksija Y 1 ? pri preslikavanjima f i f~!, respektivno, zadovoljavaju relaciju
?(va) = _f(X7Y)7
bez umanjenja opsStosti moze se pretpostaviti [72, 75]
YV=-y, 6=-0, F=F K=-K. (6.17)

Propozicija 6.2.1. [59, 75] Neka su (M, g) i (M,g) dva generalisana Rimanova prostora, dim(M) =
dim(M) = n > 2. Potreban i dovoljan uslov da bi skoro geodezijsko preslikavanje f : M — M tipa
701:2, 0 € {1,2}, zadovoljavalo osobinu reciprociteta izraZen je relacijom

F? = al + BF, (6.18)

gde tenzorsko polje F odgovara preslikavanju f, dok su o i B invarijante (skalarne funkcije).
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6.2. Specijalna skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa

Posto tenzorsko polje F' koje odgovara skoro geodezijskom preslikavanju tipa gz(e,VF ),e =
41,0 € {1,2} ispunjava uslov F? = el, gde je e = %1, na osnovu Propozicije 6.2.1 zakljuujemo
da skoro geodezijska preslikavanja tipa gz(e, VF),e=+1,6 € {1,2}, imaju osobinu reciprociteta.

Nas cilj je da pronademo geometrijske objekte koji su invarijantni pri skoro geodezijskim preslika-
vanjima tipa 7(9:2 (e,VF),e==+1,0 € {1,2}. Za resavanje istog problema u slu¢aju skoro geodezijskih

preslikavanja prvog i tre€eg tipa medu mnogostrukostima sa nesimetricnom linearnom koneksijom
neophodno je bilo pretpostaviti da skoro geodezijsko preslikavanje oCuvava torziju mnogostrukostima
sa nesimetricnom linearnom koneksijom [64].

Definicija 6.2.2. [59, 64] Neka su (M,g) i (M,g) dva generalisana Rimanova prostora, dim(M) =
dim(M) = n > 2. Skoro geodezijsko preslikavanje f : M — M je ekvitorziono skoro geodezijsko
preslikavanje ako ocuvava tenzor torzije, t.j. ako vaZi

T=T,
1 1

gde su 71“ i T tenzori torzija generalisanih Rimanovih prostora (M, g) i (M,g), respektivno.

Neka su (M,g) i (M,g) dva generalisana Rimanova prostora i neka je f : M — M ekvitorziono
skoro geodezijsko preslikavanje tipa gz(e,VF ),0 € {1,2}, e = £1, onda antisimetri¢no tenzorsko

polje K iz osnovnih jednacina (6.1) identicki iSCezava. Zaista, videti [58], str. 11
2K(X,Y) zllD(X,Y) —Ii’(Y,X)
:?(X,Y) ~V(X,Y) —?(Y,X) + Y(Y,X) (6.19)
=T(X,Y)-T(X,Y)=0.

Ako pretpostavimo
Tr(F) =0, (6.20)

onda na osnovu Teoreme 6.2.1 dobijamo

(n—1A(X,Y)= —@(XJ) +ll{ic(X,Y) +n(X,FY)

+T(z Y TT(xY).2)

1 i (6.21)
_1Tr<Z—> Y T(T(XvY)aZ>)»
4 CA(Y,Z)

gde su @(X, Y)=Tr(U — I?(U,X)Y) i Iliic(X, Y)=Tr(U — Ili’(U,X)Y) Ricijevi tenzori prve vrste.
Pretpostavljajuéi -
Vy(F(X) = VyG(X), (6.22)

c(X)o(FY)+o(Y)o(FX)=0, (6.23)
simetri¢na bilinearna forma 1 iz (6.12) dobija oblik
1 = —
n(X,Y)=Vyo(X) = 3 (Vyo(X)—VyG(X)). (6.24)

Prethodna razmatranja dovode do definicije nove klase skoro geodezijskih preslikavanja drugog tipa
medu generalisanim Rimanovim prostorima.
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6.2. Specijalna skoro geodezijska preslikavanja drugog tipa

Definicija 6.2.3. [59] Neka su (M,g) i (M,g) generalisani Rimanovi prostori i neka je f : M —
M skoro geodezijsko preslikavanje tipa gz(e,VF ), 0 € {1,2}, e = +1. Preslikavanje f je skoro

geodezijsko preslikavanje tipa gz(e, VF), 0 € {1,2}, e = 1, ako vaZe uslovi (6.22) i (6.23).

Sada smo u mogucnosti da dokazemo egzistenciju nekih invarijantnih geometrijskih objekata
skoro geodezijskih preslikavanja tipa 70?2 (e,VF),0 € {1,2}, e=+1. Defini§imo geometrijske objekte

[59]
W(X.Y)Z=RX,Y)Z+ Y (w(Z,X)Y — 1VXo-(z)FY
' ! CAX,Y) 2
1
- T(TZ).X)).
gde je
o(Z,X) = (RIC(Z,X) “Vixo(Z)—~ ¥ Te(Y - T(T(Z,X),Y))),
n— CA(X.Y)
WEYZ=RXY)Z+ Y (0(ZX)Y - Vxo(Z)FY
2 2 CAX.Y)
__T<T(Z7Y)7X>)a
pri cemu je
W(Z.X) = ni 1 (lziic(Z,X) - %VFXG(Z) _211 (Z )Tr(Y = T(T(Z,X),Y)));
CAX.Y
W(X,Y)Z=R(X,Y)Z+ Y <a)(Z,X)Y ~e@Fy
3 3 CAXY) 3 2
+ %T(T(Z,Y),X) + %T(T(Y,X),Z)),
gde je | . |
O(Z.X) = — (l§ic(Z,X) —3Vixo(2)+ 5 ( )Tr(Y S T(T(2.X),Y))
CA(X.Y
+ %Tr(Y = T(T(X,Y),Z)));
W(X,Y)Z=R(X,Y)Z+ Y (w(Z,X)Y ~Le@Fy
4 4 CA(X.Y) 2
1 1
+T(T(Z,Y).X) - ET(T(Y,X),Z)),
gde je |
O(Z.X) = — <1}ic(Z,X) —3Vixo(2)+ 5 ( )Tr(Y S T(T(2.X),Y))
CAX.Y

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)
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V’Si/(x,y)z =R(X,Y)Z+ ) (w(Z,X)Y - %VXG(Z)FY>

CA(X)Y) (6.29)
1 .
- Z _T(T(Z7Y)7X>7
CS(Y,X)4

pri ¢emu je

<15{ic(Z7X) - %VFXG(Z) . }1 Y Tr(Y - T(T(ZX),Y)))).

o(Z,X)=
> CS(Y.X)

n J—
Teorema 6.2.2. [59] Neka su (M,g) i (M,g) generalisani Rimanovi prostori dimenzije n > 2 i neka
je f: M — M ekvitorziono skoro geodezijsko preslikavanje tipa ?2 (e,VF),0 € {1,2}, e = %1, takvo
da je ispunjen uslov (6.20), tada su geometrijski objekti 171;/, 0 =1,...,5, definisani sa (6.25)—(6.29)
invarijantni pri preslikavanju f.

Dokaz. 1z relacija (6.17)—(6.19), (6.21), (6.24) i Teoreme 6.2.1 sledi da je geometrijski objekat V?

definisan jednacinom (6.25) invarijantan pri preslikavanju f. Koristeci preostale relacije Teoreme 6.2.1
dobi¢emo Cetiri nova invarijantna geometrijska objekta Vg, 0 =2,...,5 preslikavanja f. [

6.3 Specijalna skoro geodezijska preslikavanja generalisanih
Kelerovih prostora

U ovom odeljku ¢emo predstaviti rezultate rada [59]. Naime, razmatracemo skoro geodezijska
preslikavanja tipa gz(e, VF), e = %1, 6 € {1,2}, generalisanih elipti¢kih i hiperbolickih Kelerovih

prostora sa istim kompleksnim odnosno produkt strukturama, respektivno. Prvo éemo dokazati jedan
pomo¢ni rezultat.

Lema 6.3.1. [59] Neka su M i M generalisani Rimanovi prostori dimenzije 2n > 4 i neka je f : M — M
skoro geodezijsko preslikavanje tipa gz(e,VF ),e ==£1,0 € {1,2}. Ako je ispunjen uslov (6.20) i

VF = VF, onda linearna forma ¢ koja se javlja u osnovnim jednacinama (6.1) i (6.10) ima sledeci
oblik
o(X)=ey(FX), e==l. (6.30)

Dokaz. Primetimo prvo da je uslov VF = VF ekvivalentan uslovu
P(FX,Y)—F(P(X,Y))=0. (6.31)
Sada, zamenom izraza (6.15) u prethodnu relaciju dobijamo
(6(FX) ~ w(X))FY = (ea(X) — w(FX))Y.
Sto dalje implicira
Tr(Y — (6(FX) — y(X))FY) =Tr(Y — (ea(X) — y(FX))Y),

gde Tr oznacava trag linearnog preslikavanja. Koristeci (6.20) u prethodnoj jednacini dobijamo (6.30),
¢ime je dokaz zavrSen. 0
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Sada smo u mogucénosti da dokazemo egzistenciju nekih invarijantnih geometrijskih objekata
ekvitorzionog skoro geodezijskog preslikavanja tipa gz(—l,VF ), 6 € {1,2} [59]:

W(X,Y)Z= R(X,Y)Z+ Y ( ZX)Y+1VXI//(FZ) FY
: CA(X)Y) ! (6.32)
1

gde je
0(Z,X) = (Rie(z,X) + SVexw(FZ)— Y Ty 5 T(T(Z.X).Y))):
1 n—1 2 CAXY)
WX, Y)Z=RX,Y)Z+ Y (co(Z,X)Y—l—lVXq/(FZ)FY
2 2 CA(X)Y) 2 2 (6.33)
1
_ZT(T(27Y)7X)>7
pri cemu je
O(Z,X) = — (RIC(Z X) 4+ Vi w(FZ) — & Y Tr(y — T(T(Z,X),Y)));
2 N—-1 2 CARY)
W(X,Y)Z=RX,Y)Z+ Y (a)(Z,X)YJerXw(FZ)FY
3 3 3 2
CAX.Y) (6.34)
1 1
+T(T(Z,Y).X) +3T(T(Y.X).2)),
gde je
1 1 1
0(Z.X) = — (RIC(Z X)+3VixW(FZ) + ZX‘, r(Y = T(T(Z,X),Y))
1
+3Te(Y > T(T(X,Y),2)) );
W(X,Y)Z=R(X,¥)Z+ Y (w(Z,X)YJerXq/(FZ)FY
4 4 4 2
CAX.Y) (6.35)
FIT(T(Z.Y).X) S T(T(r.X).2)).
4 2
pri cemu je

1 1
O(Z.X) = — (RIC(Z X)+3Vixy(FZ) +

n—

1
+7 ; t(Y — T(T(Z,X).,Y))
1
—STe(Y = T(T(X.,Y).2)) );

V?(X,Y)Z:I;(X,Y)Z%— Y (w(Z,X)Y+%VXq/(FZ)FY)

CA(X)Y)
1 (6.36)
- Z _T(T(27Y)7X)7
CS(Y,X)4
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pri ¢emu je

! 1 <l§ic(Z,X) + %VFXy/(FZ) - % Y Te(Y - T(T(Z,X),Y)))).

0(Z,X)=
> n— CS(Y.X)

Teorema 6.3.1. [59] Neka su (M,g,F) i (M,g,F) generalisani elipticki Kelerovi prostori dimenzije
2n >4 ineka je f : M — M ekvitorziono skoro geodezijsko preslikavanje tipa 70':152(—1, VF), 6 € {1,2},

tada, linearna forma iz osnovnih jednacina (6.1) preslikavanja f zadovoljava

(¥(2))* = (y(F2))*. (6.37)
Geometrijski objekti VZ/, 0 =1,...,5 definisani sa (6.32)—(6.36) su invarijantni pri preslikavanju f.
Dokaz. Postosu (M, g,F)i(M,g,F) generalisani Kelerovi prostori, uslovi Tr(F) =0i VF = VF =0

su ispunjeni (videti Primer 6.2.1). Stoga, primenjuju¢i Lemu 6.3.1 zakljuCujemo da linearna forma o
koja se javlja u osnovnim jednacinama (6.1) i (6.10) preslikavanja f ima oblik

o(X)=—y(FX), (6.38)
1 uslov (6.23) ima sledeéi oblik
Y(FX)y(Z)+ y(FZ)y(X) =0. (6.39)
Stavljaju¢i X = FZ u (6.39) dobijamo (6.37).

U ovom slucaju simetri¢na bilinearna forma 7 definisana drugom relacijom u (6.12) dobija oblik

622) 1
25

n(x,v) 2’ v,o(x) 5 (V20 (X) +Vz0(X))

6.17) 1 = _
=" 2 (V20 (X) - V7o (X))
6.38) 1 o
= (~V2W(FX) + V2p(FX)).
Ostatak dokaza sledi iz Teoreme 6.2.2. L]

Teorema 6.3.2. [59] Generalisani hiperbolicki Kelerov prostor (M, g, F) dimenzije 2n > 4 ne dopusta
netrivijalno ekvitorziono skoro geodezijsko preslikavanje tipa 7;52(1,VF ), 6 € {1,2}, na generalisani

hiperbolicki Kelerov prostor (M, g, F).
Dokaz. Primetimo prvo da uslov (6.23) dobija sledeci oblik
V(FX)y(Z2)+y(FZ)y(X) =0. (6.40)
Stavljajuci X = FZ u (6.40) dobijamo
(V(2))* + (¥(FZ))* =0,

Sto dalje implicira
y(Z)=01i y(FZ)=0.

Poslednja relacija dovodi do trivijalnog preslikavanja, ¢ime je dokaz ove teoreme zavrsen. [
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Poglavlje 7

F-planarna preslikavanja i transformacije
mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom
koneksijom

UopStavanjuci pojam analiticki planarne krive J. MikeS§ i N.S. Sinjukov su u radu [40] uveli pojam
F-planarne krive afino povezane mnogostrukosti bez torzije. Klasa F-planarnih krivih je naravno Sira i
od klase geodezijskih linija. Preslikavanje f : M — M mnogostrukosti M i M sa simetri¢nim linearim
koneksijama V i V, i afinor strukturama F i F, respektivno, naziva se F-planarno preslikavanje,
ako svaku F-planarnu krivu mnogostrukosti M preslikava u F-planarnu krivu mnogostrukosti M.
Rezultati o F-planarnim preslikavanjima mnogostrukosti sa simetri¢nom linearnom koneksijom mogu
se naci u odliénim monografijama [41, 42].

7.1 F-planarna preslikavanja mnogostrukosti sa
nesimetricnom linearnom koneksijom

Zbog kompletnosti izlaganja najpre ¢emo navesti dva pomoc¢na rezultata.

Lema 7.1.1. [24, 41] Neka je V vektorski prostor dimenzije n, Q : V. xV — V simetri¢no bilinearno
preslikavanje i F : V — V linearno preslikavanje. Ako za svaki vektor A € V vaZi

O(A4,4) = p1(A)A +p2(A)F (1),

gde su p1 (L) i p2(A) funkcije sa argumentima iz vektorskog prostora V, tada, postoje linearne forme
Vi @ takve da vaZi

OX,Y) =y(X)Y +y(Y)X +o(X)F(Y)+ @(Y)F(X),
za bilo koje vektore XY € V.

Lema 7.1.2. [41] Neka je V vektorski prostor dimenzije n i neka su Q:V —V i F :V —V linearna
preslikavanja. Ako za svaki vektor A €V vazi

O(4) =p1(A)A +p2(A)F(A)
gde su p1(A) i pa(A) funkcije na V, tada, postoje konstante a i b takve da vazi
QO(X) =aX +bF(X),
za bilo koji vektor X € V.
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7.1. F-planarna preslikavanja mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

Definicija 7.1.1. [65] Kriva | : I — M na mnogostrukosti M sa nesimetricnom linearnom koneksijom
Y i afinor strukturom F, koja ispunjava uslov regularnosti A(t) = %(tt) #0,t € I, naziva se F-planarna

kriva mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom ukoliko je ispunjen sledeci uslov

VanAt) = p1(t)A) +p2(t) FA(1),

gde je V simetrican deo nesimetricne linearne koneksije Y, dok su p1 i pp neke funkcije parametra t.

Lako se zakljucuje da vazi

Vi (0) =YanA ) =VanA@)

odnosno da F'-planarna kriva koja odgovara nesimetri¢noj linearnoj koneksiji V istovremeno odgovara
1

nesimetri¢noj linearnoj koneksiji V 1 obrnuto.
2

Definicija 7.1.2. [42, 65] Neka su M i M dve n-dimenzione mnogostrukosti sa nesimetricnim linear-
nim koneksijama Y i Y i afinor strukturama F i F, respektivno. Difeomorfizam f : M — M naziva

se F-planarno preslikavanje, ako svaku F-planarnu krivu mnogostrukosti M preslikava u F-planarnu
krivu mnogostrukosti M.

Teorema 7.1.1. [42] Neka su M i M dve n-dimenzione mnogostrukosti dimenzije n > 2 sa simetricnim
linearnim koneksijama V i V, i afinor strukturama F i F, respektivno. Ako je f: M — M F-planarno
preslikavanje, onda se afinor struktura F ocuvava pri preslikavanju f, dok tenzor deformacije P(X,Y)
koneksija V i V dobija oblik

PX,Y)= ) (v(X)Y+@X)FY), X,Y € 2 (M), (7.1)
CS(X.Y)

za neke linearne forme y i @, gde je K antisimetricno tenzorsko polje tipa (1,2). Obrnuto, ako tenzor
deformacije nesimetricnih linearnih koneksija Y i Y pri preslikavanju f ispunjava uslov (7.1), onda
je f F-planarno preslikavanje.

Teorema 7.1.2. [42, 65] Neka su M i M dve mnogostrukosti dimenzije n > 2 sa nesimetricnim line-
arnim koneksijama Y i Y, i afinor strukturama F i F, respektivno. Ako je f: M — M F-planarno

preslikavanje, onda se afinor struktura F ocuvava pri preslikavanju f, dok tenzor deformacije IID(X Y)

dobija oblik
PX,Y)= ) (v(X)Y+@(X)FY)+K(X.Y), XY € 2'(M), (7.2)
CS(X,Y)

za neke linearne forme y i @, gde je K antisimetricno tenzorsko polje tipa (1,2). Obrnuto, ako tenzor
deformacije nesimetricnih linearnih koneksija Y i Y pri preslikavanju f ispunjava uslov (7.2), onda

je f F-planarno preslikavanje.

Dokaz. Dokaz je baziran na dokazu teoreme koja vaZzi u slucaju F-planarnih preslikavanja mno-
gostrukosti sa simetricnim linearnim koneksijama [41]. Neka je / : I — M geodezijska linija na
mnogostrukosti M sa nesimetri¢nom linearnom koneksijom Y, koja ispunjava uslov regularnosti

At) = %(;) +# 0,1 € I, parametrizovana prirodnim parametrom

Vid =V =0. (7.3)
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7.1. F-planarna preslikavanja mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom

Pod pretpostavkom da je f F-planarno preslikavanje, kriva [ se preslikava u F-planarnu krivu na
mnogostrukosti M sa nesimetri¢nom linearnom koneksijom Y, koja zadovojava uslov regularnosti i

jednacinu

?;L(,)l(t) =p,(OA() +P,(t)FA(r), t€l, (7.4)

za neke funkcije p 1 p, parametra ¢.
1z (7.3) 1 (7.4) imamo

Sto dalje implicira da u svakoj tacki p € M vazi

If(?L, A) = p1(A)A +p2(A)FA, zasvaki tangentni vektor A € T,M, (7.5)

gde su p; i p; funkcije koje zavise od A.
Tenzor deformacije 113 se moZe predstaviti na sledeci nacin

P(X.Y) =P(X.Y)+K(X.Y), X.Y € 2/ (M), (7.6)

gde je P tenzor deformacije simetri¢nih delova V i V nesimetri¢nih linearnih koneksija Y 1 ? dok je

K antisimetri¢no tenzorsko polje tipa (1,2), odredeno sa

K(X,Y)= (JlD(X,Y) —IIJ(Y,X)).

| =

Iz jednacina (7.5) i (7.6) sledi da je
P(A,A) =pi(A)A+ pa(A)FA, zasvaki tangentni vektor A € T,M.

Kao u dokazu odgovarajuce teoreme u slu¢aju mnogostrukosti sa simetricnom linearnom koneksijom
(videti, [41], str. 218) moZemo primeniti Lemu 7.1.1 na simetri¢nu bilinearnu formu P iz prethodne
jednacine i dobijamo
PX,Y)= Y (y(X)Y+@(X)FY), X.Y € 2 (M), (7.7)
CS(X.Y)
za neke linearne forme y i ¢.

Sada iz (7.6) 1 (7.7) dobijamo

P(X,Y) = Y, (vX)Y +(X)FY)+K(X,Y), X,Y € Z(M). (7.8)
CS(X,Y)

Preslikajmo sada specijalnu F-planarnu krivu mnogostrukosti M koja ispunjava uslov regularnosti i
uslov

Y,l(,)/l(t) =FA(t), tel, (7.9)

na F-planarnu krivu mnogostrukosti M koja takode ispunjava uslov regularnosti i uslov

Vi) =P (OA 1)+ P2 (OFA(®), el (7.10)
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7.1. Infinitezimalne F-planarne transformacije mnogostrukosti sa nesimetricnom ...

gde su p, i p, neke funkcije parametra ¢.
1z (7.9) 1 (7.10) imamo

PA(),2(1)) = FA() + P, (A1) + P2 ()FA(1), 1€,

Sto dalje implicira da u svakoj tacki p € M vazi

If(l, A)=FA+pi(A)A+pa(A)FA, za svaki tangentni vektor A € T,M,

gde su p; i p; funkcije od A.
Koristeci izraz za tenzor deformacije 113 dat u (7.8) u prethodnoj jednacini dobijamo

FA= 51 ()L))L —l—ﬁz(l)ﬁl

Sada, na osnovu Leme 7.1.2 postoje konstante a 1 b takve da je

F =aF +1Dl, (7.11)

t.j. struktura F je oCuvana.

Konac¢no, iz (7.8) 1 (7.11) dobijamo da formula (7.2) vazi. Lako se moZe proveriti da vazi formula
(7.2) koja obezbeduje egzistenciju F-planarnog preslikavanja f : M — M, ¢ime se dokaz teoreme
zavrSava. [

Definicija 7.1.3. [72, 41] Afinor strukturu F nazivamo e-strukturom ako ispunjava uslov
F?=el, e=+1,0,
pri cemu je I identic¢an operator.
U posebnom slucaju F'-planarno preslikavanje se svodi na skoro geodezijsko, videti [41], str. 219.

Teorema 7.1.3. [41, 42] Neka je f : M — M netrivijalno F-planarno preslikavanje mnogostrukosti
M i M sa simetricnim linearnim koneksijama V i V, i afinor strukturama F i F, respektivno. Ako je
VF = VF =0 irank||F — pl|| > 4, gde je p funkcija, tada je preslikavanje f skoro geodezijsko tipa
m(e) i afinor struktura F je e-struktura.

U sluc¢aju mnogostrukosti sa nesimetri¢nom linearnom koneksijom moze se dokazati sledeca

Teorema 7.1.4. Neka je f: M — M netrivijalno F-planarno preslikavanje mnogostrukosti M i M
sa nesimetricnim linearnim koneksijama Y i Y, i afinor strukturama F i F, respektivno. Ako je

VF=VF=0i rank||F — pl|| > 4, gde je p funkcija, tada je preslikavanje f skoro geodezijsko tipa
2 (e,VF) i afinor struktura F je e-struktura.
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7.2. Potrebni i dovoljni uslovi za infinitezimalne F-planarne transformacije

7.2 Potrebni i dovoljni uslovi za infinitezimalne F-planarne
transformacije mnogostrukosti sa nesimetri¢cnom
linearnom koneksijom

Radovi [53, 85, 87, 88] su posveceni infinitezimalnim deformacijama generalisanih Rimanovih
prostora 1 mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom. Analogno infinitezimalnim F'-
planarnim transformacijama mnogostrukosti sa simetricnom linearnom koneksijom koje su posma-
trane u radu [25], u radu [65] smo posmatrali infinitezimalne F-planarne transformacije mnogostru-
kosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom.

Definicija 7.2.1. [53] Transformacija mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom data
sa
T=x+z(x)e, (7.12)

gde je € infinitezimalni parametar naziva se infinitezimalna deformacija mnogostrukosti odredena
vektorskim poljem z = (Z').

Geometrijski objekat .7 = o7 (x, €) koji zavisi od tacke x € M i od infinitezimalnog parametra €,
moze se razviti u stepeni red

o (x,€) = o (x) + 5.9 (x) + 8%/ (x) + ...,

gde se koeficijenti §.27(x),5%.47(x),..., nazivaju redom prva, druga, itd., varijacija geometrijskog
objekta .27 pri infinitezimalnoj transformaciji odredenoj sa (7.12). Glavni deo geometrijskog objekta
o (x,€) je o (x) + €897 (x), videti [53].

Definicija 7.2.2. [65] Infinitezimalna transformacija (7.12) mnogostrukosti M sa nesimetricnom line-
arnom koneksijom V i afinor strukturom F naziva se infinitezimalna F-planarna transformacija, ako

svaku F-planarnu krlvu mnogostrukosti M peslikava u krivu Ciji je glavni deo F-planarna kriva.

Teorema 7.2.1. [65] Mnogostrukost M sa nesimetricnom linearnom koneksijom V i afinor strukturom
1

F dopusta infinitezimalnu F-planarnu transformaciju ako i samo ako vaZi
iﬂzY(X,Y) =y X)Y+y(Y)X+oX)FY +o(Y)FX, X,Y € Z'(M),
ZL7FX =aX +bFX, X € Z' (M),
gde su y i @ linearne forme, a i b su funkcije i £z je Liov izvod u pravcu vektorskog polja Z.

Primedba 7.2.1. [65] Analizom dokaza Teoreme 1 u [25], lako se moZe uvideti da se rezultat pome-
nute teoreme moze produZiti na slucaj mnogostrukosti sa nesimetricnom linearnom koneksijom, kao
Sto je navedeno u Teoremi 7.2.1.

Teorema 7.2.2. [65] Mnogostrukost M sa nesimetricnom linearnom koneksijom Y i afinor strukturom

F dopusta infinitezimalnu F-planarnu transformaciju ako i samo ako je ispunjen bilo koji od sledecih
pet uslova

dip =Ry — 3 (Th 2P =2 Th + 2T + 2T}
0 Y8 + ;0 + i + @ F],
Fl 2P = F” ZF} +ad} + bF},
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7.2. Potrebni i dovoljni uslovi za infinitezimalne F-planarne transformacije

i
1

(84 G = Ry = ()| +vid] + w8l + o + T

F"| =, FP —Fi+ T’ (FizP + T3 FizP + a8l + bF!,

1

4 = Zi.7

L'] i i P 14

1 — i p__ Tl _ i

(A) Z.ng < lep ij|kZ T,2; Tkj T]k|p
Fl 2= zijp —ZiF =T, FSZP — T;,F;ZP + a5’ + bF‘
\ 2
z; =1

31 i p h h h h
(A){ D=~ Ry + Tz, — Tz + Vi) + Vi + OiF + 9 F,

3 3
3 B » . .
‘@WZ'_%Ei_;#ﬁ_Y%Ekp+a%%Jﬁ}
3
( i i
Zl] ij
Z;\k - _ZpRi'k - (Ti'|k+Tvle;k+7;lJ<Ts )Zp_leZ +‘Vl5h

(A)y s
4 —|—l[/]5h—i—(p,Fh+(p]

F]" P =2 F] — zpFl +T, Fszp +ad! +bF},

\

gde su ;i @; kovektori, a i b su funkcije, i 51-}‘ Jje Kronekerova delta.

Dokaz. Uprkos tome Sto koeficijenti L nesimetri¢ne linearne koneksije V nisu tenzori, Liov izvod

Z. Lh jeste tenzor (videti na primer [53]) U radu [53] je pokazano da se L10V izvod koeficijenata L’
nes1metrlcne linearne koneksije Y moZe izraziti na slede¢ih pet nacina

S . 1.
ZiLj =2+ Ry + 5 (T

ZLLy :Zf kTt ZpRijkp + (T2 )17

2 =2, Th+ BT + 2T},

.,%L’k—z“k—i—zR +T ‘kZp‘FleZ?—f—T zp+ ]k|p

(7.13)
+(Tl Tkp+T Ts + Sp Jk)zp

LiLiy :Zlijk“ Riep = Tizp + iy

ngk_Z“k_'_Z Ry + (Lo + T T+ Ty T )2 + Tz
4

gde je R" ijx tenzor krivine koji odgovara komponentama Lf’j pridruZene simetri¢ne linearne konek-
sije V, dok su Rl ik (6 € {1,...,4}) tenzori krivine koji odgovaraju komponentama Lf’j nesimetri¢ne

linearne koneksge Y
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7.3. Potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju infinitezimalne geodezijske transformacije

Za Liov izvod tenzora F ]’ vazi [86]

i pi op_ i, Ppi
LoF; =Fjp2" =5, F; +25F,

P

ZF; - ;|pzp — vaFjp T Z?Fli o T;SFJ§ZP - ]}%ngp7

1
L =Fj i =] + A T S TR (714
L} =F) 2" 2 F} + I+ T2,

3
A+ ST

4

Dokaz sada sledi iz Teoreme 7.2.1, koriste¢i (7.13) i (7.14). -

7.3 Potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju infinitezimalne
geodezijske transformacije

Potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju infinitezimalnih geodezijskih transformacija Rimanovih
prostora mogu se naci, na primer u [12, 41]. Posto je svaka infinitezimalna geodezijska transformacija
specijalna infinitezimalna F'-planarna transformacija (u slucaju Fih = p5l~h ili ¢; = 0), lako moZemo
dobiti Posledicu 7.3.1 1 Posledicu 7.3.2 iz Teoreme 7.2.1 1 Teoreme 7.2.2, respektivno.

Posledica 7.3.1. [65] Mnogostrukost M sa nesimetricnom linearnom koneksijom Y dopusta infinite-

zimalnu geodezijsku transformaciju ako i samo ako vaZi

LIV(XY) =y(X)Y + Y(Y)X, X.Y € 2 (M),

gde je y linearna forma i £z je Liov izvod u pravcu vektorskog polja Z.

Posledica 7.3.2. [65] Mnogostrukost M sa nesimetricnom linearnom koneksijom Y i afinor strukturom

F dopusta infinitezimalnu geodezijsku transformaciju ako i samo ako je ispunjen bilo koji od sledecih

pet uslova
i

_ i
LT
i ppi _(pi op_ imP o P ppi
(%) Zj;k_ ZRjkp Z(Tjk;pZ ZPTjk—'—Zijk—i_ZkTJ])
h h
+yid} + ;]
i i
B 2 — —(T! 2P)| + v 6! + ;6]
il = TRy — U pE ) T VIO VO
1
i i
NTARRTE
2
i:_pi'_i p_i[?_!’.i_i P
B) 9 T =~y = Tpjpe” = T = TejZp = T
2 2
i7s i7s i s Sh Sh
—(T5Te, + T T, + T3, T )2l + wid) + ;6
z; =12
3

i ppi P i P v Sh Sh
Zje = ~ 2Ry, + Tz = Tipz + i) + ;67
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7.4. Infinitezimalne HP transformacije generalisanih Kelerovih prostora

4, =2
4
A . N L
(B)q = —2"Rlyp— Uéf'}j‘ F T T+ 10 T,)2" = Tz
+yid) + ;8]

gde je y; kovektor, a i b su funkcije, dok Sih oznacava Kronekerov delta simbol.

7.4 Infinitezimalne HP transformacije generalisanih Kelerovih
prostora

Infinitezimalne HP transformacije Kelerovih prostora su prvi posmatrali S. I§ihara i S.-I. Tagibana
[27, 28], videti [41, 42].

Definicija 7.4.1. [41] Infinitezimalna transformacija (7.12) generalisanog Kelerovog prostora GK,;, =
(M, g,F), naziva se infinitezimalna HP transformacija, ako svaku holomorfno planarnu krivu presli-
kava u krivu ¢iji je glavni deo holomorfno planarna kriva.

Posmatracemo infinitezimalne HP transformacije generalisanih Kelerovih prostora, koje su za-
pravo specijalan slucaj infinitezimalnih F-planarnih transformacija mnogostrukosti sa nesimetricnom
linearnom koneksijom [25, 65].

Teorema 7.4.1. [62] Generalisani Kelerov prostor GK, = (M, g,F) dopusta infinitezimalnu HP
transformaciju ako i samo ako su ispunjeni uslovi

LT} =wb! + ;8! —w,F'F! —w,F'F" i Z.F'=0,

gde je y; kovektor i £, je Liov izvod u pravcu z.

7.4.1 Sistemi parcijalnih diferencijalnih jednacina za egzistenciju
infinitezimalne HP transformacije generalisanih Kelerovih prostora

Generalisani Kelerovi prostori su snabdeveni Sirom klasom metrike od uobicajenih Kelerovih
prostora. Stoga smo u moguénosti da pored postojeéih, uspostavimo nove uslove za egzistenciju
infinitezimalnih holomorfno projektivnih transformacija generalisanih Kelerovih prostora [62]. Kao
posledicu Teoreme 7.2.2, dobijamo pet ekvivalentnih sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina za
egzistenciju infinitezimalne HP transformacije generalisanog Kelerovog prostora.

Posledica 7.4.1. [62] Generalisani Kelerov prostor GK, = (M,g,F) dopusta infinitezimalnu HP
transformaciju ako i samo ako vazi bilo koji od sledecih pet uslova

i
Z.j Zj’
P _ppi L(TE 2P~ TP 4 PTi 4 2PT )
(a4 G = TR =2 Ty = T4 Tt 5T,
. / L "
0 +1,Uj5,i + l[/kSJl — l[/ij F — v F, F;,
I P —AFP_PFRi
Fjy 2P = zpF —2jFp,
4=

(A)] =~ Rony = T 8+ V8 = VPP = Vo PR,

& = F] — R+ T Fizl + T, K2,

1
i
F' psT jp- s

Jl
1
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7.5. Infinitezimalne HP transformacije generalisanih hiperbolickih Kelerovih prostora

( i _

2
. | , o
" G =~ Ry = Tpjud” = Tz — Tijzp — Tiyy 2"
2 . 2 . .2 . . .

S I L e U S R e e
1 I 1 1 S ) l
F 3 =gy — by, = Tp izl = T5 Kz,

2

\
;=3
3
(A)4 G = Ry + Tz~ T + W50+ Vi) — WP = VpFLE,
F}‘pzl’ =5, F] =2 F, = T, F2l,
3

(A) G =~ Ry = Dpjlie T T+ T )2 = T2y + W0
4
; D i P i
B I i s
FjlpZ :Zij _ZjFp+TpSFjZ )
4

\

gde je 7;? = %(Ff‘] - F?i) tenzor torzije, ; je kovektor, 5} je Kronekerova delta, dok su R’i‘jk kompo-

nente tenzora krivine koji odgovaraju Kristofelovim simbolima l"lh- iR v 0 =1,...,4 sukomponente
gl
tenzora krivine 193, 0 =1,...,4, koji odgovaraju generalisanim Kristofelovim simbolima Ffl]

7.5 Infinitezimalne HP transformacije generalisanih hiperbolickih
Kelerovih prostora

U ovom odeljku éemo posmatrati infinitezimalne HP transformacije generalisanih hiperbolickih
Kelerovih prostora, koje su specijalan slucaj infinitezimalnih F-planarnih transformacija mnogostru-
kosti sa nesimetri¢nom linearnom koneksijom [25, 65].

Teorema 7.5.1. Generalisani hiperbolicki Kelerov prostor (M, g, F) dopusta infinitezimalnu HP trans-
formaciju ako i samo ako su ispunjeni uslovi

LTl = i8] + 8+ F F + g F R i LR =0,

gde je y; kovektor i £, je Liov izvod u pravcu z.

7.5.1 Sistemi parcijalnih diferencijalnih jednacina za egzistenciju
infinitezimalne HP transformacije generalisanih hiperbolickih
Kelerovih prostora

Kao posledicu Teoreme 7.2.2, dobijamo pet ekvivalentnih sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina
za egzistenciju infinitezimalne HP transformacije generalisanog hiperboli¢kog Kelerovog prostora.

98



7.5. Infinitezimalne HP transformacije generalisanih hiperbolickih Kelerovih prostora

Posledica 7.5.1. Generalisani hiperbolicki Kelerov prostor (M,g,F) dopusta infinitezimalnu HP
transformaciju ako i samo ako vaZi bilo koji od sledecih pet uslova

Zg'j:Zlﬁpi 1 i p i 7P P i P i
(ayd G = TR =2 Ty = T Tt Ty
0 VS S + W F R+ W FUF,
F;;pzp:Z;FJP_ZfF;’
Z; =12

1

(A) 4M:ﬂ@%—@$w+%&+w%+%ﬁ@+w¢@,
1

F!

Jl
1

p_ P _ Pri i s.p S [iop
pe =l =2 EpH Tpe ;2 + T3, Fi2l,

( i __ i
=4
2

i _ _ppi _ i p_ i PP i p
Zflk_ < I§jkp ijycZ Tz — Tz Tjkyz
P T T T TR + il i) + WL W FUE,
1 J— 1 1 ) S l
Fjlpzp _ZI’FJ _ZjFp_TpstZp_Y}stZp?
2

\

P
N
(A = —zp1§ijkp + iz, — T2, + W8 + Wid) + W F Fl + y,F F,
2
ilp

P =7 FP _PFi _Ti FSzP
e = by =gk = Tk
3

(i
MTARRIE
4
i _— _ . ppRL  _(TI i s is\p__7Ti P i
(A) Zjlk_ N {fjkp (ijlk+7;ijk+Tskij)Z Tkaj+‘I/j5k
4 i P i P i
O e e
Fj 3" =y = 2Fp + Ty kel
4

\

h

gde je Tlﬁ’ = %(Ff’j — F’}i) tenzor torzije, ; je kovektor, 5]‘: Je Kronekerova delta, dok su R}, kompo-

h iRl

nente tenzora krivine koji odgovaraju Kristofelovim simbolima I} ) “gzjk’ 0 =1,...,4 su komponente

tenzora krivine §, 0 =1,...,4, koji odgovaraju generalisanim Kristofelovim simbolima Ff’J
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yHOIICHC v JIMTHTANHU penosuTopajymM Yausepsutera y Humry, ucroBeran mTaMIiaHoMm
OOJHKY.

V Humy, £,%.204%

Hotmuc ayropa aucepranyje:

Munoiu Sempstudl

Munom 3. Tlerporuh




U3JABA O KOPUHITREBY

Ormamhyjem Vuusepsurercky 6ubmuoreky ,Hukxoma Tecna“ na y Jururansu
penosutoprjyM YHuBep3uTeTa y Humry yHece MOjy JOKTOPCKY AMCEPTALH]Y, IO HACIOBOM:

XOJOMOP®HO NMPOJEKTUBHA NMPECJINKABAILA TEHEPAJIMCAHUX
XUNEPBOJIUYKHUX KEJJEPOBUX MPOCTOPA U YOIIIITEBA

Jlucepranujy ca CBUM NPUIO3HMa NPENA0 caM Y €IECKTPOHCKOM OOJIHMKY, TIOTOJHOM 32
TPajHO apXUBHPAE.

Mojy HOKTOPCKY AMCEpTaluujy, yHeTY y JIMTHUTalHH PENO3UTOpHjyM YHHBEP3UTETA Y
Humy, MOy KOPHCTHTH CBH KOJH HOIITYjy OAPeROe cajpxkaHe y 0abpaHoM THILY JIMLCHIE
Kpearusue 3ajenauie (Creative Commons), 3a KOjy caM ce OITy4Ho.

1. Ayroperso (CC BY)

2. Ayropetso — HekoMepimjanaso (CC BY-NC)

3. AyTopcTBo — Hekomepijaano — 6e3 npepage (CC BY-NC-ND)

4. AyTOpCTBO — HEKOMEPIHjanHO — fAenuTH o reruM yeroruma (CC BY-NC-SA)
5. Ayropctro — 6e3 nipepaje (CC BY-ND)
6. AytopctBo — aenutu nox uctuM ycnoruma (CC BY-SA)

V Humy, 6.9.204 F .

[MoTmic ayropa AucepTaunuje:

\J‘V/L’LMWWL ]\\—/&1’4]/\/)’6@_@

Mutow 3. Herposuh




