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Predgovor

Nejednakosti igraju veoma vaznu ulogu u skoro svim oblastima matematike, ali sve do
pocetka dvadesetog veka nije postojala zasebna matematicka disciplina koja bi se ovom
tematikom bavila. Sada se zna da postoji veoma mocan i koristan matematicki aparat
nazvan teorija majorizacije, koji omogucava generisanje novih nejednakosti i njihovu pri-
menu u oblastima linearne algebre i matematicke analize, kao i u razli¢itim granama nauke
koje su blisko povezane sa matematikom. Formalna definicija majorizacije prikazana u
uvodnom delu (Definicija 1.1.1) mogla bi se intuitivno interpretirati na sledeéi nacin: re-
alni vektor = je majorizovan vektorom y ako se koordinate vektora x "manje medusobno
razlikuju® ili su ”blize jedna drugoj“ nego koordinate vektora y.

Majorizaciona teorija se razvijala potpuno nezavisno u razli¢itim oblastima mate-
matike: linearnoj algebri, verovatnoci, statistici, kombinatorici i numerickoj analizi, ali
i u drugim granama nauke kao $to su fizika, kvantna mehanika i ekonomija, pa otuda
postoje velike razlike u terminologiji. Hardi, Litlvud i Polja su izvrsili sistematizaciju
do tada poznatih rezultata u oblasti majorizacije i objavili monografiju [41]. Pocetkom
prethodnog stolec¢a u ekonomiji su vrsena poredenja raspodele verovatnoca prihoda nekog
preduzeca (ili raspodela verovatnoca bogatstva nekog regiona) sa ciljem da se odredi koja
je raspodela u nekom trenutku ”ujednacenija“ od raspodele u drugom. S tim u vezi,
razmatrana je Loranova kriva koja je uvedena u radu Lorana [67]. Kasnije je Dalton [33]
gledajuci drugacije na problem, uveo pojam princip transfera uz pomo¢ majorizacije. Na-
jveca i najbolja kolekcija rezultata u oblasti konacno-dimenzionalne majorizacije sa pri-
menama u navedenim granama matematike, je monografija Marsala, Olkina i Arnolda [77].
Posebno se mora ista¢i velika primena teorije majorizacije i u kvantnoj mehanici, gde je
relacija majorizacije prirodno uvedena na matricama gustine [84] po analogiji sa ma-
jorizacijom medu ermitskim matricama, uporedujué¢i vektore sopstvenih vrednosti dve
matrice [110].

Matematicke osnove majorizacije su postavljene u radovima Mjurheda [80], Sura [105] i
Hardi, Litlvuda i Polje [42]. Sur je pokazao da je vektor dijagonalnih elemenata ermitske
matrice majorizovan vektorom sopstvenih vrednosti te matrice. Stavise, Horn [47] je
dokazao i suprotno, da za svaki par majorizovanih vektora d < A, postoji neka ermitska
matrica tako da je d vektor dijagonalnih elemenata, a A vektor sopstvenih vrednosti te
matrice. Prva prosirenja pojma majorizacije su nastala upravo sa ciljem da bi se uopstio
pomenut Sur-Hornov rezultat. Najpre je Markus [37,76] prosirio pojmove majorizacionih
relacija na prostore nizova, da bi se kasnije istrazivanje nastavilo u radovima Nojmana [82],
Arvesona i Kadisona [10], Antesane, Maseja, Ruiza i Stojanova [3], i Kaftala i Vajsa [51]
kako na prostore nizova, tako i na fon Nojmanove algebre.

U konaé¢no-dimenzionalnoj teoriji majorizacije postoji nekoliko ekvivalenata standardne
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Predgovor

kao i slabih majorizacionih relacija. Naime, Hardi, Litlvud i Polja [41] su dokazali da su
dva vektora x i y majorizovana r < y ako i samo ako vazi

r =Dy

za neku dvostruko stohasticku matricu D. Uz pomoé¢ ove ekvivalentne definicije ma-
jorizacije, u radu [13] koji je publikovan pre nekoliko godina, Behrami, Bajati i Manje-
gani su izvrsili proSirenje pojma standardne majorizacije na beskonac¢no-dimenzionalnim
diskretnim Lebegovim prostorima ¢?(I), kada je p € [1,0). Ovo je prvo proSirenje pojma
majorizacije putem nekog ekvivalenta osnovne definicije ove relacije. Za tu svrhu, uve-
den je pojam dvostruko stohastickih operatora na prostoru ¢(I) i date su neke osnovne
osobine majorizacije i ovih operatora. U Glavi 2 ove disertacije, nastavljeno je istrazivanje
majorizacione relacije uopstene na ovakav nacin, pokazano je da se ova relacija u nekom
smislu moze posmatrati kao parcijalno uredenje, prikazane su bitne osobine majorizacije
i stohastickih operatora, i ostvarena je njihova bliska veza po analogiji sa poznatim
rezultatima iz konac¢no-dimenzionalnog slucaja. Prosiren je pojam majorizacije na skupu
dvostruko stohastickih operatora, preformulisana je Kakutanijeva hipoteza za operatore
i predstavljeni su uslovi pod kojima je ova hipoteza ta¢na. Nedavno je Bajati u radu [17]
nastavio ispitivanje preciznosti ove hipoteze prikazane u Sekciji 2.2.1.

Slabe majorizacione relacije imaju ravnopravnu ulogu u nejednakostima i majoriza-
cionoj teoriji kao i standardna majorizacija, i podjednako su primenljive u nauci. One
takode imaju svoje ekvivalente, medu kojima je najvazniji onaj koji povezuje slabe ma-
jorizacione relacije i stohasticke matrice. Naime, za dva pozitivna vektora x i y, vektor x
je slabo majorizovan vektorom y ako i samo ako vazi

x = Dy,

za neku dvostruko substohasticku matricu D, i sli¢no, x je slabo supermajorizovan vekto-
rom ¥y ako i samo ako vazi
r = By,

za neku dvostruko superstohasticku matricu B. Uopstenje slabih majorizacionih relacija
uzimajuéi za definicije prethodne ekvivalente, je iz puno razloga bolje, korisnije i ope-
rativnije nego pomenuta uopstenja koja su vrsena preko Definicije 1.1.1 koja koristi
parcijalne sume elemenata vektora z i y.

U Glavi 3, prosireni su pojmovi substohastickih operatora iz ¢?(J) u ¢?(I) i prikazane
su neke bitne osobine ovih operatora. Naime, skup dvostruko substohastickih operatora
je konveksan, zatvoren za kompoziciju, i norma ovih operatora je najvise 1. Dokazano
je da proizvoljna familija pozitivnih realnih brojeva {a;; | i € I, j € J} koja zadovoljava
sledec¢e uslove za njene "vrste®“ i "kolone“

(Vjed) Day<1i (Viel) dlay;<l,

el jed

predstavlja dvostruko substohasticki operator iz ¢(.J) u (P(I), definisan kao matricni
operator (tj. preko matricnog mnozenja). Grubo govoreéi, poslednji rezultat daje vezu
izmedu "neprebrojivih matrica“ i dvostruko substohastickih operatora. Dalje, proSiren je
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pojam slabe majorizacije na ¢(1)* uz pomo¢ dvostruko substohastickih operatora, i dati
su potrebni i dovoljni uslovi da operator bude dvostruko substohasticki. Kao uopstenje
rezultata Vajla [109] i Tomiéa [107], pokazano je da majorizacija f <, g povlaci

Dle(f(i) < D lelg(i),

iel iel

za svaku neprekidnu rastuéu konveksnu funkciju, za koju je ¢(0) = 0. Na osnovu ovog
rezultata je dokazano da vazi osobina antisimetri¢nosti, ukoliko poistovetimo sve funkcije
koje se razlikuju do na parcijalnu permutaciju svojih pozitivnih elemenata, to jest, f <, ¢
i g <, f ako isamo ako postoji parcijalna permutacija P za pozitivne vrednosti funkcija
f1ig, tako da vazi

g=Pf.

Dakle, pokazano je da se u nekom smislu slaba majorizacija moze posmatrati kao parci-
jalno uredenje.

Linearna ocuvanja predstavljaju ogranicena linearna preslikavanja koja obezbeduju
da za dva elementa koja su u nekoj relaciji, elementi u slici tog operatora budu takode
u nekoj relaciji. U zavisnosti od konkretnog slucaja, relacije u domenu i slici mogu ali i
ne moraju biti iste. Iako se problemi linearnih o¢uvanja javljaju u razli¢itim oblastima
istrazivanja, ¢ini se da jedino u oblasti linearne algebre i teorije operatora se linearnim
oCuvanjima pristupa sa puno paznje. U teoriji majorizacije, pojam ocuvanja uveo je
Sur [105], pa se u njegovu cast realne funkcije koje éuvaju majorizaciju nazivaju Sur
konveksne funkcije. Oblik matrica, kao ograni¢enih linearnih operatora na prostoru R"
koje ¢uvaju majorizacione relacije je dat u preglednom radu Anda [1].

Jedan od ciljeva ove disertacije je pronaci konkretnu formu linearnih o¢uvanja slabe
majorizacije i slabe supermajorizacije na diskretnim Lebegovim prostorima kao i ispitati
topolosku strukturu skupa svih linearnih o¢uvanja. Takode, bi¢e pokazano da pozitivno
linearno ocuvanje jedne od tri majorizacije, standardne, slabe i slabe supermajorizacije,
¢uva i druge dve majorizacione relacije na skupu pozitivnih sumabilnih funkcija ¢1(7)".

U nastavku Glave 3 dati su potrebni i dovoljni uslovi da proizvoljan ogranic¢en linearan
operator na ¢?(I) predstavlja linearno o¢uvanje slabe majorizacije kada je I beskonac¢an
skup, pri ¢emu se razlikuju dva slucaja. Preciznije, za p € (1,0), operator je linearno
ocuvanje slabe majorizacije ako i samo ako se "kolone“ tog operatora razlikuju do na
parcijalnu permutaciju, i svaka ”vrsta“ sadrzi najvise jedan strogo pozitivan element, dok
su ostali elementi u toj "vrsti“ nule (Teorema 3.3.11). Kada je p = 1, linearno o¢uvanje
ima malo drugaciju formu. ”"Kolone* o¢uvanja se razlikuju do na parcijalnu permutaciju,
i svaka "vrsta“ ili sadrzi tacno jedan strogo pozitivan element dok su ostali nule, ili su svi
elementi u toj ”vrsti“ medusobno jednaki (Teorema 3.4.11). Sa druge strane, pokazano
je da se o¢uvanja mogu opisati i preko operatora. Naime, kada je p € (1,0), operator T
je linearno oc¢uvanje slabe majorizacije ako i samo 7" ima oblik

T =Y Mb,

k:EIO

gde je Iy najvise prebrojiv podskup od I, (A)ier, € ¢P(Io)", svako 6 pripada prebrojivoj
familiji © koju cine jedan-jedan funkcije sa medusobno disjunktnim slikama, i P, () :=
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Y. f(i)eg,i)- Kada je p = 1, ocuvanje T" ima malo slozeniji oblik
1€l

T =Y MPy + T, (1)

k}EIo

pri ¢emu je operator Tj,(f) := h >, f(k) definisan za neku funkciju h € ¢*(I)* za koju
kely

vazi da je (h,e;) = 0, za svako j € 6,(I), za svako i € Iy. Zakljuceno je da pozitivna

linearna o¢uvanja standardne i slabe majorizacije imaju isti oblik (videti Posledice 3.3.12

i3.4.12).

U poslednjoj Sekciji 3.5 je pokazano da je skup svih linearnih ocuvanja slabe ma-
jorizacije zatvoren za operatorsku normu, kada je I konacan, kao i kada je I beskonacan
skup. Kada je I konacan, zatvorenost skupa svih ocuvanja se pokazuje preko kompa-
ktnosti skupa svih dvostruko substohastickih matrica. Kada je I beskonacan, ovakav
pristup nije mogué¢, medutim, zatvorenost je ipak potvrdena ali drugacijim pristupom.
Posebno su razmatrani sluéajevi p € (1,20) i p = 1, s obzirom na razliku u formi samih
linearnih o¢uvanja slabe majorizacije za ova dva slucaja.

Primarni cilj Glave 4 je prosirenje pojmova slabe supermajorizacije i dvostruko su-
perstohastickih operatora na diskretnim Lebegovim prostorima funkcija, i ispitivanje line-
arnih o¢uvanja ove relacije. U prvoj sekciji ove glave su pre svega dati potrebni i dovoljni
uslovi da se proizvoljna familija A = {a;; | 4,j € I} moze posmatrati kao ogranicen
linearan operator na Banahovim prostorima ¢!(I) i ¢*(1).

Preciznije, pokazano je da vazi

sup . [ag;| < o0 (2)

gel el
ako i samo ako familija A generiSe ogranicen linearan operator A na ¢!(I). Sli¢no,

supz la;;| < oo (3)

el jel

ako 1 samo ako A generiSe ogranicen linearan operator A na ¢*(I). Ovi operatori su defini-
sani kao standardni matri¢ni operatori. Dalje, pokazano je da su uslovi (2) i (3) dovoljni
da bi se familija A = {a;; | 4,j € I} mogla posmatrati kao ogranicen linearan operator
na Banahovim prostorima ¢P(I), za svako p € [1,00]. U skupu svih familija koje zadovo-
ljavaju ova dva uslova, uvodi se pojam dvostruko superstohasticke familije, kao uopstenje
pojma dvostruko superstohasticke matrice. Prikazuju se neke osobine ove familije koje
su dalje iskoris¢ene za karakterizaciju slabe supermajorizacije koja je uopstena u Sekciji
4.2 preko dvostruko superstohastickih operatora. UopsStene su neke teoreme iz konacno-
dimenzionalnog slucaja koje daju blisku vezu slabe supermajorizacije i superstohastickih
operatora. Dalje, u Teoremi 4.2.9, prikazano je uopstenje Vajlove [109] i Tomiéeve [107]
nejednakosti:

Dre(f() <) e(g(),

el el

koja vazi za proizvoljno izabranu neprekidnu opadajuéu konveksnu funkciju ¢ : [0,b) — R,
kadgod je f <“* g. Dokazan je vazan rezultat, da za funkcije f i g iz ¢*(I)* vazi f <¥* g

vi



ig <" f ako i samo ako postoji permutacija P tako da je g = Pf. Zakljuceno je da
je uopstena slaba supermajorizacija pre-uredenje, ali specijalno za p = 1, ova relacija se
moze posmatrati kao parcijalno uredenje ukoliko se poistovete sve funkcije koje su jednake
do na permutaciju.

U Sekciji 4.3 razmatrana su ocuvanja slabe supermajorizacije na diskretnom Lebe-
govom prostoru ¢*(I), i pokazano je kroz niz tvrdenja da se "kolone“ ovih otuvanja
razlikuju do na permutaciju, i da svaka ”vrsta“ ili sadrzi tacno jedan strogo pozitivan
element dok su ostali nule, ili su svi elementi u toj vrsti medusobno jednaki. Sa druge
strane, pokazano je da se ova oCuvanja mogu opisati i preko sume dva operatora i da
imaju istu formu kao i otuvanja slabe majorizacije (1) (Teorema 4.3.15). Dakle, kada
je p = 1, ocuvanja sve tri majorizacije koje se razmatraju u ovoj disertaciji imaju istu
formu, ako se ograni¢imo samo na pozitivne operatore. U poslednjoj Sekciji 4.4, pokazano
je da je skup svih o¢uvanja slabe supermajorizacije zatvoren za operatorsku normu, kada
je I konacan ili beskonacan skup. Medutim, kako skup svih dvostruko superstohastickih
operatora nije kompaktan, pomenuta zatvorenost kada je I konacan skup je dokazana
drugacijom metodom nego u slucaju slabe majorizacije u Glavi 3.

Doktorska disertacija je sa¢injena od originalnih rezultata autora. Glave 2,314 sastoje
se od rezultata iz nau¢nih radova [68-71] publikovanih u vodeé¢im nauc¢nim ¢asopsima sa
SCI liste, od kojih su radovi [68] i [69] samostalni, dok su radovi [70] i [71] nastali u
koautorstvu sa mentorom, prof. dr Draganom Pordevicem. Radovi [72-74] koji ¢ine
poslednju Glavu 4 su na recenziji, dakle predstavljaju jos uvek neobjavljene rukopise.
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Glava 1

Uvod

1.1 Majorizacione relacije i stohasticke matrice

Majorizacione relacije

Posmatra¢emo realan vektorski prostor R™. Skup svih pozitivnih i strogo pozitivnih
vektora oznaci¢emo sa (R™)* i (R")**, respektivno. Ove skupove mozemo opisati na
slede¢i nacin:

(RM)" = {(x1,29,...,2,) | 2; =0, 1 <i < nl,

(Rn)++ = {(ZEl,J}Q,...,LUn) | Z; >07 1 glgn}

Slicno ¢emo realan broj x > 0 nazivati pozitivnim brojem, a ukoliko je nejednakost stroga
x > 0, nazivacemo strogo pozitivnim brojem. Neka je z = (x1,23,...,x,) € R" proizvo-
ljan vektor. Sa zt = (w{, x%, ..., x}) oznacavacemo vektor koji predstavlja preraspodelu
elemenata vektora x u opadajuci poredak, azi > :E% > ... > x}. Drugim re¢ima, moze se
pronaéi permutaciona matrica P tako da je 2t = Px. Permutaciona matrica se sastoji
od elemenata skupa {0, 1}, pri ¢emu u svakoj vrsti i u svakoj koloni permutacione matrice
postoji tacno jedan element jednak 1, dok su ostali elementi jednaki 0. Sli¢no, z! =
(], 2l . ,x]) ée predstavljati rastucu preraspodelu elemenata vektora w, o < 2l <

. < 2!, za koju postoji neka permutaciona matrica @ tako da je 2! = Q.

n’

Definicija 1.1.1. Za date vektore z,y € R", vektor x je slabo majorizovan vektorom y, i
to oznacavamo sa x <., y, ako vaze sledec¢e nejednakosti:
k k

v <yt k=12,...n
= i=1

(2

1

Dodatno, ako je zadovoljena jednakost:

n n
D=yl
=1 =1

tada je vektor z majorizovan vektorom y (ili vektor y majorizira vektor x), i to ozna¢avamo
sa x <.



Uvod

Na primer, ako za vektor sa pozitivnim elementima a = (ay, as, ..., a,) vazi Y, a; = 1
i=1
tada je
11 1
IR , —) < ) ) ,Ap) < 1a07 70
Al < ey <00
Takode,
11 1 1 1 1 11
— =, )< 0)<(z,=,---,0) < (1,0 0
(n7n7 7n) (n_17n_17 7n_17 ) (27 ? 9 ) ( ? 9 ? )

Na osnovu prethodnog primera, moze se opravdati intuitivna definicija majorizacije
data u predgovoru.

Definicija 1.1.2. Za date vektore z,y € R", vektor z je slabo supermajorizovan vektorom
Y, 1 to oznacavamo sa x <" y, ako vaze sledec¢e nejednakosti:

z =)yl (k=1,2,...,n).

k
=1 =1

]

Nije tesko uociti da vazi

Sto dalje povlaci

n—

k
2
i=1

7

k n
T _
= =1

Na osnovu ove ¢injenice zaklju¢ujemo da vazi standardna majorizacija z < y ako i samo
ako vazi slaba supermajorizacija  <"* y i dodatni uslov

=1

n

Siet= Sk
i=1

i=1

Dakle standardna majorizacija povlaci slabu majorizaciju na osnovu definicije i slabu
supermajorizaciju na osnovu prethodnog razmatranja.

Majorizacione relacije, stohasticke matrice i konveksne funkcije

U konacno-dimenzionalnoj majorizacionoj teoriji je pokazano da postoji nekoliko medu-
sobno ekvivalentnih definicija majorizacionih relacija koje su uvedene u prethodnom delu.
U nastavku ¢emo predstaviti neke od ovih ekvivalenata. Ali pre toga, razmotri¢emo
razli¢ite tipove stohastickih matrica.

Definicija 1.1.3. Neka je data m x n matrica A = (a;;) sa pozitivnim vrednostima.
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1) Matrica A je stohasticka po vrstama, ako je suma elemenata u svakoj vrsti jednaka
1.

?

2) Matrica A je stohasticka po kolonama, ako je suma elemenata u svakoj koloni je-
dnaka 1;

3) Matrica A je dvostruko stohasticka, ako je stohasticka po vrstama i stohasticka po
kolonama;

4) Matrica A je substohasticka po vrstama, ako je suma elemenata u svakoj vrsti manja
ili jednaka od 1;

5) Matrica A je substohasticka po kolonama, ako je suma elemenata u svakoj koloni
manja ili jednaka od 1;

6) Matrica A je dvostruko substohasticka, ako je substohasticka po vrstama i substo-
hasticka po kolonama;

7) Matrica A je superstohasticka po vrstama, ako je suma elemenata u svakoj vrsti
veca ili jednaka od 1;

8) Matrica A je superstohasticka po kolonama, ako je suma elemenata u svakoj koloni
veca ili jednaka od 1;

9) Matrica A je dvostruko superstohasticka, ako postoji dvostruko stohasticka matrica
D = (d;;) tako da za svako 1 < i < m iza svako 1 < j < n vazi d;; < a;;.

Ocigledno, dvostruko stohasticka matrica A mora biti kvadratna. Tacnije, ukoliko
pretpostavimo da za dvostruko stohasticku matricu A vazi m # n, sledi da je

m n m n m
22,0 = l=m#n=)) ay
i=1j=1 i=1 j=1i=1

Sto je nemoguce. Takode, na osnovu definicije sledi da dvostruko superstohasticka matrica
mora takode biti kvadratna. Skup svih matrica koje imaju svojstvo (i), (i = 1,...,9) je
konveksan. Specijalno, skup svih dvostruko stohastickih matrica je konveksan, i ekstremne
tacke ovog skupa su permutacione matrice. Ovaj skup se moze posmatrati i kao konveksna
ljuska permutacionih matrica. Drugim rec¢ima, svaka dvostruko stohasticka matrica se
moze zapisati kao konveksna kombinacija permutacionih matrica. Ove rezultate dokazao
je Birkof [24]. Sli¢éni rezultati postoje i za dvostruko substohasticke matrice (videti [77]).

Takode, od dvostruko stohastickih matrica mogu se generisati kvadratne dvostruko
substohasticke matrice, ”smanjivanjem“ nekih vrednosti, vode¢i racuna da svi elementi
matrice ostanu pozitivni. Fon Nojman [83] je dokazao i obrnuto tvrdenje.

Teorema 1.1.4. [77, Teorema 1.1.C.1] Za svaku kvadratnu dvostruko substohasticku
matricu A = (a;;), postoji dvostruko stohasticka matrica D = (d;;) za koju vazi a;; < d;j,
za sve 1 < 1,7 < n.
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Dakle, za kvadratnu matricu se moze reé¢i da je ona dvostruko substohasticka ako i
samo ako se ona moze "dopuniti“ do dvostruko stohasticke, tj. ako i samo ako postoji
dvostruko stohasticka matrica D = (d;;) za koju vazi a;; < d;;, za sve 4,j. Moze se
pojam kvadratne dvostruko substohasticke matrice uvesti i preko pomenute ekvivalentne
definicije, sto bi predstavljalo definiciju koja bi bila analogna sa definicijom kvadratne
dvostruko superstohasticke matrice. U ovoj disertaciji bi¢e pokazano da u beskonacno-
dimenzionalnom slu¢aju, prethodna teorema Fon Nojmana ne vazi.

S druge strane, zanimljivo je da se definicija dvostruko superstohasticke matrice ne
moze uvesti kao matrica koja je superstohasticka po vrstama i kolonama kao u prethodnom
slucaju. Preciznije, ne moze se svaka ovakva matrica ”umanjiti“ do dvostruko stohasticke
matrice po analogiji sa prethodnim slucajem. Na primer, matrica A definisana na sledeci
nacin:

A=

N[N T e
(@R NENN OV

= O w

je superstohasticka po vrstama i superstohasticka po kolonama. Lako se moze uociti da
nije moguce naéi dvostruko stohasticku matricu D = (d;;) tako da vazi d;; < a;j, za sve
1, 7. Dakle, matrica A nije dvostruko superstohasticka.
Neprekidna funkcija ¢ : R — R je konveksna na segmentu [A, B] ako za svaki realan
broj ¢ € [0, 1] vazi
e(tA+ (1 —t)B) < tp(A) + (1 —t)p(B).

Funkcija ¢ je konkavna na segmentu [A, B] ako je funkcija —¢ konveksna na tom se-
gmentu. Drugim rec¢ima, funkcija ¢ je konkavna na segmentu [A, B] ako vazi nejednakost

P(tA+ (1 —t)B) = tp(A) + (1 —t)p(B).

Funkcija je konveksna(konkavna) na skupu R ako je konveksna(konkavna) na svakom se-
gmentu [A, B]. Naredna teorema, daje dva ekvivalenta standardne majorizacione relacije,
pri cemu je prvi dat preko dvostruko stohastickih matrica, a drugi koris¢enjem konveksnih
funkcija.

Teorema 1.1.5. [77, Teorema 1.1.A.3] Za proizvoljna dva vektora x,y € R"™, sledeéi
uslovi su ekvivalentni:

1) z<y;

2) x = Ay za neku dvostruko stohasticku matricu A;
3) > o(x) < D) o(y:) za svaku neprekidnu konveksnu funkciju ¢ : R — R.
i=1 i=1

Naredni ekvivalenti slabih majorizacionih relacija preko stohastickih matrica vaze
samo u slucaju kada se posmatraju pozitivni vektori x i y.

Teorema 1.1.6. [77, Teorema I.1.A.4] Za proizvoljna dva pozitivna vektora x,y € (R™)*,
sledeéi uslovi su ekvivalentni:

1) © <4 y;
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2) x = Ay za neku dvostruko substohasticku matricu A.

Teorema 1.1.7. [77, Teorema 1.1.A.5] Za proizvoljna dva pozitivna vektora x,y € (R™)7,
sledeci uslovi su ekvivalentni:

1) x <5y,
2) v = Ay za neku dvostruko superstohasticku matricu A.

U ovoj disertaciji ¢e biti iskoriséeni prethodni ekvivalenti za generalizaciju slabih ma-
jorizacionih relacija na diskretnim Lebegovim prostorima funkcija, samo za pozitivne
funkcije, sto ¢e biti u skladu sa predstavljenim konac¢no-dimenzionalnim slucajem.

Naredni ekvivalenti, koji su dokazani u [107], povezuju slabe majorizacione relacije sa
neprekidnim monotonim konveksnim funkcijama.

Teorema 1.1.8. [77, Teorema 1.1.A.}] Za proizvoljna dva vektora x,y € R"™, sledei
uslovi su ekvivalentni:

1) x <y y;

n

3) > () < D) p(yi) za svaku neprekidnu rastucéu konveksnu funkciju ¢ : R — R.
i=1 i=1

Teorema 1.1.9. [77, Teorema 1.1.A.5] Za proizvoljna dva vektora x,y € R"™, sledeci
uslovi su ekvivalentni:

1) x <5y,

n

3) 2 elz) <

i=1 i

©(y;) za svaku neprekidnu opadajuéu konveksnu funkciju ¢ : R — R,

1=

1

Naredni rezultati daju blisku vezu izmedu majorizacionih relacija i stohastickih opera-
tora. Uopstenja ovih rezultata su predstavljena u ovoj disertaciji.

Teorema 1.1.10. [77, Teorema I.2.A.4] Kvardratna nxn matrica A = (a;;) je dvostruko
stohasticka ako i samo ako je Ax < x, za svako x € R".

Teorema 1.1.11. [77, Teorema 1.2.C.3] Kvardratna nxn matrica A = (a;;) je dvostruko
substohasticka ako i samo ako x € (R™)" povlaci Ax € (R™)* i Ax <, x.

Teorema 1.1.12. [77, Teorema 1.2.D.4] Kvardratna nxn matrica A = (a;j) je dvostruko
superstohasticka ako i samo ako x € (R™)* povlaci Ax € (R™)* i Az <™* .

Slededi rezultat je dokazan nezavisno od strane Snajdersa [102], Berga [20] i Fara-
hata [35] na osnovu potpuno drugacijih pristupa. Beskonacno-dimenzionalna verzija ovog
rezultata bi¢e dokazana u narednoj glavi.

Teorema 1.1.13. [77, Teorema 1.2.1.1] Neka je P invertibilna matrica. Ako su matrice
P i P~ dvostruko stohasticke, tada je P permutaciona matrica.
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Majorizacija kao parcijalno uredenje

Definicija 1.1.14. Binarna relacija p na skupu A predstavlja podskup Dekartovog proizvo-
da A x A. Ako je (z,y) € p, tada je z u relaciji p sa y, i to oznacavamo sa zpy.

Definicija 1.1.15. Binarna relacija p na skupu A je

1) refleksivna ako je xpx, za svako x € A;
2) simetricna ako za sve z,y € A, iz zpy sledi ypz;
3) antisimetréna ako za sve x,y € A, iz xpy 1 ypz sledi x = y;

4) tranzitivna ako za sve x,y,z € A, iz xpy 1 ypz sledi zpz.

Definicija 1.1.16. Refleksivnu i tranzitivnu relaciju p na skupu A nazivamo pre-uredenje.
Dodatno, ako je pre-uredenje p jos i

1) antisimetri¢no, tada se ono naziva parcijalno uredenje (odnosno relacija poretka);

2) simetriéno, tada se ono naziva relacija ekvivalencije.

S obzirom da se u samim definicijama majorizacionih relacija pre svega vrsi pre-
raspodela elemenata posmatranih vektora x i y u rastudi ili opadajuc¢i poredak, sledi
da originalni poredak elemenata ovih vektora nije od prevelike vaznosti. Iz tog razloga
za proizvoljne vektore x, y koji imaju istu rastucu (ili opadajuéu) preraspodelu elemenata
bt =yt (ili 27 = y') uvek vazi x = Py, za neku permutacionu matricu P, §to povlaci
da vaze majorizacione relacije x < y, * <, y i * <" y. Specijalno, sledi da su posma-
trane majorizacione relacije refleksivne. Nije tesko zakljuciti da su ove relacije takode i
tranzitivne, dakle <, <,, i <"* su pre-uredenja.

Neka su dva izabrana vektora x i y medusobno majorizovana nekom od posmatrane
tri majorizacione relacije, tj. vaziz < yiy<zxilixz <, yiy <, xilix < yiy < z.
U tom slucaju se zna da su preraspodele z* i y*, (kao i preraspodele z' i ') medusobno
jednake, drugim re¢ima vektori x i y se razlikuju do na permutaciju svojih elemenata, t;j.
postoji permutaciona matrica P tako da je

x = Py. (1.1)

Dakle, striktno govoreci, posmatrane majorizacije nisu parcijalna uredenja, jer nije ostva-
rena jednakost x = y kao u definiciji antisimetricnosti, ve¢ samo oslabljena jednakost
(1.1). Ukoliko izvrsimo restrikciju vektorskog prostora R™ samo na pozitivan konus D =
{(z1,...,2,) | 1 = g = ... = x,} tada su relacije < i <, parcijalna uredenja na D.
Sliéno, na skupu G = {(z1,...,2,) | 71 < 22 < ... < x,,} relacija <"* je parcijano
uredenje. Ukoliko uvedemo relaciju ekvivalencije ~ na sledeéi nac¢in: 1z ~ y ako je
x = Py za neku permutacionu matricu P, i uoc¢imo faktor skup R;‘N, tada su majorizacione
relacije antisimetri¢ne na posmatranom faktor skupu R;‘N, tj. u tom slucaju se one mogu
posmatrati kao parcijalna uredenja na R?N.

U ovoj disertaciji ¢e biti pokazano da se na slican nac¢in uopstene majorizacione relacije
na diskretnim Lebegovim prostorima mogu posmatrati kao parcijalna uredenja, ukoliko
se poistovete sve funkcije koje su jednake do na permutaciju kada je u pitanju standardna
majorizacija i slaba supermajorizacija ili do na parcijalnu permutaciju kada je u pitanju
slaba majorizacija.



1.1. Majorizacione relacije i stohasticke matrice

Linearna ocuvanja majorizacionih relacija

Sada ¢emo uvesti pojam linearnog ocuvanja proizvoljne relacije p.

Definicija 1.1.17. Neka je data relacija p definisana na linearnom vektorskom prostoru
V. Linearan ogranicen operator A : V — V je linearno ocuvanje relacije p ako vazi da

xpy povlaci (Azx)p (Ay).

U nastavku bice okarakterisani linearni ograniceni operatori na konacno-dimenzio-
nalnom vektorskom prostoru R” koji ¢uvaju neku od majorizacionih relacija. Na primer,
linearno o¢uvanje standardne majorizacije se moze definisati kao ogranicen linearan ope-
rator T : R™ — R" za koji vazi da relacija

x <y povladi (Az) < (Ay).

Na slican nac¢in se uvode i linearna ocuvanja slabih majorizacija. Naredni rezultat je
prikazan u radu [1], a moze se naéi i u monografijama [22,77].

Teorema 1.1.18. [1, Propozicija 2.7] Ogranicen linearan operator T : R" — R™ je
linearno ocuvanje majorizacione relacije (<) ako i samo ako je jedan od narednih uslova
ispunjen, za svako x € R™:

1) T(z) = tr(x)a, za neki vektor a € R";
2) T(x) = BP(x) + vtr(x)e, za neke 5,y € R i za neku permutaciju P : R" — R".

Ogranicen linearan operator T : R” — R" je pozitivan ako matrica ovog operatora
sadrzi sve pozitivne elemente, u odnosu na standardnu bazu u R".

Teorema 1.1.19. [30, Propozicija 2.1] Ako pozitivan ogranicen linearan operator T :
R™ — R™ ¢uva magorizacionu relaciju (<) na prostoru R™, tada T c¢uva slabu magjoriza-
cionu relaciju (<).

Teorema 1.1.20. [30, Teorema 2.2] Neka je T : R™ — R™ ogranicen linearan operator.
Sledeci uslovi su ekvivalentni:

1) operator T' ¢uva majorizacionu relaciju (<);

2) Ako jex <y iy < x, za neke x,y € R", tada je Tx < Ty 1 Ty < Tx.

Teorema 1.1.21. [7j] Neka je T : R™ — R"™ poztitivan ogranicen linearan operator.
Sledeci uslovi su ekvivalentni:

1) operator T' ¢uva magjorizacionu relaciju (<);
2) operator T éuva slabu magjorizacionu relaciju (<y);

3) Ako jex <y iy <z, za neke vektore x,y € R", tada je Tx < Ty i Ty < Tx.
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Dokaz. Stavke 1) i 3) su ekvivalentne na osnovu Teoreme 1.1.20. Stavka 1) povlaci 2) na
osnovu Teoreme 1.1.19. Da bismo pokazali da 2) povlaci 3), neka vazi x < y iy < x.
Sledi, Tx <, Ty i Ty <, Tx, pa vazi Tx = PTy, za neku permutaciju P, na osnovu
(1.1). Jasno, Te < Ty i Ty < Tx. O

Teorema 1.1.22. [7/] Neka je T : R™ — R"™ pozitivan ogranicen linearan operator.
Sledeci uslovi su ekvivalentni:

1) operator T' ¢uva majorizacionu relaciju (<);

ws) .
’

2) operator T ¢uva slabu supermajorizacionu relaciju (<
3) Ako jex <y iy < x, za neke vektore x,y € R™, tada je Tx < Ty i Ty < Tx.

Dokaz. Pretpostavimo da vazi 1) i neka je x <"* y. Na osnovu Teoreme [77, Proposition
[.5.A.9.a.], postoji pozitivan vektor u € R" za koji je zadovoljeno u < x i u < y. Sledi
Tu < Ty, is obzirom da je x—u > 0 osobina pozitivnosti operatora T" povlaéi T'(x—u) = 0,
to jest Tu < T'z. Dakle, Tx <" Ty na osnovu iste teoreme, pa je operator T' ocuvanje
slabe supermajorizacije na R".

Pretpostavimo sada da vazi 2). Pokaza¢emo da operator T' zadovoljava uslov 3). Neka
vazi x < y iy < x, to jest neka se vektori x i y razlikuju do na permutaciju. Jasno, sledi
x <" yiy <" x. Po definiciji operatora T je Tx <" Ty i Ty <" Tx. Sada, vektori
Tz i Ty se razlikuju do na permutaciju, na osnovu (1.1), §to povlaci da je Tx < Ty i
Ty < Tx.

Stavka 3) povlaé¢i 1) na osnovu Teoreme 1.1.20. O

Na osnovu prethodnih teorema, moze se izvesti zakljucak da pozitivni ograniceni lin-
earni operatori koji ¢uvaju neku od tri majorizacije, moraju ¢uvati i ostale dve. Ovaj
rezultat je dokazan i u radu [43] koriséenjem drugacijih metoda.

Posledica 1.1.23. [/3] Neka je dat pozitivan linearan operator T : R™ — R™. Slededi
uslovi su ekvivalentni:

1) operator T' ¢uva majorizacionu relaciju (<);
2) operator T' ¢uva slabu majorizacionu relaciju (<, );
3) operator T' ¢uva slabu supermagjorizacionu relaciju (<°).

Jedan od ciljeva ove disertacije je i uopstenje prethodne posledice za majorizacione
relacije na diskretnim Lebegovim prostorima.

Sada se moze prikazati i oblik pozitivnog operatora koji ¢uva slabu majorizaciju i slabu
supermajorizaciju.

Teorema 1.1.24. [7/] Pozitivan ogranicen linearan operator T : R™ — R™ je linearno
ocuvange slabe majorizacione relacije (<) ako i samo ako je jedan od narednih uslova
ispungen za svako x € R™:

1) T(z) = tr(x)a, za neki vektor a € R";
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2) T(x) = BP(x) + ytr(x)e, za neke 5,y € R i za neku permutaciju P : R" — R™.

Teorema 1.1.25. [7}] Pozitivan ogranicen linearan operator T : R® — R™ je linearno
ocuvanje slabe supermagjorizacione relacije (<°) ako i samo ako je jedan od narednih
uslova ispunjen za svako x € R™:

1) T(x) = tr(x)a, za neki vektor a € R™;
2) T(z) = BP(z) + vtr(x)e, za neke 5,y € R i za neku permutaciju P : R™ — R".

U narednim poglavljima bic¢e predstavljen oblik linearnih o¢uvanja slabih majorizacija
(<w) 1 (<"*) na beskona¢no-dimenzionalnim diskretnim Lebegovim prostorima. U nekom
smislu ti rezultati se mogu posmatrati kao generalizacija prethodnih Posledica 1.1.24 i
1.1.25.

Matri¢cna majorizacija

Serman [99] je uveo prvu majorizacionu relaciju na skupu dvostruko stohastickih ma-
trica, koja predstavlja pre-uredenje. Naime, matrica D; je majorizovana matricom Do, i
to oznacavamo sa

D1 < D2 (12)
ako postoji dvostruko stohasticka matrica D3 tako da je
D1 = D3D,.

Lako se moze videti da Dy <1 Dy povlaéi standardnu majorizaciju Dyx < Dsex, Vo € R™.
Kakutani je postavio hipotezu da je suprotan smer prethodne cinjenice takode tacan
(videti [77], strana 70).

Kakutanijeva hipoteza

Ako za svako x € R” vazi standardna majorizacija D1z < Doz, tada vazi matricna
majorizacija Dy < Ds.

U radu Sermana [99], pokazano je da ako je dvostruko stohasticka matrica Dy inverti-
bilna, tada je Kakutanijeva hipoteza tacna. Horn je pronasao kontra primer Kakutanijeve
pretpostavke u radu [100] i pokazao da se invertibilnost operatora Ds ne moze izostaviti.
Koristeéi sasvim drugaciju tehniku dokaza, Sraiber [98] je potvrdio ovaj rezultat.

U Glavi 2 biée prosiren pojam matri¢ne majorizacije (1.2) na skup dvostruko sto-
hastickih operatora na (1) i bi¢e pokazano da je Kakutanijeva hipoteza tacna ukoliko
je Dy! stohasticki operator po vrstama.
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1.2 Diskretni Lebegovi prostori, stohasticki opera-
tori i majorizacija

U ovoj disertaciji posmatracemo realne funkcije f : I — R definisane na nekom
prizvoljno izabranom nepraznom skupu I. Kada je skup [ konacan, tada se pomenute
funkcije mogu poistovetiti sa realnim vektorima iz konacno-dimenzionalnog vektorskog
prostora R™. Konacno-dimenzionalna teorija majorizacije je detaljno izu¢avana u proslosti,
a neki rezultati su prikazani u prethodnom delu. U slucaju kada je I skup prirodnih bro-
jeva I = N, (ili opstije kada je I proizvoljan prebrojivo beskonacan skup) tada realne
funkcije f : I — R predstavljaju realne nizove. Takode, bi¢e razmatran i slucaj kada je
skup I neprebrojivo beskonacan. Rezultati u ovoj disertaciji ¢e se u mnogome odnositi
na poslednja dva slucaja, kada je skup I beskonacan.

Definicija 1.2.1. Neka je I proizvoljan neprazan skup. Realna funkcija f : I — R je
sumabilna ako postoji realan broj o tako da za svako € > 0 postoji konacan skup Jy < I

tako da vazi
o— > 1)

za svaki konacan skup J koji zadovoljava uslov Jy < J. U tom slu¢aju broj o nazivamo

suma funkcije f i oznacavamo sa o = Y, f(i).
iel

<e

Za fiksirano p € [1, 00), posmatra¢emo normiran vektorski prostor svih realnih funkcija
f I — R koje zadovoljavaju uslov

2 FOF <o,

iel
i oznacavacemo ovaj prostor sa ¢P(I). Ovaj vektorski prostor je opremljen standardnom
p-normom

1
»
wa=<2uww>
el

i predstavlja Banahov prostor za svako p € [1,0). Sa jedne strane ovi Banahovi prostori
predstavljaju prirodno uopstenje Lebegovih prostora nizova (¢ nizova), dok sa druge
strane se mogu posmatrati kao specijalan slu¢aj Lebegovih prostora L£P(I, ) koji sadrze
merljive funkcije koje zadovoljavaju uslov

[11pd <
I

kada se posmatra konkretna mera prebrojavanja p. Iz tog razloga, prostori ¢P(I) se
nazivaju diskretni Lebegovi prostori.

U nekoliko navrata bi¢e pomenut Banahov prostor svih ograni¢enih funkcija oblika
f 1 — R, to jest svih funkcija koje zadovoljavaju sup,.; |f(i)| < oo. Ovaj prostor je
opremljen supremum normom

Ille = sup /(0

10
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i oznacavacemo ga ¢*(I). Ovaj prostor moze biti posmatran kao dualni prostor prostora
¢Y(I), i uvedeni pojmovi stohastickih operatora i majorizacionih relacija na ovom prostoru
bice ispitivani isklju¢ivo u korist istrazivanja pomenutih pojmova na prostorima ¢*(1).

Na osnovu sumabilnosti funkcija iz diskretnih Lebegovih prostora ¢7(1), kada je p €
[1,00), nije tesko zakljuciti da svaka funkcija mora imati najvise prebrojiv nosac, to jest,
skup {i € I | f(i) # 0} mora biti najvise prebrojivo beskonacan. Iako Banahovi prostori
¢?(I) nemaju Sauderovu bazu i nisu separabilni, zbog kardinalnosti nosaca se za svaku
funkciju f € ¢°(I) moze pronaci prebrojiv podskup @ < I da vazi

f=>fe,
€qQ

pri cemu su funkcije e; : I — R definisane uz pomo¢ Kronekerove delta funkcije e;(j) :=
dij, i, 7 € I. Dakle, moze se razumeti da proizvoljna funkcija f ima reprezentaciju

f=> fli)e

el

Neka je p € (1,00). Realan broj ¢ se naziva konjugovani (dualni) eksponent broja p ako
vazi 113 + % = 1. Ocigledno mora biti ¢ € (1,20). Uzima se da su 1 i oo dualni eksponenti
jedan drugome.

Neka je proizvoljno izabran realan broj p € [ ,00), i neka je g dualni eksponent od p.

Posmatra¢emo bilinearno preslikavanje (-, -) : ¢?(I) x ¢1(I) — R, definisano na sledeéi
nacin
(frgy =) fli)g(i)
iel

za proizvoljne dve funkcije f € ¢P(I) i g € £9(I). Ovo preslikavanje ¢emo nazivati dualno
uparivanje. Tada za fiksiranu funkciju g € ¢4(I) preslikavanje

f= ) f(i)gli)

iel

definiSe ogranicen linearan funkcional ¢* na prostoru diskretnih Lebegovih funkcija ¢ (1),
¢ija je norma u Banahovom prostoru svih funkcionala na ¢P(I) (oznac¢ava¢emo ovaj pro-
stor sa 7(I)*) jednaka normi funkcije g € ¢9(I). Stavise, moze se definisati izometricki
izomorfizam ¢ — ¢* izmedu prostora ¢¢(I) i ¢?(I)* pa se dualni Banahov prostor ¢#(I)*
moze poistovetiti sa prostorom ¢9(I). Ovaj rezultat je opste poznat u literaturi. Kada
je p = 2 tada je i dualni eksponent ¢ = 2, pa dualno uparivanje za dva prostora ¢*(I)
ima osobine skalarnog proizvoda. U odnosu na ovaj skalarni proizvod, Banahov pro-
stor ¢?(I) je Hilbertov prostor. Ovaj specijalan slucaj, kada je p = 2, neée posebno
biti ispitivan u ovoj disertaciji. Prirodno je ocekivati da ¢e osobine uopstenih majoriza-
cionih relacija na Hilbertovom prostoru ¢%(I) biti jo§ ”blize“ odgovarajuéim osobinama
kona¢no-dimenzionalne majorizacije, i ova tematika ¢e biti predmet istrazivanja autora u
buduénosti.
Za proizvoljno izabrano i € I, funkcija e; ocigledno pripada prostoru ¢7(1I), za svako
€ [1,0]. Zato se za svaku funkciju (1), p € [1,20) mogu dualno upariti funkcije f
ie; (pri cemu funkciju e; posmatramo kao element dualnog prostora ¢?(I)*) i dobija se

11
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(frey = > f(9ei(d) = f(i)ei(i) = f(i), pa zamenom u reprezentaciju funkcije f dobija
jel
se
f=>{fee
1€l

Skup svih pozitivnih funkcija (sa pozitivnim vrednostima u slici) je
P ={fer)]| fi)=0,YViel}.

Prostor (1) je ureden Banahov prostor (Banahova reSetka) sa prirodnim parcijalnim
uredenjem definisanim na realnim funkcijama iz I u R na sledeé¢i nacin:

f<gakovazi f(j) < g(j),Viel (tj. (g—f)el’(I)").

Operator A : (P(J) — (P(I), p € [1,00) je pozitivan (¢uva pozitivnost), ako vazi Ag €
P(I)* za svaku pozitivnu funkciju g € ¢P(J)*. Neka je na dalje ¢ dualni eksponent od
p € [1,0). Operator A* : ¢4(1) — (%(J) je adjungovani operator operatora A : (P(J) —>
(1), pe[l,00), ako vazi (Af,g) = {f, A*g), Vf € (P(J), Vg € (9(I).

Niz funkcija (fx)ren, fr € P(I) konvergira ka funkciji f € ¢P(1) u slaboj topologiji
Banahovog prostora ¢?(I), ako vazi

N (i, g) = (f,g), Vg e ti().

Naredne definicije stohastickih operatora, majorizacije i linearnih ocuvanja majorizacije
su uveli u radovima [13, 14] Behrami, Bajati i Manjegani, na prostorima ¢?(I), kada je
p € [1,00) ali i na prostoru ogranic¢enih nizova ¢*.

Definicija 1.2.2. [13, Definicija 2.1.] Neka je p € [1,00), i pretpostavimo da je A :
(?(J) —> ¢P(I) ogranicen linearan operator, pri ¢emu su I i J dva neprazna skupa.
Operator A se naziva:

1) stohasticki po vrstama, ako je operator A pozitivan, i vazi Vi e I, > {(Ae;,e;) = 1;
jedJ

2) stohasticki po kolonama, ako je operator A pozitivan, i vazi Vj € J, > (Aej, e;) = 1;
iel
3) dvostruko stohasticki, ako je operator A stohasticki po vrstama i stohasticki po
kolonama;

4) permutacija, ako postoji bijekcija 0 : J — I za koju vazi Ae; = ey(j), za svako
Jed.

U narednom tvdenju je pokazano da je operator dvostruko stohasticki ako i samo ako
su skupovi I i J iz prethodne definicije iste kardinalnosti, tj. ako postoji bijekcija izmedu
skupova [ i J. Iz tog razloga je dovoljno posmatrati samo dvostruko stohasticke operatore
definisane na 7(I).

Teorema 1.2.3. [13, Teorema 2.2/ Neka su I i J dva proizvoljno izabrana neprazna
skupa i p € [1,00). Tada postoji dvostruko stohasticki operator D : P(J) — (P(I) ako i
samo ako je card(I) = card(J).

12
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Skup svih stohastickih operatora po vrstama, stohastickih po kolonama, dvostruko
stohastickih operatora i permutacija na prostoru ¢?([), oznacavatemo respektivno sa

RS(e7(I)) , CS(e7(I)), DS(eP(I)) i P(e(I)).

Definicija 1.2.4. [13, Definicija 3.1.] Neka je p € [1,00). Za dve funkcije f,g € (P(I),
funkcija f je majorizovana funkcijom g, i to oznacavamo sa f < g, ako postoji dvostruko
stohasticki operator D € DS(¢?(1I)) tako da je f = Dg.

U narednim definicijama bi¢e I = N, pa ¢emo krace umesto ¢?(N) pisati (7.

Definicija 1.2.5. [14, Definicija 2.1.] Neka je A : {* — {* ogranicen linearan operator.
Operator A se naziva dvostruko stohasticki ako postoji dvostruko stohasticki operator
Ag € DS(0') tako da je A = A%,

Definicija 1.2.6. [14, Definicija 2.4.] Za dve funkcije f, g € (%, funkcija f je majorizovana
funkcijom g, i to oznacavamo sa f < g, ako postoji dvostruko stohasticki operator D €
DS(¢*) tako da je f = Dg.

U prethodnom delu smo definisali pojam linearnog oc¢uvanja neke relacije. Sada ¢emo
tu definiciju prilagoditi konkretnoj relaciji majorizacije.

Definicija 1.2.7. Ogranicen linearan operator T' : (*(I) — (P(I) se naziva linearno
oc¢uvangje majorizacione relacije na prostoru ¢*(I), ako za dve funkcije f,g € ¢(I), ma-
jorizacija f < g povlaci majorizaciju T'f < Tg.

Skup svih linearnih o¢uvanja majorizacije oznacava¢emo sa M, (¢7(1)).

Sada, predstavljamo neke rezultate prikazane u radovima [13,14] na koje ¢emo se ¢esto
pozivati u ovoj disertaciji, bilo zbog povezanosti sa konkretnim rezultatima ove disertacije,
bilo zbog direktne primene u dokazima tvrdenja koja slede.

Lema 1.2.8. [13, Lema 2.3.] Neka jep € [1,00). Pretpostavimo da je A : P(1) — (P(I)
pozitivan ogranicen linearan operator. Tada je

1) Operator A stohasticki po vrstama ako i samo ako vaZi

Ve M), D (Aej, [y = fi);

jel iel
2) Operator A stohasticki po kolonama ako i samo ako vazi

Vel (1), Y {Afen =) f)

iel el

Lema 1.2.9. [13, Lema 2.5] Norma dvostruko stohastickog operatora je manja ili jednaka
od 1.
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Na osnovu definicije dvostruko stohastickog operatora, vidi se da je kod ovih operatora
suma svih elemenata u proizvoljnoj ”vrsti“ ili u proizvoljnoj ”koloni“ uvek jednaka jedan.
Postavlja se pitanje da li se proizvoljna familija {a;; | ¢,j € I} pozitivnih brojeva, uko-
liko zadovoljava uslov da je suma svih elemenata u proizvoljnoj ”vrsti“ ili u proizvoljnoj
"koloni“ jednaka jedan, moze posmatrati kao dvostruko stohasticki (matri¢ni) operator?
Potvrdan odgovor na ovo pitanje daje naredna teorema.

Teorema 1.2.10. [13, Propozicija 2.6] Neka je p € [1,%0), i neka je {a;; | i,j € I}
familija pozitivnih realnih brojeva za koju vazi

el jed

pri cemu je I proizvoljno izabran neprazan skup. Tada postoji jedinstveno odreden dvostruko
stohasticki operator A € DS((P(I)) takav da je

(Viel) (Vjel) (Aej,e) = a;.

Kao uopstenje prethodnog rezultata, dovoljni uslovi da se proizvoljna familija moze
posmatrati kao ogranic¢en linearan operator, definisan kao matri¢ni operator, bice prikazani
u poslednjoj glavi ove disertacije.

Teorema 1.2.11. [13, Teorema 2.4.] Neka je p € [1,00). Ako operatori A i B pripadaju
skupu RS(¢P(I)), tada operator AB € RS((P(I)), to jest, skup RS({P(I)) je zatvoren za
kompoziciju. Isti zakljucak se moZe izvesti i za skupove C'S((P(I)) i DS(P(I)).

Teorema 1.2.12. [13, Teorema 3.5.] Za dve funkcije f,g € ¢P(I), p € [1,00), sledeci
uslovi su ekvivalentni:

1) f<gig=<f;
2) Postoji permutacija P € P(¢P(I)) tako da je f = Pg.

Teorema 1.2.13. [13, Teorema 4.9.] Neka je I beskonacan skupip € (1,0). Za ogranicen
linearan operator T' na prostoru ¢?(I), sledeci uslovi su ekvivalentini:

1) T e My (¢7(1));

2) Zasve ji,j2 € I sledi da je Tej, < Tej, iTe;, < Tej,, 1za svako i € I postoji najvise
jedno j € I tako da je (T'ej, e;) # 0;
3) T = >, o, P, gde je Iy prebrojiv podskup skupa I, (;)icr, je funkcija iz €7(Ip)
ie]()
i{o; : I — I |ie Iy} je familija koju ¢ine jedan-jedan funkcije tako da za sve
il,iQ S [0, le #* ig vazi Ui1<I) N O'i2([) = @

Teorema 1.2.14. [13, Propozicija 5.9] Neka je T : (*(I) — (*(I) ograni¢en linearan
operator, gde je I beskonacan skup. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

1) T e M,.(¢*(1));

14
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2) Postoje operatori Ty € M), (¢'(1)) i Ty € M2 (€'(I)) i disjunktni skupovi Iy, I < I,
I v I, =1 tako da je T =T, + Ty pri cemu su operatori T1, Ty odredeni na sledeci
nacin:

<T1f, €i2> = <T2f, €i1> = 0, Vf € gl([% V’ll € [1, VZQ € IQ,
3) Postoji najvise prebrojiv skup Iy < I i postogi familija
O:={0;: 1 51]iely, 6:(I)n0;I)=F, i+j}

koja sadrzi jedan-jedan funkcije sa medusobno disjunktnim slikama 0y € ©, Yk € Iy,
i postoji funkcija (\;)ier, € £ (L) tako da je

T = APy + T,
kEIO

gde je Th(f) := h >, f(k), za funkciju h € (*(I) za koju je {h,e;) = 0, za svako
k‘EI()
je€0;(I) iza svako i € Iy;

4) Te; < Tey, i Te, < Tej, Vk,j €1, i za svako i € I, ili postoji tacno jedno j € I za
koje je (Tej,e;) # 0 ili je skup {(Te;,e;) | j € 1} jednoelementni.
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Glava 2

Standardna majorizacija i stohasticki
operatori na diskretnim Lebegovim
prostorima

U prvom delu Glave 2, bi¢e uspostavljena bliska veza izmedu standardne majorizacije i
dvostruko stohastickih operatora, kao nastavak istrazivanja zapocetog u radu [13]. Naime,
na osnovu rezultata iz uvodnog dela, lako se moze zakljuciti da je uopstena relacija sta-
ndardne majorizacije na Banahovom prostoru ¢?(I) pre-uredenje, a ukoliko se poistovete
sve funkcije koje se razlikuju do na permutaciju, tada se majorizaciona relacija moze
posmatrati kao parcijalno uredenje.

Lema 2.0.15. Majorizacijona relacija "< “ iz Definicije 1.2.4, kada je p € [1,0), je
refleksivna 1 tranzitivna relacija tj. "< “ je pre-uredenje. Specijalno, ako poistovetimo sve
funkcige iz prostora ¢P(I) koje se razlikuju do na permutaciju tada mozZemo posmatrati
majorizacionu relaciju kao parcijalno uredenje.

Dokaz. Za proizvoljno f € (P(I), f = Zf povlaci f < f, jer je jedini¢ni operator Z
dvostruko stohasticki, pa sledi da je ”<“ refleksivna relacija.

Tranzitivnost sledi na osnovu Teoreme 1.2.11. Preciznije, ako je f < gi g < h tada
postoje A, B € DS((P(I)) tako da je f = Ag, g = Bh pa je f = ABh. Posto znamo da je
skup DS(¢P(1)) zatvoren za kompoziciju, stoga vazi f < h.

Ukoliko poistovetimo sve funkcije koje se razlikuju do na permutaciju, tada sledi po
Teoremi 1.2.12 da je "< antisimetricna relacija. O

2.1 Osobine stohastickih operatora i majorizacije

U narednim definicijama bi¢e uvedeni pojmovi stohastickih operatora po vrstama i po
kolonama kao i pojam dvostruko stohastickog operatora na prostoru ¢*(I), i bi¢e prosiren
pojam relacije majorizacije na funkcijama iz posmatranog prostora.

Definicija 2.1.1. Neka je A : (*(I) — (*(I) ogranicen linearan operator. Operator A
je
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1) stohasticki po vrstama, ako postoji stohasticki operator po kolonama Ay € C'S(¢1(I))
takav da je A = Af.

2) stohasticki po kolonama, ako postoji stohasticki operator po vrstama Ay € RS(¢(1))
takav da je A = Aj.

3) dvostruko stohasticki, ako postoji dvostruko stohasticki operator Ay € DS(¢'(T))
takav da je A = Ajf.

Kao §to znamo, A = A} ako za svake dve funkcije f € (*(I) i g € (1(I) je
<g7 Af> = <A0.gv f>7

pri cemu sa
Coy (I x °(1) — R
oznacavamo dualno uparivanje prostora ¢!(I) sa svojim dualnim prostorom (% ().
Na dalje ¢emo stohasticke operatore po vrstama, po kolonama, kao i dvostruko sto-
hasticke operatore na (*(I) oznacavati respektivno, sa RS((*(1)), CS((* (1)) i DS({*(1)).
U sledecoj teoremi pokazac¢emo se da su svi gore uvedeni skupovi stohastickih operatora
konveksni.

Teorema 2.1.2. Neka jep € [1,00]. Tada su RS(¢P(1)), CS(¢P(I)) i DS(P(1)) konveksni
skupout.

Dokaz. Pokazatemo da je RS(¢?(I)) konveksan skup, to jest da je proizvoljna konveksna
kombinacija dva operatora A,C' € RS(¢?(I)) takode dvostruko stohasticki operator po
vrstama. Dakle treba pokazati da je B :=tA + (1 —t)C € RS(¢*(I)) za svako t € [0, 1].
Zat=0ilit=1, Be RS("(I)) ocigledno. Nek je sada t € (0,1). Lako zakljucujemo da
je B ogranicen linearan operator na ¢*(I).

Prvo, neka je p € [1,00). Kako su A i C' pozitivni operatori, to jest, f = 0 povladi
Af=20iCf =0, zasvako f € (P(I), moze se zakljuciti da je B takode pozitivan operator
na osnovu njegove definicije. Sada se za proizvoljno i € I dobija

Y Bej ey = Y U(tA+ (1-1)C)ej er (2.1)

jel Jel
= tY (Aejey+ (1—1)) (Cejey =1
jel jel

jer su A i C stohasticki po vrstama, stoga je i operator B stohasticki po vrstama, dakle
RS(¢P(I)) je konveksan skup.

Okrecemo se slucaju p = o0. Postoje operatori Ag, Co € CS(¢1(I)) takvi da je A = Af
i C' = Cf, po Definiciji 2.1.1. Na osnovu ovih ¢injenica, na slican nacin kao u (2.1) dobija
se

Y Bej ey = ) (Asej e+ (1—1) Y (Ciej e

gel jel jel
= 1) {ej, Aoeiy + (1= 1) ) e, Coesy = 1,
jel jel
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pa je RS(¢(*(I)) konveksan skup.

N slican na¢in mozemo zakljuciti da ako A,C e CS(¢*(I)), p € [1,], tada je B €
CS(¢P(I)) pa je i CS(¢P(I)) konveksan skup. Sliéno, sledi da je skup DS(¢P(I)) takode
konveksan. O

Teorema 2.1.3. Skup RS((*(I)) je zatvoren za kompoziciju, tj. ako je A, B € RS({*(I)),
tada je AB € RS({*(1)). Isti zakljucak vaZi i za skupove CS((*(I)) i DS((*(I)).

Dokaz. Neka je A, B € RS({*(I)). Postoje operatori Ay, By € CS({1(I)) takvi da je
A = Aj i B = Bj na osnovu Definicije 2.1.1. Sledi da je

Z<AB€]‘, €i> = Z<ASB§6], €i> = Z<Bg€], A0€i> = Z<€j, BOA0€i> =1

jel jel jel jel

jer je operator ByAg € CS(¢*(I)) po Teoremi 1.2.11. Ostatak teoreme se dokazuje na
slican nacin. 0

Definicija 2.1.4. Neka su date funkcije f, g € £*(I). Funkcija f je majorizovana funkci-
jom g, ako postoji dvostruko stohasticki operator D € DS(¢*(1I)) takav da je f = Dg, i
to oznacavamo sa f < g.

» 14

Lema 2.1.5. Majorizaciona relacija "< “ uvedena w Definiciji 2.1.4, je refleksivna 1

tranzitivna relacija tj. "< “ je pre-uredenje.
Dokaz. Refleksivnost je ocigledna. Tranzitivnost sledi iz Teoreme 2.1.3. O

Ne mozemo posmatrati majorizacionu relaciju ”<“ na prostoru ¢*(I) kao parcijalno
uredenje, jer na osnovu [14, Primer 2.6.] postoje dve funkcije za koje vazi f < gig < h
ali se ne razlikuju do na permutaciju.

Lema 2.1.6. Neka jep e [1,00) i neka je A : 0P(1) — (P (1) ogranicen linearan operator.
Ako je A e DS((P(I)) tada je Af < f, Vf e ?(I). Obrnuto, ako je Af < f, Vf e ¢P(I),
tada je Ae CS((P(I)).

Dokaz. Neka je A € DS(P(I)). Ako definisemo D := A, jasno sledi da je Af = Df i
D e DS(tr(1)), stoga Af < f, Vf e P(I).

S druge strane, neka je Af < f, ¥f € ¢?(I). Prvo dokazujemo da je operator A
pozitivan. Pretpostavimo da postoji 0 < f € ¢P(I) tako da Af > 0 ne vazi. Ako f ima

reprezentaciju
f= Z<f> €i)ei,

1€l

tada je
Af = Y Xf eiAe;

el
na osnovu neprekidnosti operatora A. Kako je (f,e;» = 0, Vi € I, to mora da postoji bar
jedno m € I, tako da Ae,, > 0 nije zadovoljeno. Medutim, za e, postoji D,, € DS(¢P(I))
tako da je Ae,, = De,, = 0 jer je e,, = 01 D je pozitivan. Dobili smo kontradikciju, dakle
operator A mora biti pozitivan.
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Ponovo, neka je Af < f, Vf e (P(I). Sada je Ae; < e;, Vj € I, 1 postoje operatori
D;e DS((P(I)) za koje vazi Dje; = Ae;, Vj € I. Neka je j € I proizvoljno izabran. Tada

je
D (Aej ey = Y UDjej ey = 1,
el el

jer je D; e DS(¢P(I)) < CS((P(1)), paje Ae CS(eP(1)). O

U konac¢no-dimenzionalnom sluc¢aju relacija Ax < x za svako z € R" povlaci da matrica
A mora biti dvostruko stohasticka (Teorema 1.1.10). Medutim, ukoliko pretpostavimo
da je I beskonacan skup, tada operator T ne mora biti dvostruko stohasticki i ako je
zadovoljena relacija Af < f za svako f € ¢P(I). Na primer, neka je I neprebrojiv skup,
i neka je za dato k € I definisana bijekcija w : I\{k} — I. Ako je definisan ogranicen
linearan operator 1" : (P(I) — ¢P(I) na sledeci nacin:

(@), ik
Tf(z):{ 0, i=k

za svako f € (P(I), zakljutujemo da za svako f € (P(I) postoji permutacija P € P(¢?(I))
tako da je T'f = Pf, tj. vazi Tf < f. Medutim, T nije dvostruko stohasticki operator
jer na osnovu same definicije operatora 1" je T'e;(i) = 0, za svako j € I, to jest

Z(Tej, ey = 0.

jel

Slede¢a teorema obezbeduje potrebne i dovoljne uslove da proizvoljan ogranic¢en line-
aran operator bude dvostruko stohasticki.

Teorema 2.1.7. Neka je p € [1,00) i neka je A : (P(I) —> (P(I) ogranicen linearan
operator. Vazi A € DS((P(I)) ako i samo ako je Af < f, Vf € ¢P(I) i A*g < g,
Vg e ti(I), gde je q konjugovani eksponent od p.

Dokaz. Neka je A e DS((P(I)), pri ¢emu je p € [1,00) proizvoljno izabran. Ocigledno je
Af < f,¥feP(I), po Lemi 2.1.6.
Ukoliko je p € (1,0) tada je (A*e;,e;) = (Aej,e;y =0, Vi,jel, i

A*g = Z<ga ei>A*ei = O)

el

gde je 0 < g € ¢4(I). Dakle, operator A* je pozitivan. Na osnovu definicija adjungovanog
i dvostruko stohatickog operatora lako se vidi da je A* € DS(¢9(1)). Sada je A*g < g,
Vg € ¢%(I) na osnovu Leme 2.1.6.

Akojep =1iqg = oo, tadaje A* € DS(¢*(I)) po Definiciji 2.1.1 dvostruko stohastickog
operatora na prostoru ¢*(I) i ¢injenice da vazi A € DS(¢'(I)) po pretpostavci teoreme.
Ukoliko stavimo da je D := A* to je A*g = Dg, Vg € {*(I), pa je A*g < g, Vg € £*(I),
na osnovu Definicije 2.1.4.

Obrnuto, neka je Af < f, Vf e (), pe[l,0),i A*g < g, Vg € £9(I). Ponovo, na
osnovu Leme 2.1.6 je A e CS(¢P(I)). Ostaje da se pokaze da je A e RS(P(I)).
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Ako je p # 1 tada je ¢ # oo, stoga je A* € CS(¢4(I)), po Lemi 2.1.6. Stavise,
d(Aej e = D lej, A*e;y =1, Vie I paje Ae RS((P(1)).
jel jel

Ako je p = 11q = oo, tada postoje operatori D; € DS(¢*(I)) i B; € DS({*(I)), Vi€ I,
tako da je D;e; = A*e; i D; = B}, Vi e I. Stoga je

Z<Aej, ey = Z<ej, A¥e;) = Z<ej, Die;) = Z<Biej, ey =1

jel jel jel jgel
Vie I, pavazi Ae RS((*(I)). Dakle, Ae DS(¢r(I)). O

Posledica 2.1.8. Neka je p € [1,0) i neka je A : (P(I) — (P(I) ogranicen linearan
operator. Ako je A€ DS((P(I)) tada je A* € DS(VU(1)), gde je q konjugovani eksponent
od p.

Dokaz. Sledi direktno iz dokaza Teoreme 2.1.7. ]

Posledica 2.1.9. Neka je p € [1,0) i neka je A : (P(I) — (P(I) ogranicen linearan
operator. Ako je Af < f, Vf e {e; | i € I}, tada je A € CS(WP(I)). Ako je dodatno,
A*f < f,¥fe{e |iel}, tada je Ae DS(¢P(I)).

Dokaz. Ako analiziramo dokaze Lemme 2.1.6 i Teoreme 2.1.7, lako se proverava da su
Af < f1A*f < f, kada je f € {e; | i € I}, dovoljni uslovi da operator A bude dvostruko
stohasticki. O

U konaé¢no-dimenzionalnom slucaju kada je card(l) = n € Nikada je p = 2, dvostruko
stohasticki operator A postaje dvostruko stohasticka matrica A = [a;;] € M, 1 vazi
A* = AT Ako je Az < z, za svako x € R", primenom majorizacione relacije na vektor

e = (1,1,...,1), znamo da je Ae < e, pa je Ae = ei > a;; =1, Vi € N. Zbog ove
j=1

¢injenice i Leme 2.1.6, operator A je dvostruko stohasticka matrica, pa je i A* dvostruko
stohasticka matrica takode, na osnovu Posledice 2.1.8. Sada, na osnovu Leme 2.1.6 je
A*r < x, za svako x € R™. Dakle, sledeé¢i rezultat sledi kao posledica Teoreme 2.1.7.
Naglasavamo da je Teorema 1.1.10 analogna sa narednom Posledicom 2.1.10.

Posledica 2.1.10. Proizvoljna n x n matrica A je dvostruko stohasticka ako i samo ako
je Ax < x za sve vektore x € R".

Sleded¢i rezultat daje dovoljne uslove da invertibilan dvostruko stohasticki operator
bude permutacija i predstavlja uopstenje Teoreme 1.1.13.

Teorema 2.1.11. Neka je p € [1,0) i neka je dat operator P : (P(I) —> (P(I) koji je
dvostruko stohasticki. Ako je P invertibilan i ako je Pt € DS(¢P(I)) tada je operator P
permutaciia.

Dokaz. Kako je P e DS(¢P(I)) stoga je Pf < f na osnovu Leme 2.1.6, za svako f € ¢P(1).
Slicno, P~ € DS((P(I)) i f = P7'Pf povlaci da je f < Pf, za svako f € (P(I). Sledi na
osnovu Teoreme 1.2.12 da postoje permutacije Qf € DS(¢*(I)) takve da je Q¢f = P,
Ve ().
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Dokazacemo da je P permutacija. Pretpostavimo suprotno, neka postoje elementi
r,s € I zakoje je (Peg, e,y € (0,1). Za funkciju f := ey, postoji permutacija Q., € P(¢*(I))
za koju je Pes = Q..es = e, za svako k € I.

Sada sledi da je

ex(r) = (Pes)(r) = zes(j)<Pej, ey = (Peg, e,y e (0,1),

jel

Sto je nemoguce na osnovu definicije funkcije e;. Dakle, (Pe;, e;» € {0,1}, Vi,j € I.
Kako je P € DS(¢*(I)) dobijamo da za svako i € I postoji samo jedno j € I za koje je
(Pej,e;y = 1, islitno, za svako j € I postoji samo jedno i € I za koje je (Pej,e;» = 1.
Definisa¢emo funkciju 6 : I — I da vazi 6(j) = i, kada je (Pej,e;») = 1. Lako se
proverava da je 0 bijekcija i da je Pe; = eqg(;), dakle P je permutacija. O

2.2 Operatorska majorizacija

Uveséemo pojam majorizacione relacije medu dvostruko stohastickim operatorima na
(P(I), p € [1,00) kao uopstenje majorizacije na dvostruko stohastickim matricama. Na
osnovu ovog uopstenja bi¢e preformulisana Kakutanijeva hipoteza, i bi¢e prezentovani
uslovi pod kojima je ova hipoteza tacna, za posmatrani beskona¢no-dimenzionalni slucaj.

Definicija 2.2.1. Neka je p € [1,0). Za dva operatora Dy, Dy € DS(¢?(1)), operator
Dy je majorizovan operatorom Do, i to oznacavamo sa D; <I Dy, ako postoji dvostruko
stohasticki operator D3 € DS(¢P(I)) takav da je Dy = D3Ds.

Lema 2.2.2. Majorizaciona relacija "<t “ uvedena u Definiciji 2.2.1 je refleksivna @ tranzi-
tivna relacija, tj. "<\ “ je pre-uredenje. Specijalno, ukoliko se posmatraju samo surjektivni
operatori i poistovete se svi oni operatori koji se razlikuju do na permutaciju tada je ”<1 ¢
antisimetricna relacija na posmatranom podskupu skupa DS(¢P(I)), pa moZemo posmatrati
Q% kao parcijalno uredenge.

Dokaz. Na osnovu D = ZD, VD € DS(¢(I)), gde smo sa Z oznacili jedini¢ni opera-
tor, koji je ocigledno dvostruko stohasticki, sledi da je ”<1“ refleksivna relacija. Neka
je D1, Dy, D3 € DS(¢P(I)). Ako je Dy < Dy i Dy < D3 tada postoje operatori Dy, D5 €
DS(KP(I)) tako da je D1 = D4D2 i D2 = D5D3. Sada je D1 = D4D5D3 pa je D1 < D3
na osnovu Teoreme 1.2.11, koja nam govori da je skup dvostruko stohastickih opera-
tora zatvoren za kompoziciju. Na slican nacin, ako je Dy < Do i Dy < D tada je
Dy = ABD;y i Dy = BAD,, gde je Dy = ADy, Dy = BD; i A,B € DS(¢?(I)). Ako
je R(Dy) = R(Dy) = () tadaje A = B™!, paje A, Be P({*(I)) po Teoremi 2.1.11. [J

Ako je Dy < D,, tada po definiciji postoji D3 € DS(¢P(I)) tako da je Dy = D3Ds tj.
Dif = D3Dof, Vf € (1), paje Dif < Dof, ¥Yf € ¢P(I). Dakle majorizacija izmedu
dva stohasticka operatora povlaci majorizaciju izmedu svake dve funkcije koje se dobijaju
kao slike jedne proizvoljne funkcije za ta dva operatora. Suprotan smer ovog tvrdenja za
matrice je formulisao Kakutani (videti [77], strana 70).
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2.2.1 Uopstena Kakutanijeva hipoteza

Pretpostavka 2.2.3. Neka je p € [1,0) i neka su Dy, Dy € DS(¢P(I)). Ako za svaku
funkciju f € ¢P(I) vazi da je Dy f < Dof, tada je Dy < Ds.

Ova hipoteza u opstem sluc¢aju nije tacna u ovom izvornom obliku, jer je invertibilnost
operatora D, esencijalna, i neophodnost ovog uslova u kona¢no-dimenzionalnom slucaju
je prikazana u kontra primeru koji se moze naéi u radu [100]. U skladu sa tim, operator
Dy takode mora biti invertibilan i u nasem progirenju Kakutanijeve hipoteze (videti [17,
Primer 9]). Ukoliko pokazemo da egzistencija dvostruko stohastickog operatora Df’c €
DS(¢P(1)), Vf € ¢°(I) za koji je Dif = D?Dgf povladi i egzistenciju operatora D3 €
DS(¢P(I)) tako da vazi Dy = D3D,, tada je posao zavrsen. U sledecoj teoremi ¢emo
dokazati ovu hipotezu, pod dodatnom pretpostavkom da je operator D, ' stohasticki po
vrstama.

Teorema 2.2.4. Neka jep € [1,00), Dy, Dy € DS(¢P(I)) i neka je Dy invertibilan operator
za koji je Dyt € RS((P(I)). Ako za svako f € (P(I) vazi Dyf < Dyof, tada je Dy <1 Ds.

Dokaz. Neka je Di1f < Dof za svako f € ¢P(I). Znamo da za proizvoljno g € R(Dy)
postoji f € fP(I) tako da je g = Dof.
Neka je preslikavanje W : R(Dq) — ¢P(I) definisano sa

\IIg = D1f7 Vf€€p<l)’

gde je ¢ = Dsof. Domen preslikavanja ¥ je ceo Banahov prostor ¢(I) jer je operator
D, invertibilan. Dakle, R(Dy) = ¢*(I) i sledi W : ¢P(I) — (P(I). Izaberimo proizvoljne
funkcije f, f1, fo € P(I) i fiksirajmo g = Dof, g1 = Daof1 1 go = Dafs.

Prvo ¢emo proveriti da je preslikavanje W dobro definisano. Neka je g; = ¢go. Treba
pokazati da je gy = Dy f1 = Dy fo = Vgs. 1z Do) = Dsfs, to sledi da je Do(f1 — fo) =0
na osnovu linearnosti operatora D,. Takode je Di(f1 — f2) < Ds(f1 — f2) na osnovu
pretpostavke. Sada D1(fi1 — f2) = 0 pa je ¥g; = Wgs.

Na osnovu linearnosti operatora D; i D, dobijamo

U(ag) = V(Dy(af)) = Di(af) = a¥yg
kada je o € R. Dalje,
V(g1 + g2) = W(D2(f1 + f2)) = Di(f1 + f2) = Difi + Difo = Vg1 + Vg

pa mozemo zakljuciti da je operator W linearan. Takode,

[¥(9)l = [w(D2f)| = IDif] < IDafllf] = [D:]| D3]
< D103 gl

Sledi da je H\Iﬂ;‘ﬁ)” < |ID1I|DS 1 | < | Dy D5, pa zakljuéujemo da je preslikavanje W

ograni¢eno. Stavise, || < | D5 jer je norma dvostruko stohastickog operatora najvise
jedan, po Lemi 1.2.9.
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Ako je dodatno g = Dyf > 0, sledi da postoji D} € DS(£P(I)) tako da je ¥(g) =

D, f = D?Dgf = D;’cg > (, jer je operator D;’c pozitivan, pa je W pozitivno preslikavanje.
Neka je j € I proizvoljno izabrano, i neka je a; = Dy 'e; € (P(I). Tada za ovu funkciju

aj, postoji Dy € DS((P(I)) tako da je Dia; = D; Dsay, tj. D,Dy'e; = D; ej. Sada je

D (Wej ey = Y UDiDy ej ey = Y (D3 ej ey =1
iel iel el

jer je ng e DS(¢P(1)), pasledi W e CS(¢P(I)). Operator Df je dvostruko stohasticki, po
Posledici 2.1.8, i vazi da je

Y Diei(k) = > (Diesex) = > Lei, Dier) = 1,

kel kel kel

pa je Die; e (*(I), Vie I

D Wej ey = YADiDy'ej, ey = Y (Dy'es, Die;)

jel jel jel
— Y Diei(k) = Y (Diei e
kel kel
= deiDiey =1, Viel,
kel

gde je

> (Dy'ej, Dieiy = ) Diei(k)

gel kel
po Lemi 1.2.8, jer je Die; € £(I) i Dy*' je stohasticki po vrstama. Konacno, ¥ e
DS(¢P(I)), dakle D3 := W je zeljeni operator za koji je D; = D3D,. Sledi da je D <
Ds. O

Pitanje: Da li za dva proizvoljno izabrana operatora Dy, Dy € DS((P(I)) gde je
D, invertibilan operator, majorizacija Dy f < Dof za svaku funkciju f € (1), povladi
majorizaciju Dy <1 Dy i kada uslov D, ' € RS(¢?(I)) nije ispunjen?

Potvrdan odgovor na postavljeno pitanje je dao Bajati u radu [17].
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Glava 3

Slaba majorizacija i1 substohasticki
operatori na diskretnim Lebegovim
prostorima

3.1 Substohasticki operatori

U prvom Glave 3 bi¢e prosiren pojam dvostruko substohastickog operatora sa ciljem
da se uopsti slaba majorizaciona relacija na skupu pozitivnih funkcija koje pripadaju
diskretnom Lebegovom prostoru ¢?(I). U drugom delu ove glave, bi¢e prikazana forma
linearnog ocuvanja slabe majorizacije, kada je I beskonacan skup.

Na samom pocetku, dajemo definicije substohastickih operatora definisanih na pros-
toru ¢7(J) sa slikom u ¢P(I), pri ¢emu su [ i J unapred zadati proizvoljni neprazni skupovi.

Definicija 3.1.1. Neka je p € [1,0) i neka je A : ?(J) —> (P(I) ogranicen linearan
operator, pri ¢emu su [ i J dva prizvoljna neprazna skupa. Operator A je
1) substohasticki po vrstama, ako je A pozitivan i Vi e I, > {(Ae;,e;) < 1;
jedJ
2) substohasticki po kolonama, ako je A pozitivan i Vj e J, > (Aej, e;) < 1;
el

3) dvostruko substohasticki, ako je A substohasticki operator po vrstama i po kolonama;

4) parcijalna permutacija za skupove I; < I'iJ; < J, ako postoji bijekcija 6 : J; — 4

za koju vazi
) oG) J€e
Ae; { 0, inace.

Skup svih substohastickih operatora po vrstama, po kolonama, skup svih dvostruko
substohastickih operatora, kao i skup svih parcijalnih permutacija iz ¢7(.J) u ¢?(I) za fiksir-
ano p € [1,0) oznacavaéemo sa RsS((P(J, 1)), CsS(P(J, 1)), DsS(¢?(J, 1)) ipP(P(J, 1)),
respektivno. Ako je J = I, tada ¢emo koristiti uproséeno oznacavanje, na primer, skup
svih substohastickih operatora po vrstama iz ¢7(I) u ¢*(I), ¢emo oznacavati sa RsS((P(1)).
Isto vazi i za skup svih substohastickih operatora po kolonama, dvostruko substohastickih
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operatora i parcijalnih permutacija. Lako je zakljuciti da vazi RS(¢P(I)) < RsS(¢P(I)),
CS(P(I)) < CsS(er(1)), DS(P(1)) < DsS(¢P(I)) i P(¢P(I)) < pP(¢P(I)). Takode,
DsS(¢P(I)) < RsS(¢P(1)), DsS(P(I)) = CsS(¢P(1)) i pP(¢P(1)) < DsS(¢P(1)).

Napomena 3.1.2. Ako je data n x n dvostruko substohasticka matrica A = (a;;), tada
postoji dvostruko stohasticka matrica D = (d;;) tako da je a;; < d;j, 1 < i,j < n. Ovu
teoremu je dokazao poznati matematicar fon Nojman i prikazana je u uvodnom delu.
Medutim, za dvostruko substohasticki operator A : ?(N) — ¢P(N) definisan sa

<A€j,€z‘>:{ 17 LTI = 1

0, otherwise,

ne postoji operator D € DS(¢?(I)) za koji vazi (Ae;,e;) < (Dej,e;), Vi,j € N. Dakle,
analogno tvrdenje za diskretne Lebegove funkcije ne vazi.

Naredna lema je pomoc¢nog karaktera na osnovu koje ¢e biti pokazana Lema 3.1.4.

Lema 3.1.3. Neka je p € [1,0]. Tada za svako g € (*(I) je
(fr9) =D 0(0)F e, Vfel(D).
el

Dokaz. Neka je q € (1, 0] konjugovani eksponent od p € [1,00). Neka je g € £*(I) < £9(1)
proizvoljno izabrana funkcija koja ima reprezentaciju g = > g(i)e;. Kao §to znamo,
i€l

preslikavanje f — {f,g) := >_ f(i)g(i) predstavlja jedan ograni¢en linearan funkcional
i€l
na (P(I). Stoga,

2 lg@fGe@l = Dlg@1 Y 1F (el = Y 1gdIf @)

el jel el jel el

< M) lg(i)| < oo,

el
gde je My = sup |f(i)|. Sada mozemo izvrsiti promenu redosleda sumiranja po Fubinijevoj
i€l

teoremi, pa dobijamo

SR WIOVOEDWIOPWIONE)

= 2200 (el) = Y 96) Y Feld)
= Zg(i)<f,ei>a vfel’(I).

]

Slede¢a lema koja se odnosi za stohasticke operatore po vrstama i po kolonama iz
¢P(J) u £P(I) je dobijena po analogiji sa Lemom 1.2.8.
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3.1. Substohasticki operatori

Lema 3.1.4. Neka jep € [1,0), i neka je A : (P(J) —> (P(I) pozitivan ogranicen linearan
operator. Tada

1) Ae RsS(IP(J, 1)) ako i samo ako je

Viel'(I), |>.(Aejf)

jeJ

SONHOIE

el

2) Ae CsS(I°(J, 1)) ako i samo ako je

Viel'(J), |D(Af e

el

< 216G

jeJ

Dokaz. Neka je p € [1,0).
1) Pretpostavimo da A € RsS(IP(J,I)). Dalje, neka je f € ¢*(I) proizvoljna funkcija.
Sledi
D@ Aes e = D 1F@)] Y (Aej, ey < Y1 f(D)] < 0.
i€l jeJ el jed iel
Sada, mozemo izvrsiti promenu redosleda sumiranja sto je omoguéeno Fubinijevom teo-
remom, stoga koris¢enjem prethodne Leme 3.1.3 za funkciju Ae; € £P(I) zakljucujemo
da je

2.2 i) Aes e

jed iel

2 f@) Y Aes e

el jed

< ) IF )l

el

Z<A€jv f>

jed

Suprotan smer sledi direktno po definiciji substohastickog operatora po vrstama uko-
liko postavimo vrednost funkcije f := e;, pri ¢emu je i € I proizvoljno izabrano.

2) Neka je sada A e CsS(IP(J, 1)) i f e (*(J). Sada je

22K A% e e

DG (A e e

jed iel jedJ iel
= SO Y Aes e < Y IfG)] < 0.
jedJ el jedJ

Kako je A*e; € ¢(J), stoga uz pomoé¢ Leme 3.1.3, promenom redosleda sumiranja
imamo da je

dAf e DI TFG) A% e

Z<A*€i,f>| =

el iel el jed
< YOI A% ey = D F()] D (Aey, e
jeJ iel jeJ €l
< MG
jed
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Slaba majorizacija i substohasticki operatori na diskretnim Lebegovim prostorima

Suprotan smer sledi direktno po definiciji substohastickog operatora po kolonama uko-
liko je f :=e;, pri cemu je j € I.

]

Posledica 3.1.5. Neka je p € [1,0), i pretpostavimo da je A : (P(J) — (P(I) pozitivan
ogranicen linearan operator. Tada:

1) Ae RsS(IP(J,1)) ako i samo ako je

Ve ()Y, Y Aej, fy< ) fi).

jeJ el
2) Ae CsS(IP(J, 1)) ako i samo ako je

Ve (), Y {Af e < X f3).

el jed

Dokaz. Dokaz je ocigledan. O

Posledica 3.1.5 pretstavlja uopstenje Leme 1.2.8 za pozitivne funkcije f € (1(I)* i za
dvostruko substohasticke operatore iz ¢7(.J) u ¢7(I).

Teorema 3.1.6. Neka je p € [1,0). Skup RsS(¢P(I)) je zatvoren za kompoziciju, tj., ako
A i B pripadaju skupu RsS(¢P(I)), tada i operator AB pripada skupu RsS((P(I)). Isti
zakljucak vazi i za skupove CsS((P(I)) i DsS(¢P(I)).

Dokaz. Neka su data dva operatora A, B € RsS(¢?(I)). Kako je
ZA*€Z<]) = 2<A*€i, €j> = Z<A€j, €i> < 1,
jel gel jel

stoga je A*e; € £1(I)*. Sada sledi po Posledici 3.1.5 pod 1) da vazi

Z<ABej, ey = Z<B€j’ A¥e;) < 2<A*ei, ery = Z<Aek, ey < 1.

jel jel kel kel

Ocigledno je operator AB pozitivan, pa sledi AB € RsS(¢(1I)).
Neka su A, B € CsS(¢*(I)). S obzirom da je Be; € ¢*(I)*, po Posledici 3.1.5. pod 2)
dobijamo da je

Y (ABej ey < Y Bej(k) = > (Bej ey < 1,

i€l kel kel
stoga je AB € CsS(¢*(1)).
[

Lema 3.1.7. Norma dvostruko substohastickog operatora A € DsS(¢(J, 1)) je manja ili
jednaka od 1.
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3.1. Substohasticki operatori

Dokaz. Neka A € DsS(¢P(J,1)), i pretpostavimo da je f € ¢(J) proizvoljno izabrana
funkcija.

Definisemo familiju {r;(A) | i € I} pozitivnih realnih brojeva manjih ili jednakih od 1,
na sledec¢i nacin:

ri(A) == 1= > (Aej ey, Viel (3.1)
jed
S obzirom da funkcija f ima reprezentaciju f = Y f(j)e; sledi
jed

Af =1 F()Ae

jed

Af(i) = (Af ey = Y F(1)Aej, e, Viel,

jedJ
na osnovu neprekidnosti operatora A. Ukoliko iskoristimo Jensenovu nejednakost za kon-
veksnu funkeiju h(z) = |z|P dobijamo

p p

D () Aej ) +0-1i(A)
jedJ
Z [f (7)< Aej, e + [0 - i (A)

= DG e (3:2)

jed

D F)Aej e

jed

N

za svako i € I, jer je A stohasticki operator po vrstama. Takode je

ZZ |f(7)[P(Aej, e;) < | f]P < 0.

jed iel
Stavige, uz pomoé nejednakosti (3.2), Fubinijeve teoreme i ¢injenice da je A stohasticki
operator po kolonama sledi

p

JAfI7 = DLNAFOF = Y KA el = 11D F(i){Aes e

el el el |jeJ

< IO Aes ey = DTIFGIP D (Aejiei)
i€l jed jedJ el

< |fIP.

[]

Na osnovu prethodnog rezultata dobija se posledica koja je istovetna sa Teoremom
1.2.9 iz uvodnog dela.
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Slaba majorizacija i substohasticki operatori na diskretnim Lebegovim prostorima

Posledica 3.1.8. Norma dvostruko stohastickog operatora A € DsS(¢P(I)) je manga ili
jednaka od 1.

Slede¢i rezultat daje blisku vezu izmedu dvostruko substohastickog operatora i familije
pozitivnih realnih brojeva.

Teorema 3.1.9. Neka je p € [1,00), i pretpostavimo da je {a;; | i € 1,j € J} familija
pozitivnih realnih brojeva za koju vazi

(Vjel) Dlay<1, i (Viel) Y ay<l,
el jed

pri cemu su I 1 J proizvoljno izabrani neprazni skupovi. Tada postoji jedinstveno odreden
dvostruko substohasticki operator A € DsS(¢P(J, 1)) takav da je

(Viel) (Vjel) (Aej, e = ay. (3.3)

Dokaz. Neka je f € (P(J) proizvoljno izabrana funkcija koja ima reprezentaciju f =

Y. f(j)e;j. Definisemo familiju pozitivnih realnih brojeva na slede¢i nacin:
jed

a; =1 _Zaij’ Viel,
jed
sa ciljem da primenimo Jensenovu nejednakost za konveksnu funkciju h(z) = |z[P, p €
[1,00), slicno kao u (3.2). Dobijamo

p p

< Z |f(j)|pa,~j, Viel.

jed

D fG)ay| =

jed

2 fGay +0-a

jed

Sada, promenom redosleda sumiranja sledi

Z <22|f(j)|paz’jZZZUU)\”%<Hf|!”<oo.

el el jeJ jed iel

> FG)ass

jedJ

Definisa¢emo operator A : ¢P(J) —> ¢P(I), po uzoru na matri¢ne operatore, na sledec¢i

Af = Z (Z anmf(m)) En;

nel \meJ

koji je oc¢igledno linearan i ogranicen. Sada je

(Aej, ey = (Z anmej(m)> (ens €)= ) anlen, €) = ay;

nel \meJ nel

za svako i € I, 1 za svako j € J. Dakle, A e DsS((?(J,I)).

Pretpostavimo da operator A nije jedinstven, tj. pretpostavimo da postoji jos jedan
dvostruko stohasticki operator A; : (P(J) — (P(I) takav da (Ajej, e;) = a;; = (Aej, e;),
za svako ¢ € I, i za svako j € J. Tada je
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3.1. Substohasticki operatori

Af(i) = (Aifre = D F()Aweg e = Y () Aej e = Af(i), Viel.

jedJ jed

Stoga zakljuc¢ujemo da je A jedinstveni dvostruko stohasticki operator koji zadovoljava
uslov (3.3). O

Neka su I i J dva neprazna skupa. Podsec¢amo ¢itaoca da ovi skupovi imaju istu
kardinalnost tj. card(J) = card(l) ako i samo ako postoji dvostruko stohasticki operator
A P(J) — ¢*(I), na osnovu Teoreme 1.2.3. Ocigledno je dvostruko stohasticki oper-
ator i dvostruko substohasticki, dakle ako je card(J) = card(I), tada postoji dvostruko
substohasticki operator A : (P(J) — (P(I). Medutim, suprotan smer ovog tvrdenja u
opstem slucaju ne vazi za dvostruko substohasticke operatore, Sto nam potvrduje sledeéi
primer.

Primer 3.1.10. Neka su definisani skupovi I i J na sledeéi nacin, [ := {1,2,... k} i
J =N, gde je k € N proizvoljno izabran prirodan broj. Definisa¢emo ogranicen linearan
operator D : (P(J) — (P(I) takav da je

<D€j, €i> = 5ij7

pri cemu je 0 Kronekerova delta funkcija. Ovaj operator D je dvostruko substohasticki,
medutim card(I) # card(J).

Teorema 3.1.11. Nekajep € [1,00). Tada su RsS(¢(J, 1)), CsS(¢P(J, 1)) i DsS(¢P(J, 1))

konveksni skupouvi.

Dokaz. Neka p € [1,00) i pretpostavimo da A,C € RsS(¢*(J,I)). Pokazatemo da B =
tA+ (1 —t)C € RsS(¢P(J, 1)), za svako t € [0,1]. Ocigledno, zat = 01ilit =1, B €
RsS(¢P(J,1)). Neka je t € (0,1). Lako se moze zakljuciti da je B ogranicen linearan
operator.

Operatori A i C' su pozitivni, pa ako je f € (J)*, tada je Af € #(I)* 1 Cf €
(1)t dakle B je pozitivan. Sada, za prizvoljno izabrano i € I, s obzirom da su A i C
substohasticki po vrstama, imamo da je

YUBej ey = YUAA+(1—1)C)ej ;)

jed jed
= tY (Aejen+ (1—1) Y (Cejre) < 1,
jedJ jedJ

dakle B je substohasticki po vrstama, tj. RsS(¢?(J, 1)) je konveksan skup.

Uz blage izmene u prethodnom razmatranju, moze se zakljuciti da ako su A,C €
CsS(¢P(J, 1)), tada za operator B definisan kao u prethodnom delu vazi B € C'sS(¢(J, 1))
sto vodi do zeljenog zakljucka da je skup C'sS(¢7(J, I)) konveksan. Sliéno jei DsS(¢P(J, 1))
konveksan skup. O
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Slaba majorizacija i substohasticki operatori na diskretnim Lebegovim prostorima

3.2 Slaba majorizacija

Na pocetku ove sekcije, izvrSicemo proSirenje pojma slabe majorizacione relacije za
dve proizvoljno izabrane pozitivne funkcije f,g € P(I)*, gde je p € [1,0), uz pomoé
dvostruko substohastickog operatora na diskretnom Lebegovom prostoru ¢7(I).

Definicija 3.2.1. Neka je p € [1,0). Za dve funkcije f, g € 7(I)", funkcija f je slabo ma-
jorizovana funkcijom g , i to oznacavamo sa f <,, g, ako postoji dvostruko substohasticki
operator D € DsS(¢*(I)), takav da vazi f = Dg.

Lema 3.2.2. Neka p € [1,0) i pretpostavimo da je A : (P(I) —> (P(I) ogranicen linearan
operator. Ako je A € DsS(((I)) tada je Af <, f, Vf € °(I)*. Obrnuto, ako je
Af <u [, ¥f € P(I)*, tada je A e CsS(e°(I)).

Dokaz. Nekaje A e DsS(¢P(I)). Ukoliko definisemo operator D da bude D := A dobijamo
daje Af = Df i De DsS({P(1)), stoga sledi Af <, f, Vf € P(I)" po definiciji.

S druge strane, neka je Af <, f, Vf € P(I)*. U tom slucaju mora biti Af € (P(I)*,
tj. operator A mora biti pozitivan. Dalje, Ae; <, €;, Vj € I, pa postoji D; € DsS(¢P(1))
takav da je Dje; = Ae;, Vj € I. Izaberimo proizvoljno j € I. Sledi

Z<Aej7 ey = Z(Djej, ey <1, (3.4)

el iel
jer je D; € DsS((P(1)) < CsS(¢P(I)), pa zakljucujemo da je A e CsS(¢P(1)). O

U definicijama koje slede, izvrs§i¢emo prosirenje pojma dvostruko substohastickih op-
eratora i slabe majorizacione relacije na ¢*(I) sa ciljem da Teorema 3.2.5 ima Zeljenu
formu.

Definicija 3.2.3. Neka je A : (*(I) — (*(I) ogranicen linearan operator. Operator A
je dvostruko substohasticki ako postoji dvostruko substohasticki operator Ay € DsS(¢'(I))
takav da je A = Aj.

Definicija 3.2.4. Za dve funkcije f,g € (*(I)*, funkcija je f slabo majorizavona funkci-
jom g, i to oznacavamo sa f <, ¢, ako postoji dvostruko substohasticki operator D €
DsS(¢*(1)) takav da vazi f = Dg.

Teorema 3.2.5. Neka p € [1,0) i pretpostavimo da je A : (P(I) —> (P(I) ogranicen
linearan operator. A € DsS(P(I)) ako i samo ako je Af <, f, Vf e P(I)* 1 A*g <4 g,
Vg e (4(I)*, pri cemu je q konjugovani eksponent od p.

Dokaz. Neka je A € DsS(¢P(I)) proizvoljno izabran operator. Tada je Af <, f, Vf €
¢P(I1)*, na osnovu Leme 3.2.2.
Ukoliko je p,q € (1,0) tada je A*e;(j) = (A%ei,e;) = (Aej,e;) =0, Vi, j € I, stoga je

Arg =Yg, enAte; e °(I)F,

iel
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jer je g € (9(I)*. Dakle, operator A* je pozitivan. Lako se moze proveriti da A* €
DsS(¢%(I)) po Definiciji 3.1.1 dvostruko substohastickog operatora. Sledi, A*g <, g,
Vg e ¢9(I)" na osnovu Leme 3.2.2.

Ako jep =11iq = w tada je A* € DsS(¢*(I)) na osnovu Definicije 3.2.3 dvostruko
substohastickog operatora na ¢*(I) i ¢injenice da A € DsS(¢*(I)) po pretpostavci teoreme.
Ukoliko izaberemo D da bude D := A* tada je A*g = Dg, Vg € {*(I)", pavazi A*g <, g,
Vg e (*(I)*, po Definiciji 3.2.4.

Neka je Af <, f, Vf e P(I)*, p e [1,:0), i A*g <, ¢, Vg € (9(I). Sledi, A €
CsS(P(I)) na osnovu Leme 3.2.2. Ostaje da se pokaze da je A € RsS(¢P(I)). Ako je
p,q € (1,0), tada je A* € CsS(¢9(I)), na osnovu iste Leme 3.2.2. Stavise,

Z<A€j’ €i> = Z<€j, A*€Z> < 1,
jel jel
Vie Il paje Ae RsS((P(1)).
Sada se okrec¢emo slucaju kada je p = 11 g = oo. Sledi da postoje operatori D; €
DsS(t*(I)) i C; € DsS(£M(I)), Vi € I, takvi da je Dje; = A*e; i D; = CF, Vi€ I. Sledi

D Aej ey = > ej, A%eiy = Y (ej, Diegy = Y (Ciejo ey < 1

jel jel jel jel
Vie I, paje Ae RsS((*(I)). Konacno, dobija se da A € DsS((P(I)). O

Posledica 3.2.6. Neka p € [1,0) i pretpostavimo da je A : (P(I) —> (P(I) ogranicen
linearan operator. Ako je A € DsS((P(I)), tada je A* € DsS(¢i(1)), pri ¢emu je q
konjugovani eksponent od p.

Dokaz. Sledi direktno na osnovu dokaza Teoreme 3.2.5 i Definicije 3.2.3. O

Posledica 3.2.7. Neka p € [1,0) i pretpostavimo da je A : (P(I) —> (P(I) ogranicen
linearan operator.

1) Ako je Af < f, Vf € {e; | i € I}, tada je A € CsS({P(I)). Ako dodatno vaze
relacije A*f <, f, Vf €{e;| i€ I}, tada je Ae DsS(¢P(I)).

2) Ae DsS((P(I)) ako i samo ako je Af <, f 1 A*f <u f,Vfe{e |iel}.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da je operator A pozitivan. Nekaje Af <, f,Vf e {e;|ie I}.
Tada mora biti Ae; € (¢P(1))*, Vie I. Akoje f € ¢P(I)" proizvoljno izabrana funkcija koja
ima svoju reprezentaciju f = > {(f,ee;, tada je Af = > {(f,e;)Ae; zbog neprekidnosti
el iel

operatora A. Kako je (f,e;) = 0, Vi € I, stoga dobijamo da je Af € (¢*(I))" Sto implicira
da je operator A pozitivan. Jasno, A € CsS(¢*(I)), zbog (3.4).

Ukoliko analiziramo dokaz Teoreme 3.2.5, mozemo jasno uociti da su relacije Af <, f
i A*f <, f, kada je f € {e; | i € I} dovoljni uslovi da operator A bude dvostruko
substohasticki.

Dokaz drugog dela sledi iz Teoreme 3.2.5. O]

Naredni rezultat predstavlja uopstenje nejednakosti dokazane od strane Vajla [109] i
Tomica [107].
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Slaba majorizacija i substohasticki operatori na diskretnim Lebegovim prostorima

Lema 3.2.8. Neka je p € [1,00) i b € (0,0], i pretpostavimo da je ¢ : [0,b) —> [0, 0)
neprekidna rastucéa konveksna funkcija za koju vazi p(0) = 0. Za dve funkcije f,g €
()Y, za koje je f(i),g(i) < b, Yie I, ako je f <, g tada vazi

Z p(f(i)) < Z w(g(i))

Dokaz. Neka je f,g e P(I)*, f(i),g(i) < b, i pretpostavimo da je f <, g. Stoga postoji
operator D € DsS(¢P(I)) takav da vazi f = Dg. Kako funkcija g ima reprezentaciju

g = >, 9(J)e;, zbog neprekidnosti operatora D sledi da vazi Dg = >, ¢g(j)De; §to povlaci
jel jel

f(i) ={(Dg,e;y = Zg(j)<D6j7 €.

Kako je ¢ neprekidna konveksna funkcija, na osnovu izraza (3.1) mozemo zakljuciti
na osnovu Jensenove nejednakosti da vazi

e(f()) = ¢ (Z 9(j){Dej,ei) +0- Tz’(D))

Jel

ZSO )){De;, ;) + ¢(0) ZSO )){(Dej, ).

jel jel

Promenom redosleda sumiranja dobija se

Dlo(f() < D> elg())Dej ey = > 0(g(4)(Dej, ey < D (g(4))-

el el jel jgel iel jel
[

Posledica 3.2.9. Neka je f,g € (P(I)*, p € [1,0) i pretpostavimo da je f <, g i g <4 f-
Za svaku neprekidnu rastucu konveksnu funkciju ¢ : [0,b) — [0, 90) za koju je ©(0) =0

Dle(f(E) = elgli) (3.5)

i€l i€l
gde je be (0,00] 7 f(i),g(i) <b, Viel.

U slede¢em primeru su predstavljene funkcije f € £*(N)* i g € (1(N)* za koje izraz
(3.5) ne povla¢i majorizacije f < gig < f. Zaklju¢ujemo da izraz (3.5) nije dovoljan uslov
za medjusobnu majorizovanost dve funkcije. Medutim, s druge strane za date funkcije
medusobna slaba majorizovanost je ispunjena, tj. vazi f <, gig <, f. Stavise, Posledica

3.2.17 pokazuje da je (3.5) potreban i dovoljan uslov da vazi f <, g i g <, f, za dve
prizvoljno izabrane funkcije f € /}(N)™ i g € ¢1(N)*.

Primer 3.2.10. Fiksirajmo r > 1. Razmatra¢emo dve funkcije f, g € ¢*(N)*, date sa

Fk) = =, g(l{:+1)=%, ke, g(1)=0.
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0 0 Q0
Dakle, funkcije f = Y f(k)ex = Y mer i g = D, epr1 generisu dva hiperharmonijska
k=1 k=1 k=1

reda koja predstavljaju normu ovih funkcija. Neka je ¢ : [0,b) —> [0,0) neprekidna

rastuca konveksna funkcija za koju je ¢(0) = 0, gde je b e (0,0] i f(i),g(i) < b, Vi € I.
Sledi,

Y () = Y el = 3 wlgk)) =

Pretpostavimo da je D : (*(N) — ¢!(N) proizvoljno izabran ograni¢en linearan opera-
tor, takav da je ¢ = D f. Sada dobijamo da je

g=Df =) f(k)Dey
k=1

0=g(1) =) f(k)(Deg,ery = Y %<Dek, er)
k=1 k=1

sto implicira da je (Deg,e1) = 0, Vk € N. Dakle, D ne moze biti dvostruko stohasticki
operator, pa mora biti ¢ € f. Medutim, za operator A koji je definisan familijom
{ai; | i,j € N} na sledeéi nac¢in

v = ]-a Z_.] = ]-7
Y1 0, otherwise,

vazi da je g = Af. Jasno, A € DsS({*(N)), pa je g <, f. Slicno, familija {b;; | i,j € N},

s [ Li-i=1,
Y1 0, otherwise,

generiSe operator B € DsS(¢}(N)). Dakle, f = Bg tj. f < g-

Neka je funkcija f € ¢P(I)" proizvoljno izabrana. Definisa¢emo dva disjunktna skupa
1?1 I} naslededi nacin:
19~ {ie 1| f(i) - 0},
[;{ ={iel] f(i) > 0}.
Ovi skupovi ¢e biti koriséeni u rezultatima koji slede.
Teorema 3.2.11. Neka je f,g e (P(I)*, pe[1,0). Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
1) f<wgig=<wlf;
2) Postoji operator P € pP((*(I)) za skupove I i I/ takav da je g = Pf.
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Slaba majorizacija i substohasticki operatori na diskretnim Lebegovim prostorima

Dokaz. Neka je f € ¢P(I)*proizvoljno izabrana funkcija. Ocigledno, I = I}] U ]JT. Kao sto
znamo, skup I;{ je najvise prebrojiv, jer je f e (P(I)*) tj.

D fEp = fay

el el T
ZEI.f

Takode, skup {f(i) | i € I'} je ogranicen, pa mozemo definisati induktivno familiju {1} | n €
N} disjunktnih konac¢nih podskupova skupa I]T na sledeéi nacin:

Ij:={ie I | f(i) = max{f(j) | j e I}}}

Iy = {ie[}r | f(i) = max {f(j) \je[f*\O[]’f}}
k=1

kada je n > 2. Jasno, I]T = U, IJ’?. Ako je I} # &, za neko r € N, tada definisemo
fri=1f(),gdejeje I}, Ako je I} = (J, tada je 1 I]’? =, Yk = r, pa definiSemo f, :=0
ifr:=0,Vk > r. Takode, ako je s > r tada je f; < f.. Poslednja nejednakost je stroga
ako je skup I} neprazan.

Pretpostavimo da vazi f <, gig <, f zaneke unapred izabrane funkcije f, g € ¢*(I)*.
Nadalje, posmatra¢emo neprekidne rastué¢e konveksne funkcije @, : [0,00) —> [0, 00),
A = 0, definisane u zavisnosti od A sa

OA(t) == (= A) - X (1)

Lako je videti da je ¢)(t) = 0, za svako t < A. Specijalno, ¢,(0) = 0. Sada, Posledica

3.2.9 povlaci
Z ea(f Z ealg A= 0. (3.6)

el el
Za A =0 je
PINIOEDWIOEDWIOES IO
ielf iel iel ier;

pa skupovi []T i I su istovremeno prazni ili neprazni. Trivijalno, ako je [ 1= I =g
dokaz je zavrSen. Pretpostavimo da su skupovi I;[, 1 ; neprazni. Tada i skupov1 [}, 1 ;
moraju biti neprazni, takode. Neka je fi # ¢, i pretpostavimo da je na primer f; > ¢;.
Fiksiramo A := min{f;, 1} = ¢1. Uz pomo¢ neprekidne rastuée konveksne funkcije @y

dobijamo
Dloalg(i) =0 < fi= A<D oa(f())

Jel jeI

jer postoji najmanje jedno k € I tako da je f(k) = f1 > A1 pa(f(k)) = f1 — A. Ovo je
kontradikcija sa (3.6), pa je fi = ¢g1. Takode, ako uvedemo realan broj p na sledeéi na¢in

W= mﬁw{fz,gzh

uz pomo¢ konveksne funkcije ¢, i jednakosti (3.6) sledi da je

card(If (f1 — Z‘Pu Z(pu —card([l)( — ).

Jel jel
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Dakle, na ovaj nacin smo dokazali da je f; = g; i card([}) = card(l, gl) Indukcijom ¢emo
pokazati da vazi
fe=gx 1 card([}"’) = card([j), Vk e N. (3.7)

Neka (3.7) vazi za svako k = 1,...,n. Prvo, pretpostavimo da je I;f“ = . Ako je
I # &, tada je

M:

Z wo(f( card( IJ = Z card(I))g;

iel j=1 j=1
n+1

Z card(I3)g; < Y @olg(i)),

el

jer
sa jednakoséu (3.6), za /\ = 0, pa sledi ]} = Ig =Jif;=9;,=0,zasvakoj>n+ 1.

Sada, pretpostavimo da su IJ’}H, I;’“ # & i pretpostavimo takode da je fr,11 > gni1-
Na slican na¢in kao i u sluéaju n = 1, ukoliko izaberemo A\ := min{f,11, gns1} = Gns1
imamo da je

I;}H = (& implicira IJ &, za svako j = n + 1. Poslednje tvdenje je u kontradikciji

ZapA( icard IJ —A) < for1— A+ anrd I)( Z(p,\

jel j=1 jel

jer znamo da postoji najmanje jedno k € I tako da je f(k) = f,41. Ponovo, ovo
je u kontradikciji sa (3.6), pa sledi da je fh,41 = gny1. Konacno ako izaberemo p =
max{ fni2, gnr2}, tada dobijamo

card(B)(f; — 1) = Y@, ((F0)) = Y nl(9(i anrd 12)(g; — )

1 jel jel

n+1

+

<.
Il

stoga po indukcijskoj hipotezi mora biti card(I7*') = card(I}*'). Dakle, (3.7) vazi za
n € N.
U skladu sa prethodnim ¢injenicama, definisa¢emo bijekcije

wk:I}“—>[§

za svako k € N za koje je ["C # @ Takode uz pomoé dobro poznatih ¢injenica [+ =
Uit I, Mty I = @i I = Uiy Iy, Nz 1Y = & uvodimo bijekciju Q : I — ]+ na

sledeéi nacin:

Qi) 1= wy(i) € I}, (3.8)

kada jei € I}, zaneko k € N. Dakle, f(i) = g(Q(i)), Vi € I}. Operator P : (P(I) — (P(I),
definisan na sledeci nacin: .
o €Q(y)» ] el )

Pey { 0, inace, (3.9

je parcijalna permutacija za skupove ];[ i ];.
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Obrnuto, neka je dat operator P € pP(¢?(I)) za skupove I;[ i [ takav da je g = Pf,
i neka je
Q: I}r — 1 g+
odgovarajuéa bijekcija za dati operator P. O¢igledno da vazi g <,, f jer je P € pP(¢*(I)) <
DsS(¢P(I)). Definisemo operator @ : ¢?(I) —> ¢*(I) na sledeéi nacin:

L eﬂ_l(j)v jE [g+7
Qe; { 0, inace. (3.10)
Sledi da operator @ € pP(¢P(1)) i Qg = f, paje f <u g. O

Podse¢amo da u konacno-dimenzionalnom slucaju, za dva izabrana vektora, x,y € R",
relacije * <, y iy <, x povlace y = Px, za neku n x n permutacionu matricu P.
U slede¢em primeru ¢emo izabrati dve funkcije f,g € (P(I) za koje ¢emo pokazati da
medusobna majoriziranost f <, ¢ i g <, f, ne povlaci egzistenciju permutacije P €
P(¢P(I)), za koju je g = Pf.

Primer 3.2.12. Neka je r > 1. Posmatra¢emo dve funkcije f,g € £*(N)*, f(k) = Tik i
glk+1) = %, keN, g(1) = 0. Za operator A € DsS(¢*(N)) definisan preko familije

{aij ’ Z:j € N}7
_ ]-7 Z_] = ]-7
“"j*{o, i—j#1,
vazi g = Af, tj. g <y f. Sli¢no, familija {b;; | i, j € N},

bis = 17]_2217
Y0, j—i £ 1,

formira operator B € DsS((}(N)), za koji je f = Bg, pa je f <, g. S druge strane,
g(1) =0 # f(i), Vi € N. Ovo povlaci da ne postoji permutacija P € P(¢*(N)) takva da je
g=Pf.

Teorema 3.2.13. Neka je f,g € (P(I)*, pe[1,00). Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

1) f<wgig=/f;
2) Postoji operator P € P(¢*(1)) takav da je g = Pf.

Dokaz. Pretpostavimo da vazi f <, g i g < f za proizvoljno odabrane funkcije f,g €
¢?(I)*. Dakle, postoji operator D € DS(¢?(I)) za koji je g = Df. Pod datim pret-
postavkama vazi i Teorema 3.2.11, pa ¢emo koristiti neke delove iz njenog dokaza. Bez
gubljenja opstosti, pretpostavimo da je I} # J # I, Vn € N. Dokazac¢emo indukcijom
da je

(VieI)) Y (Dejey=1 1 (Vjel}) >(Dej e =1. (3.11)

je[;} ely
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3.2. Slaba majorizacija

Prvo, neka jen =1,1i ke [;. Sada je

g1 = g(k):Zf(j)<Dejvek>: Zf1<D€j>ek>+ Z f(j)<Dej>ek>

] . 1 . 1
Jel Jjel} jelN}

> filDej ey + Y, filDejen) = fi.

jelf jeT}
Kako znamo da je f1 = g1, stoga je >, (Dej,e,) = 0. Na osnovu (3.7) dobijamo da je
Jel\l}
card(I}) = card(I}). S druge strane je

card(l Z Z(Dej,el = Z Z<Dej,e>

icly jel} jelji€lg

pa sledi da je

card(I}) = Z Z<D€],6>

]EI} iel}
Sada mora biti Y, (De;, e;» =1, Vj € I}, dakle (3.11) vazi za n = 1.
iel}
Neka je stavka (3.11) zadovoljena za svako k = 1,...,n i neka je r € I;‘“. To znaci

da ako je j € I¥, 1 < k < n, tada je i {(Dej, e,y = 0 po indukcijskoj hipotezi. Sledi

In+1 = g(?“) = Zf(j)<Dej>€r>

= Z far1(Dej, €,) + Z F(7)Dej, er)

jel}“'l jenyUmty e

Z fn+1<D€ja er> + Z fn+1<D€j7 er> = fn+1-

. +1 +1
jery jen\Unty I

N

Kako je fu+1 = gn+1 imamo da je >, (Dej,e,) = 0. Ponovo, iz (3.7) sledi da je
jeI\I?H

card([;}“) = card(I}*"). S druge strane je

card(I})*h) = 2 Z (Dej, ei) = Z 2 (Dej, ;)

iely ™t jerptt jerpttierytt

pa je i card(]}”l) = > > {Dej,e;). Sada mora biti

jeI;}Jrl ielptt

Y. (Dejey =1, Vjelp,

ielpt?
dakle (3.11) je zadovoljeno. Medutim, (3.11) implicira da mora vaziti

Y (Dej ey =1, Vielf, (3.12)

jelf
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Y (Dej ey =1, Vjel]. (3.13)

P
ZEIf

Dakle, ako je ig € I} = I\I} imamo da je (Dej,e;,) = 0, Vj € I7 na osnovu (3.13).
Sli¢no, ako je jo € I) = I\I 7, vazi (Dej,, e;) = 0, Vi € I} na osnovu (3.12). Sada, lako se
moze zakljuciti da novo preslikavanje

Dy : (P(I7) — (°(17)

definisano sa

<D16j, 6i> = <D6j, 6i>
je dvostruko stohasticki operator. Stoga, postoji bijekcija €2y : I}] — [g na osnovu
Teoreme 1.2.3. Konacno, definisemo bijekciju ¥ : I — [ tako da bude

Qk), kel
‘I’(k):{go(k), kel}{.

Neka je sada P € P(¢P(I)) permutacija koja odgovara bijekciji ¥. Imamo da je

Pf = f(k)eww = >, F(T7(j))e;.

kel jel

Ako je j € I tada je U(j) = Qy'(j) € 19 pa je f(¥71(j)) = 0 = g(j). Takode, ako je
j € I, tada postoji prirodan broj n takav da je j € I} i
V() = Q7NG) = w, () € 17,
pa stoga vazi
f(qj_l(])) = fn =0n = g(])

Dakle, g = Pf, jer je g(i) = Pf(i), Yie I.

Suprotan smer je dokazan u Teoremi 1.2.12 imaju¢i na umu da majorizacija ”<*
povlaci slabu majorizaciju ” <, “.

]

Posledica 3.2.14. Majorizaciona relacija "<, “ uvedena u Definiciji 3.2.1, kada je p €
[1,00), je refleksivna i tranzitivna relacija tj. "<, “ je pre-uredenje. Specijalno, ukoliko
poistovetimo sve pozitivne funkcije koje se razlikuju do na parcijalnu permutaciju svojih
pozitivnih elemenata, tada mozemo posmatrati relaciju "<, “ kao parcijalno uredenje.

Dokaz. Za proizvoljnu funkciju f € (I)*, f = Zf povlaci f <, f, jer je jedini¢ni
operator Z dvostruko substohasticki, pa je relacija 7 <,, “ refleksivna.

Tranzitivnost sledi iz Teoreme 3.1.6. Preciznije, ako je f <, g i1 g <, h tada postoje
operatori A, B € DsS(P(I)) za koje vazi f = Agi g = Bh, tj. f = ABh. Kako je skup
DsS(¢P(I)) zatvoren za kompoziciju, stoga je f <, h.

Ukoliko poistovetimo sve pozitivne funkcije koje se razlikuju do na parcijalnu per-
mutaciju svoji pozitivnih elemenata, tada na osnovu Teoreme 3.2.11 sledi da je relacija
slabe majorizacije " <, “ antisimetri¢na. O]
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Sada ¢emo dokazati obrnuti smer Posledice 3.2.9.

Teorema 3.2.15. Neka je f,g € P(I)7,

p € [1,0). Ako za svaku neprekidnu rastucu
konveksnu funkciju @y : [0,00) — [0,00), A =0

definisanu sa

PA(t) == (t =) - X (t)

vazi da je
> on(F0) = X ealgli), (314)

onda su funkcije f i g medusobno slabo majorizovane, tj. vazi f <, g 1 g <, f.

Dokaz. Neka je f,g € (P(I)*, p € [1,00). Na osnovu koraka iz Teoreme 3.2.11, mozemo
zakljuciti da (3.14) povlaci (3.7). Dalje, postoji bijekcija Q : I} — I} definisana na
osnovu (3.8), koja dalje generise parcijalne permutacije P,Q € pP(¢*(I)) takve da je
g=Pfif=0Qq kao uizrazima (3.9) i (3.10). Dakle sledi f <, gig <4 f.

O

Kombinovanjem Posledice 3.2.9 i Teoreme 3.2.15 naredne dve posledice, koje daju
potrebne i dovoljne uslove za f <, gi g <, f, se lako dokazuju.

Posledica 3.2.16. Neka je f,ge (P(I)". Tada je f <y g i g <o [ ako i samo ako je

2e(f(@) = X ealg(D)

iel el

za svaku neprekidnu rastucu konveksnu funkciju oy : [0,00) — [0,00), A = 0 definisanu
sa

PA(t) 1= (t = A) - X[ (B)-

Posledica 3.2.17. Neka je f,ge (P(I)*. Tada je f <y g i g <o [ ako i samo ako je

Do) = elgli))

i€l i€l
za svaku neprekidnu rastucéu konveksnu funkciju ¢ : [0,b) — [0, 0) za koju vazi p(0) = 0,

gde je be (0,00] i f(i),g9(i) <b, Viel.

3.3 Linearna ocuvanja slabe majorizacije na *(I)",
kada je I beskonacan skup

Cilj ove sekcije je pronaci odgovarajucu formu linearnog oc¢uvanja slabe majorizacije
na prostoru diskretnih Lebegovih funkcija ¢P(I), za proizvoljno p € [1,00), kada je I
beskonacan skup.

Prvo ¢emo preformulisati pojam linearnog ocuvanja za relaciju slabe majorizacije
<uw

b}
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Definicija 3.3.1. Ogranicen linearan operator 1" : ¢*(I) — (P(I) je linearno ocuvanje
slabe majorizacije na ¢P(I)*, ako operator T' ¢uva slabu majorizacionu relaciju, tj. ako
vazi Tf <, Tg kadgod vazi f <,, g za neke dve pozitivne funkcije f,g e ¢*(I)".

Skup svih linearnih o¢uvanja slabe majorizacije na ¢7(1)" oznacavacemo sa M., (¢7(1)").
Naredna lema daje neke osnovne osobine linearnih o¢uvanja slabe majorizacije.

Lema 3.3.2. Neka je A€ R;\ =0, i neka je p € [1,0). Tada:

1) NT' € My (CP(I)Y), za svaki operator T € My, (CP(1)*);

2) TK € My (P(I1)F), za svaka dva operatora T, K € M, (°(I)").
Dokaz. Neka je dato linearno ocuvanje T € M, (¢*(I)") i neka je A € R, A > 0. Tada
f <w g povlaci Tf <, Tg, tj. postoji D € DsS(¢P(I)) tako da je T'f = DTg. Kako
je A\Tf = ADTg = D(\Tg), dobijamo da je (AT)f <., (AT)g, pa sledi da je \T €
M (P(I)*). Dalje, f <, g implicira K f <,, Kg, sto dalje implicira da je TKf <,
TKyg. Dakle, TK € M, (°(I)*). O

Slede¢i pomoc¢ni rezultat je prvi korak ka pronalazenju pravog oblika linearnog ocuvanja
slabe majorizacije na 7(I)*.

Lema 3.3.3. Neka suu,ve R, u> 0,v >0, i neka je
{(uiyv;) | ug,v; € Ryug = 0,0, = 0,4 € Iy}
familija pozitivnih uredjenih parova, pri cemu je Iy najvise prebrojiv skup. Ako je
au + bv € {au; + bv; | i € Iy} (3.15)
za svaka dva realna broja a,b > 0, tada postoji i € Iy tako da je uw = u; 1 v = v;.

Dokaz. Pretpostavimo da je v # v;, Vi € Iy. To sledi da za svaka dva realna broja a,b > 0
postoji k € I tako da

= (3.16)

I

b _
card({—]a,b>0}):c>N0>card<{u U ke[o})
a Vp — v

dobijamo da je
{9|mb>o}${“_"%|keh},
a Vg — U

sto je u kontradikeiji sa izrazom (3.16). Zbog toga postoji najmanje jedno j € Iy takvo
da v = v;. Neka je

b u—u
a

Kako je

JI{jEI()|U:’Uj}.
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Dokazac¢emo da postoji j € J tako da je u = u;. Pretpostavimo da poslednji iskaz nije
tacan, to jest, u # u;, Vj € J. Sada, sledi da je

au+ bv ¢ {au; + bv; | j € J}

za sve a,b > 0. Tada, za skup I, := Iy\J, izraz (3.15) takode vazi, i v + vi, Vk € I;. Na
osnovu prethodnog razmatranja, ovo vodi u kontradikciju. Dakle, vazi v = u; i v = v; za
neko j € J < I. [

Na osnovu gornje leme, okarakterisa¢emo proizvoljno linearno ocuvanje slabe ma-
jorizacije.

Teorema 3.3.4. Neka je I proizvoljan beskonacan skup, i pretpostavimo da je p € (1,00).
Ako je T € My ((P(1)"), tada za svako i € I postoji najvise jedno j € I tako da je
<T€j, €i> > 0.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji 79 € I i da postoje dva razlicita elementa skupa I,
m,n e I, m#n, za koja je u:= (Tey, e;,,) > 01v:={Te,,e;,)> 0. Definisemo skup

U:={kel|{Ten,er)=u}.
Jasno, skup U je neprazan. Kako je, Te,, € (P(I) i

0> [Ten|’ = > (Tep, en)’

kel
> Z<Tem,ek>p = Z u?,
keU keU

sledi da je card(U) < N,.

Neka su proizvoljno izabrani a,b > 01 j € I\{n}. Ako definisemo funkcije ¢ i d na
sledeci nacin c := ae,, + be, i d := ae,, + be;, tada je ocigledno ¢ <, d i d <, c. Sledi da
vaze relacije

Te<,TdiTd<,Tc

jer je T linearno ocuvanje slabe majorizacije. Sada, postoji parcijalna permutacija P €
pP(¢P(I)) za pozitivne elemente I} i I}, takva da je

Tc= PTd,
na osnovu Teoreme 3.2.11. Lako zakljucujemo da je

(Tc,eiy) =<{aTem + bTen, e;,) = au+ bv > 0,

Td = aTe, + bTe,.
Definisa¢emo u; := (T'ep,, €;) i v; := (Tej, e;), Vi € Iy, gde je Iy := I, Ul;ej. Dobijamo

au + bv € {au; + bv; | i € Iy},
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jer je skup I najvise prebrojiv na osnovu ¢injenice da su Te,,,Te; € ¢*(I)*. Sada, na
osnovu Leme 3.3.3 sledi da postoji bar jedno 2 € I tako da je u = u; i v = v;. Drugim
reCima, za svako j € I, j # n postoji i € U < [ takvo da je

(Tem,ei)=u =u i (Teje)=1v;=0.

Na osnovu nejednakosti
card(U) < Ry < card(I),

mozemo zakljuciti da mora postojati bar jedno [ € U, i za tako izabrano [ mora postojati
niz (jr)ken medusobno razli¢itih elemenata j;, € N takvih da vazi

(Tej,, ey =v>0, VkeN.

Ukoliko iskoristimo ¢injenicu da niz funkcija (e;, )ken konvergira ka nuli u slaboj topologiji
od (1), p e (1,00), dobijamo kontradikciju sa ¢injenicom

lej., T*e;y =(Tej, ey =v >0, VkeN.
O

Nadalje, posmatra¢emo jedan-jedan funkciju 6 : I — I na osnovu koje ¢emo definisati
operator Py : P(I) — (P(I) na sledeéi nacin:

Py(f) ==Y, f(k)eap), (3.17)

za svaku funkciju f = > f(k)ex € £P(I). Ocigledno je Py oganicen linearan operator na
kel

¢°(I) sa normom | P| = 1. Stavise, ako je @ surjekcija, tada je operator P permutacija.

Ako su Ky, Ky € My, (¢P(I)") proizvoljna linearna o¢uvanja slabe majorizacije, kada
je p > 1, tada ne mora obavezno da sledi da je i operator njihovog zbira linearno o¢uvanje,
tj. ne mora da vazi da je K := K; + Ky € My, (f?(1)"). Ova ¢injenica je potvrdena
slede¢im primerom.

Primer 3.3.5. Neka je K(f) := Py, (f)+ Fo, (f), gde su funkcije 64,6, : N — N definisane
sa

0,(i) =i i 0,(i) = ni, VieN,
za neko fiksirano n € N. Sada je Py, (e1) = eg,1) = €1 1 Py, (e1) = €g,(1) = €n, P2 Mo0Zemo
zakljuciti

(K(e1),eny={e1+ ey, e,y =1.
Na slican nacin je

(K(en),en) ={en + epz,€,) = 1.
Kako je

(K(en), en) = (K(e1), €n) =1 >0,

to sledi da K ¢ M, (¢P(1)"), tj. operator K nije linearno oc¢uvanje slabe majorizacije,
na osnovu Teoreme 3.3.4.
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Teorema 3.3.6. Neka je D € DsS(¢P(I)), p € [1,00), i pretpostavimo da je
— {0 I 5T kely, 0,(1)n0;(I) =&, k+j}

familija koja sadrzi jedan-jedan preslikavanja na skupu I koja imaju medusobno disjunk-
tne slike, pri cemu je Iy najvise prebrojiv skup. Tada postoji najmanje jedan operator
S € DsS(¢P(1)) takav da vazi PpD = SPy, V0 € ©.

Dokaz. Definisa¢emo familiju S = {s;; | ¢,j € I} na slede¢i nacin:

r<D€9 1(5), €0-1(i )> Z,j € 6([), za neko 0 € @,
0, i€0(l),7¢0(I), zaneko § € O,
Sij = < a, Z¢ U Q(I)7 J
0e©
0, i¢ J o), j#i,
\ 0e©

pri ¢emu je 0 < a < 1 proizvoljan broj. Lako je zakljuciti da je D] s;; < 1, Vi € I. Na
jel
osnovu gornje definicije, familija S moze biti predstavljena i na slican nacin:

f<D€9 1(5) €0-1(i )> Z,j € 9([), za neko 0 € @,
0, JjeO(I),i¢ (1), zaneko 0 € O,
Sij =X a, ]¢ U 9<I)7 J
0cO
0, j¢ Jol), j#i
0e©

\

Takode, jasno se vidi da je > s;; < 1, Vj € I. Familija S zadovoljava uslove Teoreme 3.1.9,
1€l

pa sledi da postoji operator S € DsS(¢7(I)) takav da je {Se;, e;y = s, Vi,j € I. Zelimo

pokazati da PpD = SP,, ¥0 € ©. Fiksirajmo, 6 € ©. Kako je D(ex) = >(Dey,€;)e;,

el
dobija se s jedne strane da vazi

Z<Dek, ei)Py(e;) Z<Dek, € )€0(i)- (3.18)

el el

S druge strane je

SPy(ex) = S(eaw)) Z Sro(k)Cr + Z Sr.0(k
ref(I) re¢f(I)

Na osnovu definicije skupa S, imamo da je s, o) = 0, kada je r ¢ 0(I), stoga zakljucujemo
da je

SPy(ey) = Z Sr.0(k)Er = Z (Dey, eg-1(r) )€, = Z<Dek, €:)€(s)- (3.19)

red(I) red(I) iel
Kombinovanjem izraza (3.18) i (3.19), sledi da je

SPg(ek) = P@D(ek), Vkel.
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Ako dalje fiksiramo nasumicno jednu funkciju f = > f(k)e, € ¢°(I), tada sledi
kel

B (2 f<k>ek) - (2 f(k)SPe(ew)

- <Zf(k)PgD(ek)> = BD(f).

kel

SPy(f)

O

Primer 3.3.7. Neka familija © = {#} sadrzi samo jednu funkciju. Na osnovu prethodne
Teoreme 3.3.6 dobijamo da za svaki operator D € DsS(¢P(I)) postoji bar jedan operator
Sp € DsS(¢P(I)) takav da je

PyD = SpFy.

Fiksirajmo f,g € ¢P(I)*. Ako vazi slaba majorizaciona relacija f <, g tj. f = Dg, za
neki operator D € DsS(¢P(1)), tada vazi

Byf = ByDg = Sphay,
pa je Ppf <, Ppg. Dakle, By € My, (fP(1)*). Kao specijalan slucaj dobijamo da su

permutacije linearna ocuvanja slabe majorizacije, P(¢P(I)) € My (€P(1)*).

Teorema 3.3.8. Neka je Iy najvise prebrojiv podskup skupa I, i neka je p € [1,0). Pret-

postavimo da familija © sadrzi jedan-jedan preslikavanja na skupu I koja imaju medusobno

disjunktne slike, definisana kao u (3.18). Ako je X € (P(Io)*, tada je T := >, APy, €
kEIO

Mpr (€°(1)7).

Dokaz. Operator T' = >, A\ Py, je linearan, ocigledno. Kako jedan-jedan preslikavanja iz
]CEIO
© imaju medusobno disjunktne slike, sledi

ITfP = ), Z e f (0 = >N >,

kely ]Gek kelp ]EHk(I)
Y )\Z = [AIPIAP.
kJEI()
Dakle, T je ogranicen linearan operator na ¢?(I) sa normom |T| = ||A|. Neka je

f <uw g, to jest, f = Dg za neki operator D € DsS(¢P(I)). Sada, postoji S € DsS(¢?(1))
takav da je PyD = SPy, V0 € ©, na osnovu Teoreme 3.3.6. Sledi

Tf = Y MPo(f) = ) Mo (D)

kely kelg
= > MSPy(g (Z M\ePs, (g ) — S(Tg).
k’EI() kEI()
Zakljucujemo da je T'f <, Tg. O
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Primer 3.3.9. Fiksirajmo prirodan broj n i pretpostavimo da je © := {01,60,,...,0,}
familija koja sadrzi jedan-jedan preslikavanja 6, : N — N, definisana sa

0c(i) =n(i—1)+k, VieN, k=12 n

Neka je T := > Fp,. Znamo da je T' € My, (*(N)*), po Teoremi 3.3.8. Na osnovu
k=1

definicije farnilij; O, operator T se moze predstaviti na slede¢i nacin:

T

Tf={fQ),f(1),....f(1), £(2), f(2),.., [(2),..., f(0), f (@), ..., f(d),. ..

n-puta n-puta n-puta

e}
tojest Tf = > f [%] er, gde sa [%] oznacavamo najmanji prirodan broj ne manji od %
k=1

Teorema 3.3.10. Neka je I beskonacan skup, i neka je p € (1,00). Pretpostavimo da
je T : ¢*(I) — (P(I) ogranicen linearan operator. Ako je Te; <, Tey i Te, <, Tej,
Vk,j e I, i ako za svako i € I postoji najvise jedno j € I takvo da je (Tej,e;y > 0, tada
postoji familija

@:z{@i:]iﬂie[o, 0;(1) n6;(I) =&, i #j}

koja sadrzi jedan-jedan preslikavanja sa disjunktnim slikama, gde je Iy < I najvise pre-
brojiv skup, 0r € ©, Yk € Iy, i postoji (A)ier, € P(lo)*, tako da se operator T moze
predstaviti na sledeéi nacin:

T =) MNP,
]{3610
Dokaz. Jasno se vidi da je

kada je k,j € I, k # j, po pretpostavci teoreme. Zapravo, ako pretpostavimo da postoji
ielf, (1}, ,tada je (Tey, ey > 01i(Tej e;) > 0, §to je nemogude.

ATkggl YT’ = 0, tada iperato>r T imef Zeljjem>1 formu, ukoliko izaberemo A = 0.

Neka je T nenula operator. Sledi da postoji element [ € I takav da je (Te;,e;» > 0,
za neko i € I, , dakle I}, # &. Na osnovu pretpostavki Te; <, Tey i Ter <y Tey,
Vk,j € 1, sledi zakljucak da za svako k € I, (Tey,e;, ) > 0, za neko iy, € ijek, po Teoremi
3.2.11. Dakle, I;Eek # (, Vk € I. Preciznije, postoje parcijalne permutacije Py, € pP(¢*(1))
za koje je

PkTel = T@k, Vk e I,

.. . . . . + + .
gde su permutacije Py definisane na osnovu bijekcija wy, : I, — I, . Naime,

STt
= ewk (.7) ? j € ITel
Fie; { 0, inace.

Takode za proizvoljno izabrano k € I ii € I}, imamo da je

<Tel7 ei> = <T€k7 ewk(i)>- (321)
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Dalje, definisemo familiju
@Z{QZI—)I|Z€]0},

tako da je

0.(k) = wili), Vhel.
gde smo izabrali da je skup Iy := I}el najvise prebrojiv. Jasno, ako je ki1 # ko tada je
0;(k1) = wy, (i) € I}rekl 10;(ko) = wy, (i) € [;5%, Vi € Iy. Sledi da je

Gz(kl) #* 910{72), Vi e [0,

po (3.20). Dakle, familija © sadrzi samo jedan-jedan preslikavanja. Na ovaj na¢in smo
definisali i operatore Fy,, ¥i € Iy, kao u (3.17).

Sada zelimo da pokazemo da jedan-jedan preslikavanja iz © imaju medusobno disjunk-
tne slike. Pretpostavimo suprotno, neka postoje i,k € Iy, © # k, i neka postoje ji,jo €
tako da je 0;(j1) = 0x(j2). To dalje sledi da je iy := wj, (1) = wj,(k). Kako je i,k € I,
imamo da je (T'e;,e;) > 01 (Te;, ey > 0. Na osnovu (3.21), dobijamo

(Tejy,eiy) = (Tejy, €0 i)) = Ter,ei) >0

<T6j2’ €i0> = <T€j2v €wj2(k)> = <T€l’ ek’> > 07

Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom teoreme. Dakle,
©={0:151]iely, 6;(I)n0;(I) =, i+j}

Definisimo A\, := (Te;, ey, Vk € Iy. Bez gubljenja opstosti, neka je I, beskonacan
skup. Sledi

T@k = PkTel = Pk <Z<T€l, ei>€i>

iGIO
= (Z<T€z,€z>Pk6¢) = Z i€y (i) = Z Ai€g, (k).
i€lp i€lp i€lp
Ako fiksiramo jednu funkciju f = >} f(k)e, € ¢P(I)*, imamo da je
kel
Tf = Y f(E)Ter = > f(k) Y Nio,)-
kel kel i€lp
S druge strane, Py, (f) = >, f(k)Pyer, = >, f(k)eo, -

kel kel
Neka je € > 0. Postoji konacan skup Jy < I takav da za svaki konacan skup Iy o Jy,

vazi
Z N < €.

ielo\f()
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S druge strane je

p p

Tf=Y NP ()| = DFR) D Neaay — D, A D f(k)eam

icly kel icly icly kel

= Zf(k) Z Ai€o,(k)

kel iEIo\IN()

= 33 (FRAy

kel iEIO\INO

= fIP > A (3.22)

iEIo\IN()

Na osnovu jednakosti (3.22), sledi

1/p
T-Y NP <| D N] <e
ielo ieIo\Io
Konacno, zakljué¢ujemo da operator Y, A; P, konvergira po normi ka operatoru 7.

iEIo

]

Slede¢a teorema je jedan od najvaznijih rezultata u ovoj disertaciji i ona predstavlja
sublimaciju svih rezultata pokazanih u ovoj sekciji.

Teorema 3.3.11. Neka je p € (1,0), i neka je I beskonacan skup. Pretpostavimo da je
T :P(I) — (1) ogranicen linearan operator. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

1) T € My, (P(1)*);

2) Te; <y Tey i Tey, <y Tej, Vk,j € 1, i za svako i € I postoji najvise jedno j € I
takvo da je (Tej, e;y > 0;

3) T = > NPy, gde je (Mg)ier, € P(Lo)*, skup Iy < I je najvise prebrogiv, i
k:EIo

0pc©:={0;: I T]iely, 6,(I)n0;(I) =, i+#j};

Dokaz. Stavka 1) povlaci stavku 2) na osnovu Teoreme 3.3.4, stavka 2) povlacéi 3) po
Teoremi 3.3.10, i stavka 3) implicira 1), na osnovu Teoreme 3.3.8. O

Posledica 3.3.12. Neka je I beskonacan skup, i pretpostavimo da je p € (1,0). Ako je
T € My, (¢P(1)) pozitivan operator, tada je T' € My (P(1)"). Obrnuto, svako linearno
ocuvange slabe majorizacije je v linearno ocuvanje standardne majorizacione relacije, .

Mupe (1)) & Moy (€2(1)).
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Dokaz. Ako je T' € M,,.(¢P(I)) pozitivan operator, tada je Te; € (P(I)* 1 (Te;,e;) = 0,
Vi, 5 € I. Ocigledno, na osnovu Teoreme 1.2.13 imamo da za svako ¢ € I postoji najvise
jedno j € I tako da je (Tej,e;) > 0. Kako T'e; < Tej, 1 Tej, < Te; povladi relacije Te; <,
Tey, i Tey, <y Te;, stavka 2) Teoreme 3.3.11 je zadovoljena, pa je T' € My, (P(1)").
Kako svako o¢uvanje T' € M, (¢*(I)*) ima formu T = >, APy, , gde je (Ap)ier, €
kely
P(I)*+, skup Iy < I je najvise prebrojivi 6, € © := {6; : I =5 I ie Iy, 6;(I) n 6;(I) =
&, i # j}, stogajeT € My, (¢P(1I)), po Teoremi 1.2.13, jer znamo da je (Ag)ier, € P(I)* <
¢(1). O

Primer 3.3.13. Jasno je da je svaka permutacija P € P(¢?(I)) linearno ocuvanje stan-
dardne i slabe majorizacije. Specijalno, jedini¢ni operator Z je linearno o¢uvanje stan-
dardne i slabe majorizacije. Medutim operatori —P i —Z su o¢uvanja standardne, ali nisu
ocuvanja slabe majorizacije, jer nisu pozitivni.

Posledica 3.3.14. Neka je I beskonacan skup, i pretpostavimo da je p € (1,00). Ako
je T € Myp,(CP(I)*") tada je Te; < Tey i Te, < Tej, Vk,j € I, tj., "kolone“ linearnog
ocuvangja slabe majorizacije se razlikuju do na permutaciju.

Dokaz. Sledi na osnovu Posledice 3.3.12. OJ

3.4 Linearna ocuvanja slabe majorizacije na (!(I)",
kada je [ beskonacan skup

U ovoj sekciji bi¢e predstavljena forma linearnog o¢uvanja slabe majorizacije na ¢! ()",
kada je I beskonacan skup. Pokazace se da ova ocuvanja imaju drugaciju formu nego
oc¢uvanja slabe majorizacije na ?(I)* kada je p € (1, o).

Na pocetku ovog poglavlja, dajemo definiciju linearnog o¢uvanja slabe majorizacije na
()T

Definicija 3.4.1. Ogranicen linearan operator T': ¢*(I) — ¢'(I) je linearno oc¢uvanje slabe
magjorizacije na {*(I)" ako T ¢uva slabu majorizacionu relaciju, to jest ako je T'f <., T'g,
kadgod je f <. g, za neke dve funkcije f,g € ¢*(I)*.

Skup svih linearnih o¢uvanja slabe majorizacije na £!(I)* oznacavacemo sa M, (¢*(I)T).
Ovaj skup je zatvoren za kompoziciju na osnovu Leme 3.3.2.

Sliéno kao u prethodnoj sekciji posmatra¢emo preslikavanje Py : ¢*(I) — ¢*(I) defin-
Isano sa

Py(f) = f(k)eouwy, fe (D), (3.23)

kel

pri cemu je 6 : I — I jedan-jedan funkcija.
Neka je Iy najvise prebrojiv podskup skupa I, pri ¢emu je kao i ranije skup / beskonacan.
Biramo proizvoljnu familiju

O:={0;: 1 1|iely, 0,(I)n0;I)=q, i+ j} (3.24)
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koju ¢ine jedan-jedan funkcije 6, € O, Vk € Iy, Iy < I i izaberimo nasumi¢no jednu
pozitivnu funkciju (A;)ier, € ¢*(Io)*. Jasno je da je operator definisan na slede¢i nacin:

T:= ) APy, (3.25)

k‘EIo

linearan i ogranicen na ¢'(I). Skup svih takvih operatora oznacavacemo sa M., .(¢*(I)").
Podseéamo da linearna o¢uvanja slabe majorizacije, kada je p € (1, 00) imaju gore pomenuti
oblik (3.25) (videti Teoremu 3.3.11). Sledeéi primer pokazuje da linearna oc¢uvanja slabe

majorizacije na prostoru ¢!(I) mogu imati drugaciji oblik od pomenutog.

Primer 3.4.2. Neka je h € (*(I)* proizvoljna funkcija i neka je definisan operator T}, na
sledeéi nacin:

To(f) == h)_ f(i), Vfel(I). (3.26)

iel

Ocigledno je operator T}, linearan i ogranicen. Kako vazi Tj,(e;) = h, Vi € I, stoga mozemo
da kazemo da su "kolone“ operatora 7T, medusobno jednake i poklapaju se sa funkcijom
h.
Neka je f <, g, za dve funkcije f,g € ¢*(I)". Jasno, f = Dg, za neki dvostruko
substohasticki operator D € DsS(¢'(I)). Lako je uociti da je | f| = X (1) < Y. g(i) =
el el
lg|. Zaista, promenom redosleda sumiranja je

1= 25 F @) = >0 > 90 Des ey = D 19(5) Y (Dej ey < gl

el iel jel jel el

Sada je Tn(f) = h|f| < h|g| = Th(g). Neka je m := H. Tada operator D; := mZ €

DsS(¢X(I)), pri éemu Z predstavlja jedini¢ni operator, zadovoljava uslov

Tw(f) = DiTu(g),

pa sledi zakljucak da je T linearno ocuvanje slabe majorizacije na ¢*(I)".

Ovaj primer pokazuje da je operator 7} definisan sa (3.26) sadrzan u skupu svih
linearnih oc¢uvanja slabe majorizacije M, (¢*(1)"), medutim ima drugaciju formu od

linearnih ocuvanja kada je p € (1,00) ¢iji je oblik preformulisan za slicaj p = 1 u (3.25).
Ova konstatacija nas motivise da pronademo sve moguce oblike linearnih ocuvanja slabe
majorizacije na ¢'(I)*. Oznaci¢emo sa M3, (¢*(I)*), skup svih ogranicenih linearnih
operatora koji se mogu predstaviti kao u stavci (3.26). Lako je zakljuciti da je skup
M2 (¢1(I)") konveksan konus.

w??"
Cinjenica M2, (€"(I)") © Muyp,(€'(1)*) je pokazana u prethodnom primeru, dok je
ML (D)) © My (€1(I)*") obezbedeno Teoremom 3.4.10, koja ¢e biti dokazana u

wpr
narednom delu, birajuéi da je Ty = 0, ili na osnovu dokazane Teoreme 3.3.8.

Ocigledno je da skup ML (*(I1)T)n M2 (¢1(I)") sadrzi samo nula operator. Sledeci

wpr wpr
primer pokazuje da suma dva operatora iz dve razlicite klase M., ,.(¢'(1)") i M7, (€' (1)")

ne mora uvek biti linearno ocuvanje, tj. ne mora pripadati skupu M, (¢*(1)*).
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Primer 3.4.3. Pretpostavimo da je operator T, definisan kao u (3.26), gde je h = e,.
Napominjemo da jedini¢ni operator Z pripada skupu ./\/l}upr(él(f )™), sto se lako moze
zakljuciti. Takode, T, (ex) = e,, Vk € I. Sada je

(Te, + Z)(er) = 2e,.

S druge strane je
(Ter + I)(ek) = €, + eg.

Medutim, 2e, €, e, + e, kada je k # r. Zaista, moralo bi da vazi
(2e,,6,.) =2 =(De,,e.)+ {(Deg,e,),
Sto povlaci da D ¢ DsS(¢M(I)).

U ovom poglavlju ¢e biti dokazana Teorema 3.4.11 koja daje oblik linearnog o¢uvanja
slabe majorizacije na ¢'(I). Zarad ostvarivanja ovog cilja, bi¢e nam potrebni rezultati
koji su prikazani u nastavku.

Lema 3.4.4. Neka je uw = {u;} € R" i neka je {u;; | i€ Iy, j = 1,...,n} familija realnih
brojeva, pri ¢emu je skup Iy najvise prebrojiv skup. Ako vazi

2 U € {2 QU4 | 1€ I(]} s (327)
j=1 j=1

za svako o = (a1, g, ..., ) 2a koje je a; >0, j =1,...,n, tada postoji k € Iy tako da
je u; = ug;, za svako j =1,... n.

Dokaz. Zbog jednostavnosti uvodimo oznake

(R = {(a1,a0,...,ay) | a; >0, Vj =1,...,n},

U; = (uil,UQ, . ,um), za svako 1€ I().

Uz pomo¢ standardnog skalarnog proizvoda (-, -) : R® x R" — R mozemo preformulisati
izraz (3.27) na sledeéi nacin:

(a,u) € {(ov,u;) | i€ In}, Yae (R")™F.

Drugim rec¢ima, za svako a € (R")**, postoji jedno k € I takvo da je a € (u — uy)*,

pri ¢emu sa v+ oznacavamo skup svih ortogonalnih vektora od v, to jest
vt = {weR"| (v,w) = 0}.
Sada se dobija da je
(RM)* < U(u — )t

iE]O
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Pretpostavimo suprotno da je u # wu;, za svako i € Iy. Sledi da je (u — u;)* pravi
podprostor Banahovog prostora R", za svako ¢ € [;. Podsetamo da su svi ovi pravi
potprostori nigde gusti skupovi u R" .

Neka je x = (21,29, ...,2,) € (R")T*. Uvodimo realan broj r > 0 na slede¢i nacin:

r=min{ry, Ta, ..., Tp}.

Dobijamo da je kugla K := B(z, §) koja je sadrzana u prostoru R”, takode sadrzana i u
skupu (R")** < (J,ef, (u — w;)*. Ova cinjenica je u kontradikciji sa Berovom teoremom
o kategorijama, jer najvise prebrojiva unija nigde gustih skupova u Banahovom prostoru
R™ ne moze sadrzati kuglu. O]

Sada mozemo Lemu 3.3.3 posmatrati kao specijalan slucaj prethodne leme za n = 2.

Sledec¢a lema nam govori da za svaku ”vrstu“ linearnog o¢uvanja slabe majorizacije na
¢Y(I), i za konacan broj nasumicno izabranih elemenata te ”vrste®, pri ¢emu je najmanje
jedan element veéi od nule, postoji neka druga ”vrsta“ u kojoj se isti elementi na istim
pozicijama javljaju kao i u pomenutoj vrsti, ali permutovani nekom permutacijom koja je
unapred zadata.

Lema 3.4.5. Neka je T : (*(I) — (*(I) linearno oc¢uvange slabe majorizacije na ¢*(I)*
i neka je definisan skup J = {ji,jo,.--,n}, PTi Cemu su elementi j; € I, i =1,...,n
proizvoljno izabrani. Neka je 6 : J — J bijekcija. Za svako r € I za koje postoji najmanje
jedno jo € J takvo da je (Tej,,e,) > 0, postoji s € I tako da vazi

(Tej, e,) = Tesy),e5), Vi€ (3.28)

Dokaz. Fiksirajmo o = (o, ajy, ..., ;j,) € (RT1)". Kako je,

Dlajes <w Y ajes) 1) ajes) <w Y, 05e

jed jed jed jed

stoga je,

f<wg i g<wlf
pri ¢emu smo zbog jednostavnosti uveli oznaku f := > «;Te; 1 g := > «;Tes). Jasno,
r € I}“ i f(r) = %a](Tej, ey > 0, na osnovu prj(?c]postavke u lejrflé. Sada, postoji
parcijalna permutai:ija P € pP(¢'(I)) koja permutuje strogo pozitivne elemente funkcija
f 1 g ¢iji su indeksi u If+ i I;, respektivno, na osnovu Teoreme 3.2.11. Preciznije,

ZO{]’<T€]‘,6T> € {Z ai(Tesj), €| i€ I;} .

jedJ jedJ
Kako je card(I;) < Ry, tada na osnovu Leme 3.4.4 dobijamo da postoji jedno s € I tako
da (3.28) je zadovoljeno. O

U sledec¢oj lemi, pokaza¢emo da ocuvanja slabe majorizacije ne mogu da sadrze ”vrstu
sa dva medusobno razli¢ita nenula elementa.
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Slaba majorizacija i substohasticki operatori na diskretnim Lebegovim prostorima

Lema 3.4.6. Nekaje T : (*(I) — ¢1(I) linearno ocuvanje slabe majorizacije na £*(I)",gde
je I beskonacan skup, i neka je k € I proizvoljno izabrano. Ako postoje dva razlicita
elementan, m € I takva da je (Tey, ey > 0 i{Tey,ex) > 0, tada je (Te,,ex) = {Ten,ex).

Dokaz. Neka su u := (Te,,ex) > 01v:={Tey, e,y > 0 i pretpostavimo suprotno, da je
u # v. DefiniSemo disjunktne skupove U,V < I na slede¢i nacin:

U:={iel|{Tey,e;y=u} i V:={iell|Te,e;)=uv} (3.29)
Jasno je da je neprazan skup U i konacan, jer je Te, € £*(I), to jest

Dlu=>YTen e <D (Ten ey = [Tey| < 0. (3.30)

e’ ey el

Slicno je i V' konacan.
Neka su aq,ay > 0 i neka je j € I'\{n,m} proizvoljno izabran. Ako uvedemo oznake

ci=aqe, +agey, 1 di= age, + age;,

tada je
c<,d1 d=<,ec

Sledi da je
Te<,Tdi Td <, Tec.

Sada, postoji parcijalna permutacija P € pP(¢?(I)) za pozitivne elemente 17 i I}, tako
da je

Tc= PTd,
po Teoremi 3.2.11. Ocigledno je

(Te,ey ={anTe, + asTen, er) = ayu + agv > 0,

(Id,e;) = {anTe, + axTe;,e;) = aru; + aov;
= N o= CeN Vie TF o — ¥ + .
gde su u; = (Ten, €;) i vy :=(Tej,e;), Vi€ Iz, = Iz, |JIr,,. Dobija se
a1 + U € {ozlul- + ov; | 1€ I;d},
pri cemu je I}, najvise prebrojiv skup, jer je Te,,Te; € ¢*(I)*. Po Lemi 3.4.4 postoji
i € I}, tako da je u = u; i v = v;. Drugim rec¢ima, za svako j € I\{n, m}, postojii e U < I
tako da je
(Tep,e;) =u=u i (Tej,e;)=v; =0.

Kako je card(U) < Ry < card(I), tada postoji bar jedno r € U za koje postoji niz (j;)ien
razlicitih elemenata j; € I tako da je (T'ej,,e,) = v > 0, Vi € N.
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3.4. Linearna ocuvanja slabe majorizacije na ¢'(I)", kada je I beskonacan skup

Definisa¢emo familiju {J;};en gde su J; := {j1, jo, . . . Ji} za svako i € N. Dalje, za svako
i € N, 1 za svaku bijekciju d; : J; U {n} — J; U {n} definisanu sa

6i(n) = ji, 0:(ji) = n 1 6:(§) = j, Vje J\{ji},

postoji r; € I da vazi

u = Ten,e.) = Tesm) er,) = Tej, e,), (3.31)

v = <T€jz'7 6T> = <T€5i(ji)7 eri> = <T6n7 6Ti>’ (332)
i

v=(Tej,e.) = Tes,;) er,) = {Tej,er,), (3.33)

Vj e J\{ji}, na osnovu Leme 3.4.5.

Dokaza¢emo da {r;};en sadrzi samo medusobno razlicite elemente. Da bi smo to
dokazali, pretpostavimo suprotno da postoje ¢, s € N tako da jet < sir = rs. Sada,
na osnovu izraza (3.31) za dato ¢, dobijamo da je u = (Te;,, e, ). Kako je s > t, vazi
0s(Jt) = je 1 8¢(J¢) = m, pa na osnovu (3.33) se dobija

v = <T€jw eTs> = <T€jt7 67‘t> =4u,

sto je nemoguce, dakle {r;},en sadrzi samo medusobno razlicite elemente. Sada imamo da
je r; € V, Vi e N na osnovu (3.32), pa je V je beskonacan skup, sto je kontradikcija.
O

Slede¢a lema je nadogradnja postojeceg rezultata. Naime, ako postoji "vrsta“ koja
sadrzi najmanje dva nenula elementa, tada su svi elementi u toj "vrsti“ jednaki.

Lema 3.4.7. Neka je T : (*(I) — (*(I) linearno océuvanje slabe majorizacije na £*(I)*,
gde je I beskonacan skup, 1 neka je k € I proizvoljno izabrano. Ako postoje dva razlicita el-
ementa n,m € I takva da je (Te,,e) > 0 i (Ten,ex) >0, tada je (Te;, e,y = (Ten, ex) =
(Tep, ex), za svako j € I.

Dokaz. Na osnovu prethodne Leme 3.4.6, dobija se

u:={Te,, exy = {Ten,ex).
Ponovo na osnovu iste leme moze se zakljuciti da ako postoji i € I tako da je (Te;, ex) # u,
jedino moze vaziti (T'e;, exy = 0.

Pretpostavimo da postoji [ € I tako da je (Te;, ey = 0. Definisemo skup

D :={iel|{Teye;)={Ten,e;)=u}.
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Skup D je konacan i neprazan. Ako za proizvoljno izabrano j € I\{n,m,![} definiSemo
permutaciju A; : {n,m,l,j} — {n,m,l, j} za koju je A;(n) =n, Aj(m) =m, A;(j) =11
A;(l) = j, tada postoji i € D tako da je

= <T€n7 €k> = <T6A]’(n)a 6i> = <T€n7 €i>
= <T€m7 ek> = <T6Aj(m)7 €i> = <Tem7 6i>
0 = (Teer) ={Ten,u),ei) = {Tej,e;)

na osnovu Leme 3.4.5. Zato Sto je D konacan skup, sledi da postoji » € D i postoji niz
(Ji)ien razlicitih elemenata j; € I\{n,m,l} takvih da je (Te¢j,, e,y = 0, Vi € N. Dalje,
uvodimo familiju {J;}en za koju je J; := {j1, 2, ...);} za svako i € N.

Na osnovu Leme 3.4.5, za svako ¢ € N i za svaku bijekciju §; : J;u{n,m} — J;u{n, m},
definisanu sa

0i(n) = n, 6i(ji) =m, 0;(m) = ji 1 6;(j) = J, Vje Ji\{i},
postoji r; € I tako da je

u = <T6na er> = <T66¢(n)7 eri> = <T6n> 6m>7
u = (Tem,e) = (Tes,my, er,) = {Le;,, €., (3.34)

0= <T6jm 6T> = <T€5i(ji)7 6Ti> = <T6m7 em‘>'

0= (Tej,e.) = Tes,j, e,y = {Tej, e, Yje J\{ji}- (3.35)

Sada, na osnovu izraza (3.34) za t € N, zakljucuje se da je u = (Tej,,e,,). Ako je

s > t, tada je j; € J\{Js}, pa na osnovu (3.35) vazi (T'ej,, e, ) = 0, $to povlaci dalje da je

rs # 1, Vt,s € N, kadgod je t # s. Kako je r; € U, Vi € N, pri ¢emu je U definisano sa
(3.29), sledi da je U beskonacan skup, sto je u kontradikciji sa stavkom (3.30).

[

Potrebni i dovoljni uslovi da operator T pripada skupu M, (¢'(I)*) su prikazani u
sledecoj teoremi.

Teorema 3.4.8. Neka je T : (*(I) — (*(I) ogranicen linearan operator, pri éemu je I
beskonacan skup. Tada, Te; <, Tey t Ter, <, Tej, Vk,j € I, i za svako i@ € I postoji
najvise jedno j € I tako da je (Tej,e;y > 0 ako i samo ako je T € ML (¢*(I)*).

wpr

Dokaz. Ako je T nula operator, tada ocigledno T'e M., (¢"(I)"). Neka je sada T # 0, i
pretpostavimo, na primer da je (Te,,,e,» > 0. Na osnovu pretpostavke teoreme, za svako
k € I, funkcije Te,, i Te;, se razlikuju do na parcijalnu permutaciju P, koja odgovara
bijekeiji wy, : I, — I}, 1 vazi

E€m

PiTey, =Tey 1 Prej = ey, (j),
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3.4. Linearna ocuvanja slabe majorizacije na ¢'(I)", kada je I beskonacan skup

kadgod je j € ];fem i Pyej = 0 inace, po Teoremi 3.2.11. Specijalno, T'e;, # 0, za svako
kel.

Familiju © definisa¢emo na slede¢i nacin:
@Z{QZ[—)[|ZE[O}

gde su 0;(k) = wy(i), Vk € I, i pri ¢emu je Iy := I}, najvise prebrojiv skup. Lako je
zakljuciti da su preslikavanja 6; jedan-jedan.
Pretpostavimo da postoje ki, ks € Iy, k1 # ko, i postoje j1, j2 € I tako da je

Ok, (J1) = Ok, (J2)-

Sledi da je ip := wj, (k1) = wj,(k2). Kako je ki, ke € Iy, imamo da je (Tep,, e, ) > 0 i
(Tey, ex,y > 0. Na osnovu prethodno navedenih ¢injenica moze se zakljuciti

<T6j1’ 6i0> = <T€j17 ewjl(k1)> = <T6mv 6/€1> >0

<T€j27 eio> = <T€j27 ew]-2(k2)> = <T6WL7 €k2> >0,

sto je kontradikcija sa pretpostavkom teoreme, stoga zakljucujemo da je pretpostavka
netacna, to jest da familija © sadrzi preslikavanja koja imaju medusobno disjunktne slike.
Dalje je

Te; = PTe, = <Z<Tem,ek>ﬂek>

]{36[0

= Z Akewi(k’) = Z )‘keﬁk(i%

kely kel

pri ¢cemu je A, := (Tey, ey, Yk € Iy. Sledi da je

Tf = > f(i)Tei =) f(i) > Aueo,0)- (3.36)

el el kelp

za proizvoljnu funkciju f sa reprezentacijom f = Y f(i)e; € £1(I)*, S druge strane je
iel

Py, (f) = Z f(i) Py e; = 2 fi)eo s (3.37)

na osnovu (3.23).
Na osnovu definicije niza {\; }rer, sledi da je {\i}rer, € £1(1o), pa postoji konacan skup
Jo < Iy tako da za svaki konacan skup Iy > Jy, imamo da je

Z /\kﬁﬁ,

k‘efo\fo
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Slaba majorizacija i substohasticki operatori na diskretnim Lebegovim prostorima

gde je € > 0 proizvoljano. Kombinovanjem izraza (3.36) i (3.37) dobija se

Tf— Z MNP, (f)| = Zf(l> Z AK€o, (i) — Z Aka(i)ng(i)
kef{) el kelp kEINo el
= Zf(i) Z k€0, (i)
el kEIO\INO

= > ) fi

el kEIO\INO

= Ifl X, A<l

k‘EIQ\IO

Dakle, operator Y A\, Py, konvergira po normi ka operatoru 7.
kEI()

Obrnuto, pretpostavimo da T € war( L(I)*), tj. neka je operator T definisan sa
(3.25). Kako familija sadrzi © jedan-jedan funkcije sa medusobno disjunktim slikama, to

znaci da za svako r € | J (6x(I)) postoji tacno jedno ¢t € I i jedno kg € Iy, tako da je
kely

O, (1) = r 1 6;(t) # r, Yi € I\{ko}. Takode, za svako t; % ¢t imamo da je Oy, (t1) = # 7,
stoga je

<T€t17€r> = Z /\k<P9ket17 6T>

kG]o

Ao Poy, €11 €r) = Aiolerys €)= 0.
Ako je r ¢ |J (0k(1)), tada je (Py,e;,e.) =0, Vk € Iy, dakle (T'e;,e,» =0, Vj € I.

kJGI()

O

Skup war( Y(I)*) nije vektorski prostor ni konveksan konus, §to se moze videti u
slede¢em primeru. Preciznije, za Fy, F, € M, ,.(¢*(I)*) ne mora uvek biti F' = F} + F, €
M (E(1)7).

wpr

Primer 3.4.9. Neka su ¢1, ¢ : N — N funkcije definisane sa
(i) =J 1 er(j) = kj, VjeN,
za neko k € N\{l} i neka je F(f) := P,,(f) + P, (f).
Sada je Py, (e1) = ey, (1) = €11 P, (e1) = €, (1) = €k, pa sledi da je
(F(ey), ey ={e1 + eg,er) = 1.

Takode,
<F(6k), €k> = <€k + €2, €k> = 1.

Medutim, P, (e2) = ey, 2) = €2 1 Py, (e2) = €y (2) = €2k, pa je
<F(62), €k> = <€2 + €2k, €k> = (.

Na osnovu ¢injenica (F(ex),er) = (K(e1),exy = 1 > 01 (F(e2),ex) = 0, sledi da F ¢
ML (¢*(I)T), po Teoremi 3.4.8.

wpr
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3.4. Linearna otuvanja slabe majorizacije na ¢!(I)*, kada je I beskonacan skup

Na osnovu prethodnih rezultata, pokazace se da se moze izvrsiti dekompozicija svakog
linearnog o¢uvanja slabe majorizacije na dva jedinstvena operatora definisana sa (3.25) i
(3.26). Takode, uspostavi¢emo dovoljne uslove da suma dva operatora definisana sa (3.25)
i (3.26) bude linearno o¢uvanje slabe majorizacije.

Teorema 3.4.10. Neka je I beskonacan skup. Ako je T € My (€1(I)%) tada postoje
jedinstveni operatori Ty € ML _((H(1)*) i Ty € M2 (1)) takvi da je T = Ty + Ts.

wpr wpr
Obrnuto, ako su data dva operatora Ty € ML (M(I1)*) i Ty € M2 ((1(I)") na sledeéi

nacin: o "

(T\f e,y ={Taf,e;) =0, VYiy eIy, Yige I, (3.38)
gleje I, [hcl, [ nlh=& il uly=1, tada vazi T := Ty + Ty € M- (C*(1)7).
Dokaz. Neka su data dva operatora Ty € M, (¢'(1 )+1) i Ty e M, (¢'(1)") tako da je

zadovoljeno (3.38). Na osnovu definicije skupa M, . (¢*(I)*) imamo da je
Ty = ) Meb,,
k:EI()

pri cemu je © definisano sa (3.24). Bez gubljenja opstosti, mozemo pretpostaviti da je
A > 0, Vk € Iy. Fiksiramo i € I. Tada je

<T1fa ei2> = Z f(k)<T16k7 €i2>

kel

2 F (k) D3 Mgy e V€ £1(D):

kel i€ly

Stoga je {ep, k), €iny = 0, Yk € I, Yi € I,. Dakle, I ) ( > &. Pretpostavimo
ZEIQ

da je f <. ¢, za neke funkcije f,g € (*(I ) to jest, neka je f = Dg, za neki operator
D € DsS(£1(I)). Sledi da postoji operator D € DsS(¢*(I)) takav da je

Py D = DPy,, ke I,

na osnovu Teoreme 3.3.6. Lako je zakljuciti da je 71D = DT;. R
Mozemo naé¢i u dokazu pomenute Teoreme 3.3.6 definiciju ovog operatora D koja je
data sa

f<D6971(j), 6971(1-)>, 2,] € 9(]), za neko 0 € @,
0, i€0(l),7¢0(I), zaneko € O,
<l~)€j>€i>:< @, Z¢U9(I)7j227
0O
0, ig J o), j#1
L 0e©
1
f<D6971(j), 6971(1-)>, 2,] € 9(]), za neko 0 € @,
0, jeb(l),i¢ (1), zaneko 0 € O,
<ﬁ€j,€i> = 1 a, j¢0LJ®9([)7 J
0, g Uol), j+i
0c©
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Ocigledno, operator D nije jedinstven. Takode, kao §to znamo f = Dg povlaci

NESWIOESWIOESL]

i€l i€l

pa ako stavimo da je a := % < 1, dobijamo

T,Dg =Tof = h ) f(i) = ah ). g(i) = aTrg,

el el

za neku funkciju h € £1(I)*. Takode, na osnovu definicije operatora D, dobija se ﬁej =
aej, Vj € Iy $to povlaci DTyl = aTyl, za svaku funkciju [ € ¢*(I)". Sada je

~

D(Ty + Ty)g = DTig+ DTyg = DTvg + alsg = Ty Dg + Ty Dg
= (T1 + TQ)Dg = (T1 + Tg)f

Kona¢no, imamo da je (T} + T3) f <y (T1 + To)g, dakle T := Ty + Ty € M, (¢1(1) 7).
Obrnuto, pretpostavimo da je T € M, (¢*(I)T). Definisemo skup I; < I, tako da
za proizvoljno izabrano k € I; je (Tej,ex) > 0 za najvise jedno j € I. Takode, neka je
I, := I\I;. Drugim re¢ima, za svako i € I, ako je (T'e;, e;) > 0 za najmanje jedno j € I,
tada je (T'e;,e;) = (Tex,e;), Vj, k € I, na osnovu Leme 3.4.7.
Neka je dat operator T} : ¢*(I) — ¢*(I) definisan sa

Tif(i) = {TJ;@) e

Sliéno, definisemo operator Ty : £1(I) — ¢*(I) sa

{Tf(z’), i€y,

Lf) =107 e I,.

Jasno, vazi T = T} + T5, i operatori T} i T5 su ograniceni. Tvrdimo da vazi T €
M, (C(I)F) i Ty e MZ,.(0*(I)*F). U nastavku ¢emo to i dokazati.
Prvo, ako je I, = @, tada je T, = 0 € M2 (("(I)")iTy = T € M, (¢'(I)") na
osnovu Teoreme 3.4.8, jer T} = T' € M, (¢*(I)") implicira
Tlej <w Tlek i Tlek <w Tlej, Vk,] el.
Sada, neka je I1, Is # ¢§. Na osnovu definicije operatora T; sledi da je

Tre, = Z<T2€raek>€k = Z<T2er>€k>ek

kel kels
= Y (Tues enyer, = Y (Dreq, exyer = Tre,, (3.39)
kels kel

za proizvoljno izabrane r, s € I. Neka je h = The; za bilo koje j € I. Sada je

Tf =T, (2 f(k)ek) —h <2 f(k)> , (3.40)

kel kel
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3.4. Linearna ocuvanja slabe majorizacije na ¢'(I)", kada je I beskonacan skup

dakle, Th e M2, (¢"(1)7F).
Definisemo skup

I, = {i€ Ify, | Tej(i) = maa{Te,(j) | j € 17, }}

i skupove
n—1
k=1

kada je n > 2. Fiksiramo r,s € I. Kako je T'€ M., (¢} (1)), sledi da je
Te, <, Tes i Teg <y Te,,
to jest, postoji parcijalna permutacija P € pP(¢*(I)) koja odgovara bijekciji
0: 17, — I,

za koju je

(Te,,e;) = (Tes, ey, Yielf,,
na osnovu Teoreme 3.2.11. Preciznije, postoje bijekcije wy, : I, — If, , Vk € N ako je
I} # &, koje odreduju bijekeiju 6 : I}, — If, na sledeéi nacin:

0(i) == wi(i) € If, (3.41)

kada je i € I}, , za neko k € N. Znamo da je card(If, ) = card(I}, ), Vk € N.

Kako je Vi € I, (Te,, e;) = (Te,, €;), stoga je card(I§, \I,) = card(I}, \I), Vk € N,
pa mozemo definisati bijekcije

@y I \Io — IF, \I,, VkeN

kadgod je If, # &.

Sada, definiSemo jednu bijekciju na osnovu prethodnih na slede¢i nacin:

0: I}, \L— I, \I>
takvu da je N
0(i) := (1),
kada je i € I}, \I>, za neko k € N. Sledi da postoji parcijalna permutacija P e pP((M(I))
koja je odredena bijekcijom 6 : I, \I, — I}, \I; tako da je
(Ter,eip = (Tes, e, Vi€ I, \la.
Dakle, vazi i uslov
Tler <w Tles i Tles <w Tler

pa je T1 € ML _(/1(I)*) na osnovu Teoreme 3.4.8.

wpr
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Slaba majorizacija i substohasticki operatori na diskretnim Lebegovim prostorima

Konaéno, ako je I = &, tada je na osnovu izraza (3.39) i (3.40) Ty = 0 € M., .(¢*(I)")
iTy=TeM? ((1(I)%), jer je u tom slucaju Iy = I.

wpr

Pretpostavimo da postoji jos jedan par operatora Ky, K, takav da je Ky € M, (¢*(I)*),
Kye M2 ((H(I)")iT = K, + K. Sada je Ty — K, = Ko —Ty. Za operator Ty (isto vazi

wpr
i za K5), na osnovu definicije (3.26) lako se vidi da je

The, = Thes, Vr,sel.

S druge strane na osnovu Teoreme 3.4.8, (za svako i € I, postoji najvise jedno j; € I za
koje je (Tiej,,e;) > 0) za svako i € I postoji bar jedno t; € I tako da je

<T1€t¢7 €i> = <K1€ti7 €i> =0.
Na osnovu ovih argumenata je
0 =Ty = Ki)ey,, €5) = (Ko = Ty)ey,, ) = (K2 — To)ejei), Vjel,

pavazi T} = K; i T, = Ky, $to dokazuje jedinstvenost posmatrane dekompozicije.
]

Sada je lako zakljuciti, na osnovu prethodne teoreme, zasto suma dva operatora Te,
i Z u Primeru 3.4.3 nije linearno o¢uvanje slabe majorizacije.
Sledeca teorema je kolekcija svih rezultata dokazanih u prethodnom delu.

Teorema 3.4.11. Neka je T : (*(I) — (*(I) ogranicen linearan operator, gde je I
beskonacan skup. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

1) T € My (CH(I)Y);

2) Postoje operatori Ty € M, ((1(I)*) i Ty € M, ((*(I)*) i disjunktni skupovi

Li,IbclI, Iyuly,=1 tako da je T =T, + T pri cemu su operatori Ty, Ty odredeni
na sledec¢i nacin:

(T f,ei) =(Taf,ei,) =0, Viy € I, Vi€ Iy;
3) Postoji najvise prebrojiv skup Iy < I i postoji familija
O:={0,: 1 =5 1|iely, 6;(I)n6;I)=0, i+j}

koja sadrzi jedan-jedan funkcije sa medusobno disjunktnim slikama 0y € O, Vk € I,
i postoi (\i)icr, € L1 (1o)", tako da je

T = > APy + T,

kEI()

gde je Ty (f) := h Yy, f(k), za funkciju he '(I)* za koju je (h,e;) = 0, za svako
jeO;(I) iza svako i € Iy;

4) Te; <y Tey i Tey <y Tej, Vk,j € I, i za svako i € I, i vazi da ili postoji tacno
jedno j € I za koje je (Tej,e;y > 0 ili je skup {(Tej,e;)| je I} jednoelementni.
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Posledica 3.4.12. Neka je I beskonacan skup. Ako je T € M, (¢*(I)) pozitivan operator,
tada je T € My (*(I)7), i obrnuto, svako linearno ocuvanje slabe majorizacije je i
linearno ocuvange standardne majorizacije, tj. vazi My, ((1(1)") & M,.(£X(1)).

Dokaz. Ako je T € M,,.(¢*(I)) pozitivan operator, tada je Te; € P(I)*, Vj € I. ITmamo
da za svako i € [, ili postoji tatno jedno j € I za koje je (T'ej,e;» > 0 ili je skup
{(T'e;,e;) | j € I} jednoelementni, na osnovu Teoreme 1.2.14, 1) « 4). Kako, Te; < Tey,
i Te, < Te; povlaci Te; <, Tey 1 Tey, <, Tej, stavka 4) Teoreme 3.4.11 je zadovoljena,
stoga je T € My (¢ (I)7).

Kada je T € My, (¢*(I)") pozitivan, tada je T € M, (¢*(I)"), na osnovu Teo-
reme 3.4.11, 1) — 3) i Teoreme 1.2.14, 3) — 1). Ocigledno je jedini¢ni operator Z
linearno o¢uvanje slabe i standardne majorizacije, medutim —Z € M,,(¢*(I)) i —Z ¢
M (01(I)T), dakle Mo, (€1(I1)") je pravi podskup od M,,.(¢*(I)).

O

3.5 Topoloske osobine skupa linearnih ocuvanja slabe
majorizacije
3.5.1 Zatvorenost skupa linearnih ocuvanja M, (*(1)")

U ovoj sekciji bi¢e pokazano da je skup svih linearnih ocuvanja slabe majorizacije
ogranicen i zatvoren podskup skupa svih ogranicenih linearnih operatora na diskretnom
Lebegovom prostoru (1), u odnosu na operatorsku normu. Kada je I konacan skup,
ova Cinjenica ¢e biti dokazana na osnovu kompaktnosti skupa DsS(¢*(I)). Kada je I
beskonac¢an skup, Primer 3.5.3 pokazuje da skup DsS(¢?(I)) nije kompaktan. Iz tog
razloga, s obzirom da se kompaktnost u ovom slucaju ne moze iskoristiti, zatvorenost
skupa svih ocuvanja M, (¢7(1)") bi¢e dokazana drugacijim metodama, koje su opisane
u nastavku.

Teorema 3.5.1. Neka je I proizvoljan neprazan skup, i neka je p € [1,00). Skup
DsS(¢P(I)) je ogranicen i zatvoren po normi podskup skupa svih ogranicenih linearnih
operatora na (¢°(1)).

Dokaz. Na osnovu Leme 3.1.7, znamo da je norma substohastickog operatora najvise 1,
pa je skup DsS(¢?(I)) ogranicen.

Neka je (Dg)ren niz dvostruko substohastickih operatora Dy € DsS(¢P(I)) koji kon-
vergira po normi ka ograni¢enom linearnom operatoru D : (1) — (P(I). Za fiksirane
10, Jo € I imamo da je

|(Dyej, — Dejy,eidP < 2 |(Dyej, — Dejy, )P < | Drejy — Dejy [P — 0,

i€l
kada je kK — oo. Sledi da je
]J;Hn <Dk€j, €i> = <D€j, €i>7 VZ,] el (342)
—00
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Slaba majorizacija i substohasticki operatori na diskretnim Lebegovim prostorima

Na osnovu Fatuove leme i jednakosti (3.42) dobija se

Z<Dej, €)= Ekli_r)glo<Dkej, ey < lillgriioglf2<Dkej, ey <1, VjeJ,

iel el el

jer je > (Dyej,e;) <1, Vke N, Vj e J. Sliéno je

iel

Y UDej e <1, Viel,

gel

pa sledi D € DsS(¢P(1)).
[

Posledica 3.5.2. Neka je I proizvoljno izabran konacan meprazan skup i neka je p €
[1,00). Skup DsS(¢P(I)) je kompaktan skup.

Dokaz. Sledi direktno na osnovu Teoreme 3.5.1.

[]

Prethodnu posledicu smo mogli dokazati i na osnovu jednog sasvim drugacijeg pris-
tupa. Naime, kako je jedini¢na kugla ograni¢enih linearnih operatora na ¢?(I) kompaktan
skup, kada je I konacan skup, stoga i zatvoren podskup DsS(¢(I)) mora biti kompak-
tan, takode. Medutim, kada je I beskonac¢an skup, Posledica 3.5.2 ne vazi, to jest, skup
DsS(¢P(I)) nije kompaktan, $to se moze zakljuciti i na osnovu narednog primera.

Primer 3.5.3. Neka je (Dy.)ren niz dvostruko substohastickih operatora Dy € DsS(¢7(1))

definisan sa
1, i=j =k
(Diejr 1) = {O, inace.
Ova definicija substohastickih operatora je opravdana na osnovu Teoreme 3.1.9. Ocigledno,
niz (Dy)gen divergira po normi i ne postoji konvergentan podniz niza (Dy)gen. Drugim

recima skup DsS(¢P(I)) nije kompaktan.

Teorema 3.5.4. Neka je p € [1,0), i pretpostavimo da je skup I konacan. Tada je skup
M (CP(I1)F) zatvoren po normi podskup skupa svih ogranicenth linearnih operatora na
P(1).

Dokaz. Neka je p € [1,00) i neka je I konacan skup. Neka je dat niz operatora (T} )gen,
T € My (P(1)") koji konvergira po normi ka ograni¢enom linearnom operatoru 7" :
P(I) — ¢P(I). Fiksirajmo funkcije f, g € P(I) takve da je f <, g. Tada vazi

ka <w Tkg, Vk e I,
i postoji niz operatora (Dy)ken, Di € DsS(0P(I)) za koji je

DyTig =Ty f.
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3.5. Topoloske osobine skupa linearnih o¢uvanja slabe majorizacije

Na osnovu Posledice 3.5.2, postoji podniz (Dy, ) jen pomenutog niza, i postoji neki operator
D e DsS(P(I)) za koji je lim Dy, = D. Jasno je da vazi i Dy, Ty,g = Ty, f, Vj € N.
j—0

Prelaskom na grani¢nu vrednost, dobija se
Tf=1lmTy f=1lmDyT,g= DTyg.
jeN jeN

Dakle, Tf <, Tg. O

Ukoliko pogledamo jos jednom prethodni dokaz, uocavamo da je iskoris¢ena Posledica
3.5.2 na osnovu koje se zakljucilo da proizvoljno izabran niz dvostruko substohastickih
operatora sadrzi konvergentan podniz, koji konvergira ka nekom dvostrukom substo-
hastickom operatoru. Ova ¢injenica je tacna samo kada je skup I konacan. Kada je
I beskonacan skup, Primer 3.5.3 pokazuje suprotno. Na osnovu ovih argumenata, ne
moze se pokazati zatvorenost skupa M, (¢*(I)*) ovim pristupom, kada je I beskonac¢an
skup. Da bi se pokazala zatvorenost skupa M., (#(1)"), kada je p € (1,0), i kada je [
beskonacan, potrebno je prethodno dokazati rezultate koji su predstavljeni u nastavku.

Teorema 3.5.5. Neka je I beskonacan skup, p € (1,00), i neka su data dva konvergentna
pozitivna niza (fr)ren @ (gr)ken, fr, g € P(I)Y, koja kovergiraju ka funkcijama

lim fr, = fe ()" i lim g, =ge ()",
k—00 k—00

Ako wvaze majorizacione relacije fr <w Gk @ gk <w fx, Vk € N, tada postoji parcijalna
permutacija P € pP(¢P (1)) za skupove ]JT i 1), takva da je

f=Pyg.
S'tam's‘e,
f=<wgig=<wl

Dokaz. Sliku proizvoljne funkcije oznacavamo sa f(J) = {f(i) | i € J}. Kako su f(I)
i g(I) najvise prebrojivi skupovi, tada postoji strogo opadajuéi niz pozitivnih realnih
brojeva (o )ken,, tako da je

ar ¢ f(I) v g(l), (3.43)
iag> f(i),g(i), Vi € I. Ovaj niz konvergira ka nuli, ocigledno. Definisemo skupove
I;“ ={iel) |op <g(i) <op1}, VkeN,
za neku funkciju g € (P(I). Jasno, card(I}) < Ry, Yk € I, skupovi I} su medusobno
disjunktni i vazi |y IF = I}
Fiksirajmo m € N. Na osnovu ¢injenice card([}”) < Ny, zakljucujemo da postoji realan

broj € > 0 za koji je

f(]) € (am + € Qm_1 — 6) = (am7am—1)a
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Slaba majorizacija i substohasticki operatori na diskretnim Lebegovim prostorima

za svako j € I7". Kako je T}glolo fn=1f1
1f() = DI < Z 1f (@) = fu(@)P = | f = ful”,

dobijamo da postoji prirodan broj ny € N takav da je |f(j) — fu(J)] < |f — full < €,
Vn > nq, Vj € I7". Fiksirajmo sada j € I}". Dobija se

fu(d) € (f(J) — €, f(J) +€) < (um, tm—1).

Dakle, j € I, pa je I7* < I}, Yn > n;.

Zelimo da pokazemo da postoji ng € N tako da je Ii" = I}, za svako n > ng. Slitno
kao gore, kako je card(I}) < Ny, Vn € N, ukoliko iskoristimo iskaz (3.43), dobi¢emo da
postoji realan broj r > 0 takav da je

(am—r,am_1+r)ﬂ Uf(I]’f) = .

k#m

Takode, postoji prirodan broj ny € N za koji je f,(i) € (f(i) —r, f(i) +r), Vi € I},
VYn > ny,. Kombinovanjem ove dve ¢injenice, dobija se

(s ) [ ) U f0 | =2, (3.44)

k#m
kadgod je n > ny. Stoga, ako je i € (IF'), n > ny, to jest, f,(i) € (Qm,m1), tada je
i¢ | Jh= I]’f na osnovu (3.44). Sada sledi da je i € I\ %= IJ’? = Iy, paje I} < IF,
k#m k#m "
dakle, I7" = I, Vn > ng := max{ni,ns}. Na slican nacin, postoji ng € N tako da je
I3t = 1", Vn > ng. Konacno,
I =170 I = 1", Yn > Ny, := max{ng,fo}. (3.45)

gn g

Prvo ¢emo pretpostaviti da postoje k € I i j € I tako da je f(k) # g(j). Neka je
0 <n:=min{|f(k) —g()|: ke Iy, je I, f(k) # 9(4)}. (3.46)
Sada postoji n,, > N,, tako da je
[ (B) = f(R) < /2 1 |gn,, (k) — g(k)| <n/2, Vkel.

Kako je fr,, <w 9n,, 1 Gn,, <w fn,,, na osnovu Teoreme 3.2.11 postoji bijekcija wy, : ]Jﬁ; —

m

Iy tako daje fn, (i) = gn, (Wm(7)), za svako i € I} i vazi

G (Win(K)) = fr,. (k) € (Qm, 1), Ve I} =1
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Sada je wi(k) € I;! = 1. Dalje, ako pretpostavimo da je i = w,'(j) € I} \I7' za
neko j € Ij" = Ij"  tada fy, (i) ¢ (qm, am-1), Paje fa,, (i) # gn,, (win(i)) Sto je nemoguce.
Dakle, na osnovu (3.45) preslikavanje

By I — I (3.47)

9

definisano sa
WO (1) := wi (i), Vie Iy

je bijekcija. Sada, za svako k€ I},

[f(F) = glwm(B))] < |f(F) = fon (R)| + | (F) = g(wm (k)]
[f(E) = o (B)] + g, (wm (K)) = glwm (k)| <.

Ovo povlaci da je f(k) = g(wm(k)) = g(@n(k)), Vk € I}, na osnovu (3.46).

Pretpostavimo da je f(k) = g(j), Vk € I} 1 Vj € [;". U tom slucaju za svaku bijekciju
W I3 — I je

f(i) = glwm(i)), Vielf

Sliéno kao gore, za fiksirano n > N,,, stavka (3.45) je ispunjena, i postoji bijekcija w,, :
I} — I} tako da je fu(i) = gn(wm(i)), ¥i € I}, na osnovu Teoreme 3.2.11. Sada
definisemo bijekciju @, kao u (3.47).

Kako je prirodan broj m € N proizvoljno izabran, dobijamo da su zakljucci dobijeni u
prethodnom izlaganju tacni za svako m € N. Ako definiSemo preslikavanje €2 : []T — If
na sledeci nacin:

(k) := B(k), YEe TP, ¥meN.

Kako su skupovi I§ medusobno disjunktni, i vazi | J,.y I} = I}, zakljuéujemo da je Q
bijekcija, pa sledi
F(R) = g(k)), ke IT.

Sada postoji parcijalna permutacija P € pP(¢?(I)) za skupove I]T i I, koju odreduje
bijekcija 2, tako da je
f=Pg.

Jasno, na osnovu Teoreme 3.2.11 je
f<wgig=<uwlf
m

Teorema 3.5.6. Neka je I beskonacan skup, i neka je p € (1,00). Skup My (P(1)") je
zatvoren po normi podskup skupa svih ogranicenih linearnih operatora na ¢P(I).

Dokaz. Neka je (Ty)ken niz operatora Tj, € My, (¢*(I)*), koji konvergira po normi ka

ogranic¢enom linearnom operatoru 1" : #(I) — (P(I). Kako je e; <, e; 1 € <y, €;, sledi da

je The; <y Tie; i Tre; <y Tre; jer je T linearno ocuvanje. Sledi da je klim Tre; = Te; i
—00

lim Tye; = Te;. Sada je

k—o0

Te; <w T@j 1 T@j <w T6i7
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na osnovu Teoreme 3.5.5.
Pretpostavimo da postoje ig, j1, j2 € I tako da je (Te;,, ;) > 01 (Tej,,e;,) > 0. Kako
vazi T, — T', dobija se

<Tm€j17€i0> >0 1 <Tm€j27 6i0> > O,

za neko m € N, §to je u kontradikciji sa ¢injenicom 7,,, € M, (P (1)), na osnovu Teoreme
3.3.11. Dakle, za svako ¢ € I postoji najvise jedno j € I za koje je (T'e;, e;) > 0. Konacno,
zakljucujemo da je T' € M, (¢P(1)"), po Teoremi 3.3.11. ]

3.5.2 Zatvorenost skupa linearnih o¢uvanja M., (¢*(I)")

Cilj ove podsekcije je da se pokaze da je skup svih linearnih o¢uvanja slabe majorizacije
zatvoren za normu u skupu svih ogranicenih linearnih operatora na ¢'(I), kada je I
beskonacan skup. Da bismo to pokazali, bi¢e nam potrebna slede¢a teorema. Slucaj
kada je I konacan skup je dokazan u prethodnoj podsekciji.

Teorema 3.5.7. Neka je I beskonacan skup, i neka su (fi)ren @ (gr)ren dva konvergentna
pozitivna niza funkcija fi, gr € *(I)T, ¢ije su graniéne funkcije

lim f, = feM(D)*, i lim g, = ge M(I)".
k—oo k—o0

Ako je fr <w gk © gk <w fr, Yk € N, tada postoji parcijala permutacija P € pP({*(I)) za

skupove I i 17, za koju vazi

f=Py.
gtam’a‘e,
f<wgig=<wl

Dokaz. Kako je card(f(I)) < Ngicard(g(I)) < Ny, postoji strogo opadajuéi niz pozitivnih
realnih brojeva (o )ken,, takav da je

ap ¢ f(I)wg(l) 1 ag>sup{f(i),g(i) | i€} (3.48)

Neka su
Spi={ielf | ap < f(i) < 1}, VkeN,

medusobno disjunktni konaéni podskupovi od 7, za koje vazi
UsSk=1f, i fed(),
keN

Sada, postoji € > 0 tako da je f(j) € (o + €, 61 — €) © (o, 1), za svako j € S.
Dalje, postoji n; € N tako da je

1£G) = DI < |f = ful <€, ¥n>mny, Vje Sk

Sledi da je
fn(]) € (f(j) - 67f(]) + E) - (ak’ak—1)7
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pa je S§ < S§, ¥n > n,.
Na osnovu (3.48) postoji realan broj r > 0 takav da je

(Oék —r,ap—1 + 7’) ﬂ U f(S}) = @

i#k

Sada postoji ny € N tako da je f,(i) € (f(i) —r, f(i) + 1), Vi€ [Jf, Vn > ny stoga je,

(g o) [ ) Ufn(S}) =@ (3.49)

i#k

kadgod je n > ny. Ako je f,(i) € (ag, ax_1), tada je i ¢ | Ji2a S} po izrazu (3.49), pa je,
1#k

og]
z’eJ;\Us; = S},

itk

Sto povlaci S’Jin c S’]‘?, dakle, S’]fn = S’]’f, Vn > ng := max{nj,ny}. Slitno, postoji ng € N
tako da je Sgﬂ = Sj, Vn > ng. Konacno,

S}“n = S]’f i Sgn = Sj, Vn > Ny, := max{ng, No}.
Bez gubljenja opstosti, neka je f(i) # g(j), gde je i € S i j € S¥. Neka je
0 <n:=min{|f(i) — g(j)| : i € Sf,j € S, f(i) # 9(j)}- (3.50)
Sada, postoji ni > Nj tako da je
i) = F@I <0/2 1 lguali) — g <2, Viel
Dalje, koris¢enjem Teoreme 3.2.11, postoji bijekcija wy, : I;;k — ];;k takva da je
fnk (t) = Gny, (wk(t>>7

za svako t € I};k pri cemu je gn, (wi (7)) = fn, (i) € (ag, ag—1), Vi € S’;nk = S}. Lako se vidi
da je preslikavanje

~ . ak k
definisano sa @y (t) := wg(t), Vt € S’]f bijekcija. Stavise, za svako t € S’]f je

[f(&) = glwn®)] < [f{) = fa (O] + [fn. (8) = g(wi(t))]
= [f() = far )]+ |gn, (i (8)) = glwr(®))] < -

Sledi da je f(t) = g(wk(t)) = g(@k(t)), ¥t € S§, na osnovu (3.50).
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Sada ¢emo definisati bijekciju 2 : IJT — I na sledeci nacin:
Qi) == (i), Vie Sy,
za odgovarajuce k € N. Jasno je da sledi
f(i) = g(Q(), Vielf,

pa postoji parcijalna permutacija P € pP(¢*(I)) za skupove IJJ{ i I, odredena bijekcijom
), tako da je
f="Prg
Dakle,
f<wgig=<wf

na osnovu Teoreme 3.2.11. O

Teorema 3.5.8. Neka je I beskonacan skup. Skup M, ((*(I)) je zatvoren za normu
u skupu svih ogranicenih linearnih operatora na ¢*(I).

Dokaz. Neka je (Ty)ren niz operatora Ty, € My, (€1(1)") koji konvergira po normi ka
ograni¢enom linearnom operatoru 1" : £*(I) — ¢*(I). Pokaza¢emo da operator T zadovol-
java stavku 4) u Teoremi 3.4.11.
Prvo ¢emo dokazati da za svako i € I, ili postoji tacno jedno j € I za koje je (T'e;, e;) >
0 ili je skup {(Tej,e;) | j € I} jednoelementni. Pretpostavimo suprotno da postoje r, s € I
za koje je
(Ter,e;y>01 (Teg e,y >0

za neko i € I, ivazi (Te,,e;) # (Tes, e;). Kako je

lim Tkej = T@j, VJ S I,

k—o0

stoga postoji k € N za koje vazi (Tpe,,e;) > 0, (Tyes,e;y > 01 (Tye,, e;) # {Txes, €;), $to
je u kontradikciji sa stavkom 4) Teoreme 3.4.11.
Fiksirajmo r, s € I. Kako je, Ty € M- (€1(1)1), stoga sledi da je

TkeT <w Tkes i Tkes <w Tker, Vk e N.

Dalje je
lim Tre, <, lim Tre, i lim Tye, <, lim Tpe,,
k—0o0 k—o0 k—00 k—00
to jest,
Tes, <, Te, 1 Te, <, Tes,

na osnovu Teoreme 3.5.7, dakle T' € M, (¢*(1)T).
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Glava 4

Slaba supermajorizacija i dvostruko
superstohasticki operatori na (P(])

4.1 Familije kao dvostruko superstohasticki opera-
tori

Kao sto znamo, u kona¢no-dimenzionalnom slu¢aju proizvoljna n x n matrica (a;;) je
dvostruko superstohasticka ako postoji bar jedna n xn dvostruko stohasticka matrica (a;;)

n
tako da je a;; = @;;, za sve i,j = 1...n. Stoga sledi za svako j = 1,...,n, > a;; = 1,1
i=1
n
zasvako i =1,...,n, > a; = 1.
j=1

S druge strane, za neko p € [1,00) i za proizvoljno izabranu familiju A = {a;; |, € I}
koja zadovoljava uslove

(Vjel) Ylay=1,1 (Viel) Ya;=1,

el jel
postoji jedinstveni dvostruko stohasticki operator A : ¢7(I) — ¢P(I) tako da je
<A€j, €i> = Qyj

na osnovu Teoreme 1.2.10. Sli¢no, za svaku familiju A = {a;; | 4, j € I} koja zadovoljava
uslove

(Vjel) Ylay<1, i (Yiel) > a;<1,

el jel
postoji jedinstveni dvostruko substohasticki operator A : ¢P(I) — ¢P(I) tako da je
<A€j, €i> = aij,

na osnovu Teoreme 3.1.9.
Slededi primer nam pokazuje da u opstem slucaju analogija sa pomenutim sluc¢ajevima
ne vazi kada su gore posmatrane sume vece ili jednake od 1. Preciznije, predstavicemo

71



Slaba supermajorizacija i dvostruko superstohasticki operatori na ¢7(I)

familiju A = {a;; | i,j € I} koja zadovoljava uslove

(Vjel) Ylaz=1, 1 (Viel) Ya;=>1,

iel jel

i postoji dvostruko stohasticki operator A takav da je aj; = <ﬁej, e;), medutim, operator
A (P(I) — (P(I) definisan matri¢no sa (4.2) nije ogranicen.

Primer 4.1.1. Neka je A = {a;; | ¢, j € N} familija definisana sa

Qi = t, 1=17,
710, inace
, )

Ocigledno za jedini¢ni operator vazi Z € DS(¢P(I)), Vp € [1,00). Takode je a; = 1 =
(Zei, ey, VielIia;; =0=lej e kadajei # j. Jasno je da vazi

(Vjel) Diag=1, i (Viel) > a;>1 (4.1)

el gel

Ukoliko iskoristimo standardnu definiciju za matri¢ne operatore

Af =), <Z az‘jf(j)) €, (4.2)

el \jel

mozemo definisati operator A : (?(I) — ¢(I) koji nije ograni¢en. Da bismo to dokazali,

pretposatavimo suprotno, da je operator A ogranicen. Tada postoji M > 0 tako da je
|Af], < M, VfeP(l), za koje je || f|l, = 1. Fiksirajmo prirodan broj m > M. Sledi da
je Aeyy = m- e i |Aen|, = m - |enl, = m > M, sledi da je A neograni¢en operator.

Dakle, poslednji primer nam pokazuje da postoje familije koje zadovoljavaju uslov
(4.1), ali odreduju neograni¢en operator definisan sa (4.2), na prostoru ¢*(I). Iz tog
razloga identifikova¢emo sve one familije koje se mogu posmatrati kao ograniceni linearni
operatori na prostoru ¢?(I) za svako p € [1,o0) definisani sa (4.2), i posmatra¢emo samo
one familije ove klase koje zadovoljavaju dodatan uslov (4.1). Takve familije ¢e biti
potencijalni kandidati za superstohasticke operatore.

4.1.1 Ograniceni linearni operatori na diskretnim Lebegovim
prostorima

Predstavi¢emo dve vazne teoreme koje daju potrebne i dovoljne uslove da proizvoljna
familija bude ogranicen linearan operator na ¢'(I), odnosno ¢*(I).

Teorema 4.1.2. Neka je A = {a;j | i,j € I} familija realnih brojeva, gde je I proizvoljan
neprazan skup. Ova familija definise jedinstven ogranicen linearan operator A : (1(I) —
H(I) koji zadovoljava

<A6j, €Z‘> = Qi , V’L,j el (43)
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ako vazi

M, = supZ la;;| < o (4.4)
€l er

Obrnuto, svaki ogranicen linearan operator A : (*(I) — (*(I) zadovoljava uslov (4.4), gde
je a;; = (Aej, e;). Stavise, |Al; = Ms.
Dokaz. Prvo, neka je A : ¢*(I) — (*(I) ogranicen linearan operator i neka je a;; :=
(Aej, e;), Vi,je I. Na osnovu neprekidnosti operatora A je
Af =) F(G)Ae; e €(D),
jel
imajuéi na umu da funkcija f ima reprezentaciju f = > f(j)e;. Definisa¢emo linearne

jel
funkcionale

Ai(f) = Af(i) = (Af, ey = Y. F(i){Aej 00 = Y f(f)ai; < o0,
jel jel
Vfer(I),Viel. Kako je
[A(F)] < [Afl < A f]ss

dobijamo da je A; € [1(1)*, Vi€ I. Sada je

24N = IASL < JALIS L VS e (D).

i€l
Ako fiksiramo f = e; za proizvoljno j € I dobi¢emo

Dolasl = [Aeg el = X 1Ai(e))] < Al

i€l el el

Sto povlaci da vazi izraz (4.4) i My < ||Al|;.
Neka je A = {a;; | 7, j € I} proizvoljno izabrana familija za koju vazi izraz (4.4). Sledi

D2 a F = Y 1O lai] < Mo £
jel iel jel el
Sada, promenom redosleda sumiranja na osnovu Fubinijeve teoreme, dobijamo

DD af(D < D> la f(5)]

el jel el jel

= 22 laufQ)l
jel iel
< Mo f]s, (4.5)
Vf e (1(I). Na osnovu dobijenog zakljucka, ako definisemo operator A na ¢*(I) sa

Af =), (Z aijf(i)) €, (4.6)

el \jel
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tada je ovaj operator dobro definisan i vazi A(¢*(I)) < ¢*(I), na osnovu (4.5). Linearnost
operatora A je ocigledna. Takode, na osnovu (4.5) dobijamo da je

[Af I = X1 > aisf ()] < Ma| flh

el jel

pa je operator A ograniCen, i vazi suprotna nejednakost |A|; < My, dakle |A|; = M.
Sada se lako proverava da je

(Aej, ey = Z (Z arsej(s)) ler, ;) = 2 ariler, ) = a;j (4.7)

rel \sel rel

za svako 1 € [, i za svako j € I.
Ukoliko pretpostavimo da postoji jos jedan operator Ay : £*(I) — ¢1(I) tako da (4.3)
vazi, tada je

(Arfrey =Y F() Aveg e = D f(d)ai = Y, F(G)(Aej ey = (Af, e,
jel jel jel
paje A; = A.
]

Teorema 4.1.3. Neka je A = {a;; | i,j € I} familija realnih brojeva, gde je I proizvoljan
neprazan skup. Ova familija definise ogranicen linearan operator A : {*(I) — (*(I) koji
zadovoljava

<A€j, €i> = iy, VZ,] el (48)
ako vazi
M = supZ la;;| < oo. (4.9)
el jel

Obrnuto, ako je ogranicen linearan operator A : {*(I) — (*(I) definisan sa
IR T (410
el \jel
tada familija A = {a;; | i,j € I} zadovoljava uslove (4.8) i (4.9). Stavise, | Al = M.

Dokaz. Neka je A : £*(1) — ¢*(I) ogranicen linearan operator definisan sa (4.10). Tada
je (Aej, e;) = a;j, Vi,j €I na osnovu izraza (4.7). Ako je f € (*(I), tada je

AFG) = Y PG Ay e = Y fi)ay;,

jel jel

Vi € I, po (4.10). Na osnovu ove ¢injenice, mozemo definisati ogranic¢ene linearne
funkcionale A;, Vi € I, sa

Ai(f) == Af(0).
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Zaista, funkcionali su ograniceni $to se moze videti iz ¢injenice da nejednakost |g(7)| <
|90, Yg € €*(I) povlaci

[ AN < AN oo < [Alloo] floo-

Linearnost se lako pokazuje.
Fiksirajmo f; € (*(I) tako da je f;(j) = sign({Aej,e;)), Vj € I. Dobija se

> KAes el = 3 fili)KAes,e

= Al < Aol filo = [Alle, Viel

sto povlaci (4.9) 1 My < || A]c.
Pretpostavimo da (4.9) vazi za proizvoljno izabranu familiju A = {a;; | i,j € I}.
Definisemo operator A na ¢*(I) sa (4.10), koji je oc¢igledno linearan. Dalje,

[AF@)] < X FDllassl < 1f o ) laigl < M fle,
jel jel
Vi € I, pa mozemo zakljuciti da je Af € £*(I). Takode, A : {*(I) — (*(I) je ogranicen
linearan operator, jer je

[Aflleo = sup [AF(D)] < M f]eo-

Stavise, | Al, < M, pa se moze zakljuciti da je |A|, = M;. Sada, lako se proverava da
(4.8) vazi za svako i € I, i za svako j € I, na osnovu (4.7).
[

Lema 4.1.4. Svaka funkcija f € (*(I) moZe biti predstavijena sa f = Y, f(j)e;, pri
gel

cemu se ovaj red uzima kao konvergentan u slaboj zvezda topologiji. Stavide, za svaki

adjungovani ogranicen linearan operator A : {* (1) — (*(I) je

Af = F(5)Ae;. (4.11)
jel
Specijalno je
(Af,exy = > F(i){Aej ey, kel (4.12)
jel

Dokaz. Neka je f € ¢*(I). Podsecamo da je (*(I) = ((1(1))* i e; € £*(I). Stoga,
definisemo funkciju g; = ) f(j)e; € (¢1(I))*, gde je J < I, |J]| < Ng. Sada za svaku
jedJ

funkciju z € £1(I) je

(90 = Galw) =D a(i)gs(i)

= 2 X F)esl
_ Zf(j)Zx(i)ej(i) = Zf(j)w(j)-
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Sledi da je
gy = D FDx() = D FG)a() = o )

jed gel

Sto predstavlja slabu zvezda konvergenciju u dualnom prostoru od ¢!(I). Neka je hy =
> f(j)Ae; € £*(I). Sada je

jed

(e hyy = hy(x) = x(i)h (i)

iel
— Z Zf )Ae; (i) Zf Z i)Ae; (i)
el jed jed iel
= Z f(j)<1", A€j> = Z f(j)<A0:E’ ej>
jeJ jed
= Zf VAo (j Zf ) Ao (j
jed jel

= (Apx, ) ={x, Af), Vxel*()

gde je A adjungovani operator od Ay, tj. Af = A. Dakle, (4.11) je zadovoljeno. Stavise,
za x = ey, stavka (4.12) je jasna.
O

Sledec¢a teorema daje potrebne i dovoljne uslove da proizvoljan operator na pristoru
(*(I) bude adjungovani operator.

Teorema 4.1.5. Ogranicen linearan operator A : {*(I) — (*(I) je adjungovani operator
ako i samo ako je operator A definisan sa (4.10), gde je a;; = (Ae;, ;).

Dokaz. Prvo, pretpostavimo da postoji ogranicen linearan operator Ag : £*(I) — ()
tako da je AF = A. Tada je

Af() = (Af,e = {F Aoe) = 3 F()es, Aves)
= D JU)Aeje = ) i f(5), Yie I, V[ el*(I).

Sledi da je operator A definisan sa (4.10).

Obrnuto, ako je operator A definisan sa (4.10), tada vazi (4.8) i (4.9), po Teoremi
4.1.3. Sada, familija Ay = {a | i,7 €I}, gde je a?j = aj;, Vi€ I, Vj € I zadovoljava (4.4),
pa postoji jedinstven ogranicen linearan operator Ag : £1(I) — ¢1(I) tako da je

<A0€j, €i> = a?j = aj; = <A€i7 6j>. (413)
Pretpostavimo da operator A nije adjungovan. Sledi da postoje funkcije f = > f(i)e; €

el

(N(I) i g e £°(I) tako da je (Aof, g) # {f, Ag). Stavise,
D () Avei, g) = (Aof, 9> # (f, Agy = Y [ (i){Ag, e:).

el el
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Stoga postoji jedno 7 € I za koje je (Ape;, g) # (Ag, e;). Takode,
D190 Aeires) = > 9(5)Avei(d) = (Avei, 9

jel jel
7 <A.gv €i> = Zg(j)<A6J7 ei>
jel
Sledi da postoji bar jedno j € I za koje je a;; = (Aej, ey # (Ages, €5) = af;, 5to je u
kontradikciji sa stavkom (4.13). O

Slede¢a teorema i njena posledica su glavni rezultati u ovom poglavlju, i oni ¢e biti
krucijalni u proucavanju slabe supermajorizacione relacije na ¢?(I), kada je p € [1,o0).

Teorema 4.1.6. Neka je A = {a;; | i,j € I} familija realnih brojeva. Ako se ova familija
moZe istovremeno posmatrati kao ograniéen linearan operator iz £1(I) u (*(I) 1 iz £*(I) u

(*(1) definisan sa (4.10), tada ova familija A predstavlja ogranicen linearan operator A
iz P(I) u lP(I), za svako p € [1,0]. Stavise, |A|, < max{|A|1,[|A]x}.

Dokaz. Na osnovu Teorema 4.1.2 i 4.1.3 zakljucujemo da vazi (4.4) i (4.9). Postoji realan
broj M definisan sa

M = max{|Al|;, |A]»} < o0 (4.14)
gde je |Alx = supZ lai;] < 001 |All1 := sup )] |a;j| < 0. Neka je sada ¢ konjugovani

€l jel Jel 4el
eksponent od p € (1,0). Na osnovu Helderove nejednakosti dobija se

Zawf

gel

< D lagg 2L () g

jel

1/p 1/q
(Z |az'j\|f(j)|p) : (Z |aij])
p/q
(Z |ai || f(5) ) <Z azy|> .

Sada sledi da je

Z%’f(j)

jel
Dalje je
p
JAAHIE = DD aif()
el |jel
p/q
< Z(ZI%HJ‘ ) (2\%1) (115)
el \jel jel
< MYYYFE D ayl
el
< JAIEEIANL £
pta
< M |f[h <o
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U predhodnoj stavci (4.15) je promenjen redosled sumiranja, $to je omoguéeno Fubini-
jevom teoremom. Dakle,

JAC) | < M5 | flp = M| flp, ¥f e (D),

pa je A ogranicen linearan operator na (?(I), i vazi | Af, < M.
0

Kao sto je obecano, u prethodnoj teoremi su predstavljeni dovoljni uslovi da proizvoljna
familija generise ogranicen linearan operator na ¢?(I) sa (4.6), za svako p € [1,00).

Posledica 4.1.7. Neka je A = {a;; | i,j € I} familija realnih brojeva. Ukoliko ova famil-
ija zadovoljava uslove (4.4) i (4.9) tada se ona moZe posmatrati kao ogranicen linearan
operator iz (P(I) u (P(I) definisan sa (4.10), za svako p € [1,0].

Dokaz. Sledi direktno na osnovu Teorema 4.1.2, 4.1.3 1 4.1.6. ]

4.1.2 Superstohasticki operatori

U nastavku, razmatracemo samo familije {a;; | 4, j € I} koje zadovoljavaju uslove (4.4)
i (4.9), i tretirac¢emo ih kao linearne ogranicene operatore na (P(I) definisane sa (4.6),
pri ¢emu je p € [1,00). Takode, norma ovih operatora je ograni¢ena pozitivnim realnim
brojem M, definisanim sa (4.14).

Radi pojednostavljenja, koristi¢emo istu oznaku A za familiju A = {a;; | ¢,7 € I} koja
zadovoljava uslove (4.4) i (4.9), kao i za ogranicen linearan operator A : ¢P(I) — (P(I),
definisan sa (4.6).

Definicija 4.1.8. Neka je A = {a;; | 4,j € I} familija pozitivnih realnih brojeva, koja
zadovoljava (4.4) 1 (4.9), gde je I proizvoljan neprazan skup. Familija A je

1) superstohasticka po vrstama, ako je >, a;; =1, Vie I.
jel

2) superstohasticka po kolonama, ako je > a;; =1, Vj e 1.
el

3) dvostruko superstohasticka, ako postoji dvostruko stohasticki operator A € DS(¢2(1))
takav da je Qg5 = <A€j, 6i>, VZ,j el.

U nastavku, u mnogim situacijama stohasticke familije ¢emo nazivati stohastickim
operatorima, kada posmatramo ove familije kao operatore definisane sa (4.10), to jest,
kada zelimo da naglasimo njihove operatorske karakteristike, sto je omoguceno rezulta-
tima iz prethodne podsekcije. Skup svih superstohastickih po vrstama, superstohastickih
po kolonama kao i dvostruko superstohastickih familija (operatora) na ¢?(I), kada je
p € [1,0) oznacavacemo respektivno, sa RSPS(¢(I)), CSPS((P(I)), DSPS((P(I)).
Ocigledno je RS(¢P(I1)) < RSPS(¢P(I)), CS(¢P(I)) =« CSPS(¢P(1)) i DS(¢P(I)) <
DSPS(¢(1)). Lako se vidi na osnovu definicije da je DSPS(¢*(I)) < RSPS(¢*(1)),
DSPS(P(I)) c CSPS(¢P(I)) i P(er(I)) <« DSPS(¢r(1)).
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Napominjemo da nije neophodno posmatrati operatore iz ¢?(.J) u ¢(I) kao dvostruko
superstohasticke, kada je card(I) # card(J), kao kod substohastickih operatora (videti
Definiciju 3.1.1). Naime, card(l) = card(J) ako i samo ako postoji dvostruko stohasticki
operator D : (?(J) — ¢P(I) na osnovu Teoreme 1.2.3. Ukoliko bismo prosirili Defini-
ciju 4.1.8 na operatore iz (?(J) u ¢P(I), dobili bismo da egzistencija dvostruko supersto-
hastickog operatora A : (P(J) — ¢P(I) povlaci egzistenciju dvostruko stohastickog opera-
tora A : 7(J) — (°(I) za koji je (Aej,e;) = <ﬁej, ey, Vi, j € I, dakle vazilo bi card(I) =
card(J), ponovo na osnovu Teoreme 1.2.3. Dakle, zaklju¢ujemo da vazi card(l) = card(J)
ako i samo ako postoji dvostruko superstohasticki operator D : ¢7(J) — (P(I), stoga je do-
voljno posmatrati samo dvostruko superstohasticke operatore na ¢?(I) uvedene u Definiciji
4.1.8.

Lema 4.1.9. Neka je p € [1,00) i pretpostavimo da je A = {a;; | 1,7 € I} familija
pozitivnih realnih brojeva.

1) Ako je Ae RSPS(IP(1)), tada je

Ve l'(D), |D>(Aej £ <[ Al fs- (4.16)

jel

2) Ako je Ae CSPS(I*(I)), tada je

Vfe (1), D XAf e[ <[ Allflr (4.17)

iel

Dokaz. Neka je p € [1,00).

1) Pretpostavimo da je A€ RSPS(IP(I)). Neka je f € (}(I) = £9(I). Tada je
22 1 @laz = Y10 ) ais < |Alel fln < .

el jel el jel

Mozemo izvrsiti promenu redosleda sumiranja na osnovu Fubinijeve teoreme, pa za

Ae; € (P(I) dobijamo

< |[Alolfl (418)

= D) ay

el jel

Z<Aej,f>' =

jel

Y Fi)Aey e

jel iel
dakle, (4.16) vazi.
2) Neka je Ae CSPS(I°(I)). Ako fiksiramo f € ¢1(I) < ¢2(I), sledi

DI A s, ey = Y1) (A%er e

jel iel gel el
= D FGDID(Aej e < A £l < .
jel el
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Kako je A*e; € ¢4(I), sledi promenom redosleda sumiranja da vazi

Y{Afen| = Z<A*€¢,f>‘ = DD fU) A% e (4.19)
el el iel jel
< DG (e Aeyy < (| Al £
jel el
Dakle, (4.17) je zadovoljeno.
O

Sledec¢a veoma korisna posledica predstavlja uopstenje Leme 1.2.8 za superstohasticke
operatore na ¢*(I) ali za pozitivne funkcije ¢! (I)*.

Posledica 4.1.10. Neka je p € [1,0) i neka je A = {a;; | 4,5 € I} familija pozitivnih
realnih brojeva za koju vazi (4.4) i (4.9).

1) Ae RSPS(IP(I)) ako i samo ako je

VEe (D), [ fl< | D Ae, D] < |Alel fl1. (4.20)
jel
2) Ae CSPS(IP(I)) ako i samo ako je
Vfe ()Y, [ fl < | DXAfen| < [ARIf L (4.21)
el

Dokaz. Ako je Ae RSPS(I’(I)) tada na osnovu (4.18) dobija se da je

22 fi)Aes e

jel iel

[fl: <

bl

Z<A6jv f>

jel

dakle, (4.20) vazi po Lemi 4.1.9, stavka 1). S druge strane, ako (4.20) vazi, tada je
Ae RSPS(IP(I)) ukoliko izaberemo da je f = e;, Vi€ I.
Ako je Ae CSPS(IP(I)), tada slicno kao u (4.19), dobija se

£l < |2 5CAF e
1€l
pa vazi (4.21) po Lemi 4.1.9 2). S druge strane, (4.21) povlac¢i A e CSPS(IP(I)), ukoliko
stavimo da je f = e;. m

Iskoristi¢emo prethodnu posledicu da bi dokazali slede¢i rezultat.

Teorema 4.1.11. Neka je p € [1,0). Skup RSPS(¢P(1)) je zatvoren za kompoziciju, to
jest, ako A i B pripadaju skupu RSPS((P(I)), tada je AB € RSPS(¢P(1)). Isti zakljucak
vazi i za skupove CSPS((P(I)) i DSPS((P(I)).
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Dokaz. Neka je A, Be RSPS(¢P(I)). Ovi operatori zadovoljavaju uslove (4.4) i (4.9). Na
osnovu Teorema 4.1.2 i 4.1.3, ovi operatori su ograniceni linearni operatori na ¢!(I) i na
(*(I), pa je i operator AB ogranicen i linearan na ovim prostorima kao kompozicija dva
operatora. Dakle, operator AB zadovoljava uslove (4.4) i (4.9) na osnovu gore pomenutih
teorema.

Kako je
D A%()) = ) (A% ey = Y (Aej ey = D ai; < [ Al
jel jel jel jel

to je A*e; € (1(I)*. Sledi da vaze sledede nejednakosti:

DUABej ey = D {(Bej, A%e;) < |Blo Y (A% ex)

jel jel kel

|Blle ) (A, € < |Bllos ] Aoy

kel

DUABej ey = > (Bej, A%e;) = [A%eili = Y (Aey,e;)

jel jel kel
> el =1,

po Posledici 4.1.10 pod 1). Lako se vidi da je (ABej,e;) > 0, pa zaklju¢ujemo da je
AB e RSPS(tr(1)).

Neka je A, Be CSPS(¢P(I)). Na isti nacin se zakljucuje da kompozicija AB zadovol-
java uslove (4.4) i (4.9). Kako je Be; € (1(I)*, stoga je

D (ABej ey < Al Bejlly = [ Aly ) (Bej, ey < | Al Bl

el kel

Y (ABej, ey = | Bejly = |lejl = 1
el
po Posledici 4.1.10 stavka 2), pa je AB € CSPS(*(1)).
Neka je sada A, B € DSPS(¢?(I)). Sledi da postoje odgovarajuéi operatori A B e
DS(¢P(I)), po Definiciji 4.1.8, pa imamo da je

(ABey, ey = > Bey(j){Aej, ey = > Bey(j)(Ae;, ey = (ABey, e;),

jel jel

dakle AB € DSPS(°(1)), jer je AB € DS(¢*(I)) po [13, Theorem 2.4.].

Sada ¢emo prikazati neke osnovne osobine dvostruko superstohastickih operatora.
Teorema 4.1.12. Neka je data familija A = {a;; :i,j € I} € DSPS({P(1)).

1) Ako je p =1, Tada je |Al; = 1. Dodatno, ako je A = {a;; : i,j € I} € DS((*(I))
tada je |All; = 1.
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2) Ako postoje i, j € I takvi da vaZi a;; = 1, tada je |A|, =1, ¥p € [1, ).

3) Ako je A e DSPS((P(I)) i p € (1,), i ako postoje konacni podskupovi Iy, Iy < I
takvi da je familija {a;; : i € I1,j € I} dvostruko stohasticka, tada je |All, > 1.
Dodatno, ako je Ae DS(¢P(I)) tada je |A|, = 1.

Dokaz. Neka je p = 1. Fiksirajmo f € (P(I)*. Sada, promenom redosleda sumiranja
dobija se
JAfl =Y i f(G) = Y £0G) Y aiy = 1
el jel jel el

dakle 1) je zadovoljeno kada je A e DSPS(¢*(I)). Ostatak sledi na osnovu Leme 3.1.8.
Kako je

\

|Aejp =>ah, = al; > 1,
kel

stoga je |A|, = 1, pa 2) vazi.

Okreéemo se dokazu stavke 3). Skupovi [y, [ imaju istu kardinalnost, po Teoremi
1.2.3. Neka je g = >..;, ¢;. Tada je Ag =h+hy, gdeje h =2, € 1h(i) =0, Viel,
pa mozemo zakljuciti |Ag|, = [k + k1|, = ||, = |9]p, to jest |A], = 1.

Kako je |Al, < 1, kada je Ae DS(¢(I)) po Lemi 3.1.8, stoga je |Al, = 1. O

Primer 4.1.13. Neka je A = {a;;}ijen € DS(¢?(N)) beskona¢na matrica koja definise
ogranicen linearan operator A : ¢P(I) — ¢P(I) odreden sa 2 x 2 matricama na sledeci
nacin: -~ _
12 1/2 0 0

12 1/2 0 0
A—l 0 0 12 12
0 0 1/2 1/2

- O O OO

Tada je [|[A(e; + e)|b = 17 + 17 = 2 = ||(e1 + ep)||b, dakle sledi A, > 1, pa je [Al, =1,
po Teoremi 4.1.12, stavka 3).

Primer 4.1.14. Neka je A = {a;;}: jen € DS(¢'(N)) beskona¢na matrica definisana sa

(1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128
1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128
0 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64
0 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32
0 1/2 1/4 1/8 1/16
0 0 1/2 1/4 18
0 0 0 1/2 1/4
0

0
0
0
0o 0 0 0 0 1/2

O OO OO

Tada je |A|; = 1, po Teoremi 4.1.12, stavka 1).
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4.1. Familije kao dvostruko superstohasticki operatori

Sa ciljem da Teorema 4.2.4 dobije odgovaraju¢u formu, prosiricemo pojam dvostruko
superstohastickog operatora i slabe supermajorizacije na ¢*(I) u Definicijama 4.1.15 i
4.2.3, respektivno.

Definicija 4.1.15. Neka je A = {a;; | 4,7 € I} familija realnih brojeva koja zadovoljava
stavke (4.4) 1 (4.9). Familija A, posmatrana kao ogranic¢en linearan operator na ¢*(I), je

1) superstohasticka po vrstama ako postoji superstohasticka familija po kolonama Ay €
CSPS(M(I)) tako da je A = A%;

2) superstohasticka po kolonama ako postoji superstohasticka familija po vrstama Ag €
CSPS(M(I)) tako da je A = AZ;

3) dvostruko superstohasticka ako postoji dvostruko superstohasticka familija Ay €
DSPS(¢H(I)) tako da je A = Af.

Skup svih superstohastickih po vrstama, superstohastickih po kolonama kao i dvostruko
superstohastickih familija (operatora) na ¢*(I) oznac¢ava¢emo respektivno, sa RSPS((*(1)),
CSPS((*(I)), DSPS({*(1)).

Teorema 4.1.16. Neka je p € [1,00]. Tada su skupovi RSPS(¢(I)), CSPS(P(I)) i
DSPS(¢P(I)) konveksni.

Dokaz. Neka su Ay, Ay € RSPS(¢P(I)). Definisemo novu familiju A =tA; + (1 —t)As €
RSPS(¢P(1)) za neko t € (0,1). Lako se moze zakljuciti da familija A zadovoljava uslove
(4.4) i (4.9).

Prvo, neka je p € [1,00). Operatori Ay 1 Ay su pozitivni, tj. (Aje;,e;) = 01{Ase;,€;) =
0, Vi,j € I. Ako je f e (P(I)*, tada je Aif € (P(I)", Ayf € (P(I)*", pa je operator A
takode pozitivan. Sada za proizvoljno i € I, kako je Ay, Ay € RSPS((P(I)) i

DAej ey = D {(tA+ (1 —t)Ag)e;,e;) (4.22)

jel gel
= t2<A1€j, €i> + (1 — t) Z<A26j’ €i> = 1
jel jel

dobija se da vazi A€ RSPS(¢*(1)), pa je RSPS(¢P(I)) konveksan skup.

Pretpostavimo da je sada p = o0. Postoje operatori AV, A € CSPS(¢*(I)) tako da
je Ay = (AY)* i Ay = (A9)*, na osnovu Definicije 4.1.15. Na slican nacin kao u (4.22),
dobijamo da je

DlAejeny = Y (AN e, e+ (1—1) Y ((AD)*e; e

jel jel jel
= tY {ej, Aery + (1= 1) Y ey, Aeiy > 1,
gel gel

pa je RSPS({*(I)) konveksan skup.
Na slican nacin moze se zakljuciti da je i CSPS(¢?(I)) konveksan skup.

Neka su proizvoljno izabrani operatori A, A, € DSPS(((I)) i neka su A;, A, €
DS(EP([» takvi da je <A16j,€i> < <A1€j,6i> i <A26j,€z‘> < <A2€j,€i>, Vl,j e I. Kako
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~

je DS(¢7(I)) konveksan skup na osnovu Teoreme 2.1.2, stoga je A = tA; + (1 — t)4; €
DS(¢P(1)) za svako t € (0, 1). Ukoliko definisemo A :=tA; + (1 —t)A,, za neko t € (0, 1),
tada je

<Aej, €i> = t<A1€j7 €i> + (1 - t)<A2€j, €i>
> t(Avej, e + (1 — t){Aqze;, e) = (Aej, ), Vi,jel,

dakle, Ae DSPS(¢?(I)). Dakle, DSPS(¢"(I)) je konveksan skup.

4.2 Slaba supermajorizacija

Uvodimo pojam slabe supermajorizacije za dve proizvoljno izabrane pozitivne funkcije
f,g € P(I)*, kada je p € [1,00), uz pomoé dvostruko superstohastickih operatora na
prostoru ¢P(I).

Definicija 4.2.1. Neka je p € [1,00). Za dve funkcije f,g € ?(I)", funkcija f je slabo
supermagorizovana funkcijom ¢, i to oznacavamo sa f <" ¢, ako postoji dvostruko su-
perstohasticka familija D € DSPS(¢?(I)), tako da je f = Dg.

Lema 4.2.2. Neka jep € [1,0), i neka je A = {a;; | i,j € I} familija realnih brojeva koja
zadovoljava uslove (4.4) i (4.9). Ako je Ae DSPS((P(I)) tada je Af <** f,VfeP(I)".
S druge strane, ako je Af <** f,VfeP(I)*, tada je Ae CSPS((P(1)).

Dokaz. Neka je D := Ae DSPS(¢?(I)). Jasno, sledi da je Af = Df, Vf e ?(I)", paje
Af <% f Y fe ()",

Obrnuto, ako je Af <*$ f,Vf e (P(I)" tada familija A sadrzi samo pozitivne elemente,
jer je Ae; <" ey e tP(I)*, Ae; € P(I)T i {Ae;, er) = Ae;(k) = 0. Stavise, postoje operatori
D; e DSPS(¢(1)) takvi da je D;e; = Ae;, Yi € I. Sledi da je

Z<A€i, €k> = Z<Di€i, €k> = 1, Viel.

kel kel

Dakle, Ae CSPS(P(I)). O

Znamo da u kona¢no-dimenzionalnom slucaju relacija Ax <“® z povlaci da matrica

A mora biti dvostruko superstohasticka (videti Teoremu 1.1.12). Medutim u beskonac¢no-
dimenzionalnom slucaju, ukoliko pretpostavimo da je I beskonacan skup, tada operator
T ne mora biti dvostruko superstohasticki ukoliko vazi Af < f. Neka je I neprebrojiv
skup, i neka je za dato iy € I definisana bijekcija w : I\{ijg} — I. Ako je definisan
ogranicen linearan operator 1" : (?(I) — ¢*(I) na sledeéi nacin:

T(i) = {f(“(m’ L # o (4.23)

0, 1 = 1,

za svako f € (P(I), sledi da za svako f € (P(I) postoji permutacija P € P(¢P(I)) tako
da vazi Tf = Pf. Drugim recima vazi T f < f sto implicira T'f <*® f. Lako se vidi
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da operator T nije dvostruko superstohasticki jer uvek vazi Y (T'ej,e;» = 0, na osnovu
gel
definicije samog operatora 7.
Dalje, prosiricemo pojam slabe supermajorizacije za slucaj kada je p = oo.

Definicija 4.2.3. Za dve funkcije f,g € (*(I)*, funkcija f je slabo supermajorizovana
funkcijom g, i to oznacavamo sa f <"* g, ako postoji dvostruko superstohasticka familija
D e DSPS({*(I)), tako da je f = Dg.

Teorema 4.2.4. Neka je p € [1,0) i neka je g konjugovani eksponent od p. Pretpostavimo
da je A = {a;j | 1,5 € I} familija realnih brojeva koja zadovoljava uslove (4.4) i (4.9). Ako
je Ae DSPS(P(1)), tada je Af <* f,¥VfelP(I)" i A*g <" g, Yg € (4(I)". Obrnuto,
ako je Af <v* f, ¥f e P(I)" i A*g <" g, Yg € Li(I)*" tada je A € RSPS((P(I)) n
CSPS(¢P(I)).

Dokaz. Prvo ¢emo pretpostaviti da je A € DSPS(¢P(I)). Na osnovu Leme 4.2.2, dobijamo
daje Af <*s f,VfelP(I)r. Ako je p € (1,00), tada je g € (1,00) i vazi

A*g(i) = Y g(i) (A% ey, erp = ) g(i)er, Aei) = 0

kel kel

za svako g € 04(1)*, pa je stoga A* pozitivna familija. Na osnovu (A*ey, e;) = {ex, Ae;)
dobijamo da je A* € DSPS(¢4(I)), i sledi A*g <"* g, Vg € £9(I)* na osnovu Leme 4.2.2.
Ako je p = 1 tada je A € DSPS(*(I)), dakle A* € DSPS(¢*(I)), po Definiciji 4.1.15.
Fiksirajmo D = A*. Kako je A*g = Dg, Vg € {*(I), stoga je A*g <"* g, Vg € {*(I).

Pretpostavimo da je Af <" f Vf e (P(I)T i A*g <™ g, Vg € (4(I)*. Sledi da je
AeCSPS(¢P(I)) uz pomo¢ Leme 4.2.2. Ako je p > 1 tada je A* e CSPS(¢%(I)) po Lemi
4.2.2 iz uslova A*g <* g, Vg € ¢4(I)*. Na osnovu ovoga je

1< Z<A*ei, ey = Z<€i’ Aep), Viel,
kel kel

paje A e RSPS(/(I)). Konacno, pretpostavimo da je p = 1. Kako je A*ep <™° e,
stoga postoje operatori Dy € DSPS({*(I)) takvi da je A*e, = Dyex, Yk € I, i postoje
operatori B, € DSPS({*(I)) za koje je Bff = Dy. Sada sledi da je

1< ) (Brej,eny = Y (ej, Dyexy = Y (ej, A*ey) = ) (Aej en), ke I,

jel jel jel jel

dakle, A e RSPS(¢*(I)).

Analizom dokaza prethodne teoreme direktno dobijamo naredne posledice.

Posledica 4.2.5. Neka je p € [1,0) i neka je A = {a;; | i,j € I} familija realnih brojeva
koja zadovoljava uslove (4.4) 1 (4.9). Ako je Ae DSPS(¢P(I)) tada je A* € DSPS(¢(1)),
pri ¢emu je q konjugovani eksponent od p.

Posledica 4.2.6. Neka je p € [1,00) i A = {a;; | i,j € I} familija realnih brojeva koja
zadovoljava uslove (4.4) i (4.9).
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1) Ako je Af <*s f, ¥Vf e {e; | i€ I}, tada je A € CSPS((P(I)). Ako je dodatno
Axf < f Vfe{e |iel}, tada je Ae RSPS((P(1)) n CSPS((P(1)).
2) Ako je Ae DSPS((P(I)) tada je Af <™ f i A*f <" f, Vfele |iel}.

Dokaz. Nekaje Af < f Vfe{e; |iel}. Jasno, Ae; € (P(I))", VieItj. (Ae;,er) =0,
Vk € I. Sledi da je A pozitivna familija. Sada, ostatak dokaza je ocigledan, i oslanja se
na dokaz Leme 4.2.2 i Teoreme 4.2.4.

m

Sledeéi primer pokazuje da u opstem slucaju Af <" f, Vfele; |iel}i A*f <5 f,
Vfe{e |iel}nepovlaci Ae DSPS((P(I)).

Primer 4.2.7. Neka je A = {a;;}; jen beskonacna matrica definisana sa

11000
00100
A=(0 00 10
000O01

Ocigledno je suma po ”vrstama® i "kolonama® familije A veca ili jednaka od 1, dakle vazi
Ae RSPS(P(N)) n CSPS(¢P(N)), medutim ne postoji operator A € DS(¢?(N)), za koji
je N

<A€j, 67;> = <A€j, €i>7 V’L,j eN

sto se mose lako zakljuciti. Dakle, A = {a;j}ijen ¢ DSPS((?(N)). S druge strane je
Aey = ey, Aeg1 = e, Yk € N. Jasno je da se mogu pronadi permutacije P, € P(/?(N)),
za koje je Aery1 = Prery1 = e, Vk € N. Takode je Aey = Ie; = e, pa imamo da je
Aep, <" er, Vk € N. Slicno je A*e; = ey + eg, A*epy1 = €0, Vhk e N1 A¥epy1 = €40 =
Pleji1, Yk € N, gde je P! € P(?(N)). Sledi da je A*exy1 <% exq1, Vk € N. Fiksirajmo
operator D € DSPS((P(N)) na slede¢i na¢in:

10000
11000
D=0 01 0 O
0001O0

Za ovaj operator je A*e; = e; + e5 = Deq, pa vazi i A*e; <% eq.

Sledeée nejednakosti sa konveksnim i konkavnim funkcijama predstavljaju uopstenje
dobro poznatih rezultata u konacno-dimenzionalnoj majorizacionoj teoriji.

Teorema 4.2.8. Neka je p € [1,0) i b e (0,0], i pretpostavimo da je ¢ : [0,0) — R
neprekidna rastuca konkavna funkcija. Za dve funkcije f,g € (P(I)*, za koje je f(i), g(i) <
b, Vi € I, ako vazi supermajorizaciona relacija f <“* g tada je

Dle(fd) =D elgli).

iel iel
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4.2. Slaba supermajorizacija

Dokaz. Neka je f <** g. Postoji familija D e DSPS(¢P(I)) takva da je f = Dg. Funkcija

g € (P(I)" ima reprezentaciju g = > g(j)e;, pa je
1 J
JE

£(0) = Dg(i) = Y90} Des ey, Viel.

Pretpostavimo da je ¢ pozitivna neprekidna rastuc¢a konkavna funkcija. Na osnovu
Jensenove nejednakosti dobija se da je

e(f() = ¢ (Z g(j)<D€ja€z‘>> > ¢ (Z g(j)<5@ja€i>>

jel jel

Z(p <De],e>

jel

gde je D dvostruko stohasticki operator koji odgovara operatoru D. Sada, promenom
redosleda sumiranja na osnovu Fubinijeve teoreme, dobijamo

2@ = 330 (9() (Dejy e

Z ¢ (9(5)) Z@ej, ey = 2 0(9(5))

Napominjemo da ako funkcija ¢ nije pozitivna, s obzirom da je ona neprekidna i
rastuca vazi lim o(t) =a<0,paje X o(f(i) =Dl ¢(g(i)) = —o0, kada je card(I) = Ro.
t—0 el el
Slicno je > p(g(j)) = 0, kada je lim ©(t) = a > 0, ali tada mora vaziti >, o(f(j)) = ©
jel t—0 jel
na osnovu prethodne diskusije.
O

Teorema 4.2.9. Neka je p € [1,00) i neka je ¢ : [0,00) — R neprekidna opadajuéa
konveksna funkcija. Za dve funkcije f,g € (P(I)*, ako je f <"* g tada je

Dle(f(E) < elgli))

el el

Dokaz. Neka je f <" g i ¢ negativna neprekidna opadajuca konveksna funkcija. Postoji
familija D e DSPS(¢P(I)) tako da je f = Dg. Tada je

p(f(0) = o (Z g(j)<D€j,ez->> <o (Z g(j)<5€ja6i>)

gel Jel

ZSD <D6Ja€>

jel

Sada sledi
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De(f@) < YD e(9()) (Dej e

el el jel

= D10 (9()) > (Dej. e

jel el

= Yelg(h))

jel
[

Ako funkcija ¢ nije negativna, po uzoru na prethodni dokaz lako se moze zakljuciti da
je 2 ¢(f(i)) = 2 w(g(i)) = +0, kada je card(I) = N,.

el el

Posledica 4.2.10. Neka je p € [1,0) i b€ (0,00], i neka su date funkcije f,g € (P(I)*
takve da je f(i),g(i) <b, Yie I. Ako je f <" g i g <" f tada je

1) za svaku neprekidnu rastucéu konkavnu funkciju ¢ : [0,b) — R,

Dref() = el9(D));

i€l i€l
2) za svaku neprekidnu opadajuéu konveksnu funkciju ¢ : [0,b) — R,

D ef(0) =) e(9(d).

i€l iel
Posledica 4.2.11. Neka su date funkcije f,g € P(I)*, p € [1,0). Ako je f <" g i
g <" f tada je
D ea(f@) =D ealgli)),
iel i€l
za svaku funkciju @y : [0,00) — [0,00) definisanu sa
eAlt) =1 xpn ) + A Xpoo) (D), (4.24)
gde je X € [0, 00).

Sledec¢i Primer 4.2.12 pokazuje da obrnuti smer u Posledici 4.2.10 ne vazi. Takode, u
ovom primeru mozemo zakljuciti da obrnuti smerovi Teorema 4.2.8 1 4.2.9 takode ne vaze.

Primer 4.2.12. Neka je r > 1, p € [1,0) i neka su dve funkcije f,g € ¢1(N)* < (P(N)*
o0 o0

definisane sa f = > epy1 i g = D) 7rex. Jasno je daje f(k+1) = g(k), k € Ni
=1

k=1 k
f(1) = 0. Neka je ¢ : [0,b) — R proizvoljno izabrana rastuca konkavna (opadajuca
konveksna) funkcija, za koju je b € (0,00] i f(i),g(i) < b, Vi e I. Ako je p(0) = 0, tada je

0

P ) = Y eo) = 3 elolh)).

k=1 k=1 k=1
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Stavise, ako je lim o(x) # 0, tada imamo da je
z—0

D ef (k) = D e(g(k)) (= +o0v —o0).

Neka je D : ¢?(N) — (P(N) proizvoljno izabran ograni¢en linearan operator za koji
vazi f = Dg, to jest

f=Dg =Y g(k)Dey.
k=1

Kako je

0

0=f(1)= Z g(k)(Dey, 1) = 2 %<D€k’ €1)s

k=1 =1

stoga je (Dey,e1) = 0, Vk € N. Dakle, D ¢ DSPS({?(I)) sto povlaci f €5 g.
Sada ¢emo dokazati najbitniju teoremu u ovoj sekciji.

Teorema 4.2.13. Za dve funkcije f,g e (X(I)", sledeéi uslovi su ekvivalentni:
1) f<"gig=<"f;
2) Postoji permutacija P € P((*(I)) tako da je f = Pg.

Dokaz. Neka je f e £*(I)* proizvoljno izabrana funkcija. Definisemo dva skupa I} i I}
na sledeci nacin:

1= fie T| £() = 0),
If:={iel] f(i)>0}.
Ocigledno je I = Iy u If. Kao $to ve¢ znamo, skup I} je najvise prebrojiv, jer je

fe i (I)T to jest
D UFGE) = )] fi) < o

iel el T
2 zeIf

Takode skup {f(i) | 7 € I} je ogranicen, pa mozemo induktivno definisati familiju {1} [ n €
N} koja sadrzi disjunktne kona¢ne podskupove skupa I, na slede¢i nacin:

I = el | f(i) = max{f(j) | je I}}}

I} = {ie IF] f(i) = max {f(j) |je]f+\o [J’f}}
k=1

kada je n > 2. Jasno, IJJ[ = U,;'ozl I]’?. Ako je I} # &, r € N, tada definisemo ¢lan niza
fr = f(4), gde je j € I. Ako je I} = &, tada je I¥ = &, Yk = r, pa stavljamo da je
fr:=01 fr :=0, Yk = r. Moze se zakljuciti da je f; < f. kadgod je s > r. Nejednakost
je stroga ako je I} neprazan skup.
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Na dalje é¢emo razmatrati neprekidne rastuée konkavne funkeije ¢y : [0, 00) — [0, o0),
A = 0 definisane kao u izrazu (4.24). Fiksirajmo f, g € ¢*(I)* tako da vazi

Stoga je

Dlealf(D) = > ealy (4.25)

el el

za svako A > 0. po Posledici 4.2.11. Sada, uzimajudi za A\ = max{fi, ¢;} dobija se

DTFE) = D ea(f(i) = D ealgli) = > g(i) < oo, (4.26)

ie[f+ el el zeI;

pa su na osnovu izraza (4.26) skupovi I;[ il g+ istovremeno prazni ili neprazni. Ocigledno,
akoje IT = @ =1 g+ dokaz je trivijalan. Pretpostavimo da su skupovi I;{, I g+ neprazni.
Bez gubljenja opstosti, pretpostavimo da je f; > ¢g;. Sada postoji m € N tako da je
f(k)=g(1),VE=1,...mi f(m+1) <g(l). Sledi da je

ZQ(Z) = Z@gl Z@gl

ielS i€l el

- Z f@)+ ¢ i card([jf). (4.27)

el \Up, 1% k=1

Kombinovanjem (4.26) i (4.27) ocigledno je f; = ¢ i m = 1. Neka je sada A\ :=
max{ fa, go}. Sledi da je

Dlea(f(@) = D fli) + card(I}) - A (4.28)

iel iel\T}

2oealg@) = >, g(i) + card(ly) - A (4.29)

i€l iel\I}
Jednakosti (4.25), (4.28) i (4.29) povlace

D) = D g(i) = Meard(I)) — card(I})) (4.30)

iel\I} iel\I}

S druge strane, na osnovu (4.25) i (4.27) kada je m = 1, dobija se

D) = > g(i) = gi(card(1)) — card(I})) (4.31)

iel\I} ieI\I}
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4.2. Slaba supermajorizacija

Kako je A < g1, zakljucujemo da stavke (4.30) i (4.31) povlace card(I,;) = card(I}). Dalje,
dokazac¢emo matematickom indukcijom da vazi

fe=9r 1 card([}“) = card([f), VEk e N. (4.32)

Pretpostavimo da indukcijska hipoteza (4.32) vazi za k = 1,...,n. Bez gubljenja opstosti
moze se pretpostaviti da je [}LH, [;*1 # D1 foe1 = gne1- Sada sledi da je

> fe= ) g (4.33)

i€\ Uk T iel\Uy=1 Ig

zbog (4.25) i (4.32), birajuéi A = f,,11. S druge strane ako izaberemo da je A = g, tada
je

Deala@) = Y gli)+ A Y card(ly)

iel iel\Jp_y I k=1
Dloalf(i) = D1 F@) + Xcard(IF) + XY card(I}) (4.34)
iel zeI\UnJrl [k k=1

Na osnovu izraza (4.25), (4.32), (4.33) i (4.34) zakljucujemo da je fr11 = gny1 1

Yo=Y (i) = gua(card(IpT) = card(I})). (4.35)

iel\Upt) 1% iel\Upt, 1k
Neka je A = max{f,.2, gni2}. Sada je

0 = ZSOA Z% (4.36)

iel el

- X 1= 2 9(0) + Meard(I}™") = card(I}*")).

iel\Upty 1% iel\Upt, Ik
Iz uslova A < gy 41 sledi da je card(I}*") = card(I}*'), na osnovu (4.35) i (4.36). Dakle
vazi (4.32).
Na osnovu (4.32) moze se izvesti zakljucak da postoje bijekcije wy, []’? — Ig, za ono
k za koje je I]’f # (. Sada definiSemo novu bijekciju €2 : IJJ{ — I sa
Qi) 1= wy(i) € I},

kadgod je i € I¥, za neko k € N. Ovo preslikavanje je dobro definisano jer je If = Uit If

ey If = & i vazi
0 o0
k
:U%7ﬂ¢:
k=1 k=1

U drugom delu dokaza zelimo pokazati da je kardinalnost skupova IJQ i Ig jednaka. Ako
je I neprebrojiv skup, tada su i IJQ il 3 neprebrojivi skupovi takode. Kao sto znamo, ako
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je I konacan, postoji permutacija P tako da je f = Pg, dakle card([}]) = card([}]) < No.
Okrec¢emo se slucaju kada je I prebrojiv skup. Bez gubljenja opstosti, neka je

card(1}) < card(I)) < Ry
i pretpostavimo da vazi
card(19) < X
Ako je k € ]g tada je
= > F(GKDrej, ex),
jel
pa je (Diej,er) = 0, Vj € I}, kadgod je k € I, gde je D € DSPS(@( ))ig= Dif.
Znamo da postoji operator D; € DS(0M(I)) takav da je (Dsej,e;) = <Dle],e> Vi,jel.
Sada sledi da je (Dsej,ex) = 0, Vj € I, kadgod je k € I}, pa je

Z<bvlej,ek> =1, Vkel.

;=70
]EIf

Takode, N N
Z<D16j, €k> < 2<D1€j, €k> = 17 VJ € I})

kelg kel

Stoga je

Z Z<D1€],€k> card(19) < card(I Z Z<D163,ek>

Jjely kel kel§ jel?

Kako je card(]}?) < Ny, promenom redosleda sumiranja u izrazu (4.37) dobija se da
moraju biti ispunjene jednakosti u izrazu (4.37), dakle mora biti card(I}) = card(I)) pod
predpostavkom da je bar jedan od ova dva skupa konacan. Ukoliko su oba skupa card([?)
i card(I])) prebrojiva tada su jasno iste kardinalnosti. Sada, na osnovu ovih zakljucaka,
mora postojati bijekcija wy : 17 — I} Konacno, definisemo bijekciju W : Iy — I, takvu

da je
. Q®), ielf,
(i) = {Qo(z), ieit
)

Formiramo sada permutaciju P € P(¢'(I)) kojoj odgovara bijekcija ¥ to jest vazi
Pe; = ey(j), za svako j € I. Fiksiramo f =} f(j)e; € (*(I). Kako je

jel

Pf = f(iewi) = Y, F(U (k))ex,

jel kel

stoga je

= S O R Ker e = [(U73)).

kel
Ako je i € I}, tada postoji m € I za koje je i € I;" 1 W™'(i) = w, ' (i) € I} < I} . Stoga je

9(i) = F(U (i) = PAG), Vie .
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4.2. Slaba supermajorizacija

Slicno, ako je i € I, sledi da je W='(i) = €'(i) € I9. Dakle, Pf = g.
Kako za inverz Q permutacije P vazi Q = Pt e P((*(I)) € DSPS(¢}(I)), sledi da je
Pf=giQg=f,tj. sledi g <" fif <" g, dakle, suprotan smer je ocigledan. O

Posledica 4.2.14. Slaba supermajorizaciona relacija "<"* “ iz Definicije 4.1.8, kada je
p € [1,00), je refleksivna i tranzitivna relacija tj. <" “ je pre-uredenje. Specijalno,
kada je p = 1, ukoliko poistovetimo sve funkcije koje se razlikuju do na permutaciju, tada
moZemo posmatrati relaciju "<"* “ kao parcijalno uredenje na prostoru ¢*(I).

Dokaz. Kako je jedini¢ni operator Z dvostruko superstohasticki, stoga za svako f € ¢1(I)*,
izraz f = Zf povlaci f <™® f, pa je "<"*“ refleksivna relacija.

Tranzitivnost sledi na osnovu Teoreme 4.1.11. Ako je f; <“® fo i fo <™ f3 tada
postoje operatori Dy, Dy € DSPS(X(I)) za koje je fi = Difs, fo = Dofs pa vazi f =
D1 D, fs. Kako je skup DSPS(¢!(I)) zatvoren za kompoziciju, to je fi <“* fs.

Iz Teoreme 4.2.13 se vidi da ukoliko poistovetimo sve funkcije koje se razlikuju do na
permutaciju, relacija slabe supermajorizacije ” <"*“ je antisimetri¢na relacija. O

Sada, na osnovu dokazane Teoreme 4.2.13 lako je dokazati slede¢u posledicu koja se
pokalapa sa Teoremom 1.2.12; za slucaj p = 1.

Posledica 4.2.15. Za dve funkcije f, g € (*(I) sledeéi uslovi su ekvivalentni:

1) f<gig=</f;

2) Postoji permutacija P € P((*(I)) tako da je f = Pg.
Dokaz. Ocigledno, relacija f < g povlaci relaciju f <"* ¢, a osnovu Teoreme 4.2.13
dobijamo da f < g i g < f povladi egzistenciju permutacije P € P(¢!(I)) za koju je

f = Pg, na osnovu prethodne teoreme.
Obrnuti smer je ocigledan. O]

Ovu sekciju zavrsavamo sa rezultatima koji daju blisku vezu izmedu slabe superma-
jorizacione relacije i konveksne ili konkavne monotone funkcije. Funkcija ¢ : D — R,
D < R je Rf-subhomogena ( R*-superhomogena) ako je

o(Az) < Ap(x), (p(Ax) = Ap(z)), YreD, VAeR".
Definisa¢emo realan broj M (D) > 1 kao u (4.14) na sledeéi nacin:
M(D) := max{[ D[y, | D]} (4.37)

Teorema 4.2.16. Neka jep € [1,0) i neka je ¢ : [0,00) —> [0, 0) neprekidna konveksna
funkcija za koju je p(0) = 0. Za dve funkcije f,g e ¢P(I)*,

1) ako je f <" g, tada je 2 o(f(i)) < 2 9(M(D1)g(i)), gde je f = Dig, za neki
el el

operator D1 € DSPS(¢P(I)).
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2) ako je f <" g ig <" f, tada je
3¢ (37p®) < DU < T elDg
el el jel

gde je f = D1g, g = Dof, za neke operatore Dy, Dy € DSPS(¢P(I)).

3) ako je f <Y g i g <" f tada ako je ¢ RY-superhomogena ili R -subhomogena
funkcija sledi

Zs& < D o(f(i) < M(Dy) ), elg(i)

zeI i€l 1€l
gde je f = D1g, g = Dof, za neke operatore Dy, Dy € DSPS(¢P(I)).

Dokaz. Ako funkcije f i g imaju reprezentacije f = >} f(j)e; i g = > g(j)e;, tada je
jel jel

J() = Dig(i) = 2,90} Drej e, 9(i) = Daf (i) = 35 F(7){Daey, e0)

Vi € I. Fiksirajmo

ri(Dq) =1 Z<D1€j, €i),

]GI

pri ¢cemu mora da vazi 0 < r;(D;) < 1. Sada, na osnovu konveksnosti funkcije ¢ i uslova
©(0) = 0 sledi na osnovu Jensenove nejednakosti

o(f <ZM D)g <IJ\)41(€§S> +0'7“z‘(D1)>

< Te (il ol3)) s
Dalje je
DA < B3l ) T
= Z;sf)(M( ZI:<D1€”€Z
< %W(Dogu ZE (139

dakle 1) je pokazano. Stavise,

© (M(ng)g(l)) = (Zf <D26376z> +0- ri(D2)>

Jel

< Z(p <D263752>

jel
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Na slican nacin kao u (4.38), zaklju¢ujemo da je

Z@( ) 2,ef(

el jel

Nejednakosti 3) slede iz stavke 2) na osnovu R*-subhomogenosti ili R*-superhomogenosti
funkcije . Naime, ako je funkcija ¢ R*-superhomogena(subhomogena) tada leva(desna)
nejednakost slede direktno iz definicije ovih pojmova i stavke 2). Ako zamenimo mesta
funkcijama f i g tada desna(leva) nejednakost sledi na slican nacin.

O

Teorema 4.2.17. Neka jep € [1,0) i neka je ¢ : [0,00) —> (—0, 0] neprekidna konkavna
funkcija za koju je p(0) = 0. Za dve funkcije f,g e P(I)*,

1) ako je f <™ g tada je Y, (f(i)) = >, @(M(D1)g(i)), gde je f = Dig, za neki

iel iel

operator D1 € DSPS(¢P(I)).

2) ako je f <% g ig <" f tada je

Zw< ) Sa(f(@) = Y (M(D

el el jel

gde je f = D1g, g = Dof, za neke operatore Dy, Dy € DSPS((P(I)).

3) ako je f <¥S g ig <" f tada, ako je v jos§ i RT -superhomogena ili R -subhomogena
tada je

Zso > o(f(i) = M(D1) ) elg(i)

zeI 1€l 1€l
gde je f = D1g, g = Dof, za neke operatore Dy, Dy € DSPS((P(I)).

Dokaz. Naka vazi relacija f <™ g. Postoji familija D € DSPS(KP( ) za koju je f = Dg.
Ako funkcija f ima reprezentaciju f = Y f(j)e;, tada je f(i) = Dg(i) = >, g(5){Dej, €;).

gel gel
Stavise,

p(f(i) = @(Zg(j)<D€j,ei>>

jel

- (Z M(D <Degl’)€)’> +0- m(D))

jel

<Demez>
> 2e(M ) 3(D)

jel
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Stoga je

Sl > ;;W(D)g(m%
NIy S
> o(M(D)g(5))

jel

V

Ostatak dokaza je slican sa dokazom Teoreme 4.2.16.
O

Ukoliko posmatramo klasu svih pozitivnih konveksnih funkcija ¢, tada se Lema 1.2.8
i [13, Posledica 3.3.] mogu posmatrati kao posledice Teoreme 4.2.16 za pozitivne funkcije
P(I)*, jer za dvostruko stohasticki operator D, imamo da je M (D) = 1. Jasno, u tom
slucaju je (D) = r;(D1) = 0, i zbog poga, mozemo izostaviti uslov ¢(0) = 0. Pomenute
¢injenice su prikazane u sledec¢oj posledici.

Posledica 4.2.18. Neka je p € [1,00) i pretpostavimo da je ¢ : [0,00) —> [0, 0)
neprekidna konveksna funkcija i neka je ¢ : [0,00) —> (—00,0] neprekidna konkavna
funkcija. Za dve funkcije f,g e P(I)*,

1) Ako je f < g, tada je X, o(f(i)) < X ¢(g(i)),

el iel
2) Ako je f < g, tada je Z;w(f(i)) > Z;tb(g(i)),

3) Ako je f < g ig< f, tada je

2elf@) =Y e (9(d) @ Dw(fD) =), (9().

el el el el

4.3 Linearna ocuvanja slabe supermajorizacije, kada
je I beskonacan skup

Cilj ove sekcije je da se pronade oblik proizvoljnog linearnog ocuvanja slabe super-
majorizacije na na diskretnom Lebegovom prostoru ¢(I)". Po analogiji sa linearnim
ocuvanjima standardne i slabe majorizacione relacije koje su uvedene u prethodnim glava-
ma, prikazujemo definiciju pojama linearnog ocuvanja slabe supermajorizacije na £*(I)".

Definicija 4.3.1. Ogranicen linearan operator T : ¢(*(I) — (*(I) je ocuvanje slabe su-
permagjorizacije na (*(I)*, ako operator T' ¢uva slabu majorizacionu relaciju, to jest vazi
Tf <% Tg, kadgod je f <“¢ g, za dve funkcije f, g € £*(I)". Skup svih linearnih ocuvanja
slabe supermajorizacije na (' (I)" oznacavacemo sa ML*(¢'(I)").

Prvo, da¢emo neke osnovne osobine slabe supermajorizacije i njenih ocuvanja.
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Lema 4.3.2. Neka je A\e R, A\ > 0. Tada:
1) majorizacija f < g povlaci slabu supermagjorizaciju f <"* g;
2) AK € M25(0H(I)Y), za svako K € Mus(LM(1)*);
3) KKy e Mus(M(I)*), za svako Ky, Ky € MY ((H(I)");
4) Ako je K € Ms(((I)*Y), tada je Ke;(i) =0, Vi, je 1.

Dokaz. Stavka 1) je ocigledna.

Neka je K € Mus(¢'(I)*) i neka je A € R, A = 0. Tada f <** g povlaci K f <** Kg,
tj., postoji D € DSPS(¢*(I)) tako da je K f = DKg. Kako je \Kf = A\DKg = D(AKg),
dobija se (AK)f <"* (AK)g, pa sledi AK € Mus(¢'(I)*). Relacija f <"* g povlaci
Ky f <™% Kyg, Sto dalje povlaci KKy f <" K;K,g, dakle sledi K1 K, € Mgf(él(])ﬂ.

Da bismo dokazali stavku 4), pretpostavi¢emo suprotno, neka postoji bar jedan par
i, jo € I tako da za otuvanje K vazi (Kej,,e;,) = Ke; (i) < 0. Kako e;; <"* ej, ne
povlaci Kej;, <“S Key, jer vazi Kej, ¢ ('(I)*, stoga sledi da operator K nije linearno
ocuvanje, Sto nije mogucée. Dakle, stavka 4) je dokazana.

]

Nadalje, slicno kao i u slucaju slabe majorizacije, posmatra¢emo ogranicen linearan
operator Py : (1(I) — ¢*(I) definisan sa

Py(f) := Zf(j)ee(j)a (4.39)

za svaku funkciju f = Y f(j)e; € €*(I), pri cemu je 6 : I — I neka data jedan-jedan
gel
funkcija. Ako je 6 surjekcija, znamo da je P permutacija, i vazi |P| = 1.

Prvi rezultat u ovoj sekciji pokazuje da za dvostruko superstohasticki operator () na
prostoru ¢!(I) i za svaku familiju koju ¢ine operatori P, odredjeni jedan-jedan funkci-
jama 6 koje imaju medusobno disjunktne slike, postoji najmanje jedan dvostruko super-
stohasticki operator D tako da vazi DFy, = Py, (), za svaku funkciju 6. Na osnovu ovog
rezultata, nac¢icemo dovoljne uslove da proizvoljan ogranicen linearan operator na ¢*(I)
bude oc¢uvanje slabe supermajorizacije, kada je I beskonacan skup. U drugom delu bic¢e
pokazano da su zapravo ovi uslovi, potrebni i dovoljni da operator bude linearno o¢uvanje.

Teorema 4.3.3. Neka je dat operator Q € DSPS(¢*(I)). Pretpostavimo da je
O:={0,: 1 =5T1|jely, 0,(I)n0;(I) =, i+j} (4.40)
familija sacinjena od jedan-jedan funkcija na skupu I sa medusobno disjunktnim slikama,

pri cemu je Iy najvise prebrojiv skup. Tada postoji najmanje jedan operator D €
DSPS(¢MI)) tako da vazi PyQ = DPy, V0 € ©.
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Dokaz. Neka je D = {d;; | 7,7 € I} jedna familija definisana sa

<Q€9 )s €o— 1(1)> Z,] € 9([), za neko 0 € @,

b .. 0. i —i
dij - ) 1,7 ¢ 0% ( )7 J z, (441)
0, inace,

pri ¢emu je broj b = 1 proizvoljno izabran.
Familija D zadovoljava uslove (4.4) i (4.9). Preciznije, ako je j € 0(I) proizvoljno
izabran, za neku funkciju 6 € O, tada na osnovu definicije (4.41) se dobija

Dildyl = D ldigl+ D7 |yl

iel i€o(I) iel\0(I)
= Z (Qep—1 supZ lgij| < o0,
1€0(I) Jel er

jer operator ) zadovoljava uslove (4.4) i (4.9). Ako je j € I\ | 0(1) tada je > |d;j| = b >

[4SC) el
1, dakle sledi da vazi
supZ |d;;| < oo
el el
Slicno se moze zakljuciti da je
sup d;i| < oo
T

Dakle, familija D moze biti posmatrana kao ograni¢en linearan operator na prostoru ¢ ()
za svako p € [1, 0], definisan matri¢no sa (4.10), na osnovu Posledice 4.1.7. Na osnovu
stavke (4.41) lako se vidi da vazi

dakle, operator D je superstohasticki po vrstama i kolonama, po Definiciji 4.1.8.
Dokazacemo da je operator D dvostruko superstohasticki. Drugim recima treba
pokazati da postoji dvostruko stohasticki operator D € DS(¢*(I)) takav da je d;; =
<5ej, e, Vi, j € I. Kako je Q € DSPS((*(I)), stoga postoji operator Q € DS((*(I)) za
koji je (Qej, ey = <@ej, ey, Vi, jel.
Slitno kao u prethodnom delu, definisa¢emo familiju D = {Jzy | 4,7 € I} na slededi
nacin:

<Q€g ), €0-1()), 4, € 0(I), zaneko 6 € O,

d. = 17 i,j¢ Jo), j=i, (4.42)
] [4SS)
0, inace.
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Lako se vidi da familija D odreduje dvostruko stohasticki operator na ¢!(I) definisan sa
(4.10), jer ocigledno iz (4.42) vazi

(Viel) Y dy=1i (Vjel) Ydy;=1
gel el

Dalje, ako je i,j € 6(I) za neko 6 € ©, tada na osnovu gornjih definicija (4.41) i (4.42)
sledi

z] = <Qe6’ )s €60-1(3) > <Q60 1(5), €o-1( )> = dij7
1 vazi N

di =b>1=dy,
Y

kada je i ¢ |J 6(I). Dakle, D € DSPS((*(1)).
0O
Pokazacemo da je FPyQQ = DPFy, V8 € ©. Birajuci proizvoljnu funkciju 6 € © za-

kljucujemo da vazi

DPFy(e;) = D(egj)) Z dig(jyer + Z die(j)
€0 (1 1¢0(I)

Na osnovu definicije operatora D, imamo da je dl o) = 0, kada jel ¢ 0(1), pa zakljuéujemo

DPy(e;) Z diogyer = Z (Qej, eg-10))e; = Zer(i)eg(i). (4.43)

led(1 led(I) i€l

Dalje, uz pomo¢ ¢injenice Q(e;) = >, Qe;(i)e; sledi

el

PyQ(e;) ZQGJ )Py(e;) ZQGJ i)eq() (4.44)

el iel

Kombinovanjem (4.43) i (4.44), dobija se DFy(e;) = PyQ(e;), Vj € I. Sada sledi

DFy(f) = DP (Zf(j)%) = <Zf(j)DP9(€j)>

jel Jel

= (Z f(j)PgQ(€])> = P@Q(f)7

gel
za proizvoljno izabranu funkciju f = 3 f(j)e; € £1(I). ]
jel
Ako je f <¥ g, tada je f = Qg, za neki operator Q € DSPS((*(I)) pa sledi Ppf =
PyQg = DP,g, za neki operator D € DSPS(¢*(I)), po Teoremi 4.3.3. Dobija se da vazi
slaba supermajorizacija Pyf <"* Pyg. Dakle, Py € M;"Ts(ﬁl(_f)*). Specijalno se moze
zakljuciti da vazi P(¢*(I))  Mus(¢H(I)").

Teorema 4.3.4. Neka je Iy najvise prebrojiv podskup skupa I. Pretpostavimo da je ©
familija koju c¢ine jedan-jedan funkcije na skupu I sa medusobno disjunktnim slikama,

definisana sa (4.40). Ako je € (1(1y)™, tada je
T =) APy € Mus (1)), (4.45)

Jj€lo
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Dokaz. Operator T' = >} \;Py, je ocigledno linearan na prostoru ¢*(I). Pokaza¢emo da
Jj€lo

je T i ogranicen na (!(I). Kako familija © sadrzi samo funkcije sa disjunktnim slikama,

dobijamo

EDIITIGE VI DIPYES W

jelp i€l jJelp

Sledi da je T ograni¢en operator sa normom |7'|| = |A|. Neka je f <** g. Sledi da
je f = Qg za neki operator Q € DSPS(¢'(I)). Sada, postoji operator D € DSPS(¢'(I))
tako da vazi PyQ) = DP,, za svaku funkciju 6 € ©, na osnovu Teoreme 4.3.3. Na osnovu
linearnosti i neprekidnosti operatora D, sledi

Tf = > NPo(f) = D NP, (Qg) = Y, \DPy(9)

jely jelp Jjelo
= D (Z AiFo; (g)> = D(Ty).
Jelo
Sto povlaci da vazi T'f <“* T'g. O]

Primer 4.3.5. Neka je 1 < m € N i neka je data familija © := {61,60,,...,0,,} koju ¢ine
jedan-jedan funkcije 6, : N — N definisane sa

O,(k) =m* +n, VkeN, n=1,2,...,m.

m

Neka je dat operator T := >’ #Pgn. Na osnovu definicije familije ©, operator T se moze
n=1

predstaviti na sledec¢i nacin:

T
_ - CI N C) G IC)
Tf— O,...,O,f(l),?...’W,O,...,O,f(?)vﬁ...,ﬁ, 07...707 f(3),272...7m,...
m-puta m-puta m2=2m m-puta md—m?=m m-puta

puta puta

Vazi da je T € MY(¢*(N)*), na osnovu Teoreme 4.3.4. Stavise, zaklju¢ujemo da je
operator 7' ogranicen jer je

m o0 1 m 1 0 1 71'2
ITf1 = > D =50 < X, 51 < A1), = = =If
n=1k=1 n n=1 n n=1 n 6

za svako f € (1(I).

Prethodno smo u Teoremi 4.3.4 pokazali da su operatori definisani sa (4.45) linearna
o¢uvanja slabe supermajorizacije na ¢*(I)*. Skup svih operatora definisanih na ovaj nacin
oznacavac¢emo sa A%*(¢'(I)*). Medutim, u narenom primeru bi¢e pokazano da postoje

ocuvanja slabe supermajorizacije koja imaju drugaciji oblik u odnosu na operatore iz
A (01(I)") definisane sa (4.45).
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4.3. Linearna ocuvanja slabe supermajorizacije, kada je I beskonacan skup

Primer 4.3.6. Neka je definisan operator By na sledeéi nacin:

£)=h)> ), Vfel(D). (4.46)

el

pri ¢emu je funkcija h € £*(I)* proizvoljno izabrana. Ocigledno je operator By, linearan i
ogranicen, sa normom | Byl = |A].

Neka vazi f <“$ g, za dve funkcije f,g € ¢*(I)", to jest neka je f = Dg, za neki
operator D € DSPS(¢*(I)). Na osnovu definicije ovog operatora D, znamo da postoji
drugi operator D € DS(f*(I)) takav da je De;(i) = De]( ), pa promenom redosleda
sumiranja se dobija

£ = 250 =35> 9()De;(d)

el el jel
> > 31 9()De;(i) = Y g(5) Y De;(i) = |g]. (4.47)
iel jel jel el

Sada vazi By(f) = h|f| = h|g| = Bn(g). Neka je @ = ¥l > 1 i neka je dat operator
Q :=aZ e DSPS({*(I)), pri cemu sa Z oznacavamo identi¢ni operator. Kako je

QBi(9) = lg|Qh = alg|h = | flh = Bu(f),
stoga je Bu(f) <"* Bu(g), pa sledi B, € Mus(¢H(I)").

Skup svih linearnih ocuvanja slabe supermajorizacije na ¢!(I)" definisanih sa (4.46)
oznacavacemo sa BY(¢'(1)"). Ocigledno je skup Bu*(¢'(I)") konveksan konus, i skup
Aws((H(I)*) (B¢ (1)™) sadrzi samo nula operator. Takode, suma dva operatora iz
dve razlicite klase Aw*(¢*(I)*) i By(£'(I)*) nije linearno ocuvanje u opstem slucaju, sto
je pokazano naredmm primerom.

Primer 4.3.7. Fiksiramo j,k € I tako da je j # k. Neka je operator B, definisan sa
(4.46). Dakle, "kolone* B, e;, j € I operatora B., su medusobno jednake, i zapravo se
poklapaju sa funkcijom ey, pa imamo da je B, (e;) = ek, Vj € I. Neka je data permutacija
Pe P({'(I)) c Avs(£*(I)*) koja zadovoljava uslov

P(ej) = €.
Pokaza¢emo da vazi P + B., ¢ Mu*(¢*(I)"). Jasno, uvek vazi e; <** e;. S druge strane

Je
(P + Bek>(€k) = €; + €L,

pri cemu mora da vazi i # k. Takode je
(P + B, )(ej) = 2ey.
Pokazac¢emo da je

(P + Bek)(ej) = 261€ ‘{(ws € +ep = (P + Bek)(ek).
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Pretpostavimo suprotno, neka postoji operator D € DSPS(¢*(I)) tako da je D(e; +e) =
2¢y,. Sledi De;(k) + Deg(k) = 2. Kako je (2e)(t) = 0, za svako t # k, stoga se dobija

De;(t) = Dey(t) = 0, for every t € I\{k}. (4.48)
Kako je operator D superstohasticki po kolonama, to mora biti

Medutim, iz (4.48) i (4.49) se moze zakljuciti da ne postoji operator D € DS(¢*(I))
takav da je De;(i) = De;(i), Vi, j € I, pa dobijamo kontadikciju sa pretpostavkom, dakle
D ¢ DSPS({'(I)), pa sledi P + By, ¢ Mus(£'(1)*).

Slede¢i rezultat daje dovoljne uslove da suma dva proizvoljno izabrana ogranic¢ena lin-
earna operatora iz dve disjunktne klase A%*(¢'(1)*) i By*(¢*(I)*) bude linearno ocuvanje
slabe supermajorizacije na ¢*(I1)".

Teorema 4.3.8. Ako su dva operatora A € AvS(('(I)*) i B € BY (€' (I)") izabrana tako
da je

Af(iy) = Bf(iy) =0, Viiel,, Yige I, Yfel*(I)", (4.50)
pri ¢emu je Iy, I, c I, [y nIy = & i Iy Iy = I, tada vazi A+ B e MU (C'(I)7).

Dokaz. Neka su A € A% (((I)*) i B e Bus(¢*(I)*) operatori koji zadovoljavaju uslov
teoreme (4.50). Znamo da operator A ima formu

A=Y NPy,

jelo

pri ¢emu je familija © definisana kao u (4.40). Bez gubitka opstosti, pretpostavimo da je
Aj >0, Vj el Sada je

Afia) = D F(@)Aeiliz) = D F(i) Y A Paeilia)

el el jelp
= Zf(l) 2 )‘j€9j(i)<i2>7 Vf € gl([)
el jely

Na osnovu pretpostavke teoreme Af(iy) = 0 sledi da je
eej(i)(zé) = <€9j(’i)7 ei2> = 07 Vie ‘[7 vj € IO; VZ2 € 127

pa je

(U 9]-([)> N =

Jj€lo

Neka je f <¥* g, za neke funkcije f,g € £*(I), tj. neka je f = Qg, za neki operator @ €
DSPS(¢(I)). Znamo da postoji operator D € DSPS({'(I)) za koji vazi Py,Q = DFy,,
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4.3. Linearna ocuvanja slabe supermajorizacije, kada je I beskonacan skup

Vj e Iyi AQ = DA, na osnovu Teoreme 4.3.3. Zapravo, operator D nije jedinstveno
odreden, §to je oc¢igledno na osnovu njegove definicije

<Q€6*1(j)7 69—1(i)>, i,j € 6)(]), za neko 6 e @,

R b7 Za]¢ 017j2i7
dyj = U o)
0, inace,

(videti dokaz Teoreme 4.3.3). Na osnovu stavke (4.47), birajuéi broj b := H%H > 1, dobija
se

BQg = Bf = h), f(j) =bh) g(j) = bBy,

jel jel

za neku funkciju h € £1(I)*. Takode, De; = be;, Vj € I, po definiciji operatora D, pa uz
pomo¢ (4.50) dobijamo

DBf = ) Bf(j)De; = bBf

jel2

for every f e ¢'(I)*. Sada imamo

DA+ B)g = DAg+ DBg= DAg+bBg= AQqg + BQg
= (A+B)Qg=(A+ B)f.

Zakljucujemo da vazi slaba supermajorizacija (A + B)f <“* (A + B)g, dakle A + B €
M (CHI)T).
]

U nastavku ove sekcije je cilj da se pokaze suprotan smer poslednje teoreme, to jest,
da se pokaze da svako linearno oc¢uvanje slabe supermajorizacije na ¢'(I)™ moze biti
predstavljeno kao suma dva operatora pri cemu je jedan iz klase A € A3? (*(I)*") a drugi
iz B € B;‘;f(ﬁl([)ﬂ koja zadovoljavaju uslove (4.50). Za ostvarenje postavljenog cilja,
potrebni su rezultati koji slede u nastavku.

Lema 4.3.9. Neka je T : (*(I) — (*(I) linearno ocuvanje slabe supermagjorizacije na
H(I)*. Pretpostavimo da je skup J konacan podskup skupa I i neka je 6 : J — J data
bijekcija. Za svako u € I postoji v € I tako da vazi

Tep(u) = Tesum(v), Yme J. (4.51)

Dokaz. Neka je card(J) = n € N. Kako je T'e MUs(¢'(I)"), stoga relacije

i

Z Ao, <° Z Am€s(m) 1 Z A Cs(m) <"* Z A,

meJ meJ meJ meJ

povlace

Z amle,, <° Z amT'es(m) 1 Z amT'es(m) <"* Z amTen

medJ meJ medJ meJ
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za svaki vektor a = (G, Qmy,s .-y Qm,) € (RTT)". Sada, na osnovu Teoreme 4.2.13,
funkcije h := > apTen i hs == >, amT'esm) se razlikuju do na permutaciju, to jest vazi
meJ medJ

Z amTen(u {Z amTesomy (k) | k€ Io}
meJ medJ

gde je Iy := [,;; u{rtire I,?a proizvoljno izabrano. Kako je I,:; prebrojiv skup, stoga na
osnovu Leme 3.4.4 se dobija da postoji v € I tako da je (4.51) zadovoljeno. O

Lema 4.3.10. Neka je T : (*(I) — (1) linearno oc¢uvanje slabe supermajorizacije na
(Y(I)", gde je I beskonacan skup. Ako postoje dva razlicita elementa skupa k,l € I za koje
vazi Tex(i) > 0 i Te (i) > 0, za neko i € I, tada je Tey(i) = Te (7).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka je k := Tey(i) > 011 := Tey(i) > 01 vazi k # 1.
Uvodimo skupove

K:={jel|Teyj) =k}, (4.52)

= {je | Tex(y) =1}.
Jasno, skup K < I je neprazan. Kako je Tey, € £*(I)" sledi

card(K) < Wy i card(L) < N,. (4.53)
Neka su proizvoljno izabrani ay,as > 01 m € I\{k,[}. Jasno vazi
arer + ase; <V arer + ase,, 1 arer + ase,, <V° ajer + ase.
Operator T je linearno o¢uvanje, pa sledi
a1 Ter + axTe; < a1Ter + axTe,, 1 a;Ter + axTe,, <“® a1Te; + asTe;.
Na osnovu Teoreme 4.2.13, dobija se
a1Te(i) + asTe(i) € {a1Ter(j) + asTen(y) | € I} .

Kako je gornji skup najvise prebrojiv, jer je Tey, Te,, € (*(I)*, stoga na osnovu Leme
3.4.4 sledi da postoji j € I tako da vazi Tey(i) = Tep(j) = ki Te(i) = Tem(j) = L.
Zakljucujemo da j € K. Kako je m € I proizvoljno izabran i vazi card(l) > card(K), sledi
da postoji neko s € IC i za to s postoji niz (m;),ey razlicitih elemenata m; € I tako da je
Tepm,(s) =1>0, ¥jeN.

Sada, definisemo familiju {®;},en, tako da je svaki skup ®; odreden sa

(I)j = {m17m27...m]‘}7 jEN
Takode, formiramo bijekcije ¢; : ©; U {k} — ®; U {k} na slede¢i nacin:
m;, x =k,

¢J<CL’> = k, r =mj;,
z, x€®;\{m;}.
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Sada, uz pomo¢ Leme 4.3.9 mozemo nadi s; € I tako da vazi

Tem,(s5) = Teg, k) (s5) = Ter(s) = k, (4.54)
Tey(s;5) = Teg,(m;)(55) = Tem,(s) = l, (4.55)
Teu(s;) = Teg,)(s;) = Teu(s) =1, Yz e ®\{m;}. (4.56)

Pretpostavimo da postoje su dva ¢lana niza (s;) koja su jednaka, to jest, neka postoje
razli¢iti prirodni brojevi a,b € N tako da je s, = s,. Bez gubitka opstosti, neka je a < b.
Kako je ¢p(sa) = Sa 1 ¢a(sq) = k, stoga na osnovu (4.54) i (4.56), dobijamo da je

[ =Te,,(sy) = Tes,(s4) = k,

Sto je nemoguce, pa je s, # sy, kadgod je a # b. Kako je s; € £, Vj € N po stavki (4.55),
stoga dobijamo da je £ beskonacan skup, $to je u kontradikciji sa stavkom (4.53). O]

U sledecoj teoremi, dokaza¢emo da ako postoje dva strogo pozitivna elementa u jednoj
”vrsti“ linearnog ocuvanja slabe supermajorizacije na ¢1(I)*, kada je I beskonacan skup,
tada su svi elementi u toj ”vrsti“ medusobno jednaki.

Lema 4.3.11. Neka je T : (*(I) — (1) linearno ocuvanje slabe supermajorizacije na
H(I)*t, gde je I beskonacan skup. Ako postoje dva medusobno razlicita elementa k.l €
I tako da je Tep(i) > 0 i Te(i) > 0, za neko i € I, tada je skup {Te;(i) | j € I}
jednoelementni.

Dokaz. Pre svega lako se moze zakljuciti da ako je Te;(i) > 0, za neko j € I, tada mora
vaziti T'e;(i) = Tex(i) = T'e;(i), na osnovu Leme 4.3.10.
Pretpostavimo suprotno tvrdenju teoreme, neka postoji m € I tako da je Te,, (i) = 0.
Neka je
M:={jel|Tex(j) =Tel(j) =k}

gde je k := Tey(i) = Tey(i). Ocigledno, skup M mora biti kona¢an. Biramo proizvoljno
n € I\{k,l,m} i definiSemo bijekciju

k, x =k,
l, x==I,
On() := n, r=m
m, x=n.

Sada, postoji i,, € I tako da je
Tey(in) = Tes,(m)(in) = Ten(i) =0,

Tek(zn) = Te(;n(k) (Zn> = Tek(@) = ?{;,
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Tel(in) = T@gn(l) (Zn) = T@l(l)

=k
Lako se moze zakljuciti da i,, € M < I. Zbog uslova card(M) < Ny, sledi da postoji s € M
za koje postoji niz razlicitih elemenata (my;);en tako da vazi Ten,,(s) = 0, Vj € N. Slicno
kao u dokazu prethodne teoreme, definisa¢emo bijekcije

b;: @5 U {k, 1} — @5 U {k, 1},

koje odgovaraju skupovima ®; := {my,ma,...m;}, j € N, na slede¢i nacin:

k, x =k,
l, T =m;,
¢i(x) = m; T = l,]

Sada, uz pomo¢ Leme 4.3.9, za svako j € I mozemo pronaci s; € I tako da vazi

Tey(s;j) = Te¢j(k)(sj) = Te(s) = l;:,

Tem,(s;) = Teg,a)(s;5) = Tey(s) =k, (4.57)

Tey(sj) = Teg;m;)(s5) = Tem,(s) =0,

Tey(s;) = Teg,)(55) = Tey(s) =0, Vae ®;\{my}. (4.58)

Ukoliko pretpostavimo da postoje prirodni brojevi a < b za koje je s, = s;, tada
koristeci bijekciju ¢, dobijamo

Tem, (sa) = k, zbog (4.57),
a na osnovu bijekcije ¢, sledi
Tem,(Sqa) = Tep,(sp) =0, na osnovu (4.58),

Sto je u kontradikciji sa uslovom k > 0. Dakle, s, # s, kadgod je a # b. Ukoliko
definisemo skup K kao u (4.52), dobijamo da s; € IC, Vj € I sto povlaci da je skup K
beskonacan, §to je nemoguce na osnovu (4.53).

]

Prikazujemo potrebne i dovoljne uslove da vazi T € A%*(¢*(I)*), u sledecoj teoremi.

Teorema 4.3.12. Neka je A : (Y(I) — (*(I) ogranicen linearan operator, gde je I
beskonacan skup. Tada vazi A € AL*(€'(1)*) ako i samo ako je Ae; <™° Aey i Aej, <*
Ae;, Vk,je I, i za svako i € I postoji najvise jedan element j € I za koji je Ae;(i) > 0.
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Dokaz. Pretpostavimo da je operator A € A%s(¢'(I1)*) definisan sa (4.45). Kako familija
© definisana sa (4.40) sadrzi funkcije sa disjunktnim slikama, stoga ako s ¢ | J (6,(1))

J€lo
tada sledi Py e;(s) = 0, Vj € Iy, dakle Ae;(s) = 0, za svako [ € I. Ako je s € | (6;(1)),
Jelo
tada postoji tacno jedan uredeni par (js,75), gde je js € Iy irs € I, tako da je 0;,(rs) = s
i6j,(rs) # s za svaki uredeni par (js,7s) # (Jo.70). Stoga,

Ae,(s) = ZAngjer(s)

Jj€lo
)\jOngOe,,(s) = )\joegjo(r)(s) =0,

kada je r # ro. Po Teoremi 4.3.4 sledi da je operator A o¢uvanje slabe supermajorizacije,
pa se lako se moze zakljuciti da je drugi deo teoreme ispunjen, to jest medusobna slaba
supermajorizovanost “kolona“ operatora A je oc¢igledna.

Neka je A : (*(I) — (*(I) ograni¢en linearan operator. Ako je A := 0, tada je
A e A;”rs(ﬁl([)ﬂ, ocigledno. Neka je A # 0. Sledi da postoje elementi k,I € I tako
da je Ae(l) > 0, sto dalje implicira Ae; # 0 za svako j € I, na osnovu pretpostavke
teoreme da su ”"kolone“ operatora A medusobno slabo supermajorizovane, pa se razlikuju
do na permutaciju, po Teoremi 4.2.13. Preciznije, postoje permutacije P; € P(¢*(I)) i
odgovarajuce bijekcije w; : I — I tako da je

P;Aey, = Ae;j,

za svako j € .

Definisemo familiju © koju ¢ine funkcije 6;, j € Iy definisane sa 6;(i) = w;(j), Vi € 1,
to jest,

©:={0;:1—1]jely},

gde je Iy := I:{ek, najviSe prebrojiv skup. Jasno je da su funkcije 6; jedan-jedan. Da bi
pokazali da funkcije 0; imaju sa medusobno disjunktne slike ;(I), pretpostavimo suprotno
da za neke a,b € Iy, a # b postoje ja, jp € I tako da je ig := 0,(ja) = 0,(jp), Sto povlaci
wj, (a) = wj, (b). Kako je a,be Iy, , toje Aex(a) > 01 Aex(b) > 0. Takode,

Aeja (ZO) = <A€ja7 ewja(a)> = <A€ja7 Pja€a> = <‘P];1Aeja7 6a> = Aek<a> > 0
Sli¢no,
Aejb (7/0) = Aek(b) > O,

Sto je u kontradiciji sa pretpostavkom teoreme.
Dokazac¢emo da operator A ima formu (4.45). Ukoliko definicemo \; := Ae (i), Vi € I,

i fiksiramo g = 3’ g(j)e; € £1(I)*, tada dobijamo
jel

Ag = Y g(i)Ae; = > g(j)P;Aey

gel el

- 3000 (3 utore
gel i€lp

= >190) X New,iy = D, 900) D Aeo)- (4.59)
jel ielp jel ielp
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Dalje,

P, (g9) = Zg(j)Peiej = > gli)eoi: (4.60)

na osnovu (4.39).
S druge strane, postoji konacan skup Jy < [ tako da za svaki konacan skup Iy o Jy,

vazl
Z )\j < €,
jelo\o

gde je e > 0 proizvoljno izabrano, pa kombinacijom stavki (4.59) i (4.60), dobijamo

Ag— > \iPy(g) 19G) ) Nen

iely Jel ielo\fo

= Z Z 9N

jEI Z'Elo\fo

lgl >3 A < elgl,

ieIo\lo

pa zakljucujemo da operator A ima formu A = >, \;Py,.
iEIQ

]

Primer 4.3.13. Neka je k£ € N\{1} i pretpostavimo da su 6,6, : N — N jedan-jedan
funkcije definisane sa '
01(j) = kj i 0x(j) = k', VjeN,

i neka je data funkcija F/(f) := Py, (f) + Py, (f)-
Sada je Py, (ex) = ep, (k) = ex2 1 Py, (e2) = eg,(2) = ex2, pa sledi

F(eg)(k?) = (F(e2), ex2) = {ear, + ep2, ex2) = 1,

F(er)(k*) = (F(eg), ex2) = {epz + epr, ep2) = 1.

Neka je i € N\{2,k}. Lako se vidi da je 61(e;) # k* i Oi(e;) # k*, pa imamo da je
(F(e;), ex2) = 0, 5to povlaci F' ¢ Av*(¢*(I)*), po Teoremi 4.3.12.

Prethodni primer pokazuje da skup A%*(£'(1)*) nije ni vektorski prostor a ni konvek-
san konus, pa isto vazi i za skup svih ocuvanja M2*(¢*(I)").

Sada mozemo pre¢i na dokaz najavljenog rezultata. Naime, proizvoljno izabrano
ocuvanje slabe supermajorizacije moze se predstaviti kao suma dva jedinstveno izabrana
operatora definisana sa (4.45) i (4.46).

Teorema 4.3.14. Neka je I beskonacan skup. Ako je T € M;,”ﬁ(ﬁl([)*) tada postoje
jedinstveni operatori A € A% (('(1)*) i B e BYs(('(1)*) tako da vazi dekompozicija T =
A+ B. Stavise, operatori A i B zadovoljavaju uslov (4.50).
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Dokaz. Neka je T'e Mws(£(I)*). Definisemo dva skupa Iy, I < I tako da skup I; sadrzi
sve i € I za koje je (T'ej,e;» > 0 za najvise jedno j € I, i Iy := I\I;. Drugim re¢ima, na
osnovu Leme 4.3.11 dobija se da skup I, sadrzi sve k € I za koje su vrednosti T'e;(k) > 0
medusobno jednake, za svako j € I.

Sada ¢emo definisati operatore A, B : ¢*(I) — (*(I) sa

Af(i) = {TJ(;@ zig
1
Bf(i) = {T{)@ el

Ovako definisani operatori A i B su linearni i ograniceni i o¢igeldno vazi A+ B = T.

Sada ¢emo pokazati da ovi operatori pripadaju razlicitim klasama, tj. A € A2*(¢*(I)*)
i BeBys(H(I)*).

Pretpostavimo da je I, = ¢J. Sledi da ne postoji ¢ € I tako da je

Tejl (Z) >0 i T€j2(i) > 0,
za neke ji, jo € I, a s obzirom da za ocuvanje uvek vazi
Ae; <" Aey, i Aey, <" Aej, Vi kel

na osnovu Teoreme 4.3.12 se dobija da A € A%*(¢*(I)"). Jasno jeda B = 0 € By (£'(I)*).

Neka su sada Iy, Iy # . DefiniSemo skupove

[ilpem = {j € I;Em | Ten(j) = maz{Te,(r) | re I;Em}}

k—1
Ife,, = {j € Iz, | Ten(j) = max {Tem(r) jrelf, \UJ f%em}}

i=1

kada je k > 2. Fiksirajmo proizvoljna dva elementa m,n € I. Kako je T € M;f’s(él(f)*),

)
stoga vazi Te,, <" Te, i Te, <“* Te,,, pa na osnovu Teoreme 4.2.13 funkcije Te,

i Te,, se razlikiju do na permutaciju, to jest, postoji permutacija P € P(¢'(I)) i njoj
odgovarajuca bijekcija w : I — [ tako da vazi

(Tep,e;) = Ten,eq4)), Viel.

Kako je
card(1f,, ) = card(I}, ) i card(I}, ) = card(I}, ), VkeN,

stoga se lako moze zakljuciti da je bijekcija w odredena bijekcijama

. 0 0 : 0
wo . [Tem — [T€n7 1f [TEm # @
k k : k
Wk . [T(i"L e IT€7L7 lf IT(im # @7 k € N,

na slededi nacin (videti dokaz Teoreme 4.2.13)

N wk(i), Z'E[éiem,
w(i) = {wo(i), ield, .
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Kao §to znamo, za svako i € I, vazi Te,, (i) = Te,(i), pa sledi
card(I§, \I5) = card(I}, \I,), VkeN,
pa mozemo definisati bijekcije
@ Ifo \Io — I}, \Ib, akoje If, \I» # &, keN,
na sledeci nacin:
Wi (i) = wi(i), Vie If, \L.
Formiramo bijekciju
w:Il—1

definisanu sa
(:Jk(l), 1€ [éiem\fg,
@(i) == wol(i), i€l ,
i, 1€ Is.

Sada sledi da permutacija P e P({*(I)) kojoj odgovara bijekcija &, definisana sa Pe; =
exi), Vi € I zadovoljava uslove PAe,, = Ae,. To povlaci Ae,, <** Ae, i Ae, <*° Ae,,,
Vm,n e I, pasledi A e A2*(¢*(I)*) na osnovu Teoreme 4.3.12.

Da bi pokazali da vazi B € By*(¢'(I)"), prvo mozemo uociti da je

Bew = Y Bew(i)e; = >, Bew(i)ei + > Bew(i)e;

iel i€l i€la
= Z Bey(i)e; = ZBen(i)ei = Be,, (4.61)
i€ls iel

za proizvoljne m,n € I. Na osnovu (4.61) mozemo definisati funkciju h := Be,., za neko
r € I, i zakljuciti da vazi

o~ (510m) (510 m

Jel jel

na osnovu stavke (4.61), dakle sledi B € By (¢'(I)*).

Ako je Iy = &, tada na osnovu stavki (4.61) i (4.62) kada je I, = I, dobice se
B=TeBu("(I)")i A=0e Aw('(I1)*).

Pretpostavimo da postoji jos jedan par operatora Ai, By za koji vazi T = A, + By,
gde su Ay € AWS((M(1)*) i By e BL(€'(1)"). Sledi

A—A =B, - B.

Za operatore B i By znamo da Be,, = Be, i Bye,, = Bie,, Ym,n € I. S druge strane,
uz pomo¢ Teoreme 4.3.12, kako za svako ¢ € I postoji najvise jedno s € I za koje je
Aeg(i) > 0, stoga za svako i € I postoji najmanje jedan element j, € [ za koji vazi
Ae;j (i) = Aqej, (i) = 0. Na osnovu ovih argumenata dobija se

0= (A—Aye;, (i) = (BL — B)ej, (i) = (Br — Be(i), Vjel,
dakle vazi A = A, i B = B;.
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4.3. Linearna ocuvanja slabe supermajorizacije, kada je I beskonacan skup

Sada je jasno zaSto suma dva operatora B, i P iz Primera 4.3.7, pri ¢emu P zado-
voljava P(e;) = eg, nije linearno ocuvanje slabe supermajorizacije. Preciznije, za dato k
sledi P(ej)(k) = 1 = Be,ej(k) sto implicira da posmatrana suma ne moze biti linearno
ocuvanje slabe supermajorizacije na ¢'(I), po prethodnoj teoremi.

Svi prethodni rezultati iz ove sekcije se mogu prikazati u okviru jedne teoreme, koja
je data u nastavku.

Teorema 4.3.15. Neka je T : (1(I) — ((I) ograniéen linearan operator, pri cemu je I
beskonacan skup. Sledece stavke su ekvivalentne:

1) T e Mus(LH(I)*);

2) Postoje operatori A € Aws(('(I)*) i B € Bp*((*(I)*) i postoje disjunktni skupovi
I, I, c I za koje je Iy v Iy = I, tako da vazi dekompozicija T = A+ B pri cemu su
operatori A, B odredeni tako da je

Af(?,g) = Bf(l1> = O, V’ll S Ila VZQ S IQ, Vf S gl([>+7
3) Postoji najvise prebrojiv skup Iy < I i postoji familija
©:=1{0,:1—51I|jel, 6:(I)n6;(I) =D, i+ j}
kogu ¢ine jedan-jedan funkcije sa medusobno disjunktnim slikama 0; € ©, Vj € Iy, ¢
postoji funkcija (A\;)jer, € 0*(Io)", tako da vazi dekompozicija
T = > APy, + By,
Jjelo
gde je Br(f) :==h > f(i), za neku funkciju h € (*(I)* za koju je h(i) = 0, za svako
iEIo
i€ b;(I)iza svako j € Iy;
4) Te; < Tey, i Tep, <* Te;, Vk,je I, i za svako i € 1, ili postoji tacno jedno j € I
za koje je Tej(i) > 0, ili je skup {Te;(i) | j € I} jednoelementni.
Dokaz. Implikacije 1) — 4) — 2) vaze na osnovu Leme 4.3.11 i Teoreme 4.3.14. Takode,

stavka 2) povlaci 1) na osnovu Teoreme 4.3.8. Stavke 3) i 4) su ekvivalentne po Teoremi
4.3.12. [

Linearna ocuvanja standardne majorizacije, slabe majorizacije i slabe supermajorizacije
na ¢*(I)* imaju istu formu, tj. pokalapaju se, ukoliko posmatramo samo pozitivne oper-
atore.

Posledica 4.3.16. Neka je I beskonacan skup. Pretpostavimo da je T : £1(I) — (1(I)
pozitivan ogranicen linearan operator. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

1) T je linearno oc¢uvanje majorizacione relacije (<);
2) T je linearno ocuvange slabe majorizacione relacije (<.,);

3) T je linearno ocuvange slabe supermajorizacione relacije (<"2).

Dokaz. Stavka 2) je ekvivalentna sa 3) na osnovu Teoreme 3.4.11 i Teoreme 4.3.15. Stavke

1) i 2) su ekvivalentne na osnovu Posledice 3.4.12.
[
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Slaba supermajorizacija i dvostruko superstohasticki operatori na ¢7(I)

4.4 Zatvorenost skupa linearnih ocuvanja slabe su-
permajorizacije

U uvodnom delu, u Teoremi 1.1.25 je prikazan oblik proizvoljne pozitivne matrice
koja ¢uva slabu supermajorizacionu relaciju na (R™)*. U ovoj sekciji bi¢e razmatrana
topoloska struktura skupa svih linearnih ocuvanja slabe supermajorizacije na ¢!(I)", pri
¢emu je [ proizvoljno izabran, to jest bi¢e pokazano da je ovaj skup zatvoren za op-
eratorsku normu. Ova osobina ¢e pre svega biti dokazana na prostoru R”, Sto ¢e biti
iskoris¢eno za dokazivanje zatvorenosti skupa svih o¢uvanja na prostoru ¢'(I)* kada je
I konacan skup, s obzirom da je u tom slucaju prostor ¢!(I)* kona¢no-dimenzionalan.
Kada je I beskonacan skup, zatvorenost ovog skupa bi¢e dokazana drugacijim metodama
predstavljenim u Teoremama 4.4.3 i 4.4.4.

U skladu sa Definicijom 4.3.1 slabe supermajorizacione relacije koju posmatramo u
ovoj glavi, moze se videti da je ova relacija definisana isklju¢ivo na pozitivnim funkcijama
¢iji skup obelezavamo sa ¢*(I)*. Direktna posledica ove €injenice je da i linearna otuvanja
ove relacije moraju biti pozitivna, to jest mora biti T'e;(i) > 0, Vi, j € I, kada je I konacan
ali i kada je I beskonacan skup. Zaista, ukoliko pretpostavimo da vazi Te;(i) < 0, za
neke i, j € I, dobijamo da je Te; ¢ (1(I)", tj. Te; £“* Te;, pa operator T ne moze biti
linearno o¢uvanje slabe supermajorizacije.

Teorema 4.4.1. Skup M*((R")*) je zatvoren po normi podskup skupa svih ogranicenih
linearnth operatora na R™.

Dokaz. Neka je (Ty)ren niz operatora Ty, € Mp*((R")*)), koji konvergiraja po normi ka
ograni¢enom linearnom operatoru 7" : R™ — R". Za fiksirane vektore z,y € (R™)" koji se
razlikuju do na permutaciju (r <“* y i y <** x) sledi

Tkﬂj‘ <" Tky 1 Tk’y <" Tkl’,
za svako k € N. Zakljucujemo da postoje permutacije P, € P(R") tako da je
Tyx = PyTy,

na osnovu Teoreme 4.2.13. Skup svih permutacija P(R™) je zatvoren za normu, ali i
ogranicen, pa sledi da je kompaktan skup. Zaista, kako je norma permutacije jednaka 1,
sledi da je skup P(R™) sadrzan u jedini¢noj kugli, pa zakljucujemo da je ogranicen. Kako
je skup P(R") konacan, on je i zatvoren, §to je ocigledno. Sada, postoji podniz (Fy;)jen,
i postoji neka permutacija P € P(R") tako da je Jh_}rg) Py, = P. Stavise,

Tkjl' = ijTkjy, V] e N.
Prelazeci na grani¢nu vrednost, sledi
Tx = lim Ty,x = lim P Tyy = PTy.
j—0 j—0

Drugim rec¢ima vazi Tx < Ty i Ty < Tx. Na osnovu Teoreme 1.1.22, dobijamo da je
operator T' ocuvanje slabe supermajorizacije na (R")*. O
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Teorema 4.4.2. Neka je I konacan skup. Skup M2 (((I)*) je zatvoren po normi pod-
skup skupa svih ogranicenih linearnih operatora na (*(I).

Dokaz. Neka je card(I) = n € N. Kako je prostor £!(I) konaéno-dimenzionalan, to postoji
prirodni izomorfizam ® : (¢1(I),[-]1) — (R™, |-|1), gde je kako znamo norma |-||; odredena

n

sa |lz|1 = > |xjl, za svako x € R, x = (x1,29,...,x,). Jasno, prirodni izomorfizam ® je
j=1

linearno (jako) ocuvanje slabe majorizacije, tj. vazi

f <" g akoisamo ako ®f <" dg (4.63)

za sve f,g e (1(I)". Isto vazi i za &~ 1.

Pretpostavimo da vazi f <“$ g, za neke dve funkcije f,g € *(I)*. Neka je (Tk)ren
niz operatora T}, € M%*(¢'(I1)*), koji konvergira po normi ka ograni¢enom linearnom
operatoru T' : (1(I) — (*(I). Jasno, T},f <“* Trg i ®T}f <" ®Tg, Yk € N, na osnovu
(4.63). Dalje, postoje vektori z,y € (R")* tako da f = &'z, g = &1y, pa je

OT,d 'z < dT,d 'y, VkeN.
Kako smo dobili da je Ty := ®T,d! e MP((R™)F), sledi da za granicni operator vazi

T:= lim 0T~ = @7 € MY ((R")T)

k—o0
po Teoremi 4.4.1. Slicno, mozemo zakljuéiti da vazi T = ®1T'P e MES(EN(I)7T). O

U narednom delu se okre¢emo dokazivanju zatvorenosti skupa linearnih o¢uvanja kada
je skup I beskonacan.

Teorema 4.4.3. Neka je I beskonacan skup, i neka su (u;)ien @ (Vi)ien dva pozitivna
konvergentna niza funkcija u;,v; € (1(I)*, tako da je

limwu;, =ue ()" i limv; =ve ()",
1—00 =0

Ako vazi u; <" vy i v; < wy;, Vi € N, tada postogi parcijalna permutacija P € pP(( (1))
za skupove I7 i 17, takva da je
v = Pu.

Dodatno, ako je
w;(j)vi(j) =0, VieN, Vjel,

tada postoji permutacija Q € P((*(I)) takva da je

v = Qu.

Dokaz. Jasno je da uvek postoji strogo opadajuéi niz pozitivnih realnih brojeva (z;)ien,
koji konvergira ka nuli i zadovoljava uslov

zr ¢ u(l) vo(l).
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Prvi ¢lan g se moze izabrati tako da bude veéi od ¢lanova oba niza. Definisatemo
medusobno disjunktne podskupove skupa I, ¢ija je unija ceo skup I, na sledeé¢i nacin:

[IZL = {k € Lj | T < U(/{I) < 513'1'71}, 1€ N.

Na sli¢an nacin definiSemo i skupove I?, i € N. Svi gore definisani podskupovi su konaéni.
Stoga, za fiksirano ig € I, imamo da je

u(k) € (viy + A, xi9—1 — A) < (Tig, Tig—1),

za svako k € I®, ineko A > 0. S druge strane, koriste¢i grani¢nu funkciju u, dobijamo da
postoji ny € N tako da je

u(f) = un ()] < Ju—ual < A, ¥ >ny, VjeILp.
Za svako k € I sledi
un(k) € (U(k) - A7u(k> + A) . (xiovxio—l)v

Sto povlaci da k € I | stoga za svako n > ny vazi I?® < [ . S obzirom da su skupovi I’
n n
konaéni, na slican nacin zakljucujemo

0

U u(I)) |~ (ziy — 8,31 + 8) = . (4.64)

j=1
J#i0
za neko s > 0. Dalje, za tako odredeno s, postoji prirodan broj ns tako da za grani¢nu
funkciju u vazi u,(j) € (u(j) — s,u(j) + s), Vj € I} , kadgod n > ny. Na osnovu stavke
(4.64) vazi

0

U un(li) N (xio’xio—1> =J.

j=1
J#ig

kadgod je n > no, to nas vodi ka zakljucku da ako je k € (1) tada je k ¢ J7-1 I, to
) J#ig
jest k e I'°. Konacno, sledi

I =T, (4.65)
za svako n > nz := max{ni,ns}. Na slican na¢in moze se izvesti zakljucak da postoji
prirodan broj n4 tako da

Lp =1, (4.66)

kadgod n > ny4, dakle postoji ng tako da za svako n > ny dobijamo da obe stavke (4.65) i
(4.66) su zadovoljene.
Pretpostavimo da postoje ki € I i ky € I tako da u(k;) # v(ks). Neka je

B :=min{|u(j1) — v(j2)| : j1 € I.°, jo € I*, u(j1) # v(j2)}- (4.67)
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Za posmatrano B > 0 postoji prirodan broj ns > ng tako da za svako m > ns sledi
um(j) —u()| < B/2 1 |ow(j) —v(j)| < B/2, Vjel.
Postoji bijekcija w,, : I — I tako da vazi

U (k) = V(Wi (K)) € (24, Tig—1), Vhke IO =T,

po Teoremi 4.2.13, jer je wy, <% Uy 1 vy <"% wy,. Takode, wy,(k) € 12 = I, Dalje,
slucaj kada je k = w,,'(j) ¢ I za neko j € I'° = I'° nije mogué, zato Sto bi sledilo
Um (k) & (i, Tig—1), tj. Um(k) # vy (wim(k)), Sto bi bila kontradikcija. Dakle, na osnovu
stavki (4.65) i (4.66) dobijamo da funkija

Wiy [0 — I (4.68)

definisana sa w;,(j) = wn(j), Vi € I je bijekcija. Sada za svako j € I kako je
Um(J) = vm(wm(J)), sledi da je
u(j) = vlwn ()] < [ul) = um(G)] + [vm(wn()) = v(wn())] < B,
pa je
u(j) = vlwm(4)) = v(wiy(5)), Vjely,

po definiciji pozitivnog broja B.

Trivijalno je zakljuciti da se moze definisati bijekcija (4.68), ukoliko pretpostavimo da
vazi u(k) = v(j) za svako k € I'® i svako j € I".

Prethodno razmatranje je tacno za svako ig € N, jer je ono proizvoljno izabrano. Neka
je 6 : I — I} funkcija definisana sa

§(j) == wi(j), Vjel’, ieN.

Isticemo da medusobno disjunktni skupovi I, zadovoljavaju | J,. I = I}, pa je funkcija
d bijekcija za koju je u(j) = v(4(y)), Vj € [jf. Sledi da postoji parcijalna permutacija

P e pP({*(I)) za skupove L7 i It, odredena bijekcijom § za koju vazi
v = Pu.

Da bismo dokazali drugi deo teoreme, pretpostavimo da postoji j € I tako da u(j)v(j) > 0.
Sledi da postoji m € N tako da je zadovoljeno uy,(7)v,(j) > 0 Sto nije mogucée na osnovu
pretpostavke. Dakle, I n I,F = 0. Neka je

2 ={iel|u@)=0 A v(i) =0}

Kakoje [ = IJ Il =TIFoI uIfil=1IFul)=1IruI% Ul definisanjem bijekcije
A:l—1sa
6(i), delf
A= i? S [Sv
510), iely,
zakljucujemo da je v = Qu, pri cemu permutacija Q € P(¢*(I)) odgovara bijekciji A.
O
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Teorema 4.4.4. Neka je I beskonacan skup. Skup MYs((*(I)") je zatvoren po mormi

pr
podskup skupa svih ogranic¢enih linearnih operatora na (*(I).

Dokaz. Znamo da relacije e, <% e; i e; <"* ¢, uvek povlace relacije

Tiep <" Tie; 1 Tie; <" Tiey,
pri cemu niz (7;)ien, Tp € M (¢*(I)*) konvergira po normi ka ograni¢enom linearnom
operatoru T : (*(I) — (*(I). Za svaka dva elementa iy, jo € I imamo

|E6j0(i0> - Tejo(i0)| < 2 |Ti€jo(k) - Tejo(k:” < ”Tiejo - Tejo” — 0,
kel

kada 7 — oo0. Sledi

lim Tie;(k) = Te;j(k), Vi, kel. (4.69)

1—00

Lako se vidi da se funkcije T'e; i Te; razlikuju do na parcijalnu permutaciju P €
pP(¢*(I)) kojoj odgovara bijekcija ¢ : I;fek — I;fej, dakle vazi

Tey(i) = Te;(8(i)), Vie I, (4.70)

po Teoremi 4.4.3.
Pokazac¢emo da za svako ¢ € I, ili postoji tacno jedno j € I za koje je Te;(i) > 0
ili je skup {T'e;(i) | 7 € I} jednoelementni. Ako pretpostavimo da su T'e;(s) i Tex(s)
dva razli¢ita pozitivna broja, na osnovu (4.69) sledi da postoji i € N tako da su Tje;(s) i
Tiex(s) takode pozitivni i razliciti brojevi sto je nemoguée po Teoremi 4.3.15, stavka 4).
Da bismo pokazali da je

Te, <"*Te; i Te; <" Te, Vk,jel, (4.71)

prvo zakljucujemo da vazi jednakost skupova T'ey(1)\{0} = Te;(1)\{0} zbog (4.70). Neka
je c € Ter(1)\{0}, za koje definiSemo skup

If., = {ieI|Tey(i) = c}.
Jasno, card(If,,) = card(If,,). Neka je
I¢:={iel|Te(i) = Te;(i) = c},

i Jf, = I, \I°. Kako znamo da postoje dve mogucnosti kada i € I, , preciznije ili
je i€ I, ili vazi Te;(i) = 0, sledi da je card(J3,,) = card(Jf,,), pa mozemo definisati
bijekcije 0. : Jf,, — Jf,, za svako ¢ € Te;(I)\{0}. Sada, iz Cinjenice (4.70) sledi da
postoji bijekcija A : I — I tako da je

0(1), Ter(i) >0
A =< 0.(i), Tex(i)=0,Te;(i) =c
7, Te, =Te; =0.

Jasno, funkcije T'e;, i T'e; se razlikuju do na permutaciju odredenu bijekcijom A, pa je
stavka (4.71) zadovoljena. Dakle, dobili smo T'e M%5(¢'(1)"), po Teoremi 4.3.15. O
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Glava 5

Zakljucak

U prethodnih desetak godina istrazivanje u oblasti majorizacije usmereno je na uopstenja
postoje¢ih majorizacionih relacija i njihovu primenu, pre svega, u teoriji operatora. U
skladu sa pomenutim naucnim trendom, ovom disertacijom nastavljeno je istrazivanje
u tom smeru. Razmatrana su tri tipa majorizacionih relacija na diskretnim Lebegovim
prostorima funkcija ¢?(I), kada je I proizvoljan skup, a to su:
slaba majorizacija, slaba supermajorizacija i standardna majorizacija. Po uzoru na standa-
rdnu majorizaciju, koja je uopstena uz pomo¢ dvostruko stohastickih operatora u radu
[13], prosireni su pojmovi slabe majorizacije i slabe supermajorizacije na pomenutim
prostorima funkcija. Pre svega uvedeni su pojmovi dvostruko substohastickih i supersto-
hastickih ogranic¢enih linearnih operatora kao uopstenja istoimenih stohastickih matrica i
pokazano je da su ovi operatori zatvoreni za kompoziciju. Dokazana je bliska veza izmedu
svake od posmatrane tri majorizacije i odgovarajuceg stohastickog operatora, tj. predsta-
vljeni su potrebni i dovoljni uslovi da proizvoljan operator bude dvostruko stohasticki,
substohasticki ili superstohasticki.

Uopstene su poznate nejednakosti Vajla i Tomica za rastucu ili opadaju¢u konveksnu
funkciju za dve diskretne Lebegove funkcije koje se nalaze u relaciji slabe majorizacije
ili supermajorizacije. Na osnovu ovih nejednakosti, dokazane su vazne teoreme koje
potvrduju da se slabe majorizacije, po uzoru na standardnu majorizaciju, mogu posma-
trati kao parcijalna uredenja ukoliko se poistovete sve funkcije koje se razlikuju do na
permutaciju za slucaj slabe supermajorizacije, ili do na parcijalnu permutaciju ako je u
pitanju slaba majorizacija.

U proslosti su izuc¢avani razliciti tipovi linearnih ocuvanja u kona¢no-dimenzionalnoj
majorizacionoj teoriji, i oni imaju veoma vaznu ulogu u ovoj oblasti linearne algebre. U
ovoj disertaciji je dat oblik linearnog ocuvanja slabe majorizacione relacije na prostoru
¢P(I) za p € [1,20), kao i slabe supermajorizacione relacije na £!(I). U zavisnosti od toga
da li je I konacan ili beskonacan skup, dokazano je da ova o¢uvanja imaju razlicite forme,
ali se moze rec¢i da one imaju dosta slicnosti. Kada je I beskonacan skup, ocuvanja slabe
majorizacije, po analogiji sa standardnom majorizacijom, se razlikuju za slicajeve p > 1
ip = 1. Takode, kada je p > 1 pozitivha ocuvanja slabe i standardne majorizacije se
poklapaju. StaviSe, na prostoru (*(I) je pokazano da ukoliko pozitivan operator cuva
jednu od tri posmatrane majorizacije, ¢uva i druge dve relacije. Potvrdeno je takode da
je skup svih linearnih ocuvanja slabe majorizacije ili slabe supermajorizacije zatvoren u
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odnosu na operatorsku normu.

Pored pomenutih relacija majorizacije koje su uopstene na prostore funkcija, izvrseno
je prosirenje pojma matricne majorizacije na skup dvostruko stohastickih operatora koji
su definisani na diskretnom Lebegovom prostoru funkcija. Ovakav tip majorizacije defini-
sane na operatorima (a ne na funkcijama ili vektorima) je poznatiji kao multivarijaciona
majorizacija, a uopstenje tog tipa majorizacije sa matrica na operatore se po prvi put
sre¢e u ovom radu.

Na osnovu navedenih rezultata, moze se zakljuciti da sa jedne strane ova disertacija
kompletira zapoceta istrazivanja uopstenih majorizacija i stohastickih operatora na diskre-
tnim Lebegovim prostorima, vrsi uporednu analizu dobijenih rezultata za dve slabe i
jednu standardnu majorizaciju, karakterise linearna ocuvanja ovih relacija i opisuje nji-
hovu topolosku strukturu. Sa druge strane, autor je uveren da disertacija daje kvalitetnu
i sveobuhvatnu osnovu za nova istrazivanja i uopstenja postoje¢ih rezultata u ovoj oblasti,
ali i na generisanje novih korisnih nejednakosti i njihovu dalju primenu u drugim granama
nauke.
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Indeks simbola 1 pojmova

R, 1 Mg (1)), 42
(R™)++, 1, 52 <, 1,13
CS(*(1)), 18 <ws 2,84, 96
CS(eP(I)), 13 <uw, 1, 32
CSPS(er(1)), 78 ~, 6
CsS(er(1)), 26 pP((P(I)), 26
CsS(eP(J, 1)), 26 pP(P(J, 1)), 26
DS(¢*(I)), 1 vt 52
DS(er(1)), 13 Sur-Hornova teorema, iii
DSPS(¢P(I)), 78 . . . .
DsS(¢7(I)), 26 dlskrgtm Lebegovi prostori, iv, 10
DsS(2(J, 1)), 26 dualni ekqunen’F, 11
1,10 dualno uparivanje, 11
Iy}, 35 familija, 14, 30, 45, 72, 97
]}, Iy, 36 funkcija
P(er(1)), 13 konkavna, vi, 4, 87
Py(f), 44, 50 konveksna, v, 4, 33, 87
RS(*(1)), 18 realna, 10
RS((r(1)), 13 subhomogena,superhomogena, 93
RSPS(#(1)), 78 suma funkcije, 10
RsS(¢P(1)), 26 sumabilna, 10
RsS(¢*(J, 1)), 26
13 Kakutanijeva hipoteza, iv, 9, 23
(1), iv, 10 kardinalnost, 12

+
gg{)l , 12 Loranova kriva, iii
R;Zv 6 majorizacija
Aws(£1(1)*), 101 ekvivalenti, vi, 5
Bys(£H(1)*), 101 matri¢na, iv, 9
D, 6 operatorska, iv, 22
g, 6 slaba majorizacija, iv, 1, 32
M, (EH(1)F), 51 slaba supermajorizacija, vi, 2, 84
Mz, (1(I)7), 51 standardna, iii, 1, 13, 19
MEs(EH(I)7F), 96 teorija majorizacije, iii
M, (0X(1)), 14 matrica
M, (¢(1)), 13 dvostruko stohasticka, 3
My (EH(1)T), 50 dvostruko substohasticka, 3
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dvostruko superstohasticka, 3, 71
invertibilna, 5, 22, 23
permutacija, 1

stohasticka po kolonama, 3
stohasticka po vrstama, 3
substohasticka po kolonama, 3
substohasticka po vrstama, 3
superstohasticka po kolonama, 3
superstohasticka po vrstama, 3

ocuvanje, v
standardne majorizacije, 7
linearno, 7
slabe majorizacije, v, 7, 42, 50
slabe supermajorizacije, vii, 7, 9, 96
standardne majorizacije, 13
operator
adjungovan, 12, 75, 76
dvostruko stohasticki, iv, 13, 18
dvostruko substohasticki, iv, 25, 32
dvostruko superstohasticki, vi, 78
invertibilan, 21
linearan, 73
matric¢ni, 30, 74
neogranicen, 72
norma, 13, 28, 30, 63
ogranicen, 73
parcijalna permutacija, 25
permutacija, 13
pozitivan, 12
stohasticki po kolonama, 13, 18
stohasticki po vrstama, 13, 18
substohasticki po kolonama, 25
substohasticki po vrstama, 25
superstohasticki po kolonama, 78
superstohasticki po vrstama, 78

poredak
opadajudi, 1
rastuci, 1, 2
princip transfera, iii

relacija
antisimetri¢na, 6
binarna, 6
ekvivalencije, 6
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refleksivna, 6
simetri¢na, 6
tranzitivna, 6

skup
jednoelementni, 15
konveksan, 18, 31, 83

topologija
slaba, 12, 44
slaba zvezda, 75

uredenje
parcijalno, iv, 6, 17, 22, 40, 93
pre-uredenje, 6, 17, 19, 22, 40, 93
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