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Predgovor

Doktorska disertacija je posvecena resavanju Kosijevog problema odabra-
nih klasa frakcionih diferencijalnih jedna¢ina u okviru Kolomboovih prostora
uopstenih funkcija. S obzirom da se frakcione jednacine sa varijabilnim koefi-
cijentima i nelinearnim delom koji zavisi od reSenja u opstem sluc¢aju resavaju
aproksimativno, najc¢eS¢e primenom raznih numerickih metoda, jedan od razloga
zasto smo frakcione jednacine razmatrali u okviru Kolomboove teorije uopstenih
funkcija jeste namera da se ove jednacine tretiraju koristec¢i operatorski pristup,
odnosno, primenom teorije polugrupa operatora ili opstije, primenom operatora
reSenja kao generalizacije polugrupa operatora i kosinusnih operatora.

Osnovna ideja u disertaciji, na kojoj je bazirano reSavanje odabranih frakci-
onih jednacina, jeste da se prostorno diferencijalni operatori (celobrojnog i frak-
cionog reda) u jednacini zamene sa odgovaraju¢im linearnim ograni¢enim opera-
torima, pod nametnutim uslovima koji impliciraju asociranost resenja polazne
i odgovarajuce aproksimativne jednacine, prethodno pretpostavljajuéi egzisten-
ciju reSenja polaznog problema. Imajuéi u vidu karakterizaciju infinitezimal-
nog generatora uniformno neprekidnih polugrupa operatora, odnosno, operatora
reSenja, u proceduri reSavanja jednacina bilo je neophodno da aproksimativni
diferencijalni operatori budu ogranic¢eni. Transformaciju neogranic¢enih diferen-
cijalnih operatora u ogranicene izvrsili smo primenjujuéi dobro poznat postupak
regularizacije dat preko konvolucije frakcionih izvoda sa mrezom molifajera.

Frakcione parcijalne diferencijalne jednacine predstavljaju deo moderne te-
orije matematicke analize koja modelira razne pojave u akustici, biomedicini,
biomehanici, farmakokinetici, geofizici, geologiji, hidrologiji, mehanici, obradi
slike i signala, populacionoj biologiji, seizmologiji, teoriji viskoelasticnosti, kao
i drugim mnogobrojnim oblastima. Frakcioni ra¢un predstavlja veoma efikasan
alat za opis, analizu, modeliranje i donosenje optimalnih odluka koje se ticu
slozenih dinamickih procesa i sistema. Za mnoge klase problema ispostavlja
se da resenja frakcionih jednacina vise odgovaraju dobijenim eksperimentalnim
podacima, nego resenja klasi¢nih jednacina sa izvodima celobrojnog reda. Frak-
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cione jednacine ukljucuju vise informacija o razmatranom modelu nego nego sto
je to slucaj u klasicnom diferencijalnom rac¢unu, ali sa druge strane frakcioni
modeli adekvatnije opisuju mnoge pojave.

Teorija uopstenih funkcija nastala je iz razloga sto u teoriji klasi¢nih funk-
cija modeli raznih fizickih pojava i procesa nisu bili dovoljno jasno formulisani ili
njihova formulacija nije imala nikakav prirodan smisao. Ovi problemi su otklo-
njeni uvodenjem teorije distribucija, medutim ne u potpunosti s obzirom da se
u okviru distribucija ne mogu razmatrati mnoge klase diferencijalnih jednacina
u kojima se prirodno javlja mnozenje distribucija, koje kao sto je dobro poznato
nije uvek definisano. Kolomboova teorija uopstenih funkcija predstavlja jedan
od pristupa za prevazilazenje problema mnozenja distribucija, te predstavlja
veoma pogodan alat za resavanje nelinearnih diferencijalnih jednacina.

Tematski, disertacija se moze podeliti na dva dela. U prvom delu diserta-
cije razmatrane su nehomogene evolucione jednacine sa prostorno frakcionim
diferencijalnim operatorima reda 0 < o < 2 i koeficijentima koji zavise od x i
t. Ova klasa jednacina je aproksimativno resavana, tako Sto je umesto pocetne
jednacine razmatrana aproksimativna jednacina data preko regularizovanih frak-
cionih izvoda, odnosno, njihovih regularizovanih mnozitelja. Za resavanje smo
koristili dobro poznate uopstene uniformno neprekidne polugrupe operatora.

U drugom delu disertacije aproksimativno su resavane nehomogene frakci-
one evolucione jednac¢ine sa Kaputovim frakcionim izvodom reda 0 < a < 2,
linearnim, zatvorenim i gusto definisanim operatorom na prostoru Soboljeva ce-
lobrojnog reda i koeficijentima koji zavise od x. Odgovaraju¢a aproksimativna
jednacina sadrzi uopsteni operator asociran sa polaznim operatorom, dok su
reSenja dobijena primenom, za tu svrhu u disertaciji konstruisanih, uopstenih
uniformno neprekidnih operatora resenja.

Organizaciono, disertacija je podeljena na pet delova. Prva glava Uvod pred-
stavlja kolekciju osnovnih rezultata vezanih za frakcione prostore Soboljeva, ra-
zne tipove prostorno i vremensko frakcionih izvoda, kao i Mitag-Leflerovu funk-
ciju. Pored toga, navedene su osnovne postavke i osobine poznatih teorija, kao
Sto su teorija uniformno neprekidnih polugrupa operatora, kosinusnih operatora,
odnosno, operatora resenja. U ovoj glavi veé¢i deo tvrdenja predstavlja dobro
poznate rezultate, pa je stoga veéina tvrdenja navedena bez dokaza. Preostali,
originalni rezultati, su navedeni sa kompletnim dokazima.

Druga glava pod naslovom Uopstene polugrupe i uopsteni operatori resenja
sadrzi pregled dobro poznate teorije uopstenih uniformno neprekidnih polugrupa
operatora, kao prosirenja klasi¢cnih uniformno neprekidnih polugrupa na pro-
stor uopstenih funkcija. Pored toga, u ovoj glavi je data reprezentacija resenja
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Kosijevog problema za frakcione evolucione jednacine reda 0 < v < 1 u opera-
torskom obliku, kao i odgovarajuce integralne reprezentacije neophodne za rad
u Kolomboovom okruzenju. Na kraju, za potrebe resavanja frakcionih evolucio-
nih jednacina konstruisani su uopsteni uniformno neprekidni operatori resenja,
ispitane njihove osnovne osobine, kao i njihovih infinitezimalnih generatora, od-
nosno, odgovarajuce relacije medu njima. Svi rezultati izlozeni u ovoj glavi,
izuzev prvog poglavlja, predstavljaju originalne rezultate.

U trec¢oj glavi pod naslovom Fwvolucione jednacine sa prostorno frakcionim
diferencijalnim operatorima je razmatran Kosijev problem odabranih evolucio-
nih jednacina sa prostorno frakcionim izvodima reda 0 < a < 2 i koeficijentima
koji zavise od x i t. Egzistencija i jedinstvenost reSenja je najpre pokazana na
odgovaraju¢im Kolomboovim prostorima definisanim na prostorima Soboljeva
celobrojnog reda, a zatim je prostor reSenja prosiren na Kolomboove prostore
definisane na prostorima Soboljeva proizvoljnog reda, tj. frakcione Kolombo-
ove algebre. U stvari, na prostorima Soboljeva celobrojnog reda resavali smo
sisteme takvih jednacina. U oba slucaja, pokazana je asociranost neregularizo-
vanog i odgovarajuceg regularizovanog frakcionog operatora, kao i asociranost
reSenja polaznog i aproksimativnog Kosijevog problema. ReSenja su dobijena
primenom teorije uopstenih uniformno neprekidnih polugrupa operatora. Do-
kazi za pomenuta tvrdenja su dati u slucaju levog Ljuvilovog frakcionog izvoda,
pri cemu sva tvrdenja ostaju na snazi ukoliko se umesto levog Ljuvilovog frak-
cionog izvoda razmatraju jednacine sa desnim Ljuvilovim frakcionim izvodom,
odnosno, Risovim frakcionim izvodom. Svi rezultati izloZeni u ovoj glavi pred-
stavljaju originalne rezultate.

Cetvrta glava pod naslovom Frakcione evolucione jednacine reda 0 < o < 1
je posvecena resavanju Kosijevog problema za frakcione evolucione jednacine
reda 0 < o < 1, sa linearnim, zatvorenim i gusto definisanim operatorom na pro-
storu Soboljeva celobrojnog reda i koeficijentima koji zavise od x. Ove jednacine
su reSavane aproksimativno, tako sto je umesto polazne jednacine reSavana
jednacina data sa uopStenim operatorom asociranim sa polaznim operatorom.
Dokazana je egzistencija i jedinstvenost reSenja aproksimativnih jednacina na
Kolomboovom prostoru, definisanom tako da uvazava specificnosti ovih jednacina,
pri cemu su reSenja dobijena primenom uvedene teorije uopstenih uniformno
neprekidnih operatora resenja. Takode, prezentovana je analiza asociranosti
reSenja polazne i odgovarajuce aproksimativne jednacine. Na kraju, ilustrovana
je primena uvedenih uopstenih operatora resenja na resavanje Kosijevog pro-
blema istaknutih predstavnika ove klase jednacina. Svi rezultati izlozeni u ovoj
glavi predstavljaju originalne rezultate.
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U petoj glavi pod naslovom Frakcione evolucione jednacine reda 1 < av < 2,
slicno prethodnoj glavi, razmatran je Kosijev problem za frakcione evolucione
jednacine reda 1 < a < 2. Kao i u slucaju 0 < a < 1, i u ovoj glavi oda-
brane jednacine su reSavane aproksimativno. Data je reprezentacija reSenja
u slucaju kada je drugi pocetni uslov homogen, kao i odgovarajuce integralne
reprezentacije pogodne za rad u Kolomboovom okruzenju. Teorija uopstenih
uniformno neprekidnih operatora resenja uvedena u drugoj glavi, dopunjena
je neophodnim tvrdenjima za slucaj 1 < a < 2, koja se odnose na osnovne
osobine operatora resenja, njihovih infinitezimalnih generatora, odnosno, odgo-
varajuce relacije medu njima. Egzistencija i jedinstvenost resenja aproksima-
tivne jednacine je dokazana primenom teorije uopstenih uniformno neprekidnih
operatora resSenja. Ispitani su uslovi pod kojima su resenja polazne i odgo-
varaju¢e aproksimativne jednacine asocirana. Takode, na kraju je ilustrovana
primena uvedenih uopstenih operatora resenja na resavanje Kosijevog problema
istaknutih predstavnika ove klase jednacina. Svi rezultati izlozeni u ovoj glavi
predstavljaju originalne rezultate.

Dodatak, koji se nalazi na kraju disertacije, predstavlja pregled oznaka, dobro
poznatih osnovnih pojmova, definicija i korisnih nejednakosti koje su koris¢ene
kroz ¢itavu disertaciju, te sluzi da ¢itaocu omoguci lakse pracenje izlozenih re-
zultata.

Zahvaljujem se akademiku dr Teodoru Atanackovicu, profesoru emeritusu
na Fakultetu tehnickih nauka u Novom Sadu, na korektnom odnosu, savetima i
interesovanju za problematiku obradenu u disertaciji.

Akademik dr Stevan Pilipovi¢, redovni profesor Prirodno-matematickog fa-
kulteta u Novom Sadu, svojim neiscrpnim znanjima iz mnogobrojnih mate-
matickih oblasti predstavlja, kao i mnogim generacijama pre mene, uzor i pod-
strek za posveéeno bavljenje naucno-istrazivackim radom. Njemu dugujem za-
hvalnost za pruzene savete i sugestije tokom izrade doktorske disertacije.

Narocitu zahvalnost dugujem dr Marku Nedeljkovu, redovnom profesoru Pri-
rodno-matematickog fakulteta u Novom Sadu, na veoma pazljivom, detaljnom
i studioznom citanju rukopisa disertacije koje je, zajedno sa savetima i pomoci
tokom izrade disertacije, neposredno uticalo kako na zavrsni oblik disertacije
tako i na njen kvalitet. Znanja koja mi je preneo na ispitima tokom osnovnih
i doktorskih studija, kao ekspert iz oblasti parcijalnih diferencijalnih jednacina,
predstavljaju temelj na osnovu kojeg sam zapoceo istrazivanja u okviru diserta-
cije.
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Glava 1

Uvod

Tako u ekspanziji i ubrzanom razvoju tek tokom poslednjih nekoliko dece-
nija, poceci frakcionog racuna poklapaju se sa pojavom klasi¢nog diferencijal-
nog racuna. Tacnije, za rodendan frakcionog racuna uzima se 1695. godina,
godina prepiske izmedu c¢uvenih matematicara Lopitala i Lajbnica, u kojoj su
diskutovali o znac¢enju izvoda reda 1/2. Nakon njih, razvojem frakcionog racuna
1 postavljanjem njegovih temelja tokom XIX veka bavili su se mnogi istaknuti
matematicari, medu kojima su Ljuvil, Grunvald, Letnjikov i Riman. Stavige,
frakcioni racun predstavlja generalizaciju klasi¢nog diferencijalnog racuna, s
obzirom da dopusta diferenciranje proizvoljnog realnog ili kompleksnog reda.
Frakcione diferencijalne jednacine nastaju zamenjujuéi izvode celobrojnog reda
u klasiénim diferencijalnim jednac¢inama frakcionom izvodom odgovajuceg tipa i
reda. U literaturi postoje razni tipovi frakcionih izvoda, dok su u disertaciji raz-
matrane jednacine sa najcesce koris¢enim frakcionim izvodima po vremenskoj
promenljivoj - Kaputov i Riman-Ljuvilov frakcioni izvod, odnosno, po prostor-
noj promenljivoj - levi i desni Ljuvilov, kao i Risov frakcioni izvod.

Frakcioni racun je tehnicki znatno komplikovaniji nego klasi¢ni diferencijalni
racun, imajud¢i u vidu ¢injenicu da osnovne formule kao $to su Lajbnicovo pravilo
i lancano pravilo, u frakcionom rac¢unu ne vaze u obliku kao u slucaju klasi¢nog
racuna. Takodje, u frakcionom racunu je ponekad neophodno znati vise infor-
macija o razmatranom modelu, s obzirom da, na primer, frakcioni izvodi po
prostornoj promenljivoj ili krace prostorno frakcioni izvodi, za razliku od izvoda
celobrojnog reda poseduju nelokalni karakter. To znaci, da bi se dobio pro-
storno frakcioni izvod funkcije u nekoj tacki neophodno je znati njene vrednosti,
ne samo u okolini te tacke, ve¢ na mnogo Sirem skupu, ponekad i na ¢itavom
domenu definisanosti funkcije.



2 Uvod

Medjutim, sa druge strane, koristi od upotrebe vise informacija jesu da se za
mnoge klase problema resenja frakcionih jednacina vise slazu sa dobijenim ek-
sperimentalnim podacima, nego resenja odgovarajuc¢ih diferencijalnih jednacina
sa izvodima celobrojnog reda. Frakcioni izvodi obezbeduju odlican alat za opi-
sivanje memorijskih i naslednih osobina raznih materijala i procesa. To je i
glavna prednost frakcionih modela u poredenju sa klasicnim modelima, koji
uglavnom zanemaruju takve efekte. Takode, frakcioni izvodi su veoma pogodni
za opisivanje svojstava raznih materijala, na primer, polimera, te se u prakti¢noj
primeni pokazalo da su frakcioni modeli mnogo adekvatniji od klasi¢nih, celo-
brojnih. Prednost frakcionih izvoda postaje vidljiva u modeliranju mehanickih
i elektricnih osobina raznih materijala, u opisivanju arheoloskih osobina stena,
transportu hemijskih zagadivaca kroz podzemne vode, kao i u mnogim drugim
oblastima.

Uvodnu glavu zapocec¢emo pregledom definicija i osnovnih osobina vezanih za
prostore Soboljeva celobrojnog i proizvoljnog reda, koji predstavljaju prirodno
okruzenje u kojem treba traziti reSenja parcijalnih diferencijalnih jednacina. Na-
kon toga, navodimo definicije, osnovna i pomoc¢na tvrdenja koja se odnose na
prostorno i vremensko frakcione izvode, sa odgovaraju¢im ocenama neophod-
nim u okruzenju Kolomboovih prostora uopstenih funkcija, kao sto su aproksi-
mativno lan¢ano pravilo, odnosno, aproksimativno Lajbnicovo pravilo. U na-
stavku podsec¢amo c¢itaoca na teoriju polugrupa ogranicenih linearnih opera-
tora, dobro poznatu i veoma znacajnu teoriju razvijenu za resavanje evolucionih
jednacina i sistema jednacina prvog reda, kao i kosinusne familije ogranic¢enih
linearnih operatora, pogodne za resavanje evolucionih jednacina drugog reda.
Nakon toga, prezentova¢emo pojedine osobine Mitag-Leflerove funkcije, s obzi-
rom na njenu narocito vaznu ulogu u resavanju frakcionih evolucionih jednacina.
Uvodnu glavu zavrsavamo sa pregledom teorije uniformno neprekidnih operatora
reSenja, baziranih upravo na Mitag-Leflerovoj funkciji, koju ¢emo koristiti prili-
kom resavanja frakcionih evolucionih jednacina.

Napomenimo da ova glava, izmedu ostalog, predstavlja pregled dobro pozna-
tih tvrdenja koja ¢emo koristiti prilikom dokazivanja raznih rezultata. Tvrdenja
koja su dobro poznata bi¢e navedena bez dokaza, dok ¢e pomoc¢na tvrdenja koja
su formulisana za potrebe resavanja izabranih klasa frakcionih jednacina biti
data sa kompletnim dokazima.

Radi lakseg pracenja i boljeg razumevanja mnogobrojnih rezultata prezento-
vanih u disertaciji, upucujemo ¢itaoca na Dodatak, gde je dat pregled oznaka,
osnovnih pojmova, definicija i nejednakosti koje ¢emo koristiti kroz c¢itavu di-
sertaciju.
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1.1 Frakcioni prostori Soboljeva

Definicija 1.1 ([1]) Prostori Soboljeva proizvoljnog reda o € R, H*(R), de-
finisu se kao

HO(R) = {u € S'(R) : (7€) € L2(R)}, (L1)

pri cemu je u Furijeova transformacija funkcije u, S'(R) je prostor temperiranih
distribucija i (€) = (1+ | € [*)2. Prostoru H* se na prirodan naéin pridrusuje
norma

oo 2

lall e = 16T o) = /@HHWW&% )

[e.9]

Specijalno, u slucaju celobrojnog reda prostori Soboljeva se mogu definisati
na uobicajeni nacin, preko odgovarajucih izvoda celobrojnog reda:

Definicija 1.2 ([1]) Prostori Soboljeva celobrojnog reda n > 1, definisu se kao
prostor:

H"(R) = {u € L*(R) : 0'u € L*(R), i=1,..,n},

dok je norma data sa

lallzmgey =D 10" ull 2.
i=0

Prostore Soboljeva celobrojnog reda zvacemo krace prostori Soboljeva, dok
¢emo prostore Soboljeva proizvoljnog reda zvati frakcioni prostori Soboljeva. U
oba slu¢aja, za prostore Soboljevskog tipa je karakteristicno da vazi H? C H?,
za o < 3. Prema tome, H* C L? za sve a > 0, pri cemu jos vazi |[u|| ga < ||ul| zs.

Funkcije koje pripadaju frakcionim prostorima Soboljeva mogu se, u zavisno-
sti od reda prostora, potopiti zajedno sa svojim celobrojnim izvodima u prostor
L*>*(R), kao sto se moze videti u narednoj teoremi.

Teorema 1.1 (Teorema Soboljeva o potapanju, Teorema 7w [73]) Neka k € Ny
i neka uw € H*(R), pri éemu je o > % + k. Tada, O'u € C(R), za sve i € Ny, za
koje vazi i < k. Takode, postoji konstanta ¢ = c(i, ) takva da za sve uw € H*(R)
vazi A

[0°ull ooy < cflull o).
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1.2 Frakcioni izvodi

1.2.1 Levi i desni Ljuvilov frakcioni izvod

Definicija 1.3 ([4], [5], [47], [70], [75]) Pretpostavimo da uw € C°(R) i neka
jem—1<a<m, gdem € N. Tada se levi Ljuvilov frakcioni izvod reda o na
realnoj pravoj R definise sa

—00

Propozicija 1.1 (Propozicija 3.2.6 u [86]) Furijeova transformacija levog Lju-
vilovog frakcionog izvoda reda o > 0, za u € C§°(R), je

Dy u(€) = (i)™ a(€). (1.3)
Iz relacije (1.3) sledi

oo 2

|DTuls = / (| € [2)°ae) e

o) 2

< | [ariepraora

— OO

= |lullge, (1.4)

te Planserelov identitet || F f| 2 = || f||z2 implicira da je D¢ neprekidno linearno
preslikavanje iz (C5°(R), || - ||ge) u (L3(R), || - [|z2)- S obzirom da je C§°(R) gust
podskup od H*(R), ova definicija se moze prosiriti i na neprekidno linearno
preslikavanje iz H*(R) u L*(R). To je jednostavna posledica dobro poznate
teoreme o ogranicenim linearnim transformacijama:

Propozicija 1.2 ([73], Propozicija 2.3.1) Pretpostavimo da je X normiran line-
aran prostor, . C X je gust linearan prostor, i Y je Banahov prostor. U slucaju
neprekidnog linearnog preslikavanjw T : E — Y postoji jedinstveno neprekidno
linearno preslikavanje Top : X —'Y za koje vazi Tepyp = T.

Prethodno spomenuto prosirenje levog Ljuvilovog frakcionog izvoda obele-
zavacemo sa DY, i za njega vazi:
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Propozicija 1.3 (Posledica 3.2.9. u [86]) Za v € H*(R), a > 0, Furijeova
transformacija levog Ljuvilovog frakcionog izvoda reda o > 0, DS, je istog oblika
kao i (1.3).

Iz prethodne propozicije sledi da je, kao u (1.4), zadovoljeno:
D% ullr2 < Jlul g (1.5)
Bududi da za svako a > 0, postoje pozitivne konstante C7 i C% takve da je
CRA+[EP) < (L+ |6 < G+ [gP*),

frakcioni prostori Soboljeva reda 0 < a < 1, odnosno, 1 < o < 2, mogu biti
definisani na alternativni nac¢in u odnosu na Definiciju 1.1, preko Ljuvilovog
frakcionog izvoda:

Definicija 1.4 Frakcioni prostori Soboljeva reda 0 < o < 1, se mogu definisati

kao prostori
H*R) = {uc L*R) : Diu € L*(R)},

sa normom || - ||" datom sa
o 1
lullfge = (lullZ2 + DS ullZ2)?, (1.6)
koja je ekvivalentna standardnoj normi datoj sa (1.2).

Definicija 1.5 Frakcioni prostori Soboljeva reda 1 < a < 2, mogu bite defini-
sani kao prostori

H*R) = {u € L*(R) : d,u € L*(R), Du € L*(R)},

|, datom sa

ovog puta sa normom || - |
o 1
[l = (Nullze + 110zull72 + DS ull72)z, (1.7)
koja je takode ekvivalentna standardnoj normi (1.2).

Prilikom resavanja odredenih Kosijevih problema u nastavku bice nam po-
trebna ocena u normi || D f(u)|| .2, gde je D* operator koji zadovoljava D*u(§) =
|€|*0(€). Navedena ocena se moze dobiti koristeéi aproksimativno lan¢ano pra-
vilo:
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Propozicija 1.4 ([18], Propozicija 3.1.) Pretpostavimo da f € C'(C), f(0) =
0, € (0,1),1<pgr<ooirt=pt+qg?t Akou e L*R), Du e L
f'(u) € LP, tada D*(f(u)) € L" i

ID%f ()llzr < CILF ()| o | Dl o,

za neku konstantu C.
Uz odredene dodatne pretpostavke, prethodna ocena ostaje da vazi i u
slucaju r = g = 2, p = oo, za levi Ljuvilov frakcioni izvod:

Propozicija 1.5 Neka je f € C'(C) Lipsicova funkcija na R takva da je f(0) =
0 i pretpostavimo da u € H*(R), 0 < a < 1. Tada D% f(u) € L*(R) i

DL ()22 < CIF ()l [ DGl 2. (1.8)

Dokaz:

Dokaz tvrdenja je baziran na Propoziciji 1.4. Zaista, v € H® implicira da
D%u € L?. Buduéi da je f diferencijabilna i Lipsicova funkcija, sledi da ima
ogranicen izvod prvog reda, to jest f'(u) € L. Dalje, kako je f Lipsicova
funkcija 1 f(0) = 0, dobija se f(u(-,t)) € H* za u(-,t) € H®, te proizilazi
DS f(u) € L. O

U dokazivanju nekih rezultata od koristi ¢e nam biti aproksimativno Lajb-
nicovo pravilo u slucaju operatora D®:

Propozicija 1.6 ([18], Propozicija 3.3.) Neka o € (0,1), 1 < 7,p1,p2,q1,
G2 < o0 i pretpostavimo r~t = p;' 4+ ¢!, za i=1,2. Pretpostavimo takode
felr DYfelpr ge L®2 D% e L. Tada D*(fg) € L" i

ID*(f)lr < Clf o [[D%gllLar + ClID fl ez || gl a2

za neku konstantu C.

Iz slicnih razloga kao i u sluc¢aju aproksimativnog lan¢anog pravila, iz Propo-
zicije 1.6 dobija se aproksimativno Lajbnicovo pravilo za levi Ljuvilov frakcioni
izvod u normi L?:

Propozicija 1.7 Neka o € (0,1) i pretpostavimo da f € L™, D f € L?, g €
L>*, DYg € L*. Tada D (fg) € L* i

IDE(FO ez < CllF < PEgllz + CIPE fll2ll g e
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U slucaju 1 < a < 2, aproksimativno lancano pravilo je dato u narednoj
propoziciji:

Propozicija 1.8 Pretpostavimo da v € H*(R), 1 < a < 2 i neka f € C'(C)

bude LipSicova funkcija na R, sa ogranicenim frakcionim izvodom DY f, takva
da je f(0) = 0. Tada D f(u) € L? i

IDSf(W)llze < ClIF (w)lle< [Dullze + CIDE (F ()l llull e (1.9)

Dokaz:
Fiksirajmo 1 < a < 2. Tada w = 1 + 3, za neko § € (0,1). Pokazimo prvo
da za u € H'#(R) vazi

D) = DS (D,u(x)).

Zaista, koristeéi relaciju @(5) = (i&)u(&) dobija se

Diue) = oo [ 9 e

[e.e]

_ L /_ (16 Ta(e) e de = D (D,ulx)).

21 J_o
Na slican na¢in moze se pokazati
D Pu(z) = 8, (Dl u(x)). (1.10)

Bududi da je 0 < 8 < 1, iz Propozicije 1.7 dobija se

IDLf(@le = I1DL@E:f (w))llzz = DL (F (w)Dow)l| 2
< OIS @)= IDL@su)l 22 + CIUDL(S (w)) o 10|12
< Ollf'()llz=1DSull 2 + CIIDL (S (w)) |zl e O

U slucaju 1 < a < 2, aproksimativno Lajbnicovo pravilo za frakcione izvode
ima oblik:

Propozicija 1.9 Neka o € (1,2) i pretpostavimo da f,g,0.f,0,g € L* i
DY f, DS g, DY f, Dg € L?. Tada DY(fg) € L* i

IDS(fPllez < CllOfll= DS gllz2 + CIIDE fll 2zl gl
+C||fllz= 1Dl 2 + CIDE fllL210agllre- (1.11)
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Dokaz:
Neka je o =1+ 3, gde je 0 < 8 < 1. Tada iz Propozicije 1.7 dobijamo

1D (0:(£9))ll .2

< IDL@f9)llez + IDL(f0:9)) ] 22

< Cl0uflle=DLglle + CIDL(D: )l 2|9l e
+C[fll=IDL(0e9) |22 + CIIDLf 221029

IDL(f9)llz

i tvrdenje odmah sledi. O

Prethodna tvrdenja i zakljucci izvedeni za levi Ljuvilov frakcioni izvod takode
vaze i u slucaju desnog Ljuvilovog frakcionog izvoda reda « :

Definicija 1.6 ([4], [5], [47], [70], [75]) Desni Ljuvilov frakcioni izvod reda «,
(m—1<a<m,meN), na realnoj pravi R, za funkcije u € C§°(R), dat je sa

xT

Na slican nacin kao i za levi Ljuvilov frakcioni izvod, moguée je prethodnu
definiciju progiriti na neprekidno linearno preslikavanje D : H*(R) — L*(R),
pri ¢emu je sada Furijeova transformacija desnog Ljuvilovog frakcionog izvoda
reda a > 0 data sa

—

Dru(E) = (—i€)“al(©).

1.2.2 Risov frakcioni izvod

Risov frakcioni izvod ukljucuje levi i desni Ljuvilov frakcioni izvod, te kao
takav ima znacaj sa stanovista primene s obzirom da omoguc¢ava modeliranje
uticaja protoka sa obe strane domena.

Definicija 1.7 ([32], [77], [87]) Risov frakcioni izvod reda m —1 < a < m,
m € N, u oznaci D, za funkcije u € H*(R) definise se kao

x?

RDOu(z) = — —— (D%u(z) + D*ulz)).

- T
2 cos 5
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Napomenimo da se u literaturi prethodna definicija javlja i bez negativnog
predznaka. Razlog za izbor Definicije 1.7, za Risov frakcioni izvod, jeste da u

tom slucaju vazi #D% = % za a = 2. Primetimo da prethodna definicija vazi
u slucaju kada je red izvoda paran broj, to jest za a = 2k, k = 1,2, ..., dok

REpe o 4 zaa=1.
Za o = 1 Risov frakcioni izvod za funkcije u € H'(R) se definise kao
d
Epou(r) = —%Hu(x),
gde je H Hilbertova transformacija ([32]) data sa

Hu(x) :== 1 /_+0<> ﬂdf‘.

T J)o T—E
Specijalno, za slucaj 0 < a < 1, Risov frakcioni izvod se moze prikazati u
integralnom obliku kao
1 d [t sgn(x —¢€)
2I'(1 — a)cos G dx J_ |z — €|~
Veza izmedu ocena u L?-normi levog i desnog Ljuvilovog frakcionog izvoda
sa jedne strane i Risovog frakcionog izvoda sa druge strane, koja ¢e nam biti

od koristi prilikom dokazivanja odredenih vaznih tvrdenja, data je u sledecoj
propoziciji:

"Diu(z) = u(§)ds.

o0

Propozicija 1.10 Pretpostavimo da u € H*(R), gde m — 1 < o« <m, m € N.
Tada
1% D%u(@) |2 = | Du(@)]] 2 = [P u(@)] (1.12)
Dokaz:
Furijeova transformacija Risovog frakcionog izvoda reda «, za funkcije u €
H(R) je data sa
FDgu(€) = —5—gz [(1)"0() + (~i€)"a(8)]

2008%

Dalje imamo ([75], str. 137)

() 0(€) + (=i€)™alg) = (F0m+e7H0) [gfoa(e)

= 2cos -jE["a(6),

Sto implicira
FDgu(§) = —[¢]"a(),
pa tvrdenje odmah sledi. O
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1.2.3 Riman-Ljuvilov frakcioni izvod

Definicija 1.8 ([4], [5], [47], [70], [75]) Riman-Ljuvilov frakcioni izvod reda «,
m—1<a<m,meN, seu operatorskom obliku definise kao
dm

RLDRf(t) = S T 0), (113)

gde je J*, a > 0, frakcioni integral, za funkcije f(t) € L'[0,T] dat sa

1

JOf(t) = m/o (t —7)* L f(1)dr, (1.14)

pri éemu je J) = I, I je identicki operator.

Za egzistenciju Riman-Ljuvilovog frakcionog izvoda reda a, m — 1 < a < m,
m € N, dovoljno je pretpostaviti da f € AC™[0,T] ili f € C™[0,T].

U literaturi je uobic¢ajeno da se frakcioni integrali, odnosno, Riman-Ljuvilovi
frakcioni izvodi, definisu tako da je donja granica u integralu umesto 0 proi-
zvoljno a > 0. U tom sluc¢aju odgovarajuce definicije imaju oblik

1 t
I = [ =, (1.15)
odnosno,
D) = S ) (1.16)

S obzirom da ¢emo u disertaciji razmatrati slucaj a = 0, koristi¢emo frakcione
integrale i Riman-Ljuvilove frakcione izvode date sa (1.14), odnosno, (1.13).

Dobro je poznata ¢injenica da se odredeni integral fg f(r)dr, za sve funkcije
iz prostora L'[0, T anulira u nuli, to jest vazi

lim /tf(T)dT = 0.
0

t—0t

Sa druge strane, frakcioni integral proizvoljnog reda o > 0, anulira se u nuli samo
za neprekidne funkcije C[0, T']. Kao ilustraciju, razmotrimo stepenu funkciju ¢ =,
0 < a < 1, koja pripada prostoru L'[0,T], a ne pripada C[0,T]. U tom sluc¢aju
vazl

t

lim T % T =0,
t—0t 0
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dok u slucaju frakcionog integrala reda 0 < o < 1 vazi

lim J*t* =T(1—«a) #0.

t—0+
Specijalno, za 0 < a < 1 Riman-Ljuvilov frakcioni izvod ima oblik
1L d [ f(r)
RLy«
DYf(t) = ——— | ————dT.
0 F(l—a)dt/o (t—r)""
Neka je funkcija g, (t), gde je a > 0, data sa

Galt) = { go’[_l/r(a)’ i;gf (1.17)

Tada sledi da se frakcioni integral reda o > 0 moze definisati sa

JEf(E) = (9o * ().

S obzirom da je zadovoljeno

Ja+8 = Go * 98,

iz osobine asocijativnosti za konvoluciju proizilazi da frakcioni integral poseduje
svojstvo polugrupe, to jest za sve a > 01 g > 0 vazi

T = Jpdp.

Za f € L'0,T], frakcioni integral postoji za skoro svako ¢t € [0,7], i u tom
slucaju takode vazi J2f(t) € L'[0,T] (videti [24]).
Riman-Ljuvilov frakcioni izvod stepene funkcije ¢t? dat je sa

IF'l1+75—a)

pod uslovom da je t? integrabilna funkcija, §to se postize za > —1. Za razliku
od izvoda celobrojnog reda, Riman-Ljuvilov frakcioni izvod konstante nije 0, ve¢
vazi
ct

I'l—a)

Kao i u slucaju izvoda celobrojnog reda, Riman-Ljuvilov frakcioni izvod je
levi inverz frakcionog integrala J*, dok u opStem slucaju ne mora biti desni
inverz kao Sto se moze videti u narednom tvrdenju.

MDRC =
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Teorema 1.2 (/24], Teorema 2.23) Neka je o > 0 i m € N takav da m — 1 <
a < m. Pretpostavimo da je funkcija f takva da J*~° f(t) € AC™[0,T]. Tada

RL m—1 to— k—1 d
TP = T — k) H0+ dtm—k- i),

Specijalno, za 0 < a < 1 tmamo

a—1

e DR () = £(0) — i lim T )

U slucaju Riman-Ljuvilovog frakcionog izvoda vazi relacija:
Propozicija 1.11 (/84], Lema 2.1) Za sve ae € (m — 1,m] i § > 0 vazi:
JUEOf() = JPT DR f (1), (1.18)

[zvod prvog reda integrala po promenljivoj ¢ija gornja granica zavisi od iste
promenjive, dobija se preko dobro poznate formule

/f /aff% )d + f(t,t).

U slucaju 0 < a < 1, frakcioni analogon za sluc¢aj Riman-Ljuvilovog frakci-
onog izvoda integrala po promenljivoj ¢ija gornja granica zavisi od iste prome-
njive, dat je sa

t t
RLDto‘/ ft,m)dr = / BL D f(t, 7)dr + lim . J 7 f(t,7), (1.19)
0 0 T—t"

pri ¢emu su ,J2f(¢,7) i B2 DY f(t, 7) dati sa (1.15), odnosno, (1.16).
Specijalno, ukoliko za podintegralnu funkciju umesto f(¢,7) imamo funkciju
oblika K (t — 7)f(7), tada relacija data sa (1.19) postaje

RLDO‘/ Kt—71)f dT—/tRLD:K(T)f(t—T)dT—F lin, flt — ) I K (7).
0 T—
(1.20)



1.2 Frakcioni izvodi 13

1.2.4 Kaputov frakcioni izvod
Definicija 1.9 ([4/, [5], [47], [70], [75]) Kaputov frakcioni izvod reda «, pri

cemujem —1<a<m,meN, ima oblik
DR f(t) = @), (1.21)
gde je JY frakcioni integral dat sa (1.14).

Iz uslova za egzistenciju frakcionog integrala proizilazi da je za egzistenciju
Kaputovog frakcionog izvoda reda a, m — 1 < a < m, dovoljno da bude zado-
voljeno f(™(t) € L]0, T).

Specijalno, za 0 < a < 1 Kaputov frakcioni izvod ima oblik

1 ')
Ca
Dy f(t) = dr
0 f) F(l—a)/o(t—T)a

Za razliku od Riman-Ljuvilovog frakcionog izvoda, Kaputov izvod konstante
je 0. Kao sto je poznato, “D¢ je levi inverz frakcionog integrala J&, odnosno,
CDeJef = f za neprekidnu funkciju f, ali u opstem slu¢aju nije i desni inverz
kao Sto se moze videti u narednom tvrdenju.

Teorema 1.3 ([24], Teorema 3.8) Pretpostavimo da je a« >0 im € N takav da
m—1<a<m, kao ida f(t) € AC™[0,T]. Tada

H
~+

3

JEODEE() = £ = 3 L f(0).

0 v

i

Specijalno, za 0 < a < 1 1tmamo

T ODRf(t) = f(t) — f(0).
Naredno tvrdenje predstavlja uopstenje klasicne teoreme o srednjoj vrednosti

za frakcioni slucaj, te je poznato kao uopstena (frakciona) teorema o srednjoj
vrednosti.

Teorema 1.4 ([68]) Neka je 0 < o < 1. Tada za f(t) € Cla,b] i $D; f(t) €
C(a,b], vazi

f(t) = fla) +

gde je $D} f dato sa

C _ 1 ! f/(T) -
L0 = | =

1

m(ngf)(f)(t—a)o‘, a<g<t, te(ab],
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1.2.5 Veza izmedu Riman-Ljuvilovog i Kaputovog
frakcionog izvoda

Kaputov frakcioni izvod reda «, pri cemu je m — 1 < a < m, m € N, moze
se definisati preko Riman-Ljuvilovog frakcionog izvoda sa

~

3

Cfff<w::f“zi‘(fu>—-§j ff“ﬂan>. (1.22)

k=0

Prema tome, Kaputov frakcioni izvod je u stvari regularizovani Riman-Ljuvilov
frakcioni izvod. Kao posledicu veze (1.22) imamo da se ova dva tipa frakcionih
izvoda poklapaju u slucaju f(0) = f(0) = ... = fm=1(0) = 0.

Specijalno, za 0 < a < 1 ta veza ima oblik

fO)

DW= "D - Fr oy

dok se frakcioni izvodi Riman-Ljuvilovog i Kaputovog tipa poklapaju u slucaju
f(0) =0.

U slucéaju 0 < a < 1, Kaputov frakcioni izvod integrala po promenljivoj ¢ija
gornja granica takode zavisi od iste promenjive, dobijamo koriste¢i prethodnu
vezu izmedu Riman-Ljuvilovog i Kaputovog frakcionog kao i relaciju (1.20):

“pe /OtK(t—T)f(T)dT = /Ot (C'DSK(T)—F%) f(t—71)dr

+ lim f(t —7)J2 K (7)

70t

_ / D) f(t — 7)dr

0
+K(0)J > f(t) + Tliﬁ ft —7)JF K (7).

(1.23)

Napomenimo da od tipa frakcionog izvoda koji se pojavljuje u jednacini
zavisi priroda pocetnih uslova u odgovaraju¢em Kosijevom problemu. Naime,
u slucaju Riman-Ljuvilovih frakcionih izvoda pocetni uslovi su prirodno dati
preko frakcionih integrala, odnosno, celobrojnih izvoda frakcionih integrala, dok
jednacine sa Kaputovim frakcionim izvodima dopustaju da pocetni uslovi mogu
biti dati preko celobrojnih izvoda, koji kao takvi imaju fizicku interpretaciju (na
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primer, nulti izvod se odnosi na polozaj tela, prvi izvod na brzinu tela, drugi
izvod na ubrzanje).

1.3 Uniformno neprekidne polugrupe operatora

Klasi¢na teorija polugrupa ogranicenih linearnih operatora razvijena je za
potrebe resavanja Kosijevog problema evolucionih sistema jednacina prvog reda,
odnosno,

_u(t) = Au(t)+f(-,t,u),
u(0) = g, (1.24)

pri cemu je diferencijalni operator A, koji sadrzi izvode celobrojnog reda po =,
infinitezimalni generator polugrupe operatora. Reprezentacija reSenja problema
(1.24) data je sa

u(t) = S(t)ug —i—/o S(t—s)f(-,s,u)ds,

gde je S polugrupa operatora generisana sa A.

U ovom poglavlju navesé¢emo neke osnovne definicije i tvrdenja vezana za
uniformno neprekidne polugrupe ogranicenih linearnih operatora. Detaljne do-
kaze navedenih tvrdenja i viSe informacija o osobinama polugrupa operatora,
zainteresovani ¢italac moze pronadi, na primer, u knjigama [26] i [69].

Definicija 1.10 Neka je E' Banahov prostor. Jednoparametarska familija S(t),
t > 0, ogranicenih linearnih operatora E — E se zove polugrupa ogranicenih
linearnih operatora na E ako

(1) S(0) = I, gde je I identicki operator na E.
(1) S(t+s) = S(t)S(s), za svako t,s > 0.
Uslov (ii) je poznat kao svojstvo polugrupe.

Definicija 1.11 Infinitezimalni generator A polugrupe ogranicenih linearnih ope-
ratora na E, S(t), t > 0, je linearan operator definisan sa

AI:hmM

dJr
i ; = 5)z |0, € D(A),
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gde je
S(t)x

D(A)={z€E: lim% postoji}

t10

domen operatora A.

Definicija 1.12 Polugrupa ogranicenih linearnih operatora S(t), t > 0, je uni-
formno neprekidna ako

fim |5(1) — 11 = 0.

Iz definicije neposredno sledi da za uniformno neprekidne polugrupe opera-
tora vazi

lim [1S(t) — S(s) | = 0.

Karakterizacija generatora uniformno neprekidnih polugrupa operatora je
data u slede¢em tvrdenju:

Teorema 1.5 ([69], Teorema 1.2) Linearan operator A je infinitezimalni gene-
rator uniformno neprekidne polugrupe ako i samo ako je A ogranicen operator.

Iz Definicije 1.11 sledi da svaka polugrupa ogranicenih linearnih operatora
ima jedinstveni infinitezimalni generator, dok iz Teoreme 1.5 sledi da je infinite-
zimalni generator uniformno neprekidne polugrupe operatora ogranicen linearan
operator. Sa druge strane, svaki ogranicen linearan operator A je infinitezimalni
generator uniformno neprekidne polugrupe S(t) date sa

S(t) = e = i (tA)n, t>0.

n!
n=0

Polugrupa koju generise ogranic¢en linearan operator je jedinstveno odredena,
kao Sto se tvrdi u slede¢oj teoremi:

Teorema 1.6 (/69]) Neka su S(t) i T(t) uniformno neprekidne polugrupe ope-
ratora sa infinitezimalnim generatorima A i B, redom. Ako je A = B, tada vaZi
S(t) =1T(t), za svako t > 0.

Neke od osobina uniformno neprekidnih polugrupa operatora sadrzane su u
slede¢oj propoziciji:

Propozicija 1.12 (/69]) Neka je S(t) uniformno neprekidna polugrupa ograni¢enih
linearnih operatora. Tada
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(i) Postoji konstanta w > 0 takva da ||S(t)| < e“', t > 0.
(i1) Postoji jedinstven ogranicen linearan operator A takav da

S(t)y=¢e", t>0.

(11i) Operator A iz (ii) je infinitezimalni generator polugrupe S(t).

(iv) Preslikavanje t — S(t) je diferencijabilno i vazi

d
ZS() = AS(t) = S(HA.

1.4 Kosinusne familije ogranicenih linearnih
operatora

Jedna od metoda reSavanja evolucionih jednacina drugog reda

d
ﬁu(t) Au(t) + f(-, t,u)

u(0) = wup, u(0)=uy, (1.25)

jeste primenom kosinusne familije ogranic¢enih linearnih operatora. Po ugledu
na teoriju polugrupa ogranic¢enih linearnih operatora, izlozi¢emo ukratko defini-
ciju kosinusnih familija operatora, njihovog generatora, kao i neke od njihovih
osnovnih osobina. ViSe informacija o osobinama kosinusnih familija operatora
zainteresovani Citalac moze pronaci, na primer, u knjigama [2], [29] i [48], odno-
sno, radovima [49] 1 [50].

Definicija 1.13 Neka je E Banahov prostor. Jednoparametarska familija C(t),
t > 0, ogranicenih linearnih operatora E — E se zove kosinusna familija
ogranicenih linearnih operatora na E ako

(i) C(0) = I, gde je I identicki operator na E.

(i1) C(t+s) + C(t — s) =2C(t)C(s), za svako t > s > 0.

Uslov (ii) je poznat kao Dalamberova funkcionalna jednacina, odnosno, ko-
sinusna funkcionalna jednacina.
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Definicija 1.14 Sinusna familija operatora Sin(t), t > 0, asocirana sa kosinu-
snom familijom C(t), definise se kao

Sin(t) := /Ot(](s)ds. (1.26)

Definicija 1.15 Infinitezimalni generator A kosinusne familije ogranicenih li-
nearnih operatora na E, C(t), t > 0, je linearan operator definisan sa

. Ct)x—x df
gde je
B . Ct)z—= .
D(A)={z € E: ltlfglt—Q postoji}

domen operatora A.

Definicija 1.16 Kosinusna familija ogranicenih linearnih operatora C(t), t >
0, je uniformno neprekidna ako

fim () ~ 1] = 0.

Kao u slu¢aju uniformno neprekidnih polugrupa operatora, vazi karakteriza-
cija generatora uniformno neprekidnih kosinusnih familija operatora navedena
u narednoj propoziciji:

Teorema 1.7 ([2]) Linearan operator A je infinitezimalni generator uniformno
neprekidnih kosinusnih operatora ako © samo ako je A ogranicen operator.

U [83] (Propozicija 2.2) navedene su neke od osobina jako neprekidnih kosinu-
snih familija ogranic¢enih linearnih operatora. U sluc¢aju uniformno neprekidnih
kosinusnih operatora te osobine sadrzane su u narednom tvrdenju.

Propozicija 1.13 Neka je C(t), t > 0, uniformno neprekidna kosinusna fami-
lija ogranicenih linearnih operatora na Banahovom prostoru E sa infinitezimal-
nim generatorom A. Tada vaZi

(i) Ako x € E onda %C’(t)x = ASin(t)z.

(i) Ako x € E onda %C(t}x = AC(t)x = C(t)Ax.
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(11i) Ako x € E tada Pr% ASin(t)xz = 0.
—

(iv) Ako x € E onda %Sin(t)x = ASin(t)z.

(v) Ako x € E onda ASin(t)x = Sin(t)Ax.

Kao posledicu osobina iz Propozicije 1.13, motivisani reprezentacijom datoj
u [83] (Propozicija 2.4), reprezentacija reSenja problema (1.25) izrazena preko
kosinusne familije operatora data je u narednoj propoziciji.

Propozicija 1.14 Resenje problema (1.25) dato je sa

u(t) = C(t)ug + Sin(t)u; + /Ot Sin(t — 1) f(-, 7, u)dr, (1.27)

gde je C(t) kosinusna familija operatora generisana sa A, dok je Sin(t) sinusna
familija operatora definisana sa (1.26).

Dokaz:

Nakon diferenciranja reprezentacije (1.27) dva puta po ¢, uzimajuéi u obzir
osobine kosinusnih i sinusnih operatora date u Propoziciji 1.13, dobija se

d

d d .
@C(f)lbo + @Sm(t)ul

ds(td
—O—E (/0 %Sin(t —7)f(-, 7, u)dr + Sin(0) f (-, ¢, u)>
AC(t)ug + ASin(t)uy
tg i
+/0 @Slﬂ(t —7)f(-, T, u)dr + ESln(t — )|t f (-, t, 1)
AC(t)ug 4 ASin(t)uy

+ /Ot ASin(t — 7) f (-, 7, u)dr + C(0) f(+, ¢, u)

A(C’(t)uo + Sin(t)us + /0 Sin(t — 7)f(-, 7, u)dT> + (ot )
Au(t) + f(-,t,u).

S obzirom da su pocetni uslovi u Kosijevom problemu (1.25) trivijalno zado-
voljeni, proizilazi da (1.27) zaista resava (1.25). O
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1.5 Mitag-Leflerova funkcija

Dvoparametarska Mitag-Leflerova funkcija E, 5 je data sa

eC >0 c C.
)X ey €O 00

U slucaju g = 1, krace zapisujemo FE, 1(z) = E,(z). Specijalno, za celobrojne
vrednosti parametara « i 3, Mitag-Leflerova funkcija ima oblik

inh(t
Ei(t) =<', Buft?) = cosh(t), Enot?) = ) (1.28)
gde je cosh(t) kosinus hiperbolicki dat sa
t —t
cosh(t) = cre :
2
a sinh(t) sinus hiperbolicki dat sa
et — ot
inh(t) =
sinh(?) 5
Za sve o > 1 vazi
d
= (ta 1Ew(ta)) = 1°72F, o4 (t%). (1.29)

Za 0 < a < 21 > 0, Mitag-Leflerova funkcija se u slucaju |z| — oo
asimptotski ponasa kao

1
Enp5(z) = az(l_ﬁ)/aexp(zl/o‘) +eap(2), |argz] < %, (1.30)
gde je
i S—
€a,8(2 +0(|2[™Y),
n=1

za neko N € N, N # 1 (za detalje videti [27]).

Koristeéi prethodnu asimptotsku ocenu kad |z| — oo, moze se dobiti veoma
znacajna ocena za dvoparametarsku Mitag-Leflerovu funkciju, koja ¢e kasnije
biti cesto koriséena prilikom resavanja frakcionih evolucionih jednacina.
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Propozicija 1.15 Neka je 0 < a <2 i 8 > 0. Tada
Eop(wt®) < Cop(l + w1 4+ 7 F)exp(w/?t), w >0, t>0. (1.31)

Dokaz:

Za w = 0 i svako t > 0, nejednakost je trivijalno zadovoljena. Fiksirajmo
0<a<2 f>0iw>0. Izaberimo proizvoljno veliko T" > 0. Tada iz ocene
(1.30), sledi da za sve t > (g)i postoji konstanta Cy > 0 takva da

Eap(wt®) < Ci(wt®) exp((wt®)"/))
= Cwt A e Bexp(wl/t)
< O (1 + w7 (1 4 1 F)exp(wl/ot).

Bududéi da je E, s neprekidna funkcija za sve ¢ € [0,00), dobijamo da za sve
t e [O, (g)é] postoji konstanta Cy takva da je

Eap(wt®) < O < Co(1 4w/ (1 4 £ F)exp(w/t).

Uzimajuéi C, s = max{C}, Cy}, dobija se nejednakost (1.31). O

1.6 Uniformno neprekidni operatori resenja

Kao sto je dobro poznato, Kosijev problem za evolucione jednacine prvog i
drugog reda moze se reSavati primenom teorije polugrupa operatora, odnosno,
kosinusne familije operatora. Operatori resenja, kao uopstenja polugrupa i kosi-
nusnih familija operatora, razvijeni su za potrebe resavanja Kosijevog problema
frakcionih evolucionih jednacina reda m —1 < a <m, m € N:

“Dru(t) = Au(t), t >0,
u®(0) = zp, k=0,1,...,m— 1, (1.32)

gde je D Kaputov frakcioni izvod reda «, dok je A linearan, zatvoren i gusto
definisan operator na Banahovom prostoru E ([8], [9], [10]).

Definicija 1.17 ([10]) Funkcija u € C(Ry; E) je jako resenje problema (1.32)
akou € C(R+; D(A))OOM71(R+; E)a Im—a ( Zk 0 ul ( )gk-i-l) < Om<R+a E)
i (1.32) je zadovoljeno na R, gde je funkcija g data sa (1.17).
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Definicija 1.18 ([10]) Problem (1.32) je dobro definisan ako za svako xj €
D(A), k =0,1,...,m — 1, postoji jedinstveno jako resenje u(t;xy,...,Tm_1) 2a
(1.32) i v € D(A), 2, — 0, n — 00, implicira u(t; 1, ..., Tm-1,) = 0 2a
n — 0o, pri cemu je konvergencija uniformna na kompaktnim intervalima.

Razmotrimo specijalan slu¢aj frakcionog Kosijevog problema (1.32) dat sa
“Deu(t) = Au(t), t >0,
u(0) = z, uP0)=0, k=1,...,m— 1. (1.33)

Kosijev problem (1.33) je dobro definisan ako i samo ako je sledec¢a Volterova
integralna jednacina

u(t) =x + /Ot ga(t — 7)Au(T)dr (1.34)

dobro definisana u smislu Definicije 1.18.
Slicno definiciji operatora resenja za jako neprekidne funkcije i njihovog in-
finitezimalnog generatora uvedenih u [10], dajemo sledeée definicije:

Definicija 1.19 Familija S,(t), t > 0, linearnih ogranicenih operatora na Ba-
nahovom prostoru E je uniformno neprekidan operator resenja za (1.33) ako su
zadovoljeni uslovi:

(i) Sa(t) je uniformno neprekidna funkcija za t > 0 i So(0) = I, gde je I
identicki operator na E.

(i) AS.(t)x = Sa(t)Azx, za sve x € E, t > 0.
(iii) S.(t)z je resenje jednacine (1.34) za sve v € E, t > 0.

Primetimo da je u odnosu na polugrupe operatora (Definicija 1.10), u pret-
hodnoj definiciji izostavljen uslov koji se odnosi na svojstvo polugrupe, te je
zamenjen uslovima (ii) i (iii). Razlog za to lezi u ¢injenici da frakcioni izvodi
imaju nelokalni karakter koji uvek prouzrokuje prisustvo memorije, te odgo-
varajué¢i operatori resenja ne mogu zadovoljavati svojstvo polugrupe. Slican
komentar vazi i za kosinusne familije operatora, u odnosu na kosinusnu funkci-
onalnu jednacinu C(t + s) + C(t — s) = 2C(t)C(s).

U skladu sa [71], problem (1.33) je dobro definisan ako i samo ako postoji
operator resenja koji zadovoljava uslove iz Definicije 1.19. Stavise, ako (1.33)
ima operator resenja S,(t) tada problem (1.32) ime jedinstveno resenje dato sa

3

u(t) = ) (JSa)(t)u,

0

iy
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pod uslovom da vazi z, € D(A), k = 0,1,...,m — 1. Zato je i problem (1.32)
dobro definisan, te je dovoljno razmatrati problem (1.33).

Definicija 1.20 Infinitezimalni generator A uniformno neprekidnog operatora
resenja Sa(t), o > 0,1t >0, za (1.33) dat je sa

t .
10 e

(1.35)
za svex € I.
Infinitezimalni generator A se takode moze definisati sa
Az = (“DS.) (1) Ji—o,
buduéi da je JAD; S, (t)x = S,(t)x — x i za sve funkcije v(-) € C(R,; E) vaii

im Jio(t)
tl0 ga+1(t)

= v(0)
(videti [10]).

Napomena 1.1 U sluéaju 0 < o < 1, definicija generatora data sa (1.35)
takode proizilazi iz uopstene teoreme o srednjoj vrednosti date u [68], s obzirom
da za f(t) € Cla,b] i “D; f(t) € C(a,b], vazi

1

m(cpff)(f)(t—@)a7 a<g<t, te(ab].

f(t) = fla) +

Definicija 1.21 (/10]) Operator resenja S, (t) je eksponencijalno ogranicen ako
postoje konstante M > 1 1w > 0 takve da

1Sa(t)]] < Me**, t > 0.

Kao u slucaju evolucionih jednacina pvog reda, odnosno za o = 1, vazi
sledece tvrdenje

Teorema 1.8 ([10], Teorema 2.5) Neka je o > 0. Eksponencijalno ogranicen
uniformno neprekidan operator resenja S, (t) generisan sa A je operator resenja
za Kogijev problem (1.33) ako i samo ako A € L(E).
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Iz Definicije 1.20 proizilazi da svaki operator reSenja ima jedinstven infini-
tezimalni generator, dok iz Teoreme 1.8 sledi da je generator eksponencijalno
ograni¢enog uniformno neprekidnog operatora resenja ogranicen linearan ope-
rator. Sa druge strane, svaki ograni¢en linearan operator A je infinitezimalni
generator uniformno neprekidnog operatora resenja S, (t) datog sa

Salt) = Ea(t*A) =) s > 0,620

Za 0 < a < 2, svaki ogranicen linearan operator generise jedinstven uni-
formno neprekidan operator resenja, kao sto se moze videti u slede¢em tvrdenju.

Teorema 1.9 Neka je 0 < a < 2 i neka su Sy(t) i To(t) eksponencijalno
ograniceni uniformno neprekidni operatori resenja sa infinitezimalnim genera-
torima A i B, redom. Ako A = B onda S,(t) = T,(t), za svako t > 0.

Dokaz:
Buduéi da je S, (t) eksponencijalno ograni¢en operator resenja, postoje kon-
stante M > 11 w; > 0 takve da

[Sa(t)]| < Me™, t > 0.

Tada za Re\ > w; 1 x € F imamo

MR, A)r = / e M8, (t)xdt,
0

gde je R(\, A) = (M — A)~! rezolventa operatora A. Sli¢no, za operator resenja
T, (t) postoji konstanta wy > 0 takva da za Rel > wy i x € F vazi

AR, A — / N (#)rdt,
0

pa S, (t) = T,(t) sledi iz osobine jedinstvenosti Laplasove transformacije. O

Slicno kao u sluc¢aju polugrupa operatora, neke od osobina uniformno nepre-
kidnih operatora resenja date su u slede¢oj propoziciji.

Propozicija 1.16 Neka je S,(t), 0 < o < 2, t > 0, eksponencijalno ogranicen
uniformno neprekidan operator resenja za (1.33). Tada



1.6 Uniformno neprekidni operatori resenja 25

(1) Postoji jedinstven ogranicen linearan operator A takav da

Sa(t) = E.(t°A), t > 0.

(ii) Operator A u (i) je infinitezimalni generator operatora resenja Su(t).
(iii) Za svako t > 0 vazi

ODXS, (1) = ASu(t) = Sa(t)A.

Dokaz:

Fiksirajmo 0 < a < 2. Iz Teoreme 1.8 znamo da je infinitezimalni generator
za S,(t) ograniCen linearan operator A. Sa druge strane, A je infinitezimalni
generator za operator reSenja dat sa E,(t*A), pa iz Teoreme 1.9 sledi S, (t) =
E,(t*A). Sva ostala tvrdenja slede iz (i). O
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Glava 2

Uopstene polugrupe i uopsteni
operatori resenja

2.1 Uopstene uniformno neprekidne polugrupe
operatora

U ovom poglavlju navodimo definiciju i osobine uopstenih (Kolomboovih)
uniformno neprekidnih polugrupa operatora, kao prosirenja klasi¢nih uniformno
neprekidnih polugrupa na prostor uopstenih funkcija, uvedenih u [60] i uspesno
primenjenih na reSavanje sistema semilinearnih hiperbolickih jednacina sa re-
gularizovanim izvodima u [62]. Napomenimo da se takode moze kombinovati
teorija Cyp-polugrupa i Kolomboovih uopstenih funkcija, kao sto je, na primer,
uradeno u [61].

Neka je (E, || - ||) Banahov prostor i £(F) prostor svih linearnih neprekidnih
preslikavanja £ — FE.

SEyN(]0,00) : L(E)) je prostor mreza

S.:[0,00) = L(E), €€ (0,1),

diferencijabilnih u odnosu na ¢ € [0, 00), sa osobinom da za svako T' > 0 postoje
NeN, M>0ig € (0,1) takvi da

d”

%Sa (t)

sup <Me ™V, e<ey ye{0,1}. (2.1)

tel0,T)

L(E)
SN([0,00) : L(E)) je prostor mreza
N, :[0,00) = L(E), € €(0,1),
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diferencijabilnih u odnosu na ¢ € [0, 00), sa osobinom da za svako T'>0ia € R
postoje M > 01i¢gq € (0,1) takvi da

d’

e < Me®, e<ey 7ve{0,1}. (2.2)

L(E)

sup
t€[0,T)

Ne(t)

Propozicija 2.1 ([65]) Prostor SEy([0,00) : L(E)) je algebra u odnosu na
kompoziciju operatora. Takode, prostor SN(]0,00) : L(FE)) je ideal prostora
SEN([0,00) : L(E)).

Dokaz:

Neka su S.(t) i T.(t) operatori iz prostora SFEy([0,00) : L(F)), pri cemu
je € € (0,1). Izaberimo = € E i ozna¢imo y = T.(t)x. Tada za kompoziciju
operatora, u oznaci Se(t)7:(t), imamo

1S T-)zlle = [IS:O(T=@)2)lle = [15:Oylle < [[1S:(Olce vl
< NSOl eI T=Oll 2oz 1zl e,

odnosno,

IS T=(O ey < 19O e Te() ]| (- (2:3)

Takodje, za izvod kompozicije operatora S.(t) i T.(t) vazi

Se(t+ h)T.(t +h)x — S.(t)T.(t)x

(isg(t)Te(t» x = lim

dt h—0 h
= lim Se(t + W)T(t + h)x — S(O)T:(t + h)x
h—0 h
+ lim Se(t)Te(t + h)z — S.()T.(t)x
= iy SO g,
: T.(t+h)x — T.(t)x
+ }11%55(25) -
_ (%&(t))T ()2 + S.(t )(CZTE(t)x>,

pa se na slican nac¢in kao u (2.3) dobija

H%&(tm(t)\\q 7)oy + HSa(t)IIaE)H%Ta(t)HL(E)-

E) = H%S‘E(t)Hc(E) )4
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S obzirom da po pretpostavci S.(t) i T.(t) zadovoljavaju osobinu (2.1), lako
se pokazuje, koriste¢i relacije (2.3), odnosno (2.4), umereno ogranicenje za kom-
poziciju S.(t)T-(t), to jest da S.(t)T.(t) takode zadovoljava pomenutu osobinu.

Slicnom procedurom moze se pokazati umereno ogranicenje za kompoziciju
T.(t)S(t), pa sledi da prostor SEp([0,00) : L(E)) ima strukturu algebre u
odnosu na kompoziciju operatora.

Pokazimo da je SN([0,00) : L(E)) ideal prostora SEp([0,00) : L(E)). U
tu svrhu izaberimo S.(t) € SEu([0,00) : L(E)), odnosno, T.(t) € SN([0, c0) :
L(E)). Shodno izboru operatora, S.(t) i T.(t) zadovoljavaju osobinu (2.1), od-
nosno, (2.2), redom. Tada se prethodno opisanom procedurom moze pokazati
da S.(t)T.(t), kao i T.(t)S-(t), pripadaju prostoru SN([0,00) : L(E)), to jest da
je SN([0,00) : L(F)) ideal prostora SE([0,00) : L(E)). O

S obzirom na tvrdenje sadrzano u Propoziciji 2.1, Kolomboovu algebru moguce
je definisati kao faktor algebru

SEyN(]0,00) : L(E
S610, 0 (5 = SE0): L8
Elemente prostora SG([0,00) : L(F)) ¢emo oznacavati S = [S.], pri ¢emu je
(S:)e predstavnik klase.

Sliéno mozemo definisati prostore uopstenih linearnih neprekidnih operatora:
SEy(F) je prostor mreza linearnih neprekidnih preslikavanja

A E— B, ce(0,1),
takvih da postoje konstante N € N, M > 01 gy € (0, 1) takve da

(2.5)

1Al ey < Me™N, ¢ <e,.

SN(E) je prostor mreza linearnih neprekidnih preslikavanja A. : E — F, ¢ €
(0, 1), takvih da za svako a € R, postoje konstante M > 01 ¢q € (0, 1) takve da

| Al zpy £ Me®, € < &.

Odgovaraju¢i Kolomboov prostor uopstenih linearnih neprekidnih operatora na
E definisemo sa

SEu(E)
SG(E) = ——=-.
(E) SN(E)
Ponovo, elemente prostora SG(F) ¢emo oznacavati sa A = [A.], gde je (A.).

predstavnik klase.
Sada prelazimo na definiciju uopstenih uniformno neprekidnih polugrupa
operatora, kao i njihovog infinitezimalnog generatora.
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Definicija 2.1 S € SG([0,00) : L(E)) je uniformno neprekidna Kolomboova
polugrupa ako ima predstavnika (S:). takvog da je S. uniformno neprekidna po-
lugrupa za svako dovoljno malo €, odnosno,

(1) 5:(0) =1,
(ZZ) Ss(tl + tg) = Ss(t1>S€(t2)’ za svako tl Z O, t2 Z 0,

fiii) Timy o ||S. () — I]] = 0.

Definicija 2.2 A € SG(E) je infinitezimalni generator uniformno neprekidne
Kolomboove polugrupe S € SG([0,00) : L(E)) ako ima predstavnika (A.). takvog
da je A. infinitezimalni generator polugrupe S-, za svako dovoljno malo € .

Da prethodna definicija generatora ne zavisi od predstavnika klase A = [A,]
obezbeduje nam sledeéa propozicija, dokazana u [60].

Propozicija 2.2 Neka su (S.): i (S:)c predstavnici uniformno neprekidne Ko-

lomboove polugrupe S, sa infinitezimalnim generatorima A. i Ac, redom, za do-
voljno malo €. Tada je A. — A: € SN(E).

Slede¢a propozicija, dokazana u [62], obezbeduje, kao u sluc¢aju klasi¢nih
polugrupa operatora, jedinstvenost odgovarajuce uniformno neprekidne Kolom-
boove polugrupe.

Propozicija 2.3 Neka je A infinitezimalni generator uniformno neprekidne Ko-
lomboove polugrupe S, 1 B infinitezimalni generator uniformno neprekidne Ko-
lomboove polugrupe T. Ako je A= B, onda S =T.

U nastavku navodimo neka svojstva uopstenih uniformno neprekidnih polu-
grupa operatora i njihovih infinitezimalnih generatora.

Definicija 2.3 Neka je h. pozitivna mreZa koja zadovoljava h. < e~'. KaZemo
da je operator A € SG(E) h.—tipa ako ima predstavnika A. takvog da

| Al z(ey = O(he), € = 0.

Slicno, za G € G([0,00) : H(R)), B > %, kaZemo da je h.—tipa ako ima
predstavnika G, takvog da

“GaHHﬁ = O(hg), e — 0.
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U klasi¢noj teoriji polugrupa, kao sto smo ve¢ naveli u Teoremi 1.5, dobro
je poznato da je linearan operator A infinitezimalni generator uniformno nepre-
kidne polugrupe operatora ako i samo ako je A ogranicen linearan operator.

Sa druge strane, u slucaju uniformno neprekidnih Kolomboovih polugrupa
operatora, da bi uopsteni operator bio infinitezimalni generator mora dodatno
zadovoljavati odredene osobine, kao $to je navedeno u slede¢em tvrdenje doka-
zanom u [62].

1
Propozicija 2.4 Svaki operator A € SG(E) h.—tipa, gde je h. < Clog—, jeste
5

infinitezimalni generator neke uniformno neprekidne Kolomboove polugrupe S €

SG([0,00) : L(E)).

Napomenimo jos da kao i u klasicnom slucaju, za uniformno neprekidne
Kolomboove polugrupe uvek postoji infinitezimalni generator i da je on jedin-
stven. To proizilazi iz ¢injenice da Kolomboove polugrupe za predstavnika imaju
klasi¢cnu uniformno neprekidnu polugrupu, za koju postoji jedinstveni infinite-
zimalni generator ([69], Posledica 1.4).

Kao sto mozemo videti u Propoziciji 2.4, ako je operator A logl/e—tipa tada
generise neku uniformno neprekidnu Kolomboovu polugrupu S. Medutim, ka-
snije prilikom dokazivanja rezultata o egzistenciji i jedinstvenosti reSenja, trebace
nam takode da i polugrupa S bude logl/e—tipa, $to znaci da ima predstavnika S,
takvog da vazi ||S-(¢)|| = O(logl/¢e), € — 0. (Razlog lezi u ¢injenici da se u pro-
cedurama dokazivanja egzistencije i jedinstvenosti resenja evolucionih jednacina
sa prostorno frakcionim izvodima u Glavi 3 koristi Gronvalova nejednakost). To
zna¢i da moramo nametnuti striktnije uslove na A da bi obezbedili da S bude
logl/e—tipa:

Propozicija 2.5 Svaki operator A € SG(E) takav da ||A.||zp) = o(loglogl/e)
je infinitezimalni generator uniformno neprekidne Kolomboove polugrupe opera-

tora S € SG([0,00) : L(E)) logl/e—tipa.

Dokaz:

Najpre, primetimo da je operator A logl/e—tipa i da je kao takav infinitezi-
malni generator uniformno neprekidne Kolomboove polugrupe S € SG([0, c0) :
L(E)). Ostaje da se pokaze da je ova polugrupa logl/e—tipa. Za sve t > 0 vazi

IS0 < e/ < totlsostsa) = o(1og ),
9

odakle sledi ||S.(¢)|| = O(logl), i tvrdenje je dokazano. O
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2.2 Reprezentacija resenja frakcionog Kosije-
vog problema

Neka je W ,(R™) prostor koji sadrzi sve funkcije iz prostora LP(R™) sa osobi-
nom da njihova Furijeova transformacija ima kompaktan nosa¢ na nekom otvo-
renom domenu G C R", snabdeven odgovaraju¢om konvergencijom uvedenoj u
Definiciji 2.4.

Definicija 2.4 ([84]) Niz funkcija f,, € ¥ ,(R™), m =1,2,3,... konvergira ka
fo € Y ,(R™) ako je zadovoljeno:

(i) Postoji kompaktan skup K C G takav da za sve m € N vazi suppf,; C K,

fm(z) — fo(x)|pdx>; — 0, m — oo.

(ii) 11 fn = follar = ( S

Na osnovu Pejli-Viner-Svarcove teoreme, elementi prostora ¥g,,(R™) su ho-
lomorfne funkcije eksponencijalnog tipa, ¢ija restrikcija na R™ pripada prostoru
LP(R™).

U navedenom radu [84], na prostorima Vg o(R") razmatran je Kosijev pro-
blem za nehomogene vremensko frakcione pseudo-diferencijalne jednacine

“Deu(t,r) = A(D)u(t,x)+ f(t,x), t >0, x € R,
ak

RIC —(0,z) = @g(z), k=0,1,....m — 1, (2.6)

pri cemu je m—1 < a < m, m € N, dok je A(D, ) pseudo-diferencijalni operator,
za funkcije ¢ € W o(R™), definisan sa

~ eiz§ — 1 ~ eizf
~ g L A0 = o [ a@peeas

gde je A(§) simbol operatora A(D,).

Reprezentacija reSenja problema (2.6), dobijena primenom frakcionog analo-
gona Duhamelovog principa, tj. frakcionim Duhamelovim principom, data je u
narednom tvrdenju.

Teorema 2.1 ([84], Teorema 3.9) Neka pi(x) € VUgo(R"), k = ,...,m -1,
m €N, f(t,z) € AC[t > 0;Ugo(R™)], D f(t,z) € Clt > 0; Tgo(R™)] i
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f(0,2) = 0.Tada Kosijev problem (2.6) ima jedinstveno resenje, dato sa

m

u(t,e) = 3 I EL("ADL))pra ()

k=1

—i—/o AIPTVEL((t— 7)) A(D,) YD f (1, 2)d. (2.7)

Napomena 2.1 U sluc¢aju da se f(t,x) ne anulira za t = 0, reprezentacija (2.7)
ima oblik

u(t,z) = Y I EL(t*A(D,))pr1(x)
k=1
+/0 TJtm_lEa((t — 7)*A(D))FED™ f (1, 2)dT.

Motivisani frakcionim Duhamelovim principom (Teorema 2.1), u narednoj
propoziciji dajemo reprezentaciju resenja nehomogenog Kosijevog problema za
frakcione evolucione jednacine reda 0 < o < 1, u operatorskom obliku, odnosno,
izrazenu preko operatora resenja, pri ¢emu nelinearni deo jednacine f zavisi od
reSenja u, dok operator A dopusta prisustvo koeficijenata koji zavise od x.

Primetimo da je u Propoziciji 2.6 jednacina data preko Kaputovog frakcionog
izvoda, dok se u reprezentaciji reSenja pojavljuje Riman-Ljuvilov frakcioni izvod.
Razlog za to lezi u ¢injenici da je sa takvom reprezentacijom obuhvacen opstiji
slucaj za nehomogeni deo jednacine, to jest slucaj kada se funkcija f(-, ¢, u(t))
ne anulira za t = 0.

Propozicija 2.6 Neka je A linearan, ogranicen operator na Banahovom pro-
storu E. ReSenje Kosijevog problema za 0 < o < 1:

“Dru(t) = Au(t) + f(-,t,u(t)), t >0,
uw(0) = up, (2.8)

dato je sa
u(t) = Sa(t)uo + /t Salt =)D f (-, 7y u(r))dr, (2.9)
0

gde je S,(t) operator resenja generisan sa A.
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Dokaz:

S obzirom da je za neprekidne funkcije frakcioni integral J{* takode nepre-
kidna funkcija, kao i da je “D2 levi inverz frakcionog integrala J&, za svako
a > 0 i sve neprekidne funkcije, uzimajuéi u obzir relaciju “D2S,(t) = AS,(t),
lako se moze pokazati da u(t), dato sa (2.9), resava Kosijev problem (2.8).

Koriste¢i najpre relaciju (1.18) u Propoziciji 1.11, koja se odnosi na Riman-
Ljuvilov frakcioni izvod, integral na desnoj strani izraza (2.9) moze se prikazati
kao

— Z/O F(;@ —7)" A" RL’Dl*O‘f(-, T,u(T))dr

= ST AT DI f (- u(t))

n=0
= i Jtna+aAnf('7 t, U(t>) (210)
n=0

Dalje, primenjujudi frakcioni operator Kaputovog tipa na jednakost (2.9) i kori-
ste¢i prethodnu relaciju, dobija se

t
CDou(t) = CDES (g + D / Su(t — 7)REDI f (o 7 u(r))dr
0

= ASu(thuo+ Y “DRIFI A (-t u(t))

n=0

= ASu(thug+ Y JA"f (-t ult))
n=0

= AS,(t)uo+ f(-,t,u(t)) + JtaAi JPCATF(- t u(t))

n=0

= AS,(uo+ f(, t,u®)) + JA(CDIu(t) — DS, (t)uo)
= AS,(t)uo + F(- t,u(t)) + Au(t) — Au(0) — AS,(t)uq
+ASQ(0)UO

= Au(t)+ f(-,t,ult)).
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Kako je pocetni uslov trivijalno zadovoljen, sledi da reprezentacija (2.9) zai-
sta resava frakcioni Kosijev problem (2.8). O

Napomena 2.2 Dokaz prethodnog tvrdenja moze se izvesti koriste¢i Kaputov
frakcioni izvod integrala po promenljivoj ¢ija gornja granica takode zavisi od iste
promengive, tj. primenjujuci odgovarajucéu formulu (1.23).

Napomena 2.3 Primetimo da u (2.9) za o = 1 dobijamo klasiéni Duhamelov
princip, poznati princip koji se koristi prilikom resavanja evolucionih jednacina
prvog reda. Reprezentacija resenja (2.9) takode moze biti data preko Kaputovog
frakcionog izvoda, uz dodatnu pretpostavku f(-,0,uq) = 0.

Za egzistenciju resenja integralne jednacine (2.9), koju éemo dokazati pri-
menom Banahove teoreme o fiksnoj tacki, odnosno, Banahovog principa kon-
trakcije, bi¢e nam potrebna alternativna integralna reprezentacija dobijena u
narednoj propoziciji.

Propozicija 2.7 Neka 0 < a <1 i neka je S,(t) operator resenja generisan sa
A. Tada

/0Sa(t—T)RLDi_af<',T,U(T))dT:/0(t—T)a_lana((t—T)aA)f(-,7',u(’r))d’i‘.

(2.11)
Dokaz:
Koristeéi relaciju (2.10) dobija se
t [e.9]
[ Sut = DD mu(r)dr = 30 A ()
0 n=0
— - t — nat+oa— An . d
> o Fru(r)dr
t 0 1
— o a—1 e & T na An £,
LS g A Gt
t
= / (t - T)ailEa,a((t - T)aA)f('> T, U(T))dT,
0
pa reprezentacija (2.11) automatski sledi. 0J

Sada dokazujemo egzistenciju resenja integralne jednacine (2.9) koristeéi Ba-
nahov princip kontrakcije:
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Propozicija 2.8 Neka je E Banahov prostor, ug € E i neka je za u(t) €
C([0,T): E), T > 0, definisano preslikavanje F dato sa

F(u(t)) = Sa(t)uo + /0 So(t — 7)EEDIf (- 7 u(T))dr, (2.12)

pri éemu je S, (t), 0 < a < 1, operator resenja generisan linearnim i ogranice-
nim operatorom A. Pretpostavimo dodatno da je f LipSicova funkcija po u, kao
i f(-,t,0) = 0. Tada preslikavanje F ima jedinstvenu fiksnu tacku na prostoru
C([0,T): E).

Dokaz:

Izaberimo T' > 0. Tada za u(t) € C([0,T) : E), koristeci alternativnu inte-
gralnu reprezentaciju (2.11) za integral u (2.12), kao i ocenu (1.31) za Mitag-
Leflerovu funkciju E, ,, imamo

1 (u(®))] =
< IlSa(t)uO!\E+/0 (t =) N Eaalt = )" Alle 17 u(n)) | pdr

[e7

L T 11—« 1
< CoeM T fug | g + —Ca(1+ A=) A+ T )W TL sup Ju(t)] e,
«@ te[0,T)

(2.13)

pri ¢emu je L LipSicova konstanta preslikavanja f. Uzimajuéi u obzir pretpo-
stavke za ug 1 u(t), iz poslednje nejednakosti sledi da za preslikavanje F' dato sa
(2.12) vazi F: C([0,T) : E) — C([0,T) : E).

Pokazimo da je preslikavanje F' kontrakcija na prostoru C([0,T") : E). Izabe-
rimo wuy (t), uz(t) € C([0,7T) : E). Iz slicnih razloga kao u (2.13) dobijamo

[ (ur(2)) = F(uz(t))]| e
S/O(t—T)a_l\lEa,a((t—T)“A)Hﬁ(E)Hf(-,T,ul(T))—f(-,T,W(T))IIEdT

T a 1
< Ca(1+ JAF5) (1 + T AITL sup [fuy (£) — ua(t)] -
« te[0,T)

Da bi preslikavanje F' bilo kontrakcija neophodno je da bude zadovoljeno

Co(1+ | A|S5)(T* + T)elAITL,
(e}

<1, (2.14)
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odnosno,

Co(1 4 | A|'55)(T® + T)el =T,

<1
«
o AT @
Coa(T+[JA[=)(T*+T)L
(6%

& |]AH§T<log — :
Co(1+ ||A| = ) (T4 T)L

Ukoliko vazi

; 1+ A=) (T +T)L
||A||ET < 1 . Ca( + || || - )( _I_ ) , (215)

koriste¢i ocenu za logaritamsku funkciju
1
1——<logz, x>0,
x

zakljucujemo da ¢e u tom slucaju vaziti poslednja nejednakost u prethodnom
nizu nejednakosti, pa samim tim i uslov kontrakcije (2.14).
Za svako 0 < T < 1 vazi T“ > T, pa imamo

T+ T > 2T,
sto u kombinaciji sa nejednakoséu (2.15) daje

20, L(1 + ||A||=5)T
AT < 1— (T+[JA]=7) |
e

odnosno,

1
T< 1 20,L l—ay"
[A[Je + == (1 + [JA[ =)

Sa druge strane, za svako T' > 1 vazi T' > T, pa imamo

(2.16)

T 4T > 277,
sto opet u kombinaciji sa nejednakoséu (2.15) daje

Lo < Al 20,L(1+ A5 )T
JAJST < AT < 1- K ,
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odnosno,
1

< 1
(Al + 22 (1 4 (A=)

Na osnovu ocene (2.16), odnosno, (2.17), izaberimo T* > 0, takvo da je

(2.17)

1 1
T* < min ,
{ 1A% + 2L (1 + [JAIS%) (|Alw + 2L (1 4+ [|4]| 5 ))”‘“}

(2.18)
Na taj na¢in smo u stvari pokazali da je preslikavanje F' kontrakcija na prostoru
C(]0,T*) : E), pa na osnovu Banahovog principa kontrakeije sledi da preslika-
vanje I’ ima jedinstvenu fiksnu tacku na tom prostoru. Kako izbor T, dat sa
(2.18), ne zavisi od pocetnog uslova, sledi da se dobijeno resenje moze produziti
na proizvoljno 7' > 0, ponavljajuci prethodni postupak i pri tome biraju¢i nove
pocetne uslove. O

Izvod prvog reda integralne reprezentacije sadrzane u reprezentaciji (2.9),
koji ¢e nam kasnije trebati u Kolomboovom okruzenju, naveden je u narednoj
propoziciji.

Propozicija 2.9 Neka 0 < a < 1 i neka je S,(t) operator resenja generisan sa
A. Pretpostavimo da je funkcija f(-,t,u) neprekidna po t. Tada

/S DI (7 u)dr
= / (t —7) " Epo((t —7)*A)0, f(-, 7, u)dT

0

+t By o (t*A) £(+, 0, u(0)). (2.19)
Dokaz:
Iz relacije (2.10) sledi
a [ R = g
— | S,(t—r)RLpl-e S Jrete AT F ().
it J, St =7) Us Zd u)

S obzirom da je

f('v 0, u(o))ta_l

ijo‘f(.’t’u) = RL’Dtliaf('atJL) = CDtliaf('vta?O + F(a)

dt”t

= el t,u)+f("0’ru(g))))tal,

e (2.20)
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uzimajuci u obzir da je frakcioni integral proizvoljnog reda neprekidnih funkcija
opet neprekidna funkcija, kao i da se frakcioni integral za sve neprekidne funkcije
anulira u nuli, imamo

= d
Z _Jtna+aAnf('> l u)
et dt

> d > Jree=LAn (. 0, u(0))
_ nata An . t Y

na+a—1

- na+ao nd = n
:g‘]t A Ef(atau)—i_%mA f(,O,U(O)),

i slicno dokazu tvrdenja datom u Propoziciji 2.7 dobijamo relaciju (2.19). O

Prethodno tvrdenje vazi i u slucaju a = 1, s obzirom da za polugrupe ope-
ratora vazi relacija sadrzana u narednoj propoziciji.

Propozicija 2.10 Neka je S(t), t > 0, polugrupa operatora generisana sa A.
Tada
d t t
7 S(t—T)f(-,T,u)dT:/ S(t—7)0-f(-,T,u)dr + S(t)f(-,0,u(0)). (2.21)
0 0

Dokaz:
U teoriji polugrupa operatora, dobro je poznata formula

%/0 S(t—T)f(-,T,u)dT—/O %S@—T)f(',T,U)dT—l—f(-,t,u), (2.22)

Sa druge strane, primenjujuci parcijalnu integraciju na integral
t
/ S(t—71)0-f(-, 7, u)dr
0

dobijamo

/0 St —7)0-f(-, 7, u)dr

T=t t d
+/O ES(t—T)f(',T,U)dT

7=0

=S{t—7)f(-,7,u)

= f(-,t,u) = S(t)f(-,0,u(0)) +/O %S(t —7)f(-, 7, u)dr.
(2.23)



40 Uopstene polugrupe i uopsteni operatori reSenja

Na kraju, kombinujuéi formule (2.22) i (2.23), dobija se upravo formula data
sa (2.21). O

2.3 Uopsteni uniformno neprekidni operatori
resenja

U ovom poglavlju, za potrebe resavanja frakcionih evolucionih jednacina na
odgovarajuc¢im Kolomboovim prostorima konstruisatemo uopstene uniformno
neprekidne operatore resenja, koje ¢emo dobiti od klasiénih operatora resenja,
na slican nacin kao sto su uopstene polugrupe operatora dobijene od klasi¢nih
polugrupa operatora. Takode, ispitacemo neke od osnovnih osobina novouvede-
nih uopstenih operatora resenja, njihovih infinitezimalnih generatora, odnosno,
odgovarajuce relacije medu njima.

Preciznije, osnovni cilj ovog poglavlja jeste konstrukcija familije uopstenih
operatora pogodne za resavanje frakcionog Kosijevog problema reda m — 1 <
a < m, m € N, oblika kao (1.32), odnosno,

CDeu(t) = Au(t), t >0,
u®(0) = xp, k=0,1,...,m—1, (2.24)

pri ¢emu su uopsteni linearni i ograni¢eni operatori A infinitezimalni generatori
novouvedenih uopstenih uniformno neprekidnih operatora resenja. Osim toga,
uopsteni operatori A mogu sadrzati koeficijente koji zavise od promenljive x.

Kao u slucaju klasiénih operatora resenja, razmatrac¢emo specijalan slucaj
frakcionog Kosijevog problema (2.24) dat sa

“Dpu(t) = Au(t), t >0,
u(0) = o u®(0) =0, k=1..om—1L (2.25)

Podsetimo da je svaki ogranic¢en linearan operator na Banahovom prostoru
E ujedno i zatvoren, gusto definisan operator na E. Prema tome, sva tvrdenja
uvodne glave u Poglavlju 1.6 ostaju na snazi i u slucaju ogranicenih linearnih
operatora.

Neka je (E, || - ||) Banahov prostor i £(E) prostor svih linearnih neprekidnih
preslikavanja £ — F.

Najpre navodimo lemu, koja ¢e kasnije imati veoma vaznu ulogu prilikom
dokazivanja nekih tvrdenja u Kolomboovom okruzenju:
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Lema 2.1 Neka je m — 1 < a < m, pri cemu m € N. Pretpostavimo da je

7() € Cm1(0,00)  £(E)) 1 C((0,00) : £(E) takvo da lim || L0 =
t—0+ L(E)
C < +o0. Tada
°DpS(E) = lim ST (1) u L(E) (2.26)
pri cemu je
1 tfm()
“DYf(t) = / dr. 2.27
2 D, f(1) T(m— a) n(t_T)oz—m—HT (2.27)
Dokaz:
Fiksirajmo m € Nia > 0 takvo dam — 1 < a < m. Tada
19D f(t) = 5D, f(t)]l emy
1 n || £(m)
_ [,
Fm—-a) Jy (t—r7)mtt
_ 1 /'77 ||f(m) (7-)||L(E) Fa—m "
Dm—a)Jy  rem (- r)emi
1 fm(7) /” TOm
< —— sup ——dT
[(m —a) repq || 707 £(E)Jo (t —7)o-mtt
1 f(m) (7_> ,r]a—m-i-l
- Sup a—m a—m+1"
[(m —a) repm |l 7 L(E) (a—m+1)(t—mn)

Pustajuc¢i da n — 07, lako se dobija (2.26). O

U nastavku uvodimo definicije prostora u okviru kojih ¢emo kasnije birati
uopstene uniformno neprekidne operatore resenja.

Definicija 2.5 Neka jem—1 < a < m, pri cemum € N. SE3;™([0,00) : L(E))
je prostor mreza
(Sa)e 1 [0,00) = L(E), €€ (0,1),

sa osobinama:
(i) (Sa)e(t) € C™7H([0,00) : L(E)) N C™((0,00) : L(E)).

A (Sa):(t)

ta—m

=(C < +o0.
L(E)

(ii) limg_o
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(iii) Za svako T > 0 postoje N € N, M > 0 iy € (0,1) takvi da

sup “CD?(Sa)a(t)“c(E) < Me™, e<egy, ve{0,...,m—1,a},
tel0,T)
dm
sup 1= (Sa)e(t) < Me™V, e<e
te(0,T) L(E)

Na slican natin definiSemo prostor:

Definicija 2.6 SN, ,,([0,00) : L(E)) je prostor mreza
(Na)e : [0,00) = L(E), €€ (0,1)

sa osobinama:

(i) (Na)e(t) € C™7H([0,00) : L(E)) N C™((0,00) : L(E)).

g (Na )< (t)

tOL*’ITL

(ii) limy o+ = C < +00.

L(E)

(iii) Za svako T >0 i a € R postoje M >0 i ey € (0,1) takvi da

sup [|D) (No)e(t)|| ppy < Me" <o, v€{0,...,m~1a},

te[0,T)

am "
sup || ——(Na)e(t) < Me®, e < ey
te(o,7) || dt L(E)

Primetimo da se u sluc¢aju izvoda celobrojnog reda, u osobini (iii) iz pret-
hodnih definicija supremum uzima za ¢t € (0,7). Razlog za izostavljanje 0 lezi
u Cinjenici sto izvodi celobrojnog reda Mitag-Leflerove funkcije imaju singulari-
tet u 0, a upravo se Mitag-Leflerovom funkcijom predstavljaju operatori resenja
pomocu kojih ¢emo resavati frakcione evolucione jednacine. Ovo svojstvo, za-
jedno sa svim ostalim navedenim u prethodnim definicijama obezbedic¢e da pro-
stori SE};"([0,00) @ L(E)) i SNam([0,00) : L(F)) imaju strukturu algebre,
odnosno, ideala, redom. Upravo to tvrdimo u narednoj propoziciji ¢iji dokaz da-
jemo za slucaj 0 < a < 1 (tj. zam = 1), dok je za 1 < o < 2 dokaz prezentovan
u Poglavlju 5.2.
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Propozicija 2.11 SE};"([0,00) : L(E)) je algebra u odnosu na kompoziciju
operatora, dok je SNy m([0,00) : L(E)) ideal prostora SE3;™([0,00) : L(E)).

Dokaz:

Fiksirajmo 0 < a < 1, a zatim izaberimo uopsStene operatore S, i T, iz
prostora SES;'([0,00) : L(E)). Tada se lako dobija da kompozicija Sy (t)Ty(t)
zadovoljava osobine (i) i (ii) sadrzane u Definciji 2.5. Cinjenica da S, (t)T,(t)
zadovoljava osobinu (iii) za v € {0, 1}, moze se pokazati na uobicajen nacin, kao
u slucaju Kolomboovih prostora sa izvodima celobrojnog reda.

Dokazimo da je osobina (iii) zadovoljena za v = « takode. Zaista, za t €
(n,T), gde je n > 0 proizvoljno malo i T' > 0, koristeéi osobinu (2.26) imamo

1Dy ((Sa)e()(T)e ()l ()
1 T Sa)e () (Ta)e (7)) ey
= F(l —a) nlg&/ (t —T)e dr
g, [ WA o) e,
1 — ) n—>0+ (t—71)e
1(Sa)< (7| e [[((Ta)< (7))l ()
+ 'l —a) n—>0+/ Lt—T)“ =S
o (t=n)'” -N
< lin ST oy M
T« N
STE—a

Prema tome, dobili smo umereno ogranicenje za t € (0,7), odnosno,

sup_ (| D((Sa)e (1) (T) o)y < M.

te(0,T)

Ostaje da se dobije umereno ogranic¢enje za t = 0. Najpre, iz uopstene (frakcione)
teoreme o srednjoj vrednosti (Teorema 1.4) dobija se

“D((Sa)=(1)(Ta)=(1)) li=o

— 1 lim (Sa)a(t) (Ta)s(t) — (Soz)E(()) (Ta)E(O)
I'(1+ «) t—o0+ to

C b ((S)e(t) = (Sa)(0)(T)(8)
F(l + a) t—0+ te

+ 1 lim (Sa)é(o))((Ta)a(t) B (Ta)a(o))
I'(1+ ) tso0+ to

= “Df((Sa):(1)) lio (Ta)=(0) + (Sa)-(0) D (Ta)e (1)) le=o,
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pa konac¢no, nakon ocene u normi, proizilazi da je osobina (iii) kompletno zado-
voljena.

Sliéno, moze se pokazati da kompozicija (T, ):(t)(5,):(t) takode zadovoljava
sve osobine iz Definicije 2.5. Prema tome, prostor SES'([0,00) @ L(E)) je
algebra.

Na osnovu sliénih argumenata lako se pokazuje da je SN, 1([0,00) : L(E))
ideal prostora SE;' ([0, 00) : L(E)). O

Direktna posledica tvrdenja datog u Propoziciji 2.11 jeste da smo sada u
mogucnosti da definiSemo prostor Kolomboovog tipa kao faktor algebru:

Definicija 2.7 Kolomboov prostor se definise kao kolicnicki prostor

_ SEN"([0,00) : £(E))

SGom([0,00) : L(E)) = SNom([0,00) : L(E))

(2.28)

Za svako o > 0 elemente prostora SG,.,(]0,00) : L(F)) oznacavacemo
sa S = [(S4)e], gde je (S.). predstavnik klase. U specijalnom slucaju 0 <
o < 1, koristi¢emo kradi zapis SES;'([0,00) : L(E)) = SE$,([0,00) : L(E)),
SN,1([0,00) : L(E)) = SN4([0,00) : L(E)), odnosno, SG,1([0,00) : L(E)) =
SG,([0,00) : L(E))

Sliécno, mogu se definisati sledeéi prostori uopstenih (Kolomboovih) opera-
tora:

Definicija 2.8 SE\y(E) je prostor mreza linearnih neprekidnih preslikavanja
A.:E— E, €€(0,1),
takav da postoje konstante N € N, M > 0 i gy € (0,1) takve da
| Al zm)y < Me™N, &< e,

Definicija 2.9 SN(FE) je prostor mreza linearnih neprekidnih preslikavanja A :
E — E, €(0,1), sa osobinom da za svako a € R, postoje M >0 i gy € (0,1)
takvi da

||A5H£(E) < M€a, e <gg.

Definicija 2.10 Kolomboov prostor uopstenih linearnih neprekidnih operatora
na E je definisan sa

SG(E) = ‘ZENL(QEJ?
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Elemente SG(FE) ¢emo oznacavati sa A = [A.], gde je A. predstavnik klase.

Definicija 2.11 Neka je a > 0 im € N, takav dam —1 < a < m. S, €
SGam([0,00) : L(E)) je uniformno neprekidan Kolomboov operator resenja za
(2.25) ukoliko ima predstavnika ((Sa)e)e takvog da je (Sa)e uniformno nepreki-
dan operator reSenja za (2.25), u sluc¢aju svakog dovoljno malog e, odnosno,

(1) (Sa)e(t) je uniformno neprekidna funkcija zat > 0 i (S,):(0) = I, gde je I
tdenticki operator na E.

(i) A(S.):(t)z = (Sa)e(t) Az, za sve x € E, t > 0.

(iii) (Sa):(t)x je resenje Volterove integralne jednacine (1.34), za sve x € E,
t>0.

Propozicija 2.12 Neka je o« > 0 i neka su (Sy)1e @ (Sa)2e predstavnici uopstenog
uniformno neprekidnog operatora reSenja S, sa infinitezimalnim generatorima
Aie 1 Age, redom, za dovoljno malo €. Tada

gls — 1125 € SN(E)

Dokaz:
Fiksirajmo a > 0. Tada vazi

g16 - g2e = (CDta<Sa>16>(t) |t:0 _(C,D?(Sa)%)(t) |t:0
= CD?((SOA>18 - (Sa)QE)(t) ’t=0 .

S obzirom da je
(Sa)1e = (Sa)2e € SNa([0,00) : L(E)),
za svako a € R postoji M > 0 takvo da
19D ((Sa)1e = (Sa)2)(t) li=o Il ) < Me".

Odatle sledi da za svako a € R postoji M > 0 takvo da ||Ay. — Ao.|| < Me®.
Prema tome, A;. — As. € SN(E). O

Definicija 2.12 Ae SG(FE) je infinitezimalni generator uniformno neprekid-
nog Kolomboovog operatora resenja S, € SGom([0,00) : L(E)), m—1 < a <m,
m € N, ako je A infinitezimalni generator predstavnika (Sy)e, za svako dovoljno
malo €.
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Da prethodna definicija infinitezimalnog generatora uniformno neprekidnog
Kolomboovog operatora resenja ne zavisi od predstavnika klase sledi iz Propo-
zicije 2.12.

Kao u slucaju klasi¢nih i uopstenih polugrupa operatora, u narednom tvrdenju
pokazujemo da svaki ograni¢en uopsteni operator generise jedinstveni uniformno
neprekidni Kolomboov operator resenja.

Propozicija 2.13 Neka je 0 < a < 1. Neka je A infinitezimalni generator
uniformno neprekidnog Kolomboovog operatora reSenja Sy, i B infinitezimalni

generator uniformno neprekidnog Kolomboovog operatora resenja T,,. Ako je A =
B, tada S, =T,.

Dokaz:
Fiksirajmo 0 < @ < 11ioznac¢imo N. = A, — B. € SN(F). Tada se iz osobine
(iii) u Propoziciji 1.16 dobija

CD?‘((SQ)E — (To)e) () = Ac((Sa): — (To)e) (D) + Ne(Ta)e ().

Kako je (54):(0) = (Tn)-(0) = I, koristeéi frakcioni Duhamelov princip (2.9)
dalje imamo

((Sa)e = (T)e)(t)z = /O (Sa)=(t = 7) DI No(To ) (7)wdr (2.29)

Tada iz integralne reprezentacije date u Propoziciji 2.7 imamo

((Sa)e = (To)e) )z = /0 (t = 1) Baa((t = 7)*A)N(To)o () 2dr
— /(t—f)a—lzwﬁ (T,)(7)xdr

“—~ I'(a + na)

n+1a 1An~
= =NA(T,)e d
/ iy L))

noc lAn 1

_ Z / N(To)(7)adr.
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Dalje, za t € [0,T), T > 0, dobijamo ocenu

1((S0): — (T (D] < Zﬁ / (t — r) e AN (T () dr
< IS s 7 HZHA e

. < e A

< HNsHtES[%g)H( )()H— m

= NI sup (T, )()Il—a EoaT*| L),

te[0,T)

pa koriste¢i ocenu (1.31) za E, , imamo

1((Se)e = (T ))()|I<
||Ns||tes[131;)\|( )()H— a1+ A0 ) (14 T2 - exp(T A

Ca ~ e —a)/a e 1 a
= 2Nl sup [(Ta)-(0) (1 + [|[Ac|| O )T + T) - exp(T|| Ac||/*),
«@ t€[0,T)

odakle dobijamo N-ogranicenje za ||((Sa)e — (Tw):)(®)]|-
Sada razmatramo slucaj v = . Za t € [0,T), T > 0, sli¢no se dobija

19D ((Sa)e — (Tw)) ) < [N Sup (T HZ”An'f ZZ

= |IN|| sup [[(To)-(t)] - Ea(T|IAc])),
te[0,T)

te opet imamo N -ogranicenje, sada za ||“D((S,). — (Ta):)(1)]|-
Nakon diferenciranja integralne reprezentacije (2.29) po ¢, koristeéi inte-
gralnu reprezentaciju (2.19) dobijamo

GE) = @O = [ =0 Bl = 7 A (L))

=
+10 7 By o (t“AL) Nz
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Tada se za svako T} > 01it € [T1,T), dobija ocena u normi

|5~ |

< lim [(t—7)*"!
n—0+
1

O By o (8[| A ) || V|

Eoal(t — T)QZE)NE%(TQ)E(T)HW

| I d T —n)"
< lim sup Ban((T — 7| A|) A SUp)HE(Ta)s(T)H( - )

n—0% rem,1) T€n,T

7 oo (T AN

Konaéno, s obzirom da N, € SN(E) sledi da za svako a € R postoji M > 0
takvo da

sup [|“D;((Sa)e = (Ta)o) ()l em) < Me*, v € {0,a},

tel0,T)
d a
sup %((Sa)E — (Tw)e)(t) < Me?,
te(0,T) L(E)
odnosno, (S,): — (Ta)e € SN 4([0,00) : L(E)). O

Definicija 2.13 Neka je h. pozitivna mreZa koja zadovoljava h. < e~t. KaZemo
da je operator A € SG(E) h.—tipa ako ima predstavnika A. takvog da

||fzia||£(E) = O(h.), e = 0.

Uslovi pod kojima je uopsSteni operator generator uniformno neprekidnog
Kolomboovog operatora resenja dati su u narednoj propoziciji.

Propozicija 2.14 Neka je 0 < a < 1. Svaki operator A € SG(E) h.-tipa,
pri cemu je he < C(logl/e)®, jeste infinitezimalni generator nekog uopstenog
uniformno neprekidnog operatora resenja S, € SG,([0,00) : L(E)).

Dokaz:
Fiksirajmo 0 < a < 1. Iz Teoreme 1.8 poznato je da svaki linearan i ogranicen
operator A, generise neki uniformno neprekidni operator resenja (S, ):(t) dat sa

(So)e(t) = Ea(t"Ac) = ) m—t (2.30)
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Pokazimo da (S,). € SES([0,00) : L(E)). Zaista, iz nejednakosti za Mitag-
Leflerovu funkciju (1.31) proizilazi da postoji konstanta M > 0 takva da

1(Sa) (O] < Mexp(t]| Ac[[/).
S obzirom da je h. < C'(logl/e)®, dalje imamo
sup[(Sa)e(1)| < M7,
tel0,T)

za svako e dovoljno malo. Takode, buduéi da za svako t > 0 vazi “D2(S,)(t) =
A.(S,):(t), dobijamo da za svako & dovoljno malo vazi

1D (Sa)- Ol < NAN(Sa)=(B)]]
C <1og§> aMs_Tcl/a

CMe T

IN

IA

Ostaje jos da se pokaze da postoji umereno ogranicenje za ||45(Ss)-(t)]]-
Najpre, diferencirajuéi (2.30) po ¢, imamo
d & t(n—‘,—l)a—l . = o ~
—(Sa)e(t) = AT =gl g — A7
dt< )<(t) nzgf(a—l—na) c a% I'(a+na) ¢
= tVAE, L (t°AL).

Nakon toga, za svako 17 > 0 i sve t € [11,T), dobija se ocena u normi

H%(*%)E(t)u TP Y| A || B o (8] Ac)

T A Ca(1 + A=) (1 + ") - exp(]| Ac[|V*T)
T Cal[ A + A V) (1 + ) - exp(|| A ]|/ T)
o, <<logé>a n 1og§> (1+T9) - exp (Cl/aTlogé>
2T 1Oy (1 + T ) 1= T, (2.31)
Prema tome, konacno dobijamo (S,). € SE$([0,00) : L(E)). O

VARVAN

IN

IN

Ovo poglavlje zavrsavamo zaklju¢cima slicnim onima koji vaze u slucaju
uopsStenih uniformno neprekidnih polugrupa operatora. Naime, za uniformno
neprekidne Kolomboove operatore resenja uvek postoji infinitezimalni generator,
pri ¢emu je taj generator jedinstven. To proizilazi iz ¢injenice da Kolomboovi
operatori reSenja za predstavnika imaju klasican uniformno neprekidan operator
reSenja, za koji postoji jedinstveni infinitezimalni generator.
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Glava 3

Evolucione jednacine sa
prostorno frakcionim
diferencijalnim operatorima

Razmotrimo problem transporta hemijskih zagadivaca kroz podzemne vode
koje se kreéu prosecnom brzinom v(z,t). Neka u(x,t) predstavlja koncentra-
ciju razmatranog zagadivaca, dok je k(z,t) koeficijent difuzije (disperzije). U
tom slucaju, koncentracija zagadivaca u(zx,t) zadovoljava prostorno frakcionu
advektivno-difuzionu jednacinu

ou(z,t) = —v(x, )D%u(z, t) + k(x, ) DPu(x, t) + f(x,t), (3.1)

pri éemu su D%, 0 < a < 1, odnosno, D?, 1 < B < 2, prostorno frakcioni
izvodi, dok se nelinearni deo f odnosi na spoljne sile koje uticu na koncentraciju
zagadivaca, kao $to su, na primer, navodnjavanje ili poplave (videti, na primer,
[12], [21], [81]). Birajuéi u prethodnoj jednacini a = 11 5 = 2 dobija se klasi¢na
(nefrakciona) advektivno-difuziona jednacina.

Ukoliko model zanemaruje difuziju (k(z,t) = 0), kao kao sto je to slucaj u
nekim problemima teorije filtracije ([52]), ove jednacine se svode na advektivne
jednacine. Sli¢no, za v(z,t) = 0 dobijaju se frakcione difuzione jednacine koje,
izmedu ostalog, modeliraju Sirenje raznih invazivnih vrsta, gde u tom slucaju
u predstavlja gustinu posmatrane populacije, difuzioni deo jednacine modelira
migracije, dok se nehomogeni deo odnosi na rast populacije. Frakcione difuzi-
one jednacine su posebno korisne za primenu u onim problemima gde se oblaci
Cestica Sire brze nego $to je to predvideno klasiénim (nefrakcionim) difuzionim
jednacinama (videti [6]).
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52 operatorima

Motivisani primenama jednacine (3.1) na modeliranje raznih pojava, ovaj
deo disertacije je posve¢en aproksimativnom resavanju Kosijevog problema za
nehomogene evolucione jednacine sa varijabilnim koeficijentima oblika

%u@ = Aut) + f(tu), t>0,

u(0) = up, (3.2)

gde je A prostorno frakcioni diferencijalni operator dat preko mnozitelja frak-
cionog izvoda. Napomenimo da su u literaturi jednacine (3.1) resavane na
ogranicenom domenu z € (0, L), dok éemo mi jednacine (3.2) reSavati na neo-
grani¢enom domenu pri ¢emu, dodatno, nelinearni deo f zavisi od resenja wu.

U zavisnosti od reda frakcionog izvoda sadrzanog u operatoru A, dobijaju se
razni tipovi frakcionih jednacina koji pripadaju klasi evolucionih jednacina sa
prostorno frakcionim diferencijalnim operatorima. Naime, birajué¢i 0 < o < 1
i A= —\z,t)D?, gde ¢emo za DS uzimati levi ili desni Ljuvilov frakcioni iz-
vod, odnosno, Risov frakcioni izvod, dobijaju se prostorno frakcione advektivne
jednacine. Slicno, za izbor 1 < a < 21 A = A(z,t)DS, dobijaju se prostorno
frakcione difuzione jednacine. Prethodni tipovi jednacina predstavljaju specija-
lan slucaj prostorno frakcionih advektivno-difuzionih jednacina, koje se dobijaju
priizboru 0 <a<1,1<8<2i A= —a(x,t)D* + b(z,t)D-.

Dostupnost resenja ovih jednacina, kao i sam nacin njihovog reSavanja, zavisi
od prirode koeficijenata koji se u njima pojavljuju. Naime, ukoliko su koefici-
jenti konstantni, reSenja se mogu dobiti tako sto se primenom Furijeove trans-
formacije po promenljivoj x, odnosno, Laplasove transformacije po promenljivoj
t, polazna frakciona jednacina svede na algebarsku jednacinu, a zatim se nakon
reSavanja algebarske jednac¢ine, primenom njihovih inverznih transformacija, do-
bija reSenje reprezentovano preko Grinove funkcije. U tom slu¢aju, ove jednacine
imaju fizicku interpretaciju i kao takve opisuju razne, veoma interesantne po-
jave u geologiji, hidrologiji, seizmologiji, gradevinarstvu, populacionoj biologiji...
(videti [6], [11], [52]).

S obzirom da za varijabilne koeficijente resenje Kosijevog problema (3.2) nije
uvek dostupno, ove jednacine se u tom slucaju resavaju aproksimativno, najcesce
primenom raznih numerickih metoda ( [16], [22], [42], [56], [58], [72], [74], [77],
[87]). 1z tog razloga, umesto polaznog Kosijevog problema (3.2) posmatra¢emo
perturbovan problem dat sa

Cult) = Ault) + £ tu), £ 0,

uw(0) = up, (3.3)
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gde je A uopsteni operator Kolomboovog tipa, reprezentovan preko mreze opera-
tora dobijenih regularizacijom odgovarajuc¢ih frakcionih izvoda, odnosno, mno-
zitelja frakcionih izvoda.

Prostor Kolomboovog tipa u okviru kojeg ¢emo traziti resenja prostorno frak-
cionih advektivnih, difuzionih, kao i advektivno-difuzionih jednacina, uveden je
u Poglavlju 3.1. Perturbovani problem (3.3) resava¢emo najpre u okviru Kolom-
boovih algebri definisanih na prostorima Soboljeva celobrojnog reda (Poglavlje
3.2), a zatim ¢emo prostor resenja prosiriti na Kolomboove algebre definisane
na frakcionim prostorima Soboljeva (Poglavlje 3.3). U oba sluc¢aja, nameta-
njem odgovaraju¢ih uslova rasta na varijabilne koeficijente, pokazatemo asoci-
ranost neregularizovanog i odgovarajuceg regularizovanog frakcionog operatora
u L2-normi (Odeljak 3.2.4 i Odeljak 3.3.4), to jest asociranost operatora koji
se javljaju u jednacinama (3.2) i (3.3). Pored toga, za sve tipove jednacina
pokazac¢emo, kao u slucaju frakcionih operatora, asociranost reSenja neregula-
rizovane i odgovarajuée regularizovane jedna¢ine u L?-normi (Odeljak 3.2.5 i
Odeljak 3.3.5), uz pretpostavku da resenje neregularizovane jednacine postoji.
U oba slucaja, kako za prostore Soboljeva celobrojnog reda, tako i za frakci-
one prostore Sobljeva, za reSavanje jednacina koristi¢cemo uopstene uniformno
neprekidne polugrupe operatora prezentovane u Poglavlju 2.1.

Dokazi za pomenuta tvrdenja, koja se odnose na egzistenciju i jedinstvenost
reSenja, asociranost neregularizovanog i odgovarajuceg regularizovanog frakcio-
nog operatora, kao i asociranost resenja neregularizovane i odgovarajuce regu-
larizovane jednacine, bi¢e dati u slucaju kada je frakcioni operator A definisan
preko levog Ljuvilovog frakcionog izvoda. Sva tvrdenja dokazana u ovoj glavi
ostaju na snazi ukoliko se umesto levog Ljuvilovog frakcionog izvoda razmatraju
jednacine date preko desnog Ljuvilovog frakcionog izvoda, odnosno, Risovog
frakcionog izvoda. Argumenti za prethodni zakljucak slede na osnovu relacije
(1.12) koja vazi za ove frakcione izvode (Propozicija 1.10).

Krajnji ishod proucavanja ove klase jednacina bi¢e nova procedura za aprok-
simativno resavanje Kosijevog problema nehomogenih evolucionih jednacina sa
prostorno frakcionim izvodima i varijabilnim koeficijentima datog sa (3.2).

Svi rezultati sadrzani u ovoj glavi predstavljaju originalne rezultate prezen-
tovane u radu [38].

3.1 Prostor resenja

Uopstena reSenja evolucionih jednacina sa prostorno frakcionim izvodima
trazicemo u okviru Kolomboovih prostora G([0,00) : HP(R)) definisanih na



Evolucione jednacine sa prostorno frakcionim diferencijalnim
54 operatorima

sledeéi nacin:

Definicija 3.1 &£,([0,00) : H*(R)), 8 > 3, je prostor mreza
G.:[0,00) x R = C, G.(t,-) € H*(R), za svako t € [0,00),

sa osobinom da za svako T > 0 postoje C' >0, N € N i ¢y > 0 takvi da

sup [|0]G-(t,)|lus < Ce™, v€{0,1}, & < &p.
te[0,T)

Prostor £y([0,00) : HP(R)), B >
mnozenja.

%, je algebra u odnosu na operaciju

Definicija 3.2 N ([0,00) : H?(R)), 8 > %, je prostor mreza G. € Ey/([0,00) :
HP(R)) sa osobinom da za svako T > 0 i a € R postoje C > 0 i gy > 0 takvi da

sup [|0)G:(t,-)||ms < Ce”, v €{0,1}, € <eo.
tel0,T)

U prethodnim definicijama uslov g > % je neophodan da bi prostor N ([0, 00) :
HP(R)) bio ideal prostora Ey/([0,00) : H?(R)). To je posledica Teoreme Sobo-
lieva o potapanju (Teorema 1.1), buduéi da jedino ukoliko je § > 1 postoji
potapanje H?(R) u L>(R).

Propozicija 3.1 Neka je § > 5. Prostor N([0,00) : H?(R)) je ideal prostora
En([0,00) : HA(R)).

Dokaz:
Fiksirajmo g > % Neka je

(Ge(t, ) € En([0,00) : HY(R)) i (He(t,"))e € N([0,00) : H(R)).

Dokazacemo
(Ge(t, ) Ho(t, ) € N([0,00) - H*(R)), (3.4)
razmatrajuéi najpre dva slucaja:

(i) L <pB<1.
Koriste¢i ekvivalentnu normu || - || za frakcione prostore Soboljeva datu sa
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(1.6) dobija se

(Ge(t, VHe(t,))ellgs < (Gelt, ) HAL,-))e |2
+H| DGt ) He(t,))e | 22
I(Ge(t,))ell oo [ (He(E, -))e |22
+C|(Ge(t, )l b= 1D (HA(2, ) 2
+C|IDL(G(t, ))ell 2l (He(t, ))e 2o

< CIG:(t,))ellme | (He(E, -))ell e,
gde smo koristili aproksimativno Lajbnicovo pravilo za Ljuvilov frakcioni

izvod dato u Propoziciji 1.7, kao i Teoremu Soboljeva o potapanju (Teo-
rema 1.1).

IA

Na slican nacin, koristeci iste argumente, dobija se

101 (Ge(t, ) He (2, -))el o

< NO(Ge(t, ) (He(t,-))ellgs + 1(Ge(t, )0 (He(t, -))ell s
< NOH(Gelt, ) (He(t, ))ell 2 + IDF(Be(Ga(t, )e(He(t,-))e) 2
HI(Ge(t )eBe(He(t,))el 2 + DGt ))eBe(He(t, )22
<0Gt ))ell 2 | (He(t, -))ell o
HIG(t, ))ell oo [|0:(He(t, )l 2
+C|0/(G(t,))ell o | DL (Ho(t, )l 2
+O DB Get, )2 | (Ho(t, -))ell o
FOI((Gelt, )l = 1DL B (H(, )):) 22
+C I DE(G(t,))ell 2 10 (He(t, -))e) |

)

e(t,
< CllO(G (L, ))ell e |(H=(, -))ell e
FO(Ge(ts))ell s l|O(H(E, -))el 16 -

S obzirom da je po pretpostavci (H.(t,-)). € N([0,00) : HP(R)), sledi
(3.4).

(i) 1< p <2
Kao u prethodnom slucaju, sada koriste¢i ekvivalentnu normu || - ||” datu
a (1.7), dobija se relacija (3.4).

Slicnom procedurom moze se pokazati da relacija (3.4) vazi za proizvoljan
red prostora 8 > 2, razmatrajuéi pri tome posebno slucajeve n — 1 < 8 < n,
n=3,4,... 0]
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Kao direktnu posledicu tvrdenja datog u Propoziciji 3.1, dobijamo da je
Kolomboovu algebru, u okviru koje ¢emo traziti resenja Kosijevog problema
(3.3), moguce definisati na uobicajeni nacin, odnosno, kao faktor algebru.

Definicija 3.3 Kolicnicki prostor

) : H?
G([0,00) : HA(R)) = (;]\[4(<[[0(),,oo)); gﬁ(%}))))

je odgovarajuci prostor Kolomboovih uopstenih funkcija definisan na frakcionom
prostoru Soboljeva HP, pri cemu je B > %

Definicija 3.4 Neka je h. pozitivna mreZa koja zadovoljava h, < ™. Za funk-
ciju G € G([0,00) : HP(R)), kazemo da je h.—tipa ako ima predstavnika G.
takvog da

|IGell s = O(he), € = 0.

Ukoliko 8 € N dobijamo standardne Kolomboove prostore (kao, na primer, u
[62]), inace se dobijaju prostori koje ¢emo zvati frakcioni Kolomboovi prostori.
[zostavljajuc¢i promenljivu ¢, na slican na¢in se mogu definisati Kolomboovi

prostori £y (HP(R)), N(HP(R)) i G(HA(R)).

3.2 ResSenja jednac¢ina na Kolomboovim
algebrama sa prostorima Soboljeva
celobrojnog reda

Cilj ovog poglavlja jeste aproksimativno resavanje sistema evolucionih jedna-
¢ina sa prostorno frakcionim diferencijalnim operatorima oblika (3.2), ta¢nije,
resavanje jednacina datih sa (3.3) u okruzenju Kolomboovih algebri definisanih
na prostorima Soboljeva celobrojnog reda. Izbor prostora Soboljeva na kojima ¢e
se traziti resenja zavisice od reda frakcione jednac¢ine koju razmatramo. Pa tako,
ukoliko je red frakcionog izvoda 0 < a < 1 (kao §to je to u slu¢aju prostorno
frakcionih advektivnih jednacina), tada ¢e prostor resenja biti Kolomboova al-
gebra definisana na prostoru Soboljeva H*'. Ukoliko je pak red frakcionog izvoda
1 <a<2ili0<a< 2 (kao sto je to u slucaju prostorno frakcionih difuzi-
onih jednacina, odnosno, prostorno frakcionih advektivno-difuzionih jednacina,
redom), prostor reSenja bié¢e definisan na prostoru Soboljeva H?.
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Odgovarajuca tvrdenja koja se odnose na egzistenciju i jedinstvenost uopste-
nih reSenja najpre ¢e biti dokazana za prostorno frakcione advektivne jednacine
(Teorema 3.1), odnosno, prostorno frakcione difuzione jednacine (Teorema 3.2),
a zatim ¢e dobijeni rezultati biti iskoris¢eni za prostorno frakcione advektivno-
difuzione jednacine (Teorema 3.3).

Sistemi evolucionih jednacina koje ¢emo razmatrati u ovom poglavlju su dija-
gonalizovani sistemi. Da razmatranje ovakvih sistema ne umanjuje opstost sledi
iz ¢injenice da se uz odredene pretpostavke opsti sistemi evolucionih jednacina
mogu svesti na dijagonalizovane sisteme. Procedura kojom se opsti n X n sistem
jednacina svodi na dijagonalizovani sistem jednacina izlozi¢emo oslanjajuci se
na knjigu [66].

Razmotrimo semilinearni hiperboli¢ni sistem jednacina oblika

(Op + M(z,t)0,)v(z,t) = G(z,t,v(x, 1)), (3.5)

gde je v = (v1,...,v,), M je matrica formata n X n ¢iji su elementi glatke
funkcije, G = (G, ..., G,) je glatki vektor. Ovaj sistem je hiperboliéni u smislu
da se matrica M(x,t) moze dijagonalizovati nad R, to jest postoji invertibilna
matrica Q(x,t) takva da je A = QM Q realna dijagonalna matrica. To ¢e biti
slucaj ukoliko se pretpostavi striktna hiperboli¢nost, to jest da M(x,t) ima n
realnih i razli¢itih karakteristicnih vrednosti takvih da

Az, t) > Aa(z,t) > 00> Ap(x,t).

Smena promenljivih u = Q~1v transformise sistem (3.5) u dijagonalizovani
sistem istog oblika

(00 + A, )0, )u(z, t) = Fla,t, u(w, ),
gde je A = diag()y, ..., \,), odnosno po komponentama
(O + Aj(x,t)0p)u; = Fj(z,t,u),

j=1...,n.
3.2.1 Prostorno frakcione advektivne jednacine

Ovde razmatramo problem slican onome u radu [62], ali sada sa prostorno
frakcionim izvodima umesto izvoda celobrojnog reda. Prostor resenja za raz-
matrani sistem od n jednacina takode c¢e biti Kolomboova algebra data sa

(G([0,00) : H'(R)))".
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Definicija 3.5 Funkcija f(z,t,u) = (fi(x,t,u),..., fu(z,t,u)) je ogranicenog
tipa ako vazi:

(i) f(z,t,u) je globalno Lipsicova funkcija po x i u,
(i) f(x,t,u) ima ogranicen izvod drugog reda po u i f(x,t,0) =0,
(iii) O,f(z,t,u) je globalno LipSicova funkcija po u.

Teorema 3.1 Neka je f(x,t,u) = (fi(z,t,u),..., fu(z,t,u)) funkcija ogranice-
nog tipa u smislu Definicije 3.5. Neka 0 < o < 1, up € (G(H*(R)))™ i neka je
h. mreza koja zadovoljava h. = o((loglogl/e)'/3), za ¢ — 0.

Pretpostavimo da je operator A* € SG((H'(R))") reprezentovan preko mreze
operatora sa

B (' (R) > (H(B))",
Alu. = =X\ (DSu. * ¢p,),

gde je \. = diag(\L, ..., \!) € (H'(R))™™, IX|mw) = O((loglogl/e)/?),
1= ]-7 - N, ¢hs($) = h?¢($ha)7 ¢(y) = ¢1(y1) T qbl(yn)v le € Cfgo’ ¢1(€> > Oa
¢ je simetricna funkcija sa osobinom [ ¢y(£)dé = 1.

Tada, za svako 0 < a < 1, postoji jedinstveno uopsteno resenje u € (G([0,00) :
H(R)))" Kosijevog problema

d ~
00 = A%u(t) + f(tu), - u(0) = u, (3.6)
dato reprezentom
t
ul(t) = S&(t)uf. + /S?(t —8)f'(-,s,u)ds, i=1,....n, (3.7)

0

gde je S € SG([0,00) : L((H*(R))™)) uniformno neprekidna Kolomboova polu-

grupa generisana sa A®.

Dokaz:
Neka u. € (H'(R))". Znajuéi da vazi DYu. * ¢, = u- x D¢y, ([45]) 1 s
obzirom da je
3
m = ¢nllze + [10:dn. |2 = Vhel|dll 2 + /120202 < Che
= 0((loglogl/€)1/2), (3.8)

|| dn.
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dobijamo

n n
1A2ule < Y IADIuL % dn )iz < D [N 2l * DG 2
i=1 =1

n
< D Iz lullize lln o
i=1

1
< o(loglog—> || el 2 (3.9)
€

Takode,

10 A2z < D 110N (ul % DEGn) 12 + Y IN(DG il * Boon, )| 12
i=1

i=1

IN

n
> 102 el 2 DS 22
=1
n
+ D I I DSl 22100l 2
i=1

1
< o(loglogg> et 111, (3.10)

koristedi |9, || 2 = O ((1og1og1/g)%), i=1,...,mi|énlm = o(loglog)"/2).

Buduéi da je ||E?||H1 = o(loglogl/e), iz Propozicije 2.5 sledi da je A®
infinitezimalni generator uniformno neprekidne Kolomboove polugrupe S% €
SG([0,00) : LI(H'(R))™)) i da je S logl/e—tipa. Iz dobro poznatog klasi¢nog
rezultata znamo da je (3.7) reprezent resenja za (3.6).

Pokazimo da je ovo resenje, dato sa (3.7), element Kolomboove algebre
(G([0,00) : H(R)))". Zaista, iz (3.7) dobija se

t
[ue(®)llz2 < IISS(t)quIIL2+/O 152t = 8)f (s 5,ue) | L2ds

t
< ||5§“(25)HHquHLzJrC/0 158 (t = s)l[lluc(s)ll2ds,  (3.11)

gde smo koristili da je f(x,t,u) globalno Lipsicova funkcija po w i f(z,t,0) = 0.
Nakon primene Gronvalove nejednakosti na (3.11) imamo

t
lus (@) 22 < CIISE @]l woe]| 22 ~6Xp</0 158(t = S)HdS),
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pa koristeéi ¢injenicu da je uopstena polugrupa S logl/e-tipa sledi postojanje
umerenog ogranicenja za ||u(t)|| 2.
Takode, iz (3.6) dobijamo

d ~
| )], < 12Ol + 15t )

i postojanje umerenog ogranicenja za ||£u.(t)||z2 neposredno sledi.
Nakon diferenciranja (3.7) po x dobija se

oe®llze < 1SE@elie + [ 1820~ )(Tf o)l s
[ 1820 = 9010 u0hu) s
< 12 @mclie [ 1820 = 19l 100 s
#1210l - s, (312

Primenjujuéi Gronvalovu nejednakost na (3.12) dobija se

t
fo®lle < (152000l + [ 182 =) 100 - (o) o)

-exp( / Ise(t - 5] HVufHLoods>,

pa kako je f LipSicova funkcija po u i x sledi postojanje umerenog ogranicenja
za ||0yuc||r2. Prema tome, reSenje u pripada prostoru (G([0,00) : HY(R)))™.

Na slican nacin kao u radu [62], moze se pokazati da je dobijeno resenje
sistema (3.6) takode i jedinstveno resenje na tom prostoru. 0

Definicija 3.6 Resenje u problema (3.6) uvedenog u Teoremi 3.1 zvaéemo uwop-
steno resenje jednacine

d a

date sa reqularizovanim Ljuvilovim frakcionim izvodom.
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3.2.2 Prostorno frakcione difuzione jednacine

Sada razmatramo prostorno frakcione difuzione jednacine, koje takode sadrze
regularizovani frakcioni izvod uveden u Teoremi 3.1. Prostor resenja za razma-
trani sistem od n jednacina u ovom slucaju bi¢e Kolomboova algebra data sa

(G([0,00) : H*(R)))".

Teorema 3.2 Neka su f(x,t,u) = (fi(z,t,u), ..., fu(z, t,u)), Ouf(z,t,u), kao i
O f(z,t,u) funkcije ogranicenog tipa u smislu Definicije 3.5. Neka je 1 < a < 2,
ug € (G(H*(R)))™ i neka je he mreza za koju vazi h. = o((loglogl/e)'/?), za
e — 0. _

Pretpostavimo da je operator A € SG((H*(R))") reprezentovan preko mreZe
operatora Sa

AL (HAR)" — (H(R))",
g?ue = )\E(’Dqu * ¢hs>7

gde je N\. = diag(\L, ..., \!) € (H*(R))™™, |Xlp2w) = O((loglogl/£)'/?),
i=1....n, ¢p () = hi¢(zhe), d(y) = G1(y1) - .- P1(Yn), 1 € C5°, $1(§) = 0,
¢ je simetricéna funkcija sa osobinom [ ¢1(§)dE = 1.

Tada, za svako 1 < a < 2, postoji jedinstveno uopsteno resenje u € (G([0, 00) :
H?(R)))" Kosijevog

d ~
u(0) = wp, (3.13)
dato reprezentom
t
ul (t) = S*(t)up, + /Sg(t —8)f'(-,s,u)ds, i=1,...,n, (3.14)

0

gde je S € SG([0,00) : LI((H*(R))™)) uniformno neprekidna Kolomboova polu-

grupa generisana sa A®.

Dokaz:

Kako je sistem dijagonalizovan dokaz tvrdenja za proizvoljno n izvodi se kao
u slucaju jedne jednacine, to jest zan =1 .

Neka u. € H*(R). Kao u dokazu Teoreme 3.1 (za n = 1), imamo L?—ocenu

operatora A% kao i njegovog izvoda prvog reda, tj. ||Z?u5||Lz < o(loglog?) ||uc|| 2
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10, (A%u)|| 2 < o(loglog?)||uc| 2. L*—ocena izvoda drugog reda operatora Ao
je data sa

1020 e < 10BN (Due * 1)l + 10 Ac(DS e 5 61,22
< 2N(DE e 5 )|z + 9N (D2 5, )
0 A e % ) 2 + AP )22
< 102Nl e 2 D2 bl + 200 Nel g2 |t
< D%n 122 + e 22 102cl| 2 | D2 1
< oftoglog ) el (3.15)

gde smo koristili da je \. € H*(R), u. € H*(R), kao i relaciju

5
ID5n 12 < llon. Il < € hE = o (loglog1 /2)"/2),

koja se dobija sli¢no kao (3.8).

Prema tome, ||A%|| 2 = o(loglogl/¢), te sledi da je A infinitezimalni genera-
tor uniformno neprekidne Kolomboove polugrupe S® € SG([0,00) : L((H'(R))")),
kao i da je ova polugrupa logl/e—tipa. Pored toga, znamo da je (3.14) reprezent
resenja za (3.13).

Pokazimo da je ovo reSenje element prostora G([0,00) : H?(R)). Zaista,
iz dokaza Teoreme 3.1 imamo postojanje umerenog ogranicenja za ||u.(t)]| 1z,
| Lu.(t)||z2 1 [|0pue(t)] r2. Prema tome, ostaje da se dobije umereno ogranicenje
za || 02u.(t)]| 2.

Oznacimo gy (z,t,u) = O, f(x,t,u) i go(x,t,u) = O, f(x,t,u). Diferencirajuéi
(3.14) dva puta po z dobija se

10Fus ()2 < 110a(SE (£)Datioe)ll .2

t
+]\0x/8§‘(t — 5)g1(x, 8, u:)Opus(s)ds|| L2
0

t
P / SOt — 8)ga(x, 5, u)ue(s)ds) || 2
0

IN

152 (8) 05 uoe | 2
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*/t 2t = ) @uga (. 5,112) erie(5))) | s
+ j 1S2(t = 8)(Dugr (2, 5, 12 )ue (5)Dyuc(s)) || 2 ds
+/t”S?(t—8)(91(96,s,us)ajug(s))HLQdS
+/t”Sf(t—S>(3ugz(fv,s,ug)axue(s)ue(s))||pd8
+/t 152t = )(Dega (. 5, ue) (ue(s))) | s

+ / 152t — )(gale, 5, u2) s ($)) | odis

IA

152 ()05 woe | 2

t
4 / 155Gt — )] - 1ugnlz - 19tia(5)ll i - 1Bute(s)| s
0
t
4 / 155Gt — )] - 19591l - la()l] e - [1Bota(s) | 2l
0
t
4 / 155(t — )11 - lgnll i - 18%0a(s)]| eds
0
t
4 / 152t — )11 - 10ugall e - 100t ()]] o - 1)l ods
0
t
4 / 155t — )11 - [Bagallm - ()l - ue(s) | odls
0

t
4 [ 182 = 9l - laallo - 10uu5)] o
0
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Oznac¢imo integrale u prethodnoj nejednakosti sa I; — I. Tada nakon primene
Gronvalove nejednakosti dobijamo

2Ol < (1520 uocle + T+ B+ T+ s+ 1)

t
-eXp</ 152t =)l - ||91||L°°d8)-
0

S obzirom da su po pretpostavci g; i go LipSicove funkcije po u i z, i bududi da
za svako [ > % postoji potapanje H?(R) u L*°(R), sledi postojanje umerenog
ogranicenja za ||0?u.(t)||z 2. Prema tome, pokazano je u € G([0,00) : H*(R)).

Da bismo pokazali da je dobijeno resenje, dato sa (3.14), jedinstveno na pro-
storu G([0,00) : H%(R)), pretpostavimo da postoje dva resenja, u i v, problema
(3.13) i ozna¢imo w, = u. — v.. Ova razlika zadovoljava

%we(t) = A% (t) + f(- tus) — F(otve) + No(t), we(0) = woe,  (3.16)
gde N.(t) € N([0,00) : H*(R)) i wo. € N(H?*(R)). Tada je reSenje problema
(3.16) dato sa

we(t) = S&(t)wo: + / St —s)(f(-,s,ue) — f(+,8,0.))ds + / S2(t — s)Ne(s)ds.

(3.17)
Postojanje N -ogranitenja za ||w.(t)| 12, || Lw.(t)||z2 i |0zwe(t)]| 2 sledi iz do-
kaza Teoreme 3.1. Ostaje da se dokaze N-ogranicenje za ||0%w. ()|
Diferencirajuéi (3.17) dva puta po x i koristedi istu notaciju za g; i go kao u
prethodnom slucaju kod egzistencije resenja, dobijamo

t
107w ()]l 22 < 1100 (S (£)Dutwie) |l 2 + IIGx/S?(t — 5)0p N (s)ds]| 12
0

t

+||az / Ssa(t - S)(gl(l’, S,U5>axu5(8) - gl(x7 Sava)axve(s))dSHL2

0
t

+“al‘ / Sg(t - 8)(92(377 S,UE)UE(S) - 92(3:’ Sava)ﬂe(s))dSHLQ
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t
<152 () (02woe )| 22 + / 152t — 9)|| - |02N: ()| 2dls
0
t
+/ 152t — 9)|| - |0ugr(z, 5, 1) (Opue(s))? — Dugr(z, 5,v:)(0pv<(5))? || L2dls
0
t
+/ |S&(t — 9)|| - [|0291(, 8, ue)ue(8)Dpue(s) — Dpgr(, 8, V)0 (8)Dpve(8) || L2ds
0
t
+/ 152t = 9)|| - lg1(, 5, ue)uc(s) — gi(x, s, v-)Dove(s)|| r2ds
0
t
+/ 1St — 9)|| - [|0ug2(, 8, ue)Optic(8)ue(s) — Duga(, 8, v:)Opve(8)ve ()| L2ds
0
t
+/ 152t — 9)|| - 10ag2(, 5,u:) (us(s))? — Ougo(w, 5, v:) (ve(5))? | 2ds
0

t
+ [ 182 = )1 loa(r.5,0)0,1(5) = ga(as . )00 ()2
0

U cilju dobijanja N -ogranicenja za ||0?w. ()| 2 trebalo bi oceniti svaki sabirak u
prethodnoj sumi. Dac¢emo proceduru ocenjivanja samo za dva sabirka, odnosno,
za treci i peti sabirak.

S obzirom da funkcija ¢g; ima ogranicen drugi izvod po wu, treé¢i sabirak
mozemo oceniti kao u slede¢oj nejednakosti

10ug1 (-, 5, 12) (Oxtte(5))* — Duga (-, 5, v ) (Ouve(s)) |2
< [10ug1 (-, 5, ue) (Oste(5))* = Ouga (-, 5, v:) (Osuc(s)) | 2
H0ug1 (-, 5, 02) (Owtte(5))* — Duga (-, 8, v2) (Ove(5))? | 2
< 110291, 5, 9l | (Douc (5))? | 2llue (5) — ve(s)l|
+H0ugr (-, 5, ve) | Lo [[(Drus(s))? — (Ove(s))?| e
< Cil|0zuc(8)]| o< (| Oztie (5) ]| L2 [|lwe (5) ]| oo
+C2|0pwe () | L2 (|0 tie (8)[| oo + [|102v:(s) [ <)
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< Cilue(s) ]| 2 10z te (5) 22 l|we ()| 22
+0s[Opwe(8) [l 2 (1ue(8) | 2 + [[0=(5) | 12),

za neku funkciju g € H*(R).
Bududi da je g; Lipsicova funkcija u odnosu na u, peti sabirak se moze oceniti
kao

[g1(z, s, ua)aiue — g1(z, s, Ua)agvanﬂ
< ||lg1(z, 5, uc)Fue — gi(x, 5, v:)Douc |12
+g1(x, 5,v2)02ue — g1, 5,v.) 020 || 12
< Cllwel| oo |0Zue] 22 + g || oo |07 | 2.

Odgovarajuce ocene za ostale integralne sabirke dobijaju se na slican nacin.
Posto je wyp € N(H?*(R)) i N. € N([0,00) : H*(R)), primena Gronvalove

nejednakosti implicira postojanje A-ograni¢enja za ||0%w.(t)||z2. Prema tome,

w: = u. —v. € N([0,00) : H*(R)), odnosno, resenje je jedinstveno. O

3.2.3 Prostorno frakcione advektivno-difuzione
jednacine

U ovom poglavlju kombinujuéi rezultate dobijene u Teoremi 3.1 i Teoremi 3.2,
dobijamo odgovarajuc¢e tvrdenje za prostorno frakcione advektivno-difuzione
jednacine
d
dt"
sa varijabilnim koeficijentima a i b, 0 < @ <111 < f < 2. Prostor resenja za
razmatrani sistem od n jednacina bi¢e Kolomboova algebra data sa (G([0,00) :
H2(R)))".
Teorema 3.3 Neka je 0 < a<1il < <2. Pretpostavimo da su f(z,t,u) =
(filz, t,u), ..., fulz,t,w)), Ouf(z,t,u) i O f(x,t,u) funkcije ogranicenog tipa u
smislu Definicije 3.5. Dalje, pretpostavimo da uy € (G(H*(R)))"™ i h. je mreza
takva da je h. = o((loglogl/e)'/?), za ¢ — 0.
Pretpostavimo takode da je operator A*? € SG((H2(R))") reprezentovan
preko mreZe operatora sa

(t) = —a(z, )DSu(t) + b(z, t)Diu(t) + f(-,t,u), (3.18)

AP (HAR)" — (H*(R))",
AP, = —a.(D3ue * ¢n,) + bo(Dlue * o),
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gde a. 1 b. zadovoljavaju iste uslove kao A. u formulaciji Teoreme 3.2.
Tada, za svako 0 < a < 111 < 8 < 2, postoji jedinstveno uopsteno resenje
u € (G([0,00) : H3(R)))" Kosijevog problema

d ~

au(t) = A%Pu(t) + f(-, t,u),  u(0) = uo, (3.19)
C1J1 je reprezent

t

ul (t) = S*P(t)ui, + /S?”B(t —8)f'(-,s,u)ds, i=1,...,n,

0

gde je S*P € SG([0,00) : L((H*(R))")) uniformno neprekidna Kolomboova

polugrupa generisana sa A*P.

Dokaz: B

Da je operator A% loglogl /e—tipa, odnosno, infinitezimalni generator uni-
formno neprekidne Kolomboove polugrupe S*# € SG([0,00) : L((H?*(R))")),
kao i da je S*# logl/e—tipa, dokazuje se kombinujuéi (3.9), (3.10), odnosno,
(3.15), razmatrajuéi pri tome a. i b. umesto A.. Egzistencija i jedinstvenost
resenja Kosijevog problema (3.19) dokazuje se ponavljajuéi procedure opisane u
Teoremi 3.1 i Teoremi 3.2. 0

3.2.4 Asociranost neregularizovanog i odgovarajuceg
regularizovanog frakcionog operatora

U narednoj propoziciji opravdavamo koris¢enje regularizovanog frakcionog ope-
ratora uvedenog u Teoremi 3.1, odnosno, u slucaju prostorno frakcionih advek-
tivnih jednacina. Tac¢nije, pokazujemo da se pod odredenim uslovima, umesto
neregularizovanog frakcionog operatora A%*u = —A(z,t)Dju, 0 < a < 1, gde
A€ (L®(R))™™ iu € (H'(R))", moze razmatrati odgovaraju¢i regularizovani
frakcioni operator A% = —\.(z, 1) (DSu * ¢y, ), za pogodno odabrane A (x,t) i
¢n.. Podsetimo, regularizacijom se neograniceni frakcioni operator transformi-
sao u ograniceni (integralni) operator.

Sliéni argumenti vazice i u sluc¢aju prostorno frakcionih difuzionih jednacina,
odnosno, prostorno frakcionih advektivno-difuzionih jedna¢ina (Napomena 3.2 i
Napomena 3.3). Naime, uz dodatne prepostavke nametnute na resenje, odnosno,
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koeficijente, neregularizovani i odgovaraju¢i regularizovani frakcioni operatori
bi¢e takode L*—asocirani.

Propozicija 3.2 NekajeO < a <1iu € (HY(R))". Dalje, neka je A~ operator
dat sa A*u = —X\(x,t)Du, gde je A € (L*(R))"*" dijagonalna matrica i neka
je A% operator dat sa A% = —\.(x, ) (DYux ¢p.), gde je A(x,t) = A(w,t) * ¢p,
takvo da

10:A(, )| 1o < g2 ™, (3.20)

za neko M >0 1 g. = logh., h. < Clog%.

Tada su frakcioni operatori A% i ,ZI? L?—asocirani kada ¢ — 0, to jest za
svako u € (H'(R))", vazi

[(A* — A%)ul|2 — 0, & — 0.

Dokaz:
Izaberimo u € (H'(R))". Tada imamo

(A — A%u = =&, )D%u + Ae(x,£) (D * o)
—Az,t)(DSu — DSu * ¢p.)
+ (Ao, t) = Mz, 1)) (DLu * ¢.),

n
(A" = Ayullz < Y N lIDSu’ = D3u' 6 12
i:ln
+ >IN = N[ DY * |12
nizl
< D IVl DS’ — DY+ gy e
=1

+ ) I = Nl | DG g
=1
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Fiksirajmo sada t > 0. Za svako ¢ = 1, ...,n dobijamo

INC. ) = At = N (1) = X 8) * o [l

— sup / O (1) (N, 1) — Xi (& — ,£))dy
" zhe

1
= swp| [ on)([ 0N~ ay.t)do)ydy
" |y‘§hs 0

< Cg-Mh?2—0, e 0.

Prethodna konvergencija ka 0 sledi iz g. = logh. i osobine (3.20).
S obzirom da u € (H'(R))", proizilazi da D3u’ € L*(R), i = 1,...,n, pa vazi

H,Di i—Diui*¢hE L2_>07 e — 0.

Na kraju dobijamo
(A — A%z — 0, € — 0. O

Napomena 3.1 Da bi operatori A z‘ﬁg bili L?>—asocirani dovoljno je da bude
zadovoljeno
IAC,8) = A5 t) ][ — 0, & = 0. (3.21)

Dodatni uslovi rasta nametnuti na koeficijente, pretpostavljeni su da bi obez-
bedili egzistenciju i jedinstvenost resenja reqularizovanog problema u okruZenju
Kolomboovih algebri (pogledati Teoremu 3.1).

Napomena 3.2 Slicno tvrdenju datom u Propoziciji 3.2 moZe se formulisati
i dokazati turdenje, ali sada sa pretpostavkom da u pripada (H*(R))" umesto
(HY(R))", koje obezbeduge, pod odredenim uslovima, L*—asociranost nerequlari-
zovanog i odgovarajuceg reqularizovanog operatora u slucaju prostorno frakcionih
difuzionih jednacina razmatranih v Teoremi 3.2.

Napomena 3.3 L2?—asociranost neregqularizovanog operatora
APy = —a(x,t)Du + b(z,t)Diu, 0<a<1, 1<p<2,

1 odgovarajuceq reqularizovanog operatora u sluc¢aju prostorno frakcionih advek-
tivno-difuzionih jednacina razmatranih v Teoremi 3.3, moZe se takode pokazati
pod odredenim dodatnim uslovima rasta nametnutim na koeficijente (videti Pro-
poziciju 3.2 1 Napomenu 3.2).
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3.2.5 Asociranost resenja neregularizovane i odgovarajuce
regularizovane jednacine

U prethodnoj sekciji pokazali smo da su, pod odredenim uslovima rasta na-
metnutim na koeficijente u jednacini, neregularizovani i odgovarajuci regularizo-
vani frakcioni operatori L?—asocirani. Sada pokazujemo dodatno, da su i resenja
neregularizovanog i odgovarajuceg regularizovanog Kosijevog problema takode
L?—asocirana, uz pretpostavku da resenje neregularizovanog problema postoji.
Preciznije, pokazujemo L?—asociranost resenja polaznog Kosijevog problema

Loty = utt) + 500
u(0) = wo,

gde je A prostorno frakcioni diferencijalni operator dat preko mnozitelja frakci-
onog izvoda, i odgovarajuceg aproksimativnog problema datog sa

d ~
Sut) = Au(t)+ f( 1 u)
u(0) = up,
gde je A uopsteni operator Kolomboovog tipa, reprezentovan preko mreze ope-
ratora dobijenih regularizacijom odgovarajuc¢ih frakcionih izvoda.
Kao i u slucaju asociranosti operatora, razmatra¢emo opet prostorno frak-

cione advektivne, difuzione, kao i advektivno-difuzione jednacine. Rezultate
zapocinjemo sa prostorno frakcionim advektivnim jednacinama:

Teorema 3.4 Neka je 0 < a < 1. Pretpostavimo da postoji resenje u. neregu-
larizovane jednacine:

Opue(x,1) = =Nz, t)DYus(x,t) + f(z,t,u), u(0) = uge, (3.22)

gde A € H*(R) i u. € H*(R), i neka je v. redenje odgovarajuée regularizovane
jednacine sa istim pocetnim podacima:

O (z,t) = =Xz, t)(DYve(z,t) * dp(2)) + flx,t,0:), v-(0) =upe, (3.23)
gde je h. = 0((loglog1/€)%>, dok je f funkcija ogranicenog tipa u smislu Defi-

nicije 3.5.
Tada su resenja u. i v. L?—asocirana, to jest za svako T > 0, vaZi

sup ||lue(t) — ve(t)||zz — 0, za e — 0.
tel0,T)
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Dokaz:
S obzirom da u, i v. zadovoljavaju jednacine (3.22) i (3.23), redom, imamo

O(ue(z,t) —ve(x,1)) = —A(x, 0)(Df(uc(, 1) — ve(x,1)) * P (2))
A, (D2, (1) — Do 1) % 6. (1)
+f(x,t,u) — f(z,t,ve). (3.24)

Ozna¢imo w. = u. — v.. Tada (3.24) postaje

%wa(t) = Alwe(t) + f(tue) = (1 0e) + Ne(t), we(0) =0, (3.25)

gde je A2w. = —A(Dwe * ¢p.) 1 Ne(-,t) = =A(, 1) (DYuc (-, t) = Diuc (-, 1) * ¢p. ).
Prema tome, w. zadovoljava jednacinu

welt) = / 82t — $)(f (o5, 2) — [ 5,0.))ds

+/S§‘(t — s)N.(+, s)ds,

0

lwe(®)llz2 < /||S?(t—8)(f(wsyus)—f(wsave))llmds

—I—/ |SE(t — s)Ne(+, )| p2ds. (3.26)

Buduéi da je S¥(t) = e i [|[A%| 2 < Clluc||gr, gde konstanta C ne
zavisi od € (C = ||\(,t)|| ), dobijamo ||S%u.||zz < €'C||luc||z, za u. € HY(R).
Znajuéi da vazi u. € H*(R), sledi D%u. € L*(R) i 8,DYu. = D™ u, € L*(R)
(videti 1.10).

Pokazimo

D% (-, £) — D2u(-,) * ép. |2 — 0, & — 0. (3.27)
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Najpre imamo

2
HD+u€ 1) — Dou(-, 1) * ¢h€

— [Pructe. ) - Dructe v ©)

12
= HD+Ua £(1 = 6n.(£)) ; =/ ’D+u5 ol ‘1 — n.(§) de.
(3.28)

Furijeova transformacija molifajera ¢;_ ima oblik

— +o0 . +oo .
ol6) = / ey () dr = / e *h.b(h.)d

oo o0

—+00 .
N / e~/ g (y)dy = H(¢/he).

Kako ¢ € C§°(R) sledi &5\ € S(R), gde je S(R) Svarcov prostor, pa je zadovoljeno:
(i) lo(¢/n)l < C.
(11) 1ims—>0é§(€/h€> - (;;(O) =1L

2

S obzirom da je podintegralna funkcija u (3.28) ocenjena sa C|D+us(£, )7,
kao i DYu. € L*(R), na osnovu Lebegove teoreme o dominantnoj konvergenciji
sledi ||D3‘_u6(-,t) — DYuc(-,t) * ¢p_|lr2 — 0, ¢ = 0. Na isti nacin se pokazuje

102 (DG uc(-,t) = DEuc(-,t) * ¢n.) [|12 = IID”“ (1) = DY uc (- ) * on. |2 —
0,e—0.
Medutim

INCDllze < IAC Dl [PFue (- 1) = Duc (-, 1) * dn.| 2,

10N D[z < 102AC )| oo (DT ue (-, 8) = DEue(-, 1) * |2
HIAC Ol |02 (D uc (-, 8) — DYue(-, ) * ¢n. )| 2,

sto daje || No(-,t)||gr — 0, zae — 0. (Primetimo da zbog A € H?(R), iz Teoreme
Soboljeva o potapanju, sledi A € L*(R) i 9,A € L>*(R)). Ovo dalje implicira
|S&(t — s)N-(s)|lz2 — 0, za € — 0. Koristedi ||0y.fllre < Cy < 00, kao i ocenu

1 s,ue) = 8,02 [ 2 < 10uf oo - [Jue(s) = v=(s)]| 2 < Chllwe(s)] 2,
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primena Gronvalove nejednakosti na (3.26) daje

lwe ()] 22 < Cl/IIS“ t —s)Ne(-, )| p2ds - exp(/lIS“ t—8)||d8>

to jest supyejo 7 [|we(t)|[z2 — 0, za € — 0. O

Slican rezultat vazi i za prostorno frakcione difuzione jednacine, sa izuzetkom
da je u tom slucaju potrebno nametnuti strozije uslove na resenje u i koeficijente
A. Odgovarajuce tvrdenje je navedeno u narednoj teoremi i moze se dokazati
koristeci slicne argumente kao u dokazu Teoreme 3.4.

Teorema 3.5 Neka je 1 < a < 2. Pretpostavimo da postoji reSenje u. nerequ-
larizovane jednacine:

Opue(z,t) = Mz, t)Dluc(z,t) + f(a, t,u:), u(0) = .,

gde X € H*(R) i u. € H*(R), i neka je v. resenje odgovarajuée reqularizovane
jednacine sa istim pocetnim podacima:

O (x,t) = N, t)(Dv.(z,t) * ¢p(x)) + f(z,t,0:), v-(0) = uo,

pri cemu je h, = 0((loglog1/5)%>, dok su f, O,f i 0. f funkcije ogranicenog tipa
u smislu Definicije 3.5.
Tada su resenja u. i v. L*—asocirana, to jest za svako T > 0, vaZi

sup ||uc(t) —ve(t)||z — 0, za € — 0.
telo0,T)

Dokaz:
Dokaz tvrdenja se bazira na dokazu Teoreme 3.4. Uvedimo najpre oznaku

we. = u: —v.. Ponavljajuci proceduru koris¢enu u dokazu Teoreme 3.4, na osnovu
koje su dobijene relacije (3.24), (3.25), odnosno, (3.26), dobija se ocena

e (8)]] 2 /IISat—s fCosue) = [ 8,0e)) || 2ds

+/ |SE(t — s)Ne(+, )| z2ds, (3.29)
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pri ¢emu je sa Afw. = A(Dw. * ¢5.) dat reprezent uopstenog operatora A®
koji generiSe uniformno neprekidnu Kolomboovu polugrupu operatora S¢, dok
je NE('vt> = )‘('? t)<’D$—u€<'7t) - Dius('>t) * ¢h5)'

Kako je S¥(t) = e i ||A%u.||r2 < Clluc||m2, gde konstanta C' ne zavisi od
e (C = |IA(-,t)||z=), dobijamo ||S%u.||r> < e|uc||p2, za u. € H*(R). Stavise,
znajuéi da vazi u. € H*(R), sledi DYu. € L*(R), 8,D%u. = D *u. € L*(R),
kao i 9?D%u. = D3 *u. € L*(R) (videti 1.10).

U odnosu na dokaz Teoreme 3.4, osim ocena || N.(+,t)||z2 1 [|0xNo(+,1)||z2, u
ovom slu¢aju imamo dodatnu ocenu

1OZN-Co )2 < [12AC D)= [DFus (1) — DSue(-,) * dn | 12
+2[10uAC )| DY e (-, t) = D uc () * |22
HIAC Ol 1D (-, ) — DI ue (-, 1) * ¢ 12,
pa dokazujuéi odgovarajuce konvergencije iz prethodnog niza nejednakosti, kao

sto je uradeno u (3.27), sledi || N.(+,t)||gz — 0, za € — 0.
Opet primena Gronvalove nejednakosti, ali sada na (3.29), daje

lwe(®)]lz2 < Gy / 1S2(t = $)N. (-, 8)]|2ds - exp( / Hsat—swds)

to jest supeo 1) l|we(t)[|2 — 0, za € — 0. O

Kombinujuéi rezultate dobijene u Teoremi 3.4 i Teoremi 3.5, lako se moze
pokazati L2 —asociranost resenja neregularizovane i odgovarajucée regularizovane
prostorno frakcione advektivno-difuzione jednacine:

Teorema 3.6 Nekaje 0 < a<1il< (< 2. Pretpostavimo da postoji reSenje
ue. neregularizovane jednacine:

Opue(x,t) = —a(x, t)DSu. (2, t) + b(x, t)Duc(x, t) + f(x,t,u.),

u(0) = uoe,
gde a,b € H*(R) iu. € HY(R), i neka je v. redenje odgovarajuée regularizovane
jednacine sa istim pocetnim podacima:

Opve(,t) = —alw, )(D5ve(w, 1) * dn. () + b, ) (Dive () * dn. (x))
+ f(x7 t’ UE)J

Ve (0) = UQe,
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pri cemu je h, = 0((loglog1/5)%>, dok su f, Oyf i 0.f funkcije ogranicenog tipa
u smislu Definicije 3.5.
Tada su resenja u. i v. L*—asocirana, to jest za svako T > 0, vaZi

sup |Juc(t) —ve(t)||zz — 0, 2za € — 0.
tel0,T)

Dokaz:
Dokaz tvrdenja je baziran na dokazu Teoreme 3.4, odnosno, Teoreme 3.5.
Oznacimo w. = u. — v.. Ocena za w. data je sa

lwe (Bl < /|IS§’ﬁ(t—8)(f(-,saue)—f(-,s,vs))HdeS

t
= 1822 = N s, (330
0
pri cemu je sa A%Pw, = —a(DYw:*¢p.) + b(Dfa)g * ¢y ) dat reprezent uopstenog

operatora A%? koji generise uniformno neprekidnu Kolomboovu polugrupu ope-
ratora S7, dok je

NE<'7 t) = _a('7 t) (Diué(" t)_,Diué(" t)*¢hs)+b('v t) (Diué(" t)_,Diué(" t)*¢hs)‘

Kako je S®2(t) = etAe” | A%Pu,|| 2 < C|luel sz, gde konstanta C' ne zavisi
od e (C = max{[|a(-,t) [z, [[b(-,)]| = }), dobijamo [|S&u.|[r2 < €'[|uc| 2, za
u. € H*(R). Da ||N.(-,t)||z2 — 0, za ¢ — 0, dokazuje se koriste¢i proceduru iz
dokaza Teoreme 3.4, odnosno, Teoreme 3.5.

Na kraju, nakon primene Gronvalove nejednakosti na (3.30) dobija se

t t
otz < € us&%—s>NE<-,s>HL2ds-exp< / us:%—sws),
0 0

to jest sup,eo 7 [|w=(t)llzz — 0, za € — 0. O

3.3 ProsSirenje prostora reSenja na frakcione
Kolomboove algebre

Prilikom resavanja frakcionih jednacina oblika (3.3) u Poglavlju 3.2, prostor
reSenja bio je Kolomboova algebra definisana na prostoru Soboljeva celobrojnog
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reda. Cilj ovog poglavlja jeste prosirenje prostora resenja na Kolomboove alge-
bre definisane na prostorima Soboljeva proizvoljnog reda, to jest na takozvane
frakcione Kolomboove algebre.

U slucaju prostorno frakcionih advektivnih jednac¢ina, prethodni prostor re-
senja G([0,00) : H'(R)) prosirujemo na G([0,00) : H’(R)), £ < 8 < 1. U
slucaju prostorno frakcionih difuzionih jednacina, odnosno, prostorno frakcionih
advektivno-difuzionih jednacina, prostor resenja G([0,00) : H*(R)) prosirujemo
na G([0,00) : H*(R)), 1 < a < 2.

Sli¢no proceduri resavanja pomenutih jednacina na Kolomboovim algebrama
definisanim na prostorima Soboljeva celobrojnog reda, opet egzistenciju i jedin-
stvenost resenja najpre dokazujemo za prostorno frakcione advektivne jednacine
(Teorema 3.7), odnosno, prostorno frakcione difuzione jednacine (Teorema 3.8),
a zatim dobijene rezultate koristimo za prostorno frakcione advektivno-difuzione
jednacine (Teorema 3.9). Takode pokazujemo asociranost neregularizovanih i od-
govarajuéih regularizovanih frakcionih operatora (Odeljak 3.3.4), odnosno, aso-
ciranost resenja neregularizovane i odgovarajuce regularizovane jednacine (Ode-

ljak 3.3.5).
3.3.1 Slucaj prostorno frakcionih advektivnih jednacina

Teorema 3.7 Neka je 0 < v < 1 i B, = max{% + n,a}, za proizvoljno malo
n > 0. Razmotrimo Kosijev problem

Loty = Ault) + (t). (o) = uie, (3.31)

gde:

1. Operator AS € SG(HP(R)) je reprezentovan preko mreze operatora

A, HP(R) — H%(R),
())\C,su6 = (_)‘6<Diue * ¢hg)) * ¢h57

pretpostavjajuéi pri tome da je A. € L'(R) takvo da vazi \. € L*(R),
N[ =0 <(loglog1/5)%> ihe=o0 ((loglogl/s)%),

2. ul* € G(HP(R)),

3. f € C*C) je takvo da su f i f' LipSicove funkcije na R sa osobinom
f(0) = f'(0) =0.
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Tada, za svako 0 < o < 1, postoji jedinstveno uopsteno resenje u € G([0, 00) :
HP=(R)) problema (3.31) dato reprezentom

t

ua(t) = S5 (t)ufe + / St — )£ (ue(-r5))ds, (3.32)

0

pri éemu je S§ € SG([0,00) : L(HP=(R))) uniformno neprekidna Kolomboova
polugrupa generisana sa AS.

Pre dokazivanja tvrdenja datog u Teoremi 3.7 naveséemo nekoliko veoma
vaznih napomena.

Napomena 3.4 S obzirom da je za primenu Teoreme Soboljeva o potapanju
(Teorema 1.1) neophodna stroga nejednakost By > %, uzima se da je red prostora
Soboljeva veéi od % Zato uzimamo B, = max{% +n,a}, sa proizvoljno malim
n > 0.

Napomena 3.5 Primetimo da reqularizacija operatora Avf\"a uvedena u Teoremi
3.7 sadrzi dve konvolucije, jednu zbog reqularizacije samog frakcionog izvoda i
drugu zbog reqularizacije operatora datog preko mnozitelja frakcionog izvoda. Dok
Je u Teoremi 3.1 prva konvolucija bila dovoljna, dodatna reqularizacija mnoZitelja
ovde je neophodna da bismo obezbedili ogranicenost operatora AS_ na prostoru
HP(R).
1 o~ ~
Napomena 3.6 Kako je \(x) = P / e TEN(€)dE, primetimo da X € L'(R)
™
implicira A\ € L*(R). Prema tome, za skup Ll = {Ne LY(R): \e L'(R)}, vazi
inkluzija L' C L.

Napomena 3.7 Neke od L'(R) funkcija ¢ija Furijeova transformacija takode
pripada prostoru L'(R) su:

sint _.» 1
Y

e — .
x 14 22’

U stvari, sve glatke funkcije sa kompaktnim nosacem, kao i funkcije iz Svarcovog
prostora, zadovoljavaju pomenuti uslov.



Evolucione jednacine sa prostorno frakcionim diferencijalnim
78 operatorima

Napomena 3.8 Primetimo da, na primer, funkcije /1 + 22 —1, 1 —cosz, z —
sinz zadovoljavaju uslov (3) naveden u Teoremi 3.7.

Dokaz:
I[zaberimo u. € HP*(R). Uvode¢i oznaku G. = A, (u,. * DS ¢, ), dobijamo

—

1A el se = €)% AL ue(€)l 12 = €)% G(E) on. (€)]|12
< Y G (€)oo e * (@ DS dn) |12
< O I (Ol I Al 1T 22 | DI Gn . (3:33)

Buduci da je . -
(€)7o (O) < (1+[¢?) |on. (€],

1mamo

6n ()]l oo + (|2, ()| oo
.l + [|82n. || 1 < Ch

= 0<(loglog1/5)%>.

1(€)5= o, (€) | o<

IA A

Sliéno dobijamo

—

DS én.

e < Ch, = 0<(loglog1/5)%>.

Kako je oo < S,, iz (3.33) lako se dobija
~ 1
A8 el < o(10glog= )l s

Prema tome, sledi da je ﬁ‘; infinitezimalni generator uniformno neprekidne
Kolomboove polugrupe S§ € SG([0,00) : L(HP=(R))), kao i da je ta polugrupa
logl/e—tipa. Kao sto je dobro poznato, znamo da je (3.32) reprezent resenja
Kosijevog problema (3.31).

Pokazimo da je to resenje element prostora G([0,00) : HP(R)). Zaista, s
obzirom da su norme || - || gsa 1 || |44, date sa (1.2) i (1.6), ekvivalentne imamo

lulmse < Collullysn < Cou(llullze + D ull22), (3.34)

pa je za postojanje umerenog ogranicenja za ||u||zs. dovoljno dokazati postoja-
nje umerenog ogranicenja za ||u| 2, odnosno, ||[D7ul| ..
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Kako je f Lipsicova funkcija na Ri f(0) = 0 iz (3.32) dobija se

t
lue ()2 < IISiig(t)ugsllm+/IISiﬁg(t—s)f(ua(-,s))llmds

< 1SS (Ollupe HL2+C/HS>\5 $)lue(-; 5)l z2ds,

(3.35)

pa nakon primene Gronvalove nejednakosti na (3.35) imamo

lus ()22 < CUISR (O g [l 22 eXP(/HSM |d$>

odakle sledi postojanje umerenog ogranicenja za ||u.(t)|| 2.
Iz (3.31) imamo

d
i

pa postojanje umerenog ogranicenja za ||%ug(t)||L2 neposredno sledi.

< (| ASue ()22 + 1 f (e, 8)) 22,

L2

Ostaje da se dokaze postojanje umerenog ogranic¢enja za ||Dﬁ“u5||Lz. Iz (3.32)
i aproksimativnog lan¢anog pravila za Ljuvilov frakcioni izvod (Propozicija 1.5)
imamo

1D uc(t)]| 22 < 1S5 (H)DIu QHLQ—{_/HS)\S )DL f(ue(x, 5)) || 2ds
< |55 (O Duoe || 22 +0/HSAE S ()| o= 1D e (5) | 2ds.
(3.36)

Primenjujuéi Gronvalovu nejednakost na (3.36) dobijamo

1D us )2 < ClSR(ONNDE upe 22 - eXP(/HSM Hl\f(us)HLoodS)



Evolucione jednacine sa prostorno frakcionim diferencijalnim
80 operatorima

odakle sledi postojanje umerenog ogranicenja za ||Dﬁ°‘ua|| 12 . Prema tome, uzi-
majuéi u obzir (3.34), imamo u € G([0,0) : H?(R)).

Da bismo pokazali jedinstvenost regenja na prostoru G([0,00) : H"(R)),
pretpostavi¢emo da postoje dva reSenja, u i v, jednacine (3.31) i oznaci¢emo
w. = u. — v.. Tada w. zadovoljava jednacinu

Sut) = A wnlt) + Flwe ) — F(uel 1) + N(0), wef0) = wfe, (337

gde NP (t) € N([0,00) : H?(R)) i wie € N(HP(R)). U tom slucaju resenje
problema (3.37) je dato sa

t

we(t) = S§.(thwp +/5§,5(t—8)(f(ua(-78) — f(v(-,8))ds

0

+ [ SR(t — s)NP(s)ds,
/
i vazi
lwe(®)l2 < 118K (Bwpe |2 + / 1S3t = $)(f (ue(-, 8) = f(ve(:, 5)) | 22ds
0
+/ S5 (t — S)Nf‘”(s)Hdes. (3.38)
0

Koriste¢i ¢injenicu da je || f'||z~ < C < 00'i

1/ (ue(x, ) = fve(@, )|z < ([ f'llzee - [lue(s) = ve(s)l 22,

primenom Gronvalove nejednakosti na (3.38) dobija se

t
lwe (D)2 < <||5§,e(t)w§§|\L2+/IISK‘,E(t—S)Nf"(S)HHdS)
0

t
p< / us;w—s>u|rf'umds),
0
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to jest N-ogranicenje za ||w.(t)]|zz.
Jednacina (3.37) implicira

S 1AS cwe ()| 2 + [1f (e (,1)) = f (v, )22 + N2 ()] 2.

S obzirom da, kao sto smo pokazali u prethodnom koraku, ||w.(¢)||z2 ima N-
ogranitenje i vazi N2 (t) € N([0,00) : H?(R)), dobijamo da || 4w, (t)||z2 ima
N-ogranicenje takode. Osim toga,

D5 w, || < IIS;z( t) D wye || 2

/HS)\a Dﬁa(f( ( 75)) - f(va(', 3)))HL2d$

/ 152 (t — $)DE N8 (3)] (3.30)
0

Iz teoreme o srednjoj vrednosti sledi

fue(e,8)) = flve(e8) = (uelt, 8) = vl 9)) [ (Oue (-, 8) + (1 = e, 9)),
pri ¢emu je 0 < 6 < 1. Uvodedi notaciju
F(,s) = f/(Ous(-, s) + (L= O, ), (3.40)
primenom aproksimativnog Lajbnicovog pravila za Ljuvilov frakcioni izvod (Pro-
pozicija 1.7) dobijamo
DL (f(uel-r5)) = Fo( )iz = IDETF(5) (ueler 5) = ve (-, 9)] 122
< Ol Fll= 1D (ue(s) = ve(s))llze + ClIDLE Fll 2 uc(s) — ve(s)l| oo
< C||F || = ID5 we(5) 22 + CI DL F | 2 |we () | s -
Konacno, buduéi da wie € N(HP*(R)) i N e N([0,00) : HP(R)),
nakon primene Gronvalove nejednakosti na (3.39) dobija se N-ogranicenje za

| D w,(t)|| 2. Prema tome, w, := u. — v. € N([0,00) : H?*(R)), to jest dobi-
jeno resenje je jedinstveno. 0

Definicija 3.7 Resenje u problema (3.31) uwvedenog u Teoremi 3.7 zvacemo
uopSteno resenje jednacine

() = —XDLu(t) + £, u)

date sa reqularizovanim mnoZiteljom Ljuvilovog frakcionog izvoda.
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3.3.2 Slucaj prostorno frakcionih difuzionih jednacina

Sada razmatramo prostorno frakcione difuzione jednacine, koje takode sadrze
regularizovani frakcioni operator dat preko regularizovanog frakcionog izvoda,
odnosno, regularizovanog mnozitelja frakcionog izvoda, uveden u Teoremi 3.7
(pogledati Napomenu 3.5).

Teorema 3.8 Neka je 1 < a < 2 1 razmotrimo Kosijev problem

%u(t) — Ault) + fu(t)),  u(0) = ug, (3.41)
gde:

1. Operator AS € SG(H*(R)) je reprezentovan preko mrese operatora

A - HY(R) — H*(R),
AS e = (\(DSue % 61,)) * O

pretpostavljajuéi pri tome da je . € L*(R) takvo da vaZi A € LY(R),
||)/\\5HL1 =0 <(loglog1/€)%> ihe=0 ((loglogl/s)%>,

2. u§y € G(H*(R)),

3. f € C3(C) je takvo da su f, f' i f" LipSicove funkcije na R sa osobinom
f(0) = f'(0) = f"(0) = 0 i ogranicenim frakcionim izvodom DS f.

Tada, za svako 1 < o < 2, postogi jedinstveno uopsteno resenje u € G([0,00) :
H(R)) problema (3.41) dato reprezentom

t

ua(t) = S3 (s + / SS(t — ) (us(-, 5))ds. (3.42)

pri cemu je S§ € SG([0,00) : LIH*(R))) uniformno neprekidna Kolomboova
polugrupa generisana sa AS.

Dokaz:
Dokaz tvrdenja je veoma slican dokazu tvrdenja datom u Teoremi 3.7. Ideja
je da se iskoriste aproksimativno lanc¢ano i aproksimativno Lajbnicovo pravilo
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za frakcione izvode dato u Propoziciji 1.8, odnosno, Propoziciji 1.9, za slucaj
l<a<?2

Izaberimo u. € H%(R). Kako za dato a postoji § € (0,1) takvo da je
a =1+ (, iz Propozicije 1.8 imamo

D3 f(u)lz < ClS (o)l DG ucllz + CIDE(S () oo ez

Primenjujuéi aproksimativno Lajbnicovo pravilo sledi

1D [F (ue — ve)] 2

< C| D0 F)| 2 llue = vellpoe + Cl0uF |1 | DS (e — v2)| 12
+C | DLF||pool| 0 (e — ve)l| 2 + Ol F || oo | D (02 (e = 02)) 22
< CIDEF|| p2llue = vellte + Cll0p F || oo [[tie = vel| e
+OIDLF || llue — vellmra + CIFllzoe DS (e = ve) 22,

gde smo za F koristili notaciju uvedenu u (3.40).
Koristeci prethodne ocene moze se pokazati egzistencija i jedinstvenost resenja
problema (3.41), na slican nacin kao $to je to uradeno u dokazu Teoreme 3.7.0J

Napomena 3.9 Prethodni Kosijev problem moZe se razmotriti i sa slabijim
uslovima nametnutim na funkciju f nego onim datim u Teoremi 3.8, s tim
da bi to prouzrokovalo restrikciju prostora resenja. Naime, uklanjanjem uslova
ogranicenosti za frakcione izvode DS f, za prostor resenja se moZe uzeti Kolom-
boov prostor G([0,00) : HP=(R)), gde je B, = max{a,%—i—n}, sa proizvoljno
malim n > 0. QOwva posledica proizilazi iz standardnih argumenata vezanih za
Teoremu Soboljeva o potapanju (Teorema 1.1).

3.3.3 Slucaj prostorno frakcionih advektivno-difuzionih
jednacina
Posledica rezultata dobijenih u Teoremi 3.7 i Teoremi 3.8, jeste odgovarajuce

tvrdenje o egzistenciji i jedinstvenosti resenja Kosijevog problema za prostorno
frakcione advektivno-difuzione jednacine:

Teorema 3.9 Neka je0 < a <1111 < <2. Razmotrimo Kosijev problem

() = A7 u(t) + f(u(®),  u(0) = ug, (3-43)

gde:
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1. Operator Avfb € SG(HP(R)) je reprezentovan preko mreze operatora

Afbs - H*(R) — H°(R),

Afba = ( aE(D Uz * Pp.) + be (D+U5*¢h )) * On,

pretpostavijajuci pri tome da a. 1 b, zadovoljavaju iste uslove kao \. u
1
Teoremi 3.8 i da je h. = o ((loglogl/s)g) ,

2. ul) € G(H?(R)),

3. f € C3(C) je takvo da su f, ' and f" LipSicove funkcije na R sa osobinom
£(0) = f'(0) = £"(0) = 0 i ogranicenim frakcionim izvodom D', f.

Tada, za svako 0 < a <111 < f < 2, postoji jedinstveno uopsteno resenje
u € G([0,00) : H?(R)) problema (3.43) dato reprezentom

elt) = (00 + / Sielt =) f(uleos)ds, (349

pri cemu je SB € SG([0,00) : L(HP(R))) uniformno neprekidna Kolomboova

polugrupa generisana sa AB

Dokaz: B
Da je operator Af,b loglogl /e—tipa, odnosno, infinitezimalni generator uni-

formno neprekidne Kolomboove polugrupe S° o € SG([0,00) : L(HP(R))), kao
i da je ta polugrupa logl/e—tipa, dokazuje se na nacin kao $to je to uradeno
u (3.33), razmatrajuéi pri tome a. i b, umesto A.. Egzistencija i jedinstvenost
resenja Kosijevog problema (3.43) dokazuje se ponavljajuéi procedure opisane u
Teoremi 3.7 i Teoremi 3.8. 0

3.3.4 Asociranost neregularizovanog i odgovarajuceg
regularizovanog frakcionog operatora

U narednoj propoziciji dokazujemo da se umesto neregularizovanog operatora
ASu = —=A(z,t)Diu, 0 < a < 1, gde A i u zadovoljavaju odredene uslove, moze
razmatrati odgovarajudéi regularizovani operator uveden u Teoremi 3.7.
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Propozicija 3.3 Pretpostavimo da je 0 < a < 1 i neka u € HP(R), gde je
bo = max{% + n,a}, sa proizvoljno malim n > 0. Dalje, neka je A$ ope-
rator dat sa ASu = —A(z,t)Du, gde je A € L¥(R) 1 gi‘s operator dat sa
Zf\‘fu = (=Ae(z,t)(DSu * ¢p.)) * ¢, pri cemu . zadovoljava iste uslove kao u
Propoziciyi 3.2.

Tada su operatori A i Avig L*—asocirani za £ — 0, to jest za svako u €
HP(R) vazi

I(AS — AS )ullz2 = 0, € — 0.

Dokaz:

[zaberimo u € H?(R). Tada imamo

(A5 = A3 u —Alz, )D“u + (A(xvt)D‘j‘.U) * On. — (A(@,1)DSu) * dn,

F O, 1) = A, D) (D5 90,)] * 6,
+ [Maz, t D u*¢ha)} * Oy

Sto daje ocenu u normi
I(AS = A Jullz < M@, )DSu — (Ma, 0)D5u) * b 12
A = Allze< DS ull 2| fnc [ 21| dnc | o1
Mz DS w5 g, — DY ul| 2] dn, | 1
Slicno, kao u dokazu tvrdenja datom u Propoziciji 3.2, dobija se da za svako
u € HP>(R) vazi
I(AS — AS Jul|z2 — 0, & — 0. 0
Napomena 3.10 L?—asociranost nereqularizovanog i odgovarajuéeq reqularizo-
vanog operatora koji se pojavljuje u Teorems 3.8, odnosno, Teoremi 3.9, moZe se

pokazati pod odredenim dodatnim uslovima rasta nametnutim na koeficijente na
slican nacin kao u Propoziciji 3.3.

3.3.5 Asociranost reSenja neregularizovane i odgovarajuce
regularizovane jednacine

Kao u slucaju resavanja problema u okruzenju Kolomboovih algebri defi-
nisanih na prostorima Soboljeva celobrojnog reda, ovde ¢emo takode dokazati
L?—asociranost resenja neregularizovane i odgovarajuée regularizovane jednacine.

Na pocetku, dajemo najpre rezultat koji se odnosi na prostorno frakcione
advektivne jednacine:
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Teorema 3.10 Neka je 0 < v < 1 i 8, = max{5 + 1, a}, sa proizvolino malim
n > 0. Pretpostavimo da postoji reSenje u. neregularizovane jednacine:

Opue(x,t) = =Nz, t)DYuc(z,t) + f(u(z,t)), u(0) = up., (3.45)

gde A € H?P=(R), \ i \ pripadaju LY(R) i u. € HP>2(R).
Neka je v. resenje odgovarajuce reqularizovane jednacine sa istim pocetnim
podacima:

atv&(xvt) = (—)\(I, t)('DfT_UE(iL“, t) * ¢hs(x))) * ¢he + f(”f(x’ t))? UE(O) = Uoe,
(3.46)

gde je hy = o ((loglogl/e)%> , dok je f € C?*(C) takvo da su f i f' LipSicove
funkcije na R sa osobinom f(0) = f'(0) = 0.
Tada su resenja u. i v. L>—asocirana, to jest za svako T > 0, vazi

sup ||lue(t) — ve(t)||z2 = 0, za € — 0.
tel0,T)

Dokaz:
S obzirom da u. i v. zadovoljavaju redom jednacine (3.45) i (3.46), dobija se
Oulue(t) = va(w, 1)) = (= M@, 0) (D (uelw,t) = vea,1)) * 6n.()) ) * 6n. ()
+ (A ) (Dl t) 5 0n.(2)) ) * 1. (2)
—)\<£L', t)Dqu(x, t) + f(us(xa t)) - f(v5<x> t))
Ozna¢imo w. = u. — v.. Tada w. zadovoljava jednacinu

d

Gpwe(t) = Adwe(t) + fue(, ) = flve( 1)) + Ne(t), w=(0) =0,

gde je
Atw. = (= A(D3w  61) ) * b

) (D3ue (1) 00, ) ) . = A D)
1) (Diug(-,t) % dn. — Df‘rug(-,t)» * O,
+<>\(-,t)Diu€(-, t)) £ 6 — A, 0D (-, 1),

N.(t) = (A
<)\

(
(
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Prema tome, za w, vazi

ot) = [ 82 =l - Fl19)ds

+/S§‘(t — s)Nc(+, s)ds,

lwe(®)llz2 < /HS?(t—S)(f(ue(vS))—f(’vs(wS)))HdeS

+/ |1S&(t — $)Ne(+, s)|| L2ds. (3.47)

Bududi da je A € L°(R) i v, € H%*(R) C H*(R), sledi | N.(1)]|zz — 0, za

e — 0. Dalje, iz aproksimativnog Lajbnicovog pravila imamo
IDEN(le < D (A (DG uel, 1) * dn, — DSuc(, 1)) * n 12

HIDE (G ODLue (- 1)) % dn, — DL (AC, D e )| 2
CIDEANC )| DY e, 1) * dn, = Dfue(-, 1) 12
+CIAC, Ol D (DGue (1) * n. — Due(-, 1)) 12
HDE A, ODFue (1)) * dn, — DA DG uc(-, 1)) |2
CIDEAC Ol 1D ue(- 1) * dn, — D5ue(-,t) |2
+CIAC )|z | DL e (- 8) * dn, — DI (-, 1) |12
HIDE A DD (-, 1)) * dn, — DA DT (- 1)) 2.
Kako je A € H?=(R) i u. € HP~**(R), na osnovu konvergencije (3.27) dokazane
u Teoremi 3.4 sledi | D7 N.(t)||2 — 0, za & — 0, odnosno, || N-(t)|| gse — 0, za
e — 0.

Bududi da je S2(t) = e i || A%u.||z2 < C||uc| gsa, gde konstanta C' ne zavisi
od e (C = ||A(,1)|| ), dobijamo ||S%u.]|z2 < €|uc|| gpa, za u. € HP(R). Ovo

dalje implicira ||S¢(t—$)N:(s)|| 2 — 0, za e — 0. Koristedi |0, f ||z~ < Cy < o0,
kao 1 ocenu

1 (ue(-58)) = fve(e 8)) e < [[Oufroe - [Jue(s) — ve(s)]lL2 < Cillwe(s)] L2,

IN

IN
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primena Gronvalove nejednakosti na (3.47) daje

e (8)]] 2 <Cl/|\5a t —s)Ne(-, )| p2ds - exp(/HSa t—S)HdS>

to jest sup,ejo 7 [|we(t)][z2 — 0, za € — 0. O

Na slican nacin, uz strozije uslove nametnute na resenje u neregularizovane
jednacine i koeficijente A, moze se pokazati asociranost resenja neregularizovane
i odgovarajuce regularizovane prostorno frakcione difuzione jednacine:

Teorema 3.11 Neka je 1 < a < 2. Pretpostavimo da postoji resenje u. nere-
gularizovane jednacine:

Opue(x,t) = Mz, t)Dluc (2, t) + fluc(z,t)), u(0) = uq, (3.48)

gde A € HT(R), \ ¢ X pripadaju L'(R) i u. € H**(R).
Neka je v. resenje odgovarajuce reqularizovane jednacine sa istim pocetnim
podacima:

Ove(z,t) = Mz, t)(DSve(, t) % dp(2))) * dp. + f(ve(2,t)), v.(0) = uge, (3.49)

gde je by = o <(10g10g1 /e)%) , dok je f € C3(C) takvo da su f, f' i f" Lipdicove
funkcije na R sa osobinom f(0) = f'(0) = f”(0) = 0 i ogranicenim frakcionim
izvodom DS f.

Tada su resenja u. i v, L>—asocirana, to jest za svako T > 0, vazi

sup ||lue(t) — ve(t)||zz — 0, za € — 0.
t€[0,T)

Dokaz:
S obzirom da wu. i v, zadovoljavaju redom jednacine (3.48) i (3.49), dobija se
Oulua(w,t) = v, 1) = (M, ) (D (e, 1) = velw, ) # 61, (2)) ) * . (@)
~ (At (Dyuele.t) 5 1. (2)) ) * 1. (@)
A, DS, 1) + e, 1)) — Flon( ).
Ozna¢imo w. = u. — v.. Tada w. zadovoljava jednacinu

Sn(t) = ASnlt) + F (el 1) = F(oe 1)) + Nelt), 2(0) =0,



3.3 Prosirenje prostora reSenja na frakcione Kolomboove algebre 89

gde je
A, = (MDiw. x 61.)) * n.,

N(t) = M0DLu(t) = (A (D5uel,0) % 6n.) ) = b,
- ()\(-,t) (Dﬁ‘_ua(-,t) — DY (1) * qﬁhE)) * o,
FAC, D (-, 1) — (M-,t)pgzuE(.,t)) % bn.

Da ||N:(t)||ge — 0, za € — 0, dokazujemo koristedi slicne argumente kao u
Teoremi 3.10, tako $to prvo pokazemo || Ne(t)||z2 — 0, odnosno, | D} N.(t)| 2 —
0, za € — 0, §to na kraju daje L?—asociranost resenja. 0

Kombinujuéi rezultate prezentovane u Teoremi 3.10 i Teoremi 3.11, lako se
moze pokazati L?—asociranost resenja neregularizovane i odgovarajuée regula-
rizovane prostorno frakcione advektivno-difuzione jednacine:

Teorema 3.12 Neka je 0 < o < 1 11 < [ < 2. Pretpostavimo da postoji
resenje u. nereqularizovane jednacine:

Opue(z,t) = —a(x,t)Dlu(x,t) + b(z, YD u(,t) + fuc(z, 1)),
us(()) = U,
gde a,b € H'7A(R), a, b,a,b pripadaju LYR) i u. € H¥(R).

Neka je v. resenje odgovarajuce regularizovane jednacine sa istim pocetnim
podacima:

gde je h, = o ((loglogl/&t)%) , dok je f € C3(C) takvo da su f, f' i f" LipSicove
funkcije na R sa osobinom f(0) = f'(0) = f"(0) = 0 i ogranicenim frakcionim
izvodom DS f.

Tada su resenja u. i v. L*—asocirana, to jest za svako T > 0, vaZi

sup ||uc(t) —ve(t)||z — 0, za € — 0.
tel0,T)
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Dokaz:
Oznacimo w. = u. — v.. Tada w, zadovoljava jednacinu
d
pwe(t) = AP0 () + flu(, 1) = f(ve(- 1) + No(t), w.(0) =0,
gde je

A, = (= a(Dgwex 0n,)) » on, + (b(DTwr * 60.))  on.

Ne(t) =

VRS

a(-,t) (Dj“_ua(-,t) * O, — Dﬁ‘_ug(-,t)» * O,
(a(-,t)Dqu(-,t)> % O, — a(, DD u (-, 1)
(v ) (DLl 1) = DSuels) 5 60, ) ) * .

50, 0DLuc (1) = (b DD, 1)) * n..

+ o+

Sada se || N:(t)||gs — 0, za e — 0, dokazuje koriste¢i slicne argumente kao u
Teoremi 3.10, tako 5to prvo pokazemo || N(t)||z2 — 0, odnosno, |D? N ()| 2 —
0, za € — 0, §to na kraju daje L?—asociranost resenja. O



Glava 4

Frakcione evolucione jednacine
reda 0 < a <1

Normalna ili obi¢na difuzija (Gausova difuzija) predstavlja proces spontanog
Sirenja cestica kroz odredene sredine, na primer, unutar gasa, tecnosti ili ¢vrstog
tela. Karakterise se Gausovom gustinom raspodele, dok je asimptotsko srednje-
kvadratno premestanje cestica linearna funkcija vremena, to jest ponasa se kao
Ct kada t — o0o. Medutim, u odredenim sistemima cestice se kre¢u haoticno, pa
sistem izlazi iz stanja ravnoteze, Sto za posledicu ima usporavanje ili ubrzavanje
difuzije. Takvo odstupanje od normalne difuzije naziva se anomalna difuzija
i za razliku od normalne difuzije asimptotsko srednje-kvadratno premestanje
¢estica je nelinearna funkcija vremena, to jest ponasa se kao Ct%, 0 < o < 1,
kada t — oo (videti, na primer, [25]). Anomalna difuzija se moze, na primer,
modelirati prostorno-vremensko frakcionim difuzionim jednacinama.

Prostorno frakcione advektivno-difuzione jednacine (3.1), razmatrane u pret-
hodnom delu disertacije, predstavljaju specijalan slucaj prostorno-vremensko
frakcionih advektivno-difuzionih jednacina

“Deu(z,t) = —v(x, t)DPu(x,t) + k(z,t)Dlu(z,t) + f(z,1), (4.1)

pri emu je “DY Kaputov frakcioni izvod reda 0 < a < 1, doksuD?, 0 < 3 < 1,
odnosno, D), 1 < v < 2, prostorno frakcioni izvodi. Jednacine (3.1) se dobijaju
stavljajuéi a = 1 u jednacini (4.1), koja takode, pored ostalog, modelira trans-
port hemijskih zagadivaca kroz podzemne vode, gde u(z,t) predstavlja koncen-
traciju razmatranog zagadivaca, v(z,t) je prosecna brzina fluida, dok je k(z,t)
koeficijent difuzije (disperzije)(videti [6], [25], [43],[51]). Birajuéia =1, =11
~v = 2 dobijaju se klasi¢ne (nefrakcione) advektivno-difuzione jednacine.
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Inspirisani mnogobrojnim primenama prethodno razmatranih jednacina na
modeliranje raznih pojava, osnovni cilj ovog dela disertacije bi¢e aproksimativno
resavanje jednacine opstije nego (4.1). Preciznije, resavac¢emo Kosijev problem
nehomogenih frakcionih evolucionih jednac¢ina sa varijabilnim koeficijentima koji
zavise od x i nelinearnim delom koji zavisi od resenja, odnosno,

“Dru(t) = Au(t)+ f(-,t,u), t >0,
u(0) = wup, (4.2)

pri cemu je 0 < a < 1, A je linearan operator, zatvoren i gusto definisan
na prostoru Soboljeva celobrojnog reda H'(R) ili H*(R). Napomenimo da su
u literaturi jednacine (4.1) resavane na ogranicenom domenu z € (0, L), dok
¢emo mi jednacine (4.2) resavati na neogranicenom domenu pri ¢emu, dodatno,
nelinearni deo f zavisi od resenja u.

Iz sliénih razloga kao prilikom razmatranja evolucionih jednacina sa pro-
storno frakcionim diferencijalnim operatorima (Glava 3), umesto jednacine u
polaznom problemu (4.2) razmatratemo odgovarajucu aproksimativnu jednaci-
nu

CDru(t) = Au(t) + f(-,t,u), (4.3)

gde je A uopsteni linearan i ogranicen operator asociran sa polaznim operatorom
A. U slucaju diferencijalnog operatora A, odgovaraju¢i uopsteni operator A
dobija se regularizacijom frakcionog izvoda ili izvoda celobrojnog reda koji se
pojavljuje u operatoru A.

Navedeni aproksimativni problem resavace se koriste¢i uopstene uniformno
neprekidne operatore resenja uvedene u Poglavlju 2.3. ReSenja ¢emo traziti u
okviru Kolomboovih prostora definisanih u Poglavlju 4.1. Uslove za egzistenciju
i jedinstvenost resenja za aproksimativni problem ispitivacemo u Poglavlju 4.2.
Analiza asociranosti resenja polazne i odgovarajuce aproksimativne jednacine,
uz pretpostavku da resenje neregularizovane jednacine postoji, prezentovana je u
Poglavlju 4.3. Na kraju, u Poglavlju 4.4, ilustrova¢emo kako se uvedeni uopsteni
operatori reSenja mogu koristiti za aproksimativno resavanje odredenih tipova
frakcionih evolucionih jednacina, kao sto su, na primer, vremensko i prostorno-
vremensko frakcione difuzione jednacine, odnosno, prostorno-vremensko frakci-
one advektivno-difuzione jednacine.

Dokazi za pomenuta tvrdenja, koja se odnose na egzistenciju i jedinstvenost
reSenja, asociranost neregularizovanog i odgovarajuceg regularizovanog frakcio-
nog operatora, kao i asociranost resenja neregularizovane i odgovarajuce regulari-
zovane jednacine, pokrivace slucajeve kada je diferencijalni operator A definisan
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preko celobrojnog izvoda, levog ili desnog Ljuvilovog frakcionog izvoda, odnosno
Risovog frakcionog izvoda.

Krajnji ishod proucavanja ove klase jednacina bi¢e nova procedura za aprok-
simativno resavanje Kosijevog problema nehomogenih frakcionih evolucionih jed-
nacina sa varijabilnim koeficijentima datog sa (4.2).

Svi rezultati sadrzani u ovoj glavi predstavljaju originalne rezultate prezen-
tovane u radu [39].

4.1 Prostor resenja

Uopstena resenja frakcionih evolucionih jednac¢ina sa varijabilnim koeficijen-
tima oblika (4.3) trazi¢emo u okviru Kolomboovih prostora definisanih na sledeéi
nacin:

Definicija 4.1 Neka je m —1 < a < m, pri cemu m € N. £§,([0,00) : H"(R)),
n € N, je prostor mreza

G.:[0,00) xR—=C, €€ (0,1),
sa osobinama:
(i) G.(-,+) € C™([0,00) : H"(R)) N C™((0,00) : H*(R)).

L Ge(t,)

ta—m

=(C < +o0.
HTL

(ii) limy_or

(iii) Za svako T > 0 postoje M > 0, N € N i gy > 0 takvi da

sup)HCD;’Ga(t,-)”Hn < Me™V, e < ey, ve{0,...,m—1,a},

telo, T

dm —-N
sup ||[—G.(t,") < Me™, e<ey.
te(0,7) dtm Hn

Na slican nac¢in definiSe se prostor:

Definicija 4.2 Neka jem — 1 < o < m, pri ¢emu m € N. N,([0,00) : H"(R)),
n € N, je prostor mreza G. € £5([0,00) : H*(R)) sa osobinama:

(i) Gel--) € Cm1([0,00) : HY(R)) N C™((0,00) : H(R)).



94 Frakcione evolucione jednacine reda 0 < a < 1

Gt

ta—m

=(C < +o0.
Hn

(ii) limy_o

(iii) Za svako T >0 ia € R postoje M > 0 i g > 0 takvi da
SUp HCD?GE(ZSV)HHH < Me", e<ey, v€{0,...,m—1,a},
te[0,T)

d_Gs(ta )

T < Me?, e <ey.

H’I’L

sup
te(0,T)

Propozicija 4.1 Nekajem—1 < a <m, priécemum € N. £([0,00) : H*(R)),
n € N, je algebra u odnosu na mnoZenje, dok je N,([0,00) : H™(R)) ideal
prostora £§;([0,00) : H"(R)).

Dokaz:

[lustrovacemo dokaz tvrdenja za slucaj 0 < a < 1, koji se izvodi na slican
nacin kao za Propoziciju 2.11 u slu¢aju uopstenih operatora resenja (Poglavlje
2.3).

Fiksirajmo 0 < « < 1, a zatim izaberimo G. i H. iz prostora £§;(]0,00) :
H™(R)). Tada se lako dobija da G.H. zadovoljava osobine (i) i (ii) sadrzane u
Definiciji 4.1. Cinjenica da G.H. zadovoljava osobinu (iii) za v € {0, 1}, moze se
pokazati na uobi¢ajen nacin, kao u slucaju Kolomboovih prostora sa izvodima
celobrojnog reda. Koristedi (2.26) i uopstenu (frakcionu) teoremu o srednjoj
vrednosti (Teorema 1.4) moze se pokazati da je osobina (iii) takode zadovoljena
zay = Q.

Sli¢no, moze se pokazati da kompozicija H.G. takode zadovoljava sve osobine
iz Definicije 4.1. Prema tome, prostor £5;([0,00) : H*(R)) je algebra.

Na osnovu slicnih argumenata lako se pokazuje da je N, ([0,00) : H*(R))
ideal prostora £§([0,00) : H*(R)). O

Kao direktnu posledicu dobijamo da se Kolomboov prostor moze definisati
kao faktor algebra:

Definicija 4.3 Neka je m — 1 < a < m, pri cemu m € N. Koli¢nicki prostor
€4(10,00) - H'(R))

Ga([0,00) : H"(R)) = M
| No([0.00) : HY(R)

je odgovarajuci Kolomboov prostor uopstenih funkcija.

Na slican nacin, izostavljaju¢i promenljivu ¢, definisu se odgovarajuci prostori
EY(H™R)), No(H™(R)) i Go(H™(R)). 1z prostora G,(H"™(R)) bira¢emo pocetne
uslove Kosijevog problema za frakcione evolucione jednacine.
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4.2 Egzistencija i jedinstvenost resenja

Nastavljajuéi razmatranja o uopsStenim operatorima reSenja iz Poglavlja 2.3,
u ovom poglavlju za Banahov prostor F uzimac¢emo prostor Soboljeva, odno-
sno, E = H'(R). Umesto frakcionog Kosijevog problema (4.2) sa zatvorenim i
gusto definisanim operatorom A, definisanim najpre na H'(R), razmatra¢emo
frakcioni Kosijev problem dat sa

CDru(t) = Au(t) + (- t,u), t > 0; u(0) = up,

gde je A uopsteni linearan i ogranic¢en operator L?—asociran sa operatorom A,
to jest za sve u € H'(R), vazi

(A= Auz2 — 0, €— 0.

Teorema 4.1 Neka je 0 < a < 1. Pretpostavimo da uy € Go(H'(R)) i neka
je funkcija f(x,t,u) neprekidno diferencijabilna po t, globalno LipSicova funk-
cija po T i u sa ogranicenim izvodom drugog reda po u takva da f(z,t,0) = 0.
Takode, pretpostavimo da su O, f(z,t,u) i Oy f(x,t,u) globalno Lipsicove funkcije
pou. Neka gi(x,t,u) := 0y f(x,t,u) i go(x,t,u) := O f(x,t,u) zadovoljavaju iste
osobine kao 1 funkcija f(x,t,u).

Neka je A € SG(H(R)) operator he-tipa, he = 0<(10g(10g1/€)°‘)a), takav da

| Acue| 2 < helluc| 2, 2a u. € H'(R).
Tada, za svako 0 < a < 1 postoji jedinstveno uopsteno resenje u € G4 ([0, 00) :
H'(R)) Kosijevog problema

CDrut) = Au(t) + f(-,t,u),  u(0) = uq. (4.4)

Resenge je dato reprezentom

uet) = (S0)2 (D). + /0 (Su)o(t = PREDICf( rou)dr, (45)

gde je S, € 8G,(]0,00) : LIH'(R))) uniformno neprekidan Kolomboov operator

resenja generisan sa A.

Dokaz: B
S obzirom da je operator A h.-tipa, pri ¢emu sledi da je h. = o((loglogl/e)%),
ocigledno vazi da je operator A infinitezimalni generator Kolomboovog operatora
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resenja S, € SGa([0,00) : L(HY(R))) datog sa Su(t) = Ea(t*A) (Propozicija
2.14). Pored toga, na osnovu (2.9) znamo da je (4.5) reprezent resenja problema
(4.4).

Pokazimo da je ovo resenje element prostora G,([0,00) : H'(R)). Najpre
pokazujemo da resenje zadovoljava

= C < +o0. (4.6)

Zaista, nakon diferenciranja (4.5) po ¢, koristeé¢i odgovarajuéu integralnu repre-
zentaciju (2.19) dobija se

%us(t7 ) = %(Sa)s(t)u% + /0 (t - T)a_lEOéyOé((t - T)QZ\E)@TJC(W T, u&(T)>dT
O B o (17 AL) (-, 0, upe), (4.7)

pa u skladu sa notacijom gy (z,t,u) = O, f(x,t,u) i go(x, t,u) = O f (x, t,u), dalje
imamo

[

d t ~
< || GO, + [ =1 Bl = P VAD) W0 )
OB o ADILFC, 0, w00

d ‘ B .
77 (Sa)e(t)uo: L2+/0 (t = 7)* " Eaal(t = 1) AclDllg1ll o< [|0rue (7) || 2dT

t ~
+/O (t =) Baal(t = 1) Acl)llg2ll 2o llus (7) || 2dr

+* 7 Baa (A 0, ae) | 2. (4.8)

L2

IA
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Nakon primene Gronvalove nejednakosti na (4.8) dobijamo

d
—Ug t7.
Hdtu( )

L2

t ~
+ /0 (t = 7)* " Baa((t = 1) Acl)llg2llzo llue ()| 2dr

d
< (HE(sa)g(t)uOE ,
O B (LA £C- o,u%)Hp)

.exp</0 (t —7)* ' By al(t — T)a||ga||)||g1||Lde> ’

to jest

L2

Takode, nakon diferenciranja (4.7) po x, dobijamo

d
axaus(ta )

t ~
+ [0= ) Bt = WA 10,0, )
T B o (| LD (- 0. 10 12
d
< || —
< || (S)e (0D |

o <[5 E000

t

T / (t = 1) B ((t — 1) A )110s g o 10r (7)ol
t o~

4 / (t = 1) B ((t — 7)) llg1 o 1800r (7)ol
t

4 / (t = )2 B ((t — ) VA 100l e 1te ()| o

t
+/0 (t —7)*  Eaa((t = 7)*| Al g2l oo | Oztic (1) || L2
+ta71Ea,a(ta"Z€") (Hauf(a 0, uoe) || oo || O uoe || 22

102 £ 0,0l i | 2 ) (4.9)
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Opet, primena Gronvalove nejednakosti na (4.9) daje

ax%ua(ta )

s = C < +o0,

L2

t—0t

pa sledi da je osobina (4.6) zadovoljena.

Dalje, dokazujemo postojanje umerenog ogranicenja za ||“D]u.(t,-)|| g, v €
{0,a} i [[Lu.(t, )|, razmatrajuéi slucajeve:

1. Slucaj v =0
Na osnovu reprezentacije (4.5) i Propozicije 2.7 imamo

Jue@llze < [[(Sa)e()uoell 22

+ / (t = 7| Baal(t = D) A £ 7, 02) | 2l

0

(4.10)
Koristeéi ocenu za E, , datu sa (1.31) dobija se
I o~ AL T
E,o(t*A. ———— = E, . (t"||A:
IBualt A £ 3 7y gy = BualtIAD)
< Call+ A O ) (1 + ¢ )exp(tl| Ad|[*).
Uvedimo oznaku
My = sup ||Eaal(t®A)]. (4.11)

t€[0,T)

Primetimo da za o = 1 sledi My := suPejo.) 1S(2)][, pri cemu je S(t)
uopstena uniformno neprekidna polugrupa operatora generisana sa g, kori-
S¢ena u Glavi 3 za resavanje evolucionih jednacina sa prostorno frakcionim
izvodima. Dalje, na osnovu dobro poznatih osobina Landauovih simbola
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01 O (videti Dodatak), dobijamo ocenu

A=Y

<1 ofttn 1)) (17 oot )
1+ 0( loglogl/¢) 1 a)) (1 7= a)eXp( (log(log1/5)0>>
(1

(
(

C’agl—ko( logl/e)'™ °‘>> 1+7T" O‘) <1og1/5) >
(

Co(1+T" a)( ((logl/e)a +0(10g1/6)>

Co14T" a) (logl/e)
O(logl/e). (4.12)

Na osnovu (4.10) i (4.11) dobijamo ocenu

t

[ue(@®)llz2 < [[(Sa)e(t)uoe| 22 +J\7T/(7f—T)O‘_lllf('mua)||L2dT

0
t

< [[(Sa)e(®)lluoellzz + CMT/(t = 1) ue ()| p2dr,

0

N

te primena Gronvalove nejednakosti daje

t

e (Ollz2 - < WSE%@HWUmHm-exp(CﬁE:/@~—TV%h>

0

A

=H()UW%M2M<MM2>

pa uzimajuéi u obzir relaciju (4.12) sledi umereno ogranicenje za ||u.(t)|| 2.

Nakon diferenciranja (4.5) po z, na osnovu integralne reprezentacije date
u Propoziciji 2.7 imamo

t

Ot (t) = (Sa)e(t)Ozpuo: + /(t —7) By a((t — T)“/L)(?xf(-, T, U )dT,

0
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2. Slucayj v =«
Iz (4.4) imamo

102ue (2] 2

IN

IN

102us(2)]| 2

H (Sa)s(t)azUOEHm

+ [ (=7 N Eaa((t = ) A 100 (f (7 w0)) | p2dr

S —

(| (Sa)e(t)Optioe| 2
t
¥y [ (6= 0 0u o~ Outc(r) 12

0
t

+1\7T/(t— )00 f | oe e ()| 2d (4.13)

0

Primena Gronvalove nejednakosti na (4.13) daje

t

< <|!(Sa)e(t)\|\|0xuOEHL2 +J\7T/(t - T)“_lll(?:cf!lmoHua(T)HLQdT>

0

-exXp <MT /(t - T)a_1||8uf||Loch> .

0

S obzirom da je f Lipsicova funkcija po u i x, umereno ogranic¢enje za
|0, u:(t)]| 2 neposredno sledi.

19D uc ()] < | Acue ()22 + 1F (ot ue) |2,

pa se lako dobija umereno ogranicenje za ||“Du.(t)|| 2, buduéi da je f
globalno Lipsicova funkcija u odnosu na w i vazi f(z,¢,0) = 0.

Diferencirajuci (4.4) po = dobijamo

105D uc )2 < 10(Acuc (@) + 10:(f (o, ue))ll 2

< C(logl/e)*[luc(t)[m + [10uf | e | Oruie ()] 2
|02 fll o< lue ()] 22,
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pa kako je f Lipsicova funkcija po u i x, te za [|uc(t)||z2 1 ||Opuc(t)| 2
postoji umereno ogranicenje, sledi postojanje umerenog ogranicenja za

10 Difue (t) [ 2-

Preostalo je jo§ da se dobije umereno ogranicenje za || £u.(t,-)|| 1. Kao pri-
likom dokazivanja osobine (4.6), umereno ogranicenje za || Z-u.(t, -)|/z2, odnosno,
|02 %u.(t,-)||r2 se dobija nakon primene Gronvalove nejednakosti na (4.8) i (4.9),
redom.

Da bismo pokazali da je dobijeno resenje jedinstveno u okviru Kolomboo-
vog prostora G,([0,00) : H'(R)), pretpostavimo da postoje dva resenja, u i v,
Kosijevog problema (4.4) i ozna¢imo w, = u. — v.. Tada w. zadovoljava

“Dwe(t) = Acwe(t) + (- toue) — F(otve) + Ne(),  we(0) =wpe,  (4.14)
pri éemu N.(t) € Nu([0,00) : HY(R)) i wp. € No(H'(R)). Resenje problema
(4.14) dato je sa

wa(t) - wOa / t - T a 1Ea a((t - 7—>aA )(.f('77_> ua) - f('>T7 UE))dT

+/ )& 1J’_*—]C,éa((zf—7')0‘14) (7)dr, (4.15)

pa dalje imamo ocenu u normi

lwe (D)2 < [1(Sa)e (t)woel| 2

t

+/(t — 7)Y Baa((t — 1) A - 1F 7o) — (7 00) || pedr
/ )Y Baa(t = 7)*A)| - | No(7)]| 2dr (4.16)

S obzirom da je ||Eqo((t — AN < My, 0 <t <T,0< 7 <t gde je My
dato sa (4.11) i ocenjeno sa (4.12), i da je f Lipsicova funkcija po u, te kako se
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nakon primene Gronvalove nejednakosti na (4.16) dobija

[lwe (£)]] 22
t

< (II(Sa)a(t)II|Iw05||L2 + /(t = 1) [ Eaal(t =) A ||Na(T)IIL2dT>

0

‘exp (C/(t — 1) | Baal(t — T)“;le)HdT) )

0

sledi postojanje N-ogranic¢enja za ||w.(t)]|zz.
Jednacina (4.14) implicira

19D w ()l < 1 Acwe (Ol z2 + 1F (ot ) = £t vl + [Ne(O)]] 2,

pa se N-ograni¢enje za ||“D2w.(t)| 12 lako dobija.
Nakon diferenciranja (4.15) po z imamo

100we ()] 22 < [(Sar)e () Fatwie [ 22

t

+ /(t - T)a_lEma((t — T)‘IHEEH)Hﬁuf(, T, Ue ) Optte — Oy f (¢, T, 02 ) Oy Ve || 2dT

0
t

+ /(t B T)a_lEa,a((t - T)QHEEH)”@UJC(? T, Uue)ue — Op f (-, T, Ve ) Ve | L2dT

0
t

T / (t = 1) Bt — 7)° | AL )I|s N (7)o (4.17)

Kako f ima ogranicen izvod drugog reda po u, dalje imamo

”auf(7 T, ua)axua - 8uf(a T, U&>6xvaHL2
< Cil|0pue(7) || L2 lwe (7) || 11 + Col|Opwe (T) || 2

Takode, s obzirom da je 9, f Lipsicova funkcija po u, dobijamo

Haxf(u T, us)uz-: - 8zf(~,7', Us)”eHLQ
< 10w f (-, 75 ) ool (7)1 2 + v (P) | g 102 (- 7, 9) || oo [[we (7)[| 2,
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za neku funkciju g € H'(R), pa postojanje N -ogranicenja za ||0,w.(t)||z2 sledi
nakon primene Gronvalove nejednakosti na (4.17).
Diferenciranje (4.14) po x implicira
107 Dfw(t) [z < 110x(Acwe ()22 + [10u(F (-t ue) = (-t 02)) |22
+[10x N (#)]| 2
pa se N-ogranicenje za ||0S Dw,(t)]|z2 lako dobija.

N-ogranicenje za || 4w, (t)|| g se moze pokazati na slican nacin, najpre dife-
rencirajudi jednacinu (4.15) po t, zatim diferencirajuéi novodobijenu jednacinu
po x, i na kraju primenjujuc¢i Gronvalovu nejednakost.

Sumirajuéi prethodne zakljucke, sledi w. := u. — v. € N,([0,0) : H(R)),
odnosno, resenje frakcionog Kosijevog problema (4.4), dato svojim reprezentom
(4.5), jeste jedinstveno. O
Napomena 4.1 Ukoliko je A € SG(H?*(R)) operator h.-tipa, pri éemu je h. =
0<(log(log1/5)°‘)"‘>, 0 < a < 1, na slican nacin se moze pokazati da je resenje
odgovarajuéeg frakcionog Kosijevog problema (4.4) takode dato reprezentom (4.5),
kao i da je to resenje jedinstveno na Kolomboovom prostoru G, ([0, 00) : H*(R)).

Definicija 4.4 Resenje u problema (4.4), uwvedeno u Teoremi 4.1, zove se uop-
Steno resenje jednacine

CDru(t) = Au(t) + f(-,t, u).

4.3 Asociranost reSenja polazne i odgovarajuce
aproksimativne jednacine

U ovom poglavlju pokazujemo da su, pod odredenim dodatnim uslovima,

reSenja polaznog problema (4.2) i odgovarajuéeg aproksimativnog problema (4.4)
L?—asocirana.

Teorema 4.2 Neka jeO < a < 1. Pretpostavimo da postoji reSenje u. jednacine:
“Dlu.(x,t) = Auc(z,t) + fz,t,u(x,t)), t >0, v €R, u(0) =up., (4.18)

gde je A linearan, zatvoren i gusto definisan operator na Banahovom prostoru
HY(R). Neka je v. resenje odgovarajuce aproksimativne jednacine sa istim po-
cetnim podacima:

Dy, (x,t) = Acv(z,t) + fla, t,v.(z, 1), t>0, 2R, v.(0) =up, (4.19)
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gde funkcija f i operator Ae SG(H'(R)) zadovoljavaju iste uslove kao u Teo-
remi 4.1, pri cemu dodatno vazi:

() ||Acucl|r2 < Cllucl g, 20 ue € HY(R), tako da C ne zavisi od e.

(i) (A — A)uc||g — 0, za u. € HY(R), kada e — 0.
Tada su resenja u. i v, L>—asocirana, to jest za svako T > 0 vazi

sup ||lus(t) — ve(t)||z2 — 0, kadae — 0.
tel0,T)

Napomena 4.2 Uopsteni operator A koji zadovoljava osobine (1) i (ii) iz pret-
hodne teoreme moze se dobiti, na primer, reqularizacijom prostornih frakcionih
izvoda ili izvoda celobrojnog reda sadrzanth u operatoru A, kao Sto je uradeno u
narednom poglavlju za razne tipove frakcionih jednacina.

Dokaz:
Kako u. 1 v. zadovoljavaju jednacine (4.18) i (4.19), redom, dobija se

D (ue(z,t) — vz, 1)) = Ac(ue(w,t) — ve(z, 1) + (A — A)uc(z, t)
+f(x,t,u) — f(z,t,ve). (4.20)

Oznaé¢imo w. = u. — v.. Tada jednacina (4.20) postaje

CD?wa(t) = Aawa(t) + f(a t»“&) - f('>ta Ua) + Na(t)v wa(o) =0,
gde je N.(t) = (A — A)u.(-,t). Takode, w. zadovoljava

wilt) = / (Sa)elt — )DL (F (o7 s) — f(-o700))dr

+ /(Sa)a(t — 7)BEDI N, (1)dr,

pa na osnovu integralne reprezentacije (2.7) proizilazi
t

welt) = / (t = 1) Ban((t — 1) A (F (o7 ) — f(o700))dr

0
t

+ / (t — 1) Eqo((t — 7)*A)N.(7)dr.



4.4 Specijalni slucajevi frakcionih evolucionih jednacina 105

Dalje, ocena u normi daje

t

lwe(®)llz2 < /(t =) N Eaa((t = 1) AN (o7 u) = f (7 00)) | 2dr

0
t

+ /(t — 7)Y Eaal(t — 7)* A)N(7) | 2. (4.21)

S obzirom da po pretpostavei (i) vazi || Acue||rz < Clucl|s, gde C ne zavisi
od €, imamo _
| Baa(t* Ac)ue|| 2 < Eaa(t*C)|ucllm,

za u. € H'(R). Tada iz pretpostavke (ii) sledi
[ Eaal(t = T)*A)Ne(7) |12 = O,

kada e — 0.
Koriste¢i osobinu [|0,, f|r~ < C] < 00 i ocenu

1 mue) = O mv)lle < 10ufllpe - ue(r) = ve(7)l| 2 < Crllws ()]l 2,

nakon primene Gronvalove nejednakosti na (4.21) dobija se

lwe ()] 22 < (/(t—T)“_lllEa,a((t—T)“lee)Ne(T)lledT>

0

t
-exp <01 /(t — T)"‘*lHEa,a((t — T)ags)’|d7'> ,
0

to jest

sup |lwe(t)||z2 — 0,
tel0,T)

kada ¢ — 0. O

4.4 Specijalni slucajevi frakcionih evolucionih
jednacina
U ovom poglavlju ilustrujemo kako se uvedena teorija uopstenih uniformno

neprekidnih operatora resenja moze primeniti na aproksimativno resavanje raz-
nih tipova frakcionih evolucionih jednac¢ina sa varijabilnim koeficijentima. Za
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dati diferencijalni operator A, odgovarajuci uopsteni operator A dobija se regula-
rizacijom frakcionih izvoda, odnosno, izvoda celobrojnog reda koji se pojavljuju
u operatoru A. Razlog za regularizaciju jeste transformacija neogranicenog di-
ferencijalnog operatora u ograniceni (integralni) operator. Kao $to je uradeno u
Odeljku 3.2.4, moZe se pokazati da neregularizovani operator A i odgovarajuci
regularizovani operator A u narednim primerima, zadovoljavaju osobine (i) i (ii)
iz Teoreme 4.2.

4.4.1 Vremensko frakcione difuzione jednacine

Neka je 0 < a < 1 i neka f(x,t,u(x,t)) opisuje spoljasnju silu u Kosijevom
problemu

“Deu(z,t) = MNx)0Pu(z,t) + f(z,t,u(z,t)), t >0, r€R,
uw(0) = up. (4.22)

Umesto problema (4.22) razmotrimo odgovarajuéi aproksimativni problem

“Deu(x,t) = Au(x,t)+ f(x,t,u(z,t), t >0, z€R,
u(0) = wup, (4.23)

gde je operator Ae SG(H?*(R)) dat preko mreze operatora

A B’(R) = H*(R),
Zsue = )\5<CC) (6§u6 * ¢hs)7

takvih da A; € HQ(R), ||)‘£||H2(R) = O((log(logl/e)a)a/2>7 ¢he(x) = haqb(xha)a

he = 0((10g(10g1/£)°‘)a/5), ¢ € CPR), ¢p(x) > 01 [ ¢(x)de = 1.
Tada kao posledicu tvrdenja datog u Teoremi 4.1 imamo da je jedinstveno
uopsteno resenje problema (4.23) dato reprezentom (4.5), odnosno,

ua(t) = (Sa)e(H)uoe + / (Sa)elt — 7)FEDY2 (-, 7. us)dr,

gde je S, € 8G.([0,00) : L(H?(R))) uopsteni uniformno neprekidan operator
reSenja generisan uopsStenim operatorom A, kao i da reSenje pripada Kolombo-
ovom prostoru G,([0,00) : H*(R)).
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4.4.2 Prostorno-vremensko frakcione difuzione jednacine

Razmotrimo aproksimativni Kosijev problem za prostorno-vremensko frak-
cionu jednacinu

CDeu(t) = Agu(t) + f(-,t,u), (4.24)
pricemuje 0 < a < 1,1 < f < 2, operator gg € SG(H*(R)) je dat preko mreze
operatora

(Ap)e - H*(R) — H(R),
(Avﬁ)sue = >\5($) (Df_us * ¢h5)a

Di je levi Ljuvilov frakcioni izvod reda § na R dat sa

—00

Ae € H?(R) i ¢y, (z) zadovoljavaju iste uslove kao u slu¢aju vremensko frakcionih
difuzionih jednacina.

Tada je jedinstveno uopsteno resenje Kosijevog problema (4.24) dato repre-
zentom (4.5) i pripada Kolomboovom prostoru G, ([0, 00) : H*(R)). Isto tvrdenje

ostaje da vazi ukoliko se u frakcionom operatoru Ag, 1 < § < 2, umesto levog
Ljuvilovog frakcionog izvoda reda [ koristi desni Ljuvilov frakcioni izvod reda
B ili Risov frakcioni izvod reda f3.

4.4.3 Prostorno-vremensko frakcione advektivno-difuzi-
one jednacine

Razmotrimo aproksimativni Kosijev problem za jednacinu
CDeu(t) = Agu(t) + f(-t,u), (4.25)

gdeje 0 <a<1,0<p<1,1<~v<2ioperator ﬁgﬁ € SG(H*(R)) je dat
preko mreze operatora

(Ass). : HY(R) — HA(R),
(A )etc = —ac(@)(Duc * 1) + be()(DLuc + 61.),

pretpostavljajuc¢i pri tome da funkcije a. i b, zadovoljavaju slicne uslove kao A,
u vremensko frakcionoj difuzionoj jednacini.
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Ponovo, jedinstveno uopsteno resenje problema (4.25) dato je reprezentom
(4.5) i pripada Kolomboovom prostoru G, ([0, c0) : H*(R)). Tvrdenje vazi uko-
liko se umesto levog Ljuvilovog frakcionog izvoda koristi desni Ljuvilov frakcioni
izvod, odnosno, Risov frakcioni izvod odgovarajuceg reda.



Glava 5

Frakcione evolucione jednacine
reda 1 < a <2

Klasi¢na (nefrakciona) jednodimenzionalna talasna jednacina u slu¢aju pro-
menljive brzine prostiranja talasa ¢(z) ima oblik

a_gu(gj’t) — %(8(:15)%%35,15)), (5.1)

koji nastaje, na primer, prilikom modeliranja povrsinskih talasa na vodi (videti
23], [33]). Razmotrimo takode alternativni oblik talasne jednacine dat sa
o2

0 v(x,t), (5.2)

r,t) = CZ(@@

e
koja se dobija, na primer, iz jednodimenzionalne elektromagnetne Maksvelove
jednacine.

Jednacine (5.1) i (5.2) su povezane u smislu da postoje transformacije koje
jednu jednacinu svode na drugu. Na primer, u = dv/0x je jedna relacija, dok
druga sledi iz talasnog sistema

u_dv v
ot ox’ Ot

ou
2
=c*(r)—.
()5
Zamenjujuéi u jednacini (5.2) izvod drugog reda po ¢ sa Kaputovim frak-
cionim izvodom “D¢, reda 1 < a < 2, dobija se vremensko frakciona talasna
jednacina sa varijabilnim koeficijentima

“Deu(z,t) = (x)0%u(x,t).
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Zamenjujuci dodatno izvod drugog reda po z sa prostorno frakcionim izvodom
reda 1 < 8 < 2, dobija se prostorno-vremensko frakciona talasna jednacina sa
varijabilnim koeficijentima

“Deu(x,t) = A (x)DPu(x, t),

gde za D? mozemo uzeti, na primer, levi Ljuvilov frakcioni izvod, odnosno, desni
Ljuvilov frakcioni izvod ili Risov frakcioni izvod reda § (videti [13], [30], [57]).

Nadovezujuci se na prethodne tipove jednacina cilj ovog dela disertacije bice
reSavanje opstije klase jednacina, to jest frakcionih evolucionih jednacina reda
1 < a < 2. Ove jednacine nastaju od evolucionih jednacina drugog reda

Zau(t) = Au(t) + f( 1)

w(0) = wug, u(0)=1uy, (5.3)

zamenjujudéi izvod drugog reda frakcionim izvodom reda 1 < a < 2. Kao sto
smo veé razmatrali u Poglavlju 1.4, jednacine (5.3) se mogu resavati primenom
teorije kosinusnih ogranic¢enih linearnih operatora. Podsetimo se, reprezentacija
reSenja problema (5.3) izrazena preko kosinusne familije operatora data je sa

u(t) = C(t)uo + Sin(t)u; + /0 Sin(t — 1) f(-, 7, u)dr. (5.4)

Ovde navodimo jos neke osobine vezane za kosinusne operatore, u svetlu ope-
ratora resenja S,(t), t > 0, definisanih kao generalizacija kosinusnih operatora
u Poglavlju 1.6.

Infinitezimalni generator kosinusne familije ograni¢enih linearnih operatora
dobija se uzimajuci a = 2 u Definiciji 1.20 infinitezimalnog generatora operatora
resenja, te kao posledicu imamo

0 2n An
Ct) = Sy(t) = By(2A) = tz - — cosh(tA), 20,
— (2n)!
odnosno,
3 > t2n+1An
Sin(t) = inh(tA), t> 0.
in(t) /0 HZ:% S (tA), t>

Kao specijalan slucaj tvrdenja datog u Teoremi 1.9, za o = 2 imamo tvrdenje
da svaki linearan operator generiSe jedinstven uniformno neprekidni kosinusni
operator.
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Propozicija 5.1 Neka su Ci(t) 1 Cy(t) uniformno neprekidni kosinusni ope-
ratori sa infinitezimalnim generatorima A 1 B, redom. Ako A = B onda
Ci(t) = Cy(t), za svako t > 0.

U nastavku navodimo osnovne postavke primene teorije uopstenih uniformno
neprekidnih operatora reSenja, razvijene u Poglavlju 2.3, na aproksimativno
reSavanje frakcionog Kosijevog problema reda 1 < a < 2 sa varijabilnim ko-
eficijentima koji zavise od z, odnosno,

“Dru(t) = Au(t)+ f(-t,u), t >0,
u(0) = wup, w(0)=wuy, (5.5)

pri ¢emu je “D¢ Kaputov frakcioni izvod reda 1 < a < 2, dat sa

Cra _ 1 G
D0~ iy |, T

dok je A linearan operator, zatvoren i gusto definisan na prostoru Soboljeva
celobrojnog reda H'(R) ili H*(R). Ta¢nije, reSava¢emo Kosijev problem (5.5) u
slucaju kada je drugi pocetni uslov homogen.

Kao i u sluéaju 0 < o < 1, umesto jednacine u polaznom problemu (5.5),
razmatrac¢emo odgovarajucu aproksimativnu jednacinu

C,D?u(t) = ‘Ziu(t) + f(? t,u),

gde je A uopsteni linearan i ogranicen operator asociran sa polaznim operatorom
A. U slucaju diferencijalnog operatora A, odgovaraju¢i uopsteni operator A
dobija se regularizacijom frakcionog izvoda ili izvoda celobrojnog reda koji se
pojavljuje u operatoru A.

Reprezentacija resenja frakcionog Kosijevog problema, u slu¢aju kada je
drugi pocetni uslov homogen, navedena je u Poglavlju 5.1. Poglavlje 5.2 sadrzi
odgovarajuca tvrdenja vezana za Kolomboove prostore. Uslovi za egzistenciju
i jedinstvenost reSenja aproksimativnog problema ispitivani su u Poglavlju 5.3.
Analiza asociranosti reSenja polazne i odgovarajuce aproksimativne jednacine,
uz pretpostavku da resSenje neregularizovane jednacine postoji, prezentovana je
u Poglavlju 5.4.

Primena uvedene teorije uopstenih uniformno neprekidnih operatora resenja
na aproksimativno resavanje prethodno navedenih predstavnika klase frakcionih
evolucionih jednac¢ina, moze se ilustrovati na nacin kao Sto je to uradeno u
Poglavlju 5.5.
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Krajnji ishod proucavanja ove klase jednacina bi¢e nova procedura za aprok-
simativno resavanje Kosijevog problema nehomogenih frakcionih evolucionih jed-
nacina sa varijabilnim koeficijentima datog sa (5.5), u slucaju kada je drugi
pocetni uslov homogen.

Svi rezultati sadrzani u ovoj glavi predstavljaju originalne rezultate prezen-
tovane u radu [40].

5.1 Reprezentacija reSenja frakcionog
Kosijevog problema

Reprezentacija resenja frakcionog Kosijevog problema, u slucaju kada je drugi
pocetni uslov homogen, data je u narednoj propoziciji:

Propozicija 5.2 Neka je A linearan, ogranicen operator na Banahovom pro-
storu E. ReSenje Kosijevog problema za 1 < a < 2:

“Du(t) = Ault) + f(-,t, u(t)),
u(0) = up, (0) 0, (5.6)

dato je sa

u(t) = uo—i—/ +J+Sa TVRED2m f (- 7 u(T))drT, (5.7)

t
gde je i f(t) = [ f(s)ds, dok je S,(t) operator resenja generisan sa A.
Dokaz:

Koristeéi osobinu Riman-Ljuvilovog frakcionog izvoda (1.18), integral sadrzan
u reprezentaciji (5.7) moze se zapisati kao

/t +JiSa(t — T)RLDE_af(-,T, u(T))dr
- fj U DA e ()

1—|—na)

> na+1An
/ Z RLDT f(',T,U(T))dT
=0

2+noz



5.1 Reprezentacija resenja frakcionog KoSijevog problema 113

= S AT DI f (- t ()

n=0
=S A (ot u(t)). (5.8)
n=0

Dalje, primenjujuéi Kaputov frakcioni operator na reprezentaciju (5.7), ko-
risteéi (5.8) dobijamo
“Dru(t) = “DFSa(tyuo+°Df D JHCAT (-t ult))

n=0

= ASu(tyuo + Y “DRIFIVATf (-t u(t))

n=0

= AS.(tyuo + f(-,t,ult)) + Ai Jrata AN F (.t u(t))

= ASo(t)uo + f(- t,u(t)) + A(u(t) — Salt)uo)
= A(u(t) + f(-, t,u(t)).

Kako su pocetni uslovi trivijalno zadovoljeni, sledi da (5.7) predstavlja re-
prezentaciju reSenja problema (5.6). 0J

Napomena 5.1 S obzirom da vazi .J;C(t — 7) = Sin(t — 1), primetimo da
stavljajuéi o = 2 u reprezentaciji (5.7), dobijamo reprezentaciju (5.4) koja re-
prezentuje reSenje evolucione jednacine drugog reda (5.3) i izraZena je preko
kosinusnih operatora. Reprezentacija reSenja problema (5.6) takode moze biti
data preko Kaputovog frakcionog izvoda, uz dodatnu pretpostavku f(-,0,ug) = 0.

Egzistencija resenja integralne jednacine (5.7) moze se dokazati primenom
Banahove teoreme o fiksnoj tacki, odnosno, Banahovog principa kontrakcije. U
tu svrhu trebace nam alternativna integralna reprezentacija data u narednoj
propoziciji.

Propozicija 5.3 Neka 1 < o < 2 i neka je S, (t) operator resenja generisan sa
A. Tada
t
| easute = oy D2l
0

= /0 (t— T)a_lEa,a((t —71)*A) f(-, 7, u(T))dT. (5.9)



114 Frakcione evolucione jednacine reda 1 < a0 < 2

Dokaz:
Iz (5.8) sledi

0

= i J;Za+a/4nf('7 t,u(t))
n=0

= 1 ' na+a—1 gn
:nzom/o (t—7) A" f( 7 u(r))dr

= /0 (t —7)* By o((t — 7)*A) f(-, 7, u(T))dT. (5.19)

Napomena 5.2 Ukoliko u (5.9) opet stavimo o = 2, iz osobine Mitag-Leflerove
funkcije (1.28) proizilazi da integral na desnoj strani jednakosti (5.9) ima oblik
kao u slucaju reprezentacije preko kosinusnih operatora (5.4), odnosno,

/Ot Sin(t —7) f(-, 7, u)dr.

Sada dokazujemo egzistenciju reSenja integralne jednac¢ine (5.7), primenom
Banahovog principa kontrakcije:

Propozicija 5.4 Neka je E Banahov prostor, ug € E i neka je za u(t) €
C([0,T): E), T > 0, definisano preslikavanje F dato sa

F(u(t)) = Sa(t)uo + /0 I Sa(t — T)EEDE f (- 1 u(r))dr, (5.11)

pri cemu je So(t), 1 < a < 2, operator resenja generisan linearnim i ogranice-
nim operatorom A. Pretpostavimo dodatno da je f LipSicova funkcija po u, kao
i f(+,t,0) = 0. Tada preslikavanje F ima jedinstvenu fiksnu tacku na prostoru
C(0,T): E).
Dokaz:

Izaberimo 7' > 0. Tada za u(t) € C([0,T) : E), koriste¢i alternativnu inte-
gralnu reprezentaciju (5.9), dobijamo

[ (u(®))]|

< [ISa(t)uoll +/O (t =) Eaalt = 1) Al el 7 u(r))l| pdr

T o
< [Sa®llelluolle + —L sup [[Eao(t*A)llee sup (lu®)||e, (5.12)
QO  telo,T) te(0,1)
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pri cemu je L LipSicova konstanta preslikavanja f.
Kako za E, , vazi ocena

Al
E,o(t*A)|| < —_—
ot )) el
Al
(a+na—1)I'a+na—1)
trefl Al
(o — DI — 1 + na)

iMe 0o

—_ O

- mEa,a—l(t ||Al|)7 (513)

iz (5.12) dobijamo
1E(u(®))] =
T Cq

< Caexp(TI Aol + ~—L—

(2-a)/a 2-a
(a_l)(lJrllAll J(L+T777)

exp(T|AIIY) - u®)lleqoe)
C
= Cyexp(T| A|l** L——"—
exp (T A [ + Lz
exp(T | AIY*) - [[u() logor):2). (5.14)
Uzimajuéi u obzir pretpostavke za ug i u(t), iz poslednje nejednakosti sledi da
za preslikavanje I’ dato sa (5.11) vazi F': C([0,T) : E) — C(]0,T) : E).
Pokazimo da je preslikavanje F' kontrakcija na prostoru C([0,T) : E). Izabe-
rimo uy (t),us(t) € C([0,7T) : E). Sliéno kao u (5.14) dobijamo
[1F(u1(t)) = Fua(t))l £

TO(
< —L (1 + [JAI® ) (1 + T77) - exp(T|A[ )

a ala—1)
Nun(t) = ua (@)l eqorp)

C
7 > (2—a)/« «a AN 1/a
L gy (L AN )T 4 72) - exp(TAI)

Nun(t) = ua (@)l eqor:p)

(1 + [|AE= )T + 1)

Da bi preslikavanje F' bilo kontrakcija neophodno je da bude zadovoljeno

CoL(1 + || A|I55)(Te + T2)elAlI=T
a?(a—1)

<1, (5.15)
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odnosno,

CoL(1 + || A|5)(T® + T2)elAl=T

1
a?(a—1) <
1 2(n —
o ollAlET _ g (Of2_a 1)
CoL(1+ ||A|| 7= )(T> +T7?)
o?(a—1)

& [JA|=T < log .
CoL(1 + [|A|55°)(To + T?)

Ukoliko vazi

CoL(1+ || A||525)(T> + T?)
a?(a—1) ’

JA||=T <1— (5.16)

koristec¢i ocenu za logaritamsku funkciju
1
1——<logz, >0,
x

zakljuc¢ujemo da ¢e u tom slucaju vaziti poslednja nejednakost u prethodnom
nizu nejednakosti, pa samim tim i uslov kontrakcije (5.15).
Kako za svako 0 < T < 1 vazi T? < T < T, imamo

T +T% > 272,
sto u kombinaciji sa nejednakoscu (5.16) daje

- 2CaL(1 + [|A]=)T?
a?(a—1) ’

JA|<T? < [|A|=T < 1

odnosno,
1
T < - = —.
VAL + 2Ls(1 4| 4] %)

Sa druge strane, za svako T'> 1 vazi T* > T i T? > T, pa imamo

(5.17)

T +T? > 2T,
sto opet u kombinaciji sa nejednakoséu (5.16) daje

_2C.L(1+ |A||*)T
a?(a—1) ’

AT <1
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odnosno,
1

T < 1 2—a
JAIF + 2L (1 + 4] %)

(5.18)

Na osnovu (5.17) i (5.18), izaberimo T* > 0 takvo da je

T < min { ! , : ! — }
AT + %5+ A1) 417 + 85 (4 141)

(5.19)
Na taj na¢in smo u stvari pokazali da je F' kontrakcija na prostoru C'([0,77) : E),
pa na osnovu Banahovog principa kontrakcije sledi da F' ima jedinstvenu fiksnu
tacku na tom prostoru. Kako izbor T*, dat sa (5.19), ne zavisi od pocetnog
uslova, sledi da se dobijeno resenje moze produziti na proizvoljno T' > 0, ponav-
ljajuci prethodni postupak i pri tome birajuc¢i nove pocetne uslove. O

Kasnije, prilikom dokazivanja odredenih tvrdenja u Kolomboovom okruzenju,
trebace nam drugi izvod integrala na levoj strani reprezentacije (5.9).

Propozicija 5.5 Neka 1 < a < 2 i neka je S,(t) operator resenja generisan sa
A. Tada

t
i2 / TJtSa(t — T)RLD?-iaf('a T, u(T))dT
0

dt
f('a 0, U(O))ta_2
I'(a—1)

—|—A/0 (t —7)** P Epnao((t — 7)*A) f(-, 7, u(r))dr.  (5.20)

 d
= J" 1£f(-,t,u)+

Dokaz:
Iz relacije (5.8) sledi

d

t 0

-« d nata An

@/ﬂ DiSalt = D)FEDEf (o mou(r))dr = 25 Y ST ANt u(t)
n=0

d . d ™ pnata gn
= tf(.,t,u(t))+@;Jt TEANf (-t u(t))
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d d
= g0+ G A TR AT tulh)
= L et u(t) + AZ TR A (1 ()
dtdt”" dt>" N
= SR () + AS A ()
_ jar d S, 0, u(0))~
=J, £f<'7t7u<t)) + T(o—1)

—|—A/O (t — 7')20‘_3Ea72a_2((t —7)*A) f(-, 7, u(T))dT,

pri ¢emu je u poslednjoj jednakosti uzeta u obzir relacija (2.20), kao i prethodno
koriS¢ene osobine frakcionog integrala i Mitag-Leflerove funkcije. O

Napomena 5.3 Primetimo da se stavljajuéi o« = 2 u (5.20) dobija drugi izvod
integrala koji se javlja kod reprezentacije date preko kosinusnih operatora (5.4),
odnosno, kao sto smo dobili u Propoziciji 1.1/,

t

1 || Sintt =Dt = f ) + A [ Sinte = 1)feru(r)ar

5.2 Kolomboovi prostori

Definicije uopstenih uniformno neprekidnih operatora resenja, odnosno, nji-
hovog infinitezimalnog generatora uvedene su u Poglavlju 2.3 (Definicija 2.11 i
Definicija 2.12). U navedenom poglavlju pokazali smo da je u slu¢aju 0 < a < 1,
(odnosno za m = 1), prostor SE};" ([0, 00) : L(E)) algebra u odnosu na kompo-
ziciju operatora, kao i da je SN, ., ([0,00) : L(E)) ideal prostora SEf;™ ([0, 00) :
L(E)). Pored toga, pokazali smo da za svako a > 0 definicija infinitezimalnog
generatora uniformno neprekidnog Kolomboovog operatora resenja ne zavisi od
predstavnika klase (Propozicija 2.12).

Sada pokazujemo da isto tvrdenje, vezano za strukturu definisanih prostora,
vazi i u slucaju 1 < a < 2, odnosno za m = 2.

Propozicija 5.6 SEJO\}’Q([O, o0) : L(E)) je algebra u odnosu na kompoziciju ope-
ratora, dok je SNaso([0,00) : L(E)) ideal prostora SES([0,00) : L(E)).
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Dokaz:

Fiksirajmo 1 < a < 2 i izaberimo uopStene operatore resenja S, i T, iz
prostora SE$7([0,00) : L(E)). Tada se lako dobija da kompozicija S, (t)Ty(t)
zadovoljava osobine (i) i (ii) sadrzane u Definciji 2.5. Cinjenica da S, (£)T,(t)
zadovoljava osobinu (iii) za v € {0,1,2}, moze se pokazati na uobi¢ajen nacin,
kao u slucaju Kolomboovih prostora sa izvodima celobrojnog reda.

Dokazimo da je osobina (iii) zadovoljena za v = « takode. Tada zat € (n,T),
gde je n > 0 proizvoljno malo i 7" > 0, koriste¢i osobinu (2.26) imamo

1D ((Sa)e ()(T)= () 2
. C((Sa)e(TN(T) (1) | 2y
hm/ ( dr

1
< -
- P(Q — Oé) n—0t

t— 7)ot
iy [ LSRN 0T,
- 2—a ) n—0+ (t — 7)ot
e i, [ LS o (T e,
I'2-—a) n—>0+ (t — 7)ot
ML / 1Se)e ) et (T e,
['(2 — ) n—ot (t — 7)ot
.2t - 77) -N
<1 M
=0 TB—a)
2T27a
M —N
STE_a) ¥

Prema tome, pokazali smo postojanje umerenog ogranicenja za t € (0,7,

odnosno,
sup HCD?((Sa)E(t)(Ta)s(t))||5(E) < Me™V
te(0,T)
Umereno ogranic¢enje za t = 0 dobija se na isti nac¢in kao za slucaj 0 < a < 1u
Propoziciji 2.11, pa konac¢no proizilazi da je osobina (iii) kompletno zadovoljena.
Slicno, moze se pokazati da kompozicija (Ty)(t)(S4):(t) takode zadovoljava
sve osobine iz Definicije 2.5. Prema tome, prostor SE{([0,00) : L(E)) je

algebra.
Na osnovu sliénih argumenata lako se pokazuje da je SN, 2([0,00) : L(E))
ideal prostora SE{*([0,00) : L(E)). O

Direktna posledica tvrdenja datog u Propoziciji 5.6 jeste da smo i u ovom
slu¢aju u moguénosti da prostor Kolomboovog tipa, iz kojeg ¢emo birati uopstene
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uniformno neprekidne operatore resenja za 1 < a < 2, definiSemo kao faktor al-
gebru:

Definicija 5.1 Kolomboov prostor se definise kao kolicnicki prostor

5Gaa((0,00) : £(E)) = gffigg 3 ﬁgggg (5.21)

Da svaki ogranicen uopsteni operator generise jedinstven uniformno nepre-
kidni Kolomboov operator resenja proizilazi iz narednog tvrdenja.

Propozicija 5.7 Neka je 1 < o < 2. Neka je A infinitezimalni generator uni-
Jormno neprekidnog Kolomboovog operatora resenja S, i B infinitezimalni gene-
rator uniformno neprekidnog Kolomboovog operatora resenja T,. Ako je A = B,
tada S, =T,.

Dokaz: N o
Fiksirajmo 1 < o < 21 oznac¢imo N. = A. — B. € SN(FE). Tada se iz osobine
(iii) u Propoziciji 1.16 dobija

D ((Sa)e = (Ta)) )z = Ac((Sa)e = (To)o) (D)7 + No(To)- (1),

Kako je (S4):(0) = (T,)-(0) = I, kao i (S,)-(0) = (T.).(0) = 0, koristedi
frakcioni Duhamelov princip, tj. reprezentaciju (5.7), dalje imamo

((Sa)e — (To)e)(t)zx = /0 Ji(Sa)(t — T)EED2 N (T, () adT (5.22)

Iz integralne reprezentacije (5.9) sledi

((Sa)e = (Ta)e)(t)x = /0 (t— T)ailEa,a((t - T>QEE)N€(Ta)6(T)xdT7
(5.23)

pa kako iz (5.13) znamo da za E, , vazi ocena

CMN 1 [e% e
1Eaal((t = 7)*A) | < ——= Eaama((t = 7)%[[Ac])),
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slicno kao u dokazu tvrdenja u Propoziciji 2.13, dobija se ocena

I(Su)e = T < IR sup 1T g (L A
.(1—|—T1 (a— 1)) eXp(THAEHI/a)
B C—iHNaH sup [|(To)=(£)[|(1 + || AL|| @)/
a(a 1) t€[0,T)

(T + T%) exp(T | A /*),

odakle sledi postojanje N -ogranicenja za ||((Sa)e — (Tw)<)(t)]]-
Sada pokazujemo postojanje N -ogranicenja za || 4 ((S,). — (Tn):)(t)|. Nakon
diferenciranja (5.23) po t, na osnovu relacije (1.29), dobija se

d

GE) = @0 = [ L= Bt = ) A RAT) (i

H(t = 7) Bao((t — 7)*A)N(TL)<(7)

t=1

_ /0 (t = 1) 2 By ((t — )" A)No(To)o(7)dr,

pa se na slican nacin kao u prethodnom slucaju, koriste¢i odgovarajuce ocene,
dobija N/ —ogranicenje za || 4((S,). — (Ta):)(t)]]-

N —ogranicenje za ||“D((Sa)e — (Tw):)(t)|| dobija se koristeéi reprezentaciju
(5.8) za integral u (5.22), to jest

CD?((Sa)s — (To):)(t) = CD?/D 7 Ji(Sa)e(t — T>RLD72-_QN€(TO<)6(T)IdT

_ Cpai(]na—&—agn]v( ) ( ) _ ing?Na(Ta)e(t)

na+a 1

a—i—na) A”N (Tw):(T)dr

\\

) 'A Eoo((t — T)O‘A )N (Ty)e(T)dr,

kao i prethodne ocene.
Ostaje da se pokaze postojanje N-ogranicenja za ||d(f2 Sa)e — (Ty (t)”
Da bismo to pokazali koristi¢emo relaciju (5.22), odnosno, reprezentacuu (5.20)
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u kojoj ¢éemo f(-,7,u(7)) zameniti sa N.(7,):(7). Na taj nacin, uzimajuéi u

obzir (T,):(0) = I, dobijamo

d a1 N—Eta_Q
g ((Sa)e = (T))(t) = TP Ne o (T)e0) +

n /0 (t = 7)Ao o((t — 7)° A N (T0)o(7)dr,

odnosno, ocenu

(A

JEIN, i(TQ)E(t)H + e =

|5((S0)e — @20 < |

+/O (t =7 Al Baga-a((t = ) | A DINATa)o(7) | dr.

(5.24)
Na osnovu osobina frakcionog integrala imamo
|seA d(TQ)E(t)H < ;/ (t—7)° ( (7)ar
“dt - INa-1)
ta_l
< N sup H— T, )< (1 H 5.2
a1l s || T)-0 (5.25)

Pored toga, koriste¢i relaciju (1.31) za Mitag-Leflerovu funkciju E, 24—2, dobi-
jamo
Eapa—2((t = 7)%[| Ac]])
< o1+ 1A Com20re) (1 (0 =)' ) exp((| AL Ve (¢~ 7))

= Ca(L4 A E29/) (14 (¢ = 7)) exp(I AL/ (¢ = 7). (5.26)
Kombinujuéi ocene (5.24), (5.25) i (5.26), prethodno opisanom procedurom
dobijamo N — j 4:((Sa)e = (Tn):)(t)|| - Tacnije, za svako T' > 0 i
a € R, postoji M > 0 takvo da
|55~ @], < pe
sup || —5 aje ale =
te(0,T) dt? L(E)

Dokazali smo (S,): — (Tn): € SN42([0,00) : L(E)), odnosno, S, =T,. O
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Na slican nacin kao sto je uradeno u Propoziciji 2.14, moze se pokazati da
isto tvrdenje vezano za karakterizaciju infinitezimalnog generatora uopstenih
uniformno neprekidnih operatora resenja vazi i u slucaju 1 < a < 2.

Propozicija 5.8 Neka je 1 < a < 2. Svaki operator A€ SG(E) he-tipa, pri
cemu je he < C(logl/e)®, jeste infinitezimalni generator nekog uopstenog uni-
formno neprekidnog operatora resenja S, € SGa2([0,00) : L(E)).

Dokaz: B

Neka je (S,):(t) operator resenja generisan sa A.. Umereno ogranicenje za
19D7 (Sa)e ()|l 2y, gde v € {0,1, a}, dokazuje se na isti nacin kao u Propoziciji
2.14. Prema tome, ostaje da se pokaze umereno ogranicenje za || %(Sa)g(t) |l zee)

Kako je operator reSenja (S,)-(t) generisan sa A., dat sa

3

nakon diferenciranja dva puta po t, dobija se

d? = (n+1al(n+1a—1) ~
I t) = 2f(n—‘,—l)a—214n-i-1
dt? (Sa)e(t) nX—% 1+ (n+1a) c
B > (n+1) a—l (n+1)a=2 Jnt1
'l+(n+1a-1)

n=0

tTLa

I 2A5 Xn
nZ:OF(a—l—i-noz) c

= 1°2AE, 1 (t°AL).

Koriste¢i ocenu za Mitag Leflerovu funkciju E, ,—1, za svako T} > 0 isve t €
[Tl,T), slicnom procedurom kao u (2.31), dobija se umereno ogranicenje za

1455 (Sa)e (8)| )
Na taj nacin smo konacno dokazali (S, ). € SE{([0,00) : L(E)). O
5.3 Egzistencija i jedinstvenost resenja

Umesto frakcionog Kosijevog problema (5.5) sa zatvorenim, gusto definisa-
nim operatorom A definisanim na H'(R) i homogenim drugim pocetnim uslo-
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vom, razmatra¢emo asocirani frakcioni Kosijev problem dat sa

CDru(t) = Au(t)+ f(-,t,u), t >0,
u(0) = wug, wu(0)=0,

gde je A uopsteni linearan i ograni¢en operator L?—asociran sa operatorom A,
to jest za sve u € H'(R), vazi

(A= A)ulzz — 0, € — 0.

Teorema 5.1 Neka je 1 < a < 2. Pretpostavimo da ug € Go(H'(R)) i neka je
funkcija f(x,t,u) dva puta neprekidno diferencijabilna po t, globalno Lipsicova
funkcija po x i u sa ogranicenim izvodom drugog reda po u takva da f(x,t,0) = 0.
Takode, pretpostavimo da su O, f(x,t,u) i Oy f (x,t,u) globalno Lipsicove funkcije
pou. Neka gi(x,t,u) = 0, f(x,t,u) i go(x,t,u) := O f(x,t,u) zadovoljavaju iste
osobine kao 1 funkcija f(x,t,u).

Neka je A € SG(H (R)) operator h.-tipa, h. = 0<(log(log1/s)a*1)a>, takav

da ||Acuc||r2 < hellue||z2, 2a u. € HY(R).
Tada, za svako 1 < av < 2 postoji jedinstveno uopsteno resenje u € G, ([0, 00) :
HY(R)) Kosijevog problema

CDru(t) = Au(t)+ f(- t,u), t >0,
w(0) = wug, u(0)=0. (5.27)

Resenge je dato reprezentom

Ue(t) = (S)e(t)uge + /0 CT(S)e(t — TV REDZCF (7 (7)) T, (5.28)

gde je So € 8Go2(]0,00) : LIHY(R))) uniformno neprekidan Kolomboov opera-

tor resenja generisan sa A.

Dokaz: B

S obzirom da je operator A h.-tipa, pri ¢emu je h. = o((loglogl/e)®),
oc¢igledno vazi da je A infinitezimalni generator Kolomboovog operatora resenja
Sa € 8Gu2([0,00) : L(HY(R))) datog sa S,(t) = E,(t*A) (Propozicija 5.8). Po-
red toga, na osnovu tvrdenja datog u Propoziciji 5.2 znamo da je (5.28) reprezent
resenja problema (5.27).
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Pokazimo da je ovo reSenje element prostora G,([0,00) : H'(R)), definisanog
u Poglavlju 4.1. Najpre pokazujemo da resenje zadovoljava osobinu

d;:;uef(t’ )
toe—Z

=C < +o0. (5.29)

lim
t—0+

Hl
Zaista, nakon diferenciranja (5.28) dva puta po ¢, koriste¢i integralnu reprezen-
taciju (5.20) dobija se

d d

d -0 - 0 a—2
@Us(t, ) = ﬁ(sa)s(t)uoa + Jta_laf(',t,ua(t)) + f( U ( ))t

[a—1)

n /0 (t = 7Y A B e o((t — 7)* AN F (-, 7 ua(7) ),
(5.30)

pa u skladu sa notacijom gy (z,t,u) = 0, f(x,t,u) i go(x, t,u) = O f (x,t,u), dalje
imamo

e

L2

<[], + =gy [ €= les el o

“f(? 0, ué(()))HthaiQ
[a—1)

+/0 (t = 7)) ALl| Baga-a((t = )IA) £ (7 ue(7)) | p2dr

1

t
e [ =l o () e
L ) Jo

< H%(Sa)s@)u% MNa—1

1 ¢ C||U0€||L2ta72
- - t— o2 oo || e d ZWHeNLm
= [ €= el ) s+ S

t
+C/ (t = 1)) Al Eaga—a((t = 7)) [Jte (7) || 2d7. (5.31)
0
Znajudi da za funkciju E, 2q—2 Vazi ocena

Foza2( ) < Ca(1+ A1) (14 872) exp(IAL5), (5.32)

postavljajudci

]\Z = sup C, (1 + ||ﬁ€||%> exp<||gg||é7'>,

T€[0,t)
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poslednji integral u (5.31) moze se oceniti kao

t " -
/0 (t = 7)** N Acl| Ba2a—2((t = ) AL|]) lue(7)]] 2dr

t2a—2

< M(t + )IA| A [[ue(7) |22,

2a0 =2 T€[0,t

pa za posledicu dobijamo da vazi osobina

#u&? <t7 )
ta—Q

lim

t—0t

= (C < +o0.

L2

Takode, nakon diferenciranja (5.30) po z, dobijamo

JES PoTCRRUCE

d
836@%(15, )

1 t a=2 T, U(T T
+m/o(t_7) 18020 £ (-, 7, ue(7)) || 2 d

102£ (.0, u(0)) |2t
['(a—1)

+/O (t = 7)) Acl| Eaga-a((t = )AL 100 f (- 7 ue(7)) | 27

+

1 ' a—2
Ta-1) /0 (8 = 7)1 0zgallee O ue (7) | o

1 ! a—2
= [ =l 0.0

1 ! a—2
e [ gl )
1

t
- - a—2 - 9
e [ el o)
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ta—?

+ (g 0, e o Nttt s 0, e el ) 5

t
+/0 (t = 7)** Al Bapa—a((t = ) Acl) g1l 2o 10011e (7) [ 2dm

t ~ ~
+/0 (t = 1)** || Ac]| Baza—a((t = 1) Ac]) gl pos llue (7) || 2,
(5.33)

pri cemu je gs(x,t,u) = 0, f(x,t,u). Na slican nac¢in kao sto je uradeno u (5.31),
na osnovu pretpostavki za funkcije g1, g2 i g3, koristeéi pri tome ocenu (5.32),
dobija se

am %us (t, )

lim T
t—0+ te—

= (C < 400,
L2

pa sledi da je osobina (5.29) zadovoljena.

Dalje, dokazujemo postojanje umerenog ogranicenja za ||“D;u.(t,-)| g1, pri
cemu je v € {0,1,a}, kao i za ||s5u.(t,-)|m. Najpre dokazujemo umereno
ogranicenje za ||“D]u.(t, )| 1, razmatrajuéi slucajeve:

1. Slucaj v=0
Na osnovu reprezentacije reSenja (5.28) i alternativne integralne reprezen-
tacije date u Propoziciji 5.3, dobijamo

lue(@ll2 < 1[(Sa)e()uoe| 2

+ / (t = 7)Y Baal(t — 72 A | - 1 (7 0e) | o

< [10Sa)e (t)uoe | 2

t
(t — 7)ot oy
[ B = A ) nd,
0
(5.34)
gde je u poslednjoj nejednakosti koriséena ocena (5.13).

Koristedi ocenu za E, ,—1 datu sa (1.31) dobija se

Baart(IA)) < Ca(14 A7) (14 27) exp (e A7),
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pa ukoliko uvedemo oznaku

Mrp = sup Eqa_1(t*| A, (5.35)
te[0,T)

na osnovu dobro poznatih osobina Landauovih simbola o i O, navedenih
u Dodatku, dobijamo ocenu

—

My < (1+0<(10g(10g1/€)a_1)2_°‘)>(1—1—T2_°‘)
exp( o(log 1og1/g)a*1>)
( ((loglogl/e )2 a)) (1 T 0‘) -exp(o(log(logl/e)a_1>>
(1 +0<(10g1/€ )2 a))( T2‘°‘> -0((10g1/5)0‘_1>
., (1 + TH) <0<(log1 Je)om ) + o(logl /5))

Co (1 + T27a> o(logl/e)
= O(logl/e). (5.36)

I IA A

Primetimo da za o = 2 sledi My = SUPsepo,r) IC()|, pri cemu je C(2)
uopstena uniformno neprekidna kosinusna familija operatora generisana

sa A.

Pored toga, na osnovu (5.35), iz (5.34) dobijamo ocenu

t

/ (b — 7)o e

0
t

C]ihl / (t — ) Hue(7)]| 2dr, (5.37)

0

My

lue@llze < NI(Sa)euoellzz + ——

< [[(Sa)e(t)uoellzz +
odnosno, nakon primene Gronvalove nejednakosti na (5.37) imamo

CMpT
ue@)lze < 11(Sa)e(t)l[uocl| 22 eXp(—T>,

ala—1)

pa uzimajuéi u obzir relaciju (5.36) sledi umereno ogranicenje za ||u.(t)|| 2.
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Nakon diferenciranja (5.28) po x, opet na osnovu integralne reprezentacije
date u Propoziciji 5.3, imamo

t

Optie (1) = (S4)e(t)Opuige + /(t —7) By ((t — T)QAVE)&E]C(', T, U )dT,

0

pa sli¢no kao u (5.34), koristeci (5.35) dalje dobijamo
10sue(®)ll2 < [1(Sa)e(t)rtice || 2

+ / %Eaval((t = D) AN: (f (-, 7 ue)) | 2

1(Se)e (£)Datioe| 2

—~ t

M _
0 [ = s Our) ndr

0

VAN

— t

M _
o [ = gl ()l (5.3%)

0

Primena Gronvalove nejednakosti na (5.38) daje

1020 (2) ]| 2
— t
M _
< (I!(Sa)a(t)\l\laxanHLz + Q_Tl /(t—T)“ 1H93HL°oHus(T)HL2dT>
0

—~ t
M
exp (a——Tl /(t—T)a—1||g1||LoodT),

0

pa s obzirom na pretpostavke uvedene za funkcije ¢g; i g3, umereno ogra-
nicenje za ||0,us(t)| 2 neposredno sledi.

2. Slucaj v =1
Koristeci alternativnu integralnu reprezentaciju za (5.28), datu sa (5.9),
nakon diferenciranja po ¢, na osnovu relacije (1.29) koja vazi za izvod
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Mitag-Leflerove funkcije, dobijamo
t
d d a—2 af
EUE(t) = %(Sa)s(t)u% + [t =T7)" " Eaa((t = 7)A) f (-, 7, uc)dr,
0
(5.39)
odnosno, ocenu
t
|G, < ||, + e [ =) 2luctrlzea
—, Ue >~ —, Wa)e(l)Upe - Ue 247,
dt L2 dt |l L2 T ’ T/llear
0
odakle sledi postojanje umerenog ogranicenja za || Su.(t)]| 2.
Sli¢no, nakon diferenciranja (5.39) po z, dobijamo ocenu
d d
5, Ye 14 < 7. \Mae 13 x %0e
‘azdtu ( )‘ 2 = Hdt(S )e(8)0u0 L2
t
e L e PP LRGP
0
t
+MT/(75—T)Q2H93HL°°HU5(T)HL2dT, (5.40)
0
odakle opet sledi da postoji umereno ogranicenje za [|0; Su.(t)||r2.
3. Slucaj v = «

Iz (5.27) imamo
19D ue()ll22 < | Acue(®) e + IF (ot ue) e,

pa se lako dobija umereno ogranicenje za ||“Dfu.(t)] 12, bududi da je f
globalno Lipsicova funkcija po u i vazi f(x,t,0) = 0.

Diferencirajuci (5.27) po = dobijamo

105D u()llze < (100 (Actue(8) 122 + 102 (£ (-5t ue)) |2
< C(logl/e)*[lus (@)l + [10uf | o | Oruie ()] 2
0 Sl oo e (D) 22

pa na osnovu slicnih argumenata sledi postojanje umerenog ogranic¢enja
c
za ||0S Due(t)|| Lz
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Preostalo je da se dokaze postojanje umerenog ogranic¢enja za || d%ua(t, NNz
Ovaj put se umereno ogranicenje dobija koriste¢i nejednakosti (5.31) i (5.33), od-
govarajuce ocene za Mitag-Leflerovu funkciju £, 242, kao i prethodno dokazana
umerena ogranicenja za [[us(t, -)||r2, |0zt (t, )l re, || Gue(t, )2 1 110: frue(t, )| 2.

Da bismo pokazali da je dobijeno resenje jedinstveno u okviru Kolomboo-
vog prostora G,([0,00) : H'(R)), pretpostavimo da postoje dva resenja, u i v,
Kosijevog problema (5.27) i ozna¢imo w, = u. — v.. Tada w. zadovoljava

“Deuw.(t) = Aww.(t)+ f(- t,u) — f(-,t,v.) + No(t),
we(0) = woe, (wy):(0)=0, (5.41)

~—

pri éemu N.(t) € No([0,00) : HY(R)) i woe € Na(H'(R)). Refenje problema
(5.41) dato je sa

we(t) = (Sa)e(t)woe + /0 7 J1(Sa)e(t — T)RLDE_O[(JC(': T, ue) — f(o, 7, 0:))dT

+/ 71 (Sa)e(t — T)RLDE*QNE(T)CZT, (5.42)

odnosno koristeéi alternativnu integralnu reprezentaciju

t

we(t) = (Sa)e(t)wos + /(t - T)ailEa,a«t - T)O‘A/E)(f(.’ Tu:) — f(o,7,0:))dr

0

+ / (t — 7 ' Eyo((t — 7)*A)N(7)dr, (5.43)

pa dalje imamo ocenu u normi

lwe(@®)llzz < [[(Sa)e(t)woe 2
+ /(t =) N Eaa((t = 1) A - 1 fCoryue) = f700) || g2dr

0
t

+/(t = 1) M Baal(t = ) A - | N(7) | 27 (5.44)
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Kako je f Lipsicova funkcija po u, nakon primene Gronvalove nejednakosti
na (5.44) dobijamo

[lowe (8)]] 2

< (H(Sa)s(t)HHonHLQ + /(t =) [ Eaal(t =) Al HNE(T)HL2d7'>

0
t

-exp (c / (t — 7)Y Eao((t — T)aﬁan)df) .

0

Na slican nacin kao sto je izvedena ocena za (5.34), koriste¢i My dato sa (5.35)
i ocenjeno sa (5.36), imamo N -ogranicenje za ||w.(t)|| 2.
Jednacina (5.41) implicira

19D we()llz2 < [Acws(@)llz2 + I (ot ue) = fCot vz + [IN(B)]lre,
pa se N-ogranicenje za ||“D&w.(t)|| 2 lako dobija.
Nakon diferenciranja (5.43) po x, imamo ocenu

[10ae (t) |2 < [[(Sa)e () Oxwoe| 22

t

i / (t = 7 B ((t = ) I AN 91 7 1) 0utc — g1 (-, 7 02) Dot dr

0
t

+ /(t = 1) Baal(t = 1) I A g5 (- 7 ucue = gs(- 7, ve)ve | 2dr

0
t

n / (t = 1) Bua((t — 1) AL [0 N (7)] 2 (5.45)

Kako f ima ogranic¢en izvod drugog reda po u, dalje imamo
1g1(, 7y ) Opie — g1 (v, 7, v2) D[ 12
< Cil|Oaue (T)]| L2 |we ()] 11 + Co| Oxwe (7)]| 2 (5.46)
Takode, s obzirom da je 9, f Lipsicova funkcija po u, dobijamo
g3 (-, 7y ue)ue — ga(, 7, ve)ve | 12

< llga(, 75 ue) | oe [[we(7) || 2
Hloe (Ol 105 f G 7 ) 2= lws ()] 22, (5.47)
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za neku funkciju y € H'(R). Uvrstavajuéi ocene (5.46) i (5.47) u (5.45), nakon
primene Gronvalove nejdnakosti na novodobijenu ocenu za (5.45) sledi postoja-
nje N-ogranicenja za ||0,we(t)]| 2.

N-ogranicenje za || £w.(t)||z2 dobija se nakon diferenciranja jednacine (5.43)
po t. Na taj nacin dobijamo ocenu

S - ICRRG

d

—w.(t
Hdtw() L2
t

+/(t = 1) Baat (= 1) A - 1F (57 ue) = £ 7 00) | 2dr

0
t

+ /(t = 1)) Baama ((t = 1) A | - [INo(7) | 2,

odakle slicno kao u (5.39) sledi da postoji odgovarajuée N -ogranicenje. Nakon
diferenciranja jednacine (5.43) najpre po t, a zatim po z, slicno kao u slucaju
(5.40), dobija se N-ogranicenje za |0, Lw.(t)| z2.

Diferenciranje (5.41) po x implicira

107 DRw: ()12 < Hax(ﬁiwe(t))!\m+Hax(f(wt,ue)—f(-,tavs))\lm
102 N=(8) ] 22,

pa se N -ogranicenje za [0S Dw,(t)||z2 dobija rasudujuéi na sli¢an nacin kao u
prethodnim slucajevima.

Postojanje A-ograni¢enja za || 5w, (t)||: se moze pokazati najpre diferen-
cirajuéi jednacinu (5.42) dva puta po t, a zatim diferencirajuéi novodobijenu
jednacinu po z. U oba slucaja, odgovarajuée N-ogranicenje se dobija koristeéi
integralnu reprezentaciju (5.20), primenjujuéi pri tome proceduru sli¢nu onoj za
(5.31), odnosno, (5.33).

Sumirajuéi prethodne zakljucke, sledi w. := u. — v. € N,([0,00) : H'(R)),
odnosno, resenje frakcionog Kosijevog problema (5.27), dato svojim reprezentom
(5.28), jeste jedinstveno. O

Napomena 5.4 Ukoliko je Ae SG(H*(R)) operator h.-tipa, pri cemu je h. =
0((10g(10g1/€)a*1)“), 1 < a < 2, na slican nacin se moZe pokazati da je
reSenje odgovarajuéeg frakcionog Kosijevog problema (5.27) takode dato repre-
zentom (5.28), kao i da je to resenje jedinstveno na Kolomboovom prostoru

Ga([0,00) : H3(R)).
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Definicija 5.2 Resenje u problema (5.27), wvedeno u Teoremi 5.1, zove se
uopsteno resenje jednacine

CDeu(t) = Au(t) + f(-, ).

5.4 Asociranost resenja polazne i odgovarajuce
aproksimativne jednacine

U ovom poglavlju pokazujemo da su, pod odredenim dodatnim uslovima,
resenja polaznog problema (5.5) sa homogenim drugim pocetnim uslovom i od-
govarajuéeg aproksimativnog problema (5.27) L?—asocirana.

Teorema 5.2 Neka je 1 < a < 2. Razmotrimo frakcioni Kosijev problem

“Dluc(z,t) = Auc(w,t)+ f(o,t,u(z,t), t >0, z€R,

u:(0) = uge, (u)e(0)=0, (5.48)
gde je A linearan, zatvoren i gusto definisan operator na Banahovom prostoru
HY(R). Takode, osim polaznog problema (5.48) razmotrimo odgovarajuéi aprok-
simativni problem sa istim pocetnim podacima:

CDev(x,t) = Ave(z,t) + flz,t, vz, 1), t>0, z€R,
v:(0) = wuge, (v4):(0) =0, (5.49)

gde funkcija f i operator Ae SG(H'(R)) zadovoljavaju iste uslove kao u Teo-
rems 5.1, pri cemu dodatno vazi:

() [ Acuelle < Cllucl g, za ue € HY(R), tako da C ne zavisi od &.
(i) (A — A)uc||g — 0, za u. € HY(R), kada ¢ — 0.

Ukoliko pretpostavimo da postoji reSenje u. problema (5.48), odnosno, da je
v. reenje aproksimativnog problema (5.49), tada su u. i v. L?*—asocirani, to
jest za svako T > 0 vazi

sup ||lue(t) — ve(t)||L2 — 0, kadaec — 0.
tel0,T)
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Napomena 5.5 Uopsteni operator A koji zadovoljava osobine (i) i (i) iz pret-
hodne teoreme moze se dobiti, na primer, reqularizacijom prostornih frakcionih
1zvoda ili izvoda celobrojnog reda sadrZanih u operatoru A.

Dokaz:
Kako u,. i v. zadovoljavaju jednacine (5.48) i (5.49), redom, dobija se
DX (ug(x,t) — vz, 1) = Ac(uc(z,t) — vz, 1) + (A — A)uc(z,t)
+f(x,t,u) — f(z,t,0.). (5.50)

Oznac¢imo w. = u. — v.. Tada je Kosijev problem za jednac¢inu (5.50) dat sa

Dl (t) = Aww.(t)+ f(- t,u) — f(-,t,v:) + N(t),
) = 07 (wt)a(o):()»

gde je N.(t) = (A — A.)u.(-,t), pa s obzirom na pocetne uslove, w. zadovoljava
t

Wfs(t) = / TJt(SOt)€(t - T)RLDE_a<f('v T, us) - f(a T, Ua)>d7_

0

t
+ / +Ji(Sa)e(t — VD2 N, (1)dr.
0

Na osnovu integralne reprezentacije (5.9) dalje imamo
t

welt) = / (t = 1) o ((t — )" A) (F (o 70e) — F (o7 0))dr

0
t

4 / (t = 1) Boa((t — 1) A)N.()dr,
0
Sto daje ocenu u normi
t

lwe ()]l < /(t =) N Eaal((t = 1) AN (7 u) = f (7 00)) | 2dr

0
t

+ /(t — 7)Y Eaal(t — 7)* A)N(7) | 2. (5.51)
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S obzirom da po pretpostavci (i) vazi ||Acue||rz < C|lue||m, gde C ne zavisi
od &, imamo
[ Boa(t®A)ue |12 < Eao(t*C)||uelm,

za u. € H'(R). Tada iz pretpostavke (ii) sledi
| Eaa((t = 7)*A)Ne(7)] 12 — 0,

kada ¢ — 0.
Koriste¢i osobinu [|0,, f||z~ < C] < 00 i ocenu

1 Cmue) = FOmve)lle < H0ufllzee - lue(r) = ve(T)llz2 < Ciflw=(7)] 2,

nakon primene Gronvalove nejednakosti na (5.51) dobija se

t

lw= ()] 22 < (/(t— 7)* M| EBaa((t — T)QEE)NE(TML?dT)

eXp (Cl /(t - T>a_1||Ea,a((t - T)QES)HdT) )

to jest

sup [|w. (£)] 12 — 0,
t€[0,T)

kada ¢ — 0. O

5.5 Specijalni sluc¢ajevi frakcionih evolucionih
jednacina
5.5.1 Vremensko frakcione talasne jednacine

Neka je 1 < a < 2 i umesto frakcionog Kosijevog problema sa prostornim
izvodima celobrojnog reda
“Deu(z,t) = MNz)Pu(z,t) + f(z,t,u(z,t)), t >0, r€R,
u(0) = wug, w(0)=0,
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razmotrimo odgovarajuci aproksimativni problem

“Deu(x,t) = ﬁug(x,t) + f(z, tu(z,t)), t>0, zeR,
ue(()) = UQe, (ut)e(o) = 07

gde je operator A € SG(H%(R)) reprezentovan preko mreze operatora
A, H*(R) — H*(R),
Acue = () (02ue * o),
takvih da A. € H2(R), |\l g2 = (9((1og(1og1 /e)a—l)aﬂ), . () = h.o(zh.),

he = o( (log(log1/2)* 1)), 6 € C(R), é(x) > 0 if ¢la)dw = 1.

Tada, slicno rezultatima dobijenim u Teoremi 5.1, moze se pokazati da po-
stoji jedinstveno resenje razmatranog aproksimativnog problema, reprezento-
vano sa (5.28), pri ¢emu je sada uniformno neprekidan Kolomboov operator
reSenja S, element prostora SG,2([0,00) : L(H?*(R))), kao i da dobijeno resenje
pripada Kolomboovom prostoru G, ([0, 00) : H*(R)).

5.5.2 Prostorno-vremensko frakcione talasne jednacine

Razmotrimo sada odgovarajué¢i aproksimativni Kosijev problem za prostorno-
vremensko frakcionu talasnu jednac¢inu, to jest

C,D?U’(t) = Zﬁu(t) + f(> 2 u),

gdejel < a<2,1< (<2, operator Avﬁ € SG(H?*(R)) je reprezentovan preko
mreze operatora

(Ao)e  HY(R) > H(R),
(Ap)eue = Ac() (Diue * On. ),

Di je levi Ljuvilov frakcioni izvod reda § dat sa

—00

Ae € H2(R) i ¢p,_(x) zadovoljavaju iste uslove kao u slucaju vremensko frakcione
talasne jednacine.
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Opet se moze pokazati da postoji jedinstveno resenje razmatranog aproksi-
mativnog problema, reprezentovano sa (5.28), kao i da dobijeno resenje pripada
Kolomboovom prostoru G, ([0, 00) : H*(R)). Isti rezultati ostaju na snazi ukoliko
se u operatoru Zg, 1 < B < 2, umesto levog Ljuvilovog frakcionog izvoda reda
B koristi desni Ljuvilov frakcioni izvod reda 3, odnosno, Risov frakcioni izvod
reda 3.



Dalji pravci istrazivanja

Kako razmatrane klase frakcionih diferencijalnih jednacina sadrze jednacine
sa varijabilnim koeficijentima i nelinearnim delom koji zavisi od reSenja, iz
razloga da bi pomenute klase tretirali operatorskim pristupom jednacine smo
resavali u okviru Kolomboovih prostora uopstenih funkcija. Evolucione jednacine
sa prostorno frakcionim izvodima, razmatrane u trecoj glavi, resavane su aprok-
simativno primenom uopstenih uniformno neprekidnih polugrupa operatora.
Za potrebe resavanja frakcionih evolucionih jednacina, koje smo razmatrali u
cetvrtoj i petoj glavi, razvili smo teoriju uopstenih uniformno neprekidnih opera-
tora resenja i uspesno primenili na odgovarajuc¢u klasu jednacina. S obzirom na
karakterizaciju infinitezimalnog generatora uniformno neprekidnih polugrupa,
odnosno, uniformno neprekidnih operatora resenja, za obe klase jednacina bilo
je neophodno da aproksimativni frakcioni operatori budu ogranic¢eni. Kao $to
smo videli, jedan od nacina transformisanja neogranicenog frakcionog operatora
u ograniceni jeste regularizacija.

Da bi se izbegao osnovni nedostatak koji se javlja prilikom primene uni-
formno neprekidnih operatora - neogranicenost frakcionih operatora, razmatrane
klase jednac¢ina mogle bi se resavati direktno, primenom uopstenih jako nepre-
kidnih polugrupa operatora, odnosno, jako neprekidnih operatora resenja. Taj
pristup bi podrazumevao upotrebu rezolventi operatora, kao i odgovarajucu ver-
ziju dobro poznate Hile-JoSidine teoreme, koja obezbedjuje potreban i dovoljan
uslov da bi linearan operator bio infinitezimalni generator neke Cy—polugrupe,
odnosno, nekog Cy—operatora resenja.

U kontekstu spomenutog pristupa, napomenimo i veoma interesantnu i ko-
risnu vezu izmedu Cp—operatora resenja i Cy—polugrupa operatora sa jedne
strane, te vezu Cy—operatora resenja i Cy—kosinusnih operatora, sa druge strane.
Naime, ako operator A generise Cy—polugrupu operatora, tada A generise jako
neprekidne operatore resenja S, (t), za svako 0 < a < 1. Takodje, ako operator
A generiSe Cy—kosinusne operatore, tada A generise jako neprekidne operatore
resenja S, (t), za svako 0 < av < 2.



140 Dalji pravci istrazivanja

Dobro je poznat klasican rezultat: ako je A generator Cy—polugrupe ope-
ratora (Cy—kosinusnog operatora), onda je i perturbovan operator A + B, pri
¢emu je B € L£(X), takodje generator Cy—polugrupe operatora (Cy—kosinusnog
operatora). Perturbacije generatora Cp—operatora resenja sa ograni¢enim li-
nearnim operatorom nisu moguce u slucaju 0 < a < 1. Medutim, ukoliko se
umesto Cp—operatora resenja posmatraju analiticki operatori resenja, uvedeni
u [10] kao generalizacija analitickih polugrupa operatora, proizilazi da bi se po-
red frakcionih evolucionih jednacina sa varijabilnim koeficijentima razmatranih
u disertaciji, mogli razmatrati i odgovarajuci perturbovani problemi, takode pri-
menom operatorskog pristupa.

Frakcione evolucione jednacine razmatrane u disertaciji (Glava 4 i Glava 5),
date su sa Kaputovim frakcionim izvodom. Napomenimo da se za reSavanje ta-
kvih jednacina datih sa Riman-Ljuvilovim frakcionim izvodom i odgovaraju¢im
pocetnim uslovima, ne moze primeniti uvedena teorija operatora resenja, s ob-
zirom da u tom slu¢aju ne bi vazilo #D2S,,(t) = AS,(t). Familija operatora
pogodna za resavanje bila bi jos restriktivnija nego Sto su operatori resenja u
odnosu na polugrupe operatora i kosinusne operatore. Naime, pored svojstva
polugrupe i kosinusnog svojstva, izostavio bi se i uslov S,(0) = I. Ta familija
operatora za 0 < o < 1 data je sa T,(t) = t*'E, ,(t*A), pri ¢emu je A njen
generator.

Sve jednacine odabranih klasa frakcionih diferencijalnih jednacina razma-
trane u disertaciji su deterministickog karaktera, pa bi sa stanovista primene
dobijenih rezultata bilo korisno razmatrati stohasticke verzije ovih jednacina, tj.
stohasticke frakcione parcijalne diferencijalne jednacine. U tom slucaju, pocetni
uslovi Kosijevog problema i/ili nelinearni deo jednacine bi sadrzali Kolomboove
uopstene slucajne procese. Konkretno, bilo bi veoma interesantno razmatrati
frakcione jednacine koje sadrze proces belog Suma, za koga je poznato da pred-
stavlja veoma dobar model raznih fluktuirajué¢ih pojava u dinamickim sistemima,
proces pozitivnog suma, i sl.



Dodatak: Pregled oznaka i
osnovnih pojmova

Uobicajeno, sa N, R i C obelezavamo skupove prirodnih, realnih, odnosno,
kompleksnih brojeva. Takode, sa Ny obelezavamo prosireni skup prirodnih bro-
jeva, tj. Ng = NU{0}, kao i Ry = [0, 00).

Definicije prostora funkcija i operatora sa kojima smo radili, kao i neke od
njihovih osobina date su u nastavku.

Definicija 0.1 C§°(R) je prostor beskonacno diferencijabilnih funkcija sa kom-
paktnim nosacem.

Definicija 0.2 C(]R) je prostor neprekidnih funkcija koje se anuliraju u bes-
konacnosti, odnosno,

C(R) = {u € C(R) : u(£oo) = 0}.

Definicija 0.3 Svarcov prostor S(R) je prostor brzo opadajuéih funkcija koji se
definise kao

S(R) = {u € C®(R) : Yo, B € Ny, sup |z*0°u(z)| < oo}

z€R

Definicija 0.4 Funkcija [ : [a,b] — R je apsolutno neprekidna na intervalu
la,b], ako za svako € > 0 postoji § > 0, takvo da

1) ~ )] <=

za svaku konacnu kolekciju {(x;, v;)}ien nepreklapajucih intervala sa osobinom
|y — x| < 0.

Prostor apsolutno neprekidnih funkcija obelezavaéemo sa ACla,b] = AC(a, b).
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Definicija 0.5 AC"[a,b], n € N, n > 2, je prostor svih funkcija f takvih da
su svi njeni izvodi do reda m — 1 neprekidni na |a,b], pri ¢emu dodatno vazi
[t e ACla,b].

Definicija 0.6 Neka su (X, | ||x) ¢ (Y, || ||y) normirani vektorski prostori nad
wstim vektorskim poljem F. Prostor svih linearnih 1 neprekidnih preslikavanja iz
X uY oznacavacemo sa L(X,Y). Specijalno: L(X, X) = L(X).

Definicija 0.7 Neka su (X, || ||x) i (Y,]|| |ly) Banahovi prostori. Linearan ope-
rator A : D(A) C X — Y je zatvoren ako za svaki niz {z,} iz D(A) vazi: ako
T, —xuXiAzr, >y uY, onda jey = Ax.

Ekvivalentno, operator A je zatvoren ako je njegov grafik definisan sa G 5 :=
{(z, Az) : © € D(A)}, zatvoren podskup od X X Y.

Definicija 0.8 Kazemo da se Banahov prostor (X, | ||x) moZe neprekidno po-
topiti u Banahov prostor (Y, || |ly), i pisemo X — Y, ako vazi X C Y i postoji
konstanta C > 0 takva da || - ||y < O - || x.

Definicija 0.9 Neka je (X,d) metricki prostor. Preslikavanje f : X — X
zadovoljava Lipsicov uslov ako postoji L > 0 takvo da za sve xz,y € X vazi

d(f(x), f(y)) < Ld(z,y).
Ukoliko je L < 1 tada je preslikavanje [ kontrakcija.

Naredna teorema je dobro poznata kao Banahova teorema o fiksnoj tacki, tj.
Banahov princip kontrakcije.

Teorema 0.1 Neka je (X,d) neprazan kompletan metricki prostor i neka je
preslikavange f : X — X kontrakcija. Tada postoji jedinstvena fiksna tacka
preslikavanja f.

Furijeova transformacija za funkcije f € L*(R), u oznaci F f = ]/“\, definise se

kao
o0

<fﬁ@w:/£i%ﬂ@Ma

—0o0
dok je inverzna Furijeova transformacija data sa

[e.e]

fa) = FAUEN@) = 5 [ e

—0o0
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Laplasova transformacija za funkcije f € L*(R,), definise se kao

(LN = /e"\tf(t)dt, Rel > w,

pod uslovom da integral apsolutno konvergira za ReA > w.
Operator konvolucije * je integralna transformacija data sa

+o0 Foo

(f*g)(z) = flxz—y)g(y)dy = fy)g(x —y)dy,

pod uslovom da prethodni integrali postoje. To ¢e biti u slucaju kada su, na

primer, f i g neprekidne funkcije sa kompaktnim nosacem, odnosno, ukoliko je

jedna od njih, recimo f, sa kompaktnim nosacem a druga lokalno integrabilna.
Neka je ¢(x), z € R, funkcija takva da

¢ € C*(R), ¢(x) 20, ¢(z) =0 za |z| > 1,

/ ¢(x)dr = 1. (0.1)

Na primer, za ¢ mozemo uzeti

0, |z| > 1,

o(x) = { cexp(—15z), |z <1,

pri ¢emu se konstanta ¢ bira tako da je zadovoljen uslov (0.1). U tom slucaju,
molifajer, koris¢en za regularizaciju frakcionih izvoda i izvoda celobrojnog reda,
za £ > 0 definiSe se sa

6:(2) = <o)

Podsetimo se nekoliko vaznih nejednakosti, cesto koriséenih u disertaciji:

(i) prosirena Helderova nejednakost:

1f - gller < 1A lzellgllze,

priéemujelgp,q,rgooi%jté:%,
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(ii) Jangova nejednakost:
1 gller < 1F e llgll 2o,
pri cemu je 1 <p,q,r <ooi +o=1+1

(iii) Gronvalova nejednakost:
Neka su «, i u funkcije definisane na R, , pri ¢emu je o neopadajuca
funkcija, dok su 8 > 0 i u neprekidne funkcije, koje zadovoljavaju

- ' B(syu(s)ds

u(t) < a(t)exp(/otﬁ(s)ds>.

Tada vazi

Ojlerova gama funkcija, kao uopstenje faktorijela, definisana je sa
['(2) :/ t*"le7'dt, Rez > 0.
0

Gama funkcija zadovoljava relaciju I'(z + 1) = 2I'(z), Rez > 0, dok za n € Ny
vazi ['(n + 1) = nl.

Standardno, o i O su Landauovi simboli, pri ¢emu g(z) = o(f(x)), * — a,
podrazumeva lim,_, f(( 7 =0, dok je g(x) = O(f(z)), © — a, ukoliko postoje
konstante § > 01 M > 0 takve da |g(z)| < M|f(z)|, za |x — a| < 0.

Propozicija 0.1 Neke od osobina Landauovih simbola:
(1) Ako g(z) = o(f(x)), x — a, onda g(z) = O(f(z)), z — a.
(ii) T o(f(x)) = o(f

(z
(iii) Ako 0 < f(x) < g(z) i h(z) = o(f(x)), x — a, onda h(x) = o(g(x)),
T — a.

(iv) Ako 0 < a < 1 i g(x) = o((f(2))Y), f(x) = +o0, onda g(z) = o(f(z)),
f(x) = +o00.

(v) Ako o, 8> 0 onda o(f(x))*) - o((f(2))”) = o((f(2))**?), f(x) = +o0.
(vi) exp(o(logf(z))) = o(f(x)), f(x) = +o0.

), * — a.
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