
UNIVERZITET U NIŠU

PRIRODNO-MATEMATIČKI FAKULTET
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Predgovor

Ova teza ima za cilj da, koristeći postojéce pojmove i rezultate iz teorije

sumabilnosti, teorije BK prostora i teorije operatora, prikaže nove rezultate

dobijene za odredjene BK prostore ali i da prezentuje neke poboljšane i

drugǎcije rezultate u odnosu na one koji su poznati. Takodje, rezultatima iz

pojedinih delova ove teze biće zaokruženi, tj. kompletirani neki postojeći

rezultati koji se odnose na klase kompaktnih operatora izmedju izabranih BK

prostora. Pored poznatih rezultata izloženi su i neki neobjavljeni rezultati kao i

originalni rezultati objavljeni u medjunarodnim matematičkim časopisima:

• Malkowsky E., Djolovíc I., Petkovíc K., Two methods for the

characterization of compact operators between BK spaces, Banach J.

Math. Anal 8, 2015, 1-13;

• Petkovíc K., Some new results related to compact matrix operators in the

class((ℓp)T , ℓ∞), Acta Mathematica Sinica 31, 2015, 1339-1347;

• Djolović I., Malkowsky E., Petkovíc K., New approach to some results

related to mixed norm sequence spaces, Filomat, 30(1), 2016, 83-88;

• Petkovíc K., Some classes of operators related to the space of convergent

seriescs, (prihvácen za štampu u Filomatu).

Pojedini rezultati iz disertacije prezentovani su na medjunarodnim skupovima:

13th Serbian Mathematical Congress(22.05.-25.05.2014., Vrnjačka Banja,

Serbia) i Analysis, Topology and Applications 2014(26.05.-29.05.2014.,

Vrnjačka Banja, Serbia).
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Teza se sastoji iz tri glave podeljene u sekcije.

Prva glava je uvodnog tipa i sadrži tri sekcije. U prvoj sekciji izloženi su

najvažniji rezultati i pojmovi iz teorija FK i BK prostora. Kako su ovi rezultati

od veoma velike važnosti za izučavanje matrǐcnih transformacija izmedju

prostora nizova, a zatim i za izučavanje odgovarajúcih operatora, jasno da je

ovakav uvod bio neophodan za praćenje daljeg rada. Posebno su interesantne

teoreme koje ukazuju na vezu izmedju matričnih transformacija i ograničenih

linearnih operatora izmedju odredjenih prostora nizova. Druga sekcija

posvécena je klasǐcnim prostorima nizovaω, c0, c, ℓp, (1 ≤ p ≤ ∞), cs, bs, bv i

bv0. Navedene su njihove definicije i poznata topološka svojstva, odnosno, sve

ono štoćemo koristiti prilikom naše konstrukcije novih prostora nizova. U

trećoj sekciji dat je pregled opštih rezultata koji se odnose nakarakterizaciju

matrǐcnih transformacija izmedju nekih BK prostora, ali su navedeni i rezultati

koji se odnose na matrične transformacije izmedju klasičnih prostora nizova

opisanih u prethodnoj sekciji ove glave. U okviru ove glave dati su samo

suštinski važni rezultati za oblikovanje ove disertacije bazirani na

[27, 35, 52, 55].

Druga glava se odnosi na matrične transformacije medju prostorima nizova

i ovde je samo prva sekcija uvodnog tipa, dok preostale tri sadrže originalne

naǔcne rezultate iz [33] i sa [13th Serbian Mathematical Congress].

U prvoj sekciji dajemo potrebne pojmove i tvrdjenja kojaćemo dalje

koristiti. Kako se izǔcavani prostori najčeš́ce mogu predstaviti kao matrični

domeni ili jaki matrǐcni domeni neke trougaone matrice, to ovde dajemo

pregled osnovnih osobina i rezultata vezanih za ovakvo predstavljenje

posmatranih prostora nizova.

U drugoj sekciji uvodimo nove prostore nizovaℓp(∆
λ
u), 1 ≤ p ≤ ∞,

izučavanih kasnije i u [46]. Neka jeλ je strogo rastúci niz pozitivnih realnih

brojeva koji teže ka beskonačnosti,u je niz kompleksnih brojevǎciji je svaki

član razlǐcit od nule a preslikavanjêΛ(x) = (Λ̂n(x)) definisano sa

Λ̂n(x) =
1

λn

n∑

k=0

(λk − λk−1)uk(xk − xk−1) , k ∈ N.



Novouvedeni prostor nizova, koji je ujedno i predmet našeg izučavanja je

ℓp(∆
λ
u) = {x ∈ ω|

∞∑

n=0

|Λ̂n(x)|p < ∞} , 1 ≤ p < ∞.

Medjutim, suština izǔcavanja ovog prostora leži upravo u pronalaženju -

definisanju odgovarajúce trougaone matrice takve da se dalje problem svodi na

primenu rezultata iz prve sekcije ove glave. Ovaj zadatak nije uvek ǒcigledan i

jednostavan ali je u ovom slučaju uspešno rešen. Dalje, nalazimo bazu,

odredjujemoβ-duale i dajemo karakterizaciju klasa matričnih preslikavanja u

kojima je finalni prostor neki od klasičnih prostora nizova. Ovo je iz rada

prezentovanog na konferenciji [13th Serbian MathematicalCongress] i do sada

nije nigde publikovano.

Sekcija 2.3 se odnosi na prostorec0(∆), c(∆) i ℓ∞(∆) ali su za njih navedene

samo odredjene karakterizacije tj. one kojeće nam biti od interesa u daljem

radu. Naravno, da bi se to postiglo morali smo odrediti i njihoveβ-duale kao i

odgovarajúce norme.

U četvrtoj sekciji polazimo od jakoC1 sumabilnih i ogranǐcenih prostora

nizovaw, w0, w∞. Pored ovih, dobro poznatih prostora, definišemo koristeći

opet matrǐcne domene ali i množitelje prostora nove prostore nizova[c]∞ i v∞.

U Teoremi 2.20 data je karakterizacija matričnog preslikavanja iz prostoraℓ1

u prostorew∞,v∞ i [c]∞ uz napomenu da se, zbog AK osobine prostoraℓ1,

ova karakterizacija odnosi i na ograničeni linearni operator. Rezultati iz treće

i četvrte sekcije su delovi rada [33]. Teorema 2.21 je nova, nije nigde objavljena

i predstavlja deo rada u pripremi. Njome je prikazana veza izmedju uopštenog

ogranǐcenog linearnog operatora i beskonačne matricěcak i kad pǒcetni prostor

nije sa AK svojstvom i daje nam predstavljanje za operatorL ∈ B(c, v∞) preko

odgovarajúce matrice.

Treća glava se sastoji od šest sekcija i odnosi se na kompaktnostkako

matrǐcnog tako i uopštenog ograničenog linearnog operatora na prostorima

nizova, kao i na neke metode za njihovu karakterizaciju. Kaoosnovni "alatiža

karakterizaciju kompaktnih operatora izmedju prostora nizova koriste se



Hausdorfova mera nekompaktnosti ali i u skorije vreme svečeš́ca primena

rezultata Sardženta. Zato se prva sekcija bavi pojmom i osobinama kompaktnog

operatora kao i osnovnim rezultatima vezanim za Hausdorfovu meru

nekompaktnosti (uvedena je od strane Goldeinsteina, Goberga i Markusa). Od

posebne je važnosti Teorema 3.3, koja daje rezultate kod prostora sa

Šauderovom bazom.

Naredne dve sekcije predstavljaju rezultate iz rada [33]. Sekcija 3.2 ilustruje

primenu Hausdorfove mere nekompaktnosti kod karakterizacije kompaktnih

operatora na nekim konkretnim prostorima nizova već definisanim u prethodnoj

glavi. Ona takodje, ukazuje i na potrebu da se neki slučajevi tretiraju na

drugǎciji način, što je i ǔcinjeno u Sekciji 3.3 primenom rezultata Sardženta

[51].

Zbog velikog broja radova u kojima dobijeni rezultati mogu biti poboljšani, u

smislu definisanja potrebnih i dovoljnih uslova za kompaktnost operatora,̌cetvrta

sekcija daje teoreme u formi uslova vezanih za proizvoljnu trougaonu matricuT .

U njenoj podsekciji navodimo nekoliko primera takve primene. Četvrta sekcija

je deo rada [46].

Prostor konvergentnih redovacs je uveden u prvoj glavi a peta sekcija nam

daje rezultate vezane za kompaktnost operatora upravo vezanih zacs. Ovde za

dobijanje potrebnih i dovoljnih uslova kompaktnosti operatora nismo u

mogúcnosti da primenimo rezultat Sardženta, već koristimo specifǐcne osobine

tog prostora tj. činjenicu da se radi o AK prostoru ali i o prostoru dobijenom

kao matrǐcnom domenu trougaone matrice. Neke od iskazanih teorema se

odnose i na uopšteni ograničeni linearni operator. Ovo su rezultati iz rada [47].

Poslednja sekcija sadrži originalne rezultate objavljeneu [10] vezane za

prostore mešovite normeℓp,q koje prvi put uvodi Kellogg. Ove prostore

izučavali su autori I.Jovanović i V.Rakǒcevíc u [22] i u [23]. Pristup problemu

je nešto drugǎciji od postojéceg. Naime, u našem radu koristimo teoriju BK

prostora i operatorTλ posmatramo kao odgovarajući operator pridružen

beskonǎcnoj trougaonoj matrici specijalnog oblika - dijagonalna.Neki rezultati

su isti a u nekim situacijama pored procene o Hausdorfovoj meri posmatranog



operatora dobijamo i tǎcan izraz za ovu meru.
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c , c0 i ℓ∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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Glava 1

Uvod

Teorija vezana za beskonačne matrice i prostore nizova predstavlja

veoma zanimljiv deo funkcionalne analize. U skorije vreme je uradjeno dosta

radova na tu temu, dobijeno je mnogo novih prostora nizova, odredjene su klase

ogranǐcenih linearnih operatora medju različitim prostorima nizova kao i uslovi

njihove kompaktnosti, a sama teorija primenjena je na mnogematematǐcke

probleme. Umesto pǒcetnog niza kompleksnih brojeva posmatra se neka

njegova transformacija, ali se postavljaju i odredjeni uslovi: posmatrani skup

nizova je naǰceš́ce linearni vektorski prostor koji sadrži sve konvergentne

nizove, funkcija kojom je predstavljena transformacija mora biti linearna i da

konvergentne nizove slika u njihovu granicu itd. Jedan od načina da se ovo

uradi bi bilo koriš́cenje beskonǎcnih matrica, a istorijskom greškom je i za niz

ostao pojam "sumabilan"matricomA. Kako ćemo se u okviru ove disertacije

baviti karakterizacijom ograničenih linearnih i kompaktnih operatora izmedju

BK prostora, u ovoj glavi dajemo uvodne pojmove vezane za BK teoriju. Pored

toga, naveš́cemo i véc poznate rezultate u vezi osobina i matričnih preslikavanja

na odredjenim prostorima nizova a koji su baš BK prostori. Zadetaljnije

izučavanje ovih prostorǎcitalac se upúcuje na [55].
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Glava 1. Uvod

Osnovni pojmovi o FK i BK prostorima

Da bismo stigli do pojma BK prostora, krećemo, najpre, od definicije

Frešeovog prostora (Fréchet), preko FK i normiranog prostora, i pri tomećemo

koristiti sledéci podsetnik.

Definicija 1.1. Neka jeX neprazan skup, a funkcijad : X × X → R takva da

za svex, y i z iz X važi:

1) d(x, y) = 0 ako i samo akox = y,

2) d(x, y) = d(y, x),

3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

Tada jed metrika, a par(X, d) metrički prostor.

Svaki neprazan skup može biti pretvoren u metrički, a svaki metrǐcki prostor

se dalje na prirodan način može nadograditi u topološki (definicija okoline a

samim tim i otvorenog skupa zahteva samo rastojanje ).

Ako saω oznǎcimo skup svih nizova kompleksnih brojevax = (xn)∞
n=0, tada

se metrika naω može zadati na sledeći nǎcin:

d(x, y) =
∞∑

n=0

1

2n
·

| xn − yn |

1+ | xn − yn |
.

Na metrǐckom prostoru možemo definisati i konvergenciju, pa za niz(xn) iz

(X, d) kažemo da konvergira ako i samo ako postojix ∈ X takvo dad(xn, x) →

0 kad n → ∞ . Prostor u kome je svaki Košijev niz konvergentan naziva

se kompletan prostor. Kako matematičari nastoje da nadju što veću analogiju

sa realnim i kompleksnim brojevima, za koje je poznato da imaju i algebarsku

strukturu, to nas dovodi do pojma vektorski ili linearan prostor. Ako na skupuω

sabiranje elemenata izω i množenje skalarom definišemo sa :

x + y = (xk + yk)∞
k=0

λx = (λxk)∞
k=0

za svakox = (xk)∞
k=0 i y = (yk)∞

k=0 iz ω i za svakoλ ∈ C, tadaćeω predstavljati

2



1.1. Osnovni pojmovi o FK i BK prostorima

vektorski prostor.

Metričke i linearne osobine prostora povezane su zahtevom da sabiranje i

množenje skalarom budu neprekidne operacije tj. da iz

xn → x , yn → y i λn → λ =⇒ xn + yn → x + y i λnxn → λx .

Za kompletan linearni metrički prostor kažemo da je Frešeov (Frechet)

prostor.

Prostor(ω, d) je Frešeov prostor u odnosu na gore definisanu metriku . Još

možemo videti i da se konvergencija uω i konvergencija po koordinatama

poklapaju odnosno da

d(x(n), x) → 0 (n → ∞) ako i samo ako x
(n)
k → xk (n → ∞) za svako k .

Ukoliko na posmatranom prostoruX ⊂ ω, konvergencija po metricidX , u smislu

gore navedenom, povlači koordinatnu konvergenciju, kažemo da je metrikadX

jača od metriked | X definisane naω.

Definicija 1.2. Za Frešeov prostor nizova(X, dX) kažemo da je FK prostor

ukoliko je uX metrikadX jača od metriked |X definisane uω.

Takodje se za definisanje FK prostora koristi i sledeća definicija.

Definicija 1.3. FK prostor X je Frešeov prostor kod kog su za svakok

neprekidna preslikavanjaPk : X → C definisana sa:Pk(x) = xk (x ∈ X).

Definicija 1.4. Normirani FK prostor naziva se BK prostor.

Pojam uveden 1927. godine od strane J. Šaudera (J.Schauder), pruža u

nekim, ali ne svim, slǔcajevima mogúcnost jedinstvenog prikazivanja elementa

iz vektorskog prostora pomoću odredjenih baznih elemenata. Sledeća definicija

daje jasan prikaz.

Definicija 1.5. Za nizb = (bn)∞
n=0 u linearnom metričkom prostoruX kažemo

da je Šauderova baza uX ukoliko za svakox ∈ X postoji jedinstveno odredjen

niz skalaraλ = (λn)∞
n=0 tako da jex =

∑∞
n=0 λnbn.

3



Glava 1. Uvod

Jedan od najvažnijih primera baze je niz vektora(e(n))∞
n=0 definisanih na

sledéci nǎcin:

e
(n)
k =





0 (k 6= n)

1 (k = n).

Takodje, ovom skupǔcesto se dodaje i vektore = (ek)∞
k=0 definisan sa:ek = 1

(k = 0, 1, 2, ...). U narednim sekcijama videćemo stvarni znǎcaj ovih nizova.

Oznǎcimo saφ skup svih konǎcnih nizova. Sledéca definicija odnosi se na

još jednu klasu prostora veoma važnu za naš dalji rad.

Definicija 1.6. Za FK prostorX ⊃ φ , kažemo da ima AK osobinu, ili kraće,

AK prostor, ako je ispunjeno sledeće:
∑m

k=0 xke(k) → x (m → ∞) za svako

x = (xk)∞
k=0 ∈ X.

U realizaciji zadatka ove teze potrebna nam je kako teorija FK prostora, tako i

teorija matrǐcnih transformacija. Stogácemo uvesti neophodne oznake i pojmove

za dalji rad.

Neka jeA = (ank)∞
n,k=0 beskonǎcna matrica kompleksnih brojeva ix =

(xk)∞
k=0 niz kompleksnih brojeva. Pisaćemo sledéce:

Ax = (Anx)∞
n=0

pri čemu je:

Anx =
∞∑

k=0

ankxk

predpostavljajúci da poslednji red konvergira.

Ukoliko su daljeX i Y podprostoriω, sa(X, Y ) ćemo oznǎcavati klasu svih

matrica koje slikaju prostorX u Y . Činjenica da jeA ∈ (X, Y ) zapravo znǎci

da jeAx ∈ Y za svakox ∈ X ali i da jeAnx konvergentan red za svakox ∈ X

i svakon.

Množitelj prostora (engl. multiplier space)X i Y , u oznaciM(X, Y )

definisan je na sledeći nǎcin:

M(X, Y ) = {a ∈ ω | ax = (akxk)∞
k=0 ∈ Y za svakox ∈ X}
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1.1. Osnovni pojmovi o FK i BK prostorima

ili

M(X, Y ) =
⋂

x∈X

x−1 ∗ Y,

gde je

x−1 ∗ Y = {z ∈ ω | xz = (xkzk)∞
k=0 ∈ Y }.

Definicija 1.7. Za proizvoljnu beskonačnu matricuA, metod sumabilnosti

matricomA je definisan say = Ax, a sa

ωA = { x ∈ ω | Ax je definisano }

označavamo domen matriceA . Ako jeX podskup skupaω, za skup

XA = { x ∈ ω | Ax ∈ X}

kažemo da je matrični domenA u X.

Ako umestoX posmatramo skup svih konvergentnih nizovac za matricuA

dobijamo takozvani konvergentni domen matriceA tj.

cA = { x ∈ ω | Ax ∈ c } .

Ukoliko se vratimo na karakterizaciju klase(X, Y ), upotrebljavajúci pojam

matrǐcnih domena, možemo reći da jeA ∈ (X, Y ) ako i samo ako jeX ⊂ YA.

Sadácemo navesti veoma važne rezultate iz teorije FK prostora, bitne za naše

istraživanje. Mnogobrojna literatura postoji na ovu temu,ali se može réci da je

osnova svega [55].

Teorema 1.1.([35, Corollary 1.15], [55, Corollary 4.2.3]) Neka jeX Frešeov,

Y proizvoljan FK prostor,f : X → Y linearno preslikavanje iPn : X → C,

(n ∈ N0), preslikavanje definisano saPn(x) = xn. Ako je preslikavanjePn ◦ f :

X → C neprekidno za svakon, tada je i preslikavanjef : X → Y neprekidno.

Teorema 1.2.([35, Remark 1.16]) Neka jeX ⊃ φ proizvoljan BK prostor. Ako

je red
∑∞

n=0 anxn konvergentan za svakox ∈ X, tada je linearni funkcional

fa : X → C definisan safa(x) =
∑∞

n=0 anxn za svakox ∈ X, neprekidan.
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Glava 1. Uvod

Ove dve teoreme imaju kao posledicu teoremu kojom je pokazansav znǎcaj

FK i BK prostora u izǔcavanju matrǐcnih transformacija.

Teorema 1.3. ([35, Theorem 1.17], [55, Theorem 4.2.8]) Svako matrično

preslikavanje izmedju FK prostora je neprekidno.

Dokaz: Neka je A ∈ (X, Y ) pri čemu suX i Y proizvoljni FK prostori.

PreslikavanjefA definišemo safA : X → Y tako da jefA(x) = Ax za svako

x ∈ X. Kako je na osnovu Teoreme 1.2 preslikavanjePn · fA : X → C

neprekidno za svakon, to je i preslikavanjefA : X → Y neprekidno na osnovu

Teoreme 1.1.

Kako je predmet našeg rada karakterizacija ograničenih linearnih operatora

zaX i Y Banahove prostore, koristićemo standardnu oznakuB(X, Y ) za skup

svih ogranǐcenih linearnih operatora izX u Y . Poznato je da je u tom slučaju

B(X, Y ) takodje Banahov prostor i da je norma na njemu definisana sa

‖L‖ = sup{‖L(x)‖ | ‖x‖ = 1} za svako L ∈ B(X, Y ) .

SaX∗ oznǎcavácemo prostor svih ograničenih linearnih funkcionalaf , takvih da

f : X → C, gde je norma data sa

‖f‖ = sup{ |f(x)| | ‖x‖ = 1 } za svako f ∈ X∗ .

Ovaj prostor sěcesto zove i neprekidni dual prostoraX.

Sledéca teorema ima veoma važnu ulogu u teoriji matričnih transformacija

medju prostorima nizova.

Teorema 1.4.([35, Theorem 1.23], [21, Theorem 1.9.], [55, Theorem 4.2.8])

(a) Neka suX i Y FK prostori. Tada svaka matricaA ∈ (X, Y ) definiše linearni

operatorLA ∈ B(X, Y ) tako da jeLA(x) = Ax za svakox ∈ X.

(b) Neka suX i Y BK prostori i prostorX je sa AK svojstvom. Tada je

B(X, Y ) ⊂ (X, Y ) tj. za svaki linearni operatorL ∈ B(X, Y ) postoji A ∈

(X, Y ) tako da jeL(x) = Ax za svakox ∈ X.
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1.1. Osnovni pojmovi o FK i BK prostorima

Na kraju ove sekcije navedimo još jedan veoma bitan "alat"u karakterizaciji

klasa matrǐcnih transformacija -β-dual. Za dati skupX ⊂ ω, β-dual se definiše

na sledéci nǎcin:

Xβ = {a ∈ ω |
∞∑

k=0

akxk konvergira za svakox ∈ X}.

Ukoliko sacs oznǎcimo prostor konvergentnih redova, tj.

cs = { x ∈ ω |
∞∑

k=0

xk konvergira } ,

jasno nam je da je

Xβ = M(X, cs).

Pomenimo da poredβ-duala postoje još iα i γ-duali ali se ovde nécemo

zadržavati na njihovim osobinama. Za dalje izučavanje može se koristiti

[27, 35, 55].

Primetimo još da se, koristeći pojamβ- duala, karakterizacija klase(X, Y )

može formulisati na sledeći nǎcin:

A ∈ (X, Y ) ako i samo ako jeAn ∈ Xβ za svakon i Ax ∈ Y za svakox ∈ X.

Za dati BK prostorX, prostorXβ je takodje BK prostor u odnosu na normu:

‖a‖β = sup{ sup
n

|
n∑

k=0

akxk| | ‖x‖X = 1 } .

Ukoliko sa X∗ oznǎcimo skup neprekidnih duala za prostorX, odnosno

X∗ = B(X,C), sledécom teoremom dat je odnos izmedjuX∗ i Xβ.

Teorema 1.5. ([55, Theorem 7.2.9], [35, Theorem 1.34]) Neka jeX ⊃ φ BK

prostor. Tada postoji linearno "jedan-jedan"preslikavanje T : Xβ → X∗,

odnosno,Xβ ⊂ X∗. Ako jeX AK prostor, onda je preslikavanjeT i "na".

Poslednja teorema u kombinaciji sa Teoremom 1.4 ima ključnu ulogu u

pravljenju razlike izmedju uopštenih linearnih ograničenih operatora izmedju,
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Glava 1. Uvod

na primer, FK prostoraX i Y , u oznaciL ∈ B(X, Y ) i matričnih operatoraLA

pridruženih odgovarajúcoj beskonǎcnoj matriciA ∈ (X, Y ). O tomeće više biti

reči u narednoj glavi.

Neki važniji prostori nizova

Kako smo ranije napomenuli, različiti prostori nizova bili su predmet

izučavanja mnogobrojnih radova. Medjutim, treba još naglasiti i da najvéci broj

njih potiče iz koncepta teorije sumabilnosti i teorije bazirane na matričnim

domenima, štoćemo nešto kasnije i ilustrovati. Ovdécemo navesti neke

"osnovne"prostore nizova, od kojih zapravo sve kreće i čije osobine su važne za

dalje konstrukcije "složenijih" prostora nizova. Dajemo samo najvažnije

pojmove i osobine neophodne za naše istraživanje, a zainteresovani mogu

detaljne dokaze i opširniji prikaz radi daljeg istraživanja náci u [35, 51, 52, 55].

U prethodnoj sekciji uveli smo najpreω, skup svih kompleksnih nizova

x = (xk)∞
k=0. Videli smo da jeω FK prostor sa metrikom definisanom u (1.1).

Takodje,ω ima AK osobinu.

Posmatrajmo dalje skupove ograničenih, konvergentnih i konvergentnih ka

nuli (tzv. nula nizovi) nizova kompleksnih brojeva, u oznaci redom,ℓ∞, c, c0:

ℓ∞ = { x ∈ ω | sup
k

| xk |< ∞ } ;

c = { x ∈ ω | lim
k→∞

xk = ξ za neko ξ ∈ C } ;

c0 = { x ∈ ω | lim
k→∞

xk = 0 } .

Prostoriℓ∞, c i c0 su BK prostori u odnosu na normu definisanu sa:

‖x‖ = sup
k

|xk|.

Važi sledéce:

c0 ⊂ c ⊂ ℓ∞
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i još je c0 zatvoreni podskup uc, ac zatvoren uℓ∞. Prostorℓ∞ nema Šauderovu

bazu, c0 je AK prostor, ac ima Šauderovu bazu(e, e(1), e(2), ...) ali nije AK

prostor. Svakox = (xk)∞
k=0 ∈ c ima jedinstveno predstavljanje:

x = ξe +
∞∑

k=0

(xk − ξ)e(k), pri čemu jeξ = lim
k→∞

xk.

Ukoliko posmatramoβ-duale za pomenute prostore, važi sledeće:

cβ
0 = cβ = ℓβ

∞ = ℓ1

gde jeℓ1 definisano saℓ1 = {x ∈ ω |
∑∞

k=0 |xk| < ∞}.

Poslednji prostor nizovaℓ1 je prostor svih apsolutno konvergentnih redova i

predstavlja specijalni slǔcaj prostoraℓp definisanih na sledeći nǎcin:

ℓp = { x ∈ ω |
∞∑

k=0

| xk |p< ∞ } za 1 ≤ p < ∞ ,

Za prostoreℓp , 1 < p < ∞ , odgovarajúca norma je data sa

‖x‖ = (
∞∑

k=0

|xk|p)
1
p ,

odnosno za prostorℓ1 odgovarajúca norma je data sa:

‖x‖ =
∞∑

k=0

|xk|.

Često se norma u ovim prostorima označava i sa‖ · ‖p.

Prostoriℓp , 1 ≤ p < ∞ su AK prostori i važi sledéce:

ℓβ
p = ℓβ

q (1 < p < ∞ , q = p/(p − 1));

ℓβ
1 = ℓ∞.

Prilikom definisanja množitelja prostora u prethodnoj sekciji uveli smo
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Glava 1. Uvod

prostor konvergentnih redovacs:

cs = { x ∈ ω |
∞∑

k=0

xk konvergira } .

Zapravo možemo koristiti i ekvivalentan oblik:

cs = { x ∈ ω | lim
n→∞

n∑

k=0

xk = ξ za neko ξ ∈ C } .

Već ovde možemo uǒciti povezanost ovog prostora i prostorac. O ovomeće

biti reči u narednim sekcijama. Pomenimo da se analogno ovakvoj povezanosti

može recimo uvesti i prostorcs0 ali to néce biti predmet našeg rada. Mićemo

ovde navesti još jedan prostor, po sličnom principu, samo ovog puta saℓ∞. To je

prostor ogranǐcenih redovabs:

bs = { x ∈ ω |
( n∑

k=0

xk

)∞

n=0
∈ ℓ∞ } ,

odnosno

bs = { x ∈ ω | sup
n

|
n∑

k=0

xk |< ∞ } .

Ovo su takodje BK prostori,cs je zatvoren podprostor odbs pa su im norme

iste i date sa:

‖x‖cs = ‖x‖bs = sup
n

|
n∑

k=0

xk|.

Prostorcs je AK prostor, dok prostorbs nema Šauderovu bazu.

Pre nego što navedemoβ-duale za prostorecs i bs, naveš́cemo još dva važna

prostora nizova:bv0 i bv.

Prostorbv predstavlja prostor nizova ograničene varijacije i definisan je sa

bv = {x ∈ ω |
∞∑

k=0

|xk − xk+1| < ∞ } .
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1.3. Matrǐcne transformacije izmedju klasičnih prostora nizova

Prostorbv0 definisan je na sledeći nǎcin:

bv0 = bv ∩ c0.

Oba prostora su BK prostori, prǐcemu je bv0 još i AK prostor. Važi:

bv = bv0 ⊕ e, odnosno, prostorbv nije AK prostor ali ima Šauderovu bazu

(e, e(1), e(2), ...). Norma na prostorubv definisana je sa:

‖x‖ = | lim
k→∞

xk| +
∞∑

k=0

|xk − xk+1| .

Lema 1.6. [55, Lemma 7.3.2] Ukoliko je
∑∞

k=0 |xk − xk+1| < ∞, tada jex =

(xk)∞
k=0 ∈ c.

Jasno da sada možemo odredjene rezultate izvoditi za prostore bv i bv0

imajući u vidu njihov skupovni odnos sa prostorimac i c0.

Na kraju navedimo još i izgledβ-duala za prostorecs, bs, bv i bv0.

bvβ = cs , bvβ
0 = bs , csβ = bv , bsβ = bv0.

Kako za skupX ⊂ ω kažemo da jeβ-perfektan ukoliko jeXββ = X, jasno

da su poslednje uvedeni skupoviβ-perfektni. Takodje, kako jeℓββ
p = ℓp za

1 ≤ p ≤ ∞, to su iℓp prostoriβ-perfektni. Medjutim,cββ 6= c i cββ
0 6= c0 pa ovo

nisuβ-perfektni skupovi.

Matri čne transformacije izmedju klasǐcnih prostora

nizova

Ukoliko imamo zadate prostore nizova, početniX ⊂ ω i finalni Y ⊂ ω,

jedan od zadataka nam je da izvršimo karakterizaciju klase matričnih

transformacija (X, Y ) i to u smislu nalaženja uslova za elementeank

beskonǎcne matriceA = (ank)∞
n,k=0 kako bi ova bila iz klase(X, Y ), tj.

A ∈ (X, Y ). U ovom delu podsetićemo se nekih od karakterizacija matričnih
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transformacija izmedju prostora nizova koje smo naveli u prethodnoj sekciji,

naravno u slǔcajevima kad je to mogúce. Oneće biti osnova za neke od

karakterizacija izmedju prostora nizova složenijeg oblika kojećemo u narednoj

glavi uvesti. Pored gotovih karakterizacija, navešćemo kroz teoreme i neke

korisne rezultate koji dovode do konkretnih uslova za odredjene karakterizacije

matrǐcnih transformacija. Pomenute teoreme biće date bez dokaza ǎcitalac se

upúcuje za detaljnije istraživanje ove problematike na [27, 52, 55].

Teorema 1.7.[35, Theorem 1.23]

(a) Neka jeX BK prostor.A ∈ (X, ℓ∞) ako i samo ako

‖A‖∗
(X,ℓ∞) = sup

n
‖An‖∗

X = sup
n

(sup{|Anx| | ‖x‖ = 1}) < ∞ .

Za A ∈ (X, ℓ∞) važi i da je‖LA‖ = ‖A‖∗
(X,ℓ∞).

(b) Ako je(b(k))∞
k=0 Šauderova baza zaX i ako jeY1 zatvoren FK podprostor

u Y , tada jeA ∈ (X, Y1) ako i samo ako jeA ∈ (X, Y ) i ako jeA(b(k)) ∈ Y1 za

svakok.

Navedena teorema biće nam od koristi za karakterizaciju klasa oblika

(X, ℓ∞), gde jeX jedan od klasǐcnih prostora nizova:c, c0, ℓp za1 ≤ p ≤ ∞

(naravno od koristi je i za mnogo širi izbor prostoraX, ali ćemo se u okviru ove

sekcije zadržati samo na klasičnim prostorima nizova). Kako jec0 zatvoren

podskup uc a ovaj dalje zatvoren podskup uℓ∞, to će nam nakon karakterizacije

klasa oblika(X, ℓ∞), biti omogúcena i karakterizacija klasa oblika(X, c), a

zatim i (X, c0) ali samo za slǔcajeve kada prostorX ima Šauderovu bazu.

Dakle, imajúci sve ovo u vidu, Teorema 1.7(a) bi "pokrila"karakterizacije

sledécih klasa: (ℓ∞, ℓ∞), (c, ℓ∞), (c0, ℓ∞), (ℓ1, ℓ∞), (ℓp, ℓ∞) za 1 < p < ∞.

Primenom iste teoreme, ali dela (b), definisali bismo i sledeće klase matrǐcnih

transformacija:(c, c), (c0, c), (ℓ1, c), (ℓp, c) za 1 < p < ∞, (c, c0), (c0, c0),

(ℓ1, c0), (ℓp, c0) za1 < p < ∞.

Radi lepšeg i lakšeg pregleda rezultata, najprećemo definisati sledeće uslove:

sup
n

∞∑

k=0

|ank| < ∞ ; (1.1)
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1.3. Matrǐcne transformacije izmedju klasičnih prostora nizova

sup
n,k

|ank| < ∞ ; (1.2)

sup
n

∞∑

k=0

|ank|q < ∞ (1 < p < ∞ , q = p/(p − 1) ) ; (1.3)

lim
n→∞

∞∑

k=0

ank = 0 ; (1.4)

lim
n→∞

ank = 0 za svako k ; (1.5)

lim
n→∞

∞∑

k=0

ank = α ; (1.6)

lim
n→∞

ank = αk za svako k . (1.7)

Sada možemo definisati teoremu koja jasno sledi na osnovu svega do sada datog.

Teorema 1.8.(a) [35, Theorem 1.36, Theorem 1.37]

(c0, ℓ∞) = (c, ℓ∞) = (ℓ∞, ℓ∞) .

(b) A ∈ (ℓ∞, ℓ∞) = (c0, ℓ∞) = (c, ℓ∞) ako i samo ako je ispunjen uslov (1.1);

(c) A ∈ (ℓ1, ℓ∞) ako i samo ako važi uslov (1.2);

(d) A ∈ (ℓp, ℓ∞) , 1 < p < ∞ , ako i samo ako važi uslov (1.3);

(e)A ∈ (c, c0) ako i samo ako važe uslovi (1.1), (1.4) i (1.5);

(f) A ∈ (c, c) ako i samo ako važe uslovi (1.1), (1.6) i (1.7);

(g) A ∈ (c0, c0) ako i samo ako važe uslovi (1.1) i (1.5);

(h) A ∈ (c0, c) ako i samo ako važe uslovi (1.1) i (1.7);
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(i) A ∈ (ℓr, c0) , 1 < r < ∞, ako i samo ako važe uslovi (1.3) i (1.5).

(j) A ∈ (ℓr, c) , 1 < r < ∞, ako i samo ako važe uslovi (1.3) i (1.7);

(k) A ∈ (ℓ1, c0) ako i samo ako važe uslovi (1.2) i (1.5);

(l) A ∈ (ℓ1, c) ako i samo ako važe uslovi (1.2) i (1.7).

Ukoliko je prvi prostorℓ∞ a finalni prostor jedan od prostorac ili c0, stvari

stoje drugǎcije. Naime,ℓ∞ nema Šauderovu bazu te je nemoguće primeniti

Teoremu 1.7 ali ni mnoge druge rezultate koji uspešno rešavaju problem

karakterizacije. Situacija je specifična i rešena je Šurovom teoremom (Schur).

Teorema 1.9. (Schur) [27, Theorem 6., str.169]A ∈ (ℓ∞, c) ako i samo ako

važe uslovi:

(i)
∞∑

k=0

|ank| konvergira uniformno pon ;

i

(ii) postoji lim
n→∞

ank za svakok . (1.8)

Posledica 1.10.A ∈ (ℓ∞, c0) ako i samo ako važe uslovi:

(i)
∞∑

k=0

|ank| konvergira uniformno pon ;

i

(ii) lim
n→∞

ank = 0 za svakok . (1.9)

Napomena 1.Napomenimo da se poslednja karakterizacija može definisatii na

sledeći način [52]:

A ∈ (ℓ∞, c0) ako i samo ako važilim
n→∞

∞∑

k=0

|ank| = 0. (1.10)

Pre nego što navedemo sledeći koristan rezultat, uvešćemo najpre jednu

oznaku.

Naime, neka jeF skup svih konǎcnih podskupova prirodnih brojeva i neka je
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1.3. Matrǐcne transformacije izmedju klasičnih prostora nizova

K ∈ F . Ukoliko je A = (ank)∞
n,k=0 beskonǎcna matrica, oznakaA(K) znǎciće

sledéce: (
∑

k∈K ank)∞
n=0.

Teorema 1.11.(a) [55, Theorem 8.4.3.] Neka jeY FK prostor. TadaA ∈ (c0, Y )

ako i samo ako je skup{A(K) | K ∈ F} ograničen uY .

(b) [55, Theorem 8.3.7] Ako jeX1 definisan saX1 = X ⊕ e, tada

A ∈ (X1, Y ) ako i samo ako jeA ∈ (X, Y ) i Ae ∈ Y.

Primenom prethodne teoreme mogli bismo da odredimo karakterizacije klasa

oblika (c0, Y ) i (c, Y ) imajući u vidu da jec = c0 ⊕ e.

Teorema 1.12.[52, (63.)] A ∈ (c, ℓr) = (c0, ℓr) za1 ≤ r < ∞ ako i samo ako

važi uslov

sup
K

∞∑

n=0

∣∣∣
∑

k∈K

ank

∣∣∣
r

< ∞ , K ⊂ F . (1.11)

Naredna teorema pokazaće još jednom veliki znǎcaj β-duala u teoriji

matrǐcnih transformacija. Kao što je i uobičajeno, saAt oznǎcićemo

transponovanu matricu matriceA.

Teorema 1.13.[55, Theorem 8.3.9] Neka suX i Z BK prostori sa osobinom AK,

i neka jeY = Zβ. Tada je

(X, Y ) = (Xββ, Y )

i važi

A ∈ (X, Y ) ako i samo ako At ∈ (Z, Xβ) .

Imajući u vidu da suc0 i ℓr, 1 ≤ r < ∞, AK prostori, koristéci ovu teoremu

mogli bismo da definišemo klase(ℓ1, ℓr) za1 ≤ r < ∞ i (ℓr, ℓ1) za1 < r ≤ ∞.

Korišćenjem véc dobijenih karakterizacija i primenom upravo navedene teoreme,

jednostavno se mogu pokazati sledeći rezultati.
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Glava 1. Uvod

Teorema 1.14.Neka je1 < r < ∞. Tada imamo sledeće:

(a) A ∈ (ℓ1, ℓr) ako i samo ako važi

sup
k

∞∑

n=0

|ank|r < ∞ ; (1.12)

(b) A ∈ (ℓ1, ℓ1) ako i samo ako važi

sup
k

∞∑

n=0

|ank| < ∞ ; (1.13)

(c) A ∈ (ℓr, ℓ1) ako i samo ako važi

sup
K

∞∑

k=0

∣∣∣
∑

n∈K

ank

∣∣∣
s

< ∞ , s = r/(r − 1) , K ∈ F ; (1.14)

(d) A ∈ (ℓ∞, ℓ1) ako i samo ako važi

sup
K

∞∑

k=0

∣∣∣
∑

n∈K

ank

∣∣∣ < ∞ , K ∈ F . (1.15)

Dokaz: Za 1 < r < ∞, prostorℓr je AK prostor i važiℓr = ℓβ
s , 1 < s < ∞.

takodje važi i da jec0 AK prostor i da jecββ
0 = ℓ∞ i cβ

0 = ℓ1. Sada je jasno da

imamo sledéce:

A ∈ (ℓ1, ℓ1) ⇔ At ∈ (c0, ℓ∞);

A ∈ (ℓ1, ℓr) ⇔ At ∈ (ℓs, ℓ∞) , 1 < r < ∞ , s = r/(r − 1);

A ∈ (ℓr, ℓ1) ⇔ At ∈ (c0, ℓs) , 1 < r < ∞ , s = r/(r − 1);

(c0, ℓ1) = (cββ
0 , ℓ1) = (ℓ∞, ℓ1).

Sada primenom rezultata iz Teorema 1.8 i 1.12 na odgovarajuće matrice,

dobijamo uslove za karakterizaciju posmatranih klasa matričnih transformacija.

Do sada smo posmatrali matrične transformacije izmedju klasičnih prostora

16



1.3. Matrǐcne transformacije izmedju klasičnih prostora nizova

nizova. Ono što možemo primetiti je da nije data karakterizacija matrǐcnih

transformacija za klasu(ℓp, ℓr) za proizvoljnep i r (1 < p , r < ∞). U literaturi

se mogu náci rezultati koji se odnose na klasu(ℓ2, ℓ2) [27] ili u nekim radovima

uslovi za specijalne oblike matrica, takozvane, faktorizacione matrice, ali

generalnih rezultata nema.

Ukoliko posmatramo prostore iz prethodne sekcije,cs, bs, bv, bv0 koji nisu

klasǐcni prostori nizova, ali su svakako od interesa za naš rad, moguće je i ovde

definisati klase odredjenih matričnih transformacija koje se mogu naći u [52, 55].

Medjutim, ukoliko se ovi prostori posmatraju kao matrični domeni odredjenih

matrica u nekim od klasičnih prostora nizova, štócemo videti u narednoj glavi,

mogúce je karakterizaciju dati i na drugi, naravno, ekvivalentan nǎcin kada su

uslovi u pitanju.

Ovu glavu zatvaramo samo nekim od primera, radi ilustracije.

Karakterizacije matrǐcnih preslikavanja koje slede mogu se naći u [55, Example

8.4.5B]. Na osnovu prethodno opisanih karakterizacija ičinjenice da jecs AK

prostor, jasno daA ∈ (cs, c) ako i samo ako jeA ∈ (cs, ℓ∞) i postoji

limn→∞ ank za svakok, odnosno,A ∈ (cs, c0) ako i samo ako jeA ∈ (cs, ℓ∞) i

limn→∞ ank = 0 za svakok. Ostaje da u narednoj glavi damo pored uslova koji

ćemo navesti i nǎcin za njihovo izvodjenje ali uz pomoć rezultata o matričnim

domenima. Tǎcnije, dovoljnoće biti definisati klasu(cs, ℓ∞).

Naredni uslovi preuzeti su iz [55, Example 8.4.5B].

• A ∈ (cs, ℓ∞) ako i samo ako

sup
n

∑

k

|ank − an,k−1| < ∞. (1.16)

• A ∈ (cs, c) ako i samo ako (1.16) važi i

lim
n→∞

ank postoji za svakok. (1.17)
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Glava 1. Uvod

• A ∈ (cs, c0) ako i samo ako (1.16) važi i

lim
n→∞

ank = 0 za svakok. (1.18)

18



Glava 2

Matri čne transformacije kod nekih

matri čnih domena i jakih matri čnih

domena

U ovoj glavi posmatrácemo matrǐcne transformacije na nekim novim

prostorima nizova, matrične operatore pridružene odgovarajućim beskonǎcnim

matricama preslikavanja, alićemo pomenuti i uopštene ograničene operatore na

novodefinisanim prostorima nizova. Ovako uvedeni novi prostori nizova

uglavnom potǐcu iz primene teorije sumabilnosti ili predstavljaju neki od

specijalnih oblika matrǐcnih domena u klasičnim prostorima nizova koje smo

pomenuli u prethodnoj glavi.

Matri čni domeni trougaonih matrica - osnovni

pojmovi, osobine i rezultati

U prethodnoj glavi uveli smo pojam matričnog domena matriceA u

prostoruX, u oznaciXA. Najvéci deo prostora nizova kojíce biti obradjeni u

ovoj tezi jesu zapravo specijalan oblik matričnih domena u klasičnim

prostorima nizovac, c0, ℓp, 1 ≤ p ≤ ∞. Zapravo, radi se o specijalnom obliku
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Glava 2. Matrǐcne transformacije i matrični domeni

matrice A koja je trougaona, pa posmatrani prostori nizova u suštini

predstavljaju matrǐcne domene trougaonih matrica u klasičnim prostorima

nizova. Glavni rezultati u ovoj tezi usko su povezani sa pojmom matrǐcnog

domena. Naime, mnogi prostori nizova dobijeni su primenom neke beskonǎcne

matrice na klasǐcne prostore nizova. Nas zanimaju matrice specijalnog oblika

tzv. trougaone matrice i u ovoj sekciji dajemo pojmove i poznate rezultate

vezane za matrične domene takvih matrica.

Za beskonǎcnu matricu (engl. triangle)T = (tnk)∞
n,k=0 kažemo da je

trougaona akotnk = 0 za n < k i tnn 6= 0, (n = 0, 1, ...), tj. donja trougaona

matrica sa nenula elementima na glavnoj dijagonali. Ove matrice su od

posebnog interesa za rad zbog njihove osobine o postojanju inverzne matrice.

Sledéca teorema govori upravo o tome.

Lema 2.1. [55, Theorem 1.4.8] Svaka trougaona matricaT ima jedinstveni

inverz S = (Snk)∞
n,k=0 koji je takodje trougaona matrica i važi da je

x = T (S(x)) = S(T (x)) za svakox ∈ ω

Dakle, posebno interesantni za naš rad biće prostori oblikaXT , gde jeT

trougaona matrica. Posmatrajmo na primer matricu∆ = (δnk)∞
n,k=0 definisanu

na sledéci nǎcin:

δnk =





−1 (k = n − 1)

1 (k = n)

0 (k > n).

(2.1)

Jasno da je ovo primer jedna trougaone matrice a može se proveriti da je njena

inverzna matrica, označimo je saΣ = (σnk)∞
n,k=1 , takodje trougaona matrica sa

elementima definisanim na sledeći nǎcin:

σnk =






1 (1 ≤ k ≤ n)

0 (k > n).
(2.2)

Pored toga, imamo i sledeće: x = ∆(Σ(x)) = Σ(∆(x)). Ovo su jako

interesantni, i sa velikom primenom, primeri trougaonih matrica. Tako, ako se

20



2.1. Matrǐcni domeni trougaonih matrica - osnovni pojmovi, osobine i rezultati

vratimo na prethodnu glavu i prostorebv, cs i bs, lako možemo uǒciti da važi

sledéce:

bv = (ℓ1)∆ , cs = (c)Σ , bs = (ℓ∞)Σ. (2.3)

Videćemo kasnije da umesto korišćenja gotovih karakterizacija [52, 55]

pojedinih klasa matričnih transformacija na ovim prostorima nizova, možemo,

koristéci rezultate o matrǐcnim domenima, samostalno izvesti ove uslove.

Sadaćemo navesti još poznatih rezultata o matričnim domenima trougaonih

matrica. Koristícemo oznakuT za trougaonu matricu,S za njen inverz, a saR

ćemo oznǎcavati transponovanu matricu matriceS, odnosnoR = St.

Teorema 2.2.([21, Theorem 2.2], [55, Theorem 4.2.12]) Neka jeX BK prostor.

Tada je i prostorXT BK prostor sa normom definisanom sa‖x‖T = ‖Tx‖ .

Dalje, ako je X zatvoren podprostor prostoraY , onda je i XT zatvoren

podprostor prostoraYT .

Teorema 2.3.[21, Theorem 2.3] Ako jeb = (b(n))∞
n=0 baza normiranog prostora

nizovaX, tada jec(n) = (Sb(n))∞
n=0 baza zaXT .

Teorema 2.4. [21, Corollary 2.5] Neka jeX BK prostor sa osobinom AK i niz

c(n) (n = −1, 0, 1, . . . ) definisan sa

c
(−1)
k =

k∑

j=0

skj (k = 0, 1, . . . ),

i za svakon = 0, 1, . . . ,

c
(n)
k =





0 (0 ≤ k ≤ n − 1)

skn (k ≥ n).

Tada:
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Glava 2. Matrǐcne transformacije i matrični domeni

a) Svaki nizy = (yn)∞
n=0 ∈ Y = XT ima jedinstvenu reprezentaciju

y =
∞∑

n=0

Tny · c(n).

b) Svaki nizz = (zn)∞
n=0 ∈ Z = XT ⊕ e ima jedinstvenu reprezentaciju

z = ξ · e +
∞∑

n=0

Tn(z − ξ · e) · c(n)

gde jeξ jedinstveni kompleksan broj takav da jez = y + ξ · e zay ∈ XT .

c) Svaki nizw = (wn)∞
n=0 ∈ W = (X ⊕ e)T ima jedinstvenu reprezentaciju

w = η · c(−1) +
∞∑

n=0

(Tnw − η)c(n)

gde jeη jedinstveni kompleksan broj takav da jeTw − η · e ∈ X.

Pored baze, za naš rad, potrebno nam je i poznavanjeβ-duala prostoraXT ,

stoga naredna teorema ima važnu ulogu.

Lema 2.5. [36, Lemma 2.6] Neka jeX FK prostor sa AK svojstvom. Tada je

(XT )β ⊂ (Xβ)R.

Teorema 2.6. [18, Theorem 2.6] NekaX FK prostor sa AK svojstvom,T

trougaona matrica,S njen inverz iR = St. Tada je:

a ∈ (XT )β ako i samo ako jea ∈ (Xβ)R i W (a) ∈ (X, c0)

gde je matricaW (a) definisana sa

w
(a)
mk =






∞∑
j=m

ajsjk (0 ≤ k ≤ m)

0 (k > m)
(m = 0, 1, . . . ).
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2.1. Matrǐcni domeni trougaonih matrica - osnovni pojmovi, osobine i rezultati

Dalje, ako jea ∈ (XT )β, tada imamo

∞∑

k=0

akzk =
∞∑

k=0

(Rka)(Tkz) za svakoz ∈ XT . (2.4)

Napomena 2.[36, Remark 3.3] a) Prethodna teorema važi i zaX = ℓ∞.

b) U slučaju da jeX = c, odnosno kod nalaženjaβ−duala prostoracT , imamo

da je a ∈ (cT )β ako i samo ako jea ∈ (ℓ1)R i W (a) ∈ (c, c); Takodje, ako je

a ∈ (cT )β, tada važi

∞∑

k=0

akzk =
∞∑

k=0

(Rka)(Tkz) − ηα za svakoz ∈ cT

gde jeη = lim
k→∞

Tkz i α = lim
m→∞

m∑

k=0

w
(a)
mk. (2.5)

Sledéca teorema koristi se za karakterizaciju matričnih transformacija na

matrǐcnim domenima trougaonih matrica u prostorima nizova sa AK osobinom.

Teorema 2.7.[18, Theorem 2.13] Neka jeX BK prostor sa svojstvom AK, neka

je Y proizvoljan podskup odω, T proizvoljna trougaona matrica,S njen inverz

i R = St ( transponovana matrica matriceS ). Tada,A ∈ (XT , Y ) ako i samo

akoÂ ∈ (X, Y ) i W (An) ∈ (X, c0) , za svako n = 0, 1, ... , gde jeÂ matrica sa

redovimaÂn = RAn , n = 0, 1, ... a W (An) trougaona matrica data sa

w
(An)
mk =






∑∞
j=m anjsjk, 0 ≤ k ≤ m

0, k > m
(2.6)

Štaviše, ako jeA ∈ (XT , Y ) imamo da je

Az = Â(Tz) , za svakoz ∈ Z = XT

Napomena 3. [36, Remark 3.5] a) Prethodna teorema važi i u slučaju da je

X = ℓ∞.
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Glava 2. Matrǐcne transformacije i matrični domeni

b) Neka jeY linearni podprostor prostoraω. Imamo da jeA ∈ (cT , Y ) ako i

samo ako važi

Â ∈ (c0, Y ), W (An) ∈ (c, c) za svakon (2.7)

i

Âe − (αn)∞
n=0 ∈ Y pri čemu jeαn = lim

m→∞

m∑

k=0

w
(An)
mk zan = 0, 1, . . . ; (2.8)

Takodje, ukoliko jeA ∈ (cT , Y ), tada je

Az = Â(Tz) − η (αn)∞
n=0 za svakoz ∈ cT gde jeη = lim

k→∞
Tkz. (2.9)

Teorema 2.8. [36, Theorem 3.6] Neka suX i Y BK prostori, i neka je prostor

X sa osobinomAK. Ako jeA ∈ (XT , Y ) tada važi

‖LA‖ = ‖LÂ‖ (2.10)

pri čemu jeÂ matrica definisana u Teoremi 2.7.

Teorema 2.9.[35, Theorem 3.8] Neka suX i Y proizvoljni podskupoviω. Tada,

A ∈ (X, YT ) ako i samo akoB = TA ∈ (X, Y ). Važi još, ako suX i Y BK

prostori i A ∈ (X, YT ), tada je‖LA‖ = ‖LB‖.

Sada, kada smo naveli sve poznate rezultate kojećemo koristiti u našem radu,

vratimo se na prostorecs, bs i bv, imajući u vidu njihovo predstavljanje kao

matrǐcne domene trougaonih matrica datih u (2.3).

Daćemo, kao što smo pomenuli na kraju prethodne glave, karakterizaciju

klase(cs, ℓ∞) koristéci matrǐcne domene. Primetimo da kako jecs AK prostor i

ℓ∞ = ℓβ
1 , možemo primeniti Teoremu 1.13, pa imamo sledeće:

A ∈ (cs, ℓ∞) ako i samo ako At ∈ (ℓ1, csβ)

odnosno

A ∈ (cs, ℓ∞) ako i samo ako At ∈ (ℓ1, bv) .
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2.2. Svojstva prostoraℓp(∆λ
u), (1 ≤ p ≤ ∞) i matrične transformacije na njemu

Kako je daljebv = (ℓ1)∆, to dobijamo:

At ∈ (ℓ1, bv) ako i samo ako B ∈ (ℓ1, ℓ1) gde jeB = ∆At.

Uzimajúci dalje da jebnk =
∑∞

j=0 δnja
t
jk =

∑∞
j=0 δnjakj = akn − ak,n−1 i da je

B ∈ (ℓ1, ℓ1) ako i samo ako jesupk

∑∞
n=0 |bnk| < ∞, jasno dobijamo da je:

A ∈ (cs, ℓ∞) ako i samo ako jesup
n

∞∑

k=0

|ank − an,k−1| < ∞.

Svojstva prostora ℓp(∆
λ
u), (1 ≤ p ≤ ∞) i matri čne

transformacije na njemu

U skorije vreme pojedini autori izǔcavaju neke nove prostore nizova

zanemarujúci slučajno ili namernočinjenicu da se oni mogu predstaviti kao

matrǐcni domeni neke trougaone matrice u klasičnim prostorima nizova.

Inspirisani prostorima nizovac0(∆
λ
u) i c(∆λ

u) uvedenim u [11], uvodimo

nove prostore prostore nizovaℓp(∆λ
u) , 1 ≤ p ≤ ∞. Na osnovu véc poznatih

navedenih rezultata odredićemo topološka svojstva, bazu iβ-dual ovako

definisanog prostora. Rezultati iz ove sekcije prezentovani su na

medjunarodnom skupu u Vrnjačkoj Banji [13th Serbian Mathematical

Congress, 2014, Vrnjačka Banja, Serbia].

Neka jeλ = (λk)∞
k=0 strogo rastúci niz pozitivnih realnih brojeva koji teže

beskonǎcnosti, tj.

0 < λ0 < λ1 < ... i λk → ∞ (k → ∞) .

Neka jeu = (uk)∞
k=0 niz kompleksnih brojeva za koji jeuk 6= 0 za svakok ∈ N.

Definišimo sada nove prostore nizova na sledeći nǎcin:

ℓp(∆λ
u) = {x ∈ ω|

∞∑

n=0

|Λ̂n(x)|p < ∞} , 1 ≤ p < ∞
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Glava 2. Matrǐcne transformacije i matrični domeni

ℓ∞(∆λ
u) = {x ∈ ω| sup

n
|Λ̂n(x)| < ∞}

gde je

Λ̂n(x) =
1

λn

n∑

k=0

(λk − λk−1)uk(xk − xk−1) , k ∈ N.

Ovi prostori, zapravo, jesu matrični domeni trougaone matrice

Λ̂ = (λ̂nk)∞
n,k=0 date sa

λ̂nk =






(λk − λk−1)uk − (λk+1 − λk)uk+1

λn
, k < n ,

λn − λn−1

λn
· un, k = n ,

0, k > n ,

(2.11)

gden = 0, 1, ..., odnosno:

ℓp(∆λ
u) = (ℓp)Λ̂ , 1 ≤ p ≤ ∞. (2.12)

Sa druge strane, označimo saNr Risovu (Riesz) matricuNr = (ank)∞
n,k=0

definisanu sa

ank =





rk

Rn
, (0 ≤ k ≤ n)

0 , k > n n = 0, 1, 2, ....

gde jeRn =
∑n

k=0 rk . Ako uzmemo sledéce:

r0 = λ0,

rk = λk − λk−1 za svakok > 0,

dobícemo

Rn =
n∑

k=0

rk = λn.

Ukoliko sa D(u) oznǎcimo dijagonalnu matricu sa nizomu = (uk)∞
k=0 na
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2.2. Svojstva prostoraℓp(∆λ
u), (1 ≤ p ≤ ∞) i matrične transformacije na njemu

dijagonali tj.dnn = un, možemo videti da je

Λ̂ = Nr · D(u) · ∆.

Dakle, matricaΛ̂, koriš́cena u [11] i u ovom radu, može biti definisana i

kao proizvod tri dobro poznate trougaone matrice zasebno izučavane u mnogim

radovima.

Teorema 2.10.Prostorℓp(∆λ
u) je BK prostor sa normom

‖x‖ℓp(∆λ
u) = ‖Λ̂(x)‖ℓp

.

Dokaz: Direktna posledica (2.12) i Teoreme 2.2.

Kako svaka trougaona matrica ima jedinstvenu inverznu trougaonu matricu,

nadjimo inverz naše matricêΛ, koji ćemo oznǎciti uobičajeno saS = (snk)∞
n,k=0

.

Imamo sledéce:

yn = Λ̂n(x) =
1

λn

n∑

k=0

(λk − λk−1)uk(xk − xk−1) , k ∈ N

λnyn−λn−1yn−1 =
n∑

k=0

(λk−λk−1)uk(xk−xk−1)−
n−1∑

k=0

(λk−λk−1)uk(xk−xk−1) =

= (λn − λn−1)un(xn − xn−1)

Odavde dobijamo da je:

xn − xn−1 =
λnyn − λn−1yn−1

(λn − λn−1)un
, odnosnoxk − xk−1 =

λkyk − λk−1yk−1

(λk − λk−1)uk
.

Imamo, dakle, da je

xn =
n∑

k=0

(xk − xk−1) =
n∑

k=0

λkyk − λk−1yk−1

(λk − λk−1)uk

=
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Glava 2. Matrǐcne transformacije i matrični domeni

=
n∑

k=0

λkyk

(λk − λk−1)uk
−

n∑

k=1

λk−1yk−1

(λk − λk−1)uk
=

=
n−1∑

k=0

λkyk

(λk − λk−1)uk
+

λnyn

(λn − λn−1)un
−

n−1∑

k=0

λkyk

(λk+1 − λk)uk+1
=

=
n−1∑

k=0

λk(
1

(λk − λk−1)uk
−

1

(λk+1 − λk)uk+1
)yk +

λnyn

(λn − λn−1)un
.

Elementi sa negativnim indeksom biće nule, tj.λ−1 = 0, x−1 = 0.

Polazéci ody = Λ̂x, zapravo, dobijamo sledeće:

xn =
∞∑

k=0

snkyk

pri čemu je:

snk =






λk

(
1

(λk − λk−1)uk
−

1

(λk+1 − λk)uk+1

)
, 0 ≤ k ≤ n − 1

λn

(λn − λn−1)un

, k = n

0 , k > n

(2.13)

Kao što nam je poznato, prostoriℓp, 1 ≤ p < ∞, suAK prostori i svi imaju

niz
(
e(n)

)∞

n=0
kao Šauderovu bazu. Primenjujući Teoremu 2.4, imamo da je niz

(
c(n)

)∞

n=0
=
(
Se(n)

)∞

n=0
baza zaℓp(∆λ

u) prostor, odnosno, u razvijenom obliku

dobijamo sledéci oblik baze za svakon ∈ N :

c
(n)
k =






0 , 0 ≤ k ≤ n − 1
λn

(λn − λn−1)un
, k = n

λn

(
1

(λn − λn−1)un

−
1

(λn+1 − λn)un+1

)
, k > n

(2.14)

Definišimo sve napred razmatrano kroz narednu teoremu.

Teorema 2.11.Prostor nizovaℓp(∆λ
u), 1 ≤ p < ∞, ima Šauderovu bazu
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(c(n))∞
n=0 i svaki nizx = (xn)∞

n=0 ∈ ℓp(∆
λ
u) ima jedinstvenu reprezentaciju

x =
∞∑

n=0

(
Λ̂n(x)

)
c(n).

Predjimo sada na proces nalaženjaβ-duala našeg prethodno definisanog

prostora ℓp(∆λ
u), za 1 ≤ p ≤ ∞. Na osnovu predstavljanja prostora

ℓp(∆
λ
u) = (ℓp)Λ̂ i primenom Teoreme 2.6 dobićemo željeneβ-duale.

Napomenimo dácemo u toku izvodjenja uslova koristiti oznake iz pomenute

teoreme. Stoga, za početak imamo sledéce:

a ∈ ℓp(∆λ
u)β ako i samo akoa ∈

(
(lp)β

)

R
i W (a) ∈ (lp, c0), 1 ≤ p ≤ ∞.

Zbog oblikaβ-duala za prostoreℓp, 1 ≤ p ≤ ∞, razlikovácemo tri slǔcaja:

kada je1 < p < ∞, kada jep = 1 i p = ∞.

Najprećemo izrǎcunatiRa = (Rka)∞
k=0.

Rka =
∞∑

j=0

rkjaj =
∞∑

j=k

sjkaj =

=
λk

(λk − λk−1)uk
+
( λk

(λk − λk−1)uk
−

λk

(λk+1 − λk)uk+1

)
·

∞∑

j=k+1

aj =

= λk

[ ak

(λk − λk−1)uk
+
( 1

(λk − λk−1)uk
−

1

(λk+1 − λk)uk+1

)
·

∞∑

j=k+1

aj

]

Za ovako dobijenoRa uslov a ∈
(
(ℓp)

β
)

R
, ekvivalentan saRa ∈ (ℓp)β,

postaje:

1) a ∈
(
(ℓp)β

)

R
za1 < p < ∞ ako i samo akoRa ∈ (ℓp)β = ℓq , q =

p/(p − 1)

tj.
∞∑

k=0

|Rka|q < ∞, q = p/(p − 1) ; (2.15)

2) a ∈
(
(ℓ1)β

)

R
ako i samo akoRa ∈ (ℓ1)β = ℓ∞
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tj. sup
k

|Rka| < ∞ ; (2.16)

3) a ∈
(
(ℓ∞)β

)

R
ako i samo akoRa ∈ (ℓ∞)β = ℓ1

tj.
∞∑

k=0

|Rka| < ∞ . (2.17)

Primenjujúci rezultate iz prve glave, tj karakterizacije matričnih

transformacija(ℓp, c0), za 1 ≤ p ≤ ∞, dobícemo sledéce uslove za matricu

W (a):

(i) W (a) ∈ (ℓp, c0), 1 < p < ∞, ako i samo akosupm

∑∞
k=0 |w

(a)
mk|q < ∞,

q = p/(p − 1) i limm→∞ wmk za svakok, pri čemu je

∞∑

k=0

|w
(a)
mk|q =

∞∑

k=0

∣∣∣
∞∑

j=m

ajsjk

∣∣∣
q

=
m∑

k=0

∣∣∣
∞∑

j=m

ajsjk

∣∣∣
q

=

=
m−1∑

k=0

∣∣∣
∞∑

j=m

ajsjk

∣∣∣
q

+
∣∣∣

∞∑

j=m

ajsjm

∣∣∣
q

=

=
m−1∑

k=0

|
∞∑

j=m

λk

( 1

(λk − λk−1)uk
−

1

(λk+1 − λk)uk+1

)
aj |

q+

∣∣∣
λmam

(λm − λm−1)um

+
( λm

(λm − λm−1)um

−
λm

(λm+1 − λm)um+1

) ∞∑

j=m+1

aj

∣∣∣
q

Uslov supm

∑∞
k=0 |w

(a)
mk|q < ∞ postaje:

sup
m

[m−1∑

k=0

(∣∣∣
λk

(λk − λk−1)uk
−

λk

(λk+1 − λk)uk+1

∣∣∣
q

·
∞∑

j=m

|aj |
q
)
+

+
∣∣∣

λmam

(λm − λm−1)um
+
( λm

(λm − λm−1)um
−

λm

(λm+1 − λm)um+1

)
·

∞∑

j=m+1

aj

∣∣∣
q]

< ∞

(2.18)

(ii) W (a) ∈ (ℓ1, c0) ako i samo akosupm,k |w
(a)
mk| < ∞ i limm→∞ w

(a)
mk = 0 za

svakok
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u), (1 ≤ p ≤ ∞) i matrične transformacije na njemu

• zak < m imamo

sup
m,k<m

∣∣∣w(a)
mk

∣∣∣ = sup
m,k<m

∣∣∣
∞∑

j=m

ajsjk

∣∣∣

=
∣∣∣
( λk

(λk − λk−1)uk
−

λk

(λk+1 − λk)uk+1

)
·

∞∑

j=m

aj

∣∣∣ < ∞

• zak = m imamo

sup
m

∣∣∣w(a)
mm

∣∣∣ =
∣∣∣

amλm

(λm − λm−1)um

+
( λm

(λm−λm−1)um
−

λm

(λm+1−λm)um+1

) ∞∑

j=m+1

aj

∣∣∣<∞

(2.19)

(iii) W (a) ∈ (ℓ∞, c0) ako i samo ako
∑∞

k=0 |w
(a)
mk| konvergira uniformno pom i

limm→∞ w
(a)
mk = 0 za svakok

Možemo primetiti da, kako redRka =
∑∞

j=k ajsjk konvergira za svakok,

dobijamo da je

lim
m→∞

w
(a)
mk = lim

m→∞

∞∑

j=m

ajsjk = 0 ,

pa je uslovlimm→∞ w
(a)
mk = 0 suvišan u definicijiβ-duala za naše prostore.

Najzad imamo rezultate za sve pomenute slučajeve date kroz sledeću

teoremu.

Teorema 2.12.

1. a ∈ ℓp(∆
λ
u)β ako i samo ako važe uslovi (2.15) i (2.18).

2. a ∈ ℓ1(∆
λ
u)β ako i samo ako važe uslovi(2.16) i (2.19).

3. a ∈ ℓ∞(∆λ
u)β ako i samo ako
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∞∑

k=0

|w
(a)
mk| =

∞∑

k=0

∣∣∣
λk

(λk − λk−1)uk
−

λk

(λk+1 − λk)uk+1

∣∣∣ ·
∞∑

j=m

|aj |+

+
∣∣∣

λmam

(λm − λm−1)um
+
( λm

(λm − λm−1)um
−

λm

(λm+1 − λm)um+1

)
·

∞∑

j=m+1

aj

∣∣∣

uniformno konvergira pom (2.20)

i ispunjen je uslov (2.17).

Sadaćemo posmatrati klase matričnih transformacija oblika(ℓp(∆
λ
u), Y ),

1 ≤ p ≤ ∞, gde jeY neki od klasǐcnih prostora nizova. Sve ovo nam je priprema

za narednu glavu gdécemo dati karakterizaciju odgovarajućih klasa kompaktnih

operatora.

Za pomenuti zadatak primenjivaćemo Teoremu 2.7 i Napomenu 3. Pre nego

što damo konǎcne rezultate, prokomentarisaćemo i dokazati sve uslove, štoće

nam poslužiti ujedno kao i dokaz. Uzimajući zaY odgovarajúci finalni prostor,

imamo sledéce:

A ∈ (ℓp(∆λ
u), Y ) ako i samo akôA ∈ (ℓp, Y ) i W (An) ∈ (ℓp, c0) , 1 ≤ p ≤ ∞.

Dakle, bíce nam potrebne karakterizacije matričnih transformacija izmedju

klasǐcnih prostora nizova iz prve glave, primenjene na matriceÂ i W (An). Pre

nego pǒcnemo sa sredjivanjem uslova, primetimo da jeÂ = (ânk)∞
n,k=0 pri čemu

sučlanovi matrice dati sa

ânk = RkAn =λk(
ank

(λk − λk−1)uk

+

(
1

(λk − λk−1)uk
−

1

(λk+1 − λk)uk+1
)

∞∑

j=k+1

anj) (2.21)
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Tako, primenom uslova (1.1) nâA imamo

sup
n

∞∑

k=0

|ânk| < ∞

odnosno

sup
n

∞∑

k=0

∣∣∣λk

( ank

(λk − λk−1)uk
+

+
( 1

(λk − λk−1)uk
−

1

(λk+1 − λk)uk+1

) ∞∑

j=k+1

anj

)∣∣∣ < ∞ (2.22)

Uslov (1.2) postaje u našem slučaju uslov

sup
n,k

|ânk| < ∞

odnosno

sup
n,k

∣∣∣λk

( ank

(λk − λk−1)uk
+

+
( 1

(λk − λk−1)uk
−

1

(λk+1 − λk)uk+1

) ∞∑

j=k+1

anj

)∣∣∣ < ∞, (2.23)

dok se transformacijom uslova (1.3) dobija novi uslov

sup
n

∞∑

k=0

|ânk|q < ∞ , 1 < p < ∞ , q =
p

p − 1

tj.

sup
n

∞∑

n=0

∣∣∣λk

( ank

(λk − λk−1)uk
+

+
( 1

(λk − λk−1)uk

−
1

(λk+1 − λk)uk+1

) ∞∑

j=k+1

anj

)∣∣∣
q

< ∞ (2.24)

33



Glava 2. Matrǐcne transformacije i matrični domeni

Uslovi (1.5) i (1.7) se redom transformišu u našem slučaju u sledéce:

lim
n→∞

ânk = 0

tj.

lim
n→∞

(
λk

( ank

(λk − λk−1)uk
+

+
( 1

(λk − λk−1)uk
−

1

(λk+1 − λk)uk+1

) ∞∑

j=k+1

anj

))
= 0 (2.25)

i

lim
n→∞

ânk = αk , za svakok

tj.

lim
n→∞

(
λk

( ank

(λk − λk−1)uk
+

+
( 1

(λk − λk−1)uk
−

1

(λk+1 − λk)uk+1

) ∞∑

j=k+1

anj

))
= αk , za svakok .

(2.26)

Uslov (i) iz Šurove teoreme primenjen na našu matricuÂ nam daje da

∞∑

k=0

∣∣∣λk

( ank

(λk − λk−1)uk

+

+
( 1

(λk − λk−1)uk

−
1

(λk+1 − λk)uk+1

) ∞∑

j=k+1

anj

)∣∣∣ uniformno konvergira po n.

(2.27)

ZaK ∈ F uslov (1.11) postaje

sup
K∈N0

∞∑

n=0

|
∑

k∈K

ânk|q < ∞ , 1 < p < ∞ , q =
p

p − 1
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tj.

sup
K∈N0

∞∑

n=0

∣∣∣λk

( ank

(λk − λk−1)uk
+

+
( 1

(λk − λk−1)uk

−
1

(λk+1 − λk)uk+1

) ∞∑

j=k+1

anj

)∣∣∣ < ∞ . (2.28)

Transformisani uslov (1.6) je

lim
n→∞

∞∑

k=0

ânk = αk , za svakok

tj.

lim
n→∞

∞∑

k=0

(
λk

( ank

(λk − λk−1)uk

+

+
( 1

(λk − λk−1)uk
−

1

(λk+1 − λk)uk+1

) ∞∑

j=k+1

anj

))
= αk za svakok .

(2.29)

a uslov (1.12) prelazi u

sup
k

∞∑

n=0

∣∣∣λk

( ank

(λk − λk−1)uk

+

+
( 1

(λk − λk−1)uk
−

1

(λk+1 − λk)uk+1

) ∞∑

j=k+1

anj

)∣∣∣
q

< ∞ (2.30)

Uslov (1.13) primenjen nâA je

sup
k

∞∑

n=0

∣∣∣λk

( ank

(λk − λk−1)uk
+

+
( 1

(λk − λk−1)uk
−

1

(λk+1 − λk)uk+1

) ∞∑

j=k+1

anj

)∣∣∣ < ∞ . (2.31)
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ZaK ∈ F uslovi (1.14) i (1.15) transformišu se redom u:

sup
K∈N0

∞∑

k=0

∣∣∣
∑

n∈K

λk

( ank

(λk − λk−1)uk
+

+
( 1

(λk − λk−1)uk

−
1

(λk+1 − λk)uk+1

) ∞∑

j=k+1

anj

)∣∣∣ < ∞ (2.32)

i

sup
K∈N0

∞∑

k=0

∣∣∣
∑

n∈K

λk

( ank

(λk − λk−1)uk

+

+
( 1

(λk − λk−1)uk
−

1

(λk+1 − λk)uk+1

) ∞∑

j=k+1

anj

)∣∣∣ < ∞ . (2.33)

Na ovaj nǎcin "popisališmo sve uslove potrebne za karakterizaciju

beskonǎcne matriceÂ iz odredjene klase oblika(ℓp, Y ), za odgovarajúce

Y ∈ {c, c0, ℓ∞, ℓr}, 1 ≤ r ≤ ∞.

Predjimo sada na matricuW (An) za koju se zahteva da je iz klase(ℓp, c0) za

odgovarajúce p. Imajući u vidu pomenute matrične transformacije izmedju

klasǐcnih prostora nizova i njihove karakterizacije, primenom na matricuW (An)

bilo da se radi op = 1 , p = ∞ ili 1 < p < ∞, uvek je jedan od zahtevanih

uslovalimm→∞ w
(An)
mk = 0 za svakok. Kao i kodβ-duala, ovaj uslov se u našim

razmatranjima može izostaviti imajući u vidu činjenicu da je redRkAn

konvergentan. Stoga, naše razmatranje ide u sledećem pravcu:

a) U slǔcaju kad je1 < p < ∞ imaćemo

W (An) ∈ (lp, c0) , (1 < p < ∞ , q =
p

p − 1
)

ako i samo ako je ispunjeno:

sup
m

[m−1∑

k=0

(∣∣∣
λk

(λk − λk−1)uk
−

λk

(λk+1 − λk)uk+1

∣∣∣
q

∞∑

j=m

|anj|
q
)

+
∣∣∣

λmanm

(λm − λm−1)um
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+
( λm

(λm − λm−1)um
−

λm

(λm+1 − λm)um+1

) ∞∑

j=m+1

anj

∣∣∣
q]

< ∞; (2.34)

b) Zap = 1 imamo

W (An) ∈ (l1, c0)

ako i samo ako važi sledeće:

sup
m,k<m

λk

∣∣∣
1

(λk − λk−1)uk
−

1

(λk+1 − λk)uk+1

∣∣∣ ·
∣∣∣

∞∑

j=m

anj

∣∣∣ < ∞

i

sup
m

λm

∣∣∣
anm

(λm − λm−1)um

+
( 1

(λm − λm−1)um
−

1

(λm+1 − λm)um+1

) ∞∑

j=m+1

anj

∣∣∣ < ∞ . (2.35)

c) Zap = ∞ imamo

W (An) ∈ (l∞, c0)

ako i samo ako važi:

m−1∑

k=0

∣∣∣
λk

(λk − λk−1)uk
−

λk

(λk+1 − λk)uk+1

∣∣∣
∞∑

j=m

|anj|+

+
∣∣∣

λmanm

(λm − λm−1)um
+
( λm

(λm − λm−1)um
−

λm

(λm+1 − λm)um+1

) ∞∑

j=m+1

anj

∣∣∣

uniformno konvergira pon. (2.36)

Na osnovu svega izloženog dobijamo sledeće rezultate koji se odnose na

karakterizaciju klase(ℓp(∆λ
u), Y ), (1 ≤ p ≤ ∞).
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Teorema 2.13.Neka jeA = (ank)∞
n,k=0. Tada:

1)A∈(ℓp(∆λ
u), ℓ∞) ako i samo ako važi






(2.22), (2.26) i (2.35) (p = 1)

(2.22) i (2.36) (p = ∞)

(2.24) i (2.34) (p ∈(1,∞))

2)A∈(ℓp(∆λ
u), c0)ako i samo ako važi






(2.23), (2.25) i (2.35) (p = 1)

(2.25), (2.27) i (2.36) (p = ∞)

(2.24), (2.25) i (2.34) (p ∈(1,∞))

3)A∈ (ℓp(∆λ
u), c)ako i samo ako važi






(2.26), (2.29) i (2.35) (p = 1)

(2.27), (2.29) i (2.36) (p = ∞)

(2.24), (2.26) i (2.34) (p∈ (1,∞))

4)A∈ (ℓp(∆λ
u), ℓ1) ako i samo ako važi






(2.31) i (2.35) (p = 1)

(2.33) i (2.36) (p = ∞)

(2.32) i (2.34) (p∈(1,∞))

5)A∈(ℓp(∆λ
u),ℓr) (r ∈(1,∞))ako i samo ako važi






(2.30) i (2.35) (p = 1)

(2.28) i (2.36) (p = ∞)

nepoznato (p ∈(1,∞))

Matri čni domeni matrice ∆ u klasičnim prostorima

nizovac , c0 i ℓ∞

U ovoj sekciji definisácemo nove prostore nizovac(∆), c0(∆) i ℓ∞(∆)

koji predstavljaju zapravo matrični domen matrice∆, definisane u (2.1) u

klasǐcnim prostorima nizovac, c0 i ℓ∞, redom. Medjutim, umesto oznakeX∆ za

X ∈ {c, c0, ℓ∞}, koristićemoX(∆), te ćemo tako imati prostorec(∆), c0(∆) i

ℓ∞(∆). Rezultati iz ove sekcije su deo rada [33]. Ostatak rezultata bíce

prezentovan delom u narednoj sekciji a delom u narednoj glavi koja ima ključnu
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ulogu u našem celokupnom radu.

Pomenimo da matrica∆ definiše operator razlike prvog reda. Kao što smo

već ranije videli, ovo je trougaona matrica sa inverznom trougaonom matricom

Σ, definisanom u (2.2). Naši prostori definisani su na sledeći nǎcin:

c0(∆) = { x ∈ ω | ∆x ∈ c0 } = {x ∈ ω | lim
n→∞

∆nx = 0};

c(∆) = { x ∈ ω | ∆x ∈ c } = {x ∈ ω | lim
n→∞

∆nx = ξ za nekoξ ∈ C};

ℓ∞(∆) = { x ∈ ω | ∆x ∈ ℓ∞ } = {x ∈ ω | sup
n

|∆nx| < ∞}.

Teorema 2.14. Prostori c(∆), c0(∆) i ℓ∞(∆) su BK prostori sa normom

definisanom na sledeći način:

‖x‖∆ = ‖∆x‖

odnosno, za svakox ∈ X(∆), gde jeX ∈ {c0, c, ℓ∞} važi:

‖x‖ = sup
n

|∆nx| = sup
n

|xn − xn−1|.

Dokaz: Direktna posledica Teoreme 2.2 i norme definisane na prostorima

c0, c, ℓ∞.

Napomena 4.Prostori c(∆) i c0(∆) imaju Šauderove baze koje se mogu lako

dobiti primenom Teoreme 2.4 i to zac0(∆) deo poda) a za c(∆) deo podc)

uzimajućiT = ∆ i S = Σ. Prostorℓ∞(∆) nema Šauderovu bazu.

Dalje ćemo odreditiβ-duale za definisane prostore. Kao što smo i napred

koristili, i ovdećemo saR oznǎciti transponovanu matricu matriceS = Σ.

Uvedimo još jednu oznaku kojúcemo koristiti tokom dokaza. Za nizx =

(xk)∞
k=1 ∈ X, m-ta sekcija nizax, u oznaci,x[m], definiše se na sledeći nǎcin:

x[m] =
∑m

k=1 xke(k).

Teorema 2.15.Neka jen = (n)∞
n=1. Tada imamo sledeće:
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Glava 2. Matrǐcne transformacije i matrični domeni

a) a ∈ (c0(∆))β ako i samo ako je

Ra ∈ ℓ1 i Ra ∈ n
−1 ∗ ℓ∞ ; (2.37)

b) a ∈ (ℓ∞(∆))β ako i samo ako je

Ra ∈ ℓ1 i Ra ∈ n
−1 ∗ c0 ; (2.38)

Važi i da je(c(∆))β = (ℓ∞(∆))β.

c) Ako jea ∈ (X(∆))β, gde jeX bilo koji od prostorac0, c ili ℓ∞, imamo da je

∞∑

k=1

akxk =
∞∑

k=1

(Rka)(∆kx) za svakox ∈ X . (2.39)

Dokaz: a) i b) Uzimajúci da jeT = ∆ a odgovarajúca inverzna matricaS = Σ,

primenom [36, Theorem 3.2, Remark 3.3(a)] zaX = c0 ili X = ℓ∞ u delovima

a) i b) dobijamoa ∈ (X(∆))β ako i samo ako jeRa ∈ Xβ = ℓ1, što je zapravo

prvi uslov iz (2.37) i (2.38), iW ∈ (X, c0), pri čemu jeW matrica sa redovima

Wm = Rma · e[m] zam = 1, 2, .... Za karakterizaciju klase(X, c0) koristićemo

rezultate iz prve glave (Teorema 1.8 (g) i Napomena 1), pa tako imamo: W ∈

(c0, c0) ako i samo ako

sup
m

∞∑

k=1

|wmk| = sup
m

(m|Rma|) < ∞ ,

što predstavlja drugi uslov u (2.37) , i

lim
m→∞

wmk = lim
m→∞

Rma = 0

Poslednji uslov je nepotreban imajući u vidu konvergenciju redaRma.
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2.3. Matrǐcni domeni matrice∆ u klasǐcnim prostorima nizovac , c0 i ℓ∞

Dalje imamo da jeW ∈ (ℓ∞, c0) ako i samo ako je ispunjen uslov

lim
m→∞

∞∑

k=1

|wmk| = lim
m→∞

m|Rma| = 0

što je zapravo drugi uslov u (2.38).

Ostalo je da pokažemo da važi i(c(∆))β = (ℓ∞(∆))β.

Znamo da jec(∆) ⊂ ℓ∞(∆) a odatle, na osnovu osobinaβ-duala sledi da je

(ℓ∞(∆))β ⊂ (c(∆))β. Ostaje da se pokaže i obrnuta inkluzija. Pretpostavimo da

je a ∈ (c(∆))β. Kako je(c(∆))β ⊂ (c0(∆))β, to imamo ispunjen prvi uslov u

(2.38). Pošton ∈ c(∆) i a ∈ (c(∆))β, to sledi konvergencija reda
∑∞

k=1 kak. Na

osnovu [35, Corollary 3.16] dobijamo da je onda ispunjen drugi uslov u (2.38)

čime smo dokazali da jea ∈ (ℓ(∆))β. Dakle, važi(c(∆))β = (ℓ∞(∆))β.

c) Na osnovu [36, Theorem 3.2(3.4), Remark 3.3(a)] tvrdjenje važi zaX = c0

i za X = ℓ∞, a kako smo pokazali da suβ-duali za prostorec(∆) i ℓ∞(∆) isti,

važi i u slǔcaju da jeX = c.

Na kraju ove sekcije dácemo karakterizaciju matričnih preslikavanja gde je

početni prostor naš novodefinisani prostorc(∆), c0(∆) ili ℓ∞(∆) a finalni

prostor jeℓ∞. Naravno, mogúce je dati karakterizacije i za druge slučajeve

finalnog prostora. Postupak bi se sveo na primenu karakterizacija matrǐcnih

preslikavanja izmedju klasičnih prostora nizova (obradjeno u prvoj glavi) kao i

primenu rezultata o matričnim transformacijama na matričnim domenima

(obradjeno u prvoj sekciji ove glave). Medjutim, ovdećemo se zadržati na

pomenutim klasama matričnih transformacija koje dalje definišu odgovarajuće

pridružene matrǐcne operatore a ovi dalje mogu biti dodatno ispitivani, štoće i

biti slučaj u narednoj glavi, a sve sa ciljem nalaženja uslova za njihovu

kompaktnost. Finalni prostorY = ℓ∞ je kod ove problematike specijalno

interesantan štóce biti i pokazano u narednoj glavi.

Teorema 2.16.a) A ∈ (c0(∆), ℓ∞) ako i samo ako je

sup
n

‖Ân‖1 < ∞ gde je Ân = RAn =
( ∞∑

j=k

anj

)∞

k=1
(2.40)
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i

sup
m

|mRmAn| < ∞ za svakon ; (2.41)

b) A ∈ (ℓ∞(∆), ℓ∞) ako i samo ako važi (2.40) i ispunjeno je

lim
m→∞

mRmAn = 0 za svakon ; (2.42)

Važi još i sledeće:(c(∆), ℓ∞) = (ℓ∞(∆), ℓ∞).

c) Ako jeA ∈ (X(∆), ℓ∞), tada imamo da je

Ax = Â(∆x) za svakox ∈ X(∆) (2.43)

i

‖LA‖ = ‖LÂ‖ (2.44)

gde jeÂ ∈ (X, ℓ∞).

Dokaz: Sva tvrdjenja zaX = c0 i X = ℓ∞, definisana ua) i b) su direktna

posledica [36, Theorem 3.4, Remark 3.5(a), Theorem 3.6 ] kaoi činjenice da je

(ℓ∞, ℓ∞) = (c0, ℓ∞). Ostaje da dokažemo da jec(∆) = ℓ∞(∆).

Kako nam za ove prostore važe inkluzijec0(∆) ⊂ c(∆) ⊂ ℓ∞(∆), to je jasno da

važi i (ℓ∞(∆), ℓ∞) ⊂ (c(∆), ℓ∞). Potrebno je dokazati i obrnutu inkluziju.

Predpostavimo zato da je da jeA ∈ (c(∆), ℓ∞). Odatle proizilazi da je i

A ∈ (c0(∆), ℓ∞), pa važi uslov (2.40). Takodje, iz pretpostavke da je

A ∈ (c(∆), ℓ∞) , jasno sledi da važiAn ∈ c(∆)β za svakon. Kako smo u

prethodnoj teoremi pokazali, ispunjeno je(ℓ∞(∆))β = (c(∆))β pa odatle uslov

(2.42) sledi iz drugog uslova u (2.38). Kako imamo da važe uslovi (2.40) i

(2.42), to sledi da jeA ∈ (ℓ∞(∆), ℓ∞), pa smo time pokazali da

(c(∆), ℓ∞) ⊂ (ℓ∞(∆), ℓ∞) što je i bio naš cilj.

Jednakost u (2.44) je posledica jednakosti u (2.43) ičinjenice da su

odgovarajúce BK norme na prostorimac0(∆) i c(∆) iste. Dalje, (2.44) zac0(∆)

sledi iz [36, Theorem 3.6] a za prostorℓ∞(∆) iz [36, Remark 3.5] (koja takodje
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daje i (2.43) za prostorℓ∞(∆)) i iz definicije normi za operatoreLA i LÂ.

Najzad, iz (2.39) sledi uslov (2.43) zac(∆).

Uslov (2.44) je posledica definicije normi operatoraLA i LÂ.

Oznǎcimo najpre saBX jediničnu sferu uX, tj. BX = {x ∈ X | ‖x‖ = 1}.

Imamo sledéce:

‖LA‖ = sup
z∈Bc(∆)

‖LAz‖ℓ∞
= sup

z∈Bc(∆)

‖LÂ(∆z)‖ℓ∞
=

= sup
∆z∈Bc

‖LÂ(∆z)‖ℓ∞
= sup

y∈Bc

‖LÂy‖ℓ∞
= ‖LÂ‖.

Ovim je završen dokaz.

Klase matričnih transformacija u kojima je finalni

prostor jedan od w∞, [c]∞ i v∞

Kao što smo véc i ranije pomenuli, mnogi izǔcavani prostori nizova

dobijeni su kao matrični domeni, odnosno potiču iz teorije sumabilnosti, bilo

obične, jake ili apsolutne. Predmet našeg izučavanja jesu metodi sumabilnosti

definisani beskonǎcnim matricama. Tako, zavisno od izgleda matrice, imamo

Hausdorfovu (Hausdorff), Norlandovu (Nörlund), Ojlerovu(Euler), Holderovu

(Hölder), Cesarovu (Cesaro). Za šire izučavanje teorije sumabilnostiće se dalje

koristiti [16, 27, 48] a mićemo se u okviru ove sekcije zadržati na Cesarovom

metodu reda 1, definisanim beskonačnom Cesarovom matricomC1 čiji su

elementi:

(C1)nk =





1
n+1

, 0 ≤ k ≤ n

0 , k > n
(2.45)

za,n = 0, 1, ....

Uobičajena oznaka za niz dobijen ovakvom transformacijom je

σ(x) = (σn(x))∞
n=0 pri čemu jeσn(x) = 1

n+1

∑n
k=0 xk.
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Glava 2. Matrǐcne transformacije i matrični domeni

Neka jeX ⊂ ω i B nenegativna matricaB = (bnk)∞
n,k=0. Tada sa

X[B] = {x ∈ ω | B|x| = (Bn|x|)∞
n=0 ∈ X}

oznǎcavamo jaki matrǐcni domen matriceB u X (engl. strong matrix domain),

pri čemu je|x| = (|xk|)∞
k=0.

Neka je dalje0 < p < ∞. Za niz x = (xk)∞
k=0 kažemo da je jako

A-sumabilan sa indeksomp ka kompleksnom broju ℓ, ukoliko red
∑

k=0 ∞ank|xk − ℓ|p konvergira za svako n i važi

limn→∞
∑

k=0 ∞ank|xk − ℓ|p = 0, u oznacix → ℓ[A]p. Broj ℓ nazvácemo jaka

A-granica nizax = (xk)∞
k=0.

U [26] Maddox je definisao i izǔcavao sledéce prostore nizova:

wp
0 =

{
x ∈ ω | lim

n→∞

(
1

n

n∑

k=1

|xk|p
)

= 0

}
,

wp = {x ∈ ω | x − ξ · e ∈ wp
0 za neki kompleksan brojξ} ,

wp
∞ =

{
x ∈ ω | sup

n

(
1

n

n∑

k=1

|xk|p
)

< ∞

}
.

To su, redom, jako sumabilni ka nuli (engl. strongly summable to zero), jako

sumabilni (engl. strongly summable) i jako ograničeni (engl. strongly bounded)

prostori Cesarovim metodom sumabilnosti reda 1 i indeksap, za0 < p < ∞.

Ovdećemo se zadržati na indeksup = 1, pa tako dobijamo sledeće prostore

nizova:

w0 =

{
x ∈ ω | lim

n→∞

(
1

n

n∑

k=1

|xk|

)
= 0

}
,

w = {x ∈ ω | x − ξ · e ∈ w0 za neki kompleksni brojξ} ,

w∞ =

{
x ∈ ω | sup

n

(
1

n

n∑

k=1

|xk|

)
< ∞

}
,

odnosno:

w0 = (c0)[C1]
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w = {x ∈ ω : x − ξ · e ∈ w0 za neki kompleksni brojξ}

i

w∞ = (ℓ∞)[C1].

Dobili smo jakoC1 sumabilne i ograničene prostore nizova. Sledeći rezultati su

poznati i odnose se upravo na ove prostore nizova [26].

Tvrdjenje 2.17. (a) Za svakox ∈ w, jaka granicaξ za koju je

x − ξ · e ∈ w0 (2.46)

je jedinstvena.

(b) Skupoviw0, w andw∞ su BK prostori u odnosu na normu‖ · ‖ definisanu sa

‖x‖ = ‖σ(|x|)‖∞ = sup
n≥1

(
1

n

n∑

k=1

|xk|

)
;

w0 je AK prostor; svaki nizx = (xk)∞
k=0 ∈ w ima jedinstvenu reprezentaciju

x = ξ · e +
∞∑

k=0

(xk − ξ)e(k) (2.47)

gde jeξ jaka granica nizax; prostorw∞ nema Šauderovu bazu.

Tvrdjenje 2.18. [26] Označimo samaxν = max2ν≤k≤2ν+1−1 zaν = 0, 1, . . . , i

neka je

W = {a ∈ ω : ‖a‖W =
∞∑

ν=0

2ν max
ν

|ak| < ∞}.

Imamo sledeće:

(a) wβ
0 = wβ = wβ

∞ = W;

(b) ‖a‖∗
w∞

= ‖a‖W za svakoa ∈ wβ
∞;

(c) W je BK prostor sa osobinom AK i važiWβ = w∞ ([19, Theorem 2.1]).

Pre nego izložimo neke od rezultata objavljenih u [33], navedimo neke

poznate karakterizacije matričnih transformacija sa finalnim prostoromw, w0 ili

w∞.
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Glava 2. Matrǐcne transformacije i matrični domeni

Teorema 2.19.[31] Neka jeq = ∞ zap = 1, q = p/(p − 1) za1 < p < ∞ i

q = 1 zap = ∞.

Označimo sa

‖A‖(p,w∞) = sup
m

(
max
Nm

∥∥∥SNm

m (A)
∥∥∥

q

)

=






sup
m

(
max
Nm

(
sup

k

∣∣∣∣∣
1

m

∑
n∈Nm

ank

∣∣∣∣∣

))
(p = 1)

sup
m


max

Nm

(
∑∞

k=0

∣∣∣∣∣
1

m

∑
n∈Nm

ank

∣∣∣∣∣

q)1/q

 (1 < p ≤ ∞)

Potrebni i dovoljni uslovi da bi biloA ∈ (X, Y ) kada jeX ∈ {ℓp, ℓ∞, c0, c} i

Y ∈ {w0, w, w∞} dati su u narednoj tabeli:

From

To

ℓp

(1 ≤ p < ∞)
ℓ∞ c0 c

w∞ 1. ([34, Remark 1 (a)]) 2. ([34, Remark 1 (a)]) 2. 2.

w0 3. 4. 5. 6.

w 7. 8. 9. 10.

where

1. (1.1)∗ ‖A‖(p,w∞) < ∞

2. (2.1)∗ ‖A‖(∞,w∞) < ∞

3. (1.1)∗ i (3.1)∗, gde je(3.1)∗ lim
m→∞

(
1

m

m∑

n=1

|ank|

)
= 0 za svakok

4. (4.1)∗ lim
m→∞


max

Nm


 1

m

∞∑

k=0

∣∣∣∣∣∣

∑

n∈Nm

ank

∣∣∣∣∣∣




 = 0

5. (2.1)∗ i (3.1)∗
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6. (2.1)∗, (3.1)∗ i (6.1)∗, gde je(6.1)∗ lim
m→∞

(
1

m

m∑

n=1

∣∣∣∣∣

∞∑

k=0

ank

∣∣∣∣∣

)
= 0

7. (1.1)∗ i (7.1)∗ gde je

(7.1)∗





za svakok pri čemu jeαk ∈ C tako da važi

lim
m→∞

(
1

m

m∑
n=1

|ank − αk|
)

= 0

8. (7.1)∗, (8.2)∗ i (8.3)∗, gde je

(8.2)∗ (αk)∞
k=1 ∈ ℓ1 i An ∈ ℓ1 za svakon

(8.3)∗ lim
m→∞



max
Nm



 1

m

∞∑

k=0

∣∣∣∣∣∣

∑

n∈Nm

(ank − αk)

∣∣∣∣∣∣







 = 0

9. (2.1)∗ i (7.1)∗

10. (2.1)∗, (7.1)∗ i (10.1)∗ pri čemu je

(10.1)∗






lim
m→∞

(
1

m

m∑
n=1

|
∑∞

k=0 ank − α|
)

= 0

za nekoα ∈ C

Polazéci od gore uvedenih prostora, definisaćemo sada nove prostore nizova:

[c]∞ = n
−1 ∗ (w∞)∆ (2.48)

i

v∞ = (w∞)∆.

Sledéca teorema daje karakterizacije za klase matričnih transformacija iz

prostoraℓ1 u prostorew∞, v∞ i [c]∞ i predstavlja deo rada [33].

Teorema 2.20.Označimo sa
∑

µ sumu uzetu po svim indeksiman takvim da je

2µ ≤ n ≤ 2µ+1 − 1 . Važi sledeće:

a) A ∈ (ℓ1, w∞) ako i samo ako je

sup
µ,k

( 1

2µ

∑

µ

|ank|
)

< ∞ ; (2.49)
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b) A ∈ (ℓ1, v∞) ako i samo ako je

sup
µ,k

( 1

2µ

∑

µ

|ank − an−1,k|
)

< ∞ ; (2.50)

c) A ∈ (ℓ1, [c]∞) ako i samo ako je

sup
µ,k

( 1

2µ

∑

µ

|nank − (n − 1)an−1,k|
)

< ∞ . (2.51)

Dokaz:

a) Kako su prostoriX = ℓ1 i Z = W BK prostori sa AK svojstvom [32,

Proposition 2.4(b)], možemo primeniti [55, Theorem 8.3.9]uzimajúci pri tom

da jeY = Zβ = w∞. Tako dobijamo da jeA ∈ (ℓ1, w∞) ako i samo ako je

B = At ∈ (W, ℓ∞). Kako je prema [32, Proposition 2.4.(c)]

‖a‖∗
W = ‖a‖w∞

= sup
ν

( 1

2ν

∑

ν

|ak|
)

u Wβ

na osnovu [35, Theorem 1.23(b)] imamo sledeće: B ∈ (W, ℓ∞) ako i samo ako

je ispunjeno:

sup
n

‖Bn‖∗
W = sup

n,ν

( 1

2ν

∑

ν

|bnk|
)

= sup
n,ν

( 1

2ν

∑

ν

|akn|
)

= sup
µ,k

( 1

2µ

∑

µ

|ank|
)

< ∞ .

b) Na osnovu [35, Theorem 3.8(a)] imamo da jeA ∈ (ℓ1, v∞) ako i samo ako

matricaC = (cnk)∞
n,k=1 = ∆ · A ∈ (ℓ1, w∞). Kako jecnk = ank − an−1,k za

svakon i k, to je (2.50) neposredna posledica (2.49).

c) Oznǎcimo najpre saD(n) dijagonalnu matricu sa nizomn na glavnoj

dijagonali. Prema [35, Theorem 3.8(a)] imamo da jeA ∈ (ℓ1, [c]∞) ako i samo

ako je matricaD(n) · A ∈ (ℓ1, v∞). Jasno da uslov (2.51) dobijamo kao
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direktnu posledicu uslova (2.50).

Na kraju ove glave vratićemo se još jednom na rezultate iz prve glave koji su

veoma važni za celo naše istraživanje. Naime, radi se o Teoremi 1.3.

Ukoliko su X i Y FK prostori, tada svaka matricaA ∈ (X, Y ) definiše

linearni operatorLA ∈ B(X, Y ) tako da jeLA(x) = Ax za svakox ∈ X.

Medjutim, obrat uopšteno ne važi. samo u slučajevima kada je pǒcetni prostor

sa AK svojstvom, možemo tvrditi da jeB(X, Y ) ⊂ (X, Y ) tj. za svaki linearni

operatorL ∈ B(X, Y ) postoji A ∈ (X, Y ) tako da jeL(x) = Ax za svako

x ∈ X. Ovo upravo i jeste interesantan problem za istraživanje i udosadašnjoj

literaturi se može náci ne baš veliki broj "rešenih situacija", za proizvoljan FK

prostorX.

Prevedeno na naše prostore u ovoj sekciji, jasno da svaka matrica, na primer

A ∈ (ℓ1, v∞) ili A ∈ (c0, v∞) definiše ogranǐceni linearni operator

LA ∈ B(ℓ1, v∞), odnosnoLA ∈ B(c0, v∞) tako da jeLA(x) = Ax za svako

x ∈ X ∈ {c0, ℓ1} , kao i da važi obrnuto, za svaki linearni operator

L ∈ B(X, v∞), X ∈ {ℓ1, c0} postojiA ∈ (X, v∞), za odgovarajúceX tako da

je L(x) = Ax za svakox ∈ X.

Medjutim, postavlja se pitanje šta bi se desilo kada bismo započetni prostor

uzeli na primerX = c. Potrebno je utvrditi odnos izmedju matričnog operatora

LA pridruženog odgovarajućoj beskonǎcnoj matrici A ∈ (c, v∞) i uopštenog

ogranǐcenog linearnog operatoraL ∈ B(c, v∞). Sledéca teorema dáce odgovor

na ovaj problem.

Teorema 2.21.Imamo da jeL ∈ B(c, v∞) ako i samo ako postoji matricaA ∈

(c0, v∞) i niz b ∈ v∞ tako da je ispunjeno sledeće:

L(x) = b · lim
k→∞

xk + Ax za svakox ∈ c. (2.52)

Dokaz: Pretpostavimo da jeL ∈ B(c, v∞) i neka jeLn = Pn ◦ L zan = 1, 2, . . .

pri čemu jePn n-ta projekcija. Kako je prostorc BK prostor, to jeLn ∈ c∗

za svakon ∈ N, i na osnovu reprezentacije linearnih funkcionala izc∗ ([55,
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Example 6.4.5]) imamo sledeće:

Ln(x) = bn · lim
k→∞

xk +
∞∑

k=0

ankxk za svakox ∈ c, (2.53)

pri čemu je

bn = Ln(e) −
∞∑

k=0

Ln(e(k)) i ank = Ln(e(k)) za svakon i k, (2.54)

što daje (2.53). Takodje, jasno je da važi

‖Ln‖ = |bn| +
∞∑

k=0

|ank|. (2.55)

Ostaje da pokažemo još da jeb ∈ v∞.

Najprećemo póci od definicije prostorav∞, tj. v∞ = w∞(∆) i na sve ovo

primeniti rezultate iz [31]. Na osnovu toga može se zaključiti da je

(ℓ∞, v∞) = (c0, v∞) = (c, v∞)

ako i samo ako je ispunjen sledeći uslov

sup
m

(
max
Nm

∥∥∥SNm

m (∆A)
∥∥∥

1

)
< ∞ (2.56)

odnosno

sup
m


max

Nm




∞∑

k=1

∣∣∣∣∣∣
1

m

∑

Nm

(ank − an−1,k)

∣∣∣∣∣∣




 < ∞. (2.57)

Dalje, zae ∈ c imamo da jeL(e) ∈ v∞, odnosno∆L(e) ∈ w∞, pa je odavde

sup
m

σm (|∆(b + Ae)|) < ∞. (2.58)

Ukoliko sada stavimõb = ∆b, imamo sledéce:

σm(|b̃|) ≤ σm(|b̃ + ∆Ae|) + σm(|∆Ae|) ≤ σm(|b̃ + ∆Ae|) + 4 · ‖∆A‖(∞,w∞).
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Na osnovu Teoreme 2.19, imamo da je‖∆A‖(∞,w∞) < ∞ a na osnovu (2.58) je

σm(|b̃ + ∆Ae|) < ∞ pa jeb̃ ∈ w∞, odnosnob ∈ v∞.

Obrnuto, pretpostavimo da postoji matricaA ∈ (c0, v∞) i niz b ∈ v∞ tako da

je ispunjeno (2.58) i dokažimo da jeL ∈ B(c, v∞).

Podsetimo se najpre sledećeg:

A ∈ (c, v∞) ⇔ B = ∆A ∈ (c, w∞) i ‖LA‖ = ‖LB‖

i takodje [31]:

‖B‖(∞,w∞) ≤ ‖LB‖ ≤ 4 · ‖B‖(∞,w∞).

Pošto je‖L‖ = sup
‖x‖=1

‖L(x)‖v∞
, posmatrácemo najpre samo‖L(x)‖v∞

.

‖L(x)‖v∞
= sup

m

(
1

m

m∑

n=1

|(bn − bn−1) · ξ + Anx − An−1x|

)

≤ sup
m

(
1

m

m∑

n=1

|bn − bn−1|

)
· ‖x‖∞ + sup

m

(
1

m

m∑

n=1

|Anx − An−1x|

)

≤
(
‖b‖v∞

+ 4 · ‖B‖(∞,w∞)

)
· ‖x‖∞.

Odavde sledi da jeL ∈ B(c, v∞).
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Glava 3

Kompaktni operatori na prostorima

nizova i metode njihove

karakterizacije

Osnovni cilj u trécoj glavi je da odredimo uslove pod kojima bi operatori

definisani medju odredjenim prostorima nizova bili kompaktni. Medju

teoremama datim u uvodnom delu teze kao jedna od najvažnijihizdvaja se

teorema koja povezuje matrične i neprekidne operatore na FK prostorima, pa bi

ovo bio prirodni nastavak započete prǐce.

U našem radu, izdvojićemo dve glavne metode za odredjivanje

kompaktnosti operatora. Prva se bazira na fundamentalnom rezultatu

Goldenštajna, Goberga i Markusa (L. S. Golьdenxteĭn, I. C. Gohberg,

A. S. Markus) i odnosi se na primenu Hausdorfove mere nekompaktnosti.

Predstavlja jednu od najefikasnijih metoda, pa je u skorije vreme koriš́cena u

mnogim radovima npr. [29, 31, 38, 39, 41, 42]. Jedina "mana"je što u slǔcaju

kada drugi prostor nema Šauderovu bazu možemo dobiti samo dovoljne uslove.

Kako bi dali što kompletnije karakterizacije kompaktnih operatora u našem radu

primenícemo i drugi metod baziran na Sardžentovom rezultatu. Ta metoda nam

može rešiti pomenuti problem ali je do sada primenjivana u malom broju

radova. Ova glava sadrži originalne rezultate objavljene uradovima
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metode njihove karakterizacije

[10, 33, 46]. Neke novodobijene i iskazane teoreme u ovom delu se odnose

samo na matrične operatore, a neke i na uopštene ograničene linearne operatore

medju prostorima nizova.

Hausdorfova mera nekompaktnosti

Krenimo prvo sa definicijama osnovnih, potrebnih, pojmova kao i sa

tvrdjenjima kojaće biti koriš́cena u daljem radu a odnose se na kompaktnost

operatora i Hausdorfovu meru nekompaktnosti.

Ako sa(X, d) oznǎcimo metrǐcki prostor tadácemo za otvorenu kuglu i sferu

u X, sa centrom ux0 i poluprěcnikomr, koristiti uobǐcajene oznake:

B(x0, r) = {x ∈ X | d(x, x0) < r } - otvorena kugla

S(x, r) = {x ∈ X | d(x, x0) = r} - sfera .

Definicija 3.1. PodskupM metričkog prostoraX je kompaktan ako svaki niz

(xn)∞
n=0 iz M ima konvergentan podniz pri čemu granica tog podniza pripada

skupuM .

Definicija 3.2. PodskupM metričkog prostora(X, d) je relativno kompaktan

ako je zatvorenje skupaM , M̄ , kompaktan skup.

Definicija 3.3. PodskupQ metričkog prostora(X, d) je ograničen ako je njegov

dijametar,diam(Q) = sup{d(x, y) | x, y ∈ M}, konačan.

Definicija 3.4. Neka suM i S podskupovi metričkog prostora(X, d) i neka je

ǫ > 0. Tada za skupS kažemo da jeǫ-mreža skupaM ako jeM ⊂ ∪s∈SB(s, ǫ),

a ukoliko je skupS konačan, predstavljaće konačnuǫ-mrežu skupaM .

Definicija 3.5. SkupM je totalno ograničen ako za svakoǫ > 0 ima konačnu

ǫ-mrežu.

Prethodne definicije su se odnosile na kompaktnost skupa, a kako nas zanima

kompaktnost operatora, to dajemo i sledeću definiciju.
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Definicija 3.6. Neka suX i Y normirani prostori i L linearan operator iz

L(X, Y ). OperatorL je kompaktan ako jeL(Q) relativno kompaktan skup uY

za svaki ograničeni podskupQ iz X. Skup svih kompaktnih operatora saX u Y

označavamo saK(X, Y ).

Teorema 3.1. [49, Teorema 2.12.5 ] Neka suX i Y normirani prostori i

L ∈ L(X, Y ). OperatorL je kompaktan ako i samo ako niz(L(xn))∞
n=0 ima

konvergentan podniz za svaki ograničeni niz(xn)∞
n=0 iz X.

U našem radu koristićemo funkciju mere nekompaktnosti u cilju

odredjivanja odgovarajúcih klasa kompaktnih operatora. Postoji više vrsta mera

nekompaktnosti. Prva je uvedena još1930.-te godine, mera nekompaktnosti

Kuratowskog-α [25], ali je tek 1955. godine Darbo nastavio korišćenje te

funkcije [4]( Darbuova teorema o fiksnoj tački koja je tek sedamdesetih godina

postala primécena i poslužila za razvoj teorije povezane sa merama

nekompaktnosti). Godine1957-e, Goldenstajn, Goberg i Markus uvode

Hausdorfovu meru nekompaktnosti [12], potpuno nezavisno od rada

Kuratovskog, zatim sledi Istrǎtesky1972.godine sa svojom merom [17] itd. Za

detaljnije izǔcavanje mera nekompaktnosti može se koristiti

[1, 2, 14, 15, 49, 53, 54], doḱce se naš rad odnositi samo na Hausdorfovu meru

nekompaktnosti.

Definicija 3.7. Neka je(X, d) metrički prostor,Q ograničen podskup odX i

B(x, r) otvorena kugla uX. Tada je Hausdorfova mera nekompaktnosti skupa

Q, označena saχ(Q), definisana kao

χ(Q) = inf{ǫ > 0 | Q ⊂
n⋃

i=1

B(xi, ri), xi ∈ X, ri < ǫ (i = 1, . . . , n), n ∈ N}.

Iz ove definicije jasno se vidi opravdanost i drugog naziva zaovu meru tzv.

"loptasta mera", a kako se za centre lopti ne postavlja uslovda pripadaju skupu

Q možemo koristiti i ekvivalentnu definiciju

χ(Q) = inf{ ǫ > 0 | Q ima konǎcnu ǫ - mrežu uX }
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Naredni rezultati i još mnogo osobina mere nekompaktnosti se mogu náci u [49]

i [35].

Ako su Q, Q1 andQ2 ogranǐceni podskupovi metričkog prostora(X, d),

važíce

χ(Q) = 0 ako i samo akoQ totalno ogranǐcen skup,

χ(Q) = χ(Q),

Q1 ⊂ Q2 važíce da jeχ(Q1) ≤ χ(Q2),

χ(Q1 ∪ Q2) = max{χ(Q1), χ(Q2)}

i

χ(Q1 ∩ Q2) ≤ min{χ(Q1), χ(Q2)}.

Ako suQ, Q1 i Q2 ogranǐceni podskupovi normiranog prostoraX, tada imamo

χ(Q1 + Q2) ≤ χ(Q1) + χ(Q2),

χ(Q + x) = χ(Q) (x ∈ X)

i

χ(λQ) = |λ|χ(Q) za svakoλ ∈ C.

Pored razmatranja Hausdorfove mere nekompaktnosti skupova, možemo

odredjivati i Hausdorfovu meru nekompaktnosti operatora.

Neka suX i Y Banahovi prostori ik1 i k2 Hausdorfove mere nekompaktnosti

na X i Y , i nekaMX i MY predstvljaju klase svih ograničenih podskupova u

X i Y . Tada operatorL : X −→ Y zovemo(k1, k2)− ogranǐcenim ako je

L(Q) ∈ MY za svakoQ ∈ MX , i ukoliko postoji konstantaC > 0 takva da je

k2(L(Q)) ≤ C · k1(Q) za svakoQ ∈ MX

Ako je operatorL (k1, k2)− ogranǐcen, tada

‖L‖(k1,k2) = inf{C > 0 : k2(L(Q)) ≤ C · k1(Q) za svakoQ ∈ MX}
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zovemo(k1, k2)− mera nekompaktnosti operatoraL. Pisácemo‖L‖χ u slǔcaju

kada jek1 = k2 = χ i taj broj zovemo Hausdorfova mera nekompaktnosti

operatoraL [35, Definition 2.24].

U narednoj teoremi, nekaBX predstavlja zatvorenu jediničnu loptu, aSX

jediničnu sferu uX i L(X, Y ) skup linearnih operatora izX u Y .

Teorema 3.2.[35, Theorem 2.25 ] Ako suX i Y Banahovi prostori, a operator

L ∈ L(X, Y ). Tada važi sledeće:

‖L‖χ = χ(L(SX)) = χ(L(BX)) .

Navedimo još neke korisne osobine:

||L||χ ≤ ||L||, [35, Theorem 2.25 ] (3.1)

||L||χ = χ(L(SX)), [35, Theorem 2.25 ] (3.2)

L je kompaktan ako i samo ako je||L||χ = 0. [35, Corollary 2.26 ] (3.3)

Teorema 3.3.(Golьdenxteĭn, Gohberg, Markus) [35, Theorem 2.23] Neka

je X Banahov prostor sa Šauderovom bazom{e1, e2, ...}, Q ograničen podskup

odX, i Pn : X → X projektor na lineal skupa{e1, e2, ..., en}. Tada imamo

1

a
lim sup

n→∞
(sup

x∈Q
‖(I − Pn)x‖) ≤ χ(Q) ≤ lim sup

n→∞
(sup

x∈Q
‖(I − Pn)x‖),

gde jea = lim supn→∞ ‖I − Pn‖.

Specijalno, ako jeX = c, tada jea = 2 u prethodnoj teoremi.

Teorema 3.4. [50, Theorem 2.8.] Neka jeQ ograničen podskup normiranog

prostoraX, gde jeX prostor ℓp za 1 ≤ p < ∞ ili c0. Ako jePn : X → X

operator definisan saPn(x) = (x0, x1, . . . , xn, 0, 0 . . .) za x = (xk)∞
k=0 ∈ X,

tada

χ(Q) = lim
n→∞

(sup
x∈Q

‖(I − Pn)x‖).

57
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Primene Hausdorfove mere nekompaktnosti kod

karakterizacije kompaktnih operatora

Predstavícemo na primerima odredjenih prostora nizova način na koji se

može iskoristiti Hausdorfova mera nekompaktnosti u odredjivanju odgovarajúcih

klasa kompaktnih operatora. Rezultati iz ove glave objavlejni su u radovima

[33, 46].

Nadalje, kad kažemo da jeq konjugovani broj brojap, 1 ≤ p ≤ ∞, to u

stvari znǎci da za1 < p < ∞ je q = p/(p − 1), da zap = 1 imamo da je

q = ∞, a zap = ∞ da jeq = 1. Odgovarajúce norme na BK prostoru nizovaX

oznǎcavácemo sa‖ · ‖X .

Takodjećemo koristiti i oznakeA<r> i A>r< za matrice kod kojih je redom

prvih r redova, odnosno prvihr kolona zamenjeno nula nizovima.

Tvrdjenje 3.5. Neka je1 ≤ p < ∞ i Y = c ili Y = ℓ∞. Ako jeL ∈ B(ℓp, Y ),

tada je operatorL zadat matricomA ∈ (ℓp, Y ), takvom da jeL(x) = Ax za

svakox ∈ ℓp. Sledeće nejednakosti su ispunjene:

1) Ukoliko jeY = c za Hausdorfovu meru nekompaktnosti operatoraL, u oznaci

‖L‖χ važi:

1

2
· lim

r→∞
(sup

n
‖B<r>

n ‖ℓq
) ≤ ‖L‖χ ≤ lim

r→∞
(sup

n
‖B<r>

n ‖ℓq
) , (3.4)

gde jeB matrica sa redovimaBn = An − (αk)∞
k=1 za n = 1, 2, ... i αk =

limn→∞ ank zak = 1, 2, ....

2) Ukoliko je Y = ℓ∞ za Hausdorfovu meru nekompaktnosti operatoraL, u

oznaci‖L‖χ važi:

0 ≤ ‖L‖χ ≤ lim
r→∞

(sup
n

‖A<r>
n ‖q) . (3.5)

Dokaz: Kako su za1 ≤ p < ∞ prostoriℓp BK prostori sa AK svojstvom to prvi

deo teoreme sledi na osnovu Teoreme 1.4(b).

1) Na osnovu [8, Theorem 3.4] ičinjenice da su prostoriℓ∗
p i ℓq izomorfni po
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normi imamo da je

1

2
· lim sup

r→∞
(sup

n
‖B<r>

n ‖ℓq
) ≤ ‖L‖χ ≤ lim sup

r→∞
(sup

n
‖B<r>

n ‖ℓq
) .

Kako je ǒcigledno‖B<r>
n ‖ℓq

≥ ‖B<r+1>
n ‖ℓq

≥ 0, (r = 1, 2, ...), za svakon ∈ N,

znǎci da obe granice postoje pa smo tako dobili (3.4).

2) Neka jePr : ℓ∞ −→ ℓ∞ zar ∈ N definisano saPr(x) = x[r] za svakox ∈ ℓ∞

i neka jeRr = I − Pr, pri čemu jeI identǐcki operator naℓ∞. Oznácićemo sa

B = Bℓp
zatvorenu jedinǐcnu loptu. Sada na osnovu osobina i tvrdjenja datih u

uvodnom delu za meruχ, Teoreme 1.7(a) i izomorfnosti po normi prostoraℓ∗
p i

ℓq dobijamo

0 ≤‖L‖χ = χ(L(B)) ≤ χ(Pr(L(B))) + χ(Rr(L(B))) = χ(Rr(L(B))) ≤

≤ sup
x∈B

‖Rr(L(x))‖ = ‖Rr ◦ L‖ = ‖LA<r+1>‖ = sup
n

‖A<r+1>
n ‖ℓ∗

p
=

= sup
n

‖A<r+1>
n ‖ℓq

za svako r ∈ N

Ovo nas dovodi do nejednakosti (3.5)

Kao posledicu (3.3) i prethodnog tvrdjenja dobijamo sledeće rezultate.

Napomenimo dácemo koristiti oznake iz prethodnog tvrdjenja.

Posledica 3.6.Za 1 ≤ p < ∞ imamo:

1) Ako jeL ∈ B(ℓp, c), tada jeL kompaktan ako i samo ako važi

lim
r→∞

(sup
n

‖B<r>
n ‖ℓq

) = 0 . (3.6)

2) Ako jeL ∈ B(ℓp, ℓ∞) i

lim
r→∞

(sup
n

‖A<r>
n ‖ℓq

) = 0 , (3.7)

tada jeL kompaktan operator.

Napomena 5.Primetimo da je uslov (3.7) samo dovoljan, ali ne i neophodan

za operatorL ∈ B(ℓp, ℓ∞) da bude kompaktan(1 ≤ p < ∞). Ilustrujmo ovo
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i primerom. Neka je operatorL : ℓp −→ ℓ∞ dat saL(x) = x1 · e za svako

x ∈ ℓp. Jasno da je ovako definisan operator kompaktan. Sa druge strane,

operatorL je zapravo zadat matricomA sa redovimaAn = e(1) zan = 1, 2, ....

Medjutim, granica iz (3.7) je jednaka1 jer je supn ‖A<r>
n ‖ℓq

= 1 za svakor ∈ N.

"Problem"potrebnih i dovoljnih uslova za kompaktnost operatora u ovoj situaciji

biće kasnije prevazidjen, uz pomoć Sardžentovih rezultata.

Posmatrajmo, sada, matrične transformacije klasa((ℓp)Λ̂, Y ), uvedenih u

prethodnoj glavi i odovarajúce pridružene matrične operatoreLA, a sve sa

ciljem odredjivanja uslova za kompaktnost pomenutih operatora. MatricaΛ̂ je

definisana u sekciji 2.2 sa (2.11) a takodje je dat i oblik elemenata matriceÂ

pridruženoj odgovarajúcoj matrici A (2.21). Pre nego što predjemo na

konkretne slǔcajeve, dácemo pregled poznatih rezultata kojiće nam biti

potrebni za dalji rad.

Teorema 3.7. [7, Teorema 3.25] Neka jeX = ℓp gde je1 ≤ p ≤ ∞, i neka je

q = 1/(1 − p) za1 < p < ∞. Ako jeA ∈ (XT , Y ) imamo da važi:

a) ZaY = c0 , c , ℓ∞ dobijamo

‖A‖(XT ,Y ) =





sup
n

‖Ân‖ℓ1 = sup
n

∞∑
k=0

|ânk| , X = ℓ∞ ;

sup
n

‖Ân‖ℓq
= sup

n
(

∞∑
k=0

|ânk|q)1/q , X = ℓp za1 < p < ∞ ;

sup
n

‖Ân‖ℓ∞
= sup

n,k
|ânk| , X = ℓ1 ;

Važi sledeće:

‖A‖(XT ,Y ) = ‖LA‖ .

b) ZaY = ℓ1 dobijamo

‖A‖(XT ,Y ) =





sup
N⊂N0

∞∑
k=0

|
∑

n∈N
ânk| , X = ℓ∞ ;

sup
N⊂N0

(
∞∑

k=0
|
∑

n∈N
ânk|q)1/q , X = ℓp za1 < p < ∞ ;

sup
k

∞∑
n=0

|ânk| X = ℓ1 ;
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3.2. Primene Hausdorfove mere nekompaktnosti

pri čemu jeN konačan skup. Važi sledeće:

‖A‖(XT ,Y ) ≤ ‖LA‖ ≤ 4 · ‖A‖(XT ,Y ) .

Teorema 3.8.[7, Posledica 3.27] Neka je1 ≤ p ≤ ∞ i q konjugovan broj broja

p.

a) Ako jeA ∈ ((ℓp)T , c0), imamo da je

‖LA‖χ = lim
r→∞

(sup
n≥r

‖Ân‖lq ) =





lim
r→∞

(
sup
n≥r

|ânk|
)
) , p = 1

lim
r→∞

(
sup
n≥r

(∑∞
k=0 |ânk|q

) 1
q
)

, 1 < p < ∞

lim
r→∞

(
sup
n≥r

(∑∞
k=0 |ânk|

))
, p = ∞

(3.8)

b) Ako jeA ∈ ((ℓp)T , c), imamo da je

1

2
lim

r→∞
(sup

n≥r
‖Ân − α̂‖lq) ≤ ‖LA‖χ ≤ lim

r→∞
(sup

n≥r
‖Ân − α̂‖lq ) (3.9)

gde je

α̂ = (α̂k)∞
k=0 sa α̂k = lim

n→∞
ânk za svakok.

c) Ako jeA ∈ ((ℓp)T , ℓ1) (1 < p ≤ ∞), Nr (r ∈ N0) podskup skupaN0 sa

elementima koji su veći ili jednaki odr , tada imamo

lim
r→∞

( sup

Nr⊂N0

Nrkonačan

‖
∑

n∈Nr

Ân‖q) ≤ ‖LA‖χ ≤ 4 lim
r→∞

( sup

Nr⊂N0

Nrkonačan

‖
∑

n∈Nr

Ân‖q) ,

i

‖LA‖χ = lim
r→∞

(sup
k

(
∞∑

n=r

|ânk|))

zap = 1.
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metode njihove karakterizacije

Teorema 3.9.Ako jeA ∈ ((ℓ1)T , ℓp), (1 < p < ∞) tada je

‖LA‖χ = lim
r→∞

(sup
k

(
∞∑

n>r

|ânk|p)
1
p ). (3.10)

Dokaz: Oznǎcimo saS = S(ℓ1)T
jediničnu sferu u(ℓ1)T . Tada imamo da je

LA(S) = AS ⊂ ℓp, pa je

‖LA‖χ = χ(AS) = lim
r→∞

(sup
x∈S

‖(I − Pr)(Ax)‖ℓp
)

gde jePr : ℓp → ℓp (r ∈ N) operator definisan saPr(x) = (x0, x1, ..., xr, 0, 0...)

za svakox = (xk)∞
k=0 ∈ ℓp.

Neka je daljex = (xk)∞
k=0 ∈ (ℓ1)T i y = (yk)∞

k=0 takvo da jeTx = y ∈ ℓ1. Na

osnovu Teoreme 2.7 važiAx = Ây pa dalje dobijamo:

‖(I − Pr)(Ax)‖ℓp
= ‖(I − Pr)(Ây)‖ℓp

=

= (
∞∑

n=r+1

|Ân(y)|p)
1
p = (

∞∑

n=r+1

|
∞∑

k=0

ânkyk|p)
1
p ≤

≤
∞∑

k=0

(
∞∑

n=r+1

|ânkyk|p)
1
p =

∞∑

k=0

|yk|(
∞∑

n=r+1

|ânk|p)
1
p ≤

≤ ‖y‖ℓ1 · (sup
k

(
∞∑

n=r+1

|ânk|p)
1
p ) =

= ‖x‖(ℓ1)
Λ̂

· (sup
k

(
∞∑

n=r+1

|ânk|p)
1
p ).

Na osnovu svega navedenog zaključujemo da je

sup
x∈S

‖(I − Pr)(Ax)‖ℓp
≤ sup

k
(

∞∑

n=r+1

|ânk|p)
1
p , (r ∈ N)

tj.

‖LA‖χ ≤ lim
r→∞

(sup
k

(
∞∑

n=r+1

|ânk|p)
1
p ) .

Oznǎcimo saE ⊂ (ℓ1)T skup{ e
(k)
T | k ∈ N} takvih da je
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3.2. Primene Hausdorfove mere nekompaktnosti

T (e
(k)
T ) = e(k) , (k ∈ N) .

Zapravo skupE čine vektori Šauderove baze za(ℓ1)T . Na osnovu toga dobijamo

A(e
(k)
T ) = Â(e(k)) = (ânk)∞

n=0 za svakok ∈ N. Kako isE ⊂ S slediAE ⊂ AS,

na osnovu osobina Hausdorfove mereχ imamo:

χ(AE) ≤ χ(AS) = ‖LA‖χ.

Dakle,

χ(AE) = lim
r→∞

(
sup

k

∞∑

n=r+1

|An(e
(k)
T )|p

) 1
p =

= lim
r→∞

(
sup

k

∞∑

n=r+1

|ânk|p
) 1

p .

Dakle, važi:

lim
r→∞

(
sup

k

( ∞∑

n=r+1

|ânk|p
) 1

p
)

= ‖LA‖χ.

Koristéci upravo navedene rezultate i definiciju matriceΛ̂ iz prethodne glave,

možemo definisati kroz posledicu niz rezultata. Radi podsećanja dácemo još

jednom izraze za elemente matriceΛ̂ definisane u (2.11) kao i odgovarajuće

elementêank definisane u (2.21).

λ̂nk =





(λk − λk−1)uk − (λk+1 − λk)uk+1

λn
, k < n ,

λn − λn−1

λn
· un, k = n ,

0, k > n ,

ânk = λk(
ank

(λk − λk−1)uk
+ (

1

(λk − λk−1)uk
−

1

(λk+1 − λk)uk+1
)

∞∑

j=k+1

anj)
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metode njihove karakterizacije

Posledica 3.10.Neka je1 ≤ p ≤ ∞ i neka jeq konjugovani broj brojap. Tada:

a) Ako jeA ∈ ((ℓp)Λ̂, c0) , 1 < p < ∞ , važi da jeLA kompaktan ako i samo ako

je

lim
r→∞

(sup
n≥r

(
∞∑

k=0

|ânk|q)
1
q ) = 0;

b) Ako jeA ∈ ((ℓ1)Λ̂, c0) , važi da jeLA kompaktan ako i samo ako je

lim
r→∞

(sup
n≥r

|ânk|)) = 0;

c) Ako jeA ∈ ((ℓ∞)Λ̂, c0) , važi da jeLA kompaktan ako i samo ako je

lim
r→∞

(sup
n≥r

(
∞∑

k=0

|ânk|)) = 0;

d) ZaA ∈ ((ℓp)Λ̂, c) , 1 ≤ p ≤ ∞ , imamo da jeLA kompaktan ako i samo ako

je

lim sup
n→∞

(
∞∑

k=0

|ânk − α̂k|q)
1
q = 0;

e) ZaA ∈ ((ℓp)Λ̂, ℓ1) , 1 < p ≤ ∞ imamo da jeLA kompaktan ako i samo ako

je

lim
r→∞

( sup

Nr⊂N0

Nrkonačan

(
∞∑

k=0

( sup
n∈Nr

ânk|q)
1
q ) = 0 , (r ∈ N);

f) Ukoliko je A ∈ ((ℓ1)Λ̂, ℓp), pri čemu je1 ≤ p < ∞ , dobijamo da jeLA

kompaktan ako i samo ako je

lim
r→∞

(sup
k

(
∞∑

n=r

|ânk|p)1/p) = 0.

Posmatrajmo sada situacije kada je finalni prostorY = ℓ∞.
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3.2. Primene Hausdorfove mere nekompaktnosti

Posledica 3.11.Neka je1 ≤ p ≤ ∞ i q = p
(p−1)

za1 < p < ∞. Tada imamo:

a) Ako jeA ∈ ((ℓp)Λ̂, ℓ∞) , 1 < p < ∞ , tada jeLA kompaktan ako važi

lim
r→∞

(sup
n>r

(
∞∑

k=0

|ânk|q)
1
q ) = 0

b) Ako jeA ∈ ((ℓ∞)Λ̂, ℓ∞) , tada jeLA kompaktan ako važi

lim
r→∞

(sup
n>r

∞∑

k=0

|ânk|) = 0

c) Ako jeA ∈ ((ℓ1)Λ̂, ℓ∞) , tada jeLA kompaktan ako važi

lim
r→∞

( sup
n>r,k

|ânk|) = 0.

Dokaz: Podsetimo se najpre da je(ℓ1)
β = ℓ∞, (ℓ∞)β = ℓ1 i (ℓp)β = ℓq za

1 < p < ∞ i q = p/(p − 1). Dalje, na osnovu rezultata iz Teoreme 3.7 sledi da

je

sup
n

‖An‖∗
(ℓp)

Λ̂
= sup

n
‖Ân‖(ℓp)β < ∞ . (3.11)

Oznǎcićemo saPr : ℓ∞ −→ ℓ∞, zar ∈ N, preslikavanje definisano saPr(x) =

(x0, x1, ..., xr, 0, 0, ...) za svakox iz ℓ∞ . Ako saS oznǎcimo S(ℓp)
Λ̂
, tada jasno

imamo da je

AS ⊂ Pr(AS) + (I − Pr)(AS)

i da je

0 ≤ ‖LA‖χ = χ(AS) ≤ χ(Pr(AS)) + χ((I − Pr)(AS)) = χ((I − Pr)(AS)) ≤

≤ sup
x∈S

‖(I − Pr)(Ax)‖ = sup
n>r

‖An‖(ℓp)
Λ̂

= sup
n>r

‖Ân‖(ℓp)β , za svakor.

Sada, ukoliko iskoristimo odgovarajuću normu ičinjenicu da ako je||LA||χ = 0

važi da jeLA kompaktan, dokazali smo teoremu.
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metode njihove karakterizacije

Primena rezultata Sardženta

Kao što smo véc napomenuli, u ovoj sekcijícemo "popraviti"uslove

dobijene u Posledici 3.6 pod (2) ali i ostale slučajeve u kojima nismo mogli da

definišemo potrebne i dovoljne uslove za kompaktnost odgovarajućeg operatora.

Zapravo u situacijama kada je finalni prostor bioℓ∞, Hausdorfova mera

nekompaktnosti nije nam bila baš od potpune koristi. Za ovakve situacije,

nedostataḱce u velikom broju slǔcajeva biti otklonjen primenom rezultata iz

[51]. Rezultati Sardženta (Sargent) imaće veliku važnost u našem istraživanju.

U okviru ove sekcije bíce prezentovani i neki od rezultata objavljenih u [33,

46].

Lema 3.12. Neka je1 < p < ∞. Ako jeL ∈ B(ℓp, ℓ∞), tada jeL kompaktan

ako i samo ako važi

lim
r→∞

(sup
n

‖A>r<
n ‖ℓq

) = 0 . (3.12)

Dokaz: Kako je prostorℓp, 1 < p < ∞ sa AK svojstvom, to zaL ∈ B(ℓp, ℓ∞)

postoji matricaA ∈ (ℓp, ℓ∞) kojom je on predstavljen, odnosnoL(x) = Ax za

svakox ∈ ℓp, 1 < p < ∞. Primenjujúci Teoremu 1.13 zaX = ℓp i Z = ℓ1, gde

su oba prostora sa AK svojstvom, iY = Zβ = ℓ∞ i uz to jeℓβ
p = ℓq, q = p/(p−1)

dobícemo da jeA ∈ (ℓp, ℓ∞) ako i samo ako je matricaC = At ∈ (ℓ1, ℓq).

Takodje, važi i da je‖L‖ = ‖LC‖ po [51, Lemma 2 ]. Dalje,A ∈ (ℓp, ℓ∞)

implicira ‖L‖ = supn ‖An‖ℓ∗

p
= supn ‖An‖ℓq

, kao što je koriš́ceno u dokazu

Leme 3.5. Ukoliko upotrebimo Teoremu 3.2, [35, Theorem 2.15] i činjenicu da

je C<r> = (A>r<)t imamo

‖LC‖χ = χ(LC(Bℓ1)) = lim
r→∞

( sup
x∈Bℓ1

‖Rr(LC(x))‖ℓq
= lim

r→∞
‖Rr ◦ LC‖ =

= lim
r→∞

‖LC<r>‖ = lim
r→∞

‖L(C<r>)t‖ = lim
r→∞

‖LA>r<‖ =

= lim
r→∞

(sup
n

‖A>r<
n ‖q) .

Kako jeLA kompaktan ako i samo ako jeLC kompaktan prema [51, Theorem

3.], uslov (3.12) sada sledi ižcinjenice da je operator kompaktan ako i samo ako
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3.3. Primena rezultata Sardženta

je njegova Hausdorfova mera nula.

Rezultat iz prethodnog tvrdjenja se istina može naći i u [51, (b) p.85 ] ali

je izvedeno bez koriš́cenja Hausdorfove mere nekompaktnosti. Slučaj kad je

p = 1 nije obuhvácen ovom teoremom, zboǧcinjenice da jeℓβ
1 = ℓ∞ što nije AK

prostor. U tom slǔcaju, odgovarajúca karakterizacija je data sledećom teoremom.

Teorema 3.13.[51, Theorem 5.] Ako jeL ∈ B(ℓ1, ℓ∞), tada jeL kompaktan

ako i samo ako je

lim
m→∞

sup
1≤n≤m

|an,k1 − an,k2| = sup
n

|an,k1 − an,k2|

uniformno po k1 i k2 (1 ≤ k1, k2 < ∞) .

(3.13)

U narednim primerima ova teoremáce obezbediti nalaženje vrlo

interesantnih rezultata.

Prva primena se tiče prostorabv0 definisanog u sekciji 1.2 i daje nam uslove

za kompaktnost uopštenog ograničenog linearnog operatora.

Teorema 3.14.Ako je operatorL ∈ B(bvo, Y ), gde jeY jedan od prostorac ili

ℓ∞, tada seL može zadati matricomA takvom da jeL(x) = Ax i važi i sledeće:

1) Za Y = c Hausdorfova mera nekompaktnosti operatoraL zadovoljava

nejednakost

1

2
· lim

r→∞
(sup

n
‖C<r>

n ‖ℓ∞
) ≤ ‖L‖χ ≤ lim

r→∞
(sup

n
‖C<r>

n ‖ℓ∞
) , (3.14)

gde jeC = (cnk)∞
n,k=1 matrica sa elementima definisanim kao

cnk =
k∑

j=1

anj − γk za n, k = 1, 2, ... i γk = lim
n→∞

k∑

j=1

anj za k = 1, 2, ... .

2) OperatorL ∈ B(bv0, c) je kompaktan ako i samo ako je

lim
r→∞

(sup
n

‖C<r>
n ‖ℓ∞

) = 0. (3.15)
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3) OperatorL ∈ B(bv0, ℓ∞) je kompaktan ako i samo ako je

lim
m→∞

sup
1≤n≤m

|
k1∑

j=1

anj −
k2∑

j=1

anj | = sup
n

|
k1∑

j=1

anj −
k2∑

j=1

anj |

uniformno pok1 i k2 (1 ≤ k1, k2 < ∞) .

(3.16)

Dokaz: Već smo ranije naveli da je prostorbv0 sa AK svojstvom, pa postoji

matricaA kojom je operatorL predstavljen.

1) Za L ∈ B(bv0, c) odgovarajúca matricaA je iz (bv0, c) a primenjujúci

karakterizaciju matrǐcnih transformacija iz ove klase dobijamo:

A ∈ (bv0, c) ⇐⇒ sup
n,k

|
k∑

j=1

anj| < ∞ i αk = lim
n→∞

ank postoji za svakok .

Možemo definisati matricũC = (c̃nk)∞
n,k=1 čiji su elementĩcnk =

∑k
j=1 anj za

n, k = 1, 2, .... Očigledno graniceαk postoje ako i samo ako postoje granice

γk = limn→∞ c̃nk za svakok. Prema [55, Example 8.4.1A]A ∈ (bv0, c) ako i

samo akoC̃ ∈ (ℓ1, c). Ukoliko iskoristimo Abelovo sumiranje po delovima, za

svakom ∈ N imamo

m∑

k=1

ankxk =
m−1∑

k=1

c̃nk(xk − xk+1) + c̃nmxm

za svako fiksiranon ∈ N i za svakox ∈ bv0. Kako jeC̃n ∈ ℓ∞ za svakon ∈ N

i x ∈ bv0 ⊂ c0, dobijamo da jeAnx = C̃nx za svakon ∈ N i za svakox ∈ bv0,

imamo

LA(x) = LC̃(y) za svakox ∈ bv0 , gde je y = (xk − xk+1)
∞
k=1 . (3.17)

Takodje, prema [55, 7.3.4],bv0 i ℓ1 su ekvivalentni u odnosu na preslikavanje

x → y = (xn − xn+1), i imamo da važix ∈ Sbv0 ako i samo akoy ∈ Sℓ1, jer je
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3.3. Primena rezultata Sardženta

‖x‖bv0 = ‖y‖ℓ∞
. Stoga iz Teoreme 3.2 i (3.17) dobijamo

‖L‖χ = ‖LA‖χ = χ(LA(Sbv0)) = χ(LC̃(Sℓ1)) = ‖LC̃‖χ .

Konǎcno, uslov (3.4) sa matricom̃C umesto matriceB zap = 1, tj. q = ∞, nas

dovodi do (3.14).

2) Tvrdjenje je direktna posledica (3.14) i osobine Hausdorfove mere

nekompaktnosti operatora.

3) Kao i u dokazu dela pod 1) dobijamo da jeA ∈ (bv0, ℓ∞) ako i samo ako je

C̃ ∈ (ℓ1, ℓ∞) i da jeLC̃ kompaktan prema Teoremi (3.13) ako i samo ako uslov

(3.14) važi sãcn,k1 i c̃n,k2 umestoan,k1 i an,k2, a to i jeste uslov (3.17).

Drugi primer se odnosi na prostorew∞, v∞ i [c]∞, sve su to prostori koje smo

definisali u prethodnoj glavi. Ovdécemo proširiti istraživanje na kompaktnost

odgovarajúcih operatora.

Teorema 3.15.Koristeći oznake
∑

µ1
i
∑

µ2
za sume uzete po svim indeksiman

za koje je2µ1 ≤ n ≤ 2µ1+1 − 1 i 2mu2 ≤ n ≤ 2µ2+1 − 1, imamo:

1) Ako jeL ∈ B(ℓ1, w∞), tada jeL kompaktan ako i samo ako važi

lim
j→∞

( sup
1≤k≤j

|
1

2µ1

∑

µ1

ank −
1

2µ2

∑

µ2

ank|) = sup
k

|
1

2µ1

∑

µ1

ank −
1

2µ2

∑

µ2

ank|

uniformno po µ1 i µ2 (0 ≤ µ1, µ2 < ∞) . (3.18)

2) Ako jeL ∈ B(ℓ1, v∞), tada jeL kompaktan ako i samo ako je

lim
j→∞

( sup
1≤k≤j

|
1

2µ1
(a2µ1+1−1,k − a2µ1 −1,k) −

1

2µ2
(a2µ2+1−1,k − a2µ2 −1,k|) =

sup
k

|
1

2µ1
(a2µ1+1−1,k − a2µ1 −1,k) −

1

2µ2
(a2µ2+1−1,k − a2µ2 −1,k|

uniformno po µ1 i µ2 (0 ≤ µ1, µ2 < ∞) . (3.19)
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3) Ako jeL ∈ B(ℓ1, [c]∞), tada jeL kompaktan ako i samo ako je

lim
j→∞

( sup
1≤k≤j

|
1

2µ1
((2µ1+1 − 1)a2µ1+1−1,k − (2µ1 − 1)a2µ1 −1,k)−

−
1

2µ2
((2µ2+1 − 1)a2µ2+1−1,k − (2µ2 − 1)a2µ2 −1,k)|) =

= sup
k

|
1

2µ1
((2µ1+1 − 1)a2µ1+1−1,k − (2µ1 − 1)a2µ1 −1,k)−

−
1

2µ2
((2µ2+1 − 1)a2µ2+1−1,k − (2µ2 − 1)a2µ2 −1,k)|

uniformno po µ1 i µ2 (0 ≤ µ1, µ2 < ∞) . (3.20)

Dokaz: Prvi deo je dat u [31, Corollary 3.14 7.(7.1)+].

Za deo pod 2) koristimo Teoremu 2.20 pod a) i pod b), imamo da jeA ∈

(ℓ1, v∞) ako i samo ako jeC = ∆ · A ∈ (ℓ1, w∞) pa je uslov (3.19) direktna

posledica uslova (3.18).

Po Teoremi 2.20 pod b) i c), znamo da jeA ∈ (ℓ1, [c]∞) ako i samo ako je

D(n) · A ∈ (ℓ1, v∞), i zato uslov (3.20) dobijamo iz (3.19).

Napomena 6. Primetimo da tvrdjenja važe za uopšteni ograničen linearni

operator imajući u vidu osobinuℓ1 prostora - da je AK prostor.

Za prostoreX(∆), X je jedan od prostorac0, c ili ℓ∞, čiji su β-duali dati

u Posledici 2.15 a odgovarajuće karakterizacije matričnih preslikavanja u Lemi

2.16, takodje primenom rezultata Sargenta dobijamo bolje uslove.

Teorema 3.16. Neka je X bilo koji od prostora c0, c i ℓ∞. Ako je

A ∈ (X(∆), ℓ∞) tada je odgovarajući matrični operatorLA kompaktan ako i

samo ako je

lim
r→∞

(sup
n

‖Â>r<
n ‖ℓ1) = lim

r→∞
(sup

n

∞∑

k=r

|
∞∑

j=k

anj|) = 0 .

Dokaz: Neka jeA ∈ (X(∆), ℓ∞). Tada imamo da jêA ∈ (X, ℓ∞) i da je pri tom

Ax = Â(∆x) za svakox ∈ X(∆) na osnovu Leme 2.16 (c) i (2.43). Kako je

(X, ℓ∞) = (c0, ℓ∞), prema [55, Example 8.4.5A ], dobijamo da jêA ∈ (X, ℓ∞)
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ako i samo ako jêB = Ât ∈ (ℓ1, ℓ1), po Teoremi 1.13. Ako sada iskoristimo

Teoremu [35, Theorem 2.28 ] dobijamo da jeLB̂ ∈ (ℓ1, ℓ1) kompaktan ako i

samo ako

lim
r→∞

(sup
k

∞∑

n=r

|b̂nk| = lim
r→∞

(sup
k

∞∑

n=r

|âkn|) =

lim
r→∞

(sup
k

‖Â>r<
k ‖ℓ1) = lim

r→∞
(sup

n
‖Â>r<

n ‖ℓ1) =

lim
r→∞

(sup
n

∞∑

k=r

|
∞∑

j=k

anj |) = 0.

Konǎcno, kako iz [55, Theorem 3] znamo da jeLÂ kompaktan ako i samo ako je

LB̂ kompaktan i kako jeLA kompaktan ako i samo ako jeLÂ kompaktan prema

(2.43), pokazali smo naše tvrdjenje.

Kompaktnost matri čnih operatora pridruženih

klasama((ℓp)T , ℓ∞) i ((c0)T , ℓ∞)

Većina naših posmatranih prostora nizova je dobijena kao matrični

domen neke trougaone matrice. Već smo napomenuli da problem u potpunoj

karakterizaciji kompaktnih operatora medju njima nastajeu slǔcaju da drugi

prostor nema Šauderovu bazu i pokazali, na nekim primerima,kako se taj

problem može rešiti. Kako se slična situacija javlja u mnogim radovima

objavljenim u skorije vreme, na primer u [8] ili u [37], smatrali smo da je važno

da naše rezultate formulišemo i predstavimo za proizvoljnutrougaonu matricuT

( rezultati iz rada [46]). Koristícemo iste, véc ustaljene, oznake:̂A je pridružena

matrica sǎclanovimaânk = RkAn gde jeR transponovana matrica matriceS

koja predstavlja inverznu matricu zaT , a kako su((ℓp)T , ℓ∞), 1 ≤ p ≤ ∞, sve

BK prostori, saLA oznǎcavamo odgovarajúci ogranǐcen linearni operator kao u

[35, Theorem 1.23 ]. Nadaljécemo sa(x)
n
, zax ∈ ω, oznǎcavati nizčijih se

prvih n-koordinata poklapa sa koordinatamax-a, dok su mu sve ostale

koordinate nule. Polazimo od tvrdjenja datog u Posledici 3.17 u formi
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konkretne matricêΛ, samo što sada posmatramo proizvoljnu trougaonu matricu

T . Dobijeni rezultati su bili samo dovoljni za kompaktnost odgovarajúceg

operatora a ovdécemo ih "poboljšati"i dopuniti ono što je nedostajalo.

Teorema 3.17.Ako jeA ∈ ((ℓp)T , ℓ∞), gde je1 < p < ∞ andq = p
p−1

, tada je

LA kompakt ako i samo ako

lim
r→∞

(sup
n

(
∞∑

k=r+1

|ânk|q)
1
q ) = 0 (3.21)

Dokaz: Neka jeA ∈ ((ℓp)T , ℓ∞). Tada imamo da odgovarajući operatorLA

pripada skupuB((ℓp)T , ℓ∞) i imamo matricuÂ takvu da jeÂ ∈ (ℓp, ℓ∞) i Ax =

Â(Tx) za svakox ∈ (ℓp)T [36, Theorem 3.4, Remark 3.5] . Kako jeℓp BK

prostor, imamo da jeLÂ ∈ B(ℓp, ℓ∞) i Âx = LÂ(x) za svakox ∈ ℓp. Ako

primenimo [51, (b), p.85] dobićemo da jeLÂ kompakt ako i samo ako važi

sup
n

||Ân||(ℓp)β < ∞ i lim
r→∞

sup
n

||Ân − (Ân)
r
||(ℓp)β = 0

odnosno ako je

sup
n

(
∞∑

k=0

|ânk|q)
1
q < ∞ i lim

r→∞
sup

n
(

∞∑

k=r+1

|ânk|q)
1
q = 0 .

Na osnovu karakterizacije matričnih transformacija [55, Example 8.4.5D,

Example 8.4.6D], prvi uslov je zadovoljen pa imamo da jeLÂ kompaktan ako i

samo ako je

lim
r→∞

sup
n

(
∞∑

k=r+1

|ânk|q)
1
q = 0 .

Sada, prema [36, Lemma 4.1],LA je kompaktan ako i samo ako jeLÂ

kompaktan, pa je teorema dokazana.

Teorema 3.18.Neka jeA ∈ ((ℓ∞)T , ℓ∞). Tada jeLA kompaktan ako i samo ako

lim
r→∞

(sup
n

∞∑

k=r+1

|ânk|) = 0 (3.22)
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Dokaz: Kako jeℓ∞ BK prostor, prema [36, Theorem 3.4 , Remark 3.5 ]], imamo

matricuÂ ∈ (ℓ∞, ℓ∞) i, prema [35, Theorem 1.23 ], pridružen ograničen linearni

operatorLÂ. Za prostorℓ∞ znamo da je njegovβ-dual prostorℓ1 pa iz uslova (b)

u [51] imamo da jeLÂ kompaktan ako i samo ako

sup
n

||Ân||l1 < ∞ i lim
r→∞

sup
n

||Ân − (Ân)
r
||l1 = 0 ⇔

⇔ sup
n

∞∑

k=0

|ânk| < ∞ i lim
r→∞

sup
n

∞∑

k=r+1

|ânk| = 0 .

Ponovo je prvi uslov zadovoljen [55, Example 8.4.5A], pa sledi da je LÂ

kompaktan ako i samo ako

lim
r→∞

(sup
n

∞∑

k=r+1

|ânk|) = 0 .

Kako je LA kompaktan ako i samo ako jeLÂ kompaktan [36, Lemma 4.1,

Remark 3.5]] pokazali smo teoremu.

Napomena 7.Tvrdjenje u Teoremi 3.18 takodje važi i zaA ∈ ((c0)T , ℓ∞), jer

zahvaljujući činjenici da suβ-duali prostorac0 i ℓ∞ isti, uslovi (b) i (f) iz [55, p.

85 ] se poklapaju.

Problem nastaje kada je prvi prostorℓ1 jer njegov β-dual ℓ∞ nije AK

prostor. U tom slǔcaju možemo primeniti rezultat Sargenta i tako dobiti nove

karakterizacije kompaktnih operatora:

Teorema 3.19.Ako jeA ∈ ((ℓ1)T , ℓ∞) , tada jeLA kompakt ako i samo ako

lim
m→∞

sup
1≤n≤m

|ân,k1 − ân,k2| = sup
n

|ân,k1 − ân,k2| (3.23)

uniformno konvergira pok1 i k2, (1 ≤ k1, k2 < ∞) .

Dokaz: Za matricuA ∈ ((ℓ1)T , ℓ∞) imamo da je odgovarajuća matricaÂ ∈

(ℓ1, ℓ∞) i da je LA kompaktan ako i samo ako jeLÂ kompaktan, prema [36,

Lemma 4.1, (ii)]. Primena Teoreme 3.13 na matricuÂ daje traženi rezultat.
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Na ovaj nǎcin "upotpunili smo"postojéce rezultate, odnosno u situacijama

kada su za kompaktnost operatora bili poznati samo dovoljniuslovi uspeli smo

to da dopunimo i definišemo i potrebne uslove. Sada sa definisanim teoremama,

tj. dobijenim rezultatima možemo pokriti sve slučajeve u kojima je matricaA ∈

(XT , ℓ∞) pri čemu jeX = c0, ℓ∞, ℓp, , 1 ≤ p ≤ ∞, aT je proizvoljna trougaona

matrica. Važno je i spomenuti da za slučaj gde je pǒcetni prostor oblikacT za

sada nema sličnih rezultata.

Primena

Primetimo da je sada jednostavno dobiti mnogobrojne rezultate za

specijalne oblike prostora nizova primenjujući uopštene rezultate napred

izložene. Tako za prostore definisane u drugoj glavi stavljajući T = Λ̂ možemo

dobiti nove rezultate i na taj način poboljšati uslove za kompaknost u Posledici

3.11.

Slično, za prostor definisan u [11], koristeći Napomenu (7), možemo dobiti

sledéci rezultat:

Posledica 3.20.Ako jeA ∈ ((c0)Λ̂, ℓ∞) , tada jeLA kompaktan ako i samo ako

je

lim
r→∞

(sup
n

∞∑

k=r+1

|ânk|) = 0

Takodje, i neki od rezultata vezanih za kompaktnost operatora i datih u [8]

i u [37], mogu biti poboljšani. Ovde se naravno misli na slučajeve u kojima je

finalni prostorℓ∞.

U radu [8], autori su posmatrali prostore nizovaar
0(∆) = (c0)T i ar

∞(∆) =

(ℓ∞)T , ovde je0 < r < 1 , kod kojih je trougaona matricaT = (tnk)∞
n,k=0 data

sa

tnk =





1

n + 1
(rk − rk+1) , 0 ≤ k < n

rn + 1

n + 1
, k = n

0 , k > n
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pa zaânk dobijamo

ânk = (k + 1)(
ank

1 + rk
+ (

1

1 + rk
−

1

1 + rk+1
)

∞∑

j=k+1

ank). (3.24)

Sada kao poboljšanje za [8, Corollary 4.3 (c)], navodimo:

Posledica 3.21.Neka jeX = ar
0(∆) ili X = ar

∞(∆). Ako jeA ∈ (X, ℓ∞) tada

je LA kompaktan ako i samo ako je

lim
r→∞

(sup
n

∞∑

k=r+1

|ânk|) = 0

gde jeânk definisan u (3.24)

Možemo dati i bolju verziju rezultata predstavljenih u [37], gde su autori

proǔcavali prostore definisane u radovima [43] i u [44]. Posmatrani prostori su

dobijeni kao matrǐcni domeni trougaone matriceΛ = (λnk)∞
n,k=0 čiji su elementi

λnk =






λk − λk−1

λn
, k ≤ n

0 , k > n

dok λ = (λk)∞
k=0 predstavlja strogo rastući niz pozitivnih realnih brojeva koji

teže ka beskonačnosti. Ovde možemo primetiti i to da matricaΛ nije ništa drugo

do Riesz-ova matricaNr gde jerk = λk − λk−1 za svako k iRn = λn za svako

n. Konǎcno, [37, Theorem 4.3 (c)] možemo poboljšati sa:

Posledica 3.22.Neka je A ∈ ((ℓp)Λ, ℓ∞), 1 < p < ∞. Tada je

LA ∈ B((ℓp)Λ, ℓ∞) kompaktan ako i samo ako je

lim
r→∞

(sup
n

(
∞∑

k=r+1

|ânk|q)
1
q ) = 0

gde je q =
p

p − 1
i ânk = λk(

ank

λk − λk−1
−

an,k+1

λk+1 − λk
) .
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Prostor konvergentnih redovacs

Prostor kovergentnih redova je uveden u prvoj glavi kao jedan od

klasǐcnih prostora nizova. Data je njegova definicija, neke od osobina, njegov

β-dual. Medjutim, mi smo napomenuli da se na taj prostor može gledati i

drugǎcije, kao na matrǐcni domen trougaone matrice. Naime, prostor

konvergentnih redova može biti definisan i sacs = (c)Σ.

Još jedna bitna prednost prostoracs je ta što je to AK prostor, pa zahvaljujući

Teoremi (1.4)(b), za svaki linearni ograničen operatorL ∈ B(cs, Y ) gde je

Y proizvoljan prostor nizova, postoji odgovarajuća beskonǎcna matricaA ∈

(cs, Y ) takva da jeL(x) = Ax za svakox ∈ cs. Ovo nam dozvoljava da

u isto vreme govorimo o uopštenom ograničenom linearnom operatoru kao i o

matrǐcnom operatoruLA pridruženom matriciA.

Primenom Hausdorfove mere nekompaktnosti i teorije matričnih domena,

možemo odrediti uslove pod kojimáce operatori iz odgovarajućih klasa biti

kompaktni, i ovo su rezultati iz rada [47].

Teorema 3.23.Neka jeL ∈ B(cs, Y ) gde jeY jedan od prostorac, c0 ili ℓ∞.

Tada jeL zadata matricomA = (ank)∞
n,k=0 takvom da jeL(x) = Ax za svako

x ∈ cs, i važi:

(i) Ako jeY = c tada

1

2
· lim
r→∞

(sup
n≥r

(
∞∑

k=0

| (ank−an,k+1)−α̂k | + | β+ lim
m→∞

an,m+1−
∞∑

k=0

α̂k |)) ≤‖ L ‖χ≤

≤ lim
r→∞

(sup
n≥r

(
∞∑

k=0

| (ank − an,k+1) − α̂k | + | β + lim
m→∞

an,m+1 −
∞∑

k=0

α̂k |))

gde je

α̂k = lim
n→∞

(ank − an,k+1) za k = 0, 1, ...

i

β = lim
n→∞

(
∞∑

k=0

(ank − an,k+1) + lim
m→∞

an,m+1) ;
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(ii) Ako jeY = c0 tada

‖ L ‖χ = lim
r→∞

(sup
n≥r

(
∞∑

k=0

| (ank − an,k+1) | + | lim
m→∞

an,m+1 |));

(iii) Ako je Y = ℓ∞ tada

0 ≤‖ L ‖χ ≤ lim
r→∞

(sup
n≥r

(
∞∑

k=0

| (ank − an,k+1) | + | lim
m→∞

an,m+1 |)) .

Dokaz: Slučajevi (i) i (ii) su direktne posledice teoreme [8, Theorem 3.7].

Koristimo iste oznake kao što je i uobičajeno paânk predstavljajučlanove

matriceÂ ∈ (c, Y ) korišćene kod odredjivanja uslova zaA ∈ (cs, Y ). Pošto

znamo elemente matriceT = Σ, lako možemo odrediti i matriceS i R, a onda i

izračunatičlanove

ânk = ank − an,k+1 i γn = − lim
m→∞

an,m+1 .

Kod dokazivanja dela (iii) posmatramo projektorPr : ℓ∞ → ℓ∞ definisan sa

Pr(x) = (x0, x1, ..., xr, 0, 0, ...). Koristéci osobine mereχ, poznajúci normu u

prostoruℓ∞ i primenom [8, Theorem 2.9 a)] dobijamo:

0 ≤ χ(L(Bcs)) ≤ χ((I−Pr)(L(Bcs))) ≤ sup
x∈Bcs

‖ (I−Pr)(L(x)) ‖ za svakor

što nas dovodi do

0 ≤‖ L ‖χ≤ lim
r→∞

(sup
n≥r

(
∞∑

k=0

| ânk | + | γn |)) .

Kao posledicu dobićemo sledéce:

Posledica 3.24.Koristeći oznake iz Teoreme 3.23, imamo:
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1. L ∈ B(cs, c) je kompaktan ako i samo ako

lim
r→∞

(sup
n≥r

(
∞∑

k=0

| (ank − an,k+1)−α̂k | + | β + lim
m→∞

an,m+1 −
∞∑

k=0

α̂k |)) = 0 .

2. L ∈ B(cs, c0) je kompaktan ako i samo ako

lim
r→∞

(sup
n≥r

(
∞∑

k=0

| (ank − an,k+1) | + | lim
m→∞

an,m+1 |)) = 0

3. L ∈ B(cs, ℓ∞) je kompaktan ako je

lim
r→∞

(sup
n≥r

(
∞∑

k=0

| (ank − an,k+1) | + | lim
m→∞

an,m+1 |)) = 0 .

Napomena 8.Možemo primetiti da u trećem slučaju imamo samo "ako"uslov,

ali za razliku od nekih drugih slučajeva gde takva situacija može biti rešena

primenom rezultata iz [51], ovde to nije moguće bez obzira što je finalni prostor

Y = ℓ∞.

Naredna teorema nam pruža mogućnost za dobijanje novih korisnih rezultata.

Teorema 3.25.[36, Corollary 4.3] Ako jeA ∈ (X, YT ) tada imamo:

(i) ‖LA‖χ = ‖LT ◦ LA‖χ

(ii) PreslikavanjeA ∈ (X, YT ) je kompaktno ako i samo ako je reslikavanje

TA ∈ (X, Y ) kompaktno.

Pre nego što nastavimo sa ispitivanjem kompaktnosti još nekih klasa

operatora nacs, uvedimo neke nove oznake.

Neka je matricaC = ΣA = (cnk)∞
n,k=0. Rǎcunanjem dobijamo da je:

cnk =
n∑

j=0

ajk,

ĉnk = Rk(Cn) =
n∑

j=0

(ajk − aj,k+1),
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Dalje, uvedimo i sledéce oznake:

γ(C)
n =

n∑

j=0

γj,

α̂k(C) = lim
n→∞

ĉnk

i

β(C) = lim
n→∞

(
∞∑

k=0

ĉnk − γn(C)).

Sada, možemo definisati naredni rezultat.

Teorema 3.26.Ograničeni linearni operatorL ∈ B(cs, cs) je kompaktan ako i

samo ako važi

lim
r→∞

(sup
n≥r

(
∞∑

k=0

| ĉnk − α̂k(C) | + | β(C) − γn(C) −
∞∑

k=0

α̂k(C) |)) = 0 .

Dokaz: Kompaktnost operatora izB(cs, cs), imajući u vidu predstavljanje

prostora cs kao matrǐcnog domena, odnosnocs = cΣ, biće svedena na

kompaktnost operatora izB(cs, c). Sada primenom Teorema 3.23 i 3.25 i

uvedenih oznaka, dokaz jasno sledi.

Teorema 3.27.Ako jeA ∈ (bs, cs), tada jeLA kompaktan ako i samo ako važi

lim
r→∞

(sup
n≥r

(
∞∑

k=0

| ĉnk | + | γn(C) |)) = 0 .

Dokaz: Kako prostorbs možemo predstaviti kao matrični domen trougaone

matriceΣ u prostoru ograničenih nizovaℓ∞, tj. bs = (ℓ∞)Σ, problemćemo

primenom rezultata iz [7] i Teoreme 3.25 svesti na odredjivanje kompaktnosti

opretora iz klase((ℓ∞)T , c).

Napomena 9.U prvoj glavi pažnju smo posvetili klasičnim prostorima nizova,

pa i prostoru ograničenih redovabs. Izmedju ostalog, naglasili smo da ovaj

prostor nema AK svojstvo pa se zbog toga ova teorema odnosi samo na matrične

operatore a ne i na uopštene ograničene linearne operatore.
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Teorema 3.28.Ograničeni linearni operatorL ∈ B(cs, bs) je kompaktan ako i

samo ako za matricuD = (dnk)∞
n,k=0, čiji su članovidnk =

∑k
j=0(ajn − aj,n−1),

važe sledeći uslovi:

sup
j

‖ (dnj)
∞
n=0 ‖∞< ∞

i

lim
r→∞

sup
j

‖ (dnj)
∞
n=r ‖∞= 0.

Dokaz: Kako je prostorcs saAK svojstvom, operatoruL ∈ B(cs, bs) se može

pridružiti matricaA, tj. može se predstaviti matricomA ∈ (cs, bs), tako da je

L(x) = Ax za svakox ∈ cs. Činjenica da jeA ∈ (cs, bs) je ekvivalentno uslovu

da jeΣA ∈ (cs, ℓ∞). Kako jecsβ = bv , gde jebv = (ℓ1)∆, ℓ∞ = ℓβ
1 pri čemu je

i ℓ1 prostor saAK svojstvom, to primenom rezultata iz Teorema 1.13 dobijamo:

A ∈ (cs, bs) ⇐⇒ ΣA ∈ (cs, ℓ∞) ⇐⇒ (ΣA)t ∈ (ℓ1, bv) ⇐⇒ ∆(ΣA)t ∈ (ℓ1, ℓ1) .

Jasno da je upravo matricaD iz definicije naše teoreme matrica∆(ΣA)t. Sada,

koristéci rezultat iz [35, Theorem 2.28] o kompaktnosti operatoraL ∈ B(ℓ1, ℓ1) i

primenjujúci ga na operator pridružen matriciD čije smo elementednk definisali

iznad, dokazali smo teoremu.

Možemo primetiti da ukoliko upotrebimo isti princip razmisljanja i rezultati

dati u Posledici 3.24 pod 3) mogu biti poboljšani.

Teorema 3.29.Neka jeL ∈ B(cs, ℓ∞). Tada jeL kompaktan ako i samo ako je

sup
j≥0

∞∑

k=0

|ajk−aj,k−1| < ∞ i lim
n→∞

sup
j≥0

∞∑

k=0

|(ajk−aj,k−1)−(ajn−aj,n−1)| = 0 .

Dokaz: Kako je cs AK prostor, za ograničen linearni operatorL ∈ B(cs, ℓ∞)

postoji matricaA ∈ (cs, ℓ∞) takva da jeL(x) = Ax za svakox ∈ cs. Znamo da

je csβ = bv, bv = (ℓ1)∆ ℓ∞ = ℓβ
1 i da jeℓ1 prostor sa AK svojstvom, pa imamo

A ∈ (cs, ℓ∞) je kompaktan ⇐⇒ At ∈ (ℓ1, bv) je kompaktan ⇐⇒
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⇐⇒ ∆At ∈ (ℓ1, ℓ1) je kompaktan.

Za poslednju klasu ako i samo ako uslovi su dati u [5, VI.B], paprimenjujúci ih

na matricu∆At dolazimo do potrebnog tvrdjenja.

Novi rezultati o kompaktnosti operatora na

prostorima sa mešovitom normom

Predmet istraživanja u ovom delu su prostori mešovite norme. Rezultati

iz ove sekcije objavljeni su [10]. Prostore mešovite norme uveo je Kellogg [24]

a zatim su ih izǔcavali mnogi autori [3, 13, 20, 21, 22, 23]. Označavamo ih sa

ℓp,q i za 1 ≤ p, q < ∞ su definisani na sledeći nǎcin:

ℓp,q = {x ∈ ω |
∞∑

m=0

(
∑

n∈I(m)

|xn|p)q/p < ∞} , (3.25)

gde jeI(0) = {0} i I(m) = {n ∈ N | 2m−1 ≤ n < 2m} za svakom > 0. Oni

su Banahovi prostori i norma na njima je data sa

‖x‖p,q = (
∞∑

m=0

(
∑

n∈I(m)

|xn|p)q/p)1/q . (3.26)

Poznato je i da je prostorℓp,q BK prostor sa AK svojstvom za1 ≤ p ≤ ∞ i

1 ≤ q < ∞ prema [21, Example 3.4 (a) ], i da je prostorℓ∞,q BK prostor za

1 ≤ q ≤ ∞.

Možemo uopštiti naše istraživanje ukoliko dijadičke blokove zamenimo

proizvoljnim blokovima, slǐcno kao što je uradjeno i u [3]. U tom slučaju bi

imali I(m) = {n ∈ N | k(m) ≤ n ≤ k(m + 1) − 1} zam = 0, 1, ... pri čemu

(k(m))∞
m=0 predstavlja strogo rastući niz celih brojeva za koji jek(0) = 0. U

slučaju da sup ili q beskonǎcni, odgovarajúce sume moraju biti zamenjene

supremumima odnosno dobijamo:
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1) zap = ∞ i 1 ≤ q < ∞ imamo

ℓp,q = {x ∈ ω |
∞∑

m=0

( sup
n∈I(m)

|xn|)q < ∞} (3.27)

sa normom

‖x‖∞,q = (
∞∑

m=0

( sup
n∈I(m)

|xn|)q)1/q ; (3.28)

2) za1 ≤ p < ∞ i q = ∞ imamo

ℓp,∞ = {x ∈ ω | sup
m

(
∑

n∈I(m)

|xn|p)1/p < ∞} , (3.29)

sa normom

‖x‖p,∞ = sup
m

(
∑

n∈I(m)

|xn|p)1/p ; (3.30)

3) zap = q = ∞ imamo

ℓ∞,∞ = {x ∈ ω | sup
m

( sup
n∈I(m)

|xn|) < ∞} , (3.31)

sa normom

‖x‖∞,∞ = sup
m

( sup
n∈I(m)

|xn|) . (3.32)

Možemo videti da jeℓp,p = ℓp za1 ≤ p ≤ ∞.

Skup množitelja prostora smo već definisali u prvoj glavi i sledéci rezultat

olakšava karakterizaciju množiteljaM(ℓr,s, ℓu,v).

Teorema 3.30.[24, Theorem 1.] Neka su1 ≤ r, s, u, v ≤ ∞, a p i q definišemo

kao

1/p = 1/u − 1/r ako je r > u, p = ∞ ako je r ≤ u ,

1/q = 1/v − 1/s ako je s > v , q = ∞ ako je s ≤ v.

Tada jeM(ℓr,s, ℓu,v) = ℓp,q.

U nastavku, zaλ ∈ M(ℓr,s, ℓu,v), posmatramo operatorTλ : ℓr,s −→ ℓu,v
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definisan sa

Tλ(x) = (λnxn)∞
n=0 (x ∈ ℓr,s) .

Kellogg je u svom radu [24] pokazao daTλ ovako definisan predstavlja ograničen

linearni operator sa normom‖Tλ‖ = ‖λ‖p,q gde r, s, u, v, p i q zadovoljavaju

uslove prethodne teoreme. Preciznije,Tλ : ℓr,s −→ ℓu,v je ogranǐcen linearni

operator ako i samo jeλ ∈ ℓp,q.

U radovima [22] i [23], autori su posmatrali Hausdorfovu meru

nekompaktnosti operatoraTλ i zavisno od vrste slǔcajeva našli tǎcnu meru ili

izvršili njenu procenu. Medjutim, oni nisu iskoristili nijednu relaciju izmedju

matrǐcnih transformacija na prostorima nizova i ograničenih linearnih operatora.

Mi zato problemu pristupamo na drugačiji način, koristéci teoriju BK prostora i

matrǐcnih transformacija pa posmatramo matricuA = A(λ) = (ank)∞
n,k=0

pridruženu operatoruTλ tako da jeTλ(x) = Ax za svakox ∈ ℓr,s za

1 ≤ r, s ≤ ∞. Očigledno će naša matrica biti dijagonalna sa nizomλ na

dijagonali. Takodje je jasno da jeAx = (λnxn)∞
n=0 za svakox ∈ ℓr,s.

Pored teorema već navedenih u radu, od koristiće biti i sledéca teorema:

Teorema 3.31.[22, Lemma 2.1 ] Neka jeQ ograničen skup u prostoruℓp,q gde

je 1 ≤ p, q ≤ ∞, i neka jeRn : ℓp,q −→ ℓp,q zan = 0, 1, ... operator definisan

saRn(x) = x − x[n] za svakox = (xm)∞
m=0 ∈ ℓp,q. Tada imamo da je

χ(Q) = lim
n→∞

(sup
x∈Q

‖Rn(x)‖) .

Neka sum i n nenegativni celi brojevi. Koristićemo oznakuI(m, n) =

I(m){0, 1, 2, ..., n} i oznakuλ(n) = Rn(λ) a operatorT (n)
λ će biti povezan sa

dijagonalnom matricomA(n)(λ) koja je dobijena iz dijagonalne matriceA(λ)

kad brojeveλ0, λ1, ..., λn zamenimo nulama.

Teorema 3.32.Neka sur, s, u, v, p i q definisani kao u Teoremi 3.30. Tada imamo

zaλ ∈ ℓp,q

(i) ‖Tλ‖χ = lim
n→∞

(
∞∑

m=0

(
∑

k∈I(m,n)

|λk|p)q/p)1/q ako je v < ∞ i v < s i r > u ;
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(ii) ‖Tλ‖χ = lim
n→∞

(
∞∑

m=0

( sup
k∈I(m,n)

|λk|)q)1/q ako je v < ∞ i v < s i r ≤ u ;

(iii) ‖Tλ‖χ = lim
n→∞

(sup
m

(
∑

k∈I(m,n)

|λk|p)1/p) ako je v < ∞ i v ≥ s i r > u ;

(iv) ‖Tλ‖χ = lim sup
n→∞

|λn| ako je v < ∞ v ≥ s i r ≤ u ;

(v) 0 ≤ ‖Tλ‖χ ≤ lim
n→∞

‖λ(n)‖p,q ako je v = ∞ .

Dokaz: Radi kráceg zapisa označimo saB = Bℓr,s , a saA dijagonalnu matricu

pridruženu operatoruTλ, tj. matricu kojaa reprezentuje. Posmatrajmo prvo slučaj

kad jev < ∞, sa podslǔcajevimav < s i v ≥ s.

• Pretpostavimo da jev < s

Ako je r > u tada po Teoremi 3.30 imamo

‖Tλ‖χ =χ(LA(B)) = lim
n→∞

sup
x∈B

‖Rn(Ax)‖ = lim
n→∞

sup
x∈K

‖λ · x − (λ · x)[n]‖

= lim
n→∞

sup
x∈B

‖T
(n)
λ (x)‖ = lim

n→∞
‖λ(n)‖p,q

= lim
n→∞

(
∞∑

m=0

(
∑

k∈I(m,n)

|λk|p)q/p)1/q .

Ako je r ≤ u, tada jep = ∞ pa jos jednom primenimo Teoremu 3.30 i na

isti nǎcin kao u prethodnom slučaju možemo dobiti

‖Tλ‖χ = lim
n→∞

‖λ(n)‖∞,q = lim
n→∞

(
∞∑

m=0

( sup
k∈I(m,n)

|λk|)q)1/q .

• Pretpostavimo sada da jev ≥ s.

Iz v ≥ s izvlačimo zakljǔcak da jeq = ∞. Kako jev još uvek manje od

beskonǎcno možemo koristiti Teoremu 3.30 i dobiti kao i u slučaju kad je

v < s naredne podslǔcajeve i odgovarajúce rezultate.
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Za r > u imamo

‖Tλ‖χ = lim
n→∞

‖λ(n)‖p,∞ = lim
n→∞

(sup
m

(
∑

k∈I(m,n)

|λk|p)1/p) .

Slično, zar ≤ u, zaista dobijamop = q = ∞, pa imamo

‖Tλ‖χ = lim
n→∞

‖λ(n)‖∞,∞ = lim sup
n→∞

|λn| .

Ovim smo obuhvatili sve slǔcajeve u kojima je bilo mogúce primeniti Teoremu

3.30, i dobili jednakosti za Hausdorfovu meru nekompaktnosti operatoraTλ. U

slučaju kada jev = ∞ to nije mogúce uraditi na ovaj nǎcin i tu dobijamo samo

procenu za Hausdorfovu meru nekompaktnosti operatora. Naravno, to kasnije

povlǎci nemogúcnost davanja potrebnih i dovoljnih uslova za kompaktnost

posmatranog operatora.

Pretpostavimo da jev = ∞, i da jeS jedinična sfera u prostoruℓr,s, r, s ∈

[1, ∞]. Definišimo operatorePn , Rn : ℓu,∞ −→ ℓu,∞ (n = 0, 1, 2, ...) sa

Pn(x) = x[n] i Rn(x) = x − x[n] za x = (xk)∞
k=0 ∈ ℓu,∞. Kako jeLA(S) ⊂

Pn(LA(S))+Rn(LA(S)) , na osnovu elementarnih osobina funkcijeχ dobijamo

da je

χ(LA(S)) ≤ χ(Pn(LA(S)))+χ(Rn(LA(S))) = χ(Rn(LA(S)))

≤ sup
k∈S

‖Rn(LA(x))‖ .

Ako u obzir uzmemo specijalnu formu beskonačne matriceA pridružene

operatoruTλ, dobícemo

sup
x∈S

‖Rn(LA(x))‖ = sup
x∈S

‖λ·x−(λ·x)[n]‖ = sup
x∈S

‖T
(n)
λ (x)‖ = ‖T

(n)
λ ‖ = ‖λ(n)‖p,q .

Jasno je da u ovom slučaju imamo da jeq = ∞ (ili s = v = ∞ ili s < v = ∞).

Podslǔcajevi koje možemo razmatrati sur > u i r ≤ u, i oni mogu biti tretirani

na isti nǎcin kao i ranije. Tako da dobijamo0 ≤ ‖Tλ‖χ ≤ limn→∞ ‖λ(n)‖p,∞ ako
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je v = ∞ tj.

0 ≤ ‖Tλ‖χ ≤ lim
n→∞

sup
m

(
∑

k∈I(m,n)

|λk|p)1/p , ako je v = ∞ i r > u ;

0 ≤ ‖Tλ‖χ ≤ lim
n→∞

sup
k∈I(m,n)

|λk| , ako je v = ∞ i r ≤ u .

Kao posledicu za sve razmatrane slučajeve, prema [35, Corollary 2.26

(2.58)], dobijamo

Posledica 3.33.Neka sur, s, u, v, p i q kao u Teoremi 3.30. Tada zaλ ∈ ℓp,q

imamo

(i) Tλ je kompaktan ako i samo ako jelim
n→∞

(
∞∑

m=0

(
∑

k∈I(m,n)

|λk|p)q/p)1/q = 0

ako je v < ∞ i v < s i r > u ;

(ii) Tλ je kompaktan ako i samo ako jelim
n→∞

(
∞∑

m=0

( sup
k∈I(m,n)

|λk|)q)1/q = 0

ako je v < ∞ i v < s i r ≤ u ;

(iii) Tλ je kompaktan ako i samo ako jelim
n→∞

(sup
m

(
∑

k∈I(m,n)

|λk|p)1/p) = 0

ako je v < ∞ i v ≥ s i r > u ;

(iv) Tλ je kompaktan ako i samo ako jelim sup
n→∞

|λn| = 0

ako je v < ∞ v ≥ s i r ≤ u ;

(v) Ako je lim
n→∞

‖λ(n)‖p,q = 0 i ako je v = ∞ ,

tada je Tλ kompaktan operator.

U slučaju kad jev = ∞, prostorℓu,∞ nema Šauderovu bazu pa primena

teoreme Goldeinstein-Gohberg-Markus daje samo dovoljne uslove za

kompaktnost operatoraTλ reprezentovanog matricom A. Mícemo dati bolje

uslove za neke podslučajeve.

Teorema 3.34.Neka su brojevir, s, u, v, p, q definisani kao u Teoremi 3.30, neka

je v = ∞, s 6= ∞ i neka sur′, s′, u′, p′, q′ njihovi konjugovani brojevi. Tada za
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operatorTλ : ℓr,s −→ ℓu,∞ važi

(i) Tλ je kompaktan ako i samo ako jelim
n→∞

(sup
m

(
∑

k∈I(m,n)

|λk|p
′

)1/p′

) = 0

ako je 1 < s′ < ∞ i r′ < u′ ;

(ii) Tλ je kompaktan ako i samo ako jelim sup
n→∞

|λn| = 0

ako je 1 < s′ < ∞ i u′ ≤ r′ ;

(iii) Ako je lim
n→∞

‖λ(n)‖p′,q′ = 0 i ako je s = 1 , tada je Tλ

kompaktan operator.

Dokaz: Posmatrácemo slǔcaj kada jev = ∞. Tada jeℓu′,v′

= ℓu′,1 BK prostor

sa AK svojstvom. Zato, zas < ∞ možemo primeniti Teoremu 1.13 i dobiti

sledéce:A ∈ (ℓr,s, ℓu,∞) ako i samo ako jeAt ∈ (ℓu′,1, ℓr′,s′

). Kako jeA = A(λ)

dijagonalna matrica sa nizomλ na svojoj dijagonali, to je(A(λ)t = A(λ). Dalje,

korišćenjem [51, Theorem 3. ], dobijamo da je operatorTλ koji odgovara matrici

A ∈ (ℓr,s, ℓu,∞) kompaktan ako i samo ako je kompaktan operatorT t
λ pridružen

transponovanoj matriciAt ∈ (ℓu′,1, ℓr′,s′

). Kako jes 6= ∞ imamo da je is′ 6= 1,

tj. da je1 < s′ ≤ ∞. Sada rezultati slede direktno iz Teoreme 3.32 i Posledice

3.33 imajúci na umu definiciju matriceA = A(λ) i sledéce tabele:

Ranije 7→ Sada

r 7→ u′

s 7→ 1

u 7→ r′

v = ∞ 7→ s′

Jedini slǔcaj koji ne može biti poboljšan je slučaj u kome jev = s = ∞ i tu

za sada ostaju samo dovoljni uslovi.
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