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Predgovor

Ova teza ima za cilj da, koristepostoj&e pojmove i rezultate iz teorije
sumabilnosti, teorije BK prostora i teorije operatora,kpfe nove rezultate
dobijene za odredjene BK prostore ali i da prezentuje nekieolgane i
drug&ije rezultate u odnosu na one koji su poznati. Takodje, ltatmna iz
pojedinih delova ove teze &® zaokruZeni, tj. kompletirani neki postoje
rezultati koji se odnose na klase kompaktnih operatora dguizabranih BK
prostora. Pored poznatih rezultata izlozeni su i neki readjgni rezultati kao i
originalni rezultati objavljeni u medjunarodnim matengktim casopisima:

e Malkowsky E., Djolovt I., Petkovc K., Two methods for the
characterization of compact operators between BK spa@sanach J.
Math. Anal 8, 2015, 1-13;

e Petkovt K., Some new results related to compact matrix operators in the
class((¢,)r, {), Acta Mathematica Sinica 31, 2015, 1339-1347;

e Djolovic I., Malkowsky E., Petkow K., New approach to some results
related to mixed norm sequence spadammat, 30(1), 2016, 83-88;

e Petkovt K., Some classes of operators related to the space of convergent
seriescs, (prihvaten za Stampu u Filomatu).

Pojedini rezultati iz disertacije prezentovani su na medjodnim skupovima:
13th Serbian Mathematical Congre$22.05.-25.05.2014., Vrngka Banja,
Serbia) i Analysis, Topology and Applications 201426.05.-29.05.2014.,
Vrnjacka Banja, Serbia).

Vil



Teza se sastoji iz tri glave podeljene u sekcije.

Prva glava je uvodnog tipa i sadrzi tri sekcije. U prvoj sgkelozeni su
najvazniji rezultati i pojmovi iz teorija FK i BK prostora. &o su ovi rezultati
od veoma velike vaznosti za izavanje matdnih transformacija izmedju
prostora nizova, a zatim i za izavanje odgovarafiih operatora, jasno da je
ovakav uvod bio neophodan za pemje daljeg rada. Posebno su interesantne
teoreme koje ukazuju na vezu izmedju m@tih transformacija i ograbenih
linearnih operatora izmedju odredjenih prostora nizova. ruga sekcija
posve&ena je klasinim prostorima nizova, co, ¢, £, (1 < p < 00), ¢s, bs, bv i
bvy. Navedene su njihove definicije i poznata topoloSka svajstdnosno, sve
ono Stocemo koristiti prilikom nasSe konstrukcije novih prostorzava. U
trecoj sekciji dat je pregled opstih rezultata koji se odnosekai@kterizaciju
matricnih transformacija izmedju nekih BK prostora, ali su naam@d rezultati
koji se odnose na matme transformacije izmedju klasiih prostora nizova
opisanih u prethodnoj sekciji ove glave. U okviru ove glawi du samo
sustinski vazni rezultati za oblikovanje ove disertacijezibani na
[27, 35, 52, 55].

Druga glava se odnosi ha mdtne transformacije medju prostorima nizova
i ovde je samo prva sekcija uvodnog tipa, dok preostale ttizgaoriginalne
nalwtne rezultate iz [33] i sa [13th Serbian Mathematical Cossjre

U prvoj sekciji dajemo potrebne pojmove i tvrdjenja kajamo dalje
koristiti. Kako se izd@avani prostori nd@e£e mogu predstaviti kao matni
domeni ili jaki matrEni domeni neke trougaone matrice, to ovde dajemo
pregled osnovnih osobina i rezultata vezanih za ovakvo spagtjenje
posmatranih prostora nizova.

U drugoj sekciji uvodimo nove prostore nizovg(A?}), 1 < p < oo,
izuCavanih kasnije i u [46]. Neka ja je strogo rastti niz pozitivnih realnih
brojeva koji teZze ka beskotaosti,u je niz kompleksnih brojevéiji je svaki
&lan razltit od nule a preslikavanj&(z) = (A, (z)) definisano sa

1 n
:)\_Z (A — Me—)up(zp — 23—1) k€ N.



Novouvedeni prostor nizova, koji je ujedno i predmet nazegdvanja je
0 (A = {z € w| > ]An(x)\p <oo},l1<p<oc.
n=0

Medjutim, susStina izbavanja ovog prostora lezi upravo u pronalazenju -
definisanju odgovarafie trougaone matrice takve da se dalje problem svodi na
primenu rezultata iz prve sekcije ove glave. Ovaj zadatgkuniek c&igledan i
jednostavan ali je u ovom gtaju uspeSno reSen. Dalje, nalazimo bazu,
odredjujemog-duale i dajemo karakterizaciju klasa matih preslikavanja u
kojima je finalni prostor neki od klagnih prostora nizova. Ovo je iz rada
prezentovanog na konferenciji [13th Serbian Mathematiaigress] i do sada
nije nigde publikovano.

Sekcija 2.3 se odnosi na prosteréA ), ¢(A) i ¢ (A) ali su za njih navedene
samo odredjene karakterizacije tj. one kég nam biti od interesa u daljem
radu. Naravno, da bi se to postiglo morali smo odrediti i oy 5-duale kao i
odgovarajée norme.

U Cetvrtoj sekciji polazimo od jak@’; sumabilnih i ograréenih prostora
nizovaw, wy, ws. Pored ovih, dobro poznatih prostora, definiSemo kariste
opet matréne domene ali i mnoZzitelje prostora nove prostore nizZoMa i vs.
U Teoremi 2.20 data je karakterizacija métrdbg preslikavanja iz prostorg
U prostorew..,v~ 1 [c]oc UZ Napomenu da se, zbog AK osobine prostgra
ova karakterizacija odnosi i na ograani linearni operator. Rezultati iz fre
i Cetvrte sekcije su delovi rada [33]. Teorema 2.21 je noya,mgde objavljena
i predstavlja deo rada u pripremi. Njome je prikazana veggiju uopstenog
ograntenog linearnog operatora i beskdna matrice&ak i kad p@etni prostor
nije sa AK svojstvom i daje nam predstavljanje za operater B(c, v.,) preko
odgovarajée matrice.

Treca glava se sastoji od Sest sekcija i odnosi se na kompakkagst
matricnog tako i uopStenog ograminog linearnog operatora na prostorima
nizova, kao i na neke metode za njihovu karakterizaciju. Eswovni "alatiza
karakterizaciju kompaktnih operatora izmedju prostoraova koriste se



Hausdorfova mera nekompaktnosti ali i u skorije vreme &g&a primena
rezultata SardZenta. Zato se prva sekcija bavi pojmom iinaota kompaktnog
operatora kao i osnovnim rezultatima vezanim za Hausdorfoneru
nekompaktnosti (uvedena je od strane Goldeinsteina, @abeviarkusa). Od
posebne je vaznosti Teorema 3.3, koja daje rezultate kodtqeo sa
Sauderovom bazom.

Naredne dve sekcije predstavljaju rezultate iz rada [38kcHa 3.2 ilustruje
primenu Hausdorfove mere nekompaktnosti kod karaktejezd@mpaktnih
operatora na nekim konkretnim prostorima nizova gefinisanim u prethodnoj
glavi. Ona takodje, ukazuje i na potrebu da se nektakvi tretiraju na
drug&iji nacin, Sto je i \injeno u Sekciji 3.3 primenom rezultata SardZenta
[51].

Zbog velikog broja radova u kojima dobijeni rezultati mogti fsoboljSani, u
smislu definisanja potrebnih i dovoljnih uslova za kompaktroperatoraetvrta
sekcija daje teoreme u formi uslova vezanih za proizvoljougaonu matricd'.
U njenoj podsekciji navodimo nekoliko primera takve priraeﬁ:etvrta sekcija
je deo rada [46].

Prostor konvergentnih redova je uveden u prvoj glavi a peta sekcija nam
daje rezultate vezane za kompaktnost operatora upravoivezacs. Ovde za
dobijanje potrebnih i dovoljnih uslova kompaktnosti ogera nismo u
mogLlEnosti da primenimo rezultat SardZenta¢ keristimo specifine osobine
tog prostora tj.Cinjenicu da se radi o AK prostoru ali i 0 prostoru dobijenom
kao matrénom domenu trougaone matrice. Neke od iskazanih teorema se
odnose i ha uopsteni ogr&eini linearni operator. Ovo su rezultati iz rada [47].

Poslednja sekcija sadrzi originalne rezultate objavljgng0] vezane za
prostore mesSovite normé”? koje prvi put uvodi Kellogg. Ove prostore
izucavali su autori |.Jovanodii V.Rakatevic u [22] i u [23]. Pristup problemu
je nesto drugdiji od postojeeg. Naime, u naSem radu koristimo teoriju BK
prostora i operatorl), posmatramo kao odgovargjuoperator pridruzen
beskon&noj trougaonoj matrici specijalnog oblika - dijagonaliNeki rezultati
su isti a u nekim situacijama pored procene o Hausdorfovej pgsmatranog



operatora dobijamo i &&an izraz za ovu meru.
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Glava 1

Uvod

Teorija vezana za beskotree matrice i prostore nizova predstavija
veoma zanimljiv deo funkcionalne analize. U skorije vremeaifadjeno dosta
radova na tu temu, dobijeno je mnogo novih prostora nizodeedjene su klase
ograntenih linearnih operatora medju radtim prostorima nizova kao i uslovi
njihove kompaktnosti, a sama teorija primenjena je na mnogéeemaitike
probleme. Umesto getnog niza kompleksnih brojeva posmatra se neka
njegova transformacija, ali se postavljaju i odredjenousl posmatrani skup
nizova je nageXe linearni vektorski prostor koji sadrzi sve konvergentne
nizove, funkcija kojom je predstavljena transformacijaranbiti linearna i da
konvergentne nizove slika u njihovu granicu itd. Jedan o¢inzada se ovo
uradi bi bilo kori€enje beskortaih matrica, a istorijskom greSkom je i za niz
ostao pojam "sumabilan"matricor. Kako cemo se u okviru ove disertacije
baviti karakterizacijom ogragenih linearnih i kompaktnih operatora izmedju
BK prostora, u ovoj glavi dajemo uvodne pojmove vezane za@&iiju. Pored
toga, navedemo i v& poznate rezultate u vezi osobina i métih preslikavanja
na odredjenim prostorima nizova a koji su bas BK prostori. déaljnije
izuCavanje ovih prostoréitalac se upéuje na [55].



Glava 1. Uvod

Osnovni pojmovi o FK i BK prostorima

Da bismo stigli do pojma BK prostora, kremo, najpre, od definicije
FreSeovog prostora (Fréchet), preko FK i normiranog prasigri tomecemo
koristiti sled€i podsetnik.

Definicija 1.1. Neka jeX neprazan skup, a funkcija: X x X — R takva da
zasver,y i z iz X vazi:

1) d(x,y) = 0 ako i samo aka = v,

2) d(z,y) = d(y, z),

3)d(z, z) < d(z,y) +d(y, 2)

Tada jed metrika, a par( X, d) metricki prostor.

Svaki neprazan skup moze biti pretvoren u nidgdria svaki metitki prostor
se dalje na prirodan 8@ moZe nadograditi u topoloSki (definicija okoline a
samim tim i otvorenog skupa zahteva samo rastojanje ).

Ako saw ozn&imo skup svih nizova kompleksnih brojeve= (z,,)%,, tada
se metrika na moZe zadati na sledenaCin:

)= 5 T
n=0 n n

Na metrtkom prostoru mozemo definisati i konvergenciju, pa zanj2 iz
(X, d) kazemo da konvergira ako i samo ako postoji X takvo dad(z,, ) —
0 kadn — oo . Prostor u kome je svaki KoSijev niz konvergentan naziva
se kompletan prostor. Kako matengatii nastoje da nadju Sto & analogiju
sa realnim i kompleksnim brojevima, za koje je poznato dgumalgebarsku
strukturu, to nas dovodi do pojma vektorski ili linearangioy. Ako na skupw

sabiranje elemenatadizi mnozenje skalarom definiSemo sa :

Az = (Azk)is,
zasvakor = (z)52o 1 v = (yk)io, iz wiza svako\ € C, tadatew predstavljati

2



1.1. Osnovnipojmovi o FK i BK prostorima

vektorski prostor.
Metricke i linearne osobine prostora povezane su zahtevom deaspbi
mnozenje skalarom budu neprekidne operacije tj. da iz

Tp =T, Y =Y LAy > A=Tp +Yp > T+Y T ANyT,, = AT .

Za kompletan linearni meftiki prostor kazemo da je FreSeov (Frechet)
prostor.

Prostor(w, d) je FreSeov prostor u odnosu na gore definisanu metriku . Jo$
moZzemo videti i da se konvergencijaw i konvergencija po koordinatama
poklapaju odnosno da

d(z™,z) = 0 (n — o0) ako i samo ako x,(cn) — x (n — o0) za svako k .
Ukoliko na posmatranom prostoii C w, konvergencija po metrieix, u smislu
gore navedenom, povdakoordinatnu konvergenciju, kazemo da je metrika
jaCa od metrikel | X definisane na.

Definicija 1.2. Za FreSeov prostor nizovéX, dx) kazemo da je FK prostor
ukoliko je uX metrikady jaca od metrikel |y definisane w.

Takodje se za definisanje FK prostora koristi i skaldefinicija.

Definicija 1.3. FK prostor X je FreSeov prostor kod kog su za svako
neprekidna preslikavanj&y : X — C definisana saPy(z) = zy (z € X).

Definicija 1.4. Normirani FK prostor naziva se BK prostor.

Pojam uveden 1927. godine od strane J. Saudera (J.Schapdetj u
nekim, ali ne svim, sléajevima moganost jedinstvenog prikazivanja elementa
iz vektorskog prostora ponga odredjenih baznih elemenata. Slealeefinicija
daje jasan prikaz.

Definicija 1.5. Za nizb = (b,)5°, u linearnom metrickom prostor¥ kazemo
da je Sauderova bazali ukoliko za svaka € X postoji jedinstveno odredjen
niz skalara\ = (), tako dajer = 3-°°  Auby.
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Jedan od najvaznijih primera baze je niz vekt¢e&))>, definisanih na
slede&i necin:
w0 (k #n)
€ =
1 (k=mn).

Takodje, ovom skupgesto se dodaje i vekter= (e)>° , definisan sag, = 1
(k=0,1,2,...). Unarednim sekcijama videmo stvarni znzaj ovih nizova.

Ozn&imo sa¢ skup svih konénih nizova. Sledea definicija odnosi se na
jo$ jednu klasu prostora veoma vaznu za nas dalji rad.

RN

Definicija 1.6. Za FK prostorX O ¢ , kazemo da ima AK osobinu, ili krace,
AK prostor, ako je ispunjeno sledet& , ze® — 2 (m — oo) za svako
r = ()72, € X.

U realizaciji zadatka ove teze potrebna nam je kako teoKjarestora, tako i
teorija matrEnih transformacija. Stoggemo uvesti neophodne oznake i pojmove
za dalji rad.

Neka je A = (an);—o beskona@na matrica kompleksnih brojevazi =
(x)52, niz kompleksnih brojeva. Pisamo sledee:

Az = (Ax)52,

pri Cemu je:
A,x = i Ak Tk
k=0
predpostavljajai da poslednji red konvergira.

Ukoliko su daljeX i Y podprostoriv, sa(X,Y) €emo oznéavati klasu svih
matrica koje slikaju prostok u Y. Cinjenica da jed € (X,Y) zapravo znéi
dajeAr € Y zasvakar € X aliidaje A,z konvergentan red za svakoe X
i svakon.

Mnozitelj prostora (engl. multiplier spaceY i Y, u oznaciM(X,Y)
definisan je na sleden&Cin:

M(X,Y)={a €w|axr = (arxy)fe, € Y zasvakar € X}



1.1. Osnovnipojmovi o FK i BK prostorima

ili
M(X,Y)= () 2 +Y,
zeX
gde je
v xY ={zcw]|rr= (1), €Y}

Definicija 1.7. Za proizvoljnu beskonacnu matricd, metod sumabilnosti
matricomA je definisan sa = Az, a sa

wa={z€w | Ax je definisano }
oznaCavamo domen matriee. Ako jeX podskup skupa, za skup
Xag={zrxew | Az € X}

kazemo da je matricni domehu X.

Ako umestoX posmatramo skup svih konvergentnih nizevea matricuA
dobijamo takozvani konvergentni domen matrice.

ca={xew | Arec}.

Ukoliko se vratimo na karakterizaciju klageX,Y’), upotrebljavajgi pojam
matricnih domena, moZzemogida je A € (X, Y') ako i samo ako je&X C Y.

Sadatemo navesti veoma vazne rezultate iz teorije FK prostatree ka nase
istraZivanje. Mnogobrojna literatura postoji na ovu temliise moZze réi da je
osnova svega [55].

Teorema 1.1.([35, Corollary 1.15], [55, Corollary 4.2.3]) Neka jeX FreSeov,
Y proizvoljan FK prostor,f : X — Y linearno preslikavanje P, : X — C,
(n € Ny), preslikavanje definisano 93, (z) = x,,. Ako je preslikavanj&, o f :
X — C neprekidno za svake, tada je i preslikavanjg : X — Y neprekidno.
Teorema 1.2.([35, Remark 1.16]) Neka j& D ¢ proizvoljan BK prostor. Ako

je red >>° , a,x,, konvergentan za svako € X, tada je linearni funkcional
fa : X — C definisan s&f,(z) = >°0°, a,z, za svakar € X, neprekidan.
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Ove dve teoreme imaju kao posledicu teoremu kojom je pokeaarznéaj
FK i BK prostora u izi&avanju matinih transformacija.

Teorema 1.3. ([35, Theorem 1.17], [55, Theorem 4.2.8]) Svako matricno
preslikavanje izmedju FK prostora je neprekidno.

Dokaz Neka jeA € (X,Y) pri Cemu suX i Y proizvoljni FK prostori.
Preslikavanjef , definiSemo sg4 : X — Y tako da jefa(xz) = Ax za svako

xr € X. Kako je na osnovu Teoreme 1.2 preslikavafje- f4 : X — C
neprekidno za svake, to je i preslikavanjef, : X — Y neprekidno na osnovu
Teoreme 1.1.

Kako je predmet naSeg rada karakterizacija ogremih linearnih operatora
za X i Y Banahove prostore, korisBmo standardnu oznaks(.X,Y") za skup
svih ograngenih linearnih operatora iX u Y. Poznato je da je u tom giaju
B(X,Y) takodje Banahov prostor i da je norma na njemu definisana sa

|L|| = sup{||L(x)|| | [|z]| =1} za svako L € B(X,Y) .

SaX* ozn&avaemo prostor svih ogragenih linearnih funkcionald, takvih da
f: X — C, gde je norma data sa

I} = sup{[f(x)| | [zl =1} za svako f € X* .

Ovaj prostor s€esto zove i neprekidni dual prostaka
Sled&a teorema ima veoma vaznu ulogu u teoriji niatith transformacija
medju prostorima nizova.

Teorema 1.4.([35, Theorem 1.23], [21, Theorem 1.9.], [55, Theorem 4.8
(a) Neka suX i Y FK prostori. Tada svaka matricd € (X,Y") definiSe linearni
operatorL, € B(X,Y)tako dajeLs(z) = Az za svakar € X.

(b) Neka suX i Y BK prostori i prostor X je sa AK svojstvom. Tada je
B(X,Y) C (X,Y) tj. za svaki linearni operatol. € B(X,Y) postojiA €
(X,Y) tako da jeL(z) = Az za svakar € X.
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1.1. Osnovnipojmovi o FK i BK prostorima

Na kraju ove sekcije navedimo joS jedan veoma bitan "alagihakterizaciji
klasa matgnih transformacija #-dual. Za dati skupX' C w, g-dual se definiSe
na sledéi nacin:

X? ={a€w| apry konvergira za svako € X}.
k=0
Ukoliko sacs ozn&imo prostor konvergentnih redova, tj.
cs ={z €w| )z konvergira } ,
k=0
jasno nam je da je
XP = M(X,cs).

Pomenimo da pored-duala postoje joS kv i y-duali ali se ovde n&emo
zadrzavati na njihovim osobinama. Za dalje Gauanje moze se Koristiti
[27, 35, 55].

Primetimo joS da se, koristepojam 3- duala, karakterizacija klageX, Y)
moze formulisati na sle@enacin:

A€ (X,Y) ako i samo ako jel, € X” za svako i Ar € Y za svakar € X.

Za dati BK prostorX, prostorX” je takodje BK prostor u odnosu na normu:
lalls = sup{sup | Y apzy| | lzflx =1} .
" k=0

Ukoliko sa X* ozn&imo skup neprekidnih duala za prost&r, odnosno
X* = B(X,C), sled€éom teoremom dat je odnos izmedjir i X”.

Teorema 1.5.([55, Theorem 7.2.9], [35, Theorem 1.34]) NekaYe D ¢ BK
prostor. Tada postoji linearno "jedan-jedan"preslikayary’ : X% — X*,
odnosnoX? C X*. Ako jeX AK prostor, onda je preslikavanjgi"na".

Poslednja teorema u kombinaciji sa Teoremom 1.4 imackljuulogu u
pravljenju razlike izmedju uopStenih linearnih ogr@emih operatora izmediju,

7



Glava 1. Uvod

na primer, FK prostor& i Y, u oznaciL € B(X,Y) i matricnih operatord. 4
pridruZzenih odgovaraftoj beskonénoj matriciA € (X,Y"). O tomece viSe biti
reCi u narednoj glavi.

Neki vazniji prostori nizova

Kako smo ranije napomenuli, ragiii prostori nizova bili su predmet
izucavanja mnogobrojnih radova. Medjutim, treba joS naglada najveti broj
njih potiCe iz koncepta teorije sumabilnosti i teorije bazirane narigr@m
domenima, Stocemo nesto kasnije i ilustrovati. OvdeEemo navesti neke
"osnovne"prostore nizova, od kojih zapravo sveckréCije osobine su vazne za
dalje konstrukcije "slozenijih" prostora nizova. Dajeman® najvaznije
pojmove i osobine neophodne za naSe istraZivanje, a zestesini mogu
detaljne dokaze i opSirniji prikaz radi daljeg istraZzivangci u [35, 51, 52, 55].

U prethodnoj sekciji uveli smo najpre, skup svih kompleksnih nizova
x = (zx)72,. Videli smo da jew FK prostor sa metrikom definisanom u (1.1).
Takodjew ima AK osobinu.

Posmatrajmo dalje skupove ogréenih, konvergentnih i konvergentnih ka
nuli (tzv. nula nizovi) nizova kompleksnih brojeva, u oznagom, /., ¢, co:

lo={x €W |sup|az|<o0};
k

c={zx€w| limz,=¢§ zaneko{ € C};
k—o0
co=4{z€cw | limazx,=0}.
0 { ‘ k—o0 k }
Prostoril,., ¢ i ¢y su BK prostori u odnosu na normu definisanu sa:

=] = sup |-
k

Vazi slede€e:
co C ¢ Cls



1.2. Neki vazniji prostori nizova

i jos je ¢, zatvoreni podskup u, ac zatvoren W,.. Prostor/,, nema Sauderovu
bazu, ¢, je AK prostor, ac ima Sauderovu baz(e, e, e® . ..) ali nije AK
prostor. Svaka = (z)2, € cima jedinstveno predstavljanje:

et S (e — €)e® prigemuies — i
r=Ee+ kz:;)(xk £)el™, pritemu jes kh—fgow’“'
Ukoliko posmatramg@i-duale za pomenute prostore, vazi skeste
cg = =0 =1

gde je(; definisano sd; = {z € w | 02 x| < o0}
Poslednji prostor nizovg je prostor svih apsolutno konvergentnih redova i
predstavlja specijalni siaj prostord,, definisanih na sledgnecin:

[e.e]
ly={zcw | |z [P<c}zal<p<oo,
k=0

Za prostore,, , 1 < p < oo, odgovarajéa norma je data sa

(e 9]

Iz = (3 |al?)7

k=0

odnosno za prostdy odgovaraj@a norma je data sa:
o
2]l = > l2xl-
k=0

Cesto se norma u ovim prostorima ozaea i sd| - ||,
Prostori/, , 1 < p < oo su AK prostori i vazi sledee:

=10 (1<p<oo, q=p/lp—1));
07 =l
Prilikom definisanja mnozitelja prostora u prethodnoj siekoveli smo

9
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prostor konvergentnih redova:

o
cs={zew| ) xy konvergira } .
k=0

Zapravo mozemo Koristiti i ekvivalentan oblik:
cs={recuw| Jgrgo];)xszzanek0$€C}.

Vet ovde mozemo uiti povezanost ovog prostora i prostara O ovomece
biti rei u narednim sekcijama. Pomenimo da se analogno ovakvejzaowsti
mozZe recimo uvesti i prostass, ali to nece biti predmet nasSeg rada. Méemo
ovde navesti joS jedan prostor, pacsiom principu, samo ovog puta éa. To je
prostor ograréenih redovabs:

n o0

bs ={z €w] (sz)nzo €l },

k=0

odnosno

n
bs={z€w |sup| ) z|<oo}.
" k=0

Ovo su takodje BK prostori;s je zatvoren podprostor dgk pa su im norme
iste i date sa:

n
Hchs = Hbes = sup ‘ Zxk|
" k=0

Prostores je AK prostor, dok prostobs nema Sauderovu bazu.

Pre nego Sto navedenibduale za prostores i bs, navegemo jos dva vazna
prostora nizovabug i bu.
Prostorbv predstavlja prostor nizova ogr&eine varijacije i definisan je sa

o0
bw={zew| ) |zp— ps1| <0 }.
k=0

10



1.3. Matrne transformacije izmedju kla@siih prostora nizova

Prostorby, definisan je na sle@enacin:
bvg = bv N ¢y.

Oba prostora su BK prostori, pdemu jebv, joS i AK prostor. Vazi:
bv = buy @ e, odnosno, prostobu nije AK prostor ali ima Sauderovu bazu
(e,eM e ). Norma na prostort definisana je sa:

] = | Jim. x| +1§ka — g1l -
Lema 1.6. [55, Lemma 7.3.2] Ukoliko j& 32 |z — zp41] < oo, tada jex =

()32, € C.

Jasno da sada mozemo odredjene rezultate izvoditi za pedsta bug
imajuci u vidu njihov skupovni odnos sa prostorimacy.
Na kraju navedimo jos i izgled-duala za prostores, bs, bv i bvy.

h? = cs bvg:bs, cs® =bu, bs® = bu,.

Kako za skupX C w kaZzemo da jgs3-perfektan ukoliko jeX?? = X, jasno
da su poslednje uvedeni skupaviperfektni. Takodje, kako jéﬁﬁ = /{, za
1 < p < o0, t0 su i¢, prostoriS-perfektni. Medjutime?? + ci i’ # ¢, pa ovo
nisu g-perfektni skupovi.

Matri Cne transformacije izmedju klasicnih prostora
nizova

Ukoliko imamo zadate prostore nizova,dani X C wifinalni Y C w,
jedan od zadataka nam je da izvrSimo karakterizaciju klasarignih
transformacija (X,Y) i to u smislu nalaZzenja uslova za elemenig,
beskonane matriceA = (a.);—o Kako bi ova bila iz klasg(X,Y), tj.
A € (X,Y). U ovom delu podsetemo se nekih od karakterizacija matiih
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transformacija izmedju prostora nizova koje smo naveli etlprdnoj sekciji,
naravno u sl@ajevima kad je to modie. Onece biti osnova za neke od
karakterizacija izmedju prostora nizova slozZenijeg abkiojecemo u narednoj
glavi uvesti. Pored gotovih karakterizacija, nad@®o0 kroz teoreme i neke
korisne rezultate koji dovode do konkretnih uslova za ogeel karakterizacije
matricnih transformacija. Pomenute teoreméebdate bez dokazadGitalac se
upLEuje za detaljnije istraZivanje ove problematike na [27,55)}.

Teorema 1.7.[35, Theorem 1.23]
(a) Neka jeX BK prostor. A € (X, ¢.,) ako i samo ako

1AlGx ) = 5P [[Anllx = sup(sup{|Anz] | ||z =1}) < oo .

ZaA € (X, () vaziidaje|Lall = [ Allix.).

(b) Ako je(b®)3, Sauderova baza z¥ i ako jeY; zatvoren FK podprostor
uY,tadajed € (X,Y;) ako i samo ako jel € (X,Y)iakojeA(b*) € Y, za
svakok.

Navedena teorema & nam od koristi za karakterizaciju klasa oblika
(X, /), gde jeX jedan od klaginih prostora nizovac, cy, ¢, zal < p < oo
(naravno od koristi je i za mnogo Siri izbor prosto¥a ali cemo se u okviru ove
sekcije zadrzati samo na klaeim prostorima nizova). Kako je, zatvoren
podskup w a ovaj dalje zatvoren podskup/y, to e nam nakon karakterizacije
klasa oblika(X, ¢.,), biti omogitena i karakterizacija klasa oblik&, c), a
zatim i (X, ¢,) ali samo za sléajeve kada prostaX ima Sauderovu bazu.

Dakle, imajiti sve ovo u vidu, Teorema 1.7(a) bi "pokrila"karakterizaci
sled&€ih klasa: (o0, (o), (€, lo), (co,loo)s (01,000), (Up,ls) ZAl < p < o0.
Primenom iste teoreme, ali dela (b), definisali bismo i steddase mattinih
transformacija:(c, ¢), (co,¢), (¢1,¢), ({p,c) zal < p < o0, (¢, cp), (o, o),
(01, co), (€, co) zal < p < 0.

Radi lep3eg i lakSeg pregleda rezultata, naj@mo definisati slede uslove:

sup Y _ |an| < 00 ; (1.1)
" k=0

12



1.3. Matrne transformacije izmedju kla@siih prostora nizova

sup | an,| < oo ; (1.2)
n,k
sup Y |ag|? < oo (1<p<oo, g=p/(p—1)); (1.3)
" k=0
nllﬁngo Z apr =0 ; (1.4)
nh—>Holo anr, = 0 za svako k ; (1.5)
nh—>Holo Z Qpr = Q; (1.6)
71115{)10 an = oy, za svako k . 1.7)

Sada mozemo definisati teoremu koja jasno sledi na osnoga skeesada datog.

Teorema 1.8.(a) [35, Theorem 1.36, Theorem 1.37]

(o, loo) = (¢, lo) = (looy loo) -

(b) A € (loo, lo) = (o, loo) = (¢, ls) ako i samo ako je ispunjen uslov (1.1);
(c) A € (41, /) ako i samo ako vazi uslov (1.2);

d)Ae (4,,0x), 1 <p<oo,akoisamo ako vaziuslov (1.3);

() A € (¢, cp) ako i samo ako vaze uslovi (1.1), (1.4) i (1.5);

(f) A € (¢, c) ako i samo ako vaze uslovi (1.1), (1.6) i (1.7);

(9) A € (co, co) ako i samo ako vaze uslovi (1.1) i (1.5);

(h) A € (co, c) ako i samo ako vaZze uslovi (1.1) i (1.7);

o~~~
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()A€ (l,c0), 1 <r<oo,akoisamo ako vaze uslovi (1.3)i(1.5).
() Ae (¢,c), 1 <r < oo, akoisamo ako vaze uslovi (1.3) i (1.7);
(k) A € (41, co) ako i samo ako vaze uslovi (1.2) i (1.5);

() A € (¢4, c) ako i samo ako vaze uslovi (1.2) i (1.7).

Ukoliko je prvi prostor/,, a finalni prostor jedan od prostoeali ¢, stvari
stoje drugdije. Naime,/,, nema Sauderovu bazu te je nemogrimeniti
Teoremu 1.7 ali ni mnoge druge rezultate koji uspeSno r@dapeoblem
karakterizacije. Situacija je spedifia i reSena je Surovom teoremom (Schur).

Teorema 1.9.(Schur) [27, Theorem 6., str.169] € ({,c) ako i samo ako
vaze uslovi:

(o]
() > la.| konvergira uniformno pon ;
k=0

(ii) postoji nh_)ngo anr Zasvakok . (1.8)
Posledica 1.10.A € (¢, ¢y) ako i samo ako vaze uslovi:

o
() > |aw| konvergira uniformno pon ;
k=0

[
(i) lim a,, =0 za svakok . (1.9)

Napomena 1.Napomenimo da se poslednja karakterizacija moze definisati
sledeci nacin [52]:

A € (Lo, co) ako i samo ako vaziim > lank| = 0. (1.10)
k=0

Pre nego Sto navedemo sléd&oristan rezultat, uvé®mo najpre jednu
oznaku.
Naime, neka jeF skup svih konénih podskupova prirodnih brojeva i neka je
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1.3. Matrne transformacije izmedju kla@siih prostora nizova

K € F. Ukoliko je A = (ank);%— beskonana matrica, oznakd(K) zngice

sled€e: (X ek ank)o -

Teorema 1.11.(a) [55, Theorem 8.4.3.] Neka j¢ FK prostor. TadaA € (¢, Y)
ako i samo ako je skupA(K) | K € F} ograniCen uY'.
(b) [55, Theorem 8.3.7] Ako j&; definisan saX; = X & ¢, tada

A€ (X;,Y) akoisamoakojed € (X,Y) i Ae €Y.

Primenom prethodne teoreme mogli bismo da odredimo kaia&tgje klasa
oblika (¢o, Y) i (¢,Y) imajuci u vidu da jec = ¢ @ e.

Teorema 1.12.[52, (63.)] A € (¢, 4,) = (co,¢,) zal < r < oo ako i samo ako
vazi uslov

sup > | - ani| <00, K CF, (1.11)
K n=0 kex
Naredna teorema pokaa joS jednom veliki zngaj S-duala u teoriji
matricnih transformacija. Kao Sto je i udldjeno, saA! ozna&icemo
transponovanu matricu matrice

Teorema 1.13.[55, Theorem 8.3.9] Neka ski i Z BK prostori sa osobinom AK,
ineka jeY = Z°. Tadaje

(X,Y) = (X5 Y)

i vazi
A€ (X,Y) ako i samo ako A' € (Z,X") .
Imajuci u vidu da suy i 4, 1 < r < oo, AK prostori, korist&i ovu teoremu
mogli bismo da definiSemo klagé,, /) zal < r < oo i ({,,¢1) zal < r < oc.

KoriStenjem vé dobijenih karakterizacija i primenom upravo navedenstiee,
jednostavno se mogu pokazati sledezultati.
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Teorema 1.14.Neka jel < r < oo. Tada imamo sledece:
(@) A € (44,¢,) ako i samo ako vaZi

Sup > ank]” < 00 (1.12)

n=0
(b) A € (¢4, ¢;) ako i samo ako vaZi

sip > ank] < oo (1.13)

n=0
(c) A € (¢,, ) ako i samo ako vaZi

“<oo,s=r/(r—1),KeF; (1.14)

o0
SIIl(pZ\ > ank

k=0 neK
(d) A € (£, t1) ako i samo ako vaZi

supi\zank\<oo,Kef. (1.15)

K k=0 nek

Dokaz Zal < r < oo, prostor/, je AK prostor i vazil, = (°,1 < s < occ.

takodje vaZi i da jery AK prostor i dajec)” = (. i ) = ¢,. Sada je jasno da

imamo sledée:
A c (61761) <~ At S (Co,foo)Q

Ae (b)) e A e (lyly), 1 <r<oo,s=r/(r—1);
A€ (b, 0) & A € (co,ls) , 1 <r<oo,s=r/(r—1);
(co. 1) = (c6”, 01) = (Loo, £1).

Sada primenom rezultata iz Teorema 1.8 i 1.12 na odgov@@ajuatrice,
dobijamo uslove za karakterizaciju posmatranih klasaigrtr transformacija.

Do sada smo posmatrali mainie transformacije izmedju klasiih prostora
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1.3. Matrne transformacije izmedju kla@siih prostora nizova

nizova. Ono $§to moZemo primetiti je da nije data karaktefjaamatrcnih
transformacija za klast/,, ¢,.) za proizvolinepir (1 < p,r < 0o0). U literaturi
se mogu nai rezultati koji se odnose na klagt,, ¢5) [27] ili u nekim radovima
uslovi za specijalne oblike matrica, takozvane, faktarigae matrice, ali
generalnih rezultata nema.

Ukoliko posmatramo prostore iz prethodne sekeijg,bs, bv, bvy koji nisu
klasicni prostori nizova, ali su svakako od interesa za nas ragug®oje i ovde
definisati klase odredjenih matriih transformacija koje se moguaia [52, 55].
Medjutim, ukoliko se ovi prostori posmatraju kao métii domeni odredjenih
matrica u nekim od klaénih prostora nizova, Stotemo videti u narednoj glavi,
mogLEe je karakterizaciju dati i na drugi, naravno, ekvivalentain kada su
uslovi u pitanju.

Ovu glavu zatvaramo samo nekim od primera, radi ilustracije
Karakterizacije mattinih preslikavanja koje slede mogu s&€na[55, Example
8.4.5B]. Na osnovu prethodno opisanih karakterizacgmjenice da jecs AK
prostor, jasno dad € (cs,c) ako i samo ako jeA € (cs,l) i poOStoji
lim,, o0 @ny za svakak, 0dnosnoA € (cs, ¢y) ako i samo ako jel € (cs, ly) |
lim,, .. a,r = 0 za svakak. Ostaje da u narednoj glavi damo pored uslova koji
¢emo navesti i né@n za njihovo izvodjenje ali uz pongorezultata o maténim
domenima. Ténije, dovoljnoce biti definisati klasics, ().

Naredni uslovi preuzeti su iz [55, Example 8.4.5B].

o A€ (cs,ls) akoisamo ako

sup Z | — Qnj—1| < 00. (1.16)
"ok

e A€ (cs,c)akoisamo ako (1.16) vazii
Jilﬁlo a,, POStoji za svakadk. (2.17)
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Glava 1. Uvod

o A€ (cs,co) akoisamo ako (1.16) vazii

nli—>I£lo anr = 0 za svakok. (1.18)

18



Glava 2

Matri Cne transformacije kod nekih
matri cCnih domena i jakih matri cnih
domena

U ovoj glavi posmatraéemo matigne transformacije na nekim novim
prostorima nizova, mattne operatore pridruzene odgovatijo beskonénim
matricama preslikavanja, a&ilemo pomenuti i uopStene ograene operatore na
novodefinisanim prostorima nizova. Ovako uvedeni novi f@mosnizova
uglavnhom pottu iz primene teorije sumabilnosti ili predstavljaju neki o
specijalnih oblika matéinih domena u klaénim prostorima nizova koje smo
pomenuli u prethodnoj glavi.

Matri Cni domeni trougaonih matrica - osnovni
pojmovi, osobine i rezultati

U prethodnoj glavi uveli smo pojam matriog domena matricel u
prostoruX, u oznaciX 4. NajveCi deo prostora nizova kofie biti obradjeni u
ovoj tezi jesu zapravo specijalan oblik mahih domena u klaénim
prostorima nizova, ¢, ¢,, 1 < p < oo. Zapravo, radi se o specijalnom obliku
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Glava 2. MatrEne transformacije i mafrni domeni

matrice A koja je trougaona, pa posmatrani prostori nizova u sustini
predstavljaju matine domene trougaonih matrica u kfsm prostorima
nizova. Glavni rezultati u ovoj tezi usko su povezani sa mjmmatrénog
domena. Naime, mnogi prostori nizova dobijeni su primenekerbeskonzne
matrice na klagine prostore nizova. Nas zanimaju matrice specijalnocabli
tzv. trougaone matrice i u ovoj sekciji dajemo pojmove i paEnrezultate
vezane za maitne domene takvih matrica.

Za beskonenu matricu (engl. triangleY’ = (t,.x);—, kazemo da je
trougaona ake,, = 0 zan < ki t,, # 0, (n = 0,1,...), tj. donja trougaona
matrica sa nenula elementima na glavnoj dijagonali. Overicgatsu od
posebnog interesa za rad zbog njihove osobine o postojavmguzne matrice.
Sledé&a teorema govori upravo o tome.

Lema 2.1. [55, Theorem 1.4.8] Svaka trougaona matri¢aima jedinstveni
inverz S = (Su)h—o Koji je takodje trougaona matrica i vazi da je
x=T(S(z)) = S(T(x)) zasvakar € w

Dakle, posebno interesantni za naS racelprostori oblikaX,, gde jeT
trougaona matrica. Posmatrajmo na primer matices (d,1)5.—, definisanu
na sledéi ntin:

—1 (k=n-—1)
o =< 1 (k =n) (2.1)
0 (k

V

Jasno da je ovo primer jedna trougaone matrice a moze serpprozgje njena
inverzna matrica, 0zit&mo je sa¥ = (o )5—; , takodje trougaona matrica sa
elementima definisanim na sléd@acin:

Pored toga, imamo i slede: x = A(X(z)) = X(A(z)). Ovo su jako
interesantni, i sa velikom primenom, primeri trougaonihtnca. Tako, ako se
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2.1. Matrtni domeni trougaonih matrica - osnovni pojmovi, osobineziultati

vratimo na prethodnu glavu i prostobe, cs i bs, lako mozemo uéiti da vaZzi
sledee:

bv = (EI)A 1 C5 = (C)E ’ bs = (600)2 (23)

Videtemo kasnije da umesto koténja gotovih karakterizacija [52, 55]
pojedinih klasa maténih transformacija na ovim prostorima nizova, mozemo,
koristeti rezultate o matinim domenima, samostalno izvesti ove uslove.

Sadatemo navesti joS poznatih rezultata o ntatiin domenima trougaonih
matrica. Koristtemo oznakd" za trougaonu matricu§ za njen inverz, a s&
cemo oznaavati transponovanu matricu matri§eodnosnaR = S*.

Teorema 2.2.([21, Theorem 2.2], [55, Theorem 4.2.12]) NekaX¥eBK prostor.
Tada je i prostorX; BK prostor sa normom definisanom §a|r = ||Tz| .
Dalje, ako je X zatvoren podprostor prostord”, onda je i X, zatvoren

podprostor prostord’y.

Teorema 2.3.[21, Theorem 2.3] Ako jé = (b(™)>°_, baza normiranog prostora
nizovaX, tada jec™ = (Sb™)>_ baza zaXy.

Teorema 2.4.[21, Corollary 2.5] Neka jeX BK prostor sa osobinom AK i niz
™ (n=-1,0,1,...) definisan sa

k
c,(c_l) =Y sy (k=0,1,...),
=0

izasvakar =0,1,...,

Tada:
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Glava 2. Matr€ne transformacije i mafrni domeni

a) Svaki nizy = (y,)>, € Y = X7 ima jedinstvenu reprezentaciju

n=0
b) Svaki nizz = (z2,)7°, € Z = X7 & e ima jedinstvenu reprezentaciju
Z:§.Q+ZTH(2_§.6).C(M
n=0

gde je¢ jedinstveni kompleksan broj takav daje= y + £ - e zay € Xr.

c) Svaki nizv = (w,);>, € W = (X @ e)r ima jedinstvenu reprezentaciju

n=0

gde jen jedinstveni kompleksan broj takav dafjev — n - e € X.

Pored baze, za nas rad, potrebno nam je i poznavadjgala prostoraXr,
stoga naredna teorema ima vaznu ulogu.

Lema 2.5. [36, Lemma 2.6] Neka j&X FK prostor sa AK svojstvom. Tada je
(X7)" C (X).

Teorema 2.6.[18, Theorem 2.6] NekaX FK prostor sa AK svojstvom]’
trougaona matricaS njen inverz iR = S*. Tada je:

a € (Xr)? akoisamo akoje € (X?)z i W@ € (X, ¢)

gde je matricalV (@ definisana sa
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2.1. Matrtni domeni trougaonih matrica - osnovni pojmovi, osobineziultati

Dalje, ako jea € (X7)?, tadaimamo

o0

i arzk = > _(Rya)(T}z) za svako: € Xr. (2.4)
k=0 k=0

Napomena 2.[36, Remark 3.3] a) Prethodna teorema vazi i.Xa= /.

b) U slucaju da jeX = ¢, odnosno kod nalazenja—duala prostorac;, imamo

dajea € (cr)” ako i samo ako je € ({1)p i W@ € (¢, c); Takodje, ako je

a € (cr)?, tada vaZi

[e.o]

> apz = Y (Rya)(Txz) — na za svake: € cr
k=0 k=0

gde jen = ICILI& Thzlia= nligrlm];)wfg,l. (2.5)

Sled€a teorema koristi se za karakterizaciju miatifn transformacija na
matricnim domenima trougaonih matrica u prostorima nizova sa Asbinom.

Teorema 2.7.[18, Theorem 2.13] Neka j& BK prostor sa svojstvom AK, neka
je Y proizvoljan podskup od, T" proizvoljna trougaona matrica$ njen inverz

i R = S* (transponovana matrica matricg ). Tada,A € (Xr,Y') ako i samo
akoA e (X,Y)i W) e (X, ¢) ,za svakon = 0,1, ..., gde jeA matrica sa
redovimad, = RA, ,n =0,1,...aW©) trougaona matrica data sa

wAn) Y iem ngSjk, 0 <k <m

= 2.6
mk { O, kE>m ( )

Stavie, ako jel € (Xr,Y) imamo da je

A

Az = A(Tz) ,zasvako € Z = Xr

Napomena 3.[36, Remark 3.5] a) Prethodna teorema vazi i u sluCaju da je
X =/l.
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Glava 2. Matr€ne transformacije i mafrni domeni

b) Neka jeY linearni podprostor prostoras. Imamo da jeA € (¢r,Y) ako i
samo ako vaZi

A€ (e, Y), WA € (¢, ¢) za svakm (2.7)
i
Ae — (an).—y € Y pri€emu jea,, = Jim > wﬁﬁc") zan=0,1,...; (2.8)
k=0

Takodje, ukoliko jed € (¢r,Y), tada je
Az = A(Tz) —1n(ay,),—, zasvake € cr gde jen = klim Tz (2.9)

Teorema 2.8.[36, Theorem 3.6] Neka si i Y BK prostori, i neka je prostor
X sa osobinomiK. Ako jeA € (X7,Y) tada vaZzi

[Lall = 1Ll (2.10)
pri Eemu jeA matrica definisana u Teoremi 2.7.

Teorema 2.9.[35, Theorem 3.8] Neka s¥ i Y proizvoljni podskupovi. Tada,
A € (X,Yr) akoisamo akaB = T'A € (X,Y). Vazijo§, ako suX i Y BK
prostorii A € (X,Yr), tadaje|| Ll = ||Lz]-

Sada, kada smo naveli sve poznate rezultatedesjeo koristiti u naSem radu,
vratimo se na prostores, bs i bv, imajuci u vidu njihovo predstavljanje kao
matricne domene trougaonih matrica datih u (2.3).

Dacemo, kao Sto smo pomenuli na kraju prethodne glave, karakégu
klase(cs, (., koristeEi matricne domene. Primetimo da kakodeAK prostor i
(o = £, moZzemo primeniti Teoremu 1.13, pa imamo sfzxle

A€ (cs,ly) ako i samo ako A" € (fy, cs”)

odnosno
A € (cs,0s) ako i samo ako A* € ({1,bv) .
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2.2. Svojstva prostorg, (A7), (1 < p < o) i matricne transformacije na njemu

Kako je daljebv = (¢)a, to dobijamo:
A" € (01,bv) ako i samo ako B € ({1,¢;) gdejeB = AA".

Uzimaji dalje da jeb,x = 252, 0njal), = X520 Onjarj = Ggn — Q-1 i daje
B € (44, ¢,) ako i samo ako jeup,, >-o°  |bnuk| < 00, jasno dobijamo da je:

o0
A € (cs, () ako i samo ako jeup > |au — an 1] < 0o.
" k=0

Svojstva prostora /,(A}), (1 < p < oo) i matricne
transformacije na njemu

U skorije vreme pojedini autori iZiavaju neke nove prostore nizova
zanemarujai slucajno ili namernocinjenicu da se oni mogu predstaviti kao
matricni domeni neke trougaone matrice u kéasm prostorima nizova.

Inspirisani prostorima nizovay(A?) i ¢(A?) uvedenim u [11], uvodimo
nove prostore prostore nizovg(A?) ;1 < p < oo. Na osnovu vé poznatih
navedenih rezultata odrédimo topoloSka svojstva, bazu A-dual ovako
definisanog prostora. Rezultati iz ove sekcije prezentovem na
medjunarodnom skupu u Vrrjkoj Banji [13th Serbian Mathematical
Congress, 2014, Vrnika Banja, Serbia).

Neka jeA = (\;)32, strogo rast@i niz pozitivnih realnih brojeva koji teze
beskoné&nosti, tj.

O< X< AN <..iXN—o0((k— ).

Neka jeu = (ug)32, niz kompleksnih brojeva za koji je, # 0 za svakad: € N.
DefiniSimo sada nove prostore nizova na sédecin:

(A ={zewl> Ap(2)]P < 0}, 1< p< o0

n=0
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Glava 2. Matr€ne transformacije i mafrni domeni

EOO(AQ) = {z € w|sup |An(x)\ < oo}

gde je

1 n
:/\_Z (A = Me—y)up(zp — 23—1) k€ N.

Ovi prostori, zapravo, jesu matni domeni trougaone matrice
A = (Ar)_o date sa

(A = Aom1)u — (A1 — M) Uk

\ , k<n,
A = 4 A=A oy k—pn, (211)
An
07 k>n ,
gden =0, 1, ..., odnosno:
C(AY) = (£,);3, 1< p < o (2.12)
Sa druge strane, ozéiano sa N, Risovu (Riesz) matricuV, = (ank)5n—o
definisanu sa
;’; (0<k<n)

Apg =
0 ,k>n n=0,1,2,....

gde jeR, = > 1_, 7 - AKO uzmemo slede:
To = Ao,

e = A\, — A\p—1 Za svakadk > 0,

dobicemo

Rn = Z T = A
k=0
Ukoliko sa D(u) ozn&imo dijagonalnu matricu sa nizom = (ug)3>, na
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2.2. Svojstva prostorg, (A7), (1 < p < o) i matricne transformacije na njemu

dijagonali tj.d,,,, = u,,, moZemo videti da je

Dakle, matricaA, kori&ena u [11] i u ovom radu, moze biti definisana i
kao proizvod tri dobro poznate trougaone matrice zasehm@iane u mnogim
radovima.

Teorema 2.10.Prostor/,(A?) je BK prostor sa normom
1= lle,a) = I1A@)]le,.
Dokaz Direktna posledica (2.12) i Teoreme 2.2.
Kako svaka trougaona matrica ima jedinstvenu inverznug@onu matricu,

nadjimo inverz naSe matricg, koji Cemo oznéiti uobiCajeno s&' = (s,k)p k=0

Imamo sledée:

1 n
Yo = A :)\_Z)\k_/\kz Dug(Ty — 23-1) k€N
n n—1
AnYn—An—1Yn-1 = Z()‘k_)\kfl)uk(xk_l'kfl)_z()\k_)\kfl)uk(xk_xkfl) =
k=0 k=0

- ()\n - )\n—l)un(mn - mn—l)

Odavde dobijamo da je:

MYk — Ak—1Yk—1
()\k - )\kq)uk '

/\nyn - /\n—lyn—l
()\n - )\n71>un

Ty — Tyl = , odnosnox, — r,_1 =

Imamo, dakle, da je

n n

MYk — Ae—1Yk—1
T, = Tp — Th1) = —
kzz:o( ‘ ‘ 1) kz::o ()\k - )\kfl)uk
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Glava 2. Matr€ne transformacije i mafrni domeni

_y M 5 et
(Ae = Ae—v)ur = (Ao — A1)k

n—1

1T
|
= O

AUk AnYn AUk B
> . - -
(M = M—)ue (M = Am)un 725 (Aeg — M) Ugr

1 1 An¥n
A — + .
kz::() k(()\k — M)k (Mg — )\k)ukz—f—l)yk (An — Ap—1)un

T
- o

Elementi sa negativnim indeksontkinule, tj.A_; =0, z_; = 0.
Polazéi ody = Az, zapravo, dobijamo slede:

00
Tp = Z SnkYk
k=0

pri Cemu je:
1 1
A — , 0<k<n-—1
k(()g\k - )\kfl)uk ()\k+1 - )\k)ukJrl)
(/\n - )\n—l)un ’ "
0, k>n

Kao Sto nam je poznato, prostdy, 1 < p < oo, SUAK prostori i sviimaju
niz (e<”>)ooio kao Sauderovu bazu. Primenjajdeoremu 2.4, imamo da je niz

(c<”>)°o:0 (Se(”))io baza zal,(A}) prostor, odnosno, u razvijenom obliku
dobijamo sledéi oblik baze za svake € N :

0, 0<k<n-1
An k=n
(n) O — A1)ty - (2.14)

1 1
An — , k>n
<()\n - )\n—l)un ()\n-‘,-l - )\n)un-‘rl)

o
ol
I

DefiniSimo sve napred razmatrano kroz narednu teoremu.

Teorema 2.11.Prostor nizova/,(A}), 1 < p < oo, ima Sauderovu bazu
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2.2. Svojstva prostorg, (A7), (1 < p < o) i matricne transformacije na njemu

(cM)ee i svaki nize = (x,)%2, € £,(A}) ima jedinstvenu reprezentaciju

T = i)(f\n(x))c(”).

Predjimo sada na proces nalaZzepjauala nasSeg prethodno definisanog
prostora/,(A}), zal < p < oo. Na osnovu predstavljanja prostora
l,(A2) = (£,); i primenom Teoreme 2.6 dalmo Zeljenej-duale.
Napomenimo da&emo u toku izvodjenja uslova koristiti oznake iz pomenute
teoreme. Stoga, za petak imamo sledee:

a € £,(A))? ako i samo aka € ((lp)ﬂ)R i W@ € (1,,¢), 1 <p< oo,

Zbog oblikas-duala za prostoré,, 1 < p < oo, razlikovacemo tri sli¢aja:
kada jel < p < oo, kadajep=1ip = cc.
Najprecemo izr&unatiRa = (Rya)32,.

o (o @]
Rya =) ryja; =) sjua; =
j=k

j=0

Ak Ak Ak =
(Ak — Ap—1)us (()‘k — Me—n)Ur (Apg1 — )\k)ukJrl) jzk;rl ’
Qg 1 1 ©
= A + — . Q.
; [()\k — Me—1)ug ((/\k: = Ne—)ur (Megr — /\k)ukz—i—l) jzk;l ]}

Za ovako dobijenaRa uslova € ((Ep)ﬁ)R, ekvivalentan saka € (¢,)",
postaje:

1) a€ ((4)%),7al < p < oo ako i samo akdRa € (4,)7 = {,,q =
p/(p—1)

ti. > |Rra|? < oo, g=p/(p—1); (2.15)

k=0
2) ac ((61)5)R ako i samo akdra € (¢;)? = (o,
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Glava 2. Matr€ne transformacije i mafrni domeni

tj. sup |Rpal < oo ; (2.16)
k
3) ac ((EOO)B)R ako i samo akdRa € ((s.)? = (;

ti. Y |Rial <oo. (2.17)

k=0

Primenjujici rezultate iz prve glave, tj karakterizacije mahih
transformacija(¢,, co), zal < p < oo, dobicemo sledee uslove za matricu
W:

(i) W@ € (,,¢), 1 < p < oo, ako isamo akeup,, Y52, |w'%|¢ < oo,
q=p/(p—1)ilim, . w,, za svakdk, priCemu je

0o
> fwgil? = Z‘Z%Sak‘ —Z\Zagsgk\ =
k=0 j=m

k= k=0 j=m
m—1 oo q

= Z‘ ajsjk‘ + ‘Z a]s]m‘
k=0 j= j=m
m—1

=SS M - ol

k=0 j=m ()\k - Ak*l)“k ()\k+1 - )\k)Uk+1
A A %)
| m m q
+ _
I(Am - Am—l)um ((Am — )\m_l)um ()\m+1 — Am)um+l)j%:+1

Uslovsup,, >72, ]w \q < oo postaje:

[m_l(‘ Ak - A " i ja;]7)+
o (A — M) (Mo — A)ug ! 5 "

k=0

)\mam

Am A ©
+‘()\m — Aml)um+((Am —An1)Um gt — Am) ) D> aj‘ } <0

(ii) W@ € (£, o) ako i samo akeup,,, ; [w')| < oo i lim,, . w%) = 0 za
svakok
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2.2. Svojstva prostorg, (A7), (1 < p < o) i matricne transformacije na njemu

e zak < mimamo

s (o= s |32 0
B Ak B A . s ‘
= ‘(()\k — M- D)ue (Meg1 — )\k)uk+1) jma/j‘ < o0

e zak = m imamo

a mAm
sln{bp ’Uh(n?)n :’(/\m il Mo 1) i
)\m )\m oo
+( Con— A1)t et —)\m)uerl)j:%;rl@j‘ <0

(i) W@ € (s, co) ako i samo akd >, |w'®) | konvergira uniformno pan i
lim,,, o0 wf,f,)ﬁ = 0 za svakadk

Mozemo primetiti da, kako red,a = 3772, a;s;; konvergira za svaké,
dobijamo da je

o0
: (@ _ —
Ao = i, 3 agsie =0,
j=m

pa je uslovim,, . w'® = 0 suvisan u definiciji3-duala za naSe prostore.

mk —

Najzad imamo rezultate za sve pomenutecajeve date kroz sledae
teoremu.

Teorema 2.12.
1. a € (,(A})? ako i samo ako vaze uslovi (2.15) i (2.18).
2. a € £;(A})? ako i samo ako vaze uslovi(2.16) i (2.19).

3. a € {(A})? ako i samo ako
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Glava 2. Matr€ne transformacije i mafrni domeni

0o (@)
k;)\wm Z‘ (A _/\k: 1)

Uk

uniformno konvergira pom (2.20)

i ispunjen je uslov (2.17).

Sadatemo posmatrati klase matriih transformacija oblika/,(A2),Y),
1 < p < 0, gde jeY neki od klastnih prostora nizova. Sve ovo nam je priprema
za narednu glavu gd=emo dati karakterizaciju odgovarajh klasa kompaktnih
operatora.

Za pomenuti zadatak primenji#@amo Teoremu 2.7 i Napomenu 3. Pre nego
Sto damo konéne rezultate, prokomentartgmo i dokazati sve uslove, Ste
nam posluZziti ujedno kao i dokaz. Uzimé&jwzaY odgovaraj@éi finalni prostor,
imamo sledée:

A€ (6,(A)),Y) akoisamo akol € (£,,Y)i WH) € (£,,¢),1 < p < 0.

Dakle, bte nam potrebne karakterizacije métih transformacija izmediju
klasiénih prostora nizova iz prve glave, primenjene na matridelV (*»). Pre
nego p&nemo sa sredjivanjem uslova, primetimo dalje- (Qnk)pr=o Pri CEMU
suclanovi matrice dati sa

N Ank

ank, = RpAp =M(—F———+

(()\k - )\kfl)uk
1 1 >
) X ) (221)

e = Me—nwe (Mo — M)unn 57,
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2.2. Svojstva prostorg, (A7), (1 < p < o) i matricne transformacije na njemu

Tako, primenom uslova (1.1) ndimamo
sup Z |Gpr| < 00
k=0

odnosno

SELPZ‘)"“( )\k_)\k V), +

1 1 =
+ — Q)| < 00 2.22
(()\k — M) (A1 — M) Upsr j:zk;rl ])‘ ( )

Uslov (1.2) postaje u naSem shju uslov

sup || < 0o
n,k

odnosno
Ank
A Ok
S;?E‘ k(()\k — Ak—l)“k—i_
1 1 S
. B ani )| < oo, 2.23
(()\k — Me—)Uk (Mg — Ap)Ugr jz’f;rl j)‘ ( )

dok se transformacijom uslova (1.3) dobija novi uslov

SupZ\&nk\q<oo 1 <p<oo 7q:L
™ k=0 p—1
.
w 8
1 1 00 q
<()\k - )\kfl)uk ()\]ngl — )\k)ukJrl) j:zk;rla ])‘ o0 ( )

33



Glava 2. Matr€ne transformacije i mafrni domeni

Uslovi (1.5) i (1.7) se redom transformiSu u naSentaju u sledée:

lim G, =0

n—oo
tj.
. Ank
Jm (=
1 1 =
+ — Qp 5 = O 225
(()\k — M) (A1 — M) Ugsr j:zk;rl ])) ( )

lim a,, = « , za svakak

n—oo
tj.
. Anj
1 DY ————
dm O (=
1 1 >

_'_ —
(()‘k = Me-ue (Argr — )\k)ukJrl) jzk:;f—l

anj)) = oy , za svakak .

(2.26)

Uslov (i) iz Surove teoreme primenjen na nasu matricoam daje da

Z‘A’“( Ak—Ak Dan

1 1 e
+ — ay,; )| uniformno konvergira po n
<()\k —Me-)up (Apg1 — )\k)ukJrl) j:%;rl j)‘ grap

(2.27)
ZaK € F uslov (1.11) postaje

(o]
~ p
sup pp|? <00 ,1<p<oo,q=——
2,2 2 felt < oo R
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2.2. Svojstva prostorg, (A7), (1 < p < o) i matricne transformacije na njemu

g.

sup Z ‘)\k<—)\k ") +

KeNg ,—0

1 1 >
_'_ —
((/\k: — MUk (A1 — )\k)uk+1) jzkil

anj)| <oo.  (2.28)
Transformisani uslov (1.6) je
lim Z ank = oy, , za svakak

§.

. - Qnk
1 M|+
nl—{%o];)( ’“((/\k — Noo1) Uk

1 1 >

+ — ani)) = oy za svakak .
(()\k = Me)ur Ak — Ae)tiga j%l 1)) =
(2.29)
a uslov (1.12) prelazi u
> Qnk
su M| m————+
kpnz::()‘ k(()\k — Ap—1)Up
1 1 > q
+ — ani)| < oo 2.30
<(/\k — M)k (M1 — ) Ui jzk;l ])‘ (2.30)

Uslov (1.13) primenjen nal je

- Qnk
Af—F
Sllipnz::o‘ k((/\k: - /\k—l)uk+
1 1 o]
+ W) <o, (231
(()\k‘ — Akz—l) U (Ak-f-l — )\k')uk:—f—l) i %1(1 j)‘ 0.9 ( )
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Glava 2. Matr€ne transformacije i mafrni domeni

Za K € F uslovi(1.14) i (1.15) transformiSu se redom u:

D (L E—

PR o
1 1 >

+ - nill < 2.32

(()\k — Me-)ue (Apy1 — )\k)ukJrl) ; zk:ﬂa ])‘ > (2.32)

N
R e
1 1 )

T - )l <oo. (233
(()‘k_)\kl)uk ()\kﬂ—)\k)ukﬂ)j:zk;rlgj)‘ o0 ( )

Na ovaj n&in "popisaliSmo sve uslove potrebne za karakterizaciju
beskon&ne matrice A iz odredjene klase oblikd/,,Y’), za odgovarajce
Y €{c,co,loo, b}, 1 <1 < 00,

Predjimo sada na matrid& ) za koju se zahteva da je iz kla&g, c,) za
odgovarajée p. Imajuci u vidu pomenute mattne transformacije izmedju
klasitnih prostora nizova i njihove karakterizacije, primencaatricult/ (A=)
bilodaseradigp =1,p = xili 1 < p < oo, uvek je jedan od zahtevanih
uslovalim,,, w(A ") — (0 za svakad:. Kao i kod3-duala, ovaj uslov se u nasSim
razmatranjima moZe izostaviti ima@uu vidu Cinjenicu da je redR,A,
konvergentan. Stoga, naSe razmatranje ide u &deravcu:

a) U slitaju kad jel < p < oo imatemo

p
W) e (1,,¢0) ,(1<p< oo ,q:]:)

ako i samo ako je ispunjeno:

m—1 )\k )\k manm
s‘nﬂp{l;)(‘ e — Me—Due Npsr — Ak)u;m‘ ]E;\am\ ) +‘ T
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2.2. Svojstva prostorg, (A7), (1 < p < o) i matricne transformacije na njemu

A A <
+ - . : 2.34
((/\m T tum Comr — Aot j%:ﬂa i) <o (2.:34)

b) Zap = 1 imamo

ako i samo ako vazi slede:

1
sup A
mkfm k‘ e —Me)ue (Apsr — )\k YUkt

|3 | <o

anm
sup A o — Aot )i
1 1 s
" (()\m — Am—1)Unm N (Amg1 — )\m)uerl) j:%;rl&nj‘ =00 (2.35)

C) Zap = oo imamo
WA € (I, co)

ako i samo ako vazi:

m—1 )\k

prar ‘(/\k: — M) (Apgr — )\k Jupt1'

‘ Z ‘anJH_

)\m )\m oo
(Am = A1) U, * (()\m — Am—1)Um, B (Mgt — Am) ) Z &nj‘

Um+17 j=m1

uniformno konvergira pa. (2.36)

Na osnovu svega izlozenog dobijamo slesleezultate koji se odnose na
karakterizaciju klasé/,(A2),Y), (1 < p < o).
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Glava 2. Matr€ne transformacije i mafrni domeni

Teorema 2.13.Neka jeA = (ank);—o- Tada:

(2.22),(2.26)i (2.35) (p=1)
1)A€ (£,(A}), L) ako i samo ako vaz (2.22) i (2.36) (p = o0)
(2.24) i (2.34) (p €(1,00))
(2.23),(2.25)i (2.35) (p=1)
2.27)i(2.36) (p = o0)
2.25)i(2.34) (p €(l,00))
(2.26), (2.29)i(2.35)  (p=1)
3)A€ (£,(A}), dako i samo ako vaZ (2.27), (2.29)i(2.36) (p = oo)
(2.26)i (2.
(2.31)i(2.35)  (
4)A€ ((,(A}), (1) ako i samo ako vaZ (2.33)i(2.36) (
(2.32)i(2.34) (pe(l,0))
)

2)A€ ((,(A}), co)ako i samo ako vaA (2.25)

)

(2.24),

—~ o~

’

3
(2.24), 3

(2.30)i(2.35) (p=1)
5)A€ (,(A)),0) (re(1,00))ako i samo ako vaZ (2.28)i(2.36) (p = oo)

nepoznato  (p €(1,00))

Matri ¢ni domeni matrice A u klasicnim prostorima

nizovac, ¢y i £

U ovoj sekciji definiseéemo nove prostore nizovdA), co(A) i lo(A)
koji predstavljaju zapravo matmi domen matriced, definisane u (2.1) u
klasicnim prostorima nizova, ¢, i /.., redom. Medjutim, umesto oznaké, za
X € {c,co, L}, Koristitemo X (A), te Cemo tako imati prostore(A), co(A) i
l(A). Rezultati iz ove sekcije su deo rada [33]. Ostatak reziltzsite
prezentovan delom u narednoj sekciji a delom u narednoj gtga ima kljucnu
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2.3. Matrtni domeni matrice\ u klastnim prostorima nizova, ¢ i fo

ulogu u naSem celokupnom radu.

Pomenimo da matrica definiSe operator razlike prvog reda. Kao $to smo
veC ranije videli, ovo je trougaona matrica sa inverznom temrgm matricom
Y, definisanom u (2.2). NaSi prostori definisani su na stedein:

CO(A):{wa\AxECO}:{wa]JLr%OAnx:O};
c(A)={rew[Azec}={rew]| lim Az =¢zaneka € C};
lo(A)={rcw|Ar €ly } ={z € w|sup|A,z| < 0}.

Teorema 2.14.Prostori ¢(A), ¢o(A) i ¢(A) su BK prostori sa normom
definisanom na sledeci nacin:

[2]a = [|Az]]
odnosno, za svako € X (A), gde jeX € {co, ¢, s} VaZi:
]| = sup |Anz| = sup [z — 2p].

Dokaz Direktna posledica Teoreme 2.2 i norme definisane na pio%o

Coy Cy U

Napomena 4.Prostoric(A) i cy(A) imaju Sauderove baze koje se mogu lako
dobiti primenom Teoreme 2.4 i to zg(A) deo poda) a zac(A) deo pode)
uzimajuci? = A i S = %. Prostor/,,(A) nema Sauderovu bazu.

Dalje cemo odrediti3-duale za definisane prostore. Kao $to smo i napred
koristili, i ovde cemo sak ozn&iti transponovanu matricu matrice= ..

Uvedimo joS jednu oznaku kojéemo koristiti tokom dokaza. Za niz =
(z1)3%, € X, m-ta sekcija nizar, u oznaci,zI™!, definise se na sledenatin:

zlml — Y zre®),
Teorema 2.15.Neka jen = (n)2 ,. Tada imamo sledece:
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Glava 2. Matr€ne transformacije i mafrni domeni

a)a € (co(A))? ako i samo ako je

Ra€liiRaen s/l ; (2.37)

b) a € ({5 (A))? ako i samo ako je

Ra€lii Raentxc; (2.38)

Vaziidaje(c(A))? = (fo(A))P.
c) Ako jea € (X (A))?, gde jeX bilo koji od prostoracy, cili /.., imamo da je

Z apTp = Z (Rpa)(Apx) zasvakor € X . (2.39)

k=1

Dokaz a) i b) Uzimajti da jeT = A a odgovarajba inverzna matricd = %,
primenom [36, Theorem 3.2, Remark 3.3(a)]¥a= ¢ ili X = /., u delovima
a) i b) dobijamoa € (X(A))? ako i samo ako jeka € X? = ¢, §to je zapravo
prvi uslov iz (2.37) i (2.38), IV € (X, ¢), pri cemu jelV matrica sa redovima
W, = Rpna - e™ zam = 1,2, .... Za karakterizaciju klasgX, c,) koristicemo
rezultate iz prve glave (Teorema 1.8 (g) i Napomena 1), pa it@amo: W &
(o, ¢o) ako i samo ako

sup Z | Wik | = sup(m[Rm@]) ,
mg=1

Sto predstavlja drugi uslov u (2.37) , i

lim wy,, = lim R,,a =0
m—00 m—00

Posledniji uslov je nepotreban imé&jw vidu konvergenciju red®,,,a.
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2.3. Matrtni domeni matrice\ u klastnim prostorima nizova, ¢ i fo

Dalje imamo da jéV € (¢, ¢y) ako i samo ako je ispunjen uslov

Jim i [ wink| = lim_m|Ryal =0
k=1

Sto je zapravo drugi uslov u (2.38).
Ostalo je da pokazemo da vaZid A))? = ((,.(A))°.
Znamo da jec(A) C /¢ (A) a odatle, na osnovu osobiriaduala sledi da je
(lso(A))? C (c(A))P. Ostaje da se pokaze i obrnuta inkluzija. Pretpostavimo da
jea € (c(A))’. Kako je(c(A))? C (co(A))?, to imamo ispunjen prvi uslov u
(2.38). Postm € c¢(A) i a € (¢(A))?, to sledi konvergencija redg;° , ka,. Na
osnovu [35, Corollary 3.16] dobijamo da je onda ispunjergduslov u (2.38)
¢ime smo dokazali da je € (¢(A))?. Dakle, vazi(c(A))? = (£ (A))P.
c) Na osnovu [36, Theorem 3.2(3.4), Remark 3.3(a)] tvréjendzi zaX = ¢y
izaX = /., a kako smo pokazali da st+duali za prostore(A) i (., (A) isti,
vaZiiu slifaju dajeX = c.

Na kraju ove sekcije da&mo karakterizaciju matnnih preslikavanja gde je
pocetni prostor naS novodefinisani prostq), co(A) ili (5(A) a finalni
prostor je/.,. Naravno, mogce je dati karakterizacije i za druge &ajeve
finalnog prostora. Postupak bi se sveo na primenu kara&tjazmatr€nih
preslikavanja izmedju kla&nih prostora nizova (obradjeno u prvoj glavi) kao i
primenu rezultata o matmim transformacijama na matrim domenima
(obradjeno u prvoj sekciji ove glave). Medjutim, ovdemo se zadrzati na
pomenutim klasama matnih transformacija koje dalje definiSu odgovataju
pridruzene mattine operatore a ovi dalje mogu biti dodatno ispitivani, &a
biti sluCaj u narednoj glavi, a sve sa cillem nalaZzenja uslova zaowijih
kompaktnost. Finalni prostoY” = /., je kod ove problematike specijalno
interesantan Stoe biti i pokazano u narednoj glavi.

Teorema 2.16.a) A € (¢o(A), ) ako i samo ako je

sup HAnHl < oo gdeje A, = RA, = (Z anj):il (2.40)
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Glava 2. Matr€ne transformacije i mafrni domeni

sup |mR,,A,| < oo zasvakon ; (2.41)

b) A € (I(A), l) ako i samo ako vaZzi (2.40) i ispunjeno je

lim mR,,A, =0 zasvakon ; (2.42)

m— o0

Vazi joSisledetefc(A), Vo) = ({oo(A), loo).
c) Ako jeA € (X (A), (), tadaimamo da je

A

Axr = A(Azx) zasvakoz € X(A) (2.43)

[Lall = 1L 4l (2.44)
gde jed € (X, ().

Dokaz Sva tvrdjenja zaX = ¢y i X = /., definisana w) i b) su direktna
posledica [36, Theorem 3.4, Remark 3.5(a), Theorem 3.6 ] Kagenice da je
(Yoo, lso) = (co, £ ). Ostaje da dokaZzemo dagéA) = (. (A).

Kako nam za ove prostore vaze inkluzijg A) C c(A) C ¢(A), to je jasno da
vaZii ({x(A),ls) C (c(A), ly). Potrebno je dokazati i obrnutu inkluziju.
Predpostavimo zato da je da j¢ € (¢(A),¢). Odatle proizilazi da je i
A € (¢o(A),ly), pa vazi uslov (2.40). Takodje, iz pretpostavke da je
A € (c(A), L) , jasno sledi da vazi,, € ¢(A)” za svakon. Kako smo u
prethodnoj teoremi pokazali, ispunjeno(je.(A))? = (c(A))? pa odatle uslov
(2.42) sledi iz drugog uslova u (2.38). Kako imamo da vazewig2.40) i
(2.42), to sledi da jeA € ({(A),ls), pa smo time pokazali da
(c(A), ) C (lo(A), l) Sto je i bio nas cilj.

Jednakost u (2.44) je posledica jednakosti u (2.43Finjenice da su
odgovarajée BK norme na prostorima(A) i ¢(A) iste. Dalje, (2.44) zay(A)
sledi iz [36, Theorem 3.6] a za prostoyg(A) iz [36, Remark 3.5] (koja takodje
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2.4. Klase matiinih transformacija u kojima je finalni prostor jedanwog, [c]oc i Voo

daje i (2.43) za prostof.,(A)) i iz definicije normi za operatord., i L.
Najzad, iz (2.39) sledi uslov (2.43) z&A).

Uslov (2.44) je posledica definicije normi operatdrai L ;.

Ozn&imo najpre s&x jedinicnu sferu uX, tj. Bx = {z € X | ||z]| = 1}.
Imamo sledée:

[Lall="sup [[Lazllee = sup [[Li(Az)]le. =

2€B(a) 2€Be(a)

= sup [|L;(A%)e. = sup |[Lylle. = [[L4ll-
Az€EB. yEBe.

Ovim je zavrSen dokaz.

Klase matricnih transformacija u kojima je finalni
prostor jedan od w, [¢]oo | Voo

Kao Sto smo vé i ranije pomenuli, mnogi iztavani prostori nizova
dobijeni su kao maténi domeni, odnosno pdtil iz teorije sumabilnosti, bilo
obicne, jake ili apsolutne. Predmet naSegCawanja jesu metodi sumabilnosti
definisani beskor@im matricama. Tako, zavisno od izgleda matrice, imamo
Hausdorfovu (Hausdorff), Norlandovu (Norlund), Ojlerofiuler), Holderovu
(Holder), Cesarovu (Cesaro). Za SireGananje teorije sumabilnosie se dalje
koristiti [16, 27, 48] a micemo se u okviru ove sekcije zadrzati na Cesarovom
metodu reda 1, definisanim beskénam Cesarovom matricor; Ciji su
elementi:

<k<
(C)nk = { G . (2.45)

za,n=20,1,....
Uobicajena oznaka za niz dobijen ovakvom transformacijom je

o(z) = (on(2))2, pri Cemu jeo, (z) = %H S h_o Tk
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Glava 2. Matr€ne transformacije i mafrni domeni

Neka jeX C wi B nenegativha matric8 = (bnk);’jk:o. Tada sa
Xip =A{z e w | Blz| = (Balz])yZ, € X}

ozn&avamo jaki matGni domen matrice3 u X (engl. strong matrix domain),
pri Cemu je|z| = (|zx])70-

Neka je dalie0 < p < oo. Za nizz = (z3)72, kaZzemo da je jako
A-sumabilan sa indeksomp ka kompleksnom broju?, ukoliko red
Yo Unk|TE  — AP konvergira za  svako n i vazi
limy, 00 Yoo O0nk|TK — £|P = 0, U 0znacic — ([A]P. Broj ¢ nazva&emo jaka
A-granica nizar = (zj)5,-

U [26] Maddox je definisao i iz€avao sledee prostore nizova:

p __ p
wo—{wa]T}grgo<nl;]xk]>—0}

wP ={z €w |z —¢- e € w)zaneki kompleksan brgj} ,
1 n
wﬁoz{z€w|sup<—2\xk\p> <oo}.
n nkzl

To su, redom, jako sumabilni ka nuli (engl. strongly sumredabl zero), jako
sumabilni (engl. strongly summable) i jako ogréemi (engl. strongly bounded)
prostori Cesarovim metodom sumabilnostireda 1 i indekgal < p < oo.

Ovdectemo se zadrZati na indeksu= 1, pa tako dobijamo slede prostore

nizova.
1 n
woz{wa] lim (—Z!M) 0},
n—oo nk 1
w={rew|xr—C¢- e wyzaneki kompleksni brgj} ,
wm—{$€w|sup< Z\zﬂ) },
odnosno:

Wy = (Co)[cl]
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2.4. Klase matiinih transformacija u kojima je finalni prostor jedanwog, [c]oc i Voo

w={r €w:x—E- e € wyzaneki kompleksni braf }

Woo = (goo) [CI} .

Dobili smo jakoC; sumabilne i ogrartiene prostore nizova. Sleteezultati su
poznati i odnose se upravo na ove prostore nizova [26].

Tvrdjenje 2.17. (a) Za svakar € w, jaka granica& za koju je
r—§-e€w (2.46)

je jedinstvena.
(b) Skupoviv,, w andw,, su BK prostori u odnosu na normju || definisanu sa

ol = oDl =sup (- Zmr)

wy je AK prostor; svaki nizz = ()52, € w ima jedinstvenu reprezentaciju
r=E¢ e+ Y (v —&)e® (2.47)
k=0

gde je¢ jaka granica nizar; prostor w., nema Sauderovu bazu.

Tvrdjenje 2.18. [26] OznaCimo Sanax, = maxXor<p<or+1_1 ZaV = 0,1,..., 1
neka je

oo
W={a€cw:|alw=>_ 2" max lag| < oo}
v=0

Imamo sledece:

(a)wg =w’ =wl =W;

(0) [lal;... = llalw za svaka € ws;

(c) W je BK prostor sa osobinom AK i varV? = w,, ([19, Theorem 2.1]).

Pre nego izloZzimo neke od rezultata objavljenih u [33], wowv® neke
poznate karakterizacije matriih transformacija sa finalnim prostoram wy ili

Woe-
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Glava 2. Matr€ne transformacije i mafrni domeni

Teorema 2.19.[31] Neka jeq = o zap = 1,g=p/(p—1)zal < p < i
qg=1zap = oo.
Oznacimo sa

Al = sp (max |53 (4)] )

1
_Zankz

m TLGNm

sup | max | su
op (i (s

1

)) b=1)
— D Qpy

q\ 1/q
Pl 1l<p<
(s (T B o] ) ) <ro

Potrebni i dovoljni uslovi da bi bilod € (X,Y) kada jeX € {/(,, (w0, o, c} i
Y € {wy, w, ws} dati su u narednoj tabeli:

From ly
fs c | ¢

To (1<p<o0)
Weo 1. ([34, Remark 1 (a)])| 2. ([34, Remark 1 (a)])| 2.
wo 3. 4. 5. :
w 7. 8. 9. | 10.

where

1. (LD [[All ey <00

2. (2.1)" || A (so,wee) < 00

3. (1.1)*i (3.1)*, gde je(3.1)* lim <i > |ank|> = 0 za svakdk

m—r0o0 m el

Z Anj

M 120 |neNm

4, (4.1) lim (nqu?nx (— >

)-

5. (2.1)%i (3.1)*
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2.4. Klase matiinih transformacija u kojima je finalni prostor jedanwog, [c]oc i Voo

) -0

0o
Z QAni

k=0

6. (2.1)*, (3.1)*i (6.1)*, gde je(6.1)* lim <l§:

m—0o0 m 1
n=

7. (L1)*i(7.1)* gde je
za svakd: pri cemu jeqy, € C tako da vaZi
7.1)* m
1) T%i_fgo(izfank—&k\):o

m n=1
8. (7.1)*, (8.2)"i (8.3)", gde je
(8.2)" (o), € i A, € () zasvakm

(83)"  lim (I?Vax (% i Y (ank — o) )) =0
m k=0 |nENp,
0. (2.1)*i (7.1)
10. (2.1)*, (7.1)*i (10.1)* pri Cemu je

. 1 m - B
(10.1)* 77%%%0 <E nZ::I 1280 Gk — a|> =0
zanekax € C'

Polazé&i od gore uvedenih prostora, definieao sada nove prostore nizova:

Tk (Woo)A (2.48)

Voo = (Woo)A-

Slede&a teorema daje karakterizacije za klase math transformacija iz
prostoral; u prostorew.,., v 1 [¢]s | predstavlja deo rada [33].

Teorema 2.20.0znacimo s&_,, sumu uzetu po svim indeksimaakvim da je
2t < p <201 _ 1 Vazisledece:
a) A € (41, w.) ako i samo ako je

1
sup (5 > \ank\) < 00 ; (2.49)
M:k? 123
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Glava 2. Matr€ne transformacije i mafrni domeni

b) A € (¢1,v) ako i samo ako je

1
sup (=3 [ank — an_14]) < 003 (2.50)

o
,u‘vk 2 2

C) A € ({1, ]c]) ako i samo ako je

1
sup <2_u > |nags — (n — 1)%—1,/&‘) < 00 . (2.51)

,u‘vk 12

Dokaz

a) Kako su prostoriX = ¢, i Z = W BK prostori sa AK svojstvom [32,
Proposition 2.4(b)], moZemo primeniti [55, Theorem 8.318ImajLEi pri tom
dajeY = Z° = w.. Tako dobijamo da jel € (/1,w.,) ako i samo ako je
B =A'e (W, (). Kako je prema [32, Proposition 2.4.(c)]

1
Jaliy = lalku.. = sup (55 Slaxl) u W’

na osnovu [35, Theorem 1.23(b)] imamo slegeB € (W, (.,) ako i samo ako
je ispunjeno:

sup || Bal3y = sup (2—1,, > 1buk] ) = sup (2i > lakal) = sup (2% > Jan|) < oo
) v ) v L, w

b) Na osnovu [35, Theorem 3.8(a)] imamo dadec (¢, v.,) ako i samo ako
matricaC' = (cp)oier = A+ A € (b1, ws). Kako jecn, = anp — ap1k 22
svakon i k, to je (2.50) neposredna posledica (2.49).

c) Ozn&imo najpre saD(n) dijagonalnu matricu sa nizoma na glavnoj
dijagonali. Prema [35, Theorem 3.8(a)] imamo daljec (¢4, [c|.,) ako i samo
ako je matricaD(n) - A € ({1,v). Jasno da uslov (2.51) dobijamo kao
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direktnu posledicu uslova (2.50).

Na kraju ove glave vratemo se jos jednom na rezultate iz prve glave koji su
veoma vazni za celo naSe istrazivanje. Naime, radi se o ifedr8.

Ukoliko su X i Y FK prostori, tada svaka matricd € (X,Y) definiSe
linearni operatorL, € B(X,Y) tako da jeL,(z) = Az za svakor € X.
Medjutim, obrat uopsteno ne vazi. samo ucsiievima kada je pietni prostor
sa AK svojstvom, mozemo tvrditi da jB(X,Y) C (X,Y) tj. za svaki linearni
operatorL € B(X,Y) postojiA € (X,Y) tako da jeL(z) = Ax za svako
x € X. Ovo upravo i jeste interesantan problem za istrazivanjdesadasnjoj
literaturi se moze ra ne bas veliki broj "reSenih situacija”, za proizvoljan FK
prostorX.

Prevedeno na nase prostore u ovoj sekciji, jasno da svakaayata primer
A € (l1,ve) i A € (co,vs) definiSe ograr@ieni linearni operator
La € B(l1,v), 0dnosnoLy € B(cy,v) tako da jeLa(z) = Az za svako
r € X € {co,l1} , kao i da vazi obrnuto, za svaki linearni operator
L € B(X,v5), X € {l1,c} postojiA € (X,v,,), za odgovarajce X tako da
je L(x) = Ax za svakar € X.

Medjutim, postavlja se pitanje Sta bi se desilo kada bismpcgatni prostor
uzeli na primerX = c. Potrebno je utvrditi odnos izmedju métniog operatora
L4 pridruzenog odgovarapoj beskonénoj matrici A € (c¢,v.,) i uopstenog
ograntenog linearnog operatofac B(c,v,,). Sled€a teorema dze odgovor
na ovaj problem.

Teorema 2.21.Imamo da jeL. € B(c, v, ) ako i samo ako postoji matricd €
(co, Vo) 1NIZ b € vy, tako da je ispunjeno sledece:

L(z) =b- lim z; + Az za svakar € c. (2.52)

k—o0

Dokaz Pretpostavimo da jé € B(c,v) inekajeL, = P,oLzan=1,2,...
pri Cemu jeP, n-ta projekcija. Kako je prostof BK prostor, to jeL, € c¢*
za svakon € N, i na osnovu reprezentacije linearnih funkcionalaiz([55,
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Glava 2. Matr€ne transformacije i mafrni domeni

Example 6.4.5]) imamo slede:

L,(z) =b, hm T + Z ankTy, Za svakar € c, (2.53)
k=0

pri Cemu je
Z Lo(e®) i ape = Ly (e®) za svakan i k, (2.54)
Sto daje (2.53). Takodje, jasho je da vazi
Il = b + 3 o (255)

Ostaje da pokazemo joS dalje v,.

Najprecemo p@i od definicije prostora, tj. v, = ws(A) i Na sve ovo
primeniti rezultate iz [31]. Na osnovu toga moZe se zakijua je

(EoovUOO) = (COvUOO) = (07 UOO)

ako i samo ako je ispunjen slddeislov

Sup <maX HS (AA) H > (2.56)
odnosno
sup (max (Z 1 Z(@nk — Up-1k) )) < 0. (2.57)
m \ Nm \( 5 |M N,

Dalje, zae € cimamo da jeL(e) € v, 0dnosnAA L(e) € w, pa je odavde

SUp 0y, (JA(b+ Ae)|) < 0. (2.58)

Ukoliko sada stavimé = Ab, imamo sledée:

om(B]) < 0|0+ AAe]) + 05 (| AAe]) < o (b + Ade]) + 4+ [|AA] co,0)-
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Na osnovu Teoreme 2.19, imamo dd|j&A||(s,...) < 00 ana osnovu (2.58) je

om(|b+ AAe|) < co pajeb € wy, 0dnosnd € .
Obrnuto, pretpostavimo da postoji matridae (co, v ) i Niz b € v, tako da

je ispunjeno (2.58) i dokazimo da je€ B(c, v,).
Podsetimo se najpre slauk:

A€ (1) & B=AAE€ (c,w)l || Lall = ||Ls]

i takodje [31]:
1Blloowee) < Ll < 4 - | Bll00wse)-

Posto je||L|| = sup ||L(x)]..., pOSMatréemo najpre sampL(zx)||,.. -

[lz]l=1

1 m
Il =510 (320 = byo) - €4 A = Ay
m n=1
< sup 3 by~ bl ) o+ 50p (- 3° |42 — Au
sup | — n— bn_1] | - ||z]|ee +sup [ — Wl — Ap_1T
= mp m &~ 1 mp m = 1

< (HbH'Uoo +4- HBH(OO,woo)) : HxHoo

Odavde sledida jé& € B(c, v).
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Glava 3

Kompaktni operatori na prostorima
nizova | metode njihove
karakterizacije

Osnovni cilj u treoj glavi je da odredimo uslove pod kojima bi operatori
definisani medju odredjenim prostorima nizova bili kompakt Medju
teoremama datim u uvodnom delu teze kao jedna od najvaiaijVaja se
teorema koja povezuje matrie i neprekidne operatore na FK prostorima, pa bi
ovo bio prirodni nastavak zapete prce.

U naSem radu, izdv@jemo dve glavhe metode za odredjivanje
kompaktnosti operatora. Prva se bazira na fundamentalnenultatu
Goldenstajna, Goberga i MarkusH ( C. T'oanaenmrenn, V. I1. T'oxGepr,

A. C. Mapxkyc) i odnosi se na primenu Hausdorfove mere nekompaktnosti.
Predstavlja jednu od najefikasnijih metoda, pa je u skoni@me kori€ena u
mnogim radovima npr. [29, 31, 38, 39, 41, 42]. Jedina "manatp u sléaju
kada drugi prostor nema Sauderovu bazu mozemo dobiti saxudjioe uslove.
Kako bi dali Sto kompletnije karakterizacije kompaktnileogtora u naSem radu
primeniemo i drugi metod baziran na SardZzentovom rezultatu. Tadaatam
moze reSiti pomenuti problem ali je do sada primenjivana domabroju
radova. Ova glava sadrzi originalne rezultate objavljeneradovima
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitenre karakterizacije

[10, 33, 46]. Neke novodobijene i iskazane teoreme u ovora delodnose
samo na matéine operatore, a neke i na uopstene ogeme linearne operatore
medju prostorima nizova.

Hausdorfova mera nekompaktnosti

Krenimo prvo sa definicijama osnovnih, potrebnih, pojmoe® k sa
tvrdjenjima kojace biti kori¥ena u daljem radu a odnose se na kompaktnost
operatora i Hausdorfovu meru nekompaktnosti.

Ako sa(X, d) ozn&imo metrcki prostor tad&emo za otvorenu kuglu i sferu
u X, sa centrom u, i polupr&nikomr, koristiti uobicajene oznake:

B(zg,r) ={r € X | d(z,z9) <r} -otvorenakugla
S(z,r)={x e X | d(z,zq) =1} -sfera.

Definicija 3.1. PodskupM metrickog prostoraX je kompaktan ako svaki niz
(x,)22, iz M ima konvergentan podniz pri Cemu granica tog podniza pga
skupuM.

Definicija 3.2. PodskupM metrickog prostora X, d) je relativno kompaktan
ako je zatvorenje skup®/, M, kompaktan skup.

Definicija 3.3. Podskupy metrickog prostord X, d) je ogranicen ako je njegov
dijametar,diam(Q) = sup{d(z,y) | =,y € M}, konacan.

Definicija 3.4. Neka suM i S podskupovi metrickog prostora, d) i neka je
e > 0. Tada za skupy kazemo da je-mreZa skupad/ ako je M C UsesB(s,€),
a ukoliko je skups konacan, predstavljace konaCaumrezu skupa/.

Definicija 3.5. SkupM je totalno ograni¢en ako za svako> 0 ima konacnu
e-mrezu.

Prethodne definicije su se odnosile na kompaktnost skugkarias zanima
kompaktnost operatora, to dajemo i sledelefiniciju.
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3.1. Hausdorfova mera nekompaktnosti

Definicija 3.6. Neka suX i Y normirani prostori i L linearan operator iz
L(X,Y’). OperatorL je kompaktan ako jé&(Q) relativno kompaktan skup Y
za svaki ograniCeni podskup iz X. Skup svih kompaktnih operatora 3au Y
oznaCavamo s& (X,Y).

Teorema 3.1.[49, Teorema 2.12.5 ] Neka sX i Y normirani prostori i
L € L(X,Y). OperatorL je kompaktan ako i samo ako niz(z,)), ima
konvergentan podniz za svaki ograniceni(iz)>2 , iz X.

U naSem radu koristemo funkciju mere nekompaktnosti u cilju
odredjivanja odgovarafih klasa kompaktnih operatora. Postoji viSe vrsta mera
nekompaktnosti. Prva je uvedena jo$30.-te godine, mera nekompaktnosti
Kuratowskoger [25], ali je tek 1955. godine Darbo nastavio kodénje te
funkcije [4]( Darbuova teorema o fiksnojda koja je tek sedamdesetih godina
postala priméena i posluzila za razvoj teorije povezane sa merama
nekompaktnosti). Godind957-e, Goldenstajn, Goberg i Markus uvode
Hausdorfovu meru nekompaktnosti [12], potpuno nezavismb mda
Kuratovskog, zatim sledi Isitesky1972.godine sa svojom merom [17] itd. Za
detaljnije  izi€avanje mera nekompaktnosti mozZze se  koristiti
[1, 2, 14, 15, 49, 53, 54], doke se na$ rad odnositi samo na Hausdorfovu meru
nekompaktnosti.

Definicija 3.7. Neka je(X,d) metricki prostor,) ograni¢en podskup oX i
B(x,r) otvorena kugla uX. Tada je Hausdorfova mera nekompaktnosti skupa
@, oznaCena sg(@), definisana kao

X(Q)=1inf{e >0|Q C UB(xi,n),xi eX, rm<e(i=1,...,n), ne N}.

i=1

Iz ove definicije jasno se vidi opravdanost i drugog nazivawaameru tzv.
"loptasta mera", a kako se za centre lopti ne postavlja usdopripadaju skupu
@ mozemo Koristiti i ekvivalentnu definiciju

x(Q) =inf{e >0 | @ imakon&nu e - mrezu uX }
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Naredni rezultati i jo§ mnogo osobina mere nekompaktnestisgu nai u [49]
i [35].

Ako su @, Q; and@, ogranteni podskupovi mettkog prostora(X, d),
vazice
x(Q) = 0 ako i samo aka) totalno ogranten skup

x(Q) = x(Q),
Q1 C Q, vaZice da jex(Q1) < x(Q2),
X(Q1 U Q2) = max{x(Q1), x(Q2)}

X(Q1 N Q2) < min{x(Q1), x(Q2)}-

Ako su@, Q; i ), ogranteni podskupovi normiranog prostakg, tada imamo

(@1 + Q2) < x(Q1) + x(Q2),

X(Q+ 1) =x(Q) (x € X)

X(AQ) = |\|x(Q) za svako\ € C.

Pored razmatranja Hausdorfove mere nekompaktnosti skipoozemo
odredjivati i Hausdorfovu meru nekompaktnosti operatora.

Neka suX i Y Banahovi prostori k; i k; Hausdorfove mere nekompaktnosti
naXiY,inekaMy i My predstvljaju klase svih ogratenih podskupova u
X i1 Y. Tada operatof. : X — Y zovemo(ky, ks)— ograntenim ako je
L(Q) € My za svaka) € My, i ukoliko postoji konstantd’ > 0 takva da je

ka(L(Q)) < C- k1(Q) zasvakol) € Mx
Ako je operatorL (ki, k2)— ogranten, tada

| Ll (kg ko) = Inf{C > 0: ko(L(Q)) < C - k1 (Q) zasvako@ € Mx}
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3.1. Hausdorfova mera nekompaktnosti

zovemo(ky, k2)— mera nekompaktnosti operatata Pis&emo||L||,, u slLEaju
kada jek; = ko = x | taj broj zovemo Hausdorfova mera nekompaktnosti
operatoral [35, Definition 2.24].

U narednoj teoremi, nek&x predstavlja zatvorenu jeditniu loptu, aSy
jedinicnu sferu uX i L(X,Y") skup linearnih operatora iX uY'.

Teorema 3.2.[35, Theorem 2.25] Ako siX i Y Banahovi prostori, a operator
L € L(X,Y). Tada vazi sledece:

ILlly = x(L(Sx)) = x(L(Bx)) -
Navedimo joS neke korisne osobine:
| Ll < |IL||, [35, Theorem 2.25] (3.1)

I|L|lx = x(L(Sx)), [35, Theorem 2.25] (3.2)

L je kompaktan ako i samo ako jéL||, = 0. [35, Corollary2.26] (3.3)

Teorema 3.3. (I oavdenwmeun, Loxbepe, Mapkyc) [35, Theorem 2.23] Neka
je X Banahov prostor sa Sauderovom bazpm e,, ...}, Q ograniten podskup
odX,i P, : X — X projektor na lineal skupde, e, ..., e, }. Tada imamo

1hmsup<supu<f P)ei]) < x(Q) < limsup(sup (1 = P,)ai).

a4 n—oo  geQ n—oo  ze@
gde jea = limsup,,_, || — P.]|.
Specijalno, ako jeX = ¢, tada jea = 2 u prethodnoj teoremi.

Teorema 3.4.[50, Theorem 2.8.] Neka j€) ogranicen podskup normiranog
prostora X, gde jeX prostor/, zal < p < oo ili ¢y. AkojeP, : X — X
operator definisan s&,(z) = (zg, x1,...,2,,0,0...) zZazx = (x1)2, € X,
tada

x(Q) = lim (Supll(f Py)xl)).

n—oo
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Primene Hausdorfove mere nekompaktnosti kod
karakterizacije kompaktnih operatora

Predstavdemo na primerima odredjenih prostora nizovainaa koji se
moZe iskoristiti Hausdorfova mera nekompaktnosti u odvadju odgovarajaih
klasa kompaktnih operatora. Rezultati iz ove glave objavieu u radovima
[33, 46].

Nadalje, kad kazemo da jgkonjugovani broj brojap, 1 < p < oo, tou
stvari zn&i da zal < p < cojeq = p/(p — 1), da zap = 1 imamo da je
g = 00, a zap = oo da jeq = 1. Odgovarajée norme na BK prostoru nizova
ozna&avaemo sd| - || x.

Takodjecemo Koristiti i oznaked<" i A°"< za matrice kod kojih je redom
prvih r redova, odnosno prvihkolona zamenjeno nula nizovima.

Tvrdjenje 3.5. Nekajel <p < o0iY =cili Y = (. Ako jeL € B((,,Y),
tada je operatorL zadat matricomd € (¢,,Y), takvom da jeL(z) = Az za
svakoz € /,. SledeCe nejednakosti su ispunjene:

1) Ukoliko jeY” = ¢ za Hausdorfovu meru nekompaktnosti operatbra oznaci
|L||, vazi

. , . ,
5 - dim (sup [ B ) < LIy < Jim (sup | BF ) . (3.4)
gde je B matrica sa redovimaB,, = A, — ()2, zan = 1,2,... 1 ap =

lim,, o0 anp Zak = 1,2, ....
2) Ukoliko jeY = /., za Hausdorfovu meru nekompaktnosti operatarau
oznacil||L||, vazi:

0< Il < lim (sup [ A"]),) - (35)

Dokaz Kako su zal < p < oo prostori/, BK prostori sa AK svojstvom to prvi
deo teoreme sledi na osnovu Teoreme 1.4(b).
1) Na osnovu [8, Theorem 3.4[cinjenice da su prostofi; i ¢, izomorfni po
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normi imamo da je
1 . . r
5 limsup(sup [ B7"[le,) < [[ L]l < limsup(sup [ B, ) -
r—00 n r—00 n

Kako je c&igledno|| By ||, > [|By" > |le, > 0, (r = 1,2, ...), zasvako € N,
zn&i da obe granice postoje pa smo tako dobili (3.4).

2) NekajeP, : £, — (o zar € N definisano s&,(z) = 2l za svakar € /,

i neka jeR,. = I — P,, pri Cemu jel identicki operator n&,,. Ozn&itemo sa

B = By, zatvorenu jediriinu loptu. Sada na osnovu osobina i tvrdjenja datih u
uvodnom delu za mery, Teoreme 1.7(a) i izomorfnosti po normi prostdfa

¢, dobijamo

0 <||L||l, = x(L(B)) < x(P-(L(B))) + x(R.(L(B))) = x(R.(L(B))) <
< sup HR (L(:L‘))H = HR o LH = HLA<T+1>|| = Sup ||A<r+1>H

z€B

= sup || 457", zasvakor € N
n

Ovo nas dovodi do nejednakosti (3.5)
Kao posledicu (3.3) i prethodnog tvrdjenja dobijamo stedeezultate.
Napomenimo d@&emo koristiti oznake iz prethodnog tvrdjenja.

Posledica 3.6.Za1 < p < oo imamo:
1) Ako jeL € B({,,c), tada jeL kompaktan ako i samo ako vazi

Tim (sup [| B le,) = 0. (3.6)
2) AkojeL € B(l,,l) |

lim (sup |4, l¢,) = 0, (3.7)

r—00
tada je L kompaktan operator.

Napomena 5.Primetimo da je uslov (3.7) samo dovoljan, ali ne i neophodan
za operatorL € B({,, () da bude kompaktafil < p < co). llustrujmo ovo
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i primerom. Neka je operatof : ¢, — (., dat saL(z) = z; - e za svako
x € [, Jasno da je ovako definisan operator kompaktan. Sa drug@estr
operator je zapravo zadat matricom sa redovimad,, = e!) zan = 1,2, ....
Medjutim, granica iz (3.7) je jednakiajer jesup,, || A;;"||,, = 1 zasvako € N.
"Problem"potrebnih i dovoljnih uslova za kompaktnost @tera u ovoj situaciji
bice kasnije prevazidjen, uz pomoc¢ Sardzentovih retzulta

Posmatrajmo, sada, maditnie transformacije klas&¢,);,Y’), uvedenih u
prethodnoj glavi i odovarajte pridruzene maitne operatorel4, a sve sa
ciliem odredjivanja uslova za kompaktnost pomenutih ojoesa MatricaA je
definisana u sekciji 2.2 sa (2.11) a takodje je dat i oblik eleata matriced
pridruZzenoj odgovarajtoj matrici A (2.21). Pre nego Sto predjemo na
konkretne sl@ajeve, déemo pregled poznatih rezultata kdje nam biti
potrebni za dalji rad.

Teorema 3.7.[7, Teorema 3.25] Neka j& = /, gde jel < p < oo, i neka je
¢q=1/(1—-p)zal <p < oco. Ako jeA € (Xr,Y) imamo da vazi:
a)ZaY = ¢y ,c,l, dobijamo

A o0
sup [|Anlle, = sup 3 |l X =/ly;
n n k=0
A [o@)
Al xryy =1 sup [[Anlle, = SUP(kZO\&nk\q)l/q, X=1(,zal <p<oc;
n n =
sup HAHHQO = sup ‘&nk’ 3 X = 61 )
n n,k
Vazi sledece:
1Al (xz,v) = [ Lall -

b) ZaY = ¢; dobijamo

00
NCNg k=0 neN
0
Al xryy=4 sup (X | X a1, X =1, zal <p <oo;
NCNg k=0 nenN
00
sup Y- |Gkl X =1
k n=0
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pri cemu jeN konacan skup. VaZi sledece:
[Allxryy < [[Lall < 4 [|All xp,yy -

Teorema 3.8.[7, Posledica 3.27] Neka jé < p < oo i ¢ konjugovan broj broja

D
a) Ako jeA € ((¢,)r, co), imamo da je

Jitn (sup el )) p=1
- 1
I Zalhe=Jim (sup | Aull,) =4 Jim (sup (S [al?) ) . 1<p <oo (38)

Yim (sup(Siolaul)) . p =00

b) Ako jeA € ((¢,)r, c), imamo da je

1. A . . A N
5 dm (sup |4, — alli,) < [[Lally < lim (sup [| A, — éfi,) (3.9)
n>r n>r

gde je
A A oo A
& = (G, sa dy = nhigo Qnr Za Svakak.

c) Ako jeA € (({y)r,4) (1 < p < ), N, (r € Ny) podskup skupd, sa
elementima koji su veci ili jednaki od, tada imamo

lim( sup | Y Aully) < Ll <4 Jim ( sup | Y A, .
N,-CNp neN, N,-CNo neN,

Nykonatan Nykonagan

ILall = lim (sup(D_ |anl))
k

n=r

zap = 1.
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Teorema 3.9.Ako jeA € ((41)r1,4,), (1 <p < o) tada je

| Zally = Jim (sup (3 Jaml?)?). (3.10)

n>r

Dokaz Ozn&imo saS = S(,), jedinicnu sferu u(¢,)r. Tada imamo da je
La(S)=AS Ct, paje

[Lally = x(AS) = Tlggo(sgg (I = P)(Az)]ls,)

gdejeP, : {, — {, (r € N) operator definisan sB,.(z) = (x¢, z1, ..., 2, 0, 0...)
za svakar = (z3)72, € (.

Neka je daljer = (zx)52, € (U)r iy = (yr)72, takvo da jeT'z = y € ¢;. Na
osnovu Teoreme 2.7 vaZiz = Ay pa dalje dobijamo:

17 = P)(A2) e, = (1 = P)(Ay)lle, =

(Y AP = (3 1Y aunl)t <

n=r+1 n= r+1 k=0

0o 00
1 1
<D (D [Annyal?)? Z\yk\ Z |Gnie|P)? <
k=0 n=r+1 n=r+1
0o

1
< ol - (sup( Y- Jane")F) =

n:r+1

|>—‘

= ||zl (e, Sup Z | |P)?)
n=r+1

Na osnovu svega navedenog zakljjemo da je

sup (I = P.)(Az)]|,, <sip Z laP)? , (r € N)

n=r+1
g.
. = | 1
ILall < Jim (sup( > [anel”)?)

n=r+1

Ozn&imo sak C (£1)7 skup{ e | k € N} takvih da je
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3.2. Primene Hausdorfove mere nekompaktnosti

Ty =e® | (keN) .

Zapravo skupE ¢ine vektori Sauderove baze @4);. Na osnovu toga dobijamo
A(e) = A(e®) = (an4)°, za svakdk € N. Kako isE C S slediAE C AS,
na osnovu osobina Hausdorfove mgranamo:

X(AE) < x(AS) = [[Lally-

Dakle,
1
X(AE) = lim (sup S Al )’ =

n=r+1
1
= Jim (s > fanl)”

n=r+1

Dakle, vazi:

l1m (sup( Z |G| ) ) = HLAHX'

n=r+1

Koristeti upravo navedene rezultate i definiciju matricez prethodne glave,
mozemo definisati kroz posledicu niz rezultata. Radi podsg déemo jos
jednom izraze za elemente matridedefinisane u (2.11) kao i odgovaragi
elementei,,;, definisane u (2.21).

()\k - )\kfl)uk - ()\k+1 - )\k)ukJrl

) . i N, , k<n,
/\nk: n_)\nnfl.u”, k‘:n,
0, k>n,

Ak 1 1 o
+ — Qnj
Ao = Ak—1) U (()‘k —Me-)ue (Apyr — )\k>uk+1)j:zk;rl i)
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitenre karakterizacije

Posledica 3.10Neka jel < p < oo i neka jeq konjugovani broj brojg. Tada:
a) AkojeAd € ((4p)4,co0) ,1 < p < oo, vaZidajeL, kompaktan ako i samo ako
je

hm (sup Z |Gpsc|) é) =0;

nrko

b) Ako jeA € ((¢1);,co) , vazi da jeL , kompaktan ako i samo ako je

lim (sup lank|)) = 0;

r—00
c) Ako jeA € (({)}, co) ,» vaZi da jeL 4, kompaktan ako i samo ako je

lim (sup Z |Gnk]))

T—00 TL>T‘ k=0

d) ZaA € ((¢,)4,¢), 1 < p < oo,imamo da jeL, kompaktan ako i samo ako
je

lim sup Z]ank—&k\) = 0;

e) ZaA € ((¢,)4,4) ,1 < p < ooimamo da jeL 4, kompaktan ako i samo ako
je

lim ( sup (Z(sup dnk\q)%) =0,(reN);

r—00
—_n NEN,
N-CNp k=0 "

Nykonatan

f) Ukoliko je A € ((¢1),¢,), pri Cemu jel < p < oo, dobijamo da jeL 4
kompaktan ako i samo ako je

lim (sup Z\@ KP)YP) = 0.
k

7—00
n=r

Posmatrajmo sada situacije kada je finalni prostet /..
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3.2. Primene Hausdorfove mere nekompaktnosti

Posledica 3.11Nekajel <p < ooiq= (p%) zal < p < co. Tada imamo:

a) Ako jeA € ((4y)4,0) 1 < p < 0, tada jeL , kompaktan ako vazi

tim (sup(3° fani]?)7) = 0

T—00
n>r k=0

b) Ako jeA € (({x);, ) , tada jeL 4 kompaktan ako vaZi

TILIEO(SHP Z ‘&nk‘) =0

n>r k=0

c) Ako jeA € ((41);,¢~) , tada jeL 4, kompaktan ako vazi

Jim (sup [.]) = 0.

Dokaz Podsetimo se najpre da [é,)° = (., ((5)° = (i (£,)° = {, za
l<p<xiqg=p/(p—1). Dalje, na osnovu rezultata iz Teoreme 3.7 sledi da
je

sup || 4, [7,), = sup | Anl )0 < 00 (3.11)

Ozn&icemo sab, : {,, — l«, zar € N, preslikavanje definisano 93 (z) =
(xo, 1, ..., 2, 0,0, ...) za svakar iz /,, . AKo saS o0zn&imo S, tada jasno
imamo da je

AS C P.(AS)+ (I — P,)(AS)

idaje

0 < |[Lallx = x(AS) < x(P.(AS)) + x(( = B)(AS)) = x((I = P.)(AS)) <

< sup [[(1 = P)(Az) | = sup [ Anll,) = sup [ Aull, s 28 svaka:
ze n>r n>r

Sada, ukoliko iskoristimo odgovaraju normu icinjenicu da ako je&|L 4|, = 0
vazi da jeL 4 kompaktan, dokazali smo teoremu.
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitenre karakterizacije

Primena rezultata Sardzenta

Kao Sto smo ve napomenuli, u ovoj sekcijcemo "popraviti“uslove
dobijene u Posledici 3.6 pod (2) ali i ostale &jeve u kojima nismo mogli da
definiSemo potrebne i dovoljne uslove za kompaktnost odggu@eg operatora.
Zapravo u situacijama kada je finalni prostor big, Hausdorfova mera
nekompaktnosti nije nam bila bas od potpune koristi. Za weagituacije,
nedostatalce u velikom broju sldajeva biti otklonjen primenom rezultata iz
[51]. Rezultati SardZenta (Sargent) ibeaveliku vaznost u naSem istraZivanju.

U okviru ove sekcije liie prezentovani i neki od rezultata objavljenih u [33,
46].

Lema 3.12.Neka jel < p < co. Ako jeL € B({,, (), tada je L kompaktan
ako i samo ako vazi
Tim (sup [ A77<l¢,) =0 . (3.12)

Dokaz Kako je prostor/,, 1 < p < oo sa AK svojstvom, to zd, € B({,, ()
postoji matricad € (¢, {~,) kojom je on predstavljen, odnosigqz) = Az za
svakozx € /,, 1 < p < co. Primenjujici Teoremu 1.13 z&X = ¢, i Z = {,, gde
su oba prostora sa AK svojstvony/i= Z° = ( iuztojels = (,,q = p/(p—1)
dobicemo da jed € (¢,,() ako i samo ako je matric&' = A’ € ({4,¢,).
Takodje, vazi i da jg|L|| = ||Lc|| po [51, Lemma 2 ]. DalijeA € (4,, /)
implicira [[L|| = sup,, [[Anlle; = sup,, [[Anlle,, kao Sto je koriéeno u dokazu
Leme 3.5. Ukoliko upotrebimo Teoremu 3.2, [35, Theorem 2il&njenicu da
jeC<"> = (A>"<)"imamo

ILcllx = X(Le(Bey)) = lim (sup [|By(Le(@))]le, = lim [[R, o Le|| =

CL’EBgl
= rlggo ||Lc<r> || = rhalglo ||L(C<r>)t H = rlLIglo ||LA>r< || =
. K >r<
= lim (sup | A77<(l,) -

Kako je L, kompaktan ako i samo ako je- kompaktan prema [51, Theorem
3.], uslov (3.12) sada sledi @njenice da je operator kompaktan ako i samo ako
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3.3. Primenarezultata Sardzenta

je njegova Hausdorfova mera nula.

Rezultat iz prethodnog tvrdjenja se istina mozéinai [51, (b) p.85] ali
je izvedeno bez koré&nja Hausdorfove mere nekompaktnosti. ¢8jukad je
p = 1 nije obuhv&en ovom teoremom, zbdinjenice da j&’’ = (.. §to nije AK
prostor. U tom sldaju, odgovarajta karakterizacija je data slexsm teoremom.

Teorema 3.13.[51, Theorem 5.] Ako jd. € B(/, (), tada je L kompaktan
ako i samo ako je

im S |y = G| = sup |Gy — Ay |

uniformno po ky i ko (1 < ky, ke < 00) .
(3.13)

U narednim primerima ova teoremé&e obezbediti nalaZenje vrlo
interesantnih rezultata.

Prva primena sede prostorauv, definisanog u sekciji 1.2 i daje nam uslove
za kompaktnost uopStenog ogréemog linearnog operatora.

Teorema 3.14.Ako je operatorl. € B(bv,,Y'), gde jeY jedan od prostora: ili
(., tada sel. moze zadati matricom takvom da jel.(z) = Ax i vazii sledece:
1) ZaY = c¢ Hausdorfova mera nekompaktnosti operatdrazadovoljava
nejednakost

1 : r : r
> lim (sup [ O ) < MLl < lim (up O o), (3.14)

7—00

gde jeC' = (cnr)p=; Matrica sa elementima definisanim kao

n—oo

k k
Cok =Y Qnj — Yk Z& nk=1,2,.. | = 1im > a,; za k=1,2,... .

2) OperatorL € B(buy, c) je kompaktan ako i samo ako je
Tim (sup [|C5"|r..) = 0. (3.15)
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitenre karakterizacije

3) OperatorL € B(buvy, () je kompaktan ako i samo ako je

k1

ko k1 ko
lim sup | Zan] Z@nj’ =sup | Zanj - Zanﬂ"
j=1 "=l j=1

m—o0
1<n<m j=1

uniformno pok; i ke (1 < ki, ke < 00) .
(3.16)

Dokaz Vet smo ranije naveli da je prostér, sa AK svojstvom, pa postoji
matricaA kojom je operatolr. predstavljen.

1) Za L € B(buvy,c) odgovarajgéa matricaA je iz (bvg,c) a primenjuji
karakterizaciju mattinih transformacija iz ove klase dobijamo:

k

A € (bug,c) <= sup| Zanj\ <ol ap = li_)m an, POStoji za svakak .
3 ]71

MoZemo definisati matricd' = (énk);fk:l Ciji su elementic,;, = Zle anj Za
n,k = 1,2,.... OCigledno granicey, postoje ako i samo ako postoje granice
e = lim,_, Gy za svakaok. Prema [55, Example 8.4.1A] € (bvy,c) ako i
samo aka”' € (41, c). Ukoliko iskoristimo Abelovo sumiranje po delovima, za
svakom € N imamo

T — xkz—i—l) + énmmm

m
Z ALl —

||FﬂS

za svako fiksirana € N i za svakar € bu,. Kako jeC,, € (., za svakon € N
i © € buy C ¢, dobijamo da jed,z = C,x za svakon € N i za svakaz € buy,
imamo

La(x) = Ls(y) zasvakox € buy , gdeje y = (xp — Tpr1)iey - (3.17)

Takodje, prema [55, 7.3.4bvo i ¢1 su ekvivalentni u odnosu na preslikavanje
x —y = (x, —x,41), I imamo da vazic € S,,, ako i samo akg € Sy,, jer je
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3.3. Primenarezultata Sardzenta

|%]lboo = |lylle.. - Stoga iz Teoreme 3.2 (3.17) dobijamo

Il = [[Lally = X(La(Seu)) = X(Le(Sn)) = (1Ll -

Konatno, uslov (3.4) sa matricodi umesto matricé3 zap = 1, tj. ¢ = oo, nas
dovodi do (3.14).
2) Tvrdjenje je direktna posledica (3.14) i osobine Haukm@ mere
nekompaktnosti operatora.
3) Kao i u dokazu dela pod 1) dobijamo dajec (bvy, () ako i samo ako je
C € (41,0s) i daje Lz kompaktan prema Teoremi (3.13) ako i samo ako uslov
(3.14) vazi s&a,, i, | ¢, x, UMestoa,, , | a,x,, atoijeste uslov (3.17).

Drugi primer se 0dnosi na prostote,,, v i [¢|~, SVe su to prostori koje smo
definisali u prethodnoj glavi. Ovdeemo proSiriti istraZzivanje na kompaktnost
odgovaraj@ih operatora.

Teorema 3.15.KoristecCi oznake_,, i >°,, za sume uzete po svim indeksima
zakoje je2t < n < 2mtl _1j2muz < p < 2020 1 imamo:
1) Ako jeL € B(/;,w), tada je L kompaktan ako i samo ako vaZzi

. 1 1 1 1
lim ( sup |—Zank — %%ank\) = Sl;p‘ﬁ%;ank — ﬁ%anﬂ

Jj—o0 1<k<j 2/141 m

uniformno po py i o (0 < pg, g < 00) . (3.18)

2) Ako jeL € B(/,v), tada je L kompaktan ako i samo ako je

1

im0 i st 1) = g — i) =
1
sgp \ﬁ(agmﬂ,m — Qo1 k) — ﬁ(az;@ﬂ,l,k — Qguz 1 1|
uniformno po py i e (0 < g, pe < 00) . (3.19)
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitenre karakterizacije

3) Ako jeL € B(t,[c]~), tada je L kompaktan ako i samo ako je

1
lim (sup [o—((2"*" — Dagi+i_yy, — (2" — L)agm —16)—
joee 1<k 2M

1

— ﬁ((2u2+1 — 1)0’2”24'1—1,]43 — (2”2 — 1)&2#2717]{)’) =
1

= sup ‘ﬁ(@mﬂ — Dagm+1_15 — (2 — D)agm_16)—

k

1
— ﬁ((zm+1 — Daguye1_1p — (22 — D)agua_1)|
uniformno po pq i pe (0 < g, pe < 00) . (3.20)

Dokaz Prvi deo je datu [31, Corollary 3.14 7.(7.1)+].

Za deo pod 2) koristimo Teoremu 2.20 pod a) i pod b), imamo da je
(f1,v5) ako i samo ako j& = A - A € ({1, w.) pa je uslov (3.19) direktna
posledica uslova (3.18).

Po Teoremi 2.20 pod b) i ¢), znamo dadec (¢, [c]~) ako i samo ako je
D(n) - A € ({1,v4), i zato uslov (3.20) dobijamo iz (3.19).

Napomena 6. Primetimo da tvrdjenja vaze za uopsSteni ograni¢en linearn
operator imajuci u vidu osobing, prostora - da je AK prostor.

Za prostoreX (A), X je jedan od prostoray, c ili /.., €Ciji su S-duali dati
u Posledici 2.15 a odgovardje karakterizacije mafrnih preslikavanja u Lemi
2.16, takodje primenom rezultata Sargenta dobijamo basleve.

Teorema 3.16. Neka je X bilo koji od prostoracy,, c i ¢. Ako je
A € (X(A), /) tada je odgovarajuci matricni operatat , kompaktan ako i
samo ako je

[o¢] o
Jim (sup [|AZ"=le,) = lim (sup kZ | Z;anj\) =0.
=r j=

Dokaz Neka jeA € (X(A), (). Tadaimamo dajél € (X, (,.) i daje pritom

Azx = A(Ax) za svakar € X(A) na osnovu Leme 2.16 (c) i (2.43). Kako je
(X, ls) = (co, {s), prema [55, Example 8.4.5A ], dobijamo dadec (X, ()
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ako i samo ako je§ = At ¢ (¢1,¢1), po Teoremi 1.13. Ako sada iskoristimo
Teoremu [35, Theorem 2.28 ] dobijamo daljg € (¢;,¢;) kompaktan ako i
samo ako

lim (s%p Z |l§nk\ = Tlirgo(sgp Z lGgn|) =

r—00
n=r n=r

Jim (sup AL le,) = Jim (sup |47 le,) =

Tim (sup 3|3 ) = 0.
" k=r j=k
Konactno, kako iz [55, Theorem 3] znamo daljg kompaktan ako i samo ako je
L ; kompaktan i kako j&.4, kompaktan ako i samo ako Je; kompaktan prema
(2.43), pokazali smo naSe tvrdjenje.

Kompaktnost matricnih operatora pridruzenih
klasama((¢,)r, l~) 1 ((co)1, €xo)

Vetina naSih posmatranih prostora nizova je dobijena kao iématr
domen neke trougaone matrice. vemo napomenuli da problem u potpunoj
karakterizaciji kompaktnih operatora medju njima nastajsiuCaju da drugi
prostor nema Sauderovu bazu i pokazali, na nekim primerkasp se taj
problem moZe resiti. Kako se 6hia situacija javlja u mnogim radovima
objavljenim u skorije vreme, na primer u [8] ili u [37], smalirsmo da je vazno
da naSe rezultate formuliSemo i predstavimo za proizvdhougaonu matricd’
(rezultati iz rada [46]). Koristiemo iste, vé ustaljene, oznaked je pridruzena
matrica salanovimaa,, = R,A, gde jeR transponovana matrica matriée
koja predstavlja inverznu matricu 28 a kako su(4,)r, (), 1 < p < oo, sve
BK prostori, sal. 4 ozn&avamo odgovaraft ogranten linearni operator kao u
[35, Theorem 1.23]. Nadaljgemo sax),, zaxr € w, ozn&avati nizCijih se
prvih n-koordinata poklapa sa koordinatamaa, dok su mu sve ostale
koordinate nule. Polazimo od tvrdjenja datog u Posledidi73u formi
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitenre karakterizacije

konkretne matrice\, samo &to sada posmatramo proizvoljnu trougaonu matricu
T. Dobijeni rezultati su bili samo dovoljni za kompaktnostgoglarajiceg
operatora a ovdéemo ih "poboljSati"i dopuniti ono Sto je nedostajalo.

Teorema 3.17.Ako jeA € (({,)7, {x), gde jel < p < oo andg = -5, tada je
L 4 kompakt ako i samo ako

| | )3) =
Tlggo(sglp(kgllank\ )i) =0 (3.21)
Dokaz NekajeA € ((¢,)r,¢~). Tada imamo da odgovardjuoperatorL 4
pripada skupB((£, )7, £~ ) i imamo matricuA takvu da jed € (¢,, ()i Az =
A(Tz) za svakoz € (£,)r [36, Theorem 3.4, Remark 3.5] . Kako jg BK
prostor, imamo da j& ; € B({,,() i Az = L;(z) za svakar € ¢,. Ako
primenimo [51, (b), p.85] dobemo da jel ; kompakt ako i samo ako vaZi

SUp [[Anl[e,ys <00 T lim sup || Ay = (An)rllg,)e =0

odnosno ako je

sup(z \&nk\q)% < oo 1 lim sup( Z |dnk|q)% =0.
" k=0 oo o
Na osnovu karakterizacije matriih transformacija [55, Example 8.4.5D,
Example 8.4.6D], prvi uslov je zadovoljen pa imamo dd jekompaktan ako i
samo ako je
. (4 1
Jim sup( 3 anel)7 = 0.
k=r+1
Sada, prema [36, Lemma 4.1],4 je kompaktan ako i samo ako j& ;
kompaktan, pa je teorema dokazana.

Teorema 3.18.Neka jeA € (({x)1, {~). Tada jeL 4, kompaktan ako i samo ako

lim (sup > |@uk|) =0 (3.22)

r—oo" P
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Dokaz Kako je/., BK prostor, prema [36, Theorem 3.4, Remark 3.5]], imamo
matricuA e (Yoo, Uso) I, prema [35, Theorem 1.23], pridruZen ogréam linearni
operatorL ;. Za prostor,, znamo da je njegog-dual prostor/; paiz uslova (b)

u [51] imamo da jeL ; kompaktan ako i samo ako

sup (| Aul|1, < 00 lim sup || A, — (An)elly =0

o0 (o]
& sup Y |ank] < o0 i Tli_)rgosup > aw| =0
" k=0 " k=r+1

Ponovo je prvi uslov zadovoljen [55, Example 8.4.5A], padslda je L ;
kompaktan ako i samo ako

lim (sup > |aw|) =0.

r—oo" P

Kako je L, kompaktan ako i samo ako j&; kompaktan [36, Lemma 4.1,
Remark 3.5]] pokazali smo teoremu.

Napomena 7.Tvrdjenje u Teoremi 3.18 takodje vazi i Zac ((co)r, l), j€r
zahvaljujuci Cinjenici da sw-duali prostoracy i /., isti, uslovi (b) i (f) iz [55, p.
85 ] se poklapaju.

Problem nastaje kada je prvi prostéy jer njegov S-dual /., nije AK
prostor. U tom sl@aju moZemo primeniti rezultat Sargenta i tako dobiti nove
karakterizacije kompaktnih operatora:

Teorema 3.19.Ako jeA € ((1)7,¢~) , tada je L, kompakt ako i samo ako

ﬁgggJ%m-%Mng%m—%m (3.23)

uniformno konvergira pé; i ko, (1 < kq, ko < 00) .

Dokaz Za matricud € ((f1)r,/.) imamo da je odgovarajia matricad
(¢1,4+) 1 da je L, kompaktan ako i samo ako je; kompaktan, prema [36,
Lemma 4.1, (ii)]. Primena Teoreme 3.13 na mattitdaje traZeni rezultat.
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Na ovaj n&in "upotpunili smo"postojee rezultate, odnosno u situacijama
kada su za kompaktnost operatora bili poznati samo dovadjlavi uspeli smo
to da dopunimo i definiSemo i potrebne uslove. Sada sa defimgaoremama,
tj. dobijenim rezultatima mozemo pokriti sve 8ajeve u kojima je matricd €
(X7, l) pricemu jeX = ¢y, U, by, , 1 < p < 00, aT je proizvoljna trougaona
matrica. Vazno je i spomenuti da za &hji gde je p@etni prostor oblika:r za
sada nema gsinih rezultata.

Primena

Primetimo da je sada jednostavno dobiti mnogobrojne ratailza
specijalne oblike prostora nizova primenj€ijuuopStene rezultate napred
izloZene. Tako za prostore definisane u drugoj glavi stadjd’ = A mozemo
dobiti nove rezultate i na taj 8 poboljSati uslove za kompaknost u Posledici
3.11.

Slicno, za prostor definisan u [11], koristé&Napomenu (7), moZzemo dobiti
slede&i rezultat:

Posledica 3.20Ako je A € ((co), ) , tada jeL 4, kompaktan ako i samo ako
je
T (sup >~ fie) =0
" k=r+1

Takodje, i neki od rezultata vezanih za kompaktnost opexatdatih u [8]
i u [37], mogu biti poboljSani. Ovde se naravno misli nacgligve u kojima je
finalni prostor/...

U radu [8], autori su posmatrali prostore nizajygA) = (co)r i al (A) =
({so)7, OVde je0 < r < 1, kod kojih je trougaona matrich = (t,.x);%—, data
sa

1
n+1(7"k—rk+1), 0<k<n
tnk = rn—i_l k:n
n+1"’
0, k>n
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pa zaa,,;, dobijamo

QAnlk 1 1 s

— nk)- 3.24
1+rk+(1+rk 1+rk+1)j:zk;1@ k) (3.24)

g = (k+ 1)(

Sada kao poboljSanje za [8, Corollary 4.3 (c)], navodimo:

Posledica 3.21Neka jeX = a{(A) ili X = al (A). Ako jeA € (X, () tada
je L, kompaktan ako i samo ako je

lim (sup > |@u|) =0

r—00" P

gde jed, definisan u (3.24)

Mozemo dati i bolju verziju rezultata predstavljenih u [3gpe su autori
prouwcavali prostore definisane u radovima [43] i u [44]. Posnmmtpaostori su
dobijeni kao matigni domeni trougaone matrice = (\,x);%—, Ciji su elementi

{ 7)\k_/\k_1 kEk<n

)\nk = /\n

0, k>n

dok A = (\x)52, predstavlja strogo rastuniz pozitivnih realnih brojeva koji
teZe ka beskortaosti. Ovde moZzemo primetiti i to da matriganije niSta drugo
do Riesz-ova matricd/, gde jer, = A\, — \._; za svako kiR, = )\, za svako
n. Kona&no, [37, Theorem 4.3 (c)] moZzemo poboljsati sa:

Posledica 3.22.Neka je A € (({y)r.lx), 1 < p < oo. Tada je
Ly € B((€,)a, {~) kompaktan ako i samo ako je

o0

lim (sup( > Janl)1) = 0

7—00 n kert1

Qnk Qp k+1

PYAED VN VI Ve

gdeje g = —2— i = Ml
p—1
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitenre karakterizacije

Prostor konvergentnih redovacs

Prostor kovergentnih redova je uveden u prvoj glavi kao neda
klasicnih prostora nizova. Data je njegova definicija, neke oden njegov
p-dual. Medjutim, mi smo napomenuli da se na taj prostor mdeeagi i
drug&ije, kao na matdni domen trougaone matrice.  Naime, prostor
konvergentnih redova moze biti definisan icsa= (¢)s.

Jos jedna bitna prednost prostesge ta Sto je to AK prostor, pa zahvaljwiu
Teoremi (1.4)(b), za svaki linearni ogr&en operator. € B(cs,Y) gde je
Y proizvoljan prostor nizova, postoji odgovarégubeskonéna matricad €
(cs,Y) takva da jeL(z) = Az za svakor € cs. Ovo nam dozvoljava da
u isto vreme govorimo o uopStenom ogr@mom linearnom operatoru kao i o
matricnom operatoru. 4, pridruzenom matrici.

Primenom Hausdorfove mere nekompaktnosti i teorije réaitni domena,
mozZemo odrediti uslove pod kojimee operatori iz odgovaragih klasa biti
kompaktni, i ovo su rezultati iz rada [47].

Teorema 3.23.Neka jeL € B(cs,Y') gde jeY jedan od prostora, ¢ ili /.
Tada je L zadata matricomd = (a,x);—, takvom da jeL(r) = Az za svako
T € cs, | Vvazi

(i) Ako jeY = ctada

L. > R . N A
5 (Sup(Y | (ane—an i) =G [ + | B+ lim anmir =3 )) <[l L fl<
nzZr p=0 k=0

o0 o0
< rlggo(igg(g) | (@ = anpsr) = G |+ B+ Lm ap e — g::oozk )

gde je

ap = T}grglo(ank — a/n’kJrl) za k=0,1,...

oo

6 = T}gngo(];](ank - an,kz—i—l) + %g%o an,m—l—l) ;
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3.5. Prostor konvergentnih redova

(i) Ako jeY = ¢ tada

o0
1Ll = rlgglo(igg(];)\ (@nk = @nges1) | + | M @i [));

(iii) Ako je Y =/, tada

0 Llls lim(sup()_ | (ank = angsr) |+ ] lim anmsn [)) -
n=r k=0

Dokaz Slucajevi (i) i (i) su direktne posledice teoreme [8, Theorend]3
Koristimo iste oznake kao Sto je i udlajeno paa,, predstavljajuclanove
matrice A € (¢,Y) kori&tene kod odredjivanja uslova za € (cs,Y). Posto
znamo elemente matride = 3, lako moZzemo odrediti i matricé i R, aonda i
izraCunaticlanove

Apk = Qpk — Qpk+1 | Yn = — n%%o Qpm+1 -

Kod dokazivanja dela (iii) posmatramo projekt8r : ¢,, — ¢, definisan sa
P.(z) = (x, 21, ..., 2,,0,0,...). KoristeCi osobine mere:, poznaj&i normu u
prostoru/,, i primenom [8, Theorem 2.9 a)] dobijamo:

0 < X(L(Bes)) < x(I=F)(L(Bes))) < sup || (I=F,)(L(x)) || zasvakor

IEBCS

Sto nas dovodi do

0= LIS Jim (sup(> | e | +1 7 1)
n-=r k=0

Kao posledicu dolgiemo sledee:

Posledica 3.24 Koristecti oznake iz Teoreme 3.23, imamo:
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitenre karakterizacije

1. L € B(es, ¢) je kompaktan ako i samo ako

(o ¢] (o @]
Tlggo(gg(;) | (@ = anr) =di | + | B+ lim apmen — ];Oak ))=0.

2. L € B(cs, cy) je kompaktan ako i samo ako

o0
i (50p( | (o = nin) | | iy e ) =0

3. L € B(es, ) je kompaktan ako je

(e 9]

lim (su Ank — Gn, + | lim ap,m, =0.

Jim (D3 | (o = nsn) | 1 Jim nmsa [)
Napomena 8.Mozemo primetiti da u treCem slucaju imamo samo "ako%yslo
ali za razliku od nekih drugih sluCajeva gde takva situaanoze biti reSena

primenom rezultata iz [51], ovde to nije moguce bez obziogefinalni prostor
Y =/.

Naredna teorema nam pruza mégast za dobijanje novih korisnih rezultata.

Teorema 3.25.[36, Corollary 4.3] Ako jeA € (X, Yr) tada imamo:

) | Lallx = L7 o Lally
(i) PreslikavanjeA € (X,Yr) je kompaktno ako i samo ako je reslikavanje
TA € (X,Y) kompaktno.

Pre nego Sto nastavimo sa ispitivanjem kompaktnosti joShnékasa
operatora nas, uvedimo neke nove oznake.
Neka je matrical’ = XA = (cur)p%—o- R&UNanjem dobijamo da je:

n
Cnk = Z Qjk,
J=0

ek = Ri(Cr) =D (i — ajrs1),

J=0
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3.5. Prostor konvergentnih redova

Dalje, uvedimo i sledee oznake:
O = >V
=0

n—oo

B(C) = T (3 eu — 1 (C)).
k=0
Sada, mozemo definisati naredni rezultat.

Teorema 3.26.0graniceni linearni operatol. € B(cs, cs) je kompaktan ako i
samo ako vazi

o0

Tlggo(sgp(z | Car — G (C) | + | B(C) Zoak )=0.

n2T k=0

Dokaz Kompaktnost operatora i8(cs,cs), imajuci u vidu predstavljanje

prostoracs kao matrénog domena, odnosnes = ¢y, biCe svedena na
kompaktnost operatora iB(cs,c). Sada primenom Teorema 3.23 i 3.25 i
uvedenih oznaka, dokaz jasno sledi.

Teorema 3.27.Ako je A € (bs, cs), tada je L , kompaktan ako i samo ako vazi

lim ( SHPZ!anH!%( ))=0.

r—)oonrko

Dokaz Kako prostorbs mozemo predstaviti kao matrni domen trougaone
matrice> u prostoru ograidienih nizoval., tj. bs = ({)s, problemcemo

primenom rezultata iz [7] i Teoreme 3.25 svesti na odredjw&ompaktnosti
opretora iz klas€¢({ )7, ).

Napomena 9.U prvoj glavi paznju smo posvetili klasitnim prostorimaawa,
pa i prostoru ograniCenih redovas. Izmedju ostalog, naglasili smo da ovaj
prostor nema AK svojstvo pa se zbog toga ova teorema odnosi Ba matricne
operatore a ne i na uopstene ogranicene linearne operatore
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitenre karakterizacije

Teorema 3.28.0graniceni linearni operatot. € B(cs, bs) je kompaktan ako i
samo ako za matricld = (dy )y k=0, Ciji SU Clanovid,,, = Zfzo(ajn — Ujn—1)
vaze sledeci uslovi:

Sup || (dnj)no floo< 00
j

o0

Thrglosup I (dnj)nZr [loc= 0.

Dokaz Kako je prostors saAK svojstvom, operatorik € B(cs, bs) se moze
pridruziti matricaA4, tj. moze se predstaviti matricom € (cs, bs), tako da je
L(z) = Az za svakar € cs. Cinjenica da jed € (cs, bs) je ekvivalentno uslovu
dajeXA € (cs,ly). Kakojecs® = bu, gde jebv = ({1)a, o = % pri gemu je
i /1 prostor saA K svojstvom, to primenom rezultata iz Teorema 1.13 dobijamo:

A € (cs,bs) <= YA € (c8,0s) <= (BA)' € ({1, 0) = A(SA)" € (1, 41) .

Jasno da je upravo matrida iz definicije naSe teoreme matrice(X A)*. Sada,
koristeti rezultat iz [35, Theorem 2.28] o kompaktnosti operatora B(¢1, (1) i
primenjujLEi ga na operator pridruzen matribi Cije smo elementé,,;. definisali
iznad, dokazali smo teoremu.

Mozemo primetiti da ukoliko upotrebimo isti princip razrjsja i rezultati
dati u Posledici 3.24 pod 3) mogu biti poboljSani.

Teorema 3.29.Neka jeL € B(cs, (). Tada jeL. kompaktan ako i samo ako je

supz lajk—a;k—1] < oo i llm supZ| ajk—0jp—1)—(@jn—a;n-1)| =0 .
720 —po % j>0 =

Dokaz Kako je cs AK prostor, za ogrardien linearni operatof. € B(cs, (+)
postoji matricad € (cs, () takva da jeL(z) = Ax za svakor € cs. Znamo da
jecs® = bu, bu = (1)a s = ¢¥ i dajel; prostor sa AK svojstvom, pa imamo

A€ (cs,ls) je kompaktan < A’ € (¢1,bv) je kompaktan <

80



3.6. Novi rezultati o kompaktnosti operatora na prostorgaanesovitom normom

< AA' € (4,,¢,) je kompaktan

Za poslednju klasu ako i samo ako uslovi su dati u [5, VI.B]ppanenjujLti ih
na matricuA A* dolazimo do potrebnog tvrdjenja.

Novi rezultati o kompaktnosti operatora na
prostorima sa mesovitom normom

Predmet istraZivanja u ovom delu su prostori mesSovite nofRezultati
iz ove sekcije objavljeni su [10]. Prostore meSovite normeale Kellogg [24]
a zatim su ih izGavali mnogi autori [3, 13, 20, 21, 22, 23]. OZaaamo ih sa
P1izal < p,q < oo su definisani na sledenacin:

Pr={rew | (X |amf)" <oo} (3:25)
m=0 nel(m)
gde jel(0) = {0} i I(m)={n €N | 277! <n < 2™} za svakan > 0. Oni
su Banahovi prostori i norma na njima je data sa

o0

Izllpg = (32C D zal?)¥)He (3.26)
m=0 nel(m)
Poznato je i da je prosta#? BK prostor sa AK svojstvom za < p < oo i
1 < g < oo prema [21, Example 3.4 (a) ], i da je prostot? BK prostor za
1 <g<oo.

MozZemo uopstiti naSe istrazivanje ukoliko dijékieé blokove zamenimo
proizvoljnim blokovima, siEno kao Sto je uradjeno i u [3]. U tom €laju bi
imali I(m) ={neN | k(m) <n<k(m+1)—1}zam =0,1,... pri Cemu
(k(m))>_, predstavlja strogo rastuniz celih brojeva za koji jé:(0) = 0. U
slucaju da sup ili ¢ beskonani, odgovarajge sume moraju biti zamenjene
supremumima odnosno dobijamo:
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitenre karakterizacije

l)zap = i1 < g < ooimamo

o0

Pi={zew | Y (sup |z,|)? < oo} (3.27)
m=0 nel(m)
Sa normom o
2 loog = (32 ( sup | )97 (3.28)

m=0 nel(m)

2)zal < p < ooliqg=ocimamo

P ={r ecw | sup( Z ]xn]p)l/p < oo}, (3.29)
nel(m)
Sa normom
Hme,oo :SUP( Z |xn|p)1/p ; (3.30)

™ nel(m)
3) zap = ¢ = oo imamo

00 ={r €w | sup( sup |z,|) < oo} , (3.31)

m  nel(m)

sa normom
170,00 = sUp( sup |a,]) . (3.32)

nel(m)
Mozemo videti da jg?? = (? zal < p < oc.
Skup mnoZzitelja prostora smo &elefinisali u prvoj glavi i sled@ rezultat
olakSava karakterizaciju mnoziteljd (¢, ().

Teorema 3.30.[24, Theorem 1.] Neka su< r,s,u,v < oo, api q definiSemo
kao

I/p=1/u—1/r akojer >u, p=oc akojer <u,

1/g=1/v—1/s akojes>v, ¢=o0 akojes <w.
Tada jeM (07, () = (P,
U nastavku, za\ € M (¢"# ("), posmatramo operatdr, : ("° — (“"
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3.6. Novi rezultati o kompaktnosti operatora na prostorgaanesovitom normom

definisan sa
Th(z) = (Anxn)osy (x € 07°) .

Kellogg je u svom radu [24] pokazao @a ovako definisan predstavlja ograan
linearni operator sa normoffily|| = ||A|l,, gder,s,u,v,p i ¢ zadovoljavaju
uslove prethodne teoreme. Preciznijg,: ("* — (¥ je ogran€en linearni
operator ako i samo j& € (P4,

U radovima [22] i [23], autori su posmatrali Hausdorfovu mer
nekompaktnosti operatorB, i zavisno od vrste sktajeva nasli ténu meru ili
izvrSili njenu procenu. Medjutim, oni nisu iskoristili eginu relaciju izmedju
matricnih transformacija na prostorima nizova i ogi@miih linearnih operatora.
Mi zato problemu pristupamo na drug@nacin, koristei teoriju BK prostora i
matricnih transformacija pa posmatramo matridu = A(A) = (@n)ok=0
pridruzenu operatord’, tako da je7)\(z) = Ax za svakox € (* za
1 < r,s < oco. OCiglednoce naSa matrica biti dijagonalna sa nizorma
dijagonali. Takodje je jasno da jér = (\,x,)32, za svakar € ("°.

Pored teorema enavedenih u radu, od korigte biti i sled€a teorema:

Teorema 3.31.[22, Lemma 2.1 ] Neka j& ograniCen skup u prostor?? gde
el <p,qg< oo, inekajeRr, : (»1 — (P?zan = 0,1, ... operator definisan
saR,(r) =z — 2" za svakar = (z,,)%_, € (4. Tada imamo da je

X(Q) = lim (sup || Ra(2)]]) -
z€Q

Neka sum i n nenegativni celi brojevi. Koristemo oznaku/(m,n) =
I(m){0,1,2,...,n} i oznakuA®™ = R, ()\) a operatorT\"”) ¢e biti povezan sa
dijagonalnom matricomi™ () koja je dobijena iz dijagonalne matricé()\)
kad brojeve\g, A1, ..., A\, zamenimo nulama.

Teorema 3.32.Neka su, s, u, v, pi g definisani kao u Teoremi 3.30. Tadaimamo
za\ € (P

. e /1) - : - .
(1) ||TA||X—7}gr£10(Z( > PPV akoje v<oo T v<s i r>u;

m=0 kel(m,n)
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitenre karakterizacije

(i) |Tally = lim (3" ( sup |[M]))Ye akoje v<oo i v<s i r<u;

N300 m=0 k€I(m,n)

T p\1/p ; i i .
(141) HT,\HX—nh_)rgo(s%p(ke; )\)\k]) ) akoje v<oo i v>s i r>u;

(iv) ||Tally = limsup|A,| akoje v<oo v>s i r<u;
n—o0

(v) 0 <|Tully < lim ||)\(”)Hp7q akoje v =o0 .

n—oo

Dokaz Radi kraceg zapisa ozriamo saB = B, a saA dijagonalnu matricu
pridruzenu operatoril, tj. matricu kojaa reprezentuje. Posmatrajmo prvéaju
kad jev < oo, sa podslaajevimav < siv > s.

e Pretpostavimodaje < s

Ako je r > u tada po Teoremi 3.30 imamo

1Tl =X(La(B)) = lim sup |Ro(Az)]| = lim sup |A- 2 — (A-2)"]
r€B zeK

= Jim sup [T ()| = Jim [A®])

o0

= 7111—>Igo(2( Z ‘)\k|p)q/p)1/q ]

m=0 kel(m,n)

Ako jer < u, tada jep = oo pa jos jednom primenimo Teoremu 3.30 i na
isti nacin kao u prethodnom sbaju mozemo dobiti

o0

I3l = Jim [N ]|ocq = lim (3°( sup  [Ae))H? .

n—oo n—00 =0 kel(m,n)

e Pretpostavimo sada daje> s.

Iz v > sizvlaCimo zakljutak da jeg = oo. Kako jewv joS uvek manje od
beskon@no mozemo Koristiti Teoremu 3.30 i dobiti kao i u&hju kad je
v < s naredne podskiajeve i odgovarajte rezultate.
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3.6. Novi rezultati o kompaktnosti operatora na prostorgaanesovitom normom

Zar > uimamo

T3l = Jim Ao = Jim (sup( 32 (A7)

n—00
kel(m,n)

Slicno, zar < u, zaista dobijam@ = ¢ = oo, paimamo

I3l = JHm 1A floo,c0 = limsup |As]

Ovim smo obuhvatili sve skajeve u kojima je bilo modgte primeniti Teoremu
3.30, i dobili jednakosti za Hausdorfovu meru nekompakirmggeratoral’,. U
slucaju kada jev = oo to nije mogue uraditi na ovaj n@n i tu dobijamo samo
procenu za Hausdorfovu meru nekompaktnosti operatoraavNar to kasnije
povlati nemog@nost davanja potrebnih i dovoljnih uslova za kompaktnost
posmatranog operatora.

Pretpostavimo da je = oo, i da je S jediniCna sfera u prostord*, r, s €
[1,00]. DefiniSimo operatore®, , R, : (> — (*»>* (n = 0,1,2,...) sa
Pu(z) = 2Mi Ry (2) = o — 2l zax = (23)52, € (. Kako je L.(S) C
P,(LA(S))+ R.(L4(S)), naosnovu elementarnih osobina funkgjjdobijamo
daje

X(La(S)) < X(Pu(La(9))+x(Ra(La(S))) = x(Rn(La(5)))
< sup | R (La(z))| -

Ako u obzir uzmemo specijalnu formu beskdéna matrice A pridruZzene
operatorul’y, dobicemo

sup || Ru(La(2))]| = sup [ A-z—\-z)|| = sup | T3 (@) = [T = 1A -
€S zEeS zEeS

Jasno je da u ovom gtaju imamo da jg = co (ili s =v =0 ili s < v = ).
Podsli£ajevi koje mozemo razmatrati su> w i » < u, i oni mogu biti tretirani
na isti n&in kao i ranije. Tako da dobijan®< ||Ty]|, < lim, s [|A™]],.. ako
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Glava 3. Kompaktni operatori na prostorima nizova i metoitenre karakterizacije

jev=o0ot].

0 < [Tl < lim sup( ST M)YP, akojev =100 i r>u;
™ kel(m,n)

0<|[Thlly < lim sup |\y], akojev=o00 i r<u.
oo el(m,n)
Kao posledicu za sve razmatrane ¢gljeve, prema [35, Corollary 2.26
(2.58)], dobijamo

Posledica 3.33.Neka sur, s,u,v,p i ¢ kao u Teoremi 3.30. Tada zac (P
imamo

(i) Ty je kompaktan ako i samo ako jéim (> ( > |[A/")¥?)"* =0

m=0 kel(m,n)

akoje v<oo 1T v<s i r>u;
(i) T, je kompaktan ako i samo ako Lh_)m (Z( sup | M) =0
00" =0 kel(m,n)

akoje v<oo i v<s i r<u;

(7i7) T\ je kompaktan ako i samo ako Lh'_)nolo(sup( S oI =0
M kel(m,n)

akoje v<oo 1 v>s 1 r>u;

(=v) Ty je kompaktan ako i samo ako ]'Bnn_):s;p IAn] =0
akoje v<oo v>s i r<u;

(v) Akoje lim A", =0 iakoje v =oo,

tada je T, kompaktan operator

U slutaju kad jev = oo, prostor/*“> nema Sauderovu bazu pa primena
teoreme Goldeinstein-Gohberg-Markus daje samo dovoljrsdova za
kompaktnost operator@, reprezentovanog matricom A. Miemo dati bolje
uslove za neke podgiajeve.

Teorema 3.34.Neka su brojevi, s, u, v, p, ¢ definisani kao u Teoremi 3.30, neka
jev =00, s # oo inekasu’, s u,p, ¢ njihovi konjugovani brojevi. Tada za

86



3.6. Novi rezultati o kompaktnosti operatora na prostorgaanesovitom normom

operatorT), : (™° — (*°° vazi

(i) T je kompaktan ako i samo ako jéim (sup( Y~ [Aef")") =0
™ kel(m,n)

akoje 1<s <o i r<u;

(77) T\ je kompaktan ako i samo ako ]%n_}s;ip IAn] =0
akoje 1<s <oo i v <r

(iii) Akoje lim [A™|, =0 iakoje s=1, tadaje Ty

kompaktan operator

Dokaz Posmatréemo sldaj kada jev = oo. Tada je/* """ = ¢*"! BK prostor

sa AK svojstvom. Zato, za < oo mozemo primeniti Teoremu 1.13 i dobiti
sled&e: A € (7%, (%) ako i samo ako jel’ € (¢*1,¢"*"). KakojeA = A()\)
dijagonalna matrica sa nizoimna svojoj dijagonali, to j¢ A(\)* = A()). Dalje,
koriscenjem [51, Theorem 3. ], dobijamo da je oper&tpkoji odgovara matrici

A € (¢ ") kompaktan ako i samo ako je kompaktan operdtopridruzen
transponovanoj matricil: € (¢, ¢""). Kako jes # oo imamo da je is’ # 1,

ti. dajel < s’ < co. Sada rezultati slede direktno iz Teoreme 3.32 i Posledice
3.33 imajei na umu definiciju matricel = A(\) i sledete tabele:

Ranije | — | Sada
r > u’
s — 1
U — !
V=00 | > s’

Jedini slitaj koji ne moZe biti poboljSan je staj u kome jev = s = i tu
za sada ostaju samo dovoljni uslovi.
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