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Pe3nme

['panynapne marepujaie YMHU CKYIl BeMa BEJHMKOT Opoja CUTHHX cojuaa (3pHa, rpaHyJa,
YECTHIIA) YH]je TTOHAIIakEe 3aBUCH O/ CHEPTH]jE KOjy COJUIHU MOCEAY]Y U MPEICTaBIhajy HAKOH
BOJIE JIPYT'y HaJMaHUTYJIUCAHH]y MATEPH]y Y HHIKEHEPCTBY. 3a HyMEpHUUKy aHanu3y ypehaja
3a TPAHCHOPT, CKIATUIITEHE W 00paay TpaHyJIapHHX MaTepujajia, HEOMXOJHO j€ TadHO
MoJienupame ontepehema KojiuMa rpaHyIapHi MaTepujal Aenyje Ha moMenyTe ypehaje.

VY oKkBHUpY OBE IucepTalyje JaTa je TEOpHjcKa aHalu3a MOoHallamba rpaHyJapHUX MaTepujajia
O]l MMKpPO HUBOA TJIe je aHalIu3upaH KOHTAKT u3Mel)y /Ba 3pHA, 10 MaKpo HHBOA y KOME ce
aHaJM3UPa MOHAIIAKE LEJOKYITHOT MaTepHjaa.

Mertona JUCKpEeTHHX eJeMeHara je KopuinheHa 3a MOACTHpPamke TPOOCHOT TeCTa,
eKCIIEpUMEHTa KOJU Ce Hajuenihe KOPUCTH 3a ofpehuBame MaTepHjaTHMX KapaKTepUCTHKA,
Kao M Tpaka CMHUIIalkba M BPTOJTa KOjU C€ MPU TOM jaBJbajy y TpaHyJapHOM MaTepHjairy.
Onrepehema y TpaHylapHOM MaTepwjaly HHCY pPaBHOMEPHO pacropeheHna, Beh
Hajontepehenuja 3pHa (opMupajy JaHle CHiIa JOK OCTala 3pHa Mrpajy MOTIOPHY YIOTY.
Hedopmarje rpaHyigapHOr MaTepHjajia M3a3MBajy KUAamke CTapux U (popMmupame HOBUX
JanHala cuia, a mpoMeHe onrepehema cy aHanu3upane 3a u3abpana 3pHa.

'maTtka yecTWyHa XWAPOJMHAMUKA je HYMEpHYKa METOAa 3acHOBaHAa Ha MEXaHUIU
KOHTHHYYMa, a HeH O0e3MpexHM Kapakrep omoryhaBa aHanmusy BenUKuX aedopmaruja y
pearHuM mpobieMuMa, Ma je TeHepallMCaHW MaTepHjalHM Mojel ca KamoMm yrpaheH y
mporpam u KopuirheH 3a MojieInpame rpaHyJIapHUX MaTeprjaa.

Merona KOHauyHUX e€JIeMeHTarta je Hajuemhe kopumheHa HyMepuyka MeToja y
WHXXEHEPCTBY, a Ja OM ce KOPHUCTHIA 3a aHanu3y ypehaja 3a TpaHCIOPT, CKIAIUIITEHE U
o0Opany rpaHyJIapHUX MaTepujajia MOBE3aHa je ca TJIaTKOM YECTUYHOM XHUAPOJUHAMUKOM I10
NPUHIUIHMMA (QIYHI-CONMH] MHTEPAKIIHje, @ KOHTAaKTHH ajJropuTaMm u3Mely oBe Be METOJE je
MPOIIMPEH TPETMAHOM Tpema Ha OCHOBY KylloHOBOT 3aKkoHa.

MeTtononorrja aHanu3e MojJpa3syMeBa KOpUIIheme IBa Mporpama 3a Mpe-Mpolecupame U
JemHOT 3a TOCT-TIpOIlECHpamke KOJjU Cy TIOBE3aHM ca CoJBepMMa IOMohy mporpama
MIPEBO/INOIIA.

MarepujamHi MOJEIN, CIpe3akbe HYMEPUYKHX METOJa W KOHTAaKTHH alTOPUTaM Cy
Bepru(UKOBAHU HA TECT MPUMEPHMA, a y TOCIEIHEM MPUMEPY j€ aT pa3Boj MaTEpHjaTHOT
MoJieNia KOju y3uMa y 003Hp M YTHIIa] TEMIIEpaType Ha MOHAIIAkEe MaTepujaa.

KibydyHe peum: meToa KOHAuHMX €JI€MEHATa, METOAA AUCKPETHUX €JIeMeHara, TJaTKa
YeCTUYHA XUAPOJANHAMUKA, TPaHyJIapHU MaTepH]jalu



Abstract

The granular materials consists of large number of small solids (grains, granules, particles)
whose behavior depends on the energy they have and represent the second most manipulated
matter in engineering (water is the first). For numerical analysis of devices for transport,
storage and processing of granular materials, it is necessary to accurately model load which
granular materials exert on the aforementioned devices.

As a part of this dissertation the theoretical analysis of granular materials behavior is
presented, both at the micro levels where the contact between two grains is analyzed, and a
macro level in which the behavior of the whole material is analyzed.

Discrete element method was used for modeling of triaxial tests, experiments that are
commonly used to determine material characteristics, as well as shear bands and vortexes
which occur in the granular material during these tests. Loads in the granular material are not
evenly distributed, with most loaded grains forming force chains, while other grains play only
a supporting role. Deformation of granular materials causes breaking of old and the formation
of new force chains and load changes are analyzed in selected grains.

Smoothed particle hydrodynamics is a numerical method based on continuum mechanics, and
its meshless character allows analysis of large deformation in real problems, so generalized
material model with cap was coded into the program and used to model granular materials.

Finite element analysis is the most widely used numerical methods in engineering, but in
order to be used for the evaluation of construction for transportation, storage and processing
of granular materials it needed to be connected with smoothed particle hydrodynamics using
the principles of fluid-solid interactions, and contact algorithm between these two methods is
expanded by friction treatment on the basis of Coulomb's law.

The methodology of analysis involves the use of two programs for pre-processing and one for
post-processing that are connected with the solver using interpreter software.

Material model, coupling numerical methods and contact algorithm are verified on tests, and
in the last example, the development of material models that take into account the effect of
temperature on the behavior of materials is given.

Key words: finite element method, discrete element method, smoothed particle
hydrodynamics, granular materials
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1 YBOJI

1.1 MoruBauuja

['panynapan maTtepujaii Cy BeOMa BakaH YWHWJIAIl y TPOJEKTOBamy KOHCTPYKIHja Yy
MAaIIMHCKOM ®  ypOaHOM HHXEHEPCTBY W  MPEICTaBJbajy TMOCIEe BOJE  APYry
HajMaHWUMYJIUCAHU]y MaTepH]y y HHIYCTpHjH. [lecak u nybyHaK Cy HajOUUTIICTHU]H IPUMEPH
KOoju ce mopen opMme rpaHyJapHOT MaTepHjajia 4YeCTO Hajla3e M y CacTaBy MEIIaBUHA MOIYT
acdanta, OeToHa u 3emibe. Pyzie MeTana u HemeTasna ce HakoH Bal)era U3 pyIHUKA Hajas3e y
(dbopmu rpaHyIapHOr MaTepHjasa a Takole U KUTapHIle Ka0 U MHOTH JAPYTH MOJbOIIPUBPEIHU
NPOM3BOIM U HUXOBE IpepaljeBuHEe Cy Takohe rpaHyigapHu MaTepujanu. [ 'panynapHu
MaTepujanu ce mopes mnpexpambene, decto cpehy um y (dapmarieyrckoj ¥ KO3METHUKO]
uHaycTpuju. Ypehaju 3a TpaHcmopT, o0pagy M CKJIaIUINTEHE TpaHyJIApHUX MaTepHjajia
MOpajy OMTH MPOJeKTOBAaHM TAKO Jia yJAapHa onTepehema MPUINKOM yTOBapa M UCTOBapa HE
M3a30By JIOM ypehaja kao W Ja crmpede mpodiieMe KOju MOTYy HACTaTH TaJIOKEHEM
rpaHyJapHUX MaTepHjaja Ha 3uJ0BUMa KOHCTPYKIIH]a.

VY naHamme BpeMe, ca IopacToM MOTyhHOCTH padyHapa, HYMEPHUYKO MOEIHPame
rpaHyJlapHUX MaTepHjajla je CBe MPHUCYTHHjE U TOJpa3yMeBa pa3jIMuUTEe HUBOE
arnpoKCcHMallije, ca TUM JAa noBehame arnpokcuMaliije JOBOIU JI0 CMambemha KOMIIjyTepcKe
3aXTEBHOCTH TpopauyHa. OCHOBHM NpoOJIEMH MOJENupama TpaHyJapHOT Marepujajia
NPEe/CTaBJbajy BeNMKe Aedopmaliiije Koje MOry MpOy3pOKOBAaTH BEIHMKE JHCTOP3HjEe MpExXe
KOJI MPE)XKHUX HYMEPHUYKMX METOJa Kao INTO je Hajuemhe MpUMEmUBAaHA METO/Aa KOHAYHUX
enemenata (MKE) tako na cy 3a \UX0BO MOJIEIMpPakE MOTOIHA]e 0€3MPEKHE METOJIE.

Hajraunuju HaunH Monenupama rpaHyJapHUX MaTepHjaia je MPUMEHa METOJIe TUCKPETHUX
enemenara (Discrete Element Method - JIEM) koa Kkoje ce mocMmarpa CBaka 4YecCTHIlA
rpaHyJIapHOT MaTepHjajia U HheHa HHTEpaKIMja ca OKOJIHUM uyectunama. Mmajyhu y Buny na
je pey 0 MeToau Koja 3aXTeBa BEOMa Majld BPEMEHCKH KOpakK, a Jla y peallHoj CUMYJalHjH
rpaHyJIapHH MaTepujajJ MOXe HMaTh OrpoMaH Opoj uecTuia, OBa METOJa Ce HEe MOXKe
KOPUCTUTH Y MH)XXEHEPCKO] MPAKCH U Hajyemhe ce KOPUCTU 3a HyMEpUUKYy Bepudukanujy
TEOPH]CKHUX MPETIOCTABKH.

Ca MHXEHECKOT CTaHOBHIITA, 32 MOJCIIMPAE TPAHYIApHUX MaTepHjaia HajIpakTHIHH]a j&
IJIaTka 4ecTuuHa XuuapoauHamuka (Smoothed Particle Hydrodynamic - CIIX) xoja je
MPBOOWTHO pa3BHjeHA 3a MOJIECIUPAmHE aCTPOPU3MYKUX MPOOJIEeMa, ald jeé TOKOM TOAMHA
HBEeHa (PYHKIIMOHATHOCT MPOIIMPEHA MPBO HAa KOMIjYTEPCKY IMHAMHKY (iIyuaa, a IOTOM U
Ha MexaHuky uBpctux Tena. Kao m MKE, CIIX je 3acHOBaHa Ha MeXaHHMIM KOHTHHyyMa
OJHOCHO aNpOKCHMALMjU JUCKPETHOI CKyNa YeCTHIa y KOHTUHYYM, alld 3a Pas3lIuKy Ol
MKE, CIIX npexacraBiba Oe3MpeXHy METOAY, Tako Ja je BeoMa (QUIEKCHOMIIHA IpH
CHUMYJIAIIju BEIUKUX Aedopmalriija, a beHa yMEpeHa KOMITjyTepcka 3aXTeBHOCT oMoryhasa
IPUMEHY Y PEATHUM IpoOIeMHUMa.

[TomTo je 3a Moaenupame KOHCTPYKIIHMja y MalmIMHCKOM M ypOaHoMm umxewepcTBy MKE
cynepuopHuja y ogHocy Ha CIIX Merony y morjeay MOryhHOCTH, TauHOCTH pe3yJiiTaTta U y
norneny kKommjyrepcke 3axteBHOCTH, chnpe3ake MKE um CIIX wmetome omoryhasa
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Kopuniheme MPEeTHOCTH 00€ METOJE TaKo IITO Ce TpaHynapHH Marepujan moaenupa CIIX
METOIOM, a ypehaju 3a TpaHCIOPT, CKIAJUIITEHEe WM 00pagy rpaHyJapHUX MaTepujaja
MKE meTtonom.

1.2 Hwms pana

[Insp oBe nmucepranyje je pa3Boj METOAOJOTH]E€ 32 HYMEPHUYKO MOJICTUPAEmE TPaHyJIapHUX
Marepujaja U Kopulrheme Tako JO0MJeHUX pe3yiTara 3a aHaJu3y HHTEPaKIIH]e TpaHyJIapHUX
MaTepujajia ca eJaCTUYHMM M €JacTO-IUIACTUYHHM MaTepHujaluMa OJ KOJUX Cy CauHumb€HU
ypehaju 1 KOHCTPYKIIHje 32 BbUXOB TPAHCIIOPT, CKIAIUIITCHE U 00paay. Y 1UJbY aJeKBaTHOT
MOJICTIPama, H3BPIICHO je MPOydaBame KapaKTepUCTUKA W TIOHAIIama TpaHyJapHHUX
MaTepHjaia KopuimhemeM HyMepuukux cumynanuja IEM meromoMm Koja ce KOpUCTH 3a
aHanmu3y MeljycoOHe HWHTepakidje YecTHla TpaHyJlIapHOT MaTepHjajia, Kao W aHaJu3y
MHTEpaKIfje ca YBPCTUM TeluMa. 3a MOJCIMpame peaTHUuX MpobiiemMa MOTpeOHO je
KOPUCTUTH HEKY HYMEPHUYKY METOAY 3aCHOBaHy Ha MEXaHUIM KOHTHMHyyMa KOja YMECTO
CBaKke TIpaHyJlapHE 4YeCTHIlEe IMOHA0c00, MocMarpa MarepHujayl Kao HENpPEeKUIHY CpEeIUHY
(xoaTuHyyM) Kao mrto cy MKE umu CITX. MKE je HajcBeoOyxBaTHHja HyMEpHYKa METOAA
HIMPOKOT CIEKTpa MPUMEHE, K NMPU MOJENHUpamky IpaHylIapHUX MaTepHjaiia 300T BEJIUKHX
nedopmarja 107a3M 0 JUCTOP3Hj€ MPEXKe TAKO J1a j€ 3a BUXOBO MOJICTUPAE TOTOAHM]a
CIIX merona koja je ycien cBor 0e3MpeKHOT KapakTepa (IeKCHOMIHT]a alli Yy HCTO BpeMe U
KOMIIjYTepCKU 3aXTEBHUja. Y OKBUPY paja Ha JUCEPTALUju, U3BPILICHA j€ yrpaha OMIITEer
(reHepamuCcaHor) eNacTOIUIACTUYHOT MaTepujamHor mozena ca kamom y CIIX mporpam.
Kopuctehun peneBanTHe eKcliepUMEHTalHEe pe3yiaTare U3 JuTeparype oxapehenu cy
MaTepujaJHu TapaMeTpd 3a JaTH MOJeN KOjUu HajpealHHje CHUMYIHpPA]y IOHAIIAmke
TpaHyJapHOT MaTepHjaa.

Ja 6u ce uzbermu Hepoctanm CIIX u MKE metone u nCKopucTHiIe BbUXOBE MPETHOCTH, OBE
JIBE METOJIe Cy CIperHyTe Tako Ja ce onrepehema Hacrana ycliel] 1€jCTBa IpaHyJIapHOT
Matepujana u npopauynara CIIX meTrogoM mpeHoce Ha TPaHUYHE YBOPOBE Y MPEKHU
KOHAYHHMX €JIeMEHaTa KOju Cy Yy KOHTAaKTy ca TpaHylapHUM MarepujaioM. Ha ocHOBY
cnpezaa CIIX m MKE ananuze pasBujeHa je MeToAolorvja Koja oOyxmaTa Op30 U
JETHOCTAaBHO TPE-MIPOLIECUPAkE, aHAIM3y M IOCT-TIPOIECHPAbE CIOKEHHX MpobiieMa
aHajM3¢ KOHCTPYKIIMja KOjeé Cy Yy KOHTaKTy ca TpaHyJapHUM Marepujanuma. [Ipuimkom
MIPOjEeKTOBakba HOBHX KOHCTPYKIIHMja 3a TPAHCIIOPT, CKJIAIUINTEHE U 00paay TpaHyIapHHUX
Marepujaja, KopuimhemneM pa3BujeHe METO0JIOTH]€, OJAKIIAaHO j€ MOACIUPahe MHTEPAKIIHja
rpaHyJapHOT MaTepHjaja ca eJacCTUYHUM M eJacTO-IUIACTUYHUM MaTepHjaliuMa Of KOJUX CY
n3rpalleHe gare KOHCTPYKIMje, YMME ce€ yHampehyje TadyHOCT HHUXOBHX HYMEPHUUYKUX
aHalm3a.

1.3 Canp:kaj pana

OBa aucepranyja ce cacToju O YKYIHO 9 moriaBiba M MOJEJbEHA je y TP LeNuHe: Y MPBOj
LEJIMHU CY JIJaTe TEOPHJCKE OCHOBE M OMMCAHE CY KapaKTEPUCTHKE rPaHyllapHUX MaTepHjaia,
y ApYroj LeIWHU MpuKa3zaHu nocTtynuu Hymepuuke ananusze JJEM u CIIX meromoMm, mok
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Tpehy nenuny unae cupe3ame MKE u CIIX meTone m mpakTudHa MpUMEHA Tako JT0O0HjeHe
METOOJIOTH]E 32 aHAIM3Y MHTEpaKLHUje TpaHyJapHOT MaTepujaia ca eacTO-TNIACTUYHUM
MaTepHjaliuMa KOHCTPYKLIMja 3a TpPAHCIOPT, CKIAJAMIITEHe W 00pady TpaHyJapHUX
MaTepHjaa.

VY Ilornaespy 1 cy nata yBoaHa pa3MaTparma MpobiieMa aHajdu3e IpaHyJapHUX Marepujajia
HYMEpPHUUYKUM METOoJlaMa U KpaTak Mperie]] JuTeparype.

[TormaBke 2 mpukazyje Mperyies] KapaKTEpUCTHKA TPaHYJIApHUX Marepujana, TOYeB O]
cacraBa MPEKO aHAJIM3e MMOHAIaka MPIIIMKOM Pa3IMUUTHX TUIOBa ontepehema, 10 ocoonHa
WHTEpaKIKje uMel)y 3pHa TpaHyJIapHOT MaTepujaa.

[TornaBme 3 maje mpuka3 Teopujckux ocHoBa JIEM metonme. [IporieHa KBa3HCTaTHYHOCTH
npobiemMa ce KOPHCTU MPUIMKOM ofjpehuBama BPEMEHCKOTI KOpaka. Y OBOM IOIJIAaBJbY je
nata JIEM cumyrnaigja TpOOCHOT TecTa M BPTJIOKHOT MOHAIIamha rpaHyJapHOT MaTepujana y
Tpakama cMmuIama. Takohe, ykasaHo je ¥ Ha ojapeheHe mpoGiieme Kao LITO Cy BHCOKE
(bpekBeHILrje OCUMIIOBamka TPaHyJAPHUX YECTHIIa KOje MPOY3pPOKYjy HEpeaaHO IMOHAIIame
Marepujaja MPUINKOM peraKcalyje.

[Tornaemwe 4 je mocBeheno CIIX meTonn W HEHO] MPUMEHH 32 MOJCIHUPAE TPAHYJIAPHUX
Marepujajga. Y OBOj TJIaBH JaT j€ ONKHC KEpHeI M YECTHYHE aIlpoKCUMaluje, Koje
MpEeACTaB/bajy OCHOBY oBe Merone. Hemocranmu opurumnamse CIIX ampokcumanuje cy
WCTAaKHYTH Y HAYMHHU KUXOBOT OTKIIaWkama Cy HaBeIECHU. 3aKOHHM OaylaHca Cy JaTH, Kao U
MMIUIEMEHTAIIM]ja e1acTUIHOT, eaCTOIUIACTUYHOT U TeHepaIMCaHOT MaTepUjaTHOT MOJIeNa ca
Karom, kKoju he 6utu kopuirheH 3a MoJienupame TpaHyJIapHUX MaTepujaa.

[Tornassee 5 mpukasyje kparak ocBpT Ha ocHoBe MKE, onucyje nocrynak nosesuBama MKE
n CIIX wmeronme, W TpeTMaHa KOHTaKTa TpaHyJapHor wmatepujana mozaemmupanor CIIX
METOJIOM M €JIacTOIIAaCTUYHOT MaTepujasia moaenupanor momohy MKE. Tlpu moxenupamy
KOHTAaKTa aHAJIM3UpPaHa Cy JIBa MPUCTYTA: KIacu4aH KepHeJl KOHTAKT U MPHUCTYI 3aCHOBaH Ha
KOHTAKTHOM TMOTEHIHjaly. Y o00a mpucTyna TpeTMaH Tpema HHUje ajJeKBaTaH, Ma je y
pauyHame KOHTaKTa ykJbyueH U KyJlIOHOB 3aKOH Tpema.

[Tornassbe 6 mpuKasyje METOJOJOTH]Y Mpe M MOCT Mpolecupama MOACIUPAHUX MpodiieMa.
[Tpunukom ogabupa mporpama 3a Ipe M HOCT MPOLECHPamhe OCHOBHU KPUTEPUJYMH Cy OWIIH
(YHKIMOHATHOCT M 1I€Ha, Tako Ja rae je To Owino moryhe, xopuimhenu cy OecriiaTHH
nporpamu, anu je 3a reHepucame MKE Mpexke OMII0 HEONXOJHO KOPUCTUTH KOMEPIIH]jaTHH
mporpam 300T HM3a TMPETHOCTH KOj€ j€é MMao y OJHOCY Ha OecIlaTHE aJTepHaTHBE.
I'enepucame ymaszuux nmaroreka 3a MKE u CIIX conBepe je ayromarn3oBaHo momohy
pa3BHjEeHUX Iporpama MpeBoIMIIaa KOjH MOBE3Yjy Mporpame 3a Impe U IMocT NpOoLecCHpame ca
MKE u CIIX conBepuma.

[TornaBse 7 maje mpuMepe HpopadyyHa KOjU Cy KOpHUIIheHH 3a BepU(pHUKAIM]y pa3BHjeHE
Mmetozponoruje. [lpumepu nreMoHCTpHpajy NOHAIIakEe MaTepyjajia Mpu KOHTaKTy, MOryhHOCTH
TeHEPAIIMCAHOT MaTEepHjaIHOT MOJIeNia ca KaroM 3a MOJENMpame TpaHylapHUX MaTepHjana,
Ka0 ¥ MHTEPAKIHjy rpaHyJapHOT U eJacTO-IUIaCTUYHOT MaTtepujana nomohy crpesama MKE
u CIIX metoze.
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VY nornarspy 8 mpeACTaBIbEHA j€ MPUMEHA MaTEPHjATHOT MOJIEa YHjU IMapaMeTpH 3aBUCE O]
Temnepatype a koju je kopumrhen 3a MKE ananusy nonamama acganra.

[Tornasee 9 je mocBeheHo 3aKJbyYHHM pa3MaTpamUMa, aHAIW3H Pa3BHjeHE METOJ0JIOTH]E U
npaBuuMa Oyayher pasBoja m MoryhHOCTHMa MpHUMEHE pa3BHjE€HE METONOJIOTHE Y IPYTHM
o0J1lacTMa Koje HUCY YCKO Be3aHe 3a rpaHyJapHe MaTepujae.

[Tornaesse 10 maje mperyien kopunrheHe IuTepaType.

1.4 Ilpergaen autepartype

[Toyenn wcTpakMBama MOHaIIaka TPAHYJIAPHUX MaTepHjaia Be3yjy ce 3a Kynona (Charles-
Augustin de Coulomb 1736- 1806), unju ce 3aKOH TpeHwa MPBOOUTHO OJHOCHO Ha TpaHyIapHe
Mmatepujasie. TOKOM TroauHa, pa3BOj TEOPETCKUX MPETIOCTaBKH MpaheH je HampeTKoOM
TEXHOJIOTHje M3BOhema eKClepuMeHaTa, YMME C€ YHOTHYHAaBalo CBEOOYXBATHO 3HAIE O
KapakTepUCTHKaMa TpaHyJapHUX MaTepujaia oJ MUKpo a0 Makpo ckaie [1]-[7]. Takohe, ca
nopacToM MOryhHOCTH payyHapa, TpaHyJlIapHM MaTepujaidi C€ CBE BHIIE KOPHUCTE Y
HYMEpPUYKUM aHAJIM3aMa MPUMEHOM pazinuuTux Metoaa kao mto cy JAEM, CIIX win MKE.

Merona auckpetHux enemenara (/IEM) je pasBujena y 1uipy mpopadyHa KpeTama M
WHTEpaKIIMje OrPOMHOT Opoja yecTuila KakBe ce cpehy y rpanyinapHiuM Matepujanuma. Y clies
orpomHor 6poja yectunia, JIEM meTona je BeoMa KOMIjYTepCKH 3aXTEBHA INTO OrpaHUYaBa
Oy’KMHY TIpopavyHa, Wik O6poj yectuna y npopauyny. JIEM merona ce Hajuemhe KopucTu 3a
HYMEpUYKY CHUMYJAlMjy IMpoleca KOju ce JIellaBajy yHyTap rpaHyjapHor marepujana [8]-
[26]. Ia Ou ce Moaenupaio MoHamame TpaHyIapHOT MaTepyjalia y peaHUM yCJIOBUMA MPHU
eKcIutoatanuju ypehaja 3a BUXOBO CKIAAMIITEHE, TPAHCOMOPT WM 00paay, moTpeOHO je
3aHEMapHUTH WHTEpakiujy Mely dectuiiama u 1eo rpaHyJapHU MaTrepujall moCMaTpaTH Kao
HETPEKUIHY CPEeIUHYy IITO C€ TOCTIKE NMPUMEHOM HYMEPHUYKHX METOJa 3aCHOBAaHHMX Ha
MEXaHUIM KOHTHHYYMa.

CIIX je Oe3mpekHa HyMmMepuuka MeETOAa TMPBOOWTHO pa3BHjEHA 3a MOJCIHPAHE
acTpou3nukux mpoOieMa, a KacHUje je IeHa MPHMEHA MPOIIMPEHAa Ha KOMIIjYTEepPCKY
IUHAMHKY (QUIynaa, a TOTOM U Ha MexaHWKy uBpctux Tena [27]-[73]. ¥V CIIX mporpam cy
yrpal)eHu TUHEapHO €JaCTUYHHM, €acTO-IUIACTUYHU U TeHepaINCaHu MaTepHjaTHu MOJIEI ca
KaroMm, Koju he ce KOpUCTUTH 3a MOJIeINpae TpaHyIapHUX MaTepHjaja.

CIIX wmetoma je moromuuja on MKE 3a monmenupame Benwkux aedopmainuja, jep Kao
0e3MpexHa METOJIa HUje TMOJI0KHA YTHIAJy JTUCTOP3Hje MPEXE Ha TAYHOCT pe3yJiTara, aiu
je 3a Behuny mmkemepckux npodsema MKE cynepuopnmja y onnocy Ha CIIX merony y
noryiely MOryhHOCTH, Ta4HOCTH pe3ysiTaTa W y MOTJeNy KOMIIjYTepCKE 3aXTEBHOCTH, Ta
cupe3are MKE u CITX Merone omoryhasa kopuniheme npeanocta ode meroae [74]-[86].
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2 KAPAKTEPUCTHUKE I'PAHYJIAPHUX MATEPUJAJIA

2.1 CacraB rpaHnyJlapHUX MaTepHjaJia

UBpcTa Tena, TEYHOCTH U TaCOBH Cy OCHOBHA arperaTtHa crtama marepuje y ¢usunu. Ilopen
MaTepujajia KOju UMajy jaCHy IMPHITaTHOCT jeTHO] OJ OBE TPU OCHOBHE KaTEropwuje, MoCTOoju
YUTaB HU3 MaTepHjasia KOju MOCenyjy TaKBe KapaKTepHCTUKE J1a UX je HeMoryhe cBpcTaTH y
JeIHO OF TpPM OCHOBHA arperatHa CTama, Kao IITO Cy Ha TPUMEP BHCKO-CIACTHYHU
MaTepHjaau Koju npu nedopmMucamy UCIObaBaj)y KapaKTEPUCTUKE BUCKO3HE TEYHOCTH WITH
€TaCTUYHOT MaTepHjajia y 3aBUCHOCTH 0] Op3uHE mpoMeHe nedopmaliyje, Wi rpaHyIapHHA
MaTepHjajau KOjU MPEJICTaBIba]y MEIIaBUHY TUCKPETHUX COJUAA (Y€CTUIIA) U YH]je TMTOHAIIAE
3aBUCH O]l €HEpruje Koje moceayjy Te uectuue. I'paHynapHe Marepujaie KapakTepulie
ryOuTaKk eHepruje MpUJIMKOM HHTEpaKIMja decTula (Ipe cBera ycieq Tpema), a YeCTHIIe
MoOpajy OMTH JAOBOJHHO BEIUKE /1a HE MOAJICKY YTHIA)y TEPMUUKOT KpeTama, JaKie Mopajy
o6utu Behe on 1 xm . OBoO kpertame je oTkpuo Pobept bpayn 1827. rogune nmocmarpajyhu

KpPO3 MHUKPOCKOII KpPETame YECTHIIa MOJICHA Y BOIH, KOje Cy ce HaCyMHUYHO KpeTajyie ycien
TOra IITO CY IOJeWHU JIEJIOBH IOCMAaTpaHe YECTHIIE WMald pazIuduT Opoj cymapa ca
aromuma Boje. Ca npyre crpane, (hM3MKa rpaHyJapHUX MaTepHjaja ce€ MOXKE MPUMEHHUTH Ha
mojac actepomja, mpu 4emy Oum cBaku acrepoua Owo '"rpanynapHa dectuna'. Ilecak u
[UbYHAK Cy IpPBa acolyjalyja Ha TpaHylapHe MaTepHjajie, ajld y rpaHyJlapHe MaTepujaie
Crajajy u MIIEHHUIIA U IPyTe KUTApULE, YraJb U Apyre pyae, 00MOOHEe Ka0 M1 MHOTE CHPOBHHE
U TIPOM3BOJM IpexpaMOeHe HHIYCTpHUje, NCTEPHEHT U OCTaIH MPOU3BOAU M CHUPOBUHE
XeMHUjCKe WHAyCcTpHje UTA. [ paHynapHu MaTepujanu Cy 3Ha4yajaH YMHMIIALl Y TEOMEXaHUIH,
HayIM Koja ce 0aBM NIpoydaBameM Tia U CTeHa [l], ¢ TUM mTO ce y Ty mopen 3pHa
rpaHyJapHOT Marepujaja Koja YMHE CKeJleT MaTepujayia, y mopama u3Mmely 3pHa Moxke
Haja3uTu Boja (ciuka 2.1.1.a) wim Heka apyra TedHocT. TeuHoct u3Melhy 3pHa Mo)ke 3HaTHO
Ja yTHYE Ha Ha KapaKTEpPHUCTHKE TPaHYJIApHOT MaTepujajia, Tako Ja CyB Iecak (gopmupa
MpaBUJIHY HHUCKY KYITy, JIOK C€ BJIaKaH IECaK MOXE OOJUKOBATH y CIIOXKEHHU]Ee OOJIMKE
(cmuka 2.1.1.6).

Uspcre Vs
4EeCTHLE

a)

Crnuka 2.1.1 CacTaB rpanyJapHOT MaTepujajia a) 3allPEeMUHCKH YIS BOJIS, Ba3ayXa u
conua 0) mpuMep yTHIlaja BoJIe Ha MTOHAIIAke TpaHyJIapHOT MaTepHjaja
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Ha ocHoBy BenmnuuHe rpHaHyJapHUX 3pHa Moryhe je M3BPIIMTH Hajrpy0Jby MOJAETY Tiia Ha
KpynHo3pHa (koja cagpxe npeko 50% 3pua Behux ox 0.075 mm) u cutHO3pHA Tia (Koja
caapxke npeko 50% 3pHa mamux ox 0.075 mm) [1]. Kao nmpumMep KpyImHO3pHUX TJIa MOXKE CE
y3€TH LUbYHAK MJIM IMecaKk y Kojuma je mnpeosialyyjyhu marepujan KBapl, JOK c€ CUTHO3pHA
TJIa YIJaBHOM cacToje oJl 3pHa mpamuHe u rause [1]. Kao rpanuna je y3era BenuuuHa of
0.075 mm, jep JbYIACKO OKO 0€3 ONTHYKUX WHCTPYMEHATA y rpaHyJIapHO] MacH Mpero3Haje
yecturie Behe ox 0.075 mm, mox ce Mame YecTulle BUAE caMo Kao amopdna maca [1].
O63upom na y oapeheHoM Ty TpaHyJIapHE YeCTUIIE MOTY OMTH IIMPOKOT OIcera BEIMYHHA
(mTo HUje cllydaj KOT TpaHyJIapHUX Marepujaja y mpexpamMOeHO] MHAYCTPHUJHU, TAC Cy Ha
nmpuMep CBa 3pHA IMIIeHUIe Wi Imehepa npuOMMIKHO WCTE BENWYMHE), JCTaJbHU]JY
knacuukanyjy Tia je Moryhe WM3BpLUIMTH Ha OCHOBY TpaHYJIOMETPHUjCKOT cacTaBa
MPUKa3aHOT KPUBOM Ha TPaHYJIOMETPH)CKOM Jujarpamy. EKCIepuMEeHTOM KOjU ce CacToju O
cejama TpaHyJapHOT MaTepujaja Kpo3 HU3 chTa No0ujajy ce MPOLEHTH TeXHHE onapeheHor
CKyIla TpaHyJIapHUX YEeCTHIIa MPHOIMKHO UCTE BEIMYMHE Y YKYITHO] MacH, Ha OCHOBY Yera je
y TPaHyJOMETPH]CKOM JIMjarpamMy Moryhe HalpTaTH KpHBY KOja OIHKCYje cacTaB LETOKYITHOT
nmocmatpadHor Marepujaina [1]. I'panymomerpujcku naujarpaM KOPHUCTH JIOTAPUTAMCKY
pacmojiesly BeJIMYMHA 3pHA, a TPaHWYHE BEJMYMHE 3a Kiacu(UKalMjy TUIa KOME HEKH CKYII
YeCcTHIa TPUIaaa KOPUCTE camMo OpojeBe 2 W 6 MOMHOXEHE OJroBapajyhuM eKCIIOHEHTOM
(cnuka 2.1.2).

[pm :0.075
S [Tpammna - [Tecak [ImbyHak Kameme
=i - B ] - (obmyTak)
100 |= } cutHa | cpeama fkpynHa| cutan |cpebnf kpynan | cutan | cpearby [kpynan 0
1 . >
90 H ' ,/ 10
1 H -
= 80 s ; Al 20 &
~— M : / ‘;:
2 7o | : 0 g
Q 1 L
2 60 L i Vi 40 g
& . i i )
<50 [l il /] 50 =
5 : 1|V 3
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& : y
20 112 ; 80
- I
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0.0006 0.002 0.006 0.02 0.06 02 0.6 2 6 20 60 200 600

[Ipeunuk rpanyna d (mm)
Cnuka 2.1.2 I'paHyIOMETpHjCKH TUjarpam

Ha rpanynomerpujckom nujarpamy (cnuka 2.1.2) nmata je mojena TeOMEXaHHYKHX
rpaHylapHUX MaTepHjajia Ha TJIHHY, NpalluHy, Mecak, NUJbYHaK W Kameme. Ha oBom
ayjarpamy JaTa je W JIMHUja KOja 03HayaBa MMHHUMAJHY BEJMYHMHY TpaHyia ol 1 gm Kojy
rpaHyJie MOpajy UMAaTH J1a He O Ouiie MoJIe)KHE YTUIA]y TEPMUYKOT KpeTama. Takohe, nata
jé W JWHHja Koja O3HavaBa TpaHydHy BpemHocT on 0.075 mm npwinkoM Tmojaene Ha
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KpYIHO3pHAa M CUTHO3pHA TJa. ['paHyapHu MaTepHjan nmpuka3zaH KpuBoM Ha ciuiu 2.1.2 ce
CacToju MPBEHCTBEHO OJ1 MeCKa y3 MaJio IMpalldHe W BPJIO Majlo CUTHOT mUbyHKa. [lopen
rpaHyJIOMETpHjCKE KpHBe, 3a Oomuc cactaBa Tia [1] ce xopucte u cienche Hymepuuke
BpPEAHOCTH:

e EdexktuBHa BenmmuuHAa IpaHylia NpeACTaB/ba MNPEYHUK Tpanyie on kora je 10%

rpaHysa y MaTeprjally Mambe U 03Ha4aBa ce ca d,,
o Cpenmma BeTMYMHA TpaHyJa MPEACTaBIba IPOCEUHY BPEAHOCT U O3HAYaBa ce ca ds,

o Koedummjent ynudopmuoctu je mat mspazom C, =d /d,, rne je d, mnpedHuk
rpanyie ox kora je 60% rpanyna y marepujany Mame. YKOJIHKO je KOS(HHIIMjeHT
yHu(bOpMHOCTH BehH, pacro/iesia BeTuIruHa IrpanyJa je mupa u oopuyro. lllpyHak je
mupoko rpagyupan [1] ako je C, >4, nok je mecak IIUPOKO TIpagyHpaH aKo je

C,>6.
[Topen canpskaja Bome (MM HEKE OPYyre TEYHOCTH) W paCIojielie BEIWMYMHE YeCTUIa, Ha

MOHAIIAkE TPAHYIAPHOT MaTepHjaja 3HaTaH YTULA] UMa U OOJUK YeCTHLAa KOJU MOXe OUTH
KOMITaKTaH, II0YacT WK urianyacrt [1].

Kanma cy cBe tpu mumensuje uectune (myxuHa L, mupuna B u ne6puna H) ucror pena
BEJIMYMHA, YECTHUIIC CY KOMITAKTHE a KapaKTEPUCTHKE KOje OTHKCY]y OJHOC JUMEH3Hja Cy JaTe
u3pasuma:

e Cdepuunoct X=D/L
e IlmwocHaroct F=B/H
e Uznyxenoct E=L/B

rae je D exkBUBaJCHTHM NPEYHHMK Kyrje KOja MMa MCTy 3alpeMHHY Kao M IocMaTrpaHa
rpaHyJlapHa YeCTHIIA.

JlonTacte TpaHyNapHe YecTUIlE MMajy BpeOHOCT cdepuuHoctH X=1 nok ca noehamem
MJbOCTATOCTH U U3AYKEHOCTH oOmnaja chepruyHOCT, a pacTe MOTyhHOCT JioMa U yCUTH-aBamba
rpaHyJapHUX YecThla (JaK W MPWIMKOM XHUIpOCTaTHYKOor onTepehema o yemy he kacHuje
OuTH peun).

Ha tpeme koje ce jaBiba Mel)y rpaHyJapHHM dYecTHIIaMa OCUM Koe(dwuIujeHTa Tpema 3a
MaTepHjall OJf Kora Cy CauyhibeHe, yTHYe W FHHXOBAa aHTYJIApHOCT, BEIMYHHA KOja
KapakTepHIle OIITPUHY YIJIOBa U UBHIIA U KOja je naTa cieaehum uspazom:

R=r,/r (2.1.1)

up
rae je %,, TIPOCEYaH MOJYNPEYHUK YIjioBa M MBULA, A 7, je TONyNMpeyHHK MaKCHUMallHe

ynucane chepe [1].
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2.2 Hanonwm u Aedopmanmje y CKynmoBuMa rpaHyJIapHUX 4YeCTHIA

Hanonu u nedopmanuje nmpeacTaBibajy OCHOBHE BEIMYMHE Y MEXAHUIM KOje OIMHUCY]Y CTame
MaTepHjana, a KoJl rpaHyJapHUX MaTepujana, yclea BUXO0Be CHelU(PUIHOCTH, OCTOje ABa
NPUCTYIAa aHANM3M HamoHa U nedopmanuja. [IpBu je mpucTynm MexXaHHMKE KOHTHHYyMa a
AIPYyTd MHKPO-CTPYKTYpHH mpuctyn [2]. Mneja Ha K0joj ce 3acCHUBA NPUCTYI MEXaHUKE
KOHTHHYYMa je Ja c€ LEJOKYITHU CKYIl IPaHyJIapHUX YECTHLa [MOCMAaTpa Kao KOHTUHYaJIHU
JIOMEH, a J1a c€ KOHCTHTYTHMBHE penaruje m3Mmel)y HamoHa u aedopmanuja oxapelyjy Ha
OCHOBY €KCIIEpUMEHTATMHUX pe3yaTaTa [2]. [IpobieM Ko 0BOT IPHUCTYIIA j€ IITO BATUTHOCT
pe3yaTara MOKe OWTH JIOBEJleHa y IHUTAke aKo CE€ YCIOBH IpPU CHUMYJALUJU PEATHOT
npobyieMa paszNuKyjy y OJHOCY Ha YCJIOBE KOjH Cy TOCTOjalldi TOKOM EKCIIEPUMEHTAITHOT
onpehuBama kapaktepuctuka Mmarepwjana [2]. Jla Om ce moBehanma druexkcuOMIHOCT U
CMamuIa OCETJBMBOCT MAaTEpUjaTHOT MOJiefla Ha NMPOMEHE YCIIOBa, HEOMXOIHO je yBolheme
KOMIUTMKOBaHMJUX MaTeMaTHUYKUX jelHadynHa ca Behum OpojeM mapamerapa U IpOMEHIJbUBUX
ctama [2], mTo he KacHUje OMTH JEMOHCTPUPAHO HA TE€HEPAIMCAHOM Kall MOJENy KOjU je
yrpahen y CIIX nporpam.

MHUKpPO-CTPYKTYpHH NPHUCTYI C€ 3acHMBAa Ha oJpehuBamy NPOMEHJbUBUX CTama MAKpO-
HUBOa (HamoHa W Aedopmaiyja) Ha OCHOBY NMPOMEHJBMBHUX y MHUKPO-HHBOY Kao IITO CYy
KOHTaKTHE CHJIe, TIOMEpama 3pHa U JIOKAJIIHE TEOMETpPHUjCKe KapakTtepuctuke [2]. [Ipobiaem
KO/ OBOI' MPUCTyNa je oapehuBame reoMEeTpHUjCKHX jeIUHMIA Y Kojuma he ce padyHaTu
IIPOMEHJbUBE CTama Ja OM ce Mocie Te MPOMEHJbHMBE CTamba CyMUpalie IPU pauyHamby HAIlOHA
u neopmanyja [2]. HajjeqHocTaBHMja reOMETpHUjCKa JeAMHULA j€ KOHTAKT u3Mel)y nBa 3pHa.
Ienrap mpBor 3pHa je AeMHHMCAH BEKTOpOM momoxaja X =x, (x,x,) i=12; rae cy x
JlekapToBe KoopauHate LeHTpa 3pHa y 2J[ mpocropy. Llentap npyror 3pHa je nmaT ca

x> =x; (x,x,) i=1,2. BekTop Koju CIaja IEHTpe 3pHA HA3MBa CE IPaHa BEKTOPOM [ W Jat je
uzpazom 2.2.1. T'paHa BEKTOp Ce MOXKE M3pasuTH Momohy BekTopa v,© M V' KOju Crajajy

HEHTpe 3pHa 1 ¥ 2 ca TAaYKOM KOHTaKTa ¢, IITO je MpUKa3aHo Ha ciaumu 2.2.1

(2.2.1)

Cnuka 2.2.1 Konrakr uzmel)y n1Ba 3pHa

YKynaHn MakpOCKOIICKU HAIOH y TPaHyJIapHOM Matepujany o,,i, j =1,2, xoju je mocnemuua

YHyTpalmux cuia [3] y Taukama KOHTaKTa Jart je ca:
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1y
G, = ;ZlfF; : 2.2.2)
c=1

rje je V' 3anpemuHa rpadynapHor marepujana, M je Opoj konrtakta Mehy spuuma a F; je
BEKTOp KOHTaKTHE cuiie [3].

Jla Om ce mpeacTraBuiie TEOMETPHjCKE M TOIOJOIIKE penanuje m3Mel)y 3pHa Koje cy
HEONXOJIHE 3a H3pakaBame nedopmaliija, TOTpeOHO je YBECTH CIOKEHH]E T€OMETPH]jCKE
JEIMHUIIE, T3B. MUKPO-CIIEMEHTE KOJU CE€ CacTOj€ OJ] MOCMATPAHOT 3pHA U HEMY HajOIMKUX
OKOJIHHX 3pHa.

AKO ce rpaHyJapHH MaTepujajll KOju C€ CacToju oj c(pepuyHUX 3pHAa HUCTOT TPEUYHUKA
nocMatpa y 2J1 mpoctopy, Moryhe je u3BpmuTH BOpoHO] Tecamanujy, OJHOCHO MOJEIY
paBHM y KOjoj ce Hajas3e rpaHyjapHe yectule Ha henuje. Y cBakoj henuju ce Hajmasu 1o
jeaHa rpaHynapHa 4ecTulla, a rpanuie Mely henujama cy nuHMje ynpaBHE Ha TpaHa BEKTOpe
KOjU Clajajy CpeAMInTa 4ecTulla. Te rpaHHYHE JMHHjE CE Haja3e Ha jeHAaKOM pacTojamy
u3mel)y rpanyIapHUX YecTHIa.

Crnuka 2.2.2 BopoHoj nujarpam

YKONWMKO Cy TpaHyJlapHE 4YeCTHIle HejeHAaKe BeIMYMHE yMmecTo Boponoj, moryhe je
noJeNuTH npoctop nomohy Jlupuxiieose Tecanauuje. KBagpar kapakTepucTUyHe Ay)XKUHE 32
HEKy TauKy IPEeJCTaBJba PAa3IMKy KBaJipaTa pacTojama Tauke O] IEHTpa rpaHyJapHe YeCTHIIe
U KBaJipaTa MoJIyNpeYHHKa Te YyecThlle (ciuka 2.2.3)

Cnuxka 2.2.3 KapakrepucTuyHa y>KnHa
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henmuja nobujena JIMpuUXICOBOM TecalalMjoM CaIpKH TPaHyJIapHY YECTHUIY M CBE TauKe
YHjU je KBaJpaT KapaKTepUCTHYHE Jy>KUHE MamU O] KBaJpaTa KapaKTepUCTUIHHUX JYKHUHA Yy
OJTHOCY Ha CyCEIHE YeCTHIIe. YKOJIUKO Ce rpaHyJapHe YeCTUIE JOIUPY]Y, [PaHUYHA JIMHU]A
u3Mely muxoBux henuja npencraBiba TAHTEHTY y Tauku goaupa (ciuka 2.2.4).

Crnuka 2.2.4 lupuxieoBa Tecajiaiuja

YKOIWMKO Cy CBe 4YeCTHIle HCTOr TNpedHuka, JupuxmeoBa m Boponoj Tecamammja cy
expuBajeHTHe [2]. IlpeTxomHo omumcanu mnocTymak onapehuBama henwja Boponoj wmm
JlupuxieToBoM TecalanujoM Moryhe je mnpumeHuTd Wy 3/ Momemy TrpaHyJgapHOT
MaTepHjaia, Ipu YeMy ce yMECTO I'paHHMYHUX JIMHHUja 1001jajy TpaHUYHE MTOBPIIMHE.

Ha ocHoBy monene rpaHymapHor Martepujasia Ha henmuje kopumrheweM BopoHoj wmm
Hupuxineose Tecanauuje moryhe je nepunucatu Jlenanej mpexy [2]. Ykonuko nse henuje
nobujene Boponoj mnu J{upuxsieToBOoM TecanalyjoM uMajy 3ajeIHHUKy cTpany (MuHujy 'y 2/1
MOy WU MOBpIIHHY y 3]1 Mozeny), EHTPU HBUXOBHX 3pHA CE CIajajy JUHUJOM. Y KOJIUKO
Cy 3pHa y KOHTAKTy Ta JIMHHU]A j€ IMyHa, a YKOJIMKO HUCY, JTUHH]a je ucnpekuaana. OBe JIMHH]E
dbopmupajy Jlemanej Mpexxy Koja ce cacTOju OJ] CUMILIEKca: TpoyriioBa y 2J1 u TeTpaenapa y
3]1 mpoctopy (cnuka 2.2.5).

Cnuka 2.2.5 Jlenanej mpexa

[Topen moxene rpaHynapHor maTepujana Ha henuje, 3a omuc aedopmainuja MOTPEOHO je
nedunucatu u onapehene Bexkrope [2]. Ykonmko ce mocmatpa [lemane] cumruieke henwja,
IBEHA TEeMEHa ce MOry o3HauuTu ca k=1,2,...,(D+1) rae je D o3Haka numensuja (2 wim 3), a
takohe TMM OpojeBMMa ce O3Ha4yaBajy M CYNPOTHE CTpaHHIEe cCUMIUIeKca (MuHuje y 21 uim

10
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nosprue y 3J1). CBakoj cTpaHWIM Ce H0fesbyje BEKTOp b KOjH je HOpManaH Ha K-Ty

CTpaHMILy, Ydja je BeIuUnHA jeqHaka qykuHu (y 2/1) niau nmoBpmmnau (y 3/1) marte ctpaHwuile,
npaBall je HOpMaJlaH Ha CTPaHHWIly, a CMep je Ka CIIOJhAlIhOCTH Y OJHOCY Ha CHMILICKC

(cnka 2.2.6.a). Tlomohy Bektopa b’ moryhe je nedunncatn Bektop a' Kao:

PRE— (2.2.3)

a) 0)

Cnuka 2.2.6 Bexropu y Jlenanej Mpexu a) HOpMaJTHH BEKTOPH 0) JOIMMYHCKH TOBPITUHCKH
BEKTOP
Ha ocHoBy BekTopa a, Moryhe je geduHHCATH TOMYHCKH MTOBPIIMHCKH BeKTOp d; [2]. AKo ce

rmocMmaTpajy JBa rpaHyJjapHa 3pHa | u 2 koja cy moBe3aHa y [lamanej Mpexu onpeheHom

MBHIIOM, ITPBO ce Tpaxke cBe helmje Koje caapike Ty UBHILY, a IOTOM ce BeKTop d; 1o0Hja Kao

1 ,
dP=——>(a"-a"). (2.2.4)
D+13

Y 2] npocTtopy moctoje camo ABe hemuje koje caapike 3ajeqHUYKY WBHILY, TOK uxX y 3]
POCTOpPY MOXKEe OMTH BHIle, IITO je o3HaueHo Opojem T y m3paszy (2.2.4). 3a 2]1 ciyuaj
JOMYHCKHU TIOBPIIMHCKY BEKTOP 3a 3pHa 1 u 2 je npukasaH Ha ciaunu 2.2.6.0

3a KOHTHHYAITHO T0Jbe TTIOMEpakba u(x,t) ,JIPH Y€MY je BEKTOp IMOJIOKaja y TPEHYTKY ¢ JaT ca
X , TEH30p TpajujeHTa moMepama [2] je mart ca:

— aui

e. =—=-. 2.2.5
Y ox; ( )

Kopuctehu Iayc-I'pun-OcTporpajacku TeopeMy NpOCEYHAa BPEAHOCT TEH30pa IpaJujeHTa
NoMepama y 3alPEMUHH TPaHyJIapHOT MaTepHjaia MOXKE C€ U3pa3UTH OMOhY MOBPUIMHCKOT
MHTEeTrpaja

El“:lj.eidel G gy L [unas. (2.2.6)
Ty v, y i

11
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rae ¢y V ykymHa 3ampeMuHa TpaHyJlapHOT MaTepHjana, S je MOBpIIMHA TpaHUIe Te
3aIpEMUHE, & 71, € BEKTOp HOpMajie Ha MOBpIIMHY (cnuka 2.2.7.a). YKYNHY 3aNpeMuHY

rpaHyJapHOT MaTepujaia je Moryhe moaenuTy Ha moja-goMeHe (ciauka 2.2.7.0).

Cnuka 2.2.7 Jluckperursaiyja TpaHyJIapHOT MaTepyrjajia a) YKyIHa 3anpeMuHa 0) 3anpeMuHa
MOJIeJheHA Ha MO/I-I0MEHE

3a cBaKkM MOJ-I0OMEH L MpoceyHa BPeJHOCT TEH30pa rpajiijeHTa IoMepama je aara ca:
. 1
e; :W J. unds. (2.2.7)

3a oapehuBame nedopmainmja y IEIOKYITHOM TPaHYJIapHOM MaTepujally HajIpakKTHYHH]E j&
MOACIUTA YKYIHY 3anpeMuny Ha Jlemanej henmuje [2], momTo oHe Haj00bE KapaKTEPHIIY
JIUCTOP3Uj€ YHYTpAIlllhe CTPYKTYpPE, Kao IITO je MPUKa3aHO HAa MpUMEpHMa YUCTOT MPUTUCKA
Y YHCTOT CMHUIIak-a MPUKa3aHUM Ha civim 2.2.8.

v
sﬁm,’
a) 6)

Cnuka 2.2.8 lepopmarmje y [enanej Mpexu, a) nedopmarnuje ycien npuTucka, 6) cmuuyhe
nedopMmariije

3a L-ty [lenanej henujy (cumruiekc) u3pas (2.2.7) MOXe ce HamucaTH y JUCKPETHOM OOJIUKY

1 D+1

el =— > utd" (2.2.8)

eij VL iy
k=1

TJle MHJEKC k O3HAYaBa YBOPOBE CHMIUIEKCA, U TMPEICTAaB/ba BEKTOP TOMEpPara YBopa k a

BEKTOD a_f je mat ca (2.2.3).

12



Mapxko Tomanosuh JlokTopcka aucepranyja

. k . . .
[lomro je cyma CBMX BEKTOpa @; KOjU MPHUIIAJAjy NaTOM CHUMIUIEKCY jE/HAKA HYJH, Y U3pasy
(2.2.8) o momepama YBopa k Moke ce 0/1y3eTH Cpeiihe IOMepame, YuMe ce 100uja

1 D+1

=L _ k_ 0\ k
e; —Fkl(ui u, )aj , (2.2.9)

TJIE j€ CPEelbe IOMEPAhE aTO Kao:

D+1

. k 2.2.10
“ D+1Z ( )

3ameHnoM m3paza (2.2.10) y uzpa3z (2.2.9) nobuja ce u3pas 3a MpoceuHy BPEJHOCT TEH30pa
rpajujeHTa nomepama y L-toj hemuju:

1 1
—L m n m n
el=—— (u —u )(a —a4), (2.2.11)
y L ! J J
D+1V" =
re m ¥ 1 O3Ha4aBajy 4YBOpoBE y hemuju, a ma O ce M30€rio MOHOBJHEHO CYMHUpPAmE
MOCTaBJbEH j€ JOJAaTHU YCJOB Ja je m Mame OJ 7. YBOhHEHmEM HOTalHje 3a BEKTOp

Au =u" —u' n xopumhemeM U3pasa 3a BEKTOp d;"", uhje je U3Boheme NaTo jeIHAUMHOM

(2.2.4) na npumepy rpaHyapHux dectuna 1 12, go0uja ce KOHAYHM H3pa3 3a Cpelamy
BpPEIHOCT TEH30pa I'PaJIjeHTa IOMEpamka y rpaHyJIapHOM Matepujany [2]:

:—ZA " (2.2.12)
m<n
Koco-cuMeTpruyHM 1€0 OBOT TEH30pa OJpaxkaBa MpOCeUHy poTaiujy henmja kao KpyTux Tena,
JOK CHMETPUYHHU /€0 M3paxasa aedopmaryje henvja ma ce MoXKe y3e€TH 3a TEH30p Maie
nedopmarliije CKkyna rpaHyyIapHux dectura [2].

2.3 Tlonamame rpaHyJIJapHUX MaTepHjaJia

Cmuuyha uyBpcToha mpeacTaB/ba MaKCHUMaJIHM CMHYYhW HamoH KOJU C€ MOXE HaHETH
CTPYKTYpPH TpaHyJapHOT Marepujana y oapehenom mpasmy [1]. Ilopact xuapocratuukor
NPUTUCKA Yy3pOKyje moBehame KpyTOCTH TIpaHylapHOT MaTepHjajia, jep ce ca IMOopacToM
HOpManHUX cwia mnoBehaBajy u cuie Tpema koje yuBpmihyjy marepujan [1]. Ilopact
cmuhyher HamoHa wu3a3uBa MOpAcT AMCTOp3WjcKuX aedopmanuja (cimka 2.2.8.6) 1o
MacKHUMaJiHe BEJIMYMHE, HAKOH Yera J0JIa3H JI0 JIoMa KOjU KapaKTepHILEe MOMEPahe BETUKUX
JIeNIOBa Mace TpaHyJapHOT MaTepujaia. UBpcTtoha rpaHyjlapHOT MaTepHjaia 3aBUCH OJ HH3a
(hakTopa Kao mTo Cy eheKTUBHA HOPMAJIHU HAIOH, TPEHkEe Mel)y uecTuriama, Koxesuja ycien
BOJE WIM JpPYrHMX MarTepuja y Topama rpaHyiaapHor wMarepujaina (ciuka 2.1.1.a),
chepuIHOCTH 3pHA U TOIMOJIONIKMX KapakTepucTuka [1]. Ykonmko ce cyB mecak cuma Ha
paBHy MOBpUIMHY, (OpMHUpa ca KynacTa TOMHJIA YHje W3BOAHMIE Ca JATOM IOBPLIMHOM
3aKJamnajy yrao Koju ce Ha3uBa yrjoM npupomHor HaruOa [1]. Ynpouthenn monen Tpema y
rpaHyJIapHUM MaTepHjaiuMma je aat Ha ciaunu 2.3.1. a, 0 u B.
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a)

Cnuka 2.3.1 Tpeme y rpanynapHoM MaTepHjaty a) OJI0K Ha XOPHU30HTAIHO] MOBPIIMHU 0)
OJI0K Ha KOCOj TIOBPIIMHU B) KOHTAKT IPaHyJapHUX 3pHA

AKo ce 010K 0e3 TeXHHE ONTEPEeTH BEPTUKATHOM CHIOM N U XOPU30OHTAIHOM CHUJIOM H,
mpaBall cuwie peaknuje R 3akiama ca XOpM30HTAIHOM paBHHM yrao « (ciuka 2.3.1.a).
VYKOJIMKO ce XOpH30HTalIHA CHJjla oBeha 10 BEeMYMHE MIPH KOjOj 10J1a3u 0 oMepama 0J0Ka
y OJHOCY Ha TOJUIOTY, pe3yJiTaHTa 3akjiana yrao ¢ , KOju HpeicTaBiba yrao Tpema [l1].
CanuHo, ako ce 070K TexuHe W poTupa 3a HEKH yrao ¢, Kaja Taj yrao JOCTUT'HE BETUUUHY
yria Tpewma ¢ nohu he 1o kim3ama 610Ka 1Mo HarHyToj moBpiy (ciuka 2.3.1.6). Yrao Tpemwa
@ , Ce joIll 30Be U yrao cMuuyhe uBpcrohe. Y CTBApHOCTH TpEH-E y TPaHyIapHOM MaTepUjalry
je mocra cinoxenuje [1], jep ce HaMOHM HpeHOCE MPEKO KOHTAaKTHHX cuia Mmely cycemaHum
3pHHMa, KOja yCJIel BbUX MOTY Jla c€ Kpehy TpaHCIIaTOpPHO, ald U Ja C€ POTHPAjy OKO
COIICTBEHE 0Ce€, /1a C€ KOTPJbajy MO APYTUM 3pHUMA, IIpecKauy jeJJHa MPEKo APYTruX WK Ja ce
npo0e, YKOJIMKO je HamoH J0BOJbHO Benwk (cimka 2.3.1.B). 3a paznmuky oxa ympourheHor
Mozena (cmuka 2.3.1. a u 0), TIe ce Kin3ame OJ0Ka JeriaBa 1Mo PaBHU y PEaTHOCTH Ce
KIIM3ame joraha y CI0XeHO] TalacacToj MOBPIIMHH KOja ce Mema ca BpeMeHoM [1] u koja ja
Ha cinuy 2.3.2 03Hay4eHa ca S-S.

=

e

Cnuka 2.3.2 Tanacacta moBpII KJU3amba

3a ekcriepuMeHTaHO ojapehuBame cmuuyhe uBpcTohe KOopucTe ce TPOOCHH TecToBH [4].
Ha3uB TpoocHm TecT ce decto ymoTpeOJbaBa MaKo HHje OAroBapajyhu jep HHje UCIyHEH
yCIIOB J1a Cy HAIlOHW Yy CBa TPpHU IpaBla Pa3sIUu4UTH O, # O, # Oy. lIpu TpooCHOM TecTy
rpaHyJapHU MaTepHjall ce CTaBJba Y NWJIMHIAP O] JIATeKCa, KOJU j& ca TOPHE U JIOHhE CTpaHe
3aTBOPEH METAJIHHUM IIJloYyamMa U KOJU j€ TOCTaBJbEH y MOCYAy UCIYHEHY BOJAOM MM HEKOM

JIpyroMm TeuyHolnhy, Koja CIIy)H 3a 3a/laBakb€ PaBHOMEPHOT MPHUTHUCKA Ay 0007a IMIIHHIpA
[4] (cnuka 2.3.3.a).
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3anaro nmoMmepame
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a) 6) B)

Cnuxka 2.3.3 TpoocHu Tect a) 3afaBame ontepehema 0) HacTaHaK Tpake CMUIIakba B)
nebJpbHHA TPAKe CMUIIAkA

VYcnen nomepama 1uioda Aoia3u 10 nosehama HamoHa y Z mpaBly 0K y mpaBiuma X U Y
Aeiyje XUAPOCTaTUUKU NMpUTUCAK (O, = 0, # 0;). Kaga cMudayhn HanoH 1OCTUTHE BEMUYUHY
cmuuyhe uBpcTohe, 1oa3u 10 IoMa rpaHyJIapHOT MaTepHjaja KOju KapaKTepulle MOCTOjame
ycke 30He (aebsprHe 10 10 20 mpoceyHHX MpeyHuKa 3pHa) Koja ce Ha3uBa Tpaka CMUIamba U

KOja je OrpaHH4eHa ca JIBe MOBPIIH Kin3ama [4] (ciuka 2.3.3.6). Yrao kKoju Tpaka cMHIlamka
3aKJjlana ca XOpWU30HTaJOM 3aBHUCH OJ CacTaBa W KapaKTEPHCTUKa MaTepHjaja, Tako 1a 3a

caBpIeHe c)epe UCTOT NPEeYHUKa Taj yrao u3Hocu 60°, IOK ce 3a XeTeporeHe MaTepujale Taj

yrao npubnmkasa BpegHocTH 45°, koja 6u ce J00MIa AHATUTHYKAM MPHCTYTIOM MEXaHHKE
KoHTHHYYMa [4]. 3a oxpehuBame muUpHUHE Tpake CMHULAa MOTPEOHO je MocMarpaTu MoJbe

noMepamwa. Y LEHTPY Tpake CMUIlamba C€ I0CTaBJba HOBU KOOPAMHATHU CHCTEM (5,77), KOJ

Kora je oca £ mapajenHa Tpald CMHIama, a 0ca 7 je yIpaBHA Ha TPaKy CMHLAma (CIUKa

2.3.3.B). [lomepame Heke rpaHyJapHEe YECTHUIIE Y TPABIy TPAKe CMHUIAka CE MOXKE U3Pa3UTH
npeko cieneher uzpasa:

U (5,77)=uy cos@—u_sind, (2.3.1)

rae je € yrao Koju 3akiamna Tpaka CMHIalka ca XOPH30HTAJIOM. AKO ce 00JIacT Tpake
CMUIIaka MoJIeN Ha Behu Opoj mo1001acTh, MPOCEYHO MMOMEPAE Y MPABIYYy TPAKE CMHIIAkha
3a MOA00JIACT i je TaTO U3Pa3oM:

R
il =ﬁ2ué : (2.3.2)

i Jj=1
rae je NV, 6poj uectuna y naroj obmactu. VM3Haa ropwmse U MCHOJ A0HE MOBPIIN KIIN3aHkha

MoJbe TIOMEpama je KOHCTAaHTHO [4], IOK ce YHyTap Tpake CMHIlama MoJbe TIOMepama MEHha
nuHeapHo (cimuka 2.3.4.a). Jle6sbuHa Tpake cMmuIama je oapeheHa TpaHUIIOM T/IE€ MOYUEHE
IIpoMeHa oJba nomepama. [loHamame rpanyiapHOr MaTepHjaia y Tpaly CMULIalkba 0JIroBapa
MOHAIIalky TEYHOCTU ca BEIUMKUM PejHOnacoBuM OpojeM, KOA KOje HHEpLHjalHE CUJe
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npeoBal)yjy HaJ BUCKO3HUM U KOJ KOj€ C€ JaBJbajy BPTIIO3M U JIpyre HeCTaOUITHOCTH (CIIMKa
2.3.4.0).

f +— ¢+ ? +— ¢
p S A% P S v
a) 0)
Crnuka 2.3.4 Tpaka cMuniama a) mojbe momMepama 0) HacTaHaK BPTJIOTa

Bptno3u y rpaHymapHOM Matepujally Cy KpaTKOTpajHH, W TOKOM Jaedopmarije
MaTepHjaia MOHaBJbajy C€ LUKIycH (opMHpama BpPTIOTa, HHXOBOI 3arjiaB/bUBama Ha
MECTHMa TJIE Ce JIBa BPTJIOra JOAUDPYjY, hopMupama j1aHana cuja Ha MECTUMa KOHTaKTa W
MIOTOM KOJIafica JIaHala Cuia Koje MHIyKyje ¢opmupame HOBUX BpTiora [5]. Jlanum cuma
NPEJCTaBJbajy CKYIOBE I'paHyJIapHUX YeCTHIla KOju mpeHoce Hajehu neo ontepehema, 1ok
ocTalie TpaHyJIapHe YeCTUIle UMa]y IOTIIOPHY yJiory (ciuka 2.3.5)

Cnuka 2.3.5 Jlagnu cuna

IIpuinkoM Kosamnca JjaHala cuia, Kao M NPUIMKOM BPTJIOKHOT KpeTama TIPaHYJIapHOT
MaTepHjaia Joja3d 10 TPOMEHEe TomoJjoryje [6], mTo ce BUAM Ha MPUMEPY YETUPH
rpanynapHe yecrune u Jlenanej henujama mehy muma (cnuka 2.3.6)

%% (G (IR

& @

Crnuka 2.3.6 [Ipomena Tormosoryje y rpanyJIapHOM MaTepHjary
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OBe mpomeHe ce Ha3uWBajy (uMMOBMMa M TOBehame MHUXOBE YYECTAJIOCTH JOBOJH [0
nosehama 3anpemune ycien cmuuyher onrepehema rpaHyinapHOr Marepujaia (auiaramyje)
[6]. ©nunoBH MPEACTaBIbA]y XETEPOTPOIIHE AeopMalirje, jep ce KOJ HbHX Memajy HajOommke
yecruiie. Ha ciuim 2.3.6 y moyetHOM mosioxajy yecture 1 u 3 cy y KOHTaKkTy a y KpajibeM
MOJIOkKajy Cy yectulie 2 u 4 y KOHTaKTy, IITO Takole ycrnoBibaBa U mpomeny Jlenanej henuja.
[Ipu mpemacky U3 mMoYeTHE y HECTAOWIHY KOH(HUTYpaIrujy mona3u 10 nopehama 3anmpemMuHe

Ag”™ AV", a HaKOH Mpeslacka U3 HeCTaOWIIHE Y Kpajiby CTaOMIHY KOH(GUTYpaIujy 1071a34 10

cMamema 3anpeMuHe AV~ a pasnuka ‘AV+‘—‘AV_‘ je Tocneauna enacTUYHe pellakcalyje

YyecTulla Koje ydecTByjy y ¢daumy [6]. Ako ce Tamacacta moBpil Kiu3ama (ciuka 2.3.2)
ynpourheHo mMocMaTpa Kao KOHTAKT [BE Ha3yOJbHE TOBpIIMHE [7], HakoH mnoBehama
3alpeMruHe J0 JO0JHpa BpXoBa 3y0a ycienuwino OM CMameme 3alpeMUHE /10 TMOCTH3amba
cnenehe paBHOTE)XXHE KOHGUTypalyje, ma OW YKymHa 3ampeMuHCKa aedopmanuja Owuma
jennaka Hyau (cimka 2.3.7).

LS N SN SN

I/\K\/VW\IM

Crnuka 2.3.7 lunatanuja mpyu KOHTAKTy JBE Ha3yO0JbEHE IMOBPIITH

Y cTBapHOCTH, BeIMYMHA JWIaTaldje TpPHU CMUIAKBY 3aBUCH Ol KapaKTEPUCTHKA
rpaHyJIapHOT MarepHjia, Kao IITO Cy cacTaB W OOJHMK 3pHA, YAEO BOJE WIH HEKE JIpyre
TEYHOCTH KOja C€ Haja3u y mopama, a Mpe cBera oJ1 30MjeHOCTH OJIHOCHO PacCTPECHTOCTH.
3aBucHOCT cMuuyhux HamoHa S O pelaTUBHUX CMUYyhuX momepama 3a KOMIIAKTaH H
pacTpecuT Marepujan nara je Ha ciauuu 2.3.8.a. 3a KOMIIaKTaH TpaHyJapHH MaTepHjaj
noBehame penatuBHUX cMuYyhnx moMepama O wH3a3uMBa MoBehame cMuyyher HamoHa J0
MakCHUMaJlHe BEIMYHHE S, , KOja ce Ha3uBa BpiIHa cMuvyha uspcroha [1]. Hakon nocrusama
BpimiHe cmuuyhe uBpcrohe, ycnen HactaBka aedopmanuje cmuuyhum HamoH omaza 1o
KOHCTaHTHE BpPEIHOCTH KOja ce Ha3WBa pesunyanHa cMuuyha uBpcroha S , wim uBpcroha
IpU BEJHMKHUM JieopManrjaMa. YKOJIHMKO C€ IMOCMaTpa OJHOC 3alpeMHHCKe aedopmanyje y
(GyHKUIMJU O pelaTUBHUX CMUUYhHX MOMepama 32 KOMIIAKTaH TPaHyJIapHd MaTepHjall, MOXe
Ce YOUHTH Tayka y K0joj je TpajHjeHT MPOMEHE 3anpeMuHe jeaHak Hyu (cinuka 2.3.8.0). [Ipe
OBE Tauyke KOMIIAKTHH TpaHyJapHU MarepHujajl ce cabMja, a HAKOH TE€ Tayke MOYHHE
auiaTanyja Koja mpBo Bpaha 3ampeMuHy 10 TOYETHE BPEIHOCTH, a IOTOM HACTaBjba J1a je
noBehaBa cBe 10 MakcuMmanHe BpeaHoctd [1]. Taukm y Kojoj je TpaaujeHT MpoMeHe

3alpeMUHE jefHaK Hyau oaroBapa Tauka C Ha aujarpamy 2.3.8.a, oqHOCHO HamoH S . Hcta

BEJIMYIMHA HAllOHA ce Hayia3u u Ha omanajyhem neny kpuse C'. Tauku C' ogroBapa HanoH S,

KOjU ce Ha3uBa YBPCTONOM NpH KOHCTAHTHO] 3alpEMHHHU jep MpH TOM HAIOHY IpecTaje
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nunatanyja (cauka 2.3.8.0). OBa Tauka O3HaYaBa CTamke HAOHA KOj€ CE HAa3WBa KPUTHYHO
crame. Ca apyre cTpaHe, pacTpPECHUTH MaTepHjasid, KOjU Cy NpPUKAa3aHU HMCIPEKHIaHOM
JMHUJOM Ha ciauuu 2.3.8, ce KOHTpaKyjy MpH NopacTy peJaTUBHUX cMUUyhux momMepama 10
MOCTU3ama BpIIHE uBpcTohe, KOja HMCTOBPEMEHO IMpEJCTaB/ba M PE3UAyalHy 4BpCTOhy,
OJHOCHO YBpcTOhy IMpH KOHCTaHTHO] 3ampeMuHH. Vako ce W KOoA BWUX JAelaBajy HCTU
MEXaHW3MH KOJU HW3a3MBajy IWJaTaIlM]y KOJ KOMIIAKTHHX MaTepujasia, KOJ PacTPECUTHUX
Marepujana aedopmaruje I0Bojae 10 e(UKACHUjEer TMaKoBama TpaHyJapHUX 3pHA, Ha ce
3alpeMHrHa CMambyje CBE JI0 YCIOCTaBJbamha PAaBHOTEXKE M3Mehy mporeca KOju HM3a3UBajy
30ujame U Ipolieca KOju N3a3nuBajy JuiaTaiujy.

Komnakran marepujan

EEEmEEEESN PaCTpeCI/IT MaTepI/Ija.n
C C
) S N
SCV ® ““‘-‘ A
"’ sf SCI‘ sr
0 » 5
&v A
<
¥
jan) —————
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.':4
[
6) 0 ke > 5
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Cnuka 2.3.8 [IpomeHa GU3NYKUX BEJIWYMHA YCIIE PElIaTUBHUX CMUUYhUX TToMepama a)
cmuuyhu HanoH 0) 3anpeMuHcKa nedopmarnmja

VY HapeIHUM MOTJIaBJbHMa TPETXOMHO ONHCAHE KAPAKTEPUCTHKE TpaHyJIapHUX MaTepujajia
ouhe kopuniheHe 3a BUXOBO aJIEKBATHO MOJICIHPAbe HYMEPHIKUM MeToAama.
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3 METOJIA JUCKPETHUX EJTEMEHATA (JIEM)

3.1 3uauaj u ucTOopHja pa3Boja

3a pa3nuky o BehuHe Ipyrux HyMEpHUUYKHUX METO/a KOje C€ MOT'Y KOPHCTUTH 32 CUMYIALHU]y
IIMPOKOT crieKTpa (pu3nykux npodieMa MiM UHTEpaKIHje 1Ba WK Bulle Gu3nyka mporeca y
TPEHYTHO HAjMOJEPHUjEM MYATH(PHU3UYKOM IPHUCTYILy, METOJa IHCKPETHHX eJeMeHaTa
(JIEM) je pasBujena ox ctpane Kynmana u Ctpaka U3KJbYYHMBO 32 MOJICIUPAkE TTOHAIIAmHA
rpanynapaux matepujana [8]. Ilpodbutno ce JIEM meroma kopucTuiaa UCKBYduBO y 2]
MPOCTOPY, AJIM j€ ca MopacToM MOTyYhHOCTH padyHapa mocrtajgo Moryhe momenuparu u 3/]
npobieme, Tako Aa cy Kamaryum m koayropu xopuctunu JJEM metony y 3J1 mpocropy 3a
MOJICNIUpakbe TpaHyJapHOT MaTepHjajia KOju HHUje CcyB, Beh ce Hamasu y (uyHIu30BaHUM
rocyznama Koje CIy)Ke 3a CyIIeHme, MeUlamhe WIM HWHAYKOBame XEeMHUjCKUX peakiuja [9].
[Topen yTHIaja TEYHOCTH KOja ce€ Haja3W y Hopama, a OM ce IITO pealHuje MpeCTaBuiIe
uHTepakiyje Mel)y rpanyiaapaum 3pHuma MBammura u Oxa cy moguduxosanu JIEM merony
TaKo IITO Cy YMECTO MJICAJIM30BAHOT KOHTAKTa y J€AHO] Ta4yKH KOju ce mpumemyje y JJEM
METOJIM, KOHTaKT u3Mel)y 1Ba 3pHa MOJENIUpaId KOHTAKTHOM TMOBPIIMHOM KOja MOK€ UMAaTu
xpanaBy TekcTypy [10] win cagpkatu TaHak GUIM TEUHOCTH. XPamaBOCT 3HATHO yTHYE Ha
oTIop KoTpJhamwy Mel)y uectuiiama u Tako 1ooujeny monudukosany JIEM merony MBammra
n Oza cy KOPUCTHIIM 32 MPOyYaBamke HACTaHKa Tpaka CMHUIamka MPUIMKOM TPOOCHOT TECTa.
Bbapnet u [Ipayber cy yBenu KOHLIENT 3a/1aBamba MPUTHCKA JUPEKTHO HA TPaHyJapHE YECTHIIE
mro omoryhasa peannuje nedopmucame rpanune monena [11]. daszekac u koayropu cy
npomupunu Moryhnoctu JIEM merone Ha 3]] monenupame TpoocHor Tecta [12]. Crnenehu
Kopak y pa3Bojy JEM merone je 6mio yBoheme MpOM3BOJFHUX MOJIUTOHA YMECTO J0 Taja
kopuntheanx chepa npso y 2/1 a motom u y 3/1 okpyxkemwy [13]. Kopumheme nmonurona 3a
MpeACTaBbalkbe TrpaHylapHux decTtuiia omoryhasa JIEM monenupame jJoma CTEHCKE Mace
MPWINKOM HM3rpaji-e TyHeNa, OJpOHAa WM yAapa MNpojeKThUia U CUMYJNalUjy KpeTama U
MOHAIIaka TaKO JOOUjEHUX YECTHUIa, aJId 32 MOJIETUPAE OCTaTKa CTEHCKE Mace HEOMXOAHO
je komOuHOBame [IEM merome ca mMeTogama 3aCHOBAaHMM HAa MEXAHUIM KOHTHHYyMa Kao
mro cy MKE u CIIX metona [14]. [lopex natux komOuHanuja, Mymu3sa je pa3Buo XuOpuaHy
METOAY KOja TpeAcTaB/ba MEIIABUHY METOJE KOHAYHUX M JUCKpeTHHX eiemeHata (Finite-
Discrete Element Method ®JEM) koja mnpelncTaBjba BPXYHCKY METOJIYy Y MEXaHUIU
noma[15]. V okBupy oBe nucepraije npoydaBahe ce TrpaHylnapHH MaTepHjalid KOjU Cy
CaYMkbCHU OJ1 3pHA MPUOIMKHO JIONMTAacTor oOJMKa, Tako na he ce KOPUCTHUTH H3BOPHO
KpY’KHO TIpecTaBJbamkhe Tpanynapaux yectuia [8]- [12]. Ha ocHoBy nmopehema pesynrara 2]]
[10]-[11] m 31 [12] TpoocHOT TecTa MOXKe ce 3akjbyunuTH fa 3J1 mpucTyn He JOHOCH 3HauYajaH
JONIPUHOC pa3yMeBamy MOHAllamka ITpaHylapHuX Marepujana. Mimajyhu y Buny 3naTtHO Behy
KOMITJYTepCKy 3axTeBHOCT Kojy 3J] mpuctym [OoHOCH 3a MOJETUpAE TpaHyJapHUX
matepujana JJEM metonom y oBoj aucepranuju 6uhe xopumrhen 2/ mpucrym.
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3.2 OcHoBHe kapakTepuctuke IEM metone

JEM wMeTona je 3acHOBaHa Ha MOJAEIHpamy Mely-ueCTUYHOr KOHTakTa Kopuirhemem
HEJIMHEApHOT eJacTUYHOI XeploBOr 3akoHa [8] Koju neduHMIIE CUIIe KOje Ce jaBJbajy Ha
KOHTAKTy 3pHa. AKO je pacrojame n3Mel)y IleHTapa JiBa 3pHa i U j ca BEKTOPHMa IOJIOXkKaja
x' m x/ Mame o1 30Mpa HHXOBHX MOJNYIpPEYHHKA, jaBba ce ynernyhe & Koje m3asmBa

Xeprose cuie (ciuka 3.2.1)

A
X2

R

»
>

Xi

Crnuka 3.2.1 Ynernyhe npu koHTakTy Mely 3pHrMa
Xepuose cuie uzmely 3pHa i uj [16] cy neduHucane jeTHAYMHOM:
FJ = K783, (3.2.1)

IZIe je BEeKTOp jeAMHUYHE HOpMaJie JaT ca:

Y (3.2.2)

Jlyouna ynernuha je gata u3paszom:

(3.2.3)

. r +ri—‘xj—xi‘ if§>0}’

0 <0

a koedurmjent kpyroctu K je nedunucaH jeHAYHHOM:
y Iy
gi-2 £ |1 (3.2.4)
3 (1 —v? ) r'+r’
rr!

TPU HeMY , [———— TPE/ICTaBba e(EKTUBHH pa/injyc KOHTAKTA.
r+r

[MomTo je jemHa o HajBAXHUjUX KapaKTepUCTHKA TpaHyJapHUX Marepujaja TyOuTak
CHepruje yciex Tpema, CHia Tpema Takohe Mopa OWUTH y3eTa y OO03Up MNPUIMKOM
Mozenupama Mely-uecTndHux wuHTepakiyja [16]. OBa cunma ce mMonmenupa Kopuirhemem
BHCKO3HE perynapu3anje Kynonosor 3akona [17] u gata je ca:
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N

)"
v/ (3.2.5)

s ?

F} = —u|F}) ,
0

rze je 4 KoepHLUjeHT Tpema, m je Mpou3BoJbHU Opoj (oko 20) a HoMHuHaNHA Op3uHa je 1aTa
ca 17,. bpsuna xnuzama n3Mehy uectuna i u j je gara ca VZ a JeIMHUYHU BEKTOp IIyXK

npaBLa KiM3ama je 1aT ca V! . bp3unHa kim3ama je cyma Op3uHA TpaHciauuje ¥ Op3uHa

poTaruje:

v/ = v v (3.2.6)
bp3una tpancnanuje [17] je nara ca:

vﬁj = ((vj —vi)-f)f, (3.2.7)

A

[JIe je TAHTCHTHU jJeIMHUYHU BEKTOP JaT ca t Tako qa Baxu n-t=0.

bp3una poranuje [16] je nara ca:
V? =0’ x(xij —xj)—c)"x(xi" —xi), (3.2.8)

raecy ® u @’/ yraoHe Op3uHe yecTHiia a X’ je BEKTOp MOJI0Kaja KOHTAKTA.

[Topen Tpemwa u3mel)y yectunia i ¥ j Yuju ce KOHTAKT [TOCMaTpa, MOTPEOHO je Y3eTH Y 003up U
MHTEpaKIHjy AaTUX dYecTHla ca OKoJMHOM. OKOJHMHY MpeAcTaBibajy ApPYyre YecTUle H
Mel)ydecTHYHU MPOCTOp MCIYHEeH TeUHOINy Wi Ba3ayxoMm. OBa MHTEpaKIdja ce UCIOJbaBa
Kao BHCKO3HA MPUTYIITHA CHUJIa KOja j€ Mocleaulia Tpemha U Koja ¢ CYNMpOTCTaBJba KPETamy
yecTulla. AKO Cy YECTHIIE OKPYXEHEe ca CBHX CTpaHa APYTMM 4ecTHllama, yciel Tpema,
Hajpehn 1€0 HUXOBE KMHETHYKE CHEPrvje Ce pacuma, a y Cliydajy cyaapa 4decTulia Koje
c10001HO JIeTe BHUXOBE Op3MHE MOCJe cynapa Cy MCTOT pella BEJIWYHHA Kao M Ipe cyaapa.
OnHoc Op3uHA TMOCTe W Ipe cynapa Ha3uBa ce KOe(UIMjEeHT pPecTUTyIHje kK U y ciaydajy
rpaHy/IapHOT MaTepujana MOXKe MMAaTH IIUPOK CHEeKTap BpeaHocTH [16], mro 3aBucu mpe
cBera OJ] OKOJIMHE IOCMaTpaHe YecThle. Y Ciydajy BEIUKOT Opoja CycemHHX 4YecTHlla,
KOe(HIMjeHT peCTUTYIIH]E j€ BeoMa MaJjiH, JIOK j€ y cllydajeBUMa Kaja Ce YeCTHIIa OJIBOJU O
ocTaTka MaTepujaja, MPWIMKOM HEHOT CyAapa ca 3HAO0M HJIM HEKOM JPYroM 4YeCTHUILIOM
koedumujeHT pectutynuje 3HaTHO Behu. OBO moHamame Haj00Jbe ONHUCYje HETUHEAPHHU
BHCKOCJIACTUYHU 3aKkoH ymapa [18], y kome durypume KoeQHUIHjeHT KOHTAKTHOT
npurymiema 7’ Koju 3aBUCH 07 KoedunujeHTa pecturynuje k. Beza mamely T u k ce mobuja
pemaBambeM audepeHLrjanae jeqHaunHe apyror HbytHoror 3akona y nporpamy MATLAB.
Jlerasbu u3Bohema cy matu y cnenehoj riiaBu, a Be3a je MpeAcTaBibeHa Ha ciui 3.3.3.
[Topen koeduuMjeHTa KOHTAKTHOT TNPUTYIICHA, BUCKO3HA NPUTYIIHA CHJIA 3aBUCH U O]

Koedummjenta Kpyroctu K, u Op3uHe cymapa &, Tako Ja ce MPH BEJIMKUM Op3uHama cyaapa

HajBehu €0 KMHETUYKE EHEPruje pacura, JOK ce MpH MaIuM Op3uHaMa cyaapa, mehy rycro
30MjeHUM uecTuliama, HajBehu €0 KMHETHUKe eHepruje mpeTBapa y MOTEHIUjallHy eHEeprujy
enactuyHocTH. OBako nepuHucana npurymyjyha cuna [16] nata je cnegehum nzpazom:
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FJ =TK7£V2ER (3.2.9)
pu Yemy je Op3uHa mpoMmeHe yierayha (Op3uHa cyaapa) gata ca:

.| (V=V)Rifg>0
¢ = . ggo}’ (3.2.10)

rae ¢y v. u v’/ Bektopu Op3uHa 3pHa [ W j. OnpehuBame KoepHIMjeHTa KOHTAKTHOT
npurymiema 7' Ha OCHOBY Koe(HUIIMjeHTa PECTUTYIU]e k je Takohe 3HauajHO 3a onpehuBame
aJICKBaTHOT BPEMEHCKOT Kopaka 1mrto he outu oopaheno y rmasu 3.3.

Ha ocHOBY m3pauyHaTux KOMIOHEHTH, YKYITHA CHJIa HA KOHTAaKTy u3Mely uectuna i u j [17]
ce U3payyHaBa Kao lbUXOBA CyMa:

F/ =F}, +F},+F.. (3.2.11)

Tpeme Texole u3azuBa 1 MOMEHTE OKO IIEHTPA YECTHIIE, TAKO J]a j&é MOMEHT Y YECTHUL i OJ1
YEeCTULIE j 1aT U3Pa30M:

MY =(x’f —x")xF"f', (3.2.12)

VKynHe cuiie U MOMEHTH y 4YeCTHIlaMa IPEJCTaBJbajy CyMy CBHUX IOjeIMHAYHUX CUJIa H
MOMEHATa KOjU C€ jaBJbajy Y KOHTaKTHMa YecTula. AKo je Op0oj KOHTAaKTa 0O3HA4EH ca /1 CUJje
Y MOMEHTH 32 YECTHILY i Cy JJaTH U3pa3uma:

F = ZFJ
Jj=1

M => M. (3.2.13)
j=1

3.3 H300p uHTerpanuoHe memMe 1 oapehuBame BpEeMEHCKOT KOPaKa

Koopnunate u Op3une cBake uectuiie y JJEM Meroau ce axxypupajy MHTETpaIyjoM APyror
BbytHOoBOr 3akoHa [8] 3a KOHauHE BpEMEHCKE HHKpPEMEHTE. Y MeXaHHUIM I0CTOje IBa
MPUCTYTIA J00Ujama pelIemha OONYHUX U NapUUjaTHIX JU(epeHINjaTHuX jeIHAYNHA YHje Cy
HEero3HaTe (PyHKIMja BpeMEHa: eKCIUIMIUTHU W MMIUIIUTHU NpUcTyn. Koa ekcrumuuTHOr
MPUCTYIIA BPEAHOCTH (U3WYKUX BEIWYMHA Y HAPEIHOM KOpPaKy ce padyHajy Ha OCHOBY
BPEIHOCTH THUX BEJIMYMHA y TeKyheM Kopaky

, TOK C€ KOJUMILTUIIMTHOT PUCTYIA BPETHOCT HEKEe (PU3UYKE BEIMUMHE Y HAPETHOM KOPaKy
noOuja pelraBameM jeIHaUYMHA KOje ¢y Y (DYHKIMUJU ¥ OJ BPEAHOCTH T€ BEIUYHHE Y
MIPETXOAHOM KOPaKy M O/ BPETHOCTH T€ BEIMYMHE y HAPETHOM KOPaKy.

MIMnnmuimuTHe METOZIe Cy TeXe 3a MMIIEMEHTAIH]y jep MOopajy Ja ce peliaBajy HyMEepHYKU
anu omoryhaBajy mpuMeHy 3HaTHO Beher BpeMEeHCKOT Kopaka. ExcrmuiuTae Metoae Mopajy
MMaTH BeoMa Majli BPEMEHCKH KOpakK jep Cy jeJHadMHE Koje ce MOMOhy HHX pelaBajy
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HYMEPHUYKHU HECTaOWIIHE ajii Cy JI0CTa jeqHocTaBHU]e 3a npuMeny. JIEM merona kao u CITX
(xoja he 6utu objammeHa y HapeHOj TIaBH) Cy 3aCHOBAaHE HA EKCIUTMLIUTHOM MPHUCTYILY, 10K
ce y MKE meronu koprcte 06a mpucTyna y 3aBUCHOCTH OJ1 TOTpede u ocoOuHa mpodieMa
Koju ce mozenupa. Ca 003upoM Jja eKCIUTMIIUTHE METO/Ie 3aXTEBajy BEOMa Majlll BPEMEHCKU
KOpaK, y CiIy4ajy aHaim3e Beher mojena, yKymHO BpeMe aHajin3e MOKE MOCTAaTH CYBHIIE
Benuko. OnpehuBame oAroBapajyhe meme BpeMEHCKE WHTETpallje UTpa BeoMa OUTHY YJIOTy
y Kpeupamy MoJjiena Koju he y pa3syMHOM POKY JIaTH peliemka y3 IpUXBaT/pbUBY rpemky [19].

HajjennocraBHHMju 00MIM 1IeMa BpEMEHCKE MHTETpallrje moja3e o1 pa3Bujama y TejimopoB
pen tako ga OjiepoBo TpeciuKaBame yHanpen [19] kopucTu camo mpBa JBa WiaHa, Ta
M3pa3u 3a MoJIoXkKaje U Op3uHe Tiiace:

r(t+Ar)=r(t)+v(t)At

v(t+At)=v(t)+a(t)At’ (3.3.1)

a Tpelka Koja ce mpu ToM J00Hja je O(Atz). VYxonuko ce yop3ama a(t) KOpucrte y u3pasy
3a MI0JI0%Kaje IpelIka ce CMamYyje Ha 0(At3) , QI TpeIIKa y u3pasy 3a Op3uHe ocTaje O(Atz)
. Axo ce noga tpehu unan TejnmopoBor peaa [19] rpemika 3a mo3utmje je 0(At4) a 3a Op3uHe

je O(At3) . [Toehame Opoja unanosa TejopoBor pena T0BOIU 0 CMamkEHha TPEIIKE alld U

10 noehama CI0XKEHOCTH M3pa3a Tako Jia ako Ce y3MYy IpBa YeTUPH wiaHa TejlIopoBor peaa
M3pa3u 3a Mo3ulMje U Op3UHE MOCTajy:

r(t+At)=r(t)+v(t)At s Lawac + Lonad + L eard
2 6 24
| | , (3.3.2)
v(t+At)=v(t)+a(t)At +Eb(t)At2 +gC(t)Al3
rae cy ca b(¢) m c(t) o3Hauenu uzBoau b(t) =da(t)/dt n c(t)=db(t)/dt .

[Ilema meHTpaIHUX pasiuka mo3Hata U kKao bp3mHcka Bepner mema je jenna on Hajuemrhe
kopuithenux mema uHTerpanyje [19] kox koje ce mosunyje u Op3uHE payyHajy 3a BpeMeHa
KOja Ce pa3uKyjy 3a IMOJIOBUHY BPEMEHCKOT Kopaka Af /2 :

r(t+At)= r(t)-i—v(t-i—%jm,

v(t+%j = v(t—%j-i—a(r(t),v(t—%)]m.

Cnuyna je u [lo3urnmona Bepier miema, y cTpaHoj CTpYYHO] JIMTEpaTypH MMo3HaTa U Kao Leap

(3.3.3)

Frog, [20] xox xoje je momepame Af/2BpPeMEHCKOr KOpaka H3BPIICHO IMPH pavyyHaABY
no3unuja (0TyAa W Ha3uB TMO3UIIMOHA) TIa Cy M3pa3H 3a MO3WIM]y U Op3WHY KOJ OBE IIeMe
JaTu ca
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r(tJr%j = r(t—%}tv(r)m,
v(t+At)=v(t)+a{r(t—%j,v(t)}m.

Knacnuna Bepret mema je cnuyHa mo3uiimoHoj U Op3uHCKOj] BepneT memu anu koa me Hema

(3.3.4)

noMepama BpeMEHCKOT Kopaka 3a Af/2 Beh ce Op3uHe pauyHajy MpH CBAKOM BPEMEHCKOM
KOpaky, a TMO3MUIM]j€ U3 JIBa Y3aCTOIHA BPEMEHCKa KOpaka MOpajy Jia ce 4yBajy Y MEMOPHjHU
paau pauyHama Op3uHa, MPU YeMy Cy U3pa3H 3a Mo3ullhje U Op3uHe JaTH ca:

r(t+At)=2r(t)-r(t—At)+a(t) AL,

v(t+Az):r(t+At)22:(t_At)_ (3.3.5)

Kox cBux Beprer mema rpemika mpu padyHamy MO3HUIH]jA je OAr* 1ok je Tpu padyHamy
Op3uHa OAf*.

Ha ocHoBy ananuse nate y [19] 3a unTerpauujy TpaHciauyja HajupuKIagHuja je KilacuyHa
Bepnet MeTona Tako 1a cy u3pasu ca rno3uiyje u Op3uHe IaTH ca:

X (t+A1)=2x(¢)-x (¢~ Az)+F—Z(At)2 ,
" (3.3.6)

X' (t+At)—x (1-At)
2(Ae)

Vi(t-I—At):

rae je m' maca 4yecTuie i. AKO Ce y U3pa3 YKJby4d W BUCKO3HO mpuryuiesse [21], uspas 3a
padyHame MO3HIMja oCTaje:

i

X! (14 Ar)=2x' (1)~ x (1 - At)+£F—i— TiseV' (t)J(At)z , (33.7)

rae je 7, KoeduIMjeHT BUCKO3HOT MIPUTyLICHA.

[Ipn wHTETpasbely poTalMja OJHOCHO YraoHWX Op3uHa HajnpukiaanHuja je Ilo3unmona
Bepner mema (Leap Frog) jep je HajMame OceTJbMBa Ha HArJie TIPOMEHE yraoHuX Op3uHa.
W3pasu 3a yraony Op3uHYy Ha ITOJIOBUHH KOpaKa, yrao 3a0KpeTama Ha Kpajy Kopaka U yraoHy
Op3uHY Ha Kpajy Kopaka Cy JaTu ca:

o' (t+lAtj =0 (t—lAt)nL&,At,
2 2 I
0 (t+A1)=0'(1)+ o (t+%AlJAt, (3.3.8)

. (1 1M
o (t+At)=o'| t+=Ar |[+=—At,
2 2 r

rie je 0 3aokperame yecTHIle i KOje YAHE TPHU YIJIA 3a CBAKY OJl KOOPAMHATHHUX 0ca, a ' je
MOMEHT WHEpIH]e.
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be3 o03upa Ha TO KOja ce MHTErpamyoHa IeMa KOpPUCTH, Y m3pasy 3a cuie (3.2.11) He
¢burypuiry cuie uHepIHje jep cy Op3uHe YecTHIa PEeJaTUBHO Maje y OJHOCY Ha AMMEH3H]e
MoJiena U Bpeme IpopauyHa. [Iporec y xoMe ce MHEepLujalHe CHIE MOTY 3aHEMapHuTH ce
Ha3MBa KBa3ucTaTH4Ky mpouec [16]. Jla Ou ce mpoBepuiio Ja M je HeKu npoliec (cuMyarmja
TPOOCHOT TeCTa WJIM MOHAIIakha MaTepHjajia y Tpaly CMHIamka) KBa3UCTATUUKH T10JIa3U CE€ O]
jeIHauMHa KpeTama Koje 3a ckyn yectuna (k =1,..., N) Ha ocHOBY jeaHauuHa (3.2.13) riace:

m*Vv* = FY =F*,

j
LiokV kok Ok ook gk
E(R ) mFé —;NXF/—M.

(3.3.9)

IIpoceuan moaynpeyHHK YecTHIE je JaT ca R , mpocedyHa Maca ca m a yKyIHa 3alpeMHHa
CKyTia yecTuia je L' rae ce AyxuHa L 106Uja HA OCHOBY HPOCEUHOT HONYIPEUHHKA U Opoja
yectuna L =2RN'"?. Ha cKymn uyectuna N jaenyje mpuTucak p (KOju MOTHYE O] €IacCTHYHE
MeMOpane) W mnpeneduHucaHa Op3uHa mpoMeHe pedopmanuje &, [16]. VHreHsuter
Mel)ydecTHUHHX CHiIa f, y CTamby paBHOTEXKE je 3aBHCaH O PUTUCKA p, a KApaKTePUCTUYHA
nyouHa ynernyha 3aBucH O]l 1aTOT MHTEH3UTeTa Mel)ydecTHIHUX cua:

2/3

fo=pL’ I N*?, &E=(f/K)". (3.3.10)
rje ce XeproB KoepHIujeHT KpyTocTu aaT u3paszom (3.2.4) moxxe npedopmynucaru y o0IuK:

4ER"
RN
N3zpaz (3.3.11) ce nobuja 3aMeHOM TOJYMPEUHUKA JIBEJy YECTHIIA Y KOHTAKTY MPOCCYHUM

MOJYNIPEYHUKOM M KOpHIIhemeM e(QEeKTHBHOT MOJIYJIa EJNaCTHYHOCTH 3a PAaBHO CTame
nedopmarmje:

K

(3.3.11)

E=E/2(1-v?). (3.3.12)

Axo je HomMmMHanmHa Op3uHa npoMmeHe nedopmarmje &,, KapaKTepUCTH4YHA Op3uHA V), je

neduHUCaHA Kao:

vo=6L/2, (3.3.13)
JIOK je penaTtuBHa Op3uHa n3Mely cyceqHUX 4ecTHla V, JaTa ca:

vp =26,R, (3.3.14)
Y KOPHUCTH Ce Mpu ofjpehuBamy MHTEH3UTETA YTaOHUX Op3UHA!

w, =V, /2R=¢,. (3.3.15)
Bpemencku okBup Takohe 3aBucu oj Op3uHa mpomeHe Aedopmarije:

1, =1/, (3.3.16)
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Ako ce jenHaunHe Kpetama (3.3.9) Hopmupajy ca pedepeHTHUM BeTUYMHaMa, 100ujajy ce
onroBapajyhu 0e3TuMEH3MOHU W3pa3d KOJ KOjUX ce 0e3IMMEH3MOHE BEIMYMHE O3HAuaBajy
ca~ JIOK ce U3BOJM 1O Oe31MMEH3MOHNM BeJTMUYMHAMa O3HayaBajy ca '

mvo o _

Joto

2R my, & -

L foty

Jla Ou cuctem OMO KBAa3UCTATUYKU HAa MaKPOCKOIICKOM HUBOY jeIHAUMHE KpETama MOpajy ce

F,
(3.3.17)
M.

pEIyKOBaTH y PAaBHOTEXKHE jeIHAYMHE KajJla C€ MHTErpasbekheM T00U]y HBHXOBE OCPEIHEHE
BPEIIHOCTH 32 IEJOKYIHY 3alpeMHHYy CKyla 4ecTHila. AKO je TEH30p HaloHa Jar ca O,
I'YCTHHA CKyIa IpaHyJIapHUX YeCTHIa ca p , a oJbe Op3uHa ca V, YCIOB KBa3UCTATUYHOCTH

3a 3ampemMuny V = r j€ IaT y UHTEeTPAITHOM OOJIUKY:

dv, (3.3.18)

dv
dt

I|V-o|dV >>Ip
V V

AKO TIpUTHCaK p TIpPEACTaB/ba MHTCH3UTET HAlOHa 6 W aKO Cy I'paJWjeHTH HaloHa pera
p /L nea crpana jenHaunHe je Bemmumne pL’. Ca JIeCHe CTpaHe IPETIOCTABJbA CE Ja je
I'YCTMHA PaBHOMEpHO pacriopeheHa u aa ce Moxe M3pa3uTH MPEKO MPOCEUHE MAce YECTHIe
m, 6poja yectuna N u 3anpemune L :

p=Nm/L . (3.3.19)

Adwuno mosse Op3uHa [5] KapakTepuie ocoOMHa Aa ce Op3uHa HEKe TauKe MOXKe JOOWTH Ha
OCHOBY Op3WHE HEKe JIpyre Tayke W rpaaujenta op3une (ciuka 3.3.1).

Crnuka 3.3.1 Aduno nosse Op3uHa

AKO ce BEKTOp ToJiokaja X JeuHHIIE y OHOCY Ha TEOMETPH)CKH IIEHTap 3alpeMHUHE U aKO
ce MPEeTIOCTaBHU Ja je mosbe Op3uHa aduHO ca rpagujenTom Op3uHa G, [16], Baxu cinenehn

u3pas:
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v=G, X :%:Go-v:GO-GO-x. (3.3.20)

ITomTo je [Go]ij = £,0,,0,; NecHa cTpana jenHaunne (3.3.18) MOKE Jla ce anPOKCUMHPA Kao

dv Nm .2 L4 .2 L
—|dV = — &y — = Nmgy —, 3.3.21
ip i TR 05 ( )
TaKo Ja LeJOKyHHU u3pa3 (3.3.22) Moxe Ja ce Hanuiie y 00IuKy
pI* > Nmed Lo 0 (3.3.22)
2 to
N3 u3pasza (3.3.22) Moke ce U3BECTH U3pa3 3a KBA3UCTATUYKUA KoepHUIHjeHT ¢ [16]
Ni
=0 &1, (3.3.23)
Lt

Kopumihemem u3paza (3.3.10)-(3.3.16) uzpa3 3a kBazuctaTuiku koedumujeHt [16] ce Moxe
npedhopMyIUCaTH y:

¢ ="V N3 2 més B ), (3.3.24)

Joto 4pR
Jla 6u ce moBehao BpeMEHCKHM KOpaK MpPH HMHTETpaIUjd, jeaHO oj Hajuyemrhe kopumrheHux
pemiema je moBehame mace [16], ma ce kopumrhemeM u3pasa 3a KBa3UCTAaTHYKH KOCHHUIH]ESHT
(3.3.28) 3a mary Op3unHy nedopmargje, TpUTHCAK, MOJYIPEUYHUK M OpOj YecThIla, MOXKE
BapupaTH Maca JI0 T€ Mepe JOK je 3aJ0BOJbEH KBAa3UCTATUUYKU KOC(HIIMjEHT OJHOCHO JOK

MHEepILjallHe CUJIe HeMajy YTHIIA] Ha MOHAIAke MOJIea Ha MaKpOCKOIICKOM HUBOY [16].

OnpehuBame BpeMEHCKOT KOpaka jeé YCIOBJHEHO 3aTXEBOM Ja C€ KOHTAKTHE CHJIE TauyHO
pauyHajy [16]. 3a mpuMemeHM HETMHEapHH BUCKOEJIACTUYHM 3aKoH yaapa [18], mpwu
BEJIMKUM Op3uHama cyaapa HajBehM J1e0 KMHETHYKE €HEepruje ce pacuIia, J0K ce MpU MajuM
Op3uHamMa cyzaapa HajBehu 1eo KMHETHYKE €Hepruje mpeTBapa y MOTCHIMjaHy CHEpPrHjy.
Hopwmainna cuna ce cactoju ox Xeprose cuie (3.2.1) u cuie npurymema (3.2.5)

Fl=KVg? 4 TKIEVE (3.3.25)

npu yemy je 7 Koe(hHIUjeHT KOHTAKTHOT TPUTYIIeHha. AKO ce HOpMajlHa CHjla HOpMHpa ca f

u f, nobuja ce 0e3AUMEH3HOHU U3Pa3 32 HOPMAJIHY CUILY:

F, =&%? +(;]3V2E’ . (3.3.26)
0
Axko ce y m3pa3y (3.3.26) Ge3quMeH3M0Ha CUIa 3aMEHH TTPOU3BOIOM O€3AMMEH3HOHE Mace U
0e31MMEeH3MOHOT yOp3ama 1001ja ce u3pas:
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e 53/2{5)51/22'. (3.3.27)
2 t
VY wm3pazy (3.3.27) ¢urypume 1/2 momTo y KOHTAKTy MMa JABE YECTHUIIE Ta j€ peIaTUBHO

[OMepame jeHe YeCTHUIIC jeaHako mojoBuHU yierayha &£, a otyma cy Op3uHa u yOp3ambe
YeCcTUIlE jeJHAKe MOJOBMHU Op3uHe mpomeHe yiernyha & u usBomy Op3uHe IpoMeHe

ynernyha E". CpehuBamem m3pasza (3.3.27) nobuja ce audepeHujaia jeqHaunHa moMohy

KOj€ ce pauyHa yOp3ame YeCTHIIC KOja YIECTBY]€ Y KOHTAKTY:

& =%F” +££]EW§_}. (3.3.28)

m t

Hudepenunjanny jeanaunny (3.3.28) je moryhe pemutn y MATLAB-y unme ce nobujajy
BEJIMYMHE HEONXOJHE 3a oJpehuBame BPEeMEHCKOr KOpaka: KOe(HUIMjeHT PECTUTYIH]Ee KOjU
MpelcTaB/ba OMHOC Op3uHE Tociae W Op3WHE Mpe yAapa W BpeMe peliakcaluje Koje
MpeJICTaBIba BpEMe KOje TIPOTEKHE O/ TPEHYTKa Kaja je CUjia MaKCHHAIIHA 70 TPEHYKTa Kaja
cuia moctaHe jemHaka Hynad. Ha cimmm 3.3.2 nmar je wusrien amjarpama A0OWjEHHX Y
MATLAB-y Ha kojuMa je mpencTaBbeHa MpoMeHa yieranyha omHocHO Op3uHe yrnernyha y
0€e3TMMEH3MOHOM BpPEMEHY 3a MOJIe] TPOOCHOT TecTa KOoju he OMTH JeTaJbHO 00jallllkheH y
HapeIHOj TIaBH.

bpauna
Sr'ﬂerr—iyhe5 x 107 ynemyhamx 10"

q

0 1 Z 2 4 5 6 i 0 ] 2 2 4 5 6 7
besnumensnono Bpeme X 10° besnumensnono Bpeme 10°

a) 6)

Cnuka 3.3.2 Pesynraru jennaunne (3.3.32) 3a cirydaj TpPOOCHOT TECTa, a) IpoMeHa yiaerayha
y GyHKIIMjH O€3TMMEH3UOHOT BpeMeHa 0) mpomeHa Op3uHe yiaernyha y gyHKumju
0e3TMMEH3MOHOT BpeMeHa

Kana ynernyhe moHoBO mocturae BpeaHocT () OZHOCHO Kaia MpecTaHe KOHTAKT (Cluka
3.3.2.a, Tauka T1la) oxpelyje ce Op3uHa yectuie HakKoH ynapa (ciuka 3.3.2.0, Tauka T16). V3
npeTxoaHo AeduHKUcaHy Op3UHY YeCTHUIle Tpe yaapa, 1oduja ce KoeUIMjeHT PecCTUTYIH]E.
Bpeme penakcanuje npeacTaBiba pa3iuKy BpeMeHa Kajua yinerayhe (a THMe W cujia) HOHOBO
nocturue BpeaHoct 0 (ciuka 3.3.2.6 Tauka T10) u BpemeHa kajia Op3uHa mpoMeHe yneranyha
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MOCTaHE HeTraTWBHA (MAaKCUMAJHO YJerHyhe OJHOCHO CWJIa) IITO j€ O3HAYeHO Ha CIUIU
3.3.3.0 Taukom T2. YKOIHKO ce KOePULUjEHT KOHTAKTHOT MPUTYIICHA MEHa, a CBE OCTalle
BPEJIOCTH OCTaHy MCTE, Ha OCHOBY BPEIHOCTH KOoe(HIMjeHATa PECTUTYLHjE U3pauyHATHX Y
MATLAB-y Moxe ce no0uUTH JujarpaM 3aBHCHOCTH KOEQUIUjEHTa PECTUTYLHjE O]
Koe(HIIMjeHTa KOHTAKTHOT MpUryiema (ciauka 3.3.3).

12
Koedunujenr
pectaTynnje k .

0.8

0.6

0.4 S———

0.2

0 T T T T T T T T T 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 ]

Hopmupanu koepHnujeHT KOHTAKTHOT Opuryiuewa 1/t

Crnuka 3.3.3 3aBUCHOCT Koe(UIIM]jeHTa PECTUTYITH]E k OJT HOPMHUPAHOT KOehHUITH]EHTA
KOHTaKTHOT npuryuiema 1/t

OnpehuBame 3aBUCHOCTH BpEMEHa peflakcaluje o1 KoeuirjeHTa pecTUTyuje Huje Moryhe
M3BPIIATH AUPEKTHO jep y m3pa3y (3.3.32) e durypumie koedumujeHT pecTuTynuje Beh
KOe(HIMjeHT KOHTAKTHOT MPUTYIIEHka, TaKo Ja ce KopuinhewmeM penamnuje ca ciauke 3.3.4
MOXE OJPEIUTH KOjU KOS(HIMjEeHT KOHTAKTHOT TMPUTYIIeHa Tpebda y3eTu aa Ou ce mo0mo
XKEJbeHU KOS(DHIMjEHT pEeCTUTYIHje. 3aBUCHOCT O€3AMMEH3MOHOT BpEMEHa pellakcalfje o
Koe(uIljeHTa pecTUTYIIM]e je nata Ha cienehoj CIuIm.
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besquMeH3HOHO 7.00E-05

BpeMe ‘
penakcamuje fx - 6.00E-05 \
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2.00E-05

1.00E-05

0.00E+00 T T T T 1
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Koedurnujenrt pecrurynuje k

Crnuka 3.3.4 3aBuCHOCT 6€3AMMEH3HOHOT BpeMEHa peslakcaluje o KoehuiujeHTa
peCTUTYIIH]E

Ha ocHoBy u3pauyHaTHMX BpeMeHa, MOXE C€ OAPEIUTH BEIUYMHAa BPEMEHCKOI KOpaka.
Kynnan u Ctpak cy npBOOUTHO MPEAIOKUIN a BPEMEHCKH KOpak OyJie MOoJI0BHHA BpeMeHa
cynapa [8], anm ako je BpEMEHCKH KOpaK MPEBENIUK y jeTHOM TPEHYTKY Hema yiernyha, a y
HapeIHOM KOpakKy je yieranyhe HepeaqHO BEJHMKO IITO U3a31MBa OTPOMHE MeljyuecTHUHE CHJIe.
Kako ce chara pauynapa nosehaBaia, ayTopu cy Npeajaraid JeJbele Tako J0O0HjeHOT
BpeMeHa ca cBe BehuM u Behum ¢akropom [19] Tako na cy JIaHrcTOH M KOayTOpU BPEMEHCKU
KOpak no0unm JesbemeM BpemeHa cymapa ca 100 [22], koju he ce Takohe kopuctutu y
OKBHpPY OBe jaucepTanuje. bwio je mokymaja ma ce BPEMEHCKHM KOpak MEma y TOKY
cumynanuje [23] anu padyHame ca BapvjaOWIHUM BPEMEHCKHM KOpPaKOM HHJj€ JTOBENIO 0
CMamelha YKYIHOT BpeMeHa npopauyHa. OnpeheHo yop3ame mpopadyHa je moryhe moctuhu
KopulihemeM aJIfOpUTMa ca JIB€ BPEMEHCKE CKaJie KOJl Kora je BPEMEHCKH KOpak MmoTpebdaH
3a padyHame poTalMja MamkU OJ BPEMEHCKOT KOopaka 3a padyHame TpaHcmanuja [19]. Ila
unak, pauyHapcku 3axteBu [IEM meTone M Jajbe CrpeuaBajy HbEHy NMPUMEHY y aHaIU3U
peanHux mopbrema, aau je y3 KopumIheme Major BPEMEHCKOT Kopaka Ha MaimuM 2]]
pUMepHMa: aHAJIM3€e TPOOCHOT TeCTa U M0jaBe BPTJIOTa y Tpakama CMHUIaka, lheHa IpUMeHa
oTpaBJaHa.

3.4 Mopaeaupame TPOOCHOT TecTa

[Ipn ananu3m moHamama rpaHyJapHOT MaTepujajia KOpHIINemeM TPOOCHOT TecTa (CirKa
3.4.1) marepujan ce TMOCTaBJba y €JNACTUYHU LWIWHAAP OJ JaTekca (WM HEKOT JAPYror
CIIMYHOT MaTepujayia) KOju CIY)XM Ja OJBOjJU TpaHyJapHH Mmarepujai o ¢uiynaa Koju ce
HaJa3un Oko wwimHApa. Piayun (Boja WIM HEKa JApyra TEYHOCT) CIYXKH 32 3aJaBambe
PaBHOMEPHOT NMPUTHUCKA OKO Y30pKa TpaHyJIApHOT MarepHjaja YMMe Ce CHMYJIHpa OCTaTak
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rpaHyJIapHOT MaTepHjaia oJ Kora je nmocMarpanu y3opak "u3asojen". [locroje 1Ba HaunHa 3a
MOJICNIUPAE EIACTHYHOT IIMINHIpa U (iIynaa KOoju Ha mera genyje. Emactuyna memOpana
Kojy cy kopuctunu MBammra u Opa [10] mpeacraBiba HHU3 ACTUMHYHO MPEKIOTIHECHHX
MOBE3aHUX YECTUIA HMJCHTUYHOI NMpPEYHMKA Ha KOje JAeyje NMPUTHCAK y XOPHU30HTAIHOM
npasiy. OBo je mocta ynpourheHo penieme Koje ¢y Kopuctuiau 1 Pazexac U KoayTopH MpU
3J1 monenmupamy TpoocHor Tecta mpumeHoMm JIEM wmerone [12]. Ilpu nedunucamy
MeMOpaHe, 3pHHMa KOja YMHEe MeMOpaHy ce 3a/1aje XOpU30HTAIHN NpuTHCaK (ciauka 3.4.1.a),
a 3pHUMa Ko0ja Cy Y JOJUPY ca XOPU30HTAIHUM IUI0YaMa Ce MOpel XOPU30HTAIHOT IPUTHCKA
3a/laje U OrpaHUYeHE NMOMEPamka y BEPTUKAIHOM IPaBIy Tako Ja je HUXOBO MOMEpame Y
BEPTUKAITHOM MpaBIly jeAHAKO MOMEPamky XOPU30HTAIHUX IUIOYA, JOK CE Y XOPU30HTATHOM
IpaBIly MOTY KpeTaTu ciao0oaHo. ExactuuHOoCcT MeMOpaHe, TO jecT eNacTHYHOCT KOHTaKTa
Mel)y decturama MeMOpaHe MOXKE Ja ce Mema Yy IHJbY IITO pPEaJHHjer MOAEIHparmba
eJIACTUYHOT LWIMHIpPA a MO3MIMje 4YeCTHIa Koje 4yuHe MeMmOpaHy ce oapebyjy uctum
MOCTYIIKOM HMHTETpalfje Koja ce MpuMemyje Ha aHaIM3HpaHe YECTHULE TIpaHyIapHOT
Marepujaja ca W3y3eTKOM pOTalMoHuX crerneHu cioboxae (y 2J1 ciaydajy To je camo jemaH
yrao poTtaije) Koju ce 3a 4ecTuile MeMmOpaHe He pauyHajy. OBO pelieme Ha aJieKBaTaH
HAaYMH CHMYJIHpa MeMOpaHy, ajli €JacTUYHOCT TPaHUYHUX YECTHIla 3HATHO YTHYE Ha
MaKpOCKOIICKO TIOHAIlake¢ Mojelia, ToroToBy npu Behum nedopmarmjama. Peamuctuuynuje
peliemhe MpeaCcTaB/ba 3aJaBarbe INMPUTHCKA JUPEKTHO HAa YECTHIIE KOje Ce Hala3e Ha
crnoJpalmkocTu Mozena [ 11] mrro je npukazano Ha ciunu 3.4.1.6.

3amaro momeparme 3amaro nmomeparme
JIlliill YIdddild
_y rm—— e
= SR 8 « - |«
- 2« - o«
- 8 <« - e
- g « - ) <
- 8 <« > ¢ ) €—
P 5« P- >a
- 2 < - )
- g« - P«
- g <« - <«
- g« — ¢ <
- g <« - '«
- S < - N
- &« - -
- & S« - OC o® <«
RN A RORRORORON)
3az1aTo IoMepame 3azaTo IoMepame
a) 6)

Cnuka 3.4.1 3agaBame IpUTUCKA HA MOJIEITy TPOOCHOT TecTa a) momohy memMOpaHe
0) IMPEKTHO HA YECTHIIC

3amaBame MPUTUCKA TUPEKTHO Ha YecTHIle oMmoryhaBa Monenupame Behux nedopmarja npu
yemy J0J1a3u 710 3HaTHE Aedopmalrje rpaHUYHOT ¢Jioja, Ma ce TUME J0ja3u 10 mpodiema
onpehuBama YecTHIla KOje MPUITaIajy TpaHUYHOM ciiojy. TokoM nmedopmarije rpaHyiapHOT
Marepujajia oapelheHe 4YeCTHIle MOTy IMOCTaTH J1e0 TPAHUYHOT CJI0ja 0K APYre MOTY MOCTaTH
yHyTpalmbe uectuie. Mzmely aBe rpaHMYHE YecTUIle TOKOM AedopMalije MOKe Ja yraaHe
Heka Tpeha. Iloceban mpobiem Moke Aa MpeacTaBiba I0jaBa BUCENMX YECTHIA, OJHOCHO
YecTHUIa TPAHUYHOT €JI0ja KOje MMajy KOHTAKT CaMmo ca jeTHOM IPYTroM YeCTHIIOM TPaHUYHOT
clloja, U y TOM CIy4ajy Joja3u /10 NIpekuaa mnpopaudyHa. Takohe, yKOIHKO ce HpUIMKOM
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oJpehuBama TPaHUYHOT CJI0ja ojpeleHa yecTriia MoHOBO Hal)e y HU3y TPaHMYHOX YeCTHUIIa, Y
nporpamy ce ¢opmupa OeckoHauHa TMeT/ba. HempaBWIIHOCTH y TPaHUYHOM CIOjy CYy
HapyYUTO M3pa)KCHE MPU MOAEIHpamy Tpaka CMHIAma, a he neTajbHUje OMTH OmMHCaHe y
HapeaHoj ri1aBu. 3a oApehuBame rpaHUYHUX YECTHIIa KOpHUIIheHe Cy IBE METOoJe, MeToja
HajMamer yrila U MEeToJa HajMamer ojcTymama yria [24]. ¥V obe meroze momna3u ca oj
YEeCTHUIE KOja UMa HajMamy X KOOPJMHATY, a 3aTUM C€ HU3 IPAaHUYHHMX YecTHIlla GopMupa y
MMO3UTUBHOM MAaT€MAaTHUYKOM CMEPY CBE€ JIOK c€ He Johe 10 moveTHe yecTuile. Takohe, y ooe
METO/IE UMaMO MPETXOHY YECTHUIy O3HAUeHY ca pl, TpEHYTHY YECTUIly O3HA4eHy ca p2 U
CKyIl CYCEJHUX 4YeCTHI]a y KOHTAKTy ca YECTHIIOM p2 KOjHU MPETPaxyjeMo y IHUIbY
onpehuBama HajOOJBE OMIMje 3a HapeaHy uectuiy p3. O0e Merone KopucTe mopeheme
yIJI0Ba IPUJIMKOM MpEeTpare CyCceAHNUX YeCTUIIA.

Mertona HajMamer yria je cBeoOyXBaTHHja M KOJ € Ce Tpake HapeaHe YecTHile nopenehu
yriaoBe u3Mel)y BEeKTOpa y MO3UTUBHOM MaTeMaTH4KOM cMmepy. Bekrop m3mel)y TpeHyTHE H
MPETXOHE YECTHIIE j€ Ne(hUHICAH KAO:

(xz—xl,yz—yl), (34.1)

—

h
JIOK Ce BEKTOp 7, padyHa 3a CBaKy MOryhy HapemHy 4ecTuily

B=(x-x,03-1,). (3.4.2)

VYrao n3mel)y oBUX BeKTOpa je mpuka3aH Ha ciuiu 3.4.2

Cnuka 3.4.2 OnpehuBame HapeHe TpaHUYHE YECTULIEe TOMONYy METo/1e HajMamer yria
Kopucrehu nepunnnmjy ckamapHor npou3BoJa JaTy U3pa3oM:
77 =|i| |5 |cosa, (3.4.3)
Moryhe je u3paduyHaTH KOCHHYC yriia u3Mel)y BekTopa 7 u 75 Kao:

coS g = (x2—xl)(x3—x2)+(y2—y1)(y3—y2) ' (3.4.4)

\/(xz —x1)2 +()’2 _)’1)2 -\/(x3 —x2)2+(y3 _J’2)2

W3 jennaunne (3.4.4) kopumrhemweM MaTeMaTHUKe ONepaluje arccos Moxe ce TOOUTH yrao

o m3Mmel)y BekTopa 7{ M 7, 3a CBaKy Of MOTCHIMjaJHUX HAPEJHHMX YECTHUIIA, Na HAaKOH

IpeTpare CBUX CYCEAHMX YEeCTHIla, HapeIHA YeCTHUIa MOCTaje OHA ca HajMambUM YIJIOM .
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[TormTo je arccos Beoma CKyla MaTeMaTH4YKa omepariyja, Moxe ce n3doehn meHo kopumheme
TaKO IITO CE YMECTO MHHUMAITHOT yIja TPaKM MaKCHMajHa BPEIHOCT KOCHHYCa yriia o
KOJH JIOBOAM 10 MUHUMAJHOT yria <. Jla Ou ce y3enu cBu Moryhu ciydajeBw MO3HIH]E
yectuia y JIEM nporpamy je ummiieMeHTupaH cieaehu ycnos:

AKOje(((x2 —x)(¥3=2) = (2= (x; —xz))>0)0Hz[aje cosa = cosa

YCYINPOTHOM  COSQ =—COS Q.
(3.4.5)

Merona HajMamer oJCTyNama yria WUMa 3a Wb J1a rpaHuia Oy/je ITO MpaBHIIHU]A IITO
MOXKE Jla JIOBele JO TOora Ja HEeKe YECTHIe OCTaHy BaH TpaHUIle, ald TpaHHWIAa UMa
npaBuiHUjU 00ymK. [IlemaTcku nmprka3 oBe MeToI€ AT je Ha cymnu 3.4.3.

Crnuxka 3.4.3 OnpehuBame HapeHe TpaHUYHE YECTHIIE TOMOhy MeTo/Ie HajMamker OJICTyMamba
yria

YrnoBu u3Mel)y BEKTOpa KOju Crajajy IeHTpe YeCTUIla U X oce Cy aaTu cieaehum u3pasuma;

Yo =N

6,, = arctan —=——, (3.4.6)
X2 7N

0,, =arctan 2222 (3.4.7)
X3~ X

a BPEHOCT YMjU C€ MUHUMYM TPAXKU j€ BbUXO0BA Pa3iiKa jaTa Kao:

3a mpaBuiHO pacnopeheHe yectuile o0e MeToie 1ajy TayaH (M UACHTUYAH) CKYN TPAaHUYHHX
4yecTuia, JOK ce ca mopactoM nedopmainyja OJHOCHO TMoBehameM y4ecTaaoCTd
HEPEryJIapHOCTH MOJKE JTOTOJUTH Jia jeJJHa WK 00€ METOJE 3aKaxky TO jeCT HE 3aTBOpE HU3
IPaHUYHUX YECTUIA TIOYETHOM YECTUIIOM. Y TOM CIIy4ajy HEONXOJHA je MpUMEHa JI0JaTHE
JIOTHKE 3a KOPUTOBAmE IOJIOKAja TpaHWUYHUX dvecTHila. Crnabu TNEepUONUYHH TpaHUYHU
YCIIOBH Cy IPUMEHEHH MTPHITMKOM aHAIIN3€e TPaKe CMHIIAbA .

Hakon oppehuBama rpanmuHOr cioja udectunia Moryhe je 3amarm ontepehema koja he
CHUMYJIUPATH YCJIOBE MpPH TPOOCHOM TecTy. llemokymHa Hymepudka CHMyJalyja TPOOCHOT
TecTa ce cactoju u3 uetupu ¢dase (cnuka 3.4.4).
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Onrepehewe ___ .. « [Tomeparbe
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Cnuka 3.4.4 Tok cumynaiyje TPOOCHOT TecTa

Y npBoj }azu ce BpIM 3a7aBame MPUTUCKA HA TPAHUYHE YECTHIIC Ca JIEBE M JIECHE CTpaHE
Koju JimHeapHo pacte o1 0 1o makcumainHe BpeaHocTd ox 0.1 MPa. OBaj npuTHcak ciyxu 3a
CUMYJIMpamke JejCTBA €IaCTUYHOT LMIMHApPA O] JaTeKca y KOJU C€ CMEIITa IpaHylapHU
MaTepujajl Mpu TPOOCHOM TecTy. HakoH mocTu3ama MakCHUMallHe BPEIHOCTH, IMPUTHUCAK je
KOHCTAHTaH JI0 Kpaja aHaJIn3e.

VY npyroj ¢a3u Hema mpomeHe ontepehema Koje nenyje Ha Mojel, Beh 10y1a3u 10 CMUpPUBamba
YyecTHIlla Koje Cy ycliel 3ajaBama IMPUTHCKA Iouene jaa ce Kpehy a koje cama ycien cuia
Tpewa U MPUryLIeHa 3ay3UMajy paBHOTEKHHU MOJI0XKA)].

VY tpehoj dasu ce Bpum nedopmucame Mozpena 3aaBambeM IOMEpama Iioyama Koje ce
Haja3e Ha TOPHOj M JOH0] TPAHUIIM MOJENA, a YKOJHMKO j€ TIOMEPame JOBOJHHO BEIHKO Y
TpaHyJapHOM MaTepHjaay MOXe Johu J0 MojaBe Tpake CMUIIAmkA.

UYetspTa daza je cnmuyHa Apyroj $ha3u Uy BbOj ¢e BPIIU peTaKcalija Mojeina Mpyu KOHCTAHTOM
MIPUTUCKY U (PUKCHOM TIOJIOKAjy Tioua. Y 0BOj ¢a3u J0JIa3u 10 IMajia HAloHa y Iuioyama
KOjU TIOTUYY OJf MHTEpaKIlfje rpaHyJapHUX YecTHa ca ruioyama. JloOujeHu maja HamoHa y
JEM wmeronu je 3HatHO Behu M OpXHM O/ OUYEKHMBAHOTI Taja HAllOHA Tako Ja he oBOM
npobiemy Outu nocsehena moceOHa riasa.

3a ananu3y mnpobiema kopuinheHa je moaudukoBaHa Bepsuja codptBepa Granular2D VI
9ujuM pasBojeM pykoBomu mpod. Mecapouh, School of Mechanical and Materials
Engineering, Washington State University, USA. Takohe, Ha UCTOM YHUBEP3HUTETY, Pa3BH]jCH
j€ W mporpaMm 3a TeHepHcame ynazHor (ajina, KOju HACyMHYHO TE€HEPHIIE YEeCTHUIle, KOje
MMOTOM TaJjajy TMoj yTHIajeM rpaButanuje, popMupajyhu rycto makoBaHU CKYI Y OKBHUPY
npeaenepuHUcaHUX rpaHuiia moxaena [16]. 3a mocrmnporecupame KopuirheH je OecriaTHU
nporpam ParaView.

AHanusupanu npoOIeM TPOOCHOT TeCTa y OBOj AMCEPTaLUju Tpaje 65 CEeKyHAU a BpPEeMEHCKH

KOpakK je 1.0e-61.0x107° cexkynau. [IpBa u apyra ¢asa Tpajy mo 2,5 cekynau, tpeha dasa
Tpaje 40 cexyHnnu a penakcanuja 20 cekyHau. YKyIHa y3ayxHa aedopmaliija Ha Kpajy Tpehe
¢aze uznocu 20%.

MunuManHa BenuyuHa 3pHa je 0.5 mm, makcumanHa je 1 mm, npoceuna je 0.75 mm Tako 1a
j€ Ha OCHOBY TPaHYJIIOMETPHjCKOT aujarpama ca ciuke 2.1.2 ped o MEImaBUHHU CpEamer H
KPYITHOT TIeCKa.

MarepujanHe KapaKTepUCTHKE 3a TpaHyJapHH Marepujai (KBapi) KOpuiIheH y aHaJU3U Cy
nate y Tabenu 3.4.1.
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Tabena 3.4.1 MarepujajieHe KapaKTEPUCTUKE MOACIUPAHOT TPAHYJIAPHOT MaTepujaia

Moayn eracTU4HOCTH

E =30000MPa

[ToacoHoB KoeduUIIUjeHT

v=03

I'yctuna yectuna

p =0.2765Kg/mm’

KoedunujeHt Tpema 1=045
KoedunmjeHt BUCKO3HOT MPUTYIICHA Nyise =50
KoHTakTHU KOSHUITHjEHT MPUTYIICHA T =0.002
Homunanna 6p3una 1o =0.01 mm/s
ExcrioneHT kopuiheH y 3aKoHy Tpeba m =20

3a Mozen koju ce cactoju on 994 decruile, KoHGUTYpaIFje Y TOKY MpopadyHa Cy MpuKa3aHe

Ha ciumu 3.4.5.

r)

)

Crnuxka 3.4.5 Usrnen moziena TOKOM aHanu3e a) movetHa KoHpurypanuja 6) kondurypaimja
HaKOH MOCTH3akha MAaKCUMAITHOT MIPUTHCKA B) KOH(GUTYypalldja Ha MOYETKY 3a1aBarba
nmoMepama I') KoHQUTYypalrja Ha Kpajy 3a/laBama moMepama /1) KOHPUTrypaiuja Ha Kpajy
penakcanmje
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Ca cnuke 3.4.5 ce BUAM Ja Cy YECTHUIIE TYCTO TTaKOBaHE aju rmoBehame MpUTHCKA JOBOIHU 10
TOTa Ja Ha MeCTHMMa TIJIe jé Mama TYCTHHAa NaKOoBama JoJla3u A0 30Hjama 4YecTHlla
(HajouynraeHUj€ Y IEBOM TopmheM yriay Ha ciunu 3.4.5.a u 6. Tokom daze 2 (cnuka 3.4.5.8)
JI0JIa3H JI0 paBHOMEPHH]jE PACIOelie YeCTHUIla IITO j€ HajOUHUTJIeIHN]e Ha TOPH0j TPAHUIHO]
MOBPIIUHYU KOja je y KOHTaKTy ca miuodoM. Ha kpajy 3amaBama momepama (hasza 3) usrien
Mojerna je mpukaszaH Ha cauii 3.4.5.1. TokoM pernakcaiiyje MaKpOCKOTICKH M3TJIe MoJiena ce
He Mema (cnmmka 3.4.5.1) anm je mMoryhe youutd na cy oapehene uectuiie mpomeHuse
M0JI0Kaj (HAajyOUJbHBH]E Y TOPHEM JIECHOM YTy Ha ciauiu 3.4.5.1).

3a aHamM3y NPOMEHE HWHTEH3UTETa CHJia M MOMEHTa TOKOM IpopadyHa wu3abpaHo je 6
YECTHIIA, TI0 JIBE Y IOKEM ISy, CPEIAMHH M TOPHEM JIely Mojiena (cinuka 3.4.6).
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Crnuka 3.4.6 [lo3unmje ogabpanux 4ecTUIla 3a MocMaTpame CHiIa U MOMEHTA

Cuiie ¥ MOMEHTH Yy CBaKOj YECTHUIIM TOKOM IIpopadyyHa mposase Kpo3 (a3ze MHTEH3WBHOT
OCLIUJIOBama M MUPHH]jE (a3ze y KOjuMa je OCUIIOBame 3aHeMapibuBo. OBe (aze ce cMemYy]y
HAa XaO0TWYaH HAYMH, YCJIOBJbEH JIOJIACKOM YECTHIIA Y KOHTAKT U pa3JBajameM, (hopMUpAHEM
JaHala CWia U KUXOBHM KOJIAlICMMa, MpOMeHaMma KoH(urypanuje y ¢GuumoBuMa HUTH. 3a
CBaKy YeCTHUIly CHJIe (M MOMEHT) Cc€ pauyyHajy Kao cymMa CBHUX CHJa O] CBUX KOHTAKTa, a Ha
creaehuM ciavkama MmpHuKa3aHe cy HOpMalW30BaHE CHJIe (M MOMEHTH) 3a M3a0paHe YecTHIIe
TokoM npBux 30000 MHTErpalMOHKX KOpaka OAHOCHO ca BUIIE JeTasba y npBux 300 kopaka.
Kapakrepuctrike nmpoMmene cuia (M MOMEHTAa) KOje Cy MpHKa3aHe Ha cleaehuMm ciukama
JjaBJbajy ce TOKOM IIEJIOT MpopavyHa.
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Crnuka 3.4.8 Hopmanm3oBana cuna y yectuiu 75 y y npasity a) 30000 kopaka 6) 300 kopaka
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Cnuka 3.4.9 HopmanuzoBanu MoMeHT y yectuiin 75 a) 30000 kopaxa 6) 300 kopaka
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Crnuxka 3.4.10 HopmanuzoBana cuia y yectunu 102 y x mpasity a) 30000 kopaka 6) 300

KOpaka
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Cnuka 3.4.12 HopmanuzoBanu MomeHT y uectunu 102 a) 30000 xopaxa 6) 300 kopaxa
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Crnuxka 3.4.14 HopmanusoBana cuia y yectur 499 y y npasity a) 30000 kopaka 6) 300
KOpaka
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Crnuka 3.4.15 HopmanuzoBaau moMmeHT y yectur 499 a) 30000 kopaka 6) 300 kopaka
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Cnuka 3.4.18 HopmanuzoBanu momeHT y uecturu 500 a) 30000 kopaxa 6) 300 kopaxa
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Crnuxka 3.4.23 HopmanusoBaHa cuiia y yectuiu 886 y y npasity a) 30000 kopaka 6) 300
KOpaka
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Crnuka 3.4.24 Hopmanu3oBaau MmoMeHT y yecturu 886 a) 30000 kopaka 0) 300 kopaka

Ca npeTxoaHO NMPUKA3aHUX CIMKa (IIPBU JEIOBU CIMKA MO a) BUAM CE J]a 32 CBaKy YECTHUILY
CWJIe y IpaBIMMa X U y Ka0 U MOMEHTHU IpoJia3e HCTOBPEMEHO Kpo3 (haze MHTEH3UBHOT
ocHwioBakba W MHpHHje (asze. OBaKBO TOHAMIAKE j€ TMOCIAeAMWIAa Tora ITO y BehuHm
cllyyajeBa KOHTaKTHE cuiie Mel)y yecTuIiaMa umMajy U X U y KOMIIOHEHTE, TaKo J1a OCLMJIalje
KOHTAKTHUX CHJIa JOBOJIE /IO OCIMJIAIMja HOPMAJIHUX KOMIIOHEHTH YKYITHE CHJIE U MOMEHTA.
VY nenoBuMa ciuka moj O naT je AeTasbHUjH aujapaM ca Mame Kopaka (300) y koMme ce jacHo
BUJIE OBe ocliuianuje (moja ycioBoM aa ux uma y npBux 300 xopaka). Mako ocuunanwuje y
BehuHu ciydajeBa fenmyjy paBHOMEPHO Kao INTO je ciayd4aj aaT Ha ciaukama 3.4.7.6- 3.4.9.0,
MOCTOj€ | CITy4ajeBH TJIe Cy OCIMJIAIAj€ HEpaBHOMEpPHE aMILIUTY I Kao IITO j€ MPUKa3aHo Ha
cmukama 3.4.10.6-3.4.15.6 wnm e je mepuo ocumioBama npomeHbuB (3.4.16.6-3.4.18.0).
UYecture 885 u 886 HemMajy MHTEH3MBHUX OclidjIoBama y npBux 300 Kopaka IITO ce BHIIU ca
oarosapajyhux cimka.

Oge ocrunanumje cy kapakrepuctaka JJEM Merone u He mory ce u36ehu, Beh ce mory camo
yONaXXWTH CMambUBAaKEM BPEMEHCKOT KOpaka, IITO TMope] TMoBehama KOMIIjyTepCcKe
3aXTEBHOCTHU HE JIOBOJH J0 MTPOMEHE MaKPOCKOIICKOT MMOHAIlIaka MaTepHjaa.

Jeman on HajOMTHHJHX TIOKa3aTe/ba MAKPOCKOIICKOT TOHAIlamka MaTrepujajia jeé HOpMaHU
HallOH Ha IJIoYaMa KOjH KapaKTepHuIllle CIOCOOHOCT MaTepHjana J1a Hocu omnTepeheme.
HopMmanuu namon Ha mioun y JIEM Metonu ce padyHa Kao cyMa X KOMIIOHEHTH CHJIa Y
YyecTHllaMa KOje OCTBapyjy KOHTAKT ca JaTOM IUIOYOM MOJiejbeHa ca YKYITHOM JY>KMHOM
KOHTAaKTa, a MOTOM CE€ padyHa Cpema BPEIHOCT Kajia ce 30Mp HaloHa Ha TOPHO] U JI0H0]
IUIOYM TOJENU ca JBa. JujarpamM mpoMeHe HOPMAJIHOI HAaloOHa Ha IUIoYaMa TOKOM LEJoT
mpopadyHa je aaT Ha ciaumu 3.4.25.
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Cnuka 3.4.25 HopManHu HamoH Ha Tjiodyama y TOKYy mpopadyHa

Ca cnuke 3.4.25 ce BUaM J1a HAIlOH HA IUTI0YaMa pacTe MPUOIMKHO JTUHEapHO TOKoM daze 1y
KOjOj Ce 3a/iaje MPUTHUCAK Ha YEeCTUIIC Ha JIEBOj U JIECHO] CTpaHHU MOJelia KOje UTpajy yJory
enmactTuyHe MeMOpane. Y (as3u /Ba HamoH Ha TUI0YaMa je KOHCTAaHTaH (ca 3aHeMapJhHBUM
ocuunanyjama). Ha moderky tpehe (ase HamoH Haryio ckade a MOTOM y TOKy Iene Tpehe
¢daze ocumnyje oko Heke mpoceuHe BpeaHoctu ox 0.225 MPa. Ha mouerky ueTtBpTe daze-
penakcalyje HaloH HarJo oraja IITO HUje peajHo TMOoHaIamke Beh je mocienuiia ociuianmja
Koje ce jaBsbajy y JIEM uectuniama. OBaj npo6yiem he 6utu obpalen y HapeIHO] TIIaBH.

[Topen HOpMajHOT HamoHA Ha IJI0YaMa, jOII jeqHa OWTHA KapaKTEpHUCTHKA KOja Ce MOXKe
npatuTd 'y Toky Tpehe ¢asze JIEM ananm3e TPOOCHOT TecTa je MPOMEHA 3alpeMHHCKE
nedopMmaije Koja je TEOpEeTCKH naTa y OkBupy ommca cimke 2.3.8.0 a koja je oBIe
NoTBpheHa HyMEepHUUYKUM IpopaduyHoM (ciuka 3.4.26).
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—— f\////\w\/‘
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nebopmammja . /“v
0 ; ; ‘ ; ;
o\L / 2% 4% 6% 8% 10%
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Vanyxua nedopMmantja

Crnuka 3.4.26 Ilpomena 3anpemuHcke nedopmaruje y tpehoj hasu JIEM ananmmze
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Ha cnoumu 3.4.26 ce Buaum mga je 3ampeMuHCKa nedopmarija y TMOYETKY HETaTHMBHA M
omanajyha, a kako y3gyxkHa nedopMarija HacTaBlba Jla pacTe, AWjarppaM Mpoiasd Kpo3
TAa4yKy y KOjOj je TpaJujeHT MpPOMEHe 3alpeMUHE jelHaK HYJIH a MOTOM C€ 3alpeMHHCKa
nedopmanyja nmosehasa. JunaTtanuja 10CTHXKE MaKCUMYM IIPHU y31YKHO] JeGOpManuju ox
6% HaKOH uera BUIIIE HEMa IPOMEHE 3alpeMuHe (OCHMM HE3HATHUX OCLWIIAWIja) U MaTepujall
ce HaJla3u y KpUTHUIHOM CTamby.

3.5 Ilepuon penakcamnuje

HakoH mpecraHka momepama IUIOYa, KpETamke TpaHYIAPHHX YECTUIA KapaKTepPHIIy
npuryiieHe ocuunanuje ycnen (3.2.5), koje cy cimuHe ocuuaiyjaMma aroMa y MOJIEKYJIapHOj
auHAMUIM Qayuaa., Yciiea »buX JI0J1a3u JI0 ToOMepama YeCTHIla KOjUMa Ce CMarmbyje HhHXOBa
MOTEHI[MjaJlaHa SHEPTrHja eIaCTHYHOCTH a MOCIEANYHO U XEepIOBE CUJIC OJHOCHO HAIOHU Y
mwioyama. Ha moHamame 4YecTHIla TpU pelakcaluju OWUTHO YTUUY MaTepujaiiHe
KapaKTePUCTHUKE IPaHyIapHOT MaTepujaa.

Hymepuuka anammsza penakcaruje JIEM Meromgom 3a pa3nmuuure BPEeAHOCTH KoedwuiujeHTa
Tpewa u je aata Ha ciuuu 3.5.1.

02 7

——rxoedunujent Tpema .35

0.18 1

~——xoeduunjeHT Tpema 0.45
TIputncax

— ; 35
Ha TIOYAMA xoeduunjeHT Tpewa 0.33

016 1 ===goeduuHjeHT Tpema 0.83

Bpeue

Crnuxka 3.5.1 YTunaj koeduumjenta Tpewa 4 Ha HOpMaJIHE HAMOHE y Iuioyama rnpu
penakcanmju

KoedumujeHt Tpewma Moxke OUTH CTATHYKKA WM KHHeMaTCKH. CTaTHMUKH KOCHUIIHJCHT je
3HaTHO Behu M OH KapakTepuIlle MaKCHMaIHY CHIIY TPEHa IPH MUPOBamY, JOK KHHEMATCKA
KapaKkTepHILEe CHITYy TPEHha MPUIMKOM KpeTama. Y Cllydajy YUCTOT CYBOT KOHTAKTa 3a CTaKJIO
(kBapm) cratnyku KoehuirjeHt Tpema je 0.9 moxk je kunemarcku 0.4. Ca 003upoM J1a peanHe
rpaHyjapHe 4YecTUIle MOry OWTH HENpaBUIHOT OOJMKa, XpamaBe IOBPIIMHE ald U ca
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onpeheHnM cyrncraHmama y MelhydecTHdHOM TpocTopy (Koje Jenyjy Kao MasuBa)
KOe(HIMjEHT TPEeHa MOXKE 3HATHO J1a Bapupa. fa MITO je KoeUIjeHT Tpema u Behu To cy

Mame OCIIWIIAINje TPUTUCKA Ha TUI0YaMa, alld Kpajiba BPEAHOCT MPUTHCKA HE 3aBUCH MHOTO
OJ1 BpEHOCTH KOC(PUIIMjEUHTA TPECHA 4 .

[Topen xoeduiujeHTa Tpema x, Ha HHTEH3UTET cuia Mely uecTunama yTuyy jour u
KOCe(DUITMjEHTH TPAHCIAIMOHOT M KOHTAKTHOT TPUTYIICHA Kao M KOC(PHUIMJCHT yTHIlaja
Op3uHe m.

Ha cmumm 3.5.2 par je mpuka3 HOpMajgHOT HArloOHA Ha IUloYyaMa NpH  pellakcaldju
TpaHyJIapHOT MaTepHjaia 3a pa3IMuuTe BPEIHOCTH KOSPHUIIMjeHTa yTHUIlaja Op3uHE m.

02

o xoedHIIH) eHT YTHIAja OpamHe 15
0.18

TIputucax —— xoeduuHjenT yTHIAja GpaEHe 20
Ha IUTogaMa

== KoedHIIH]eHT VTHIIAja OpanHe 23

0.16

—— xoedHIH]eHT VTHOA]a Opsume 30

01

60

w
[t

43 30

Bpeme

Crnuka 3.5.2 HopmayiHu HalmoHU Ha TI0YaMa 3a pa3IndyuTe BPEAHOCTH KOS(HUIH]jeHTa
yTHIaja Op3uHE M
[ToBehawe koeduujeHTa TPAHCIAUUOHOT MPUTYIICHA 77 CIWYHO MPOMEHH KoeHIIMjeHTa
Tpewma u JOBOAM O CMamEHmha OCIIIIAlM]ja MPUTHUCKA Ha IJIouama ajld Ce Kpajikha BPEIHOCT

MPUTUCKA HE Pa3IuKyje MHOTO 3a Pa3IMYUTe BPEIHOCTH KOCPHUIIMjEHTa TPaHCIAIUOHOT
npurymema n (ciamka 3.5.3).
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Cnuka 3.5.3 Ytunaj koeduiujeHTa BUCKO3HOT IPUTyHIewha 7],;,. Ha HOPMaJIHE HAIlOHE y
II04amMa IpH pesakcariju

KoepuuujeHT KOHTAaKTHOT MpUIIyIIeHa 1 je jeAuHH mapaMerap y jeJHaYdHama 3a
pauyHame cwia y JIEM wMerogum koju OWTHO yTHYE€ Ha MAaKpPOCKOIICKO TITOHAIIAmke
rpaHyJIapHOT MaTepHjaia Py pesIakcalyjy MTo je MpuKa3aHo Ha caunu 3.5.4.
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Cnuka 3.5.4 Vtuinaj KoeQuirjeHTa KOHTAKTHOT MpUryiiea /' Ha HOPMAaHE HAIIOHE Y
rIo4amMa Mpu pesiakcaruju
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Ca 003upoM Ja HEpeaTHO TMOHAIIAke MaTepHjajia MPH PeslaKcallijyi MOTHYE UCKIbYYHUBO O]
ocobuna /IEM wmeroze, HaryiM maJl MpUTHCKA Ha IjIoyaMa je Moryhe yomakutu HylIupameM
Op3uHE CBUX YECTHLa HA MOYETKY pellakcalije M HaKHAJHUM MOJOBJbEHEM Op3uHA MpU
CBaKOM Kopaky. J[pyrn HauMH cHpedaBara HArjor Maja MPUTHCKA je TIOCTENECHO Olajame
Op3uHE IUI0Ya YMECTO MHUXOBOI HArJor 3aycTaBibamba. KOMOMHAIMjOM MPETXOIHO
HaBeneHux moaudukammja JJEM mporpama m omabupom mapamerapa Koju Aajy HajOosbe
pesyaTtate Moryhe je MeTUMUYHO YONaKWTH HarJd Maj HaloHa TpH pellakcanuju (Ciuka
3.5.5), anu moOuWjeHn pe3yaTaTd W Jajbeé HE OJroBapajy pealHOM MOHAINIAKky TpaHyJapHUX
Marepujaia.

0.18

Ilpurncaxk
Ha IU109amMa

Pexaxc au}lj 4 Ca IMPHMEHOM IT0I0EbERA
Epsm-xa,rm CTEMEHOT 32V CTAEbakha H

T EOMOHHAITH] OM IapaMeTapa

——Peaarcanmja ca OpHIHHATHEM
mapaMeTpEMa

Bpewme

Crnuka 3.5.5 Y6naxaBame HarJIor 1ajia HalmoHa IIPH pelaKcalnji KOPUITNEHEM T0JIOBIbEHA
Op3uHa, TIOCTETICHOT 3ayCTaBJ/batba U KOMOMHAIM]E KOHTAaKTHUX ITapameTapa

3.6 Mogaeaupame BpTJIOra y Tpald CMHIAKHA

dopmupame BPTI0XKHUX CTPYKTYpa Y Tpalld CMHUIIamba YOUJbUBO j€ Kajia ce O] YKYITHOT MoJba
nedopmalrja y TpaHyJapHOM MaTepHjaly OJy3Me I0Jbe€ KOje TMpeACTaB/ba JOMPUHOC O]
nedopmaija koje ce 1o0ujajy mpuMeHoOM MeXaHuke KoHTuHyyma [25]. [Ipunukom komarnca
JaHalla CUJIa OKOJIHE YECTHIle KOje Cy Ipe KoJjarca Ouie macuBHE Ce JOBOJE Y LUPKYIapHO
KpeTame [26]. BpTio3u cy cTpyKType ca peaaTMBHO KPaTKUM >KMUBOTHUM BEKOM (y IPOCEKY
9% cmuuyhe nedopmanuje) koje HecTajy Ipyu KOHTAKTY J[Ba BPTJIOTA HCTOT cMepa oOpTama
Ipy 4YeMy JI0JIa3u [0 3arjlaBjbUBama BpPTJIOra y TMpeAeny HHXOBOI KOHTakTa U J0
dhopmupama HOBOT JlaHIa cwia [5]. [la 6u ce neraspbHHje MPOYyYHO HACTaHAK BPTOJITa YMECTO
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IEJIOKYITHOT MOjeJIa TPOOCHOT TeCTa KOJU j€ TMPETXOJHO aHaJW3HMpaH, y OBOj TiaBu Owuhe
MPEJICTaBJbEHO MOJCIUPAkhEe NCKIBYIMBO TpaKke CMUllama (ciuka 3.6.1).

Cnuka 3.6.1 IEM monen Tpake cMUIamba

[TpunukoM oBOr mpopaydyHa, Kao M KOJ MOJelia TPOOCHOT Tecta (cinuka 2.4.3) mpBo je
MOTpeOHO 3aJaTH MPUTHCAK HA TPAaHUYHE YECTHIe, a IOTOM HaKoH ¢aze CMHUpPUBAKA,
TpaHUYHUM YeCTHUI[aMa ce 3a/1ajy ToMepama. YecTriama Koje cy Ha TOpH0j CTPaHHU ce 3ajiaje
nomepame (WM MPUTHCAK) Ha JICBO, YECTUIIaMa Ha JIOFK0] CTPAHH MOMepame (MIH MPUTHCAK)
Ha JIeCHO a Takohe dectuiiama Ha OOYHMM CTpaHaMa ce 3ajaje ToMepame (MM MPUTHUCAK) U
TO JISCHUM YEeCTHIIaMa Ha Tope a JeBuM Ha aoje. Cmuuyha aedopmairja Ha TOpPHO] U I0H0]
ctpanu mozena je 100%. OBum monenoMm je Moryhe mocMaTpaTd MOHallamke TpaHyJapHOT
MaTepHjajia y Tpalyd CMHUIamkba y JIy)KEM BPEMEHCKOM IMEPHOAY y OJHOCY Ha TPOOCHH TECT,
anu 300r kapakrepuctrka JJEM merone u rpaHynapHUX Marepujajia Moke Johu 10 3HaTHE
nedopMaliije TpaHUYHOT cioja yectuna (cnuka 3.6.2).

Cnuka 3.6.2 HenpaBuiian 00JIMK paHHIIEe IPU MOJICTTUPAby TPAKe CMHUIIAbA

HenpaBunna rpanuua npukazaHa Ha ciauud 3.6.2 Moke Ja u3a3oBe OJOKagy y MeTojama
mporpamMa Koje CIIy’ke 3a UISHTHU(PUKAILN]Y TPAaHUIHUX YECTHIIA TaKO Ja je MOTPEeOHO 10AaTH
cuie koje he ma ucmpamibajy O004yHe cTpaHuile Mozena. Hajmormunuje pememe Ou Ouio
neuHICame MePUOJUIHUX TPAaHUYHUX YCJIOBa KOju OM mpebammBaiy 4eCTUIE ca JeTHOT Ha
IpyTd Kpaj Mojela W TakO CTBapalid TPHUBUA KOHTHHyamHocTd. [lomTo cy dyectuie
pa3NIMYUTOT TPEYMHKA W Ha Pa3IMYUTAM BUCHHAMa Yy OJHOCY Ha XOPW3OHTAJHY paBaH,
MpUMEHAa TEPUOIUYHOT TPAaHUYHOT yCJIOBa HHMje Moryha jep Ou mpebarBameM YeCcTUIle ca
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JEIHOT Ha JAPYTH Kpaj Mojiesia MOTJIO JIOhH JI0 1MOjaBe OTPOMHHUX XEPIIOBUX CHJIA YKOJHUKO je
NPEeYHHK yecTulle Behu o mpasHor MpocTopa Koju ce Haja3u Ha APYroM Kpajy mozena. Jla
O6u ce oBaj mpoOinem mnpeBasumao, y JEM mnporpam cy yrpaheHu cmabu mnepuoIudHd
IpaHUYHU YCJIOBM KOjU yMeCTO MpeOaliBama YeCTHIA ca Kpaja Ha Kpaj MoJela caMo
npeHoce ontepehema Koja Ha HBHUX JeNyjy JOK caMe YECTHULE OCTajy Yy OKBUPY TIpaHHUIla
Kojuma mipunazaajy. Cuma kojy Tpeba nmpeHeTH Ha oJpel)eHy 4ecTUIly kK MOKe /1a ce U3padyHa
Kao TMapIjaTHy U3BOJI CHAare nmpema cieaehoj jemnauynHu:

_aw

F - H
g ov,

(3.6.1)
rae je Vv, xopuszoHTanHa Op3uHa uectuue k. Ilocmarpana dvectuna k je moses3aHa ca

yectunama k-1 u k+1, mok je ca mpyre cTpaHe, Ha MCTO] BUCHHH, TpPaHWYHA JIMHHja KOja
MOBE3Yje YecTuIle m U m+1, Kao MmTOo je mpuka3aHo Ha ciuiu 3.6.3.

Cnuka 3.6.3 OnpehuBame ciabux NepuOJUYHUX TPAaHUYHHUX YCJIOBA HA OCHOBY Op3uHa
YyecTuna

AKO ce y3My y 003Up CBE UECTHIIEC KOje MPUIaajy JeBOj WIN JECHO] TPAHUIH, YKYIIaH paj je
JaT U3pa3oM:

1 o) <l LY
W=y K -3") + XK (W) (3.6.2)
L2 D 2
rae je L Opoj yectuna ca jeBe crtpaHe, a D je Opoj dectura ca jgecHe crpaHe. K je
KOe(DHUIMjeHT KOju 3aBUCH O MPOCEUHE Mace uecTulia. bp3wHa peanqHe YecTHIEe ca JIEBE

L ook P MpeICTaB/ba MHTEPIIOIUPAHY Op3WHY Ha JIECHO]

rpaHnyHoj NUHMjU. McTa HOTauuja ce mpuMemyje W Ha Op3MHE Ha JECHO] TPaHUIH.
PemaBame naprujanne audepenuujante jennaunne (3.6.1) 3a pan uspauyHat xao (3.6.2)
Jlaje CUITY KOJOM j€ HEOTXO/THO JIeJIOBAaTH Ha YeCTHITY K, a Koja je narta cienehum nzpasom:

CTpaHe je Taja O3HaueHa ca Vv

L D L D
L_,0 Yk 7 Vm DYV T Vmel _
Vi m+1 v

D D ' 'm D D
Y+l = Vm Yl = Vm
2
D L D L D L D L
F —6W—K LI ZVien n Y =V | _ L Ym Ve Y TV 363
k_ﬁv_ m T L k L L k+1 [ L L L ()
k Yie = Vien Vi = Vien Yie = Vi1 Vie = Vinl
2
D L D L D L D L
D Vm+l ~ Vi1 T Yl " Vi1 | L Yl ~ Ve Vel 7 Vi1
Vin+1 L Vi Vi-1

L L L L L L L
V-1~ Vk V-1~ Vi V-1 =V Vi1 = Vi |
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[IpumeHnoM Tako aoOHWjeHE CWie Ha TPaHUYHE 4YecTule, AedopMainje TpPaHUIHOT Clioja ce
CBOJIe Ha MPHUXBATJBMBY MEpY, Ma HE J0Jda3M JI0 Ipellaka y MmoTnporaMmMma 3a onpehusame
IpaHUYHOT CJI0ja, YMME je oOMoryheHo crhpoBoleme MLEJOKyIMHE aHalu3e IOHAllamba
rpaHylapHOT MaTepujaja y Tpal CMHIama riae 3amaTa cmmuyha nedopmaiuja M3HOCH
100%. ITpoceuna BpemHOCT MyTa Koje npel)y decTuiie y TpaHUYIHOM CJIOjy jeIHAKA j€ Ty>KUHU
Mojiesia Tpake cMmuilama. Ha crnenehoj cimmum gate cy CTpyjHUIIE KOje TpaBe rpaHyJapHE
YEeCTHUIIC TOKOM KPETama, IPU YeMy je Y JIaTOM OICEeTy BPEMEHCKUX KOpaka youJbHBa I0jaBa
BPTJIOTa HA JIEBO] CTAaHH MOJIea

Cnuxka 3.6.4 BpTiI0)KHO KpeTame IpaHyJIapHUX YECTULIA y Tpall¥ CMULIAKka

JlaHnM cuita KOju HAcTajy y TPaHyJIapHOM MaTepHjally MOTY C€ YOUHTH YKOJIHUKO C€ MPHUKAXKY
exBuBajeHTHU Tj. Don MuzecoBu Hanonu (ciuka 3.6.5).

VMStress

E5113

o]

o

Crnuxka 3.6.5 ExBUBalIeHTHY HAIIOHU Y TPaHYJIapHOM MaTepHjary

Nako JIEM merona HajpealHuje MOJENHpa KapaKTePUCTUKE TPaHYIApHUX MaTepujaia Kao
IITO Cy Tpake CMHUIIama, JIAHIM CHJIa U BPTIO3H, HEeHa KOMIjyTepCcKa 3aXTEBHOCT j€ YMHU
HETMPAaKTUYHOM Ca MHXKEHEPCKOT CTAHOBHIITA, 1A je 3a MPAKTHYHE HMHKEHEPCKe Mmpodiieme,
HEOITXOHO KOPUCTHTH HyMEpPHUYKE METOJIC 3aCHOBaHE HAa MEXaHHIIM KOHTHHYYMa, KOJI KOJUX
ce 3aHeMapyjy TNPETXOJHO OIHMCaHE KApaKTEPUCTHKE M IIe0 TpaHyJapHH MaTepHjal ce
rmocMaTpa Kao HeNpeKuaHa cpearHa (KOHTUHYYM), IITo he OUTH IPEeICTaB/beHO Y HAPSTHUM
riiaBama.
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4 TJIATKA YECTUYHA XUJAPOAUMHAMMUKA (CIIX)

4.1 3Hauaj v HCTOpHja pa3Boja

['matka dYecTnyHa XHAPOJAWMHAMHUKA € HAJIOMNYyJIapHUja OE3MpekHa HyMepuyka MeEToja
3aCHOBaHA Ha MeXaHUIM KoHTHHYyMa. [lo3HaTa je u kao CIIX Merona, Ha3UB KOjU MOTHYE O
aKpOHMMa METOJIe Ha eHIJIECKOM je3uky (Smoothed Particle Hydrodynamic) n koju he ce
300T CBOje 0JJ0oMaheHOCTH Y CTPYYHO] TUTEPATYPH KOPUCTUTH Y JaJbeM TEKCTY.

CIIX meronma je mpBOOWTHO pas3BujeHa 1977. romuHe 3a MOJETHPAEkE aCTPOPUIUUKUX
nmpobOjieMa HacTaHKa © eBodymuje 3Be3na [27],[28] kopucrehm mpermocTtaBky ma je
KOJIGKTUBHO KpeTame THX YECTHLA CIMYHO KpEeTamy racoBa W TEYHOCTH, M J1a C€ MOXE
MOJICJIUpATH jeHaYnHaMa cTama byTtHoBe xuapo-auamuke [29]. Tokom HapemHe AerieHH]e
uMalla je OrpaHHuYeHy MPUMEHY y HayYHHM KPYrOBHMMa, a OCHOBHH MOMAIU Cy C€ OJITHOCHIIU
Ha CHUMYJHUpame MpocTHpama yaapHux Tamaca [30] xoa KOjux Cy MpPEeBENIHMKE OCIUJIAI]e
npurymiese kopuurhemeMm u3pasza 3a Bemrauky BuckoszHocT [31]. 3Hauajan Hampenak CIIX
METOJIa JTO’KMBJbaBa MOYETKOM JIEBEJECETHX TOJAMHA YBOhEHEM TEH30pa HaloHa 4YUME je
IpoIIrpeHa o0JIacT MpUMEHEe U Ha MEXaHUKY UBPCTHX Tela, I1e uBpcroha Marepujana urpa
npecynny ynory, npo y 2J1 [32] a morom u y 3JI nmpoctopy [33]. YBohewem uBpctrohe
matepujana y CIIX meTtony nmounum cy A0 M3pa)kaja MHOTH H-€HH HEAOCTAalld Kao IITO CYy
HEJ0BOJbHA TAYHOCT, KOH3HMCTEHLMja, HECTaOWJIHOCT TpPU HUCTE3aly, HYITH EHEPreTCKU
moz[34]. JlerasbHu mIperien OBUX HEIOCTaKa aar je y u3Bemrajuma [35] u [36] u3 1994. koju
MIPEeACTaB/bajy MOTHBAIM]y 3a JOajbe HcTpakuBame U pa3Boj CIIX wmetome. IIpobGremu
TAYHOCTU U KOH3UCTEHIIH]€ KOJU Ce jaBibajy KO 0e3MpekHUX MeToAa [37] KapaKTepuCTHYHU
cy u 3a CIIX wmeromy. IloGospmiame TauyHOCTH MoOryhe je mocTWhu aJeKBaTHUJUM
neuHrCcameM rPaHUYHUX YCIIOBA M jeTHAUMHA 3aKOHa ojapkama [38]. IlocTuzame muHeapHe
KOH3HUCTEHIM]e je omoryheHo Hopmanusamnujom ocHoBHHX ¢yHkirja CIIX merome [39] o
yemy he kxacHmje Outu Bumie peud. [IpoGiieM HecTaOMIHOCTH NpPH HCTE3amby j€ pEIICH
yBohemeMm BemTaukux HamoHa [40]. HynTu eHepreTcku MoJ je TOcieAwiia padyHama
MIPOMEHJbUBHX U BUXOBUX M3BOJIAa Y UCTHUM Tadykama, a J1a Ou ce 0Baj MpolJieM MpeBa3uilao
mpo0JieM ce MoIeNIipa ca JIBa TUIIA YE€CTHUIIA, JeTaH KOJU CIIYXKH 3a pauyyHamke Op3uHa a IPYTru
3a pauyHame HanoHa [41]. PemaBame nmpeTxoaHo moMeHyTHX mpobiema opurunaigie CIIX
METO/Ie JIOBEJIO je 10 pa3Boja Beher Opoja HOBUX MeTozAa Koje motudy on CIIX merone (uuju
Cy Ha3WBHU JAaTH HA CHIJIECKOM je3UKy) Kao mto cy Element Free Galerkin Mehod [42],
Reproducing Kernel Particle Method [43], Moving Least Square Particle Hydrodynamics
[44], Meshless Local Petrov Galerkin Method [45]. Taxobhe, oTknamameM MOMEHYTHX
HeJocTaTaka /10y1a3u 10 pacra nomynapaoctu CIIX merone u npommpema 00JacTH IpUMEHe
MOJICTAKHYTHM IIPEeIHOCTUMA Koje JoHocu Oe3mpexHu kapaktep CIIX merone. Moaenupame
yaapa MpojeKTuiia KOJu M3a3uBa JAPACTUYHO pazapame maTepujasia uctuue npeanoctu CITX
MeToze Koja 300r HeJocTaTKa Mpeke peaHo cUMynHpa (parMeHTanujy matepujana [46],
Koja ce Takohe jaBjba M MpH MOJEIMpamy JETOHAIM]jE W pacHpIlnBama eKCIio3uBa [47].
Takobhe, ymecTo npojexTiiia, Moryhe je MoJaenuparu yaap nTHUIlE y 1e0 aBHOHA MPU BEJIUKUM
Op3uHama [48] wiu manx jmerenuie (XeIUKONTepa, aBUOHA WIIM CBEMHUPCKE KarCcysie) y BOIY
[49],[50] momohy mHTepakuuje conuaa U ¢uynaa Koja je mocturuyra crnpesamem CIIX u
MeToJie KoHayHuX enemenara [46],[51]. CIIX Merona ce KOpUCTH 'y MEXAHULIM JIOMA TE Ce,
u3Melyy ocranor, mocmarpa paszapame CTeHCKE Mace MOoJI IPUTUCKOM, ITPOoOJIeM KOjU Ce 4eCTO
jaBiba y oOpaau mMuHepana u pyaa [52]. Benuke nedopmanuje xKoje ce jaBbajy IpH I0jaBU
KJIM3UIITA Takohe ce YCHEIHO MOJENupajy oBoM MerojgoM kKopuurhemem [pakep-Ilparep
MaTepujaTHOT MoJiena Koju he Outu kopumtheH y okBUpY oBe qucepranuje [53].
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4.2 OcHoBHe kapakTepuctuke CIIX merone

CIIX merona je HyMepHUKa METO/a 3aCHOBaHA Ha 3aKOHMMA MEXaHWKE KOHTHHYYyMa KOJ| Koje
ce yKyInaH JJOMeH Ipobyiema Jeu Ha MOJA-A0MEHE T3B. IICEY/J0 YECTHIIE KOje HHCY MOBE3aHe
Mpe:xkoM (oTyma HaszuB Oe3mpexHa). OACycTBO Mpexe omoryhaBa Iaky MpHMEHY
JlarpamxoBe marepujaiHe (opmyranuje Koja Koje ce mpare (U3MUKe BEeIMYMHE BE3aHE 3a
IocMaTpaHy MaTepujalHy dYecTUuIly Koja ce Kpehe y mpocropy (ciauka 4.2.1.a). Osna
dbopmynammja y MKE ce xopuctu npu npoydaBamky MEXaHHKE UYBPCTHUX Tejla KOJ KOJUX CY
nedopmalje pelaTUBHO Majie y OJHOCY Ha BEJIMYMHY MOCMATPaHOT cCUCTeMa. Y Ciydajy
nmpoy4yaBama kperama ¢uyunnaa, y MKE je neomxomno kopuctutu OjaepoB MPOCTOPHU
npuctyn (cnuka 4.2.1.0) y kome ce mpoMeHe (pU3NUKHX BETMYMHA NpaTe y PUKCHOj TaYKH y
IPOCTOPY KpO3 KOjy Iposaze pasnuuurte yectuue (uynma. Axo O6u ce yectuna iaymna
Be3aja 3a YBOP Y MPEXKH KOHAUHUX elleMeHaTa, y JlarpaH>KoBoM MpHCTYITy, A0JIa3UI0 Ou 110
BEJIMKE TUCTOP3Uje Mpexke 300T BEIMKUX MoMepama dectulla (Giaynaa, Kao Ha MPUMEpP KOJ
TypOyJIEHTHOT CTpYjamba.

0)
Crnuxka 4.2.1 lepopmanmje y MKE a) JlarpanxxoBa marepujanna popmynanuja 6) Ojneposa
npocTopHa Gopmyanyja

besmpexxan kapaktep CIIX wmerome omoryhaBa mocmaTpame Kpertama (iayumga y
JlarpanoBOM MaTepHjaIHOM OIHUCY IITO MOXK€ OUTH KOPHUCHO NPU aHAIM3H WHTEpaKIyje
¢bnynna ca YBpCTUM TelnMMa (Kao IITO je Ha MpUMeEp yaap NTHLA y Kpuio aBuoHa [48] wim
naj jerenuua y soany [50]).

MexaHnka KOHTHHYyMa je TpaHa MeXaHUKe Koja ce OaBU aHAJIM30M MEXaHHYKOT MMOHAIIamkha
MaTepHjajia MOACTUPAHOT Ka0 KOHTHHYaJHOT Teja Kojy je mpsu yBeo Komm y XIX Beky u
KOja 3aHeMapyje NOCTOjame TUCKOHTUHYUTETa [54], OHOCHO YHMILEHUILY N1a je MaTepHja
CauMbeHa O]l MOJIEKyJa (IOCTOjambe Mel)y-MOoJeKyIapHOT MPOCTOpa) Kao U Apyre oOIuke
JTUCKOHTUHYHUTETA Kao IITO je MpocTop mM3Melyy 3pHa rpaHynapHor matepujana. Hymepuuko
peraBame npoodsiemMa moApasyMeBa JUCKPETU3aIM]y TOCMaTPaHOT CHCTEMa Ha KOHa4YaH Opoj
MOJI-JIOMEHA Ha KOje ce MPHUMEHY]y 3aKOHH MEXaHHMKe KOHTHHyyMa. Kox MpexHHX Merona
(xao mTo je MKE) moa-momenu cy nepuHHMCAHH MPEKOM YBOpPOBA KOJHU OTpaHUYABA]y
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KoHauHe enemeHTe [54]. Kox 6e3MpexHrx MeTo/1a MexaHuKe KOHTHHyyMa (kao mto je CIIX)
MOJI-IOMEHU TPEJICTaBIba]y NCEYA0-YECTHIIE KOj€ 110 MHOT'O YeMY O/r0Bapajy eJeMEeHTHUMA Y
MKE wmetoau, anu Koje UMajy Ty MPEIHOCT U MaHy Aa HUCY Mel)ycOOHO CTPHKTHO MOBE3aHe
MpexoM. TokoMm mpopauyHa Moryhe je na ce HEKOj MCeyl0 YeCTUIM MEHajy CYyCeIH, ILITO
npencrasiba npegHoct CIIX merone y ogHocy Ha MKE mpunmkoM mpopadyHa BEJIMKHX
nedopmarmja. 3. 3a cBaKy YeCTHILy, TOKOM MPOpadyHa, BPIIA C€ TMEPHOIUIHO oJpehruBame
cycennux dvectura mro moehaBa kommjyrepcky 3axteBHocT CIIX mertome., Hemocrarak
Mpexe je y morneny nepdmnpmancu mana CITX merone y onnocy Ha MKE.

[Tceyno-uectune (cauuno enementuma y MKE) mpencraBspajy moa-1oMeHe KOHTHHYYMa U
Tpeba UX pa3IMKOBATH O] pEATHUX YecTulla kKoje ce cpehy y JIEM metomu. Ilceyno-uectuna
y CIIX Meroaum mpu Mojaenupamy TpaHyJapHOT MaTepHjajia MOXKe MMaTH OrpoMaH Opoj
peanaux uyectuna. [lpu nedunucamy CIIX mnceymo-dyecTiia KOpUCTE C€ MaTepujaliHe
KapaKTEepPUCTHUKE KOje OIMUCY]y MOHAIIAKE IEJIOT MaTeprjaia Aok ce 3a peanne JJEM decture
KOPHUCTE KapaKTEPUCTHKE MaTepujaia oj KOjux cy yectuuecauutmene. Ilomro je Benuku 6poj
peannux rpanynapaux dectuna y CIIX Meronu anmpoKCUMHpaH jeTHOM BEIHKOM IICEYIO
YeCTUIIOM, OBOM METOJOM C€ HE MOry MOJEIHpaTH HHTepakuuje usMel)y peamHux
rpaHylapHUX 4YecTHIla, Beh m3Mely rpymna peaqHux TpaHyJapHUX YECTHIIA MPEACTABIHECHUX
JEITHOM TICEYI0 YECTHUIIOM.

3a HyMEpHUYKO pellaBame AU(EepeHIMjaTHUX jeJAHAYMHA MEXaHHWKEe KOHTMHyyMma BehunHa
oesmpexaux Merona (mehy muma u CIIX) KopucTH KOJOKAIMOHY AMCKPETHY MeTony[S5],
nok MKE u noneke 6e3mpexxae metone (Element Free Galerkin Mehod [42] wiu Meshless
Local Petrov Galerkin Method [45]) xopucte I'anepkuHoBy metony. Mmeja Ha kojoj ce
3aCHMBA KOJIOKAIIMOHA METO/1a je J1a ce m3adepe KOHAYHO JUMEH3HMOHAIHU MPOCTOp Moryhux
pemiema (00MYHO, MOTUHOMU 10 oapeheHor crenena) u oapehen Opoj Tadaka y noMeHy (koje
ce 30BYy KOJIOKAI[MOHE TaukKe), a OM ce HAlIO pelIeHkhe KOje 3a0BoJbaBa JaTy jeJHAUYUHY Y
KOJIOKAaIIMOHUM Tadkama [55]. Kopunrheme kojokanmone MeTosie je y3pok mnojase oapeheHux
npobJemMa Kao MITO Cy MaTeMaTuyka HeoJpeheHOCT Wik HECTaOUITHOCT MPHU UCTE3amy allu je
IBEHA NMpUMEHa y 0e3MpEeXKHUM METOAaMa 3HATHO IMOTojHUja of ['arepkuHOBE MeTolEe Koja
3axXTeBa IMOCTOjame onpeheHe henmjcke CTPYKType HEOMXOJHE 3a MHTErpalujy U KOJ KOje
mocToje Temkohe 3a7aBama €CEHIMjaTHUX TpaHWYHUX YycioBa. KorokamuoHa meroma je
ocHoBa CIIX dopmynanuje xoja he Outn aeTasbHO 00jalTmkbeHA Y HAPESTHOM JIETTy.

4.3 CIIX dopmyaaunmja

3akoHW OJp)Karba MEXaHWKE KOHTHHYyyMa KOJjU Cy Jath y ((OpMH MaplujaTHUX
mudepeHIMjaTHuX  jeHaYyMHa Cc€ TMpeBoje Yy oOwuHe audepeHrujaaHe jeaTHadynHe
KOpUIThemeM KEpHENl ampoKCUMalldjeé W YEeCTHMYHE anpoKCHUMalldje Koje MPeacTaBibajy
ocHoBy CIIX dopmynanuje (cnuka 4.3.1).
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[Mapuujanue Kepnen [Mapuujanue YecTHuna OO6unyne
Judepennujanne Anpokcumanuja Judepenumjanne Anpoxcumanuja JudepeHuujanne
Jennaunne Jennaunne ———P Jennaunne

Q

Cnuka 4.3.1 CIIX dbopmynaiyja kKepHea ¥ YeCTUYHA allpOKCUMaIrja

4.3.1 Kepnen anpoxkcumauyuja

Y CIIX wMeroam BpeaHOCTH (U3MYKHMX BEJIMYMHA Cy TO3HATE caMmMoO Cy oJpeheHum
JTUCKPETHUM Tadkama (TICey[0 YeCTHIIE), Tako Ja OW Ce W3BPIIMIO HHTETPATHO
NpEeJCTaBJbabe HeKe (YHKIMje MOTPeOHO je yBeCTH MMMYNICHY (yHKIHMjy Koja he yuuHUTH
na BpenHocT GyHKIMje Oyne jeqHaka HyJdu y CBUM TauykaMa OCHM Yy HEMOCPEAHO] OKOJIUHU
nocMaTpaHe Tauke (mceyno uectune) [56]. Jla Ou ce To mocTurio uMmysicHa (yHKIHja Yy
MOCMaTpPaHO] Tauku (yHyTap MHTErpaja) umMa OECKOHAa4YHY BPEIHOCT JOK y CBHM OCTaJIUM
Tauykama uMa BpeaHoCT () Tako Ja ce MHTErPaJbemheM UMITYJICHE (QYHKIIHje 100Mja BPEIHOCT
1. OBa umnyncHa pynkumja ce 3oBe JupakoBa 0 ¢yHkiuja [56] 1 mpuka3aHa je Ha CIUIU
4.3.1.1.

S(X)“
=0
8
6
4
—£/2 €/2
2b— s

21 8 1 2 *

Cnuka 4.3.1.1 IupakoBa 6 ¢yHKIHja

JlupakoBa O (yHKIMja NpeACTaBIba TPAHUYHY BPEAHOCT QYHKIHjE O (x) = linz)lé‘g (x) nare

0 x<—¢g/2
ca; &, (x)=1[l/¢| —g/2<x<0v0<x<g/2
0 x>¢/2

+00

Howmro JupakoBa & (yHKIHM]ja HCIyHaBa YCIOB Jeo0e LelHe j §(x)dx =1 moxemo je

—0
KOPUCTUTH TPUIIMKOM HWHTETPATHOT Mpe/CTaB/hamba QYHKIHM]E jeJHE TPOMEHIBUBE f(x) maTe
U3pa3oM:

f(x)= j f(x')(x—x")dx’, (4.3.1.1)
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v (QyHKIMja BUIIE TPOMEH/LUBUX Tj. (GYyHKIHMjAa BEKTOpa MOJOKAjA X =(X,X,,X;) Yy
TPOJUMEH3MOHAIHOM JOMEHY IMpo0jeMa O3HAaueHOM ca () KOJ KOJUX je HWHTEerpaiHa
pernpe3eHTaluja aara ca:

f(x)=[F(x)5(x—x")ax". (4.3.1.2)

Q

VY jennaumnm (4.3.1.1) x mpexacraBsbaja mapamerap a x' IpeJCTaB/ba MPOMEHJbUBY JIOK Y
TPOAMMEH3UOHATHOM JOMEHY AaToM y jeaHaunHu (4.3.1.2) X o03HadaBa BEKTOp IOJIOXKaja
rocMarpaHe Iceya0 YecTUlle I0K x' IpeCcTaB/ba BEKTOp IMOJIoKaja MaTepujaiHe Tauke Koja
npuIaga IOMEHY yTullaja  mocMmarpaHe rmceymo-uecture [57]. dupakoBe o ¢yHKImje

S(x-xYu o (x - x’) y OKOJIMHH BPETHOCTH X OJAHOCHO Tayke ca BEKTOPOM Mojoxkaja X [58].

JupakoBa & ¢yHKIH]ja ce HE MOXKE CMAaTpaTH KIACHYHOM MaTeMaTHYKOM (YHKIIM]OM jep je
WHTETpal Ki1acudHe (yHKIHje Koja uMa BpeaHocTH (0 y CBUM OCHM Yy j€IHOj Tayku Takohe
jennak 0, nok je uHterpan Jupakose o ¢yHKuuje jenHax 1.

Taxohe J{upakoBoj 0 QyHKIUjU HexocTajy onpeheHe ocoOMHE KIACMYHMX MaTEMAaTHYKHX
(dbyHKIIHja Kao MTO Cy KOHTUHYATHOCT WK TU(EPEHITNja0UITHOCT MITO j€ YNHHU HEMOTOTHOM

3a HyMEPHUUYKO PadyHALE, [1a CE MEKA Ca T3B KEPHEI kuujoM W (x—x',h) xoja Hajuemthe
Y™ YH ) YH ) ]

nMa obmumk [aycwjaHa wiaM TOJMHOMA, a TapameTap /s TpeacTaBiba MYXKUHY TJadama
(smoothing length) xoja onpelyje 30Hy ytuiaja kepuen ¢ynkuuje (o uemy he xkacHuje OUTH
BUIlIEe peun). YBoheweM cmene [lupakoBe ¢yHkuuje ca kepHen QpyHKIMjoM y u3pas (4.3.1.2)

100MjaMO HHTETPAIHO MpeACTaBibamke QyHKIHje [ (x) y 00JIHKYy:
(£ () =] 1 (W (x=x,h)ax', (4.3.1.3)
Q

IJIe je KepHell alpoKCcUMallfja 03HaueHa ca yrilacTHUM 3arpajgama < > .

Hcty ampokcumanujy ¢yHKIUje f (x) naty uzpaszom 4.3.1.3 moryhe je mpuUMEHUTH U Ha

rpaaujent ¢pyukiwje [29] Vf = gi +1, £+;3 o f=i, 2 f , HaKOH uera j00ujamo
ox, ~0ox, = Ox ox,
(VF (%)) = [[Vf (x) 7 (x—x', h)dx'. (4.3.1.4)
Q

Kopucrehu nmapiujanny uHTErparyjy

i[Vf(x')]W(x—x',h)dx' =iV[f(x’)W(x—X',h)]dx'—if(x')[VW(x—x',h)]dx'

(4.3.1.5)
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n Tayc-I'pun-OcTporpaacku TeopemMy KOJOM c€ TpeTBapa 3alpeMHHCKH y TOBPIIUHCKH
UHTErpa J(VF)d V =J (Fn)dS no6wujamo:
V K

S

<Vf(x)> = If(x’)W(x—x',h)ndS—If(x')VW(x—x’,h)dx’ , (4.3.1.6)

=0

rae S TpeacTaBjba 3aTBOPEHY TpaHyYyHY MOBPII OKO 3ampemMuHe Q. AKO je JOMeH
WHTETpaIfje MOBPIIMHCKOT MHTEerpaia S Behu om gomeHa yTuiaja KepHema W(x—x',h)
clenu Jia je MOBPIIMHCKU MHTEerpan u3 jeqHaduHe (4.3.1.6) jeqnak nynu [59]. Ucto Baxu u
kama je ¢yHkmuja f (x') jenHaka HyJd Ha CJI00O0JHO] TOBPIIMHHM MOJeNa, Tako Ja M3

(4.3.1.6) xonauHo 100HjaMo:

(Vf (%)) ==[ £ (x') VW (x=x',h)dx". (4.3.1.7)

Q

Kepuen ¢ynkimja Mmopa 1a 3a10BOJbH YCIIOBE J1€00€ IETMHE M KOMIIAKTHOCTH JIOMEH yTHIIaja
na Ou Moruia ja 3amenu JlupakoBy 0 (yHKIH]y. Y CI0B qeo0e eluHeE je 1aT U3pa3oM:

jw(x—x',h)dx' =1, (4.3.1.8)
Q

JIOK j€ KOMITAKTHOCT JJOMeHa JeuHNCaHa ca:

W (x-x,h)=0, (4.3.1.9)
3a |x - x'| > k-h,rne je h ny)xuHa riadama a k je (akTop cKanupama.

OBa zBa ycioBa ocHrypaBajy Ja Kaja JyKuHa riadama s Texxu 0 kepHen (yHKUHja TEXU
JlnpakoBoj 0 (YHKIIH]H IITO jeé MAaTEMATHYKH JIaTO Kao:

. ' '

lim# (x—x',h)=5(x-x'). (4.3.1.10)
VY mpaktuunoj npumenn CIIX wmeotne, ayxuHa Tiadama h ce oapelyje Ha OCHOBY
neuHucaHor MelyuecTHUHOT pacTojama a Hajuemthe ce y3uma Tako Jla Ha TyXHUHY /4 aohe
jemHa mceymo-uecTuiia. 30Ha (JOMEH) yTHIIaja YecTUlle i je nykuHe kh (0OmuHO ce y3uma
BPEIHOCTH A=2) W TIpEACTaB/ba OKOJMHY MOCMAaTpaHe YecTulle neuHrcaHe BEKTOPOM X Y
K0joj ce Hanase cycenne yectuie. O cyceTHHM decTuiiama ouhe peun y HapeaHoj TJIaBH, a 3a
caga Tpeba mcrahu nma ce oHe KOpHUCTE 3a pauyHame (U3MYKUX BEIUYMHA CYMHUPAHEM Yy
OKBHpPY JIOMEHA yTHIIaja. Y THIIA] CYCEAHUX YECTHUIIA PU CYMHUPamy HUj€ UCTH Beh 3aBUCH Off
yIaJbeHOCTH CYCETHE YEeCTHIE OJ MMOCMAaTpaHe YECTHIle a Ta 3aBUCHOCT je JeHuHHCaHA
KepHel (YHKIMjoM Koja je oOnuka 3BoHa (cnuka 4.3.1.2).
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Cnuxka 4.3.1.2 JloMeH yTuIiaja 3a 4eCTUILY i

Kepnen ¢yHk1mja Mopa OUTH MO3UTHUBHA y OKBHUPY JJOMEHA yTHIIaja U MOHOTOHO omnanajyha,
TaKo JIa Ce ca MOpacToOM pacTojama OJ1 MOCMAaTPaHe YECTHIIE BPETHOCT QYHKIH]E CMambYje.

[Topen HaBeneHMX ycioBa, KepHen (PyHKIMja MoOpa Ja MMa HENpPEeKHJHE U3BOJAE pela Koju
oJroBapa peay AudepeHrjatHe jeAHauuHe.

[Topen penanuje nate jennaunaoM (4.3.1.7), npunukom u3Bohema 3akoHa oapxkama y CIIX
dopmynanuju BaxKHY yJory uMa u cieieha ampokcumaluja: YKOJHMKO C€ HEMpEeKHIHE U
mudepenmjadbmine Gynkuuje f (x) u g(x) Hal)y y OKBHpY MHTErpajiHe penpe3eHTaluje

JaTe U3pa3oMm:

J’f(X')agaE:f,)W(x—x’,h)dx’. (4.3.1.11)

[Tonunrerpanny ¢pyHkiyjy je moryhe passutu y TejnopoB pen oko Tauke x' = X :

(4.3.1.12)

15) ¢

| {f(x) aga i") +(x—x’)%( f(x)ag;(")}..}w(x_x',h)dxa

Kepuen ¢ynxkumja je mapua W(x—x,h)= W(|X—x' ,h) , TIa Cé CBM 4YJIaHOBU M3 HU3pasza
(4.3.1.12) koju umMajy HEmapaH CTeNeH (x—x') ry0e, ¥ ako ce 3aHeMape CBH WIAHOBHU JIPYroT

Y BUIIIET pefa, jeaHaunHa (4.3.1.12) mocraje:

If(x')agai’fl)W(x—x',h)dx':If(x)&ga—i)()W(x—x’,h)dx'. (4.3.1.13)

[TomTo ce BEeKTOp MOJI0XkKaja IOCMaTpaHe TICEYA0 YECTUIle X HE MEHa MPHIUKOM padyyHarmba

Gg(x)
19).¢

uHTerpaia, f (X) MOJKE J1a W€ UCTpe] MHTErpaia, a yHyTap HHTerpaja ocTaje camo

kepren Qynkuuja W (x—x,h)dx' 4mju je uHTerpan Ha OCHOBY yCIOBa f€00€ LeEIHHE

(4.3.1.8) jennax 1, ma Ha OCHOBY TOTa 1001jaMoO:
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ag(x).

43.1.14
ox ( )

1) E XDy (= 1 (x)
o ox
Cana ce kepHen anpokcumauuja (4.3.1.4) npumerbyje Ha rpaujent Gpyuxkuuje g (X) Tako xa

Ha OCHOBY TIPETXOJHOT TIOCTYNKa J0Ja3uMO J0 H3pa3a Koja Ce YecTO KOPUCTH 32
ynpourthaBamwe CIIX jeqHaunna:

ag(x')
ox’'

J’f(x')ag(x’)W(x—x’,h)dx’zf(x)j W(x-x.h)dx'. (43.1.15)

2 ox’'
[IpBoOUTHE KepHen GpyHKIM]je nate Ha ciumm 4.3.1.3 cy 6mte obnrka moguHoMma [27]

_ py3
W(X—x’,h)zW(R,h)zad{(1+3R)(1 R R<1
0 R>1

(4.3.1.16)
[x=x]
h

3aBucu on gumensuje cucrema (3a 1] a,=5/4h, 3a 21 a,=5/zh*, a 3a 3]

rae je R penatuBHa pasgasbuHa u3Mel)y dectwma R = a a, je KOeQUIHJEeHT KOjH

a, =105/167h") u Taycujana [28]
W (Rh)=ae™, (4.3.1.17)

KOJ1 Kora koeduimjenT o, uma cienche spemnoctn: 3a 1] a, =1/7"%h,3a 2] a, =1/ 7h?*,

aza3l a, =1/7""h.

W“ Wn
2 2
15 15
1 1
0.5 05
0 > 0 >
2 -1 0 1 2 (xxYh =2 ] 0 1 2 (x=x")/h
a) 0)

Cnuka 4.3.1.3 [IpBoOutHe anpokcumanuje [lupakose 0 QyHKIHje a) GyHKIM]ja 00InKa
nonuHoMa (jenraunHa 4.3.1.16) u 6) dynkuja odnuka ['aycujana (jennauuna 4.3.1.17)

l'aycujan je GeckonauHo myTa audepeHIMjaduiIaH U MPEICTaBhao OW HaealaH u300p 3a
W3BOJIC BWINET paja, BPJIO je CTAaOWJIIaH W TadyaH MOTOTOBY 3a HEMpaBUIIHO pacriopehene
TICeYI0-YECTHIIe, ajli HUje KOMIIAKTaH MOIITO HUKaga He omajaa Ha BpeaHocT 0 ocuM ako
penatuBHa pa3fga’buHa u3Mel)y uectunia R HE TeXu OeckoHayHOCTU. [aycujaH je
MIPOPAYyHCKH JI0CTAa 3aXTEBHHUJU TOIITO je MoTpeOHa Beha pa3gasbmHa ga OM ce KepHen
npobmmkuo 0 (moceOHO 3a M3BOJIE BUIIET peAa) IMITO JOBOIU 10 BEIHKOT JOMEHA YTHIIaja U
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yKJbyunBama Beher Opoja dectuiia y anpokcumaridjy. [lomnHoMu BUIIET peqa MpeacTaBbajy
Hajuemthe kopumrheHn oOOJMK KepHeNn (QYHKLHUjE jep MOBOJBHO J0OpO arpoOKCUMHUPIbAJy
l'aycujan a mpu TOM cy mpopadyHCKu nocta edukacHuju [60]. Hajuemthe kopumrhenu
noJuHOM Tpeher pena je 1ar jeAHaYMHOM:

E—R?+Lm 0<R<l
3 2
W(R,h)=a, %Q—RY I<R<2 (4.3.1.18)
0 R>2

rae koedunujeHt o, uma cnenehe Bpennoctu: 3a 171 o, =1/h,3a 2]] o, = 15/7xh*, a3a

30 a, =3/27h’.

Jlpyru u3BOJX MOIMHOMAa Tpeher cremeHa je H3JIOMJbEHA JIMHHjAa IITO MOXE H3a3BaTH
HECTaOMIIHOCTH TOKOM IpOopayyHa (Ha mpuMep KO MOJIeNUpama CTpyjama (irynaa ca MaauM
PejronncoBum OpojeBuma [61]) Tako ga je y THM ciydajeBUMa 00Jb€ KOPUCTUTHU TOJIUHOM
MIETOT CTeTeHa KOju je AudepeHITNja0MITHI]H ajli 3HATHO PAdyyHCKH 3aXTEBHH]U U KOJH j€ JaT
cnenehoM jeTHAUUMHOM:

(3-R)’-6(2—R)’ +151-R)° 0<R<I1

3-R)' —6Q2—R)’ 1<R<2

W (R)=a,] O 702K ) , (4.3.1.19)
(3-R) 2<R<3
0 R>3

e koeduimjent ¢, uma cnenehe Bpennoctu: 3a 1J] a, =120/ h,3a 2] a, =7/4787h’, a
3a3l o, =3/3597h’.
Kepuen pynkuuje nate jennaunnama (4.3.1.18) u (4.3.1.19) cy npukazane Ha cnuim 4.3.1.3 a

nope BbUX Mocroje u GyHKIHje 00IHMKa MOJTMHOMA YETBPTOT peaa wim cymnep ['aycujana [29]
al OHE HHCY TOJHKO 3aCTYIIJbCHE.

W 4
1 |
[‘aycujan
0.5} [Tonuuom 3 pena
[TonunomMm 5 pena
0

-2 -1 0 1 2 =(x—x’)/h

Cnuxka 4.3.1.4 Kepuen gynkuuje: nonmunom tpeher pena (jenqHaunna 4.3.1.18), u monuHom
netor pena (jeanaunna 4.3.1.19) y nopehemy ca ['aycujanom (jeanaunna 4.3.1.17)
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[Iporpamcka WMILIEMEHTallMja Pa3IMUATUX KepHeNl (yHKIWja je jeaHOCTaBHA, TOIITO je
pauyHame KepHed QpyHKIHja Moryhe U3/BOJUTH Yy OTHPOrpaMe, TaKo Ja Ce Y 3aBUCHOCTH O]
KapakTepUCTHKa MpobiieMa KOju ce MOAETHpa Mo3uBa oArorapajyha kepHen ¢yHKLHja Koja
3a IaTu IpuMep Jaje Hajoosbe pesynrate (CIuyHo u30opy Tuna enementa kog MKE metoze).

4.3.2 Yecmuuna anpokcumayuja
Jla 6u ce HyMEpUYKH H3padyHaja BpPEAHOCT (YHKIMje HAKOH KEpHEN amnpoKCcHMallyje
(jemnaumnHa 4.3.1.3) moTpeOHO je M3BPILIUTH jOII jeAHY, YECTHUHY anpokcumaryjy. [lomto
Opoj uectnua Huje OeckoHayaH Beh je moMeH yTunaja Q mojesbeH Ha KOHauaH Opoj moi-
nIoMeHa e(pUHUCAaHUX KOJIOKAIMOHUM IICeyI0-YeCTUIlaMa Koje 3ay3uMajy CBOj JIe0 MPOCTopa
U MMajy KOHCTaHTHY Macy. KoHtunyamHu oOnuk aar jemHauuHoM 4.3.1.3 ce mpeBoau y
IUCKPETHU OOJIMK CYMHPAHEM 10 CBUM UYECTHIlaMa y OKBUDPY JIOMEHA YTHIaja Q IpU 4eMy
ce MHpUHUTE3UMAJIHA 3alpeMuHa dX Koja OAroBapa MpoCTOPY OKO BEKTOpa MPOMEHJFUBUX
X' IIpeTBapa y KOHa4Hy 3anpeMuHy AV’ Koja oarosapa cycemHoj neeyno-uectunu j. Caka
nocMaTpaHa Iceymo-uectuna oapehena BekropoM nosnoxkaja X (omHocHo x') mma oapehen
CKyIl CyCeIHUX YECTHMIa KOjé C€ Haja3e y OKBHUPY HEHOI JOMEHa yTHullaja Koje Cy
neduUHUCAaHE BEKTOPOM I0JI0Kaja X’ U KOje UMajy 3alpeMUHY:

AV :F’ (4.3.2.1)
rie je m’ maca a p’ ryctuna cycenne yectuie. OBaj CKYI CyCeHUX UeCTHIIA 03HAYABAMO Ca
SS (ckyn cycena) Tako na umamo j € SS. Cana necHy crpany jeaHauuHa 4.3.1.3 u 4.3.1.7

MO>KEMO allpOKCUMHUPATH Ha cliefiehun HauuH:

=[F(XW (x=x.h)ax' = 3 AV f(x) 7 (x' =, ), 43.22)

jeSSs

:_If YV (x—=X,h)dx'~ =3 AV f(x) VW (x'=x/,h).  (43.2.3)

jeSS

Kopucrehun m3pas 4.3.2.1 mobujamo KoHauHe u3paze kKoju MareMatuuku omnucyjy CIIX
dbopmynaiujy npukaszany Ha ciauiy 4.3.1, 1 Koju cy 1aTu ca:

(r(x))= ];“’Z—jf(x" W (x' =’ h), (43.2.4)
(v(x))= Z f( IWw(x'=x,h). (43.2.5)

/eSS

4.4 Hepocramu CIIX metone

[Iperxomgno ommcana CIIX ¢dopmynanuja wma u oapeheHuX HemocraTtaka, MOCEOHO
NPWIMKOM MOJIEIMpalka YBPCTHX Tela W HECTUIUBMBHX (QIynaa, KOjU TOTHYY OI
KopuniheHux arnpokcumanmja [62].
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4.4.1 Konzucmenuuja

Kox Hymepuukmx MeToAa pei KOH3HMCTEHIMje O3HavyaBa pell IMOJIMHOMAa KOjU C€ JaToOM
METOZOM MOXXE PENpOAYKOBATH MOTIYHO TAa4HO. YKOJHUKO j€ aHAJIMTUYKO PEIICHE BHIIET
perna ox pena KOH3UCTCHIMjE 0Jla3d [0 TPElIKe NPU HYMEPHYKOM pemaBamy. Pen
KOH3HUCTEHIM]€ KOJU HEeKa HyMepuyka MeTojJa Mopa Ja 3aJ0BOJbH ce oapehyje Ha ocHOBY
pena mapuujanHe qudepeHirjaTHe jeJHaunHe KOoja ce pellaBa JaTOM METOJOM Tako Ja 3a
jenHaumHe pesa 2k moTpebHa je KOH3MCTeHIHja k-Tor peaa ogHocHo C*. Ha ocHOBY ycrmoBa
neobe nenuHe nator jeaHaunHoM 4.3.1.8 3akipyuyjemo na y uHTerpanHoj ¢opmu CIIX
METO/a IMoceayje KOH3MCTEHIIH]y HYJITOT pela Tj. MOXe MOTIYHO Ta4HO Ja pPEnpolyKyje

MOJIMHOME HYJITOT penia (KOHCTaHTe) f (x) =c:

f(x)=[ew (x=x,h)dx =c. (4.4.1.1)

Q

3a nmuHeapHy GyHkIHjy f (x) =¢, +¢,X Tpeba na Oyae 3a10BOJbEHO:

£(x)=[ (e +ex )W (x=x,h)dx' = ¢, +¢x. (4.4.1.2)

Jennauuna 4.4.1.2 Moxe 1a ce yIpOCTH Kao:

jx'W(x—x',h)dx’zx. (4.4.1.3)

Q

Ako jenaunny 4.3.1.8 TOMHOXXUMO ca JieBe CTpaHe ca X J00ujamo:

[xw (x=x',h)dx' = x. (4.4.1.4)

Q

Axo cama omysmemo jeaHauuHy 4.4.1.3 on jennauune 4.4.1.4 noOGujamo YCIIOB JTMHEapHE
konsucteniyje CIIX kepHen anpokcumaryje:

[(x=x)w (x=x,h)dx' =0. (4.4.1.5)

Q

Ha cmvan HaunH 100uja ce U yCJioB 3a KOH3UCTEHIIH]Y k-ToT peaa [29]

J(x—x’)k W(x—x,h)dx' =0. (4.4.1.6)

Q

[IpeTxomHO matu yclioBU KOH3UCTEHIIM]E€ Ba)KE€ CaMO Yy MHTErpaiiHoj GOpMH JTOK C€ HAKOH
YEeCTUYHE  amnpoKCcHMaldje TyOM  KOH3UCTEHIIMja  yCJed  TaKO3BaHE  UYECTUYHE
HEKOH3UCTEHTHOCTH [37]. JluckpeTHH OONMIM yClIOBa KOH3UCTEHTHOCTH 3a KOHCTAaHTY H
JMHEapHY jeJHaYnHY Cy AaTu jenHaunHama 4.4.1.7 u 4.4.1.8 pecnieKTUBHO:

SS ' N
YW (x'—x h)—=1, (4.4.1.7)
= P
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ss ' ' ' m’
> (x =) (x —x’,h)on. (4.4.1.8)
Jj=1

OBu ycroBU HUCY YBEK UcTymeHU (cnuka 4.4.1.1), Ha mpuMep Kaja ce yectuile Hal)y Ha WiIu
Onu3y TpaHMIIe JOMEHa MpobiieMa na ce JOMEH yTHIaja YeCTUIE ceue ca TPAHUIIOM JI0MEHa
npobnema (crnuka 4.4.1.1.6). Y ToMm ciydajy ca jeaHe (yHyTpallmkbe) CTpaHe MOCTOje YECTHUIIS
KOj€ IOMPUHOCE CYMH JIOK ca JpyTe (CIOJbaIbe) CTPaHEe TE YECTHUIE HEJOCTA]y TaKo Ja HHje
UCIIyHEeH ycioB neobe menuHe [57]. Hpyru ciaydaj Kajga oBaj yCJIOB HHjE WUCIYHEH je Y
ClTy4ajy HepaBHOMEpHE pacnojene yecturna (cinuka 4.4.1.1.B).

w w

['panmua

@ 4 4 .’.1‘ ¢ e

2) 6) B)

Crnuka 4.4.1.1 Yrtunaj pacropesa 4eCTHIa Ha KOH3UCTEHIU]Y a) paBHOMEPAH pPacrope
YEeCTHIA YHYTap IOMEHa, 0) YeCTHUIle Ha TPaHUIIA JJOMEHa poOyiemMa, B) HepaBHOMEpaH
pacnopen yecTuiia

Jla Ou ce OTKJIOHWJIM OBH HemocTalu Kopucre ce oapehene merome [29], Tako ma ce Ha
rpaHdIiaMa JOMEHa yBoJe BHpTyenHe dectuie (ciuka 4.4.1.2) H0K ce HepaBHOMEPHH
pacmopen uYecTulla aHyJupa MPOMEHJBUBOM AYKMHOM IJladama /4 Tako Ja ako je pa3Mak
n3mely yecrunia Behu Behu je u ToMeH yTriaja yectuiie u 0OpHYTO.

['pannia
e MoOJICIIA
L ]

Bupryenue
gecThre *
Homen  ©
s o
yTHLaja o/

e Peanne
e UYECTHIIE

Cnuka 4.4.1.2 [lonaBame BUPTYSITHUX YE€CTHUIIA 1a O c€ YIIOTIYHUO IOMEH YTHUIIaja
TPaHUYHE YECTHUIIE

Takohe, mocTuzame IMHEApHE KOH3UCTEHIMjE je OMOIryheHO HOpMalu3alijoM KepHel
¢ynkuuja [39],[41]. 3a 1/] npobiiem ako mocMaTrpaMo Tauyky Koja ce Hajia3u OJIU3y TpaHHIle
UMaMo:

(f ()= [ £ (W (x=x',h)dx' =B [ £ (x' W (x=x,h)dx'.  (44.1.9)

A A
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rae je A KOMIUIETHU JOMEH yTHllaja KepHen QyHKIHje, A’ je HEeKOMIUIETHU JOMEH, JIOK je
B, xopekmonn u3pas Koju MoXeMo 100uTH ako (GyHKuujy passujemo y TejinopoB pen oko

TayKe X:

dx .
. (4.4.1.10)
=B f(x)+®(x—x’)+... IW(x—x',h)dx'
: dx i
KopuirhemeM caMo IPBUX WiaHOBa y jeqHauunu 4.4.1.10 nobujamo:
1=B, [W(x—x,h)dx'. (4.4.1.11)
o
Opnaxre je KopeKIroHu pakTop B,
1 1
B = =5 . (4.4.1.12)
_[W(x—x h)d —W(x X h)
4 Jj=1 p
Tako Ja jenHaunny 4.4.1.9 MoxeMo J1a HarumeMo Kao:
If(x')W(x—x',h)dx'
(f(x))== (4.4.1.13)

IW(x—x’,h)dx'

Ako ymecto pyukuuje f (x) TpaxuMo rpaaujent pynxuje V[ (x) MaMo:

j Vf (x'Wdx'

(Vf (%)) :W:

[ [proms o] [ o] 0

A ! ] A' o]

raie ce paaum Kpaher 3ammca kepHen (yHKOHMja TpeAcTaBiba  0e3  mapaMerapa
W(x—x',h)—)W

[Tommrro je mpBu wian y u3pasy (4.4.1.14) jenqnak 0 3a 11€0 JOMEH yTHIIaja UMaMO
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(Vf (x))= Uf(x')de}UVdelUf (X')Vde'}{ ! de']

(4.4.1.15)
dex’
v

4.4.2 Hecmabunnocm npu ucmesary

[TpobnemM HeCTaOMITHOCTH MPH UCTE3alby HE 3aBHCH O] KOpHITheHe WHEeTrpaluoHe eMe WIH
BEJIMYMHE BPEMEHCKOI KOpaka M TOCIeOHlla je KapakTepucTuka kepHen ¢(yHkuje[35].
Kopumhewem ®on-HojMaHOBe aHanmu3e CTaOMIIHOCTH KOja MOCMAaTpa Mpomaraiujy Majiux
nepTypoOaiyja He3aBUCHUX NTPOMEHJBMBUX y JE€IHAYWHU KpeTama JI0J1a3u ce J0 YCJIOBa KOjU
MoOpa OWUTH UCITYE-EH Ja OU JTOIIIO 10 HECTAOMITHOCTH JaTOT U3Pa30M:

W's>0, (4.4.2.1)

r7ie je C HaloH KOju je IO3UTUBAH y CIIy4ajy 3aTe3ama a HeraTUBaH y cly4ajy MpPUTHCKa, a
W' je mpyru u3BOjA KepHen (yHKIMje Tako jga ako ¢y W' W G HCTOr 3HaKa J0jasd Jo
HecrabuinHoctn [35]. Ca o03upom na je yoOwdajHu H300p Oy)KMHE Tiadama /i jeIHaK
MOYETHOM pa3Maky mimel)y dectuna, 3a 1J] mpobiem mmamo 1a ce mpBa cyceaHa 4ecTHIla

! !

. X—x . X—X . "
HaJIa3W Ha pPacTojamy 5 =1 a ngpyra Ha pactojamy = =2 Tako 1a je BpeaHoct W

Ha uHTepBany 1-2 mpecynHa 3a crabmiIHOCT. 3a KepHen (yHKIMje o0snKa noirHoma tpeher
U TeTor peaa Apyrd u3Boj je aar Ha ciauuu 4.4.2.1. Ca oBe ciMke ce BUOM Jla je Ha
uHTepBaNy 1-2 npyru u3Box 3a 00a KepHeJa MO3UTHBAH, TAaKO Jia je 3a MO3UTHBAH HAIOH
(3are3ame) ycnoB 4.4.2.1 3a10BOJbEH TE€ J10JIa3U O HECTAOMIHOCTH JOK je 3a NPUTHCAK
(HeraTuBaH HANIOH) MOJIEN CTa0MIaH.

!i"’;‘ 14 : Ww'rw

1 ;

0 - :
' .05 . \/ 1
_1 3

-1.5¢

-0.5
-1
-1.5
e, Y

T2 )k T2 40 T T Gy

a) 0)
Cnuka 4.4.2.1 Hajuenthu o6unim kepHen (yHKIHja ca IpyrUM U3BOAMMA a) IOJIMHOM Tpeher
pena 0) MOJIMHOM METOT pela

HecrabunHocT npu ucTe3amy KapakTepullle eKCIIOHEHIU]aTHU PacT BPEIHOCTH Y OCHOBHUM
jeqHayMHaMa KOju ce MaHHUQecTyje HENpHpPOTHUM 30HMjarbeM YecTHIa U (pparMeHTanujom
ycien HyMepHUKUX ymMecTo (pu3udkux y3poka. Ha cnunm 4.4.2.2 npukaszana cy momepama y
MOAYKHOM TIpaBIly Mojelia Koju je (PUKCHpaH Ha CpPeJIWHH, Tako Ja je JICBH Je0 Mojena
ontepeheH Ha MPUTUCAK U Yy HBEMY Cy MOMepama YeCTHUIlAa PAaBHOMEpPHA, JIOK je TECHH Je0
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ontepeheH Ha 3aTe3ame U y TOM JEIy J0J1a31 10 HEPABHOMEPHHUX MMOMEpama U MOCICIHIHO
10 301jama YecTuIla a KacHHje U 0 (hparMeHTaIyje Mojena.

Crnuka 4.4.2.2 HecTaOWITHOCT NP HCTE3ambY: MoIeT PUKCUPAH Y CPEAUHH, JICBH JIE0 je
onrepeheH Ha MpUTHCAK a IECHU HA UCTE3ame

[TocToju BUIIE MpHCTyNa KOjUMa C€ BPIIM KOpekiHja oBe rpemke. OBH HPUCTYIH CYy
npahenu onpeheHnM HenocTanuma, 1 6uhe yKkpaTko HaBeIeHH Y HaCTaBKY.

[Tomro je HecTaOWMIHOCT MPY3pPOKOBAaHA KapakTepHcTHKama KepHen (yHKuuje, Ouno je
MOKYyIlIaja Aa ce mpoOieM pemu JAepHHHUCAHEM KepHela KOju OM CIpeYro HETpHpPOJIHO
rpynucame udectuna [63], amu OBakBM KEpHEIW Cy 3HATHO OCET/bUMBHJU HaA HENpaBUJIAH
pacniopen yectuna [40].

JlonaBame IUCHIIATUBHUX WIAHOBA 3a CTa0MIM3aLM]y OU(EpeHIMjaTHUX jEeJHAYMHA je
ocHoBa [Ipucryna xonszepBatuBHOT riadama (Conservative Smoothing Approach) [38], [64]
aJTi KOJT OBOT IIPUCTYIA MOXKE AOhH 0 CMamemha TAYHOCTH Pe3yJITaTa.

Takohe, mocToju W TpHUCTYm KOJ Kora ce padyHame HamoHa Bpmm BaH CIIX Ttauaka
MPaKTUYHO MOJpa3yMeBa IIOCTOjame JBa CKyma dYectuua. [IpBM CKym HOCHM MOJaTKe O
Op3UHU, Macu U AYKUHHU IJ1avama, 0K IPYrH CKyN HOCU MH(GOpMalije 0 HallOHY, TYCTHHH U
yHyTpammkoj eHepruju [65]. Kox oBor mpucrynma mpoOiem mpencraBiba aepuHUCAE
HAIlOHCKMX Tadaka y mpoctopy kon 2/ m 3] mpobiema U HBUXOBO KpETame MPUIUKOM
nedopmaryja.

Henpuponno 36ujame CIIX yectunia 6u y peaqsHuM Teinuma OUio oHeMOTryheHO JenoBameM
onbojuux cwia mehy aromnma [40], Tako Aa je HA OCHOBY T€ aHAJIOTH]E YBEJCHA BEIITauKa
cwia, Koja je y (GyHKIUJU O KepHela U Koja pacTe Kako ce pacrojame Mehy cycenHum
gyectuiiama cmamyje [40].

4.4.3 Hynamu enepzemcku moo

Hyntu eneprercku Moj je madI0H oMepama YeCTHIIA KOjU HE MPECTaBIba KPETame KPYyTOr
TeJa W MPOY3pOKyje AeGopMaIlioHy €HEprujy jeHaKy HYJIH IITO je MOCIEeAHIa payyHamba
NPOMEHJBHBHX M BbUXOBHX U3BOJIAa Y UCTUM KOJIOKAIIMOHUM Ta4ykama. To JOBOAM 10 peKUMa
nedopmarija KojuMa ce He CyNpoTCTaBJba yHYTpallllbi HamoH. HynTu eneprercku mop ce
Hajuemthe jaBjba y OOJIMKY ocuMianMja rmojba Op3WHA WJIM I0Jba HANOHA Ca TaJacHOM
Jy>)KHHOM JyTUI0 BehoM 01 Mel)ydeCTHYHOT pacTojama.
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VYkonuko moske Op3WHa OCIMIyje TajdacHOM IY)KHHOM Iymuio BehoMm oa MelhydectuyHor
pacTojama J0Ja3M /0 T0jaBe Ja M0Jbe HAllOHA M3IJIea KOHCTAHTHO y 4yecTunama. Tako na
MOIITO HEMa MPOMEHE HaloHa ycle/ ocluiIanyje Op3uHa HeMa HU yOp3ama 4ecTHlia Koje ou
ce CyNPOTCTaBHIIO OBOM KPETamby.

VYKOJIMKO MMOJbE€ HANOHAa OCIMIIYje TaJacHOM IYXXHHOM Iymjio Behom ox mehyuectuyHor
pacrojama 24 (cnuka 4.4.3.1) HaNOHU y YECTULIM NIPE U YECTUIM TOCIE MTOCMATPAHE YECTHUIIE

(3a 1]] npumep) ycmen kapaxrepuctuka kepHen Qynkumje W'(—Ax)=-W'(Ax) ce
MOHUIITABajy y H3pa3y 3a yOp3ame, a MOWITO je NpPBH HM3BOJ KepHesn (yHKLHjEe 3a

MoCcMaTpaHy Tauky i ( W'(xi) =0) nobujamo fa je 3a Ty Tauky yOp3ame Takole jeHaKko HyIu

v

Crnuka 4.4.3.1 Ociunanyja moJba HaroHa Koje MPOY3pOKY]y HYJITH EHEPTETCKH MO

3a caja jeAMHU HAYWH MPEBa3MIIAKEHa OBOT HEAOCTATKa j€ MOJACIHMpame mpoodieMa ca JIBa
THIIA YECTUIIA, JeJaH KOJU CIY)KH 3a padyHame Op3WHa a JIPyrd 3a padyHame HamoHa [41],
[65] u koju Takole ciryku 3a periaBame MpodieMa HecTaOMITHOCTH NpU HcTe3amy. Kao mro
je Beh pedeHo Koa OBOT MpHCTYIa MPoOJIeM MpeAcTaBiba JeUHICAKHE HAOHCKUX Tayaka y
npoctopy ko 21 u 31 mpobiiema 1 BUXOBO KpETame MPUINKOM JiehopMaliyja.

4.5 3axonu 0ajganca

3aKkoH ofpXKama Mace, 3aKOH OajlaHca MOMEHTa M 3aKOH OajlaHCa eHepruje MpeicTaBibajy
(dbyHIaMeHTallHE 3aKOHE MEXaHUKE KOHTHHYyMa KOjU BaXKe€ y CBHM TIpaHaMa MeEXaHUKe
KOHTHHYYMa U Mopajy OUTH 3a/I0BOJbEHH Y HYMEPHUYKHM METO/laMa Koje Ce KOPUCTE IpH
pelaBamy pazIuIuTHX MpoodiieMa 3a OMIIO KOjU MaTEPHjaIHM MOJIET U Y CBaKOM TPEHYTKY
BpemeHa [66],[67].

4.5.1 H3600u puzuuxux eenuuuna

VY 3aBUCHOCTH oA TUNa (popMyrnalyje, y MEXaHUIIM KOHTHHYyMa IIOCTOje TPH BPCTE U3BOJA
Heke (U3MYKe BeTMIrHE Koju he OUTH yKpaTKO OMHMCaHU, a JIeTaJbHUje 00]jallkbemne je 1aT0 y
[66].

MarepujaaHi M3BOJ MaTE€pPHjaJIHOr ToJba. MaTepujaiHO TOJbe HEKE CKajlapHE, BEKTOPCKE

WIM TEH30pPCKE BEJIMYUHE j€ I0Jbe y KOME Cy HE3aBHCHE NPOMEHJBHBE IOYETHH BEKTOP
: 0 0 . .
nojokaja "X W BpeMe ! M O3HauaBa ce ca . ( X,t). MarepujaqHU U3BOJ MaTEPHjATHOT

I10Jba MOXKE a CC ,HG(I)I/IHI/II_HC Kao:
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B D°F(°x,t) B 0°F(°x,1)
Dt ot 0

X

F(°x,1) (4.5.1.1)

Jlowu ungeke y (4.5.1.1) o3HauaBa 1a je BEKTOp MOJOKaja "X KOHCTaHTaH JOK CE BPIIH
napuyjadHd M3BoJ. JlaTh M3pa3 O3HayaBa NMPOMEHY BEIMYMHE MAaTepHjalHOTr Mojka 7 3a
crelpUYHy YECTHIY KOja y MOYETHOM TPEHYTKY 3ay3uMma IOJIOKaj ’X M Ha3uBa Ce
MaTepHjajJHu M3BOJ IO BpeMeHy. [Ipyrum peunMa, MaTepHujaaHu H3BOJ| MPEACTaBIba Op3uHY
KOjOM Cce BeIuMuMHa 7 MeHa y TOKYy BpeMeHa JOK ce mocmarpad kpehe 3ajenHo ca
YECTHUIOM.

IIpOCTOpPHM _M3BOJ NPOCTOPHOr _110J/ba. Y MpPOCTOpHOM mosby .7 ('X,f) He3aBUCHe

NPOMCHJBMBE CY TPEHYTHH BEKTOp IMOJIOKaja ‘X W Bpeme f. IIpOCTOpHM U3BOA MO BpEMEHY
npocTopHOr noJba -7 ('X,f) mpeacTaBsba U3BOJ TOT 110Jba y OJHOCY Ha BPEME ! TIPU YEMY j€

no3uIKja PUKCHA OJJHOCHO 'X = const

_dF(x ) 0F(x1)
dt o

F('x,1) (4.5.1.2)

JIpyruM pedrma, TPOCTOPHU U3BOJ MpPEJCTaBJba OpP3MHY KOjOM C€ BEIMYHMHA .7 MCHa y

TOKY BpEMEHA JIOK Ce IocMarpad He momepa ca MO3MIMje 'X =const KpO3 KOjy MpoJase
pasnuuuTe MatepujanHe yectuie [68].

MartepujaaHi W3BOJ MPOCTOPHOT M0Jba. MaTepHjajiHu U3BOJ 0 BPEMEHY MPOCTOPHOT M0Jba

£ ("x,t) npencTapiba N3BOJ MO BpeMEHyY TOT 110Jba JIOK je X = const

DE(xe) [0F | a("x)t]
Dt ot

F('x,1) (4.5.1.3)

Ox=77"'("x.t)

OBaj u3Box ce mobMja Tako IITO C€ MPBO MPOCTOPHO MOJbE MPECIUKaBay MaTepHjaTHOM
OMHCY TJe 3a BEKTOp Moiokaja mMamo pemarmjy 'X — y(°x,f) xopucrehu QyHKIm]y
NpecirKaBama y , HAKOH Yera ce Halla3d MaTepHjajHH W3BOJ TaKO MPECIUKaHOT I0Jba, a
OTOM Ce Pe3yNITaT HPeciKHKaBa yHa3ajx y mpocTopHH omuc kopumhemeM "X —> 3 ('X,7)

¢dbyHKIIH]ja IpecTuKaBama [68].

4.5.2 Konauna u ungpunumesumanna KOHMpPoOIHA 3anPemMuna

AKO mocMaTpaMo KOHTPOJIHY 3allpeMHUHY KOHAUYHUX TUMEH3Hja Y HEKOM Tely O3HaueHy ca
KOja je orpaHHyYeHa ca 3aTBOPEHOM IMOBPUIMHOM Sy JlarpaHKoBoM MaTepujaTlHOM OMHCY, Y
3aBHUCHOCTH O] TIpo0jieMa, OHa MOXE Jla MEHa I0JI0XKa], 3alpeMUHy W OOJWK, ajid HCTa
KOJIMYMHA MaTepuje Ce YBEK Haa3W yHyTap KOHTPOJHE 3alpeMHHE TaKO Ja je HheHa Mmaca
KOHCTaHTHA (ciuka 4.5.2.1).
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Cnuxka 4.5.2.1 KoHTposaHa 3anpeMuHa 1 KOHTPOJIHA MMOBPIIKMHA y TOCMATPaHOM TELy

AKO ce 3aKOHH OJIpKama MMPUMEHE Ha KOHTPOJIHY 3anpeMuny V' no6ujamo Bojehe jeqHadnHe
y uHTerpanHoj hopmu [29].

JIpyry IPUCTYTI je TocMaTpamke HHPUHUTE3UMAIHE KOHTPOJIHE 3allpeMHUHE O3HaueHe ca oV
KOja je orpaHn4eHa MHPUHUTE3UMAITHOM KOHTPOJIHOM MOBPIIMHOM OS5 (cnuka 4.5.2.2).

Cnuka 4.5.2.2 VHbuHUTE3MMaTHA KOHTPOJIHA 3aipeMUuHa U THOUHUTE3UMATHA KOHTPOITHA
MOBPIINHA Y IOCMATPaHOM TEILY

OBa wH(}HUHWTE3WMMANIHA 3allpEMHHA j€ JIOBOJHHO BEJIMKA Ja y 0] Ba)XXe MPETIIOCTaBKE
MeXaHHKe KOHTUHYYMa a ca Jpyre CTpaHe je JOBOJbHO Majia JIa je BPeAHOCT HEeKe BEIHUrHe
nmosba KOHcTaHTHa [29]. MHpuHUTE3MManHy 3anpeMuHy OF | MOBPIIMHY OS MOXEMO
3aMEHUTH AUQEPEHITN]jaTHOM 3alIPEMHUHOM d}/ W TOBPIITMHOM dS .

Cnuka 4.5.2.3 ludepenuyjanna 3anpeMuHa 1 IOBPIINHA

BekTtop Op3uHe WMHPUHUTE3UMATHE 3alpeMUHE je aT ca v:(vl,vz,v3). AKo ce 3aKkoHU
oIpXKama MpUMEHE Ha WHOUHUTE3UMAIHYy KOHTPOJIHY 3amnpeMuHy no0Oujamo Boxehe
jenHaunHe y GopMu mapuujanHux JuQepeHlHjaTHuX jenHadynHa Koje ce kopucre y CIIX
meTonu [29].

[IpomMeHa KOHTPOJIHE MOBPIIMHE U3a3MBa MPOMEHY KOHTPOJIHE 3alpEMHUHE TaKO Ja 3a CIy4aj
nudepeHnrjaiHe TOBPIIMHE U 3alIPEeMUHE UMaMO:
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AV, =vAt-hdS (4.52.1)

rie je A jeqUHUYHM BEeKTOp HOpMaie Ha MOBPIIMHY dS a Af je BPEMEHCKHM MHKDEMEHT.
VYKkymHa nmpomMeHa KOHTPOJIHE 3ampeMuHe ce Ao0uja MHTerpajbeeM m3pasa (4.5.2.1) mo
NOBpIIMHU S :

AV =ijt-ﬁdS . (4.52.2)
S

Jlesvemem 00e ctpane ca Ar u npuMeHoM ["ayc-I'pun-OcTporpaacku Teopeme 1001jamMo:

AV

=(V-vav. (4.5.2.3)
a7

VYKOIMKO ce€ KOHauyHa KOHTPOJIHA 3ampemMuHa Yy jenHauumHu (4.5.2.3) cmamu Ha
MHOUHUTE3UMAJIHY BEJIMUMHY jeHaunHa (4.5.2.3) nocraje:
A(SV)
At

=(V .v)jd(éV) =(V-v)or. (4.5.2.4)

Tako na je u3Boa MO BpeMeHy MpOMeHe HH(PUHUTE3UMAaTHE KOHTPOJIHE 3allpeMHUHE JaT ca:

D(6V)
Dt

=(V-v)or. (4.5.2.5)

W3 jemnaunne (4.5.2.5) u3pa3 3a auBepreHiujy opsune [29] ce nobuja y cinenehem obmuKy:

_ 1 D)

y= (4.5.2.6)
SV Dt

4.5.3 3axon oopicarwa mace

3a uHQUHUTE3UMAIHY Macy oOm Kojy mnocMarpamo Yy JlarpaHXoBoj MaTepHjasiHoOj
¢dbopmynanuju 1 Koja 3ay3uMa HHPHUHUTE3UMAIIHY 3allpeMUHy O} umamo:

Sm=pdv . (4.53.1)

[TomTo je Maca KOHCTaHTHA y KOHTPOJIHO] 3allpEMHMHU MaTepHjaliHu U3BoJ u3pasa (4.5.3.1)
je:

D(6m) D(psV Dp  D(V
(om) _D(poV) _ 5, P (V) _o. (4532)
Dr Dt Dt Dr
[peTxo/Ha jeHAYMHA MOXKE JIa CE HAIHUIIE KaO:
D 1 D(oV
2Py —L:O. (4.5.3.3)

Dt p5V Dt
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KomOunoBamem jennaunne (4.5.2.6) ca jennaunaoM (4.5.3.3) nobujamo:

Dp v,
ZF . _o5Wey=—p—L. 4533
D~ " P o, ( )
[TpumeHoM kepHen anpokcumaryje, uspas (4.5.3.3) nocraje:
& ’
<@> = [wp S (4.5.3.4)
Dt 5 Oxy

rze ¢y ca ' 03HaueHe BPEIHOCTH KOje ce pauyHajy y Taukd Koja je neduHrcaHa ca BEKTOPOM
IIPOMEHJBUBUX X' .

VYupomhaga:em jegnaunne (4.5.3.4) kopunthemwem uspasa (4.3.1.15) nobwuja ce:

a ’
<@>:_pIW 5 ax' (4.5.3.5)

Dt 5 é’x'ﬂ

[Taprujannom uHTerpanyjom uspas (4.5.3.5) nocraje:

Dp ow
N Wv, + V, —dx' . 4.53.6
<Dt> P RL) G 230

[IpBu unan necHe crpane jeaHaunHe (4.5.3.6) MOKe J1a ce MPOIIMPH Ha cienehu HauuH:
P, = pf L (v, Yax (4.53.7)
5 dx’

Kopuctehu 'ayc-I'pun-Octporpaacku Teopemy 3anpeMUHCKH uHTErpan (4.5.3.7) ce mpeBoau
y MOBPIIMHCKH:

d ! ! /
pjg(Wvﬂ)dx =ijvﬂndS. (4.5.3.8)
Q S

AKO TpeTrnocTaBUMO Jia je 3alpemMuHa () JOBOJbHO BEJMKA Ja Ha HEHO] MOBPUIMHH S

KOMIIAaKTHU KEpHe W(x—x',h) TEXH HYIH CIEAW Ja je MOBPIIMHCKM HMHTErpajg Jaar

jennaunHoM (4.5.3.8) jeqHak HyJIM OAHOCHO TMPBHU WiIaH JECHE cTpaHe jeqHadyuHe (4.5.3.6)
MOJKeE J1a C€ 3aHeMapH TaKo Jia ce J00uja:

<@> =p[v, W o' (4.5.3.9)
Dt o é’xﬂ

[TpumenoM vecTudHe anpokcumaryje u3pas (4.5.3.9) mocraje:

D_pi: izmj jévWij

— — 4.5.3.10
Dt jess P’ ! ﬂxjﬁ ( )
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Jla 6m jenHaumHa oapkama mace (4.5.3.10) Ouna y ckirany ca jerHadnHOM OajiaHca eHepruje
(xoja he Outu mara y mornasiby 4.5.5) moTpeOHO je yBecTu paznuky Op3mHa kopuctehu [33]
YHILEHUILY /1a KepHeN uirue3ana y 6eckoHaunoctu (4.3.1.9)

jl—d '=0 => pvﬁjj—w,/dxeo. (4.53.11)
2@Xp

[TpumenoM decTudHe anpokcumaryje o u3pasa (4.5.3.11) ce mobwuja:

J i J ij
l'vl' ﬁW ,zm ﬁW

=p
jess /Oj é’xﬂ /eSSp ﬁ é’x/;

= 0. (4.5.3.12)

Onysumamem u3pasza (4.5.3.12) ox m3paza (4.5.3.10) noOuja ce KOHAYHU OOJNHMK 3aKOHA
onpxkama Mace koju ce kopuctu y CIIX dhopmynanuju:

Dp' i om ;oW
——=p" ) —(v, -V, — . 4.5.3.13
Dt pj;SSp’(ﬂ ﬁ)axl ( :

4.5.4 3axon 6ananca Koauuune Kpemaroa

3aKoH oJpXKama KOJIMYHHE KpeTama (KOjU C€ Y CTPaHO] JUTEPATypPH YeCTO Ha3WBa 3aKOHOM
OJIp>Karba JIMHEapHOT MOMEHTA) MpeICcTaBiba MpUMEHY Apyror IbyTHOBOr 3aKoHa y MEXaHUIN
KOHTHUHYYyMa [29]:

—ZF a=1,23. (4.5.4.1)

ma, =m

[TocmaTpaHa KOHTpOJIHA 3alIpEeMUHA JaTa je Ha ciuiy 4.5.4.1.

003
O, + de
’ 007,
B Ot gzﬂ dx, A ot oy, A
, 5 6):2 2
A
3
e/ EA Crry s | NP
Y Y s S A 2
X3 dx: [ 7 O3 / (0N
A - R F'\. - B d'xl g, + 66(1)(:2] dxz
-, dv,
P 33
Xy

Crnuka 4.5.4.1 3akoH opKama KOJIMYMHE KPETamka 32 KOHTPOJIHY 3alIPEMUHY

Cyma cuna koje Aenyjy Ha KOHTPOJIHY 3alpeMHUHY jeJHaKa je MpOU3BOAY Mace MaTepujania
yHyTap 3ampeMuHe u yop3ama. Ha ciumm 4.5.4.1 oce KOOpAMHATHOT CHCTEMa y KOME ce

ocMaTpa KOHTPOJIHA 3alpeMHMHa Cy JaTe€ ca X,X,,X; JOK Cy HAallOHM KOjU Jelyjy Ha

70



Mapxko Tomanosuh JlokTopcka aucepranyja

KOHTPOJIHY 3alPEMUHY [IaTH Ca T ,,. Y JeAHAYnHu Kperawa 4.5.4.1 y o03up ce ysumajy u

MpUpPAIITAjH HATIOHA

Dy oo, oo
pdx,dx,dx, L= o, +t H dx, |dx,dx; — oy, dx,dx; +| 0y, + 2 dx, |dx,dx,
Dt ox, ox,

, (4.54.2)
—0,,dxdx; +(O-31 +%dx3jdxldxz — oy dxdy, + Y dx,dy,dx,

3
re F|' mpencraBiba 3anmpeMUHCKY CHIy y mpasily X,. Jlesbemem jennauune (4.5.4.2) ca

dx,dx,dx, u cpehuBamem nobujamo:

Dv, oOc oG 0o
1: 11 + 21 + 31

+EY. (4.5.4.3)
Dt ox, ox, Ox

p

Jlo jenHayMHa CIMYHOI OOJMKAa J0JNa3H ce M y INpaBIMMa Oca X, U X; IOCTaB/bambeM

jeIHaYMHA PaBHOTEKE 32 T€ Oce:

Dv, 0o 0c oo
2 — 12 + 22 + 32

+E, 4544
P Dt ox, o&x, ox, ( )
p 2 Don | 0y , 00 | pv (4.5.4.5)

Dt ox, ox, Ox
IITO CE€ MOXKE YOIIITEHO 3aINCaTU Kao:

oo
Dv, 1% v (4.5.4.6)
Dt pox, p

YKONWMKO Ha KOHTPOJHY 3alpeMHHY HeE Jelyje 3alpeMuHCKa cwia jeaHaunHa (4.5.4.6)
nocraje:

DVa _lo’)gaﬂ
Dt p Ox, '

(4.5.4.7)

Kopucrtehu npaBuno o u3Bomy npousBopa, jenHauumHy (4.5.4.7) MOXEMO MNpPENCTaBUTH Y
o0JIuKY:

Dv, _ 0 [%ﬁ}raﬂf P (4.5.4.8)
Dt Ixz\ p P Oxy

[IpumeHnoMm kepHen anpokcumarliyje jeqnauuna (4.5.4.8) mocraje:

Dt | § ox,\p o PTOx
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Kopumihemewm penaruje (4.3.1.15) moxe ce ynpoctutu uspas (4.5.4.9) tako na ce nobuje

o o '

<Dva>=jWﬁ, 2w+ 22 [P ax. (4.5.4.10)
Dt | ¢ Ixz\ p p L Oxp

[IpumeHoM mapuMjajgHe MHTETpanuje Ha Apyru wiaH jeaHauynse (4.5.4.10) u npuMeHHOM
INayc-I'pun-OcTporpaacku TeopeMe y3 3aHEMapHuBame MMOBPIIMHCKHMX wiaHoBa (4.3.1.6)
jennaunHa (4.5.4.10) mocraje:

<Dva>:_j Oat ﬂf dx' -2 [r W,/ dx'. (4.5.4.11)
Dt n P Ox, p L Oxg

[IpumeHoM dYecTHYHE ampokcuMalje KoHTHHyaidHa ¢opma (4.5.4.11) ce mpeBoam y
TMCKPETHY:

Dvi _ Z mj Géﬂ é’le G;g mj j é’le

& — - = . —, (4.5.4.12)
Dt jssplopl Oxg Pt iSSP ox
KOja HaKoH cpehuBama mocraje:
; (o, o y
Do _ s i | Qe ) O \OW (4.5.4.13)
Dt jess o’ P é’xlﬁ

4.5.5 3axon 6anaunca enepcuje

3aKoH ofpKama SHEPTHje MPeACTaBsba MPBHU 3aKOH TEPMOJIMHAMUKE KOjU Kaxke Ja je Op3uHa
MpoOMEHa €HEepruje yHyTap WHOUHUTE3WMAHE KOHTPOJIHE 3alpeMUHE jeIHaKa CyMH
TOIJIOTHOT (IyKca yHyTap MH(HUHUTE3UMalHEe KOHTPOJIHE 3allpeMuHEe M Op3MHE NpOMEHe
paza Koju BplIe MOBPLIMHCKE M 3alPEeMHMHCKE CHIIE KOje Jelyjy Ha WH(PUHUTE3UMAIHY
3ampeMuHy. AKO ce 3aHeMape TOIUIOTHH (JIyKC M 3alpeMHMHCKE CUile, 3aKOH OJpKarba
SHepruje CaJp>Ku paj KOju BPIIU MPUTUCAK HA 3aIPEMUHCKO] IedopMalMju U TUCHIIALU]Y
EHEepTUje yciea AeBujaTopckux cuia[29] u nar je cienehum nzpazom:

+8,, M +S;, M +
ox, ox, ox,
ov,

—2+8,—2+8, e’ +S, ke +S,, e +S,, s

X, ox, X, ox, ox, ox,

DE v, Ov, Ov, ov,
P =P + + +8,
ox, Ox, Ox,

Dt
(4.5.5.1)
ov,

+S,,

JlaTa penaruja caapxu cepHH U IEBHjaTOPCKH JIE0 HATOHA, 1a moMohy u3pasa:

oy = —DOoy + S,y (45.5.2)

n00ujaMo 3aKOH OallaHca eHepruje y oOJIuKYy:
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DE _ Gaﬂ é’va
Dt p é’xﬁ'

(4.5.5.3)

Kopucrehu npasmino o u3Bomy npousBoaa jenHaunHy (4.5.5.3) MOXeMO NpPEICTaBUTH Y
o0JIuKY:

DE _ 0y O(PVe) Oup v,

. 4554
Dt p* Ox, p’ Ox, ( )
Kopucrehu kepuen anpoxcumanwujy (4.3.1.3) nobujamo:
O_! Of) 10 O_r V, ’
<£>=jw o ('O—Iv”‘)dx'—J'W w’s P g, (4.5.5.5)
Dt] i p° Oxp n P Ox
YnpomhaBawem uzpasa (4.5.5.5) y3 nomoh penaruje (4.3.1.15) nobwuja ce:
o 2(p"V o '
<DE>: @ [ (P%) g e [y Py (4.5.5.6)
Dt o Oxy P L Ox,

Hakon maprmujanne wHTerpamuje u npuMene [ayc-I'pun-Octporpaacku Teopeme Y3
3aHEeMapHUBakE MOBPIIMHCKUX WiaHoBa (4.3.1.6) jennaunna (4.5.5.6) mocraje:

o) o,V

<£>:__“2ﬂjp’v; W ix'+ L pf W . (4.5.5.7)
Dt o Oxy P Ox,

[IpumMeHoM dYecTHUYHE amnpoKCHMaluje KOHTUHyasHa ¢opma (4.5.5.7) ce mnpeBomu y

TUCKPETHY:

i i j i gl j i
DEL_ oo’y WY e 5o’ W (4.5.5.8)

- i2 —fp’vé i 2 v i
Dt P jess P é’xﬂ P jess P é’xﬂ
e je W' = W(xi -x/ ,h) . CpehuBameMm uzpasza (4.5.5.8) mobujamMo KOHAYaH OOJIMK 3aKOHA

oJpXKama eHepruje koju ce npumemyje y CIIX nporpamy:

(4.5.5.9)

a

DE' oy ) ow’
Dt piz jess Of’x2

Ty —)f
= m (va v

4.6 IIpumena CIIX MeToae y MEXaHULIM YBPCTHX TeJjia

4.6.1 Pauynarwe nanonay ugpcmum meauma

VY 3aKkoHy ojpkama KOJIWYMHE KpeTama M 3aKOHY OAp)Kama CHepruje Qurypume TeH30p
YKYITHOT HaroHa AaT jefHaunHoM (4.5.5.2) Koju ce cacToju Off U30TPOIICKOT MPUTUCKA p U

nesujaropa HamoHa S . JleBujaTop HamoHa S mpeacTaBiba OTIOP MaTepHjajia MPOMEHU
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o0nuka.. M30Tponcku mpuTucak ce Moxke JOOWTH Ha JiBa HauMHA: MPEKO CPEeAmer HaloHa
JIATOT U3PA30M:

Ow

1
p:—T:—g(Gll+O'22+633), (46.11)

WU TpeKo (YyHKIMje MPOMEHE TYyCTHHE JaTe jeHAaYMHOM CTama. JemaHn oj Hajuemrhe
kopuntheHnx obaurka je MoHaranoBa jeqHaunHa cTama [69]

p=c(p=p) (4.6.1.2)
rze je ¢, Op3uHa 3ByKa a O, je pepepeHTHa rycTuHa.

3a pemaBame MpoOJIeMa KOjU YKIbYUY]y BEITUKE MPOMEHE Y TYCTHHU U TeMIIepaTypy KOPUCTH
ce Mue-I'pyHuceH jenHaunHa crama [69], [33]

PoCo (1-1) ( r, j
p= 2 ) Loy 1y |aT,E, (4.6.1.3)
(n=h(n-1)) " 2 =)

rae je 77=£ OJTHOC TpeHYTHe M pedepeHTHe TycTuHe, E je yHyTpalllba eHepruja Io
0

jemunuu 3anpemune a h=dU, /dU, je koeburmjent Harnba Uromy-oBe KprBe 3a Op3uHYy
npoctupama tanaca Ug u O6p3uny uectuna U,, npu demy je ca I, o3nauen I'pyHuceHOB
napametap y pedepeHTHoj koHpurypanuju[33].

JeBujaTop HamoHa u3 jeqHaumHe (4.5.5.2) ce mobuja momohy XyKoBOT 3aKoHa, TIe je 3a

CJTy4aj aHW30TPOIHOT cMHUYYher HamoHa, ako e MPETIIOCTaBH Jia Cy ToMepama Maja, Op3uHa
MIPOMEHE JIeBHjaTOpa HAIIOHA IPOIIOPIIMOHAIHA Op3uHU AeBujaTtopa nedopmarmje [70]

— G(' ——15 : (4.6.1.4)
é e | .6.1.
dt aff 3 aff mm

Y jennaunmnu (4.6.14) G je monyo cmuuawma a &,, je Op3uHa NPOMEHE TEH30pa

nedopmarliije u aara je jeTHaYunHOM:

5
by = Ve P | (4.6.1.5)
2\ ox, Ox,

Jla 6u ce nobwmia o0jekTMBHA Op3uHA MpoMeHe HamoHa (Koja He 3aBUCH O] u30opa
pedepeHTHEe KOH(UTrypanuje) y KOHCTUTYTHBHO] pelaluju ce KopucTd JaymaHoBa Op3uHa
npomMeHe HarnoHa [70]

o dS
__"ap
Sup =—=85,0,=5,0,,. (4.6.1.6)
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npu yemy je 2, TEH30p POTalKje UM TEH30p CIIMHA, KOJH j€ JaT U3pasoM:

8\; ov
Q ——r. 4.6.1.7
a8~ 2 [ 8x Oox J ( )

a

Kopumthemem JaymanoBe Op3uHe mpoMeHe HarloHa KOHCTUTYTHUBHA penanuja noctaje [70]

dS,y .
7:G gaﬂ_gé‘aﬁ o +S Q +SﬂQay (4618)

VY CIIX ¢opmynanuju, Hopea 3aKoHa OJpXkKama KOjU Cy JaTh y MPETXOIHO] IJ1aBU, TOTPeOHO
J€ M3BPIIUTH KEPHET U YECTHUHY alpOKCUMAIIH]y MPETXOIHO MAaTUX H3pa3a KOju aeGuHHUITy
3aBUCHOCT HamoHa on aedopmanuja. Kopucrehu kepHen ampokcuManujy Ha H3pasy 3a
Op3uHy npomeHe TeH3opa nedopmarnuje (4.6.1.5) noduja ce:

(éus) = JW(% ]d’ (4.6.1.9)

Kopucrehu anpokcumarujy naty penamujom (4.3.1.7) u3 (4.6.1.9) nobuja ce:

<gaﬁ>=%j£v;%+ ﬁgWJd ' (4.6.1.10)
Q

X

a

Hakon dectuuHe anmpokcumaiuje u3ap3 3a Op3uHy mpoMeHe TeH3opa aedopmarirje mocraje:

J i ij
.,é;ﬁ=lz’"—_ v/ W, ﬂﬂW (4.6.1.11)
2 s P’ Ox ox,,

Kao u y cnyuajy jenHaunne oapxama mace (4.5.3.13) u y uzpas 3a Op3uHy IpoMeHe TeH30pa
nedopmarje moTpeOHoO je yBecTH pasnuky Op3uHa [33] xopuctehn 4MHEHUIlY J1a KEpHEeT
uiye3aBa y OeckonHauHoctd (4.3.1.9), ma xao u mpuiMkoM u3Bohema m3paza (4.5.3.11)
uMamo Ja je cneaehu u3pas jeqHak HyIu:

Lyym oW 1 som WY _

1
v, : —=—
2 Vs pl Oxy 2 jess pj ox,

(4.6.1.12)

Ony3umameM JieBe W JecHe cTpaHe u3pasza (4.6.1.12) om pemammje (4.6.1.11) xonauyHO
nobujamo [32]

. lem nw’ . oW’
== ) — — . 4.6.1.13
gaﬂ 2J;SS pj (V“ ) ﬁxﬂ jezssp ( ) Ox ; ( )

Hetn mocTtymak ce mpuMmemyje W Ha TeH30p poTarnuja (4.6.1.7) Koju HaKOH KEepHEeN
arpoKcUMalldje mocTaje:
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P 5 gy’ (4.6.1.14)

Kopucrehu anpokcumarujy nary penanujom (4.3.1.6) u3 (4.6.1.14) nobuja ce:

: dx’. (4.6.1.15)

<Qaﬂ> II , OW oW

—_—— V —
a ' B '
ol Oxy ox,,

Hakon uectnyHe anpokcumaliyje u3p3 3a TEH30p poTallije mocTaje:

—| v ——y . 4.6.1.16
o 2 s p’ “ é’x’ﬂ A ox, ( )

Opny3umameM JieBe W JiecHe cTpaHe u3pasza (4.6.1.12) ox penammje (4.6.1.16) xoHayHO
no0ujamo:

1 i, i A i
Q= S (v )L ) (4.6.1.17)
25 p é)xﬁ 25 p ox,

VY cnyuajy nga Hema tuiacTudHe aedopmanmje u3pas (4.6.1.4) je moBobaH 3a padyyHaAHE
HallOHA Yy HapeIHOM KOpaKy Ha OCHOBY HamoHa y Tekyhem kopaky W Op3uHE MpOMeHe

HaIlOHa:

t+At t dSaﬂ
Saﬂ: Saﬂ+dt'7. (46118)

4.6.2 Enacmo-naacmuyHu KOHCIUMYMUGHU MOOEN CA 0ja4arsem

Kana ontepehema m3a30By HamoHe KOjU Cy M3HAJ HAIOHA TEYEH-a J0JIa3U 10 IUIACTHYHOT
nedopmucama Marepujana [71] mTo 3Haun ga mpu pactepehemy 0cTajy CTalHE MIaCTUYHE
nedopmaruje £ . YKOIMKO ce NPUIMKOM IIACTUYHMX AeopManuja He noBehapajy HallOHH
win onrtepehema 3a MaTepujal ce Kaxe Ja je UaeaqHo IUIaCTUYaH, a aKo je HAKOH MOCTH3amba
HarloHa Teuema MOTpeOHO Jabe moBehame onrepehema na OM ce HacTaBWIO ca
nedopMaIjoM Matepujai je ca ojadameM [68]. Marepujanu MOry UMaTHd U30TPOIHO [72],
KMHEMAaTCKO (TPaHCIAlMOHO), MEUIOBUTO Ojayame, MOTY OHTH aHH30TPOIHO WM TEPMO-
TJJACTUYHH, a TOCEOHY KaTeTOpHjy YWHE TeOJIOMKH MaTepujau [73].

VY ciydajy M30TPONHOI Ojayarsa IIEHTAp MOBPIIM Teuema je (UKCHpAH alld je pagujyc y
¢byHkuuju 1oiactuuHe aedopmanmje. Y ciydajy KHHEMATCKOT Ojadama paaujyc MOBPIIU
TeUeHa je KOHCTAHTaH alli C€ IEH IIEHTap rmoMepa y mpasily Iutactudne aedopmarmje. [pu
neduHUCakBy M3paza 3a HAIOH YBOJW Ce Mmapamerap £ KojuM ce oxapelyje Tum ojadama (

£ =0 3a YUCTO KMHEMATCKO Ojauyame, [ =1 3a 4MCTO U30TPOIHO Ojayame) [74]. Aujarpam

HamoH-fAeopManyja 3a €nacTO-IVIACTHYHM KOHCTUTYTHBHH MOJENT Ca H30TPOINHHM U
KHHEMAaTCKHM OjayarmeM Jat je Ha ciuiu 4.6.2.1.
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O
G 3 ‘.
oF
3 0y
207
=

KunemaTcko ojadame

B:] v

........................ N3oTpornHo ojayame

Crnuka 4.6.2.1 [Tujarpam HanoH-AedopMalirja y ciiydajy jeTHOOCHOT onTepehema 3a
MaTepujal ca KHHEMAaTCKUM ojadameM ( f = 0 ) 1 U30TporHUM ojadameM ( f =1 )

JennoocHo onmnrepeheme ca ciuke 4.6.2.1 ce cacToju o JBa KOpaka: 3aTe3ama U MPUTHCKA
[72]. Ykonuko je ped 0 M30TPOIMHOM Ojadamy, MmoBehame HamoHA TeYema MPU 3aTe3amby
JIOBOAM 1O ToOBehama HamoHa Teuewma M NpU NpUTUCKamby. Koa KHHEMaTCKOr ojadara
NPWIMKOM NUKIUYHOT omnTepehema Marepujana moiiasu 10 OMeKIIaBama. [Ipuimkom
WUCMIUTHBAKka MaTepHjalia, MOYETHU HAIOH Teuemha O'g 3aBHCH O]l TPETXOJHE HCTOpHje
ontepehema KoMe je y30pak OMO MOABPTHYT a Koja HHUje Mmo3Hara ucrnutuavy [72]. OmHoc
HaroH-AedopMalrja y OUI0 KOM TPEHYTKY BpeMmeHa je achuHucaH TaHTEeHTHUM MOIYJIOM

E, xoju je ucnon rpaHulle Teuema CKBUBAJICHTaH JaHrOBOM MOJYNy €JIaCTUYHOCTU E .

[Tnactuynu moayn E, ce u3pauyHaBa Kao:

EE
E,=—"1_, (4.6.2.1)
E-E,

VkynHa pedopMmanmja & ce cacToju o TacTuuHe aedopManuje & U elacTHJHE
nedopmanmje & [24]

s=¢"+&", (4.6.2.2)
a Op3uHa mpoMeHe yKymHe nedopmaiirja je aara u3pazom
e=&"+é&". (4.6.2.3)

[Ipupamra) nHamona je Moryhe wu3padyyHaTd Ha OCHOBY OAroBapajyhmx Mopayna U
nedpopmarmja [71] xao:

do=Eds" =E,de" = E,de . (4.6.2.4)
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Jla 6u ce ucmHTamO Ja U C€ MaTEpHjasl HaJla3W Yy €JIacTMYHO] WM €JIaCTO-TUIACTHYHO)]
obmactu motpeOHO je mcnuratd PoH Mu3ecoB KpPUTEPHjyM Teuema KOjU Kake Ja 10
IUIacTUUHE JedopMalyje 10Ja3d Kaja JApyra WHBapHjaHTa JEeBHjaTOpa HAIMOHA JOCTHUTHE
KPUTUYHY BpeIHOCT. DYyHKIIMja TeUema je 1aTa U3Pa3oM:

f=43J,, —c" <0. (4.6.2.5)
rjic je o' HaIloH Teuema a Apyra MHBapHjaHTa JeBHjaTopa HaroHa J,,, je 1ata u3pasom:

Jop :lS

2 "

- (4.6.2.6)

V uspa3sy (4.6.2.5) /3J,, npencrassba exBuBaseHTHH ®0oH MU3€COB HAallOH & U aKo je OH

Mamd OJ HAMOHA TeYema o' He M0Ja3d 10 IIACTHUHHX nedopmarmja. OmmTH 00IUK
3aKOHA TEYCHA JaT je U3pa3oM:

p_; Og

Ep= . 4.6.2.7
o, (46.2.7)

Q

rie je A Op3vHa TpPOMEHE IUIACTUYHOI MHOXHOLA a g je (YyHKIWja IIaCTUYHOT
MOTEHIMjasa. YKOJMKO je (yHKIMja TUIACTHYHOT TMOTEHLHWjala g WISHTHYHA (DyHKIHjH
Teuewa [ paaud ce O acOIMjaTUBHOM 3aKOHY Teyelma, y CYINPOTHOM, ped je O He-

acollMjaTUBHOM 3aKOHY T€UEHA.

3a cilydaj acolMjaTMBHOI YyCJIOBAa Teuelha Ca H30TPOIHUM OjadyameM Op3uHa IMpOMEHe
wiactTuyHe nedopmanuje je:

&b = ;Li:,i
00,4

Moy, (4.6.2.8)

rae jen,, lpann-Peycos BEKTOp Teueha KOjHU j& EKCILTMIMTHO JaT Kao:

S
naﬂ=—af =\E—“ﬂ : (4.6.2.9)
oo, V2|s,,

IIpH 4eMy je ca || || O3HaueHa HOpMa BEKTOPa, Y OBOM CIIy4ajy 3a BEKTOP JCBHjaTOpa HAIloOHa

HEroBa HOpMa je JlaTa Kao:

S

[27

['maBHM HamoOHM MPENCTaBJba]y KOMIIOHEHTE TEH30pa HAlOHA Yy KOOPAMHATHOM CHUCTEMY
3a0KpEHYTOM TaKO Ja Cy CMUYyhM HAmoOHM jeJHAKU HYIH. YKOJIUKO Cy TJaBHU HAIOHU

=S58, - (4.6.2.10)

Q

JeIHaKu O, =0, = 0, TaJa y MaTepHjaly yolIuuTe HeMa cMUYyhux HamoHa, 3a TEH30p HaloHa
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ce Kaxke J1a je chepHH, a HAMOHCKO CTambe XMAPOCTATHIKO KAKO y CIIy4a]y TEUHOCTH Y CTamby
MupoBama [54].

3a ciydaj M30TPOMHOT Ojavama MOJYNPEYHHUK IHJIMHIPA KOJU MPEACTaBJba MOBPII TEUYCHA
@®on MusecoBor Mojena JaTor y MpOCTOpYy TJIaBHHX HamoHa ce rmoBehaBa a mpeamkTop
KOPEKTOp alropuraM Tpeba Ha OCHOBY NMpPOOHMX HANOHA Ja OApPeAH KOpPEKIHje, OJHOCHO
CTBapHe HanoHe (ciuka 4.6.2.2).

Gus(t-+AL)
3,
Xunpocratuika

oca 0:=0-=0:

Ilospw Teuemwa y
HapeaHOM KOpakKy

IToueTHa noBpLI
TEYCHA

Ol

Cnuxka 4.6.2.2 [IpeAMKTOp-KOPEKTOp LIEMa pauyHama HaroHa 3a ®oH Musecos yciioB
TeYEHA

[TpunrkoM HyMEpPHUYKOT peliaBama MOTpeOHO je mpBo Hahu npoOHe (eTacTU4HE) HAloHE U
HA OCHOBY FHHX IPOBEPHUTU yCIOB Teuewa. [[poObnu Hamonu he Outu o3HayeHu ca ~ (CIHMKa
4.6.2.2). 3a yKyImHHU HAIOH JaT jeqHadyuHoM (4.5.5.2) mpoOHa BpeIHOCT Ce pauyHa Ha OCHOBY
BPEIHOCTH HAIlOHA y TPETXOAHOM KOpPaKy M WHKpPEMEHaTa MPHUTUCKA W WHKPEMEHTa
JIeBHUjaToOpa HATllOHA JIaToT u3pa3om (4.6.1.4)

Gy =0y —ADS,5 +AS,, . (4.6.2.11)

[IpoOHM neBHjaTOPCKH HAIIOH ce A00H]ja Ha OCHOBY HM3pasa:

Py

S, =Gop+ PS5 (4.6.2.12)

3a cilydaj KHHEMaTCKOT Ojadyama MPWIMKOM IMPOBEPE yCJIOBa TEUCHa KOPUCTH C€ pa3jiuKa
JIEBHjaToOpa TOTATHOT M PE3UIyaTHOT JCBHjaTOpa HAIIOHA J]aTa U3pa3oM:

A

Nop =Sap —Sup - (4.6.2.13)

rae je &,, NEBUJaTOPCKH /IO TEH30pa PE3UIYaHOT (320CTAIIOr) HAIOHA.
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[Ipo6Hu exBuBanenTHH PoH MusecoB HanoH &' TpebGa OUTH MambU OJ TPEHYTHOI HANOHA

Teuewa o' Ja 6u MaTepujan OUO y €JaCTUYHO] 00IACTH
f=6"-0"<0. (4.6.2.14)

Kopumihemem uspaza (4.6.2.6) u npoOHUX HamoHa AaTUM u3paszuma (4.6.2.12) u (4.6.2.13)
poOHM ekBuBaIeHTHH PoH MU3ecoB HAIOH MOKE Ja C€ IPEJICTABHU Kao:

6" = /% S 5S.5 (4.6.2.15)

WX 32 CITy4aj KHHEMAaTCKOT Ojavyama, U3pa3oM

ERE
6" = S Meplap - (4.6.2.16)

TpeHyTHH HaNOH Teyema o (KOjH MOKe 3aBHCHTH o7 eeKTHBHE MIacTHUHE AedopMariuje

z" ako ce Jemasa ojayame) JaT je H3Pa3OM:
c'=c"+He". (4.6.2.17)

Ipy YeMy je o’ TMOYEeTHM HAllOH Tederma a MOAYO ojayama je nat kao H = SE, tue je f

MPETXOAHO OMHMCAHU MapaMeTap Koju Je(UHHILIE KapaKTep ojayama.

YKonuko je y ycloBy Tedema (4.6.2.14) npoonn exBuBanieHTHH @oH Mmu3zecoB HamoH Behu
O]l TPEHYTHOT HAaIlOHA T€YeHa y TOM KOpPaKy IOCTOjU MHKPEMEHT IUTaCTHUHE JedopManiyje.

3a ciywaj acoIMjaTUBHOT 3aKOHA oOjavyama Op3uHa TMpoMeHe e(EeKTUBHE IUIaCTUYHE

nepopmammje £” je mara cnenehnum mpazom [75]

3

[TpunrkoM HyMEpUYKOT pellaBama e(eKTUBHA MJIACTUYHA JeopMaliija y HapeIHOM KOpaKy

P

énl=4 . (4.6.2.18)

ce payyHa Ha OCHOBY e(eKTHMBHE IacTuuHe aedopmanvje y TekyheMm KOpaky U HEHOT
UHKpeMmeHTa [71]

el =g L AT, (4.6.2.19)
OJIHOCHO Ha OCHOBY (4.6.2.18)
A V.V (4.6.2.20)

JIOK ce TuiacThyHa AedopmMainrja y HapeIHOM KOpaKy padyHa Ha OCHOBY cliefeher m3pasa
[75]
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t+At P t P 3 HA[Saﬂ
Eaﬂ = Eaﬁ +AA EW . (46221)
ap

JleBujaTop HamoHa y HApPEIHOM KOpaKy ce 100HMja KOPEKIIHjOM MPOOHOT JIeBUjaTOTpa HAIlOHA
U JaT je u3pa3oM:

t+At

t+At +AL O 3 Saﬂ
Saﬁ' = Safﬁ _ZGAZ\/;W (46222)
aff

riae je G Moayn cMmuiiama. [lomro cy mpoOHM ¥ KOPUTOBAHU JCBHjaTOPH HATIOHA KOJIMHEAPHU
BaXH:

1AL g t+At§
= T (4.6.2.23)
Sﬂ’ﬂ Saﬂ

Cvenom pgedunucanoM jemgHaunHOM (4.6.2.23) u cpehuBamem jennaumne (4.6.2.22)
no0ujamo:

A2 :
g |1 2 B2 g (4.6.2.24)
2 t+AtSaﬂH

Kopucrehu u3pas 3a ekBuBasieHTHH HaroH (4.6.2.15) u3 u3pasa (4.6.2.24) nobuja ce:

HAtSaﬁ — (1 _ A/13GJ t+At§aﬁ ) (46225)

t+At AV
(o}

TaKo J1a je (hakTop CKaJupama JIaT ca:

|- ARG (4.6.2.26)

t+At AV
o

Kama ce ykymHa eekTuBHa IulacTudHa aedopmanmja £ yseha 3a umHKpemeHT AZ’
(omHOCHO AA) pyHKIIH]ja Teuerma Mopa OutH jeqHaka 0 [75]

7 (88")=6" =3GA2~ 0" +(" +A4) |H =0. (4.62.27)

W3 jennaunne (4.6.2.27) koHa4HO ce 100Wja U3pa3 32 MHKPEMEHT IJIACTUYHOT MHOXKHOIA!

AV _ Y
=%. (4.6.2.28)

Hakon mTo ce u3padyHa WHKPEMEHT IUIACTUYHOT MHOXKMOLA (MHKPEMEHT e(eKTHBHE
IUIacTHUHE jAedopMalyje) y AaToM KOpaky MOTpeOHO je KOpPUTOBaTH MpoOHE (eIacTHYHE)
HaroHe.
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Kopeknwuja ykymHOT HamoHa ce BpIu Ha OCHOBY cieneher u3pasa:

N . 3GAE" .
/Y (4.6.2.29)

~V
o

JleBrjaTopcku 10 TEH30pa Pe3UIyanHor (3a0CTajor) HaloHa &,, Y HAPEJHOM KOpaky ce

padyHa Ha OCHOBY cieneher n3pasa [76]

1-B)E,AE"
=G +%ﬁaﬁ. (4.6.2.30)

4.6.3 [I'enepanucanu mooden ca kanom u /Ipaxep-Ilpazep mamepujannu mooen

[TnacTuuno nedopmucame rpaHyJapHUX MaTepyrjana KapaKTepHIle MOBPII TeUeHha Koja Mopa
1a y3Me y o03up 4Mi-eHHIy J1a ce cMuuyha uBpcroha rpanynapHux maTtepHjaia nosehasa ca
noBehameM XuapocTaTuukor mnputucka. Jlok je y cimydajy Merana onucanux DoH
Mmu3ecoBUM yCIOBOM Te4eHa IMOBPII TEUEHa IPEJCTaB/bEHA KAa0 IMUIMHIAP Y MPOCTOPY
IJIABHUX HaIOHA, HAjjeTHOCTAaBHU]HU YCJIOB T€UYCH-A 3a TpaHyJIapHe MaTepHjaie aat je Apakep
[Tparep-oBom moBpIM Teuewa [77] Koja MpeAcTaB/ba KPY>KHU KOHYC Y MPOCTOPY TIIaBHUX
HaroHa (HacTao pOTAaIlHjoM IMpaBe JUHHU]jE OKO XHIPOCTaTHUKe oce, (cimka 4.6.3.1).

Xuapocraruyka
oca 0:=0:=03

- ,v

Osa

[ToBpin
Teuema

O
Cnuka 4.6.3.1 Jlpakep [Iparep noBpi Teuema

VY reoMexaHuIM ce MPHUTUCKajyhu HAmoOHM cMaTpajy MO3UTHBHUM JOK Cy 3arexyhu
HETaTUBHH, CYNPOTHO KOHBEHIIMjHM KOja BaXKM 3a METaJe U Koja je 10 caga kopuinheHa (Ha
pUMep MPUIMKOM AepUHUIIje HeCTaOMIIHOCTU TP HcTe3amy (T71aBa 4.4.2).

Hpaxep Ilparep ycioB Teuewma npeacraBba Moaudukanyjy Pon MuszecoBor ycioBa Teyema
IpU YeMy je y u3pa3 yKJbYyYeH M WIaH KOjU IPEJCTaBJba OCET/HHMBOCT HAa IMPHUTUCAK. 3a
acOIMjaTUBHU YCJIOB T€UCH-a jeJHAYMHA MOBPIIIN TeUCHa j€ AaTa U3Pa3oM:

Si=+Jp —k=01,, (4.6.3.1)
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rae I, mpencrasiba IPBY MHBApUjaHTy HaroHa [54]
l, =0, +0,+0,,=30,, =-3p. (4.6.3.2)

Opu 4YeMy je ca O, O3HaueH CpelmH HAIoOH, NPUTHCAK je O3Ha4eH kKao p a k u 6

MIPEACTaBIbajy MaTepHjaTHe KOHCTaHTe [78].

Ha ocHoBy u3pasa 3a moBpi Teuema (4.6.3.1) Moxke ce 3aKJbyduTH JIa je 3a TMPECTaBhamke
Hpaxkep [Iparep maTepujasiHOr Mojena HajloOrOAHUJU IPOCTOP (Im/JzD) TaKo J1a je y TOM

MPOCTOpPY TOBPII Te4yewma gara kocoMm yuHHjoM. [loBehame mpurucka (moBehame mpse
MHBapHjaHTe) JOBOJM JI0 Ojadara MaTepHjaia 1 nmoBehama rpaHulie IIacCTUYHOCTH, JIOK j€ 3a
ciryuaj o Mu3ecoBor ycaoBa Teuema Ta JIMHUja XOpU30HTaHa (cinuka 4.6.3.2).

,‘/EA

®on Muszecosa Jll/IHI/I'ia

Hpaxep [Iparep
JIMHH]A

»
>

L

Crnuka 4.6.3.2 [Ipakep [Iparep MarepujaiHu Moen y (11,«/J2 b ) IPOCTOPY

[Tonoxaj MOBpIIM TeYeHa y MPOCTOPY (II,JJZD)ce HE MEHa, OCUM aKO HH]je MPHCYTHO

KMHEMAaTCKO oOjadame. Y 3aBUCHOCTH OJl cacTaBa, TCOMEXaHWYKH MaTepujaii HUMajy
onpeheny 3are3Hy 4BpcTOny, M YKOJIMKO HAIllOHU Ha 3aTe3ambe JOCTUTHY Ty BPEIHOCT J10JIa3u
70 Tylamba MaTepujana, 10K TpaHyJiapHd MaTepHjalii uuje Mope HUCY HCIYHhEHE BE3UBHOM
MmatepujoM (TeuHourthy) ryGe yBpcTohy UMM HAIOHHM TOCTaHY HeraTHMBHH (3are3ame). Ha

adjarpamy |y TpOCTOpY (Im/JzD) 3are3Ha yBpcTroha je TMpeICTaBbEHA JIMHUJOM

MakcuMasHoT 3are3ama [, =71 (cmuka 4.6.3.3).
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TR
Hpakep lMparep
nnHKja
T'eomexaHn4uku
MaTepHjaiu
I'panynapau
........... MaTepHjaiu
Treo s 1

Cnuka 4.6.3.3 JIunuja MakcUMaJHOT 3aTe3ama 3a pakep [Iparep marepujamHu Mmonen y
(11:\/ Jop ) HPOCTOPY

Metanm u Apyrd XOMOTEHH MaTepujajddl MOTY IMOJHETH OrpOMaH MpPUTHCAK (HOpMAallHE
HATMlOHE) JIOK ce TulacTU4He nedopmaivje W JIOM JIelIaBajy WCKJbYYHMBO Kao TMOCIEeAUIa
JIeBHjaTopa HaIlOHa.

Ca npyre ctpaHe, yciea HEXOMOT'€HOT cacTaBa IpaHyJIapHUX M T€OMEXaHHMYKHUX MaTepujana
KOjU ce cacToje OJ] YBPCTOI MaTepujana (arperara) W mopa, 10 IUIACTUYHUX Aedopmariuja
MOKe J0hM W ycle[ MpUTHCKa KOjH MPOY3pOKyje ryiihe MakoBame WIM JIOM TpaHyJapHUX
yectuila U mnoBehama cremuduuHe 3anpemMuHe. 300r Tora je MOTPEOHO MNPOLIMPUTH
MaTepHujaJHu MOJEN ca oIl jeJHOM TOBPIIMHOM (y MPOCTOPY TJIABHHX HAIOHA) OJHOCHO

JUHU]OM Y rIpOCTopy(II,JJ2 D ) KOja ce Ha3WBa KalloM W KOja orpaHWYaBa €JacTHYHY 001acT

y mpaBiy nosehama mputucka. [lok ce [pakep [Iparep nuHMja He Mema W OAroBapa
WJIeaTHO] TUTACTUYHOCTH, Kala MMa KapaKTepUCTUKY Ojadarma jep ce rymhuM maKkoBameM WUTu
JIOMOM TpaHyJIapHUX YeCTHIIa CMamyjy Tmope u3Mel)y uBpcTror marepujaia Tako 1a je
nmoTpeOHO moBehaTu HaMoHE YKOJWKO C€ JKeNM Jajbu HacTaBak 30Mjama MaTepujana.
[Tpumena JIpakep IIparep mojena Moxe JOBECTH JI0 MpETEepaHe IUIACTUYHE TUjIaTalfje Koja
HUje y CKJIaJy ca eKCIIEpUMEHTAIHUM pe3yaTaTuMa Ia Kara CIy>KU U J1a Mo0oJblIa cilarame
MoOJieNla ca EKCIIePHUMEHTAJIHUM TNoJaluMa orpaHudaBajyhu tuactuuHy aunatanujy[78].

HajjennocraBHuju OONMK Kare y MPOCTOPY (Im/JzD) npejcTaBiba NpaBy JuHUJY [78] u

npuKa3aHa je Ha ciunu 4.6.3.4.

VT 4

o

AL X XA 1

Cnuka 4.6.3.4 PaBHa kana 3a Jlpakep [Iparep marepujamau Moaen y (11,«/J2 D ) MPOCTOPY

JenmnauywmHa paBHE Kare je qaTa ca:

f=1-X=0, (4.6.3.3)
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. . P
TJIe TO3HIIMja Kare 3aBUCH OJ1 3alIpeMHUHCKe racTuaHe nedopmanuje X = X (EV ) .

3akoH ojavama [78] je maT u3pazom:
gl = W[l —e‘D““Xo)] . (4.6.3.4)

rae cy W u D KoHcTaHTe (KOje Cy MO3UTHBHE aKO MPUMEHHMMO KOHBEHIIU]Y Jia jé HAllOH Ha

NPUTHCAK TIO3UTHBaH) a X, je IOYeTHH NoJIoXkaj Kare[78].

bp3una npomene 3anpeMuHCKe IIacTUYHE Aeopmalinje y 0OJHOCY Ha XUIPOCTATUUKH HAIlOH
MPHUTHCKA OMaJa TOKOM JieopMariyje:

P P
9% _ e %) _pply- & | (4.6.3.5)
ax W

Koncranra W mnpencraBiba MakCUMaiHy BPEAHOCT 3alIPEMHUHCKE IJIaCTHYHE AepopMaliuje:

w=(s )ax (4.6.3.6)

JIOK KOHCTaHTa D KapakTepulle Op3uHy IpOMeHe 3allpeMUHCKe aedopMalmje y 0JHOCY Ha
XHUJIPOCTATUYKH MTPUTUCAK:

_0g, 1
oxX W-g

(4.6.3.7)

[IpeypehuBamem u moraputMmoBameM jeaHaunHe (4.6.3.4) 3aK0H Ojayama MOXE CE€ HaIMCaTH
1y 00JIHKY

1 el
X=X, ——In| 1= |, (4.63.8)
D w

3a TauHUje MPUKA3UBAKE TUIACTUYHOT MOHAIIAka TPAHYIAPHUX MaTepHjaia yciea MPUTHUCKa
YMECTO paBHE Kare MoTpeOHO je KOpUCTUTH Kamy obnuka enwurce [79], [78], [73] koja je nara
JeTHAYHHOM:

fo=(L,-L) +R*(J,,-B*)=0, (4.6.3.9)

re Cy B Tmojiyoca enurce, L TOJI0XKaj CpeAMIITa enurice, a R je ogHoc u3mely momyoca
eNuIice JIaT ca:

X-1)
B

o

: (4.6.3.10)

rae je X mpecek kare ca /, ocom (ciuka 4.6.3.5).
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Jop 4

B(1) B(}’%»‘At) f=0

-l“

l/k

o Uy TOLEAD X0 XA) L

Crnuka 4.6.3.5 Enuntruna kana 3a J[pakep [Iparep maTepujaaHu Moaen y (11,1 [J5p )

POCTOPY

JennaunHa kane nopes u3pasa (4.6.3.9) Moxxke OMTH 1aTa U €KBUBAJICHTHUM H3Pa30M:

. =\/E—%\/(X—L)2 ~(,-L) =0. (4.6.3.11)

KBagpupamem jennaumne (4.6.3.11) u xopumhemem (4.6.3.10) moxxe ce nobutu u3pas
(4.6.3.9).

Besa m3melyy nyxuHe moiiyoce enuice B U TOJIOXKaja CPEIUINTa enurce [ MOXKe ce ce
nobutu u3 yciaoBa na je Bpx enwmrnce V' Ha [pakep Ilparep nuauju neduHUCaHO] U3pa3oM
(4.6.3.1) u nata je penanujom:

B=0L+k. (4.6.3.12)

3a ciydaj na je X = L oaHoc aat uzpasom (4.6.3.10) nmocraje jennak 0 a enunTuyHa Kara
nata u3paszoM (4.6.3.9) nocraje paBHa kana (4.6.3.3).

Opnoc uzmel)y nmonyoca enurce R Moe ce J0OMTH Ha OCHOBY eKkcriepuMeHaTa [78] u nat je
cnenehum u3pazom:

__R (-RL) (~Rure-)')
R_1+R1[1+R1e +R|e . (4.6.3.13)

rae cy Ry, R,,..., Ry MaTepujaaHe KOHCTaHTE.
Kox rpanynmapHux wmarepujaja IUlacTHYHE naedopMalje ce jaBibajy HpPHU jaKO MaluM

HaronuMa [80] Tako /a je MOYEeTHH I0JI0XKa] Kalle MpuKa3ad Ha ciuiu 4.6.3.6 3aHeMapsbuBO
MaJjia BeJIMYHHA.
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Joo 4

B(t+At) \ /=0

BO)[

X(0) X(t+AH) L

Crnuka 4.6.3.6 IloueTHu mosioXkaj Kare 3a TpaHyJiapHe MaTepHjaie

['panynapHu MaTepHjaiu UCIOJbaBajy OCOOMHY Ojavyama MPUIMKOM IMPOMEHE BEIMYMHE Kare

. . . . . P
[78]. ITapameTap Koju OIHCYje OBO Ojadame j€ 3allpeMUHCKA IUIaCTU4HA AedopManuja &, U

padyHa ce Ha OCHOBY 3aKOHa Ojadama Koju je nat ciaeachum uzpazom [81]

el =w [1 —eP a)DXe(_D‘X_DZXz)} + WX 2PN (4.6.3.14)

rne cy @,D,D,,D,,W wmarepujanne koHcTante. OmmTH OOJMK 3aKOHa oOjadama aar

jemHaunHOM (4.6.3.14) Moxe ce ympocTuTa 10 o0nuKa aaror penanujom (4.6.3.4) ako ce 3a
BpenHocT Koedunmjenara @ u W, y3me Bpennoct 0.

YKOIMKO ce JKelM TayHHje MpUKa3uBame TOBPIIU Tedewma, ymecto mpase [Ipakxep Ilparep
JIMHW]€ KOPUCTH CE OMIITHJH U3Pa3 3a MOBPII TeUeHa JAaT ciieaehoM jeTHAaUnHOM:

fi=Jp —k—0I +ye ", (4.6.3.15)

rae ¢y y u B marepujanne koHcTaHTe. OBakaB MaTepujaHU MOJIEI CE 30BE I'eHEepalCaHu U
NpeJCTaBJba OMIITH CIy4a] KOjU aKo ce y3Me Ja KOHCTaHTa y Huma BpeaHoct 0 moctaje

Hpaxep-IIparepos mozen. M3rien noBpiiy Tedema 3a TeHEPaIMCaHd MaTepHjalHu MOJIEN ca
KaroMm NpuKa3aH je Ha ciaunu 4.6.3.7.

Jop 4

B(H)

't

T T LOLAD X(1) X(AD) L

Cnuka 4.6.3.7 'enepanuricani MOJIEN ca Karom

[To3unujy Tauke L OHOCHO IIEHTpa €JIUIICEe Kame MoXeMo No0uTH u3 jeanaunne (4.6.3.9) 3a

I, =L xao:
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f.=RJ,,—R°B>=0. (4.6.3.16)
Kopumhemewm uzpaza (4.6.3.10) u3 uzpasa (4.6.3.16) nobujamo:

f.=RJ,,—(X-L) =0. (4.6.3.17)
Kana (X —L)2 npedaIMo Ha JIECHY CTpaHy MOKeMO Hahii KOPEH JIeBe U JeCHE CTpaHe

R{J,, =X-L. (4.6.3.18)

CpehuBamem u3paza X — L u 3aMeHOM +/J,,, u3 jemHaunne (4.6.3.15) nobujamo jeHaunHy

f=L-X+R(k+6OL-ye ™). (4.6.3.19)

13 Koje MokeMmo n00utu L mpumeHoMm HbyTH-Parncon urepatuBHOT MOCTYNKa, IpH 4eMy je
n3Boj jenHaunne (4.6.3.19) mo L nar ca:

f'=1+R(yBe ™ +0), (4.6.3.20)
a BPEJHOCT Ce Tpaxku nmomohy
L=L, —L (4.6.3.21)
Ji

CB€ JIOK MUHKPEMEHT ~— HE IIOCTaHe J0BOJbHO Manu [78].

Cajza xajla IMaMo MO3HITH]y IIEHTpa CIIMIICE Kare MoXeMo mojaeautu npocrop [, —+/J,, Ha

eJIACTUYHY O0JIACT M IUIACTUYHE OOJIACTH.

Teueme y
npeceKy
. TIOBPIIIH

VI 4

‘HanoHcka Tauka
M3HAJT TTIOBPIIN

w Teuema
Teueme

Ha JIHHH]H
MaKCHMAaJIHOT ]
3are3ama

Teueme
“HA
Karli,

Enactuuna
o0macT

= = »
»

T L L

Cnuxka 4.6.3.8 IIpocrop (1 s\ Jap ) NOJIeJbCH Ha €JTACTUYHY U TUIACTHYHE 00JIACTH

réeHepajirucCaHor MoJciia ca Kariom
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[TpunukoM mpopadyHa Mpu CBAKOM BPEMEHCKOM KOpaky Af MOTPEOHO je YTBPAWUTH Jia U Ce
JaTa YeCTUIla Hajla3W y €JIACTUYHO] WJIM Yy HEeKOj oJ TutactuaHux objactu [78]. Ia Ou ce

OJPEIHO TOJI0KA] HAMOHCKE Tauke Y (Il,,/JzD) pOCTOPY MpPBO C€ padyHajy NpoOHHU

JIeBUjaTOPCKU U CPE/HhbU HATIOH:

HNGE 1§ 1 2'GAE, (4.6.3.22)

el =gt e Ag, (4.6.3.23)

rae cy Ag' u Ag, MHKPEMEHTH JEBHjaTOPCKE M CPElbe AedopMarije y TOKy Kopaka a ‘G u

‘c. MOIyTH KOjH OArOBapajy MOYETKY Kopaka. llpu gedHHUCABY MaTEepUjaTHUX

m
KapaKTepUCTHKa, 3a TpaHyJapHe U reoMarepujajie ce OOMYHO y3UMajy 3alPEeMUHCKH MOAYI
K, monyn cmunama G kao u [loacoHoB koedwurujeHT vV nok ce Janros moayn E pauyna Ha
OCHOBY HbHX.

HaxoH pauyHama mpoOHHX €TacTHYHHMX HAIllOHA MOTY Ce M3padyyHaTH M MHBapujaHte [, n

\JJ,p @ Ha OCHOBY WBHX Moryhe je NMpOBEpPHTH IIOJIOXA] HAIIOHCKE Ta4yKe Yy OJHOCY Ha

jeIHadMHe Kare U noBpiu tedema (4.6.3.11) u (4.6.3.15).
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HanoHcka Tayka M3HA NOBPIIU TeYea

Ykomuko je Y £ >0 u 3-"o! < 'L HanoHcka Tauka ce HANA3M W3HAJ [OBPIIM TEYEHA, a

MHKPEMEHTH JICBHjaTOPCKE U CPe/iibe MIAaCTUYHe Aedopmalje cy 1aTH ca:

A&‘,]; —_AA [Blye—B1 A + 9} , (4.6.3.24)
A
ASVP :% z+AzJ2D t+AtS’ (46325)

rac € KOPUCTU 3aKOH TCUCHA JaT Ca:

at+At
Ae" =A1 a“mﬁ : (4.6.3.26)

pu yemy AA TpejacTaBiba HHKPEMEHTAIHU TUTACTUYHH MHOXman. M3 (4.6.3.24) cienu na
je Ag’ <0 (nunaranmja), mro ce Moxe BueTH U Ha ey 4.6.3.8 Tie je pojexumja Ag” Ha

ocy I, neratusHa [78].

Cana ce cpenby M ICBHjaTOPCKU HAIIOH MOTY M3pavyyHATH Kao:

Mo ="Ngl e A, (4.6.3.27)

m

t+At SE

S = —— (4.6.3.28)
1+AA'G Jrp

IIpU YeMy je KOpeH JIpyre MHBapujaHTe HAIloHa JaT Kao:

S, = MIE —ALG. (4.6.3.29)
Ha kpajy kopaka ycioB Te4erma Mopa OUTH 33JJ0BOJBEH:
ST AT L Ay L) A (4.6.3.30)

Jla Ou ce Hamuie HEMO3HATE BEJIMYMHE Ha Kpajy BPEMEHCKOI KOpaka MOTPEOHO je peluTu

HeNMHeapHy jenHauuny (4.6.3.30) y omHocy Ha Bonehu mapamerap Ag. wTepaTHBHEM

IIOCTYIIKOM TIPH Y€MY C€ 32 JaTy BPeAHOCT Ag. padayna ““o  Ha ocHOBY (4.6.3.27), A4 Ha

ocHOBY (4.6.3.24) a kopen apyre unpapujaute -/ ““'J,, Ha ocHOBY (4.6.3.29). Ykonuko je

ycinoB nat jeaHayrmHoM (4.6.3.30) 3a70BOJBEH Y OKBHPY JaTe TOJICpAHIIM]Ee, padyHajy ce
BPEIHOCTH JEBUJaTOPCKOT HamoHa Ha OCHOBY (4.6.3.28) W WHKpEMEHTa IUIaCTUYHE

nepopmamuje Ha ocHoBy (4.6.3.25). Tlomro je Agl <0 ummamo na je "X <'X mna
INIaCTUYHO TCYCHE Ha ﬁ ZO AO0BOJU OO0 CMamkClha BCIMYMHE Kalle W HOpCACTaBJba

neOopMaAIMOHO OMEKIIIAE.
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AnopuTaMm padyHama HEIO3HATUX BPEIHOCTHU 3a CIIydaj Kajia ce HaloHCKa Tauka Hahe uzHan

MIOBPIIY TeUeHa JIaT je Ha chenehoj cauimy.

A 4

Ag’

m

v

.'+AIG :.r+AlGE_.'C ASP

m m m m

v

_ P
M=
[B]y e Bh +9}

!

\/HA.’JZD _ \/:+ArJZED _AL'G

L

r+A!fi = 1+AIJ20 —k—G r+Ar]l +Y€—B]

/-Azll

Ja

<tol

t+Ar g E
t+AL S _ S

1+ AL ‘G ™,

v

a t+At fl

ASPZA?\,T
0'"Vo

Cnuka 4.6.3.9 Anroputam 3a pauyHamk€ KOPUTOBAHUX BPEHOCTH KaJla C€ HAIIOHCKA TauKa

Teueme HA KAIN

Hal)e U3Ha MOBPIIH TEUYCHA

Ykonuko cy ucnymenn yeaosu Y fF >0, 3-"Yal > L ou "M fF <0 nomasu 1o Teuerwa Ha

karmu. OBaj BHUI TUIACTUYHE jAedopmalmje je KapaKTepUCTUYaH 3a TpaHyJIapHE MaTepujale.
Hamoncka tauka Hp06HOF CJIACTUYHOI' HAIIOHA CC HaJIa3W HCIIOA WJIM Ha HNOBPIIH TCUCHA

/1 =0 u necro ox nmuuuje [, = 'L (cnuka 4.6.3.8). Iloctynak oapehuBama CTBapHUX HAIOHA

Ha OCHOBY NPOOHMX j€ aHaJoraH MOCTYIKY y CIy4ajy Kaja ce HallOHCKa Tauka Halje u3Haj
MOBPIIIN TEYEHA MPU YEMY CY HHKPEMEHTHU Cpehe U JIeBHjaTOPCKE TUIacTHUHE AedopMarliyje

JaTu ca:

Ae’ =2A2, (3. 0 B e )’

m

As!P — Aﬂ/c t+AtR2 t+AtS ,

(4.6.3.31)

(4.6.3.32)
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rae je A4, mo3utuBaH ckanap [78].

Kopumrthemem u3pasa (4.6.3.22) u (4.6.3.32) noOuja ce u3pa3 3a pauyHame AaBHjaTOPCKUX
HaroHa:

t+AtQE
HALQ S

C14+2A4'GHYRY

(4.6.3.33)

IIPU YeMy je KOpEeH JIpyre MHBapujaHTe HAIloHa JaT Kao:

S e A (4.63.34)

(14244, 'G"R? )2

AKO ce npeTnocTaBu BpeaHoCT AL umamo 1a je YL = 'L+ AL ma ce Ha ocHOBY (4.6.3.15)
nobuja BpeaHOCT Benuurne B Kao:

A R L Ly (4.6.3.35)
riae je I, 3amemeno ca VL.

Ha ocHoBy (4.6.3.10) umamo na je
z+AtX — t+AtR t+AzB+ HA[L. (46336)

3anpeMHHCKa IUIaCTHYHA JieopMalrja ce MOXKe U3Pa3UTH Kao:

AP 3N P (4.6.3.37)

m

VY cnyuajy Teuema Ha Kamu 3a Boaehu mapamerap ce y3uma AL [78] a mpeTxoJHO onucaHa
MHTErpaloHa I1eMa MOXe ce KOPUCTUTHU U y CIIydajy paBHE Kalle Mpu 4eMy ce Mopa y3eTu

naje “ML=""X wu3 gera cneau naje ™R =0. Takohe, Ha ocHOBY (4.6.3.32) cneau na je

Ag'” =0, a uakpemeHT cpenme mepopManmje Ag. ce mobuja Ha OCHOBY yCIIOBa 1a 1€O Yy

sarpagu y uspasy (4.6.3.31) mopa na Oyze jennak 0 rae je cpenmu Hamon Yo nar ca

(4.6.3.27).

AnroputaM payyHama HEMO3HATHX BPEIHOCTH 3a CIy4aj T€UeHa Ha Kalu Jar je Ha cienehoj
CITUIIH.
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AL

i
r+AIB =k —y efB, s, +0 1+A1L

Y

v
R=- K, [1+Re ™D+ R, {e(&(&d)}
4dt
!
I+AIX eo I+AIR(+AIB + t+A1L
v

el =W [1 29 _ et D'X'DEX”)} + W, X% P)

t+At _ A _E 1 P
Gm - Gm CmASm
Ae”
— m
A)\‘C a t+At__ E t+At
2(3- "o —"L)

v
W: /1+A1J2ED
2

7 (1+280.'G*¥ R
+

= -LY +B(J,p —sz< tol

Ja

y

t+At g E
AL S

1R e R
1!

AS'P — A?L( r+ArR2 t+At S

Cnuka 4.6.3.10 Anroputam 3a padyHamk€ KOPUTOBAHUX BPEAHOCTH MIPU T€UEHY HA Kallu
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HanoHcka Tayka M3HAA MpeceKka MOBPIIN TeYeHha M Kale

VYKOIIMUKO c€ HAINlOHCKA TayKa €JACTHYHOT MPOOHOT HamoHa Hal)e M3Haa mpeceka MOBPIIH
TeueHma U Kare, MOT'y Ce JaBUTH JIBa ClIydaja:

t+At __E _ t+At 7 E
Gm - Il

- Y IPBOM CIHELMjaTHOM CIIy4yajy Tauka je Ha JUHHUjU 3 - = 'L W W3HAJ MOBPIIN

Teuema TV flE > (0, A07a3|M J0 HUIEaJTHO TUIACTUYHOT OJIOBOpa ca cMHUYyhuMm TedemeM [78]

(Hema TIpoMeHe 3ampeMuHCKe Iwiactuune nedopmanmje Ag) =0) rme je VI =1 =L,

MR ='R a MHKPEMEHT ILIACTHYHOI MHOXKHOIA MOXKE 1a ce n00Mje Ha OCHOBY cieneher
u3pasa:

t+AtJE / tB_l
AL = 20 (2 ). (4.6.3.38)
2'G'R

Y 0BOM CHEIHMjalHOM CIydajy Kaja je HalmoHCKa Tauka Ha junmju 3- gl ="[F =L

m
TeUemE CE CBOAM Ha TEUEH-E HAa Kallki Ma Ce JEeBMjaTopcku HamoH 'S padyHa Ha OCHOBY

(4.6.3.33) a unkpement aesujatopcke Aedopmanuje Ag'” Ha ocHoBy (4.6.3.32).

- V npyrom, onmTHjeM CIIy4ajy, YKOJIUKO C€ HAIOHCKAa Tadyka €JIaCTUYHOT MPOOHOT HaIloHa

t+At

Halje W3HAJ TOBPIIM TEYCHA f]E >0 ¥ JeCHO Oj JuHHje 'L OJHOCHO KaJa Baxu

At __E At TE
3.t+ tam:t+ tll

> 'L, ©MaMo JONPHUHOC W OJI TIOBPIIN TEYECHa M O] Kare. Y OBOM CiIydajy

Bosiehu mapamerap je Takohe AL (Kao M KOJ TeUeHma Ha KalH) a pauyHame Op3uHe IPOMEHe
IUIaCTHYHE JedopMalrje ce BpIIM Ha OCHOBY jeJHAUYMHE H3BEJICHE HAa OCHOBY OIIIITE
jemHaYMHe JaTe ca:

9
de” :dii, (4.6.3.39)
06

TIPM 4€MY KOJI gEHEPATMCAHOT MaTEPHjaTHOT MOJIENIA Ca KaroM [, 03HayaBa MOBPIIM TEYeHa

f, uxany f, [78]. VY oBoM ciy4ajy je moTpeGHO y3eTH Y 003Up JOMPUHOC 00€ MOBPIIIN.

Kopumnihemewm uzpaza (4.6.3.25) u (4.6.3.32) Ha ocHOBY (4.6.3.39) no6wuja ce cienehu uzpas

AL, —
AS!P - Tf /HAtJZD +Aﬂ,c t+AtR2 t+AtS = AL t+AtS , (4.6.3.40)

rae AL, onroeapa mospiu Teuewa a A4, oarosapa Kamu, 10K je A4 MO3MTHBAH CKamap

Koju MHOKkH 'S .

JleBHjaTOPCKHU HAIIOH Y HApEeTHOM KOpaKy ce pauyHa Ha OCHOBY ciieieher u3pasa:

t+At QE
HAtQ S

=———, (4.6.3.41)
1+2'GAA
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a THKPEMEHT KOpeHa Jpyre MHBapHjaHTe ce 100uja momohy u3pasa:

I+AtJE
by =N 2D (4.6.3.41)

2 T IGAL

[TomrTo y Tauku mpeceka MOBPIIU TeUCHA ca KaroM, Koja je Ha ciuuu 4.6.3.7 o3HaueHa ca V,

Baxku ja je "J,, = "M B, jennaunna (4.6.3.41) Moske ce pemmTH o A mpema:

_ t+AtJE
AL = 7\'32—1 2'G. (4.6.3.42)

t+At

3a pauyname “MB um "X kopucre ce uspasu (4.6.3.35) u (4.6.3.36), a HOIITO je HAIIOHCKY
TauKy HA Kpajy Kopaka MOTpeOHO BPATUTH y TauKy mpeceka Baxku ga je [ ="YL.

Kopumhemem nare jemnakoctn wu3 wu3pasza (4.6.3.37) MoxemMo TOOMTH HWHKPEMEHT
3ampeMHUHCKE TIacCTUYHE nedopmaliyje aarT ca:

AS:/D :(H—AtllE _ t+AtL)/ tcm ’ (4.6.3.43)

Tpu yemy je kopuuthena jennakocr Y =3. "ot

3akoH ojauama nar um3pazoMm (4.6.3.14) y xomOuHanmju ca m3pasuma 3a “MB u “MX
oTHOCHO (4.6.3.35) u (4.6.3.37) y3 xopumiheme (4.6.3.43) naje uzpas:

f(AL):O:tglf_i_(”AtllE_t+AtL)/tcm_

(7D t+AtX)

W[l —e - D" Xe (4.6.3.44)

(7Dl HAZX*DZ r+ArX2) jl

(7D3 r+ArX)

+VI/1 t+AtXZe

Bonehu mapamerap je kao u y ciydajy Teuemwa Ha Kanu AL [78], 1 Moxe ce U3pa3uTu Kao
. 1
AL = Al, =3Aco, . IHKpeMeHT cpelme IacTuyHe Aedopmanuje Ag! =§A8,f ce padyHa

nmoMohy eNacTUYHOT KOHCTHUTYTHUBHOT 3akoHa (4.6.3.43) u 3akoHa ojadama (4.6.3.44).
[IperxoaHo neduHMCaHa TpOLIEypa MOXKE Ce KOPUCTHTU U Yy CIydajy Aa ce ymporrhaBambeM
y =0 reHepagucaHor MOJela ca Karnom jaaTor jeaHadyuHoM (4.6.3.15) noduje dpaxep-Ilparep
Marepujaaau Mozen [78]. Takohe momeHyTy mpouenypy Moryhe je KOpUCTUTH U Y CIIy4ajy
paBHe Kame Kama ce "B pauyHa Ha ocHOBY (4.6.3.35) makon oapehuBama Boxeher
napamerpa "L . Y ommTeMm ciydajy alropuTaM 3a Cilydaj Kaja ce HaloHCKa Tadyka Hahe y
o0JacTu kKoja ce 1o0Hja y MpeceKy MOBPIIN TeUeHa U Kare je AaT Ha cieaeho) cauim.
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1+ R,

R=g [1+Rle(Rf”}fe{e(“"*(&‘”')}

v

t+At
1+ArB=k_,Ye—Bl L+ei+ArL

r+A1X = 1+ArR1+ArB =2 1+A1L

v

He

-D
+DI/] I+AIX28( 3

HAJX)

f(AL)=0="¢g; +("“If -"**L)/‘c, -

W |:1 . e(—DrvArX)_ BDHA{XE(,D] Aty _p, r+3:X2)i|

Jla

Y

_ fr+A1JE
Al = 22 1| [2'G

!+A{B

v

H—AIS _

t+At SE

T 1+ 2'GAR,

¥

AErP — A?\._HNS

Cnuka 4.6.3.11 Anropuram 3a pauyyHame KOPUTOBaHUX BPEAHOCTH IIPU TEUEHY Kaja ce
HaroHCKa Tayka Hal)e y 001acTi HacTasoj y MpeceKy NOBPIIU Teuekmha U Kare

YKOnuMKO Cy HamoHW 3aTexyhu oOWYHO M01a3u 0 KoJjarca rpaHyJapHOT MmaTepujaiia, a
YKOJIMKO MaTepujall nmoceayje oapeheny 3are3ny 4yBpcrohy o3HayeHy JTMHH]OM MAaKCUMaTHOT
3are3ama (cnmuka 4.6.3.7), NpUIUKOM TMpeKopavyema T€ JUHH]e HOPMAJIHHM HAINOHU Ce

PenyKyjy 0 MaKCUMAaJHOT XHJIPOCTATUYKOT MPUTHUCKA KOJU OJAroBapa JIMHUjH MaKCUMATHOT

T

3aTe3ama (O'“ =0,, =05, :_Ej a cMmuuyhm HamoHM mocTajy  JeHAKH HYIH

(0, =0,;,=0,=0).
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Hajeha nmpenHoCT reHepaincanor Mojiesia ca KaroM je MOryhHOCT KOHTpOJIHCama BeTUINHE
aunataudje npu cmuuyhem onrepehemy. Y3polnu HacTaHka QuiiaTeldje y TpaHyJIapHOM
MaTepHjally Cy JAeTajbHO O0jallllbeHH y MPETXOJHUM IJlaBama, a y CiIydajy reHepalucaHor
MaTpHUjaTHOT MOJeNia ca KamoM JWiaraidja je IMOcCiequlla TMO3UTHBHOT Haruba MOBPIIU
Teuemha y OJHOCY Ha I, ocy, Tako J1a je IIIACTUYHO TEUYEHEe HOPMAIHO Ha MOBPIINHY TCUCHA

IITO JIOBOJM JI0 BEKTOpa IJIACTUYHE JeopMalije KOju UMa KOMIIOHEHTY Y 3allPEeMUHCKOM
(xuppocratnukom) mpaBiy (ciuka 4.6.3.8). Kon [lpakep-Ilparep marepujamHor Mmojena
JUaTalrja ce HacTaBJba CBE JIOK Cy 3ajaTa cMuuyyha onrtepehema MITO MOXE TOBECTH 0
MHOTO Behe nunaTaruje Hero mro ce Jo0uja MPUINKOM ekciepuMmeHnaTa. Ko renepanucasor
MoOjIeJia ca KaroM 3aKOH Ojadama oMoryhaBa KOHTPakIM]jy Kare CBE JIOK Ce Tauka Ipeceka
Kale ca MOBPIIM Te4Yelka HE IOKJIONM Ca HAMOHCKOM TAayKoOM, Ia BEKTOp IUIACTUYHE

nedopmanuje y ToM ciydajy 1ocraje HopmajgaH Ha [/, ¥ HEMa KOMIIOHEHTY 3alpEMHHCKUX

miacTuyHuX  Aedopmanmja. I[lomemaBame mMmapamMerapa KOjH  KOHTPOJIMINY — Op3UHY
KOHTpakImuje karme oMoryhaBajy ga ce awieraanuja A0O0HjeHa OBHM MOJICJIOM TIOKjiama ca
eKCIIEPUMEHTAIHUM pe3yaTatuMa. Jlpyra mpemHOCT TeHepalMCaHOT MOJeNa ca KaroM je
MOJICIUpake IJIACTUYHOCTH TpU  KoMOpecuju. [IpuinMkoM YHCTO XHIPOCTATHYKOT
onrtepehema rpaHylapHOT MarepHjaja, MOHAIIAakEe MaTepujana je eIacTUYHO CBE JIOK ce
HarlOHCKa Tauyke He Hahe Ha kanu. bp3uHa 3ampeMuHCKe IUacTHyHe aedopmalmje OoTyaa
3aBHCH O] 3aKOHA Ojavyarba KOjUM ce o/ipeljyje TpeHyTHH MOJI0XKa] Karle.
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S TMMOBE3UBAIBE CIIX X1 METOIE KOHAYHUX
EJIEMEHATA (MKE)

5.1 3Hauaj MeTOJe KOHAYHHX eJIeMEeHATA U HeHe TeOPHjCKe OCHOBE

MKE je HajmomynapHuja HyMepHuyKa METOJa MEXaHMKE KOHTHHYyMa, KoOja CIyXH 3a
NPUOIDKHO peIlllaBalkhe TPAaHWUYHMX TpoljemMa KOJa TMapijadHuX JudepeHInjaTHuX
jennaumHa [82]. Hacrama je m3 morpebe perraBama KOMIUIEKCHHUX MpoOJieMa CTPYKTYpHE
aHanmu3e y ypOaHOM M aBHO WHXKEHEPCTBY M 3acCHHMBA CE€ Ha HJejamMa Koje Cy HU3HENIu
Anexcannap XpenukoB 1941. roqune [83] u Puxapn Kypant 1943. [84]. 3Hauajuu pasBoj
MKE je 3amoueo mie3seceTHx M ceJaMJIeceTuX roJuHa JBAJAECETOr BeKa rnparehu Hampeaak
pauyHapcke TexHuke. Cmarpa ce na je MKE meron koju je, y mopehemy ca Ipyrum, umMao
Hajpehu yTHIlaj Ha pa3Boj U OMETE TEXHUYKHUX NUCIHMIUIMHA y JIBAJECETOM BeKy. Bemmku
O0poj MelhyHapoIHHMX Yacoluca HajBUIIET HUBOA, YUTaBa WHIYCTPHja 3a pa3Boj copTBEepa HA
ocHosuma MKE, cBakomHeBHa mpumeHa komepunjaraux u cnernujaaraux MKE nporpamckux
nakeTa y okBupy Kommujyrepcku noapskanor moaenupama (Computer Aided Design CAD) y
CBHUM MHIYCTPUjCKUM TpaHama, ¥ MHTe3WBHA HaydHa uctpaxuBamwa y MKE, nHajkpaha cy
wiyctpanuja mnperxogHe TBpame. Jlamac MKE mpencraBiba  HajpacnpocTpameHU)y
HYMEpPUYKY METOJy KOja c€ KOPUCTH 3a MPOpauyH IIMPOKOT CHEKTpa (PU3NYKUX BEIHMUMHA,
MoYeB O] HamoHa M Jedopmarja y MexaHunu conupa [82] (mwTo mpencraBiba U3BOPHY
npumeny MKE) npeko kommjyrepcke mexanuke ¢uyuna (Computational Fluid Dynamics
CFD), nmpopauyHa OpOCTHPAmATOIUIOTE, €JIEKTPOMArHETHOT I10Jba, 3BYYHUX Tajaca U Jip
[54]. IIlpenHOCTH METO/Ie KOHAYHMUX €JIEeMEHATa Cy MOTYNHOCT aHaIHM3€e IMUPOKOT JHjara3oHa
npobiieMa, yiiTeaa BpeMEHa U HOBLA jep Cy IMPOMEHE MoJella U HKhUXOBa MOHOBHA aHAlM3a
3HATHO jeHOCTaBHHje U jepTuHH]e on m3MeHe u aHanuse nporoTunoBa. MKE uma u cBoje
HE/IOCTAaTKE Kao U KOJ CBaKe Jpyre NMpUOIMKHE HyMepUUYKe MeToie pemiemne 1ooujeno MKE
canpxu onpeheHy rpemky. BemnumHa rpemike 3aBUCH OJ THIA, BEJIWYMHE U TAYHOCTHU
Mojena kopuutheHor mpu aHanu3u. [IBa Haj3HauajHHja (QakTopa Cy 3HAHBE M HCKYCTBO
aHaUTHYapa U coQUCTUIMPAHOCT nporpama koju ce kopuctu. MKE ce 3acHuBa Ha monenu
YKYITHOT TTOCMaTpaHor mMojena (1oMmeHa) y Behu 6poj reoMeTpHjCcKi MPOCTHJUX MOA-TIOMEHA
Ha KOj€ ce NMpUMEHY]y 3aKOHH MEXaHHKE KOHTMHYyMa U IMpaBuia HyMEpUYKE MaTeMaTHKe
[54]. Axo ce mocmarpa, Ha TIpUMeEp, AUCKPETU3annja Kpyra momohy Bequkor Opoja KpaTKux,
MpaBUX JUHHUja, ToBehame Opoja JWHHUja CMamyje TPEIIKY YCiea anpoKCHMaldje, ajau ce
TUMe noBehaBajy MEMOPHjCKH 3aXTEBU 32 KOMIIJYTEPCKO pelllaBambe HyMEPUYKIM METO/1aMa.
dusnuke BeIUYMHE 4yHje ce BpeaHocTH padyHajy nomohy MKE noOujajy ce y auckpeTHOM
o0JIMKY y TauKkaMa Koje MOTUYY M3 MoIeJie JOMEHa Ha eJIEMEHTE U KOj€ Ce€ 30BY UBOPOBH [54].
Kon HajjenHOCTaBHMjUX elleMeHaTa YBOPOBM C€ Haja3e HCKJbYYMBO Ha KpajeBUMa HMBHIIA
OJTHOCHO CTpaHHWIla KOje TMpeICTaB/bajy TpaHulle u3Mel)y KoHauHUX eneMeHarta (ClIrKa
5.1.1.a). Ykonuko ce xenu Beha TaYHOCT ca UCTUM OpojeM KOHAYHUX eJieMeHAaTa KOPUCTE Ce
€JIEMEHTH KOju cajpke Mel)ydBOpoBe Ha CpeIMHU WMBHILIA, CTPAHUIA U Y CPEIUHU eJIeMEHTa
(cmuka 5.1.1.06).
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Crnuxka 5.1.1 TunoBu KOHAYHHUX €JIEMEHATA a) OCHOBHU €JIEMEHTH 0) €JIEMEHTH ca
mehyuBopoBrMa

Pagu nakmer padyHama (QU3MUKUX BEIMYMHA 32 CBAaKM EJIEMEHT C€ YBOJAW JIOKAJIHH
MIPUPOJIHU KOOPJMHATHU CUCTEM [54] Koju ce 0OMYHO Be3yje 3a CPeUINTe eIeMeHTa (ClIMKa
5.1.2).

a) 6)

Cnuka 5.1.2 KoHauHu eneMeHT ca YBOpOBUMA a) TIPEICTaBJbeH y JlekapToBOoM
KOOpPAMHATHOM cHcTeMy 0) MpeCTaB/beH Y MPUPOTHOM KOOPIUHATHOM CUCTEMY

MakcumanHe BpEIHOCTH TPHUPOJHUX KoopauHaTa mory Outh 1 wimm -1 Tako nma cy
KOOpJMHATE YBOPOBA Y IPUPOJTHOM KOOPAUHATHOM CUCTEMY nate y cieachoj Tabenn
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Tab6ema 5.1.1 IlpupoaHe KoOpAMHATE YBOPOBA 32 €IIEMEHT NMPUKa3aH Ha cauiu S5.1.2

Usop r S t
1 +1 +1 +1
2 -1 +1 +1
3 -1 -1 +1
4 +1 -1 +1
5 +1 +1 -1
6 -1 +1 -1
7 -1 -1 -1
8 +1 -1 -1

[TocmaTpane BenuuuHE Yy OMIIO KOjO] TAUKH Y KOHAYHOM €JIEMEHTY MOTY C€ M3padyyHaTH Ha
OCHOBY TIO3HATHX BEIMYMHA Yy YBOPOBMMA W HMHTEPHOJAIMOHUX (YHKIHM]ja KOje Cy ¥y
¢byHKUMjU TpUPOTHUX KoopauHaTa [54]. CBaku THUN KOHAYHMX €JIEMEHAaTa uMa CBOje
uHTepnojanuone ¢pyHkuuje [54] a HajjeIHOCTaBHUjH je ciiyyaj 3a 1/] eneMeHT nmpukas3aH Ha
ciunu S5.1.3.

r=-1 rI:O r=+1
X1=1 X2 5 r X
) A
A
1 1
Y
r=-1 r=+1

Cnuka 5.1.3 1]] KOHa4YHH €JIEMEHT y MPUPOTHOM KOOPJUHATHOM CHUCTEMY Ca
WHTEPIOJIAIMOHUM (PYyHKITH]jaMa

3a 1] ememeHT mpukazaH Ha ciunu S5.1.3 wHTEpHonanmuoHe (yHKIHje KOje OATOBapajy
yBopoBuMa 1 u 2 cy nate cnenehum u3pasuma:

1

h, =—(1—r)
2 . (5.1.1)
@:%a+a

Y cnydajy CIOXKEHHJUX €JIeMEHaTa, OJf IOjeIWHAYHUX HWHTEPHOJIAUOHUX (yHKIIHja
moTpeOHO je hopMupaTH MaTpUIly HHTEPIOJAMOHUX (PYHKIIH]ja. AKO CY MaJlM CJIOBHMaA U U
X O3HAYeHa ToMepama W KoopauHate ofpeheHa Tauke y koHawHOM enemeHTy a ca U u X
BEKTOpPH TIOMEpama W KOOpIWHATAa YBOPOBA, OMINTH H3pa3d 3a padyHame INoMmepama U
KOoOpJuHaTa ofpelheHe Tauke y KOHAYHOM €JIEMEHTY Cy AaTh cienehum u3pasuma:

100



Mapxko Tomanosuh JlokTopcka aucepranyja

u=HU, (5.1.2)
x = HX, (5.1.3)
rze je ca H o3HaueHa nHTepnoanuoHa MaTpuiia.

[Tomepame nato jenHaunHoM (5.1.2) ce 0HOCH MCKJbYUMBO Ha JIaHrpa)xoBy MaTepHjaliHy
(dbopmynanujy U HEONXOHO je 3a pellaBame PAaBHOTSKHUX jeHauMHA (0 Kojuma he xacHuje
outu BHIIE peun), A0k ce ko Ojnepose npocropHe Gopmynanyje (koja ce kopuctu 'y CFD
nporpamuMa 3acHoBaHuM Ha MKE) uBopoBu He momepajy Beh cy paBHOTEKHE jeHAYHMHE
Koje ce pemamajy y (yHKIUju mnputucka, JoK cy npu npumern MKE 3a TomiotHe
MpopayyHe, paBHOTEXHE jeqHaunHe y QyHKiuju on Temmeparype. Y MKE ce Ha ocHOBY
PaBHOTE)KHUX jEJHAYMHA 3a CBAaKU €JIEMEHT HHXOBHM CIpPE3ameM J0Ja3d [0 cHucTeMa
ro0aHUX jeqHaYuHa TpaHC(HOPMAIIM]OM U3 JIOKAUTHUX Y INI00aTHU KOOPAUHATHH CUCTEM, a
aHaJM3a CHCTEMa CIPETHYTUX KOHAYHUX €JeMEHaTa IMoJpa3yMeBa PEIIaBambe PABHOTEKHUX
jeIHaYMHAa y MAaTpUYHOM OOJIMKY, MPU YEeMYy C€ y MEXaHUIM COJIMJA Ha OCHOBY YyJa3HUX
orpaHuuema u onrepehema n00Hjajy moMepama Tadaka Koja IPEACTaBIbajy peLICHE
aHaJM3UPAHOT MpolIemMa.

[Tpobnemu koju ce pemasajy nomohy MKE mory Outu cratuuku (KOju He 3aBHCE O
BpeMeHa) U JUHAMUYKH (KOJI KOJUX MPOMEHJbUBE 3aBHCE 0/ BpeMeHa). CTaTudku mpodiaemMu
ce pemiaBajy y TOKY JeQHOT KOpaka JOK C€ IUHAMUYKHA TMPOOJEeMH peIiaBajy y BHIIE
BPEMEHCKHUX KOpaKa.

3a pemaBame paBHOTeXHHX jenHaunHa y MKE wmoryhe je KOpPHCTUTH EKCIUIMLIUTHH
(MHKpEMEHTaJTHU) TPUCTYN WIM HUMIUTMIUTHU (MHKPEMEHTATHO WTEPATUBHH) TPHUCTYII.
[Iperxomno omucane meroae IEM u CIIX cy excrmuiutHe a u36op npuctyna kogx MKE
3aBUCH 0]1 MpobIIeMa KOjHu ¢ MOJIeNHpa.

HMMnimmiuTHe METOZIe Cy 3HATHO CIIOKEHH]€ U TEXE 3a IPUMEHY ajli Cy 3HAaTHO CTaOMIIHUjE U
oMmoryhaBajy pauyHame ca 3HaTHO BehMM BpEMEHCKMM KOpakoM Af y OAHOCY Ha
EKCIUIMIUTHE METo/e. Y Cllydajy CTaTHYKE aHaJIW3e NpUMEYje ¢€ MMIUIMIUTHU MPHUCTYI
KO/l KOTa je y TOKY jeJHOT BPEMEHCKOT Kopaka y oapeheHoM Opojy urepanuja moryhe mohu
70 KOHBEPICHIIM]e pElIekha M MOCTH3amkha PAaBHOTEKHOT CTama, JIOK je 3a cliyda] aHaJIu3e
yaapHux onrtepehema win cymapa (Kpeml TecToBa) MOTOJHHUj€ KOPUCTUTH EKCIUIMIUTHU
MPUCTYIT Ca BEOMa MaJMM BPEMEHCKHM KOpakoM. Y OBOj aucepranuju Ouhe kopuurheHo
cnpesame excrunutHe CIIX merone ca mmmmuutHoM MKE jep y ciydajy KOpeKTHO
IMMEH3MOHHMCAaHUX ypehaja 3a TpaHcnopt, o0paay U CKIaIUIITEHE TPaHyIapHUX MaTepujaia
ynapHa ontepehema o] rpaHyJIapHUX MaTepHjaia He W3a3MBajy pazapame MaTepujaia.

V¥ mexanumu conuga MKE ce kopucTtu 3a TuHepaHy aHaliu3y I'Zl€ CE YBOAU IPETIIOCTABKA O
MaJIUM TIOMEpamkuMa | JIMHEApHO €JaCTUYHOM MaTepHjajy Koja ce pelaBa y jeJHOM KOpaky,
MKE ce takohe kOpuCTH W 3a HEJIMHEApHY aHAJIU3y TlIe ce y3uMa y o03up Ouio edekar
T€OMETPHUJCKE HEIMHEAPHOCTH OWJIO MaTepHjalHe WM 00a HMCTOBPEMEHO NPH YeMy Ce
aHanu3a BpmM y Behem Opojy Kopaka y TOKYy KOjuX ce omnTepeheme WM orpaHuveHe
MHKpeMeHTaIHO noBehasa o 0 10 MaKCUMAaHe 3a/1aTe BPEIHOCTH.
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5.2 HuxkpemeHtanHo-urepaTuBHM npucryn y MKE

PemaBame HenmmHeapuux mpooOiema y MKE ce 3acHMBa Ha MHKpPEMEHTAITHO-UTEPATUBHOM
MIOCTYIIKY KOJ| KOTa C€ Ha OCHOBY IOYETHOT MTO3HATOT CTama y TeKyheM Kopaky Tpaku HOBO
PaBHOTEKHO CTame Y HapeAHOM Kopaky [71]. Ako je mo3HaTO paBHOTEIKHO CTame Teia ‘A
IPU KOME Cy YHYTPALIkhEe U CHOJballlhe TeHepaucane cwie 'F* u 'F* y paBHOTEXH Tj.

‘B = R (5.2.1)

HoBo paBHOTEKHO cTame '"*' A MpU KOME CY YHYTPAIhe U CIIOJballlihe TeHepATNCaHe CUITe
HFY m 'FY je maTo u3pa3oM:

l+AlFll — l+AtFS . (5.22)

YHyTpalmke cuie y HapeaHoM Kopaky *'F* cy HenmuHeapHe QyHKIHje moMepama [71] koje
ce o3nauasajy ca "*'U*. Ako ce uspa3 (5.2.2) nureapusyje 100Hja ce penanuja:

tKAU — t+AtFS _ [+AtFL{ , (5.2'3)

rne je AU Bekrop mpupariraja YyBOpHUX momepama a 'K je marpuna kpyroctu [71] nara

Kao:
OF"
'K=—-. (5.24)
ou
HrepaTtnBHa paBHOTEKHA jeJHAYMHA KOja ce 100uja Ha OCHOBY (5.2.3) je obOnuka:
t+At K(ifl)AU(l') — t+at FS _ t+AtFll(i*1) (5.25)

i1 N -1 . ot 4 (i-1
rae “MKUY w ' F) onrosapajy nocnemem mosHatoM cramy ossaderom ca AT a

BEKTOp MpUpAIITaja IOMEpPamka Y i-T0j UTEPaLlUjH je AaT Kao AUY

YKynmHH BEKTOp TOMEpama y i-TOj UTepaliju 3a HapeaHu Kopak [71] moOuja ce kama ce
YKYITHU BEKTOP IOMeparma 13 MPEeTXOAHOT Kopaka yBeha 3a cBe HHKPEMEHTE 10 HMHKPEMEHTa
i (ykspyuyjyhu u mera)

g = gl + AU 4.+ AUY (5.2.6)

Jennaunna (5.2.5) ce peimraBa UTEPAaTUBHO CBE JOK C€ HE MCIYHU Ne(PUHUCAHU KPUTEPH]YM
KOHBEpPIreHIIMje KOjU MOXKe OWTH: KpUTepUjyM IO T[OMepamhMa, KPUTEPUjyM IO
HEYPAaBHOTE)KEHUM CHJIaMa WM KPUTEPHjyM IO MHKPEMEHTATIHO] YHYTpAIlHkhOj €HEPrHju,
KOju cy naTtu cienehum uspasuma:

t+At U(z)

HAU(">H <e, , (5.2.7)
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t+AtFS _ t+at Fu(l) t+at FS _ tFu

‘SSF

: (5.2.8)
AU(i)T ( t+at FS _ t+AtFu(i)) S 8EAU(1)T ( t+Al‘FS _ l+Al‘Fu ) . (5.2'9)
rae &,, £U & TpeICTaBibaj)y TOJEpaHLMje 3a I[OMEpama, HEYPAaBHOTEIKEHE CHIE U

HEypaBHOTEXKEHY eHeprujy [78].

Bekrop ynyrpammsux cuia [73] ce 1o061ja U3 NpUHIUIIA BUPTYEITHOT paja:
t+AIFM(i) — Z J t+at B(i*I)T t+AtG([*1)de ) (5.2 10)
J v

IIPU YeMy Ce€ CyMHUpPAre BPIIH 110 CBMM KOHAYHHMM €JIEMEHTHMA Y 3alpeMUHH V'’ a mMarpuia

++ B o3Hauapa MaTpuily W3BOAA MHTepronauuoHuX (yHkumja (5.1.2, 5.1.3) Koja ciyxnu
3a TtpaHcopmarujy umsMmehy mamux ngedopmarja y MarepujaqHO] TauKd W YBOPHHUX
noMepama elieMeHara:

Z+Ate(i—1) _ z+AzB(z’—1) t+AtU(i—l) ' (5.2.11)

3a 3/] enemeHTe MpeTXOAHA peralyja y UHICKCHO] HOTalUju UMa O0JIHK [54]

1
e.] [hy O O - Ay 0 0] gll
e, o #, 0 - 0 h, O Uzl
ezz 0 0 hl 3 e 0 0 hN 3 .3
= X ’ Dol (5.2.12)
Yy hl,z hl,l o - hN,Z hN,l 0 UV
Ve 0 h|,3 hl,2 0 hN,3 hN,Z UIN
Va _hl,3 0 hy - hyy 0 hy, | ZN
Uy
. oh,
py YyeMy je paau Kpaher nucama yBeJeHa 0O3HAKa hk’j = g .

J

AKoO ce u3pa3 3a MHTEpHnoJupame nomepama (5.1.2) Hanume y oarosapajyhem o0muKy 3a

WHKPEMEHTAIHO UTEPATUBHU MocTynak [71] mobuja ce penamuja 3a padyHame rmoMepama y
(i-1) (i-1)

Taukk W'’ Ha OCHOBY momepama y usoposuma U u unrepnonamuone matpuie H
-1 st yy(i-1
u ™ =gyt (5.2.13)
N i—1 . . .
Marpuna “*'BU" 3aBucu on mpoMmeHe reoMeTpuje, M 3a Clydaj MamMX [OMeEpama je

KOHCTaHTHa [71].

H t+at (i-1) .
arnoH ‘6"’ ce MOKE U3padyyHATH Ha OCHOBY:

t+at

¢ ="6+Ac"", (5.2.14)
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(i-1)

IJIe je pupaIiTaj HaroHa Ac JaT Kao:

t+At£(i—l

)
A= [ do. (5.2.15)

KoHCTUTYTMBHU 3aKOH MpeACTaBiba Bedy u3Mel)y HamoHa u Jedopmandja Tako Ja 3a
HEJIMHEapHy 3aBUCHOCT UMaMO:

d'e="'Cd's, (5.2.16)

rie ¢y d'6 u d'e npupamraju HarnoHa u aepopmanuja a ‘C je KOHCTUTYTHBHA MaTpHIA
KOja 3aBHCH OJ1 HaroHa u nedopmanuja [76].

3amenom (5.2.16) y (5.2.15) noGuja ce u3pa3s 3a oapehuBame HMHKPEMEHTA HAIOHA Y KOPaKy
MHTETPalyjoM KOHCTUTYTUBHE pellaiyje:

t+at (i-1)

Act™) = j Cds . (5.2.17)

Y caydyajy nAa HE TOCTOjU MarepujajHa HEJIMHEapHOCT (€MacTHYHM MaTepujalin)

KOHCTMTyTMBHa Matpuna C” je KkoHcTaTHa ma jeaHauuna (5.2.17) MMa jeIHOCTaBHO
pelewe:

A = CE ( tat li=1) _ ta) , (5.2.18)

JIOK je y omiTeM cirydajy matpuna C HenuHeapHa (QyHKIIHM]a HalmoHa OJTHOCHO jAedopMalinja
na je uHTerpanuja jeaHaunne (5.2.17) ciokeH MmocTymnak Koj Kora cy ro3HaTe BEeIMYMHE Ha
TI0YETKY KOpaKa: HaloH ‘6, YKyIHe '€ W IulacTudHe Aedopmanuje ‘& Kao W yHyTpallmbe

NpOMeHJbUBE '3 KOje OmHCyjy ITOHAallame¢ MaTepHjaga (Ha IIpUMEp MOJO0%kaj Kame KOJ

. . i—1
TreHEpaIMCaHOT MOJIeNIa ca KaroM), Kao W YKyInHe Aedopmairje Ha Kpajy Kopaka ot gli )y

NPeTXO0AHOj uTepanyju. Hermo3znate BennunHe Koje Tpeba M3padyHATH Ha Kpajy Kopaka cy

t+at (i-1)  t+ar JP(i-1) 1+t pli-1
'Y, € , ﬂ( )

a i—1
O3HaYeHe ca . Vayrpamme npomerbuse A u mmactuune

nedopmaryje ot i) cy HenuHeapHe GyHKIMje HamoHa [71], a ako ce ’UXOBH MPUPAIITAJU

Ae” u AB wuspaxasajy Ipeko HaroHa Ha kpajy kopaka ')

ped je 0O UMILUTHIIMTHOM
MHTETPALMOHOM MOCTYIKY. 3a payyHamke OBUX BEIMYMHA HAJIIOTONHUjH je mMeron Boaeher
(ocHOBHOT) mapaMeTpa KOJ KOTa ce CBe HEMO3HaTe BEIMUMHE Ha Kpajy Kopaka u3pase MpeKo

jensor mapamerpa p [71]. Hakon Tora popmupa ce HelMHEeapHa jeTHaYrHA:

f(p)=0, (5.2.19)
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t

KOja ce KOPHMCTH 3a onpehuBame pemiema ' *'p HAKOH 4Yera ce Ha OCHOBY H3pauyHATe

t t+at _(i-1)  t+ar JP(i-1)
, €

BPEIHOCTH OCHOBHOT HapameTpa ' ' p padyHajy HeNo3HaTe BeJIUYUHE ' u

w2 30 11110 je mpHKasaHo y anroputMy y Tabemn 5.2.1.

TabGena 5.2.1 UmMnuiuTHA MHTErpalldja HaIlIOHa METOI0M Bojieher mapamerpa

i—1
Tosnare Bemnunne: ‘s, ‘s, ‘e, ‘B, g™
t+At6(i*1) I+A18P(i*1) : t+Atﬂ(i—l)

5

Heno3nare Bennuunge:
Kopaxk 1: I[IpencraBibame CBUX HETIO3HATUX BEIMYMHA TIOMOhY OCHOBHOT Iapamerpa p

i—1 i—1
f+At6(l ) (tG, IS, tEP, tﬂ’ f+At£(l ))
t+at JP(i-1) (1 _ 1o t P tp t+at(i-1)
€ ( c,'e,'e ' B, (a)

1 -1
t+at 6;(! ) (t , ts’ ISP, t 9, t+At£(l ))
t+at

Kopak 2: ®opMupame OCHOBHE HEJIMHEAPHE jeTHAYHHE [ ( p) =0 u u3pauyHaBame = p

Kopak 3: OnpehuBame HeNO3HATUX BEIMYMHA (a) HA OCHOBY U3pauyHartor ' p

Tagnoct pemema HEIMHEAPHOT MPOOJIEMa 3aBUCH Of TAYHOCTH HMHTETpaIfje HaloHa Yy
Kopaky [73], mox Op3uHa KOHBEpreHIMj€ pelleHha 3aBUCH OJf HauMHA pauyyHama MaTpHIle
KPYTOCTH. YKOJMKO j€ MaTpulia KpyTOCTH TaHTeHTHa (oxpeleHa Ha OCHOBY BenMYMHA HA
Kpajy Kopaka MHTErpaluje) mocTike ce KBajapaTHa Op3uHa koHBepreHuuje [73]. TanrentHa
MaTpHuIila KPyTOCTH ce ojpelyyje Ha OCHOBY m3pasa:

t+AzK(H) _ J‘ t+AzB(H)T t+Ar C(H)T t+A? B(H) dv’ , (5.2.20)
v/
MIpU Y€MYy je IOTPEOHO OJPEeIUTH U TAaHTCHTHY KOHCTUTYTHUBHY MaTpHUIly TOMohy u3pasa:

) _ 8t+AtG(i—1)

t+At (~(i-1
C P t+At 8(z‘—l)

: (5.2.21)

Ha OCHOBY HalloHa W JnedopMmainja Ha Kpajy kopaka [73]. YV tabenu 5.2.2 je mar aaropuram
MHKpEeMeHTaHo-uTepatuBHor noctynka y MKE.
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Tab6ema 5.2.2 Anropuram HHKpEeMEHTaTHO-UTepaTUBHOT noctynka y MKE

A. TloueTHM yCIIOBH 3a KOpaK

l+AtU0 — tU

t+Ath

i=0

b. PaBHOTE)XHE UTEpanuje, NeTba Mo CBUM €JIEMEHTHMA
=i+l t+AtFu(i—l) -0 t+AtK(i—l) -0

— B. [leTspa no uHTErpalilnOHNM Taukama
t+Af£(i*1) _ t+AfB(i*1) t+AtU(i71)
Wnterpanuja Harnona merogom Boaeher napamerpa (Tabena 5.2.1)
i—1
nosuare: ‘s, ‘s, 'e”, ‘B, g

HEIO3HATE: t+At6(i—l) ’ t+A18P(i—l) ’ HM,B(H)
t+Ar_(i-1)
Koncruryrusra marpuma ' C'™) _0 o
Yt p oM S(H)

st (i1 st i) t+ar_(i-1) 4777

Cuue y usoposuma > F™) = Zj B e ay

J oy
- Marpuma KpyTocTH t+AtK(i—1) _ J‘ t+AtB(i—1)T t+A C(i—l)T t+AtB(i—1) dv’
v/
[Ipupamraj momepama 1 KOPUTOBamkE MOMEpama
t+At K(i*I)AU(i) — t+at FS _ that Fu(ifl)
t+At U(z) _ t+AtU(z’—1) +AU(1‘)
[IpoBepa KOHBepreHIyje

HAU(z)H <e, t+At U(i) H
a)
| 6) Al RS _ t+AtFu(i)H < & trat s _ U
B) AU(:)T ( tralRs _ t+AtFu(i)) < EEAU(I)T ( tratgs _ l+AtFM)

AKO YCIIOBH KOHBEPreHIIMje HICY HCITYHEHHU, pauyHame ce OHaBJba y cieaehoj nrepanuju

5.3 Ilose3uBame MKE uBopoBa u CIIX nceypo-yecTuna

Monenupame UHTEpaklyje Tena Koja cy auckperuszoBana nomohy MKE u CIIX ce 3acHuBa
Ha MIPUHIMITY TocroAap/ciyra (pod y U3BOPHOM €HTJIECKOM OOIHMKY master/slave) kom kora
ce KOHTPOJIa OJIBHja J€THOCMEPHO (TOCIOIap KOHTPOJIHMIIE CIYTy JOK 00paTHO HHje MOTyhe)
[51]. V cnyuajy moBesuBara MKE u CIIX nmporpama, MKE nporpam urpa ynory rocrnoaapa
nok je CIIX mporpam cayra. OBaj mMeToJ TOBe3MBama oMoryhaBa aHajau3y HMHTEPAKIIH]e
baynna u conuma Kao M MOACIHpame OATMCTUYKOT yaapa U npoaupama [S1]. [IpBoouTHa
MMIUIEMEHTAlMja TOCIoap/ciiyra MpuHLIUIA Ce 3aCHUBAaJa Ha MPEAUKTOP-KOPEKTOP METOIH,
IZIe je IPBO y NMPeIuKTop (ha3u MPUIUKOM padyHama MoJioXkKaja rocroaap MOBPIIMHA U CIyra
NICEY0-YECTHIIA MPETIIOCTABIFEHO J]a HEMa KOHTAKTa a MOTOM C€ y KOPEeKTOp (a3 padyHa
nyOMHa TMpojopa ciyra Iceyno-decTuiia y rocmojnap mnoBpmuHe [85]. Ha ocHoBy
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U3padyHaTor MpoJopa, pauyHa ce KOHTaKTHa CHJIa Koja Jeiyje Ha Troclojap MOBPUIMHE U
clIyra Icey10-4ecTuIle, KOja pa3/iBaja KOHTaKT Y HapeITHOM BPEMEHCKOM KOPaKYy.

IN'ocrogap/ciyra anroputmu koju ce kopucte 3a nose3uBamwe CIIX u MKE 3e 3acHuBajy Ha
JIBa TIPUCTYIIA, MPUCTYN MPUYBPITNEHUX YeCTUIIAa M MPUCTYN Kim3ajyher koHTakta [86]. ¥V
IIPBOM MPUCTYITy YBOPOBHU €JE€MEHATa KOjU YYECTBY]Y Y KOHTAKTy yjeTHO INpPEICTaBibajy U
koHTakTHU cinoj CIIX wectuna (cmuka 5.3.1).

CIIX CranpmapaHu 4YBOPOBU
YECTHLE U €JIEMEHTHU
@ @ ®
@ @ @
Ne
@ L L @
nz o
ns
@ @ @
O ] o
Hurepdejc Hurepdejc
YECTHLE eJIEMEHTH

Cmuka 5.3.1 CIIX uBopoBu npuuspirhenn 3a MKE mpexy

BenuunHa KOHTaKTHUX YECTHUIA OJrOBapa BEJIMUYMHU KOHTAKTHHUX ejieMeHarta (cnuka 5.3.1) a
Maca KOHTAaKTHHMX 4YEeCTHIla IOTHYE HCKJBYYHMBO Of Matepujaia wmonenupador CIIX
YecTHIlaMa Tia je Maca CBUX KOHTAaKTHUX YecTHIla ucta [86]. 3a mocmaTpaHy 4eCTHILYy i TOMEH
yTHUIaja j€ TPEACTaB/beH HUCIPEKuaaHoM JuHujoM (ciauka 5.3.1). Mako ce y gatom goMeHy

yrunaja nopexa CIIX gectuna Hanase u crangapanu MKE uBoposu ( #,...1, ), nedopmarnuje
€ u Op3uHe ngedopmanuja € ce pauyHajy caMO Ha OCHOBY 4BOpOBa I, 1,,..Hs. Cuie y
YEeCTHLM [ IOTHYY O] YBOPOBA 7,,...n; U eneMeHata B u C 1ok craHIapAHN YBOPOBH Hy,...H,
He y4ecTBYjy aupektHo Beh mpeko enemenara B u C [86].

[Tpuctyn knu3ajyher konrakra nmoapasymena na CIIX uectunie n uBopoBu MKE Hucy uBpcro

Be3aHu Beh ce KoHTakT octBapyje m3mely CIIX wectuiia M HMBHIA/CTpaHUIA KOHAYHUX
enemeHara (cnuka 5.3.2)
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CIIX
4eCTHULE

CranpgapaHu UBOPOBH
U €JICMCHTU

Cnuka 5.3.2 Knuzajyhu unrepdejc n3amely CIIX yectunia 1 MKE enemenata

CnuyHO Kao M y ciydajy MpuuBpIINeHUX YecTUIla, U KOJ Kiu3ajyher KOHTakTa CTaHIapIHU
MKE uBopoBu m,,m;,n, He Y4eCTBYjy y pauyHamy Aepopmauuja €, Op3uHe nedopmarnuja
¢ u cuna y nocmarpanoj CIIX wectunum i [86]. MakcuManHO 103BOJBEHO MPEKIIAName CIyTa
CIIX uectunue i ca rocrnogap MKE moBpiimHOM m, —m, je 03HAa4eHO ca O, U y Clly4ajy
knacuuHo reHepucanux CIIX gectuna jegHako je HynmH, I0K y ciaydajy na cy CIIX gecturne
nobujere eposujom MKE enemenara, J, MOXe MMaTd Maiy BPEIHOCT KOja TPEACTaBIba
nenvh mehydectuaHor pacrojama [87]. Ykomuko nohe n0 AETUMUYHOT TpeKIianama Ciayra

4eCTHLE i ca FOCIIOAAp CErMEHTOM /71, — My KOje je 03HaueHo Kao (J > &, ) HopMaiHe Op3uHe

YeCcTUIe { U YBOpOBA /M, U M, MOpajy OUTH aXKypupaHE Tako Jla BakKHU 3aKOH OJlpiKamba

KOoJIMYMHE KpeTama (4.5.4.12) u na HopManHa Op3uHa 4eCTHIIe i OAroBapa Op3UHU CerMeHTa
m, —m, [46].

[Topen moMmenyTux mHTEpPEjca ca MpUUBPIINEHUM YECTHIIaMa U ca KJIN3ajyhuM KOHTaKTOM
(xoju mpouctruy u3 nosesuBama CIIX ca MKE) rpanmune CIIX uectuiie Mory OMTH Ha
c10001HO] OBpIIMHM (ciauKka 5.3.3.a), y KOHTaKTy ca IpyruM Marepujaiom (ciuka 5.3.3.0),
MOTYy UM OWTH 3aJaTH C€CEHUHUjaIHU (TEOMETPHjCKH) TPAaHUYHHU YCIOBH (TIOMEpame) WIU
MPUPOJHUA TPAHUYHU YCIOBH (CHJIE OJHOCHO HAMOHU) KOjU CYy TPEICTaBBEHH Ha CIUIHU

5.3.3.815.3.3.0 [88].
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u(t)

B)

Cmuka 5.3.3 I'panune CIIX yectuna: a) Ha ¢1000HOj OBPIIUHH, 0) Y KOHTAKTY ca APYTUM
MaTepHjajoM, B) €CeHIIMjaTHA (T€OMETPH]CKH) TPAHUYIHH YCJIOBH, T') WIH TPUPOTHH
TpPaHUYHU YCIIOBH

VY cnydajy ciiob6oaHe MOBpIIMHE, TPAHUYHHM CJI0] YECTHUIA MMa HEMOTIYH CKYIT CYCEIHUX
yecTuIa (MOIMTO TPaHWYHA MOBPIIMHA CeYe JOMEH YTHIlaja) ma ako ce xenu n3dbehu oBaj
HejocTaTak, Moryhe je momatu BupTyenHe dectuie (cnuka 4.4.1.2). Ako cy J1Ba pa3au4uTa
MaTepujaia y KOHTakTy (crmuka 5.3.3.0) monas3u 10 rpemike mpu padyHamy Op3uHE MPOMEHE
nedopmanmje (4.6.1.13) u tenzopa porauuje (4.6.1.17) jep npuavkoM cymHpama MO CBHUM
CyCeTHUM YeCTHIlaMa Yy CyMy Yyja3e 4YeCTUIle Pa3IMYUTHX MaTepujaja ca pa3IuuuTUM
MarepujaaTHuM Kapaktepuctrkama [88]. Lllto je pasnmka marepujalHUX KapaKTePUCTHUKA
Mama, Mama j€ ¥ Ipelika, Tako J1a ako ce MoJieMpa KOHTAKT JiBa Tella OJ] UCTOT MaTepujalia
[89] y KOHTaKTHUM CJI0jeBHMMa HEMa Tpelke. Y CiIy4ajy pa3IuduTUX MaTepujalia J0jda3u O]
M3BECHOT MPOAMparka U MEIIaka Ha KOHTaKTHO) moBpmrHU rnomTo CITX He 3axTeBa /1a mosse
Op3uHe UMa jeIMHCTBeHY BpeaHocT [90]. Pemieme je npencraBibaino yBolhewme NpUHyIHE CUIe
(penalty force) y oxBupy duunep (pinball) anropurma [91], koja nenyje uzmely dectuna y
KOHTAaKTy ¥ YHjU WHTCH3UTET 3aBUCH O] MpeKjamnama ¥ Op3MHE NpPOMEHE MpeKiIanama
(cmuHo pauyHamy cuie ko JIEM MeTtosie) u Koja ce pauyHa Ha OCHOBY cienehux u3pasa:

h+h,
p=""> ~|x, - x| =0, (5.3.1)
F=K,min(F,F,), (53.2)
pzp]Rij £ p>0
E=<pR +p R At , (5.3.3)
0 p<0
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. (5.3.4)

Y NpPEeTXOAHMM HM3pasvMa, 3a YECTHIE y KOHTAaKTy AchUHHMCAHE KOOpAMHATAMA X, U X,
JIyXKMHE TJ1a4arba Cy O3Hau€He ca /1, u h,, BUXOBO MPEKIIANAmkE je 03HAYEHO Ca p , JIOK O, U
p, BUXoBe ryctune, R u R; cy muxosu panujycu, a G; u G, cy MOJIyllM CMHULIakba 33 J1aTe

Marepujane [91]. OBako m3pauyHary cuiy moryhe je xopuroBaTu onpeheHum (axTopom
ckanmpawa K, [90].

KonTakr m3mehy nBa pasmuumra marepujana y CIIX metomu Moke na ce mocmarpa Kao
KOHTakT u3Mel)y dectuiie ¥ moBpmmHe (cnuka 5.3.4.a) uiu Kao KOHTakT m3Mmely dectuia
(cnuka 5.3.4.0).

Cnuka 5.3.4 OnpehuBame KOHTaKTa

Konrakt u3mely uectuna je morogHuju 3a MPUMEHY M BHUIIE je Y CKIaay ca 0e3MpeXHUM
kapakTepoMm CIIX merone anmu koI Bera MocToju NMuTame oAapehuBama mIpaBla JeloBamba
KOHTAKTHE CWJIE MOINTO CE€ HOpMale Yy KOHTAKTHMM 4YecTUIlamMa Yy OIILITeM CIy4yajy He
nokyanajy [90]. Ykonuko ce KOHTaKTHE cuie MeUHUINY TyXK BEKTOpa KOjU Craja LEeHTpe
YECTHIA Y KOHTAKTY (Kao IITO je TO clydaj KoJ (IMIep aaropuTMa) KOHTAKTHE CHIIE UMajy
HOPMAaJIHY U TAHTEHTHY KOMIIOHEHTY. Y KOJIUKO je TOTpeOHO n36ehn TaHTeHTHY KOMITOHEHTY
KOHTAKTHUX CHJIa TTOTPEOHO je M3padyHaTH Cpeamy HOpMally Mely decThIlaMa U YK Hhe
neunucatu konraktHe cuie [90]. Hakon ¢aumnep anroputma [91], mojaBuinu cy ce u Ipyru
obnuiy u3paza 3a padyHamwe NpuHyAHuX cuia [90] mely kojuma TpebGa Harjmacutu
aJIrOpUTaM KOHTAKTHOT MOTEHIHjana Koju he Outm MoaudukoBaH u KopuiiheH y OBO]
auceprauuju [92]. AnropuraM KOHTAKTHOT MOTEHIMjalla je 3aCHOBaH Ha uaeju MoHaraHna o
yBohemy onbojuor unana Rf’ 3a yOnaxkaBame HECTAOWIHOCTH NPU MCTE3Alby y U3pa3 3a

OJlp’Kame KoIMuuHe Kpetama [40], Koju cajia riacu:

oW
é’x’ﬂ

D Vt (5.3.5)

j i
==Y m'| —L+—L+Rf’
l) /912 /912 n

jeSss

rge R KoeHIMjeHT KOju 3aBUCH OJf NPHTHCKA W I'yCTHHE, a oabojHa cuna f je mara

U3pa3oM:
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W(r"'f)

R Y 5.3.6
W (AP ) e

fl=
n

npu yemy je 7’ :‘x’—x-’ ‘ pactojame Mmehy dvectmumama i W j, a Ap,, J€ cpenmwe

Mel)yuecTHUHO pacTojame y OKOIMHU IocMmartpaHe dectuie i. Kako ce pacrojame r”
cMamyje Tako ce oa00jHa cuita nosehasa [40].

KoHTakTHU OTEHIIMjal je 1aT U3pa3oM:

w(x -x))
p(x' )= jK %px; av, (5.3.7)

rae je () Tpecek JOMEHa yTHIIaja IMOCMaTpaHe YeCTHIE M CYCEAHOI Tejaa ca KOjuM je

c
rocMarpaHa 4ecTUlla Y KOHTAKTy @ K U /1 Cy KOPUCHUYKHU Je(h)MHUCAHU MTapaMeTpH KojuMa
ce peryiuiie WHTeH3UTEeT moreHmujana [92]. Ha ocHoBy jegnaumne (5.3.7) cmemu na je
BPEIHOCT KOHTAKTHOT TOTEHIIMjajla yBeK Beha WM jemHaka HYJIM yHYTap JOMEHa KOMeE
MpUIaga KOHTAaKTHA YECTHUIA U Aa cIIMYHO MoHaraHoBoj o100jHoj cuiu (5.3.6), pacte Kako

ce pactojame Mehy uecTuiiama y KOHTakTy cMamyje [51].

Kopucrehu yectnuny anpokcumariijy u3pas 3a KOHTaKTHU noTeHmujan (5.3.7) mocraje:

. . n
i i J
NCONT ., J W(X -X )

)= _ 53.8
¢(X ) ; p/ W(Apavg) ( )
3anpemMHHCKa cuna b, (xi ) ce padyHa Kao TpaJyjeHT KOHTaKTHOT oTeHIjana [92]
_ | NCONT i W(xi —x’ )n_l o
b(x)=Vg(x)= Y —K —V, W (x-x). (5.3.9)

;P W(Apavg)

BekTop kKOHTakTHE cuiie fc(x’) ce noOuja MHTErpalrjoM BEKTOpa 3alpPEMUHCKE CHIIC
i
b.(x)

f(x')= [N, (x')ar, (5.3.10)

Q

4

npu yemy je N HOpMann3oBaHa MaTpHIA TSKUHCKUX OJHOCHO MHTEPHONAMOHUX (YHKIIH]ja
YHjU Cy YWIAHOBU:
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= ,WX—X

:P z (x —x’) o

jeSS

N,

i

m’ W("I‘X") ™ g (x —x), (5.3.11)

rae je SS cKyn cyceqHHX YecTHIa a pajd jeJHOCTAaBHOCTH MHCakha HOPMAIU30BaHU KEPHEI

je o3HaueH ca W(x’ —X") i

3amenom m3pasa (5.3.11) u (5.3.9) y (5.3.10) u uHTETpasLEHLEM, UMajyhel Y BUIY Ja je 4aaH

m' :
— KOHCTaHTaH M Ha OCHOBY ycjoBa Jeo0e memuHe (4.3.1.8), nobujamo KoHadaH OOIIHMK

Yo,
U3pasa 3a BEKOTP KOHTAKTKHE CHUJIC:

i_ j n—1
m leW(xi—xj), (5.3.12)
" w(ap,,)

fx)= %
J
ITpaBar] KOHTAaKTHe cuie je oapelieH rpaaujeHToM KepHel GpyHKIHje inW(xi —x/ ) [93].

i
fx)
m[
00JMK 3aKoHa OayaHca KOJIMYWHE KpeTama 3a allfOpUTaM KOHTAKTHOT MoTeHIrjana [92]

=—Z ( %fJaWr”—ﬁ(’.‘i). (53.13)
Yo,

Kana ce yOp3ame ycien KOHTakTHE CUJIe nona y uspas (4.5.4.12) nobuja ce koHauaH

jess ﬁx}, m'

5.4 TperMmaH Tpema Y KOHTAKTY

buno na ce xkontakt u3mely marepujana y CIIX metogm mojenupa momohy ajaropurma
KOHTAKTHOT MOTEHIIHMjalia, WK MOMONY YKJbyunBama YecTHiia 00a MaTepujajia y CyMUpame y
OKBpPHpY JIOMCHa yTHIaja 2k, Tpemy Kao OCHOBHO] KapaKTEPHCTHIN TpaHyJapHHUX
Marepujajga HHje mocBeheHa anekBaTHa mNaxma. Y WY MOJEIUpama HHTEPAKIH]e
rpaHyJapHUX MaTepHjaia ca ypehajuma 3a BUXOB TPAHCIIOPT, 0Opaay M CKIAIUIITEHE, KOja
ce 3acHuBa Ha noBe3uBamy MKE ca CIIX, Tpeba ncrahu nap OUTHUX MPETIIOCTABKU:

- 3a Momenupame IOMEHYTHX ypehaja kopucTte ce KOHAYHU €IEMEHTH JbYCKE KOje
KapakTepuile OCOOMHA Ja WM je jeIHa JMMEH3HMja 3HAaTHO Mama O]l TpeocTane JBe.
[Tpunukom nose3uBawa MKE u CIIX Merone ox uBopoBa Tux enemenara ce renepuiry CIIX
YeCTHIIE. 3a Pa3JIMKy OJ OPUTHHAIHOT MPHUCTYIa mpuuBpimheHux dectuna (ciauka 5.3.1) kox
kora cy cBe CIIX uectuie (ykbydyjyhu 1 KOHTAKTHE) O]l UCTOT MaTepHjaia, y OBOM CIIy4ajy
yectunama reHepucanuM o MKE 4yBopoBa monespyjy ce MarepHjaliHe KapaKTepUCTHKE
onropapajyhux enemenara.
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- [Tomepama uBopoBa ce pauyHajy y MKE, nok cy oaroBapajyhe renepucane CIIX gectuie
tokoM CIIX mpopauyna dukcupane. Cuse Koje enyjy Ha reHeprucaHe KOHTaKTHE YECTHIIE Ce
nperoce 3 CIIX y MKE (nmo uctoM mnpuHunmy mo Kome paau (GIyua-cTpyKTypHa
untepaknuja y MKE) rie ce Ha OCHOBY BUX padyHajy MOMepama U HAlOHHU.

- KoHrakTHe cuie ce pacraBibajy Ha HOpMajlHE W TAHI'CHTHE KOMIIOHEHTE, HaKOH yera ce
IPOBEpaBa YCJIOB TpPEeHa, OJHOCHO Ja JH j€ TPEHhe CTATUYKO WIM JUHAMHUYKO. Y CIydajy
CTaTHYKOT' TPEHa HeMa KJIM3amba I'PaHyJIaTHOI MaTepHjalia o KOHTAKTHO] MOBPIINUHU, 0K Y
Cllyyajy ITUHAMHUYKOT Tpema IOCTOJU KIM3ame, a CHjla Tpema Ce CYNpPOTCTaBjba TOM
KIIM3amby.

Ca 003upoM Ha TO Ja KOHTAaKTHa MOBPIIMHA MOXE OWTH HEMpPaBUIHOT OOJIMKA, MPBO je
notpeOHO Hahu HOpMay Ha KOHTAKTHY MOBPIIMHY y MOCMaTpaHoj yecTuid i. Jla mu Heka
YeCcTHLA MpUNaza TPaHUYHOM CJOjy MOXE Ja ce YTBPAM aKo C€ W3BPIIM KEpHeI
anpokcHUMalldja HeKke KapakTepucTtuuHe "0oja" ckamapHe Qynkuuje y [38] Tako nma 3a

TpPaHUYHY YECTHUILY I BaXKU:

w' Zl//jz—jW(xi—xj), (5.4.1)

Jjess
MIOIITO Y CYMHUPAK-E 10 CBUM CYCEHUM decTuiiama SS yiase u yectuiie "npyre 6oje".

Kao "6o0ja" ¢dbynkmmja xopuctu ce uaeHtudukanuja marepujana. OapehuBame HOpMasie Ha
ocHoBy "0o0ja" ¢yHkimje je mpBoOuTHO KopumheHo mpu MKE anamm3m koHTakTa aBa
dbnayuna y OjnepoBoj mpoctopHo] hopmynanuju [94], nok cy norom Panmnec u JInbepcku
npuMenwn Taj npuHuun y CIIX meronu [38]. Illemarcku npukas aBa ¢uynaa y KOHTAKTy
nat je Ha cienehoj cnummy.

Cnuka 5.4.1 Hopmana Ha KOHTaKTHY NOBPIIKMHY Y Ta4KH 1

Hopwmaia y mocmaTpaHoj KOHTaKTHO] YeCTHIIM C€ padyHa Ha OCHOBY cieacher uzpasa:
n=+tVy', (5.4.2)

rje je

Vy' = Zl//jZ—jVW(xi -x’). (5.4.3)

JjeSS
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3Hak y jenHaunnu (5.4.2) je yBEK MHHYC aKO CYy CBE CyCEIHE YECTHUIIC UCTOT MaTepujasia Kao
U mocMaTpasa uectuua i [38].

Hakon onpehuBama HOpMase, Moryhe je KOHTaKTHY CHITy naTy u3pa3om (5.3.11) paznoxutu
Ha HOPMAaJIHY ¥ TAHT€HTHY KOMITOHEHTY (ciuka 5.4.2).

I'pannyna
MOBPLINHA

Cnuka 5.4.2 KoMIOHeHTe KOHTAKTHE CHJI€ Y TPAaHUYHO] YECTUIN

Hopwmanna koMmoHeHTa ce pauyHa Kao MpojeKIlija BEKTOpa Ha OCHOBY cliefieher n3pasa:

g fem (5.4.4)
n" ‘n’

JIOK je TaHTeHTHA KOMIIOHEHTA JaTa jeJHAYNHOM
Tei _gi  Ngi
fi=f-"f. (5.4.5)

Cana je moTpeOHO MPOBEPUTH JAa JU C€ PaAM O CTATUYKOM WJIM JWHAMHYKOM Tpemy Ha
ocHoBy KynoHoBOr 3akoHa Tpemwa. Y cilydajy CTaTHYKOT Tpema HeMa Kperama u3mely
KOHTaKTHHX MTOBPIINHA, jep je HHTCH3UTET TAHTCHTHE KOMIIOHEHTE KOHTAKTHE CHJIC MAmbH OJT
KPUTHUYHE BPEITHOCTH, IITO CE MATEMAaTHUKHU Tpe/ICTaBba moMohy HejeHaunHe:

fi' :_Tfé Sﬂé Nfi

y ’ (5.4.6)

IZie je 4, CTaTUYKH KOe(UIM]EHT TpeHa.
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Y ciydajy CTaTU4KOT TPEHa, CHila Tpewa fj; je NCTOr HHTEH3UTETA a CYNMPOTHOT CMepa 01

TAHTEHTHE KOMIIOHEHTE KOHTAaKTHE cwie ' f W Moxke umatu Bpeasoct o 0 mo u “f'.

c
VKOJIMKO je TaHreHTHa Kommouenta 'f' Beha on u, "f' momasum no kperama meby

KOHTAKTHUM IOBpIINMHAMa a CUJia TPCHha KIIn3amka je AaTa u3pa3om:

(5.4.7)

i Ngi
£ =<u "1,
rae je f4, < (4, KoeUIUjeHT KUHETUYKOT TPEHha.

be3 003upa nma nu ce pagu 0 CTAaTHYKOM WIH JUHAMHYKOM TPEHY H3pa3 3a 3aKOH OJIpiKama
KOJIMYMHE KpeTama aat u3pasom (5.3.13) Tpeba KopUroBaTy yKJbYyIHMBAKEM CHUJIE TPEHA:

Dy, o Uc]{ﬂ+‘7;ﬂ 0’°Wij_fc(xi)_ffiq

2 , ‘ , , (5.4.8)
Dt jess p’? p” Ox, m' m'
TJIE CUJIE TPEHA f} MOJKe OMTH CTaTUYKa WM JUHAMUYKA HA OCHOBY yciioBa (5.4.6)
o) = TS
fla=1 3" (5.4.9)

IRVZTEE RN AR (7R i
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6 METOAOJIOI'MJA ITPE U ITOCT-ITPOLHECHUPAIBA

JemaH o1 OCHOBHHX IIMJbEBA OBE JAMCEpTalHje OHO je pa3BOj METOAOJIOTHjE 32 MOJCIUPAbE
rpaHylapHUX MaTepujajia U aHajJu3y WHTEpaKIHje rpaHylapHUX MaTepujaia ca eJacTHYHUM
M eJacTO-IJIACTUYHUM MaTepHjajinMa O]l KOJUX Cy cauMmbeHu ypehaju u KOHCTpyKIHje 3a
IUXOB TPAHCIOPT, CKIAIUIITeHe U o0pary. HakoH matepujanHor Mozena 3a rpaHysapHe
Marepujaie u uaTepakije MKE u CIIX conBepa Koju cy onmucaHu y MPEeTXOAHUM TiIaBama,
y 0BOj riaBu Ouwhe nmat kpaTak OCBPT Ha joml ABa OWTHA Jejla MIOMEHYTE METOJOJIOTH]E:
npouec reHepucama ynazuux garoreka 3a MKE u CIIX conBepe u mporec aHanuse
nobujeHux pesynrata. TauHocT pesynrara koju ce nooujajy MKE ananusom 3aBucu o Tora
KOJIKO je MOJeN JIeTajbaH M OJ KBAJIUTETa MpeXe KOHAUHUX eJIeMEeHaTa, TaKo je MOXKEJbHO
UMaTH LITO MPAaBUIIHU]E €IEMEHTE a MCTO C€ MOJKE 3aKJbYUUTH M 3a paBHOMEpaH pacropen
CIIX gectuna [95].

VY okBupy oBe auceprauyje kopumhenu cy PAK (Ilporpam 3a Ananuzy Koncrpykuuja) MKE
COJIBEp KOjH ce pa3Buja y Jlabopatopuju 3a KOMIIO3UTHE MaTEpHjalie U MHKEHEPCKH COPTBED
Ha daxynreTy MHXKEHEpPCKHMX Hayka YHuBep3utTera y Kparyjemy [54], MCM (Meshless
Continuum Mechanics) CIIX conBep koju je pa3BujeH Ha Kpendwin yHuBep3uTeTy Yy
Benukoj bputannju y okBHpy rpyrie 3a HCIUTHBAKE CyJlapa U CTPYKTYPHY MEXaHUKY Mpod.
Burwesuha [41] u SPHO7 conep [59], koju ce pa3Buja Ha MHCTHTYTY 3a MaTeMaTHUKy U
unpopmaruky IlpupogHo-Maremarnukor ¢akynrera YHupepsurera y Kparyjesiy, a koju je
3acHoBaH Ha MCM-y [95].

Meby komeprjannum nporpamuma CIIX ommuja HHje HIMPOKO pacHpoCTpameHa M 3a caja
noctoju camo y LS-DYNA-u (ox Bep3uje 971 uz 2000) [96] a oxckopa (ox Bep3uje 6.11 u3
2011) u y ABAQUS-y [97]. ¥ naGopaTopuju 3a KOMIIO3UTHE MaTepHjaie U MHKCHEPCKU
coTBep 3a rerepucame ynasue garoreke ce kopuctu SIEMENS-oB nporpam FEMAP [98]
Koju omoryhaBa yuuTaBame BehHMHE CTaHAApPIHUX T'C€OMETPHUjCKUX (opmara, MMa IIHPOK
CreKTap ajaTta 3a JedUHHCame TeoOMEeTpHje M oMoryhaBa Kpeupame yJla3HUX JaTOTeKa 3a
Behuny xomeprmjamaux MKE consepa. FEMAP nipeacrassba jenan oa Haj yHKIIMOHATTHUAJUX
nporpama 3a renepucarse MKE mpexxe amm Ha kanoct, 003UpoM Ha Mally 3aCTYIJbEHOCT
CIIX omnmuje y KOMEPIHjaATHAM COJIBEpHMa, omiuja renepucama CIIX dectuiia jour yBek He
nocroju y FEMAP-y, tako na je 3a mpe-npornecupame (nopenq FEMAP-a koju ciyxu 3a
renepucarbe MKE ynasne paroreke) moTpeOHO KOPUCTUTH JAPYre Mporpame 3a reHepucame
CIIX yna3zHe naToTeke, Kao M 3a MOCT-TIPOLIECHpae pasyiraTa aHaiuuse, 0 4yemy he Outu
peuu y HapeHUM TOTJIaBJbUMa.

6.1 TI'enepucame yiaa3zne narorexke 3a MKE couaBep

Monen reaepucan y FEMAP moryhe je uzBect u yunrartu y Behunu komepuujanaux MKE
nporpama, aju 3a Kpeupame ynasHe garoreke 3a PAK 6miio je morpeOHO kpeupatu noceban
IpeBoAMIall Iporpam (TpaHciaaTop, oJoMaheHu aHTIIUN3aM), KOjU yYUTaBa CBE HEONXOHE
noxatake cauyBane y FEMAP *.neu ¢ajny u nakyje ux y ¢popmary PAK ynasne gatoreke
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*.dat. FEMAP omoryhaBa 3HatHa mpuiarohaBama KOPHCHHUYKOT OKpPYXKEHa, TaKo Ja je
Moryhe 101aTi eKCTEepHU Mporpam y riaBHU MeHH (y oBoM ciy4ajy PAK tpancnarop), koju
KaJla ce MoKpeHe, nocraje cactaBuu 1eo FEMAP-oBor okpyxema (ciuka 6.1.1).

@ Femap with NX Nastran - [primer] - [Untitled] | (S e S

! File Tools Geometry PAK Connect Model Mesh Modify List Delete Group View Window Help -8 X

i FemCon 3 x . Untitled 1k x

FEMAF NEL:

primer.neu Open FEMAP NEU

8|4 weiboid [ L

- Analysis type: ‘ ‘
PAKS ¥ Edit Analysis Options ‘ ‘
Export: _‘_‘_______

I” Use constraints in global coordinates _‘_‘_‘_‘_‘_‘_‘_‘_
Analyse | Close | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

i Model Info 1 x ‘ ‘

SEE| R |y A

-, Coordinate Systems -

- [ Geometry R | T=p-

r“‘ Connections

- Meodel |=

..... % Analyses

--g2] Results A B Save Model A
(] Views - Otnses: 3
""" It Groups * saving Database... . =
- layers e B 1 b

Ready - Nodes: 100, Elements: 81 | Prop:1l Ld:0 Com:0 Grp:0 Out0

Cnuka 6.1.1 U3rnegq FEMAP oxpyxema ca PAK tpanciaropom

PAK Ttpancmarop u FEMAP xomynumupajy npexo API (Application Programming Interface)
MeTtonaa koje omoryhasajy PAK tpancnaTopy na ayromarcku 3anaje Hapenoe FEMAP-y koje
ou 6e3 API Meroma kopucHMK caMm MOpao Ja 3aaaje, Tako aa je momohy PAK Tpancmaropa
moryhe mokpenytu ananu3y y PAK-y u yumrtatu pesynrate y FEMAP HakoH 3aBpuieTka
ananuse. [lomTo je y ciydajy MKE-CIIX nmoBe3nuBama HEOMOIHO UMATH U yJIa3Hy AATOTEKY
3a CIIX kojy Huje moryhe nanpasutu y FEMAP-y PAK TpaHcnatop ce KOpUcCTH Jja U3Be3e
ynasHy aaroreky 3a PAK, xoja ce mpu mokperamy aHalIHU3e pydyHO YHOCH Y COJIBEp (3ajeIHO
ca CIIX yna3HOM JaTOTEKOM).

6.2 T'enepucame yiaasne naroreke 3a CIIX cosBep

[Tomrro ynasny mparoreky 3a CIIX nuje moryhe nanpasutu y FEMAP-y, 3a renepucame CIIX
yectuia kopuurheH je nporpam LS-PrePost koju npenctaB/ba OCHOBHH ajiar 3a Mpe U MOCT-
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nponecupame 3a comBep LS-DYNA «koju pasBuja Livermore Sofware Technology
Corporation a koju je 3a pa3nuky o1 LS-DYNA conBepa 6ecrnaTtan 3a kopumrheme.

ﬁ LS-PrePost 3.2 - 17Mar2012(08:47)-64bit l = | = éj
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2DMesh e
e
A [
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Clearance 42 :"‘::: @
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0.0 0.0 1.0 E
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um urmn um 2 i
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Density: 1.650E-03 o ME
FElE : {ﬂ Favorl
Same P Set Params s
ame Para S
- M
Start NID: 13 6?5@
MassTm
Start PID: 2
) ) =5
h g
Done

4

NFEEEISISECT R

quat 0.523045 0.149777 0.203929 0.813882;

U [eR LWy R"

QUAT W.323045 U189/ 7 7 WLAUSHLY LB LS8E L

S
=

Geometry Tools Command

Cnuka 6.2.1 KopucHnuko okpyxeme nporpama LS-PrePost

Toxom u3pajze oBe AuUcepTalfja pa3BUjE€H j€ TPAHCIATOP MPOTpaM KOjU CIIYXKH 3a KpEeUparme
yna3aux gatoreka 3a MCM u SPHO7 nporpame Ha OCHOBY CKyIma 4YeCTHIlA TEHEPUCAHHUX Y
nprpamy LS-PrePost. ¥ ognocy na FEMAP, LS-PrePost je Mambe HHTYHUTHBAaH U UMa Mambe
¢dyHKIIM]ja 32 TeHEepHCamke reoMeTpuje U Mpexe, a Takohe Hema Hu API dpynkumje Tako na y
wera Huje Moryhe yrpagutu tpancinatop 3a CIIX. CIIX tpancnatop ce nokpehe n3an LS-
PrePost nporpama, npu uemy ce npso mojen u3Bo3u y LS-DYNA yna3ny naroreky *.k, xoja
ce moroMm yuutaBa y CIIX TpaHcrmaTop, y KOMe ce IMojeuaBajy IOJaTHH MapaMeTpu KOju
nedunnmy aHanu3y y SPHO7 mwnu MCM nporpamrMa, HAaKOH 4era ce TeHEpHIle ylia3Ha

naToreka *.mcm (crnuka 6.2.2).
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P

ol SPHO7 input file generator =HAS X

Select LSDYNA " Kfile |

1: Problem Definition | 2: Time Control I 3: Qutput File Control | 4: Input and Inttizlization options I 5: Analysis Options | 6: Interpolation Omions|

Pods option Discretisation Type Number of materials Initial number of particles Maxdmum number of particles

3 = 3D Cartesian - 0 = Basic SPH - 2 - select input file! 10

Materal 1 | Material 2-|

Matenal type Atificial viscosity type Elastic
Hastic - (1] Young's Modulus, E 2.000E+05
Poisson’s Ratio, v 0.300E+00
Mass density Quadratic bulk viscosity coefficient
7.800E-03 2 0000E-+00
Equation of State type Linear bulk viscosity coefficient
0.5000E+00
Total mass of material Material identification
812 Elastic
Initial smoothing length for all particles  Particles
0.026 1 6
Constraints  no constraints -

Create MCM file |

Cnuka 6.2.2 Tpancnarop nporpam 3a renepucame CIIX ynazaux narorexa

6.3 IlocT-mpouecupame pesyjarara

3a mpezacTaBbambe pe3ysTaTa HAaKOH 3aBpIIETKA aHAINW3€ MOTPEOHO je KOPHUCTUTH Mporpam
Koju Moke na mpukaxke kako CIIX wectuiie, Tako W KOHA4YHE €JIEMEHTE. 3a Ty CBPXY
kopunitheH je OecrutatHu mporpam ParaView koju passuja Kitware inc. y capammu ca Los
Alamos National Laboratory. ParaView moske 1a yunuTta mmpok crekrap usiasHux popmara a
MIPUWIMKOM H3pajJie OBe aucepTamnuje kKopuirheH je *.vtk ¢opmar koju mma jeTHOCTaBHY
CTPYKTYpy U oMoryhaBa Jako TeHepHcame U3JIa3HoT (ajina HakoH cBakor kopaka y CIIX u
MKE anamu3u. Wsnaszum ¢ajnoBu ce rerepumry 3a cBaku marepujan y CIIX awanusu
nocebHo, kao u 3a cee CIIX uectuie u cBe eneMeHTe, Tako Aa je Moryhe yKibydMBaTu U
MCKJbYYUBATH MPUKA3 yecTula ofpeheHor Marepujana mo norpedu (ciuka 6.3.1).
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I ParaView 43.1 64-bit [E=EER
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Lighting T
Specular D 0

Cube Axes

[ show Axis Edit
Point Sprite .. ¥
Paint Sprite Mode Sphere (Texture) =

Point Sprite Texture Mone -

Max pixel size 36 e

Crnuxka 6.3.1 [Toc-Trporiecupame pesynarara y nporpamy ParaView

[Tpunukom nonemaBama onuyja 3a npuka3 CIIX gectuna kopunrhen je Point Sprite nogarak
(plugin) 3a ParaView koju omoryhaBa npukas uyectuiia kao chepa.

ParaView je npetxomno xopumihen u 3a Buzyenmusanujy JJEM pesynrara.
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7 IIPUMEPH

Y 0BOj rmaBM Jatu Cy HOpuUMepd KoOju cy KopuinheHn 3a Bepudukanujy pasBujeHe
METOJOJIOTH]j€ MOJeNMpamka WHTEpPaKIMje TpaHyJapHUX MaTepujaia ca ypehajuma wu
KOHCTpYKIIMjaMa 3a HUXOB TPAHCIOPT, CKIAAMINTEHE M 00paay a Koja ce 3acHHBa Ha
nose3uBarky MKE u CIIX merone. [Ipumepn aHanm3e moHamama TpaHyJIapHOT MaTepujaja
nomohy JIEM wMetone nmatu cy Ha kpajy Tpehe TiiaBe M HBHXOBa CBpXa je HyMEpHUYKa
Bepu(dHKanMja TEOPETCKUX MPETIOCTABKU 3aCHOBAHMX Ha CKCIIEPHMEHTAIIHOM IPOY4YaBamby
rpaHyJIapHUX MaTepujaya, JAOK Cy HPUMEpU Y OBOj IJIaBU OPJEHTHCAHM Ka TMPAKTHYHO]
NPUMEHH U MPHKa3yjy MOCTYMAK KOjU C€ MOXKE KOPUCTUTH MPU aHAJIHM3U PEATHUX Mpodiiema
CII0)KEHE TE€OMETpH]jE.

[IpBu mpumep cyaapa aBa HWJIMHApa je KopuinheH 3a BepuuKanuje eracTorIacTUYHOT
MaTepUjaTHOT MoOJieJla U KOHTAKTHOT anroputma. [lpyru mpumep mpeactaBiba HYMEPHUUYKO
MoOJleNpame KoJslarica cry0a TpaHylnapHOr Marepujana (mecka) W KopuitheH je 3a
Bepu(DHKaIM]y TeHepaTMCaHOT MaTepUjaTHOT Mojiesia ca kanom. Tpehu npumep npeacrabiba
KHUIIOBAE KyIE CAauMbEHE O] TPaHyJIapHOT Marepujaja ¥ KopuiheH je 3a BepubUKaIujy
nntepaknuje MKE u CIIX meetone. UeTBpTy npuMep MpeAcTaBiba MyT Aaber UCTPaKUBamba
rIe ce y MaTepujalHM MOJEN YKJbydyje W YTHIQ] TeMIieparype Koja OuTHO ojpehyje
KapaKTEepUCTHUKE CYICTaHIIE KOja ce Hajla3u u3Mel)y rpanynapHuX 4ecTula.

7.1 Cynpap aBa HMIHHAPA

Y OoBOM mpuMepy aHaJM3upa ce TOHAIIAKkE JBAa HUJIMHIPA O JeType allyMHHHUjyMa IpH
cynapy (cmuka 7.1.1).

14 14

—_—) 4

Cnuxka 7.1.1 2]] monen cynapa

['ycruna xerype je p =2700kg /m’, TloacoHoB koedurmjent je v =0.33, JaHros komyn je

E=1.65x10°MPa 5ok je rpannma teuema o =290MPa. Bp3uxa o6a wmumuHzpa je
v=10m/s.

Pagu mposepe TtaunoctH, pedyntatu CIIX ananmsze cy ymopehenu ca pesyiaratuma MKE
aHanmu3e u3BpuieHe y nporpamy LS-DYNA. 30or akcujanHe cuMeTpyje HMIMHAApa aHAIN3a
ce BpwM y 2/ mpocropy u 10 ca 25x50 konaunux enemenata u 30x90 CIIX nceyno-uecruna.
Ha canum 7.1.2 natu cy ®@on MusecoBu Hamonu noodujenu nomohy MKE nok cy Ha ciaunu
7.1.3 natu ®on Musecou HanoHu Aooujenn CIIX meTomom.
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Von Mises Stress
g 4:500e-03

-0.003
0.0015
I 0.000e+00

Crnuka 7.1.2 ®on Musecosu Hanonu aooujenu nomohy MKE

Von Mises Stress
g 4:500e-03

-0.003
0.0015
0.000e+00

Cnuka 7.1.3 ®on MuszecoBu Hanonu nooujern CITX meromgom

Ha ocHoBy cnuka 7.1.2 u 7.1.3 Buau ce na 3a natu npumep MKE u CIIX meTtona aajy cnuaHe
pesyarare [89], ¢ THM mTO ce MOpa HarilacuTH 1a je moske HamoHa y CIIX meromm mame
XOMOT'€HO.

[Tpomene ®on MusecoBux HarmoHa y TOKY BpemeHa 3a enxemeHT u CIIX dectumy koju ce
Hajla3e Ha cpelMHaMa IIJIMHIapa Ha MECTy KOHTAKTa JlaTe cy Ha cienehoj ciauiu:
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Hanon (MPa) @oH Muzecos Hamon - Bpeme
3.50

—4—S5PH
1.50 =B—-FEM

Bpente (s)

Cnuka 7.1.4 [IpomeHa HanoHa y TOKY BpeMeHa

Ca mpeTxo/iHEe CHKe ce BUAM Jaa cy ocumianuje HamoHa y CITX meronu Behe on ocummnaiyja
nariona y MKE, anu je mogynapame pe3yiarata Ha BUCOKOM HHUBOY.

Konrakthu anropuram mehy CIIX nceyno-uectunama ajiekBaTHO pauyyHa KOHTAKTHE CHJIE Ta
je TIoHaIamke NUIINHAApa HISHTUYHO NoHAIaky Koje ce noouja npumeHom MKE [89].

7.2 Kouaamnc cty0a rpaHy/JlapHOr MaTepujaJjia

['panymnapHu MaTepujajii UMajy OrpaHUYEHY CIIOCOOHOCT Ja HOCE COINCTBEHY TEXKUHY, TaKO
7la aKo HUCY OTPAaHMYEHHU 3UI0BUMA (POPMHPAjy CTPYKType OOJIHMKa Kyle YHMja U3BOJIHHIIA ca
XOPHU30HTAJIOM 3aKJjIarna yrao KOju je jelHaK WM MambU YIiy MPUPOIHOT TPeHa. YKOJIHKO Ce
3UJIOBH KOjU Ap:KE TpaHyJapHU MaTepHjall Harjao yKJIOHE J0Jla3u A0 KoJarca TpaHylapHOT
Mmarepyjaia, AOK Yrao H3BOJHMIIE HE MJOCTUTHE BPETHOCT Yrila HPUPOJHOT Tpema.
MarepujaaHu MO/ KOJU C€ KOPHUCTH 3a aHAIM3Y MOHAIIamkha rpaHyJIapHUX MaTepHjaia Mopa
na oMoryhm peaiHy CHMyJanujy TMPETXOIHO ONMCAHOT IOHANIama. Y CBPXY TECTHpama
TeHEPAIMCAHOT MaTEPHjaTHOT MOJIENIa ca KaloM, U3BPIIEHO j€ MOJACIHpame Kojanca cryda
rpaHyJIapHOT MaTepujaja Ha OCHOBY €KCIIEpUMEHTa Koju ¢y Bpiwin Jy u koaytopu [99] a
YHjU je IeMaTCKU MpuKa3 naT Ha cauiu 7.2.1.
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Crnuka 7.2.1 lemarcku mpukas KoJjarca cTy0a rpaHyJIapHOT MaTepujania U popMupama Kyre

['ycruna mMatepujana je p =2099kg / m’ , 3anpemuncku Moy je mat ca K =30.62GPa , nok
je cvmmuyhm wmoxayn G =8.23GPa. MarepujaiHe KapakTEPUCTHKE 3a TEHepaIrcaHu
MaTepHjalHd MOJIEN ca KaloM KOjeé ONKCYjy MOBpII Teuewma JePUHHUCAHY jeIHAUHMHOM
(4.6.3.15) cy £=0.03858, 8=0.03, »=0.03858, B, =9.0, nok cy 3a 3aKOH Ojayama JaT ca

(4.6.3.4) xoucrante D=7.25, W =0.18, X,=0.0. Oxgnoc n3melhy nonyoca enmrce kare

(jemnaumna 4.6.3.10) je R=2.0. Konanc cryba rpanyiapHOT marepujaja MOJCIUpPAH je y
JIBE BEp3Wje: y TPBOj BEp3UjU CTyO ce Haja3W y TMOCYIWd 4YMja je CBpXa Ja OTrpaHuyd
XOPHU30HTAHO KPETamke YECTHLAa TPaHyJIapHOT MaTepHjajia 1o MOAJI03H YUME CEe UCKIbyuyje
yTUIAj KOHTaKTa U Tpema [100], 1ok ce y aqpyroj Bep3uju cTyO Hala3|u Ha PaBHO] IJIOYH, IITO
OJroBapa EKCIEPHUMEHTy TnpukazaHoM Yy [99]. I'panymapuu cty0 je OUMeEH3Hja
72mmx72mmx192mm u moxpenupan je ca 2500 CIIX wyectuna. M3rnex npse BapujaHTe
MoOjieJia y TIOYETHOM TPEeHYTKY (HaKOH yKJamama 3U10Ba) AaT je Ha cauiu 7.2.2.

Von Mises Stress
i
0

Cnuka 7.2.2 IlodyeTtHo crame (t=0s) mpu Konarncy cryba mecka (1. Bapujanra)

Ha caumu 7.2.3 nat je usrnen mozena HakoH 0.2s.
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Von Mises Stress
0.02
I
£0.01

0

Crnuxka 7.2.3 Crame mozena y Tpenytky t=0.2s (1. BapujanTa)

Ha cnmunum 7.2.4 pmat je w3riieq mojena HakoH ls kaga Jojla3W 10 clierama Marepujaia u
omnaaama Op3uHE Ha BpeAHOCT NMpuOImkHy 0, Mpu 4eMy je Tmocy/a y MOTIYHOCTH UCTTYHH-EHa,
a TpaHyJapHH MaTepujan (opmMupa KymacTy CTPYKTypy Koja je OYeKHMBaHAa Ha OCHOBY
KapaKTepUCTHKA MOHAIIAkA IaTHX y TJIaBH 2 OBE JAUCEPTAIlH]e.

Von Mises Stress
0.02
|
£0.01

0

Cnuka 7.2.4 Kpajme cTame MoJiena KoJarca cTyoa rnecka y TpeHyTtky t=1s (1. Bapujanra)

VY npyroj BapHjaHTH MoJesia MaTepHjaHi MapaMeTpu M JTUMEH3Hje cTy0a Cy UCTe Kao U y

NIPBOj BapWjaHTH a YMECTO NOCYJe, IpaHyJapHU CTy0 ce Haja3d Ha paBHO] IUIOYM (CIHMKa
7.2.5).
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Von Mises Stress

0

Crnuka 7.2.5 ITouetHo crame (t=0s) mpu Kosancy cTyda necka (2. BapujanTa)

Ha cimmmm 7.2.6 nmat je wsrnen mozena HakoH 0.2s mpu YeMmy je H3TJIEN TpaHyJapHOT
Marepujaja CIMYaH H3IJIey KOj! je MaTepujall UMao Kajaa ce cTyO Hajla3uo y MOCyIH, a KOju
je mat Ha cymnm 7.2.3.

Von Mises Stress
9.02

10.01
i
0

Cnuka 7.2.6 Crame Mozena y TpeHyTky t=0.2s (2. BapujaHTa)

Kpajme crame koje ce 106uja HakoH s je gato Ha ciuiwm 7.2.7.
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Von Mises Stress

?.02

10.01
I
0

Cnuxka 7.2.7 Kpajme cTame Mojiesna KoJiarnca ctyoa rnecka y TpeHyTky t=1s (2. Bapujanrta)

Ca mpeTxoIHUX CIMKa Ce BHIM Ja c€ 3a JaTe MaTepHjajiHe IapaMeTpe MOjel MOoHamla
PEATMCTUYHO U Y CKJIAy J]a EKCIEPUMEHTAIHUM pe3yaTaTuMa aatum y [99].

7.3 Kunopame rpaHyJIapHOr MaTepujajia

AJIeKBaTHO MOJIeHpake MHTEPaKIIMja TPpaHyIapHOT MaTepujaia ca ypehajuma Koju ciyxke 3a
BUXOBO CKIAIUINTEHE TpaHCopT u oOpany 3arxeBa cupesarbe MKE u CIIX merone mpu
yemy ce rpanyiapHu marepujan moaenupa CIIX decturiama, JOK ce €1acTOIIACTUIHHU
Marepujaj ojf Kora Cy HampaB/beHHU NMOMEHYTH ypehaju mMomenupa KOHauYHUM €JIeMEHTHMA.
OBo crpe3ame MpeacTaBiba yHanpeheme y 0JHOCY Ha IPOpauyyH TaHKO3UIHUX KOHCTPYKIIHja
3a CKIaauIITeHhe (ayuaa KOJ Kora ce aHaTUTHYKH U3padyHaTe CHIIe YCJIel MPUTUCKA
Kopucte kao onrepeheme Ha yBopoBuma [101]. Meromonoruja 3acHoBana Ha cipesn MKE u
CIIX merone KopucTH KOHTakTHE cuiie m3padyHate y CIIX conBepy kao uBopHa onrepehema
y MKE npopauyny. 3a Bepudukanujy cnpere MKE u CIIX merone kopumrheH je moxen
KUIOBaka KyIlle CaudibeHe O]l TpaHyJapHOr Marepujaja 4Yuje Ccy MarepujaaHe
KapaKTepUCTUKE HJICEHTUYHE Ca TpaHyJapHUM MaTepHjaJioM KOPUITNEHHM Yy MPETXOAHOM
nmpuMepy a Kyna je usMmojenupana y nporpamy LS-PrePost ca 478 CIIX uectuna. ITnoua je
mmonenupana y FEMAP-y ca 289 enemenrara m 324 4yBopa Koju C€ y TOKY MpopadyHa
kormpajy y 324 CIIX uyectune. Ilomepame jeqHor kpaja Iiode je 3aJaTo a IMoMEparbe
ocranux MKE uBopoBa ce pauyna y PAK-y (ciuka 7.3.1).

Cnuka 7.3.1 [llemMarcku npukas Mojielia KUIoBama
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VYrao koju M3BOJHUIIEC 3aKJalajy ca XOPHU3OHTAJIOM j€ HEIITO MamHu OJf yria MPHUPOIHOT
Tpemwa. M3rien Mozaena y HIO4eTHOM TPEHYTKY je JaT Ha ciuim 7.3.2.

Von Mises Stress
1

0.08
0.04

0

Cnuka 7.3.2 [loyeTHO cTame MO/ielia KUTIOBamka y TPEHYTKY t=0s

Hakon 0.2 s yrao um3BomHuile Kyme Ka (DMKCHO] MBHUIIM Iuloue moctaje Behum onx yria
MIPUPOTHOT TPEHA U TIOUHHE OCUTIAE TE CTpaHe Kyre (ciauka 7.3.3)

Von Mises Stress

5|
0.08

0.04

0

Cnuka 7.3.3 [lodyeTtak ocunama y TpeHYTKY t=0.2s

Ha napemHoj ciuiy mpuKasaH je W3riiea Mojela Kajaa ce miodya Hahe moj yriaom jemHakum
Y1y TIPUPOIHOT TPEHa U KaJia MOYNLE KIIN3ahe 1eJIe KYIIE M0 II0YH.
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Von Mises Stress

e
0® 20.04
@

0
o

Cnuka 7.3.4 [loyerak kim3ama y TpeHYTKY t=0.45s

Kmmzame n ocuname ce HacTaBibajy M yOp3aBajy ca moBehamem yria mioue a y TPEHYTKY
t=0.5s ce kpeTame MmIo4Ye 3aycTaBjba. Y ClIell 3eMJBHHE TEXE JI0JIa3u JI0 yOp3ama dyecTulla na
je u3rnen monena HakoH 0.65s naT Ha cnunum 7.3.4.

Von Mises Stress

1
0.08

e,

0.04

0

Cnuka 7.3.5 Usrnen monena y TpenyTky t=0.46s

Hakon 1s 3HaraH 1eo rpaHylapHOT MaTepHjaja Ce Halla3d y CTamky CJI00OTHOT mMajaa a
ocTaTak KyIe ce Haja3u O01u3y GUKCHE UBHIlE Tuioue (cnuka 7.3.6).
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Von Mises Stress
E).l
‘:0.08

10.04

B ;

9

Ny

Cnuka 7.3.6 U3rnea mojena Ha Kpajy npopadyyHa y TPEeHYTKY t=1s

Ca mpeTxoJHUX CIMKA CE€ BHIIM Jla Pa3BHjeHA METOJOJOTH]ja J1aje PECATMCTHYHE PE3yTaTe H
71a je ’heHa IPUMEHa y aHaJIM3| peaTHuX KOHCTPYKIIMja Moryha U CBpCHUCXO/THA.
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7.4 Mopaeanpame NpaxkKmbemha TEPETHOT BATOHA

Ynorpeba cnpere MKE u CIIX merome Ha mpumepuMa peaqHHX KOHCTPYKIMja KoOje ce
KOPHUCTE 3a TPAHCIOPT TPaHyIapHUX MaTepHjajia JEMOHCTPUPaHA je Ha MOENY MPaKieHmha
TEpPeTHOr BaroHa. BaroH CIyXW 3a IpeBO3 Iecka M LUbYHKA ryctuHe o =2099%g/m’, u

3anpemMuHcKOr Moayi naror ca K =30.62GPa, nok je cmuuyhu monyn G =8.23GPa.
MarepujanHe KapaKTEpUCTUKE 3a TeHEepaJlCaHh MAaTepUjalHH MOJEN ca KalmoM Cy
k=0.00106, 8=0.004, =0, B, =10, nox cy 3a 3akoH ojauamba D =725, W =2.58,

X,=0.0. Onnoc m3mehy momyoca emmmnce je R=2.0. KoeduiujeHT cTaTHUKOr Tpema
u3mely denuka u rpaHyigapHor Marepujana je 4, =0.65, nok je KuHeMaTCKH Koe(uIjeHT

Tpema =0.55. VY peanHO] KOHCTPYKIIMU YCIIEA TPEHA N0JA3U 10 TAJIOKEHA MATEPH]jalia
p Hy p ] PyKOIHjH y p pH]

Ha MBUIIaMa CaHJIyKa U Ha MOBPILIMHHU JIEBKA 32 MPaXmbemhe. Mpeka KOHAaUHUX eJIeMEeHaTa je
HanpasibeHa y nporpamy FEMAP. Mogen nenor Barona ce cactoju ox 156236 enemenara u
npuKas3at je Ha ciunu 7.4.1.

Crnuka 7.4.1 Ileo Mozien TepeTHOT BaroHa

300r ycnoBa cumetpuje y MKE ananmusu [102] ce Hajuemhe KOpUCTH YETBPTHHA MOjeNa,
KOja je y ciy4ajy TepeTHOT Barona mojenupana ca 39589 enemenara u nata je Ha cieznehoj
CITHILIH.
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Cnuka 7.4.2 YeTBpTHHA MOJIeNIa TEPETHOT BaroHa

UYerBpTHHa MOjIeNa Koja je KpeupaHna y nporpamy FEMAP je yuutana y nporpam LS-PrePost
y kome cy renepucane CIIX gecruiie, mTo je nmpuka3zaHo Ha cienehoj CIuIy.

LS-DYNA keyword deck by LS-PrePost
Time = 0

Crnuka 7.4.3 [loyeTHH MOJI0Ka] YECTHUIIA

AHanu3a mpaxxmema Barona je oo6asipeHa y nporpamy LS DYNA. Hakon cnerama koje Tpaje
1.5 cexyHu, u3rieq Mojena je npukas3ad Ha ciaumu 7.4.4.
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LS-DYNA keyword deck by LS-PrePost
Time = 15

Crnuka 7.4.4 [lonoxaj 4yecTuIia HAKOH CJIeTama

Haxon 1.5 cekynae oTBapajy ce BpaTaHIa Ha JICBKY U MOYHUI-E NMPaKikeme Barona. Msrnen
Mojena HakoH 10 cexyHnu nat je Ha ciuiu 7.4.5.

LS-DYNA keyword deck by LS-PrePost
Time = 10

Cnuka 7.4.5 [lpaxmeme Barona HakoH 10 cexyHau
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VYcnen Benukux koeduimjeHaTa Tpema J€O TpaHyJapHOT MaTepujajia He HUCTEeKHe, Beh ce

HaTaJIOKU Ha UBHMLU CaHIyKa U Ha MOBPIIUHMU JIEBKA, IITO j€ MPUKA3aHO Ha ciiukama 7.4.6 u
7.4.7.

Crnuka 7.4.6 Tanoxeme MaTepHjasia Ha UBUIM CaHAyKa

Cnuka 7.4.7 Tanoxeme MaTepHjaia Ha MOBPIIWHY JIEBKa

Pememe npoGieMa Tanoxxema MaTepyjana Ko HOBUX BaroHa MOke OUTH U3MEHa T€OMETpHje
OJIHOCHO TIOBehame paauMjyca W YIJIoBa JieBKa, JOK je KOJ BaroHa Koju cy Beh y
ekcrutoaTanuju Moryhe odapbatu BaroH ca yHyTpaIllke CTpaHe, YUMe OM Ce€ CMambUIIO TPEHE
n3Melyy rpaHyiJapHOT MmaTepujaia W JejoBa BaroHa. CMameme KoeduIldjeHaTta Tpema Ha
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BpennHoct 4, =0.55 u x, =0.45 pesynarupa moTIyHHM NPaXEHEHEM BaroHa INTO je AATO

Ha cienehoj cimmm.

!

Cnuka 7.4.8 IloTnyHO MpaKk-eHhe BaroHa ca CMambeHUM Koe(UIjeHTUMA Tperbha
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8§ MKE AHAJIM3A TTOHAIIABA ACOAJIITA CA
YTUIAJEM TOIIVIOTE

VY npeTxomHO W3HETHM pa3MaTpamiMa H3JI0KEHA je aHalu3a IOoHAlllamka TIpaHyJapHUX
matepujana JIEM u CIIX meronmama umju Oe3MpekHU KapakTrep omoryhaBa MoJeiupame
BEIMKHX Jedopmanrja. YKOJIUKO TpaHyJIapHH MaTepujalid HUCY H3JI0KEHU BEIMKHM
nedopmarjama, norogauje je kopuctutu MKE. Ilpu npoydaBamwy Ti1a y reomexanuiu [1]
nmoceOHa MaXxkmka ce MOKJIama YTUIAjy BOJE M Ba3ayxa KOjH ce Hajlaze y nmopama usmel)y 3pHa
rpanyiapHor martepujana (ciauka 2.1.1) m kKoju MOry OWTHO YTHIIATH Ha MaTepHjajHe
KapaKTepUCTUKE. Y OMNIITEM Cllydyajy Yy Mopama ce€ MOTY Halla3UTH M Jpyre TEUYHOCTH U
TacoBH, ajiil je Y OKBHPY OBE AMCEpTaIlje /UXOB YTUIA] Y JI0 CaJia H3JI0KEHUM TEOPETCKUM
pasmaTpambiMa U HYMEPUUKHM IpPHUMEpPHMa 3aHEMapeH, MaKo MO)Ke OWTH y3eT y o03up
nocpenHo, TMpeko koedunujeHta Tpewma kona JIEM  mMeronme, HWIM  MaTepUjaHUX
kapakrepuctuka kox CIIX metone. Y HeKuM cilydajeBUMa KapaKTePUCTHKE CYIICTAHIIE Koja
ce Hajas3Mu y rmopaMa ce OMTHO Memajy ca IpoMeHama TEMIEpaType U ca MPOTOKOM BpeMeHa
T1a ce OBE MIPOMEHE MOpajy y3€TH y 003Up IIPH HyMEPUUKO] aHaJM3K. Y OBOj IJIaBu Ouhe nata
aHajM3a ajanTaiyje MaTepujaiHOT Mojiea 3a acanT u MoJeaupame MOoHalIama achanTHe
MOJJIOTe Y KOHTAKTY Ca TOYKOM.

8.1 Amxajmu3a marepujaJHHUX MoOJeJia 32 MoJeupame acaira

Acdant ce cacroju ox 93-97% uubyHka u necka (ciauka 2.1.2) Koju uyumHE arperart, u
OMTyMEHa KOJH CITYy)KM Kao BE3MBO. 3a MOJEIupame acdanra KOpUIINeH je XujepapXujCKu
npuctym [103] ko kora ce npBa (pa3a cacToju o1 arperata Yiju je EKBUBAJCHTHU MPEYHUK D
Behu ox 0.3 mm (cpenmu mecak, ciauka 2.1.2) a apyra ¢dasza je XoMOreHa cMeca Mamux
arperata u Be3uBa (OMTyMeHa) IITO je MPUKa3aHO Ha cauuH 8. 1.

butyMeH  Manu
arperaru

BezuBHa
cMmeca

Arperatn

Crnuka 8.1.1 XuepapxujCcku MPUCTYIT aHAJU3U cacTaBa acdanra
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Ca 003upoM J1a Cy arperats jako HeTPaBIJIHOT 00JIMKa W IIUPOKOT CTIIEKTpa BEITWYHUHA, MOPa
ce KOPUCTUTH (DEHOMEHOJIOUIKU MPUCTYN alpoOKCUMAIlMje arperaTHUX ykJbydaka (daze 1) u
matpuiie (daze 2) y XoMoreHy cCyrcTtaHiy Ha ocHOBY Emen0ujeBe Teopuje yTUCHYTHX
ykspy4aka [104]. Ha ocHOBY oBe Tepuje ako je y MaTpHIM XOMOTI€HO Iojbe Aedopmariija
TaJa U y eTUNTUYHOM YKJbYYKY MMaMO XOMOTEHO MoJke nedopmannja. Tamga ce npuMmemyje
camoycariamraBajyha (selfconsistent Ha eHrieckoMm) Teopwja momohy Koje ce mooujajy
e(heKTUBHE MaTepHjaTHe KOHCTAHTE PENPE3CHTATUBHOT 3alIPEMUHCKOT eJieMeHTa [67].

butymen ce nobuja TokoM mporeca (ppakipoHe JecTuiIanyje cupoBe HadTe U MPU BUCOKUM
TEeMIlepaTypaMa ce IIOHalla Kao BHUCKO3HU ¢uyna. XmahemeM, I0la3d 10 HEroBOT
CTBpAIaBama, MTO CE KOPUCTH NMPHUIMKOM achantiparma. TOKOM BpeMeHa yciel UKINIHOT
ontepehema, m0a3u 10 MOjaBe IIACTUYHUX Aedopmanuja y achanTy, BEroBor CTapema u
1ojaBe MyKoTHHA. [ 1aBHa wjeja y €eHI0XpOHO] TEPMOJNHAMHUIIM j€ 3aMEHA CTBApPHOT BpeMeHa
HEKOM He-omajaajyhoM ckanmapHoM (DyHKIIMjOM HCTOpHje HeemacTU4He Jedopmalnje Koja je
OJITOBOpHA 3a CTapeme a KOjy ce Ha3uBa TEPMOIMHAMUYKHUM BpeMEeHOM. TakBO Bpeme ce
YBOJM MOMONy akyMmyiaiyje Heenactuune enrponuje [105] Ha ocHoBy crneaeher uzpasa:

w=(p/T)ds/dt+V-(q/T), (8.1.1)

rie je p TyCTHHA, S je cheuu(uuHa EHTPOIHuja, q j€ BEKTOp crneuu(UYHOT TOIIOTHOT
baykca a T je ancoiyTHa TeMIieparypa. ¥ XOMOr€HOM TEMIEPAaTypHOM MOJbY y HIIYe3aBa,

1a npemMa ToMe HeeJacTU4HU Aeo jenHaunHe (8.1.1) je mat uzpazom:
v'=y-y" - y'=y+q-VI/T? (8.1.2)

rme je W' eHTpomHMjcKH H3BOp y TepMmoenactmuHoctH [67]. M3pas (8.1.2) Moxe ma ce

npedopmynuie y cienehy jeaHaunHy momohy npBor 3akoHa TepMmoanHamuke [105]
Ty" =o6:dg/dt+ pds/dt— pdu/dt, (8.1.3)

rre je 6 KommjeB TeH30p HamoHa, € je TEH30p YKymHE Jedopmainuje, a U je TyCTHHA
VHyTpalllie eHepruje. PenykoBaHa HejeTHAKOCT TUCUTIAIH]E je aTa Kao:

q-V(1/T)>0, (8.1.4)

Y TOKa3yje Ja ce TOIUIOTa MPEHOCH Ca YeCHIIe KOja MMa BUIIIY TEeMIIEpaTypy Ha YECTHILY KOja
¥Ma HIXKy Temmeparypy. Ha ocHoBy mpermocraBke aa je pw’ >0, nepunucaHo je

TepMoauHamMuuko Bpeme [106] kao:
S(0)=]py" (7)dr, (8.1.5)

IJIe je ca 7 O3HA4YCHO NPETXOJHO BpeMe a ca ¢ cajmaiime Bpeme. DyHkimja & (t) je

KOHTHHYaJIHa U He-omazaajyha ma Baxu na je D, (t) =d¢ (t) / dt =0 y emacTiuHOj 00JaCTH H
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dd (t) / dt >0 y mnactuunoj obmactu. OBze je ca D, o3HaYeH MaTepHjaTHN W3BOJ ONHCAH Y

raBu 4.5.1. YKOIMKO ce MpEeTIOCTaBu /a C€ Y CBAKOM BPEMEHCKOM TPEHYTKY KOHAYHO
CTamke MOXe JOoOMTH TpeHyTHHM omnrepehemeM mim pacrepehemeM U Ja ce mojena Lene
BPEMEHCKE MCTOpHj€ HAa HHU3 MHPHHUTE3MMAIIHUX CErMeHaTa, y3 NmoMoh mpeTrnocraBke Ja
[0CTOje CyMepHo3uiuja W Kay3anHocT bonmmanoBa u BonrtepoBa cyneprosunmja je
npoliMpeHa Ha HenuHeapHe HeenactuuHe ¢eHomene [105]. Kopucrehm axymymanujy
MH(pUHUTE3UMAIIHE MeMOopHje A00Hja ce MHTerpayiHa penainurja u3mehy nesujaropa Ojinepore
acTU4He nedopmalirje u qeBujatopa uctopuje Hamona [105]

s,,(;):T¢(;—g,c(§),di§o(§)]dg, (8.1.6)

rae je £ MPeTXOoAHO TePMOIUHAMHUYKO BpEeME y TPEHYTKY 7 JaTo Kao & =¢ (z') Tenszop

acTuuHe aedopmanuje ce noduja kao (QyHKIMja HAllOHA W HUCTOpHje Op3uHE MpPOMEHE
HaroHa MpU YeMy je ca ® o3HayeH (PYHKIMOHAI. 3a payyHame Op3uHE MPOMEHE MJIaCTUYHE
nedopmanuje Moryhe je KOPUCTHTH BHILE MPUCTyNa (MaTepujaTHUX MoJena), oA Kojux he
¢dokyc Outu crtaBbeH Ha MAM (Micunovié-Albertini-Montagnani) mozen, 3acHOBaH Ha
TeH30pCKUM TreHepaTopuMa [67], u IlepXuHUH MaTepHjalHM MOJEN KOJU C€ HajBHIIE
KopucTH y npakcu [107].

MAM mogen

WNuKkpemeHT TeH30pa ImiactuuHe nepopmaimje y MAM mojeny je HOpManaH Ha TOBPII
ontepehewa (2=const rne ) 3aBUCU O] HANOHA, TEMIIEPAType U MIA0JOHA YHYTpAIlllber
npeypehema (Pattern of Internal Rearrangement PIR na enrmeckom) [108]. EBomymmona
jeaHayrHa 3a TeH30p Op3HuHE IUIacTHYHe Jedopmalrje uMa o0IHK:

Dg, =0,Q(0,T,PIR). (8.1.7)

[[Ta6non yHyTpammer npeypehema Moke OUTH MPEACTaBJhEH MPEKO TEH30pa IJIACTUYHE
nedopmarnyje, a jennaunHa (7.4.7) takohe Moxke aa ce MPOMIMPH ca CKaJlapHOM (PYHKITHjOoM
A koja y3uma y oO3up nmHeapHy Be3y usmel)y Op3uHe mpomeHe ekBHBaJeHTHOT DoH
Mu3secoBor HarmoHa ¥ Op3uHe MPOMEHe eKBUBAJICHTHE TIacTHYHE Jedopmanuje [67]

Dg,(Do,6,8,,T)=A0,Q(0,8,,T), (8.1.8)

rze je ckanapHa ¢pyHkuuja A [67] nata uzpa3zom:

A
o
A =77(Ueq —ay)(—ef—lj Do, e™. (8.1.9)

Oy

VY u3pasy (8.1.9) tMHAMUYKY U CTaTHYKH TIOYETHN €KBUBAJICHTHH HATIOHU TE€UEH-A CY JaTH ca

Y Y . .. .
o u o, , XeBucajaosa GpyHKIHM]ja je O3HaYCHA ca ;7 AOK cy A M M marepujaiHe KOHCTaHTE.
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PajcoBa pynkiuja onrepehema Q(}/,T ) 3aBUCH O] TEMIIEpAType U HU3a HHBAPHjaHTH [67]

7E{31’52583’772’”3»,”15#2»ﬂ3a/14}a (3.1.10)
rae cy s, =t6, s,=tr8", s;=08", x,=tre},, m,=tre,, p=0{Se,}, yzztr{Ssi},
1L :tr{stp},u4 :tr{sti} :

Ako ce () anpoKCHMHUpPa IOJIMHOMOM YETBPTOr peAa y OJHOCY Ha G U IIPBU WIAH y &,

nobuja ce cneaehu jemTHOCTaBHU MTOJTHHOM:
I 5, 1
2Q=a;s, +(a, +a,um)(s,s, —s3)+5a3s2 +§a5 (3458, —244,55) - (8.1.11)

V uspasy (8.1.11) ¢urypuie 5 HE3aBUCHUX KOHCTAHTH d, ..., s Y1j€ BPEIHOCTH je IOTPEOHO

nedunucatu [109]. 3ameHoM npeTXoqHUX H3pa3a y jenHauuny (8.1.8) noduja ce pemanmja:
Dg,=AY T, (y)H,. (8.1.12)

KopektHo neduHucame HEKOr TEH30pa KOjU je (yHKIMja OJ BHWIIE TEH30pa-aprymeHaTa
3axTeBa yBOl)eHe Ka0 HE3aBUCHHX MPOMEHJPUBUX CKAJIApPHE WHBApHjaHTE U HEKU HU3 TEH30pa
Koju ce no6ujajy MehycoOHMM mpom3BoAMMAa CTENEeHa TeH3opa-aprymeHata. [loctymak je
CJIO’KEH W JIOBOJY IO MHHHMAJHOT CKyIla OBAaKBHUX IPOW3BOJA T3B. TEH30PCKUX T€HEpaTopa.
Ckyn ce 3oBe integrity base [110],[111]. ¥V [67] je moka3aHo na je TakaB MOCTYIaK
HEOMXOJIaH HApOYHMTO 3a HEMPONOPIHMOHATHE HAMOHCKE IyTeBE KOJ HEEIaCTUIHHUX
Mmatepujana. ['enepatopu Tensopa [110], [67] u3 jennauune (8.1.12) cy nartu ca:

Y,H, =0-1tr6/3=deve =S, H, =¢,

8.1.13
Y7H, =dev(S), Y,H, =dev(Se, +¢,S)’ ( )

a ojaroBapajyhu ckamapHu koepunujeHTH [67], Koju 3aBHCE OJl NPETXOAHO JaTHX
nnaBapujanTtu (8.1.10) cy natu ca:
T =a +ays +as, +a,u +ag, Ty ==3(a, +a,u)/2—2ayy,  (8.1.14)

Ty=a,(ss,—s;)/2-2ass,/3, T, = as,.

Moaudukosauu [lep>KMHUH MOJEN

MarepujanHo bp3uHa npomene miuactudHe naedopmaiuje Koja ce Kopuctu y IlepxuHuHOM
MatepHjarHoM mogeny [112], je gara ca:

Dtspz[ﬂ] - (8.1.15)
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JIOK je Op3uHa MPOMEHE CKaJlapHOT (pakTopa ojayarma jaTa ca:

D[@) 1 $.1.16)
n X+K
. . 0, x<0 '
rae je MakonujeB onepaTop <x> = 0’ ax u [ cy MaTepujaHe KOHCTaHTE.
X, x>
[ToBpm Teuewa [109],[112] je nata ca:
Q=.J,+71, (8.1.17)

a HopMaJia Ha TIOBPIII TEUCHa]e

oQ2

S
v=—-=—r=+y1. 8.1.18
A /4 ( )

OyHKIMja Teuema Koja JeNid MoJbe HAllOHA Ha eNacTW4YHH M miuactudyau neo [109],[112] je
JaTa u3pa3om:

f=ss,+as,-Hk, (8.1.19)

rjae je H TmapamMerap M30TPOMHOT Ojavama, K j€ MPOMEHJbMBA M30TPOIHOT Ojavdama, a o
Takole mpencTaBsba mapaMeTap MaTepHUjaIHOT MOJIENa.

XurepenacTHYHU HEJTWHEapHU KOHCTHTYTHBHH 3akoH [112] koju moBe3yje HamoHe U
elacTUyHe Jedopmaliyje je aar ca:

6=C(e—£,)=C(g,) =(2b,, + 30,1} +b,1, )1+ (bJ, +b,1 )&, +bgy,  (8.1.20)

npu yemy je C TeH30p KOHCTaHaTa €JacTUYHOCTH YETBPTOr peda. MIHBapHujaHTe HaIlloOHA H
enacTUYHUX jaedopMmainmja koje ce kopucre y m3pasy (8.1.20) moryhe ckynuTu y Hu3 Aat
crneaehuM n3pazom:

y={1,1,,1,,5,5,,8,} = {trsE,trsé,trsz,trc,(lrcz —sf)/2,detc} , (8.1.21)

KOJH OroBapa HU3Yy KOHCTaHTH 3a MAM marepujaiaHu Monen aatuM u3pasom (8.1.10).

Koncrante marepujasHor Momena A:{bz,bS,b4,b5,b6,H ,a,n,m,l} HAKOH KanuOpanwuje cy

pas3nuyuTe 3a EeKCIepUMEHTe CMHIakba M 3aTe3ama WITO HarjailaBa HeJOCTaTKe
MaTepHjaIHUX MoJieNla KOjU HUCYy Oa3upaHu Ha TEH30pckuM TreHepatopuma [112],[67].
[Tlpumena momudukoBaHor IlepKMHMHOT Mojena ce 3aCHHBA HAa IPEIUKTOP-KOPEKTOP
aTOPUTMY, Tako Ja Ce MPBO padyHajy MPOOHM €JACTUYHM HAIIOHM M Ha OCHOBY HHX Ce
IpoBEpaBa Ja JIM ce HAIIOHCKA TayKa Hajla3W M3HAJ WIIM MCIIOJ MOBPIIH TE€YeHa. Y KOJIHUKO je
HAIOHCKA TayKa y IUTACTHYHO) 00JIacTH, Y KOPEKTOp eIy aJrOpuTMa Ce BPLIM UTEPATUBHO
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aXypHupame TEH30pa HaloOHa, BUCKOIIACTHYHHUX Aedopmalija U MPOMEHJbUBE U30TPOIMHOT

0jauama K CBE JOK ce HE 3aJI0BOJbH YCJIOB KOHBEPreHIIW]e, IITO je MpuKa3zaHo Ha cieachoj

CJIMIIH.

Enactinunu npeauxTop

[InacTuunm KopekTop

atl (0) _ ”HE(?)
v
n+lf(0) =j n+lc(0))

Ja

< ()0

n+10_(k) — C(ﬂﬂg_ "“Ef,f))

>
P>

n+1f(k) = n+lc(k))
v

n+|f(1c) = 1, ()
n+l R(A‘) _ n+l£gt) _ nap . AEJ
n b n+le(k)

|

n+l (") i
u+]S(If) _ u+1K(k) _me o T 1 Aé
n x4+ RHK’(-"')

n+l (k)
BN >5T0L

MAX

n+l R(k) ‘

Ja

y

L (k) 1.(k
AﬂHK[ g An+ ESD)

.

(k) _ el k) | g i g6

¥

k+1 k k
n+1€(P+ ) L ’H1853)+A”+l€£g)

2

)HIK(A'H) . H+1K(k) +Air+lK(k)

n+l

€p

- n+l 8(;)

Cnuka 8.1.2 Anroputam moaudukoBaHor [lepkuHIHOT MOeNa

141



Mapxko Tomanosuh JlokTopcka aucepranyja

8.2 MKE ananmu3a acdanTHe mNoQjIOre Yy KOHTAKTY €A TOYKOM
kopuimthewem MmoaupukoBanor IlepkuHuHor Mmoaesa.
Actantna momtora je aumensuja 1000x1000x10 mm wu mozenupana je ca 20x20x2

KOHauHUX enemeHata y nporpamy ABAQUS. UBopoBrMa Ha ropmo0j MOBPILIUHH CE 3ajaje
NOMepame Koje N3a3MBa Mpesa3ak TOYKa MPeKo MoJIore.

MomudukoBanu [lepxuHUH MoJeNn KOJ Kora cy Op3uHE IMpOMEHE IUIacTHYHE jaedopMarliyje

D&, u O6p3una npoMeHe ckaiapHor ¢aktopa D x 3aMemeHu ca oarosapajyhum Op3nHama y
TEPMOJMHAMUYKOM BpeMeHy D.¢, u D.x je ucnporpamupad y ABAQUS kopucHn4ku

notnporpam [109]. Koncrante koje cy kopumrhene mpu ananu3u [113] umajy cienehe
BPEIIHOCTH:

. b, =70.3x10°, b, =3.6x10°, b, =-1.81x10°, b, =-9.06x10", b, =-6.046x10", 32.1)
H =50, a=14.2, 7=1.34x10*, x=1.03x10", m=1, [=2.2 o

3a maTepHjayiHe KapakTepucTuke nare ca (8.2.1) W TMOYETHYy BpPETHOCT NPOMEHJHHBE
uzoTponHor ojavama k =100, ¢yHkuuje ojauama (8.1.16) u teuewma (8.1.19) cy mate Ha

cienehoj cnunu

x10

100.001 T ; 25

100.0008 -
4 D0 DO, = T S B T T e
1.5}

100.0004 -

100 =y

99.9998 : 3 : L
0 0.005 0.01 0.015 0 0.005 0.01 0.015

a) 0)
Cnuka 8.2.1 MoauduxoBanu Ilep>xunun Mozen a) GpyHkIHja ojauarma 0) GyHKIIMja TeUuemha

Bepudukanmja ABAQUS xopucHMYKOr motmporpama 3a MoaudukoBaHu [lepxuHUH
MaTepHjaHi MOJIeN M3BpIIeHa je mopehemeM pesynrata 3a jegaHn ocMoyBOpHH 3/1 enemMeHT
ca pesynratuma nooujeHnM nomohy MATLAB ¢yHkuuje y kK0joj je McmporpaMupaH JaaTu
MaTepHjanHu Mojes. OHOC aKCHjaIHUX HAIlOHA Yy 3aBUCHOCTH O]l aKCHjaTHUX JAedopmarja
nobujen y ABAQUS-y, 3a marepujanHe kapakrepucTtuke nate ca (8.2.1) je mpencraBibeH Ha
cnuim 8.2.2.
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14
12 o |

: © 4
10 o

° i I i
4 6

0 2 8
Axcujanna nedopmanuja €, x 1o

Axuujanuu HanoH o, (MPa)
[+]

Crnuka 8.2.2 OmHOC aKCcHjaTHUX HAIllOHA Y 3aBUCHOCTH O] aKCHUjaJTHUX JedopMalinja 3a jeaH
0CMOYBOpPHU 3 ][ KOHAYHU €IEMEHT

Pesynratu npuka3anu Ha ciaunu 8.2.2 ce Hajlaze y XHUIep-elacTHYHO] 00IacTu.

Y MATLAB-y cy aHamu3WpaHW aKCHjaJJHA HalOHU 3a IIHPU OICEr AaKCHUJATHUX
nedopmarngja, Kao U 'y XUIep-eIacTUYHOj U BUCKO-TIACTUYHO) 00JIaCTH, TO je IMPUKa3aHO Ha

cnenehoj cnumy.

= Gz lr'EF’Z )
) ]| S SRR S gz = G-z (gz ! -
101 §
O I Il
o 0.005 Q.01 0.015

Cnuxka 8.2.3 Bepudukanuja moguduxosanor Ilepxununor moaena y MATLAB-y pesyiaratu

Y XHIIEp-eaCTHYHOj o, = 0, (&, ) U BUCKO-IUIACTHYHOj o0nacty o, = o, (&,,)

[ITema monena acanra y TpEHYTKY Kajga IPEKO Hera Mpea3u To4ak ayToMoOusia 1ata je Ha

ciuna 8.2.4.
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Cnuka 8.2.4 Jleo acdanra ontepehen Touxom

Pesynratu npopauyna y ABAQUS-y cy natu Ha cnunu 8.2.5, npu yemy cy aedopmarmje
acdanta Koju je ontepeheH TOUkOM Maje y OJHOCY Ha JUMEH3Hje MOJEla, 1a Cy Ha CIHIU
8.2.5 BUIIECTPYKO CKajanpaHe y LuJby 00Jbe BU3yeIH3alltje.

3, Ivlizes
(v T5%)
+3.113e+01
B 5eien
+2.49]1 e+01
+2 179401
+1 362e+01
+1557e+01
+1 245401
+5342eH0
+6.220H0
[ +3117e+00
+4.1016.03

X“"Lﬁf

Cnuka 8.2.5 [Tosbe epeKTHBHHMX HAIlOHA y acdanTy
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9 3AKbYULIM

I'panymapHu MaTepujanyd TMpeICTaBbajy JAPYrY HAjMAHMIIYJIUCAHWU]Yy MaTepHjy y
WH)XEHEPCTBY, M IHHXOBO aJEKBATHO HYMEPHUYKO MOJEIUPABE je HEOMXOMHO Y LUJbY
ONTUMAJTHOT TPOjeKTOBame ypehaja 3a HHUXOB TPAHCHOPT, CKIAAUIITEHE W 00pany.
['panynapHe marepujajne KapakTepHuIle MOHAIIAkEe KOje 3aBUCH OJ YHYTpallllkhe CHEpruje, a
yCclen Tpewma TpaHyJapHe 4YecTulle T'y0e eHeprujy ma je Tpeme jeaHa O HajOUTHHjHX
KapakTepUCTHUKa IrpaHyJapHuX marepujana. [loHamame rpaHynapHuX mMarepujajia 3aBUCH U
01 Beu4rHe U 00JMKa rpaHysa (3pHa), ma ce 3a aHaJIM3y cacTaBa rpaHyJapHUX MaTepHjajia
KOPHUCTH TPaHYJIOMETPUJCKH IujarpaM. HamoHu y rpanyiapHOM MaTepHjaly ce padyHajy Kao
cymMa HamoHa Mel)y yectunama, JOK je 3a aHanu3y Aedopmanuja MoTpeOHO reHepucaTu
Jlenane] Mpexy of UeHTapa dvectuna. llpunukom nedopmanmja monasd a0 MpPOMEHE
TOMOJIOTHjE€ M JWIaTallMje 4YMja BEJIWYMHA 3aBUCH OJf KOMIIAKTHOCTH Matepujana. Ilpu
negopManuju  y30pka TrpaHyJapHOr  MaTepujaia  IUlacTuyHe  jaedopmammje  cy
CKOHIICHTPUCAHE Yy YCKO] oOjacTu (Tpamu CMHIama) y KOjOj M0Ja3d JI0 IOjaBe BPTIIOTra.
Tpaka cmunama je ae6sbune 10-20 mpoceyHux IpedHHKa 3pHa U 3akiana yrao on 60° 1o

45° 'y 3aBUCHOCTM 0] XOMOI€HOCTM BelMuMHe 3pHa. Onrtepeheme y TIpaHylapHOM
MaTepHjaiuMa HUje XOMOTeHo pacniopeleHo Ha cBe yectulle, Beh ce Hajehu neo onrepehema
MIPEHOCH IyTEM YecTUla Koje (opMUpajy JaHIe CHia OK OCTalle YECTULE BpIIE MOTIOPHY
ynory. 3a aHaJluM3y MHUKPOMEXaHMUYKOI TOHAIllakha TPaHyJIapHUX MaTepHjaia KopuurheHa je
JIEM metonia momohy Koje ¢y MOJIeIMpaHu TPOOCHHU TECT M TpaKa CMUIIalka U Ha OCHOBY KOje
Cy moTBplheHe TEeOpeTCKe MPETHOCTABKE M Pe3yJTaTH eKCIeprUMeHaTa Koje Cy MyOJMKOBAIH
BOJIchH CBETCKU CTPYUYH-AllM M3 00JIaCTH aHAIM3E TIOHAIIakha IPaHyJIapHUX MaTepHrjaa.

9.1 IloCTHrHYTH HM/bEBH

OcHOBHM LMJb OBE JucepTandje OMO je pa3BOj METOAOJIOTHjE IMpopadyyHa HHTEpaKLUje
rpaHyJIapHUX MaTepujajia ca ypehajuma 3a BUXOB TPAHCIOPT, CKIAJAUIITEHE U 00pagy Koja
O WHXEemepUMa OMOTyhmJIa aHajau3y pealHUX KOHCTYKIMja ca IITO MambuM
ampokcuMalidjaMa W rpemkama. Taj mub HHje Owio mMoryhe ocTBapuTH MPUMEHOM Camo
jenHe HyMepHuyKe METoJle, Beh je 3aTxeBao IOBE3MBAKE METOJE 3aCHOBAHE Ha MPEKH
yBopoBa (MKE) u 6e3mpexxne metone (CIIX) na Ou ce y BHXOBO] CHHEPTHjH 3a00MIILIN
IbUXOBU HEJOCTAIM U UCKOPUCTHIIE TPEIHOCTH KOj€ OBE JBE METOJC MMajy jelHa Y OJHOCY
Ha apyry. Ilyr go Tor musba je oOyxBaTao HH3 KOpaka y OKBUPY KOJHX j€ HM3BpILEHA
porpaMcka HMMILIEMEHTAlMja aHAIM3HPAaHUX TEOPETCKUX MOJeNla M alropurama, Kao H
BHUXO0Ba BepU(pHUKaIMja HA TPUMEPHMA.

- YV OKBHpY paja Ha OBOj JUCEpPTAIMjH €NACTUYHH M €JIaCTO-TIACTUYHH MaTepHjaTHH MOJEI
je yrpahen y SPHO7 mporpam. Ha mpumepy cynapa aBa IUIMHApA, KOJU CY MOJEIHPaHH
eJIaCTO-IUIAaCTUYHUM MAaTepUjaTHUM MOZEJIOM, mopehenu cy pesynrtaru noodujenu SPHO7 u
MCM nporpamuma. 3aHeMapbUBa pasjidKka y pelewmUMa MOTHYE OJf Pa3InyUTHX
nporpamckux jesuka komma cy SPHO7 u MCM mnporpamupanu. . 3a MoJeaupame
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TpaHyJapHUX MaTepujaja Owiia je HEONmXOoJHa yrpajma CIEIHjalu30BaHOT MaTEPHjaTHOT
Mojena. HakoH BuIlle HEyCIEIIHUX IOKYyIIaja MMIIEMEHTAlMje MaTepujalIHuX Mojeia 3a
rpaHyjapHe MaTepHjaje Koju cy crenujanHo passujenu 3a CIIX merony [99], [53] y SPHO7
nporpam, (pokyc je cTaBJbeH Ha T€HEpaJMCaHU MaTepHjaIHu MOJEIN ca KaroM, Koju ce Beh
Oy’XM HH3 TOIMHA KOpUCTU Yy mporpamckoMm makery ITAK 3a aHamm3y reoTexHMYKUX
npobaema [71]. I'enepanmcann marepujaqHd Mojael ca karom je yrpahen y SPHO7 u MCM
nporpame. [loroM je y OKBHUPY paaa Ha JucepTaliju OWIO HEOMXOAHO OAPEIUTH
MaTepHjajgHe MmapaMeTpe YujoM ce MMPUMEHOM JI00Hja PEaTMCTUYHO TOHAIIAKE TPaHyIapHUX
Marepujana. ¥ Ty CBpXy KopuliheH je mpuMep Kosarca cTy0a rpaHyJIapHOT MaTepHjaia mpu
KoMe ce (hopmupa Kyrma ca M3BOJHHUIIAMA 0] YIJIOM IMPUPOIHOT Tpewa a Koju je ynopehen ca
€KCIIEPUMEHTAIHUM pe3ysTatuMa 1atuM y [99].

- Ipyru kopak je 6uo noBesnBare MKE n CIIX conmBepa mo MCTOM NPHHITUIY 1O KOM j€
u3BpIIeHa GIIyHI-CONU UHTEpaKIMja y nporpamckom nakety PAK npu uemy ynory daynna
urpajy CIIX nceynmo-dyectuiie. Pa3BujeHa meromonoruja moapasymeBa aa ce aedopmaiije
KoHCTpyKuHrja pauyHajy y MKE nok ce gedopmarije rpanynapHor MaTepyjaia padyHajy y
CIIX a cama MHTEpakKlMja C€ 3aCHHMBA Ha aJNroOpuTMy rocmnopap-ciayra mnpu demy je MKE
rocnogap a CIIX urpa ynory ciayre. Y oBOj auceprauuju (oKyc je CTaB/beH Ha MPOpayvyH
KOHCTPYKIIHMja KOje Cy MOJeMpaHe KOHAauyHUM eneMeHTuma Jbycke. CIIX decture koje cy
Hacrane komupameMm of MKE uBopoBa y CIIX mpopadyHyumajy 3agaTa rmoMepama Koja
oarorapajy momepamnma uBopoBa m3pauyHatuMm y ITAK-y. KonTakTHE cuie koje aemyjy
n3Mely decTtwiia TpaHyJdapHOT MaTepujasia W dectuna reHepucanux o MKE uBopoa
pauyHajy ce Ha ocHOBY CIIX KOHTaKkTHOT ajiropuTMa, HakoH 4era ce yHoce y MKE npopauyn
Kao0 CUJIe y YBOPOBHMA.

- O03upoM 51a Tpemwe Kao jeHa 0/ OCHOBHUX KapaKTepHUCTHUKA TPaHyJIapHUX MaTepHjaia HHje
anekBatHO TpetupaHo y nocrojehum CIIX KOHTaKTHHM alrOpUTMHMA, Y HAPEIHOM KOPaKy
M3BpIIICHA je ’UX0Ba aJlanTalyja u npommnpemne kopumhemem Kynonosor 3akona Tpema. Ha
OCHOBY OBOT' 3aKOHa ojpelyje ce ma 1M ce y KOHTAKTY jaBJba CTAaTUYKO WU JHHAMHYKO
Tpewe. Mmmnemenrtanuja KynoHoBor 3akoHa 3axTeBasia je oapehuBame HopMmane Ha
KOHTaKTHY TOBPUIMHY Y CBaKOj YECTHIH U AEKOMIIOHOBamkE¢ KOHTAKTHE CHJIC HA HOPMAJIHY U
TaHTCHTHY KOMITIOHEHTY. YKOJHMKO TaHT€HTHAa KOMIIOHEHTa IpeBasul)e MpOM3BOA HOpMAaJHE
KOMITOHEHTEe W Koe(HIMjeHTa Tpema, J0JIa3u 10 KiW3ama TpaHyJapHOT Marepujaja Iio
noano3n. OBO ce nemaBa kaja ce mojurora Hahe mox yriom BehmMm of yria mpHpPOJHOT
Haruba. Jla Oum ce Tectupao yHampeheHHM KOHTAaKTHHM alropuram, KopuuiheH je mopen
KHIIOBamba KO/ KOTa ce KyIa oJ TPaHyJIapHOT MaTepyjaia Hajla3d Ha METAJIHO] IJIOYH YUjH ce
jenaH Kpaj moanxe CBe 10K He Jjohe 10 KIHM3ama IpaHyiapHe KyIe Mo II0YH.

- Ilocnenmu Kopak y pa3Bojy METOJIOJIOTHjE MPEACTaBJba Pa3Boj MPOrpaMCKHUX pellerma 3a
Ipe ¥ TOCT MPOLIECUPakhe YHjU j€ I Ja MAKCHMAIIHO TI0jeTHOCTABH MPOIIEC TeHEpUCambha
ynazaux garoreka 3a MKE u CIIX conBepe. Y oBOM Kopaky mpodiieM je MpeacTaBbajio
HETOCTOjabe YHUBEP3ATHOT CO(YTBEPCKOT pelleka, na ce 3a kpenpame PAK ymnasunor ¢ajna
kopuctu komeprjanau copreep FEMAP u oaroeapajyhu TpaHcimaTop mporpam Koju je
MoauGUKOBaH TOKOM paZa Ha WM3paaud aucepranuje, a 3a reHepucame CIIX dectumna ce
kopuctu Oecrutatau LS-PrePost u oaroBapajyhu Tpancnatop Koju je y IEIOCTH pa3BHjeH
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TOKOM mu3paje auceptamnuje. LS-PrePost 6u 6mio moryhe kopuctutu u 3a renepucame MKE
yJa3a, ajH je BeroBa (PyHKIIMOHATHOCT y BEITMKOM 3a0CTaTKy y ofgHocy Ha FEMAP, na 6u
TCHEPHCAE MPEXKE CI0KEHE TeOMepHUje MPEACTaBbANIO JOJATHU M3a30B y UMILJIEMEHTAIM]H
METOAONOoTHje. 3a TOCTIpOLEeCUpame pe3yirara morpebaH je copTBep KOjU MOXKe Ja
npukasyje u koHaune einemente u CIIX dwecture ma je y Ty cBpxy onaOpaH OecriaTHU
nporpam ParaView. U y oBom ciyuajy 6umino je moryhe xopuctutu LS-PrePost, amu je
ParaView mpexacraBipao 0osbe penieme 300T (PIIEKCHOMITHOCTH M MHTYUTUBHOCTH KOje€ Ta
onnmukyjy. Toxkom cnpernyror MKE-CITX mpopadyHa metspy 1Mo BPEMEHCKHM IEpUOANMA
koHTposmiie PAK na ce tako npso uzBpmasa MKE na norom CIIX nmpopauyn y MCM-y.
PAK xopucTy UMIUIMIIUTHY WHTerpamnujy, nok je MCM 3acHOBaH Ha EKCIUIUIIUTHO]
MHTETPALUjH 11a Cy BpeMeHCKU Kopai y MCM-y 3HaTHO MamH y ogHOCY Ha oHe u3 PAK-a u
onpehyjy ce yayrap MCM conBepa. 300r Tora ce Kpeupame u3na3Hux gatoreka u3 PAK-a u
MCM-a Bpum Ha KpajeBUMa MEpUo/ia, Kaja COJIBEPU 3aBpIIEC CBOj J€0 MPOpadyHa, TaKo Aa
cBakoj u3nasHoj maroreuu u3 PAK-a ogrosapa msnasna natoreka uz MCM-a, koje onucyjy
CTame MOJIeNla y HCTOM BPEMEHCKOM TPEHYTKY.

9.2 IIpaBum Aaj/ber HCTPAKUBAKHA

VYTHuaj Temneparype Ha MaTepujalHe KapaKTepUCTUKE MOpa Ce Y3eTH Y 003Mp YKOJIMKO Ce
eI cBeoOyXBaTHO M TaYHO MOJEIHMpAaE MOHAIIaka CBHUX, I1a CAMUM THM U TpaHyJapHUX
Matepujana. [IpuwivkoMm aHanu3e MOHaNlama TPaHyIapHUX MaTepujajia y OKBHUPY OBE
TUCepTallje 'y CBUM CIIy4ajeBUMa OCHM TMpUMEpa y OJIeJbKy 7.4, yTHIA] TPOMEHE
TEMIIEpaType je 3aHEMapeH U MaTepHjaiHe KapaKTepUCTHKE Cy KOHCTaHTHE TOKOM IIeJIOT
npopauyHa. Kao mocienmsu mpuMep je AaT pa3Boj MaTepHjaHOT Mojena 3a achair xoju
yKJbydyje W yTHIA] Temrepartype. Jla Ou ce yTuiaj temmepaTrype YKJbY4yHMO Yy pa3BUjeHY
METOAOJIOTH]y MOTPeOHO je McmporpaMuparu jenHaunHe nposohema Tortote y CIIX kog,
aJlanTHpPaTH Pa3BHjeHHM MaTepujaiHu Monen 3a npumeny y CIIX mporpamy M yKIbYYUTH
npenoc tomnore ca MKE enemenara na CIIX vectuiie (4 0OpHYTO) Y KOHTAaKTHH aJITOPUTaM.
[Topen Tora, mpuKa3zaHU pe3yATaTH aHalu3e TpaHylapHuX Matepujana JIEM wmeromom
MPEACTaBIba]y OJUIMYHY OCHOBY 3a Jajb€ TNPOIIUPHBAKE MOCTOjehnx H pa3Boj HOBUX
MaTepHujaTHuX Mojena Koju Ou Owim (pokycupaHU Ha TOHAIIAKkE TPaHYJIaApHUX MaTepHjia y
TpakamMa CMHUIlalkba Kao W racoButToj (a3u. Pa3Bojem pauyHapcke TexHuke y OymyhHOCTH,
JIEM metona he moctaTd mpUMEHJBMBA M 32 MOJCIMpamke peaaHux npobiema, ma he Tako
noBe3uBakbe MKE u JIEM Merone moctaTu joruuan Hapeanu kKopak pa3soja MKE comnepa.
VY okBHpY OBe JqucepTalMje akIeHaT je OMO CTaBJbEH Ha pa3BOj METOOJOTHje MpopavyHa
MHTEpaKIyje TpaHylIapHuX MaTepujana ca ypehajuma 3a BHUXOB TPAHCHOPT, CKIAAUIITCHE U
o0pafy, alu pa3BHjeHy METOJIO0JIOTH]y je Moryhe ajanTupaTH 3a MOACIHpAme MHTEPAKIIN]je
comuna u ¢ayuna y OmomexaHuiy gajyhu moryhHocT mocmaTpama cTpyjama Giayuna y
Jlarpam>xoBoM MaTepHjaJIHOM OMNUCY IITO OTBapa HOBY IMEPCHEKTHUBY aHAIM3€ KpeTama
€JIaCTUYHHX YEeCTUIA KPO3 KPBOTOK.
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