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Uvod

Sekvencijalna teorija distribucija je razvijena sedamdesetih godina proslog
veka, a razvili su je poljski matematicari Antosik, Mikusinski i Sikorski (vi-
deti [1]). U isto vreme je H. Komatsu napisao cuveni rad [22] u kom je
razvio teoriju ultradistribucija. Od tada se teorija ultradistribucija razvila
u razli¢itim pravcima. Posebnu primenu nasla je u mikrolokalnoj analizi.
Nametnuto je pitanje sekvencijalne teorije ultradistribucija koje do sada nije
razmatrano. Ovde ¢emo razviti sekvencijalnu teoriju ultradistribucija Ber-
lingovog i Rumijeovog tipa (videti [29]).

U sekvencijalnoj teoriji distribucija (videti [1]) distribucije su definisane
kao klase ekvivalencije fundamentalnih nizova pomocu nizova glatkih funk-
cija na koje deluju diferencijalni operatori reda k. Koristeéi slicne ideje defi-
nisacemo s-ultradistribucije (sekvencijalne ultradistribucije) kao klase ekvi-
valencije fundamentalnih nizova definisanih pomocu nizova glatkih funkcija
na koje sada deluju ultradiferencijalni operatori. Dakle, to je osnovna razlika
izmedu sekvencijalnih distribucija i ultradistribucija koja nam donosi dosta
izazova, jer umesto polinoma (kod distribucija), moramo koristiti razlicita
ogranicenja funkcija eksponencijalnog rasta. Da bismo pokazali da je se-
kvencijalni pristup ekvivalentan klasi¢noj teoriji ultradistribucija u [22], mo-
ramo znati strukturalne teoreme ultradistibucija i temperiranih ultradistri-
bucija (videti [5]-[19], [27]-[35]), jer ¢e veza izmedu ova dva pristupa biti data
pomocu razvoja temperiranih ultradistribucija u Ermitov red.

Prostori D®(Q), DI}(Q) i njihovi duali (Q je otvoren skup u R?) kao
i Gelfand-Silovi prostori S®(R?), S (R?), i njihovi duali koji se nazivaju
prostorima temperiranih ultradistribucija Berlingovog i Rumijeovog tipa su
izucavani u mnogi knjigama i radovima, a navodimo neke od njih [5]-[19],
[22)-127], [33], [35]. Za prostore AL, A kao i njihove duale koji se nazi-
vaju prostorima periodi¢nih ultradistribucija Berlingovog i Rumijeovog tipa
navodimo radove [7, 8, 37, 44] i knjige [2, 20, 48]. Radi kraceg zapisa, umesto



gornjeg indeksa (t) i {t} koristicemo *.

Naslov ove doktorske disertacije je ,,Sekvencijalni pristup teoriji ultra-
distribucija i talasni front”, a disertacija se sastoji iz Sest glava i dodatka
podeljenih u nekoliko poglavlja.

U prvoj glavi su date ve¢ poznate definicije i tvrdenja iz teorije ultra-
distribucija. Definisani su Gelfand-Silovi prostori S® i S, njihovi duali
prostori temperiranih ultradistribucija S'® 1 S, kao i prostori ultradistri-
bucija D'® i D', Date su osobine ovih prostora kroz odredena tvrdenja
koja ¢e biti koristena u radu. Definisani su ultradiferencijalni operatori, date
su njihove osobine i svojstva.

U drugoj glavi, koristeéi ideje slicne kao u [1], definisemo fundamentalne
nizove i odgovarajuce klase ekvivalencije nazivamo s-ultradistribucije. Pro-
stor s-ultradistribucija ozna¢avamo sa U *(2). U tom prostoru analiziramo
algebarske operacije, strukture konvergencije, kao i delovanje elemenata tog
prostora na test funkcije iz D*(2).

U trec¢oj glavi uvodimo i razmatramo prostore 7 * i T koje nazivamo
prostorima s- i s-temperiranih ultradistribucija, respektivno. Opet analizi-
ramo strukture konvergencije u tim prostorima, kao i delovanje funkcija iz
tih prostora na test funkcije iz S*(R?).

U cetvrtoj glavi pokazujemo sekvencijalni topoloski izomorfizam izmedu
sekvencijalnog i standardnog pristupa teoriji ultradistribucija. Poznato je da
(videti [12] i mnoge druge radove) postoji topoloski izomorfizam izmedu pro-
stora s* 1 S*(R?), gde su s* Kete-Eselon prostori nizova sub-eksponencijalnog
rasta. Koristeéi taj rezultat pokazujemo da postoji sekvencijalni topoloski
izomorfizam izmedu prostora S*(R9) i T*. Posle toga dokazujemo sekvenci-
jalni topoloski izomorfizam izmedu prostora T * i T'*. Pomocu tih rezultata
dobijamo sekvencijalni topologki izomorfizam izmedu U*(Q2) i D™*(), §to je
jedan od najznacajnijih rezultata ovog rada.

Na slican nacin kao i u prethodne tri glave, u petoj glavi razvijamo se-
kvencijalnu teoriju periodi¢nih s-ultradistribucija. DefiniSemo prostor L{;ZT
kao prostor klasa ekvivalencije s-p-fundamentalnih nizova, dajemo strukture
konvergencije takvih prostora, kao i delovanje na odgovarajuce funkcije iz
prostora ultradiferencijabilnih periodi¢nih funkcija A5,.. Koriste¢i odgova-
rajuce razvoje u Furijeove redove, kao i Kete-Eselon prostore nizova a* koji su
topologki izomorfni sa A7 . (videti [9]) uspostavljamo sekvencijalni topoloski

. . TS
izomorfizam izmedu U,;,. i A,

U Sestoj glavi analiziramo talasni front kroz analizu odgovarajucih pro-

vi



stora ultradistribucija. Koris¢enjem osobina proizvoda periodi¢nih ultradi-
stribucija opisujemo talasni front ultradistribucije pomocéu odgovarajuéih Fu-
rijeovih koeficijenata.

U dodatku na kraju je dat pregled sekvencijalne teorije Mikusinskog.

Ova doktorska disertacija, sem prve glave i dodatka, predstavlja orginalan
doprinos nauci, jer je u njoj razvijena sekvencijalna teorija ultradistribucija.
U drugoj, tre¢oj i ¢etvtoj glavi su uvedeni osnovni pojmovi sekvencijalne teo-
rije ultradistribucija i temperiranih ultradistribucija, dati primeri, tvrdenja i
dokazi. Ove tri glave su, velikim delom, navedene u radu [29]. Kako i kod se-
kvencijalnog pristupa teoriji distribucija, vrlo komplikovane pojmove za ¢ije
razumevanje je u funkcionalnom pristupu potebno poznavanje teorije lokalno
konveksnih prostora, projektivnih i induktivnih topologija, ovde razmatramo
direktnije i Sto elementarnije. To je jedna od najvaznijih karakteristika se-
kvencijalnog pristupa. U petoj glavi, na slican nacin kao i u prethodne tri
glave, uvedeni su pojmovi sekvencijalne teorije periodi¢nih ultradistribucija,
dati primeri, tvrdenja i dokazi, a sve ovo je velikim delom je navedeno u
radu [30]. U radu [6] je data karakterizacija talasnog fronta ultradistribucija
pomocu Furijeovih koeficijenata njenog periodi¢nog proSirenja, $to je opisano
u Glavi 6. Na taj na¢in mozemo koristiti Furijeovu bazu u mikrolokalnoj ana-
lizi, §to je razlika u odnosu na [17] gde je talasni front ultradistribucija opisan
preko Gaborovih okvira i dualnih Gaborovih okvira (videti [16] i [17]).

vil



Glava 1

Prostori ultradistribucija

1.1 Notacija

Skupove prirodnih, nenegativnih celih, realnih i kompleksnih brojeva
oznacavamo sa N, Z,, R i C, respektivno. Za multi-indekse o = (a, .. ., ag),

B=(b,...,0a) € ZL vazi:

la] = a1 + ... ag; al=aoq! .. ay!
a Ly
BLas B <a;,Vi=1,....4d <):H(j>
)~ 1,

Ako x = (21,...,1q), £ = (£&1,...,&) € RY | tada je

d
IQZHI?i; <$a§>zzfi&; 2| = V]2 + .+ zal?;
i=1

i=1
D® = D® = D ... D% gde je D7 = li " =1 d
- T 1 dg J 7 Zal'j y J— L. 4,
olal
©0x . Oxgt

Sa € uvek oznac¢avamo otvoren skup u R?, dok je K CC € oznaka za kom-
paktan skup K u 2. Sa C(K) oznacavamo Banahov prostor neprekidnih

aa



.. . C(K )
funkcija u K sa normom sup |- | i f, —(—)—> f,n — oo predstavlja konvergen-
ciju u prostoru C(K). Radi lakseg zapisa koristimo slede¢u notaciju:

o0 00 b1 Ba
E = E ? E = E ) § a“Oé = § T § a(al,...,ad)
|a|=0 ani |a|=—00 a€eZd 0<a<p a1=0 ag=0

(fn)n umesto (fn)nen, F(z) za preslikavanje Q > = — F(z) i supp f je
oznaka za nosa¢ funkcije (ili distribucije ili ultradistribucije) f. Kazemo da
je funkcija f kompaktno podrzana ako postoji kompaktan skup K CC R?
za koji je supp f C K. Induktivnu i projektivnu granicu oznacavamo sa lgl
i hg Furijeova transformacija funkcije ¢ € S(R?) je definisana sa

Flp)=¢ = / gp(x)e_i<m">d:z:,
Rd

dok je njena inverzna Furijeova transformacija definisana sa

Tada vazi (videti [5])

F(D%p) = £2p, € € R

1.2 L? prostori

Prostor svih lokalno integrabilnih funkcija na © oznacavamo sa L1°¢(Q).
To je prostor merljivih funkcija f : Q — C za koje je / |f(z)|dz < o0, za
K

sve K CC (). Prostor L?P (Rd), 1 < p < o0, je Banahov prostor merljivih
funkcija f : R? — C za koje vredi

1/p
11, = ( / If(w)\pd:c) < oo akoje 1< p < oo
Rd

| fllco = esssup |f| < oo ako je p = 0.



Skalarni proizvod u L? (R?) oznatavamo sa (-,-)r2. Odgovarajuéi prostor
nizova [P, 1 < p < oo, je definisan sa:

o)

P = {(zk)reza ( Z |2")'/? < 00}, ako je 1 < p < oo

|[k|=—00

= = {<xk>kezd| sup {a1} < oo} . ako je p= o,
kezd

Navodimo neke poznate nejednakosti koje koristimo u radu:

Lema 1.1. (Joungova nejednakost) Neka su p,q > 1 takvi da je ]—1) +1=1,

q
tada za a,b > 0 vazi
a? bl
ab < — + —.
p q

Lema 1.2. (Helderova nejednakost) Neka sul <p <oo i1 <q < oo takvi
da je % + % =1 i neka je Q C RY otvoren skup. Ako f € LP(Q), g € L1(Q),
tada f-g € LY(Q) i vredi

/ Faldz < 1171l
Q

Lema 1.3. (nejednakost Minkovskog) Ako je 1 < p < oo i f,g € LP(Q), tada
vredi

1+ glle < I1fllp + llgllp-

Lema 1.4. (integralna nejednakost Minkovskog) Pretpostavimo da su (€, 1)
i (Qg, pu2) merljivi prostori i F: Q1 x Qo — R merljiva funkcija. Tada vazi

(/.

Sledeé¢e dobro poznato tvrdenje ¢e nam biti korisno u nastavku:

pdu2<y>)w <[ ( i |F<x,y>|pdu2<y>)l/p dpn ().

/ P, y)dpu ()
Q1

Lema 1.5. Neka su p,q € [1,00], (a)peza € P, (bx)peza € 9. Tada, za
cp = Zlo;’l:_oo a;-be_j, k € 2%, vredi (ck)peza €1, gdeje T +1 =141 (r =

1
Jl=eo P
oo ako je -+ =1).



1.3 Prostori distribucija i ultradistribucija

Sa C*(2) oznacavamo prostor beskona¢no diferencijabilnih funkcija u €.
Definicije i svojstva prostora D(Q2), S(R?) test funkcija, kao i njihovih duala
D'(9), S (RY) se mogu naci u [43] (takode videti i [45], [13], [41]).

Dajemo definicija i tvrdenja iz [22] koja ¢emo koristiti u daljem radu.
Oznacimo sa (M,), niz pozitivnih brojeva za koje je My = 1 i koji ispunjava
sledec¢e uslove:

(M.1) (logaritamska konveksnost) M2 < M, 1M1, p € N;

(M.2) (stabilnost pod diferencijalnim operatorima)

M, < Ch? Oriliil {M,_ M}, p,q € Z, za neke C,h > 0;
<q<p

o0

M, 4 M
M.3) (st ~kvazi-analiticnost L= < C¢g—",q€eN;
(M.3) (stroga ne-kvazi-analiti¢nost) Z A SCa

(M.2)" (stabilnost pod diferencijalnim operatorima)

M, < ChP?M,, p € Z, za neke C, h > 0;

oo

M,
(M.3)" (ne-kvazi-analiticnost) Z j\f[ L < .

p

p=1
U radu ¢emo posmatrati Gevre nizove M, = p!*, ¢ > 1 koji ispunjavaju uslove
(M.1), (M.2) i (M.3). Funkcija pridruzena ovom nizu (orginalno associated
function) je
/t

M (p) = sup log, (p"/p!") = ket , 0<p<oo,
PELy

gde je k > 0 odgovarajuca konstanta. Sa R oznacavamo pozitivne nizove

(1p)p koji (strogo) rastu ka beskonacno. Za (1,), € R, niz (N,), je definisan

Sa
p

No=1, Ny=p'[[ri.peN,

i=1

dok je funkcija pridruzena nizu (N,), definisana sa

Ny (p) = sup log, (p”/N,), 0 < p < oo.

PELy



Primetimo da za dati niz (r,), € R i za sve k > 0 postoji py > 0 tako da
vazi (videti [22])

Nepy(p) <0 p> py.
Neka je K CC Qi h > 0. Tada je E4"(K) prostor svih p € C>®(Q) za koje je
oy oy 270

7d ccx hlolalt < 00 i D je prostor svih ¢ € C* (R?) sa nosacem u K,
aEe i x .

Da
za koje je Pk p(p) = sup sup [P ()|

Hlalolt < 00. Moze se proveriti da je to L?
ol
O‘EZi zeK

prostor sa normom Pk j. Definisimo lokalno konveksne prostore

() = m JmEM(K),  EM(Q) = lm ling £ (K),

KCCcQh—0 KCCQ h—oo
Dy = lim Dy, DY(Q) = lim Di¢;
h—0 KccQ
Dy} = lim DY, D) = lim D,
h—00 KccQ

Elemente prostora £0(Q) (resp. £ (U)) nazivamo ultradiferencijabilnim
funkcijama Berlingovog (resp. Rumijeovog) tipa, dok elemente prostora
DW(Q) (resp. DI(Q)) nazivamo ultradiferencijabilnim funkcijama sa kom-
paktnim nosacima Berlingovog (resp. Rumijeovog) tipa. U nastavku ¢emo
prostore DM (Q) i DI(Q) oznaciti sa D*(Q), gde je * = () ili * = {t}. Du-
ale prostora D*(2) nazivamo prostorima ultradistribucija i oznacavamo ih sa
D*(Q).

Ako su €; i Qs otvoreni podskupovi od RY, takvi da je £; C Qs, tada je
inkluzija D*(2;) — D*(€)s) neprekidna, odakle sledi da je dualno preslikava-
nje pgf : D*(Qy) — D*(Q)) neprekidno. Za f € D*(y) je pgff restrikcija
od f na € i oznacitemo je sa f|g,. Jasno, ako su €y, s 1 Q3 otvoreni
podskupovi od R? takvi da je Q3 C €y C €, tada je pg; = pgi o pg;
Teorema 1.1. ([22, Teorema 5.6]) Prostori D*(Q), Q C R?, imaju sledece
osobine:

(i) Neka je Q@ = ey 2 otvoren pokrivac od Q2 u R, Ako je f € D*(Q)
i flo, =0 za sve j € N tada je f = 0.

(ii) Neka je Q =,y Q; otvoren pokrivac od Q@ uR?. Ako su f; € D™ (€Y)
kompatibilng u smislu filo,n, = filane, 20 sve Q;NQ; #0, 4,5 €N,
tada postoji f € D*(Q) takav da je flo, = fi.
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(iii) Neka je F relativno zatvoren skup u Q C R Ako je f € D™*(Qy)
u otvorenoj okolini Qy od F u €, tada postoji g € D*(Q) tako da je
fla, = gla, © otvorenoj okolini Qs od F u §.

Navodimo Pali Vinerovu teoremu za ultradiferencijabilne funkcije, kao i
Pali Vinerovu teoremu za ultradistribucije.

Teorema 1.2. [26, Teorema 2.22] Neka je K konveksan kompaktan skup u
Re. Cela funkcija (), ¢ € C? je Furije-Laplasova transformacija funkcije

e Dg? (resp. ¢ € Dg}), tj.

#0) = [ eare =9z,

ako i samo ako za sve h > 0 postoji konstanta C' (postoje h > 0 i C > 0)

tako da vredi
16(¢)] < Clehlal/ +sup, e e Im(x.C)

Teorema 1.3. [20, Teorema 2.23] Neka je K konveksan kompaktan skup u
Re. Tada, za celu funkciju $(¢) u C?, su sledeéa tri uslova ekvivalentna:

1. §(¢) je Furije-Laplasova transformacija funkcije o € Dy
2. Postoje h >0 1 C >0 (resp. za sve h > 0 postoji C > 0) tako da
[B(6)] < O e e R,

U oba sluc¢aja, za proizvolno € > 0, postoji konstanta C. > 0 tako da

vredt
B(Q)] < Cepren el ¢ e ¢t

3. Postoje h > 01 C >0 (resp. za sve h > 0 postoji C > 0) tako da
’@(C)‘ < C€h|ql/t+supweK Im(x,g‘), C c (Cd.
U radu koristimo Gelfand-Silovi prostore S®(R?) i ST} (R9) koji su defi-

nisani na sledeéi nacin:

aaﬁ
SHRY) = {f c S(RY) : (3C > 0)(Va, B € Zi)(% < C)} :

SORY) = lm SR, SWERY = liny S (RY).

h—0 h—o00



Primetimo da su Gelfand-Silovi prostori protprostori Svarcovog prostora
S(R?). Ti prostori su invarijantni u odnosu na Furijeovu transformaciju.
Prostor S®(R?) netrivijalan ako je t > 1/2, dok je ST(R?) netrivijalan ako
je t > 1/2. Oba prostora oznacavamo sa S*(R?), a njihove duale koji se
nazivaju prostorima temperiranih ultradistribucija oznacavamo sa S™*(R?).
Ermitov polinom i odgovaraju¢e Ermitove funkcije su definisane sa

o) = (17 () ),

1
hp(z) = ——— e PH,(z), 2 €R, n € Z,.

(2l

d-Dimenzionalne Ermitove funkcije
B (x) = hpy (21) By (74), © € RY n€ Z4,

formiraju ortonormiranu bazu prostora L*(R?) i one su sopstvene funkcije

proizvoda
d

He = ] (~0%/0a2 + 2%)
i=1
jednodimenzionog Ermitovog harmonijskog oscilatora H = H?Zl (—86—; + xf) ,
tj.

d
Hhy () = (2k + 1) () = [ [ 2k + 1) I (),
i=1
reRY, ak ezt 1 =(1,...,1). Primetimo da je H samoadjungovan

operator. Za f € S(R%), Ermitovi koeficijenti su
to= [ F@ha(@)ds = (f,ha)sz, o € 22
Rd

Ako je f € L*(R%) i ako su a, Ermitovi koeficijenti od f, tada vazi

/ |flPdx = Z lag|* (Parsevalova jednakost). (1.1)
R4

|ar|=0
Definigimo prostore Ermitovih koeficijenata elemenata iz S™*(R?) sa

o0
s* = {(aa>aezi za sve (resp. postoji ) h > 0: Z |aa\26h|a‘1/(2” < 00}
|ar|=0

Navodimo tvrdenja iz [5] koja koristimo u nastavku.
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Lema 1.6. Neka jet > 1/2 (resp. t > 1/2). Preslikavanje izmedu S® (resp.
S1) i prostora Ermitovih koeficijenata s® (resp. st*), f = Zm:o agha —
(aa)aezi je topoloski izomorfizam.

Teorema 1.4. Ako za sve f = Zm:o aohe € X postoje pozitivne konstante
Cy,cr i sy za koje je

laq| < C'fe_hmsf za sve h >0 (resp. |aq| < C'fe_cf‘o‘|sf), a €74,
tada vazi
55 = o
Odavde sledi X = S (resp. X = St).
Teorema 1.5. Pretpostavimo da je t > 1/2 (resp. t > 1/2).

1. Neka je f € C*(RY). Ako za neko h > 0 i neko C > 0 (resp. za sve
h > 0 postoji C > 0) vazi

|229% ||, < Ch™Ie=Blatt gt (1.2)

tada je f € L*(RY), f = Zm:o aohe 1 postoje C > 016 >0 (resp. za
sve > 0 postoji C > 0) tako da

o1/
|aq| < Cel e 7L (1.3)

2. Ako f € L*(R?), f = Z‘O;D':O aohe ispunjava uslov (1.3) za neke C' > 0
id >0 (resp. za sve § > 0 postoji C > 0), tada f € C®°(R?) i (1.2)
vredi za neke h >0 1 C >0 (resp. za sve h > 0 postoji C > 0).

Vazi
D*(RY) — S*(RY) — S(R?) — L*(RY) — S'(R?) — §™*(R?) — D*(RY),

gde — znaci da je identi¢no preslikavanje neprekidno i gusto potapanje.

Niz oblika &, = np(n-),n € N, gde je p € D*(R?), » = 1 u B(0,1/2),
¢ =0 izvan B(0,1) (B(zo,r) je zatvorena lopta sa centrom z polupreénika
) nazivamo delta niz u D™*(R?).



1.4 Ultradiferencijalni operatori
Izraz P(D) = Zm:o anD®, a, € C, predstavlja ultradiferencijalni ope-
rator Berlingove klase (p!") (resp. Rumijeove klase {p!'}) ako vazi

||
(3h >0, 3C > 0) (resp. Yh >0, 3C > 0) (Va € Z2)(Jaq| < C’ZT).

U Rumijeovom sluc¢aju imamo jos jednu ekvivalentnu definiciju:
Postoje (rp), € R 1 C > 0 takvi da vazi

las| < a€eZl.

C
t )
ol [Ticiay i

Tada, na osnovu [22, Propozicija 4.5], odgovarajuéi ultra-polinom P(§) =
Z\Ooj:o as&%, € € R? | ispunjava

(3h > 0, 3C > 0)(resp. Vh >0, 3C > 0)(VE € RY(|P(€)] < CeMe™).

Takode, u Rumijeovom slucaju imamo jos jednu ekvivalentnu definiciju:
Postoje (r,), € R 1 C > 0 takvi da vazi

|P()] < CelED ¢ e RY,

gde je ¢ funkcija koja zavisi od niza (r,), € R (orginalno subordinate func-
tion), tj. od niza (N,), = (p!" [Ti—, 1), i koja je definisana sa

M(c(p)) = N (p), p > 0.

Prisetimo se da definicije funkcije ¢(p),p > 0, (videti [22]): To je rastuca
funkcija za koju je c¢(p)/p — 0, p — 00 i ¢(0) = 0.

Oznacimo sa P® (resp. P{) klasu Berlingovih (resp. Rumijeovih) ul-
tradiferencijalnih operatora oblika

s D? 4 ...+ D? =
PT(D):(1+Df+...+D§)lH(1+ it d):Zapr, (1.4)

o r2p2t v
gde sur > 0,1 >0 (resp., oblika
it D? +.. .+ D2 =
P, (D) = (1+D§+...+D§)ZH (1+ 1 o d) :Zapr, (1.5)
p=1 p p=0



gde su (1,), € R il > 0). Tada za odgovarajuce ultra-polinome vazi:
U Berlingovom slucaju postoje konstante C, C, Cy > 0, h, hq, ho > 0 tako

da imamo sub-eksponencijalni rast:
Ce < |P()] < CreMl" ¢ e RY

' - (1.6)
i]ay| < Cohly/pV',p € Z,.

U Rumijeovom slucaju, uz isti dokaz kao za niz (M,),, sledi da za niz (r,), €
R i funkciju ¢(|€]), € € R?, koja zavisi od tog niza postoji C' > 0 tako da je

Celeh < |p, (¢)], € e RY. (L.7)

Da bismo imali (1 + [£[2)} < Ce<(€)* ¢ € Re moramo da uzmemo sporo
rastudi niz (rp,), € R koji je dovoljno spor i njegovu odgovarajucu funkciju
co tako da za sve [ > 0 postoji C' > 0 tako da vazi

(1+ [EP)P,, (6)] < CexlED" ¢ e RY (1.8)

Na primer, ako je r, = pf, ¢ > 0, tada je c(|¢]) = hol¢|/H2), ¢ € RY
za odgovarajuce hy > 0. U opstem slucaju, koristicemo osobine funkcije ¢
koje slede. Najvaznija osobina takve funkcije sledi iz [22, Lema 3.12] (videti
takode Lemu 3.10 u [22]):

Neka je ¢ = 2c. Tada postoji niz (ro,), € R, (Noy)p = (P! [I1=, 70.),, i
funkcija ¢y koja zavisi od niza (Ny,), ispunjava nejednakost

M(c(p)) < Ny, (p) = M(co(p)), p> 0.

To znaéi da za funkciju ¢y koja zavisi od niza (N ,), vazi

co(p) = ¢(p) > 2¢(p), p > 0.

Dakle, ovo razmatranje formuliSemo na slede¢i nacin.

Lema 1.7. Za funkciju c(p),p > 0 (koja odgovara nizu (r,), € R) i h > 0
postoje: niz (rop), € R, odgovarajuci niz (Nop), = (T, 70.i)p @ funkcija
co(p), p >0, koja zavisi od tog niza tako da vazi

co(p) = he(p), p> 0.

U specijalnom slucaju, za datu funkciju ¢ postoji funkcija ¢y (obe odgovaraju
pogodno izabranim nizovima iz R) takva da vazi co(p) > ¢(2p), p > 0.
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U nastavku koristimo sledec¢e tvrdenje.

Lema 1.8. (a) Neka je P, € PO (resp. P, € P). Tada postoje ro > 0
(resp. (rop)p € R), C' >0 iec >0 takvi da vaZi

1/t

al
— erolel d d
|D*P,(x)| <C€|a|em’” , v€RY acZ

|
(resp. |D*P, (x)| < C%e%,p(\xl)l/t, zeRY aeZl),

gde je ¢y, (p), p > 0 funkcija koja zavisi od niza (rop), € R.
(b) Neka je Pr € P (resp. P, € P). Tada postoje 7o > 0 (resp.
(Top)p € R), C >0 iec >0 takvi da

al o an
@ —7olz|/ d d
|D (1/Pr(x))|§0—€‘a|e oz eRY a€ Z

(resp. !DO‘ (1/ P, (x )’ < C Foyp(“”')l/t, zeRY aeZl),
gde je ¢z, (p), p> 0 funkcija koja zavisi od niza (7oy), € R.

Dokaz. Za dokaz oba dela tvrdenja koristimo Lemu 1.7 i KoSijevu integralnu
formulu za ultra-polinome po krugu K. = K(z,¢) oko svake tacke x € R?

0"(1/P,,)(x) = (2mi) dHozZ/ C—)(izid(

Dokaz dela (b) je dat u [40, Lemma 2.1]. Zapravo, tu je dokazano
|D* (1P, (2))] < c e Newlle) e RY o€ 22,

ali na osnovu [22, Lema 3.10] je N, (|z]) = M(cr, (|z])) = Cez, (J2|)Y",
z € R?. Koristenjem Leme 1.7 mozemo konstruisati niz ¢z, , (|z]) = Cez, (|2]),
|z| > 0 odakle sledi tvrdenje.

Dokaz dela (a) je Propozicija 4.5 iz [22] (videti i poslednji deo dokaza
Teoreme 10.2 iz [22]). O

Sa P* oznacavamo operatore iz P® (resp. iz P). Za s-temperirane
ultradistribucije ¢emo koristiti skupove P?* (videti poglavlje 3.1) . Prostore
odgovarajuc¢ih ultradiferencijabilnih funkcija oznacavamo sa P} i P>*. Ova
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notacija nam omogucéava da napravimo razliku izmedu P(D), P(H) ili P(x),
P(§). U nastavku ¢emo uglavnom koristiti operatore oblika (1.4) i (1.5).
Napisa¢emo ukoliko budemo koristili opsti oblik. Ako su P, P, € P*, tada
vazi (videti [22])

Pi(D)Py(D) = P(D)A(D). (1.9)

U nastavku takode koristimo da za g € [1,00] i ultra-polinom P, € P

(resp. P, € Pit}) postoje ultra-polinomi P, Ps € " (resp. Pr,, Ps € Pit})

Tp
takvi da vazi:

PT —1 PT q(md Prp —1 Prp q(md
P F <P?> € LY(R%) (resp. B F P € LY(R%)).  (1.10)

Isto tako, za ultra-polinome iz P>* vazi:

P.(2a+1)
P;(QOJ + 1)

P.,(2a+1)
P: (2o + 1)

Tp

€ 17 (resp. el (1.11)

gde je P(2a+1) = > 770, a TTL, (20; + ¥, o€ Z2.
Lema 1.9. (/5, 35]) (a) ¢ € S*(R?) ako i samo ako za sve P € P*, P, € P;
vaz
Trp(p) = [PLP(=D)¢l2 < oo.
(b) Neka su @,, ¢ € S*(R?) takvi da o, SN p,n—o00 1P e€P: Tada

PiP(=D)pn <5 PLP(=D)g, n — oc.
(¢c) Neka su ¢, ¢ € S*(R?) takvi da ¢, Sy 0, n— oo. Tada
P(H)p, =5 P(H)p, n — oo.
Teorema 1.6. ([5, Teorema 2.6.1])(Teorema o reprezentaciji) f € 8™ ako i

samo ako je f oblika

f=PD)F

gde P € P* i F je neprekidna funkcija za koju vazi (1.6) u Berlingovom,
(resp. (1.8) u Rumijeovom) slucaju.
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Glava 2

Sekvencijalne ultradistribucije

U ovoj glavi ¢emo uvesti pojam fundamentalnih nizova, na osnovu kojih
¢emo razviti sekvencijalnu teoriju ultradistribucija. s-Ultradistribucije ¢e biti
definisane pomoc¢u nizova glatkih funkcija definisanih na otvorenom skupu {2
i ultradiferencijalih operatora P, (D) u Rumijeovom slucaju i P.(D) u Ber-
lingovom slucaju. Tvrdenja ¢emo dokazivati samo u Rumijeovom slucaju,
jer se Berlingov slucaj dokazuje na isti nac¢in. Definisa¢emo neke osnovne
operacije sa s-ultradistribucijama, kao Sto su zbir, razlika, mnozenje ska-
larom, diferenciranje i mnozenje glatkom funkcijom iz £*(£2). Uveséemo
i pojam konvergencije nizova u prostorima s-ultradistribucija, delovanje s-
ultradistrubucija na elemente iz D*(Q) kao i pojam sekvencijalne neprekid-
nosti s-ultradistribucija.

2.1 Fundamentalni nizovi s-ultradistribucija

Ako je P € P* i ako je F lokalno integrabilna funkcija sa nosa¢em
sadrzanim u kompaktnom skupu K CC Q, tada je P(£)F(F)(E), € € R?
funkcija sub-eksponencijalnog rasta u R?. Ako je inverzna Furijeova trans-
formacija F~'(PF) lokalno integrabilna funkcija, onda definisemo

P(D)F(z) = FY(PF)(z), v € R% (2.1)

Jednakost (2.1) nam pokazuje dejstvo ultradiferencijalnog operatora P(D) na
glatku, kompaktno podrzanu funkciju. Dakle, ako je F' kompaktno podrzana
glatka funkcija tj, supp FF C K; CC Qi ako je P € P* oblika P(D) =
ZT;ZO a, D, onda mozemo pretpostaviti da egzistencija leve strane od (2.1)
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znacl
P(D)F(z) = lim Py(D)F(z) = lim E aoD“F r € K, (2.2)
k—o00

k—o00
| <k

gde granic¢na vrednost (2.2) postoji za svako = € K i takva granica je glatka
funkcija u K. Prema tome, ovaj limes definise f(z) = P(D)F(z),z € K, i
daje nam smisao izraza (2.3), datog u slede¢oj definiciji.

Definicija 2.1. Niz (f,), glatkih funkcija je fundamentalan u 2 ako za sve

KccQiK,, Ky cCQ, K CK; (K; je unutrasnjost od K1), postoje: niz
(Fn)n glatkih funkcija u ), neprekidna funkcija F u Q i ultradiferencijalni
operator P € P* tako da

fn=P(D)F, v K, supp F,,,supp F' C Ky i F, % F, n—oo. (2.3)

Jednakost u (2.3) zapravo podrazumeva postojanje graniéne vrednosti u

(2.2). Uvek ¢emo uzimati kompaktan skup K; dovoljno blizu K, tj. K CCK;
C i u nastavku to neéemo napominjati, jer koristenjem odgovarajuce funk-
cije secenja (to je funkcija jednaka 1 na K, a ima vrednost 0 izvan K;) moze
se pokazati da ova definicija ne zavisi od izbora Kj.

Direktno iz Definicije 2.1 dobijamo sledece:

Napomena 2.1. 1° U Definiciji 2.1 moZemo posmatrati sve ultradiferen-
cijalne operatore klase x, ne samo one v P*. Tada je definicija uopstena
1 ona je ekvivalentna sa datom koja je tehnicki jednostavnija.

2° Neka su Qy, 0 otvoreni skupovi u R? takvi da je O C Q. Ako je niz
(fn)n fundamentalan u €2, onda je on fundamentalan i u .

3° Neka je (fn)n niz glatkih funkcija u Q. Ako je za svaki otvoren skup
Qo C Q niz (frjoy)n fundamentalan, tada je on fundamentalan i u ).

Definicija 2.2. Fundamentalni nizovi (fy)n @ (gn)n su u relaciji ~, i pisemo

(fa)n ~ (Gn)n;

ako za svaki kompaktan skup K CC Q postoje: nizovi (Fy,)n, (Gp)n glatkih
funkcija u 2, neprekidna funkcija F' u ) i ultradiferencijalni operator P € P*
tako da:

(1) fn=P(D)F,, gn = P(D)G,, u K, supp F,,,supp G, supp F' C Kj,

(i7) F, —> (KFG )Fn—>oo
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Koristi¢emo oznaku
C(K) C(K)
e

E, +—— Gy, N — 0,

ako nizovi (F,,), 1 (G,), konvergiraju u C(K) ka istoj granici.
Iz prethodne definicije direktno sledi da su fundamentalni nizovi (f,), i
(gn)n u relaciji ~ ako je niz

f17 g1, va 92, f3a g3, ... (24)

fundamentalan.
Kako bismo pokazali da je ~ relacija ekvivalencije, koristi¢cemo sledece tri
propozicije.

Propozicija 2.1. Neka su K, CC}O(, K CC Q takvi da niz (f,), zadovoljava
uslove Definicije 2.1, tj.

fn=P,(D)F, u K, supp F,,suppF C K; i F, &F, n — oo.

Tada postoje: ultradiferencijalni operator Py, € P takav da F~1 (Prp/P;p)
€ LY(RY), niz (F,), glatkih funkcija i neprekidna funkcija F u Q tako da

fn= PF,,(D)EL u Ko, supp F,,suppF C K; i F, o), F, n— oo.

Isto turdenje vazi i u Berlingovom slucaju (sa odgovarajuéom notacijom,).

Dokaz. Na osnovu (1.10) mozemo izabrati niz (7,), € R takav da je
F ' (P,/P) € L'(RY).

[zaberimo funkcije

~ P
Fn:KJK (]:_1 (P_Np) *(KKan))a n€N7

B (]—“1 () <HK0F>) ,

gde su kg i kg, glatke funkcije u D (Q) takve da je

|1, akoze K . | 1, akoz € K
RK(:K)_{ 0, akoz € K¢ ! HKO(x)_{ 0, akoz e K. (2.5)
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Tada vazi
Ps,(D)F,(z) = Pr, (D) (}"1 (%) x (/{KOF,Z)) (x)
= f_l(Pr‘p) * (Ko o) ()
= P, (D) (ko F) ()
=P (D)F,(z) = fu(z), =€ K

i supp F,,,supp F C K,. Kako F~' (B, /P:) € LNR?) i (rig,Fp) RGIN
(ki F), n — oo, sledi da E, o), F,n— 0o, &o je i trebalo pokazati. [
Propozicija 2.2. Ako za svaki K CC ) postoje: wultradiferencijalni ope-
rator P € P*, niz (F,), glatkih funkcija i neprekidna funkcija F u €,

supp F,,,supp F' C K, takvi da F, B P okad n — o i P(D)F,, — 0

tackasto u K kad n — oo, tada je F' =0 u €.
U specijalnom slucaju, ako je F glatka funkcija u Q i ako je P(D)F(z) =
0, x € Q, tada je FF =0 u .

Dokaz. Neka je ki kao u (2.5), pri cemu je K CCK;, K; CC Q. Tada vazi

lim P(D)(kxFp)(2) =0, v € K, (kxFy) < (ki F), n — oo.

n—o0

Dalje, iz P(D)(kx Fy,) = lim,, 00 P (D) (kg F,) u R? sledi

P&k E, — P(E)kgFn, m— 00, £€R

lim lim P (¢)rgFy, = lim P(&)rgF, =0, € € RY.

n—00 Mm—0oQ n—oo

Dakle,
(Fukx) (&) — (Frr)(€) =0, £ €RY, n — oo,
tackasto, odakle sledi da za svako ¢ € RY

—

P(&)(Furir)(€) — (Frr)(€)) = 0 kad n — oo,
a odakle dobijamo

PO (Fri)(€) =0 1 (Fre)(€) =0, £ € R

Prema tome F'(z)kk(z) = 0 za svaki x € K. Kako je funkcija F' neprekidna
u K dobijamo da je F' = 0u K. Dakle, F' = 0u (Q jer je K CC ) proizvoljan.
Specijalni slucaj je jasan ako stavimo F,, = F', n € N. O

16



Propozicija 2.3. Neka su K CC Q, K CC}?, K cC K, CC Q i neka je

fu(@) = Py (D)Fu(x), x € K, supp Fy,supp F C Ky, n e N

 FSH F, n — oo. Stavise, pretpostavimo da je f, = P%p(D)Fn u K,

Silppﬁn,suppﬁcl?l,nENi]}n m>ﬁ,n—>oo, gde su K CC}?, K cc

K, CC Q. Tada postoje: ultradiferencijalni operator P, € P takav da je

-1 E —1 ﬁ 1(md
F Iz S F Iz € L' (R%),

nizovi (Fy1)n, (Fn2)n glatkih funkcija sa nosacem v Ky CC Q, K CCK; i
neprekidne funkcije Fy, Fy u 2, supp Fi,supp Fy C Ky, tako da vazi

fo=P,(D)Fy v K, Foy S55 B 0o o, (2.6)
o (2.7)

fn = Prp(D)Fn,Q U K, Fn’Q — FQ, n — oQ.

Stavise, Fy = Fy u Q.
Isto turdenje vazi i u Berlingovom slucaju (sa odgovaraju¢om notacijom).

Dokaz. Postojanje ultradiferencijalnog operatora P, (D) sledi iz (1.10). Iza-

berimo funkcije

-1 P?p jad
Fo1= Kz F D x (kFy) ), n€N,

—1 P?p =
Fl = K:I?OI? .F P_rp * (KZKF) s

gde su Rz i kg glatke funkcije iz D (Q) takve da je

1, akozr e K
0, akoz € (KN K)C.

K~ =
KNK

1, akoz € KNK
(z) = ~ = k()=
0, akoz € (K;NK,;)"
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Tada vazi
P (D)Fs(o) = P (D) (77 () # () ) 0
= ]:—1(pr) *EKKﬁn)(x)
= P (D)(kk F,)(x)

= P, (D)F,(x) = fa(z), v€ K

i supp F),1,supp Fy C K;. Dalje,

|Foy — F| < / |F (?) (z — t)| sup | F(t) — F(t)|dt.

~ = Tp rzeK
KNK

Iz (1.10) dobijamo da F,; <% R\, n — co. Ovim smo dokazali (2.6).
Na slican nacin definiSimo F), 5 sa ultradiferencijalnim operatorom P;p(D) i

glatkim funkcijama F,, (umesto P (D)1 F,), n € N. Dokaz (2.7) se izvodi na
na isti nacin kao i (2.6) (sa odgovaraju¢om notacijom). Na osnovu Propozicije
2.2jeF1:F2uQ. UJ

Jasno je da je relacija ~ refleksivna i simetri¢cna. Ono $to zelimo pokazati
je tranzitivnost relacije ~.

Propozicija 2.4. Relacija ~ je tranzitivna.

Dokaz. Tvrdenje ¢emo dokazati samo u Rumijeovom slucaju, jer je dokaz u
Berlingovom slucaju isti. Pretpostavimo da je (fu)n ~ (gn)n 1 (gn)n ~ (hn)n-

Neka je K CC €2 kompaktan skup sa osobinom K CE([? N [?), KnKc Q.
Po Definiciji 2.2, za date kompaktne skupove KiK postoje nizovi (F}, )y,

(Go)ns (Gn)ny (Hy)n glatkih funkcija u €, neprekidne funkcije F, F u € i
ultradiferencijalni operatori P, P;p e P tako da:
fao = Pi(D)Fy, go = Pi(D)G, u K, supp F,,supp Gy, supp F' C K,

F,n— oo, B B _
D)én, h, = P—rzp(D)Hn u K, Suppén,suppHn,suppf c K,

,Hn&ﬁ,n—ﬂm.

2
—~ =
D)
S

D
3
eIk
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Na osnovu Propozicije 2.3 postoje konvergentni nizovi (F,1)n, (Gn1)n, (én,l)na
(Hp1)n glatkih funkcija sa nosacem u K; CC Q i ultradiferencijani operator
P, € P tako da nizove (fu)n, (gn)n i (hn), mozemo zapisati u obliku:

fn=P, (D)1, gn = P.,(D)Gpn1, gn = P, (D)Gyy, hy = P (D)H, 1 u K.

Tp

Ako stavimo ﬁ[nl(:c) = Gpi(z) — énl(:c) + H,1(z), x € K, tada je h,, =

P. (D)H,iu K i

C(K) C(K)

ot C(K) C(K) =

Gna, Gpg —=— H,1, n — o0.

Time je dokaz tranzitivnosti zavrsen. [

Kako je ~ relacija ekvivalencije, skup svih fundamentalni nizova (f,), je
podeljen na klase ekvivalencije bez zajednickog elementa, tako da su svaka
dva fundamentalna niza u istoj klasi ekvivalencije ako i samo ako su ekviva-
lentna.

Definicija 2.3. Klase ekvivalencije fundamentalnih nizova, u oznaci f =
[ful = [(f)n], se nazivaju sekvencijalne ultradistribucije, s-ultradistribucije.
Sa U™*(Q) oznacavamo skup svih s-ultradistribucija.

Napomena 2.2.  1° Koristenjem (2.4) i Propozicije 2.2 imamo da je f =
[fu] = 0 ako za svaki unapred zadati kompaktan skup K, postoji niz
(F)n glatkih funkcija i ultradiferencijalni operator P € P* tako da

fu=P(D)F, u K, supp F, C Ky i F, ©°50, n — c.

2° Neka je f = [fn] tako da f =0 u Qy za svaki otvoren skup Oy C €,
tada je f =0 u €.

Definicija 2.4. Nosaé s- ultradistribucije f = [f,] je komplement unije svih
otvorenih skupova gde je f = 0.

Kazemo da je s-ultradistibucija f = [f,], ili niz (f,,),, kompaktno podrzana
ako postoji kompaktan skup K CC R? takav da je supp f, C K,n € N. To
oznacavamo sa

supp f C K, ili supp(f,), C K.
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U tom slucaju postoje: niz glatkih funkcija (F,),, neprekidna funkcija F,
ultradiferencijalni operator P € P* i K; CC € tako da

d
fulz) = P(D)F,(x), € R supp F,,,suppF C K, i F, CED, F, n — oo.

Daé¢emo primere nizova koji su fundamentalni.

Primer 1. Neka je F' kompaktno podrzana neprekidna funkcija v R, (5,),
delta niz iz prostora D*(RY) i neka je F,, = F % d,,, n € N. Tada je niz (Fy,),
fundamentalan u R

Primer 2. Neka je (f,)n fundamentalan niz u Q C R i pretpostavimo da

je (Kn)n rastuéi niz kompaktnih skupova sa osobinom K, C[o(,H_l, ne€N;q
neka je Q0 = |J, ey Kn. Dalje, neka su Q, = {z € Q : d(z,0Q) > 1/n},
Qpp =z € Q, : d(x,09,) > 1/n} otvoreni skupovi i k,, € C°(2) funkcija
secenja takva da je

(z) = 1, ako je x € Qyp;
) =90, ako je v € QY neN.

Tada je niz

fn(:l;) — { (fo(x)En(x)) * 0,(x), ako je = € Qy;

B 0, ako je € QY neN,

fundamentalan u i vaZi (fu)n ~ (fo)n.

Primer 3. Pretpostavimo da je f € D'(Q), Q C R, da su Q, i Q. kao u
Primeru 2, neka je P, € P i

{f—l (M) (z), akoje x €

Fn(x) —= P’r'p(&-)

0, ako je € QY neN.

Kako su f € D'(Q) i ky, kao uw Primeru 2, n € N, tada je j{fi\n ogranicena po-
linomom. Koriste¢i (1.8) se moZe lako pokazati (na isti nacin kao u dokazu
Propozicije 2.1) da je niz (fn)n = ((fkn) * 0n)n = (P, (D)F,), fundamenta-
lan u Q, ti. [f.] € UH(Q). Na slican nacin mozemo predstaviti f kao ele-
ment prostora U D (Q) korstenjem ultradiferencijalnog operatora P.(D) ume-
sto P, (D).
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Napomena 2.3. Ako je (fn)n fundamentalan niz u Definiciji 2.1, tada

znamo da za svaki kompaktan skup K F), % F kad n — oo. Primer

1 i Primer 3 pokazuju nam da se svaki fundamentalan niz (f,), za koji vazi
(2.3) moze identifikovati sa formalnom reprezentacijom f = P(D)F u K,
jer iz klasicne teorije ultradistribucija znamo:

(VK cC Q)(3P € P*)(3F € C(Q))(supp F € K1, Ky cC O, K CK,)

f=P(DF uK.

Ovo ée biti dokazano kasnije koristenjem (2.8).

2.2 Operacije sa s-ultradistribucijama

2.2.1 Algebarske operacije

Neka su f = [f,] 1 ¢ = [gn] s-ultradistribucije. Definisimo sumu s-
ultradistibucija sa f + g = [f, + gn] 1 pokazimo da f + g € U*(Q), tj.
pokazimo da je niz (f, + ¢gn)n, fundamentalan u € i da s-ultradistribucija
[fn + gn) ne zavisi od izbora fundamentalnih nizova (f,), i (gn)n, tj. ako je

(fa)n ~ (fa)n 1 (gn)n ~ (Gn)n » tada (fo + gu)n ~ (fn + gn)n. Pokazimo da
vrede ove osobine u Rumijeovom sluéaju (Berlingov slucaj je isti).

o

Neka je K CC  kompaktan skup sa osobinom K CC(I? N I?), KNnKc
Q2. Kako su nizovi (f,)n 1 (gn)n fundamentalni u €2 na osnovu Definicije 2.1 za

date kompaktne skupove K i K postoje nizovi (Fn)n, (Gn)n glatkih funkcija u
2, neprekidne funkcije F, G u €2 i ultradiferencijalni operatori Py, P?p e pit
tako da:

(K)

fn=PFs,(D)F, u K, supp F,,supp F C K, i F,, RSN F.n— oo,

gn = P—rzp(D)Gn u K, supp G, supp G C KiiGy ), G, n — oo.

Na osnovu Propozicije 2.3 postoje nizovi (£}, 1), (Gni)n, glatkih funkcija sa
nosacem u K CC 2, neprekidne funkcije Fy, Gy u €2, supp Fi,supp G; C Kj,
i ultradiferencijani operator P, € Pt} tako da nizove (f,)n i (gn)n moZzemo
zapisati u obliku:

fn:Prp(D)Fn,h gn:PTp<D)G”71 u K’

21



le ﬂ) Fl, Gn,l ﬂ) Gl, n — .

Odavde sledi
fn + gn = Prp<D)(Fn,1 + Gn,l) u K7 Supp(Fn,l + Gn,l)a Supp(Fl + Gl) - Kl

1 Fn,1+Gn,1ﬂ>F1+G1kadn—>oo,

tj. niz (fn, + gn)n je fundamentalan. Iz (2.4) i Propozicije 2.3 sledi da s-
ultradistribucija [f,, + g,] ne zavisi od izbora fundamentalnih nizova (f,), i
(Gn)n-

Razlika f — g, s-ultradistribucija f = [f,] 1 g = [gs] je s-ultradistibucija
f—9 = [fo—ga- Sa Af = [M,], A € C je definisano mnozenje s-
ultradistibucije skalarom iz C. Konzistencija ovih definicija se moze proveriti
na isti nacin kao i za zbir. Dakle, U"™*(Q2) je vektorski prostor.

2.2.2 Diferenciranje

Prisetimo se da su Svarcove distribucije klase ekvivalencije fundamental-
nih nizova koje su definisane na slican nacin kao fundamentalni nizovi s-
ultradistribucija. U tom slucaju koristimo deferencijalne operatore konacnog
reda umesto ultradiferencijalnih operatora P,.(D) ili P, (D) koje koristimo u
slucaju s-ultradistribucija.

Neka je u Rumijeovom slucaju f = [f,] s-ultradistribucija i neka 5 € Z<.
Definigimo f® = | Fe )] i pokazimo da je niz ( e ))n fundamentalan. Po
Definiciji 2.1, za dati kompaktan skup K CC (2, s-ultradistribucija f je
odredena pomocu niza (F,), i ultradiferencijalnog operatora P, (D). Kako je

7(15) = Prp(D)FT(LB) u K, koristedi istu notaciju kao u Propoziciji 2.1, postoje:
ultradiferencijalni operator P, € P8 niz glatkih funkcija (ﬁn)n, neprekidna

funkcija F', supp F,,,supp F' C K; CC Q, n € N, oblika

E, = ki (]—“‘1 (M) % (mKan)> , neN,

Pr,(§)
~ \B
oo () )
tako da je
P, (D)FP(z) = Py (D)F,(x), 1€ Ky ccK i B, 5% F o oo,

Isto tvrdenje vazi i u Berlingovom slucaju.
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2.2.3 Mnozenje i konvolucija s-ultradistribucije sa funk-
cijom iz £*(02)
Ako je w € E(Q), pokazimo da wf = [wf,] € UTH(Q), tj. da je niz
(wfn)n fundamentalan.
Po definiciji fundamentalnih nizova, za svaki kompaktan skup K CC 2

postoje: niz (F),), glatkih funkcija , sa nosacem u K, glatka funkcija F' u
Q,suppF' C Ky,i P, € P takvi da

Wi, =wP, (D)F,u K iF, X5 F n > .

Mozemo pretpostaviti da je w kompaktno podrazana funkcija mnozedi je
sa funkcijom secenja koja je jednaka 1 na kompaktnom skupu K. Dalje,
primetimo da je |&(€)] < Ce ™" ¢ € R za neke ¢ > 0i h > 0 kao i
da (na osnovu (1.8)) vazi |Prp(§)ﬁ’;| < CLelE" ¢ € R, za neko €y > 0 i
funkciju ¢(|¢|) koja zavisi od niza (r,), € R. Tada, koriste¢i (1.10), postoji
ultradiferencijalni operator Py, € Pt tako da vazi

O * (P, (&)F,)
Pr,(§)

za odgovarajuéi niz (7,), € R. Ako izaberemo funkcije

c L'(RY)

ot (PR oy g (20D
e ( P, (6) ) eN,  G=nxF ( (B )
tada vazi

Py, (D)Gn(x) = Pr, (D) () F ! (@ * g"p((g)F”>> (z)

FH (@ (P, (OF) @)
w(x) P, (D)F,(x)
w(z)fu(x), z € K,

supp G, supp G C K;. Pokazimo da G, C—(E)—> G kad n — oo. Imamo

Gute) — Ga)| < [ e LT = F
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Kako je
|Fu() — F(x)| < / |7 sup |F(s) — F(s)|ds < e,
K seK
gde g, — 0 kad n — oo i za odgovarajuée C,C; >0ih >0

1G(5) * (Pr, (5)(Fu(s) — F(s)))| < /K G(s — OB, () (Fn(€) — F(€))|de

< Ce, / M el g < e, / e~ HIEI RIS e €D g < o O ehlsl!
K K

gde smo koristili nejednakost ||Vt = |¢—s+s[1/t < |s—&|VE 45|Vt 5,6 € R,
t > 1. Sada imamo

|Gn(2) = G(2)] < Olsn/ sl =28V g
K

gde za odgovaraju¢ izbor funkcije ¢ koja zavisi od niza (7,), € R imamo

G, B, G kad n — oo. Dakle, niz (wf,), je fundamentalan u €. Berlingov

slucaj je isti.

Posmatrajmo sada konvoluciju s-ultradistribucije sa funkcijom iz D*(€2).
Akoje f = [f,] € Ut} iakojew € DIH(Q), tada je wx f = [wk f,,] € U, jer
za svaki kompaktan skup K C R? vazi w * P(D)F, = P(D)(w * F,,), n € N.
U opstem slucaju vazi:

Propozicija 2.5. Neka su nizovi (f,)n i (gn)n fundamentalni u R? i neka je
supp(gn)n C Ko CC R Tada je niz (fn * gn)n fundamentalan u Re.

Dokaz. Nekasu K CCRYi K kompaktni skupovi takvi da je x — 1 € K gde
xr € K,t € Ky. Dalje, znamo da za kompaktan skup K postoje: nizovi glatkih
funkcija (Fy,)n, (Gy), uR? neprekidne funkcije F'; G u R i ultradiferencijalni
operatori P, Px € P takvi da:

d C(K)
fn= P, (D)F, uR", supp F,,,supp F' C Ky, F,, —= F, n — o0;

@)G,n—ﬂxx

Gn = P%p(D)Gn u R%, supp G, supp G C Ky, G,
Tada je (videti [38])

(fo* gn) = Pr,(D)F,(z) * P= (D)G,, = Ps, (D)P= (D)(F, *G,) u R%

T
Tp P Tp



(B, G)la) = (Fx Q)@ < [ [Fu(0) = PIOIIGA — Dl
/\F WGn(x —1t) — (a:—t)\dt:/~|Fn(:v—t)—F(:z:—t)HGn(t)]dt
+ [ 1P =016, ~ Glolat < swp ()~ Pl [ G (ol

ueK

+ sup |G, (u) — G(u) i |F'(xz — t)|dt.

ueKy

C(K)

Kako F,, — F'i G, —>Gkadn—>ood0b13amoF x G, —> FxQG,
n — 0o i supp(F, * G,,),supp(F xG) C K+ Ky = K. Ovim smo dokazali da
je niz (f, * g,), fundamentalan. O

2.3 Nizovi s-ultradistribucija

Definicija 2.5. KaZemo da niz s-ultradistribucija (f™), = ([f1])n konvergira
ka s-ultradistribuciji f = [fm] v 2, Sto oznacavamo sa

"5 fon— oo dli lim fm=f,
n—o0

ako za svaki kompaktan skup K CC Q postoje: nizovi (F!)m, n € N i (Fy,)m
glatkih funkcija, niz (F™), neprekidnih funkcija, neprekidna funkcija F u Q
1 ultradiferencijalni operator P € P* takvi da:

frn=P(D)F), fm = P(D)F,, v K,supp F",supp F,,,,supp F",supp F' C K,
C(K) . C(K)

E" —— F,,, n — 0o, uniformno pom € N, F,,, —> F, m — oo,
C(K , _ C(K
F,ZMF", m — 00, zasvakanNzF”MF, n — o0.

Iz definicije direktno sledi da je lim lim F” = lim lim F u C(K).

mM—00 N—00 n—00 Mm—oQ

Teorema 2.1. Ako postoji lim f", tada je jedinstven.
n—oo

Dokaz. Pretpostavimo da f* = fi f* 3 g kad n — oo u Q i pokazimo da
je f=gufl Nekaje K CC () kompaktan skup sa nepraznom unutrasnjosti
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7% :[O( ineka je Ko kompaktan skup u (2 za koji je K CKjy. Prema Definiciji
2.5, postoje nizovi (F),, (ﬁj’ﬁ)m, n €N, (Fn)m, (Fu)m glatkih funkcija,
nizovi neprekidnih funkecija (ﬁ")n, (Fvn)n, neprekidne funkcije F.FuQ, sve

sa nosacima u K7, i ultradiferencijalni operatori ﬁ, P € P* takvi da vazi:

fgz:ﬁ<D)ﬁrZ> fm:ﬁu})ﬁmUKOa

~  C(Ko) = . = C(Ko)
F:@&Fm,n—)oo, uniformno po m € N, FmQ)F,m—HX%

~  C(Ko) = . . o C(Ko) 7=
FQ&F",m%oo, Z&SV&klﬂENanngn%ooﬂ

f1 = P(D)F", gm = P(D)F., u K,

= C(ko) = : PRCGON
F;;Q)Fm,n—)oo, uniformno po m € N, FWQ)F,mﬁoo,

~ C(Ko) —~ . . o CKo)
Fn@&F”,m%oo, Z&SV&kIﬂENlF"(—O)>F>n_>OO'

Tada, na osnovu Propozicije 2.3 mozemo konstruisati nizove (£ | )i, (F 5)m,
n € N, (Fp1)ms (Fm2)m, glatkih funkcija, nizove (FJ*),, (F3'), neprekidnih
funkcija, neprekidne funkcije F; i F5 u 2, sve sa nosac¢ima u K7, i ultradife-
rencijalni operator P € P* tako da vazi:

fim=PD)E} = P(D)Fy 5, fon = P(D)Fii, gn = P(D)Fn2u K,

C(K .
Foi— o ), Fo1— Fo2, n— 0o, uniformno pom €N,
C(K C(K
Fot = Fony S55 Fy = By, mo— 00, B2y — F7y S5 pn BP0,

zasven € N i F{L—F;C—(E)—)F]_—FQ, n — oo.
Kako je P(D)(Fy. o — F. 1) = 0 u Q, tada iz Propozicije 2.2 direktno sledi
Fri—Fno =0, n,m e N, u g, odakle dobijamo F; = Fy u Q. Kako
tvrdenje vazi za svaki otvoren ogranicen skup i, na osnovu Napomene 2.1
(3°) je f=gufd O

Propozicija 2.6. Ako niz (f"), s-ultradistribucija konvergira ka s-ultradis-
tribuciji f uw R? i ako je 6, delta niz u D*(RY), tada f" x5, > f u R? kad

n — oQ.
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Dokaz. Neka je g" = f* % §,. Kako f* = f, kad n — oo, iz Definicije 2.5
imamo:

fh=P(D)F}, fm = P(D)F,, u K,supp F supp F,,,supp F",supp F C K7,

C(K . C(K
Fg(—)>Fm, n — 00, uniformno po m € N, FMQF, m — 00,
FZ&F", m — 00, ZasvakinGNiF”m)F, n — oo.

d
Tada je g%, = P(D)(F"*6,) naR%, F" %4, B, F,,, n — oo, uniformno po

C(R%) C(RY) .
meN, F,, —> F, m — o0, F' %0, —= F"x0,, m — oo, zasvakin € N

d
iF"*(Sn&F,n—)oo. Odavde sledi da g" = f, n — oo. m

2.4 Delovanje s-ultradistibucija na funkcije iz
D*(Q2)

Neka je K CC Q, ¢ € D*(2), suppp C K CC Qi neka je f = [f,] tako
da (2.3) vazi za fundamentalni niz (f,), u K. Tada definiSemo delovanje
s-ultradistribucije f na funkciju ¢ € D*(Q),

= flp)=(f, 90)14’*(9);

Sa.
(f, ooy = lim / Fupds = / FP(~D)pdz, (2.8)

C(K
gdanL)F,n—M)o.
Pokazimo konzistentnost ove definicije. Ako imamo sledece reprezentacije

fo=P(D)E,, f,=P(D)F,, neN, uKkK,

gde ﬁnc—(@%ﬁ’, ﬁnc—(@%ﬁ, n — 0o, tada je

lim fngpd:)::/ fﬁ(—D)gpd:p:/ FP(—D)pdz,
K K K

n—oo

jer mesoviti niz integrala

/ﬁ(D)Egpdm, /ﬁ(D)ﬁlgpdx, /ﬁ(D)ﬁg(ﬂde, / P(D)Fspdz, . ..
K K K K
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konvergira. Jasno je da je ¢ = (f, )y, ¢ € D*(§2) linearno preslikavanje.

N D*(Q) .. .. .. .
Prisetimo se da ¢, —= ¢, n — 00, znaci da su nosaci funkcija ¢, i ¢ u

nekom kompaktnom skupu K CC Qida P x(¢n — @) = 0, n = oo, za sve
h > 0 (resp. za neko h > 0).

Da bismo dokazali sekvencijalnu neprekidnost, treba nam jedan poznati
rezultat iz [22] :

Ako niz (p,), u D*(Q2) konvergira ka ¢ € D*(Q2) kad n — oo, tada
P(D)ep, @, P(D)p kad n — oo, za svaki ultradiferencijalni operator

P € P*. Koristeéi taj rezultat, dobijamo sledece tvrdenje.

Teorema 2.2. (a) Neka je (¢n)n niz u D*(Q) koji konvergira ka ¢ € D*(2)
kad n — oo. Tada (f,¢n)yr-) — (f 0wy, n — 00, za svaki [ = [fin] €
U*(Q).

(b) Ako je (f™)n = ([f2])n niz s-ultradistribucija koji konvergira ka s-ultra-

distribuciji f = [fn]. Tada (f", )y« = (f; @)@ n — 00, 2a svaki
v € D*(Q).

Dokaz. (a) Pretpostavimo da (2.3) vazi za s-ultradistribuciju f = [f,,] u K

i neka F, RGN F, m — oo. Tada na osnovu (2.8) i gore navedenih osobina

konvergentnih nizova u D*(2), imamo

lim ((f> ) — ([ @u’*(@)) = lim [ FP(=D)(¢n — ¢)dz = 0.

n—oo n—oo K

(b) Neka je ¢ € Dj,. Koristeéi notaciju Definicije 2.5 dobijamo

lim (fn — f, SO)Z/{/*(Q) = lim lim (fg.b — fma SO)Z/{/*(Q)

n—o0 n—00 M—00

= lim lim [ (F) — F,,)P(—D)pdz.

KakoFﬁl&F”,m%oo, zasvenENiFmﬂF,m%oodobijamo

lim lim | (F — Fn)P(—=D)pdr = lim | (F" — F)P(—D)pdz = 0.
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Glava 3

s- 1 s-temperirane
ultradistribucije

U ovoj glavi éemo uvodimo s-t-fundamentalnih i s-t-fundamentalnih ni-
zova pomocu kojih definiSemo s-temperirane i s-temperirane ultradistribu-
cije, respektivno, kao klase ekvivalencije tih nizova. s-Temperirane ultradi-
stribucije ¢emo definisati pomo¢u nizova glatkih L? funkcija i ultradiferen-
cijalnih operatora P(H), dok ¢emo s-temperirane ultradistribucije definisati
pomoc¢u nizova glatkih L? funkcija, funkcija P(z) € P i ultradiferencijal-
nih operatora P(D). Kao i u Glavi 2, definisaéemo zbir, razliku, mnozenje
skalarom, diferenciranje s- i s-temperiranih ultradistribucija. Dac¢emo i kon-
vergenciju nizova u takvim prostorima, zatim delovanje s- i s-temperiranih
ultradistribucija na funkcije iz test prostora S*(R%) i sekvencijalnu neprekid-
nost s- i s-temperiranih ultradistribucija.

3.1 s-Temperirane ultradistribucije

Prisetimo se da je H* = [[,(—=98/0z + 22)%, a = (ay, .., aq) € Z4 i
da koristimo notaciju P%* za P! ili P{?} Neka je P € P?*. Koristi¢emo ul-
tradiferencijalne operatore P(H) = ZT;\:O ao H* Berlinovog tipa (p!?') (resp.
Rumijeovog tipa {p!*}) za koje vazi

hlel

art)

(3h >0, 3C > 0)(resp. Yh > 0, 3C > 0)(Va € Z%)(|a| < C
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U Rumijeovom slucaju je dati uslov ekvivalentan uslovu:

C
I )-
Definicija 3.1. Niz (f,), funkcija iz L*(R*)NC>®(RY) je s-t-fundamentalan
uR? ako postoje: niz (F,), gde F,, =375 camha € L*(RT) NCP(RY), n €
N, funkcija F' = 375 _ocaha € L3(RY), tako da (Cam)aczt (Ca)aczt € 12,

n € N i ultradiferencijalni operator P € P* takvi da vazi

fo=P(H)F, uR i F, —» F u L*(R?) kad n — co. (3.1)

(3(rp)p € RYEC > 0)(Var € Z)(faa| <

Uvodimo novu notaciju: F, 2, F, n — oo i time oznacavamo da F,, —
Fu L*(RY) kad n — oo.

Ultradiferencijalni operator P(H) deluje tako da je za svako fiksnon € N,
grani¢na vrednost

kh_g)lo P.(H)F, = kh—>I£lo |z|<:k acHYF, = leo CanP2a+1)h, = f,

u L2(RY) N C>=(RY).

Sledece tvrdenje bi¢e korisno u nastavku jer nam omogucava da, u nasoj
reprezentaciji fundamentalnih nizova, zamenimo L? konvergentne nizove sa
nizovima koji uniformno konvergiraju u R¢ kao i u L?(RY).

Lema 3.1. Neka su I, F € L(RT)NC™(RY), n € N, neka F, 2 F, n— oo
i Fa(z) = FUE(O/(1+ [ (@), Fz) = FHFE)/(1 +|f| )2 (@),

xr € RY. Tada je (F )n Miz ogranicenih funkcija za koji vazi E, 2 F n — oo.

Stavise, ﬁ M F kad n — oo.

Dokaz. Konvergencija u prostoru L?(R?) i uniformna ogranicenost slede na
osnovu Parsevalovog identiteta (1.1). Neka je 2 € R? i pokaZimo uniformnu
konvergenciju. Na osnovu Svarcove nejednakosti sledi

Fuw) - )| = |7 (i (R0 - F9) ) @

1+ [g[2)%

2
g(/ i +|€|)d§) 1By — Pz <<,

za dovoljno veliko n € N, nezavisno od z. Time je dokaz uniformne konver-
gencije zavrsen. L]
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Definicija 3.2. s-t-fundamentalni nizovi (fn)n @ (gn)n su u relaciji ~1, i
pisemo

(fa)n ~1 (gn)n,
ako postoje nizovi (Fy)n, (Gn)n, funkcija F,, G, € L*(RY) NC>®(R?), n € N,
oba konvergentna u L*(R?), i ultradiferencijalni operator P € P** takvi da:

fo = P(H)F,, g, = P(H)G, uR? F,— G, 20 kad n — occ.

Kao i kod s-ultradistibucija, zelimo da pokazemo da je ~; relacija ekvivalen-
cije. Prilikom dokaza tranzitivnosti relalacije ~; ¢emo Kkoristiti sledec¢a dva
tvrdenja.

Propozicija 3.1. Ako postoji ultradiferencijalni operator P € P** i funkcije
Fy =320 Canla € PR NC®(RY), n €N, FF =375 caho € L*(R?),
(Ca,n)aezia (coé)aezgr €2, neN, zakoje F, > F i P(H)F, 20 kad n — oo,
tada je F' = 0 u RY. U specijalnom sluéaju, ako je F € L*(RY) N C>®(RY) i
ako vazi P(H)F =0 u L*(RY), tada je F =0 u R%.

Dokaz. 1z P(H)F, = Y5 _o P20+ 1)canha = 0 sledi (capn)aezs — 0 u I2
kad n — oo. Dalje, kako (Ca,n)aezi — (Ca>a€Zi u I2, n — oo, dobijamo da
je F' = 0. Specijalni slucaj sledi ako stavimo F,, = F', n € N. O]

Propozicija 3.2. Pretpostavimo da su P;p,P;;p e pltt (ﬁn)n, (ﬁn)n nizovi

funkcija iz L2(RY) N C=(RY) i F,F € LARY) takvi da ispunjavaju uslove
Definicige 3.1, tj:

fo=Ps(H)E,, fu.= P;p(H)ﬁn u R

ﬁn = i Ea,nhou ?n = i%a,nhau ﬁ: igaha; ?: i%ahay

|a|=0 laf=0 laf=0 laf=0

gde (Ea,n)aezi, (Ea,n)aezi7 (Ea)aezia (ga)ozEZi € 1?, n € N. Tada postoji ultra-

diferencijalni operator P, € P za koji vazi

Py (2a+1) P;;vp(Za +1)

e T S [ 3.2
P, (20 +1)¢%2 'P. (20 + 1))%21 € (3:2)

(
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funkcije

>\ CanPr,(2a+1)  ConP = (200 +1)
Fn = - hom hou S N>
1T 4 B,a+1) |ZO P, 2a+1) "
koje pripadaju L?(R?) N C>®(RY) i funkcije
> gap}“ (20& + 1) > CaP~ (20é + 1)
J Nl A N VA T e LA(RY
! 42 Pr(20+1) ||ZO P, (2a+1) (R
tako da je

fo= P (H)Fpy = P (H)Fy uR% n €N, Fpy 5 Fy, Fuy 2 Fy, n— oo

Stavise, vazi i Fo.1=F,2, n €N, odakle je F1 = F, u R,
Isto turdenje vazi i v Berlingovom slucaju sa odgovarajucom notacijom.

Dokaz. Egzistencija operatora P, (H) sledi iz (1.11). Primetimo da je
Hho = (2a +1)°h,, o, B € ZL.

Dalje, na osnovu (3.2), imamo

2a+1) S Caun
n - an ha:P? H —7ha’ N
1
> P (20é+ 1) S %
’ |Z B,at1) e~ 5l )g:oprp@““) .
Prema tome je
> ,EOéTL
P, (H)Foy = Py ()P (H) S Bat 1)t
ja=0 " "7
= P, (H)P,



Na slican nacin dobijamo f, = P, (H)F,2, n € N u R% Kako vazi (3.2),
zakljucujemo da su F,;, n € N, i = 1,2 glatke L? funkcije. Iz (Ea,n)aezi —

(Ca)aczt 1 Comlaczt = (Ca)aczt, n— 00, Wi sledi Fuy 2 Fyi Fra = F,
n — 00. Iz Propozicije 3.1 sledi da je F,; = Fj,2, n € Ni [} = Fyu RY. O

Jasno je da je relacija ~ refleksivna i simetricna. Dokazimo da je relacija
~1 tranzitivna.

Propozicija 3.3. Relacija ~1 je tranzitivna.

Dokaz. Dokazac¢emo tvrdenje samo u Rumijeovom slucaju. Neka su (fy,), ~1
(gn)n 1 (gn)n ~1 (hpn)n. Tada, na osnovu Definicije 3.2, postoje nizovi (F}, ),
(Go)ns (G, (Hy)y funkeija iz L2(RY) NC®(R?), svi konvergentni u L2(R?),
i ultradiferencijalni operatori Py, P5 € P takvi da je

fo = Ps(H)F,, go = P5,(H)G, uR% F,—G, 30, n— oo,

Gn = Ps (H)Gr, hy = P (H)H, uR?, G, — H, 20, n — .
Koristenjem Propozicije 3.2 nizove (f,)n, (gn)n 1 (hn)n mozemo izraziti, ko-
risteci operator P, (H) umesto Py, (H) i P;p([—[ ), na sledeéi nacin:

fo=PF,(H)F,1, gn =P,

Tp

(H)Gn,la gn = P,

Tp

(H)Gpi, hn =P,

Tp

(H)H,, u R

tako da vredi F, 1 — Gj1 2, 0. Ako stavimo da je

ﬁn,l - Gn,l - Gn,l + Hn,la

~ 2 . ~ 2 .. . . .
tada G,,1 — H,p — 01 F,p — Hy, 1 = 0, n — 00, ¢ime je dokaz tranzitivnosti
zavrsen. ]

Definicija 3.3. Klase ekvivalencije s-t-fundamentalnih nizova, v oznaci f =
[fu]l = [(fn)n], nazivaju se s-temperirane ultradistribucije. Prostore s-tempe-
riranih ultradistribucija oznacavaéemo sa T * = T *(R?).

Primer 4. Neka su F € L*(RY), (6,), delta-niz uw D*(R?) i neka je F, =
F % 6,,n € N. Tada je niz (F,), glatkih L* funkcija s-t-fundamentalan u R?
u oba, Berlingovom 1 Rumijeovom slucaju.

Primer 5. Neka je f = [f.] € T* niz oblika f, = P(H)F,, gde F, €
LARYNC®(RY), n €N, F € LARY), P € P* i F, 2 F, n — oo. Tada je

niz (fo)n = (P(H)(F, % 6,))n s-t-fundamentalan w R% i (f,)n ~1 (fo)n.
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3.2 Operacije sa s-temperiranim ultradistri-
bucijama

3.2.1 Algebarske operacije

Neka su f = [f,] 1 g = [gn] s-temperirane ultradistribucije. Definigimo
sumu s-temperiranih ultradistibucija sa f + g = [f, + ¢»] 1 pokazimo da
f+g € T*, tj. pokazimo da je niz (f, + gn)n s-t- fundamentalan u R? i da s-
temperirana ultradistribucija [f,, + ¢, ne zavisi od izbora s-t-fundamentalnih

nizova (fnln 1 (gn)na tj. ako je (fn)n ~1 (fn)n 1 (gn)n ~1 (gn)n , tada (fn +
gn)n ~1 (fu + Gn)n. Pokazimo da vaze ove osobine u Rumijeovom slucaju
(Berlingov slucaj je isti).

Kako su nizovi (f,)n i (gn)n s-t-fundamentalni u R? na osnovu Definicije
3.1 postoje nizovi (F,),, (Gp). glatkih L? funkcija, funkcije F, G € L*(RY) i

ultradiferencijalni operatori P, Pf;vp e P tako da:

fo=Po(H)F, uR"i F, 3 F, n — oo,

Gn = P?p(H)Gn u Rd i Gn i) G, n — oQ.
Na osnovu Propozicije 3.2 postoje nizovi (Fj,1)n, (Gn1)n, glatkih L? funkcija,
funkcije Fy, G € L*(RY) i ultradiferencijani operator P,, € P! tako da
nizove (fn)n 1 (gn)n mozemo zapisati na sledeéi nacin:

fo= P (H)Fp1, gn= Poy(H)Gny u R Fyy B F, Gy 5 Gy, n— oo,

Odavde sledi
fn + gn = Prp(H)(Fn,l + Gn,l) u Rd 1 Fn,l + Gn,l i> F1 + G1 kad n — oo,

tj. miz (fn + gn)n je s-t-fundamentalan. Iz Propozicije 3.2 sledi da s-
temperirana ultradistribucija [f,, + g, ne zavisi od izbora s-t-fundamentalnih
nizova (fn)n 1 (gn)n-

Razlika f — g, s-temperiranih ultradistribucija f = [f,] 1 g = [ga] je s-
temperirana ultradistibucija f — g = [f, — gu]- Sa Af = [Afn], A € C je
definisano mnozenje s-temperirane ultradistribucije skalarom iz C. Konzi-
stencija ovih definicija se moze proveriti na isti nac¢in kao i za zbir. Dakle,
T"™ je vektorski prostor.
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3.2.2 Diferenciranje

Neka je u Rumijeovom slucaju f = [f,] s-temperirana ultradistribucija
i neka je B € Z%. Definisimo f® = [f,gﬁ)] i pokazimo da je niz (fr(f))n
s-t-fundamentalan. Po Definiciji 3.1 je s- temperirana ultradistribucija f
odredena pomocu niza (Fy,),, F = 325 g Canha € L*(R) NC=(R), n € N,
funkcije F' = Zﬁ _o Caha € L*(R?) 1 ultradiferencijalnog operatora P, (H).

Kako je fn = (H)F(ﬁ) u RY, koristedi istu notaciju kao u Propoziciji 3.2,

Tp

postoje: niz (F},), glatkih L2 funkcija i funkecija F' € L2(R?) oblika

~ i (2a+1)°P, (20 +1)

E, =
=0 P’,rp (20[ + 1)

hay, n €N,

i 2a—i—1 °P, (2a+1)h

P (200 +1)
kao i ultradiferencijalni operator P, € Pt tako da je
P, (H)FP)(z) = Py, (H)F,(x), = € R%.
Kako (Ca,n)aezi — (Ca)aezt 1 I2 kad n — oo, koristenjem (1.11) dobijamo

E, 2 F , n — o00. Isto tvrdenje vazi i u Berlingovom slucaju.

3.2.3 Nizovi s-temperiranih ultradistribucija
Definicija 3.4. Niz s-tempereiranih ultradistribucija (f™)n, = ([f2])n kon-

vergira ka s-temperiranoj ultradistribuciji f = [fn], $to oznacavamo sa

f"s—t>f, n— oo i s-t- lim f" = f,

n—oo

ako postoje nizovi (F)pmyn € N, (Ey)m, F*, F,, € L2(RY) NC>®(RY), m,n €
N, niz (F"),, L? funkcija, funkcija F € L?*(R?) i ultradiferencijalni operator
P € P* takvi da:

fr=P(H)E", f.=P(H)F, uR?
E" 2 F,,, n — oo, uniformno po m € N, F,, 2, F, m — oo,

2 : : 2
EF = F" m — oo, za svakin € N1 " = F, n — oo.
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Iz definicije sledi da je lim lim F = lim lim F? u L*(RY).

m—0o0 N—r00 n—00 M—r00

Teorema 3.1. Ako postoji s-t-lim f", tada je jedinstven.
n—oo

Dokaz. Tvrdenje ¢emo dokazati samo u Rumijeovom slucaju, jer se Berlingov
slucaj isto dokazuje. Pretpostavimo da f" LEN fif" LEN gu Rd@d n — oo i
pokazimo da je f = g. Po Definiciji 3.4 postoje nizoxi/(ﬁg)m, (Fjﬁ)m, n €N,
(Fodons (B 1 L2(R) 11 C(RY), nizovi (F)n, (F7) u LA(RY), funkeije
F, ]? € L*(R?) i ultradiferencijalni operatori Pr,, P;;p e P4 takvi da vazi:
fon = Pr(H)Ep, fn = Pr,(H)F u RY,
ﬁffliﬁm, n — 00, uniformno po m € N, ﬁmi]}, m — 00,

~n 20 D Tn 20T
EF' = F" m—o0, zasveneN i F" = F, n— oo

o= Ps (HEp, fn =P (H)F, u R,

zQ: . = 2:
Fr = F.,, n — oo, uniformno pom € N, F,, = F, m — oo,

= 2 = . .2
Fr = Fn m — o0, zasvakin e Ni F» = F, n — oo.

Koristec¢i Propoziciju 3.2 mozemo konstruisati nizove (F)} )m, (Fyyo)m, 1 €

N, (Fn1)m, (Fpm2)m funkcija u L*(R?) N C*(R?), nizove (F7),, (F3), L?
funkcija, funkcije Fy, F € L*(R?) i ultradiferencijalni operator P, € pizt
tako da:

fon = P (H)Fy, = P (H)E} 5, fro = Pry(H)Fty g = B, (H)Frp2 uR?
Foi— 1y 2 Fo1— Fh2, n— 0o, uniformno po m € N,

Fuy = Fno 2 By — Fy, m — 00, F) — F ) 5 FP — FPm — o0,
zasvakin € Ni FI'— F' 3 Fy — Fy, n — c.

Kako je P, (H)(Fn2—Fpna) = limy, o B (H)(F) = F o= Fpi+Fp2) =0
u RY, m € N, tada, kao u Propoziciji 3.1, sledi F;, = F5 u R%. Prema tome je
f=y O

U nastavku ée nam trebati slede¢a Lema.
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Lema 3.2. Neka je ¢ € D*(Q) funkcija za koju je p(x) =1, x € B(0,1/2).
Ako je f = [fum] s-temperirana ultradistribucija, tada f(-)o (-/n) =5 f(-),
n — oo.

Dokaz. Neka je F"'(x) = p(xz/n)F,(z), * € RY, m,n € N. Tada je f*(z) =
[P(H)p(x/n)F,,(x)] € T'* za svako fiksno n € N, jer

o(x/n)F,(x) 2 o(x/n)F(z), v € R kad m — oo

za svako fiksno n. Kako za sve m 1 n vazi

1= Falp< [ |0 (5) = 1| IPu@)Pae,
n

|z|> 5

dobijamo da F 2 F,, uniformno po m € N kad n — co. Ovim je dokaz
zavrsen. 0

Napomena 3.1. Uz notaciju Definicije 3.4 neka je

F' = Z ta,mha; (Gam)aczt € P,meN i fr=I[F'], neN.

|al<n

Tada je (f™), niz s-temperiranih ultradistribucija ¢iji se svaki predstavnik
s—t

sastoji od glatkih L? funkcija takvih da f* ~— f, n — oo.
Iz Napomene 3.1 i Leme 3.2 direktno sledi:

Propozicija 3.4. Za svaku s-temperiranu ultradistribucija f postoji niz (f™),
s-temperiranih ultradistribucija takav da f" SN f,n— .

Napomena 3.2. Kao u Napomeni 2.3 (jer u Definiciji 3.1 F), 2 F,n—
o0) mozemo identifikovati [ = [fu] sa f = P(H)F, jer bilo koja druga
reprezentacija [ = P(H)F dage isti element iz T * (videti (3.6)).

3.3 - Temperirane ultradistribucije

Definicija 3.5. Niz glatkih funkcija (f,)n je $-t-fundamentalan u R? ako
postoje: niz (F,), funkcija iz L*(RY)NC>®(RY), n € N, funkcija F € L*(R%),
ultradiferencijalni operator P € P* i funkcija P, € P} za koje vaZi

fo=P(D)PF,) uR? i F, 5% F, n— . (3.3)
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Delovanje ultradiferencijalnog operatora P(D) na Py F), je definisano kao u
Glavi 2, tj.:

lim P, (D)(PF,) = lim Y  aaD*(PF,) = f, uR".
m—o0 m—0o0 |a‘§m

Sledec¢e tvrdenje nam omogucéava da napravimo prelaz iz jednog oblika fun-
damentalnih nizova u drugi.

Lema 3.3. Neka su Py, (F,), i F kao u (3.3) i pretpostavimo da (1.6) (resp.
(1.8)) vazi za svaki Py, tj. da vazi |Pi(z)] < CeM*"" (resp. u Rumijeovom
sluéaju |Py(z)] < Ce(=D") 2 € Re, gde je hy > 0 (resp. 1 je funkcija
koja zavisi od pogodno izabranog niza iz R). Tada:

(a) Za dato h > 0 (resp. za datu funkciju c) postoji r > 0 (resp. postoji
(1p)p € R) tako da

1/t P
e ()

(b) Postoji r (resp. postoji (r,), € R) tako da

6—2h1|x\1/t (Pan x F1 (%) (x)) 2) 6_2h1‘x|1/t <P1F « FL (%) ($)>

5!

< oo (resp. < o0), ¥ € R

ec(lx\)l/t}-fl <§> (QZ)

Tp

(resp. e~ellzD!* ((Pan — PF)« F! ( ) (x)) - 0), n — oo,

Tp

gde funkcija ¢ ispunjava uslov 20}/"/ <

Dokaz. Tvrdenje ¢emo dokazati samo u Rumijeovom slucaju jer je Berlingov
slucaj isti. Dokaz dela (a) sledi iz osobina (1.6)-(1.8). Izaberimo niz (ry,), €
R za koji je e?D"" < P, (z), x € R Dokaz ¢e biti gotov ako pokazemo
da postoji niz (r,), € R takav da

Pro,p(D) (Pl(g)/PTp(gn € Ll(Rd)a

jer tada

Py, (@) F 7 (PU(E)/P,, (6)) (x) € L¥(BY), = € R,
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Iz definicije ultradiferencijalnih operatora i Lajbnicove formule sledi

RHAD)< ) |%;) > ( )Dw”PmQDVijY £ eRY,

0<~y<a

gde za neko C' > 0 vazi ocena

C
Uo| < —=——, a € Z2.
| Oé| Oé!t ng‘Od 7"071'7 +

Iz Leme 1.8 sledi:

‘ t
|D* T Py(z)] < O( >6NW”,xeR%an$

5|a ol

gde je ¢; funkcija za koja zavisi od datog Pj i
D" (1/P,, (x H<O *meﬂxeR%anL
gde za funkciju ¢, (koja zavisi od niza (r,),) vazi
ajel) <&, (), v e RY
Tada, za opogodno odabrane konstante C, C'; > 0, dobijamo

IPm,p<D>( )‘ > e Y ( )Da i Pr:(&)

|a|=0 0<y<a

<2 X ()l rg

la|=0 0<y<a

a\ (@ = zgeyre 1z, ey
coy ——— % (9)e e

¢
lo|= oo Hz 170 0<y<a N\

«
<oy t ? _ FEN ey (D ¢ o R
a0 & T, 7o,

Kako je suma u posljednjem izrazu konacna, dokaz je zavrsen.
Dokazimo sada tvrdenje (b) u Rumijeovom sluc¢aju. Na osnovu Leme 3.1,
mozemo pretpostaviti da je (F},), ograni¢en niz glatkih funkcija u L?(R?).
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Tada, na osnovu pretpostavke leme i (1.7), sa odgovarajuéom funkcijom ¢
(koja zavisi od niza (r,), € R), za koju vazi

/ glersD M/ =2e0 (D" g o
R4

postoje konstante C, C; > 0 takve da

‘(Pan — P F)x F! (51 ) (z)

Tp

S CHFn — _F'H2 </ 6261(|1‘—s|)1/t6_200(|5|)1/td8)
Rd

1/2
<C|F, - Fls ( / 64‘”("””“*46“s>1“—2co<sl>l”ds>
]Rd

<G| Fn — F\|2€2cl(|x‘)l/t < Ch||F, — F||2ec(|"”‘)1/t, r € RY.

1/2

Time je tvrdenje (b) dokazano. O

Definicija 3.6. 5-t-fundamentalni nizovi (fn)n @ (gn)n Su u relaciji ~o, i
pisemo

(fn)n ~2 (gn)rH
ako postoje nizovi (Fy)n, (Gp)n glatkih funkcija u L*(R?) koji konvergiraju u
L*(RY), ultradiferencijalni operator P € P* i funkcija P, € P takvi da vaZi

fo=P(D)(P\F,), gn=P(D)(PG,) uR: F,—G, 50, n— .

Propozicija 3.5. Ako vaze pretpostavke Definicije 3.6 za s-t-fundamentalni
niz (fn)n @ ako P(D)(PF},) 20, tada F, 2 0, n — oo. U specijalnom
slucaju, ako je P(D)(PF) =0 tada je F' = 0.

Dokaz. Primenom Furijeove transformacije dobijamo P(f)ﬁF\’n(f ) 20,n—
oo. Na slican na¢in kao i u dokazu Propozicije 2.2 dobijamo EFH(&) 20,
n — oo, odakle sledi P,F,(z) = 0 i konatno F,(z) = 0, n — oo, z € R,
Specijalni slucaj je trivijalan. O

Kljucéno tvrdenje u ovom poglavlju se odnosi da moguénost promene pred-
stavnika s-temperiranih ultradistribucija (koje su definisane u Definiciji 3.7),
tj. s-t-fundamentalni nizovi ostaju isti, menjaju se niz (F},), glatkih L?
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funkcija, ultradiferencijalni operator P(D) i funkcija P, € P;. Posmatrajmo
samo Rumijeov slucaj.

Neka su Pr,, P;;p e pit} P»Tlp, Pg c P (ﬁn)n, (ﬁn)n nizovi funkcija iz
L2(R?) N C>(RY) koji ispunjavaju uslove Definicije 3.5, tj:

fu= P (D)(PLF,) = P- (D)(P?F,) uR%, (3.4)

Tp Tp Tp

tako da, uz odgovarajuc¢u funkciju ¢, vazi
max{]P;p(x)], |Px (2)], |PL (2)], | P2 (x)]} < e g R (35)

Tada, bez gubitka opstosti, mozemo pretpostaviti da PFIP = P2 = P, Za-
Tp

pravo u (3.4) mozemo koristiti (u zagradama) umesto P,~,1p (x)Fy ()i ng (x)F,(x)
sledece

Pl (2)F,(z) PZ (z)Fy(2) .
P,,p(a:)"ﬂT i Prp(a:)pPTT, r € R,

gde smo izabrali dovoljno spor niz (r,), € R da bismo imali L*- konvergenciju
nizova

(P;p(x)Fn(x) i (P;Ep(:an(x))
P (z) " P (z)

Sada mozemo da formuliSemo sledec¢e tvrdenje.

Propozicija 3.6. Neka su P;p,P;p e pith P. € Pl{bt}, (}N?n)n, (fn)n nizZovi

funkcija u L?(R)NC>(R?) iF,F € L*(RY) koji ispunjavaju uslove Definicije
3.5, 4.
fo =P (D)(P, F,) = P~ (D)(P,,F,) uR?, F, 3 F, F, % F, n — oo,

Tp

tako da vazi (3.5). Tada postoje: niz (ro,), € R, nizovi (Fyi)n, (Fn2)n funk-
cija u L*(RY) N C®(RY), funkcija F € L*(R?) i ultradiferencijalni operator
P, € P takvi da

fo = Pro (D) (P, Fap) = Pry (D) (P, Fr) u R,

Foi=F,2=1I,, nGNiFniF, n — oo.

41



Dokaz. Ako izaberemo funkcije

Foi(z)=F1 (;;"—%) (z), Fpo(z) = F* Fu(®) (z), z € R% n €N,

fa = Pry,(D)(P,, Fuy) = Pry,(D)(P, Fr2) uR?, n €N,

. 2 2
1 le—)Fl, Fmg—)FQ, n — oo,

za pogodan izbor niza (r9,), € R. Iz Propozicije 3.5 sledi da je F,; =
F,2,n € N, u R? odakle dobijamo tvrdenje. O

Kako nam gore navedena tvrdena daju refleksivnost i simetri¢nost, pokazimo
jos tranzitivnost relacije ~5. Tvrdenje navodimo bez dokaza, jer se ono izvodi
na isti na¢in kao u Propoziciji 3.3.

Propozicija 3.7. Relacija ~4 je tranzitivna.

Definicija 3.7. Klase ckivalencije s-t-fundamentalnih nizova odredugu pro-
stor s-temperiranih ultradistribucija. Takav prostor oznacavamo sa T =

T*(RY).

3.4 Operacije sa s-temperiranim ultradistri-
bucijama

3.4.1 Algebarske operacije

Neka su f = [f,] 1 g = [gn] S-temperirane ultradistribucije. Definigimo
sumu s-temperiranih ultradistibucija sa f + ¢ = [f, + ¢»] 1 pokazimo da
f+gce T, tj. pokazimo da je niz (f, + gn)n s-t-fundamentalan u R? i da 3-
temperirana ultradistribucija [ f,, + ¢, ne zavisi od izbora s-t-fundamentalnih
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nizova (fn)n 1 (gﬁ>n> tJ ako je (fn)n ~2 (.f;b)n 1 (gn)n ~2 (gn)n ) tada je 1
(fa + gn)n ~2 (fn + Gn)n. Pokazimo da vrede ove osobine u Rumijeovom
slucéaju (dokaz za Berlingov slucaj je isti).

Kako su nizovi (f,)n i (¢n)n S-t-fundamentalni u R¢ na osnovu Definicije
3.5 postoje nizovi (Fy,)n, (Gn)n glatkih L? funkcija, funkcije F,G € L?(R?),
ultradiferencijalni operatori P, Pf;vp e P i funkcije P%p, P,;} € P tako da
vazi: ’

fo=Pr(D)(PLF,) uRi F, 5 F, n — o,
gn = P (D)(PZG,) R i G, 5 G, n — o0,
Na osnovu Propozicije 3.6 (i razmatranja iznad) postoje: niz (rg,), € R,

nizovi (F, 1 )n, (Gn1)n funkcija u L2(RY) N C°(RY), funkcije Fy, Gy € L*(R?),
ultradiferencijalni operator P, € Pith g P, € P takvi da vazi

fn = Proﬂp(DxPrpFn,l)a gn = Pro,p(DxPrpGn,l) u Rd>

Fn71 i) Fl, Gn,l 3) Gl, n — 0.
Odavde sledi

fn+gn = PTO,p(D)(PTp(FT%l—'—Gn,l)) u Rd 1 Fn,1+Gn,1 3) F1+G1 kad n — o0,

tj. miz (fn + gn)n je s-t-fundamentalan. Iz Propozicije 3.6 sledi da s-
temperirana ultradistribucija [f,, + ¢, ne zavisi od izbora s-t-fundamentalnih
nizova (fn)n 1 (gn)n-

Razlika f — g, s-temperiranih ultradistribucija f = [f,] 1 g = [ga] je s-
temperirana ultradistibucija f — g = [f, — gu]- Sa Af = [Afn], A € C je
definisano mnozenje s-temperirane ultradistribucije skalarom iz C. Konzi-
stencija ovih definicija se moze proveriti na isti nacin kao i za zbir. Dakle,
T'* je vektorski prostor.

3.4.2 Diferenciranje

Neka je u Rumijeovom slucaju f = [f,] € T i neka je 8 € Z%. De-
finisimo (% = | £ )] i pokazimo da je niz ( £ ))n s-t-fundamentalan. Po De-
finiciji 3.5 je s-temperirana ultradistribucija f odredena pomoc¢u niza (F},),,
ultradiferencijalnog operatora P, (D) i funkcije Plp(ﬁ). Kako je fT(LfB ) —

r
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PTP(D)(PrlpFn)(B) u R na osnovu Leme 3.3 i Propozicije 3.6 postoje: niz
(Fy)n funkcija u L2(R?) N C*(RY) i funkcija F' € L*(R?) oblika
e o (0 (200

F RIS AN TA P'F
"= P P, (€) )( ")>’”€N’

- 1 — (Z€>BPT (5)

F= F 1 =222 )« (PF
P! ( ( P, (&) BE) )

kao i niz (7,,), € R i ultradiferencijalni operator P, € Pt tako da je
P, (D)(PLF,)? = Py, (D)(P! F,) u R?.

Tp

Iz (1.7), (1.8) i (1.10) sledi da F, 2 F, n — oo. Isto tvrdenje vaz i u
Berlingovom slucaju.

3.4.3 Mnozenje s-temperirane ultradistribucije
sa funkcijom iz &*

Ako je (f,)n &-t-fundamentalan niz i w € EM(R?), dokazimo da je wf =
[wf,] takode s-t-fundamentalan. U Rumijeovom slu¢aju postoje: niz (£),),
glatkih L? funkcija, funkcija F € L*(RY), PL e P i ultradiferencijalni
operator P, € P takvi da vazi

wWfn=wP, (D)(PLF,) uR? i F, 5 F, n— oo,

Na osnovu Propozicije 3.6 postoje: niz (F,), glatkih funkcija iz L*(RY) i
funkcija F € L*(R?) oblika

~ wx* (P, F}E
3 1]__1< (P, (E) P, )>,n€N,

:P_Tlp P, (¢)
_ 1 (0x(P,(&FLF)
F:Psfl< P (©) )

kao i ultradiferencijalni operator P, € P takvi da vazi
P, (D)(PL () Fu(x)) = Pr, (D)(PL () Fu()), = € R

Iz (1.8), (1.10) i ¢injenice da F, 2 F, n — oo sledi F, > F, n — cc.
Dokaz u Berlingovom slu¢aju je isti. Dakle, niz (wf,), je fundamentalan
u R4,
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3.5 Konvergencija u prostoru s-temperiranih
ultradistribucija

Definicija 3.8. Niz s-temperiranih ultradistribucija (f™), = ([f1])n konver-
gira ka s-temperiranoj ultradistribuciji f = [f], ¢ piSemo

N oo dili 3-t-lim fM = f,

n—o0
ako postoje nizovi (F )y, n € N, (F,,)m glatkih L* funkcija, niz (F™),, F, €
L*(RY), n € N, funkcija F € L*(RY), ultradiferencijalni operator P € P* i
funkcija P, € P takvi da:

fr = P(D)(PLF}),  fm = P(D)(PF,) uRY

E" 2 F,,, n — oo, uniformno po m € N, F,, 2 F, m — oo,

FZJZAF”, m — 00, zasvenENiF”iF, n — 00.
Sa ovim pretpostavkama je lim lim F = lim lim F.

m—00 n—00 n—00 Mm—00

Teorema 3.2. Ako postoji §—t—7}LI£10 f", onda je jedinstven.
Dokaz. Tvrdenje ¢emo dokazati samo u Rumijeovom slucaju, jer se Berlingov
slucaj isto dokazuje. Pretpostavimo da f" =, fif" =, g u R kad n — 0o
i pokazimo da je f = g. Po Definiciji 3.8 postoje nizovi (F2)m, (Fii)m,
n €N, (F)m, (Fun)m w LARY) N C®(RY), nizovi (F"),, (F"), u LA(RY),
funkcije F, F € L?(R?), ultradiferencijalni operatori Py, P;,:p e P i funkcije
P, P;}p e P tako da:

fo = Pr(D)(PLEY), fm = Pr(D)(PLFy) u RY,
F"—)Fm,n—>oo uniformno po m € N, F —>F m — 00,

FQ—)F”, m — 00, za sven € N iF”—>F, n — 0o

fazPrpw)(Pan) fu=Pe (D)(PLF,) u R

Tp

2 . 2 =
Fm—>Fm, n — 00, uniformno po m € N, Fm—>F, m — 00,

2 . . a2
Fr = Fn m — o0, zasvakin e Ni F» = F, n — oo.
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Koriste¢i Propoziciju 3.6 mozemo konstruisati nizove (F} | )m, (Fpo)m, 1 €

N, (Fn1)m, (Fm2)m funkcija u L*(R?) N C*°(R?), nizove (F7'),, (F3), L?
funkcija, funkcije Fy, Fy € L?(R?), ultradiferencijalni operator P, € P i

funkciju P! € P tako da:
fm = Pr(D)(P, Frn 1) = P (D)(P, Fr ),

m

fm:PTp(D)Fm,la Im = rp(D)Fm,Q u Rd;

Fry—Foo 2 Fo1— Fn2, n— 0o, uniformno po m € N,

Fm,1—Fm,23>F1—F2, m — 00, F$,1_F$,QAFF_F2na m — 00,

zasvakinENiFf—ngFl—Fg, n — 00.
Kako je PTP(D)(P,}p(Fm,Q —Fp1)) =lim, o0 P,qp(D)(P}p(F{,ﬁh1 —F o= Fa+
F.2)) =0uR? m e N, tada, kao u Propoziciji 3.5, dobijamo F; = F, u R?.
Prema tome je f = g. m
Iz [35] znamo da se svaki f € S*(R?) moze identifikovati sa f = P(D)(P,F),
gde je P € P*, P, € P! i funkcija F € L*(R?) je oblika F = D imj=0 Calla €
L*(RY), (Ca)aezi €

U nastavku ¢emo koristiti poznato tvrdenje koje ¢emo formulisati na
slede¢i nacin (videti Teoremu 1.6):

Lema 3.4. f € S*(RY) ako i samo ako postoje F € L*(RY), P € P* i
Py € P} takvi da vazi f = P(D)(PF), tj.

(9l = [ F@OP@P(-Dipla)ds, ¢ € S'(R).

Dokaz Leme 3.4 je posledica poznate Teoreme o reprezentaciji koja se doka-
zuje pomo¢u Han-Banahove teoreme i tvrdenja (a) i (b) Leme 1.9.
Propozicija 3.8. Neka je f € S*(R?) oblika kao u prethodnoj lemi. Tada
Je

(fa)n = (P(D)(PLFW))n, gde Fry = caha,n €N,

laj<n

s-t-fundamentalan i odreduje va T
Obratno, ako je f € T * kao u Definiciji 3.5, tada je (odgovarajuci) f =
P(D)(P,F), gde je F L? granica od F, kad n — oo, element prostora S *(R?).
Korespodencija izmedu Sl*(Rd) i T definise linearnu bijekciju izmedu ovih
prostora.
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3.6 s-i s-temperirane ultradistribucije
kao funkcionali

Neka je ¢ element prostora S*(R?) i neka je f = [f,,] element prostora
7 *. Tada definiemo dejstvo s-temperirane ultradistribucije f = [fo], fm =

P(H)F, uR%, m € N, (P € P*), F,, = F, m — oo na elemente prostora
S*(RY),
v = fe) = ()

Sa

() = Jim (i) = |

9 FP(H)pdx = (F, P(H)p)re. (3.6)

Kao i u slucaju s-ultradistribucija, sa drugom reprezentacijom
fmzﬁ(H)ﬁmu]Rd, m € N, ﬁmiﬁ, m — 00,

(P € P*), imamo

lim fmgadx:/ FP(H)gpdw:/ FP(H)pdz,
m—00 Rd Rd Rd

jer mesoviti niz integrala

/ P(H)Fypdz, / P(H)Fpdz, / P(H)Fypdz, / P(H)Fypdz, . ..
Rd Rd R4 R4

konvergira. Iz Leme 1.9 (b) sledi da je S*(R%) 3 ¢ — (f, )7 linearno
preslikavanje. _

Neka je sada f = [f,] € T *. Koristeéi tvrdenje (b) Leme 1.9 pokazujemo
da isto vazi za

S* RN 3 ¢ = (f,90)7.

Delovanje s-ultradistribucije f = [f,.],
fm=P(D)(PF,) uRY, meN, F, 3 F, m— oo,

(P € P*, P, € P), na test funkcije p € S*(R?) je dato sa
(f,0)7. = lim (F,, AP(—D)y) = /d F(x)Py(z)P(—D)p(x)dzx, (3.7)
m—0o0 R
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za sve p € S*(R%). Sa drugom reprezentacijom

fm=P(D)(PF,) uR: meN, F, > F, m— oo,
(P € P*, P, € P?), ponovo dobijamo istu granicu

lim (F,,, PLP(—D)p) = lim (F,,, LP(—D)p), ¢ € S*(R%).

m—ro0 m—0o0

Ovim smo u oba sluc¢aja pokazali konzistentnost ovih definicija. Neprekidnost
u oba slucaja sledi iz sledec¢eg tvrdenja.

Propozicija 3.9. Neka j€ f=1fn] € T (resp. T'* ) i neka su p,, @ €

S*(R?) takvi da vazi o, SN @, n — oo. Tada (f,on)7- = (f,9)7« (resp.
(f, en)7. — (f,0)7.) kad n — oo.

Dokaz. Na osnovu (3.1) i (3.6) imamo
(f,n)ps = (F,P(H)py)r2, n €N.
Tada iz Leme 1.9 (c) i
|(f, on) 7« — (f, @)

= [(F, P(H)(pn — #)) 2]
< |[F[l[P(H)(pn — @)ll2 < Cl[P(H)(n — ¢)]l2,

dobijamo tvrdenje u slu¢aju s-temperiranih ultradistribucija. Ako je f € 7‘/*,
tada je na osnovu (3.3) i (3.7)

(f7 Qon)f"* - <F7 PIP(_D>QOT7.)L2: n c Na
odakle iz Leme 1.9 (a) i (b) i
|(fs n)ge = ()7 = [(F, PLP(=D) (o — ) 1]

< |[[Fl2/|PrP(—=D)(on — ©)ll2
< Cl[PLP(=D)(pn — ©)l2,

dobijamo tvrdenje. O

Stavise, imamo slede¢i oc¢ekivani rezultat:

S

Propozicija 3.10. Ako f* =% f (resp. f" L f)ien S 0, n — 00,
tada (f", on)pe = (f, )7 (resp. (f",on)7. = (f,0)7.) kad n — oo.
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Dokaz. Prvo izvodimo dokaz u slu¢aju 7 *. Iz Definicije 3.4 imamo

lim (f", ¢p) = lim lim (F), P(H)pp) 12,

n—oo n—o0 Mm—0o0
2 . 2 :
gde F' = F" . m — 0o, zasven € Ni " = F' kad n — oco. Dakle, imamo

|(F", n)r2 — (F, @) 2| < |(F", P(H)(¢n — ) 2| + [(F" — F, P(H) ) 2|
< |[F" |2l P(H) (@ — @)z + | — Fll2||[P(H)gll2-

I na kraju, iz Leme 1.9 (c) sledi tvrdenje.
Neka je sada f € T *. Na osnovu Definicije 3.8 je

lim (", on)7. = lim lim (F7., PLP(—D)p,) 2,

n—oo n—o0 Mm—0o0

gdanﬁiF",m%oo,zasvenENiF"iFkadn%oo,odaklejena
osnovu Leme 1.9 (a) i (b)

[(E™, n)r2 = (Fy ) 2| < (", PLP(=D)(pn — ) 12|
+[(F" = F, AAP(=D)yp) |
< [[F" o[ PLP(=D) (pn — @)z + [ F7 = Fll2[| AP (=D)epl|2-

]
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Glava 4

Veza izmedu standardnog i
sekvencijalnog pristupa

U ovoj glavi ¢emo dokazati da je svaka s-temperirana ultradistribicija line-
aran i sekvencijalno neprekidan funkcional u prostoru 8*(R%). Motivacija za
uvodenje s-t- i s-t-fundamentalnih nizova je zapravo prelazak iz jedne forme
fundamentalnog niza u drugu, zato ¢emo u Teoremi 4.2 pokazati algebarski i
topoloski izomorfizam izmedu prostora s- i s-temperiranih ultradistribucija.

Ta teorema nam omogucava da predstavimo sekvencijalne temperirane
ultradistribucije pomoc¢u nizova (F,), glatkih funkcija, funkcija P € Pr i
ultradiferencijalnih operatora P(D).

Koristenjem Teoreme 4.1 ¢emo pokazati da je svaka s-temperirana ultra-
distribicija linearan i sekvencijalno neprekidan funkcional u prostoru S*(R¢),
isto vazi i za s-temperirane ultradistribucije - Teorema 4.2. Koristeéi te re-
zultate, dobijamo jedan od najznacajnijih rezultata ove doktorske disertacije,
a to je:

Svaka s-ultradistribucija je linearan 1 sekvencijalno neprekidan funkcio-
nal na prostoru D*(£2).
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4.1 Veza izmedu sekvencijalnih temperiranih
ultradistribucija i temperiranih ultradi-
stribucija

1z teorije Kete-Eselon i Kete ko-Eselon prostora (videti [21, 12]) je poznato
da prostori nizova

(o9}
s* = {(aa)aezi za sve (resp. postoji ) h > 0: Z |aa|26h‘a|1/<20 < oo}
|a|=0

s = {(ba)aezi postoji (resp. za sve ) k> 0: Z |boé|2<9_k|°“l/(275> < oo}
|a|=0
(4.1)
(sa njihovim struktarama konvergencije) formiraju dualni par.
Takode je poznato da izmedu prostora s* i S*(R?) postoji bijektivni izo-
morfizam (videti Lemu 1.6 i Teoremu 1.4)

$* 3 (@a)aezt = ) taha € ST(RY). (4.2)

|a[=0

Koristenjem (3.6) svakom elementu f € 7 * mozemo dodeliti niz (boé)géezglr
sa brzinom rasta koja odgovara (4.1). Pretpostavimo da vazi (3.1). Tada iz

(3.6) sledi
<f7 90)7”* = nh—golo Z Ca,nP(QOé + 1) /ha(,Ode (43)

|ee|=0
gde su ¢ = 2\0;:0 Tohe € S*(RY), F, = 2‘0(3':0 Canha 1 F = ZE‘:O Coha,
(Ca,n>aezia (Ca)aezi € I, n € N. Kako (Cam)aezi - (Ca)aezi u I* kad

n — 00 , imamo
o

(f, @) = Z caP(2a0 4+ 1)1,

laf=0

pri cemu je (Ta)aezi € s*. Prema tome, s-temperiranoj ultradistribuciji f
¢emo dodeliti niz
(ba>ani = (P(2a + 1)Ca>aezi~ (4.4)
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Navodimo sledece dobro poznato tvrdenje (videti Teoremu 1.5), a koje e
nam biti od pomoc¢i u nastavku.

Propozicija 4.1. Bijektivni izomorfizam (4.2) daje izomorfizam prostora s *
na prostor S*(R?)

8”3 (ba)aezt = Y baha € 8" (RY)

|ar|=0

Ako je f € T'* oblika (3.1) i ako funkcija F u (3.1) ima oblik F =
> jaj=0 Caha, (Ca)acze € 17, tada sa (4.4) definiSemo

Bf = (ba)aezi-

Primetimo da iz Propozicije 3.2 sledi da razlicite reprezentacije od f opet
daju isti niz (ba>aezi-

Prisetimo se da je sa (4.3) definisan neprekidan linealan funkcional na
S*(RY) jer iz ¢, %y o sledi da (fson)ge = (fi@)ps, n = o0o. Ako je
=2 =0 baha € S™*(R?), tada funkcije

b - b
Fo=S 2 h i F=S "
2. PRa+1) ! 2 P2a+1)

lal<n lal=0
daju odgovarajuéi elemenat prostora T *.

Napomena 4.1. Poznato je da je sekvencijalna neprekidnost u prostoru
temperiranih ultradistribucija ekvivalentna neprekidnosti u smislu jake topo-
logije. Isto turdene vazi i za (klasicne) prostore ultradistribucija. To nam
omoguéava da napravimo ekvivalenciju (klasicéne) teorije ultradistribucija sa
sekvencijalnom teorijom.

Dakle, ovim smo pokazali sledece tvrdenje.

Propozicija 4.2. B : T* — S*(R%) je linearna i sekvencijalno neprekidna
bijekcija.

Sledece tvrdenje nam daje ekvivalenciju izmedu klasiénih temperiranih i
s-temperiranih ultradistribucija.
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Teorema 4.1. (i) Za svaki neprekidan linearan funkcional T na S*(RY) po-
stoji jedinstvena s- temperirana ultradistribucija f € T* takva da vazi

T(p) = (f, )7 za sve p € S*(RY). (4.5)

Obratno, za svaku s-temperiranu ultradistribuciju f izraz (4.5) definise se-
kvencijalno neprekidan i linearan funkcional u prostoru S*(RY). Korespo-
dencija data sa (4.5) izmedu neprekidnih linearnih funkcionala u S*(RY) i
s-tempereiranih ultradistribucija T * je bijekcija.

(ii) Niz (f"), uwT* konvergira ka f € T * ako i samo ako za svaki p € S*(R?)

lim lim (f7, )7 = (f,¢)7-. (4.6)

n—00 M—r00

Dokaz. Kako je (i) veé objasnjeno, ostalo nam je da dokazemo suprotan smer
S

u (i), tj. da iz (4.6) sledi f* =% f, n — oo (implikacija u (i) je dokazana u

Teoremi 3.9). Da bismo to pokazah koristi¢emo notacuu Definicije 3.4 kao i
Z ap mha, Frn = Z Aamha, m,n € N1 F = Z aohe. 1z dualnosti
lo=0 lo|=0 |a]=0

prostora s* i s* sledi

o o0
" — — if e N
Qg T o GomTay N 00, uniformno po m .
|a|=0 |a|=0

Sta viSe, vazi i
(@am)aczs = (Ga)acze, m— 00, u s™.
Vracajudi se na prvobitne oblike funkcija ", F,,, i I, dobijamo tvrdenje. [

Napomena 4.2. U Lemi 3.4 smo pokazali da za sve f € S*(R%) postoji
[fa] € T takva da vazi (3.7).

Kako je 7'* identifikovan sa S™*(R?), na osnovu Propozicija 3.8 i 3.10
zmamo da se svaki f € S*(R%) moze identifikovati sa f € 7*. Time smo
pokazali sledeCe tvrdenje koje nam omogucava da predemo iz jedne forme
fundamentalnog niza za s-temperirane ultradistibucije u drugi.

Teorema 4.2. T* = T*, tj., svaki f € T* ima reprezentamju u formi
5-t-fundamentalnog niza u Definiciji 3.5 i obratno, svaki f € T * ima repre-
zentaciju v formi s-t-fundamentalnog niza u Definiciji 3.1. Strukture kon-
vergencije u Definicii 3.4 i Definiciji 3.8 su ekvivalentne.
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4.2 s-Ultradistribucije kao neprekidni linearni
funkcionali

Koristenjem sekvencijalnog pristupa za s-temperirane ultradistribucije
dokazujemo sledece tvrdenje.

Teorema 4.3. Ako je f € T* =T, tada je f € U*(Q).
Dokaz. Kako je f € T* = T tada postoje: ultradiferencijalni operator

P € P*, funkcija P, € P:, niz (F},), funkcija u L2(RY) N C>®(RY), n € N i
funkcija F' € L*(R?) takvi da vazi

fulz) = P(D)(Py(2)F,(2)), z €R? i F, 5 F, n — oo.
Neka je K CC Q kompaktan skup i neka je kg € D*(Q2) data sa (2.5).

Tada je
Pi(x)F,(x) = Pi(x)(F,(z)kk(x)), z € K.

Iz
) ) 1/2
([ PP i) - F@Pde) < sup Pl I, = Fll

dobijamo da P, F, ki 2 P Frg, n — oo, odakle sledi
PiF,ri > PiFrg, n— oo.

Tada na osnovu Leme 3.1 dobijamo

- PiF,rg () CK) = P Frg(€)
F, =F 1<(1+’§‘2>d/2) F.=F 1((1+‘f’2)d/2>’ =00

i supp ﬁn, supp F C K;. Ako izaberemo

P(D)=(1+D?+...+ D»)¥?P(D),

tada je PePri B B
fn=P(D)F, u K.

Ovim smo pokazali da je niz (f,,), fundamentalan u smislu Defincije 2.1. [J
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1z dokaza Teoreme 4.3 direktno sledi:

Posledica 4.1. Neka f € T* =T i 6 € D*(RY). Tada f0 = [f,] u smislu

Definicija 2.1 1 2.3, tako da za sve Ky CC €2, supp 6 C[O(O postoje: niz glatkih
funkcija (F,)n, neprekidna funkcija F' i ultradiferencijalni operator P(D) sa
sledeéim svojstvima:

(fo)n je miz glatkih funkcija u RY za koji je f, = P(D)F,,n € N, P €

C(R%)

P*, (Fo)n je niz glatkih funkcija sa nosacem u Ko, F,, —> F, n — o0,

supp F' C K.

Sa (2.8) je definisan linearan funkcional u D*(£2), a na osnovu Teoreme 2.2
je sekvencijalno neprekidan. Prisetimo se sledeceg:
Linearan funkcional U u D*(2) je neprekidan ako je
lim U(e,) = U(e)

n—o0

za svaki niz funkcija ¢, koji konvergira ka ¢ u prostoru D*(£2) kad n — oo.
Sada mozemo da dokazemo da je sekvencijalni pristup teoriji ultradistri-
bucija ekvivalentan klasi¢cnom pristupu.

Teorema 4.4. Za svaki neprekidan linearan funkcional U u D*(§2) postoji
jedinstvena s-ultradistribucija f € U*(Q) takva da vazi

Ulp) = (f, @y 2asve p € D(Q), (4.7)

gde je (f, )y« definisano sa (2.8).

Obratno, za sve f € U*(Q) izraz (4.7) definise linearan i sekvencijalno ne-
prekidan funkcional u D*(€2).

Stavise, niz (f"), uw U *(Q) konvergira ka f € U™*(Q) ako i samo ako

(fn7 @)Z,{/*(Q) — (fa SO)L{’*(Q)v n — oo,
za sve ¢ € D*(Q).

Dokaz. Neka su (w;)ien 1 (W;)ien lokalno konaéni pokrivaci od €, koji se
sastoji od ogranicenih otvorenih podskupova od 2, takvi da je w; CC w;.
Dalje, neka je (a;)en podela jedinice koja se sastoji od funkcija iz D*(2)
takvih da je a; =1 u w; i suppa; C w;, @ € N.

Ako je U neprekidan linearan funkcional u D*(2), tada je

T,(y) = Uleip), ¥ € S*(RY),

95



neprekidan linearan funkcional u prostoru S*(R?). Na osnovu Leme 3.4 i
Teoreme 4.1 postoji s-temperirana ultradistribucija f; € T * = T'* takva da
je Ti(x) = (fi, )7 usmislu (3.6) (ili T3(v)) = (fi,)7. u smislu (3.7)) za
svako ¢ € S*(R?). Stavise, iz Posledice 4.1 sledi da je f; = [(fim)m] € U™ (R?)
tako da

d
Ffim = PAD)Fspmy Frm <55 Fy m — 0o, supp Fy € @y, i € N

(sa odgovarajué¢im osobinama datim u Posledici 4.1).
Dokazimo da je f; € U*(R?) jedinstvena. Neka je w; Nw; # 0. Tada je

Ulp) = (fi»@)u’*(n) = (fj:SO)u’*(Qp ¢ € D" (w; Nwy).

Dakle, s- ultradistribucija f; — f; € U *(R?) je restrikcija na w; Nw;. Prema
tome, mozemo konstruisati fundamentalan niz (r; ;. )m za fi — f;, koji se
sastoji od glatkih funkcija iz w; Nw; sa nosacima u w; Nw; tako da za odgo-
varajuce P ; € P* i R, n vazi

rijm(t) = Pij(D)R; jm(z) = 0, x € w; Nwj, m — 00.

Iz Propozicije 2.2 je 7 jm = 0 u w; Nwj. Dakle, f; = f; u w; Nw;. Kako su
pokrivaci w; i w;, © € N, lokalno konacni, imamo

F=Y _fin €U (Q) i f,=fi uw w, i€N
iEN

Odavde sledi

Ulp) = ([, 9)u«@
za sve @ € D*(Q) (videti (2.8)).

Pokazimo jedinstvenost s-ultradistribucije f. Neka je U(p) = (f1, )y

1 U(p) = (fos Plyr() 7a sve ¢ € D*(Q) i neka je (gn)n fundamentalan niz
za fi — fa. 1z (2.8) sledi

hm (gm, ¢)U/*(Q) = 0

m—o0

za sve ¢ € D*(). Prema tome, za pogodne P(D) i (Gp)m, VazZi gm =
P(D)(G,,) — 0, m — oo. Iz Propozicije 2.2 je [g,,] = 0. Prema tome,
s-ultradistricija f je jedinstvena.

Obratno tvrdenje je jasno. Linearnost je pokazana u Poglavlju 3.6, dok
je sekvencijalna neprekidnost dokazana u tvrdenju (a) Teoreme 2.2.
Poslednji deo tvrdenja sledi iz Teoreme 2.2. O]
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Glava 5

Periodicne s-ultradistribucije

U ovoj glavi ¢emo definisati s-p-fundamentalne nizove, pomocu kojih
¢emo definisati periodicne s-ultradistribucije. NaveS¢emo osnovne opera-
cije sa periodicnim s-ultradistribucijama kao Sto su sabiranje, oduzimanje,
mnozenje brojem, diferenciranje i mnozenje glatkom funkcijom iz £*. De-
finisacemo konvergenciju u ovakvim prostorima, kao i sekvencijalnu nepre-
kidnost periodi¢nih s-ultradistribucija. Na kraju, u Teoremi 5.3 ¢emo poka-
zati da je sekvencijalni pristup periodi¢nim ultradistribucijama ekvivalentan
standardnom pristupu. Da bismo to pokazali, prisetimo se nekih poznatih
definicija i tvrdenja.

Od sada, kada kazemo glatka periodiéna funkcija u R?, zapravo pod-
razumevamo glatke periodi¢ne funkcije na intervalu I, = (0,27)% Sa [
¢emo oznacavati [0,27]?. Prostor A, se sastoji od elemenata iz prostora
L3(Ip) N C>=(1y) za koje je

1/2
(@) = sup [|DFolls < o0, n € N, (MQ:(/I \90(33)!26596) )
0

[k|<n

Koristeéi [37], prisetimo se definicije sledec¢ih prostora:

(k)
. | B 1% 1l
Aty ={p € Aper = llgllnz =D Jor < oo
kezd
" . t,h by — i L.k
.A;e)r - 1£1 'Aper ‘A;L’e%" - hﬂ Ap er
50 h—o0

Oba prostora, koja nazivamo prostorima ultradiferencijabilnih periodi¢nih
funkcija, ¢emo oznacavati sa Ar, ., gde, kao i ranije, * predstavlja (t) ako
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je u pitanju Berlingov sluc¢aj, odnosno {t} u Rumijeovom slu¢aju. Du-
ale ovih prostora, koje nazivamo prostorima periodicnih ultradistribucija,
oznacavamo sa .A/* Za f € A%, njeni Furijeovi koeficijenti su definisani

per’ A
Sa Cp = f] z)dz = (f,en)r2(1), 1 € Z°%, gde je en(x) = €. U ovoj
glavi ¢emo sa (5 =n cp( ),n € N, oznacavati delta niz u A’ pors 8de p € AX

ip=1mna B(0,7), ¢ = 0 izvan B(0,27). Sledece tvrdenje navodimo bez
dokaza (dokaz sledi iz definicije, videti [7], [9], [37]).

Lema 5.1. (a) ¢ € A, ako i samo ako za sve P € P* vazi

per

Yr(p) = [[P(=D)epll2 < 0.

A*e’r‘
(b) Ako ¢, @ € A5 i ako @, —— @, n — 00, tada

A;er
P(—=D)p, — P(—=D)p, n — oo.

5.1 Fundamentalni nizovi periodi¢nih
s-ultradistribucija

Definicija 5.1. Niz (f,,), glatkih periodicnih funkcija je s-p-fundamentalan u
R? ako postoji niz (F,), glatkih periodicnih funkcija uR?, periodicna funkcija
F € L*(Iy) i ultradiferencijalni operator P € P* tako da vaZi:
d - C(I)
fo=P(D)F, u R iF, “% F 0 oo (5.1)
Delovanje operatora P(D) u (5.1) podrazumeva postojanje grani¢ne vredno-
sti
lim Py(D)F,(x) = lim Y aaD°F,(z) = fu(zx), = €R" (5.2)
k—oo k—o0
o<k
Definicija 5.2. s-p-fundamentalni nizovi (fy)n © (gn)n Su u relaciji ~,, i
pisemo
(fn)n ~p (gn>m
ako postoje nizovi (F,), i (Gp)n glatkih periodicnih funkcija u R? i ultradi-
ferencijalni operator P € P* tako da vazi:

fn:P(D)Fna gn:P(D)Gn URd, Fn—Gnﬂ)O, n — oo.
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Iz Definicije 5.2 direktno sledi:

Propozicija 5.1. s-p-fundamentalni nizovi (f,)n @ (gn)n su u relaciji ~, ako
je niz
fla g1, f?a g2, - -

fundamentalan u R.

Lako se pokaze da je relacija ~, refleksivna i simetricna. Dokazimo da je
relacija tranzitivna.

Kako je svaka glatka periodi¢na funkcija i L? funkcija na svom periodu,
to se ona moze razviti u Furijeov red. Sledeca propozicija ¢e biti koristena u
nastavku. Formulisa¢emo i dokazati samo Rumijeov slucaj jer je Berlingov
slucaj slican.

Propozicija 5.2. Ako postoje: ultradiferencijalni operator P, € P glatke
periodicne funkcije F,, = Zf,:‘:_oo biner, n € N u R, periodicna funkcija

F =YY% be € LXI), taki da F, “% F i B, (D)F, "™ 0 kad

n — oo, tada je F = 0 u RY. U specijalnom sluc¢aju, ako je F periodicna
glatka funcija i ako je P, (D)F =0, tada je F =0 u R%.

Dokaz. 1z P, (D)F, = Zmzfoo P, (k)bg ner e, 0, n — oo, dobijamo da
(bk,n)kEZd —0u 12 kad n — oo. Kako (bk,n)kEZd — (bk>kEZd u l2 kad n — oo

imamo F' = 0 nad svakim periodom /. Kako je F' periodi¢na funkcija , tada
je F =0 na R O

Lema 5.2. Neka ultradiferencijalni operatori P, P;p e P nizovi (ﬁ’n)n,

(F)n, glatkih periodiénih funkcija u RY i periodicne funkcije F,F € L2(Io)
ispunjavaju uslove Definicije 5.1, .

fo=Pe(D)Fu, fo=P: (D)F, uR%, F, "5 F, F, “ F 0 oo,
gde su
ﬁn: Z fcvk’nek, ﬁn: Z %kmek, ﬁ: Z gk€k, ﬁ: Z %kek
|k|=—00 |k|=—00 |k|=—00 |k|=—00
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(Chn ) pezd, (%km)kezd, (Ck)pezas (%k)kezd € 12, n € N. Tada postoji ultradife-
rencijalni operator P, € P za koji je

Py, (k) P, (k) N
(PTp(k)>kezd’ (P’"”(k)>kezd€l : (5.3)

glatke periodicne funkcije

Fn,lz Z

|k|=—00

o P, (k) < GpnPs (k)

F,y = 2
P (k) €k, L'np2 Z By (k) ex, n €N,

|k|=—00

1 periodicne funkcije
5kPFp(k7) > EkP%p k

F1: Z P (kj) €L, FQZ Z

[kl=—cc ="

er € L*(Iy)

takve da vazi

fo=P (D)Fpy =P (D)Fs uR: Foy S Fo S E o

Staviée, F=F, uR%
Isto turdenje vazi i v Berlingovom slucaju, uz odgovarajacu notaciju.

Dokaz. Kako je
D%y = k%, a € ZL, k € Z°,

tada iz (5.3) sledi

> ~ Pr (k) = Nk n
Dalje,
o /5 "
P, (D)F,1 =P, (D)P,(D) > ’“( e
lk|=—0c0 = P
- Ek n
= P;,(D)P,,(D) > 0o
lk|=—0c0 = P



Na slican nacin se moze poikazati da je f, = P, (D)F, .
Iz (5.3) sledi da su F,;, n € N, i = 1,2, glatke periodi¢ne funkcije u R i
F; e LQ(]O), 1=1,2. Kako (aﬂ,n)kEZi — (Ek)kezd i (Ekm)k;ezi — (Ek)kezd u l?

kad n — oo, tada £}, ; ﬂ F;,n — 00,1 =1,2. Iz Propozicije 5.2 sledi da

je F1 = F2 u Rd. ]
Propozicija 5.3. Relacija ~, je tranzitivna.

Dokaz. Tvrdenje ¢emo pokazati samo u Rumijeovom slucaju. Neka je (f,)n
~p (gn)n 1 (gn)n ~p (hn)n. Tada na osnovu Definicije 5.2 postoje nizovi (£}, ),,
(Go)ns (Go)n, (Hy)n glatkih periodicnih funkcija u R¢ i ultradiferencijalni
operatori Py, P;;p e P takvi da:

fo=Ps(D)F,, gu =P (D)Gy uR: F,— G, 2250, n — o0,

gn = Pz (D)Gy, hy = P (D)H, uR% G, —H, %0, n— cc.
Iz Leme 5.2 sledi da nizove (f,)n, (gn)n 1 (hn), mozemo zapisati, koriStenjem
operatora P, (D) umesto P (D) i P (D), u obliku:

fn = PTp(D)Fn,h gn = P,

Tp

(D)Goty gn = Pr)(D)Gpi1, hy = P, (D)H,; uR?
1 vazi

Fn,l - Gn,l C(U} O, ﬁn,l = G”J — én,l -+ Hn,l; Gn,l — ﬁn,l &) 0

. c( . . L.

1Fp1— Hyp L) 0, n — oco. Ovim je dokazana tranzitivnost. O
Kako je relacija ~, relacija ekvivalencije, skup svih s-p-fundamentalnih

nizova ( f, ), mozemo podeliti u klase ekvivalencije bez zajednickog elementa,

tako da su dva s-p-fundamentalna niza u istoj klasi ako i samo ako su ekvi-

valentna. Stoga dajemo slede¢u definiciju:

Definicija 5.3. Klase ekvivalencije s-p-fundamentalnih nizova, u oznaci f =

[(fn)n] = [fn], nazivaju se periodic¢ne s-ultradistribucije. Prostor periodicnih
s-ultradistribucija oznacavamo sa Uy, = U (R?).

Prema tome, s-p-fundamentalni nizovi (f,,), i (gn)n odreduju istu peri-
odicnu s-ultradistribuciju ako i samo ako su ekvivalentni.
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Napomena 5.1. Koristenjem (5.1) i Propozicije 5.2 imamo da je f = [f.] =
0 ako je f, = P(D)F, i ako F, & 0, n — 0.

Primer 6. Neka je f = [(fo)n] € U, oblika f, = P(D)F, uR? gde F, <2
F,n— oo. Tada je niz (f)n = (P(D)(F, % 6,)), s-p-fundamentalan u R® i

(fa)n ~p (fa)n-

5.2 Operacije sa periodi¢nim
s-ultradistribucijama

5.2.1 Algebarske operacije

Neka su f = [f,], ¢ = [g:] € U,:,. Suma periodiénih s-ultradistribucija
f=1fa] i g = [ga] je periodiéna s-ultradistribucija f + g = [f, + ¢»]. Kori-
ste¢i Lemu 5.2, na slican nac¢in kao kod s-ultradistribucija moze se proveriti
konzistentnost ove definicije. Sli¢no vazi i za razliku f — g = [f, — g, kao
i za proizvod A\f = [\f,] periodi¢ne s-ultradistribucije f = [(f,}] sa A € C.

Prema tome, U,y je vektorski prostor.

5.2.2 Diferenciranje

Neka je f = [f.] € u{,ii} i B € Z%. Definisimo f¥) = [f,(f)] i pokazimo da

je niz (f®),, s-p-fundamentalan. Neka je f odredena sa (F},),, i P.,(D). Kako

je 7 = B (D)FY uRY, gde je F, = Y5 coner, n € N, F, °5 F,

n—oo,1F = Zmzfoo crer, iz Leme 5.2 sledi da postoje: niz (fn)n glatkih
periodiénih funkcija iz R i periodi¢na funkcija F' iz L?(Iy) oblika

~ 2. (ik)?P. (k)cpn ~ 2. (ik)? P, (k)ck

Fn = - 7 ) N7 F= -
Z P (k) €, N € Z PFp(k?)

|k|=—00 |k|=—00

€k,

kao i ultradiferencijalni operator P, (D) € P} tako da vazi

(D)FP)(z) = Py (D)Eu(z), z € RY, F, Y5 F n— .

n

P

Tp

Isto tvrdenje vazi i u Berlingovom slucaju.
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5.2.3 MnozZenje periodi¢ne s-ultradistribucije sa funk-
cijom iz &*

Ako je (f,)n s-p-fundamentalan niz i w € EMH(R?), dokazimo da je wf =
[wf,] takode s-p-fundamentalan. U Rumijeovom sluc¢aju postoje: niz (F}, ),
gde su F, = Zm:foo ckner, N € N glatke periodiéne funkcije, funkcija
F =35 s ckex € L?(Ip) i ultradiferencijalni operator P, € P} takvi da

Wi, =wP, (D)F, uR? i F, X% F n = o0
Dalje, moZemo pretpostaviti da je w = w, gde je v funkcija secenja koja ima
vrednost 1 na I'iw =) 7_ _ brey. Na osnovu Leme 5.3 postoje: niz (F),),
glatkih periodi¢nih funkcija iz R? i periodiéna funkcija F' € L?(I) oblika

[e.9]

~ A n
F.(z) = Z P;&k)ek(x), r€RY neN,

gde su

ljl=—o00 lj|=—00

i ultradiferencijalni operator P, € P takvi da vazi

P,

p

(D)F,(z) = Ps(D)F,(z), = € R,

Kako (p)pezd — (Cr)peza u 12 kad n — 00, iz (5.3) sledi F, <o, F, n— oo.

Dokaz u Berlingovom slucaju je isti. Dakle, niz (wf,), je s-p-fundamentalan
u RZ.
5.3 Nizovi periodi¢nih s-ultradistribucija

Definicija 5.4. Niz periodicnih s-ultradistribucija (f™), = ([f*])n konver-
gira ka periodicnoj s-ultradistribuciji f = [fm], n — 00, i koristimo oznaku

25 o — o0, dli p-lim f"=f,
n—oo
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ako postoje nizovi (F™)m, n € N, (Fy)m glatkih periodiénih funkcija u RY,
niz (F™), periodi¢nih funkcija F™ € L*(Iy), n € N, periodicna funkcija F €
L*(Iy) i ultradiferencijalni operator P € P* takvi da:

= P(D)F", fn=P(D)F, uR*m,n €N,

c(r .
E" —(—1>Fm, n — oo, uniformno po m € N, F,, —> F, m — o0,

&)F", m — 0o, za svakon € N ¢ F"@>F7 n — oo.

c(I)
EFy

Zbog uniformne konvergencije mozemo da promenimo redosled limesa, pa

imamo lim lim F” = lim lim F? € L*(Iy).
n—00 M—r00 mM—r 00 N—00

Teorema 5.1. Ako postoji p-lim ", tada je on jedinstven.
n—oo

Dokaz. Tvrdenje ¢emo dokazati samo u Rumijeovom sluc¢aju. Prepostavimo
da f* =5 fif* =5 g uR% n — oo i pokazimo da je f = g. Iz Definicije
5.4 sledi da postoje: nizovi (F)m, (F7)m, n € Ny (Fp)m, (Fin)m glatkih
periodiénih funkcija u RY, nizovi (F™),,, (F™), periodi¢nih funkcija iz L2(1y),
periodi¢ne funkcije F, F € L?(Iy) i ultradiferencijalni operatori P;p,ng €
P takvi da:

f = P (D)E", fn = Ps (D)F,, uR?,

ﬁgﬂfm, n — 0o, uniformnopomENﬁmﬂﬁ, m — 00,
() c)

F! — F", m =00, zasven €N i F" — F, n — o0,

fi =Pz (D)F}, fn=Ps(D)Fp uRY,

m Tp

Fg&Fm, n — 00, uniformno pom € N | Fm&F, m — 00,

= . = c(n =
Fr —= Fn m — oo, zasven € N 1FmL>F7 n — oQ.
Na slican nacin kao u Propoziciji 5.3, pomoc¢u Leme 5.2, mozemo konstruisati

nizove (F7 ), (Fy 2)m, 1 € Ny (Fop1)m, (Fin2)m glatkih periodicnih funkcija
iz RY, nizove (F7),, (F}), periodi¢nih funkcija iz L?(ly), periodiéne funkcije
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Fi, Fy e L*(I) i P,, € P tako da:
f:m = PTp(D)F:rLL,l = PTp<D)FnZ,27 fm = Pr‘p(D)FmJ? Im = P”P(D)Fm’z u Rd’

c(I .
) L>Fm,1 — F,2, n — 0o, uniformno po m € N,
Fm,l_Fm,2 >F1—F2,m—>oo, Fm71_Fm,2 Fl_FQ?m—>OOa
) c(I
zasven€N1Ff—F2”L>F1—F2, n — oo.

Kako je P, (D)(Fin2— Fn1) = limy, 00 P, (D) (7 = F o= Foni+Fip2) =0
u R?, m € N, iz Propozicije 5.2 dobijamo F; = I, u R¢. Dakle, f = g u R%
[

5.4 Periodi¢ne s-ultradistribucije kao funkci-
onali

Neka je ¢ € A5, ineka je f = [f,] takav da vazi (5.1). Definisimo
delovanje
o= fle) = (f 0y,

per

sSa

(s, = i [ fipde = [ FP(-Dipds = (F.P(-D)¢)iaqy, (5:0)

per IO IO

gde F, ‘D, p , n — oo. Dakle, na osnovu (5.4) mozemo identifikovati
f=1fa] sa f=P(D)F. Pokazimo konzistentnost ove definicije.
Ako imamo sledece reprezentacije

fo= P(D)E,, fo= P(D)Fn, uR%

FAE P Y F oo,

tada parcijalnom integracijom dobijamo
lim [ fopde = / FP(—D)gdx = / FP(—D)gdz,
n—o00 I I I

jer mesoviti niz integrala

/ P(D)Fygdz, / ?’(D)?@d:c, / P(D)Fypdz, / E(D)fgadx,...

Iy Iy Iy Iy
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konvergira. Iz Leme 5.1 je ¢ — f(¢) = (f, ¢),r« linearno preslikavanje.
Sekvencijalna neprekidnost je data u sledecoj teoremi.

Teorema 5.2. (a) Ako je f = [f] € Uy, i ako su on, ¢ € Al takvi da
©n, ﬂ v, n — 00, tada (f, gpn)u;; — (f, gp)u;ZT, n — oo.
(b) Ako (f" = [f2D)n =5 f = [fm] i ako @, Hoer, o, kad n — oo, tada
" endus, = (s 0)ys,, n— 00
Dokaz. (a) Na osnovu (5.1) i (5.4) imamo
(f, SOn)u;;T = (F, P(—D)¢n)r2(15), 7 € N.
Tada iz Leme 5.1 (b) i

(Fo ez, = (Fr g,

per

= [(F, P(=D)(n — ©)) 1210l
< |[F|l2[| P(=D)(¢n — ©)lI2
< C[P(=D)(n — 9)ll2,

dobijamo tvrdenje.
(b) Iz Definicije 5.4 imamo

nll_{lgo(fna SOTL)Z,{Z')’;T = lim lim (FrZ7 P<_D>gpn)L2(Io)7

n—o0 m—oQ
gde F ER " m — oo, zasven e Ni F" L Fkad n — oo. Dakle, imamo
[(F™, on) 2 = (F o) 2| < [(F", P(=D)(on = ) L2(10))
+|(F" = F, P(=D)¢) 12(1y)|

< 1P (=D)(pn = #) 2
+ 17" = Fllo [ P(=D)eell2.

[ na kraju,iz Leme 5.1 (b) sledi tvrdenje. O
Lema 5.3. f € A;,*er ako i samo ako postoji F' € L*(1y) NC™=(1y) i ultradife-
rencijalni operator P € P* tako da vazi f = P(D)F, tj.
(9, = [ F@PEDR@IE, o e Ay, (5.5)
1o

Dokaz Leme 5.3 je posledica teoreme o reprezentaciji (videti [37]) i tvrdenja
(a) i (b) Leme 5.1.
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5.5 Veza izmedu klasi¢nih i periodi¢nih
s-ultradistribucija

Posmatrajmo funkcije oblika Zr:‘:_m rrex koje pripadaju L% (1) NC* (1)
i oznacimo sa u* prostor nizova oblika (74)reze za koje vazi

Z P?(k)ri < oo zasve P € Pr.

|k|=—00

Jasno je da je ovaj uslov ekvivalentan sa

(Vh > 0)(resp. Jh > 0) Z rzeh‘k‘l/t < 0. (5.6)

|k|=—00

U Rumijeovom slu¢aju imamo jos jednu ekvivalentnu definiciju:

Bl eR) D e <o, (5.7)

|[k|=—00

gde je ¢ funkcija koja odgovara nizu (r,), € R.
Pretpostavimo da vazi (5.1). Tada, koristenjem (5.4) svakom elementu
fe Z/{;,ZT ¢emo dodeliti niz (by)peze sa odgovarajuéim ogranicenjem. Dakle,

imamo
[oe)

(f, ). = lim Z ck,nP(k)/ erpdx (5.8)

k=00 fo

gdeje Fiy =3 10 o Chnlh 1 D= oo Chin|? < 00, n € N. Kako (cpn)keze —
(ck)peze u P kad n — 00 i p = Zm:foo riex, tada je
o

(fo s = Y Pk, (5.9)

per
|k|=—00

gde znamo da uslovi (5.6) i (5.7) vrede za sve (ry)peze € u*. Ovim smo
periodicnoj s-ultradistribuciji f dodelili niz oblika

(k) keze = (P(K)ck)reza-

v ! . . s “s
Oznac¢imo sa u* prostor nizova definisan na slede¢i nacin:

u”* = {(bp)peza : by, = P(k)cy, za neko P € PF i (cp)pega € 12}
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Propozicija 5.4. Postoji linearna bijekcija B : U, — u'*.

per

Dokaz. Ako je f € U* odredena sa (Fn)n Fi P(D), F, E(_Il) F, n— oo,

per

gdeje F'=3"0_  crer 1D - o lex|* < oo, tada definisimo

Bf == (bk)reza-

Iz Leme 5.2 sledi da razlicite reprezentacije od f opet daju isti niz. Lako se

pokazuje da je B linearno i bijektivno preslikavanje. O
Sledeéa propozicija direktno sledi iz (1.6) i (1.8).

Propozicija 5.5. (a) Niz (by)yeze € w* ako i samo ako Zf,f‘:_oo |b/1€|26_h|k|1/75

< 00 za neko (resp. za svako) h > 0.

(b) Niz (bp)geze € w* ako i samo ako za neko h > 0 postoji C > 0 (resp. za

sve h > 0 postoji C > 0) tako da |by| < Ce*'".

Napomena 5.2. Primetimo da u Rumijeovom slucaju tmamo ekvivalentno
turdenje prethodnom, a to je: Uslovi Propozicije 5.5 vaze i sa procenom (5.7).

Prisetimo se iz [9], da prostori nizova

a" = {(ax)peza za sve (resp. postoji) h > 0: Z ‘ak|2eh‘k‘l/t < ool
|k|=—00

a”* = {(bx)reze pOStoji (resp. za sve) h > 0 : Z B [2e MM < o)
|k|=—00

sa njihovim strukturama konvergencije formiraju dualni par. Kako je a* =
u*, iz Propozicije 5.5, imamo a* = u'*. U [9] je pokazano da se prostori a* i

A5, mogu identifikovati kroz bijektivni izomorfizam

a’ 3 (a)pezs = Y arer € A, (5.10)
|k|=—00
iz kog sledi izomorfizam

)
a/* > (bk)kEZd — Z bk@k; € A;J*eﬂ

|k|=—00
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pa, na osnovu Propozicije 5.4 sledi da se prostori a™* iZ/{Z;"e‘T mogu identifikovati
pomocu njihovih struktura konvergencije.

Pomocu (5.5) je definisan linearan funkcional na Ay ., dok je na osnovu
Teoreme 5.2 sekvencijalno neprekidan. Dakle, sada mozemo da pokazemo

glavni rezultat u ovoj glavi.

Teorema 5.3. (i) Za svaki neprekidan linearan funkcional A u prostoru A’

per
postoji jedinstvena periodicna s-ultradistibucija f € L[;ZT takva da vazi
Alp) = (f )z, za sve p € A (5.11)

gde je (f, SO)M{,?;T definisan sa (5.4).
Obratno, za sve f € UF, izraz (5.11) definise linearan i sekvencijalno nepre-

per

kidan funkcional na As,,..

(i1) Niz (f"), € L{;’;r konvergira ka f € L[;’gr ako i samo ako za sve p € A,
Tim T (f, @)yre = (s )z, (5.12)

Dokaz. (i) Neka je f = > 00 brey € A, Koristenjem Leme 5.3 za-
klju¢ujemo da

bi 4 = b
Fn: - ,k Z, N, F =
g;nP(k)ek eZne > Pl

|k|=—00

daju odgovarajué¢i element iz uz;:r'
5.4.
Obratno, neka f € U.*

per:*

Jedinstvenost sledi iz Propozicija 5.2 i

Tada je sa (5.8) definisan sekvencijalno ne-

'A*er .
prekidan i linearan funkcional na A3, jer iz ¢, — o sledi (f, 90”)%;:,« —
(fa Sp)u;:ra n — 00.
(ii) Dokazimo samo da iz (5.12) sledi f* =% f, n — oo, jer je implikacija ve¢

dokazana u Teoremi 5.2 (b). Nekasu Fl = >° ap ex, Fn= >, apmer,

|[k|=—00 |k|=—00

oo
m,n € Ni F= > age (kao u Definiciji 5.4). Iz dualnosti prostora a* i
|k|=—00
a”*, sledi
(o] (o]
Z a27mrk — Z Ak mTk, M — 00, uniformmno pom € N,

|k|=—00 |k|=—00
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(o9}
zasve p = e € Ay, Takode,

|k|=—00

"%

(@km)pezd — (ag)peza, m — 00, u a”,

Ako se vratimo na oblike funkcija F', F,,, i F', dobijamo tvrdenje.
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Glava 6

Talasni front ultradistribucije

U ovoj glavi ¢emo posmatrati talasni front ultradistribucije kroz analizu
odgovarajuc¢ih prostora periodi¢nih ultradistribucija sa periodom 1. Posma-
tracemo periodi¢no proSirenje odgovarajuce lokalizacije ultradistribucije oko
tacke rg € R?, takvo da ako je nosac ultradistribucije f u I, z, := H?:1(130,j —
n/2,70; +n/2), gde je 0 < < 1, tada je fy(z) == > __ f(z + k) njeno
periodicno prosirenje. U prethodnoj glavi smo ve¢ definisali prostore A5,
periodi¢nih ultradiferencijabilnih funkcija Berlingovog i Rumijeovog tipa (sa
periodom 27), kao i njihove duale prostore periodiénih ultradistribucija A;*er

Berlingovog i Rumijeovog tipa. Sada ¢emo posmatrati te iste prostore ali sa
periodom 1 i koristiti oznaku ey (x) = **7*1. U [9] je dokazano sledece:

(i) ¢ € AW (resp. ¢ € .,41{,2];) ako i samo ako je D70 |ay]
za svako h > 0 (resp. zaneko h > 0), gde je ap = f(o 1ya o(z)e 2kmeidy =

(¢, ex)r2(0,1)1), k € Z°.

(i) f = oo brer € A;Q(Q (resp. f = D k= oo brer € A;{ei}) ako i samo
ako je Z‘O,:I:_OO by |2eMFY" < o0, zaneko h > 0 (resp. za svako h > 0).

2 1/t
Ghlkl < 00

(iii) Ako je f =Y 5__brer € Ar, i@ =25 arer € A, tada je
(fa 90) = Z bkafk:-
|k|=—00

Neka su w, v pozitivne funkcije u Z%. Funkcija v je sub-multikativna (polu-
multikativna) ako vazi

v(m +n) < v(m)v(n), Ym,n € Z°. (6.1)
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Funkcija w je v-tezinska funkcija ako postoji konstanta C' tako da vazi
w(m +n) < Cw(m)v(n), ¥Ym,n € Z-. (6.2)

Za fiksiranu sub-multiplikativnu funkciju v, skup svih v-tezinskih funkcija
oznacavamo sa .#,. Definisimo prostore (videti [17])

M7 = {w € M, : (3C > 0)(Vh > 0)(Vk € ZY)(v(k) < CMM)},

///{t}(Zd) ={we ., :(3C >0)(3h>0)(Vk € Z)(v(k) < Cehllql/t)}.
Za w € M. (Z%) definigimo

AU ={f € A%, (bpw(k))geza €19, gde je by = (f,ex) r2(0.1)0) }
sa normom || f| o2 = |[(bew(k)) |1 , ¢ > 1. Ako je 1 < g2 1wy < Cuwy, tada
je H1I C 2.

Neka je (¢f), periodi¢no progirenje ultradistribucije f € D™*(R9). Po-
smatra¢emo prostore &7 lcqu,loc koji sadrze ultradistribucije f € D™*(R?) takve
da je (pf), € 14 za sve g € R? i p € D*(I;,,). Topologija ovog pro-
stora je definisana familijom seminormi |||z = [[(¢f)pllaie, o € RY,
© € D*(I14,)-

Propozicija 6.1. 7% C /1!

w,loc*®

Dokaz. Tvrdenje dokazujemo samo u Rumijeovom slucaju. Ako f € /1%
i p € DUI(I1,,), tada je (pf), = @pf, gde su f =30 brex i =
Zf,jzfoo agey, € A;‘Z;,. Iz (6.2) i uopstene nejednakosti Minkovskog imamo

q\ 1/q
lepfllons <C{ D | Do laslv()|brejlw(k — j)
[kl=—o00 \j|=—c0
- - q\ 1/q
<C Y > ag () b—slw(k — j)
ljl==00 \ \Jkl=—o0
- - q\ 1/q
<C Y alv(h) > bijlw(k — j)
ljl=—o0 Jle|=—c0

< Cllgpllag 1 fllang, < oo
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Neka je wy(k) = "™ h >0, t > 1. Radi lakSeg zapisa ¢emo koristiti

sledece oznake &1} = /1%, 1 A1}, . := A, ... Jasno je da vazi

A =Nwii= (| i Ad=Nwi= ()

h>0 UJG.///(S)(Zd) h=>0 we.///{s}(Zd)

AD=Jwii= | o A =wii= |J I

h<0 wE///(S)(Zd) h<0 u-7€<%{\9}(Zd)

6.1 MnozZenje u periodi¢nim test prostorima

Fiksirajmo dve tezinske funkcije w € ., v € M.(Z%) (videti (6.2)). Neka
su fi = Z(‘f‘:_m birer € 111 fo = Zf,jl:_oo borer € /1% 1 definisimo

njihov proizvod sa
fi=hbr= ) bk,
|k|=—00
gde je
> biajbay, ke ZC
lj|=—00

ali moramo da posma—

Pomocu ove definicije uvodimo mnozenje u .o/ lw loc?
tramo lokalno ponasanje funkcija (ultradlstrlbucua) Neka su f; € /1"
foed lgzloc , tada je proizvod f := fi fo definisan na slede¢i nacin:

Neka su 29 € RY, 0 < < 114 € D*(I,,,) takvi da je (z) = 1 za
x € I4,. Definisimo fr, = € D*(I,.4,) kao restrikciju od (¢ f1),(¢f2), na
I, +,. Primetimo da za razlicite 1 dobijamo razlicite Furijeove koeficijente,
ali iz Propozicije 6.1 sledi da je f7, , = f;n,’ , na Ly oo N Ly .. Dakle, (f1, )

je ultradistribucija f € &/17

w loc

wioe | definisemo pr01zv0d fifo = f.

Propozicija 6.2. Neka su q,q1,q2 € [1,00] takvi da je qil + q% = %+ 1. Tada
su preslikavanja

AN X A2 S (fr, f2) = fif2 € 1L, (6.3)
1
dlgzlloc X dl?loc (fi, fa) = fifa € dlf},loc (6.4)

neprekidna.
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Dokaz. Neprekidnost preslikavanja (6.4) sledi iz (6.3). Iz Joungove nejedna-
kosti i (6.2) sledi

[f1fallang < Clll g 1 f2ll gz
odakle dobijamo neprekidnost preslikavanja (6.3). O

Kao direktnu posledicu ovog tvrdenja imamo:

Posledica 6.1. Neka su h, hq, hy € R takvi da je
hl + hg Z 0, h S min{hl, hg} (65)

Tada su preslikavanja ,Qf’lzll X dl,‘ﬁ > (f1, f2) = fifs € A1} idl;ﬁ,loc
A2 1. D (1, f2) = fifs € 1, neprekidna.

ha,loc

Dokaz. Pretpostavimo da je hy > 01 h = hy. Da bi hy + he > 0 treba da
hy > |hs|. Tada neprekidnost preslikavanja sledi iz Propozicije 6.2 gde je
w(k) = em2F" i y(k) = em " jer v ovom slucaju vazi (6.2). O

X

6.2 Talasni front ultradistribucije

U ovom poglavlju cilj nam je da opisemo talasni front ultradistribucije f €
D"*(R%) pomoéu Furijeovih koeficijenata periodiénog prosirenja odgovarajuce
lokalizacije f oko x, € R

Neka je t > 1. Ultradistribucija f € D' (R9) je (¢)-mikroregularna (resp.
f € DHRY je {t}-mikroregularna) u (zo,&) ako postoji 1 € D (RY)
(resp. 1 € D (RY)) takva da je ¢» = 1 u otvorenoj okolini tacke z i
otvoreni konus I' € R\ {0} koji sadrzi & tako da za svako h > 0 (resp.
postoji h > 0) postoji Cj, > 0 tako da vazi

OF(€)] < Cre 8" e eT, (6.6)

Skup Wy (f) (resp. (W Fpy) je (t)-talasni front (resp. {t}-talasni front) ul-
tradistribucije f i definiSemo ga kao komplement skupa svih tacaka (z, &) €
R?x (R?\ {0}) gde je f (t)-mikroregularna (resp. {t}-mikroregularna) (videti
[17] 1 [42, Definicija 1.7.1}).

Teorema 6.1. Neka f € D'O(RY) (resp. f € DHRY)) i (z9,&) € R x
(RN {0}). Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
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(i) Postoje v € DY (I.,,) (resp. ¥ € DM (I ,,)), gde e € (0,1) i¢p =1
u okolint xy i otvoren konus I' koji sadrzi & tako da za za sve h > 0
(resp. postoji h > 0) postoji Cy, > 0 vazi

F (k)] < Cre™Y* - vEeT Nzl (6.7)
(41) (zo,&0) € WEu(f) (resp. (w0,80) & WEF(f)).

Dokaz. Tvrdenje ¢emo dokazati samo u Rumijeovom slucaju. Skupljanjem
konusne okoline &y, mozemo izabrati ¢ u (6.6) koje ima proizvoljno mali
nosac oko xy. Time je dokazano da iz (i) sledi (7). Dokazimo da iz (i) sledi
(i1). Pretpostavimo da vazi (i). Dokazimo da postoji ¢’ i otvoren konus koji
sadrzi tacku & € I'; tako da

(VB ogranicen skup u D (I, ))(3h > 0)(3C}, > 0)
(Vk € Ty N Z4 sup o f (k)| < Clhe MH", (6.8)
©

Neka je ' takav da je ¢(v) = 1 zasve x € I ,, i neka je I'y otvoren konus koji
sadrzi & tako da T} € TU{0}. Pretpostavimo da je 0 < ¢ < 1 konstanta koja
je manja od rastojanja izmedu 0T i preseka konusa I'; sa jedini¢nom sferom.
Tada je {y e RY: (I e ) (J€ —y| < c¢])} C T. Neka je B C D(L,,)
ogranicen skup. Kako je 1o = ¢, Vo € B tada su J/”g\o(k:) Furijeovi koeficijenti
periodi¢ne ultradistribucije (¢ f),(p),. Prema tome, za ¢ € B ik € I'y N Z¢
imamo

PI)| = | 3 R =i)B0)| < (30 + 3 NeFti— )0
ljl=—00 ll<clkl  1j|=clk]

Odredimo sada ograni¢enje za I;(k): Imamo

Liky= > [fGEtk - <C sup  [0f(),

|k—7j|<c|k]| |k—j|<c|k]|

gde konstanta C' zavisi samo od B. Kako iz |k—j| < c|k| sledi |j| > (1—c)|k|,
imamo

sup "M (k) < Csup MY sup [0 f ()]
0EB, kel keTy |k—j|<cl|k|

< C sup (1—c) M |9 ()| = C(1 = ) "Cy.

J€lg,

(6.9)
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Sada, odredimo ogranicenje za I5(k). Da bismo to pokazali koristi¢emo da
iz |j| > c|k| sledi |k — j| < (14 ¢71)|j|. Na osnovu Pali-Vinerove teoreme za
svako hy > 0 postoji C; > 0 tako da je

0f (k — §)] < CyeW=i1"" kG e 7,

Iz ograni¢enosti skupa B C DI} (R?) sledi

o0

A1/t .

€L .
75 jl=—oo

odakle dobijamo

sup " Iy(k) < Oy sup MY T M)
kel kel il>clk] (6.10)

<O 01+ YK, Ve B.

Iz (6.9) i (6.10) sledi (6.8).

Koristeci (6.8), pokazimo da (z9,&) ¢ W Fyy(f). Neka je ¢ € D (L ,,)
jednaka 1 u okolini tacke zy. Tada je skup B = {ps := te_, : s € [0,1)%}
ogranicen podskup od D (1. ,.). Odatle sledi

!

—~ — C
sup |[¢f(k+s)|= sup [psf(k)| < WT/ vk e Ty NZY,
s€f0,1)4 sef0,1)d e

1/t , 7
sup e f(6)] < (14 4d)2Cy,. (6.11)
£e(T1nzd)+[0,1)e

Dalje, neka je I'y otvoren konus oko tacke & takav da je [y € I'; U {0} i
neka je ¢ tako da vazi {y eRY: (A eTy)(|¢—y| < c/\5|)} c I';. Tada je
Lon{€eR?: [€]d > 1} C (TyNZY) +[0,1)4. Odatle je

sup M PT(E)]) < max{C, (144)" G4} = O < o
clo

gde je O} = Supeer, |¢<1/e M | f(€)]. Dakle, (xo, &) ¢ WEy(f) cime je
tvrdenje dokazano. O]
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Dodatak A

Sekvencijalna teorija
distribucija

A.1 Fundamentalni nizovi distribucija

U ovoj glavi dajemo sekvencijalni pristup teoriji distribucija koji je razvi-
jen u [1]. Navodimo definicije, tvrdenja i neke dokaze iz [1], da bismo mogli
da uporedimo sa rezultatima do kojih smo dosli u [29].

Neka je  C R? proizvoljan otvoren skup. Neka su a = (ay,...,aq),
B=(Bi,...,5), v = (x1,...,24) € RL Sa a <z < f éemo oznacavati
d-dimenzioni otvoren interval ako o; < z; < B;, ¢ = 1,...d. Ako su «o; i
Bi, 1 = 1,...,d kona¢ni, tada sa a < x < [ ¢emo oznacavati d-dimenzioni
zatvoren interval ako o; < x; < B, 1 =1,...d.

Definicija A.1. Niz (f,). glatkih funkcija je fundamentalan na Q ako za
svaki zatvoren i ogranicen interval K sadrZan u €2 postogi niz glatkih funkcija
(Fp)n ik € Zi tako da vazi:

(F)  fo=F® uk i B, % 5o

Yy C(K . L1 . .
Koristicemo oznaku F, 0, 4a bismo oznadili da niz (F,)n konvergira ka

neprekidnoj funkeiji F' u C(K).

Definicija A.2. Dva fundamentalna niza (f)n @ (gn)n u Q su u relaciji ~g,
u 0znaci (fn)n ~a (Gn)n, ako za svaki zatvoren i ogranicen interval K sadrZan
u 2 postoje nizovi glatkih funkcija (F,)n, (Gn)n @ k € Z2 takvi da:

() fo=F® go=G® yx i p, LLL0

n

Gp, n — 0.
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Direktno iz definicije sledi:

Propozicija A.1. Dva fundamentalna niza (fn)n @ (gn)n v Q su u relaciji
~q ako i samo ako je niz fi, g1, f2, go, ... fundamentalan.

Lako se proverava da je relacija ~4 refleksivna i simetricna. Pokazimo
tranzitivnost ove relacije.

Propozicija A.2. Relacija ~4 je tranzitivna.

Dokaz. Ako je (fu)n ~a (9n)n 1 (gn)n ~a (hn)n, tada postoje nizovi glatkih

funkcija (E,)ns (Gn)ns (G, (Hp)n 1 k1 € Z2 takvi da:

fn: (k)a gn:ng)UK, Fn C_(ﬂ&

n

G, n — o0,

Gn=GC" hy=HY u K, G, L g

Bez smanjenja opstosti, mozemo pretpostaviti da je k = [. Uzimajuci H, =
G, — G, + H,, dobijamo

fo=EW po =T vk, B ULE T

odakle sledi da je (fn)n ~a (hn)n- O

Kako je ~4 relacija elvivalencije, to se skup svih fundamentalnih nizova
u €2 moze podeliti u disjunktne klase ekvivalencije tako da su dva fundamen-
talna niza u istoj klasi ako i samo ako su ekvivalentni. Te klase ekvivalencije
se nazivaju distribucije. Distribucija odredena fundamentalnim nizom (f,)n,
tj., klasa svih fundamentalnih nizova ekvivalentnih sa (f,,), se oznacava sa

[ = [fn] = [(fn)n]
A.2 Operacije sa distribucijama

Mmnozenge distribucije brojem
Operacija mnozenja distribucije [f,] sa brojem X ima sledeéa svojstva:

(i) Ako je niz (f,), fundamentalan, tada je i niz (\f,), fundamentalan.

(ii) Ako (fu)n ~a (f,)n tada i (Afu)n ~a (Af,)n.
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Sabiranje distribucija
Operacija sabiranja distribucija f = [f,] i g = [g»] ima sledeéa svojstva:

(i) Ako su nizovi (f,)n i (gn)n fundamentalni, tada je i niz (f, + gn)n fun-
damentalan.

(ii) Ako (fn)n ~a (771)” 1 (gn)n ~a (Gn)ns tada (fo + gn)n ~a (?n + Gn)n-

MmnozZenje distribucije glatkom funkcijom

Ako su nizovi f = [f,] 1 ¢ = [gn] fundamentalni, njihov proizvod fg ne
mora da bude fundamentalan. Zato pretpostavimo da je w glatka funkcija.
Pokazimo da ako je niz (f,), fundamentalan u €2, tada je i niz (wf,), fun-
damentalan u 2.

Ako je niz (f,,), fundamentalan, tada za svaki zatvoren i ogranicen interval
K u § postoji niz glatkih funkcija (F,), i k € Z% tako da vazi

fo=F9Our i F, % s

Pokazimo da je za svaki m € Z% i za svaku glatku funkciju w niz (wFém))n
fundamentalan. Dokaz ¢emo izvesti indukcijom.

Slucaj m = 0 je jasan. Dalje, ako je niz (ch,Sm))n fundamentalan za neko m,
tada je on fundamentalan za m + e;, gde je e; = (0,0,...,1,...,0) (na j-toj
poziciji je 1) jer je

wEmte) — (WFmYes — s M u K

i desna strana prethodne jednakosti je razlika dva fundamentalna niza. Dakle,
zam = k je niz (wf,), fundamentalan u 2. Na taj na¢in mozemo definisati
proizvod distribucije f = [f,] 1 glatke funkcije w i to oznacavamo sa wf =

[w fn]-

A.3 Nizovi distribucija

Definicija A.3. Delta niz u R je niz (8,), glatkih funkcija sa sledeéim
osobinama:

(i) Postoji niz pozitivnih brojeva a, koji konvergira ka 0 takav da je 6, (x) =
0 za |z| > ay, n €N,
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(47) / On(x)dz =1 zan €N,
R4

(i#i) Za svaki k € Z< postoji pozitivan ceo broj My, takav da je
ozf;/ 160 (z)|de < My za n €N,
R4

Propozicija A.3. Svaki delta niz je fundamentalan.

Delta niz odreden distribucijom § = [d,] se naziva d-dimenziona Dirakova

delta distribucija.

Propozicija A.4. (i) Ako je (0,), delta niz i f neprekidna funkcija na €,
C(K)

tada f * 6, —> f, n — 0.

(ii) Ako je (6n)n delta niz i f, niz neprekidnih funkcija takvih da f, LiSON f,

C(K)
n — oo tada f, * 0, —> f, n — oo.

Na osnovu Propozicije A.4, za svaku neprekidnu funkciju f u €2 i za svaki
delta niz (9,,), mozemo pisati

f=1[f*6a]. (A1)

Definicija A.4. KaZemo da niz distribucija (f,), konvergira u Q0 ka distri-
bucigi f, i pisemo lim, _,o fn = f, akko za svaku distribuciju f definisanu
na §) 1 za svaki zatvoren i ogranicen interval K u ) postoji k € Zi, niz
neprekidnih funkcija (F,), i neprekidna funkcija F u S tako da

fo=F® n>ny f=F® uK i FH&F, n — oo.

Propozicija A.5. Ako navedena grani¢na vrednost postoji, tada je ona je-
dinstvena.
Da bismo ovo pokazali koristi¢emo sedece tvrdenje:

Ako je (fy)n niz neprekidnih funkcija takav da f, iSN f, n— oo iako
je fi™ =0zan=1,2,.., tadaje f™ =0 u Q.

Dokaz. Ako f, — f1i f. — g, n — oo, tada postoje nizovi neprekidnih
funkcija (F,)n, (Gn)n 1 k,1 € Z% takvi da

fo=FE® f=r®. f =GV GO n>ny, uk

3
Q
I



C(K)

F,— F, G,—> G, n— oo.

Pretpostavimo da je k = [, jer u suprotnom mozemo k i [ zameniti ve¢im
brojevima. Kako je

(F,-G)® =01 F, -G, —>F -G, n— o0,

imamo (F — G)*) = 0, odakle dobijamo da je f = g na K. Kako je K
proizvoljan podskup od €2, tada je f = g u Q. n

Propozicija A.6. Ako niz distribucija (f,), konvergira u Q i ako je (8,)n
delta niz, tada niz (f,), konvergira ka distribuciji [f, = 0,] u Q.

Dokaz. Pokaza¢emo da je niz (¢,), = (fn * 0p)n fundamentalan na Q i da
niz f, konvergira ka [¢,] kad n — oo.
_ Neka je K proizvoljan zatvoren i ogranicen interval unutar €2 i neka je
K zatvoren i ogranic¢en interval unutar €2 takav da je K C K. Tada postoji
ke Zi, niz neprekidnih funkcija (F},), i neprekidna funkcija F' u Q tako da
vazl B

fo=F9 i B, Y o

Na osnovu Propozicije A.4 sledi

F, % 0, ———>F,n—>oo (A.2)

Kako je (F, * 6,)*) = ¢,, to je niz (,), fundamentalan u 2. Prema tome,
on predstavlja distribuciju f u Q. Na osnovu (A.2)

F=[F#6] u K i Foxdy 5 5o oo

Diferencirajud¢i k puta prethodni izraz dobijamo

ﬂF(k), n — o0.

[(pn]:F(k) u K i g,
C(K) C(K)
Prema tome, ¢, — f, n — oo. Kako (F,, — F,, x9,) —> 0, n — oo,

diferencirajuci k puta dobijamo f, —¢, ﬂ) 0, n — oo, odakle sledi f,, — f,

n — oo. Kako je K proizvoljan zatvoren i ograni¢en interval u €2, tada
fon— fuQkad n — oo. m
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A.4 Temperirane distribucije

Prvo navodimo definicije i tvrdenja koja se odnose na L? prostore.

Definicija A.5. Neka su c, kompleksni brojevi. Kazemo da red Zm:o Cala
konvergira bezuslovno u L*(R?) ka funkciji f € L*(R?) i pisemo

f= i o
|ar|=0

akko za dato € > 0 postoji konacan skup Ny C Zi takav da vazi

1f = cahall <=,

aeN
za svaki konacan skup N takav da je Ny C N C Z4.

Teorema A.1. Red Zm:o coha bezuslovno konvergira w L? ako i samo ako
Jje Z|a\:0 |Ca| < 0.

Teorema A.2. Red Zraﬂ 0 cah bezuslovno konvergira u L* ka f ako i samo
ako f € L*(RY) ic, = f]Rd x)dx.

Defini§emo k- ti temperirani izvod distribucije f na R? sa
D'f=EYENY, keZ,
gde je E = E(z) = /% = elit-+20)/1 U nastavku koristimo oznaku
d"f =E(E )Y

Ako je F neprekidna funkcija na R9, tada defini§imo operaciju S* na sledeéi
nacin .
SFF = FE1 / E(t)F(t)dt*. (A.3)
0
Jasno je
DFSFE = F,

pa je S* inverzna operacija od D*. Ona ne moze biti definisana za proizvoljne
distribucije jer integral (A.3) ne postoji za sve distibucije. Slede¢a teorema
se koristi u daljim tvrdenjima i navodimo je bez dokaza.
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Teorema A.3. Za date r,m,s € Z% postoji § = B(r,m,s) sa sledeéim

svojstvom: Ako je G neprekidna funkcija takva da je |G(z)| < 7, gde je
70 = (14 |z )™ -+ (1 + |zg|), 2a sve x € R?, tada postoji neprekidna

funkcija F takva da je D™ F = G™ 4 |F(z)| < pz7~*.

Definicija A.6. Kazemo da je distribucija f definisana na RY temperirana
akko postoji funkcija F € L*(RY) takva da je D*F = f za neko k € Z<.
Drugim recima, distribucija je temperirana akko je temperirani izvod nekog
reda funkcije iz L*(R?).

Teorema A.4. Distribucija f je temperirana ako i samo ako postoje m,r €
Z%L i neprekidna funkcija G tako da vazi

G™ = f i TG je ogranicena u R% (A.4)

Dokaz. Pretpostavimo da je f temperirana distribucija, tj., da je f = D*F
gde je F' € L*(R?). Neka je G(z) = [ F(t)dt. Tada, za pozitivnu konstantu

M, imamo
/dt-/ |F(t)]2dt
0 0

Ako je k=0, tada je f = G’ i uslov (A.4) je ispunjen za m =r = (1, ..., 1).
Pretpostavimo da je za neki k € Zi uslov (A.4) ispunjen, za pogodno
izabrane m i r. Neka f = D¥*% F F € L*(R%). Tada

1/2

|G(x)| < <)y -wg| - M < Mz

1
f=D%DFF = DG = Ggimte) 4 5353.(;(771)

1 1
— GUmte) 4 §(ij)(m) _ §mjg(m—ej)7

(A.5)

gdje je m; j— ta koordinata od m i ako je m; = 0, tada je ij(mfej) = 0.
Odatle je
f = Hm+e)

gde je

H(r) = Gla) + /0 GO — L, /0 “Gd. (A6)

Po induktivnoj pretpostavci je 277G ogranicena, pa je T~ 2% H takode
ogranicena. Tvrdenje sledi koristenjem indukcije.
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Obratno, pretpostavimo da je f = G, gde je G neprekidna funkcija
takva da je T7"G ogranicena. Na osnovu teoreme A.3, postoji neprekidna
funkcija F takva da je D™ F = G i |F(z)] < MZ7!, odakle sledi da je
F € L*(RY). O

Definicija A.7. Kazemo da temperirana distribucija f pripada klasi T* akko
je oblika f = D*F, F € L*(RY).

A.5 Temperirana konvergencija nizova

Definicija A.8. KazZemo da niz temperiranih distribucija f, konvergira tem-
perirano ka distribucigi f, u oznaci f, LN f, akko postoje funkcije F,, F €
L*(RY) takve da je f, = D*F,, f = D*F za neko fiksno k € Z% i F, 2 F,
n — oo, tj.,

|F, — F]’dz — 0 kad n — oo.
R4

Teorema A.5. Niz temperiranih distribucija f, konvergira temperirano ka
distribuciji f ako i samo ako postoje m,r € Z< i neprekidne funkcije G, i G
takve da vazi

fo=GW,  f=aG™ (A7)

i niz (T7"Gp), koji je ogramiéen i konvergira uniformno na R ka TG,
n — oo.

Dokaz. Pretpostavimo da f, temperirano konvergira ka f i neka je G, (z) =
Jy Fu(t)dt i G(z) = [ F(t)dt. Tada je

x x 1/2
Go(2)—C(x)| < / dt~/ (1) — P(O)[2dt| < e, gi:/ P, F[2.
0 0 R4

Odavde sledi da 77'G,, konvergira uniformno na R? ka 27"G kad n — oo.
Ako je k = 0, tada je f, = G, i f = G'. Uslov (A.7) je ispunjen za
m=r=(1,..,1).

Pretpostavimo da je za neko k € Zi uslov (A.7) ispunjen, za pogodno
izabrane m ir. Neka je f, = D¥*% F, i f = D*% F. Tada iz (A.5) dobijamo

1 1
fn = G;erej) + 5(1']Gn)(m) - EijS.Lm_ej).
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Neka je H definisano u (A.6). Stavljajuéi da je

1 [* 1 *
H,(z) = G,(z) + —/ ;G (t)dt — —mj/ G (t)dt*,
2 Jo 2" Jo
dobijamo
Hv(zm+ej) =f, i HM™ = ¢

Po induktivnoj pretpostavci z7"G,, konvergira uniformno ka z7"G kad n —
o0 1 niz je ogranic¢en za neko r € Zi , tj., postoji niz ¢, > 0, ¢, — 0 tako da
|G, — G| < e,2". Odatle je T7"72% H,, takode ogranicen i vazi

|H,, — H| < e, M;z""%,

§to znaci da niz 7"~2% H,, konvergira uniformno ka 27"72% H kad n — oo.
Koristenjem indukcije, dobijamo tvrdenje.

Obratno, pretpostavimo da vazi (A.7) i da "G, konvergira uniformno
ka "G kad n — oo i da je ogranicen. Tada postoje pozitivni brojevi M i
en, takvida e, — 01

|G, — G| < e, 2", |G] <Mz
Na osnovu Teoreme A.3, postoje neprekidne funkcije H,,, F'i g € Zi tako

da je
Dm+r+1Hn _ (Gn . G)(m)’ pmtrtlp G(m)’

|H,| <e.pz7t, |F| <Mz

Odavde vidimo da H,, F' € L?(R%)ida H, 2 0, n — oo. Odatle je funkcija
F,=H,+F e L*RY)iF, >3 F, n— oco. Jasno je da D"F, = f, i
DML E — f pa niz f, temperirano konvergira ka f, n — oo. m

A.6 Unutrasnji proizvod

Definicija A.9. Neka je Q C R? otvoren skup i pretpostavimo da je nosac
funkcije v € D u Q. Tada je

(p,9) = /Q pydr

definisan za svaku glatku funkciju ¢ € €Q.
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Sa D oznacavamo prostor svih glatkih funkcija sa ograni¢enim nosacem
(to je najmanji zatvoren skup ivan koga je ona jednaka nuli). Prisetimo se
da je glatka funkcija v € R? brzo opadajuéa ako je za proizvoljan polinom p
ike Zi proizvod pyp*) ograni¢en. Klasu brzo opadajuéih glatkih funkcija
¢emo oznaciti sa S. Jasno je da je S linearan prostor. Ako ¢ € S, tada za
svaki polinom p i za svaki k € Z4, pyp® € Si (py)® € S. Jasno je da je
DcCSiDjegustus.

Teorema A.6. Neka,, Y € S ik € Zi. Ako DFi,, EN DFip, n — oo, tada
d*a,, 2, d*, n — oo i obratno.

Definicija A.10. KazZemo da niz ¢, € S konvergira u S ka ¢ € S i pisemo
U 3, Y, n — oo, ako za svaki k € Z% vazi D*y, 2, D*y (d*, 2 d*),
n — oo.

Neka je ¢ fiksan elemenat iz S i neka je f temperirana distribucija. Po-

kazacemo da svi nizovi (f, ¢,), gde ¢, € D1 ¢, EN ¥, n — oo, konvergiraju
ka istoj grani¢noj vrednosti. Tu grani¢nu vrednost ¢emo oznaciti sa (f, 1) i
nazivamo je unutrasnji proizvod.

Kako je f temperirana distribucija, tada postoji funkcija F' € L? takva
da D*F = f. Parcijalnom integracijom dobijamo (D*f, ) = (=1)*(f, d*v),
odakle sledi

(f,n) = (D*F, ) = (=1)"(F, d"pn). (A.8)

Iz Teoreme A.6 dobijamo da dFy, 2 d*p, n — oco. Odavde sledi da
(F,d*¢,) — (F,d*)), n — oo, i da graniéna vrednost (f,,) postoji.
Pokazimo da je nezavisan od izbora ¢,. Pretpostavimo da sem niza ¢,
postoji niz ¥,, € D takav da v, S, ¥, n — oo. Tada niz

®1, wh ©1, 1/}27"'

takode konvergira u S ka 1 i niz (f, ¢1), (f, 1), (f, ¢2), (f,¥2), ... je konver-
gentan, odakle sledi da nizovi (f, p,) i (f,¥,) konvergiraju ka istoj graniénoj
vrednosti. Pustajuéi n — oo u formuli (A.8) dobijamo

(DFF ) = (=1D)*(F, d*yp), F e L*(R%), (A.9)

koja ¢e nam koristiti u nastavku.
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Teorema A.7. Ako je f temperirana distribucija, ¥,,0 € S i ¥, 3, VY,
n— oo, tada (fawn) - (fvw)y n — o0.

Dokaz. Kako je f temperirana distribucija, tada postoji funkcija F' € L?(R?)
i k € Z% tako da je D¥F = f. Na osnovu (A.9) sledi

|(f,9n) = (. 0)] = [(F,d* (Y — )] < [ Fll2lld*(¢n — )]l = 0,

kad n — oo 1 time zavrsavamo dokaz. O
Teorema A.8. Ako je f — f i ¥y > 1, n — 0o, tada (fa,¥n) — (f.1),
n — 0.

Dokaz. Kako f, = f,n — oo, tada postoje funkcije F,, F € L2(R%) ik € Ze
tako da je D*F, = f,, D*F = fi F, = F, n — co. Odatle je

|(fnawn) - (fa,[vb)| = |(fna¢n _¢)| + |(fn - f7¢)|

< |(Fn7dk(¢n - ¢))| + |(Fn - Fv dkw”
< N Eullalld* (W = )llo + | Fn = Flla - ld |2 — 0,

kad n — oo odakle sledi tvrdenje. O

A.7 Temperirani Ermitovi redovi

Pisemo

fE i aha;

|a|=0

ako 1 samo ako za svaki niz A,, kona¢nih podskupova od Z% takav da A,, C
Aprilim, o A, = Z‘fr, niz suma f, = Y aohe temperirano konvergira
ka f.

Neka F' € L*(R?). Tada je na osnovu Teoreme A.2 F' = 3% caha, gde je
D iml=0 |ca|? < 00 jer iz L? konvergencije sledi t-konvergencija. Iz d*valh, =

(=15 /(a4 k) hayr, D*(ho/Va!) = 1//(a = k) ok, zak < o; DFhy =0

za k> a (k,a € Z1) sledi

aEAn

K al
DF = Zk mcaha_k7 (A10>
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> |
d*F =) (-1)* (o + k)'cahw.

|ar|=0

Neka je a, = /((a + k)!/a!)cayk, tada (A.10) postaje

D'F =" agha. (A.11)

|a|=0

Kako je 377 _lcal* < 00, to mozemo napraviti i procenu za 3 % |aa|*.
a{1, o;}. Koristi¢i nejednakost

(a+k)!

al

Uvedimo oznaku a = max;—;

-----

ar < < Ka*, (A.12)

koja vazi za pogodno izabrano K, dobijamo

Z a *lag|* < oo. (A.13)
|a|=0
Obratno, ako vazi (A.13) tada red } 5 acha t-konvergira ka distribuciji
f koja je u klasi T%. Kako red Zm:o (a%!k)!aahwk, k € Z%, konvergira
u L? ka integrabilnoj funkciji G. Kako je D*G = 3375 ash, sledi da je
f = D*G. Ovim smo dokazali:

Teorema A.9. Ako za neko k € 74 vazi (A.13), tada postoji temperirana
distribucija f klase T* takva da

f= i aoho. (A.14)
|ee]=0

Obratno, ako je f temperirana distribucija klase T*, tada postoje brojevi aq
koji ispunjavaju (A.13) i (A.14). Vazi i

ao = (f, ha) (A.15)
otatle sledi da je razvoj date distribucije u Ermitov red jedinstven.

Dokaz. Jos nam je preostalo da pokazemo da vazi (A.15). Primenimo unu-
trasnji proizvod na levu i desnu stranu (A.15) sa hg. Kako je (hy, hg) = 0 za
a# B 1 (ha, hg) =1za a=p, po Teoremi A.8 dobijamo (f,hy) = an O]
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Posledica A.1. Ako za neki k € Z‘j_ 1 pozitivan broj M vazi
lao| < M&" 2a « €24, (A.16)

tada postoji temperirana distribucija f takva da vazi (A.14). Obratno, svaka
temperirana distribucija f se moze razviti u Ermitov red oblika (A.14) tako
za vazi (A.16) za neki k € Zi 1 pozitivan broj M. Ovaj razvoj je jedinstven
i njegovi koeficijenti dati formulom (A.15) su jedinstveni.

A.8 Prostori nizova 1 matrica

U prethodnom poglavlju je pokazano da se svaka temperirana distribu-
cija moze na jedinstven nacin razviti u Ermitov red. Dakle, postoji ”1-
1”korespodencija izmedu takve distribucije i odgovarajuée matrice (matrice
koeficijenata). Na primer, ako diferenciramo neku distribuciju, odgovarajuca
matrica je u stvari pomnozena odgovaraju¢im koeficijentima. Prema tome,
mozemo neku klasu distribucija posmatramo kao klasu odgovarajuc¢ih ma-
trica.

Kete-Eselon i Kete-ko-ESelon prostori

Sa H ¢emo oznaciti skup svih nizova A = (ai,as,...) Ciji elementi a;
pripadaju normiranom prostoru X nad poljem C. Normu elementa = &€
X ¢emo oznaciti sa |z|. U nastavku, nizove A ¢emo nazvati vektorima, a
elemente a; njhovim koordinatama. Vektor A je realan (kompleksan) akko

su sve njegove koordinate realne (kompleksne). Koristicemo oznake \A =
(Aaq, Aag, ...), A € C. Ako B = (by,bs,...) € H tada je

A+ B = (a; +by,as + s, ...); AB = (a1by, asbs, ...).

Ako su sve koordinate vektora A realne i razlicite od nule, tada je A™1 =

<i, L ) . Koristi¢emo oznake:
a1’ az

|Al = sup |a;| i [JA]| = |a1] + [az| + ...
J
Jasno |A| < ||A|. Vazi i
Al = [Al-[Al, [A+ Bl < [A]+|B], [AB| < |A]-[B[, [[AA] = |Al-[IA]l,

89



A+ Bl <Al +IBIl, IABI <[ Al- B, [[AB[| < [A]-[|B]|.

Unutrasnji proizvod (A, B), gde je jedan od faktora kompleksan vektor, je red
Y ien @ib; . Unutrasnji proizvod postoji ako i samo ako ovaj red konvergira.
Primetimo da je ||AB|| = ) ..y |aib;| . Prema tome, (A, B) postoji ako je
|AB|| < oo ivazi |(A, B)| < ||[AB]].

Pretpostavimo da je dat niz vektora T}, T5, ... Cije su koordinate pozitivne
i koji ima sledece svojstvo:

T T | < oc.

Vektor A takav da je |1, 'A| < oo za neko k se naziva temperirani vektor.
Realan vektor A za koji vazi da je ||TpA|| < oo, za k = 1,2, ... se naziva brzo
opadajuci vektor. U tom slucaju, ako su koordinate vektora A brojevi, skup
svih temperiranih vektora se naziva Kete ko-Eselon prostor i skup svih brzo
opadajucih vektora se naziva Kete Eselon prostor.

Ako je vektor A brzo opadajuéii B temperiran, tada unutrasnji proizvod
(A, B) postoji. To sledi iz nejednakosti |AB|| < | T, Al - |T}, ' B].

Ako je dat niz Ty, T, ..., tada su prostori T (prostor svih temperiranih
vektora) i R (prostor realnih brzo opadajuéih vektora) jedinstveno odredeni.
Obrat nije tacan, tj niz 71,75, ... nije jedinstven.

Prostor matrica

U nastavku ¢emo vektor A = (ay, as, ...) posmatrati kao matricu. Neka je
M neki prebrojiv skup indeksa p i posmatrajmo funkcije A = {a,} definisane
na M koje imaju vrednosti u datom normiranom prostoru X nad poljem C.
Funkcije u M se nazivaju matricama i skup svih takvih funkcija ¢emo oznaciti
sa X. Koristimo oznake:

A = {)a,}, A+ B ={a,+0b,} ako A, Be X.

Ako je jedna od matrica kompleksna ili realna, tada AB = {a,b,}. Dalje je,

Al = sup |a,|, ||A|l = Qp).
|Al p615|p\ 1Al = lay|

peM

Unutrasnji proizvod (A, B) je ZpeM ayb, 1 jedan od faktora je kompleksna
ili realna matrica. Jasno je da (A, B) postoji ako je |AB|| < oc.
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Pretpostavimo da je dat niz pozitivnih matrica 17, T3, ... definisan na
M i da ima sledece svojstvo

T T | < oc.

Svaka matrica A za koju je |T}, 'A| < oo za neko k se naziva temperirana

matrica. Svaka realna matrica A takva da je |[|[T,A| < co za k = 1,2,... je
brzo opadajuca matrica. Ako je A brzo opadaju¢a matrica, a B temperirana,
tada njihov unutrasnji proizvod uvek postoji.

Definicija A.11. KaZemo da je U(R) funkcional na prostoru R brzo opa-
dagucih matrica ako za svako R € R je vrednost od U(R) broj.

Funkcional U(R) je linearan ako za sve brojeve A\, i R, S € R je
UAR + puS) = AU(R) + pU(S).

Definicija A.12. Funkcional U(R) je neprekidan ako je lim, ., U(R,) =
U(R) za svaki niz matrica R,, € R takav da R, X R, n— oo, t., | Tx(R, —
R)|| = 0 kad n — o0, za svaki fiksan k € N.

Teorema A.10. Za svaki neprekidan linearan funkcional U na R postoji
jedinstvena temperirana matrica A takva da je

U(R) = (A, R) za sve R € fR. (A.17)

Obratno, za svaku temperiranu matricu A izraz (A.17) predstavlja neprekidan
linearan funkcional. Odnos u (A.17) izmedu neprekidnog linearnog funkcio-
nala na R 1 temperirane matrice A je 71-17.

Definicija A.13. KaZemo da niz temperiranih distribucija (f,), t— konver-
gira ka temperiranoj distribuciji f ako postoje funkcije F,, F € L*(R?) i
k € Z% tako da vaZi

D*E,=f, D¥F=f i F, 5 F, n— . (A.18)

Teorema A.11. Niz temperiranth distribucija f, = Z|O§|:o Ao nho t— kon-
vergira ka ultradistribuciji f = ZTS\:O aohe ako 1 samo ako

Z A Magn — aal* = 0, n — 0. (A.19)

|a|=0

91



Dokaz. Pretpostavimo da F,, F € L*(R?) i da vazi (A.18). Iz Parsevalove
jednakosti je [o, |F, — F*de = Z\O;:o |Can — cal?, gde su cq 1 ¢q Ermitovi
koeficijenti od F}, i F respektivno. Kako je

(a+k)!

Oé' (Ca+k,n - CaJrk)a

Qqpn — Qg =

. 2~k 2 2
tada je na osnovu (A.12) |cotkn—Catk|? < @ Flaan—0al* < K|Catkn—Cotr|®s
gde K zavisi samo od k. O]

Neka je T, = {a*}, a € Z%, k € N. Oznac¢imo sa T klasu svih kom-
pleksnih matrica A = {a,},a € Z% tako da |AT} '| < co za neko k € N.
Elementi prostora 7 su temperirane matrice.

Definicija A.14. KaZemo da je {a,} koeficijent matrice temperirane distri-
bucije f ako je f = Z|o2|:o anheg.

Iz Posledice A.1 sledi da je korespodencija izmedu &1 7 71 — 17.

A.9 Temperirane distribucije kao funkcionali

Kazemo da je T'(¢)) funkcional na S ako je vrednost od T'(v) broj, za
sve 1» € §. Funkcional T'(v)) je neprekidan ako je lim,, ., T(¢,) = T(¥)
za svaki niz funkcija ¢, € S koji konvergira ka ¢ € § kad n — oo. Sa
M f ¢emo oznaciti matricu koja odgovara temperiranoj distribuciji f, a sa
mA distribuciju koja odgovara kompleksnoj (ili realnoj) matrici A tako da
je mMA = Ai Mmf = f. Jasno je da je M(Af + pg) = \Mf + uMg,
m(AA + uB) = AmA + umB. Odatle sledi da ako je T'(¢) linearan funkci-
onal na S, tada je U(R) = T(mR) linearan funkcional na prostoru R brzo
opadajuc¢ih matrica. Obratno, ako je U linearan funkcional na fR, tada je
T () = U(M1) linearan funkcional na S. Ova korespodencijaje ”1-1”jer
iz U(R) = T(mR) sledi U(Mv) = T(mMvy) = T(1). Stavise, ako je U
neprekidan, tada je T neprekidan i obratno. Pokazali smo da postoji ”1-
1”korespodencija izmedu neprekidnih linearnih funkcionala na & i R pa se
Teorema A.10 moze formulisati i na sledec¢i nacin:

Teorema A.12. Za svaki neprekidan linearan funkcional T na S postoji
jedinstvena temperirana distribucija f takva da je

T() = (f,2) zasve ¢ €S. (A.20)
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Obratno, za svaku temperiranu distribuciju f jednakost (A.20) predstavija
neprekidan linearan funkcional na S. Korespodencija (A.20) izmedu nepre-
kidnih linearnih funkcionala na S @ temperiranih distribucija je ”1-17.

Dokaz. Ako je T(v) neprekidan linearan funkcional na S, tada je T'(mR)
neprekidan linearan funkcional na PR. Po Teoremi A.10 postoji temperirana
matrica A takva da je T(mR) = (A, R) zasve R € Ri (A, R) = (mA,mR).
Neka je f = mA. Tadaje T(mR) = (f,mR). Sada je svako ¢ € S oblika mR,
zaneko R € R, pajeT(¥) = (f,v). Distribucija f je jedinstveno odredena sa
T, jer ako je (f,v) = (g,v) za svako ¢ € S, tada je (M f, M) = (Mg, M).
Kako je svaka matrica R € R oblika R = My, ¢ € S, tada je (M f,R) =
(Mg, R) za sve R € RR. Odavde sledi da je M f = Mg, paje f = g. m

A.10 Distribucije kao funkcionali

L. Svarc je definisao distribucije na nekom otvorenom skupu Q C R?
kao funkcionale na prostoru D(2) glatkih funkcija ¢iji su nosaci ograniceni i
sadrzani u Q. Kazemo da je T'(¢) funkcional na D(2) ako je vrednost T'(¢p)
broj za sve ¢ € D(2). Funkcional T je:

- linearan ako je T' (A + pp) = AT (p) + uT () za sve \, p € Rip ) €
D(8);

- neprekidan ako je lim,, o, T'(vn) = T(p) za svaki niz @, koji konvergira
ka ¢ € D(Q) kad n — oo, tj. za svaki niz funkcija ¢, € D(Q),

supp ¢, C K C €, za koji @%k) ﬂ o® n— oco.

Sledec¢u teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema A.13. Ako je f distribucija na Q2 i ako je (f,¢) = 0 za sve ¢ €
D(Q), tada je f =0 na S

Sledeca teorema nam daje vezu izmedu klasi¢nog i sekvencijalnog pristupa
distribucijama.

Teorema A.14. Za svaki neprekidan linearan funkcional na D(S)) postoji
jedinstvena distribucija u €2 takva da je

T(p)=(f,p) zasve @€ D). (A.21)
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Obratno, za svaku distribuciju f u Q, izraz (A.21) predstavlja neprekidan
linearan funkcional na D(Y). Korepodencija izmedu neprekidnih linearnih
funkcionala w D(QY) i distribucija u Q2 je "1-17.

Dokaz. Neka je K proizvoljan ogranicen otvoren skup u {2 i neka je x funkcija
secenja na R takva da je k = 1 u K i k = 0 izvan K, gde je K| ogranicen
i zatvoren skup u €2 takav da je K C K;. Ako je T neprekidan linearan
funkcional na D(12), tada je

Tk (¢) = T(w1))

neprekidan linearan funkcional na S takav da je Tk(p) = T(p) za sve
v € D(Q), suppy C K. Na osnovu Teoreme A.12 postoji temperirana
distribucija fx takva da je Tx(v) = (fk,v) za v € S. Prema tome,
T(p) = (fx.p) zasve ¢ € D(Q), suppp C K.

Ako pretpostavimo da su KiK ograniceni otvoreni skupovi u {2, tada

postoje temperirane distribucije fz i f}:{ sa nosacima u K i K respektivno,
tako da je T'(¢) = (fz.¢) 1 T(¢) = (fz,¢). Odatle je (fz — fz,¢) =0 za

sve p € D(Q), supp e C K N K, pa iz Teoreme A.13 sledi da je fig = [z na
KNK .

Dakle, pokazali smo da postoji familija (temperiranih) distribucija fx
koja odgovara familiji .# ogranicenih otvorenih skupova u €2 tako da je fz =
f}:{ na K N K. Tada postoji distribucija f u €2 takva da je f = fx za sve
K € #. Ovim smo dokazali da je T'(¢) = (fx,¢) = (f,¢) jer je f = fx na

K. Iz Teoreme A.13 sledi jedinstvenost distribucije f.
Obratan deo tvrdenja se lako proverava. O]
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