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Ðåçèìå

Ó îâîì ðàäó ñó ðàçìàòðàíà äâà óîïøòå»à NP-òåøêîã ïðîáëåìà ìàêñèìàëíå

áèñåêöèjå, ãäå ñå óìåñòî òåæèíà ãðàíà êàî ðåàëíèõ áðîjåâà óâîäè r-òîðêà ïî-

çèòèâíèõ ðåàëíèõ áðîjåâà. Ïðâî óîïøòå»å êîjå ñå ðàçìàòðà jå âèøåäèìåí-

çèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ãäå ñó òåæèíå íà ãðàíàìà r-òîðêå

íåíåãàòèâíèõ ðåàëíèõ áðîjåâà. Äðóãî ðàçìàòðàíî óîïøòå»å jå âèøåäèìåíçèî-

íàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå íà ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå ãäå, ïîðåä çàõòåâà

ïðâîã óîïøòå»à, ïîñòîjè çàõòåâ äà ïîäãðàôîâè èíäóêîâàíè ïàðòèöèjàìà ñêóïà

÷âîðîâà áóäó ïîâåçàíè. Ïîðåä íàâåäåíèõ óîïøòå»à, ó ðàäó jå ðàçìàòðàí è ïðî-

áëåì îäðå¢èâà»à ïîâåçàíîã ïîäãðàôà íàjâå£å òåæèíå ñà ÷âîðîâèìà îãðàíè÷åíîã

ñòåïåíà.

Âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ñå ìîæå ïðèìåíèòè íà

óïðàâ§à»å §óäñêèì ðåñóðñèìà. Jåäàí îä íàjâàæíèjèõ àñïåêàòà jå êîìïàòèáèë-

íîñò, îäíîñíî íåêîìïàòèáèëíîñò çàïîñëåíèõ êîjà, ïî ñâîjîj ïðèðîäè, ìîæå áèòè

âèøåäèìåíçèîíàëíà. Òàêî jå ñâàêè êðèòåðèjóì êîjè óòè÷å íà êîìïàòèáèëíîñò

ïðåäñòàâ§åí jåäíîì êîîðäèíàòîì âåêòîðà. Ïîâåçàíîñò ïîäãðàôîâà (òèìîâà)

èãðà âàæíó óëîãó, çàòî øòî ñå ïîâåçàíîñò çàïîñëåíèõ ó îêâèðó òèìà ôîðìèðà íà

îñíîâó ñêëîíîñòè êà çàjåäíè÷êîì ðàäó èëè ïðåòõîäíîj ñàðàä»è. Äðóãà ìîãó£à

ïðèìåíà jå ó îðãàíèçàöèjè åëåêòðîíñêèõ êîëà. Ïîñòîjå îäðå¢åíè àñïåêòè êîjè ñå

ìîãó ñìàòðàòè âàæíèì êàî øòî jå èíòåðôåðåíöèjà, êîðèø£åíà ñòðójà, åìèñèjà

òîïëîòå èòä.

Çà îáà ïðåäëîæåíà óîïøòå»à ïðîáëåìà ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå äàòå ñó è

ôîðìóëàöèjå ìåøîâèòîã öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à, êàî è äîêàçè

»èõîâå êîðåêòíîñòè. Çà ïðîáëåì îäðå¢èâà»à ïîâåçàíîã ïîäãðàôà íàjâå£å òåæèíå

ñà ÷âîðîâèìà îãðàíè÷åíîã ñòåïåíà äàò jå íîâè ìîäåë ñà ïîëèíîìèjàëíèì áðîjåì

îãðàíè÷å»à. Êîðèø£å»åì ñòàíäàðäíèõ ðåøàâà÷à CPLEX è Gurobi, äîáèjåíà ñó

îïòèìàëíà ðåøå»à çà ñâå èíñòàíöå ìàëèõ äèìåíçèjà è íåêå èíñòàíöå ñðåä»èõ
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äèìåíçèjà.

Çà äîáèjà»å ïðèáëèæíèõ ðåøå»à íà èíñòàíöàìà âåëèêèõ äèìåíçèjà ñó ðàç-

âèjåíå ñëåäå£å ìåòàõåóðèñòèêå çà ðåøàâà»å óîïøòå»à ïðîáëåìà ìàêñèìàëíå

áèñåêöèjå: ãåíåòñêè àëãîðèòàì, ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà è ìåòàõåóðè-

ñòèêà çàñíîâàíà íà åëåêòðîìàãíåòèçìó. Ñâå ìåòîäå ñó òåñòèðàíå íà ñëó÷àjíî

ãåíåðèñàíèì èíñòàíöàìà äî 1000 ÷âîðîâà è 350000 ãðàíà. Òåñòèðà»à ñó ïîêà-

çàëà äà ñó ðàçâèjåíå ìåòàõåóðèñòèêå çíàòíî óíàïðåäèëå ïðèáëèæíå ðåçóëòàòå

äîáèjåíå îä ñòðàíå ñòàíäàðäíèõ ðåøàâà÷à êîðèø£å»åì ïðåäëîæåíèõ ìîäåëà.

Äîáèjåíè åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè ïîêàçójó äà jå íàjáî§å ðåçóëòàòå ïîêàçàî

ãåíåòñêè àëãîðèòàì.

Ê§ó÷íå ðå÷è

êîìáèíàòîðíà îïòèìèçàöèjà, öåëîáðîjíî ëèíåàðíî ïðîãðàìèðà»å, ìåòàõåóðè-

ñòèêå, ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà, ãåíåòñêè àëãîðèòìè, ìåòàõåóðèñòèêå çà-

ñíîâàíå íà åëåêòðîìàãíåòèçìó, âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåê-

öèjå, âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå íà ïîâåçàíå ïîäãðà-

ôîâå, ïðîáëåì îäðå¢èâà»à ïîâåçàíîã ïîäãðàôà íàjâå£å òåæèíå ñà ÷âîðîâèìà

îãðàíè÷åíîã ñòåïåíà.
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Abstract

In this dissertation two generalizations of NP-hard maximum bisection problem,

where wights on edges are r-tuples of positive real numbers instead of real numbers,

are considered. The �rst generalization is the multidimensional maximum bisection

problem, where weight on edges are r-tuples of non-negative real numbers. The sec-

ond generalization is the connected multidimensional maximum bisection problem,

with additional condition that subgraphs induced by partitions of vertex set are

connected. Beside aforementioned generalizations, in this dissertation is considered

the maximum degree bounded connected subgraph problem.

Multidimensional maximum bisection problem can be applied in human resource

management. One of the most important aspects is compatibility/incompatibility

between employees that is, by its nature, multidimensional. Each criteria of compat-

ibility is represented by one coordinate of a vector. The connectedness of subgraphs

(teams) plays important role, because teams should be formed by employees that

had been working together before as much as possible. Another application is in elec-

tronic circuits design. There are certain aspects that can be considered important

such as: interference, current, heat dissipation, etc.

For both proposed generalizations of the maximum bisection problem mixed

integer linear programming formulations are given with proofs of its correctness. For

the maximum degree bounded connected subgraph problem a new mixed integer

linear programming formulation with polynomial number of constraints is given.

Using standard solvers CPLEX and Gurobi, optimal solutions are obtained for all

small-size instances and some medium size instances.

For obtaining solutions on large size instances for solving generalizations of max-

imum bisection problem, the following metaheuristics are developed: genetic algo-

rithm, variable neighborhood search and metaheuristic based on electromagnetism.

All methods were tested on randomly generated instances with up to 1000 vertices

and 350000 edges. Tests showed that developed metaheuristics considerably im-

proved solutions obtained using standard solvers and proposed MILP formulations.
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Experimental results suggest that genetic algorithm showed the best results.

Keywords

combinatorial optimization, mixed integer linear programming, metaheuristics, vari-

able neighborhood search, genetic algorithms, electromagnetism, graph bisection

multidimensional maximum bisection problem, connected multidimensional maxi-

mum bisection problem, maximum degree bounded connected subgraph problem.
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Ïðåäãîâîð

Ó ñâèì ñôåðàìà äðóøòâà ñå jàâ§à ïîòðåáà çà íåêèì âðñòàìà îïòèìèçàöèjå,

ó ïðîöåñèìà ïðîèçâîä»å ó èíäóñòðèjè, ó óïðàâ§à»ó §óäñêèì ðåñóðñèìà èòä.

×åñòî ñå ïðåä îäãîâîðíà ëèöà ïîñòàâ§à çàäàòàê äà îðãàíèçójó áèëî ôèçè÷êè

ïðîöåñ ïðîèçâîä»å, áèëî îðãàíèçàöèjó ñàìèõ òèìîâà êîjè ñó óê§ó÷åíè ó ðåàëè-

çàöèjó íåêîã ïðîjåêòà. Îâè ïðîöåñè ñó êîìïëèêîâàíè çàòî øòî óê§ó÷ójó âåëèêè

áðîj ìå¢óñîáíî çàâèñíèõ è íåçàâèñíèõ êîìïîíåíòè è ïðîíàëàæå»e îïòèìàëíîã

ðåøå»à ÷åñòî íèjå ìîãó£å. Ñòîãà ñå ó ðåøàâà»ó òàêâèõ ïðîáëåìà ÷åñòî êîðèñòå

ìåòîäå êîjå ïðîíàëàçå ïðèáëèæíà ðåøå»à, ïî ìîãó£íîñòè îíà êîjà ñó äîâî§íî

áëèçó îïòèìàëíîì.

Ó îâîì ðàäó ñå èñòðàæójó íåêà óîïøòå»à áèñåêöèjå ãðàôîâà è ïîâåçàíîñòè

ïîäãðàôîâà. Óîïøòå»à ñó çàñíîâàíà íà ïðèñòóïó äà ñå óìåñòî òåæèíà ãðàíà

êàî ðåàëíèõ áðîjåâà óçèìàjó r-òîðêå íåíåãàòèâíèõ ðåàëíèõ áðîjåâà. Òàêî ñó ó

äèñåðòàöèjè ðàçìàòðàíå ðàçëè÷èòå ìåòîäå çà ðåøàâà»å ñëåäå£èõ ïðîáëåìà: âè-

øåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå, âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì

ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå íà ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå è ïðîáëåì îäðå¢èâà»à ïîâåçàíîã

ïîäãðàôà íàjâå£å òåæèíå ñà ÷âîðîâèìà îãðàíè÷åíîã ñòåïåíà.

Ó ïðâîj ãëàâè ñó äàòè îñíîâíè ïîjìîâè î êîjèìà £å áèòè ðå÷ ó îâîj äè-

ñåðòàöèjè. Ó äðóãîj ãëàâè ñå ðàçìàòðà âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñè-

ìàëíå áèñåêöèjå. Äàò jå ìîäåë ìåøîâèòîã öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìè-

ðà»à çà »åãîâî ðåøàâà»å êàî è äîêàç »åãîâå êîðåêòíîñòè. Áóäó£è äà jå ïðî-

áëåì NP-òåæàê, ðàçâèjåíå ñó è òðè ìåòàõåóðèñòèêå çà »åãîâî ðåøàâà»å: ãåíå-

òñêè àëãîðèòàì, ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà è ìåòàõåóðèñòèêà çàñíîâàíà íà

åëåêòðîìàãíåòèçìó. Íà êðàjó ñó ðàçìàòðàíè åêñïåðèìåíòàëíè ïîäàöè äîáèjåíè

ïðèìåíîì ñâèõ ðàçìàòðàíèõ òåõíèêà. Ó òðå£îj ãëàâè ñå ðàçìàòðà âèøåäèìåíçè-

îíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå íà ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå, êîjè jå ñëè÷àí

âèøåäèìåíçèîíàëíîì ïðîáëåìó ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ñàìî øòî ñå çàõòåâà äà

vii



ïîäãðàôîâè èíäóêîâàíè ïàðòèöèjàìà áóäó ïîâåçàíè. Êàî è ó ïðåòõîäíîj ãëàâè,

äàò jå ìîäåë ìåøîâèòîã öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à çà ðåøàâà»å âè-

øåäèìåíçèîíàëíîã ïðîáëåìà ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå íà ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå ñà

äîêàçîì »åãîâå êîðåêòíîñòè, à íàêîí òîãà ñó ïðèêàçàíå ðàçâèjåíå ìåòàõåóðè-

ñòèêå çà »åãîâî ðåøàâà»å: ãåíåòñêè àëãîðèòàì, ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà

è ìåòàõåóðèñòèêà çàñíîâàíà íà åëåêòðîìàãíåòèçìó. Íà êðàjó ñó, òàêî¢å, ðàç-

ìàòðàíè åêñïåðèìåíòàëíè ïîäàöè äîáèjåíè ïðèìåíîì ðàçâèjåíèõ ìåòîäà. Ó

÷åòâðòîj ãëàâè jå ðàçìàòðàí ïðîáëåì îäðå¢èâà»à ïîâåçàíîã ïîäãðàôà íàjâå£å

òåæèíå ñà ÷âîðîâèìà îãðàíè÷åíîã ñòåïåíà. Ó ëèòåðàòóðè jå âå£ áèî ïîçíàò ãåíå-

òñêè àëãîðèòàì çà ðåøàâà»å îâîã ïðîáëåìà, ïà çáîã òîãà ïðîáëåì íèjå ðåøàâàí

ìåòàõåóðèñòè÷êè. Óìåñòî òîãà jå çà äàòè ïðîáëåì ïðåäëîæåíà ïîòïóíî íîâà

MILP ôîðìóëàöèjà çà »åãîâî ðåøàâà»å ñà ïîëèíîìèjàëíèì áðîjåì óñëîâà. Ó

ðàäó jå äàò è ìàòåìàòè÷êè äîêàç êîðåêòíîñòè äàòå ôîðìóëàöèjå.

Ïîñòèãíóòè ðåçóëòàòè èìàjó òåîðèjñêè è ïðàêòè÷íè çíà÷àj. Çà ïðîáëåìå ãäå

âå£ íèñó ïîñòîjàëè MILP ìîäåëè, îíè ñó ðàçâèjåíè, à ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà

ñó ïîáî§øàíè. Ïîðåä òîãà, ðàçâèjåíå ñó è ìåòàõåóðèñòè÷êå ìåòîäå êîjå ñó ñå

ïîêàçàëå êàî åôèêàñíå è ïîóçäàíå øòî jå ïîêàçàíî »èõîâèì òåñòèðà»åì íà

îäãîâàðàjó£èì èíñòàíöàìà.

Æåëèì äà ñå çàõâàëèì ìåíòîðó, äð Jîçåôó Êðàòèöè, êîjè jå ðóêîâîäèî

èçðàäîì ìîjå äîêòîðñêå äèñåðòàöèjå, êàî è ÷ëàíîâèìà Êîìèñèjå: ïðîô. äð

�è§àíè Ïàâëîâè£, ïðîô. äð Áîáàíó Ñòîjàíîâè£ó, äîö. äð Àëåêñàíäðó Ñàâè£ó

è äîö. äð Äðàãàíó Ìàòè£ó íà ïàæ§èâîì ÷èòà»ó è êîðèñíèì ñóãåñòèjàìà êîjå

ñó çíà÷àjíî ïîáî§øàëå êâàëèòåò îâîã ðàäà. Äóãójåì çàõâàëíîñò è äð �îð¢ó

Äóãîøèjè, äð Ìèëàíó Äðàæè£ó, äð Çîðèöè Äðàæè£, äð Ìèëåíè Áîãäàíîâè£,

Àíè Ñèìè£ è Jåëèñàâêè Ìèëîøåâè£ íà ïîäðøöè òîêîì ðàäà íà îâîj äèñåðòà-

öèjè.

Ñâîjîj ïîðîäèöè, ñóïðóçè Äðàãèöè è äåöè Âóêàøèíó è Àíè, äóãójåì âåëèêó

çàõâàëíîñò íà ïîêàçàíîì ñòðï§å»ó çáîã îäñóòíîñòè òîêîì ðàäà íà îâîj äèñåð-

òàöèjè.

Ó Áåîãðàäó/Êðàãójåâöó, jóíà 2016. ãîäèíå Êàíäèäàò

ìð Çîðàí Ìàêñèìîâè£
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Ãëàâà 1

Óâîä

Ïîòðåáà çà åôèêàñíîø£ó ñå jàâ§à ó ñâèì àñïåêòèìà äðóøòâà: ó çäðàâñòâó,

øêîëñòâó, ïðèâðåäè, äðæàâíîj óïðàâè, èòä. Äà áè ñå íåêè åíòèòåò ó äðóøòâó

äîâåî ó ñòà»å âå£å åôèêàñíîñòè ïîòðåáíå ñó äâå ñòâàðè: êðèòåðèjóì åôèêàñíî-

ñòè, è ïîñòóïàê êîjèì ñå ðåîðãàíèçójå åíòèòåò çàäðæàâàjó£è ôóíêöèîíàëíîñò

óç çàõòåâ äà ñå åôèêàñíîñò ïîâå£à ó ñêëàäó ñà êðèòåðèjóìîì åôèêàñíîñòè.

Ìîãó ñå óñïîñòàâèòè ðàçëè÷èòè êðèòåðèjóìè åôèêàñíîñòè, êàî øòî ñó: áðîj

ïîòðîøåíèõ ñàòè, êîëè÷èíà óòðîøåíîã ìàòåðèjàëà, ñòåïåí õàáà»à ìàøèíå è

ñëè÷íî. Ïîñòóïàê ðåîðãàíèçàöèjå åíòèòåòà jå ïðîáëåì êîjè çàâèñè îä ñàìîã

åíòèòåòà.

Ïðîáëåìèìà îðãàíèçàöèjå è ðåîðãàíèçàöèjå ñå áàâå §óäè ðàçíèõ ñòðóêà:

åêîíîìèñòè, ìåíà¶åðè, èíæå»åðè è, íàðàâíî, ìàòåìàòè÷àðè. Äâå êîìïîíåíòå

íàjâèøå óòè÷ó íà ðåøàâà»å ïðîáëåìà îâå ïðèðîäå: ñàìà ïðèðîäà ïðîáëåìà

è âåëè÷èíà ïðîáëåìà. Èäåíòèôèêàöèjîì ïðèðîäå ïðîáëåìà è îäðå¢èâà»åì

ìîäåëà êîjè ãà îïèñójå, ÷åñòî äîëàçèìî è äî íàïðåäíèõ ìåòîäà »èõîâîã ðå-

øàâà»à. Ó ñëó÷àjó äà ìåòîäå íèñó ïîçíàòå, ìîãó ñå ïðîíà£è íîâå èëè ñå ìîãó

óíàïðåäèòè ïîñòîjå£å. Ñà äðóãå ñòðàíå, ó ïðàêñè ñå ÷åñòî äåøàâà äà, èàêî íàì jå

ïîçíàòà ïðèðîäà ïðîáëåìà êàî è ïîñòóïàê çà »åãîâî ðåøàâà»å, ñàìà âåëè÷èíà

ïðîáëåìà ìîæå äà çíà÷àjíî îòåæà èëè ÷àê è îíåìîãó£è »åãîâî ðåøàâà»å. Íà

ïðèìåð, ó èíòåãðèñàíîì êîëó ìîæå äà áóäå è âèøå õè§àäà åëåìåíàòà, äîê jå

ó âå£èì êîìïàíèjàìà ïîòðåáíî îðãàíèçîâàòè ïðîèçâîä»ó ó êîjîj ó÷åñòâójå íà

ñòîòèíå ðàäíèêà, ìàøèíà è ñë.

Äà áè ñå ïðîáëåì ìîãàî óîïøòå ðåøàâàòè, íåîïõîäíî jå ïðâî ôîðìèðàòè

ìàòåìàòè÷êè ìîäåë. Ìàòåìàòè÷êè ìîäåë îáðàçójó åëåìåíòè è ðåëàöèjå èçìå¢ó
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»èõ. Ñâèì åëåìåíòèìà ïðîáëåìà ìîðà îäãîâàðàòè íåêà ìàòåìàòè÷êà ñòðóêòóðà

ó ìàòåìàòè÷êîì ìîäåëó. Íà ñëè÷àí íà÷èí, ñâèì îäíîñèìà åëåìåíàòà ïðîáëåìà

ìîðà îäãîâàðàòè íåêà ðåëàöèjà èçìå¢ó ìàòåìàòè÷êèõ ñòðóêòóðà.

Ïðèëèêîì èñòðàæèâà»à ñå, ïî ïðàâèëó, òåæè äà ñå êîðèñòå äîáðî ïîçíàòå

ìàòåìàòè÷êå ñòðóêòóðå çàòî øòî òî îìîãó£àâà êîðèø£å»å âå£ ïîñòîjå£èõ òåî-

ðèjñêèõ ðåçóëòàòà. Ìíîãè ïðîáëåìè êîjè ñå jàâ§àjó ñó êîìáèíàòîðíå ïðèðîäå

è óãëàâíîì ñå ìîãó ìîäåëèðàòè ñòðóêòóðàìà èç îáëàñòè êîìáèíàòîðèêå èëè

òåoðèjå ãðàôîâà.

1.1 Êîìáèíàòîðíà îïòèìèçàöèjà

Äà áè ñå ðåøàâàëè îïòèìèçàöèîíè ïðîáëåìè, ïîòðåáíî jå íà ïî÷åòêó îäðåäèòè

êîjè ïàðàìåòðè ó÷åñòâójó ó äåôèíèöèjè ïðîáëåìà. Íàêîí òîãà jå ïîòðåáíî

îäðåäèòè ñêóï ïðîìåí§èâèõ êîjèìà ñå îïèñójó åëåìåíòè ïðîáëåìà, êàî è ïðè-

ðîäó òèõ ïðîìåí§èâèõ (äà ëè ïðîìåí§èâå óçèìàjó âðåäíîñòè èç ñêóïà ïðè-

ðîäíèõ áðîjåâà, öåëèõ, ðåàëíèõ èëè ìîæäà èç íåêîã »èõîâîã ïîäñêóïà). Ïî

ïðèðîäè ðåøå»à, îïòèìèçàöèîíå ïðîáëåìå äåëèìî ó äâå êëàñå: îíå êîä êîjèõ

ñó ðåøå»à èç íåïðåáðîjèâèõ ñêóïîâà è îíà êîä êîjèõ ñó ðåøå»à èç ïðåáðîjèâèõ

èëè êîíà÷íèõ ñêóïîâà. Ïîñëåä»å îïòèìèçàöèîíå ïðîáëåìå ÷åñòî íàçèâàìî

äèñêðåòíèì èëè ïðîáëåìèìà êîìáèíàòîðíå îïòèìèçàöèjå.

Ïðîáëåì êîìáèíàòîðíå îïòèìèçàöèjå ñå ìîæå äåôèíèñàòè íà ðàçíå íà÷èíå.

Íàâåäèìî äåôèíèöèjó èç [7].

Äåôèíèöèjà 1. Íåêà jå X = {x1, x2, ..., xn} ñêóï ïðîìåí§èâèõ è íåêà ñó ïî-

çíàòè:

• äîìåíè ïðîìåí§èâèõ D1, D2, ..., Dn, êîjè ñó ïðåáðîjèâè èëè êîíà÷íè;

• îãðàíè÷å»à íà ïðîìåí§èâàìà;

• ôóíêöèjà öè§à f êîjà ñå ìèíèìèçójå: f : D1 ×D2 × ...×Dn → R+.

Äîïóñòèâà òà÷êà jå òà÷êà s = (v1, v2, ..., vn) òàêâà äà jå vi ∈ Di è s çàäî-

âî§àâà ñâà îãðàíè÷å»à. Ñêóï ñâèõ äîïóñòèâèõ òà÷àêà (èëè ïðîñòîð ðåøå»à)

ñå îáåëåæàâà ñà S. Ñâàêè åëåìåíò ñêóïà S ïðåäñòàâ§à ïîòåíöèjàëíî ðåøå»å

ïðîáëåìà. Öè§ îïòèìèçàöèîíîã ïðîöåñà P = (S, f) jå ïðîíà£è îíî íàjáî§å ðå-

øå»å, òj. ïðîíàëàçàê îíå äîïóñòèâå òà÷êå s∗ ∈ S çà êîjó ôóíêöèjà f äîñòèæå

2



Óâîä

ìèíèìóì, òj. âàæè (∀s ∈ S) f(s∗) ≤ f(s). Äîáèjåíà òà÷êà ìèíèìóìà s∗ ñå

íàçèâà ãëîáàëíèì îïòèìàëíèì ðåøå»åì ïðîáëåìà (S, f).

Ïîñòóïàê çà êîjè ìîæåìî äîêàçàòè äà £å íà êðàjó »åãîâîã èçâðøàâà»à

äîáèjåíî ðåøå»å áèòè ãëîáàëíî îïòèìàëíî ðåøå»å ïðîáëåìà íàçèâàìî åãçàê-

òíîì ìåòîäîì. Òðèâèjàëíè ïðèñòóï áè ìîãàî áèòè äà ñå íà íåêè íà÷èí èçðà÷óíà

ôóíêöèjà f(s) çà ñâå äîïóñòèâå òà÷êå s è ìå¢ó »èìà ïðîíà¢å íàjáî§å ðåøå»å.

Òàêàâ ïðèñòóï ñå íàçèâà è òîòàëíà åíóìåðàöèjà îäíîñíî ïðåòðàæèâà»å èñ-

öðï§èâà»åì ñâèõ ìîãó£íîñòè (åíã. exhaustive search). �åãîâîì ïðèìåíîì ñå

òåîðèjñêè ñèãóðíî ìîæå äîáèòè îïòèìàëíî ðåøå»å, àëè ó ñëó÷àjó NP-òåøêèõ

ïðîáëåìà âðåìå èçâðøàâà»à åêñïîíåíöèjàëíî ðàñòå ñà äèìåíçèjîì ïðîáëåìà.

×åñòî ñó ôîðìóëàöèjå ïðîáëåìà êîìáèíàòîðíå îïòèìèçàöèjå jåäíîñòàâíå, à

ïîñòóïöè »èõîâîã ðåøàâà»à âåîìà ñëîæåíè. Ïîìåíèìî ñàìî íåêå îä òàêâèõ

ïîçíàòèõ ïðîáëåìà: áîjå»å ãðàôîâà, ïðîáëåì òðãîâà÷êîã ïóòíèêà, ïðîáëåì

ñóìå ïîäñêóïà, ïðîáëåì Õàìèëòîíîâîã ïóòà, èòä. Èàêî ñó ôîðìóëàöèjå îâèõ

ïðîáëåìà jåäíîñòàâíå, íèjå ïîçíàò àëãîðèòàì ïîëèíîìèjàëíå ñëîæåíîñòè çà »è-

õîâî ðåøàâà»å. Ñòîãà, åãçàêòíî ðåøàâà»å îâàêâèõ ïðîáëåìà çà èíñòàíöå âå-

ëèêèõ äèìåíçèjà áè ÷àê è íà íàjáðæèì äàíàø»èì ðà÷óíàðèìà òðàjàëî íåäîïó-

ñòèâî äóãî.

Òî jå ðàçëîã øòî ñå, çáîã êîìïëåêñíîñòè ïîñòóïêà ðåøàâà»à, ïîðåä òðàæå»à

îïòèìàëíîã ðåøå»à, ïîêóøàâà è ïðîíà£è ïðèáëèæíî ðåøå»å êîjå ìîæäà íèjå

ãëîáàëíè îïòèìóì, àëè èìà çàäîâî§àâàjó£è êâàëèòåò. Äà áè ñå òî ïîñòèãëî

ðàçâèjàjó ñå ìåòîäå çà ïðèáëèæíî ðåøàâà»å îâèõ ïðîáëåìà.

Jåäàí îä ïîïóëàðíèõ ïðèñòóïà ïðîíàëàæå»ó ïðèáëèæíèõ ðåøå»à ïðîáëåìà

jå êîðèø£å»åì àïðîêñèìàòèâíèõ àëãîðèòàìà. Çà ñâàêè îä òèõ àëãîðèòàìà jå

çàäàò ôàêòîð àïðîêñèìàöèjå, îäíîñíî ìåðà »åãîâîã ìàêñèìàëíîã îäñòóïà»à îä

îïòèìàëíîã ðåøå»à. Êîíêðåòíî çà ïðîáëåì ìàêñèìèçàöèjå, ôàêòîð àïðîêñèìà-

öèjå jå ðåàëíà êîíñòàíòà c, c < 1 òàêâà äà, çà ðåøå»å x è »åãîâó ôóíêöèjó öè§à

f(x), âàæè c · opt ≤ f(x) ≤ opt ãäå jå opt îïòèìàëíî ðåøå»å ïðîáëåìà. Ñëè÷íî

òîìå, çà ïðîáëåìå ìèíèìèçàöèjå, ôàêòîð àïðîêñèìàöèjå jå ðåàëíà êîíñòàíòà

c, c > 1 òàêâà äà, çà ðåøå»å x è »åãîâó ôóíêöèjó öè§à f(x), opt ≤ f(x) ≤ c ·opt
ãäå jå opt îïòèìàëíî ðåøå»å ïðîáëåìà.

Ïîðåä àïðîêñèìàòèâíèõ àëãîðèòàìà, çà ðåøàâà»å ñå êîðèñòå è òàêîçâàíå

õåóðèñòè÷êå ìåòîäå. Çà ðåçóëòàò êîjè jå äîáèjåí ïðèìåíîì íåêå õåóðèñòè÷êå
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ìåòîäå ñå íå ìîæå ãàðàíòîâàòè äà ëè jå îïòèìàëàí, à íèjå ïîçíàòà íè ìåðà

»åãîâîã îäñòóïà»à ó îäíîñó íà îïòèìàëíî ðåøå»å. Íåêå õåóðèñòè÷êå ìåòîäå

ñå ìîãó ïðèìåíèòè íå ñàìî íà êîíêðåòàí ïðîáëåì íåãî è íà øèðó êëàñó ïðî-

áëåìà óç ðåëàòèâíî ìàëå èçìåíå. Òàêâå õåóðèñòèêå íàçèâàìî ìàòàõåóðèñòè÷êèì

ìåòîäàìà èëè êðà£å ìåòàõåóðèñòèêàìà.

1.2 Ìåòàõåóðèñòèêå

Îñìàí è Ëàïîðòå [49] ôîðìàëíî äåôèíèøó ìåòàõåóðèñòèêó êàî èòåðàòèâíè

ïðîöåñ êîjè óïðàâ§à ïîäðå¢åíèì õåóðèñòèêàìà èíòåëèãåíòíèì êîìáèíîâà»åì

ðàçëè÷èòèõ êîíöåïàòà èñòðàæèâà»à è èñêîðèøòàâà»à ïðîñòîðà ïðåòðàãå (ïðî-

ñòîðà ðåøå»à) êîðèø£å»åì ñòðàòåãèjå ó÷å»à çà ñòðóêòóðèñà»å èíôîðìàöèjà

ðàäè åôèêàñíîã ïðîíàëàæå»à ðåøå»à áëèñêîã îïòèìàëíîì.

Òðåáà ïðèìåòèòè äà äîáèjà»å îïòèìàëíîã ðåøå»à íèjå ãàðàíòîâàíî, èàêî

jå çà îäðå¢åíå (ðåòêå) ñëó÷àjåâå ïîêàçàíà êîíâåðãåíöèjà îïòèìàëíîì ðåøå»ó.

Ìå¢óòèì, ÷àê è ó òàêâèì ñëó÷àjåâèìà, íåîïõîäíè óñëîâè êîíâåðãåíöèjå êà

îïòèìàëíîì ðåøå»ó îáè÷íî çàõòåâàjó èëè áåñêîíà÷àí áðîj èòåðàöèjà èëè áå-

ñêîíà÷íå ìåìîðèjñêå çàõòåâå. Óïðêîñ òîìå, ìåòàõåóðèñòèêå ñó ñå ïîêàçàëå êàî

âåîìà åôèêàñíå ó ïðîíàëàæå»ó ðåøå»à áëèñêèõ îïòèìàëíèì çà íåêå ïðàêòè÷íå

ïðîáëåìå.

1.2.1 Êëàñèôèêàöèjà ìåòàõåóðèñòèêà

Ïðâà êëàñèôèêàöèjà ìåòàõåóðèñòèêà áè ìîãëà áèòè ïî ïîëàçíîj èäåjè çà »èõîâ

ðàçâîj ïà òàêî èìàìî îíå êîjå çàñíîâàíå íà îïîíàøà»ó ïðèðîäíèõ ïðîöåñà è îíå

êîjå ñó íàñòàëå §óäñêèì ðàçìèø§à»åì à íåìàjó äèðåêòíå âåçå ñà ïðèðîäíèì

ïîjàâàìà. Ó ìåòàõåóðèñòèêå çàñíîâàíå íà àíàëîãèjè ñà ïðèðîäîì ñïàäàjó ãå-

íåòñêè àëãîðèòìè, ãåíåòñêî ïðîãðàìèðà»å, åâîëóöèîíå ñòðàòåãèjå, àëãîðèòìè

çàñíîâàíè íà ìðàâ§èì êîëîíèjàìà, àëãîðèòìè çàñíîâàíè íà ï÷åëè»èì êîëî-

íèjàìà, ñèìóëèðàíî êà§å»å, ìåòàõåóðèñòèêà çàñíîâàíà íà åëåêòðîìàãíåòèçìó,

èòä. Ñà äðóãå ñòðàíå, ó ìåòàõåóðèñòèêå êîjå íèñó èíñïèðèñàíå ïðèðîäíèì ïî-

jàâàìà ñïàäàjó: èòåðàòèâíà ëîêàëíà ïðåòðàãà, òàáó ïðåòðàãà, ìåòîäà ïðîìåí-

§èâèõ îêîëèíà (VNS), èòä.

Ïðåìà áðîjó àêòèâíèõ òðåíóòíèõ ðåøå»à (äîïóñòèâèõ òà÷àêà) êîjèìà ñå
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óïðàâ§à ïîñòîjå äâå ãðóïå ìåòàõåóðèñòèêà: ìåòàõåóðèñòèêå êîjå ðàäå ñà jåäíèì

àêòèâíèì òðåíóòíèì ðåøå»åì (åíã. single point search) è ìåòàõåóðèñòèêå êîjå

ðàäå ñà âèøå àêòèâíèõ òðåíóòíèõ ðåøå»à çà êîjå jîø êàæåìî äà ñó çàñíî-

âàíå íà ïîïóëàöèjè (åíã. population based). Àëãîðèòìå êîjè ðàäå ñàìî ñà

jåäíèì òðåíóòíèì ðåøå»åì íàçèâàìî ìåòîäàìà òðàjåêòîðèjå çàòî øòî ó ñâàêîì

òðåíóòêó ìåòàõåóðèñòèêà íà íåêè íà÷èí îäðå¢ójå ó êîjó ñëåäå£ó òà÷êó £å äà

ïðå¢å ó ïîòðàçè çà îïòèìàëíèì ðåøå»åì, íà òàj íà÷èí îäðå¢ójó£è ïóòà»ó ïî

ïðîñòîðó ïðåòðàãå. Ó ìåòàõåóðèñòèêå çàñíîâàíå íà jåäíîì àêòèâíîì ðåøå»ó

ñïàäàjó ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà, èòåðàòèâíà ëîêàëíà ïðåòðàãà, òàáó ïðå-

òðàãà, ñèìóëèðàíî êà§å»å èòä. Ñà äðóãå ñòðàíå ìåòàõåóðèñòèêå çàñíîâàíå íà

ïîïóëàöèjè ôóíêöèîíèøó òàêî øòî ñå ó jåäíîj èòåðàöèjè àëãîðèòìà ðàçìàòðà

âèøå äîïóñòèâèõ òà÷àêà íà îñíîâó êîjèõ ñå êðåèðàjó íîâå òà÷êå êîìáèíîâà»åì

ïîñòîjå£èõ ó öè§ó çàäðæàâà»à êâàëèòåòà ñòàðèõ òà÷àêà è »èõîâîã óíàïðå¢å»à

ó íîâèì èòåðàöèjàìà. Ó îâå ìåòàõåóðèñòèêå ñïàäàjó: ãåíåòñêè àëãîðèòìè,

ãåíåòñêî ïðîãðàìèðà»å, åâîëóöèîíå ñòðàòåãèjå, ìåòàõåóðèñòèêà çàñíîâàíà íà

åëåêòðîìàãíåòèçìó, àëãîðèòìè çàñíîâàíè íà ìðàâ§èì êîëîíèjàìà, àëãîðèòìè

çàñíîâàíè íà ï÷åëè»èì êîëîíèjàìà, èòä.

Ðàçâèjåí jå âåëèêè áðîj ðàçëè÷èòèõ ìåòàõåóðèñòèêà, à íåêå îä íàj÷åø£å

êîðèø£åíèõ ñó:

• èòåðàòèâíà ëîêàëíà ïðåòðàãà (åíã. Iterated Local Search - ILS);

• ñèìóëèðàíî êà§å»å (åíã. Simulated Annealing - SA);

• òàáó ïðåòðàæèâà»å (åíã. Tabu Search - TS);

• ãåíåòñêè àëãîðèòàì (åíã. Genetic Algorithm - GA);

• ãåíåòñêî ïðîãðàìèðà»å (åíã. Genetic Programming - GP);

• åâîëóöèîíå ñòðàòåãèjå (åíã. Evolutionary Strategies - ES)

• ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (åíã. Variable Neighborhood Search � VNS);

• àëãîðèòàì çàñíîâàí íà ìðàâ§èì êîëîíèjàìà (åíã. Ant Colony Optimization

- ACO);

• Ëàãðàíæeâà ðåëàêñàöèjà (åíã. Lagrangian Relaxation - LR);
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• ìåòàõåóðèñòèêà çàñíîâàíà íà åëåêòðîìàãíåòèçìó (åíã. Electromagnetism -

EM);

• ïîõëåïíè àëãîðèòàì ñà ïðèëàãî¢åíîì ñëó÷àjíîì ïðåòðàãîì (åíã. Greedy

Randomized Adaptive Search Procedure - GRASP)

• àëãîðèòìè çàñíîâàíè íà ï÷åëè»èì êîëîíèjàìà (åíã. Arti�cial Bee Colony

- ABC, Bee Colony Optimization - BCO);

• ìåìåòè÷êè àëãîðèòìè (åíã. Memetic Algorithms - MA)

• ìåòîäà çàñíîâàíà íà ðîjåâèìà (åíã. Particle Swarm Optimization - PSO).

Çà ðåøàâà»å ïðîáëåìà ó îâîj äèñåðòàöèjè £å áèòè êîðèø£åíå òðè ìåòà-

õåóðèñòèêå: ãåíåòñêè àëãîðèòìè (GA), ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà (VNS)

è ìåòàõåóðèñòèêà çàñíîâàíà íà åëåêòðîìàãíåòèçìó (EM). Îâå òðè ìåòîäå £å

áèòè äåòà§íèjå îïèñàíå ó íàñòàâêó îâîã ïîãëàâ§à, äîê äåòà§íè ïðèêàç äðóãèõ

ìåòîäà ïðåâàçèëàçè îáèì îâîã ðàäà, à ìîæå ñå íà£è ó ïðåãëåäíèì ðàäîâèìà [7,

49, 23].

1.2.2 Ãåíåòñêè àëãîðèòìè

Ãåíåòñêè àëãîðèòìè (GA) ñó ìåòàõåóðèñòèêå çàñíîâàíå íà ïîïóëàöèjè è êîjå

îïîíàøàjó íåêå àñïåêòå ïðèðîäíå åâîëóöèjå, ÷èjå jå îñíîâå ïîñòàâèî �îí Õîëàíä

ó [32]. Ñâàêè åëåìåíò ïîïóëàöèjå ñå íàçèâà jåäèíêîì è îí ïðåäñòàâ§à ïî-

òåíöèjàëíî ðåøå»å. Î÷èãëåäíî äà ïîïóëàöèjà ïðåäñòàâ§à ïîäñêóï ïðîñòîðà

ðåøå»à (òj. ïðîñòîðà ïðåòðàãå). Ãåíåòñêè àëãîðèòàì jå èòåðàòèâíè ïîñòóïàê

ãäå ñå ó ñâàêîj èòåðàöèjè íåêå jåäèíêå òðåíóòíå ïîïóëàöèjå ìå»àjó ïîñòóïöèìà

êîjè îïîíàøàjó ïðîöåñå ïðèðîäíå åâîëóöèjå, ñà öè§åì äà ñå îä ñêóïà jåäèíêè

èç ïðåòõîäíå ãåíåðàöèjå ïîêóøà íàïðàâèòè íîâà ãåíåðàöèjà ÷èjå ñó jåäèíêå

ïðèëàãî¢åíèjå, òj. îäãîâàðàjó áî§èì ðåøå»èìà. Äà áè ñå ìîãëî ïðîöåíèòè

êîjà jåäèíêà jå ïðèëàãî¢åíèjà, íåîïõîäíî jå ñâàêîj jåäèíêè, òj. ïîòåíöèjàëíîì

ðåøå»ó äîäåëèòè íåêó íóìåðè÷êó âðåäíîñò êîjó çîâåìî ïðèëàãî¢åíîñò (åíã. �t-

ness). Ôóíêöèjó êîjà ïðåñëèêàâà ïðîñòîð ïðåòðàãå ó ïðèëàãî¢åíîñòè íàçèâàìî

ôóíêöèjîì ïðèëàãî¢åíîñòè (åíã. �tness function). Öè§ ãåíåòñêèõ àëãîðèòàìà

jå äà ñå ñâàêîì íàðåäíîì ãåíåðàöèjîì ïðîíàëàçå ñâå ïðèëàãî¢åíèjå è ïðèëàãî-
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¢åíèjå jåäèíêå (òj. ñâå áî§à è áî§à ðåøå»à). Ïîñòóïöè êîjèìà ìîäèôèêójåìî

jåäèíêå èç ïîïóëàöèjå íàçèâàìî ãåíåòñêèì îïåðàòîðèìà.

Îñíîâíè îájåêòè êîjèìà ãåíåòñêè àëãîðèòàì óïðàâ§à ñó ïîïóëàöèjà è ïîjå-

äèíà÷íå jåäèíêå óíóòàð ïîïóëàöèjå. Ïîïóëàöèjà jå ñà÷è»åíà îä âèøå jåäèíêè

÷èjè ñå áðîj íàj÷åø£å êðå£å îä íåêîëèêî äî íåêîëèêî ñòîòèíà. Ñâàêîj jåäèíêè

îäãîâàðà jåäíî ðåøå»å ïîëàçíîã ïðîáëåìà. Jåäèíêå ñó ïðåäñòàâ§åíå ãåíåòñêèì

êîäîì (íèçîì ãåíà), êîjè ñå çàïèñójå ó áèíàðíîj, öåëîáðîjíîj èëè íåêîj äðóãîj

êîíà÷íîj àçáóöè. Ãåí òðåáà äà áóäå òàêî çàïèñàí äà îìîãó£àâà ëàêî ïðèìå»è-

âà»å ãåíåòñêèõ îïåðàòîðà.

Äà áè ñå îáåçáåäèëà ïî÷åòíà ðàçíîâðñíîñò ãåíåòñêîã ìàòåðèjàëà, ïî÷åòíà

ïîïóëàöèjà ñå íàj÷åø£å êðåèðà íà ñëó÷àjàí íà÷èí. Ó íåêèì ñëó÷àjåâèìà ñå

çà êðåèðà»å ïî÷åòíå ïîïóëàöèjå êîðèñòå è äðóãå õåóðèñòèêå, îáè÷íî ñà öè§åì

ïîñòèçà»à áî§èõ ïî÷åòíèõ ðåøå»à. Çà âðåìå ðàäà ãåíåòñêîã àëãîðèòìà íà

ïîïóëàöèjó ñå ïðèìå»ójó ãåíåòñêè îïåðàòîðè. Íàj÷åø£å ñå êîðèñòå ãåíåòñêè

îïåðàòîðè ñåëåêöèjå, óêðøòà»à è ìóòàöèjå, ìàäà ïîñòîjå è íåêè äðóãè îïåðà-

òîðè.

Àðãóìåíò îïåðàòîðà ñåëåêöèjå jå ñêóï ñâèõ jåäèíêè, òj. öåëà ïîïóëàöèjà, à

»åãîâ ðåçóëòàò jå »åãîâ ïîäñêóï êîjè ïðåäñòàâ§à îíå jåäèíêå êîjå £å ïðåæèâåòè

(êðîç ïîòîìêå). Èçáîð jåäèíêè êîjå ïðåæèâ§àâàjó ñå çàñíèâà íà ïðèëàãî¢å-

íîñòè òj. âðåäíîñòè ôóíêöèjå ïðèëàãî¢åíîñòè çà êîíêðåòíó jåäèíêó. Òðèâè-

jàëàí íà÷èí çà èçáîð jåäèíêè áè ìîãàî áèòè äà ñå jåäèíêå ñîðòèðàjó ïî ïðè-

ëàãî¢åíîñòè è äà ñå èçàáåðå ïîòðåáàí áðîj jåäèíêè êîjå ñó íàjïðèëàãî¢åíèjå.

Ïîñòîjå ðàçíå âðñòå ñåëåêöèjå, êàî øòî ñó: òóðíèðñêà ñåëåêöèjà, ðóëåò ñåëå-

êöèjà, åëèòèñòè÷êà ñåëåêöèjà èòä. Ïîðåä òîãà, ìîãó£å jå è êîìáèíîâà»å îâèõ

ñåëåêöèjà. Êîä òóðíèðñêå ñåëåêöèjå ñå áèðà ãðóïà ïî ãðóïà èç ïîïóëàöèjå è èç

òèõ ãðóïà ñå áèðà íàjáî§à jåäèíêà êîjà ïðåëàçè ó ñëåäå£ó ãåíåðàöèjó. Ðóëåò

ñåëåêöèjà îáåçáå¢ójå äà jå âåðîâàòíî£à ïðåæèâ§àâà»à jåäèíêå ïðîïîðöèîíàëíà

ïðèëàãî¢åíîñòè, ÷èìå ñå ôàâîðèçójó íàòïðîñå÷íî ïðèëàãî¢åíå jåäèíêå. Êîä

åëèòèñòè÷êå ñåëåêöèjå jåäàí äåî íàjáî§èõ jåäèíêè äèðåêòíî ïðåëàçè ó ñëåäå£ó

ãåíåðàöèjó.

Îïåðàòîð óêðøòà»à êàî àðãóìåíò èìà áàð äâå jåäèíêå, à êàî ðåçóëòàò äî-

áèjàìî ïîòîìêå êîjè ïîòåíöèjàëíî ïðåëàçå ó ñëåäå£ó ãåíåðàöèjó. Ïîñòîjå ðàçíè

îïåðàòîðè óêðøòà»à êàî øòî ñó îïåðàòîð óêðøòà»à ó jåäíîj òà÷êè, îïåðàòîð

7



Óâîä

óêðøòà»à ó äâå òà÷êå, âèøåðîäèòå§ñêè îïåðàòîð óêðøòà»à, óíèôîðìíè îïå-

ðàòîð óêðøòà»à, èòä. Êîä îïåðàòîðà óêðøòà»à ó jåäíîj òà÷êè ñå íà èñòîj

ïîçèöèjè (òà÷êè) ïðåêèäà ãåí îáå ðîäèòå§ñêå jåäèíêå. Íàêîí òîãà ñå íàäîâåçójå

ïðâè äåî ãåíà ïðâå jåäèíêå ñà äðóãèì äåëîì ãåíà äðóãå jåäèíêå è ïðâè äåî ãåíà

äðóãå jåäèíêå ñà äðóãèì äåëîì ãåíà ïðâå jåäèíêå. Òàêî äîáèjàìî äâå jåäèíêå ñà

êîìáèíîâàíèì ãåíèìà ðîäèòå§à.

Ìóòàöèjà jå îïåðàòîð ÷èjè jå àðãóìåíò ñàìî jåäíà jåäèíêà, à ðåçóëòàò jå

òàêî¢å jåäíà jåäèíêà. Ðåçóëòójó£à jåäèíêà ñå äîáèjà îä ïîëàçíå òàêî øòî ñå

ãåí jåäèíêå íà ñëó÷àjíî èçàáðàíîj ïîçèöèjè ìå»à. Âåðîâàòíî£à äà £å äî£è

äî ïðîìåíå jå îáè÷íî çàäàòà óíàïðåä. Öè§ îâîã îïåðàòîðà jå äà ñëó÷àjíîì

ìóòàöèjîì ñïðå÷è äà ïðîöåñ ïðåâðåìåíî êîíâåðãèðà ó ëîêàëíîì îïòèìóìó ëîøåã

êâàëèòåòà.

Îïåðàòîð ñåëåêöèjå ôîðìèðà ñëåäå£ó ãåíåðàöèjó îä ïîòîìàêà è íåêèõ jå-

äèíêè èç ïðåòõîäíå ãåíåðàöèjå ïîñëå ïðèìåíå ãåíåòñêèõ îïåðàòîðà. Ïðîöåñ ñå

ïîíàâ§à èçðà÷óíàâà»åì ïðèëàãî¢åíîñòè ñâèõ jåäèíêè è íàñòàâ§à ïðèìåíîì

ãåíåòñêèõ îïåðàòîðà, ñâå äîê ñå íå èñïóíè êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à. Íåêè

÷åñòî êîðèø£åíè êðèòåðèjóìè ñó: çàóñòàâ§à»å íàêîí çàäàòîã áðîjà ãåíåðàöèjà,

íàêîí çàäàòîã âðåìåíà, íàêîí çàäàòîã áðîjà ãåíåðàöèjà áåç óíàïðå¢å»à íàjáî§å

jåäèíêå, íàêîí äîñòèçà»à çàäàòå äèñïåðçèjå ôóíêöèjå öè§à ó ïîïóëàöèjè, èòä.

Äåòà§íèjè ïðèêàç ãåíåòñêèõ àëãîðèòàìà ïðåâàçèëàçè îáèì îâîã ðàäà, à

ìîæå ñå íà£è, íà ïðèìåð, ó ïðåãëåäíèì ðàäîâèìà [35, 16].

1.2.3 Ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà

Ìåòîäó ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà ñó óâåëè Íåíàä Ìëàäåíîâè£ è Ïjåð Õàíñåí ó

[48]. Êîä îâå ìåòàõåóðèñòèêå ñå ïðåòðàæójå ñóêöåñèâíî ñèñòåì îêîëèíà òåêó£åã

ðåøå»à ó ïîòðàçè çà ðåøå»åì âå£åã êâàëèòåòà. Àêî jå ïðîíà¢åíî êâàëèòåòíèjå

ðåøå»å, îíäà ñå îíî ïðîãëàøàâà òåêó£èì ðåøå»åì è ïðîöåñ ïîíàâ§à ïî÷åâøè

îä ïðåòðàæèâà»à ïðâå îêîëèíå. Ïîêàçàëî ñå äà jå ïðîìåíà îêîëèíå âàæíà è

ïðèëèêîì "ñïóøòà»à" äî ëîêàëíîã ìèíèìóìà, êàî è ïðèëèêîì èçëàñêà èç »åãà,

ó ïîòðàçè çà áî§èì ðåøå»åì. Îâà ìåòàõåóðèñòèêà jå óñïåøíî ïðèìå»åíà ó

ðàçíèì îáëàñòèìà. Ïîìåíèìî ñàìî íåêå îä »èõ: ëîêàöèjñêè ïðîáëåìè [29],

ãðàôîâñêè ïðîáëåìè [5], ïðîáëåìè ìåøîâèòîã öåëîáðîjíîã ïðîãðàìèðà»à [40],

ïðîáëåìè ïàêîâà»à [47], èòä. Äåòà§íè ïðèêàç îâå ìåòàõåóðèñòèêå è »åíèõ
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ïðèìåíà jå âàí îïñåãà îâîã ðàäà, à ìîæå ñå íà£è, íà ïðèìåð ó [28].

VNS ìåòàõåóðèñòèêà äàjå äîáðå ðåçóëòàòå çàòî øòî ó ìíîãèì îïòèìèçàöè-

îíèì ïðîáëåìèìà ëîêàëíè ìèíèìóìè íèñó ó ïîòïóíîñòè ñëó÷àjíî ðàçìåøòåíè

ó ïðîñòîðó ïðåòðàãå, âå£ ïîñòîjè âåçà èçìå¢ó »èõ. Èç òîã ðàçëîãà àëãîðèòàì

íå ïðàòè íåêó çàäàòó ïóòà»ó, íåãî ïîêóøàâà äà ìå»àjó£è îêîëèíó íàjáî§åã

ðåøå»à êîjó ïðåòðàæójå äî¢å äî áî§èõ. Íà òàj íà÷èí ñå óâåê ÷óâà íàjáî§å

ðåøå»å è, çàjåäíî ñà »èì, ñâå »åãîâå äîáðå îñîáèíå.

Äà áè ñå ïðîøèðèëà ïðåòðàãà, VNS ó ïîòðàçè çà áî§èì ëîêàëíèì ìèíèìó-

ìîì îáè÷íî êîðèñòè ñêóï îêîëèíà ðàñòó£å êàðäèíàëíîñòè. Íåêà jå x ïðîèçâî§íî

ðåøå»å è Nk, çà k = kmin, · · · , kmax, êîíà÷àí ñêóï ñòðóêòóðà îêîëèíà. Ñêóï

ðåøå»à ó k-òîj îêîëèíè òà÷êå x îáåëåæàâàìî ñà Nk(x). Íàj÷åø£å ñå êîðèñòè

ñòðóêòóðà îêîëèíà çà êîjó âàæè äà |Nki(x)| < |Nki+1
(x)|, ãäå jå i = kmin, · · · , kmax−

1, ìàäà ñå îâà ìåòîäà ìîæå ïðèìå»èâàòè è àêî îâî íèjå èñïó»åíî.

Ó ïðîöåñó ïðåòðàãå VNS àëãîðèòàì ïîêóøàâà äà ó òðåíóòíîj îêîëèíè íàjáî-

§åã ðåøå»à S íà¢å áî§å ðåøå»å. Òî ñå îáè÷íî ïîñòèæå ïðèìåíîì äâå ïðîöåäóðå:

ðàçìðäàâà»à è ëîêàëíå ïðåòðàãå. Ïðîöåäóðîì "ðàçìðäàâà»à" (åíã. shaking)

ñå äîáèjà êàíäèäàò êîjè jå ïîòåíöèjàëíî áî§å ðåøå»å ó îäíîñó íà òðåíóòíî

íàjáî§å, êîjå ñå äà§å ïðîöåñèðà ïðîöåäóðîì ëîêàëíå ïðåòðàãå.

Ïðîöåäóðà ðàçìðäàâà»à jå äèðåêòíî âåçàíà çà äåôèíèñàíè ñèñòåì îêîëèíà

Nk(x), îäíîñíî ðåøå»å x′ ñå áèðà íà ñëó÷àjàí íà÷èí èç Nk(x). Ïîøòî ñå èçáîð

âðøè íà ñëó÷àjàí íà÷èí, îíà âðëî ìàëî óòè÷å íà âðåìå èçâðøàâà»å öåëîã àëãî-

ðèòìà, àëè ìîæå çíà÷àjíî äà äîïðèíåñå äèâåðçèôèêàöèjè ðåøå»à, îäíîñíî çà

ñïðå÷àâà»å êîíâåðãåíöèjå ó ëîêàëíîì îïòèìóìó ëîøåã êâàëèòåòà.

Ëîêàëíà ïðåòðàãà jå ïðîöåäóðà êîjà ñå êîðèñòè çà ïîáî§øà»å ðåøå»à, à

ìîæå êîðèñòèòè ñàìîñòàëíî, à ÷åø£å ó îêâèðó íåêîã ìåòàõåóðèñòè÷êîã àëãîðè-

òìà. Ïîøòî îâà ïðîöåäóðà èñïèòójå ìîãó£íîñòè çà ïîáî§øàâà»å êîíêðåòíîã

ðåøå»à, âðëî jå áèòíà åôèêàñíà èìïëåìåíòàöèjà îâå ïðîöåäóðå, óç èñòîâðåìåíî

î÷óâà»å ïîòåíöèjàëà çà äîáèjà»å áî§èõ ðåøå»à îä çàäàòîã. Ãåíåðàëíî, ïîñòîjå

äâå ñòðàòåãèjå êîjå ñå ìîãó ïðèìåíèòè: ñòðàòåãèjà ïðèìåíå ïðâîã ïîáî§øà»à

(åíã. First Improvement Strategy) è ñòðàòåãèjà ïðèìåíå íàjáî§åã ïîáî§øà»à

(åíã. Best Improvement Strategy). Êîðèø£å»åì ïðâå ñòðàòåãèjå âå£ ïðâî ïî-

áî§øà»å íà êîjå ñìî íàèøëè îäìàõ ïðèìå»ójåìî, è ïðîöåäóðó ïîíîâî ïðèìå-

»ójåìî îä ïî÷åòêà. Íà òàj íà÷èí ñó íàì ïîáî§øà»à óãëàâíîì ìà»à, àëè èõ
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÷åø£å äîáèjàìî. Ó ñòðàòåãèjè ïðèìåíå íàjáî§åã ïîáî§øà»à ñå ÷åêà äîê ãîä ñå

íå ïðîíà¢å íàjâå£å ìîãó£å ïîáî§øà»å çà äàòó òà÷êó, ïà ñå òåê îíäà ïðèìå»ójå.

Òèìå ñó ïîáî§øà»à óãëàâíîì âå£à, àëè èõ ñïîðèjå äîáèjàìî. Îâà ñòðàòåãèjà

jå íàðî÷èòî ïîãîäíà êàäà èìàìî îñìèø§åí áðç íà÷èí çà àæóðèðà»å ôóíêöèjå

öè§à, ó ñëó÷àjåâèìà êàäà ñå ðåøå»å âðëî ìàëî ìå»à. Âèøå äåòà§à î ïðåòõîäíî

îïèñàíèì ñòðàòåãèjàìà ñå ìîæå âèäåòè ó [27].

Äàêëå, ïîñëå ïðèìåíå ðàçìðäàâà»à, îä ðåøå»à x ñå äîáèjà íåêî ðåøå»å x′.

Îíî ñå äà§å ïîáî§øàâà ïðèìåíîì ëîêàëíå ïðåòðàãå. Íåêà jå x′′ ðåøå»å êîjå ñå

äîáèëî »åíèì çàâðøåòêîì (êàäà ñå âèøå íå ìîæå äîáèòè ïîáî§øà»å óç ïîìî£

ëîêàëíå ïðåòðàãå).

Àêî jå x′′ áî§å ðåøå»å îä x îíäà ñå îíî ïðîãëàñè òðåíóòíèì ðåøå»åì (x←
x′′) è ïîíàâ§à ïîñòóïàê ïî÷åâøè îä íàjìà»å îêîëèíå. Àêî jå x′′ ëîøèjå ðåøå»å

îä x òàäà ñå ïîêóøàâà ñà íîâîì, âå£îì îêîëèíîì îä x. Ó ñëó÷àjó äà íå ïîñòîjè

âå£à îêîëèíà îíäà ñå ïîñòóïàê ïîíàâ§à îä ðàçìðäàâà»à ó òîj íàjâå£îj îêîëèíè.

Îâàj ïðîöåñ ñå íàñòàâ§à äîê ãîä ñå íå èñïóíè êðèòåðèjóì çàâðøåòêà. Êàî è êîä

ãåíåòñêèõ àëãîðèòàìà, ìîãó ñå êîðèñòèòè ðàçëè÷èòè êðèòåðèjóìè çàâðøåòêà

ðàäà VNS àëãîðèòìà, êàî øòî ñó ìàêñèìàëíè áðîj èòåðàöèjà, ìàêñèìàëíî âðåìå

èçâðøàâà»à èëè ìàêñèìàëíè áðîj èòåðàöèjà áåç ïîáî§øà»à äîáèjåíîã ðåøå»à.

1.2.4 Ìåòàõåóðèñòèêà çàñíîâàíà íà åëåêòðîìàãíåòèçìó

Ìåòàõåóðèñòèêó çàñíîâàíó íà åëåêòðîìàãíåòèçìó (ÅÌ) ñó óâåëè Áèðáèë è Ôàíã

ó [6]. Òî jå ðîáóñòàí è åôèêàñàí àëãîðèòàì êîjè äàjå êâàëèòåòíà ðåøå»à çà ïðî-

áëåìå ãëîáàëíå îïòèìèçàöèjå [6], à îñîáèíà ìó jå äà áðçî êîíâåðãèðà ðåøå»ó

çàäîâî§àâàjó£åã êâàëèòåòà. Îâà ìåòàõåóðèñòèêà êîðèñòè ïîïóëàöèjó è èí-

òåðàêöèjó èçìå¢ó ðåøå»à, ìîäåëîâàíó ïî ïðèíöèïó ïðèâëà÷å»à è îäáèjà»à

íàåëåêòðèñàíèõ ÷åñòèöà ó åëåêòðîñòàòè÷êîì ïî§ó. Îñíîâíà èäåjà îâå ìåòîäå

jå äà äîáðà ðåøå»à ïðèâëà÷å ñâà îñòàëà ðåøå»à, à ëîøà ðåøå»à èõ îäáèjàjó.

Äåòà§è êîíâåðãåíöèjå è îñòàëè òåîðèjñêè àñïåêòè îâå ìåòîäå ñó èçâàí îïñåãà

îâå äèñåðòàöèjå, à ìîãó ñå âèäåòè ó ðàäó [6].

Ñâàêè ÷ëàí ïîïóëàöèjå êîjè ñå ðàçìàòðà îâîì ìåòàõåóðèñòèêîì íàçèâàìî

EM òà÷êîì (èëè ðåøå»åì), à ñàìó ïîïóëàöèjó íàçèâàìî ñêóïîì ðåøå»à. Óîï-

øòåíî, ôóíêöèîíèñà»å îâå ìåòàõåóðèñòèêå áè ñå ìîãëî îïèñàòè íà ñëåäå£è

íà÷èí: íà ïî÷åòêó ñå ïîïóëàöèjà ïîñòàâ§à íà ñëó÷àjàí íà÷èí óçèìàjó£è âðå-
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äíîñòè èç ñêóïà äîïóñòèâèõ ðåøå»à. Íàêîí òîãà ñå èçðà÷óíàâà ôóíêöèjà öè§à

çà ñâå ÅÌ òà÷êå. Íà îñíîâó ôóíêöèjå öè§à ñå èçðà÷óíàâà íàåëåêòðèñà»å çà

ñâå ÅÌ òà÷êå. Êîðèñòå£è íàåëåêòðèñà»à, èçðà÷óíàâàjó ñå ñèëå ïðèâëà÷å»à è

îäáèjà»à çà ñâå ÅÌ òà÷êå. Îñèì òà÷êå ñà íàjáî§îì ôóíêöèjîì öè§à, ïîìåðàjó

ñå ñâå ÅÌ òà÷êå ó ïðàâöó èçðà÷óíàòèõ ñèëà, àëè ñëó÷àjíèì êîðàêîì ïîìåðàjà,

÷èìå ñå îáåçáå¢ójå äà ñâå ÅÌ òà÷êå èìàjó âåðîâàòíî£ó âå£ó îä íóëå äà äî¢ó ó

äî ñàäà íåïîñå£åíè ðåãèîí. Àêî jå èñïó»åí êðèòåðèjóì çàâðøåòêà, çàâðøàâà ñå

ñà ðàäîì, à ó ñóïðîòíîì ñå ïîñòóïàê ïîíàâ§à ïî÷åâ îä èçðà÷óíàâà»à ôóíêöèjå

öè§à çà ñâå òà÷êå. Àëãîðèòàì ìåòàõåóðèñòèêå çàñíîâàíå íà åëåêòðîìàãíåòè-

çìó îáè÷íî ñàäðæè è ëîêàëíó ïðåòðàãó çà ñâàêó ÅÌ òà÷êó ïðå èçðà÷óíàâà»à

íàåëåêòðèñà»à. Ìàòåìàòè÷êè, êîíêðåòíå ôîðìóëå çàâèñå îä òèïà îïòèìèçàöèjå

(ìèíèìèçàöèjà/ìàêñèìèçàöèjà), ïà £å îíå áèòè äàòå ó ñëåäå£åì ïîãëàâ§ó.

1.3 Ïðîáëåìè áèñåêöèjå è ïîâåçàíîñòè

ïîäãðàôîâà

Ãðàô ñå äåôèíèøå êàî óðå¢åíè ïàð G = (V,E), ãäå jå V ñêóï ÷âîðîâà, à E

ñêóï ãðàíà. Ó çàâèñíîñòè îä òîãà øòà ÷èíè ñêóï ãðàíà ðàçëèêójåìî ðàçíå âðñòå

ãðàôîâà. Íàj÷åø£å ñìàòðàìî äà ñó ãðàíå äâîåëåìåíòíè ïîäñêóïîâè (íåóðå¢åíè

ïàðîâè) ñêóïà ÷âîðîâà è òàäà òàêâå ãðàôîâå íàçèâàìî íåîðèjåíòèñàíèì ãðà-

ôîâèìà (åíã. undirected). Ïðèìåòèìî äà ó íåîðèjåíòèñàíèì ãðàôîâèìà íåìà

ïåò§è è ïàðàëåëíèõ ãðàíà. Ó ñëó÷àjó äà ñó ãðàíå óðå¢åíè ïàðîâè, êàæåìî äà

jå ðå÷ î îðèjåíòèñàíèì (åíã. directed). Ó îâîì ðàäó £å áèòè ðå÷è î íåîðè-

jåíòèñàíèì ãðàôîâèìà êîä êîjèõ ñêóïîâè ÷âîðîâà è ãðàíà èìàjó êîíà÷àí áðîj

åëåìåíàòà. Çà ÷âîð v ∈ V è ãðàíó e ∈ E êàæåìî äà ñó èíöèäåíòíè àêî jå

v ∈ e. Çà ÷âîðîâå v1, v2 ∈ V êàæåìî äà ñó ñóñåäíè àêî jå {v1, v2} ∈ E. Õîä

èëè øåò»à (åíã. walk) ó ãðàôó jå àëòåðíèðàjó£è íèç ÷âîðîâà è ãðàíà, òàêàâ

äà ïî÷è»å è çàâðøàâà ÷âîðîì, è äà ñó ÷âîðîâè èíöèäåíòíè ãðàíè ïðåòõîäíèê

è ñëåäáåíèê äàòå ãðàíå. Ïðèìåòèìî äà ñå ÷âîðîâè è ãðàíå ó øåò»è ìîãó

ïîíàâ§àòè. Êàæåìî äà ñó äâà ÷âîðà ïîâåçàíà àêî ïîñòîjè õîä ó ãðàôó êîjè

èõ ïîâåçójå. Àêî ñó ñâàêà äâà ÷âîðà íåêîã ãðàôà ïîâåçàíà òàäà òàj ãðàô

íàçèâàìî ïîâåçàíèì. Ïîäñêóï ñêóïà ÷âîðîâà V ′ ⊂ V äàòîã ãðàôà G = (V,E)

èíäóêójå ïîäãðàô G′ = (V ′, E ′) ãðàôà òàêî øòî çà åëåìåíòå ñêóïà ãðàíà E ′
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áèðàìî îíå ãðàíå èç E ÷èjà îáà êðàjà ïðèïàäàjó ïîäñêóïó V ′. Ïîâåçàíè ïîäãðàô

G′ = (V ′, E ′) jå ïîäãðàô ãðàôà G = (V,E) êîjè jå ïîâåçàí. Ñòåïåí ÷âîðà (åíã.

degree) jå áðîj ãðàíà èíöèäåíòíèõ äàòîì ÷âîðó.

Çà äàòè ãðàô ìîãó£å jå äîäåëèòè òåæèíå ÷âîðîâèìà è/èëè ãðàíàìà. Òàêàâ

ãðàô íàçèâàìî òåæèíñêèì. Àêî ñó òåæèíå äîäå§åíå ñàìî ÷âîðîâèìà (ãðàíàìà)

êàæåìî äà jå ðå÷ î ãðàôó ñà òåæèíñêèì ÷âîðîâèìà (ãðàíàìà). Òåæèíå ñó îáè÷íî

áðîjåâè (èëè âåêòîðè áðîjåâà êàî øòî jå ñëó÷àj ó îâîj äèñåðòàöèjè), êîjè ñå

îáè÷íî áèðàjó èç ñêóïà öåëèõ èëè ðåàëíèõ áðîjåâà.

Ïðîáëåìè èç òåîðèjå ãðàôîâà íàëàçå ïðèìåíó ó ðàçíèì îáëàñòèìà ìàòåìà-

òèêå, àëè è äðóãèõ íàóêà, êàî øòî ñó ðà÷óíàðñòâî, îïåðàöèîíà èñòðàæèâà»à,

áèîõåìèjà, ìîëåêóëàðíà áèîëîãèjà, ðàçíå îáëàñòè èíæå»åðñòâà èòä.

Çíà÷àjàí áðîj ãðàôîâñêèõ ïðîáëåìà jå çàñíîâàí íà ïàðòèöèîíèñà»ó ãðàôà.

Ïàðòèöèîíèñà»å ãðàôà ïîäðàçóìåâà ðàçáèjà»å ñêóïà ÷âîðîâà V íà ïàðòèöèjå

V1, V2, ..., Vk è äà ãðàôîâè èíäóêîâàíè ïàðòèöèjàìà èìàjó îäðå¢åíå îñîáèíå. Îâó

ïîäåëó íàçèâàìî ïàðòèöèîíèñà»åì ãðàôà. Àêî ãðàô äåëèìî íà äâå ïàðòèöèjå

îíäà èìàìî òàêîçâàíó áèïàðòèöèjó ãðàôà. Íåêè ïðîáëåìè áèïàðòèöèîíèñà»à

ãðàôà ñó Max Cut, Min Cut, Áèñåêöèjà, èòä. Max Cut ïðîáëåì jå ïðîáëåì êîä

êîã ñå òðàæè ïàðòèöèîíèñà»å ãðàôà íà äâå ïàðòèöèjå ïðè ÷åìó jå áðîj ãðàíà

÷èjè ñå êðàjåâè íàëàçå ó ðàçëè÷èòèì ïàðòèöèjàìà ìàêñèìàëàí. Ïðîáëåì ñå

ìîæå óîïøòèòè òàêî äà ñå ïîñìàòðà ãðàô ñà òåæèíàìà íà ãðàíàìà. Ó òîì

ñëó÷àjó jå Max Cut ïðîáëåì çàïðàâî ïðîáëåì ïàðòèöèîíèñà»à ãðàôà íà äâå

ïàðòèöèjå òàêâå äà jå ñóìà òåæèíà ãðàíà èçìå¢ó »èõ ìàêñèìàëíà. Ïîêàçàíî

jå äà jå îâàj ïðîáëåì NP -òåæàê [21]. Ñïåöèjàëíè ñëó÷àj Max Cut ïðîáëåìà jå

Ïðîáëåì Ìàêñèìàëíå Áèñåêöèjå (åíã. Maximum Bisection Problem èëè Max-

Bisection Problem) ãäå ñå äîäàjå jîø çàõòåâ äà ïàðòèöèjå èìàjó jåäíàê áðîj ÷âî-

ðîâà. Ó îïøòåì ñëó÷àjó è îâàj ïðîáëåì jå NP -òåæàê [21].

Çà ãðàô ñà òåæèíàìà (íà ãðàíàìà èëè ÷âîðîâèìà) ñå ìîãó ðàçìàòðàòè ðàçíè

ïðîáëåìè âåçàíè çà îäðå¢èâà»å ïîäãðàôà ñà îãðàíè÷åíèì ñòåïåíîì ÷âîðà (åíã.

Degree-Constrained Subgraph problems). Îãðàíè÷å»å ñòåïåíà ÷âîðà ìîæå çíà-

÷èòè äà ñå òðàæè äà ñòåïåí ñâàêîã ÷âîðà èç ïîäãðàôà íå ñìå áèòè âå£è, èëè

äà ñòåïåí ÷âîðà íå ñìå áèòè ìà»è îä óíàïðåä çàäàòîã áðîjà d. Ïîðåä òîãà,

ìîãó ñå ïîñòàâ§àòè çàõòåâè ó âåçè ïðèðîäå ïîäãðàôà. Íåêè îä íàjïîçíàòèjèõ

ïðèìåðà ñó íïð. ïðîáëåì ðàçàïè»ó£åã ñòàáëà ìèíèìàëíîã ñòåïåíà [19] (åíã.
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Óâîä

Minimum-Degree Spanning Tree), ïðîáëåì Øòàjíåðîâîã ñòàáëà íàjìà»åã ñòåïåíà

[20] (åíã. Minimum-Degree Steiner Tree), ïðîáëåì íàjìà»åã ïîäãðàôà ñà ÷âîðî-

âèìà ìèíèìàëíîã ñòåïåíà [3] (åíã. Minimum Subgraf of Minimum Degree), èòä.

Jåäàí îä ïðîáëåìà âåçàíèõ çà îäðå¢èâà»å ïîäãðàôà ñà îãðàíè÷åíèì ñòåïåíîì

÷âîðà jå è ïðîáëåì ïðîíàëàæå»à ïîâåçàíîã ïîäãðàôà íàjâå£å òåæèíå ñà ÷âîðî-

âèìà îãðàíè÷åíîã ñòåïåíà (åíã. Maximum Degree Bounded Connected Subgraph

Problem - MDBCSP). Íåêà jå G = (V,E) íåïîâåçàí ãðàô, d ≥ 2 ïðèðîäàí áðîj è

w : E → R+ ôóíêöèjà òåæèíå. Ïðîáëåì ïðîíàëàæå»à ïîâåçàíîã ïîäãðàôà

íàjâå£å òåæèíå ñà ÷âîðîâèìà îãðàíè÷åíîã ñòåïåíà jå ïðîáëåì ïðîíàëàæå»à

ïîäãðàôà G′ = (V ′, E ′), ãäå jå V ′ ⊆ V è E ′ ⊆ E, òàêî äà jå ïîäãðàô G′ ïîâåçàí,

ñòåïåí ÷âîðîâà ó G′ íå ïðåëàçè d è
∑

e∈E′ w(e) èìà ìàêñèìàëíó âðåäíîñò.
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Ãëàâà 2

Âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì

ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ãðàôà

Ìîòèâàöèjà çà èçó÷àâà»å ïðîáëåìà ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ãðàôà ïîòè÷å èç

ïðèâðåäå. Ïîñìàòðàjìî ñëåäå£è îðãàíèçàöèîíè ïðîáëåì. Ó ôàáðèöè ñà 300

ðàäíèêà òðåáà ôîðìèðàòè äâå îñìî÷àñîâíå ñìåíå îä 150 ðàäíèêà. Äà áè ñå

ïîñòèãëè íàjáî§è ðåçóëòàòè è ó÷èíèëè ðàä åôèêàñíèjèì, ó ïîðå¢å»ó ñà ïðåòõî-

äíèì èñêóñòâèìà, íàäçîðíèê ðàçìàòðà òðè àñïåêòà ñâàêîã ïàðà ðàäíèêà êîjè ñó

ðàäèëè çàjåäíî íà íåêîì ïðåòõîäíîì çàäàòêó. Òà òðè àñïåêòà ñó: ïñèõîëîøêè,

ôèçè÷êè è îáðàçîâíè. Ïðâè àñïåêò óê§ó÷ójå ëàêî£ó ñàðà¢èâà»à ó ïðåòõîäíèì

ñëó÷àjåâèìà; äðóãè, ôèçè÷êó êîìïàòèáèëíîñò, ìîãó£íîñò äà ðàäíèöè ïîäjå-

äíàêî äåëå òåøêî£å ïîñëà è òðå£è, îáðàçîâíó áàðèjåðó êîjà ìîæå ñòàjàòè èçìå¢ó

ïàðà ðàäíèêà ó âåçè ñà ðàçóìåâà»åì è èçâðøàâà»åì çàäàòêà. Íàäçîðíèê îäëó-

÷ójå äà ïðèìåíè ñëåäå£è ìåòîä íà îäëó÷èâà»å êàêî £å ïîäåëèòè ðàäíó ñíàãó.

Àêî ñå ðàäíèöè îðãàíèçójó ó ñìåíå, âàæíî jå êîëèêî ñó ðàäíèöè êîjè ðàäå ó

èñòîj ñìåíè êîìïàòèáèëíè èçìå¢ó ñåáå. Jåäàí îä íà÷èíà äà ñå ïîâå£à êîìïà-

òèáèëíîñò èçìå¢ó ðàäíèêà èñòå ñìåíå jå äà ñå ñìà»è êîìïàòèáèëíîñò èçìå¢ó

ðàäíèêà ó ñóïðîòíèì ñìåíàìà. Äàêëå, ïîâå£à»å íåêîìïàòèáèëíîñòè ìå¢ó ðà-

çëè÷èòèì ñìåíàìà ìîæå äà áóäå îñíîâ çà ïîäåëó ïîñëà. Íàêîí íîðìàëèçîâà»à

îöåíà ïî ðàçëè÷èòèì àñïåêòèìà, óêóïíà íåêîìïàòèáèëíîñò ñå ìîæå èçìåðèòè

ñóìèðà»åì ðàçëèêà ìå¢ó ïàðîâèìà ðàäíèêà ó ðàçëè÷èòèì ñìåíàìà. Ðàçëèêå ñå

ñóìèðàjó ïî ñâàêîì àñïåêòó, à íàjìà»à ñóìà ñå ðàçìàòðà êàî îñíîâ çà ïîäåëó

çáîã òîãà øòî jå ïî ñâèì äðóãèì àñïåêòèìà íåñëàãà»å âå£å.

Ñàäà, ïðåäñòàâ§åíè ïðîáëåì ìîæå áèòè îïèñàí ó ãðàôîâñêîj òåðìèíîëîãèjè.
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Ñâàêè ðàäíèê jå ïðåäñòàâ§åí ÷âîðîì ó ãðàôó, è ãðàíà ïîâåçójå äâà ðàäíèêà

êîjè ñó ðàäèëè äî ñàäà ó íåêîj ïðåòõîäíîj ïðèëèöè. Òåæèíà ãðàíå jå òðîjêà

êîjà ñå ñàñòîjè îä âðåäíîñòè òðè ïðåòõîäíî ïîìåíóòà àñïåêòà. Èäåjà jå äà ñå

ïîäåëè ãðàô ó äâà ïîäãðàôà ñà ïîäjåäíàêèì áðîjåì ÷âîðîâà, òàêî äà jå ìèíèìóì

òåæèíà ãðàíà ïî êîîðäèíàòàìà ÷èjè ñó ÷âîðîâè ó ðàçëè÷èòèì ïîäãðàôîâèìà

ìàêñèìàëàí.

Êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè, îâî ïðåäñòàâ§à íîâè ïðîáëåì, âèøåäèìåíçèîíàëíè

ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå (MDMBP), êîjè ñå ôîðìàëíî çàäàjå: Çà ãðàô

G = (V,E) ñà íåíåãàòèâíèì r-òîðêàìà êàî òåæèíàìà íà ãðàíàìà è ãäå jå |V |
ïàðàí áðîj, ïðîáëåì ñå ñàñòîjè ó ïðîíàëàæå»ó ïàðòèöèjå ñêóïà ÷âîðîâà V ó

äâà ïîäñêóïà S è V \ S, ãäå jå |S| = |V \ S|, è òåæèíà ïðåñåêà èçìå¢ó ñêóïîâà

ìàêñèìàëíà. Ïðèìåòèìî äà ìàêñèìàëíîj òåæèíè ïðåñåêà îäãîâàðà ìàêñèìàëíà

íåêîìïàòèáèëíîñò èçìå¢ó îäãîâàðàjó£èõ ñêóïîâà ðàäíèêà ó ïðåòõîäíî íàâåäå-

íîì ïðèìåðó. Òåæèíà ïðåñåêà jå ìèíèìóì ñóìà êîîðäèíàòà òåæèíà ãðàíà ÷èjè

êðàjåâè ïðèïàäàjó ðàçëè÷èòèì ñêóïîâèìà S è V \ S.
Ïðîáëåì îïèñàí ó ïðåòõîäíîì ïàñóñó jå óâåäåí ó [43]. Ó îäíîñó íà ïîëàçíè

ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ãðàôà, MDMBP jå çíàòíî òåæè çà ðåøàâà»å.

Î÷èãëåäíî jå äà jå ðà÷óíà»å ôóíêöèjå öè§à âðåìåíñêè çàõòåâíèjå, øòî ñàìèì

òèì îòåæàâà è îäðå¢èâà»å ó êîjè ñêóï òðåáà ñòàâèòè êîjè ÷âîð.

Ëàêî jå ïîêàçàòè äà jå MDMBP ãåíåðàëèçàöèjà ïðîáëåìà ìàêñèìàëíå áè-

ñåêöèjå (MBP). Ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå (MBP) jå äîáðî ïîçíàò ïðîáëåì

êîìáèíàòîðíå îïòèìèçàöèjå. Çà ãðàô G = (V,E) ñà íåíåãàòèâíèì òåæèíàìà

íà ãðàíàìà è ãäå jå |V | ïàðàí áðîj, ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ñå ñàñòîjè ó

ïðîíàëàæå»ó ïîäåëå (åíã. partition) ñêóïà ÷âîðîâà V íà äâà ïîäñêóïà S è V \S,
ãäå jå |S| = |V \S| è ãäå jå ñóìà òåæèíà íà ãðàíàìà èçìå¢ó ñêóïîâà ìàêñèìàëíà.
Ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ñå ìîæå ïðèìåíèòè ó ðàçíèì îáëàñòèìà ïîïóò

îðãàíèçàöèjå åëåêòðîíñêèõ êîëà [57], ïðîöåñèðà»à ñëèêà [56], îïòèìèçàöèjå ïðå-

âîäèëàöà [31], èòä.

Ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå jå NP -òåæàê øòî jå ïîêàçàíî ó [22]. Êîì-

ïëåêñíîñò ïðîíàëàæå»à îïòèìàëíîã îäíîñíî äîáðîã ïðèáëèæíîã ðåøå»à ïðî-

áëåìà ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå jå äîâåëî äî ðàçâîjà ðàçíèõ ïðèñòóïà ðåøàâà»ó

îâîã ïðîáëåìà ïî÷åâ îä åãçàêòíèõ ìåòîäà ïðåêî àïðîêñèìàòèâíèõ àëãîðèòàìà

äî ìåòàõåóðèñòèêà.
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Jåäíà îä øèðîêî êîðèø£åíèõ êâàäðàòíèõ ôîðìóëàöèjà [41] çà MBP ñà áè-

íàðíèì ïðîìåí§èâàìà xj êîjå ñó äîäå§åíå ñâàêîì ÷âîðó je

max 1
4

∑
i,j∈V wij(1− xixj)

òàêî äà âàæè

eTx = 0

xj ∈ {−1, 1} j = 1, . . . , n

ãäå jå e ∈ Rn âåêòîð êîëîíà ñà ñâèì jåäèíèöàìà, T îïåðàòîð òðàíñïîíîâà»à è

wij jå òåæèíà ãðàíå èçìå¢ó ÷âîðîâà i è j. Òðåáà ïðèìåòèòè äà jå xj = 1 èëè

xj = −1 ïà jå S = {j|xj = 1} èëè S = {j|xj = −1}.
Îâà ôîðìóëàöèjà îìîãó£àâà ïðèìåíó àïðîêñèìàòèâíèõ àëãîðèòàìà êîjè ñó

çàñíîâàíè íà ñåìèäåôèíèòíîì ïðîãðàìèðà»ó. Ïðèñòóï Goemansà èWilliamsonà

ìàêñèìàëíîj áèñåêöèjè èç [24] jå ïðîøèðåí îä Frizeà è Jerrumà ó [18] è äîáèjåí

jå àïðîêñèìàòèâíè àëãîðèòàì ñà ôàêòîðîì 0.651. Ó [63] Ye jå ïîáî§øàî ôàêòîð

íà 0.699 ìîäèôèêàöèjîì Frieze-Jerrum ïðèñòóïà. Ôàêòîð àïðîêñèìàöèjå jå äà§å

ïîáî§øàí íà 0.7016 îä Halperinà è Zwickà ó [26], óê§ó÷ójó£è íåêå íåjåäíàêîñòè

òðîóãëà ó ñåìèäåôèíèòíó ðåëàêñàöèjó. Íàïîìåíèìî äà ñó àïðîêñèìàòèâíè

àëãîðèòìè ñà êîíñòàíòíèì ôàêòîðîì, ïðå ñâåãà, òåîðèjñêå ïðèðîäå è äà íåìà

ñâðõå åêñïåðèìåíòàëíî ïîðåäèòè îáè÷íå õåóðèñòè÷êå ìåòîäå ñà »èìà. Ðàçëîçè

çà òî ñó ó ñàñâèì ðàçëè÷èòîj êîíñòðóêöèjè îâå äâå êëàñå ïðèáëèæíèõ àëãî-

ðèòàìà. Äîê jå îñíîâíè öè§ àïðîêñèìàòèâíèõ àëãîðèòàìà ñà êîíñòàíòíèì

ôàêòîðîì äîáèjà»å ðåøå»à êîjà íèêàêî íèñó ëîøèjà îä äî»å ãðàíèöå êîjà jå

jåäíàêà ïðîèçâîäó îïòèìàëíîã ðåøå»à è ôàêòîðà, äîòëå jå îñíîâíè öè§ ìåòàõå-

óðèñòèêà äîáèjà»å øòî áî§åã ðåøå»à íà êîíêðåòíîj èíñòàíöè. Ó ðàäó [30] äàò

jå äîêàç äà íå ïîñòîjè ïîëèíîìèjàëíè àïðîêñèìàòèâíè àëãîðèòàì ñà ôàêòîðîì

âå£èì îä 16
17
.

Ïîðåä ãîðå ïîìåíóòå êâàäðàòíå ôîðìóëàöèjå, ïîñòîjè âèøå äðóãèõ ïðèñòóïà

çà »åãîâî åãçàêòíî ðåøàâà»å êàî øòî ñó ìåòîäe ãðàíà»à è ñå÷å»à (Branch-and-

Cut), çàñíîâàíå íà ëèíåàðíîì îäíîñíî ñåìèäåôèíèòíîì êâàäðàòíîì ìîäåëó [4]

è ìåòîäà çàñíîâàíà íà ïðåñåêó ñåìèäåôèíèòíå è ïîëèåäàðñêå ðåëàêñàöèjå [52].

Ó ðàäó [52], àóòîðè ñó ïðåäñòàâèëè ìåòîä çà ïðîíàëàæå»å åãçàêòíîã ðåøå»à

çà Max-Cut ïðîáëåì çàñíîâàí íà ñåìèäåôèíèòíîj ôîðìóëàöèjè. Ñåìèäåôè-

íèòíà ðåëàêñàöèjà jå êîðèø£åíà è êîìáèíîâàíà ñà íåjåäíàêîñòèìà òðîóãëà.
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Îâàj ïðèñòóï êîðèñòè Ëàãðàíæîâó äóàëíîñò çà äîáèjà»å ãîð»èõ ãðàíèöà ó

ðàçóìíîì âðåìåíó. Ðà÷óíñêè èíòåíçèâíèjè äåî »èõîâå ïðîöåäóðå îãðàíè÷àâà»à

jå ðåøàâà»å îñíîâíå ñåìèäåôèíèòíå ðåëàêñàöèjå Max-Cut ïðîáëåìà. Àóòîðè

òàêî¢å äèñêóòójó ïðèìåí§èâîñò »èõîâîã ïðèñòóïà íà ñïåöèjàëíè ñëó÷àj Max-

Cut ïðîáëåìà ãäå jå êàðäèíàëíîñò ïàðòèöèjà jåäíàêà, òj. íà ïðîáëåìó ìàêñè-

ìàëíå áèñåêöèjå.

Äðóãè ñêóï ïðèñòóïà, íàðî÷èòî ïîãîäàí çà äîáèjà»å ðåøå»à èíñòàíöè âå-

ëèêå äèìåíçèjå, ñó ìåòàõåóðèñòèêå. Ïîìåíèìî ñàìî íåêå îä øèðîêîã ñïåêòðà

ïðèìå»åíèõ ìåòàõåóðèñòèêà êàî øòî ñó: ìåìåòè÷êè àëãîðèòàì [59], ìåòîäà ïðî-

ìåí§èâèõ îêîëèíà [41], íåóðîíñêå ìðåæå [60], äåòåðìèíèñòè÷êî êà§å»å [13],

èòä.

Ìåìåòè÷êè àëãîðèòàì ïðåäñòàâ§åí ó [59] èíòåãðèøå ãðóïèøó£è îïåðàòîð

óêðøòà»à è ïðîöåäóðó îïòèìèçàöèjå ñà òàáó-ïðåòðàãîì. Ïðåäëîæåíè îïåðàòîð

óêðøòà»à âðøè î÷óâà»å çàjåäíè÷êå íàjâå£å ãðóïå ÷âîðîâà, âîäå£è ðà÷óíà î

ðîäèòå§ñêèì ðåøå»èìà ñà èñòîâðåìåíîì êîíòðîëîì óäà§åíîñòè ïîòîìà÷êèõ

ðåøå»à îä ðîäèòå§ñêèõ. Åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè óêàçójó äà ìåìåòè÷êè

àëãîðèòàì ïîáî§øàâà, ó âåëèêîì áðîjó ñëó÷àjåâà, ïðåòõîäíà íàjáî§à ïîçíàòà

ðåøå»à çà MBP.

Ó [41], Ling è îñòàëè ñó ïðèìåíèëè îãðàíè÷å»å eTx = 0 ñà ôóíêöèjîì öè§à

è äîáèëè íîâè îïòèìèçàöèîíè ïðîáëåì êîjè jå åêâèâàëåíòàí ïðîáëåìó ìàêñè-

ìàëíå áèñåêöèjå, è òàäà ñó èñêîðèñòèëè ïîñåáíó òåõíèêó ïîõëåïíå ëîêàëíå

ïðåòðàãå íà ðåçóëòójó£è ïðîáëåì. Åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè ó òîì ðàäó

óêàçójó äà jå ïðåäëîæåíà ìåòîäà åôèêàñíà è äà äîáèjà êâàëèòåòíà ðåøå»à çà

ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå.

Ó [60], àëãîðèòìè çàñíîâàíè íà Ëàãðàíæåâèì ìðåæàìà ñó ïðåäëîæåíè çà

ðåøàâà»å ïðîáëåìà ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå. Áèñåêöèîíà îãðàíè÷å»à ñó ðåëàê-

ñèðàíà ó ôóíêöèjè öè§à óâî¢å»åì êàçíåíå ôóíêöèjå. Ðåøå»å áèñåêöèjå jå

ðà÷óíàòî êîðèø£å»åì äèñêðåòíèõ Õîïôèëäîâèõ íåóðîíñêèõ ìðåæà (DHNN).

Ðàñòó£è ôàêòîð êàçíåíå ôóíêöèjå ìîæå áî§å ïîìî£è DHNN äà èçáåãíå ëîêàëíè

îïòèìóì è äà äîáèjå çàäîâî§àâàjó£ó êîíêðåòíó áèñåêöèjó. Äîäàòíî jå äàòà

àíàëèçà êîíâåðãåíöèjå ïðåäëîæåíîã àëãîðèòìà. Íà êðàjó, åêñïåðèìåíòàëíè

ðåçóëòàòè ñó ïðåçåíòîâàíè íà G-set ñêóïó èíñòàíöè âåëèêèõ äèìåíçèjà.

Ó [13] jå ïðåäëîæåí àëãîðèòàì äåòåðìèíèñòè÷êîã êà§å»à çà ðåøàâà»å ïðî-
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áëåìà ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå. Ãðàíè÷íà ôóíêöèjà je çàñíîâàíà íà êâàäðàòíîì

êîðåíó (åíã. square-root barrier function), ãäå ñå ïàðàìåòàð êîjè îçíà÷àâà ãðàíèöó

ïîñòåïåíî ñìà»ójå ñëè÷íî êàî òåìïåðàòóðà ó ìåòîäè ñèìóëèðàíîã êà§å»à. Àë-

ãîðèòàì ïðåòðàæójå áî§à ðåøå»à ó ïðàâöó äîïóñòèâîã ñïóøòà»à (åíã. feasible

descent direction), êîjà èìàjó æå§åíó îñîáèíó äà ñó äî»à è ãîð»à ãðàíèöà ïðî-

ìåí§èâèõ óâåê çàäîâî§åíå àóòîìàòñêè àêî jå äóæèíà êîðàêà áðîj èçìå¢ó 0 è 1.

Åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè ïîêàçójó äà jå àëãîðèòàì çíàòíî áðæè îä jåäíîã îä

íàáî§èõ ïîñòîjå£èõ àïðîêñèìàòèâíèõ àëãîðèòàìà ïðè òîì äîáèjàjó£è ðåøå»à

êîjà ñó ïðèáëèæíî èñòîã êâàëèòåòà.

2.1 Äåôèíèöèjà ïðîáëåìà

Ó îâîì ïîãëàâ§ó £å áèòè äàòà äåôèíèöèjà âèøåäèìåíçèîíàëíå ãåíåðàëèçàöèjå

ïðîáëåìà ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå (MDMBP), êîjà jå óâåäåíà ó ðàäó àóòîðà îâå

äèñåðòàöèjå [43]. Ó îâîì ïðîáëåìó ñó òåæèíå íà ãðàíàìà óìåñòî ðåàëíèõ áðîjåâà,

çàäàòå êàî r-òîðêå íåíåãàòèâíèõ ðåàëíèõ áðîjåâà. Òåæèíà ïðåñåêà jå ìèíèìóì

ñóìà òåæèíà ïî êîîðäèíàòàìà. Çàäàòàê jå ïðîíà£è ïîäåëó ñêóïà ÷âîðîâà V ó

äâà äèñjóíêòíà ïîäñêóïà (ïàðòèöèjå) ñà jåäíàêèì áðîjåì ÷âîðîâà è ìàêñèìàëíîì

òåæèíîì ïðåñåêà. Çà r = 1 MDMBP ñå ñâîäè íà ñòàíäàðäíè ïðîáëåì ìàêñè-

ìàëíå áèñåêöèjå. Èç ÷è»åíèöå äà jå ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå NP -òåæàê,

è èç ÷è»åíèöå äà jå ïðîáëåì MBP ñïåöèjàëàí ñëó÷àj MDMBP ñëåäè äà jå è

ïðîáëåì MDMBP òàêî¢å NP -òåæàê.

Òåæèíà ïðåñåêà êîä âèøåäèìåíçèîíàëíîã ïðîáëåìà ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå

ñå îäðå¢ójå òàêî øòî ñå ïðâî, ïî êîîðäèíàòàìà, ñóìèðàjó âåêòîðè òåæèíà ãðàíà

êîjå ïîâåçójó ÷âîðîâå èç S è V \ S. Íàêîí òîãà ñå îäðå¢ójå ìèíèìóì äîáèjåíèõ

ñóìà. Äîáèjåíè ìèíèìóì jå òåæèíà ïðåñåêà.

Ñàäà £å áèòè äàòà è ôîðìàëíà ìàòåìàòè÷êà ôîðìóëàöèjà MDMBP. Íåêà jå

G = (V,E) íåîðèjåíòèñàíè ãðàô, è w jå ôóíêöèjà êîjà äîäå§ójå ñâàêîj ãðàíè

e = {i, j} íåêó r-òîðêó íåíåãàòèâíèõ ðåàëíèõ áðîjåâà (we1, we2, . . . , wer) è S ⊆ V .

Ïðåñåê C(S) îäðå¢åí ñêóïîì S jå äåôèíèñàí êàî

C(S) = {e ∈ E|e ∩ S ̸= ∅ ∧ e ∩ (V \ S) ̸= ∅)} . (2.1)

Èç äåôèíèöèjå jå î÷èãëåäíî äà ñó ïðåñåöè C(S) è C(V \ S) èñòè ñêóïîâè.
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Òåæèíà ïðåñåêà ñå äåôèíèøå êàî

w(C(S)) = min
1≤l≤r

∑
{i,j}∈C(S)

w{i,j}l. (2.2)

Çàäàòàê MDMBP jå äà îäðåäè ïàðòèöèjó ñêóïà ÷âîðîâà ó äâà äèñjóíêòíà ñêóïà

S è V \ S ãäå jå |S| = |V \ S| è ãäå jå òåæèíà ïðåñåêà ìàêñèìàëíà.

Ïðèìåð 2.1. Âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ìîæå áèòè

èëóñòðîâàí ïðèìåðîì äàòèì íà ñëèöè 2.1, ãäå jå îïòèìàëíî ðåøå»å äàòî

ñêóïîì S = {1, 3, 5}. Ñêóï S ãåíåðèøå ïðåñåê C(S) = {{1, 2}, {1, 4}, {1, 6},
{2, 3}, {3, 4}, {3, 6}, {4, 5}, {5, 6}} ãäå ñó ñóìå ïî êîîðäèíàòàìà (18, 23) ïà jå

òåæèíà ïðåñåêà 18.

2

5

1 3

46 4

(3,2)

(1,6)

(7,4)

(5,1)

(2,3) (2,3
)

(1
,1
)

(4,
0)(0,3)

(1,5
)

Ñëèêà 2.1: Ïðèìåð ãðàôà ñà ïàðîâèìà êàî òåæèíàìà íà ãðàíàìà

Âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ñå jàâ§à ãäå ãîä ñó ðåëà-

öèjå èçìå¢ó åíòèòåòà êàðàêòåðèñàíå âåêòîðèìà áðîjåâà óìåñòî ñàìî áðîjåâèìà.

Jåäíà ïðàêòè÷íà ïðèìåíà, ïîìåíóòà ó [43], jå ó îïòèìèçàöèjè îðãàíèçàöèjå åëå-

êòðîíñêèõ êîëà. Åëåêòðîíñêå êîìïîíåíòå èìàjó îäðå¢åíå àñïåêòå êîjè ñå ìîãó

ñìàòðàòè òåæèíàìà, êàî øòî ñó èíòåðôåðåíöèjà, êîðèø£åíà ñòðójà, ïîâåçàíîñò,

äèñèïàöèjà òîïëîòå, èòä. Ïðîáëåì jå äîäåëèòè åëåêòðîíñêå êîìïîíåíòå jåäíîj

îä äâå ïëî÷å íà òàêàâ íà÷èí äà, íà ïðèìåð, äâå òîïëå êîìïîíåíòå (íàjòîïëèjå)

áóäó íà ðàçëè÷èòèì ïëî÷àìà.
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2.2 Ìîäåë ìåøîâèòîã öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã

ïðîãðàìèðà»à

Ó îâîì ïîòïîãëàâ§ó óâîäèìî ìîäåë öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à çà

âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå.

Íåêà ñó S ⊆ V , |V | = n, è r äèìåíçèjà âåêòîðà òåæèíà è íåêà jå wel l-òà

êîîðäèíàòà âåêòîðà òåæèíå ãðàíå e. Äåôèíèøèìî áèíàðíå ïðîìåí§èâå x è y

íà ñëåäå£è íà÷èí:

xi =

 1, i ∈ S

0, i ∈ V \ S

ye =

 1, e ∈ C(S)

0, e /∈ C(S)

Ôîðìóëàöèjà ìåøîâèòîã öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à çà ðåøàâà»å

MDMBP ìîæå ñå çàïèñàòè êàî:

maxU (2.3)

òàêî äà âàæè

U ≤
∑
e∈E

wel · ye, 1 ≤ l ≤ r (2.4)

xei + xej ≥ ye, {ei, ej} = e ∈ E (2.5)

xei + xej + ye ≤ 2, {ei, ej} = e ∈ E (2.6)

n∑
i=1

xi = n/2, (2.7)

xi, ye ∈ {0, 1}, i ∈ V, e ∈ E (2.8)

U ∈ [0,+∞) (2.9)

Òåîðåìà 1. Îïòèìàëíî ðåøå»å âèøåäèìåíçèîíàëíîã ïðîáëåìà ìàêñèìàëíå
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áèñåêöèjå ïîñòîjè àêî è ñàìî àêî ïîñòîjè îïòèìàëíî ðåøå»å MILP ôîðìóëà-

öèjå (2.3)-(2.9).

Äîêàç. (⇒)

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå S îïòèìàëíî ðåøå»å è äà jå »åãîâ îäãîâàðàjó£è ïðåñåê

C(S). Äîêàçà£åìî äà ñó óñëîâè (2.3)-(2.9) çàäîâî§åíè.

Äåôèíèøèìî ïðîìåí§èâå x è y êàî ó ãîðå íàâåäåíîì èçëàãà»ó. Òî ìîæåìî

ó÷èíèòè çàòî øòî çíàìî ïàðòèöèîíèñà»å ñêóïà V è èìàìî îäðå¢åí ïðåñåê. Àêî

jå ye = 0 òàäà ñó (2.5) è (2.6) î÷èãëåäíî èñïó»åíè Àêî jå ye = 1 òàäà îäãîâàðàjó£à

ãðàíà e = {i, j} ïðèïàäà ïðåñåêó, à òà÷íî jåäàí îä èíöèäåíòíèõ ÷âîðîâà ãðàíå

e ìîðà äà áóäå ó ñêóïó S. Òàäà èëè jå xei = 1 èëè xej = 1 è ñàìèì òèì óñëîâè

(2.5) è (2.6) èñïó»åíè.

Óñëîâ (2.7) jå î÷èãëåäíî èñïó»åí çàòî øòî jå çàõòåâàíî äà ñå ñêóï ÷âîðîâà

ïàðòèöèîíèøå íà äâà ñêóïà jåäíàêå êàðäèíàëíîñòè.

Óñëîâè (2.8) è (2.9) ñó äèðåêòíî çàäîâî§åíè èç äåôèíèöèjè ïðîìåí§èâèõ

x, y, à ïðèðîäà ïðîìåí§èâå U jå îäðå¢åíà òèìå äà òðàæèìî ìàêñèìóì è ÷è»å-

íèöîì äà âåêòîðè òåæèíà ïî ãðàíàìà èìàjó íåíåãàòèâíå êîîðäèíàòå.

(⇐) Ïðåòïîñòàâèìî äà èìàìî îïòèìàëíî ðåøå»å (x∗, y∗, U∗) MILP ôîðìó-

ëàöèjå (2.3)-(2.9). Ïàðòèöèîíèñà»å ñêóïà V ó äâà ïîäñêóïà S i V \ S jå òàäà

îäðå¢åíî ñà S = {i ∈ V |x∗
i = 1}, äîê jå ïðåñåê äàò ñà C(S) = {e ∈ V |y∗e = 1}.

Èç îâàêî äåôèíèñàíîã C(S) è îãðàíè÷å»à (2.4) ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà jå

U∗ ≤ min
1≤l≤r

∑
{i,j}∈C(S),i∈Sj /∈S

w{i,j}l ≤
∑

{i,j}∈C(S)

w{i,j}l

øòî çíà÷è äà jå U∗ ≤ w(C(S)). Êàêî jå U∗ ìàêñèìóì ôóíêöèjå öè§à (2.3) îíî

jå jåäíàêî íàjâå£îj òåæèíè ïðåñåêà ïî ñâèì ñêóïîâèìà S ãäå jå |S| = |V |/2.

Èç óñëîâà (2.8) ñå âèäè äà ñó y∗ áèíàðíå ïðîìåí§èâå. Àêî jå y∗e = 1 îíäà ñå

èç óñëîâà (2.5) è (2.6) ìîæå çàê§ó÷èòè äà èíöèäåíòíè ÷âîðîâè ãðàíå e íå ìîãó

áèòè îáà ó ñêóïó S èëè îáà ó ñêóïó V \ S. Èç òîãà ñëåäè äà jå ïðåñåê C(S)

äîáðî äåôèíèñàí.

Àêî jå y∗e = 0 òàäà èç îãðàíè÷å»à (2.3)-(2.4) ñëåäè äà îáà ÷âîðà ãðàíå e

ìîðàjó áèòè ó èñòîj ïàðòèöèjè (èëè S èëè V \ S). Àêî áè ÷âîðîâè áèëè ó

ðàçëè÷èòèì ïàðòèöèjàìà, îíäà áè ñå ìîãëî çàê§ó÷èòè äà âåêòîð òåæèíà ãðàíå

e íèjå óê§ó÷åí ó òåæèíó ïðåñåêà, è ïðåìà òîìå U∗ íe áè áèëî ìàêñèìàëíî øòî
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jå êîíòðàäèêöèjà ñà (2.3)-(2.9). Äàêëå, çàê§ó÷ójåìî äà ó îâîì ñëó÷àjó ÷âîðîâè

ãðàíå e ìîðàjó áèòè ó èñòîj ïàðòèöèjè.

Èç óñëîâà (2.7) ñëåäè äà |S| = n/2 = |V \ S|, øòî çíà÷è äà jå ñêóï ÷âîðîâà

çàèñòà ïàðòèöèîíèñàí ó äâà ñêóïà ñà jåäíàêîì êàðäèíàëíîø£ó.

Ïîøòî èç óñëîâà (2.8) ñëåäè äà ñó ïðîìåí§èâå x áèíàðíå jàñíî jå äà £å ñâàêè

÷âîð áèòè èëè ó S èëè ó V \S øòî çíà÷è äà ñó îâà äâà ñêóïà äîáðî äåôèíèñàíà.

Êàî øòî ñå âèäè èç ñàìå ôîðìóëàöèjå, áðîj ïðîìåí§èâèõ è áðîj îãðàíè÷å»à

jå ïîëèíîìèjàëíî çàâèñàí îä äèìåíçèjå ñàìîã ïðîáëåìà. Òà÷íèjå, ìîäåë ñàäðæè

óêóïíî |V |+ |E| ïðîìåí§èâèõ è 2|E|+ r+ 1 îãðàíè÷å»à. Îâàj, ðåëàòèâíî ìàëè

áðîj ïðîìåí§èâèõ è îãðàíè÷å»à äàjå äîáðå ïðåäóñëîâå çà ïðàêòè÷íó ïðèìåíó,

øòî jå è ïðèêàçàíî ó ïîãëàâ§ó 2.6.

2.3 Ãåíåòñêè àëãîðèòàì çà ðåøàâà»å MDMBP

Ó îâîì ïîãëàâ§ó £å áèòè ïðèêàçàí GA çà ðåøàâà»å MDMBP.

Îïøòè ïðèíöèïè ðàäà GA îïèñàíè ñó ó óâîäó, à ïðåäëîæåíè GA çà ðåøà-

âà»å îâîã ïðîáëåìà ïðèêàçàí jå àëãîðèòìîì 1.

2.3.1 GA ðåïðåçåíòàöèjà

Çà ðåøàâà»å MDMBP êîðèø£åíî jå öåëîáðîjíî êîäèðà»å jåäèíêè, îäíîñíî ãå-

íåòñêè êîä ïðåäñòàâ§à íèç ãåíà ãäå ñâàêè ãåí ïðåäñòàâ§à jåäàí öåî áðîj. Áðîj

ãåíà ó ãåíåòñêîì êîäó jå n/2 çà îâàj ïðîáëåì, ãäå ñâàêè ãåí îäðå¢ójå jåäàí ÷âîð

èç S. Îâè ÷âîðîâè ìîãó áèòè îçíà÷åíè ñà ai, 1 ≤ i ≤ n/2 è ñêóï S jå äåôèíèñàí

êàî S = {1 + a1, . . . , 1 + an/2}, ïîøòî ñó ÷âîðîâè ãðàôà íóìåðèñàíè îä 1 äî n, à

åëåìåíòè ai ñó îïñåãó îä 0 äî n− 1.

Ó îâîì GA ñå êîðèñòè ïðèñòóï êîjè ãàðàíòójå äîïóñòèâîñò jåäèíêè. Äà

áè ñå òî èñïîøòîâàëî, ñâå âðåäíîñòè ai ìîðàjó áèòè ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòå, ïà

íàjïðîñòèjà äîäåëà ai ← gi íèjå ìîãó£à, ãäå jå gi, i-òè ãåí. Ó îïøòåì ñëó÷àjó,

ôîðìóëà çà îâó äîäåëó çà ai ìîðà óçåòè ó îáçèð ñâå ïðåòõîäíî èçàáðàíå ÷âîðîâå

a1, . . . , ai−1. Çáîã òîãà, îâà äîäåëà ñóêöåñèâíî îäàáèðà ÷âîðîâå ai, 1 ≤ i ≤ n/2,

ó ñêóï S, âîäå£è ðà÷óíà äà ñå ïðèëèêîì îäàáèðà íîâîã ÷âîðà ai íå ðàçìàòðàjó
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Algorithm 1: GA ïñåóäî êîä

Algorithm GA ;
1 Input_Data() ;
2 Random_Init() ;
while not Stopping_Criterion() do

foreach ind from (Nelite + 1) to Npop do

if Exist_in_Cache(ind) then
3 objind ← Get_Value_From_Cache(ind);

end

else

4 objind ← Objective_Function(ind) ;
5 LS1(ind,objind) ;
6 Put_Into_the_Cache_Memory(ind,objind) ;

if Full_Cache_Memory() then
Remove_LRU_Block_From_Cache_Memory();

end

end

7 end

8 LS2(best,objbest);
9 Fitness_Function();
10 Selection();
11 Crossover();
12 Mutation();

end

13 Output_Data();
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îíè ÷âîðîâè êîjè ñó âå£ îäàáðàíè. Äàêëå, ïîñòîjè n ìîãó£íîñòè çà g1, n − 1

ìîãó£íîñòè çà g2 è n/2 + 1 ìîãó£íîñòè çà gn/2.

Âðåäíîñò i-òîã ãåíà gi (1 ≤ i ≤ n/2) áè òðåáàëî äà áóäå èçìå¢ó 0 è n− i. Äà

áè îâî áèëî ïîñòèãíóòî, êîðèñòè ñå äîäàòíà ôîðìóëà gi ← gi (mod (n− i + 1)).

Òàäà, âðåäíîñò ai ñå äîáèjà êàî åëåìåíò ñà ïîçèöèjîì gi èç ëèñòå íåêîðèø£åíèõ

åëåìåíàòà.

Ïðèìåð 2.2. Ðàçìîòðèìî ñàä ïîäàòêå èç ïðèìåðà 2.1, ó êîìå jå n = 6. Íà

ïðèìåð, êîäèðà»å g = (3, 6, 2) ïðåäñòàâ§à íèç a = (3, 1, 4) íà ñëåäå£è íà÷èí:

• Äà áè ñå ãàðàíòîâàëà äîïóñòèâîñò êîäèðà»å g = (3, 6, 2) £å áèòè òðàíñ-

ôîðìèñàíî ó g = (3, 1, 2), ïîøòî jå g1 = 3 (mod 6), g2 = 6 (mod 5) è

g3 = 2 (mod 4);

• Íà ïî÷åòêó, ñâè ÷âîðîâè ñó íåèñêîðèø£åíè, ïà jå åëåìåíò a1 = g1 = 3.

Äà§å, ñàìî jå åëåìåíò 3 èñêîðèø£åí, ïà jå íåèñêîðèø£åíè åëåìåíò íà

ïîçèöèjè g2 = 1 jåäíàê a2 = 1. Íà êðàjó, åëåìåíòè 1 è 3 ñó èñêîðèø£åíè,

ïà jå a3 jåäíàêî íåèñêîðèø£åíîì åëåìåíòó íà ïîçèöèjè g3 = 2, øòî jå 4;

• Îäàòëå, S = {4, 2, 5}.

Ïðåäíîñò îâàêâîã êîäèðà»à jå äà ñó ñâå jåäèíêå äîïóñòèâå. Îâàj ïðèíöèï

ðàäà ñàìî ñà äîïóñòèâèì jåäèíêàìà ïðèìå»åí jå è íà îïåðàòîðå óêðøòà»à è

ìóòàöèjå.

2.3.2 Ëîêàëíà ïðåòðàãà

Ïðîöåäóðà ëîêàëíå ïðåòðàãå ñå êîðèñòè äà áè ñå óíàïðåäèëà îäðå¢åíà jåäèíêà

(äîïóñòèâî ðåøå»å). Ó îâîj èìïëåìåíòàöèjè, ïîñòîjå äâå ïðîöåäóðå ëîêàëíå

ïðåòðàãå, îçíà÷åíå ñà LS1 è LS2. Êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè èç Àëãîðèòìà 1,

ïðîöåäóðà LS1 ñå ïðèìå»ójå íà ñâàêó íå-åëèòíó jåäèíêó ó ñâàêîj ãåíåðàöèjè.

Íàêîí ïðîöåñèðà»à ñâèõ íå-åëèòíèõ jåäèíêè (åëèòíå jåäèíêå çàäðæàâàjó âðå-

äíîñòè ñâîjèõ ðåøå»à èç ïðåòõîäíå ãåíåðàöèjå), LS2 ñå ïðèìå»ójå íà íàjáî§ó

jåäèíêó ó öåëîêóïíîj ïîïóëàöèjè.

Ïðîöåäóðà LS1 jà çàñíîâàíà íà èäåjè ëîêàëíå ïðåòðàãå îïèñàíå ó [59]. Íà

ïî÷åòêó ñå ôîðìèðà ñòðóêòóðà ïîäàòàêà êîjà áåëåæè êîëèêè jå äîáèòàê (äîáèòàê

ìîæå äà èìà íåãàòèâíó âðåäíîñò) ïðè ïðåìåøòà»ó ñâàêîã ÷âîðà ó ñóïðîòíè
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ñêóï. Ïðè òîìå ñå ïîñìàòðàjó ñâè åëåìåíòè ñêóïà V , ïà óêîëèêî jå åëåìåíò ó

ñêóïó S ðà÷óíà ñå äîáèòàê óêîëèêî áè îí ïðåøàî ó ñêóï V \ S, à ó ñóïðîòíîì,
óêîëèêî jå ó ñêóïó V \ S ðà÷óíà ñå äîáèòàê óêîëèêî áè îí ïðåøàî ó ñêóï S.

Ó ñâàêîj èòåðàöèjè ïîñìàòðà ñå ÷âîð ñà íàjâå£èì äîáèòêîì ïðåìåøòàjà èç S

ó ñóïðîòíè ñêóï V \ S, âðøè ñå àæóðèðà»å íèçà äîáèòàêà, çàòèì ñå ïîñìàòðà

÷âîð ñà íàjâå£èì äîáèòêîì ïðåìåøòàjà èç V \ S ó ñóïðîòíè ñêóï S è ïîíîâî

âðøè àæóðèðà»å íèçà äîáèòàêà. Óêîëèêî ñå ôóíêöèjà öè§à çà îâàêàâ ïàð ÷âî-

ðîâà êîjè ñå ïðåìåøòàjó ïîâå£àëà, ïðèìå»ójå ñå òî ïðåìåøòà»å, à ó ñóïðîòíîì

ñå çàâðøàâà ðàä ïðîöåäóðå ëîêàëíå ïðåòðàãå. Ó ïðîöåñó ôîðìèðà»à ïîìåíóòå

ñòðóêòóðå ïîäàòàêà íå ïîñòîjè íèêàêâà âðåìåíñêà óøòåäà, àëè ó ñâàêîì ñëåäå-

£åì êîðàêó ñå òà ñòðóêòóðà àæóðèðà ïðàêòè÷íî ó ëèíåàðíîì âðåìåíó O(n).

Ìå¢óòèì, çà ðàçëèêó îä [59], ãäå jå ñòðóêòóðà jåäíîäèìåíçèîíè íèç, ó ñëó÷àjó

MDMBP ñèòóàöèjà jå çíàòíî ñëîæåíèjà ïà jå ñòðóêòóðà ìàòðèöà, ãäå ñâàêè ðåä

ïðåäñòàâ§à ÷âîð ãðàôà, à îäãîâàðàjó£à êîëîíà ïðåäñòàâ§à r-òîðêó äîáèòàêà

êàäà äàòè ÷âîð ìå»à ñêóï. Ñàäà, óìåñòî äà ñå ïàìòè äîáèòàê çà ñâàêè ÷âîð,

ìîãó£å jå ïàìòèòè äîáèòêå ïî ñâàêîj êîîðäèíàòè òåæèíå ãðàíå. Äà áè ñå îäëó-

÷èëî êîjè ÷âîð £å ñå ïîìåðèòè èç ñêóïà S ó »åãîâ êîìïëåìåíò V \S, íåîïõîäíî
jå îäðåäèòè:

max
v∈S

{
min
1≤l≤r

{suml + ∆v,l}
}

(2.10)

çà ñâàêî 1 ≤ l ≤ r, suml =
∑

e∈C(S)

wel è ∆v,l jå äîáèòàê èçðà÷óíàò ñà:

∆v,l =


∑

x∈S,x̸=v

w(v,x),l −
∑

y∈V \S
w(v,y),l, v ∈ S∑

y∈V \S,y ̸=v

w(v,y),l −
∑
x∈S

w(v,x),l, v ∈ V \ S
(2.11)

Ñàäà, ÷âîð v ñà ìàêñèìàëíèì äîáèòêîì £å ñå ïîìåðèòè èç ñêóïà S ó V \ S.
Àêî èìà âèøå ÷âîðîâà çà êîjå jå äîáèjåí ìàêñèìóì, áè£å èçàáðàí jåäàí îä »èõ

íà ñëó÷àjàí íà÷èí. Íàêîí ïîìåðà»à, äîáèòàê çà ñâàêè ÷âîð u ∈ V ñå àæóðèðà

ôîðìóëîì:

• Ñëó÷àj u = v: ∆u,l ← −∆v,l;

• Ñëó÷àj u ̸= v ∧ (u, v ∈ S ∨ u, v ∈ V \ S): ∆u,l ← ∆u,l − 2w(u,v),l;

• Ñëó÷àj (u ∈ S ∧ v ∈ V \ S) ∨ (v ∈ S ∧ u ∈ V \ S): ∆u,l ← ∆u,l + 2w(u,v),l.
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Íàêîí øòî jå ïîìåðàj èçâðøåí âàæè |S| = n/2−1, ïà jå íåîïõîäíî ïîìåðèòè

jåäàí ÷âîð èç V \S ó S. Ïðèëèêîì ïîìåðà»à ÷âîðà, òðåáà àæóðèðàòè ñòðóêòóðó

ïîäàòàêà ó êîjîj ñå áåëåæå äîáèöè, øòî ñå ðàäè àíàëîãíî. Âðåìåíñêè íàjçàõòå-

âíèjè äåî LS1 jå ïðâî èçðà÷óíàâà»å äîáèòàêà ∆u,l. Ñâà íàðåäíà àæóðèðà»à ñå

îáàâ§àjó âåîìà áðçî, ïîøòî ñå äîáèöè ∆u,l ìå»àjó ñàìî çà v è »åãîâå ñóñåäå.

Îäàòëå, LS1 jå íàðî÷èòî åôèêàñàí çà ðåòêå ãðàôîâå.

Ó LS2 ïðîöåäóðè ëîêàëíå ïðåòðàãå, àëãîðèòàì ïîêóøàâà äà óíàïðåäè ðå-

øå»å çàìåíîì jåäíîã åëåìåíòà v1 ∈ S jåäíèì åëåìåíòîì v2 ∈ V \ S. Ïðèìå»ójå
ñå íà ñâàêè ïàð (v1, v2) ∈ S×(V \S) ñà ñòðàòåãèjîì ïðâîã óíàïðå¢å»à, øòî çíà÷è

äà êàäà jå óíàïðå¢å»å äîñòèãíóòî, îíî ñå îäìàõ ïðèìå»ójå è ëîêàëíà ïðåòàãà

LS2 ïî÷è»å ïîíîâî èç ïî÷åòêà ñà óíàïðå¢åíèì çàïèñîì. Àêî çà ñâàêè ïàð

(v1, v2), ïðîöåäóðà çàìåíå ïðîäóêójå âðåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à êîjå ñó ìà»å èëè

jåäíàêå îä îðèãèíàëíå, ëîêàëíà ïðåòðàãà ñå çàâðøàâà áåç äà§èõ óíàïðå¢å»à.

Äà áè ñå äîáèëà åôèêàñíà ïðîöåäóðà ëîêàëíå ïðåòðàãå, ïðîöåñ ïîíîâíîã

èçðà÷óíàâà»à âðåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à ó LS2 jå óíàïðå¢åí íà ñëåäå£è íà÷èí.

Ðàçìîòðèìî ïàð (v1, v2) ∈ S × (V \ S) è âå£ èçðà÷óíàòó âðåäíîñò suml. Çà ñâå

÷âîðîâå b ∈ N(v1), ãäå jå N(v1) ñóñåäñòâî ÷âîðà v1, íèç sum ìîðà áèòè àæóðèðàí

òàêî äà óçìå ó ðàçìàòðà»å çàìåíó (v1, v2):

sumnew
l =


suml + w(v1,b),l , b ∈ S

suml − w(v1,b),l , b ∈ V \ S ∧ b ̸= v2

suml, b = v2

(2.12)

ãäå l = 1, . . . , r. Ñàäà, suml = sumnew
l , è ñëè÷íà ôîðìóëà jå ïðèìå»åíà çà

÷âîðîâå v2 è ñâå ÷âîðîâå b ∈ N(v2):

sumnew
l =


suml + w(v2,b),l , b ∈ V \ S

suml − w(v2,b),l , b ∈ S ∧ b ̸= v1

suml, b = v1

(2.13)

Òðåáà ïðèìåòèòè äà jå ñâàêà èòåðàöèjà LS2 çíàòíî ñïîðèjà îä ïðîöåñà àæó-

ðèðà»à ó LS1, àëè ïðîöåäóðà LS2 ìîæå äà áóäå îä âåëèêîã çíà÷àjà, ñ îáçèðîì íà

òî äà ñå çàìåíà äâà ÷âîðà íå ìîæå èçâðøèòè ïîìî£ó äâà LS1 ïîìåðàjà. Äà áè ñå

íàïðàâèî äîáàð áàëàíñ èçìå¢ó ïåðôîðìàíñè àëãîðèòìà è êîðèñíîñòè ïðèìåíå

26



Âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå

LS2, ó îâîì GA ñå LS2 ïðèìå»ójå ñàìî íà íàjáî§ó jåäèíêó.

2.3.3 Ñåëåêöèjà

Îïåðàòîð ñåëåêöèjå, êîjè áèðà ðîäèòå§ñêå jåäèíêå çà ãåíåðèñà»å ïîòîìàêà ó

ñëåäå£îj ãåíåðàöèjè, jå óíàïðå¢åíè îïåðàòîð òóðíèðñêå ñåëåêöèjå [15]. Îâàj

îïåðàòîð êîðèñòè ðåàëíè ïàðàìåòàð Ftour êîjè îçíà÷àâà æå§åíó ïðîñå÷íó âåëè-

÷èíó òóðíèðà. Äà áè ñå ïðîöåíèëà æå§åíà âåëè÷èíà òóðíèðà äâà òèïà òóðíèðà

ñó ïðèìå»åíà. Ïðâè òèï £å áèòè îäðæàí k1 ïóòà íà ⌊Ftour⌋ jåäèíêè, äîê £å

äðóãè òèï áèòè ïðèìå»åí k2 ïóòà ñà ⌈Ftour⌉ jåäèíêè êîjå ó÷åñòâójó, òàêî äà

Ftour ≈ k1·⌊Ftour⌋+k2·⌈Ftour⌉
k1+k2

. Ó íàøîj èìïëåìåíòàöèjè Ftour = 5.4 jå ïðåóçåòî èç [15]

è îäãîâàðàjó£å âðåäíîñòè k1 è k2 ñó 30 è 20, ðåäîì.

2.3.4 Óêðøòà»å è ìóòàöèjà

Íàêîí ïðèìåíå îïåðàòîðà ñåëåêöèjå, èçàáðàíå jåäèíêå £å áèòè ïðîöåñèðàíå

îïåðàòîðîì óêðøòà»à. Jåäèíêå ñó óïàðåíå íà ñëó÷àjàí íà÷èí. Jåäíà îä îñíî-

âíèõ èäåjà ãåíåòñêîã àëãîðèòìà jå äà êðîç îïåðàòîð óêðøòà»à äâå èçàáðàíå

jåäèíêå ðàçìåíå ãåíå è ïðîäóêójó ïîòîìêå êîjè £å èìàòè ïîáî§øàíå êâàëèòåòå

è íàðî÷èòî ôóíêöèjó öè§à ó îäíîñó íà ðîäèòå§ñêå jåäèíêå. Ïðèëèêîì ñâàêîã

óêðøòà»à ñó ãåíåðèñàíà äâà ïîòîìêà êîjà £å ó íàðåäíîj ãåíåðàöèjè åâåíòóàëíî

çàìåíèòè íåêå jåäèíêå èç òðåíóòíå ãåíåðàöèjå. Ó îâîì ðàäó jå êîðèø£åíî

ñòàíäàðäíî óêðøòà»å ó jåäíîj òà÷êè. Îâàj ñòàíäàðäíè îïåðàòîð áèðà íà ñëó÷à-

jàí íà÷èí ìåñòî ó ãåíåòñêîì êîäó ó êîjîj £å ñå îáàâèòè óêðøòà»å. Íà òîì ìåñòó

äåëè ðîäèòå§ñêå jåäèíêå è ôîðìèðà jåäèíêå ïîòîìàêà òàêî øòî £å íàäîâåçàòè

ïðâè äåî ãåíåòñêîã êîäà (äî ìåñòà óêðøòà»à) ïðâå ðîäèòå§ñêå jåäèíêå ñà äðóãèì

äåëîì ãåíåòñêîã êîäà (îä ìåñòà óêðøòà»à) äðóãå ðîäèòå§ñêå jåäèíêå, à äðóãè

ïîòîìàê ñå êðåèðà òàêî øòî ñå íàäîâåæå ïðâè äåî ãåíåòñêîã êîäà äðóãå ðîäèòå§-

ñêå jåäèíêå ñà äðóãèì äåëîì ïðâå ðîäèòå§ñêå jåäèíêå. Ó îâîj èìïëåìåíòàöèjè

jå íèâî óêðøòà»à jåäíàê 0.85, øòî çíà÷è äà ó îòïðèëèêå 85% ñëó÷àjåâà ïàðîâè

jåäèíêè ðàçìå»ójå ãåíå.

Ó îâîì ðàäó ñå êîðèñòè îïåðàòîð ïðîñòå ìóòàöèjå ñà çàìðçíóòèì ãåíèìà,

êîjè ñó êàî êîíöåïò ïðâè ïóò óâåäåíè ó ðàäó [53]. Äèðåêòíà ïðèìåíà îâîã

îïåðàòîðà ìå»à ñëó÷àjíî èçàáðàí ãåí ñà íåêèì íèâîîì ìóòàöèjå. Òàêî¢å, îïå-

ðàòîð jå ìîäèôèêîâàí äà áè ñå èçáåãàî ïðîáëåì çàìðçíóòèõ ãåíà. Çàìðçíóòè
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ãåíè ñó ãåíè êîjè ñó íà îäðå¢åíîj ïîçèöèjè èñòè çà ñâå jåäèíêå ó ïîïóëàöèjè. Îíè

íå ìîãó áèòè ïðîìå»åíè íè ñåëåêöèjîì íè óêðøòà»åì çàòî øòî ñó ïðèñóòíè

êîä ñâèõ jåäèíêè ó ïîïóëàöèjè. Ïîñòîjà»å çàìðçíóòèõ ãåíà åôåêòèâíî ñìà»ójå

ïðîñòîð ïðåòðàãå è ïîâå£àâà ìîãó£íîñò ïðåâðåìåíå êîíâåðãåíöèjå.

Ìîäèôèêàöèjà jåäíîñòàâíîã îïåðàòîðà ïðîñòå ìóòàöèjå ó GA jå äà jå íèâî

ìóòàöèjå óâå£àí ñàìî çà çàìðçíóòå ãåíå. Ó îâîj èìïëåìåíòàöèjè, îñíîâíè íèâî

ìóòàöèjå jå 0.4/n, äîê jå óâå£àíè íèâî ìóòàöèjå ïðèìå»åí íà çàìðçíóòèì ãåíèìà

òà÷íî 2.5 âå£è, è jåäíàê 1.0/n.

Ïðèìåòèìî äà ìàëå ïðîìåíå ó ãåíó ìîãó äà ðåçóëòójó âåëèêèì ïðîìåíàìà ó

íèçó a. Ñëåäå£è ïðèìåð èëóñòðójå òàêâó ñèòóàöèjó.

Ïðèìåð 2.3. Ðàçìîòðèìî ïîäàòêå èç ïðèìåðà 2.2. Àêî ðîäèòå§ g(P ) = (5, 3, 1)

ìóòèðàjó£è íà ïðâîj ïîçèöèjè ìîæå äà ïðîäóêójå ïîòîìêà g(O) = (0, 3, 1), îíäà

»èõîâè îäãîâàðàjó£è a-íèçîâè ìîãó áèòè a(P ) = (5, 3, 1) è a(O) = (0, 4, 2). Ó

òîì ñëó÷àjó, êàî øòî jå ïîìåíóòî, ìóòàöèjà íà ïîçèöèjè 1 ïðîäóêójå ïðîìåíå

íà ñâå òðè ïîçèöèjå.

2.3.5 Ôóíêöèjà ïðèëàãî¢åíîñòè è ïîëèòèêà çàìåíå

ãåíåðàöèjå

Kâàëèòåò ïîjåäèíà÷íå jåäèíêå ñå ìåðè èçðà÷óíàâà»åì ôóíêöèjå öè§à. Çà ïî-

çíàòî S, ïðîöåñ èçðà÷óíàâà»à ôóíêöèjå öè§à jå äèðåêòíî ïîâåçàí ñà äåôèíèöè-

jîì MDMBP êðîç ôîðìóëå (2.1) è (2.2). Òðåáà ïîìåíóòè äà ó ïðîöåñó ðà÷óíà»à

(2.2) íåìà ïîòðåáå çà ÷óâà»åì
∑

{i,j}∈C(S)

w{i,j}l çà ñâàêî l = 1, . . . , r. Èïàê, êîðèñíî

jå çàïàìòèòè íèç îâèõ ñóìà, ñà öè§åì óáðçà»à ïðîöåäóðå ëîêàëíå ïðåòðàãå.

Jåäíà îä íàjçíà÷àjíèjèõ êàðàêòåðèñòèêà jåäèíêè jå âðåäíîñò »åíå ôóíêöèjå

ïðèëàãî¢åíîñòè. Ó îâîj èìïëåìåíòàöèjè, àêî jå îâà âðåäíîñò äîâî§íî âåëèêà,

îíäà £å îäãîâàðàjó£à jåäèíêà ïðå£è ó ñëåäå£ó ãåíåðàöèjó. Òî çíà÷è äà ðåøå»å,

êîjå îäãîâàðà jåäèíêè ñà âåëèêîì âðåäíîñòè ôóíêöèjå ïðèëàãî¢åíîñòè, èìà

çàäîâî§àâàjó£è êâàëèòåò è äà ãà íå òðåáà óíàïðåä èñê§ó÷èòè èç äà§åã ðàçìà-

òðà»à. Âðåäíîñò ôóíêöèjå ïðèëàãî¢åíîñòè, îçíà÷åíà ñà find, ind = 1, 2, . . . , Npop

(ãäå jå Npop áðîj jåäèíêè ó ïîïóëàöèjè), ñå èçðà÷óíàâà ñêàëèðà»åì âðåäíîñòè

ôóíêöèjå öè§à jåäèíêå íà èíòåðâàë [0, 1]. Ñêàëèðà»å âðåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à

ñå èçâîäè çáîã òîãà øòî íà ïî÷åòêó ìîãó ïîñòîjàòè jåäèíêå ñà âåîìà âåëèêîì

âðåäíîø£ó ôóíêöèjå öè§à øòî ìîæå äà âîäè äîìèíàöèjè òàêâèõ jåäèíêè ó
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ïðîöåñó ïðåòðàãå, à ñà äðóãå ñòðàíå, ïðè êðàjó ïðåòðàãå, ðàçëèêà èçìå¢ó jå-

äèíêè ìîæå áèòè âåîìà ìàëà. Ïðîöåñ ñêàëèðà»à ñå ó îâîj èìïëåìåíòàöèjè

èçâîäè òàêî äà jå íàjáî§îj jåäèíêè indmax, òj. jåäèíêè ñà íàjáî§îì ôóíêöè-

jîì öè§à, äàòà âðåäíîñò 1, äîê jå íàjãîðîj jåäèíêè indmin äîäå§åíà âðåäíîñò

ôóíêöèjå ïðèëàãî¢åíîñòè 0. Ïðåöèçíèjå,

find =
objind − objindmin

objindmax − objindmin

,

ãäå objind ïðåäñòàâ§à ôóíêöèjó öè§à jåäèíêå ind, îäíîñíî âðåäíîñò òåæèíå

îäãîâàðàjó£åã ïðåñåêà.

Íàêîí îäðå¢èâà»à âðåäíîñòè ôóíêöèjå ïðèëàãî¢åíîñòè, jåäèíêå ñó ñàäà óðå-

¢åíå ó íåîïàäàjó£åì ðåäó ïî âðåäíîñòè ôóíêöèjå ïðèëàãî¢åíîñòè f1 ≥ f2 ≥
. . . ≥ fNpop .

Óîáè÷àjåíà ïðàêñà ó èìïëåìåíòàöèjè GA jå îäðå¢èâà»å åëèòíèõ jåäèíêè,

òj. jåäèíêè êîjå £å äèðåêòíî ïðî£è ó ñëåäå£ó ãåíåðàöèjó. Ó íàjâå£åì áðîjó

ñëó÷àjåâà, áðîj åëèòíèõ jåäèíêè jå ìàëè, çàòî øòî ïîñòîjå äâà íà÷èíà äà êâà-

ëèòåòíå jåäèíêå ïðå¢ó ó ñëåäå£ó ãåíåðàöèjó, jåäíîì êðîç îïåðàòîð ñåëåêöèjå è

jåäíîì çáîã òîãà øòî ñó åëèòíå è ïî äåôèíèöèjè ïðåëàçå ó ñëåäå£ó ãåíåðàöèjó.

Äà áè ñå ñïðå÷èëî ôàâîðèçîâà»å åëèòíèõ jåäèíêè è ñà÷óâàëà äîáðà ðåøå»à ó

ïðîöåñó ïðåòðàãå, àëè è äà áè ñå îäðæàî äîâî§àí áðîj jåäèíêè êîjå íèñó åëèòíå

è äà áè ñå îáåçáåäèî äîâî§íî âåëèêè ïðîñòîð ïðåòðàãå, âðåäíîñò ôóíêöèjå ïðè-

ëàãî¢åíîñòè çà åëèòíå jåäèíêå ñå èçðà÷óíàâà ñëåäå£îì ôîðìóëîì

f
(new)
ind =

find − f, find > f

0, find ≤ f
(2.14)

ãäå jå ind = 1 . . . Nelite è Nelite jå áðîj åëèòíèõ jåäèíêè ó ïîïóëàöèjè è f =

1
Npop

∑Npop

ind=1 find.

Êîðèø£å»å îâå ìåòîäå îìîãó£àâà äà íå ñàìî åëèòíe jåäèíêå, íåãî è äðóãå

jåäèíêå, èìàjó øàíñó äà ïðå£ó ó ñëåäå£ó ãåíåðàöèjó. Ïðèòèñàê ñåëåêöèjå íà

ìà»å ïîãîäíå jåäèíêå (îíå ñà ìà»îì ôóíêöèjîì ïðèëàãî¢åíîñòè) jå ñàäà ñìà»åí,

äîê jå âåëèêè åëèòèçàì è äà»å îñèãóðàí, øòî ñìà»ójå ìîãó£íîñò ïðåóðà»åíå

êîíâåðãåíöèjå è ãóáèòêà ãåíåòñêîã ìàòåðèjàëà.

Ïðèìåíà åëèòèñòè÷êå ñòðàòåãèjå îìîãó£àâà çíà÷àjíó óøòåäó ó âðåìåíó èç-

29



Âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå

âðøàâà»à GA. Ïðèìàðíî, ãåíåòñêè îïåðàòîðè ñå ïðèìå»ójó ñàìî íà jåäèíêå

êîjå íèñó åëèòíå, à êàêî jå âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à åëèòíèõ jåäèíêè èñòà êàî

ó ïðåòõîäíîj ãåíåðàöèjè, íèjå jå íåîïõîäíî ïîíîâî èçðà÷óíàâàòè.

Ïîjàâ§èâà»å jåäèíêè ñà èñòîì âðåäíîø£ó ôóíêöèjå öè§à ó èñòîj ãåíåðàöèjè

ìîæå äà ñå jàâè èç äâà ðàçëîãà. Ó ïðâîì ñëó÷àjó, jåäèíêå èìàjó èñòè ãåíå-

òñêè êîä, è ó ñêëàäó ñà òèìå èìàjó èñòó âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à. Ó äðóãîì

ñëó÷àjó jåäèíêå èìàjó èñòó âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à àëè äðóãà÷èjè ãåíåòñêè

êîä. Ïîíàâ§à»å jåäèíêè ó ïðâîì ñëó÷àjó çíà÷àjíî äåãðàäèðà ïåðôîðìàíñå

GA, ïîøòî âèøåñòðóêà ïîjàâà èñòèõ jåäèíêè íå äîíîñè íèøòà íîâî âå£ ñàìî

ñïðå÷àâà äðóãå jåäèíêå äà ïðîäóêójó ïîòîìêå. Çáîã òîãà ñâå êîïèjå, îñèì îðè-

ãèíàëà, èñòå jåäèíêå åôåêòèâíî èçáàöójåìî èç ïîïóëàöèjå ó íàðåäíîj ãåíåðàöèjè

òàêî øòî èì ïðèëàãî¢åíîñò ïîñòàâèìî íà íóëó. Ó äðóãîì ñëó÷àjó åôåêòè íèñó

òîëèêî äðàñòè÷íè, àëè jå ïîòðåáíî îãðàíè÷èòè áðîj îâàêâèõ jåäèíêè äà íå áè

ïðåîâëàäàëå ó ïîïóëàöèjè. Îä ñâèõ jåäèíêè ñà èñòîì âðåäíîø£ó ôóíêöèjå

öè§à, àëè ðàçëè÷èòèì ãåíåòñêèì êîäîì, ñàìî ïðâèõ Nrv îä »èõ £å èìàòè ôóí-

êöèjó ïðèëàãî¢åíîñòè ðàçëè÷èòó îä íóëå, ãäå jå Nrv óíàïðåä çàäàò ïàðàìåòàð.

Îâî jå âåîìà åôèêàñàí íà÷èí çà ÷óâà»å àëãîðèòìà îä ïðåóðà»åíå êîíâåðãåíöèjå

äîê ñå ó ìå¢óâðåìåíó ÷óâà ðàçíîëèêîñò ãåíåòñêîã ìàòåðèjàëà.

Êâàëèòåò ïîjåäèíà÷íå jåäèíêå ñå ìåðè èçðà÷óíàâà»åì ôóíêöèjå öè§à. Çà

ïîçíàòî S, ïðîöåñ èçðà÷óíàâà»à ôóíêöèjå öè§à jå äèðåêòíî ïîâåçàí ñà äåôè-

íèöèjîì MDMBP êðîç ôîðìóëå (2.1) è (2.2). Òðåáà ïîìåíóòè äà ó ïðîöåñó

ðà÷óíà»à (2.2) íåìà ïîòðåáå çà ÷óâà»åì
∑

{i,j}∈C(S)

w{i,j}l çà ñâàêî l = 1, . . . , r.

Èïàê, êîðèñíî jå çàïàìòèòè íèç îâèõ ñóìà, ñà öè§åì óáðçà»à ïðîöåäóðå ëîêàëíå

ïðåòðàãå.

Ó ïðåäëîæåíîj èìïëåìåíòàöèjè GA, ïîïóëàöèjà ó ïî÷åòíîj ãåíåðàöèjè jå

ãåíåðèñàíà íà ñëó÷àjàí íà÷èí è èìà Npop = 150 jåäèíêè. Ñâå íàðåäíå ãåíåðàöèjå

ñå ñàñòîjå îä åëèòíèõ è íå-åëèòíèõ jåäèíêè. Áðîj íå-åëèòíèõ jåäèíêè, îçíà÷åí

ñà Nnonel, jå ïîñòàâ§åí íà 50 jåäèíêè, è òî jå áðîj jåäèíêè êîjè £å áèòè ìå»àí

ó ñâàêîj ãåíåðàöèjè, äîê £å íàjáî§èõ Nelite = 100 jåäèíêè äèðåêòíî ïðå£è ó

ñëåäå£ó ãåíåðàöèjó îìîãó£àâàjó£è î÷óâà»å äîáðèõ jåäèíêè è »èõîâèõ ãåíà.

Ìàêñèìàëíè áðîj jåäèíêè ñà èñòîì âðåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à àëè äðóãà÷èjèì

ãåíåòñêèì êîäîì Nrv ó îâîì ñëó÷àjó jå ïîñòàâ§åí íà 40.
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2.3.6 Êåøèðà»å GA

Êåøèðà»å jå øèðîêî ðàñïðîñòðà»åíà òåõíèêà êîjà ñå êîðèñòè ó ðà÷óíàðñòâó

çà áðç ïðèñòóï ìåìîðèjñêèì ìîäóëèìà è/èëè äèñêîâèìà. Êåøèðà»å GA jå

òåõíèêà êîjà ñå êîðèñòè äà ñå èçáåãíå ïîíîâíî èçðà÷óíàâà»å ôóíêöèjå öè§à çà

jåäèíêå êîjå íèñó åëèòíå, à êîjå ñó ñå âå£ ïîjàâ§èâàëå ó ïðîöåñó ðàäà GA. Êàî

øòî jå ïîêàçàíî ó [37], òåõíèêà êåøèðà»à ìîæå çíà÷àjíî äà óíàïðåäè óêóïíå

ïåðôîðìàíñå GA.

Èçðà÷óíàòå âðåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à ñó ñìåøòåíå ó ïîñåáíó ñòðóêòóðó ïî-

äàòàêà êîjîì ñå óïðàâ§à êîðèø£å»åì ñòðàòåãèjå íàjñòàðèjåã êîðèø£åíîã ÷ëàíà

(åíã. Least Recently Used). Êàäà ñå èñòè êîä ïîjàâè ïîíîâî, óìåñòî ïîíîâíîã

èçðà÷óíàâà»à, âðåäíîñò ñå ñàìî ïðåóçèìà èç ñòðóêòóðå ïîäàòàêà. Äà áè ñå

îáåçáåäèëà åôèêàñíîñò, ñòðóêòóðà ïîäàòàêà jå çàñíîâàíà íà êîìáèíîâàíîj ñòðó-

êòóðè ïîäàòàêà õåø òàáåëà + ðåä (åíã. hash-queue table). Áðîj êåøèðàíèõ

âðåäíîñòè ôóíêöèje öè§à jå îãðàíè÷åí íà Ncache = 5000 ó îâîj GA èìïëåìåí-

òàöèjè.

2.4 Ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà

Ó îâîì ïîãëàâ§ó £å áèòè ïðèêàçàíà ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà çà ðåøàâà»å

MDMBP. Ïðåäëîæåíè VNS àëãîðèòàì jå ïðèêàçàí Àëãîðèòìîì 2.

2.4.1 Èíèöèjàëèçàöèja è ôóíêöèjà öè§à

Ó VNS çà ðåøàâà»å MDMBP ñêóï S jå ïðåäñòàâ§åí êàî êîìáèíàöèjà îä n

åëåìåíàòà êëàñå n/2. Òî jå èìïëåìåíòèðàíî êàî íèç äóæèíå n/2, ÷èjè ñó

åëåìåíòè öåëè áðîjåâè èç ñêóïà {1, 2, . . . , n} òàêî äà ñó ñâè ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòè.
Ðåøå»å ó ïî÷åòíîj èòåðàöèjè ñå ãåíåðèøå íà ñëó÷àjàí íà÷èí. Ïðâè åëåìåíò

ñå ãåíåðèøå ñëó÷àjíèì èçáîðîì jåäíîã îä n åëåìåíàòà, äðóãè ñëó÷àjíèì èçáîðîì

îä jåäíîã îä ïðåîñòàëèõ n− 1 åëåìåíàòà, äîê ñå ïîñëåä»è åëåìåíò íà ìåñòó n/2

ãåíåðèøå ñëó÷àjíèì èçáîðîì jåäíîã îä ïðåîñòàëèõ n/2 + 1 åëåìåíàòà. Ðåøå»å

x jå ó ñòâàðè ãîðåïîìåíóòè íèç êîjè jå ïðåäñòàâ§åí ñêóïîì S êîjè îäãîâàðà

äàòîì ðåøå»ó. Ôóíêöèjà öè§à ñå èçðà÷óíàâà äèðåêòíî, íà îñíîâó äåôèíèöèjà

MDMBP 2.1 è 2.2.
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Algorithm 2: ïñåóäî êîä VNS

Algorithm Function VNS(kmin, kmax, ttot, pmove) ;
1 x← Random_Init();
2 k ← kmin;

while t < ttot do
3 x′ ← Shaking(x, k);
4 x′′ ← Local_Search(x′);

if Compare(x, x′′, pmove) then

5 x← x′′;

6 k ← kmin;

end

else

if k < kmax then

7 k ← k + 1;
end

end

end

Algorithm 3: Ïñåóäî êîä ôóíêöèjå Compare

Algorithm Function Compare(x, x′′, pmove) ;
if Obj(x′′) > Obj(x) then

1 return true;
end

else

if Obj(x′′) < Obj(x) then

2 return false;

end

else

3 return Random(0, 1) < pmove;

end

end
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2.4.2 Ñèñòåì îêîëèíà

Çà äâå íèñêå èñòèõ äóæèíà, Õàìèíãîâî ðàñòîjà»å ñå äåôèíèøå êàî áðîj ïîçèöèjà

íà êîjèìà ñå äàòå íèñêå ðàçëèêójó. Ñèñòåì îêîëèíà Nk çà ïðîáëåì MDMBP ñå

äåôèíèøå êàî ñêóï êîìáèíàöèjà îä n åëåìåíàòà êëàñå n/2 ãäå ñå ñâàêà îä »èõ

íà ðàçëèêójó îä x ó òà÷íî k åëåìåíàòà, îäíîñíî âàæè x′ ∈ Nk(x) óêîëèêî jå

Õàìèíãîâî ðàñòîjà»å x è x′ jåäíàêî k. Jåäíîñòàâíèjå ðå÷åíî, x è x′ èìàjó òà÷íî k

ðàçëè÷èòèõ åëåìåíàòà. Ïðèìåòèìî äà ñâàêè åëåìåíò îêîëèíå Nk(x) ïðåäñòàâ§à

jåäíî äîïóñòèâî ðåøå»å ïðîáëåìà. Ïîøòî jå ó îâîj èìïëåìåíòàöèjè k < n/2,

jàñíî jå äà jå |Nk−1(x)| =
(

n
k−1

)
≤ |Nk(x)| =

(
n
k

)
. Íà òàj íà÷èí jå çàäîâî§åíî

ñâîjñòâî äà îêîëèíå èìàjó ðàñòó£ó êàðäèíàëíîñò. Íàïîìåíèìî äà îâî ñâîjñòâî

íèjå íåîïõîäíî çà ïðèìåíó VNS, àëè jå ïîæå§íî. Ôóíêöèjà Shaking(x, k) íà

ñëó÷àjàí íà÷èí îäðå¢ójå è âðà£à jåäíî ðåøå»å èç îêîëèíå Nk(x).

Ó îâîj èìïëåìåíòàöèjè VNS, êîðèø£åíå ñó ñëåäå£å âðåäíîñòè ïàðàìåòàðà:

kmin = 2, kmax = min{80, n/2} è pmove = 0.2. Äàòå âðåäíîñòè îáåçáå¢ójó äà çà

âåëèêå äèìåíçèjå ãðàôîâà âåëè÷èíà îêîëèíå k, îäíîñíî áðîj çàìåíà, íå ïðåëàçè

áðîj 80. Ïðåëèìèíàðíè åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè íà âåëèêèì èíñòàíöàìà ñó

óêàçàëè äà VNS äàjå äîâî§íî äîáðå ðåçóëòàòå óêîëèêî ñå óçìå äà jå kmax = 80.

Âðåäíîñò ïàðàìåòðà pmove jå âåðîâàòíî£à äà ñå ïðå¢å ó äðóãî ðåøå»å ÷èjà jå

âðåäíîñò èñòà êàî è âðåäíîñò òðåíóòíîã ðåøå»à.

2.4.3 Ëîêàëíà ïðåòðàãà

Çáîã ïîñòîjà»à äâå ôóíêöèjå ëîêàëíå ïðåòðàãå LS1 i LS2, à ó öè§ó »èõîâîã

øòî åôèêàñíèjåã îájåäè»àâà»à, ó VNS àëãîðèòìó ñå ïðèìå»ójå ñòðàòåãèjà ñïó-

øòà»à ïî ïðîìåí§èâèì îêîëèíàìà (åíã. Variable Neighborhood Descent - VND).

Ïðåäëîæåía VND ñòðàòåãèjà jå ïðèêàçàíà ó Àëãîðèòìó 4, à ó îñíîâíîì VNS

àëãîðèòìó ñå ïðèìå»ójå ó îêâèðó ôóíêöèjå Local_Search(x′). Íàïîìåíèìî äà,

ïîøòî ñâè åëåìåíòè èç îêîëèíå ïðåäñòàâ§àjó äîïóñòèâà ðåøå»à, çà »èõ ñå

íàëàçè îíî êîjå èìà íàjâå£ó âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à. Îñíîâíà ïðåòïîñòàâêà

îâå ñòðàòåãèjå jå äà ñó VND îêîëèíå îáàâåçíî íåîïàäàjó£å (ïîæå§íî ðàñòó£å)

êàðäèíàëíîñòè. Ïîøòî ñå ïðåòðàæèâà»å ïî VND îêîëèíàìà îáàâ§à ñèñòå-

ìàòñêè (ïðåòðàæójó ñå ó öåëîñòè), íà òàj íà÷èí ñå ïðèìåíîì VND ñòðàòåãèjå

çíà÷àjíî ìîæå ïîáî§øàòè åôèêàñíîñò öåëå VNS èìïëåìåíòàöèjå. Íàïîìåíèìî

è äà ñó îêîëèíå êîä VND íåçàâèñíå è ìîãó áèòè ïîòïóíî äðóãà÷èjå ó îäíîñó íà
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îêîëèíå VNS. Äà áè èçáåãëè äâîñìèñëåíîñò, çà »èõ £åìî êîðèñòèòè íàçèâ VND

îêîëèíå, äîê £åìî çà VNS îêîëèíå ïèñàòè ñàìî îêîëèíå.

Algorithm 4: VND ïñåóäî êîä

1 l← 1;
while l < lmax do

2 x′ ← FindBestSolution(Nl(x));
3 if Obj(x′) > Obj(x) then

x← x′;
l← 1;

end

else
l← l + 1

end

end

4 return x;

Ó îâîj èìïëåìåíòàöèjè je lmax = 2, ïîøòî èìàìî äâå ïðîöåäóðå ëîêàëíîã

ïðåòðàæèâà»à. VND îêîëèíà N1 îäãîâàðà ïðîöåäóðè LS1, äîê N2 îäãîâàðà

ïðîöåäóðè LS2. Èìàjó£è ó âèäó äà ñå LS2 èçâðøàâà ìíîãî ñïîðèjå ó îäíîñó

íà LS1, àëè jå è ìíîãîñòðóêî âå£å êàðäèíàëíîñòè, òî ïîãîäójå ïðèìåíè VND

ñòðàòåãèjå. Íàïîìåíèìî jîø äà ñó LS1 è LS2 ïîòïóíî èñòå êàî ó GA, ïà èõ

íèjå ïîòðåáíî ïîíîâî îïèñèâàòè, àëè è äà jå ó÷åñòàíîñò »èõîâîã ïîçèâà»à

äðóãà÷èjà ó îäíîñó íà GA ïîøòî ñó îíè ó VNS ìåòîäè ïðèìå»åíå ó îêâèðó

VND ñòðàòåãèjå.

2.5 Ìåòàõåóðèñòèêà çàñíîâàíà íà

åëåêòðîìàãíåòèçìó

Ó îâîì ïîãëàâ§ó £å áèòè ïðèêàçàíà ìåòàõåóðèñòèêà çàñíîâàíà íà åëåêòðîìàã-

íåòèçìó çà ðåøàâà»å MDMBP. Ïðåäëîæåíè ÅÌ àëãîðèòàì jå ïðèêàçàí Àëãî-

ðèòìîì 5.

Êàî øòî jå ðå÷åíî ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó, ñâàêà ÅÌ òà÷êà ïðåäñòàâ§à

ðåàëíè âåêòîð êîjè îäãîâàðà íåêîì ðåøå»ó äàòîã ïðîáëåìà. Ó îâîj èìïëåìåíòà-

öèjè, ñâå ÅÌ òà÷êå ñó ó ïðâîj èòåðàöèjè ãåíåðèñàíå íà ñëó÷àjàí íà÷èí èç ñêóïà

[0, 1]|V | (ôóíêöèjà Random_Init()). Ñâàêà òà÷êà pk jå âåêòîð ñà |V | êîîðäèíàòà
pks ãäå jå s = 1, . . . , |V |. Åëåìåíòè âåêòîðà pk ñó ïîðå¢àíè ó íåðàñòó£åì ðåäîñëåäó,
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Algorithm 5: EM ïñåóäî êîä

Algorithm EM ;
1 Random_Init() ;
2 iter ← 0;
while iter < maxiter do

3 iter ← iter + 1;
foreach point pk in solution_set do

4 Objective_function(pk);
5 LS1(pk);
6 if k = 1 then

LS2(pk);
end

7 Scale_solution(pk);

8 end

9 Compute_charges();
10 Compute_forces();
11 Move();

end

òj. pks1 ≥ pks2 ≥ . . . ≥ pks|V |−1
≥ pks|V | . Òàäà äåôèíèøåìî ñêóï

Sk = {pks1 , . . . , pks|V |/2},

êîjèì jå îäðå¢åíà áèñåêöèjà êîjà îäãîâîðà òà÷êè pk. Ó îâîj èìïëåìåíòàöèjè ÅÌ,

áðîj ÅÌ òà÷àêà jå ïîñòàâ§åí íà m = 20.

Êàäà jå äåôèíèñàí ñêóï S, êâàëèòåò îäðå¢åíèõ ÅÌ òà÷àêà ñå ìåðè èçðà÷óíà-

âà»åì »åãîâå ôóíêöèjå öè§à íà èñòè íà÷èí êàî è êîä GA. Ïðîöåäóðå ëîêàëíå

ïðåòðàãå LS1 ó LS2 ñó ïîòïóíî èñòå êàî ó ñëó÷àjó GA, àëè ñå ïðèìå»ójó íåøòî

äðóãà÷èjå. Íà÷èí ïðèìåíå ñå ìîæå âèäåòè ó àëãîðèòìó 5.

2.5.1 Ñêàëèðà»å

Ïðâîáèòíà íàìåíà ÅÌ jå áèëà ó íàëàæå»ó êâàëèòåòíèõ ðåøå»à íåëèíåàðíèõ

ïðîáëåìà ãëîáàëíå îïòèìèçàöèjå [6]. Ó òîj âåðçèjè EM, çà óñìåðàâà»å ó îáå£à-

âàjó£å ðåãèîíå ïðåòðàãå jå êîðèø£åí îñíîâíè ïðèíöèï ÅÌ, ìåõàíèçàì ïðèâëà-

÷å»à/îäáèjà»à. Ó òîì ñëó÷àjó áî§è èçáîð íèjå ïîñòîjàî.

Ó ñëó÷àjåâèìà êàäà ñå êîðèñòè ïðîöåäóðà ëîêàëíîã ïðåòðàæèâà»à è/èëè

êàäà ñå ïðîáëåì äèñêðåòíå îïòèìèçàöèjå ðåøàâà ïîìî£ó ÅÌ ñâî¢å»åì íà ïðî-

áëåì ãëîáàëíå îïòèìèçàöèjå, ïîñòîjè äîäàòíà ìåòîäà çà óñìåðàâà»å ïðåòðàãå.
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Òà ïðîöåäóðà ñå íàçèâà ñêàëèðà»å ÅÌ [17, 38, 36] è ïîêóøàâà äà ðåàëíè âåêòîð

pk ñêàëèðà êà äèñêðåòíîì èëè êîíòèíóàëíîì ðåøå»ó äîáèjåíîã äèñêðåòèçàöè-

jîì è ëîêàëíîì ïðåòðàãîì (èëè ñàìî jåäíîì îä »èõ àêî íèñó ïðèìå»åíå îáå).

Ïðîöåäóðà ñêàëèðà»à, ïðèëàãî¢åíà çà ðåøàâà»å MDMBP ñå ïðèìå»ójå êî-

ðèø£å»åì ñëåäå£å ôîðìóëå

pk ← λ · p′k + (1− λ) · pk (2.15)

ãäå jå p′k îäðå¢åíî ñà p′ks =

 1, s ∈ S

0, s ∈ V \ S
è s ∈ {1, ..., |V |}. Äàòè ñêóï S jå

ðåçóëòàò ïðîöåäóðå ëîêàëíå ïðåòðàãå. Äà áè ðåøå»å pk áèëî äîïóñòèâî ôàêòîð

λ ìîðà ïðèïàäàòè èíòåðâàëó [0, 1].

Èçáîð îäãîâàðàjó£åã ôàêòîðà ñêàëèðà»à λ jå çíà÷àjàí çà óïðàâ§à»å ïðî-

öåñîì ïðåòðàãå. Ó åêñòðåìíîì ñëó÷àjó, êàäà jå λ áëèçó 1, ïðîöåñ ïðåòðàãå £å

âåðîâàòíî óïàñòè ó ëîêàëíè îïòèìóì è îñòàòè çàðîá§åí. Äðóãè åêñòðåìíè

ñëó÷àj, êàäà jå λ jåäíàêî 0, î÷èãëåäíî ïðåäñòàâ§à ñèòóàöèjó áåç ñêàëèðà»à.

Åêñïåðèìåíòè ñó ïîêàçàëè äà jå λ = 0.1 äîáàð êîìïðîìèñ êîjè äàjå çàäîâî§à-

âàjó£å ðåçóëòàòå.

2.5.2 Ìåõàíèçàì ïðèâëà÷å»à/îäáèjà»à

Êîðèø£å»åì ìåõàíèçìà ïðèâëà÷å»à/îäáèjà»à, àëãîðèòàì óñìåðàâà ñâå ÅÌ

òà÷êå êà òà÷êè êîjà ïðåäñòàâ§à íàjáî§å ðåøå»å ó òåêó£îj èòåðàöèjè.

Êàî øòî jå ðå÷åíî ó óâîäó, ñâàêà ÅÌ òà÷êà ñå ïîñìàòðà êàî íàåëåêòðèñàíà

÷åñòèöà, ãäå äîáðà ðåøå»à ïðèâëà÷å ñâà îñòàëà, à ëîøà èõ îäáèjàjó. Ìàòåìà-

òè÷êè, íàåëåêòðèñà»å ñå èçðà÷óíàâà ïî ôîðìóëè:

qi = exp

−n Objbest −Obji
m∑
k=1

(Objbest −Objk)

 (2.16)

Îçíàêà Obji îçíà÷àâà âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à çà i-òó ÅÌ òà÷êó, íàêîí

ïðèìåíå ëîêàëíå ïðåòðàãå.

Ïî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèjå òåîðèjå åëåêòðîñòàòè÷êîã ïî§à, ñèëà êîjà äåëójå

ó íåêîj òà÷êè îä ñòðàíå äðóãå òà÷êå jå îáðíóòî ïðîïîðöèîíàëíà êâàäðàòó óäà§å-

íîñòè èçìå¢ó òà÷àêà è äèðåêòíî ïðîïîðöèîíàëíà »èõîâîì ïðîèçâîäó íàåëåêòðèñà»à.
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Ìàòåìàòè÷êè, ñèëà ïðèâëà÷å»à èëè îäáèjà»à íåëåêòðèñà»à ñå èçðà÷óíàâà íà

ñëåäå£è íà÷èí:

Fi =
m∑

j=1,j ̸=i

F j
i , ãäå jå

F j
i =


(

qiqj
||pj−pi||2

)
· (pj − pi), Objj > Obji(

qiqj
||pj−pi||2

)
· (pi − pj), Objj ≤ Obji

(2.17)

ãäå ∥pi − pj∥ ïðåäñòàâ§à Åóêëèäñêî ðàñòîjà»å èçìå¢ó ÅÌ òà÷àêà pi è pj.

Çàòèì ñå òðåíóòíà ðåøå»à ïîìåðàjó êà íàjáî§åì êîðèø£å»åì ïðîöåäóðå

Move(), êàî ó Àëãîðèòìó 6. Ïðèìåòèìî äà jå ñàìî òðåíóòíî íàjáî§å ðåøå»å

ñòàöèîíàðíî, îäíîñíî íå ïîìåðà ñå îâîì ïðîöåäóðîì.

Algorithm 6: Move pseudo code

Function Move() ;
foreach point pk in solution_set do

if pk ̸= pbest then
1 β ← Random[0, 1];
2 Fk ← Fk/∥Fk∥ ;
3 for s = 1 to |V | do
4 if Fks > 0 then

pks ← pks + β · Fks · (1− pks)
end

5 else
pks ← pks + β · Fks · pks

end

end

end

6 end

Êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè èç Àëãîðèòìà 6, ïîìåðà»å ñâàêå ÅÌ òà÷êå jå ó

ïðàâöó è ñìåðó óêóïíå ñèëå êîjà äåëójå íà »ó, à èíòåíçèòåò jå jåäíàê ñëó÷àjíîì

áðîjó β êîjè ñå óçèìà èç èíòåðâàëà [0,1]. Âðåäíîñò β ñå óçèìà íà ñëó÷àjàí íà÷èí

äà ñå íå áè ñìà»èëà ðàçíîëèêîñò ðåøå»à ÅÌ, à âðåäíîñò ìîðà áèòè ìà»à èëè

jåäíàêà 1, äà íå áè íàïóñòèëè ñêóï äîïóñòèâèõ ðåøå»à.

2.6 Åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè

Ó ïðåòõîäíèì ïîãëàâ§èìà ñó èçëîæåíè êàêî MILP ôîðìóëàöèjà òàêî è ìåòà-

õåóðèñòè÷êè ïðèñòóïè ðåøàâà»à MDMBP. Îâî íàì îìîãó£àâà äà ðåøàâà»ó
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ðàçëè÷èòèõ èíñòàíöè îâîã ïðîáëåìà ïðèñòóïèìî èç äâà ïðàâöà. Jåäàí ïðàâàö

ñó åãçàêòíå ìåòîäå èíêîðïîðèðàíå ó îêâèðó ïðîãðàìñêèõ ïàêåòà CPLEX [33]

è Gurobi [25]. Ïîðåä íàâåäåíèõ ïðîãðàìñêèõ ïàêåòà, èìïëåìåíòèðàíà jå è

åãçàêòíà ìåòîäà òîòàëíå åíóìåðàöèjå, ãäå ñå èñïèòójó ñâå áèñåêöèjå ñêóïà ÷âî-

ðîâà V è ïàìòè áèñåêöèjà ñà íàjâå£îì òåæèíîì ïðåñåêà. Îíè £å íàì îìîãó£èòè

äà äîáèjåìî èëè îïòèìàëíà ðåøå»à èëè äîáðå ïðîöåíå ãðàíèöà îïòèìàëíîã

ðåøå»à øòî çàâèñè îä äóæèíå âðåìåíà èçâðøàâà»à. Êàêî ñå îâäå ðàäè î NP-

òåøêîì ïðîáëåìó, jàñíî jå äà åãçàêòíå ìåòîäå ìîãó äîáèòè îïòèìàëíà ðåøå»à

è âåðèôèêîâàòè »èõîâó îïòèìàëíîñò ñàìî çà èíñòàíöå ìà»å äèìåíçèjå. Çáîã

òîãà jå ïîòðåáíî èçâðøàâàòè ïðîãðàìñêå ïàêåòå CPLEX è Gurobi ïðèìåíîì

ïðåäëîæåíå ôîðìóëàöèjå ñà îãðàíè÷åíèì âðåìåíîì èçâðøàâà»à, êàî è ìåòàõåó-

ðèñòèêå GA, VNS è ÅÌ, çà äîáèjà»å ïðèáëèæíèõ ðåøå»à íà èíñòàíöàìà âåëèêå

äèìåíçèjå. Îâà äâà ïðèñòóïà ðåçóëòàòñêè íàäîïó»ójó jåäíè äðóãå. Çà èíñòàíöå

ìàëèõ äèìåíçèjà, ãäå ñå çíà îïòèìàëíî ðåøå»å, ìîæå ñå òà÷íî îöåíèòè êâàëèòåò

ðåøå»à ìåòàõåóðèñòè÷êèõ ìåòîäà, äîê ñå çà èíñòàíöå âåëèêèõ äèìåíçèjà íå

ìîæå îöåíèòè êâàëèòåò ðåøå»à ìåòàõåóðèñòèêà ó îäíîñó íà îïòèìàëíî. Èïàê,

ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà ñå ìîãó äèðåêòíî ïîðåäèòè ñà ïðèáëèæíèì ðåøå»èìà

äîáèjåíèì óç ïîìî£ CPLEX è Gurobi ðåøàâà÷à.

Ñâè åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè ó îâîì ðàäó ñó äîáèjåíè èçâðøàâà»åì íà

AMD FX8300, 3.4GHz PC ðà÷óíàðó ñà 4GB RAM êîðèø£å»åì ñàìî jåäíîã

jåçãðà. Ñâè àëãîðèòìè ñó èìïëåìåíòèðàíè ó ïðîãðàìñêîì jåçèêó C, äîê ñó

ðåçóëòàòè èçâðøàâà»à êîìåðöèjàëíèõ ðåøàâà÷à äîáèjåíè êîðèø£å»åì CPLEX

12.6 è Gurobi 5.6.

2.6.1 Åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè åãçàêòíèõ ðåøàâà÷à

Åêñïåðèìåíòè ó îâîì è ñëåäå£åì ïîãëàâ§ó ñó âðøåíè íà ñêóïó îä 27 ñëó÷àjíî

ãåíåðèñàíèõ ãðàôîâà ñà ðàçëè÷èòèì áðîjåì ÷âîðîâà è ãðàíà, ïðåäëîæåíèõ ó

[43]. Êîíêðåòíî, ðàçìàòðàíå ñó ñëåäå£å èíñòàíöå: ãðàôîâè ñà 10 ÷âîðîâà è

15, 25 è 40 ãðàíà; ãðàôîâè ñà 20 ÷âîðîâà è 30, 70 è 150 ãðàíà; ãðàôîâè ñà 30

÷âîðîâà è 50, 150 è 400 ãðàíà; ãðàôîâè ñà 50 ÷âîðîâà è 80, 300 è 1000 ãðàíà;

ãðàôîâè ñà 100 ÷âîðîâà è 150, 500 è 3000 ãðàíà; ãðàôîâè ñà 300 ÷âîðîâà è 500,

2000, 10000 è 30000 ãðàíà; ãðàôîâè ñà 500 ÷âîðîâà è 1000, 3000, 10000 è 60000

ãðàíà è ãðàôîâè ñà 1000 ÷âîðîâà è 1500, 10000, 100000 è 350000 ãðàíà. Ó äàòèì
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èíñòàíöàìà ïîñòîjå ïîäàöè ãäå ñó âåêòîðè òåæèíà ãðàíà äî íàjâèøå r = 20.

Åêñïåðèìåíò jå âðøåí ñà äèìåíçèjàìà âåêòîðà òåæèíà 1, 2, 3, 4, 5, 10, 15 è 20.

Ñâè òåñòîâè êîðèø£å»åì åãçàêòíèõ ðåøàâà÷à ó îâîì ðàäó ñó èçâðøàâàíè ñà

âðåìåíñêèì îãðàíè÷å»åì îä 7200 ñåêóíäè.

Íóìåðè÷êè ðåçóëòàòè çà èíñòàíöå ãäå jå îïòèìàëíî ðåøå»å äîáèjåíî ñó

ïðèêàçàíè ó òàáåëàìà 2.1−2.5. Ó òàáåëàìà 2.6−2.9 äàòè ñó íóìåðè÷êè ðåçóëòàòè

çà èíñòàíöå ãäå íèjåäàí ðåøàâà÷ íèjå óñïåî äà çàâðøè ñâîj ðàä è âåðèôèêójå

îïòèìàëíîñò äîáèjåíîã ðåøå»à. Íàïîìåíèìî äà, ó âå£èíè ñëó÷àjåâà èíñòàíöè

âåëèêèõ äèìåíçèjà, äîáèjåíà íåâåðèôèêîâàíà ðåøå»à ñèãóðíî íèñó îïòèìàëíà,

ïîøòî ñó äîáèjåíà áî§à ðåøå»à ïîìî£ó íåêå îä ìåòàõåóðèñòèêà.

Ó ñâèì òàáåëàìà, çíà÷å»å ïðâå äâå êîëîíå jå èñòî. Ó ïðâîj êîëîíè îáå-

ëåæåíîj ñà inst., äàòè ñó íàçèâè èíñòàíöè ó îáëèêó nnn_mmm ãäå jå nnn áðîj

÷âîðîâà è mmm áðîj ãðàíà. Íà ïðèìåð, èíñòàíöà 030_400 jå ãðàô ñà 30 ÷âîðîâà

è 400 ãðàíà. Àêî ãðàô èìà âèøå îä õè§àäó ãðàíà êîðèñòè ñå ñêðà£åíèöà k êîjà

îçíà÷àâà õè§àäå, ïà òàêî èíñòàíöà 500_60k èìà 500 ÷âîðîâà è 60 õè§àäà ãðàíà.

Ó äðóãîj êîëîíè, îçíà÷åíîj ñà r, äàòà jå äèìåíçèjà âåêòîðà òåæèíà ãðàíà.

Ó òàáåëàìà 2.1 − 2.5, ó òðå£îj êîëîíè, îçíà÷åíîj ñà opt., äàòà jå îïòèìàëíà

âðåäíîñò. Íàðåäíå äâå êîëîíå ñàäðæå èíôîðìàöèjå ó âåçè òîòàëíå åíóìåðàöèjå:

âðåìå êàäà jå îïòèìàëíî ðåøå»å äîñòèãíóòî (t) è óêóïíî âðåìå èçâðøàâà»à

(ttot), ó ñåêóíäàìà. Ïîñëåä»å ÷åòèðè êîëîíå ñàäðæå èñòå èíôîðìàöèjå î âðå-

ìåíèìà ïîòðåáíèì äà CPLEX è Gurobi äîñòèãíó îïòèìàëíî ðåøå»å, îäíîñíî

óêóïíèì âðåìåíèìà èçâðøàâà»à.

Ïîøòî òàáåëå 2.6 -2.9 ñàäðæå ïîäàòêå çà èíñòàíöå íà êîjèìà íèjåäàí ðåøàâà÷

íèjå âåðèôèêîâàî îïòèìàëíî ðåøå»à, ó òðå£îj êîëîíè òàáåëå ñó íàâåäåíè ìà-

êñèìóìè ðåøå»à äîáèjåíèõ åãçàêòíèì ìåòîäàìà, óç âðåìåíñêî îãðàíè÷å»å îä

7200 ñåêóíäè. Ó íàðåäíå äâå êîëîíå òàáåëà 2.6 − 2.9 äàòè ñó âðåäíîñò ðåøå»à

(îçíà÷åíà ñà vred.) è âðåìå íåîïõîäíî çà ïðîíàëàæå»å òîã ðåøå»à (t) êîðèø-

£å»åì òîòàëíå åíóìåðàöèjå. Íàðåäíå ÷åòèðè êîëîíå ñàäðæå èñòå èíôîðìàöèjå

î ðåçóëòàòèìà ðàäà CPLEX è Gurobi ðåøàâà÷à.

Íàïîìåíèìî äà çíàê �-� ó òàáåëàìà 2.3 - 2.5 îçíà÷àâà äà îäãîâàðàjó£à ìåòîäà

èëè íèjå óñïåëà äà âåðèôèêójå îïòèìàëíîñò ðåøå»à çà äàòó èíñòàíöó, èëè

óîïøòå íèjå äîñòèãëà îïòèìàëíî ðåøå»å. Ó òàáåëàìà 2.6-2.9 íèjåäíà ìåòîäà

íèjå âåðèôèêîâàëà îïòèìàëíîñò ó âðåìåíñêîì îêâèðó îä 7200 ñåêóíäè, ïà ñó
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ïðèêàçàíå íåâåðèôèêîâàíå âðåäíîñòè. Çáîã òîãà �-� ó òàáåëàìà 2.6 - 2.9 îçíà÷àâà

äà îäãîâàðàjó£à ìåòîäà óîïøòå íèjå ìîãëà äà ãåíåðèøå áèëî êàêâî äîïóñòèâî ðå-

øå»å, ó âðåìåíñêîì îêâèðó îä 7200 ñåêóíäè, íàj÷åø£å çáîã íåäîñòàòêà ìåìîðèjå.

Òàáåëà 2.1: Eãçàêòíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à íà èíñòàíöàìà n = 10

inst. r opt.
enum. CPLEX Gurobi

t (s) ttot (s) t (s) ttot (s) t (s) ttot (s)

010_015 1 68.708 0.001 0.001 0.051 0.155 0.030 0.030

010_015 2 59.971 0.001 0.001 0.046 0.062 0.030 0.030

010_015 3 54.324 0.001 0.001 0.066 0.088 0.040 0.040

010_015 4 54.324 0.001 0.001 0.091 0.121 0.040 0.040

010_015 5 54.324 0.001 0.001 0.085 0.212 0.050 0.050

010_015 10 49.011 0.001 0.001 0.263 0.269 0.050 0.050

010_015 15 49.011 0.001 0.001 0.134 0.141 0.050 0.050

010_015 20 47.347 0.001 0.001 0.165 0.239 0.060 0.060

010_025 1 82.500 0.001 0.001 0.001 0.265 0.030 0.030

010_025 2 82.500 0.001 0.001 0.183 0.187 0.050 0.050

010_025 3 82.500 0.001 0.001 0.236 0.247 0.030 0.030

010_025 4 82.500 0.001 0.001 0.240 0.245 0.030 0.030

010_025 5 82.500 0.001 0.001 0.357 0.374 0.070 0.070

010_025 10 79.842 0.001 0.001 0.196 0.204 0.070 0.070

010_025 15 79.842 0.001 0.001 0.199 0.243 0.070 0.070

010_025 20 79.842 0.001 0.001 0.256 0.263 0.100 0.100

010_040 1 109.743 0.001 0.002 0.185 0.403 0.060 0.060

010_040 2 109.743 0.001 0.001 0.295 0.312 0.070 0.070

010_040 3 109.743 0.001 0.001 0.381 0.391 0.110 0.110

010_040 4 109.743 0.001 0.001 0.377 0.386 0.080 0.080

010_040 5 109.743 0.001 0.001 0.450 0.493 0.110 0.110

010_040 10 109.743 0.001 0.001 0.525 0.538 0.120 0.120

010_040 15 109.743 0.001 0.001 0.415 0.427 0.110 0.110

010_040 20 108.651 0.001 0.001 0.486 0.500 0.160 0.160
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Òàáåëà 2.2: Eãçàêòíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à íà èíñòàíöàìà n = 20

inst. r opt.
enum. CPLEX Gurobi

t (s) ttot (s) t (s) ttot (s) t (s) ttot (s)

020_030 1 136.696 0.016 0.078 0.068 0.227 0.030 0.030

020_030 2 122.664 0.031 0.078 0.105 0.109 0.040 0.040

020_030 3 122.664 0.031 0.078 0.047 0.194 0.040 0.040

020_030 4 107.134 0.015 0.093 0.214 0.220 0.050 0.050

020_030 5 105.441 0.046 0.109 0.267 0.276 0.090 0.090

020_030 10 105.441 0.062 0.124 0.290 0.298 0.110 0.110

020_030 15 105.441 0.062 0.140 0.196 0.203 0.090 0.090

020_030 20 105.441 0.475 0.171 0.249 0.258 0.090 0.090

020_070 1 250.973 0.016 0.156 0.318 0.620 0.120 0.120

020_070 2 250.973 0.001 0.171 0.425 0.437 0.160 0.160

020_070 3 246.420 0.001 0.187 0.559 0.583 0.190 0.190

020_070 4 246.420 0.001 0.203 0.571 0.588 0.180 0.180

020_070 5 246.420 0.015 0.218 0.639 0.659 0.190 0.190

020_070 10 244.988 0.001 0.265 0.704 0.725 0.240 0.240

020_070 15 244.988 0.015 0.312 0.578 0.619 0.270 0.270

020_070 20 244.988 0.015 0.374 0.808 0.835 0.250 0.250

020_150 1 502.411 0.031 0.359 1.769 2.210 0.840 0.840

020_150 2 476.472 0.187 0.374 1.476 1.529 1.570 1.570

020_150 3 466.079 0.187 0.421 1.193 2.505 2.670 1.000

020_150 4 466.079 0.202 0.421 2.201 2.832 2.350 2.350

020_150 5 455.679 0.171 0.452 4.213 5.076 2 6.760

020_150 10 442.486 0.202 0.561 1.912 3.387 1 2.190

020_150 15 440.870 0.234 0.671 2.353 2.963 1 5.870

020_150 20 440.870 0.296 0.811 3.751 3.948 1 3.070

Î÷èãëåäíî, áðîj ÷âîðîâà è ãðàíà çíà÷àjíî óòè÷å íà ïåðôîðìàíñå îäðå¢åíîã

ðåøàâà÷à. Íà ïðèìåð, çà èíñòàíöó 030_050 ñà âåêòîðîì äèìåíçèjå 1 è CPLEX è

Gurobi ñó çàâðøèëè òðàæå»å îïòèìàëíîã ðåøå»à çà ìà»å îä jåäíå ñåêóíäå, äîê

jå çà ïðîíàëàæå»å îïòèìàëíîã ðåøå»à èíñòàíöå 030_400 áèëî ïîòðåáíî 775.5

îäíîñíî 193.2 ñåêóíäè. Ðåçóëòàòè, äàòè ó òàáåëàìà 2.1 − 2.9, òàêî¢å óêàçójó

äà ñå âðåìåíñêà ñëîæåíîñò óãëàâíîì óâå£àâà ñà ïîâå£à»åì äèìåíçèjå âåêòîðà

òåæèíà. Íà ïðèìåð, çà CPLEX ðåøàâà÷ è çà èíñòàíöó 050_300 ñà äèìåíçèjîì

âåêòîðà òåæèíå r = 1, ttot = 23.89 ñåêóíäè, è ðàñòå äî ttot = 295.3 ñåêóíäå çà

r = 15. Èïàê, ïðèìåòèìî äà âðåìå èçâðøàâà»à íà èñòîj èíñòàíöè ó ôóíêöèjè

âðåäíîñòè r íèjå ñòðîãî ðàñòó£à ôóíêöèjà. Íà ïðèìåð, çà èíñòàíöó 050_300 ñà

äèìåíçèjàìà âåêòîðà òåæèíå r = 15 è r = 20 óêóïíà âðåìåíà èçâðøàâà»à ñó

295.3 è 236.9 ñåêóíäè, ðåñïåêòèâíî.
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Òàáåëà 2.3: Eãçàêòíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à íà èíñòàíöàìà n = 30

inst. r opt.
enum. CPLEX Gurobi

t (s) ttot (s) t (s) ttot (s) t (s) ttot (s)
030_050 1 224.556 47.41 117.6 0.194 0.194 0.050 0.050
030_050 2 224.556 49.82 123.6 0.134 0.141 0.080 0.080
030_050 3 221.761 54.74 136.3 0.183 0.193 0.110 0.110
030_050 4 221.761 54.24 145.1 0.164 0.173 0.090 0.090
030_050 5 214.010 158.1 151.5 0.496 0.511 0.110 0.110
030_050 10 207.983 86.80 198.9 0.382 0.396 0.170 0.170
030_050 15 199.817 92.96 233.2 0.324 0.337 0.170 0.170
030_050 20 199.817 111.7 279.3 0.472 0.488 0.160 0.160

030_150 1 589.593 118.8 345.4 1.610 1.676 0.940 0.940
030_150 2 536.473 130.9 374.0 1.230 1.264 1.050 1.000
030_150 3 533.635 141.8 404.8 3.122 3.223 1.590 1.000
030_150 4 533.635 150.8 433.5 1.608 2.500 1.480 1.000
030_150 5 533.635 156.8 449.4 2.635 2.708 1.270 1.270
030_150 10 525.300 89.9 573.0 3.150 3.238 2 3.490
030_150 15 519.586 106.5 936.8 3.437 4.837 1 4.470
030_150 20 519.586 216.7 1375 3.969 4.641 1 3.120

030_400 1 1331.773 391.5 1327 15.08 775.5 59 193.2
030_400 2 1230.856 539.2 1430 26.87 1928 167 1249
030_400 3 1208.703 125.0 1416 498.5 4033 2293 2889
030_400 4 1187.753 530.8 1520 5138 5382 4389 5527
030_400 5 1181.987 45.5 1602 5521 5563 - -
030_400 10 1154.353 593.1 2116 - - - -
030_400 15 1142.317 519.2 2611 - - - -
030_400 20 1140.635 605.3 3098 - - - -

2.6.2 Åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè äîáèjåíè

ìåòàõåóðèñòèêàìà

Ó îâîì îäå§êó £å áèòè ïðåäñòàâ§åíè åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè äîáèjåíè óç

ïîìî£ ïðåäëîæåíèõ ìåòàõåóðèñòèêà: GA, ÅÌ è VNS.

Ïîøòî ñâå òðè ïðèìå»åíå ìåòàõåóðèñòèêå èìàjó íåäåòåðìèíèñòè÷êî ïîíà-

øà»å, êîjå çàâèñè îä ïî÷åòíîã ñòà»à ãåíåðàòîðà ñëó÷àjíèõ áðîjåâà, ñâàêà îä

»èõ jå èçâðøàâàíà ïî 20 ïóòà, ñà 20 ðàçëè÷èòèõ ïî÷åòíèõ âðåäíîñòè ãåíåðàòîðà

ñëó÷àjíèõ áðîjåâà (åíã. random seed). Òðåáà íàïîìåíóòè äà jå èñòè íèç îä òèõ 20

ïî÷åòíèõ âðåäíîñòè êîðèø£åí çà ñâàêó îä ìåòàõåóðèñòèêà. Ïðè òîìå, çà ñâàêó

îä ìåòàõåóðèñòèêà, jå áåëåæåíà âðåäíîñò íàjáî§åã äîáèjåíîã ðåøå»à, óêóïíî

âðåìå èçâðøàâà»à è âðåìå ïîòðåáíî äà ñå äî¢å äî äîáèjåíîã ðåçóëòàòà.

Ïàðàìåòðè ïðèìå»åíå GA ìåòàõåóðèñòèêå çà îâàj ïðîáëåì ñó: êðèòåðèjóì

çàóñòàâ§à»à jå ìàêñèìàëíè áðîj ãåíåðàöèjà jåäíàê 5000 èëè äà ìàêñèìàëíè

áðîj ãåíåðàöèjà áåç ïîáî§øà»à íå ïðåëàçè 3000. Êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à ÅÌ

è VNS jå ìàêñèìàëíî âðåìå jåäíàêî ïðîñå÷íîì óêóïíîì âðåìåíó èçâðøàâà»à
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Òàáåëà 2.4: Eãçàêòíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à íà èíñòàíöàìà n = 50

inst. r opt.
enum. CPLEX Gurobi

t (s) ttot (s) t (s) ttot (s) t (s) ttot (s)
050_080 1 372.069 - - 0.396 0.407 0150 0150
050_080 2 346.271 - - 0.475 0.496 0150 0150
050_080 3 346.271 - - 0.491 0.513 0.130 0.130
050_080 4 346.271 - - 0.446 0.465 0.180 0.180
050_080 5 333.258 - - 0.697 0.720 0.200 0.200
050_080 10 333.258 - - 0.615 0.632 0.250 0.250
050_080 15 332.970 - - 0.575 0.634 0.250 0.250
050_080 20 332.970 - - 0.882 0.911 0.250 0.250

050_300 1 1124.331 - - 7.828 23.89 15 73.58
050_300 2 1098.891 - - 5.292 22.85 46 60.92
050_300 3 1098.891 - - 12.82 31.82 7 60.87
050_300 4 1094.621 - - 51.75 117.4 21 74.23
050_300 5 1094.621 - - 9.152 27.05 37 89.12
050_300 10 1076.105 - - 17.71 32.11 7 75.70
050_300 15 1062.553 - - 29.32 295.3 45 107.30
050_300 20 1062.553 - - 63.49 236.9 89 163.70

GA (ttot), çà äàòó èíñòàíöó. Òàêâèì êðèòåðèjóìîì çàóñòàâ§à»à çà ÅÌ è VNS,

ñâå òðè ìåòàõåóðèñòèêå íà ðàñïîëàãà»ó ñó èìàëå èñòó êîëè÷èíó âðåìåíà çà

îäãîâàðàjó£ó èíñòàíöó, òå îíäà ìîæåìî äèðåêòíî îöåíèòè êâàëèòåò ìåòàõåóðè-

ñòèêà íà îñíîâó êâàëèòåòà ðåøå»à.

Òàáåëå 2.10 - 2.13 ñàäðæå ïîäàòêå î åêñïåðèìåíòàëíèì ïîäàöèìà çà èíñòàíöå

÷èjå jå îïòèìàëíî ðåøå»å ïîçíàòî (ïðåòõîäíîã ïîãëàâ§à). Êàî è ðàíèjå, ïðâå

äâå êîëîíå ñàäðæå èìå èíñòàíöå è âðåäíîñò r. Òðå£à êîëîíà, îçíà÷åíà ñà opt.,

ñàäðæè îäãîâàðàjó£ó îïòèìàëíó âðåäíîñò. Ñëåäå£å òðè êîëîíå ïðåäñòàâ§àjó

ðåçóëòàòå èçâðøàâà»à GA. ×åòâðòà êîëîíà jå îáåëåæåíà ñà najb. è ñàäðæè

íàjáî§å ðåçóëòàòå äîáèjåíå êîðèø£å»åì GA, ñà çàïèñîì opt àêî jå îïòèìàëíî

ðåøå»å äîñòèãíóòî. Ó ïåòîj è øåñòîj êîëîíè, îçíà÷åíèì ñà t è ttot, ñó çàïèñàíà

ïðîñå÷íà âðåìåíà èçâðøàâà»à è ïðîñå÷íà óêóïíà âðåìåíà èçâðøàâà»à. Íàðåäíå

÷åòèðè êîëîíå ñó êîðèø£åíå çà ïðåäñòàâ§à»å ðåçóëòàòà èçâðøàâà»à ÅÌ è VNS

ìåòàõåóðèñòèêå, íà ñëè÷àí íà÷èí êàî è ó ñëó÷àjó GA. Òðåáà íàïîìåíóòè äà

çà ìåòàõåóðèñòèêå ÅÌ è VNS íèjå áèëî íåîïõîäíî áåëåæèòè óêóïíî ïðîñå÷íî

âðåìå èçâðøàâà»à çàòî øòî jå îíî èñòî êàî è êîä GA, çáîã »èõîâîã êðèòåðèjóìà

çàâðøåòêà.

Òàáåëå 2.14-2.17 ñàäðæå åêñïåðèìåíòàëíå ðåçóëòàòå çà èíñòàíöå ñà íåïî-

çíàòèìà îïòèìàëíèì ðåøå»èìà. Çíà÷å»å ïðâå äâå êîëîíå jå èñòî êàî è êîä

ïðåòõîäíèõ òàáåëà. Òðå£à êîëîíà, îçíà÷åíà ñà preth., ñàäðæè íàjáî§à ðåøå»à

äîáèjåíà ïîìî£ó åãçàêòíèõ ðåøàâà÷à, ïðåóçåòà èç òàáåëà 2.6-2.9. ×åòâðòà êîëîíà
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Òàáåëà 2.5: Eãçàêòíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à íà èíñòàíöàìà 100 ≤ n ≤ 300

inst. r opt.
enum. CPLEX Gurobi

t (s) ttot (s) t (s) ttot (s) t (s) ttot (s)
100_150 1 697.973 - - 0.586 0.612 0.350 0.350
100_150 2 696.787 - - 0.750 1.106 0.520 0.520
100_150 3 689.403 - - 1.082 1.124 0.690 0.690
100_150 4 689.403 - - 0.843 1.126 0.650 0.650
100_150 5 689.403 - - 1.425 1.425 1.090 1.090
100_150 10 686.703 - - 1.873 1.945 1.000 1.000
100_150 15 673.056 - - 1.343 1.343 1.570 1.570
100_150 20 655.263 - - 1.678 2.410 0.930 0.930

100_500 1 1986.131 - - - - 300 1495
100_500 2 1931.452 - - 292.8 4481 45 1514
100_500 3 1901.654 - - - - 1104 1998
100_500 4 1901.654 - - - - 1435 2842
100_500 5 1876.418 - - - - 675 3902

300_500 1 2543.862 - - 13.99 52.52 106 127.40
300_500 2 2524.215 - - 263.5 265.9 55 279.66
300_500 3 2456.085 - - 102.5 3455 450 460.41
300_500 4 2456.085 - - 382.3 1264 151 961.72
300_500 5 2448.516 - - 116.7 1939 167 752.36
300_500 10 2377.530 - - 280.0 537.5 29 287.21
300_500 15 2360.732 - - 591.4 636.5 67 654.83
300_500 20 2352.357 - - 40.98 1766 101 692.72

ñàäðæè íîâî íàjáî§å ðåøå»å äîáèjåíî óç ïîìî£ ìåòàõåóðèñòèêà GA, EM è VNS.

Óêîëèêî íèjåäíà îä òðè ïðèìå»åíå ìåòàõåóðèñòèêå íèjå ïîïðàâèëà ïðåòõîäíî

ðåøå»å (ïðèêàçàíî ó òðå£îj êîëîíè), ó îâîj êîëîíè íèjå ïðèêàçàí íèêàêàâ

ïîäàòàê. Íàðåäíèõ ñåäàì êîëîíà èìàjó èñòî çíà÷å»å êàî è îäãîâàðàjó£å êîëîíå

ó òàáåëàìà 2.10-2.13.

2.7 Àíàëèçà ðåçóëòàòà è çàâðøíà ðàçìàòðà»à

Êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè èç òàáåëå 2.5, îïòèìàëíà ðåøå»à ñó äîáèjåíà ñàìî çà

ðåòêå ãðàôîâå äî 300 ÷âîðîâà è 500 ãðàíà è ãóñòå ãðàôîâå äî ñàìî 30 ÷âîðîâà.

Èç òîã ðàçëîãà jå îïðàâäàíà ïîòðåáà çà êîðèø£å»åì ìåòàõåóðèñòè÷êèõ ìåòîäà

çà ðåøàâà»å îâîã ïðîáëåìà.

Ðåçóëòàòè èç òàáåëa 2.10-2.13 ïîêàçójó äà ñó, îä óêóïíî 109 èíñòàíöè ñà

ïîçíàòèì îïòèìàëíèì ðåøå»èìà, GA è VNS äîñòèãëè 103, à ÅÌ jå äîñòèãàî 95

îïòèìàëíèõ ðåøå»à. Óêóïíî âðåìå èçâðøàâà»à jå áèëî ìà»å îä 14 ñåêóíäè. Íà

òèì èíñòàíöàìà jå VNS ìåòàõåóðèñòèêà íàjáðæå äîøëà äî îïòèìàëíîã ðåøå»à

ó 87 ñëó÷àjåâà, äîê jå GA íàjáðæå äîøëà äî îïòèìàëíîã ðåøå»à ó 24 ñëó÷àjà.

Êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè èç òàáåëà 2.14 - 2.17, îä óêóïíî 107 èíñòàíöè ãäå
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Òàáåëà 2.6: Ïðèáëèæíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à íà èíñòàíöàìà 50 ≤ n ≤ 100

inst. r najb.
enum. CPLEX Gurobi

vred. t (s) vred. t (s) vred. t (s)
050_1000 1 3099.083 2914.536 5125 3089.713 1531 3099.083 2404
050_1000 2 3016.320 2874.113 1368 3016.320 5257 3013.999 1354
050_1000 3 2977.524 2861.193 2159 2977.524 650.3 2973.205 6592
050_1000 4 2930.936 2826.714 2475 2930.936 3794 2928.399 2284
050_1000 5 2915.139 2821.667 2586 2915.139 1636 2909.632 3419
050_1000 10 2890.945 2775.508 295.9 2890.945 898.6 2827.708 1658
050_1000 15 2853.382 2762.585 3324 2853.382 1401 2833.230 4129
050_1000 20 2840.953 2762.585 4042 2840.953 2392 2827.708 1658

100_500 10 1852.608 1522.286 3768 1843.131 1572 1852.608 5504
100_500 15 1834.379 1480.356 4748 1834.379 223.3 1834.379 392
100_500 20 1809.037 1480.356 5857 1809.037 607.1 1809.037 4827

100_3000 1 8874.360 8505.179 5089 8874.360 6230 8864.220 2720
100_3000 2 8718.983 8436.693 5774 8718.983 5946 8674.793 2500
100_3000 3 8718.983 8386.485 5289 8656.097 7086 8718.983 3267
100_3000 4 8709.104 8386.485 5692 8709.104 421.0 8699.536 30
100_3000 5 8698.801 8296.34 5703 8583.056 219.3 8698.801 3170
100_3000 10 8709.173 8171.752 505.9 8440.079 142.0 8709.173 4914
100_3000 15 8402.444 8117.397 778.9 8402.444 267.7 8375.000 3770
100_3000 20 8521.629 8048.049 4098 8464.797 266.4 8521.629 4894

íèjå ïîçíàòî îïòèìàëíî ðåøå»å, ìåòàõåóðèñòèêå ñó ó 91 ñëó÷àjó ïîáî§øàëå

íàjáî§à ïðèáëèæíà ðåøå»à äîáèjåíà ïîìî£ó åãçàêòíèõ ðåøàâà÷à. Îä òîãà jå

GA äîáèî 86 íîâèõ íàjáî§èõ ðåøå»à, VNS 25, à ÅÌ 14. Çà èíñòàíöå ñà 50

äî 100 ÷âîðîâà çà êîjå íèjå ïîçíàòî îïòèìàëíî ðåøå»å, GA jå íàjáðæå äîøàî

äî íàjáî§åã ðåøå»à ó 16 ñëó÷àjåâà, äîê jå VNS íàjáðæå äîøàî äî íàjáî§åã

ðåøå»à ó 4 ñëó÷àjà. Çà èíñòàíöå ñà 300 ÷âîðîâà çà êîjå íèjå ïîçíàòî îïòèìàëíî

ðåøå»å, GA äîñòèæå íàjáî§å ðåøå»å çà íàjìà»å âðåìåíà ó 19 ñëó÷àjåâà, äîê

EM äîñòèæå íàjáî§å ðåøå»å ñàìî çà èíñòàíöó 300_10k è r = 1. Çà èíñòàíöå

ñà 500 ÷âîðîâà, çà êîjå íèjå ïîçíàòî îïòèìàëíî ðåøå»å, GA äîñòèæå íàjáî§å

ðåøå»å çà 23 èíñòàíöå, à VNS ñàìî çà jåäíó. Çà èíñòàíöå ñà 1000 ÷âîðîâà çà

êîjå íèjå ïîçíàòî îïòèìàëíî ðåøå»å, jåäèíî GA äîñòèæå íàjáî§å ðåøå»å çà

ñâå 24 èíñòàíöå.

Íàïîìåíèìî äà ñó ó 14 ñëó÷àjåâà ñâå òðè ìåòàõåóðèñòèêå äîáèëå èñòà, íîâà

íàjáî§à ðåøå»à.

Âðåìå èçâðøàâà»à ìåòàõåóðèñòèêà jå óãëàâíîì äîñòèæíî, íàj÷åø£å ìà»å

îä 10 ìèíóòà, îñèì èíñòàíöè 500_60k 1k_100k è 1k_350k, êîjè ïðåäñòàâ§àjó

âðëî ãóñòå ãðàôîâå âåëèêå äèìåíçèjå.

Ïðåäñòàâ§åíè åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè jàñíî äåìîíñòðèðàjó êîðèñíîñò

ïðåäëîæåíîã MILP ìîäåëà, è GA, ÅÌ è VNS ìåòàõåóðèñòèêà çà ðåøàâà»å
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Òàáåëà 2.7: Ïðèáëèæíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à íà èíñòàíöàìà n = 300

inst. r najb.
enum. CPLEX Gurobi

vred. t (s) vred. t (s) vred. t (s)
300_2k 1 7709.498 5744.132 6999 7690.407 6322 7709.498 6637
300_2k 2 7645.349 5742.752 2774 7645.349 6487 7414.360 5032
300_2k 3 7509.420 5740.743 3139 7509.420 7197 7242.234 1234
300_2k 4 7442.000 5739.065 4386 7442.000 6745 7402.851 1412
300_2k 5 7389.467 5733.544 4731 7389.467 6871 7299.509 887
300_2k 10 7416.068 5733.544 7099 7416.068 7097 7168.137 2206
300_2k 15 7307.361 5679.214 198.9 7307.361 6595 7291.780 4513
300_2k 20 7345.519 5669.931 7136 7345.519 6059 7147.080 3663

300_10k 1 30824.693 27486.982 2801 30824.693 0.353 29951.782 33
300_10k 2 29659.475 27486.982 3249 29771.046 4288 29659.475 539
300_10k 3 30759.960 27472.383 3818 29819.923 6494 30759.960 336
300_10k 4 30989.566 27472.383 4302 29359.477 3087 30989.566 188
300_10k 5 30872.004 27246.909 1004 29682.394 4164 30872.004 80
300_10k 10 30968.334 27246.649 931.3 29253.722 6862 30968.334 747
300_10k 15 30748.223 27183.126 2194 29241.136 5092 30748.223 1299
300_10k 20 30923.953 27183.126 2729 29498.737 4891 30923.953 48

300_30k 1 85934.244 83070.887 6456 85934.244 1.225 84451.384 3
300_30k 2 83903.267 83028.62 6874 66065.103 5760 83903.267 7126
300_30k 3 84952.867 83021.191 5183 66814.125 5575 84952.867 1573
300_30k 4 85143.297 83021.191 5804 66514.511 5641 85143.297 4027
300_30k 5 85845.606 83028.62 6141 66007.823 6611 85845.606 3331
300_30k 10 85691.919 82945.149 3427 65971.340 5955 85691.919 2977
300_30k 15 85894.230 82768.105 6617 66204.979 6213 85894.230 2572
300_30k 20 85715.008 82735.728 6759 65252.157 7072 85715.008 3401

ïðîáëåìà MDMBP. Ïðåäëîæåíè MILP ìîäåë ñà |V | + |E| áèíàðíèõ ïðîìåí-

§èâèõ è r + 2|E| + 1 îãðàíè÷å»à, çà êîjè jå äîêàçàíà êîðåêòíîñò, ïðåäñòàâ§à

âðåäàí äîïðèíîñ çà åãçàêòíî è ïðèáëèæíî ðåøàâà»å MDMBP. Åêñïåðèìåí-

òàëíè ðåçóëòàòè ïîêàçójó äà GA äàjå çíà÷àjíî áî§å ðåçóëòàòå ó îäíîñó íà ÅÌ

è VNS.
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Òàáåëà 2.8: Ïðèáëèæíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à íà èíñòàíöàìà n = 500

inst. r najb.
enum. CPLEX Gurobi

vred. t (s) vred. t (s) vred. t (s)
500_1k 1 4744.994 2806.965 5913 4740.014 4102 4744.994 2801
500_1k 2 4739.982 2806.965 7054 4739.982 6815 4739.529 6620
500_1k 3 4695.510 2762.100 1590 4695.510 789.2 4692.877 4350
500_1k 4 4688.866 2762.100 1239 4688.866 5575 4680.997 6234
500_1k 5 4687.445 2762.100 1933 4680.664 2883 4687.445 2885
500_1k 10 4636.442 2762.100 2995 4636.442 2509 4623.145 5832
500_1k 15 4622.783 2762.100 3794 4622.783 6846 4619.915 5316
500_1k 20 4602.182 2713.144 3218 4602.182 3253 4589.822 4576

500_3k 1 11372.166 8358.183 7124 11372.166 474.4 11289.831 2687
500_3k 2 11293.525 8352.269 2402 11077.172 2835 11293.525 3663
500_3k 3 11257.063 8352.269 2774 11063.300 727.4 11257.063 3975
500_3k 4 11267.662 8352.269 2279 10974.964 782.7 11267.662 4074
500_3k 5 11214.219 8339.367 3179 10831.476 679.7 11214.219 4509
500_3k 10 10972.091 8339.367 4692 10799.479 912.4 10972.091 5591
500_3k 15 11159.572 8286.828 3631 10751.672 3379 11159.572 6946
500_3k 20 11038.550 8286.828 5905 10812.779 4230 11038.550 6971

500_10k 1 31847.822 27998.844 6100 31547.096 0.040 31847.822 1
500_10k 2 32453.585 27998.844 7183 31547.096 2676 32453.585 509
500_10k 3 32741.433 27986.956 437.3 30709.973 4326 32741.433 272
500_10k 4 32134.073 27602.152 3184 30710.467 3293 32134.073 12
500_10k 5 32261.153 27602.152 6980 30880.867 3453 32261.153 555
500_10k 10 32868.335 27602.152 6403 30610.289 5060 32868.335 416
500_10k 15 32579.889 27556.169 96.57 30226.088 3517 32579.889 479
500_10k 20 32660.868 27556.169 189.3 30007.443 4501 32660.868 919

500_60k 1 173626.906 165928.512 4365 173626.906 3.894 168687.246 79
500_60k 2 169984.258 165762.356 1814 - - 169984.258 2000
500_60k 3 171399.820 165762.356 2057 - - 171399.820 2937
500_60k 4 166948.978 165762.356 2351 - - 166948.978 1678
500_60k 5 172710.669 165762.356 3584 - - 172710.669 437
500_60k 10 165966.934 165615.397 3365 - - 165966.934 144
500_60k 15 165512.248 165067.289 3315 - - 165512.248 14
500_60k 20 166051.696 165067.289 6398 - - 166051.696 4068
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Òàáåëà 2.9: Ïðèáëèæíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à íà èíñòàíöàìà n = 1000

inst. r najb.
enum. CPLEX Gurobi

vred. t (s) vred. t (s) vred. t (s)
1k_1.5k 1 7830.439 4429.553 5142 7830.439 4199 7830.439 7082
1k_1.5k 2 7660.702 4406.755 3049 7660.702 500.7 7659.381 5093
1k_1.5k 3 7561.257 4331.854 2753 7561.257 394.7 7549.120 5741
1k_1.5k 4 7552.921 4331.854 3761 7552.921 6665 7551.454 2691
1k_1.5k 5 7561.257 4331.854 4126 7561.257 6775 7558.126 4247
1k_1.5k 10 7499.702 4313.156 6082 7486.617 6695 7499.702 5871
1k_1.5k 15 7457.737 4212.573 2637 7457.737 6542 7448.530 5709
1k_1.5k 20 7432.879 4208.582 3862 7422.875 4892 7432.879 6725

1k_10k 1 34497.300 27849.420 4164 34497.300 3619 33468.985 49
1k_10k 2 33431.473 27453.988 3955 33431.473 2859 33308.086 6351
1k_10k 3 35076.961 27449.083 2319 33788.255 2971 35076.961 81
1k_10k 4 34828.276 27436.452 2905 33388.788 3102 34828.276 3937
1k_10k 5 35122.442 27436.452 3200 33158.065 3165 35122.442 1306
1k_10k 10 34552.295 27340.450 7001 33220.939 2952 34552.295 6163
1k_10k 15 34642.263 27327.217 6969 33157.350 4653 34642.263 3900
1k_10k 20 34789.795 27318.103 5733 32978.447 4106 34789.795 2139

1k_100k 1 294083.743 272658.632 3015 294083.743 1.156 284444.969 1254
1k_100k 2 277883.845 272658.632 3860 - - 277883.845 2339
1k_100k 3 277770.801 272658.632 4468 - - 277770.801 2931
1k_100k 4 287363.683 272627.483 6531 - - 287363.683 6850
1k_100k 5 293827.978 272581.574 2464 - - 293827.978 6160
1k_100k 10 276657.467 272263.665 3562 - - 276657.467 2569
1k_100k 15 291638.645 272127.084 3985 - - 291638.645 5470
1k_100k 20 294052.633 272114.368 5228 - - 294052.633 1382

1k_350k 1 986248.932 964947.365 5146 986248.932 30.42 965489.117 4131
1k_350k 2 963299.917 963270.571 6110 - - 963299.917 1174
1k_350k 3 962372.761 962136.163 3520 - - 962372.761 3720
1k_350k 4 965016.683 962136.163 3919 - - 965016.683 1321
1k_350k 5 963881.119 962136.163 4313 - - 963881.119 1551
1k_350k 10 962136.163 962136.163 6521 - - - -
1k_350k 15 962052.538 962052.538 3701 - - - -
1k_350k 20 962008.567 962008.567 2578 - - - -
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Òàáåëà 2.10: Ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà íà èíñòàíöàìà n = 10 ãäå jå ïîçíàòî
îïòèìàëíî ðåøå»å

inst. r opt.
GA EM VNS

najb. t (s) ttot (s) najb. t (s) najb. t (s)

010_015 1 68.708 opt 0.001 0.017 opt 0.002 opt 0.001

010_015 2 59.971 opt 0.001 0.017 opt 0.070 opt 0.001

010_015 3 54.324 opt 0.001 0.016 opt 0.080 opt 0.001

010_015 4 54.324 opt 0.001 0.018 opt 0.062 opt 0.001

010_015 5 54.324 opt 0.001 0.029 opt 0.071 opt 0.001

010_015 10 49.011 opt 0.001 0.020 opt 0.074 opt 0.002

010_015 15 49.011 opt 0.003 0.029 opt 0.074 opt 0.001

010_015 20 47.347 opt 0.003 0.030 opt 0.086 opt 0.001

010_025 1 82.500 opt 0.001 0.016 opt 0.084 opt 0.001

010_025 2 82.500 opt 0.001 0.012 opt 0.085 opt 0.001

010_025 3 82.500 opt 0.001 0.019 opt 0.036 opt 0.001

010_025 4 82.500 opt 0.001 0.021 opt 0.041 opt 0.001

010_025 5 82.500 opt 0.001 0.015 opt 0.042 opt 0.001

010_025 10 79.842 opt 0.002 0.025 opt 0.076 opt 0.001

010_025 15 79.842 opt 0.004 0.035 opt 0.047 opt 0.002

010_025 20 79.842 opt 0.005 0.041 opt 0.050 opt 0.001

010_040 1 109.743 opt 0.001 0.019 opt 0.028 opt 0.001

010_040 2 109.743 opt 0.001 0.022 opt 0.026 opt 0.001

010_040 3 109.743 opt 0.001 0.019 opt 0.032 opt 0.001

010_040 4 109.743 opt 0.001 0.023 opt 0.038 opt 0.001

010_040 5 109.743 opt 0.002 0.027 opt 0.009 opt 0.001

010_040 10 109.743 opt 0.004 0.031 opt 0.016 opt 0.001

010_040 15 109.743 opt 0.004 0.039 opt 0.010 opt 0.001

010_040 20 108.651 opt 0.005 0.043 opt 0.088 opt 0.001

49



Âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå

Òàáåëà 2.11: Ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà íà èíñòàíöàìà n = 20 ãäå jå ïîçíàòî
îïòèìàëíî ðåøå»å

inst. r opt.
GA EM VNS

najb. t (s) ttot (s) najb. t (s) najb. t (s)

020_030 1 136.696 opt 0.001 0.035 opt 0.085 opt 0.001

020_030 2 122.664 opt 0.002 0.045 opt 0.040 opt 0.001

020_030 3 122.664 opt 0.003 0.048 opt 0.047 opt 0.001

020_030 4 107.134 opt 0.003 0.052 opt 0.020 opt 0.001

020_030 5 105.441 opt 0.005 0.055 opt 0.054 opt 0.002

020_030 10 105.441 opt 0.005 0.072 opt 0.055 opt 0.002

020_030 15 105.441 opt 0.005 0.084 opt 0.047 opt 0.001

020_030 20 105.441 opt 0.008 0.097 opt 0.057 opt 0.002

020_070 1 250.973 opt 0.001 0.043 opt 0.095 opt 0.001

020_070 2 250.973 opt 0.004 0.049 opt 0.096 opt 0.001

020_070 3 246.420 opt 0.004 0.058 opt 0.092 opt 0.001

020_070 4 246.420 opt 0.005 0.059 opt 0.094 opt 0.001

020_070 5 246.420 opt 0.005 0.06 opt 0.094 opt 0.001

020_070 10 244.988 opt 0.004 0.071 opt 0.059 opt 0.001

020_070 15 244.988 opt 0.008 0.098 opt 0.074 opt 0.002

020_070 20 244.988 opt 0.011 0.118 opt 0.062 opt 0.001

020_150 1 502.411 opt 0.004 0.053 opt 0.093 opt 0.001

020_150 2 476.472 opt 0.005 0.072 opt 0.082 opt 0.001

020_150 3 466.079 opt 0.004 0.087 opt 0.096 opt 0.002

020_150 4 466.079 opt 0.005 0.097 opt 0.095 opt 0.001

020_150 5 455.679 opt 0.005 0.087 opt 0.049 opt 0.002

020_150 10 442.486 opt 0.014 0.170 opt 0.148 opt 0.004

020_150 15 440.870 opt 0.017 0.186 opt 0.141 opt 0.004

020_150 20 440.870 opt 0.021 0.220 opt 0.184 opt 0.003
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Òàáåëà 2.12: Ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà íà èíñòàíöàìà n = 30 ãäå jå ïîçíàòî
îïòèìàëíî ðåøå»å

inst. r opt.
GA EM VNS

najb. t (s) ttot (s) najb. t (s) najb. t (s)

030_050 1 224.556 opt 0.003 0.062 opt 0.022 opt 0.001

030_050 2 224.556 opt 0.004 0.068 opt 0.014 opt 0.002

030_050 3 221.761 opt 0.004 0.074 opt 0.033 opt 0.001

030_050 4 221.761 opt 0.004 0.074 opt 0.023 opt 0.004

030_050 5 214.010 opt 0.005 0.099 opt 0.032 opt 0.002

030_050 10 207.983 opt 0.009 0.113 opt 0.037 opt 0.001

030_050 15 199.817 opt 0.013 0.182 opt 0.085 opt 0.001

030_050 20 199.817 opt 0.013 0.205 opt 0.107 opt 0.005

030_150 1 589.593 opt 0.004 0.062 opt 0.033 opt 0.002

030_150 2 536.473 opt 0.005 0.094 opt 0.069 opt 0.004

030_150 3 533.635 opt 0.004 0.105 opt 0.035 opt 0.002

030_150 4 533.635 opt 0.008 0.115 opt 0.041 opt 0.003

030_150 5 533.635 opt 0.009 0.122 opt 0.033 opt 0.003

030_150 10 525.300 opt 0.013 0.189 opt 0.120 opt 0.004

030_150 15 519.586 opt 0.018 0.217 opt 0.036 opt 0.004

030_150 20 519.586 opt 0.025 0.288 opt 0.075 opt 0.006

030_400 1 1331.773 opt 0.006 0.151 opt 0.145 opt 0.001

030_400 2 1230.856 opt 0.009 0.174 opt 0.163 opt 0.003

030_400 3 1208.703 opt 0.022 0.160 opt 0.069 opt 0.006

030_400 4 1187.753 opt 0.014 0.178 opt 0.078 opt 0.004

030_400 5 1181.987 opt 0.020 0.197 opt 0.112 opt 0.006

030_400 10 1154.353 opt 0.033 0.290 opt 0.095 opt 0.007

030_400 15 1142.317 opt 0.048 0.533 opt 0.181 opt 0.015

030_400 20 1140.635 opt 0.061 0.527 opt 0.274 opt 0.019
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Òàáåëà 2.13: Ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà íà èíñòàíöàìà 50 ≤ n ≤ 300 ãäå jå
ïîçíàòî îïòèìàëíî ðåøå»å

inst. r opt.
GA EM VNS

najb. t (s) ttot (s) najb. t (s) najb. t (s)

050_080 1 372.069 opt 0.010 0.092 opt 0.012 opt 0.005

050_080 2 346.271 opt 0.005 0.148 opt 0.012 opt 0.004

050_080 3 346.271 opt 0.009 0.166 opt 0.009 opt 0.008

050_080 4 346.271 opt 0.009 0.199 opt 0.027 opt 0.005

050_080 5 333.258 opt 0.013 0.197 opt 0.029 opt 0.006

050_080 10 333.258 opt 0.021 0.253 opt 0.031 opt 0.010

050_080 15 332.970 opt 0.031 0.333 opt 0.086 opt 0.016

050_080 20 332.970 opt 0.042 0.409 opt 0.092 opt 0.017

050_300 1 1124.331 opt 0.005 0.158 opt 0.055 opt 0.010

050_300 2 1098.891 opt 0.012 0.231 opt 0.046 opt 0.010

050_300 3 1098.891 opt 0.014 0.271 opt 0.069 opt 0.013

050_300 4 1094.621 opt 0.017 0.336 opt 0.119 opt 0.009

050_300 5 1094.621 opt 0.021 0.367 opt 0.113 opt 0.015

050_300 10 1076.105 opt 0.036 0.642 opt 0.075 opt 0.022

050_300 15 1062.553 opt 0.055 0.694 opt 0.195 opt 0.026

050_300 20 1062.553 opt 0.073 0.894 opt 0.206 opt 0.042

100_150 1 697.973 opt 0.028 0.362 692.227 0.028 opt 0.037

100_150 2 696.787 opt 0.088 0.533 opt 0.067 opt 0.058

100_150 3 689.403 opt 0.131 0.645 686.703 0.064 opt 0.100

100_150 4 689.403 opt 0.133 0.681 686.703 0.074 opt 0.113

100_150 5 689.403 opt 0.203 0.806 686.703 0.046 opt 0.113

100_150 10 686.703 opt 0.241 1.088 opt 0.174 opt 0.173

100_150 15 673.056 opt 0.082 1.246 672.686 0.226 opt 0.146

100_150 20 655.263 opt 0.265 1.631 654.869 0.169 opt 0.286

100_500 1 1986.131 opt 0.032 0.493 opt 0.117 opt 0.111

100_500 2 1931.452 opt 0.024 0.722 opt 0.193 opt 0.093

100_500 3 1901.654 opt 0.042 0.802 opt 0.217 opt 0.143

100_500 4 1901.654 opt 0.056 0.883 opt 0.331 opt 0.195

100_500 5 1876.418 opt 0.077 0.994 opt 0.211 opt 0.207

300_500 1 2543.862 opt 0.839 3.088 2538.876 0.195 2542.756 1.689

300_500 2 2524.215 2521.305 1.930 5.236 2490.934 0.292 2521.305 2.973

300_500 3 2456.085 2454.950 3.043 6.837 2427.728 0.565 2451.659 2.247

300_500 4 2456.085 2455.162 1.947 6.413 2417.477 0.411 2453.503 2.755

300_500 5 2448.516 2447.802 1.042 6.002 2412.232 0.495 opt 2.840

300_500 10 2377.530 2375.956 2.793 9.242 2346.121 0.743 2373.107 3.328

300_500 15 2360.732 opt 4.691 12.30 2328.276 1.032 2357.859 4.400

300_500 20 2352.357 2349.655 4.359 13.99 2332.311 1.060 opt 5.659
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Òàáåëà 2.14: Ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà íà èíñòàíöàìà 50 ≤ n ≤ 100 ãäå íèjå
ïîçíàòî îïòèìàëíî ðåøå»å

inst. r preth.
novo GA EM VNS
najb. najb. t (s) ttot(s) najb. t (s) najb. t (s)

050_1k 1 3099.083 3099.083 0.019 0.429 3099.083 0.080 3099.083 0.031
050_1k 2 3016.320 3037.537 3037.537 0.043 0.536 3037.537 0.159 3037.537 0.058
050_1k 3 2977.524 3006.541 3006.541 0.038 0.716 3006.541 0.185 3006.541 0.046
050_1k 4 2930.936 2930.936 0.05 0.795 2930.936 0.270 2930.936 0.070
050_1k 5 2915.139 2930.936 2930.936 0.072 0.947 2930.936 0.387 2930.936 0.072
050_1k 10 2890.945 2901.349 2901.349 0.102 1.452 2901.349 0.626 2901.349 0.118
050_1k 15 2853.382 2881.119 2881.119 0.187 1.925 2881.119 0.489 2881.119 0.123
050_1k 20 2840.953 2875.188 2875.188 0.374 2.358 2875.188 0.393 2875.188 0.194
100_500 10 1852.608 1852.608 0.351 1.985 1852.608 3.844 1852.608 0.515
100_500 15 1834.379 1834.379 0.132 2.240 1834.379 3.005 1834.379 0.587
100_500 20 1809.037 1809.037 0.617 3.116 1809.037 4.096 1809.037 0.498
100_3k 1 8874.360 9348.949 9348.949 0.034 1.638 9348.949 10.48 9348.949 0.261
100_3k 2 8718.983 9142.080 9142.080 0.087 2.069 9142.080 9.819 9142.080 0.750
100_3k 3 8718.983 9069.565 9069.565 0.263 3.504 9069.565 8.112 9069.565 1.113
100_3k 4 8709.104 9047.027 9047.027 0.200 3.398 9047.027 9.586 9047.027 1.124
100_3k 5 8698.801 8995.853 8995.853 0.358 4.345 8995.853 11.12 8995.853 1.846
100_3k 10 8709.173 8873.866 8873.866 0.729 7.382 8869.968 13.79 8873.866 2.452
100_3k 15 8402.444 8823.342 8823.342 0.652 10.82 8823.342 22.19 8823.342 3.350
100_3k 20 8521.629 8820.679 8820.679 1.063 13.80 8820.679 29.08 8820.679 3.720

Òàáåëà 2.15: Ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà íà èíñòàíöàìà n = 300 ãäå íèjå ïîçíàòî
îïòèìàëíî ðåøå»å

inst. r preth.
novo GA EM VNS
najb. najb. t (s) ttot(s) najb. t (s) najb. t (s)

300_2k 1 7709.498 7887.541 7887.541 0.844 4.453 7852.239 0.512 7887.541 3.564
300_2k 2 7645.349 7794.294 7794.294 1.746 7.058 7775.851 0.960 7778.269 4.980
300_2k 3 7509.420 7757.624 7757.624 2.222 8.566 7706.137 0.968 7757.624 6.206
300_2k 4 7442.000 7742.078 7742.078 2.899 10.30 7673.744 1.085 7740.887 7.315
300_2k 5 7389.467 7709.929 7709.929 1.922 10.22 7657.365 1.223 7702.392 7.546
300_2k 10 7416.068 7642.630 7642.630 2.505 14.59 7593.994 1.893 7642.630 11.268
300_2k 15 7307.361 7590.892 7575.865 4.345 21.57 7544.598 2.478 7590.892 15.709
300_2k 20 7345.519 7550.243 7546.985 4.274 24.68 7539.583 3.079 7550.243 18.905
300_10k 1 30824.693 32460.882 32460.882 2.602 13.15 32460.882 1.880 32460.882 12.669
300_10k 2 29659.475 32232.752 32232.752 3.613 19.47 32197.892 3.653 32232.752 17.455
300_10k 3 30759.960 32146.765 32146.765 9.023 27.12 32111.377 4.331 32105.948 22.059
300_10k 4 30989.566 32141.179 32141.179 8.260 31.70 32123.699 4.678 32127.248 26.749
300_10k 5 30872.004 32008.414 32008.414 10.75 38.26 31970.801 5.508 31991.235 34.295
300_10k 10 30968.334 31865.995 31865.995 14.73 61.69 31800.963 8.610 31860.808 54.183
300_10k 15 30748.223 31813.305 31813.305 14.98 91.41 31726.461 15.71 31798.469 73.452
300_10k 20 30923.953 31801.412 31801.412 33.64 145.3 31724.882 21.08 31779.839 107.024
300_30k 1 85934.244 88870.472 88870.472 9.860 43.65 88839.255 5.322 88853.816 41.216
300_30k 2 83903.267 88454.815 88454.815 10.31 62.04 88430.781 11.67 88430.781 53.660
300_30k 3 84952.867 88273.593 88273.593 28.26 94.81 88216.253 14.13 88268.184 74.559
300_30k 4 85143.297 88135.112 88135.112 25.96 119.8 88062.439 16.56 88076.386 85.720
300_30k 5 85845.606 88052.251 88049.412 27.27 150.1 87928.584 21.75 88052.251 113.333
300_30k 10 85691.919 87803.363 87791.471 103.9 362.4 87705.325 35.50 87803.363 212.166
300_30k 15 85894.230 87731.150 87731.150 156.9 558.6 87710.310 54.75 87679.977 331.352
300_30k 20 85715.008 87651.003 87651.003 212.8 712.6 87453.229 72.95 87643.225 444.365
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Òàáåëà 2.16: Ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà íà èíñòàíöàìà n = 500 ãäå íèjå ïîçíàòî
îïòèìàëíî ðåøå»å

inst. r preth.
novo GA EM VNS
najb. najb. t (s) ttot(s) najb. t (s) najb. t (s)

500_1k 1 4744.994 4746.350 4746.350 5.785 11.11 4648.119 0.669 4727.554 9.109
500_1k 2 4739.982 4722.977 3.807 11.42 4658.193 1.082 4713.594 10.254
500_1k 3 4695.510 4699.366 4699.366 7.336 15.94 4604.884 1.444 4678.286 12.719
500_1k 4 4688.866 4684.724 9.776 19.56 4647.271 1.713 4662.030 14.866
500_1k 5 4687.445 4688.985 4684.161 11.26 22.19 4579.851 1.873 4688.985 16.595
500_1k 10 4636.442 4630.468 15.93 30.44 4540.539 3.023 4620.835 22.316
500_1k 15 4622.783 4639.590 4639.590 12.07 31.56 4552.096 3.935 4626.853 24.459
500_1k 20 4602.182 4608.352 4608.352 15.14 39.40 4542.346 4.983 4584.048 34.049
500_3k 1 11372.166 12027.040 12027.040 3.461 11.41 11916.205 1.751 11977.997 11.201
500_3k 2 11293.525 11862.723 11862.723 6.343 18.24 11784.635 2.702 11849.706 17.179
500_3k 3 11257.063 11850.243 11850.243 5.934 19.97 11725.473 2.702 11793.837 17.201
500_3k 4 11267.662 11765.877 11765.877 7.806 24.32 11639.063 3.378 11713.591 21.949
500_3k 5 11214.219 11723.852 11723.852 14.13 31.74 11646.231 3.939 11694.037 26.865
500_3k 10 10972.091 11712.643 11712.643 9.642 37.29 11617.508 5.863 11603.957 33.650
500_3k 15 11159.572 11578.937 11578.937 11.66 45.96 11473.366 7.645 11534.261 41.648
500_3k 20 11038.550 11561.387 11561.387 15.05 60.48 11440.231 9.990 11525.872 56.178
500_10k 1 31847.822 34528.000 34528.000 4.673 21.79 34409.012 4.514 34501.876 21.087
500_10k 2 32453.585 34260.188 34260.188 8.783 31.79 34131.424 7.701 34152.379 30.666
500_10k 3 32741.433 34154.737 34154.737 15.82 43.54 34028.891 8.400 34066.961 41.034
500_10k 4 32134.073 33912.136 33912.136 14.76 47.58 33803.204 9.124 33807.818 45.580
500_10k 5 32261.153 33911.097 33911.097 17.07 54.56 33788.798 12.31 33819.252 49.822
500_10k 10 32868.335 33742.713 33742.713 42.26 105.3 33624.379 17.50 33717.134 101.734
500_10k 15 32579.889 33635.495 33635.495 33.46 119.0 33479.666 27.78 33474.646 109.920
500_10k 20 32660.868 33617.122 33617.122 52.45 192.9 33468.009 36.07 33465.430 180.886
500_60k 1 173626.906 178734.277 178734.277 16.80 152.2 178550.864 27.72 178492.642 145.8
500_60k 2 169984.258 177599.746 177599.746 74.78 295.0 177263.292 81.03 177279.610 281.8
500_60k 3 171399.820 177238.640 177238.640 112.7 345.3 177021.657 85.35 177020.611 314.8
500_60k 4 166948.978 177078.523 177078.523 116.2 439.7 176834.418 96.04 176978.673 421.5
500_60k 5 172710.669 177017.653 177017.653 106.7 505.6 176629.617 100.5 176726.983 481.7
500_60k 10 165966.934 176618.265 176618.265 311.3 1056 176208.475 157.1 176297.561 889.3
500_60k 15 165512.248 176406.682 176406.682 436.9 1538 176021.311 252.6 176184.026 1273
500_60k 20 166051.696 176373.468 176373.468 668.8 2028 175924.068 295.8 176116.713 1896

Òàáåëà 2.17: Ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà íà èíñòàíöàìà n = 1000 ãäå íèjå ïîçíàòî
îïòèìàëíî ðåøå»å

inst. r preth.
novo GA EM VNS
najb. najb. t (s) ttot(s) najb. t (s) najb. t (s)

1k_1.5k 1 7830.439 7775.978 37.98 51.86 7538.786 2.836 7730.085 51.325
1k_1.5k 2 7660.702 7612.876 51.87 70.30 7395.79 4.521 7547.915 65.546
1k_1.5k 3 7561.257 7478.796 50.89 72.12 7300.616 6.000 7466.919 71.088
1k_1.5k 4 7552.921 7455.309 63.55 89.76 7316.591 6.590 7453.238 87.372
1k_1.5k 5 7561.257 7486.499 81.02 102.5 7330.503 7.108 7460.453 100.537
1k_1.5k 10 7499.702 7429.124 74.73 121.8 7218.991 12.28 7369.720 118.701
1k_1.5k 15 7457.737 7409.428 114.2 170.1 7151.337 15.94 7325.439 165.461
1k_1.5k 20 7432.879 7351.995 136.4 192.2 7192.178 21.55 7272.166 186.898
1k_10k 1 34497.300 37642.910 37642.910 38.66 72.49 37340.775 18.99 37335.113 71.051
1k_10k 2 33431.473 37082.383 37082.383 57.40 108.75 36658.911 27.26 36851.114 106.235
1k_10k 3 35076.961 36811.521 36811.521 57.11 124.0 36487.822 30.98 36564.711 120.444
1k_10k 4 34828.276 36771.775 36771.775 63.48 143.6 36431.582 40.06 36338.953 137.109
1k_10k 5 35122.442 36682.944 36682.944 79.45 171.7 36435.325 39.64 36326.740 167.196
1k_10k 10 34552.295 36593.801 36593.801 72.59 205.3 36159.098 61.84 35990.061 196.652
1k_10k 15 34642.263 36429.494 36429.494 125.2 309.2 36075.022 96.69 36081.592 303.380
1k_10k 20 34789.795 36455.454 36455.454 196.9 424.8 36114.143 123.8 36058.370 419.638
1k_100k 1 294083.743 304705.500 304705.500 229.5 680.7 304143.577 237.5 303655.762 664.079
1k_100k 2 277883.845 303065.476 303065.476 356.8 1020 302752.951 481.8 302371.567 979.356
1k_100k 3 277770.801 302588.147 302588.147 587.0 1322 301729.009 465.5 301519.126 1287.860
1k_100k 4 287363.683 302061.731 302061.731 732.8 1667 301171.529 474.0 301111.823 1587.103
1k_100k 5 293827.978 301684.879 301684.879 950. 2038 300931.572 559.5 301026.029 1952.373
1k_100k 10 276657.467 301101.730 301101.730 2091 3679 300144.674 821.3 300249.889 3589.067
1k_100k 15 291638.645 300899.411 300899.411 1534 4286 300059.641 1263 300057.737 4019.348
1k_100k 20 294052.633 300608.129 300608.129 2322 5579 299723.170 1369 300298.373 5471.942
1k_350k 1 986248.932 1004141.663 1004141.663 1271 3164.523 1003349.956 560.8 1002271.215 3039.011
1k_350k 2 963299.917 998643.547 998643.547 2077 4184.105 998045.476 2293 997731.064 3886.649
1k_350k 3 962372.761 996287.655 996287.655 2170 4913.708 995344.707 2657 995357.745 4617.897
1k_350k 4 965016.683 995233.791 995233.791 2335 5982.324 994358.43 2576 994635.082 5736.208
1k_350k 5 963881.119 994544.743 994544.743 2614 7048.297 993655.168 2975 993896.013 6589.025
1k_350k 10 962136.163 993679.112 993679.112 5046 12618.262 992408.902 4107 993023.622 12101.822
1k_350k 15 962052.538 993116.857 993116.857 7073 17164.022 992155.293 5031 992579.670 14310.802
1k_350k 20 962008.567 992902.459 992902.459 7898 19608.342 991776.551 6951 992022.370 18644.139
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Ãëàâà 3

Âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì

ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ãðàôà íà

ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå

Âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ãðàôà íà ïîâåçàíå ïîäãðà-

ôîâå (åíã. connected multidimensional maximum bisection problem - CMDMBP)

jå ãåíåðàëèçàöèjà ïðîáëåìà ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå íàëèê MDMBP ðàçìàòðàíîã

ó ïðåòõîäíîj ãëàâè, ãäå ñå äîäàòíî çàõòåâà äà ïîäãðàôîâè èíäóêîâàíè ïàðòè-

öèjàìà áóäó ïîâåçàíè, à óâåäåí jå ó [42].

Ïðèñòóïè ðåøàâà»ó CMDMBP ñå ìîãó ðàçìàòðàòè íà îñíîâó ïðèñòóïà ðå-

øàâà»ó MBP è îíèõ ðåøàâà»ó MDMBP, êàî è ïðîáëåìà ïîâåçàíèõ ñà ïàðòèöè-

îíèñà»åì ãðàôîâà íà ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå. Êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè MDMBP

jå jåäíà ðåëàêñàöèjà CMDMBP (êàäà ñå îäáàöå óñëîâè ïîâåçàíîñòè) òå îãðàíè-

÷å»à êîjà âàæå MDMBP âàæå è çà CMDMBP.

Âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ãðàôà íà ïîâåçàíå ïîä-

ãðàôîâå ñå jàâ§à ãäå ãîä ñó ðåëàöèjå èçìå¢ó åíòèòåòà ïðåäñòàâ§åíå ñà âèøå

íóìåðè÷êèõ êàðàêòåðèñòèêà óìåñòî jåäíîã áðîjà è ãäå jå ïîâåçàíîñò ïîäãðàôîâà

îä ñóøòèíñêå âàæíîñòè. Îâî ñå ìîæå âèäåòè èç êîíêðåòíèõ ïðîáëåìà. Ïðâè

ïðîáëåì jå âåçàí çà óïðàâ§à»å §óäñêèì ðåñóðñèìà, ãäå jå jåäàí îä íàjâàæíèjèõ

àñïåêàòà jå êîìïàòèáèëíîñò/íåêîìïàòèáèëíîñò çàïîñëåíèõ. Êîìïàòèáèëíîñò

ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè âåêòîðîì êîjè ÷èíå êîîðäèíàòå êîjå îäãîâàðàjó êàðàêòåðó,

çíà»ó, èñêóñòâó, èòä. ãäå ñó âèøè íèâîè íåêîìïàòèáèëíîñòè ïðåäñòàâ§åíè

âå£èì áðîjåâèìà. Çàïîñëåíè ó îâîì ñëó÷àjó ñó ïðåäñòàâ§åíè ÷âîðîâèìà è
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÷è»åíèöà äà jå îäðå¢åíè ïàð çàïîñëåíèõ ðàäèî çàjåäíî ó ðàíèjåì ïåðèîäó ïðåä-

ñòàâ§åí jå ãðàíîì èçìå¢ó äàòèõ ÷âîðîâà. Ïðîáëåì jå ïîäåëèòè ãðóïó çàïîñëåíèõ

ó äâà òèìà jåäíàêèõ âåëè÷èíà ãäå íàjâå£è äåî íåêîìïàòèáèëíîñòè ìå¢ó çàïî-

ñëåíèìà ëåæè èçìå¢ó òèìîâà. Ïîâåçàíîñò ïîäãðàôîâà (òèìîâà) èãðà âàæíó

óëîãó jåð ñå ìîæå ñìàòðàòè äà £å ñå §óäè êîjè ñó ðàíèjå ðàäèëè çàjåäíî ëàêøå

óêëîïèòè ó òèì è ó áóäó£íîñòè. Äðóãè ïðèìåð jå ñëè÷àí ïðèìåðó âåçàíîì çà

äèçàjí åëåêòðîíñêèõ êîëà èç ïðåòõîäíîã ïîãëàâ§à, ñàìî øòî ñå jîø äîäàjå óñëîâ

äà ìîðà äà ñå îäðæè ïîâåçàíîñò åëåêòðîíñêèõ êîìïîíåíòè íà ñâàêîj ïëî÷è.

3.1 Äåôèíèöèjà ïðîáëåìà

Ó îâîj ñåêöèjè £å áèòè óâåäåí âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåê-

öèjå ãðàôà íà ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå êàî ãåíåðàëèçàöèjå ïðîáëåìà ìàêñèìàëíå

áèñåêöèjå.

Êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè, ïîâåçàíîñò ïîäãðàôîâà ìîæå áèòè âåîìà êîðèñíà

ó îäðå¢åíèì îáëàñòèìà ïðàêòè÷íîã è òåîðåòñêîã èñòðàæèâà»à. Îâî jå ãëàâíè

ðàçëîã çà ôîðìóëèñà»å íîâå ãåíåðàëèçàöèjå MBP.

Ïðîáëåì ñå ìîæå ôîðìóëèñàòè íà ñëåäå£è íà÷èí: íåêà jå G = (V,E) íåî-

ðèjåíòèñàíè ïîâåçàíè ãðàô, S ⊆ V è w jå ôóíêöèjà êîjà äîäå§ójå ñâàêîj ãðàíè

e íåêó r-òîðêó íåíåãàòèâíèõ ðåàëíèõ áðîjåâà (we1, we2, . . . , wer). Ïðåñåê C(S)

îäðå¢åí ñêóïîì S jå äåôèíèñàí êàî

C(S) = {(ie, je) ∈ E|(ie ∈ S ∧ je /∈ S) ∨ (je ∈ S ∧ ie /∈ S))} .

Ó äà§åì òåêñòó îçíàêà (ie, je) íå ïðåäñòàâ§à óðå¢åíè ïàð ÷âîðîâà âå£ êðàjåâå

ãðàíå e. Î÷èãëåäíî jå äà âàæè jåäíàêîñò C(S) = C(V \ S). Òåæèíà ïðåñåêà jå

äåôèíèñàíà êàî

w(C(S)) = min
1≤l≤r

∑
(i,j)∈C(S)

w(i,j)l.

Çàäàòàê ãåíåðàëèçîâàíîã ïðîáëåìà ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå jå ïðîíà£è ïîäåëó

ñêóïà ÷âîðîâà íà äâà ñêóïà ñà jåäíàêèì áðîjåì ÷âîðîâà ãäå jå òåæèíà ïðåñåêà

ìàêñèìàëíà, è îáà ïîäãðàôà èíäóêîâàíà ïàðòèöèjàìà ñó ïîâåçàíà. Îâàj ïðî-

áëåì íàçèâàìî âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ãðàôà íà
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ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå.

Ïðèìåð 3.1. Âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ãðàôà íà

ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå ìîæå áèòè èëóñòðîâàí ïðèìåðîì ãðàôà äàòèì íà Ñëèöè

3.1, ÷èjå jå îïòèìàëíî ðåøå»å äàòî ñêóïîì S = {2, 3, 4}. Ñêóï S ãåíåðèøå

ïðåñåê C(S) = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (3, 5), (3, 6), (4, 5)} ãäå ñó ñóìå ïî êîîðäèíà-

òàìà (17, 16) ïà jå òåæèíà ïðåñåêà jåäíàêà 16.

2

5

1

46 4

(3,2)

(1,6)

(7,4)

(5,1)

(2,3) (2,3
)

(1
,1
)

(4,
0)(0,3)

(1,5
)

3

S

Ñëèêà 3.1: Âèøåäèìåíçèîíàëíà áèñåêöèjà ãðàôà íà ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå.
Ïîäåá§àíå ñó ãðàíå êîjå ïðèïàäàjó ïðåñåêó.

Ïðèìåòèìî äà jå ãðàô èç ïðåòõîäíîã ïðèìåðà èñòè êàî ãðàô èç ïðèìåðà

2.1, è äà jå âðåäíîñò îïòèìàëíîã ðåøå»à çà ãðàô çà MDMBP, jåäíàêî 18, à äà

jå ñêóï S = {1, 3, 5}. Ó òîì ñëó÷àjó S èíäóêójå ïîâåçàíè ïîäãðàô, àëè V \ S
èíäóêójå ïîäãðàô êîjè íèjå ïîâåçàí.

3.2 Ìîäåë ìåøîâèòîã öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã

ïðîãðàìèðà»à

Êàî è ó ñëó÷àjó ïðîáëåìà èç ãëàâå 2, è çà îâàj ïðîáëåì jå ôîðìóëèñàí ìîäåë

ìåøîâèòîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à. Ðàçâîj ìîäåëà MILP-a, è ó îâîì ñëó÷àjó,

ìîæå êîðèñòèòè çà îäðå¢èâà»å åãçàêòíèõ ðåøå»à çà ãðàôîâå ìà»èõ äèìåíçèjà,

êàî è çà ðàçâîj õåóðèñòè÷êèõ ïðèñòóïà [51] è [58].

Ó îâîì ïîãëàâ§ó £å áèòè óâåäåíà ôîðìóëàöèjà ìåøîâèòîã ëèíåàðíîã ïðî-

ãðàìèðà»à çà âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ãðàôà íà
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ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå. Èäåjà ìîäåëîâà»à ïîâåçàíîñòè ïîäãðàôîâà ïðàòè ïðèí-

öèïå äàòå ó [44].

Íåêà jåG = (V,E) ãäå jå |V | = n, n ïàðàí áðîj è íåêà jå we = (we1, we2, . . . , wer)

âåêòîð òåæèíà ãðàíå e ∈ E. Óâåäèìî íîâè ÷âîð 0 /∈ V è ñêóï íîâèõ ãðàíà

∂E = {(0, i)|i ∈ V } è îçíà÷èìî V = V ∪ {0} è E = E ∪ ∂E.

Çàäàòàê jå íà£è ïîäåëó (V1, V2) ñêóïà ÷âîðîâà V ãäå jå V1 ∩ V2 = ∅, |V1| =

|V2| = n/2 òàêî äà jå w(C(V1)) ìàêñèìàëíî, à äà ïîäãðàôîâè èíäóêîâàíè ñêó-

ïîâèìà V1 è V2 áóäó ïîâåçàíè. Íåêà ñó G1 = (V1, E1) è G2 = (V2, E2) òàêâè

èíäóêîâàíè ïîäãðàôîâè. Ïîøòî ñó ïîâåçàíè, îíè ñàäðæå ðàçàïè»ó£à ñòàáëà,

T1 = (V1, E
′
1) è T2 = (V2, E

′
2). Íåêà ñó ñó ÷âîðîâè p è q ïðîèçâî§íè ÷âîðîâè èç,

ðåäîì, V1 è V2. Îçíà÷èìî ïðîøèðåíå ñêóïîâå ãðàíà E
′
1 è E ′

2 ñà E
′
1 = E ′

1∪{(0, p)}
è E

′
2 = E ′

2 ∪ {(0, q)}. Îâèì ñó îäðå¢åíà ïðîøèðåíà ðàçàïè»ó£à ñòàáëà T 1 =

(V1 ∪ {0}, E
′
1) è T 2 = (V2 ∪ {0}, E

′
2). Íåêà ñó ãðàôîâè T è T äåôèíèñàíè êàî

T = (V,E ′
1 ∪ E ′

2) è T = (V ∪ {0}, E ′
1 ∪ E

′
2).

Äà áè ñå ôîðìóëèñàî MILP ìîäåë çà ðåøàâà»å CMDMBP óâîäå ñå ñëåäå£å

ïðîìåí§èâå:

xi =

 1, i ∈ V1

0, i ∈ V2,
(3.1)

te =

 1, àêî ãðàíà e ∈ C(V1)

0, ó ñóïðîòíîì,
(3.2)

ye =

 1, àêî ãðàíà e ∈ E
′
1

0, ó ñóïðîòíîì,
(3.3)

ze =

 1, àêî ãðàíà e ∈ E
′
2

0, ó ñóïðîòíîì,
(3.4)

ue ∈ [−n/2, n/2], e ∈ E (3.5)

Ïðîìåí§èâå xi îäðå¢ójó ïîäåëó ñêóïà ÷âîðîâà, te îäðå¢ójó ãðàíå êîjå ïðèïà-

äàjó ïðåñåêó äîê ye è ze îäðå¢ójó ãðàíå êîjå ïðèïàäàjó îäãîâàðàjó£åì ïðîøèðå-

íîì ðàçàïè»ó£åì ñòàáëó. Ïðîìåí§èâå ue ïðåäñòàâ§àjó êîëè÷èíó ïðîòîêà êîjà

ïðîëàçè êðîç îäãîâàðàjó£ó ãðàíó. Äà áè ñå ìîäåëîâàëà ïîâåçàíîñò, êîðèñòè ñå
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âðñòà ïðîòîêà êîä êîjå ó ãðàô óëàçè êîëè÷èíà ïðîòîêà êîjà jå jåäíàêà áðîjó

÷âîðîâà, à ó ñâàêîì ÷âîðó ñå çàäðæàâà êîëè÷èíà ïðîòîêà 1. Òðåáà íàïîìåíóòè

äà îâà âðñòà ïðîòîêà íè íà êîjè íà÷èí íèjå ñëè÷íà ñà ïðîòîöèìà êîjè ñå êîðèñòå

ó êëàñè÷íèì ïðîáëåìèìà ìàêñèìàëíèõ ïðîòîêà è ìèíèìàëíèõ ðåçîâà.

Ìîäåë ìåøîâèòîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à çà ðåøàâà»å CMDMBP ìîæåìî

çàïèñàòè êàî:

maxU (3.6)

òàêî äà âàæè

U ≤
∑
e∈E

wel · te, 1 ≤ l ≤ r (3.7)

xie + xje ≥ te, (ie, je) = e ∈ E (3.8)

xie + xje + te ≤ 2, (ie, je) = e ∈ E (3.9)

∑
i∈V

xi =
n

2
, (3.10)

ye ≤
1

2
xie +

1

2
xje , (ie, je) = e ∈ E (3.11)

ze ≤ 1− 1

2
xie −

1

2
xje , (ie, je) = e ∈ E (3.12)

ye ≤ xje , (0, je) = e ∈ ∂E (3.13)

ze ≤ 1− xje , (0, je) = e ∈ ∂E (3.14)

ue ≤
n

2
· ye +

n

2
· ze, e ∈ E (3.15)

ue ≥ −
n

2
· ye −

n

2
· ze, e ∈ E (3.16)
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∑
e:je=i

ue −
∑
e:ie=i

ue = 1, i ∈ V (3.17)

∑
e:ie=0

ue = n (3.18)

∑
e∈E

ye =
n

2
− 1 (3.19)

∑
e∈E

ze =
n

2
− 1 (3.20)

∑
e∈∂E

ye +
∑
e∈∂E

ze = 2 (3.21)

xi, te, ye, ze ∈ {0, 1}, i ∈ V, e ∈ E (3.22)

ue ∈ [−n/2, n/2], e ∈ E (3.23)

Îãðàíè÷å»åì (3.7) jå îäðå¢åíà ãîð»à ãðàíèöà òåæèíå ïðåñåêà. Çà ñâàêó

ãðàíó êîjà jå ó ïðåñåêó, òà÷íî jåäàí ÷âîðîâà ïðèïàäà V1, øòî jå ó ìîäåëó

îáåçáå¢åíî îãðàíè÷å»èìà (3.8) è (3.9). Îãðàíè÷å»å (3.10) îñèãóðàâà äà ïàðòè-

öèjå V1 è V2 èìàjó ïîäjåäíàê áðîj ÷âîðîâà. Ïîâåçàíîñò èíäóêîâàíèõ ïîäãðàôîâà

ñå îñèãóðàâà ïîìî£ó îãðàíè÷å»à (3.11)-(3.20). Èäåjà äåëà ìîäåëà êîjèì ñå

îñèãóðàâà ïîâåçàíîñò jå çàñíîâàíà íà ïðèñòóïó äà ñå çà ïîäãðàôîâå èíäóêîâàíå

÷âîðîâèìà èç V1, îäíîñíî V2, êîíñòðóèøó îäãîâàðàjó£à ðàçàïè»ó£à ñòàáëà, êîjà

£å, ïîøòî ñó ñòàáëà ïîâåçàíà, ãàðàíòîâàòè ïîâåçàíîñò ÷èòàâèõ èíäóêîâàíèõ

ïàðòèöèjà. Îãðàíè÷å»à (3.11) è (3.12) îáåçáå¢ójó äà ãðàíà ÷èjè ñó êðàjåâè ó

ðàçëè÷èòèì ïàðòèöèjàìà íå ìîæå ïðèïàäàòè íè T1 íè T2. Îãðàíè÷å»à (3.13)

îáåçáå¢ójó äà ãðàíå êîjå ïîâåçójó íóëòè ÷âîð ñà ÷âîðîâèìà èç V2 íå ìîãó áèòè ó

T1. Àíàëîãíî, îãðàíè÷å»à (3.14) îáåçáå¢ójó äà ãðàíå êîjå ïîâåçójó íóëòè ÷âîð

ñà ÷âîðîâèìà èç V1 íå ìîãó áèòè ó T2. Îãðàíè÷å»à (3.15) è (3.16) îáåçáå¢ójó äà

jå ue = 0 çà ãðàíå e êîjå íå ïðèïàäàjó ðàçàïè»ó£åì ñòàáëó T . Îãðàíè÷å»å (3.17)

îáåçáå¢ójå äà jå ðàçëèêà óëàçíèõ è èçëàçíèõ âðåäíîñòè ïðîìåí§èâå ue êðîç íåêè

÷âîð jåäíàêà 1, òj. äà jå ó ÷âîðó îñòàî ïðîòîê ó êîëè÷èíè 1. Îãðàíè÷å»å (3.18)

îñèãóðàâà äà jå èçëàç èç äîäàòíîã ÷âîðà ïðåêî ïðîìåí§èâå ue jåäíàê áðîjó ÷âî-
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ðîâà ó ãðàôó G, ÷èìå ñå îáåçáå¢ójå äà ó ðàçàïè»ó£åì ñòàáëó èìà óêóïíî n + 1

÷âîð îäíîñíî n ãðàíà. Ïîøòî ó ïîäãðàôó èíäóêîâàíîì ñà V1, îäíîñíî ñà V2

èìà ïî n/2 ÷âîðîâà, îäãîâàðàjó£à ïîêðèâàjó£à ñòàáëà ñàäðæå ïî n/2− 1 ãðàíó.

Îãðàíè÷å»à (3.19) è (3.20) îáåçáå¢ójó äà ðàçàïè»ó£à ñòàáëà ñàäðæå óïðàâî ïî

òîëèêî ãðàíà. Îãðàíè÷å»å (3.21) îáåçáå¢ójå äà ïîñòîjå òà÷íî äâå ãðàíå êîjå

èçëàçå èç äîäàòíîã ÷âîðà 0 êîjèìà jå ue ̸= 0.

Òðåáà ïðèìåòèòè äà ñó îãðàíè÷å»à (3.11)-(3.14), (3.17), (3.18) è (3.21) ñëè÷íà

êàî ó ôîðìóëàöèjè çà ðåøàâà»å ïðîáëåìà íàëàæå»à ìàêñèìàëíå áàëàíñèðàíå

ïîâåçàíå ïàðòèöèjå óâåäåíå ó Ìàòè£åâîì ðàäó [44]. Èäåjà èçëîæåíà ó [44] îáå-

çáå¢ójå ïîâåçàíîñò ïàðòèöèjà ïðåêî êîíöåïòà ïðîòîêà.

Ëåìà 1. Èç îãðàíè÷å»à (3.11)-(3.21) ñëåäè äà ó îïòèìàëíîì ðåøå»ó ïðîáëåìà

(3.6)-(3.23) ïîñòîjå ÷âîðîâè p ∈ V1 è q ∈ V2, òàêâè äà jå u(0,p) = |V1|, u(0,q) = |V2|
è u(0,i) = 0 çà i ̸= p, q.

Äîêàç. Íåêà jå e ãðàíà èç E. Ãðàíà e ìîæå àëè íå ìîðà áèòè óê§ó÷åíà ó

ðàçàïè»ó£å ñòàáëî T . Ó ñëó÷àjó äà jå ãðàíà e óê§ó÷åíà ó ðàçàïè»ó£å ñòàáëî,

òj. e ∈ E
′
1∪E

′
2, òàäà ñëåäè äà jå òà÷íî jåäíî îä ye èëè ze jåäíàêî 1. Ó ñóïðîòíîì,

îáà ye è ze ñó jåäíàêè íóëè. Îãðàíè÷å»åì (3.11), âðåäíîñòè y ñó îãðàíè÷åíå ñà

äåñíîì ñòðàíîì íåjåäíàêîñòè âðåäíîñòèìà xie è xje (ñëè÷íî, îãðàíè÷å»à (3.12)

îãðàíè÷àâàjó ïðîìåí§èâå z). Íà ïðèìåð, àêî îáà ie è je ïðèïàäàjó V1, îáå

âðåäíîñòè xie è xje ñó èñòîâðåìåíî jåäíàêè 1, è ó òîì ñëó÷àjó, îãðàíè÷å»å (3.11)

äîçâî§àâà äà ãðàíà e ìîæå áèòè óê§ó÷åíà ó ðàçàïè»ó£å ñòàáëî T1. Ïîøòî ñó

ïðîìåí§èâå áèíàðíîã òèïà, ïîñòîjå ÷åòèðè ìîãó£íîñòè çà xie è xje :

(i) xie = 1 è xje = 1: Òî çíà÷è äà îáà ÷âîðà ïðèïàäàjó V1;

(ii) xie = 1 è xje = 0: ÷âîð i ïðèïàäà V1, à ÷âîð j ïðèïàäà V2;

(iii) xie = 0 è xje = 1: ÷âîð i ïðèïàäà V2 è j ïðèïàäà V1;

(iv) xie = 0 è xje = 0: îáà ÷âîðà ïðèïàäàjó V2;

Ñàìî ó ñëó÷àjåâèìà (i) è (iv), ïîñòîjè ìîãó£íîñò äà jå ãðàíà óê§ó÷åíà ó

îäãîâàðàjó£å ðàçàïè»ó£å ñòàáëî, à ó ñëó÷àjåâèìà (ii) è (iii), îãðàíè÷å»à (3.11)

è (3.12) ãàðàíòójó äà ãðàíà e íå£å áèòè óê§ó÷åíà, òå £å òàäà çáîã (3.15) è (3.16)

ue áèòè jåäíàêî 0.
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Èç (3.21), äèðåêòíî ñëåäè äà òà÷íî äâå ãðàíå (0, p) è (0, q) èìàjó âðåäíîñò

ïðîìåí§èâå u ðàçëè÷èòó îä íóëå. Îâå ãðàíå ïðèïàäàjó ∂E è çà »èõ çáîã (3.13)

è (3.14) èëè ye = 1 èëè ze = 1. Áè£å ïîêàçàíî äà p è q ïðèïàäàjó ðàçëè÷è-

òèì ïîäñêóïîâèìà V1 è V2. Ïðåòïîñòàâèìî äà, áåç ãóáèòêà îïøòîñòè, è p è q

ïðèïàäàjàó V1. Èç (3.18) ñëåäè äà u(0,p) + u(0,q) = n.

Ñóìèðàjìî îãðàíè÷å»à (3.17), êàäà jå i ∈ V1.

|V1| =
∑
i∈V1

(∑
e:je=i

ue −
∑
e:ie=i

ue

)
=
∑

e:je∈V1

ue −
∑

e:ie∈V1

ue =

=
∑

e:ie∈V1∧je∈V1

ue +
∑

e:ie=0∧je∈V1

ue +
∑

e:ie∈V2∧je∈V1

ue −( ∑
e:ie∈V1∧je∈V1

ue +
∑

e:ie∈V1∧je∈V2

ue

)
=

∑
e:ie=0∧je∈V1

ue = u(0,p) + u(0,q) = n

Ïðâà è ÷åòâðòà ñóìà ñå ïîíèøòàâàjó, äîê òðå£à è ïîñëåä»à èìàjó ñâå ñàáèðêå

jåäíàêå íóëè. Òàêî jå èçðàç |V1| = n ó êîíòðàäèêöèjè ñà ÷è»åíèöîì äà jå |V1| =
n
2
êîjà ñëåäè èç îãðàíè÷å»à (3.10). Çàê§ó÷ójåìî äà p è q ìîðàjó ïðèïàäàòè

ðàçëè÷èòèì ïîäñêóïîâèìà V1 è V2.

Òåîðåìà 2. Íåêà jå äàò ïîâåçàí ãðàô G = (V,E), ãäå jå |V | ïàðàí áðîj. Ïàð-

òèöèjà ñêóïà ÷âîðîâà V = (V1, V2), è èíäóêîâàíè ïîäãðàôîâè G1 = (V1, E1)

è G1 = (V2, E2) ÷èíå ðåøå»å CMDMBP àêî è ñàìî àêî ïðîáëåì ìåøîâèòîã

ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à (3.6)-(3.23) èìà îïòèìàëíî ðåøå»å.

Äîêàç. (⇒) Íà îñíîâó ïàðòèöèîíèñà»à ãðàôà G, êîíñòðóèøèìî ïðîìåí§èâå

(x, t, y, z, u) òàêî äà ôóíêöèjà öè§à (3.6) äîñòèæå îïòèìàëíó âðåäíîñò, à îãðà-

íè÷å»à (3.7)-(3.23) áóäó çàäîâî§åíà. Íåêà ñó G1, G2, V1, V2, E1, E2, T1, T2, E
′
1,

E ′
2, E

′
1, E

′
2, T 1, T 2, T , T è ∂E îäðå¢åíè êàî íà ïî÷åòêó ïîãëàâ§à 3.2.

Íåêà ñó ïðîìåí§èâå äåôèíèñàíe ó ñêëàäó ñà (3.1)-(3.4). Î÷èãëåäíî jå äà jå

îãðàíè÷å»å (3.22) çàäîâî§åíî. Çà e ∈ ∂E, ue äåôèíèøèìî êàî
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ue =


|V1| ej = p

|V2| ej = q

0 èíà÷å

(3.24)

ãäå jå p ïðîèçâî§íè åëåìåíò èç V1, à q ïðîèçâî§íè åëåìåíò èç V1.

Êàêî jå |V ′
1 | = n

2
è |V ′

2 | = n
2
, òàäà ue ∈ [−n

2
, n
2
] çà ñâå e ∈ ∂E.

Ïîêàæèìî ñàäà äà è çà îñòàëå ãðàíå e âàæè äà jå ue èç äàòîã èíòåðâàëà

[−n/2, n/2]. Ïîñìàòðàjìî äâà ïîêðèâàjó£à ñòàáëà T1 è T2 çà ñêóïîâå ÷âîðîâà

V1 è V2. Îâàêâà ðàçàïè»ó£à ñòàáëà ñå ëàêî ìîãó îäðåäèòè íåêèì àëãîðèòìîì

ïðåòðàæèâà»à, íà ïðèìåð, ïðåòðàæèâà»åì ïî äóáèíè èëè ïî øèðèíè. Îáà îâà

àëãîðèòìà îáè÷íî ïîëàçå îä ïðîèçâî§íîã ÷âîðà, êîjè ñå ìîæå ñìàòðàòè êîðåíîì

ñòàáëà, äîê ñó ñâè äðóãè ÷âîðîâè óðå¢åíè äàòèì àëãîðèòìîì. Ó íàøåì ñëó÷àjó

ïîëàçíè ÷âîðîâè èëè êîðåíè £å áèòè p è q. Ôîðìèðàjìî ïðîòîê êðîç ãðàô

(V ∪{0}, E). Íåêà jå e = (ie, je) èç ñòàáëà T . Êîðèø£å»åì ïîðåòêà ãåíåðèñàíîã

àëãîðèòìîì ïðåòðàãå, ó ñëó÷àjó äà jå ÷âîð ie ðîäèòå§ ÷âîðà je, âðåäíîñò ïðîòîêà

êðîç ãðàíó e jå äåôèíèñàíà êàî áðîj ÷âîðîâà ó ïîäñòàáëó ñà êîðåíîì ó ÷âîðó je.

Ó ñëó÷àjó êàäà jå ÷âîð je ðîäèòå§ ÷âîðó ie, âðåäíîñò ïðîòîêà ue äåôèíèøåìî

êàî íåãàòèâàí áðîj ÷âîðîâà ó ïîäñòàáëó ñà êîðåíîì ó ÷âîðó ie. Çà ñâå äðóãå

ãðàíå, êîjè íå ïðèïàäàjó íè E ′
1 íè E ′

2, êîëè÷èíà ïðîòîêà jå jåäíàêà íóëè òj.

ue = 0. Ïîøòî jå áðîj ÷âîðîâà ó ñâàêîì ïîäñòàáëó ìà»è èëè jåäíàê n
2
, òàäà jå

ue ∈ [−n
2
, n
2
] çà ñâàêó ãðàíó e ∈ E \ ∂E. Çàòî, (3.23) âàæè çà ñâàêî e ∈ E.

Ïîêàæèìî äà ñó îãðàíè÷å»à (3.7)-(3.21) çàäîâî§åíà.

Íà îñíîâó äåôèíèöèjå òåæèíå ïðåñåêà, îãðàíè÷å»å (3.7) jå çàäîâî§åíî, à

ïîøòî jå ïàðòèöèîíèñà»å ãðàôàG îïòèìàëíî, (3.6) £å, òàêî¢å, áèòè çàäîâî§åíî.

Àêî jå te = 0 òàäà ñó (3.8) è (3.9) î÷èãëåäíî òà÷íè. Àêî jå te = 1 òàäà

îäãîâàðàjó£à ãðàíà e = (i, j) ïðèïàäà ïðåñåêó, à òà÷íî jåäàí ÷âîð èíöèäåíòàí

ãðàíè e ìîðà áèòè ó ñêóïó V1, ïà jå èëè xi = 1 èëè xj = 1 òå (3.8) è (3.9) âàæå.

Îãðàíè÷å»å (3.10) jå î÷èãëåäíî èñïó»åíî ïîøòî jå çàõòåâàíî äà jå ñêóï

÷âîðîâà ïîäå§åí ó äâà ñêóïà ñà jåäíàêèì áðîjåì ÷âîðîâà.

Äà áèñìî äîêàçàëè íåjåäíàêîñòè (3.11), ðàçìàòðàjó ñå äâà ñëó÷àjà ye = 0,

èëè ye = 1.

(i) ye = 0: Íåjåäíàêîñòè (3.11) ñó çàäîâî§åíå çàòî øòî jå xie ,xje ≥ 0 ïî
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äåôèíèöèjè.

(ii) ye = 1 èìïëèöèðà äà jå e ∈ E
′
1 ⇒ xie = xje = 1⇒ ye ≤ 1

2
xie + 1

2
xje .

Äà äîêàæåìî jåäíàêîñòè (3.13), ïîíîâî ñå ðàçìàòðàjó äâà ñëó÷àjà:

(i) ye = 0: Íåjåäíàêîñòè (3.13) âàæå çàòî øòî jå xje ≥ 0 ïî äåôèíèöèjè.

(ii) ye = 1 èìïëèöèðà äà jå e ∈ E
′
1. Ïîøòî jå e ∈ ∂E, e ∈ E

′
1∩∂E = (0, p), jåð

jå p êîðåí ñòàáëà T1, øòî äà§å èìïëèöèðà äà je = p ∈ V1 ïà ñëåäè äà jå xje = 1,

à îäàòëå íåjåäíàêîñòè (3.13) âàæå.

Íåjåäíàêîñòè (3.12) è (3.14) ñå äîêàçójó àíàëîãíî íåjåäíàêîñòèìà (3.11) è

(3.13).

Äà áè äîêàçàëè íåjåäíàêîñòè (3.15) è (3.16) ðàçìàòðàjó ñå äâà ñëó÷àjà:

(i) e ∈ E
′
1 ∪ E

′
2. Âðåäíîñòè äåñíèõ ñòðàíà íåjåäíàêîñòè (3.15) è (3.16) ñó

ðåäîì n
2
è −n

2
jåð jå òà÷íî jåäíà îä ïðîìåí§èâèõ ye è ze jåäíàêà 1. Êàêî jå

ue ∈ [−n
2
, n
2
], íåjåäíàêîñòè (3.15) è (3.16) ñó çàäîâî§åíå.

(ii) e /∈ E
′
1 ∪ E

′
2. Òàäà jå ue jåäíàêî 0 ïî äåôèíèöèjè. Íåjåäíàêîñòè (3.15) è

(3.16) ñó çàäîâî§åíå çàòî øòî ñó äåñíà ñòðàíà íåjåäíàêîñòè (3.15) íåíåãàòèâíå,

à äåñíå ñòðàíå íåjåäíàêîñòè (3.16) ñó íåïîçèòèâíå.

Äà áè äîêàçàëè íåjåäíàêîñò (3.17), áåç ãóáèòêà îïøòîñòè, ïðåòïîñòàâèìî äà

jå i ∈ V1. Ðàçìîòðèìî ñâå ãðàíå èç E
′
1, êîjå ïî÷è»ó èëè çàâðøàâàjó ÷âîðîì

i. Jåäíà îä îâèõ ãðàíà äîëàçè èç ðîäèòå§ñêîã ÷âîðà, à ñâè äðóãè ÷âîðîâè ñó

íàñëåäíèöè. Çà ñâå äðóãå ãðàíå èíöèäåíòíå i, à êîjå íå ïðèïàäàjó E
′
1, âðåäíîñòè

ue ñó jåäíàêå 0 è íå óòè÷ó íà (3.17).

∑
e:je=i

ue −
∑
e:ie=i

ue =
∑

e:je=i∧ue>0

ue +
∑

e:je=i∧ue<0

ue −
∑

e:ie=i∧ue>0

ue −
∑

e:ie=i∧ue<0

ue =

=
∑

e:je=i∧ue>0

|ue|+
∑

e:je=i∧ue<0

−|ue| −
∑

e:ie=i∧ue>0

|ue| −
∑

e:ie=i∧ue<0

−|ue| =

=
∑

e:je=i∧ue>0

|ue|+
∑

e:ie=i∧ue<0

|ue| −

( ∑
e:je=i∧ue<0

|ue|+
∑

e:ie=i∧ue>0

|ue|

)
.

Ó òðå£îj è ÷åòâðòîj ñóìè ó ïðâîì ðåäó ïîñòîjè ñàìî jåäíà ãðàíà çà êîjó jå ue

ðàçëè÷èòî îä íóëå è òî jå ãðàíà êîjà äîëàçè ó ÷âîð i èç »åãîâîã ðîäèòå§à. Çà òó

ãðàíó, |ue| jå jåäíàêî áðîjó ÷âîðîâà ó ïîäñòàáëó ñà êîðåíîì ó i. Ó ïîñëåä»å äâå
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ñóìå ó÷åñòâójó ñâå ãðàíå êîjå ïîëàçå èç ÷âîðà i êà íàñëåäíèöèìà ó ðàçàïè»ó£åì

ñòàáëó T 1. Óêóïíà ñóìà |ue| çà òå ãðàíå jå jåäíàêà óêóïíîì áðîjó ÷âîðîâà ñâèõ

ïîäñòàáàëà êîjå çà êîðåí èìàjó jåäíîã îä íàñëåäíèêà ÷âîðà i. Òèõ ÷âîðîâà èìà

çà 1 ìà»å îä ÷âîðîâà ó ñòàáëó ñà êîðåíîì ó ÷âîðó i, ïà âàæè

∑
e:je=i∧ue>0

|ue|+
∑

e:ie=i∧ue<0

|ue| −

( ∑
e:je=i∧ue<0

|ue|+
∑

e:ie=i∧ue>0

|ue|

)
= 1.

Òèìå jå äîêàçàíà íåjåäíàêîñò (3.17).

Èñêîðèñòèìî äåôèíèöèjó (3.24) ïðîìåí§èâå ue, êàäà jå e ∈ ∂E ó äîêàçó

èñïó»åíîñòè óñëîâà (3.18). Òàäà jå î÷èãëåäíî∑
e:ie=0

ue = u(0, p) + u(0, q) = |V1|+ |V2| = n.

Êàêî ñó T1 è T2 ðàçàïè»ó£à ñòàáëà ïîäãðàôîâà G1 è G2, òàäà jå
∑

e∈E ye =

|E ′
1| = |V1| − 1 è

∑
e∈E ze = |E ′

2| = |V2| − 1. Òî èìïëèöèðà äà ñó îãðàíè÷å»à

(3.19) è (3.20) èñïó»åíà.

Çà e ∈ ∂E, ye = 1 çà ñàìî jåäíî e, è òî ó ñëó÷àjó êàäà jå e = (0, p). Çà ñâå

äðóãå ãðàíå e ∈ ∂E, ye = 0, øòî èìïëèöèðà
∑

e∈∂E ye = 1 è ñëè÷íî,
∑

e∈∂E ze = 1,

îäàêëå ñëåäè äà jå îãðàíè÷å»å (3.21) èñïó»åíî.

(⇐) Ïðåòïîñòàâèìî äà jå (x∗, t∗, y∗, z∗, u∗, U∗) îïòèìàëíî ðåøå»å ïðîáëåìà

ìåøîâèòîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à (3.6)-(3.23). Êîíñòðóèøèìî ïàðòèöèîíè-

ñà»å ãðàôàG íà ïîäãðàôîâåG1 èG2 òàêî äà îíî ïðåäñòàâ§à ðåøå»å CMDMBP.

Äåôèíèøèìî è

V1 = {i ∈ V |xi = 1}, E1 = {e ∈ E|ye = 1},
V2 = {i ∈ V |xi = 0}, E2 = {e ∈ E|ze = 1} è
C(V1) = {e ∈ E|te = 1}. Îäàâäå jå î÷èãëåäíî äà jå V1 ∪ V2 = V è V1 ∩ V2 = ∅.
Ñêóï C(V1) ïðåäñòàâ§à ïðåñåê ãåíåðèñàí ñêóïîì ÷âîðîâà V1.

Èç îãðàíè÷å»à (3.22) te jå èëè 0 èëè 1.

Àêî jå te = 1 òàäà èç îãðàíè÷å»à (3.8) è (3.9) ñëåäè äà èíöèäåíòíè ÷âîðîâè

ãðàíå e ïðèïàäàjó ðàçëè÷èòèì ñêóïîâèìà V1 è V2.

Íåêà jå e′ ãðàíà òàêâà äà jå te′ = 0. Ïîêàæèìî äà èç óñëîâà (3.8)-(3.9) ie′ è

je′ ìîðàjó äà áóäó ó èñòîj ïàðòèöèjè (èëè V1 èëè V2). Óêîëèêî áè ïðèïàäàëè

ðàçëè÷èòèì ïàðòèöèjàìà, ñóìà ó äåñíîj ñòðàíè óñëîâà (3.7) áè áèëà ìà»à îä

ñóìå ó êîjîj áè çà îâó ãðàíó e′ âðåäíîñò îä te′ áèëî jåäíàêî 1. Òî jåñò, U =
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∑
e∈E,e′:t(e′)=1

wel · te, 1 ≤ l ≤ r áè áèëî âå£å îä U∗, øòî jå ó êîíòðàäèêöèjè äà jå

U∗ îïòèìàëíî ðåøå»å ïðîáëåìà (3.6)-(3.23). Äàêëå, êàäà jå te = 0 îáà ÷âîðà

èíöèäåíòíà ñà e ïðèïàäàjó èñòîj ïàðòèöèjè.

Èç îãðàíè÷å»à (3.10) ñëåäè äà jå |V1| = n/2 = |V2| øòî çíà÷è äà jå ñêóï

÷âîðîâà ïîäå§åí ó äâà ñêóïà ñà jåäíàêèì áðîjåì ÷âîðîâà.

Äåôèíèøèìî ñêóïîâå E
′
1 è E

′
2 íà ñëåäå£è íà÷èí: E

′
1 = {e ∈ E|ye = 1},

E
′
2 = {e ∈ E|ze = 1}, E ′

1 = {e ∈ E|ye = 1} è E ′
2 = {e ∈ E|ze = 1}.

Îãðàíè÷å»à (3.11) - (3.14) îñèãóðàâàjó äà ñó ñêóïîâè E
′
1 è E

′
2 äîáðî äåôè-

íèñàíè, òj. ñâå ãðàíå èç E
′
1 èìàjó êðàj»å òà÷êå èç V1 ∪ {0}, è ñâå ãðàíå èç E

′
2

èìàjó êðàj»å òà÷êå èç V2 ∪ {0}:
(i) àêî jå e ∈ E ′

1 èç äåôèíèöèjå ñêóïà E ′
1 ñëåäè äà jå ye = 1. Èç îãðàíè÷å»à

(3.11) è áèíàðíå ïðèðîäå ïðîìåí§èâèõ xie è xje , ñëåäè äà xie = 1 è xje = 1, øòî

èìïëèöèðà äà ie, je ∈ V1.

(ii) àêî jå e ∈ E
′
1 è ie = 0 (ðå÷ jå î ÷âîðó 0 êîjè ñìî äîäàëè) òàêî¢å ñëåäè äà

jå ye = 1, à èç îãðàíè÷å»à (3.13) ñëåäè xje = 1, øòî èìïëèöèðà äà je ∈ V1.

Ñëè÷íî, îãðàíè÷å»à (3.12) è (3.14) îñèãóðàâàjó äà ñâå ãðàíå èç E
′
2 èìàjó

èíöèäåíòíå ÷âîðîâå èç V2 ∪ {0}. Îãðàíè÷å»à (3.19) è (3.20) îñèãóðàâàjó äà

jå áðîj ãðàíà ó E ′
1 è E ′

2 jåäíàê n/2 − 1, øòî îáåçáå¢ójå äà ñó ó ïîäñòàáëèìà

óê§ó÷åíè ñâè ÷âîðîâè èç V1 îäíîñíî V2.

Èç íåjåäíàêîñòè (3.15) è (3.16), ñëåäè äà ue = 0, çà ñâàêî e /∈ E
′
1 ∪ E

′
2.

Äîêàæèìî ñàäà ïîâåçàíîñò ãðàôà (V1, E
′
1), à ïîâåçàíîñò ãðàôà (V2, E

′
2) ñå

äîêàçójå íà àíàëîãàí íà÷èí.

Ïîâåçàíîñò ñêóïà V1 £åìî ïîêàçàòè òàêî øòî £åìî äîêàçàòè äà çà ñâàêî

ïàðòèöèîíèñà»å ñêóïà V1 íà ïîäñêóïîâå S ′ è S ′′ âàæè äà ïîñòîjè ãðàíà ÷èjè

jå jåäàí êðàj ó S ′, à äðóãè ó S ′′. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñó S ′ è S ′′ ïðîèçâî§íè

ïîäñêóïîâè ñêóïà V1, òàêâè äà jå S
′∪S ′′ = V1 è S ′∩S ′′ = ∅, S ′, S ′′ ̸= ∅. Äîêàæèìî

äà (∃e ∈ E ′
1)ie ∈ S ′ ∧ je ∈ S ′′.

Ñóìèðàjìî îãðàíè÷å»à äàòà ó (3.17), çà ñâàêî i ∈ S ′. Äîáèjàìî∑
e:je∈S′

ue −
∑

e:ie∈S′
ue = |S ′|,

ïîøòî ñó ñà äåñíå ñòðàíå ó óñëîâèìà (3.17) jåäíàêå 1.

Ðàçìîòðèìî ñàäà ñóìó ñà ëåâå ñòðàíå:
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∑
e:je∈S′

ue −
∑

e:ie∈S′

ue =

∑
e:je∈S′∧ie∈S′

ue +
∑

e:je∈S′∧ie∈S′′

ue +
∑

e:je∈S′∧ie=0

ue +
∑

e:je∈S′∧ie∈V2

ue−

−

( ∑
e:ie∈S′∧je∈S′

ue +
∑

e:ie∈S′∧je∈S′′

ue +
∑

e:ie∈S′∧je∈V2

ue

)
.

Îçíà÷èìî ñàáèðêå ó ïîñëåä»îj jåäíà÷èíè ñà A, B, C, D, E, F è G. Òàäà ñëåäè∑
e:je∈S′

ue −
∑

e:ie∈S′
ue = A + B + C + D − (E + F + G).

Î÷èãëåäíî jå äà jå A = E è D = G = 0 (ó E ′ = E ′
1 ∪ E ′

2 íåìà ãðàíà èçìå¢ó

÷âîðîâà ó V1 è V2). Êîðèñòå£è Ëåìó 1, êîjà òâðäè äà jå òà÷íî jåäàí ÷âîð (p ó

îâîì ñëó÷àjó) èç V1 ïîâåçàí ñà ÷âîðîì 0, çàê§ó÷ójåìî äà jå C = 0 èëè C = |V1|
çàâèñíî îä òîãà äà ëè jå p ∈ S ′ èëè p /∈ S ′. Îäàòëå âàæè∑

e:je∈S′∧ie∈S′′
ue ̸=

∑
e:ie∈S′∧je∈S′′

ue(B ̸= F ).

Ïîñëåä»è èçðàç èìïëèöèðà äà ïîñòîjè ãðàíà e òàêâà äà èìà êðàjåâå ó ðàçëè-

÷èòèì ñêóïîâèìà S ′ è S ′′, çà êîjó jå ue ̸= 0. Ïðåìà (3.15) è (3.16) ue ̸= 0⇒ ye = 1

a îäàòëå jå e ∈ E ′
1 ãðàíà êîjà ïîâåçójå S

′ è S ′′. Äàêëå, (V1, E
′
1) ïîâåçàí.

Ïîøòî jå |V1| = n/2, à êàðäèíàëíîñò îä |E ′
1| jåäíàêà n/2−1 ñëåäè äà jå (V1, E

′
1)

jå ñòàáëî. Ñëè÷íî òîìå, (V2, E
′
2) jå òàêî¢å ñòàáëî. Îâà äâà ñòàáëà, íàçîâèìî èõ

T1 è T2, £åìî èñêîðèñòèòè çà ôîðìèðà»å ïîäãðàôîâà èíäóêîâàíèõ ñêóïîâèìà

÷âîðîâà V1 è V2 íà ñëåäå£è íà÷èí. Ñêóï E1 £å áèòè ñâå ãðàíå èç ñòàáëà T1 íà

êîjè £åìî äîäàòè ñâå ãðàíå èç ãðàôà G êîjå ìå¢óñîáíî ïîâåçójó ÷âîðîâå èç V1,

à íèñó èç E ′
1. Íà ñëè÷àí íà÷èí äîáèjàìî è ñêóï E2. Çà îâå ïðèäîäàòå ãðàíå £å

îäãîâàðàjó£å ye è ze áèòè 0 òàêî äà jå ãðàô G ïàðòèöèîíèñàí ó äâà ïîäãðàôà

G1 = (V1, E1) è G2 = (V2, E2) êîjèìà £å T1 è T2 áèòè ðàçàïè»ó£à ñòàáëà. Êàî øòî

ñìî âèäåëè, jåäèíå ãðàíå èç E êîjèìà £å t áèòè jåäíàêî 1, ñó îíå êîjå ïîâåçójó

ïîäãðàôîâå G1 è G2. Äàêëå, te £å áèòè jåäíàêî 1 ñàìî çà ãðàíå êîjå ïðèïàäàjó

ïðåñåêó C(V1).

Ðàçìîòðèìî ñàäà îãðàíè÷å»å

U ≤
∑
e∈E

wel · te, 1 ≤ l ≤ r.

Èç ðàíèjå ðå÷åíîã te = 1 jåäèíî óêîëèêî jå ãðàíà ó ïðåñåêó íàñòàëîì ïàð-

67



MDMBP íà ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå

òèöèîíèñà»åì ãðàôà G íà äâà ïîâåçàíà, jåäíàêà ïî êàðäèíàëîñòè ÷âîðîâà,

ïîäãðàôà. Îäàâäå ñëåäè äà jå U ≤
∑

(i,j)∈E
i∈S,j /∈S

w(i,j)l çà 1 ≤ l ≤ r. øòî çíà÷è

U ≤ w(C(S)) çà ñâàêî S, òàêî äà jå |S| = n/2 è ãðàôîâè èíäóêîâàíè S è V \ S
ïîâåçàíè.

Êàêî jå U∗ îïòèìàëíî ðåøå»å ïðîáëåìà (3.6)-(3.23) òî £å è ïîäãðàôîâè

ãåíåðèñàíè íà ãîðå îïèñàíè íà÷èí çà ïðîìåí§èâå x∗, y∗, z∗, u∗, t∗ áèòè ïîâåçàíè,

èìàòè êàðäèíàëíîñò jåäíàêó n/2, à âðåäíîñò »èõîâîã ïðåñåêà áèòè ìàêñèìàëíà,

òå £å ïðåäñòàâ§àòè îïòèìàëíî ðåøå»å CMDMBP çà ãðàô G.

Äà áèñìî èëóñòðîâàëè ïðåäëîæåíó ìàòåìàòè÷êó ôîðìóëàöèjó, ñëåäå£è ïðè-

ìåð ñàäðæè âðåäíîñòè ñâèõ ïðîìåí§èâèõ.

Ïðèìåð 3.2. Ðàçìîòðèìî ãðàô èç Ïðèìåðà 3.1. Ðåøàâà»åì MILP ìîäåëà

äîáèjà ñå äà jå âðåäíîñò îïòèìàëíîã ðåøå»à 16, ãäå jå ñêóï S = {2, 3, 4}, è
ãäå jå ïðåñåê C(S) = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (3, 5), (3, 6), (4, 5)}. Íåíóëà âðåäíîñòè

ïðîìåí§èâèõ ñó:

x1 = x5 = x6 = 1, t(1,2) = t(1,3) = t(1,4) = t(3,5) = t(3,6) = t(4,5) = 1, y(0,1) =

y(1,6) = y(5,6) = 1, z(0,3) = z(2,3) = z(3,4) = 1, u(0,1) = 3, u(1,6) = 2, u(5,6) = −1,

u(0,3) = 3, u(2,3) = −1, u(3,4) = 1.

3.3 Ãåíåòñêè àëãîðèòàì

Ó îâîj ñåêöèjè £åìî îïèñàòè ñàìî ðàçëèêå ó GA çà ðåøàâà»å CMDMBP ó

îäíîñó íà MDMBP. Êîäèðà»å, ãåíåòñêè îïåðàòîðè, ïîëèòèêà çàìåíå ãåíåðàöèjà

è êåøèðà»å GA ñó ïîòïóíî èñòè è âå£ îïèñàíè ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó, òå ñòîãà

íå£å áèòè ïîíîâî îïèñèâàíè.

Ïðåäëîæåíè GA çà ðåøàâà»å CMDMBP jå ãåíåðàëíî ñëè÷àí àëãîðèòìó 1,

àëè óç íåêå èçìåíå ôóíêöèjå öè§à è ïîçèâà»à ïðîöåäóðå ëîêàëíå ïðåòðàãå.

Çáîã òîãà jå öåëîêóïíî ïðåäñòàâ§åí àëãîðèòìîì 7.

3.3.1 Ôóíêöèjà öè§à è êàçíåíà ôóíêöèjà

Çà ðàçëèêó îä ôóíêöèjå öè§à èç GA çà ïðåòõîäíè ïðîáëåì, ó ñëó÷àjó CMDMBP

ñå ìîðà âîäèòè ðà÷óíà î òîìå äà äîáèjåíå ïàðòèöèjå íå ìîðàjó áèòè ïîâåçàíå,
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Algorithm 7: GA ïñåóäî êîä

1 Input_Data() ;
2 Random_Init() ;
while not Stopping_Criterion() do

foreach ind from (Nelite + 1) to Npop do

if Exist_in_Cache(ind) then
3 objind ← Get_Value_From_Cache(ind);

end

else

4 objind ← Objective_Function(ind) ;
5 Local_Search(ind,objind) ;
6 Put_Into_the_Cache_Memory(ind,objind) ;

if Full_Cache_Memory() then
Remove_LRU_Block_From_Cache_Memory();

end

end

7 end

8 Fitness_Function();
9 Selection();
10 Crossover();
11 Mutation();

end

12 Output_Data();
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øòî äîâîäè äî ïîjàâå íåäîïóñòèâèõ jåäèíêè. Ñòîãà ñå ïðèíöèï ðà÷óíà»à ôóí-

êöèjå öè§à ìîðà óíàïðåäèòè, êàêî áè ñå ðåøèî ïðîáëåì ïîjàâå íåêîðåêòíèõ

ðåøå»à. Jåäàí îä ÷åñòî êîðèø£åíèõ íà÷èíà êîjè åôåêòèâíî ðàçðåøàâà äàòè

íåäîñòàòàê jå ïðèìåíà êàçíåíèõ ôóíêöèjà. Óîïøòåíî, èäåjà êàçíåíèõ ôóíêöèjà

jå ñâî¢å»å ïðîáëåìà îïòèìèçàöèjå ñà îãðàíè÷å»èìà íà ïðîáëåì îïòèìèçàöèjå

áåç îãðàíè÷å»à, ÷èjà ðåøå»à êîíâåðãèðàjó ðåøå»ó ïðîáëåìà ñà îãðàíè÷å»èìà.

Ðåöèìî äà jå çàäàòàê ðåøèòè ñëåäå£è ïðîáëåì ñà jåäíèì îãðàíè÷å»àì

max f(x)

òàêî äà

c(x) ≥ 0.

Îâàj ïðîáëåì ñà jåäíèì îãðàíè÷å»åì ñå ñâîäè íà ñëåäå£è ïðîáëåì ìàêñèìè-

çàöèjå

maxFi(x) = f(x)− pi(c(x)),

ãäå jå pi(c(x)) ôóíêöèjà êàçíå ó i-òîj èòåðàöèjè. Àêî jå êàçíåíà ôóíêöèjà èñòà

ó ñâèì èòåðàöèjàìà îíäà èìàìî ñòàòè÷íó, à ó ñóïðîòíîì èìàìî äèíàìè÷êó

êàçíåíó ôóíêöèjó. Êàçíåíà ôóíêöèjà ìîæå áèòè íåîäãîâàðàjó£à ïî äâà îñíîâà.

Ñà jåäíå ñòðàíå ìîæå äà ïðîèçâîäè ðåøå»à ñà âå£èì ëîêàëíèì îïòèìóìîì àëè

ïðè òîì äîçâîëèâøè íåäîïóñòèâà ðåøå»à. Ñà äðóãå ñòðàíå ìîæå äà ïðîèçâîäè

ðåøå»à êîjà ñó äîïóñòèâà, àëè jå »èõîâà âðåäíîñò äàëåêî îä îïòèìàëíå. Çàòî

jå íåîïõîäíî íà£è äîáàð êîìïðîìèñ èçìå¢ó äîïóñòèâîñòè ðåøå»à è êâàëèòåòà

ëîêàëíîã îïòèìóìà.

Çà ðåøàâà»å CMDMBP, êàî è çà âå£èíó îñòàëèõ ïðîáëåìà îïòèìèçàöèjå

ñà îãðàíè÷å»èìà, jå íåîïõîäíî îáåçáåäèòè äà ñå ó êàñíèjèì ôàçàìà ïðåòðàãå,

äîáèjàjó (óãëàâíîì) äîïóñòèâà ðåøå»à. Ó íàñòàâêó £åìî äåôèíèñàòè jåäíó

êàçíåíó ôóíêöèjó êîjà £å ïîêóøàòè äà îñòâàðè çàöðòàíî.

Íåêà jå

pen(i, k1, k2) = (k1 + k2 − 2) · ad ·maxwi,

êàçíåíà ôóíêöèjà, ãäå ñó k1 è k2 áðîjåâè ïîâåçàíèõ êîìïîíåíòè S è V \ S,
ad jå ïðîñå÷àí ñòåïåí ÷âîðîâà ãðàôà, è maxwi jå ìàêñèìàëíà òåæèíà çà i-òó
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êîîðäèíàòó âåêòîðà òåæèíà. Î÷èãëåäíî jå äà jå ïðâè ôàêòîð ïðîèçâîäà jåäíàê

íóëè àêî îáà ñêóïà S è V \ S èíäóêójó ïîâåçàíå ãðàôîâå. Ôàêòîð ad · maxwi

ó êàçíåíîj ôóíêöèjè jå èçàáðàí çàòî øòî jå íåîïõîäíî óçåòè ó îáçèð è ïðè-

ðîäó ñàìîã ãðàôà. Òàêî jå ñà ïîâå£àâà»åì âðåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à ïîòðåáíî

ïîâå£àâàòè è âðåäíîñò ôóíêöèjå êàçíå. Âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à ñå ïîâå£àâà

ó îñíîâè èç äâà ðàçëîãà: ïîâå£à»åì áðîjà ãðàíà ó îäíîñó íà áðîj ÷âîðîâà è

ïîâå£à»åì âðåäíîñòè êîîðäèíàòà ó âåêòîðó òåæèíà íà ãðàíàìà. Òî çíà÷è äà

jå çà ãóñòå ãðàôîâå ïîòðåáíî ïîâå£àòè âðåäíîñò êàçíåíå ôóíêöèjå äà áè îíà

èìàëà åôåêòà, øòî ñå ïîñòèæå ôàêòîðîì ad, êîjè ïðåäñòàâ§à ïðîñå÷àí ñòåïåí

÷âîðîâà äàòîã ãðàôà. Íàèìå, ïîâå£à»å ïðîñå÷íîã ñòåïåíà ÷âîðà ãðàôà äîâîäè

äî ïîâå£à»à áðîjà ãðàíà ó ãðàôó øòî äîâîäè äî ïîâå£à»à âðåäíîñò ôóíêöèjå

öè§à. Íà ñëè÷àí íà÷èí, maxwi îäðàæàâà ïðèðîäó âåêòîðà òåæèíà íà äàòîj

êîîðäèíàòè. Ïîâå£à»å maxwi, äîâîäè äî ïîâå£à»à âðåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à.

Êàäà jå íåêè îä èíäóêîâàíèõ ãðàôîâà íåïîâåçàí, ïðåäëîæåíà êàçíà ñå óçèìà ó

ðàçìàòðà»å, òj. êàçíåíà ôóíêöèjà âðà£à âðåäíîñò âå£ó îä íóëå.

Êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè èç åêñïåðèìåíòàëíèõ ðåçóëòàòà ó ïîãëàâ§ó 3.6,

ïðåäëîæåíà ôóíêöèjà êàçíå ïðåäñòàâ§à äîáàð êîìïðîìèñ èçìå¢ó äîïóñòèâîñòè

ðåøå»à è êâàëèòåòà ëîêàëíîã îïòèìóìà. Çà ñâàêó èíñòàíöó, íàjìà»å jåäíî

(äîïóñòèâî) ðåøå»å ëîêàëíîã îïòèìóìà jå ïðîíà¢åíî. Òàêî¢å, îâà ðåøå»à ñó

îäëè÷íîã êâàëèòåòà, òj. ñâà ïðåòõîäíî ïîçíàòà ãëîáàëíî îïòèìàëíà ðåøå»à ñó

äîñòèãíóòà, îñèì ó jåäíîì ñëó÷àjó çà GA (|V | = 30, |E| = 400, r = 15).

3.3.2 Ëîêàëíà ïðåòðàãà

Çà ðàçëèêó îä äâå ïðîöåäóðå ëîêàëíå ïðåòðàãå çà ðåøàâà»å MDMBP îïèñàíå ó

ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó, ó îâîì ñëó÷àjó (çà ðåøàâà»å CMDMBP), áè£å ïðèìå»åíà

ñàìî jåäíà, çàñíîâàíà íà 1-çàìåíè, êîä êîjå jåäàí ÷âîð èç S è jåäàí ÷âîð èç V \S
ìå»àjó ìåñòà. Òî jå çáîã òîãà øòî ñå êàçíåíà ôóíêöèjà íå ìîæå èçðà÷óíàâàòè

ïðåêî äîáèòàêà è åôèêàñíèõ àæóðèðà»à, ïîøòî ñå áðîj êîìïîíåíòè ïîâåçàíîñòè

ïàðòèöèjå èç êîjå ñå ÷âîð ïðåáàöójå ìîðà ïîíîâî èçðà÷óíàòè. Çáîã òîãà, ïðèìåíà

ëîêàëíîã ïðåòðàæèâà»à çàñíîâàíîã íà 1-ïðåáàöèâà»ó, ó îâîì ñëó÷àjó, óîïøòå

íèjå ñâðñèñõîäíà, ïà íèjå ïðèìå»èâàíà. Ïðèìåòèìî äà jå è ïðîöåäóðà ëîêàëíîã

ïðåòðàæèâà»à çàñíîâàíà íà 1-çàìåíè âèøåñòðóêî ñïîðèjà íåãî ó ñëó÷àjó MDMBP

çáîã èçðà÷óíàâà»à êàçíåíå ôóíêöèjå êîjà çàõòåâà ïîíîâíî èçðà÷óíàâà»å áðîjà
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êîìïîíåíòè ïîâåçàíîñòè. Äà âðåìå èçâðøàâà»à îâàêâå ëîêàëíå ïðåòðàãå íå áè

áèëî ïðåäóãî, óîáè÷àjåíà jå ïðàêñà äà ñå îíî îãðàíè÷è. Ïîñòîjè íåêîëèêî íà÷èíà

äà ñå òî ïîñòèãíå: îãðàíè÷àâà»åì áðîjà ðåøå»à êîjà ñó òåñòèðàíà ó ñóñåäñòâó,

îãðàíè÷àâà»åì âðåìåíà ïðîâåäåíîì ó ëîêàëíîj ïðåòðàçè èòä. Ó ïðåäëîæåíîì

GA jå îãðàíè÷åí áðîj èòåðàöèjà ó ëîêàëíîj ïðåòðàçè íà lsMax.

Ó ñâàêîj èòåðàöèjè ëîêàëíå ïðåòðàãå, àëãîðèòàì ïîêóøàâà äà óíàïðåäè ðå-

øå»å ìå»à»åì jåäíîã åëåìåíòà v1 ∈ S jåäíèì åëåìåíòîì v2 ∈ V \ S. Îíà jå

ïðèìå»åíà íà ñâàêè ïàð (v1, v2) ∈ S× (V \S) ñà ñòðàòåãèjîì ïðâîã ïîáî§øà»à,

øòî çíà÷è äà êàäà jå ïðâî ïîáî§øà»å ïîñòèãíóòî, îíî jå îäìàõ ïðèìå»åíî, è

ëîêàëíà ïðåòðàãà ïî÷è»å îä ïî÷åòêà ñà ïîáî§øàíèì ðåøå»åì êàî îñíîâíèì.

Àêî çà ñâàêè ïàð (v1, v2) çàìåíà ïðîèçâîäè âðåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à ìà»èõ èëè

jåäíàêèõ îä îðèãèíàëíå èëè jå äîñòèãíóòî lsMax èòåðàöèjà, ëîêàëíà ïðåòðàãà

çàâðøàâà.

Algorithm 8: Ïñåóäî êîä ëîêàëíå ïðåòðàãå

Algorithm Local search ;
1 lsCount← 0 ;
impr ← true;
oldFunctionV alue← FuctionV alue(Solution);
while impr do

lsCount← lsCount + 1;
if lsCount > lsMax then

break;
end

impr ← false;
foreach (v1, v2) ∈ S × (V \ S) do

newFunctionV alue← lsF (v1, v2);
if newFunctionV alue > oldFunctionV alue then

oldFunctionFalue← newFunctionV alue;
Solution← SwapV ertices(v1, v2);
impr ← true;

end

2 end

end

Ó ïðåòõîäíîì àëãîðèòìó, Solution ïðåäñòàâ§à òåêó£å ðåøå»å, lsMax ïðåä-

ñòàâ§à ìàêñèìàëíè áðîj èòåðàöèjà ëîêàëíå ïðåòðàãå, è lsF (v1, v2) jå ôóíêöèjà

öè§à ñà çàìå»åíèì ðåøå»èìà, òj. v1 ∈ V \ S è v2 ∈ S. Ìàêñèìàëíè áðîj

èòåðàöèjà ëîêàëíå ïðåòðàãå jå ïîñòàâ§åí íà lsMax = 20.
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Ïîøòî jå îâàêâà ïðîöåäóðà ëîêàëíå ïðåòðàãå âðåìåíñêè çàõòåâíà, »åíà

ïðèìåíà íà ñâå jåäèíêå ó ñâàêîj ãåíåðàöèjè áè ìîãëà äà çíà÷àjíî óñïîðè èç-

âðøå»å ÷èòàâîã îïòèìèçàöèîíîã ïðîöåñà. Çáîã òîãà ñå ó ïðåäëîæåíîì GA

îíà ïðèìå»ójå ñàìî íà íàjáî§ó jåäèíêó, ñàìî îíäà êàäà ñå îíà ïðîìåíèëà

(ïîáî§øàëà) è òî íå ó ïðâèõ 20 ãåíåðàöèjà. Ïîñëåä»è óñëîâ ñå ïðèìå»ójå

äà ñå íå áè íåïîòðåáíî òðîøèëî ðà÷óíàðñêî âðåìå íà ïîáî§øàâà»å jåäèíêè

ëîøèjåã êâàëèòåòà êîjå ñå äîáèjàjó ó ïî÷åòíèì ôàçàìà GA ïðåòðàãå.

3.4 Ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà

Ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà çà ðåøàâà»å CMDMBP jå ñàñòàâ§åíà èç òðè

ïîñòîjå£å (âå£ îïèñàíå) êîìïîíåíòå:

• Ñèñòåì îêîëèíà jå ïîòïóíî èñòè êàî è çà ðåøàâà»å MDMBP, à êîjè jå âå£

äåòà§íî îïèñàí ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó;

• Ôóíêöèjà öè§à jå ïîòïóíî èñòà êàî ó GA çà ðåøàâà»å CMDMBP, à êîjà

jå âå£ äåòà§íî îïèñàíà ó ïðåòõîäíîj ñåêöèjè;

• Ëîêàëíà ïðåòðàãà jå òàêî¢å ñêîðî ïîòïóíî èñòà êàî ó GA çà ðåøàâà»å

CMDMBP, îñèì øòî jå lsMax =∞.

Ïðèìåòèìî äà jå äåòà§íà øåìà VNS ìåòîäå ñêîðî ïîòïóíî èñòà êàî ïðè ðå-

øàâà»ó MDMBP, ïà jå íå£åìî ïîíîâî íàâîäèòè. Ôóíêöèjà öè§à è ëîêàëíà ïðå-

òðàãà ñó äîäóøå äðóãà÷èjå îñìèø§åíè, àëè ñó îíè èñòè êàî è ó GA çà CMDMBP.

Ïîòðåáíî jå íàïîìåíóòè äà èàêî jå ïðîöåäóðà ëîêàëíå ïðåòðàãå ïîòïóíî

èñòà êàî çà îñòàëå äâå ìåòàõåóðèñòèêå, ó÷åñòàíîñò »åíîã ïîçèâà»à jå äîíåêëå

ðàçëè÷èòà. Íàèìå, êîä GA ñå ïîçèâàëà ñïåöèôè÷íî (ñàìî çà íàjáî§ó jåäèíêó

è íå ó ñâàêîj ãåíåðàöèjè), äîê ñå êîä VNS ìåòîäå ïîçèâà ó ñâàêîì êîðàêó

(èòåðàöèjè).

3.5 Ìåòàõåóðèñòèêà çàñíîâàíà íà

åëåêòðîìàãíåòèçìó

È ìåòîäà ÅÌ çà ðåøàâà»å CMDMBP, ïîòïóíî èñòî êàî è VNS ó ïðåòõîäíîj

ñåêöèjè, jå òàêî¢å ñàñòàâ§åíà èç òðè ïîñòîjå£å (âå£ îïèñàíå) êîìïîíåíòå, ïà
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èõ íåìà ïîòðåáå ïîíàâ§àòè. Ìåõàíèçàì ïðèâëà÷å»à/îäáèjà»à è ïðîöåäóðà

ñêàëèðà»à ñó ïîòïóíî èñòå êàî è ó ÅÌ çà ðåøàâà»å MDMBP. Ïîøòî ñó îíå

âå£ ïîòïóíî îïèñàíå ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó, íåìà ïîòðåáå äà ñå ïîíîâî îïèñójó.

Êàî è ó ñëó÷àjó VNS, ëîêàëíà ïðåòðàãà jå ïîòïóíî èñòà êàî ó GA çà ðåøàâà»å

CMDMBP, àëè ñå òàêî¢å ïîçèâà íåøòî äðóãà÷èjå. Íàèìå, ïðîöåäóðà ëîêàëíå

ïðåòðàãå ñå ó ÅÌ ìåòîäè ïîçèâà ó ñâàêîj èòåðàöèjè è òî çà ñâàêó jåäèíêó.

3.6 Åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè

Ñâè åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè ó îâîì ðàäó ñó äîáèjåíè èçâðøàâà»åì íà AMD

FX8300, 3.4GHz PC ðà÷óíàðó ñà 4GB RAM êîðèø£å»åì ñàìî jåäíîã jåçãðà. Ñâè

àëãîðèòìè ñó èìïëåìåíòèðàíè ó ïðîãðàìñêîì jåçèêó C, äîê ñó ðåçóëòàòè èç-

âðøàâà»à êîìåðöèjàëíèõ ðåøàâà÷à äîáèjåíè êîðèø£å»åì CPLEX 12.6 è Gurobi

5.6. Ðåçóëòàòè ñó ïðèêàçàíè íà ñëè÷àí íà÷èí êàî è ó ïðåòõîäíîj ãëàâè. Çáîã

âå£åã âðåìåíà èçâðøàâà»à, ïðèêàçàíè ñó ñàìî ðåçóëòàòè íà MDMBP èíñòàí-

öàìà äî 500 ÷âîðîâà è 60000 ãðàíà.

3.6.1 Åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè åãçàêòíèõ ðåøàâà÷à

Òàáåëå 3.1-3.7 ñàäðæå ïîäàòêå î èçâðøàâà»ó åãçàêòíèõ ðåøàâà÷à çà èíñòàíöå ñà

ðåäîì 10, 20, 30, 50, 100, 300 è 500 ÷âîðîâà. Ïðâå äâå êîëîíå çà ñâå òàáåëå èìàjó

èñòî çíà÷å»å êàî è ó ïðåòõîäíîj ãëàâè. Òðå£à êîëîíà ó òàáåëàìà 3.1-3.3 ñàäðæè

îïòèìàëíó âðåäíîñò ðåøå»à êîjà jå âåðèôèêîâàíà áàð jåäíèì îä åãçàêòíèõ ðå-

øàâà÷à, Íàðåäíèõ øåñò êîëîíà òàáåëå 3.1 ñàäðæå ïîäàòêå î óêóïíîì âðåìåíó

èçâðøàâà»à (ttot) è âðåìåíó ïîòðåáíî äà ñå äîñòèãíå îïòèìàëíî ðåøå»å (t) çà

òîòàëíó åíóìåðàöèjó, CPLEX è Gurobi, ðåñïåêòèâíî.

Êàêî CPLEX è Gurobi íèñó óñïåëè äà âåðèôèêójó íèjåäíî îïòèìàëíî ðå-

øå»å çà n ≥ 20, òàáåëå 3.2 è 3.3 ñó îðãàíèçîâàíå ìàëî äðóãà÷èjå. Ïðâèõ ïåò

êîëîíà èìàjó èñòî çíà÷å»å êàî è êîä òàáåëå 3.1, äîê íàðåäíå ÷åòèðè êîëîíå

ñàäðæå íàjáî§å ðåøå»å, îäíîñíî íàjáî§å ãîð»å îãðàíè÷å»å êîjå ñó äîñòèãëè

CPLEX îäíîñíî Gurobi. Àêî jå íåêî îä »èõ îïòèìàëíî äàòà jå îçíàêà opt, à àêî

íåêà âðåäíîñò íèjå óîïøòå äîñòèãíóòà, ñòîjè îçíàêà �-�.

Çà èíñòàíöå âå£èõ äèìåíçèjà n ≥ 50 íèjåäàí îä åãçàêòíèõ ðåøàâà÷à íèjå

äîøàî äî îïòèìàëíîã ðåøå»à, ïà ó òàáåëè èìàìî ïîäàòêå èçâðøàâà»à ñàìî çà
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Òàáåëà 3.1: Eãçàêòíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à íà èíñòàíöàìà n = 10

inst. r opt.
enum. CPLEX Gurobi

ttot (s) t (s) ttot (s) t (s) ttot (s) t (s)
010_015 1 34.750 0.002 0.001 2.074 1.254 1.140 1
010_015 2 30.884 0.001 0.001 2.605 2.228 0.690 0
010_015 3 30.803 0.001 0.001 2.043 1.496 0.560 0
010_015 4 29.621 0.001 0.001 2.714 2.013 0.780 0
010_015 5 29.621 0.001 0.001 1.653 1.443 1.040 1
010_015 10 24.870 0.001 0.001 2.932 2.610 0.820 0
010_015 15 24.870 0.001 0.001 2.246 0.748 0.997 0
010_015 20 24.870 0.001 0.001 2.324 2.210 1.010 0
010_025 1 80.939 0.001 0.001 4.143 3.967 1.850 `1
010_025 2 80.939 0.001 0.001 2.341 2.118 1.790 1
010_025 3 79.982 0.001 0.001 0.544 0.528 0.980 0
010_025 4 73.430 0.001 0.001 3.847 3.779 3.144 3
010_025 5 73.430 0.001 0.001 1.887 0.367 3.870 3
010_025 10 73.430 0.001 0.001 1.124 1.029 1.405 1
010_025 15 70.241 0.001 0.001 1.566 1.443 0.974 0
010_025 20 70.241 0.001 0.001 3.488 3.248 1.188 1
010_040 1 109.743 0.001 0.001 4.056 4.010 1.500 1
010_040 2 109.743 0.001 0.001 0.670 0.517 2.200 1
010_040 3 109.743 0.001 0.001 2.854 2.370 1.390 1
010_040 4 109.743 0.001 0.001 0.795 0.450 2.120 2
010_040 5 109.743 0.001 0.001 3.712 2.930 2.950 1
010_040 10 109.743 0.001 0.001 5.803 5.371 2.360 1
010_040 15 109.743 0.001 0.001 5.350 4.796 4.210 1
010_040 20 108.651 0.001 0.001 0.592 0.574 2.870 2

CPLEX è Gurobi. Çàòî ó òàáåëàìà 3.4-3.7 êîëîíå 3�6 èìàjó èñòî çíà÷å»å êàî

êîëîíå 6�9 òàáåëå 3.3.

Óç ïîìî£ åãçàêòíèõ ðåøàâà÷à äîáèjåíå ñó è âåðèôèêîâàíå îïòèìàëíå âðå-

äíîñòè ñàìî çà èíñòàíöå n ≤ 30. Îïòèìàëíå âðåäíîñòè ñó äîáèëà ñâà òðè

ðåøàâà÷à çà n = 10, à çà n = 20 è n = 30 ñàìî åíóìåðàöèjà. CPLEX è Gurobi

ñó çà n ≥ 20 äîáèëè (îïòèìàëíà) ðåøå»à ó ïîjåäèíèì ñëó÷àjåâèìà è ãîð»å

ãðàíèöå ó ñâèì ñëó÷àjåâèìà.

Èç òàáåëà 3.2 è 3.3 ñå ìîæå âèäåòè äà jå CPLEX äîñòèãàî 7 îïòèìàëíèõ

ðåøå»à, àëè èõ íèjå âåðèôèêîâàî, äîê jå Gurobi äîñòèãàî 3 íåâåðèôèêîâàíà

îïòèìàëíà ðåøå»à. CPLEX jå äîñòèãàî 10 ñóáîïòèìàëíèõ ðåøå»à, à Gurobi

12.

Ðåøàâà÷è CPLEX è Gurobi ñó äîáèëè ñàìî ãîð»à îãðàíè÷å»à îïòèìàëíèõ

âðåäíîñòè ðåøå»à ïðîáëåìà CMDMBP çà èíñòàíöå çà êîjå jå n ≥ 50 è òè ïîäàöè

ñó ïðåäñòàâ§åíè ó òàáåëàìà 3.4 � 3.7.
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Òàáåëà 3.2: Eãçàêòíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à íà èíñòàíöàìà n = 20

inst. r opt.
enum. CPLEX Gurobi

ttot (s) t (s) Obj UB Obj UB
020_030 1 71.285 0.499 0.141 opt 85.854 57.858 100.206
020_030 2 57.952 0.483 0.187 opt 72.984 55.877 91.892
020_030 3 57.952 0.468 0.187 57.526 74.467 opt 81.363
020_030 4 54.856 0.483 0.202 opt 65.467 opt 75.929
020_030 5 53.691 0.485 0.109 opt 60.235 49.776 75.316
020_030 10 53.691 0.514 0.109 opt 58.095 opt 74.195
020_030 15 53.691 0.468 0.109 opt 60.103 43.670 76.294
020_030 20 49.555 0.483 0.156 40.588 67.073 44.443 73.197
020_070 1 238.063 1.224 0.499 223.865 250.973 - 250.973
020_070 2 238.063 1.232 0.514 212.575 250.973 236.318 250.973
020_070 3 238.063 1.263 0.514 202.731 246.420 220.170 246.420
020_070 4 238.063 1.326 0.562 192.838 246.420 - 246.420
020_070 5 238.063 1.295 0.531 - 246.420 220.051 246.420
020_070 10 238.063 1.438 0.592 - 244.988 211.309 244.988
020_070 15 230.212 1.591 0.632 - 244.988 217.061 244.988
020_070 20 230.212 1.761 0.686 - 244.988 216.163 244.988
020_150 1 502.411 2.465 0.187 - opt - opt
020_150 2 476.472 2.592 1.263 - opt 463.085 opt
020_150 3 466.079 2.652 1.232 - opt - opt
020_150 4 466.079 2.792 1.326 - opt - opt
020_150 5 455.679 2.808 1.108 405.347 opt - opt
020_150 10 442.486 3.088 1.076 - opt - opt
020_150 15 440.870 3.432 1.170 - 442.004 - opt
020_150 20 440.870 3.172 1.279 opt opt - opt

3.6.2 Åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè äîáèjåíè

ìåòàõåóðèñòèêàìà

Ïðèëèêîì òåñòèðà»à ìåòàõåóðèñòèêà êîðèø£åíè ñó èñòè ïàðàìåòðè êàî è çà

ìåòàõåóðèñòèêå ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó, èçóçåâ çà GA ãäå jå íåøòî ïðîìå»åí

êðèòåðèjóì çàâðøåòêà GA. Íàèìå, çà ðåøàâà»å CMDMBP jå ìàêñèìàëíè áðîj

ãåíåðàöèjå áèî ïîñòàâ§åí íà 10000, à ìàêñèìàëíè áðîj ãåíåðàöèjà áåç ïîíàâ§à»à

íà 4000. Êðèòåðèjóìè çàóñòàâ§à»à VNS è ÅÌ ñó ïîñòàâ§åíè êàî ñðåä»å

ìàêñèìàëíî èçâðøàâà»å GA çà äàòó èíñòàíöó. Íàïîìåíèìî äà jå âðåìå èç-

âðøàâà»à ëîêàëíå ïðåòðàãå çíà÷àjíî âå£å íåãî çà MDMBP. Ïîøòî ñå ó îâîj

èìïëåìåíòàöèjè ëîêàëíà ïðåòðàãà íå ìîæå ïðåêèíóòè, ó íåêèì ñëó÷àjåâèìà t

ìîæå áèòè íåøòî âå£å îä ttot çà GA. Ó ñêîðî ñâèì ñëó÷àjåâèìà t íå ïðåëàçè ttot

çà âèøå îä 2.5% îñèì çà èíñòàíöó 300_500 è r = 20, ãäå jå ttot çà GA 33.279

ñåêóíäè, à t çà ÅÌ jå 35.549 ñeêóíäè. Êîëîíà nf ïðåäñòàâ§à êîëèêî ïóòà îä 20

èçâðøàâà»à jå äîáèjåíî äîïóñòèâî ðåøå»å.
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Òàáåëà 3.3: Eãçàêòíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à íà èíñòàíöàìà n = 30

inst. r opt.
enum. CPLEX Gurobi

ttot (s) t (s) Obj UB Obj UB
030_050 1 137.059 172.2 22.2 - 193.318 - 191.715
030_050 2 137.059 172.3 22.0 - 193.318 - 191.299
030_050 3 137.059 172.0 22.03 - 188.292 - 185.953
030_050 4 129.174 175.0 35.13 - 188.128 - 186.164
030_050 5 125.434 174.5 47.50 - 186.818 - 184.287
030_050 10 115.110 178.6 14.57 96.902 175.547 - 170.811
030_050 15 112.075 179.2 14.20 - 165.758 - 163.513
030_050 20 111.072 181.3 61.24 84.974 165.680 - 161.539
030_150 1 589.593 513.7 178.8 - opt - opt
030_150 2 532.589 523.3 183.2 420.211 536.473 - 536.473
030_150 3 530.556 542.5 188.8 - 533.635 - 533.635
030_150 4 530.556 574.6 198.6 - 533.635 - 533.635
030_150 5 530.556 581.2 202.3 - 533.635 - 533.635
030_150 10 519.005 698.5 246.9 - 525.300 - 525.300
030_150 15 519.005 791.6 279.9 - 519.586 - 519.586
030_150 20 518.672 903.2 315.6 - 519.586 - 519.586
030_400 1 1331.773 1325 424.8 - 1565.534 - 1391.360
030_400 2 1230.856 1377 480.2 - 1502.537 - 1313.595
030_400 3 1208.703 1421 126.8 - 1486.413 - 1301.961
030_400 4 1187.753 1473 513.5 - 1486.214 - 1300.283
030_400 5 1181.987 1500 42.26 - 1469.257 - 1296.115
030_400 10 1154.353 1774 495.9 - 1483.129 - 1294.961
030_400 15 1142.317 2122 428.0 - 1455.621 - 1268.590
030_400 20 1140.635 2394 465.0 - 1461.820 - 1268.646

3.7 Àíàëèçà ðåçóëòàòà è çàâðøíà ðàçìàòðà»à

Èç òàáåëà 3.1-3.7 ñå ìîæå âèäåòè äà åãçàêòíå ìåòîäå ïîêàçójó jîø ëîøèjå ðå-

çóëòàòå íåãî çà MDMBP ðàçìàòðàí ó ïðåòõîäíîj ãëàâè. Åãçàêòíå ìåòîäå äàjó

îïòèìàëíà ðåøå»à çà n = 10 äîê çà n ≥ 20 ðåøàâà÷è CPLEX è Gurobi íå

äàjó íè jåäíî âåðèôèêîâàíî îïòèìàëíî ðåøå»å. Çà n ≥ 50 íèjåäàí îä ðåøà-

âà÷à íå äàjå óîïøòå ðåøå»à ó îêâèðó äàòîã âðåìåíñêîã îãðàíè÷å»à îä 7200

ñåêóíäè, à ðåøàâà÷è CPLEX è Gurobi äàjó ñàìî ãîð»à îãðàíè÷å»à âðåäíîñòè

îïòèìàëíèõ ðåøå»à. Èç òîã ðàçëîãà jå ðàçâîj ìåòàõåóðèñòè÷êèõ ïðèñòóïà ðå-

øàâà»ó CMDMBP âåîìà çíà÷àjàí.

Êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè ó Òàáåëàìà 3.8 - 3.10, ñâå òðè ïðåäëîæåíå ìåòàõå-

óðèñòè÷êå ìåòîäå ñó äîñòèãëå ñâà ïîçíàòà îïòèìàëíà ðåøå»à íà ãðàôîâèìà äî

30 ÷âîðîâà, ó ðåëàòèâíî êðàòêîì âðåìåíñêîì ïåðèîäó ìà»åì îä jåäíå ñåêóíäå,

îñèì GA íà èíñòàíöè ñà 30 ÷âîðîâà è 400 ãðàíà.

Êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè èç òàáåëà 3.11 - 3.14, îä óêóïíî 120 èíñòàíöè ãäå

íèjå ïîçíàòî îïòèìàëíî ðåøå»å, ìåòàõåóðèñòèêå ñó ó ñâèì ñëó÷àjåâèìà äîøëå

äî áàð jåäíîã äîïóñòèâîã ðåøå»à. Îä òîãà jå GA äîáèî 89 íàjáî§èõ ðåøå»à,

VNS 46, à ÅÌ 38. Íàïîìåíèìî äà ñó ó 19 ñëó÷àjåâà ñâå òðè ìåòàõåóðèñòèêå
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Òàáåëà 3.4: Ïðèáëèæíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à çà n = 50

inst. r
CPLEX Gurobi

Obj UB Obj UB
050_080 1 - 306.736 - 306.529
050_080 2 - 285.214 - 285.158
050_080 3 - 285.214 - 285.212
050_080 4 - 276.616 - 276.578
050_080 5 - 275.155 - 275.155
050_080 10 - 273.597 - 272.763
050_080 15 - 269.578 - 268.156
050_080 20 - 269.318 - 268.156
050_300 1 - 1239.456 - 1127.218
050_300 2 - 1225.140 - 1098.891
050_300 3 - 1217.340 - 1098.891
050_300 4 - 1214.856 - 1094.621
050_300 5 - 1231.340 - 1100.505
050_300 10 - 1205.792 - 1076.105
050_300 15 - 1203.418 - 1067.490
050_300 20 - 1206.485 - 1062.553
050_1k 1 - 4276.988 - 4035.271
050_1k 2 - 4204.742 - 4111.562
050_1k 3 - 4196.904 - 4033.964
050_1k 4 - 4057.247 - 3936.653
050_1k 5 - 4036.394 - 3957.950
050_1k 10 - 4062.104 - 3923.557
050_1k 15 - 4004.614 - 3967.787
050_1k 20 - 4046.152 - 3955.236

äîáèëå èñòà ðåøå»à.

Âðåìå èçâðøàâà»à ìåòàõåóðèñòèêà jå óãëàâíîì äîñòèæíî, íàj÷åø£å ìà»å

îä 10 ìèíóòà, îñèì èíñòàíöè 300_30k è 500_60k, êîjè ïðåäñòàâ§àjó âðëî ãóñòå

ãðàôîâå âåëèêå äèìåíçèjå.

Ïðåäñòàâ§åíè åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè jàñíî äåìîíñòðèðàjó êîðèñíîñò

ïðåäëîæåíîã MILP ìîäåëà, êàî è GA, ÅÌ è VNS ìåòàõåóðèñòèêà çà ðåøàâà»å

ïðîáëåìà CMDMBP. Ïðåäëîæåíè MILP ìîäåë, çà êîjè jå äîêàçàíà êîðåêòíîñò,

ïðåäñòàâ§à âðåäàí äîïðèíîñ çà åãçàêòíî è ïðèáëèæíî ðåøàâà»å CMDMBP.

Ñâàêà îä ïðåäëîæåíèõ ìåòàõåóðèñòè÷êèõ ìåòîäà èìà íåêèõ ñâîjèõ ïðåäíîñòè,

ïà òàêî VNS äàjå íàjáî§à äîñòèãíóòà ðåøå»à ó 22 îä 32 ñëó÷àjà çà ãðàôîâå

ñà 100 ÷âîðîâà, GA äàjå íàjáî§à äîñòèãíóòà ðåøå»à çà 63 îä 64 ñëó÷àjà çà

ãðàôîâå ñà 300 è 500 ÷âîðîâà, äîê çà ãðàôîâå ñà 30 ÷âîðîâà ÅÌ íàjáðæå äîñòèæå

îïòèìàëíà ðåøå»à ó 14 îä 24 ñëó÷àjà. Èïàê, óêóïíè ðåçóëòàòè jàñíî ïîêàçójó

äà GA äàjå çíà÷àjíî áî§å ðåçóëòàòà ó îäíîñó íà ÅÌ è VNS.
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Òàáåëà 3.5: Ïðèáëèæíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à çà n = 100

inst. r
CPLEX Gurobi

Obj UB Obj UB
100_150 1 - 568.223 - 568.223
100_150 2 - 535.212 - 534.635
100_150 3 - 532.700 - 532.247
100_150 4 - 532.816 - 532.170
100_150 5 - 531.625 - 531.379
100_150 10 - 524.281 - 522.605
100_150 15 - 515.820 - 514.682
100_150 20 - 500.644 - 499.331
100_500 1 - 2215.634 - 2078.733
100_500 2 - 2148.910 - 2057.091
100_500 3 - 2123.734 - 2040.489
100_500 4 - 2134.294 - 2060.152
100_500 5 - 2111.573 - 1996.171
100_500 10 - 2092.021 - 2000.919
100_500 15 - 2068.531 - 1975.995
100_500 20 - 2042.519 - 1984.093
100_1.5k 1 - 6456.068 - 6511.752
100_1.5k 2 - 6508.191 - 6483.175
100_1.5k 3 - 6436.800 - 6448.598
100_1.5k 4 - 6434.128 - 6382.496
100_1.5k 5 - 6302.594 - 6409.240
100_1.5k 10 - 6262.907 - 6355.897
100_1.5k 15 - 6252.872 - 6397.839
100_1.5k 20 - 6295.912 - 6394.270
100_3k 1 - 12890.147 - 12960.772
100_3k 2 - 12873.541 - 13057.957
100_3k 3 - 12857.005 - 13062.244
100_3k 4 - 12835.700 - 13065.684
100_3k 5 - 12720.750 - 12879.971
100_3k 10 - 12679.701 - 12851.004
100_3k 15 - 12618.178 - 12905.474
100_3k 20 - 13132.399 - 12871.523

79



MDMBP íà ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå

Òàáåëà 3.6: Ïðèáëèæíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à çà n = 300

inst. r
CPLEX Gurobi

Obj UB Obj UB
300_500 1 - 2079.573 - 2079.462
300_500 2 - 2010.678 - 2010.463
300_500 3 - 1963.331 - 1963.240
300_500 4 - 1955.244 - 1955.572
300_500 5 - 1945.354 - 1945.337
300_500 10 - 1901.643 - 1901.500
300_500 15 - 1898.271 - 1898.195
300_500 20 - 1885.694 - 1885.180
300_2k 1 - 9662.085 - 9942.106
300_2k 2 - 9583.047 - 9841.172
300_2k 3 - 9537.538 - 9929.543
300_2k 4 - 9554.433 - 9895.460
300_2k 5 - 9491.205 - 9918.199
300_2k 10 - 9498.908 - 9855.687
300_2k 15 - 9386.662 - 9772.943
300_2k 20 - 9409.676 - 9737.626
300_10k 1 - 54841.066 - 50346.727
300_10k 2 - 54841.066 - 50273.724
300_10k 3 - 54841.066 - 50303.294
300_10k 4 - 54841.066 - 50252.176
300_10k 5 - 54499.485 - 50059.626
300_10k 10 - 54499.485 - 50155.933
300_10k 15 - 54499.485 - 50250.613
300_10k 20 - 54499.485 - 50000.338
300_30k 1 - 164263.369 - 162269.04
300_30k 2 - 164263.369 - 162639.00
300_30k 3 - 164263.369 - 163445.16
300_30k 4 - 164263.369 - 162628.15
300_30k 5 - 164263.369 - 162995.23
300_30k 10 - 164263.369 - 162650.54
300_30k 15 - 164263.369 - 162591.17
300_30k 20 - 164263.369 - 162650.83
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Òàáåëà 3.7: Ïðèáëèæíè ðåçóëòàòè ðåøàâà÷à çà n = 500

inst. r
CPLEX Gurobi

Obj UB Obj UB
500_1k 1 - 4285.084 - 4314.408
500_1k 2 - 4199.150 - 4229.441
500_1k 3 - 4148.080 - 4184.994
500_1k 4 - 4122.734 - 4133.956
500_1k 5 - 4110.383 - 4131.120
500_1k 10 - 4056.694 - 4075.582
500_1k 15 - 4056.358 - 4090.711
500_1k 20 - 4028.691 - 4049.712
500_3k 1 - 14595.865 - 15219.802
500_3k 2 - 14521.286 - 15209.127
500_3k 3 - 14503.344 - 15216.722
500_3k 4 - 14445.535 - 15191.969
500_3k 5 - 14410.714 - 15144.083
500_3k 10 - 14334.349 - 15179.324
500_3k 15 - 14236.182 - 15020.860
500_3k 20 - 14247.541 - 15032.847
500_10k 1 - 55093.070 - 52561.925
500_10k 2 - 55048.738 - 52102.044
500_10k 3 - 55048.738 - 52158.544
500_10k 4 - 54501.496 - 51466.573
500_10k 5 - 54501.496 - 51889.531
500_10k 10 - 54501.496 - 51573.422
500_10k 15 - 54501.496 - 51812.270
500_10k 20 - 54501.496 - 51480.227
500_60k 1 - 329331.852 - 329331.85
500_60k 2 - 329255.253 - 329255.25
500_60k 3 - 329255.253 - 329255.25
500_60k 4 - 329255.253 - 329255.25
500_60k 5 - 329255.253 - 329255.25
500_60k 10 - 328970.410 - 328970.41
500_60k 15 - 328970.410 - 328970.41
500_60k 20 - 328694.683 - 328694.68

Òàáåëà 3.8: Ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà íà èíñòàíöàìà ñà ïîçíàòèì îïòèìàëíèì
ðåøå»åì n = 10

inst. r opt.
GA EM VNS

vred. nf ttot t vred. nf t vred. nf t
010_015 1 34.750 opt 20 0.578 0.001 opt 20 0.00270 opt 20 0.002
010_015 2 30.884 opt 20 0.653 0.001 opt 20 0.00270 opt 20 0.002
010_015 3 30.803 opt 20 0.677 0.001 opt 20 0.00135 opt 20 0.001
010_015 4 29.621 opt 20 0.734 0.001 opt 20 0.00145 opt 20 0.001
010_015 5 29.621 opt 20 0.729 0.001 opt 20 0.00145 opt 20 0.001
010_015 10 24.870 opt 20 0.784 0.001 opt 20 0.00180 opt 20 0.001
010_015 15 24.870 opt 20 0.806 0.001 opt 20 0.00205 opt 20 0.001
010_015 20 24.870 opt 20 0.811 0.001 opt 20 0.00155 opt 20 0.002
010_025 1 80.939 opt 20 0.795 0.001 opt 20 0.00175 opt 20 0.001
010_025 2 80.939 opt 20 0.799 0.001 opt 20 0.00215 opt 20 0.002
010_025 3 79.982 opt 20 0.785 0.001 opt 20 0.00175 opt 20 0.002
010_025 4 73.430 opt 20 0.818 0.001 opt 20 0.00180 opt 20 0.002
010_025 5 73.430 opt 20 0.797 0.001 opt 20 0.00165 opt 20 0.002
010_025 10 73.430 opt 20 0.835 0.001 opt 20 0.00175 opt 20 0.003
010_025 15 70.241 opt 20 0.866 0.001 opt 20 0.00185 opt 20 0.003
010_025 20 70.241 opt 20 0.910 0.001 opt 20 0.00165 opt 20 0.002
010_040 1 109.743 opt 20 0.859 0.001 opt 20 0.00195 opt 20 0.002
010_040 2 109.743 opt 20 0.836 0.001 opt 20 0.00185 opt 20 0.002
010_040 3 109.743 opt 20 0.870 0.001 opt 20 0.00225 opt 20 0.003
010_040 4 109.743 opt 20 0.871 0.001 opt 20 0.00220 opt 20 0.002
010_040 5 109.743 opt 20 0.878 0.001 opt 20 0.00230 opt 20 0.002
010_040 10 109.743 opt 20 0.936 0.001 opt 20 0.00205 opt 20 0.003
010_040 15 109.743 opt 20 0.988 0.001 opt 20 0.00195 opt 20 0.003
010_040 20 108.651 opt 20 1.019 0.001 opt 20 0.00260 opt 20 0.002
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Òàáåëà 3.9: Ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà íà èíñòàíöàìà ñà ïîçíàòèì îïòèìàëíèì
ðåøå»åì n = 20

inst. r opt.
GA EM VNS

vred. nf ttot t vred. nf t vred. nf t
020_030 1 71.285 opt 20 1.421 0.006 opt 20 0.00305 opt 20 0.007
020_030 2 57.952 opt 20 1.473 0.058 opt 20 0.00345 opt 20 0.009
020_030 3 57.952 opt 20 1.635 0.158 opt 20 0.00505 opt 20 0.007
020_030 4 54.856 opt 20 1.527 0.044 opt 20 0.06380 opt 20 0.010
020_030 5 53.691 opt 20 1.837 0.312 opt 20 0.03980 opt 20 0.016
020_030 10 53.691 opt 20 2.049 0.416 opt 20 0.04720 opt 20 0.015
020_030 15 53.691 opt 20 1.826 0.133 opt 20 0.01550 opt 20 0.010
020_030 20 49.555 opt 20 2.200 0.363 opt 20 0.00760 opt 20 0.007
020_070 1 238.063 opt 20 2.059 0.184 opt 20 0.00880 opt 20 0.007
020_070 2 238.063 opt 20 2.120 0.182 opt 20 0.00660 opt 20 0.005
020_070 3 238.063 opt 20 1.869 0.029 opt 20 0.00595 opt 20 0.003
020_070 4 238.063 opt 20 2.328 0.365 opt 20 0.00595 opt 20 0.004
020_070 5 238.063 opt 20 2.381 0.304 opt 20 0.00590 opt 20 0.003
020_070 10 238.063 opt 20 2.418 0.149 opt 20 0.00575 opt 20 0.005
020_070 15 230.212 opt 20 2.722 0.276 opt 20 0.00765 opt 20 0.007
020_070 20 230.212 opt 20 2.685 0.154 opt 20 0.00775 opt 20 0.008
020_150 1 502.411 opt 20 3.208 0.012 opt 20 0.00925 opt 20 0.002
020_150 2 476.472 opt 20 3.349 0.010 opt 20 0.00860 opt 20 0.006
020_150 3 466.079 opt 20 3.235 0.012 opt 20 0.00715 opt 20 0.005
020_150 4 466.079 opt 20 3.140 0.010 opt 20 0.00745 opt 20 0.005
020_150 5 455.679 opt 20 3.438 0.173 opt 20 0.01500 opt 20 0.015
020_150 10 442.486 opt 20 4.046 0.310 opt 20 0.01415 opt 20 0.019
020_150 15 440.870 opt 20 5.431 0.643 opt 20 0.01520 opt 20 0.020
020_150 20 440.870 opt 20 5.927 0.441 opt 20 0.01790 opt 20 0.022

Òàáåëà 3.10: Ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà íà èíñòàíöàìà ñà ïîçíàòèì îïòèìàëíèì
ðåøå»åì n = 30

inst. r opt.
GA EM VNS

vred. nf ttot t vred. nf t vred. nf t
030_050 1 137.059 opt 20 2.960 0.378 opt 20 0.2529 opt 20 0.05370
030_050 2 137.059 opt 20 3.078 0.519 opt 20 0.4182 opt 20 0.05135
030_050 3 137.059 opt 20 2.857 0.524 opt 20 0.1078 opt 20 0.11305
030_050 4 129.174 opt 20 3.208 0.475 opt 20 0.2510 opt 20 0.10370
030_050 5 125.434 opt 20 3.422 0.514 opt 20 0.4175 opt 20 0.63630
030_050 10 115.110 opt 20 3.710 0.771 opt 20 0.6071 opt 20 0.17920
030_050 15 112.075 opt 20 3.926 0.546 opt 20 0.3196 opt 20 0.77030
030_050 20 111.072 opt 20 3.681 0.577 opt 20 0.3452 opt 20 0.68685
030_150 1 589.593 opt 20 3.331 0.061 opt 20 0.0176 opt 20 0.02485
030_150 2 532.589 opt 20 5.404 0.821 opt 20 0.0829 opt 20 1.19475
030_150 3 530.556 opt 20 3.996 0.045 opt 20 0.0237 opt 20 0.09185
030_150 4 530.556 opt 20 4.257 0.059 opt 20 0.0268 opt 20 0.14045
030_150 5 530.556 opt 20 4.544 0.019 opt 20 0.0346 opt 20 0.18950
030_150 10 519.005 opt 20 6.117 0.058 opt 20 0.0336 opt 20 0.04420
030_150 15 519.005 opt 20 6.091 0.029 opt 20 0.0629 opt 20 0.35085
030_150 20 518.672 opt 20 6.798 0.204 opt 20 0.0305 opt 20 0.52795
030_400 1 1331.773 opt 20 10.139 0.054 opt 20 0.0379 opt 20 0.04435
030_400 2 1230.856 opt 20 8.994 0.104 opt 20 0.0310 opt 20 0.09665
030_400 3 1208.703 opt 20 9.552 0.162 opt 20 0.6435 opt 20 0.58085
030_400 4 1187.753 opt 20 10.955 0.548 opt 20 0.1295 opt 20 0.21130
030_400 5 1181.987 opt 20 11.199 0.736 opt 20 0.0702 opt 20 0.18235
030_400 10 1154.353 opt 20 10.329 0.518 opt 20 0.0509 opt 20 0.18880
030_400 15 1142.317 1142.251 20 11.157 1.226 opt 20 1.7548 opt 20 0.73100
030_400 20 1140.635 opt 20 15.860 0.486 opt 20 0.0652 opt 20 0.10755

82



MDMBP íà ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå

Òàáåëà 3.11: Ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà íà èíñòàíöàìà ñà íåïîçíàòèì
îïòèìàëíèì ðåøå»åì n = 50

inst. r najb.
GA EM VNS

vred. nf ttot t vred. nf t vred. nf t
050_080 1 213.346 213.298 20 4.334 0.686 najb. 20 0.785 najb. 20 0.79060
050_080 2 187.251 186.197 20 3.952 0.417 186.756 20 0.877 najb. 20 1.26560
050_080 3 187.362 186.197 20 3.632 0.618 najb. 20 0.910 186.852 20 1.32825
050_080 4 184.064 182.090 20 5.372 1.130 najb. 20 1.593 najb. 20 1.95825
050_080 5 174.214 171.281 20 6.960 0.957 najb. 20 1.940 najb. 20 1.80395
050_080 10 172.162 167.405 20 5.496 0.486 najb. 20 1.406 najb. 20 1.45830
050_080 15 164.649 162.964 20 4.430 0.209 164.459 20 0.897 najb. 20 1.47640
050_080 20 162.555 159.925 20 4.407 0.588 162.246 20 1.260 najb. 20 1.30710
050_300 1 1124.331 najb. 20 6.057 0.434 najb. 20 0.690 najb. 20 0.20970
050_300 2 1098.891 najb. 20 7.639 1.083 najb. 20 0.861 najb. 20 0.41490
050_300 3 1098.891 najb. 20 4.038 0.393 najb. 20 0.693 najb. 20 0.48490
050_300 4 1094.621 najb. 20 7.271 1.071 najb. 20 0.898 najb. 20 0.42180
050_300 5 1094.621 najb. 20 5.707 0.286 najb. 20 0.729 najb. 20 0.48340
050_300 10 1076.105 najb. 20 4.115 0.19 najb. 20 0.704 najb. 20 0.50305
050_300 15 1062.553 najb. 20 11.027 0.685 najb. 20 1.111 najb. 20 0.92425
050_300 20 1062.553 najb. 20 12.419 0.975 najb. 20 0.993 najb. 20 1.78615
050_1k 1 3099.083 najb. 20 21.005 1.083 najb. 20 2.112 najb. 20 2.37280
050_1k 2 3037.537 najb. 20 17.524 4.158 najb. 20 4.592 najb. 20 4.28600
050_1k 3 3006.541 najb. 20 24.353 0.804 najb. 20 2.989 najb. 20 2.54515
050_1k 4 2930.936 najb. 20 21.899 2.041 najb. 20 3.722 najb. 20 4.34140
050_1k 5 2930.936 najb. 20 24.847 1.797 najb. 20 5.922 najb. 20 3.97090
050_1k 10 2901.349 najb. 20 26.741 6.101 najb. 20 3.821 najb. 20 5.19155
050_1k 15 2881.119 najb. 20 43.279 7.923 najb. 20 4.496 najb. 20 4.12530
050_1k 20 2875.188 najb. 20 28.495 2.189 najb. 20 3.953 najb. 20 4.67845
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Òàáåëà 3.12: Ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà íà èíñòàíöàìà ñà íåïîçíàòèì
îïòèìàëíèì ðåøå»åì n = 100

inst. r opt.
GA EM VNS

vred. nf ttot t vred. nf t vred. nf t
100_150 1 338.888 314.618 15 4.902 0.552 327.774 20 3.784 najb. 20 3.5723
100_150 2 313.987 313.312 17 5.47 0.613 312.417 20 4.467 najb. 20 3.1332
100_150 3 298.090 287.949 17 5.088 0.72 293.252 20 3.786 najb. 20 3.3181
100_150 4 298.090 290.206 18 5.027 0.504 292.901 20 3.398 najb. 20 3.4342
100_150 5 293.550 290.242 17 5.242 0.599 290.541 20 2.936 najb. 20 3.5598
100_150 10 282.111 274.365 17 5.724 0.405 280.661 20 4.485 najb. 20 3.1534
100_150 15 271.935 najb. 17 5.393 0.54 268.23 20 4.024 268.751 20 3.5357
100_150 20 265.247 262.701 16 5.68 0.822 najb. 20 5.087 265.189 20 3.3694
100_500 1 1973.881 najb. 20 6.008 0.246 najb. 20 4.989 najb. 20 2.97265
100_500 2 1902.448 1896.735 20 5.673 0.326 najb. 20 3.890 najb. 20 3.65115
100_500 3 1877.486 1869.455 20 6.133 0.355 najb. 20 5.290 1872.815 20 4.24865
100_500 4 1877.486 1873.909 20 6.069 0.544 najb. 20 4.881 1863.479 20 3.30255
100_500 5 1852.652 1850.259 20 6.760 0.676 najb. 20 5.781 najb. 20 4.85545
100_500 10 1833.645 1814.887 20 6.313 0.314 1830.954 20 5.554 najb. 20 4.10280
100_500 15 1812.805 1794.856 20 8.049 1.669 1812.080 20 6.081 najb. 20 5.01160
100_500 20 1788.899 1780.249 20 8.032 0.918 najb. 20 7.147 1788.378 20 4.47330
100_1.5k 1 5082.071 najb. 20 13.248 1.514 najb. 20 10.632 najb. 20 7.36640
100_1.5k 2 5002.550 4989.542 20 14.254 2.257 najb. 20 11.156 najb. 20 8.08465
100_1.5k 3 4975.478 4963.852 20 14.925 2.187 najb. 20 12.318 najb. 20 8.56855
100_1.5k 4 4898.990 najb. 20 15.206 2.327 4897.422 20 13.166 4897.422 20 9.40765
100_1.5k 5 4897.100 4889.522 20 14.009 1.202 najb. 20 12.270 4895.688 20 7.46080
100_1.5k 10 4871.164 4851.757 20 16.983 2.32 najb. 20 14.074 najb. 20 7.74320
100_1.5k 15 4851.995 najb. 20 16.797 1.387 najb. 20 12.934 najb. 20 9.38565
100_1.5k 20 4851.995 4824.689 20 18.416 1.222 najb. 20 15.442 najb. 20 12.14720
100_3k 1 9348.949 najb. 20 21.434 3.064 najb. 20 19.552 najb. 20 14.41885
100_3k 2 9142.080 najb. 20 21.340 2.519 najb. 20 18.812 najb. 20 16.75895
100_3k 3 9059.661 najb. 20 20.781 1.588 9039.517 20 19.055 najb. 20 13.85800
100_3k 4 9046.557 9029.164 20 47.031 1.814 najb. 20 34.04 9041.415 20 27.16105
100_3k 5 8995.853 8994.863 20 21.377 1.734 najb. 20 17.129 najb. 20 13.16150
100_3k 10 8873.866 najb. 20 24.171 1.702 8848.31 20 22.650 8866.421 20 14.62410
100_3k 15 8820.340 8790.527 20 27.477 3.272 8816.297 20 25.060 najb. 20 16.52020
100_3k 20 8794.929 najb. 20 29.878 3.921 8780.825 20 25.666 8792.409 20 23.51835
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Òàáåëà 3.13: Ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà íà èíñòàíöàìà ñà íåïîçíàòèì
îïòèìàëíèì ðåøå»åì n = 300

inst. r opt.
GA EM VNS

vred. nf ttot t vred. nf t vred. nf t
. 300_500 1 1324.418 najb. 14 33.551 9.303 1194.938 12 34.337 1240.124 13 30.60023
300_500 2 1274.133 najb. 17 31.859 7.888 1135.834 12 30.590 1199.421 13 22.96569
300_500 3 1183.050 najb. 13 29.339 5.565 1116.812 11 27.693 1167.628 11 25.48891
300_500 4 1177.683 najb. 15 30.990 4.837 1124.730 10 31.610 1163.140 13 25.78100
300_500 5 1169.595 najb. 18 30.734 5.39 1104.850 9 29.420 1130.179 9 26.43511
300_500 10 1110.863 najb. 14 31.604 4.832 1043.709 6 30.262 1103.358 10 26.91010
300_500 15 1100.779 najb. 16 31.372 4.524 1097.490 4 30.787 1080.824 13 26.50569
300_500 20 1098.828 najb. 13 33.279 6.156 1032.913 3 35.549 1075.401 14 29.88843
300_2k 1 7773.632 najb. 20 53.989 20.854 7489.231 20 53.724 7695.474 20 46.74635
300_2k 2 7675.004 najb. 20 48.316 17.023 7213.019 20 48.102 7500.574 20 44.74890
300_2k 3 7609.954 najb. 20 48.14 14.533 7259.322 20 47.176 7455.742 20 43.35725
300_2k 4 7600.075 najb. 20 50.111 16.514 7266.144 20 49.425 7421.144 20 47.35235
300_2k 5 7567.449 najb. 20 51.252 18.417 7187.469 20 50.248 7392.934 20 44.86815
300_2k 10 7462.868 najb. 20 59.411 23.697 7160.807 20 58.515 7341.555 20 54.15335
300_2k 15 7496.399 najb. 20 64.006 25.476 7057.088 20 63.689 7327.285 20 56.40665
300_2k 20 7419.318 najb. 20 72.483 31.264 7017.887 20 70.810 7248.907 20 62.54130
300_10k 1 32395.438 najb. 20 154.478 78.029 31531.789 20 53.724 32212.270 20 146.44915
300_10k 2 31980.797 najb. 20 162.23 81.213 31159.597 20 48.102 31674.133 20 154.44650
300_10k 3 31875.891 najb. 20 173.408 88.26 31099.041 20 47.176 31492.466 20 158.36600
300_10k 4 31857.961 najb. 20 160.297 74.808 31043.681 20 49.425 31520.111 20 142.27455
300_10k 5 31797.794 najb. 20 163.371 73.747 30724.307 20 50.248 31343.375 20 154.84115
300_10k 10 31613.164 najb. 20 198.737 95.781 30601.736 20 58.515 31347.247 20 187.81280
300_10k 15 31620.138 najb. 20 205.875 89.715 30427.956 20 63.689 31072.350 20 186.73130
300_10k 20 31551.037 najb. 20 250.351 116.643 30525.569 20 70.810 31064.377 20 237.75435
300_30k 1 88839.192 najb. 20 401.954 195.968 87256.816 20 402.877 88105.08 20 379.45595
300_30k 2 88330.651 najb. 20 435.061 222.295 86701.548 20 421.220 87574.98 20 400.79350
300_30k 3 88217.846 najb. 20 413.405 182.765 86676.523 20 407.370 87449.47 20 376.38895
300_30k 4 87872.911 najb. 20 442.317 211.966 86533.205 20 427.806 87425.58 20 407.32770
300_30k 5 87892.157 najb. 20 446.153 203.368 86404.757 20 433.422 87165.92 20 418.88040
300_30k 10 87537.174 najb. 20 598.562 287.118 86318.197 20 593.914 87105.67 20 554.33690
300_30k 15 87399.836 najb. 20 710.418 329.221 86070.883 20 683.943 86729.44 20 660.34465
300_30k 20 87413.270 najb. 20 920.835 460.381 85911.417 20 876.596 86766.54 20 832.56175
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Òàáåëà 3.14: Ðåçóëòàòè ìåòàõåóðèñòèêà íà èíñòàíöàìà ñà íåïîçíàòèì
îïòèìàëíèì ðåøå»åì n = 500

inst. r opt.
GA EM VNS

vred. nf ttot t vred. nf t vred. nf t
500_1k 1 2992.699 najb. 19 99.763 48.551 2850.224 19 96.844 2976.415 20 94.10360
500_1k 2 2916.457 2894.228 20 88.949 33.893 2790.726 19 86.213 najb. 20 80.80705
500_1k 3 2851.493 najb. 19 92.957 40.858 2752.998 17 89.535 2821.687 20 86.71245
500_1k 4 2834.832 najb. 19 93.158 37.723 2752.695 18 90.148 2798.717 18 80.43689
500_1k 5 2795.359 najb. 19 87.841 35.826 2712.305 17 83.209 2773.204 19 81.62968
500_1k 10 2753.008 najb. 18 88.926 32.487 2608.400 10 86.417 2701.594 17 80.76065
500_1k 15 2756.598 najb. 19 88.783 34.403 1124.730 10 31.610 2697.272 18 76.65367
500_1k 20 2732.181 najb. 19 92.758 37.563 2594.619 10 91.080 2678.964 17 80.00024
500_3k 1 11737.433 najb. 20 178.537 119.353 11020.996 20 177.320 11482.514 20 165.50290
500_3k 2 11577.545 najb. 20 152.292 92.03 10827.773 20 151.134 11212.122 20 142.96080
500_3k 3 11550.756 najb. 20 167.264 107.057 10705.749 20 164.613 11201.028 20 160.03350
500_3k 4 11438.581 najb. 20 152.809 92.809 10633.852 20 151.976 11082.204 20 140.48900
500_3k 5 11460.073 najb. 20 155.986 94.525 10656.311 20 153.824 11074.247 20 147.15965
500_3k 10 11338.350 najb. 20 178.348 113.773 10485.542 20 173.920 11021.250 20 165.95000
500_3k 15 11325.421 najb. 20 186.358 117.316 10329.541 20 184.500 10780.427 20 173.23805
500_3k 20 11343.767 najb. 20 224.537 153.41 10384.989 20 223.328 10928.310 20 204.22365
500_10k 1 34291.616 najb. 20 390.031 294.212 32719.908 20 389.155 33713.942 20 371.96925
500_10k 2 33920.113 najb. 20 377.236 276.401 32092.809 20 373.194 33257.534 20 345.60920
500_10k 3 33718.914 najb. 20 355.452 252.386 32225.738 20 347.424 32918.884 20 337.05260
500_10k 4 33551.955 najb. 20 331.963 228.406 31410.895 20 330.815 32505.223 20 312.61495
500_10k 5 33540.110 najb. 20 334.847 226.348 31469.935 20 331.408 32381.445 20 309.81965
500_10k 10 33265.429 najb. 20 444.867 322.158 31409.739 20 436.970 32434.728 20 420.96440
500_10k 15 33362.961 najb. 20 547.279 408.672 31312.944 20 538.762 32462.614 20 515.48810
500_10k 20 33446.111 najb. 20 569.966 413.313 31471.831 20 554.388 32437.646 20 547.02810
500_60k 1 178038.795 najb. 20 2501.887 2089.949 174558.871 20 2490.037 176760.704 20 2340.16380
500_60k 2 176789.554 najb. 20 2606.552 2128.514 173654.159 20 2566.521 175450.818 20 2487.39050
500_60k 3 176502.062 najb. 20 2429.732 1920.088 174175.611 20 2388.965 174823.531 20 2261.98180
500_60k 4 176526.991 najb. 20 2782.215 2193.436 172653.829 20 2768.300 174591.743 20 2620.08145
500_60k 5 176203.278 najb. 20 3158.016 2536.732 173184.553 20 3102.322 174428.498 20 2963.04555
500_60k 10 175823.936 najb. 20 3264.921 2470.392 171939.859 20 3162.962 174259.165 20 3029.72375
500_60k 15 175662.787 najb. 20 3874.2 3001.442 172286.55 20 3796.903 174054.871 20 3684.49270
500_60k 20 175501.649 najb. 20 4371.987 3402.462 171553.886 20 4253.287 173932.268 20 4163.82765
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Ãëàâà 4

Ïðîáëåì îäðå¢èâà»à ïîâåçàíîã

ïîäãðàôà íàjâå£å òåæèíå ñà

÷âîðîâèìà îãðàíè÷åíîã ñòåïåíà

4.1 Äåôèíèöèjà ïðîáëåìà

Íåêà jå G = (V,E) ïðîñò ãðàô, d ≥ 2 ïðèðîäàí áðîj è w : E → R+ òåæèíñêà

ôóíêöèjà. Ïðîáëåì ïðîíàëàæå»à ïîâåçàíîã ïîäãðàôà íàjâå£å òåæèíå ñà ÷âî-

ðîâèìà îãðàíè÷åíîã ñòåïåíà (åíã. Maximum Degree Bounded Connected Sub-

graph Problem - MDBCSP) çàõòåâà ïðîíàëàæå»å ïîäãðàôà G′ = (V ′, E ′), ãäå jå

V ′ ⊆ V è E ′ ⊆ E, òàêî äà jå ïîäãðàô G′ ïîâåçàí, ñòåïåí ÷âîðîâà íå ïðåëàçè

d è
∑

e∈E′ w(e) èìà ìàêñèìàëíó âðåäíîñò. MDBCSP ìîæå áèòè èëóñòðîâàí

ñëåäå£èì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 4.1. Íåêà jå |V | = 26, |E| = 29 è ãðàô G = (V,E) ñà òåæèíàìà

ïðèêàçàí íà ëåâîj ñòðàíè ñëèêå 4.1.

Îïòèìàëíî ðåøå»å çà d = 2 jå ïðèêàçàíî íà äåñíîj ñòðàíè ñëèêå 4.1, ÷èjà jå

âðåäíîñò 99. Îâàj ðåçóëòàò jå äîáèjåí êîðèø£å»åì íîâå MILP ôîðìóëàöèjå çà

MDBCSP êîjà jå óâåäåíà ó ñëåäå£åì îäå§êó.

4.2 Ïðåãëåä ïîñòîjå£èõ ðåçóëòàòà

MDBCSP jå jåäàí îä êëàñè÷íèõ NP -òåøêèõ ïðîáëåìà ïðèêàçàíèõ ó ìîíîãðà-

ôèjè Ãàðèjà è �îíñîíà [21] (êàî ïðîáëåì GT26), çà êîjè íå ïîñòîjè ïîëèíîìè-
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Ñëèêà 4.1: Ãðàô G è îäãîâàðàjó£å îïòèìàëíî ðåøå»å

jàëíè àïðîêñèìàòèâíè àëãîðèòàì ñà êîíñòàíòíèì ôàêòîðîì [2]. Èïàê, ó [11,

12] jå ïîêàçàíî äà êàäà òåæèíå çàäîâî§àâàjó íåjåäíàêîñòè òðîóãëà, ïîñòîjè

àïðîêñèìàòèâíè àëãîðèòàì ñà êîíñòàíòíèì ôàêòîðîì 2 + k−1
n

+ 1
k
. Âðåìåíñêà

ñëîæåíîñò íåêèõ ñëè÷íèõ ïðîáëåìà jå äàòà ó [1]. Òðåáà ïðèìåòèòè äà jå çàõòåâ

ïîâåçàíîñòè êðóöèjàëàí, jåð ñå áåç »åãà îäãîâàðàjó£è ïðîáëåì ìîæå ðåøèòè

ó ïîëèíîìèjàëíîì âðåìåíó êîðèø£å»åì òåõíèêà óïàðèâà»à (matching tech-

niques).

Ó [34] jå ïîêàçàíî äà ñâàêè 3-ïîâåçàíK1,d-ñëîáîäàí ãðàô ñà n ÷âîðîâà ñàäðæè

ðàçàïè»ójó£è 3-ïîâåçàí ïîäãðàô ÷èjè jå íàjâå£è ñòåïåí íàjâèøå 2d − 1. K1,d-

ñëîáîäàí ãðàô jå ãðàô êîjè íå ñàäðæè èíäóêîâàíó áèïàðòèòíó êëèêó êîjà ïî-

âåçójå 1 ÷âîð ñà d ÷âîðîâà. 3-ïîâåçàí ãðàô jå îíàj êîjè èçáàöèâà»åì áèëî êîjà

äâà ÷âîðà îñòàjå è äà§å ïîâåçàí.

Ó [39] jå ïîêàçàío ñëè÷íî òâð¢å»å î 2-ïîâåçàíèì ãðàôîâèìà. Ïîêàçàíî jå äà

ñâàêè 2-ïîâåçàí K1,d-ñëîáîäàí ãðàô èìà 2-ïîâåçàíî ðàçàïè»ó£å ñòàáëî ÷èjè jå

íàjâå£è ñòåïåí íàjâèøå d.

Ó [61, 62] ñó äàòà èñòðàæèâà»à ó âåçè ïðèìåíå MDBCSP çà õåìèjñêà jå-

äè»å»à. Èàêî jå ïðîáëåì NP -òåæàê ó îïøòåì ñëó÷àjó, ñïåöèjàëíè ãðàôîâè

êîjè îäãîâàðàjó õåìèjñêèì jåäè»å»èìà èìàjó ïîëèíîìèjàëàí áðîj ðàçàïè»ó£èõ

ñòàáàëà, ïà jå ìîãó£å ïðèìåíèòè è ïðåäëîæåí àëãîðèòàì êîjè ðàäè ó ïîëèíî-
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ìèjàëíîì âðåìåíó.

Ñóáåêñïîíåíöèjàëíè ïàðàìåòðèçîâàíè àëãîðèòìè íàä ïëàíàðíèì ãðàôîì

çà ïðîíàëàæå»å ïîâåçàíîã ïîäãðàôà ñà îãðàíè÷åíèì ìàêñèìàëíèì ñòåïåíîì

è ìàêñèìàëíèì áðîjåì ãðàíà (èëè ÷âîðîâà) ñó ïðèêàçàíè ó [54, 55]. Àóòîðè

êîðèñòå ïëàíàðíîñò êîìáèíîâàíó ñà òåõíèêàìà äèíàìè÷êîã ïðîãðàìèðà»à íàä

äåêîìïîçèöèjîì ãðàíà»à óëàçíîã ãðàôà. Ìå¢óòèì, ïîøòî jå ïðåäëîæåíè àë-

ãîðèòàì âðåìåíñêè èçóçåòíî çàõòåâàí, ïðèìåí§èâ jå ñàìî çà ãðàôîâå ìà»èõ

äèìåíçèjà.

Ðîìàí è Êàjêîáàä ñó ó [50] íàøëè âåçó èçìå¢ó ïðîáëåìà MDBCSP è ïðî-

áëåìà íàëàæå»à ìàêñèìàëíîã èíäóêîâàíîã ïîäãðàôà ñà èçîëîâàíèì ÷âîðîâèìà

(Maximal Independence Problem). Îíè ñó òàêî¢å ïðèêàçàëè àëãîðèòàì ñëîæå-

íîñòè O(n2) çà êîíñòðóêöèjó ðàçàïè»ó£åã ñòàáëà, àëè je ïðîáëåì íàëàæå»à

ìàêñèìàëíîã èíäóêîâàíîã ïîäãðàôà ñà èçîëîâàíèì ÷âîðîâèìà òàêî¢åNP -òåæàê

ïðîáëåì, øòî îãðàíè÷àâà »åãîâó ïðèìåí§èâîñò.

Ó [10] jå ïðèêàçàí àëãîðèòàì êîjè ðàäè ó O(n)-âðåìåíó êîjè êîíñòðóèøå

ïîâåçàíè ïîäãðàô ìàêñèìàëíîã ñòåïåíà 14 + ⌈2π/γ⌉, çà äàòè ðåàëíè áðîj γ, ãäå
jå 0 < γ < π. Äîâî§íè óñëîâè äà ïîâåçàíè ãðàô èìà ñòàáëî ñà îãðàíè÷åíèì

ñòåïåíîì ñó ïðèêàçàíè ó [46, 45].

Ñëè÷àí ïðîáëåì, ó êîìå ñå çà äàòè ãðàô òðàæè ïîäãðàô ñà îãðàíè÷åíèì

ñòåïåíîì ÷âîðîâà è îãðàíè÷åíèì äèjàìåòðîì, jå ðàçìàòðàí ó [14]. Äàòè ïðî-

áëåì èìà øèðîêó ïðèìåíó ó: áåçáåäíîñòè åëåêòðîíñêèõ êîìóíèêàöèjà, äèçàjíó

ìðåæà è ïàðàëåëíîì ïðîöåñèðà»ó. Ó äàòîì ðàäó ñó èçâåäåíå íåêå ãðàíèöå çà

ñòåïåí íàjâå£åã ïîäãðàôà ó íåêèì ãðàôîâèìà îä ïðàêòè÷íîã çíà÷àjà: õèïåðêî-

öêå (åíã. hypercube) è ìðåæå (åíã. mesh). Òàêî¢å jå ïðåäëîæåí õåóðèñòè÷êè

ïðèñòóï ñà êîíñòàíòíèì ôàêòîðîì çà ðåøàâà»å îâîã ïðîáëåìà. Åêñïåðèìåí-

òàëíè ðåçóëòàòè ñà ðàçíèì ìðåæàìà ñó ïîêàçàëè äà àëãîðèòàì ó ïðàêñè äîáèjà

áî§à ðåøå»à ó îäíîñó íà ãîð»ó ãðàíèöó ðåøå»à ïðåäâè¢åíó òåîðåòñêèì êîí-

ñòàíòíèì ôàêòîðîì.

Ó [8] jå ïðèêàçàíà jåäíà ôîðìóëàöèjà öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à.

Èàêî jå îâà ôîðìóëàöèjà ñà òåîðèjñêîã àñïåêòà âåîìà çíà÷àjíà, áðîj îãðàíè÷å»à

åêñïîíåíöèjàëíî ðàñòå ñà äèìåíçèjîì ïðîáëåìà, òå ñòîãà íèjå ïðèìåí§èâà íà

èíñòàíöå âå£èõ äèìåíçèjà. Ïîðåä ïðåäëîæåíîã ìîäåëà, èñòè àóòîð ó ðàäîâèìà

[8, 9] ïðåäëàæå è ãåíåòñêè àëãîðèòàì êîjè ñå ìîæå ïðèìå»èâàòè è íà èíñòàíöå
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âå£èõ äèìåíçèjà. Ãåíåòñêè àëãîðèòàì êîðèñòè áèíàðíó ðåïðåçåíòàöèjó, ôèíî

ãðàäèðàíó òóðíèðñêó ñåëåêöèjó, óêðøòà»å ó jåäíîj òà÷êè, ïðîñòó ìóòàöèjó

ñà çàìðçíóòèì ãåíèìà è òåõíèêå êåøèðà»à. Åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè ñó

ñàäðæàëè ïðèáëèæíà ðåøå»à çà âèøå ãðàôîâà ñà äî 212 ÷âîðîâà è 229 ãðàíà.

4.2.1 Ïîñòîjå£à ILP ôîðìóëàöèjà

Ïðâà ôîðìóëàöèjà öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à çà äàòè ïðîáëåì jå

äàòà ó [8]. Çíà÷àj îâîã ìîäåëà jå ó òîìå øòî jå òî ïðâà ôîðìóëàöèjà öåëîáðîjíîã

ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à çà îâàj ïðîáëåì. Ñà äðóãå ñòðàíå, ïîøòî ìîäåë ñàäðæè

åêñïîíåíöèjàëíè áðîj îãðàíè÷å»à ó îäíîñó íà äèìåíçèjó ïðîáëåìà, »åãîâ çíà÷àj

jå ïðå ñâåãà òåîðåòñêå ïðèðîäå, äîê ñå ïðè ðåøàâà»ó MDBCSP ìîæå êîðèñòèòè

ñàìî íà ïðîáëåìå ìàëèõ äèìåíçèjà.

Íåêà jå äàò ãðàô G = (V,E) è íåêà jå G′ = (V ′, E ′) íàjâå£è ïîâåçàíè ïîäãðàô

ãðàôà G ñà ÷âîðîâèìà îãðàíè÷åíîã ñòåïåíà. È íåêà jå (V ′, T ′) ðàçàïè»ó£å

ñòàáëî çà ïîäãðàô G′. Òàäà ìîæåìî óâåñòè ïðîìåí§èâå

xe =

1, e ∈ E ′

0, e /∈ E ′
(4.1)

ye =

1, e ∈ T ′

0, e /∈ T ′
(4.2)

zi =

1, i ∈ V ′

0, i /∈ V ′
(4.3)

ãäå jå e ∈ E.

Òàäà ñå MDBCSP ìîæå ôîðìóëèñàòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

max
∑
e∈E

w(e) · xe (4.4)

òàêî äà âàæè

∑
e:e∋i

xe ≤ d i ∈ V, (4.5)
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ye ≤ xe e ∈ E, (4.6)

∑
e∈E

ye = −1 +
∑
i∈V

zi (4.7)

xe ≤ zie e ∈ E, (4.8)

xe ≤ zje e ∈ E, (4.9)

∑
ie,je∈S

ye ≤ |S| − 1 S ⊆ V, |S| ≥ 3 (4.10)

xe, ye ∈ {0, 1}, zi ∈ {0, 1}, e ∈ E, i ∈ V (4.11)

ãäå êîðèñòèìî îçíàêó e : e ∋ i êîjà çíà÷è äà ñóìèðàìî ïî ãðàíàìà êîjå ñàäðæå

÷âîð i.

Çà ÷âîðîâå èíöèäåíòíå ãðàíè e êîðèñòèìî îçíàêå ie è je. Êàî øòî ñå ìîæå

âèäåòè, ôóíêöèjà öè§à (4.4) ìàêñèìèçójå ñóìó óêóïíèõ òåæèíà, îãðàíè÷å»à

(4.5) îãðàíè÷àâàjó ñòåïåíå ÷âîðîâà, (4.6) çíà÷è äà jå ïîäãðàô G′ ïîâåçàí ïîøòî

ñàäðæè ðàçàïè»ó£å ñòàáëî äàòî îãðàíè÷å»èìà (4.7)-(4.10). Îãðàíè÷å»à (4.11)

ïðèêàçójó áèíàðíó ïðèðîäó ïðîìåí§èâèõ. Î÷èãëåäíî jå äà áðîj îãðàíè÷å»à

(4.10) ðàñòå åêñïîíåíöèjàëíî ñà ïîâå£à»åì áðîjà ÷âîðîâà, ïîøòî jå áðîj óñëîâà

jåäíàê áðîjó ñâèõ ïîäñêóïîâà ñà áàð òðè åëåìåíòà äàòîã ñêóïà ÷âîðîâà.

Ó ñëåäå£åì ïîãëàâ§ó ïðåäñòàâ§åí jå ÌILP ìîäåë êîjè ñàäðæè ïîëèíîìèjà-

ëàí áðîj îãðàíè÷å»à. Î÷èãëåäíî jå äà, ó îäíîñó íà ïîñòîjå£è ìîäåë ïðåçåíòîâàí

ó [8], íàjâå£è èçàçîâ ïðåäñòàâ§à ðåàëèçîâà»å ïîâåçàíîñòè ïîäãðàôà. Èäåjà jå äà

ó íîâîì ìîäåëó ïîâåçàíîñò áóäå çàñíîâàíà íà ïðîòîêó. Äà áè ñå òî ðåàëèçîâàëî

ïîìåíóòà îãðàíè÷å»à (4.10) ìîðàjó áèòè çàìå»åíà, çàòî øòî ñó òî jåäèíà îãðà-

íè÷å»à èç (4.4)-(4.11) ÷èjè áðîj ðàñòå åêñïîíåíöèjàëíî.

Çàòî, áèíàðíå ïðîìåí§èâå y êîjå ó÷åñòâójó ó (4.10), £å áèòè èçîñòàâ§åíå

çàjåäíî ñà ñâèì îãðàíè÷å»èìà êîjà êîðèñòå äàòå ïðîìåí§èâå.

91



Ïîâåçàíè ïîäãðàô íàjâå£å òåæèíå ñà ÷âîðîâèìà îãðàíè÷åíîã ñòåïåíà

4.3 Íîâè ìîäåë ìåøîâèòîã öåëîáðîjíîã

ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à

Êîíñòðóèøèìî ñàäà íîâó ILP ôîðìóëàöèjó çàñíîâàíó íà ïðîòîêó ó ìðåæè. Êàî

è ó ñëó÷àjó ñà ïðîáëåìèìà îïèñàíèì ó äðóãîj è òðå£îj ãëàâè, è îâäå £åìî

êîðèñòèòè ïðèíöèï óâî¢å»à òîêà, òàêî äà ñâàêè ÷âîð êîíçóìèðà êîëè÷èíó

ïðîòîêà jåäíàêó 1, è äà ïðîòîê ìîæå òå£è ñàìî äóæ ãðàíà èç ïîêðèâàjó£åã

ñòàáëà. Îâà èäåjà jå ðàçëè÷èòà îä äîáðî ïîçíàòîã ïðîáëåìà ïðîòîêà êðîç ìðåæó,

çàòî øòî ñêóïîâè V ′ è E ′ ïîäðàôà G′ = (V ′, E ′), è èçâîð òîêà íèñó ïîçíàòè

óíàïðåä, âå£ jå ïðîòîê êðîç ìðåæó êîðèø£åí êàî èäåjà çà îïèñ ìîäåëà. Äà§å,

êîðèø£åí jå ïðèíöèï îäðæà»à òîêà ó ìðåæè, èìàjó£è íà óìó äà ñâàêè ÷âîð

êîíçóìèðà êîëè÷èíó òîêà êîjà èçíîñè 1, ïà jå ñïî§íè ïðîòîê jåäíàê êàðäèíàëíîñòè

V ′. Óáàöèâà»åì ñïî§íîã òîêà êðîç jåäàí ÷âîð è äà§èì ïðîïàãèðà»åì òîêà

êðîç ãðàô äîáèjà ñå ñòàáëî êîjå èìà îíîëèêî ÷âîðîâà êîëèêè jå áèî ñïî§íè òîê.

Óâå£àâà»åì ñïî§íîã òîêà äîáèjàjó ñòàáëà ñà ñâå âèøå è âèøå ÷âîðîâà.

Äà ñå ïîñòèãíå îâàj öè§ óâîäå ñå äîäàòíå ïðîìåí§èâå. Áèíàðíà ïðîìåí§èâà

t ïðåäñòàâ§à èçâîð ñïî§íîã òîêà, íïð. ti = 1, i ∈ V àêî jå ÷âîð i èçâîð

ñïî§íîã ïðîòîêà, à 0 ó ñóïðîòíîì. Èçíîñ ñïî§íîã ïðîòîêà jå ïðåäñòàâ§åí

ïðîìåí§èâàìà u. Ïðèìåòèìî äà jå ui = 0 çà ñâå i êîjè íèñó èçâîðè ñïî§íîã

òîêà. Íåïðåêèäíå ïðîìåí§èâå ve îçíà÷àâàjó èçíîñ ïðîòîêà êîjè ïðîëàçè êðîç

ãðàíó e. Ïîøòî jå ãðàô íåîðèjåíòèñàí, à ïðîòîê êðîç ìðåæó ñå äåôèíèøå

íà îðèjåíòèñàíèì ìðåæàìà, äîäàòíî £å ñìåð ñâàêå ãðàíå áèòè äåôèíèñàí. Íà

ïðèìåð, jåäàí íà÷èí äà ñå îðèjåíòèøå ãðàô jå äà ñå êîðèñòè ëåêñèêîãðàôñêè

ïîðåäàê (ie < je). Àêî jå ïðîòîê ìðåæå ó ïðàâöó ãðàíå e òàäà jå ve ïîçèòèâàí,

äîê jå ó ñóïðîòíîì íåãàòèâàí. Ìðåæíè ïðîòîê ìîæå òå£è ñàìî êðîç ãðàíå èç

E ′, îäíîñíî ve = 0, e ∈ E \ E ′. Ïîøòî jå îâàêî äåôèíèñàí ïðîòîê êðîç ìðåæó

ïîòïóíî íåçàâèñàí îä òåæèíà íà ãðàíàìà, (»åãîâà óëîãà jå ñàìî äà ãàðàíòójå

ïîâåçàíîñò G′) òàäà ve ìîæå áèòè jåäíàêî 0 ÷àê è çà íåêå ãðàíå e èç E
′.

Íåêà jå äàò ãðàôG = (V,E) è íåêà jåG′ = (V ′, E ′) ïîâåçàíè ïîäãðàô ãðàôàG

íàjâå£å òåæèíå ñà ÷âîðîâèìà îãðàíè÷åíîã ñòåïåíà, è íåêà jå (V ′, T ′) ðàçàïè»ó£å

ñòàáëî çà ïîäãðàô G′. Òàäà ìîæåìî óâåñòè ïðîìåí§èâå
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xe =

1, e ∈ E ′

0, e /∈ E ′
(4.12)

zi =

1, i ∈ V ′

0, i /∈ V ′
(4.13)

ãäå jå e ∈ E, è òàäà ñå ìîäåë ìåøîâèòîã öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à

çà ðåøàâà»å MDBCSP ñå ôîðìóëèøå íà ñëåäå£è íà÷èí:

max
∑
e∈E

w(e) · xe (4.14)

òàêî äà âàæè

∑
e:e∋i

xe ≤ d i ∈ V, (4.15)

xe ≤
1

2
zie +

1

2
zje e ∈ E (4.16)

n∑
i=1

ti = 1 (4.17)

ui ≤ n · ti i ∈ V (4.18)

ve ≤ n · xe e ∈ E (4.19)

ve ≥ −n · xe e ∈ E (4.20)

ui +
∑
e:je=i

ve −
∑
e:ie=i

ve = zi i ∈ V (4.21)

zi ≤
∑
e:e∋i

xe i ∈ V (4.22)
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xe ∈ {0, 1}, zi ∈ {0, 1} e ∈ E, i ∈ V

ti ∈ {0, 1}, ui ∈ N ∪ {0}, ve ∈ [−n, n] e ∈ E, i ∈ V
(4.23)

Îãðàíè÷å»à (4.17) è (4.18) îáåçáå¢ójó äà ñå ñïî§íè ïðîòîê ó G′ äîáèjà èç

jåäíîã èçâîðà, ñà êîëè÷èíîì êîjà íå ïðåëàçè n. Îãðàíè÷å»à (4.19) è (4.20)

îáåçáå¢ójó äà ñå ïðîòîê äèñòðèáóèðà ñàìî êðîç ãðàíå èç G′. Ïðèíöèï îäðæà»à

ïðîòîêà ó ìðåæè jå äàò îãðàíè÷å»èìà (4.21). Ñâàêè ÷âîð èç V ′ ìîðà áóäå

èíöèäåíòàí áàð jåäíîj ãðàíè, øòî ñå îáåçáå¢ójå îãðàíè÷å»åì (4.22).

Êàî øòî ñå âèäè èç ïðåäëîæåíèõ ìîäåëà: ìîäåëà èç [8] ïðèêàçàíîã ó ïîãëàâ§ó

4.2 è íîâîã ìîäåëà èç îâîã ïîãëàâ§à, ôóíêöèjà öè§à jå îñòàëà èñòà, êàî è

îãðàíè÷å»å (4.15), äîê ñó îñòàëà îãðàíè÷å»à íîâà. Íàïîìåíèìî äà ñå îãðàíè-

÷å»à (4.8) è (4.9) ìå»àjó îãðàíè÷å»åì (4.16).

Äîêàæèìî ñàäà êîðåêòíîñò íîâå ôîðìóëàöèjå.

Òåîðåìà 3. Àêî jå ïîäãðàô G′ = (V ′, E ′) äàòîã ãðàôà G = (V,E) äîïóñòèâî

ðåøå»å ïðîáëåìà ïîâåçàíîã ïîäãðàôà íàjâå£å òåæèíå ñà ÷âîðîâèìà îãðàíè÷åíîã

ñòåïåíà, îíäà îäãîâàðàjó£å âðåäíîñòè ïðîìåí§èâèõ x, z, t, u, v äàjó îïòèìàëíî

ðåøå»å MILP ôîðìóëàöèjå (4.12)−(4.21) è âðåäíîñò ôóíêöèjå öè§à (4.12) íèjå

ìà»à îä âðåäíîñòè äîïóñòèâîã ðåøå»à ïðîáëåìà MDBCSP.

Äîêàç. Íåêà jå G′ = (V ′, E ′) ïîâåçàí ïîäãðàô ñà ÷âîðîâèìà ÷èjè ñòåïåí íå

ïðåëàçè d. Íåêà ñó ïðîìåí§èâå x è z ðåäîì äåôèíèñàíå êàî ó (4.12) è (4.13).

Èçàáåðèìî ïðîèçâî§àí ÷âîð k èç V ′ è ïðîãëàñèìî ãà èçâîðîì êðîç êîjè ñïî§íè

ïðîòîê óëàçè ó ìðåæó. Äàêëå, tk = 1 è uk = |V ′|, äîê jå ti = 0 è ui = 0 çà ñâå

i ∈ V è i ̸= k. Äà áè ñå äîáèëå âðåäíîñòè ve ïîòðåáíî jå èçâðøèòè óðå¢å»e

÷âîðîâà ãðàôà G′ ïî÷åâ îä ÷âîðà k (íà ïðèìåð ìîæå ñå êîðèñòèòè ïðåòðàãà

ó äóáèíó èëè øèðèíó). Íåêà jå s(v) åíóìåðàöèjà ÷âîðîâà èç V ′ ãåíåðèñàíà

òàêâèì ïðîöåñîì. Íà ïðèìåð, s(k) = 1, çà ïîñëåä»è íóìåðèñàíè ÷âîð w âàæè

äà jå s(w) = |V ′|, äîê jå s(v) = 0 çà ñâå ÷âîðîâå èç v ∈ V \ V ′. Çà ñâàêó ãðàíó

e ∈ E ′, âðåäíîñò ïðîìåí§èâå ve jå äåôèíèñàíà íà ñëåäå£è íà÷èí. Àêî jå ãðàô

ïðåòðàæèâàí îä ÷âîðà ie äî je êðîç ãðàíó e (s(je) = s(ie) + 1) òàäà jå ve jåäíàêî

áðîjó ÷âîðîâà ó ïîäñòàáëó ïðåòðàãå ñà êîðåíîì ó ie, Èíà÷å, ve jå äåôèíèñàíî

êàî áðîj ÷âîðîâà ó ïîäñòàáëó ïðåòðàãå ñà êîðåíîì ó ie ïîìíîæåí ñà -1. Çà ñâå

äðóãå ãðàíå èç E ′ è ñâå ãðàíå èç E \ E ′ âàæè äà jå ve = 0.
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Êàêî jå ïîäãðàô G′ ìàêñèìàëíîã ñòåïåíà d, î÷èãëåäíî äà âàæè (4.15). Îãðà-

íè÷å»à (4.17) è (4.18) ñó äèðåêòíî çàäîâî§åíà èç äåôèíèöèjå ïðîìåí§èâèõ t è

u.

Àêî jå e ∈ E \E ′, òàäà èç äåôèíèöèjå ïðîìåí§èâèõ x è v, âàæè äà jå xe = 0 è

ve = 0 òå ñó îãðàíè÷å»à (4.19) è (4.20) çàäîâî§åíà. Ó ñóïðîòíîì, êàäà jå e ∈ E ′,

èìïëèöèðà xe = 1. Ïîøòî jå ve äåôèíèñàíî êàî áðîj ÷âîðîâà íåêîã ïîäñòàáëà

(åâåíòóàëíî ïîìíîæåí ñà −1), òàäà ìîðà äà áóäå v ∈ [−n, n], è îãðàíè÷å»à

(4.19) è (4.20) ñó çàäîâî§åíà.

Àêî jå i ∈ V \ V ′, òàäà ñâå ãðàíå e òàêî äà ie = i èëè je = i ñó ó E \ E ′.

Îäàêëå, ui = 0, ve = 0 è zi = 0 òå ñó îãðàíè÷å»à (4.21) çàäîâî§åía. Àêî jå i = k

òàäà ui = |V ′| è zi = 1. Óêóïíè áðîj ÷âîðîâà ó ïîäñòàáëèìà ñëåäáåíèêà ÷âîðà

k jå jåäíàê |V ′| − 1 (ñâè ÷âîðîâè èç V ′ ñó óê§ó÷åíè îñèì ÷âîðà k). Îäàòëå, ïî

äåôèíèöèjè ïðîìåí§èâå v, âàæè äà jå

∑
e:ie=i

ve −
∑
e:je=i

ve =
∑
e:ie=k

s(je)<s(k)

ve +
∑
e:ie=k

s(je)>s(k)

ve −
∑
e:je=k

s(ie)<s(k)

ve −
∑
e:je=k

s(ie)>s(k)

ve

Ïîøòî jå s(k) = 1, s(ie) > 1 è s(je) > 1 òå ñó ïðâà è òðå£à ñóìà jåäíàêe

íóëè. Êàêî ñó ñâè åëåìåíòè äðóãå ñóìå ïîçèòèâíè, è ñâè åëåìåíòè ÷åòâðòå ñóìå

íåãàòèâíè, óêóïíà ñóìà jå jåäíàêà óêóïíîì áðîjó ÷âîðîâà ó ïîäñòàáëèìà êîjè

ñó ñëåäáåíèöè îä k òj. |V ′| − 1.

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå i ̸= k.

∑
e:ie=i

ve −
∑
e:je=i

ve =
∑
e:ie=i

s(je)<s(i)

ve +
∑
e:ie=i

s(je)>s(i)

ve −
∑
e:je=i

s(ie)<s(i)

ve −
∑
e:je=i

s(ie)>s(i)

ve

Ðàçëèêà ïðâå è òðå£å ñóìå jå jåäíàêà áðîjó ÷âîðîâà ó ïîäñòàáëèìà ÷èjè jå

êîðåí ó i. Ïîøòî jå ðàçëèêà äðóãå è ÷åòâðòå ñóìå jåäíàêà áðîjó ÷âîðîâà ó

ïîäñòàáëèìà ÷èjè ñó êîðåíè ñëåäáåíèöè îä i, òî èìïëèöèðà äà jå ëåâà ñòðàíà

îãðàíè÷å»à (4.21) jåäíàêà 1. Çà i ∈ V ′ zi = 1 øòî jå äåñíà ñòðàíà îãðàíè÷å»à

(4.21).

Çà i ∈ V \ V ′, e ∈ E \ E ′ èìïëèöèðà äà jå zi = 0 è
∑

e:e∋i 0 = 0 ïà jå

îãðàíè÷å»å (4.22) çàäîâî§åíî. Îáðíóòî, êàäà jå i ∈ V ′, íàjìà»å jåäíà ãðàíà

e ∈ E ′ jå èíöèäåíòíà ÷âîðó i, òj. xe = 1, òå jå äåñíà ñòðàíà âå£à èëè jåäíàêà îä
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1, êîëèêà jå âðåäíîñò ëåâå ñòðàíå (ze = 1).

Îãðàíè÷å»à (4.23) ñó çàäîâî§åíà íà îñíîâó äåôèíèöèjå è ïðèðîäå ñâèõ ïðî-

ìåí§èâèõ.

Çà e ∈ E \ E ′ îãðàíè÷å»à (4.16) ñó òðèâèjàëíî çàäîâî§åíà ïîøòî jå xe = 0.

Ñóïðîòíî, êàäà jå e ∈ E ′, òàäà ñó ie, je ∈ V ′ òå ñó xe = zie = zje = 1 ÷èìå ñó

îãðàíè÷å»à (4.16) çàäîâî§åíà.

Èç ôóíêöèjå öè§à (4.12),
∑

e∈E w(e) · xe =
∑

e∈E′ w(e), îäàêëå ñëåäè

max
∑

e∈E w(e) · xe ≥
∑

e∈E′ w(e).

Òåîðåìà 4. Àêî jå (x, z, t, u, v) äîïóñòèâî ðåøå»å íîâîã MILP ìîäåëà, îíäà

jå ïîäãðàô G′ = (V ′, E ′) ãäå jå V ′ = {v ∈ V |zv = 1} è E ′ = {e ∈ E|xe =

1}, äîïóñòèâî ðåøå»å MDBCSP ïðîáëåìà, ñà âðåäíîø£ó öè§à íå ìà»îì îä

âðåäíîñòè ôóíêöèjå öè§à (4.12) çà äàòo (x, z, t, v, u).

Äîêàç. Íåêà ñó âðåäíîñòè (x, z, t, v, u) ðåøå»à MILP ìîäåëà äàòîã ñà (4.14) è

îãðàíè÷å»èìà (4.15)-(4.23). Äåôèíèøèìî ãðàô G′ = (V ′, E ′), ãäå jå V ′ = {v ∈
V |zv = 1} è E ′ = {e ∈ E|xe = 1}. Ó íàñòàâêó £å áèòè ïîêàçàíî äà jå G′ äîáðî

äåôèíèñàí, ïîâåçàí è äà ñó ìó ÷âîðîâè ñòåïåíà íå âå£åã îä d.

• Àêî jå e ∈ E ′ òàäà jå xe = 1. Èç îãðàíè÷å»à (4.16) ñëåäè äà zie = zje = 1

øòî çíà÷è äà âàæè äà ie, je ∈ V ′. Îäàòëå, ãðàô G′ jå äîáðî äåôèíèñàí.

• Ïîäãðàô G′ íåìà èçîëîâàíèõ ÷âîðîâà, jåð èç (4.22), çà ñâàêè ÷âîð v ∈ V ,

(∀e ∈ E ′)(v /∈ e) ⇒
∑

e:e∋v xe =
∑

e:e∋v,e∈E\E′ xe = 0 ⇒ zv = 0 ⇒ v ∈ V \ V ′.

Îâî äèðåêòíî çíà÷è äà àêî v ∈ V ′ òàäà ìîðà áèòè íàjìà»å jåäíà ãðàíà

e ∈ E ′ èíöèäåíòíà ÷âîðó v.

• Èç îãðàíè÷å»à (4.15) ñëåäè äà G′ íåìà ÷âîðîâå ñà ñòåïåíîì âå£åì îä d;

• Ñàäà ìîæåìî äîêàçàòè äà jå V ′ ïîâåçàí. Äîâî§íî jå äîêàçàòè äà çà ñâàêó

ïàðòèöèjó V ′ ó äâà äèñjóíêòíà ïîäñêóïà V ′
1 , V

′
2 ñà |V ′

1 |, |V ′
2 | ≥ 2 ïîñòîjè

íàjìà»å jåäíà ãðàíà e ∈ E êîjîj ñó èíöèäåíòíè ÷âîðîâè èç ñâàêîã îä

ïîäñêóïîâà. Íåêà jå k ÷âîð òàêàâ äà jå tk = 1. Ïðåòïîñòàâèìî, áåç ãóáèòêà

îïøòîñòè, äà k /∈ V ′
1 è ïîøòî âàæè (4.19), òàäà âàæè è

∑
i∈V ′

1

(
ui +

∑
e:je=i

ve −
∑
e:ie=i

ve

)
=
∑
i∈V ′

1

zi (4.24)
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Äåñíà ñòðàíà R jå jåäíàêà |V ′
1 |. Ëåâà ñòðàíà jå jåäíàêà∑

i∈V ′
1

ui +
∑
i∈V ′

1

∑
e:je=i

ve −
∑
i∈V ′

1

∑
e:ie=i

ve =

= 0 +
∑

e:ie,je∈V ′
1

ve +
∑

e:ie∈V ′
2 ,je∈V ′

1

ve +
∑

e:je∈V ′
1 ,ie∈V \V ′

ve−

−
∑

e:ie,je∈V ′
1

ve −
∑

e:ie∈V ′
1 ,je∈V ′

2

ve −
∑

e:ie∈V ′
1 ,je∈V \V ′

ve =

=
∑

e:ie∈V ′
2 ,je∈V ′

1

ve −
∑

e:ie∈V ′
1 ,je∈V ′

2

ve

Ïîøòî jå L = R

∑
e:ie∈V ′

2 ,je∈V ′
1

ve −
∑

e:ie∈V ′
1 ,je∈V ′

2

ve = |V ′
1 |,

à îäàâäå äà jå áàð jåäíà ñóìà ðàçëè÷èòà îä íóëå, è

(∃e)(((ie ∈ V ′
2 ∧ je ∈ V ′

1) ∨ (ie ∈ V ′
1 ∧ je ∈ V ′

2))ve ̸= 0.

Ñàäà,

(∃e)(((ie ∈ V ′
2 ∧ je ∈ V ′

1) ∨ (ie ∈ V ′
1 ∧ je ∈ V ′

2))xe = 1.

Àêî ve > 0 òàäà èç (4.19) ñëåäè äà jå xe = 1. Àêî jå ve < 0 òàäà èç (4.20)

ñëåäè äà jå xe = 1. Îäàòëå ñëåäè äà ïîñòîjè íàjìà»å jåäíà ãðàíà e ∈ E,

÷èjà îáà èíöèäåíòíà ÷âîðà íå ïðèïàäàjó jåäíîì îä ïîäñêóïîâà V ′
1 è V ′

2 .

• Çà ïðåòõîäíî äåôèíèñàíî E ′ âàæè äà

∑
e∈E′

w(e) =
∑
e∈E

w(e) · xe = objMILP (x, z, t, u, v)

Êàêî jå îïòèìàëíî ðåøå»å MDBCSP ìàêñèìóì w(G′′) ïî ñâèì ïîâåçàíèì

ïîäãðàôîâèìà G′′ ÷èjè ÷âîðîâè èìàjó ñòåïåíå íå âå£å îä d, a ãîðå äåôèíè-

ñàíè ïîäãðàô G′ çàäîâî§àâà ñâå MDBCSP óñëîâå è ÷èjà jå ôóíêöèjà öè§à

jåäíàêà âðåäíîñòè (4.12) ó (x, z, t, u, v) (îíè îäðå¢ójó äîïóñòèâî ðåøå»å.)

òàäà îïòèìàëíà âðåäíîñò MDBCSP çà äàòè ãðàô G jå jåäíàêà èëè âå£à îä

(4.12) ó (x, z, t, u, v).
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Ñëèêà 4.2: Ãðàô G è îäãîâàðàjó£å îïòèìàëíî ðåøå»å ïðîáëåìà MDBCSP

Jàñíî jå äà óêîëèêî òðàæèìî ìàêñèìàëíå âðåäíîñòè ïî ñâèì äîïóñòèâèì

ðåøå»èìà, êàêî MDBCSP òàêî è MILP ôîðìóëàöèjå (4.12)-(4.21) èç èçâåäåíèõ

òâð¢å»à ïðåòõîäíå äâå òåîðåìå îïòèìàëíà âðåäíîñò MDBCSP è îïòèìàëíà

âðåäíîñò ïðîáëåìà MILP ôîðìóëàöèjå (4.12)-(4.21) £å áèòè jåäíàêå.

Ïðèðîäà ïðîìåí§èâèõ ïðåäñòàâ§åíîã MILP ìîäåëà ñå ìîæå èëóñòðîâàòè

ïðèìåðîì 4.1. Ðàçìîòðèìî ãðàô ñà ëåâå ñòðàíå ñëèêå 4.2. Ãðàíå êîjå ñó óê§ó÷åíå

ó ïîâåçàíè ïîäãðàô ÷èjè ñó ÷âîðîâè íàjâèøå 2, ñó íà ñëèöè ïðèêàçàíå ïîäåá§àíî.

Kao øòî jå ïðåòõîäíî ðå÷åíî, çà d = 2, îïòèìàëíà âðåäíîñò jå 99. Jåäíî

îïòèìàëíî ðåøå»å jå ïðåäñòàâ§åíî íà ñëåäå£è íà÷èí.

Âðåäíîñò t2 = 1 è îäãîâàðàjó£è u2 = 15 äîê ñó ñâå äðóãå âðåäíîñòè ti = 0 è

ui = 0 çà i ̸= 2.

Âðåäíîñòè z-ïðîìåí§èâèõ ñó z1 = z2 = z3 = z4 = z5 = z6 = z8 = z10 = z11 =

z15 = z16 = z19 = z21 = z22 = z23 = 1, äîê ñó z7 = z9 = z12 = z13 = z14 = z17 =

z18 = z20 = z24 = z25 = z26 = 0.

Ñëåäå£å x-ïðîìåí§èâå èìàjó íóëà âðåäíîñòè: x(2,4) = x(5,10) = x(6,7) = x(6,9) =

x(10,12) = x(10,13) = x(10,14) = x(10,16) = x(14,17) = x(15,18) = x(16,20) = x(17,25) =

x(23,24) = x(23,25) = x(23,26). Îäãîâàðàjó£å v-âðåäíîñòè èìàjó òàêî¢å íóëà âðåäíî-

ñòè. Ñâå äðóãå x-ïðîìåí§èâå óçèìàjó âðåäíîñò 1, è îäãîâàðàjó£å v-ïðîìåí§èâå
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Ïîâåçàíè ïîäãðàô íàjâå£å òåæèíå ñà ÷âîðîâèìà îãðàíè÷åíîã ñòåïåíà

èìàjó âðåäíîñòè: v(1,2) = −6, v(1,3) = 5, v(3,4) = 4, v(4,5) = 3, v(5,6) = 2, v(6,8) = 1,

v(10,11) = −7, v(10,15) = 6, v(15,19) = 5, v(16,21) = 1, v(16,23) = −2, v(19,22) = 4,

v(22,23) = 3 è v(2,11) = 8.

Ïðåäëîæåíà MILP ôîðìóëàöèjà, êîðèø£å»åì CPLEX 10.1 ðåøàâà÷à, äàjå

ðåçóëòàò çà 1.119 ñåêóíäè ïðè ÷åìó èìà 192 îãðàíè÷å»à, äîê CPLEX ñà ðàíèjîì

ILP ôîðìóëàöèjîì íå óñïåâà äà äî¢å äî îïòèìàëíîã ðåøå»à çà 3600 ñåêóíäè

ïðè ÷åìó èìà 643568 îãðàíè÷å»à.

Ó îâîì ïîãëàâ§ó jå óâåäåíà ôîðìóëàöèjà ìåøîâèòîã öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã

ïðîãðàìèðà»à ñà ïîëèíîìèjàëíèì áðîjåì îãðàíè÷å»à, ñà äîêàçîì êîðåêòíîñòè.

Íà òàj íà÷èí, ïðîáëåì ñå ìîæå ðåøàâàòè êîðèø£å»åì ñòàíäàðäíèõ ðåøàâà÷à çà

èíñòàíöå âå£èõ äèìåíçèjà. Áóäó£è ðàä ñå ìîæå óñìåðèòè íà íåêîëèêî íà÷èíà.

Áèëî áè ïîæå§íî èñïèòàòè ïðèìåíó åãçàêòíèõ ìåòîäà êîðèø£å»åì ïðåäëîæåíå

MILP ôîðìóëàöèjå.
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5.1 Ïðåãëåä íîâèõ ðåçóëòàòà

Ó îâîj äèñåðòàöèjè ñó ðåøàâàíà äâà óîïøòå»à ïðîáëåìà ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå:

âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå è âèøåäèìåíçèîíàëíè ïðî-

áëåì ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå íà ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå. Îáà ïðîáëåìà ñó NP-

òåøêà, êàî øòî jå è îñíîâíè ïðîáëåì. Íà ïî÷åòêó jå äàò ïðåãëåä ïîñòîjå£å

ëèòåðàòóðå çà îñíîâíè ïðîáëåì. Çà îáà ïðîáëåìà ñó äàòå ôîðìóëàöèjå ìåøîâè-

òîã öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à ñà äîêàçîì êîðåêòíîñòè. Ïðåäëîæåíè

ìîäåëè îìîãó£ójó åãçàêòíî ðåøàâà»å èíñòàíöè ìà»èõ äèìåíçèjà. Ïîðåä ôî-

ðìóëàöèjå MILP-a, ïðåäñòàâ§åíå ñó òðè ìåòàõåóðèñòè÷êå ìåòîäå çà ðåøàâà»å

îáà ïðîáëåìà íà èíñòàíöàìà ñðåä»èõ è âåëèêèõ äèìåíçèjà: ãåíåòñêè àëãîðèòàì,

ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà è ìåòàõåóðèñòèêà çàñíîâàíà íà åëåêòðîìàãíåòè-

çìó.

Óïîòðåá§èâîñò ïðåäëîæåíîã MILP ìîäåëà òåñòèðàíà jå ïîìî£ó äâà ñòàí-

äàðäíà ðåøàâà÷à CPLEX è Gurobi-jà. Îïòèìàëíà ðåøå»à ñó äîáèjåíà ó ñâèì

ñëó÷àjåâèìà çà èíñòàíöå äî 30 ÷âîðîâà, à ó íåêèì ñëó÷àjåâèìà è çà ðåòêå

ãðàôîâå äî 300 ÷âîðîâà. Îáà ðåøàâà÷à ñó ïðèìå»èâàíà è íà âå£å èíñòàíöå,

óç îãðàíè÷å»å âðåìåíà èçâðøàâà»à íà 7200 ñåêóíäè. Çà äîáèjà»å ïðèáëèæíèõ

ðåøå»à íà èíñòàíöàìà ñðåä»èõ è âåëèêèõ äèìåíçèjà, çà êîjå íèñó äîáèjåíà

îïòèìàëíà ðåøå»à, ðàçâèjåíå ñó è òðè ìåòàõåóðèñòèêå. Ãåíåòñêè àëãîðèòàì

êîðèñòè ñïåöèôè÷íî öåëîáðîjíî êîäèðà»å ãäå ñó ñâà ðåøå»à äîïóñòèâà, øòî jå

îìîãó£èëî ïðèìåíó ñòàíäàðäíèõ ãåíåòñêèõ îïåðàòîðà jåäíîïîçèöèîíîã óêðø-

òà»à è ïðîñòå ìóòàöèjå ñà çàëå¢åíèì ãåíèìà. Èçìå¢ó îñòàëîã, êîðèø£åíà jå
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è ôèíî ãðàäèðàíà òóðíèðñêà ñåëåêöèjà, êåøèðà»å ÃÀ è ñòàöèîíàðíè ÃÀ ñà

åëèòèñòè÷êîì ñòðàòåãèjîì. Ìåòîäà ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà jå ïðèìå»åíà êîðè-

ø£å»åì îäãîâàðàjó£åã ñèñòåìà îêîëèíà çàñíîâàíîã íà k-çàìåíè, ãäå òà÷íî k

÷âîðîâà ìå»à ñâîjó ïàðòèöèjó. Ìåòàõåóðèñòèêà çàñíîâàíà íà åëåêòðîìàãíå-

òèçìó êîìáèíójå ìåõàíèçàì ïðèâëà÷å»à/îäáèjà»à ñà ïðîöåäóðîì ñêàëèðà»à.

Ó îêâèðó ñâå òðè ìåòàõåóðèñòèêå êîðèñòå ñå äâå ïðîöåäóðå ëîêàëíå ïðåòðàãå.

Ïðâà ïðîöåäóðà jå çàñíîâàíà íà 1-ïðåáàöèâà»ó ãäå jåäàí (íàjïîâî§íèjè) ÷âîð

ïðåëàçè èç jåäíå ïàðòèöèjå ó ñóïðîòíó. Äà áè ñå î÷óâàëà êàðäèíàëíîñò, ìîðà

ïîñòîjàòè è èíâåðçàí êîðàê, ãäå ñå èç ñóïðîòíå ïàðòèöèjå ïðåìåøòà íàjïî-

âî§íèjè ÷âîð. Äàòà ïðîöåäóðà êîðèñòè âðëî åôèêàñíî èìïëåìåíòèðàíó òåõíèêó

ãäå ñå ïàìòè ìàòðèöà ñâèõ ïîâî§íîñòè (çà îäðå¢åíè ïàð ÷âîð-êîîðäèíàòà ó

âåêòîðó òåæèíà). Äðóãà ïðîöåäóðà ëîêàëíå ïðåòðàãå çàñíîâàíà íà 1-çàìåíàìà

jå ñàäðæàjíèjà, àëè è çíàòíî ìà»å åôèêàñíà, ïà ñå ïðèìå»ójå ñàìî êàäà ïðâà

ïðîöåäóðà çàâðøè ñâîj ðàä.

Ïðè ðåøàâà»ó CMDMBP, òàêî¢å ñó ïðâî êîðèø£åíè CPLEX è Gurobi ñòàí-

äàðäíè ðåøàâà÷è êîjè êîðèñòå ïðåäëîæåíó MILP ôîðìóëàöèjó. Îïòèìàëíà

ðåøå»à ñó äîáèjåíà ó ñâèì ñëó÷àjåâèìà çà èíñòàíöå äî 10 ÷âîðîâà. Îáà ðåøà-

âà÷à ñó ïðèìå»èâàíà è íà âå£å èíñòàíöå, óç îãðàíè÷å»å âðåìåíà èçâðøàâà»à

íà 7200 ñåêóíäè. Êàî è çà MDMBP, çà äîáèjà»å ïðèáëèæíèõ ðåøå»à íà èíñòàí-

öàìà ñðåä»èõ è âåëèêèõ äèìåíçèjà, ðàçâèjåíå ñó èñòå òðè ìåòàõåóðèñòèêå. Ñ

îáçèðîì íà ñëè÷íîñò ïðîáëåìà MDMBP è CMDMBP, îñíîâíå êîíñòðóêöèjå ñâå

òðè ðàçâèjåíå ìåòàõåóðèñòèêå ñó àíàëîãíå êàî ó ñëó÷àjó MDMBP: öåëîáðîjíî

êîäèðà»å ÃÀ, ñòàíäàðäíè ãåíåòñêè îïåðàòîðè, ñèñòåì îêîëèíà VNS, ìåõàíèçàì

ïðèâëà÷å»à/îäáèjà»à ÅÌ è ïðîöåäóðà ñêàëèðà»à ÅÌ. Ìå¢óòèì, çáîã çàõòåâà

ïîâåçàíîñòè, ïîjàâ§ójå ñå ïðîáëåì íåäîïóñòèâèõ ðåøå»à, êîjè jå ðàçðåøåí êîðè-

ø£å»åì ïîñåáíî îñìèø§åíå êàçíåíå ôóíêöèjå. Çáîã òîãà jå ïðîöåäóðà ëîêàëíîã

ïðåòðàæèâà»à çàñíîâàíà íà 1-ïðåáàöèâà»ó èçãóáèëà ñâîj ñìèñàî, ïà jå íå ïðè-

ìå»ójåìî, à ôóíêöèjà öè§à è ïðîöåäóðà ëîêàëíîã ïðåòðàæèâà»à çàñíîâàíà íà

1-çàìåíàìà ñó ïîòïóíî ðåäåôèíèñàíå.

Ïðè ðåøàâà»ó MDBCSP jå ó ëèòåðàòóðè âå£ áèî ïîçíàò ãåíåòñêè àëãîðè-

òàì çà ðåøàâà»å, ïà jå çáîã òîãà ïðåäëîæåíà ïîòïóíî íîâà MILP ôîðìóëàöèjà

çà »åãîâî ðåøàâà»å ñà ïîëèíîìèjàëíèì áðîjåì óñëîâà. Ó ðàäó jå äàò è ìàòå-

ìàòè÷êè äîêàç êîðåêòíîñòè äàòå ôîðìóëàöèjå. Òèìå jå îìîãó£åíî è åãçàêòíî
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ðåøàâà»å äàòîã ïðîáëåìà íà èíñòàíöàìà íåøòî âå£å äèìåíçèjå.

Ðåçóëòàòè ïðèêàçàíè ó îâîj òåçè ìîãó ñå ïðîøèðèòè èëè óíàïðåäèòè íà

íåêîëèêî íà÷èíà:

• Ìîãó£å êîðèø£å»å ïðåäëîæåíèõ ìîäåëà ìåøîâèòîã öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã

ïðîãðàìèðà»à çà ðàçâîj åãçàêòíèõ ìåòîäà;

• Ìîäèôèêàöèjà îïèñàíèõ ìåòîäà çà ðåøàâà»å ñëè÷íèõ ïðîáëåìà èç òåîðèjå

ãðàôîâà;

• Õèáðèäèçàöèjà ïðåäëîæåíèõ ìåòîäà ñà íåêèì äðóãèì õåóðèñòèêàìà è/èëè

åãçàêòíèì ìåòîäàìà;

• Äîáèjåíè ðåçóëòàòè ñå ìîæäà ìîãó êîðèñòèòè çà ãåíåðèñà»å íåêèõ òåîðèj-

ñêèõ õèïîòåçà çà ïðåäëîæåíå ïðîáëåìå.

5.2 Íàó÷íè äîïðèíîñ

Íàjâàæíèjè ðåçóëòàòè êîjè ïðåäñòàâ§àjó íàó÷íè äîïðèíîñ îâå äèñåðòàöèjå ñó:

• ôîðìóëèñà»å óîïøòå»à ïðîáëåìà ìàêñèìàëíå áèñåêöèjå ãðàôà óâî¢å»åì

âèøåäèìåíçèîíàëíèõ òåæèíà è/èëè íàìåòà»å óñëîâà ïîâåçàíîñòè;

• ôîðìóëàöèjà ìåøîâèòîã öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à çà âèøå-

äèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì áèñåêöèjå ãðàôà;

• ôîðìóëàöèjà ìåøîâèòîã öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à çà âèøå-

äèìåíçèîíàëíè ïðîáëåì áèñåêöèjå ãðàôà íà ïîâåçàíå ïîäãðàôîâå;

• ïîáî§øàíà ôîðìóëàöèjà ìåøîâèòîã öåëîáðîjíîã ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à

çà ïðîáëåì îäðå¢èâà»à ïîâåçàíîã ïîäãðàôà íàjâå£å òåæèíå ñà ÷âîðîâèìà

îãðàíè÷åíîã ñòåïåíà;

• êîíñòðóèñà»å êàçíåíèõ ôóíêöèjà êîjå ñå ïðèìå»ójó íà ôóíêöèjó öè§à ó

ñëó÷àjó íåêîðåêòíèõ ðåøå»à, êîjå êîðèñòå ñâå ïðåäëîæåíå ìåòîäå çà ðå-

øàâà»å âèøåäèìåíçèîíàëíîã ïðîáëåìà áèñåêöèjå ãðàôà íà ïîâåçàíå ïîä-

ãðàôîâå;
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• îñìèø§àâà»å íà÷èíà êîäèðà»à è îäãîâàðàjó£å ôóíêöèjå öè§à ó ãåíåòñêîì

àëãîðèòìó, áåç ïîjàâå íåêîðåêòíèõ jåäèíêè, çà ðåøàâà»å âèøåäèìåíçèî-

íàëíîã ïðîáëåìà áèñåêöèjå ãðàôà;

• èìïëåìåíòàöèjà åôèêàñíèõ ìåòîäà ëîêàëíîã ïðåòðàæèâà»à çà ñâå ïðåäëî-

æåíå ìåòîäå çà ðåøàâà»å âèøåäèìåíçèîíàëíîã ïðîáëåìà áèñåêöèjå ãðàôà;

• êîíñòðóèñà»å ñèñòåìà îêîëèíà ó ìåòîäè ïðîìåí§èâèõ îêîëèíà êîjè îìî-

ãó£àâà äîñòèçà»å îáå£àâàjó£èõ ðåãèîíà ïðåòðàãå;

• ïðèëàãî¢àâà»å òåõíèêå ñêàëèðà»à ó îêâèðó ìåòàõåóðèñòèêå çàñíîâàíå

íà åëåêòðîìàãíåòèçìó çà ðåøàâà»å îáà ïðåäëîæåíà ïðîáëåìà áèñåêöèjå

ãðàôà.

Èñòðàæèâà»å ïðèêàçàíî ó îâîì ðàäó jå îä èçóçåòíîã çíà÷àjà jåð âðëî óñïå-

øíî ðåøàâà íåêîëèêî çíà÷àjíèõ ïðîáëåìà îïòèìèçàöèjå íà ãðàôîâèìà. Îíî

ïðåäñòàâ§à äîïðèíîñ ó îáëàñòèìà äèñêðåòíèõ ïðîáëåìà íà ãðàôîâèìà, êîì-

áèíàòîðíå îïòèìèçàöèjå, ìàòåìàòè÷êîã ìîäåëèðà»à êàî è àïðîêñèìàòèâíèõ

ìåòîäà è õåóðèñòèêà. Íåêè îä ðåçóëòàòà îâå äèñåðòàöèjå ñó âå£ îájàâ§åíè ó

ìå¢óíàðîäíèì ÷àñîïèñèìà, à jåäàí äåî jå íà ðåöåíçèjè.
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A NEW MIXED INTEGER LINEAR PROGRAMMING

FORMULATION FOR THE MAXIMUM DEGREE

BOUNDED CONNECTED SUBGRAPH PROBLEM

Zoran Maksimović

Abstract. We give a new mixed integer linear programming (MILP) for-
mulation for Maximum Degree Bounded Connected Subgraph Problem (MD-
BCSP). The proposed MILP formulation is the first in literature with polyno-
mial number of constraints. Therefore, it will be possible to solve optimally
much more instances before in a reasonable time.

1. Introduction

Let G = (V, E) be an undirected graph, d > 2 an integer, and w : E → R
+ a

weight function. The Maximum Degree Bounded Connected Subgraph (MDBCS)
problem is to find a subgraph G′ = (V ′, E′), where V ′ ⊆ V and E′ ⊆ E, such
that the subgraph G′ is connected, has no vertex with degree exceeding d and
∑

e∈E′ w(e) has a maximum value. MDBCSP can be illustrated with the following
small example.

Example 1.1. Let |V | = 26, |E| = 29 and graph G = (V, E) with weights is
presented on the left side in Fig. 1.

One optimal solution for d = 2 is presented on the right-hand side in Fig. 1,
with value 99. This result is obtained by using new formulation which is introduced
in Section 4.

It is useful to represent discrete optimization problems as integer programming
problems in order to use different well-known optimization techniques for their
exact solving [8, 11, 22]. The main effort is to design integer linear programming
models with polynomial number of constraints.

2. Related work

MDBCSP is one of the classical NP-hard problems listed in Garey and John-
son’s monograph [10] (as problem GT26), and there is no polynomial factor ap-
proximation algorithm for this problem [1]. However, in [6, 7] it is shown that

2010 Mathematics Subject Classification: 90C11; 90C27.
Key words and phrases: integer linear programming, degree-constrained subgraph, combina-

torial optimization.
Communicated by Slobodan K. Simić.

99





ОБРАЗАЦ 1. 

Изјава о ауторству 

Потписани-а: Зоран Максимовић 
Број уписа: 

Изјављујем 

Да је докторска дисертација под насловом: 

Неки оптимизациони проблеми уопштења бисекције графова и повезаности 
подграфова 

• резултат сопственог истраживачког рада, 
• да предложена дисертација у целини ни у деловима није била предложена за 

добијање било које дипломе према студијским програмима других 
високошколских установа, 

• да су резултати коректно наведени и 
• да нисам кршио/ла ауторска права и користио интелектуалну својину других 

лица 

 
      Потпис аутора 

У Крагујевцу, 20.06.2016.   

    



ОБРАЗАЦ 2. 

Изјава о истоветности штампане и електронске верзије докторског рада 

Име и презиме аутора : Зоран Максимовић
Број уписа: 
Студијски програм : студије по старом програму 
Наслов рада: Неки оптимизациони проблеми уопштења бисекције графова и
  повезаности подграфова 
Ментор: др Јозеф Кратица 
Потписани: Зоран Максимовић 

Изјављујем да је штампана верзија мог докторског рада истоветна електронској верзији
коју сам предао/ла за објављивање на порталу Дигиталног репозиторијума 
Универзитета у Крагујевцу. 

Дозвољавам да се објаве моји лични подаци везани за добијање академског звања 
доктора наука, као што су име и презиме, година и место рођења и датум одбране рада. 

Ови лични подаци могу се објавити на мрежним страницама дигиталне библиотеке, у 
електронском каталогу и у публикацијама Универзитета у Крагујевцу. 

 
      Потпис аутора 

У Крагујевцу, 20.06.2016.   

   



ОБРАЗАЦ 3. 

Изјава о коришћењу 

Овлашћујем Универзитетску библиотеку да у Дигитални репозиторијум Универзитета 
у Крагујевцу унесе моју докторску дисертацију под насловом: 

Неки оптимизациони проблеми уопштења бисекције графова и 
повезаности подграфова

која је моје ауторско дело. 

Дисертацију са свим прилозима предао/ла сам у електронском формату погодном за 
трајно архивирање. 

Моју Докторску дисертацију похрањену у Дигитални репозиторијум Универзитета у 
Крагујевцу могу да користе сви који поштују одредбе садржане у одабраном типу 
лиценце Креативне заједнице (Creative Commons) за коју сам се одлучио/ла. 

1. Ауторство
2. Ауторство – некомерцијално
3. Ауторство – некомерцијално – без прераде
4. Ауторство – некомерцијално – делити под истим условима
5. Ауторство – без прераде
6. Ауторство – делити под истим условима

 

      Потпис аутора 
У Крагујевцу, 20.06.2016.   

   



УНИВЕРЗИТЕТ У КРАГУЈЕВЦУ
ПРИРОДНО-МАТЕМАТИЧКИ ФАКУЛТЕТ
ИНСТИТУТ ЗА МАТЕМАТИКУ И ИНФОРМАТИКУ

 Докторска дисертација под називом

Неки оптимизациони проблеми уопштења 
бисекције графова и повезаности подграфова

одбрањена је  _____________.
 

МЕНТОР:

_______________________________
др Јозеф Кратица, научни саветник, 

Математички институ САНУ

 
 ЧЛАНОВИ КОМИСИЈЕ:

________________________________________
др Љиљана Павловић, редовни професор, 

Природно-математички факултет у Крагујевцу

________________________________________
 др Бобан Стојановић, ванредни професор, 

Природно-математички факултет у Крагујевцу

________________________________________
 др Александар Савић, доцент, 

Математички факултет у Београду

________________________________________
 др Драган Матић, доцент, 

Природно-математички факултет у Бања Луци


	1naslovna strana
	komplet1
	biografija
	publprvastrana
	SoCo_zmjkasprvastrana
	Izjave
	odbrana



