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Rezime

Nad mnogim klasama kombinatornih objekata prirodno se mogu uvesti
mno�eǌe i komno�eǌe koji zadaju strukturu Hopfove algebre. Pozna-
te su Hopfove algebre poseta, permutacija, drveta, grafova i druge.
Mnoge klasiqne kombinatorne invarijante, kao xto su Mebijusova
funkcija poseta, hromatski polinom grafa, Den-Somervilove relacije,
izvode se iz odgovaraju�e Hopfove algebre. Teoriju kombinatornih
Hopfovih algebri zasnovali su Agiar, Bergeron i Sotil u radu iz
2003. godine. Terminalni objekti u kategoriji kombinatornih Hopfo-
vih algebri su algebre kvazisimetriqnih i simetriqnih funkcija. Ove
funkcije se pojavǉuju kao funkcije generatrise u kombinatorici.

Predmet izuqavaǌa ove disertacije je kombinatorna Hopfova alge-
bra hipergrafova i ǌene podalgebre gradivnih skupova i klatera. Ove
algebre pojavǉuju se u razliqitim kombinatornim problemima, kao xto
su bojeǌa hipergrafova, particije simplicijalnih kompleksa i kombi-
natorika prostih politopa. Izvedene su strukturne veze izme�u ovih
algebri, kao i ǌihovih neparnih podalgebri. Primenom teorije kara-
ktera dat je jedan metod za dobijaǌe interesantnih numeriqkih identi-
teta.

Uopxtene Den-Somervilove relacije za zastava f-vektore Ojlerovih
poseta dokazali su Bajer i Biǉera. Ove relacije definisane su u
svakoj kombinatornoj Hopfovoj algebri i odre�uju ǌenu neparnu podal-
gebru. U disertaciji se rexavaju uopxtene Den-Somervilove jednaqine
za kombinatornu Hopfovu algebru hipergrafova. Po analogiji sa Roti-
nom Hopfovom algebrom poseta, definixe se Ojlerova podalgebra Hop-
fove algebre hipergrafova. Dobijena je kombinatorna karakterizacija
Ojlerovih hipergrafova, koja zavisi od nerva pripadaju�eg klatera.
Na taj naqin dobijena je jedna klasa rexeǌa Den-Somervilovih relacija
za hipergrafove. Ovi rezultati primeǌeni su na Hopfovu algebru sim-
plicijalnih kompleksa.

Kǉuqne reqi: Hopfova algebra, hipergraf, gradivni skup,
klater, simplicijalni kompleks, kvazisimetriqna funkcija, simetri-
qna funkcija, Den-Somervilove relacije
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Abstract

Multiplication and comultiplication, which define the structure of a Hopf algebra,
can naturally be introduced over many classes of combinatorial objects. Among such
Hopf algebras are well-known examples of Hopf algebras of posets, permutations,
trees, graphs. Many classical combinatorial invariants, such as Möbius function
of poset, the chromatic polynomial of graphs, the generalized Dehn-Sommerville
relations and other, are derived from the corresponding Hopf algebra. Theory of
combinatorial Hopf algebras is developed by Aguiar, Bergerone and Sottille in the
paper from 2003. The terminal objects in the category of combinatorial Hopf al-
gebras are algebras of quasisymmetric and symmetric functions. These functions
appear as generating functions in combinatorics.

The subject of study in this thesis is the combinatorial Hopf algebra of hyper-
graphs and its subalgebras of building sets and clutters. These algebras appear in
different combinatorial problems, such as colorings of hypergraphs, partitions of sim-
plicial complexes and combinatorics of simple polytopes. The structural connections
among these algebras and among their odd subalgebras are derived. By applying
the character theory, a method for obtaining interesting numerical identities is pre-
sented.

The generalized Dehn-Sommerville relations for flag f -vectors of eulerian posets
are proven by Bayer and Billera. These relations are defined in an arbitrary com-
binatorial Hopf algebra and they determine its odd subalgebra. In this thesis, the
generalized Dehn-Sommerville relations for the combinatorial Hopf algebra of hy-
pergraphs are solved. By analogy with Rota’s Hopf algebra of posets, the eulerian
subalgebra of the Hopf algebra of hypergraphs is defined. The combinatorial char-
acterization of eulerian hypergraphs, which depends on the nerve of the underlying
clutter, is obtained. In this way we obtain a class of solutions of the generalized
Dehn-Sommerviller relations for hypergraphs. These results are applied on the Hopf
algebra of simplicial complexes.

Keywords: Hopf algebra, hypergraph, building set, clutter, simplicial complex,
quasisymmetric function, symmetric function, Dehn-Sommerville relations
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UVOD

Uvod

Hopfove algebre se prvi put pojavǉuju u algebarskoj topologiji, u radu
Hajnca Hopfa o topologiji Lijevih grupa [20]. Prouqavaǌe Hopfo-
vih algebri kao algebarskih objekata inicirano je xezdesetih godina
proxlog veka radom Milnora i Mura [25]. Nakon toga, Hopfove algebre
nalaze xiroku primenu u mnogim oblastima matematike.

Kombinatorika kao matematiqka disciplina izmiqe strogom zasni-
vaǌu. Mo�emo re�i da je kombinatorika matematika diskretnih stru-
ktura. Hopfove algebre u kombinatoriku je uveo Rota poqetkom sedamde-
setih godina proxlog veka. Na mnogim klasama kombinatornih objekata
prirodno se mogu definisati mno�eǌe i komno�eǌe. Na taj naqin
dobijene su Hopfove algebre poseta, grafova, permutacija, drveta i
druge. Teorija kombinatornih Hopfovih algebri zasnovana je u radu
[1]. Kombinatorna Hopfova algebra (H, ζ) je graduisana Hopfova alge-
bra H sa istaknutim karakterom ζ. Karakter je multiplikativni mor-
fizam u osnovno poǉe, ζ : H → k, koji qesto predstavǉa neko multipli-
kativno kombinatorno svojstvo.

Kvazisimetriqne funkcije, indeksirane kompozicijama prirodnih
brojeva, znaqajne su kao funkcije generatrise u kombinatorici. Hopfo-
vu algebru kvazisimetriqnih funkcija QSym uveo je Gesel 1984. godine
u radu [15]. Ova algebra je terminalni objekat u kategoriji kombina-
tornih Hopfovih algebri. Prirodni morfizam Ψ : H → QSym dodeǉuje
funkciju generatrisu qiji koeficijenti zavise od prirode izabranog
karaktera. Simetriqne funkcije se javǉaju kao funkcije generatrise
kokomutativnih kombinatornih Hopfovih algebri.

Rotina Hopfova algebra konaqnih graduisanih poseta je polazni
primer kombinatorne Hopfove algebre, iz kog potiqe motivacija i
terminologija cele teorije. U formalizmu Hopfovih algebri, izvode
se klasiqni kombinatorni pojmovi. Mebijusova funkcija poseta se po-
javǉuje kao inverzni karakter u Rotinoj algebri. Prirodni morfizam
u kvazisimetriqne funkcije dodeǉuje posetu funkciju generatrisu ǌe-
govog zastava f-vektora. Slede�i poznati primer je hromatska Hopfova
algebra prostih grafova. Kao funkcija generatrisa grafa u ovoj alge-
bri dobija se Stenlijeva hromatska funkcija.

Kombinatornoj Hopfovoj algebri (H, ζ) dodeǉujemo ǌenu neparnu po-
dalgebru S−(H, ζ), kao najve�u Hopfovu podalgebru na kojoj je karakter
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UVOD

neparan. Ova podalgebra je na homogenim elementima odre�ena jednaqi-
nama

(id⊗ (ζ − ζ−1)⊗ id) ◦∆(2)(h) = 0,

koje nazivamo uopxtenim Den-Somervilovim relacijama. U Hopfovoj
algebri kvazisimetriqnih funkcija ove relacije su ekvivalentne si-
stemu linearnih jednaqina koje su izvorno dobili Bajer i Biǉera, kao
jednaqine koje zadovoǉavaju zastava f−vektori Ojlerovih poseta.

U ovoj disertaciji prouqavaju se kombinatorne Hopfove algebre
definisane na gradivnim skupovima (building sets), hipergrafovima i
simplicijalnim kompleksima. Pojam gradivnog skupa prvi put se po-
javǉuje u radu [8] u vezi sa aran�manima potprostora. Potom se po-
jam gradivnog skupa primeǌuje i daǉe razvija u teoriji politopa u
radovima [13] i [27]. Gradivni skup je kolekcija podskupova konaqnog
skupa. Osnovni primer je gradivni skup grafa, kog qine podskupovi
temena prostog grafa na kojima su indukovani podgrafovi povezani.
Hopfova algebra gradivnih skupova je poseban sluqaj algebre Vitnije-
vih sistema koja je uvedena u radu Xmita [30]. Hopfova algebra hiper-
grafova daje najxiri algebarski okvir za probleme bojeǌa u kombina-
torici.

U disertaciji su, po analogiji sa Ojlerovim posetima, defin-
isane klase Ojlerovih gradivnih skupova, hipergrafova i simplici-
jalnih kompleksa, kao jedne klase rexeǌa uopxtenih Den-Somervilovih
relacija za odgovaraju�e kombinatorne Hopfove algebre. Tako�e je
data ǌihova kompletna kombinatorna karakterizacija.

Rad je organizovan na slede�i naqin.

U prvom poglavǉu dajemo pregled osnovnih definicija i osobina
Hopfovih algebri.

U drugom poglavǉu opisujemo neke najva�nije Hopfove algebre koje
se pojavǉuju u algebarskoj kombinatorici. Ove Hopfove algebre su kon-
struisane na permutacijama, kompozicijama, particijama i planarnim
binarnim drvetima.

U tre�em poglavǉu dajemo pregled teorije kombinatornih Hopfo-
vih algebri. Definisane su parna i neparna podalgebra kombinatorne
Hopfove algebre i izvedene univerzalne relacije koje opisuju neparnu
podalgebru. Tako�e je data jedna primena teorije karaktera u dobijaǌu
raznih numeriqkih identiteta [32].

U qetvrtom poglavǉu uvedena je Hopfova algebra gradivnih skupova
BSet. Iz osnovnih strukturnih teorema za Hopfovu algebru Vitni-
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UVOD

jevih sistema, dobijamo strukturne identitete za algebru BSet i ǌen
graduisani dual BSet∗. Uvodi se hromatska simetriqna funkcija gradi-
vnog skupa. Razmatra se u kojoj meri ona razlikuje gradivne skupove i u
kakvoj je vezi sa Stenlijevom hromatskom simetriqnom funkcijom grafa.
Izvode se uopxtene Den-Somervilove relacije za gradivne skupove i
definixu Ojlerovi gradivni skupovi. Dobijamo kompletnu kombina-
tornu karakterizaciju Ojlerovih gradivnih skupova. Rezultati ovog
poglavǉa objavǉeni su u radu [17].

U petom poglavǉu razmatramo kombinatornu Hopfovu algebru hiper-
grafova. Svaka klasa hipergrafova zatvorena za disjunktne unije i re-
strikcije daje neku podalgebru Hopfove algebre hipergrafova. Va�ni
primeri takvih klasa hipergrafova su grafovi, gradivni skupovi i kla-
teri ( clutter). Definixemo pojam Ojlerovog hipergrafa i odgovaraju�e
Ojlerove podalgebre hipergrafova. Ispostavǉa se da je hipergraf
Ojlerov ako i samo ako je ǌegov antilanac minimalnih elemenata
Ojlerov. To omogu�ava karakterizaciju Ojlerovih hipergrafova preko
kombinatorike antilanaca minimalnih elemenata, koja je izvedena za
gradivne skupove u prethodnom poglavǉu.

Operacije spajaǌe (join) i restrikcija zadaju strukturu Hopfove
algebre na simplicijalnim kompleksima. Korespondencija klatera i
ǌihovih kompleksa nezavisnosti predstavǉa izomorfizam ove algebre
i Hopfove algebre klatera. Ovim izomorfizmom je odre�ena klasa
Ojlerovih simplicijalnih kompleksa, kao klasa rexeǌa uopxtenih Den-
Somervilovih relacija za Hopfovu algebru simplicijalnih kompleksa.
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1 HOPFOVE ALGEBRE

1 Hopfove algebre

U ovom poglavǉu izlo�i�emo osnovne definicije i osobine Hopfovih
algebri, sa posebnim osvrtom na graduisane povezane Hopfove algebre.
Od standardne literature navodimo [9] i [33].

1.1 Algebre i koalgebre

Poqe�emo sa definicijama osnovnih struktura i preslikavaǌa, koje
prethode pojmu Hopfove algebre, a prva je dobro poznata definicija
algebre. U ovom poglavǉu, kao i u celom radu, k je poǉe karakteri-
stike nula.

Definicija 1.1.1. Neka je k poǉe i A vektorski prostor nad k. Asoci-
jativna k-algebra sa jedinicom je par (A,m), gde je m : A⊗A→ A jedno
k-linearno preslikavaǌe, koje zovemo mno�eǌe, tako da:

1. slede�i dijagram komutira:

A⊗ A⊗ A m⊗id−→ A⊗ A
id⊗m↓ ↓m
A⊗ A m−→ A

2. postoji k-linearno preslikavaǌe u : k → A, koje zovemo jedinica,
tako da slede�i dijagrami komutiraju:

k ⊗ A u⊗id
−→ A⊗ A id⊗u

←− A⊗ ky ym y
A = A = A

,

gde su preslikavaǌa k ⊗ A→ A i A⊗ k → A kanonska.

Ovakvo preslikavaǌe u mora biti jedinstveno. Prvi od ovih dijagrama
znaqi da je algebra A asocijativna, a drugi daje egzistenciju jedinice
u A, u(1) = 1A.
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1 HOPFOVE ALGEBRE

Prednost definisaǌa pojma algebre korix�eǌem dijagrama je to xto
okretaǌem strelica dobijamo dualni pojam.

Definicija 1.1.2. Koalgebra nad poǉem k je par (C,∆), gde je C vekto-
rski prostor nad k, a ∆ : C → C ⊗ C jedno k-linearno preslikavaǌe
koje zovemo komno�eǌe, tako da:

1. slede�i dijagram komutira:

C ⊗ C ⊗ C ∆⊗id←− C ⊗ C
id⊗∆↑ ↑∆

C ⊗ C ∆←− C

2. postoji k-linearno preslikavaǌe ε : C → k, takvo da slede�i
dijagrami komutiraju:

k ⊗ C ε⊗id←− C ⊗ C id⊗ε−→ C ⊗ k
↑ ↑∆ ↑
C = C = C

.

Preslikavaǌe ε zovemo kojedinica i ono je jednoznaqno odre�eno parom
(C,∆). Prvi od ovih dijagrama izra�ava koasocijativnost komno�eǌa.

Koalgebra C je kokomutativna ako je τ ◦∆ = ∆, gde je τ : C⊗C → C⊗C
preslikavaǌe koje zovemo tvist (ili flip), definisano sa τ(a⊗b) = b⊗a.

Sigma notacija

Sada �emo uvesti takozvane sigma oznake koje �emo daǉe koristiti.

Ako je C koalgebra i c ∈ C, tada je ∆(c), kao element iz C⊗C, oblika

∆(c) =
∑

ci ⊗ ci,

gde su ci i ci elementi iz C. Ovo �emo zapisivati u skra�enom obliku

∆(c) =
∑

c(1) ⊗ c(2),

ili jox kra�e
∆(c) = c(1) ⊗ c(2).

Na primer, koasocijativnost se u sigma oznakama mo�e izraziti sa

(c(1))(1) ⊗ (c(1))(2) ⊗ c(2) = c(1) ⊗ (c(2))(1) ⊗ (c(2))(2),
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1 HOPFOVE ALGEBRE

za svako c ∈ C. To znaqi da, ako oznaqimo sa

∆2(c) := (∆⊗ id) ◦∆(c) = (id⊗∆) ◦∆(c),

mo�emo pisati
∆2(c) = c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3).

Definixu�i induktivno ∆1 = ∆, ∆n+1 = (∆⊗ idn) ◦∆n, n ≥ 1, vidimo da
nema dvosmislenosti u zapisu

∆n(c) = c(1) ⊗ . . .⊗ c(n+1).

Sliqno, uslov za ε u sigma notaciji izgleda ovako:

ε(c(1))c(2) = c = c(1)ε(c(2)).

1.2 Morfizmi i bialgebre

Definicija 1.2.1. Neka su A i B algebre i f : A → B linearno pre-
slikavaǌe. Za f ka�emo da je morfizam algebri ako slede�i dijagrami
komutiraju:

A⊗ A f⊗f−→ B ⊗B A
f−→ B

mA↓ ↓mB uA↑ ↑uB
A

f−→ B k = k

Ponovo, okretaǌem strelica, dobijamo:

Definicija 1.2.2. Neka su C i D koalgebre i g : C → D linearno pre-
slikavaǌe. Za g ka�emo da je morfizam koalgebri ako slede�i dijagrami
komutiraju:

C ⊗ C g⊗g−→ D ⊗D C
g−→ D

∆C↑ ↑∆D εC↓ ↓εD
C

g−→ D k = k

.
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1 HOPFOVE ALGEBRE

Definicija 1.2.3. Trojka (A,m,∆) je bialgebra ako je (A,m) algebra sa
jedinicom u, (A,∆) koalgebra sa kojedinicom ε, i ∆ : A→ A⊗A i ε : A→ k
su morfizmi algebri.

U prethodnoj definiciji se uslov da su ∆ i ε morfizmi algebri mo�e
zameniti ekvivalentnim uslovom da su m i u morfizmi koalgebri.

Napomenimo da u prethodnoj definiciji A ⊗ A ima prirodnu stru-
kturu algebre, tj. mno�eǌe je definisano kao na tenzorskom proizvodu
dve algebre A i B:

(a⊗ b) (c⊗ d) = ac⊗ bd, (a, c ∈ A, b, d ∈ B),

Ekvivalentno, mno�eǌe mA⊗B mo�emo predstaviti kao kompoziciju

A⊗B ⊗ A⊗B id⊗τ⊗id−−−−−−−→ A⊗ A⊗B ⊗B mA⊗mB−−−−−−−→ A⊗B.

Tako�e, ako su C i D koalgebre, na tenzorskom proizvodu C ⊗D komno-
�eǌe definixemo kao kompoziciju

C ⊗D ∆C⊗∆D−−−−−−−→ C ⊗ C ⊗D ⊗D id⊗τ⊗id−−−−−−−→ C ⊗D ⊗ C ⊗D,

a kojedinicu sa C ⊗D εC⊗εD−−−−−→ k ⊗ k ' k.

Primetimo da se kompatibilnost mno�eǌa i komno�eǌa najjednosta-
vnije vidi oznaqavaǌem mno�eǌa m sa · i korix�eǌem infiksne no-
tacije:

∆(a1 · a2) = ∆(a1) ·∆(a2),

za sve elemente a1, a2 u bialgebri.

1.3 Hopfove algebre

Definicija 1.3.1. Za bialgebru (H,m,∆) ka�emo da je Hopfova alge-
bra ako postoji k-linearno preslikavaǌe S : H → H, koje �emo zvati
antipod, tako da slede�i dijagrami komutiraju:

H ⊗H ∆←− H
∆−→ H ⊗H

id⊗S↓ ↓uε ↓S⊗id
H ⊗H m−→ H

m←− H ⊗H
,

odnosno, m ◦ (id⊗ S) ◦∆ = uε = m ◦ (S ⊗ id) ◦∆.
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1 HOPFOVE ALGEBRE

Koriste�i sigma oznake, antipod zadovoǉava relacije

S(h(1))h(2) = ε(h)1 = h(1)S(h(2)),

za sve h ∈ H.

Ovo mo�emo videti i na drugi naqin. Neka je (C,∆, ε) koalgebra i
(A,m, u) algebra. Ako f, g ∈ Hom(C,A), definisa�emo novo preslikavaǌe
iz C u A sa

C ∆−−−→ C ⊗ C f⊗g−−−→ A⊗ A m−−−→ A.

Linearno preslikavaǌe dobijeno na ovaj naqin zove se konvolucija pre-
slikavaǌa f i g i oznaqava se f ∗ g. U sigma oznakama imamo da je

(f ∗ g)(c) = f(c(1))g(c(2)).

Lako se proveri da je ovako definisano mno�eǌe asocijativno, kao i da
je u ◦ ε jediniqni element algebre Hom(C,A).

Sada uslov za antipod mo�emo zapisati ovako

idH ∗ S = S ∗ idH = u ◦ ε,

pa je antipod konvolucijski inverz identitete. Kao takav mora biti
jedinstven.

Teorema 1.3.2. [9] Neka je H Hopfova algebra sa antipodom S. Tada je:

a) S(hg) = S(g)S(h) za sve g, h ∈ H;

b) S(1) = 1, tj. S ◦ u = u;

v) ∆(S(h)) = ΣS(h2)⊗ S(h1);

g) ε(S(h)) = ε(h).

Prva dva tvr�eǌa znaqe da je S antimorfizam algebri, a preostala dva da
je S antimorfizam koalgebri.

�

Primer 1.3.3. Svakom k-vektorskom prostoru V mo�e se pridru�iti ǌe-
gova tenzorska algebra T (V ). Kao vektorski prostor ona je definisana
sa

T (V ) =
⊕
n≥0

V ⊗n, gde je V ⊗0 = k i V ⊗(n+1) := V ⊗ V ⊗n.

8
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Mno�eǌe se definixe kao nadovezivaǌe, tj.

m(v1 ⊗ . . .⊗ vn, w1 ⊗ . . .⊗ wm) = v1 ⊗ . . .⊗ vn ⊗ w1 ⊗ . . .⊗ wm.

Jedinica je 1 ∈ k = V ⊗0.

Komno�eǌe je na elementima x ∈ V ⊗1 = V dato sa

∆(x) := 1⊗ x+ x⊗ 1,

(tj. tako da su svi x ∈ V primitivni), a algebarsko produ�eǌe na
ostale tenzore daje

∆(v1 ⊗ . . .⊗ vn) =
∑

(vi1 ⊗ . . .⊗ vir)
⊗

(vj1 ⊗ . . .⊗ vjn−r),

gde se sumiraǌe vrxi po svim ure�enim parovima
(i1, i2, . . . , ir), (j1, j2, . . . , jn−r) komplementarnih podreqi reqi (1, 2, . . . , n).

Kojedinica se dobija kao prirodna projekcija T (V ) u k, tj. ε(1) = 1
i ε|V = 0. Ovo obezbe�uje da je T (V ) kokomutativna bialgebra. Kako
morfizam S : T (V )→ T (V ) definisan sa S(v1⊗ . . .⊗ vn) = (−1)n vn⊗ . . .⊗ v1

zadovoǉava aksiomu antipoda, T (V ) je Hopfova algebra.

Navodimo jox nekoliko definicija pojmova vezanih za Hopfove alge-
bre.

Definicija 1.3.4. Neka je H Hopfova algebra. Za element h ∈ H ka�emo
da je grupoliki ako je h 6= 0 i ∆(h) = h ⊗ h, a da je primitivan ako je
∆(h) = 1⊗ h+ h⊗ 1.

Ako je h primitivni element, lako se proveri da je ε(h) = 0, kao i
S(h) = −h.

Definicija 1.3.5. Neka je C koalgebra i D potprostor od C takav da
je ∆(D) ⊆ D ⊗ D. Tada je D zajedno sa restrikcijama komno�eǌa i
kojedinice, koalgebra za koju ka�emo da je podkoalgebra od C.

Definicija 1.3.6. Neka je C koalgebra i I potprostor od C. Tada I
zovemo:

1) levi (desni) koideal ako je ∆(I) ⊆ C ⊗ I (respektivno ∆(I) ⊆ I ⊗C).
2) koideal ako je ∆(I) ⊆ I ⊗ C + C ⊗ I i ε(I) = 0.

Definicija 1.3.7. Neka je H Hopfova algebra. Potprostor K od H je
Hopfova podalgebra ako je podalgebra, podkoalgebra, i S(K) ⊆ K, gde je
S antipod od H .

9



1 HOPFOVE ALGEBRE

Definicija 1.3.8. Neka je H Hopfova algebra sa antipodom S. Za pot-
prostor I ka�emo da je Hopfov ideal ako je I ideal algebre H, koideal
koalgebre H, i S(I) ⊆ I. U tom sluqaju koliqniqki vektorski pro-
stor ima prirodnu strukturu Hopfove algebre, i kanonska projekcija
p : H → H/I je morfizam Hopfovih algebri.

1.4 Dualna algebra Hopfove algebre

Za dati vektorski prostor V nad poǉem k, dualni prostor V ∗ defini-
xemo kao skup svih linearnih preslikavaǌa prostora V u ǌegovo poǉe
skalara k, tj. V ∗ = Hom(V, k).

Neka su V i W k-vektorski prostori. Iz linearne algebre je poznato
da postoji monomorfizam

ρ : V ∗ ⊗W ∗ −→ (V ⊗W )∗,

dat sa
ρ(f ⊗ g)(v ⊗ w) = f(v)g(w)

za f ∈ V ∗, g ∈ W ∗, v ∈ V , w ∈ W.
Ako su ovi prostori konaqne dimenzije, ρ je izomorfizam.

Za k-linearno preslikavaǌe L : V → W , L∗ : W ∗ → V ∗ oznaqava
preslikavaǌe dato sa

L∗(f) = f ◦ L,
za f ∈ W ∗.

Neka je sada (C,∆, ε) koalgebra. Tada ∆ : C → C ⊗ C i ε : C → k
indukuju ∆∗ : (C⊗C)∗ → C∗ i ε∗ : k∗ → C∗. Definisa�emo m : C∗⊗C∗ → C∗

kao kompoziciju
C∗ ⊗ C∗ ρ−→ (C ⊗ C)∗

∆∗−→ C∗

i u : k → C∗ kao kompoziciju

k −→ k∗
ε∗−→ C∗,

gde je k → k∗ prirodni izomorfizam, a ρ pomenuta injekcija. Ako ozna-
qimo m(f ⊗ g) sa f ∗ g, iz definicije imamo

(f ∗ g)(c) = (∆∗ρ)(f ⊗ g)(c) = ρ(f ⊗ g)(∆(c)) = f(c(1))g(c(2)),

10



1 HOPFOVE ALGEBRE

pa vidimo da je mno�eǌe u C∗ zapravo konvolucija. Tako�e, poxto je
1 = u(1k), po definiciji je 1(c) = ε(c).

Dakle, C∗ je algebra sa jedinicom ε.

Dualni problem je slede�i: ako imamo algebru (A,m, u), da li
mo�emo uvesti prirodnu strukturu koalgebre na A∗? U konaqno di-
menzionom sluqaju odgovor je potvrdan, jer je tada ρ : A∗⊗A∗ → (A⊗A)∗

bijekcija i mo�emo koristiti ρ−1. Znaqi, ako je (A,m, u) konaqno dimen-
ziona algebra, definisa�emo ∆ : A∗ → A∗ ⊗ A∗ kao kompoziciju

A∗
m∗−→ (A⊗ A)∗

ρ−1

−→ A∗ ⊗ A∗

i ε : A∗ → k kao kompoziciju

A∗
u∗−→ k∗ −→ k,

gde je k∗ → k prirodni izomorfizam, f 7→ f(1), za f ∈ k∗.
Primetimo da ako je ∆(f) = f(1) ⊗ f(2), gde f(1), f(2) ∈ A∗ , tada je, iz
definicije, f(xy) = f(1)(x)f(2)(y), za svako x, y ∈ A. Poxto je preslika-
vaǌe ρ injektivno, zakǉuqujemo da

∆(f) = f(1) ⊗ f(2)

znaqi da je
f(xy) = f(1)(x)f(2)(y).

Koasocijativnost se sada lako proverava, pa sledi da je (A∗,∆, ε) ko-
algebra sa kojedinicom ε(f) = f(1), za f ∈ A∗.

Neka je sada H konaqno dimenziona Hopfova algebra. Znamo da je
tada H∗ algebra i koalgebra, pa nakon provere da su dualno komno�eǌe i
kojedinica morfizmi algebri, kao i da S∗ zadovoǉava aksiomu antipoda,
imamo:

Teorema 1.4.1. Neka je H konaqno dimenziona Hopfova algebra s antipo-
dom S. Tada je H∗ Hopfova algebra s antipodom S∗, gde je S∗(f) = f ◦ S.

�
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1.5 Graduisana Hopfova algebra

Definicija 1.5.1. Koalgebra (C,∆, ε) nad poǉem k je graduisana ako je
direktna suma k-potprostora Cn, C =

⊕
n≥0Cn, tako da

∆(Cn) ⊆
⊕
i+j=n

Ci ⊗ Cj, ε(Ci) = 0, i > 0.

Ako uz to va�i i da je C0
∼= k, za koalgebru C ka�emo da je povezana

graduisana.

Definicija 1.5.2. Hopfova algebra (H,m,∆, u, ε, S) nad k je graduisana
ako je graduisana kao koalgebra, i mno�eǌe, jedinica i antipod quvaju
graduaciju, tj. postoji dekompozicija H =

⊕
n≥0Hn tako da

m(Hn ⊗Hm) ⊆ Hn+m, u(k) ⊆ H0, S(Hn) ⊆ Hn.

Zapravo, svaka graduisana bialgebra mora biti Hopfova algebra,
tj. u graduisanoj bialgebri se antipod mo�e definisati rekurzivno.

Rekurzivna definicija antipoda je: S(1) = 1, a ako x ∈ Hn i

∆(x) = x⊗ 1 +
m∑
i=1

yi ⊗ zi,

onda je

S(x) = −
m∑
i=1

S(yi)zi.

Navex�emo ovde i opxtu formulu za antipod graduisane povezane
Hopfove algebre, koju je dao Takeuqi u [34].

Neka je (H,m,∆, u, ε, S) Hopfova algebra. Na ǌoj mo�emo definisati
i takozvane vixe ili iterirane proizvode: neka je m(1) = m, ∆(1) = ∆, i
za svako k ≥ 2,

m(k) = m(m(k−1) ⊗ id) : H⊗(k+1) → H,

∆(k) = (∆(k−1) ⊗ id)∆ : H → H⊗(k+1).

Tako�e �emo definisati

12
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m(−1) = u, ∆(−1) = ε i m(0) = ∆(0) = id.

Ako je f : H → H proizvoǉno linearno preslikavaǌe, konvolucijski
stepeni od f su

f ∗k = m(k−1)f⊗k∆(k−1),

za svako k ≥ 0. Posebno, f ∗0 = uε i f ∗1 = f.

Oznaqimo sa π := id−uε. Ako je preslikavaǌe π lokalno nilpotentno
u odnosu na konvoluciju, tada je id = uε + π inverzibilno u odnosu na
konvoluciju. Kako je konvolucijski inverz identitete upravo antipod,
sledi da je tada

S =
∑
k≥0

(−π)∗k =
∑
k≥0

(−1)km(k−1)π⊗k∆(k−1). (1)

To �e svakako va�iti ako je H graduisana povezana bialgebra, jer se
u tom sluqaju π anulira na komponentama stepena 0 (pa se π∗k anulira
na komponentama stepena maǌeg od k). Dakle, (1) je opxta formula za
antipod graduisane povezane Hopfove algebre.

Definicija 1.5.3. Graduisani dual graduisane Hopfove algebre H =⊕
n≥0

Hn je

H∗ =
⊕
n≥0

H∗n.

Sve Hopfove algebre koje �emo razmatrati su lokalno konaqne, to
jest, Hn je konaqne dimenzije za svako n. To znaqi da je graduisani dual
od H tako�e Hopfova algebra.

Navex�emo i teoremu koja daje kriterijum za utvr�ivaǌe da su dve
Hopfove algebre dualne.

Unutraxǌi proizvod na graduisanoj povezanoj Hopfovoj algebri H je
nedegerativna simetriqna linearna funkcija 〈·, ·〉 : H ⊗H → k, takva da
je 〈a, b〉 = 0 za homogene a, b ∈ H razliqitog stepena.

Teorema 1.5.4. [19] Neka su A i B graduisane povezane lokalno konaqne
Hopfove algebre sa unutraxǌim proizvodima 〈·, ·〉A i 〈·, ·〉B. Tada su A i B
dualne Hopfove algebre ako postoji linearno preslikavaǌe

φ : A → B

13
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koje quva graduaciju, tako da za sve a1, a2, a3 ∈ A va�i:

� 〈a1, a2〉A = 〈φ(a1), φ(a2)〉B;
� 〈a1a2, a3〉A = 〈φ(a1)⊗ φ(a2),∆(φ(a3))〉B;
� 〈a1 ⊗ a2,∆(a3)〉A = 〈φ(a1)φ(a2), (φ(a3))〉B.

�

Primetimo da iz prethodne teoreme sledi da je graduisana povezana
lokalno konaqna Hopfova algebra samodualna ako se na ǌoj mo�e defi-
nisati unutraxǌi proizvod 〈·, ·〉 takav da je

〈a1 ⊗ a2,∆(a3)〉 = 〈m(a1 ⊗ a2), a3〉

za sve a1, a2, a3 ∈ A.
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2 PRIMERI HOPFOVIH ALGEBRI U KOMBINATORICI

2 Primeri Hopfovih algebri u kombina-
torici

U ovom poglavǉu dajemo primere nekih Hopfovih algebri koje se javǉaju
u kombinatorici, tj. qije baze su parametrizovane kombinatornim obje-
ktima kao xto su permutacije, drveta, kompozicije, particije. Hopfove
algebre poseta i grafova predstavi�emo u narednom poglavǉu, nakon
xto uvedemo karaktere.

2.1 Hopfova algebra permutacija

Malvenuto i Rojtenauer su 1995. konstruisali Hopfovu algebru na
prostoru

SSym =
⊕
n≥0

QSn,

gde je Sn simetriqna grupa stepena n [26]. Bazni element koji odgo-
vara permutaciji u ∈ Sn, za n > 0, oznaqava�emo sa Fu, a bazni element
stepena nula sa 1.

Za permutaciju u ∈ Sn �emo pisati u = (u1, u2, . . . , un), gde je ui = u(i),
ili jox kra�e u = u1 . . . un. Za u ∈ Sn i v ∈ Sm oznaqi�emo sa u × v
permutaciju iz Sn+m kod koje u permutuje {1, 2, . . . , n}, a v {n+1, . . . , n+m}.
Permutacija σ ∈ Sn+m je (n,m)-xafl ako je σ1 < · · · < σn i σn+1 < · · · <
σn+m.

Proizvod dva bazna elementa u SSym definixemo na slede�i naqin:

Fu · Fv =
∑
σ

F(u×v)·σ−1 ,

gde u ∈ Sn i v ∈ Sm, a σ je (n,m)-xafl.

Na primer,

F21 · F231 = F21453 + F24153 + F24513 + F24531 + F42153

+F42513 + F42531 + F45213 + F45231 + F45321.
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U odnosu na ovako definisan proizvod SSym je graduisana algebra
sa jedinicom 1.

Algebra SSym je tako�e graduisana koalgebra, gde je koproizvod dat
razbijaǌem permutacije na sve mogu�e naqine. Preciznije, neka je za
n-torku (a1, a2, . . . , an) razliqitih prirodnih brojeva, ǌena standardna
permutacija st(a1, a2, . . . , an) permutacija u ∈ Sn data sa

ui < uj ⇔ ai < aj.

Na primer, st(7143) = (4132). Koproizvod ∆ : SSym → SSym ⊗ SSym je
definisan sa

∆(Fu) =
n∑
i=0

Fst(u1,...,ui) ⊗Fst(ui+1,...,un),

za u ∈ Sn.
Na primer,

∆(F35214) = 1⊗F35214 + F1 ⊗F4213 + F12 ⊗F213 + F231 ⊗F12

+F3421 ⊗F1 + F35214 ⊗ 1.

Uvedene operacije na SSym su saglasne i daju strukturu graduisane
povezane bialgebre, pa je SSym i Hopfova algebra. Iz definicija
mno�eǌa i komno�eǌa je jasno da ova Hopfova algebra nije ni komuta-
tivna ni kokomutativna. Ona je sebi dualna, pri qemu je izomorfizam
dat sa Fu 7→ F∗u−1, [26].

Hopfova algebra Malvenuto-Rojtenauera je veoma znaqajna jer se
me�u ǌenim Hopfovim podalgebrama i koliqnicima nalaze neke od na-
jva�nijih algebri u algebarskoj kombinatorici, kao xto su algebra
simetriqnih funkcija, algebra kvazi-simetriqnih funkcija, algebra
nekomutativnih simetriqnih funkcija, Lodej -Ronko algebra binarnih
drveta i druge.

2.2 Kvazi-simetriqne funkcije, simetriqne i nekomu-
tativne simetriqne funkcije

Neka je B podalgebra algebre formalnih stepenih redova k[[x1, x2, . . .]] sa
prebrojivo promenǉivih, koja se sastoji od formalnih stepenih redova
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ograniqenog stepena, pri qemu je svaki xi stepena 1. Element f ∈ B je
simetriqna funkcija ako su mu koeficijenti uz monome

xα1
i1
xα2
i2
· · ·xαkik i xα1

1 x
α2
2 · · ·x

αk
k

jednaki za svaki niz razliqitih prirodnih brojeva i1, i2, . . . , ik. Element
f ∈ B je kvazi-simetriqna funkcija ako su mu koeficijenti uz navedene
monome jednaki za svaki strogo rastu�i niz i1 < i2 < · · · < ik prirodnih
brojeva. Na primer,

f = x1x
2
2 + x1x

2
3 + x2x

2
3 + +x1x

2
4 + x2x

2
4 + x3x

2
4 + · · ·

je kvazi-simetriqna funkcija, a

g = x2
1x2 + x1x

2
2 + x2

1x3 + x1x
2
3 + · · ·

je simetriqna.

Skupovi Sym simetriqnih i QSym kvazi-simetriqnih funkcija su
podalgebre algebre formalnih stepenih redova ograniqenog stepena, i
oqigledno je Sym ⊂ QSym.

Kompozicija α nenegativnog celog broja n, u oznaci α |= n, je α =
(α1, α2, . . . , αk), αi ∈ N, tako da je n = α1 + α2 + · · · + αk. Kompoziciji α
broja n pridru�i�emo skup I(α) := {α1, α1 + α2, . . . , α1 + · · · + αk−1}. Ovo
pridru�ivaǌe je bijekcija izme�u kompozicija od n i podskupova skupa
{1, 2, . . . , n − 1}. Za kompozicije α, β |= n re�i �emo da je α finija od β
ako je I(β) ⊆ I(α) i pisa�emo β � α.

Algebra QSym kvazi-simetriqnih funkcija ima linearnu bazu saqi-
ǌenu od monomijalnih kvazi-simetriqnih funkcija Mα, koje su indeksi-
rane kompozicijama α = (α1, α2, . . . , αk):

Mα :=
∑

i1<···<ik

xα1
i1
xα2
i2
· · ·xαkik .

Proizvod ovih monoma u algebri stepenih redova mo�e se predstavi-
ti kao preklapaju�i (ili kvazi) xafl ǌihovih kompozicija. Kvazi-xafl
kompozicija α i β je xafl ǌihovih komponenata, gde dodatno mo�emo
zameniti proizvoǉno parova susednih komponenti (αi, βj) u xaflu sa
αi + βj. Tada imamo

Mα ·Mβ =
∑
γ

Mγ,

gde sumiramo po svim preklapaju�im xaflovima γ kompozicija α i β.
Jediniqni element je indeksiran praznom kompozicijom broja 0, 1 = M().
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Na primer,

1.

M(1) ·M(1) =

(∑
i

xi

)(∑
j

xj

)
=
∑
i

x2
i + 2

∑
i<j

xixj = M(2) + 2M(1,1).

2.

M(1) ·M(1,1) =

(∑
i

xi

)(∑
j<k

xjxk

)
=
∑
i<j

x2
ixj +

∑
i<j

xix
2
j + 3

∑
i<j<k

xixjxk

= M(2,1) +M(2,1) + 3M(1,1,1).

Komno�eǌe ∆ : QSym → QSym ⊗ QSym je na monomijalnim kvazi-
simetriqnim funkcijama definisano sa:

∆(M(α1,...,αk)) =
k∑
i=0

M(α1,...,αi) ⊗M(αi+1,...,αk).

Na primer,

∆(M(1,1)) = 1⊗M(1,1) +M1 ⊗M1 +M(1,1) ⊗ 1.

Kojedinica je morfizam algebri koji slika sve promenǉive xi u 0.

Algebru kvazi-simetriqnih funkcija je uveo Gesel 1981. godine [15].
To je graduisana povezana Hopfova algebra qije su komponente stepena n
generisane onim monomima Mα za koje je α kompozicija prirodnog broja
n. To znaqi da je dim(QSym)0 = 1 i dim(QSym)n = 2n−1 za n ≥ 1.

Ako zanemarimo redosled u kompoziciji, dobijamo particiju. Pre-
ciznije, particija λ nenegativnog celog broja n, u oznaci λ ` n je
λ = (λ1, λ2, . . . , λk), λi ∈ N, tako da je λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk i n = λ1+λ2+· · ·+λk.
Sa Par(n) �emo oznaqiti skup svih particija broja n, pri qemu se Par(0)
sastoji od prazne particije (0, 0, . . . , 0). Definixemo

Par :=
⋃
n≥0

Par(n).

Kao vektorski prostor, Sym ima bazu koju qine monomijalne simet-
riqne funkcije

18



2 PRIMERI HOPFOVIH ALGEBRI U KOMBINATORICI

mλ =
∑

φ(α)=λ

Mα,

gde je φ(α) particija koja odgovara kompoziciji α. Na primer, m(2,1,1) =
M(2,1,1) +M(1,2,1) +M(1,1,2).

Kao algebra, Sym je slobodno generisana slede�im algebarski neza-
visnim skupovima simetriqnih funkcija [29]:

1) elementarnim simetriqnim funkcijama en = m1n, gde 1n znaqi 1
ponovǉeno n puta, pa je

en =
∑

i1<···<in

xi1 · · ·xin , n ≥ 1 (e0 = m∅ = 1).

2) kompletnim homogenim simetriqnim funkcijama

hn =
∑
λ`n

mλ =
∑
α|=n

Mα =
∑

i1≤···≤in

xi1 · · ·xin , n ≥ 1 (h0 = m∅ = 1).

3) stepenim simetriqnim funkcijama

pn = mn =
∑
i

xni , n ≥ 1 (p0 = m∅ = 1).

Ako za particiju λ = (λ1, λ2, . . . , λk) definixemo eλ = eλ1eλ2 · · · eλk, onda
je skup {eλ : λ ∈ Par(n)} baza od Symn, odnosno {eλ : λ ∈ Par} je baza od
Sym. Isto to va�i i za skupove {hλ : λ ∈ Par} i {pλ : λ ∈ Par}.

Struktura Hopfove algebre je na ovim bazama data sa

∆(en) =
∑
i+j=n

ei ⊗ ej, ∆(hn) =
∑
i+j=n

hi ⊗ hj,

∆(pn) = 1⊗ pn + pn ⊗ 1, tj. pn su primitivni,

dok za antipod va�i

S(pn) = −pn, S(en) = (−1)nhn, S(hn) = (−1)nen.

Za monomijalne simetriqne funkcije va�i
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∆(mλ) =
∑
λ=µ∪ν

mµ ⊗mν ,

gde se sumiraǌe vrxi po svim parovima (µ, ν) takvim da je λ ǌihova
skupovna unija. Na primer,

∆(m2,1,1) = 1⊗m2,1,1 +m1⊗m2,1 +m2⊗m1,1 +m1,1⊗m2 +m2,1⊗m1 +m2,1,1⊗ 1.

Hopfova algebra simetriqnih funkcija je Hopfova podalgebra alge-
bre kvazi-simetriqnih funkcija. Ona je komutativna i kokomutativna.
Sym je samodualna, jer se na ǌoj mo�e definisati unutraxǌi proizvod
〈hλ,mµ〉 = δλ,µ, za sve particije λ, µ, koji zadovoǉava uslove teoreme
1.5.4, i onda va�i

mλ ↔ (hλ)
∗.

Neka je NSym = k〈H1, H2, . . .〉 nekomutativna algebra slobodno gene-
risana promenǉivim {Hn}n≥1. Komno�eǌe na NSym definixemo sa

∆(Hn) =
∑
i+j=n

Hi ⊗Hj,

gde je H0 = 1.

Ako uvedemo graduaciju tako da je Hn stepena n, NSym postaje
graduisana povezana Hopfova algebra, koju zovemo Hopfova algebra
nekomutativnih simetriqnih funkcija.

Linearnu bazu za homogene komponente stepena n qine {Hα}α|=n, gde je

H(a1,a2,...,ak) := Ha1Ha2 · · ·Hak .

Ideal I generisan komutatorima je Hopfov ideal u NSym, a
koliqnik NSym/I je Sym, Hopfova algebra simetriqnih funkcija.
Koliqniqko preslikavaǌe slika Hα u kompletnu homogenu simetriqnu
funkciju hφ(α).

Graduisane Hopfove algebre QSym i NSym su dualne, u graduisanom
smislu [14]. Identifikacija izme�u QSym i (NSym)∗ je

Mα ↔ (Hα)∗.

Tako�e, preslikavaǌa NSym → Sym i Sym ↪→ QSym su me�usobno
dualna.

20
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2.3 Hopfova algebra drveta

Lodej i Ronko su 1998. godine definisali Hopfovu algebru na prostoru
generisanom planarnim binarnim drvetima [24].

Planarno drvo je orijentisani graf u ravni sa jednim istaknutim
temenom koje �emo zvati koren. Ono je binarno ako mu je svako teme
trovalentno. Oznaqi�emo sa Yn skup planarnih binarnih drveta sa n
unutraxǌih temena. Element T ∈ Yn �emo zvati n-drvo, a n �e biti
ǌegov stepen. Broj elemenata u Yn je n-ti Katalanov broj

cn =
(2n)!

n!(n+ 1)!
.

Grafting drveta T1 ∈ Ym i T2 ∈ Yn je drvo T1 ∨ T2 iz Ym+n+1 koje se
dobija spajaǌem korena drveta T1 i T2.

Slika 1: Grafting drveta

Za svako drvo T postoje jedinstvena drveta T1 i T2 tako da je T = T1∨T2.

Planarno binarno drvo sa nivoima je planarno binarno drvo, na
primer iz Yn, qijem je svakom unutraxǌem temenu pridru�en broj iz
skupa 1, . . . , n. Po definiciji, nivo korena je n. Tako, na primer, drvetu
na Slici 2 odgovaraju dva drveta sa nivoima, xto je prikazano na Slici
3.

Oznaqi�emo sa Ỹn skup planarnih binarnih drveta sa n nivoa.

Svakom binarnom drvetu sa nivoima mo�e se pridru�iti permu-
tacija σ na slede�i naqin: σ(i) je nivo temena koje se nalazi izme�u
listova i − 1 i i, raqunaju�i sleva nadesno. Tako drvetima sa Slike 3
odgovaraju permutacije (231) i (132).

Tako�e, svakoj permutaciji σ ∈ Sn odgovara taqno jedno drvo iz Ỹn.
To se mo�e pokazati indukcijom: niz σ(1), σ(2), . . . , σ(n) podelimo na dva
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Slika 2: Drvo

Slika 3: Drveta sa nivoima

dela, onaj pre n i onaj posle n. Standardizacijom svakog od ǌih do-
bijamo dve permutacije, kojima po induktivnoj pretpostavci odgovaraju
drveta sa nivoima. Grafting ova dva drveta daje drvo za σ.

Dakle, postoji bijekcija izme�u planarnih binarnih drveta sa
nivoima i permutacija. Oznaqimo sa ψ : Sn → Yn preslikavaǌe koje
je kompozicija te bijekcije i zaboravǉaju�eg preslikavaǌa Ỹn → Yn. In-
dukovano linearno preslikavaǌe ψ : k[Sn] → k[Yn] ima linearni dual
ψ∗ : [Yn]→ k[Sn] dobijen identifikovaǌem svake baze sa ǌenim dualom.

Tada va�i ψ∗(T ) =
∑

σ∈ZT σ, gde je ZT := {σ ∈ Sn | ψ(σ) = T}.
Ako inkluziono preslikavaǌe ψ∗ : [Yn] → k[Sn] proxirimo linearno

na ψ∗ : YSym→ SSym, gde je YSym =
⊕

n≥0 k[Yn], va�i slede�e:

Teorema 2.3.1. [24] Slika inkluzionog preslikavaǌa ψ∗ : YSym→ SSym je
Hopfova podalgebra od SSym, odnosno, YSym nasle�uje strukturu Hopfove
algebre.

Dokaz. Dovoǉno je dokazati da je slika ovog preslikavaǌa zatvorena
za mno�eǌe i komno�eǌe iz SSym. Ovo je posledica slede�e dve leme,
dokazane u [24], koje povezuju grafting sa operacijama u SSym.
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Lema 1. Restrikcija xafl mno�eǌa iz SSym na YSym zadovoǉava for-
mulu

T · T ′ = T1 ∨ (T2 · T ′) + (T · T ′1) ∨ T ′2,

gde je T = T1 ∨ T2 i T ′ = T ′1 ∨ T ′2 i

| ·T = T = T · | .

Dakle, YSym je zatvorena za mno�eǌe.

Lema 2. Neka je T = T1 ∨ T2 ∈ Yn+m+1, gde T1 ∈ Yn i T2 ∈ Ym. Restrikcija
komno�eǌa iz SSym na YSym zadovoǉava relaciju

∆(T ) =
∑
j,k

(T1(j) · T2(k))⊗ (T ′1(n−j) · T ′2(m−k)) + T⊗ |,

gde je ∆(T1) =
∑

j(T1(j) ⊗ T ′1(n−j)) i ∆(T2) =
∑

k(T2(k) ⊗ T ′2(m−k)).

Ovo znaqi da je YSym zatvorena i za komno�eǌe. �

Dakle, YSym ima strukturu Hopfove algebre, i zovemo je Lodej-
Ronko Hopfova algebra. Ona je nekomutativna, nekokomutativna, i
samodualna [4].

Hopfove algebre na prostoru planarnih drveta su 1998. godine
definisali Kon i Krajmer [21], kao i Brauder i Frabeti [7], da bi
opisali proces renormalizacije u kvantnoj teoriji poǉa. Poznato je da
su Lodej-Ronko, Brauder-Frabeti i nekomutativna Kon-Krajmer Hopfo-
va algebra me�usobno izomorfne.
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Slede�i dijagram prikazuje veze izme�u graduisanih Hopfovih alge-
bri predstavǉenih u ovom poglavǉu. U ovom dijagramu dualnost obje-
kata, kao i morfizama, predstavǉena je refleksijom u odnosu na sredǌu
horizontalnu liniju.
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3 Kombinatorne Hopfove algebre

U ovom poglavǉu predstavǉena je teorija karaktera kombinatornih
Hopfovih algebri, razvijena u [1]. Rotina Hopfova algebra kona-
qnih graduisanih poseta je polazni primer kombinatorne Hopfove alge-
bre. Predstavǉene su Hopfova algebra grafova i kvazisimetriqnih
funkcija. Pokazano je da Hopfova algebra kvazisimetriqnih funkcija
predstavǉa terminalni objekat u kategoriji kombinatornih Hopfovih
algebri. Izvedeni su klasiqni kombinatorni pojmovi, kao xto su Mebi-
jusova funkcija poseta, zastava f−vektor poseta i hromatska simet-
riqna funkcija grafa. Definisane su parna i neparna podalgebra
kombinatorne Hopfove algebre i data jedna primena teorije karaktera
u dobijaǌu raznih numeriqkih identiteta [32]. Date su univerzalne
relacije, poznate kao uopxtene Den-Somervilove relacije, koje opisuju
neparnu podalgebru Hopfove algebre kvazisimetriqnih funkcija.

3.1 Grupa karaktera Hopfove algebre

Definicija 3.1.1. Neka je H Hopfova algebra nad poǉem k. Karakter
na H je multiplikativni linearni funkcional ζ : H → k. Dakle, ζ
je linearno preslikavaǌe za koje va�i da je ζ(ab) = ζ(a)ζ(b), za svako
a, b ∈ H i ζ(1) = 1.

Konvolucijski proizvod dva karaktera ϕ, ψ : H → k, dat sa

H
∆H−−−→ H ⊗H ϕ⊗ψ−−−→ k ⊗ k mk−−−→ k

tako�e je karakter. Ovaj proizvod �emo oznaqavati sa ϕψ. Skup karak-
tera X(H) proizvoǉne Hopfove algebre je grupa u odnosu na konvoluci-
jsko mno�eǌe. Jediniqni element je kojedinica εH, a inverz karaktera ϕ
je ϕ ◦ SH, gde je SH antipod od H. To mo�emo lako proveriti koriste�i
aksiomu antipoda i qiǌenicu da je ϕ morfizam algebri:

ϕ(ϕ ◦ SH) = mk ◦ (ϕ⊗ (ϕ ◦ SH)) ◦∆H = mk ◦ (ϕ⊗ ϕ) ◦ (id⊗ SH) ◦∆H =
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= ϕ ◦mH ◦ (id⊗ SH) ◦∆H = ϕ ◦ uH ◦ εH = uk ◦ εH = εH ,

gde su uH i uk jedinice od H i k.

Ako je Hopfova algebra H kokomutativna, grupa karaktera X(H) je
Abelova.

Svaki morfizam Hopfovih algebri α : H ′ → H indukuje morfizam
grupa karaktera α∗ : X(H) → X(H ′) koji je definisan sa α∗(ϕ) = ϕ ◦ α za
ϕ ∈ X(H). Ovo je taqno, jer iz qiǌenice da je α morfizam algebri sledi
da je α∗(ϕ) karakter na H ′, a poxto je α i morfizam koalgebri, α∗ �e
biti homomorfizam grupa.

Na svakoj graduisanoj Hopfovoj algebri mo�emo definisati kanon-
ski automorfizam

h 7→ h̄ := (−1)nh,

gde je h ∈ Hn homogeni element stepena n. Ovo preslikavaǌe je oqigledno
involucija: ¯̄h = h, pa indukuje involuciju ϕ 7→ ϕ̄ na grupi karaktera od
H, datu sa

ϕ̄(h) = (−1)nϕ(h) za h ∈ Hn.

Definicija 3.1.2. Za karakter ϕ graduisane Hopfove algebre H ka�emo
da je paran ako je

ϕ̄ = ϕ,

a da je neparan ako je
ϕ̄ = ϕ−1.

Parni karakteri qine podgrupu grupe X(H) koju �emo oznaqiti sa
X+(H). Skup neparnih karaktera X−(H) u opxtem sluqaju nije podgrupa
od X(H), ali �e to va�iti kada je H kokomutativna.

Svaki morfizam Hopfovih algebri α : H ′ → H quva kanonsku invo-
luciju, xto znaqi da morfizam grupa α∗ : X(H) → X(H ′) quva parne i
neparne karaktere.

Primer 3.1.3. Za proizvoǉan karakter ζ graduisane Hopfove algebre
H postoji prirodan naqin da se konstruixe neparan karakter pomo�u
ǌega. Definiximo

ν := (ζ−1)ζ.

Tada je
ν = ζ−1 ζ = ζ−1ζ = ν−1,
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pa je ν neparan. Definiximo i karakter

χ := ζζ.

Za ǌega va�i
χ = ζ ζ = ζζ.

Ako je H kokomutativna, tada je ζζ = ζζ, pa je χ paran.

Nadaǉe �emo pretpostaviti da je H graduisana, povezana, lokalno
konaqna Hopfova algebra. Sa H∗ oznaqi�emo graduisani dual od H,
H∗ =

⊕
n≥0H

∗
n. Za dati linearni funkcional ϕ : H → k uvodimo oznaku

ϕn := ϕ|Hn ∈ H∗n.

Poxto komno�eǌe na H quva graduaciju, imamo

(ϕψ)n =
n∑
i=0

ϕiψn−i.

Za karakter ϕ �e va�iti i ϕ0 = ε. Tako�e, ako je karakteristika poǉa
k razliqita od 2, karakter ζ je paran ako i samo ako je ζ2n+1 = 0 za sve
n ≥ 0.

U [1] je dokazana slede�a va�na teorema o razlagaǌu karaktera na
paran i neparan deo. Navodimo ukratko dokaz, jer su nam ti delovi
veoma bitni u onome xto sledi.

Teorema 3.1.4. Neka je H graduisana povezana Hopfova algebra nad poǉem
k qija je karakteristika razliqita od 2. Svaki karakter ζ : H → k mo�e
se na jedinstven naqin predstaviti kao proizvod jednog parnog i jednog
neparnog karaktera:

ζ = ζ+ζ−.

Posebno, jedini karakter koji je i paran i neparan je trivijalni, tj. koje-
dinica.

Dokaz. Pokaza�emo prvo da za dati karakter ζ : H → k postoji jedinstve-
ni karakter ρ : H → k tako da va�i:
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ζ = ρζ−1ρ i ρ0 = ε.

Iz (ζ)n = (ρζ−1ρ)n sledi da, ako ho�emo da konstruixemo ρ, moramo da
reximo slede�e jednaqine u H∗, za svako n ≥ 1:

ζn = 2ρn + ζ−1
n +

∑
i+j+k=n
i,j,k<n

ρi(ζ
−1)jρk.

Poxto je poǉe karakteristike razliqite od 2, ove jednaqine imaju
jedinstveno rexeǌe ρn, konstruisano rekurzivno iz ρ0 = ε.

Doka�imo sada da je karakter ρ paran. Imamo

ζ = ρζ−1ρ ⇒ ζ = ρζ−1ρ ⇒ ζ−1 = ρ−1ζρ−1 ⇒ ζ = ρζ−1ρ.

Iz jedinstvenosti gore konstruisanog ρ, sledi da mora biti ρ = ρ, to
jest, ρ je paran. Oznaqimo ρ sa ζ+.

Neka je ζ− := (ζ+)−1ζ. Tada je ζ = ζ+ζ−, i

ζ− = ζ−1
+ ζ = ζ−1

+ (ζ+ζ
−1ζ+) = ζ−1ζ+ = (ζ−)−1,

pa je ζ− neparan. Ovim smo pokazali egzistenciju parnog i neparnog
karaktera qiji je proizvod ζ.

Neka je ζ = ϕψ, gde je ϕ paran i ψ neparan, druga dekompozicija.
Tada je

ζ = ϕψ = ϕψ−1,

a s druge strane

ϕζ−1ϕ = ϕψ−1ϕ−1ϕ = ϕψ−1.

Dakle, ζ = ϕζ−1ϕ. Zbog jedinstvenosti ovakve dekompozicije mora
va�iti ϕ = ζ+, a onda je i ψ = ϕ−1ζ = ζ−.

�

Karaktere ζ+ i ζ− naziva�emo parnim, odnosno neparnim delom
karaktera ζ.

Kanonski karakteri ν i χ iz primera 3.1.3 povezani su sa ovom
dekompozicijom na slede�i naqin:

ν = (ζ−)2 i, ako je H kokomutativna, χ = (ζ+)2 .
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Zaista, iz jednakosti ζ = ζ+ζ
−1ζ+ sledi da je (ζ)−1 = (ζ+)−1ζ(ζ+)−1, pa je

(ζ−)2 = (ζ+)−1ζ(ζ+)−1ζ = ζ
−1
ζ = ν,

po samoj definiciji ν. Ako je H kokomutativna, jednakost ζ = ζ+ζ
−1ζ+

postaje ζ = (ζ+)2ζ−1, odakle, po definiciji χ, sledi χ = (ζ+)2.

3.2 Uvo�eǌe kombinatornih Hopfovih algebri

Definicija 3.2.1. Kombinatorna Hopfova algebra je par (H, ζ), gde je H
graduisana, povezana, lokalno konaqna Hopfova algebra nad poǉem k, a
ζ : H → k je karakter.

Morfizam kombinatornih Hopfovih algebri α : (H ′, ζ ′) → (H, ζ) je
morfizam α : H ′ → H graduisanih Hopfovih algebri takav da slede�i
dijagram komutira:

Kombinatorne Hopfove algebre nad poǉem k, zajedno sa svojim mor-
fizmima, qine kategoriju kombinatornih Hopfovih algebri nad k.
Kanonski karakteri koje pridru�ujemo ζ-karakteru kombinatorne Hop-
fove algebre su:

ζ−1 = ζ ◦ SH je Mebijusov karakter,

χ = ζ̄ζ je Ojlerov karakter,

ν = ζ̄−1ζ je neparan karakter.

Primer 3.2.2. Rotina Hopfova algebra

Neka je P konaqan parcijalno ure�en skup (poset) sa minimalnim ele-
mentom 0P i maksimalnim elementom 1P . Re�i �emo da je P graduisan
ako svi ǌegovi maksimalni lanci imaju istu du�inu. Rang poseta P
je du�ina maksimalnog lanca od 0P do 1P . Za graduisani poset P
funkcija ranga rk : P → N je data sa rk(x) je rang poseta ([0, x]), gde
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je [0, x] = {y : 0 ≤ y ≤ x}. Ako je P graduisan poset ranga n + 1, ǌegov
f-vektor definixe se kao

f(P ) = (f0, f1, . . . , fn−1),

gde je fi broj elemenata poseta P ranga i + 1. Kako P ima jedinstven
minimalni element 0P i maksimalni element 1P , va�i f−1 = fn = 1.

Tako�e, za graduisan poset P ranga n + 1 i kompoziciju α =
(α1, . . . , αk) |= n+1, sa fα oznaqimo broj lanaca 0P = x0 < x1 < · · · < xk = 1P
takvih da je rk[xi−1, xi] = αi za svako i = 1, . . . , k. Niz {fα(P )}α|=n+1 naziva
se fleg ili zastava f-vektor poseta P .

Neka je R vektorski prostor nad poǉem k, qija je baza skup svih klasa
izomorfnih konaqnih graduisanih poseta. R je graduisana, povezana
Hopfova algebra, gde je graduacija data po rangu poseta. Mno�eǌe je
Dekartov proizvod poseta

P ·Q := P ×Q,

jediniqni element je jednoqlani poset, komno�eǌe je

∆(P ) :=
∑

0P≤z≤1P

[0P , z]⊗ [z, 1P ],

a kojedinica je

ε(P ) :=

{
1, ako je 0P = 1P ,
0, ako je 0P < 1P .

Ovde je, za x, y ∈ P , sa [x, y] oznaqen potposet {z ∈ P |x ≤ z ≤ y}.
Ova Hopfova algebra se prvi put javǉa u radu Joni i Rote [23]. Ona

je i kombinatorna Hopfova algebra, pri qemu je zeta funkcija poseta
data sa ζ(P ) = 1 za svaki poset P .

Izraqunajmo vrednost Mebijusovog karaktera ζ−1. Iz ζ−1ζ = ε dobi-
jamo

ζ−1([x, x]) = 1 za svako x ∈ P i
∑
x≤z≤y

ζ−1([x, z]) = 0 za svako x < y iz P.

Ovo je taqno definicija Mebijusove funkcije na posetima, pa sledi da
je Mebijusov karakter ζ−1 klasiqna Mebijusova funkcija µ, u smislu
ζ−1(P ) = µ([0P , 1P ]).

30



3 KOMBINATORNE HOPFOVE ALGEBRE

Razmotrimo sada Ojlerov karakter χ. Imamo

χ(P ) =
∑
z∈P

(−1)rk[0P ,z] =
n∑
i=0

(−1)ifi(P ),

gde je n = rk(P ), a fi(P ) je broj elemenata iz P ranga i, tj. komponenta
f-vektora.

Primer 3.2.3. Neka je P k-vektorski prostor qija je baza skup svih klasa
izomorfizama konaqnih poseta, koji ne moraju biti graduisani. P je
graduisana, povezana Hopfova algebra, gde je stepen poseta P broj ǌe-
govih elemenata, u oznaci #P . Proizvod je disjunktna unija poseta

P ·Q := P tQ,

jedinica je prazan skup, a koproizvod je

∆(P ) :=
∑
I≤P

I ⊗ (P \ I).

Ovde I ≤ P znaqi da je I doǌi ideal od P , to jest, ako je x ∈ P, y ∈ I i
x ≤ y, tada x ∈ I.
Prostor P postaje kombinatorna Hopfova algebra ako definixemo
karakter ζ : P → k sa ζ(P ) = 1 za svaki poset P .

3.3 Terminalni objekat u kategoriji kombinatornih
Hopfovih algebri

Na Hopfovoj algebri kvazi-simetriqnih funkcija QSym definisa�emo
kanonski karakter, tj. morfizam algebri ζQ : QSym→ k sa

ζQ(x1) = 1 i ζQ(xi) = 0 za sve i 6= 1.

Vrednost kanonskog karaktera na monomijalnoj bazi je

ζQ(Mα) =

{
1, ako je α = (n) ili (),
0, inaqe.
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Poxto je Hopfova algebra nekomutativnih simetriqnih funkcija
NSym dualna algebri kvazi-simetriqnih funkcija, pri qemu elementu
M∗

α odgovara Hα, va�i�e jednakost

ζQ|(QSym)n = Hn,

me�u elementima iz (QSymn)∗ = NSymn.

U kategoriji kombinatornih Hopfovih algebri (QSym, ζQ) je termi-
nalni objekat [1].

Teorema 3.3.1. Za svaku kombinatornu Hopfovu algebru (H, ζ) postoji
jedinstveni morfizam kombinatornih Hopfovih algebri

Ψ : (H, ζ)→ (QSym, ζQ),

koji je za h ∈ Hn dat sa

Ψ(h) =
∑
α|=n

ζα(h)Mα. (2)

Ovde je, za α = (α1, . . . , αk), ζα kompozicija

H
∆(k−1)

−→ H⊗k −→ Hα1 ⊗ · · · ⊗Hαk

ζ⊗k−→ k,

gde je neoznaqeno preslikavaǌe kanonska projekcija na homogene kompo-
nente.

�

Kada je req o kokomutativnim Hopfovim algebrama, Hopfova algebra
simetriqnih funkcija zadovoǉava isto univerzalno svojstvo. Neka je
ζS : Sym→ k restrikcija kanonskog karaktera ζQ : QSym→ k,

ζS(mλ) =

{
1, ako je λ = (n) ili (),
0, inaqe.

Teorema 3.3.2. Za svaku kokomutativnu kombinatornu Hopfovu algebru
(H, ζ) postoji jedinstveni morfizam kombinatornih Hopfovih algebri

Ψ : (H, ζ)→ (Sym, ζS).
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3 KOMBINATORNE HOPFOVE ALGEBRE

�

Primer 3.3.3. Neka je R Rotina Hopfova algebra. Po teoremi 3.3.1
postoji morfizam graduisanih Hopfovih algebri Ψ : R → QSym. Ako je
P graduisan poset ranga n i α = (α1, . . . , αk) kompozicija broja n, tada je
ζα(P ) broj lanaca

0P = z0 < z1 < · · · < zk = 1P

u P takvih da je rk[zi−1, zi] = αi za svako i = 1, . . . , k. Ovo znaqi da je ζα(P )
zapravo fα(P ), zastava f-vektor od P , pa imamo

Ψ(P ) =
∑
α|=n

fα(P )Mα =
∑

0P=z0<z1<···<zk=1P ,
i1<···<ik

x
rk[z0,z1]
i1

· · ·xrk[zk−1,zk]
ik

.

Ovaj morfizam je uveo Erenborg [11].

Primer 3.3.4. Hromatska Hopfova algebra

Neka je G vektorski prostor nad poǉem k qija je baza skup svih klasa
izomorfizama konaqnih grafova. Neka V (G) oznaqava skup temena grafa
G. Za S ⊆ V (G) oznaqimo sa G|S graf qiji je skup temena S, a ivice su mu
one ivice iz G qija su oba kraja u S. G je graduisana, povezana Hopfova
algebra, gde je graduacija data po broju temena grafa |G| := #V (G) ,
mno�eǌe je disjunktna unija grafova G ·H := G tH, a koproizvod

∆(G) :=
∑

S⊆V (G)

G|S ⊗G|SC .

Primetimo da je ovako definisano komno�eǌe kokomutativno.

Za graf ka�emo da je diskretan ako nema ivice. Ako definixemo
preslikavaǌe ζ : G → k sa

ζ(G) =

{
1, ako je G diskretan
0, inaqe,

(G, ζ) postaje kokomutativna kombinatorna Hopfova algebra. Po teo-
remi 3.3.2, postoji morfizam Ψ : G → Sym. Ako je G graf sa n temena i
α = (α1, . . . , αk) kompozicija broja n, tada je ζα(G) broj ure�enih dekom-
pozicija
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V (G) = S1 t · · · t Sk

takvih da je G|Si diskretan i #Si = ai za svako i = 1, . . . , k.

Pravilno bojeǌe grafa G je preslikavaǌe f : V (G) → N takvo da je
f(v) 6= f(w) kada su temena v i w povezana ivicom. Primetimo da za
svaku ure�enu dekompoziciju skupa temena V (G) = S1 t · · · t Sk i pozi-
tivne brojeve i1 < · · · < ik postoji pravilno bojeǌe f dato sa f |Sj = ij, i
obrnuto. Iz definicije monomijalne baze i formule (2) sledi da je

Ψ(G) =
∑
f

∏
v∈V (G)

xf(v),

gde se sumiraǌe vrxi po svim pravilnim bojeǌima grafa G. Funkciju
Ψ(G) zovemo Stenlijeva hromatska simetriqna funkcija grafa [30].

U narednim primerima posmatra�emo Hopfovu algebru kvazi-
simetriqnih funkcija i morfizam Ψ : QSym → QSym iz teoreme 3.3.1,
za razliqite karaktere ζ na QSym.

Ako su α i β dve kompozicije broja n, iz definicije komno�eǌa u
QSym sledi da je

ζα(Mβ) =

{
ζ(Mβ1) · · · ζ(Mβl), ako je α ≤ β
0, inaqe,

gde su kompozicije β1, . . . , βl definisane sa β = β1 · · · βl (nadovezivaǌe
kompozicija) i α = (|β1|, . . . , |βl|). Formula (2) tada glasi

Ψ(Mβ) =
∑

β=β1···βl

ζ(Mβ1) · · · ζ(Mβl)M(|β1|,...,|βl|). (3)

Primer 3.3.5. Neka je m ∈ Z i Ψm : QSym → QSym jedinstven morfizam
Hopfovih algebri za koji je ζQ ◦ Ψm = ζmQ , m-ti konvolucijski stepen
od ζQ. Ponovo iz definicije komno�eǌa u QSym sledi da je za svaku
kompoziciju β i nenegativni ceo broj m

ζmQ (Mβ) =

(
m

k(β)

)
, (4)

gde je k(β) du�ina kompozicije β.
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3 KOMBINATORNE HOPFOVE ALGEBRE

Onda, po (3), imamo

Ψm(Mβ) =
∑

β=β1···βh

(
m

k(β1)

)
· · ·
(

m

k(βh)

)
M(|β1|,...,|βh|).

Primer 3.3.6. Za datu koalgebru C, koopozitna koalgebra Ccop se dobija
promenom redosleda tenzorskih faktora u koproizvodu iz C, tj. ∆cop =
τ ◦∆, gde je τ tvist preslikavaǌe. Primenimo univerzalno svojstvo na
(H, ζ) = (QSymcop, ζ−1

Q ). Morfizam Hopfovih algebri QSymcop → QSym je
upravo antipod S iz QSym, poxto je S : QSym → QSym antimorfizam
koalgebri i va�i ζQ ◦S = ζ−1

Q . To znaqi da �emo iz teoreme 3.3.1 dobiti
eksplicitnu formulu za antipod u QSym. Iz (4), imaju�i u vidu da je(−1
k

)
= (−1)k, dobijamo

ζ−1
Q (Mβ) = (−1)k(β). (5)

Tada, poxto je ∆cop(M(α1,...,αk)) =
∑k

i=0M(αi+1,...,αk) ⊗M(α1,...,αi), formula (2)
daje

S(Mβ) = (−1)k(β)
∑
α≤β̃

Mα,

gde je za β = (β1, β2 . . . , βk), β̃ = (βk, . . . , β2, β1).

3.4 Neki identiteti za multinomne i centralne bi-
nomne koeficijente

Parni i neparni delovi, (ζQ)+ i (ζQ)−, univerzalnog karaktera ζQ Hop-
fove algebre kvazi-simetriqnih funkcija QSym su eksplicitno izraqu-
nati u [2](Teorema 3.2.). Za kompoziciju α = (a1, . . . , ak) broja n, neka
ke(α) i ko(α) redom oznaqavaju brojeve parnih i neparnih delova u
α. Oznaqimo sa C(0,m) =

(
2m
m

)
centralni binomni koeficijent, a sa

1
2
C(1,m) = 1

m+1

(
2m
m

)
m-ti Katalanov broj. Tada je

(ζQ)−(Mα) =

{
(−1)ke(α)

22bko(α)/2c
C(0, bko(α)/2c), za ak neparan

0, za ak paran;
(6)
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(ζQ)+(Mα) =


(−1)ke(α)+1

2ko(α)
C(1, ko(α)/2− 1), za a1, ak neparne, n paran

1, za α = (n), n paran
0, inaqe.

(7)

Parni i neparni delovi inverza univerzalnog karaktera ζ−1
Q , koji su

izraqunati u [2], (Teorema 8.4.), dati su sa

(ζ−1
Q )−(Mα) =

{
(−1)k(α)

22bko(α)/2c
C(0, bko(α)/2c), za a1 neparan

0, za a1 paran;
(8)

(ζ−1
Q )+(Mα) =

{
(−1)k(α)

2ko(α)
C(0, ko(α)/2), za n paran

0, za n neparan.
(9)

Tvr�eǌa koja slede do kraja ovog odeǉka formulisana su i dokazana
u radu [32].

Teorema 3.4.1. Kanonski karakteri ζ+ i ζ− kombinatorne Hopfove algebre
(H, ζ) su na homogenim elementima h ∈ Hn dati sa:

ζ±(h) =
∑
α|=n

ζα(h)(ζQ)±(Mα). (10)

Parni i neparni deo (ζ−1)+ i (ζ−1)− inverznog karaktera ζ−1 dati su na
homogenim elementima h ∈ Hn sa:

(ζ−1)±(h) =
∑
α|=n

ζα(h)(ζ−1
Q )±(Mα). (11)

Dokaz. Neka je Ψ : (H, ζ)→ (QSym, ζQ) univerzalni morfizam iz Teoreme
3.3.1. Identitet (10) neposredno sledi iz

ζ± = (ζQ)± ◦Ψ.

Neka su SH i SQ antipodi Hopfovih algebri H i QSym. Inverzni
karakteri ζ−1 i ζ−1

Q dati su sa ζ−1 = ζ◦SH i ζ−1
Q = ζQ◦SQ. Morfizam Ψ, kao

morfizam Hopfovih algebri, komutira sa antipodima, SQ ◦ Ψ = Ψ ◦ SH.
Odavde je
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ζ−1
Q ◦Ψ = ζQ ◦ SQ ◦Ψ = ζQ ◦Ψ ◦ SH = ζ ◦ SH = ζ−1.

To znaqi da je Ψ : (H, ζ−1) → (QSym, ζ−1
Q ) morfizam kombinatornih

Hopfovih algebri. Onda je

(ζ−1)± = (ζ−1
Q )± ◦Ψ.

Ovo dokazuje jednakost (11). �

Posledica 3.4.2. Za kombinatornu Hopfovu algebru grafova (G, ζ) va�e
slede�e jednakosti:

ζ(G) =
∑

J⊂V (G)

∑
α|=|J |,β|=|Jc|

ζα(G|J)ζβ(G|Jc)(ζQ)+(Mα)(ζQ)−(Mβ), (12)

ζ−1(G) =
∑

J⊂V (G)

∑
α|=|J |,β|=|Jc|

ζα(G|J)ζβ(G|Jc)(ζ−1
Q )+(Mα)(ζ−1

Q )−(Mβ). (13)

Dokaz. Ove jednakosti dobijamo kada zamenimo formule (10) i (11) za
Hopfovu algebru G, u identitete

ζ = ζ+ζ− i ζ−1 = (ζ−1)+(ζ−1)−.

�

Iz formula (10)-(13) mogu se dobiti zanimǉivi numeriqki iden-
titeti, u zavisnosti od kombinatorike grafova.

Oznaqimo sa
(
n
α

)
=
(

n
a1 a2...ak

)
= n!

a1!a2!···ak!
multinomijalni koeficijent koji

odgovara kompoziciji α = (a1, a2, . . . , ak) |= n.

Tvr�eǌe 3.4.3. Za svaki paran prirodan broj n va�e jednakosti:

1 +
∑
α |= n

a1, ak(α) neparni

(
n

α

)
(−1)ke(α)+1

2ko(α)
C(1, ko(α)/2− 1) = 0,

∑
α|=n

(
n

α

)
(−1)k(α)

2ko(α)
C(0, ko(α)/2) = 0.
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Dokaz. Oznaqimo sa Dn diskretan graf sa n temena. Poxto su karakteri
ζ+ i ζ−1

+ parni i multiplikativni, imamo da je ζ+(Dn) = ζ−1
+ (Dn) = 0 za sve

prirodne n. Gorǌi identiteti se onda dobijaju iz (7) i (9), zameǌuju�i
h = Dn u (10) i (11). �

Tvr�eǌe 3.4.4. Za svaki prirodan broj m va�e jednakosti:

m∑
l=1

1

l

(
2l − 2

l − 1

)(
2m− 2l

m− l

)
=

1

2

(
2m

m

)
,

m∑
l=0

(
2l

l

)(
2m− 2l

m− l

)
= 22m.

Dokaz. Neka je Kn kompletni graf sa n temena, tj. graf qija su svaka
dva temena povezana ivicom.

Tada je ζα(Kn) =

{
n!, za α = (1, . . . , 1),
0, za α 6= (1, . . . , 1).

Tra�ene jednakosti se onda

dobijaju iz (6)-(9), zameǌuju�i G = K2m u (12) i (13).

�

Napomena 3.4.5. Identiteti iz Tvr�eǌa 3.4.4 su klasiqni numeriqki
identiteti. Za drugi od ǌih postoji vixe kombinatornih dokaza, od
Geselovog prikazanog u [22], do najnovijih [10].

3.5 Parna i neparna podalgebra kombinatorne Hopfove
algebre

Definicija 3.5.1. Neka je H graduisana, povezana Hopfova algebra i
neka su dati karakteri ϕ, ψ : H → k. Sa S(ϕ, ψ) oznaqi�emo najve�u
graduisanu podkoalgebru od H takvu da je

∀ h ∈ S(ϕ, ψ), ϕ(h) = ψ(h),

dok �emo sa I(ϕ, ψ) oznaqiti ideal od H∗ generisan elementima

ϕn − ψn, n ≥ 0.
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Teorema 3.5.2. [1] Za S(ϕ, ψ) i I(ϕ, ψ) va�i slede�e:

(a) S(ϕ, ψ) = {h ∈ H | (∀f ∈ I(ϕ, ψ)) f(h) = 0}.
(b) I(ϕ, ψ) je graduisan Hopfov ideal u H∗.

(v) S(ϕ, ψ) je graduisana Hopfova podalgebra od H.

(g) Homogeni element h ∈ H pripada S(ϕ, ψ) ako i samo ako

(id⊗ (ϕ− ψ)⊗ id) ◦∆(2)(h) = 0. (14)

Dokaz. Oznaqimo sa I(ϕ, ψ)⊥ := {h ∈ H | (∀f ∈ I(ϕ, ψ)) f(h) = 0}. Poxto
je I(ϕ, ψ) generisan homogenim elementima, on je graduisan ideal u H∗.
Po tvr�eǌu 1.5.23 iz [9], I(ϕ, ψ)⊥ je graduisana podkoalgebra od H.

Ako h ∈ I(ϕ, ψ)⊥, tada je

ϕ(h) = Σnϕn(h) = Σnψn(h) = ψ(h),

jer ϕn − ψn ∈ I(ϕ, ψ), pa je I(ϕ, ψ)⊥ ⊆ S(ϕ, ψ).

Neka je sada C graduisana podkoalgebra od H takva da je ϕ(h) = ψ(h)
za sve h ∈ C, i neka je h =

∑
n hn iz C. Poxto je C graduisana, svaki

hn ∈ C, pa je

(ϕn − ψn)(h) = (ϕn − ψn)(hn) = (ϕ− ψ)(hn) = 0.

Dakle, (ϕn − ψn)(C) = 0 za sve n ≥ 0. Kako je C podkoalgebra i I(ϕ, ψ)
ideal generisan sa ϕn − ψn, n ≥ 0, sledi da je f(C) = 0 za sve f ∈
I(ϕ, ψ). Znaqi, C ⊆ I(ϕ, ψ)⊥, pa smo dokazali i da je S(ϕ, ψ) ⊆ I(ϕ, ψ)⊥,
tj. tvr�eǌe (a).

Ako su C i D graduisane podkoalgebre od H, to je i ǌihov proizvod
C ·D. Tako�e, poxto su ϕ i ψ karakteri, imamo

(ϕ− ψ)(xy) = (ϕ− ψ)(x)ϕ(y) + ψ(x)(ϕ− ψ)(y).

Odavde, ako je (ϕ − ψ)(C) = (ϕ − ψ)(D) = 0, onda je (ϕ − ψ)(C · D) = 0,
pa sledi da je S(ϕ, ψ) · S(ϕ, ψ) ⊆ S(ϕ, ψ). Tako�e, H0 = k · 1 je graduisana
podkoalgebra od H i ϕ(1) = ψ(1) = 1, pa je ona sadr�ana u S(ϕ, ψ). Dakle,
S(ϕ, ψ) je podalgebra od H, pa je, po (a) i tvr�eǌu 1.5.26 iz [9], I(ϕ, ψ)
koideal u H∗. Ovim je kompletiran dokaz tvr�eǌa (b) i (v).

Ostaje da doka�emo deo (g). Neka je h homogeni element, koji zado-
voǉava (14). Tada je
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∑
n≥0

(id⊗ (ϕn − ψn)⊗ id) ◦∆(2)(h) = 0.

Svaki qlan u ovoj sumi je homogen i ǌihovi stepeni su razliqiti. Zato
je, za svako n ≥ 0,

(id⊗ (ϕn − ψn)⊗ id) ◦∆(2)(h) = 0.

Neka su λ i ρ proizvoǉni elementi iz H∗. Zakǉuqujemo da je za svako
n ≥ 0,

(λ(ϕn − ψn)ρ)(h) = (λ⊗ (ϕn − ψn)⊗ ρ) ◦∆(2)(h) = 0.

Sledi da je za svako f ∈ I(ϕ, ψ), f(h) = 0. Odavde, po (a), h ∈ S(ϕ, ψ).

Obrnuto, neka je C graduisana podkoalgebra od H takva da je (ϕ −
ψ)(C) = 0. Tada je

(id⊗ (ϕ− ψ)⊗ id) ◦∆(2)(C) ⊆ C ⊗ (ϕ− ψ)(C)⊗ C = 0.

Dakle, svaki homogeni element iz C zadovoǉava (14). Posebno, ovo va�i
i za C = S(ϕ, ψ), xto kompletira dokaz tvr�eǌa (g). �

Iz prethodne teoreme neposredno sledi da postoji izomorfizam
graduisanih Hopfovih algebri

S(ϕ, ψ)∗ ∼= H∗/I(ϕ, ψ).

Slede�a dva tvr�eǌa za opxti sluqaj bi�e nam neophodna za parnu
i neparnu podkoalgebru.

Tvr�eǌe 3.5.3. [1] Neka su ϕ, ϕ′, ψ, ψ′ karakteri na Hopfovoj algebri H.
Pretpostavimo da va�i

ψ−1ϕ = ψ′−1ϕ′ ili ϕψ−1 = ϕ′ψ′−1.

Tada je

S(ϕ, ψ) = S(ϕ′, ψ′) i I(ϕ, ψ) = I(ϕ′, ψ′).

�
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Tvr�eǌe 3.5.4. [1] Neka je α : H ′ → H morfizam graduisanih povezanih
Hopfovih algebri. Neka su ϕ, ψ karakteri od H i ϕ′ := ϕ ◦ α i ψ′ := ψ ◦ α.
Tada je

(a) α(S(ϕ′, ψ′)) ⊆ S(ϕ, ψ);

(b) I(ϕ′, ψ′) je ideal od (H ′)∗ generisan sa α∗(I(ϕ, ψ)).

Posebno, ako je α injektivno, tada je

S(ϕ′, ψ′)) = α−1(S(ϕ, ψ)) i I(ϕ′, ψ′) = α∗(I(ϕ, ψ)). �

Definicija 3.5.5. Neka je (H, ζ) kombinatorna Hopfova algebra. Parna
i neparna podkoalgebra od H su, respektivno,

S+(H, ζ) := S(ζ̄ , ζ) i S−(H, ζ) := S(ζ̄ , ζ−1).

Parni i neparni ideal od H∗ su, redom,

I+(H, ζ) := I(ζ̄ , ζ) i I−(H, ζ) := I(ζ̄ , ζ−1).

Koriste�i prethodne rezultate, dobijamo osnovne osobine parnih i
neparnih podalgebri i ideala.

Tvr�eǌe 3.5.6. [1] Neka je (H, ζ) kombinatorna Hopfova algebra.

(a) S+(H, ζ) i S−(H, ζ) su graduisane Hopfove podalgebre od H, I+(H, ζ)
i I−(H, ζ) su graduisani Hopfovi ideali od H∗, i postoji izomorfizam
graduisanih Hopfovih algebri

S±(H, ζ)∗ ∼= H∗/I±(H, ζ).

(b) S+(H, ζ) je najve�a podkoalgebra za koju je ζ(h) = (−1)nζ(h) za svako
h stepena n, a S−(H, ζ) je najve�a podkoalgebra za koju je ζ−1(h) = (−1)nζ(h)
za svako h stepena n.

(v) ζ je paran ako i samo ako je S+(H, ζ) = H, a neparan ako i samo ako
je S−(H, ζ) = H.

(g) Neka su ν = ζ̄−1ζ i χ = ζ̄ζ kanonski karakteri. Va�i

S+(H, ζ) = S(ν, ε) i S−(H, ζ) = S(χ, ε),

i sliqno za I±(H, ζ).
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(d) Neka je α : (H ′, ζ ′)→ (H, ζ) morfizam kombinatornih Hopfovih alge-
bri. Tada je

α(S±(H ′, ζ ′)) ⊆ S±(H, ζ),

a I±(H ′, ζ ′) je ideal od (H ′)∗ generisan sa α∗(I±(H, ζ)).

Ako je α i injektivno, tada je

S±(H ′, ζ ′) = α−1(S±(H, ζ)) i I±(H ′, ζ ′) = α∗(I±(H, ζ)).

�

3.6 Uopxtene Den-Somervilove relacije

Posmatrajmo neparnu podalgebru kombinatorne Hopfove algebre (H, ζ),

S−(H, ζ) = S(ζ̄ , ζ−1) = S(χ, ε).

Neka je h ∈ H homogeni element. Na osnovu (14), slede�i uslovi su
ekvivalentni:

h ∈ S−(H, ζ)

(id⊗ (ζ̄ − ζ−1)⊗ id) ◦∆(2)(h) = 0 (15)

(id⊗ (χ− ε)⊗ id) ◦∆(2)(h) = 0. (16)

Jednaqine (15) ili (16) zva�emo uopxtene Den-Somervilove relacije
za kombinatornu Hopfovu algebru (H, ζ). Poxto obe definixu istu
podalgebru od H, imaju i ista rexeǌa.

Primer 3.6.1. Opisa�emo uopxtene Den-Somervilove relacije za Hopfo-
vu algebru kvazi-simetriqnih funkcija. Prvo, iz (5), dobijamo
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(ζ̄Q − ζ−1
Q )(Mβ) =


0, ako je β = ()
(−1)n + 1, ako je β = (n)
−(−1)k(β), inaqe.

(17)

Neka je dat element h =
∑

α|=n fα(h)Mα ∈ QSymn.

Iz definicije komno�eǌa u QSym i (17) dobijamo

(id⊗ (ζ̄Q − ζ−1
Q )⊗ id) ◦∆(2)(h) =

∑
α|=n

k(α)∑
i=1

Eα,i(h) ·Mαi ⊗Mαi ,

gde je, za kompoziciju α = (a1, . . . , ak) |= n i broj i ∈ {1, . . . , k}, αi :=
(a1, . . . , ai−1), αi := (ai+1, . . . , ak), a

Eα,i(h) := (−1)aifα(h)−
∑
β|=ai

(−1)k(β)fα◦iβ(h).

Ovde α ◦i β oznaqava kompoziciju od n dobijenu zamenom ai qlanovima
kompozicije β; ako je β = (b1, . . . , bl), onda je

α ◦i β := (a1, . . . , ai−1, b1, . . . , bl, ai+1, . . . , ak).

Poxto je gorǌi izraz za Den-Somervilove relacije suma linearno neza-
visnih tenzora, sledi da je

Eα,i(h) = 0 za svako α |= n i i ∈ {1, . . . , k(α)},
ili eksplicitno

(−1)aifα(h) =
∑
β|=ai

(−1)k(β)fα◦iβ(h).

Dakle, element h ∈ QSym stepena n pripada S−(QSym, ζQ) ako i samo ako
su zadovoǉene ove relacije.

Razmotrimo sada (16), drugi oblik uopxtenih Den-Somervilovih
relacija. Iz samih definicija karaktera ζQ i χQ, imamo

(χQ − εQ)(Mβ) =


1 + (−1)n, ako je β = (n)
(−1)i, ako je β = (i, n− i)
0, inaqe.

Odavde je
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(id⊗ (χQ − εQ)⊗ id) ◦∆(2)(h) =
∑
α|=n

k(α)∑
i=1

Bα,i(h) ·Mαi ⊗Mαi ,

gde je

Bα,i(h) =

ai∑
j=0

(−1)jf(a1,...,ai−1,j,ai−j,ai+1,...,ak)(h).

Ovde se podrazumeva da su nula delovi izostavǉeni. Dakle, relacije
(16) za element h su

ai∑
j=0

(−1)jf(a1,...,ai−1,j,ai−j,ai+1,...,ak)(h) = 0 za sve (a1, . . . , ak) |= n, i ∈ {1, . . . , k}.

Ovo su taqno uopxtene Den-Somervilove relacije koje su uveli Ba-
jer i Biǉera [6]. One su zapravo formulisane za zastava vektore
Ojlerovih poseta. Podsetimo se Rotine Hopfove algebre (R, ζ). Za
konaqan graduisan poset P ka�emo da je Ojlerov ako ǌegova Mebijusova
funkcija zadovoǉava µ([x, y]) = (−1)rk[x,y] za sve x < y iz P . Neka je E pot-
prostor od R generisan svim Ojlerovim posetima. Poxto su intervali
Ojlerovih poseta tako�e Ojlerovi, xto va�i i za ǌihove Dekartove
proizvode, E je Hopfova podalgebra od R.

Kako za svaki Ojlerov poset P va�i da je ζ−1(P ) = ζ̄(P ), E je sadr�ana
u neparnoj podalgebri od R:

E ⊆ S−(R, ζ).

Neka je Ψ : (R, ζ) → (QSym, ζQ) jedinstveni morfizam kombinatornih
Hopfovih algebri, koji je, po primeru 3.3.3 dat sa

Ψ(P ) =
∑
α|=n

fα(P )Mα,

gde je fα(P ) zastava vektor od P . Po delu (d) Tvr�eǌa 3.5.6 je

Ψ(E) ⊆ Ψ(S−(R, ζ)) ⊆ S−(QSym, ζQ).
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Dakle, zastava vektor bilo kog Ojlerovog poseta mora da zadovoǉava
uopxtene Den-Somervilove relacije iz primera 3.6.1.

Napomena 3.6.2. Ojlerovi poseti generixu pravu podalgebru neparne
podalgebre Hopfove algebre poseta. Postoje poseti koji zadovoǉavaju
uopxtene Den-Somervilove relacije za Rotinu Hopfovu algebru poseta,
ali nisu Ojlerovi. Ovde dajemo jedan primer takvog poseta, koji se
mo�e na�i u [12]:

Zaista, za poset P je f(111) = 6 i f(12) = f(21) = 3, pa su uopxtene Den-
Somervilove relacije 2f(12) = 2f(21) = f(111) zadovoǉene. Tako�e, µ(x) = 2,
pa P nije Ojlerov.
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4 Hopfova algebra gradivnih skupova

U ovom poglavǉu uvedena je Hopfova algebra gradivnih skupova(building
sets) BSet. Korix�eǌem osnovnih teorema za Hopfovu algebru Vit-
nijevih sistema [30], dobijeni su strukturni identiteti za algebru
BSet i ǌen graduisani dual BSet∗. Uvedena je hromatska simetriqna
funkcija gradivnog skupa. Razmatra se u kojoj meri ona razlikuje
gradivne skupove i u kakvoj je vezi sa Stenlijevom hromatskom simetri-
qnom funkcijom grafa. Izvode se uopxtene Den-Somervilove relacije
za gradivne skupove i definixu Ojlerovi gradivni skupovi. Na kraju
je data kompletna kombinatorna karakterizacija Ojlerovih gradivnih
skupova.

Rezultati ovog poglavǉa objavǉeni su u radu [17].

4.1 Definicija i osnovni pojmovi

Definicija 4.1.1. Kolekcija BX ⊂ P(X) nepraznih podskupova konaqnog
skupa X je gradivni skup na X ako zadovoǉava slede�a dva uslova:

(B1) Ako su S, S ′ ∈ BX i S ∩ S ′ 6= ∅, tada je S ∪ S ′ ∈ BX;
(B2) {x} ∈ BX za sve x ∈ X.

Elemente osnovnog skupa X �emo zvati temenima. Gradivni skupovi
na X su ure�eni inkluzijom. Za minimalni gradivni skup, DX =
{{x}| x ∈ X}, ka�emo da je diskretan. Maksimalni gradivni skup
PX = P(X) \ {∅} sadr�i sve neprazne podskupove od X.

Rang gradivnog skupa BX definixemo kao kardinalnost osnovnog
skupa X. Restrikcija gradivnog skupa BX na I ⊂ X je (BX)|I = {S ∈
BX |S ⊂ I}. To je gradivni skup na I.

Definicija 4.1.2. Neka su BX i BY gradivni skupovi na konaqnim
skupovima X i Y . Preslikavaǌe f : X → Y je preslikavaǌe gradi-
vnih skupova ako je f−1(S) ∈ BX za sve S ∈ BY . Za gradivne skupove BX i
BY ka�emo da su ekvivalentni ako postoji bijekcija f : X → Y takva da
je f(S) ∈ BY ⇔ S ∈ BX.

46



4 HOPFOVA ALGEBRA GRADIVNIH SKUPOVA

Elementi gradivnog skupa su ure�eni inkluzijom. Restrikcija BX |I
na maksimalni element I ∈ BX naziva se komponenta povezanosti gradi-
vnog skupa BX. Svaki gradivni skup je disjunktna unija svojih kom-
ponenti povezanosti. Za gradivni skup BX ka�emo da je povezan ako
je X ∈ BX. Minimalni povezani gradivni skup koji sadr�i BX je
BX = BX ∪ {X}.

Pretpostavimo da je data proizvoǉna kolekcija C ⊂ P(X) podskupova
konaqnog skupa X, takva da je svaki element S ∈ C ove kolekcije bar
dvoqlan. Definisa�emo induktivno niz kolekcija

C0 = C, Ck+1 = Ck ∪ {S ∪ S ′|S ∈ C0, S
′ ∈ Ck, S ∩ S ′ 6= ∅}, k ≥ 0.

Unija B(C) =
⋃
k≥0 Ck, zajedno sa svim {x}, x ∈ X, je gradivni skup na X.

Za svaki gradivni skup BX postoji jedinstvena minimalna kolekcija C ⊂
P(X) takva da je BX = B(C). Tu kolekciju zovemo generixu�a kolekcija
gradivnog skupa BX.

Primer 4.1.3. Neka je G graf sa skupom temena V (G). Tada je kolekcija
B(G) = {I ⊂ V (G) : G|I je povezan} gradivni skup na V (G), koji �emo zvati
gradivni skup grafa. Skup ivica grafa E(G) je generixu�a kolekcija
gradivnog skupa grafa B(G).

Primetimo da je gradivni skup grafa, B(G), povezan ako i samo ako
je graf G povezan. Tako�e, za svaki podskup skupa temena I ⊂ V (G),
restrikcija B(G)|I je gradivni skup B(G|I) grafa G|I.

Neka je BSetn vektorski prostor nad poǉem k generisan klasama
ekvivalencije gradivnih skupova ranga n ∈ N, i neka je

BSet =
⊕
n≥0

BSetn.

Nadaǉe �emo pod gradivnim skupom BX podrazumevati ǌegovu klasu
ekvivalencije. Proizvod gradivnih skupova BX i BY definixemo sa

BX · BY = BX t BY ,

gde je BX t BY = {S ⊂ X t Y : S ∈ BX ili S ∈ BY } gradivni skup na
disjunktnoj uniji X t Y .
Na ovaj naqin smo uveli mno�eǌe m : BSet ⊗ BSet → BSet na prostoru
BSet, koje je nezavisno od predstavnika klasa ekvivalencije faktora. Sa
ovako definisanim mno�eǌem, vektorski prostor BSet postaje slobodna
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graduisana komutativna algebra. Jedinica ove algebre je gradivni skup
praznog skupa, B∅. Oznaqimo sa Conn familiju svih klasa ekvivalencije
povezanih gradivnih skupova. Tada je algebra BSet izomorfna poli-
nomijalnoj algebri k[Conn].

Daǉe, za gradivni skup BX definixemo

∆(BX) =
∑
I⊂X

(BX)|I ⊗ (BX)|Ic .

Za operaciju ∆ : BSet→ BSet⊗BSet lako se proveri da je koasocijativna
i kokomutativna.

Teorema 4.1.4. U odnosu na prethodno definisane operacije, BSet je
graduisana komutativna i kokomutativna Hopfova algebra.

Dokaz. Dovoǉno je pokazati da je gore definisano ∆ morfizam algebri.
Zaista,

∆(BX · BY ) = ∆(BX t BY ) =
∑

I⊂XtY

(BX t BY )|I ⊗ (BX t BY )|Ic =

=
∑

I⊂XtY

(BX)|I∩X(BY )|I∩Y ⊗ (BX)|Ic∩X(BY )|Ic∩Y = ∆(BX)∆(BY ).

Poxto je BSet graduisana, povezana bialgebra, antipod mo�emo izraqu-
nati po opxtoj formuli (1):

S(BX) =
∑
k≥1

(−1)k
∑

J1t...tJk=X

k∏
i=1

(BX)|Ji ,

za gradivne skupove na X 6= ∅, gde je unutraxǌa suma po svim ure�enim
k-torkama (J1, . . . , Jk) nepraznih podskupova qija je disjunktna unija X.

�
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4.2 Dual Hopfove algebre BSet

Neka je
BSet∗ =

⊕
n≥0

BSet∗n

graduisani dual Hopfove algebre gradivnih skupova BSet. Oznaqimo
vrednost δ ∈ BSet∗ na B ∈ BSet sa 〈δ,B〉. Na osnovu definicija operacija
u dualu, proizvod i koproizvod na BSet∗ su odre�eni sa

〈δη,B〉 = m ◦ (δ ⊗ η) ◦∆(B),

〈∆(δ),B1 ⊗ B2〉 = 〈δ,B1B2〉.

Kako je BSet komutativna i kokomutativna Hopfova algebra, takva je i
BSet∗. Kao vektorski prostor, BSet∗ je generisana svim δBX , gde je

〈δBX ,BY 〉 =

{
1, ako je BX = BY ,
0, inaqe,

za svaki par gradivnih skupova BX i BY . Koriste�i [28], dokaza�emo
slede�u strukturnu teoremu:

Teorema 4.2.1. Graduisani dual BSet∗ Hopfove algebre gradivnih skupova
BSet je izomorfan polinomijalnoj Hopfovoj algebri k[Conn], generisanoj
familijom Conn svih klasa ekvivalencije povezanih gradivnih skupova, i
pri tom su neodre�ene primitivni elementi.

Da bismo dokazali prethodnu teoremu, definisa�emo parcijalno
ure�eǌe na gradivnim skupovima, a zatim iskoristiti odgovaraju�u
algebru incidencije.

Za gradivne skupove BX i BX1 , . . .BXk , sa
( BX
BX1

,...,BXk

)
oznaqi�emo broj

ure�enih dekompozicija I1 t . . . t Ik = X takvih da je (BX)|Ij = BXj za sve
j = 1, . . . , k. Na primer,

( Dn
Dk,Dn−k

)
=
(
n
k

)
, gde je Dj diskretan gradivni skup

sa j elemenata.

Tada va�i slede�a formula za proizvod

δBX1
· · · δBXk =

∑
BX∈BSetn

(
BX

BX1 , . . . ,BXk

)
δBX , (18)
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gde je n = |X1|+ · · ·+ |Xk|.
Za dva gradivna skupa BX i BY , definixemo

(BX
BY

)
=
( BX
BY1 ,...,BYk

)
, gde

je BY = BY1 · · · BYk dekompozicija BY na komponente povezanosti. Sada
mo�emo da definixemo relaciju � na BSet sa

BY � BX ako i samo ako
(
BX
BY

)
6= 0 ili X = ∅.

Tvr�eǌe 4.2.2. Relacija � je parcijalno ure�eǌe na BSet.

Dokaz. Preslikavaǌe i : Y → X �emo zvati utapaǌe gradivnih skupova
ako je injektivno i (BY )|I = (BX)|i(I), za sve I ∈ BY . Relacija BY � BX je
onda ekvivalentna tome da postoji bijektivno utapaǌe. Svako utapaǌe
zadovoǉava i(I) ∈ BX za sve I ∈ BY . Identiqno preslikavaǌe je utapaǌe,
kao i kompozicija dva utapaǌa. Dakle, � je refleksivna i tranzitivna
relacija. Neka su i : Y → X i j : X → Y utapaǌa gradivnih skupova BY
i BX. Tada je ji permutacija konaqnog skupa Y , pa je konaqnog reda r.
Kako je u pitaǌu utapaǌe, imamo da je I ∈ BY ⇒ i(I) ∈ BX ⇒ ji(I) ∈ BY ⇒
· · · ⇒ (ji)r(I) = I ∈ BY . Odavde sledi da je i ekvivalencija gradivnih
skupova. �

Preslikavaǌe D : BSet → BSet∗ koje svakom gradivnom skupu
pridru�uje ǌegov dual D(BX) = δBX , nije morfizam algebri, poxto je
δBXBY 6= δBXδBY , ali ǌegova restrikcija na povezane gradivne skupove
daje izomorfizam algebri.

Tvr�eǌe 4.2.3. Morfizam algebri Φ : BSet → BSet∗, definisan na
povezanim gradivnim skupovima sa Φ(BX) = δBX , je izomorfizam.

Dokaz. Algebra BSet je izomorfna polinomijalnoj algebri k[Conn],
generisanoj familijom Conn svih klasa ekvivalencije povezanih gradi-
vnih skupova. Iz formule (18) sledi da je preslikavaǌe Φ definisano
na bazi vektorskog prostora BSet sa

Φ(BY ) =
∑
BY �BX

(
BX
BY

)
δBX .

Matrica graduisanog linearnog preslikavaǌa Φ je trougaona sa dija-
gonalnim elementima

(BY
BY

)
6= 0. Sledi da je Φ izomorfizam algebri. �

Sada �emo eksplicitno odrediti inverzni morfizam Φ−1 : BSet∗ →
BSet. U tu svrhu podseti�emo se definicije algebre incidencije.
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Ako je (P,≤) poset, interval u P je neprazan potposet oblika

[x, y] = {z ∈ P | x ≤ z ≤ y}.

Za poset ka�emo da je lokalno konaqan ako su svi ǌegovi intervali
konaqni. Svakom lokalno konaqnom posetu P mo�emo pridru�iti alge-
bru incidencije I(P ) nad datim poǉem k. Elementi algebre I(P ) su sve
funkcije oblika f : P × P → k, takve da je f(x, y) = 0 ako je x > y.
Oznaqimo sa Int(P ) = {[x, y]|x ≤ y} skup svih intervala poseta P . Tada
element f ∈ I(P ) mo�emo posmatrati i kao funkciju f : Int(P )→ k.

Sabiraǌe i mno�eǌe skalarima su definisani sa

(f + g)(x, y) = f(x, y) + g(x, y), (λf)(x, y) = λf(x, y).

Proizvod dva elementa f, g ∈ I(P ) je konvolucija f ∗ g:

(f ∗ g)(x, y) =
∑
x≤z≤y

f(x, z)g(z, y).

Jediniqni element δ algebre I(P ) je Kronekerova delta funkcija

δ(x, y) = δx,y, x ≤ y.

Element f ∈ I(P ) ima konvolucijski inverz ako i samo ako je f(x, x) 6= 0
za sve x ∈ P . U tom sluqaju f−1 je odre�en rekurzivno iz jednakosti

f−1(x, x) =
1

f(x, x)
, x ∈ P

f−1(x, y) = − 1

f(y, y)

∑
x≤z<y

f−1(x, z)f(z, y), x < y.

Ova rekurzija daje direktnu formulu za konvolucijski inverz:

f−1(x, y) =
∑
k≥0

∑
Lk

(−1)k
f(x0, x1)f(x1, x2) · · · f(xk−1, xk)

f(x0, x0)f(x1, x1) · · · f(xk, xk)
, (19)

gde je unutraxǌa suma po svim lancima Lk : x = x0 < x1 < · · · < xk−1 <
xk = y du�ine k ≥ 0.
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Neka je sada I(BSet) algebra incidencije za BSet u odnosu na ure-
�eǌe �, sa vrednostima u algebri BSet∗. Zbog jednostavnijeg zapisa,
poistoveti�emo racionalni broj r i r · ε ∈ BSet∗, gde je ε jedinica alge-
bre BSet∗. Definiximo elemente a, b ∈ I(BSet) sa a([BY ,BX ]) =

(BX
BY

)
i

b([BY ,BX ]) = δBY . Tada je preslikavaǌe Φ konvolucijski proizvod

Φ(BY ) = (a ∗ b)([BY ,B∅]).
Poxto je a([BY ,BY ]) =

(BY
BY

)
6= 0 za sve gradivne skupove BY , funkcija a

ima konvolucijski inverz a−1 u I(BSet), koji je dat sa

a−1([BY ,BX ]) =
∑
k≥0

∑
Lk

(−1)k

∏k
j=1

( BXj
BXj−1

)
∏k

j=0

(BXj
BXj

) ,
pri qemu je unutraxǌa suma po svim lancima Lk : BY = BX0 � BX1 � · · · �
BXk = BX du�ine k. Onda je preslikavaǌe Φ−1 : BSet∗ → BSet odre�eno
sa

Φ−1(δBY ) = D−1 ◦ (a−1 ∗ b)([BY ,B∅]) =
∑
BY �BX

a−1([BY ,BX ])BX .

Konaqno imamo:

Dokaz Teoreme 4.2.1. Neka je ∆̃ : k[Conn] → k[Conn] ⊗ k[Conn] komno�eǌe
na polinomijalnoj Hopfovoj algebri k[Conn]. Na povezanim gradivnim
skupovima ono je definisano sa ∆̃(BX) = 1 ⊗ BX + BX ⊗ 1 i algebarski
proxireno na k[Conn].

Komno�eǌe na BSet∗ je dato sa

〈∆(δBX ),BY1 ⊗ BY2〉 = 〈δBX ,BY1BY2〉 =
∑

BX1
BX2

=BX

〈δBX1
,BY1〉〈δBX2

,BY2〉.

Odavde je

∆(δBX ) =
∑

BX1
BX2

=BX

δBX1
⊗ δBX2

,

za sve gradivne skupove BX ∈ BSet. Posebno, za povezane gradivne
skupove je ∆(δBX ) = ε ⊗ δBX + δBX ⊗ ε. To znaqi da je (Φ ⊗ Φ)(∆̃(BX)) =
∆(Φ(BX)) za svaki povezan gradivni skup BX ∈ BSet, pa je izomorfizam
algebri Φ : k[Conn]→ BSet∗ zapravo izomorfizam Hopfovih algebri. �
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4.3 Hromatska simetriqna funkcija gradivnih skupova

Na Hopfovoj algebri gradivnih skupova BSet mo�emo definisati karak-
ter ζ sa

ζ(BX) =

{
1, ako je BX diskretan
0, inaqe.

Tako smo dobili kombinatornu Hopfovu algebru (BSet, ζ), pa postoji
jedinstven morfizam kombinatornih Hopfovih algebri Ψ : (BSet, ζ) →
(QSym, ζQ), koji je na n-toj homogenoj komponenti BX ∈ BSetn dat sa

Ψ(BX) =
∑
α|=n

ζα(BX)Mα. (20)

Iz definicije ζα imamo da je za gradivni skup BX na skupu X sa n eleme-
nata i kompoziciju α = (a1, . . . , ak) broja n, vrednost ζα(BX) upravo broj
ure�enih dekompozicija X = X1 t · · · tXk takvih da je (BX)|Xi diskretan
i |Xi| = ai, za sve i = 1, . . . , k.

Funkciju f : X → N, naziva�emo pravilno bojeǌe gradivnog skupa BX
ako za svaki skup S ∈ BX koji ima bar dva elementa, postoje i, j ∈ S takvi
da je f(i) 6= f(j). Za svaku ure�enu dekompoziciju X = X1 t . . .tXk takvu
da je (BX)|Xi diskretan za sve i = 1, . . . , k, i prirodne brojeve n1 < · · · < nk,
postoji pravilno bojeǌe f dato sa f |Xi = ni. Obrnuto, svako pravilno
bojeǌe f : X → N gradivnog skupa BX, sa skupom vrednosti n1 < · · · < nk,
definixe ure�enu dekompoziciju X = f−1({n1}) t · · · t f−1({nk}), gde je
(BX)|f−1({ni}) diskretan za sve i = 1, . . . , k.

Po analogiji sa Stenlijevom hromatskom funkcijom na grafovima,
sliku Ψ(BX) zva�emo hromatska funkcija gradivnog skupa BX.
Funkcija Ψ(BX) je oqigledno simetriqna, pa �emo je nadaǉe nazivati
hromatska simetriqna funkcija gradivnog skupa. U terminima pravil-
nih bojeǌa ona je data sa

Ψ(BX) =
∑

pravilno
f :X→N

∏
i∈X

xf(i).

Glavna specijalizacija funkcije Ψ(BX) broji pravilna bojeǌa kona-
qnim brojem boja.
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Definicija 4.3.1. Hromatski polinom χ(BX ,m) gradivnog skupa BX je
glavna specijalizacija

χ(BX ,m) = Ψ(BX)(1m).

Poxto je glavna specijalizacija na monomijalnoj bazi data sa Mα(1m) =(
m
k(α)

)
, gde je k(α) du�ina kompozicije α |= n, dobijamo

χ(BX ,m) =
∑
α|=n

ζα(BX)

(
m

k(α)

)
. (21)

Posebno �e nas zanimati vrednost hromatskog polinoma gradivnog skupa
u m = −1, koja je data sa

χ(BX ,−1) =
∑
α|=n

(−1)k(α)ζα(BX). (22)

Ta vrednost definixe numeriqku invarijantu, koju �emo zvati
(−1)−invarijanta gradivnih skupova.

Neka je G Hopfova algebra grafova iz primera 3.3.4. Morfizam
kombinatornih Hopfovih algebri ΨG : (G, ζG)→ (QSym, ζQ), dat na G ∈ Gn
sa

ΨG(G) =
∑
α|=n

(ζG)α(G)Mα

je Stenlijeva hromatska simetriqna funkcija grafa G. ǋena glavna
specijalizacija daje hromatski polinom grafa χ(G,m) = ΨG(G)(1m).

Neka je β : G → BSet preslikavaǌe koje grafu G dodeǉuje odgo-
varaju�i gradivni skup B(G).

Teorema 4.3.2. Preslikavaǌe β : G → BSet je monomorfizam kombina-
tornih Hopfovih algebri za koji va�i Ψ ◦ β = ΨG.

Dokaz. Prvo �emo pokazati da je β morfizam algebri. Zaista, β(G1 ·G2)
je gradivni skup grafa koji odgovara disjunktnoj uniji G1 t G2. On
sadr�i sve podskupove S ⊂ V (G1) t V (G2) takve da je restrikcija (G1 t
G2)|S povezana. To je taqno proizvod gradivnih skupova grafova, B(G1) ·
B(G2).

Ponovimo da je B(G|I) = B(G)|I. Sledi da je

∆(β(G)) =
∑

I⊂V (G)

B(G)|I ⊗ B(G)|Ic =
∑

I⊂V (G)

B(G|I)⊗ B(G|Ic) = (β ⊗ β)(∆(G)),
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to jest, β je morfizam koalgebri.

Poxto je gradivni skup grafa B(G) diskretan ako i samo ako je graf G
diskretan, imamo da je ζ ◦ β = ζG.

Tako�e, iz definicije gradivnog skupa grafa sledi da je skup ivica
grafa G sadr�an u B(G). To znaqi da je β jedna 1 − 1 korespondencija
izme�u grafova i ǌihovih gradivnih skupova. �

Iz prethodne teoreme sledi da se hromatski polinom gradivnog skupa
grafa i hromatski polinom grafa poklapaju, χ(B(G),m) = χ(G,m).

Ovo svojstvo hromatskih polinoma se mo�e uopxtiti na proizvoǉne
gradivne skupove i odgovaraju�e hipergrafove.

Definicija 4.3.3. Proizvoǉna kolekcija podskupova skupa X, H ⊂
P(X), je hipergraf na X, a elementi te kolekcije su ivice hipergrafa.

Pravilno bojeǌe hipergrafa H je preslikavaǌe f : X → N takvo da
svaka ivica S ∈ H koja je bar dvoqlana nije obojena istom bojom. Opet
po analogiji sa grafovima, definixemo hromatsku simetriqnu funkciju
hipergrafa kao

Ψ(H) =
∑

pravilno
f :X→N

∏
i∈X

xf(i).

Ona zavisi samo od minimalnih ivica hipergrafa, koje qine antilanac
u Bulovom posetu P(X).

Slede�a teorema, koja je jednostavna posledica definicija, pokazuje
u kojoj meri hromatska simetriqna funkcija razlikuje gradivne skupove.

Teorema 4.3.4. Neka je Cmin kolekcija minimalnih elemenata generixu�e
kolekcije C gradivnog skupa B(C). Tada je

Ψ(B(C)) = Ψ(Cmin),

gde je Ψ(Cmin) hromatska simetriqna funkcija hipergrafa Cmin.

Dokaz. Bojeǌe f : X → N je pravilno bojeǌe gradivnog skupa B(C) ako i
samo ako proizvoǉno S ∈ Cmin nije obojeno istom bojom. Dakle, gradivni
skup B(C) i hipergraf Cmin imaju iste skupove ispravnih bojeǌa, pa su
i ǌihove hromatske simetriqne funkcije jednake. �

Iz prethodne teoreme sledi da gradivni skupovi B(C ′) i B(C ′′) na os-
novnom skupu X, koji imaju iste kolekcije minimalnih elemenata C ′min =
C ′′min, imaju jednake hromatske simetriqne funkcije
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Slika 4: Skupǉaǌe gradivnog skupa

Ψ(B(C ′)) = Ψ(B(C ′′)).

Specijalno, takvi gradivni skupovi imaju iste hromatske polinome
χ(B(C ′),m) = χ(B(C ′′),m).

Osnovna osobina hromatskih polinoma grafova je osobina
izbacivaǌe-skupǉaǌe:

χ(G,m) = χ(G \ e,m)− χ(G/e,m),

gde je G \ e graf koji nastaje kada iz G izbacimo ivicu e ∈ E(G), a G/e
je G sa e skupǉenom u taqku. Po analogiji sa grafovima, definixemo
izbacivaǌe i skupǉaǌe gradivnih skupova. Neka je S ∈ Cmin minimalni
element generixu�e kolekcije C gradivnog skupa B = B(C) na osnovnom
skupu X. Izbacivaǌe je gradivni skup B(C \ {S}) na X, generisan kolek-
cijom C\{S}. Oznaqi�emo ga sa B\S, bez mexaǌa sa skupovnom razlikom.
Oznaqimo sa X/S = X \ S ∪ {S}. Za podskup A ⊂ X oznaqimo sa

A/S =

{
A, A ∩ S = ∅
A \ S ∪ {S}, A ∩ S 6= ∅ ,

xto je podskup od X/S. Skupǉaǌe je gradivni skup B/S = B(C/S) na X/S,
generisan kolekcijom C/S = {A/S|A ∈ C}. Slede�a teorema uopxtava
osobinu izbacivaǌe-skupǉaǌe hromatskih polinoma grafova.

Teorema 4.3.5. Neka je S ∈ Cmin minimalni element generixu�e kolekcije
C gradivnog skupa B = B(C). Tada za hromatske polinome gradivnog skupa
B i ǌegovog izbacivaǌa B \ S i skupǉaǌa B/S va�i jednakost

χ(B,m) = χ(B \ S,m)− χ(B/S,m).

56



4 HOPFOVA ALGEBRA GRADIVNIH SKUPOVA

Dokaz. Svako pravilno bojeǌe f : X → [m] gradivnog skupa B ujedno je
i pravilno bojeǌe B \ S. S druge strane, pravilno bojeǌe f : X → [m]
gradivnog skupa B\S je pravilno bojeǌe od B ako i samo ako je f(i) 6= f(j)
za neke i, j ∈ S. Formula sledi iz qiǌenice da skup pravilnih bojeǌa
f : X → [m] od B \ S koja su monohromatska na S i skup svih pravilnih
bojeǌa od B/S imaju isti broj elemenata. �

Definicija 4.3.6. Neka je L = {S1, S2, . . . , Sk} antilanac nepraznih
konaqnih podskupova Bulovog poseta P(X). Za Si ∈ L ka�emo da je slo-
bodan skup antilanca L ako je Si ∩ (∪j 6=iSj) najvixe jednoqlan skup.

Slede�e tvr�eǌe je neposredna posledica osobine izbacivaǌe-
skupǉaǌe hromatskih polinoma gradivnih skupova.

Tvr�eǌe 4.3.7. Neka je B = B(C) i Cmin = {S1, S2, . . . , Sk}. Ako je Si slobodan
skup antilanca Cmin, tada

(i) χ(B,m) = χ(B(Cmin) \ Si),m)(m|Si| −m) ako Si ∩ (∪j 6=iSj) = ∅
(ii) χ(B,m) = χ(B(Cmin) \ Si),m)(m|Si|−1 − 1) ako je Si ∩ (∪j 6=iSj) jednoqlan.

U slede�im dvema teoremama dati su razvoji hromatskih simetriq-
nih funkcija gradivnih skupova u stepenoj bazi simetriqnih funkcija.
Ovi razvoji su samo preformulacije Stenlijevih razvoja hromatskih
simetriqnih funkcija hipergrafova [31], koji su opet analogni razvo-
jima hromatskih simetriqnih funkcija grafova [30]. Izvedene formule
za hromatske polinome gradivnih skupova uopxtavaju klasiqne Vitni-
jeve formule za hromatske polinome grafova [35]. Radi potpunosti, ovde
�e biti predstavǉeni i dokazi tih teorema.

Teorema 4.3.8. ([31], Teorema 3.5) Neka je Cmin kolekcija minimalnih ele-
menata generixu�e kolekcije C gradivnog skupa B = B(C) na osnovnom skupu
X. Za potkolekciju S ⊂ Cmin, neka je λ(S) particija broja |X| qiji su de-
lovi jednaki rangovima povezanih komponenti gradivnog skupa B(S). Tada
je

Ψ(B) =
∑
S⊂Cmin

(−1)|S|pλ(S).

Dokaz. Za potkolekciju S ⊂ Cmin, oznaqimo sa KS skup svih bojeǌa f :
X → N koja su monohromatska na povezanim komponentama gradivnog
skupa B(S). Tada je

pλ(S) =
∑
f∈KS

xf ,
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gde je xf =
∏

i∈X xf(i).

Za bojeǌe f : X → N, neka je Cf = {S ⊂ Cmin| f(i) = f(j), i, j ∈ S}. Onda je∑
S⊂Cmin

(−1)|S|pλ(S) =
∑
S⊂Cmin

(−1)|S|
∑
f∈KS

xf =
∑

f :X→N

xf
∑
S⊂Cf

(−1)|S|.

Suma po S ⊂ Cf je nula ako je Cf neprazan. Ako je Cf prazan, u kom
sluqaju je f pravilno, suma je 1. �

Glavne specijalizacije stepenih simetriqnih funkcija su date sa
pλ(1

m) = m|λ|, gde je |λ| du�ina particije λ. Za potkolekciju S ⊂ Cmin

oznaqimo sa c(S) = |λ(S)| broj povezanih komponenata gradivnog skupa
B(S). Iz prethodne teoreme dobijamo slede�u formulu za hromatske
polinome gradivnih skupova

χ(B,m) =
∑
S⊂Cmin

(−1)|S|mc(S),

xto se tako�e mo�e dobiti i kao direktna posledica oso-
bine izbacivaǌe-skupǉaǌe. Ona daje slede�u interpretaciju
(−1)−invarijante gradivnih skupova

χ(B,−1) =
∑
S⊂Cmin

(−1)|S|+c(S). (23)

Neka je L = {S1, . . . , Sm} antilanac u Bulovom posetu P(X). Oznaqimo
sa LI = {Si|i ∈ I} potkolekciju od L odre�enu podskupom I ⊂ [m]. Poset
preseka kolekcije L, P (L), je skup P (L) = {I ⊂ [m]| ∩ LI 6= ∅}, ure�en
inkluzijom.

Tvr�eǌe 4.3.9. Neka su L′ = {S ′1, . . . , S
′
m} i L′′ = {S ′′1 , . . . , S

′′
m} antilanci

konaqnih skupova sa istim posetom preseka P . Ako je |∩L′I | ≡ |∩L
′′
I | (mod 2)

za svaki I ∈ P , tada je

χ(B(L′),−1) = χ(B(L′′),−1).

Dokaz. Za dati antilanac konaqnih skupova L = {S1, . . . , Sm} oznaqimo sa
SI = ∩i∈ISi i XI = ∪i∈ISi, za svaki I ⊂ [m]. Neka su c(I) i cI redom brojevi
povezanih komponenti gradivnog skupa B(LI) na osnovnim skupovima X[m]

i XI. Tada je c(I) = cI + |X[m]| − |XI |, xto je, po formuli ukǉuqeǌa-
iskǉuqeǌa

c(I) = cI + |X[m]|+
∑
J⊂I

(−1)|J ||SJ |.
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Po formuli (23), imamo da je χ(B(L),−1) =
∑

I⊂[m](−1)|I|+c(I), a to zavisi
samo od poseta preseka P (L) i parnosti brojeva |SI | za sve I ∈ P (L). �

Gradivnom skupu B na osnovnom skupu X pridru�i�emo mre�u L(B)
ǌegovih povezanih particija. Za particiju π od X ka�emo da je povezana
ako su restrikcije na blokove B|A, A ∈ π, povezane kao gradivni skupovi.
Skup svih povezanih particija je ure�en po fino�i particija, sa jedin-
stvenim minimalnim elementom 0̂, koji je particija od X na jednoqlane
blokove. Za particiju π = {A1, A2, . . . , Ak} od X neka type(π) oznaqava
particiju od |X| qije su komponente veliqine blokova od π.

Oznaqimo sa |π| broj blokova particije π. Po teoremi 4.3.4, gradi-
vni skupovi B(C) i B(Cmin) imaju jednake hromatske simetriqne funkcije.
Dakle, gradivnom skupu B = B(C) mo�emo pridru�iti i jednostavniju
mre�u LB = L(B(Cmin)). Neka je µ Mebijusova funkcija mre�e LB.

Teorema 4.3.10. ([31], Teorema 3.4) Neka je LB mre�a povezanih particija
gradivnog skupa B(Cmin) pridru�ena gradivnom skupu B = B(C). Tada je

Ψ(B) =
∑
π∈LB

µ(0̂, π)ptype(π).

Dokaz. Bojeǌu f : X → N ponovo �emo pridru�iti kolekciju Cf = {S ⊂
Cmin| f(i) = f(j), i, j ∈ S}. Definiximo particiju σf od X kao kolekciju
povezanih komponenti gradivnog skupa B(Cf ). Za proizvoǉnu particiju
σ ∈ LB, neka je Kσ skup svih bojeǌa f : X → N takvih da

(i) f je monohromatsko na blokovima od σ

(ii) ako su i, j ∈ X u razliqitim blokovima od σ i takvi da je i, j ∈ S
za neko S ∈ Cmin, tada f nije monohromatsko na S.

Za particiju σ ∈ LB, neka je Ψσ =
∑

f∈Kσ xf . Za svako π ∈ LB
imamo ptype(π) =

∑
σ≥π Ψσ. Po Mebijusovoj inverziji dobijamo Ψπ =∑

σ≥π µ(π, σ)ptype(σ). Kako je Ψ(B) = Ψ0̂, sledi tvr�eǌe. �

Iz glavne specijalizacije stepenih simetriqnih funkcija i prethodne
teoreme dobijamo slede�e interpretacije hromatskog polinoma i
(−1)−invarijante gradivnog skupa

χ(B,m) =
∑
π∈LB

µ(0̂, π)m|π|,

χ(B,−1) =
∑
π∈LB

µ(0̂, π)(−1)|π|. (24)
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4.4 Simetriqne funkcije grafova izvedene iz gradi-
vnih skupova

Prostom grafu G = (V,E) i prirodnom broju n ≥ 2 pridru�i�emo kolek-
ciju skupova CG,n na slede�i naqin. Ivici e ∈ E dodeli�emo skup
novih objekata {e1, . . . , en−2}. Definiximo Se = {u, v, e1, . . . , en−2}, gde je
e = {u, v} ∈ E ivica sa temenima u, v ∈ V . Kolekcija CG,n = {Se| e ∈ E} je
antilanac na osnovnom skupu X = V ∪{ei| e ∈ E, i ∈ [n−2]} koji jedinstveno
generixe gradivni skup BG,n = B(CG,n) na X.

Slika 5: Gradivni skup β3(K3)

Definiximo niz preslikavaǌa βn : G → BSet, n ≥ 2, sa βn(G) = BG,n, za
G ∈ G. Primetimo da je β2 monomorfizam Hopfovih algebri β iz teo-
reme 4.3.2. Iz konstrukcije je jasno da su sva preslikavaǌa βn monomor-
fizmi algebri. Svakom grafu G pridru�i�emo hromatske simetriqne
funkcije Ψ(βn(G)) gradivnih skupova βn(G) i odgovaraju�e hromatske
polinome χ(βn(G),m). Tako dobijamo niz multiplikativnih invarijanti
grafova.

Po tvr�eǌu 4.3.9, ako je n1 ≡ n2 (mod 2), tada je χ(βn1(G),−1) =
χ(βn2(G),−1) za svaki prost graf G. To znaqi da dobijamo dve numeriqke
multiplikativne invarijante grafova, izvedene iz (−1)−invarijante
gradivnih skupova, a to su χ(β2(G),−1) i χ(β3(G),−1). Prva invarijanta

χ(β2(G),−1) = χ(B(G),−1) = χ(G,−1)

je poznata kao broj acikliqnih orijentacija grafa. Oznaqimo sa c(S)
broj povezanih komponenti podgrafa (V, S) odre�enog ivicama S ⊂ E.
Korespondencija izme�u podskupova S ⊂ E ivica grafa G i potkolekcija
S = {Se| e ∈ S} generixu�e kolekcije CG,n gradivnog skupa βn(G) je bi-
jektivna. Iz konstrukcije βn(G), imamo da su c(S) i broj povezanih kom-
ponenti c(S) odgovaraju�eg gradivnog skupa B(S) povezani sa

c(S) = c(S) + (n− 2)(|E| − |S|).
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Za n = 2, 3, iz (23) sledi da je

χ(β2(G),−1) = χ(G,−1) =
∑
S⊂E

(−1)|S|+c(S).

χ(β3(G),−1) = (−1)|E|
∑
S⊂E

(−1)c(S).

Slede�i primer pokazuje da se invarijanta χ(β3(G),−1) ne mo�e izvesti
iz hromatske simetriqne funkcije grafa.

Primer 4.4.1. U [30] Stenli je dao primer neizomorfnih grafova sa pet
temena koji imaju jednake hromatske simetriqne funkcije (Slika 6).
Direktnim raqunom dobijamo

Ψ(β3(Γ1))−Ψ(β3(Γ2)) = −p5,3,1,1,1 + p6,3,1,1 + p7,1,1,1,1 − 2p8,1,1,1 + 2p9,1,1 − p10,1.

Invarijanta χ(β3(Γ),−1) razlikuje ove grafove.

Slika 6: Stenlijev primer grafova sa jednakim hromatskim simetriqnim
funkcijama

4.5 Den-Somervilove relacije za Hopfovu algebru
gradivnih skupova

Podsetimo se da je za Hopfovu algebru (H,m,∆) definisana Hopfova
algebra Hcop, kod koje je mno�eǌe isto kao u H, a komno�eǌe je ∆cop =
τ ◦∆, gde je τ tvist preslikavaǌe.

Lema 4.5.1. Neka je (H, ζ) komutativna kombinatorna Hopfova algebra.
Tada je antipod SH : (Hcop, ζ−1) → (H, ζ) morfizam kombinatornih Hop-
fovih algebri.
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Dokaz. Antipod SH : H → H je antimorfizam koalgebri. Poxto je H
komutativna, imamo da je SH : Hcop → H morfizam Hopfovih algebri.
Kako je inverz karaktera ζ kompozicija ζ−1 = ζ ◦ SH, tvr�eǌe sledi. �

Lema 4.5.2. Neka su SQ i SB redom antipodi Hopfovih algebri QSym i
BSet. Tada je slede�i dijagram morfizama kombinatornih Hopfovih algebri
komutativan:

(BSetcop, ζ−1)
SB−→ (BSet, ζ)

↓ Ψ ↓ Ψ

(QSymcop, ζ−1
Q )

SQ−→ (QSym, ζQ)

gde je Ψ : (BSet, ζ)→ (QSym, ζQ) univerzalni morfizam iz teoreme 3.3.1.

Dokaz. Preslikavaǌe Ψ komutira sa antipodima kao morfizam Hop-
fovih algebri, tako da treba samo pokazati da su gorǌa preslikavaǌa
zaista morfizmi kombinatornih Hopfovih algebri.

Hopfove algebre QSym i BSet su komutativne. Po lemi 4.5.1 imamo da
su SQ : (QSymcop, ζ−1

Q ) → (QSym, ζQ) i SB : (BSetcop, ζ−1) → (BSet, ζ) mor-
fizmi kombinatornih Hopfovih algebri. Preslikavaǌe Ψ : BSetcop →
QSymcop je oqigledno morfizam Hopfovih algebri. Iz

ζ−1
Q ◦Ψ = ζQ ◦ SQ ◦Ψ = ζQ ◦Ψ ◦ SB = ζ ◦ SB = ζ−1,

sledi da je Ψ : (BSetcop, ζ−1) → (QSymcop, ζ−1
Q ) tako�e morfizam kombi-

natornih Hopfovih algebri. �

Iz prethodne leme dobijamo formulu za inverz karaktera ζ Hopfove
algebre gradivnih skupova.

Tvr�eǌe 4.5.3. Vrednost ζ−1(BX) je (−1)−invarijanta gradivnog skupa
BX ∈ BSetn:

ζ−1(BX) = χ(BX ,−1). (25)

Dokaz. Inverz univerzalnog karaktera ζQ Hopfove algebre kvazi-
simetriqnih funkcija je, po formuli (5), na monomijalnoj bazi dat sa

ζ−1
Q (Mα) = (−1)k(α).

Odavde, po lemi 4.5.2, imamo

ζ−1(BX) = ζ−1
Q ◦Ψ(BX) = ζ−1

Q (
∑
α|=n

ζα(BX)Mα) =
∑
α|=n

(−1)k(α)ζα(BX).
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Ovo je, taqno, na osnovu (22), (−1)−invarijanta gradivnog skupa BX. �

Primer 4.5.4. Neka je Dn diskretan gradivni skup ranga n i dn =
ζ−1(Dn), n ∈ N. Iz definicije inverza karaktera, ζ−1 ∗ ζ = ε, imamo
slede�u rekurzivnu relaciju

d0 = ζ−1(B∅) = 1 i
n∑
i=0

di

(
n

i

)
= 0, n ∈ N.

Odavde sledi da je dn = ζ−1(Dn) = (−1)n, n ∈ N. Isto to dobijamo
raqunaju�i vrednost hromatskog polinoma diskretnog gradivnog skupa
χ(Dn,m) = mn u m = −1. Oznaqimo sa

(
n
α

)
=
(

n
a1 a2...ak

)
= n!

a1!a2!···ak!
multi-

nomijalni koeficijent koji odgovara kompoziciji α = (a1, a2, . . . , ak) |= n.
Za diskretan gradivni skup Dn i kompoziciju α |= n, imamo ζα(Dn) =

(
n
α

)
.

Koriste�i prethodno tvr�eǌe, dobijamo slede�i identitet

∑
α|=n

(−1)k(α)

(
n

α

)
= (−1)n. (26)

Po teoremi 4.3.5, inverzni karakter ζ−1 zadovoǉava osobinu
izbacivaǌe-skupǉaǌe. Neka je C generixu�a kolekcija gradivnog skupa
B = B(C) i S ∈ Cmin minimalni element kolekcije C. Tada je

ζ−1(B) = ζ−1(B \ S)− ζ−1(B/S).

Slede�a lema je neposredna posledica tvr�eǌa 4.3.7.

Lema 4.5.5. Neka je B = B(C) gradivni skup takav da minimalna kolekcija
Cmin sadr�i slobodan skup sa neparnim brojem elemenata. Tada je ζ−1(B) =
0.

Konjugovani karakter ζ̄ na BSet je dat sa

ζ̄(BX) =

{
(−1)n, ako je BX diskretan, ranga n
0, inaqe.

(27)

Prema uopxtenim Den-Somervilovim relacijama (15), za kombinatornu
Hopfovu algebru gradivnih skupova (BSet, ζ) imamo da

BX ∈ S−(BSet, ζ) ako i samo ako je (id⊗ (ζ−1 − ζ̄)⊗ id) ◦∆(2)(BX) = 0.
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Iz

(id⊗ (ζ−1 − ζ̄)⊗ id) ◦∆(2)(BX) =
∑

ItJtK=X

(BX)|I ⊗ (ζ−1 − ζ̄)((BX)|J)⊗ (BX)|K

=
∑
J⊂X

(ζ−1 − ζ̄)((BX)|J)∆((BX)|Jc)

sledi da

BX ∈ S−(BSet, ζ) ako je (ζ−1 − ζ̄)((BX)|J) = 0, za sve J ⊂ X. (28)

Definicija 4.5.6. Za gradivni skup BX ka�emo da je Ojlerov ako je za
sve podskupove J ⊂ X ili (BX)|J diskretan ili ζ−1((BX)|J) = 0.

Na osnovu tvr�eǌa 4.5.3 i formule 23, to da li �e gradivni skup
B = B(C), generisan kolekcijom konaqnih skupova C, biti Ojlerov zavisi
samo od kolekcije minimalnih elemenata Cmin, to jest, B(C) je Ojlerov
ako i samo ako je B(Cmin) Ojlerov.

Iz (27) i (28) dobijamo slede�e tvr�eǌe:

Tvr�eǌe 4.5.7. Ako je BX Ojlerov gradivni skup, onda BX ∈ S−(BSet, ζ).

�

Iz definicije sledi da je za Ojlerov gradivni skup BX i proizvo-
ǉan podskup J ⊂ X, restrikcija (BX)|J tako�e Ojlerov gradivni skup.
Neka je ESet potprostor od BSet generisan svim Ojlerovim gradivnim
skupovima. Restrikcije Ojlerovog gradivnog skupa, kao i disjunktne
unije Ojlerovih skupova su ponovo Ojlerove, pa je potprostor ESet
Hopfova podalgebra Hopfove algebre gradivnih skupova BSet.

Primer 4.5.8. Neka je Dn = {{1}, {2}, . . . , {n}, [n]}. Iz (26) dobijamo
ζ−1(Dn) = (−1)n + 1. To isto se mo�e dobiti kao jednostavna posledica
osobine izbacivaǌe-skupǉaǌe. Dakle, Dn je Ojlerov ako i samo ako je
n neparan. Odavde se mo�e izvesti jox jedan va�an zakǉuqak. Neka je C
generixu�a kolekcija proizvoǉnog Ojlerovog gradivnog skupa B = B(C)
i S ∈ Cmin minimalni element kolekcije C. Restrikcija B|S = D|S| je
Ojlerov skup, pa S mora da ima neparan broj elemenata.

Posebno, nediskretni gradivni skupovi grafova nisu Ojlerovi, jer su
kod ǌih minimalni elementi dvoqlani, pa ne postoji analogan pojam
Ojlerovih grafova u kombinatornoj Hopfovoj algebri (G, ζG).
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Primer 4.5.9. Konstruisa�emo primere nekih Ojlerovih gradivnih
skupova do ranga n = 4. Iz prethodnog primera, Ojlerov gradivni skup
BX ne sadr�i nijedan dvoqlani podskup S ⊂ X.

Jedini nediskretan Ojlerov gradivni skup na skupu [3] je

{{1}, {2}, {3}, {1, 2, 3}}.

Jedini povezan Ojlerov gradivni skup na [4] je

{{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4}}.

Teorema 4.5.10. Svaki Ojlerov gradivni skup BX zadovoǉava uopxtene
Den-Somervilove relacije, tj.

ai∑
j=0

(−1)jζ(a1,...,ai−1,j,ai−j,ai+1,...,ak)(BX) = 0, (29)

za proizvoǉnu kompoziciju α = (a1, . . . , ak) |= |X| i i ∈ {1, . . . , k(α)}.

Dokaz. Neka je Ψ : (BSet, ζ) → (QSym, ζQ) jedinstven morfizam kombina-
tornih Hopfovih algebri. Kako je

ESet ⊂ S−(BSet, ζ),

a prema delu (d) Tvr�eǌa 3.5.6 je

Ψ(S−(BSet, ζ)) ⊂ S−(QSym, ζQ),

jednakosti (29) slede iz uopxtenih Den-Somervilovih relacija za
Hopfovu algebru (QSym, ζQ). �

Primer 4.5.11. Odredi�emo gradivne skupove B ranga n = 5 koji zado-
voǉavaju uopxtene Den-Somervilove relacije (29). Kako je algebra
BSet kokomutativna (teorema 4.1.4), po teoremi 3.3.2, koeficijenti
ζα(B), α |= 5, su simetriqni, to jest va�i ζα(B) = ζβ(B) za sve kompozicije
α, β |= 5 kojima odgovara ista particija φ(α) = φ(β). Relacije (29) se
tada svode na

(a) 4ζ2,2,1(B) = 2ζ2,1,1,1(B) = ζ1,1,1,1,1(B),

(b) 2ζ3,2(B) = ζ3,1,1(B),
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(v) 2ζ4,1(B)− 2ζ3,1,1(B) + ζ2,2,1(B) = 0.

Iz ζ1,1,1,1,1 = 5! = 120 sledi ζ2,1,1,1 = 60 i ζ2,2,1(B) = 30, pa B ne sme imati
dvoqlane elemente. U tom sluqaju jednaqine (a) i (b) su zadovoǉene.
Preostao je jox uslov (v) koji je ekvivalentan sa ζ3,1,1(B) − ζ4,1(B) = 15.
Oznaqimo sa Cmin skup minimalnih elemenata generixu�e kolekcije
gradivnog skupa B. Ako je k broj troqlanih elemenata od Cmin tada je
ζ3,1,1(B) = 2(10 − k). Iz (v) sledi da je k = 0, k = 1 ili k = 2. Za k = 0 je
ζ4,1(B) = 5, odnosno B = D5 ili B = D5. Za k = 1 je ζ4,1(B) = 3 xto zadovo-
ǉavaju gradivni skupovi za koje je Cmin = {{1, 2, 3}}. Za k = 2 je ζ4,1(B) = 1.
Ukoliko se dva troqlana elementa kolekcije Cmin seku u jednom temenu do-
bijamo Cmin = {{1, 2, 3}, {3, 4, 5}}. Ukoliko se dva troqlana elementa kolek-
cije Cmin seku u dva temena dobijamo Cmin = {{1, 2, 3}, {2, 3, 4}, {1, 3, 4, 5}}.

4.6 Ojlerovi gradivni skupovi

Ovde �emo dati kompletnu geometrijsku karakterizaciju klase
Ojlerovih gradivnih skupova. Antilancu L podskupova osnovnog skupa
X pridru�ujemo ǌegov nerv ∆(L), koji je apstraktni simplicijalni kom-
pleks na skupu temena L, definisan sa

∆(L) = {S ⊂ L| ∩ S 6= ∅}.

Neka je |∆(L)| geometrijska realizacija nerva ∆(L) i link∆(L)({S}) = {S ∈
∆(L)| S /∈ S, (∩S)∩S 6= ∅} i star∆(L)({S}) = {S ∈ ∆(L)| S ∈ S} link i zvezda
temena {S} u kompleksu ∆(L).

Definicija 4.6.1. Neka je eL : ∆(L) → N dodeǉivaǌe broja elemenata
preseka ∩S simpleksu S ∈ ∆(L), eL(S) = |∩S|. Kolekcija L je neparna ako
je eL(S) neparan za svako S ∈ ∆(L). Simpleks S ∈ ∆(L) je blizu temena
S ∈ L ako je S

′ ∩ S 6= ∅ za sve S
′ ∈ S. Simpleks S je udaǉen od temena S

ako mu nije blizu.

Slede�a lema sledi neposredno iz definicija.

Lema 4.6.2. Neka je dat element S ∈ L antilanca L. Tada je

∆(L \ {S}) = ∆(L) \ star∆(L)({S}),
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eL\{S}(S) = eL(S), za sve S ∈ ∆(L \ {S}),

∆(L/S) = ∆(L \ {S}) ∪ P({S ′ ∈ L|S ′ ∩ S 6= ∅}),

eL/S(S/S) =

{
eL(S), ako je Sudaǉen od S

eL(S)− eL(S ∪ {S}) + 1, ako je S blizu S
.

Definicija 4.6.3. Antilanac L = {S1, . . . , Sk} podskupova od X je k-klik
ako je ∩L 6= ∅, to jest, nerv ∆(L) je simpleks na skupu temena L.

Lema 4.6.4. Neka je L = {S1, . . . , Sk} k-klik na skupu X. Gradivni skup B(L)
je Ojlerov ako i samo ako je L neparna kolekcija.

Dokaz. Dokaz �emo izvesti indukcijom po k. Za k = 1, imamo B(S) = D|S|.
Na osnovu primera 4.5.8, B(S) je Ojlerov ako i samo ako je |S| neparan.
Pretpostavimo da je tvr�eǌe taqno za svaki (k − 1)-klik. Neka je k-
klik L = {S1, . . . , Sk} neparna kolekcija i B = B(L). Na osnovu osobine
izbacivaǌe-skupǉaǌe, imamo

ζ−1(B) = ζ−1(B \ Sk)− ζ−1(B/Sk).

Po prethodnoj lemi kolekcije L\{Sk} i L/Sk su neparni (k− 1)-klikovi,
pa je po indukciji ζ−1(B) = 0. Za proizvoǉan pravi podskup J ⊂ X neka
su I = {i ∈ [k]| Si ⊂ J}, XI = ∪i∈ISi i LI = {Si| i ∈ I}. Tada je

B|J = B(LI) t D|J |−|XI |.

Kolekcije LI , I ⊂ [k], su neparni klikovi, pa je B Ojlerov po indukciji.

Pretpostavimo sada da je L = {S1, . . . , Sk} k-klik takav da je eL(S)
neparan za sve prave potkolekcije S ⊂ L, a eL(L) je paran. Re�i �emo da
je takva kolekcija skoro neparna. Kolekcija L \ {Sk} je neparan (k − 1)-
klik. Po osobini izbacivaǌe-skupǉaǌe imamo

ζ−1(B(L)) = −ζ−1(B(L)/Sk).

Opet po prethodnoj lemi, kolekcija L/Sk je skoro neparna. Indukcijom
po k dobijamo da je ζ−1(B(L)) = (−1)k−1ζ−1(Dd), za neki paran broj d.
Odavde je ζ−1(B(L)) = (−1)k−12 i B(L) nije Ojlerov.
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Ako L nije ni neparan ni skoro neparan, on sadr�i minimalnu skoro
neparnu potkolekciju S ⊂ L. Gradivni skup B(S) je restrikcija od B(L)
takva da je ζ−1(B(S)) 6= 0. To znaqi da B(L) nije Ojlerov. �

Simplicijalni kompleks ∆ na skupu temena V je fleg ili zastaviqast
kompleks ako za proizvoǉan podskup temena S ⊂ V , takav da {i, j} ∈ ∆ za
sve i, j ∈ S, sledi da S ∈ ∆.

Tvr�eǌe 4.6.5. Neka je L antilanac podskupova skupa X, takav da je odgo-
varaju�i gradivni skup B(L) Ojlerov. Tada je L neparan i nerv ∆(L) je fleg
kompleks.

Dokaz. Neka je S ∈ ∆(L) klik. Gradivni skup B(S) je Ojlerov kao re-
strikcija od B(L). Po prethodnoj lemi, S je neparna kolekcija. Odavde
je eL(S) neparan za sve S ∈ ∆(L), pa je kolekcija L neparna.

Pokaza�emo da su svi minimalni ne-simpleksi kompleksa ∆(L) ivice.
Pretpostavimo da postoji kolekcija S = {S1, . . . , Sk} ⊂ L, gde je k > 2, koja
je minimalni ne-simpleks od ∆(L). To znaqi da je ∩S = ∅ i ∩Si 6= ∅ za sve
potkolekcije Si = S\{Si}, i ∈ [k]. Dovoǉno je pokazati da je ζ−1(B(S)) 6= 0.
Prema lemi 4.6.4 je ζ−1(B(Sk)) = 0, pa iz osobine izbacivaǌe-skupǉaǌe
sledi da je

ζ−1(B(S)) = −ζ−1(B(S)/Sk).

Iz leme 4.6.2 dobijamo eS/Sk(Sk/Sk) = eS(Sk) + 1, xto je parno, i
eS/Sk(S

′
/Sk) = eS(S ′)−eS(S ′∪{Sk})+1, za sve S ′ ⊂ Sk, xto je neparno. Znaqi,

klik S/Sk je skoro neparan. Iz dokaza leme 4.6.4 imamo ζ−1(B(S)/Sk) =
(−1)k−22, pa je ζ−1(B(S)) = (−1)k−12, xto je u suprotnosti sa uslovom da
je B(L) Ojlerov. �

Antilancu L = {S1, . . . , Sm} pridru�ujemo preseqni graf G(L), sa
skupom temena V (G(L)) = L i skupom ivica E(G(L)) = {{Si, Sj}| Si 6=
Sj, Si ∩ Sj 6= ∅}. To je prost graf. S druge strane, prostom grafu
G = (V,E) pridru�ujemo apstraktni simplicijalni kompleks ∆(G), koji
�emo zvati klik kompleks. Podskup temena S ⊂ V je klik od G ako
{i, j} ∈ E za sve i, j ∈ S. Klik kompleks definixemo sa ∆(G) = {S ⊂
V | S je klik od G}. Jasno je da je fleg kompleks klik kompleks svog 1-
skeletona. Prema tvr�eǌu 4.6.5, za Ojlerov gradivni skup B(L), nerv
∆(L) antilanca L je klik kompleks ∆(G(L)) preseqnog grafa G(L).

Lema 4.6.6. Neka je L neparan antilanac konaqnih skupova takav da je
nerv ∆(L) jednodimenzioni cikl na n = |L| temena. Tada je ζ−1(B(L)) =
2(−1)n−1.
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Dokaz. Po tvr�eǌu 4.3.9, imamo ζ−1(B(L)) = ζ−1(β3(Cn)), gde je Cn cik-
liqni graf sa n temena. Iz osobine izbacivaǌe-skupǉaǌe sledi da

ζ−1(β3(Cn)) = −ζ−1(β3(Ln))− ζ−1(β3(Cn−1)),

gde je Ln put na n temena. Po lemi 4.5.5 je ζ−1(β3(Ln)) = 0, odakle in-
dukcijom po n dobijamo ζ−1(β3(Cn)) = (−1)n−3ζ−1(β3(C3)). Direktan raqun
daje ζ−1(β3(C3)) = 2. �

Neka je ∆ apstraktni simplicijalni kompleks na skupu temena V .
Restrikcija ∆|I kompleksa ∆ na podskup I ⊂ V je definisana sa ∆|I =
{σ ∈ ∆|σ ⊂ I}. Potkompleks oblika ∆|I zovemo pun potkompleks.

Definicija 4.6.7. Re�i �emo da je apstraktni simplicijalni kompleks
∆ potpuno acikliqan ako ne sadr�i pun potkompleks koji je jednodimen-
zioni cikl.

Primetimo da je 1-skeleton potpuno acikliqnog simplicijalnog kom-
pleksa tetivni graf. Za graf G ka�emo da je tetivni (chordal) ako za
svaki ǌegov cikl sa vixe od tri temena postoji ivica koja spaja dva
nesusedna temena u tom ciklu.

Tvr�eǌe 4.6.8. Neka je L antilanac konaqnih skupova takav da je gradi-
vni skup B(L) Ojlerov. Tada je nerv ∆(L) potpuno acikliqan kompleks.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji potkolekcija S ⊂ L takva da je nerv
∆(S) pun potkompleks od ∆(L) koji je jednodimenzioni cikl. Po tvr�eǌu
4.6.5, S je neparan kao potkolekcija neparne kolekcije L. Iz leme 4.6.6,
imamo ζ−1(B(S)) 6= 0, xto je u suprotnosti sa uslovom da je B(L) Ojlerov.

�

Fleg simplicijalni kompleks je potpuno acikliqan ako i samo ako je
ǌegov 1-skeleton kordalan. Klasa potpuno acikliqnih fleg kompleksa
je zatvorena za restrikcije simplicijalnih kompleksa.

Tvr�eǌe 4.6.9. Neka je L neparan antilanac konaqnih skupova takav da
je nerv ∆(L) potpuno acikliqan fleg kompleks. Tada je gradivni skup B(L)
Ojlerov.

Dokaz. Tvr�eǌe �emo dokazati indukcijom po broju elemenata n = |L|
antilanca L. Direktno se uveravamo da je tvr�eǌe taqno za n = 2. Pret-
postavimo da je tvr�eǌe taqno za svaki antilanac sa najvixe n − 1 el-
emenata. Neka je L povezani neparni antilanac od n konaqnih skupova,
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takav da je nerv ∆(L) potpuno acikliqan fleg kompleks. Restrikcije
∆(S) su potpuno acikliqni fleg kompleksi za sve potkolekcije S ⊂ L.
Dakle, po indukciji, potrebno je samo dokazati da je ζ−1(B(L)) = 0. Neka
je S0 ∈ L proizvoǉan element. Poxto je na osnovu indukcijske pret-
postavke ζ−1(B(L) \ S0) = 0, po osobini izbacivaǌe-skupǉaǌe dobijamo

ζ−1(B(L)) = −ζ−1(B(L)/S0).

Neka je S0 = {S ∈ L\{S0}| S∩S0 6= ∅} kolekcija temena koja su blizu temena
S0. Neka su, zatim, σ = |P(S0)| geometrijski simpleks na temenima S0 i
∆(S0) nerv kolekcije S0. Po lemi 4.6.2, geometrijska realizacija nerva
∆(L/S0) se dobija kao

|∆(L/S0)| = |∆(L \ {S0})| ∪|∆(S0)| σ.

Nerv ∆(S0∪{S0}) kolekcije S0∪{S0} je fleg kompleks kao pun potkompleks
fleg kompleksa ∆(L). Na osnovu leme 4.6.2 i qiǌenice da je L neparan,
imamo da je eL/S0(S/S0) neparan za sve simplekse S/S0 ∈ ∆(L/S0), gde je
S ⊂ L \ {S0}. Ako je S/S0 ∈ ∆(L/S0) kolekcija koja nije u ∆(L \ {S0}),
va�i�e eL/S0(S/S0) = 1. Stoga je L/S0 neparna kolekcija.

Pretpostavimo da je S ⊂ L kolekcija takva da je S/S0 minimalni ne-
simpleks nerva ∆(L/S0) sa bar tri temena. Kolekcija S je podeǉena na
Sc = {S ∈ S| S ∩ S0 6= ∅} i Sf = {S ∈ S| S ∩ S0 = ∅}. Iz uslova da S/S0

nije simpleks, imamo da Sf 6= ∅ i |Sc| ≥ 2. To znaqi da mo�emo na�i dva
temena S

′
, S
′′ ∈ Sc tako da S

′ ∩ S ′′ = ∅ i teme S ∈ Sf tako da S ∩ S ′ 6= ∅ i
S ∩ S ′′ 6= ∅. Tada {S0, S, S

′
, S
′′} qine pun cikl u ∆(L), suprotno uslovu da

je ∆(L) potpuno acikliqan.

Pretpostavimo sada da postoji kolekcija S ⊂ L \ {S0} takva da je
∆(S/S0) pun potkompleks od ∆(L/S) koji je jednodimenzioni cikl. Tada
je ∆(S∪{S0}) jednodimenzioni cikl koji je pun potkompleks od ∆(L), xto
je opet u suprotnosti sa uslovom da je ∆(L) potpuno acikliqan.

Dakle, zakǉuqujemo da je ∆(L/S0) potpuno acikliqan fleg kompleks.
Po induktivnoj pretpostavci, B(L)/S0 je Ojlerov. Znaqi, ζ−1(B(L)/S0) =
0, xto implicira ζ−1(B(L)) = 0. �

Tri tvr�eǌa koja smo naveli u ovom paragrafu daju kompletnu karak-
terizaciju Ojlerovih gradivnih skupova u terminima kombinatorike
nerava antilanaca konaqnih skupova.

Teorema 4.6.10. Neka je L antilanac konaqnih skupova. Gradivni skup
B(L) je Ojlerov ako i samo ako je kolekcija L neparna i ǌen nerv ∆(L) je
potpuno acikliqan fleg kompleks, to jest klik kompleks kordalnog grafa.
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Slika 7: Ojlerov gradivni skup B ∈ ESet11

Primer 4.6.11. Jednodimenzioni potpuno acikliqan fleg kompleks je
drvo. Neka je L antilanac konaqnih skupova takav da je nerv ∆(L) drvo.
Tada je B(L) Ojlerov ako i samo ako je kolekcija L neparna.

Primer 4.6.12. Neka je β2k+1(G) gradivni skup dodeǉen prostom grafu
G = (V,E), za k ≥ 1. Nerv kolekcije {Se| e ∈ E} je klik kompleks ∆(G∗)
dualnog grafa G∗, koji je potpuno acikliqan ako i samo ako je G drvo.
Dakle, β2k+1(G) je Ojlerov ako i samo ako je G drvo.
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5 Hipergrafovi i simplicijalni kompleksi

U ovom poglavǉu razmatramo kombinatornu Hopfovu algebru hipergra-
fova [18]. Podalgebre ove Hopfove algebre su Hopfove algebre grafova,
gradivnih skupova i klatera. Definixemo pojam Ojlerovog hipergrafa
i odgovaraju�u Ojlerovu podalgebru hipergrafova. Ispostavǉa se da
je hipergraf Ojlerov ako i samo ako je antilanac ǌegovih minimalnih
ivica Ojlerov. Koriste�i rezultate iz prethodnog poglavǉa dobijamo
kombinatornu karakterizaciju klase Ojlerovih hipergrafa.

Tako�e definixemo strukturu kombinatorne Hopfove algebre na
simplicijalnim kompleksima. Korespondencija klatera i ǌihovih kom-
pleksa nezavisnosti zadaje izomorfizam ove algebre i Hopfove algebre
klatera. Ovim izomorfizmom je odre�ena klasa Ojlerovih simplici-
jalnih kompleksa, kao jedna klasa rexeǌa uopxtenih Den-Somervilovih
relacija za Hopfovu algebru simplicijalnih kompleksa.

5.1 Hopfova algebra hipergrafova

Ponovimo da je hipergraf H na konaqnom skupu temena V = V (H) kolek-
cija H ⊂ P(V ) nepraznih podskupova od V . Podskupove e ∈ H �emo zvati
ivice hipergrafa i zahteva�emo da svaka ivica ima bar dva elementa.
Hipergraf D koji nema ivice je diskretan hipergraf na V . Hiper-
grafovi H1 i H2 su izomorfni ako postoji bijekcija f : V (H1) → V (H2)
takva da e ∈ H1 ako i samo ako f(e) ∈ H2. Restrikcija hipergrafa H na
skup temena I ⊂ V (H) je hipergraf H|I = {e ∈ H| e ⊂ I}.

Neka je H(H) = ⊕n≥0Hn(H) graduisani k-vektorski prostor qija je
baza skup H svih klasa izomorfnih hipergrafova, a graduacija data po
broju temena. Na ovom prostoru definixemo mno�eǌe kao disjunktnu
uniju

H1 tH2 = {e ⊂ V1 t V2 | e ∈ H1 ili e ∈ H2},

a komno�eǌe pomo�u restrikcija
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∆(H) =
∑
I⊂V

H|I ⊗H|V \I .

Na taj naqin prostor H(H) postaje graduisana povezana komutativna
i kokomutativna Hopfova algebra. ǋena jedinica je hipergraf H∅ na
praznom skupu temena, a kojedinica

ε(H) =

{
1, ako je H = H∅
0, inaqe

.

Definiximo karakter ζH : H(H)→ k sa

ζH(H) =

{
1, ako je H diskretan
0, inaqe

.

Tako dobijamo kombinatornu Hopfovu algebru hipergrafova (H(H), ζH).
Antipod od H(H) je, po (1), dat sa

S(H) =
∑
k≥1

(−1)k
∑

I1t...tIk=V

H|I1 t . . . tH|Ik ,

gde se sumiraǌe vrxi po svim ure�enim dekompozicijama skupa temena.

Kanonski morfizam iz H(H) u QSym je dat sa

Ψ(H) =
∑
α|=n

ζα(H)Mα, H ∈ Hn(H), (30)

pri qemu je za kompoziciju α = (a1, . . . , ak) |= n koeficijent ζα(H) broj
ure�enih dekompozicija (I1, . . . , Ik) skupa temena V takvih da je H|Ij
diskretan ranga aj za sve j = 1, . . . , k. Poxto je H(H) kokomutativna Hop-
fova algebra, funkcija Ψ(H) je simetriqna. To je generixu�a funkcija
pravilnih bojeǌa hipergrafa H

Ψ(H) =
∑

f pravilno

∏
v∈V

xf(v),

Ponovimo da je bojeǌe f : V → N pravilno ako nijedna ivica od H nije
obojena istom bojom. Ako je H prost graf, Ψ(H) je Stenlijeva hromatska
simetriqna funkcija grafa.
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Glavna specijalizacija χ(H,m) = Ψ(H)(1m) definixe hromatski
polinom hipergrafa H koji broji ǌegova bojeǌa sa najvixe m boja.
Dakle, po definiciji karaktera ζH imamo

χ(H,m) = ζmH(H).

Formula za antipod onda daje

χ(H,−1) = ζ−1
H (H) = ζH ◦ S(H) =

∑
α|=n

(−1)k(α)(ζH)α(H).

Neka je sada S proizvoǉna familija klasa izomorfizama hiper-
grafova, koja je zatvorena za disjunktne unije i restrikcije. Tada je
k-vektorski prostor H(S) sa bazom S i karakterom ζS = ζH|H(S) kombina-
torna Hopfova podalgebra algebre hipergrafova (H(H), ζH).

Primer 5.1.1. Neka je D = {Dn}n≥0 familija diskretnih hipergrafova.
Tada je H(D) izomorfna polinomijalnoj Hopfovoj algebri k[x], gde je
x = D1. Karakter ζ1 = ζH|H(D) definisan je sa ζ1(p) = p(1), p ∈ k[x].

Primer 5.1.2. Neka je G klasa prostih grafova. Tada je (H(G), ζG)
hromatska Hopfova algebra grafova (G, ζG).

Postoje dve va�ne klase hipergrafova koje su zatvorene za restrik-
cije i disjunktne unije, a koje su nam poznate iz prethodnog poglavǉa.

Klateri Klater (clutter) C na konaqnom skupu V je hipergraf koji je
antilanac u Bulovom posetu P(V ) svih podskupova od V . U literaturi
su klateri poznati i kao Xpernerovi ili nezavisni sistemi, antilanci
i prosti hipergrafovi. Familija svih klasa izomorfnih klatera C
definixe kombinatornu Hopfovu algebru klatera (H(C), ζC). Slede�e
inkluzije su oqigledne

(H(D), ζD) ⊂ (H(G), ζG) ⊂ (H(C), ζC).

Klatere prirodno identifikujemo sa simplicijalnim kompleksima.
Simplicijalni kompleks K definixe klater svojih maksimalnih
strana.

Za hipergraf H oznaqi�emo sa C(H) klater minimalnih ivica od H.
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Gradivni skupovi Gradivni skup B na skupu V poistoveti�emo sa
hipergrafom B \ {{v} | v ∈ V }. Ako je B familija svih klasa
izomorfnih gradivnih skupova, onda je (H(B), ζB) Hopfova algebra
gradivnih skupova (BSet, ζB). Hipergraf H na skupu temena V generixe
jedinstveni gradivni skup B(H) na naqin opisan u prethodnom poglavǉu.
Definiximo induktivno niz hipergrafova H0 = H i Hk+1 = Hk∪{e∪e′| e ∈
H0, e

′ ∈ Hk, e ∩ e′ 6= ∅}, k ≥ 1. Tada je B(H) =
⋃
k≥0Hk ∪

⋃
v∈V {v}.

Teorema 5.1.3. Slede�a preslikavaǌa su cepaju�i monomorfizmi kombina-
tornih Hopfovih algebri:

(H(C), ζC)
i1→ (H(B), ζB)

i2→ (H(H), ζH),

gde je i1(C) = B(C) i i2(B) = B. Preslikavaǌa

(H(H), ζH)
p2→ (H(B), ζB)

p1→ (H(C), ζC),

gde je p1(B) = C(B) i p2(H) = B(H) su epimorfizmi kombinatornih Hopfo-
vih algebri koji zadovoǉavaju p1 ◦ i1 = 1H(C) i p2 ◦ i2 = 1H(B).

Dokaz. Tvr�eǌe teoreme lako sledi iz qiǌenice da pridru�ivaǌe kla-
tera C(H) i gradivnog skupa B(H) hipergrafu H zadovoǉavaju

B(H1 tH2) = B(H1) t B(H2) i C(H1 tH2) = C(H1) t C(H2),

B(H|I) = B(H)|I i C(H|I) = C(H)|I

za sve hipergrafove H1 i H2 i za svaki I ⊂ V (H). �

Po analogiji sa Ojlerovim gradivnim skupovima imamo definiciju
i karakterizaciju Ojlerovih hipergrafova.

Definicija 5.1.4. Hipergraf H je Ojlerov ako je χH(H|I) = ε(H|I) za
sve I ⊂ V (H), gde je χH = ζHζH Ojlerov karakter kombinatorne Hopfove
algebre (H(H), ζH).

Slede�a karakterizacija Ojlerovih hipergrafova je jednostavna
posledica definicija.

Lema 5.1.5. Hipergraf H 6= H∅ je Ojlerov ako i samo ako za sve ∅ 6= I ⊂
V (H) va�i: ili je H|I diskretan ili je ζ−1

H (H|I) = 0.
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Dokaz. Uslov χH(H) = ε(H) ekvivalentan je uslovu ζ−1
H (H) = ζH(H). Ako

je Dn diskretan hipergraf na n temena, iz χ(Dn,m) = mn sledi da je
ζ−1(Dn) = χ(Dn,−1) = (−1)n = ζ(Dn). Kako je ζH(H) = 0 za nediskretan
graf H, sledi tvr�eǌe. �

Disjunktne unije i restrikcije Ojlerovih hipergrafova su tako�e
Ojlerovi hipergrafovi, tako da familija svih Ojlerovih hipergrafova
qini Hopfovu podalgebru E(H) kombinatorne Hopfove algebre H(H),
koju �emo zvati Ojlerova podalgebra hipergrafova.

Lema 5.1.6. Ojlerova podalgebra E(H) je podalgebra neparne algebre
S−(H(H), ζH).

Dokaz. Neparna podalgebra S−(H(H), ζH) je odre�ena uopxtenim Den-
Somervilovim relacijama

(id⊗ (ζ−1 − ζ)⊗ id) ◦∆(2)(H) =
∑

ItJtK=V (H)

H|I ⊗ (ζ−1 − ζ)(H|J)⊗H|K =

=
∑

J⊂V (H)(ζ
−1 − ζ)(H|J)∆(H|Jc) = 0.

Sledi da H ∈ S−(H(H), ζH) ako je (ζ−1 − ζ)(H|J) = 0 za sve J ⊂ X, xto je
po prethodnoj lemi ekvivalentno sa H ∈ E(H). �

Neka je E(C) = E(H) ∩H(C) Ojlerova podalgebra klatera.

Teorema 5.1.7. Preslikavaǌe p : H(H)→ H(C), definisano sa p(H) = C(H),
indukuje izomorfizme kombinatornih Hopfovih algebri:

(i)
H(C) ∼= H(H)/ ker p,

(ii)
E(C) ∼= E(H)/(ker p ∩ E(H)),

(iii)
S−(H(C), ζC) ∼= S−(H(H), ζH)/ ker p.

Dokaz. Preslikavaǌe p je epimorfizam kombinatornih Hopfovih alge-
bri. Jezgro ker p je generisano svim H−C(H). Hipergraf H se na jedin-
stven naqin mo�e predstaviti kao H = C(H) + (H − C(H)), pa dobijamo
direktnu sumu vektorskih prostora: H(H) = H(C)⊕ ker p. Jezgro ker p je
ideal za koji jox va�i ∆(ker p) ⊂ ker p⊗ker p i S(ker p) ⊂ ker p. Dakle, ker p
je Hopfov ideal od H(H) i tvr�eǌe (i) sledi.
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Poxto je projekcija p morfizam kombinatornih Hopfovih algebri,
imamo χH(H) = χC(C(H)) za sve hipergrafove H. Restrikcija p = p|E(H) :
E(H)→ E(C) je epimorfizam kombinatornih Hopfovih algebri i ker p =
ker p ∩ E(H) je Hopfov ideal od E(H), xto dokazuje (ii).

Generatori jezgra ker p zadovoǉavaju (id ⊗ (ζ−1
H − ζH) ⊗ id) ◦ ∆(2)(H −

C(H)) = 0, pa je ker p ⊂ S−(H(H), ζH). Kako je inkluzija i :
(H(C), ζC) → (H(H), ζH) morfizam kombinatornih Hopfovih algebri,
imamo S−(H(C), ζC) = S−(H(H), ζH) ∩ H(C). To znaqi da je dobro defi-
nisan epimorfizam kombinatornih Hopfovih algebri p : S−(H(H), ζH)→
S−(H(C), ζC). �

Posledica 5.1.8. Hipergraf H je Ojlerov ako i samo ako je klater C(H)
Ojlerov.

Kao u prethodnom poglavǉu, klateru C �emo pridru�iti apstrak-
tni simplicijalni kompleks na skupu temena C, ǌegov nerv ∆(C) =
N(C) = {C ′ ⊂ C| ∩ C ′ 6= ∅}. Preseqni graf G(C) klatera je 1-skeleton
nerva G(C) = N(C)(1). Kao i ranije, re�i �emo da je C neparan klater
ako je ∩C ′ skup sa neparnim brojem elemenata za sve strane C ′ nerva
N(C). Kompletna kombinatorna karakterizacija Ojlerovih klatera je
neposredna posledica teoreme 4.6.10.

Teorema 5.1.9. Klater C je Ojlerov ako i samo ako je neparan i

(i) preseqni graf G(C) je tetivni graf

(ii) nerv N(C) je klik kompleks preseqnog grafa G(C).

Dokaz. Neka je B(C) gradivni skup generisan klaterom C. Po posledici
5.1.8, klater C = C(B(C)) je Ojlerov ako i samo ako je gradivni skup B(C)
Ojlerov, xto je, po teoremi 4.6.10, ekvivalentno sa gorǌim uslovima.�

Neka je C klater na skupu temena V . Za podklater S ⊂ C, neka je
λ(S) ` |V | particija broja temena |V | qiji su delovi jednaki brojevima
temena povezanih komponenti od S. Hromatska simetriqna funkcija
Ψ(C) klatera C je, po teoremi 4.3.8, u stepenoj bazi simetriqnih
funkcija data sa

Ψ(C) =
∑
S⊂C

(−1)|S|pλ(S).

Pretpostavimo sada da C zadovoǉava uopxtene Den-Somervilove
relacije, to jest C ∈ S−(H(C), ζC). Tada Ψ(C) ∈ S−(Sym, ζS). Za par-
ticiju λ �emo re�i da je neparna ako su svi ǌeni delovi neparni.
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Neparna podalgebra Hopfove algebre simetriqnih funkcija je kao vek-
torski prostor generisana skupom svih neparnih stepenih simetriqnih
funkcija, (Tvr�eǌe 7.1, [1])

S−(Sym, ζS) = L{pλ| λ neparna}.

Lema 5.1.10. Broj temena povezanog Ojlerov klatera C ∈ E(C) je neparan.

Dokaz. Neka je n = |V (C)| broj temena klatera C i neka je S ⊂ C mi-
nimalan povezan podklater takav da je ∪S = V (C). Tada je S neparan
i nerv N(S) je pun podkompleks nerva N(C). Kompleks N(C) je klik
kompleks tetivnog grafa G(C), pa je N(S) klik kompleks tetivnog grafa
G(S). Dakle, S je Ojlerov klater. Otuda je S ∈ S−(H(C), ζC), odnosno
Ψ(S) ∈ S−(Sym, ζS). Kako je S minimalan podklater za koji je ∪S =
V (C), u razvoju Ψ(S) preko stepenih simetriqnih funkcija, sabirak pn
se dobija iskǉuqivo kao pn = pλ(S). Odatle je n neparno. �

Teorema 5.1.11. Klater C je Ojlerov C ∈ E(C) ako i samo ako je particija
λ(S) neparna za svaki podklater S ⊂ C.

Dokaz. Neka je C ∈ E(C) i neka za neki podklater S ⊂ C imamo da
particija λ(S) nije neparna. To znaqi da postoji povezana komponenta
S ′ podklatera S sa parnim brojem temena |S ′|. Kao restrikcija Ojlerovog
klatera C, povezana komponenta S ′ je tako�e Ojlerov klater. Po lemi
5.1.10, broj temena |S ′| je neparan. Kontradikcija.

Pretpostavimo sada da je λ(S) neparna particija za svaki podklater
S ⊂ C. Posebno, za svaki simpleks C ′ ∈ N(C) nerv kompleksa imamo
da je λ(C ′) neparno. Odavde sledi da je klater C neparan. Primenom
osobine ukǉuqeǌa-iskǉuqeǌa, pokaza�emo da klater C zadovoǉava i
ostale uslove teoreme 5.1.9:

(i) Pretpostavimo da postoji netetivni cikl e1 . . . ek, k > 3, u preseqnom
grafu G(C). Kako je λ({e1, . . . , ek}) neparna particija, zakǉuqujemo da je
|e1 ∪ . . . ∪ ek| neparan. S druge strane

|e1 ∪ . . . ∪ ek| = |e1|+ |e2|+ · · ·+ |ek| − |e1 ∩ e2| − |e2 ∩ e3| − · · · − |ek ∩ e1|,

xto je parno, kontradikcija!

(ii) Neka je {e1, . . . , ek}, k > 2, minimalna ne-strana nerva N(C). Tada je

0 = |e1 ∩ . . . ∩ ek| = |e1 ∪ . . . ∪ ek| −
k−1∑
j=1

(−1)j−1
∑

i1<···<ij

|ei1 ∩ . . . ∩ eij |.
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Svih 2k − 1 sabiraka na desnoj strani je neparno poxto je klater C
neparan, kontradikcija. Dakle, nerv N(C) je fleg kompleks, odnosno
klik kompleks preseqnog grafa G(C). �

Teoreme 5.1.9 i 5.1.11, zajedno sa posledicom 5.1.8, daju kompletnu
karakterizaciju klase Ojlerovih hipergrafova E(H).

Napomena 5.1.12. Ojlerova algebra klatera E(C) je prava podalgebra
neparne algebre klatera S−(H(C), ζC). Postoje klateri koji zadovo-
ǉavaju Den-Somervilove relacije, a nisu Ojlerovi. Na slici 8 je dat
primer takvog klatera na pet temena. Primetimo da navedeni klateri
imaju iste hromatske simetriqne funkcije.

Neparna algebra S−(H(C), ζC) ima i druge generatore osim klatera
koji zadovoǉavaju Den-Somervilove relacije. Na primer, neka su C1 =
{{1, 2}, {2, 3}} i C2 = {{1, 2}} klateri na skupu temena V = {1, 2, 3}. Tada
element h = C2 − 2C1 zadovoǉava uopxtene Den-Somervilove relacije,
ali nije u Ojlerovoj podalgebri.

Slika 8: Ne-Ojlerov klater koji zadovoǉava Den-Somervilove relacije
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5.2 Hopfova algebra simplicijalnih kompleksa

Apstraktni simplicijalni kompleks K na skupu temena V = V (K) je
doǌi ideal u Bulovom posetu P(V ) svih podskupova od V . Zahteva�emo
da {v} ∈ K za sva temena v ∈ V . Indukovani podkompleks K|I od K na
skupu temena I ⊂ V (K) je familija K|I = {σ ∈ K| σ ⊂ I}.

Dva simplicijalna kompleksa su izomorfna ako postoji bijekcija ǌi-
hovih skupova temena f : V (K1) → V (K2) takva da σ ∈ K2 ako i samo ako
f−1(σ) ∈ K1.

Neka je H(K) = ⊕n≥0Hn(K) graduisani k-vektorski prostor qija je
baza skup K svih klasa izomorfnih konaqnih simplicijalnih kompleksa
i sa graduacijom datom brojem temena. U odnosu na proizvod definisan
spajaǌem simplicijalnih kompleksa

K1 ∗K2 = {σ ∪ τ | σ ∈ K1, τ ∈ K2},

koji je simplicijalni kompleks na disjunktnoj uniji V (K1) t V (K2), i
koproizvod definisan indukovanim podkompleksima

∆(K) =
∑

I⊂V (K)

K|I ⊗K|Ic ,

prostor H(K) je graduisana povezana komutativna i kokomutativna
Hopfova algebra. Jediniqni element je prazan simplicijalni kompleks,

a kojedinica je ε(K) =

{
1, ako je K = ∅
0, inaqe

.

Definiximo karakter ζK : H(K)→ k sa

ζK(K) =

{
1, ako je K simpleks
0, inaqe

.

Tako smo dobili kombinatornu Hopfovu algebru simplicijalnih kom-
pleksa (H(K), ζK).

Antipod S ove algebre odre�en je sa

S(K) =
∑
k≥1

(−1)k
∑

I1t...tIk=V (K)

K|I1 ∗ · · · ∗K|Ik ,

gde sumiramo po svim ure�enim dekompozicijama skupa temena.
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Kanonski morfizam Ψ : (H(K), ζK) −→ (QSym, ζQ) dat je sa

Ψ(K) =
∑
α|=n

(ζK)α(K)Mα, K ∈ Hn(K).

Definiximo particiju simplicijalnog kompleksa K kao ure�enu dekom-
poziciju (I1, . . . , Ik) skupa temena V (K) takvu da su svi indukovani pod-
kompleksi K|Ij , 1 ≤ j ≤ k, simpleksi. Za kompoziciju α = (a1, . . . , ak) |= n
koeficijent (ζK)α(K) je broj particija od K qiji delovi imaju date
brojeve elemenata, |Ij| = aj, 1 ≤ j ≤ k. Poxto je H(K) kokomutativna,
funkcija Ψ(K) je simetriqna.

Definiximo funkciju particije simplicijalnog kompleksa K kao
preslikavaǌe f : V (K) → N takvo da je f−1({i}) simpleks od K za sve
i ∈ f(V (K)). Za funkciju particije f oznaqimo sa xf =

∏
v∈V (K) xf(v)

monom u prstenu polinoma k[x1, x2, . . .]. Tada je

Ψ(K) =
∑

f funkcija particije
xf

generixu�a funkcija svih funkcija particije simplicijalnog kom-
pleksa K.

Glavna specijalizacija χ(K,m) = ζmK(K) = Ψ(K)(1m) definixe poli-
nom particije simplicijalnog kompleksa K koji broji funkcije par-
ticije f : V (K) → [m]. Od posebnog znaqaja je vrednost χ(K,−1) i po
formuli za antipod imamo

χ(K,−1) = ζ−1
K (K) =

∑
α|=n

(−1)k(α)(ζK)α(K).

Kompleks nezavisnosti klatera C je simplicijalni kompleks

Ind(C) = {I ⊂ V (C)| C|I je diskretan}.

Simplicijalni kompleks K odre�uje klater svojih minimalnih ne-
strana

C(K) = {I ⊂ V (K)| I /∈ K, J ∈ K za svaki pravi podskup J ⊂ I}.

Ova dva pridru�ivaǌa su me�usobno inverzna

Ind(C(K)) = K i C(Ind(C)) = C.
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Teorema 5.2.1. Preslikavaǌe Ind : (H(C), ζC) → (H(K), ζK) koje klateru C
pridru�uje kompleks nezavisnosti Ind(C) je izomorfizam kombinatornih
Hopfovih algebri.

Dokaz. Preslikavaǌe Ind zadovoǉava

Ind(C1 t C2) = Ind(C1) ∗ Ind(C2),

Ind(C)|I = Ind(C|I)
za sve C1 i C2 i za svaki I ⊂ V (C). Kompleks Ind(C) je simpleks ako
i samo ako je C diskretan, pa je ζK ◦ Ind = ζC. Dakle Ind je morfizam
kombinatornih Hopfovih algebri. �

Vrednost Ojlerovog karaktera na simplicijalnom kompleksu K je
data sa

χ(K) = ζKζK(K) =
∑

particije (I,Ic)

(−1)|I|.

Ojlerova podalgebra E(K) je definisana analogno kao Ojlerova podalge-
bra hipergrafova. Ona je generisana svim klasama izomorfnih simpli-
cijalnih kompleksa koji imaju osobinu da je vrednost Ojlerovog karak-
tera na svim restrikcijama nula, χ(K|I) = 0, ∅ 6= I ⊂ V (K).

Primer 5.2.2. Pretpostavimo da je {i, j} minimalna nestrana simpli-
cijalnog kompleksa K. Tada je χ(K|{i,j}) = −2, pa K nije Ojlerov. Potre-
ban uslov da kompleks K bude Ojlerov je da je ǌegov 1-skeleton kom-
pletan graf na V (K). Zbog toga kompleks nezavisnosti nediskretnog
prostog grafa nije Ojlerov.

Na osnovu izomorfizma iz teoreme 5.2.1 i iz teorema 5.1.11 i 5.1.9, do-
bijamo kompletnu karakterizaciju Ojlerovih simplicijalnih kompleksa
K ∈ E(K).

Teorema 5.2.3. Simplicijalni kompleks K je Ojlerov ako i samo ako je
kompleks nezavisnosti K = Ind(C) Ojlerovog klatera C ∈ E(C) ili ek-
vivalentno, ako i samo ako je ǌegov klater minimalnih ne-strana C(K)
Ojlerov.

Primer 5.2.4. 1. Neka je ∆[n] simpleks na n temena. Graniqni kompleks
∂∆[n] je Ojlerov ako i samo ako je n neparan.

2. Neka je C klater takav da je nerv kompleks N(C) ili drvo ili
simpleks. Tada je kompleks nezavisnosti Ind(C) Ojlerov ako i samo ako
je C neparan.
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