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DIFUZIONO-TALASNA JEDNAQINA RAZLOMǈENOG REDA

SA KONCENTRISANIM KAPACITETOM I ǋENA

APROKSIMACIJA METODOM KONAQNIH RAZLIKA

Rezime

Difuziono-talasna jednaqina razlomǉenog reda po vremenskoj promen-

ǉivoj dobija se iz klasiqne difuzione ili talasne jednaqine zamenom

prvog, odnosno drugog izvoda po vremenskoj promenǉivoj, izvodom raz-

lomǉenog reda α, gde je 0 < α ≤ 2. Posebno, u zavisnosti od vrednosti

parametra α, razlikujemo subdifuziju (0 < α < 1), normalnu difuziju

(α = 1), superdifuziju (1 < α < 2) i balistiqko kretaǌe (α = 2). Izvodi

razlomǉenog reda su nelokalni operatori, xto ote�ava konstruisaǌe

efikasne numeriqke metode.

Predmet ove doktorske disertacije je difuziono-talasna jednaqina

razlomǉenog reda po vremenskoj promenǉivoj sa koeficijentom koji sadr-

�i singularnu distribuciju, pre svega Dirakovu distribuciju, i aprok-

simacija ovog problema metodom konaqnih razlika. Poqetno-graniqni

problemi ovog tipa obiqno se nazivaju problemima s interfejsom. Izvo-

di rexeǌa ovakvih problema imaju prekide na interfejsu, tj. na nosaqu

Dirakove distribucije, pa je texko utvrditi konvergenciju diferenci-

jskih shema koriste�i se klasiqnim Tejlorovim razvojem.

U radu je dokazana egzistencija generalisanih rexeǌa ovog poqetno-

graniqnog problema. Ispitivana je stabilnost i izvedena je ocena

brzine konvergencije odgovaraj�ih diferencijskih shema u zavisnosti

od glatkosti ulaznih podataka. Teorijski rezultati su potvr�eni nu-

meriqkim primerima.

Kǉuqne reqi: izvodi razlomǉenog reda, subdifuzija, superdifuzija,

problemi s interfejsom, prostori Soboǉeva, slaba rexeǌa, apriorna
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FRACTIONAL DIFFUSION-WAVE EQUATION WITH CONCENTRATED

CAPACITY AND ITS FINITE DIFFERENCE APPROXIMATION

Abstract

The time fractional diffusion-wave equation can be obtained from the classical dif-

fusion or wave equation by replacing the first or second order time derivative, re-

spectively, by a fractional derivative of order 0 < α ≤ 2. In particular, depending

on the value of the parameter α, we distinguish subdiffusion (0 < α < 1), nor-

mal diffusion (α = 1), superdiffusion (1 < α < 2) and ballistic motion (α = 2).

Fractional derivatives are non-local operators, which makes it difficult to construct

efficient numerical method.

The subject of this dissertation is the time fractional diffusion-wave equation with

coefficient which contains a singular distribution, primarily Dirac distribution, and

its approximation by finite differences. Initial-boundary value problems of this type

are usually called interface problems. Solutions of such problems have discontinuities

or non-smoothness across the interface, i.e. on support of Dirac distribution, making

it difficult to establish convergence of the finite difference schemes using the classical

Taylor’s expansion.

The existence of generalized solutions of this initial-boundary value problem has

been proved. Some finite difference schemes approximating the problem are pro-

posed and their stability and estimates for the rate of convergence compatible with

the smoothness of the solution are obtained. The theoretical results are confirmed

by numerical examples.
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1 Uvod

U dinamici fluida, normalna difuzija se mo�e opisati prvim i drugim

Fikovim zakonom. Za stacionarno1 staǌe difuzije, prvi Fikov zakon

glasi da je fluks2 J proporcionalan gradijentu koncentracije u

J = −k∂u
∂x
, (1.1)

gde je k > 0 koeficijent difuzije, a x prostorna koordinata. U normal-

nom sistemu, qestice se ne mogu stvoriti ili unixtiti, xto znaqi da

promena koncentracije qestica u nekoj oblasti mora biti jednaka ra-

zlici broja qestica koje su uxle i izaxle iz te oblasti. To se mo�e

matematiqki zapisati jednaqinom odr�aǌa

∂u

∂t
= −∂J

∂x
, (1.2)

gde je t vremenska promenǉiva. Zamenom jednakosti (1.1) u (1.2) dobija

se drugi Fikov zakon

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
, x ∈ R, t > 0, (1.3)

koji predstavǉa standardnu jednaqinu difuzije. Ova linearna parci-

jalna diferencijalna jednaqina, osim kretaǌa qestica, opisuje i prenos

toplote i prenos energije. U sluqaju prenosa toplote, jednakost (1.1)

se naziva Furijeovim zakonom, a jednakost (1.3) jednaqinom prostiraǌa

toplote. Funkcija u predstavǉa temperaturu, k koeficijent toplotne

provodǉivost i J toplotni fluks, tj. koliqinu toplote koja pro�e kroz

jedinicu povrxine, normalne na pravac du� koga se temperatura meǌa,

u jedinici vremena.

Jednostavnosti radi, pretpostavimo da je k konstanta. Ako je zadat

poqetni uslov

u(x, 0) = ψ(x), x ∈ R,

koriste�i Furijeovu transformaciju ili metodu razdvajaǌa promenǉi-

1Svaka qestica fluida koja se na�e u nekoj strujnoj liniji nastavǉa da se kre�e u
pravcu strujnice kao i prethodna qestica.

2 Broj qestica koji prolaze kroz jedinicu povrxine, normalne na pravac toka, u
jedinici vremena.
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vih, lako mo�emo dobiti jedinstveno rexeǌe jednaqine (1.3):

u(x, t) =

∫
R
ψ(x− y)ϕ(y, t)dy, (1.4)

gde je

ϕ(x, t) =
1√

2kπt
e−

x2

4kt . (1.5)

Funkcija ϕ(x, t) predstavǉa fundamentalno rexeǌe (ili Grinovu funk-

ciju) jer odgovara poqetnom uslovu ψ(x) = δ(x), gde je δ(x) Dirakova

distribucija.

U teoriji verovatno�e, funkcija ϕ(x, t) predstavǉa funkciju gustine

normalne raspodele (ili Gausove raspodele)

ϕ(x, t) = ϕ(x;σ2) =
1√

2πσ2
e−

x2

2σ2 ,

pa je fundamentalno rexeǌe (1.5) funkcija gustine raspodele koja odre-

�uje verovatno�u da se usamǉena qestica nalazi na poziciji x u trenutku

t, dok (1.4) opisuje kretaǌe sistema (grupe) qestica.

Sluqajnu veliqinu X koja ima normalnu raspodelu karakterixu dve

vrednosti:

• matematiqko oqekivaǌe: EX =
∫∞
−∞ xϕ(x;σ2)dx = 0 i

• disperzija: DX = E(X − EX)2 =
∫∞
−∞(x− EX)2ϕ(x;σ2)dx = σ2 = 2kt.

Kako je EX = 0 sledi da qestica u proseku ostaje na mestu na kom

je i bila u trenutku t = 0. Dok na osnovu disperzije zakǉuqujemo da je

pomeraǌe qestice proporcionalno konstanti difuzije i raste linearno

sa vremenom t.

Me�utim, u turbulentnim sistemima, koji na primer sadr�e virove

koji mogu da zarobe qestice na neko du�e vreme ili neke tokove koji

mogu da pomere qesticu za neko ve�e rastojaǌe, Fikov zakon ne va�i. U

takvim sistemima difuzija je sporija ili br�a, odnosno karakterixe

se sa

DX ∼ kα t
α.

Difuziju kod koje je eksponent α 6= 1 nazivamo anomalnom difuzijom.

Osim toga imamo i podelu na: subdifuziju za 0 < α < 1, normalnu difuz-
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iju za α = 1 i superdifuziju za α > 1. Prostiraǌe toplote u sistemima

koji ne zadovoǉavaju Furijeov zakon je analizirano u radovima [9, 34].

Anomalna difuzija se modeluje parcijalnim diferencijalnim jed-

naqinama u kojima se javǉaju izvodi razlomǉenog reda. Difuziono-

talasnu jednaqinu sa izvodom razlomǉenog reda α dobijamo kada u jedna-

qini prostiraǌa toplote (tj. jednaqini difuzije) prvi izvod po vremen-

skoj promenǉivoj zamenimo izvodom razlomǉenog reda 0 < α ≤ 2 [41, 53].

Ova jednaqina se mo�e dobiti i kao rezultat problema neprekidnog

sluqajnog hoda [16, 17, 33, 44]. Modeli ovog tipa se posledǌih godina

intenzivno izuqavaju, analitiqki i numeriqki [2, 12, 19, 37, 49, 54, 55].

U definiciji izvoda razlomǉenog reda se pojavǉuje integral na os-

novu qega zakǉuqujemo da su ovo nelokalni operatori koji mogu opisati

memorijski efekat razliqitih materijala. Sa druge strane upravo ta

nelokalnost ote�ava konstruisaǌe efikasnih metoda za ǌihovo aproksi-

miraǌe, jer problem postaje globalan. Rexeǌe u posmatranom trenutku

zavisi od ponaxaǌa funkcije u qitavom prethodnom vremenskom inter-

valu.

Ako je sredina u kojoj se javǉa prenos toplote nehomogena, tj. sastoji

se od dva ili vixe razliqitih materijala, tada diferencijalna jedna-

qina koja opisuje ovaj proces mo�e sadr�ati koeficijente koji imaju

prekide du� hiperpovrxi koju nazivamo interfejsom [14, 27, 57]. U op-

xtem sluqaju, jednaqina provo�eǌa toplote ima oblik

cρ
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
+ f(x, t),

gde je ρ gustina materijala, c koeficijent toplotnog kapaciteta (speci-

fiqna toplota)3 i f(x, t) intenzitet toplotnog izvora u taqki u x u vre-

menskom trenutku t.

Posmatrajmo sluqaj kada imamo koncentrisani toplotni kapacitet

veliqine C > 0 u nekoj unutraxǌoj taqki ξ intervala (0, l). To znaqi

da se ukupan kapacitet mo�e predstaviti kao suma kontinualno promen-

ǉivog qlana cρ i koncentrisanog qlana Cδ(x− ξ), gde je delta Dirakova

distribucija (vidi odeǉak 2.4). Dakle, u ovom sluqaju posmatramo

3Koliqina toplote koju je potrebno dovesti nekom telu da bi mu se temperatura
povisila za 1◦C.
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problem

[cρ+ Cδ(x− ξ)]∂u
∂t

=
∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
+ f(x, t). (1.6)

U taqki x = ξ mora biti ispuǌen uslov neprekidnosti temperature:

[u]x=ξ = u(ξ + 0, t)− u(ξ − 0, t) = 0.

Ovaj uslov nazivamo prvim uslovom konjugacije. Integrale�i jednaqinu

(1.6) po x u granicama od [ξ − ε, ξ + ε] , za neko ε > 0, dobijamo∫ ξ+ε

ξ−ε
cρ
∂u

∂t
dx+ C

∂u(ξ, t)

∂t
= k

∂u

∂x

∣∣∣∣ξ+ε
ξ−ε

+

∫ ξ+ε

ξ−ε
f(x, t)dx.

Ako pustimo da ε→ 0, uz pretpostavku da je toplotni izvor f neprekid-

nog intenziteta, kao i ∂u/∂t, dobijamo

C
∂u(ξ, t)

∂t
=

[
k
∂u

∂x

]
x=ξ

.

Ovaj uslov nazivamo drugim uslovom konjugacije.

Paraboliqke i hiperboliqke jednaqine koje modeluju probleme s kon-

centrisanim faktorima (toplotni kapacitet, masa itd.), ǌihove aproksi-

macije konaqnim razlikama i ocene brzine konvergencije predlo�enih

diferencijskih shema se mogu prona�i u radovima [3, 14, 28, 29, 30].

Za diferencijsku aproksimaciju jednaqine subdifuzije, u radovima

[38, 55], dokazana je konvergencija reda O(τ 2−α + h2), gde je τ korak za

vremensku, a h korak za prostornu promenǉivu, u sluqaju kada je rexe-

ǌe jednaqine dva puta neprekidno diferencijabilno po t i qetiri puta

neprekidno diferencijabilno po x. U radu [55] je predlo�ena i dife-

rencijska shema za jednaqinu superdifuzije. Dokazan je red konvergen-

cije O(τ 3−α + h2) uz uslov da je rexeǌe tri puta neprekidno diferenci-

jabilno po vremenskoj promenǉivoj i qetiri puta neprekidno diferen-

cijabilno po prostornoj promenǉivoj. Pore�eǌe do sada predlaganih

shema mo�e se videti u radu [21].

Disertacija je podeǉena na sedam poglavǉa, raqunaju�i i ovu u kojoj

je data motivacija i predstavǉena struktura.

Drugo poglavǉe sadr�i osnovne pojmove i tvr�eǌa koja se koriste u

radu. Uvode se prostori Soboǉeva koji predstavǉaju osnovno okru�eǌe
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za rexavaǌe parcijalnih diferencijalnih jednaqina.

U tre�em poglavǉu se uvodi pojam integrala i izvoda razlomǉenog

reda. U literaturi se pojavǉuju mnoge definicije izvoda razlomǉe-

nog reda: Riman-Liuvilova, Kaputova, Grunvald-Letnikovǉeva, itd.

U ovom radu se koriste Riman-Liuvilov i Kaputov izvod razlomǉenog

reda.

Qetvrto poglavǉe se bavi egzistencijom rexeǌa difuziono-talasne

jednaqine. Uvedeni su prostori funkcija sa izvodima razlomǉenog reda

i ǌihova veza sa prostorima Soboǉeva.

Peto poglavǉe se bavi jednaqinom subdifuzije sa koncentrisanim

kapacitetom. Dokazana je egzistencija rexeǌa, predlo�ena aproksi-

macija i izvedena ocena brzine konvergencije. Rezultati ovog poglavǉa

objavǉeni su u radovima [5, 6, 8, 31, 25]. Xesto poglavǉe se bavi jed-

naqinom superdifuzije sa koncentrisanim kapacitetom. Deo rezultata

iz ovog poglavǉa je prihav�en za xtampu [4], a deo je na recenziji [7]. U

oba sluqaja su dati numeriqki eksperimenti koji potvr�uju teorijske

rezultate.

Zakǉuqak je dat u sedmom poglavǉu.
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2 Matematiqki aparat

U ovom poglavǉu je dat kratak pregled rezultata iz teorije funkcional-

ne analize i parcijalnih diferencijalnih jednaqina koji �e biti korix-

�eni u daǉem radu.

2.1 Teorija operatora

Neka su (X, ‖ · ‖X) i (Y, ‖ · ‖Y ) dva normirana vektorska prostora. Li-

nearan operator A je linearna transformacija A : D(A) → Y , gde je

potprostor D(A) ⊂ X domen operatora A. Potprostor R(A) := {y =

A(x)|x ∈ D(A)} ⊂ Y nazivamo slikom ili kodomenom operatora A.

Linearan operator A je ograniqen ako postoji pozitivan broj M

takav da je

‖A(x)‖Y ≤M‖x‖X (2.1)

za svako x ∈ D(A). U suprotnom, ka�emo da je operator neograniqen.

Norma ograniqenog operatora A je najmaǌi broj M za koji va�i ne-

jednakost (2.1), tj.

‖A‖ := sup
x∈D(A)
‖x‖X 6=0

‖A(x)‖Y
‖x‖X

= sup
x∈D(A)
‖x‖X=1

‖A(x)‖Y .

Linearan operator je ograniqen ako i samo ako je neprekidan.

Za dva normirana vektorska prostora X i Y ka�emo da su izomet-

riqki izomorfna, i pixemo X ∼= Y , ako postoji linearna bijekcija

L : X → Y za koju je ‖L(x)‖Y = ‖x‖X.

Za dve norme ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 na vektorskom prostoru X ka�emo da su

ekvivalentne i pixemo ‖ · ‖1 � ‖ · ‖2 ako postoje konstante C1, C2 > 0 takve

da je

C1‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ C2‖x‖1, ∀x ∈ X.

Ako je Y = C, tada operator A : X → C nazivamo funkcionalom.

Specijalno, ako je R(A) ⊂ R ka�emo da je A realan funkcional. Sa

X ′ oznaqavamo prostor svih neprekidnih linearnih funkcionala defi-

nisanih na normiranom vektorskom prostoru X i nazivamo ga dualnim

prostorom prostora X. X ′ je normiran vektorski prostor u kome je
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linearna struktura definisana sa

(αf + βg)(x) = αf(x) + βg(x), f, g ∈ X ′, x ∈ X, α, β ∈ C,

i norma sa

‖f‖X′ := sup
x∈X
x 6=0

|f(u)|
‖u‖X

.

Neka je A ograniqen linearan operator iz Hilbertovog prostora H

u H. Sa (·, ·) oznaqimo skalarni proizvod u H, a sa ‖ · ‖ odgovaraju�u
indukovanu normu. Veliqinu (Ax, x) nazivamo energijom operatora A.

Operator A nazivamo nenegativnim ako je (Ax, x) ≥ 0, pozitivnim ako je

(Ax, x) > 0 za x 6= 0 i pozitivno definitnim ako je (Ax, x) ≥ δ‖x‖2, δ =

const. > 0.

Neka su A i A∗ linearni operatori koji preslikavaju H u H. Ako je

(Ax, y) = (x,A∗y) za svako x, y ∈ H tada operator A∗ nazivamo konjugo-

vanim operatorom operatora A. Ako je A = A∗ ka�emo da je operator A

samokonjugovan.

Neka je operator B takav da je B2 = A, tada B nazivamo kvadratnim

korenom iz operatora A i pixemo B = A1/2. Ako je operator A neneg-

ativan i samokonjugovan mo�e se pokazati da tada postoji jedinstven

kvadratni koren A1/2 koji je tako�e nenegativan i samokonjugovan.

Ako je A pozitivan samokonjugovan operator, tada veliqina (x, y)A :=

(Ax, y) zadovoǉava aksiome skalarnog proizvoda, a ‖x‖A = (Ax, x)1/2 ak-

siome norme. Ako pored toga postoji i A−1, tada je A−1 = (A−1)∗, pa se

mo�e definisati ,,negativna norma”

‖x‖A−1 = (A−1x, x)
1
2 .

Mo�e se pokazati da je

‖x‖A−1 = sup
y 6=0

(x, y)

‖y‖A
.

Inverzni operator A−1 : R(A) → D(A) linearnog operatora A postoji i

linearan je ako i samo ako je A(x) = 0 samo za x = 0.

Teorema 2.1. [22] Neka je A : D(A) → R(A) linearan operator. Da bi

inverzni operator A−1 postojao i bio ograniqen potrebno je i dovoǉno da
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postoji konstanta C > 0 takva da je za svako x ∈ D(A) : ‖Ax‖ ≥ C‖x‖. Pri
tome je ‖A−1‖ ≤ 1/C.

Neka za normirane vektorske prostore X i Y va�i relacija X ⊂ Y .

Definixemo identiqki operator I : X → Y , takav da je Ix = x za svako

x ∈ X. Ako je ovaj operator neprekidan, onda �emo takvo preslikavaǌe

nazivati potapaǌem prostora X u prostor Y i pisa�emo X ↪→ Y . Iz

neprekidnosti operatora potapaǌa sledi da postoji konsatnta C takva

da je

‖x‖Y ≤ C‖x‖X ∀x ∈ X.

2.2 Realna interpolacija Banahovih prostora

Neka su data dva Banahova prostora X0 i X1, oba potopǉena u Banahov

prostor X, i neka je X0∩X1 6= {0}. Dva ovakva prostora nazivamo inter-

polacionim parom {X0, X1}. Realna interpolacija predstavǉa proces

pomo�u kojeg konstruixemo ǌihov ,,me�uprostor”. Presek X0 ∩X1 i al-

gebarska suma ovih prostora X0 + X1 = {x = x1 + x2 : x1 ∈ X1, x2 ∈ X2} su
Banahovi prostori snabdeveni normama

‖x‖X0∩X1 := max{‖x‖X0 , ‖x‖X1},

‖x‖X0+X1 := inf
x=x0+x1
xi∈Xi

{‖x0‖X0 + ‖x1‖X1}.

Oqigledno, va�i da je X0 ∩X1 ⊂ Xi ⊂ X0 +X1, i = 0, 1.

Funkcional

K(t;x) = inf
x=x0+x1
xi∈Xi

{‖x0‖X0 + t‖x1‖X1},

za svako fiksirano t > 0, definixe normu u prostoru X0 + X1 koja je

ekvivalentna sa normom ‖ · ‖X0+X1.

Definicija 2.1. Neka je 0 < θ < 1 i 1 ≤ q ≤ ∞. Definixemo prostor

[X0, X1]θ,q elemenata x ∈ X0 +X1 za koje je vrednost ‖x‖[X0,X1]θ,q
konaqna, gde

je

‖x‖[X0,X1]θ,q :=

{∫ ∞
0

(
t−θK(t;x)

)q dt
t

}1/q

ako je 1 ≤ q <∞,

‖x‖[X0,X1]θ,∞ := sup
0<t<∞

t−θK(t;x) ako je q =∞.
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Lema 2.2. [56] Prostor [X0, X1]θ,q je Banahov prostor u odnosu na normu

iz definicije 2.1. Prostor X0 ∩X1 je gust u [X0, X1]θ,q.

Lema 2.3. [56, 27] Neka je 0 < θ < 1 i 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, tada je

[X0, X1]θ,1 ⊂ [X0, X1]θ,p ⊂ [X0, X1]θ,q ⊂ [X0, X1]θ,∞,

[X0, X1]θ,q = [X1, X0]1−θ,q, [X,X]θ,q = X.

Teorema 2.4. Neka je {X0, X1} interpolacioni par koji se sastoji od dva

Hilbertova prostora i neka je 0 < θ < 1. Tada je [X0, X1]θ,2 tako�e Hilber-

tov prostor.

Za vixe detaǉa na temu realne interpolacije qitaoca upu�ujemo na

[27, 39, 56].

2.3 Funkcionalni prostori

Neka je Ω otvoren skup u Rn. U ovom radu, koristi�emo funkcije oblika

f : Ω → C. Svaku n-torku α = (α1, α2, . . . , αn) nenegativnih celih brojeva

naziva�emo multiindeksom. Parcijalne izvode oznaqavamo sa

∂αf =

(
∂

∂x1

)α1

· · ·
(

∂

∂xn

)αn
f =

∂|α|f

∂xα1
1 · · · ∂xαnn

,

gde je |α| = α1 + · · ·+ αn.

Sa Ck(Ω) oznaqavamo skup svih neprekidnih funkcija f , definisanih

na Ω, takvih da je ∂αf neprekidna funkcija na Ω za svaki multiindeks

|α| ≤ k. C0(Ω) oznaqavamo sa C(Ω). Ako je Ω ograniqen otvoren skup,

sa Ck( Ω) oznaqavamo skup svih funkcija f ∈ Ck(Ω) za koje se ∂αf mo�e

neprekidno produ�iti sa Ω na Ω, za svaki multiindeks |α| ≤ k. Ovo je

Banahov prostor snabdeven normom

‖f‖Ck(Ω) := max
|α|≤ k

sup
x∈Ω
| ∂αf(x)|.

Za k ∈ N i 0 < λ ≤ 1, sa Ck,λ(Ω) oznaqavamo skup svih funkcija f ∈
Ck(Ω) za koje

|f |Ck,λ(Ω) := max
|α|=k

sup
x 6=y
x, y∈Ω

|∂αf(x)− ∂αf(y)|
|x− y|λ

,
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gde je |x| =
√
x2

1 + · · ·+ x2
n, ima konaqnu vrednost. Ck,λ(Ω) je Banahov

prostor snabdeven normom

‖f‖Ck,λ(Ω) := ‖f‖Ck(Ω) + |f |Ck,λ(Ω).

Za funkcije f ∈ C0,λ(Ω), 0 < λ < 1 ka�emo da su Helder neprekidne sa

stepenom λ. Ako je λ = 1 onda ka�emo da je funkcija Lipxic neprekidna

na Ω.

Nosaqem funkcije f , u oznaci supp f , nazivamo zatvoreǌe skupa taqaka

u kojim je f(x) 6= 0. Sa Ck
0 (Ω) oznaqavamo skup svih funkcija f ∈ Ck(Ω)

sa kompaktnim nosaqem u Ω. Definixemo

C∞0 (Ω) =
⋂
k≥0

Ck
0 (Ω).

Sa Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞ oznaqavamo prostor merǉivih funkcija takvih

da je ∫
Ω

|f |pdx <∞, ∀f ∈ Lp(Ω).

Norma se definixe sa

‖f‖Lp(Ω) :=

(∫
Ω

|f |pdx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞.

Za p =∞ definixemo normu

‖f‖L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|f(x)|.

Za funkciju ka�emo da je lokalno integrabilna na Ω ako je integra-

bilna na svakoj ograniqenoj podoblasti oblasti Ω. Prostor lokalno

integrabilnih funkcija oznaqavamo sa Lploc(Ω).

2.4 Distribucije

Definicija 2.2. Za niz funkcija ϕj ∈ C∞0 (Rn) ka�emo da konvergira ka

funkciji ϕ ∈ C∞0 (Rn) ako su ispuǌeni slede�i uslovi:

(1) postoji kompaktan skup K ⊂ Rn takav da je suppϕj ⊆ K za svako j;

10



(2) za svaki multiindeks α, niz ∂αϕj uniformno konvergira ka ∂αϕ na K

kad j →∞.

Prostor C∞0 (Rn) s ovako definisanom konvergencijom oznaqavamo sa

D = D(Rn), a elemente tog prostora nazivamo test ili osnovnim funkci-

jama.

Linearan funkcional na D je linearno preslikavaǌe f : D → C.
Vrednost linearnog funkcionala f na osnovnoj funkciji ϕ ∈ D oznaqa-

vamo sa
〈
f, ϕ

〉
. Funkcional f je neprekidan ako konvergencija ϕj → ϕ, j →

∞ u D implicira konvergenciju 〈f, ϕj〉 → 〈f, ϕ〉, j →∞ u C.

Definicija 2.3. Linearne neprekidne funkcionale f : D → C nazivamo

distribucijama ili generalisanim funkcijama. Skup distribucija oznaqa-

vamo sa D′ = D′(Rn).

Za niz distribucija fj ∈ D′ ka�emo da konvergira ka f i pixemo

fj → f, j → ∞, ako 〈fj, ϕ〉 → 〈f, ϕ〉, j → ∞ za svako ϕ ∈ D. Mo�e se

dokazati da je prostor distribucija D′ s ovako uvedenom konvergencijom

kompletan [58, 24].

Neposredno se proverava da svaka funkcija f ∈ L1
loc(Rn) formulom

〈f, ϕ〉 =

∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx

definixe distribuciju (koju tako�e oble�avamo sa f). Distribuciju

koja je indukovana nekom lokalno integrabilnom funkcijom nazivamo

regularnom, u suprotnom, ka�emo da je distribucija singularna.

Primer singularne distribucije je Dirakova delta funkcija δ, koja

se definixe sa:

〈δ, ϕ〉 = ϕ(0), ∀ϕ ∈ D.

Diferenciraǌe distribucija definixemo na slede�i naqin.

Definicija 2.4. Neka je f ∈ D′ i α ∈ Nn ∪ {0}. Sa ∂αf oznaqavamo

funkcional na D, definisan na slede�i naqin:

〈∂αf, ϕ〉 = (−1)|α|〈f, ∂αϕ〉, ∀ϕ ∈ D.

Neka je {∂αf(x)} klasiqan izvod funkcije f(x). Ako funkcija f(x) ∈
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Cm(Ω), tada je ∂αf(x) = {∂αf(x)}, x ∈ Ω, |α| ≤ m. Ako je funkcija f(x)

realna funkcija jedne promenǉive koja je neprekidno diferencijabilna

na R osim u taqkama xj, j = 1, 2, . . . u kojima ima izolovane prekide prve

vrste tada je

f ′(x) = {f ′(x)}+
∞∑
j=1

[f ]xjδ(x− xj), (2.2)

gde je [f ]xj = f(xj + 0)− f(xj − 0) skok funkcije u taqki xj (vidi [24, 58]).

Neka su date funkcije f(x), g(x) ∈ L1
loc(Rn). ǋihova konvolucija, u

oznaci f ∗ g, definixe se na slede�i naqin:

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy.

Mo�e se definisati i konvolucija dve distribucije (vidi [24], poglavǉe

1.8). Napomenimo samo da ako je f ∈ D′(Rn), tada va�i f ∗ δ = δ ∗ f = f .

Lako se proverava da je ∂α(f ∗ g) = ∂αf ∗ g = f ∗ ∂αg za f, g ∈ D′(Rn) .

Oznaqimo sa S = S(Rn) skup svih funkcija f ∈ C∞(Rn) koje opadaju ka

nuli, zajedno sa svim svojim izvodima, br�e od svakog stepena funkcije

1/|x|, kada |x| → ∞:

S := {f ∈ C∞(Rn) | xβ∂αf(x)→ 0, |x| → ∞, ∀α, β ∈ Nn
0}

Za niz funkcija {fj} ∈ S ka�emo da konvergira ka funkciji f ∈ S ako

∀α, β ∈ Nn
0 : xβ∂αfj(x)→ xβ∂αf(x), j →∞,

uniformno po x ∈ Rn.

Prostor test funkcija D je pravi podskup od S, jer na primer funkcija

e−|x|
2
pripada S, ali ne i D.

Definicija 2.5. Linearne neprekidne funkcionale na skupu S nazivamo

distribucijama sporog rasta, a ǌihov skup oznaqavamo sa S ′. Za niz dis-

tribucija {fj} ∈ S ′ ka�emo da konvergira ka f ∈ S ′ ako 〈fj, ϕ〉 → 〈f, ϕ〉
kada j →∞ za svako ϕ ∈ S.

Za funkciju f ∈ S Furijeova transformacija se definixe sa

f̂(ξ) = F [f ](ξ) :=

∫
Rn
e−iξ·xf(x)dx, ξ ∈ Rn, (2.3)
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gde je ξ · x = x1ξ1 + · · ·+ xnξn. Pri tome je f̂(ξ) ∈ S. Furijeova transfor-

macija je neprekidna operacija iz S u S.

Inverzna Furijeova transformacija se definixe na slede�i naqin:

f(x) = F−1[f̂ ](x) =
1

(2π)n

∫
Rn
eiξ·xf̂(ξ)dξ.

Va�i slede�a veza

F−1[ψ(ξ)](x) =
1

(2π)n
F [ψ(ξ)](−x) =

1

(2π)n
F [ψ(−ξ)](x).

Koriste�i Furijeovu transformaciju izvoda

F [∂αf ](ξ) = (−iξ)αf̂(ξ) (2.4)

vidimo da diferencijalne jednaqine mo�emo preslikati u obiqne alge-

barske jednaqine.

Neka funkcija f ∈ S(R) ima nosaq sadr�an u {x ≥ 0}. Tada je, za

svako µ > 0, i e−µxf(x) ∈ S(R) . Sledi

F [e−µxf(x)](ξ) =

∫ ∞
0

f(x)e−ixξe−µxdx = F [f ](ξ − iµ).

Dakle, za f ∈ S ′, supp f ∈ {x ≥ 0} i µ > 0 ima smisla definisati F [f ](ξ−
iµ) kao F [e−µxf(x)](ξ).

Laplasova transformacija se definixe sa

f̄(s) = L[f ](s) := F [f ](−is), s ∈ C, <s > 0, (2.5)

gde je f ∈ S ′(R) i supp f ∈ {x ≥ 0} [47]. U sluqaju kada je f ∈ S(R) odatle

dobijamo

f̄(s) =

∫ ∞
0

e−sxf(x)dx. (2.6)

Stavǉaju�i u (2.5) s = µ+ iν, µ > 0, i koriste�i inverznu Furijeovu

transformaciju, dobijamo

f(x) = eµxF−1 [L[f ](µ+ i ·)] (x),

13



odnosno, inverzna Laplasova transformacija se izra�ava formulom

[L−1f̄ ](x) = eµxF−1
[
f̄(µ+ i ·)

]
(x), µ > 0. (2.7)

U sluqaju kada je f̄ funkcija kompleksne promenǉive, analitiqka u polu-

ravni <s > 0, odatle dobijamo

f(x) = [L−1f̄ ](x) =
1

2πi

∫ µ+i∞

µ−i∞
esxf̄(s)ds. (2.8)

Definicija 2.6. [47] Neka je L deferencijalni operator sa konstantnim

koeficijentima. Tada je fundamentalno rexeǌe za operator L distribu-

cija g ∈ D′(Rn) za koju je Lg = δ.

Znaqaj fundamentalnog rexeǌa le�i u slede�oj qiǌenici:

Teorema 2.5. [58] Neka je f ∈ D′ takva da konvolucija f ∗ g, gde je g

fundamentalno rexeǌe za operator L, postoji u D′. Tada rexeǌe jednaqine

Lu = f

postoji u D′ i dato je formulom

u = f ∗ g.

2.5 Bilinearni funkcionali na Hilbertovim prostorima

Neka je V realan Hilbertov prostor sa normom ‖ · ‖ i neka je a(·, ·)
funkcional definisan na Dekartovom proizvodu V × V takav da je :

(1) bilinearan, tj. a(u, v) je linearan po u za fiksirano v i linearan

po v za fiksirano u.

(2) ograniqen, tj. postoji pozitivan realan broj C takav da va�i

slede�a nejednakost

|a(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖, ∀u, v ∈ V,

(3) V -koercivan, tj. postoji pozitivan realan broj c takav da va�i

a(u, u) ≥ c‖u‖2, ∀u ∈ V.
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Bilinearan funkcional se jox naziva i bilinearnom formom.

Varijaciona formulacija graniqnih problema za parcijalne dife-

rencijalne jednaqine qesto ima slede�u formu: za dati ograniqen funk-

cional f na realnom Hilbertovom prostoru V i V -koercivan ograni-

qen bilinearan funkcional a(·, ·) na V × V , na�i u ∈ V tako da va�i

a(u, v) = f(v), za svako v ∈ V .

Teorema 2.6. (Laks-Milgram) [27] Neka je f realan ograniqen linearan

funkcional na realnom Hilbertovom prostoru V sa normom ‖ · ‖ i neka

je a(·, ·) V -koercivan, ograniqen, bilinearan funkcional na V × V . Tada

postoji jedinstven element u ∈ V tako da va�i:

a(u, v) = f(v), ∀v ∈ V.

Osim toga va�i i ‖u‖ ≤ 1/c‖f‖V ′.

2.6 Prostori Soboǉeva

Definicija 2.7. Neka je k nenegativan ceo broj i 1 ≤ p ≤ ∞. Prostor

W k
p (Ω) = {u ∈ Lp(Ω)| ∂αu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ k} ,

gde je ∂α izvod u smislu distribucija, naziva se prostorom Soboǉeva.

U prostorima Soboǉeva, za 1 ≤ p <∞ normu definixemo sa

‖u‖Wk
p (Ω) :=

(
k∑
j=0

|u|p
W j
p (Ω)

) 1
p

,

odnosno, za p =∞,

‖u‖Wk
∞(Ω) :=

k∑
j=0

|u|W j
∞(Ω),

gde su polunorme |u|p
W j
p (Ω)

i |u|W j
∞(Ω) definisane sa

|u|p
W j
p (Ω)

:=

∑
|α|=j

‖∂αu‖pLp(Ω)

 1
p

, odnosno |u|W j
∞(Ω) := max

|α|=j
‖∂αu‖L∞(Ω).

Prelaskom na necelobrojne indekse dobijaju se prostori Soboǉeva–
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Slobodeckog.

Definicija 2.8. [10] Neka je s pozitivan realan broj, s /∈ N, m = bsc,
gde je bsc najve�i ceo broj maǌi od s, i 1 ≤ p < ∞. Prostor Soboǉeva-

Slobodeckog definixe se na slede�i naqin

W s
p (Ω) := {u ∈ Wm

p (Ω) : ‖u‖W s
p (Ω) <∞}

gde je

‖u‖W s
p (Ω) :=

(
‖u‖pWm

p (Ω) + |u|pW s
p (Ω)

) 1
p
,

|u|pW s
p (Ω) :=

∑
|α|=m

|∂αu|p
W s−m
p (Ω)

 ,

dok je za σ ∈ (0, 1)

|u|pWσ
p (Ω) :=

(∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|σp+n
dxdy

)
gde je n dimenzija prostora.

Prostor W s
p (Ω), s > 0 je Banahov prostor. Za p = 2, W s

2 (Ω) je Hilber-

tov prostor koji jox oznaqavamo sa Hs(Ω). U ǌemu se skalarni proizvod

definixe sa

(u, v)Hs(Ω) :=
∑
|α|≤s

∫
Ω

∂αu(x)∂αv(x)dx, s ∈ N,

dok je za s /∈ N

(u, v)Hs(Ω) :=
∑
|α|≤bsc

∫
Ω

∂αu(x)∂αv(x)dx

+
∑
|α|=bsc

∫
Ω

∫
Ω

(∂αu(x)− ∂αu(y))(∂αv(x)− ∂αv(y))

|x− y|2σ+n
dy dx

gde je σ = s− bsc i n dimenzija prostora.

Teorema 2.7. [39] Prostor D(Rn) je gust u W k
p (Rn) za 1 ≤ p <∞.

Ako je Ω pravi otvoren podskup od Rn tada D(Ω) nije gust u W k
p (Ω).

Definicija 2.9. Zatvoreǌe prostora D(Ω) u normi prostora W k
p (Ω) oz-
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naqavamo sa W̊ k
p (Ω).

Definicija 2.10. [27] Za s > 0 i 1 < p <∞ definixemo prostor W−s
p (Ω)

koji sadr�i sve ograniqene funkcionale na prostoru Soboǉeva W̊ s
q (Ω), gde

je 1/p+ 1/q = 1. Ovaj prostor je snabdeven normom

‖u‖W−sp (Ω) := sup
ϕ∈W̊ s

q (Ω)

|〈u, ϕ〉|
‖ϕ‖W s

q (Ω)

.

Definicija 2.11. Neka je Ω ograniqen otvoren skup i Rn. Ka�emo da

je granica ∂Ω oblasti Ω Lipxic neprekidna ako za svako x ∈ ∂Ω postoji

otvoren skup O ⊂ Rn, x ∈ O, lokalno ortogonalni koordinatni sistem sa

koordinatama ζ = (ζ1, . . . , ζn) =: (ζ ′, ζn) i a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, tako da va�i

O = {ζ : −aj < ζj < aj, 1 ≤ j ≤ n},

i postoji Lipxic neprekidna funkcija ϕ definisana na skupu

O′ = {ζ ′ ∈ Rn−1 : −aj < ζj < aj, 1 ≤ j ≤ n− 1},

sa osobinom

|ϕ(ζ ′)| ≤ an/2, za ζ ′ ∈ O′,

Ω ∩ O′ = {ζ : ζn < ϕ(ζ ′), ζ ′ ∈ O′} i ∂Ω ∩ O = {ζ : ζn = ϕ(ζ ′), ζ;∈ O′}.

Ograniqen otvoren skup sa Lipxic neprekidnom granicom nazivamo

Lipxicovom oblax�u.

Teorema 2.8. [27] (Fridrihsova nejednakost) Neka je Ω Lipxicova oblast

u Rn sa konaqnom xirinom d, u smislu da Ω le�i izme�u dve paralelne

hiperravni dimenzije n−1 koje su na rastojaǌu d. Tada postoji konstanta

C, koja zavisi samo od s, p i d, takva da je

‖u‖pW s
p (Ω) ≤ C|u|pW s

p (Ω) (2.9)

za svako u ∈ W̊ s
p (Ω), s > 0, 1 ≤ p <∞, s− bsc > 1/p.

Teorema 2.9. [27] Neka je Ω ⊂ Rn Lipxicova oblast i 1 ≤ p <∞. Tada je

(1) prostor C∞(Ω) svuda gust u W k
p (Ω) za k ≥ 0;

(2) Ako je k ≥ 1, tada postoji neprekidan linearan operator E : W k
p (Ω)→
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W k
p (Rn), koji nazivamo operatorom produ�eǌa, sa osobinom

(Eu)|Ω = u, u ∈ W k
p (Ω).

Teorema 2.10. [39] Neka je Ω Lipxicova oblast. Prostor D(Ω) je gust u

Hs(Ω) ako i samo ako je s ≤ 1/2 (tada je H̊s(Ω) = Hs(Ω)). Ako je s > 1/2,

tada je H̊s(Ω) strogo sadr�an u Hs(Ω).

Teorema 2.11. [27] Neka je Ω Lipxicova oblast, 0 ≤ s1, s2 < ∞, s1 6= s2,

0 < θ < 1 i 1 ≤ q ≤ ∞ tada je

[W s1
q (Ω),W s2

q (Ω)]s,q = W s
q (Ω) za s = (1− θ)s1 + θs2 /∈ N.

Ako je q = 2 onda s mo�e biti i prirodan broj.

U opxtem sluqaju, realnom interpolacijom, dobijamo prostore Besova:

Bs
pq(Ω) := [W s1

p (Ω),W s2
p (Ω)]s,q, s = (1− θ)s1 + θs2.

Hilbertove prostore Soboǉeva reda s ∈ R mo�emo definisati i

preko Furijeove transformacije.

Definicija 2.12. Za svako s ∈ R definixemo prostor

Ĥs(Rn) := {u ∈ S ′ | (1 + |ξ|2)s/2û(ξ) ∈ L2(Rn)},

u kome se norma definixe sa

‖u‖Ĥs(Rn) := ‖(1 + |ξ|2)s/2û‖L2(R).

Teorema 2.12. [59] Prostori W s
2 (Rn) = Hs(Rn) i Ĥs(Rn) su ekvivalentni

u smislu da su ǌihove norme ekvivalentne.

Definicija 2.13. Neka je Ω otvoren skup u Rn. Prostor Ĥs(Ω) se sastoji

od restrikcija na Ω svih distribucija iz Ĥs(Rn). Norma u prostoru Ĥs(Ω)

definixe se sa

‖u‖Ĥs(Ω) := inf
ũ∈Ĥs(Ω)
ũ|Ω=u

‖ũ‖Ĥs(Rn).
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Teorema 2.13. [59] Ako postoji neprekidan operator produ�eǌa

E : W s
2 (Ω)→ W s

2 (Rn),

tada su prostori W s
2 (Ω) i Ĥs(Ω) ekvivalentni u smislu da su ǌihove norme

ekvivalentne.

Teorema 2.14. [43] Neka je Ω Lipxicova oblast, s ≥ 0 i 1 ≤ p ≤ ∞. Tada

postoji linearan operator E : W s
p (Ω)→ W s

p (Rn) takav da je

(1) Eu|Ω = u, i

(2) E je neprekidan operator. Taqnije, postoji konstanta C(s,Ω), rastu�a

u odnosu na s, takva da je za svako 1 ≤ p ≤ ∞,

‖Eu‖W s
p (Rn) ≤ C(s,Ω)‖u‖W s

p (Ω) za svako u ∈ W s
p (Ω).

Teorema 2.15. [39] Neka je Ω Lipxicova oblast. Produ�eǌe funkcije

u nulom izvan oblasti Ω predstavǉa neprekidno preslikavaǌe Hs(Ω) →
Hs(Rn) ako i samo ako je 0 ≤ s < 1/2. Produ�eǌe nulom predstavǉa

neprekidno preslikavaǌe H̊s(Ω) → Hs(Rn) za s > 1/2, ako i samo ako je

s 6= ceo broj + 1/2.

Teorema 2.16. [23] Neka je Ω Lipxicova oblast u Rn, s > 0 i 0 ≤ p ≤ ∞.

Tada va�e slede�a potapaǌa

(1) W s
p (Ω) ↪→ Lq(Ω) za p ≤ q ≤ np

n−sp , ako je s− n
p
< 0,

(2) W s
p (Ω) ↪→ Lq(Ω) za p ≤ q <∞, ako je s− n

p
= 0,

(3) W s
p (Ω) ↪→ C(Ω), ako je s− n

p
> 0.

Teorema 2.17. [23] Neka je 0 ≤ t ≤ s <∞, 1 < p ≤ q <∞ i s−n/p ≥ t−n/q.
Tada je

W s
p (Ω) ↪→ W t

q (Ω).

Teorema 2.18. [39] Neka je Ω Lipxicova oblast, k ∈ N ∪ {0} i 0 < s <

1, s 6= 1/2. Tada je

H̊k+s(Ω) = [H̊k(Ω), H̊k+1(Ω)]s,2

i ǌihove norme su ekvivalentne.
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Za s = 1/2, rezultat realne interpolacije je prostor

H
k+1/2
00 (Ω) := [H̊k(Ω), H̊k+1(Ω)]s,2,

koji se naziva Lions-Ma�enesovim prostorom, a sadr�i funkcije u ∈
H̊k+1/2(Ω) za koje je %−1/2∂ku ∈ L2(Ω) [56, 39]. Funkcija % je beskonaqno

diferencijabilna funkcija na Ω, pozitivna za svako x ∈ Ω za koju va�i

0 < C1 ≤
%(x)

d(x,Γ)
≤ C2, ∀x ∈ Ω,

gde je d(x,Γ) rastojaǌe taqke x od granice Γ oblasti Ω.

Teorema 2.19. [23] Neka je u ∈ W s
p (Ω), s > 1/p, s 6= ceo broj+1/p, i neka je

granica oblasti Ω dovoǉno glatka (Γ ∈ Cbsc+1). Tada postoji trag funkcije

u na granici Γ, koji pripada prostoru W s−1/p
p (Γ), i va�i slede�a ocena

‖u‖
W
s−1/p
p (Γ)

≤ C‖u‖W s
p (Ω).

2.7 Anizotropni prostori Soboǉeva

Oznaqimo sa R+ skup svih nenegativnih realnih brojeva. Elemente

skupa Rn
+ naziva�emo multiindeksima. Za α = (α1, . . . , αn) ∈ Rn

+ defin-

ixemo

|α| := α1 + · · ·+ αn, [α] := ([α1], . . . , [αn]), bαc := (bα1c, . . . , bαnc),

gde je [αi] najve�i ceo broj ≤ αi i bαic najve�i ceo broj < αi. Neka je

ei = (δ1i, . . . .δni) za i = 1, . . . , n, gde je

δij =

1 za i = j,

0 za i 6= j,

Kronekerov simbol.

Definixemo slede�e skupove

Ωi(x) :={hi : x+ hiei ∈ Ω},

Ωij(x) :={(hi, hj) : x+ cihiei + cjhjej ∈ Ω; ci, cj = 0, 1},

. . .
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Ω1...n(x) :={(h1, . . . , hn) : x+
n∑
k=1

ckhkek ∈ Ω; ck = 0, 1; k = 1, . . . , n}.

Uvedimo i konaqne razlike

∆hu(x) := u(x+ h)− u(x), ∆k
hu(x) := ∆h(∆

k−1
h u(x)).

Neka je Ω ⊂ Rn Lipxicova oblast. Za α ∈ Rn
+ i 1 ≤ p <∞ definixemo

|u|pα,p :=‖u‖pLp(Ω), za α1 = · · · = αn = 0,

|u|pα,p :=

∫
Ω

∫
Ωi(x)

|∆hieiu(x)|p

|hi|1+pαi
dhi dx, za 0 < αi < 1; αk = 0, k 6= i,

|u|pα,p :=

∫
Ω

∫
Ωij(x)

|∆hiei∆hjeju(x)|p

|hi|1+pαi |hj|1+pαj
dhidhj dx, za 0 < αi, αj < 1; αk = 0, k 6= i, j,

...

|u|pα,p :=

∫
Ω

∫
Ω1...n(x)

|∆h1e1 · · ·∆hnenu(x)|p

|h1|1+pα1 · · · |hn|1+pαn
dh1 . . . dhn dx,

za 0 < αi, . . . , αn < 1; αk = 0, k 6= i, j,

|u|pα,p :=|∂[α]u|pα−[α],p, ako je, za neko k, αk ≥ 1.

Kada je p =∞, polunorma | · |α,∞ se definixe sa

|u|α,∞ :=‖u‖L∞(Ω), za α1 = · · · = αn = 0,

|u|α,∞ := ess sup
x∈Ω, hi∈Ωi(x)

|∆hieiu(x)|
|hi|αi

, za 0 < αi < 1, αk = 0, k 6= i,

i tako daǉe.

Konaqan skup multiindeksa A ⊂ Rn
+ nazivamo regularnim ako je 0 :=

(0, . . . , 0) ∈ A, i za svako α = (α1, . . . , αn) ∈ A postoje realni brojevi

βk ≥ αk, k = 1, . . . , n, takvi da βkek ∈ A.

Sa pretpostavkom da je A regularan skup multiindeksa, definixemo

slede�e norme:

‖u‖WA
p (Ω) :=

(∑
α∈A

|u|pα,p

)1/p

, 1 ≤ p <∞,

‖u‖WA
∞(Ω) := max

α∈A
|u|α,∞.

Zatvoreǌe prostora C∞(Ω) u normi ‖ · ‖WA
p
oznaqavamo za WA

p (Ω).
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Neka je i k ∈ N0. Prostor Ck(I;X) sadr�i one funkcije qiji izvodi

po promenǉivoj t zakǉuqno sa redom k pripadaju prostoru C(I;X). Sa

Ck(Ī;X), oznaqavamo prostor svih funkcija u ∈ Ck(I;X) qiji se izvodi

po promenǉivoj t zakǉuqno sa redom k mogu neprekidno produ�iti sa

otvorenog intervala I = (a, b) na zatvoreni interval Ī = [a, b]. Ovo je

Banahov prostor sa normom

‖u‖Ck(Ī;X) := max
0≤m≤k

max
t∈Ī
‖∂mu(t)‖X .

Definiximo prostor D′(I;X) svih neprekidnih linernih operatora

koji preslikavaju D(I) u X. Vrednost linearnog operatora u ∈ D′(I;X)

na osnovnoj funkciji ϕ ∈ D′(I) oznaqavamo sa 〈u, ϕ〉. Na osnovu defini-

cije je 〈u, ϕ〉 ∈ X.

Neka je α pozitivan ceo broj. Izvod u smislu distribucija, po pro-

menǉivoj t, reda α operatora u ∈ D′(I;X) definiximo sa

〈∂αu, ϕ〉 = (−1)α〈u, ∂αϕ〉, ∀ϕ ∈ D(I),

u smislu jednakosti u prostoru X.

Neka je Ω Lipxicov domen u Rn i Q = Ω× I. Za nenegativne brojeve

s i r definixemo anizotropni prostor Soboǉeva

W s,r
p (Q) := Lp(I;W s

p (Ω)) ∩W r
p (I;Lp(Ω)),

snabdeven normom

‖w‖W s,r
p (Q) :=

(
‖w‖pLp(I;W s

p (Ω)) + ‖w‖pW r
p (I;Lp(Ω))

)1/p

, 1 ≤ p <∞.

Teorema 2.20. [27] Neka je u ∈ W s,r
2 (Q), s, r > 0 i neka α ∈ Nn

0 i k ∈ N0

zadovoǉavaju uslov |α|
s

+ k
r
≤ 1. Tada ∂αx∂

k
t u pripada prostoru W µ,ν

2 (Q) gde je
µ
s

= ν
r

= 1−
(
|α|
s

+ k
r

)
, a ∂x i ∂t oznaqavaju parcijalne izvode po x = (x1, . . . , xn)

i t, respektivno .

Teorema 2.21. [27] Neka je u ∈ W s,r
2 (Q), s ≥ 0 i r > 1/2. Tada je, za

nenegativan ceo broj k, k < r − 1/2, trag

∂ku

∂tk
(x, 0),
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dobro definisan element prostora W q
2 (Ω), gde je q = s

r

(
r − k − 1

2

)
.

2.8 Lema Brambla-Hilberta

Oznaqimo sa Pm skup svih polinoma stepena m sa n promenǉivih.

Lema 2.22. [27] Neka je Ω ⊂ Rn Lipxicova oblast i neka je, za realne

brojeve s > 0 i p ∈ [1,∞], η ograniqen linearan funkcional iz prostora

Soboǉeva W s
p (Ω) takav da je, za s = m+ α, m ∈ N0, 0 < α ≤ 1:

Pm ⊂ Ker(η).

Tada postoji pozitivan realan broj C = C(s, p, n,Ω) takav da je

|η(v)| ≤ C‖η‖|v|W s
p (Ω) ∀v ∈ W s

p (Ω).

Neka je A ⊂ Rn
+ regularan skup nenegativnih realnih multiindeksa.

Sa κ(A) oznaqimo konveksan omotaq skupa A u Rn. Neka je ∂0κ(A) deo

granice skupa κ(A) koji ne pripada koordinatnim hiperravnima i A∂ =

A∩∂0κ(A). Neka je B neprazan podskup od A∂, takav da je B∪{0} regularan
skup multiindeksa, i

ν(B) = {β ∈ Nn
0 : ∂bαcxβ ≡ 0, ∀α ∈ B}.

Neka je PB skup svih polinoma sa n promenǉivih oblika

P (x) =
∑

α∈ν(B)

pαx
α.

Lema 2.23. [27] Neka su Ωk ⊂ Rnk , k = 1, . . . ,m Lipxicove oblasti i neka

skupovi Ak i Bk realnih nenegativnih multiindeksa zadovoǉavaju uslove

koji su gore formulisani. Neka je (v1, . . . vm)→ η(v1, . . . vm) ograniqen multi-

linearni funkcional u prostoru

WA1
p1

(Ω1)× · · ·WAm
pm (Ωm)

koji se anulira kada je neki od ǌegovih argumenata oblika vk = xα, x ∈ Ωk,
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α ∈ ν(Bk). Tada postoji pozitivan realan broj

C = C(A1, B1, p1, n1,Ω1, . . . , Am, Bm, pm, nm,Ωm)

takav da je

|η(v1, . . . vm)| ≤ C‖η‖
m∏
k=1

∑
α∈Bk

|vk|α,pk

za svako (v1, . . . vm) ∈ WA1
p1

(Ω1)× · · · ×WAm
pm (Ωm).

Za m = 2 dobijamo bilinearnu verziju leme Brambla-Hilberta.
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3 Integrali i izvodi razlomǉenog reda

Pre nego xto uvedemo definicije integrala i izvoda razlomǉenog reda

navodimo samo osnovne osobine Gama i Beta funkcije. Za vixe detaǉa

pogledati [46, 32].

Gama funkcija Γ(z) se definixe pomo�u Ojlerovog integrala druge

vrste

Γ(z) :=

∫ ∞
0

tz−1e−tdt, (3.1)

koji konvergira za Re(z) > 0. Va�i slede�a jednakost

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
. (3.2)

Koriste�i ovu relaciju, gama funkciju mo�emo produ�iti do funkcije

definisane za svako z ∈ C osim za z = 0,−1,−2, . . . . Kako je Γ(1) = 1, iz

(3.2) sledi da je

Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N. (3.3)

Beta funkcija B(z, w) definixe se pomo�u Ojlerovog integrala prve

vrste

B(z, w) :=

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt, Re(z), Re(w) > 0.

Izme�u gama funkcije i beta funkcije postoji slede�a veza

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, z, w 6= 0,−1,−2, . . . .

3.1 Riman-Liuvilov integral razlomǉenog reda

Podsetimo se formule za uzastopnu integraciju:∫ x

a

∫ t1

a

· · ·
∫ tn−1

a

f(tn) dtn · · · dt2 dt1 =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t) dt, (3.4)

koja se jednostavno dokazuje matematiqkom indukcijom i zamenom re-

dosleda integracije.

Kako je (n − 1)! = Γ(n) vidimo da desna strana jednakosti (3.4) mo�e

imati smisla i za razlomǉene vrednosti broja n. Zato je prirodno

definisati integral razlomǉenog reda na slede�i naqin:
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Definicija 3.1. Neka je f(x) ∈ L1(a, b) i α > 0. Operator ∂−αa+
definisan

sa

(∂−αa+
f)(x) :=

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, x > a, (3.5)

se naziva levim Riman-Liuvilovim integralnim operatorom razlomǉenog

reda α. Za α = 0, definixemo ∂−0
a+

:= I, gde je I identiqki operator. Ako

je a = −∞ koristi�emo oznaku ∂−α+ .

Oqigledno je da za α ≥ 1 integral postoji za svako x ∈ [a, b], jer je

podintegralna funkcija proizvod integrabilne funkcije f i neprekidne

po t funkcije (x − t)α−1. U sluqaju 0 < α < 1, egzistenciju integrala

mo�emo dokazati tako xto obe podintegralne funkcije produ�imo nulom

na celo R.

Definicija 3.2. Neka je f(x) ∈ L1(a, b) i α > 0. Operator ∂−αb− definisan

sa

(∂−αb− f)(x) :=
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt, x < b, (3.6)

se naziva desnim Riman-Liuvilovim integralom razlomǉenog reda α. Za

α = 0, definixemo ∂−0
b−

:= I, gde je I identiqki operator. Ako je b = +∞
koristi�emo oznaku ∂−α− .

Teorema 3.1. [52] Neka je α > 0. Operator ∂−αa+
: Lp(a, b)→ Lp(a, b), odnosno

∂−αb− : Lp(a, b)→ Lp(a, b), je neprekidan linearan operator.

Dokaz. Neka je f ∈ Lp(a, b). Linearnost operatora ∂−αa+ je oqigledna.

Doka�imo da je neprekidan operator, tj. da va�i

‖∂−αa+ f‖Lp(a,b) ≤ C‖f‖Lp(a,b), C = const > 0.

‖∂−αa+ f‖
p
Lp(a,b) =

1

Γp(α)

∫ b

a

∣∣∣∣∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt

∣∣∣∣p dx
=

1

Γp(α)

∫ b

a

∣∣∣∣∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt

∣∣∣∣p−1 ∣∣∣∣∫ x

a

(x− s)α−1f(s)ds

∣∣∣∣ dx
≤ 1

Γp(α)

∫ b

a

∣∣∣∣∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt

∣∣∣∣p−1 ∫ x

a

(x− s)α−1|f(s)|dsdx

=
1

Γp(α)

∫ b

a

∫ x

a

∣∣∣∣∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt

∣∣∣∣p−1

(x− s)α−1|f(s)|dsdx.
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Zamenom redosleda integracije dobijamo

‖∂−αa+ f‖
p
Lp(a,b) ≤

1

Γp(α)

∫ b

a

∫ b

s

∣∣∣∣∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt

∣∣∣∣p−1

(x− s)α−1|f(s)|dxds

=
1

αΓp(α)

∫ b

a

∣∣∣∣∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt

∣∣∣∣p−1

(b− s)α|f(s)|dxds.

Primeǌuju�i isti postupak jox p− 1 puta dobijamo

‖∂−αa+ f‖
p
Lp(a,b) ≤

1

αpΓp(α)

∫ b

a

|f(s)|p(b− s)pαds ≤
(

(b− a)α

αΓ(α)

)p ∫ b

a

|f(s)|pds,

odakle sledi da je

‖∂−αa+ f‖Lp(a,b) ≤
(b− a)α

Γ(α + 1)
‖f‖Lp(a,b).

Teorema 3.2. [52] Neka je α > 0. Levi i desni Riman-Liuvilovi integrali

razlomǉenog reda su uzajamno adjungovani operatori u odnosu na L2(a, b)

skalarni proizvod, tj.

(
∂−αa+

f, g
)
L2(a,b)

=
(
f, ∂−αb− g

)
L2(a,b)

.

Integrali razlomǉenog reda imaju osobinu polugrupe

∂−αa+
∂−βa+

f = ∂−α−βa+
f, ∂−αb− ∂

−β
b−
f = ∂−α−βb−

f, α > 0, β > 0. (3.7)

Slede�a teorema pokazuje da integracija razlomǉenim redom α poboǉ-

xava osobinu glatkosti funkcije.

Teorema 3.3. [52] Neka je f(x) ∈ Ck,λ[a, b], k ∈ N0, 0 < λ ≤ 1 i α > 0. Tada

Riman-Liuvilov integral razlomǉenog reda α funkcije f , ima oblik

(
∂−αa+

f
)

(x) =
k∑
j=0

f (j)(a)

Γ(α + j + 1)
(x− a)α+j + g(x).

Neka je s = k + λ+ α. Ako λ+ α nije ceo broj ili ako su λ i α celi brojevi,

tada funkcija g pripada prostoru

g(x) ∈ Cbsc,s−bsc[a, b].

27



Napomena 3.4. Neka je α > 0 i β > −1. Tada je

(
∂−αa+

(t− a)β
)

(x) =
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β,

odnosno (
∂−αb− (b− t)β

)
(x) =

Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(b− x)α+β.

3.2 Riman-Liuvilov izvod razlomǉenog reda

Prirodno je definisati izvod razlomǉenog reda kao operator inverzan

operatoru integracije razlomǉenog reda.

Definicija 3.3. Neka je funkcija f definisana na intervalu (a, b), α > 0

i n najmaǌi ceo broj strogo ve�i od α (n = [α] + 1). Operator ∂αa+
definisan

sa

(
∂αa+

f
)

(x) :=
dn

dxn
(
∂−(n−α)
a+

f
)

(x)

=
1

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt, (3.8)

naziva se levim Riman-Liuvilovim izvodom razlomǉenog reda α. Za α =

0, definixemo ∂0
a+

:= I, gde je I identiqki operator. Ako je a = −∞
koristi�emo oznaku ∂α+.

Definicija 3.4. Neka je funkcija f definisana na intervalu (a, b), α > 0

i n najmaǌi ceo broj strogo ve�i od α (n = [α]+1). Operator ∂αb− definisan

sa

(
∂αb−f

)
(x) :=(−1)n

dn

dxn

(
∂
−(n−α)
b−

f
)

(x)

=
(−1)n

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ b

x

(t− x)n−α−1f(t)dt, (3.9)

naziva se desnim Riman-Liuvilovim izvodom razlomǉenog reda α. Za α =

0, definixemo ∂0
b−

:= I, gde je I identiqki operator. Ako je b = +∞ ko-

risti�emo oznaku ∂α−.

Teorema 3.5. [52] Neka je f ∈ L1(a, b). Tada je levi (desni) Riman-Liuvilov

izvod razlomǉenog reda α levi inverz levog (desnog) Riman-Liuvilovog in-
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tegrala razlomǉenog reda α, tj.

∂αa+
∂−αa+

f = f, ∂αb−∂
−α
b−
f = f, (3.10)

skoro svuda na (a, b), za svako α > 0.

Jednakosti (3.10) su poseban sluqaj opxte osobine:

Teorema 3.6. [46, 32] Neka je α ≥ β > 0 i f ∈ L1(a, b). Tada je

∂βa+
∂−αa+

f = ∂β−αa+
f, ∂βb−∂

−α
b−
f = ∂α−βb−

f. (3.11)

Teorema 3.7. [52] Neka je α > 0 i neka je funkcija f takva da je ∂−αa+
f ∈

Cn[a, b], odnosno ∂−αb− f ∈ C
n[a, b], za n = [α] + 1. Tada va�i

(
∂−αa+

∂αa+
f
)

(x) = f(x)−
n∑
k=1

(x− a)α−k

Γ(α− k + 1)

(
∂α−ka+

f
)

(x)
∣∣∣
x=a

, (3.12)

odnosno

(
∂−αb− ∂

α
b−f
)

(x) = f(x)−
n∑
k=1

(b− x)α−k

Γ(α− k + 1)

(
∂α−kb−

f
)

(x)
∣∣∣
x=b

, (3.13)

respektivno.

Teorema 3.8. [46] Neka je funkcija f ∈ Cn−1[a, b], neka je ǌen n-ti izvod

integrabilan na [a, b] i n− 1 ≤ α < n. Tada je uslov

∂αa+
f
∣∣
x=a

= 0

ekvivalentan uslovu

f (k)(a) = 0 za k = 0, 1, . . . , n− 1.

Lema 3.9. [46] Neka su ispuǌeni uslovi stava 3.8, α > 0 i ∂αa+
f
∣∣
x=a

= 0.

Tada je za svako 0 < β < α tako�e i ∂βa+
f
∣∣
x=a

= 0.

Oqigledno va�i slede�a osobina

dn

dxn
(
∂αa+

f
)

= ∂n+α
a+

f,
dn

dxn
(
∂αb−f

)
= ∂n+α

b−
f, (3.14)

gde je n ∈ N, α > 0, dok za obrnuti redosled operacija celobrojnog i
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razlomǉenog diferenciraǌa va�i jednakost:

∂αa+

(
dn

dxn
f

)
= ∂α+n

a+
f, ∂αb−

(
dn

dxn
f

)
= ∂α+n

b−
f, (3.15)

samo u sluqaju da funkcija f zadovoǉava uslov fk(a) = 0, odnosno fk(b) =

0, za k = 0, 1, . . . , n− 1 [46].

Teorema 3.10. [46] Neka su α, β > 0, n = max(bαc, bβc), f ∈ Cn(a, b) i

f (k)(a) = 0,
(
f (k)(b) = 0

)
za k = 0, 1, . . . , n. Tada va�i

∂αa+
∂βa+

f = ∂α+β
a+

f,
(
∂αb−∂

β
b−
f = ∂α+β

b−
f
)
.

Napomena 3.11. Neka je α > 0 i β > −1. Tada je

(
∂αa+

(t− a)β
)

(x) =


Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α , α− β 6∈ N

0 , α− β ∈ N
,

odnosno

(
∂αb−(b− t)β

)
(x) =


Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(b− x)β−α , α− β 6∈ N

0 , α− β ∈ N
.

Primetimo da odavde sledi da je Riman-Liuvilov izvod razlomǉenog

reda α (α > 0, α 6∈ N) konstante C jednak

(
∂αa+

C
)

(x) =
C(x− a)−α

Γ(1− α)
6= 0.

3.3 Kaputov izvod razlomǉenog reda

Kaputov izvod razlomǉenog reda se definixe na analogan naqin, samo

je razlika u tome xto se redosled integracije i diferenciraǌa obrne.

Definicija 3.5. Neka je funkcija f definisana na intervalu (a, b), α > 0

i n najmaǌi ceo broj strogo ve�i od α (n = [α]+1). Operator C∂αa+
definisan

sa

(
C∂αa+

f
)

(x) :=

(
∂−(n−α)
a+

dnf

dxn

)
(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f (n)(t)dt, (3.16)
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naziva se levim Kaputovim operatorom izvoda razlomǉenog reda α.

Definicija 3.6. Neka je funkcija f definisana na intervalu (a, b), α > 0

i n najmaǌi ceo broj strogo ve�i od α (n = [α]+1). Operator C∂αb− definisan

sa

(
C∂αb−f

)
(x) :=(−1)n

(
∂
−(n−α)
b−

dnf

dxn

)
(x)

=
(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

x

(t− x)n−α−1f (n)(t)dt, (3.17)

naziva se desnim Kaputovim operatorom izvoda razlomǉenog reda α.

Primetimo da je [32, 35, 36]:

lim
α→n−

(
C∂αa+

f
)

(x) = f (n)(x), lim
α→n−

(
C∂αb−f

)
(x) = (−1)nf (n)(x). (3.18)

Teorema 3.12. [46, 11] Neka je α > 0, n = [α] + 1 i neka je funkcija f takva

da su definisani C∂αa+
f i ∂αa+

f , odnosno C∂αb−f i ∂αb−f . Tada je

(
C∂αa+

f
)

(x) =
(
∂αa+

f
)

(x)−
n−1∑
k=0

d kf(a)

dx k
(x− a)k−α

Γ(k − α + 1)
,

odnosno (
C∂αb−f

)
(x) =

(
∂αb−f

)
(x)−

n−1∑
k=0

d kf(b)

dx k
(b− x)k−α

Γ(k − α + 1)
.

Posledica 3.13. Neka su ispuǌeni uslovi teoreme 3.12. Tada je

C∂αa+
f = ∂αa+

f,
(
C∂αb−f = ∂αb−f

)
ako i samo ako je

d kf(a)

dx k
= 0,

(
d kf(b)

dx k
= 0

)
za k = 0, 1, . . . , n− 1.

Teorema 3.14. [11] Neka je α > 0 i f ∈ C[a, b]. Tada je

(
C∂αa+

∂−αa+
f
)

(x) = f(x),
((

C∂αb−∂
−α
b−
f
)
(x) = f(x)

)
. (3.19)

Teorema 3.15. [46, 11] Neka je α > 0, n = [α] + 1, f ∈ Cn−1[a, b] i neka je f (n)
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integrabilna funkcija. Tada je

(
∂−αa+

C∂αa+
f
)

(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(x− a)k

k!
,

(
∂−αb−

C∂αb−f
)

(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

(−1)kf (k)(b)(b− x)k

k!
.

Napomena 3.16. Neka je α > 0 i n = [α] + 1. Tada je

(
C∂αa+

(t− a)β
)

(x) =


Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α, za β > n− 1,

0, za β ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.
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4 Difuziono-talasna jednaqina razlomǉenog
reda

4.1 Prostori funkcija s izvodima razlomǉenog reda

Ovde dajemo pregled rezultata koji se mogu prona�i u [19, 37, 12, 48,

52, 32].

Teorema 4.1. [48] Neka je u ∈ C∞0 (R). Tada je Furijeova transformacija

izvoda razlomǉenog reda α > 0:

F [∂α+u](ξ) = (−iξ)αû(ξ), (4.1)

F [∂α−u](ξ) = (iξ)αû(ξ). (4.2)

Lema 4.2. [37, 48] Za svaki realan broj α > 0 i u ∈ C∞0 (R) va�i

(∂α+u, ∂
α
−u)L2(R) = cos(πα)‖∂α+u‖2

L2(R) = cos(πα)‖∂α−u‖2
L2(R). (4.3)

Teorema 4.3. [11, 46] Neka je funkcija u : [0,∞) → R takva da postoji

Laplasova transformacija L[u] na intervalu [s0,∞) za neko s0 ∈ R. Tada

je, za α > 0 i s > max{0, s0}

L
[
∂−αt,0+

u
]

(s) = s−αū(s), (4.4)

L
[
∂αt,0+

u
]

(s) = sαū(s)−
n−1∑
k=0

sk
[
∂α−k−1
t,0+

u
]
t=0

, n = bαc+ 1, (4.5)

i

L
[
C∂αt,0+

u
]

(s) = sαū(s)−
n−1∑
k=0

sα−k−1u(k)(0), n = bαc+ 1. (4.6)

Definicija 4.1. Neka je α > 0. Definixemo polunormu

|u|Jαl (R) := ‖∂α+u‖L2(R)

i normu

‖u‖Jαl (R) :=
(
‖u‖L2(R) + |u|Jαl (R)

)1/2

i neka je Jαl (R) zatvoreǌe prostora C∞(R) u odnosu na normu ‖ · ‖Jαl (R).
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Definicija 4.2. Neka je α > 0. Definixemo polunormu

|u|Jαr (R) := ‖∂α−u‖L2(R)

i normu

‖u‖Jαr (R) :=
(
‖u‖L2(R) + |u|Jαr (R)

)1/2

i neka je Jαr (R) zatvoreǌe prostora C∞(R) u odnosu na normu ‖ · ‖Jαr (R).

Definicija 4.3. Neka je α 6= n− 1
2
, n ∈ N. Definixemo polunormu

|u|Jαc (R) :=
∣∣(∂α+u, ∂α−u)L2(R)

∣∣1/2
i normu

‖u‖Jαc (R) :=
(
‖u‖L2(R) + |u|Jαc (R)

)1/2

i neka je Jαc (R) zatvoreǌe prostora C∞(R) u odnosu na normu ‖ · ‖Jαc (R).

Teorema 4.4. [37, 12] Neka je α > 0, α 6= n − 1
2
, n ∈ N. Tada su prostori

Jαl (R), Jαr (R), Jαc (R) i Hα(R) ekvivalentni u smislu da su ǌihove polunorme

i norme ekvivalentne.

Neka je Ω = (a, b) otvoren interval u R.

Definicija 4.4. Definiximo prostore J̊αl (Ω), J̊αr (Ω) i J̊αc (Ω) kao zatvoreǌa

prostora C∞0 (Ω) u odgovaraju�im normama.

Teorema 4.5. [48, 37] Neka je α > 0, α 6= n− 1/2, n ∈ N. Tada su prostori

J̊αl (Ω), J̊αr (Ω), J̊αc (Ω) i H̊α(Ω) ekvivalentni u smislu da su ǌihove polunorme

i norme ekvivalentne.

Neka je u proizvoǉna funkcija definisana na Ω. Produ�eǌe nulom

funkcije u na R oznaqava�emo sa ũ. Definiximo prostore:

C̊α
l (Ω) :={u ∈ C∞(Ω) |u(k)(a) = 0, ∀k ∈ N0, k < α− 1/2},

C̊α
r (Ω) :={u ∈ C∞(Ω) |u(k)(b) = 0, ∀k ∈ N0, k < α− 1/2}.

Oznaqimo sa H̊α
l (Ω)

(
odnosno, H̊α

r (Ω)
)
prostor onih funkcija qije pro-

du�eǌe nulom na interval (−∞, b) (odnosno, (a,∞)) pripada prostoru

Hα(−∞, b) (odnosno, Hα(a,∞)). Za funkciju u ∈ H̊α
l (Ω),

(
u ∈ H̊α

r (Ω)
)
defin-
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ixemo

‖u‖H̊α
l (Ω) = ‖ũ‖Hα(−∞,b),

(
‖u‖H̊α

r (Ω) = ‖ũ‖Hα(a,∞)

)
.

Prostori C̊α
l (Ω) i C̊α

r (Ω) su gusti u H̊α
l (Ω) i H̊α

r (Ω), respektivno [19].

Teorema 4.6. [12] Za svaki realan broj α > 0 i u ∈ C∞0 (Ω) va�i

(∂αa+
u, ∂αb−u)L2(Ω) = cos(πα)‖∂αa+

u‖2
L2(a,∞). (4.7)

Definicija 4.5. Neka je α > 0. Definixemo polunorme

|u|Jαl (Ω) := ‖∂αa+
u‖L2(Ω) i |u|Jαr (Ω) := ‖∂αb−u‖L2(Ω)

i norme

‖u‖Jαl (Ω) :=
(
‖u‖L2(Ω) + |u|Jαl (Ω)

)1/2 i ‖u‖Jαr (Ω) :=
(
‖u‖L2(Ω) + |u|Jαr (Ω)

)1/2
.

Neka su Jαl (Ω) i Jαr (Ω) zatvoreǌa prostora C̊α
l (Ω) i C̊α

r (Ω), respektivno, u

odgovaraju�im normama.

Teorema 4.7. [19, 18] Va�e slede�a tvr�eǌa:

(1) Operatori ∂αa+
i ∂αb− se mogu neprekidno produ�iti do operatora koji

preslikavaju H̊α
l (Ω) i H̊α

r (Ω), respektivno, u L2(Ω).

(2) Neka je s, α ≥ 0. Tada su ∂−αa+
: H̊s

l (Ω) → H̊α+s
l (Ω) i ∂−αb− : H̊s

r (Ω) →
H̊α+s
r (Ω) ograniqeni linearani operatori.

Posledica 4.8. [19] Neka je s ≥ 0. Tada funkcije (x−a)s i (b−x)s pripadaju

prostorima H̊α
l (Ω) i H̊α

r (Ω), respektivno, za svako 0 ≤ α < s+ 1/2.

Sliqno kao u [48] (lema 3.1.7) mo�e se pokazati da va�i slede�i

rezultat:

Lema 4.9. Neka je n− 1/2 < α < n, n ∈ N. Za u ∈ H̊α
l (Ω) je ∂−αa+

∂αa+
u = u, dok

za u ∈ H̊α
d (Ω) va�i ∂−αb− ∂

α
b−
u = u.

Dokaz. Prostor C̊α
l (Ω) je gust u H̊α

l (Ω), pa postoji niz {ϕn}∞n=1 ⊂ C̊α
l (Ω)

takav da je

lim
n→∞

‖u− ϕn‖Hα
l (Ω) = 0.
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Koriste�i nejednakost trougla dobijamo

‖∂−αa+
∂αa+

u− u‖Hα
l (Ω) ≤‖∂−αa+

∂αa+
(u− ϕn)‖Hα

l (Ω) + ‖∂−αa+
∂αa+

ϕn − ϕn‖Hα
l (Ω)

+ ‖ϕn − u‖Hα
l (Ω).

Na osnovu stava 3.7 i leme 3.9 sledi da je ‖∂−αa+
∂αa+

ϕn − ϕn‖Hα
l (Ω) = 0.

Daǉe, koriste�i teoremu 4.7 imamo da je

‖∂−αa+
∂αa+

(u− ϕn)‖Hα
l (Ω) ≤ c‖∂αa+

(u− ϕn)‖L2(Ω) ≤ C‖u− ϕn‖Hα
l (Ω).

Posledica 4.10. Neka su ispuǌeni uslovi leme 4.9. Tada, za u ∈ H̊α
l (Ω) je

∂−βa+
∂βa+

u = u, dok za u ∈ H̊α
d (Ω) va�i ∂−βb− ∂

β
b−
u = u, za svako 0 < β ≤ α.

Teorema 4.11. Neka je n − 1/2 < α < n, n ∈ N. Prostori Jαl (Ω) i H̊α
l (Ω)(

Jαr (Ω) i H̊α
r (Ω)

)
su ekvivalentni u smislu da su ǌihove polunorme i norme

ekvivalentne.

Dokaz. Nejednakost

‖∂αa+
u‖L2(Ω) ≤ c‖u‖Hα(Ω),

sledi iz teoreme 4.7. Sa druge strane, za u ∈ H̊α
l (Ω) koriste�i rezultate

iz 4.9 i 4.7 sledi

‖u‖Hα(Ω) = ‖∂−αa+
∂αa+

u‖Hα(Ω) ≤ c‖∂αa+
u‖L2(Ω) = c|u|Jαl (Ω).

Teorema 4.12. [37] Za svako 0 < α < 1, ako je u ∈ Hα(Ω) i v ∈ C∞0 (Ω), tada

je

(∂αa+
u, v)L2(Ω) = (u, ∂αb−v)L2(Ω). (4.8)

Posledica 4.13. Neka je n − 1/2 < α < n, n ∈ N. Tada je za u ∈ H̊α
l (Ω) i

v ∈ H̊α
r (Ω)

(∂αa+
u, v)L2(Ω) = (u, ∂αb−v)L2(Ω).

Dokaz.

(∂αa+
u, v)L2(Ω) = (∂αa+

u, ∂−αb− ∂
α
b−v)L2(Ω) = (∂−αa+

∂αa+
u, ∂αb−v)L2(Ω) = (u, ∂αb−v)L2(Ω).
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Teorema 4.14. [37] Za svako 0 < α < 1, ako je u ∈ H̊1
l (Ω) i v ∈ H̊α/2

l (Ω) tada

je

(∂αa+
u, v)L2(Ω) = (∂α/2a+

u, ∂
α/2
b−

u)L2(Ω).

4.2 Specijalne funkcije

Dvoparametarska funkcija Mitag-Leflerovog tipa definixe se redom

Eα,β(z) :=
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, β ∈ C, Re(α) > 0, (4.9)

koji je konvergentan za svako z ∈ Z. Ovo je cela funkcija.

Teorema 4.15. [46] Neka je 0 < α < 2, β ∈ R i µ takvo da je πα/2 <

µ < min{π, πα}. Tada postoji konstanta C = C(α, β, µ) > 0 takva da je za

µ ≤ | arg(z)| ≤ π

|Eα,β(z)| ≤ C

1 + |z|
. (4.10)

Iz definicije (4.9) sledi

E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

k!
= ez,

E2,1(z2) =
∞∑
k=0

z2k

(2k)!
= cosh(z),

E2,2(z2) =
1

z

∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
=

sinh(z)

z
.

Za β = 1 dobija se jednoparametarska Mitag-Leflerova funkcija

Eα,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
=: Eα(z), z ∈ C, Re(α) > 0.

Va�i slede�a formula za diferenciraǌe Mitag-Leflerove funkcije

[46]:

dn

dtn
(
tβ−1Eα,β(tα)

)
= tβ−n−1Eα,β−n(tα), n ∈ N, t > 0. (4.11)
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U kasnijem radu bi�e korisna Laplasova transformacija funkcije

tβ−1Eα,β(λtα) :

L
[
tβ−1Eα,β(λtα)

]
(s) =

sα−β

sα − λ
, (4.12)

za Re(s) > 0, Re(β) > 0, λ ∈ C i |λs−α| < 1 [46, 32].

4.3 Difuziono-talasna jednaqina razlomǉenog reda na

pravoj

Difuziono-talasna jednaqina sa izvodom razlomǉenog reda po vremen-

skoj promenǉivoj dobija se zamenom prvog izvoda po vremenskoj promen-

ǉivoj izvodom razlomǉenog reda α ∈ (0, 2]:

C∂αt,0+
u = D

∂2u

∂x2
. (4.13)

Zadatu jednaqinu posmatra�emo u poluravni D = {(x, t)|x ∈ R, t > 0}.
Pretpostavimo da je 0 < α ≤ 1. Kako bi postojalo jedinstveno rexeǌe

datog problema potrebno je zadati poqetni uslov:

u(x, 0) = v(x). (4.14)

Me�utim, ako je 1 < α ≤ 2, potrebno je zadati i poqetnu vrednost prvog

izvoda po vremenskoj promenǉivoj, tj. ∂u(x, 0)/∂t. Da bismo obezbe-

dili neprekidnu zavisnost rexeǌa od parametra α prilikom prelaska

sa vrednosti α = 1− na α = 1+ izabra�emo da je

∂u(x, 0)

∂t
= 0. (4.15)

Odredi�emo fundamentalno rexeǌe problema (4.13)-(4.15) metodom koja

je izlo�ena u [40, 41, 42].

Dakle, rexavamo problem

C∂αt,0+
G = D

∂2G

∂x2
, 0 < α ≤ 2. (4.16)

G(x, t) = δ(x),

(
∂G(x, t)

∂t
= 0

)
t = 0. (4.17)

Najpre odredimo Furijeovu transformaciju jednaqine (4.16) po pros-
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tornoj promenǉivoj:

C∂αt,0+
Ĝ(ξ, t) = −Dξ2Ĝ(ξ, t),

a zatim Laplasovu transformaciju dobijene jednakosti po vremenskoj

promenǉivoj
ˆ̄G(ξ, s) =

sα−1

sα +Dξ2
. (4.18)

Koriste�i inverznu Laplasovu transformaciju daǉe je

Ĝ(ξ, t) = Eα(−Dξ2tα).

Inverznom Furijeovom transformacijom dobija se

G(x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eixξEα(−Dξ2tα)dξ

=
1

π

∫ ∞
0

Eα(−Dξ2tα) cos(xξ)dξ

=
1

2
√
Dtα

Mα/2

(
|x|√
Dtα

)
.

Funkcija Mν(x) je u literaturi poznata kao M-Vrajtova funkcija ili

kao Mainardijeva funkcija i definixe se sa:

Mν(z) :=
∞∑
k=0

(−1)kzk

k!Γ(−νk + (1 + ν))
, 0 < ν < 1, z ∈ C.

Posebno za ν = 1/2 je

M1/2(z) =
1√
π
e−z

2/4,

odakle vidimo da za α = 1 dobijamo fundamentalno rexeǌe problema

normalne difuzije.

Funkcija Mν(z) je cela funkcija. Ako je posmatramo kao funkciju

realne promenǉive tada se mo�e pokazati da je

1

2

∫ ∞
−∞

Mν(|x|)dx = 1

pa je mo�emo smatrati funkcijom gustine raspodele. Osim toga je

1

2

∫ ∞
−∞

x2nMν(|x|)dx =
Γ(2n+ 1)

Γ(2nν + 1)
, n = 0, 1, 2, ...,
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tj. ∫ ∞
−∞

x2G(x, t)dx =
Γ(3)

Γ(α + 1)
Dtα,

odakle vidimo da je varijansa proporcionalna sa Dtα.

Sada lako dobijamo rexeǌe problema (4.13)-(4.14) konvolucijom:

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

G(x− y, t)v(y)dy.

4.4 Jednaqina subdifuzije – egzistencija i jedinstvenost

rexeǌa

Neka je Ω ⊂ Rn ograniqena, konveksna, jednostruko povezana oblast, Γ =

∂Ω, 0 < T <∞ i 0 < α < 1. Posmatramo poqetno-graniqni problem

C∂αt,0+
u+ Lu = f(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ), (4.19)

u|Γ×(0,T ) = 0, (4.20)

u|t=0 = v(x), (4.21)

gde je

Lu = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

∂u

∂xj

)
+ cu. (4.22)

Pretpostavǉamo da koeficijenti aij i c zadovoǉavaju standardne uslove

regularnosti i eliptiqnosti:

aij(x), c(x) ∈ L∞(Ω), aij(x) = aj i(x), c(x) ≥ 0

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ c0

n∑
i=1

ξ2, ∀ξ ∈ Rn skoro svuda u Ω.

Operator L je pozitivno definitan, samokonjugovan i preslikava

skup D(L) = H2(Ω) ∩ H̊1(Ω) u L2(Ω).

Neka je {λk}∞k=1 i {ϕk}∞k=1 niz sopstvenih vrednosti i sopstvenih funkcija

operatora L. Poznato je da je [13]

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ,
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lim
k→∞

λk =∞,

i funkcije ϕk se mogu odabrati tako da qine ortonormiranu bazu u L2(Ω).

Uvedimo oznake uk(t) := (u(·, t), ϕk)L2(Ω) i fk(t) = (f(·, t), ϕk). Skalarnim

mno�eǌem jednaqine (4.19) sa ϕk dobijamo

C∂αt,0+
uk(t) + λkuk(t) = fk(t), k = 1, 2, . . . ,

uk(0) = (v, ϕk)L2(Ω).

Ovo su obiqne diferencijalne jednaqine razlomǉenog reda α qija re-

xeǌa su [46]

uk(t) = uk(0)Eα,1(−λktα) +

∫ t

0

(t− τ)α−1Eα,α(−λk(t− τ)α)fk(τ)dτ.

Dakle, metodom razdvajaǌa promenǉivih dobili smo da je

u(x, t) =
∞∑
k=1

uk(t)ϕk(x). (4.23)

Potrebno je dokazati da red (4.23) konvergira ka rexeǌu problema

(4.19)-(4.21). Za svako q ≥ −1, definiximo prostor H̄q(Ω) ⊂ H−1(Ω)

snabdeven normom:

‖u‖2
H̄q(Ω) =

∞∑
k=1

λqk|(u, ϕk)L2(Ω)|2

Va�i slede�e [15, 20]

‖u‖H̄0(Ω) = ‖u‖L2(Ω), ‖u‖H̄−1(Ω) = ‖u‖H−1(Ω),

‖u‖H̄1(Ω) = |u|H1(Ω), za u ∈ H̊1(Ω),

‖u‖H̄2(Ω) = |u|H2(Ω) za u ∈ H2(Ω) ∩ H̊1(Ω).

Opxtije, prostor H̄q(Ω) je ekvivalentan prostoru koji se dobija inter-

polacijom prostora H̊q(Ω) i L2(Ω) za q ∈ [0, 1] i interpolacijom prostora

H−1(Ω) i L2(Ω) za q ∈ [−1, 0].

Teorema 4.16. [49] Neka je v ∈ L2(Ω), aij ∈ C1(Ω), c ∈ C(Ω) i f ≡ 0.

Tada izraz (4.23) predstavǉa jedinstveno rexeǌe u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩
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C([0, T ], H2(Ω) ∩ H̊1(Ω)) takvo da je ∂αt,0+
u ∈ C([0, T ];L2(Ω)).

Teorema 4.17. [15] Neka je f ∈ L2((0, T );L2(Ω)), aij ∈ C1(Ω), c ∈ C(Ω) i

neka je v ≡ 0. Tada izraz (4.23) predstavǉa jedinstveno rexeǌe

u ∈ L2((0, T );H2(Ω) ∩ H̊1(Ω)),

i

u(x, ·) ∈


Hα(0, T ), 0 ≤ α < 1/2

H̊α
l (0, T ), 1/2 < α < 1

H
1/2
00 (0, T ), α = 1/2

za skoro svako x ∈ Ω

problema (4.19)-(4.21). Xtavixe, postoji konstanta C > 0 takva da

va�i ocena

‖u‖Hα((0,T );L2(Ω)) + ‖u‖L2((0,T );H2(Ω)) ≤ C‖f‖L2((0,T );L2(Ω)).

Teorema 4.18. [20] Neka je f ∈ L2((0, T ); H̄q(Ω)), −1 < q ≤ 1, aij = δij, c ≡ 0

i v ≡ 0. Tada izraz (4.23) predstavǉa funkciju u ∈ L2((0, T ); H̄q+2(Ω)) koja

je rexeǌe problema (4.19)-(4.21) i zadovoǉava ocenu:

‖u‖L2((0,T );H̄q+2(Ω)) + ‖∂αt,0+
u‖L2((0,T );H̄q(Ω)) ≤ C‖f‖L2((0,T );H̄q(Ω)).

Ako f ∈ L∞((0, T ); H̄q+2(Ω)) tada je funkcija u(x, t) ∈ L2((0, T ); H̄q+2−ε(Ω)) i

zadovoǉava ocenu

‖u‖Ḣq+2−ε(Ω) ≤ Cε−1tεα/2‖f‖L2((0,T );H̄q(Ω)) (4.24)

za svako ε > 0.

Napomena 4.19. [20] Uslov f ∈ L∞((0, T ); H̄q+2(Ω)) se mo�e oslabiti: f ∈
Lr((0, T ); H̄q+2(Ω)), r > α/2. Tada je

‖u(·, t)‖H̄q(Ω) ≤
C

1 + r′(α− 1)
t1+r′(α−1)‖f‖Lr((0,T );H̄q(Ω)),

gde je 1/r + 1/r′ = 1. Ovde poqetni uslov u(x, 0) = 0 va�i u smislu

limt→0+ ‖u‖H̊q(Ω) = 0. Dakle, za α ∈ (1/2, 1) izraz (4.23) je rexeǌe i pod

slabijom pretpostavkom f ∈ L2((0, T ); H̊q(Ω)).
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4.5 Jednaqina superdifuzije – egzistencija i jedinstvenost

rexeǌa

Neka je Ω ⊂ Rn ograniqena, konveksna, jednostruko povezana oblast, Γ =

∂Ω, 0 < T <∞ i 1 < α < 2. Posmatramo poqetno-graniqni problem

C∂αt,0+
u+ Lu = f(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ), (4.25)

u|Γ×(0,T ) = 0, (4.26)

u|t=0 = v(x),
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= w(x), (4.27)

gde je operator L definisan sa (4.22).

U sluqaju kada se u jednaqini (4.19) pojavǉuje Riman-Luivilov izvod

razlomǉenog reda α ∈ (1, 2) umesto Kaputovog, drugi poqetni uslov se

zadaje sa ∂α−1
t,0+

u|t=0 = w.

Sliqno kao u prethodnom odeǉku, razdvajaǌem promenǉivih dobijamo

diferencijalne jednaqine razlomǉenog reda 1 < α < 2. Uvedimo oznake

uk(t) := (u(·, t), ϕk)L2(Ω) i fk(t) := (f(·, t), ϕk)L2(Ω). Skalarnim mno�eǌem

jednaqine (4.25) sa ϕk dobijamo

C∂αt,0+
uk(t) + λkuk(t) = fk(t), k = 1, 2, . . . ,

uk(0) = (v, ϕk)L2(Ω),
duk(0)

dt
= (w,ϕk)L2(Ω),

qija su rexeǌa

uk(t) =uk(0)Eα,1(−λktα) +
duk(0)

dt
tEα,2(−λktα)

+

∫ t

0

(t− τ)α−1Eα,α(−λk(t− τ)α)fk(τ)dτ.

Potrebno je dokazati da red

u(x, t) =
∞∑
k=1

uk(t)ϕk(x) (4.28)

konvergira ka rexeǌu problema (4.25)-(4.27).

Teorema 4.20. [49] Neka je v ∈ H2(Ω) ∩ H̊1(Ω), w ∈ H̊1(Ω), aij ∈ C1(Ω),
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c ∈ C(Ω) i f ≡ 0. Tada izraz (4.28) predstavǉa jedinstveno rexeǌe u ∈
C([0, T ];H2(Ω) ∩ H̊1(Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)) problema (4.25)-(4.27) i ∂αt,0+

u ∈
C([0, T ];L2(Ω)).

Teorema 4.21. [49] Neka je v = w = 0, aij ∈ C1(Ω), c ∈ C(Ω) i f ∈
L2((0, T ); Ω). Tada red (4.28) predstavǉa funkciju u ∈ C([0, T ]; H̄2−2/α(Ω))

i va�i ocena

‖u‖C([0,T ];H̄2−2/α(Ω)) ≤ C‖f‖L2((0,T );Ω).

Pretpostavimo sada da je aij = δij i c ≡ 0.

Teorema 4.22. [21] Neka je v = w = 0 i f ∈ L∞([0, T ]; H̄q(Ω)) za −1 ≤ q ≤ 1.

Tada je za svako ε ∈ (0, 1)

‖u(·, t)‖H̄q+2−ε ≤ Cε−1tεα/2‖f‖L∞([0,T ];H̄q(Ω)).

Teorema 4.23. [21] Neka je f ∈ W 1
∞((0, T );L2(Ω)) i v = w = 0. Tada je

‖∂nt,0+
u‖L2(Ω) ≤ CT t

α−n‖f‖Wn−1
∞ ((0,T );L2(Ω)), n ∈ {1, 2}.
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5 Jednaqina subdifuzije sa koncentrisanim
kapacitetom

Neka je 0 < α < 1, Ω = (0, 1), I = (0, T ) i Q = Ω × I. Posmatramo slede�i

poqetno-graniqni problem za parcijalnu diferencijalnu jednaqinu raz-

lomǉenog reda po vremenskoj promenǉivoj sa koncentrisanim kapacite-

tom u taqki ξ ∈ Ω

[1 +Kδ(x− ξ)] ∂αt,0+
u+ Lu = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (5.1)

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t ∈ I, (5.2)

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω, (5.3)

gde je L simetriqan eliptiqki operator

Lu = − ∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
,

K pozitivna konstanta i δ(x) Dirakova distribucija. Jednakost (5.1)

va�i u smislu teorije distribucija (vidi [58]) i mo�e se formulisati

i na drugaqiji naqin. Neka je data deo po deo glatka funkcija v ∈
C1[0, ξ]∩C1[ξ, 1]. Tada je na osnovu (2.2) ǌen izvod u smislu distribucija

v′(x) = {v′(x)}+ [v]ξδ(x− ξ), (5.4)

gde je {v′(x)} izvod funkcije u klasiqnom smislu, a [v]ξ = v(ξ+0)−v(ξ−0)

skok funkcije u taqki ξ.

Kako je δ(x− ξ) = 0 za x 6= ξ iz jednaqine (5.1) sledi da je

∂αt,0+
u+ Lu = f(x, t), (5.5)

u oblastima Q1 = (0, ξ)×(0, T ) i Q2 = (ξ, 1)×(0, T ), dok su za x = ξ ispuǌeni

slede�i uslovi konjugacije

[u]x=ξ = u(ξ + 0, t)− u(ξ − 0, t) = 0, (5.6)

i [
p
∂u

∂x

]
x=ξ

= K∂αt,0+
u(ξ, t). (5.7)
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Pretpostavǉamo da koeficijent p(x) zadovoǉava uslove regularnosti

i eliptiqnosti

p ∈ L∞(Ω), p(x) ≥ p0 = const. > 0. (5.8)

5.1 Egzistencija slabog rexeǌa

Definiximo prostor L̃2(Ω) kao zatvoreǌe prostora C∞0 (Ω) u normi

‖u‖L̃2(Ω) = (u, u)
1/2

L̃2(Ω)
,

gde je

(u, v)L̃2(Ω) =

∫ 1

0

u(x)v(x)dx+ u(ξ)v(ξ).

Analogno, definiximo prostor L̃2(Q) kao zatvoreǌe prostora C∞0 (Q) u

normi

‖u‖L̃2(Q) = (u, u)
1/2

L̃2(Q)
,

gde je

(u, v)L̃2(Q) =

∫ T

0

∫ 1

0

u(x, t)v(x, t)dxdt+

∫ T

0

u(ξ, t)v(ξ, t)dt.

Za α, β > 0 definixemo anizotropne prostore Soboǉeva

H̃α,β(Q) = L2(I,Hα(Ω)) ∩Hβ(I, L̃2(Ω))

i prostore

J̃α,β± (Q) = L2(I,Hα(Ω)) ∩ Jβ±(I, L̃2(Ω)).

Naglasimo da je za 0 < β < 1/2: J̃α,β+ (Q) = J̃α,β− (Q) = H̃α,β(Q).

Definiximo Banahove prostore

C(Ī ,U) i Cα
+(Ī ,U)

funkcija u : Ī → U snabdevenih normom

‖u‖C(Ī,U) = max
t∈Ī
‖u(t)‖U i ‖u‖Cα+(Ī,U) = max

t∈Ī
‖∂αt,0+

u(t)‖U ,

respektivno.

Pomno�imo jednaqinu (5.1) sa test funkcijom v i integralimo po
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oblasti Q. Koriste�i parcijalnu integraciju, stav 3.10 i osobinu

(4.8) dobijamo slede�u slabu formulaciju problema (5.1)-(5.3): odre-

diti funkciju u iz prostora ˚̃
H1,α/2(Q) = L2(I, H̊1(Ω))∩Hα/2(I, L̃2(Ω)) takvu

da va�i

a(u, v) = l(v), ∀v ∈ ˚̃
H1,α/2(Q), (5.9)

gde je

a(u, v) =
(
∂
α/2
t,0+
u, ∂

α/2
t,T−
u
)
L2(Q)

+K
(
∂
α/2
t,0+
u(ξ, ·), ∂α/2t,T−

u(ξ, ·)
)
L2(I)

+

(
p
∂u

∂x
,
∂v

∂x

)
L2(Q)

i

l(v) = (f, v)L2(Q).

Teorema 5.1. Neka je α ∈ (0, 1), f ∈ L2(Q) i neka va�e uslovi (5.8). Tada

je varijacioni problem (5.9) dobro postavǉen u prostoru ˚̃
H1,α/2(Q) i ǌegovo

slabo rexeǌe zadovoǉava apriornu ocenu

‖u‖H̃1,α/2(Q) ≤ C ‖f‖L2(Q) . (5.10)

Dokaz. Dovoǉno je dokazati da su ispuǌeni uslovi Laks-Milgramove

leme.

Ograniqenost funkcionala l(·) je oqigledna.

Doka�imo da je bilinearna forma ograniqena. Koriste�i osobinu

regularnosti koeficijenata (5.8) dobijamo

|a(u, v)| ≤
∫ T

0

∫ 1

0

∣∣∣∂α/2t,0+
u∂

α/2
t,T−
v
∣∣∣ dxdt+K

∫ T

0

∣∣∣∂α/2t,0+
u(ξ, t)∂

α/2
t,T−
v(ξ, t)

∣∣∣ dt
+ ‖p‖L∞(Ω)

∫ T

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∂u∂x ∂v∂x
∣∣∣∣ dxdt.

Daǉe, koriste�i nejednakost Koxi-Xvarca imamo da je

|a(u, v)| ≤ ‖∂α/2t,0+
u‖L2(Q)‖∂α/2t,T−

v‖L2(Q) +K‖∂α/2t,0+
u(ξ, ·)‖L2(I)‖∂α/2t,T−

v(ξ, ·)‖L2(I)

+‖p‖L∞(Ω)

∥∥∥∥∂u∂x
∥∥∥∥
L2(Q)

∥∥∥∥∂v∂x
∥∥∥∥
L2(Q)

≤ C

(
‖∂α/2t,0+

u‖2
L̃2(Q)

+

∥∥∥∥∂u∂x
∥∥∥∥2

L2(Q)

+ ‖u‖2
L2(Q)

)1/2
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×

(
‖∂α/2t,T−

v‖2
L̃2(Q)

+

∥∥∥∥∂v∂x
∥∥∥∥2

L2(Q)

+ ‖v‖2
L2(Q)

)1/2

≤ C ‖u‖˚̃
H1,α/2(Q)

‖v‖˚̃
H1,α/2(Q)

,

gde je

C = max
{

1, K, ‖p‖L∞(Ω)

}
Doka�imo da je bilinearna forma koercivna. Koriste�i osobinu

(4.7) dobijamo

a(u, u) = cos
απ

2

(∫ 1

0

∥∥∥∂α/2t,0+
u(x, ·)

∥∥∥2

L2(0,∞)
dx+K

∥∥∥∂α/2t,0+
u(ξ, ·)

∥∥∥2

L2(0,∞)

)
+

(
p
∂u

∂x
,
∂u

∂x

)
L2(Q)

≥ cos
πα

2

(
‖∂α/2t,0+

u‖2
L2(Q) +K‖∂α/2t,0+

u(ξ, ·)‖2
L2(I)

)
+ p0

∥∥∥∥∂u∂x
∥∥∥∥2

L2(Q)

.

Na osnovu Poenkareove nejednakosti je ‖u‖L2(Ω) ≤ 1
2

∥∥∂u
∂x

∥∥
L2(Ω)

, pa na kraju

dobijamo da je

a(u, u) ≥ C1‖u‖2
˚̃
H1,α/2(Q)

,

gde je C1 = [(1 +K)/(K cos(πα/2)) + 3/p0]−1. Dakle, ispuǌeni su uslovi

Laks-Milgramove leme.

Apriorna ocena (5.10) sledi iz koercivnosti bilinearne forme a(·, ·)
i ograniqenosti funkcionala l(·), tj.

C1‖u‖2
H̃1,α/2(Q)

≤ a(u, u) ≤ ‖f‖L2(Q)‖u‖L2(Q) ≤ ‖f‖L2(Q)‖u‖H̃1,α/2(Q).

Napomenimo da rexeǌe problema (5.9) ne mora zadovoǉavati homogeni

poqetni uslov (5.3), jer za funkcije iz prostora ˚̃
H1,α/2(Q) sa α ∈ (0, 1) ne

postoji trag za t = 0. Jasno je da je rexeǌe problema (5.1)-(5.3) ujedno

i rexeǌe problema (5.9), dok je samo dovoǉno regularno rexeǌe (takvo

da mo�emo definisati vrednost funkcije za t = 0) problema (5.9) tako�e

i rexeǌe problema (5.1)-(5.3).

Mo�e se pokazati da je (vidi [39])

‖u‖B̃1,α/2(Q) ≤ C ‖f‖L2(Q) , (5.11)
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u slabijoj normi

‖u‖2
B̃1,α/2(Q)

=

∫ T

0

[
(T − t)−α‖u(·, t)‖2

L̃2(Ω)
+ ‖u(·, t)‖2

H1(Ω)

]
dt. (5.12)

Teorema 5.2. Neka su ispuǌeni uslovi teoreme 5.1 i neka je p ∈ W 1
∞(Ω).

Tada je problem (5.1)-(5.3) dobro postavǉen u prostoru H2,0(Q1)∩H2,0(Q2)∩
J̃0,α

+ (Q) ∩ ˙̃
H1,α/2(Q) i ǌegovo rexeǌe zadovoǉava apriornu ocenu

∥∥∂αt,0+
u
∥∥
L̃2(Q)

+
2∑
i=1

∥∥∥∥∂2u

∂x2

∥∥∥∥
L2(Qi)

+

∥∥∥∥∂u∂x
∥∥∥∥
L2(Q)

+ ‖u‖L2(Q) ≤ C ‖f‖L2(Q) . (5.13)

Dokaz. Pomno�imo jednaqinu (5.1) sa ∂αt,0+
u i integralimo po oblasti Q.

Dobijamo

‖∂αt,0+
u‖2

L̃2(Q)
+

(
p
∂u

∂x
,
∂

∂x
∂αt,0+

u

)
L2(Q)

= (f, ∂αt,0+
u)L2(Q).

Sliqno kao u dokazu teoreme 5.1, koriste�i osobinu regularnosti (5.8)

koeficijenta p, stav 3.10, osobine (4.7) i (4.8), mo�emo dokazati da je

drugi sabirak sa leve strane jednakosti pozitivan(
p
∂u

∂x
,
∂

∂x
∂αt,0+

u

)
L2(Q)

≥ p0 cos
απ

2

∥∥∥∥ ∂∂x∂α/2t,0+
u

∥∥∥∥2

L2(Q)

, (5.14)

pa ga mo�emo izostaviti. Daǉe, koriste�i Koxi-Xvarcovu nejednakost

dobijamo

∥∥∂αt,0+
u
∥∥2

L̃2(Q)
≤
(
f, ∂αt,0+

u
)
L2(Ω)

≤ ‖f‖L2(Q)‖∂αt,0+
u‖L2(Q) ≤ ‖f‖L2(Q)‖∂αt,0+

u‖L̃2(Q),

tj.

‖∂αt,0+
u‖L̃2(Q) ≤ ‖f‖L2(Q). (5.15)

Daǉe, pomno�imo jednaqinu (5.5) sa Lu i integralimo po oblastima Q1

i Q2. Sabiraǌem dobijenih jednakost imamo

2∑
i=1

(
∂αt,0+

u, Lu
)
L2(Qi)

+
2∑
i=1

‖Lu‖2
L2(Qi)

=
2∑
i=1

(f, Lu)L2(Qi). (5.16)

Koriste�i parcijalnu integraciju po promenǉivoj x i uslov konjugacije
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(5.7) dobijamo da je

2∑
i=1

(
∂αt,0+

u, Lu
)
L2(Qi)

=

(
∂

∂x
∂αt,0+

u, p
∂u

∂x

)
L2(Q)

+K

∫ T

0

(∂αt,0+
u(ξ, t))2dt,

odakle sledi da je prvi qlan u jednakosti (5.16) pozitivan pa ga mo�emo

izostaviti. Koriste�i Koxi-Xvarcovu nejednakost daǉe dobijamo da

je
2∑
i=1

‖Lu‖2
L2(Qi)

≤ ‖f‖2
L2(Qi)

+
1

2

2∑
i=1

‖Lu‖2
L2(Qi)

,

odnosno

‖Lu‖L2(Q1) + ‖Lu‖L2(Q2) ≤ C‖f‖L2(Q). (5.17)

Zamenom ocena

‖Lu‖L2(Qi) =

∥∥∥∥p∂2u

∂x2
+ p′

∂u

∂x

∥∥∥∥
L2(Qi)

≥
∥∥∥∥p∂2u

∂x2

∥∥∥∥
L2(Qi)

−
∥∥∥∥p′∂u∂x

∥∥∥∥
L2(Qi)

, i = 1, 2

u nejednakost (5.17) dobijamo

√
p0

2∑
i=1

∥∥∥∥∂2u

∂x2

∥∥∥∥
L2(Qi)

≤ C‖f‖L2(Q) +
2∑
i=1

∥∥∥∥p′∂u∂x
∥∥∥∥
L2(Qi)

≤ C‖f‖L2(Q) + ‖p‖W 1
∞(Ω)

∥∥∥∥∂u∂x
∥∥∥∥
L2(Q)

. (5.18)

Iz prethodne teoreme sledi da je

‖u‖L2(Q) ≤ ‖f‖L2(Q) i
∥∥∥∥∂u∂x

∥∥∥∥
L2(Q)

≤ C2‖f‖L2(Q). (5.19)

Na osnovu nejednakosti (5.15)-(5.19) sledi apriorna ocena (5.13).

5.2 Aproksimacija metodom konaqnih razlika

Neka su N i M prirodni brojevi. U oblasti Q̄ = [0, 1] × [0, T ] uvedimo

ravnomernu mre�u Q̄hτ = ω̄h × ω̄τ , gde je

ω̄h = {xi = ih | i = 0, 1, . . . , N ; h = 1/N}

i

ω̄τ = {tj = jτ | j = 0, 1, . . . , M ; τ = T/M}.
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Uvedimo tako�e skupove ωh = ω̄h ∩ (0, 1), ω−h = ω̄h ∩ [0, 1), ω+
h = ω̄h ∩ (0, 1],

ωτ = ω̄τ ∩ (0, T ), ω−τ = ω̄τ ∩ [0, T ) i ω+
τ = ω̄τ ∩ (0, T ]. Radi jednostavnosti,

pretpostavi�emo da je taqka koncentrisanog kapaciteta qvor mre�e ξ =

xm = m/N ∈ ωh. Koristi�emo standardne oznake iz teorije konaqnih

razlika [50]:

v = v(x, t), v̂ = v(x, t+ τ),

vi = v(xi, t), t ∈ ω̄τ , vj = v(x, tj), x ∈ ω̄h,

vx=
v(h+ h, t)− v(x, t)

h
=vx̄(x+ h, t), vt=

v(h, t+ τ)− v(x, t)

τ
=vt̄(x, t+ τ).

Levi Kaputov izvod razlomǉenog reda α, 0 < α < 1, funkcije u na vre-

menskom sloju tj aproksimiramo sa tzv. L1-algoritmom [45]:

C∂αt,0+
u(x, tj) =

1

Γ(1− α)

∫ tj

0

∂u(x, t)

∂t
(tj − t)−αdt

=
1

Γ(1− α)

j∑
k=1

∫ tk

tk−1

∂u(x, t)

∂t
(tj − t)−αdt

≈ 1

Γ(1− α)

j∑
k=1

ukt̄

∫ tk

tk−1

(tj − t)−αdt

=
1

Γ(2− α)

j∑
k=1

ukt̄ [(tj − tk−1)1−α − (tj − tk)1−α]

=
τ 1−α

Γ(2− α)

j∑
k=1

aj−ku
k
t̄ =:

(
∆α
t,0+
ut̄
)j (5.20)

gde je niz koeficijenata aj−k = (j−k+1)1−α− (j−k)1−α strogo opadaju�i:

1 = a0 > a1 > · · · > aM−1 > 0. (5.21)

Sliqno aproksimiramo levi Riman-Liuvilov izvod razlomǉenog reda

α funkcije u:

∂αt,0+
u(x, tj) =

1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ tj

0

u(x, t)(tj − t)−αdt

≈ 1

τΓ(1− α)

(∫ tj

0

u(x, t)(tj − t)−αdt−
∫ tj−1

0

u(x, t)(tj−1 − t)−αdt
)

≈ 1

τΓ(1− α)

(
j∑

k=1

uk
∫ tk

tk−1

(tj − t)−αdt−
j−1∑
k=1

uk
∫ tk

tk−1

(tj−1 − t)−αdt

)
=
(
∆α
t,0+
u
)j
t̄
. (5.22)
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Primetimo da ako funkcija u zadovoǉava poqetni uslov u(x, 0) = 0, tada

je
(
∆α
t,0+
ut̄
)j

=
(
∆α
t,0+
u
)j
t̄
. Zaista, smenom s = t + τ u posledǌem integralu

i pomeraǌem indeksa u posledǌoj sumi izraza (5.22) dobijamo

(
∆α
t,0+
u
)j
t̄

=
1

τΓ(1− α)

(
j∑

k=1

uk
∫ tk

tk−1

(tj − t)−αdt−
j−1∑
k=1

uk
∫ tk+1

tk

(tj − s)−αds

)

=
1

τΓ(1− α)

(
j∑

k=1

uk
∫ tk

tk−1

(tj − t)−αdt−
j∑

k=2

uk−1

∫ tk

tk−1

(tj − s)−αds

)

=
1

Γ(1− α)

j∑
k=1

ukt̄

∫ tk

tk−1

(tj − t)−αdt =
(
∆α
t,0+
ut̄
)j
.

Poqetno-graniqni problem (5.1)-(5.3) aproksimiramo slede�om im-

plicitnom diferencijskom shemom:

(1 +Kδhξ)∆α
t,0+
vt̄ − (p̄ vx̄)x = f, (x, t) ∈ ωh × ω+

τ , (5.23)

v(0, t) = 0, v(1, t) = 0, t ∈ ω+
τ , (5.24)

v(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h, (5.25)

gde je

p̄ (x) =
p (x) + p (x− h)

2
(5.26)

aproksimacija koeficijenta p(x) i

δhξ = δh(x− ξ) =

0, x ∈ ωh\{ξ}

1/h, x = ξ
(5.27)

mre�na Dirakova funkcija.

Vidimo da diferencijska shema (5.23)-(5.25) na svakom vremenskom

sloju tj predstavǉa trodijagonalan sistem linearnih jednaqina. Poz-

nato je da je broj aritmetiqkih operacija koje je potrebno izvrxiti

da bi se rexio sistem linearnih jednaqina s trodijagonalnom matri-

com proporcionalan s dimenzijom sistema [26]. Me�utim, rexeǌe vj na

vremenskom sloju tj eksplicitno zavisi od rexeǌa na svim prethodnim

vremenskim slojevima tk, k < j. Dakle, sistem se mo�e rexiti pomo�u

O(N M2) aritmetiqkih operacija (umesto O(N M) za α = 1). Sve vred-

nosti vk moraju se odmah saquvati xto mo�e biti memorijski zahtevno,

posebno u vixedimenzionom sluqaju.
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Definiximo slede�e diskretne skalarne proizvode i norme:

(u, v)h = (u, v)L2(ωh) = h
∑
x∈ωh

u(x)v(x), ‖v‖h = ‖v‖L2(ωh) = (v, v)
1/2
h ,

(u, v]h = (u, v]L2(ω+
h ) = h

∑
x∈ω+

h

u(x)v(x), ‖v]|h = ‖v]|L2(ω+
h ) = (v, v]

1/2
h ,

[u, v)h = [u, v)L2(ω−h ) = h
∑
x∈ω−h

u(x)v(x), |[v‖h = |[v‖L2(ω−h ) = [v, v)
1/2
h ,

(u, v)h̃ = (u, v)L̃2(ωh) = h
∑
x∈ωh

u(x)v(x) + u(ξ)v(ξ)

‖v‖h̃ = ‖v‖L̃2(ωh) = (v, v)
1/2

h̃
= ‖(1 + δhξ)

1/2v‖h,

|v|H̃1(ωh) = |v|H1(ωh) = |[vx‖h, ‖v‖H̃1(ωh) =
(
|v|2

H̃1(ωh)
+ ‖v‖2

L2(ωh)

)1/2

,

|v|H̃2(ωh) = ‖(1 + δhξ)
−1/2vxx̄‖h, ‖v‖H̃2(ωh) =

(
|v|2

H̃2(ωh)
+ ‖v‖2

H̃1(ωh)

)1/2

,

‖v‖L2(Qhτ ) =

τ ∑
t∈ω+

τ

‖v(·, t)‖2
h

1/2

, ‖v]|L2(Qhτ ) =

τ ∑
t∈ω+

τ

‖v(·, t)]|2h

1/2

,

‖v‖L̃2(Qhτ ) =

τ ∑
t∈ω+

τ

‖v(·, t)‖2
h̃

1/2

,

‖v‖B̃1,α/2(Qhτ ) =

‖vx̄]|2L2(Qhτ ) + τ
∑
t∈ω+

τ

∆α
t,0+
‖vt̄(·, t)‖2

h̃

1/2

,

‖v‖J̃2,α
+ (Qhτ ) =

τ ∑
t∈ω+

τ

(
‖∆α

t,0+
vt̄(·, t)‖2

L̃2(ωh)
+ ‖v(·, t)‖2

H̃2(ωh)

)1/2

.

Lema 5.3. Neka je v funkcija definisana na mre�i ω̄h koja zadovoǉava

homogene Dirihleove graniqne uslove v(0) = v(1) = 0. Tada su za k = 1, 2

polunorma |v|H̃k(ωh) i norma ‖v‖H̃k(ωh) ekvivalentne.

Dokaz. Relacija |v|H̃1(ωh) � ‖v‖H̃1(ωh) sledi direktno iz diskretne Fridrih-

sove nejednakosti [50]

‖v‖h ≤
1√
8
|[vx‖h. (5.28)
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Diskretna teorema potapaǌa [50] daje

‖v‖h̃ ≤
√

3

8
|[vx‖h.

Koriste�i Koxi-Xvarcovu nejednakost dobijamo

|[vx‖2
h = (−vxx̄, v)h ≤ ‖(1 + δhξ)

−1/2vxx̄‖h‖(1 + δhξ)
1/2v‖h = |v|H̃2(ωh)‖v‖h̃.

Iz posledǌe nejednakosti direktno sledi

‖v‖2
H̃2(ωh)

= |v|2
H̃2(ωh)

+ |[vx‖2
h + ‖v‖2

h ≤
(

1 +
3

8
+

3

64

)
|v|2

H̃2(ωh)
.

Lema 5.4. Neka je p(x) neprekidno diferencijabilna funkcija. Tada je

‖(1 +Kδhξ)
−1/2(p̄vx̄)x‖h � ‖v‖H̃2(ωh). (5.29)

Dokaz. Ekvivalencija (5.29) direktno sledi iz Leme 5.3 i reprezentacije:

(p̄vx̄)x = p vx̄x +
1

2
px̄vx̄ +

1

2
pxvx .

Lema 5.5. [1] Neka je v funkcija definisana na mre�i ω̄τ koja zadovoǉava

uslov v(0) = 0. Tada va�i slede�a nejednakost

vj
(
∆α
t,0+
vt̄
)j ≥ 1

2

(
∆α
t,0+

(
v2
)
t̄

)j
.

Dokaz. Ocenimo razliku

vj
(
∆α
t,0+
vt̄
)j− 1

2

(
∆α
t,0+

(
v2
)
t̄

)j
=

τ 1−α

Γ(2− α)

j∑
k=1

aj−kv
k
t̄

(
vj − vk + vk−1

2

)

=
τ 2−α

Γ(2− α)

j∑
k=1

aj−kv
k
t̄

(
vkt̄
2

+

j∑
s=k+1

vst̄

)

=
τ 2−α

Γ(2− α)

(
1

2

j∑
k=1

aj−k(v
k
t̄ )2 +

j∑
k=1

aj−kv
k
t̄

j∑
s=k+1

vst̄

)
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=
τ 2−α

Γ(2− α)

(
1

2

j∑
k=1

aj−k(v
k
t̄ )2 +

j∑
s=2

vst̄

s−1∑
k=1

aj−kv
k
t̄

)
,

gde uzimamo da je suma jednaka nuli ako je gorǌa granica sume maǌa od

doǌe.

Uvedimo oznaku
s−1∑
k=1

aj−kv
k
t̄ = ws.

Tada je v1
t̄ = w1/aj, v

s
t̄ = (ws+1 − ws)/aj−s, s = 2, . . . , j. Sada prethodnu jed-

nakost mo�emo zapisati kao

vj
(
∆α
t,0+
vt̄
)j− 1

2

(
∆α
t,0+

(
v2
)
t̄

)j
=

τ 2−α

Γ(2−α)

(
1

2

(w2)
2

aj−1

+
1

2

j∑
k=2

(
wk+1 − wk

)2

aj−k

+

j∑
s=2

ws+1 − ws

aj−s
ws

)

=
τ 2−α

2Γ(2−α)

(
(w2)

2

aj−1

+

j∑
k=2

(
wk+1

)2 −
(
wk
)2

aj−k

)

=
τ 2−α

2Γ(2−α)

(
j∑

k=2

(
a−1
j−k+1−a

−1
j−k
) (
wk
)2

+
(
wj+1

)2

)
>0,

jer je a−1
j−k+1 − a

−1
j−k > 0.

Lema 5.6. Neka je funkcija v(t) definisana na mre�i ω̄τ i v(0) = 0. Tada

va�i slede�a jednakost

τ

M∑
j=1

(
∆α
t,0+

(v2)t̄
)j

=
τ 1−α

Γ(2− α)

M∑
j=1

aM−j(v
j)2.

Dokaz. Iz definicije operatora ∆α
t,0+

dobijamo

τ
M∑
j=1

(
∆α
t,0+

(v2)t̄
)j

=
τ 1−α

Γ(2− α)

M∑
j=1

j∑
k=1

aj−k(v
k)2 − τ 1−α

Γ(2− α)

M∑
j=1

j∑
k=1

aj−k(v
k−1)2,

odakle zamenom redosleda sumiraǌa sledi rezultat.

Posledica 5.7. Norma ‖v‖B̃1,α/2(Qhτ ) je dobro definisana.
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Normu ‖v‖B̃1,α/2(Qhτ ) mo�emo smatrati diskretnim analogonom norme

‖v‖B̃1,α/2(Q) jer je

(1− α)τ(T − tk−1)−α ≤ τ 1−αam−k ≤ (1− α)τ(T − tk)−α.

Teorema 5.8. Neka je α ∈ (0, 1). Tada je diferencijska shema (5.23)-(5.25)

apsolutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u apriornu ocenu:

‖v‖B̃1,α/2(Qhτ ) ≤ C‖f‖L2(Qhτ ). (5.30)

Dokaz. Mno�e�i jednakost (5.23) sa h v i koriste�i parcijalno sumi-

raǌe po qvorovima mre�e ωh dobijamo

h
∑
x∈ωh

v∆α
t,0+
vt̄ +Kv(ξ, t)∆α

t,0+
vt̄(ξ, t) + (p̄vx̄, vx̄]h = (f, v)h.

Na osnovu leme 5.5 i ε-nejednakosti sledi

1

2
h
∑
x∈ωh

∆α
t,0+

(v2)t̄ +
1

2
K∆α

t,0+

(
v2(ξ, t)

)
t̄
+ (p̄vx̄, vx̄]h ≤ ε‖v‖2

h +
1

4ε
‖f‖2

h.

Koriste�i diskretnu Fridrihsovu nejednakost (5.28) za 0 < ε < 8p0 daǉe

dobijamo

∆α
t,0+
‖vt̄‖2

h̃
+ ‖vx̄]|2h ≤ C‖f‖2

h.

Mno�eǌem posledǌe nejednakosti sa τ i sumiraǌem po mre�i ω+
τ dobi-

jamo apriornu ocenu (5.30).

Lema 5.9. [55] Neka je v(t) funkcija definisana na mre�i ω̄τ i v(0) = 0.

Tada va�i slede�a nejednakost

τ

M∑
j=1

vj
(
∆α
t,0+
vt̄
)j ≥ T−α

Γ(1− α)
τ

M∑
j=1

(vj)2.

Dokaz. Zapiximo aproksimaciju izvoda razlomǉenog reda α (5.20) na

slede�i naqin

(
∆α
t,0+
vt̄
)j

=
τ−α

Γ(2− α)

j∑
k=1

aj−k(v
k − vk−1)

=
τ−α

Γ(2− α)

[
vj −

j−1∑
k=1

(aj−k−1 − aj−k)vk
]
. (5.31)
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Pomno�imo jednakost (5.20) sa τvj i sumirajmo po j = 1, 2, . . . ,M . Tako

dobijamo

τ
M∑
j=1

vj(∆α
t,0+
vt̄)

j =
τ 1−α

Γ(2−α)

M∑
j=1

[
vj −

j−1∑
k=1

(aj−k−1 − aj−k) vk
]
vj

=
τ 1−α

Γ(2−α)

[
M∑
j=1

(
vj
)2 −

M∑
j=2

j−1∑
k=1

vjvk (aj−k−1 − aj−k)

]

≥ τ 1−α

Γ(2−α)

[
M∑
j=1

(
vj
)2 − 1

2

M∑
j=2

j−1∑
k=1

((
vj
)2

+
(
vk
)2
)

(aj−k−1 − aj−k)

]

=
τ 1−α

Γ(2−α)

[
M∑
j=1

(
vj
)2 − 1

2

M∑
j=2

(
vj
)2

(a0 − aj−1)

−1

2

M−1∑
k=1

(
vk
)2

(a0 − aM−k)

]

=
τ 1−α

Γ(2−α)

M∑
j=1

(
vj
)2 aj−1 + aM−j

2

≥ aM−1
τ 1−α

Γ(2−α)

M∑
j=1

(
vj
)2 ≥ T−α

Γ(1−α)
τ

M∑
j=1

(
vj
)2
,

gde smo na kraju iskoristili nejednakost

τT−α = t−αM

∫ tM

tM−1

dt ≤
∫ tM

tM−1

t−αdt = (M1−α − (M − 1)1−α)
τ 1−α

1− α
= aM−1

τ 1−α

1− α
.

Teorema 5.10. Neka je p (x) ∈ C1[0, 1]. Tada je diferencijska shema (5.23)-

(5.25) apsolutno stabilna i ǌeno rexeǌe zadovoǉava slede�u apriornu

ocenu:

‖v‖J̃2,α
+ (Qhτ ) ≤ C

∥∥(1 +Kδhξ)
−1/2f

∥∥
L2(Qhτ )

. (5.32)

Dokaz. Pomno�imo skalarno (5.23) sa − (1 +Kδhξ)
−1(p̄vx̄)x. Nakon parci-

jalnog sumiraǌa dobijamo nejednakost

(
∆α
t,0+
vt̄x̄, p̄vx̄]h +

∥∥(1 +Kδhξ)
−1/2(p̄vx̄)x

∥∥2

h
=
(
−(1 +Kδhξ)

−1(p̄vx̄)x, f
)
h

≤ 1

2

∥∥(1 +Kδhξ)
−1/2(p̄vx̄)x

∥∥2

h
+

1

2

∥∥(1 +Kδhξ)
−1/2f

∥∥2

h
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koja je ekvivalentna sa

∥∥(1 +Kδhξ)
−1/2(p̄vx̄)x

∥∥2

h
+ 2

(
∆α
t,0+
vt̄x̄, p̄vx̄

]
h
≤
∥∥(1 +Kδhξ)

−1/2f
∥∥2

h
. (5.33)

Sliqno, mno�e�i (5.23) skalarno sa ∆α
t,0+
vt̄ i koriste�i Koxi-Xvarcovu

nejednakost dobijamo

∥∥(1 +Kδhξ)
1/2∆α

t,0+
vt̄
∥∥2

h
+ 2

(
∆α
t,0+
vt̄x̄, p̄vx̄

]
h
≤
∥∥(1 +Kδhξ)

−1/2f
∥∥2

h
. (5.34)

Iz nejednakosti (5.33) i (5.34) sada direktno sledi

τ
∑
t∈ωτ

∥∥(1 +Kδhξ)
1/2∆α

t,0+
vt̄
∥∥2

h
+ τ

∑
t∈ωτ

∥∥(1 +Kδhξ)
−1/2(p̄vx̄)x

∥∥2

h

+ 4τ
∑
t∈ωτ

(
∆α
t,0+
vt̄x̄, p̄vx̄

]
h
≤ 2τ

∑
t∈ωτ

∥∥(1 +Kδhξ)
−1/2f

∥∥2

h
.

(5.35)

Iz lema 5.3 i 5.5 sledi da je

τ
∑
t∈ωτ

(
∆α
t,0+
vt̄x̄, p̄vx̄

]
h

= hτ
∑
x∈ω+

h

∑
t∈ωτ

p̄ vx̄ ∆α
t,0+
vt̄x̄ ≥ 0.

Koriste�i lemu 5.4 i ekvivalenciju normi

∥∥(1 +Kδhξ)
1/2∆α

t,0+
vt̄
∥∥
h
�
∥∥(1 + δhξ)

1/2∆α
t,0+
vt̄
∥∥
h

=
∥∥∆α

t,0+
vt̄
∥∥
L̃2(ωh)

dobijamo (5.32).

Primetimo da je (5.32) diskretni analogon apriorne ocene (5.13).

5.3 Ocena brzine konvergencije diferencijske sheme

Neka je u rexeǌe poqetno-graniqnog problema (5.1)-(5.3) i neka je v

rexeǌe diferencijskog problema (5.23)-(5.25). Grexka z = u − v zado-

voǉava uslove

∆α
t,0+

(zt̄)i = (p̄ zx̄)x,i + ψi, i 6= m, t ∈ ω+
τ , (5.36)

∆α
t,0+

(zt̄)m =
h

K + h
(p̄ zx̄)x,m + ψm, t ∈ ω+

τ , (5.37)

z(0, t) = 0, z(1, t) = 0, t ∈ ω+
τ , (5.38)
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z(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h, (5.39)

gde je xm = ξ,

ψi = ∆α
t,0+

(ut̄)i − (p̄ ux̄)x,i − fi, i 6= m, (5.40)

ψm = ∆α
t,0+

(ut̄)m −
h

K + h
(p̄ ux̄)x,m −

h

K + h
fm. (5.41)

Jednaqine (5.36) i (5.37) mo�emo zapisati kao

(1 +Kδhξ)∆α
t,0+
zt̄ − (p̄ zx̄)x = (1 +Kδhξ)ψ, x ∈ ωh, t ∈ ω+

τ (5.42)

Pod pretpostavkom dovoǉne glatkosti funkcija u i p iz Tejlorove

formule dobijamo

(p̄ux̄)x =
1

2h2

[(
2p+ hp′ +

h2

2
p′′ +O(h3)

)(
h
∂u

∂x
+
h2

2!

∂2u

∂x2
+
h3

3!

∂3u

∂x3
+O(h4)

)
−(

2p− hp′ + h2

2
p′′ +O(h3)

)(
h
∂u

∂x
− h2

2!

∂2u

∂x2
+
h3

3!

∂3u

∂x3
+O(h4)

)]
=

∂

∂x

(
p
∂u

∂x

)
+O(h2).

Razvijaǌem p̄ux̄ u Tejlorov red oko taqke ξ − h/2 dobijamo

p̄ux̄

∣∣∣
x=ξ

=

(
p
∂u

∂x

) ∣∣∣∣
x=ξ−h

2

+O(h2) =

(
p
∂u

∂x

) ∣∣∣∣
x=ξ−0

− h

2

∂

∂x

(
p
∂u

∂x

) ∣∣∣∣
x=ξ−0

+O(h2)

i

(p̄ux̄)x

∣∣∣
x=ξ

=
1

h

[(
p
∂u

∂x

) ∣∣∣∣
x=ξ+0

−
(
p
∂u

∂x

) ∣∣∣∣
x=ξ−0

+

h

2

(
∂

∂x

(
p
∂u

∂x

) ∣∣∣∣
x=ξ+0

+
∂

∂x

(
p
∂u

∂x

) ∣∣∣∣
x=ξ−0

)
+O(h2)

]
.

Kako je (
p
∂u

∂x

) ∣∣∣∣
x=ξ+0

−
(
p
∂u

∂x

) ∣∣∣∣
x=ξ−0

= K∂αt,0+
u(ξ, t)

i
∂

∂x

(
p
∂u

∂x

) ∣∣∣∣
x=ξ+0

+
∂

∂x

(
p
∂u

∂x

) ∣∣∣∣
x=ξ−0

= 2∂αt,0+
u(ξ, t)− 2f(ξ, t)

dobijamo

|ψ| ≤
∣∣∆α

t,0+
ut̄ − ∂αt,0+

u
∣∣+O(h2). (5.43)
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Lema 5.11. [55] Neka je α ∈ (0, 1), w ∈ C2[0, t] i t ∈ ωτ . Tada je

∣∣C∂αt,0+
w − ∆α

t,0+
wt̄
∣∣ ≤ τ 2−α 1

Γ(1− α)

[
1− α

12
+

22−α

2− α
− (1 + 2−α)

]
max
0≤s≤t

|w′′(s)|.

(5.44)

Dokaz. Uvedimo oznaku η = Γ(1− α)(C∂αt,0+
w − ∆α

t,0+
wt̄). Tada je

η(tn) =
n∑
k=1

∫ tk

tk−1

(w′(t)− wkt̄ )(tn − t)−αdt.

Koriste�i Tejlorov razvoj sa integralnim ostatkom dobijamo

η(tn) =
n∑
k=1

∫ tk

tk−1

(∫ t

tk−1

w′′(t′)(t′ − tk−1)dt′ −
∫ tk

t

w′′(t′)(tk − t′)dt′
)

(tn − t)−αdt.

Zamenom redosleda integracije daǉe dobijamo

η(tn) =
1

Γ(1− α)

n∑
k=1

∫ tk

tk−1

(
(tn − t′)1−α − t′ − tk−1

τ
(tn − tk)1−α

−tk − t
′

τ
(tn − tk−1)1−α

)
w′′(t′)dt′,

pa je

|η(tn)| = max
0≤t≤tn

|w′′(t)| 1

Γ(1− α)

n∑
k=1

∫ tk

tk−1

∣∣∣∣(tn − t′)1−α − t′ − tk−1

τ
(tn − tk)1−α

−tk − t
′

τ
(tn − tk−1)1−α

∣∣∣∣ dt′. (5.45)

Neka je g(t) = (tn − t)1−α. Tada je

g(t)−t
′ − tk−1

τ
g(tk)−

tk − t′

τ
g(tk−1) =

1

2
g′′(ξk)(t− tk)(t− tk−1)

=
α

2
(1− α)(tn − ξk)−α−1(tk − t)(t− tk−1) ≥ 0

(5.46)

za proizvoǉnu taqku ξk ∈ (tk−1, tk) i t ∈ (tk−1, tk). Daǉe dobijamo

n∑
k=n−1

∫ tk

tk−1

(
g(t′)− t′ − tk−1

τ
g(tk)−

tk − t′

τ
g(tk−1)

)
dt′ =

[
22−α

2− α
− (1 + 2−α)

]
τ 2−α

(5.47)
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Zamenom (5.46) u (5.45) dobijamo

n−2∑
k=1

∫ tk

tk−1

(
g(t′)− t′ − tk−1

τ
g(tk)−

tk − t′

τ
g(tk−1)

)
dt′

=
α

2
(1− α)

n−2∑
k=1

(tn − ξk)−α−1

∫ tk

tk−1

(t′ − tk)(t′ − tk−1)dt

≤ α

12
(1− α)τ 3

n−2∑
k=1

(tn − tk)−α−1 ≤ α

12
(1− α)τ 2

∫ tn−1

t1

(tn − t)−α−1dt

≤ 1− α
12

τ 2−α. (5.48)

Teorema 5.12. Neka je u ∈ C4,2(Q̄1) ∩ C4,2(Q̄2) ∩ C(Q̄), u(ξ, ·) ∈ C2[0, T ] i p ∈
C3[0, ξ]∩C3[ξ, 1]. Tada rexeǌe v diferencijske sheme (5.23)-(5.25) konvergira

ka rexeǌu u poqetno-graniqnog problema (5.1)-(5.3) i va�i slede�a ocena

brzine konvergencije:

‖u− v‖L̃2(Qhτ ) ≤ C(τ 2−α + h2). (5.49)

Dokaz. Mno�e�i (5.42) sa hτz, sumiraju�i po qlanovima mre�e Qhτ , ko-

riste�i ε-nejednakost i lemu 5.9 dobijamo

T−α

Γ(1− α)
‖z‖L̃(Q2

hτ ) + (p̄zx̄, zx̄]L2(Qhτ ) = ε‖z‖2
L̃2(Qhτ )

+
1

4ε
‖ψ‖2

L̃2(Qhτ )

Koriste�i nejednakost

‖z‖2
h̃

= ‖z‖2
h +Kz2(ξ) ≤ 1

8
‖zx̄]|2h +K max

ωh
|z|2 ≤

(
1

8
+
K

4

)
‖zx̄]|2h,

za dovoǉno malo ε > 0 dobijamo

τ

M∑
j=1

‖z‖2
h̃
≤ C̃τ

M∑
j=1

||ψj||2
h̃
,

gde je C̃ = const. > 0. Rezultat (5.49) sledi direktno iz prethodne nejed-

nakosti i (5.43)-(5.44).

Teorema 5.13. Neka je u ∈ C4,2(Q̄1) ∩ C4,2(Q̄2) ∩ C(Q̄), u(ξ, ·) ∈ C2[0, T ] i p ∈
C3[0, ξ]∩C3[ξ, 1]. Tada rexeǌe v diferencijske sheme (5.23)-(5.25) konvergira
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ka rexeǌu u poqetno-graniqnog problema (5.1)-(5.3) i va�i slede�a ocena

brzine konvergencije:

‖u− v‖B̃1,α/2(Qhτ ) ≤ C(τ 2−α + h2).

Dokaz. Izvodi se analogno dokazu teorema 5.12 i 5.8.

Teorema 5.14. Neka je u ∈ C4,2(Q̄1) ∩ C4,2(Q̄2) ∩ C(Q̄), u(ξ, ·) ∈ C2[0, T ] i p ∈
C3[0, ξ]∩C3[ξ, 1]. Tada rexeǌe v diferencijske sheme (5.23)-(5.25) konvergira

ka rexeǌu u poqetno-graniqnog problema (5.1)-(5.3) i va�i slede�a ocena

brzine konvergencije:

‖u− v‖J̃2,α
+ (Qhτ ) ≤ C(τ 2−α + h2). (5.50)

Dokaz. Neka je u rexeǌe poqetno-graniqnog problema (5.1)-(5.3) i v re-

xeǌe diferencijskog problema (5.23)-(5.25). Tada grexka z = u − v

zadovoǉava diferencijsku shemu (5.36)-(5.39). Iz apriorne ocene (5.32)

direktno sledi da je

‖z‖J̃2,α
+ (Qhτ ) ≤ C‖ψ‖L̃(Qhτ ).

Rezultat (5.50) sledi iz prethodne nejednakosti i (5.43)-(5.44).

Ako je desna strana f prekidna funkcija tada diferencijska shema

(5.23)-(5.25) nije dobro definisana. U tom sluqaju jednaqinu (5.23)

aproksimiramo diferencijskom shemom u kojoj je usredǌena desna strana:

(1 +Kδhξ)∆α
t,0+
vt̄ − (p̄vx̄)x = T 2

xf, (x, t) ∈ ωh × ω+
τ , (5.51)

gde je Tx Steklovǉev operator usredǌavaǌa [51]:

Txf(x, t) =

∫ 1/2

−1/2

f(x+ hx′, t) dx′,

T 2
xf(x, t) = Tx (Txf(x, t)) =

∫ 1

−1

(1− |x′|)f(x+ hx′, t) dx′,

T 2−
x f(x, t) = 2

∫ 0

−1

(1 + x′)f(x+ hx′, t) dx′,

T 2+
x f(x, t) = 2

∫ 1

0

(1− x′)f(x+ hx′, t) dx′.

Tako�e pretpostavǉamo da koeficijent p(x) mo�e imati prekid prve

62



vrste u taqki x = ξ i definixemo vrednosti p̄(ξ) i p̄(ξ + h) na slede�i

naqin:

p̄(ξ) = [p(ξ − 0) + p(ξ − h)]/2 , p̄(ξ + h) = [p(ξ + h) + p(ξ + 0)]/2 .

Graniqne i poqetni uslov aproksimiramo ponovo sa (5.24) i (5.25).

Pokaza�emo da diferencijska shema (5.51),(5.24),(5.25) konvergira

pod slabijim uslovima nego diferencijska shema (5.23)-(5.25).

Teorema 5.15. Neka je u ∈ C0,2(Q̄)∩Cα
+ ([0, T ], H2(0, ξ))∩Cα

+ ([0, T ], H2(ξ, 1))∩
C ([0, T ], H3(0, ξ)) ∩ C ([0, T ], H3(ξ, 1)) i p ∈ H3(0, ξ) ∩ H3(ξ, 1). Tada rexeǌe v

diferencijske sheme (5.51),(5.24),(5.25) konvergira ka rexeǌu u poqetno-

graniqnog problema (5.1)-(5.3) i va�i slede�a ocena brzine konvergencije:

‖z‖J̃2,α
+ (Qhτ ) ≤ C(τ 2−α + h2). (5.52)

Dokaz. Neka je u rexeǌe (5.1)-(5.3) i v rexeǌe (5.51),(5.24),(5.25). Tada

grexka z = u− v zadovoǉava slede�u diferencijsku shemu

(1 +Kδhξ)∆α
t,0+
zt̄ − (p̄zx̄)x = ϕ, x ∈ ωh, t ∈ ωτ

z(0, t) = 0, z(1, t) = 0, t ∈ ω+
τ ,

z(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h,

(5.53)

gde je

ϕ = (1 +Kδhξ)φ+ χ+ ζ,

i

φ = ∆α
t,0+
ut̄ − ∂αt,0+

u, χ = ∂αt,0+
(u− T 2

xu), ζ = T 2
x

(
∂

∂x

(
p
∂u

∂x

))
− (p̄ux̄)x.

Iz teoreme 5.10 direktno dobijamo slede�u apriornu ocenu za prob-

lem (5.53)

‖z‖J̃2,α
+ (Qhτ ) ≤ C

(
‖φ‖L̃2(Qhτ ) + ‖(1 +Kδhξ)

−1/2χ‖L2(Qhτ )

+‖(1 +Kδhξ)
−1/2ζ‖L2(Qhτ )

)
.

(5.54)
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Koriste�i nejednakost (5.44) dobijamo

‖φ‖L̃2(Qhτ ) ≤ Cτ 2−α max
t∈[0,T ]

max
x∈[0,1]

∣∣∣∣∂2u

∂t2

∣∣∣∣ ≤ Cτ 2−α ‖u‖C0,2(Q̄). (5.55)

Koriste�i relacije ∫ x+h

x−h

(
1− |x

′ − x|
h

)
dx′ = h

i ∫ x+h

x−h

(
1− |x

′ − x|
h

)
(x′ − x)dx′ = 0

dobijamo da je

T 2
xu− u =

1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |x

′ − x|
h

)
u(x′, t)dx′ − u(x, t)

1

h

∫ x+h

x−h

(
1− |x

′ − x|
h

)
dx′

=
1

h

∫ x+h

x−h

∫ x′

x

(
1− |x

′ − x|
h

)
∂u(x′′, t)

∂x
dx′′dx′

− ∂u(x, t)

∂x

1

h

∫ x+h

x−h

∫ x′

x

(
1− |x

′ − x|
h

)
dx′′dx′

=
1

h

∫ x+h

x−h

∫ x′

x

∫ x′′

x

(
1− |x

′ − x|
h

)
∂2u(x′′′, t)

∂x2
dx′′′dx′′dx′,

za x 6= ξ, dok za x = ξ imamo

T 2
xu− u =

1

h

∫ ξ+h

ξ

∫ x′

ξ

(
1− x′ − ξ

h

)
∂u(x′′, t)

∂x
dx′′dx′

−1

h

∫ ξ

ξ−h

∫ ξ

x′

(
1 +

x′ − ξ
h

)
∂u(x′′, t)

∂x
dx′′dx′

−1

h

∂u(ξ + 0, t)

∂x

∫ ξ+h

ξ

∫ x′

ξ

(
1− x′ − ξ

h

)
dx′′dx′

+
1

h

∂u(ξ − 0, t)

∂x

∫ ξ

ξ−h

∫ ξ

x′

(
1 +

x′ − ξ
h

)
dx′′dx′

+
h

6

(
∂u(ξ + 0, t)

∂x
− ∂u(ξ − 0)

∂x

)
=

1

h

∫ ξ+h

ξ

∫ x′

ξ

∫ x′′

ξ

(
1− x′ − ξ

h

)
∂2u(x′′′, t)

∂x2
dx′′′dx′′dx′

+
1

h

∫ ξ

ξ−h

∫ ξ

x′

∫ ξ

x′′

(
1 +

x′ − ξ
h

)
∂2u(x′′′, t)

∂x2
dx′′′dx′′dx′

+
h

6

(
∂u(ξ + 0, t)

∂x
− ∂u(ξ − 0)

∂x

)
.
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Kako je

‖[1 +Kδhξ]
−1/2χ‖2

h = h
∑
ωh\{ξ}

|χ|2 +
h2

K + h
|χ(ξ, t)|2

koriste�i prethodne integralne reprezentacije i Soboǉevǉevu teoremu

o tragu direktno se dobija ocena

‖(1 +Kδhξ)
−1/2χ‖L2(Qhτ )

≤ Ch2 max
t∈[0,T ]

(
‖∂αt,0+

u(·, t)‖H2(0,ξ) + ‖∂αt,0+
u(·, t)‖H2(ξ,1)

)
≤ Ch2

(
‖u‖Cα+([0,T ],H2(0,ξ)) + ‖u‖Cα+([0,T ],H2(ξ,1))

)
.

(5.56)

Qlan ζ mo�emo dekomponovati na slede�i naqin: ζ =
∑6

k=1 ζk, gde je

ζ1 = T 2
x

(
p
∂2u

∂x2

)
−
(
T 2
xp
)(

T 2
x

∂2u

∂x2

)
,

ζ2 =
(
T 2
xp− p

)(
T 2
x

∂2u

∂x2

)
,

ζ3 = T 2
x

(
p′
∂u

∂x

)
−
(
T 2
xp
′)(T 2

x

∂u

∂x

)
,

ζ4 =

(
T 2
xp
′ − 1

2
(px + px̄)

)(
T 2
x

∂u

∂x

)
,

ζ5 =
1

2
(px + px̄)

(
T 2
x

∂u

∂x
− 1

2
(ux̄ + ux)

)
,

ζ6 = −1

4
(px − px̄) (ux − ux̄) ,

za x = xi 6= ξ, dok za x = ξ analogno imamo

ζ1 =
1

2

[
T 2−
x

(
p
∂2u

∂x2

)
−
(
T 2−
x p
)(

T 2−
x

∂2u

∂x2

)]
+

1

2

[
T 2+
x

(
p
∂2u

∂x2

)
−
(
T 2+
x p
)(

T 2+
x

∂2u

∂x2

)]
,

ζ2 =
1

2

[(
T 2−
x p
)
− p(ξ − 0)

](
T 2−
x

∂2u

∂x2

)
+

1

2

[(
T 2+
x p
)
− p(ξ + 0)

](
T 2+
x

∂2u

∂x2

)
,

ζ3 =
1

2

[
T 2−
x

(
p′
∂u

∂x

)
−
(
T 2−
x p′

)(
T 2−
x

∂u

∂x

)]
+

1

2

[
T 2+
x

(
p′
∂u

∂x

)
−
(
T 2+
x p′

)(
T 2+
x

∂u

∂x

)]
,

ζ4 =
1

2

[(
T 2−
x p′

)
− px̄

](
T 2−
x

∂u

∂x

)
+

1

2

[(
T 2+
x p′

)
− px

](
T 2+
x

∂u

∂x

)
,
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ζ5 =
1

2
px̄

[(
T 2−
x

∂u

∂x

)
− ux̄

]
+

1

2
px

[(
T 2+
x

∂u

∂x

)
− ux

]
,

ζ6 = 0 .

Za x 6= ξ, funkcional ζ1 mo�emo zapisati na slede�i naqin

ζ1(x, t) =
1

h2

∫ x+h

x−h

∫ x+h

x−h

(
1− |x

′′ − x|
h

)(
1− |x

′ − x|
h

)
p(x′)

∂2u(x′, t)

∂x2
dx′′dx′

− 1

h2

∫ x+h

x−h

(
1− |x

′ − x|
h

)
p(x′)dx′

∫ x+h

x−h

(
1− |x

′′ − x|
h

)
∂2u(x′′, t)

∂x2
dx′′

=
1

2h2

∫ x+h

x−h

∫ x+h

x−h

(
1− |x

′ − x|
h

)(
1− |x

′′ − x|
h

)
(p(x′′)− p(x′))×

×
(
∂2u(x′′, t)

∂x2
− ∂2u(x′, t)

∂x2

)
dx′′dx′

=
1

2h2

∫ x+h

x−h

∫ x+h

x−h

∫ x′′

x′

∫ x′′

x′

(
1− |x

′ − x|
h

)(
1− |x

′′ − x|
h

)
p′(y′)×

× ∂3u(y′′, t)

∂x3
dy′′dy′dx′′dx′.

Koriste�i Koxi-Xvarcovu nejednakost dobijamo

|ζ1| ≤ Ch3/2‖p‖C1[x−h,x+h]‖u(·, t)‖H3(x−h,x+h).

Za x = ξ analogno dobijamo

ζ1(ξ, t) =
1

h2

∫ ξ

ξ−h

∫ ξ

ξ−h

∫ x′′

x′

∫ x′′

x′

(
1 +

x′ − ξ
h

)(
1 +

x′′ − ξ
h

)
p′(y′)

× ∂3u(y′′, t)

∂x3
dy′′dy′dx′′dx′

+
1

h2

∫ ξ+h

ξ

∫ ξ+h

ξ

∫ x′′

x′

∫ x′′

x′

(
1− x′ − ξ

h

)(
1− x′′ − ξ

h

)
p′(y′)

× ∂3u(y′′, t)

∂x3
dy′′dy′dx′′dx′

odakle sledi da je

|ζ1(ξ, t)| ≤ Ch3/2
(
‖p‖C1[ξ−h,ξ]‖u(·, t)‖H3(ξ−h,ξ) + ‖p‖C1[ξ,ξ+h]‖u(·, t)‖H3(ξ,ξ+h)

)
.

Sumiraju�i po qlanovima mre�e Qhτ i koriste�i potapaǌe H2 ↪→ C1 za
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funkcije jedne promenǉive dobijamo

‖(1 +Kδhξ)
−1/2ζ1‖L2(Qhτ ) ≤ Ch2

(
‖p‖H2(0,ξ)‖u‖C([0,T ],H3(0,ξ))

+ ‖p‖H2(ξ,1)‖u‖C([0,T ],H3(ξ,1))

)
.

(5.57)

Funkcional ζ2 mo�emo oceniti na slede�i naqin

|ζ2| ≤ Ch3/2‖p‖H2(x−h,x+h)‖u(·, t)‖C2[x−h,x+h] za x 6= ξ,

|ζ2| ≤ Ch3/2(‖p‖H2(ξ,ξ+h)‖u(·, t)‖C2[ξ,ξ+h] +‖p‖H2(ξ−h,ξ)‖u(·, t)‖C2[ξ−h,ξ]) za x = ξ.

Sumiraju�i po qlanovima mre�e Qhτ i koriste�i potapaǌe H3 ↪→ C2 za

funkcije jedne promenǉive dobijamo

‖(1 +Kδhξ)
−1/2ζ2‖L2(Qhτ ) ≤ Ch2

(
‖p‖H2(0,ξ)‖u‖C([0,T ],H3(0,ξ))

+ ‖p‖H2(ξ,1)‖u‖C([0,T ],H3(ξ,1))

)
.

(5.58)

Koriste�i integralnu reprezentaciju

ζ3(x, t) =
1

2h2

∫ x+h

x−h

∫ x+h

x−h

∫ x′

x′′

∫ x′

x′′

(
1− |x

′ − x|
h

)(
1− |x

′′ − x|
h

)
× p′′(y′)∂u

2(y′′, t)

∂x2
dy′dy′′dx′dx′′,

za x 6= ξ i

ζ3(ξ, t) =
1

h2

∫ ξ

ξ−h

∫ ξ

ξ−h

∫ x′

x′′

∫ x′

x′′

(
1 +

x′ − ξ
h

)(
1 +

x′′ − ξ
h

)
× p′′(y′)∂u

2(y′′, t)

∂x2
dy′dy′′dx′dx′′

+
1

h2

∫ ξ+h

ξ

∫ ξ+h

ξ

∫ x′

x′′

∫ x′

x′′

(
1− x′ − ξ

h

)(
1− x′′ − ξ

h

)
× p′′(y′)∂u

2(y′′, t)

∂x2
dy′dy′′dx′dx′′,

dobijamo

‖(1 +Kδhξ)
−1/2ζ3‖L2(Qhτ ) ≤ Ch2

(
‖p‖H2(0,ξ)‖u‖C([0,T ],H3(0,ξ))

+ ‖p‖H2(ξ,1)‖u‖C([0,T ],H3(ξ,1))

)
.

(5.59)
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Funkcional ζ4 zapiximo kao

ζ4 =

(
T 2
xp
′ − 1

2
(px + px̄)

)(
T 2
x

∂u

∂x

)
= ζ4,1

(
T 2
x

∂u

∂x

)
i ocenimo ζ4,1 pomo�u leme Brambla-Hilberta. Linearnom smenom x′ =

hx̃ + x preslikajmo interval e = (x − h, x + h) na E = (−1, 1) i uvedimo

oznaku p̃(x̃) = p(x+ hx̃). Tada je za x 6= ξ

ζ4,1 =
1

h

(∫ 1

−1

(1− |x̃|) p̃′(x̃)dx̃− p̃(1)− p̃(−1)

2

)
i

|ζ4,1| ≤ Ch−1‖p̃‖C1(Ē) ≤
C

h
‖p̃‖H3(E),

Funkcional ζ4,1 se anulira kada je p̃ polinom drugog stepena. Primenom

leme Brambla-Hilberta dobijamo

|ζ4,1| ≤
C

h
|p̃|H3(E),

a povratkom na staru promenǉivu

|ζ4,1| ≤ Ch3/2|p|H3(e),

odnosno

|ζ4| ≤ Ch3/2|p|H3(e) ‖u(·, t)‖C1(ē) .

Sliqno, za x = ξ, funkcional ζ4 je jednak:

ζ4 =
1

h

(
2

∫ 0

−1

(1 + x̃)p̃′(x̃)dx̃− p̃(0) + p̃(−1)

)(
T 2−
x

∂u

∂x

)
+

1

h

(
2

∫ 1

0

(1− x̃)p̃′(x̃)dx̃− p̃(1) + p̃(0)

)(
T 2+
x

∂u

∂x

)
= ζ−4,1

(
T 2−
x

∂u

∂x

)
+ ζ+

4,1

(
T 2+
x

∂u

∂x

)
Primetimo da su ζ−4,1 i ζ+

4,1 ograniqeni linearni funkcionali od p̃ ∈
H2(−1, 0), odnosno p̃ ∈ H2(0, 1), koji se anuliraju kada je p̃ = 1, x̃. Pri-

meǌuju�i lemu Brambla-Hilberta i vra�aju�i se na staru promenǉivu,

posle oqigledne majoracije dobijamo:

|ζ4(ξ)| ≤ Ch1/2
(
|p|H2(ξ−h,ξ)‖u‖C1[ξ−h,ξ] + |p|H2(ξ,ξ+h)‖u‖C1[ξ,ξ+h]

)
.
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Sumiraǌem po qvorovima mre�e ωh dobijamo

‖(1+Kδhξ)
−1/2ζ4‖2

h ≤ Ch
∑

x∈ωh, x 6=ξ

h3|p|2H3(e)‖u‖2
C1(ē)

+
Ch3

K + h

(
|p|2H2(ξ−h,ξ)‖u‖2

C1[ξ−h,ξ] + |p|2H2(ξ,ξ+h)‖u‖2
C1[ξ,ξ+h]

)
= I + II.

Prvi qlan se lako oceǌuje koriste�i potapaǌe H2 ↪→ C1:

I ≤ Ch4(‖p‖2
H3(0,ξ)‖u‖2

H2(0,ξ) + ‖p‖2
H3(ξ,1)‖u‖2

H2(ξ,1)).

Koriste�i nejednakost (vidi [27])

‖p‖L2(0,ε) ≤ C
√
ε‖p‖H1(0,1), 0 < ε < 1, (5.60)

dobijamo

|p|H2(ξ−h,ξ) ≤ C
√
h ‖p‖H3(0,ξ) i |p|H2(ξ,ξ+h) ≤ C

√
h ‖p‖H3(ξ,1).

Iz ovih nejednakosti konaqno dobijamo ocenu

‖(1 +Kδhξ)
−1/2ζ4‖h ≤ h2

(
‖p‖H3(0,ξ)‖u(·, t)‖H2(0,ξ)

+‖p‖H3(ξ,1)‖u(·, t)‖H2(ξ,1)

)
.

(5.61)

Funkcional ζ5 zapiximo kao

ζ5 =
1

2
(px + px̄)

(
T 2
x

∂u

∂x
− 1

2
(ux̄ + ux)

)
=

1

2
(px + px̄) ζ5,1, x 6= ξ.

Tada je

ζ5,1 =
1

h

(∫ 1

−1

(1− |x̃|)∂ũ
∂x
dx̃− ũ(1, t)− ũ(−1, t)

2

)
,

odnosno

|ζ51| ≤
C

h
‖ũ(·, t)‖C(Ē) ≤

C

h
‖ũ(·, t)‖H3(E).

Ovaj funkcional se anulira kada je ũ = 1, x̃, x̃2, pa je na osnovu leme

Brambla-Hilberta

|ζ51| ≤
C

h
|ũ(·, t)|H3(E).

Vra�aǌem na stare promenǉive dobijamo

|ζ5| ≤ Ch3/2‖p‖C1(ē)‖u(·, t)‖H3(e).
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Ako je x = ξ, tada na sliqan naqin dobijamo

|ζ5| ≤ Ch1/2(‖p‖C1[ξ−h,ξ]‖u(·, t)‖H2(ξ−h,ξ) + ‖p‖C1[ξ,ξ+h]‖u(·, t)‖H2(ξ,ξ+h))

Sumiraǌem po qvorovima mre�e ωh i korix�eǌem potapaǌa H2 ↪→ C1,

H3 ↪→ H2 i nejednakosti (5.3) dobijamo

‖(1 +Kδhξ)
−1/2ζ5‖h ≤ Ch2

(
‖p‖H2(0,ξ)‖u(·, t)‖H3(0,ξ)

+‖p‖H2(ξ,1)‖u(·, t)‖H3(ξ,1)

)
.

(5.62)

Za x 6= ξ, funkcional ζ6 mo�emo zapisati na slede�i naqin

ζ6 = −1

4
h2
(
T 2
xp
′′)(T 2

x

∂2u

∂x2

)
.

Daǉe dobijamo

|ζ6| ≤Ch3/2‖p‖H2(x−h,x+h)‖u(·, t)‖C2[x−h,x+h], x 6= ξ.

Sumiraǌem po qvorovima mre�e ωh dobijamo

‖(1 +Kδhξ)
−1/2ζ6‖h ≤ h2

(
‖p‖H2(0,ξ)‖u(·, t)‖H3(0,ξ)

+‖p‖H2(ξ,1)‖u(·, t)‖H3(ξ,1)

)
.

(5.63)

Sada rezultat (5.52) sledi iz (5.55)-(5.63).

5.4 Numeriqki eksperiment

Da bismo ispitali konvergenciju diferencijske sheme, reximo problem

(5.1)-(5.3) za K = 4π, ξ = 1
2
, T = 1 i

f(x, t) = sin(πx)

[
2t2−α

Γ(3− α)
+ π2t2

]
+ 2 |sin(2πx)|

[
t2−2α

Γ(3− 2α)
+

4π2t2−α

Γ(3− α)

]
.

Taqno rexeǌe problema je

u(x, t) = sin(πx)t2 + | sin(2πx)| 2t2−α

Γ(2− α)
.
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Oznaqimo grexku u maksimalnoj normi sa

‖e(h, τ)‖∞ = ‖u− v‖∞ = max
ω̄τ

(
max
ω̄h
|u− v|

)
i grexku u B̃

1,α/2
h (Qhτ ) normi

‖e(h, τ)‖B = ‖u− v‖
B̃

1,α/2
h (Qhτ )

. (5.64)

U tabeli 1 su dati eksperimentalni rezultati za razliqite vremenske

korake τ kada je prostorni korak fiksirane veliqine h = 2−13. Iz

tabele, mo�emo zakǉuqiti da je red konvergencije po vremenskoj pro-

menǉivoj jednak 2− α.

U tabeli 2 su dati eksperimentalni rezultati za malo i fiksirano

τ = 2−14 sa razliqitim prostornim koracima h. Razlog zbog koga je

korix�en mnogo maǌi korak τ jeste da bismo osigurali da dominantni

uticaj na red grexke bude od prostorne diskretizacije. Iz tabele

mo�emo zakǉuqiti da je red konvergencije po prostornoj promenǉivoj

jednak 2.

Grafik aproksimiranog rexeǌa na vremenskom sloju t = 1 sa korakom

h = τ = 1/60 je prikazan na slici 2, gde je tako�e prikazano i taqno

rexeǌe radi upore�ivaǌa.

Na osnovu prikazanih rezultata mo�emo videti da numeriqko rexeǌe

dobijeno iz diferencijske xeme (5.23)-(5.25) dobro aproksimira taqno

rexeǌe.
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Tabela 1: Eksperimentalni rezultati i red konvergencije po vremenskoj
promenǉivoj (posledǌa kolona) za h = 2−13

α τ ||e(h, τ)||∞ ||e(h, τ)||B log2
||e(h,τ)||B
||e(h,τ/2)||B

0.5 2−5 2.205968e-3 6.190359e-3 1.47
2−6 7.936232e-4 2.222931e-3 1.48
2−7 2.839064e-4 7.995761e-4 1.48
2−8 1.011713e-4 2.857433e-5 1.49
2−9 3.594643e-5 1.018082e-5

0.7 2−5 6.428188e-3 1.448575e-2 1.29
2−6 2.636782e-3 5.916592e-3 1.29
2−7 1.076979e-3 2.416312e-3 1.29
2−8 4.389248e-4 9.859266e-4 1.29
2−9 1.786251e-5 4.018979e-4

0.9 2−5 1.704275e-2 2.768540e-2 1.11
2−6 7.995080e-3 1.285650e-2 1.10
2−7 3.742127e-3 5.998412e-3 1.10
2−8 1.749317e-3 2.803601e-3 1.10
2−9 8.171687e-4 1.311121e-3

1 2−5 2.690193e-2 3.435696e-2 1.01
2−6 1.347861e-2 1.703289e-2 1.01
2−7 6.746233e-3 8.479882e-3 1.00
2−8 3.337484e-3 4.230770e-3 1.00
2−9 1.687831e-3 2.113081e-3
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Tabela 2: Eksperimentalni rezultati i red konvergencije po pros-
tornoj promenǉivoj (posledǌa kolona) za τ = 2−14

α h ||e(h, τ)||∞ ||e(h, τ)||B log2
||e(h,τ)||B
||e(h/2,τ)||B

0.5 2−4 1.449066e-2 4.464869e-2 1.99
2−5 3.660336e-3 1.120727e-2 1.98
2−6 9.136818e-4 2.848326e-3 1.98
2−7 2.285259e-4 7.218827e-4

0.7 2−4 1.691375e-2 5.220505e-2 1.99
2−5 4.257733e-3 1.313580e-2 1.99
2−6 1.063423e-3 3.314222e-3 1.99
2−7 2.668165e-4 8.351539e-4

0.9 2−4 1.929084e-2 5.879114e-2 1.97
2−5 4.847840e-3 1.502163e-2 1.98
2−6 1.217797e-3 3.815850e-3 1.99
2−7 3.109223e-4 9.617699e-4

1 2−4 2.042462e-2 6.185711e-2 1.96
2−5 5.137748e-3 1.595421e-2 1.97
2−6 1.303556e-3 4.073481e-3 1.98
2−7 3.447313e-4 1.029635e-3
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Slika 1: Rexeǌe na vremenskom sloju t = 1 za h = τ = 1/60 i α = 0.7
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Slika 2: Taqno rexeǌe
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6 Jednaqina superdifuzije sa koncentrisanim
kapacitetom

Neka je Ω = (0, 1), I = (0, T ) i Q = Ω× I. Posmatramo slede�u jednaqinu

za 1 < α < 2:

[1 +Kδ(x− ξ)]∂αt,0+
u− ∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
= f(x, t), (x, t) ∈ Q, (6.1)

sa graniqnim i poqetnim uslovima:

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, ∀t ∈ I, (6.2)

u(x, 0) = 0,
∂u

∂t
(x, 0) = 0, ∀x ∈ Ω, (6.3)

gde je K pozitivna konstanta i δ(x) Dirakova distribucija. Sliqno

kao kod problema subdifuzije sa koncentrisanim kapacitetom, jedna-

qina (6.1) je ekvivalentna sa:

∂αt,0+
u− ∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
= f(x, t), (x, t) ∈ ((0, ξ) ∪ (ξ, 1))× I, (6.4)

dok su za x = ξ ispuǌeni slede�i uslovi konjugacije

[u]x=ξ = u(ξ + 0, t)− u(ξ − 0, t) = 0,

[
p
∂u

∂x

]
x=ξ

= K∂αt,0+
u(ξ, t).

(6.5)

Pretpostavǉamo da funkcija p (x) zadovoǉava uslove regularnosti

(5.8). Definixemo prostore kao u poglavǉu 5.1.

Neka je A neograniqen, samokonjugovan, pozitivno definitan opera-

tor qiji je domen D(A) gust u realnom Hilbertovom prostoru H koji je

snabdeven skalarnim proizvodom (·, ·) i normom ‖ · ‖. Tada bilinearni

funkcional (u, v)A := (Au, v), u, v ∈ D(A) zadovoǉava aksiome skalarnog

proizvoda, a veliqina ‖u‖A := (u, u)
1/2
A aksiome norme. Zatvoreǌe skupa

D(A) u normi ‖ · ‖A nazivamo energetskim prostorom operatora A i oz-

naqavamo ga sa HA. Prostor HA je gusto i neprekidno potopǉen u H.

Operator A ima jedinstveni kvadratni koren A1/2 i va�i D(A1/2) = HA

i (u, v)A = (A1/2u,A1/2v) za svako u, v ∈ D(A).
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Sliqno, zatvoreǌem skupa D(A−1) u normi ‖ · ‖A−1 koja je indukovana

skalarnim proizvodom (u, v)A−1 = (A−1u, v) dobijamo energecki prostor

HA−1. Tada je prostor H ≡ H ′ neprekidno i gusto potopǉen u H ′A = HA−1

i ka�emo da prostori HA, H i HA−1 qine Geǉfandovu trojku

HA ↪→ H ↪→ HA−1 .

Skalarni proizvod (·, ·) mo�emo neprekidno produ�iti na HA × HA−1, a

operator A se produ�uje tako da A : HA → HA−1.

Definiximo slede�e operatore

Au = − ∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
, Bu = [1 +Kδ(x− ξ)]u(x, t).

Operator A preslikava skup D(A) = H2(Ω) ∩ H̊1(Ω) u L2(Ω). Ako je is-

puǌen uslov (5.8), operator A je pozitivno definitan, samokonjugovan

operator i va�i

(u, v)A =

∫ 1

0

p(x)u′(x)v′(x)dx za u, v ∈ H̊1(Ω)

i

‖u‖A =

∫ 1

0

p(x)|u′(x)|2dx � ‖u‖H1(Ω) za u, v ∈ H̊1(0, 1),

pa mo�emo uzeti da je HA = H̊1(Ω).

Operator B je samokonjugovan, pozitivno definitan operator, pa

veliqina (u, v)B := (Bu, v) zadovoǉava aksiome skalarnog proizvoda i

va�i

(u, v)B =

∫ 1

0

u(x)v(x)dx+Ku(ξ)v(ξ).

Operator B se definixe na prostoru HB koji se dobija zatvoreǌem

prostora C∞0 (Ω) u normi

‖u‖2
B = ‖u‖2

L2(Ω) +Ku2(ξ) � ‖u‖2
L2(Ω) + u2(ξ) = ‖u‖2

L̃2(Ω)
,

pa mo�emo staviti da je HB = L̃2(Ω). Za operator B ,,negativna” norma

zadovoǉava relaciju

‖u‖B−1 = (B−1u, u)1/2 = sup
0 6=v∈HB

|(u, v)|
‖v‖B

.
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Oqigledno va�i relacija

HA = H̊1(Ω) ↪→ C[0, 1] ↪→ L̃2(Ω) = HB.

Sada jednaqinu (6.1) mo�emo zapisati kao

B∂αt,0+
u+ Au = f, (x, t) ∈ Q. (6.6)

Deluju�i na (6.6) operatorom B−1/2 i uvode�i oznake

ũ = B1/2u, Ã = B−1/2AB−1/2, f̃ = B−1/2f (6.7)

problem (6.1)-(6.3) se svodi na

∂αt,0+
ũ+ Ãũ = f̃, (x, t) ∈ Q, (6.8)

ũ(0, t) = 0, ũ(1, t) = 0, t ∈ I, (6.9)

ũ(x, 0) = 0,
∂ũ

∂t
(x, 0) = 0, x ∈ Ω. (6.10)

Operator Ã je samokonjugovan, pozitivno definitan linearan operator

na H = L2(Ω):

(Ãu, u) = (B−1/2AB−1/2u, u) = (AB−1/2u,B−1/2u) ≥ C(BB−1/2u,B−1/2u) = C‖u‖,

za svako u ∈ D(Ã).

6.1 Apriorne ocene

Teorema 6.1. Neka je α ∈ (1, 2), f ∈ L2(Q) i neka su ispuǌeni uslovi (5.8).

Tada je problem (6.1)-(6.3) dobro postavǉen u prostoru Cα−1
+ (Ī , L̃2(Ω)) ∩

H(α−1)/2(I, H̊1(Ω)) i ǌegovo rexeǌe zadovoǉava slede�u apriornu ocenu

max
t∈[0,T ]

‖∂α−1
t,0+

u‖L̃2(Ω) +

∥∥∥∥ ∂ α−1
2

t,0+

∂u

∂x

∥∥∥∥
L2(Q)

≤ C‖f‖L2(Q). (6.11)

Dokaz. Neka je β = α − 1. Tada je ∂αt,0+
u = ∂

∂t
∂βt,0+

u. Mno�eǌem jednaqine

(6.1) sa 2∂βt,0+
u i parcijalnim integraǉeǌem po oblasti Ω dobijamo

∂

∂t
‖∂βt,0+

u‖2
L̃2(Ω)

+ 2

(
p
∂u

∂x
, ∂βt,0+

∂u

∂x

)
L2(Ω)

= 2(f, ∂βt, 0+u)L2(Ω),
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Integraǉeǌem posledǌe jednakosti u granicama od 0 do t, gde je t ≤ T

korix�eǌem leme 3.9, osobina (4.7), (4.8) i (5.8) i oceǌivaǌem desne

strane pomo�u Koxi-Xvarcove nejednakosti, dobijamo

‖∂βt,0+
u(·, t)‖2

L̃2(Ω)
+2p0 cos

πβ

2

∥∥∥∥∂β/2t,0+

∂u

∂x

∥∥∥∥2

L2((0,∞),L2(Ω))

≤ ‖∂βt,0+
u(·, 0)‖2

L̃2(Ω)
+ 2‖f‖L2(Qt)‖∂

β
t, 0+u‖L2(Qt)

≤ 2
√
T max
t∈[0,T ]

‖∂βt,0+
u(·, t)‖L2(Ω)‖f‖L2(Q)

≤ 2
√
T max
t∈[0,T ]

‖∂βt,0+
u(·, t)‖L̃2(Ω)‖f‖L2(Q), (6.12)

gde je Qt = (0, 1) × (0, t). Izostavǉaǌem drugog pozitivnog sabirka na

levoj strani dobijamo

max
t∈[0,T ]

‖∂βt,0+
u‖L̃2(Ω) ≤ 2

√
T‖f‖L2(Q). (6.13)

Sliqno, izostavǉaǌem prvog pozitivnog sabirka na levoj strani nejed-

nakosti (6.12), uzimaju�i t = T i koriste�i ocenu (6.13) dobijamo

∥∥∥∥ ∂β/2t, 0+

∂u

∂x

∥∥∥∥
L2(Q)

≤
∥∥∥∥ ∂β/2t, 0+

∂u

∂x

∥∥∥∥
L2((0,∞),L2(Ω))

≤
√

2T

p0 cos πβ
2

‖f‖L2(Q). (6.14)

Rezultat (6.11) sledi iz (6.13) i (6.14).

Teorema 6.2. Neka je α ∈ (1, 2), f ∈ L2(Q) i neka su ispuǌeni uslovi (5.8).

Tada je problem (6.1)-(6.3) dobro postavǉen u prostoru H̊(α+1)/2
l (I, L̃2(Ω)) ∩

C(Ī , H̊1(Ω)) i ǌegovo rexeǌe zadovoǉava slede�u apriornu ocenu

∥∥∥∂ α+1
2

t,0+
u
∥∥∥
L̃2(Q)

+ max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∂u∂x
∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C‖f‖L2(Q). (6.15)

Dokaz. Neka je β = α − 1. Iz osobine (3.15) sledi da za funkciju u koja

zadovoǉava poqetni uslov u(x, 0) = 0 va�i

∂αt, 0+u =
∂

∂t
∂βt, 0+u = ∂βt, 0+

∂u

∂t
.

Mno�eǌem jednaqine (6.1) sa 2∂u
∂t

i parcijalnim integraǉeǌem po
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oblasti Ω dobijamo

2

(
∂βt,0+

∂u

∂t
,
∂u

∂t

)
L̃2(Ω)

+ 2

(
p
∂u

∂x
,
∂2u

∂x∂t

)
L2(Ω)

= 2

(
f,
∂u

∂t

)
.

Integraǉeǌem prethodne jednakosti u granicama od 0 do t, gde je t ≤ T ,

korix�eǌem leme 3.9, osobina (4.7), (4.8) i (5.8) i oceǌivaǌem desne

strane jednakosti sa ε-nejednakox�u dobijamo

2 cos
πβ

2

∥∥∥∥∂β/2t,0+

∂u

∂t

∥∥∥∥2

L̃2(Q)

+ p0

∥∥∥∥∂u(·, t)
∂x

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ ‖p‖L∞(Ω)

∥∥∥∥∂u(·, 0)

∂x

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ 2ε

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

L2(Qt)

+
1

2ε
‖f‖2

L2(Qt)
,

(6.16)

gde je Qt = (0, 1)× (0, t). Na osnovu posledice (4.10) i teoreme (3.1) sledi

da je ∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

L2(Qt)

=

∥∥∥∥∂−β/2t,0+
∂
β/2
t,0+

∂u

∂t

∥∥∥∥2

L2(Qt)

≤
(

tβ/2

Γ(β/2 + 1)

)2 ∥∥∥∥∂β/2t,0+

∂u

∂t

∥∥∥∥2

L2(Qt)

≤
(

T β/2

Γ(β/2 + 1)

)2 ∥∥∥∥∂β/2t,0+

∂u

∂t

∥∥∥∥2

L2(Q)

(6.17)

Biraju�i ε = Γ2(β/2+1)
2Tβ

cos πβ
2
dobijamo

max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∂u∂x
∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C‖f‖L2(Q), (6.18)

gde je C = (2εp0)−1/2.

Sliqno, izostavǉaǌem drugog pozitivnog sabirka na levoj strani

nejednakosti (6.16) i biraju�i t = T , za ε = Γ2(β/2+1)
2Tβ

cos πβ
2

dobija se

ocena ∥∥∥∥∂β/2t,0+

∂u

∂t

∥∥∥∥
L̃2(Q)

≤ C‖f‖L2(Q), (6.19)

gde je C =
(
2ε cos πβ

2

)−1/2
. Rezultat (6.15) sledi iz (6.18) i (6.19).

Teorema 6.3. Neka je α ∈ (1, 2), g ∈ L2(Q) i neka su ispuǌeni uslovi (5.8).
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Tada rexeǌe problema

[1 +Kδ(x− ξ)]∂αt,0+
u− ∂

∂x

(
p
∂u

∂x

)
=
∂g(x, t)

∂x
, (x, t) ∈ Q, (6.20)

sa graniqnim i poqetnim uslovima (6.2) i (6.3) zadovoǉava slede�u apri-

ornu ocenu

max
t∈[0,T ]

‖u‖L̃2(Ω) ≤ C‖g‖L2(Q).

Dokaz. Prvo delujmo operatorom B−1/2 na jednakost (6.20), a zatim pom-

no�imo sa Ã−1∂ũ

∂t
i integralimo po oblasti Ω. Uvode�i oznake (6.7),

dobijamo(
∂βt,0+

∂ũ

∂t
,
∂ũ

∂t

)
Ã−1

+
1

2

∂

∂t
‖ũ‖2

L2(Ω) =

(
B−1/2 ∂g

∂x
,
∂ũ

∂t

)
Ã−1

=

(
Ã−1/2 ∂g̃

∂x
, Ã−1/2∂u

∂t

)
L2(Ω)

,

gde je ∂g̃/∂x = B−1/2∂g/∂x i β = α− 1. Daǉe, analognim postupkom kao u

dokazu teoreme 6.2 dobijamo

2 cos
πβ

2

∫ T

0

∥∥∥∥∂β/2t,0+

∂ũ(·, t)
∂t

∥∥∥∥2

Ã−1

dt+ ‖ũ(·, t)‖2
L2(Ω) ≤ ‖ũ(·, 0)‖2

L2(Ω)

+2ε
T β

Γ2(β/2 + 1)

∫ T

0

∥∥∥∥∂β/2t,0+

∂ũ(·, t)
∂t

∥∥∥∥2

Ã−1

dt+
1

2ε

∫ T

0

∥∥∥∥∂g̃(·, t)
∂x

∥∥∥∥2

Ã−1

dt.

(6.21)

Uzimaju�i ε = Γ2(β/2+1)
Tβ

cos πβ
2
i koriste�i osobinu

p0‖u‖2
A0
≤ ‖u‖2

A ≤ ‖p‖L∞‖u‖2
A0
,

gde je A0u = −∂2u
∂x2 , povratkom na stare promenǉive dobijamo da je

max
t∈[0,T ]

‖u(·, t)‖2
L̃2(Ω)

≤ C

∫ T

0

∥∥∥∥∂g(·, t)
∂x

∥∥∥∥2

A−1
0

dt ≤ C‖g‖2
L2(Q).

Teorema 6.4. Neka je α ∈ (1, 2), g(x, 0) ∈ HA−1 i g ∈ L2((0, T );HB−1) i neka

su ispuǌeni uslovi (5.8). Tada rexeǌe problema

[1 +Kδ(x− ξ)]∂αt,0+
u− ∂

∂x

(
p
∂u

∂x

)
=
∂g

∂t
(6.22)

sa graniqnim i poqetnim uslovima (6.2) i (6.3) zadovoǉava slede�u apri-
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ornu ocenu

‖u‖2
L̃2(Q)

≤ C

(
‖g(·, 0)‖2

A−1 +

∫ T

0

‖g(·, t)‖2
B−1dt

)
.

Dokaz. Delujmo s operatorom B−1/2 na jednakost (6.22) i zapiximo je u

obliku
∂

∂t
(∂βt,0+

ũ− g̃) + Ãũ = 0, (6.23)

gde je g̃ = B−1/2g i β = α − 1, dok su ostale oznake definisane sa (6.7).

Pomno�imo jednaqinu (6.23) sa Ã−1(∂βt,0+
ũ− g̃) i integralimo po oblasti

Ω. Dobijamo

1

2

∂

∂t
‖∂βt,0+

ũ− g̃‖2
Ã−1 + (ũ, ∂βt,0+

ũ)L2(Ω) = (g̃, ũ)L2(Ω).

Integraǉeǌem posledǌe jednakosti po t od 0 do T i korix�eǌem ε-

nejednakosti dobijamo

‖∂βt,0+
ũ(·, T )− g̃(·, T )‖2

Ã−1 + 2 cos
βπ

2
‖∂β/2t,0+

ũ‖2
L2(Q) ≤ ‖g̃(x, 0)‖2

Ã−1

+2ε‖ũ‖2
L2(Q) +

1

2ε
‖g̃‖2

L2(Q).

Izostavǉaju�i prvi pozitivni sabirak sa leve strane nejednakosti i

koriste�i osobinu

‖∂β/2t,0+
ũ‖2

L2(Q) ≥ C‖ũ‖2
L2(Q),

za dovoǉno malo ε, povratkom na stare promenǉive dobijamo

‖u‖2
L̃2(Q)

≤ C

(
‖g(·, 0)‖2

A−1 +

∫ T

0

‖g(·, t)‖2
B−1dt

)
.

6.2 Aproksimacija metodom konaqnih razlika

U oblasti Q̄ = [0, 1]× [0, T ] uvodimo ravnomernu mre�u kao u odeǉku 5.2.

Kaputov izvod razlomǉenog reda α ∈ (1, 2) za t = tj mo�emo aproksimi-

rati na slede�i naqin [55]:

C∂αt,0+
u(x, tj) =

1

Γ(2− α)

j∑
k=1

∫ tk

tk−1

∂2u(x, s)

∂s2
(tj − s)1−αds
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≈ 1

Γ(2− α)

j∑
k=1

(
∂u

∂t

)k
t̄

∫ tk

tk−1

(tj − s)1−αds

=
τ 2−α

Γ(3− α)

j∑
k=1

aj−k

(
∂u

∂t

)k
t̄

=

(
∆α−1
t,0+

(
∂u

∂t

)
t̄

)j
(6.24)

gde je

aj−k = (j − k + 1)2−α − (j − k)2−α > 0.

Koriste�i aproksimaciju

uk−1
t =

∂u(x, tk−1/2)

∂t
+O(τ 2) =

1

2

(
∂u(x, tk)

∂t
+
∂u(x, tk−1)

∂t

)
+O(τ 2)

i (6.24), Kaputov izvod razlomǉenog reda α ∈ (1, 2) sada za t = tj−1/2

aproksimiramo sa

C∂αt,0+
uj−1/2 ≈ 1

2

(
C∂αt,0+

uj + C∂αt,0+
uj−1

)
≈ τ 2−α

2Γ(3− α)

[
j∑

k=2

aj−k

((
∂u

∂t

)k
+

(
∂u

∂t

)k−1
)
t̄

+ aj−1

(
∂u

∂t

)1

t̄

]

≈ τ 2−α

Γ(3− α)

[
j∑

k=2

aj−ku
k
t̄t̄ +

aj−1

2

(
∂u

∂t

)1

t̄

]
. (6.25)

Sliqno, Riman-Liuvilov izvod razlomǉenog reda α ∈ (1, 2) za t =

tj−1/2, j = 1, 2, ...,M aproksimiramo sa

∂αt,0+
uj−1/2 ≈ 1

2

(
∂

∂t
∂α−1
t,0+

uj +
∂

∂t
∂α−1
t,0+

uj−1

)
≈
(
∂α−1
t,0+

u
)j
t̄

≈ τ 2−α

τΓ(3− α)

(
j∑

k=2

aj−ku
k
t̄ −

j−1∑
k=2

aj−k−1u
k
t̄ +

aj−1

τ
u1 − aj−2

τ
u1

)

=
τ 2−α

Γ(3− α)

(
j∑

k=3

aj−ku
k
t̄t̄ +

aj−2

τ
u2
t̄ +

aj−1

τ 2
u1 − aj−2

τ 2
u1

)
. (6.26)

Dodajemo novi sloj t−1 = −τ i definixemo

u(x,−τ) = u−1 = 0,
∂u(x,−τ)

∂t
=

(
∂u

∂t

)−1

= 0.

Ovaj postupak je opravdan time xto funkciju u koja zadovoǉava poqetne
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uslove(6.3) mo�emo neprekidno produ�iti nulom po promenǉivoj t na

interval (−∞, T ).

Sada su aproksimacije (6.25) i (6.26) ekvivalentne i mo�emo ih za-

pisati na slede�i naqin

C∂αt,0+
uj−1/2 = ∂αt,0+

uj−1/2 ≈ (∆α−1
t,0+

ut̄)
j
t̄ =

(
∆α−1
t,0+

ut̄t̄
)j
, (6.27)

gde je operator ∆α
t,0+

definisan u odeǉku 5.2. Uvedimo oznaku

v̄j =
vj + vj−1

2
.

Koristi�emo slede�i Steklovǉev operator usredǌavaǌa

Ttf(x, t) =

∫ 1/2

−1/2

f(x, t+ τt′) dt′ = T−t f(x, t+ τ/2).

Neka je Hh konaqnodimenzioni Hilbertov prostor sa skalarnim pro-

izvodom (·, ·)h i normom ‖ · ‖h. Neka su Ah i Bh samokonjugovani poz-

itivni linearni operatori u Hh, koji ne zavise od promenǉive t, u

opxtem sluqaju nekomutativni. Sa HAh, gde je Ah = A∗h, oznaqavamo

prostor HAh = Hh sa skalarnim proizvodom (v, w)Ah = (Ahv, w)h i normom

‖v‖Ah = (Ahv, v)
1/2
h .

Neka je p ∈ C(Ω). Poqetno-graniqni problem (6.1)-(6.3) aproksimi-

ramo slede�om diferencijskom shemom:

Bh

(
∆α−1
t,0+

vt̄
)j
t̄

+ Ahv̄
j = ϕj,

j = 1, . . . ,M, x ∈ ωh,
(6.28)

v(0, t) = 0, v(1, t) = 0, t ∈ ω̄τ , (6.29)

v(x, 0) = 0, v0
t̄ = 0, x ∈ ω̄h, (6.30)

gde je

ϕj = TtT
2
xf(x, (tj + tj−1)/2), Ahv = −(p̄vx̄)x, Bhv = [1 +Kδhξ] v,

dok su p̄ i δhξ definisani sa (5.26) i (5.27), respektivno.
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Definixemo slede�e energetske norme:

‖v‖2
Ah

= (Ahv, v)h = h
∑
x∈ωh

p̄ v2
x(x) � |[vx‖2

h,

‖v‖2
Bh

= (Bhv, v)h = h
∑
x∈ωh

v2(x) +Kv2(ξ) � ‖v‖2
h̃
,

‖v‖2
B−1
h

= (B−1
h v, v)h = h

∑
x∈ωh\{ξ}

v2(x) +
h2

K + h
v2(ξ),

‖v‖B(α−1)/2(ω+
τ ,H1(ωh)) = τ 2−α

M∑
j=1

aM−j‖v(·, t)‖H1(ωh).

Teorema 6.5. Diferencijska shema (6.28)-(6.30) je apsolutno stabilna i

ǌeno rexeǌe zadovoǉava apriornu ocenu

max
1≤j≤M

∥∥∥(∆α−1
t,0+

vt̄
)j∥∥∥2

h̃
+ ‖v̄‖2

B(α−1)/2(ω+
τ ,H1(ωh)) ≤ Cτ

M∑
j=1

∥∥ϕj∥∥2

B−1
h

. (6.31)

Dokaz. Pomno�imo jednakost (6.28) skalarno sa τ
(
(∆α−1

t,0+
vt̄)

j + (∆α−1
t,0+

vt̄)
j−1
)

= 2τ
(
∆α−1
t,0+

v̄t̄
)j. Dobijamo

∥∥∥B1/2
h

(
∆α−1
t,0+

vt̄
)j∥∥∥2

h
−
∥∥∥B1/2

h

(
∆α−1
t,0+

vt̄
)j−1

∥∥∥2

h
+ 2τ

(
Ahv̄

j, (∆α−1
t,0+

v̄t̄)
j
)
h
=2τ

(
ϕj,
(
∆α−1
t,0+

vt̄
)j)

h
.

Na osnovu leme 5.5 je

(
Ahv̄, (∆α−1

t,0+
v̄t̄)

j
)
h

=

(
A

1/2
h v̄j,

(
∆α−1
t,0+

A
1/2
h v̄t̄

)j)
h

≥ 1

2

(
∆α−1
t,0+

(
‖A1/2

h v̄‖2
h

)
t̄

)j
.

Sumiraǌem po j od 1 do k, k ≤M , dobijamo

∥∥∥B1/2
h

(
∆α−1
t,0+

vt̄
)k∥∥∥2

h
+

k∑
j=1

((
∆α−1
t,0+
‖A1/2

h v̄‖2
h

)j
−
(

∆α−1
t,0+
‖A1/2

h v̄‖2
h

)j−1
)

≤
∥∥∥B1/2

h

(
∆α−1
t,0+

vt̄
)0
∥∥∥2

h
+ 2τ

k∑
j=1

(
ϕj,
(
∆α−1
t,0+

vt̄
)j)

h
.

(6.32)

Drugi qlan s leve strane je nenegativan na osnovu leme 5.6, dok je prvi

qlan sa desne strane jednak nuli zbog poqetnog uslova. Tako dobijamo

∥∥∥B1/2
h

(
∆α−1
t,0+

v
)k
t̄

∥∥∥2

h
≤ 2τ

j∑
k=1

(
ϕj,
(
∆α−1
t,0+

v̄t̄
)j)

h
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= τ
k∑
j=1

(
B
−1/2
h ϕj, B

1/2
h

(
∆α−1
t,0+

vt̄
)j

+B
1/2
h

(
∆α−1
t,0+

vt̄
)j−1

)
h

≤ τ

ε

M∑
j=1

∥∥∥B−1/2
h ϕj

∥∥∥2

h
+ Tε max

1≤j≤M

∥∥∥B1/2
h

(
∆α−1
t,0+

vt̄
)j∥∥∥2

h
.

Uzimaju�i maksimum leve strane po k, za dovoǉno malo ε (ε < 1/T ) do-

bijamo

max
1≤k≤M

∥∥∥B1/2
h

(
∆α−1
t,0+

vt̄
)k∥∥∥2

h
≤ Cτ

M∑
j=1

∥∥∥B−1/2
h ϕj

∥∥∥j
h
. (6.33)

Stavǉaju�i u (6.32) k = M i izostavǉaju�i prvi pozitivan qlan sa

leve strane, dobijamo

M∑
j=1

[(
∆α−1
t,0+

∥∥∥A1/2
h v̄

∥∥∥2

h

)j
−
(

∆α−1
t,0+

∥∥∥A1/2
h v̄

∥∥∥2

h

)j−1
]
≤ 2τ

M∑
j=1

(
ϕj,
(
∆α−1
t,0+

v̄t̄
)j)

h
.

Oceǌuju�i desnu stranu na isti naqin kao u prethodnom sluqaju, stav-

ǉaju�i, na primer ε = 1, i koriste�i nejednakost (6.33), dobijamo

M∑
j=1

[(
∆α−1
t,0+

∥∥∥A1/2
h v̄

∥∥∥2

h

)j
−
(

∆α−1
t,0+

∥∥∥A1/2
h v̄

∥∥∥2

h

)j−1
]
≤ Cτ

M∑
j=1

∥∥∥B−1/2
h ϕj

∥∥∥2

h
.

Koriste�i lemu 5.6 dobijamo

M∑
j=1

[(
∆α−1
t,0+

∥∥∥A1/2
h v̄

∥∥∥2

h

)j
−
(

∆α−1
t,0+

∥∥∥A1/2
h v̄

∥∥∥2

h

)j−1
]

=
τ 2−α

Γ(3− α)

M∑
j=1

aM−j

∥∥∥A1/2
h v̄j

∥∥∥2

h

≥ p0τ
2−α

Γ(3− α)

M∑
j=1

aM−j||v̄jx̄]|2h ≥ C
τ 2−α

Γ(3− α)

M∑
j=1

aM−j||v̄j||2H1(ωh)

= Cα‖v̄‖2
B(α−1)/2(ω+

τ ,H1(ωh))
,

odakle daǉe sledi

‖v̄‖2
B(α−1)/2(ω+

τ ,H1(ωh))
≤ Cτ

M∑
j=1

∥∥∥B−1/2
h ϕj

∥∥∥2

h
. (6.34)

Sabiraǌem nejednakosti (6.33) i (6.34) dobijamo apriornu ocenu (6.31).

Primetimo da je apriorna ocena (6.31) diskretni analogon apriorne
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ocene (6.11).

Teorema 6.6. Diferencijska shema (6.28)-(6.30) je apsolutno stabilna i

ǌeno rexeǌe zadovoǉava apriornu ocenu

‖vt̄‖2
B(α−1)/2(ω+

τ , L̃2(ωh))
+ max

1≤j≤M
‖vx]|2h ≤ C

M∑
j=1

‖ϕ‖2
B−1
h
. (6.35)

Dokaz. Pomno�imo jednakost (6.28) skalarno sa 2τvt̄. Dobijamo

2τ
(
Bh

(
∆α−1
t,0+

vt̄
)
t̄
, vt̄

)
h

+ 2τ (Ahv̄, vt̄)h = 2τ (ϕ, vt̄)h .

Sumiraǌem po j od 1 do k, k ≤M , dobijamo

2τ
k∑
j=1

(
Bh

(
∆α−1
t,0+

vt̄
)j
t̄
, vjt̄

)
h

+
∥∥∥A1/2

h vk
∥∥∥2

h
≤
∥∥∥A1/2

h v0
∥∥∥2

h
+ 2τ

k∑
j=1

(
ϕj, vjt̄

)
h
. (6.36)

Koriste�i ε-nejednakost i lemu 5.9 desnu stranu mo�emo oceniti sa

2τ
k∑
j=1

(ϕj, vjt̄ )h ≤
τ

ε

k∑
j=1

∥∥∥B−1/2
h ϕj

∥∥∥2

h
+ τε

k∑
j=1

∥∥∥B1/2
h vjt̄

∥∥∥2

h

≤τ
ε

M∑
j=1

∥∥∥B−1/2
h ϕj

∥∥∥2

h
+ ε

Γ(2− α)

T 1−α τ
k∑
j=1

(
Bh(∆α−1

t,0+
vt̄)

j
t̄ , v

j
t̄

)
h
.

Za dovoǉno malo ε > 0 (2 − εΓ(2 − α)Tα−1 > 0) iz nejednakosti (6.36)

dobijamo da je

τ

k∑
j=1

(
Bh(∆α−1

t,0+
vt̄)

j
t̄ , v

j
t̄

)
h

+
∥∥∥A1/2

h vk
∥∥∥2

h
≤ Cτ

M∑
j=1

∥∥∥B−1/2
h ϕj

∥∥∥2

h
, (6.37)

za k ≤M .

Daǉe, koriste�i leme 5.5 i 5.6 imamo da je

τ

k∑
j=1

(
Bh(∆α−1

t,0+
vt̄)

j
t̄ , v

j
t̄

)
h
≥1

2
τ

k∑
j=1

(
∆α−1
t,0+

(
‖B1/2

h vt̄‖2
h

)
t̄

)j
=

τ 2−α

2Γ(3− α)

k∑
j=1

ak−j‖B1/2
h vt̄‖2

h.

Izostavǉaǌem drugog sabirka sa leve strane nejednakosti (6.37) i bi-
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raju�i k = M dobijamo

‖B1/2
h vt̄‖2

B(α−1)/2(ω+
τ ,L2(ωh))

≤ C‖B−1/2
h ϕ‖2

L2(Qhτ ). (6.38)

Sliqno, izostavǉaǌem prvog sabirka sa leve strane nejednakosti (6.37)

i uzimaǌem maksimuma leve strane po k dobijamo

max
1≤k≤M

p0‖vkx̄]|2h ≤ max
1≤k≤M

‖A1/2
h vk‖2

h ≤ C‖B−1/2
h ϕ‖2

L2(Qhτ ). (6.39)

Daǉe, iz nejednakosti (6.38) i (6.39) sledi ocena (6.35).

6.3 Ocena brzine konvergencije diferencijske sheme

Neka je u rexeǌe poqetno-graniqnog problema (6.1)-(6.3) i v rexeǌe

diferencijskog problema (6.28)-(6.25). Tada grexka z = u−v zadovoǉava
jednakost

Bh

(
∆α−1
t,0+

zt̄
)j
t̄

+ Ahz̄
j = −ϕj +Bh

(
∆α−1
t,0+

ut̄
)j
t̄

+ Ahū
j =: ψj, (6.40)

gde je

ϕ =TtT
2
xf (x, t+ τ/2) = T−t T

2
xf(x, t)

=T−t T
2
x ∂

α
t,0+
u+KT−t T

2
x δ(x− ξ)∂αt,0+

u− T−t T 2
x

(
∂

∂x

(
p
∂u

∂x

))
=T 2

x

(
∂α−1
t,0+

u
)
t̄
+Kδhξ

(
∂α−1
t,0+

u
)
t̄
− T−t T 2

x

(
∂

∂x

(
p
∂u

∂x

))
.

Sada je grexka odsecaǌa jednaka

ψ =− T 2
x

(
∂α−1
t,0+

u
)
t̄
−Kδhξ

(
∂α−1
t,0+

u
)
t̄
+ T−t T

2
x

(
∂

∂x

(
p
∂u

∂x

))
+ [1 +Kδhξ]

(
∆α−1
t,0+

ut̄
)
t̄
− (p̄ūx̄)x + (∂α−1

t,0+
u)t̄ − (∂α−1

t,0+
u)t̄

=
(
∂α−1
t,0+

(
u− T 2

xu
))
t̄
+ [1 +Kδhξ]

(
∆α−1
t,0+

ut̄ − ∂α−1
t,0+

u
)
t̄

+ T−t T
2
x

(
∂

∂x

(
p
∂u

∂x

))
− (p̄ūx̄)x

Dakle, grexka z = u− v zadovoǉava slede�u diferencijsku shemu
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Bh(∆α−1
t,0+

zt̄)
j
t̄ + Ahz̄

j = Bhχ
j
t̄ + ηjt̄ + ζjx,

j = 1, 2, ...,M, x ∈ ωh,
(6.41)

z(0, t) = 0, z(1, t) = 0, t ∈ ω̄τ , (6.42)

z(x, 0) = 0, zt̄(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h, (6.43)

gde je

χ = ∆α−1
t,0+

ut̄ − ∂α−1
t,0+

u, η = ∂α−1
t,0+

(
u− T 2

xu
)

i ζ = T−t T
−
x

(
p
∂u

∂x

)
− p̄ūx̄.

Lema 6.7. [55] Neka je α ∈ (1, 2), w ∈ C3[0, t] i t ∈ ωτ . Tada je

|(∆α−1
t,0+

wt̄)t̄ − C∂αt,0+
w| ≤ Cτ 3−α max

0≤s≤t
|w′′′(s)| . (6.44)

Teorema 6.8. Neka je u ∈ C0,3(Q̄) ∩ Cα
+ ([0, T ], H2(0, ξ)) ∩ Cα

+ ([0, T ], H2(ξ, 1)) ∩
C ([0, T ], H3(0, ξ)) ∩ C ([0, T ], H3(ξ, 1)) i p ∈ H3(0, ξ) ∩ H3(ξ, 1). Tada rexeǌe v

diferencijske sheme (6.28)-(6.30) konvergira ka rexeǌu u poqetno-graniq-

nog problema (6.1)-(6.3) i va�i slede�a ocena brzine konvergencije:

max
1≤j≤M

∥∥∥(∆α−1
t,0+

zt̄
)j∥∥∥2

h̃
+ ‖z̄‖2

B(α−1)/2(ω+
τ ,H1(ωh)) ≤ C(τ 3−α + h2). (6.45)

Dokaz. Apriorna ocena

max
1≤j≤M

∥∥∥(∆α−1
t,0+

zt̄
)j∥∥∥2

h̃
+‖z̄‖2

B(α−1)/2(ω+
τ ,H1(ωh))≤Cτ

M∑
j=1

(∥∥χjt̄∥∥2

h̃
+
∥∥ηjt̄∥∥2

B−1
h

+
∥∥ζjx∥∥2

B−1
h

)
.

je direktna posledica ocene (6.31).

Analogno oceni (5.56), dobijamo

‖(1 +Kδhξ)
−1/2ηt̄‖L2(Qhτ ) ≤ Ch2

(
‖u‖Cα+([0,T ],H2(0,ξ)) + ‖u‖Cα+([0,T ],H2(ξ,1))

)
. (6.46)

Funkcional χ oceǌujemo pomo�u (6.44):

‖χt̄‖L̃2(Qhτ ) ≤ Cτ 3−α max
t∈[0,T ]

max
x∈[0,1]

∣∣∣∣∂3u

∂t3

∣∣∣∣ ≤ Cτ 3−α‖u‖C0,3(Q̄).
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Izvrximo slede�u dekompoziciju funkcionala ζx:

ζx =
7∑

k=1

ζk,

gde je

ζ1 = T−t T
2
x

(
p
∂2u

∂x2

)
−
(
T 2
xp
)(

T−t T
2
x

∂2u

∂x2

)
,

ζ2 =
(
T 2
xp− p

)(
T−t T

2
x

∂2u

∂x2

)
,

ζ3 = p

(
T−t T

2
x

∂2u

∂x2
− ūx̄x

)
ζ4 = T−t T

2
x

(
p′
∂u

∂x

)
−
(
T 2
xp
′)(T−t T 2

x

∂u

∂x

)
,

ζ5 =

(
T 2
xp
′ − 1

2
(px + px̄)

)(
T−t T

2
x

∂u

∂x

)
,

ζ6 =
1

2
(px + px̄)

(
T−t T

2
x

∂u

∂x
− 1

2
(ūx̄ + ūx)

)
,

ζ7 = −1

4
(px − px̄) (ūx − ūx̄) ,

za x 6= ξ, dok je za x = ξ

ζ1 =
1

2

[
T−t T

2−
x

(
p
∂2u

∂x2

)
−
(
T 2−
x p
)(

T−t T
2−
x

∂2u

∂x2

)]
+

1

2

[
T−t T

2+
x

(
p
∂2u

∂x2

)
−
(
T 2+
x p
)(

T−t T
2+
x

∂2u

∂x2

)]
,

ζ2 =
1

2

[(
T 2−
x p
)
− p(ξ − 0)

](
T−t T

2−
x

∂2u

∂x2

)
+

1

2

[(
T 2+
x p
)
− p(ξ + 0)

](
T−t T

2+
x

∂2u

∂x2

)
,

ζ3 =
1

2
p(ξ − 0)

(
T−t T

2−
x

∂2u

∂x2
− T 2−

x

∂2ū

∂x2

)
+

1

2
p(ξ + 0)

(
T−t T

2+
x

∂2u

∂x2
− T 2+

x

∂2ū

∂x2

)
,

ζ4 =
1

2

[
T−t T

2−
x

(
p′
∂u

∂x

)
−
(
T 2−
x p′

)(
T−t T

2−
x

∂u

∂x

)]
+

1

2

[
T−t T

2+
x

(
p′
∂u

∂x

)
−
(
T 2+
x p′

)(
T−t T

2+
x

∂u

∂x

)]
,

ζ5 =
1

2

[(
T 2−
x p′

)
− px̄

](
T−t T

2−
x

∂u

∂x

)
+

1

2

[(
T 2+
x p′

)
− px

](
T−t T

2+
x

∂u

∂x

)
,

ζ6 =
1

2
px̄

[(
T−t T

2−
x

∂u

∂x

)
− ūx̄

]
+

1

2
px

[(
T−t T

2+
x

∂u

∂x

)
− ūx

]
,
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ζ7 = 0

Na osnovu rezultata iz odeǉka 5.3 imamo da je

|ζ1| ≤ Ch3/2‖p‖C1[x−h,x+h]‖T−t u(·, t)‖H3(x−h,x+h), x 6= ξ

i

|ζ1(ξ, t)| ≤ Ch3/2
(
‖p‖C1[ξ−h,ξ]‖T−t u(·, t)‖H3(ξ−h,ξ) + ‖p‖C1[ξ,ξ+h]‖T−t u(·, t)‖H3(ξ,ξ+h)

)
,

za x = ξ. Sumiraju�i po qlanovima mre�e Qhτ i koriste�i potapaǌe

H2 ↪→ C1 za funkcije jedne promenǉive dobijamo

‖(1 +Kδhξ)
−1/2ζ1‖L2(Qhτ ) ≤ Ch2

(
‖p‖H2(0,ξ)‖u‖C([0,T ],H3(0,ξ))

+ ‖p‖H2(ξ,1)‖u‖C([0,T ],H3(ξ,1))

)
.

(6.47)

Analognim postupkom dobijamo

‖(1 +Kδhξ)
−1/2ζi‖L2(Qhτ ) ≤ Ch2

(
‖p‖H2(0,ξ)‖u‖C([0,T ],H3(0,ξ))

+ ‖p‖H2(ξ,1)‖u‖C([0,T ],H3(ξ,1))

)
.
, (6.48)

za i = 2, 3, . . . , 7. Sada rezultat (6.45) sledi iz (6.46)-(6.48).

Lema 6.9. Diferencijska shema

Bh(∆α−1
t,0+

zt̄)
j
t̄ + Ahz̄

j = νjt̄ , j = 1, 2, ...,M, x ∈ ωh (6.49)

z(0, t) = 0, z(1, t) = 0, t ∈ ω̄τ ,

z(x, 0) = 0, z0
t̄ = 0, x ∈ ω̄h,

zadovoǉava apriornu ocenu

‖z̄‖L̃2(Qhτ ) ≤ C(‖B−1/2
h ν0‖A−1

h
+ ‖ν‖B−1

h
). (6.50)

Dokaz. Delujmo na jednakost (6.49) operatorom B
−1/2
h , a zatim je pom-

no�imo sa 2hτÃ−1
h

(
∆β
t,0+

¯̃zjt̄ − ¯̃νj
)
, gde je Ãh = B

−1/2
h AhB

−1/2
h , z̃ = B

1/2
h z, ν̃ =
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B
−1/2
h ν i β = α− 1. Sumiraǌem po qvorovima mre�e ωh, dobijamo

2τ
(

(∆β
t,0+
z̃t̄)

j
t̄ − ν̃

j
t̄ ,∆

β
t,0+

¯̃zjt̄ − ¯̃νj
)
Ã−1
h

+ 2τ(¯̃zj,∆β
t,0+

¯̃zjt̄ − ¯̃νj)h = 0.

Koriste�i relaciju

2τ
(

(∆β
t,0+
z̃t̄)

j
t̄ − ν̃

j
t̄ ,∆

β
t,0+

¯̃zjt̄ − ¯̃νj
)
Ã−1
h

= ‖(∆β
t,0+
z̃jt̄ − ν̃

j)‖2
Ã−1
h
−‖(∆β

t,0+
z̃j−1
t̄ − ν̃j−1)‖2

Ã−1
h
,

i ε-nejednakost dobijamo

‖(∆β
t,0+
z̃jt̄ − ν̃

j)‖2
Ã−1
h
− ‖(∆β

t,0+
z̃j−1
t̄ − ν̃j−1)‖2

Ã−1
h

+ 2τ(¯̃zj,∆β
t,0+

¯̃zjt̄ )h = 2τ(¯̃zj, ¯̃νj)h

≤ 2ετ‖¯̃νj‖2
h +

τ

2ε
‖¯̃zj‖2

h.

Sumiraǌem po j za j = 1, 2, ...,M i korix�eǌem osobine (5.9) sledi da je

‖∆β
t,0+
z̃Mt̄ − ν̃M‖2

Ã−1
h

+
2T−β

Γ(1− β)
‖¯̃zj‖2

L2(Qhτ ) ≤ ‖∆
β
t,0+
z̃0
t̄ − ν̃0‖2

A−1
h

+ 2ε‖¯̃νj‖2
L2(Qhτ )

+
1

2ε
‖¯̃zj‖2

L2(Qhτ ).

Izostavǉaǌem prvog pozitivnog qlana sa leve strane nejednakosti, za

ε = T βΓ(1− β)/2 dobijamo apriornu ocenu (6.50).

Lema 6.10. Diferencijska shema

Bh(∆α−1
t,0+

zt̄)
j
t̄ + Ahz̄

j = φj, j = 1, 2, ...,M, x ∈ ωh (6.51)

z(0, t) = 0, z(1, t) = 0, t ∈ ω̄τ ,

z(x, 0) = 0, z0
t̄ = 0, x ∈ ω̄h,

zadovoǉava apriornu ocenu

‖z‖L̃2(Qhτ ) ≤ C‖A−1/2
0h φ‖L2(Qhτ ), (6.52)

gde je A0hv = −vx̄x.

Dokaz. Delujmo na jednakost (6.51) operatorom B
−1/2
h , a zatim je pom-

no�imo sa 2τhÃ−1
h z̃jt̄ , gde je Ãh = B

−1/2
h AhB

−1/2
h , z̃ = B

1/2
h z. Nakon sumiraǌa

po qvorovima mre�e ωh iskoristimo ε-nejednakost, qime dobijamo da je

2τ
(
(∆α−1

t,0+
z̃t̄)

j
t̄ , z̃

j
t̄

)
A−1
h

+ ‖z̃j‖2
h − ‖z̃j−1‖2

h ≤ 2τε‖Ã−1
h φ̃j‖2

h +
τ

2ε
‖Ã−1

h z̃jt̄ ‖
2
h,
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gde je φ̃ = B
−1/2
h φ. Nakon sumiraǌa po j od 1 do k ≤ M , na osnovu leme

5.9, za ε = εk = (kτ)βΓ(1− β)/2 dobijamo

(kτ)β

Γ(1− β)
τ

k∑
j=1

‖Ã−1/2
h z̃jt̄ ‖

2
h + ‖z̃k‖2

h ≤ Γ(1− β)(kτ)β
k∑
j=1

‖Ã−1/2
h φ̃j‖2

h

≤ Γ(1− β)T β‖A−1/2
h φ̃j‖2

L2(Qhτ ).

Izostavǉaǌem prvog pozitivnog sabirka na levoj strani prethodne ne-

jednakosti, zatim mno�eǌem sa τ i sumiraǌem po k od 1 do M , korix-

�eǌem osobine ‖v‖Ah � ‖v‖A0h
dobijamo apriornu ocenu (6.52).

Teorema 6.11. Diferencijska shema (6.41)-(6.43) zadovoǉava apriornu oce-

nu

‖z̄‖L̃2(Qhτ ) ≤ C
(
‖χ‖L̃2(Qhτ ) + ‖B−1/2

h η‖L2(Qhτ ) + ‖ζ‖L2(Qhτ )

)
. (6.53)

Dokaz. Dokaz sledi direktno iz lema 6.9, 6.10 i nejednakosti ‖v̄‖L2(Qhτ ) ≤
‖v‖L2(Qhτ ).

Teorema 6.12. Neka je u ∈ C2(Ī , C(Ω̄))∩Cα−1
+ (Ī , H2(0, ξ))∩Cα−1

+ (Ī , H2(ξ, 1))∩
L2((0, T ), H3(0, ξ))∩L2((0, T ), H3(0, ξ))∩H2((0, T ), H1(0, ξ))∩H2((0, T ), H1(0, ξ))

i p ∈ H2(0, ξ) ∩ H2(ξ, 1). Tada rexeǌe v diferencijskog problema (6.28)-

(6.30) konvergira rexeǌu u poqetno-graniqnog problema (6.1)-(6.3) i va�i

slede�i ocena brzine konvergencije

‖z̄‖L̃2(Qhτ ) ≤ C(τ 3−α + h2). (6.54)

Dokaz. Da bismo odredili brzinu konvergencije diferencijske sheme

(6.28)-(6.30), dovoǉno je da ocenimo desnu stranu nejednakosti (6.53).

Iz ocena (5.55) i (5.56) sledi da je

‖χ‖L̃2(Qhτ ) ≤ Cτ 3−α max
t∈[0,T ]

max
x∈[0,1]

∣∣∣∣∂2u

∂t2

∣∣∣∣ ≤ Cτ 3−α ‖u‖C0,2(Q̄) (6.55)

i

‖(1 +Kδhξ)
−1/2η‖L2(Qhτ )

≤ Ch2 max
t∈[0,T ]

(
‖∂α−1

t,0+
u(·, t)‖H2(0,ξ) + ‖∂α−1

t,0+
u(·, t)‖H2(ξ,1)

)
≤ Ch2

(
‖u‖Cα−1

+ ([0,T ],H2(0,ξ)) + ‖u‖Cα−1
+ ([0,T ],H2(ξ,1))

)
.

(6.56)
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Funkcional ζ mo�emo dekomponovati na slede�i naqin: ζ = ζ1 +ζ2 +ζ3,

gde je

ζ1 = T−t T
−
x

(
p
∂u

∂x

)
−
(
T−x p

) (
T−t T

−
x

∂u

∂x

)
,

ζ2 =
(
T−x p− p̄

)(
T−t T

−
x

∂u

∂x

)
,

ζ3 = p̄

(
T−t T

−
x

∂u

∂x
− ūx̄

)
.

Preslikajmo domen e = {x′ : x − h ≤ x′ ≤ x} na E = {s : −1 ≤ s ≤ 0}
linearnom smenom x′ = hs+ x. Tada je

ζ1 =
1

h

(∫ 0

−1

p̃(s)T−t
∂ũ(s, t)

∂s
ds−

∫ 0

−1

p̃(s′)ds′
∫ 0

−1

∂ũ(s, t)

∂s
ds

)
,

gde je p̃(s) = p(hs+ x) i ũ(s, t) = u(hs+ x, t).

Funkcional ζ1 mo�emo oceniti na slede�i naqin

|ζ1| ≤
2

h

(∫ 1

0

|p̃(s)|2ds
)1/2

(∫ 0

−1

∣∣∣∣T−t ∂ũ(s, t)

∂s

∣∣∣∣2 ds
)1/2

≤ 2

h

(∫ 1

0

|p̃(s)|2q/2ds
)2/(2q)

(∫ 0

−1

∣∣∣∣T−t ∂ũ(s, t)

∂s

∣∣∣∣2q/(q−2)

ds

)(q−2)/(2q)

≤ 2

h
‖p̃‖W 1

q (E)‖T−t ũ‖W 2
2q
q−2

(E),

gde je q > 2. Dakle, ζ1 je ograniqen bilinearan funkcional argumenata p̃

i ũ. Daǉe, funkcional ζ1 se anulira kada je p̃ = 1 ili ũ = 1, s. Koriste�i

bilinearnu verziju leme Brambla-Hilberta dobijamo

|ζ1(x, t)| ≤ 2

h
|p̃|W 1

q (E)

∣∣T−t ũ(·, t)
∣∣
W 2

2q
q−2

(E)
, q > 2,

odnosno, povratkom na staru promenǉivu

|ζ1(x, t)| ≤ 2h3/2 |p|W 1
q (e)

∣∣T−t u(·, t)
∣∣
W 2

2q
q−2

(e)
.

Sumiraǌem po qvorovima mre�e ωh i primenom Helderove nejednakosti
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daǉe dobijamo

‖ζ1(·, t)‖h ≤ Ch2

(
‖p‖W 1

q (0,ξ)‖T−t u(·, t)‖W 2
2q
q−2

(0,ξ) + ‖p‖W 1
q (ξ,1)‖T−t u(·, t)‖W 2

2q
q−2

(ξ,1)

)
.

Na osnovu teoreme 2.17 va�e slede�a potapaǌa

W s−1
2 (a, b) ↪→ W 1

q (a, b) za s > 5/2− 1/q

i

W s
2 (a, b) ↪→ W 1

2q/(q−2)(a, b) za s > 2 + 1/q,

gde se mo�e uzeti (a, b) = (0, ξ), odnosno (a, b) = (ξ, 1). Daǉe, stavǉaju�i

s = 3 dobijamo

‖ζ1(·, t)‖h ≤ Ch2
(
‖p‖H2(0,ξ)‖T−t u(·, t)‖H3(0,ξ) + ‖p‖H2(ξ,1)‖T−t u(·, t)‖H3(ξ,1)

)
.

Odatle, sumiraǌem po qvorovima mre�e ωτ dobijamo

‖ζ1‖L2(Qhτ ) ≤Ch2
(
‖p‖H2(0,ξ)‖u‖L2((0,T ),H3(0,ξ))

+‖p‖H2(ξ,1)‖u‖L2((0,T ),H3(ξ,1))

)
.

(6.57)

Funkcional ζ2 mo�emo predstaviti na slede�i naqin

ζ2 = (T−x p− p̄)
(
T−t T

−
x

∂u

∂x

)
= ζ2,1

(
T−t T

−
x

∂u

∂x

)
.

Tada je

ζ2,1(x) =
1

h

∫ x

x−h
p(x′) dx′− 1

2
(p(x)− p(x− h)) =

1

2

(
2

∫ 0

−1

p̃(s) ds− p̃(−1)− p̃(0)

)
.

Funkcional ζ2,1 je ograniqen linearan funkcional argumenta p̃ ∈ H2(E),

jer je

max
−1≤s≤0

|p̃(s)| ≤
√

2 ‖p̃‖H1(E) ≤
√

2 ‖p̃‖H2(E).

Osim toga, ζ2,1 se anulira kada god je p̃ polinom prvog stepena. Pri-

meǌuju�i lemu Brambla-Hilberta i vra�aju�i se na staru nezavisnu

promenǉivu, posle oqevidne majoracije dobijamo

|ζ2(x, t)| ≤ Ch3/2|p|H2(e)

∥∥∥∥T−t ∂u∂x
∥∥∥∥
C(ē)

.
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Sumiraǌem po qvorovima mre�e ωh dobijamo

‖ζ2(·, t)‖h ≤Ch2

(
|p|H2(0,ξ)

∥∥∥∥T−t ∂u∂x
∥∥∥∥
C[0,ξ]

+ |p|H2(ξ,1)

∥∥∥∥T−t ∂u∂x
∥∥∥∥
C[ξ,1]

)

≤Ch2

(
‖p‖H2(0,ξ)

∥∥∥∥T−t ∂u∂x
∥∥∥∥
H1(0,ξ)

+ ‖p‖H2(ξ,1)

∥∥∥∥T−t ∂u∂x
∥∥∥∥
H1(ξ,1)

)
.

Odatle, sumiraǌem po qvorovima mre�e ωτ dobijamo

‖ζ2‖L2(Qhτ ) ≤Ch2
(
‖p‖H2(0,ξ)‖u‖L2((0,T ),H3(0,ξ))

+‖p‖H2(ξ,1)‖u‖L2((0,T ),H3(ξ,1))

)
.

(6.58)

Funkcional ζ3 predstavimo na slede�i naqin:

ζ3 = p̄

(
T−t T

−
x

∂u

∂x
− ūx̄

)
= p̄ ζ3,1.

Uvedimo oznaku w = T−x
∂u
∂x
. Tada je

ζ3,1 = T−t w − w̄

pa sliqno kao prilikom ocene qlana ζ2,1 mo�emo zakǉuqiti da je

|ζ3,1(x, t)| ≤ Cτ 3/2|w(x, ·)|H2(t−τ,t) ≤ Cτ 3/2h−1/2

∥∥∥∥ ∂3u

∂x∂t2

∥∥∥∥
L2((x−h,x)×(t−τ,t))

.

Sumiraǌem po qvorovima mre�e Qhτ dobijamo

‖ζ3‖L2(Qhτ ) ≤Cτ 2

(
‖p‖C[0,ξ]

∥∥∥∥ ∂3u

∂x∂t2

∥∥∥∥
L2(Q1)

+ ‖p‖C[ξ,1]

∥∥∥∥ ∂3u

∂x∂t2

∥∥∥∥
L2(Q2)

)
≤Cτ 2

(
‖p‖H1(0,ξ))‖u‖H2((0,T ),H1(0,ξ)) + ‖p‖H1(ξ,1)‖u‖H2((0,T ),H1(ξ,1))

)
.

(6.59)

Sada rezultat (6.54) sledi iz (6.55)-(6.59).

6.4 Numeriqki eksperiment

Radi provere osobina stabilnosti i kovergencije predlo�ene numeriqke

metode, rexen je problem (6.1)-(6.3) za K = 2π
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f(x, t) = t4
[
sin(πx)

(
4!t−α

Γ(5− α)
+ π2

)
+ 4!| sin(2πx)|t−α

(
t−α

Γ(5− 2α)
+

4π2

Γ(5− α)

)]
.

Taqno rexeǌe problema je

u(x, t) = sin(πx)t4 + | sin(2πx)| 4!t4−α

Γ(5− α)
.

Sliqno kao u poglavǉu 5.2, u tabeli 3 su prikazani eksperimentalni

rezultati za razliqite vremenske korake τ kada je prostorni korak fik-

siran h = 2−13. Na osnovu prikazanih rezultata mo�e se zakǉuqiti da

je red konvergencije po vremenskoj promenǉivoj jednak 3− α.

U tabeli 4 su prikazani numeriqki rezultati za fiksirano τ = 2−14

sa razliqitim koracima h. Mo�e se zakǉuqiti da je red konvergencije

po prostornoj promenǉivoj jednak 2.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0
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x axis

u(
x,

1)

 

 

Exact solution
Numerical solution

Slika 3: Rexeǌe na vremenskom sloju t = 1 za h = τ = 1/60 i α = 1.7
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Tabela 3: Eksperimentalni rezultati i red konvergencije po vremen-
skoj promenǉivoj (posledǌa kolona) za h = 2−14.

α τ ‖z‖L2(Qhτ ) log2

‖z̄‖L2(Qhτ )

‖z̄‖L2(Qhτ/2)

1.9 2−5 7.1321e− 02 1.09
2−6 3.3545e− 02 1.09
2−7 1.5727e− 02 1.10
2−8 7.3561e− 03 1.10
2−9 3.4358e− 03 1.10
2−10 1.6035e− 03

1.7 2−5 3.0943e− 02 1.26
2−6 1.2924e− 02 1.27
2−7 5.3416e− 03 1.28
2−8 2.1927e− 03 1.29
2−9 8.9616e− 04 1.29
2−10 3.6529e− 04

1.5 2−5 1.2254e− 02 1.42
2−6 4.5871e− 03 1.44
2−7 1.6873e− 03 1.46
2−8 6.1307e− 04 1.47
2−9 2.2090e− 04 1.48
2−10 7.9126e− 05

1.1 2−5 1.3096e− 03 2.00
2−6 3.2835e− 04 1.97
2−7 8.4045e− 05 1.94
2−8 2.1977e− 05 1.91
2−9 5.8550e− 06 1.89
2−10 1.5770e− 06
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Tabela 4: Eksperimentalni rezultati i konvergencija po prostornoj
promenǉivoj (posledǌa kolona) za τ = 2−12.

α h ‖z‖L2(Qhτ ) log2

‖z̄‖L2(Qhτ )

‖z̄‖L2(Qh/2τ )

1.9 2−3 1.7565e− 01 2.02
2−4 4.3162e− 02 2.01
2−5 1.0724e− 02 2.01
2−6 2.6581e− 03 2.04
2−7 6.4707e− 04

1.7 2−3 1.4041e− 01 2.02
2−4 3.4517e− 02 2.01
2−5 8.5901e− 03 2.00
2−6 2.1423e− 03 2.01
2−7 5.3254e− 04

1.5 2−3 1.1526e− 01 2.02
2−4 2.8358e− 02 2.01
2−5 7.0611e− 03 2.00
2−6 1.7631e− 03 2.00
2−7 4.4020e− 04

1.00 2−3 3.1844e− 3 2.00
2−4 7.9355e− 4 2.00
2−5 1.9823e− 4 2.00
2−6 4.9547e− 5 2.00
2−7 1.2386e− 5
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Slika 4: Taqno rexeǌe
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7 Zakǉuqak

Poqetno-graniqni problemi sa izvodima razlomǉenog reda poqeli su

intenzivno da se izuqavaju tek u posledǌih dvadesetak godina, kada je

ustanovǉena ǌihova xiroka primena u in�eǌerskim problemima. U

disertaciji se analizira difuziono-talasna jednaqina sa izvodom raz-

lomǉenog reda po vremenskoj promenǉivoj koja kao koeficijent sadr�i

Dirakovu distribuciju. Preciznije, ispituje se jednaqina subdifuzije

i jednaqina superdifuzije sa koncentrisanim kapacitetom. S obzirom

da imamo ulazni podatak koji nije funkcija (ve� je singularna dis-

tribucija), rexeǌe se mora tra�iti u prostorima soboǉevskog tipa.

Dokazana je egzistencija generalisanih rexeǌa. Za jednaqinu sub-

difuzije izvedene su dve apriorne ocene. Prvom od ǌih je pokazana

egzistencija rexeǌa u prostoru H̃1,α/2(Q), gde je α red izvoda razlomǉe-

nog reda. Drugom apriornom ocenom dokazana je egzistencija rexeǌa iz

prostora razlomǉenog reda J2,α
+ (Q). Za 1/2 < α < 1 prostor Jα+ je ekviva-

lentan prostoru Soboǉeva Hα
l , odnosno imamo trag, pa je poqetni uslov

dobro definisan. Za jednaqinu superdifuzije izveli smo apriorne

ocene u prostorima Cα−1
+ (Ī , L̃2(Ω)) ∩ H(α−1)/2(I, H̊1(Ω)) i H̊(α+1)/2

l (I, L̃2(Ω)) ∩
C(Ī , H̊1(Ω)). Iz ǌih sledi jedinstvenost rexeǌa.

Predlo�ene su implicitne diferencijske sheme za rexavaǌe prob-

lema subdifuzije i superdifuzije sa koncentrisanim kapacitetom. Doka-

zana je stabilnost i ispitivana je brzina konvergencije. U sluqaju

prostorne promenǉive, dokazana je konvergencija reda 2 za rexeǌa glat-

kosti H3 po prostornoj promenǉivoj, kod obe jednaqine. Za jednaqinu

subdifuzije sa koncentrisanim kapacitetom je dokazan red konvergen-

cije 2 − α po vremenskoj promenǉivoj sa dosta jakim zahtevom da rex-

eǌa budu dva puta neprekidno diferencijabilna po promenǉivoj t, iako

izvedeni numeriqki eksperimenti pokazuju isti red i za rexeǌa ni�e

glatkosti.

U sluqaju superdifuzije sa koncentrisanim kapacitetom, dokazan je

red konvergencije 3−α po vremenskoj promenǉivoj za rexeǌa koja su dva

puta neprekidno diferencijabilna po t. Za ni�u glatkost numeriqki

eksperimenti ne pokazuju konvergenicju tog reda.

Od znaqaja bi bilo posmatrati jednaqine subdifuzije i superdi-

fuzije kada je poqetni uslov proizvoǉna funkcija. U tom sluqaju nisu
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ekvivalentni Kaputov i Riman-Liuvilov izvod, pa bi se jednaqine mora-

le posmatrati odvojeno. Poqetno-graniqni problem u kome se pojavǉuje

Riman-Liuvilov izvod po vremenskoj promenǉivoj zanimǉiv je samo sa

teorijske taqke gledixta, jer se kod takvih problema poqetni uslovi

zadaju sa

lim
t→0

∂α−kt,0+
u(x, t) = uk(x), k = 1, 2, ..., n,

gde je n− 1 ≤ α < n, qija fiziqka interpretacija nije utvr�ena.
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[4] B. S. Jovanović, A. Delić, L. G. Vulkov. About some boundary value problems for

fractional PDE and their numerical solution. Proc. Appl. Math. Mech., 13(1):

445–446, 2013.
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[7] A. Delić. Fractional in time diffusion-wave equation and its numerical approx-

imation. Filomat. http://journal.pmf.ni.ac.rs/filomat/filomat/issue/view/6 (to

appear).
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May 22-25, 2014.
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