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Naslov doktorske disertacije 

Razvoj metoda za ispitivanje stabilnosti neravnotežnih stacionarnih stanja složenih 

reakcionih sistema 

 

Rezime 

 

U okviru ovog rada urađena je detaljna analiza, prilagođavanje i dopuna 

različitih metoda za ispitivanje stabilnosti stacionarnih stanja sa ciljem njihove 

efikasnije primene u istraživanju dinamičkih stanja složenih reakcionih sistema. 

Klasična analiza stabilnosti, analiza stehiometrijskih mreža, metode numeričke 

kontinuacije i analiza dinamičkih stanja primenjene su na različite probleme koji se 

sreću prilikom izvođenja analize stabilnosti, sa ciljem da se pokaže kako se dobijeni 

rezultati što bolje mogu iskoristiti radi dobijanja korisnih informacije o dinamičkim 

stanjima i načinu funkcionisanja pomenutih sistema. U zavisnosti od problema koji je 

obrađivan korišćeni su model autokatalatora, modeli oscilatornih reakcija Belousov-

Zhabotinsky i Bray-Liebhafsky, kao  i model HPA sistema. 

Primenom klasične analize stabilnosti, pristupa koji se zasniva na određivanju 

analitičkih izraza za svojstvene vrednosti nalaženjem nula karakterističnog polinoma, na 

modelu autokatalatora pokazano je da je primena ovog pristupa ograničena na one 

reakcione sisteme koji imaju najviše dve intermedijerne vrste.  

U slučaju analize stehiometrijskih mreža (SNA), obrađen je niz problema koji se 

javljaju pri primeni ove metode u ispitivanju stabilnosti neravnotežnih stacionarnih 

stanja modela složenih reakcionih sistema i predložena su rešenja za njihovo 

prevezilaženje. Za potrebe analize napisani su programi u MATLAB programskom 

paketu, koji omogućavaju brzo izračunavanje matrice ekstremnih struja E primenom 

opisanih algoritama, kao i efikasno određivanje negativnih dijagonalnih minora matrice 

brzine struja V(j). Pored navedenog, objašnjeno je kako izabrati intermedijerne vrste 

bitne za izvođenje analize stabilnosti, odrediti i pojednostaviti dobijene uslove 

nestabilnosti. Pokazano je i kako odrediti funkcionalne delove modela odgovorne za 

nastanak bifurkacija sedlasti-čvor i Andronov-Hopf, što je urađeno na modelima HPA 

sistema i BL reakcije. Takođe je ispitana i važnost brzina reakcija vss i brzina struja j za 



izvođenje analize stabilnosti. Pokazano je da se za izvođenje efikasne analize stabilnosti 

moraju koristiti oba tipa parametra, usled činjenice da brzine struja j obezbeđuju tačno i 

precizno određivanje negativnih dijagonalnih minora ali se dobijeni uslovi ne mogu 

uporediti sa eksperimentom, dok sa druge strane, brzine reakcija vss

U slučaju metoda numeričke kontinuacije detaljno su obrađene tehnike 

numeričke kontinuacije, problemi vezani za rešavanje sistema nelinearnih jednačina, 

određivanja početnih uslova kao i detekcije bifurkacija i konstrukcija periodičnih 

rešenja, kao i praktični problemi vezani za pisanje programa. Za potrebe ovog rada 

napisani su programi koji izvode numeričku kontinuaciju na principu kontinuacije 

pseudo-dužine luka, a koji mogu da detektuju lokalne bifurkacije stacionarnih stanja: 

Andronov-Hopf, sedlasti čvor i tačku grananja. Takođe je napisan i program za 

računanje periodičnih rešenja. Pored navedenog pokazano je kako se bifurkaciona 

analiza složenih reakcionih sistema može izvesti kombinacijom metoda numeričke 

kontinuacije i analize dinamičkih stanja, i zatim dobijeni rezultati povezati sa 

rezultatima dobijenim primenom SNA, čime se stiče sveobuhvatana slika o načinu 

funkcionisanja ispitivanog modela. 

 omogućavaju 

upoređivanje sa eksperimentom, ali postojanje lažno negativnih minora ometa 

utvrđivanje reakcija i vrsta bitnih za nastanak nestabilnosti. Predstavljen je i metod 

izračunavanja vrednosti konstanti brzina, čijom se primenom mogu odrediti vrednosti 

konstanti brzina neophodne da ispitivani model osciluje u željenom koncentracionom 

opsegu intermedijernih vrsta.  
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Development of methods for stability examination of non-equilibrium steady 

states of complex reaction systems 

 

Abstract 

In this doctoral thesis detailed analysis of the various methods for stability 

examinations of stationary states was carried out with the main goal to improve their 

efficiency in examination of the dynamical states of complex reaction systems. 

Different approaches such as: classical stability analysis, a stoichiometric networks 

analysis, methods of numerical continuation and analysis of dynamical states were 

applied to the different problems encountered when performing stability analysis with 

aim to show how obtained results can be utilized in the most useful way in order to 

acquire informations about dynamical states and the way analyzed systems functioning. 

Depending on the problem which was processed different models such as: autocatalator, 

models of the Belousov-Zhabotinsky and Bray-Liebhafsky oscillating reactions and the 

model of the hypothalamic-pituitary-adrenal (HPA) axis were analyzed. 

Classical stability analysis, an approach that is based on the determination of the 

analytical expression for the eigenvalues through finding the zeros of the characteristic 

polynomial, was applied to the model of autocatalator and it was demonstrated that the 

application of this approach is limited to those reaction systems that have at most two 

intermediate species. 

In the case of stoichiometric network analysis (SNA) a number of problems that 

arise when this method is applied in examination of the stability of non-equilibrium 

steady state of the models of complex reaction systems were analyzed and their 

solutions were proposed. For the purpose of the analysis, programs which perform fast 

calculation of the matrix of extreme current E by applying the algorithms described in 

this thesis and also allow efficient determination of the negative diagonal minors of the 

matrix V(j) were written in MATLAB program package. In addition, it was explained 

how to choose the intermediate species essential for performing stability analysis, 

determine and simplify obtained instability conditions. It was also shown on the models 

of HPA system and BL reactions how to determine the functional parts of the analyzed 



model which are responsible for the occurrence of saddle-node and Andronov-Hopf 

bifurcations. Importance of the reaction rates vss and the current rates j was examined. It 

was shown that for efficient stability analysis both types of parameters must be used, 

since current rates j provide accurate and precise detection of the negative diagonal 

minors of matrix V(j) but the resulting instability conditions cannot be compared with 

experiment, while on the other hand, reaction rates vss

In the case of the methods of numerical continuation different problems related 

to the techniques of numerical continuation, solving systems of nonlinear equations, 

determination of initial conditions, construction of periodic solutions and practical 

aspects related to the writing programs that perform such methods were discussed. For 

the purposes of this thesis programs that perform numerical continuation based on the 

pseudo arc-length algorithm and which are able to detect Andronov-Hopf, saddle-node 

and branching point bifurcations were written in the MATLAB programming package. 

The program that calculates periodic solutions was also written. In addition to the 

above, it was demonstrated how to perform bifurcation analysis of complex reaction 

systems by combining methods of numerical continuation and method of the analysis of 

dynamical states and how obtained results can be related to the results obtained by 

SNA, which provide comprehensive understanding of the way in which analyzed 

systems operate.   

 allow comparison with 

experiment but the existence of the falsely negative minors interferes with the 

determination of reactions and species important for the occurrence of instability. In 

addition to the above it was presented the method for calculating those values of the rate 

constants that allows system to oscillate in the given concentration range of intermediate 

species 
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1. Uvod u problematiku doktorske teze 
 

Reakcioni sistemi opisuju procese različitih nivoa kompleksnosti pri čemu se svi 

mogu podeliti na linearne i nelinearne. U linearne sisteme spadaju oni sistemi čija se 

dinamika može opisati linearnim diferencijalnim jednačinama. Tu spadaju reakcije 

prvog reda. Za ove sisteme moguće je naći analitička rešenja, a njihova neravnotežna 

stacionarna stanja su uvek stabilna. Posledica stabilnosti jeste da ovakvi sistemi ne 

mogu ispoljiti kompleksne oblike dinamike kao što su prosto oscilatorno dinamičko 

stanje, oscilacije mešanih modova[1] i haos.[2–4] Sa druge strane, većina reakcionih 

sistema su nelinearni, jer tu spadaju sve ostale reakcije. Dinamika nelinearnih 

reakcionih sistema se opisuje nelinearnim diferencijalnim jednačinama. Zbog prisustva 

nelinearnosti u diferencijalnim jednačinama kod većine nelinearnih reakcionih sistema 

nije moguće naći analitička rešenja zbog čega se za njihovu analizu moraju koristiti 

različite metode analize koje su tema ove doktorske teze. Veoma je važno da ovakvi 

sistemi mogu imati neravnotežna stacionarna stanja koja mogu biti i nestabilna, zbog 

čega oni mogu ispoljiti različite kompleksne oblike dinamike. 

 Posebnu klasu ovih sistema predstavljaju oni sistemi koji sadrže povratnu 

spregu. Povratna sprega je opšti naziv za fenomen u kome produkt nekog procesa utiče 

na brzinu svoga nastajanja u pozitivnom ili negativnom smislu. Povratna sprega je 

prisutna skoro svuda; tako i u nekim hemijskim sistemima, uglavnom svim 

biohemijskim sistemima, i u svim društvenim sistemima. U ovim sistemima daleko od 

ravnoteže dolazi do samoorganizacije, i pojave različitih dinamičkih struktura, kao što 

su multistabilnost, prosto oscilatorno dinamičko stanje, oscilacije mešanih modova i 

haos. [5,6] 

Oscilatorne hemijske reakcije su primer pomenutih nelinearnih sistema, u 

kojima se koncentracije reaktanata i produkata, pri oscilatornoj promeni koncentracije 

intermedijera, kaskadno menjaju odražavajući periodične promene brzina njihovih 

nestajanja, odnosno nastajanja.[5,7] Najpoznatije oscilatorne reakcije su Bray-

Liebhafsky (BL)[8–11], Belousov-Zhabotinskii (BZ) [12,13] i Briggs-Rausher (BR) 

[14] reakcija, koje pripadaju grupi oksihalogenidnih oscilatora, bakarni oscilatori 

(Cu(II) katalizovani oscilatori) [15]. Modeliranje i poznavanje mehanizama kao i načina 
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funkcionisanja ovih reakcija predstavlja dobru osnovu za objašnjavanje znatno 

složenijih procesa u biološkim sistemima, kao što su glikoliza [16,17] i hipotalamo-

hipofizno-adrenalni sistem (HPA)[18]. 

 Modeliranje složenih reakcionih sistema je veoma komplikovan posao koji se 

sastoji od nekoliko faza od kojih su neke karakteristične za sve sisteme dok su neke 

svojstvene samo sistemima sa samoorganizacijom u stanjima daleko od termodinamičke 

ravnoteže.[5,6,19–21] Budući da je glavna osobina sistema koji se mogu 

samoorganizovati obrazujući različita dinamička stanja i prostorne strukture, mogućnost 

da u neravnotežnim stacionarnim stanjima postanu nestabilni, izvođenje analize 

stabilnosti kao i bifurkacione analize[22–25] (određivanje tipova bifurkacija tj. tačaka u 

kojima se menja dinamika) predstavlja najefikasnije i najvažnije korake u njihovom 

modeliranju. U zavisnosti od složenosti sistema i postavljenog modela mogu se 

primeniti različiti pristupi u analizi stabilnosti. U okviru ove doktorske teze primenjeno 

je nekoliko metoda analize stabilnosti neravnotežnih stacionarnih stanja, sa ciljem 

njihovog poboljšanja i prikaza najefikasnije upotrebe ovih metoda. Primenjene su 

stehiometrijska mrežna analize (SNA)[26], metode numeričke kontinuacije[27–31] i 

ispitivanje dinamičkih stanja[32,33]. Obrađivani problemi su objašnjeni na različitim 

modelima oscilatornih reakcija, kao što su oni dati za reakcije BL[34,35], BZ [36] i 

HPA [37–39].  

Klasična analiza stabilnosti reakcionih sistema zasniva se na ispitivanju 

kinetičkih jednačina koje se za svaki proces izvode na osnovu zakona o dejstvu masa i u 

opštem slučaju imaju oblik[5] 

d ( , )
dt

=
x f x k  (1) 

gde x predstavlja vektor nezavisnih intermedijernih vrsta, f je funkcija 

koncentracija nezavisnih intermedijernih vrsta i konstanti brzina. Stabilnost dinamičkih 

stanja se utvrđuje analizom infinitezimalno male promene vrednositi c u okolini 

posmatranog stacionarnog stanja i ispitivanjem kako se ova perturbacija menja tokom 

vremena. Ako perturbacija sistema raste tokom vremena, sistem će napustiti posmatrano 

stacionaro stanje i preći u drugo, odnosno sistem je nestabilan.  U suprotnom, sistem će 

se vratiti u početno stacionarno stanje i sistem je stabilan. Da bi se utvrdilo da li je 
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sistem stabilan ili ne, radi se linearizacija jednačine (1) u okolini stacionarnog stanja, a 

zatim se ispituju svojstvene vrednosti jakobijana sistema.[5,23,33,40] Kada su kinetički 

parametri poznati, a reakcioni sistem ima najviše tri nezavisne promenljive, ovo je vrlo 

jednostavno obaviti korišćenjem numeričkih metoda izračunavanja svojstvenih 

vrednosti. Međutim, kinetički parametri najčešće nisu poznati tako da je potrebno dobiti 

kvalitativnu sliku stabilnosti ispitivanog modela, odnosno da li i pod kojim uslovima 

stacionarno stanje može da postane nestabilno i time utvrditi valjanost modela i 

optimizovati konstante brzina. Da bi se ovo izvelo neophodno je odrediti analitičke 

izraze za svojstvene vrednosti, koje se dobijaju kao nule karakterističnog polinoma, pri 

čemu je stepen polinoma određen brojem nezavisnih intermedijernih vrsta. Kao što se 

zna iz matematike, polinomijalne jednačine je moguće analitički reštiti samo za 

slučajeve jednačina prvog, drugog, trećeg i četvrtog stepena, dok je polinomijalne 

jednačine višeg stepena u opštem slučaju nemoguće analitički rešiti. Problem ovakvog 

pristupa leži baš u nemogućnosti analitičkog rešavanja svojstvenog problema za slučaj 

kada u sistemu ima više od 3 nezavisne promenljive, zbog čega se ne može odrediti 

stabilnost sistema u opštem slučaju, već samo za konkretne vrednosti parametara 

sistema. 

Pomenuti problem se uspešno prevazilazi upotrebom metode analize 

stehiometrijskih mreža. Ova metoda takođe polazi od linearizovanih kinetičkih 

jednačina, ali uvođenjem novih parametara zaobilazi se direktno rešavanje svojstvenog 

problema. Uvođenje novih parametara zasniva se na analizi reakcionih puteva, koja 

omogućava izvođenje analitičkih izraza za uslov nestabilnosti. Izvedeni uslovi 

nestabilnosti predstavljaju jednostavan i efikasan alat u bifurkacionoj analizi, kojim se 

mogu detektovati uslovi za pojavljivanje pojedinih bifurkacionih tačaka u ispitivanom 

modelu. To se izvodi računanjem Hurvicovih determinanti, koeficijenata 

karakterističnog polinoma ili dijagonalnih minora matrice brzine struja. Ovom metodom 

uspešno se mogu detektovati dve bifurkacije: Andronov-Hopf (odgovorna za nastanak i 

nestanak oscilatorne dinamike) i sedlasti čvor.[5,19,26,41–43]  

Eksperimentalna analiza složenih reakcionih sistema često podrazumeva 

izvođenje bifurkacione analize. U nizu eksperimenata variraju se različiti početni 

paramteri sistema kao što su početne koncentracije reaktanata, temperatura i druge i 
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beleži kako ove promene utiču na ponašanje sistema. Ispituje se kako se menjaju 

stacionarne koncentracije reaktanata i intermedijera, dinamika sistema, zatim promene 

perioda i amplituda ako je dinamika sistema oscilatorna i pri kojim vrednostima 

variranog parametra dolazi do pojave bifurkacija. Na ovaj način se stiče slika o 

karakteristikama sistema i neophodno je da predloženi model što realnije simulira 

eksperimentalno određene pojave u vidu odgovarajuće dinamike sistema, stacionarnih 

koncentracija i vrednosti parametara pri kojima dolazi do pojave detektovanih bifuracija. 

Za ovu analizu matematičkih modela ispitivanih sistema koriste se metode numeričke 

kontinuacije. Metode numeričke kontinuacije se zasnivaju na postepenom variranju 

jednog ili više parametara i traženju približnih rešenja sistema parametarski zadatih 

nelinearnih jednačina.[27,44] Uvođenjem odgovarajućih test funkcija ove motode 

postaju efikasan alat u bifurkacionoj analizi. Test funkcije se definišu za svaki tip 

bifurkacije, ali im je zajednička osobina da imaju vrednost nula u posmatranoj 

bifurkacionoj tački.[22,28] Na osnovu promene znaka ovih funkcija detektuju se 

bifurkacione tačake i određuju vrednosti parametara sistema pri kojima dolazi do datih 

promena, što je veoma važno za upoređivanje modela sa eksperimentom.  

Pored metoda numeričke kontinuacije za određivanje tipova bifukracije može se 

koristiti i metoda ispitivanja dinamičkih stanja. Ova metoda se zasniva na izvođenju 

numeričkih simulacija za razne vrednosti parametara sistema u okolini posmatrane 

bifurkacije i na osnovu dobijenih vremenskih serija intermedijernih vrsta određuje se 

zavisnost između variranog parametra sistema i pojedinih karakteristika vremenskih 

serija kao što su period ili amplituda. Na osnovu dobijenih zavisnosti određuje se tip 

bifurkacije[32,33]. Ovaj pristup u određivanju tipa bifurkacije se najčešće koristi u 

eksprimentalnim analizama[45–47], ali je poželjno koristiti ga i u numeričkoj analizi 

budući da je komplementaran metodama numeričke kontinuacije i povećava tačnost 

analize. 
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2. Cilj rada 
 

Cilj ovog rada jeste da se detaljnom analizom metoda koje se koriste za 

ispitivanje stabilnosti stacionarnih stanja složenih reakcionih sistema, pokaže na koji 

način se ove metode mogu najefikasnije upotrebiti za dobijanje korisnih informacija o 

dinamičkim stanjima pomenutih sistema. Cilj je da se kroz primenu klasične analize 

stabilnosti, analize stehiometrijskih mreža, metoda numeričke kontinuacije i analize 

dinamičkih stanja obrade problemi specifični za svaku od navedenih metoda i pokaže 

kako se rezultati dobijeni primenom svake od navedenih metoda mogu iskorisiti. U 

zavisnosti od tipa problema korišćeni su modeli autokatalatora, oscilatornih reakcija kao 

što su BL, BZ i model HPA sistema. 

Prikaz klasične analize stabilnosti prevashodno za cilj ima da pokaže kako se 

izvodi analiza stabilnosti korišćenjem ove metode, koja su njena ograničenja i zašto je 

neophodno koristiti naprednije metode. 

Što se tiče SNA cilj je dati odgovore na pitanja koji se tiču njene efikasne 

primene. Tu se pre svega podrazumeva definisanje postupka izbora intermedijernih 

vrsta bitnih za analizu stabilnosti, izračunavanje matrice ekstremnih struja E, izvođenje 

i pojednostavljivanje uslova nestabilnosti kao i da se pokaže kako efikasno odrediti 

funkcionalne delove modela koji su odgovorni za nastanak bifurkacija sedlasti-čvor i 

Andronov-Hopf . Pored navedenog cilj je i dati odgovor na pitanje koji je od dva tipa 

parametara, brzina reakcija vss i brzina struja j, bitniji za analizu stabilnosti i da li se 

efikasna analiza stabilnosti može izvesti upotrebom samo jednog tipa parametara. 

Kod metoda numeričke kontinuacije i analize dinamičkih stanje postoje dva 

osnovna cilja. Prvi cilj jeste da se objasne različiti problemi karakteristični za tehnike 

numeričke kontinuacije i njihovu implementaciju u program. Drugi cilj jeste pokazati 

kako se  metode numeričke kontinuacije mogu primeniti u kombinaciji sa analizom 

dinamičkih stanja i kako povezati dobijene rezultate sa rezultatima dobijenim primenom 

SNA. 
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3. Analiza stabilnosti jednostavnih reakcionih sistema 

 
Sistemi koji se mogu samoorganizovati obrazujući različita dinamička stanja i 

prostorne strukture, mogu posedovati neravnotežna stacionarna stanja koja pri promeni 

kontrolnih parametara mogu menjati svoju stabilnost, odnosno prelaziti iz stabilnih u 

nestabilna i obrnuto. Neki sistemi imaju samo jedno nestabilno stacionarno stanje. Kako 

ne mogu biti u nestabilnim stanjima, oni moraju kružiti oko njih, obrazujući različite 

dinamičke strukture u faznom prostoru i vremenu, što predstavlja jednu od njihovih 

najvažnijih osobina. Samim tim analiza stabilnosti predstavlja jedan od najvažnijih 

koraka u njihovom ispitivanju i modeliranju. 

 Kako se ovi sistemi često opisuju sistemima običnih diferencijalnih jednačina, 

analiza stabilnosti se zasniva na ispitivanju stabilnosti ovih jednačina. U analizi 

stabilnosti se uvodi pojam stacionarnih stanja pri čemu se pod analizom stacionarnih 

stanja podrazumeva ispitivanje asimptotskog ponašanja dinamičkih sistema posle 

dovoljno dugog vremenskog intervala, kada se dinamika sistema ustalila pri čemu ona 

može biti monotona, oscilatorna ili haotična. Iako stacionarna stanja predstavljaju 

matematičku idealizaciju, primeri se mogu sresti i u prirodi. Kao primeri, mogu se 

navesti relativno ustaljena telesna temperatura kod ljudi i životinja, koncentracija 

glukoze u krvi, konstantna pH vrednost u ćelijama i druge. [48] 

Klasična analiza podrazumeva nalaženje nula karakterističnog polinoma gore 

pomenutih diferencijalnih jednačina i određivanje svojstvenih vrednosti na osnovu kojih 

se ispituju tipovi stacionarnih stanja i bifurkacija koji se mogu javiti u ispitivanom 

sistemu. 

U okviru ovog poglavlja definisani su pojmovi stacionarnih stanja, lokalne 

stabilnosti, kao i primeri lokalnih bifurkacija koji se mogu odrediti analizom 

stacionarnih stanja. Takođe je prikazan i postupak koji se može primeniti u analizi 

jednostavnih reakcionih  sistema.  
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3.1. Stacionarnost hemijskih reakcija 

 

Pojam stacionarnog stanja je od izuzetnog značaja u analizi stabilnosti 

dinamičkih sistema. Pod stacionarnim stanjem se podrazumeva stanje u kom su brzine 

promene makroskopskih veličina (Xi

i 0
dt

∂
=

X

) koje opisuju dati sistem (u slučaju hemijskih 

reakcija to su koncentracije intermedijernih vrsta) jednake nuli odnosno matematičkim 

jezikom rečeno:[5] 

 (3.1) 

 Poseban slučaj stacionarnih stanja predstavljaju ravnotežna stacionarna stanja 

odnosno stanje termodinamičke ravnoteže. U ravnotežnom stacionarnom stanju sve 

reakcije, direktne i povratne, su u ravnoteži  

 Međutim, dinamika reakcionih sistema koji su tema ovog rada se odvija u 

stanjima daleko od termodinamičke ravnoteže, tako da su nama bitna neravnotežna 

stacionarna stanja. Ovde je posebno potrebno naglasiti razliku između neravnotežnih 

stacionarnih stanja u otvorenim i zatvorenim reaktorima. 

U neravnotežnim sistemima odigrava se sumarna reakcija u kojoj se reaktanti 

stalno troše a produkti nastaju i zato brzina promene koncentracija ovih eksternih 

komponenti u zatvorenom reaktoru nikad nije jednaka nuli. Za razliku od njih, interne 

vrste i nastaju i nestaju. Aproksimacija neravnotežnog stacionarnog stanja ili ustaljenog 

stanja, odgovara slučaju kada je brzina nastajanja intermedijera tokom odigravanja 

sumarne reakcije uravnotežena sa njegovom potrošnjom. Pritom, brzine pojedinačnih 

reakcija ne moraju biti u ravnoteži sa odgovarajućim povratnim reakcijama. Izrazi za 

brzinu promene koncentracije intermedijernih vrsta mogu se u opštem slučaju napisati u 

sledećem obliku:[5,49] 

  d
d

r r
t + −= −∑ ∑x  (3.2) 

gde oznake r+ i r- predstavljaju brzine svih reakcija u kojima se vrsta 'i' stvara i troši 

redom. U tom slučaju relaciju stacionarnosti intermedijernih vrsta je moguće napisati u 

formi 
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r r+ −=∑ ∑  (3.3) 

U slučaju zatvorenog reaktora, kada se u izrazima za brzine reakcija u kojima 

intermedijeri nastaju ili nestaju, pojavljuju koncentracije reaktanata, koncentracije 

intermedijera implicitno zavise od vremena, i u tom slučaju pojam stacionarnog stanja 

treba zameniti pojmom kvazi-stacionarnosti ili pseudo-stacionarnosti. Preciznija 

definicija kvazi-stacionarnog stanja, za razliku od stacionarnog stanja, uzima u obzir 

činjenicu da se koncentracija intermedijera menja sa vremenom, ali je brzina promene 

mnogo manja od brzina reakcija u kojima intermedijer nastaje kao i od brzina reakcija u 

kojima se troši. U ovom slučaju, brzina promene koncentracije intermedijera se samo 

aproksimativno izjednačava sa nulom.[5]     

d 0
d

r r
t + −= − ≅∑ ∑x  (3.4) 

d d
d d

r r
t t+ −

   ∧   
   

∑ ∑x x
 

 
(3.5) 

Pojam pseudo-stacionarnosti u zatvorenom reaktoru se najlakše može shvatiti na 

primeru hemijske reakcije koja se odvija preko jedne intermedijerne vrste: 

1 2A X Pk k→ →  (R3.1) 

Neravnotežno stacionarno stanje se uspostavlja kada je brzina promene 

koncentracije  intermedijera X  

1 2
d
d
x k a k x
t

= −  (3.6) 

jednaka nuli. Koncentracija intermedijera X u tom stanju je data izrazom: 

1
ss

2

kx a
k

=  (3.7) 

Iz izraza (3.7) vidi se da stacionarna koncentracija zavisi od konstanti brzina ali i 

od trenutne koncentracije reaktanta. Kako se u zatvorenom reaktoru koncentracije 

reaktanata stalno menjaju odnosno smanjuju dok sistem ne uđe u stanje termodinamičke 

ravnoteže, sistem prolazi kroz čitav niz kvazi- ili pseudo-stacionarnih stanja. 
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Sa druge strane, u otvorenom reaktoru postoji stalni protok mase kroz reaktor, 

pri čemu se brzine protoka mogu kontrolisano menjati. Procesi unutar reaktora sada 

zavise, kako od hemijskih reakcija koje se u njemu dešavaju (hemizma), tako i od brzine 

protoka mase, odnosno vremena koje supstance provode u reaktoru, pri čemu se, i u 

ovom slučaju, podrazumeva da je reaktor dobromešajući i termostatiran. 

Brzina kojom supstance protiču kroz reaktor se izražava veličinom koja se zove 

specifična brzina protoka, obeležava sa kf ili j0 i izražava u jedinicama (vreme)-1

fk q
V

=

[5] 

 (3.8) 

gde je q zapreminska brzina protoka izražena u mL s-1

  

, dok je V zapremina suda u mL. 

Zahvaljujući stalnom unosu reaktanta u otvorenom reaktoru se uspostavljaju 

prava neravnotežna stacionarna stanja, pri čemu se sada uslov stacionarnosti može 

primeniti i na reaktante i na produkte. Ovo je najlakše prikazati na rekaciji (R3.1), pri 

čemu je sada neophodno dodati i reakcije koje opisuju unos reaktanata i izlaz svih vrsta 

koje se nalaze u datom modelu. 

0 Aj→  (R3.2) 

1A Xk→  (R3.3) 

2X Pk→  (R3.4) 

0A j→  (R3.5) 

0X j→  (R3.6) 

0P j→  (R3.7) 

Kinetičke jednačine za dati model su: 

0 0 1 0
d
d
a j a k a - j a
t

= −  (3.9) 

1 2 0
d
d
x k a - k x j x
t

= −
 

(3.10) 

2 0
d
d
p k x j p
t

= −
 

(3.11) 
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gde a0 

0
ss 0

1 0

ja a
k j

=
+

predstavlja koncentraciju reaktanta A u rezervoaru iz koga se ovaj reaktant uvodi 

u reakcioni sud i koja je sve vreme konstantna. Na osnovu uslova stacionarnosti (3.1) 

dobijaju se izrazi za stacionarne koncentracije: 

 (3.12) 

1 0
ss 0

1 0 2 0( )( )
k jx a

k j k j
=

+ +  
(3.13) 

1 2
ss 0

1 0 2 0( )( )
k kp a

k j k j
=

+ +  
(3.14) 

Iz dobijenih izraza se vidi da stacionarne koncentracije zavise od konstanti 

brzina, specifične brzine protoka j0 i ulazne koncentracije reaktanta a0

d ( , )
dt

=
x f x k

, zbog čega se 

uspostavljaju prava neravnotežna stacionarna stanja. Iako se u otvorenom reaktoru uslov 

stacionarnosti može primeniti i na reaktante i na produkte, u analizi stabilnosti nije 

potrebno koristiti ove vrste budući da su za dinamiku odgovorne intermedijerne vrste.  

 

3.2. Stabilnost stacionarnih stanja 

 
Ispitivanje stabilnosti hemijskih reakcionih sistema se zasniva na analizi 

stacionarnih stanja. Da bi se utvrdila stabilnost stacionarnog stanja potrebno je ispitati 

kako sistem reaguje na beskonačno male perturbacije posmatranog stacionarnog 

stanja.[5,6,33,40,48] Kao što je već rečeno dinamika sistema se opisuje kinetičkim 

jednačinama koje se u opštem slučaju mogu napisati kao:  

 (3.15) 

gde x predstavlja vektor nezavisnih intermedijernih vrsta, f je funkcija koncentracija 

nezavisnih intermedijernih vrsta i konstanti brzina. Pri čemu je stacionarnost sistema 

definisana uslovom [5,40] 

ss 0( , ) = 0f x k

 

(3.16) 
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gde k0 predstavlja set konstanti brzina reakcija za koje xss predstavlja stacionarne 

koncentracije intermedijernih vrsta, i za koje je zadovoljena relacija (3.16). 

Pretpostavimo da se u tački (xss, k0

ss= + ∆x x x

) sistem nalazi u stacionarnom stanju odnosno 

zadovoljena je relacija (3.16). Da bismo odredili stabilnost zanima nas kako će se sistem 

ponašati tokom vremena nakon male perturbacije koncentracije x, ∆x koju možemo 

definisati jednačinom:[5] 

 

(3.17) 

Zamenom izraza (3.17) u izrazu (3.15) i razvojem f u Tejlorov red u okolini 

stacionarnog stanja dobija se: 

ss
ss 0

d( + ) d= = ( , ) +
d dt t

∆ ∆
∆ +Jx x x f x k x 

 

(3.18) 

gde je J matrica parcijalnih izvoda funkcije f po svim promenljivima sistema odnosno 

jakobijan sistema. 

1 ss 0 1 ss 0 1 ss 0

1 2 n

2 ss 0 2 ss 0 2 ss 0
ss 0

1 2 n

n ss 0 n ss 0 n ss 0

1 2 n

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
( , )=

( , ) ( , ) ( , )

f f f
x x x

f f f
x x x

f f f
x x x

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

∂  ∂ ∂ ∂=  ∂
 
 
∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ 

J

x k x k x k

x k x k x k
f x k

x

x k x k x k





   



 

(3.19) 

Zadržavajući samo prva dva člana, jer se članovi višeg reda mogu zanemariti 

budući da su perturbacije male, i uzimajući u obzir relaciju (3.16), dobija se sistem 

linearnih diferencijalnih jednačina po ∆x 

d =
dt
∆

∆Jx x

 

(3.20) 

čije rešenje je oblika 

λt= Ce∆x

 

(3.21) 
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gde C predstavlja integracione konstante dok λ predstavlja svojstvene vrednosti 

jakobijana sistema koje se dobijaju kao nule karakterističnog polinoma jakobijana: 

n n-1 n-2
1 2 n-1 ndet( ) 0λ λ α λ α λ α λ α− = + + + + + =J I 

 

(3.22) 

Stabilnost stacionarnog stanja potpuno je određena karakterom i znakom 

svojstvenih vrednosti jakobijana. Stacionarno stanje je stabilno samo ako su realni 

delovi svih svojstvenih vrednosti negativni, jer će tada pertubacija ∆x tokom vremena 

opadati i sistem će se vratiti u početno stanje. Ukoliko je realni deo barem jedne 

svojstvene vrednosti pozitivan stacionarno stanje će biti nestabilno.[5,33,40,50] 

Stacionarna stanja u kojima su vrednosti realnih delova svih svojstvenih vrednosti 

različita od nule, bez obzira na vrednost imaginarnog dela, nazivaju se hiperbolička, u 

suprotnom ako je vrednost realnog dela barem jedne svojstvene vrednosti jednako nuli, 

stacionarna stanja su nehiperbolička.[40]  

U zavisnosti od karaktera svojstvenih vrednosti može se razlikovati nekoliko 

slučajeva hiperboličkih stacionarnih stanja. Ako su sve svojstvene vrednosti realni 

brojevi takvo stacionarno stanje se naziva čvor. Ako su sve svojstvene vrednosti 

negativne čvor je stabilan, u suprotnom ako postoji barem jedna pozitivna svojstvena 

vrednost čvor je nestabilan. U slučaju da su svojstvene vrednosti kompleksni brojevi, 

stacionarno stanje se naziva fokus. Kao i u prethodnom slučaju fokus može biti stabilan 

i nestabilan u zavisnosti od znaka realnog dela. [40] 

Analizom svojstvenih vrednosti za modele koji sadrže mali broj promenljivih 

lako se može utvrditi stabilnost stacionarnog stanja kao i to da li je dato stacionarno 

stanje čvor, sedlo ili fokus.  

U slučaju da u sistemu postoji samo jedna intermedijerna vrsta (n = 1), rešavanje 

karakterističnog polinoma (3.22) se svodi na rešavanje linearne jednačine i jedini 

mogući slučaj jeste postojanje postojanje čvora. Stacionarno stanje će biti stabilno ako 

važi: 

ss 0( , ) 0x
x

∂
<

∂
f k

 

(3.23) 
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U slučaju reakcionih sistema sa dve intermedijerne vrste (n = 2) jakobijan je 

matrica reda 2 x 2 

1 1

1 2

2 2

1 2

=

f f
x x
f f
x x

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

J

 

(3.24) 

i rešavanje karakterističnog polinoma se svodi na rešavanje kvadratne jednačine 

( ) ( )2 det 0trλ λ− + =J J

 

(3.25) 

gde su 

( ) ( )1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 2 1
detf f f f f ftr

x x x x x x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

J J

 

(3.26) 

pri čemu tr(J) predstavlja trag a det(J) determinantu jakobijana sistema. Rešenje 

jednačine (3.25) je: 

( )2
1,2

1 tr( ) tr( ) 4det( )
2

λ = ± −J J J

 

(3.27) 

U zavisnosti od znaka tr(J), det(J) i diskriminante mogu se dobiti različiti 

slučajevi hiperboličkih stacionarnih stanja.[5]  

a) tr(J) < 0, det(J) > 0, tr(J)2

λ

 − 4det(J) >0 

1 i λ2 

b) tr(J) < 0, det(J) > 0, tr(J)

su realni i negativni koreni jednačine (3.27), odnosno realne i negativne 

svojstvene vrednosti jakobijana, zbog čega će intezitet perturbacija stacionarnog stanja 

tokom vremene monotono opadati. Ovo stanje odgovara stabilnom čvoru.  
2

λ

 - 4det(J) < 0 

1 i λ2

1,2 Re( ) Im( )iλ λ λ= ±

 su kompleksne svojstvene vrednosti jakobijana sa negativnim realnim 

delovima. 

 

(3.28) 
21 1Re( ) tr( ) Im( ) 4det( ) tr( )

2 2
λ λ= = −J J J
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Rešenje jednačine (3.21) u slučaju ovakvog konjugovano-kompleksnog para je 

ekvivalentno proizvodu jedne eksponencijalno opadajuće i jedne periodične funkcije. 

Opadajući član obezbeđuje povratak sistema u polazno stacionarno stanje, ali se zbog 

periodičnog člana radi o oscilatornom približavanju sa opadajućom amplitudom. 

Ovakvo stanje odgovara stabilnom fokusu. 

c) tr(J) > 0, det(J) > 0, tr(J)2

λ

 − 4det(J) < 0 

1 i λ2

d) tr(J) > 0, det(J) > 0, tr(J)

 su kompleksne svojstvene vrednosti jakobijana sa pozitivnim realnim 

delovima. Zbog pozitivnog realnog dela perturbacija stacionarnog stanja će se tokom 

vremena povećavati i sistem će se udaljiti od neravnotežnog stacionarnog stanja, pritom 

oscilujući. Ovaj slučaj odgovara nestabilnom fokusu. 

2

λ

 − 4det(J) > 0 

1 i λ2 

e)  det(J)  <  0, tr(J)

su realne i pozitivne svojstvene vrednosti jakobijana. Budući da su 

svojstvene vrednosti pozitivni brojevi intezitet perturbacije će tokom vremena 

eksponencijalno rasti i sistem će napustiti neravnotežno stacionarno stanje. Ovaj slučaj 

se naziva nestabilni čvor.  

2

λ

 − 4det(J) > tr(J)  

1 i λ2 su realne svojstvene vrednosti jakobijana ali suprotnih znakova. 

Posledica ovakvih svojstvenih vrednosti jeste da jedan od eksponencijalni član u 

jednačini (3.21) koji odgovara negativnoj svojstvenoj vrednosti eksponencijalno opada, 

dok član koji odgovara pozitivnoj svojstvenoj vrednosti eksponencijalno raste. Ovakvo 

stacionarno stanje se naziva sedlasta tačka. 

Pored navedenih slučajeva postoje još dva karakteristična slučaja. Prvi kada je 

tr(J)=0 i det(J)>0 kada dolazi do nastanka Andronov-Hopf bifurkacije i drugi slučaj 

kada je det(J)=0 kada se javlja bifurkacija sedlasti čvor. Navedene pojave objašnjene su 

u nastavku ovog rada.  
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3.3. Lokalne bifurkacije stacionarnih stanja 

 

Složeni reakcioni sistemi mogu da zavise od velikog broja parametara, i u 

zavisnosti od vrednosti ovih parametara oni mogu pokazivati različite oblike dinamike i 

bifurkacija. Bifurkacija je francuska reč koju je u nelinearnu dinamiku uveo Poenkare, i 

koja označava kvalitativne promene u karateristikama dinamičkih sistema, kao što su 

broj i karakter stacionarnih stanja, usled variranja jednog ili više parametara sistema. 

Osnovna podela bifurkacija je na lokalne i globalne. Lokalne bifurkacije označavaju 

promene koje se dešavaju u okolini stacionarnog stanja, dok svaka druga promena 

označava globalne bifurkacije.[40] 

U bifurkacionoj analizi korisno je uvesti parametarski prostor, prostor koji se 

sastoji od parametara sistema. U ovom prostoru tačka u kojoj dolazi do pojave 

bifurkacije se naziva bifurkaciona tačka. Bifurkacija za čiji nastanak je neophodno 

varirati m parametara predstavlja bifurkaciju kodimenzije m. [40] 

U slučaju lokalnih bifurkacija stacionarnih stanja, ako se počne od seta 

parametara koji odgovaraju stabilnom neravnotežnom stacionarnom stanju, variranjem 

jednog parametra, stacionarno stanje može postati nestabilno kroz jednu od bifurkacija 

sledećih tipova: sedlasti čvor, tačka grananja i Andronov-Hopf bifurkacija.[22,28,40] U 

slučaju sedlastog čvora i tačke grananja sreću se samo grane stacionarnih stanja 

odnosno statička rešenja, zbog čega se ove bifurkacije nazivaju statičke.  U slučaju 

Andronov-Hopf bifurkacije u bifurkacionoj tački se sreću stacionarna i periodična stanja, 

zbog čega ova bifurkacija spada u dinamičke. 

 

3.3.1. Statičke bifurkacije 

 

U stacionarnom stanju definisanom u tački (x0, k0

1) f(x

) dolazi do pojave statičke 

bifurkacije ako su zadovoljeni sledeći uslovi:[40] 

0,k0) = 0 
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2) Matrica J ima jednu svojstvenu vrednost koja je jednaka nuli, dok su sve 

ostale svojstvene vrednosti različite od nule, što je ekvivalentno uslovu 

da je determinanta matrice J jednaka nuli 

Prvi uslov podrazumeva da je zadovoljen uslov stacionarnosti, dok drugi uslov 

podrazumeva da je stacionarno stanje nehiperboličko. Ova dva uslova su neophodna ali 

ne i dovoljna da bi došlo do pojave statičke bifurkacije. Da bi se utvrdilo da li je došlo 

do pojave neke od statičkih tipova bifurkacija mora se analizirati proširena matrica 

[ ]k|J f  reda n×n+1 gde je Fk

k k
∂

=
∂
ff

 definisano kao: 

 

(3.29) 

i predstavlja vektor veličine n×1. Analizom ranga proširene matrice, mogu se 

razlikovati tipovi statičkih bifurkacija. U slučaju sedlastog čvora rang proširene matrice 

je n, dok je u slučaju tačke grananja rang n−1. Ovo se najlakše može proveriti na 

jednostavnim primerima u kojima se javljaju ove bifurkacije kao što su normalne forme. 

Primer sedlastog čvora može se ilustrovati na jednodimenzionalnom sistemu (n 

= 1):  

2d
d
x x
t

µ= −

 

(3.30) 

Ovaj sistem ima dva stacionarna rešenja: 

x µ= ±

 

(3.31) 

Jakobijan je matrica reda 1×1 i ima samo jednu svojstvenu vrednost 

2xλ = −

 

(3.32) 

dok je izvod funkcije f po parametru 

k 1=f

 

(3.33) 
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Na osnovu izraza (3.31) vidi se da sistem ima dve grane rešenja, pri čemu je 

stabilna grana koja odgovara rešenju x µ= , dok nestabilna grana odgovara rešenju 

x µ= − , što se može zaključiti na osnovu izraza (3.32).  

 
Slika 1. Bifurkacioni dijagram za slučaj sedlastog čvora. U sedlastom čvoru se spajaju 
dve grane stabilna (puna linija) i nestabilna (isprekidana), pri čemu obe imaju 
zajedničku tangentu. Na slici oznaka SN označava sedlasti čvor. 

Sedlasti čvor postoji kada su zadovoljeni uslovi 1) i 2), što je zadovoljeno u 

tački    (x, µ) = (0, 0). U ovoj tački, proširena matrica je 

[ ] [ ]k| | 1=J 0f

 

(3.34) 

i njen rang je jednak jedinici. 

Slučaj tačke grananja takođe se može ilustrovati na jednodimenzionalnom 

sistemu: 

2d
d
x x x
t

µ= −

 

(3.35) 

U ovom slučaju postoje dva rešenja od kojih je jedno trivijalno 

0x =

 

(3.36) 
x µ=

 
(3.37) 

Jakobijan sistema je: 

2xµ= −J

 

(3.38) 

Svojstvena vrednost za sistem (3.35) je: 



18 
 

λ µ=

 

u stanju x = 0 

 

(3.39) 

λ µ= −
 

u stanju x = µ
 

(3.40) 

U slučaju trivijalnog rešenja, sistem je stabilan kada je µ < 0. U slučaju kada je 

rešenje netrivijalno, sistem je stabilan kada je µ > 0. Uslovi 1) i 2) su zadovoljeni za oba 

rešenja u tački  (x, µ)=(0, 0). U ovoj tački proširena matrica je: 

[ ] [ ]k| 0 | 0=J f

 

(3.41) 

i njen rang je nula, dakle n−2. 

 
Slika 2. Bifurkacioni dijagram za slučaj tačke grananja. U tački grananja se spajaju dve 
grane koje odgovaraju trivijalnom i netrivijalnom rešenju, pri čemu nemaju zajedničku 
tangentu. Stabilna stanja su označena punom linijom, dok su nestabilna označena 
isprekidanom linijom. Oznaka BP označava tačku grananja.  

 

3.3.2. Andronov-Hopf bifurkacija 

 

Variranjem kontrolnog parametra u dinamičkom sistemu do pojave Andronov-

Hopf bifurkacije dolazi ako su zadovoljenu uslovi:[40] 

1) f(x0,k0

2) Matrica J ima par čisto imaginarnih svojstvenih vrednosti ±iω

) = 0 

h

Ovi uslovi obezbeđuju da je zadovoljen uslov stacionarnosti i da je stacionarno 

stanje nehiperboličko. Kada su zadovoljeni ovi uslovi dolazi do nastanka periodičnih 

rešenja sa periodom oscilovanja 2π/ω

, dok su 

realni delovi preostalih svojstvenih vrednosti različiti od nule.  

h.  
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Kao primer sistema u kom dolazi do pojave ove bifurkacije može se iskoristiti 

jednostavan dvodimenzionalni sistem  

2 2d ( )( )
d
x x y x y x y
t

µ ω α β= − + − +

 

(3.42) 

2 2d ( )( )
d
y x y x y x y
t

ω µ β α= + + − +  (3.43) 

U ovom slučaju kao parametar koji se varira uzećemo parametar µ. Tačka u 

kojoj su zadovoljeni uslovi stacionarnosti jeste (x, y)=(0, 0) i svojstvene vrednosti 

jakobijana su u tom slučaju 

hiλ µ ω= −

 

hiλ µ ω= +

 

(3.44) 

Na osnovu izraza za svojstvene vrednosti, vidi se da se Andronov-Hopf 

bifurkacija javlja u tački (x, y,µ)=(0, 0, 0).  

  
Slika 3. Bifurkacioni dijagram za slučaj Andronov-Hopf bifurkaciije. a) Bifurkacioni 
dijagram za slučaj superkritične Andronov-Hopf bifurkacije b) Bifurkacioni dijagram za 
slučaj subkritične Andronov-Hopf bifurkacije. Stabilna stacionarna stanja i periodična 
rešenja su predstavljena punim linijama, dok su nestabilna stanja predstavljena 
isprekidanim linijama.  

U zavisnosti od vrednosti parametra α u jednačinama (3.42-3.43) mogu se 

razlikovati dva tipa Andronov-Hopf bifurkacije. Kada je α = −1 dolazi do pojave 

superkritične, dok u slučaju kada je α = 1 dolazi do pojave subkritične Andronov-Hopf 

bifurkacije. Bifurkacioni dijagrami za oba slučaja su dati na slici 3. U slučaju 

superkritične Andronov-Hopf bifurkacije sa jedne strane postoji grana stabilnih 

stacionarnih stanja, dok sa druge strane postoji grana nestabilnih stacionarnih stanja i 

stabilnih periodičnih rešenja. U slučaju subkritične Andronov-Hopf bifurkacije sa jedne 
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strane postoji grana nestabilnih stacionarnih stanja, dok sa druge strane postoji grana 

stabilnih stacionarnih stanja i nestabilnih periodičnih rešenja.[40] 

Na osnovu uslova da se Andronov-Hopf bifurkacija javlja u tački u kojoj postoji 

par čisto imaginarnih svojstvenih vrednosti ±iωh

 

 zaključuje se da se ova bifurkacija 

može javiti samo u onim reakcionim sistemima koji imaju 2 ili više intermedijernih 

vrsta (n ≥ 2). Pored broja intermedijernih vrsta, posmatrani reakcioni sistem mora da 

ispunjava i dodatne uslove. Detaljnom analizom reakcionih mehanizama i zakona 

hemijske kinetike dokazano je da su u reakcionim sistemima koji sadrže samo reakcije 

prvog reda svojstvene vrednosti jakobijana sistema J uvek realne i negativne, zbog čega 

u ovim sistemima ne može doći da pojave oscilacija odnosno Andronov-Hopf 

bifurkacije.[48,51] Dokazano je i da u sistemima čija se kinetika izvodi na osnovu 

zakona o dejstvu masa, do pojave oscilacija može doći samo ako mehanizmi sadrže 

barem trimolekularnu reakciju, kao što je kubna autokataliza, ili sadrže više od dve 

intermedijerne vrste.[48,52]  

Kao primer hemijskog sistema sa dve promenljive može se iskoristiti model 

autokatalatora[6,53] koji ima direktni autokatalitički korak, dakle trimolekularnu 

reakciju i dve intermedijerne vrste: 

1 AkR →  (R3.8) 

2A Bk→  (R3.9) 

3A + 2B 3Bk→  (R3.10) 

4B Pk→  (R3.11) 

 

3.4. Klasična analiza stabilnosti dvokomponentog sistema 

 

Klasična analiza stabilnosti se bazira na određivanju svojstvenih vrednosti 

jakobijana sistema, uslova pri kojima sistem postaje nestabilan kao i tipova bifurkacija 

koje se javljaju. U ovom poglavlju da bi se pokazao način izvođenja ovakve analize, 

iskoristiće se model autokatalatora definisan jednačinama  (R3.8-R3.11). 
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Ovaj model sadrži dve intermedijerne vrste A i B koje su bitne za analizu 

stabilnosti. Ovaj model opisuje hemijsku reakciju u uslovima zatvorenog reaktora zbog 

čega se mogu uspostaviti samo pseudo-stacionarna stanja. Kako se analiza stabilnosti 

može izvesti samo na otvorenim sistemima budući da samo u njima dolazi do 

uspostavljanja pravih stacionarnih stanja, neophodno je dati model transformisati tako 

da što više oponaša uslove otvorenog reaktora. Ovo se postiže određivanjem vrsta koje 

se ponašaju kao rezervoari odnosno veoma sporo se troše tokom hemijske reakcije, tako 

da su njihove koncentracije bliske početnim. U slučaju autokatalatora rezervoar 

predstavlja vrsta R, koja je jedini reaktant tako da se njena koncentracija smatra 

približno konstantnom, odnosno da održava početnu vrednost r0

2
1 0 2 3

d
d
a k r k a k ab
t

= − −

.   Kinetičke jednačine 

za dve intermedijerne vrste su: 

 (3.45) 

2
2 3 4

d
d
b k a k ab k b
t

= + −
 

(3.46) 

Uslov stacionarnosti je zadovoljen kada važi 

2
1 0 2 3 0k r k a k ab− − =  (3.47) 

2
2 3 4 0k a k ab k b+ − =

 
(3.48) 

Iz jednačina (3. 47-3. 48) su određene stacionarne koncentracije vrsta A i B 

2
1 4 0

ss 2 2 2
1 3 0 2 4

k k ra
k k r k k

=
+

 (3.49) 

1 0
ss

4

k rb
k

=
 

(3.50) 

Jakobijan za autokatalator je 

2
1 2 ss 2 ss ss

2
1 2 ss 2 ss ss 3

2
=

2

k k b k a b

k k b k a b k

 − − −
 

+ −  
J

 

(3.51) 

Nalaženje nule karakterističnog polinoma autokatalatora svodi se na rešavanje 

jednačine (3.25). Kao što je već pokazano u poglavlju 3.2, da bi se ispitala stabilnost i 
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odredili tipovi bifurkacija i uslovi pri kojima se one javljaju neophodno je analizirati 

det(J) i tr(J). 

2 2
3 1 0

4 2 2
4

k kdet( ) = k k r
k

 
+  

 
J

 

(3.52) 

Iz izraza za determinantu vidi se da ona može biti samo pozitivna budući da su 

konstante brzina i koncentracije pozitivni brojevi. Ovo isključuje mogućnost za 

nastanak statičkih tipova bifurkacija.  

Sledeći korak jeste izračunavanje tr(J) kako bi se ispitale preostale mogućnsti. 

( ) ( )
( )

4 2 4 2 2 2 4
1 3 0 1 3 4 4 2 0 2 4 2 4

2 2 2 2
4 1 3 0 2 4

2
tr( ) =

k k r k k k k k r k k k k

k k k r k k

− + − − +

+
J

 

(3.53) 

Trag jakobijana menja znak kada je 

( ) ( )4 2 4 2 2 2 4
1 3 0 1 3 4 4 2 0 2 4 2 42 0k k r k k k k k r k k k k− − + + =

 

(3.54) 

Ova jednačina četvrtog stepena može biti rešena smenom r2=p, jer ima 

isključivo parne stepene. Zbog toga se uslov za promenu lokalne stabinosti, tr(J)=0, 

dobija kao rešenje kvadratne jednačine po r2

( ) ( ) ( )
22 4

1,2 1,2 4 2 4 4 22
1 3

2 8
2

kr p k k k k k
k k

 = = − − 

. Koreni te jednačine su  

 

(3.55) 

Ako je k4 > 8k2, poslednja jednačina ima dva realna korena po p. Kako je (k4 − 2 

k2

( ) ( )2
4 2 2 2 42 4k k k k k− − +

) veće od potkorene veličine koja u punom obliku ima vrednost 

, oba korena su pozitivna. Dalje, u izrazu 0 1,2r p= ± , 

negativna rešenja nemaju fizičkog smisla, pa ostaju samo dva korena po r, odnosno  

0 1,2r p= . 

Na osnovu izraza (3.52) i (3.53) vidi se da autokatalator može izgubiti 

nestabilnost samo kroz nastanak Andronov-Hopf  bifurkacije, dok je nastanak sedlastog 

čvora isključen. Da bi se odredili uslovi pri kojima može doći do nastanka Andronov-
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Hopf bifurkacije neophodno je uporediti izraze (3.52) i (3.53) i naći odgovarajuće 

odnose između konstanti brzina.  

Iz  izraza (3.52) i (3.53) vidi se da su čak i kod jednostavnih modela koji imaju 

samo dve intermedijerne vrste, kao što je autokatalator, izrazi za tr(J) i det(J) 

komplikovane funkcije konstanti brzina, dok kod složenijih modela koje imaju više 

intermedijernih vrsta određivanje nule karakterističnog polinoma je nemoguće izvesti 

analitičkim putem zbog čega je neophodno koristiti druge metode analize stabilnosti 

koje omogućavaju pojednostavljenje ovog problema. 
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4. Analiza stehiometrijskih mreža (SNA) 
 

Analiza stabilnosti reakcionih sistema koji mogu ispoljiti različite oblike 

dinamike predstavlja jedan od najvažnijih koraka u njihovom modeliranju, međutim ona 

se susreće sa većim brojem problema među kojima se posebno ističu dva. Prvi je da su 

to složeni sistemi u čijim modelima je neophodno uključiti veći broj intermedijernih 

vrsta. Drugi, takođe veliki problem jeste da su za ove sisteme po pravilu vrednosti 

kinetičkih parametara nedostupne. U glavi 3 pokazano je da je klasičan pristup analize 

stabilnosti koji se zasniva na rešavanju karakteristične jednačine, ograničen na sisteme 

sa dve intermedijerne vrste. Navedeni problemi mogu se prevazići upotrebom metode 

analize stehiometrijskih mreža (SNA), koja se pokazala kao veoma efikasnо sredstvo. 

SNA omogućava efikasnu analizu stabilnosti višedimenzionalnih sistema koji se 

mogu predstaviti u obliku stehiometrijskih modela. Mada se i u SNA analiza stabilnosti 

zasniva na ispitivanju stacionarnih stanja, uvođenjem novog tipa parametara postupak 

analize se znatno uprošćava. Primenom ove metode dobijaju se kvalitativne 

karakteristike modela bez potrebe za poznavanjem vrednosti kinetičkih parametara. 

Upotrebom SNA mogu se izvesti analitički izrazi za uslov nestabilnosti, koji se dalje 

može korisiti za utvrđivanje uslova pri kojima dolazi do pojave Andronov-Hopf 

bifurkacije i bifurkacije sedlasti čvor.    

U okviru ovog poglavlja definisani su osnovni pojmovi SNA. Pored toga 

pokazano je kako se SNA efikasno može primeniti u analizi složenih reakcionih sistema, 

kao i to kako dodatno pojednostaviti dobijene uslove nestabilnosti i odrediti vrednosti 

kinetičkih parametara neophodnih za optimizaciju modela.  

 
4.1. Matrični zapis kinetičkih jednačina 

 

SNA koristi matrični zapis hemijskih reakcija. Posmatrajmo sistem koji se 

sastoji od n vrsta i m reakcija i koji se može predstaviti u stehiometrijskom zapisu u 

sledećem obliku:[5,19,48] 
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1

2

m

L L L D D D
1,1 1 2,1 2 n,1 n 1,1 1 2,1 2 n,1 n

L L L D D D
1,2 1 2,2 2 n,2 n 1,2 1 2,2 2 n,2 n

L L L D D D
1,m 1 2,m 2 n,m n 1,m 1 2,m 2 n,m n

X X X X X X

X X X X X X

X X X X X X

k

k

k

s s s s s s

s s s s s s

s s s s s s

+ + + → + + +

+ + + → + + +

+ + + → + + +

 

 



 

 (4.1) 

gde su si,
L
j i si,

D
j

tot
d
dt

= Sx v

 stehiometrijski koeficjenti sa leve i desne strane jednačine. Ovde indeks i 

označava hemijske vrste kojih ima ukupno n dok indeks j označava redni broj reakcije, 

kojih ukupno ima m. Generalno, kada je stehiometrijski koeficjent jednak nuli sa jedne 

ili obe strane jednačine, ta vrsta se ne pojavljuje u stehiometrijskom zapisu sa te ili obe 

strane. U principu, ista vrsta se može pojaviti sa obe strane hemijske reakcije, i to sa 

različitim koeficijentima, što je slučaj kod direktnih autokatalitičkih, odnosno 

autoinhibicionih koraka. Povratne reakcije se u SNA metodi tretiraju kao nezavisni 

procesi.[5] 

Kinetičke jednačine za pomenuti sistem se u matričnoj formi mogu predstaviti 

kao: 

 (4.2) 

gde je x vektor koncentracija reda n×1, Stot je stehiometrijska matrica reda n×m i v 

predstavlja vektor brzina reakcija reda m×1. Redovi matrice Stot odgovaraju hemijskim 

vrstama koje učestvuju u hemijskoj reakciji, dok kolone odgovaraju hemijskim 

reakcijama. Elementi ove matrice predstavljaju razliku stehiometrijskih koeficjenata sa 

desne i leve strane reakcije Si,j= si,
D

j −si,
L
j (4.2) . Za sistem predstavljen jednačinom  Stot

1 2 m

1,1 1,2 1,m 1

2,1 2,2 2,m 2
tot

n,1 n,2 n,m n

R R R
S S S X
S S S X

S S S X

 
 
 =
 
 
  

S







   




 

ima oblik:  

 (4.3) 

Ova matrica ilustruje povezanost hemijskih vrsta u okviru hemijskih reakcija 

posmatranog modela. Matematički gledano ova matrica predstavlja transformaciju 
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vektora brzina reakcija u vektor vremenskih izvoda koncentracija hemijskih vrsta u 

modelu, što se može videti iz jednačine (4.2). Matrica Stot

totdiag( ) ⋅ Kv = k x

 je veoma važna za izvođenje 

numeričkih simulacija i analize stabilnosti budući da se njenom analizom izračunava 

matrica održanja C[19,48], pomoću koje se određuje set linearno nezavisnih hemijskih 

vrsta neophodnih za izvođenje numeričkih simulacija. Daljom analizom se bira set 

linarno nezavisnih internih odnosno intermedijernih vrsta neophodnih za izračunavanje 

matrice struja E, koja je važna za izvođenje analize stabilnosti. 

Vektor brzina reakcija v u matričnom obliku se može napisati kao:[5,19] 

 (4.4) 

gde diag predstavlja dijagonalni matrični operator, k vektor konstanti brzina, a Ktot 

matricu redova reakcija sa elementima koji odgovaraju stehiometrijskim koeficjentima 

vrsta Xi na levoj strani reakcije j, odnosno si,
L
j.

1 2 m
L L L
1,1 1,2 1,m 1
L L L

22,1 2,2 2,m
tot

L L L nn,1 n,2 n,m

X
X

X

R R R

s s s

s s s

s s s

 
 
 

=  
 
 
 

K








   



. U opštem slučaju ima oblik 

 (4.5) 

Operator xKtot

i ,1

i ,2

tot

i ,

n

i
i 1
n

i
i 1

n

i
i 1

m

K

K

K

x

x

x

=

=

=

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
  

∏

∏

∏

Kx


 definisan je izrazom 

 (4.6) 

Kao primer matričnog zapisa kinetičkih jednačina iskoristićemo model 

autokatalatora koji je definisan jednačinama (R3.8-R3.11). Matrica Stot za ovaj model 

ima oblik 
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tot

1 0 0 0 R
1 1 1 0 A
0 1 1 1 B
0 0 0 1 P

− 
 − −

=  − 
  

S  (4.7) 

dok je matrica K

tot

1 0 0 0 R
0 1 1 0 A
0 0 2 1 B
0 0 0 0 P

 
 

=  
 
  

K

tot  

 (4.8) 

Jednačina (4.2) za model autokatalatora ima oblik 

1

2

3

4

d
d

1 0 0 0d
1 1 1 0d
0 1 1 1d
0 0 0 1d

d
d

r
t

va
vt
vb
vt

p
t

 
 
  −       − −  =     −           
 
  

 (4.9) 

Kada se matrice u jednačini (4.9) pomnože, dobija se razvijeni oblik jednačina 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

d 1 0 0 0
d
d 1 1 1 0
d
d 0 1 1 1
d
d 0 0 0 1
d

r v v v v
t
a v v v v
t
b v v v v
t
p v v v v
t

= − + + +

= − − +

= + + −

= + + +

 (4.10) 

Zamenom izraza za matricu Ktot (4.8)  u izrazu (4.6) dobija se 

tot

1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0
0 0 2 1
0 0 0 0 0 1 0 0

20 1 2 0

0 0 1 0

r a b p rr
aa r a b p

b abr a b p
p br a b p

 
 
 
 
  

 ⋅ ⋅ ⋅         ⋅ ⋅ ⋅ = = =     ⋅ ⋅ ⋅           ⋅ ⋅ ⋅ 

Kx  (4.11) 
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Zamenom izraza (4.11) u izraz (4.4) dobijaju se izrazi za brzine reakcija 

autokatalatora 

11 1

22 2
22

3 3 3

4 4 4

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

k rrv k
k aav k

v k k abab
v k k bb

     
     
     = =      
     

          

 (4.12) 

 

4.2. Jednačine održanja 

 

Tokom odvijanja hemijskih reakcija ne dolazi do uništavanja hemijskih vrsta, 

već do transformacije jednih vrsta u druge, zbog čega se javljaju takozvane sume 

održanja hemijskih vrsta. Kao jednostavan primer možemo iskoristiti hipotetičku 

reakciju  

1 2A B Ck k→ →  (R4.1) 

gde se suma koncentracija vrsta a, b i c u svakom trenutku konstantna, tako da važi 

0 0 0a b c a b c CONST+ + = + + =  (4.13) 

gde je vrednost količine održanja data kao CONST određena vrednošću početnih 

koncentracija a0, b0, c0

T T
0( ) ( )t t CONST= =g x g x

. U opštem slučaju relacije održanja mogu biti napisane kao[48] 

 (4.14) 

gde je x vektor koncentracija vrsta koje učestvuju u reakcijama n×1, x(t0

[ ]T 1 1 1=g

) vektor 

početnih koncentracija n×1, dok g predstavlja vektor n×1 koji sadrži konstantne 

koeficjente i koji u slučaju (R4.1) ima oblik  

 (4.15) 

Elementi vektora g u opštem slučaju mogu imati vrednosti koje su različite od 1. 

Postavlja se pitanje kako odrediti vrste između kojih se javljaju uslovi održanja kao i 

vektor g.  
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Ovaj zadatak se može uraditi  analizom matrice Stot, pri čemu se treba podsetiti 

da redovi matrice Stot predstavljaju hemijske vrste. Matematički gledano uslovi održanja 

su posledica linearne zavisnosti između redova matrice Stot

T
tot 0S g =

 što se može napisati kao  

 (4.16) 

gde superskript T označava operaciju transponovanja matrice. Dakle, da bi se odredili 

uslovi održanja moraju se  odrediti svi vektori g koji zadovoljavaju uslov (4.16), pri 

čemu skup svih vektora g formira matricu održanja C, čije kolone predstavljaju ovi 

vektori. Za određivanje matrice C mora se rešiti jednačina (4.16) za šta je potrebno 

koristiti specifične algoritme koji su opisani u poglavljima 4.4.1 i 4.4.2. Iz izračunate 

matrice C uslovi održanja se dobijaju po formuli (4.14) koja sada korišćenjem matrice 

C prelazi u oblik 

T T
0( ) ( )t t CONST= =C Cx x  (4.17) 

Sledeći korak jeste upotreba matrice C za pojednostavljivanje sistema 

korišćenjem dobijenih relacija održanja. Prvi korak jeste određivanje ranga matrice Stot 

koji daje broj linearno nezavisnih vrsta u sistemu i samim tim minimalan broj hemijskih 

vrsta koji se mora koristiti u numeričkim simulacijama. Koncentracije preostalih 

m−rang(Stot

(4.17)

) se određuju iz relacija održanja. Ovde treba napomenuti da je broj relacija 

održanja odnosno broj linearnih kombinacija koje zadovoljavaju uslov  često veći 

od broja linearno zavisnih vrsta, ali je prilikom pojednostavljivanja pravilno koristiti 

samo m−rang(Stot

Kako se relacije održanja mogu iskoristiti za pojednostavljivanje kinetičkih 

jednačina pokazaćemo na modelu autokatalatora. Matrica S

) relacija održanja. Ovde treba napomenuti da se koncentracije 

linearno zavisnih vrsta u izrazima za brzine reakcija zamenjuju dobijenim relacijama 

održanja i zatim koriste u numeričkoj simulaciji. Na ovaj način se postiže da se rešava 

sistem sa manjim brojem diferencijalnih jednačina ali komplikovanijim izrazima za 

koncentracije. Svođenje sistema diferencijalnih jednačina na minimalan broj je veoma 

korisno prilikom rešavanja kinetičkih jednačina za reakcione sisteme koji sadrže veliki 

broj hemijskih vrsta i reakcija, budući da je lakše rešavati sistem algebarskih nego 

diferencijalnih jednačina. 

tot autokatalatora je data u 
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Slika 4. Vremenska evolucija vrste P a) dobijena numeričkim rešavanjem kinetičkih 
jednačina b) izračunata iz jednačine (4.21)  

jednačini (4.7) i njen rang je 3, što znači da postoje 3 linearno nezavisne vrste i jedna 

linearno zavisna. Da bi se odredila matrica održanja C rešava se jednačina (4.16) koja 

za autokatalator ima oblik: 

1 1 0 0
0 1 1 0

0
0 1 1 0
0 0 1 1

− 
 −  =
 −
 − 

C  (4.18) 

Rešavanjem jednačine (4.18) dobija se matrica održanja: 

1
1
1
1

r
a
b
p

 
 
 =
 
 
 

C  (4.19) 

Iz (4.19) relacije održanja se dobijaju korišćenjem jednačine (4.17) koja u 

slučaju autokatalatora ima oblik 

[ ] [ ]
0

0

0

0

1 1 1 1 1 1 1 1

rr
aa
bb
pp

  
  
   =
  
  

   

 (4.20) 
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gde se posle množenja dobija relacija 

0 0 0 0r a b p r a b p+ + + = + + +  (4.21) 

Korišćenjem relacije (4.21) koncentracija vrste P se u svakom trenutku može 

odredititi na osnovu poznatih početnih i trenutnih koncentracija vrsta R, A i B (slika 4) 

preko formule 

( )0 0 0 0p r a b p r a b= + + + − + +  (4.22) 

  

4.3. Izbor intermedijernih vrsta   

 

Izvođenje analize stabilnosti u SNA sastoji se od nekoliko koraka, od kojih je 

prvi i jedan od najvažnijih izbor internih vrsta, odnosno vrsta koje određuju dinamiku 

sistema. Hemijske vrste se mogu podeliti u dve grupe eksterne i interne (intermedijerne). 

U eksterne vrste spadaju reaktanti i produkti. Reaktanti su one vrste čije se 

koncentracije tokom odigravanja hemijske reakcija samo troše, dok su produkti one 

vrste koje u hemijskoj reakciji nastaju. Bitno je napomenuti da su koncentracije 

reaktana i produkata mnogo veće od koncentracija internih vrsta. Sa druge strane interne 

vrste su one koje nastaju tokom hemijske reakcije ali se istovremeno i troše, i one 

određuju dinamiku sistema. Dakle, interne vrste su one vrste na koje se može primeniti 

uslov staconarnosti koji se u matričnoj formi može napisati kao 

ss 0=Sv  (4.23) 

gde sada matrica S predstavlja stehiometrjsku matricu čiji redovi odgovaraju samo 

internim vrstama, dok je vss

• Izračunavanje matrice C 

 vektor stacionarnih brzina reakcija. Iz navedenog se vidi da 

je za potrebe analize stabilnosti neophodno ukloniti sve eksterne vrste i ostaviti samo 

bitne intermedijerne vrste koje formiraju stehiometrijsku matricu S. Izbor 

intermedijernih vrsta sastoji se iz nekoliko koraka: 

• Definisanje procesa koji se ispituje u pogledu sumarne reakcije 
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• Određivanje reaktanata i produkata reakcije i njihovo uklanjanje iz dalje 

analize - eksterne vrste 

• Određivanje onih intermedijernih vrsta čije su koncentracije znatno veće 

od koncentracija ostalih intermedijerniih vrsta i koje mogu imati ulogu 

rezervoara 

Postupak odabira internih vrsta neophodnih za izvođenje analize stabilnosti 

pokazaćemo na modelu BZ reakcije datom u dodatku A (RA.1-RA.12). 

U ovom modelu postoji 16 hemijskih vrsta: Br‾, HOBr, Br2, HBrO2, Br2O, 

BrO3‾, BrO2, Ce3+, Ce4+, MA (CH2(COOH)2), BrMA (BrCH(COOH)2), H+, H2O, P1, 

P2, Br2(g). Međutim, kao što smo već naveli u dodatku A koncentracije H2O i H+ su 

znatno veće od koncentracija ostalih vrsta zbog čega se smatraju konstantnim i uneti su 

u izraze za konstante brzine u reakcijama u kojima učestvuju, što je i inače uobičajeni 

postupak tretiranja ovih vrsta. Posle uklanjanja H2O i H+ ostaje 14 hemijskih vrsta. Prvi 

korak je određivanje ranga matrice Stot

1 2 3 4 5

2

2

2

3

2
3

4

2

1

2

0 0 1 0 6 Br
0 0 1 2 4 HOBr
0 0 2 2 1 0 Br
0 0 1 4 2 HBrO
0 0 2 4 8 Br O
0 0 1 6 0 BrO
0 0 1 5 1 BrO
1 0 0 0 1 Ce
1 0 0 1 0 Ce
0 1 1 2 7 BrMA
0 1 0 0 3 MA
0 1 0 1 2 Br ( )
0 1 0 3 0 P
0 0 2 2 1 0 P

C C C C C

g

−

−

+

+

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

C

, koji iznosi 10. Dakle, u sistemu imamo 10 

linearno nezavisnih vrsta i 4 linearno zavisne vrste. Sledeći korak jeste izračunavanje 

matrice C.  

 

(4.24) 
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Matrica C za model BZ reakcije ima 5 kolona, tako da je ovo primer modela gde 

postoji veći broj linearnih kombinacija koje zadovoljavaju uslov (4.16) od broja 

linearno zavisnih vrsta. Međutim kako imamo 4 linearno zavisne vrste, neophodno je 

koristiti samo 4 uslova održanja. Korišćenjem relacije (4.17) i korišćenjem samo kolona 

C1, C2, C3 i C4 iz matrice C 

3 4 3 4
0 0[Ce ] [Ce ] [Ce ] [Ce ]+ + + ++ = +

dobijaju se sledeće relacije održanja 

 (4.25a) 

2 1 0 0 2 0 1 0[BrMA] [MA] [Br (g)]+[P ] [BrMA] [MA] [Br (g)] +[P ]+ + = + +  (4.25b) 

2 2 2 3 2

1 0 0 2 0 2 0 2 0 3 0

2 0 0 1 0

[Br ] [HOBr]+2[Br ] [HBrO ] 2[Br O]+[BrO ] [BrO ] [BrMA]

2[P ] [Br ] [HOBr] +2[Br ] [HBrO ] 2[Br O] +[BrO ]
[BrO ] [BrMA] 2[P ]

− −

− −

+ + + + +

+ = + + +

+ + +
 (4.25c) 

4
2 2 2 3 2

2 1 2 0 2 0 2 0 2 0 3 0
4

2 0 0 0 2 0 1 0 2 0

 2[HOBr]+2[Br ]+4[HBrO ] 4[Br O] 6[BrO ] 5[BrO ] [Ce ] 2[BrMA]

2[Br ( )] 3[P ] 2[P ] 2[HOBr] +2[Br ] +4[HBrO ] 4[Br O] 6[BrO ]

5[BrO ] [Ce ] 2[BrMA] 2Br ( ) 3[P ] 2[P ]

g

g

− +

−

+

+ + + + +

+ + + = + +

+ + + + + +

 (4.25d) 

Koristeći relacije (4.25a-4.25d) možemo ukloniti 4 vrste, pri čemu prve vrste 

koje se uklanjaju jesu produkti. Produkti ne učestvuju u izrazima za brzine reakcija, pa 

samim tim ne utiču na dinamiku sistema zbog čega su nebitni u analizi stabilnosti. Za 

njih je karakteristično da su im svi elementi u matrici Stot pozitivni. U slučaju 

ispitivanog modela to su: P1, P2, Br2 (4.24)(g). Pored produkata na osnovu relacije  i 

koncentracija Ce3+ se može odrediti u bilo kom trenutku, što isto važi i za Ce4+ ako 

izaberemo nju kao vrstu koju ćemo ukloniti iz analize. Na osnovu navedenog linearno 

nezavisne vrste su: Br‾, HOBr, Br2, HBrO2, Br2O, BrO3‾, BrO2, Ce4+

Sledeći korak u izboru intermedijernih vrsta jeste određivanje sporih vrsta koje 

se ponašaju kao rezervoari. Kao što smo već naveli potreba za uvođenjem rezervoara se 

javlja kod analize zatvorenih reaktora, ali je poželjno ove vrste izbaciti i u slučaju 

analize otvorenih reaktora budući da one služe samo za nastanak intermedijernih vrsta 

odgovornih za dinamiku sistema. Postoje dve kategorije hemijskih vrsta koje se mogu 

smatrati rezervoarima: prva su reaktanti odnosno vrste koje imaju sve negativne 

koeficjente u matrici S

, MA, BrMA. 

tot, dok u drugu kategoriju spadaju vrste koje su u modelu 

definisane kao intermedijeri odnosno imaju i pozitivne i negativne koeficjente, ali su 

njihove koncentracije znatno veće od koncentracija ostalih intermedijernih vrsta. Važno 
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je napomenuti da se takve vrste mogu ponašati kao interne, odnosno kao eksterne u 

različitim dinamičkim stanjima sistema. Koje će vrste biti izabrane u tu kategoriju, 

određuje se na osnovu karakteristika analiziranog modela kao i podataka dobijenih iz 

eksperimenata.  

U eksperimentalnoj analizi BZ reakcije, vrste koje se dodaju u reaktor radi 

otpočinjanja reakcija jesu MA, Ce3+, BrO3
− i Br−, tako da su one glavni kandidati za 

rezervoare. Jedina vrsta koja se u ispitivanom modelu ponaša kao reaktant jeste MA, što 

je u skladu i sa eksperimentom. Sa druge strane koncentracija BrO3
− je veća od 

koncentracija ostalih bromnih vrsta, pri čemu ona uz Br−

 3MA + 2BrO

 predstavlja izvor ostalih 

bromnih vrsta, tako da se i ona može smatrati rezervoarom.  

Da li će se još neka vrsta smatrati produktom ili rezervoarom zavisi od procesa 

koji se želi ispitati. Na primer, poznato je iz eksperimenata da se oscilatorna dinamika 

BZ reakcije javlja u početnim stupnjevima reakcije kada je BrMA glavni produkt, dok 

se finalni produkti oksidacije MA izdvajaju u malim količinama. Ovo se najčešće 

opisuje sumarnom reakcijom:   

3
− + 2H+  → 2BrMA + 4H2O + 3CO (R4.2) 2 

Kako je za analizu stabilnosti oscilatorna dinamika najbitnija, kao produkt može 

se smatrati i BrMA. Na osnovu navedenog sledi da skup nezavisnih intermedijernih 

vrsta čine: Br‾, HOBr, Br 2, HBrO2, Br2O, BrO2, Ce3+. Ulogu rezervoara imaju vrste 

MA i BrO3
−, dok ulogu produkta imaju vrste P1, P2, Br2

1 1 2 3 3 4 5 6 6 7 7 8 9 10 11 12

Br1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
HOBr1 1 0 2 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

B1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
= 0 0 1 0 0 1 2 1 1 1 1 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 2 2 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0

R R R R R R R R R R R R R R R R− − − −
−− − − 

 − − 
 − − −
 − − − − 
 − −
 

− − 
 − 

S
2

2

2

2
3

r
HBrO
Br O

BrO

Ce

•

+

(g) i  BrMA. Dakle, 

stehiometrijska matrica S za slučaj modela BZ reakcija je 

 (4.26) 
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4.4. Matrica ekstremnih struja 

 

Analiza stabilnosti u SNA se zasniva na analizi stacionarnih stanja, pri čemu se 

uvođenjem novih parametara brzina ekstremnih struja ili brzina struja j dovodi do 

pojednostavljivanja postupka analize. Uvođenje novih parametara se zasniva na relaciji 

ss = ⋅Ev j  (4.27) 

gde je E matrica ekstremnih struja, dok je j vektor brzina struja. Svaka kolona matrice 

E predstavlja jedan reakcioni put koji se ne može dalje razložiti i obeležava se sa Ei, pri 

čemu su svi njeni elementi nenegativni brojevi. Vektor brzina struja se sastoji od 

komponenata ji

Matrica ekstremnih struja se dobija rešavanjem sistema jednačina stacionarnosti 

svih nezavisnih intermediijera posmatranog sistema 

 koje su nenegativni brojevi i koji predstavljaju udeo i-te ekstremne 

struje u odgovarajućoj brzini reakcije.[5] 

(4.23), po vrednostima reakcionih 

brzina, odnosno: 

1,1 1,2 1,m 1,ss

2,1 2,2 2,m 2,ss

n,1 n,2 n,m n,ss

0

S S S v
S S S v

S S S v

   
   
   ⋅ =
   
   
      





    



 (4.28) 

Budući da je matrica E neophodna za izvođenje analize stabilnosti, njeno 

izračunavanje je veoma važno i ovde će biti predstavljena dva algoritma za njeno 

računanje, zajedno sa primerima kako se koriste, pri čemu su za potrebe izrade ove teze, 

za oba algoritma napisani programi u MATLAB programskom paketu. Bitno je 

napomenuti da se ovi algoritmi takođe koriste i za izračunavanje matrice C. Ono što je 

najvažnije prilikom izračunavanja matrice E jeste da matrica S mora imati pun rang, 

odnosno rang matrice mora biti jednak broju intermedijernih vrsta, što obezbeđuje 

njihovu linearnu nezavisnost. 
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4.4.1. Algoritam 1  

 

Prvi algoritam u SNA analizi prvi je koristio Clark.[19] Ovaj algoritam polazi od 

toga da sistem jednačina stacionarnosti predstavlja sistem homogenih linearnih 

jednačina, koje nemaju jedinstveno rešenje. Zato se rešenja ovog sistema dobijaju u 

obliku relativnog odnosa reakcionih brzina. Da bi se izbegli problemi vezani za 

homogene sisteme jednačina, uvodi se uslov normiranja brzina reakcija kao dodatna 

jednačina: suma brzina reakcija u stacionarnom stanju je jednaka jedinici. Takvo 

normiranje se postiže dodavanjem u stehiometrijsku matricu još jednog reda čiji su svi 

elementi jedinice, tako da matrični sistem jednačina za računanje ekstremnih struja 

prelazi u oblik:[5]  

1,1 1,2 1,m
1,ss

2,1 2,2 2,m
2,ss

n,1 n,2 n,m
n,ss

0
0

0
11 1 1 1

S S S v
S S S v

S S S v

            ⋅ =               







   





 (4.29) 

Ova jednačina u vektorsko-matričnom zapisu ima oblik 

ss⋅ =B v b  (4.30) 

Pošto stehiometrijska matrica S ima rang n, onda je n ujedno i broj linearno 

nezavisnih kolona ove matrice. Kako je rang proširene matrice B, n+1, onda je toliki i 

broj linearno nezavisnih kolona. Zato se za izračunavanje nezavisnih reakcionih puteva 

u stacionarnom stanju, odnosno ekstremnih struja, uvek izabere n+1 kolona proširene 

matrice i rešava se sistem od n+1 jednačina i odgovarajućih n+1 promenljivih. Da bi se 

pronašla sva rešenja sistema, neophodno je obaviti ovaj postupak sa svim 

kombinacijama od n+1 kolona. Postupak biranja n+1 od ukupno m kolona matrice S je 

ekvivalentno zadavanju dodatnog uslova da su brzine preostalih reakcija na traženom 

reakcionom putu jednake nuli.[5] Kao primer izračunaćemo matricu E za autokatalator. 
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1

2

3

4

1 1 1 0 0
0 1 1 1 0
1 1 1 1 1

v
v
v
v

 − −    
   − ⋅ = 
       

 

 (4.31) 

Rang stehiometrijske matrice autokatalatora ima vrednost n = 2 i zato za 

rešavanje tražimo sve kombinacije od n+1=3 kolone matrice B. To su kombinacije 

kojima odgovaraju skupovi indeksa: (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 4), (2, 3, 4) . Za prvu 

kombinaciju (1, 2, 3) dobija se sistem: 

1,ss

2,ss

3,ss

1 1 1 0
0 1 1 0
1 1 1 1

v
v
v

 − −   
    ⋅ =    
        

 (4.32) 

koji nema rešenje. Sledećoj kombinacija (1, 2, 4) odgovara sistem 

1,ss

2,ss

4,ss

1 1 0 0
0 1 1 0
1 1 1 1

v
v
v

 −   
    − ⋅ =    
        

 (4.33) 

čije rešenje je 

1,ss 2,ss 3,ss
1
3

v v v= = =  (4.34) 

Uobičajeno je da se, umesto u obliku razlomljenih brojeva, ova rešenja zapisuju 

u obliku celih brojeva koji se dobijaju njihovim množenjem sa zajedničkim imeniocem. 

Pošto je imenilac u posmatranom primeru broj 3 rešenja se pišu u obliku: 

1,ss 2,ss 4,ss

3,ss

1

0

v v v
v

= = =

=
 (4.35) 

Kada se provere sve moguće kombinacije, uzima se samo skup različitih rešenja, 

koja se zatim prikazuju kao kolone matrice E. Za slučaj autokatalatora matrica E ima 

oblik: 
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1 2

1

2

3

4

1 1
1 0
0 1
1 1

E E
R
R
R
R

 
 
 =
 
 
 

E
 (4.36) 

gde je E2

4.4.2. Algoritam 2 

 

 pronađeno kao rešenje kombinacije (1, 3, 4). 

Ovaj algoritam se uspešno može primenjivati za računanje matrice E manjih 

modela. Međutim sa porastom broja intermedijernih vrsta i broja reakcija, broj 

kombinacija koje treba proveriti naglo raste kao i vreme izračunavanja. Već kod analize 

modela BZ reakcije, koji se sastoji od 16 reakcija i 7 nezavisnih intermedijernih vrsta, 

ovaj algoritam se ne može primeniti i potrebno je koristiti naprednije algoritme. 

 

U ovom algoritmu[54] za rešavanje jednačine (4.27) polazi se od proširene 

matrice Y koja se može napisati kao 

 =   
UY
L

 (4.37) 

pri čemu se serijom transformacija na kraju dobija matrica E. U početnom koraku 

izvršavanja algoritma matrica U je jednaka matrici S, dok matrica L odgovara 

jediničnoj matrci I reda m×m. U svakom koraku izvršavanja algoritma matrice U i L će 

uvek imati n odnosno m redova, dok će se broj kolona menjati. U svakoj iteraciji 

konstruiše se nova matrica Y iz postojeće matrice Y. Algoritam se može napisati 

kao:[54]  

Korak 0: proveriti da li je zadovoljen kriterijum za prekid algoritma 

(1) Ako barem jedan red matrice U sadrži samo elemente jednake nuli ili samo 

negativne elemente prekinuti algoritam. U suprotnom,  preći na Korak 0(2). 

(2) Ako su svi elementi matrice U nenegativni, matrica L je matrica E, algoritam je 

završen. U suprotnom, preći na korak 1. 
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Korak 1: (odabrati red koji će biti obrađen) 

(1) Odabrati prvi red matrice U, recimo r, sa barem jednim negativnim elementom 

 

 

Korak 2: (konstrukcija nove matrice Y) 

(1) Kao kolone nove matrice Y preneti sve kolone trenutne matrice Y za koje važi 

da je yr,j 

(2) Neka je I

> 0 (indeks j se kreće od 1 do broja kolona trenutne matrice Y). Preći na 

Korak 2(2). 

0 skup indeksa svih nenegativnih redova matrice Y. Pronaći sve parove 

(s, t), takve da je zadovoljeno da je yr,s∙yr,t

(a) Naći sve i∈ I

<0 i s<t. Od tih parova obrazovati 

skup S. Izabrati prvi element od S i preći na (a). 

0 za koje važi da je yi,s=0 i yi,t=0. Neka je ovo skup I2

(b) Ako je I

(s, t). 

Preći na (b). 

2

(c) Ako I

(s, t) prazan preći na (e). U suprotnom, preći na (c). 

2(s, t) nije prazan, proveriti da li postoji u, takvo da je zadovoljeno 

da yi,u

(d) Dodati kolonu u novu matricu Y koja je jednaka 

=0 i u≠s i u≠t. Ako postoji, preći na (e). U suprotnom preći na (d). 

it is
t

is it is itNZD( , ) NZD( , )s
y yy y
y y y y

   
+   

   
 

 
gde je NZDS(yis, yit

(e) Preći n a (a) sa sled ećim p aro m (s, t) iz skupa S. Ako su ispitani svi 

elementi z skupa S preći na Korak 3. 

) najveći zajedničku delilac. Preći na (e).
 

Korak 3: (sledeća iteracija) 

(1) U ovom koraku nova matrica Y je izračunata i ona postaje trenutna matrica Y. 

Odavde preći na Korak 0 i ponovo konstruisati novu matricu Y. 

Ovaj algoritam se uspešno može primeniti na veće modele među kojima je i 

model BZ reakcije korišćen u ovom radu. 

 

4.4.3. Reakcioni putevi 
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Kao rezultat primene algoritama opisanih u poglavljima 4.4.1 i 4.4.2 dobija se 

matrica E sa veoma važnom karakteristikom, a to je da su svi njeni elementi nenegativni. 

Rezultat nenegativnosti elemenata matrice E jeste da se primenom jednačine (4.27) sve 

brzine reakcija u stacionarnim stanjima mogu predstaviti kao pozitivne linearne 

kombinacije kolona matrice E. Jednostavan primer jeste model autokatalatora. 

Primenom jednačine (4.27) brzine autokatatora se mogu predstaviti kao:   

1 2

1 1
ss

2 2

1 2

1 1
1 0
0 1
1 1

j j
j j
j j

j j

+  
       = =      
   +   

v  (4.38) 

Posledica nenegativnosti elemenata matrice E jeste da svaka kombinacija kolona 

matrice E daje fizički moguća rešenja odnosno moguće reakcione puteve. 

Druga bitna karakteristika matrice E, jeste da svaka njena kolona predstavlja 

jedan reakcioni put koji se ne može dalje razložiti. U slučaju autokatalatora postoje dva 

reakciona puta i oba imaju istu sumarnu reakciju. Sumarna reakcija se može dobiti kada 

se pomnoži Stot

1 1 0 0 1 1 1 1 R
0 1 1 0 1 0 0 0 A
0 1 1 0 0 1 0 0 B
0 0 1 1 1 1 1 1 P

− − −     
     −     = =
     −
     −     

T

 sa E. U slučaju autokatalatora: 

 (4.39) 

Iz (4.39)  se može videti da se dobija ista sumarna reakcija za oba reakciona puta, 

odnosno kolone matrice E  

R P→  (R4.3) 

Međutim, kod kompleksnih modela kakav je model BZ reakcije, mogu se dobiti 

različite matrice E, u zavisnosti od toga koji se proces želi posmatrati odnosno zavisno 

od izbora intermedijernih vrsta.  
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Tako na primer, ako bismo uzeli da se razlaganje malonske kiseline odigrava po 

reakciji (R4.2), dobija se matrica E koja ima 19 kolona: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

1 0 0 0 1 1 1 2 0 0 1 7 7 7 0 0 4 7 2
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 3 3 0 3 3 1
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 3 0 0 0 3 1
0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 4 7 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 3 1 1 4 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 3 4 0 0 3 0 1 0
0 0 1 0 1 2 2 1 1 2 1 2 5 2 2 2 2

E E E E E E E E E E E E E E E E E E E

=E
5 1

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 2 4 4 2 2 4 2 4 1 04 4 4 4 1 02
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 2 0 0 1 7 0 7 0 0 4 0 1
0 0 0 0 0 4 3 1 1 4 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 1 1 1 0 1 4 1 04 4 4 4 1 02
0 0 0 0 1 0 0 0 2 1 1 0 0 0 7 7 3 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0 7 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 








 

1

1

2

3

3

4

5

6

6

7

7

8

9

10

11

12

R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R

−

−

−

−








 

(4.40) 

Međutim, možemo ispitivati i proces u kome se malonska kiselina razlaže do 

krajnjih produkata P1 i P2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

1 0 0 0 1 2 3 7 2 1 4 1 3 3 1 3
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 2 6 6 0 0 2 0 0 6
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 6
0 1 0 0 1 0 4 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 7 7 1
0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 0 6 6 0
0 0 1 0 2 2 5 5 4 4 2 5 5 5
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 4 4 10 10 8 8 4 10 10 10
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0

E E E E E E E E E E E E E E

=E

1

1

2

3

3

4

5

6

6

7

7

8

9

10

11

12

0 0 1 0 4 1 0 3 10 0 10
0 0 0 0 1 1 0 0 7 7 1 0 0 0
0 0 0 0 3 3 10 10 1 1 3 10 10 10
0 0 0 0 3 2 1 0 6 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1 3 3 1 1 1 3 3 3

R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R

−

−

−

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, što za posledicu ima da se kao intermedijerna vrsta mora 

uzeti i BrMA. Matrica E u ovom slučaju ima 14 kolona: 

 

(4.41) 
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Ipak, izbor koja sumarna reakcija će biti uzeta za opisivanje odgovarajućeg 

procesa neće uticati na analizu stabilnosti datog modela, dokle god su izabrane vrste 

koje su esencijalne za dinamiku sistema. Koje su to vrste i kako ih odrediti biće 

objašnjeno u delu koji se odnosi na izvođenje analize stabilnosti. 

 

4.5. Analiza stabilnosti  

 

Analiza stabilnosti u SNA[19,34] se zasniva na analizi stacionarnih stanja tako 

da je i ovde cilj ispitati kako će sistem koji se nalazi u stacionarnom stanju reagovati na 

malu perturbaciju, odnosno da li će se vratiti u početno stacionarno stanje ili će ga 

napustiti. Vremenska evolucija male perturbacije stacionarnog stanja u matričnoj formi 

može se napisati u obliku:[5] 

d
dt
∆

= ∆Sx v  (4.42) 

gde je 

ss∆v = v v−  (4.43) 

Za male perturbacije izraz S∆v iz jednačine (4.42) može biti linearizovan 

razvojem u Tejlorov red pri čemu se zadržavaju samo linearni članovi. Posmatrajmo 

samo razvoj vrste i u Tejlorov red i odbacimo članove višeg reda:[5] 

( ) ( )j
i, j j,ss q q,ssi

qj q ss

v
s v x x

x

  ∂
 ∆ ∆ + − +   ∂  

∑ ∑S v =  (4.44) 

Prvi sabirak je jednak nuli: 

i, j j,ss
j

0s v∆ =∑  (4.45) 

Sada želimo da uprostimo izraz (4.45), zato pođimo od izraza za brzinu reakcije 

(4.4) koja u slučaju i-te vrste i j-te reakcija ima oblik: 
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i, jK
j j iv k x=  (4.46) 

Logaritmovanjem (4.46) dobija se izraz: 

j j , ilog log logi jv k + K x=  (4.47) 

koji se zatim diferencira po xi

j j i
,

j i i

log log
i j

v v xK
v x x

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂

, čime se dobija 

 (4.48) 

Koristeći formulu za diferenciranje logaritamske funkcije dobija se 

j
,

j i i

1 1
ln10 ln10i j

v
K

v x x
∂

=
∂

 (4.49) 

gde se posle sređivanja dobija izraz 

j j
,

i i
i j

v v
K

x x
∂

=
∂

 (4.50) 

Zamenom ovog izraza u jednačinu (4.44) dobija se: 

( ) ( )j,ss
i, j q, j q q,ssi

q,ssj q

v
s K x x

x

 
∆ −  

 
∑ ∑S v =  (4.51) 

Uvodi se oznaka za recipročne stacionarne koncentracije h, čime ovaj izraz 

prelazi u oblik: 

( ) ( )i, j j,ss q, j q q q,ssi
j q

s v K h x x
 

∆ −  
 

∑ ∑S v =  (4.52) 

Konačni oblik za jednačinu vremenske evolucije pertubacije sistema koja 

uključuje sve intermedijerne vrste piše se u matričnom obliku: 

T
ss

d diag( ) diag( )
dt
∆

∆ ∆S K Mx = v h v = v  (4.53) 
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gde superskript T označava operaciju transponovanja matrice. Linearizovani operator M 

predstavlja jakobijan dinamičkog sistema u stacionarnom stanju. Koristeći relaciju 

(4.27), jakobijan sistema može se predstaviti i kao funkcija brzina struja.  

Tdiag( )K diag( )M = S Ej h  (4.54) 

Operator M se dalje može predstaviti pomoću diag h i V(j): 

( )diag( )−M = V j h  (4.55) 

gde V(j) predstavlja matricu brzina struja i data je izrazom 

T( ) diag( )−V = S E Kj j  (4.56) 

pri čemu gornji izraz može biti napisan i u funkciji vss (4.27) koristeći relaciju  

T
ss( ) diag( )−V = S Kj v  (4.57) 

Stabilnost stacionarnih stanja je opet definisana svojstvenim vrednostima 

linearizovanog operatora dinamike, pri čemu je za njihovo određivanje neophodno rešiti  

n n-1 n-2
1 2 n-1 ndet( ) 0λ λ α λ α λ α λ α− = + + + + + =M I 

 

(4.58) 

Međutim, prava vrednost korišćenja SNA metode može se videti tek kada se 

izraz za karakteristični polinom napiše u malo izmenjenom obliku. 

n n-1 n-2
1 2 n-1 ndet( ) 0λ λ α λ α λ α λ α= + + + + + =I - M 

 

(4.59) 

gde je redosled sabiraka u determinanti ( det( )λI - M ) promenjen u odnosu na 

uobičajenu formu ( det( )λ−J I ). Ovim se postiže da koeficjenti karakterističnog 

polinoma αi

 

 mogu biti izraženi kao jednostavne sume determinanti svih dijagonalnih 

minora linearizovanog operatora (dimenzije i), bez potrebe da se zavisno od 

kombinacije kolona i vrsta posebno izračunava predznak sabirka. Takva tehnička 

olakšica je od suštinskog značaja za određivanje stabilnosti sistema, koja zavisi upravo 

od predznaka ovih koeficijenata.[5] 
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4.6. Kriterijumi stabilnosti 

 
Određivanje nula karakterističnog polinoma se veoma lako može uraditi za 

sisteme sa jednom ili dve promenljive. Međutim, za sisteme koji imaju veći broj 

intermedijernih vrsta analitičko rešavanje karakterističnog polinoma sa ciljem dobijanja 

kvalitativne predstave o stabilnosti ispitivanog sistema je ili veoma komplikovano ili 

nemoguće. Zbog ovoga se moraju koristiti drugi načini ispitivanja znaka i karaktera 

svojstvenih vrednosti. 

Umesto određivanja nula karakterističnog polinoma, stabilnost stacionarnog 

stanja se može približno odrediti i samo na osnovu analize koeficjenata karakterističng 

polinoma. Ovde se za određivanje stabilnosti koristi Rut-Hurvicov kriterijum prema 

kom je broj svojstvenih vrednosti sa pozitivnim delom određen brojem promena znaka u 

Rutovom nizu: 

32 n
1

1 2 n 1
R 1, , , , ,

−

 ∆∆ ∆
= ∆ ∆ ∆ ∆ 

  (4.60) 

gde ∆i

1 3 5 7 2n 1

2 4 6 2n 2

1 3 5 2n 3

2 4 2n 4

1 3 2n 5

n

1
0
0 1
0 0

0 0 0 0

α α α α α
α α α α
α α α α

α α α
α α α

α

−

−

−

−

−

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  

H











     



, i = 1,…,n, predstavljaju Hurvicove determinante odgovarajućeg reda. Ove 

determinante predstavljaju glavne minore Hurvicove matrice H, pri čemu je glavni 

minor reda i definisan kao matrica koja se formira od prvih i redova i prvih i kolona 

matrice H. U opštem slučaju matrica H se može napisati kao 

 (4.61) 

gde je αi = 0 za i > n. Iz matrice H, Hurvicove determinante se izračunavaju kao: 
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( )

1 1

1 3
2 1 2 3

2

n

det
1

det

α
α α

α α α
α

∆ =

 
∆ = = − 

 

∆ = H


 (4.62) 

Stacionarno stanje je stabilno ako su svi članovi Rutovog niza pozitivni, što je 

zadovoljeno kada su sve Hurvicove determinante pozitivne. Ako postoji jedna promena 

znaka u Rutovom nizu, to znači da samo jedna svojstvena vrednost ima pozitivan realni 

deo. Ovo je moguće kada je Hurvicova determinanata najvećeg reda ∆n negativna dok 

su sve ostale pozitivne, i tačka u kojoj je ova determinanta jednaka nuli se naziva 

sedlasti čvor. Iz Hurvicove matrice može se videti da se ∆n

( )n n n-1det α∆ = = ∆H

 može napisati kao: 

 (4.63) 

gde je αi=0 za i > n. Budući da je znak ∆n određen znakom najvećeg koeficjenta 

karakterističnog polinoma αi

n 0α =

, uslov za pojavu sedlastog čvora može se napisati kao [50] 

 (4.64) 

Iz matrice H se takođe može izvesti i uslov za pojavu Andronov-Hopf bifurkacije, 

koja je od velikog značaja u ispitivanju modela oscilatornih reakcija, budući da je ona 

izvor oscilacija u pomenutim sistemima. Kao što je već rečeno do pojave ove 

bifurkacije dolazi kada postoje dve kompleksno konjugovane svojstvene vrednosti kod 

kojih su realni delovi jednaki nuli. Ova bifurkacija označava tačku u kojoj dolazi do 

pojave ili gubitka periodične dinamike. Do pojave Andronow-Hopf bifurkacije dolazi 

kada je zadovoljen uslov [50,55] 

n 1 0−∆ =  (4.65) 

Kao primer možemo uzeti sistem sa četiri intermedijerne vrste u kome dolazi do 

pojave Andronov-Hopf bifurkacije kada je zadovoljeno  

1 3
2 2

3 2 4 1 2 3 3 4 1

1 3

0
1 0
0

α α
α α α α α α α α
α α

 
 ∆ = = − − =
 
 

 (4.66) 
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Medjutim kod ovog kriterijuma javlja se problem primene na sisteme koji imaju 

veći broj intermedijernih vrsta. Tada koeficjenti karakterističnog polinoma izraženi 

preko brzina struja j i recipročnih koncentracija intermedijernih vrsta h mogu imati 

veliki broj članova. To za posledicu ima velike i komplikovane izraze za Hurvicove 

determinante koji su nepraktični za rad. Drugi problem leži u tome da program koji 

izvodi SNA analizu koristi simboličku matematiku, tako da kod prevelikih izraza 

program može da zablokira usled nedostatka memorije. 

U svojim radovima vezanim za stabilnost hemijskih mreža Clark je pokazao da 

se uslov nestabilnosti izražen preko Hurvicovih determinanti može pojednostaviti. On je 

pokazao da su kod Hurvicovih determinanti u hemijskim sistemima dominantni 

elementi na dijagonali pa se tako izrazi za determinante mogu predstaviti samo kao 

proizvod dijagonalnih elemenata.[50] U tom slučaju gore navedeni sistem (4.66) prelazi 

u  

1 3

3 2 4 1 2 3

1 3

0
1
0

α α
α α α α α
α α

 
 ∆ = = 
  

 (4.67) 

Ovaj kriterijum predstavlja takozvanu alfa aproksimaciju[56], i kada se primeni 

na Rutov niz za posledicu ima novi uslov koji kaže da je stacionarno stanje nestabilno 

ako postoji barem jedan α koji je negativan. Tako je kao posledica ovog kriterijuma 

pojednostavljen uslov za pojavu Hopfove bifurkacije: 

i 0α =  (4.68) 

gde je i=1,2...n−1, ali je najčešće dovoljno ispitati αn-1

(4.56)

.  Međutim, u složenim 

reakcionim sistemima čak i uvođenje alfa aproksimacije ne donosi zadovoljavajuća 

pojednostavljivanja izraza, budući da su i izrazi za alfa koeficjente često veoma 

komplikovani. Zbog toga se za ispitivanje i određivanje uslova stabilnosti analizira 

matrica brzine struja V(j) koja je definisana relacijom  i njeni dijagonalni minori. 
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4.7. Analiza dijagonalnih minora  

 

Kao veoma efikasan metod ispitivanja i određivanja uslova stabilnosti pokazala 

se analiza dijagonalnih minora matrice V(j).[19] Ova analiza se bazira na činjenici da 

koeficjenti karakterističnog polinoma αi

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

1 1 2 3

2 12 13 23

3

det det det ( )
det det det
det

trα
α
α

= + + =

= + +

=

M M M M
M M M
M

 predstavljaju sume dijagonalnih minora 

jakobijana sistema M.  

 (4.69) 

gde su Mi,j

Iz jednačine 

 dijagonalni minori matrice M. 

(4.55) vidi se da se M može napisati kao proizvod matrice V(j) i 

recipročnih stacionarnih koncentracija. Kako stacionarne koncentracije mogu biti samo 

pozitivne, jedini negativni članovi se mogu naći u matrici V(j), zbog čega je neophodno 

analizirati samo nju i njene dijagonalne minore. Dijagonalni minor dimenzije i se 

definiše kao matrica reda i×i koja se formira od kombinacija redova i kolona matrice 

V(j).  

Kao primer možemo uzeti V(j) za model koji se sastoji od 3 intermedijerne vrste. 

Matrica V(j) je reda 3×3 i može se napisati kao 

(1,1) (1,2) (1,3)
( ) (2,1) (2,2) (2,3)

(3,1) (3, 2) (3,3)

V V V
V V V
V V V

 
 =
 
 

V j  (4.70) 

gde V(i, j) predstavljaju elemente matrice. Dijagonalnih minora dimenzije 1 ima ukupno 

3, i oni odgovaraju elementima dijagonale: 

1 2 3(1,1) (2,2) (3,3)V V V= = =V V V  (4.71) 

Dijagonalnih minora dimenzija 2 takođe ima 3, i oni se dobijaju kombinacijom 

sledećih redova i kolona matrice V: 

12 13 23
(1,1) (1, 2) (1,1) (1,3) (2,2) (2,3)
(2,1) (2, 2) (3,1) (3,3) (3,2) (3,3)

V V V V V V
V V V V V V

     = = =          
V V V  (4.72) 
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Što se tiče broja dijagonalnih minora dimenzije 3, postoji samo jedan i on je 

jednak matrici brzine struja.  

Iz (4.69) može se zaključiti da koeficijent karakterističnog polinoma može 

postati negativan samo ako je barem jedan dijagonalni minor negativan, što predstavlja 

uslov nestabilnosti. Ono što je najvažnije, izrazi za minore su mnogo jednostavniji nego 

izrazi za koeficjente karakterističnog polinoma, tako da oni predstavljaju pogodan način 

za određivanje uslova nestabilnosti. Detekcija negativnih dijagonalnih minora 

omogućava da se na jednostavan način odredi jezgro nestabilnosti odnosno da se odrede 

oni intermedijeri čije međusobne interakcije uzrokuju nestabilnosti u ispitivanim 

modelima. Čak i kod analize složenijih modela uslov nestabilnosti je često lokalizovan 

u minorima manjih dimenzija. Iako je ovo aproksimacija, do sada se pokazala kao 

veoma primenljiva u praksi.[34,39,57–59]  

   

4.8. Parametri u analizi stabilnosti 

 

U dosadašnjem tekstu pokazano je da se analiza stabilnosti u SNA zasniva na 

predstavljanju brzine reakcija u vidu linearnih kombinacija brzina struja i daljim 

određivanjem uslova nestabilnosti njegovim predstavljanjem u funkciji brzina struja. 

Međutim, problem ovakvog pristupa se javio kada je trebalo uporediti eksperimentalno 

dobijene rezultate sa rezultatima SNA analize i time potvrditi validnost modela. 

Problem leži u činjenici da se numeričke vrednosti brzina struja ne mogu odrediti iz 

vrednosti brzina reakcija budući da je njihov broj uglavnom veći od broja jednačina iz 

kojih se one mogu izračunati. Tek je nedavno pokazano [34,35] da se svaki dobijeni 

uslov nestabilnosti može predstaviti u funkciji brzine reakcija, veličina koje su bliske 

fizikohemičarima i koje se mogu eksperimentalno odrediti, i time je znatno unapređena 

SNA metoda.  

Ovo je otvorilo pitanje da li se za izvođenje analize stabilnosti moraju koristiti 

brzine struja, ili je analizu moguće izvesti samo korišćenjem brzina reakcija. Da bi se 

dao odgovor na ovo pitanje moraju se analizirati oba tipa parametara kao i karakteristike 

rezultata koji se dobijaju njihovim korišćenjem.  
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Počnimo od brzina reakcija. Brzine reakcija moraju biti nenegativni brojevi kako 

bi se dobilo fizički prihvatljivo stanje. Međutim, u modelima hemijskih reakcija, broj 

reakcija je uglavnom veći od broja vrsta, zbog čega su brzine reakcija međusobno 

linearno zavisne odnosno mogu se predstaviti preko različitih linearnih kombinacija. U 

opštem slučaju ako sistem ima n intermedijernih vrsta i m reakcija, tada se n brzina 

reakcija mogu predstaviti kao linearne kombinacije preostalih m−n brzina reakcija. 

Problem koji se javlja jeste da linearne kombinacije uglavnom sadrže negativne članove, 

zbog čega su vrednosti koje brzine reakcija mogu imati ograničene uslovom da sve 

moraju biti pozitivne. Zbog ovih ograničenja izrazi za determinante dijagonalnih minora 

matrice V(vss

(4.27)

) koji su dati u funkciji brzina reakcija i negativne članove, ne moraju uvek 

biti negativni i istovremeno opisivati fizički moguća rešenja. Sa druge strane iz relacije 

 vidi se da se brzine reakcija uvek mogu predstaviti kao pozitivne linerne 

kombinacije brzina struja. Budući da su brzine struja nenegativni brojevi, svaka njihova 

kombinacija za rezultat ima set nenegativnih brzina reakcija. Zbog toga svaki izraz za 

determinantu dijagonalnog minora matrice V(j) sa negativnim članovima izražen preko 

brzina struja može postati negativan. 

    Budući da smo pokazali osnovni problem u analizi stabilnosti u kojoj se 

koriste vss, neophodno je napomenuti da ipak postoje slučajevi kada se analiza 

stabilnosti može izvesti samo korišćenjem vss

 Kao primer koji pokazuje kada se mogu koristiti brzine reakcija poslužiće 

autokatalator. Uradimo prvo analizu korišćenjem brzina reakcija. Jednačina 

stacionarnosti  

. Da bismo pokazali kada je to moguće a 

kada ne i ilustrovali probleme koji se javljaju pokazaćemo dva slučaja.  

1. Slučaj jednostavnih modela gde se n brzina reakcija mogu predstaviti 

kao pozitivne linearne kombinacije preostalih m−n brzina reakcija 

(4.23) tada glasi.  

1,ss

2,ss
ss

3,ss

4,ss

1 1 1 0
S 0

0 1 1 1

v
v
v
v

 
 − −   = =   −   
  

v  (4.73) 

Iz (4.73) mogu se izvesti sledeće linearne kombinacije: 
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1,ss 2,ss 3,ss

4,ss 2,ss 3,ss

v v v
v v v

= +

= +
 (4.74) 

Korišćenjem ovih relacija vektor stacionarnih brzina reakcija prelazi u: 

2,ss 3,ss

2,ss
ss

3,ss

2,ss 3,ss

v v
v

v
v

v v

+ 
 
 =
 
 +  

 (4.75) 

i koristeći (4.75) u (4.57) dobija se matrica V(vss

2,ss 3,ss 3,ss
ss

2,ss 3,ss 2,ss 3,ss

2
( )

( )
v v v
v v v v

+ 
=  − + − 

V v

): 

 (4.76) 

Analizom dijagonalnih minora dobija se:  

1 ss 2,ss 3,ss

2 ss 2,ss 3,ss

12 ss
2 2
2 2 3,ss ,ss ,ss ,ss3

(

( 2

( )

)

) v v v

V v v
V

v

v v

V

∆ = +

∆ = −

+∆ = +

v
v

v

 (4.77) 

odakle se vidi da samo dijagonalni minor V2

Uradimo sada isto ovo ali koristeći brzine struja. Stacionarne brzine reakcija u 

funkciji brzina struja za autokatalator date su u 

 može postati negativan.   

(4.38). Matrica V(j) za autokatalator je 

1 2 2

1 2 1 2

2
( )

( )
j j j
j j j j
+ 

=  − + − 
V j  (4.78) 

dijagonalni minori su 

2 2
1 1

1 1 2

2

2 2

2

2

1

1 2

( )
( )

( )

V j j
V j j

j j j jV +

∆ = +
∆ = −

∆ = +

j
j

j

 (4.79) 

Poređenjem (4.77) i (4.79) vidi se da je u oba slučaja negativan minor M2 
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2. Slučaj kada se n brzina reakcija ne može predstaviti kao pozitivna 

linearna kombinacija preostalih m-n brzina reakcija 

 

Kod velikih modela najčešće se ne mogu naći linearne kombinacije koje se 

sastoje samo od pozitivnih članova. Kao posledica ovoga, analizom matrice V(vss) 

dobija se znatno veći broj dijagonalnih minora koji sadrže negativne članove, nego što 

bi se dobilo analizom matrice V(j). Ovi pseudo-negativni minori otežavaju analizu 

stabilnosti, budući da mogu da dovedu do zaključka da nestabilnosti u modelu nastaju 

kao posledica interakcije pogrešnih vrsta. Ovaj problem je čest kod velikih modela i 

ilustrovaćemo ga na primeru modela BZ reakcije definisanom u dodatku A.  

Kada se analizira samo matrica V(vss) modela BZ reakcije dobija se 16 

dijagonalnih minora koji sadrže negativne članove u izrazima za determinante. Ovaj 

broj je duplo veći nego što se dobija analizom matrice V(j). Kao primer poslužiće 

dijagonalni minor V12. Kada se izračuna determinanta za V12 

( ) ( )12 ss +7,ss +2,ss +5,ss +6,ss 6,ss +2,ss +5,ss 7,ss( ) 4  2 2 8V r r r r r r r r− −∆ = + − + + +r

u funkciji brzina reakcija 

dobija se: 

 (4.80) 

Iz dobijenog izraza se vidi da postoji negativan član. Međutim, kada se ovaj 

izraz prevede u funkciju brzina struja svi negativni članovi bivaju neutralisani i dobija 

se izraz koji sadrži samo pozitivne članove: 

∆V12(j) = 4j10j11 + 48j10j12 + 64j10j13 + 20j11j12 + 12j10j14 + 22j11j13 + 12j10j15 

+ 2j11j14 + 144j12j13 + 48j10j16 + 2j11j15 + 44j12j14 + 12j10j17 + 20j11j16 + 

44j12j15 + 54j13j14 + 28j10j18 + 2j11j17 + 80j12j16 + 54j13j15 + 4j10j19 + 4j11j18 + 

44j12j17 + 144j13j16 + 8j14j15 + 108j12j18 + 54j13j17 + 44j14j16 + 20j12j19 + 

130j13j18 + 8j14j17 + 44j15j16 + 22j13j19 + 18j14j18 + 8j15j17 + 2j14j19 + 18j15j18 

+ 44j16j17 + 2j15j19 + 108j16j18 + 20j16j19 + 18j17j18 + 2j17j19 + 4j18j19 + 12j10j3 

+ 2j11j3 + 44j12j3 + 54j13j3 + 8j14j3 + 8j15j3 + 44j16j3 + 8j17j3 + 18j18j3 + 2j19j3 

+ 2j10j4 + 10j12j4 + 11j13j4 + j14j4 + j15j4 + 10j16j4 + j17j4 + 2j18j4 + 4j10j5 + 

20j12j5 + 22j13j5 + 2j14j5 + 2j15j5 + 20j16j5 + 2j17j5 + 4j18j5 + j3j4 + 16j10j6 + 

4j11j6 + 48j12j6 + 64j13j6 + 12j14j6 + 12j15j6 + 48j16j6 + 12j17j6 + 28j18j6 + 

4j19j6 + 2j3j5 + 16j10j7 + 4j11j7 + 48j12j7 + 64j13j7 + 12j14j7 + 12j15j7 + 48j16j7

(4.81) 
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+ 12j17j7 + 28j18j7 + 4j19j7 + 12j3j6 + 4j10j8

20j
 +  

12j8 + 22j13j8 + 2j14j8 + 2j15j8 + 20j16j8 + 2j17j8 + 4j18j8 + 12j3j7 + 2j4j6 + 

4j10j9 + 20j12j9 + 22j13j9 + 2j14j9 + 2j15j9 + 20j16j9 + 2j17j9 + 4j18j9 + 2j3j8 + 

2j4j7 + 4j5j6 + 2j3j9 + 4j5j7 + 16j6j7 + 4j6j8 + 4j6j9 + 4j7j8 + 4j7j9 + 8j10
2 + 

40j12
2 + 110j13

2 + 4j14
2 + 4j15

2 + 40j16
2 + 4j17

2 + 20j18
2 + 8j6

2 + 8j7

(4.81) 

2 

Na osnovu prikazanog može se zaključiti da je za funkcionalnu i efikasnu 

analizu stabilnosti neophodno koristiti oba tipa parametara, budući da korišćenje samo 

jednog tipa parametara u analizi ima značajne mane. Ove mane su kod brzina struja 

nemogućnost određivanja njihove numeričke vrednosti i upoređivanje sa 

eksperimentima, dok kod brzina reakcija problem predstavlja postojanje lažno 

negativnih minora. Međutim sve njihove mane koje se javljaju u analizi se neutrališu 

njihovom kombinovanjem, tako da je za uspešnu analizu stabilnosti neophodno koristiti 

sledeći postupak:[60] 

1. Izračunavanje matrice E, i zatim izračunavanje matrica V(j) i V(r ss

4.9. Pojednostavljivanje izraza za uslov nestabilnosti 

 

Uslov nestabilnosti u SNA analizi najčešće se traži preko analize matrica V(j) i 
V(v

). 

2. Analiza dijagonalnih minora matrice V(j) i detekcija onih koji sadrže negativne 

članove. 

3. Analizom negativnih minora odrediti jezgro nestabilnosti i minor koji je 

najdominantniji 

4. Prevođenje dobijenog uslova nestabilnosti u funkciju brzine reakcija.   

 

ss) i njihovih dijagonalnih minora, budući da problem u korišćenju Hurvicovih 

determinanti i α koeficjenata leži u kompleksnosti izraza koji se dobijaju bilo u funkciji 

brzina struja ili brzina reakcija. Međutim, kod kompleksnih modela koji imaju veliki 

broj ekstremnih struja usled korišćenja simboličke matematike može doći do problema 

čak i kod računanja dijagonalnih minora. Zbog toga se moraju koristiti različita 

pojednostavljivanja.  
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Kao jednostavan i efikasan metod pokazao se pristup u kome se ispituju 

pojedinačne ili kombinacije različitih ekstremnih struja sa ciljem da se odredi koje su 

struje najbitnije za pojavu različitih tipova bifurkacija pa samim tim i nestabilnosti. Na 

ovaj način dobija se minimalan broj reakcija koje su neophodne za nastanak 

odgovarajućeg tipa dinamike.  

Primenom niže opisanog kombinatornog pristupa [56,61] u analizi stabilnosti u 

nekim slučajevima izrazi za α koeficijente i Hurvicove determinte mogu se znatno 

pojednostaviti i postati praktični za analizu. Ovde treba napomenuti da se na ovaj način 

ne redukuje model već se samo traži funkcionalni deo modela koji je odgovoran za 

nastanak odgovarajuće dinamike i prema kome se mora podešavati ostatak modela, 

kako bi što bolje opisivao eksperimentalno dobijene rezultate.  

Ovaj pristup ćemo pokazati na primeru određivanja reakcija koje su odgovorne 

za nastanak Andronov-Hopf bifurkacije u modelu BZ reakcije. Analiza dijagonalnih 

minora modela BZ reakcije sa matricom E datoj u jednačini (4.40) pokazala je da ovaj 

model ima 8 negativnih dijagonalnih minora, od kojih je najmanji dijagonalni minor 

V146

Dijagonalni minor V

, dimenzije 3×3. Među negativnim dijagonalnim minorima ne nalazi se 

determinanta matrice V(j), što za posledicu ima da ovaj model može da simulira samo 

Andronov-Hopf bifurkaciju.  

146  ulazi u sastav svih ostalih negativnih dijagonalnih 

minora, pa samim tim predstavlja i jezgro nestabilnosti. Međutim kada se koriste sve 

struje, kojih ima 19, dobija se veoma komplikovan izraz za ∆V146

(4.40)

, iz čije analize se 

teško može zaključiti koje struje, odnosno koje reakcije su najbitnije za nastanak 

Andronov-Hopf bifurkacije. Da bismo ovo odredili, u analizi ćemo umesto cele matrice 

E date u jednačini , ispitati da li se korišćenjem samo pojedinačnih kolona 

odnosno struja mogu dobiti negativni dijagonalni minori. Sa tim ciljem, urađena je 

analiza koja je pokazala da se negativni dijagonalni minori matrice V(j) mogu dobiti 

ako se koriste pojedinačne struje: E5, E8, E9, E11, E14, E15, E17, E18. Izrazi za 

dijagonalne minore su sada prilično prosti, međutim kako je već navedeno u poglavlju 

4.7, korišćenje dijagonalnih minora za određivanje uslova nestabilnsoti predstavlja 

aproksimaciju, zbog čega je neophodno ispitati da li se javljaju negativni članovi u 

izrazima za α i ∆n−1.  
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Kao primer uzmimo struju E9. koja uključuje reakcije (RA.2), (RA.−3), (RA.6), 

(RA.7), (RA.9), (RA.10), (RA.11) polaznog modela BZ reakcije, datog u dodatku A. Iz 

analize navedenih reakcija, vidi se da je potpuno isključena vrsta Br2, što nam govori da 

nije bitna za nastanak i da se analiza dalje izvodi sa preostalih 6 vrsta. Izraz za 

dijagonalni minor V146 kada se koristi samo struja E9

3
146 9( 2V j∆ −j) =

 ima oblik 

 (4.82) 

dok dat u funkciji vss

ss146 2 6 7(V v v v∆ = −)v

 ima oblik 

 (4.83) 

Kada su izračunati dijagonalni minori sledeći korak jeste proveriti da li se 

negativni članovi javljaju i u izrazima za α koeficjenete ili Hurvicove matrice, budući 

da analiza na bazi dijagonalnih minora predstavlja aproksimaciju. Izraz za ∆5 je veoma 

komplikovan čak i kada se analiza izvodi samo samo jednom strujom, zbog čega ćemo 

ovde dati izraz za α5. U funkciji brzina struja izraz za α5

5
1 2 3 4 95( 6 )) 8 ( 5h h h h j h hα = −j

 oblik 

 (4.84) 

dok dat u funkciji vss

5 ss 1 2 3 4 2 3 6 7 1 1 6 5( ) 2 ( )h h h h v v v v v h hα −= −v

 ima oblik 

 (4.85) 

Iz izraza (4.84) i (4.85) vidi se da se korišćenjem samo reakcija (RA.2), 

(RA.−3), (RA.6), (RA.7), (RA.9), (RA.10), (RA.11) može dobiti Andronov-Hopf 

bifurkacija. Pokazani postupak heophodno je primenti i na preostale struje kako bi se 

utvrdilo koja struja predstavlja najmanji funkcionalni deo modela koji može da simulira 

Andronov-Hopf bifurkaciju. Na koji način se određuje koja struja ili kombinacija daje 

najmanji funkcionalni deo modela odgovoran za nastanak odgovarajuće bifurkacije 

pokazano je u poglavljima 4.11 i 4.12.  
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4.10. Metod za proveru valjanosti uslova nestabilnosti i izračunavanje 

kinetičkih parametara 

 

Princip određivanja kinetičkih parametara zasniva se na činjenici da se analiza 

stabilnnosti izvodi u prostoru brzina reakcija. Osnovna ideja jeste odrediti vrednosti 

stacionarnih brzina reakcija takvih da je zadovoljen i uslov stacionarnosti (4.23) i uslov 

nestabilnosti. 

Postupak se sastoji iz sledećih koraka:  

1. U sistemu koji ima n nezavisnih intermedijernih vrsta i m hemijskih 

reakcija, bira se n stacionarnih brzina reakcija koje će biti predstavljene 

kao linearne kombinacije preostalih m−n stacionarnih brzina reakcija. 

Prilikom izbora n stacionarnih brzina reakcija koje će biti date kao 

linearne kombinacije, najbolji kandidati su one stacionarne brzine 

reakcija čije su vrednosti eksperimentalno nepoznate i koje predstavljaju 

pozitivne članove u uslovu nestabilnosti. 

2. Sledeći korak jeste postaviti stacionarne koncentracija na željene 

vrednosti i izračunati vrednosti stacionarnih brzina reakcija pomoću 

jednačine (4.4), čije su konstante brzina poznate i neka je njihov broj q. 

Vrednosti ovih stacionarnih brzina reakcija se zatim zamenjuju u 

izrazima za linearne kombinacije. 

3. Izabrati proizvoljne početne vrednosti preostalih m−n−q stacionarnih 

brzina reakcija koje učestvuju u linearnim kombinacijama. 

4. Izraze za dijagonalne minore algebarski uprostiti i pronaći one 

stacionarne brzine reakcija koje predstavljaju ili ulaze u sastav 

negativnih članova. Te stacionarne brzine reakcija predstavljaju 

destabilišuće članove. 

5. Sledeći korak je postepeno povećavanje vrednosti destabilišućih 

stacionarnih brzina reakcija, dok se ostale drže na svojim početnim 

vrednostima. Za svaku vrednost se mora proveriti da li se dobija 

pozitivan set n stacionarnih brzina reakcija koje se izračunavaju iz 

linearnih kombinacija. 
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6. Ako je barem jedna od n stacionarnih brzina reakcija negativna ta tačka 

se preskače. 

7. Ako su vrednosti svih n stacionarnih brzina reakcija pozitivne, proverava 

se da li je ∆n− 1 prošla kroz nulu i postala negativna. Ako je ∆n− 1

tot
ssdiag( ) ⋅ Kk = v h

 

negativna, izvodi se numerička simulacija kako bi se proverilo da li 

sistem osciluje. Konstante brzina za numeričku simulaciju se računaju po 

formuli: 

 (4.86) 

Bitno je napomenuti da se na ovaj način za svaki odabrani set vrednost brzina 

reakcija sistem nalazi u istoj oblasti koncentracija. 

Ovaj pristup ćemo radi jednostavnosti ilustrovati na modelu autokatalatora. 

Jednačina stacionarnosti za autokatalator data je u (4.73). Pretpostavimo da početna 

koncentracija reaktanta R iznosi r0  =0.5 M i da je poznata vrednost za brzinu njegovog 

razlaganja i iznosi v1,ss = 1 × 10−3 M s−1, kao i da su stacionarne koncentracije 

intermedijernih vrsta A i B, redom 3 × 10−4 M i 7 × 10−7

(4.73)

 M. Cilj nam je da odredimo 

vrednosti konstanti brzina pri kojima dati model osciluje uz navedene koncentracije. Iz 

 izvode se relacije (4.74) i zamenom vrednosti za v1,ss

3
1,ss 4,ss 1 10v v −= = ×

 dobija se: 

 (4.87a) 

3
2,ss 3,ss 1 10v v −+ = ×

 
(4.80b) 

uz uslov nestabilnosti 

2 ss 2,ss 3,ss( ) 0V v v∆ = − ≤r  (4.88) 

Iz (4.88) vidi se da je destabilišuća brzina v3,ss, tako da će se ona menjati dok će 

se v2,ss izračunavati. Menjanjem vrednosti brzine v3,ss

(4.86)

 dobijena je kritična vrednost pri 

kojoj sistem prolazi kroz Andronov-Hopf bifurkaciju i za nju su izračunate vrednosti 

konstanti brzina primenom . Vrednosti stacionarnih brzina reakcija i konstanti 

brzina su date u tabeli 1. Važno je napomenuti da se mogu dobiti i druge vrednosti 

konstanti brzina u zavisnosti od izbora početnih uslova . 
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Tabela 1. Vrednosti stacionarnih brzina reakcija i konstanti brzina pri kojima dolazi do 
pojave Andronov-Hopf bifurkcije za model autokatalatora 
Indeks 1 2 3 4 

v 1 × 10ss 4.9830 × 10-3 5.0170 × 10-4 1 × 10-4 -3 
k 2 × 10 1.6610 -3 3.4129 × 10 1.4286 × 1012 3 

 

 
Slika 5. Vremenska evolucija vrsta A i B za model autokatalatora dobijene za vrednosti 

konstanti brzina iz tabele 1. Početni uslovi integracije su: r0  = 0.5, a0  = 0, b0

Ovaj način određivanja konstanti brzina posebno je pogodan za primenu u 

uslovima otvorenog reaktora iz dva razloga. Prvi je da se u uslovima otvorenog reaktora 

uspostavljaju prava stacionarna stanja i sve vrste koje učestvuju u reakciji su u 

stacionarnim stanjima. Drugi mnogo važniji razlog jeste da u uslovima otvorenog 

reaktora uvek postoji odgovarajući broj brzina koje se bez teškoća mogu odredititi. Tu 

pre svega spadaju brzine kojima reaktanti iz rezervoara ulaze u reaktor kao i izlazne 

brzine vrsta čije se koncentracije mogu pratiti i odrediti. Ako su nam poznate 

koncentracije svih vrsta koje se nalaze u modelu, pomoću ovog metoda može se ispitati 

da li ispitivani model može da opiše odgovarajuće tipove dinamika u zadatom 

koncentracionom opsegu i na osnovu toga odrediti njegova valjanost. Sa druge strane, 

ako nisu poznate sve koncentracije a zadati model može zadovoljavajuće da opiše 

dinamiku vrsta koje se mogu eksperimentalno pratiti, može se proceniti u kom opsegu 

se mogu naći koncentracije vrsta koje se ne mogu pratiti.   

 

  = 0 
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4.11. Primena SNA na model sa direktnim autokatalitičkim korakom 

 

U ovom poglavlju pokazaćemo kako se SNA može upotrebiti za analizu modela 

koji sadrži direktni autokatalitički korak i kako se rezultati te analize mogu iskoristiti da 

se dobiju opšte karakteristike modela. Ova analiza biće izvedena na modelu HPA koji 

sadrži 4 intermedijerne vrste. Takođe, ovaj model predstavlja primer pseudo-otvorenog 

reaktora tako da se koncentracije svih vrsta koje učestvuju u modelu mogu smatrati 

dinamičkim promenljivima. U daljoj analizi pokazaćemo da iako se sve vrste smatraju 

intermedijerima, nisu sve podjednako bitne za stabilnost sistema. Model HPA kao i 

izrazi za brzine reakcija, kinetičke jednačine i matrice S i K date su u dodatku B. 

Prvi korak u analizi ovog modela jeste izračunavanje matrice E 

1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

6

7

8

9

1 1 1 1 1 2 2
0 0 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 2 2
0 1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1
0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0

E E E E E E E
R
R
R
R
R
R
R
R
R

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

E  (4.89) 

Primenom jednačine (4.27) na (4.89) dobija se 

1 , ss 1 2 3 4 5 6 7+ + + + +2 +2v j j j j j j j=  (4.90) 

2,ss 4 5+v j j=  (4.91) 

3 , ss 1 2 3 4 5 6 7+ + + + +2 +2v j j j j j j j=  (4.92) 

4,ss 2 4 6 + +v j j j=  (4.93) 

5,ss 6 7+v j j=  (4.94) 

6,ss 3 5 7+ +v j j j=  (4.95) 
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7,ss 4 5 6 7+ + +v j j j j=  (4.96) 

8,ss 1v j=  (4.97) 

9,ss 2 3+v j j=  (4.98) 

Sledeći korak je izračunavanje matrice V(j) pomoću jednačine (4.56) 

1 2 3 4

5 6 7

4 5 6
6 7 4 5 6 7

7

1 2 3 4 1 2 3 4
3 5 7

5 6 7 5 6 7

4 5 6 2 3 4 5

7 6 7

CRH ALDO ACTH CORT

0 0 0
2 2

0 ( ) 2( )
( )

0 2( )
2 2 2 2

0

j j j j
j j j

j j j
j j j j j j

j
j

j j j j j j j j
j j j

j j j j j j

j j j j j j j
j j j

+ + + 
 + + + 

+ + 
− + + + + + =

+ + + + + +   
− + +   + + + + + +   

+ + + + +   
−  + + +  

V

2 3 4 6

CRH

ALDO

ACTH

CORT
2 2j j j j

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− + + 
  

 (4.99) 

Analizom dijagonalnih minora  matrice V(j) dimenzije i×i pronađeno je 8 

dijagonalnih minora koji sadrže negativne članove. Ovi dijagonalni minori su dati u 

tabeli 2, gde indeksi dijagonalnih minora odgovaraju redu i koloni matrice V(j). 

Tabela 2. Indeksi negativnih dijagonalnih minora dimenzije i×i, dobijenih analizom 
matrice V(j) modela HPA sistema  

1×1 2×2 3×3 4×4 

4 
1 4 1 2 4 

1 2 3 4 2 4 1 3 4 
3 4 2 3 4 

*

Budući da ispitivani model sadrži 4 intermedijerne vrste, da bi došlo do pojave 

Andronov-Hopf bifurkacije neophodno je pronaći negativne dijagonalne minore 

dimenzije 3×3, odnosno neophodno je da determinanta matrice V(j) bude negativna 

kako bi došlo do pojave bifurkacije sedlasti čvor. Iz tabele 2 može se videti da u modelu 

HPA može doći do pojave obe navedene bifurkacije budući da postoje 3 negativna 

dijagonalna minora dimenzije 3×3, kao i da determinanta matrice V(j) takođe može 

postati negativna uz odgovarajući izbor parametara. Izrazi za negativne dijagonalne 

minore dimenzije 3×3 i determinantu matrice V(j) sadrže preveliki broj članova da bi 

bili dati u ovom radu. Detaljnom analizom negativnih dijagonalnih minora možemo 

Indeksi 1, 2, 3, 4 odgovaraju redom vrstama CRH, ALDO, ACTH i CORT  
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videti da je najmanji negativni dijagonalni minor dimenzije 1×1 i on odgovara 

dijagonalnom elementu matrice V(j). Ovaj minor u stvari opisuje autokatalitički korak u 

kome učestvuje CORT. Determinatna navedenog negativnog minora je 

4 2 3 4 6( ) 2 2V j j j j∆ = − + +j  (4.100) 

odnosno izražen preko vss

4 ss 7 6 9( ) 2 2  + V v v v∆ = −v

  

 (4.101) 

Činjenica da ovaj minor učestvuje u svim ostalim negativnim dijagonalnim 

minorima, što se može videti iz tabele 2, govori da je nestabilnost u modelu posledica 

interakcije vrste CORT sa samom sobom kroz reakciju (RB.6), odnosno kroz 

autokatalizu. 

Sledeći korak jeste utvrditi koje reakcije su odgovorne za nastanak detektovanih 

bifurkacija. Kako je dijagonalni minor ∆V4

Prva stvar koju želimo da uradimo jeste da odredimo reakcije koje su odgovorne 

za nastanak Andronov-Hopf bifurkacije. Da bismo to uradili primenićemo kombinatorni 

pristup koji je opisan u okviru poglavlja 4.9. Analizom pojedinačnih ekstremnih struja 

iz 

 najmanji i učestvuje u svim ostalim 

negativnim minorima, analizu počinjemo od njega. 

 

4.11.1. Detekcija reakcija odgovornih za nastanak Andronov-Hopf bifurkacije  

 

(4.89) određene su one koje sadrže reakciju (RB.6) i to su struje E3, E5 i E7

(4.100)

. Iz izraza 

 može se videti da je jedini negativni član j3, odnosno struja E3. Međutim, ako 

bismo koristili samo reakcije koje učestvuju u struji E3, javlja se problem budući da ova 

struje ne uključuje reakciju (RB.4), koja predstavlja transformaciju ACTH u CORT, i 

time omogućava vrsti CORT da se ponaša kao intermedijer. Dakle, neophodno je 

uključiti dodatnu ekstremnu struju. Ekstremne struje koje sadrže reakciju (RB.4) su: E2, 

E4 i E6. Analiza je pokazala da je najmanji model koji može da simulira Andronov-

Hopf bifurkaciju moguće dobiti kombinacijom ekstremnih struja E2 i E3 (tabela 3). 
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Iz modela datog u tabeli 3 može se videti da je vrsta ALDO potpuno uklonjena 

iz modela i samim tim nije od značaja za nastanak Andronov-Hopf bifurkacije. Za ovaj 

Tabela 3. Minimalni model koji može da simulira  Andronov-Hopf bifurkaciju dobijen 
kombinacijom ekstremnih struja E2 i E3 
Reakcije Brzine reakcija E E2 3 

1 CRHk→  1 1v k=  (RB.1) (RB.1) 
3CRH ACTHk→  3 3[CRH]v k=  (RB.3) (RB.3) 

4ACTH CORTk→  4 4[ACTH]v k=  (RB.4)  
6ACTH+2CORT 3CORTk→  

2
6 6[ACTH][CORT]v k=   (RB.6) 

9
2CORT Pk→  

2
9 9[CORT]v k=  (RB.9) (RB.9) 

model određen je uslov za nastanak Andronov-Hopf bifurkacije računanjem α

( )2 1 2 2 3 2 3 1 3 2 3( ) ( ) ) 0(h h h h j j h h j jα = + + + − <j

2 

 (4.102) 

odnosno datog u funkciji v

( ) ( )2 ss 2 4 6 1 3 3 9 1 3 3 9 6( ) ( ) 2 0h v v h v h v h h v v vα = + + + − <v

ss 

 (4.103) 

Iz (4.102) i (4.103) možemo videti da bi α2  

2 3j j<

postao negativan mora biti 

zadovoljeno da je barem 

 (4.104) 

odnosno 

9 62v v<  (4.105) 

Pored navedene kombinacije ekstremnih struja koja daje minimalni model, 

Andronov-Hopf bifurkacije se takođe može dobiti i kombinacijom struja  E3 i E4, kao i 

kombinacijom E3 i E6 (tabele 4 i 5). Modeli dobijeni kombinacijama ovih struja ne daju 

minimalni model, mada dovode do redukcije početnog modela. Redukovani model koji 

je dat u tabeli 4 sadrži sve 4 intermedijerne vrste početnog modela, ali i dve reakcije 

više u odnosu na minimalni model (tabela 3). Redukovani model dat u tabeli 5 takođe 

sadrži sve 4 intermedijerne vrste polaznog modela kao i dve reakcije više u odnosu na 

minimalni model (tabela 3). 
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Tabela 4. Redukovani model koji može da simulira Andronov-Hopf bifurkaciju dobijen 
kombinacijom ekstremnih struja E3 i E4 
Reakcije Brzine reakcija E3 E      4 

1 CRHk→  1 1v k=  (RB.1) (RB.1) 
2 ALDOk→  2 2v k=

 

 (RB.2) 
3CRH ACTHk→  3 3[CRH]v k=

 

(RB.3) (RB.3) 
4ACTH CORTk→  4 4[ACTH]v k=

 

 (RB.4) 
6ACTH+2CORT 3CORTk→  2

6 6[ACTH][CORT]v k=

 

(RB.6)  
7ALDO+2CORT CORTk→  2

7 7[ALDO][CORT]v k=   (RB.7) 
9

2CORT Pk→  9 9[CORT]v k=  (RB.9)  
 

Tabela 5. Redukovani model koji može da simulira Andronov-Hopf bifurkaciju dobijen 
kombinacijom ekstremnih struja E3 i E6 
Reakcije Brzine reakcija E3 E     6 

1 CRHk→  1 1v k=  (RB.1) (RB.1) 
3CRH ACTHk→  3 3[CRH]v k=

 

(RB.3) 2(RB.3) 
4ACTH CORTk→  4 4[ACTH]v k=   (RB.4) 
5ACTH ALDOk→  5 5[ACTH]v k=   (RB.5) 

6ACTH+2CORT 3CORTk→  2
6 6[ACTH][CORT]v k=  (RB.6)  

7ALDO+2CORT CORTk→  2
7 7[ALDO][CORT]v k=   (RB.7) 

9
2CORT Pk→  9 9[CORT]v k=  (RB.9)  

 

4.11.2. Detekcija reakcija odgovornih za nastanak bifurkacije sedlasti čvor 

 

Sledeći korak u analizi jeste detekcija reakcija odgovornih za nastanak 

bifurkacije sedlasti čvor. Pre svega, model dobijen kombinacijom ekstremnih struja E2 i 

E3

3
2 3det( ( )) ( )j j= +V j

 ne može da simulira bifurkacije sedlasti čvor, budući da su svi članovi u izrazu za 

determinantu matrice V(j) pozitivni 

 (4.106) 

Dakle, neophodno je pronaći drugu kombinaciju ekstremnih struja. Analiza je 

pokazala da se minimalni model koji može da simulira bifurkaciju sedlasti čvor dobija 
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kombinacijom ekstremnih struja E1 i E3. Ali opet se javlja problem da nijedna od 

navedenih struja ne sadrži reakciju (RB.4). Dakle, kombinacijom  ekstremnih struja E1 i 

E3 dobija se model koji može da simulira bifurkaciju sedlasti čvor, ali ne i oscilacije. 

Zbog toga je neophodno dodati i ekstremnu struju E2. Dakle, za dobijanje minimalnog 

modela koji može da simulira  bifurkaciju sedlasti čvor mora se koristiti kombinacija 

ekstremnih struja E1, E2 i E3

Tabala 6. Minimalni model koji može da simulira bifurkaciju sedlasti čvor dobijen 
kombinacijom ekstremnih struja E

 (tabela 6). 

1, E2 i E3. 
Reakcije Brzine reakcija E1 E, E2 3 

1 CRHk→  1 1v k=  (RB.1) (RB.1) (RB.1) 
3CRH ACTHk→  3 3[CRH]v k=

 

(RB.3) (RB.3) (RB.3) 
4ACTH CORTk→  4 4[ACTH]v k=   (RB.4)  

6ACTH+2CORT 3CORTk→  
2

6 6[ACTH][CORT]v k=    (RB.6) 
8

1ACTH Pk→  [ ]8 8 ACTHv k=  (RB.8)   
9

2CORT Pk→  9 9[CORT]v k=   (RB.9) (RB.9) 

Model dat u tabeli 6 pored sedlastog čvora može da simulira i Andronov-Hopf 

bifurkaciju, ali je sada izraz za α2 malo komplikovaniji usled dodavanja ekstremne 

struje E

( )2 2
1 2 1 2 3 2 3 2 3 1 2 3

1 3 2 3 1 3

2

2

( ) (( ) ) ( )

( )( ) 0

h h j j j h h j j j j j

h h j j j j j

α + + + + + −

+ − + +

=

<

j

1 

 (4.107) 

odnosno dat u funkciji vss 

( ) ( ) ( )( )
( )

2 ss 1 2 3 4 6 8 2 3 9 4 6 8 9 6

1 3 3 9 6

( ) 2

2 0

h h v v v v h h v v v v v v

h h v v v

α = + + + + + −

+ − <

v
 (4.108) 

Opet je negativni član predstavljen preko j3. Uslov za pojavu bifurkacije sedlasti 

čvor dobijen je računanjem determinante matrice V(j) 

( )2
1 2 3 2 2 1 2 3( ) ( ) ( ) 0j j j j j j j j+ + + + − =  (4.109) 

odnosno dat u funkciji vss 
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9 4 6 8 9 6( ) ( 2 ) 0v v v v v v+ + − =  (4.110) 

Iz tabele 6 može se videti da model ne sadrži vrstu ALDO, što ukazuje da je ova 

vrsta nebitna za nastanak kako  Andronov-Hopf  tako i bifurkacije sedlasti čvor. Iako je 

pokazano da je sa matematičke tačke gledišta ALDO vrsta koja je nebitna za nastanak 

navedenih bifurkacija, nju je neophodno zadržati u modelu, kako bi model mogao da 

pravilno simulira dinamiku HPA sistema.  

 
4.12. Primena SNA na model koji ne sadrži direktni autokatalitički korak 

 

U okviru ovog poglavlja analiziraćemo model BL reakcije definisan u dodatku 

C. Cilj nam je da pokažemo kako se SNA može upotrebiti za analizu modela koji ne 

sadrže direktni autokatalitički korak. 

Model BL reakcije definisan je reakcijama (RC.1) - (RC.8) u dodatku C . Ovaj 

model ima 7 reakcija od kojih su 3 povratne. U modelu intereaguje ukupno 10 

hemijskih vrsta: I−, HIO, HIO2, I2O, I2, IO3
−, H+, H2O, H2O2 i O2, ali kako su 

koncentracije vrsta H+ 

Prvi korak u analizi je izbor intermedijernih vrsta koje će se koristiti u analizi 

stabilnosti, pri čemu sada treba voditi računa da ovaj model opisuje uslove zatvorenog 

reaktora. Zbog uslova zatvorenog reaktora, neophodno je prilikom izbora 

intermedijernih vrsta voditi računa da se dobiju uslovi što sličniji onima u otvorenom 

reaktoru. Dakle, moramo odrediti vrste koje imaju ulogu reaktanata i rezervoara. Jedina 

vrsta koja ima ulogu reaktanta u modelu je H2O2, što se može videti iz matrice Stot (C.1), 

tako da se onda može izuzeti iz analize stabilnosti. Sa druge strane O2 je jedina vrsta 

koja ima ulogu produkta tako da i nju izuzimamo iz analize stabilnosti. Jedina vrsta koju 

u ovom modelu možemo smatrati rezervoarom jeste IO3

i H2O  znatno veće od ostalih, one se mogu smatrati konstantnim 

i uračunate su u vrednosti konstanti brzina u relacijama (C.3a)-(C.3j).  

−, budući da iz nje nastaju sve 

druge jodne vrste a uz to je i njena koncentracija znatno veća od koncentracija ostalih 

intermedijernih vrsta. Kao posledica izuzimanja vrsta  H2O2 i IO3
−, konstante brzina u 

kojima one učestvuju se množe sa njihovim početnim koncentracijama. Dakle, u analizi 

stabilnosti koristićemo I−, HIO, HIO2, I2O i I2. tako da su matrice S i K za ovaj model 
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1 1 2 3 3 4 4 5 6 8

2

2

2

1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 I
1 1 0 2 2 1 1 1 1 0 HIO
1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 HIO
0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 I O
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 I

R R R R R R R R R R− − −
−− − − 

 − − − − 
= − − 

 − − 
−  

S
 (4.111) 

i 

1 1 2 3 3 4 4 5 6 8

2

2

2

1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 I
0 1 0 0 2 1 0 1 0 0 HIO
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 HIO
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 I O
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 I

R R R R R R R R R R− − −
− 

 
 

=  
 
 
  

K
 (4.112) 

Prvi korak u analizi jeste izračunavanje matrice E 

1 2 3 4 5

1

1

2

3

3

4

4

5

6

8

1 0 0 0 0
1 0 0 0 1
0 0 0 1 1
0 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

E E E E E
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R

−

−

−

 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
 
 

E
 (4.113) 

Matrica V(j) ima oblik 

2 2 2

1 2 4 5 1 2 4 5 1 4 2

1 2 1 2 3 4 5 1 5 3 4 5 2

1 4 5 1 5 1 4 5 4 5 2

4 5 3 4 5 3 4 5 2

2 2 2 2

I HIO HIO I O I
+ + + 0 I

+ +4 + + + (2 ) HIO
( ) + + + +2 ( ) 0 HIO

 ( ) 2 ( ) + + 0 I O
0 0 I

j j j j j j j j j j j
j j j j j j j j j j j j j

j j j j j j j j j j
j j j j j j j j

j j j

−

−− + − − − + − 
 − + − + + − 

= − + − + 
 − + − − +
 

− −  

V j

 

(4.114) 
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odnosno u funkciji vss 

2 2 2

1 2 4 1 4 5 1 2 4

1 4 1 3 4 5 1 3 6 4

ss 1 2 1 1 2 6 2

2 3 2 3 6 2

4 4 4 2

I HIO HIO I O I
+ + 0 I

+  +4 + + (2 ) HIO
( ) + 0 HIO

2 0 I O
0 0 I

v v v v v v v v v
v v v v v v v v v v
v v v v v v

v v v v v
v v v

−

−
− − −

− − − −

− −

−

−

− + − − + − 
 − − + − 
 = − + −
 − − − + 
 − − 

V v
 (4.115) 

Analiza dijagonalnih minora matrice V(j) iz (4.110) pokazala je da postoje tri 

čiji izrazi za determinantu sadrže negativne članove (Tabela 7)  

Tabela 7. Indeksi negativnih dijagonalnih minora dimenzije i×i, matrice V(j) modela BL 
reakcije  

3×3 4×4 

2 3 4 1 2 3 4 
2 3 4 5 

Iz tabele 7 može se videti da dijagonalni minor V234 ulazi u sastav svih ostalih 

negativnih dijagonalnih minora. Za razliku od slučaja kada model sadrži direktan 

autokatalitički korak u ovom slučaju vidi se da je nestabilnost modela posledica 

negativnosti dijagnonalnog minora dimenzije 3×3. Samim tim povratna sprega nastaje 

usled interakcije tri vrste HIO, HIO2 i I2O što je znatno komplikovaniji slučaj nego kod 

modela sa direktnom autokatalizom gde je povratna sprega posledica interakcije jedne 

intermedijerne vrste sa sobom. 

Iz dimenzija negativnih dijagonalnih minora vidi se da model može da simulira 

nastanak Andronov-Hopf bifurkacije budući da postoje dva dijagonalna minora 

dimenzije 4×4. Međutim, osnova za oba negativna dijagonalna minora dimenzije 4×4 

jeste dijagonalni minor V234 koji istovremeno predstavlja i jezgro nestabilnosti. 

Determinanta minora V234 je  

3 2 2
234 5 1 2 3 4 5 1 5 4 1 2 1 3

1 5 2 3 2 5 3 5 4 1 2 1 3 2 3 5 1 2 3

( ) ( 5 3 ) (2 2 ) (8
3 5 ) (7 2 )
V j j j j j j j j j j j j j

j j j j j j j j j j j j j j j j j j j
∆ = + + + + + + + +

+ + + + + + + +
2j j−  (4.116) 

ili u funkciji vss 
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2 3 4ss 2 3 3 4 2 6 3 5 3 6 4 6 5 6 1 2 3 4

2 3 5 2 3 6

( ) (3 4 )
2

V v v v v v v v v v v v v v v v v v v
v v v v v v

− −

−

∆ = + + + + + + +

+ −

v
 (4.117) 

Ovaj model ne može da simulira bifurkaciju sedlasti čvor budući da 

determinanta matrice V(j) ne sadrži negativne članove 

3 2 2
2 3 5 2 3 4 1 2 3 5 2 3 5 1 2 3 4

1 2 3 4 5

det( ( )) 2 (3 4 ) ( 2 )
6

j j j j j j j j j j j j j j j j j
j j j j j

= + + +

+

V j +
 (4.118) 

 

4.12.1. Određivanje reakcija neophodnih za nastanak Andronov-Hopf 

bifurkacije 

 

Sledeći korak u analizi jeste određivanje minimalnog seta reakcija koje 

omogućavaju simuliranje Andronov-Hopf bifurkacije. Kao i u slučaju HPA modela 

primenjuje se kombinatorni pristup.   

Analizom pojedinačnih struja utvrđeno je da nijedna struja ne može sama da 

obezbedi postojanje negativnih dijagonalnih minora. Najmanji model koji sadrži 

negativne dijagonalne minore dobija se kombinacijom ekstremnih struja E2 i E4 (tabela 

8).  

U modelu datom u tabeli 8 od intermedijernih vrsta koje su korišćene u analizi 

stabilnosti polaznog modela (RC.1) - (RC.8) ostale su I−

1 2 4 2 4 12 3 4 4 2 2 3 2 4(4 ) ( 3( ) )h h j j j h h j j j h h j jα + + += +j

, HIO, HIO2, I2O. Međutim 

matrica S koja sadrži samo ove četiri vrste ima rang 3 što znači da je jedna vrsta 

linearno zavisna, tako da se za dalju analizu ovog modela koriste HIO, HIO2, I2O. U 

cilju utvrđivanja da li ovaj model može da simulira Andronov-Hopf bifurkaciju 

izračunato je α2. Utvrđeno je da dobijeni model može imati nestabilna stacionarna 

stanja, ali ne može da simulira Andronov-Hopf bifurkaciju, što se može videti iz izraza 

za α2 koji nema negativnih članova 

 (4.119) 
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Tabela 8. Minimalni model koji može biti nestabilan dobijen kombinovanjem 
ekstremnih struja E2 i E4 BL modela. 
Reakcije Brzine reakcija E2   E4 

2
2 2 2HIO I H I O+H Ok− ++ + →  2 2 2[HIO ][I ]v k −=

 

 (RC.2) 

3
2 2I O H O 2HIOk+ →  3 3 2[I O]v k=

 

(RC.3)  

3
2 22HIO I O H Ok−→ +  2

3 3[HIO]v k− −=

 

(RC.−3)  

5
2 2 2 2HIO+H O I +H +O +H Ok − +→  5 5[HIO]v k=

 

 (RC.5) 
6

2 2 2 2I O+H O HIO HIOk→ +  6 6 2[I O]v k=

 

 (RC.6) 
*u izrazima za brzine reakcija gde učestvuju vrste H+

2
1 2 3 23 4h h h j jα −=

, H2O i H2O2, konstante brzina su 
pomnožene njihovim početnim koncentracijama 

Međutim dobijeni model može da simulira sedlasti čvor budući da je α3 

negativno 

 (4.120) 

Iz navedenog se vidi da se dodavanjem ili izbacivanjem određenih reakcija iz 

modela mogu dobiti različite bifurkacije koje se ne javljaju u celom modelu. 

Dakle, za simulaciju Andronov-Hopf bifurkacije neophodno je dodati barem još 

jednu struju. Utvrđeno je da se Andronov-Hopf bifurkacije može dobiti kombinovanjem 

sledećih struja:  E1E2E4, E2E3E4 i E2E4E5 (pogledati tabele 9, 10, 11). 

Model u tabeli 9 ima dve reakcije manje (RC.4) i (RC.−4) u odnosu na polazni 

model. Ovaj model takođe isključuje vrstu I2. Model u tabeli 10 ima dve reakcije manje 

(RC.1) i (RC.−1) u odnosu na polazni model. U okviru ovog modela ukjučene su sve 

intermedijerne vrste koje se nalaze i u polaznom modelu. Model u tabeli 11 ima tri 

reakcije manje (RC.1), (RC.4) i (RC.−4) u odnosu na polazni model. U okviru ovog 

modela ukjučene su sve intermedijerne vrste koje se nalaze i u polaznom modelu. 

Svaka od ovih kombinacija daje model koji može pod odgovarajućim uslovima 

da ispolji oscilatornu dinamiku. Detaljana analiza podmodela koji se dobijaju navednim 

kombinacijama struja izlazi van okvira ove doktorske disertacije, tako da ovde neće biti 

data.  
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 Tabela 9. Minimalni model koji može da simulira Andronov-Hopf bifurkaciju dobijen 
kombinovanjem ekstremnih struja E1, E2 i E4 BL modela. 
Reakcije Brzine reakcija E1   E2   E4 

1+
3 2IO I 2H HIO+HIOk− −+ + →  1 1[I ]v k −=  

(RC.1)   
1 - +

2 3HIO+HIO IO I 2Hk− −→ + +  1 1 2[HIO][HIO ]v k− −=

 

(RC.−1)   
2- +

2 2 2HIO I H I O+H Ok+ + →  2 2 2[HIO ][I ]v k −=    (RC.2) 
3

2 2I O H O 2HIOk+ →  3 3 2[I O]v k=

 

 (RC.3)  
3

2 22HIO I O H Ok−→ +  2
3 3[HIO]v k− −=

 

 (RC.−3)  
5

2 2 2 2HIO H O I +H +O +H Ok − ++ →  5 5[HIO]v k=

 

  (RC.5) 
6

2 2 2 2I O H O HIO+HIOk+ →  6 6 2[I O]v k=

 

  (RC.6) 
*u izrazima za brzine reakcija gde učestvuju vrste H+, H2O, H2O2 i IO3

−

Tabela 10. Minimalni model koji može da simulira Andronov-Hopf bifurkaciju dobijen 
kombinovanjem ekstremnih struja E2, E3 i E4 BL modela. 

, konstante brzina su 
pomnožene njihovim početnim koncentracijama 

Reakcije Brzine reakcija E2    E3   E4 
2- +

2 2 2HIO I H I O+H Ok+ + →  2 2 2[HIO ][I ]v k −=    (RC.2) 
3

2 2I O H O 2HIOk+ →  3 3 2[I O]v k=

 

(RC.3)   
3

2 22HIO I O H Ok−→ +  2
3 3[HIO]v k− −=

 

(RC.−3)   
4+

2 2HIO I H I +H Ok−+ + →
 

4 4[HIO][I ]v k −=

 

 (RC.4)  
4 +

2 2I +H O HIO I Hk− −→ + +
 

4 4 2[I ]v k− −=

 

 (RC.−4)  
5

2 2 2 2HIO H O I +H +O +H Ok − ++ →  5 5[HIO]v k=

 

  (RC.5) 
6

2 2 2 2I O H O HIO+HIOk+ →  6 6 2[I O]v k=

 

  (RC.6) 
*u izrazima za brzine reakcija gde učestvuju vrste H+, H2O, H2O2 i IO3

−

 

, konstante brzina su 
pomnožene njihovim početnim koncentracijama 

Iz navedenog se vidi da je u BL modelu povratna sprega posledica interakcije 

između HIO,  HIO2 i I2O , ali da model koji sadrži samo ove vrste kao inetermedijerne 

(tabela 8) ne može da ispolji oscilatornu dinamiku, Za oscilatornu dinamiku je 

neophodno koristiti kombinacije sa barem tri ekstremne struje, ali svaka kombinacija 

mora da uključi struje E2 E4.  
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Tabela 11. Minimalni model koji može da simulira Andronov-Hopf bifurkaciju dobijen 
kombinovanjem ekstremnih struja E1, E2, E5 BL modela. 
Reakcije Brzine reakcija E2   E4 E5 

1 +
2 3HIO+HIO IO I 2Hk− − −→ + +  1 1 2[HIO][HIO ]v k− −=

 

  (RC.-1) 
2+

2 2 2HIO I H I O+H Ok−+ + →  2 2 2[HIO ][I ]v k −=   (RC.2) (RC.2) 
3

2 2I O H O 2HIOk+ →  3 3 2[I O]v k=

 

(RC.3)   
3

2 22HIO I O H Ok−→ +  2
3 3[HIO]v k− −=

 

(RC.−3)   
5

2 2 2 2HIO H O I +H +O +H Ok − ++ →  5 5[HIO]v k=

 

 (RC.5)  
6

2 2 2 2I O H O HIO+HIOk+ →  6 6 2[I O]v k=

 

 (RC.6) (RC.6) 
8+

3 2 2 2 2 2IO H H O HIO O H Ok− + + → + +  8 8v k=    (RC.8) 
*u izrazima za brzine reakcija gde učestvuju vrste H+, H2O, H2O2 i IO3

−, konstante brzina su 
pomnožene njihovim početnim koncentracijama 
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5. Bifurkaciona analiza složenih reakcionih sistema primenom 

metoda numeričke kontinuacije i ispitivanja dinamičkih stanja 
 

Složeni reakcioni sistemi su sistemi čije karakteristike kao što su stacionarne 

koncentracije i dinamika zavise od velikog broja parametara. Zbog toga je u procesu 

njihovog ispitivanja i modeliranja, bifurkaciona analiza, odnosno ispitivanje uticaja 

parametara sistema na navedene karakteristike, veoma važna metoda za shvatanje 

načina funkcionisanja ovih sistema.  

U okviru ove glave predstavljena su dva pristupa bifurkacionoj analizi: metod 

numeričke kontinuacije i bifurkaciona analiza ispitivanjem uticaja promena parametara 

na karakteristike dinamičkih stanja (ispitivanje dinamičkih stanja). Numerička 

kontinuacija predstavlja metod kojim se ispituje kako se rešenja parametarski zadatih 

jednačina menjaju usled promene vrednosti parametara sistema, primenom 

odgovarajućih tehnika za numeričko rešavanje ovih jednačina. U prvom delu ove glave 

detaljno su opisane tehnike numeričke kontinuacije kao i praktični aspekti njihovog 

unošenja u program koji je napisan u okviru MATLAB programskog paketa.     

Sa druge strane, bifurkaciona analiza se može izvesti pomoću metoda koji se 

zasniva na ispitivanju dinamičkih stanja. Taj metod je nezamenjiv u eksperimentalnoj 

analizi ali se veoma efikasno može primeniti i za ispitivanje modela kompleksnih 

reakcionih sistema. U okviru ove glave opisan je način primene pomenutog pristupa 

bifurkacionoj analizi kao i načini na koji se mogu detektovati bifurkacije. 

Na kraju je pokazano kako se ova dva metoda mogu kombinovano primeniti u 

cilju što efikasnijeg izvođenja bifurkacione analize. 

 

5.1. Numerička kontinuacija stacionarnih stanja 

 

Dinamika složenih reakcionih sistema, koji su tema ove doktorske teze, 

matematički se može predstaviti u formi 

d ( , )
dt

=
x f x k  (5.1) 
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gde je x vektor koji se sastoji od koncentracija intermedijernih vrsta, dimenzije n×1, a n 

je broj vrsta u sistemu.  

Kao što je već rečeno, u postupku modeliranja ovih sistema analiza stabilnosti 

stacionaranih stanja predstavlja jedan od najbitnih koraka. Prilikom izvođenja analize 

stabilnosti često je potrebno uraditi bifurkacionu analizu radi utvrđivanja načina na koji 

se stacionarne koncentracije intermedijernih vrsta menjaju sa promenom izabranog 

(kontrolnog) parametra sistema, kao i koji se tipovi bifurkacija javljaju. Kao veoma 

efikasno sredstvo u  bifurkacionoj analizi pokazale su se metode numeričke kontinuacije.  

Metode numeričke kontinuacije se primenjuju kada je potrebno utvrditi kako se 

rešenja parametarski zadatih jednačina, u našem slučaju jednačina stacionarnosti, 

menjaju sa promenom parametara sistema.[27] U okviru ovog poglavlja biće prikazane 

metode numeričke kontinuacije u kojima se menja vrednost jednog parametra dok se 

vrednosti preostalih parametara sistema drže konstantnim. Matematički gledano 

problem koji se rešava metodama numeričke kontinuacije može se predstaviti kao 

n( , ) 0 , R Rβ β= ∈ ∈f x f x  (5.2) 

gde x  predstavlja promenljive sistema dok je β kontinuacioni parametar. 

Primenom metoda numeričke kontinuacije izračunavamo rešenja sistema (5.2) 

za čitav niz vrednosti kontrolnog odnosno, u ovoj terminologiji, kontinuacionog 

parametra. Većina tehnika numeričke kontinuacije se bazira na prediktor-korektor 

shemi[27,44,62], koja je korišćena i u ovom radu. U okviru prediktora izvodi se 

predviđanje rešenja (5.2) za trenutnu vrednost parametra koja se zatim koriguje u okviru 

korektora. 

Za predviđanje vrednosti rešenja sistema (5.2) koriste se metodi različitih nivoa 

kompleksnosti, ali se svi baziraju na tome da se kao predviđena vrednost koristi ili 

rešenje izračunato za prethodnu vrednost parametra u kontinuaciji, ili rešenje koje se 

dobija korišćenjem neke od tehnika za numeričko rešavanje sistema diferencijalnih 

jednačina kao što su Ojlerov ili Runge-Kutta metod[62–64]. U korekcionom koraku 

najčešće se primenjuje Njutn-Rafson metod[62,64] rešavanja sistema nelineranih 

jednačina.  
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Postoji više tehnika numeričke kontinuacije ali se najčešće koriste: 

sekvencijalna shema, Davidenko-Njutn-Rafson shema i kontinuacija pseudo-dužine 

luka. Sve navedene tehnike se mogu koristiti u slučajevima u kojima se dobijaju 

regularna rešenja, drugim rečima, rešenja u kojima je jakobijan sistema regularan, 

odnosno ima pun rang n. Međutim, u slučaju neregularnih rešenja koja se dobijaju kada 

dolazi do pojave statičkih bifurkacija sekvencijalna i Davidenko-Njutn-Rafson shema se 

ne mogu primeniti zbog neregularnog jakobijana, ali se može primeniti kontinuacija 

pseudo-dužine luka koja je i korišćena za potrebe izrade ove teze.  

 

5.2. Predviđanje rešenja 

 

Za potrebe numeričke kontinuacije koriste se različiti tipovi metoda za 

predviđanje rešenja koji su različitih nivoa kompleksnosti. Sve metode se ipak mogu 

podeliti na one[40]  

• koje koriste izračunata rešenja za prethodnu vrednost kontinuacionog 

parametra kao početne uslove u korekcionom koraku 

• zasnovane na numeričkim metodama rešavanja sistema običnih 

diferencijalnih jednačina 

• zasnovane na ekstrapolaciji polinoma 

Od navedenih metoda za predviđanje rešenja najčešće se koriste one koje su 

zasnovane na numeričkom rešavanju sistema običnih diferencijalnih jednačina. Za 

potrebe ove doktorske teze za predviđanje rešenja korišćen je Ojlerov metod za 

numeričko rešavanje običnih diferencijalnih jednačina. 

Ojlerov metod služi za rešavanje diferencijalnih jednačina ili sistema 

diferencijalnih jednačina prvog reda koje se mogu predstaviti u obliku (5.1). Ojlerov 

metod se zasniva na primeni iteracione formule [27,31,64] 

i+1 i i( , )h= + ∆x x f x k  (5.3) 

gde ∆h predstavlja integracioni korak od čije veličine zavise tačnost i preciznost rešenja.   
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Rešenja koja se dobijaju u okviru koraka predviđanja rešenja moraju se dalje 

korigovati u okviru korekcionog koraka budući da se primenom Ojlerovog metoda 

javalja greška usled zaokruživanja. Šta se dešava u slučaju primene samo koraka 

predviđanja rešenja može se ilustrovati na primeru autokatalatora definisanog 

reakcijama (R3.8)-(R3.11). Analitički izrazi za stacionarne koncentracije autokatalatora 

dati su izrazima 

1 0
2

21 3
2 02

4

ss
k ra
k kk r
k

=
+

 
(5.4a) 

1
0

4
ss

kb r
k

=  (5.4b) 

   Razlika koja se javlja usled greške zaokruživanja može se videti na slici 6, na 

kojoj su date vrednosti za stacionarne koncentracije izračunate korišćenjem izraza 

(5.4a)-(5.4b) i one izračunate korišćenjem samo predikcionog koraka bez korekcije. 

 
Slika 6. Izračunavanje stacionarnih koncentracija autokatalatora primenom Ojlerovog 

metoda bez korigovanja rešenja. Varirana je vrednost konstante brzine k4 u opsegu 

1×10-3 ≤  k4  ≤ 1×10-2 sa korakom 2×10-4

 

 

 

 

. Puna linija označava analitička rešenja, dok 

tačkice označavaju rešenja dobijena primenom Ojlerovog metoda 
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5.3. Korekcioni korak  

 

U okviru korekcionog koraka neophodno je numerički rešiti sistem nelinearnih 

jednačina dat u obliku (5.2), za šta se najčešće koristi Njutn-Rafson metod.[64] Njutn-

Rafson metod služi za numeričko rešavanje sistema nelinearnih jednačina i zasniva se 

na razvoju funkcije f(x) u okolini nepoznatog rešenja x u Tejlorov red, sa zadatim 

početnim uslovima x0. [27,31,64] 

Razvojem f(x) u Tejlorov red u okolini x[0]

[0] [0] [0]( ) ( ) ( )( )= + −Jf x f x x x x

 i zadržavаnjem samo prva dva člana 

razvoja, vrednost funkcije se može aproksimirati izrazom 

 (5.5) 

gde je J(x0) jakobijan sistema u x[0]. Cilj nam je da nađemo x[1] koje obezbeđuje da je 

vrednost funkcije jednaka nuli. Dakle, moramo naći x[1]

[0] [0] [1] [0]( ) ( )( ) ( ) 0+ − = =Jf x x x x f x

 takvo da  

 (5.6) 

Jednačina (5.6) se posle sređivanja može napisati u obliku 

[0] [0]( ) ( )∆ = −J x x f x  (5.7) 

gde je x[1]−x[0] zamenjeno sa ∆x. Budući da je J(x[0])) poznato kao i f(x[0]

(5.7)

)), jednačina 

 predstavlja sistem linearnih jednačina u kome je nepoznata ∆x i koji se lako i 

jednostavno rešava. Kada se izračuna ∆x dobija se novа korigovana vrednost x1 po 

formuli  

[1] [0]= + ∆x x x  (5.8) 

Navedeni postupak koji podrazumeva  

• rešavanje [i] [i]( ) ( )∆ = −J fx x x  

• izračunavanje [i+1] [i]= + ∆x x x  

se sukcesivno ponavlja sve dok ne bude zadovoljeno  
[i]( ) ε<f x  (5.9) 
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gde je ε > 0 unapred zadata tolerancija. Za uspešnu primenu korekcionog postupka u 

toku numeričke kontinuacije veoma je važno imati dovoljno dobre početne uslove koji 

se dobijaju u prethodnom koraku u kom pretpostavljamo rešenje. 

 

5.4. Prirodna (sekvencijalna) kontinuacija  
 
Najjednostavniji metod numeričke kontinuacije predstavlja sekvencijalna 

shema[40] koja se drugačije naziva i prirodna parametarska kontinuacija[28]. U ovoj 

shemi cilj je ispitati kako se menjaju rešenja sistema sa promenom kontinuacionog 

parametra β u intervalu od β0 do βn. Interval u kome se menja kontinuacioni parametar 

deli se na niz podjedanko udaljenih tačaka 

i+1 iβ β β= + ∆  (5.10) 

gde u zavisnosti od veličine koraka ∆ β zavisi i da li će se u korekcionom koraku dobiti 

rešenje odnosno da li će Njutn-Rafson metod konvergirati. Za svaku vrednost parametra 

βi cilj je rešiti  

i i( , ) 0β =f x  (5.11) 

gde se rešenja xi dobijena za vrednost kontinuacionog parametra u tački αi koriste kao 

predviđena rešenja odnosno početni uslovi u Njutn-Rafson metodi prilikom koraka 

korekcije rešenja xi+1 u tački βi+1. Izračunavanje rešenja xi+1 u tački βi+1 postiže se 

primenom sheme 

k+1 k k
i+1 i+1x x r x= + ∆  (5.12) 

gde superskript k predstavlja broj iteracije, pri čemu je  

1
i+1 ix x=  (5.13) 

pri čemu je r relaksacioni parametar koji može imati vrednosti 0 < r < 1 dok se ∆x 

dobija kao rešenje sistema linearnih algebarskih jednačina 

[k] [k]
i+1 i+1i+1 i+1( , ) ( , )β β∆ = −J x x f x  (5.14) 
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koje se dobijaju primenom Njutn-Rafson sheme. Vrednost relaksacionog parametra se 

postavlja tako da bude zadovoljen uslov 

[k+1] [k]
i+1 i+1i 1 i 1( , ) ( , )β β+ +<f x f x  (5.15) 

Ako je relacija (5.15) zadovoljena za r = 1, tada se vrednost r ne menja u suprotnom se 

vrednost r duplo smanjuje. Ako su β1, β2, β3 ... βn dovoljno bliske uglavnom je dovoljno 

nekoliko iteracija da Njutn-Rafson metod konvergira. Jakobijan sistema J se prilikom 

izvođenja Njutn-Rafson sheme može odrediti ili analitički ili numerički. 

Međutim, sekvencijalna shema će pući (izvršavanje programa će se prekinuti) 

ako prilikom kontinuacije dođe do pojave sedlastog čvora i tačke grananja budući da je 

u navedenim tačkama jakobijan sistema J singularan što za posledicu ima da se ne može 

pronaći rešenje jednačina (5.14).[40] 

 

5.5. Davidenko-Njutn-Rafson kontinuacija 

 

Davidenko-Njutn-Rafson kontinuacija[25,40] je naprednija tehnika numeričke 

kontinuacije koja se zasniva na prevođenju problema numeričke kontinuacije u 

rešavanje sistema običnih diferencijalnih jednačina. 

Osnovna ideja ove sheme leži u tome da se ispita osetljivost rešenja sistema 

(5.2) na promene vrednosti kontinuacionog parametra. Da bi se to postiglo polazi se od 

jednačine (5.2) koja se diferencira po kontinuacionom parametru β čime se dobija izraz 

d( , ) ( , ) 0
d ββ β
β

+ =J xx f x  (5.16) 

gde fβ predstavlja izvod funkcije f po kontinuacionom parametru. Posle sređivanja 

izraza (5.16) dobija se 

d( , ) ( , )
d ββ β
β

= −J xx f x  (5.17) 

što u stvari predstavlja sistem običnih diferencijalnih jednačina. Dalje, preuređivanjem 

jednačine (5.17) dobija se izraz 
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1d ( , ) ( , )
d ββ β

β
−= −Jx x f x  (5.18) 

Tada se uz poznate početne uslove 

0 0( )β =x x  (5.19) 

može rešiti (5.18) uz korišćenje početnih uslova (5.19) primenom nekog od metoda za 

rešavanje sistema običnih diferencijalnih jednačina, kao što su Runge-Kutta ili Ojlerov 

metod. Rešenja dobijena integracijom jednačine (5.18) kao što smo već naveli odstupaju 

od pravih vrednosti usled greške zaokruživanja tako da se moraju korigovati 

korišćenjem Njutn-Rafson sheme. U ovom slučaju vrednosti dobijene integracijom 

jednačine (5.18) koriste se kao početni uslovi u korekcionom koraku.  

Kao i u slučaju sekvencionalne sheme ovaj metod će pući u slučaju neregularnih 

rešenja. 

 

5.6. Kontinuacija pseudo-dužine luka 

 

Kao što se može videti osnovni problem korišćenja sekvencionalne i Davidenko-

Njutn-Rafson kontinuacije leži u nemogućnosti određivanja rešenja u slučaju bifurkacija 

za koje je karakteristično da je jakobijan sistema singularan, tako da je neophodno 

koristiti naprednije tehnike numeričke kontinuacije. Zbog toga je za potrebe izrade ove 

teze korišćena shema zasnovana na kontinuaciji pseudo-dužine luka.[22,25,28,40] Da bi 

se problem singularnog jakobijana rešio mora se uvesti dodatni uslov koji obezbeđuje 

da jakobijan sistema ima pun rang tako da se sada problem (5.2) prevodi u rešavanje 

sistema 

n( , ) 0 , ,
( , ) 0

R g R
g

β β
β

= ∈ ∈
=

f x f x
x

 (5.20) 

tako da je sada osnovni zadatak izabrati funkciju g(x,β).  

 Kontinuacija pseudo-dužine luka zasniva se na uvođenju novog kontinuacionog 

parametra s (dužina luka) i izračunavaju 
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( )s=x x  (5.21) 
( )sβ β=  (5.22) 

pri čemu se sada mora rešiti sistem jednačina 

( )( ), ( ) 0s sβ =f x  (5.23) 

Da bismo našli x(s) i β(s) diferencira se (5.23) po parametru s čime se dobija 

( ) ( )( ), ( ) ( ), ( ) 0s s s sββ β β+ =J x x f x 

  (5.24) 

gde x  i β  predstavljaju izvode x i β po parametru s. Jednačina (5.24) može se napisati 

u matričnom obliku  

| βJ f z = 0  (5.25) 

gde je radi preglednosti uvedena smena 

[ ]T βz = x  (5.26) 

odnosno 

T β  z = x 

  (5.27) 

Sistem (5.25) sastoji se od n linearnih jednačina i n+1 promenljive. Dakle, da bi 

se sistem mogao rešiti neophodno je dodati još jednu jednačinu odnosno funkciju g(x(s), 

β(s)). Kao dodatni uslov u okviru ove sheme koristi se jednačina 

T 1=z z   (5.28) 

ali se za potrebe korekcionog koraka u praksi pokazalo kao bolje rešenje malo izmenjen 

oblik  jednačine (5.28)[25,28,40] 

2
pred pred( ) ( ) sβ β β− + − = ∆x x x 

  (5.29) 

gde xpred i βpred predstavljaju predviđena rešenja, dok je ∆s integracioni korak. Jednačina 

(5.29) dobija se iz formule za prvi izvod 
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( ) ( )

( ) ( )

s s s
s

s s s
s

β ββ

+ ∆ −
=

∆
+ ∆ −

=
∆

x xx



 (5.30) 

Uvođenje jednačine (5.29) obezbeđuje pun rang proširenog jakobijana sistema  

prosireno T
β 

=  
 

J
J

f

z
 (5.31) 

u slučaju pojave statičkih bifurkacija. 

Čitav postupak kontinuacije pseudo dužine luka se može predstaviti sledećom 

shemom. Neka je xi rešenje sistema u tački si, tada se predviđene vrednosti rešenja 

dobijaju primenom Ojlerovog metoda 

pred,i 1 i

pred,i+1 i

s

sβ β β

+ = + ∆

= + ∆

x x x



 (5.32) 

koje se zatim koriste kao početne vrednosti u korekcionom koraku, gde se rešenje xi+1 

dobija rešavanjem sistema jednačina 

i+1 i+1
2

i+1 pred,i+1 i+1 pred,i+1

( ) 0

( ) ( )

f

s

β

β β β

=

− + − = ∆

x ,

x x x 



 (5.33) 

 

5.7.  Implementacija kontinuacije pseudo-dužine luka u programu 

 

U okviru ovog poglavlja detaljno će biti opisan postupak kontinuacije pseudo-

dužine luka koji je korišćen za potrebe pisanja programa. Osnovni zadatak jeste 

konstruisati krivu rešenja x(s) i β(s) za vrednosti kontinuacionog parametra od β0 do βn 

koja zadovoljava (5.23).  

Prvi korak koji se mora uraditi jeste da se obezbedi jednostavna promena 

vrednosti kontinuacionog parametra β od početne vrednosti β0 do krajnje vrednosti βn 

uvođenjem novog parametra l takvog da važi[64] 
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0

n

( 0)
( 1)
l
l

β β
β β

= =

= =
 (5.34) 

pri čemu je l takođe funkcija kontinuacionog parametra s. Najjednostavniji način da se 

ovo uradi jeste izbor linearne zavisnosti između l i β[64] 

0 n(1 )l lβ β β= − +  (5.35) 

Da bismo našli x(s) i l(s) diferenciramo (5.23) po s 

( ) ( )( ), ( ) ( ), ( ) 0ls s s s lβα β β+ =J x x f x 

  (5.36) 

gde βl predstavlja izvod parametra α po parametru l. Iz (5.35) sledi 

n 0lβ β β= −  (5.37) 

Pretpostavimo da su određena rešenja x(si) i β(si) za vrednost kontinuacionog 

parametra si, kao i da je određena vrednost tangente pravca z(si). Cilj je odrediti rešenja 

sistema za sledeću vrednost kontinuacionog parametra si+1. Prvi korak koji se mora 

uraditi jeste izračunavanje tangente pravca z(si+1). Da bi se to uradilo mora se rešiti 

sistem jednačina 

( ) ( ) ( )
( )

( )i i i i i
i+1T

i

( ), ( ) ( ), ( ) ( ) 0
1

ls l s s l s l s
s

s
β β   

=   
   

J x f x
z

z




 (5.38) 

Iz jednačine (5.38) dobija se vrednost tangente pravca koja nam omogućava da 

predvidimo rešenja primenom Ojlerovog metoda, čime se dobija 

( )pred i+1 i
i+1

ipred i+1

( ) ( )
( )( )

s s
s s

l sl s
   

= + ∆   
    

x x
z  (5.39) 

Sledeći korak jeste korigovati rešenje dobijeno u (5.39) primenom Njutn-

Rafsonovog metoda. 

( ) ( )
i+1 i+1

i+1 i i+1 i+1 i i+1

( ( ), ( )) 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f s l s

s s s l s l s l s s

=

− + − = ∆

x

x x x 



 (5.40) 

Jednačine za korekciju rešenja u Njutn-Rafson shemi imaju oblik 
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[ ] ( )[ ]

( )

[ ] [ ]( )
[ ]( ) [ ]( )

i+1 i+1

k kkk i+1 i+1

k k
i+1 i+1 i i+1 i

( ), ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ls s
f s l s

ls s s s l s l s

α β
 −  ∆     =   ∆    ∆ − − − −    

J xf x

z x x
 

 

(5.41) 

gde supskript k označava k-tu iteraciju u Njutn-Rafson shemi. U jednačini (5.41) radi 

preglednosti uveden je subskript si+1 koji označava da se radi o vrednosti u tački 

x[k](si+1), l[k] (5.41)(si+1). Iz  dobijaju se ∆ x i ∆ l pomoću kojih se dobija korigovana 

vrednost rešenja preko formule 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

k 1 k
i+1 i+1

k 1 k
i+1 i+1

( ) ( )+

( ) ( )+

s s

l s l s l

+

+

= ∆

= ∆

x x x
 (5.42) 

Iteracije u korekcionom koraku se ponavljaju sve dok ne bude zadovoljen uslov 

[ ] [ ]k k
i+1 i+1( ( ), ( ))s l s ε<f x  (5.43) 

Opisana porcedura predviđanja i korigovanja rešenja se ponavlja sve dok ne 

bude zadovoljeno da je l=1. 
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5.8. Određivanje vrednosti rešenja i tangente pravca u prvoj tački 

numeričke kontinuacije 

 

Iz postupka koji je opisan u okviru poglavlja 5.7 vidi se da je za određivanje 

rešenja u jednoj tački neophodno poznavanje rešenja u prethodnoj tački, zbog čega se 

postavlja pitanje kako odrediti vrednosti rešenja i tangente pravca u prvoj tački 

kontinuacije.  

 

5.8.1. Određivanje rešenja u prvoj tački kontinuacije   

 

Određivanje vrednosti rešenja u početnoj tački kontinuacije može predstavljati 

problem u slučaju kompleksnih sistema kod kojih se ne mogu naći analitička rešenja pa 

se moraju koristiti numeričke metode rešavanja jednačina. Osnovni problem 

određivanja rešenja u početnoj tački kontinuacije predstavlja nepoznavanje dovoljno 

dobrih početnih uslova, od čijeg kvaliteta zavisi da li će primenjeni numerički metodi 

konvergirati ili ne. Da bi se rešio problem početnih uslova u slučaju kompleksnih 

sistema, mogu se koristiti dva pristupa. 

Prvi pristup podrazumeva izvođenje numeričke simulacije i zatim odabir neke 

tačke iz simulacije za početne uslove koji se koriste za rešavanje problema (5.2). Koja 

će tačka biti izabrana zavisi od dinamike koja se javlja u sistemu za date vrednosti 

parametara. U slučaju da za datu vrednost parametara imamo samo stabilna stacionarna 

stanja, odnosno neoscilatornu dinamiku, možemo izvesti dovoljno dugu numeričku 

simulaciju kako bi se stacionarno stanje ustalilo i izabrati vrednosti koncentracija koje 

odgovaraju poslednjoj tački numeričke simulacije kao početni uslov. U slučaju da se za 

datu vrednost parametara javljaju periodična rešenja, kao početne uslove je najbolje 

koristiti ili vrednosti u tačkama koje odgovaraju maksimumima oscilacija, Bez obzira na 

dinamiku sistema, izabrane tačke se zatim koriste kao početni uslovi u Njutn-Rafson 

shemi. 

Drugi pristup podrazumeva upotrebu homotopskih metoda.[25,40,65] 

Pretpostavimo da za neku početnu vrednost kontinuacionog parametra β0 nemamo 

dovoljno dobre početne uslove i program za rešavanje sistema nelinearnih jednačina ne 
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može da konvergira ili daje besmislene rezultate. Princip homotopije se sastoji u tome 

da se za rešavanje teškog problema polazi od nekog lakog problema čije se rešenje lako 

može naći, koji se polako deformiše u početni težak problem za koji se sada dobijaju 

dovoljno dobri početni uslovi tako da se može rešiti. 

 

  

  
Slika 7. Primer određivanja stacionarnih koncentracija modela HPA sistema primenom 

homotopskog pristupa gde je korišćeno G(x,β)=x−x*

Ovo se postiže uvođenjem novog parametra m i funkcije G(x, β0) čije rešenje 

znamo, tako da se 

 rešavanja sistema nelinearnih 

jednačina. Na slici a data je promena norme funkcije f(x,β), dok je na slikama b-e data 

promena stacionarnih koncentracija u funkciji homotopskog parametra m 

(5.2) transformiše u problem 
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0 0 0( , , )= ( , ) (1 ) ( , ) 0 1m m m mβ β β+ − < <H x f x G x  (5.44) 

Iz (5.44) je očigledno da se za m = 0 problem svodi na rešavanje samo funkcije 

G(x, β0) čije rešenje znamo, dok se za m = 1 problem svodi na rešavanje polaznog 

problema za koji sada imamo dovoljno precizne početne uslove. Korak kojim se menja 

parametar m je proizvoljan, ali je najčešće dovoljno 4-5 iteracija.  

Dalje, ostaje pitanje kako izabrati funkciju G(x, β0). U praksi se najčešće koriste 

dva oblika funkcije G(x, β0) 

(1) *
0( , )=β −G x x x  

(2) 
*

0 0 0( , )= ( , ) ( , )β β β−G x f x f x  
 

gde x*

Kada se koristi G(x, β0)=x−x

 predstavlja početne uslove koji su nam dostupni. U oba slučaja procedura 

homotopskog rešavanja jednačina je ista, sa tim što se razlikuju sistemi jednačina u 

okviru Njutn-Rafson sheme čijim rešavanjem se dobijaju korigovane vrednosti rešenja. 

* (5.44), jednačina  prelazi u oblik 

*
0 0( , , )= ( , ) (1 )( )m m mβ β + − −H x f x x x  (5.45) 

 U ovom slučaju sistem jednačna koji se rešava u Njutn-Rafson shemi ima oblik 

( )0 0( , , )+(1 ) ( , , )m m m mβ β− ∆ = −J Ix x H x  (5.46) 

gde je J jakobijan originalnog sistema, dok je I jedinična matrica n×n. 

Kada se koristi *
0 0 0( , )= ( , ) ( , )β β β−G x f x f x , zamenom u (5.44), posle 

sređivanja dobija se izraz 

*
0 0 0( , , )= ( , ) ( 1) ( , )m mβ β β+ −H x f x f x  (5.47) 

U ovom slučaju sistem jednačina u Njutn-Rafson shemi ima oblik 

0 0( , ) ( , , )mβ β∆ −J x x = H x  (5.48) 

gde je J isto kao i u prethodnom slučaju. 
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5.8.2 Tangenta u prvoj tački kontinuacije 

 

Posle određivanja rešenja (5.2) u prvoj tački kontinuacije, ostaje još da se odredi 

i tangenta pravca kako bi se mogao pokrenuti postupak numeričke kontinuacije. Iz 

poglavlja 5.7 videli smo da se vrednost tangente u nekoj tački određuje na osnovu 

poznavanja vrednosti tangente u prethodnoj tački, što se ne može primeniti u ovom 

slučaju. Za rešenje ovog problema mogu se primeniti dva pristupa. 

U prvom slučaju, polazi se od jednačine (5.36) koju možemo napisati u obliku 

( ) ( )( ), ( ) ( ), ( ) ls s s s lββ β β= −J x x f x 

  (5.49) 

Iz (5.49), x  možemo izraziti kao 

( )( ) ( )1( ), ( ) ( ), ( ) ls s s s lββ β β−
= − Jx x f x 

  (5.50) 

Sledeći korak jeste da se izraz za x  dobijen u (5.50) zameni u jednačini 

2 2 1l+ =x 

  (5.51) 

čime se posle sređivanja dobija izraz 

( )( ) ( )( )1 21 ( ), ( ) ( ), ( ) 1ls s s s lββ β β−
+ =J x f x   (5.52) 

Iz (5.52) se zatim dobija izraz  

( )( ) ( )( ) 1/211 ( ), ( ) ( ), ( ) ll s s s sβ β β β
−−

= ± + J x f x  (5.53) 

gde se znak ± bira u zavisnosti od pravca kontinuacije. Koristeći formule (5.49) i (5.54) 

može se odrediti tangenta u prvoj tački kontinuacije. 

U drugom pristupu, polazi se od jednačine (5.28) pri čemu se sada zmože 

napisati kao[64] 

=
vz
v

  (5.54) 

gde je v vektor (n+1)×1, dok v predstavlja normu vektora v, uz uslov da je 
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T 1c v =  (5.55) 

gde c predstavlja vektor (n+1)×1 čija vrednost se nasumično izabere u prvoj tački 

kontinuacije i zatim koristi kroz ceo proces kontinuacije. Korišćenjem jednačina (5.54) i 

(5.55), jednačina (5.38) iz koje se određuje z  prelazi u oblik 

( ) ( )

( ) ( )i i

i+1

i

T
0
1

ls s

s
s

αα 
   =       

J f
v

c
 (5.56) 

Na ovaj način se u svakoj tački kontinuacije izračunava vektor v, gde se zatim vrdnost 

tangente pravca z  određuje preko formule (5.54).  

 

5.9. Detekcija bifurkacija  

 

Analiza kompleksnih reakcionih sistema podrazumeva izvođenje analize 

stabilnosti i bifurkacione analiza sa ciljem da se odrede tipovi dinamike koji se mogu 

javiti u datom sistemu. Primena metoda numeričke kontinuacije omogućuje da se ispita 

kako se stacionarne koncentracije intermedijernih vrsta menjaju sa variranjem 

parametara sistema. Međutim, da bi se metode kontinuacije mogle koristiti za potrebe 

bifurkacione analize moraju se uzeti u obzir određene specifične karakteristike 

bifurkacija koje se javljaju u ispitivanim sistemima.  

Efikasan način detekcije bifurkacija omogućuje uvođenje test funkcije Φ(x,β) u 

kontinuacione sheme. Za svaku bifurkaciju, funkcije Φ(x,β) imaju različit oblik ali bez 

obzira na njihov oblik sve imaju jedno isto svojstvo, a to je da su u bifurkacionoj tački 

jednake nuli. Budući da je veoma mala verovatnoća da će se sistem naći tačno u 

bifurkacionoj tački tokom izvođenja kontinuacije (zato što se parametarski prostor 

pretražuje u malim ali ipak diskontinualnim koracima), kao uslov za detekciju 

bifurkacije traži se ne identičnost sa nulom, nego promena znaka funkcije Φ(x,β). Dakle, 

tokom izvođenja numeričke kontinuacije bifurkacija je detektovana kada je 

i i i+1 i+1( ( ), ( )) ( ( ), ( )) 0s s s sβ βΦ Φ <x x  (5.57) 
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Da bi se konstruisale test funkcije mora se znati šta je karakteristično za svaku 

od bifurkacija koje se detektuju. U poglavlju 3 navedeno je da se prilikom analize 

stacionarnih stanja mogu pojaviti statičke bifurkacije sedlasti čvor i tačka grananja kao i 

Andronov-Hopf bifurkacija.  

U okviru poglavlja 3 navedeno je da se statičke bifurkacije javljaju kada matrica 

J ima jednu svojstvenu vrednost koja je jednaka nuli, dok su sve ostale svojstvene 

vrednosti različite od nule, što je ekvivalentno uslovu da je determinanta matrice J 

jednaka nuli. Dakle, za obe statičke bifurkacije, sedlasti čvor i tačku grananja, važi da je 

jakobijan sistema singularan, tako da se postavlja pitanje kako razlikovati ove 

bifurkacije. Odgovor na ovo pitanje je dat u ovkiru poglavlja 3.3.1 ali će to objašnjenje 

biti ovde ponovo dato. Da bi se napravila razlika između te dve bifurkacije mora se 

analizirati rang matrice 

| β  J f  (5.58) 

koja je reda n×n+1, gde je J jakobijan sistema dok je fβ izvod funkcije f po 

kontinuacionom parametru. U slučaju regularnih rešenja, odnosno rešenja kada 

jakobijan ima pun rang, rang proširene matrice je n. Međutim, rang proširene matrice se 

razlikuje u slučaju  sedlastog čvora i tačke grananja. U slučaju sedlastog čvora rang 

proširene matrice je n, što znači da su J i fβ linearno nezavisni. Međutim u slučaju tačke 

grananja rang proširene matrice je n−1. Radi lakšeg shvatanja setimo se 

jednodimenzionalnog primera (3.30) iz poglavlja 3.3.1 

2d
d
x x
t

µ= −  (5.59) 

Proširena matrica za ovaj sistema ima oblik 

[ ]| 2 | 1xβ  = − J f  (5.60) 

gde se sedlasti čvor javlja u tački (x, µ)=(0, 0) u kojoj je proširena matrica 

[ ]| 0 | 1β  = J f  (5.61) 

pri čemu je njen rang 1, dakle n.  U slučaju tačke grananja setimo se primera (3.35) 
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2d
d
x x x
t

µ= −  (5.62) 

čija proširena matrica ima oblik 

[ ]| 2 |x xβ µ  = − J f  (5.63) 

Tačka grananja se javlja kada je (x, µ)=(0, 0) u kojoj je proširena matrica 

[ ]| 0 | 0β  = J f  (5.64) 

pri čemu je njen rang 0, dakle n−1. Razlika u rangu proširene matrice je način da se 

razlikuju ove dve bifurkacije. Činjenice da je rang proširene matrice u slučaju tačke 

grananja n−1 za posledicu ima da je Jprošireno, definisan u jednačini (5.31), singularan, 

odnosno determinanta Jprošireno je 0, dok je u slučaju sedlastog čvora različita od nule.  

Pored navedenih karakteristika za sedlasti čvor je karakteristično da je  

0β =  (5.65) 

zbog čega se još naziva i prevojna tačka.  

 
Slika 8. Bifurkacioni dijagram za sistem x3

 Sa slike 8 se vidi da u sedlastom čvoru dolazi do promene pravca kontinuacije 

usled promene znaka 

 - x - p, gde je variran parametar p u opsegu 

−1 ≤ p ≤ 1. SN označava sedlasti čvor. Kružići označavaju nestabilna stacionarna stanja, 

dok tačkice označavaju stabilna. 

β , i da može doći do pojave histerezisa. Pod histerezisom se 

podrazumeva karakteristika sistema da rešenja ne zavise samo od ulaznih parametara 
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već i od istorije sistema, što znači da za iste vrednosti bifurkaciong parametra sa 

različitim početnim uslovima sistem može ispoljiti različite oblike dinamike.[5] Kako se 

u sistemu sa slike 8 javljaju dva sedlasta čvora bifurkacioni dijagram ima oblik S krive. 

Što se tiče Andronov-Hopf bifurkacije za nju je karakteristično da postoji par 

čisto imaginarnih svojstvenih vrednosti ±iωh, dok su realni delovi preostalih svojstvenih 

vrednosti različiti od nule.  

Na osnovu navedenih karakteristika bifurkacija sedlasti čvor i tačke grananja 

kao i Andronov-Hopf bifurkacije, prilikom izvođenja bifurkacione analize za njihovu 

detekciju se mogu koristiti sledeće test funkcije. Kao test funkcije za detekciju sedlastog 

čvora mogu se koristiti 

i
i 1

prošireno( , ) det( ) det( ) 0

λ

β
β

=



Φ = ≠




∏
J Jx


 (5.66) 

gde λi predstavljaju svojstvene vrednosti jakobijana sistema J. Kao test funkcija za 

tačku grananja koristi se 

prošireno( , ) det( )βΦ = Jx  (5.67) 

gde je Jprošireno definisano u jednačini (5.31).  Kao test funkcija za detekciju Andronov-

Hopf bifurkacije koristi se 

( )( , )
n

i j
i j

β λ λ
<

Φ = +∏x  (5.68) 

koja u slučaju trodimenzionalnog sistema ima oblik 

( ) ( )( )( )
3

1 2 1 3 2 3( , ) i j
i j

β λ λ λ λ λ λ λ λ
<

Φ = + = + + +∏x  (5.69) 
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5.10. Izračunavanje vrednosti stacionarnih koncentracija i kontinuacionog 

parametra u bifurkacionoj tački 

 

Kao što je već navedeno tokom numeričke kontinuacije ne detektuje se tačka 

gde dolazi do pojave odgovarajuće bifurkacije, već se prati promena znaka test funkcija 

Φ(x,β) što za posledicu ima da se približno detektuje položaj bifurkacione tačke, zbog 

čega je neophodno posebnim postupkom precizno izračunati vrednosti stacionarnih 

koncentracija i parametra u bifurkacionoj tački.  Da bi se ovo postiglo neophodno je 

rešiti sistem jednačina 

( , )=0
( , ) 0

β
β


Φ =

f x
x

 (5.70) 

Sistem (5.70) se može rešavati ali najveći problem ovakvog pristupa predstavlja 

izračunavanje izvoda funkcije Φ(x, β), što je neophodno za primenu Njutn-Rafson 

sheme.  

Zbog ovog problema razvijeni su metodi za izračunavanje položaja 

bifurkacionih tačaka koje će biti date u daljem tekstu.[25,64,66–74] 

 

5.10.1. Izračunavanje položaja sedlastog čvora 

 

Pri izračunavanju položaja sedlastog čvora polazi se od činjenice da je jakobijan 

sistema singularan tako da važi[40,66] 

( , ) 0βJ x u =  (5.71) 

gde u predstavlja svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrednosti koja je jednaka 

nuli. Dakle, neophodno je rešiti sistem jednačina 

T

( , )=0
( , ) =0

1

β
βJ

f x
x u

u u =

 (5.72) 

Njutn-Rafson shema za sistem jednačina (5.72) ima oblik 
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[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ]

[ ] [ ]

( )[ ]
xx x

T T

0

0 0 2 1

kk k

kk k k k

k

β

β β

   −∆    
     ∆ =    
   ∆    −     

J

J J

F fx
f f u

uu u u

 (5.73) 

gde fxx predstavlja Hesijan odnosno matricu drugih parcijalnih izvoda, dok je fxβ izvod 

funkcije f po x i β. Zatim se izračunavaju korigovane vrednosti po formuli 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

1

1

1

k k

k k

k k

β β β

+

+

+

+ ∆

= + ∆

= + ∆

x = x x

u u u

 (5.74) 

 

5.10.2. Izračunavanje Andronov-Hopf bifurkacije 

 

Metod za računanje Andronov-Hopf bifurkacije[40,67] polazi od činjenice da je 

za nju karakteristično postojanje para čisto imaginarnih svojstvenih vrednosti što se 

matematički može napisati kao 

( ) ( )( , ) + = +i i iβ ωJ x p q p q  (5.75) 

gde p+iq predstavlja svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrednosti iωh. 

Razdvajanjem realnog i imaginarnog dela, jednačina (5.75) se može napisati kao  

0ω+ =Jp q  (5.76a) 
0ω− =Jq p

 

(5.64b) 

pri čemu se dodaju uslovi normiranja koji obezbeđuju da su p i q netrivijalni i linearno 

nezavisni 

T 0w =p  (5.77a) 
T 1w =q  (5.65b) 

gde je w vektor n×1, čija se vrednost nasumično izabere. 

Dakle, za izračunavanje Andronov-Hopf bifurkacije mora se rešiti sistem 

jednačina 



94 
 

T

T

( , )=0
0
0

0
1

w
w

β
ω
ω

+ =
− =

=

=

J
J

f x
p q
q p

p
q

 (5.78) 

 Njutn-Rafson shema za sistem (5.78) ima oblik 

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]

[ ][ ]

[ ][ ]

[ ]

[ ]

xx x

xx x
TT

TT

0 0 0

+

+

0 0 0 0
10 0 0 0

k kk

kkk k k k k k

kkk k k k k k

k

k

ww
ww

β

β

β

ωω β
ωω

ω

   −
∆    

     −∆    
=∆   − 

    ∆
−    ∆    
−  

J

JJ

JJ

fF
x

p qf p f p q
p q pf q f q p
q

p

q

 (5.79) 

Iz (5.79) korigovane vrednosti se dobijaju preko formule 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

1

1

1

1

1

k k

k k

k k

k k

k k

β β β

ω ω ω

+

+

+

+

+

+ ∆

= + ∆

= + ∆

= + ∆

= + ∆

x = x x

p p p

q q q

 
(5.80) 

 

5.10.3. Upotreba metoda sečica za izračunavanje bifurkacionih tačaka 

 

Metodi za izračunavanje sedlastog čvora, tačke grananja i Andronov-Hopf 

bifurkacije su veoma efikasni ali se javlja nekoliko problema. Prvi problem predstavlja 

uvođenje novih promenljivih tako da se sistem za izračunavanje sedlastog čvora i tačke 

grananja sastoji od 2n+1 jednačine, dok se u slučaju Andronov-Hopf bifurkacije sastoji 

od 2n+2 jednačine, pa se samim tim sa povećanjem broja promenljivih povećava vreme 

izračunavanja. Drugi problem jeste što navedeni metodi zahtevaju izračunavanje 

matrice drugih parcijalnih izvoda odnosno Hesijana sistema, što može predstavljati 

problem pogotovo u slučaju višedimenzionalnih sistema. Da bi se izbegli navedeni 

problemi može se koristiti višedimenzionalni metod sečica za izračunavanje navedenih 

bifurkacionih tačaka.[22,28,64] 
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Višedimenzionalni metod sečica se zasniva na rekurentnoj formuli[22,28] 

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ]

k k-1
k+1 k k

k k-1
−

−
−

z zz = z f
f f

 (5.81) 

gde je z definisano u (5.26). Ova formula se ponavlja sve dok ne bude zadovoljeno da je 

[ ]k ε<f  (5.82) 

Iz rekurentne formule (5.81) vidi se da primena ovog metoda ne zahteva nikakva 

komplikovana izračunavanja u vidu Hesijana sistema, već je dovoljno znati vrednosti 

rešenja u tačkama između kojih se javlja detektovana bifurkacija. Ovaj metod je 

primenjivan za izračunavanje bifurkacionih tačaka u programu koji je napisan za 

potrebe ovog rada. 

 

5.11. Konstrukcija periodičnih rešenja 

 

Za oscilatorne reakcije, kao što im i samo ime kaže, karakteristična je 

oscilatorna dinamika, zbog čega je u nekim slučajevima neophodno ispitivati i kako 

promena pojedinih parametara sistema utiče na karakteristike oscilacija kao što su 

period i amplituda.  

Ovakva analiza se može izvesti na više načina. Najjednostavniji način jeste 

izvođenje numeričke simulacije u dovoljno dugom vremenskom intervalu koji će 

obezbediti da se periodično rešenje ustali i zatim očita period, amplitude i stacionarne 

koncentracije. Međutim, ovo nije najefikasniji pristup kada je potrebno ispitati veliki 

broj tačaka.  

Zbog toga se primenjuje drugi pristup, koji polazi od toga da se sistem običnih 

diferencijalnih jednačina (5.1) sa početnim uslovima, prevodi u problem rešavanja 

diferencijalnih jednačina sa dva granična uslova[40] 

(0)= ( )=Tx x η  (5.83) 

gde η predstavlja vrednosti koncentracija u početnom vremenu integracije koje u 

slučaju periodičnih rešenja u trenutku koje odgovara periodu T moraju biti iste. Dakle, 
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prilikom rešavanja ovog problema cilj je odrediti početne uslove η i minimalni period T. 

Budući da je T nepoznato, prilikom rešavanja ovog problema uvodi se novi parametar τ 

takav da važi 

t Tτ=  (5.84) 

Iz (5.84) se vidi da je vreme integracije jednako periodu kada je τ jednako 1. 

Zamenom (5.84) u (5.1) dobijamo sistem diferencijalnih jednačina sa dva granična 

uslova  

d ( , )
d

T
τ

=
x f x k  (5.85a) 

(1; , )=Tx η η

 

(5.85b) 

gde x(1; η,Τ) označava rešenje u tački koja odgovara perioduΤ kada je τ=1 . 

Za rešavanje ovog problema može se koristiti više metoda[22,25,29,63,75,76] ali 

je za potrebe ovog rada korišćen "shooting method"[40] koji će biti i opisan u daljem 

tekstu. Osnovna ideja ovog metoda jeste da se rešava sistem (5.85a) za neke početne 

uslove (T0,η0) u intervalu od 0 do 1 i zatim ispita da li je zadovoljen uslov (5.85b), 

drugim rečima proveri da li su koncentracije jednake u prvoj i poslednjoj tački 

integracije što je zadovoljeno u slučaju periodičnih rešenja. Ukoliko je razlika 

koncentracija u prvoj i poslednjoj tački integracije manja od neke zadate tolerancije 

određeni su period i koncentracije u suprotnom se koriguju njihove vrednosti i zatim 

ponavlja precedura sa novim vrednostima za T0 i η0  sve dok se ne odrede rešenja. 

Princip izvođenja ovog metoda je opisan u nastavku teksta. 

 Pretpostavimo da imamo neke početne uslove (T0,η0), koji nisu dovoljno tačni, 

tako da moramo da nađemo prave vrednosti (T,η). Dakle, moramo naći 

0δ = −η η η  (5.86a) 

0δT T T= −  (5.86b) 

takve da bude zadovoljena relacija 

( )0 0 0 0(δ , δ ) δ 0T T+ + − +x η η η η  (5.87) 

Razvojem (5.87) u Tejlorov red i zadržavanjem samo linearnih članova dobija se 
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0 0 0 0 0 0 0( , )δ ( , )δ ( , )T T T T
T

η ∂ ∂
− + = − ∂ ∂ 

Ix x xη η η η
η

 (5.88) 

gde je ∂
∂
x
η

 matrica n×n, I jedinična matrica n×n i 
T

∂
∂

x  vektor n×1. Iz (5.1) može se 

videti da je 

0 0 0 0 0( , ) ( ( , ); )= ( ; )T T
T

∂
=

∂
x F x k F kη η η  (5.89) 

Sledeći korak jeste izračunavanje matrice ∂
∂
x
η

. Da bi se to izvelo diferenciramo 

jednačinu (5.1) po η čime se dobija  

d ( )
dt

 ∂ ∂
= ∂ ∂ 

Jx xx,k
η η

 (5.90) 

što predstavlja sistem običnih diferencijalnih jednačina sa početnim uslovima 

(0)∂
=

∂
Ix

η
 (5.91) 

Budući da se najčešće ne može naći analitičko rešenje za x, za izračunavanje se 

mora koristiti numerički pristup. Postupak se sastoji u izvođenju numeričke integracije 

(5.85a) za početne uslove 

0(0) η=x  (5.92) 

0 k(0) eδ= +x η  (5.93) 

u intervalu od 0 do 1, gde δek označava da je promenjena početna vrednost k-te vrste 

prilikom integracije. Zatim se izračunava tražena matrica primenom formule 

k k
0 0 k 0 0

0 0
k

(δe ) ( . )( , )
δ

T TT + −∂
=

∂
x , xx η η η

η
 (5.94) 

gde ek predstavlja k-tu kolonu jedinične matrice, dok je δ mali broj. Matrica ∂
∂
x
η

se još 

naziva i monodromna matrica[77]. Svojstvene vrednosti monodromne matrice 
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predstavljaju Floketove multiplikatore koji su neophodni za određivanje stabilnosti 

periodičnih rešenja.[22,40,78] 

Kada je izračunata matrica ∂
∂
x
η

, ostaje da se reši sistem jednačina (5.88). 

Međutim tu se javlja problem budući da imamo n jednačina i n+1 promenljivu, zbog 

čega je neophodno dodati još jednu jednačinu oblika  

( = ) 0g =x η  (5.95) 

Prilikom izbora funkcija g(x=η0) može se iskoristiti nekoliko opcija[29,40] 

(1) Fiksiranje vrednosti jedne od komponenti početnog vektora η0. 

(2) Izjednačavanje k-te komponente, fk(x,k), funkcije f(x, k) sa nulom, što 

obezbeđuje da početna i krajnja tačka integracije odgovaraju ekstremnim 

vrednostima 

(3) Upotreba uslova ortogonalnosti koja obezbeđuje da je fT

(4) Integralni oblik uslova ortogonalnosti 

(x, k)δη=0 

Sledeći korak jeste primena Njutn-Rafson metoda na sistem jednačina 

0

( , ) =0
( = ) 0
T

g
−

=
x

x
η η
η

 (5.96) 

gde oblik jednačina koje je potrebno rešavati u Njutn-Rafson shemi zavisi od oblika 

funkcije g(x=η). Konkretno prilikom pisanja programa korišćen je uslov (2), ali ćemo 

ovde dati oblik jednačina i za uslov (3). U slučaju uslova (2) jednačine imaju oblik 

( ) ( )

( )

( )0 0 0
0 0 0

k
0

, ;
,

0; 0

T
T

T

∂ −  ∆∂  −   =   ∆∂     
 ∂ 

Ix f k
η x

f k

η η
η η η

η
η

 (5.97) 

dok u slučaju uslova (3) imaju oblik 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0

T

, ; ,
0

0

T T
T

∂ − ∆  −  ∂ =     ∆     

Ix f k η xη

f

η η η η
 (5.98) 
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Korigovanje rešenja se izvodi sve dok se ne pronađu dovoljno precizna rešenja. 

Prilikom primene ovog metoda za izračunavanje periodičnih rešenja mnogo pažnje se 

mora posvetiti izboru početnih uslova, budući da za loše početne uslove ovaj metod ne 

može da konvergira.  

  
Slika 9. Periodična rešenja autokatalatora konstruisana primenom shooting metoda . Na 

slici a) fazni dijagram koji pokazuje kako se menjaju periodična rešenja sa promenom 

vrednosti konstante brzine k1 b) promena perioda sa sa promenom vrednosti konstante 

brzine k1. Vrednost konstante k1 menjana je u opsegu 7.00×10-2 ≤ k1 ≤7.15×10-5

 

5.12. Bifurkaciona analiza ispitivanjem dinamičkih stanja 

 

Bifurkaciona analiza matematičkih modela kompleksnih reakcionih sistema 

može se izvesti korišćenjem metoda numeričke kontinuacije, ali postoji i drugi pristup 

koji se bazira na analizi karakteristika dinamičkih stanja[45–47,79,80]. U 

eksperimentalnoj analizi kompleksnih rekacionih sistema, pogotovo oscilatornih 

reakcija, ovaj pristup je nezamenjiv, budući da je za primenu metoda numeričke 

kontinuacije neophodno poznavanje koncentracija svih vrsta koje ulaze u predloženi 

matematički model. Ovo u najvećem broju slučajeva nije moguće, jer se koncentracije 

nekih vrsta ne mogu eksperimentalno pratiti. Sa druge strane, za ispitivanje 

karakteristika dinamičkih stanja dovoljno je pratiti  jednu vrstu. 

. 

Izvođenje bifurkacione analize na osnovu ispitivanja karakteristika dinamičkih 

stanja podrazumeva izvođenje niza numeričkih simulacija za različite vrednosti 

bifurkacionog parametra i beleženja karakteristika dobijenih dinamičkih stanja. Na 
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osnovu numeričkih simulacija detektuju se vrednosti bifurkacionog parametra u kojima 

dolazi do promena u dinamici koje su karakteristične za odgovarajuće tipove bifurkacija, 

kao što je na primer prelazak iz stacionarnog stanja u oscilacije. Karakteristike koje su 

od značaja u ovom pristupu bifurkacionoj analizi jesu period i amplitude oscilacija kao i 

postojanje histerezisa. Kada se detektuje odgovarajuća promena u dinamici sistema, 

sledeći korak je utvrđivanje kako se navedene karakteristike sistema menjaju sa malim 

promenama bifurkacionog parametra u okolini date bifurkacione tačke. Na osnovu 

dobijenih podataka konstruišu se grafici zavisnosti perioda i amplitude oscilacija u 

funkciji promene bifurkacionog parametra u odnosu na kritičnu vrednost u kojoj je 

došlo do promene dinamike sistema. Na osnovu dobijenih grafika utvrđuje se o kom 

tipu bifurkacija se radi. Primenom ovog metoda može se detektovati veći broj 

bifurkacija. Bifurkacije koje se mogu detektovati na ovaj način su date u tabeli 12 

zajedno sa kriterijumima diskriminacije. 

Iz tabele 12 se može videti da se bifurkacije mogu jednostavno detektovati 

korišćenjem ovog pristupa, što ne mora uvek biti slučaj kod korišćenja različitih 

numeričkih tehnika koje često podrazumevaju komplikovane račune.  

Tabela 12. Karakteristike različitih tipova bifurkacija [6,47,80] 

Tip bifurkacije Zavisnosti od bifurkacionog parametra 
 T A Histerezis 
Superkritična Andronov-
Hopf bifurkacija T ∝|α−α c| A2 − ∝ |α−αc| 

Subrkritična Andronov-
Hopf bifurkacija T ≈ const A + ≈ const 

Bifurkacija sedlasta petlja T ∝ ln|α−αc | A + ≈ const 
Bifurkacija sa sedlastom 
čvornom tačkom (SNIPER) T2 ∝ |α−αc | A-1/2  + ≈ const 

Bifurkacija dvostruka petlja T∝αc/|α−αc | A − ≈ const 

Jednostavnost ovog pristupa bifurkacionoj analizi dolazi do izražaja kada je 

potrebno odrediti da li se radi o superkritičnoj ili subkritičnoj Andronov-Hopf 

bifurkaciji. Da bi se utvrdilo da li se radi o superkritičnoj ili subkritičnoj bifurkaciji 

ispitivanjem karakteristika dinamičkih stanja, dovoljno je izvesti numeričke simulacije i 

utvrditi kako se amplituda menja sa promenom bifurkacionog parametra, što je prilično 

jednostavan postupak. Sa druge strane, primena metoda numeričke kontinuacije za 
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utvrđivanje tipa Andronov-Hopf bifurkacije podrazumeva izračunavanje prvog 

Ljapunovljevog koeficijenta[22], za šta je neophodno izračunavanje svojstvenih vektora 

i matrice parcijalnih izvoda trećeg reda, što je poprilično zahtevan zadatak u slučaju 

višedimenzionalnih sistema. 

Osnovni problem ove metode jeste taj što bifurkacije često imaju slično 

ponašanje u okolini bifurkacione tačke, pa je potrebno raditi detaljne analize kako bi se 

utvrdilo o kojoj bifurkaciji je reč. Pored navedenog, precizna i tačna identifikacija 

bifurkacija zahteva znatno angažovanje i znanje eksperimentatora, pri čemu nije 

automatizovana kao kontinuacija. Bitan nedostatak jeste taj da se dobijaju samo stabilna 

stanja i prelazi među njima, odnosno stabilna stanja i krugovi. Ipak, najveća prednost 

ove metode jeste što se može primeniti kako u eksperimentalnoj analizi tako i u 

teorijskom ispitivanju matematičkih modela, što nije slučaj sa metodama numeričke 

kontinuacije. 

  
Slika 10. Primer određivanja superkritične Andronov-Hopf bifurkacije u modelu 

BL reakcije, gde je određivana promena amplitude vrste I−. Kao bifurkacioni parameter 

je korišćena početna koncentracija H2O2 u opsegu 5.80×10-2 M  ≤ [H2O2]0 ≤ 5.70×10-2

Kao primer primene ove metode iskoristićemo model BL reakcije koji je dat u 

dodatku C. Prilikom analize uzeto je da je koncentracija H2O2 konstantna tokom 

vremena i jednaka početnoj vrednosti. Zbog toga su u izrazima za brzine reakcija 

definisanim relacijama (C.3h)-(C.3j) konstantne brzina pomnožene sa početnom 

koncentracijom H2O2. Početna koncentracija H2O2 menjana je u opsegu od 5,80×10

 

M.  

-2 M 
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do 5,70×10-2 M sa korakom  1×10-4

Iz tabele 13 se može videti da za nastanak oscilatorne evolucije konstante brzina 

k2, k5, k7 i k8 nisu od presudne važnosti, budući da se mogu potpuno isključiti a da model 

i dalje simulira oscilatornu dinamiku. Konstante brzina bitne za oscilatornu dinamiku 

modela HPA sistema  su k1, k3, k4, k6 i k9, budući da svaka od navedenih konstanti 

brzina ima donju granicu do koje se može smanjiti vrednosti uz zadržavanje oscilatorne 

 i praćeno je kako se menja amplituda. Na osnovu 

grafika je utvrđeno da između kvadrata amplitude i vrednosti bifurkacionog parametra 

postoji linearna zavisnost, što govori da se radi o superkritičnoj Andronov-Hopf 

bifurkaciji. Zavisnost između kvadrata vrednosti amplituda i promene bifurkacionog 

parametra data je na slici 10. 

 

5.13. Primena metoda numeričke kontinuacije i ispitivanja dinamičkih 

stanja na model HPA sistema 

 

Za potrebe izrade ovog rada urađena je bifurkaciona analiza na modelu (RB.1)-

(RB.9) HPA sistema, definisanom u dodatku B pomoću metoda numeričke kontinuacije 

i metode ispitivanja dinamičkih stanja.  

 

5.13.1. Analiza polaznog modela HPA sistema (RB.1)-(RB.9) 

 

Prvi korak u ispitivanju ovog modela jeste primena numeričke kontinuacije na 

bazi kontinuacije pseudo-dužine luka sa ciljem da se odredi oblast oscilatornosti za 

svaku konstantu brzine posebno, kako bi se utvrdio značaj svake od njih na osilatornu 

dinamiku i pojavu Andronov-Hopf bifurkacije, čije je postojanje za modele oscilatornih 

reakcija od suštinske važnosti. Prilikom izvođenja numeričke kontinuacije rešavane su 

jednačine stacionarnosti modela HPA sistema, koje se dobijaju izjednačavanjem 

jednačina (B4a−B4d) sa nulom. Na osnovu ove analize određene su vrednosti konstanti 

brzina pri kojima dolazi do pojave i nestanka oscilatorne dinamike. Vrednosti su date u 

tabeli 13. Vrednosti konstanti brzina koje nisu korišćene kao kontinuacioni  parametar 

su prilikom izvođenja kontinuacije bile fiksirane na vrednostima koje su date u dodatku 

B. 
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dinamike, i sve izuzev konstante brzine k3 imaju i gornju granicu. Ovaj rezultat je 

veoma značajan, jer se u potpunosti slaže sa rezultatima koji su dobijeni primenom SNA, 

pomoću koje je dobijen minimalni model sposoban da simulira Andronov-Hopf 

bifurkaciju (Tabela 3 u poglavlju 4.11.1) i koji sadrži samo reakcije (RB.1), (RB.3), 

(RB.4), (RB.6) i (RB.9) polaznog modela (RB.1)-(RB.9). 

Tabela 13. Vrednosti konstanti brzina u modelu HPA za koje dolazi do pojave i 
nestanka oscilatorne diamike 

Konstanta brzine 
Vrednost pri kojoj počinje 

oscilatorna dinamika 
Vrednost pri kojoj nestaje 

oscilatorna dinamika 
k1 1.6136×10 1.9703×10-8 -8 
k2 0 7.4645×10
k3 

-10 
1.00×10-3 ∞ * 

k4 3.88×10-3 3.8292×10* 
k5 

-2 
0 4.8357×10

k6 

-3 
9.7843×10 1.4263×1013 

k7 

14 
0 ∞ 

k8 0 6.4285×10
k9 

-2 
0.3994 0.5112 

*kod ovih konstanti brzina algoritam je naišao na problem računanja tako da su vrednosti konstanti brzina 

određeni izvođenjem numeričkih simulacija 

Variranjem vrednosti svake od konstanti brzina bitnih za oscilatornu dinamiku 

posebno su utvrđeni tipovi bifurkacija koji se javljaju u modelu HPA sistema. Utvrđeno 

je da se variranje vrednosti konstanti brzina k1, k3, k6 i k9 može dobiti samo superkritična 

Andronov-Hopf bifurkacija. Sledeći korak je bio odrediti tip Andronov-Hopf bifurkacije, 

za šta je korišćena analiza dinamičkih stanja. Ovom analizom potvrđeno je da se pri 

variranju navedenih konstanti javlja samo superkritična Andronov-Hopf bifurkacija. Na 

slici 11 dati su bifurkacioni dijagrami za konstantu k1 dobijeni primenom numeričke 

kontinuacije i ponašanje amplituda u okolini Andronov-Hopf bifurkacije. Sa slike 11 se 

može videti da postoji linearna zavisnost između kvadrata amplitude i bifurkacionog 

parametra, što je jasna potvrda da je u pitanju superkritična Andronov-Hopf bifurkaciji. 

Slična situacija se dešava kod svih gore navedenih konstanti brzina, zbog čega su ovde 

dati samo rezultati za k1. 
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Slika 11. Bifurkacioni dijagrami za model (RB.1)-(RB.9) sa konstantom brzine 

k1 kao bifurkacionim parametrom. Na slici a) bifurkacioni dijagram dobijen korišćenjem 
numeričke kontinuacije. Oznaka H i kvadratić na slici a) označavaju tačku u kojoj je 
detektovana Andronov-Hopf bifurkacija b) na slikama b1 i b2 prikazane su promene 
amplitude i kvadrata amplitude sa promenom konstante brzine k1 u intervalu 1,5733×10-

8 min-1 ≤ k4 ≤ 1,6500×10-8 min-1 c) na slikama c1 i c2 prikazane su promene amplitude i 
kvadrata amplitude sa promenom konstante brzine k1 u intervalu 1,94×10-8 min-1 ≤ k4 ≤ 
1,99×10-8 min

Međutim, u slučaju konstante brzine k4 situacija je malo složenija. Prvi korak u 

ispitivanju uticaja ove konstante jeste primena metoda numeričke kontinuacije. Kad se 

krene od vrednosti 1,00×10

-1
 

-3 min-1 pa naviše u okolini tačke k4=3,88×10-3 min-1 dolazi 

do naglog skoka u vrednosti stacionarnih koncentracija pri čemu sistem postaje 

nestabilan, što se može videti sa bifurkacionog dijagrama na slici 12. Nagli skok u 

vrednosti stacionarnih koncentracija ukazuje na postojanje sedlastog čvora. Ali u 
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okolini ove dolazi do pojave i  oscilacija što sa druge strane ukazuje da dolazi do pojave 

i Andronov-Hopf bifurkacije. Istovremeno javljanje obe navedene bifurkacije govori da 

ovde dolazi do pojave neke složenije bifurkacije u kojoj se sudaraju sedlasti čvor i 

Andronov-Hopf bifurkacija. Daljim povećavanjem vrednosti k4 sistem ostaje nestabilan 

sve do vrednosti k4 = 3,8292×10-2 min-1, u kojoj se gubi oscilatorna dinamika, usled 

prolaska kroz Andronov-Hopf bifurkaciju, što se može videti sa slike 12.  

 
Slika 12. Bifurkacioni dijagram modela (RB.1)-(RB.9) dobijen korišćenjem 

numeričke kontinuacije sa variranjem vrednosti konstante brzine k4 u intervalu 1,00×10-

3 min-1< k4 < 5,00×10-2 min-1

Sledeći korak jeste ispitati koja se bifurkacija javlja u okolini tačke k4= 3,88×10

. Slovo H i kvadratić označavaju tačku u kojoj je 

detektovana Andronov-Hopf bifurkacija.  
-

3  min-1 kao i odrediti tip Andronov-Hopf bifurkacije koja se javlja u k4 = 3,8292×10-2 

min-1. 

U cilju određivanja tipa Andronov-Hopf bifurkacije izvedena je analiza 

dinamičkih stanja u okolini k4 = 3,8292×10-2 min-1

Utvrđivanje tipa bifurkacije koja se javlja u okolini tačke k4= 3,88×10

 i ispitano kako se menja amplituda 

sa promenom k4. Sa slike 13. može se videti da postoji linearna zavisnost između 

kvadrata amplitude i vrednosti k4, što potvrđuje da se radi o superkritičnoj Andronov-

Hopf bifurkaciji. 

-3 min-1 

izvedeno je iz nekoliko koraka. Prvi korak je ispitivanje da li postoji histerezis, zbog 

čega je opet izvedena numerička kontinuacija ali sada sa suprotnim smerom 

kontinuacije od vrednosti 5,00×10-2 min-1 do 1,00×10-3 min-1. Ovog puta nije došlo do 
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nagle promene u vrednosti stacionarnih koncentracija u okolini tačke k4=3,88×10-3 min-1, 

kao što je to bilo u prethodnom slučaju što se može videti sa slike 14, pri čemu sistem 

ostaje nestabilan čak i za vrednosti k4 u kojima je u prethodnom slučaju bio stabilan. Na 

osnovu navedenog zaključuje se da postoji histerezis. 

  
Slika 13. Određivanje superkritične Andronov-Hopf bifurkacije u modelu 

(RB.1)-(RB.9), ispitivanjem promena amplitude oscilacija vrste CORT sa kontrolnim 

parametrom. Kao bifurkacioni parameter varirana je vrednost konstante brzine k4 u 

opsegu 3,70×10-2 min-1 ≤ k4 ≤ 3,82×10-2 min

Sledeći korak jeste primena analize dinamičkih stanja u cilju utvrđivanja o kojoj 

bifurkaciji je reč. Usled činjenice da postoji histerezis iz tabele 12 se može videti da su 

moguće sledeće bifurkacije: subkritična Andronov-Hopf bifurkacija, bifurkacija sedlaste 

petlje i bifurkacija sa sedlastom čvornom tačkom. Da bi se utvrdilo koja od navedenih 

bifurkacija se javlja ispitano je kako se amplitude i period menjaju sa promenom k4. Na 

osnovu ove analize utvrđeno je da su amplitude oscilacija približno konstantne dok je 

zavisnost između perioda oscilacija i ln|k4-k4,c| linearna, što se može videti sa slike 15. 

Sve ovo potvrđuje da se radi o bifurkaciji sedlaste petlje. 

 

-1
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Slika 14. Pojava histerezisa u modelu (RB.1)-(RB.9) usled variranja vrednosti 

k4. Na slici a) vrednost k4 je smanjivana od 5,00×10-2 min-1 do 1,00×10-3 min-1 b) 

vrednost k4 je menjana od  1,00×10-3 min-1 do 5,00×10-2. Na slici je dat samo deo 

bifurkacionog dijagrama u opsegu od 1,00×10-3 - 5,00×10-3 min-1 radi jasnije slike o 

ponašanju sistema u okolini tačke k4=3,88×10-3 min-1. Na slikama a) i b) tačkice 

predstavljaju stabilna dok kružići predstavljaju nestabilna stacionarna stanja. 

  
Slika 15. Određivanje bifurkacije sedlaste petlje u modelu (RB.1)-(RB.9). Na 

slici a) linearna zavisnost između perioda oscilacija i ln|k4-k4,c| b) zavisnost amplitude 

oscilacija od vrednosti k4. Konstanta brzine k4 menjana je u opsegu 3,90×10-3 min-1 ≤ k4 

≤ 4,20×10-3 min-1 sa korakom 1,00×10-5 min-1, vrednost k4,c = 3,88×10-3 min-1  
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5.13.2. Analiza minimalnog modela koji može da simulira sedlasti čvor 

dobijenog redukcijom polaznog modela HPA sistema (RB.1)-(RB.9) 

 

Kako su na osnovu bifurkacione analize potvrđeni rezultati dobijeni primenom 

SNA koji se tiču minimalnog modela sposobnog da simulira Andronov-Hopf 

bifurkaciju (tabela 3 u poglavlju 4.11.1), sledeći logičan korak jeste potvrditi validnost 

rezultata SNA koji se tiču minimalnog modela sposobnog da simulira sedlasti čvor 

(tabela 6 u poglavlju 4.11.2). U tu svrhu ponovo je ispitan uticaj konstante k4, ali sada 

na modelu datom u tabeli 6 u poglavlju 4.11.2. 

 
Slika 16. Bifurkacioni dijagram za minimalni model sposoban da simulira 

sedlasti čvor (tabela 6 u poglavlju 4.11.2) dobijen redukcijom polaznog modela (RB.1)-

(RB.9). Bifurkacioni dijagram je dobijen primenom numeričke kontinuacije sa 

variranjem konstante brzine k4 u opsegu 1,00×10-3 min-1< k4 < 5,00×10-2 min

I u ovom slučaju izvedena je numerička kontinuacija gde je k4 menjana u opsegu 

od 1,00×10

-1
 

-3 min-1 do 5,00×10-2 min-1. Iz dobijenog bifurkacionog dijagrama slika 16 

može se videti da je situacija identična kao i u slučaju polaznog modela (RB.1)-(RB.9). 

Opet dolazi do naglog skoka vrednosti stacionarnih koncentracija ali sada u tački 

k4 = 3,775×10-3 min-1 koja je malo pomerena u odnosu na polazni model. Daljim 

povećanjem vrednosti k4 sistem prolazi kroz Andronov-Hopf bifurkaciju. Primenom 

analize dinamičkih stanja utvrđeno je da je opet reč o superkritičnoj Andronov-Hopf 

bifurkacija (slika 17). 
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Slika 17. Određivanje superkritične Andronov-Hopf bifurkacije u u minimalnom 

modelu sposobnom da simulira sedlasti čvor dobijenog redukcijom modela (RB.1)-

(RB.9), ispitivanjem promena amplitude oscilacija vrste CORT sa kontrolnim 

parametrom. Kao bifurkacioni parameter varirana je vrednost konstante brzine k4 u 

opsegu 3,70×10-2 min-1 ≤ k4 ≤ 3,82×10-2 min

Da bi se utvrdilo da li se i ovde javlja bifurkacija sedlaste petlje ponovljen je 

postupak izveden prilikom analize polaznog modela. Prvo je urađena numerička 

kontinuacija od vrednosti k4 = 5,00×10

-1
 

-2 do k4 = 1,00×10-3 pri čemu je situacija 

identična kao i u slučaju analize polaznog modela (slika 18). Na ovaj način je potvrđeno 

postojanje histerezisa.  

Kako je potvrđeno postojanje histerezisa, sledeći korak je ispitati kako se 

menjaju amplitude i period sa promenom k4. Opet je nađeno da su amplitude približno 

konstantne i da postoji linearna zavisnost između perioda oscilacija i ln|k4-k4,c|, što se 

može videti sa slike 19.  

Na ovaj način su potrvđeni rezultati dobijeni primenom SNA, pri čemu je 

utvrđeno da se sedlasti čvor u okviru ovog modela ne javlja sam već zajedno sa 

Andronov-Hopf bifurkacijom, što za posledicu ima nastanak globalne bifurkacije sa 

sedlastom petljom. 
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Slika 18. Pojava histerezisa u minimalnom modelu sposobnom da simulira 

sedlasti čvor dobijenom redukcijom modela (RB.1)-(RB.9). Na slici a) vrednost k4 je 

smanjivana od 5,00×10-2 min-1 do 1,00×10-3 min-1 b) vrednost k4 je povećavana od 

1,00×10-3 min-1 do 5,00×10-2. Na slici je dat samo deo bifurkacionog dijagrama u 

opsegu od 1,00×10-3 - 5,00×10-3 min-1 radi jasnije slike o ponašanju sistema u okolini 

tačke k4=3,775×10-3 min-1. Na slikama a) i b) tačkice predstavljaju stabilna dok kružići 

predstavljaju nestabilna stacionarna stanja. 

  
Slika 19. Određivanje bifurkacije sedlaste petlje u minimalnom modelu koji 

može da simulira sedlasti čvor dobijenom redukcijom modela (RB.1)-(RB.9). Konstanta 

brzine k4 menjana je u opsegu 3,780×10-3 min-1 ≤ k4 ≤ 3,790×10-3 min-1 sa korakom 

1,00×10-6 min-1. Na slici ln|k4-k4,c|, gde je k4,c = 3,775×10-3 min-1
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6. Zaključak 

 

U okviru ovog rada detaljno su obrađeni različiti pristupi u analizi stabilnosti 

neravnotežnih stacionarnih stanja složenih reakcionih sistema. Oni su primenjeni na 

autokatalatoru, modelima oscilatornih reakcija BZ i BL kao i na modelu HPA sistema sa 

ciljem da se obrade različiti problemi koji se sreću prilikom izvođenja analize stabilnosti 

i tako dobiju korisne informacije o dinamičkim stanjima pomenutih sistema. 

U okviru glave 3 obrađen je klasičan pristup analizi stabilnosti koji se zasniva na 

određivanju analitičkih izraza za svojstvene vrednosti nalaženjem nula karakterističnog 

polinoma. Detaljnom analizom modela autokatalatora pokazano je da je primena ovog 

pristupa ograničena na one reakcione sisteme koji imaju najviše dve intermedijerne 

vrste. Pokazano je da čak i u slučaju autokatalatora, relativno jednostavnog modela 

oscilatorne reakcije koji sadrži dve intermedijerne vrste i četri reakcije, izrazi za 

svojstvene vrednosti predstavljaju komplikovane funkcije konstanti brzina. 

U okviru glave 4 data je metoda koja se zove analiza stehiometrijskih mreža 

(SNA), podvučeni problemi koji se javljaju pri primeni ove metode u ispitivanju 

stabilnosti neravnotežnih stacionarnih stanja modela složenih reakcionih sistema i 

predložena rešenja za njihovo prevezilaženje. U tom cilju, napisani su programi u 

MATLAB programskom paketu, koji omogućavaju brzo izračunavanje matrice 

ekstremnih struja E primenom algoritama opisanih u poglavljiima 4.4.1 i 4.4.2, kao i 

efikasno određivanje negativnih dijagonalnih minora matrice brzine struja V(j). Pored 

navedenog, detaljno je objašnjeno kako izabrati intermedijerne vrste bitne za izvođenje 

analize stabilnosti, pojednostaviti dobijene uslove nestabilnosti i ono što je najbitnije dat 

je odgovor na pitanje koji je od dva tipa parametara, brzina reakcija vss i brzina struja j, 

bitniji za analizu stabilnosti. Pokazano je da efikasna primena SNA u analizi stabilnosti 

zahteva korišćenje oba tipa parametara budući da korišćenje brzina struja j omogućava 

tačno i precizno određivanje negativnih dijagonalnih minora ali dobijeni rezultati se ne 

mogu uporediti sa eksperimentom. Sa druge strane, analiza zasnovana samo na 

brzinama reakcija vss omogućava poređenje rezultata sa eksperimentima, ali postojanje 

lažno negativnih minora uvodi teškoće u određivanju vrsta i reakcija bitnih za nastanak 
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nestabilnosti i bifurkacija. Sve to je primenjeno na modelima HPA sistema i BL reakcije 

pri čemu je pokazano kako se jednostavno i efikasno mogu odrediti funkcionalni delovi 

modela odgovorni za nastanak bifurkacija sedlasti-čvor i Andronov-Hopf . 

U okviru glave 5 obrađeni su problemi vezani za bifurkacionu analizu 

kompleksnih reakcionih sistema primenom tehnika numeričke kontinuacije i analize 

dinamičkih stanja. Detaljno su obrađene tehnike numeričke kontinuacije, problemi 

vezani za rešavanje sistema nelinearnih jednačina, određivanja početnih uslova kao i 

detekcije bifurkacija i konstrukcija periodičnih rešenja. Za potrebe ovog rada napisani 

su programi koji izvode numeričku kontinuaciju na principu kontinuacije pseudo-dužine 

luka, a koji mogu da detektuju lokalne bifurkacije stacionarnih stanja: Andronov-Hopf, 

sedlasti čvor i tačku grananja. Takođe je napisan i program za dobijanje periodičnih 

rešenja. Navedene metode su primenjene na model HPA sistema u cilju potvrđivanja 

rezultata dobijenih primenom SNA. Na ovaj način je pokazano kako se kombinovanjem 

različitih tehnika na jednostavan i efikasan način mogu analizirati složeni modeli. 

Među navedenim rezultatima kao posebno bitan ističe se rezultat vezan za 

značaj brzina reakcija i brzina struja u analizi stabilnosti koji značajno unapređuje 

efikasnost SNA analize, a do sada u literaturi ovaj problem nije obrađivan. Programi 

napisani za potrebe ove teze značajno su unapredili i ubrzali izvođenje SNA analize, 

kao i metod koji omogućava određivanje vrednosti konstanti brzina reakcija za koje 

sistem osciluje u unapred zadatom koncentracionom opsegu intermedijernih vrsta. Iako 

je kombinatorni pristup i ranije korišćen, sada je pokazano kako se on može efikasno 

iskoristiti za detektovanje funkcionalnih delova ispitivanih modela koji su odgovorni za 

nastanak odgovorajućih tipova bifurkacija. Takođe, mora se istaći da je u okviru ove 

teze prvi put pokazano kako se metode numeričke kontinuacije i analiza dinamičkih 

stanja zajedno mogu primeniti sa ciljem izvođenja bifukracione analize i kako se 

dobijeni rezultati mogu povezati sa rezultatima dobijenim izvođenjem SNA analize. 
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Dodatak A: Belousov-Zhabotinsky reakcija 

 
Belousov-Zhabotinsky (BZ)[12] reakcija predstavlja proces razlaganja organske 

kiseline (najčešće malonske) u prisustvu bromata i metalnog katalizatora (najčešće 

cerijum). Iako se malonska kiselina može totalno razložiti na vodu i ugljen dioksid, u 

literaturi se ovaj proces najčešće opisuje reakcijom: 

MA + 2BrO3
− + 2H+ (1)   → 2BrMA + 4H2O + 3CO2 

gde MA predstavlja malonsku kiselinu (CH2(COOH)2), dok BrMA predstavlja 

brommalonsku kiselinu (BrCH(COOH)2) i predstavlja produkt reakcije. 

U ovoj reakciji su dobijeni različiti oblici dinamike kao što su proste oscilacije, 

oscilacije mešanih modova i haos i svi oni imaju važnu ulogu u modeliranju BZ 

reakcije.  

Tabela A.1 BG model BZ reakcije[36] 
1

1
2 2Br  HOBr  H   Br  H O    

k

k−

− + →+ + +←  
(RA.1), (RA.−1) 

2
2 2 2HBrO  Br  H   Br O  H Ok− ++ + → +  (RA.2) 

3

3
2 2Br O  H O  2HOBr

k

k−

→+ ←  
(RA.3), (RA.−3) 

4
3 2Br  BrO  2H   HOBr  HBrOk− − ++ + → +  (RA.4) 

5
2 32HBrO   BrO  HOBr  Hk − +→ + +  (RA.5) 

6

6

•
3 2 2 2BrO  HBrO  H   2BrO  H O

k

k−

− + →+ + +←  
(RA.6), (RA.−6) 

7

7

3 • 4
2 2Ce  BrO  H   Ce  HBrO

k

k−

+ + +→+ + +←  
(RA.7), (RA.−7) 

8
2MA  Br   BrMA  Br  Hk − ++ → + +  (RA.8) 

94 3
1MA  Ce   Ce  P  Hk+ + ++ → + +  (RA.9) 

104 3
2BrMA  Ce Ce  Br  Pk+ + −+ → + +  (RA.10) 

11
2Br O  MA BrMA  HOBrk+ → +  (RA.11) 

( )12
2 2Br   Br g      k→  (RA.12) 

*U modelu oznake MA i BrMa predstavljaju redom skraćenice za malonsku 
CH2(COOH)2 i brom malonsku  CHBr(COOH) kiselinu. 



119 
 

Do sada je objavljen veliki broj modela BZ reakcije koju su sa manjim ili većim 

uspehom opisivali eksperimentalno dobijene rezultate. Za potrebe ove disrtacije 

korišćen je BG model[36]. Ovaj model simulira dinamiku BZ reakcije u uslovima 

zatvorenog reaktora i sadrži dvanaest reakcija od kojih su četiri povratne, tako da je 

ukupan broj reakcija šesnaest. 

U ovom modelu reaguje šesnaest vrsta: Br‾, HOBr, Br 2, HBrO2, Br2O, BrO3‾, 

BrO2, Ce3+, Ce4+, MA, BrMA, H+, H2O, P1, P2 i Br2(g). Međutim, koncentracije vrsta 

H+

1 1 2 3 3 4 5 6 6 7 7 8 9 10 11 12

tot

1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
1 1 0 2 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 2 1 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2 2 1 1 0 0 0 0 0=
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

R R R R R R R R R R R R R R R R− − − −

− − −
− −

− − −
− − − −

− −
− −

− −
−

S

2

2

2

3

2
3

4

1

2

2

Br
HOBr

Br
HBrO
Br O
BrO
BrO
Ce

1 1 0 1 1 0 0 Ce
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 MA
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 BrMA
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 P
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 P
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 Br ( )g

−

−

•

+

+

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− − − 
 − − −
 − 
 
 
 
 

 i H2O su znatno veće od koncentracija ostalih vrsta zbog čega se mogu smatrati 

konstantnim i njihove koncntracije su unete u izraze za konstante brzina u reakcijama u 

kojima učestvuju. Matrice Stot i Ktot za ovaj model su: 

 
(A.1) 

1 1 2 3 3 4 5 6 6 7 7 8 9 10 11 12

tot

1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 2 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 0=
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

R R R R R R R R R R R R R R R R− − − −

K

2

2

2

3

2
3

4

1

2

2

Br
HOBr

Br
HBrO
Br O
BrO
BrO
Ce
Ce

1 0 1 0 MA
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 BrMA
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 P
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 P
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Br ( )g

−

−

•

+

+

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(A.2) 
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Rang matrice Stot je 10, što znači da su četiri vrste linearno zavisne i da se mogu 

predstaviti preko linearnih kombinacija preostalih deset vrsta. Matrica C za ovaj model 

je 

1 2 3 4 5

2

2

2

3

2
3

4

2

1

2

0 0 1 0 6 Br
0 0 1 2 4 HOBr
0 0 2 2 1 0 Br
0 0 1 4 2 HBrO
0 0 2 4 8 Br O
0 0 1 6 0 BrO
0 0 1 5 1 BrO
1 0 0 0 1 Ce
1 0 0 1 0 Ce
0 1 1 2 7 BrMA
0 1 0 0 3 MA
0 1 0 1 2 Br ( )
0 1 0 3 0 P
0 0 2 2 1 0 P

C C C C C

g

−

−

+

+

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

C

 

(A.3) 

Kako je već navedeno matrica C može imati veći broj kolona nego što ima 

linearno zavisnih vrsta ali je potrebno iskoristiti samo onoliko kolona koliko je i  

linearno zavisnih vrsta, u našem slučaju 4, Koristeći prve 4 kolone u jednačini (4.17) 

dobijaju se sledeće relacije održanja 

3 4 3 4
0 0[Ce ] [Ce ] [Ce ] [Ce ]+ + + ++ = +  (A.4a) 

2 1 0 0 2 0 1 0[BrMA] [MA] [Br (g)]+[P ] [BrMA] [MA] [Br (g)] +[P ]+ + = + +  (A.4b) 

2 2 2 3 2

1 0 0 2 0 2 0 2 0 3 0

2 0 0 1 0

[Br ] [HOBr]+2[Br ] [HBrO ] 2[Br O]+[BrO ] [BrO ] [BrMA]

2[P ] [Br ] [HOBr] +2[Br ] [HBrO ] 2[Br O] +[BrO ]
[BrO ] [BrMA] 2[P ]

− −

− −

+ + + + +

+ = + + +

+ + +
 (A.4c) 

4
2 2 2 3 2

2 1 2 0 2 0 2 0 2 0 3 0
4

2 0 0 0 2 0 1 0 2 0

 2[HOBr]+2[Br ]+4[HBrO ] 4[Br O] 6[BrO ] 5[BrO ] [Ce ] 2[BrMA]

2[Br ( )] 3[P ] 2[P ] 2[HOBr] +2[Br ] +4[HBrO ] 4[Br O] 6[BrO ]

5[BrO ] [Ce ] 2[BrMA] 2Br ( ) 3[P ] 2[P ]

g

g

− +

−

+

+ + + + +

+ + + = + +

+ + + + + +

 (A.4d) 
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Iz relacija (A.4a-d) mogu se odrediti koncentracije vrsta Ce4+

1 1[Br ][HOBr]v k −=

, P1, P2 i Br2(g), 

tako da je za izvođenje numeričkih simulacija potrebno koristiti preostalih deset vrsta.  

Brzine reakcija za ovaj model date su sledećim izrazima: 

 9 2 1
1 2.55 10 M sk − −= ×  (A.3a) 

1 1 2[Br ]v k− −=  
1

1 3.18sk −
− =  (A.3b) 

2 2 2[HBrO ][Br ]v k −=

 

6 2 1
2 5.93 10 M sk − −= ×  (A.3c) 

3 3 2[Br O]v k=

 

3 1
3 3.21 10 sk −= ×  (A.3d) 

2
3 3[HOBr]v k− −=

 

8 1 1
3 3.22 10 M sk − −

− = ×  (A.3e) 

4 4 3[Br ][BrO ]v k − −=

 

3 1
4 2.86M sk − −=  (A.3f) 

2
5 5 2[HBrO ]v k=

 

3 1 1
5 3.49 10 M sk −= ×  (A.3g) 

6 6 3 2[BrO ][HBrO ]v k −=

 

2 1
6 44.70M sk − −=  (A.3h) 

• 2
6 6 2[BrO ]v k− −=

 

7 1 1
6 6.70 10 M sk − −

− = ×  (A.3i) 
3 •

7 7 2[Ce ][BrO ]v k +=  
4 2 1

7 3.20 10 M sk − −= ×  (A.3j) 

( )3 4 3
7 7 0 0 2[Ce ] [Ce ] [Ce ] [HBrO ]v k + + +

− −= + −  
4 1 1

7 1.12 10 M sk − −
− = ×  (A.3k) 

8 8 2[MA][Br ]v k=

 

1 1
8 4.24M sk − −=  (A.3l) 

4
9 9[MA][Ce ]v k +=

 
1 1

9 0.36M sk − −=  (A.3m) 
4

10 10[BrMA][Ce ]v k +=
 

1 1
10 47.17M sk − −=  (A.3n) 

11 11 2[Br O][MA]v k=
 

2 1 1
11 4.23 10 M sk − − −= ×  (A.3o) 

12 12 2[Br ]v k=
 

2 1
12 1.10 10 sk − −= ×  (A.3p) 

Za izvođenje numeričkih simulacije neophodno je rešiti sistem kinetičkih 

jednačina 

1 1 2 4 8 10
d[Br ]

d
v v v v v v

t

−

−= − + − − + +  
(A.4a) 

1 1 3 4 5 1 1
d[HOBr] 2

d
v v v v v v

t −= − + + + + +  
(A.4b) 
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2
1 1 8 1 2

d[Br ]
d

v v v v
t −= − − −  

(A.4c) 

2
2 4 5 6 6 7 7

d[HBrO ] 2
d

v v v v v v v
t − −= − + − − + + −  

(A.4d) 

2
2 3 3 11

d[Br O]  
d

v v v v
t −= − + −

 (A.4e) 

3
4 5 6 6

d[BrO ]
d

v v v v
t

−

−= − + + +
 (A.4f) 

2
6 6 7 7

d[BrO ] 2 2  
d

v v v v
t

•

− −= − − +
 (A.4g) 

4+

7 7 9 10
d[Ce ]

d
v v v v

t −= − − −
 (A.4h) 

8 10 11
d[BrMA]

d
v v v

t
= − +

 (A.4i) 

8 9 11
d[MA]  

d
v v v

t
= − − −

 (A.4j) 
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Dodatak B: Hipotalamo-hipofizo-adrenalni (HPA) sistem 
 

Neuroendokrini sistem obuhvata delove endokrinog sistema koji se aktiviraju 

pod djestvom signala iz nervnog sistema, mozga ili nervnih ćelija. Neuroendokrina 

regulacija koja se ostvaruje uzajamnim delovanjem hipotalamusa, hipofize i 

nadbubrežne (adrenalne) žlezde zove se Hipotalamo-hipofizo-adrenalni (HPA) sistem. 

Dakle, ovaj sistema predstavlja spregu između nervnog i endokrinog sistema. U 

najkraćim crtama, ovaj oblik regulacije se uspostavlja tako što hipotalamus luči 

kortikotropin-oslobađajući hormon (CRH), koji kada dospe do hipofize, stimuliše 

lučenje adrenokortikotropnog hormoa (ACTH). Ovaj hormon deluje na sve periferne 

endokrine žezde, a u kori preko složenog mehanizma aktivira lučenje glukokortikoidnog 

hormona kortizola (CORT) i mineralkortikoidnog hormona aldosterona (ALDO)[5,18] 

Do sada je objavljeno više modela mehanizma ovog procesa, ali se skoro svi 

baziraju na skupu diferencijalnih jednačina sa naknadno dodatim nelinearnim članovima, 

koji na prilično veštački način uvode nelinearnost u model. Za potrebe izrade ove 

doktorske teze korišćen je model koji na bazi stehiometrije opisuje rekacije između svih 

navedenih hormona, uzimajući u obzir poznate eksperimentalne informacije 

Tabela B.1 Model HPA sistema[37–39] 
1 CRHk→  (RB.1) 
2 ALDOk→  (RB.2) 

3CRH ACTHk→  (RB.3) 
4ACTH CORTk→  (RB.4) 
5ACTH ALDOk→  (RB.5) 

6ACTH+2CORT 3CORTk→  (RB.6) 
7ALDO+2CORT CORTk→  (RB.7) 

8
1ACTH Pk→  (RB.8) 

9
2CORT Pk→  (RB.9) 

 Ovaj model se sastoji od devet reakcija i četri vrste CRH, ALDO, ACTH i 

CORT. U ovom modelu su uključeni direktni autokatalitički koraka (RB.6) i direktni 

autoinhibicioni korak (RB.7). Budući da model opisuje biološki sistem koji je po 

pravilu otvoren sistem, ovaj model HPA predstavlja pseudo-otvoreni reaktor. Pod 

pseudo-otvorenim reaktorom se podrazumeva rektor u kome vrste mogu da utiču u 
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sistem različitim ulaznim brzinama, što nije slučaj u otvorenom hemijskom reaktoru u 

kome sve vrste utiči istom brzinom. Matrice Stot i Ktot za ovaj model su: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

tot

1 0 1 0 0 0 0 0 0 CRH
0 1 0 0 1 0 1 0 0 ALDO
0 0 1 1 1 1 0 1 0 ACTH
0 0 0 1 0 1 1 0 1 CORT

R R R R R R R R R
− 

 − =
 − − − −
 − − 

S
 (C.1) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

tot

0 0 1 0 0 0 0 0 0 CRH
0 0 0 0 0 0 1 0 0 ALDO
0 0 0 1 1 1 0 1 0 ACTH
0 0 0 0 0 2 2 0 1 CORT

R R R R R R R R R

 
 
 =
 
 
 

K
 (C.2) 

Rang matrice Stot je četiri, što znači da su sve vrste linearno nezavisne. Brzine 

reakcija date su sledećim izrazima: 

1 1v k=  8 1
1 1.83 10 M mink − −= ×  (B.3a) 

2 2v k=

 

11 1
2 6.09 10 M mink − −= ×  (B.3b) 

[ ]3 3 CRHv k=

 

1
3 1.83mink −=  (B.3c) 

[ ]4 4 ACTHv k=

 

2 1
4 3.60 10 mink − −= ×  (B.3d) 

[ ]5 5 ACTHv k=

 

4 1
5 2.88 10 mink − −= ×  (B.3e) 

[ ][ ]2
6 6 ACTH CORTv k=

 

14 2 1
6 1.26 10 M mink − −= ×  (B.3f) 

[ ][ ]2
7 7 ALDO CORTv k=  

12 2 1
7 7.05 10 M mink − −= ×  (B.3g) 

[ ]8 8 ACTHv k=

 

2 1
8 5.35 10 mink − −= ×  (B.3h) 

[ ]9 9 CORTv k=
 

1 1
9 4.10 10 mink − −= ×  (B.3i) 
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Za izvođenje numeričkih simulacije neophodno je rešiti sistem kinetičkih 

jednačina 

[ ]
1 3

d CRH
d

v v
t

= −  (B.4a) 

[ ]
2 5 7

d ALDO
d

v v v
t

= + −  (B.4b) 

[ ]
3 4 5 6 8

d ACTH
d

v v v v v
t

= − − − −  (B.4c) 

[ ]
4 6 7 9

d CORT
 

d
v v v v

t
= + − −  (B.4d) 
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Dodatak C: Bray-Liebhafsky reakcija 

 
Bray-Liebhafsky (BL) reakcija[8] je najstarija poznata oscilatorna reakcija koja 

predstavlja razlaganje vodonik peroksida na vodu i kiseonik u prisustvu jodatnih i 

vodoničnih jona. 

3IO ,H
2 2 2 2H O 2H O+O

− +

→  (D) 

Globalni mehanizam reakcije (D) zasnovan je na činjenici da se 

vodonikperoksid može ponašati i kao oksidaciono i kao redukciono sredstvo,  Tako da 

se proces u reakciji (D) može predstaviti preko dva procesa, gde u prvom 

vodonikperoksid može redukovati jodat do joda po reakciji  

R
3 2 2 2 2 22IO +2H +5H O I 6H O+5Ok− + → +  (R) 

a i nastali jod oksidovati do jodata po reakciji  

O
2 2 2 3 2I +5H O 2IO 2H +4H Ok − +→ +  (O) 

Suma reakcija (R) i (O) daje reakciju (D).  

Bray-Liebhafsky reakcija se odvija preko čitavog niza intermedijera kao što su  

I2, I−

 

, HIO, HIO2 i drugi, i predstavlja veoma složen proces koji poseduje veoma bogat 

spektar dinamičkih stanja koja su eksperimentalno zapažene. Iako nisu pouzdano 

utvrđene sve intermedijerne vrste koje učestvuju u  BL reakciji postavljeno je nekoliko 

modela, među kojima se smatra da je model koji je postavio Schimitz najbliži realnom 

mehanizmu. Ovaj model je prvi koji je uspešno opisao neku oscilatornu reakciju ne 

koristeći direktni autokatalitički korak. Za potrebe izrade ove teze korišćena je varijanta 

modela (M1-8), koja ne uključuje sedmu reakciju budući da je detaljnom analizom 

pokazano da ona nije bitna za simuliranje eksperimentalnih pojava.  
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Tabela C1. Model BL reakcije (M1-8) bez sedme reakcije[34,35] 
1

1

+
3 2IO I 2H HIO+HIO

k

k−

− − →+ + ←  (RC.1),(RC.−1) 

2+
2 2 2HIO I H I O+H Ok−+ + →  (RC.2) 

3

3
2 2I O H O 2HIO

k

k−

→+ ←  (RC.3),(RC.−3) 

4

4

+
2 2HIO I H I +H O

k

k−

− →+ + ←  (RC.4),(RC.−4) 

5
2 2 2 2HIO H O I +H +O +H Ok − ++ →  (RC.5) 

6
2 2 2 2I O H O HIO+HIOk+ →  (RC.6) 

8+
3 2 2 2 2 2IO H H O HIO O H Ok− + + → + +  (RC.8) 

 Ovaj model se sastoji od sedam reakcija uključujući tri povratne tako da ukupno 

ima deset reakcija. U modelu učestvuje deset vrsta: I−, HIO, HIO2, I2O, I2, IO3
−,H+,H2O, 

H2O2 i O2. Međutim vrste H+

1 1 2 3 3 4 4 5 6 8

2

2
tot

2
-
3

2 2

2

I1 1 1 0 0 1 1 1 0 0
HIO1 1 0 2 2 1 1 1 1 0
HIO1 1 1 0 0 0 0 0 1 1
I O0 0 1 1 1 0 0 0 1 0
I0 0 0 0 0 1 1 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 IO
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 H O
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 O

R R R R R R R R R R− − −
−− − − 

 − − − − 
 − −
 − − =  −
 
− − 

 − − −
 
  

S

 i H2O imaju znatno veće koncentacije zbog čega se 

smatraju konstantnim i uračunate su u vrednosti konstanti brzina, tako da u sistemu 

ostaje osam vrsta. Matrice Stot i Ktot za ovaj model su: 

 (C.1) 

1 1 2 3 3 4 4 5 6 8

2

2
tot

2

3

2 2

2

I1 0 1 0 0 1 0 0 0 0
HIO0 1 0 0 2 1 0 1 0 0
HIO0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
I O0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
I0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 IO
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 H O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

R R R R R R R R R R− − −
−

−

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
  

K
 (C.2) 
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Rang matrice Stot je šest, što znači da postoje dve vrste koje su linearno zavisne. 

Brzine reakcija date su sledećim izrazima:(popraviti matrice S i K i uneti O2) 

1 1 3[IO ][I ]v k − −=  2 1
1 1.375 10 mink −= ×  (C.3a) 

1 1 2[HIO][HIO ]v k− −=

 

7 1 1
1 7.91 10 M mink − −

− = ×  (C.3b) 

2 2 2[HIO ][I ]v k −=

 

10 1 1
2 4.79 10 M mink − −= ×  (C.3c) 

3 3 2[I O]v k=

 

10 1
3 5.00 10 mink −= ×  (C.3d) 

2
3 3[HIO]v k− −=

 

8 1 1
3 3.15 10 M mink − −

− = ×  (C.3e) 

4 4[HIO][I ]v k −=

 

11 1 1
4 3.00 10 M mink − −= ×  (C.3f) 

4 4 2[I ]v k− −=

 

1
4 46.97 mink −

− =  (C.3g) 

5 5 2 2[HIO][H O ]v k=

 

4 1 1
5 1.487 10 M mink − −= ×  (C.3h) 

6 6 2 2 2[I O][H O ]v k=

 

5 1 1
6 5.00 10 M mink − −= ×  (C.3i) 

8 8 3 2 2[IO ][H O ]v k −=

 

4 1
8 2.2303 10 mink − −= ×  (C.3j) 

Izuzimajući vrste H+

1 2

2

2

2

3

2 2

2

1 0 I
1 1 HIO
1 2 HIO
2 2 I O
2 1 I
1 3 IO
0 1 H O
0 2 O

C C
−

−

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
  

C

 i H2O odnosno redove u matrici Stot koji odgovaraju ovim 

vrstama, izračunata je matrica održanja C 

 (C.4) 

Koristeći jednačinu (4.17) dobijaju se sledeće relacije održanja  

2 2 2 4 0 0 2 0 2 0

2 0 4 0

[I ]+[HIO]+[HIO ]+2[I O]+2[I ]+[IO ]=[I ] +[HIO] +[HIO ] +2[I O]

+2[I ] +[IO ]

− − −

−
 (C.5a) 
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2 2 2 3 2 2 2 0 2 0

2 0 2 0 3 0 2 2 0 20

[HIO]+2[HIO ]+2[I O]+[I ]+3[IO ]+[H O ]+2[O ]=[HIO] +2[HIO ]

+2[I O] +[I ] +3[IO ] +[H O ] +2[O]

−

−  (C.5b) 

Iz relacija (C.5a) i (C.5b),mogu se izračunati koncentracije O2 i IO3
−

1 1 2 4 4 5
d[I ] + + +

d
v v v v v v

t

−

− −= − − −

. Za 

izvođenje numeričkih simulacija neophodno je rešiti sistem od šest kinetičkih jednačina 

 (C.6a) 

1 1 3 3 4 4 5 6
d[HIO] +2 2 + +

d
v v v v v v v v

t − − −= − − − −  (C.6b) 

2
1 1 2 6 8

d[HIO ]
d

v v v v v
t −= − − + +  (C.6c) 

2
2 3 3 6

d[I O]  
d

v v v v
t −= − + −  (C.6d) 

2
4 4

d[I ]
d

v v
t −= −  (C.6e) 

2 2
5 6 8

d[H O ]
d

v v v
t

= − − −  (C.6f) 
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