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Geometrija qetvorodimenzionih nilpotentnih
Lijevih grupa

Rezime: U ovom radu izla�emo klasifikaciju levo-invarijantnih me-
trika proizvo	ne signature na qetvorodimenzionim nilpotentnim Lijevim
grupama. Deta	no ispitujemo �ihovu geometriju, sa posebnim naglaskom na
grupe holonomija i dekompozabilnost metrika. Tako�e, potpuno opisujemo
grupe izometrija i nalazimo primere metrika za koje su zadovo	ene stroge
nejednakosti Isplit < Iaut < I. U sluqaju metrika neutralne signature na nil-
potentnim Lijevim grupama sa degenerisanim centrom dobijamo Vokerove me-
trike. Formulixemo i dokazujemo potreban i dovo	an uslov da one dopuxtaju
nilpotentnu grupu izometrija.

Na kraju, dajemo odgovor na pita�e egzistencije projektivno ekvivalent-
nih metrika. Pokazujemo da su na qetvorodimenzionim nilpotentnim Lijevim
grupama sve levo-invarijantne metrike ili geometrijski rigidne ili postoje
�ima projektivno ekvivalentne metrike koje su istovremeno i afino ekviva-
lentne. Iako su sve afino ekvivalentne metrike levo-invarijantne, �ihova
signatura mo�e biti razliqita.

K	uqne reqi: nilpotentne Lijeve grupe, grupe holonomija, grupe izome-
trija, geodezijski ekvivalentne metrike.

Nauqna oblast: Matematika
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Geometry of four-dimensional nilpotent Lie
groups

Abstract: In the present work we classify left invariant metrics of arbitrary
signature on four-dimensional nilpotent Lie groups. Their geometry is extensively
studied with special emphasis on holonomy groups and decomposability of metrics.
Also, isometry groups are completely described and we give examples of metrics
where strict inequalities Isplit < Iaut < I hold. It is interesting that Walker metrics
appear as the underlying structure of neutral signature metrics on the nilpotent Lie
groups with degenerate center. We find necessary and sufficient condition for them
to locally admit nilpotent group of isometries.

Finally, we solve the problem of projectively equivalent metric on four-dimensional
nilpotent Lie groups by showing that left invariant metric is either geometrically ri-
gid or have projectively equivalent metrics that are also affinely equivalent. All
affinely equivalent metrics are left invariant, while their signature may change.

Key words: nilpotent Lie group, holonomy groups, isometry groups, geodesi-
cally equivalent metrics.
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Uvod

Nilpotentne i rexive Lijeve grupe sa levo-invarijantnim metrikama imaju
va�nu ulogu u Rimanovoj geometriji. U mnogim sluqajevim pojav	uju se na sa-
svim prirodan naqin, na primer u Ivasava dekompoziciji grupa izometrija
nekompaktnih Rimanovih simetriqnih prostora. Tako�e, svaka povezana homo-
gena Rimanova mnogostrukost sa nepozitivnom sekcionom krivinom mo�e se
predstaviti kao povezana rexiva Lijeva grupa sa levo-invarijantnom metri-
kom.

U teoriji nilpotentnih Lijevih grupa posebno mesto zauzimaju 2-step nil-
potentne grupe. P. Eberlan [22] je deta	no izuqavao �ihovu geometriju, sa
posebnim naglaskom na Hajzenbergove grupe, kao znaqajnu podklasu prosto po-
vezanih 2-step nilpotentnih Lijevih grupa sa levo-invarijantnom metrikom.
Uopxtene Hajzenbergove grupe definisao je A. Kaplan [33] 80-tih godina
XX veka u sklopu istra�iva�a hipoeliptiqkih parcijalnih diferencijal-
nih jednaqina. Polaze�i od reprezentacije Klifordovih algebri, A. Kaplan
je definisao klasu prosto povezanih 2-step nilpotentnih Lijevih grupa sa
levo-invarijantnom metrikom, koja je obuhvatala i klasiqne Hajzenbergove
grupe. Naime, svakoj uopxtenoj Hajzenbergovoj grupi sa n-dimenzionim cen-
trom mo�e se pridru�iti reprezentacija Klifordove algebre u Rn, u odnosu
na negativno definitnu kvadratnu formu. Nilmnogostrukosti, koje se jav	aju
kao kompaktni koliqnici uopxtenih Hajzenbergovih grupa, predstav	aju ne-
iscrpan izvor primera i kontraprimera u spektralnoj geometriji.

Razlika izme�u Rimanove i pseudo-Rimanove geometrije dolazi do izra�a-
ja ve� u najjednostavnijem primeru Hajzenbergove grupe H3. Dok u Rimanovom
sluqaju postoji samo jedna familija levo-invarijantnih metrika na H3, u Lo-
rencovom sluqaju, S. Rahmani [50] je pokazala da postoje tri familije nei-
zometriqnih metrika, od kojih je jedna ravna. Interesantno je da u opxtem
sluqaju, za n > 1, na Hajzenbergovoj grupi H2n+1 tako�e postoje tri familije
metrika, ali ni jedna od �ih nije ravna [58].

Grupe izometrija dodatni su indikator razliqitosti definitnog i inde-
finitnog sluqaja. Posmatramo tri tipa izometrija: grupe izometrijskih au-
tomorfizama Iaut, grupe izometrija Isplit koje quvaju razlaga�e TN = υN ⊕ ξN
i grupe svih izometrija I, za koje va�i Isplit ≤ Iaut ≤ I. Od posebnog znaqaja su
primeri metrika za koje va�e stroge nejednakosti. Pokazano je da se u Rima-
novom sluqaju grupa izometrijskih automorfizama poklapa sa grupom izome-
trija Lijeve grupe N koja fiksira jediniqni element i prethodno razlaga�e,
tj. va�i Isplit ∼= Iaut ∼= I. Situacija je bitno razliqita u pseudo-Rimanovom
sluqaju. Naime, ako je centar grupe degenerisan, grupa izometrija mo�e biti
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Uvod

znatno ve�a nego u definitnom sluqaju, ili indefinitnom sa nedegenerisa-
nim centrom. L. Kordero i F. Parker su u [19] izuqavali grupe izometrija
na pseudo-Rimanovim 2-step nilpotentnim grupama sa levo-invarijantnom me-
trikom, dok su V. del Barko i G. Ovando razmatrale bi-invarijantne metrike
na 2-step nilpotentnim Lijevim grupama [20].

Integrabilnost Hamiltonovih sistema na Lijevim algebrama jox je jedna
od znaqajnih tema vezanih za teoriju Lijevih grupa i algebri (videti [56],
[57]), posebno ako se ima u vidu veza sa projektivnom ekvivalentnox�u me-
trika. Projektivna ili geodezijska ekvivalentnost metrika intenzivno se
prouqava u oblasti opxte teorije relativnosti. Iako se prvi primeri pro-
jektivno ekvivalentnih metrika jav	aju krajem XIX veka u radovima �. La-
gran�a i E. Beltramija, tek sa pojavom N. Si�ukova i �egovih uqenika ova
oblast do�iv	ava pravi procvat. Pokazano je da su na simetriqnim prosto-
rima sve geodezijski ekvivalentne metrike i afino ekvivalentne (videti [52]).
Povrxi konstantne krivine dopuxtaju geodezijski ekvivalentne metrike. Ko-
riste�i razliqite pristupe, V. Matvejev i V. Kiosak sa jedne, a G. Hal i D.
Loni sa druge strane, konstruisali su primere qetvorodimenzionih Loren-
covih metrika koje su projektivno ekvivalentne, a nisu afino ekvivalentne.
Iako postoje rezultati u nekim specijalnim sluqajevima, poput Ajnxtajnovog,
pita�e projektivne ekvivalentnosti, u opxtem sluqaju Lijevih grupa, jox
uvek je otvoreno.

Teza je pode	ena u pet poglav	a.
U Glavi 1 podse�amo se osnovnih pojmova i svojstava Lijevih grupi i al-

gebri. Posebnu pa��u posve�ujemo klasiqnim i uopxtenim Hajzenbergovim
grupama. Definixemo tenzor krivine, Riqijev tenzor, konformni i pro-
jektivni Vejlov tenzor, kao i skalarnu krivinu. Dejstvo grupe holonomija
Hol(M, g) omogu�ava nam da pratimo kako se od taqke do taqke me�a ponaxa�e
objekata definisanih na mnogostrukosti M. Od posebnog je znaqaja naqin na
koji Hol(M, g) dejstvuje na krivinskom tenzoru R koji prati infinitezimalne
efekte paralelnog pomera�a. Stoga ne iznana�uje bliska povezanost krivine
i holonomije. Na kraju, dajemo definiciju i primere Kilingovih po	a na
mnogostrukosti M.

L. Ma�in je pokazao da, do na izomorfizam, postoje samo dve qetvorodi-
menzione nilpotentne Lijeve algebre, g4 i h3⊕R, koje nisu Abelove [39]. Glava
2 posve�ena je klasifikaciji skalarnih proizvoda svih signatura na tim al-
gebrama. Rimanov sluqaj prouqavao je H. Lauret [36], dok je rezultate u pseudo-
Rimanovom sluqaju autor dobio u sarad�i sa N. Bokan i S. Vukmirovi�em (vi-
deti [14], [54]). Teoreme 2.7 i 2.8 daju koordinatni zapis levo-invarijantnih
metrika definisanih skalarnim proizvodima iz klasifikacije. Iako je geo-
metrija 2-step nilpotentne algebre h3⊕R deta	no izuqavana od strane brojnih
autora, to nije sluqaj sa 3-step nilpotentnom algebrom g4. Upravo �e odgova-
raju�a Lijeva grupa G4 biti prava riznica primera i kontraprimera, poqev
od qi�enice da na �oj postoje primeri geodezijski nekompletnih metrika, dok
su sve metrike na grupi H3 × R geodezijski kompletne.

Glava 3 sadr�i originalne rezultate i u �oj prouqvamo geometrijska svoj-
stva qetvorodimenzionih nilpotentnih Lijevih grupa. Pokazujemo da na �ima
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ne postoje Ajnxtajnove metrike i dajemo primere ravnih, konformno ravnih i
auto-dualnih metrika. Zanim	ivo je da su sve metrike na grupi G4 nedekom-
pozabilne, dok na grupi H3 × R, u sluqaju nedegenerisanog centra, nalazimo
metrike koje se raspadaju na direktan proizvod metrika odgovaraju�e signa-
ture na Hajzenbergovoj grupi H3 sa jednodimenzionim ravnim faktorom R.
U Lorencovoj signaturi, sve levo-invarijantne metrike na nilpotentnim qe-
tvorodimenzionim Lijevim grupama sa algebrom holonomije R2 su homogeni
pp-talasi (videti Posledicu 3.1). Metrike ovog tipa imaju veliki znaqaj u
gravitaciji. U neutralnoj signaturi, kada je centar grupe degenerisan, odgo-
varaju�e metrike su Vokerove. Lema 3.8 nam daje potreban i dovo	an uslov da
Vokerova metrika lokalno dopuxta nilpotentnu grupu izometrija.

U Glavi 4 je izlo�ena potpuna klasifikacija grupa izometrija. Upotpu-
�eni su i sistematizovani rezultati L. Kordera i F. Parkera iz [19]. Poka-
zano je da je nejednakost Iaut < I zadovo	ena za sve metrike na nilpotentnim
Lijevim grupama sa degenerisanim centrom. Tako�e, prona�ene su sve metrike
za koje va�e stroge nejednakosti Isplit < Iaut < I. Rezultati izlo�eni u ovoj
glavi predmet su prouqava�a autora u [55].

Pita�em projektivne ekvivalentnosti levo-invarijantnih metrika na qe-
tvorodimenzionim nilpotentnim Lijevim grupama bavimo se u Glavi 5. Ode-
	ak 5.2 sadr�i originalne rezultate delom objav	ene u [14]. U Teoremi 5.3
tvrdimo da ako je metrika g levo-invarijantna, a metrika ḡ joj je geodezijski
ekvivalentna, tada su one ili afino ekvivalentne, ili je g geodezijski ri-
gidna. Za levo-invarijantnu metriku g signature (p, q), metrika ḡ tako�e mora
biti levo-invarijantna, ali ne nu�no iste signature kao g.
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1 Geometrija Lijevih grupa i algebri

1.1 Lijeve grupe i algebre

1.1.1 Osnovne definicije

Definicija 1.1. Lijeva grupa G je diferencijabilna mnogostrukost na
kojoj je zadata i struktura grupe tako da su operacije mno�e�a i inverznog
elementa glatka preslikava�a.

Primedba 1.1. U definiciji Lijeve grupe dovo	no je pretpostaviti da je
operacija mno�e�a glatka jer iz toga sledi da je i inverz glatko preslika-
va�e.

Neka jeGLijeva grupa i neka je sa Diff (M) oznaqena grupa difeomorfizama
mnogostrukosti M, koja u opxtem sluqaju ne mora biti Lijeva grupa.

Definicija 1.2. Homomorfizam ϕ : G → Diff (M) naziva se dejstvo grupe
G na mnogostrukost M ako je preslikava�e

G×M → M

(g, x) 7→ ϕ(g)x

glatko.

Definicija 1.3. Dejstvo L grupe G na samu sebe, definisano sa

L : G→ Diff (G), g 7→ Lg, Lg(h) = Lgh := g · h, g, h ∈ G,

naziva se dejstvo levim translacijama, a Lg je leva translacija za ele-
ment g ∈ G.

Sliqno se definixe dejstvo desnim translacijama R, odnosno desne
translacije Rg za element g ∈ G.

Definicija 1.4. Lijeva algebra g nad po	em R je realni vektorski prostor
sa definisanom bilinearnom operacijom [·, ·] : g× g→ g takvom da

a) [x, y] = −[y, x], (antikomutativnost)
b) [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0, (Jakobijev identitet)

va�i za sve x, y, z ∈ g.

Prostor X(M) vektorskih po	a na mnogostrukosti M identifikujemo sa
prostorom derivacija algebre C∞(M) glatkih funkcija na M. U odnosu na
operaciju komutatora vektorskih po	a

[X, Y ] = X ◦ Y − Y ◦X, X, Y ∈ X(M),

4



1.1. Lijeve grupe i algebre

gde X i Y posmatramo kao derivacije, X(M) je beskonaqnodimenziona Lijeva
grupa. Primetimo da je skup svih levo-invarijantnih vektorskih po	a XL(M)
na Lijevoj grupi G podalgebra od X(G). Tako�e, svako levo-invarijantno vek-
torsko po	e X je odre�eno svojom vrednox�u u jediniqnom elementu e grupe:

Xg := X(g) = dLgXe, g ∈ G.

Ovde smo sa dLg oznaqili leve translacije vektorskih po	a koje predstav	aju
diferencijal levih translacija u grupi. Kada vektoru X dodelimo �egovu
vrednost u jediniqnom elementu e ∈ G, uspostav	amo izomorfizam vektorskih
prostora XL(M) i TeG.

Definicija 1.5. Lijeva algebra Lijeve grupe G, u oznaci g = LieG, je tan-
gentni prostor TeG sa operacijom komutatora

[Xe, Ye] := [X, Y ]e, X, Y ∈ X(G), Xe, Ye ∈ TeG.

G

e

TeG ∼= g

Xe

Ye

G

Lg(e) = g

TgG = TLg(e)G

Xg = dLg(Xe)

Yg = dLg(Ye)

dLg

Lg

Slika 1.1: Lijeva grupa G i Lijeva algebra g

Definicija 1.6. Metrika g na Lijevoj grupi G je levo-invarijantna ako
va�i

g(X, Y ) = g(dLp(X), dLp(Y )), ∀p, q ∈ G, ∀X, Y ∈ TqG.
Sliqo, metrika g je desno-invarijantna ako je svaka desna translacija Rp

izometrija.

Lema 1.1. Postoji
”
1− 1" korespondencija izme�u skupa metrika na Lijevoj

grupi G i skupa skalarnih proizvoda na Lijevoj algebri g = LieG.

Dokaz. Za p ∈ G i X, Y ∈ TpG metriku g definixemo sa

g(X, Y ) = 〈dLp−1(X), dLp−1(Y )〉.

U obrnutom smeru, data funkcija g(X, Y )(·) : G→ R je konstantna na grupi G.
Zaista, za p ∈ G i X, Y ∈ g, koriste�i osobinu leve-invarijantnosti vektor-
skih po	a, imamo

g(Xp, Yp) = g(dLp(X), dLp(Y )) = g(X, Y ) = 〈X, Y 〉,

pa 〈·, ·〉 definixe skalarni proizvod na g. ut
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1.1. Lijeve grupe i algebre

Svako X ∈ g predstav	a levo-invarijantno vektorsko po	e na G, te odre-
�uje tok ΦX : R×G→ G. Glatko preslikava�e

expg : g→ G, X 7→ ΦX(1, e)

naziva se Lijevo eksponencijalno preslikava�e.
Svaka Lijeva grupa G ima prirodnu reprezentaciju u svojoj algebri

g = LieG. Za proizvo	ni element g ∈ G, sa Mg oznaqavamo unutrax�i au-
tomorfizam grupe odre�en elementom g :

Mg : G→ G, x 7→ g · x · g−1.

Primetimo da je Mg = Lg ◦Rg−1 .

Definicija 1.7. Pridru�ena reprezentacija Lijeve grupeG je preslikava�e

Ad : G→ GL(g), g 7→ Adg := (dMg)e,

gde (dMg)e oznaqava diferencijal preslikava�a Mg u jediniqnom elementu e.

Primedba 1.2. Za proizvo	no x ∈ g definixemo operator adx kao linearno
preslikava�e adx : g→ g

adx(y) = [x, y], x, y ∈ g.

Primetimo da je adx = d(Ad)x. Iz Jakobijevog identiteta sledi da se pre-
slikava�e adx mo�e posmatrati kao

”
diferencira�e" Lijeve algebre, tj.

adx zadovo	ava Lajbnicovo pravilo

adx([y, z]) = [ad x(y), z] + [y, adx(z)].

Neka je γ(t) kriva na Lijevoj grupi G. Kriva Γ(t) definisana sa

Γ(t) = dL−1γ(t)γ̇(t)

naziva se kriva u algebri g pridru�ena krivoj γ(t).

Lema 1.2. Kriva γ(t) je geodezijska na (G, g) ako i samo ako je pridru�ena
kriva Γ(t) rexe�e jednaqine

ẋ = ad txx,

gde smo sa ad tx oznaqili pridru�eno dejstvo algebre u odnosu na indukovani
skalarni proizvod 〈·, ·〉.

1.1.2 Nilpotentne Lijeve grupe i algebre

Definicija 1.8. Centar Lijeve algebre g saqi�avaju svi elementi x ∈ g za
koje va�i [x, y] = 0, za svako y ∈ g.

Definicija 1.9. Komutatorska podalgebra ili izvodna podalgebra g′

Lijeve algebre g je ideal [g, g] generisan sa [x, y], za sve x, y ∈ g.
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Definicija 1.10. Ka�emo da je Lijeva algebra n nilpotentna ako postoji
konaqan opadaju�i niz (ni)i∈[0,k] ideala takav da je n0 = n, nk = 0 i [n, ni] ⊂ ni+1

za sve i ∈ [0, k − 1]. Ako je k najma�i broj za koji ovo va�i, tada ka�emo je
algebra k-step nilpotentna. Lijeva grupa N je nilpotentna ako je �ena
Lijeva algebra n nilpotentna.

Teorema 1.1. Lijeva algebra n je nilpotentna ako i samo ako je linearno
preslikava�e adx nilpotentno za svako x ∈ g.

Neka je sa (N, g) oznaqena nilpotentna Lijeva grupa sa levo-invarijantnom
metrikom g i neka je n = LieN �ena Lijeva algebra sa indukovanim skalarnim
proizvodom 〈·, ·〉 proizvo	ne signature.
Teorema 1.2. Eksponencijalno preslikava�e expn : n→ N je difeomorfizam.

Posledica 1.1. Nilpotentna Lijeva grupa N je difeomorfna sa Rn, te je
ona prosto povezana.

L. Ma�in je u radu [39] klasifikovao sve nilpotentne Lijeve algebre di-
menzije ≤ 7. U qetvorodimenzionom sluqaju pokazao je da, do na izomorfizam,
postoje samo dve nilpotentne Lijeve algebre koje nisu Abelove: g4 i h3 ⊕ R
redom, sa odgovaraju�im prosto povezanim Lijevim grupama G4 i H3 × R.

Algebra g4, u bazi {x1, x2, x3, x4}, definisana je nenula komutatorima
[x1, x2] = x3, [x1, x3] = x4. (1.1)

Ona je 3-step nilpotentna sa jednodimenzionim centrom Z(g4) = L(x4) i dvo-
dimenzionom komutatorskom podalgebrom

g4′ := [g4, g4] = L(x3, x4).

Algebra h3 ⊕ R je u bazi {x1, x2, x3, x4} zadata nenula komutatorom
[x1, x2] = x3. (1.2)

Kao i Hajzenbergova algebra h3, 2-step nilpotentna je i ima dvodimenzioni
centar Z(h3 ⊕ R) = L(x3, x4) i jednodimenzionu komutatorsku podalgebru ra-
zapetu sa x3.

1.2 Hajzenbergova grupa

Hajzenbergova grupa igra va�nu ulogu u teoriji reprezentacije nilpotent-
nih Lijevih grupa. Tako�e, predstav	a najjednostavniji primer prostora sa
prirodnom kontaktnom strukturom.

Uvedimo na prostoru R2n+1 = R2n
(x,y) × Rt operaciju mno�e�a · sa

(x, y, t) · (x′, y′, t′) =

(
x+ x′, y + y′, t+ t′ + 2

n∑
j=1

aj(x
′
jyj − xjy′j)

)
, (1.3)

gde su x, y, x′, y′ ∈ Rn i a1, . . . , an su pozitivne konstante.

Definicija 1.11. Lijeva grupa H2n+1 = (R2n+1, ·) naziva se (2n+ 1)-dimen-
ziona Hajzenbergova grupa.

Iz definicije operacije · sledi da grupa H2n+1 nije Abelova.
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1.2. Hajzenbergova grupa

1.2.1 Grupa H3

Postoji nekoliko naqina da definixemo Hajzenbergovu grupu H3. Jedan je
da na R3 definixemo operaciju mno�e�a sa

(x, y, t) · (x′, y′, t′) = (x+ x′, y + y′, t+ t′ + x′y − xy′) .

Sa druge strane, realna trodimenziona Hajzenbergova grupa H3 je Lijeva pod-
grupa od SL(3,R) zadata sa

H3 =


 1 a c

0 1 b
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ R

 .

Ovo sledi direktno iz qi�enice da je preslikava�e zadato sa

(x, y, t) 7→

 1 x 1
2
(xy − t)

0 1 y
0 0 1


izomorfizam. U nastavku koristimo matriqnu reprezentaciju grupe H3.

Odgovaraju�a Lijeva algebra h3 identifikuje se sa tangentnim prostorom
TeH3 na H3 u jediniqnom elementu e. Postoji baza {x1, x2, x3}, u kojoj su struk-
turne jednaqine Lijeve algebre h3 date sa

[x1, x2] = x3, [x1, x3] = 0, [x2, x3] = 0.

Algebra h3 je 2-step nilpotentna sa jednodimenzionim centrom

Z(h3) = [h3, h3] = L(x3).

U bazi { ∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z
} tangentnog prostora TgH3 posmatramo levo-invarijantna

vektorska po	a, koja u jedinici e uzimaju vredosti standardnih baznih vektora
prostora R3 :

x1 = X1|e, x2 = X2|e, x3 = X3|e.

Poka�imo da su ta vektorska po	a data sa

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
+ x

∂

∂z
, X3 =

∂

∂z
, (1.4)

gde je g ∈ H3 proizvo	na taqka sa koordinatama (x, y, z). Primetimo da za
(a, b, c) ∈ R3 va�i

Lg(a, b, c) =

 1 x z
0 1 y
0 0 1

 1 a c
0 1 b
0 0 1

 =

 1 x+ a z + xb+ c
0 1 y + b
0 0 1

 ,

odnosno
Lg(a, b, c) = (x+ a, y + b, z + xb+ c).
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1.2. Hajzenbergova grupa

Odavde sledi da je

dLg(a, b, c) =

 1 0 0
0 1 0
0 x 1

 .

Sada se lako proverava da va�i:

X1(g) = dLg(a, b, c)(e1) =

 1 0 0
0 1 0
0 x 1

 1
0
0

 =

 1
0
0

 =
∂

∂x
,

X2(g) = dLg(a, b, c)(e2) =

 1 0 0
0 1 0
0 x 1

 0
1
0

 =

 0
1
x

 =
∂

∂y
+ x

∂

∂z
,

X3(g) = dLg(a, b, c)(e3) =

 1 0 0
0 1 0
0 x 1

 0
0
1

 =

 0
0
1

 =
∂

∂z
.

U Rimanovom sluqaju postoji samo jedna familija levo-invarijantnih me-
trika

g =
1

λ2
dx2 − dy2 + (xdy − dz)2, λ ∈ R,

i tada je centar pozitivno definitan. U Lorencovom sluqaju, S. Rahmani je
pokazala da postoje tri familije metrika koje odgovaraju trima razliqitim
mogu�nostima za prirodu centra algebre.

Teorema 1.3. [50] Sve levo-invarijantne Lorencove metrike na H3 su izo-
morfne, do na automorfizam, jednoj od slede�ih metrika

g1 = − 1

λ2
dx2 + dy2 + (xdy + dz)2,

g2 =
1

λ2
dx2 + dy2 − (xdy + dz)2, λ > 0,

g3 = dx2 + (xdy + dz)2 − ((1− x)dy − dz)2.

Xtavixe, ove metrike su neizometriqne i g3 je ravna.

Primedba 1.3. Interesantno je da primer ravne metrike nalazimo samo na
grupi H3. U vixim dimenzijama, tj. na H2n+1, n > 1, nema ravnih metrika.

Lema 1.3. [5] Sve metrike na H3 su geodezijski kompletne.

Interesantno je i da postoji veza izme�u izoperimetrijskog problema na
Rimanovim povrxima i sub-Rimanove geometrije trodimenzionih mnogostru-
kosti. Najva�niji primer predstav	a izoperimetrijski problem u ravni koji
odgovara geometriji Hajzenbergove grupe H3.
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1.2. Hajzenbergova grupa

1.2.2 Uopxtene Hajzenbergove grupe

Uopxtene Hajzenbergove grupe uveo je A. Kaplan 80-tih godina XX veka.
Definisao je klasu 2-step nilpotentnih Lijevih grupa sa levo invarijantnom
metrikom koja je uk	uqivala i klasiqne Hajzenbergove grupe. U literaturi se
ove grupe nazivaju jox i grupama Ha-tipa.

Neka su ν i ξ realni vektorski prostori dimenzija n,m ∈ N, redom, i neka
je sa β : ν × ν → ξ oznaqeno kososimetriqno bilinearno preslikava�e. Neka
je

J : ξ → End(ν),

Z 7→ JZ

homomorfizam algebri definisan sa

〈JZU, V 〉 = 〈β(U, V ), Z〉, za sve U, V ∈ ν, Z ∈ ξ.

Posmatramo direktnu sumu n = ν ⊕ ξ sa skalarnim proizvodom 〈·, ·〉 takvim da
su ν i ξ ortogonalni.

Strukturu Lijeve algebre na n zadajemo sa

[U +X, V + Y ] := β(U,X), za sve U, V ∈ ν, X, Y ∈ ξ.

Definicija 1.12. Lijeva algebra n naziva se uopxtena Hajzenbergova
algebra ako za svako Z ∈ ξ va�i

J2
Z = −〈Z,Z〉 idν .

Odgovaraju�a prosto povezana Lijeva grupa N sa levo-invarijantnom metrikom
g naziva se uopxtena Hajzenbergova grupa ili grupa Ha-tipa.

Iz prethodne konstrukcije je oqigledno da je ξ centar uopxtene Hajzenber-
gove algebre n.

Lema 1.4. Svaka uopxtena Hajzenbergova algebra n je 2-step nilpotentna.

Dokaz. Tvr�e�e sledi direktno iz qi�enice da je [n, n] = ξ i [n, ξ] = 0. ut

Posledica 1.2. Svaka uopxtena Hajzenbergova grupa N je 2-step nilpo-
tentna Lijeva grupa.

Potpuna klasifikacija uopxtenih Hajzenbergovih grupa se mo�e izvesti
korix�e�em teorije reprezentacije Klifordovih algebri. Naime, postoji ko-
respondencija izme�u reprezentacije Klifordove algebre Cliff (ξ, q) sa nega-
tivno definitnom kvadratnom formom q i uopxtene Hajzenbergove grupe sa
m-dimenzionim centrom. Ova korespondencija je

”
1-1" ako je m 6≡ 3(mod 4) i

tada postoji jedinstveni ireducibilan Klifordov modul ∂ i svaki Klifordov
modul ν nad Cliff (ξ, q) je izomorfan sa

ν = ⊕k∂.
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Ako je m ≡ 3(mod 4), tada postoje dva ireducibilna Klifordova modula ∂1 i
∂2, dim ∂1 = dim ∂2, i svaki Klifordov modul ν nad Cliff (ξ, q) je izomorfan sa

ν = (⊕k1∂1)⊕ (⊕k2∂2),

za neke k1, k2 ∈ N0. Primetimo da razliqiti Klifordovi moduli mogu da de-
finixu istu uopxtenu Hajzenbergovu algebru.

Za deta	niji prikaz uopxtenih Hajzenbergovih grupa qitaoce upu�ujemo
na [10].

1.3 Krivina

Pretpostavimo da je M mnogostrukost dimenzije n na kojoj je definisana
metrika g proizvo	ne signature qija je Levi-Qivita povezanost oznaqena sa
∇. Neka je X(M) skup svih vektorskih po	a klase C∞ na mnogostrukosti M i
neka jeD(M) prsten realnih funkcija klase C∞ naM. Iz praktiqnih razloga,
identifikujemo po	e X ∈ X(M) sa tenzorom X : X(M) → D(M) zadatim sa
X(Y ) = g(X, Y ), za sve Y ∈ X(M).

Definicija 1.13. Preslikava�e R : X(M) × X(M) × X(M) → X(M) defi-
nisano sa

R(X, Y )Z = ∇X(∇YZ)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z (1.5)

naziva se krivina mnogostrukosti M za linearnu povezanost ∇.
Krivinski tenzor R : X(M)×X(M)×X(M)×X(M)→ D(M) definisan

je sa
R(X, Y, Z,W ) = g (R(X, Y )Z,W ) , X, Y, Z,W ∈ X(M). (1.6)

Iz definicije krivine direktno sledi da va�i

R(X, Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W )

g(R(X, Y )Z,W ) = −g(R(X, Y )W,Z).

Za lokalne koordinate x1, . . . , xn, lako se proverava da je R tenzor 4. reda

qije su komponente u reperu
{
Xi = ∂

∂xi

}
date sa

R(Xi, Xj, Xk, Xl) = Rijkl.

Definicija 1.14. Neka su X, Y ∈ TpM. Bilinearna forma na prostoru TpM
definisana sa

ρ(X, Y ) = Tr(Z 7→ R(Z,X)Y ), (1.7)

naziva se Riqijev tenzor.

Definicija 1.15. Skalarna krivina mnogostrukosti M je trag Riqijevog
tenzora i data je formulom

τ =
∑
i

ρii =
∑
i,j

gijRji, (1.8)

gde smo sa Rij = Rk
ikj oznaqili komponente Riqijevog tenzora.
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Definicija 1.16. Mnogostrukost M je Ajnxtajnova ako je Riqijev tenzor ρ
proporcionalan metriqkom tenzoru g.

Pokazuje se da je koeficijent proporcionalnosti konstanta τ
n
, gde je τ ska-

larna krivina, a n dimenzija mnogostrukosti. Ukoliko je ta konstanta jednaka
nuli, ka�emo da je mnogostrukostM Riqi-ravna. MnogostrukostM je ravna
ako je krivina svuda jednaka nuli.

Definicija 1.17. Za n ≥ 3 definixemo konformni Vejlov tenzor C u
odnosu na metriku g i povezanost ∇ kao tenzor (1, 3) tipa qije su komponente
date se

Ci
jkl = Ri

jkl +
1

n− 2

(
δilRjk − δikRjl + gjkR

i
l − gjlRi

k

)
+

τ

(n− 1)(n− 2)

(
δikgjl − δilgjk

)
.

Definicija 1.18. Za n ≥ 2 definixemo projektivni Vejlov tenzor W u
odnosu na povezanost ∇ kao tenzor (1, 3) tipa qije su komponente date se

W i
jkl := Ri

jkl −
1

n− 1

(
δilRjk − δikRjl

)
. (1.9)

Primedba 1.4. Ako je n = 2, tada tenzor C nije definisan, aW je identiqki
jednak nuli na M. U sluqaju dimenzije n = 3 tenzor C je svuda jednak nuli na
M, pa se analogno Vejlovom tenzoru definixe Kotonov tenzor kao tenzor
3. reda sa komponentama

Cijk = ∇kRij −∇jRik +
1

2(n− 1)
(∇jτgik −∇kτgij) .

Primedba 1.5. U da	em tekstu i konformni i projektivni Vejlov tenzor
oznaqavamo sa W, uz jasno naglaxava�e o kom tipu je req.

Definicija 1.19. Pseudo-Rimanova mnogostrukostM je konformno ravna
ako okolina svake �ene taqke konformnim preslikava�em mo�e da se preslika
na ravan prostor.

Lema 1.5. a) Svaka dvodimenziona pseudo-Rimanova mnogostrukost je kon-
formno ravna.
b) Pseudo-Rimanova mnogostrukost dimenzije n = 3 je konformno ravna ako i
samo ako je Kotonov tenzor jednak nuli.
v) Pseudo-Rimanova mnogostrukost dimenzije n ≥ 4 je konformno ravna ako i
samo ako je konformni Vejlov tenzor jednak nuli.

Podsetimo se da u sluqaju qetvorodimenzionih mnogostrukosti M Rima-
nove i neutralne signature krivinski tenzor mo�emo posmatrati kao samokon-
jugovano preslikava�e

R : Λ2T ∗M → Λ2T ∗M
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xestodimenzionog prostora Λ2T ∗M 2-formi na mnogostrukosti M. Postoji
dekompozicija

Λ2T ∗M = Λ2
+T
∗M ⊕ Λ2

−T
∗M = Λ+ ⊕ Λ−

prostora 2-formi na trodimenzioni prostor auto-dualnih i anti-auto-dualnih
2-formi, koje su redom +1 i −1 sopstveni potprostori Ho
ovog ∗ operatora.
Imaju�i u vidu ovu dekompoziciju, krivinski tenzor se mo�e razlo�iti u
obliku

R =

(
W+ B
B∗ W−

)
+

τ

12
I, (1.10)

gde su saW+ iW− oznaqene redom auto-dualna i anti-auto-dualna komponenta
konformnog Vejlovog tenzora W = W+⊕W−, B je Riqijev tenzor qiji je trag
jednak nuli, a τ oznaqava skalarnu krivinu.

Mnogostrukost M naziva se auto-dualna ako je W− = 0. Sliqno, ako je
W+ = 0, mnogostrukost M je anti-auto-dualna. Metrika g je Ajnxtajnova
akko je B = 0 i konformno ravna akko je W = 0.

1.4 Holonomije

Neka je M glatka mnogostrukost dimenzije n i neka ∇ oznaqava linearnu
povezanost na tangentnom rasloje�u TM. Za svaku krivu γ : [0, 1] −→ M koja
poqi�e u taqki p ∈M, tj. γ(0) = p, preslikava�e

Pγ(t) : Tγ(0) −→ Tγ(t)M

X 7−→ Pγ(t)(X) := X(t)

je izomorfizam vektorskih prostora koji se naziva paralelno pomera�e.
Ovde smo sa Pγ(t)(X) oznaqili paralelno pomera�e vektorskog po	a X du�
krive γ.

Definicija 1.20. Za linearnu povezanost ∇ grupu holonomije u taqki p
definixemo sa

Holp(M,∇) := {Pγ(1)
∣∣ γ(0) = γ(1) = p},

gde Pγ(1) oznaqava paralelno pomera�e vektora du� pet	e γ : [0, 1] 7→M sa po-
qetkom i krajem u taqki p, tj. γ(0) = γ(1). Dakle, grupa holonomije je podgrupa
linearne grupe"

Holp(M,∇) ≤ Aut(Tp(M)) ∼= Gln(R).

�ena komponenta povezanosti naziva se povezana grupa holonomije, u oznaci
Hol0p(M,∇), i to je grupa generisana paralelnim pomera�em du� homotopski
trivijalnih pet	i.

Lema 1.6. Ako je M prosto povezana mnogostrukost, tada je za svaku pove-
zanost grupa holonomije povezana, tj. Holp(M,∇) = Hol0p(M,∇).

Oznaqimo sa Lp skup svih linearnih transformacija tangentnog prostora
TpM u taqki p.
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Definicija 1.21. Infinitezimalna grupa holonomijeHol(M,∇) je Li-
jeva podgrupa od Lp koja je generisana skupom svih endomorfizama prostora
TpM oblika

R(X, Y ),∇R(X, Y ),∇2R(X, Y ), . . . , X, Y ∈ TpM.

Odgovaraju�a Lijeva algebra oznaqava se sa hol(M,∇) i u sluqaju glatkih
povezanosti mo�e se izraqunati pomo�u krivinskog tenzora i �egovih kova-
rijantnih izvoda.

Lema 1.7. [34] Za glatke C∞ povezanosti, Lijeva algebra hol(M,∇), kao vek-
torski prostor, generisana je linearnim preslikava�ima

∇kR(X, Y ;Z1, . . . , Zk), X, Y, Z1, . . . , Zk ∈ TpM, 0 ≤ k <∞.

Lema 1.8. [34] Za grupe holonomija realnih analitiqkih povezanosti na re-
alnim analitiqkim mnogostrukostima va�i

Hol(M,∇) = Hol0p(M,∇).

Jasno je da Holp(M,∇) ⊂ Gl(n,R) do na konjugaciju. Svaka zatvorena pod-
grupa od Gl(n,R) mo�e se realizovati kao grupa holonomije neke linearne
povezanosti, ali ta povezanost mo�e imati torziju.

Da bismo izraqunali grupu holonomija, koristimo Ambroz-Singerovu teo-
remu o holonomijama:

Teorema 1.4. [1] Za mnogostrukost M sa linearnom povezanox�u ∇ algebra
holonomije je

holp(M,∇) = L
{
P−1γ(t) ◦R(Pγ(t)X,Pγ(t)Y ) ◦ Pγ(t)

∣∣∣ γ(0) = p, X, Y ∈ TpM
}
,

gde je R operator krivine za povezanost ∇.

Krivinski endomorfizam podalgebre g ⊂ gl(n,R) definisan je sa

K(g) :=
{
R ∈ Λ2(Rn)∗ ⊗ g

∣∣ R(x, y)z +R(y, z)x+R(z, x)y = 0
}
.

K(g) je g-modul, a prostor gK := L{R(x, y)| x, y ∈ Rn, R ∈ K(g)} je ideal u g.

Definicija 1.22. g ⊂ gl(n,R) naziva se Ber�eova algebra ako je gK = g.

Direktna posledica teoreme Ambroz-Singera je slede�a teorema:

Teorema 1.5. Lijeva algebra grupe holonomije za povezanost bez torzije na
glatkoj mnogostrukosti je Ber�eova algebra.

Ako je g metrika signature (p, q) na Rimanovoj mnogostrukosti M, tada je
Holp(M,∇) = Holp(M, g), gde ∇ predstav	a Levi-Qivita povezanost. Poxto je
∇ Levi-Qivita povezanost, paralelno pomera�e quva metriku. Odavde sledi
da je grupa holonomije, sa jedne strane, podgrupa od O(TpM, g) ∼= O(p, q) i mo�e
se posmatrati kao podgrupa ortogonalne grupe O(p, q), koja je definisana do na
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1.4. Holonomije

konjugaciju u O(p, q). Sa druge strane, obezbe�eno je da je za svaki potprostor
D ∈ TpM koji je invarijantan pri dejstvu grupe holonomije i �egov ortokom-
plement D⊥ tako�e invarijantan. Podsetimo se da svakom potprostoru koga
grupa holonomija ostav	a invarijantnim odgovara distribucija invarijantna
pri paralelnom pomera�u.

Ka�emo da grupa holonomija dejstvuje ireducibilno ako na tangentnom
rasloje�u ne postoje paralelni potprostori. U tom sluqaju grupa holonomija
je zatvorena. Za pozitivno definitne metrike grupa holonomija dejstvuje pot-
puno reducibilno, tj. tangentni prostor se razla�e na potprostore na kojima
je dejstvo trivijalno ili ireducibilno. Situacija je drugaqija u sluqaju in-
definitnih metrika. Ka�emo da grupa holonomije dejstvuje nedekompoza-
bilno ako je metrika degenerisana na svakom invarijantnom pravom potpro-
storu. U tom sluqaju i za samu mnogostrukost ka�emo da je nedekompoza-
bilna. U Rimanovom (pozitivno definitnom) sluqaju, nedekompozabilnost je
isto xto i ireducibilnost.

Narednu teoremu je u Rimanovom sluqaju dokazao �. de Ram, a kasnije je H.
Vu �egov rezultat uopxtio na proizvo	nu signaturu.

Teorema 1.6. ([21], [65]) Svaka prosto povezana, kompletna pseudo-Rimanova
mnogostrukost (M, g) je izometriqna proizvodu prosto povezanih, komplet-
nih pseudo-Rimanovih mnogostrukosti od kojih jedna mo�e biti ravna, a na
ostalima holonomija dejstvuje nedekompozabilno. Grupa holonomije (M, g) je
tako�e proizvod ovih grupa holonomija koje dejstvuju nedekompozabilno.

U Rimanovom sluqaju, na osnovu prethodne teoreme, dobijamo kompletnu
klasifikaciju grupa holonomija.

Teorema 1.7. Svaka prosto povezana, kompletna Rimanova mnogostrukost
(M, g) je izometriqna proizvodu prosto povezanih, kompletnih Rimanovih
mnogostrukosti od kojih jedna mo�e biti ravna, a ostale su ili lokalno
simetriqne ili im je grupa holonomije jedna od slede�ih:

SO(n), U(n), SU(n), Sp(n), Sp(n) · Sp(1), G2 ili Spin(7).

Za pseudo-Rimanove metrike mo�e se desiti da jedan od faktora iz Te-
oreme 1.6 bude nedekompozabilan, ali ne i ireducibilan. Ovo znaqi da re-
prezentacija holonomije dopuxta invarijantni potprostor na kome je metrika
degenerisana, ali ne i pravi nedegenerisani invarijantni potprostor.

Ako grupa holonomije Holp(M, g) ⊂ SO0(p, q) dejstvuje nedekompozabilno i
reducibilno, ostav	aju�i invarijantnim degenerisani potprostor D ⊂ TpM,
tada ona dopuxta totalno izotropni invarijantni potprostor

I := D ∩D⊥.

Ovo znaqi da je Holp(M, g) sadr�ana u stabilizatoru totalno izotropnog pot-
prostora

Holp(M, g) ⊂ SO0(p, q)I := {A ∈ SO0(p, q)|AI ⊂ I},

ili u terminima odgovaraju�e Lijeve algebre

holp(M, g) ⊂ so(p, q)I := {a ∈ so(p, q)| aI ⊂ I}.
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1.4. Holonomije

1.4.1 Lorencove grupe holonomija

Neka je M Lorencova mnogostrukost dimenzije n+ 2. Jedina ireducibilna
grupa holonomije mnogostrukosti M je maksimalna holonomija SO0(1, n + 1).
U Lorencovom sluqaju, iz Teoreme 1.6 direktno sledi:

Posledica 1.3. Svaka prosto povezana, kompletna Lorencova mnogostru-
kost (M, g) je izometriqna slede�em proizvodu prosto povezanih, komplet-
nih pseudo-Rimanovih mnogostrukosti

(N, h)× (M1, g1)× . . .× (Mk, gk),

gde su (Mj, gj), j = 1, . . . , k, ili ravne ili ireducibilne Rimanove mnogostru-
kosti, a (N, h) je ili (R,−dt2) ili nedekompozabilna Lorencova mnogostru-
kost, qija je holonomija ili SO0(n + 1, 1) ili je sadr�ana u stabilizatoru
SO0(1, n + 1)I nul linije I. Grupa holonomije mnogostrukosti (M, g) je pro-
izvod grupa holonomija podmnogostrukosti (N, h) i (Mj, gj), j = 1, . . . , k.

Posmatramo Lorencove grupe holonomija koje dejstvuju nedekompozabilno,
ali reducibilno, odnosno one grupe koje su sadr�ane u stabilizatoru
SO0(n + 1, 1) nul linije I u TpM. Taj stabilizator je paraboliqka grupa
SO0(1, n + 1)I u konformnoj grupi SO0(n + 1, 1). Ako identifikujemo TpM
sa prostorom Minkovskog R1,n+1 i fiksiramo bazu u kojoj je skalarni proizvod
predstav	en matricom  0 0t 1

0 In 0
1 0t 0

 ,

gde je sa In oznaqena n-dimenziona jediniqna matrica, tada se Lijeva alge-
bra povezane komponente stabilizatora od I = R ·X unutar konformne grupe
SO0(1, n+ 1) mo�e zapisati kao

so(1, n+ 1)I =


 a vt 0

0 A −v
0 0t −a

 ∣∣∣∣∣∣ a ∈ R, v ∈ Rn, A ∈ so(n)

 .

Oqigledno, ova Lijeva algebra je poludirektni proizvod

so(1, n+ 1)I = (R⊕ so(n)) nRn, (1.11)

gde je komutator zadat na slede�i naqin:

[(a,A, v), (b, B, w)] = (0, [A,B]so(n), (A+ a Id)w − (B + b Id)v).

U dekompoziciji (1.11) R je Abelova podlagebra od so(1, n + 1) I koja komu-
tira sa so(n), a Rn je Abelov ideal u so(1, n + 1) I , so(n) je poluprost, a
R⊕so(n) je reduktivni deo od so(1, n+1) I .Odgovaraju�e povezane Lijeve grupe u
SO(1, n+ 1) I su R+, SO(n) i Rn, dok je SO(1, n+ 1) I = (R+ × SO(n)) nRn.

Podalgebri h ⊂ so(1, n+ 1) I mo�emo dodeliti projekcije prR(h), prRn(h) i
prso(n)(h). Podalgebra g := prso(n)(h) naziva se ortogonalni deo od h. Prime-
timo da ako h ⊂ so(1, n+1)I dejstvuje nedekompozabilno, tada je prRn(h) = Rn, i
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1.4. Holonomije

h je Abelova ako i samo ako je h = Rn.Xtavixe, h ima trivijalnu reprezenta-
ciju ako i samo ako je prR(h) = 0. U ovom sluqaju (M, g) dopuxta paralelno nul
vektorsko po	e. Konaqno, g := prso(n)(h) ⊂ so(n) je kompaktna, tj. na �oj po-
stoji pozitivno definitna invarijantna simetriqna bilinearna forma. Ovo
znaqi da je g reduktivna, odnosno da je �ena Levijeva dekompozicija g = ξ⊕g′,
gde je ξ centar algebre g i g′ := [g, g] = ξ⊥ poluprosta Lijeva algebra.

Izlo�imo sada klasifikaciju Lorencovih holonomija.

Teorema 1.8. [8] Neka je h podalgebra od so(1, n + 1)I = (R ⊕ so(n)) n Rn koja
dejstvuje nedekompozabilno na Rn+2, i neka je g := prso(n)(h) = ξ ⊕ g′ Levijeva
dekompozicija ortogonalnog dela. Tada h pripada jednom od slede�ih tipova.

1. Ako h sadr�i Rn, tada postoje tri tipa:

Tip 1: h sadr�i R. Tada je h = (R⊕ g) nRn.

Tip 2: prR(h) = 0. Tada je h = gnRn.

Tip 3: ne pripada ni jednom od prethodna dva tipa. Tada postoji epi-
morfizam ϕ : ξ → R takav da je h = (l ⊕ g′) n Rn, gde je
l = {(ψ(t), t)| t ∈ ξ} ⊂ Rl ⊕ ξ.

2. Ako h ne sadr�i Rn, tada imamo

Tip 4: Postoji netrivijalna dekompozicija Rn = Rk ⊕Rl, 0 < k, l < n,
i epimorfizam ψ : ξ → Rl takav da je h = (l⊕g′)nRk ⊂ so(1, n+1)I ,
gde je l = {(ϕ(t), t)| t ∈ ξ} ⊂ R⊕ ξ, i g ⊂ so(k).

Teorema 1.9. [24] Neka je H povezana podgrupa od SO0(1, n+ 1) koja dejstvuje
nedekompozabilno i reducibilno. Tada je H Lorencova grupa holonomije ako i
samo ako je �en ortogonalni deo Rimanova grupa holonomije.

Od posebnog znaqaja su Lorencove mnogostrukosti sa rekurentnim i para-
lelnim vektorskim po	ima.

Definicija 1.23. Lorencova mnogostrukost sa paralelnim nul vektorskim
po	em naziva se Brinkmanov talas.

Lema 1.9. [37] Brinkmanov talas (M, g) sa paralelnim nul vektorskim po	em
X i indukovanim paralelnim distribucijama D i D⊥ je pp-talas ako i samo
ako tenzor krivine R zadovo	ava uslov

R(U, V ) : D⊥ → D, za sve U, V ∈ TM,

ili, ekvivalentno,

R(Y1, Y2) = 0, za sve Y1, Y2 ∈ D⊥.

Definicija 1.24. Lorencova mnogostrukost sa rekurentnim nul vektorskim
po	em X naziva se pr-talas ako je R(U, V ) : D⊥ → D, za sve U, V ∈ TM, ili,
ekvivalentno, R(Y1, Y2) = 0, za sve Y1, Y2 ∈ X⊥.
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Lema 1.10. [37] Lorencova mnogostrukost (M, g) sa rekurentnim nul vek-
torskim po	em X je pr-talas ako i samo ako (M, g) ima rexivu holonomiju
sadr�anu u RnRn. Dodatno, (M, g) je pp-talas ako i samo ako je holonomija
Abelova, odnosno sadr�ana u Rn.

Postoji nekoliko znaqajnih potklasa pp-talasa. Prva su ravanski talasi
koji predstav	aju pp-talase sa kvazi-rekurentnom krivinom, tj. ∇R = ξ ⊕ R̃,
gde su ξ = g(X, ) i R̃ (4, 0)-tenzori.

Na kraju, razmotrimo sluqaj qetvorodimenzionih Lorencovih mnogostru-
kosti signature (− + ++). Izlo�ena klasifikacija je preuzeta iz [24]. Neka
je H povezana grupa holonomija qetvorodimenzione Lorencove mnogostrukosti.
Tada razlikujemo slede�e sluqajeve:

1. H dejstvuje ireducibilno, odnosno H = SO0(1, 3), xto mo�e biti reali-
zovano qetvorodimenzionim de Siterovom prostoru S1,3.

2. H dejstvuje nedekompozabilno, ali ne i ireducibilno. Tada H pripada
jednom od slede�ih tipova:

a) H = (R+ × SO(2)) nR2,

b) H = SO(2) nR2,

v) H = LnR2, gde je L zadat grafikom epimorfizma ϕ : so(2)→ R,
g) H = R2, tj. holonomija qetvorodimenzionog pp-talasa,

d) H = Rn R2, tj. holonomija qetvorodimenzionog pr-talasa.

3. H dejstvuje dekompozabilno. Tada je:

a) H = SO(2), tj. holonomija proizvoda 2-sfere S2 i dvodimenzionog
prostora Minkovskog R1,1,

b) H = SO(1, 1), tj. holonomija proizvoda dvodimenzionog de Sitero-
vog prostora S1,1 i R2,

v) H = SO(3), tj. holonomija proizvoda prave (R,−dt2) i 3-sfere S3,

g) H = SO(1, 2), tj. holonomija proizvoda realne prave R i trodimen-
zionog de Siterovog prostora S1,3,

d) H = SO(1, 1) × SO(2), tj. holonomija proizvoda dvodimenzionog de
Siterovog prostora S1,1 i 2-sfere S2,

�) H = R n R, tj. holonomija proizvoda realne prave R i trodimen-
zione Lorencove mnogostrukosti koja poseduje rekurentni, ali ne i
paralelni nul vektor (zapravo, to je trodimenzioni pr-talas),

e) H = R, tj. holonomija proizvoda realne prave R i trodimenzione
Lorencove mnogostrukosti koja poseduje paralelni nul vektor (od-
nosno trodimenzionim pp-talasom),

�) H je trivijalna, odnosno to je holonomija ravnog prostora Minkov-
skog R1,3.
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1.4.2 Holonomije u neutralnoj signaturi

Neutralna (n, n) signatura ima najbogatiji skup ireducibilnih, nesime-
triqnih grupa holonomija. Osim SO(n, n) jav	aju se jox i unitarne grupe
U(p, p) i SU(p, p), kao i simplektiqke grupe Sp(q, q) i Sp(1) · Sp(q, q), ali i

SO(r,C), Sp(p,R) · SL(2,R) i Sp(p,C) · SL(2,C),

i na kraju specijalne grupe

GC
2 ⊂ SO(7, 7), Spin(4, 3) ⊂ SO(4, 4) i Spin(7)C ⊂ SO(8, 8).

Ipak, da bi se dobila kompletna klasifikacija, potrebno je razmatrati i
nedekompozabilne grupe koje nisu ireducibilne. Problem klasifikacije u
opxtem sluqaju jox uvek nije rexen, ali je za n = 2 potpuna klasifikacija
izlo�ena u [9].

Radi kompaktnijeg zapisa, uvedimo slede�e matrice:

I =

(
1 0
0 1

)
, J =

(
0 1
−1 0

)
, K =

(
1 0
0 −1

)
, L =

(
0 1
1 0

)
. (1.12)

Neka je M qetvorodimenziona mnogostrukost signature (2, 2) i neka je H
nedekompozabilna, reducibilna grupa holonomije od (M, g). Invarijantni to-
talno izotropni potprostor je nul linija ili totalno izotropna ravan. Pri-
metimo da je prvi sluqaj sadr�an u drugom: ako je (e1, e2, e3, e4) baza prostora
TpM takva da metrika ima oblik (

0 I
I 0

)
,

gde e1 razapi�e invarijantnu nul liniju, tada je ravan razapeta sa e1 i e2
tako�e invarijantna jer je Ae2 ortogonalno na e1 za A ∈ H. Stoga, u oba sluqaja,
H ostav	a invarijantnom totalno izotropnu ravan I, odnosno Lijeva algebra
h od H je sadr�ana u

so(2, 2)I =

{(
U aJ
0 −UT

)∣∣∣∣ U ∈ gl(2,R), a ∈ R
}
.

Algebra so(2, 2)I je poludirektna suma so(2, 2)I = gl(2,R)nA, gde je A ideal

razapet sa

(
0 J
0 0

)
, a komutator je zadat sa

[(U, a), (V, b)] = ([U, V ], b · tr(U)− a · tr(V )).

Mo�e se pokazati da va�i slede�a teorema:

Teorema 1.10. [9] Neka je h nedekompozabilna podalgebra od so(2, 2)I ⊂ so(2, 2).
Tada je h ili sadr�ana u idealu koji je u SO0(2, 2) konjugovan sa A ili je kon-
jugovan jednom od slede�a tri izuzetka

h1 = so(2)⊕ R =

{(
rI + sJ 0

0 −rI + sJ

)∣∣∣∣ r, s ∈ R
}
,

h2 = R
(
K J
0 K

)
, h3 = R

(
J J
0 J

)
.
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Primedba 1.6. Algebre h2 i h3 nisu Ber�eove algebre, stoga se ne mogu ja-
viti kao algebre holonomija.

Posledica 1.4. Neka je h nedekompozabilna Ber�eova algebra u so(2, 2)I ⊂
so(2, 2). Tada je h konjugovana podalgebri koja je ili sadr�ana u g ili sadr�i
ideal A.

Na osnovu ovoga, u [9] je izlo�ena kompletna klasifikacija nedekompoza-
bilnih, reducibilnih pseudo-Rimanovih mnogostrukosti signature (2, 2).

Teorema 1.11. [9] Neka je H ⊂ SO(2, 2) nedekompozabilna, reducibilna grupa
holonomije qetvorodimenzione pseudo-Rimanove mnogostrukosti signature
(2, 2) i neka je h �ena Lijeva algebra. Tada H ostav	a invarijantnom to-
talno izotropnu ravan I i va�i jedan od slede�ih sluqajeva:

1. H ostav	a invarijantnom jox jednu totalno izotropnu ravan komple-
mentarnu sa I. U tom sluqaju h ⊂ gl(2,R) i h je konjugovana u SO0(2, 2)
jednoj od slede�ih algebri: gl(2,R), sl(2,R), algebri strogo gor�e trou-
gaonih i gor�e trougaonih matrica,

kλ =

{(
a b
0 λa

)∣∣∣∣ a, b ∈ R
}
, za λ ∈ R, ili

h1 =

{(
a b
−b a

)∣∣∣∣ a, b ∈ R
}
.

2. H ne ostav	a invarijantnom komplementarnu totalno izotropnu ra-
van. Tada je Lijeva algebra h konjugovana semidirektnoj sumi h′nA, gde

je h′ konjugovana jednoj od podalgebri iz prethodnog sluqaja, R ·
(

1 1
0 1

)
ili uµ = R ·

(
µ 1
−1 µ

)
.

Posledica 1.5. Grupa holonomije qetvorodimenzione pseudo-Rimanove mno-
gostrukosti neutralne (2, 2) signature je zatvorena.

1.5 Kilingova po	a

NekaM oznaqava mnogostrukost sa metrikom g i Levi-Qivita povezanox�u
∇. Izometrija naM je transformacija koja metriku g ostav	a invarijantnom.

Definicija 1.25. Vektorsko po	e X na mnogostrukosti M naziva se infi-
nitezimalna izometrija ili Kilingovo vektorsko po	e ako se lokalna
jednoparametarska grupa lokalnih transformacija, generisana po	emX u oko-
lini svake taqke p ∈M, sastoji iz lokalnih izometrija.

Lema 1.11. [34] Vektorsko po	e X na mnogostrukosti M je Kilingovo ako i
samo ako va�i

LXg = 0, (1.13)

gde je L Lijev izvod, a g metriqki tenzor na M.
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U terminima Levi-Qivita povezanosti, uslov (1.13) se zapisuje kao

g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX) = 0, ∀Y, Z ∈M.

U lokalnim koordinatama, Kilingovu jednaqinu zapisujemo u kovarijantnom
obliku

∇µXν +∇νXµ = 0. (1.14)

Primer 1. Razmotrimo euklidsku ravan sa metrikom gij = δij, i, j ∈ {1, 2}.
Kilingova jednaqina (1.14) svodi se na sistem linearnih jednaqina

∂

∂x1
X1 = 0,

∂

∂x1
X2 +

∂

∂x2
X1 = 0,

∂

∂x2
X2 = 0,

qije je opxte rexe�e vektorsko po	e

X = a
∂

∂x1
+ b

∂

∂x2
+ c

(
x2

∂

∂x1
+ x1

∂

∂x2

)
. �

Primer 2. Na sferi S2 posmatrajmo standardnu metriku

ds2 = dθ2 + sin2 θdφ2.

Nije texko izraqunati da postoje trodimenziona algebra Kilingovih vektor-
skih po	a data sa

X1 = − sinφ
∂

∂θ
− cot θ cosφ

∂

∂φ
, X2 = cosφ

∂

∂θ
− cot θ sinφ

∂

∂φ
, X3 =

∂

∂φ
.

Direktno se proverava va�e relacije

[X1, X2] = −X3, [X2, X3] = −X1 i [X3, X1] = −X2,

odnosno da Kilingova vektorska po	a generixu Lijevu algebru so(3). �

Ako su X i Y Kilingova vektorska po	a na mnogostrukosti M, tada je i
[X, Y ] Kilingovo po	e na M. Odavde direktno sledi da Kilingova vektorska
po	a XKil(M) na mnogostrukosti M qine Lijevu podalgebru vektorskih po-
	a X(M) na M. Primetimo da, ukoliko je M kompletna, XKil(M) predstav	a
Lijevu algebru grupe izometrija.

Primer 3. Na prostoru Minkovskog jednaqina (1.13) implicira da je vektor-
sko po	e X infinitezimalni generator jednoparametarske familije difeo-
morfizama u odnosu na metriku prostora (tj. izometrije). Drugim reqima,
Kilingova vektorska po	a na prostoru Minkovskog su upravo generatori Po-
enkareove grupe, odnosno grupe koju saqi�avaju Lorencove transformacije i
translacije. �
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2 Klasifikacija levo-invarijantnih metrika

Prvi rezultati u oblasti klasifikacije levo-invarijantnih metrika ve-
zani su za pozitivno definitni sluqaj. U quvenom radu Milnora [45] pro-
uqavana je geometrija levo-invarijantnih metrika na razliqitim tipovima
Lijevih grupa: kompaktnim, unimodularnim, trodimenzionim...

Xestodimenzione nilpotentne Lijeve grupe klasifikovao je V. Morozov
(videti [46]). Kasnije je L. Ma�in u [39] dao potpunu klasifikaciju nilpo-
tentnih Lijevih grupa u malim dimenzijama (n ≤ 7).

H. Lauret je deta	no izuqavao Rimanove nilmnogostrukosti dimenzije 3
i 4, dok su se Lorencovim sluqajem u radu [18] bavili L. Kordero i F. Par-
ker. Autori su u [16] klasifikovali qetvorodimenzione Lijeve grupe sa Ajnx-
tajnovim i Riqi-ravnim levo-invarijantnim metrikama Lorencove signature.
Nilmnogostrukosti dimenzije 5 prouqavane su u [31].

Deta	an prikaz levo-invarijantnih metrika na Lijevim grupama malih
dimenzija mo�e se na�i u k�izi [3].

U Ode	ku 2.1 predstav	ene su grupe automorfizama algebri g4 i h3 ⊕ R.
Klasifikacija skalarnih proizvoda u svim signaturama predmet je razmatra-
�a Ode	ka 2.2. U Rimanovom sluqaju, potpunu klasifikaciju je dao H. Lauret
[36]. Rezultate u Lorencovom sluqaju izlo�ili su N. Bokan, S. Vukmirovi� i
autor u radu [14], dok je neutralnu signaturu autor razmatrao u [54]. Koordi-
natni zapis metrika u levo-invarijantnoj bazi dat je u Ode	ku 2.3.

2.1 Automorfizmi

Neka je N nilpotentna qetvorodimenziona Lijeva grupa i n = LieN �ena
Lijeva algebra. Oznaqimo sa Aut(n) grupu automorfizama Lijeve algebre n
definisanu sa

Aut(n) := {F : n→ n |F - linearno, [Fx, Fy] = F [x, y], x, y ∈ n}.

Lema 2.1. [61] Neka su sa Aut(G) i Aut(g) oznaqene redom grupe automor-
fizama Lijeve grupe G i �ene Lijeve algebre g, a sa Aut0(G) i Aut0(g) �i-
hove komponente jedinice. Ako je Lijeva grupa G prosto povezana, tada
Aut0(G) ∼= Aut0(g).

Posledica 2.1. Aut(N) ∼= Aut(n).

U Ode	ku 1.1.2 definisali smo jedine dve qetvorodimenzione nilpotentne
Lijeve algebre koje nisu Abelove: g4 i h3 ⊕ R. Podsetimo se da je g4 algebra
zadata nenula komutatorima (1.1). To je 3-step nilpotentna algebra koja ima
jednodimenzioni centar Z(g4) = L(x4) i dvodimenzionu komutatorsku podal-
gebru g4′ = L(x3, x4).
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2.1. Automorfizmi

Lema 2.2. [36] Grupa Aut(g4) automorfizama Lijeve algebre g4, u bazi
{x1, x2, x3, x4}, sastoji se iz realnih matrica oblika:

Aut(g4) =




a1 0 0 0
a2 b2 0 0
a3 b3 a1b2 0
a4 b4 a1b3 a21b2


∣∣∣∣∣∣∣∣ a1, b2 6= 0

 . (2.1)

Dokaz. Neka su prve dve kolone matrice F ∈ Aut(g4), u bazi {x1, x2, x3, x4},
date sa

f1 = a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4, f2 = b1x1 + b2x2 + b3x3 + b4x4.

Za posled�e dve kolone matrice F va�i:

f3 = F [x1, x2] = [Fx1, Fx2] = a1b2[x1, x2] + a1b3[x1, x3] = a1b2x3 + a1b3x4

f4 = F [x1, x3] = [Fx1, Fx3] = a21b2[x1, x3] = a21b2x4.

Primetimo da uslov [x2, x3] = 0 povlaqi [f2, f3] = 0, odnosno b1 = 0. ut

Algebra h3 ⊕ R definisana je sa (1.2). Ona je 2-step nilpotentna, ima
dvodimenzioni centar Z(h3 ⊕ R) = L(x3, x4) i jednodimenzionu komutatorsku
podalgebru razapetu sa x3.

Lema 2.3. [36] Grupa Aut(h3⊕R) automorfizama Lijeve algebre h3⊕R, u bazi
{x1, x2, x3, x4}, sastoji se iz realnih matrica oblika:

Aut(h3 ⊕ R) =


 A 0 0

b1 detA µ
b2 0 λ

∣∣∣∣∣∣ A ∈ GL(2,R), b1, b2 ∈ R2,
λ, µ ∈ R, λ 6= 0

 . (2.2)

Dokaz. Centar algebre h3 ⊕ R ostaje oquvan pri dejstvu F ∈ Aut(h3 ⊕ R),
odnosno

Fz = αz, z ∈ Z(h3 ⊕ R) = L(x3, x4), za neko α 6= 0.

Sa druge strane, iz strukturnih jednaqina (1.2) sledi da je [Fx1, Fx2] = Fx3 i
[Fxi, Fxj] = 0 u svim ostalim sluqajevima. Odavde lako dobijamo da matrica
F ima tra�eni oblik (2.2). ut

Lema 2.4. Dekompozicija Aut(h3 ⊕ R) je

Aut(h3 ⊕ R) = Aut(h3) · Aut(R) ·M · R2,

gde je M =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 c
0 0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣∣ c ∈ R

 .
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2.2. Klasifikacija skalarnih proizvoda

Dokaz. Matrica

F =


a11 a12 0 0
a21 a22 0 0
b11 b12 d µ
b21 b22 0 λ

 ∈ Aut(h3 ⊕ R), d = a11a22 − a12a21,

mo�e se zapisati kao proizvod matrica F = M1 ·M2 ·M3 ·M4, gde su

M1 =


a11 a12 0 0
a21 a22 0 0
α β d 0
0 0 0 1

 , M2 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 λ

 ,

M3 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 µ/λ
0 0 0 1

 , M4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
γ δ 0 1

 .

Ovde smo sa α, β, γ i δ oznaqili konstante

α =
b11λ− b21µ

λ
, β =

b12λ− b22µ
λ

, γ =
b21
λ
, δ =

b22
λ
.

Primetimo da M1 ∈ Aut(h3) i M2 ∈ Aut(R). Matrica M3 ∈ M ne fiksira
qitav centar Z(h3⊕R) = L(x3, x4), ali fiksira prva tri koordinatna vektora
x1, x2 i x3. Vektori x3, x4 ∈ Z(h3 ⊕ R) su fiksni pri dejstvu matrice M4, ali
je L(x1, x2) ⊂ L(x1, x2, x4) : x1 7→ x1 + γx4, x2 7→ x2 + δx4. Matrice M4 qine
algebru izomorfnu sa R2. ut

2.2 Klasifikacija skalarnih proizvoda

Neka S(n) oznaqava skup neekvivalentnih skalarnih proizvoda 〈·, ·〉 algebre
n.Ako je S simetriqna matrica koja predstav	a skalarni proizvod 〈·, ·〉 u jednoj
bazi, tada je F TSF, F ∈ Aut(n) matrica istog skalarnog proizvoda u drugoj
bazi sa identiqnim komutatorima Lijeve algebre. Problem klasifikacije
skalarnih proizvoda svodimo na odre�iva�e klasa F TSF, F ∈ Aut(n), gde je S
simetriqna matrica zadate signature.

2.2.1 Rimanov sluqaj

Naredne dve teoreme navodimo bez dokaza.

Teorema 2.1. [36] Na algebri g4 pozitivno definitni skalarni proizvod dat
je matricom

SA =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 a b
0 0 b c

 ,

uz uslov ac− b2 > 0.
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2.2. Klasifikacija skalarnih proizvoda

Teorema 2.2. [36] Na algebri h3⊕R pozitivno definitni skalarni proizvod
dat je matricom

Sµ =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 µ 0
0 0 0 1

 , µ > 0.

Primedba 2.1. Ako dopustimo homotetiju, tj. ako, umesto dejstva

S 7→ F TSF, F ∈ Aut(n),

posmatramo
S 7→ (αF T )S(αF ), F ∈ Aut(n), α 6= 0,

tada mo�emo posti�i da je ac − b2 = 1, za skalarni proizvod SA na algebri
g4, i µ = 1, u sluqaju algebre h3 ⊕ R.

2.2.2 Lorencova signatura

Teorema 2.3. [14] Skup S(g4) neekvivalentnih skalarnih proizvoda Loren-
cove signature na algebri g4 u bazi {x1, x2, x3, x4} mo�e se predstaviti sle-
de�im matricama

S±A =


±1 0 0 0
0 ∓1 0 0
0 0 a b
0 0 b c

 , SA =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 a b
0 0 b c

 ,

Sλ1 =


1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 λ 0
0 1 0 0

 , Sλ2 =


0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 λ 0
1 0 0 0

 ,

Sλ3 =


0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 λ

 , Sλ4 =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 λ

 ,

gde su λ > 0, b ≥ 0. Matrica A =

(
a b
b c

)
ispu�ava uslov detA > 0 za S±A i

detA < 0 za SA.

Dokaz. Osnovna ideja je da posmatramo restrikciju skalarnog proizvoda na
dvodimenzionu komutatorsku podalgebru g4′. Ako je restrikcija signature
(+,+) ili (+,−), dobijamo redom skalarne proizvode S±A i SA. Ako je re-
strikcija degenerisana, tj. signature (+, 0), tada razmatramo karakter centra
Z(g4) ⊂ g4′. Proizvodi predstav	eni matricama Sλ1 , S

λ
2 i Sλ3 , S

λ
4 odgovaraju

redom nula i nenula centru.
Neka je S, ST = S, proizvo	na simetriqna matrica signature (3, 1), koja

predstav	a skalarni proizvod 〈·, ·〉 u bazi {x1, x2, x3, x4}. U istoj bazi automor-
fizam F algebre g4 dat je Lemom 2.2. Potra�imo bazu {f1, f2, f3, f4} u formi

f1 = a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4, f2 = b2x2 + b3x3 + b4x4,
f3 = a1b2x3 + a1b3x4, f4 = a1b

2
2x4,

(2.3)
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2.2. Klasifikacija skalarnih proizvoda

koja predstav	a kolone matrice F , takvu da je skalarni proizvod 〈·, ·〉 u toj
bazi najjednostavnijeg oblika. Primetimo da signatura skalarnog proizvoda
〈·, ·〉 na algebri g4′ zavisi od determinante do�e desne 2 × 2 podmatrice A
matrice S.

Sluqaj 1. g4′ je signature (+,+) (detA > 0).
Tada je ortokomplement g4′⊥ signature (+,−) i g4 = g4′ ⊕ g4′⊥. Neka je

{e1, e2} ortonormirana baza podalgebre g4′⊥. Parametar t ∈ R hiperboliqke
rotacije

f1 = cosh t e1 + sinh t e2, f2 = sinh t e1 + cosh t e2

mo�e se izabrati tako da je prva koordinata vektora f2 jednaka nuli, te f2
dobija formu (2.3). Ovakav izbor f1, f2 tako�e odre�uje bazu {f3, f4} podal-
gebre g4′. Zato, u novoj bazi, matrica skalarnog proizvoda 〈·, ·〉 ima oblik
S±A . Znak

”
±" proistiqe iz qi�enice da hiperboliqka rotacija ne mo�e da

promeni karakter vektora f2, odnosno sign〈f2, f2〉. Mo�e se pokazati da su
skalarni proizvodi, qija je matriqna reprezentacija S±A , me�usobno neekvi-
valentni pri dejstvu F ∈ Aut(g4). Ipak, automorfizam F sa nenula parame-
trima a1 = −1, b2 = 1 mo�e da promeni znak elementu b u matrici A, pa moramo
postaviti uslov b ≥ 0.

Sluqaj 2. g4′ je signature (+,−) (detA < 0).
U ovom sluqaju ortokomplement g4′⊥ je signature (+,+). Dokaz je sliqan

prethodnom sluqaju, ali koristi euklidske rotacije. Primetimo da ovde nema

”
±" znaka jer su svi jediniqni vektori iz g4′⊥ istog karaktera.

Sluqaj 3. g4′ je degenerisana (detA = 0).
Ovde matrica A restrikcije skalarnog proizvoda 〈·, ·〉 ima oblik

A =

(
a
√
ac√

ac c

)
. (2.4)

U g4′ postoji jedinstveni nul pravac L i svi ostali vektori X ∈ g4′ su pro-
storni i ortogonalni na L :

〈L,L〉 = 0, 〈X,X〉 = λ > 0, 〈L,X〉 = 0.

Zanim	ivo je da je g4′⊥ tako�e degenerisana

g4′
⊥ ∩ g4′ = L(L).

Stoga, suma g4′⊥ + g4′ predstav	a trodimenzioni vektorski prostor koji ne
razapi�e g4.

Sluqaj 3a. Centar algebre g4 je degenerisan.
Dakle, za centralni vektor x4 va�i 0 = 〈x4, x4〉 = c. Odavde sledi da je

b = 0 i matrica restrikcije skalarnog proizvoda je A =

(
λ 0
0 0

)
. Sada se
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2.2. Klasifikacija skalarnih proizvoda

matrica S svodi na oblik

S =


p r e f
r q g h
e g λ 0
f h 0 0

 , λ > 0.

Stavimo f3 = x3, f4 = x4 i f1 = a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4. Uslov f1 ∈ g4′⊥,
odnosno 〈f1, f3〉 = 0 = 〈f1, f4〉, ekvivalentan je sa

a1f + a2h = 0, a1e+ a2g + a3λ = 0.

Pretpostavimo da je eh − fg 6= 0, tako da sistem ima rexe�e po a1, a2, uz
uslov a3 6= 0 da bismo obezbedili da f1 ne bude kolinearan sa f4 = x4. Neka je
f2 = b2x2 + b3x3 + b4x4. Tada uslov 〈f1, f2〉 = 0 postaje

a4h(fg − eh) + a3(−egh+ hrλ+ f(g2 − qλ)).

Pod pretpostavkom h 6= 0, mo�emo odrediti a4 tako da va�i 〈f1, f2〉 = 0. Xta-
vixe, ako je h 6= 0, eh− fg 6= 0, mo�emo na�i b3 tako da je 〈f2, f3〉 = 0 i b4 tako
da je ispu�eno 〈f2, f2〉 = 0. Tako�e, va�i

〈f2, f4〉 = b2h = t 6= 0.

U ovako izabranoj bazi {f1, f2, f3, f4}, matriqna reprezentacija skalarnog pro-
izvoda 〈·, ·〉 data je sa

S ′(λ, µ, t) = F TSF =


µ 0 0 0
0 0 0 t
0 0 λ 0
0 t 0 0

 ,

gde su λ, µ > 0 i t 6= 0. Iz relacije

S ′(λ1, µ1, t1) = F TS ′(λ, µ, t)F, (2.5)

direktnim raqunom, dobijamo F tako da je µ1 = 1 = t1, i matrica skalarnog
proizvoda se svodi upravo na Sλ1 .

Ako je h = 0, stavimo f3 = x3, f4 = x4 i odredimo

f2 = b2x2 + b3x3 + b4x4 ∈ g4′
⊥
.

Prime�uju�i postupak sliqan prethodnom, dobijamo da skalarni proizvod ima
oblik Sλ2 .

Na kraju, uslov eh − fg = 0 je ekvivalentan uslovu da za neko t ∈ R va�i
(e, f) = t(g, h). Drugim reqima, x1 − tx2 ∈ g4′⊥. Zbog toga biramo f1 ∈ g4′⊥

oblika f1 = a1x1 + a2x2 + a4x4. Jednostavnom analizom dolazimo do zak	uqka
da je i u ovom sluqaju skalarni proizvod Sλ1 .

Sluqaj 3b. Centar algebre g4 je nedegenerisan.
Analogno prethodnom, pokazuje se da, ako je g = 0, skalarni proizvod je

predstav	en matricom Sλ3 , a ako je g 6= 0, matricom Sλ4 . ut
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2.2. Klasifikacija skalarnih proizvoda

Teorema 2.4. [14] Skup S(h3 ⊕ R) neekvivalentnih skalarnih proizvoda Lo-
rencove signature na algebri h3⊕R u bazi {x1, x2, x3, x4} mo�e se predstaviti
slede�im matricama

Sµ =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 µ 0
0 0 0 1

 , S±λ =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 ±λ 0
0 0 0 ∓1

 ,

S1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 ,

S01 =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 , S02 =


0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0

 ,

za µ, λ > 0.

Dokaz. Prime�ujemo sliqan postupak kao u sluqaju algebre g4, samo xto se
ovde vrxi razmatra�e u odnosu na centar algebre Z(h3 ⊕ R) = L(x4, x3).

Sluqaj 1. Centar Z je pozitivno definitan.
Posmatrajmo automorfizam (2.2). Poxto je ortokomplement Z⊥ signature

(+,−), lako se proverava da matrice A, b1, b2 mo�emo uvek izabrati tako da je:

F TSF = Sµ = diag(1,−1, d2, 1), µ = d2 > 0.

Sluqaj 2. Z je signature (+,−).
Ortokomplement je signature (+,+). Razlikujemo dva sluqaja.

Sluqaj 2a. 〈x3, x3〉 = ε, 〈x4, x4〉 = −ε, ε ∈ {−1, 1}.
Sliqno prvom sluqaju, za odgovaraju�i izbor matrica A, b1, b2 u (2.2), dobi-

jamo da je
F TSF = diag(1, 1, εd2,−ε).

Za ε = 1 odgovaraju�i skalarni proizvod dat je matricom S+
λ , a za ε = −1

matricom S−λ .

Sluqaj 2b. 〈x3, x3〉 = 〈x4, x4〉 = 0, 〈x3, x4〉 > 0.
Kako je 〈x3, x4〉⊥ pozitivno definitan, mo�emo izabrati x′1, x

′
2 ∈ 〈x3, x4〉⊥

tako da je 〈x′1, x′1〉 = 〈x′2, x′2〉 = 1, 〈x′1, x′2〉 = 0. Ako stavimo

x′3 =
1√
〈x3, x4〉

x3, x′4 =
1√
〈x3, x4〉

x4,

dobijamo skalarni proizvod S1.

Sluqaj 3. Neka je Z degenerisan.
Postoje taqno dve mogu�nosti: ili x3 ili x4 je nul vektor.
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2.2. Klasifikacija skalarnih proizvoda

Sluqaj 3a: Ako je 〈x3, x3〉 = 0, tada postoji v ∈ h3 ⊕ R tako da je 〈x3, v〉 6= 0.

Stavimo x′2 = − 〈v,v〉2
2〈x3,v〉2x3 + 1

〈x3,v〉v. Primetimo da je 〈x
′
2, x
′
2〉 = 0 i 〈x3, x′2〉 = 1.

Ravan razapeta vektorima x′2 i x3 je signature (+,−), a L(x3, x
′
2)
⊥ je pozi-

tivno definitan. Poka�imo da, za pogodan izbor s ∈ R, t 6= 0, vektor sx3 + tx4
pripada L(x3, x

′
2)
⊥ :

〈x3, sx3 + tx4〉 = s〈x3, x3〉+ st〈x3, x4〉 = 0

〈x′2, sx3 + tx4〉 = s〈x′2, x3〉+ t〈x′2, x4〉

= s+ t〈− 〈v, v〉
2

2〈x3, v〉2
x3 +

1

〈x3, v〉
v, x4〉

= s− t〈v, v〉2

2〈x3, v〉2
〈x3, x4〉+

t

〈x3, v〉
〈v, x4〉

=
1

〈x3, v〉
(s〈x3, v〉+ t〈v, x4〉).

Ako je 〈v, x4〉 = 0, stavimo s = 0, t 6= 0. Inaqe, t = − 〈x3,v〉〈v,x4〉s, s 6= 0. Sada vektore

x′1, x
′
4 ∈ L(x3, x

′
2)
⊥ mo�emo izabrati tako da va�i:

x′4 = λ(sx3 + tx4), 〈x′1, x′1〉 = 〈x′4, x′4〉 = 1, 〈x′1, x′4〉 = 0.

Neka je
x′1 = a11x1 + a21x2 + a31x3 + a41x4,
x′2 = a12x1 + a22x2 + a32x3 + a42x4,
x′3 = x3 ,
x′4 = a34x3 + a44x4, a44 6= 0

(2.6)

i neka je d2 = a11a22 − a12a21. Tada je

Aut(h3 ⊕ R) 3 F =


a11

a12
d

0 0
a21

a22
d

0 0
a31

a32
d

d a34
a41

a42
d

0 a44

 =⇒ F TST = S01.

Sluqaj 3b: 〈x4, x4〉 = 0.
Prime�uju�i sliqan postupak kao u prethodnom sluqaju, dobijamo da je

odgovaraju�i skalarni proizvod S02. ut

2.2.3 Neutralna signatura

Teorema 2.5. Skup S(g4) neekvivalentnih skalarnih proizvoda neutralne
signature na algebri g4 u bazi {x1, x2, x3, x4} predstav	en je slede�im matri-
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2.2. Klasifikacija skalarnih proizvoda

cama

SA =


ε1 0 0 0
0 ε2 0 0
0 0 a b
0 0 b c

 ,

S±λ1 =


∓1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 ±λ 0
0 1 0 0

 , S±λ2 =


0 0 0 1
0 ∓1 0 0
0 0 ±λ 0
1 0 0 0

 ,

S±λ3 =


0 0 1 0
0 ∓1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 ±λ

 , S±λ4 =


∓1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 ±λ

 ,

S0
1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 , S0
2 =


0 0 1 0
0 0 0 ±1
1 0 0 0
0 ±1 0 0

 ,

gde je ε1, ε2 ∈ {−1, 1}, λ > 0. Matrica A =

(
a b
b c

)
ima (+,−) signaturu za

ε1 6= ε2 i (+,+), odnosno (−,−), signaturu za ε1 = ε2 = ∓1.

Dokaz. Dokaz je potpuno analogan sluqaju Lorencove signature (Teorema 2.3).
Ako je komutatorska podalgebra g4′ signature (+,+), (−,−) ili (+,−), do-

bijamo skalarne proizvode SA (za odgovaraju�e vrednosti ε1, ε2 ∈ {−1, 1}).
Ako je g4′ delimiqno degenerisana, razlikujemo sluqajeve kada je centar

degenerisan (skalarni proizvodi S±λ1 i S±λ2 ) i kada nije (skalarni proizvodi
S±λ3 i S±λ4 ).

Ispitajmo deta	nije sluqaj kada je g4′ totalno degenerisana, poxto ovaj
sluqaj nije mogu� u Lorencovoj signaturi. Matrica S skalarnog proizvoda je
oblika

S =


p r e f
r q g h
e g 0 0
f h 0 0

 .

Kako dejstvo F ∈ Aut(g4) ne mo�e da promeni signaturu elementa h, nakon
kra�eg raquna, pokazuje se da za h = 0 skalarni proizvod je predstav	en ma-
tricom S0

1 , a za h 6= 0 postoje dva neekvivalentna proizvoda S0
2 (u zavisnosti

od znaka h). ut

Teorema 2.6. Skup S(h3⊕R) neekvivalentnih skalarnih proizvoda neutralne
signature na algebri h3 ⊕ R u bazi {x1, x2, x3, x4} predstav	en je slede�im
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2.3. Levo-invarijantne metrike

matricama

S±µ =


∓1 0 0 0
0 ∓1 0 0
0 0 ±µ 0
0 0 0 ±1

 , S±λ =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 ±λ 0
0 0 0 ∓1

 ,

S1 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 , S0
0 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 ,

S±01 =


∓1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 ±1

 , S±02 =


0 0 0 1
0 ±1 0 0
0 0 ∓1 0
1 0 0 0

 ,

gde su λ, µ > 0.

Dokaz. Analogno prethodnim sluqajevima, razmatra�e vrximo u zavisnosti
od signature centra Z(h3 ⊕ R) i tako dobijamo izlo�enu klasifikaciju.

Za nedegenerisan centar, skalarni proizvodi su dati matricama S±µ , S
±
λ i

S1. U sluqaju delimiqno degenerisanog centra, skalarni proizvodi su S±01, S
±
02,

a u totalno degenerisanom sluqaju postoji jedinstveni proizvod S0
0 . ut

2.3 Levo-invarijantne metrike

Skalarni proizvod 〈·, ·〉 na Lijevoj algebri n definixe levo-invarijantnu
metriku g na odgovaraju�oj Lijevoj grupi N. U nastavku dajemo koordinatni
opis metrika definisanih skalarnim proizvodima iz naxe klasifikacije.

Neka su sa X1, X2, X3, X4 oznaqena levo-invarijantna vektorska po	a na
grupi G4, definisana sa x1, x2, x3, x4 ∈ g4 :

x1 = X1|e, x2 = X2|e, x3 = X3|e, x4 = X4|e. (2.7)

Tada su za globalne koordinate (x, y, z, w) na G4 ispu�ene relacije

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
+ x

∂

∂z
+
x2

2

∂

∂w
, (2.8)

X3 =
∂

∂z
+ x

∂

∂w
, X4 =

∂

∂w
.

Lijeva grupa G4, koja odgovara Lijevoj algebri g4, ima matriqnu reprezenta-
ciju

G4 =




1 x x2

2
w

0 1 x z
0 0 1 y
0 0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣∣ x, y, z, w ∈ R

 .
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2.3. Levo-invarijantne metrike

Neka je g ∈ G4 proizvo	na taqka sa koordinatama (x, y, z, w). Za (a, b, c, d) ∈ R4,
imamo da su leve translacije date sa

Lg(a, b, c, d) =


1 x x2

2
w

0 1 x z
0 0 1 y
0 0 0 1




1 a a2

2
d

0 1 a c
0 0 1 b
0 0 0 1



=


1 a+ x a2

2
+ ax+ x2

2
d+ cx+ bx

2

2
+ w

0 1 a+ x c+ bx+ z
0 0 1 b+ y
0 0 0 1


= Lg

(
a+ x, b+ y, c+ bx+ z, d+ cx+ b

x2

2
+ w

)
.

Sada se lako uoqava da je

dLg(a, b, c, d) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 x 1 0

0 x2

2
x 1

 ,

odnosno

X1(g) = dLg(a, b, c, d) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 x 1 0

0 x2

2
x 1




1
0
0
0

 =


1
0
0
0

 =
∂

∂x
.

Ostala vektorska po	a dobijaju se na sliqan naqin.
Analogno prethodnom, u globalnim koordinatama (x, y, z, w) na H3×R, levo-

invarijantna vektorska po	a su data sa:

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
+ x

∂

∂z
, (2.9)

X3 =
∂

∂z
, X4 =

∂

∂w
.

Primetimo da su X1, X2 i X3 upravo levo-invarijantna po	a grupe H3 data
formulom (1.4).

Na osnovu rezultata prethodnog ode	ka, direktnim raqunom se pokazuju
slede�e teoreme.

Teorema 2.7. Svaka levo-invarijantna metrika na grupi G4, do na automor-
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2.3. Levo-invarijantne metrike

fizme od G4, izometriqna je jednoj od slede�ih:

gA = ε1dx
2 + ε2dy

2 + a(xdy − dz)2 − b(xdy − dz)(x2dy − 2xdz + 2dw)

+
c

4
(x2dy − 2xdz + 2dw)2;

gλ1 = ε1dx
2 + 2dydw + xdy(xdy − 2dz) + ε2λ(xdy − dz)2;

gλ2 = ε1dy
2 + 2dxdw + xdx(xdy − 2dz) + ε2λ(xdy − dz)2;

gλ3 = ε1dy
2 − 2dx(xdy − dz) + ε2

λ

4
(x2dy − 2xdz + 2dw)2;

gλ4 = ε1dx
2 − 2dy(xdy − dz) + ε2

λ

4
(x2dy − 2xdz + 2dw)2;

g01 = x2dxdy + 2dwdx+ 2dydz − 2x(dy2 + dxdz);

g02 = 2dxdz − 2xdxdy ± dy(2dw − 2xdz + x2dy).

Primedba 2.2. Primetimo da smo u prethodnoj teoremi, radi kompaktnijeg
zapisa metrika svih signatura, uveli konstante ε1, ε2 ∈ {−1, 1}.

U zavisnosti od konstanti ε1, ε2, a, b, c, metrika gA mo�e biti proi-
zvo	ne signature, dok su metrike g01 i g02 neutralne signature. Metrike
gλk , k = 1, . . . , 4, su Lorencove signature za ε1 = ε2, a neutralne za ε1 = −ε2.

Teorema 2.8. Svaka levo-invarijantna metrika na grupi H3 × R, do na au-
tomorfizam od H3 × R, izometriqna je jednoj od slede�ih:

gελ = ε1dx
2 + ε2dy

2 + ε3λ(xdy − dz)2 + ε4dw
2;

g1 = dx2 + ε1dy
2 − 2dw(xdy − dz);

g01 = ε1dx
2 − 2dy(xdy − dz) + ε2dw

2;

g02 = 2dwdx+ ε1dy
2 + ε2(xdy − dz)2;

g00 = 2dwdx− 2dy(xdy − dz).

Primedba 2.3. U Teoremi 2.8, uvo�e�em konstanti ε1, ε2, ε3, ε4 ∈ {−1, 1}, ob-
jedinili smo pozitivno definitnu metriku gµ, metrike gµ i g±λ Lorencove
signature i metrike g±µ i g±λ neutralne signature.

Metrike g01 i g02 imaju Lorencovu signaturu ako je ε1 = ε2, odnosno neu-
tralnu ako je ε1 = −ε2.

Metrika g1 ima Lorencovu signaturu za ε1 = 1, a neutralnu za ε1 = −1,
dok je metrika g00 neutralne signature.

Kako je eksponencijalno preslikava�e na nilpotentnoj Lijevoj grupi di-
feomorfizam (Teorema 1.2), prema teoremi Hopf-Rinova [32], sve pozitivno
definitne metrike na nilpotentnoj Lijevoj grupi N su geodezijski kompletne.
U pseudo-Rimanovom sluqaju, odgovor na pita�e kompletnosti dao je M. Gdiri
u [27].

Teorema 2.9. [27] Sve levo-invarijantne metrike na 2-step nilpotentnoj
Lijevog grupi H3 × R su geodezijski kompletne.
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2.3. Levo-invarijantne metrike

Dokaz. Svaka kriva γ = γ(t) na grupi H3 × R odre�ena je levom translaci-
jom krive L−1γ(t)∗γ̇(t) ∈ h3 ⊕ R. Krive Γ = Γ(t) na algebri h3 ⊕ R pridru�ene
geodezijskim krivama su rexe�a jednaqine

ẋ = ad tx(x). (2.10)

Posmatramo centar Z algebre h3 ⊕ R.

Sluqaj 1: Z je nedegenerisan u odnosu na skalarni proizvod 〈·, ·〉.
Tada je h3 ⊕ R = Z ⊕ Z⊥ i postoji preslikava�e J : Z −→ End(Z⊥) defi-

nisano sa
J(u)v = ad tv(u), ∀v ∈ Z⊥, u ∈ Z,

odnosno
〈J(z)y, x〉 = 〈z, [y, x]〉, ∀x ∈ h3 ⊕ R, y ∈ Z⊥, z ∈ Z.

Xtavixe, ako je γ geodezijska kriva na H3 × R i ako je

L−1γ(t)∗γ̇(t) = y(t) + z(t), y(t) ∈ Z⊥, z(t) ∈ Z,

jednaqina (2.10) postaje
ẏ = J(z)y, ż = 0.

Uz pretpostavku da je z(0) = z0 i A = J(z0), dobijamo ẏ = A(y). Rexava�em ove
jednaqine sa poqetnim uslovom y(0) = y0, dobijamo da je y(t) = etAy0.

Dakle, geodezijska kriva γ se mo�e produ�iti, pa je metrika kompletna.

Sluqaj 2: Z je degenerisan u odnosu na skalarni proizvod 〈·, ·〉.
Dokaz izvodimo samo u Lorencovom sluqaju, poxto se sluqaj neutralne sig-

nature razmatra analogno.
Mo�emo izabrati vektor v ∈ Z, 〈v, v〉 = 0, i potprostor ξ ⊂ Z, ξ = L(v)⊥,

tako da je Z = Rv ⊕ ξ. Zatim, izaberimo vektor u ∈ ξ⊥ koji zadovo	ava uslove
〈u, u〉 = 0, 〈v, u〉 = −1. Drugim reqima, postoji dekompozicija

h3 = L(u, v)⊕ ν ⊕ ξ,

takva da je restrikcija skalarnog proizvoda na prostor ν⊕ ξ pozitivno defi-
nitna. Uvedimo preslikava�e J : ξ ⊕ Ru −→ End(L(u, v)⊕ ν).

Za geodezijsku krivu γ na grupi H3 × R va�i

L−1γ(t)∗γ̇(t) = z(t)v + y(t)u+ p(t) + q(t), p ∈ ν, q ∈ ξ,

pa se jednaqina (2.10) svodi na

żv + ẏu+ ṗ+ q̇ = y(J(q)u) + J(q)p+ y2(J(u)u) + y(J(u)p).

Poxto desna strana prethodne jednakosti pripada potprostoru ν⊕Rv, sledi da
je ẏ = q̇ = 0. Sa druge strane, va�i J(q)v = J(u)v = 0, pa dobijamo nehomogeni
sistem linearnih jednaqina

(zv + p)′ = J(q0 + y0u)(zv + p) + y0(J(q0 + y0u)u), sa q0 = q(0), y0 = y(0),

ili, u kompaktnijem obliku, Ẋ = A(X) + b.
Jasno je da se geodezijska kriva γ mo�e produ�iti, pa je metrika kompletna

i u ovom sluqaju. ut
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2.3. Levo-invarijantne metrike

Primer 4. U istom radu [27], dat je primer metrike na 3-step nilpotentnoj
grupi G4 koja nije geodezijski kompletna. To je upravo metrika gA Lorencove
signature iz naxe klasifikacije (za parametre ε2 = −ε1 = 1, b = 0, a = c = 1).

U bazi {x1, x2, x3, x4} ∈ g4 va�i

adtx1x3 = x2, adtx1x4 = x3, adtx2x3 = x1, adtx3x4 = x1.

Iz jednaqine (2.10) sledi

ẋ = z(y + w), ẏ = xz, ż = xw, ẇ = 0,

za L−1γ(t)∗γ̇(t) = x(t)x1+y(t)x2+z(t)x3+w(t)x4. Rexava�em ovog sistema dobijamo
da je

w = C1, 2C1y = z2 + C2, −x2 + y2 + z2 + C2
1 = C2

3 ,

za neke konstante C1, C2, C3. Pretpostavimo da je C1 6= 0 i stavimo C2 = C3 = 0.
Tada dobijamo da je

x = ±
(
z2

2C1

+ C1

)
, y =

z2

2C1

,

odakle sledi da je

ż = ±
(
z2

2
+ C2

1

)
,

odnosno

z =
√

2C1 tan
C1√

2
(2C4 ± t) .

Jasno je da z = z(t) te�i beskonaqnosti kad t te�i konaqnoj vrednosti, te
metrika nije kompletna.

Primetimo da geodezijske krive le�e u preseku dvogranog hiperboloida
x2− y2− z2 = C2

1 i paraboliqkog cilindra 2C1y = z2 smextenih u hiperravni
w = C1.

�
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3 Geometrijska svojstva

U ovom poglav	u deta	no prouqavamo geometrijska svojstva nilpotentnih
algebri. Do izra�aja naroqito dolazi razlika izme�u Rimanovog i pseudo-
Rimanovog sluqaja.

Ode	ak 3.1 posve�en je prouqava�u svojstava krivinskih tenzora. Poka-
zano je da na qetvorodimenzionim nilpotentnim Lijevim grupama ne postoje
primeri Ajnxtajnovih metrika. Sa druge strane, nalazimo primere ravnih,
konformno ravnih i auto-dualnih metrika. Tako�e, u Ode	ku 3.2, prouqavane
su algebre holonomija u svim signaturama. Posebna pa��a posve�ena je dekom-
pozabilnosti metrika i pokazano je da na grupi G4 ne postoje dekompozabilne
metrike, za razliku od grupe H3 × R, gde se takve metrike jav	aju u sluqaju
nedegenerisanog centra. Interesantno je da se, u zavisnosti od prirode cen-
tra grupe, jav	aju jox dve specijalne grupe metrika: pp-talasi i Vokerove
metrike. Posebna pa��a im je posve�ena u Ode	ku 3.3, gde u Teoremi 3.8
nalazimo potrebne i dovo	ne uslove da Vokerova metrika dopuxta lokalnu
nilpotentnu grupu izometrija. Na kraju, u Ode	ku 3.4, prouqavamo uslove pod
kojima se na ovim grupama mogu definisati razne levo-invarijantne struk-
ture: kompleksna, hiperkompleksna, para-hiperkompleksna. . .

Podrazumevamo oznake i definicije uvedene u Poglav	u 1.

3.1 Krivine

U levo-invarijantnoj bazi {X1, X2, X3, X4} metrika g je predstav	ena si-
metriqnom matricom S u svakoj taqki Lijeve grupe. Za izraqunava�e Levi-
Qivitine povezanosti ∇ metrike g koristimo Kozulovu formulu:

2g (∇XY, Z) = X.g (Y, Z)− Y.g (Z,X)− Z.g (X, Y ) (3.1)

+ g ([X, Y ], Z)− g ([Y, Z], X) + g ([Z,X], Y ) .

Poxto su vektorska po	a i metrika na Lijevoj grupi levo-invarijantni, prvi
red prethodne formule ixqezava. Neka je sa [v] oznaqen vektor kolona
v = ∇Xi

Xj, i, j = 1, . . . , 4 u bazi {X1, X2, X3, X4}. Tada imamo

[v] = S−1(α1, α2, α3, α4)
T ,

gde je

αk := g (v,Xk) =
1

2
(g ([Xi, Xj], Xk)− g ([Xj, Xk], Xi) + g ([Xk, Xi], Xj)) .

Tenzor krivine raqunamo po formuli (1.5), Riqijev tenzor koriste�i (1.7),
a skalarnu krivinu pomo�u (1.8).
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3.1. Krivine

3.1.1 Rimanov sluqaj

Razmotrimo prvo grupu G4 i pozitivno definitnu metriku gA definisanu
na �oj:

gA = dx2+dy2+a(xdy−dz)2−b(xdy−dz)(x2dy−2xdz+2dw)+
c

4
(x2dy−2xdz+2dw)2.

U levo-invarijantnoj bazi (2.8), nenula kovarijantni izvodi su:

∇X1X2 =
1

2
X3 = −∇X2X1,

∇X1X3 = −a
2
X2 −

bc

2d
X3 +

ac

2d
X4 = ∇X3X1 +X4,

∇X1X4 = − b
2
X2 −

c2

2d
X3 +

bc

2d
X4 = ∇X4X1,

∇X2X3 =
a

2
X1 = ∇X3X2,

∇X2X4 =
b

2
X1 = ∇X4X2,

∇X3X3 = bX1,

∇X3X4 =
c

2
X1 = ∇X4X3,

gde smo iz praktiqnih razloga uveli oznaku d = detA = ac− b2.
Svi operatori krivine R(Xi, Xj) su razliqiti od nule. Nenula komponente

Riqijevog tenzora su

ρ11 = − 1

2d
(c2 + ad), ρ22 = −a

2
, ρ23 = − b

2
,

ρ33 =
1

2d
(a2d− cd+ cb2), ρ34 =

b

2d
(c2 + ad), ρ44 =

1

2d
(b2d+ c3).

Lako se proverava da uslov Ajnxtajnovosti povlaqi da je b = c = 0, xto je
nemogu�e. Skalarna krivina je

τ = − 1

2d
(c2 + ad) < 0.

Posmatrajmo sada grupu H3 × R i pozitivno definitnu metriku

gµ = dx2 + dy2 + µ(xdy − dz)2 + dw2.

U bazi (2.9), Levi-Qivitina povezanost metrike gµ je data relacijama:

∇X1X2 = −∇X2X1 = 1
2
X3

∇X1X3 = ∇X3X1 = −µ
2
X2

∇X2X3 = ∇X3X2 = µ
2
X1.

Sada je lako izraqunati krivinski tenzor

R2
112 =

3µ

4
, R1

212 = −3µ

4
, R3

113 = −µ
4
, R1

313 =
µ2

4
, R3

223 = −µ
4
, R2

323 =
µ2

4
,
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kao i nenula komponente Riqijevog tenzora

ρ11 = ρ22 = −µ
2
, ρ33 =

µ2

2
.

Skalarna krivina je negativna

τ = −µ
2
.

Prehodnom analizom, u specijalnom sluqaju nilpotentne grupe, proverili
smo taqnost slede�eg tvr�e�a:

Lema 3.1. [45] Neka je G rexiva Lijeva grupa. Tada je svaka levo-invarijantna
pozitivno definitna metrika na G ili ravna ili ima strogo negativnu
skalarnu krivinu.

3.1.2 Pseudo-Rimanov sluqaj

Komponente tenzora krivine, Riqijevog tenzora i skalarna krivina za met-
rike Lorencove i neutralne signature izlo�ene su tabelarno u Prilogu A.

Primetimo da Lema 3.1 u pseudo-Rimanovom sluqaju ne va�i jer smo pro-
naxli primere metrika sa pozitivnom sklarnom krivinom, kao i metrike sa
nula skalarnom krivinom koje nisu ravne. I slede�a lema se direktno prove-
rava:

Lema 3.2. Na qetvorodimenzionim nilpotentnim Lijevim grupama ne po-
stoje levo-invarijantne metrike koje su Ajnxtajnove.

Interesantno je da se, za razliku od Rimanovog sluqaja, primeri ravnih
metrika pojav	uju i u Lorencovoj i u neutralnoj signaturi.

Lema 3.3. Na grupi G4 ne postoje ravne metrike Lorencove signature. U
neutralnoj signaturi, metrike g01 i g

λ
1 , ε1 = −ε2 = −1, za λ = 1, su ravne.

Lema 3.4. Na grupi H3×R ravne metrike su g01 (i u Lorencovoj i u neutralnoj
signaturi) i metrika neutralne signature g00.

Primedba 3.1. Primetimo da metrike neutralne signature gελ i g01, od-
govaraju direktnom proizvodu Lorencove metrike na Hajzenbergovoj grupi H3

sa R, dok metrika Lorencove signature gελ, ε1 = ε2 = ε3 = −ε4 = 1, odgovara
proizvodu pozitivno definitne metrike na H3 sa R (videti Ode	ak 1.2.1).

Lema 3.5. U sluqaju neutralne signature, na grupi G4 metrike g
0
2 su auto-

dualne i nema primera konformno ravnih metrika.

Dokaz. Metrike neutralne signature dopuxtaju dekompoziciju krivinskog
tenzora (1.10). Odatle qitamo auto-dualnuW+ i anti-auto-dualnu komponentu
W− Vejlovog konformnog tenzora.

Za metrike g02 je

W+ =

 ±1
2

0 ±1
2

0 0 0
∓1

2
0 ∓1

2

 , W− = 0,

pa su auto-dualne.
Mo�e se proveriti da su za sve druge metrike W+ 6= 0 i W− 6= 0. ut
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Lema 3.6. Na grupi H3 × R metrika g1 neutralne signature je konformno
ravna.

Dokaz. Iz dekompozicije (1.10) se vidi da jedina nenula komponenta pripada
Ajnxtajnovom delu. Dakle,

W+ = W− = 0 =⇒ W = 0.

Poxto je B 6= 0, metrika nije ni Ajnxtajnova, ni ravna. ut

3.2 Holonomije

Primetimo da je nilpotentna Lijeva grupa prosto povezana, pa se povezana
grupa holonomijeHol0(N, g) poklapa sa punom grupom holonomijeHol(N, g) (vi-
deti Lemu 1.6). Prema teoremi Ambroz-Singera algebra hol(g) je generisana
operatorima krivine R(Xi, Xj) i �ihovim kovarijantnim izvodima proizvo	-
nog reda. Poznato je da je algebra holonomije podalgebra algebre izometrija,
tj.

hol(g) ≤ so(S) = {A | ATS + SA = 0},

gde je sa S oznaqena matrica metrike g. Da bismo izraqunali izvode operatora
krivine ∇XmR(Xk, Xl), koristimo formulu

(∇XmR(Xk, Xl))(Xj) = ∇Xm(R(Xk, Xl)(Xj))−R(Xk, Xl)(∇XmXj).

Izvode vixeg reda raqunamo na sliqan naqin.
U da	em tekstu, odgovaraju�e baze date su u terminima levo-invarijantnih

vektorskih po	a X1, X2, X3, X4 grupa G4 i H3×R, definisanih redom relaci-
jama (2.8) i (2.9).

Razmotrimo deta	nije samo sluqaj pozitivno definitne metrike na grupi
H3 ×R (sliqno se razmatra sluqaj grupe G4). Interesantno je da je ovde holo-
nomija generisana samo operatorima krivine, tj. kovarijantni izvodi ne daju
nove generatore. Direktnim raqunom dobijamo da bazu algebre holonomija qine
matrice

A1 =


0 0 −λ 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 , A2 =


0 0 0 0
0 0 −λ 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 , A3 =


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Primetimo da va�i

[A1, A2] = λA3, [A2, A3] = A1, [A3, A1] = A2,

stoga je odgovaraju�a algebra holonomije so(3). Radi kompaktnijeg zapisa gene-
ratora, uvodimo operaciju ∧ sa:

(Xk ∧Xj)Xl = g(Xk, Xl)Xj − g(Xj, Xl)Xk.
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Sada se lako vidi da je

A1 = X1 ∧X3, A2 = X2 ∧X3, A3 = X1 ∧X2.

Iz prethodnog razmatra�a i de Ramove teoreme [21] sledi:

Teorema 3.1. Na grupi H3 × R pozitivno definitne metrike imaju alge-
bru holonomija so(3), pa se razla�u na direktnu sumu trodimenzione i jed-
nodimenzione podmnogostrukosti. Sa druge strane, familija metrika gA
na grupi G4 ima maksimalnu algebru holonomije so(4). Stoga su sve levo-
invarijantne, pozitivno definitne metrike na G4 nedekompozabilne.

Situacija je drugaqija u pseudo-Rimanovom sluqaju.

3.2.1 Lorencova signatura

Koriste�i notaciju kao u [51], algebre holonomija smo prikazali u narednoj
tabeli.

Tabela 3.1. Algebre holonomija levo-invarijantnih metrika Lorencove
signature na Lijevim grupama G4 i H3 × R

grupa metrika hol(g) notacija baza
paralelni dekompo-

vektor zabilnost

G4

gA so(3, 1) R15 ne ne

g±λ1 R2 R8 X1 ∧X4, X3 ∧X4 X4 ne

g±λ2 R2 R8 X2 ∧X4, X3 ∧X4 X4 ne

g±λ3 so(3, 1) R15 ne ne

g±λ4 so(3, 1) R15 ne ne

H3 × R

gµ so(2, 1) R10 X1 ∧X2, X1 ∧X3, X2 ∧X3 X4 da

g+λ so(3) R13 X1 ∧X2, X1 ∧X3, X2 ∧X3 X4 da

g−λ so(2, 1) R10 X1 ∧X2, X1 ∧X3, X2 ∧X3 X4 da

g1 R2 R8 X1 ∧X3, X2 ∧X3 X3 ne

g±01 ravna

g±02 R2 R8 X1 ∧X4, X3 ∧X4 X4 ne

Razmotrimo prvo dekompozabilnost metrika.
U sluqaju holonomija so(2, 1) i so(3), paralelno globalno vektorsko po	e

nije nul. To vektorsko po	e i �egov ortogonalni komplement su nedegeneri-
sani i invarijantni u odnosu na holonomiju. Prema Teoremi 1.6, odgovaraju�e
mnogostrukosti se razla�u na proizvod jednodimenzione i trodimenzione mno-
gostrukosti.

Kod metrika sa holonomijom R2 paralelno globalno nul vektorsko po	e
je oquvano. Naime, samo su degenerisani prostori invarijantni pri dejstvu
holonomije, pa su ove metrike nedekompozabilne.

Podsetimo se da metrika g predstav	a pp-talas ako postoji paralelna nul
distribucija D tako da R(U,W ) = 0 za sve U,W ∈ D⊥ (videti Lemu 1.9).
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3.2. Holonomije

Posledica 3.1. Sve levo-invarijantne metrike na nilpotentnim qetvo-
rodimenzionim Lijevim grupama sa algebrom holonomije R2 su homogeni pp-
talasi.

Ova posledica naglaxava opxtiju qi�enicu da se n-dimenzioni pp-talasi
karakterixu Abelovom algebrom holonomije Rn−2 (videti Lemu 1.10). Tako�e,
pp-talasi su Petrov tipa O ili N, sa vixestrukim glavnim nul pravcem datim
kovarijantno konstantnim nul vektorskim po	em V (videti [49]).

Metrike ovog tipa imaju velikog znaqaja u opxtoj teoriji relativnosti i
teoriji struna (videti [12], [48]).

3.2.2 Neutralna signatura

Rezultati su sumirani u narednoj tabeli.

Tabela 3.2. Algebre holonomija levo-invarijantnih metrika neutralne
signature na Lijevim grupama G4 i H3 × R

grupa metrika hol(g) baza
paralelni dekompo-

vektor zabilnost

G4

gA A32 ne ne

g±λ1 A17 X1 ∧X4, X3 ∧X4 X4 ne

g±λ2 A17 X2 ∧X4, X3 ∧X4 X4 ne

g±λ3 A32 ne ne

g±λ4 A32 ne ne

g01 ravna

g02 A17 X3 ∧X4, X1 ∧X4 X4 ne

H3 × R

g±µ A22 X1 ∧X2, X1 ∧X3, X2 ∧X3 X4 da

g±λ A22 X1 ∧X2, X1 ∧X3, X2 ∧X3 X4 da

g1 A17 X1 ∧X3, X2 ∧X3 X3 ne

g±01 ravna

g±02 A17 X2 ∧X4, X3 ∧X4 X4 ne

g00 ravna

Za klasifikaciju algebri holonomija, koristili smo notaciju predlo�enu
u [25]. U narednoj tabeli smo predstavili generatore ovih podalgebri, gde su
sa I, J,K i L oznaqene realne matrice definisane u (1.12).
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Tabela 3.3. Podalgebre od o(2, 2)

algebra baza Lijeve podalgebre dimenzija

A17

(
−J J

−J J

)
,

(
J L

L J

)
2

A22

(
0 I +K

I +K 0

)
,

(
0 0

0 2J

)
,

(
0 J + L

−J + L 0

)
3

A32

(
−J 0

0 J

)
,

(
J 0

0 J

)
,

(
0 I

I 0

)
, 6(

0 K

K 0

)
,

(
0 J

−J 0

)
,

(
0 L

L 0

)

Od tri algebre navedene u prethodnoj tabeli, jedino je maksimalna algebra
holonomija A32 ireducibilna, te su odgovaraju�e metrike nedekompozabilne.
Ispitajmo deta	nije geometrijsku strukturu druge dve algebre.

U sluqaju algebre A17 imamo paralelnu dvodimenzionu nul distribuciju
koja sadr�i paralelno nul vektorsko po	e. Qetvorodimenzioni prostori ne-
utralne signature koji poseduje paralelnu nul ravan dopuxtaju Vokerove me-
trike. �ih deta	nije razmatramo u Ode	ku 3.3.

Na osnovu Teoreme 1.6, algebra A22 odgovara proizvodu ireducibilne tro-
dimenzione Lorencove metrike i jednodimenzionog ravnog faktora. Lako se
proverava da A22, razapeta sa X1 ∧ X2, X1 ∧ X3, X2 ∧ X3, odgovara podalgebri
3(c) iz klasifikacije [60].

3.3 Vokerove metrike

Definicija 3.1. Ako pseudo-Rimanova mnogostrukost (M, g) dimenzije n do-
puxta netrivijalne totalno izotropne paralelne distribucije D, tada se ona
naziva Vokerova mnogostrukost, a metriku g zovemo Vokerova metrika.

Poxto va�i dimD ≤ n
2
, u qetvorodimenzionom sluqaju paralelne distri-

bucije mogu biti jednodimenzione ili dvodimenzione. U Lorencovoj signaturi
je dimD = 1 i odgovaraju�e Vokerove metrike su zapravo pp-talasi, koje smo
razmatrali u prethodnom poglav	u. Sa druge strane, metrike neutralne sig-
nature sa degenerisanim centrom poseduju paralelnu distribuciju D maksi-
malne dimenzije i tada dopuxtaju kanonsku formu pogodnog oblika. Upravo
ove metrike predmet su naxeg da	eg razmatra�a.

Podsetimo se da postoje lokalne koordinate (x, y, z, w) takve da Vokerova
metrika, u odnosu na reper { ∂

∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z
, ∂
∂w
}, ima oblik

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 a c
0 1 c b

 , (3.2)

gde su a, b i c glatke funkcije. Va�no je primetiti da ove koordinate nisu
jedinstvene.
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3.3. Vokerove metrike

Ideja je da za metrike neutralne signature iz naxe klasifikacije (videti
Poglav	e 2.2.3) odredimo xto jednostavniju formu (3.2). Stoga, pratimo al-
goritam za nala�e�e odgovaraju�ih koordinata, koji je u [59] predlo�io A.
Voker, tako da metrika ima kanonski oblik (3.2).

Neka je D dvodimenziona nul distribucija. Poxto je ambijentni prostor
dimenzije qetiri, va�i D = D⊥. Zbog paralelnosti, postoje lokalne koor-
dinate (x1, x2, x3, x4) takve da je D razapeta sa { ∂

∂x1
, ∂
∂x2
}. Kako je D totalno

degenerisana,

g

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2

)
= 0.

Sada, razmotrimo vektorska po	a {ξi}, i ∈ {1, 2} definisana sa

g(ξi, X) = dxi+2(X).

Sledi da su vektorska po	a {ξi}2i=1 ortogonalna na svako X ∈ D⊥ i zato le�e u
D.Xtavixe, ta vektorska po	a su linearno nezavisna. Zbog toga za nax novi
koordinatni reper mo�emo uzeti

∂

∂x
=

4∑
j=1

ξj1
∂

∂xj
,

∂

∂y
=

4∑
j=1

ξj2
∂

∂xj
,

∂

∂z
=

∂

∂x3
,

∂

∂w
=

∂

∂x4
.

Pokazuje se da Vokerova metrika g poseduje paralelno vektorsko po	e ako
i samo ako postoje lokalne koordinate takve da funkcije a, b i c ne zavise
od promen	ive x. Poxto �elimo da oquvamo kanonsku formu (3.2) metrike g,
uzimamo transformaciju koordinata datu sa

x̃ =
∂z

∂z̃
x+

∂z

∂w̃
y + S1(z, w)

ỹ =
∂w

∂z̃
x+

∂w

∂w̃
y + S2(z, w)

z̃ = α(z, w) (3.3)

w̃ = β(z, w),

gde su S1, S2, α, β funkcije promen	ivih (z, w) (za vixe deta	a pogledati [6]).
Stoga, mo�emo pre�i na novu koordinatnu bazu u kojoj metrika g ima naj-

jednostavniji oblik. Odgovaraju�e Vokerove forme date su u Tabeli 3.4.
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Tabela 3.4. Vokerova forma metrika

grupa metrika
baza nul Vokerova

distribucije forma metrika

G4

gλ1 X1 − 1√
λ
X3, X4


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 ± 1
λ±1y

2 y

0 1 y ±λ



gλ2 X2 + 1√
λ
X3, X4


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 ± 1
λ (y + z)2 y

0 1 y ±λ



g02 X3, X4


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 ±w2 y

0 1 y 2



H3 × R

g1 X1 +X2, X3


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 y

0 1 y −1



g02 X2 +X3, X4


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 ∓y2 y

0 1 y ∓1



Direktnim raqunom se mo�e proveriti da va�i slede�a tehniqka lema:

Lema 3.7. Kristofelovi simboli za metriku (3.2) su dati sa

∇∂x∂z =
1

2
ax∂x +

1

2
cx∂y, ∇∂x∂w =

1

2
cx∂x +

1

2
bx∂y,

∇∂y∂z =
1

2
ay∂x +

1

2
cy∂y, ∇∂y∂w =

1

2
cy∂x +

1

2
by∂y,

∇∂z∂z =
1

2
(aax + cay + az)∂x +

1

2
(cax + bay − aw + 2cz)∂y −

1

2
ax∂z −

1

2
ay∂w,

∇∂z∂w =
1

2
(aw + acx + ccy)∂x +

1

2
(bz + ccx + bcy)∂y −

1

2
cx∂z −

1

2
cy∂w,

∇∂w∂w =
1

2
(abx + cby − bz + 2cw)∂x +

1

2
(cbx + bby + bw)∂y −

1

2
bx∂z −

1

2
by∂w,

gde indeksi oznaqavaju parcijalne izvode.

Lema 3.8. Qetvorodimenzione Vokerove metrike (3.2) neutralne signature
lokalno dopuxtaju nilpotentnu grupu izometrija ako i samo ako postoje
koordinate (x, y, z, w) takve da je a kvadratna funkcija oblika a(y, z, w) =
A1(y + A2z)2 + A3w

2, b je konstanta koja zavisi od poqetne metrike i c =
c(y) = y.

Dokaz. Direktnim raqunom se proverava da svaka Vokerova metrika g na nil-
potentnoj qetvorodimenzionoj Lijevoj grupi zavisi od polinomijalnih funk-
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3.3. Vokerove metrike

cija a, b i c, gde je a kvadratna funkcija, c je linearna, a b je konstanta raz-
liqita od 0. Ako uz to zahtevamo da je c = c(y) = y, promenom koordinatne baze
(3.3) dobijamo taqno metrike iz Tabele 3.4. Ilustrujmo promenu koordinatne
baze na primeru metrike g = gλ1 na grupi G4.

Neka (x1, x2, x3, x4) predstav	aju originalne koordinate, a (y1, y2, y3, y4) nove
koordinate. Tada je invarijantna nul distribucija D razapeta vektorima

X1 =
∂

∂x1
− 1√

λ

∂

∂x3
− x1√

λ

∂

∂x4
i X2 =

∂

∂x4
.

Naime, lako se proverava da je

g (X1, X1) = 0, g (X1, X2) = 0, g (X2, X2) = 0.

Vektori

Y3 =
∂

∂x3
i Y4 =

∂

∂x2

qine dopunu do baze.
Neka je V = vk

∂
∂xk
∈ D⊥, k = 1, . . . , 4. Definiximo vektore Y1, Y2 ∈ D tako

da je ispu�eno:

g (Yi, V ) = dYi+2 (V ) = dYi+2

(
vk

∂

∂xk

)
= dYi+2

(
vk
∂ym
∂xk

∂

∂ym

)
= vk

∂ym
∂xk

dYi+2 (∂ym) = vk
∂ym
∂xk

δi+2
m

=
(
C−1

)
i+2

V,

gde je sa C oznaqena matrica prelaska. Sada imamo:

∂

∂y1
=

∂

∂x4
,

∂

∂y2
=
−ε√
λ

∂

∂x1
+
ε

λ

∂

∂x3
+
ε+ λ

λ
x
∂

∂x4
,

∂

∂y3
=

∂

∂x2
,

∂

∂y4
=

∂

∂x3
,

za ε ∈ {−1, 1}. U novoj bazi metrika ima oblik:

g =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 ε+λ

ελ
y22

ε+λ√
λ
y2

0 1 ε+λ√
λ
y2 ελ

 .
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Promena koordinata (3.3)

x =
ε+ λ√
λ
y1, y = y2, z =

√
λ

ε+ λ
y3, w = y4,

daje upravo metriku iz Tabele 3.4.
Primetimo da se svaka Vokerova metrika g oblika

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 A1(y + A2z)2 + A3w

2 y
0 1 y b

 , A1, A2, A3, b ∈ R,

mo�e zapisati kao suma

g =
∑
k

µkgk, sa
∑
k

µk = 1,

gde su gk metrike iz Tabele 3.4 sa nenegativnim koeficijentima uz y2 u po-
linomu a. Stoga, bez gubitka opxtosti, u da	em dokazu pretpostav	amo da je
A1 ≥ 0 i A1A3 = 0.

Posmatrajmo Kilingove vektore X = {f 1, f 2, f 3, f 4}. Koriste�i povezanost
iz Leme 3.7, dobijamo da Kilingov sistem jednaqina (1.14) ima oblik:

f 3
x = f 4

y = 0,
f 3
y + f 4

x = 0,
f 1
x + af 3

x + f 3
z + yf 4

x = 0,
f 2
x + yf 3

x + f 3
w + bf 4

x = 0,
f 1
y + af 3

y + yf 4
y + f 4

z = 0,
f 2
y + yf 3

y + bf 4
y + f 4

w = 0,
ayf

2 + azf
3 + awf

4 + 2(f 1
z + af 3

z + yf 4
z ) = 0,

f 1
w + f 2 + f 2

z + yf 3
z + af 3

w + bf 4
z + yf 4

w = 0,
f 2
w + yf 3

w + bf 4
w = 0.

Rexava�em sistema, dobijamo da su Kilingova vektorska po	a oblika

f 1 = −
(
x+

1

2
yw

)
h3z − (y + bw)h4z +

b

4
w2h3 − w(h2 + h2z) + h1,

f 2 = −1

2
(y + bw)h3 + h2,

f 3 = h3 + C0,

f 4 =
1

2
h3w + h4,

gde su hk = hk(z) ∈ C∞(R), k = {1, 2, 3, 4}, C0 ∈ R, i zadovo	avaju uslov

ayf
2 + azf

3 + awf
4 + 2(f 1

z + af 3
z + yf 4

z ) = 0. (3.4)

Ako dodatno iskoristimo specijalan oblik funkcije a, dobijamo da funk-
cija h3 mora biti konstantna. Razlikujemo dva sluqaja.
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Sluqaj 1: A1 = 0.
Uslov (3.4) postaje

A3h
3 = 0, h1z = 0, h4z − h4zz = 0, −A3h

4 + h2z + h2zz + bh4zz = 0.

Rexe�e je oblika

h1 = C6,

h2 =
A3

2
ezC2 −

b

2
ezC2 + A3zC5 − e−zC4 + C3,

h3 = C1,

h4 = ezC2 + C5,

uz uslov A3C1 = 0. Kilingova vektorska po	a su:

ξ1 =
bw2

2

∂

∂x
− (bw + y)

∂

∂y
+

∂

∂z
+ w

∂

∂w
,

ξ2 = −ez(A3w + y)
∂

∂x
+
A3 − b

2
ez
∂

∂y
+ ez

∂

∂w
,

ξ3 =
∂

∂x
,

ξ4 = −e−z ∂
∂y
,

ξ5 = −A3zw
∂

∂x
+A3(z − 1)

∂

∂y
+

∂

∂w
,

ξ6 = −A3w
∂

∂x
+A3

∂

∂y
,

ξ7 = A3
∂

∂z
.

Ako je A3 = 0, algebra Kilingovih vektorskih po	a je petodimenziona i
razapeta sa {ξ1, . . . ξ5}. Lako se proverava da je

[ξ4, ξ2] = ξ3,

te {ξ2, ξ3, ξ4, ξ5} razapi�u 2-step nilpotentnu algebru.
Algebra Kilingovih vektorskih po	a je xestodimenziona za C1 = 0. Raza-

peta je vektorima {ξ2, . . . ξ7} i va�i

[ξ7, ξ5] = A2
3ξ

6, [ξ6, ξ5] = A3ξ
3.

Osim toga, {ξ3, ξ5, ξ6, ξ7} generixu 3-step nilpotentnu algebru.
Kada je A1 = A3 = 0, taqno dobijamo metriku g1. Primetimo da je to jedina

Vokerova metrika koja odgovara nedegenerisanom centru. Za A1 = 0, A3 6= 0
uvek mo�emo izvrxiti promenu koordinata tako da A3 postane 1 ili − 1, i
kao rezultat dobijamo metriku g02.

Sluqaj 2: A1 > 0, A3 = 0.
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3.3. Vokerove metrike

U ovom sluqaju h3 mora biti 0. Sistem Kilingovih jednaqina se svodi na

A1A2z(h2 + A2C0) + h1z = 0,

A1(h
2 + A2C0) + h4z − h4zz = 0, (3.5)

h2z + h2zz + bh4zz = 0.

Iz praktiqnih razloga uvedimo oznaku µ = 1 − A1b. Da bismo rexili sistem
(3.5), moramo odvojeno analizirati tri sluqaja.

Sluqaj 2a: µ > 0.
Posle dugog, ali direktnog raquna, zak	uqujemo da Kilingova vektorska

po	a formiraju nilpotentnu algebru ako i samo ako je A2 = 0. Ta po	a su data
sa:

ξ1 = ez
√
µ

(
−

y
√
µ

1−√µ
∂

∂x
−
√
µ

A1

∂

∂y
+

1

1−√µ
∂

∂w

)
,

ξ2 = e−z
√
µ

(
y
√
µ

1 +
√
µ

∂

∂x
+

√
µ

A1

∂

∂y
+

1

1 +
√
µ

∂

∂w

)
,

ξ3 =
∂

∂w
,

ξ4 = (−y +
µ

A1
w)

∂

∂x
− 1

A1

∂

∂y
+ z

∂

∂w
,

ξ5 =
∂

∂z
,

ξ6 =
∂

∂x
.

Metrika gλ1 , ε1 = −ε2 = −1, je predstavnik ovog sluqaja.
Qetvorodimenziona podalgebra generisana sa {ξ3, ξ4, ξ5, ξ6} je 3-step nilpo-

tentna algebra qije su strukturne konstante

[ξ5, ξ4] = ξ3, [ξ3, ξ4] =
µ

A1

ξ6.

Sluqaj 2b: µ < 0.
Sliqno prethodnom sluqaju, algebra Kilingovih po	a je generisana sa

ξ1 = −A1y
√
−µ sin(z

√
−µ)

∂

∂x

− (µ cos(z
√
−µ)−√µ sin(z

√
−µ))

∂

∂y
+A1 cos(z

√
−µ)

∂

∂w
,

ξ2 = A1y
√
−µ cos(z

√
−µ)

∂

∂x

−
(√
−µ cos(z

√
−µ) + µ sin(z

√
−µ)

) ∂
∂y

+A1 sin(z
√
−µ)

∂

∂w
,

ξ3 =
∂

∂w
,

ξ4 =

(
−y − µ

A1
w

)
∂

∂x
− 1

A1

∂

∂y
+ z

∂

∂w
,

ξ5 =
∂

∂z
,

ξ6 =
∂

∂x
.
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3.3. Vokerove metrike

i sadr�i qetvorodimenzionu podalgebru {ξ3, ξ4, ξ5, ξ6} koja je 3-step nilpo-
tentna. Metrika gλ1 , ε1 = −ε2 = 1, 0 < λ < 1, pripada ovom razmatra�u.

Sluqaj 2v: µ = 0.
U posled�em sluqaju, tako�e dobijamo 6 Kilingovih vektorskih po	a:

ξ1 =

(
− 6

A1
w − 3yz2 +

A2

4
z3(3z − 8)

)
∂

∂x
− 3

A1
z(z − 2)

∂

∂y
+ z3

∂

∂w
,

ξ2 =
1

3
z (−6y +A2z(2z − 3))

∂

∂x
− 2

A1
(z − 1)

∂

∂y
+ z2

∂

∂w
,

ξ3 =

(
−y +

A2

2
z2
)
∂

∂x
− 1

A1

∂

∂y
+ z

∂

∂w
,

ξ4 =
∂

∂w
,

ξ5 = A2w
∂

∂x
−A2

∂

∂y
+

∂

∂z
,

ξ6 =
∂

∂x
.

Algebra razapeta sa {ξ3, ξ4, ξ5, ξ6} je 2-step nilpotentna ako je A2 = 0 i 3-
step nilpotentna, inaqe. Primetimo da ove dve mogu�nosti odgovaraju redom
metrikama g02 i g

λ
2 , za ε1 = −ε2 = 1. ut

Primedba 3.2. Svim metrikama iz Tabele 3.4 skalarna krivina jednaka je
nuli. Komponente auto-dualnog dela Vejlovog tenzora date su sa

W+
11 = W+

13 = W+
33 = 2A3 +

A1b
2

2
, W+

12 = W+
22 = W+

23 = 0.

Ako je skalarna krivina nula, tada va�i slede�e (videti [15])

a) W+ je jednak nuli ako i samo ako je W+
11 = W+

12 = 0,

b) W+ je 2-step nilpotentan operator ako i samo ako je W+
11 6= 0, W+

12 = 0,

v) W+ je 3-step nilpotentan operator ako i samo ako je W+
12 6= 0.

Prime�ujemo da sve naxe metrike imaju 2-step nilpotentni operator W+,
osim metrike g1, za koju smo u Lemi 3.6 pokazali da je konformno ravna.

Konformno ravne Vokerove metrike u dimenziji 4 izuqavane su u radu [2].
Primetimo da naxa metrika g1 nije razmatrana u �ihovom istra�iva�u,
jer je c 6= 0.

Primedba 3.3. Ako posmatramo dejstvo operatora krivine R na Λ2TpN =
Λ+ ⊕ Λ− kao u (1.10), podrazumevaju�i standardnu identifikaciju

B =

(
0 B
B∗ 0

)
,

zak	uqujemo da metrike g02 na grupi G4 zadovo	avaju uslovW
− = 0, B2|Λ− = 0

(ovde Λ− predstav	a skup anti-auto-dualnih bivektora) i skalarna krivina
je konstantna. Metrike sa ovim osobinama predmet su izuqava�a grupe au-
tora u [11].
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3.4. Dodatne strukture

3.4 Dodatne strukture

Definicija 3.2. Kompleksna struktura na Lijevoj algebri g je endomor-
fizam J1 ∈ End(g) takav da va�i

J2
1 = −Id, (3.6)

J1[x, y] = J1[J1x, J1y] + J1[J1x, y] + J1[x, J1y], ∀x, y ∈ g. (3.7)

Uslov (3.7) naziva se uslov integrabilnosti.
Neka je gC = {x+ iy | x, y ∈ g} kompleksifikacija algebre g i neka je sa σ

oznaqena konjugacija u gC, tj. σ : gC → gC, σ(x+ iy) = x− iy. Postoji prirodno
produ�e�e J1 na gC koje tako�e oznaqavamo sa J1. Mo�emo formulisati uslov
ekvivalentan prethodnoj definiciji:

Lema 3.9. Realna Lijeva grupa G ima kompleksnu strukturu ako i samo ako
gC dopuxta razlaga�e

gC = m⊕ σ, (3.8)

gde je m podalgebra od gC.

Dokaz. Uslov (3.6) je ekvivalentan postoja�u razlaga�a gC na direktnu sumu
dva potprostora (od kojih je jedan konjugat drugog). Uslov (3.7) odgovara qi-
�enici da su ti potprostori podalgebre.

Dakle, postoji
”
1-1" korespondencija izme�u kompleksne strukture J1 i

podalgebri koje zadovo	avaju (3.8). ut

Invarijantne kompleksne strukture na qetvorodimenzionim rexivim re-
alnim Lijevim grupama klasifikovane su u [53] i [47].

Lema 3.10. [17] Grupa H3×R dopuxta levo-invarijantnu kompleksnu struk-
turu.

Dokaz. Umesto Lijevih zagrada [ ], za opis Lijeve algebre g koristimo spo-
	ax�i diferencijal d na 1-formama:

dα(x, y) = −α([x, y]), x, y ∈ g, α ∈ g∗.

Za fiksiranu bazu {α, β, µ, ν} 1-formi na R4, Lijeva algebra h3⊕R se opisuje
sa

dα = dβ = dν, dµ = α ∧ β.
Stavimo ϕ = α+iβ, ψ = µ+iν. Tada se strukturne jednaqine za h3⊕R zapisuju
u obliku

dϕ = 0, dψ =
i

2
ϕ ∧ ϕ̄, gde je ϕ̄ = σ(ϕ).

Integracijom ovih jednaqina dobijamo Lijevu grupu sa kompleksnom struk-
turom. Zapravo, kompleksifikacija grupe H3 × R se mo�e realizovati kao
matriqna grupa oblika  1 z w

0 1 z
0 0 1

 , z, w ∈ C.

ut
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3.4. Dodatne strukture

Primedba 3.4. Prema teoremi Ma	ceva [40], grupa G4 ima kompaktne koliq-
nike. Ipak, ni jedan kompaktni koliqnik nema definisanu kompleksnu struk-
turu (homogenu ili ne). Zbog toga ni G4 ne mo�e da ima levo-invarijantu
kompleksnu strukturu. Dokaz se mo�e na�i u [23].

Definicija 3.3. Produkt struktura na Lijevoj algebri g je linearni en-
domorfizam J2 ∈ End(g) koji zadovo	ava slede�e uslove:

J2
2 = Id, J2 6= ±Id, (3.9)

J2[x, y] = [J2x, y] + [x, J2y]− J2[J2x, J2y], ∀x, y ∈ g. (3.10)

Definicija 3.4. Par (J1, J2), gde je sa J1 oznaqena kompleksna, a sa J2 produkt
struktura na Lijevoj algebri g, za koje va�i J1J2 = −J2J1, naziva se para-
hiperkompleksna struktura.

Ako je i J2 kompleksna struktura, par (J1, J2) predstav	a hiperkomplek-
snu strukturu.

Iako ni jedna od naxe dve algebre ne dopuxta hiperkompleksnu strukturu
[4], N. Bla�i� i S. Vukmirovi� su u [13] pokazali da algebra g4 ne dopuxta ni
para-hiperkompleksnu strukturu i odredili su uslove pod kojim se na algebri
h3 ⊕ R ona mo�e definisati.

Lema 3.11. [13] Algebra h3⊕R dopuxta integrabilnu para-hiperkompleksnu
strukturu ako joj je centar totalno degenerisan. Odgovaraju�a metrika je
ravna.

Primedba 3.5. Uslove prethodne leme ispu�ava upravo naxa metrika g00.
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4 Izometrije

Grupe izometrija jox jedan su indikator bitne razlike izme�u Rimanovog
i pseudo-Rimanovog sluqaja. Pokazano je da se u Rimanovom sluqaju grupa
izometrijskih automorfizama poklapa sa grupom izometrija Lijeve grupe N
koja fiksira jediniqni element i distribuciju

TN = υN ⊕ ξN. (4.1)

Ovde smo podrazumevali rasloje�a dobijena levim translacijama razlaga�a
na nivou Lijeve algebre n = υ⊕ ξ, gde smo sa n oznaqili Lijevu algebru grupe
N, sa ξ �en centar, a sa υ ortokomplement od ξ u odnosu na skalarni proizvod
〈·, ·〉. Prvi rezultati za pozitivno definitne metrike dati su u [33] i [22].

Nilmnogostrukost je pseudo-Rimanova mnogostrukostM koja dopuxta tran-
zitivno dejstvo izometrija nilpotentne Lijeve grupe. Grupe izometrija svih
homogenih Rimanovih nilmnogostrukosti u dimenzijama 3 i 4 odre�ene su u
[36], dok je dimenziji 5 razmatran samo sluqaj 2-step nilpotentih grupa (vi-
deti [31]).

U pseudo-Rimanovom sluqaju sa degenerisanim centrom, grupa izometrija
mo�e biti znaqajno ve�a nego u Rimanovom sluqaju ili qak pseudo-Rimanovom
sluqaju sa nedegenerisanim centrom grupe. L. Kordero i F. Parker su u [19]
izuqavali grupe izometrija na pseudo-Rimanovim 2-step nilpotentnim gru-
pama sa levo-invarijantnom metrikom: grupe izometrijskih automorfizama
Iaut, grupe izometrija Isplit koje quvaju razlaga�e (4.1) i grupe svih izometrija
I. �ihovi rezultati su dopu�eni i unapre�eni u [20]. U istom radu, V. del
Barko i G. Ovando su razmatrale bi-invarijantne metrike na 2-step nilpo-
tentnim Lijevim grupama i naxle su primere izometrijskih automorfizama
koji ne quvaju ni jedno razlaga�e.

U opxtem sluqaju va�i da je I ≥ Iaut ≥ Isplit. Nas zanimaju primeri metrika
za koje su ispu�ene stroge nejednakosti. L. Kordero i F. Parker su naxli
primer takve matrike na H3 × R, dok je autor u [55] dopunio �ihov rezultat,
pokazavxi da i na grupi G4 postoji primer metrika sa ovim svojstvom.

Ravanski talasi su specijalna vrsta pp-talasa sa konstantnom amplitudom.
U opxtem sluqaju, ove metrike imaju Hajzenbergovu algebru izometrija (videti
[12]) koja dejstvuje tranzitivno na nul hiperravnima. Sa druge strane, u nekim
specijalnim sluqajevima, mogu se pojaviti dodatna Kilingova vektorska po	a,
na primer kod konformno ravnih ravanskih talasa.
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4.1. Grupe izometrija

4.1 Grupe izometrija

Neka je sa I(N) oznaqena grupa izometrija nilpotentne Lijeve grupe N.
Neka je O(N) = Aut(N) ∩ I(N) i Iaut(N) = O(N) n N, gde N dejstvuje levim

translacijama, a n oznaqava poludirektni proizvod. Oznaqimo sa Õ(N) pod-
grupu od I(N) koja fiksira jediniqni element grupe N. Na kraju, razmotrimo
i podgrupu od I(N) koja quva razlaga�e (4.1); ovu podgrupu obele�avamo sa
Isplit(N).

Primedba 4.1. Primetimo da razlaga�e na nivou Lijevih algebri

n = υ ⊕ ξ = ξ⊥ ⊕ ξ

ne va�i u opxtem pseudo-Rimanovom sluqaju. Naime, ako je centar ξ degene-
risan, onda ξ sadr�i invarijantni nul potprostor D ⊆ D⊥. Ipak, postoji
dekompozicija

n = U ⊕Υ⊕D ⊕ Ξ,

gde su υ = U ⊕ Υ, ξ = D ⊕ Ξ, U i D su komplementarni nul potprostori,
i U ⊕ D = Υ ⊕ Ξ. Iako izbor U nije jedinstveno odre�en, za fiksirano U ,
prostori Ξ i Υ su dobro definisani i jedinstveni. Zaista, Ξ je deo centra
ξ sadr�an u U⊥ ∩ D⊥, a Υ je �egov ortokomplement u U⊥ ∩ D⊥.

Lema 4.1. [19] Ako je N prosto povezana nilpotentna Lijeva grupa sa defi-
nisanom levo-invarijantnom metrikom, tada je Isplit(N) ≤ Iaut(N) ≤ I.

Slede�a teorema k	uqna je za naxe da	e razmatra�e.

Teorema 4.1. [19] Neka je N qetvorodimenziona nilpotentna Lijeva grupa.

a) Ako je centar od N degenerisan, tada I(N) ∼= Õ(N) n N, gde N dejstvuje
levim translacijama.
b) Ako je centar od N nedegenerisan, tada I(N) ∼= Iaut(N) ∼= Isplit(N).
v) Ako je N ravna, tada I(N) ∼= Op

q n N, gde Op
q oznaqava pseudo-ortogonalnu

Lijevu grupu i (p, q) je signatura pseudo-Rimanove metrike.

Primedba 4.2. Prethodna teorema je dokazana samo u sluqaju 2-step nilpo-
tentnih grupa. Ipak, tvr�e�e va�i i za 3-step nilpotentne grupe.

Dokaz dela a) sledi direktno iz definicije podgrupe Õ, a deo v) va�i
za svaku ravnu, prosto povezanu grupu N. Iako je dokaz dela b) u [19] izlo-
�en tako da odgovara konstruktivnom dokazu A. Kaplana za grupe Ha-tipa
u Rimanovoj signaturi (videti [33]), tvr�e�e sledi direktno iz opxtijeg
rezultata E. Vilsona [64].

Poxto su sve levo-invarijantne pseudo-Rimanove metrike na H3 × R geo-
dezijski kompletne (Teorema 2.9), skup Kilingovih po	a je Lijeva algebra
pune grupe izometrija. Izometrije dobijene integracijom Kilingovih po	a
na H3 × R su globalne. Va�no je primetiti da nisu sve metrike na G4 kom-
pletne, pa su izometrije lokalne.
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4.1. Grupe izometrija

4.1.1 Nedegenerisan centar

Slede�e dve leme slede direktno iz Teoreme 4.1.

Lema 4.2. Ako je centar grupe G4 nedegenerisan, tada je O(G4) diskretna i
grupa izometrija I(G4) je data sa

I(G4) ∼= diag(ε, ε̄, εε̄, ε̄) nG4, ε, ε̄ ∈ {−1, 1}.

Lema 4.3. Ako je centar grupe H3×R nedegenerisan, tada je dimO(H3×R) = 1
i grupe izometrija su date sa

I(H3 × R) ∼=




ε cos t −ε sin t 0 0
sin t cos t 0 0

0 0 ε 0
0 0 0 ε̄


∣∣∣∣∣∣∣∣
t ∈ R,
ε, ε̄ ∈ {−1, 1}

n (H3 × R), (4.2)

u sluqaju metrika gελ, ε1 = ε2, i g1, ε1 = 1, i sa

I(H3 × R) ∼=




ε cosh t ε sinh t 0 0
sinh t cosh t 0 0

0 0 ε 0
0 0 0 ε̄


∣∣∣∣∣∣∣∣
t ∈ R,
ε, ε̄ ∈ {−1, 1}

n (H3 × R), (4.3)

za metrike gελ, ε1 6= ε2, i g1, ε1 = −1.

Posledica 4.1. Za svaku levo-invarijantnu metriku va�i

dim I(H3 × R) > dim(H3 × R).

Primedba 4.3. Primetimo da prethodna posledica, u sluqaju grupe G4, ne
va�i.

Primedba 4.4. U dokazu Leme 3.8 pokazali smo da je metrika g1, ε1 = −1, Vo-
kerova i da je algebra Kilingovih vektorskih po	a petodimenziona i sadr�i
qetvorodimenzionu podalgebru izomorfnu sa h3⊕R. Integracijom Kilingovih
vektorskih po	a, nakon odgovaraju�e promene baze, dobili bismo upravo grupu
izometrija (4.3).

4.1.2 Degenerisan centar

Razmotrimo prvo trivijalni sluqaj ravnih metrika. Iz Teoreme 4.1 v) i
Lema 3.3 i 3.4 direktno sledi:

Posledica 4.2. a) Za metrike Lorencove signature gε01, ε1 = ε2, na grupi
H3 × R grupa izometrija je O(3, 1) n (H3 × R).
b) Za metrike neutralne signature gε01, ε1 6= ε2, i g

0
0 na grupi H3 × R grupa

izometrija je O(2, 2) n (H3 × R).
v) Za metrike neutralne signature g01 i g

λ
1 (λ = 1, ε1 = −ε2 = 1), na grupi G4

grupa izometrija je O(2, 2) nG4.
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4.1. Grupe izometrija

Primetimo da smo u Posledici 3.1 zak	uqili da su Lorencove metrike
koje odgovaraju degenerisanom centru zapravo pp-metrike. Uslov da je vektor
X4 paralelan, tj. kovarijantno konstantan, ekvivalentan je uslovima da je X4

istovremeno i Kilingov i gradijentni vektor.

Primer 5. Razmatraju�i metrike na H3×R sa delimiqno degenerisanim cen-
trom, autori su u [19] pokazali da za metriku, koja odgovara naxoj metici g02,
va�i Isplit < Iaut < I. Naime, grupu izometrijskih automorfizama predsta-
v	aju horocikliqke translacije i dimO = 1. Sa druge strane, algebra Kilin-
govih vektorskih po	a X je dimenzije 6, pa je dim Õ = 2.

U sluqaju neutralne signature, koriste�i drugi pristup, potvrdili smo
�ihove zak	uqke (videti Teoremu 4.2). �

Primer 6. Posmatrajmo sada na grupi G4 metriku g
λ
2 Lorencove signature

koja odgovara degenerisanom centru. Kilingova vektorska po	a su data sa

ξ1 =
∂

∂x
+
x2

2

∂

∂y
+

(
y − x3

6
+
x

λ

)
∂

∂z
+

x

24

(
−24y + x3 − 12x

λ

)
∂

∂w
;

ξ2 =
x2

2

∂

∂y
+

(
x3

6
− x

λ

)
∂

∂z
+

(
z − x4

24
+
x2

2λ

)
∂

∂w
;

ξ3 = −x ∂
∂y

+
x2

2

∂

∂z
+

(
y − x3

6

)
∂

∂w
;

ξ4 =
∂

∂w
;

ξ5 =
∂

∂y
− x ∂

∂z
+
x2

2

∂

∂w
;

ξ6 =
∂

∂z
− x ∂

∂w
.

Primetimo da je ξ4 paralelno nul vektorsko po	e. Vektori {ξ1, ξ4, ξ5, ξ6} ge-
nerixu 3-step nilpotentnu Lijevu algebru qije su strukturne jednaqine:

[ξ1, ξ5] = −2ξ6, [ξ1, ξ6] = −ξ4.

Izborom pogodne baze, mo�emo posti�i da je [ξ2, ξ3] = 0, odakle sledi da je
dim I = 6 i algebra izometrija izomorfna je sa R2 n g4.

Interesantno je da smo naxli jox jedan primer metrike gde su zadovo	ene
stroge nejednakosti Isplit < Iaut < I. Naime, rexava�em jednaqine

F TSλ2F = Sλ2 , F ∈ Aut(g4),

dobijamo 1-parametarsku familiju izometrijskih automorfizama, odnosno va�i
dim Iaut = 5. Sa druge strane, lako se uoqava da jedino leve translacije quvaju
razlaga�e (4.1), te je dim Isplit = 4. �

Sliqno se razmatra i sluqaj Lorencove metrike gλ1 .
Sada mo�emo dokazati glavno tvr�e�e:

Teorema 4.2. Ako je centar nilpotentne Lijeve grupe N degenerisan, odgo-
varaju�a algebra izometrija je R2 n n.
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4.1. Grupe izometrija

Dokaz. Sluqaj Lorencove signature razmotren je u Primerima 5 i 6.
U sluqaju neutralne signature, u dokazu Leme 3.8 je pokazano da Kilingova

po	a generixu xestodimenzionu algebru koja sadr�i qetvorodimenzionu pod-
algebru levih translacija. Prenumeriximo bazu tako da prva qetiri vektora
odgovaraju levim translacijama. Za preostala dva vektora va�i:

[ξ5, ξ6] = Cξ1, C = const.

Naime, ξ5 i ξ6 ne razapi�u algebru (za C 6= 0), pa moramo izvrxiti promenu
baze. Lako se proverava da u novoj bazi va�i

[ξ̄5, ξ̄6] = 0,

pa je algebra izometrija izomorfna sa R2 n n.
Na grupi H3 × R postoji samo jedna Vokerova metrika (u degenerisanom

sluqaju) i �ena algebra izometrija je nilpotentna. Sa druge strane, na grupi
G4 metrike g

λ
1 i g

0
2 imaju rexivu algebru izometrija, dok je algebra izometrija

za gλ2 nilpotentna. ut

Posledica 4.3. Ako je centar qetvorodimenzione nilpotentne Lijeve grupe
N degenerisan i odgovaraju�a metrika nije ravna, tada je Iaut < I.

Dokaz. Iz prethodne teoreme sledi dim I = 6. Za skalarni proizvod S ∈ S(n)
i automorfizam F ∈ Aut(n), rexava�em jednaqine F TSF = F, dobijamo da
je dimO = 1 u sluqaju skalarnih proizvoda Sλ2 na algebri g4 i S2

0 na algebri
h3⊕R. Oqigledno, dim Iaut = 5. Za preostala dva skalarna proizvoda na algebri
g4, podgrupa O je diskretna, te je dim Iaut = 4. ut

Primedba 4.5. Primetimo da Posledica 4.1 va�i i u sluqaju degenerisanog
centra, uk	uquju�i i sluqaj ravnih metrika.
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5 Projektivna ekvivalentnost metrika

Prve primere geodezijski ekvivalentnih metrika dao je �. Lagran� [35]
krajem XVIII veka. Kasnije, E. Beltrami [7] je uopxtio �egov primer raz-
matraju�i metrike konstantne negativne krivine i pseudo-Rimanove metrike
konstantne krivine. Iako su primeri �. Lagran�a i E. Beltramija dati u
dimenziji 2, lako se mogu uopxtiti na proizvo	nu dimenziju i proizvo	nu
signaturu.

Vejl [63] je pokazao da su dve metrike, koje su konformno i geodezijski ekvi-
valentne, proporcionalne sa konstantnim koeficijentom proporcionalnosti.
Prema N. Si�ukovu [52], na simetriqnim prostorima, sve geodezijski ekviva-
lentne metrike su afino ekvivalentne. Ajnxtajnove metrike dugogodix�i su
predmet prouqava�a J. Mikexa i koatora. Opxirni prikaz �ihovih rezultata
mo�e se na�i u [44].

Pojam geodezijski ekvivalentnih metrika usko je vezan sa teorijom inte-
grabilnih Hamiltonovih sistema (pogledati radove V. Matvejeva [41],[42]).
Tako�e, qetvorodimenzione metrike Lorencove signature se razmatraju u opx-
toj teoriji relativnosti. Od posebnog su znaqaja sluqajevi kada su jedna ili
obe metrike Riqi-ravne (Rij = 0), Ajnxtajnove (Rij = τ

4
gij) ili, opxtije, zado-

vo	avaju Ajnxtajnovu jednaqinu (Rij − τ
2
gij = 8π GTij, gde je G gravitaciona

konstanta, a Tij predstav	a tenzor energije-impulsa). Za deta	niji prikaz
rezultata iz ove oblasti pogledati [26], [28], [43].

Osnovne definicije i algoritam za odre�iva�e projektivno ekvivalentnih
metrika izlo�eni su u Ode	ku 5.1. Iako ne zavisi od signature metrike,
dimenzija prostora predstav	a ograniqavaju�i faktor u efikasnosti predlo-
�enog algoritma.

Pita�e projektivne ekvivalentnosti metrika na Lijevim grupama u opxtem
sluqaju jox uvek je otvoreno pita�e. U Ode	ku 5.2 dat je odgovor u specijalnom
sluqaju qetvorodimenzionih nilpotentnih Lijevih grupa. Drugi pristup ovom
problemu zasniva se na teoriji holonomija i zastup	en je u radovima G. Hala
i koautora. Naxe rezultate poredimo sa �ihovim.

5.1 Algoritam za nala�e�e projektivno ekvivalentnih

metrika

Definicija 5.1. Ka�emo da su metrike g i ḡ projektivno ili geodezijski
ekvivalentne ako je svaka geodezijska kriva metrike g ujedno i (reparame-
trizovana) geodezijska kriva metrike ḡ.

Definicija 5.2. Metrike su afino ekvivalentne ako se �ihove Levi-
Qivitine povezanosti poklapaju.
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5.1. Algoritam za nala�e�e projektivno ekvivalentnih metrika

Definicija 5.3. Metriku g nazivamo geodezijski rigidnom ako je svaka
metrika ḡ, koja je geodezijski ekvivalentna sa g, proporcionalna sa g.

Kao xto je ve� T. Levi-Qiviti bilo poznato [38], dve povezanosti∇ = {Γijk}
i ∇̄ = {Γ̄ijk} imaju iste neparametrizovane geodezijske krive ako i samo ako
postoji (0, 1)-tenzor φ takav da va�i

Γ̄ijk = Γijk + δikφj + δijφk . (5.1)

Reparametrizacija geodezijskih krivih za povezanosti∇ i ∇̄, povezane relaci-
jom (5.1), vrxi se po slede�em pravilu: za parametrizovanu geodezijsku krivu
γ(τ) od ∇̄, kriva γ(τ(t)) je parametrizovana geodezijska kriva povezanosti ∇
ako i samo ako transformacija parametra τ(t) zadovo	ava obiqnu diferenci-
jalnu jednaqinu

φαγ̇
α =

1

2

d

dt

(
log

∣∣∣∣dτdt
∣∣∣∣) .

Ovde smo sa γ̇ oznaqili vektor brzine krive γ u odnosu na parametar t.
Ako ∇ i ∇̄ povezane relacijom (5.1) predstav	aju redom Levi-Qivitine

povezanosti metrika g i ḡ, tada je mogu�e eksplicitno odrediti funkciju φ
na mnogostrukosti takvu da se �en diferencijal φ,i poklapa sa kovektorom φi.
Zaista, kontrakcijom (5.1) u odnosu na i i j, dobijamo

Γ̄ααi = Γααi + (n+ 1)φi.

Sa druge strane, za Levi-Qivitinu povezanost ∇ u odnosu na metriku g imamo

Γααk =
1

2

∂ log |det(g)|
∂xk

.

Stoga je

φi =
1

2(n+ 1)

∂

∂xi
log

∣∣∣∣det(ḡ)

det(g)

∣∣∣∣ = φ,i (5.2)

za funkciju φ : M −→ R zadatu sa

φ :=
1

2(n+ 1)
log

∣∣∣∣det(ḡ)

det(g)

∣∣∣∣ . (5.3)

Specijalno, izvod φi je simetriqan, tj. φi,j = φj,i.
Iz relacije (5.1) sledi da su ove dve metrike geodezijski ekvivalentne ako

i samo ako za funkciju φ, definisanu sa (5.3), va�i

ḡij;k − 2ḡijφk − ḡikφj − ḡjkφi = 0, (5.4)

gde
”
taqka i zarez" predstav	aju kovarijantni izvod u odnosu na povezanost ∇.

Zaista, leva strana jednaqine je kovarijantni izvod u odnosu na ∇̄, i jednaka
je nuli ako i samo ako je ∇̄ Levi-Qivitina povezanost u odnosu na ḡ.

Posmatrajmo Vejlov projektivni tenzor definisan sa (1.9). U [62] je poka-
zano da on ne zavisi od izbora povezanosti u okviru projektivne klase: ako
su povezanosti ∇ i ∇̄ povezane relacijom (5.1), tada se �ihovi projektivni
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5.2. Projektivna ekvivalentnost metrika

Vejlovi tenzori poklapaju. Primetimo da obratno tvr�e�e ne va�i (videti
[30]).

Da bismo odredili projektivne klase naxih qetvorodimenzionih metrika,
koristimo formulu

−2ga(iW
j)
akl = gabW

(i
ab[lδ

j)
k] , (5.5)

koju je predlo�io V. Matvejev [43]. Ovde zagrade
”
[ ]" oznaqavaju antisimetri-

zaciju bez de	e�a, a zagrade
”
( )" simetrizaciju bez de	e�a.

Jednaqinu (5.5) mo�emo posmatrati kao sistem homogenih linearnih jedna-
qina: svaka metrika g geodezijski ekvivalentna sa ḡ zadovo	ava sistem jed-
naqina (5.5) sa istim koeficijentima W i

jkl. U taqki x0, ovo predstav	a sistem
sa deset nepoznatih g(x0)

ij. Znamo da postoji bar jedno netrivijalno rexe�e,
tj. ḡ(x0)

ij, pa je rang sistema najvixe devet.
Kako je sistem simetriqan po i, j i antisimetriqan po k, l, imamo sistem

od 60 jednaqina (zapravo, broj jednaqina je ma�i zbog simetrija skrivenih
unutar �ega). Treba ista�i da je ve� u dimenziji 4 sistem veoma komplikovan,
te primena ove tehnike u ve�im dimenzijama nije od koristi.

Algoritam za nala�e�e projektivno ekvivalentnih metrika:
Da bismo pronaxli sve metrike ḡ projektivno ekvivalentne sa g, prvo treba

da na�emo rexe�a homogenog sistema jednaqina (5.5). Uslov (5.5) je potreban,
ali ne i dovo	an, pa metrike koje ga zadovo	avaju nazivamo kandidatima. Po-
trebno je proveriti da li kandidati ispu�avaju uslov (5.4) koji jeste dovo	an
uslov za projektivnu ekvivalentnost. Ako su svi kandidati koji zadovo	avaju
(5.4) proporcionalni sa g, prema rezultatima Vejla, metrika g je geodezijski
rigidna. Ako je funkcija φ koja ispu�ava (5.4) konstantna, tada je ḡ afino
ekvivalentna sa g.

Primetimo da izlo�eni algoritam ne zavisi od signature metrike g.

5.2 Projektivna ekvivalentnost metrika

Sada smo spremni da doka�emo glavni rezultat ovog poglav	a.

Teorema 5.1. Neka je na Lijevoj grupi G4 definisana levo-invarijantna me-
trika g, proizvo	ne signature, koja nije ravna. Ako je metrika ḡ geodezijski
ekvivalentna sa g, tada je ispu�ena jedna od slede�e dve mogu�nosti:

1) Ako je centar grupe G4 degenerisan, tada su g i ḡ afino ekvivalentne.
Familija metrika ḡ je dvodimenziona. Svaka metrika ḡ je levo-invari-
jantna i iste signature kao i metrika g.

2) Ako je centar grupe G4 nedegenerisan, tada je metrika g geodezijski
rigidna, tj. ḡ = cg, c ∈ R.

Primedba 5.1. U levo-invarijantnoj bazi {X1, X2, X3, X4} metrika g je pred-
stav	ena simetriqnom matricom S u svakoj taqki Lijeve grupe. Zbog kom-
paktnosti zapisa, u narednim tabelama koristimo matriqni zapis metrika.
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5.2. Projektivna ekvivalentnost metrika

Dokaz. Za metrike iz Teoreme 2.7, nakon dugog, ali direktnog raquna, prime-
nom uslova (5.5), dobijamo sve metrike kandidate koje su date u drugoj koloni
Tabele 5.1. Podrazumevamo da su p, q, r, s glatke funkcije na grupi, a c1, c2 ∈ R
konstante, c1 6= 0.

Tabela 5.1. Projektivno ekvivalentne metrike na Lijevoj grupi G4

originalna metrika (g) metrike kandidati ekvivalentne metrike (ḡ)

gA =


ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 a b

0 0 b c

 p


ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 a b

0 0 b c

 c1


ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 a b

0 0 b c



gλ1 =


ε1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 ε2λ 0

0 1 0 0

 p


ε1 0 0 0

0 −pq 0 1

0 0 ε2λ 0

0 1 0 0

 
ε1c1 0 0 0

0 c2 0 c1

0 0 ε2λc1 0

0 c1 0 0


sluqaj 1 λ 6= 1

3 , ε2 = 1

ili λ 6= 1, ε2 = −1

sluqaj 2 λ = 1
3 , ε2 = 1


q −pqr 0 0

−pqr p2(qr2 − s) 0 p

0 0 1
3p 0

0 p 0 0



gλ2 =


0 0 0 1

0 ε1 0 0

0 0 ε2λ 0

1 0 0 0

 p


−pq 0 0 1

0 ε1 0 0

0 0 ε2λ 0

1 0 0 0




c2 0 0 c1

0 ε1c1 0 0

0 0 ε2λc1 0

c1 0 0 0



gλ3 =


0 0 1 0

0 ε1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 ε2λ

 p


0 0 1 0

0 ε1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 ε2λ

 c1


0 0 1 0

0 ε1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 ε2λ



gλ4 =


ε1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 ε2λ

 p


ε1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 ε2λ

 c1


ε1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 ε2λ



g02 =


0 0 1 0

0 0 0 ε1

1 0 0 0

0 ε1 0 0

 p


0 0 1 0

0 −pq 0 ε1

1 0 0 0

0 ε1 0 0




0 0 c1 0

0 c2 0 ε1c1

c1 0 0 0

0 ε1c1 0 0



Iz prethodne tabele mo�emo zak	uqiti da su za metrike tipa gA, g
λ
3 i

gλ4 jedini kandidati ḡ metrike homotetiqne sa g. Prema rezultatima Vejla
(videti [62]), one su proporcionalne sa g, tj. oblika ḡ = cg, c = const. Dakle,
metrike koje odgovaraju sluqaju nedegenerisanog centra grupeG4 su geodezijski
rigidne.

Dokaz u sluqaju degenerisanog centra razmatramo na primeru metrike g =
gλ1 . Ostali sluqajevi dokazuju se analogno.

Za poqetak, posmatrajmo sluqaj kada je λ 6= 1
3
, ε2 = 1 ili λ 6= 1, ε2 = −1.

U koordinatnoj bazi (2.8) matrice metrike g i kandidata ḡ imaju oblik
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5.2. Projektivna ekvivalentnost metrika

g =


ε1 0 0 0
0 x2(1 + ε2λ) −x(1 + ε2λ) 1
0 −x(1 + ε2λ) ε2λ 0
0 1 0 0

 , (5.6)

ḡ =


ε1p 0 0 0
0 −p2q + px2(1 + ε2λ) −px(1 + ε2λ) p
0 −px(1 + ε2λ) pε2λ 0
0 p 0 0

 , (5.7)

gde p, q ∈ C∞(G4), p 6= 0. �ihove komponente zadovo	avaju relacije

ḡab = pgab, za (a, b) 6= (2, 2), (5.8)

ḡ22 = pg22 − qp2e2 ⊗ e2, (5.9)

a determinante su

det g = −ε1ε2λ, det ḡ = −ε1ε2λp4. (5.10)

Kombinuju�i (5.3) i (5.10), dobijamo

φ =
2

5
log p, φd =

2

5

pd
p
, (5.11)

gde φd i pd, d = 1, . . . , 4, oznaqavaju parcijalne izvode u odnosu na koordinate
x, y, z, w, redom. Pomo�u formule

Γabd =
1

2
gam

(
∂gmb
∂xd

+
∂gmd
∂xb

− ∂gbd
∂xm

)
(5.12)

izraqunavamo Kristofelove simbole povezanosti ∇ u odnosu na metriku g :

Γ1
22 = −ε1(1 + ε2λ)x,

Γ1
23 = Γ1

32 = −Γ4
13 = −Γ4

31 = ε1
1 + ε2λ

2
,

Γ4
12 = Γ4

21 = ε2
λ2 − 1

2λ
x, (5.13)

Γ3
12 = Γ3

21 = −ε2
1 + ε2λ

2λ
,

Γabd = 0, inaqe.

Primetimo da je u sluqaju λ = 1, ε2 = −1 metrika g ravna, te je isk	uqena iz
naxeg razmatra�a. U ostatku dokaza svi kovarijantni izvodi �e biti raqunati
u odnosu na Levi-Qivitinu povezanost metrike g.

Kovarijantnim diferencira�em (5.8) za (a, b) = (1, 1), dobijamo

ḡ11;d = pd, (5.14)

odakle, iz (5.11) i (5.4), sledi

ḡ11;d = 2pφd + 2ḡ1dφ1. (5.15)
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5.2. Projektivna ekvivalentnost metrika

Iz prethodnih relacija direktno sledi da je pd = 0, za 1 ≤ d ≤ 4. Stoga, p
mora biti konstantna funkcija, pa je φd = 0 za svako d. Sliqno, uzimaju�i
sada (a, b) = (2, 2), kovarijanti izvod je

ḡ22;d = −p2qd, (5.16)

pa koriste�i (5.11) i φd = 0, dobijamo da va�i slede�a relacija

ḡ22;d = 2ḡ22φd + 2ḡ2dφ2 = 0. (5.17)

Dakle, q = const i naxe metrike g i ḡ su afino ekvivalentne.
Posmatrajmo sada sluqaj λ = 1

3
koji se specijalno izdvaja kada je ε2 = 1.

Tada su u koordinatnoj bazi metrike g i ḡ zadate matricama

g =


ε1 0 0 0
0 4

3
x2 −4

3
x 1

0 −4
3
x 1

3
0

0 1 0 0

 , (5.18)

ḡ =


q −pqr 0 0
−pqr p2(qr2 − s) + 4

3
px2 −4

3
px p

0 −4
3
px 1

3
p 0

0 p 0 0

 , (5.19)

gde su p, q, r, s ∈ C∞(G4), p, q 6= 0. Metrike zadovo	avaju slede�i uslov

ḡ = pg +


q − ε1p −pqr 0 0
−pqr p2(qr2 − s) 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 . (5.20)

�ihove determinante su

det g = −ε1
3
, det ḡ = −1

3
p3q, (5.21)

pa kombinuju�i (5.3) i (5.21) dobijamo

φ = ε1
3

10
log p+ ε1

1

10
log q, (5.22)

φd = ε1
3

10

pd
p

+ ε1
1

10

qd
q
. (5.23)

Kristofelovi simboli odgovaraju�e metrike g dati su relacijama:

Γ1
22 = −ε1

4

3
x,

Γ4
12 = Γ4

21 = −4

3
x,

Γ1
23 = Γ1

32 = ε1
2

3
, (5.24)

Γ4
13 = Γ4

31 = −2

3
,

Γ3
12 = Γ3

21 = −2,

Γabd = 0, inaqe.
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5.2. Projektivna ekvivalentnost metrika

Ako zapixemo relaciju (5.20) u obliku

ḡ = pg + (q − ε1p)e1 ⊗ e1 − 2pqre1 ⊗ e2 + p2(qr2 − s)e2 ⊗ e2, (5.25)

kovarijantnim diferencira�em dobijamo

∇dḡ = pdg + (qd − ε1pd)e1 ⊗ e1 − 2(q − ε1p)Γ1
dje

j ⊗ e1

− 2(pdqr + pqdr + pqrd)e
1 ⊗ e2 + 2pqrΓ2

dje
j ⊗ e2 (5.26)

+ (2ppd(qr
2 − s) + p2(qdr

2 − 2qrrd − sd))e2 ⊗ e2.

Pogodnim izborom a, b i d, zak	uqujemo da je

pd = 0, φd = 0 za d = 1, . . . , 4, tj. p = const.

Sliqno, za (a, b) = (1, 1) dobijamo da je i q = const.
Iz prethodnog, lako izvodimo

r1 = r4 = 0, r2 =
4

3

q − ε1p
pq

ε1x, r3 = −2

3

q − ε1p
pq

ε1. (5.27)

Ponovnim diferencira�em (5.27), dobija se

r12 = 0, r21 =
∂r2
∂x

=
4

3

q − ε1p
pq

ε1.

Dakle, poxto je r ∈ C∞(G4), mora biti ispu�eno q = ε1p, te je i r konstantna
funkcija. Xtavixe, za izbor (a, b) = (2, 2), zak	uqujemo da je s = const i
r = 0.

Kako su p, q, s konstantne funkcije (p, q 6= 0) i r = 0, metrika ḡ je istog
oblika kao i u prethodnom sluqaju. Dakle, metrike g i ḡ su afino ekviva-
lentne. ut

Teorema 5.2. Neka su g i ḡ geodezijski ekvivalentne metrike na grupi H3×R
i neka je g levo-invarijantna metrika koja nije ravna, tada su g i ḡ afino
ekvivalentne metrike. Familija metrika ḡ je dvodimenziona. Metrika ḡ
je tako�e levo-invarijantna, a ako je g nedekompozabilna, tada su metrike
iste signature, u suprotnom signatura mo�e biti prome�ena.

Dokaz. Dokaz je sliqan dokazu prethodne teoreme. Predstav	amo samo tabelu
u kojoj su u prvoj koloni date originalne metrike, u drugoj kandidati, a u
tre�oj koloni projektivno ekvivalentne metrike.
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5.2. Projektivna ekvivalentnost metrika

Tabela 5.2. Projektivno ekvivalentne metrike na Lijevoj grupi H3 × R

originalna metrika (g) metrike kandidati ekvivalentne metrike (ḡ)

gελ =


ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 ε3λ 0

0 0 0 ε4




ε1p 0 0 0

0 ε2p 0 0

0 0 ε3p 0

0 0 0 ε4q




ε1c1 0 0 0

0 ε2c1 0 0

0 0 ε3λc1 0

0 0 0 ε4c2



g1 =


1 0 0 0

0 ε1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0




p 0 0 0

0 ε1p 0 0

0 0 0 p

0 0 p −p2q




c1 0 0 0

0 ε1c1 0 0

0 0 0 c1

0 0 c1 c2



g02 =


0 0 0 1

0 ε1 0 0

0 0 ε2 0

1 0 0 0



−p2q 0 0 p

0 ε1p 0 0

0 0 ε2p 0

p 0 0 0




c2 0 0 c1

0 ε1c1 0 0

0 0 ε2c1 0

c1 0 0 0



U Tabeli 5.2 su sa c1, c2 ∈ R, c1 6= 0 oznaqene konstante, a sa p, q ∈ C∞(H3×R)
glatke funkcije na grupi. ut

Posledica 5.1. U pozitivno definitnom sluqaju, sve levo-invarijantne
metrike na grupi G4 su geodezijski rigidne. Na grupi H3 × R sve metrike
su dekompozabilne, pa trivijalno dopuxtaju dvodimenzionu familiju afino
ekvivalentnih metrika koje su tako�e levo-invarijantne.

Uporedimo naxe rezultate sa radovima G. Hala i koautora. U Lorencovom
sluqaju iz [29] sledi da projektivno ekvivalentne metrike sa holonomijama
R8 i R13 moraju biti afino ekvivalentne. To je upravo zak	uqak do koga
smo i mi doxli u Teoremama 5.1 i 5.2. Ipak, mi smo uspeli da poka�emo i
vixe: prostor takvih metrika ima dimenziju 2. Xtavixe, G. Hal i D. Loni
nisu dali odgovor o projektivnoj ekvivalenciji metrika u sluqaju maksimalne
holonomije R15. Egzistencija projektivno ekvivalentnih metrika se tada mora
proveriti direktno, na primer korix�e�em predlo�enog algoritma.

U sluqaju metrika neutralne signature, autori su u [60] pokazali da sve
projektivno ekvivalentne metrike, qije su algebre holonomija dimenzije dva
ili tri (uz dodatni uslov za rang operatora krivine), moraju biti afino ekvi-
valentne. Kao i u Lorencovom sluqaju, za metrike sa maksimalnom algebrom
holonomije, na osnovu �ihovih rezultata, ne mo�e se dati odgovor na pita�e
projektivne ekvivalentnosti. Naxe metrike imaju ili maksimalnu algebru ho-
lonomija A32, ili trodimenzionu algebru A22 ili dvodimenzionu A17 (videti
Ode	ak 3.2).

Na osnovu prethodne dve teoreme, mo�emo da formulixemo opxte tvr�e�e:

Teorema 5.3. Neka je g levo-invarijantna metrika na qetvorodimenzionoj
nilpotentnoj Lijevoj grupi. Ako je g geodezijski ekvivalentna sa ḡ, tada
su one ili afino ekvivalentne ili je g geodezijski rigidna. Metrika ḡ je
tako�e levo-invarijantna, ali ne mora biti iste signature kao metrika g.

64



5.2. Projektivna ekvivalentnost metrika

Primedba 5.2. Afino ekvivalentne metrike g i ḡ, koje nisu proporcionalne,
povezane su automorfizmom grupe. Ovo znaqi da nilpotentna grupa (N, g)
poseduje jednoparametarsku familiju automorfizama koji nisu izometrije,
ali quvaju geodezijske linije.

Primedba 5.3. Primetimo da nedekompozabilne levo-invarijantne metrike,
koje dopuxtaju afino ekvivalentne metrike, imaju algebru holonomije R2.
Stoga one imaju paralelni nul vektor oblika v = vαXα. Familija afino
ekvivalentnih metrika je data sa

ḡ = λ g + µ
(
vαvβXα ⊗Xβ

)
,

λ, µ ∈ R, gde Xα oznaqava vektor u dualnoj bazi.
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Zak	uqak

Za razliku od trodimenzionog prostora, gde su metrike i Rimanove i Lo-
rencove signature deta	no izuqene, potpuna klasifikacija metrika proiz-
vo	ne signature na qetvorodimenzionim Lijevim grupama jox uvek nije poz-
nata. Klasifikovane su pozitivno definitne metrike, kao i Ajnxtajnove i
Riqi-paralelne metrike Lorencove signature, a jedan od glavnih rezultata
ove teze jeste klasifikacija levo-invarijantnih metrika svih signatura na
nilpotentnim Lijevim grupama. Prelaskom sa Rimanove na pseudo-Rimanovu
signaturu broj levo-invarijantnih metrika na grupi se znatno pove�ava, tako
da se postav	a pita�e da li i u kojim sluqajevima treba tra�iti potpunu
klasifikaciju.

Geometriju 2-step nilpotentnih grupa prouqavali su brojni autori, ali
malo toga je bilo poznato o 3-step nilpotentnim grupama. Prouqavaju�i �i-
hova svojstva, uoqili smo brojne sliqnosti i razlike izme�u ove dve grupe: sve
metrike na H3×R su geodezijski kompletne, dok na G4 postoje primeri nekom-
pletnih metrika; ukoliko je centar grupe H3 × R nedegenerisan, odgovaraju�e
metrike se mogu razlo�iti na direktan proizvod metrika na Hajzenbergovoj
grupi H3 sa jednodimenzionim ravnim faktorom R; metrike na G4 su nedekom-
pozabilne; ni jedna qetvorodimenziona nilpotentna Lijeva grupa ne dopuxta
Ajnxtajnove metrike, ali se u sluqaju degenerisanog centra grupe jav	aju pp-
talasi i Vokerove metrike. . . Upravo za Vokerove metrike smo odredili potre-
ban i dovo	an uslov da dopuxtaju lokalnu nilpotentnu grupu izometrija.

Grupe izometrija nilpotentnih Lijevih grupa posled�ih godina privlaqe
sve vixe pa��e. Najqex�e pita�e je kako uopxtiti na pseudo-Rimanov sluqaj
ve� poznata svojstva Rimanove signature. Iako se u Rimanovom sluqaju grupa
svih izometrija poklapa sa grupom izometrijskih automorfizama i grupom
izometrija koje quvaju razlaga�e TN = υN ⊕ ξN, u pseudo-Rimanovom sluqaju
to nije ispu�eno. Xtavixe, pokazali smo da ako je centar grupe degeneri-
san i odgovaraju�a metrika nije ravna, tada je Iaut < I. Tako�e, naxli smo
sve primere metrika za koje su ispu�ene stroge nejednakosti Isplit < Iaut < I.
Nastavak istra�iva�a bi trebalo da obuhvati dejstva grupe izometrija na
nilmnogostrukostima. Parcijalni rezultati su ve� poznati u 2-step nilpo-
tentnom sluqaju, ali 3-step nilpotentni sluqaj jox uvek nije razmatran.

U opxtoj teoriji relativnosti projektivna ekvivalentnost metrika otvara
dva veoma znaqajna pita�a: Kako konstruisati metriku na osnovu �ene (ne-
parametrizovane) geodezijske krive? Da li je tako konstruisana metrika je-
dinstvena? S tim u vezi, od interesa su primeri

”
fiziqki interesantnih"

metrika koje su geodezijski rigidne, kao i kako konstruisati sve parove ne-
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proporcionalnih geodezijski ekvivalentnih metrika. Uprkos brojnim pri-
merima za specijalne klase metrika, pita�e projektivne ekvivalentnosti je
i da	e otvoreno. U tezi je dat odgovor samo u sluqaju qetvorodimenzionih
nilpotentnih Lijevih grupa: ako je metrika g levo-invarijantna, a metrika ḡ
joj je geodezijski ekvivalentna, tada su one ili afino ekvivalentne, ili je g
geodezijski rigidna. Slede�i korak jeste da se utvrdi da li na Lijevim gru-
pama uopxte postoje primeri levo-invarijantnih metrika koje su projektivno
ekvivalentne, a nisu afino ekvivalentne. Naxa preliminarna istra�iva�a
upu�uju da takve metrike, ako postoje, treba tra�iti na grupama sa degeneri-
sanim centrom.
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hen Fläche, Commentarii Mathematici Helvetici 3.1 (1931): 209-225.

[33] A. Kaplan, Riemannian nilmanifolds attached to Clifford modules, Geometriae
Dedicata 11.2 (1981): 127-136.

[34] S. Kobayashi, K. Nomizu, Foundations of Differential Geometry, Wiley Classics
Library, vol. 1 (1963).

[35] J. L. Lagrange, Sur la construction des cartes géographiques, Novéaux
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Prilozi

A Tabele

Tabela A1. Krivina levo-invarijantnih metrika Lorencove signature na H3 ×R

metrika g
tenzor krivine Rlijk Riqijev tenzor Rij

skalarna

(nenula komponente) krivina

gµ R2
112 = − 3µ

4 R11 = µ
2

µ
2

R1
212 = − 3µ

4 R22 = −µ2
R3

113 = µ
4 R33 = −µ

2

2

R1
313 = −µ

2

4

R3
223 = −µ4

R2
323 = −µ

2

4

g±λ R2
112 = ± 3λ

4 R11 = ∓λ2 ∓λ2
R1

212 = ∓ 3λ
4 R22 = ∓λ2

R3
113 = ∓λ4 R33 = λ2

2

R1
313 = λ2

4

R3
223 = ∓λ4

R2
323 = λ2

4

g1 R3
114 = − 1

4 R44 = 1
2 0

R3
224 = − 1

4

R1
414 = 1

4

R2
424 = 1

4

g01 ravna 0

g02 R4
112 = 3

4 R22 = − 1
2 0

R1
212 = − 3

4

R4
323 = 1

4

R3
232 = − 1

4

A1



A. Tabele

Tabela A2. Krivina levo-invarijantnih metrika Lorencove signature na G4

metrika g
tenzor krivine Rlijk Riqijev tenzor Rij

skalarna

(nenula komponente) krivina

g±A R2
112 = 3ε2

4 a R1
212 = − 3ε1

4 a R11 = − c
2+ε2ad

2d
−ε1(c2+ε2ad)

2d

gA R3
112 = 3

4dbc R1
312 = −ε1b R22 = − ε1a2

R4
112 = ac−4b2

4d R1
412 = − ε14 c R23 = − ε1b2

R2
113 = ε2b R1

213 = −ε1b R33 = ε1(ε2a
2d−cd+cb2)
2d

R3
113 = 3c2−ε2ad

4d R1
313 = 3cd−b2c−ε2a2d

4ε1d
R34 = ε1b(c

2+ε2ad)
2d

R4
113 = − bcd R1

413 = ε1b(ε2c+ad)
4d R44 = ε1(ε2b

2d+c3)
2d

R2
114 = ε2

4 c R1
214 = − ε14 c

R3
114 = − ε24 b R1

314 = ε1b(ε2c
2+ad)

4d

R4
114 = − c2

4d R1
414 = ε1(c

3+ε2b
2d)

4d

R3
224 = − ε14 b

R2
324 = ε1ε2

4 ab R2
424 = ε1ε2

4 b2

R3
324 = ε1

4db
2c R3

424 = ε1
4dbc

2

R4
324 = − ε1

4dabc R4
424 = − ε1

4db
2c

R3
223 = − ε14 a

R2
323 = ε1ε2

4 a2 R2
423 = ε1ε2

4 b2

R3
323 = ε1(b

3−bd)
4d R3

423 = ε1(b
3−bd)
4d

R4
323 = − ε1

4dabc R4
423 = − ε1(b

3−bd)
4d

R3
234 = ε1

4 c

R4
234 = − ε12 b

R2
334 = ε1ε2(b

2−d)
4 R2

434 = ε1ε2
4 bc

R3
334 = ε1

4dbc
2 R3

434 = ε1
4dc

3

R4
334 = − ε1

4dac
2 R4

434 = − ε1
4dbc

2

gλ1 R4
112 = (3λ−1)(λ+1)

4λ R3
223 = − (λ+1)2

4λ R22 = −λ
2−1
2λ 0

R1
212 = (1−3λ)(λ+1)

4λ R4
323 = (λ+1)2

4

gλ2 R2
112 = 3λ

4 R3
113 = −λ4 R11 = −λ2 0

R4
212 = − 3λ

4 R4
313 = λ2

4

gλ3 R4
112 = 1

2 R1
113 = 3λ

4 R13 = λ
2

λ
2

R3
412 = −λ2 R3

313 = − 3λ
4 R44 = −λ

2

2

R2
114 = λ

2 R4
314 = λ

4

R3
214 = −λ2 R1

414 = −λ
2

4

R4
134 = λ

4 R3
434 = −λ

2

4

gλ4 R2
113 = 3λ

4 R4
223 = 1

2 R24 = λ
2 0

R1
313 = − 3λ

4 R3
423 = −λ2 R33 = −λ2

R2
224 = λ

2 R4
334 = −λ4

R3
324 = −λ2 R2

434 = λ2

4

A2



A. Tabele

Primedba. Tri familije skalarnih proizvoda SA i S±A zapisali smo
pomo�u matrice

S =


ε1 0 0 0
0 ε2 0 0
0 0 a b
0 0 b c

 ,

gde su ε1, ε2 ∈ {1,−1} i sign(detA) = −ε1ε2. Odgovaraju�e metrike zapisane
u levo-invarijantnoj koordinatnoj bazi korix�ene su u prethodnoj tabeli.
Tako�e, oznaqili smo sa d = ac− b2 = detA.

Tabela A3. Krivina levo-invarijantnih metrika neutralne signature na H3 × R

metrika g
tenzor krivine Rlijk Riqijev tenzor Rij

skalarna

(nenula komponente) krivina

g±µ R2
112 = − 3µ

4 R11 = µ
2 ∓µ2

R1
212 = 3µ

4 R22 = µ
2

R3
113 = µ

4 R33 = µ2

2

R1
313 = µ2

4

R3
223 = µ

4

R2
323 = µ2

4

g±λ R2
112 = ∓ 3λ

4 R11 = ±λ2 ±λ2
R1

212 = ∓ 3λ
4 R22 = ∓λ2

R3
113 = ±λ4 R33 = −λ

2

2

R1
313 = −λ

2

4

R3
223 = ∓λ4

R2
323 = −λ

2

4

g1 R3
114 = 1

4 R44 = − 1
2 0

R1
414 = − 1

4

R3
224 = − 1

4

R2
424 = − 1

4

g±01 ravna 0

g±02 R2
112 = − 3

4 R11 = 1
2 0

R4
212 = ± 3

4

R3
113 = 4

R4
313 = ± 1

4

g00 ravna 0

A3



A. Tabele

Tabela A4. Krivina levo-invarijantnih metrika neutralne signature na G4

metrika g
tenzor krivine Rlijk Riqijev tenzor Rij

skalarna

(nenula komponente) krivina

gA R2
112 = 3aε2

4 R2
113 = bε2 R11 = −adε2+c

2

2d
−(c2ε2+ad)ε1

2d

R3
112 = 3bc

4d R3
113 = 3c2−adε2

4d R22 = −aε12
R4

112 = d−3b2

4d R4
113 = −bc

d R23 = − bε12
R1

212 = − 3aε1
4 R1

213 = −bε1 R33 = (a2dε2−c(d−b2))ε1
2d

R1
312 = −bε1 R1

313 = a2dε2−c(3d−b2)
4ε1d

R34 = b(adε2+c
2)

2d

R1
412 = − cε14 R1

413 = b(adε2+c
2)ε1

4d R44 = (b2dε2+c
3)ε1

2d

R2
114 = cε2

4 R3
223 = −aε14

R3
114 = − bε24 R2

323 = a2ε1ε2
4

R4
114 = − c2

4d R3
323 = b(b2−d)ε1

4d

R1
214 = − cε14 R4

323 = a(b2−d)ε1
4d

R1
314 = b(adε2+c

2)
4ε1d

R2
423 = abε1ε2

4

R1
414 = (b2dε2+c

3)
4ε1d

R3
423 = c(b2−d)ε1

4d

R3
234 = cε1

4 R4
423 = b(d−b2)ε1

4d

R4
234 = − bε12 R3

224 = − bε14
R2

334 = (b2−d)ε1ε2
4 R2

324 = ab
4 ε1ε2

R3
334 = bc2ε1

4d R3
324 = b2cε1

4d

R4
334 = −ac

2ε1
4d R4

324 = −abcε14d

R2
434 = bcε1ε2

4 R2
424 = b2ε1ε2

4

R3
434 = c3ε1

4d R4
424 = bc2ε1

4d

R4
434 = − bc

2ε1
4d R4

424 = − b
2cε1
4d

g±λ1 R4
121 = (λ±1)(3λ∓1)

4λ R3
223 = (λ±1)2

4λ R22 = λ2−1
2λ 0

R1
212 = (λ±1)(3λ∓1)

4λ R4
323 = ∓(λ±1)2

4

g±λ2 R2
112 = − 3λ

4 R3
113 = λ

4 R11 = λ
2 0

R4
212 = ∓ 3λ

4 R4
313 = ∓λ

2

4

g±λ3 R4
112 = 1

2 R2
114 = −λ2 R13 = ±λ2 ±λ2

R3
412 = ∓λ2 R3

214 = ∓λ2 R44 = −λ
2

2

R1
113 = ±λ4 R4

134 = ±λ4
R3

313 = ∓λ4 R3
434 = −λ

2

4

g±λ4 R2
113 = ± 3λ

4 R2
224 = −λ2 R24 = −λ2 0

R1
313 = 3λ

4 R3
324 = λ

2 R33 = λ
2

R4
223 = ∓ 1

2 R4
334 = λ

4

R3
423 = λ

2 R2
434 = ∓λ

2

4

g01 ravna 0

g02 R4
112 = 1 R4

123 = − 1
4 R22 = − 1

2 0

R1
212 = − 1

4 R3
223 = 1

4

R3
212 = −1

R4
312 = 1

4
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B. Reqnik stranih pojmova i imena

B Reqnik stranih pojmova i imena

afino ekvivalentne metrike affinely equivalent metrics
auto-dualan self-dual
infinitezimalna grupa holonomije infinitesimal holonomy group
geodezijski rigidne metrike geodesically rigid metrics
grupe Ha-tipa H-type groups
grupa holonomije holonomy group
izvodna algebra derived algebra
ireducibilno dejstvo irreducible action
komutatorska podalgebra commutator subalgebra
nedekompozabilno dejstvo indecomposable action
nilmnogostrukost nilmanifold
nul vektor null (light-like) vector
paralelno pomera�e parallel displacement
povezana grupa holonomije restricted holonomy group
povezanost connection
pp-talas pp-wave

(plane-fronted wave with parallel rays)
pr-talas pr-wave

(plane-fronted wave with recurrent rays)
ravanski talas plane wave
razlaga�e splitting
rasloje�e bundle

B1



B. Reqnik stranih pojmova i imena

Abel Niels Henrik Abel (1802–1829)
Ajnxtajn Albert Einstein (1879–1955)
Ambroz Warren Arthur Ambrose (1914–1995)
Beltrami Eugenio Beltrami (1835–1899)
Ber�e Marcel Berger
Vejl Hermann Klaus Hugo Weyl (1885–1955)
Vilson Edward N. Wilson
Voker Arthur Geoffrey Walker (1909–2001)
Vu Hung-Hsi Wu
Gdiri Mohammed Guediri
del Barko Viviana del Barco
de Ram Georges de Rham (1903–1990)
de Siter Willem de Sitter (1872–1934)
Ivasava Kenkichi Iwasawa (1917–1998)
Kaplan Aroldo Kaplan
Kiling Wilhelm Karl Joseph Killing (1847–1923)
Kiosak Volodimir Kiosak
Kliford William Kingdon Clifford (1845–1879)
Kozul Jean-Louis Koszul
Kordero Luis A. Cordero

Koton Émile Clément Cotton (1872–1950)
Kristofel Elwin Bruno Christoffel (1829–1900)
Lagran� Joseph-Louis Lagrange (1736–1813)
Lajbnic Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646–1716)
Lauret Jorge Lauret
Levi Eugenio Elia Levi (1883–1917)
Levi-Qivita Tullio Levi-Civita (1873–1941)
Li Marius Sophus Lie (1842–1899)
Loni David P. Lonie
Lorenc Hendrik Antoon Lorentz (1853–1928)
Ma	cev Anatoli@i Ivanoviq Mal~cev (1909{1967)
Ma�in Louis Magnin
Matvejev Vladimir Sergeeviq Matveev
Mikex Josef Mikeš
Milnor John Willard Milnor
Minkovski Hermann Minkowski (1864–1909)
Morozov Vladimir Vladimiroviq Morozov (1910{1975)
Ovando Gabriela P. Ovando
Parker Phillip E. Parker
Petrov Alekse@i Zinov~eviq Petrov (1910{1972)
Poenkare Jules Henri Poincaré (1854–1912)
Rahmani Salima Rahmani
Riman Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866)
Rinov Willi Ludwig August Rinow (1907–1979)
Riqi Gregorio Ricci-Curbastro (1853–1925)
Singer Isadore Manuel Singer
Si�ukov Nikola@i Stepanoviq Sin�kov (1925{1992)
Hajzenberg Werner Karl Heisenberg (1901–1976)
Hal Graham S. Hall
Hamilton William Rowan Hamilton (1805–1865)
Hopf Heinz Hopf (1894–1971)
Ho
 William Vallance Douglas Hodge (1903–1975)
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1. Ауторство - Дозвољавате умножавање, дистрибуцију и јавно саопштавање 

дела, и прераде, ако се наведе име аутора на начин одређен од стране аутора 

или даваоца лиценце, чак и у комерцијалне сврхе. Ово је најслободнија од свих 

лиценци. 

2. Ауторство – некомерцијално. Дозвољавате умножавање, дистрибуцију и јавно 

саопштавање дела, и прераде, ако се наведе име аутора на начин одређен од 

стране аутора или даваоца лиценце. Ова лиценца не дозвољава комерцијалну 

употребу дела. 

3. Ауторство - некомерцијално – без прераде. Дозвољавате умножавање, 

дистрибуцију и јавно саопштавање дела, без промена, преобликовања или 

употребе дела у свом делу, ако се наведе име аутора на начин одређен од 

стране аутора или даваоца лиценце. Ова лиценца не дозвољава комерцијалну 

употребу дела. У односу на све остале лиценце, овом лиценцом се ограничава 

највећи обим права коришћења дела.  

 4. Ауторство - некомерцијално – делити под истим условима. Дозвољавате 

умножавање, дистрибуцију и јавно саопштавање дела, и прераде, ако се наведе 

име аутора на начин одређен од стране аутора или даваоца лиценце и ако се 

прерада дистрибуира под истом или сличном лиценцом. Ова лиценца не 

дозвољава комерцијалну употребу дела и прерада. 

5. Ауторство – без прераде. Дозвољавате умножавање, дистрибуцију и јавно 

саопштавање дела, без промена, преобликовања или употребе дела у свом делу, 

ако се наведе име аутора на начин одређен од стране аутора или даваоца 

лиценце. Ова лиценца дозвољава комерцијалну употребу дела. 

6. Ауторство - делити под истим условима. Дозвољавате умножавање, 
дистрибуцију и јавно саопштавање дела, и прераде, ако се наведе име аутора на 
начин одређен од стране аутора или даваоца лиценце и ако се прерада 
дистрибуира под истом или сличном лиценцом. Ова лиценца дозвољава 
комерцијалну употребу дела и прерада. Слична је софтверским лиценцама, 
односно лиценцама отвореног кода. 
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