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GREBNEROVE BAZE ZA MNOGOSTRUKOSTI

ZASTAVA I PRIMENE

REZIME

Po Borelovom opisu, celobrojna i mod 2 kohomologija mnogostru-

kosti zastava data je kao polinomijalna algebra poseqena po odre�e-

nom idealu. U ovom radu, Grebnerove baze za ove ideale dobijene su

u sluqaju kompleksnih i realnih Grasmanovih mnogostrukosti, kao i u

sluqaju realnih mnogostrukosti zastava F (1, . . . , 1, 2, . . . , 2, k, n).

U sluqaju Grasmanovih mnogostrukosti, Grebnerove baze primeǌene

su za Z-kohomologiju kompleksnih Grasmanovih mnogostrukosti. Pozna-

to je da se, pored Borelovog opisa, ova kohomologija mo�e opisati i

Xubertovim klasama. Uspostavǉaǌem veze izme�u ovog opisa i dobi-

jenih Grebnerovih baza, u ovom radu dobijene su nove rekurentne jedna-

qine kojima se mogu izraqunati (svi) Kostkini brojevi. Korix�eǌem

istog metoda za malu kvantnu kohomologiju Grasmanovih mnogostru-

kosti (umesto klasiqne), ove formule su dodatno poboǉxane.

U sluqaju realnih mnogostrukosti zastava F (1, . . . , 1, 2, . . . , 2, k, n), do-

bijene Grebnerove baze iskorix�ene su za dobijaǌe novih rezultata o

utapaǌima i imerzijama ovih mnogostrukosti u euklidske prostore, kao

i za izraqunavaǌe kohomoloxke du�ine nekih mnogostrukosti ovog tipa.
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GRÖBNER BASES FOR FLAG

MANIFOLDS AND APPLICATIONS

ABSTRACT

By Borel’s description, integral and mod 2 cohomology of flag manifolds is a poly-

nomial algebra modulo a well-known ideal. In this doctoral dissertation, Gröbner

bases for these ideals are obtained in the case of complex and real Grassmann man-

ifolds, and real flag manifolds F (1, . . . , 1, 2, . . . , 2, k, n).

In the case of Grassmann manifolds, Gröbner bases are applied in the study of Z-

cohomology of complex Grassmann manifolds. It is well-known that, besides Borel’s

description, this cohomology can be characterized in terms of Schubert classes. By

establishing a connection between this description and Gröbner bases that we ob-

tained, a new recurrence formula that can be used for calculating (all) Kostka num-

bers is derived. Using the same method for the small quantum cohomology of

Grassmann manifolds (instead of the classical), these formulas are improved.

In the case of real flag manifolds F (1, . . . , 1, 2, . . . , 2, k, n), Gröbner bases are

used to obtain new results on the immersions and embeddings of these manifolds,

and for the calculation of the cup-length of some manifolds of this type.
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PREDGOVOR

Osnovu teorije Grebnerovih baza, pre taqno 50 godina, dao je Bruno

Buhberger u svojoj doktorskoj tezi. ǋegov prevashodni ciǉ bio je rexa-

vaǌe tzv. problema pripadnosti idealu, tj. utvr�ivaǌe da li se odre�eni

element nalazi u idealu I datog polinomijalnog prstena. Buhberger je,

u sluqaju polinomijalnih algebri nad poǉima, predlo�io algoritam

kojim se ovaj problem mo�e rexavati. Osnovni korak u ovom algoritmu

je konstrukcija pogodnog generatorskog skupa za I, koji je on, po svom

mentoru, nazvao Grebnerova baza. Vremenom, teorija Grebnerovih baza

razvila se i u teorijskom i u praktiqnom pogledu, i danas predstavǉa

znaqajan alat u mnogim oblastima matematike.

Centralni objekat koji izuqavamo u ovoj doktorskoj disertaciji je

kohomoloxka algebra (sa celim i modulo 2 koeficijentima) nekih tipova

mnogostrukosti zastava. Po Borelovom opisu, ova algebra je (u opxtem

sluqaju) data kao koliqnik polinomijalne algebre i odre�enog ideala

I. Samim tim, da bismo razumeli kohomoloxku algebru mnogostrukosti

zastava potrebno je xto boǉe opisati ideal I. Inspirisani rezulta-

tima u [21, 46, 49, 50, 51, 52, 56], u ovoj doktorskoj disertaciji taj

problem pokuxavamo da reximo konstrukcijom Grebnerove baze za I.

Napomenimo da, iako se za konkretne mnogostrukosti zastava ovako do-

bijene Grebnerove baze mogu direktno primeǌivati u odgovaraju�im

algoritmima (pogledati [43]), mi se ovim aspektom ne�emo baviti, tj.
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naxe primene bi�e pre svega ,,opxte” prirode.

Kohomoloxka algebra mnogostrukosti mo�e se koristiti za ispiti-

vaǌe mnogih ǌenih topoloxkih osobina. U ovoj doktorskoj diserta-

ciji posebno �emo razmatrati realne mnogostrukosti zastava, qija je

Z2-kohomologija, po Borelovom opisu, data preko Xtifel-Vitnijevih

klasa. Jedan od znaqajnih problema, a o kome se i danas malo zna, je

utvr�ivaǌe postojaǌa utapaǌa i imerzija date mnogostrukosti zastava

u euklidski prostor dimenzije d. Poznato je da su (u opxtem sluqaju)

opstrukcije za postojaǌe imerzija i utapaǌa date mnogostrukosti u

neki euklidski prostor najqex�e neke karakteristiqne klase. U naxem

sluqaju, ovaj problem mo�e se svesti na ispitivaǌe da li je odre�e-

na kohomoloxka klasa, koja je zadata preko Xtifel-Vitnijevih klasa,

nula ili ne, xto se, imaju�i u vidu Borelov opis, svodi na problem

pripadnosti idealu. Drugo pitaǌe koje �emo razmatrati je odre�ivaǌe

kohomoloxke du�ine1 nekih realnih mnogostrukosti zastava. Poznato je

da kohomoloxka du�ina daje ograniqeǌa za Listernik-Xnirelmanovu

kategoriju, va�nu topoloxku invarijantu koju je (u opxtem sluqaju)

veoma texko odrediti.

Pored Borelovog, postoje i drugi opisi kohomologije mnogostrukosti

zastava. Me�u ǌima, od posebnog znaqaja je opis celobrojne kohomolo-

gije kompleksnih Grasmanovih mnogostrukosti preko Xubertovih klasa

(Grasmanove mnogostrukosti predstavǉaju specijalan sluqaj mnogostru-

kosti zastava). Sa jedne strane, ovaj opis blisko je povezan sa simetri-

qnim funkcijama, pa se u ǌemu ,,vide” kombinatorni objekti kao xto

su Kostkini i Litlvud-Riqardsonovi brojevi, dok, sa druge strane,

on (prirodno) broji preseke odre�enih geometrijskih objekata. Ovakvi

formalizmi, koji povezuju kombinatorne objekte sa brojevima preseka

1cup-length (eng.)

2



odre�enih geometrijskih objekata, od velikog su znaqaja i nose naziv

Xubertov raqun. Izme�u ostalog, predmet XV Hilbertovog problema je

pronala�eǌe ovakvog formalizma kojim bi se dokazale tvrdǌe u vezi sa

brojem preseka odre�enih geometrijskih objekata koje je Xubert izneo

u radu [61] (pogledati i [30]).

Jedan od rezultata ove doktorske teze je povezivaǌe Borelovog opisa

kohomologije kompleksnih Grasmanovih mnogostrukosti sa opisom zada-

tim korix�eǌem Xubertovih klasa. Na ovaj naqin dobijene su znaqajne

informacije o kombinatornim objektima koji opisuju ovu kohomologiju,

pre svega o Kostkinim brojevima.

Prve tri glave ove doktorske disertacije su uvodnog karaktera – u

prvoj je dat pregled rezultata teorije Grebnerovih baza koji �e biti od

znaqaja u nastavku teksta, druga je posve�ena Borelovom opisu kohomo-

logije mnogostrukosti zastava, dok je u tre�oj dat pregled (neophodnih)

rezultata teorije simetriqnih funkcija, kao i opisi Z-kohomologije

i male kvantne kohomologije kompleksnih Grasmanovih mnogostrukosti

preko Xubertovih klasa.

Qetvrta, peta i xesta glava ve�im delom posve�ene su originalnim

rezultatima, koji su izlo�eni u [53, 54, 57, 58].

U qetvrtoj glavi konstruisane su Grebnerove baze za ideale koji

po Borelovom opisu odre�uju Z-kohomologiju kompleksnih Grasmanovih

mnogostrukosti i Z2-kohomologiju realnih Grasmanovih mnogostruko-

sti, qime je potvr�ena (smela) pretpostavka 113 iz [55]. Pored toga,

konstruisane su Grebnerove baze za ideale koji po opisu Siberta i

Tiana daju malu kvantnu kohomologiju Grasmanovih mnogostrukosti.

Peta glava posve�ena je Kostkinim brojevima i sastoji se iz dva

dela. Prvi deo je uvodnog karaktera – u ǌemu je dat pregled metoda za
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izraqunavaǌe Kostkinih brojeva, kao i neki (znaqajni) otvoreni pro-

blemi vezani za ǌih. U drugom delu dati su originalni rezultati.

Prvo, uspostavǉaǌem veze izme�u opisa Z-kohomologije kompleksnih

Grasmanovih mnogostrukosti datog Xubertovim klasama i Grebnerove

baze za ideale koji odre�uju ovu kohomologiju, dobijene su rekurentne

jednaqine kojima se mogu odrediti (svi) Kostkini brojevi. U nastavku,

primenom sliqnog metoda na malu kvantnu kohomologiju, koja je deforma-

cija klasiqne, ove jednaqine su poboǉxane.

Xesta glava posve�ena je realnim mnogostrukostima zastava tipa

F (1, . . . , 1, 2, . . . , 2, k, n). U prvom delu glave konstruisane su Grebnerove

baze za ideale koji odre�uju ǌihovu kohomologiju. Ovaj rezultat isko-

rix�en je za dobijaǌe rezultata vezanih za imerzije i utapaǌa ovih

mnogostrukosti u euklidske prostore, kao i za odre�ivaǌe kohomoloxke

du�ine nekih mnogostrukosti ovog tipa.

Veliku zahvalnost dugujem mentoru profesoru Zoranu Petrovi�u i

docentu Branislavu Prvulovi�u, bez qije pomo�i izrada ove doktorske

disertacije ne bi bila mogu�a. Zahvaǉujem se i ostalim qlanovima

komisije, qiji su saveti i komentari unapredili ovaj rad.

Ipak, najve�u zahvalnost dugujem svojoj porodici, na bezuslovnoj

podrxci i razumevaǌu, a posebno ocu, koji me je uveo u svet matematike

i zbog koga sam matematiku zavoleo. ǋima posve�ujem ovaj rad.

Beograd,

maj 2015. godine Marko Radovanovi�
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GLAVA 1

UVOD U GREBNEROVE BAZE

U ovoj glavi izlo�eni su pre svega oni rezultati teorije Grebne-

rovih baza koji su neophodni za dokaze osnovnih tvr�eǌa u ovom radu.

Radi kompletnosti, dati su i neki rezultati koje u nastavku rada ne-

�emo neposredno koristiti. Prilikom pisaǌa oslonili smo se na kǌige

[2] i [3].

1.1 Monomi i monomijalni poredak

Tokom qitave glave sa R �e biti oznaqen (komutativni) domen sa

jedinicom, a sa R[x1, . . . , xk] polinomijalna algebra k promenǉivih nad

ovim domenom.

Skup qlanova polinomijalne algebre R[x1, . . . , xk] je

Tk := {xa11 x
a2
2 · · ·x

ak
k : a1, a2, . . . , ak ∈ N0}.

Primetimo da skup Tk ne zavisi od prstena R.

Na skupu Tk mo�emo uvesti mno�eǌe na standardan naqin:

xa11 x
a2
2 · · ·x

ak
k · x

b1
1 x

b2
2 · · ·x

bk
k := xa1+b1

1 xa2+b2
2 · · ·xak+bk

k .
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Nije texko proveriti da je ovako definisana struktura (Tk, ·) komuta-

tivan monoid.

Na skupu Tk mo�emo uvesti i relaciju deǉivosti (koju oznaqavamo

standardno sa |):

xa11 · · ·x
ak
k | x

b1
1 · · ·x

bk
k ako i samo ako ai 6 bi za sve 1 6 i 6 k.

Relacija deǉivosti nije relacija linearnog poretka na Tk, ali bez

obzira na to ima znaqajno mesto u teoriji Grebnerovih baza. Za qlanove

t1 = xa11 · · ·x
ak
k i t2 = xb11 · · ·x

bk
k mo�emo definisati najmaǌi zajedniqki

sadr�alac, u oznaci lcm(t1, t2), kao i najve�i zajedniqki delilac, u oznaci

gcd(t1, t2), na standardan naqin:

lcm(t1, t2) = x
max{a1,b1}
1 · · ·xmax{ak,bk}

k i gcd(t1, t2) = x
min{a1,b1}
1 · · ·xmin{ak,bk}

k .

U slede�em tvr�eǌu dajemo jednu osobinu relacije | koja �e biti

znaqajna u narednim razmatraǌima.

Teorema 1. Neka je {tn}n∈N beskonaqan niz elemenata skupa Tk. Tada posto-

je prirodni brojevi i < j takvi da ti | tj.

Dokaz. Neka je A := {tn}n∈N. Dokaza�emo slede�e jaqe tvr�eǌe:

postoji niz i1 < i2 < · · · < in < · · · takav da ti1 | ti2 | · · · | tin | · · ·

Dokaz ovog tvr�eǌa izvodimo primenom matematiqke indukcije po k. Za

k = 1 elementi skupa A su oblika tn = xmn1 . Neka je i1 najmaǌi prirodan

broj za koji je mi1 najmaǌi element skupa {mn : n ∈ N}. Tada oqigledno

ti1 | tj za sve j > i1. Na sliqan naqin (induktivno) mo�emo definisati i

brojeve is, za s > 2:

is je najmaǌi prirodan broj za koji va�i mis = min{mj : j > is−1}.

Jasno je da za ovako definisan niz {is}s∈N va�i x
ip
1 | x

il
1 za sve p < l.
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Pretpostavimo zato da tvr�eǌe va�i za k − 1 > 1 i doka�imo da

va�i za k. Neka je ti = x
a
(1)
i

1 · · ·xa
(k)
i
k i t

(k−1)
i = x

a
(1)
i

1 · · ·xa
(k−1)
i
k−1 , za i ∈ N. Po

induktivnoj pretpostavci postoji niz i1 < · · · < in < · · · takav da za sve

p < l va�i t
(k−1)
ip

| t(k−1)
il

. Posmatrajmo niz t′is = x
a
(k)
is
k , s ∈ N. Primenom

tvr�eǌa za k = 1 zakǉuqujemo da postoji podniz j1 < · · · < jn < · · · niza

i1 < · · · < in < · · · takav da za sve p < l va�i t′jp | t
′
jl
. Kako za sve p < l va�i

i t
(k−1)
jp

| t(k−1)
jl

, zakǉuqujemo da za sve p < l va�i i tjp | tjl, qime je dokaz

kompletiran.

Posledica 2. Neka je S neprazan podskup skupa Tk. Tada je skup svih mini-

malnih elemenata B (u odnosu na relaciju deǉivosti) neprazan i konaqan.

Tako�e, za svako t ∈ S postoji t′ ∈ B takvo da t′ | t.

Dokaz. Doka�imo prvo da B nije prazan. U suprotnom, postoji besko-

naqan niz {tn}n∈N razliqitih elemenata iz S takav da ti | tj za sve i > j,

xto je u suprotnosti sa teoremom 1.

Doka�imo i da je B konaqan. U suprotnom, postoji beskonaqan niz

{tn}n∈N elemenata iz S takav da ti - tj za sve i 6= j, xto je opet u supro-

tnosti sa teoremom 1.

Doka�imo da va�i i posledǌi deo tvr�eǌa. Pretpostavimo supro-

tno. Kako t nije minimalan element skupa S, postoji t1 ∈ S tako da t1 | t.

Po pretpostavci t1 nije minimalan element S, pa postoji t2 ∈ S takav

da t2 | t1. Nastavǉaju�i ovaj postupak dobijamo niz {tn}n∈N razliqitih

elemenata iz S za koji ne va�i teorema 1, xto je kontradikcija.

Definicija 3. Pod monomijalnim poretkom skupa Tk podrazumevamo

linearno ure�eǌe 4 na skupu Tk koje zadovoǉava slede�a dva uslova:

(i) 1 ≺ t za sve t ∈ Tk \ {1};

(ii) ako je t ≺ s, tada je t · r ≺ s · r, za sve t, s, r ∈ Tk.

7



Primetimo da relacija deǉivosti nije monomijalni poredak, jer nije

relacija linearnog ure�eǌa. Ipak, iz definicije nije texko zakǉuqiti

da je svaki monomijalni poredak 4 profiǌeǌe relacije deǉivosti. Pre-

ciznije, va�i:

Lema 4. Ako je 4 proizvoǉan monomijalni poredak na Tk i r, s ∈ Tk takvi

da va�i r | s, tada je r 4 s.

Iz ove leme i posledice 2 direktno zakǉuqujemo da je svaki monomi-

jalni poredak relacija dobrog ure�eǌa.

Tvr�eǌe 5. Monomijalni poredak 4 je relacija dobrog ure�eǌa na Tk.

U nastavku �emo fiksirati monomijalni poredak 4 i pokazati kako se

on mo�e proxiriti na polinomijalnu algebru R[x1, . . . , xk]. Zapoqe�emo

uvo�eǌem nekih oznaka.

Svaki polinom f ∈ R[x1, . . . , xk] \ {0} se mo�e zapisati u obliku

f = a1t1 + · · ·+ antn,

gde je ai ∈ R \ {0}, a ti me�usobno razliqiti qlanovi iz Tk, za 1 6 i 6 n.

Tada (za f 6= 0) oznaqavamo sa (u tre�oj jednakosti je maksimum u odnosu

na relaciju 4):

• T (f) := {t1, . . . , tn} skup qlanova polinoma f ;

• M(f) := {a1t1, . . . , antn} skup monoma polinoma f ;

• LT(f) := maxT (f) vode�i qlan polinoma f ;

• LC(f) := ai vode�i koeficijent polinoma f , pri qemu je ti vode�i

qlan polinoma f ;

• LM(f) := LC(f) · LT(f) vode�i monom polinoma f .
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Spremni smo da relaciju 4 skupa Tk proxirimo do relacije skupa

R[x1, . . . , xk] koju �emo oznaqavati istim simbolom.

Neka su f i g polinomi algebre R[x1, . . . , xk] i neka je T (f) = {t1, . . . , tn}

i T (g) = {s1, . . . , sm}, pri qemu va�i t1 � . . . � tn i s1 � . . . � sm. Tada je

f 4 g ako i samo ako je:

T (f) = T (g) ili za l := min{i : ti 6= si} va�i tl ≺ sl ili tl ne postoji.

Ovako definisana relacija na R[x1, . . . , xk] nije antisimetriqna, ali

va�i slede�e tvr�eǌe.

Teorema 6. Ne postoji strogo opadaju�i niz polinoma u R[x1, . . . , xk].

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je {fn}n∈N strogo opadaju�i niz

polinoma. Neka je T (fi) = {t(i)1 , . . . , t
(i)
ni }, za i ∈ N, pri qemu je t(i)1 � . . . � t

(i)
ni .

Posmatrajmo skup T1 = {t(i)1 : i ∈ N}. Kako je t(i)1 4 t
(j)
1 za i > j, ovaj skup

je po tvr�eǌu 5 konaqan. Samim tim, za neko i skup {j ∈ N : t
(j)
1 = t

(i)
1 }

je beskonaqan. Oznaqimo taj skup sa I1. Na sliqan naqin, induktivno,

konstruiximo i skupove In za n ∈ N. Neka je n > 2. Po tvr�eǌu 5 skup

I ′n−1 = {i : i ∈ In−1 i ni < n} je konaqan, pa je skup Jn−1 = In−1 \ I ′n−1

beskonaqan. Neka je Tn = {t(i)n : i ∈ Jn−1}. Po tvr�eǌu 5 skup Tn je

konaqan, pa kako je Jn−1 beskonaqan, barem za jedno i skup {j ∈ Jn−1 :

t
(j)
n = t

(i)
n } je beskonaqan. Ovaj skup �emo oznaqiti sa In.

Na ovaj naqin konstruisali smo opadaju�i niz {In}n∈N beskonaqnih

skupova. Samim tim, ako je in ∈ In, za n ∈ N, {t(in)
n }n∈N je strogo opadaju�i

niz qlanova iz Tk, xto je u kontradikciji sa tvr�eǌem 5.

Primeri monomijalnog poretka

U ovom poglavǉu da�emo nekoliko primera monomijalnog poretka

na Tk. Neke od ovih monomijalnih poredaka �emo koristiti u nastavku

rada.
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Primer 7. Leksikografski poredak (ili lex poredak) 4lex zadat sa x1 �

x2 � · · · � xk, definisan je na slede�i naqin: za qlanove t = xa11 · · ·x
ak
k i

s = xb11 · · ·x
bk
k va�i t 4lex s ako i samo ako je t = s ili je

as < bs, gde je s = min{i : ai 6= bi}.

Primer 8. Desni leksikografski poredak (ili rlex poredak) 4rlex zadat sa

x1 � x2 � · · · � xk, definisan je na slede�i naqin: za qlanove t = xa11 · · ·x
ak
k

i s = xb11 · · · x
bk
k va�i t 4rlex s ako i samo ako je t = s ili

as < bs, gde je s = max{i : ai 6= bi}.

Primer 9. Gradirani leksikografski poredak (ili grlex poredak) 4grlex

zadat sa x1 � x2 � · · · � xk, definisan je na slede�i naqin: za qlanove

t = xa11 · · ·x
ak
k i s = xb11 · · ·x

bk
k va�i t 4grlex s ako i samo ako je t = s, ili

a1 + · · ·+ ak < b1 + · · ·+ bk, ili je a1 + · · ·+ ak = b1 + · · ·+ bk i t 4lex s.

Primetimo da monomijalni poredak 4 na Tk definixe dobro ure�eǌe

2 na skupu Nk0. Naime, 2 mo�emo definisati na slede�i naqin:

(a1, . . . , ak) 2 (b1, . . . , bk) ako i samo ako xa11 · · ·x
ak
k 4 xb11 · · ·x

bk
k .

Dakle, kada govorimo o leksikografskom, desnom leksikografskom ili

gradiranom leksikografskom ure�eǌu na Nk0, mislimo na ure�eǌe defi-

nisano odgovaraju�im monomijalnim poretkom na Tk.

1.2 Redukcija i jaka redukcija

Definicija 10. Za polinome f, h i skup nenula polinoma G = {g1, . . . , gs}

iz R[x1, . . . , xk] ka�emo da se f redukuje do h po modulu G u jednom koraku,

i oznaqavamo

f −→G h,
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ako je

h = f − (c1t1g1 + · · ·+ cstsgs)

za neke c1, . . . , cs ∈ R i qlanove t1, . . . , ts, pri qemu je LT(f) = tiLT(gi) za

sve 1 6 i 6 s za koje je ci 6= 0, kao i LM(f) = c1t1LM(g1) + · · ·+ cstsLM(gs).

Primetimo da je u prethodnoj definiciji dopuxtena redukcija line-

arnom kombinacijom polinoma iz G, taqnije ne zahteva se da se redu-

kcija vrxi taqno jednim polinomom iz G. Razlog zbog uvo�eǌa ovakve

,,slabije” definicije je pre svega da bi se moglo raditi i sa prstenima

R u kojima ,,nema dovoǉno deǉivosti”.

Ovo �emo probati da ilustrujemo slede�im primerom, u kome upore-

�ujemo redukciju u sluqaju kada je R glavnoidealski domen (primer �e

biti Z) i poǉe (primer �e biti Q).

Primer 11. Neka je f = xy− 1 i G = {2x+ 3, x3 + 2y, 3y− 7}. Koristi�emo

grlex monomijalni poredak takav da je x < y i razmotriti redukciju

polinoma f = xy − 1 po modulu G u sluqajevima R = Z i R = Q.

R = Z: Primetimo da va�i f →G −6y − 7x− 1, jer je

−6y−7x−1 = f−(2y(2x+3)−x(3y−7)) i LM(2y(2x+3)−x(3y−7)) = LM(f).

Sa druge strane, jasno je da se redukcija polinoma f ne mo�e izvrxiti

taqno jednim polinomom iz G.

R = Q: U ovom sluqaju polinom f se mo�e redukovati jednim polinomom

iz G. Na primer, va�i f →G −3
2
y − 1, jer je

−3

2
y − 1 = f − 1

2
y(2x+ 3) i LM

(
1

2
y(2x+ 3)

)
= LM(f).

Iz prethodne definicije jasno je da va�i slede�e tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 12. Ako za f, h ∈ R[x1, . . . , xk] i G ⊆ R[x1, . . . , xk]\{0} va�i f →G h,

tada je LT(h) ≺ LT(f).
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Iz ovog i tvr�eǌa 5 zakǉuqujemo da je svaki niz redukcija

f −→G f1 −→G f2 −→G · · ·

konaqan.

Definicija 13. Neka su f i h polinomi i G = {g1, . . . , gs} skup nenula

polinoma iz R[x1, . . . , xk]. Ka�emo da se f redukuje do h po modulu G, i

oznaqavamo

f −→∗G h,

ako postoje polinomi h1, h2, . . . , ht−1 ∈ R[x1, . . . , xk] takvi da je

f −→G h1 −→G h2 −→G · · · −→G ht−1 −→G h ili je f = h.

Primer 14. Neka su, kao u primeru 11, f = xy − 1 i G = {2x + 3, x3 +

2y, 3y − 7} iz Z[x, y]. Tada, u odnosu na grlex monomijalni poredak takav

da je x < y, va�i

f →G −6y − 7x− 1→G −7x− 15,

tj. f →∗G −7x − 15. Sa druge strane, nije texko proveriti da se f ne

mo�e redukovati u jednom koraku do −7x− 15.

Definicija 15. Polinom r je minimalan u odnosu na konaqan skup

nenula polinoma G ako se ne mo�e redukovati po modulu G.

Kao xto se mo�e primetiti iz definicije redukcije, od interesa je

razmatrati vode�e monome polinoma skupa po kome redukciju vrximo i

polinome koji se redukuju. Uvedimo zato slede�i ideal: za podskup G,

0 6∈ G, algebre R[x1, . . . , xs] ideal vode�ih monoma u G je

LM(G) := 〈{LM(g) : g ∈ G}〉.

Slede�im tvr�eǌem dajemo karakterizaciju minimalnih elemenata u

odnosu na konaqan skup G ⊆ R[x1, . . . , xs] preko ideala LM(G).

12



Tvr�eǌe 16. Polinom r ∈ R[x1, . . . , xk] \ {0} je minimalan u odnosu na

konaqan skup G ⊆ R[x1, . . . , xk] \ {0} ako i samo ako LM(r) 6∈ LM(G).

Dokaz. Ako va�i LM(r) 6∈ LM(G), tada se po definiciji 10 polinom r ne

mo�e redukovati po modulu G, tj. on je minimalan.

Za dokaz drugog smera pretpostavimo da je r polinom takav da va�i

LM(r) ∈ LM(G). Tada je LM(r) = h1LM(g1) + · · · + hsLM(gs), za neke poli-

nome h1, . . . , hs ∈ R[x1, . . . , xk] i g1, . . . , gs ∈ G. Odavde je jasno i LM(r) =

m1LM(g1) + · · ·+msLM(gs), za neke mi ∈M(hi)∪ {0}, 1 6 i 6 s, pa se r mo�e

redukovati do polinoma r − (m1g1 + · · · + msgs) po modulu G, tj. r nije

minimalan.

Tvr�eǌe 17. Neka va�i f →∗G h. Tada je f − h = 0 ili postoje monomi mi

i polinomi gi ∈ G (ne obavezno razliqiti), 1 6 i 6 n, takvi da je

f − h =
n∑
i=1

migi i max
16i6n

LT(migi) 4 LT(f).

Dokaz. Pretpostavimo da je f 6= h. Po definiciji relacije →∗G postoje

polinomi h1, . . . , ht−1 takvi da va�i

f →G h1 →G · · · →G ht−1 →G h.

Radi jednostavnosti, neka je h0 := f i ht := h. Daǉe, po definiciji

relacije →G, postoje polinomi gi,j ∈ G i monomi mi,j, 1 6 i 6 t, 1 6 j 6 si,

takvi da va�i

hi−1 − hi =

si∑
j=1

mi,jgi,j i LT(hi−1) = LT(mi,jgi,j), 1 6 j 6 si.

Kako po tvr�eǌu 12 va�i LT(h0) � LT(h1) � · · · � LT(ht), to je LT(f) <

LT(mi,jgi,j) za sve 1 6 i 6 t, 1 6 j 6 si, pa sabiraǌem prethodnih jedna-

kosti (uz promenu indeksa) dobijamo

f − h =
n∑
i=1

migi,

pri qemu je LT(f) < LT(migi) za sve 1 6 i 6 n, tj. LT(f) < max
16i6n

LT(migi).
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Definicija 18. Neka je G ⊆ R[x1, . . . , xk] \ {0} i f ∈ R[x1, . . . , xk] \ {0}.

Zapis

f = m1g1 +m2f2 + · · ·+msgs (1.2.1)

takav da su mi monomi i gi ∈ G (ne obavezno me�usobno razliqiti) poli-

nomi za koje va�i max
16i6s

LT(migi) 4 LT(f), nazivamo standardnom repre-

zentacijom polinoma f u odnosu na G. Skup svih polinoma koji imaju

standardnu reprezentaciju u odnosu na G oznaqava�emo sa Std(G). Pri-

metimo da je Std(G) ideal prstena R[x1, . . . , xk].

Opxtije, ako za qlan t va�i max
16i6s

LT(migi) 4 t, onda zapis (1.2.1) nazi-

vamo t-reprezentacijom polinoma f u odnosu na G.

Teorema 19. Neka je I nenula ideal polinomijalne algebre R[x1, . . . , xk] i

G konaqan podskup od I \ {0}. Slede�a tvr�eǌa su ekvivalentna:

(1) LM(G) = LM(I \ {0});

(2) f ∈ I ako i samo ako va�i f →∗G 0;

(3) I = Std(G).

Dokaz. (1)⇒(2): Pretpostavimo prvo da je f ∈ I. Da bismo dokazali

da va�i f →∗G 0, po tvr�eǌu 12 i tvr�eǌu 5 dovoǉno je dokazati da

se f mo�e redukovati po modulu G. Ovo sledi iz tvr�eǌa 16, jer je

LM(f) ∈ LM(G). Dokaz drugog smera sledi iz tvr�eǌa 17.

(2)⇒(3): Jasno je da je Std(G) ⊆ I. Tako�e, za f ∈ I va�i f →∗G 0, pa

je po tvr�eǌu 17 i f ∈ Std(G).

(3)⇒(1): Jasno je da je LM(G) ⊆ LM(I\{0}). Neka je zato f̂ ∈ LM(I\{0}),

tj.

f̂ = p1LM(f1) + p2LM(f2) + · · ·+ psLM(fs), (1.2.2)

za polinome p1, . . . , ps ∈ R[x1, . . . , xk] i f1, . . . , fs ∈ I\{0}. Kako je fi ∈ Std(G),

za 1 6 i 6 s, postoje polinomi gj ∈ G, 1 6 j 6 li, i monomi mi,j, 1 6 i 6 s,
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1 6 j 6 li, takvi da za 1 6 i 6 s va�i

fi = mi,1g1 +mi,2g2 + · · ·+mi,ligli i max
16j6li
mi,j 6=0

LT(mi,jgj) 4 LT(fi).

Zamenom ovako dobijenih izraza u jednakost (1.2.2) dobijamo (za neke

polinome p̃1, . . . , p̃l ∈ R[x1, . . . , xk])

f̂ = p̃1LM(g1) + p̃2LM(g2) + · · ·+ p̃lLM(gl),

tj. f̂ ∈ LM(G).

Definicija 20. Za f, h ∈ R[x1, . . . , xk] i G ⊆ R[x1, . . . , xk] \ {0}, ka�emo da

se f jako redukuje do h po modulu G u jednom koraku, i oznaqavamo

f �G h,

ako je

h = f −mg

za monom m i g ∈ G takve da va�i LM(f) = LM(mg).

Definicija 21. Za f, h ∈ R[x1, . . . , xk] i G ⊆ R[x1, . . . , xk] \ {0} ka�emo da

se f jako redukuje do h po modulu G, i oznaqavamo

f �∗G h,

ako postoje polinomi h1, h2, . . . , ht−1 ∈ R[x1, . . . , xk] takvi da je

f �G h1 �G h2 �G · · ·�G ht−1 �G h ili je f = h.

Iz ove definicije neposredno sledi slede�e tvr�eǌe:

Teorema 22. Neka je I nenula ideal polinomijalne algebre R[x1, . . . , xk] i

G konaqan podskup od I \ {0}. Slede�a tvr�eǌa su ekvivalentna:

(1) f ∈ I ako i samo ako va�i f �∗G 0;

(2) za svako f ∈ I \ {0} postoji g ∈ G takvo da LM(g) | LM(f);

(3) skup umno�aka vode�ih monoma elemenata iz G jednak je skupu umno-

�aka vode�ih monoma elemenata iz I.
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1.3 Grebnerove baze i jake Grebnerove baze

U ovom poglavǉu da�emo definiciju i uvodna tvr�eǌa vezana za

Grebnerove baze.

Definicija 23. Konaqan skup G ⊆ R[x1, . . . , xk] \ {0} je Grebnerova baza

ideala I C R[x1, . . . , xk] ukoliko zadovoǉava neki od tri ekvivalentna

uslova iz teoreme 19.

Napomena 24. Pre Buhbergera, analogan koncept za lokalne prstene

uveo je Hironaka u [28] i nazvao standardna baza.

Teorema 25. Neka je R Neterin domen, a I nenula ideal u R[x1, . . . , xk].

Tada I ima Grebnerovu bazu.

Dokaz. Kako je R Neterin domen, to je i R[x1, . . . , xk] Neterin domen po

Hilbertovoj teoremi (pogledati [1]). Samim tim, ideal I ima konaqan

generatorski skup F . Pretpostavimo da F nije Grebnerova baza za I

i doka�imo da se F mo�e dopuniti do Grebnerove baze za I. Po teo-

remi 19 va�i Std(F ) 6= I, pa postoji f1 ∈ I \ Std(F ), xto znaqi da va�i

stroga inkluzija Std(F ) ⊂ Std(F ∪ {f1}). Neka je F1 = F ∪ {f1}. Ako je

F1 Grebnerova baza ideala I dokaz je zavrxen, a u suprotnom, sliqno

kao u prethodnom razmatraǌu, postoji element f2 takav da je Std(F1) ⊂

Std(F1 ∪ {f2}). Nastavǉaju�i ovaj postupak dobijamo (konaqnu) Grebne-

rovu bazu ideala I, jer u suprotnom u R[x1, . . . , xk] postoji beskonaqan

rastu�i niz ideala, xto je u suprotnosti sa qiǌenicom da je R[x1, . . . , xk]

Neterin.

Definicija 26. Konaqan skup G ⊆ R[x1, . . . , xk]\{0} je jaka Grebnerova baza

ideala I C R[x1, . . . , xk] ukoliko zadovoǉava neki od tri ekvivalentna

uslova iz teoreme 22.
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Napomena 27. U [3] jake Grebnerove baze nazivaju se D–Grebnerove baze.

Kako iz f �∗G 0 sledi f →∗G 0, na osnovu definicija 23 i 26 imamo:

Tvr�eǌe 28. Ako je G ⊆ R[x1, . . . , xk] jaka Grebnerova baza ideala I, tada

je G i Grebnerova baza ideala I.

U sluqaju da je R poǉe nije texko proveriti da je svaka Grebnerova

baza ujedno i jaka Grebnerova baza. Me�utim, slede�i primer pokazuje

da to ne va�i u opxtem sluqaju.

Primer 29. Neka je G = {2x, 3y} ⊂ Z[x, y]. Tada za I := 〈G〉 va�i

I = {xyf + 2ax+ 3by : a, b, f ∈ Z[x, y]},

pa je po delu (1) teoreme 19 G Grebnerova baza ideala I. Me�utim, G

nije jaka Grebnerova baza ideala I, jer xy ∈ I, a ne postoji element iz

G qiji vode�i monom deli xy.

U slede�em tvr�eǌu da�emo dovoǉne (dodatne) uslove koji obezbe-

�uju da je Grebnerova baza ujedno i jaka Grebnerova baza. Primetimo

da je, u sluqaju kada je R glavnoidealski domen, za svaka dva elementa

a, b ∈ R definisan (do na asociranost) ǌihov najmaǌi zajedniqki sadr�a-

lac, u oznaci lcm(a, b), kao i ǌihov najve�i zajedniqki delilac, u oznaci

gcd(a, b).

Tvr�eǌe 30. Neka je R glavnoidealski domen, a G konaqan skup nenula

polinoma iz R[x1, . . . , xk]. Ukoliko G zadovoǉava slede�a dva uslova:

(1) za sve polinome g1, g2 ∈ G postoji polinom h ∈ G takav da va�i

LT(h) | lcm(LT(g1),LT(g2)) i LC(h) | gcd(LC(g1),LC(g2)),

(2) G je Grebnerova baza ideala 〈G〉,
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tada je G jaka Grebnerova baza ideala 〈G〉.

Dokaz. Po delu (1) teoreme 22 i tvr�eǌu 5, dovoǉno je dokazati da se

svaki polinom f ∈ 〈G〉 \ {0} mo�e jako redukovati po modulu G. Kako je

G Grebnerova baza, po delu (3) teoreme 19 va�i f ∈ Std(G), tj.

f = m1g1 + · · ·+msgs,

za neke monome mi i polinome gi ∈ G, 1 6 i 6 s, takve da je max
16i6s

LT(migi) 4

LT(f). Neka je J ⊂ {1, . . . , s} skup indeksa za koje va�i LT(migi) = LT(f).

Tada je LM(f) =
∑

i∈J LM(migi), pa

lcm({LT(gi) : i ∈ J}) | LT(f) i gcd({LC(gi) : i ∈ J}) | LC(f).

Kako je prvi uslov tvr�eǌa zadovoǉen za svaka dva g1, g2 ∈ G, zakǉuqu-

jemo (indukcijom) da on va�i i za skup {gi : i ∈ J}, tj. postoji polinom

h ∈ G takav da

LT(h) | g̃ i LC(h) | c̃,

gde je g̃ := lcm({LT(gi) : i ∈ J}) i c̃ = gcd({LC(gi) : i ∈ J}). Dakle,

f �G f −
LM(f)

LM(h)
h,

xto je i trebalo dokazati.

U slede�oj teoremi pokaza�emo kako se u sluqaju glavnoidealskih

domena od Grebnerove baze mo�e dobiti jaka Grebnerova baza. Da bismo

ovo uradili potrebno nam je nekoliko definicija.

Neka je R glavnoidealski domen i G = {g1, . . . , gs} skup nenula poli-

noma iz R[x1, . . . , xk]. Neka je LM(gi) = citi, gde je ci ∈ R, a ti qlan, za

1 6 i 6 s. Sada, za podskup J ⊆ {1, . . . , s} oznaqimo

tJ = lcm({tj : j ∈ J}).
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Pri tome, ka�emo da je J zasi�en podskup od {1, . . . , s} ukoliko tj deli tJ

ako i samo ako je j ∈ J. Tako�e, neka je cJ = gcd({cj : j ∈ J}) i aj ∈ R, za

j ∈ J, neki elementi takvi da je cJ =
∑

j∈J ajcj (cJ i elementi aj postoje,

jer je R glavnoidealski domen). Konaqno, neka je

gJ =
∑
j∈J

aj
tJ
tj
gj.

Primetimo da je LM(gJ) =
∑
j∈J

ajcjtJ = cJtJ .

Teorema 31. Neka je R glavnoidealski domen, I nenula ideal u R[x1, . . . , xk]

i G = {g1, . . . , gs} Grebnerova baza ovog ideala. Tada je skup

{gJ : J je zasi�en podskup od {1, . . . , s}}

jaka Grebnerova baza ideala I. Specijalno, svaki nenula ideal prstena

R[x1, . . . , xk] ima jaku Grebnerovu bazu.

Dokaz. Neka je f ∈ I \{0}. Po teoremi 22, dovoǉno je dokazati da postoji

zasi�eni podskup J skupa {1, . . . , s} takav da LM(gJ) | LM(f).

Kako je G Grebnerova baza idela I, po delu (1) teoreme 19 za neke

di ∈ R i qlanove ei va�i LM(f) =
∑

i∈J dieiLM(gi), gde je

J = {j ∈ {1, . . . , s} : tj deli LT(f)}.

Jasno je da je J zasi�en podskup od {1, . . . , s} i pri tome va�i da tJ deli

LT(f). Kako je LC(f) =
∑

i∈J dici, to cJ deli LC(f), pa LM(gJ) deli LM(f),

xto je trebalo dokazati.

Tvr�eǌe 32. Neka je R domen sa jedinstvenom faktorizacijom, takav da

svaki nenula ideal I prstena R[x1, . . . , xk] ima jaku Grebnerovu bazu. Tada

je R glavnoidealski domen.
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Dokaz. Pretpostavimo prvo da postoji prost ideal P prstena R koji nije

glavni. Dokaza�emo da tada P sadr�i beskonaqno mnogo neasociranih

prostih elemenata. Pretpostavimo suprotno. Kako je P prost, a R domen

sa jedinstvenom faktorizacijom, za f ∈ P barem jedan prost faktor

p od f se nalazi u P . Tako�e, kako P nije glavni, postoji polinom

g ∈ P koji nije deǉiv sa p, pa P sadr�i barem dva prosta neasocirana

elementa (p i jednog prostog delioca od g). Dakle, neka su p1, . . . , pn,

n > 2, svi neasocirani prosti elementi u P . Me�utim, tada element∑n
i=1

∏
j 6=i pj ∈ P nije prost, pa kako je P prost ideal,

∑n
i=1

∏
j 6=i pj je

deǉiv nekim prostim elementom iz P , xto je oqigledno kontradikcija.

Neka je {pn}n∈N niz neasociranih prostih elemenata iz P , I ideal

prstena R[x1, . . . , xk] generisan skupom {pn}n∈N i G jaka Grebnerova baza

ideala I. Kako je pi ∈ I, po delu (2) teoreme 22 za svako i ∈ N postoji ele-

ment gi ∈ G takav da LM(gi) | pi. Me�utim, kako 1 6∈ G, to je gi = LC(gi) ∈ R

asociran elementu pi, pa G sadr�i beskonaqno mnogo elemenata, xto je

kontradikcija.

Dakle, svaki prost ideal prstena R je glavni. Doka�imo da iz ovoga

sledi i da je R glavnoidealski, tj. da je svaki ideal I prstena R glavni.

Pretpostavimo da ovo nije taqno. Neka je I ideal prstena R koji nije

glavni i za koji je broj prostih faktora u elementu koji ima najmaǌe

prostih faktora u I minimalan. Daǉe, neka je P prost ideal takav da

va�i I ⊆ P (ovakav ideal postoji, pogledati npr. [1]). Po prethodno

dokazanom va�i P = 〈a〉, a po pretpostavci I 6= P . Posmatrajmo ideal

I ′ := {r : ar ∈ I}(= I : P ). Kako a 6∈ I, to 1 6∈ I ′, pa je I ′ pravi ideal

prstena R. Me�utim, I ′ nije glavni (jer iz I ′ = 〈b〉, za neko b ∈ R, sledi

I = 〈ab〉), a element iz I ′ sa najmaǌim brojem prostih faktora ima maǌe

prostih faktora nego bilo koji element iz I, xto je u kontradikciji sa

naqinom odabira ideala I.
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Definicija 33. Za jaku Grebnerovu bazu G = {g1, . . . , gs} ideala I ⊆

R[x1, . . . , xk] ka�emo da je minimalna ako ne postoje i 6= j takvi da LM(gi)

deli LM(gj).

Teorema 34. Neka je R glavnoidealski domen, a I nenula ideal prstena

R[x1, . . . , xk]. Tada I ima minimalnu jaku Grebnerovu bazu.

Dokaz. Po teoremi 31 ideal I ima jaku Grebnerovu bazu. Dokaza�emo da

je jaka Grebnerova baza G = {g1, . . . , gs} ovog ideala za koju je proizvod

vode�ih qlanova minimalan (u odnosu na monomijalni poredak) ujedno

i minimalna jaka Grebnerova baza. U suprotnom, postoje gi, gj ∈ G, i 6= j,

takvi da LM(gi) deli LM(gj), pa se gj mo�e jako redukovati po modulu

G do polinoma g′j. Neka je G′ = (G ∪ {g′j}) \ {gj}. Po delu (2) teoreme

22, G′ je jaka Grebnerova baza ideala I i pri tome je proizvod vode�ih

qlanova polinoma iz G′ maǌi nego proizvod vode�ih qlanova polinoma

iz G (jer je LT(g′j) ≺ LT(gj)), xto je u suprotnosti sa naqinom odabira

skupa G.

1.4 S-polinomi

U ovom poglavǉu prsten R �e uvek biti glavnoidealski domen.

Definicija 35. Neka je gi ∈ R[x1, . . . , xk] \ {0}, LC(gi) = ai, LT(gi) = ti, za

i ∈ {1, 2}. Tada je S-polinom od g1 i g2 definisan sa

S(g1, g2) :=
lcm(a1, a2)

a1

lcm(t1, t2)

t1
g1 −

lcm(a1, a2)

a2

lcm(t1, t2)

t2
g2.

Neka su c1, c2 ∈ R takvi da je gcd(a1, a2) = c1a1 + c2a2. Tada je G-polinom

od g1 i g2 u odnosu na c1 i c2 definisan sa

G(c1,c2)(g1, g2) = c1
lcm(t1, t2)

t1
g1 + c2

lcm(t1, t2)

t2
g2.
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Primer 36. Posmatrajmo polinomijalnu algebru Z[x, y] na kojoj je zadat

lex monomijalni poredak takav da va�i x > y. Neka je f = 2x3 + xy3 i

g = 3x2y + y3. Tada je

LT(f) = x3 i LT(g) = x2y, pa je lcm(LT(f),LT(g)) = x3y

LC(f) = 2 i LC(g) = 3, pa je lcm(LC(f),LC(g)) = 6.

Dakle,

S(f, g) =
6

2
· x

3y

x3
· (2x3 + xy3)− 6

3
· x

3y

x2y
· (3x2y + y3)

= 3xy4 − 2xy3.

Kako je gcd(LC(f),LC(g)) = 1 = −4 ·LC(f) + 3 ·LC(g), definisan je polinom

G(−4,3)(f, g) i va�i

G(−4,3)(f, g) = −4 · x
3y

x3
· (2x3 + xy3) + 3 · x

3y

x2y
· (3x2y + y3)

= x3y − 4xy4 + 3xy3.

Teorema 37. Neka je G konaqan podskup od R[x1, . . . , xk] \ {0}, takav da za

sve g1, g2 ∈ G va�i S(g1, g2) = 0 ili S(g1, g2) ima v-reprezentaciju u odnosu

na G za neki qlan v ≺ lcm(LT(g1),LT(g2)), a polinom G(c1,c2)(g1, g2) se mo�e

jako redukovati po modulu G za neke c1, c2 ∈ R. Tada je G Grebnerova baza

ideala 〈G〉.

Dokaz. Po delu (3) teoreme 19 dovoǉno je dokazati da za sve f ∈ 〈G〉 \{0}

va�i f ∈ Std(G). Pretpostavimo da ovo nije taqno i neka je pri tome f

polinom koji ne ispuǌava ovaj uslov, a za koji je LT(f) najmaǌi mogu�.

Tako�e, neka je

f = m1g1 + · · ·+msgs, (1.4.1)

gde su mi monomi, a gi ∈ G, 1 6 i 6 s, reprezentacija polinoma f u odnosu

na G, takva da je t := max
16i6s

LT(migi) � LT(f) najmaǌi mogu�. Oznaqimo sa

Nt broj sabiraka migi, 1 6 i 6 s, za koje je LT(migi) = t.
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Dokaz izvodimo primenom matematiqke indukcije po Nt. Kako je t �

LT(f), zbir koeficijenata qlanova jednakih t u (1.4.1) jednak je nuli.

Samim tim, va�i Nt > 2.

Razmotrimo prvo sluqaj Nt = 2. Neka je, bez umaǌeǌa opxtosti,

t = LT(m1g1) = LT(m2g2), a samim tim i m1LM(g1)+m2LM(g2) = 0. Ukoliko

zapixemo m1 = a1t1 i m2 = a2t2, za a1, a2 ∈ R i qlanove t1, t2, va�i

t = t1LT(g1) = t2LT(g2) i a := a1LC(g1) = −a2LC(g2).

Iz prve jednakosti lcm(LT(g1),LT(g2)) | t, tj. t = u · lcm(LT(g1),LT(g2)), a iz

druge, sliqno, a = b · lcm(LC(g1),LC(g2)). Sada, po definiciji 35 va�i

m1g1 +m2g2 = bu · S(g1, g2).

Neka je

S(g1, g2) = m′1g
′
1 + · · ·+m′lg

′
l

v-reprezentacija polinoma S(g1, g2) za qlan v ≺ lcm(LT(g1),LT(g2)). Tada

LT(u · v) = LT

(
t

lcm(LT(g1),LT(g2))
· v
)
≺ t,

pa je

f =
s∑
i=3

migi + bu
l∑

i=1

m′ig
′
i

reprezentacija polinoma f u odnosu na G koja protivreqi minimalnosti

reprezentacije (1.4.1).

Pretpostavimo daǉe da tvr�eǌe va�i za sve reprezentacije u kojima

je broj pojavǉivaǌa qlana t jednak Nt−1 > 2 i doka�imo da tvr�eǌe va�i

i za sve reprezentacije u kojima je broj pojavǉivaǌa qlana t jednak Nt.

Neka je, bez umaǌeǌa opxtosti, t = LT(m1g1) = LM(m2g2). Kako se

G(c1,c2)(g1, g2) mo�e jako redukovati po modulu G, postoji h ∈ G takav da

LT(h) | lcm(LT(g1),LT(g2)) = LT(G(c1,c2)(g1, g2)) i

LC(h) | gcd(LC(g1),LC(g2)) = LC(G(c1,c2)(g1, g2)),
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pa LT(h) | t, odnosno LC(h) | LC(g1) i LC(h) | LC(g2). Dakle, postoje

b1, b2 ∈ R, kao i qlan t′ takvi da va�i

LM(m1g1) = b1t
′ · LM(h) i LM(m2g2) = b2t

′ · LM(h).

Tada je f = m1g1 − b1t
′h+m2g2 − b2t

′h+ (b1 + b2)t′h+
n∑
i=3

migi.

Razmotrimo desnu stranu ove jednakosti. Primetimo da je

LT(m1g1 − b1t
′h) ≺ t i LM(m2g2 − b2t

′h) ≺ t,

pa po naqinu odabira polinoma f zakǉuqujemo da postoje standardne

reprezentacije polinoma m1g1 − b1t
′h i m2g2 − b2t

′h u odnosu na G. Uko-

liko u gorǌoj jednakosti ove polinome zamenimo tim reprezentacijama,

dobijamo predstavǉeǌe polinoma f u kome se qlan t pojavǉuje Nt − 1

puta, pa po induktivnoj pretpostavci f ima stadardnu reprezentaciju u

odnosu na G.

Posledica 38. Neka je G konaqan podskup od R[x1, . . . , xk] \ {0}, takav da

za sve g1, g2 ∈ G va�i

S(g1, g2)→∗G 0,

a polinom G(c1,c2)(g1, g2) se mo�e jako redukovati po modulu G za neke c1, c2 ∈

R. Tada je G jaka Grebnerova baza za ideal 〈G〉.

Dokaz. Kako iz S(g1, g2) →∗G 0, po tvr�eǌu 17, sledi S(g1, g2) ∈ Std(G), i

kako je LT(S(g1, g2)) ≺ lcm(LT(g1),LT(g2)), to je, po teoremi 37, G Grebne-

rova baza ideala G. Tako�e, sliqno kao u dokazu prethodne teoreme, iz

uslova da se G(c1,c2)(g1, g2) mo�e jako redukovati po modulu G zakǉuqujemo

da je ispuǌen i uslov (1) tvr�eǌa 30, pa je G jaka Grebnerova baza

ideala 〈G〉.

Napomena 39. Tvr�eǌa dokazana u prethodna dva poglavǉa odnosila su

se na sluqaj kada je R domen i to najqex�e glavnoidealski. Za primene
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u ovom radu ovo �e biti sasvim dovoǉno, ali vaǉa napomenuti da se

na sliqan naqin mo�e razmatrati i sluqaj glavnoidealskih prstena u

kojima ima pravih deliteǉa nule (pogledati [48]).

1.5 Grebnerove baze nad poǉima

U ovom poglavǉu posebno �emo razmotiriti sluqaj kada je R = F

poǉe. Taqnije, dokaza�emo slede�a dva tvr�eǌa, specifiqna za ovaj

sluqaj, koja �emo direktno koristiti u glavi 6.

Teorema 40. Neka je G ⊂ F[x1, . . . , xk]\{0} konaqan skup polinoma i I := 〈G〉.

Tada su slede�i uslovi ekvivalentni:

(1) G je Grebnerova baza ideala I;

(2) za sve g′, g′′ ∈ G va�i: S(g′, g′′)→∗G 0 ili S(g′, g′′) ima t-reprezentaciju

u odnosu na G za neko t ≺ lcm(LT(g′),LT(g′′));

(3) skup koseta monoma iz F[x1, . . . , xk] koji nisu deǉivi vode�im qlanom

niti jednog polinoma iz G qini aditivnu bazu koliqniqke algebre

F[x1, . . . , xk]/I.

Dokaz. (1)⇒(2): Kako je S(g1, g2) ∈ 〈G〉, to po delu (2) teoreme 19 va�i

S(g1, g2)→∗G 0.

(2)⇒(1): Kako je LT(G(c1,c2)(g1, g2)) = lcm(LT(g1),LT(g2)), to se polinom

G(c1,c2)(g1, g2) mo�e redukovati po modulu G. Dakle, ako va�i S(g′, g′′)→∗G 0

ova implikacija sledi iz posledice 38, a ako S(g′, g′′) ima t-reprezenta-

ciju za neko t ≺ lcm(LT(g′),LT(g′′)) implikacija sledi iz teoreme 37.

(1)⇔(3): Doka�imo najpre slede�e pomo�no tvr�eǌe: za proizvoǉan

ideal I algebre F[x1, . . . , xk] vektorski prostor F[x1, . . . , xk]/I generisan je
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kosetima qlanova iz F[x1, . . . , xk] koji nisu deǉivi vode�im qlanom niti

jednog polinoma iz I. Skup ovih qlanova oznaqi�emo sa S.

Neka je sa [p] oznaqen koset polinoma p ∈ F[x1, . . . , xk] u koliqniqkoj

algebri F[x1, . . . , xk]/I. Prethodno tvr�eǌe ekvivalentno je sa slede�im:

za sve f ∈ F[x1, . . . , xk] postoje qlanovi t1, . . . , tn ∈ S i a1, . . . , an ∈ F takvi

da va�i

[f ] = a1[t1] + . . .+ an[tn].

Pretpostavimo da ovo nije taqno: neka je f ∈ F[x1, . . . , xk] polinom

za koji je LT(f) minimalan i za koji prethodno tvr�eǌe ne va�i. Tada

LT(f) 6∈ S, jer se u suprotnom, zbog naqina odabira polinoma [f ], koset

[f ] mo�e predstaviti kao linearna kombinacija koseta elemenata iz S.

Dakle, postoji g ∈ I takav da LM(g) | LM(f), pa za

h = f − LM(f)

LM(g)
· g

va�i LT(h) ≺ LT(f). Me�utim, [f ] = [h], a [h] se po naqinu odabira

polinoma f mo�e predstaviti u �eǉenom obliku. Kontradikcija.

(1)⇒(3): Po pomo�nom tvr�eǌu, dovoǉno je dokazati da za razliqite

qlanove t1, . . . , tn ∈ S i a1, . . . , an ∈ F va�i

a1[t1] + · · ·+ an[tn] = 0 ako i samo ako je a1 = · · · = an = 0.

Jednakost a1[t1] + · · · + an[tn] = 0 ekvivalentna je sa a1t1 + · · · + antn ∈ I.

Ako je a1t1 + · · · + antn 6= 0, po delu (2) teoreme 22 zakǉuqujemo da je za

neko 1 6 i 6 n qlan ti deǉiv vode�im qlanom nekog polinoma iz G, xto

je kontradikcija.

(3)⇒(1): Pretpostavimo da G nije Grebnerova baza ideala. Po delu

(2) teoreme 22, tada postoji polinom f ∈ I takav da LT(f) nije deǉiv

vode�im qlanom niti jednog polinoma iz G. Tako�e, po pomo�nom tvr�e-

ǌu, postoje qlanovi t1, . . . , tn koji nisu deǉivi vode�im qlanom niti
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jednog polinoma iz G, i a1, . . . , an ∈ F, takvi da je LT(f) � ti, za 1 6 i 6 n,

i da va�i jednakost

[f − LM(f)] = a1[t1] + · · ·+ an[tn].

Me�utim, odavde je [LM(f)]+a1[t1]+ · · ·+an[tn] = 0, xto je u kontradikciji

sa pretpostavkom da su [LT(f)], [t1], . . . , [tn] linearno nezavisni.

Napomena 41. Modifikovana verzija ekvivalencije (1)⇔ (2) predstavǉa

osnov Buhbergerovog algoritma (pogledati [2, 3, 13]), kojim su posta-

vǉeni temeǉi teorije Grebnerovih baza. Ipak, mi smo se opredelili za

ovu verziju tvr�eǌa, jer ga u ovom obliku direktno mo�emo primeniti

u glavi 6.

Lema 42. Neka su f, g ∈ F[x1, . . . , xk] nenula polinomi i G = {f, g}. Ako je

gcd(LT(f),LT(g)) = 1, tada va�i S(f, g)→∗G 0.

Dokaz. Neka je f = a1s1 + a2s2 + . . .+ ansn i g = b1t1 + b2t2 + . . .+ bmtm, gde su

za 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m, ai, bj ∈ F koeficijenti, a si i tj qlanovi, takvi da

va�i s1 � s2 � . . . � sn i t1 � t2 � . . . � tm. Tada je gcd(s1, t1) = 1 i va�i

S(f, g) = b1t1f − a1s1g = b1t1

n∑
i=2

aisi − a1s1

m∑
i=2

biti.

Za 1 6 i 6 n i 1 6 j 6 m neka je

hi,j :=
n∑

l=i+1

alsl

j∑
r=1

brtr −
i∑
l=1

alsl

m∑
r=j+1

brtr.

Primetimo da je h1,1 = S(f, g) i doka�imo da za 1 6 i 6 m−1 i 1 6 j 6 n−1

va�i

hi,j →G hi+1,j ili hi,j →G hi,j+1. (1.5.1)

Iz definicije polinoma hi,j jasno je da va�i LT(hi,j) 4 max{s1tj+1, si+1t1}.

Pretpostavimo da je s1tj+1 = si+1t1. Kako je gcd(s1, t1) = 1, tada je s1 | si+1,
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pa i s1 4 si+1, xto je kontradikcija. Dakle, LT(hi,j) = max{s1tj+1, si+1t1},

tj. LT(hi,j) = si+1t1 ili LT(hi,j) = s1tj+1. U prvom sluqaju va�i

hi,j →G hi,j − ai+1si+1g = hi+1,j,

a u drugom

hi,j →G hi,j − bi+1ti+1f = hi,j+1,

qime je (1.5.1) dokazano. Konaqno, kako je hi,m = g(ai+1si+1 + . . . + ansn) i

hn,j = f(bj+1tj+1 + . . . + bmsm), za 1 6 i 6 n i 1 6 j 6 m, va�i hi,m →G 0 i

hn,j →G 0, a samim tim i S(f, g) = h1,1 →∗G 0.

U prethodnom delu glave dokazali smo da, u sluqaju da je R glavno-

idealski domen, za svaki ideal algebre R[x1, . . . , xk] postoji minimalna

jaka Grebnerova baza. U sluqaju da je R poǉe dokaza�emo da va�i i

vixe.

Definicija 43. Za Grebnerovu bazu G ideala I ka�emo da je redukovana

ako su ispuǌena slede�a dva uslova:

(1) za sve g ∈ G va�i LC(g) = 1;

(2) za sve g, h ∈ G, g 6= h, i sve t ∈ T (h) va�i LT(g) - h.

Teorema 44. Neka je F poǉe, a I nenula ideal prstena F[x1, . . . , xk]. Tada I

ima jedinstvenu redukovanu Grebnerovu bazu.

Dokaz. Doka�imo prvo postojaǌe redukovane Grebnerove baze. Pretpo-

stavimo suprotno. Po teoremi 34 ideal I ima minimalnu jaku Grebne-

rovu bazu G. Neka je ona izabrana tako da za svako g ∈ G va�i LC(g) = 1

i da za qlan

t = min{t′ : (∃g 6= h ∈ G) t′ ∈ T (h) i LT(g) | t′}
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va�i da je najmaǌi mogu� i da se pri tome pojavǉuje najmaǌi broj puta

kao qlan nekog polinoma iz G. Neka su uz to g′, g′′ ∈ G, g′ 6= g′′, takvi

da je t ∈ T (g′′) i LT(g′) | t, i neka je u qlan za koji va�i t = u · LT(g′).

Posmatrajmo skup G̃ = (G ∪ {g̃′′}) \ {g′′}, gde je g̃′′ = g′′ − aug′, gde je a ∈ F

koeficijent polinoma g′′ uz qlan t. Oqigledno je LM(G) = LM(G̃), pa je po

delu (1) teoreme 19 i definiciji 33 skup G̃ minimalna jaka Grebnerova

baza koja protivreqi naqinu odabira skupa G.

Doka�imo i jedinstvenost. Pretpostavimo suprotno, tj. da su G′ i

G′′ razliqite redukovane Grebnerove baze ideala I. Tada je barem jedan

od skupova G′ \ G′′ i G′′ \ G′ neprazan. Neka je, bez umaǌeǌa opxtosti,

to prvi skup i neka je g′ ∈ G′ \ G′′. Tada, po delu (2) teoreme 22 va�i

LT(g′′) | LT(g′) za neko g′′ ∈ G′′. Kako je G′ redukovana Grebnerova baza

ideala I va�i g′′ 6∈ G′, pa je g′′ ∈ G′′ \ G′. Sada, sliqno kao malopre,

postoji polinom g̃′ ∈ G′ takav da LT(g̃′) | LT(g′′), pa va�i g̃′ ∈ G′ \ G′′.

Me�utim, LT(g̃′) | LT(g′′) | LT(g′), pa kako je G′ redukovana Grebnerova

baza va�i g′ = g̃′, a samim tim i LT(g′′) = LT(g′).

Neka je g := g′ − g′′. Primetimo da je T (g) ⊆ T (g′) ∪ T (g′′), kao i da

je LT(g) ≺ LT(g′) = LT(g′′). Neka je bez umaǌeǌa opxtosti LT(g) ∈ T (g′).

Kako va�i g ∈ I \ {0}, po delu (2) teoreme 22 postoji polinom g ∈ G′

takav da LT(g) | LT(g) ∈ T (g′), xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da

je Grebnerova baza G′ redukovana.

29



GLAVA 2

KOHOMOLOGIJA MNOGOSTRUKOSTI

ZASTAVA

Osnovni ciǉ ove glave je formulacija Borelovih opisa mod 2 ko-

homologije realnih i celobrojne kohomologije kompleksnih mnogostru-

kosti zastava, koji su dati u radovima [8, 9].

Radi kompletnosti, date su i osnovne osobine mnogostrukosti za-

stava i ǌihovih vektorskih raslojeǌa, kao i aksiome i neke osobine

Xtifel-Vitnijevih i Qernovih klasa. Prilikom pisaǌa pre svega smo

se oslonili na kǌigu [26].

2.1 Mnogostrukosti zastava

Ovo poglavǉe zapoqe�emo definicijama realnih i kompleksnih mno-

gostrukosti zastava. Neka je n1, n2, . . . , nr ∈ N i n := n1 + n2 + · · ·+ nr.

Za m ∈ N, sa O(m) oznaqena je ortogonalna grupa dimenzije m, a sa

U(m) unitarna grupa dimenzije m.

• Realna mnogostrukost zastava F (n1, . . . , nr) je glatka mnogostrukost
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difeomorfna homogenom prostoru

F (n1, . . . , nr) ≈ O(n)/O(n1)×O(n2)× · · · ×O(nr).

• Kompleksna mnogostrukost zastava FC(n1, . . . , nr) je glatka mnogo-

strukost difeomorfna homogenom prostoru

FC(n1, . . . , nr) ≈ U(n)/U(n1)× U(n2)× · · · × U(nr).

Dimenzija mnogostrukosti F (n1, . . . , nr) jednaka je
∑

16i<j6r ninj, a mnogo-

strukosti FC(n1, . . . , nr) jednaka je 2
∑

16i<j6r ninj.

Realna (odnosno kompleksna) mnogostrukost zastava mo�e se opisati

kao skup r-torki (S1, S2, . . . , Sr), koje �emo nazivati zastavama, vektorskih

potprostora od Rn (odnosno Cn) koji su me�usobno ortogonalni i zado-

voǉavaju dimSi = ni, 1 6 i 6 r. Ovaj model mnogostrukosti zastava �emo

koristiti u nastavku teksta.

Veoma sliqan prethodnom je i slede�i model, po kome su mnogo-

strukosti zastava i dobile naziv. Po ǌemu realna (odnosno kompleksna)

mnogostrukost zastava je skup nizova vektorskih potprostora V1, . . . , Vr

od Rn (odnosno Cn), tj. zastava, koji zadovoǉavaju

V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vr = Rn

i dimVi =
∑i

j=1 nj, 1 6 i 6 r.

Veza ova dva modela je jasna – zastavi (S1, . . . , Sr) iz prvog modela

odgovara zastava S1 ⊂ S1 ⊕ S2 ⊂ · · · ⊂ S1 ⊕ · · · ⊕ Sr iz drugog.

Od velike va�nosti su slede�i specijalni sluqajevi mnogostrukosti

zastava:

• realni projektivni prostor RP n := F (1, n);

• kompleksni projektivni prostor CP n := FC(1, n);
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• realna Grasmanova mnogostrukost Gk,n(R) := F (k, n);

• kompleksna Grasmanova mnogostrukost Gk,n(C) := FC(k, n);

• realna mnogostrukost kompletnih zastava F (1, . . . , 1);

• kompleksna mnogostrukost kompletnih zastava FC(1, . . . , 1).

Vektorska raslojeǌa mnogostrukosti zastava

Pod i-tim tautoloxkim vektorskim raslojeǌem nad F (n1, n2, . . . , nr),

1 6 i 6 r, podrazumevamo vektorsko raslojeǌe ξi definisano totalnim

prostorom

E(ξi) = {(S1, . . . , Sr, v) ∈ F (n1, . . . , nr)× Rn : v ∈ Si}

i projekcijom π : (S1, . . . , Sr, v) 7→ (S1, . . . , Sr).

Sliqno, i-to tautoloxko vektorsko raslojeǌe nad FC(n1, . . . , nr), za

1 6 i 6 r, je kompleksno vektorsko raslojeǌe ξi definisano totalnim

prostorom

E(ξi) = {(S1, . . . , Sr, v) ∈ FC(n1, . . . , nr)× Cn : v ∈ Si}

i projekcijom π : (S1, . . . , Sr, v) 7→ (S1, . . . , Sr).

Mo�emo primetiti da je ξ1 ⊕ · · · ⊕ ξr trivijalno vektorsko (odnosno

kompleksno vektorsko) raslojeǌe nad F (n1, . . . , nr) (odnosno FC(n1, . . . , nr)).

Zadr�imo se na vektorskom (odnosno kompleksnom vektorskom) raslo-

jeǌu ξ1 nad Gk,n(R) (odnosno Gk,n(C)), koje jox nazivamo tautoloxkim

vektorskim raslojeǌem i oznaqavamo sa ζk. Primetimo da je dimenzija

od ζk jednaka k.

Utapaǌa Rn+k ↪→ Rn+k+1 (odnosno Cn+k ↪→ Cn+k+1) indukuju utapaǌa

Gk,n(R) ↪→ Gk,n+1(R) (odnosno Gk,n(C) ↪→ Gk,n+1(C)), pa mo�emo definisati
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direktan limes

Gk,∞(R) := lim−→Gk,n(R) (odnosno Gk,∞(C) := lim−→Gk,n(C)).

Za ovako definisane prostore, tautoloxka vektorska raslojeǌa ζk

su tako�e definisana i odgovaraju raslojeǌima ζk nad Gk,n(R) (odnosno

Gk,n(C)) u gore navedenim utapaǌima. Ova raslojeǌa nazivaju se i uni-

verzalnim, jer je svako vektorsko (odnosno kompleksno vektorsko) raslo-

jeǌe ξ dimenzije k nad parakompaktnim prostorom X indukovano iz ζk

odgovaraju�im preslikavaǌem X → Gk,∞(R) (odnosno X → Gk,∞(C)).

2.2 Borelov opis kohomologije mnogostrukosti

zastava

Borelov opis Z2-kohomologije realnih i Z-kohomologije kompleksnih

mnogostrukosti zastava zadat je preko Xtifel-Vitnijevih i Qernovih

klasa odgovaraju�ih tautoloxkih vektorskih raslojeǌa.

U opxtem sluqaju, Xtifel-Vitnijeve i Qernove klase su invarija-

nte odgovaraju�ih vektorskih raslojeǌa i imaju va�nu ulogu u alge-

barskoj topologiji, tako da ovo poglavǉe zapoqiǌemo navo�eǌem aksio-

ma i nekih osobina ovih klasa.

Xtifel-Vitnijeve klase

Neka je ξ vektorsko raslojeǌe nad prostorom X. Xtifel-Vitnijeve

klase wk(ξ), za k > 0, ovog raslojeǌa su elementi kohomologije H∗(X;Z2),

takvi da je wk(ξ) ∈ Hk(X;Z2). Pri tome, ukoliko sa

w(ξ) = w0(ξ) + w1(ξ) + w2(ξ) + · · ·

definixemo totalnu Xtifel-Vitnijevu klasu, va�e slede�e aksiome:
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Aksioma 1. w0(ξ) = 1 i wi(ξ) = 0 za sve i koji su ve�i od dimenzije od ξ.

Aksioma 2. (Prirodnost) Ako je f : Y → X neprekidno preslikavaǌe i

f ∗(ξ) povlaqeǌe1 vektorskog raslojeǌa ξ, tada je w(f ∗(ξ)) = f ∗(w(ξ)).

Aksioma 3. (Vitnijeva formula) Za vektorsko raslojeǌe η nad prosto-

rom X, totalna Xtifel-Vitnijeva klasa vektorskog raslojeǌa ξ⊕η

data je formulom w(ξ ⊕ η) = w(ξ) · w(η).

Aksioma 4. (Normalizacija) Za kanonsko linijsko raslojeǌe η nad RP∞,

w1(η) je generator od H1(RP∞;Z2).

Napomenimo da klase koje zadovoǉavaju ove uslove postoje i da su

jedinstveno odre�ene (pogledati [44]).

Navedimo jox neke osobine Xtifel-Vitnijevih klasa. Po aksiomi 1,

totalne Xtifel-Vitnijeve klase zadate su konaqnim sumama i pri tome,

po Vitnijevoj formuli, va�i

wn(ξ ⊕ η) =
∑
i+j=n

wi(ξ) · wj(η).

Daǉe, ako je ε trivijalno vektorsko raslojeǌe nad X, tada va�i w(ε) = 1

i samim tim w(ε ⊕ ξ) = w(ξ), za svako vektorsko raslojeǌe ξ nad X. Uz

to, definisana je i totalna dualna Xtifel-Vitnijeva klasa

w(ξ) = w0(ξ) + w1(ξ) + w2(ξ) + · · ·

tako da zadovoǉava jednakost w(ξ) · w(ξ) = 1.

Specijalno, ukoliko je sa τ oznaqeno tangentno vektorsko raslojeǌe

mnogostrukosti u euklidskom prostoru, a sa ν normalno vektorsko raslo-

jeǌe (pogledati npr. [44]), dobijamo Vitnijevu teoremu o dualnosti

w(ν) = w(τ).

1pullback (eng.)
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Qernove klase

Neka je ξ kompleksno vektorsko raslojeǌe nad prostorom X. Qernove

klase ck(ξ), k > 0, ovog raslojeǌa su elementi kohomologije H∗(X;Z),

takvi da je ck(ξ) ∈ H2k(X;Z). Pri tome, ukoliko sa

c(ξ) = c0(ξ) + c1(ξ) + c2(ξ) + · · ·

definixemo totalnu Qernovu klasu, va�e slede�e aksiome:

Aksioma 1. c0(ξ) = 1 i ci(ξ) = 0 za sve i koji su ve�i od dimenzije od ξ.

Aksioma 2. (Prirodnost) Ako je f : Y → X neprekidno preslikavaǌe i

f ∗(ξ) povlaqeǌe vektorskog raslojeǌa ξ, tada je ck(f ∗(ξ)) = f ∗(ck(ξ)).

Aksioma 3. (Vitnijeva formula) Ako je η kompleksno vektorsko raslo-

jeǌe nad prostorom X, tada je totalna Qernova klasa direktne sume

ξ ⊕ η data formulom c(ξ ⊕ η) = c(ξ) · c(η).

Aksioma 4. (Normalizacija) Za kanonsko linijsko raslojeǌe η nad CP∞,

c1(η) je generator od H2(CP∞;Z).

Kao i u sluqaju Xtifel-Vitnijevih klasa, klase koje zadovoǉavaju

ove uslove postoje i jedinstveno su odre�ene (pogledati [44]).

Navedimo i neke bitne osobine Qernovih klasa. Sliqno kao u sluqaju

Xtifel-Vitnijevih klasa, Qernove klase zadate su konaqnim sumama i

po Vitnijevoj formuli va�i

cn(ξ ⊕ η) =
∑
i+j=n

ci(ξ) · cj(η).

Tako�e, ako je sa ε oznaqeno trivijalno vektorsko raslojeǌe nad X, tada

va�i c(ε) = 1, a samim tim i c(ε ⊕ ξ) = c(ξ). Uz to, za svako vektorsko

raslojeǌe ξ definisana je totalna dualna Qernova klasa

c(ξ) = c0(ξ) + c1(ξ) + c2(ξ) + · · ·
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tako da zadovoǉava jednakost c(ξ) · c(ξ) = 1.

Za svako kompleksno vektorsko raslojeǌe ξ definisano je konjugovano

vektorsko raslojeǌe ξ, kao kompleksno vektorsko raslojeǌe takvo da su

pripadaju�a realna vektorska raslojeǌa od ξ i ξ ista, ali da im je

kompleksna struktura ,,suprotna”. Za Qernove klase ovako definisanih

kompleksnih vektorskih raslojeǌa va�i

ck(ξ) = (−1)kck(ξ), k > 0.

Napomenimo da ako kompleksno vektorsko raslojeǌe ξ poseduje hermitsku

metriku, tada je konjugovano raslojeǌe ξ izomorfno dualnom vektorskom

raslojeǌu Hom(ξ,C).

Qernove i Xtifel-Vitnijeve klase povezane su slede�im tvr�eǌem.

Tvr�eǌe 45. Ukoliko n-dimenziono kompleksno vektorsko raslojeǌe ξ nad

X posmatramo kao 2n-dimenziono (realno) vektorsko raslojeǌe, tada je

w2i+1(ξ) = 0, a klasa w2i(ξ) je slika klase ci(ξ) pri homomorfizmu H2i(X;Z)→

H2i(X;Z2), kojim se koeficijenti redukuju po modulu 2.

Opis kohomologije

Razmotrimo prvo realnu mnogostrukost zastava F (n1, . . . , nr). Ako su

ξ1, ξ2, . . . , ξr tautoloxka vektorska raslojeǌa nad ovom mnogostrukox�u,

tada je ξ1 ⊕ ξ2 ⊕ . . .⊕ ξr trivijalno vektorsko raslojeǌe, pa va�i

w(ξ1) · w(ξ2) · · ·w(ξr) = 1. (2.2.1)

Borelov opis govori da je ova jednakost i dovoǉna za opis algebre

H∗(F (n1, . . . , nr);Z2), tj. imamo slede�i rezultat.
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Teorema 46. Neka su ξ1, ξ2, . . . , ξr tautoloxka vektorska raslojeǌa nad mno-

gostrukox�u zastava F (n1, . . . , nr). Tada je algebra H∗(F (n1, . . . , nr);Z2) izo-

morfna koliqniku polinomijalne algebre

Z2[w1(ξ1), . . . , wn1(ξ1), w1(ξ2), . . . , wn2(ξ2), . . . , w1(ξr), . . . , wnr(ξr)],

po idealu generisanom homogenim komponentama u w(ξ1) · · ·w(ξr) koje su

pozitivnog stepena.

Primetimo da je ideal iz ove teoreme odre�en sa n1 + n2 + · · · + nr

relacija.

U naxim primenama koristi�emo slede�u (neznatnu) modifikaciju

ovog opisa. Primetimo da se jednakost (2.2.1) mo�e zapisati i kao

w(ξr) = w(ξ1) · · ·w(ξr−1),

pa kako w(ξ1), . . . , w(ξr−1) ∈ Z2[w1(ξ1), . . . , wn1(ξ1), . . . , w1(ξr−1), . . . , wnr−1(ξr−1)],

to je algebra H∗(F (n1, . . . , nr);Z2) izomorfna koliqniqkoj algebri

Z2[w1(ξ1), . . . , wn1(ξ1), . . . , w1(ξr−1), . . . , wnr−1(ξr−1)]/I, (2.2.2)

gde je I ideal generisan homogenim klasama iz w(ξ1) · · ·w(ξr−1) dimenzije

ve�e od nr, a ne ve�e od n1 + n2 + · · ·+ nr.

Razmotrimo posebno algebru H∗(Gk,n(R);Z2). Prema prethodnom, ova

algebra izomorfna je sa

Z2[w1(ξ1), . . . , wk(ξ1)]/Jk,n,

gde je Jk,n = (wn+1(ξ1), wn+2(ξ1), . . . , wn+k(ξ1)). U nastavku �emo skra�eno

pisati wi umesto wi(ξ1), kao i wi umesto wi(ξ1). Naravno, sada se jednakost

w(ξ1) · w(ξ1) = 1 mo�e zapisati i kao
min{r,k}∑
i=0

wi · wr−i = 0, za svako r > 1. (2.2.3)

Za Z-kohomologiju kompleksnih mnogostrukosti zastava va�i tvr�e-

ǌe sliqno teoremi 46.
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Teorema 47. Neka su ξ1, ξ2, . . . , ξr tautoloxka vektorska raslojeǌa nad mno-

gostrukox�u zastava FC(n1, . . . , nr). Tada je algebra H∗(FC(n1, . . . , nr);Z) izo-

morfna koliqniku polinomijalne algebre

Z[c1(ξ1), . . . , cn1(ξ1), c1(ξ2), . . . , cn2(ξ2), . . . , c1(ξr), . . . , cnr(ξr)],

po idealu generisanom homogenim komponentama u c(ξ1) · · · c(ξr) koje su pozi-

tivnog stepena.

Sliqno kao u razmatraǌu posle teoreme 46, mo�emo zakǉuqiti da je

algebra H∗(FC(n1, . . . , nr);Z) izomorfna koliqniqkoj algebri

Z[c1(ξ1), . . . , cn1(ξ1), . . . , c1(ξr−1), . . . , cnr−1(ξr−1)]/I, (2.2.4)

gde je I ideal generisan homogenim klasama iz c(ξ1) · · · c(ξr−1) dimenzije

ve�e od nr, a ne ve�e od n1 + n2 + · · ·+ nr.

Konaqno, algebra H∗(Gk,n(C);Z) izomorfna je sa

Z[c1(ξ1), . . . , ck(ξ1)]/Ik,n,

gde je Ik,n = (cn+1(ξ1), cn+2(ξ1), . . . , cn+k(ξ1)). Sliqno kao u prethodnom slu-

qaju, skra�eno �emo pisati ci umesto ci(ξ1), kao i ci umesto ci(ξ1). Tako�e,

jednakost c(ξ1) · c(ξ1) = 1 se svodi na

min{r,k}∑
i=0

ci · cr−i = 0, za sve r > 1. (2.2.5)
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GLAVA 3

SIMETRIQNE FUNKCIJE I

XUBERTOV RAQUN

U ovoj glavi prikaza�emo vezu kohomologije i kvantne kohomologije

kompleksnih Grasmanovih mnogostrukosti sa kombinatornim objektima

koji potiqu iz teorije simetriqnih funkcija.

3.1 Simetriqne funkcije

U ovom poglavǉu da�emo kratak pregled dela teorije simetriqnih

funkcija koji je neophodan za formulaciju i dokaze tvr�eǌa u glavama

4 i 5. U prezentaciji smo se oslonili na kǌige [22, 39, 40, 64] u kojima

je ova teorija izlo�ena na mnogo detaǉniji i potpuniji naqin.

Osnovne oznake

Pod particijom

λ = (l1, l2, . . . , lk)
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podrazumevamo nerastu�i konaqan niz nenegativnih celih brojeva

l1 > l2 > · · · > lk > 0.

Brojevi l1, . . . , lk su delovi ove particije. U nastavku teksta particije

�emo uvek oznaqavati grqkim slovima, a ǌene delove odgovaraju�im

slovima latinice. Tako�e, kako �e nam od va�nosti biti samo pozi-

tivni delovi particija, particije λ = (l1, . . . , lk) i λ′ = (l1, . . . , lk, 0, . . . , 0)

�emo poistove�ivati.

Za particiju λ = (l1, l2, . . . , lk) uvodimo slede�e oznake:

• l(λ) = max{s : ls 6= 0} je du�ina particije λ;

• |λ| = l1 + l2 + · · ·+ lk je te�ina particije λ.

Particiju λ mo�emo predstaviti Jangovim dijagramom, koji dobijamo

tako xto u i-toj vrsti, za 1 6 i 6 l(λ), sa leva na desno postavimo li

jediniqnih kvadrati�a (pogledati sliku 1).

Slika 1. Jangov dijagram particije λ = (4, 4, 2, 1).

Napomena 48. U literaturi se umesto naziva Jangov dijagram qesto

koristi i naziv Fererov dijagram (npr. u [40]).

Za particiju λ qiji se Jangov dijagram mo�e smestiti u kvadrat

k× n, taqnije, ukoliko va�i l(λ) 6 k i l1 6 n, pixemo λ ⊆ k× n. Konjugat

particije λ, koji �emo oznaqavati sa λ∗, definisan je sa

l∗i = |{j : lj > i}|.
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Nije texko primetiti da Jangov dijagram particije λ∗ dobijamo tako

xto Jangov dijagram particije λ preslikamo simetriqno u odnosu na

glavnu dijagonalu (pogledati sliku 2).

Slika 2. Za particiju λ = (4, 4, 2, 1) va�i λ ⊆ 5× 4 i λ∗ = (4, 3, 2, 2).

Na skupu particija definisana je relacija ≥ sa: λ ≥ µ ako i samo

ako je |λ| = |µ| i za svako i 6 max{l(λ), l(µ)} va�i

l1 + · · ·+ li > m1 + · · ·+mi.

Nije texko proveriti da je skup particija mre�a u odnosu na ≥.

Na skup particija na prirodan naqin mo�emo uvesti i aditivnu

strukturu: i-ti deo particije λ + µ jednak je zbiru i-tog dela parti-

cije λ i i-tog dela particije µ.

Razmotrimo dejstvo grupe Sm na polinomijalnu algebru Z[x1, . . . , xm]

definisano sa: za σ ∈ Sm je σ · p(x1, . . . , xm) = p(xσ(1), . . . , xσ(m)). Polinome

koji su invarijantni u odnosu na ovo dejstvo nazivamo simetriqnim , a

skup svih simetriqnih polinoma m promenǉivih oznaqavamo sa Λm.

Posebno izdvajamo dve klase simetriqnih polinoma:

• elementarni simetriqni polinomi ek, za k ∈ N, zadati su sa

ek =
∑

16i1<...<ik6m

xi1 · · ·xik ;

• kompletni simetriqni polinomi hk, za k ∈ N, zadati su sa

hk =
∑

16i16...6ik6m

xi1 · · ·xik .
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Zgodno je ove definicije proxiriti i na sluqaj k 6 0, i to na slede�i

naqin:

e0 = h0 = 1 i ek = hk = 0 za k < 0.

Elementarni i kompletni simetriqni polinomi povezani su slede�im

identitetom, koji se qesto naziva i ǋutnov identitet:

(1 + e1 + e2 + · · ·+ em)(1− h1 + h2 − · · · ) = 1. (3.1.1)

Dodatno, za particiju λ = (l1, . . . , lk) definiximo

eλ = el1 · · · elk i hλ = hl1 · · ·hlk .

Znaqaj polinoma eλ i hλ jasno je iskazan u slede�oj teoremi.

Teorema 49. (Osnovna teorema o simetriqnim polinomima)

Skup polinoma eλ (odnosno hλ), gde su λ particije takve da je l1 6 m, qini

aditivnu bazu za Λm. Drugim reqima,

Λm = Z[e1, . . . , em] (odnosno Λm = Z[h1, . . . , hm]).

Neka je sa Λk
m oznaqen skup homogenih polinoma stepena k algebre Λm.

Tada mo�emo definisati restrikcije

rkm+1 : Λk
m+1 → Λk

m,

sa xi 7→ xi, za 1 6 i 6 m, i xm+1 7→ 0, pa i

Λk = lim←−
m

Λk
m.

Korix�eǌem prethodne teoreme, nije texko dokazati da je za m > k

preslikavaǌe rkm+1 izomorfizam.

Definicija 50. Direktnu sumu

Λ :=
⊕
k>0

Λk

nazivamo prstenom simetriqnih funkcija.
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Prsten simetriqnih funkcija mo�e se posmatrati kao graduisana

polinomijalna algebra nad prebrojivim skupom promenǉivih. Taqnije,

Λ = Z[ek, k > 0] = Z[hk, k > 0],

gde su ek i hk stepena k. Pri tome, za prirodnu projekciju πm : Λ → Λm

va�i ek 7→ ek, za 1 6 k 6 m, odnosno ek 7→ 0, za k > m.

Xurove funkcije

Za m-torku nenegativnih celih brojeva λ = (l1, . . . , lm) uvodimo sle-

de�i skra�eni zapis

Xλ := xl11 · · ·xlmm .

Da bismo definisali Xurove funkcije, prvo �emo uvesti tzv. osno-

vne antisimetriqne funkcije. Za particiju λ = (l1, . . . , lm) ovi polinomi

definisani su na slede�i naqin

aλ :=
∑
π∈Sm

sgn(π)Xπ(λ),

gde sgn(π) oznaqava znak permutacije π, tj. aλ = det(x
lj
i )16i,j6m. Speci-

jalno, ako je δ = (m − 1,m − 2, . . . , 0), tada je aδ Vandermondova determi-

nanta, tj.

aδ =
∏

16i<j6m

(xi − xj).

Xurova funkcija particije λ, takve da je l(λ) 6 m, definisana je sa

sλ :=
aλ+δ

aδ
.

Primetimo da za particiju λ, takvu da je l(λ) 6 m, i 1 6 l < k 6 m

va�i

(xl − xk) | det(x
lj
i )16i,j6m,
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pa i aδ | aλ. Specijalno, svaka Xurova funkcija je polinom, a nije texko

zakǉuqiti i da je taj polinom simetriqan. Va�i i vixe:

Teorema 51. Skup polinoma sλ, za particije λ takve da je l(λ) 6 m, qini

aditivnu bazu za Λm.

Posledica ove teoreme je da jednu aditivnu bazu za Λk qine elementi,

koje �emo tako�e oznaqavati sa sλ, za sve λ takve da je |λ| = k.

Slede�e dve particije bi�e od znaqaja u narednim razmatraǌima

k := (k, 0, . . . , 0) i 1k := (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 0, . . . , 0).

Naredno tvr�eǌe pokazuje da su elementarni i kompletni simetriqni

polinomi specijalni sluqajevi Xurovih funkcija.

Tvr�eǌe 52. Za k > 0 va�e jednakosti

hk = sk i ek = s1k .

Jedan od glavnih zadataka teorije simetriqnih funkcija je dobijaǌe

formula za mno�eǌe Xurovih funkcija. U slede�em tvr�eǌu deli-

miqno �emo rexiti ovaj problem – prikaza�emo kako se proizvoǉna

Xurova funkcija mno�i elementarnim i kompletnim simetriqnim poli-

nomima.

Teorema 53. (Pijerijeva formula)

Za particiju λ i ceo broj k > 0 (u algebri Λ) va�i

sλek =
∑

sµ i sλhk =
∑

sµ,

pri qemu je prva (druga) suma po svim particijama µ koje se dobijaju tako

xto se Jangovom dijagramu za λ doda k jediniqnih kvadrati�a, ali tako da

nikoja dva nisu u istoj vrsti (koloni).
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Prethodna teorema daje mnogo vixe od formula za mno�eǌe Xurovih

funkcija elementarnim i kompletnim simetriqnim polinomima – ona u

potpunosti odre�uje mno�eǌe Xurovih funkcija. Preciznije, za parti-

cije λ i µ (jedinstveno) predstavǉaǌe polinoma sλsµ u obliku linearne

kombinacije Xurovih funkcija mo�e se izvesti iz Pijerijeve formule.

Ovo trivijalno va�i za λ = 1k i sve µ. Pretpostavimo zato da ovo

tvr�eǌe va�i za sve particije λ′ takve da je |λ′| < k, ili |λ′| = k i λ′ < λ,

i doka�imo ga za λ > 1k takvo da je |λ| = k. Po Pijerijevoj formuli,

primeǌenoj na t := l(λ) < k i λ′ := (l1 − 1, l2 − 1, . . . , lt − 1), va�i

sλ = −
∑
ν

sν + sλ′et,

i pri tome je ν < λ za sve ν koji uqestvuju u prethodnoj sumi. Tvr�eǌe

sada sledi na osnovu induktivne pretpostavke.

Ovaj deo zavrxavamo formulama koje daju predstavǉaǌe Xurovih

funkcija preko elementarnih, odnosno kompletnih simetriqnih poli-

noma. Napomenimo da u literaturi ove formule qesto nose i naziv

Jakobi-Trudi formule.

Teorema 54. (�ambelijeva formula)

Za particiju λ du�ine najvixe n va�i

sλ = det(hli−i+j)16i,j6n i sλ∗ = det(eli−i+j)16i,j6n.

Imaju�i u vidu ovu teoremu, u nastavku �emo raditi u algebri Λ,

a zatim, kada je neophodno, specijalizovati broj promenǉivih. Pri

ovoj specijalizaciji Xurove funkcije sλ za koje je l(λ) ve�e od broja

promenǉivih slikaju se u nulu.
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Jangovi tabloi i Kostkini brojevi

Pod Jangovim tabloom podrazumevamo popuǌavaǌe Jangovog dijagra-

ma prirodnim brojevima, takvo da ako se u popuǌavaǌu pojavǉuje broj

i + 1, za neko i ∈ N, pojavǉuje se i broj i. Za Jangov tablo ka�emo

da je polustandardan ako brojevi koji se nalaze u istim vrstama qine

neopadaju�e nizove, a brojevi koji se nalaze u istim kolonama qine,

qitano odozgo nadole, rastu�e nizove.

Pod oblikom Jangovog tabloa podrazumevamo particiju odgovaraju�eg

Jangovog dijagrama, a pod te�inom element µ = (mi)i∈N, gde je mi broj

pojavǉivaǌa broja i u ovom tablou (pogledati sliku 3).

1 2 2 3

2 3 4 4

4 4

5

Slika 3. Polustandardan Jangov tablo oblika λ = (4, 4, 2, 1) i te�ine µ = (1, 3, 2, 4, 1).

Kostkin broj, u oznaci Kλµ, je broj polustandardnih Jangovih tabloa

oblika λ i te�ine µ.

Znaqaj Kostkinih brojeva ogleda se u slede�em tvr�eǌu, koje se qesto

uzima i za definiciju Kostkinih brojeva.

Teorema 55. Za particiju µ va�e slede�e jednakosti:

hµ =
∑
|λ|=|µ|

Kλµsλ i eµ =
∑
|λ|=|µ|

Kλµsλ∗ .

Ova teorema se mo�e iskazati i na slede�i naqin: Kostkini brojevi

qine matricu prelaska sa baze {sλ : l(λ) 6 m} = {sλ∗ : l1 6 m} na bazu

{eλ : l1 6 m}. Primetimo da su elementi ove matrice K samo oni Kλµ

za koje su i λ i µ particije, pa se mo�e pomisliti da na ovaj naqin
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nisu definisani svi Kostkini brojevi. Me�utim, ako za te�inu µ sa µ′

oznaqimo (jedinstvenu) particiju koja se dobija permutovaǌem koordi-

nata od µ, onda va�i Kλµ = Kλµ′, pa su tvr�eǌem 55 zaista definisani

svi Kostkini brojevi.

Iz definicije Kostkinih brojeva nije texko dokazati da je matrica

K doǌe-trougaona sa jedinicama na glavnoj dijagonali (u odnosu na

poredak ≥, dopuǌen do nekog linearnog poretka). Taqnije, va�i slede�e

tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 56. Za particije λ i µ va�i Kλµ 6= 0 ako i samo ako je λ ≥ µ.

Tako�e, Kλλ = 1.

U glavi 5 detaǉnije �emo razmatrati osobine Kostkinih brojeva i

prikazati kako se ovi brojevi prirodno pojavǉuju u drugim oblastima

matematike.

Litlvud-Riqardsonovi brojevi

Neka su λ i µ particije takve da je Jangov tablo particije µ pod-

skup Jangovog tabloa particije λ, tj. takve da za sve i va�i li > mi.

Tada kosi dijagram λ/µ definixemo kao razliku Jangovog dijagrama za

λ i µ. Pod polustandardnim kosim tabloom podrazumevamo popuǌa-

vaǌe ovog dijagrama koje zadovoǉava iste uslove kao i u sluqaju polu-

standardnih Jangovih tabloa. Tako�e, svakom (polustandardnom) ko-

som tablou mo�emo dodeliti req koja se dobija tako xto odozgo nadole

nadovezujemo obrnut sadr�aj vrsta (sadr�aj se qita sa desna na levo).

Za pridru�enu req ka�emo da je Jamamuqijeva ako za svako i i bilo koji

poqetni deo reqi va�i da se broj i ne pojavǉuje maǌe puta nego broj i+1

(pogledati sliku 4).
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1 1

1 2 2

3

4

Slika 4. Polustandardan kosi tablo oblika λ/µ, gde je λ = (4, 4, 2, 1) i µ = (2, 1, 1),

te�ine ν = (3, 2, 1, 1), qija je req 1122134 Jamamuqijeva.

Litlvud-Riqardsonov broj (koeficijent), u oznaci cνλµ, je broj polu-

standardnih kosih tabloa oblika ν/µ i te�ine λ za koje je pridru�ena

req Jamamuqijeva. Ukoliko ν/µ nije definisan, broj cνλµ jednak je 0.

Alternativna definicija, a i motivacija za uvo�eǌe ovih brojeva,

sadr�ana je u slede�em tvr�eǌu.

Teorema 57. (Litlvud-Riqardsonovo pravilo)

Za particije λ i µ va�i

sλsµ =
∑

|ν|=|λ|+|µ|

cνλµsν .

Trivijalna posledica ovog tvr�eǌa je da je cνλµ = cνµλ (xto uopxte

nije jasno iz definicije). Vixe informacija o Litlvud-Riqardsonovim

brojevima da�emo u nastavku ove glave kao i u glavi 5.

3.2 Xubertov raqun za Z-kohomologiju

kompleksnih Grasmanijana

U ovom poglavǉu prezentova�emo Xubertov raqun za Z-kohomologiju

kompleksnih Grasmanijana, koji je izveo Ersman u [19].

Neka je n, k ∈ N, V := Cn+k i kompletna zastava

0 = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vi ⊂ · · · ⊂ Vn+k = V.
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Za particiju λ = (l1, . . . , lk), takvu da je n > l1 > · · · > lk > 0, Xubertova

�elija (dimenzije 2(nk − |λ|)) definisana je sa

Ωλ = {W ∈ Gk,n(C) : dim(W ∩ Vj) = i ako je n+ i− li 6 j 6 n+ i− li+1}.

Zatvoreǌe Xλ ove �elije naziva se Xubertov varijetet i va�i

Xλ = {W ∈ Gk,n(C) : dim(W ∩ Vn+i−li) > i, 1 6 i 6 k}.

Xubertove �elije na Gk,n(C) definixu strukturu CW-kompleksa, dok

Poenkareovi duali Xubertovih varijeteta, u oznaci σλ := [Xλ]
∗, odre-

�uju aditivnu strukturu kohomologije H∗(Gk,n(C);Z). Klase σλ naziva-

�emo Xubertovim klasama.

Teorema 58. Skup

Σk,n := {σλ : λ ⊆ k × n}

je aditivna baza kohomologije H∗(Gk,n(C);Z).

Po ovoj teoremi, da bismo potpuno opisali algebru H∗(Gk,n(C);Z)

dovoǉno je opisati mno�eǌe elemenata skupa Σk,n. Pre svega, nije texko

odrediti (kohomoloxke) proizvode σλ · σ1l i σλ · σl. Ono xto je kǉuqno za

nastavak teksta je da su ove formule u potpunosti analogne onima koje

smo imali za Xurove funkcije.

Za particiju λ, takvu da je l1 > n ili l(λ) > k, definixemo σλ := 0.

Teorema 59. (Pijerijeva formula)

Za particiju λ i ceo broj l > 0 va�i

σλ · σ1l =
∑

σµ i σλ · σl =
∑

σµ,

pri qemu je prva (druga) suma po svim particijama µ koje se dobijaju tako

xto se Jangovom dijagramu za λ doda l jediniqnih kvadrati�a, ali tako da

nikoja dva nisu u istoj vrsti (koloni).

49



Kao u sluqaju Xurovih funkcija, prethodnim formulama je u potpu-

nosti odre�eno mno�eǌe Xubertovih klasa, tj. va�i slede�e tvr�eǌe.

Teorema 60. Preslikavaǌe

φk,n : Λk → H∗(Gk,n(C);Z)

koje Xurovoj funkciji sλ dodeǉuje σλ je surjektivni morfizam prstena.

Ovo tvr�eǌe uspostavǉa �eǉenu vezu izme�u teorije simetriqnih

funkcija i Xubertovog raquna za kohomologiju kompleksnih Grasmani-

jana. Izme�u ostalog, ono nam govori kako identitete dobijene za si-

metriqne polinome mo�emo ,,prevoditi” u identitete u kohomologiji

kompleksnih Grasmanijana. Specijalno, iz teoreme 57 dobijamo:

Teorema 61. (Litlvud–Riqardsonovo pravilo)

Za particije λ i µ va�i

σλ · σµ =
∑

|ν|=|λ|+|µ|

cνλµσν .

U glavi 2 opis algebre H∗(Gk,n(C);Z) dali smo korix�eǌem Qerno-

vih klasa ci, 1 6 i 6 k, tautoloxkog vektorskog raslojeǌa nad Gk,n(C).

Veza izme�u ovog opisa i opisa datog teoremom 58 uspostavǉa se iz

jednakosti

σ1i = (−1)ici, 1 6 i 6 k.

Upore�ivaǌem formula (3.1.1) i (2.2.5), iz teoreme 60 zakǉuqujemo da

je σi = ci, za i > 1. Osim toga, teoreme 54 i 60 daju nam formule kojim

se proizvoǉna Xubertova klasa predstavǉa preko Qernovih i dualnih

Qernovih klasa (podrazumevamo da je ci = ci = 0 za i < 0).

Teorema 62. (�ambelijeva formula)

Za particiju λ du�ine najvixe m va�i

σλ = det(cli−i+j)16i,j6m i σλ∗ = (−1)|λ| det(cli−i+j)16i,j6m.
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Konaqno, za particiju µ takvu da je k > m1 > · · · > ml > 0, iz druge

jednakosti teoreme 55 (posmatrane u Λk) i teoreme 60 dobijamo

cm1cm2 · · · cml = (−1)|µ|
∑
λ

Kλµσλ∗ . (3.2.1)

Kako je Kostkina matrica doǌe-trougaona sa jedinicama na glavnoj di-

jagonali, na osnovu prethodnog identiteta (za particije µ ⊆ n×k) va�i:

Teorema 63. Skup

Bk,n = {cm1 · · · cml : 0 6 l 6 n, 1 6 m1, . . . ,ml 6 k}

= {ca11 · · · c
ak
k : a1 + · · ·+ ak 6 n}

qini aditivnu bazu kohomologije H∗(Gk,n(C);Z).

Komentar 64. U [14] Qern je razvio Xubertov raqun za Z2-kohomologiju

realnih Grasmanijana, koji je veoma sliqan raqunu koji je prikazan u

ovom poglavǉu.

Komentar 65. Xubertov raqun za (sve) kompleksne mnogostrukosti za-

stava dat je u [25]. Ipak, od posebnog interesa, pre svega u kombi-

natorici, je sluqaj kompleksnih mnogostrukosti kompletnih zastava.

Xubertov raqun u ovom sluqaju zasniva se na formuli analognoj Pije-

rijevoj, tzv. Monkovoj formuli (pogledati [45]), dok ,,ulogu” Xurovih

funkcija uzimaju Xubertovi polinomi (pogledati [40]).

3.3 Xubertov raqun za malu kvantnu

kohomologiju kompleksnih Grasmanijana

Xubertov raqun za malu kvantnu kohomologiju Grasmanijana izveli

su Bertram (u [6]) i Koskun (u [16]).
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U ovom poglavǉu da�emo kratak pregleda rezultata o kvantnoj ko-

homologiji Grasmanijana. Pri tome zadr�a�emo se iskǉuqivo na ovom

specijalnom sluqaju – znatno detaǉniji i opxtiji tretman kvantne ko-

homologije i Gromov-Vitenovih invarijanti mo�e se prona�i u [42].

Malu kvantnu kohomologiju Grasmanove mnogostrukosti Gk,n(C) ozna-

qavamo sa QH∗(Gk,n;Z). Aditivna struktura ove algebre konstruixe se

na osnovu adititivne strukture H∗(Gk,n(C);Z). Naime, QH∗(Gk,n;Z) je

graduisana algebra nad graduisanim prstenom Z[q], pri qemu je |q| =

n+ k, koja je izomorfna (kao Z[q]-modul) sa H∗(Gk,n(C);Z)⊗Z Z[q]. Samim

tim, uz oznake kao u poglavǉu 3.2, klase σλ ⊗ 1 qine aditivnu bazu za

QH∗(Gk,n;Z). Ove klase naziva�emo Xubertovim i oznaqavati skra�eno

sa σλ.

Teorema 66. Skup

Sk,n = {σλ : λ ⊆ k × n},

je aditivna baza (nad Z[q]) algebre QH∗(Gk,n;Z).

Prema ovoj teoremi, da bismo opisali algebru QH∗(Gk,n;Z) dovoǉno

je utvrditi formule za mno�eǌe u bazi Sk,n.

Uvedimo nekoliko pojmova. Neka je X := Gk,n(C). Stepen racionalne

krive f : P1 → PN jednak je broju taqaka u inverznoj slici hiperravni

u opxtem polo�aju u PN pri f . Stepen racionalne krive f : P1 → X

je stepen krive dobijene kompozicijom f i Plikerovog utapaǌa X ↪→

P
(∧k Cn+k

)
. Neka su λ, µ i ν particije iz k × n i d > 0 ceo broj takav

da je |λ| + |µ| + |ν| = kn + d(n + k). Tada je Gromov-Vitenova invarijanta

stepena d, u oznaci 〈λ, µ, ν〉d, definisana kao broj racionalnih krivih

stepena d na X, raqunatih do na automorfizam od P1, koje seku svaki od

Ωλ(F ), Ωµ(G) i Ων(H), za kompletne zastave F , G i H u opxtem polo�aju.

Tako�e, ako je |λ|+ |µ|+ |ν| 6= kn+ d(n+ k), definixemo 〈λ, µ, ν〉d = 0.
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Mno�eǌe u QH∗(Gk,n;Z) definisano je sa

σλ · σµ =
∑
d≥0

∑
ν⊆k×n

qd〈λ, µ, ν∨〉dσν , (3.3.1)

gde za ν = (n1, n2, . . . , nk) definixemo ν∨ := (n−nk, n−nk−1, . . . , n−n1). Ruan

i Tian su u [60] dokazali da je na ovaj naqin definisana asocijativna

operacija, tj. da je QH∗(Gk,n;Z) prsten.

Mala kvantna kohomologija je deformacija klasiqne. Naime, presli-

kavaǌe QH∗(Gk,n;Z)/〈q〉 → H∗(Gk,n(C);Z), indukovano sa σλ 7→ σλ, je izo-

morfizam. Dakle, zamenom q = 0 u identitet algebre QH∗(Gk,n;Z) do-

bijamo identitet algebre H∗(Gk,n(C);Z). Specijalno, zamenom q = 0 u

identitetu (3.3.1) dobijamo identitet iz teoreme 61, pa samim tim va�i

cνλµ = 〈λ, µ, ν∨〉0.

Odre�ivaǌe brojeva 〈λ, µ, ν∨〉d je veoma texko, xto se mo�e naslutiti

i na osnovu definicije. Iako je poznat kombinatorni opis ovih brojeva

(u opisu se koriste tzv. Mondrijanovi tabloi – pogledati [16]), jox uvek

postoji mnogo otvorenih pitaǌa vezanih za ǌih. Jedno od tih pitaǌa je

odre�ivaǌe svih brojeva d, tj. stepena od q, koji se pojavǉuju u gorǌem

izrazu za λ i µ (pogledati [10, 23, 67]).

Xubertov raqun za algebru QH∗(Gk,n;Z) zapoqet je u [6], gde su do-

bijene formule sliqne onima u teoremama 59 i 62.

Teorema 67. (Kvantna Pijerijeva formula)

Ako je λ ⊆ k × n, λ = (l1, l2, . . . , lk) i p 6 n, tada u QH∗(Gk,n;Z) va�i

σλ · σp =
∑

σµ + q
∑

σν

gde je prva suma po svim particijama µ = (m1, . . . ,mk) takvim da je |µ| =

|λ|+ p i n > m1 > l1 > m2 > l2 > · · · > mk > lk, a druga po svim particijama

ν = (n1, . . . , nk) takvim da je |ν| = |λ|+ p− n− k i l1 − 1 > n1 > l2 − 1 > · · · >

lk − 1 > nk > 0.
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Prva suma u ovoj teoremi je (naravno) ista kao suma koja se pojavǉuje

u teoremi 59, samo je uslov po kome se sumira zapisan algebarski, a ne

kombinatorno.

Napomenimo da, kao i u sluqaju (klasiqne) kohomologije, Pijerijeva

formula u potpunosti odre�uje mno�eǌe u algebri QH∗(Gk,n;Z).

Qernovu klasu ci ⊗ 1, 1 6 i 6 k, skra�eno �emo oznaqavati sa ci. U

slede�em tvr�eǌu dajemo kvantnu verziju �ambelijeve formule. Prime-

timo da u ovom sluqaju nema deformacije u odnosu na (klasiqnu) �ambe-

lijevu formulu.

Teorema 68. (Kvantna �ambelijeva formula)

Za particiju λ du�ine najvixe n va�i

σλ∗ = (−1)|λ| det(cli−i+j)16i,j6n.

Teorema 69. Skup

Qk,n := {cm1 · · · cml : 0 6 l 6 n, 1 6 m1, . . . ,ml 6 k}

qini aditivnu bazu (nad Z[q]) algebre QH∗(Gk,n;Z).

Na osnovu teoreme 66, za particiju µ = (m1, . . . ,ml) za koju je m1 6 k,

postoje jedinstveni brojevi Kk,n
λµ takvi da va�i slede�a jednakost:

cm1cm2 · · · cml = (−1)|µ|
∑
m>0

∑
|λ|=|µ|−m(n+k)

qmKk,n
λµ σλ∗ . (3.3.2)

Brojevi Kk,n
λµ nazivaju se kvantni Kostkini brojevi, a uvedeni su u [7].

Napomena 70. U [7] kvantni Kostkini brojevi oznaqeni su na drugaqiji

naqin. Da bismo izbegli mogu�nost zabune, napomenimo da �e u ovom

radu sa Kk,n
λµ biti oznaqen broj Kλ

∅µ(n, k) iz [7].
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Napomena 71. Zamenom q = 0 identitet (3.3.2) postaje identitet (3.2.1).

Samim tim, ako je l(µ) 6 n i m = 0 va�i Kk,n
λµ = Kλµ, pa i

Kk,n
λµ =

 Kλµ, |λ| = |µ|

0, inaqe
.

Za razliku od teoreme 55, u kojoj se na jednostavan naqin dokazuje

ekvivalencija ,,kombinatorne” i ,,algebarske” definicije (klasiqnih)

Kostkinih brojeva, u sluqaju kvantnih Kostkinih brojeva ovo je znatno

te�e uqiniti. Za poqetak uvedimo nekoliko pojmova.

Pod (k+n)-ramom u obliku kuke1 particije λ podrazumevamo ,,povezan”

skup od k + n jediniqnih kvadrati�a u odgovaraju�em Jangovom dija-

gramu, ali takav da ne sadr�i kvadrat 2×2 (skup jediniqnih kvadrati�a

Jangovog dijagrama je ,,povezan” ukoliko je skup koji se dobija izbaci-

vaǌem temena ovih kvadrati�a povezan). Za (k + n)-ram u obliku kuke

od λ ka�emo da je dozvoǉen ako ǌegovim uklaǌaǌem dobijamo Jangov di-

jagram neke particije (pogledati sliku 5). U nastavku �e nas zanimati

samo dozvoǉeni ramovi u obliku kuke, tako da �emo req ,,dozvoǉen”

izostavǉati, a podrazumevati.

Slika 5. Dozvoǉen (levo) i nedozvoǉen (desno) 9-ram u obliku kuke particije

λ = (4, 3, 3, 1, 1, 1), pri qemu je k = 4 i n = 5.

Xirina (k+n)-rama u obliku kuke R, u oznaci width(R), je broj kolona

Jangovog dijagrama sa kojima ima neprazan presek. Daǉe, ako je µ ⊆ k×n
1rim hook (eng.)
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particija dobijena od particije λ = (l1, l2, . . .), koja zadovoǉava l1 6 n,

uzastopnim uklaǌaǌem (k + n)-ramova u obliku kuke R1, R2, . . . , Rm, neka

je ε(λ/µ) := (−1)
∑

(n−width(Ri)).

Ako λ 6⊆ k × n, u algebri QH∗(Gk,n;Z) ne mora da va�i σλ = 0. U [7]

je dokazana slede�a formula kojom se ovakvi σλ mogu predstaviti u Sk,n

i koja je kǉuqna za dobijaǌe kombinatornog opisa kvantnih Kostkinih

brojeva.

Teorema 72. (Algoritam za uklaǌaǌe rama u obliku kuke)

Neka je λ = (l1, l2, . . . , ls) particija.

(a) Ako λ sadr�i (k + n)-ram u obliku kuke koji nije dozvoǉen, ili ako je

lk+1 > 0, a λ ne sadr�i (k + n)-ram u obliku kuke, tada je σλ = 0.

(b) Ako je particija µ dobijena uklaǌaǌem (dozvoǉenog) (k + n)–rama u

obliku kuke R iz λ, tada je σλ = (−1)n−width(R)qσµ.

Kao prva posledica ovog algoritma je slede�a formula u kojoj su

kvantni Kostkini brojevi izra�eni preko (klasiqnih) Kostkinih bro-

jeva. Naime, za particije λ ⊆ k × n i ν, takve da je |ν| = |λ| + m(k + n),

va�i

Kk,n
λν =

∑
ε(ρ/λ)Kρν , (3.3.3)

gde je suma po particijama ρ = (r1, r2, . . .), takvim da je r1 6 n i koje se

dobijaju od λ dodavaǌem m (k + n)-ramova u obliku kuke.

Vratimo se na kombinatorni opis kvantnih Kostkinih brojeva. Za

particiju ν ⊆ k×n oznaqimo sa ν[m] particiju dobijenu od ν dodavaǌem

m puta po (k + n)-ram u obliku kuke, ali tako da svaki poqiǌe u prvoj

koloni i zavrxava se u n-toj (pogledati sliku 6). Primetimo da za svaki

dodati ram va�i da se visina najni�eg i najvixeg dodatog jediniqnog

kvadrati�a razlikuje za k.
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Slika 6. Jangov dijagram particije ν[2], pri qemu je ν = (3, 2, 1, 1) i k = n = 5.

Neka je λ particija takva da je l1 6 n. Za polustandardan Jangov

tablo oblika λ ka�emo da je pravilan ako za svako p > 1 va�i: ako je

broj i upisan u kvadrati� u prvoj koloni i (k + p)-toj vrsti, tada je u

kvadrati� u k-toj koloni i p-toj vrsti upisan broj ne ve�i od i.

Teorema 73. Za particije µ i λ ⊆ k × n takve da je m1 6 n i |µ| = |λ| +

m(n+k), za neko m > 0, broj Kk,n
λµ jednak je broju pravilnih polustandardnih

Jangovih tabloa oblika λ[m] i te�ine µ.

Na kraju poglavǉa da�emo jox jedan opis algebre QH∗(Gk,n;Z), koji

je sliqan Borelovom opisu algebre H∗(Gk,n(C);Z).

U [63] Sibert i Tian dokazali su da va�i

QH∗(Gk,n;Z) ∼= Z[q][c1, . . . , ck]/Ok,n, (3.3.4)

gde je Ok,n := (σn+1, . . . , σn+k−1, σn+k + (−1)kq). Pri tome, polinomi σr se

mogu dobiti na slede�i naqin: ako definixemo da je σr = 0 za r < 0 i

σ0 = 1, tada za r > 1 va�i

σr = −
k∑
j=1

cjσr−j. (3.3.5)

Naravno, ova definicija je u skladu sa prethodnim, tj. za 1 6 r 6 n

polinom σr jednak je odgovaraju�oj Xubertovoj klasi.

Komentar 74. Xubertov raqun izveden je i za malu kvantnu kohomolo-

giju mnogostrukosti zastava (pogledati [11, 15, 20]).
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GLAVA 4

GREBNEROVE BAZE ZA GRASMANOVE

MNOGOSTRUKOSTI

U ovoj glavi konstruisa�emo Grebnerove baze za ideale koji, po

rezultatima navedenim u glavi 2, definixu kohomologije realnih i

kompleksnih Grasmanijana. Dobijeni rezultati omogu�uju boǉe razu-

mevaǌe ovih kohomologija i u potpunosti odre�uju mno�eǌe u bazama

Bk,n i Qk,n (pogledati glavu 3). Daǉe primene ovih rezultata da�emo u

glavi 5 ovog rada.

Tekst glave organizovan je na slede�i naqin. Poglavǉe 4.1 predsta-

vǉa bazu cele glave. U ǌemu su uvedene neophodne oznake i dokazana

tvr�eǌa koja �e, uz neznatne modifikacije, biti korix�ena u ostalim

delovima ove glave. U poglavǉima 4.2-4.5 dati su glavni rezultati

ove glave: u poglavǉu 4.2 konstruisane su minimalne jake Grebnerove

baze za Z-kohomologiju kompleksnih Grasmanijana, u poglavǉu 4.3 redu-

kovane Grebnerove baze za Z2-kohomologiju realnih Grasmanijana, a u

poglavǉu 4.4 minimalne jake Grebnerove baze za malu kvantnu koho-

mologiju kompleksnih Grasmanijana. Na ovaj naqin uopxteni su odgo-

varaju�i rezultati iz [46, 51, 52, 56] i dokazana pretpostavka 113 iz [55].
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Sva tvr�eǌa data u ovoj glave izlo�ena su u radovima [53] i [54].

4.1 Oznake i uvodna tvr�eǌa

Za a, b ∈ Z binomni koeficijent
(
a
b

)
definisan je sa

(
a

b

)
:=


a(a− 1) · · · (a− b+ 1)

b!
, b > 0

1, b = 0

0, b < 0

.

Neposredno se proverava da za sve a, b ∈ Z va�i(
a− 1

b− 1

)
+

(
a− 1

b

)
=

(
a

b

)
, (4.1.1)

kao i

ako je
(
a

b

)
6= 0, tada je a > b ili a 6 −1. (4.1.2)

Neka je m ∈ N i f1 = (1, 0, . . . , 0), f2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , fm = (0, . . . , 0, 1)

vektori standardne baze prostora Zm, kao i f0 = (0, 0, . . . , 0) ∈ Zm. Za

m–torku λ celih brojeva definiximo slede�e m-torke celih brojeva

dobijene od λ (za 0 6 i 6 j 6 m):

• λi = λ+ fi i λi = λ− fi;

• λi,j = λ+ fi + fj i λi,j = λ− fi − fj.

Za k > 2, k-torku α = (a1, a2, . . . , ak) i (k − 1)-torku µ = (m2, . . . ,mk) celih

brojeva neka je:

• |α| :=
k∑
j=1

aj, ‖α‖ :=
k∑
j=1

jaj i |µ| :=
k∑
j=2

mj, ‖µ‖ :=
k∑
j=2

(j − 1)mj;

• [α, µ]t :=

(∑k
j=t−1 aj −

∑k
j=tmj

at−1

)
, 2 6 t 6 k;
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• [α, µ] :=
k∏
t=2

[α, µ]t.

Na primer, [α, µ]2 =

(
|α| − |µ|

a1

)
. Tako�e, [α,0] = [a1, a2, . . . , ak], gde je sa 0

oznaqen nula vektor u Zk−1, a sa [a1, a2, . . . , ak] multinomijalni koefici-

jent [a1, a2, . . . , ak] = [α] :=
(
a1+a2+···+ak

a1

)(
a2+···+ak

a2

)
· · ·
(
ak−1+ak
ak−1

)
.

Napomena 75. Sluqaj k = 1 je dozvoǉen. Tada µ mora biti ∅ i va�i

|µ| = ‖µ‖ = 0, kao i [α, µ] = 1 za svako α = (a1).

Napomena 76. Primetimo da je (k−1)-torka µ = (m2, . . . ,mk) indeksirana

brojevima od 2 do k, a ne od 1 do k−1. Razlog za ovo postaje jasan uvidom

u tvr�eǌe 81.

Napomena 77. U sluqaju da je k-torka α ujedno i particija, definicija

|α| podudara se sa oznakom uvedenom u glavi 3.

Lema 78. Ako su k-torka α = (a1, . . . , ak) i (k − 1)-torka µ = (m2, . . . ,mk)

nenegativnih celih brojeva takve da va�i [α, µ] 6= 0, tada je |α| < |µ| ili

za sve 2 6 t 6 k va�i
∑k

j=t aj >
∑k

j=tmj.

Dokaz. Pretpostavimo da va�i |α| > |µ|. Korix�eǌem matematiqke indu-

kcije po t dokaza�emo da je
∑k

j=t aj >
∑k

j=tmj, za sve 2 6 t 6 k. Kako je(
|α| − |µ|

a1

)
= [α, µ]2 6= 0

i |α| − |µ| > 0, po (4.1.2) je |α| − |µ| > a1, a samim tim i
∑k

j=2 aj >
∑k

j=2 mj.

Pretpostavimo sada da je
∑k

j=t aj >
∑k

j=tmj za neko t takvo da va�i

2 6 t 6 k − 1. Kako je [α, µ]t+1 6= 0 i
∑k

j=t aj >
∑k

j=tmj >
∑k

j=t+1mj, iz

(4.1.2) zakǉuqujemo da va�i
∑k

j=t aj −
∑k

j=t+1mj > at. Dakle,
∑k

j=t+1 aj >∑k
j=t+1 mj, qime je dokaz zavrxen.

Pre formulacije slede�e leme naglasimo da je za (k − 1)-torku µ =

(m2,m3, . . . ,mk), po naxoj definiciji, µi = (m2,m3, . . . ,mi+1 + 1, . . . ,mk),
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1 6 i 6 k − 1, i sliqno za µi,j, µi,i, µi, itd. Na primer, (k − 1)-torka µ2

jednaka je (m2,m3 + 1, . . . ,mk), a ne (m2 + 1,m3, . . . ,mk).

Lema 79. Neka je α = (a1, a2, . . . , ak) k-torka celih brojeva, a µ = (m2, . . . ,mk)

(k − 1)-torka nenegativnih celih brojeva.

a) Za 1 6 i 6 j 6 k − 2 va�i

[α, µi,j] = −[αi, µ
j] + [α, µi−1,j+1] + [αj+1, µ

i−1].

b) Za 1 6 i 6 k − 1 va�i

[α, µi,k−1] = −[αi, µ
k−1] + [αk, µ

i−1].

Dokaz. Neka je 1 6 i 6 j 6 k − 1. Po definiciji je za 2 6 t 6 k

[α, µi,j]t =

(
at−1 + at + · · ·+ ak −mt − · · · −mk − δt

at−1

)
,

gde je δt =


2, t 6 i+ 1

1, i+ 2 6 t 6 j + 1

0, t > j + 1

. Sliqno, za t 6= i+ 1 va�i

[αi, µ
j]t =

(
at−1 + at + · · ·+ ak −mt − · · · −mk − δt

at−1

)
,

a samim tim i

[α, µi,j]t = [αi, µ
j]t, za t 6= i+ 1. (4.1.3)

Sada, korix�eǌem formule (4.1.1) dobijamo

[α, µi,j]i+1 + [αi, µ
j]i+1 = [α, µj]i+1, (4.1.4)

jer je leva strana ove jednakosti jednaka(
ai + · · ·+ ak −mi+1 − · · · −mk − 2

ai

)
+

(
ai + · · ·+ ak −mi+1 − · · · −mk − 2

ai − 1

)
,
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a desna (
ai + · · ·+ ak −mi+1 − · · · −mk − 1

ai

)
.

a) U ovom sluqaju, sliqno kao za jednakosti (4.1.3) i (4.1.4), mogu se

dokazati slede�i identiteti:

[αi, µ
j]t = [α, µi−1,j+1]t, za t 6∈ {i+ 1, j + 2}; (4.1.5)

[α, µi−1,j+1]t = [αj+1, µ
i−1]t, za t 6= j + 2; (4.1.6)

[α, µj]i+1 = [α, µi−1,j+1]i+1; (4.1.7)

[αi, µ
j]j+2 = [α, µi−1,j+1]j+2 + [αj+1, µ

i−1]j+2. (4.1.8)

Korix�eǌem identiteta (4.1.3)–(4.1.8) dobijamo

[α, µi,j] =
k∏
t=2

[α, µi,j]t = [α, µi,j]i+1

k∏
t=2
t6=i+1

[αi, µ
j]t

=
(
−[αi, µ

j]i+1 + [α, µj]i+1

) k∏
t=2
t6=i+1

[αi, µ
j]t

= −
k∏
t=2

[αi, µ
j]t + [α, µi−1,j+1]i+1

k∏
t=2
t6=i+1

[αi, µ
j]t

= −[αi, µ
j] + [αi, µ

j]j+2

k∏
t=2
t6=j+2

[α, µi−1,j+1]t

= −[αi, µ
j] +

(
[α, µi−1,j+1]j+2 + [αj+1, µ

i−1]j+2

) k∏
t=2
t6=j+2

[α, µi−1,j+1]t

= −[αi, µ
j] + [α, µi−1,j+1] + [αj+1, µ

i−1].

b) Sliqno kao u prethodnom delu dokaza, za 1 6 i 6 k − 1 mogu se

dokazati slede�i identiteti:

[αi, µ
k−1]t = [αk, µ

i−1]t, za t 6= i+ 1; (4.1.9)

[α, µk−1]i+1 = [αk, µ
i−1]i+1. (4.1.10)
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Korix�eǌem identiteta (4.1.3)–(4.1.4) i (4.1.9)–(4.1.10) dobijamo

[α, µi,k−1] =
k∏
t=2

[α, µi,k−1]t = [α, µi,k−1]i+1 ·
k∏
t=2
t6=i+1

[αi, µ
k−1]t

=
(
−[αi, µ

k−1]i+1 + [α, µk−1]i+1

)
·

k∏
t=2
t6=i+1

[αi, µ
k−1]t

= −[αi, µ
k−1] + [αk, µ

i−1],

qime je dokaz zavrxen.

Primetimo da delove a) i b) prethodne leme mo�emo objediniti u

formulu

[α, µi,j] = −[αi, µ
j] + [αj+1, µ

i−1] + [α, µi−1,j+1], za 1 6 i 6 j 6 k − 1,

uz konvenciju da je [α, µi−1,j+1] = 0 za j = k − 1.

U ostatku glave prirodni brojevi k i n bi�e fiksirani. Do kraja

ovog poglavǉa radi�emo u polinomijalnoj algebri Z[x1, . . . , xk] u koju

uvodimo grlex poredak odre�en sa x1 > x2 > . . . > xk.

Podsetimo se da je za k-torku λ = (l1, l2, . . . , lk) nenegativnih celih

brojeva

Xλ = xl11 x
l2
2 · · ·x

lk
k .

U slede�oj definiciji uvodimo polinome koji �e zauzimati centralno

mesto u daǉem razmatraǌu.

Definicija 80. Za (k − 1)-torku µ = (m2, . . . ,mk) nenegativnih celih

brojeva i ceo broj m > −k neka je

g(m)
µ :=

∑
‖α‖=m+1+‖µ‖

(−1)m+1+|α|[α, µ]Xα,

pri qemu se sumiraǌe vrxi po svim k-torkama nenegativnih celih bro-

jeva α = (a1, a2, . . . , ak) za koje va�i ‖α‖ = m+ 1 + ‖µ‖.
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U slede�em tvr�eǌu razmatramo vode�i monom polinoma g
(m)
µ , pri

qemu je −k 6 m 6 n i |µ| 6 n+ 1.

Tvr�eǌe 81. Neka je µ = (m2, . . . ,mk) jedna (k − 1)-torka nenegativnih

celih brojeva za koju va�i |µ| 6 n+ 1. Tada:

i) LM(g
(n)
µ ) = Xµ, gde je µ = (n+ 1− |µ|,m2, . . . ,mk). Tako�e, ako je za neku

k-torku α nenegativnih celih brojeva Xα ∈ T (g
(n)
µ ) \ {Xµ}, onda va�i

|α| < n+ 1.

ii) ako je m < n i za k-torku α nenegativnih celih brojeva va�i Xα ∈

T (g
(m)
µ ), tada je |α| 6 n.

Dokaz. Neka je −k 6 m 6 n i α = (a1, . . . , ak) k-torka nenegativnih celih

brojeva takva da je ‖α‖ = m + 1 + ‖µ‖ i [α, µ] 6= 0, tj. takva da va�i

Xα ∈ T (g
(m)
µ ).

Pretpostavimo da je |α| > n + 1. Tada je |µ| 6 n + 1 6 |α|, pa po lemi

78 va�i slede�ih k − 1 nejednakosti:

ak > mk,

ak−1 + ak > mk−1 +mk,
...

a2 + · · ·+ ak > m2 + · · ·+mk.

(4.1.11)

Sabiraǌem ovih nejednakosti dobijamo

k∑
j=2

(j − 1)aj >
k∑
j=2

(j − 1)mj. (4.1.12)

Sa druge strane, kako je |α| > n+ 1 i ‖α‖ = m+ 1 + ‖µ‖ va�i

k∑
j=2

(j − 1)aj = ‖α‖ − |α| 6 ‖α‖ − (n+ 1) 6 ‖µ‖ =
k∑
j=2

(j − 1)mj.
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i) Za m1 := n+1−|µ| oqigledno va�i [µ, µ]t =
(
mt−1

mt−1

)
= 1, za sve 2 6 t 6 k,

a samim tim i [µ, µ] = 1. Tako�e,

‖µ‖ =
k∑
j=1

jmj = n+ 1− |µ|+
k∑
j=2

jmj = n+ 1 +
k∑
j=2

(j − 1)mj = n+ 1 + ‖µ‖,

pa je Xµ ∈ T (g
(n)
µ ).

Sa druge strane, ako je Xα ∈ T (g
(n)
µ ) za neku k-torku nenegativnih

celih brojeva α takvu da je |α| > n + 1, tada u svim nejednakostima

(4.1.11) va�e jednakosti i mora biti |α| = n+ 1. Dakle, va�i α = µ.

ii) Primetimo da za m < n va�i ‖µ‖ = ‖α‖ − (m+ 1) > ‖α‖ − (n+ 1), pa

ne va�i nejednakost (4.1.12), qime je tvr�eǌe dokazano.

Tvr�eǌe 82. Neka je m > −k, µ = (m2, . . . ,mk) jedna (k − 1)-torka nenega-

tivnih celih brojeva i 1 6 i 6 j 6 k − 1. Tada va�i slede�i identitet

g
(m)

µi,j
= xig

(m)

µj
− xj+1g

(m)

µi−1 + g
(m)

µi−1,j+1 ,

uz konvenciju da je polinom g
(m)

µi−1,j+1 jednak nuli za j = k − 1.

Dokaz. Po lemi 79 imamo

g
(m)

µi,j
=

∑
‖α‖=m+1+‖µi,j‖

(−1)m+1+|α|[α, µi,j]Xα

=
∑

‖α‖=m+1+‖µi,j‖

(−1)m+1+|α| (−[αi, µ
j] + [αj+1, µ

i−1] + [α, µi−1,j+1]
)
Xα

=
∑

‖α‖=m+1+‖µi,j‖

(−1)m+1+|αi|[αi, µ
j]Xα

−
∑

‖α‖=m+1+‖µi,j‖

(−1)m+1+|αj+1|[αj+1, µ
i−1]Xα + g

(m)

µi−1,j+1 ,

jer je ‖µi,j‖ = ‖µ‖ + i + j = ‖µ‖ + i − 1 + j + 1 = ‖µi−1,j+1‖ (za j 6 k − 2).

Primetimo da je jednakost ‖α‖ = m + 1 + ‖µi,j‖ ekvivalentna sa ‖αi‖ =

‖α‖ − i = m + 1 + ‖µi,j‖ − i = m + 1 + ‖µ‖ + j = m + 1 + ‖µj‖, i sliqno

ekvivalentna je sa ‖αj+1‖ = m+ 1 + ‖µi−1‖.

65



Razmotrimo prvu sumu u gorǌoj jednakosti. Kako se sumiraǌe vrxi

po k-torkama α = (a1, a2, . . . , ak) nenegativnih celih brojeva (takvim da je

‖α‖ = m+ 1 + ‖µi,j‖), koordinate vektora αi su nenegativni celi brojevi,

s tim da i-ta koordinata mo�e biti jednaka −1 (ako je ai = 0). Me�utim,

u tom sluqaju je [αi, µ
j]i+1 =

(
ai+1+···+ak−mi+1−···−mk−2

−1

)
= 0, pa i [αi, µ

j] = 0.

Samim tim, mo�emo pretpostaviti da va�i ai > 1, pa i da αi prolazi

k-torkama nenegativnih celih brojeva (takvim da je ‖αi‖ = m+ 1 + ‖µj‖).

Dakle,∑
‖α‖=m+1+‖µi,j‖

(−1)m+1+|αi|[αi, µ
j]Xα = xi

∑
‖αi‖=m+1+‖µj‖

(−1)m+1+|αi|[αi, µ
j]Xαi = xig

(m)

µj
.

Preostalo je da doka�emo da je druga suma u gorǌoj jednakosti (za

g
(m)

µi,j
) jednaka xj+1g

(m)

µi−1. Neka je α = (a1, a2, . . . , ak) jedna k-torka nenega-

tivnih celih brojeva takva da va�i ‖α‖ = n + 1 + ‖µi,j‖, tj. ‖αj+1‖ =

n+ 1 + ‖µi−1‖. Dovoǉno je dokazati da za aj+1 = 0 va�i [αj+1, µ
i−1] = 0, jer

tada dokaz sledi kao za prvu sumu.

Ako je j + 1 < k, tada aj+1 = 0 implicira [αj+1, µ
i−1]j+2 = 0, pa i

[αj+1, µ
i−1] = 0.

Neka je zato j = k − 1. Pretpostavimo suprotno, tj. da va�i ak = 0 i

[αk, µ
i−1] 6= 0. Doka�imo prvo da je tada

at−1 + at + · · ·+ ak−1 6 mt + · · ·+mk + εt, za sve 2 6 t 6 k, (4.1.13)

gde je εt =

 1, 2 6 t 6 i

0, i+ 1 6 t 6 k
. Dokaz izvodimo obrnutom matematiqkom

indukcijom po t. Doka�imo prvo da (4.1.13) va�i za t = k. Kako je(
ak−1−1−mk

ak−1

)
= [αk, µ

i−1]k 6= 0 i ak−1−1−mk < ak−1, po (4.1.2) zakǉuqujemo da

je ak−1 − 1−mk 6 −1, pa je ak−1 6 mk = mk + εk. Doka�imo i induktivni

korak. Neka je 2 6 t 6 k − 1 i pretpostavimo da va�i at + · · · + ak−1 6

mt+1+· · ·+mk+εt+1. Kako je oqigledno εt+1 6 εt, iz prethodne nejednakosti
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dobijamo at + · · ·+ ak−1 6 mt+1 + · · ·+mk + εt. Tako�e,

[αk, µ
i−1]t =

(
at−1 + at + · · ·+ ak−1 − 1−mt −mt+1 − · · · −mk − εt

at−1

)
6= 0

i at−1 + at + · · · + ak−1 − 1 −mt −mt+1 − · · · −mk − εt 6 at−1 − 1 −mt < at−1,

pa je po (4.1.2) at−1 + at + · · ·+ ak−1 − 1−mt −mt+1 − · · · −mk − εt 6 −1, tj.

at−1 + at + · · ·+ ak−1 6 mt +mt+1 + · · ·+mk + εt.

Konaqno, sabiraǌem nejednakosti (4.1.13) dobijamo

‖α‖ 6 ‖µ‖+
k∑
t=2

εt = ‖µ‖+ i− 1 = ‖µi−1‖ = ‖αk‖ −m− 1 < ‖α‖,

xto je oqigledno kontradikcija.

Za r ∈ Z definiximo polinome xr ∈ Z[x1, . . . , xk] na slede�i naqin:

xr = 0 za r < 0, x0 = 1 i

xr = −
k∑
j=1

xjxr−j, za r > 1. (4.1.14)

Iz definicije, indukcijom, nije texko dokazati da za svaki qlan Xα

polinoma xr va�i ‖α‖ = r. U narednom tvr�eǌu dajemo i eksplicitne

formule za xr, r ∈ Z.

Tvr�eǌe 83. Za r ∈ Z va�i

xr =
∑
‖α‖=r

(−1)|α|[α]Xα.

Dokaz. Tvr�eǌe oqigledno va�i za r 6 0. Neka je daǉe r > 1. Po formuli

(4.1.14) proizvod formalnog reda 1+x1+x2+· · · i polinoma 1+x1+· · ·+xk
jednak je 1. Dakle, va�i

1 + x1 + x2 + · · · = 1

1 + x1 + · · ·+ xk
=
∑
t>0

(−1)t(x1 + · · ·+ xk)
t

=
∑
t>0

∑
|α|=t

(−1)t[α]Xα =
∑
α

(−1)|α|[α]Xα.

Dato tvr�eǌe sada sledi iz posledǌe jednakosti i komentara posle

formule (4.1.14).
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Iz prethodnog tvr�eǌa i definicije 80 zakǉuqujemo da va�i xm+1 =

(−1)m+1g
(m)
0 ∈ G, za sve m > −k.

U narednoj lemi uspostavi�emo vezu izme�u polinoma g
(m)
(s,0,...,0) i poli-

noma xs ∈ Z[x1, . . . , xk].

Lema 84. Za m > −k, s > 0 i (k − 1)-torku s = (s, 0, . . . , 0) va�i

g(m)
s = (−1)m+1

s∑
i=0

(
s

i

)
xs−i1 xm+1+i.

Dokaz. Dokaz izvodimo primenom matematiqke indukcije po s > 0. Kako

je g
(m)
0 = (−1)m+1xm+1, identitet va�i za s = 0 (i sve m > −k). Neka je

zato s > 1 i pretpostavimo da identitet va�i za s − 1 i sve m > −k.

Neka je s = (s, 0, . . . , 0). Tada je s1 = (s−1, 0, . . . , 0) = s− 1, pa s obzirom na

to da za sve k-torke α celih brojeva va�i [α, s]2 = −[α1, s− 1]2 + [α, s− 1]2

(po (4.1.1)) i [α, s]t = [α1, s− 1]t = [α, s− 1]t za 3 6 t 6 k, imamo

g(m)
s =

∑
‖α‖=m+1+s

(−1)m+1+|α|[α, s]Xα

=
∑

‖α‖=m+1+s

(−1)m+1+|α|

(
(−[α1, s− 1]2 + [α, s− 1]2)

k∏
t=3

[α, s]t

)
Xα

= x1

∑
‖α1‖=m+1+s−1

(−1)m+1+|α1|[α1, s− 1]Xα1 −
∑

‖α‖=(n+1)+1+s−1

(−1)n+2+|α|[α, s− 1]Xα

= x1g
(m)
s−1 − g

(m+1)
s−1

= x1(−1)m+1

s−1∑
i=0

(
s− 1

i

)
xs−1−i

1 xm+1+i − (−1)m+2

s−1∑
i=0

(
s− 1

i

)
xs−1−i

1 xm+2+i

= (−1)m+1

s∑
i=0

(
s− 1

i

)
xs−i1 xm+1+i + (−1)m+1

s∑
i=0

(
s− 1

i− 1

)
xs−i1 xm+1+i

= (−1)m+1

s∑
i=0

(
s

i

)
xs−i1 xm+1+i,

qime je dokaz zavrxen.
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4.2 Grebnerove baze za Z-kohomologiju

kompleksnih Grasmanijana

U ovom poglavǉu konstruisa�emo Grebnerovu bazu za ideal Ik,n koji,

po Borelovom opisu, definixe algebru H∗(Gk,n(C);Z). Koristi�emo no-

tacije i tvr�eǌa predstavǉena u poglavǉima 2.2, 3.2 i 4.1.

Za k-torku α = (a1, a2, . . . , ak) nenegativnih celih brojeva uvodimo

Cα := ca11 c
a2
2 · · · c

ak
k .

Definicija 85. Za (k − 1)-torku µ = (m2, . . . ,mk) nenegativnih celih

brojeva neka je

gµ :=
∑

‖α‖=n+1+‖µ‖

(−1)n+1+|α|[α, µ]Cα,

pri qemu se sumiraǌe vrxi po svim k-torkama nenegativnih celih bro-

jeva α = (a1, a2, . . . , ak) za koje va�i ‖α‖ = n+ 1 + ‖µ‖.

Tako�e, neka je

GC := {gµ : |µ| 6 n+ 1}.

Kao u prethodnom poglavǉu, u Z[c1, c2, . . . , ck] uvodimo grlex poredak 4

odre�en sa c1 > c2 > · · · > ck. Primetimo da izomorfizam Z[x1, . . . , xk] →

Z[c1, . . . , ck] zadat sa xi 7→ ci, za 1 6 i 6 k, slika g
(n)
µ u gµ, kao i xi u

ci (uporediti rekurentne jednaqine (2.2.5) i (4.1.14)), tako da mo�emo

koristiti tvr�eǌa dokazana u prethodnom poglavǉu.

Ciǉ ovog odeǉka je da doka�emo da je GC Grebnerova baza ideala

Ik,n = (cn+1, cn+2, . . . , cn+k). Za poqetak dokaza�emo slede�e tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 86. Za svaku (k − 1)-torku nenegativnih celih brojeva µ va�i

gµ ∈ 〈GC〉.

Dokaz. Definisa�emo dobro ure�eǌe l na skupu (k − 1)-torki nenega-

tivnih celih brojeva i tvr�eǌe dokazati indukcijom po l. Ure�eǌe
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l definisano je na slede�i naqin: za (k − 1)-torke nenegativnih celih

brojeva µ = (m2, . . . ,mk) i ν = (n2, . . . , nk), prvo poredimo |µ| i |ν|, tj.

m2 + m3 + · · · + mk i n2 + n3 + · · · + nk, pa ako su oni jednaki poredimo

m3 + · · · + mk i n3 + · · · + nk, itd. Preciznije, ako oznaqimo |µ|i→ :=

mi + · · ·+mk, za 2 6 i 6 k, tada je

ν l µ ako i samo ako je |ν|s→ < |µ|s→, gde je s = min{i : |µ|i→ 6= |ν|i→}.

Ako je |µ| 6 n + 1, tada gµ ∈ GC ⊂ 〈GC〉. Pretpostavimo daǉe da je

|µ| > n + 1 i gν ∈ 〈GC〉 za sve ν takve da je ν l µ. Izaberimo i i j tako

da va�i 1 6 i 6 j 6 k − 1 i tako da su sve komponente (k − 1)-torke µi,j

nenegativne (ovo je mogu�e jer je |µ| > n+ 1). Po tvr�eǌu 82 va�i

gµ = gµi,ji,j
= cigµi − cj+1gµi−1

i,j
+ gµi−1,j+1

i,j
∈ 〈GC〉,

jer je µi−1
i,j l µi l µ i (ako je j 6 k − 2) µi−1,j+1

i,j l µ.

Tvr�eǌe 87. Ik,n = 〈GC〉.

Dokaz. Prvo �emo dokazati da je 〈GC〉 ⊆ Ik,n. Kako je Ik,n generisan poli-

nomima cn+1, cn+2, . . . , cn+k, po rekurentnoj jednaqini (2.2.5) ne samo ovih

k polinoma, nego svi cr za r > n + 1 pripadaju idealu Ik,n. Sliqno,

dokaza�emo da gµ ∈ Ik,n za sve (k−1)-torke µ nenegativnih celih brojeva.

Dokaz ovog tvr�eǌa izvodimo indukcijom po poretku ≺rlex (pogledati

poglavǉe 1.1.1).

Za (k − 1)-torku m = (m, 0, . . . , 0), gde je m > 0 proizvoǉan ceo broj,

po lemi 84 i primedbi sa poqetka dokaza, zakǉuqujemo da je gm ∈ Ik,n.

Neka je zato µ = (m2,m3, . . . ,mk) (k−1)-torka nenegativnih celih brojeva

takva da je najve�i ceo broj s za koji va�i ms+1 > 0 barem 2. Dakle,

2 6 s 6 k − 1 i µ = (m2, . . . ,ms+1, 0, . . . , 0). Neka je uz to gν ∈ Ik,n za sve ν

takve da je ν ≺rlex µ. Po tvr�eǌu 82 primeǌenom na (k−1)-torku µs, i = 1
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i j = s− 1 va�i

gµ = gµ1,s−1
s
− c1gµs−1

s
+ csgµs .

Kako je µs ≺rlex µs−1
s ≺rlex µ1,s−1

s ≺rlex µ, zakǉuqujemo da je gµ ∈ Ik,n.

Doka�imo i da va�i (cn+1, . . . , cn+k) ⊆ 〈GC〉. Kako je cn+1 = (−1)n+1g0 ∈

〈GC〉, a po lemi 84 i

cn+1+m = (−1)n+1gm −
m−1∑
i=0

(
m

i

)
cm−i1 · cn+1+i, za m > 1,

tvr�eǌe sledi indukcijom (uz korix�eǌe tvr�eǌa 86).

Konaqno, spremni smo da doka�emo centralnu teoremu ovog poglavǉa.

Teorema 88. Skup GC je minimalna jaka Grebnerova baza ideala Ik,n u

odnosu na poredak 4.

Dokaz. Po tvr�eǌu 87 skup GC generixe ideal Ik,n. Uz to, po tvr�eǌu

81 va�i 0 6∈ GC, a iz definicije je jasno da je skup GC konaqan. Pretpo-

stavimo da GC nije jaka Grebnerova baza ideala Ik,n. Tada postoji poli-

nom f ∈ Ik,n \ {0} takav da LM(g) ne deli LM(f) ni za jedno g ∈ GC. Po

tvr�eǌu 81 va�i

{LM(g) : g ∈ GC} = {Cα : |α| = n+ 1}, (4.2.1)

pa za svako Cα ∈ T (f) va�i |α| 6 n. Me�utim, tada po teoremi 63 va�i

f = 0, xto je oqigledno kontradikcija. Dakle, GC je jaka Grebnerova

baza ideala Ik,n.

Po tvr�eǌu 81 svi polinomi iz GC imaju razliqite vode�e qlanove,

pa je po (4.2.1) GC i minimalna jaka Grebnerova baza.

Tvr�eǌa 81 i 82 omogu�uju nam da (eksplicitno) odredimo polinome

gµ ∈ GC za (k−1)-torke µ = (m2, . . . ,mk) takve da je mk ,,blisko” n. Naime,

ako je gµ ∈ GC i Cα ∈ T (gµ) \ {Cµ} (gde je µ = (n+ 1− |µ|,m2, . . . ,mk)), tada
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po tvr�eǌu 81 va�i |α| 6 n. Samim tim, ‖α‖ =
∑k

j=1 jaj 6 k
∑k

j=1 aj =

k|α| 6 kn. Sa druge strane, ‖α‖ = n+ 1 + ‖µ‖, pa je gµ = Cµ kad god va�i

‖µ‖ > (k − 1)n− 1.

Neka je ν (k − 1)-torka (0, . . . , 0, n). Kako je ‖νs‖ > ‖ν‖ = (k − 1)n, za

1 6 s 6 k − 1, iz prethodnog zakǉuqujemo da va�i

gν = c1c
n
k i gνs = cs+1c

n
k , 1 6 s 6 k − 1 (za k > 2). (4.2.2)

Daǉe, primenom tvr�eǌa 82 na (k − 1)-torku νk−1 = (0, . . . , 0, n − 1), i = 1

i j = k− 1, dobijamo jednakost ckgνk−1
= c1gν − gν1. Oba sabirka na desnoj

strani ove jednakosti sadr�e ck kao faktor, pa skra�ivaǌem sa ck i

korix�eǌem (4.2.2) dobijamo

gνk−1
= c2

1c
n−1
k − c2c

n−1
k (za k > 2). (4.2.3)

Sliqno, primenom tvr�eǌa 82 na νk−1, i = s + 1 i j = k − 1, dobijamo da

va�i ckgνsk−1
= cs+1gν − gνs+1, a samim tim i

gνsk−1
= c1cs+1c

n−1
k − cs+2c

n−1
k , 1 6 s 6 k − 2 (za k > 3). (4.2.4)

Identiteti (4.2.3) i (4.2.4) odre�uju gµ ∈ GC kada je mk = n−1 i |µ| 6 n.

Da bismo odredili gµ ∈ GC kada je mk = n − 1 i |µ| = n + 1 za neki

konkretan prirodan broj k, primeǌujemo tvr�eǌe 82 prvo za νk−1, i = 1 i

sve j takve da va�i 1 6 j 6 k−2, zatim na νk−1, i = 2 i sve j takve da va�i

2 6 j 6 k − 2, itd. Daǉe, ako je n > 2, na sliqan naqin se mogu odrediti

i polinomi gµ ∈ GC kada je mk = n−2. Na primer, va�e slede�e formule

(prva za k > 3, a druga za k > 4):

gνk−1,k−1
= c3

1c
n−2
k − 2c1c2c

n−2
k + c3c

n−2
k ,

gνsk−1,k−1
= c2

1cs+1c
n−2
k − c1cs+2c

n−2
k − c2cs+1c

n−2
k + cs+3c

n−2
k , 1 6 s 6 k − 3.
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Formule Pijerijevog tipa za bazu Bk,n

Neka je λ = (l1, l2, . . . , lk) k-torka nenegativnih celih brojeva takva da

va�i |λ| = n + 1. Tada za λ := (l2, . . . , lk) va�i gλ ∈ GC, pa po tvr�eǌu 87

u H∗(Gk,n(C);Z) va�i gλ = 0. Dakle,

Cλ =
∑

‖α‖=n+1+‖λ‖
α 6=λ

(−1)1+|α|−|λ|[α, λ] Cα (4.2.5)

u H∗(Gk,n(C);Z). Po tvr�eǌu 81 ovaj identitet daje predstavǉaǌe qlana

Cλ u aditivnoj bazi Bk,n. Tako�e, mo�emo primetiti da ove formule

u potpunosti odre�uju mno�eǌe u H∗(Gk,n(C);Z). Samim tim, formulu

(4.2.5) mo�emo protumaqiti kao formulu Pijerijevog tipa za bazu Bk,n

(uporediti sa teoremom 53). Preciznije, za 1 6 i 6 k i Cλ ∈ Bk,n, ako je

|λ| < n, tada va�i ci · Cλ ∈ Bk,n, dok za |λ| = n imamo

ci · Cλ =
∑

‖α‖=n+1+‖λi‖
α 6=λi

(−1)|α|−|λ|[α, λi] Cα (4.2.6)

Na primer, identiteti sa kraja prethodnog poglavǉa daju slede�e:

c1c
n
k = 0,

cs+1c
n
k = 0, 1 6 s 6 k − 1 (k > 2),

c2
1c
n−1
k = c2c

n−1
k (k > 2),

c1cs+1c
n−1
k = cs+2c

n−1
k , 1 6 s 6 k − 2 (k > 3),

c3
1c
n−2
k = 2c1c2c

n−2
k − c3c

n−2
k (k > 3, n > 2),

c2
1cs+1c

n−2
k = c1cs+2c

n−2
k + c2cs+1c

n−2
k − cs+3c

n−2
k , 1 6 s 6 k − 3 (k > 4, n > 2).
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4.3 Grebnerove baze za Z2-kohomologiju

realnih Grasmanijana

U ovom poglavǉu konstruisa�emo Grebnerovu bazu za ideal Jk,n koji

po Borelovom opisu odre�uje algebru H∗(Gk,n(R);Z2). Pri tome, koristi-

�emo notacije i tvr�eǌa predstavǉena u poglavǉu 2.2.

Borelov opis algebre H∗(Gk,n(C);Z2) mo�e se dobiti od odgovaraju�eg

opisa algebre H∗(Gk,n(C);Z) redukcijom po modulu 2. Kako je modulo

2 redukcija Qernove klase ci ∈ H2i(Gk,n(C);Z) kanonskog (kompleksnog)

vektorskog raslojeǌa γk nad Gk,n(C) Xtifel-Vitnijeva klasa w2i pripa-

daju�eg realnog vektorskog raslojeǌa, skup {wa12 w
a2
4 · · ·w

ak
2k : a1 + a2 + · · ·+

ak 6 n} je aditivna baza algebre H∗(Gk,n(C);Z2) i samim tim Grebnerova

baza ideala u Z2[w2, w4, . . . , w2k] koji odre�uje algebru H∗(Gk,n(C);Z2) mo�e

se dobiti na isti naqin kao u poglavǉu 4.2 zamenom ci sa w2i.

Borelov opis kohomoloxke algebre H∗(Gk,n(R);Z2) je suxtinski isti

kao opis algebre H∗(Gk,n(C);Z2) – jedina razlika je u tome da su di-

menzije Xtifel-Vitnijevih klasa koje generixu kohomologiju podeǉene

sa 2. Dakle, mo�emo izvesti iste zakǉuqke vezane za aditivnu bazu alge-

bre H∗(Gk,n(R);Z2) i Grebnerovu bazu ideala koji je definixe.

Posmatrajmo polinomijalnu algebru Z2[w1, w2, . . . , wk] u kojoj uvodimo

grlex poredak 4 odre�en sa w1 > w2 > · · · > wk. Na osnovu svega xto je

prethodno reqeno imamo slede�e rezultate.

Teorema 89. Skup Dk,n := {Wα : |α| ≤ n} je baza vektorskog prostora

H∗(Gk,n(R);Z2) ∼= Z2[w1, w2, . . . , wk]/Jk,n.

Definicija 90. Za (k − 1)-torku µ = (m2, . . . ,mk) nenegativnih celih
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brojeva neka je

g̃µ :=
∑

‖α‖=n+1+‖µ‖

[α, µ]Wα,

pri qemu se sumiraǌe vrxi po svim k-torkama nenegativnih celih bro-

jeva α = (a1, a2, . . . , ak) za koje va�i ‖α‖ = n+ 1 + ‖µ‖. Tako�e, neka je

GR := {g̃µ : |µ| 6 n+ 1}.

Glavni rezultat ovog odeǉka dajemo u slede�oj teoremi.

Teorema 91. Skup GR je redukovana Grebnerova baza ideala Jk,n u odnosu na

poredak 4.

Dokaz. Na osnovu prethodnog GR je minimalna jaka Grebnerova baza

ideala Jk,n u odnosu na poredak 4. Doka�imo da je ova Grebnerova

baza i redukovana. Kako je LC(g̃µ) = 1 za sve g̃µ ∈ GR, da bismo dokazali

naxu tvrdǌu dovoǉno je dokazati da za g̃µ ∈ GR, LT(g̃µ) = W µ ne deli

neki qlan iz T (g̃ν), za neko g̃ν ∈ GR \ {g̃µ}. Ovo sledi iz mod 2 varijante

tvr�eǌa 81. Zaista, W µ - W ν (jer je GR minimalna), a za svaki drugi

qlan Wα polinoma g̃ν va�i |α| < n + 1, pa Wα nije deǉivo sa W µ jer je

|µ| = n+ 1.

Kao u poglavǉu 4.2, dokaza�emo da je mno�eǌe u bazi Dk,n algebre

H∗(Gk,n(R);Z2) odre�eno Grebnerovom bazom GR. Ako je λ = (l1, l2, . . . , lk)

k-torka nenegativnih celih brojeva takva da je |λ| = n+ 1, tada va�i

W λ =
∑

‖α‖=n+1+‖λ‖
α 6=λ

[α, λ] Wα,

gde je λ = (l2, . . . , lk). Dakle, proizvod wi, 1 6 i 6 k, i qlana W λ ∈ Dk,n

zapisuje se kao linearna kombinacija elemenata baze Dk,n na slede�i

naqin: ako je |λ| < n, tada je wi ·W λ ∈ Dk,n, a ako je |λ| = n, tada je

wi ·W λ =
∑

‖α‖=n+1+‖λi‖
α 6=λi

[α, λi] Wα. (4.3.1)
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Jasno, identiteti analogni onima sa kraja prethodnog poglavǉa mogu

se dobiti korix�eǌem formule (4.3.1) ili redukcijom po modulu 2

spomenutih identiteta.

4.4 Grebnerova baza za malu kvantnu

kohomologiju kompleksnih Grasmanijana

U ovom poglavǉu konstruisa�emo Grebnerovu bazu za ideale Ok,n

koji po opisu Siberta i Tiana definixu QH∗(Gk,n;Z). Koristi�emo

notaciju i tvr�eǌa predstavǉena u poglavǉu 3.3.

Radi�emo u polinomijalnoj algebri Z[q][c1, c2, . . . , ck] u koju uvodimo

grlex poredak 4 odre�en (opet) sa c1 > c2 > · · · > ck. Naravno, presli-

kavaǌe Z[x1, . . . , xk] → Z[q][c1, . . . , ck] zadato sa xi 7→ ci, za 1 6 i 6 k, je

utapaǌe. Neka je za (k − 1)-torku µ nenegativnih celih brojeva sa g
(n)
µ

oznaqena slika polinoma g
(n)
µ , a sa g

(−k)
µ slika polinoma g

(−k)
µ pri ovom

utapaǌu. Tako�e, primetimo da po formulama (3.3.5) i (4.1.14) va�i

xi 7→ σi.

Spremni smo da definixemo polinome za koje �emo dokazati da qine

Grebnerovu bazu ideala Ok,n (u odnosu na poredak 4).

Definicija 92. Za (k − 1)-torku µ nenegativnih celih brojeva neka je

gµ := g(n)
µ + (−1)nqg(−k)

µ .

Tako�e, neka je

QGC := {gµ : |µ| 6 n+ 1}.

Neka je

σ̃m = σm + (−1)kqσm−n−k, za m > 0, (4.4.1)
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uz podse�aǌe da je σj = 0 za j < 0, a σ0 = 1. Primetimo da je σ̃n+i = σn+i,

za 1 6 i 6 k − 1 i σ̃n+k = σn+k + (−1)kq. Dakle, σ̃n+i ∈ Ok,n, za 1 6 i 6 k. U

slede�em tvr�eǌu dokaza�emo da je σ̃n+i ∈ Ok,n, za sve i > 1.

Tvr�eǌe 93. Za m > k + n+ 1 va�i

σ̃m = −
k∑
i=1

ciσ̃m−i.

Dokaz. Korix�eǌem formule (3.3.5) i definicije (4.4.1) imamo

σ̃m = σm + (−1)kqσm−n−k = −
k∑
i=1

ciσm−i − (−1)kq
k∑
i=1

ciσm−n−k−i

= −
k∑
i=1

ci
(
σm−i + (−1)kqσm−i−n−k

)
= −

k∑
i=1

ciσ̃m−i,

qime je dokaz zavrxen.

Na osnovu definicija polinoma gµ i σ̃i, kao i tvr�eǌa 93, jasno je da

za ǌih va�e tvr�eǌa analogna onima iz poglavǉa 3.1. Radi kompletno-

sti, u narednim tvr�eǌima navodimo ove rezultate.

Tvr�eǌe 94. Neka je µ = (m2, . . . ,mk) (k − 1)-torka nenegativnih celih

brojeva takva da je |µ| 6 n + 1. Tada va�i LT(gµ) = Cµ, gde je µ = (n + 1 −

|µ|,m2, . . . ,mk). Tako�e, ako je Cα ∈ T (gµ) \ {Cµ} za neku k-torku α nenega-

tivnih celih brojeva, tada je |α| < n+ 1.

Tvr�eǌe 95. Neka je µ = (m2, . . . ,mk) (k − 1)-torka nenegativnih celih

brojeva i 1 6 i 6 j 6 k − 1. Tada u polinomijalnoj algebri Z[q][c1, c2, . . . , ck]

va�i slede�i identitet

gµi,j = cigµj − cj+1gµi−1 + gµi−1,j+1 ,

pri qemu uzimamo da je polinom gµi−1,j+1 jednak nuli za j = k − 1.
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Lema 96. Neka je za s > 0 sa s oznaqena (k−1)-torka (s, 0, . . . , 0). Tada va�i

gs = (−1)n+1

s∑
i=0

(
s

i

)
cs−i1 σ̃n+1+i.

Korix�eǌem prethodnih tvr�eǌa, na isti naqin kao u poglavǉu 4.2

dobijamo najavǉeni rezultat o Grebnerovoj bazi ideala Ok,n.

Teorema 97. Skup QGC je minimalna jaka Grebnerova baza ideala Ok,n (nad

Z[q]) u odnosu na grlex poredak 4.

Kao i u prethodnim poglavǉima, dokaza�emo da Grebnerova baza QGC

ideala Ok,n u potpunosti odre�uje mno�eǌe u Qk,n. Zaista, ako je λ =

(l1, l2, . . . , lk) k-torka nenegativnih celih brojeva takva da je |λ| = n + 1

va�i

Cλ =
∑

‖α‖=n+1+‖λ‖
α 6=λ

(−1)n+|α|[α, λ]Cα + q
∑

‖α‖=−k+1+‖λ‖

(−1)n−k+|α|[α, λ]Cα.

gde je λ = (l2, . . . , lk). Dakle, proizvod ci, 1 6 i 6 k, i qlana Cλ ∈ Qk,n

zapisuje se kao linearna kombinacija elemenata baze Qk,n na slede�i

naqin: ako je |λ| < n, tada je ci · Cλ ∈ Qk,n, a ako je |λ| = n, tada je

ci · Cλ =
∑

‖α‖=n+1+‖λi‖
α 6=λi

(−1)n+|α|[α, λi]Cα + q
∑

‖α‖=−k+1+‖λi‖

(−1)n−k+|α|[α, λi]Cα. (4.4.2)

Primetimo da je deformacija formule (4.4.2) u odnosu na (4.2.6) sliqna

kao deformacija kvantne Pijerijeve formule u odnosu na klasiqnu.

Primer 98. U QH∗(G2,4;Z) va�e slede�i identiteti (koji u potpunosti

odre�uju mno�eǌe):

c5
1 = 4c3

1c2 − 3c1c
2
2 c4

1c2 = 3c2
1c

2
2 − c3

2 − q

c3
1c

2
2 = 2c1c

3
2 + qc1 c2

1c
3
2 = c4

2 + qc2
1 − qc2

c1c
4
2 = qc3

1 − 2qc1c2 c5
2 = qc4

1 − 3qc2
1c2 + qc2

2.

78



GLAVA 5

REKURENTNE FORMULE ZA KOSTKINE

BROJEVE

U ovoj glavi iskoristi�emo rezultate glave 4 i dobiti nove reku-

rentne formule iz kojih se mogu izraqunati (svi) Kostkini i kvantni

Kostkini brojevi. Ovi rezultati izlo�eni su u radovima [53] i [54].

U uvodnom delu glave da�emo pregled (nekih) bitnih rezultata teo-

rije reprezentacija grupa u kojima se prirodno pojavǉuju Kostkini bro-

jevi. Prilikom pisaǌa oslonili smo se na kǌigu [22] u kojoj je ova

tematika znatno temeǉnije obra�ena.

5.1 Kostkini brojevi u teoriji reprezentacija

Brojeve Kλµ, koje smo definisali u glavi 3, uveo je Karl Kostka

u radovima [35, 36], otkud i potiqe ǌihov naziv. ǋegova definicija

neznatno se razlikuje od one koju smo mi dali, ali je, kao i naxa,

,,proistekla” iz izuqavaǌa simetriqnih funkcija.
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U glavi 3 pokazali smo de se, osim u kombinatorici, Kostkini bro-

jevi prirodno pojavǉuju u algebarskoj geometriji, tj. u Xubertovom

raqunu za kohomologiju Grasmanijana. U ovom poglavǉu prikaza�emo

kako su Kostkini brojevi neraskidivo povezani sa jox jednom oblax�u

matematike, teorijom reprezentacija grupa.

Pod reprezentacijom grupe G podrazumevamo homomorfizam

ρ : G→ GL(V ),

gde je V neki konaqno-dimenzioni vektorski prostor, a GL(V ) skup auto-

morfizama ovog prostora. Ideja reprezentacija je jasna – elemente

grupe �elimo da ,,reprezentujemo” linearnim preslikavaǌima i da oso-

bine grupe prouqavamo kroz ova linearna preslikavaǌa, xto mo�emo

raditi dobro ustanovǉenim tehnikama linearne algebre. Naravno, re-

prezentacija (ρ, V ) grupe G zadaje i dejstvo grupe G na V definisano sa

g · v = ρ(g)(v). Napomenimo da, iako je reprezentacija par (ρ, V ), qesto

�emo izostavǉati homomomorfizam ρ i pisati ,,reprezentacija V ”.

Prilikom opisa reprezentacija grupa, od velike va�nosti su tzv.

ireducibilne reprezentacije, koje definixemo na slede�i naqin. Ako je

ρ : G → GL(V ) reprezentacija i W vektorski potprostor od V koji je

invarijantan u odnosu na G, tj. za koji je

ρ(g)(W ) ⊆ W, za sve g ∈ G,

ka�emo da je g 7→ ρ(g)|W podreprezentacija reprezentacije ρ. Konaqno,

za reprezentaciju ρ ka�emo da je ireducibilna ako nema pravih netrivi-

jalnih podreprezentacija.

Napomenimo da se u sluqajevima koje �emo razmatrati svaka repre-

zentacija na jedinstven naqin mo�e zapisati kao direktna suma ire-

ducibilnih reprezentacija.
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5.1.1 Reprezentacija simetriqnih grupa

U ovom poglavǉu razmatra�emo reprezentacije ρ : Sn → GL(V ), gde je

V konaqno-dimenzioni vektorski prostor nad C.

Kao xto je napomenuto u prethodnom delu ove glave, od posebnog

znaqaja je na�i sve ireducibilne reprezentacije. U sluqaju grupe Sn
ovaj problem je u potpunosti rexen: V je ireducibilna reprezentacija

ako i samo je izomorfna nekom Xpehtovom modulu Sλ, gde je λ parti-

cija za koju va�i |λ| = n (konstrukcija ovih modula mo�e se na�i u

[22]). Drugi tip reprezentacija grupa Sn koji je od posebnog znaqaja

qine permutacioni moduli Mλ (pogledati [22]).

Na skup klasa izomorfnih reprezentacija grupe Sn na prirodan naqin

mo�emo uvesti aditivnu strukturu. Tu grupu oznaqavamo sa Rn, a ona

je slobodna Abelova grupa generisana klasama ireducibilnih repre-

zentacija grupe Sn, tj. za klasu [V ] reprezentacije V va�i

[V ] =
∑

mλ[S
λ], ako je V ∼= ⊕(Sλ)⊕mλ .

Ova struktura se mo�e i dodatno ,,obogatiti”. Neka je R =
⊕
n≥0

Rn

(R0 = Z). Tada se na R mo�e uvesti operacija ◦ takva da je R graduisani

prsten (za detaǉe ove konstrukcije pogledati [22]). Pri tome, uz oznake

iz glave 3, homomorfizam ϕ : Λ→ R zadat sa

ϕ(hλ) = [Mλ]

je izomorfizam. Tako�e, va�i ϕ(sλ) = [Sλ], pa i:

(Jangovo pravilo) Mλ ∼=
⊕
µ

(Sµ)⊕Kλµ;

(Litlvud-Riqardsonovo pravilo) Sλ ◦ Sµ ∼=
⊕
ν

(Sν)⊕c
ν
λµ.
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5.1.2 Reprezentacija linearne grupe

U ovom poglavǉu razmatra�emo reprezentacije ρ : GL(E) → GL(V ),

gde su E i V konaqno-dimenzioni vektorski prostori nad C. Ako je

dimenzija prostora E jednaka m umesto GL(E) pisa�emo jox i GLmC.

Kao u sluqaju simetriqnih grupa, ireducibilne reprezentacije grupe

GL(E) su dobro poznate (pogledati [22]) – izme�u ostalog poznato je da

ih mo�emo parametrizovati particijama λ za koje va�i l(λ) 6 m = dimE.

U nastavku �emo prikazati kako se reprezentacija V grupe G = GLmC

mo�e predstaviti kao direktna suma tzv. te�inskih prostora. Neka

je H podgrupa grupe G koja se sastoji od dijagonalnih matrica x =

diag(x1, . . . , xm). Vektor v prostora V je te�inski vektor sa te�inom

α = (a1, . . . , am), gde je ai ∈ Z, ako je

x · v = xa11 · · · xamm v, za sve x ∈ H.

Te�inski prostori od V , u oznaci Vα, definisani su sa

Vα = {v ∈ V : x · v = xa11 · · · xamm v, za sve x ∈ H},

i va�i

V =
⊕
µ

Vµ.

Specijalno, za ireducibilnu reprezentaciju V λ va�i V λ =
⊕
µ

(
V λ
)
µ
i

pri tome su dimenzije prostora
(
V λ
)
µ
upravo jednake Kλµ.

Za date ireducibilne reprezentacije V λ i V µ grupe GLmC, tenzorski

proizvod V λ ⊗ V µ je tako�e reprezentacija grupe GLmC i va�i

V λ ⊗ V µ ∼=
⊕
l(ν)6m

(V ν)⊕c
ν
λµ . (5.1.1)

Dodajmo i da se sliqna tvr�eǌa mogu dobiti u sluqaju reprezenta-

cija grupe SL(E) (za detaǉe pogledati [22]).
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Ovo poglavǉe zavrxi�emo sa dve znaqajne formule za izraqunavaǌe

brojeva Kλµ i cνλµ, koje potiqu upravo iz teorije reprezentacija. Prvo

�emo uvesti nekoliko oznaka.

Neka su f1, . . . , fm vektori kanonske baze prostora Zm i ∆+ = {fi − fj :

1 6 i < j 6 m}. Za vektor v = (v1, . . . , vm), takav da je v1 + v2 + · · ·+ vm = 0,

neka je

K(v) =
∣∣∣{(kα)α∈∆+ ∈ N|∆+| :

∑
α∈∆+

kαα = v
}∣∣∣.

Ukoliko je za permutaciju σ ∈ Sm sa sgn(σ) oznaqen ǌen znak, a 2δ =

(m− 1,m− 3, . . . ,−(m− 3),−(m− 1)), tada va�e slede�e jednakosti (prva

za |λ| = |µ|, a druga za |ν| = |λ|+ |µ|):

(Kostantova formula [34]) Kλµ =
∑
σ∈Sm

sgn(σ)K(σ(λ+ δ)− (µ+ δ));

(Stajnbergova formula [65]) cνλµ =
∑
σ∈Sm

∑
τ∈Sm

sgn(σ)K(σ(λ+δ)+τ(µ+δ)−(ν+2δ)).

5.1.3 Teorema zasi�eǌa i hipoteze za Kostkine i

Litlvud–Riqardsonove brojeve

Ovo poglavǉe posve�eno je teoremi zasi�eǌa i nekim usko povezanim

problemima. Prvi dokaz ove teoreme dali su Knutson i Tao u radu [31],

koji su kasnije Buh i Fulton pojednostavili u [12] (Fulton je napisao

dodatak ovog rada).

Teorema 99 ([31]). Neka je, uz oznake iz prethodnog poglavǉa,

Tm = {(λ, µ, ν) : V ν ⊂ V λ ⊗ V µ}.

Tada za svako N ∈ N va�i

(λ, µ, ν) ∈ Tm ⇐⇒ (Nλ,Nµ,Nν) ∈ Tm.
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Uvidom u formulu (5.1.1), prethodna teorema se mo�e zapisati i kao

cνλµ 6= 0 ⇐⇒ cNνNλ,Nµ 6= 0.

Ova reformulacija je i korix�ena u [31].

Centralni deo dokaza teoreme 99 qine novi (kombinatorni) opisi

Berenxtajn-Zelevinski politopa (od ranije je poznato da se ovaj poli-

top mo�e koristiti za odre�ivaǌe Kostkinih i Litlvud-Riqardsonovih

brojeva – pogledati [5, 68]). U [31] autori su koristili dva modela, ali

je u [12] pokazano da je za dokaz teoreme zasi�eǌa dovoǉan samo jedan

od ǌih, nazvan model koxnice1, koji ovde prezentujemo.

Posmatrajmo jednakostraniqni trougao stranice m koji je pravama

paralelnim stranicama izdeǉen na m2 podudarnih (jediniqnih) trou-

glova (pogledati sliku 7).

Slika 7. Podela trougla za m = 4.

Dodelimo svakom temenu dobijenih jediniqnih trouglova jedan rea-

lan broj. Ovakvo dodeǉivaǌe qini koxnicu ako za svaki romb sastavǉen

od dva jediniqna trougla koja imaju zajedniqku stranicu va�i da je

zbir brojeva u temenima kra�e dijagonale ne maǌi nego zbir brojeva u

temenima du�e dijagonale.

1hive model (eng.)
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Teorema 100 ([31]). Neka su λ = (l1, l2, . . .), µ = (m1,m2, . . .) i ν = (n1, n2, . . .)

particije za koje va�i |ν| = |λ| + |µ| i l(λ), l(µ), l(ν) 6 m. Tada je cνλµ broj

celobrojnih koxnica qija je granica:

0

n1

n1 + n2

. .
.

|ν|

l1

l1 + l2

. . .

|λ||ν| −mm−1
. . . |λ|+m1

Teorema 101 ([31]). Neka su λ = (l1, l2, . . .) i µ = (m1,m2, . . .) particije za

koje va�i |µ| = |λ| i l(λ), l(µ) 6 m. Tada je Kλµ broj celobrojnih koxnica

qija je granica:

0

0

0

. .
.

0

l1

l1 + l2

. . .

|λ|m1 m1 +m2 . . .

Jedan od nedostataka modela koxnice je xto iz ǌega nije jasno kako

KNλ,Nµ zavisi od Kλµ, odnosno kako cNνNλ,Nµ zavisi od cνλµ. U vezi sa tim,

u [29] King, Tolu i Tumaze dali su slede�e hipoteze.

Hipoteza 102. Za sve particije λ i µ, takve da je Kλµ > 0, postoji

polinom Pλµ sa nenegativnim racionalnim koeficijentima, takav da je

Pλµ(0) = 1 i Pλµ(N) = KNλ,Nµ za sve N ∈ N.
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Hipoteza 103. Za sve particije λ, µ i ν, takve da je cνλµ > 0, postoji

polinom P ν
λµ sa nenegativnim racionalnim koeficijentima, takav da je

P ν
λµ(0) = 1 i P ν

λµ(N) = cNνNλ,Nµ za sve N ∈ N.

Za obe hipoteze dokazano je da je zavisnost zaista polinomijalna

i da je odgovaraju�i polinom sa racionalnim koeficijentima. Jedan

dokaz ovih tvr�eǌa dat je u [59], gde je konstruisan novi politop koji

se mo�e koristiti za odre�ivaǌe Kostkinih i Litlvud-Riqardsonovih

brojeva. Kasnije, u [41], odre�en je i stepen ovih polinoma korix�eǌem

Geǉfand-Cetlin politopa (opis ovog politopa dat je u [24]).

5.2 Formule za Kostkine brojeve

U prethodnom delu teksta opisano je nekoliko naqina za odre�ivaǌe

Kostkinih brojeva. Glavni rezultat ovog poglavǉa je opis Kostkinih

brojeva (novim) rekurentnim jednaqinama. Napomenimo da je odre�i-

vaǌe ovakvih jednaqina predmet mnogih radova – u [38] kombinatornim

metodama dobijene su rekurentne jednaqine za Kostkine brojeve, dok

su u [17] i [18] jednaqine sliqnog tipa dobijene za elemente inverzne

Kostkine matrice.

U narednom delu ovog poglavǉa razmotri�emo kompleksnost izraqu-

navaǌa Kostkinih brojeva i pokazati da je problem ǌihovog odre�ivaǌa

,,te�ak”.

5.2.1 Kompleksnost izraqunavaǌa Kostkinih i

kvantnih Kostkinih brojeva

Pored mnogih formula i metoda za izraqunavaǌe Kostkinih brojeva,

u ovom poglavǉu uveri�emo se da niti jedna od ǌih nije efikasna, tj.
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da ne postoji ,,lepa” formula niti ,,brz” algoritam koji ih izraqu-

nava. Poglavǉe �emo zapoqeti navo�eǌem nekih (standardnih) pojmova

teorije kompleksnosti.

Pod klasom ]P podrazumevamo klasu funkcija f :
⋃
n∈N{0, 1}n → N0 za

koje postoji Tjuringova maxina M koja radi u polinomijalnom vremenu

i polinom p takav da: za sve n ∈ N i sve x ∈ {0, 1}n va�i f(x) = |{y ∈

{0, 1}p(n) takav da M prihvata (x, y)}|. Za problem X klase ]P ka�emo da

je ]P–potpun ako, imaju�i ,,crnu kutiju” koja rexava instance problema

X u polinomijalnom vremenu, svaki problem klase ]P mo�emo rexiti u

polinomijalnom vremenu. Poznato je da ako je neki ]P–potpun problem

rexiv u polinomijalnom vremenu, tada va�i P = NP .

U [47] Narajanan je dokazao slede�i rezultat o kompleksnosti izraqu-

navaǌa Kostkinih brojeva.

Teorema 104 ([47]). Problem izraqunavaǌa brojeva Kλµ, qak i kada je l(λ) =

2, je ]P–potpun.

Razmotrimo sada sluqaj kvantnih Kostkinih brojeva. Kao xto je

navedeno u glavi 3, kvantni Kostkini brojevi mogu se formulom (3.3.3)

predstaviti preko (klasiqnih) Kostkinih brojeva. Primetimo da se

sve particije ρ i vrednosti od ε(ρ/λ) koje uqestvuju u ovoj formuli

mogu izraqunati u vremenu koje polinomijalno zavisi od size(λ, µ), pa je

problem izraqunava kvantnih Kostkinih brojeva u klasi ]P (ovde je sa

size(λ, µ) oznaqen ukupan broj bitova iskorix�en u definiciji parti-

cija λ i µ). Uz to, kako je svaki Kostkin broj ujedno i kvantni Kostkin

broj, izraqunavaǌe kvantnih Kostkinih brojeva je ]P -potpun problem.

Dakle, dobili smo slede�i rezultat.

Posledica 105. Problem izraqunavaǌa brojeva Kk,n
λµ je ]P–potpun.

Na kraju ovog poglavǉa razmotri�emo rezultate tvr�eǌa 104 i 105 sa
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stanovixta glave 3. Razmotrimo aditivnu bazu Bk,n (sliqni zakǉuqci

se mogu izvesti i za aditivne baze Dk,n i Qk,n – pogledati glavu 4).

Po identitetu (3.2.1) prelaz sa aditivne baze Σk,n na aditivnu bazu

Bk,n posti�e se Kostkinom matricom, tako da se mo�e pomisliti da se

raqun u bazi Σk,n na ovaj naqin mo�e ,,preneti” na aditivnu bazu Bk,n.

Me�utim, teorema 104 nam govori da to nije mogu�e, tj. da se posebno

mora razviti raqun unutar baze Bk,n, xto je i ura�eno u glavi 4.

5.2.2 Rekurentne formule za Kostkine brojeve

U ovom poglavǉu koristi�emo oznake iz poglavǉa 4.2 i 4.4, kao i

glave 3. Uz to, neka je za k-torku α = (a1, . . . , ak) nenegativnih celih

brojeva sa α→ oznaqena particija koja sadr�i ai komponenti jednakih i,

za 1 6 i 6 k. Na primer, ako je α = (3, 2, 0, 3), va�i α→ = (4, 4, 4, 2, 2, 1, 1, 1).

Primetimo da je |α| = l(α→) i ‖α‖ = |α→|.

Po identitetu (3.2.1) u H∗(Gk,n(C);Z) va�i

Cα = (−1)‖α‖
∑
|λ|=‖α‖

Kλα→ σλ∗ .

Zamenom ovih identiteta u izraz za gµ, gde je µ fiksirana (k − 1)-torka

nenegativnih celih brojeva i korix�eǌem qiǌenice da je gµ = 0 (u

H∗(Gk,n(C);Z)) dobijamo

0 =
∑

‖α‖=n+1+‖µ‖

(−1)n+1+|α|[α, µ]Cα

= (−1)n+1+‖µ‖
∑

‖α‖=n+1+‖µ‖

(−1)n+1+|α|[α, µ]
∑
|λ|=‖α‖

Kλα→ σλ∗

= (−1)n+1+‖µ‖
∑

‖α‖=n+1+‖µ‖

∑
|λ|=‖α‖

(−1)n+1+|α|[α, µ]Kλα→ σλ∗

= (−1)‖µ‖
∑

|λ|=n+1+‖µ‖

 ∑
‖α‖=|λ|

(−1)|α|[α, µ]Kλα→

σλ∗
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(u ovim sumama su sa α oznaqene k-torke nenegativnih celih brojeva, a

sa λ particije).

Prema tome, posmatraǌem aditivne baze Σk,n, zakǉuqujemo da za svaku

particiju λ ⊆ n× k takvu da je |λ| = n+ 1 + ‖µ‖ va�i∑
‖α‖=|λ|

(−1)|α|[α, µ]Kλα→ = 0. (5.2.1)

Za dokaz glavnog rezultata ovog poglavǉa bi�e nam potrebne slede�e

oznake. Za dato k ∈ N neka je ν = (n1, n2, . . .) particija za koju va�i

n1 6 k. Definiximo mi := |{j : nj = i}|, 1 6 i 6 k. Primetimo da je tada

µ := (m1,m2, . . . ,mk) jedinstvena k-torka nenegativnih celih brojeva za

koju va�i ν = µ→. Tako�e, za (k − 1)-torku µ := (m2, . . . ,mk) va�i

‖µ‖ = ‖µ‖ − |µ| = |µ→| − l(µ→) = |ν| − l(ν).

Primetimo da ako je n := l(ν)−1, tada je m1 = |µ|−|µ| = l(ν)−|µ| = n+1−|µ|,

pa va�i µ = (n+ 1− |µ|,m2, . . . ,mk). Konaqno, neka je

ν← = ν(k)
← := µ.

Teorema 106. Neka su λ = (l1, l2, . . .) i ν = (n1, n2, . . .) particije za koje

va�i |λ| = |ν|. Tada va�e slede�e relacije:

(i) ako je λ = ν = ∅, tada je Kλν = 1;

(ii) ako je l(λ) < l(ν) i l1 > n1, tada va�i

Kλν =
∑
‖α‖=|λ|
α→ 6=ν

(−1)1+l(ν)+|α|[α, ν←]Kλα→ ,

gde je ν← = ν(l1)
← , a sumiraǌe se vrxi po svim l1-torkama α nenega-

tivnih celih brojeva koje zadovoǉavaju navedene uslove;

(iii) ako je l(λ) = l(ν) = s > 0, tada je Kλν = K(l1−1,...,ls−1) (n1−1,...,ns−1);
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(iv) ako je l(λ) > l(ν) ili l1 < n1, tada je Kλν = 0.

Dokaz. Primetimo da ako je l(λ) > l(ν) ili l1 < n1, tada va�i λ � ν, a

samim tim i Kλν = 0, qime je dokazan deo (iv).

Neka je l(λ) = l(ν) = s > 0. Posmatrajmo polustandardan Jangov tablo

oblika λ i te�ine ν. Prva kolona ovog tabloa sadr�i s razliqitih

brojeva, pa kako je l(ν) = s, mo�e se popuniti na jedinstven naqin (bro-

jevima od 1 do s). Tako�e, brisaǌem prve kolone ovog tabloa dobijamo

Jangov tablo oblika (l1 − 1, . . . , ls − 1) i tipa (n1 − 1, . . . , ns − 1), qime je

dokazan i deo (iii) teoreme.

Dakle, dovoǉno je jox razmotriti sluqaj l(λ) < l(ν) i l1 > n1. Neka je

k := l1 i n := l(ν)− 1. Tada je λ ⊆ n× k (jer je l1 = k i l(λ) 6 l(ν)− 1 = n)

i va�i |λ| = |ν| = l(ν) + ‖ν←‖ = n + 1 + ‖ν←‖. Samim tim, po identitetu

(5.2.1) imamo ∑
‖α‖=|λ|

(−1)|α|[α, ν←]Kλα→ = 0. (5.2.2)

Ako je µ = ν← = (m2, . . . ,mk), tada za k-torku µ = (n + 1 − |µ|,m2, . . . ,mk)

va�i µ→ = ν i ‖µ‖ = |µ→| = |ν| = |λ|. Dakle,

(−1)|µ|[µ, ν←]Kλν

je sabirak u prethodnoj sumi. Kako je |µ| = l(ν), a po tvr�eǌu 81 [µ, ν←] =

[µ, µ] = 1, identitet u delu (ii) sledi iz (5.2.2).

Napomena 107. U jednakosti u delu (ii) prethodne teoreme, ako je koefi-

cijent [α, ν←] na desnoj strani razliqit od nule, tada je α→ 6= ν, tj.

α 6= µ = ν← i ‖α‖ = |λ| = n + 1 + ‖ν←‖ (pogledati dokaz teoreme). Po

tvr�eǌu 81 zakǉuqujemo da je l(α→) = |α| < n+ 1 = l(ν).

Napomena 108. Teorema 106 daje nam rekurentnu formulu kojom se mogu
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izraqunati svi Kostkini brojevi. Da bismo ovo dokazali uvedimo rela-

ciju <s na skupu (svih) particija na slede�i naqin:

ν ′ <s ν
′′ def
⇐⇒ l(ν ′) < l(ν ′′) ili je l(ν ′) = l(ν ′′) i |ν ′| < |ν ′′|.

Primetimo da je ova relacija tranzitivna i da za particiju ν ne mo�e

postojati beskonaqan niz {ν(k)}k∈N particija za koje va�i ν >s ν(1) >s

· · · >s ν(k) >s · · · .

Sada, ako λ i ν zadovoǉavaju uslov iz dela (ii) teoreme 106, Kλν

je prema prethodnoj napomeni linearna kombinacija Kostkinih brojeva

Kλν′ takvih da je ν ′ <s ν, a ako λ i ν zadovoǉavaju uslov iz dela (iii)

teoreme 106, jasno je da va�i (n1−1, . . . , ns−1) <s ν. Dakle, Kostkin broj

Kλν jednak je 0 ili 1, ili se mo�e izraziti kao funkcija Kostkinih bro-

jeva Kλ′ν′ takvih da je ν ′ <s ν, qime je dokaz tvrdǌe sa poqetka napomene

zavrxen.

5.2.3 Rekurentne formule za kvantne Kostkine

brojeve

Uz oznake iz prethodnog poglavǉa, formulu (3.3.2) mo�emo napisati

na slede�i naqin: ako je α k-torka nenegativnih celih brojeva, tada je

Cα = (−1)‖α‖
∑
m>0

∑
|λ|=‖α‖−m(n+k)

qmKk,n
λα→

σλ∗ .

Zamenom ovih jednakosti u gµ, gde je µ fiksirana (k−1)-torka nenega-

tivnih celih brojeva, uz qiǌenicu da za proizvoǉnu k-torku nenega-

tivnih celih brojeva β va�i Cβ · gµ = 0 (u QH∗(Gk,n;Z)), imamo

0 =
∑

‖α‖=n+1+‖µ‖

(−1)n+1+|α|[α, µ]Cα+β + q
∑

‖α‖=−k+1+‖µ‖

(−1)n−k+1+|α|[α, µ]Cα+β

=
∑
m>0

‖α‖=n+1+‖µ‖

∑
|λ|=‖µ‖+‖β‖

+n+1−m(n+k)

(−1)n+1+|α|+‖α‖+‖β‖[α, µ]qmKk,n
λ (α+β)→

σλ∗
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+ q
∑
m>0

‖α‖=−k+1+‖µ‖

∑
|λ|=‖µ‖+‖β‖

−k+1−m(n+k)

(−1)n−k+1+|α|+‖α‖+‖β‖[α, µ]qmKk,n
λ (α+β)→

σλ∗

= (−1)‖µ‖+‖β‖
∑

|λ|=‖µ‖+‖β‖+n+1

 ∑
‖α‖=n+1+‖µ‖

(−1)|α|[α, µ]Kk,n
λ (α+β)→

σλ∗

+ (−1)‖µ‖+‖β‖
∑
m>1

|λ|=‖µ‖+‖β‖+n+1−m(n+k)

qm

 ∑
‖α‖=n+1+‖µ‖

(−1)|α|[α, µ]Kk,n
λ (α+β)→

σλ∗

+ (−1)‖µ‖+‖β‖
∑
m>1

|λ|=‖µ‖+‖β‖+n+1−m(n+k)

qm

 ∑
‖α‖=−k+1+‖µ‖

(−1)n+|α|[α, µ]Kk,n
λ (α+β)→

σλ∗

(u ovim sumama su sa α oznaqene k-torke nenegativnih celih brojeva, a

sa λ ⊆ n× k particije).

Prema tome, posmatraǌem aditivne baze Sk,n, zakǉuqujemo da za svaku

particiju λ takvu da je l1 6 k, l(λ) 6 n i |λ| = ‖µ‖+ ‖β‖+ n+ 1−m(k+ n),

za neko m > 0, va�i

m = 0 : 0 =
∑

‖α‖=n+1+‖µ‖

(−1)|α|[α, µ]Kk,n
λ (α+β)→

, (5.2.3)

m > 1 : 0 =
∑

‖α‖=n+1+‖µ‖

(−1)|α|[α, µ]Kk,n
λ (α+β)→

(5.2.4)

+
∑

‖α‖=−k+1+‖µ‖

(−1)n+|α|[α, µ]Kk,n
λ (α+β)→

.

Dokaza�emo da ovi identiteti daju rekurentne formule kojim se mogu

dobiti svi kvantni Kostkini brojevi.

Primetimo da za m = 0 i β = 0 va�i Kk,n
λµ = Kλµ, pa je identitet

(5.2.3) nixta drugo nego identitet (5.2.1). Tako�e, po napomeni 71, ako

je l(µ) 6 n, tada va�i Kk,n
λµ = 0 za sve λ takve da je |λ| 6= |µ|. Dakle,

dovoǉno je odrediti formule za kvantne Kostkine brojeve Kk,n
λµ takve da

je |µ| 6= |λ| i l(µ) > n.

Neka je Kk,n
λ ν kvantni Kostkin broj, pri qemu je |ν| = |λ|+m(n+ k), za

neko m > 1, i l(ν) > n. Poka�imo da se identitet (5.2.4) mo�e koristiti
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za dobijaǌe ovakvih brojeva. Prvo, postoji jedinstvena k-torka γ neneg-

ativnih celih brojeva takva da je γ→ = ν. Primetimo da γ zadovoǉava

|γ| > n, pa postoje k-torke τ i β nenegativnih celih brojeva takve da je

τ+β = γ i |τ | = n+1. Daǉe, ako je τ = (t1, t2, . . . , tk), neka je µ := (t2, . . . , tk).

Primetimo da je ‖τ‖ = |τ |+ ‖µ‖ = n+ 1 + ‖µ‖. Tada po identitetu (5.2.4)

i tvr�eǌu 81 va�i

Kk,n
λ ν =

∑
‖α‖=n+1+‖µ‖

(α+β)→ 6=µ

(−1)n+|α|[α, µ]Kk,n
λ (α+β)→

+
∑

‖α‖=−k+1+‖µ‖

(−1)|α|[α, µ]Kk,n
λ (α+β)→

. (5.2.5)

Po tvr�eǌu 81, za svako α koje se pojavǉuje u sumi na desnoj strani

prethodnog identiteta va�i |α| 6 n. Samim tim, po identitetu (5.2.5)

kvantni Kostkin broj Kk,n
λ ν je linearna kombinacija kvantnih Kostkinih

brojeva Kk,n
λ ν′ takvih da je l(ν ′) < l(ν), xto dokazuje tvrdǌu sa poqetka

ovog pasusa.

Uporedimo identitete (3.3.3) i (5.2.5) (za Kk,n
λ ν ). Primetimo da u

(3.3.3) svi sabirci imaju isto ν, dok u (5.2.5) svi sabirci imaju isto λ.

Ova ,,dualnost”, iskorix�ena za m = 1 i pogodno odabrane k i n, da�e

nam nove rekurentne formule za (klasiqne) Kostkine brojeve.

Neka je Kχη Kostkin broj koji �elimo da odredimo (χ i η su particije

za koje va�i |χ| = |η|). Kako za l(χ) > l(η) va�i Kχη = 0, mo�emo pretpo-

staviti da je l(χ) 6 l(η). Neka je χ = (h1, h2, . . . , hs+1), η = (e1, e2, . . . , el),

k := h1 + 1 i n := l(η)− 1 (pogledati sliku 8). Daǉe, neka je λ particija

dobijena od χ brisaǌem ǌene prve vrste, tj. λ = (l1, l2, . . . , ls), gde je

li := hi+1, za 1 6 i 6 s, i ν := (e1 + 1, e2 + 1, . . . , en+1 + 1) (l(η) = n+ 1). Tada

je |λ| = |ν|− (n+k), l1 < k i l(λ) 6 n, pa je Kk,n
λ ν dobro definisan i mo�emo

primeniti formulu (3.3.3). Po ovoj formuli Kk,n
λ ν je suma brojeva ±Kτ ν,

gde je τ = (t1, t2, . . .) particija dobijena od λ dodavaǌem (k + n)-rama u
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obliku kuke. Primetimo da za t1 < k va�i l(τ) > n + 1 = l(ν), pa i

Kτ ν = 0. Samim tim, Kk,n
λ ν = Kρ ν, gde je ρ = (r1, r2, . . . , rn+1) jedinstvena

particija za koju va�i r1 = k i koja je dobijena od particije λ dodavaǌem

(k+ n)-rama u obliku kuke (alternativno, ova jednakost se mo�e dobiti

iz kombinatornog opisa kvantnih Kostkinih brojeva). Uz to, kako je

l(ρ) = l(ν), iz dela (iii) teoreme 106 imamo Kχη = Kk,n
λ ν .

χ = (5, 4, 3, 1) λ = (4, 3, 1) ρ = (6, 5, 4, 2, 1, 1, 1)

η = (4, 4, 1, 1, 1, 1, 1) ν = (5, 5, 2, 2, 2, 2, 2) ν = (5, 5, 2, 2, 2, 2, 2)

Slika 8. Pomo�ne particije koje dobijamo prilikom izraqunavaǌa Kχη, za

χ = (5, 4, 3, 1) i η = (4, 4, 1, 1, 1, 1, 1).

Posmatrajmo identitet (5.2.5) za Kk,n
λ ν . Prva suma u ovom identitetu

je linearna kombinacija elemenata Kk,n
λ ν′ takvih da je l(ν ′) < l(ν) = n + 1

i |ν ′| = |ν| > |λ|, koji su, po napomeni 71, svi jednaki nuli. Kako su

svi kvantni Kostkini brojevi koji se pojavǉuju u drugoj sumi u stvari

(klasiqni) Kostkini brojevi i β = (0, . . . , 0), dobijamo slede�i identitet

Kχη =
∑

‖α‖=‖µ‖−k+1

(−1)|α|[α, µ]Kλα→ . (5.2.6)

Imaju�i u vidu ovaj rezultat uvodimo slede�e oznake. Za parti-

ciju χ = (h1, h2, . . .) neka je χ− particija dobijena od χ brisaǌem prve

vrste. Daǉe, za particiju η = (e1, e2, . . . , en+1) neka je η+
← = (η+)(k)

← , gde
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je η+ = (e1 + 1, e2 + 1, . . . , en+1 + 1), a k = h1 + 1 (primetimo da mo�emo

pretpostaviti da je e1 + 1 6 h1 + 1 = k, jer je u suprotnom Kχη = 0). Kako

su svi (nenula) delovi particije η+ ve�i od 1, va�i |η+
←| = l(η′) = l(η).

Tako�e, imamo i

‖η+
←‖ = |η+| − l(η+) = |η| = |χ|.

Teorema 109. Za particije χ = (h1, h2, . . .) i η takve da je |χ| = |η| i χ ≥ η,

va�i slede�i identitet

Kχη =
∑

‖α‖=|χ|−h1

(−1)|α|[α, η+
←]Kχ− α→ ,

pri qemu se sumiraǌe vrxi po svim (h1 + 1)-torkama α nenegativnih celih

brojeva koje zadovoǉavaju ‖α‖ = |χ| − h1.

Ovo poglavǉe zavrxavamo sa dva primera.

Primer 110. Primetimo da je po teoremi 104 izraqunavaǌe Kχη texko

qak i kada je l(χ) = 2. Primenimo teoremu 109 u ovom sluqaju, tj. za

χ = (h1, h2). Kako je svaki Kχ− α→ koji se pojavǉuje u sumi jednak 1 va�i

Kχη =
∑
‖α‖=h2

(−1)|α|[α, η+
←],

pri qemu se sumiraǌe vrxi po svim (h1 + 1)-torkama α nenegativnih

celih brojeva.

Primer 111. Neka je χ = (a + 1, 1b), tj. χ je tzv. dijagram u obliku kuke.

Kako je χ− = (1b), va�i Kχ− α→ 6= 0 ako i samo ako je α→ = (1b), tj. ako je

α = (b, 0, . . . , 0). Samim tim, uz oznaku b = (b, 0, . . . , 0), va�i

Kχη = (−1)b[b, η+
←] = (−1)b

(
b− |η+

←|
b

)
= (−1)b

(
b− l(η)

b

)
=

(
l(η)− 1

b

)
.
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GLAVA 6

GREBNEROVE BAZE ZA REALNE

MNOGOSTRUKOSTI ZASTAVA OBLIKA

F (1, . . . , 1, 2, . . . , 2, k, n)

Centralni rezultat ove glave je konstrukcija redukovane Grebnerove

baze za ideal I koji po (2.2.2) definixe Z2-kohomologiju realne mno-

gostrukosti zastava F (1, . . . , 1, 2, . . . , 2, k, n). Ovim rezultatom uopxteni

su odgovaraju�i rezultati iz [49, 50], u kojima su dobijene Grebnerove

baze za sluqaj realnih mnogostrukosti zastava F (1, . . . , 1, n) i F (1, 2, n).

Korix�eǌem dobijene Grebnerove baze, u poglavǉu 6.3 bi�e dokazane

nove teoreme o nepostojaǌu utapaǌa i imerzija odre�enih mnogostru-

kosti ovog tipa, dok �e u odeǉku 6.4.2 za neke mnogostrukosti ovog tipa

biti sraqunata kohomoloxka du�ina.

Tokom ove glave, radi jednostavnosti, realnu mnogostrukost zastava

F (1, . . . , 1, 2, . . . , 2, k, n) kod koje se jedinica pojavǉuje j puta, a dvojka d

puta, oznaqava�emo sa F (1...j, 2...d, k, n) (oznaka je preuzeta iz [33]).

Sva tvr�eǌa data u ovoj glavi, a za koje izvor nije naveden, izlo�ena

su, uz neznatne izmene, u [57] i [58].
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6.1 Opis Z2-kohomologije realnih

mnogostrukosti zastava F (1...j, 2...d, k, n)

U ovom kratkom odeǉku opxti Borelov rezultat iz teoreme 46 pre-

ciznije �emo opisati za realnu mnogostrukost zastava F (1...j, 2...d, k, n).

Zadr�a�emo oznake iz glave 4.

Neka je j, d ∈ N0 i min{2, d + 1} 6 k 6 n. Po Borelovom opisu algebra

H∗(F (1...j, 2...d, k, n);Z2) izomorfna je koliqniqkoj algebri

Z2[x1, . . . , xj, y1,1, y1,2, . . . , yd,1, yd,2, w1, w2, . . . , wk]/Ij,d,k,n.

U ovom opisu su (F (1...j, 2...d, k, n) je jednostavno oznaqeno sa F ):

• xi ∈ H1(F ;Z2), za 1 6 i 6 j, Xtifel-Vitnijeve klase tautoloxkih

linijskih raslojeǌa nad F ;

• yi,l ∈ H l(F ;Z2), za 1 6 i 6 d i l ∈ {1, 2}, Xtifel-Vitnijeve klase

tautoloxkih dvodimenzionih vektorskih raslojeǌa nad F ;

• wl ∈ H l(F ;Z2), za 1 6 l 6 k, Xtifel-Vitnijeve klase tautoloxkog

vektorskog raslojeǌa dimenzije k nad F ;

• Ij,d,k,n ideal algebre Z2[x1, . . . , xj, y1,1, y1,2, . . . , yd,1, yd,2, w1, . . . , wk] gene-

risan dualnim klasama zn+1, zn+2,. . . , zn+j+2d+k.

Za ove dualne klase va�e slede�e jednakosti

1 + z1 + z2 + · · · = (1 + w1 + · · ·+ wk)
−1

j∏
i=1

(1 + xi)
−1

d∏
i=1

(1 + yi,1 + yi,2)−1,

iz kojih dobijamo

zs =
∑

l1+···+lj+r1+···+rd+t=s

x1,l1 · · ·xj,ljy1,r1 · · · yd,rdwt, (6.1.1)

pri qemu se sumiraǌe vrxi po svim (j+d+1)-torkama nenegativnih celih

brojeva (l1, . . . , lj, r1, . . . , rd, t) za koje va�i l1 + · · · + lj + r1 + · · · + rd + t = s.
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Tako�e, za l, r, t ∈ N0, je

xi,l =xli, 1 6 i 6 j,

yi,r =
∑

a+2b=r

(
a+ b

a

)
yai,1y

b
i,2, 1 6 i 6 d,

wt =
∑
‖α‖=t

[a1, a2, . . . , ak]W
α,

pri qemu je prva suma po svim parovima (a, b) nenegativnih celih brojeva

takvim da je a + 2b = r, a druga po svim k-torkama α = (a1, a2 . . . , ak)

nenegativnih celih brojeva takvim da je ‖α‖ = t.

Napomena 112. Za neparno r stepen od yi,1 u svakom monomu u yi,r je

pozitivan. Sa druge strane, za parno r monom za b = r/2 (u prethodnoj

sumi) je y
r/2
i,2 , a stepen od yi,1 u svakom od preostalih monoma u yi,r je

pozitivan.

Neka je sa hp(x1, . . . , xj) oznaqen kompletan simetriqni polinom ste-

pena p promenǉivih x1, . . . , xj (h−1(x1, . . . , xj) = 0). Uz ove oznake, identi-

tet (6.1.1) mo�emo zapisati u slede�em obliku

zs =
∑

l+r1+···+rd+t=s

hl(x1, . . . , xj)y1,r1 · · · yd,rdwt, (6.1.2)

gde se sumiraǌe vrxi po svim (d+2)-torkama (l, r1, . . . , rd, t) nenegativnih

celih brojeva takvim da je l + r1 + · · ·+ rd + t = s.

6.2 Grebnerova baza ideala Ij,d,k,n

U ovom poglavǉu zadr�a�emo oznake iz prethodnog i sve jednakosti

va�i�e po modulu 2.

Za 1 6 m 6 d, −2 6 N 6 n+ j + 2m− 2 i r > 0, neka je

g(N)
m,r =

∑
a+2b=N+1+r

(
a+ b− r

a

)
yam,1y

b
m,2, (6.2.1)
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pri qemu se sumiraǌe vrxi po svim parovima (a, b) ∈ N2
0 takvim da je

a+ 2b = N + 1 + r.

Na primer

g
(3)
2,2 =

∑
a+2b=6

(
a+ b− 2

a

)
ya2,1y

b
2,2 = y2

2,1y
2
2,2 + y3

2,2.

Napomena 113. Primetimo da polinom g
(N)
m,r odgovara (mod 2 varijanti)

polinoma g
(N)
(r) definisanom u glavi 4 (za k = 2).

Neka je ρ = (r1, . . . , rd) jedna d-torka celih brojeva. Tada, za 1 6 m 6 d,

sa ρ(m) oznaqavamo (d−m+ 1)-torku (rm, . . . , rd). Ukoliko va�i i rm > −1,

a ri > 0, za m+ 1 6 i 6 d, uvodimo i slede�e oznake:

• ρ(m) =
d∑

i=m

ri;

• Y ρm+1
= ym+1,rm+1

. . . yd,rd.

Konaqno, ako je ri > 0, za 1 6 i 6 d, tada je Y
ρ1

= y1,r1 . . . yd,rd.

Monomijalni poredak 4 na Z2[x1, . . . , xj, y1,1, y1,2, . . . , yd,1, yd,2] definisan

je na slede�i naqin. Monomu

t = xn1
1 . . . x

nj
j y

n1,1

1,1 y
n1,2

1,2 . . . y
nd,1
d,1 y

nd,2
d,2 w

N1
1 . . . wNkk ,

dodelimo vektor D(t) = (n1, . . . , nj, nj+1, n1,1, . . . , nj+d, nd,1, nj+d+1, N1, . . . , Nk),

gde je nj+r = nr,1 + nr,2, za 1 6 r 6 d, a nj+d+1 = N1 +N2 + · · ·+Nk. Tada je

t 4 t′ ako i samo ako je D(t) 4lex D(t′),

gde je 4lex standardni leksikografski poredak.

Spremni smo da definixemo skup G = G1 ∪ G2 ∪ G3 za koji �emo

dokazati da qini redukovanu Grebnerovu bazu ideala Ij,d,k,n u odnosu

na monomijalni poredak 4.
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Neka je G1 = {gm : 1 6 m 6 j}, gde je

gm =
∑

l+ρ(1)+t=n+m

hl(xm, . . . , xj)Y
ρ1
wt,

a sumiraǌe se vrxi po svim d-torkama ρ = (r1, . . . , rd) nenegativnih celih

brojeva i l, t ∈ N0 takvim da je l + ρ(1) + t = n+m.

Neka je G2 = {gm,r : 1 6 m 6 d, 0 6 r 6 n+ j + 2m− 1}, gde je

gm,r =
∑

ρ(m)+t=n+j+2m−1

g(rm−1)
m,r Y

ρm+1
wt,

a sumiraǌe se vrxi po svim t ∈ N0 i (d−m+ 1)-torkama ρ(m) = (rm, . . . , rd)

takvim da je rm > −1, a ri > 0, za m+1 6 i 6 d, i va�i ρ(m)+t = n+j+2m−1.

Neka je G3 = {gµ : |µ| 6 n + j + 2d + 1}, gde je (kao u glavi 4), za

(k − 1)-torku µ nenegativnih celih brojeva,

gµ =
∑

‖α‖=n+j+2d+1+‖µ‖

[α, µ]Wα,

a sumiraǌe se vrxi po svim k-torkama α = (a1, . . . , ak) nenegativnih celih

brojeva takvim da je ‖α‖ = n+ j + 2d+ 1 + ‖µ‖.

Primetimo da je za d = 0 i k = 1, G Grebnerova baza dobijana u [49];

za j = d = 0, G Grebnerova baza dobijena u glavi 4; za j = 1, d = 0 i

k = 2, G Grebnerova baza dobijena u [50].

Konstrukcija Grebnerove baze u opxtem sluqaju, tj. za ideal Ij,d,k,n,

oslaǌa se na prethodne rezultate. Naime, imaju�i na umu ove rezultate,

u nastavku �emo postepeno konstruisati nove generatorske skupove za

ideal Ij,d,k,n, zameǌuju�i neke polinome ,,trenutnog” generatorskog skupa

polinomima u kojima uqestvuje maǌi broj promenǉivih.

Prvo �emo dokazati da je G1∪{z′n+j+1, z
′
n+j+2, . . . , z

′
n+j+2d+k} generatrisa

ideala Ij,d,k,n, gde je

z′n+j+m =
∑

ρ(1)+t=n+j+m

Y
ρ1
wt, 1 6 m 6 2d+ k,
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a sumiraǌe se vrxi po svim d-torkama nenegativnih celih brojeva ρ =

(r1, . . . , rd) i t ∈ N0, takvim da va�i ρ(1) + t = n+ j +m.

Da bismo ovo uradili, uvodimo slede�e polinome

zn+m,i =
∑

l+ρ(1)+t=n+m

hl(xi, . . . , xj)Y
ρ1
wt, 1 6 m 6 j + 2d+ k, 1 6 i 6 j,

gde se sumiraǌe vrxi po svim d-torkama ρ = (r1, . . . , rd) nenegativnih

celih brojeva i l, t ∈ N0, takvim da va�i l + ρ(1) + t = n+m.

Po (6.1.2), za 1 6 m 6 j + 2d + k va�i zn+m = zn+m,1. Tako�e, po

definiciji, za 1 6 m 6 j va�i gm = zn+m,m.

Primetimo da za l > −1 i 1 6 i 6 j − 1 va�i

hl+1(xi+1, . . . , xj) = hl+1(xi, xi+1, . . . , xj)− xihl(xi, xi+1, . . . , xj),

pa za 1 6 m 6 j + 2d+ k − 1 i 1 6 i 6 j − 1, zbog h−1(xi, . . . , xj) = 0, va�i

zn+m+1,i+1 =
∑

l+ρ(1)+t=n+m+1

hl(xi+1, . . . , xj)Y
ρ1
wt

=
∑

l+ρ(1)+t=n+m+1

(hl(xi, . . . , xj)− xihl−1(xi, . . . , xj))Y
ρ1
wt

= zn+m+1,i + xi
∑

l−1+ρ(1)+t=n+m

hl−1(xi, . . . , xj)Y
ρ1
wt

= zn+m+1,i + xizn+m,i. (6.2.2)

Tako�e, za j 6 m 6 j + 2d+ k − 1 imamo

zn+m+1,j − xjzn+m,j =
∑

l+ρ(1)+t=n+m+1

xljY
ρ1
wt − xj

∑
l+ρ(1)+t=n+m

xljY
ρ1
wt

=
∑

l+ρ(1)+t=n+m+1

xljY
ρ1
wt −

∑
l+ρ(1)+t=n+m+1

l>1

xljY
ρ1
wt

= z′n+m+1, (6.2.3)
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Korix�eǌem identiteta (6.2.2) i (6.2.3) za generatore koji su u

narednim jednakostima uokvireni dobijamo

Ij,d,k,n =
〈
zn+1,1, zn+2,1, . . . , zn+j+2d−2,1, zn+j+2d+k−1,1 , zn+j+2d+k,1

〉
=
〈
zn+1,1, zn+2,1, . . . , zn+j+2d+k−2,1 , zn+j+2d+k−1,1 , zn+j+2d+k,2

〉
. . .

=
〈
g1, zn+2,2, . . . , zn+j+2d+k−2,2, zn+j+2d+k−1,2 , zn+j+2d+k,2

〉
=
〈
g1, zn+2,2, . . . , zn+j+2d+k−2,2 , zn+j+2d+k−1,2 , zn+j+2d+k,3

〉
. . .

=
〈
g1, . . . , gj−1, zn+j,j, . . . , zn+j+2d+k−2,j, zn+j+2d+k−1,j , zn+j+2d+k,j

〉
=
〈
g1, . . . , gj−1, zn+j,j, . . . , zn+j+2d+k−2,j , zn+j+2d+k−1,j , z

′
n+j+2d+k

〉
. . .

= 〈g1, . . . , gj, z
′
n+j+1, . . . , z

′
n+j+2d+k〉. (6.2.4)

Za nastavak dokaza neophodna nam je slede�a lema koja je, u nexto

slabijoj formi, dokazana u [51].

Lema 114. Za 1 6 m 6 d, −2 6 N 6 n + j + 2m − 2, r > 0 i s > 1 va�e

slede�i identiteti:

a) LT(g
(N)
m,r ) = yN+1−r

m,1 yrm,2 za 0 6 r 6 N + 1;

b) ym,r+2 = ym,1ym,r+1 + ym,2ym,r;

v) g(N)
m,r+2 = ym,1g

(N)
m,r+1 + ym,2g

(N)
m,r ;

g) ysm,2g
(N)
m,r + ysm,1g

(N)
m,r+s =

s−1∑
i=0

yim,1y
s−1−i
m,2 g

(N)
m,r+2+i.

d) g(N)
m,N+2 = 0 i g(N)

m,r = g
(r−2)
m,N+2 za r > N + 3.
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Dokaz. a) Po (4.1.2), ako je b < r i a + b > r va�i
(
a+b−r
a

)
= 0, pa za svaki

(nenula) monom u

g(N)
m,r =

∑
a+2b=N+1+r

(
a+ b− r

a

)
yam,1y

b
m,2

va�i b > r ili a+ b < r. Dakle, a+ b 6 max{N + 1, r− 1} = N + 1, a samim

tim i LT(g
(N)
m,r ) = yN+1−r

m,1 yrm,2.

b) Va�i (po modulu 2)

ym,1ym,r+1+ym,2ym,r =

=
∑

a+2b=r+1

(
a+ b

a

)
ya+1
m,1 y

b
m,2 +

∑
a+2b=r

(
a+ b

a

)
yam,1y

b+1
m,2

=
∑

a+2b=r+2

(
a+ b− 1

a− 1

)
yam,1y

b
m,2 +

∑
a+2b=r+2

(
a+ b− 1

a

)
yam,1y

b
m,2

=
∑

a+2b=r+2

(
a+ b

a

)
yam,1y

b
m,2.

Smena promenǉivih a 7→ a − 1 (odnosno b 7→ b − 1) ne naruxava uslov

a > 0 (odnosno b > 0), jer je za a = 0 (odnosno b = 0) binomni koeficijent(
a+b−1
a−1

)
(odnosno

(
a+b−1
a

)
=
(
r+1
r+2

)
) jednak 0. Dakle, posledǌa suma jednaka

je ym,r+2.

v) Ovo tvr�eǌe sledi iz tvr�eǌa 82 (redukcijom po modulu 2). Ipak,

radi kompletnosti, dajemo dokaz i u ovom specijalnom sluqaju. Va�i

ym,1g
(N)
m,r+1 + ym,2g

(N)
m,r =

=
∑

a+2b=N+r+2

(
a+ b− r − 1

a

)
ya+1
m,1 y

b
m,2 +

∑
a+2b=N+r+1

(
a+ b− r

a

)
yam,1y

b+1
m,2

=
∑

a+2b=N+r+3

(
a+ b− r − 2

a− 1

)
yam,1y

b
m,2 +

∑
a+2b=N+r+3

(
a+ b− r − 1

a

)
yam,1y

b
m,2

=
∑

a+2b=N+r+3

(
a+ b− r − 2

a

)
yam,1y

b
m,2.

Primetimo da, sliqno kao u delu pod b), smena promenǉivih a 7→ a− 1

(odnosno b 7→ b − 1) ne naruxava uslov a > 0 (odnosno b > 0). Dakle,

posledǌa suma jednaka je g(N)
m,r+2.
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g) Dokaz izvodimo primenom matematiqke indukcije po s. Za s = 1

dovoǉno je dokazati da va�i g(N)
m,r+2 = ym,2g

(N)
m,r+ym,1g

(N)
m,r+1, xto je deo pod v).

Induktivni korak sledi iz slede�ih jednakosti, koje tako�e dobijamo

primenom dela pod v):

ysm,2g
(N)
m,r + ysm,1g

(N)
m,r+s

= ysm,2g
(N)
m,r + ym,2y

s−1
m,1g

(N)
m,r+s−1 + ym,2y

s−1
m,1g

(N)
m,r+s−1 + ysm,1g

(N)
m,r+s

= ym,2

(
ys−1
m,2g

(N)
m,r + ys−1

m,1g
(N)
m,r+s−1

)
+ ys−1

m,1

(
ym,2g

(N)
m,r+s−1 + ym,1g

(N)
m,r+s

)
= ym,2

s−2∑
i=0

yim,1y
s−2−i
m,2 g

(N)
m,r+2+i + ys−1

m,1g
(N)
m,r+s+1

=
s−1∑
i=0

yim,1y
s−1−i
m,2 g

(N)
m,r+2+i.

d) Prvo, neka je r = N + 2. Ako je a + 2b = N + 1 + r = 2N + 3, za

neke a, b > 0, tada je 2a + 2b > 2N + 3, tj. a + b > N + 2. Tako�e, va�i i

2b 6 2N + 3, tj. b < N + 2, pa je 0 6 a+ b− r < a, a samim tim i
(
a+b−r
a

)
= 0,

tj. g(N)
m,N+2 = 0.

Daǉe, neka su r > N +3 i a, b > 0 takvi da va�i a+2b = N +1+r. Tada

je r − b− 1 = a+ b−N − 2 i
(
a+b−r
a

)
= (−1)a

(
r−b−1
a

)
≡
(
a+b−N−2

a

)
(mod 2), pa i

g(N)
m,r =

∑
a+2b=N+1+r

(
a+ b− r

a

)
yam,1y

b
m,2

=
∑

a+2b=N+1+r

(
a+ b−N − 2

a

)
yam,1y

b
m,2

= g
(r−2)
m,N+2.

Neka je

z′′n+j+m =
∑

ρ(2)+t=n+j+m

Y
ρ2
wt, 1 6 m 6 2d+ k,

gde se sumiraǌe vrxi po svim d-torkama ρ(2) = (r2, . . . , rd) nenegativnih

celih brojeva i t ∈ N0 takvim da je ρ(2) + t = n+ j +m.
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Primetimo da, ukoliko definixemo da je ym,−1 jednako 0, tada deo

pod b) prethodne leme va�i i za r = −1. Dakle, za 1 6 m 6 2d + k − 2

va�i

z′n+j+m+2 =
∑

ρ(1)+t=n+j+m+2

Y
ρ1
wt

=
∑

ρ(1)+t=n+j+m+2
r1>1

Y
ρ1
wt +

∑
ρ(2)+t=n+j+m+2

Y
ρ2
wt

=
∑

ρ(1)+t=n+j+m+2
r1>1

(
y1,1y1,r1−1 + y1,2y1,r1−2

)
Y
ρ2
wt +

∑
ρ(2)+t=n+j+m+2

Y
ρ2
wt

=
∑

ρ(1)+t=n+j+m+1

y1,1Y
ρ1
wt +

∑
ρ(1)+t=n+j+m

y1,2Y
ρ1
wt + z′′n+j+m+2

= y1,1z
′
n+j+m+1 + y1,2z

′
n+j+m + z′′n+j+m+2. (6.2.5)

Korix�eǌem identiteta (6.2.5), sliqno kao u dokazu jednakosti (6.2.4),

dobijamo

Ij,d,k,n = 〈g1, . . . , gj, z
′
n+j+1, z

′
n+j+2, z

′
n+j+3, . . . , z

′
n+j+2d+k〉

= 〈g1, . . . , gj, z
′
n+j+1, z

′
n+j+2, z

′′
n+j+3, . . . , z

′′
n+j+2d+k〉. (6.2.6)

Slede�a lema omogu�uje nam da polinome z′n+j+1 i z
′
n+j+2 u generatorskom

skupu za Ij,d,k,n (datom u (6.2.6)) zamenimo elementima iz G.

Lema 115. 〈z′n+j+1, z
′
n+j+2〉 = 〈g1,0, g1,1, . . . , g1,n+j+1〉.

Dokaz. Primetimo da je g(r1−1)
1,0 = y1,r1, za −1 6 r1 6 n+ j + 1 (y1,−1 := 0), pa

je

g1,0 =
∑

ρ(1)+t=n+j+1

Y
ρ1
wt = z′n+j+1.

Kako je g(−2)
1,1 = 1 i g

(−1)
1,1 = 0 va�i

g1,1 =
∑

ρ(1)+t=n+j+1
r1>−1

g
(r1−1)
1,1 Y

ρ2
wt
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=
∑

ρ(1)+t=n+j+1
r1>−1

∑
a+2b=r1+1

(
a+ b− 1

a

)
ya1,1y

b
1,2Y

ρ2
wt

=
∑

ρ(1)+t=n+j+1
r1>1

∑
a+2b=r1−1

(
a+ b

a

)
ya1,1y

b+1
1,2 Y

ρ2
wt +

∑
ρ(2)+t=n+j+2

Y
ρ2
wt

= y1,2

∑
ρ(1)+t=n+j+1

y1,r1−1Y
ρ2
wt +

∑
ρ(2)+t=n+j+2

Y
ρ2
wt

= y1,2

∑
ρ(1)+t=n+j

Y
ρ1
wt +

∑
ρ(2)+t=n+j+2

Y
ρ2
wt,

a samim tim, po delu b) leme 114, va�i

z′n+j+2 =
∑

ρ(1)+t=n+j+2

Y
ρ1
wt

=
∑

ρ(1)+t=n+j+2
r1>1

(y1,1y1,r1−1 + y1,2y1,r1−2)Y
ρ2
wt +

∑
ρ(2)+t=n+j+2

Y
ρ2
wt

= y1,1z
′
n+j+1 + y1,2

∑
ρ(1)+t=n+j

Y
ρ1
wt +

∑
ρ(2)+t=n+j+2

Y
ρ2
wt

= y1,1g1,0 + g1,1.

Dakle, 〈z′n+j+1, z
′
n+j+2〉 ⊆ 〈g1,0, g1,1, . . . , g1,n+j+1〉.

Da bismo dokazali i drugu inkluziju, prvo primetimo da va�i

g1,0 = z′n+j+1 i g1,1 = z′n+j+2 + y1,1z
′
n+j+1 ∈ 〈z′n+j+1, z

′
n+j+2〉.

Daǉe, jednostavnim korix�eǌem matematiqke indukcije po r, iz dela

pod v) leme 114 dobijamo

g1,r+2 = y1,1g1,r+1 + y1,2g1,r ∈ 〈z′n+j+1, z
′
n+j+2〉, 0 6 r 6 n+ j − 1,

qime je dokaz leme zavrxen.

Iz prethodne leme je

Ij,d,k,n = 〈g1, . . . , gj, g1,0, . . . , g1,n+j+1, z
′′
n+j+3, . . . , z

′′
n+j+2d+k〉.
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Primetimo da su polinomi z′′n+j+i, 3 6 i 6 2d + k, istog oblika kao

polinomi z′n+j+i, 1 6 i 6 2d, sa jedinom razlikom da ne sadr�e promenǉive

y1,1, y1,2. Dakle, postupaju�i na isti naqin kao u prethodnom delu dokaza,

zakǉuqujemo da je ideal Ij,d,k,n generisan skupom

G1 ∪G2 ∪ {wn+j+2d+1, . . . , wn+j+2d+k}.

Kako po teoremi 91 va�i i 〈wn+j+2d+1, . . . , wn+j+2d+k〉 = 〈G3〉, iz prethodnog

zakǉuqujemo da je

Ij,d,k,n = 〈G〉. (6.2.7)

Da bismo dokazali da je G Grebnerova baza za ideal Ij,d,k,n, pogodno

je definiciju polinoma gm,r proxiriti i na sluqaj r = n + j + 2m, i to

na slede�i naqin

gm,n+j+2m =
∑

ρ(m)+t=n+j+2m−1

g
(rm−1)
m,n+j+2mY

ρm+1
wt, 1 6 m 6 d,

a sumiraǌe se vrxi po svim t ∈ N0 i (d−m+ 1)-torkama ρ(m) = (rm, . . . , rd)

takvim da je rm > −1, a ri > 0, za m+1 6 i 6 d, i va�i ρ(m)+t = n+j+2m−1.

Lema 116. Za 1 6 m 6 d va�i∑
r+s=n+j+2m

gm,r
∑

ρ(m+1)+t=s

Y
ρm+1

wt = 0,

pri qemu se sumiraǌe vrxi po svim trojkama nenegativnih celih bro-

jeva (r, s, t) i svim (d − m)-torkama nenegativnih celih brojeva ρ(m+1) =

(rm+1, . . . , rd) takvim da va�i r + s = n+ j + 2m i ρ(m+ 1) + t = s.

Dokaz. Neka je sa A oznaqen izraz sa leve strane tra�ene jednakosti iz

leme i N = n + j + 2m. Po definiciji je gm,r =
∑

ρ′(m)+t′=N−1

g(r′m−1)
m,r Y

ρ′m+1wt′.

Zamenom ovog izraza u A dobijamo

A =
∑

r+s=N

∑
ρ′(m)+t′=N−1

g(r′m−1)
m,r Y

ρ′m+1wt′
∑

ρ(m+1)+t=s

Y
ρm+1

wt

=
∑

06r,r′6N

g(r′−2)
m,r

∑
ρ(m+1)+t=N−r

∑
ρ′(m+1)+t′=N−r′

Y
ρm+1

Y
ρ′m+1wtwt′ .
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Po delu d) leme 114 va�i g
(r′−2)
m,r = g

(r−2)
m,r′ , za r > r′, i g

(r−2)
m,r = 0, pa je

A = 0.

Iz prethodne leme je

gm,n+j+2m =
∑

r+s=n+j+2m
s>1

gm,r
∑

ρ(m+1)+t=s

Y
ρm+1

wt. (6.2.8)

Primetimo da je svaki polinom gm,r koji se pojavǉuje na desnoj strani

jednakosti (6.2.8) element skupa G2.

Spremni smo da doka�emo centralnu teoremu ove glave.

Teorema 117. Skup G je redukovana Grebnerova baza ideala Ij,d,k,n u odnosu

na monomijalni poredak 4.

Dokaz. Da bismo dokazali da je G Grebnerova baza, po (6.2.7) dovoǉno je

dokazati da G zadovoǉava deo (2) teoreme 40. Neka su g′, g′′ ∈ G, g′ 6= g′′.

Primetimo da za 1 6 m 6 j va�i LT(gm) = xn+m
m . Po delu a) leme 114,

za 1 6 m 6 d i 0 6 r 6 n+ j + 2m− 1 va�i

LT(gm,r) = LT(g(n+j+2(m−1))
m,r ) = yn+j+2m−1−r

m,1 yrm,2.

Tako�e, za (k−1)-torku µ = (m2, . . . ,mk) nenegativnih celih brojeva takvu

da je |µ| 6 n + j + 2d + 1, po tvr�eǌu 81, va�i LT(gµ) = W µ, gde je µ =

(n+ j + 2d+ 1− |µ|,m2, . . . ,mk).

Dakle, ako je g′ ∈ Gi, g′′ ∈ Gj, pri qemu i 6= j, ili g′, g′′ ∈ G1, ili

g′ = gm′,r′, g′′ = gm′′,r′′, pri qemu je m′ 6= m′′, po lemi 42 je S(g′, g′′) →∗G 0.

Tako�e, za g′, g′′ ∈ G3, po teoremi 91 i teoremi 40 va�i S(g′, g′′)→∗G 0 ili

S(g′, g′′) ima τ-reprezentaciju u odnosu na G za neko t ≺ lcm(LT(g′),LT(g′′)).

Dakle, dovoǉno je razmotriti sluqaj g′ = gm,r′ i g′′ = gm,r′′, za neko

1 6 m 6 d i 0 6 r′ < r′′ 6 n+ j + 2m− 1. Tada je

lcm(LT(gm,r′),LT(gm,r′′)) = yn+j+2m−1−r′
m,1 yr

′′

m,2,
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pa samim tim

S(gm,r′ , gm,r′′) = yr
′′−r′
m,2 gm,r′ + yr

′′−r′
m,1 gm,r′′

=
∑

ρ(m)+t=n+j+2m−1

(
yr
′′−r′
m,2 g

(rm−1)
m,r′ + yr

′′−r′
m,1 g

(rm−1)
m,r′′

)
Y
ρm+1

wt.

Neka je δ = r′′ − r′ − 1. Po delu g) leme 114 je

S(gm,r′ , gm,r′′) =
∑

ρ(m)+t=n+j+2m−1

δ∑
i=0

yim,1y
δ−i
m,2g

(rm−1)
m,r′+2+iY

ρm+1
wt

=
δ∑
i=0

yim,1y
δ−i
m,2

∑
ρ(m)+t=n+j+2m−1

g
(rm−1)
m,r′+2+iY

ρm+1
wt

=
δ∑
i=0

yim,1y
δ−i
m,2gm,r′+2+i. (6.2.9)

Primetimo da za r′ + 2 + i 6 n+ j + 2m− 1 va�i

LT(yim,1y
δ−i
m,2gm,r′+2+i) = yn+j+2m−3−r′

m,1 yr
′′+1
m,2 ≺ yn+j+2m−1−r′

m,1 yr
′′

m,2.

Dakle, ako je r′′ < n+j+2m−1, tada je (6.2.9) τ-reprezentacija polinoma

S(gm,r′ , gm,r′′), pri qemu je τ ≺ lcm(LT(gm,r′),LT(gm,r′′)).

Neka je zato r′′ = n+j+2m−1. Iz identiteta (6.2.8) i (6.2.9) dobijamo

S(gm,r′ , gm,r′′) =
δ−1∑
i=0

yim,1y
δ−i
m,2gm,r′+2+i

+ yδm,1
∑

r+s=n+j+2m
s>1

gm,r
∑

ρ(m+1)+t=s

Y
ρ(m+1)

wt. (6.2.10)

Primetimo da za polinom h ∈ Z2[ym+1,1, ym+1,2, . . . , yd,1, yd,2, w1, . . . , wk] i

0 6 r 6 n+ j + 2m− 1 va�i

LT
(
yδm,1gm,rh

)
= yδ+n+j+2m−1−r

m,1 yrm,2LT(h) ≺ yn+j+2m−1−r′
m,1 yn+j+2m−1

m,2 ,

pa je u (6.2.10) polinom S(gm,r′ , gm,r′′) predstavǉen u odgovaraju�em obli-

ku, dakle, va�i deo (2) teoreme 40.
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Konaqno, doka�imo da je G redukovana Grebnerova baza. Pretposta-

vimo suprotno, tj. da LT(g′) deli neki qlan polinoma g′′, za neke g′, g′′ ∈

G, g′ 6= g′′. Jasno, tada je dimenzija polinoma g′ ne ve�a od dimenzije

polinoma g′′, pa g′ 6∈ G1, jer, u suprotnom, qlanovi polinoma g′′ ne bi

sadr�ali promenǉivu koja uqestvuje u monomu LT(g′). Sliqno, ako je

g′ = gm,r′, za 1 6 m 6 d i 0 6 r′ 6 n+j+2m−1, zakǉuqujemo da je g′′ = gm,r′′,

za neko 0 6 r′ < r′′ 6 n + j + 2m − 1. Me�utim, tada su stepeni monoma

LT(g′) i polinoma g′′ jednaki, pa LT(g′) ne deli nijedan qlan polinoma

g′′ (svi qlanovi polinoma g′′ osim vode�eg su strogo maǌeg stepena nego

xto je stepen od LT(g′), a LT(g′) - LT(g′′)). Na sliqan naqin zakǉuqujemo

i da sluqaj g′, g′′ ∈ G3 nije mogu�.

Klasu polinoma p ∈ Z2[x1, . . . , xj, y1,1, y2,1, . . . , yd,1, yd,2, w1, . . . , wk] u alge-

bri H∗(F (1...j, 2...d, k, n);Z2) u nastavku teksta oznaqava�emo istim slovom

kao i sam polinom.

Teorema 40 (implikacija (1)⇒(3)) daje nam slede�u posledicu teo-

reme 117.

Posledica 118. Neka je Ni = n+ j + 2i, za 1 6 i 6 d. Skup{
j∏
i=1

xaii

d∏
i=1

(
y
b′i
i,1y

b′′i
i,2

)
Wα : ai 6 n+ i− 1, b′i + b′′i 6 Ni − 2, |α| 6 Nd

}
je aditivna baza za H∗(F (1...j, 2...d, k, n);Z2).

Aditivnu bazu dobijenu u prethodnoj posledici oznaqi�emo sa Bj,d,k,n.

Posledica 118 nam ne�e biti dovoǉna za daǉa razmatraǌa. Ipak,

Grebnerova baza dobijena u teoremi 117 daje vixe. Po definiciji

redukcije, ako p →f q tada je LT(q) ≺ LT(p), odakle dobijamo slede�u

posledicu.

Posledica 119. Za f ∈ Z2[x1, . . . , xj, y1,1, y1,2, . . . , yd,1, yd,2, w1, . . . , wk] postoji

(jedinstveni) polinom p takav da je f = p u H∗(F (1...j, 2...d, k, n);Z2), LT(p) 4

LT(f) i svi monomi polinoma p su iz Bj,d,k,n.
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Iz prethodne posledice sledi: ukoliko polinom p ne sadr�i pro-

menǉive x1, . . . , xi, a polinom f je zbir elemenata iz Bj,d,k,n takav da va�i

f = p u H∗(F (1...j, 2...d, k, n);Z2), tada f ne sadr�i promenǉive x1, . . . , xi.

Sliqno, ako polinom q ne sadr�i promenǉive x1, . . . , xj,y1,1,y1,2,. . . ,yi,1,yi,2,

a polinom g je zbir elemenata iz Bj,d,k,n takav da u H∗(F (1...j, 2...d, k, n);Z2)

va�i g = q, tada g ne sadr�i promenǉive x1, . . . , xj, y1,1, y1,2, . . . , yi,1, yi,2.

Dakle, va�i slede�i rezultat.

Posledica 120. a) Neka je 1 6 i 6 j, 0 6 a1 < a2 < · · · < ak 6 n + i − 1, a

p1, p2, . . . , pk polinomi takvi da va�i LT(pl) ≺ xi, za 1 6 l 6 k. Tada je

k∑
l=1

xali pl = 0

u H∗(F (1...j, 2...d, k, n);Z2) ako i samo ako je pl = 0 u H∗(F (1...j, 2...d, k, n);Z2) za

sve 1 6 l 6 k.

b) Neka je 1 6 i 6 d, (b1, c1), . . . , (bk, ck) razliqiti parovi nenegativnih

celih brojeva takvi da je bl + cl 6 n + j + 2i − 2, za 1 6 l 6 k, a p1, . . . , pk

polinomi takvi da va�i LT(pl) ≺ yi,2, za 1 6 l 6 k. Tada je

k∑
l=1

ybli,1y
cl
i,2pl = 0

u H∗(F (1...j, 2...d, k, n);Z2) ako i samo ako je pl = 0 u H∗(F (1...j, 2...d, k, n);Z2) za

sve 1 6 l 6 k.

Rezultate ovog poglavǉa u nastavku glave koristi�emo iskǉuqivo

za realne mnogostrukosti zastava F (1...j, 2...d, n), pa, radi jednostavnosti,

tvr�eǌa u nastavku ovog poglavǉa dajemo samo za taj sluqaj. Aditivnu

bazu za kohomologiju ovih zastava (dobijenu iz posledice 118) oznaqi-

�emo sa Bj,d,n.

Po posledici 118, ako p ∈ Bj,d,n ne sadr�i promenǉive x1, x2, . . . , xi,

tada je stepen polinoma p ne ve�i od
j∑

l=i+1

(n + l − 1) +
d∑
l=1

(n + j + 2l − 2),
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a dimenzija ne ve�a od
j∑

l=i+1

(n + l − 1) +
d∑
l=1

(2n + 2j + 4l − 4). Sliqno,

ako q ∈ Bj,d,n ne sadr�i promenǉive x1, . . . , xj, y1,1, y1,2, . . . , yi,1, yi,2, tada je

stepen polinoma q ne ve�i od
d∑

l=i+1

(n + j + 2l − 2), a dimenzija ne ve�a

od
d∑

l=i+1

(2n + 2j + 4l − 4). Samim tim, iz posledice 119 dobijamo slede�e

tvr�eǌe.

Posledica 121. Neka je al > 0, 1 6 l 6 j, i bl, cl > 0, 1 6 l 6 d. Ako je

a)
j∑

l=i+1

al +
d∑
l=1

(bl + 2cl) >

j∑
l=i+1

(n + l − 1) +
d∑
l=1

(2n + 2j + 4l − 4), za neko

0 6 i 6 j, ili

b)
d∑

l=i+1

(bl + 2cl) >
d∑

l=i+1

(2n+ 2j + 4l − 4), za neko 0 6 i 6 d,

tada u H∗(F (1...j, 2...d, n);Z2) va�i

j∏
l=1

xall

d∏
l=1

ybll,1y
cl
l,2 = 0.

Napomena 122. Prethodnu posledicu najqex�e �emo primeǌivati na

slede�i naqin: ako je al > 0, 1 6 l 6 j, i bl, cl > 0, 1 6 l 6 d, i pri tome za

neko 1 6 i 6 j va�i ai < n+ i− 1 i

j∑
l=i

al +
d∑
l=1

(bl + 2cl) =

j∑
l=i

(n+ l − 1) +
d∑
l=1

(2n+ 2j + 4l − 4),

tada u H∗(F (1...j, 2...d, n);Z2) va�i

j∏
l=1

xall

d∏
l=1

ybll,1y
cl
l,2 = 0.

Neka je 1 6 m 6 d, M = n + j + 2m− 2, Gj,m,n = {gm,0, gm,1, . . . , gm,M+1}, i

G′j,m,n = {g(M)
m,0 , g

(M)
m,1 , . . . , g

(M)
m,M+1}. Po teoremi 91, G′m,j,n je Grebnerova baza

ideala 〈G′j,m,n〉 i va�i

Z2[ym,1, ym,2]/〈G′j,m,n〉 ∼= H∗(G2,M(R);Z2). (6.2.11)
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U ovom izomorfizmu ym,1 i ym,2 odgovaraju Xtifel-Vitnijevim klasama

u1 i u2 tautoloxkog vektorskog raslojeǌa γ2 nad Grasmanijanom G2,M(R).

Tako�e, ako su p i q polinomi promenǉivih ym,1 i ym,2 takvi da

p −→∗G′j,m,n q,

zamenom svakog polinoma g
(M)
m,i koji se pojavǉuje u ovom nizu redukcija

polinomom gm,i dobijamo

p −→∗Gj,m,n q + r,

gde je r polinom promenǉivih ym,1, ym,2, . . . , yd,1, yd,2, takav da u svakom

qlanu polinoma r bar jedna od promenǉivih ym+1,1, ym+1,2, . . . , yd,1, yd,2 ima

pozitivan stepen. Ova primedba, zajedno sa (6.2.11), daje nam slede�e

tvr�eǌe.

Posledica 123. Neka je 1 6 m 6 d i M = n + j + 2m − 2. Ako su p, q ∈

Z2[ym,1, ym,2] takvi da je p = q u H∗(G2,M(R);Z2), tada u H∗(F (1...j, 2...d, n);Z2)

va�i p = q + r, gde je r polinom promenǉivih ym,1, ym,2, . . . ,yd,1, yd,2, qiji

je svaki qlan u Bj,d,n i takav da u svakom qlanu polinoma r bar jedna od

promenǉivih ym+1,1, ym+1,2, . . . , yd,1, yd,2 ima pozitivan stepen.

Visina kohomoloxke klase x ∈ H∗(F (1...j, 2...d, n);Z2) definisana je sa

ht(x) := max{n ∈ N : xn 6= 0}. Korix�eǌem prethodnog rezultata u

sluqaju m = d zakǉuqujemo da su visine klasa yd,1 i yd,2, a samim tim i

klasa yi,1, yi,2, za 1 6 i 6 d, jednake visinama klasa u1 i u2, koje su dobro

poznate iz [66]. Na ovaj naqin dokazali smo deo slede�eg rezultata

Korbaxa i Lerinca (pogledati [33, str. 147]).

Tvr�eǌe 124 ([33]). Neka je d > 1, n > 2, xi, 1 6 i 6 j, Xtifel-Vitnijeve

klase tautoloxkih linijskih vektorskih raslojeǌa, a yi,1, yi,2, 1 6 i 6 d,

Xtifel-Vitnijeve klase tautoloxkih dvodimenzionih vektorskih raslo-

jeǌa nad F (1...j, 2...d, n). Tada je ht(xi) = n + j + 2d − 1, 1 6 i 6 j, i ht(yi,2) =
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n+ j + 2d− 2, 1 6 i 6 d. Tako�e, ako je s jedinstven prirodan broj takav da

va�i 2s−1 < n+ j + 2d 6 2s, tada je ht(yi,1) = 2s − 2.

Odredimo nekoliko elemenata Grebnerove baze G za ideal koji defi-

nixe H∗(F (1...j, 2...d, n);Z2). Za 1 6 m 6 d, neka je n + j + 2m − 2 = M . Iz

definicije (6.2.1) nije texko dobiti da je g(M)
m,M+1 = yM+1

m,2 , g(M−1)
m,M = yMm,2,

g
(M−1)
m,M−1 = ym,1y

M−1
m,2 , g(M)

m,M = ym,1y
M
m,2, g

(M−2)
m,M−1 = yM−1

m,2 , g(M)
m,M−1 = y2

m,1y
M−1
m,2 + yMm,2

(pogledati [51, str. 118] ili dokaz leme 114). Ove jednakosti, zajedno

sa delom d) leme 114 daju

gm,M+1 = g
(M)
m,M+1 + g

(M−1)
m,M+1σ

(m+1)
1 + g

(M−2)
m,M+1σ

(m+1)
2 + g

(M−3)
m,M+1σ

(m+1)
3 + p,

= yM+1
m,2 + 0 + g

(M−1)
m,M σ

(m+1)
2 + g

(M−1)
m,M−1σ

(m+1)
3 + p

= yM+1
m,2 + yMm,2σ

(m+1)
2 + ym,1y

M−1
m,2 σ

(m+1)
3 + p, (6.2.12)

gm,M = g
(M)
m,M + g

(M−1)
m,M σ

(m+1)
1 + g

(M−2)
m,M σ

(m+1)
2 + g

(M−3)
m,M σ

(m+1)
3 + q

= ym,1y
M
m,2 + yMm,2σ

(m+1)
1 + 0 + g

(M−2)
m,M−1σ

(m+1)
3 + q

= ym,1y
M
m,2 + yMm,2σ

(m+1)
1 + yM−1

m,2 σ
(m+1)
3 + q, (6.2.13)

gm,M−1 = g
(M)
m,M−1 + g

(M−1)
m,M−1σ

(m+1)
1 + g

(M−2)
m,M−1σ

(m+1)
2 + g

(M−3)
m,M−1σ

(m+1)
3 + r

= y2
m,1y

M−1
m,2 + yMm,2 + ym,1y

M−1
m,2 σ

(m+1)
1 + yM−1

m,2 σ
(m+1)
2 + r, (6.2.14)

gde je

σ
(m+1)
k =

∑
rm+1+···+rd=k

ym+1,rm+1
. . . yd,rd , 1 6 k 6 4,

a p, q, r polinomi promenǉivih yi,1 i yi,2, m 6 i 6 d, takvi da za svaki

monom ovih polinoma va�i a+ 2b 6 2M − 4, gde je a izlo�ilac od ym,1, a

b izlo�ilac od ym,2 u tom monomu.

Primer 125. Neka je d > 2. Po posledici 118, u H∗(F (1...j, 2...d, n);Z2)

va�i yn+j+2d−4
d−1,2 yn+j+2d−2

d,2 6= 0 i (simetriqno) yn+j+2d−4
d,2 yn+j+2d−2

d−1,2 6= 0, pa je po

posledici 120 i

yn+j+2d−4
d−1,2 yn+j+2d−2

d,2 = yn+j+2d−4
d,2 yn+j+2d−2

d−1,2 .
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Me�utim, dokaza�emo da je klasa yn+j+2d−3
d−1,2 yn+j+2d−3

d,2 , koja je iste dimenzije

kao prethodne dve, jednaka nuli. Po formuli (6.2.12)

0 = gd−1,n+j+2d−3 = yn+j+2d−3
d−1,2 + yn+j+2d−4

d−1,2 (y2
d,1 + yd,2) + p̃,

gde je p̃ polinom promenǉivih yd−1,1, yd−1,2, yd,1, yd,2, takav da za svaki monom

ovog polinoma va�i a+ 2b 6 2n+ 2j + 4d− 9, gde je a izlo�ilac od yd−1,1,

a b izlo�ilac od yd−1,2 u tom monomu. Tako�e, po formuli (6.2.14) je

0 = gd,n+j+2d−3 = y2
d,1y

n+j+2d−3
d,2 + yn+j+2d−2

d,2 ,

a samim tim i

yn+j+2d−3
d−1,2 yn+j+2d−3

d,2

=
(
yn+j+2d−4
d−1,2 (y2

d,1 + yd,2) + p̃
)
yn+j+2d−3
d,2

= yn+j+2d−4
d−1,2 y2

d,1y
n+j+2d−3
d,2 + yn+j+2d−4

d−1,2 yn+j+2d−2
d,2 + p̃yn+j+2d−3

d,2

= p̃yn+j+2d−3
d,2 = 0,

gde posledǌa jednakost sledi iz posledice 121.

6.3 Primena Grebnerovih baza:

utapaǌa i imerzije

U ovom poglavǉu iskoristi�emo rezultate iz prethodnog kako bismo

dokazali da ne postoje odre�ena utapaǌa i imerzije realnih mnogo-

strukosti zastava. Preciznije, predmet ovog poglavǉa je razmatraǌe

slede�ih invarijanti

em(F (1...j, 2...d, n)) = min{m : postoji utapaǌe F (1...j, 2...d, n)→ Rm},

imm(F (1...j, 2...d, n)) = min{m : postoji imerzija F (1...j, 2...d, n)→ Rm}.
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Poznato je (pogledati [44, str. 120 i 49]) da ako je wt(ν) netrivijalno,

gde je ν stabilno normalno raslojeǌe mnogostrukosti F (1...j, 2...d, n), tada

va�i (za mnogostrukost M ǌenu dimenziju �emo oznaqavati sa δ(M))

em(F (1...j, 2...d, n)) > δ(F (1...j, 2...d, n)) + t+ 1

= jn+ 2dn+ 2jd+

(
j

2

)
+ 4

(
d

2

)
+ t+ 1 (6.3.1)

imm(F (1...j, 2...d, n)) > δ(F (1...j, 2...d, n)) + t

= jn+ 2dn+ 2jd+

(
j

2

)
+ 4

(
d

2

)
+ t. (6.3.2)

Osnovni ciǉ u ovom poglavǉu je da odredimo (xto ve�e) t za koje je

wt(ν) netrivijalno, xto �e nam prema prethodnom dati doǌa ograniqeǌa

za em(F (1...j, 2...d, n)) i imm(F (1...j, 2...d, n), za neke j, d, n ∈ N.

Neka su γi, 1 6 i 6 j, γ′i, 1 6 i 6 d, i γ′′ tautoloxka vektorska raslojeǌa

nad F (1...j, 2...d, n) (dim(γi) = 1, 1 6 i 6 j, dim(γ′i) = 2, 1 6 i 6 d, dim(γ′′) = n).

Po Lamovoj formuli (pogledati [37]), za tangentno vektorsko raslojeǌe

τ nad F (1...j, 2...d, n) imamo

τ ∼=
⊕

16l<k6j

(γl ⊗ γk)⊕
⊕

16l<k6d

(γ′l ⊗ γ′k)⊕
⊕

16l6j
16k6d

(γl ⊗ γ′k)

⊕
⊕

16l6j

(γl ⊗ γ′′)⊕
⊕

16l6d

(γ′l ⊗ γ′′).

,,Dodavaǌem”
⊕

16k6l6j

(γl⊗γk)⊕
⊕

16k6l6d

(γ′l⊗γ′k)⊕
⊕

16l6j
16k6d

(γl⊗γ′k) obema stranama

prethodnog izomorfizma i korix�eǌem qiǌenice da je
⊕

16l6j

γl⊕
⊕

16l6d

γ′l⊕γ′′

trivijalno (n+ j + 2d)-dimenziono vektorsko raslojeǌe dobijamo

τ⊕
⊕

16l6k6j

(γl ⊗ γk)⊕
⊕

16l6k6d

(γ′l ⊗ γ′k)⊕
⊕

16l6j
16k6d

(γl ⊗ γ′k)

∼=
⊕

16l6j

(n+ j + 2d)γl ⊕
⊕

16l6d

(n+ j + 2d)γ′l,
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a samim tim i

w(τ)
∏

16l<k6j

w(γl ⊗ γk)
∏

16l6j
16k6d

w(γl ⊗ γ′k)
∏

16l<k6d

w(γ′l ⊗ γ′k)

=

j∏
l=1

(1 + xl)
n+j+2d

d∏
l=1

(1 + yl,1 + yl,2)n+j+2d. (6.3.3)

Korix�eǌem metoda opisanog u [44, str. 87-88] dobijamo

w(γl ⊗ γk) = 1 + xl + xk, 1 6 l 6 k 6 j (6.3.4)

w(γl ⊗ γ′k) = 1 + yk,1 + x2
l + xlyk,1 + yk,2, 1 6 l 6 j, 1 6 k 6 d (6.3.5)

w(γ′l ⊗ γ′k) = 1 + y2
l,1 + y2

k,1 + yl,1yk,1 + y2
l,1yk,2 + y2

k,1yl,2 + y2
l,2 + y2

k,2

+ yl,1yk,1(yl,1 + yk,1) + yl,1yk,1(yl,2 + yk,2), 1 6 l 6 k 6 d. (6.3.6)

Spremni smo da doka�emo glavnu teoremu ovog poglavǉa.

Teorema 126. Ako je 2s−1 < n < n+ j + 2d 6 2s, tada je wt(ν) 6= 0 za

t = (j + 2d)(2s − n− j)− 2d2 +

(
j

2

)
.

Dokaz. Po formuli (6.3.3) imamo

w(ν) =
∏

16l<k6j

w(γl ⊗ γk)
∏

16l6j
16k6d

w(γl ⊗ γ′k)
∏

16l6k6d

w(γ′l ⊗ γ′k)

×
j∏
l=1

(1 + xl)
−n−j−2d

d∏
l=1

(1 + yl,1 + yl,2)−n−j−2d.

Kako je (1 + xl)
2s = 1 + x2s

l i visina klase xl je jednaka n + j + 2d − 1

(pogledati [33, str. 147]), imamo x2s

l = 0, tj. (1 + xl)
2s = 1. Sliqno, po

posledici 124 je (1 + yl,1 + yl,2)2s = 1, a samim tim i

w(ν) =
∏

16l<k6j

w(γl ⊗ γk)
∏

16l6j
16k6d

w(γl ⊗ γ′k)
∏

16l6k6d

w(γ′l ⊗ γ′k)

×
j∏
l=1

(1 + xl)
2s−n−j−2d

d∏
l=1

(1 + yl,1 + yl,2)2s−n−j−2d. (6.3.7)
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Korix�eǌem formula (6.3.4)–(6.3.6) zakǉuqujemo da je najvixa klasa u

(6.3.7) dimenzije t i da va�i

wt(ν) =

j∏
l=1

x2s−n−j−2d
l

d∏
l=1

y2s−n−j−2d
l,2

∏
16l<k6j

(xl + xk)
∏

16l6j
16k6d

(x2
l + xlyk,1 + yk,2)

×
d∏
l=1

y2
l,1

∏
16l<k6d

(yl,1yk,1(yl,2 + yk,2) + y2
l,1yk,2 + y2

k,1yl,2 + y2
l,2 + y2

k,2). (6.3.8)

Da bismo dokazali da je wt(ν) 6= 0, razmotrimo proizvoǉan monom m u

wt(ν). Stepen promenǉive xl u m je najvixe (2s−n− j− 2d) + (j− 1) + 2d =

2s − n − 1 za 1 6 l 6 j. Zbir stepena promenǉivih yl,1 i yl,2 u m je

najvixe (2s − n − j − 2d) + j + 2 + 2(d − 1) = 2s − n za 1 6 l 6 d. Kako je

2s − n− 1 < 2s − n < n, po posledici 118 posle mno�eǌa u (6.3.8) wt(ν) je

suma elemenata aditivne baze Bj,d,n. Kako se u ovoj sumi qlan

j∏
l=1

x2s−n−l
l

d∏
l=1

y2
l,1y

2s−n−j−2l
l,2

pojavǉuje taqno jednom, to je wt(ν) 6= 0 (ovaj qlan dobijamo jedino uko-

liko prilikom mno�eǌa uvek ,,biramo” xl iz xl + xk, x2
l iz x

2
l + xlyk,1 + yk,2

i y2
l,2 iz yl,1yk,1(yl,2 + yk,2) + y2

l,1yk,2 + y2
k,1yl,2 + y2

l,2 + y2
k,2 u (6.3.8)).

Prethodna teorema, zajedno sa nejednakostima (6.3.1)–(6.3.2) daje nam

slede�i rezultat.

Posledica 127. Ako je 2s−1 < n < n+ j + 2d 6 2s va�i

em(F (1...j, 2...d, n)) > (j + 2d)(2s − 1) + 1

imm(F (1...j, 2...d, n)) > (j + 2d)(2s − 1).

Napomena 128. Posledica 127 uopxtava teoremu 1.1.(a) iz [50] i deli-

miqno posledicu 1.1 i posledicu 1.2 iz [62].
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6.4 Primena Grebnerovih baza:

kohomoloxka du�ina

Mod 2 kohomoloxka du�ina putno povezanog prostora X, u oznaci

cup(X), je supremum brojeva m ∈ N za koje postoje klase a1, a2, . . . , am ∈

H̃∗(X;Z2) qiji proizvod u kohomologiji nije 0, tj. a1 · a2 · · · am 6= 0. Odre-

�ivaǌe broja cup(M) predmet je mnogih radova, izme�u ostalog zato xto

je poznato da cup(M) daje doǌe ograniqeǌe za Listernik-Xnirelmanovu

kategoriju prostora M (Listernik-Xnirelmanova kategorija prostora

M , u oznaci cat(M), jednaka je najmaǌem od brojeva d za koje postoje

otvoreni i kontraktibilni u M podskupovi A1, A2, . . . , Ad takvi da je

M = ∪di=1Ai). Imamo

1 + dim(M) > cat(M) > 1 + cup(M). (6.4.1)

U ovom poglavǉu radi�emo samo sa Z2-kohomologijama, pa �emo u

nastavku pisati pojednostavǉeno ,,kohomoloxka du�ina” umesto ,,mod 2

kohomoloxka du�ina”. Tako�e, radi�emo samo sa realnim Grasmanovim

mnogostrukostima, pa �emo pisati ,,Grasmanove mnogostrukosti” umesto

,,realne Grasmanove mnogostrukosti”, kao i Gk,n umesto Gk,n(R).

Malo je poznato o kohomoloxkoj du�ini realnih mnogostrukosti za-

stava – kohomoloxka du�ina nije poznata qak ni za sve Grasmanove mno-

gostrukosti. Hiler i Stong su u [27, 66] odredili kohomoloxke du�ine

Grasmanovih mnogostrukosti G2,n, G3,n i G4,n; u [32] Korbax je dobio neka

ograniqeǌa za kohomoloxku du�inu orijentisanih Grasmanovih mnogo-

strukosti; u [33] Korbax i Lerinc odredili su kohomoloxku du�inu

nekih realnih mnogostrukosti zastava F (1...j, 2...d, n).

U ovom poglavǉu odredi�emo cup(M) za neke realne mnogostrukosti

zastava M za koje to nije ura�eno u gore navedenim radovima.
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6.4.1 Nekoliko reqi o kohomoloxkoj du�ini

realnih mnogostrukosti zastava

Trivijalno gorǌe ograniqeǌe kohomoloxke du�ine mnogostrukosti

je ǌena dimenzija (za mnogostrukost M ǌenu dimenziju �emo oznaqavati

sa δ(M)). U sluqaju realnih mnogostrukosti F (1...j, 2...d, n) na ovaj naqin

dobijamo slede�u nejednakost

cup(F (1...j, 2...d, n)) 6 nj + 2nd+

(
j

2

)
+ 4

(
d

2

)
+ 2jd.

Ukoliko za mnogostrukost M va�i cup(M) = δ(M), iz nejednakosti

(6.4.1) mo�emo zakǉuqiti da je cat(M) = δ(M)+1. Ovo je jedan od razloga

zbog kojih je znaqajno odrediti mnogostrukosti datog tipa za koje je

kohomoloxka du�ina jednaka dimenziji.

U sluqaju Grasmanovih mnogostrukosti ovaj problem razrexio je

Berxtajn.

Teorema 129 ([4]). Kohomoloxka du�ina Grasmanijana Gk,n jednaka je di-

menziji ako i samo ako je k = 1, ili je k = 2 i n = 2t − 1, za neko t ∈ N.

Jox uvek nisu poznate sve realne mnogostrukosti zastava za koje je

kohomoloxka du�ina jednaka dimenziji; ovo pitaǌe otvoreno je qak i za

realne mnogostrukosti zastava oblika F (1...j, 2...d, n).

Za razrexeǌe ovih problema verovatno je neophodno poznavaǌe koho-

moloxke du�ine Grasmanijana, koja je poznata samo za neke Grasmani-

jane Gk,n. U slede�em tvr�eǌu navodimo Hilerov rezultat za sluqaj

k = 2 (pogledati [27]).

Tvr�eǌe 130 ([27]). Neka je 2s−1 < n + 2 6 2s. Ukoliko su wi ∈ H i(G2,n;Z2),

i ∈ {1, 2}, Xtifel-Vitnijeve klase tautoloxkog vektorskog raslojeǌa nad

G2,n, tada u H∗(G2,n;Z2) va�i w2s−2
1 wd2 = wn2 , gde je d = n− 2s−1 + 1. Speci-

jalno, cup(G2,n+2) = n+ 2s−1 − 1.
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U [33] (i opxtije u [32]) autori su predlo�ili algoritam za izraqu-

navaǌe kohomoloxke du�ine realnih mnogostrukosti zastava. Iako je

ovaj algoritam veoma texko primeniti za opxtu realnu mnogostrukost

zastava, on nam daje neke smernice za odre�ivaǌe kohomoloxke du�ine.

Poqetni korak ovog algoritma vezan je za slede�u lemu.

Lema 131 ([33]). Za realnu mnogostrukost zastava F (n1, n2, . . . , nq), neka je

δ = δ(F (n1, n2, . . . , nq)), ht(i), 1 6 i 6 q−1, visine prvih Xtifel-Vitnijevih

klasa tautoloxkih vektorskih raslojeǌa i S = ht(1) + · · ·+ ht(q − 1). Tada

va�i

cup(F (n1, n2, . . . , nq)) 6 S +

⌊
δ − S

2

⌋
.

Gorǌu granicu dobijenu u ovoj lemi u nastavku ovog poglavǉa ozna-

qava�emo sa β(F (n1, n2, . . . , nq)).

U sluqaju realne mnogostrukosti zastava F (1...j, 2...d, n), iz prethodne

leme dobijamo (s je prirodan broj takav da je 2s−1 < n+ j + 2d 6 2s)

β(F (1...j,2...d, n))

= j(n+ j + 2d− 1) + d(2s − 2) +

⌊
2nd+ 4

(
d
2

)
−
(
j
2

)
− d(2s − 2)

2

⌋

= j(n+ j + 2d− 1) + d(n+ d+ 2s−1 − 2) +

⌊
−j(j − 1)

4

⌋
. (6.4.2)

6.4.2 Kohomoloxka du�ina nekih mnogostrukosti

zastava tipa F (1...j, 2...d, n)

Radi jednostavnosti, u ovom poglavǉu umesto H∗(F (1...j, 2...d, n);Z2) pi-

sa�emo H∗. Poglavǉe zapoqiǌemo razmatraǌem sluqaja d = 0, tako xto

�emo ponovo dokazati rezultat Lerinca i Korbaxa.

Tvr�eǌe 132 ([33]). cup(F (1...j, n)) =

(
j

2

)
+ nj.
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Dokaz. Primetimo da je δ(F (1...j, n)) =
(
j
2

)
+nj, pa je cup(F (1...j, n)) 6

(
j
2

)
+nj.

Uz to, po posledici 118 u H∗ va�i xn1x
n+1
2 . . . xn+j−1

j 6= 0, qime je dokaz

zavrxen.

Neka je s ∈ N jedinstven prirodan broj takav da je 2s−1 < n+j+2d 6 2s.

Tako�e, neka su za 1 6 m 6 d sa s(m) oznaqeni jedinstveni prirodni

brojevi takvi da va�i 2s(m)−1 < n+j+2m 6 2s(m). Ove oznake koristi�emo

do kraja ovog poglavǉa.

Slede�a lema direktno sledi iz posledice 123 i tvr�eǌa 130.

Lema 133. Neka je 1 6 m 6 d. Tada u H∗ va�i:

(1) y2s(m)−2
m,1 yn+j+2m−1−2s(m)−1

m,2 = yn+j+2m−2
m,2 + p;

(2) za l > 2s(m) − 1, ylm,1 = q;

gde su p i q polinomi promenǉivih ym,1, ym,2, . . . , yd,1, yd,2 takvi da se svaki

monom ovih polinoma nalazi u Bj,d,n i da je u svakom od tih monoma stepen

barem jedne od promenǉivih ym+1,1, ym+1,2, . . . , yd,1, yd,2 pozitivan.

Lema 134. U H∗ slede�i identiteti va�e za 1 6 i 6 d:

a)
d∏
t=i

y2s(t)−2
t,1 yn+j+2t−1−2s(t)−1

t,2 =
d∏
t=i

yn+j+2t−2
t,2 .

b) ako je l > 2s(i) − 1, tada va�i yli,1

d∏
t=i+1

y2s(t)−2
t,1 yn+j+2t−1−2s(t)−1

t,2 = 0.

Dokaz. a) Dokaz izvodimo primenom obrnute indukcije po i. Za i = d

tvr�eǌe sledi iz leme 133. Pretpostavimo zato da tvr�eǌe va�i za

neko i > 2 i doka�imo da va�i i za i− 1.

Po lemi 133 va�i y2s(i−1)−2
i−1,1 yn+j+2i−3−2s(i−1)−1

i−1,2 = yn+j+2i−4
i−1,2 +p, gde je p poli-

nom promenǉivih yi−1,1, yi−1,2,. . . , yd,1, yd,2, takav da je svaki monom poli-

noma p u Bj,d,n i da je stepen barem jedne od promenǉivih yi,1, yi,2,. . . , yd,1,
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yd,2 u ovom monomu pozitivan. Samim tim, po posledici 121 va�i

p
d∏
t=i

y2s(t)−2
t,1 yn+j+2t−1−2s(t)−1

t,2 = 0,

xto po induktivoj pretpostavci daje

d∏
t=i−1

y2s(t)−2
t,1 yn+j+2t−1−2s(t)−1

t,2 =
d∏

t=i−1

yn+j+2t−2
t,2 .

b) Po lemi 133, yli,1 = q, pri qemu za svaki monom polinoma q va�i da

je u Bj,d,n i da je stepen barem jedne od promenǉivih yi+1,1, yi+1,2, . . . , yd,1, yd,2

u ovom monomu pozitivan. Samim tim, po posledici 121 va�i

q
d∏

t=i+1

y2s(t)−2

t,1 yn+j+2t−1−2s(t)−1

t,2 = 0,

qime je dokaz zavrxen.

U narednom tvr�eǌu razmotri�emo sluqaj j = 0 i delimiqno uopxti-

ti Hilerov rezultat iz tvr�eǌa 130.

Tvr�eǌe 135. Ako je sa δ oznaqena dimenzija mnogostrukosti F (2...d, n),

onda va�i

cup(F (2...d, n)) > δ −
d∑
t=1

(n+ 2t− 1− 2s(t)−1).

Specijalno, za 2s−1 < n+ 2 6 n+ 2d 6 2s va�i

cup(F (2...d, n)) = d(n+ d+ 2s−1 − 2).

Dokaz. Po lemi 134 je

d∏
t=1

y2s(t)−2
t,1 yn+2t−1−2s(t)−1

t,2 =
d∏
t=1

yn+2t−2
t,2 ,

xto je po posledici 118 razliqito od nule. Dakle,

cup(F (2...d, n)) >
d∑
t=1

(2s(t)− 2 + n+ 2t− 1− 2s(t)−1) = δ−
d∑
t=1

(n+ 2t− 1 + 2s(t)−1),
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qime je dokazan prvi deo tvr�eǌa.

Doka�imo i drugi deo tvr�eǌa. U ovom sluqaju va�i s(i) = s, za

1 6 i 6 d, pa iz prethodnog zakǉuqujemo da je

cup(F (2...d, n)) > (2s − 2)d+
d∑
i=1

(n+ 2i− 1− 2s−1) = d(n+ d+ 2s−1 − 2).

Sa druge strane, iz (6.4.2) je

cup(F (2...d, n)) 6 d(n+ d+ 2s−1 − 2),

qime je dokaz zavrxen.

U narednom tvr�eǌu uopxti�emo prethodni rezultat.

Tvr�eǌe 136. Ako je sa δ oznaqena dimenzija mnogostrukosti F (1...j, 2...d, n)

va�i

cup(F (1...j, 2...d, n)) > δ −
d∑
t=1

(n+ j + 2t− 1− 2s(t)−1).

Dokaz. Po lemi 134 i posledici 118 imamo
j∏
t=1

xn+t−1
t

d∏
t=1

y2s(t)−2
t,1 yn+j+2t−1−2s(t)−1

t,2 6= 0.

Nije texko proveriti da je stepen ovog monoma jednak izrazu na desnoj

strani nejednakosti iz tvr�eǌa, qime je dokaz zavrxen.

Za 1 6 k 6 d neka je sa

ek =
∑

16i1<···<ik6d

yi1,2 . . . yik,2

oznaqen elementarni simetriqni polinom stepena k promenǉivih y1,2, y2,2,

. . . ,yd,2 (e0 = 1 i ek = 0 za k > d), a sa hk oznaqen kompletni simetriqni

polinom stepena k promenǉivih y1,2, y2,2, . . . , yd,2 (h0 = 1). Tada, po ǋutno-

vom identitetu, za k > 1 va�i slede�a jednakost (po modulu 2)

min{d,k}∑
i=0

eihk−i = 0. (6.4.3)
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Lema 137. Neka je 1 6 i 6 j, m = bn+i
2
c i α = n+ i− 2m. Tada u H∗ slede�i

identitet va�i za 0 6 t 6 m− 1 i β ∈ {0, 1}

xn+i+2t+β
i = xβi

m−t∑
r=1

xn+i−2r
i

r−1∑
l=max{0,r+t−d}

hler+t−l + xα+β
i

t−1∑
r=0

x2r
i

min{r,d+r−t}∑
l=0

hm−let+l−r + p,

gde je p polinom promenǉivih xi, . . . , xj, y1,1, y1,2, . . . , yd,1, yd,2 u qijem je svakom

monomu barem jedna od promenǉivih xi+1, . . . , xj, y1,1, y2,1, . . . , yd,1 pozitivnog

stepena.

Dokaz. Po napomeni 112 je yi,k = y
k/2
i,2 + pk, ako je k paran, a yi,k = pk, ako

je k neparan, gde je pk polinom promenǉivih yi,1 i yi,2 takav da je stepen

promenǉive yi,1 pozitivan u svakom monomu polinoma pk. Samim tim, u

H∗ va�i

0 = gi = xn+i
i +

bn+i
2
c∑

r=1

xn+i−2r
i

∑
r1+···+rd=r

yr11,2 . . . y
rd
d,2 + p̃

= xn+i
i +

bn+i
2
c∑

r=1

xn+i−2r
i hr + p̃, (6.4.4)

gde je p̃ polinom u kome je u svakom monomu stepen barem jedne od pro-

menǉivih xi+1, . . . , xj, y1,1, y2,1, . . . , yd,1 pozitivan. Mno�eǌem ovog identi-

teta sa xβi i korix�eǌem jednakosti (6.4.3) dobijamo tra�eni identitet

u sluqaju t = 0.

Dokaz nastavǉamo primenom matematiqke indukcije po t > 0. Po

induktivnoj hipotezi, korix�eǌem identiteta (6.4.3) i (6.4.4), kao i

qiǌenice da je et+1 = 0 za t > d, dobijamo slede�e jednakosti u H∗:

xn+i+2t+2+β
i = xβi

m−t∑
r=1

xn+i−2r+2
i

r−1∑
l=max{0,r+t−d}

hler+t−l

+ xα+β
i

t−1∑
r=0

x2r+2
i

min{r,d+r−t}∑
l=0

hm−let+l−r + x2
i p
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= xβi x
n+i
i et+1 + xβi

m−t−1∑
r=1

xn+i−2r
i

r∑
l=max{0,r+1+t−d}

hler+1+t−l

+ xα+β
i

t∑
r=1

x2r
i

min{r−1,d+r−1−t}∑
l=0

hm−let+l−(r−1) + x2
i p

= xβi

m−t−1∑
r=1

xn+i−2r
i hret+1 + xβi

m∑
r=m−t

x
2(m−r)+α
i hret+1 + xβi et+1p̃

+ xβi

m−t−1∑
r=1

xn+i−2r
i

r∑
l=max{0,r+1+t−d}

hler+1+t−l

+ xα+β
i

t∑
r=1

x2r
i

min{r−1,d+r−1−t}∑
l=0

hm−let+1+l−r + x2
i p

= xβi

m−t−1∑
r=1

xn+i−2r
i hret+1+

+ xβi

m−t−1∑
r=1

xn+i−2r
i

r∑
l=max{0,r+1+t−d}

hler+1+t−l + xβi et+1p̃

+ xβi

t∑
r=0

xα+2r
i hm−ret+1

+ xα+β
i

t∑
r=1

x2r
i

min{r−1,d+r−1−t}∑
l=0

hm−let+1+l−r + x2
i p

= xβi

m−t−1∑
r=1

xn+i−2r
i

r−1∑
l=max{0,r+1+t−d}

hler+1+t−l

+ xα+β
i

t∑
r=0

x2r
i

min{r,d+r−1−t}∑
l=0

hm−let+1+l−r + xβi et+1p̃+ x2
i p,

gde su p i p̃ polinomi takvi da je u svakom ǌihovom monomu stepen

barem jedne od promenǉivih xi+1, . . . , xj, y1,1, y2,1, . . . , yd,1 pozitivan. Kako

ovo va�i i za polinom x2
i p+ xβi et+1p̃, dokaz tvr�eǌa je zavrxen.

Napomena 138. Primetimo da je za t > d prva dvostruka suma u jedna-

kosti za xn+i+2t+β
i jednaka nuli, jer u ǌoj nema sabiraka.

U slede�em tvr�eǌu uopxti�emo tvr�eǌe 3.2.4 iz [33].
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Tvr�eǌe 139. Neka je n > 3.

a) Za prirodan broj s takav da je 2s−1 < n + 2 < n + 1 + 2d 6 2s va�i

cup(F (1, 2...d, n)) = n+ d(n+ d+ 2s−1).

b) Za prirodan broj s takav da je 2s−1 < n + 2 < n + 2 + 2d 6 2s va�i

cup(F (1, 1, 2...d, n)) = 2n+ 1 + d(n+ d+ 2s−1 + 2).

Dokaz. a) Neka je m = bn+1
2
c i α = n + 1 − 2m. Primetimo da je 2d 6

2s− (n+ 1) 6 n+ 1, a samim tim i d− 1 6 m− 1. Dakle, po lemi 137 va�i

xn+2d
1 =

m−d+1∑
r=1

xn+2−2r
1

r−1∑
l=max{0,r−1}

hler+d−1−l + xα1

d−2∑
r=0

x2r+1
1

min{r,r+1}∑
l=0

hm−led−1+l−r + p

=
m−d+1∑
r=1

xn+2−2r
1 hr−1ed + xα1

d−2∑
r=0

x2r+1
1

r∑
l=0

hm−led−1+l−r + p,

gde je p polinom u qijem je svakom monomu stepen barem jedne od pro-

menǉivih y1,1, y2,1, . . . , yd,1 pozitivan. Primetimo da je 2(d−2)+1+α < n, pa

je u drugoj sumi stepen promenǉive x1 maǌi od n. Dakle, po posledici

121 i posledici 124 va�i

xn+2d
1

d∏
i=1

y2s−2
i,1 yn+2i−2s−1−1

i,2 = xn1ed

d∏
i=1

y2s−2
i,1 yn+2i−2s−1−1

i,2 = xn1

d∏
i=1

y2s−2
i,1 yn+2i−2s−1

i,2 ,

xto je razliqito od nule po lemi 134 i posledici 118. Uz to, ovaj monom

je maksimalne dimenzije i stepeni prvih Xtifel-Vitnijevih klasa u

ǌemu jednaki su odgovaraju�im visinama, pa je cup(F (1, 2...d, n)) = n +

d(n+ d+ 2s−1).

b) Sliqno kao u delu pod a), dokaza�emo da je klasa

xn+2d
1 xn+1+2d

2

d∏
i=1

y2s−2
i,1 yn+2i−1−2s−1

i,2 (6.4.5)

razliqita od nule. Neka je m′ = bn+1
2
c, m′′ = bn+2

2
c, α′ = n+ 1− 2m′ i α′′ =

n+1−2m′′. Primetimo da je 2d 6 2s− (n+2) 6 n, tj. d−1 6 m′−1 6 m′′−1.
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Samim tim, kao u delu a), va�i

xn+2d
1 =

m′−d+1∑
r=1

xn+2−2r
1 hr−1ed + xα

′

1

d−2∑
r=0

x2r+1
1

r∑
l=0

hm′−led−1+l−r + p′,

gde je p′ polinom u qijem je svakom monomu stepen barem jedne od pro-

menǉivih x2, y1,1, y2,1, . . . , yd,1 pozitivan. Tako�e, 2(d − 2) + 1 + α′ < n, pa

je stepen promenǉive x1 u drugoj sumi maǌi od n. Dakle, po posledici

121 i posledici 124 klasa(
xα
′

1

d−2∑
r=0

x2r+1
1

r∑
l=0

hm′−led−1+l−r + p′

)
xn+1+2d

2

d∏
i=1

y2s−2
i,1 yn+2i−1−2s−1

i,2

je nula, pa je klasa u (6.4.5) jednaka

xn1edx
n+1+2d
2

d∏
i=1

y2s−2
i,1 yn+2i−1−2s−1

i,2 = xn1x
n+1+2d
2

d∏
i=1

y2s−2
i,1 yn+2i−2s−1

i,2 .

Sliqno kao u prethodnom delu dokaza, ova klasa je po lemi 137, posle-

dici 121 i posledici 124 jednaka

xn1x
n+1
2 ed

d∏
i=1

y2s−2
i,1 yn+2i−2s−1

i,2 = xn1x
n+1
2

d∏
i=1

y2s−2
i,1 yn+2i+1−2s−1

i,2 ,

xto je po lemi 134 i posledici 118 razliqito od nule. Konaqno, ste-

pen klase u (6.4.5) jednak je 2n + 1 + d(n + d + 2s−1 + 2), xto je ujedno i

β(F (1, 1, 2...d, n)), qime je dokaz zavrxen.

Napomena 140. U tvr�eǌu 144 dokaza�emo da u sluqaju n+2 = 2s−1 va�i

cup(F (1, 2...d, n)) 6= n + d(n + d + 2s−1), pa se uslov 2s−1 < n + 2 u delu a) ne

mo�e oslabiti.

Doǌa ocena za kohomoloxku du�inu dobijena u tvr�eǌu 136 qesto

nije dovoǉno dobra. U slede�em tvr�eǌu ovu ocenu popravi�emo za

neke realne mnogostukosti zastava F (1...j, 2...d, n).
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Tvr�eǌe 141. Neka je s prirodan broj takav da va�i 2s−1 < n+j+2d 6 2s.

Ako je n+ 1 6 2s−1 6 n+ j + 1 6
2sd− 2

2d− 1
+ 1, tada va�i

cup(F (1...j, 2...d, n)) > δ(F (1...j, 2...d, n))− 2

(
d

2

)
.

Dokaz. Neka je g = n+j+1−2s−1 i δ dimenzija posmatrane mnogostrukosti

(primetimo da je j > g). Prvo �emo obrnutom indukcijom po l dokazati

da za 2s−1 − n 6 l 6 j va�i slede�e tvr�eǌe: ako su ispuǌena slede�a

tri uslova

(1) ai > n+ i+ 2d− 1, l 6 i 6 j;

(2) 1 + tl 6 bl 6 2d(l+n−2s−1) + tl, gde je tl =

j∑
i=l

(n+ i+ 2d−1) i bl =

j∑
i=l

ai;

(3) pY je homogen polinom promenǉivih y1,2, y2,2, . . . , yd,2 takav da je

2 deg pY + d(2s − 2) + bl >
j∑
i=l

(n+ i− 1) +
d∑
i=1

(2n+ 2j + 4i− 4),

tada je pY
d∏
i=1

y2s−2
i,1

j∏
i=l

xaii = 0 (u H∗).

Za l = j ovo tvr�eǌe sledi iz posledice 124 i uslova (2). Pretposta-

vimo zato da ono va�i za neko l > 2s−1−n+1 i doka�imo da va�i i za l−1.

Neka je al−1 = n+ l−1 + 2t+β, gde je β ∈ {0, 1} i t ∈ N. Iz uslova (1) i (2)

zakǉuqujemo da va�i 2t+β 6 2d−1+2d(l−1− j+g−1) = 2dn+2dl−2sd−1,

a samim tim i t 6 dn + dl − 2s−1d − 1. Kako je n + l 6 n + j 6 2sd−2
2d−1

, va�i

2s−1d > (2d−1)(n+l)+2
2

, a samim tim i t 6 n+l−2
2
− 1 6 bn+l−1

2
c − 1. Neka je

m = bn+l−1
2
c i α = n + l − 1 − 2m. Po lemi 137 klasa pY

d∏
i=1

y2s−2
i,1

j∏
i=l−1

xaii

jednaka je

pY

d∏
i=1

y2s−2
i,1

j∏
i=l

xaii

(
xβl−1

m−t∑
r=1

xn+l−1−2r
l−1

r−1∑
ν=max{0,r+t−d}

hνer+t−ν

+ xα+β
l−1

t−1∑
r=0

x2r
l−1

min{r,d+r−t}∑
ν=0

hm−νet+ν−r + p
)
, (6.4.6)
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gde je p polinom u qijem je svakom monomu stepen barem jedne od pro-

menǉivih xl, . . . , xj, y1,1, y2,1, . . . , yd,1 pozitivan. Primetimo da je 2(t− 1) +

α+β 6 n+ l−4, tako da je u drugoj sumi stepen promenǉive xl−1 maǌi od

n+ l−2. Dakle, po posledici 121 i kako, na osnovu (1), va�i r+ t−d > 0,

klasa u (6.4.6) jednaka je(
xn+l−3+β
l−1

0∑
ν=t+1−d

hνe1+t−ν + p

)
pY

d∏
i=1

y2s−2
i,1

j∏
i=l

xaii . (6.4.7)

Doka�imo prvo da je

ppY

d∏
i=1

y2s−2
i,1

j∏
i=l

xaii = 0.

Neka je p′ monom polinoma p. Ako je p′ deǉivo sa yi,1, za neko 1 6 i 6 d,

tada je

p′pY

d∏
i=1

y2s−2
i,1

j∏
i=l

xaii = 0

po posledici 124. Dakle, mo�emo pretpostaviti da je p′ = qxf , za neko

f > l. Predstavimo q kao sumu monoma iz Bj,d,n. Neka je q′ jedan monom u

ovoj reprezentaciji. Ako stepen promenǉive xl−1 u q′ nije n+ l− 2, tada

je po posledici 121

q′xfpY

d∏
i=1

y2s−2
i,1

j∏
i=l

xaii = 0.

Dakle, mo�emo pretpostaviti da je stepen promenǉive xl−1 u q′ jednak

n+ l − 2. Tada je

q′xfpY

d∏
i=1

y2s−2
i,1

j∏
i=l

xaii = xn+l−2
l−1 p′Y

d∏
i=1

y2s−2
i,1

j∏
i=l

x
a′i
i ,

za neki homogen polinom p′Y promenǉivih y1,2, y2,2, . . . , yd,2, pa va�i

(1) a′i > ai > n+ i+ 2d− 1, l 6 i 6 j;
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(2)
j∑
i=l

a′i > 1 +

j∑
i=l

ai > 1 +

j∑
i=l

(n+ i+ 2d− 1) i

j∑
i=l

a′i 6
j∑

i=l−1

ai − (n+ l − 2)

6 2d(l − 1− j + g − 1) +

j∑
i=l−1

(n+ i+ 2d− 1)− (n+ l − 2)

= 2d(l − j + g − 1) +

j∑
i=l

(n+ i+ 2d− 1);

(3) p′Y je homogen polinom promenǉivih y1,2, y2,2, . . . , yd,2 i va�i

2 deg p′Y + d(2s − 2) +

j∑
i=l

a′i = 2 deg pY + d(2s − 2) +

j∑
i=l−1

ai − (n+ l − 2)

>
j∑
i=l

(n+ i− 1) +
d∑
i=1

(2n+ 2j + 4i− 4).

Dakle, po induktivnoj hipotezi va�i p′Y

d∏
i=1

y2s−2
i,1

j∏
i=l

x
a′i
i = 0, a samim tim

ppY

d∏
i=1

y2s−2
i,1

j∏
i=l

xaii = 0.

Vratimo se na klasu u (6.4.7). Prvo, ukoliko je t > d, tada je suma u

(6.4.7) jednaka nuli, pa je i klasa u (6.4.6) jednaka nuli. Zato mo�emo

pretpostaviti da je t = d−1. Tada je na osnovu (1) β = 1, al−1 = n+l+2d−2,

a klasa u (6.4.7) jednaka je

xn+l−2
l−1 edpY

d∏
i=1

y2s−2
i,1

j∏
i=l

xaii .

Da bismo zavrxili dokaz pomo�nog tvr�eǌa, po induktivnoj hipotezi

dovoǉno je dokazati da edpY
d∏
i=1

y2s−2
i,1

j∏
i=l

xaii zadovoǉava uslove (1)–(3).
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Uslov (1) je oqigledno zadovoǉen. Tako�e,

j∑
i=l

ai =

j∑
i=l−1

ai − (n+ l + 2d− 2) > 1 +

j∑
i=l−1

(n+ i+ 2d− 1)− (n+ l + 2d− 2)

= 1 +

j∑
i=l

(n+ i+ 2d− 1),

j∑
i=l

ai 6 2d(l − 1− j + g − 1) +

j∑
i=l−1

(n+ i+ 2d− 1)− (n+ l + 2d− 2)

< 2d(l − j + g − 1) +

j∑
i=l

(n+ i+ 2d− 1),

pa je i uslov (2) zadovoǉen.

Uslov (3) sledi na osnovu slede�eg: p′Y = edpY je homogeni polinom

promenǉivih y1,2, y2,2, . . . , yd,2 stepena d+ deg pY , a samim tim

2 deg p′Y + d(2s − 2) +

j∑
i=l

ai = 2 deg pY + d(2s − 2) +

j∑
i=l−1

ai − (n+ l − 2)

>
j∑
i=l

(n+ i− 1) +
d∑
i=1

(2n+ 2j + 4i− 4).

Vratimo se na dokaz datog tvr�eǌa. Stepen monoma

j−g∏
i=1

xn+i−1
i

j∏
i=j−g+1

xn+i+2d−1
i

d∏
i=1

y2s−2
i,1

d∏
i=1

y2i−2
i,2

jednak je
∑j

i=1(n+ i−1) + 2dg+ (2s−2)d+ 2
(
d
2

)
= δ−2

(
d
2

)
, tako da je dovoǉno

dokazati da ova klasa nije nula. Po lemi 137, posledicama 121 i 124 i

prethodno dokazanom pomo�nom tvr�eǌu, ova klasa jednaka je

xn+j−g+2d
j−g+1

j−g∏
i=1

xn+i−1
i

j∏
i=j−g+2

xn+i+2d−1
i

d∏
i=1

y2s−2
i,1

d∏
i=1

y2i−2
i,2

= xn+j−g
j−g+1ed

j−g∏
i=1

xn+i−1
i

j∏
i=j−g+2

xn+i+2d−1
i

d∏
i=1

y2s−2
i,1

d∏
i=1

y2i−2
i,2

= xn+j−g+1+2d
j−g+2

j−g+1∏
i=1

xn+i−1
i

j∏
i=j−g+3

xn+i+2d−1
i

d∏
i=1

y2s−2
i,1

d∏
i=1

y2i−1
i,2
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= . . .

=

j∏
i=1

xn+i−1
i

d∏
i=1

y2s−2
i,1

d∏
i=1

y2i−2+g
i,2 ,

xto je po lemi 134 i posledici 118 razliqito od nule.

Napomena 142. Primetimo da za d = 1 i n + 1 6 2s−1 6 n + j + 1, po

prethodnom tvr�eǌu va�i cup(F (1...j, 2, n)) = δ(F (1...j, 2, n)), xto je speci-

jalan sluqaj teoreme 3.1.3 iz [33].

U slede�em tvr�eǌu predstavi�emo beskonaqnu familiju realnih

mnogostrukosti zastava oblika F (1...j, 2...d, n) za koje je kohomoloxka du-

�ina maǌa od min{δ, β}, gde je δ = δ(F (1...j, 2...d, n)) i β = β(F (1...j, 2...d, n)).

Nije texko proveriti da, ako je
(
j
2

)
6 2d(n+d−2s−1), tada va�i β 6 δ.

Tvr�eǌe 143. Neka je s prirodan broj takav da je 2s−1 < n + j + 2d 6 2s,

δ = δ(F (1...j, 2...d, n)) i β = β(F (1...j, 2...d, n)). Ako je
(
j
2

)
paran, 6 6

(
j
2

)
6

2d(n+ d− 2s−1) i
⌊
j
2

⌋
+ d 6

⌊
n+1

2

⌋
, tada je

cup(F (1...j, 2...d, n)) < β 6 δ.

Dokaz. Neka je
j∏
i=1

xaii

d∏
i=1

(ybii,1y
ci
i,2) nenula monom za koji je vrednost

j∑
i=1

ai +
d∑
i=1

(bi + ci) = D

maksimalna. Pretpostavimo da je D > β. Tada je cup(F (1...j, 2...d, n)) = β

(po lemi 131). Tako�e, po posledici 124 va�i ai 6 n+j+2d−1, 1 6 i 6 j,

bi 6 2s − 2, 1 6 i 6 d, a naravno i
j∑
i=1

ai +
d∑
i=1

(bi + 2ci) 6 δ. Neka je

S = j(n + j + 2d − 1) + d(2s − 2). Sabiraǌem prethodnih nejednakosti

dobijamo

2S + 2

⌊
δ − S

2

⌋
= 2β = 2

j∑
i=1

ai + 2
d∑
i=1

(bi + ci) 6 S + δ. (6.4.8)
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Kako je δ − S paran broj, u nejednakosti (6.4.8) va�i jednakost, pa je

ai = n+ j + 2d− 1, za 1 6 i 6 j, i bi = 2s − 2, za 1 6 i 6 d. Dakle,

j∏
i=1

xn+j+2d−1
i

d∏
i=1

(y2s−2
i,1 ycii,2) 6= 0. (6.4.9)

Neka je m = bn+1
2
c, α = n + 1 − 2m, t = b j

2
c + d − 1, β = j + 2d − 2 − 2t.

Kako je t 6 m− 1, mo�emo primeniti lemu 137 da predstavimo xn+j+2d−1
1 .

Primetimo da je prva dupla suma u ovom predstavǉaǌu jednaka nuli

(jer je unutraxǌa suma prazna), pa je klasa u (6.4.9) jednaka(
xα+β

1

t−1∑
r=0

x2r
1

d+r−t∑
l=0

hm−let+l−r + p

)
j∏
i=2

xn+j+2d−1
i

d∏
i=1

y2s−2
i,1 ycii,2,

gde je p polinom u qijem je svakom monomu stepen barem jedne od pro-

menǉivih x2, . . . , xj, y1,1, y2,1, . . . , yd,1 pozitivan. Kako je po posledici 124

p

j∏
i=2

xn+j+2d−1
i

d∏
i=1

y2s−2
i,1 ycii,2 = 0,

i posledici 121

x2r+α+β
1 hm−let+l−r

j∏
i=2

xn+j+2d−1
i

d∏
i=1

y2s−2
i,1 ycii,2 = 0, za sve r <

n− 1

2
,

to je klasa u (6.4.9) jednaka nuli, xto je kontradikcija.

Ovo poglavǉe zavrxi�emo slede�im tvr�eǌem.

Tvr�eǌe 144. Za s > 4 va�i

cup(F (1, 2, 2, 2s−1 − 2)) = δ(F (1, 2, 2, 2s−1 − 2))− 1.

Dokaz. Neka je N = 2s−1 − 1. Predstavimo prvo klasu t = y2N
2,1 y2,2 u adi-

tivnoj bazi B := B1,2,N−1 (iz posledice 118). Primetimo da je dimenzija

klase t jednaka 2N + 2. Dakle, po posledici 119, kako su yN+1
2,2 i y2

2,1y
N
2,2

jedini qlanovi iz B promenǉivih y2,1 i y2,2, a dimenzije 2N + 2, to je
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t = αyN+1
2,2 + βy2

2,1y
N
2,2, za neke α, β ∈ {0, 1}. Primetimo da je visina klase

y2,1 jednaka 2N , pa je ty2,1 = 0 = αy2,1y
N+1
2,2 + βy3

2,1y
N
2,2. Sa druge strane,

0 = g2,N =
∑

a+2b=2N+3

(
a+ b−N

a

)
ya2,1y

b
2,2 =

(
3

3

)
y3

2,1y
N
2,2 +

(
2

1

)
y2,1y

N+1
2,2 = y3

2,1y
N
2,2,

a kako je y2,1y
N+1
2,2 ∈ B, zakǉuqujemo da je α = 0. Konaqno, kako je t 6= 0,

jer je ty2,2 = yN+2
2,2 ∈ B po lemi 133, imamo da je β = 1, tj. y2N

2,1 y2,2 = y2
2,1y

N
2,2.

Simetriqno je y2N
1,1 y1,2 = y2

1,1y
N
1,2.

Doka�imo da je cup(F (1, 2, 2, N − 1)) 6= δ(F (1, 2, 2, 2s−1 − 2)). Kako je

δ(F (1, 2, 2, N − 1)) = 5N + 3, ht(x1) = N + 3, ht(y1,1) = ht(y2,1) = 2N , dovoǉno

je dokazati da je u := xN+3
1 y2N

1,1 y
2N
2,1 jednako 0. Po lemi 137 je

xN+3
1 = xN−1

1 y1,2y2,2 + p′,

gde je p′ polinom takav da svaki monom od p′ sadr�i y1,1 ili y2,1, ili

je stepen promenǉive x1 u ovom monomu maǌi od N − 1. Dakle, po

posledicama 121 i 124 va�i p′y2N
1,1 y

2N
2,1 = 0, pa je

u = xN−1
1 y2N

1,1 y1,2y
2N
2,1 y2,2 = xN−1

1 y2
1,1y

N
1,2y

2
2,1y

N
2,2.

Po formuli (6.2.14) je 0 = g1,N = y2
1,1y

N
1,2 + yN+1

1,2 + yN1,2y2,2 + p′′, gde je p′′

polinom takav da svaki monom od p′′ sadr�i y2,1, ili je stepen promenǉive

y2,2 u ovom monomu barem 2. Dakle, po posledicama 121 i 124 va�i

p′′y2N
2,1 y2,2 = 0, a samim tim i u = xN−1

1 (yN+1
1,2 + yN1,2y2,2)y2

2,1y
N
2,2. Konaqno, po

(6.2.12) je 0 = g1,N+2 = yN+1
1,2 +yN1,2y2,2 +p′′′, gde je p′′′ polinom takav da svaki

monom od p′′′ sadr�i y2,1, ili je stepen promenǉive y2,2 u ovom monomu

barem 2. Primeǌuju�i ponovo posledice 121 i 124 zakǉuqujemo da je

p′′′y2N
2,1 y2,2 = 0, tj. u = 0.

Da bismo zavrxili dokaz, dovoǉno je dokazati da je v := xN+1
1 y2N

1,1 y
2N
2,1 y2,2

razliqito od nule. Po lemi 137 je

xN+1
1 = xN−1

1 (y1,2 + y2,2) + q′,

135



gde je q′ polinom takav da svaki monom od q′ sadr�i y1,1 ili y2,1, ili je

stepen promenǉive x1 u ovom monomu maǌi od N−1. Po posledicama 121

i 124 va�i q′y2N
1,1 y

2N
2,1 y2,2 = 0, pa je

v = xN−1
1 (y1,2 + y2,2)y2N

1,1 y
2N
2,1 y2,2 = xN−1

1 y2N
1,1 y1,2y

2N
2,1 y2,2 + xN−1

1 y2N
1,1 y

2N
2,1 y

2
2,2.

Kako je xN−1
1 y2N

1,1 y1,2y
2N
2,1 y2,2 = u = 0, a po lemi 134 i posledici 118 va�i

xN−1
1 y2N

1,1 y
2N
2,1 y

2
2,2 = xN−1

1 yN1,2y
N+2
2,2 6= 0, to je v 6= 0, qime je dokaz zavrxen.
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[50] Z. Z. Petrović, B. I. Prvulović, Groebner bases and non-embeddings of some

flag manifolds, J. Aust. Math. Soc. . 96:3 (2014), 338-353.
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[56] B. I. Prvulović, Gröbner bases for complex Grassmann manifold, Publ. Inst.

Math. 90 (104), (2011), 23-46.
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flpunor 1.

l4ajaea o ayropcrBy

f'lornncaHq-a MaoroPaaoeaHoguh

6poj yn/'ca 202412009

14sjaeruyjeu

Aa je AoKropcKa AncepraLlnja noiq HacnoBoM

l-pe6repoae 6aae 3a MHorocrpyKocrh 3acraBa nphMeHe

pe3ynTaT concTBeHor hcTpax[BaqKof parqa,

Aa npeAnoxeHa Ancepraqhja y qerrHn Hr y AenoBnMa Hnje 6nna npeAnoxeHa
aa 4o6njarue 6rno xoje AhnnoMe npeua cry4ujcxraM nporpaMr4Ma Apyrrx
BhcoKot!KoncKnx ycTaHoBa,

Aa cy pe3ynTaTh KopeKTHo HaBeAeH[

4a H[caM (ptUr4o/na ayropoKa npaBa n KopritcTt4o hHTeflefiyanHy cBojnHy
Apyrhx nhqa.

flornuc 4orropax4a

V Eeorpagy, 15.5.2015.



npxnor 2.

V4aea o ucroBerHocrr4 uraMnaHe t,t ereKTpoHcKe
Bep3[Je AoKropcKor paAa

klMe n npe3hMe ayropa: MapKo PaAoBaHoBrh

Spoj ynuca: 202412009

Cry4njcxr,r nporpaM: MareMar!4Ka

Hacnoe paAa: Tpe6HepoBe 6a3e 3a MHofocrpyKocrh 3acraBa I npuMeHe

Menrop: npoS. Ap 3opaH flerpoerh, BaHpeAH[ npoQecop

fl ornrcaun: Mapxo PaAoeaxoenh

3jaBrbyjeM Aa je [uraMnaHa Bep3hja Mor AoKTopcKor paAa rcroBerHa enerrponcxoj
eepanjn rojy caru npegao/na sa o6jaeruuearue Ha noprany AnrlrranHor
penouropujyua Yrueepeurera y EeorpaAy.

Ao3BorbaBaM Aa ce o6jaBe raoju nnvxn noAaqh Be3aHr't 3a Ao6uja$e aKaAeMcKor
3Baba,qOKTOpa HayKa, Kao !!To Cy hMe n npe3rMe, rOAhHa n MecTO poRelba h AaryM
vAUPdnE Pqqa.

Oeh nh.JHt4 noAaqn Mory ce o6jaerrn Ha MpexHhM crpaHhqaMa Arr[TanHe
6n6nnorexe, y eneKrpoHcKoM Karanory y ny6nuxaqujanaa Vxneepsnrera y 6eorpa4y.

llornnc gorropaxga

Y SeorpaAy, 15.5.201 5.



npHnor 3.

V4aea o Kopr4uheby

OBnauhyjeM Yxnaeperrercry 6r6nnorery ,,Caeroeap Mapxoarh" Aa y AnruranHn
peno3hropr4jyM Ynnaepsnrera y Seorpa4y yuece uojy AoKropcKy 4r,rcepraqrljy no4
HacnoBoM:

l-pe6uepoae 6ase 3a MHorocrpyKocrh 3acraBa npnMeHe

KOla Je MOJe ayropcKo Aeno.

Ahcepraqnjy ca cBnM nphn03xMa npeAao/na caM y eneKrpoHcKovr $opnaary noroAHoM
3a rpajHo apxhBhpatbe.

Mojy AoKropclry Ahcepraqhjy noxpabeHy y EtAruranHu penGhropr4jyM Yursepanrera
y Eeorpagy Mory Aa Kophcre ceu rojr nouryjy oApeA6e caApxaHe y o4a6parou rrny
nxqeHqe Kpearuaxe sajepxuqe (Creative Commons) sa xojy cau ce o4nyvuo/na.

1 . AyropcrBo

2. Ayropcreo - rexorrrlepqrjanno

3. Ayropcreo - rexorvreprlurjanHo - 6es npepa4e

4. AyropcrBo - uexonaepqnjanuo - Aenvrn noA hcn4M ycnoB[Ma

5. AyropcrBo - 6e3 npepaAe

@otoo"r"o - Aenmrh noA ,c.,rM ycnoBhMa

(MonhMo Aa 3aoKpyxnre cauo je4uy oA luecr nonyleHux nnqeHqn, KparaK ontac
nnqeHqu Aar je Ha nonenhHu nhcra).

llornuc poxropanga

Y SeorpaAy, 15.5.201 5.



1. AyropcrBo - ,Qo:eoruaeare yMHoxaBaH:e, 4ucrpra6yqrajy h jaBHo caonuraBalbe
Aena, h npepaAe, aKo ce HaBeAe hMe ayropa Ha Haq H oApelleH ofq crpaHe ayropa
l4Jr[ AaBaoUa nnqeHqe, qaK I y KoMepqrjanHe cBpxe. Oeo je uajcno6ogHraja o4 canx
nhqeHqu.

2. AyropcrBo - uexonaepqnjanHo. Ao3BorbaBare yMHoxaBa$e, 4r,|crpra6yqrajy ra jaeno
caonuraBarbe Aena, r npepaAe, aKo ce HaBeAe hMe ayropa Ha xaurn ogpeflex o4
crpaHe ayropa hnn AaBaoqa flfil{eHqe. OBa flnueHqa He Ao3BoJbaBa KoMepq[jafiHy
ynorpeby Aena.

3. AyropcrBo - teronaepqnjanHo - 6e3 npepaAe. .qo3BorbaBare yMHoxaBalbe,
Ancrpn6yqrjy n jaaHo caonuraBabe rqena, 6es npouexa, npeo6nnroaaiba nrl
ynorpe6e Aena y cBoM Aeny, aKo ce HaBe.qe hMe ayropa Ha Haqr4H ogpeleri og
crpaHe ayropa nr AaBaoUa nhqeHqe. OBa nhqeHqa He Ao3BorbaBa KoMepq!4janHy
yflorpe6y Aena. y oAHocy Ha cBe ocrale rnqeHqe, oBoM nrqeHqoM ce orpaH qaBa

Hajaehlr o6nu npaea ropuu:heua gena.

4. AyropcrBo - HeKoMepqhjanHo - Aenrr noA ncrhM ycfloB Ma. .qo3Bo.rbaBare
yMHoxaBabe, Aucrpn6yl$4jy jaBHo caonLuraBa$e Aena, n npepaAe, aKo ce HaBeAe
nMe ayropa Ha Haq!4H oApeReH oA crpaHe ayropa nr AaBaoqa nnUeHqe !4 aKo ce
npepaAa gnxpn6ynpa no,q l,lcroM rr cfll4gHoM flt,lUeHqoM. Oea nnqenqa te
Ao3BorbaBa xouepqujanuy ynorpe6y 6ena u npepaAa.

5. AyropcrBo - 6es npepa4e. .qo3BorbaBare yMHoxaBalbe, A[cTpr46yr]hjy I jaBHo
caonllTaBa$e iqena, 6e3 npoMeHa, npeo6nnKoBaba nnn ynorpe6e 4ena y cBoM Aeny,
aKo ce HaBe,qe Me ayropa Ha HaqrlH oApeReH o.q cTpaHe ayropa n,4 AaBaoqa
n qeHqe. OBa nnqeHqa Ao3Bo.rbaBa xon/lepqhjanHy ynorpeby Aena.

6. AyropcrBo - AeflfiTl4 norq hcT|4t\i ycnoBhMa. floeeorsaaare yMHoxaBabe,
gncrpn6yqnjy n jaeHo caonuraBabe Aena, h npepaAe, aKo ce HaBeAe rMe afropa Ha
Ha'{rlH oApeReH oA crpaHe ayropa unh AaBaoqa n qeHqe 4 aKo ce npepaAa
Ar4crpnbyl4pa noA hcroM u'rn cr]hqHoM nhqeHqoM. Oaa nrqeuqa Ao3BoJbaBa
KoMepq[janHy ynorpe6y Aena I npepaAa. Cn .JHa je coerBepcxl4M nr4qeHqa[,,a,
oAHOCHO fl !{qeHqaMa OrBOpeHor Ko#a.


