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I'PEGHEPOBE BA3E 3A MHOT'OCTPYROCTU
3ACTABA 1 IIPUMEHE

PE3VME

[To BopenoBom omucy, memobpojra m mod 2 KOXOMOJIOTHja MHOTOCTPY-
KOCTU 3aCTaBa JaTa je Kao MOJUHOMMjasiHa aJuaredbpa mocedeHa mo onpebe-
HOM mmeaJty. & OBOM pamny, I'pebHepoBe 0a3ze 3a oBe mmeatie mobujexe cy
y CIIydajy KOMIUIEKCHUX U PeayHuX | pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTU, KAO U Y
CIydYajy peasHux MHOroctpykoctu 3acrtasa F(1,...,1,2,...,2 k n).

Y cayuajy I'pacmanoBux MHOTOCTpyKOCTH, ['pebHEpOBE Daze mpuMemeHe
cy 3a Z-KOXOMOJOIHjy KOMIIIeKCHUX ['pacManoBux MHOTOCTpyKOCTU. [l0o3HA-
TO je ma ce, mopen bopenoBor ommca, oBa KOXOMOJIOTHja MOKE OMUCATU U
[Iy6eproBuM kKjgIacama. ¥ cmocTaB/bameM Be3e m3Mehy oBor ommca u mo06u-
jenux I'pebuepoBux 6Ga3a, y 0OBOM pany moOujeHe Cy HOBE PEKYyPEHTHE jenHa-
upHe KojuMa ce mory mapauyHartu (cBu) Kocrrurm Gpojesu. Kopumhemewm
KCTOT MeTOJa 3a MaJly KBAaHTHY KoxoMoJjorujy ['pacMaHOBMX MHOTOCTDY-
KOCTU (yMECTO KJIACUYHE), OBe (OPMyJe Cy HOAATHO MODOJbIIAHE.

Y cayuajy peaJsHUX MHOTOCTpykocTu 3acrasa F(1,...,1,2,...,2 k,n), mo-
oujene ['pebuepoBe Da3e ucropumrhene cy 3a noOujame HOBUX PE3yJTATa O
yTamambruMa U UMepP3ujaMa OBUX MHOTOCTPYKOCTH Y €yKJIUICKE IPOCTOPE, KA0

1 3a U3pavyyHaBalbhe KOXOMOJIOHOIKE AYyKMHE HEKMX MHOTOCTPYKOCTH OBOI' TUIIA.
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GROBNER BASES FOR FLAG
MANIFOLDS AND APPLICATIONS

ABSTRACT

By Borel’s description, integral and mod 2 cohomology of flag manifolds is a poly-
nomial algebra modulo a well-known ideal. In this doctoral dissertation, Grobner
bases for these ideals are obtained in the case of complex and real Grassmann man-
ifolds, and real flag manifolds F'(1,...,1,2,...,2,k,n).

In the case of Grassmann manifolds, Grébner bases are applied in the study of Z-
cohomology of complex Grassmann manifolds. It is well-known that, besides Borel’s
description, this cohomology can be characterized in terms of Schubert classes. By
establishing a connection between this description and Grobner bases that we ob-
tained, a new recurrence formula that can be used for calculating (all) Kostka num-
bers is derived. Using the same method for the small quantum cohomology of
Grassmann manifolds (instead of the classical), these formulas are improved.

In the case of real flag manifolds F(1,...,1,2,...,2 k,n), Grobner bases are
used to obtain new results on the immersions and embeddings of these manifolds,

and for the calculation of the cup-length of some manifolds of this type.
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INPEAT'OBOP

OcuoBy Teopuje I'pebuepoBux 6a3a, npe Tauno 50 roguua, nao je Bpyno
Byx6eprep y cBojoj mokTOopckoj Te3u. Hberos mpeBacxomanu nusb OUO je pemra-
Bam€ T3B. Npobaema npunadrocmu udeanry, Tj. yrspbuBame na au ce ogpebhenn
eJIeMEeHT HaJia3u y uneaay | mator moJamHOMUjaJHOT npcTeHa. Byxbeprep je,
y ciydYajy MOJWHOMUjAJHUX ajJaredpu Had MOJbUMA, MIPEIIOKNO aJTOPUTAM
KOjuUM ce oBaj mpobiaeMm Moxke pemaBaru. OCHOBHM KOPAK y OBOM AJTOPUTMY
je KOHCTPYKIMja IOTONHOT TI'€eHePaTOPCKOT cKymna 3a [, Koju je OH, IO CBOM
MeHTODPY, Ha3Bao [pebneposa basza. Bpemenowm, teopuja I'pebuepoBux 6a3sa
pa3Buia ce U Yy TEOPUJCKOM W y TPAKTUYHOM TOTJIENY, U HAaHAC MPEACTABIbA
3HA4YajaH aJiaT y MHOTMM O0JacTUMa MaTeMaTUKe.

[HenTpanan oOjekaT KOju m3ydyaBaMO y OBOj MHOKTOPCKO] AUCEPTALUU je
KOXOMOJIOLIKA aiarebpa (ca meaum u MOAYJIO 2 KOe(UIMjeHTUMA ) HEKAX TUIOBA
MHOTOCTpyKOCcTH 3actaBa. 1o Gopenosom onucy, oBa anreGpa je (y ommrem
CIayyajy) JaTta Kao KOJUYHUK MOJuHOMUjaiHe anrebpe m onpebenor uneasa
I. CamuMm TuM, ga OMCMO pa3yMeJsr KOXOMOJIOIIKY aJredpy MHOTOCTPYKOCTU
3acTtaBa MoTpeOHO je mTo Oosme omucatu upeasa I. VHcnupucanu pesynra-
tuma y [21, 46, 49, 50, 51, 52, 56], y OBOj HOKTOPCKOj AMCEPTAIUjU Ta]
npobJieM TOKyImaBaMO Oa pPemmMO KOHCTpYKIujoM ['pebuepoBe Oaze 3a [.
Hanmomenumo na, mako ce 3a KOHKpETHE MHOTOCTPYKOCTHU 3aCTaBa OBAKO MO-
obujene ['pebGHepoBe 0a3e MOry AWMPEKTHO MPUMEHUBATU Yy OAroBapajyhmm

anroputmuma (morsenatu [43]), Mu ce oBuMm acnekrom Hehiemo Gasutu, Tj.



Hallle TpuMeHe Omhe mpe cBera ,,ommTe’ TPUPOIE.

Koxomomomka anredbpa MHOTOCTPYKOCTU MOKE Ce€ KOPUCTUTU 38 UCIUTU-
Bame MHOTUX HHEHUX TOIOJIOMKMUX OcOOMHa. Y OBOj MOKTOPCKOj] AuCEpTa-
nuju mocedbHo hemo pasmarpaTy peajiHe MHOTOCTPYKOCTH 3acTaBa, duja je
Zo-xvoxomonoruja, no BopemoBom onucy, mara nperko ltuden-BuraujeBux
KJIaca. JemaH on 3HaAUYajHUX MpobJeMa, a O KOME ce W JaHaC MaJio 3Ha, je
yTBpbhuBame nmocrojama yranama U UMeP3Uja JaTe MHOTOCTPYKOCTU 3aCTaBa
y eykauacku npocrop mumensuje d. Ilosmaro je ma cy (y ommreMm ciydajy)
OIICTPYKIIMje 3a MOCTOjalke WMMep3uja W yTalama daTe MHOTOCTPYKOCTU Y
HEKU eYKJIUIACKUA MPOCTOD Hajuelrhe HEKe KAPAKTEPUCTUYHE Kjaace. Y HalleM
caydajy, oBaj mpobJieM MOKe Ceé CBECTH Ha WUCIUTUBAaWKE Oa Ju je onpebe-
Ha KOXOMOJIOIIKA Kjaca, Koja je 3anmarta npeko llltuden-BuraujeBux riaaca,
HyJa WIu He, mMTO ce, uMmajyhu y Buxy bBopenos omwuc, cBoau Ha mpobiem
npunagHocTu uneay. Ipyro nurame koje hemo pazmarparu je onpebhuBame
KOTOMONOUIKE OYHCUHE' HEKUX PeaJHUX MHOTOCTPYKOCTH 3acTaBa. 1lo3HATo je
[a KOXOMOJIOUIKA Iy:KUHA naje orpanHudema 3a Jucmepwux-IInupeamarosy
Kamezopujy, BasKHY TOIIOJIONIKY WHBapUjaHTy Kojy je (y ommrem ciayuajy)
BEOMa TEIIKO OJIPEIUTH.

[Topen BopenoBor, mocToje u APpYyTru ONMUCHU KOXOMOJIOTMj€ MHOTOCTPYKOCTHU
3acTtaBa. Meby muma, omg mocebGHOT 3HAUAja je ONUC 1EeJI0OPOjHE KOXOMOJIO-
ruje koMIIekcHux ['pacmanoBux MHOrocTpykoctu npeko llybeproBux kimaca
(I'pacManOBE MHOTOCTPYKOCTH IIPEACTABIHA]Y CIENUjATaH CIyYaj MHOTOCTPY-
kocTuy 3acrasa). Ca jemHe cTrpane, oBaj Oommuc OJIMCKO je MOBE3aH Ca CUMETDPU-
YHUM (QyHKOUjaMa, Ia ce y HmeMy ,Buae’ KOMOMHATOPHU OOjeKTM Kao LITO
cy Roctrunu un Jlutneyn-PuuapaconoBu OpojeBu, MOK, ca Apyre cTpamHe,
on (mpupoano) 6poju npeceke onpebenux reomerpujckux objerara. OBakBu

dbopMaau3Mu, KOju MOBe3y]y KOMOMHATOPHE O0OjexkTe ca OpojeBUMa Ipeceka

Lcup-length (emr.)



ompebenux reomerpujckux objekara, OI BEJIUKOT CY 3HAUaja U HOCE HA3UB
IIybepmos pauyn. Nameby ocrasor, npeaver XV XumabeproBor mpobiema je
IPOHAJIAKEH-€ OBAKBOT (hopMaIn3Ma KOjuM OU ce mOoKa3aje TBPAHmE y BE3U Ca
Opojem mpeceka omapebhenux reomerpujckux objekara koje je Illybept mu3meo
y pany [61] (mornemaru u [30]).

Jenan on pesynrara oBe HOKTOPCKE Te3e je moBe3mBame LopenoBor onuca
KOXOMOJIOTHj€ KOMIIEKCHUX ['pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTHU Ca OMMCOM 3ama-
tuM Kopumnihemem [llybeproBux knaca. Ha oBaj nauun nmobujeHe cy 3HauajHe
nHPOpMaIMje 0 KOMOMHATOPHUM OO0jeKTHMa KOjU ONUCYjy OBY KOXOMOJIOTHU]Y,
npe cBera o KoctkuauMm O6pojeBuMa.

I[IpBe Tpu riaBe oBe MOKTOPCKE OUCEPTAlMje Cy YBOIHOT Kapakrepa — ¥y
IPBOj je maT mperyen pe3yarara Teopuje I'pebuepoBux 6a3a koju he dutu on
3Ha4Yaja y HACTABKY TeKCcTa, Apyra je mocBehena BopenoBoMm ommcy rKoxomo-
JIOTUje MHOTOCTPYKOCTU 3acTaBa, IOk je y Tpehioj mat npersen (HEOIXOIHUX )
pe3yiarara TeopHMje CUMETPUYHUX (QYHKIUja, KA0 U ONMCU Z-KOXOMOJIOTHje
1 MaJjie KBAHTHE KOXOMOJIOTHj€e KOMIIJIEKCHUX ['pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTH
npeko [IlyOepToBux kKIaca.

YetBpra, nera u mecta riaBa Behum mesoMm nmocBeheHe cy opuUrMHATIHUM
pesyararumMa, Koju cy usnoxkenu y [53, 54, 57, 58].

Y uerBpTO] ryaBU KOHCTpyucane cy ['peOHepoBe 0a3ze 3a mmease Koju
o BopenoBoMm omucy onpelyjy Z-kKoxoMoJorujy kKoMiaekcHux ['pacManoBuUx
MHOTOCTPYKOCTU U Zo-KOXOMOJIOTH]Y peaJiHuX ['pacMaHOBHX MHOTOCTPYKO-
ctu, yume je morBphena (cmena) mpermocraBka 113 u3 [55]. Ilopen Tora,
koHCTpyucane cy ['pebrepoBe 06aze 3a ummeasie koju mo omnucy Cubepra u
Twana najy majay KBaHTHY KOXOMOJIOTU]y ['pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTH.

[lera rmaBa mocBehena je KocTkmamM OpojeBMMa M cacToju ce U3 MBA

nena. lIpBu meo je yBomHOr kapakrepa — y HEMY je AT INperJiel MeTona 3a



n3pavyHaBame KoCTKMHUX GpojeBa, Ka0 U HEKM (3HAYAJHM) OTBOPEHU MPO-
biieMu Be3aHU 3a BUX. Y IPYIOM OelIy OaTU Cy OPUTMHAJIHU Pe3yJTaTuU.
[IpBo, ycmocraBmameMm Beze m3MmeDhy omnuca Z-KOXOMOJIOTHUj€ KOMIIJIEKCHUX
I'pacmanoBux muOrocrpykoctu naror lllybeproBum kimacama m ['pebuepose
Oa3e 3a maeaje Koju onpebyjy OBy KOXOMOJIOTU]Y, HOOUjEHE CY PEKypPEHTHE
jemHauwmue Kojuma ce mory oxpemutu (cBu) KocTtkunum 6pojeBu. Y HACTaBKY,
IPMMEHOM CJIMYHOI METOa Ha MaJIy KBAHTHY KOXOMOJIOTH]Y, KOja je defiopma-
Yuja KIaCUYHE, OBE jeHAUYMHE CYy TMOOOJbIIAHE.

[MTecta rnaBa mocBeheHa je peasHUM MHOTOCTPYKOCTMMA 3aCTaBa TUIA
F(1,...,1,2,...,2,k,n). Y upBoMm meny riase koHcTpyucane cy ['peGHepose
ba3e 3a umeaJe koju onpebhyjy muxoBy koxomosiorujy. OBaj pe3yarar MCKO-
pumhen je 3a mobujame pe3yJsiTaTa Be3aHUX 3a UMEp3Uje W yTalamha OBUX
MHOTOCTPYKOCTU Y €yRJIUACKE MIPOCTOPE, KA0 U 3a oApehuBame KOXOMOJIOIIKE
AYAEKWNHE HEKMX MHOTOCTPYKOCTH OBOI' THUIIA.

Benuky 3axBamnocT myryjem mentopy mpodecopy 3opany llerposuhy um
noreaty bpanucaaBy IlpBynosuhy, 6e3 uuje momohu u3pama oBe HTOKTOPCKE
nucepranuje He Om Oumsia Moryha. 3axBajbyjeM Ce€ W OCTAJUM UJIAHOBUMA
KOMUCHje, YU Cy CABETU W KOMEHTApU YHAIPEeIUJIV OBaj pal.

Nnak, majBehy 3axBaJHOCT AyryjeM CBOjOj MOpoAuIX, Ha 0OE3yCJIOBHO]
OOAPUINU W PAa3yMeBamy, a MOCEOHO OIly, KOjU Me je YBEO Yy CBET MAaTeMaTUKe

u 300r KOoTra caM MaTeMaTuKy 3aBojeo. buma mocBehyjem oBaj pan.

Beorpamn,

ma) 2015. rooune Mapxo Padosanosuh



I'NIABA 1

YBOI Y I'PEGHEPOBE BA3E

Y 0BOj riaBu M3JIOKEHU CYy IIPEe CBera OHU pe3yiaTraTu Teopuje l'pebue-
poBux 6a3a KOjU Cy HEONXOJHU 3a MOKa3e OCHOBHUX TBphHema y OBOM pamy.
Pamun xomMmiieTHOCTH, maTU CYy M HEKW PE3yJTATU KOje y HACTABKy pala He-

hemo HEeIIoCpeqJHO KOPUCTUTU. HpI/IJII/IKOM IIncampa OCJIOHMJIN CMO CE Ha KIbUI'C

2] u [3].

1.1 MoHOMU 1 MOHOMMjAJIHU TIOPEIAK

Tokom uwmrase rnase ca R he 6utu o3HaueH (KOMYTATUBHU) HOMEH Ca
jemmHUnOM, a ca Rxy,...,z;] nonuaoMujanna anrebpa k IPOMEHJ/BMBUX Ha,I
OBUM JOMEHOM.

Cryn waanosa monuaoMujaane aiarebpe Rz, ..., x;] je
k . ai .a ap .
T = {a{' 25 xi* a1, aq,...,a; € No}.

[Ipumermmo ma ckyn TF me 3aBucu om mpcrena R.

Ha ckyny T MoxeMO yBeCTH MHOMKEH-€ Ha CTAHAADIAH HAUNH:

a1 ,.a2 ag b1 ,.b2 b .__ ,.a1+b1,.a2+b2 ap+by



Huje Temko mposepuTu ma je oBako mepummmcana ctpykrypa (TF, ) xomyTa-
TUBaH MOHOWU/I.
Ha ckymy T* moskemo yBecTu u pesamujy AebUBOCTU (KOjy O3HAUABAMO

CTaHZApAHO ca |):

b .
itk |xl{1xk’“ ako 1 caMo ako a; < b; 3a cBe 1 <17 < k.

Peranuja Qe/sWBOCTH HUje pesamyja JUHeapHOT mopeTka Ha TF, amm 6e3
0063upa Ha TO UMa 3HAYajHO MecTO y Teopuju I pebuepoBux 6a3a. 3a ugaHOBe

b1 b

oty = 27t -2 MOKEMO Ie(QUHUCATH HAJMA®BU 30je0HUMKY

ty = af'--ay
cadpacanay, y oznauu lem(ty, to), ®Kao u najeehu zajednuvky deaunay, y O3HAIM

ged(ty,t2), HA cTAaHDADAAH HAYMH:

lem(ty, ty) = ™ot gmaxtonded y o oed(ty 1) = @

min{ay,b; } min{ag,bx }

1 .. cxk .
Y caenehem tBpbhemy majemo jemny ocobuny penaimuje | koja he Gurtwn

3HA4YAjHA Y HAPETHUM pa3MaTpamuMa.

Teopema 1. Hexa je {t,}nen Oeckonanan nus eaemenama cxyna TF. Tada nocmo-

je npupoodnu bpojesu i < j maxeu da t; | t;.
Jloxas. Heka je A := {t,}nen. orazahemo caemehe jaue tBpheme:
nocmoju wuz iy < g < -+ < i, <--- maxas 0a ty |ty |-+ |t |-

Ilokas oBor TBphema M3BOAMMO IPUMEHOM MAaTeMaTUYKe UHAYKIMje mo k. 3a
k =1 enementu ckyna A cy obauka t, = x]"". Heka je i; HajMamu npupomgan
6poj 3a Koju je m;, HajMamu exeMeHT ckymna {m, : n € N}. Tana ouurmenno
ti, | t; 3a cBe j > i;. Ha cauuan Haums (MEIYKTUBHO) MOMKEMO Ie(PUHUCATHU U

opojese ig, 3a 5 = 2:
is je HajMamy NpuposaH Opoj 3a koju Baxku my,;, = min{m; : j > is_1}.

J . . ip i l
aCHO je Ja 3a OBaKO AeDUHUCAH HU3 {i,}.cy Baku x| 2] 3a cBe p < .



[IpernocraBumo 3ato ma TBpheme Baku 3a k — 1 > 1 m moka:kuMo 1a

. alt) a{® (k—1) alt) alh= .
Baskn 3a k. Hexwa je t;, = z" ---2,) ut, =x -z, ,3a1 €N Ilo
UHOYKTUBHO] IPETIOCTABIU IIOCTOJU HU3 41 < -+ < i, < --- TaKaB Ja 3a CBe
k
p < | Baxn tgffl) \ tl(lkfl). [MocmaTpajmo HU3 t; = ngs), s € N. Ilpumenom
TBpbhema 3a k = 1 3akmpydyjemMo na mocToju momHu3 j; < -+ < J, < --- HU3Q
i1 < -+ <ip <--- TakaB Ja 3a cBe p <[ Bawku t) | ). Kako 3a cBe p <[ Basnm

u 5D | t;icfl)

i , 3aKJbydyjeMo na 3a cBe p < | Baxku u tj, | tj,, uume je mora3

KOMIIJIETUPAH. ]

IMocnemuna 2. Heka je S nenpasan nodckyn cxyna TF. Tada je cxyn ceuxr munu-
MaAruT eaemenama B (y o0nocy na peaayujy denusocmu) Henpazan u KOHAUGH.

Taxohe, 3a ceaxo t € S nocmoju t' € B makeo da t' | t.

Jloxas. IloraxkmMmo mpBoO na B Huje mpaszan. Y CynpoOTHOM, MOCTOju OECKO-
HavaH HU3 {t,}ney PA3IMUUTUX eJeMeHara u3 S Takas na t; | t; 3a cBe i > j,
ITO jé ¥ CYIPOTHOCTU Ca TeopeMoM 1.

Iokaskumo u na je B koHauaH. Y CyYOPOTHOM, MOCTOju OECKOHAYAH HU3
{tn}nen enemenara m3 S TakaB ma t; {t; 3a cBe ¢ # j, WITO je OLET y CyIpO-
THOCTU ca TeopeMoM 1.

JlokakMo ma BasKu U IOCJenmu neo TBphema. I[IpermocraBumo cympo-
tHo. Kako ¢ Huje MuHMMATAH eneMeHT ckymna S, mocrtoju t; € S Tako ma ty | t.
ITo mpernocraBuu t; HUje MUHUMAJAH ejJeMeHT S, Ia MocTtoju ty € S Takas
na ty | t;. HacraBmajyhu oBaj mocrymak mobujamo Hu3 {t,}neny pasanuntux

ejeMeHaTa u3 S 3a KOjU He BayKU TeopeMma 1, MTO je KOHTPAIUKIU)A. []

Hebvrunuja 3. Ilox monomujasnum nopemwxom ckyma TF mompasymenamo

mureapHO ypebeme < Ha ckyny TF koje 3amoBossaBa ciemeha nBa yciosa:
(i) 1 <t 3acsete T\ {1};

(ii) axko je t < s, Tama je t-r < s-r, 3a cse t,s,r € T



[IpumeTnmo na penanuja mebUBOCTU HUj€ MOHOMUjAJHU TOPEAAK, jep HUje
penanuja auHeapHor ypebema. Mnak, u3 nepuHunmje HUje TEMIKO 3aKJbyYUTH
a je CBaKM MOHOMUjaJIHU MOPenaK < Npodumeme penanuje gessuBoctu. llpe-

IV3HUjEe, BaKU:

Jlema 4. Axo je < npoussomarn monomujasnu nopedax na TF ur,s € TF maxsu

da saxcu r | s, mada je r < S.

W3 oBe nmeme u mocsenuie 2 IUPEKTHO 3aKJbYydyjeMO Ia je CBAKU MOHOMU-

jaJiHM mopenak pesaiuja nodbpor ypebema.
Tepbheme 5. Monomujarnu nopedak < je peaayuja dobpoz ypehewa rna TF.

Y macraBry heMo puKCUpaTy MOHOMUjAJIHYU IOPEIAK < U MIOKA3ATH KAKO Ce
OH MOK€ NPOIMUPUTY Ha MOJIUHOMUjATHY aarebpy R[zi,...,x;|. 3anouehemo
yBODhemeM HEeKUX O3HaKA.

Csaku nonuuoM f € R[xy,...,xx] \ {0} ce moxke 3anucaru y obnuky
f:a1t1+"'+antn7

rze je a; € R\ {0}, a t; mebycobno paznuuuru unanosu u3 TF, 3a 1 <i < n.
Tana (3a f # 0) osnauaBamo ca (y Tpehoj jerHAKOCTHU je MAKCUMYM y OTHOCY

Ha penanujy <):

T(f) :={t1,...,tn} ckyn waarnosa monuaoMa f;
o M(f):={aity,...,ant,} ckyn monoma nonuuOMA f;

o LT(f) :=maxT(f) sodehu waran nomuuoma f;

LC(f) := a; eodehu xoeduyujenm momuuoma f, npu demy je t; Bomehnu

YJIaH MOJUHOMA f;

e LM(f):=LC(f) -LT(f) sodehu morom monmuaoma f.



Copemrn cMo ga penamujy < ckyna TF mpommprmo 10 peranuje CKyma

R[xy,...,z;] kOjy hieMO O3HAUABATU MCTUM CUMOOIIOM.
Heka cy f u g monuaomu anrebpe R[zry,...,z] n weka je T(f) = {t1,...,t,}
uT(g) ={s1,...,8m}, Ipyu yemy Basku t; > ... = t, U S > ... = S;,. Tana je

f < g ako m camo axko je:
T(f)=T(9) wmmm 3al:=min{i : t; #s;} Baxku t; < s, niaU t; He IOCTOJU.

OBako nmeduHucana penamuja Ha R[xi, ..., 7] HIje aHTUCHUMeTpUUHA, AU

Basku cienehe tBpheme.
Teopema 6. He nocmoju cmpoeo onadajyhu wuz noaunwoma y Rz, ..., xy].

Jlokas. IlpernocraBumo cynporso, Tj. na je {f,}neny cTporo onamajyhwu mus
nomuuoma. Hexka je T(f;) = {t\, ... ,tﬁf}}, 3a ¢ € N, mpu gyemy je t(li) =t

I[MTocmarpajmo cxym 17 = {tgi) : 1 € N}. Kaxo je tgi) < tgj) 3a1 > j, 0Baj CKyI
je mo tBphemy 5 romauan. Camum TyM, 3a Heko i ckyn {j € N : tgj) = tgi)}
je 6ecronauvan. O3maummo Taj ckyn ca [;. Ha canyan HauwmH, WHIYKTUBHO,
koHCTpyumuMo u ckymose [, 3a n € N. Heka je n > 2. Ilo tBpbemy 5 ckyn
I' . ={i:i€l,1un; < n} je vornavan, na je ckyn J, 1 = I, \ I/
oecrkonavan. Hexka je T, = {tgf) : 1 € Jyo1}. o mBpbemy 5 cryn T, je
KOHAUaH, ma Kako je J, ; OeckoHadan, Gapem 3a jemHo i ckyn {j € J,
t9) = tgf)} je beckomauan. Osaj ckyn hemo osmauuru ca I,.

Ha oBaj mauwmn koHcTpyucamu cmo onanajyhu wus {I,}n,cn GeckoHAUHMX

ckynosa. CamuMm TuM, ako je i, € I,, 3an € N, {tg")}neN je crporo onanajyhu

HM3 wiaHoBa u3 TF, mMTO je y KOHTpaIuKOuju ca TBphemem 5. [

IIpuMepu MOHOMMjaJTHOT ITOPETKA

Y oBoM moriaBsby maheMO HEKOJMKO TpUMepa MOHOMUjAJHOT TOPETKA
Ha T*. Heke ox 0BUX MOHOMUjaJHUX HOpEeAaka NeMO KOPUCTUTU y HACTABKY

paza.



IIpumep 7. ﬂencunozpagicnu nopeoax (I/IJII/I lex Hopeﬂaﬁ) <Xlexr 3810aT CA T >
: . al ag
Lo >+ = T, ;Leci)I/IHI/IcaH je Ha cinenehu maumn: 3a uynaHose t = Ty Xy A

=gk t=< je t = '
S=ury - x;" BaKU ey S AKO U CAMO aKO Je t = s uiau je

as < bs, rmeje s=min{i : a; # b;}.

ITpumep 8. Jecru aexcuroepafcru nopedak (nnu rlex mopenak) <y, 3a1aT ca

Ty > Ty > -+ = T, nedpuHUCAH je Ha caenehu Haumu: 3a unanose t = (' - - mZ’“

_ b by : _
US=2T T BaEMU t Xpep S QKO U CAMO aKO Je t = s min

as < bs, rme je s=max{i : a; # b;}.

IIpumep 9. I'padupanu aekcurozpafceru nopedar (Mnum grlexr MOPenax) = gries

3amaT ca Ty > Ty - - - T, JeUHUCAH je Ha cienehy HaumH: 3a YJIaHOBE
b .

t=af" a2t ms = m?lxk’“ BaEN  <Xgriex S AKO U CAMO aKO je t = s, WiIn

ap+--Fap<bp+---+b,mmjear+---+ag=0+ - +bp ut =<K s

[IpuMeTuMO 1a MOHOMUjaJIHU mopenak < Ha TF medunume no6po ypebeme

=< Ha CRyILy N’g. Hawnwme, <X moxkemo medunucartu Ha ciaenehn HauwmH:

by
(a1, ... a;) X (by,...,b) axo u camo axo (' ---apF < bt k.

Iakime, Kamga rOBOPUMO O JEKCUKOTPa(CKOM, NTECHOM JEKCUKOTPa(GCKOM WU
k
rpaIupaHoM JIeKcukorpadckoM ypebewy ma Nj, Muciumo Ha ypebeme medu-

HICAHO OAroBapajynuM MoOHOMUIjaJHUM mOpeTKOM Ha TF.

1.2 Penykmuja m jaka penyKmnuja

Hepuannuja 10. 3a nonuaome f, h u ckyn Henyaa nonuaoma G = {g1,...,¢s}
u3 Rz, ...,z xaskemo ma ce f pedykyje do h no modyay G y jednom Kopaky,
U O3HAYABAMO

f—>Gha

10



aKo je
h=f—(citigr + -+ + cstsgs)

3a HEKe Ci,...,Cs € R u unanose ti,...,ts, npu yemy je LT(f) = t;,LT(g;) 3a

cee 1 < i< s 3a koje je ¢; #0, kao mu LM(f) = c1t;LM(g1) + - - - + ¢stsLM(gs).

[IprumeTmMo na je y IpeTXonHO] Ne(pUHUNMjU OOMYIITEHA PEeIyKINja JIMHE-
apHOM KoMOumHanujoM mojuHoMa u3 (¢, TayHUje He 3aXTeBa Ce na Ce pPemy-
KIUja BpIIX TAYHO jenHuM noamHoMoMm u3 (G. Pasmor 36or yBobhema oBakBe
,crnabuje” nmedpuHMIMje je mpe cBera Oa OU ce MOTJIO PAIUTHU U Ca IPCTEHUMA
R y rKojuma ,,HeMa MOBOJLHO AEJHLUBOCTHU .

OsBo hemo npobartu ma mirycrpyjeMo ciaemehum npuMepoM, y KOMe yImope-
byjemo penykumjy y ciaydajy kKana je R rmaBrommeasncku momen (mpumep he

buru Z) u nosme (npumep he ourtu Q).

IIpumep 11. Heka je f =2y—1u G = {2x + 3, 2% + 2y, 3y — 7}. Kopuctuhemo
grlex MOHOMUjaJHM TOpeNaK TakaB na je T < Yy U Pa3MOTPUTU PENYKIU]Yy
noiuaoMa [ =zy — 1 mo momyny (G y cayuajeBuma R=7Z u R = Q.

R = 7Z: llpumerumo na Basku f —g —6y — 7x — 1, jep je
—6y—Tr—1 = f—(2y(2z+3)—x(3y—7)) wm  LM(2y(2x+3)—x(3y—7)) = LM(f).

Ca mpyre crpane, jaCHO je ma ce peayKIrja MOJUHOMAa [ HE MOKE MU3BPIIUTHU
TAYHO jeIHUM IMOJUHOMOM u3 (.

R =Q: Y oBowMm ciayuajy nmoauaoMm f ce MO:Ke PEAyKOBATHU jeIHUM TOJTUHOMOM
u3 G. Ha npumep, Baku f — —%y — 1, jep je

3

—§y —1=f- %y(Qa: +3) w LM <%y(2x + 3)) = LM(f).

N3 nperxonue neduunnuje jacHO je ma Basku cienehe TtBpbheme.

Tepbewe 12. Axo 3a f,h € Rl[x1,...,x2] uG C Rlzy,...,2,)\{0} samcu f —¢ h,
mada je LT(h) < LT(f). O

11



W3 oBor u tBphema 5 3akbydyjeMo Oa je CBAKU HU3 PEOYKIAja

f—a i —afo—c

KOHAUaH.
Hedmuaunmja 13. Heka cy f u h nomusomu u G = {¢g1,...,9s} CKyn Henya
nonuaOMa u3 R[zy,...,x;]. KRaxemo ma ce f pedyxyje do h no moodysy G, u
03HavYaBaMO

f —>*G h7
aKo moctoje mojauHoMu hi, ho, ..., hy_1 € Rlz1, ..., x| TakBu na je

f—c¢hi —¢hs —¢ - —c¢h1—c¢h unmmje f=h.

IIpumep 14. Heka cy, kao y npumepy 11, f =ay—1u G = {2z + 3,2° +
2y,3y — 7} u3 Zlz,y]. Tanma, y omHocy Ha ¢rlex MOHOMUjaJIHA MOPENAK TAKAB

na je x <y, BAKA
f—q—-6y—Te —1—g —Tr —15,

tj. f = —7x —15. Ca npyre cTpase, HHUje TEmKO NPOBEPUTU Ha ce f He

MOMK€E PENyKOBATH y JeTHOM KOpaky Ao —7T — 15. ]

Hepuaunumja 15. [loausom r je munumasan y OTHOCY HA KOHAYAH CKYII

HeHyJsa mosmHoMa (G aKO ce He MOKe pemaykKoBaTu 1mo momyiay G.

Kao mrTo ce moxke mpuMeTuTu U3 nepuHUNNje PEeAYKIUje, O MHTEpPeca je
pa3MaTparu Bogehe MOHOME MOJMHOMA CKYIa IO KOME PEeOyKINjy BPIIUMO U
IIOJIMHOME KOjU ce penykyjy. ¥YBemumo 3ato ciaenehwu mneas: 3a moackyn G,

0 ¢ G, anrebpe R|xy,...,xz | udeanr sodehur monoma y G je
LM(G) := ({LM(g) : g € G}).

Cnenehum tBphemeM majeMo KapakTepr3alujy MUHUMAJIHUX €JIeMeHaTa Y

omuocy Ha kKoHauaH ckyn G C R[zy,...,zs] npeko umeama LM(G).

12



Tepbewe 16. lHoaurnom r € Rlxq,...,x¢] \ {0} je munumanarn y odnocy wa

konavwar ckyn G C R[xy, ..., xx] \ {0} axo u camo axo LM(r) ¢ LM(G).

oxas. Axo Bazxku LM(r) € LM(G), rana ce mo ge¢urnnuju 10 moamHOM 7 He
MOJKe penykoBaTtu mo Monyny (G, Tj. OH je MUHUMAJIAH.

3a IOoKa3 APYror cMepa MPEeTHOCTABUMO [ je T IMOJUHOM TAKAB I8 BaKU
LM(r) € LM(G). Taga je LM(r) = hiLM(g1) + - - + hsLM(gs), 3a Here nmonn-
HoMe Ny, ...,hs € R[zy,...,x] m ¢1,...,9s € G. Omasme je jacmo u LM(r) =
miLM(g1) + - - +msLM(gs), 3a meke m; € M(h;) U{0}, 1 <i < s, ma ce r Moske
penyKoBaTu IO HOJMHOMA 1 — (mig; + -+ + mygs) mo momyny G, Tj. r HUje

MUHUMAJIAH. ]

TeBpbewe 17. Hexa sancu f — h. Tada je f —h =0 uau nocmoje moromu m;

u noauromu g; € G (ne obasesno pazauvumu), 1 < i < n, makeu da je
f—h= ;migi u 112&}; LT (m;g;) < LT(f).

Hoxas. Ilpernocrasumo na je f # h. Ilo mepununuju penamumje —7, mocroje

noauHOMU hy, ..., h; | TakBU na Basku
f—=ch—=¢ =6 1 —¢ h

Pamn jemmocraBrHOocTH, HEka je hy := f u hy := h. Hame, nmo nedumuunmjn
penamnuje — ¢, IOCTOje moamHOMH g; ; € G m MoHOMU M, 5, 1 <1 <t, 1 < j < s,

TAKBU 12 BayKU
hi—i — h; = Zmi,jgi,j u  LT(hi—1) =LT(m;;0:;), 1<j<s;.
=1

Kako nmo tepbewmy 12 Basm LT(hg) > LT(hy) > --- = LT(h), 10 je LT(f) =
LT(m;;g:;) 3a cBe 1 < i <t, 1< j <s;, na cabupameM IPETXONHUX jenHA-

kocTu (y3 IPOMEHY MHIEKCA) nobujamo

f—h= Zmigia
i=1

npu yemy je LT(f) = LT(m;g;) 3a cee 1 < i < n, 7j. LT(f) % max LT(m;g;). [l

1<i<n

13



Heduannuja 18. Hera je G C Rlzy,...,x,] \ {0} u f € Rlzy,...,z) \ {0}.
3ammc

f=migi +mafs+ -+ msgs (1.2.1)

TakaB ma cy m; MoHoMu u g; € G (He oGaBe3no MehycoOGHO paznmuunT) HOIN-
HOMU 3a KOje BayKu max LT(m;9;) < LT(f), masuBamo cmandapdrom penpe-
senmayujom nosurnoma [y oonocy na G. CKyn CBUX MOJMHOMA KOJjU UMAa]y
cTaHIapaHy penpeseHTtanujy y omaocy Ha GG ozmauasahemo ca Std(G). Ilpu-
merumo na je Std(G) mmean npcrena Rxy,..., Tl

Ommrruje, ako 3a 4iaH ¢ BaKN max LT(m;g;) < t, onma 3anuc (1.2.1) nHasu-
BaMo t-penpezenmayujom nosuroma [ y oonocy wa G.

Teopema 19. Hexa je I menyaa udean noaunomujasre anszebpe Rlxy, ... xx] u

G xowawan nodckyn 00 I\ {0}. Caedeha mephewa cy exeusanrenmma:
(1) LM(G) = LM(I'\ {0});
(2) f el axo u camo axo samcu f —¢ 0;
(3) I=Std(G).

Joxas. (1)=(2): IIpernocraBumo upso na je f € I. Ila Gucmo mokazanau
na Baxkn [ —75 0, mo tBphemy 12 m TBpbhemy 5 HOBOBHO je mOka3aTw na
ce f moxke penyroBatu mo momyay (. OBo ciaemu m3 tBpbhema 16, jep je
LM(f) € LM(G). Iloka3 gpyror cMmepa ciaenu u3 TBphema 17.

(2)=(3): Jacuo je ma je Std(G) C I. Tarobe, 3a f € I Bawnu f —¢ 0, na
je mo tBphemy 17 u f € Std(G).

(3)=(1): Jacuo je na je LM(G) € LM(I\{0}). Hexa je 3ato f € LM(I\{0}),
Tj.

F = piLM(f1) + paLM(f2) + - - - + pLM(f,), (1.2.2)

3a MOJNUHOME D1, ...,ps € R[xy,...,zx] m f1,..., fs € I\{0}. Kako je f; € Std(G),

3a 1 <7 < s, mocroje momumaOoMHU g; € G, 1 < j < [;, m morOME M, 5, 1 <4 < s,
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1 <7< ;, rtakBu na 3a 1 <7 < s BaKH

Ji=miagr +mi2ge + -+ +migg, 1 ITQJ?E; LT(mi;g;) < LT(f:)-
m\iyj;(l)

3aMeHoM OBako nobujenux m3pasa y jemmakoct (1.2.2) nobujamo (3a Heke
HOJIMHOME D1, ..., € Rlxy, ..., x1])

J =PLM(g1) + p2LM(gs) + - - + BiLM(gy),
j. f € LM(G). O
Hepunaunuja 20. 3a f,h € R[xy,...,2x] u G C R[zy,..., 2] \ {0}, rasxemo na
ce [ jaxo pedykyje 0o h no modyay G y jeOnom Kopaxy, U O3HAUABAMO

f —ah,

aKo je

h=f—mg
3a MOHOM m u g € G takse na Baxku LM(f) = LM(myg).

Hepuannuja 21. 3a f,h € R[zy,...,2,] u G C Rlxy,...,xx) \ {0} ramemo na

ce f jaxo pedyxyje do h no modysy G, n 03HAYABAMO
f—=ah
ako moctoje moauaoMu hy, ho, ..., hy_ 1 € Rlz1, ..., x;] TakBu na je
> h —»ghy—»g - —»gh-1—»ch wnmje f[=h
N3 oBe medpunnnmje menocpenuo ciaemu cienehe tspheme:

Teopema 22. Hexa je I menyaa udean noaunomujasne anzebpe Rlxy, ... xx] u

G xowauarn nodckyn 00 I\ {0}. Caedeha mephewa cy exeusanrenmma:

(1) f el axo u camo axo sancu f —¢ 0;
(2) 3a ceaxo f €1\ {0} nocmoju g € G maxso da LM(g) | LM(f);

(3) cxyn ymroxmcarxa sodehur monoma eaemernama uz G jedHax je ckyny ymmo-

acaxa sodehur mornoma eaemernama usz I. []

15



1.3 I'pedHepoBe 0a3e u jake I'pedHepoBe 0a3e

Y oBowm morzaaBiby mahemo mepmHmMIUIjy M yBOOHA TBphema Be3aHa 3a

I'pebuepose Gasze.

Hepuannuja 23. Konauvan ckyn G C R[zy,...,x] \ {0} je I'pebreposa basa
nneana [ < R[zry,...,T,] YKOIMKO 3a10BOJbaBA HEKM OJ TPU EKBUBAJIEHTHA

ycjoBa u3 TeopeMe 19.

Hamomena 24. IIpe Byx6eprepa, amaJjJorai KOHIENT 3a JIOKAJHE MPCTEHE

yBeo je XupoHaka y [28] u HazBao cmarndapona basa.

Teopema 25. Hexa je R Hemepun domen, a I wenyaa udean y Rlzy, ..., xy].

Taoa I uma I'pebreposy basy.

JZloxas. Kako je R Herepun momen, to je u R[ry,...,x;] Herepun momen mo
Xnnbeprosoj Teopemu (moraemaru [1]). Cammm tum, npean | mMa KOHAUYaH
reaepatopcku ckyn F. IlpermocraBumo na F' muje I'pebuepoBa 6aza 3a [
1 OOKaKkuMO na ce F' moske momyHuTtm nmo ['pebGuepoBe 06aze 3a [. Ilo Teo-
pemu 19 Basgkm Std(F) # I, ma mocroju f; € I\ Std(F'), mro 3HaYM na Baku
crpora uakirysuja Std(F) C Std(F U {f1}). Heka je F; = FU{f1}. Axo je
F; T'pebuepoBa 06aza umeasa [ moka3 je 3aBpIieH, a y CYIPOTHOM, CJIUYHO
Ka0 y OPETXOIHOM pa3MaTpamy, IMOCTOju ejeMeHT fo TakaB ma je Std(Fy) C

Std(Fy U{f2}). Hacramajyhu oBaj nocrynak nobujamo (komauny) I'pebue-

poBy 0Ga3sy wumeausia I, jep y cynporHom y R[xy,...,x;] mocToju GeckoHauan
pactyhiu HU3 Umeasna, mWTO je y CYyIPOTHOCTU Ca YMHSHUIOM aa je R[xy, ..., T
Herepun. [

Hedomuaunmja 26. Konauan ckyn G C Rxy, ..., 2x]\{0} je jaxa 'pebneposa basa
nneana I < R[ry,...,T;] YKOIMKO 3a10BOJ/bABA HEKU O] TPU E€KBUBAJIEHTHA

yCJIOBa U3 TeopeMe 22.
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Hamomena 27. Y [3] jake I'peGuepose 6a3e nasusajy ce D—I'pebuepose Gaze.
Kakxo n3 f —F 0 ciemun f — 0, Ha ocHOBY nedurMmmIja 23 u 26 mmamo:

Tepbemwe 28. Axo je G C Rlxy,...,x;] jaxa I'pebrueposa b6asa udeana I, mada
je G u I'pebreposa basza udeana I. []

Y cnyuajy ma je R moJbe HUje TEIIKO MPOBEpPUTHU Ha je cBaka ['pebHepoBa
ba3a yjenno u jaka ['pebuepoBa 6a3a. Mebyrtum, caienehu mpumep morasyje

& TO HE BaKU y OIIITEM CIIydajy.
ITpumep 29. Hexka je G = {2x,3y} C Z[x,y]. Tana 3a I := (G) Baxkn
I ={zyf+2azx+3by : a,b, f € Zlz,y]},

na je mo meary (1) reopeme 19 G I'peGuepoBa 6a3a uneana I. Mebyrum, G
Huje jaka ['pebueposa 6a3a mmeasa I, jep xy € I, a He MOCTOjU €JIEeMEHT U3

G uuju Bomehu MoHOM menu Ty. [

Y cunenehem tBpbemy mahemo nosomme (momatme) yciose koju 06e36e-
byjy ma je I'pebmepoBa Ga3za yjemuo u jaka ['pebGuepoBa Oasza. Ilpumerumo
na je, y caydajy kama je R riaBHOUIEAJICKM IOMEH, 3a CBakKa IBa €JEMEHTAa
a,b € R nepunncan (10 Ha ACOMUPAHOCT) BUXOB HAJMAMU 3ajEORUYKY CA0DPHCa-

aay, y o3uamm lem(a,b), ka0 1 BLUXOB Hajeehu sajednuyky deaunay, y O3HAIN

ged(a, b).

Tepbeme 30. Hexa je R zaasnoudeancku domen, a G KoHauaH cKyn HEHYAq

noauroma uz R[xq, ... xg]. Yroauxo G zadosomasa caedeha dsa ycaosa:

(1) sa cee noaunome g1, g2 € G nocmoju noaunom h € G maxas da eaxcu

LT(h) | lem(LT(g1),LT(g2)) u LC(h) | ged(LC(g1), LC(g2)),

(2) G je I'pebreposa b6asza udeana (G),
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mada je G jaxa I'pebrueposa basza udeana (G).

Joxas. o meny (1) teopeme 22 u tBphemy 5, HOBOJBHO je MOKa3aTu Ja ce
ceaku nosuaoM f € (G) \ {0} moske jako pemykosatm mo momyny G. Kaxko je

G I'pebueposa 6a3a, mo meay (3) teopeme 19 Baxku f € Std(G), Tj.
J=mig1 + -+ msys,

3a HEKe MOHOMe m; u nojauHoMme g; € G, 1 < i < s, rakse ga je max LT (m;g;) <
<i1<s

LT(f). Heka je J C {1,...,s} ckyn unznekca 3a koje Bazxu LT (m;g;) = LT(f).
Tana je LM(f) =>_,., LM(m;g;), na

lem({LT(g;) - 1€ J}) [LT(f) = ged({LC(gi) : v € J}) [ LC(f).

Kako je mpBu ycioB TBphema 3aI0BOBEH 38 CBaKa IBa (1, s € (G, 3aKBYyUy-
jeMo (MHIYKIMjOM) Ia OH BaykM W 3a CKYI {g; : i € J}, Tj. HOCTOjU MOJIMHOM
h € G TakaB na

LT(h)|g m LC(h) |,

rae je g :=lem({LT(g;) : i € J}) m ¢ = ged({LC(g;) : i € J}). Harue,

LM(f)

f—»Gf—mf%

mMTO je u Tpebajgo MOKa3aTwu. [
Y cnenehoj Teopemm mokazahieMo Kako ce y ciydajy TJIaBHOUIEAJCKAX

nomena ox ['pebuepoBe Oaze mo:ke modoutu jaka ['pebuepona 6a3a. la bucmo

OBO ypaauiIy NOTPeOHO HaM je HEKOJIVKO HeGuHUIja.

Heka je R rnasuommeancku gomen u G = {gi,...,Js} CKyI HeHyJa IIOJU-
HOMa u3 R[zy,...,z;]. Hera je LM(g;) = ¢it;, voe je ¢; € R, a t; unaH, 3a
1 <i<s. Cana, 3a monckyn J C {1,...,s} o3uaunmo

ty=lem({t; : j € J}).
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IIpu Tome, rasxemo na je J szacuhen nodckyn 00 {1,...,s} yronuko t; memu t;
ako u camo ako je j € J. Tarobe, meka je c; =ged({¢; : j € J}) ma; € R, 3a

J € J, HEKU eJIeMEeHTU TAKBU Ha je C; = » . ;a;¢; (Cj U eJIeMEeHTH @, IOCTOje,

jeJ
jep je R rmaBHommeasncku nomes). Konauno, Heka je

=3 o 2g

J . th J-
jeJ
[Ipumerumo ma je LM(g,) = Zajcjtj =cyty.
jeJ

Teopema 31. Heka je R zaasnoudeancku domen, I newyaa udean y Rlxy, . .., vl

uG=A{qg1,...,9s} I'pebneposa b6asa osoe udeanra. Tada je cxyn
{9 = J je sacuhen nodckyn o0 {1,...,s}}

jaxa I'pebneposa b6aza udeana I. Cneuyujaano, ceaxu Henyaa udeas npcmena

Rlzy, ...,z uma jaxy I'pebreposy baszy.

Jloxas. Hera je f € I\{0}. ITo Teopemu 22, 10BOBHO je MOKA3aTHU J& TOCTOJU
sacuhenn nmonckyn J ckyma {1,...,s} takas ma LM(g;) | LM(f).
Kako je G I'pebueposa Gaza umena [, no meay (1) teopeme 19 3a Heke

d; € R n unanose e; Bk LM(f) = >, d;e;LM(g;), rze je
J={je{l,...,s} : t; mesmm LT(f)}.

Jacuo je ma je J 3acuhen nmonckym ox {1,...,s} u npu Tome Basku na t; menu

LT(f). Kako je LC(f) =>_..,dic;, 0 ¢y nenmu LC(f), na LM(gy) menu LM(f),

icJ

mTo je Tpebaso MOKa3aTH. ]

Tepbeme 32. Hexa je R domen ca jeduncmeenom gaxmopuszayujom, marxas 0a
ceaxu Henyaa udean I npemena Rlxy, ..., x| uma jaxy [pedneposy bazy. Tada

je R enasnoudeanrckuy 0omen.
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Zloxas. IlpeTnocTaBUMO TIPBO Ja MOCTOju MPOCT uaeas PP npcrena R koju Huje
rnaBau. Jlokazahemo ma tama P canp:ku G€CKOHAYHO MHOTO HEACOUUPAHUX
npoctux eiaemenara. l[IpernocraBumo cynporao. Kako je P mpoct, a R momen
ca jemuHCTBEHOM (akropmsanujoM, 3a f € P Gapem jeman mpocT (arTop
p om f ce mamasu y P. Tarkobe, kako P Huje riaaBHU, MOCTOJU MOJIUHOM
g € P roju Huje memus ca p, na P camgpxum GapeMm mBa mpocTa HEACOMUPAHA
eseMeHTa (p W jemqHOr MPOCTOr menwona ox ¢). Ilakme, Heka cy pi,...,Pn,
n > 2, cBU Heacouumpanu mpoctu esementu y P. Mebyrum, taga ememenT
>ic11;zp; € P mmje mpoct, ma kako je P mpoct mmeaws, » i [[,.;p; je
[EeJbUB HEKUM MPOCTUM €JIEMEHTOM u3 P, mITO je OYUriiefHO KOHTPAIUKIja.

Heka je {p,}neny HU3 Heacomupanmx mpocTux esnemenara u3 P, [ wnmean
npcrena R[zy,..., x| renepucan ckynom {p,}neny u G jara ['pebueposa 6a3za
unneasa . Kako je p; € I, mo neny (2) reopeme 22 3a cBako i € N nmocroju ee-
MmeHT ¢; € G rakaB na LM(g;) | p;. Mebyrum, kako 1 € G, 1o je g; = LC(g;) € R
aconupaH ejeMeHTy p;, ma (G cagp:ku OECKOHAYHO MHOIO eJieMeHaTa, IITO je
KOHTPaIUKIN]a.

Iakine, cBaku mpoct uaeas npcresa R je rmasuu. llokaskumo na u3 oBora
ciaemu 1 na je R romaBHOMIEAJICKU, Tj. 1a je cBaku uneaJ [ mpcrena R riaBHU.
[IpernocraBumo na oo Huje Tauno. Heka je [ mpmeas npcrena R koju Huje
IVIABHU U 33 KOjU je OPOj IpoCcTuX (akTopa y eJIeMeHTY KOju MMa HajMame
npoctux ¢axkropa y I mmammasan. [lame, Heka je P mpocT moeas TakaB Ia
Bazku [ C P (oBakaB mpmeas mocrtoju, norienatu Hup. [1]). Ilo mperxonmso
mokazanoM Basku P = (a), a mo mpernoctasiu [ # P. Ilocmarpajmo mumead
I''={r :arel}y(=1:P). Kakoa & I, To 1 ¢ I', na je I' npaBu nneas
npcrera R. Mebyrum, I’ auje raasuu (jep u3 I’ = (b), 3a veko b € R, cnenu
I = (ab)), a enement u3 I’ ca HajMamuM GpojeM TPOCTUX (AKTOPA MMa MAHEe
IpoCcTUX (PaKTOpa HEro OMUIO KOju eJeMeHT u3 [, IMTO je y KOHTPAAUKIUJU Ca

HAUYMHOM omabupa mueana I. [
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Hedpuaunuja 33. 3a jaky I'peGueposy 6a3y G = {gi,...,9s} nneama I C
Rlxy,..., 7] KAKEMO Oa je MUNUMGAHG AKO He mocToje | # j Taksu ma LM(g;)

nmeau LM(g;).

Teopema 34. Hexa je R znasnoudeancku domen, a I wenyaa udeas npcmena

Rlxy,...,zx]. Tada I uma murumanny jaxy ['pedreposy basy.

Zloxas. 1o Teopemu 31 unean I uma jaky ['pebuepoBy 6a3y. llokazahemo na
je jaka I'pebueposa 6a3a G = {g1,...,Js} OBOT Umeasa 3a KOjy jeé NMPOU3BOI
Bomehux unanosa muaUMAasan (y OZHOCY HA MOHOMUjAJHU MOPENAK) YjemIHO
n MUHMMaJHa jaka ['pebHepoBa O6aza. Y cympoTHOM, mocToje ¢;, g; € G, i # j,
rakBu na LM(g;) menmn LM(g;), ma ce g; MOke jako penyKOBATH IO MOLYJLY
G nmo mommmoma gj. Hera je G' = (G U {gj}) \ {g;}. Ilo memy (2) reopeme
22, G’ je jaga 'pebuepoBa 6a3a umeasa [ u mpu ToMe je Mpou3BoL Bomehux
4IaHOBa moamHOMAa n3 (Y Mamy Hero Impou3BOJ BoAehuX WiaHOBA IOJIMHOMA,
w3 G (jep je LT(g;) < LT(g;)), mro je y cympoTHOCTH ca HaumHOM Onabupa

cryna G. []

1.4 S-mosmuaOMM

Y oBoMm morsnaBspy npcteH R he yBek OUTH riIaBHOUIEAJICKU TOMEH.

JHepuannuja 35. Heka je g; € R[zy,..., 2] \ {0}, LC(g;) = a;, LT(g;) = t;, 3a

i € {1,2}. Tana je S-noaurnom 00 g u go nedpuHUCAH Ca

lem(ay, ag) lem(ty, ts) lem(ay, az) lem(ty, t)

S(g1, = — )
(91 92) o t g1 s t g2

Heka cy ci,c2 € R takBu na je ged(aq, az) = c1aq + cza5. Tanma je G-noaurnom

00 g1 U g2 Y 00KOCY HA €] U C2 NEPUHUCAH Ca

lem(? 7t lem(t ,t
1 2
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ITpumep 36. [Tocmarpajmo nonuaoMujanny aaredbpy Z[x,y| Ha K0joj je 3amar
lex MOHOMUjaJHM HOpeNak TakaB fa Baxku T > y. Hewa je f = 223 + zy° u

g = 3x%y +y®. Tanma je

LT(f) = 2* u LT(g) = 2%y, ma je lem(LT(f),LT(g)) = 2’y

LC(f) =2 u LC(g) = 3, na je lem(LC(f),LC(g)) = 6.

Iakie,

Kaxko je ged(LC(f),LC(g)) =1=—4-LC(f)+3-LC(g), nedpuuncan je moamHOM
G(-13)(f,9) n Bamn
3 3

%y 23y
Ga3)(fr9) =—4- e (22° + 2y®) + 3 - 2y (32%y + %)

= 23y — day* + 3y

Teopema 37. Heka je G xonauan nodckyn 00 Rlzy,..., x| \ {0}, maxae da sa
cee g1, 9o € G samcu S(g1,92) = 0 uau S(g1, ga) uma v-penpesenmayujy y 00HoCy
na G sa nexu waan v < lem(LT(g1), LT (g2)), a noaurom G, ¢,y (g1, 92) ce moxce

jaxo pedyxosamu no modysy G 3a wexe ci,co € R. Tada je G I'pebrueposa baza

uoeana (G).

Lokas. Ilo nemy (3) Teopeme 19 noBossHO je mokaszartu ma 3a cse f € (G)\ {0}
Bazkm f € Std((G). IlpermocraBuMo na OBO HUje TAUHO W HEKa je mpu Tome f
OJIMHOM KOjU HE UCIyHhaBa O0Baj ycioB, a 3a koju je LT(f) majmamm moryh.
Takobe, Heka je

f:mlgl + -+ Mg, (141)

rme cy m; MmoHomu, a g; € G, 1 <1 < s, penpeserranuja noauaoMa f y OJHOCY
na (G, TtakBa ma je t := max LT (m;g;) > LT(f) majmamu moryh. Osmauumo ca
RIS

N; 6poj cabupara m;g;, 1 <1i < s, 3a koje je LT(m;g;) =t.
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Iloka3 n3BOAMMO TPUMEHOM MaTeMaTuuke wHAyknuje mo N;. Kako je t >
LT(f), 36up roepunujenara unanoBa jemnarux t y (1.4.1) jennar je Hyuu.
Camum tum, Basku Ny > 2.

Pazmorpumo mpso cayuaj N; = 2. Hexka je, 6e3 ymamema OIIITOCTH,
t = LT (myg1) = LT (mag2), a camum trm 11 my LM (g1) +meLM(g2) = 0. Yromuko

3aIUIIeMO My = a1ty U My = aots, 3a a1,as € R u unamose tq, 1y, BaKu
t=1tLT(g1) =tLT(g2) m a:=a1LC(g1) = —asL.C(gy).

N3 npse jemuaroctu lem(LT(g1), LT (g2)) | ¢, 1j. t = w-1lem(LT(g1), LT (g2)), a u3

npyre, camaro, a = b-lem(LC(gy),LC(g2)). Cana, no mepuanimju 35 Bazku
migi +mags = bu - S(g1, ga)-

Hexka je
S(g1,92) = mygy + -+ +myg

v-penpeseHTanuja monuHoMa S(gi, g2) 3a uaan v < lem(LT(gy),LT(g2)). Tana

t . ’U) < t,
lem (LT (g1), LT (g2))

LT(u-v):LT(

na je

s l
f= Z m;g; + bu ngg;
=3 i=1

penpesenraiuja noauaoMma [y onnocy Ha (G KOja IPOTUBPEYN MUHUMAJIHOCTU
penpesenranuje (1.4.1).

[IpernocraBuMo masme ma TBpheme BajKu 3a CBe pempe3eHTallje Y KOjuMa
je 6poj mojaBmuBama unana t jeqnak N;—1 > 2 m qoka:kuMo na TBp heme Basku
U 3a CBe pempe3eHTaluje y KojuMa je Opoj mojaBbuBama daana t jemHar V;.

Heka je, 6e3 ymamema ommroctu, t = LT(myg;) = LM(mags). Karo ce

Gc1,00)(91, g2) MOxe jaro pemykosatu mo monyiay G, mocroju h € G Takas na

LT(h) | lcm(LT(gl), LT(gQ)) = LT(G(cl,cz)(gbg?)) u

LC(h) | ged(LC(g1), LC(g2)) = LC(G ey e) (91 92)),
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na LT(h) | t, ommocuo LC(h) | LC(g1) u LC(h) | LC(ge). [lakme, mocroje

bi,by € R, kao u uian t' TakBU ma Bayku
LM(mqg;) = bit' - LM(h) wm  LM(mags) = bot’ - LM(hR).

Tanma je f =mygs — bit'h + mags — bot'h + (by + by)t'h + Z mig;.
i=3
Pazmorpumo mecny crpany oBe jemnakoctu. [Ipumerumo na je

LT(m191 — blt/h) <t mn LM(m2g2 — bgt,h) < t,

ma Mo HAUYMHY omabupa moJrMHOMa [ 3aK/bydyjeMO da IMOCTOje CTaHIapIHe
pemnpeseHTanuje moauHoMa mig; — bit’h m mogs — bot’h y ommocy ma G. YEKO-
JINKO Y TOPH-0] JeIHAKOCTU OBE IOJIMHOME 3aMEHVMO TUM PeNpe3eHTallrjaMa,
nobujamMo TpeacTaBhelme moamHOMa [ y KOMe ce ujaH t mojaBmyje N, — 1
myTa, Ia M0 WHAYKTUBHO] IPETIOCTABIU f MMa CTaAapaHy PEernpe3eHTAIn]y Yy

omuocy Ha G. []

ITocnemuna 38. Hexa je G kowawan nodckyn 00 R[xy,...,xx] \ {0}, maxas da

3a cae g1,92 € G saxucu
5(91792) —>Z¥ 07

a noaurom Ge, ) (91, g2) ce moxce jaro pedyxosamu no modysy G 3a nexe ci,cy €

R. Tada je G jaxa I'pebneposa basa 3a udean (G).

Joxas. Kako u3z S(g1,92) —¢ 0, mo tBphemy 17, cnemu S(g1,92) € Std(G), n
kako je LT(S(g1,92)) < lem(LT(g1),LT(g2)), TO je, mo Teopemu 37, G I'peGue-
poBa 6a3a uneasa G. Takobe, cauuno Kao y mOKa3y MPETXOMHE TeopeMme, 13
ycioBa ga ce G, c,)(g1, g2) MO&e jako pelyKoBaTu IO MOAYIy G 3aKibydyjeMo

na je mcnymed u yciaos (1) teBpbema 30, ma je G jaka ['pebuepoBa 6a3za

nneasna (G). [l

Hanomena 39. Tsphewma mokaszana y mpeTxXomaHa IBa MOTJIaBJba OMTHOCUIA CY

ce Ha ciiydaj Kana je R mOMeH u TO Hajuermhe riaaBHOUIOEAJCKU. 3a MPUMEHEe
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y OBOM panay OBO he OMTM cacBUM MOBOJLHO, AU BaJba HAIOMEHYTHU Oa C€
Ha CJIWYaH HAYMH MOKe pa3MaTpaTU M ciIydaj IJIaBHOUAEAJCKUX IPCTEeHA Yy

KOjUMa MMa MPaBUX AeauTespa Hylde (moriemaTtu [48]).

1.5 I'peOGHepoBe Oa3e Had mMoJbUMAa

Y oBom morsaBmpy mocebHo hemo pasmoruputu ciaydyaj kana je R = F
nosse. Taunmje, morkaszahemo cineneha nBa TBpbema, cnenmduuna 3a oBaj

caydaj, koja heMO AUPEKTHO KOPUCTUTHU Yy riaaBu 6.

Teopema 40. Hexa je G C Flzq, ..., zx]\{0} xonauwan cxyn noauroma u I := (G).

Tada cy caedehu ycao8u eK8UBANEHMHU:
(1) G je I'pebreposa basza udeana I;

(2) saceeq,g" € G eamcu: S(¢',¢") =& 0 uau S(¢', ") uma t-penpesenmanyugy
y oonocy wa G 3a nexo t < lem(LT(g'), LT (¢"));

(3) ckyn xocema monoma usz Fxy, ... x| Koju nucy dewusu eodehum waarom
HUMuY jeonoe noauroma uz G wunu adumusHy 663y KoauvwHUuYKe anzedpe

Flay, ..., zx]/1.

Jokaz. (1)=(2): Kako je S(g1,92) € (G), To mo memy (2) teopeme 19 Baxku
S(91,92) —=¢ 0.

(2)=(1): Kako je LT(G(c,,e0)(91,92)) = lem(LT(g1),LT(g2)), TO ce momuuOM
Gl(c1,0)(91, g2) MOxe penyroBaTu mo Monyxy G. Haxme, ako Baxu S(¢', ¢") —¢ 0
OBa MMILNIMKaNUja ciaenu u3 nociemuie 38, a ako S(¢',¢”) uma t-penpesenta-
mujy 3a #eko t < lem(LT(¢'), LT (¢”)) nmonuranuja ciaemu u3z reopeme 37.

(1)<(3): Horaxumo najupe ciaenehe nomohuo tBpheme: 3a nponsBosban

unean I anre6pe Flxy, ..., zx] Bekropcku npoctop Flxy, ..., zx]/I renepucan je
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KoceTrMa wiaHoBa u3 [z, ..., 7;] KOju HuCy mesmsmBU BoJgehuM WiaHOM HUTU

jemuor monmuoma u3 I. Ckyn oBuX 4iaHOBa o3Haumhemo ca S.

Heka je ca [p] o3mauen kocer momuuoma p € F[xy,..., x;] y KOIMUHUUKO]
anrebpu Flxy, ... xx]/I. IIperxomuo tBpheme ekBuBamenTHo je ca caenehum:
3a cse [ € Flzy,...,z;] nocroje unanosu ty,...,t, € S u ay,...,a, € F taksu
I8 BasKN

f] = ai[t1] + ... + an[ts).

[IpernocraBumo na oBo Huje tauno: Heka je [ € Flzy,...,x;] momurOM
3a koju je LT(f) muanmmanan u 3a roju nperxonHo teBpbheme He Bazkn. Tana
LT(f) € S, jep ce y cynporHoMm, 360r HaunHa omabupa moauHoMma [f|, Kocer
[f] moske mpencraBuTu Kao auHeapHa KOMOMHANMja KOceTa ejleMeHara u3 S.

Haxkie, nocroju g € I takas ga LM(g) | LM(f), na 3a

LM(f)

SR ()

Baskn LT(h) < LT(f). Mebyrum, [f] = [h], a [h] ce mo maumny omabupa
nosrHOMa [ MOMKe MPEJCTABUTHU y 3KesbeHOM obsuky. KoHTpanukuumja.

(1)=(3): ITo momohuom TBphemy, MOBOBHO je mokazaTu Oa 3a pa3indnTe

ujgaHoBe ty,...,t, € S U ay,...,a, € F Baxkn
aifti] + -+ anlt,] =0 aro u camo ako je a3 =---=a, =0.
Jemnakoct ai[ti] + -+ + a,[t,] = 0 exkBuBasentHa je ca aity + -+ + a,t, € I.

Ako je ayty + -+ + apt, # 0, mo meny (2) Teopeme 22 3akmydyjeMo ma je 3a
Herko 1 < ¢ < n wial t; memmus BomehuM wiaHoM HeKor mojuuHoma u3 (G, mTo
je KOHTPaAUKIIA]a.

(3)=(1): Ipernocrasumo na G uuje ['pebuepoBa Gasza uneana. [lo memry
(2) Teopeme 22, tama nocroju noaunom f € [ takas ma LT(f) muje memwus
Bonehum unanom HuTHy jemnuor noauaoma u3 G. Takobe, mo momohuoM TBpHe-

By, IOCTOje UJIaHOBU ti,...,t, KOjU HUCY HOebUBU BOAENWM UJIaHOM HUTHU
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jemsor momuuoMma u3 G, u ay,...,a, € F, raksu na je LT(f) = ¢;, 3a 1 <i < n,

1 Ja BayKW jeTHAKOCT

f = LM(f)] = ar[t1] + - - - + an[ta].

Mebyrum, omasue je [LM(f)]+ai[t1]+- - +an[t,] = 0, wro je y koHTpamuKIMjU

ca npernocraskoMm xa cy [LT(f)], [t1],..., [tn] muHEapHO HE3aBUCHMU. []

Hanomena 41. Monupurosana Bepsuja eksusaseniyje (1) < (2) upencrasiba
ocuoB ByxGepreposor amropurma (morsmenaru [2, 3, 13]), Kojum cy mocra-
BJbEeHU TeMespu Teopuje ['pebuepoBux 0Oaza. Vnak, Mu cMO ce onpenenuniu 3a
OBy Bep3ujy TBpbhema, jep ra y oBOM ODJNMKY OUPEKTHO MOYKEMO NMPUMEHUTU

y raaBu 6.

Jlema 42. Heka cy f,g € Flxy, ..., x] nenyaa noaunomu v G = {f,g}. Axo je
ged(LT(f),LT(g)) = 1, mada saxncu S(f,g) =& 0.

Jloxas. Heka je f = ays1+asso+ ...+ aps, u g = bity +boto+ ...+ byt,,, TO€ Cy
3a 1 <i<n, 1<j<m, q;,b; € F roepunujentu, a s; 1 t; YTaHOBU, TAKBU Ja

BAXKU S1 > Sg > ... = S, Uty =ty = ... = t,. Tana je ged(sy,t;) =1 u Bakn

S(f,g) =bitif —a1519 = bith Zaisi — a181 Z bit;.
=2 =2

Bal<i<nul<j<mHeka je
n J i m
h@j = Z CL[S[ZZ)TU — Z(lel Z brtr.
l=i+1 r=1 =1 r=j+1

[Tpumernmo na je hyg = S(f,g) n morasknmo mazal <i<m—-1lunl<j<n—1
BaKM

hi,j —a h’i+1,j nJan hi,j —a hi,j+1~ (151)

U3 nepunnnuje noauaoma h;; jacuo je ma Baku LT(h; ;) < max{sit;i1, siv1t1}-

[IpermocraBumo na je sitji1 = s;+1t1. Raro je ged(sy,t1) =1, Tana je s1 | siq1,
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ma u s1 < Si41, WTO je koHTpamuknuja. lawme, LT(h; ;) = max{sit;+1, sit1t1},

tj. LT(h; ;) = sitaty mmm LT (h; ;) = s1tj11. Y OpBOM ciyd4ajy Basku
hij =g hij — aiv18i019 = higay,

a y OIpyrom
hij —a hij — bigatiznf = hijoa,

unme je (1.5.1) morasamo. Komauno, kako je hi, = ¢(@i418i01 + ... + apsp) 1
by = f(bjsatjs1 + ... +bmsm), 3a 1 <i<nul<j<m, Bakn hyy,, —¢ 0 n

hynj —¢ 0, a camum tum u S(f, g) = hi1 —¢ 0. -

Y mpeTxXOomHOM ey TJaBe MOKa3ajM CMO Oa, y ciIydajy ma je R riaBHO-
MIeayiCK JOMEH, 3a CBaky uneaJ anrebpe R[zi,...,x;| mocroju MuHUMAJHA
jaxka ['pebuHepoBa 0a3za. Y cayuajy na je R mome moraszahemo na Baku u

BUIIIC.

Hedununmja 43. 3a ['pebuepoBy 6a3y G unmeasna [ kakeMo na je pedykosana

aKo cy ucnymena ciaeneha msa yciosa:
(1) 3a cBe g € G Basgku LC(g) = 1;
(2) 3a cBe g,h € G, g # h, u cee t € T'(h) Basu LT (g) 1 h.

Teopema 44. Hexa je F nowe, a I nenyaa udean npecmena Flxy, ... x|, Tada I

uma jedurcmaeeny pedyxosany I'pebreposy baszy.

Zloxas. IloraskuMo MPBO IOCTOjame peaykoBaHe |'pebmepoBe Oaze. IIpermo-
craBuMoO cynpotHo. Ilo teopemu 34 mpean [ uma mMunuManHy jaky [ pebne-
poBy 6a3y GG. Hera je ona uzabpana Ttako ma 3a cBako g € G Bazku LC(g) = 1

n Oa 3a 4JaH

t=min{t' : (Jg#heG)t €T(h) nuLT(g) |t}
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BaKM A je HajMamy MOTyh U ma ce Ipu TOMe IOojaBJbyje HajMamu Opoj myTa
Kao ujaH Hekor moauuHoMa u3 (G. Hera cy y3 1o ¢, ¢" € G, ¢ # ¢’, TakBnu
na jet € T(¢") u LT(¢') | t, u mera je u uman 3a koju Bazku t = u - LT(¢').
[ocmaTpajmo cryn G = (GU {5”}) \ {¢"}, rme je ¢ =¢" —aug, rne je a € F
koepunujent noauaoma ¢” y3 unan t. Ouuraemnno je LM(G) = LM(C?), ma je 1mo
nmexy (1) reopeme 19 u nepumuunmju 33 cryn G MuHMMAaTHA jaxa I'pebuepona
0a3a koja mpoTUBpeYn HAUYMHY omabupa ckyma G.

IlokaskmMo ” jemmHCTBEHOCT. I[IpermocraBumo cynpoTHO, Tj. ma cy G' u
G" paszauuure penykoBane I'pebuepose 6a3e nneasa I. Tana je bapem jenan
on ckynoBa G’ \ G u G” \ G' wenpaszan. Heka je, 6e3 ymamema ONIITOCTH,
TO npBU CcKyn u Heka je ¢ € G'\ G”. Tana, no nemy (2) Teopeme 22 Bayku
LT(¢") | LT(¢') 3a mero ¢"” € G". Karo je G' penyroBana I'pebuepoBa 6a3za
nneana [ Baxu ¢ ¢ G', na je ¢’ € G"\ G'. Cagma, cim4yHO Kao MaJompe,
nocroju momuuoM ¢ € G’ rakas ma LT(¢') | LT(¢"), na Baku ¢ € G'\ G”".
Mebyrum, LT(¢") | LT(¢”) | LT(¢'), na raro je G’ penmyroBana I'peGueposa
6aza Basku ¢’ = ¢, a camum tum u LT(¢g”) = LT(¢').

Heka je g :== ¢ — ¢”. Ilpumerumo ma je T(g) C T(¢') UT(¢"), rao u na
je LT(g) < LT(¢') = LT(g”). Heka je 6e3 ymamema ommroctu LT (g) € T(¢).
Kako Baxu g € I\ {0}, mo meny (2) Teopeme 22 mocroju nosusoM § € G’
rakas na LT(g) | LT(g) € T(¢'), mTo je y CyIpOTHOCTHU Ca IPETIOCTABKOM A

je I'pebreposa 6a3a G’ pemykoBaHa. []
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I'VIABA 2

KOXOMOJIOIT'TJA MHOI'OCTPYROCTUA

3ACTABA

OcuoBHU 1B OBe riaase je (opmynanuja BopenoBux ommca mom 2 Ko-
XOMOJIOTHj€ PEeaJIHUX U MeJOOPOjHE KOXOMOJIOTHUje KOMIIJIEKCHUX MHOTOCTPY-
KOCTU 3acTaBa, KOju Cy JaTtu y panosuma (8, 9].

Pamn romMmmerHOCTH, maTe Cy M OCHOBHE OCOOMHE MHOIOCTPYKOCTU 3a-
CTaBa U HUXOBUX BEKTOPCKUX PACIOjema, Ka0 U aKCHUOMEe U HEKe OCODOuHe
[MItuden-BuranjeBux n Yeprosux knaca. IIpuiaukom nmcama mpe cBera cMo

ce OCJIOHMJIN Ha Kiury [26].

2.1 MmHorocTpykocTu 3actaBa

OBo nmoruasse 3anouehemo mepurMIIjamMa peasHUX U KOMIIEKCHUX MHO-
rocTpykocTm 3acraBa. Heka je ni,ng,...,n, e Nun:=n;+ngs+---+n,.
3a m € N, ca O(m) o3nauena je OpTOroHaJIHa IpyHa AUMEH3Uje m, a ca

U(m) yaurapHa rpymna IuMeH3Uje m.

e Peasna mmozocmpyrkocm zacmasa F(nq,...,n,) je TnaTka MHOrOCTPYKOCT
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nudpeoMopdHA XOMOTEHOM IPOCTOPY

F(ny,...,n;) = O(n)/O(n1) x O(ny) x -+ x O(n,).

e Komnaexcna mmozocmpykocm sacmaea Fg(ny,...,n,) je raaTtka MHOro-

CTPYKOCT IueoMOpPHa XOMOTE€HOM IPOCTOPY

Fe(ny,...,n.) = U(n)/U(ny) x U(ng) x -+ x U(n,).

lnvensuja MEOTOCTPYROCTH F'(Ny, ..., n,) jemHaka je Y )i, Min;, & MHOTO-
crpykocta Fe(ni, ..., n,) jemnara je 2, i, nin;.

Peasna (0IHOCHO KOMIIIEKCHA) MHOTOCTPYKOCT 3aCTaBa MOKE C€ ONUCATU
Kao CKym r-Topku (S1, S, ..., S,), Koje ieMo HA3UBATHU 3acMABAMA, BEKTOPCKUX
nornpocropa on R" (omrocuo C") roju cy mehycoGHO opTOroHANHNA U 3210~
Bomasajy dim S; = n;, 1 <1¢ < r. OBaj MOmea MHOTOCTPYKOCTH 3aCcTaBa NeMmo
KOPUCTUTU Y HACTABKY TEKCTA.

Beoma canuan mperxomHoMm je um ciuaemehu Momes, mo Kome Cy MHOTO-
CTPYKOCTU 3acTaBa 1 nobuie Ha3us. [lo memy peasina (0ZHOCHO KOMILJIEKCHA )
MHOTOCTPYKOCT 3aCTaBa je CKyI HU30Ba BEKTOPCKUX mormpoctopa Vi, ..., V.,

on R™ (omuocuo C"), Tj. 3acraBa, KOjU 3aI0BOHABA]Y
VicVoCc---CV,=R"

udimV, = Z;Zlnj, 1<i<r.

Besa oBa nmBa mozena je jacma — 3actasu (Si,...,S,) W3 OpBOTr MOz;esa
oarosapa 3actaBa 51 C S B Sy C---C S @ -+ D S, us apyror.

O Besuke BaKHOCTHU Cy ciienenu crenujalHy CirydajeByu MHOTOCTPYKOCTH

3acTaBa;
e peaanu npojekmusnu npocmop RP™ := F(1,n);
o Komnaerchu npojekmusny npocmop CP™ .= Fr(1,n);
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peaana I'pacmanosa mruozocmpyrocm Gy, (R) := F(k,n);
o xomnaekcra I'pacmarnosa mrozocmpyrkocm Gy, (C) := Fe(k, n);
e peaana mrozocmpykocm Komnaemnuz sacmasa F(1,... 1);

o KoMNAEKCHA MHOzZoCmpyKkocm Komnaemnuz sacmasa Fe(l, ... 1).

BexkTopcka paciiojerba MHOTOCTPYKOCTU 3aCTaBa

[Mox i-mum maymosowkum eexmopcrum pacaojemem Han F(ny,ng, ..., n,),

1 <7 < r, mogpa3yMeBaMO BEKTOPCKO paciojeme & NeGUHUCAHO TOTAJIHUM

IPOCTOPOM
E(&) ={(S1,...,S,v) € F(ny,...,n,) xR" : v € S;}
u npojekuujom 7 : (S1,...,S.,v) — (S1,...,5,).
Cam4HO, i-mo Mmaymoaowko eexmopcko pacaojewe uan Fe(ng,...,n,), 3a

1 < ¢ < r, je KOMIUIEKCHO BEKTOPCKO paciiojeme & neduHUCAHO TOTAJIHUM

IPOCTOPOM
E(gl) = {(Slv"'7S1“av) S FC(”17"'anT’) xC":wve S’L}

u upojekuujom 7 : (Si,..., Sy, v) — (S1,...,5).

Moskemo npumerutu na je & @ -+ @ &, TPUBUJAIHO BEKTOPCKO (OAHOCHO
KOMILJIEKCHO BEKTOPCKO) paciojeme Han F(ny, ..., n,) (ommocuo Fg(ny,...,n,)).

3aAp:KUMO Ce Ha BEKTOPCKOM (OZHOCHO KOMIIJIEKCHOM BEKTOPCKOM) PACJIO-
jewy & manm Gi,(R) (ommocro Gi,(C)), Koje jomm HaszmBaMO MAYMONOUKUM
8€KMOPCKUM pacaojemem U O3HadYaBaMo ca (x. llpmmernmo na je mumeHsuja
on ( jemHaka k.

Yranama R"* — R (ommocmo C'F — C*A+) prpykyjy yranmama

Gin(R) = Grpni1(R) (omroCcHO Gi 1y (C) = G pt1(C)), ma moskemo nedunucaTn
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,HI/IpeKTaH JMeC
Gr.oo(R) == ligG;m(R) (omrOCHO G oo (C) = liﬂGk,n(C)).

3a oBako mepuHMCAHE TPOCTOPE, TAYTOJOIIKA BEKTOPCKA paciojema (j
cy takobe mepunucana m oxroeapajy paciojemuma (p Han Gi,(R) (omHOCHO
Gin(C)) v rope HaBenenuM yranamuma. OBa paciojema HA3UBAjy Ce U YHU-
6€P3aNHUM, JeP jé CBAKO BEKTOPCKO (OMHOCHO KOMILJIEKCHO BEKTOPCKO) Paciio-
jeme & nuMmensuje k HaL MapaKOMIIAKTHUM MPOCTOPOM X WMHIYKOBAHO U3 (i

oxrosapajyhum npeciukaBameM X — Gioo(R) (omaocHO X — Gi oo (C)).

2.2 DBopeJsosB omnrc KOXOMOJIOTHje MHOTOCTPYKOCTHU

3acTaBa

Bopenos onuc Zy-kK0XOMOJIOTHj€ PEATHUX U Z-KOXOMOJIOTHj€ KOMIIJIEKCHUX
MHOTOCTPYKOCTH 3acTaBa 3anatr je npeko llltuden-BuraujeBux m YepHoBUX
KJIaca oAroBapajynmx TayTOJOMIKMX BEKTOPCKUX PAaCIOjema.

Y ommreMm ciayuajy, lHItupen-Buraujese u YepHOBe Kiace cy mHBapuja-
HTe OAroBapajynux BEKTOPCKUX PACIIOjemha U MUMajy BasKHY YJIOTY Y ajire-
DapCKOj TOMOJIOTWjU, TAKO & OBO IOTJIABJhE 3AIIOYUEEMO HaBODemeM aKcuo-

Ma U HEKMX OCOOMHA OBUX KJaca.

HTTuden-BurHujeBe Kiace

Hexa je ¢ BekTOpCcKO paciojeme Han npoctopoM X. I[Imugea-Bumnujese
raace wi(€), 3a k > 0, oBor paciojema cy enementu Koxomousoruje H*(X;Z,),

taxsu na je wi(§) € H¥(X;Z,). Ilpu Tome, yKOIUKO ca

w(&) = wo(&) +wi(§) +wa(§) +---

nepurnmemo momaany Ilmugpens-Bumnujesy xaacy, Baxe cirenehe akcmome:
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Axcuoma 1. wy(§) =1 m w;(§) =0 3a cBe i koju cy Behu on mumensuje ox €.

Axcuoma 2. (IIpupomuocrt) Ako je f:Y — X HenpekugHO TPECIUKABANE U

*(€) nosaauene' eexmopckoe pacaojema &, Tana je w(f*(€)) = f*(w(€)).

Axcuoma 3. (BuruujeBa dpopmyna) 3a BEKTOPCKO PACIOjeHme 1) HAI IPOCTO-

pom X, toranua Hltuden-BurHujeBa kaaca BEKTOPCKOT paciojema £

mara je popmynom w(§ @ n) = w(§) - w(n).

Axcuoma 4. (Hopmanusanuja) 3a KAHOHCKO JIMHU]CKO paciojeme 1) Hax R P>,

wi(n) je remeparop om H'(RP>;Z,).

Hamomenumo na kjgace Koje 3aI0BOJbaBajy OBE YCJIOBE MOCTOje W 14 CY
jemuacTBeHO onpebene (mormemaru [44]).

Hasemumo jomr veke ocobune lltuden-BuraujeBux knaca. [lo akcmomm 1,
rotanre [Hltuden-BurHujese kiace 3axaTe cy KOHAYHUM cyMaMa U IPU TOMeE,
no BurHmjeBoj Gpopmynu, Baku

wa(€ &) = Y wil§) - wy(n).
i+j=n
Ilame, ako je € TPUBUJATHO BEKTOPCKO paciojeme Ham X, Tana Baku w(e) = 1
u camuMm M w(e @ §) = w(£), 3a cBaKO BEKTOPCKO paciojeme & mamx X. Y3

TO, mepuHUCAHA je U momaara oyaana LlImuden-Bumnujesa xaaca

w(&) = wo(§) +wi(§) +wa(§) + -+

Tako Ja 3am0BosbaBa jemHaroct w(§) - w() = 1.
Croenujanano, yKOJIUKO je ca T O3HAYEHO TAHMEHTHO BEKTOPCKO PAaCiojeme
MHOTOCTPYKOCTH ¥ €YKJIUACKOM IPOCTOPY, & Ca I HOPMAJHO BEKTOPCKO PACIIO-

jewe (mormemarty Hup. [44]), mobujamo BurHujeBy Teopemy O IyasiHOCTH

w(v) = w(T).

Lpullback (enr.)
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UepHoOBe KJiace

Heka je ¢ KoMIIIEKCHO BEKTOPCKO paciojeme Ham npoctopoM X. Yeprose
kaace cx(§), k > 0, oBor paciojema cy ememeHTu koxomousoruje H*(X;Z),

taxsu na je ¢(§) € H*(X;Z). Tlpu Tome, yKOJIUKO ca

c(&) = co(&) + 1(&) + (&) + -+

neduHumeMo momaany Yeprosy kaacy, Baske ciaenehe akcuome:
Axcuoma 1. ¢y(§) =1 u ¢;(§) =0 3a cBe i koju cy Behu on numensuje ox §.

Axcmowma 2. (IIpupomuoct) Ako je f:Y — X HempekumgHo mpeciavkaBame U

f*(&) nosaauewe sexmopckoz pacaojewa &, Tana je cp(f*(§)) = f*(cx(§)).

Axcuoma 3. (Buruujesa dpopmyna) AKO je 7) KOMILUIEKCHO BEKTOPCKO PACIIO-

jeme Ham mpocTopoM X, Tana je ToTasHa YepHOBaA Kiaaca TUPEKTHE CyMe

§ @ n mara popmynom (& B n) = c(§) - ¢n).

Axcmowma 4. (Hopmanusanuja) 3a KAHOHCKO JUHUJCKO paciojeme 1 Hamx CP>|

c1(n) je remeparop om H?(CP>;Z).

KRao u y cayuajy ltuden-BurHujeBux kmaca, kKiace Koje 3aI0BOJbABA]Y
OBe yCJIOBE TOCTOje U jeauHcTBeHo cy oapebene (mormenaru [44]).

Hasemumo u nHeke 6utHe ocobune YepuoBux kaaca. CIMYHO KaO y CiIydajy
[MItuden-BuranjeBux knaca, YUepHOoBe Kilace 3amare Cy KOHAUYHUM CyMaMa W1
no ButHmjeBoj hopmynu Bakm

eE@n) =Y al®)- ).
i+j=n

Takobe, ako je ca € 03HAUEHO TPUBUjAJTHO BEKTOPCKO paciojeme Hama X, Tama
Baxkm c(e) = 1, a camum tuMm u c(e ® &) = ¢(§). Y3 TO, 3a CBAKO BEKTOPCKO

paciojeme & nepuHucana je momaara 0yasna Heprosa kaaca

e(&) =€) +a(§) +ca(l) + -
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TaKO Ia 3a10BosbaBa jemHaroct ¢(§) - ¢(§) = 1.

3a CcBaKO KOMIIJIEKCHO BEKTOPCKO pacilojeme & Ne(pUHUCAHO je KONjy208aHO
gexmopcro pacaojeme &, Ka0 KOMIIEKCHO BEKTOPCKO PACIOjeHe TAKBO Oa CY
npunanajyha peanna BeKTOpCEKa paciojema Oon & u & MCTa, AaM oa UM je

KOMIIJIEKCHA CTPYKTypa ,,cynpoTHa”’. 3a UepHOBe Kilace OBAKO HeDUHUCAHUX

KOMIIJIEKCHUX BEKTOPCKUX PACIOjema Baku

cr(€) = (=1)*e(€), k> 0.

Hamomennmo na ako KOMIJIEKCHO BEKTOPCKO paciojeme £ MOCenyje XEPMUTCKY
METPUKY, TaJa je KOHjyrOBAHO paciojeme { M30MOPYHO TyaJTHOM BEKTOPCKOM
pacaojerny Hom(&, C).

Ueprose u llltuden-BurHujeBe rinace nosesane cy ciaenehum tBphemem.

Tepbeme 45. Vkoauko n-0uMeH3UOHO KOMNACKCHO 8EKMOPCKO pacaojene & Hao
X nocmampamo xao 2n-0umenzuono (peasro) eexkmopcko pacaojeme, maoda je
woi1(€) = 0, a xaaca wqy(§) je caura kaace ¢;(€) npu zomomopdusmy H* (X;Z) —

H?*(X;Zs), xojum ce xoeduyujernmu pedyryjy no modyay 2.

Omnuc KoxoMoJioruje

Pasmorpumo npBo peanny mHOTOCTpyKOCT 3actaBa F(ni,...,n,). Aro cy
&1,&,...,& TAayTOJOMIKA BEKTOPCKA PAaCIOjema HaJd OBOM MHOTOCTPYKOIINY,

Tana je & D& D ... B TpUBUjaTHO BEKTOPCKO pPACOjeme, ma BasKU

w(&) - w(&) - w(§) = 1. (2.2.1)

Bopenos ommc roBopm ma je oBa jemHAKOCT W MOOBOJbHA 3a OMKC ajrebpe

H*(F(ny,...,n.);Zs), Tj. umamo caenehu pesyirar.

36



Teopema 46. Hexa cy &y, &s, ..., & maymosowra 6eKmopcka pacrojemna Had MHo-
eocmpykowhy sacmasa F(ny,...,n.). Tada je anzebpa H*(F(ny,...,n.);Zs) uso-

MOPPHA KOAUUHUKY NOAUHOMUAARE anzedpe

ZQ[w1<€1)7 s awnl(gl)awl(gé)v s 7wn2(52)7 cee awl(gr)v s 7wnr(€7’)]>

no UOEAAY 2eHEPUCAGHOM ToMozeHuMm Komnowenmama y w(&y)---w(&.) xoje cy

no3umusHoe cmenexa.

[IpumeTrumo na je mmean u3 oBe TeopeMme onpeben ca ny +ng + -+ + n,
penamuja.
Y HamwuM npumenama kKopuctuhemo cienehy (He3HATHY) MOIUGUKAIMA]Y

oBor omuca. [Ipumerumo na ce jemnaroct (2.2.1) Moke 3ammcaTél U Kao
w(&) =w(&) - w(§-1),

na kako W(&y),. .., w(&—1) € Zo[wi1(&1), .. wn, (&1), - s wi(&rz1)y ooy wn,_ (§r-1)]s

To je anrebpa H*(F(ny,...,n,);Zs) n30MOpHHA KOJUUHUYUKO] anrebpu

ZQ[w1<€1)7 ceey Wiy (51)7 s 7w1(§7"—1)7 R (57’—1)]/17 (222)

rae je I mmean reHepucaH XOMOTeHUM Kiaacama u3 w(&y) - - w(&,_1) muMensuje
Behe on n,, a HE Behe og ny +ng + -+ -+ n,.
Pasmorpumo noce6uo anrebpy H*(Gji,(R);Zs). Ilpema mperxonHoM, oBa

anrebpa m3oMopdHa je ca

ZQ[w1<€1)7 s 7wk(£1)]/’]k,m

rae e Jon = (@uer(61), Tusal€1), ., Bare(6r). ¥ macramey hemo cxpaliemo
nucatu w; ymecto w;(&;), kao u w; ymecrto w;(&1). Hapasno, cana ce jemaakoct

w(&) - w(&) = 1 Moxke 3amucaTu 1 Kao
min{r,k}
Z w; - W,—; =0, 3a cBaro r > 1. (2.2.3)
=0

3a Z-KOXOMOJIOTH]Y KOMIIJIEKCHUX MHOTOCTPYKOCTU 3aCTaBa BaKu TBPDe-

Be CIUYHO TeopeMu 46.
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Teopema 47. Hexa cy &y, &s, . .., & maymosowra 6eKmopcka paciojemna Had MHo-
eocmpykowhy sacmasa Fe(ny, ..., n,.). Tada je anzebpa H*(Fc(ny, ..., n.);Z) uso-

MOPPHA KOAUUHUKY NOAUHOMUAARE anzedpe

Zlci (&), yen (&1),e1(&2)y o yeny(&2), ooy e1(&r)s ooy en (&),

no U0eany 2eHEPUCAHOM TOMOZEHUM KoMnorenmama y c(&y) - - - (&) Koje cy nosu-

musHoz cmenewxa.

CnuvHO Kao y pasMmarpamy nocisie teopeme 46, MOKEMO 3aKbYUUTHA 14 je

anrebpa H*(Fg(ny,...,n,.);Z) n3oMoOpdHA KOJIUIHUUKO] airebpu

Z[Cl(§1)7 < Cng (51)7 s 7Cl<§7“—1)7 ceCnpy (57"—1)]/]7 (224)

rae je I mmean remepucaH XOMOreHUM kKiaacama u3 ¢(&)---¢(&_1) muMensuje
Behe ox n,, a He Behe om ny +ng + -+ - + n,.

Korauno, aarebpa H*(Gy,,(C); Z) nuzomoppra je ca

Zici(&), - - cu(&)]/ Tim,s

rae je Ixn, = (Gui1(&1),Cnr2(&1), - -+ s Cnik(&1)). ComuHO KAO Y NPETXOTHOM CILY-
uajy, ckpaheno hiemo nucaru ¢; ymecro ¢;(£;), kao u ¢; ymecro ¢;(&;). Tarobe,

jemnaroct ¢(&)-¢(&) =1 ce cBomu Ha

min{r,k}
Z ¢ ¢—; =0, 3acser>l. (2.2.5)

1=0
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I'VIABA 3

CUMMETPUYHE YHKIINJE N

IMIYBEPTOB PAUYH

Y oBoj ramaBu nmpumrazaheMo Be3y KOXOMOJIOTUje U KBAHTHE KOXOMOJIOTH]E
KOMILJIEKCHUX ['pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTU Ca KOMOMHATOPHUM O0jEeKTHMA

KOJU IOTUYY U3 TEOPHUje CUMETPUYHUX QYHKIU]jA.

3.1 CumerpmuHe QyHKIUjE

Y oBoM moriaaBsmy nmaheMo kKpaTak Operjen neja TEOPUje CUMETPUUHUX
(YHKIMja KOjU je HEOUXOJaH 3a (POopMYJallijy U HOKa3e TBphema y riiaBaMa
4 u 5. Y npeseHranuju cMo ce ociaoHuau Ha Kiure [22, 39, 40, 64] y kojuma

je oBa Teopuja M3J0KeHA Ha MHOIO NeTAJbHUJU U MOTIYHU)JU HAUNH.

OcHOBHEe 0O3HaKe

[Tox napmuyujom

A= (1o, 1)
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moJpa3yMeBaMO HepacTyNu KOHaYaH HW3 HEHETaTUBHUX IeJaux OpojeBa
Lhzl>=z---21;>20.

Bpojesu Ii,...,l;, cy deaosu oBe maprunmuje. Y HACTABKY TEKCTa HAPTUILM]E
hemo yBek o03HAuUaBaTu I'DUKKAM CJOBAMA, a HeHE MeJIoBe oAroBapajyhum
ciroBuMa JgatuHUe. Takobe, kako he HaAM 04 BaKHOCTU OUTU CAMO TO3U-
TUBHU nesoBu maprummja, naprumuje A = (I1,..., ) u X = (I1,...,1,0,...,0)
hemo moumcroBehuBaTu.

3a naprunujy A = (l1,ls, ..., ;) yBomumo cuaenehe o3Hake:
e [(A) =max{s : s # 0} je dymcuna naprunuje A;
o A\ =1l+1l+ -+ je menwcurna naprunuje .

[MapTunujy A Moskemo mpeacTaButu Janzosum 0ujazpamom, KOju moOmjamMo
Tako IWTO y i-TOj BpcTH, 3a 1 < ¢ < [(A\), ca seBa Ha NECHO MOCTABUMO [;

jemuamuaux kBanpartuha (mormemaru ciauky 1).

Cuauxka 1. Janros mujarpam maprunuje A = (4,4,2,1).

Hamomena 48. Y snurtepatypu ce yMecTO Ha3uBa JaHTOB AujarpaM dYecTo

kopuctu u Ha3uB Pepepos mujarpam (Hmp. y [40]).

3a mapturujy A umju ce JaHroB mujarpamM MOKE€ CMECTUTU Y KBAIPaT
k x n, raunuje, yroauko Baxku [(N\) < k u [y < n, numemo A C k X n. Kowjyzam

nmaprunuje A, Koju heMo o3HauyaBaTu ca A\*, nepuHHUCAH je ca

=Wj: =i}
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Huje Temrko mpumeruTu na JaHroB mmjarpam maprtuiije \* modbujaMo Tako
mTo JaHroB mujarpaM mapTUNUje A ITPECIUKAMO CUMETPUYHO y OTHOCY HAa

[JIABHY AWjaroHaJy (HOTJIenaTu CIUKY 2).

Cuauxka 2. 3a naprummjy A = (4,4,2,1) Bazxku A C 5 x4 u \* = (4,3,2,2).

Ha ckyny maprunmja nepunHmcana je pejamuja > ca: A > [ aKO U CaMO

ako je |\ = |p| n 3a cBako i < max{l(\), (1)} Baxwm
Lt =>my 4 +m

Huje temrko mpoBepuTn ma je CKyI mapTUIVja MpPeXRa Yy OTHOCY HaA >.

Ha crkyn maprunmja Ha OpUPOLAH HAUMH MOMKEMO YBECTU W ANAUTUBHY
CTPYKTYPY: @-TU HeO mapTuiuje A + [ jemHakx je 30upy ¢-TOr mesa mapTu-
nuje A\ u (-TOT MeJia MapTUNuje [i.

Pasmorpumo nejcTBo rpyme S, Ha NOJIUMHOMUjAJTHY aarepy Z[xi, ..., Ty
NePUHUCAHO ca: 38 0 € Sy, je 0 - p(x1,...,Tm) = D(Te), - - - To(m)). HomuHOME
KOjU Cy WMHBapPUjaHTHU Y OTHOCY HA OBO JI€JCTBO HA3WMBAMO CUMEMPUYHUM , &
CKYIl CBUX CUMETPUYHUX MTOJUHOMA 1M TPOMEHJBUBUX O3HAUABAMO ca A,,.

[Tocebuo m3mBajamMo ABe Kaace CUMETPUYHUX MOJTUHOMA!

® CAEMEHMAPHU CUMEMPUYHY NOAUHOMY €k, 38 k € N, 3anatu cy ca
€r = E Lig =+ Ly
1<ii<...<ip<m
® KOMNACTVHY CUMEMPUYHY noaunomu hy, 3a k € N, 3amatu cy ca

I<ii<..<igsm
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3ronHO je oBe medmHUIMje TPOMUPUTU U Ha ciaydaj k < 0, u To Ha ciaemehn
HAYUVH:

eo=ho=1 u e, = h, =0 3a k<0.

E.T_[eMeHTapHI/I Y KOMIIJIETH CUMETPUYHU ITIOJIMHOMMU ITOBE3aHU CYy C.T,[eILehI/IM

UIEHTUTETOM, KOjU C€ 4eCcTO Ha3uBa u Fbymuos udewmumem:

(I+eg+es+--+en)(l—hy+hy—--)=1. (3.1.1)
HonatHo, 3a maptumujy A = (ly,...,l;) neduarIIMO
Ex=F€, €, U h/\:hll"'hlk~

3Hauaj moamHOMa €y u h) jacHO je mcka3aH y ciaemehoj Teopemu.

Teopema 49. (OCHOBHA TEOPEMA O CUMETPUYHUM TOJIMHOMUMA )
Cryn noaunoma ey (00nocro hy ), 20e cy \ napmuyuje makee da je ly < m, wuny

adumueny 6asy za N,. Apyeum peuuma,
Ay =Zley, ... en) (00n0cHO Ay = Zhy, . .., hp)).

Hexka je ca A* osmagen ckym xomorenux mosmuOMa cremena k amre6pe A,,.

Tana moxeMo meuHUCATA PECTPUKIN]jE

k. Ak k
Tmat - N — A,
car,—x,3a1l<i<m, uaTy,u1—0, man
E_ 1 k
A" =1limAJ,.
m
Kopumhemem mperxomrHe Teopeme, HHUje TEMKO MOKa3aTU Oa je 3a m > k

IIpeCIrnKaBame Tfn+1 I/ISOMOpCl)I/I38,M.

Iepuaumnuja 50. IupexkTHy CcyMy

A::@Ak

k>0

Ha3UBaMO NPCMEHOM CUMEMPUYHUT PYHKUUIA.
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[Ipcrer cuMmeTpryHUX (YHKIUja MOKE Ce IOCMATPATH Kao I'pamyrcaHa

MOJMHOMUjAJTHA aJaredpa Hag IPeOpPOjuBUM CKYIIOM MPOMEHJ/bUBUX. TadvHuje,
A =Zleg, k>0]=7Zh, k>0,

rae cy e u hy crenena k. Ilpu Tome, 3a mpupomuy mpojernujy m, : A — A,

BaXKU € — e, 3a 1 < k < m, ogrocHo ¢, — 0, 3a k > m.
HTypoBe ¢yurmuje

3a m-TOpPKy HeHeraTwuBHUX Heaux 6pojeBa A = (ly,...,l,) yBomumo cie-
nehu ckpahenu 3anuc

A Im
X - xl ‘..xm-

Ila ducmo medpunucanm Illypose ¢ynrnmje, npBo hemo yBecTu T3B. 0cHO-
ene anmucumempuure gynryuje. 3a naprumujy A = (ly,...,l,) OBU DOJIMHOMU

neprHUCAHU Cy Ha cienehwn HauymH

ay = Z sgn(m) XN,

ﬂ'ESm

: . I
rae sgn(m) o3HavyaBa 3HaK mepMmytTamuje 7, Tj. ay = det(x;])i<ij<m. Cuemu-

jamuo, ako je 6 = (m—1,m —2,...,0), rana je a; Banmepmonnosa merepmu-

HAHTA, Tj.
as = H (x; — ;).
1<i<j<m
Hlyposa ¢ynryuje napTunuje A, Takse ma je [(A) < m, nepunucana je ca
ax+s5

S\ - — .
as

[Ipumerumo na 3a maprtuiujy A, takBy ga je [(A) < m, u 1 <l <k<m
BayKH

(21— x) | det(z7)1<ijems
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na u as | ay. Crnemmjanno, csaka llyposa GyHKIM]ja je TONTMHOM, a HIj€ TEIIKO

3aKbYUYUTHU U M1a J€ Taj TOJUHOM CUMeTpudYaH. Basku u BuUIme:

Teopema 51. Ckyn noaunoma Sy, 3a napmuyuje X maxee da je l[(A) < m, wunu

adumueny 6aszy za A,,.

[ocnenuna oBe TeopeMe je na jenHy amuTuBHY 0a3y 3a AF umme ememenTu,
koje hemo takobe osmauasartu ca s), 3a cBe A Takse na je |\| = k.

Cnenehe nBe mapruruje 6uhe ox 3HAUYAja y HAPEOIHUM Pa3MaTpamUMa

Hapenno tBpheme mokasyje na cy elreMeHTaApPHU U KOMILJIETHU CUMETPUYHA

noJMHOMHU cnenujasgHu ciaydajesu llyposux ¢yuKOUIja.

Tepbeme 52. 3a k > 0 saxnce jeonarxocmu
hp, =8, u e = Sik.

Jenman on riiaBHUX 3amaTaka TeOpPUje CUMETPUUYHUX (DYHKIHMja je mobujame
dopmyna 3a MHOxkewme [llypoBux ¢ymrmuja. Y cunemehem TBpbhemy nemnm-
MuUYHO hemo pemuTu OBaj mpobieM — mpukazaheMo KakKO ce MPOU3BOJHHA
[IIypoBa ¢pyHKIMja MHOXKU €JIeMEHTaAPHUM 1 KOMIJIETHUM CUMETPUYHUM II0JIN-

HOMUMA.

Teopema 53. ([IMJEPUJEBA ®OPMYJIA)

3a napmuyugy X u yeo 6poj k =0 (y anrzebpu \) sancu

s,\ek:E S, U s,\hk:E R

npu wemy je npsa (0pyea) cyma no céum napmuyujama (L Koje ce dobujajy maxo
wmo ce Janzosom dujazpamy 3a A doda k jedunuunuxr keadpamuha, aru maxo oa

HUKOJa 08a HUCY Y UCTO] 8PCMU (KOAOKU).
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[Iperxonua Teopema maje MHOTO BUIle o opMyia 3a MHOKewme [IlypoBux
GyHKIMja eJIeMEeHTapHUM U KOMIIJIETHUM CUMETPUYHUM IOJUHOMUMA — OHA Yy
nornyHoctu onpebyje muokeme lllyposux ¢pyurnuja. Ilpenusnuje, 3a naptu-
mje A u ¢ (jeMHCTBEHO) HPenCTaB/bAmE MOJNNHOMA S)\S, ¥ OOINKY JINHeapHEe
koMbuuanuje [llypoBux ¢ysEmuja Moske ce usBectu u3 [lujepujeBe popmye.
Oso TpuBnmjamso Basxu 3a A = 1¥ m cBe pu. IIpermocraBuMO 3aTO Ja OBO
rBpbheme Bazku 3a cBe naprunuje A takse ga je |N| < k, wam [N| =k u N < A,
U JOKa:EmMO ra 3a A > 1% taxso ma je |A\| = k. Ilo Iujepujesoj popmymn,
npuMmemenoj Ha t :=I(\) <kwu N :=(l; —1,lo—1,...,l; — 1), Basku

Sy = — E Sy + Sxye,

v
U IpU TOMe je v < A\ 3a CBe V KOjU y4eCTBY]y Y IpeTxonHoj cyMu. 1Bpbheme
caza cjJeoy HAa OCHOBY WHAYKTUBHE MPETIOCTABKE.
OBaj meo 3aBpmaBaMo (popMmyriama Koje najy mnpencrtaBipame llypoBux
GYHKIMja TPEKO eJIeMeHTAPHUX, OJHOCHO KOMIIJIETHUX CHUMETPUYHUX IOJIV-
Homa. Hamomenmmo na y aureparypu OBe (oOpMyse YecTO HOCE U HA3UB

Jarobu-Tpyou gopmyae.

Teopema 54. (HAMBEJIUJEBA ®OPMYJIA)

30 napmuuujy A OYICuHe HajeuuLe n 8aNCu

sy =det(hy—iyj)icijen  u  Sxo = det(e;itj)i<ij<n-

Nmajyhu y Bumy oBy Teopemy, y HacTaBKy hemo pamutu y ajredbpu A,
a 3aTUM, Kala je HEOUXOMTHO, CIEINUjaJin30BaTé Opoj mpomeHbuBux. l[lpm
oBoj crnemujanusanuju llypose dyurmmje s, 3a koje je [(\) Behie om Gpoja

NIPOMEHJLUBUX CIUKA]Y Ce y HYIY.
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JanroBu tabsiom n KocTtkmamM OpojeBu

[Ton Janzosum mabaoom mogpasdyMeBaMo IMOMYyHaBame JaHroBOr Oujarpa-
Ma TPUPOTHUM OpOjeBUMMa, TAKBO Ma aKO Ce y MONyHmaBamy IOjaBJbyje Opoj
i+ 1, 3a mero ¢ € N, mojaBmyje ce u 6poj i. 3a Janros tabiio KakeMO
na je noaycmandapoar arko OpOjeBU KOjU ce HaJia3e y UCTUM BpCTaMa YUHE
Heomanajyhe HuszoBe, a OpojeBU KOjuU ce HaJa3e y WCTUM KOJIOHAMAa YWHE,
YUTAHO OJ03r0 HaJOJIe, pacTyhe HU3OBE.

[Tonx obaukrom JanroBor Tabimoa moapasyMeBaMo MAPTUIX]Y OaroBapajyher
Janrosor mujarpama, a mom mexcurom eneMeHt p = (Mm;)en, TAe je m; 6poj

nojaB/uBama 6poja i y oBoM Tabioy (morienatu Cauky 3).

’U\»Jkl\ar—l
e

Cmura 3. Ionycranmapnan Jauros tabmo obnuka A = (4,4,2,1) u rexxune p = (1,3,2,4,1).

Kocmxun bpoj, y oznamm K, je 6poj nomycragnapaaux Jarrosux tabiaoa
00NUKa \ 1 TERKUHE L.
3uauaj Koctruaux 6pojeBa oraena ce y caenehem tBphemy, Koje ce yecTo

y3uma u 3a nepununujy Koctkuamx 6pojesa.

Teopema 55. 3a napmuyujy p saxnce caedehe jednarocmu:
h, = Z Kyusn u e, = Z K55
[A =]l B
OsBa Teopema ce Moke uckazaru u Ha cienehu Hauun: KocTtruawm O6pojeBu
upHe Marpuly npesacka ca 6aze {s) : [(A\) < m} = {sy» : [; < m} Ha Ga3zy
{ex : I < m}. Ilpumerumo na cy emementu oBe Marpure K camo om Ky,

3a KOje Cy U A\ U [ TmapTuiuje, ma ce MOyKe HOMUCIUTHU 1a HA OBAj HAUUH
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Hucy nedpunucanu csu Koctkuau 6pojesu. Mebyrum, ako 3a Tewuny p ca pf
03HAUMMO (jeqUMHCTBEHY) MapTUIU]y Koja ce Nobuja mepMyTOBaHmEeM KOODIU-
HaTa OX [, oHma Baxu Ky, = K, na cy tBphemem 55 3amcra nepuHucanmd
cBu KocTrunu 6pojeBu.

N3 nepumuunuje KoctkuHrx OpojeBa HUje TEIKO AOKA3aTH Aa je MATPUIA
K nmome-tpoyraona ca jeouHMIIAMAa HA TJIABHO] AujaroHasu (y OITHOCY HA
nopeak >, NOMYHEH [0 HEKOT JIMHeAapHOr mopeTka). Taunuje, Basku cienehie

TBpbheme.

Tepbeme 56. 3a napmuyuje X u p saxncu Ky, # 0 axo u camo axo je X > .

Taxohe, Ky, = 1.

Y rnaBu 5 nmeraJsbHUje hemo pazmarpartu ocobuHe KocTkuHuUx OpojeBa u
IpUKa3aTu KaKO ce OBU OpPOjeBU IMPUPOIHO MOjaBBY]y Y APYTUM obJIacTUMa

MaTeMaTHKe.

JIntasyn-Puuapanconosu OpojeBu

Heka cy A\ u p maprumnuje takBe na je JaHro tabio mapTuiyje [ MMOI-
ckyn JanroBor Ttabisioa mapTuiuje A\, Tj. TakBe Ia 3a CBe 1 BaKW l; > m;.
Tana xocu dujazpam A/p neduHUIIEMO KAO pa3iUKy JaHrOBOI Aujarpama 3a
A u p. Iox nosycmandaporum kocum mabaoom TOAPAZYMEBAMO IOIYHa-
Bame OBOI AujarpaMa Koje 3a40BOJhaBa MCTE yCJIOBE KAaO U Y CIydajy MOTY-
cranmapaaux Janrosux tabmoa. Tarobe, csakom (momycrammapmHoM) KO-
coM TabJyIoy MOKEMO NOAEJIUTU pPed Koja ce nobuja Tako IITO OL03T0 HALOJe
HaJIOBe3yjeMo OOpHYT canp:kaj BpcTa (caigpskaj ce umTa ca AeCHa Ha JIeBO).
3a IpUIpY:KEeHY ped KaskeMo na je Jamamywujeea ako 3a CBAKO ¢ M OUIO KOjU
MMOYETHU NeO0 Peur BasKU na ce Opoj ¢ He TMojaBsbyje Mame myTa Hero o0poj ¢+ 1

(mornematu cauky 4).
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4]

Cuanuxa 4. Ionycranmapaas kocu tabno obauka A/, raoe je A = (4,4,2,1) u p= (2,1, 1),

rexxune v = (3,2,1,1), unja je peu 1122134 Jamamyuujesa.

Jumasyo-Puvapdconos bpoj (koefuyujenm), y oszHann 5,s Je Opoj mouy-
CcTaHIapAHUX KOocuX Tabioa obIMKA V/[L 1 TEKUHE \ 3a KOje je IpUIpy:KeHa
peu JamamyuwnjeBa. Y KOIUKO V/[ HUje mepunucas, Gpoj 5, jemak je 0.

AnrepnatuBHa medpuHUIMja, & U MOTHUBAIMja 3a yBoheme oBux Opojesa,

canpskaHa je y caenehem tBpbhemy.

Teopema 57. (JIUTIBY I-PUYAPICOHOBO IIPABUJIO)
3a napmuyuje X\ u (L 8axicU

_ v
S)\S, = E X v

[W[=IAl+]p

v

", (mTo yommTe

Tpusnjanua nocreauna osor TBphema je na je 5, = ¢
HUje jacHO u3 neduuunuje). Bume napopmanuja o Jlurnsyn-Pruuapnconosum

opojeBuma mahemMo y HacTaBKy OBe IJIaBe KaO U y TJIaBU O.

3.2 IllyGepToB pauyH 3a Z-KOXOMOJIOTH]Y

KoMIIeKkcHuX I'pacMmaHujana

Y oBowMm norsasiy npesdentroBahemo IllybepToB pauyH 3a Z-KOXOMOJIOTU]Y
KOMIUIEKCHIX ['pacManujana, koju je uzseo Epcman y [19].

Hexa je n,k € N, V := C""* u kommnerna 3acrasa

O=VycVic---CcViC---CVppu=V.
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3a naprunujy A = (ly,...,lx), TakBy ma jen =1y > --- =l > 0, lllybepmosa

heauja (mamensuje 2(nk — |\|)) nepunucana je ca
O ={W € Gpn(C) : dm(WnNV;)=iarko jen+i—1; <j<n+i—1Il}
3arBopeme X) oBe henuje maszua ce Illybepmos sapujemem m Basku
Xy =AW € G n(C) : dim(W N V,piy,) =0, 1 <<k}

[IIy6eprose henuje Ha Gy, (C) mepunnmy crpyrrypy CW-rommiekca, IOk
[Toenrkapeosu nyanu ly6eproBux Bapujerera, y o3Hamu oy = |[X,|*, ompe-
byjy amurusry crpykrypy roxomomnoruje H*(Gy,(C);Z). Knace o) nasusa-

hemo Ilybepmosum raacama.

Teopema 58. Ckyn
Ypni={or : ATk xn}

je adumuena 6aza koromonoeuje H* (G, (C); Z).

ITo oBoj Teopemm, ma Gucmo normyHo onucanu anredpy H*(Gy,(C);Z)
JIOBOJLHO je OIMcaTy MHOXKEHEe eJeMeHaTa CKyla Yy ,. lIpe cBera, Huje Temko
onpeauTy (KOXOMOJIOUIKE) MIPOU3BOIE Oy - 0 U 0y - 0;. OHO ITO je KIbYYHO 3a
HACTaBaK TEKCTa je Oa cy oBe (opMmyJie y MOTIYHOCTU aHAJOIHE OHUMAa KOje
cmo umadam 3a lllypose ¢yrEIHTjC.

3a maprunujy A, TakBy ma je l; > n wuau [(\) > k, nepunumemo oy := 0.

Teopema 59. ([IMJEPUJEBA $OPMYJIA)

3a napmuyujy A\ u yeo 6pojl = 0 saxncu

gy 01l = E Oy U 0')\'0'1:2 O,y

npu wemy je npsa (0pyea) cyma no céum napmuyujama (L Koje ce dobujajy maxo
wmo ce Janeogom dujazpamy 3a A doda | jedunuunur xeadpamuha, asu maxo 0a

HUKOJa 08a HUCY Y UCTMOJ 8PCMU (KOAOKU).
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Rao y cayuajy llypoBux ¢pyHEIMja, IPETXOTHIM GOPMYyIaMa je Y HOTILY-

voctu onpebheno muOkeme IllybeproBux kiaca, Tj. Baku ciaemehe tBpbheme.
Teopema 60. IIpecaurasame

Gt A = H* (G (C); Z)
roje Lllyposoj pynruuju sy dodemyje oy je cypjekmueHu MOpPHuU3am NpPCmena.

OBo TBpheme ycmocraBma KeheHYy Be3y uaMelDy Teopuje CUMETPUYHUX
¢yuknuja u [lybeproBor pauyHa 3a KOXOMOJIOTH]Y KOMIJIEKCHUX [ pacMaHu-
jama. Mameby octasor, oHO HaM TOBOpPU KAaKO UAEHTUTETE MOOUjeHe 3a Cu-
MEeTPUYHE MOJUHOME MOYKEMO ,,IPEBOAUTN’ Y WUACHTUTETE Yy KOXOMOJIOTUjU

koMmmaekcHux ['pacmanujana. Crernujasauo, n3 treopeme 57 mobujamo:

Teopema 61. (JIUTIBYI-PUYAPACOHOBO NTPABUJIO)
36 napmuyuje X u [ 8anCy
Ox 0, = Z CKMJ,,.
v =[Al+ |l

Y ranaBu 2 onuc anrebpe H*(Gy,(C);Z) namn cmo ropumhemem Yepro-
BUX Kiaca ¢;, 1 < i < k, TayTOJNOMKOr BEKTOPCKOr paciojema HaL Gy, (C).
Besza m3meDy oBor ommca m ommca JaTtor TeopeMoM 58 yCHOCTaBba Ce U3
jemHarKoCTH!

o= (—1)'c, 1<i<k.

Ynopebusamem popmyna (3.1.1) u (2.2.5), uz Teopeme 60 3akmyuyjemo na
je 0, = ¢, 3a i > 1. Ocum Tora, teopeme 54 u 60 majy HAM PopMmyie KOjuM
ce nmpom3BosHa [IlybeproBa Ki1aca mpencraBba IPeKO YepHOBUX U OyaJTHUX

UYepuoBux kaaca (mompasymeBamo na je ¢; = ¢ =0 3a i < 0).

Teopema 62. (HAMBEJIUJEBA ®OPMYJIA)

3a napmuuujy A oyacune najsuuie m 8ancu
— A
o = det(C—ipj)icijem U ox = (=1) det(cy—itj)1<ij<m-
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Konauno, 3a maprunujy 4 TakBy na je k > mq = --- > my > 0, u3 apyre

jemnakoctu teopeme 55 (mocmarpane y Ag) u teopeme 60 mobujamo
Crmy g+ Cmy = (—1)"“‘| Z Ko (3.2.1)
)

KRako je KocTtruna maTpuma mome-TpoyraoHa ca jeAWHUIIaMa Ha TJIaBHOj IU-

jaroHaJizt, Ha OCHOBY NPETXOMHOTr maeHTuTeTa (3a maprunuje p C nx k) Baku:

Teopema 63. Crkyn

Bin=Acm, - Cm : 0<I<n, 1 <my,...,my <k}

={c" o+ ap <n}
wunu adumueny 6azy xoromonozuje H* (G, (C);Z).

KomenTap 64. Y [14] YepH je passuo llly6eproB pauyh 3a Zy-KOXOMOJIOTHU]Y
peanHux l'pacManujana, KOju je BeOMa CIWYAH PAUYYHY KOjU je MPUKa3aH Yy

OBOM IIOTJIaBJbY.

KomenTap 65. IllyGepros pauyH 3a (CBe) KOMIIEKCHE MHOTOCTPYKOCTHU 3a-
craBa mar je y [25]. WMnak, om moceGHOr mHTepeca, mpe cBera y KOMOU-
HATOPUIU, je CJIyda] KOMIIEKCHUX MHOTOCTPYKOCTU KOMIIJIETHUX 3aCTaBa.
[IIyb6epToB pauyH y oBOM ciayd4ajy 3acHUBa ce Ha (popmysm aHasoruoj Iluje-

2

pujeBoj, t3B. Monkosoj gopmysu (noraemaru [45]), nok ,ymnory” Illyposux

¢yurnuja ysumajy [lyGeprosu nomunomu (mornenaru [40]).

3.3 IllyGepToB pauyH 3a MaJly KBAHTHY

KOXOMOJIOTHjy KoMILJIekcHUX I'pacmaHujana

Iy6epToB pauyH 3a MaJy KBaHTHY KoxomoJiorujy ['pacmanujana m3Besnu

cy Beprpam (y [6]) n Kockyn (y [16]).
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Y oBoMm moraaBmy maheMo KparTak mperjena pe3yiaTara O KBAHTHO] KO-
xomoustoruju ['pacmanujana. [Ipu Tome 3aap:kahemo ce MCKBYUIMBO HA OBOM
CIIENVjAJTHOM CJyYajy — 3HATHO JAETAJLHUJU U ONIITUjU TPETMaH KBAHTHE KO-
xomosoruje u I'pomos-BurenoBux maBapujantu moxe ce npouahwu y [42].

Mauy kBanTHY KOXOMoiorujy I'pacmanose mrorocrpykoctu Gy, (C) o3na-
gaBaMmo ca QH*(Gyp;Z). ADuTuBHA CTPYKTypa OBe alredbpe KOHCTPYWUIIE ce
Ha OCHOBY amururuBHe cTpykrype H*(Gy,(C);Z). Hamme, QH*(Gpn,;Z) je
rpanyucasa aJjrebpa HaJ I'DaIyUCAHUM NPCTEHOM Zlg], mpu uemy je |q| =
n+ k, koja je usomoppua (rao Zg]-monyin) ca H*(Gg,(C);Z) ®z Zlg]. Camum
TUM, Y3 O3HAKe Ka0 y MOTJaBhby 3.2, kiaace o) ® 1 ymHe anuTwuBHY 0a3y 3a
QH*(Gin;Z). Ose runace Hazusahemo Illybepmosum n o3nauaBaty ckpaheno

Ca O).

Teopema 66. Cryn
Grn={or: ATk xn},

je adumuena 6asa (nad Zq]) anzebpe QH*(Gyn; Z).

ITpema oBOj Teopemu, ma 6ucmo onucanu anredbpy QH*(G,;7Z) 1OBOBHO
je yrBpautu ¢opmyiie 3a MHOKeHme y 0a3u Sy .

YBenumo Hexonuko mojmosa. Heka je X := Gy, (C). Cmenen panmonane
kpuse f : P! — PV jemmar je 6pojy Tauaka y MHBEP3HO] CIMIU XUIEPPABHU
y ommreMm monoxajy y PV mpu f. Cremen pammonamme kpuse f : P! — X
je crenen kpuBe mobujene rommosunujoMm [ u I[lamkepoBor yramama X —
P (/\]€ (C"Jfk). Heka cy A\, p u v maptunuje u3z k X n n d > 0 neo 6poj TakaB
na je |A + |p + |v| = kn+d(n+ k). Tana je I'pomos-Bumenosa uneapujarnma
cmenena d, y o3Hauu (\, @, V), neduHrCaHA KAO OpOj PAIMOHAJIHUX KPUBUX
crenerna d ma X, pauyHaTHX 10 Ha ayToMopdusam ox P!, koje ceky cBarm on
O\(F), Q,(G) u Q,(H), 3a kommerre 3acraBe F, G u H y onmreM HOIOXA]y.

Tarobe, ako je |A| + |u| + |v| # kn + d(n + k), nedurmmenmo (A, u,v)y = 0.
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Muoxkewe y QH*(Gn; Z) nepunucaso je ca
o\ O, = Z Z g\, vV a0, (3.3.1)
d>0 vCkxn
rae 3a v = (ny,ng,...,ng) gepuaumenmo vV = (n—ng,n—ng_1,...,n—n1). Pyan
u Tuan cy y [60] nokazanu na je Ha oBaj HAUMH NEePUHUCAHA ACOLU)ATUBHA
omepanuja, Tj. ga je QH* (G n;Z) npcren.

Mama kBaHTHa KOXOMOJIOruja je defopmayuje knacuane. Hamme, npecin-
kaBawe QH*(Grn;Z)/(q) — H*(Grn(C);Z), nanykoBano ca oy — 0y, je u30-
moppuzam. Jlakne, 3amenom ¢ = 0 y upenturer auredbpe QH*(Gg,;7Z) no-
bujamo mnenturer anrebpe H*(Gj,(C);Z). Cnemujanno, 3amenom g = 0 y
nnenrurery (3.3.1) nobujamo nmeHTUTET U3 TeopeMme 61, ma caMUM TUM BasKu
K= (A 1, v )o.

Onpebusame 6pojesa (A, i, V), je BeoMa TEIKO, MTO Ce MOKE HACIYTUTU
U Ha OCHOBY ne¢uHunuje. Mako je mo3maT KOMOMHATOPHU ONMC OBUX OpojeBa
(y onucy ce kopucre 138. Mondpujanosu mabaou — noraenaru [16]), jour yBek
IIOCTOjU MHOT'O OTBOPEHUX NUTAHKa BEe3aHUX 3a HBHUX. JeoHo oI TUX NUTama je
onpebuBame cBux O6pojeBa d, Tj. cTeneHa OX ¢, KOJU Ce MOjaBJbYyjy Yy TOPHEM
n3pasy 3a A u p (morsmenaru [10, 23, 67]).

IIy6epros pauyn 3a anrebpy QH*(Gk,;7Z) 3anouer je y [6], rme cy go-

bujene popMmyie caImMUHE OHMMa y TeopeMama H9 m 62.

Teopema 67. (KBAHTHA [IMJEPMIEBA ®OPMVYJIA)

Aro je NCkxn, A= (li,lo,...,lx) up <n, mada y QH* (G n; Z) saxncu

ax-ap:20u+q20,,

20€e je mpea cyma no ceum napmuyujama = (my,...,mg) maxeum oa je |p| =
AN +pun=mi =2l =2me>le > = my >k, a 0pyea no ceum napmuyujama
v=(ni,...,n;) makeum da je [v|=|A+p—-n—kulij—12n=2lL—-1>2---2>
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[IpBa cyma y 0BOj Teopemu je (HApaBHO) MCTa KAO CyMa KOja Ce MojaBibyje
y TeopeMm 59, caMO je yCJIOB IO KOME Ce CyMUpa 3aluicaH ajredapcku, a He
KOMOWHATOPHO.

Hanomenumo na, kao u y ciayuajy (kaacuusne) koxomousoruje, [Tujepujesa
dopmyrna y normysoctu onpebyje muoxkeme y anrebpu QH* (G Z).

UepnoBy kmacy ¢; ® 1, 1 < i < k, ckpaheno hemo o3navaBatu ca ¢;. Y
cienehem TBphemy najemo kBaHTHY Bep3ujy bambenujee popmyne. IIpume-
TUMO & y OBOM CJyuajy HeMa nepopmanuje y onHocy Ha (kaacuuny) bambe-

IujeBy OpMYILy.

Teopema 68. (KBAHTHA DHAMBEJIMJEBA ®OPMYJIA)

3a napmuyujy X 0yrcune najeuuie n 8axicu
oxe = (=) det(cr, 1) 1< j<n-
Teopema 69. Ckyn
Qo ={Cmy - Cmy, 1 0TI, 1<y, ,my < k}
wunu adumueny 6azy (wad Z[q]) anzebpe QH* (Gyn:Z).

Ha ocuoBy Teopeme 66, 3a mapruuujy i = (mq,...,m;) 3a kojy je my < k,

IIOCTOj€e jeIUMHCTBEeHU OpojeBu KA;L” TAKBU Oa BayKU cJieneha jemHaKOCT:

Cs Gy oy = (=D)MY Y Ko (3.3.2)

m>0 A =||—m(n-+k)

Bpojesu K/I\cu" Ha3uBajy ce keawmuu Kocmxunu b6pojesu, a ysenenu cy y [7].

Hamnomena 70. Y [7] ksantau Kocrruau 6pojeBu 03HAYEHU CYy HA IPYTauuju
waund. Jla Oucmo uzberau moryhaocT 3abyHe, HAMOMEHMMO Oda he y OBOM

pany ca KI;#" OUTHU O3HAYEH OPOj Ké\u(n,k) u3 [7].
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Hanomena 71. 3amenom ¢ = 0 npenrurer (3.3.2) mocraje naerrurer (3.2.1).
Camum tum, ako je l[(p) <n um =0 Baku Kfun =K,,, nau
K)\,u,v |>\| = |N/|

k
KA;L" =
0, wmaaue

3a pasiuky om Teopeme HH, y KOjOj ceé Ha jeaTHOCTABAH HAUMH ITOKA3yje
eKBUBAJICHIIA]a ,KOMOuMHATOpHE” 1 ,anrebapcke” nedununuje (KIaCUUYHUX )
Koctrurux OpojeBa, y ciaydajy KBaHTHUX KocTkuHUX OpojeBa OBO je 3HATHO
TeKEe YUYMHUTU. 34 MOYETaK YBEIUMO HEKOJIUKO IOjMOBA.

[Mox (k+n)-pamom y obauky xyxe' maprunuje A noapaszymeBamo ,noBe3an”
ckyn on k + n jenuHWYHMX KBangpatmha y oarosapajyhem JanroBom nuja-
rpaMy, aJu TakaB Ia He CaAp:KU KBaapatT 2X 2 (CKyN je IMHUYHUX KBaapartuha
Janrosor mujarpama je ,,loBe3aH’ YKOJHMKO je CKYIl KOju ce mobuja m3darm-
BameM TeMeHa OBUX kBanpartuha mosesan). 3a (k + n)-pam y oBauKy Kyke
O \ KakeMO na je 00380.eH aKO H-erOBUM yRJIamameM nqobujaMo JaHros mu-
jarpam Heke maprunuje (moriemaTu CAUKY 5). Y HAcTaBKy e HAC 3aHUMATU
caMO MO3BOJAEHU PAMOBU y OOJUKY KyKe, TAkKO na heMo ped ,, J03BOJHEH’

n30CTaBJ/baTU, a IOAPA3yMeEeBaTHU.

Cmura 5. Ilo3Bomen (11€B0) u HEMO3BOMEH (IeCHO) 9-paM y OBIMKYy KykKe mapTuluje

A=1(4,3,3,1,1,1), upu uemy je k=4 un=>5.

HTupuna (k+n)-pama y obnury kyke R, y osuamu width(R), je 6poj KomoHA

JanroBor mmjarpamMa ca Kojuma mMa HempasaH npecek. lame, ako je u C kxn

Lim hook (enr.)
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naprunuja nobujena onx maprunuje A = (I, [y, ...), Koja 3amoBomasa l; < n,
y3aCTOmHUM ykiaamameM (k + n)-pamoBa y obauky kyke Ry, Rs, ..., R, Heka
je e(A/) i= (=1)El-width(R),

Aro A\ Z k x n, y anrebpu QH*(Gn;Z) ve Mopa na Baxku oy = 0. Y [7]
je moraszana cneneha ¢opMmyna KOjoM ce OBakBU 0y MOry npeactaButu y Sy,
1 KOja je KJbyUHa 3a nobujame KOMOMHATOPHOT ONMKUCA KBAHTHUX KOCTKMHUX

OpojeBa.

Teopema 72. (AJITOPUTAM 3A YKJIAHAIBE PAMA Y OBJIMKY KYKE)

Hexa je A = (Iy,1s, ..., ls) napmuyuja.

(a) Axo A cadpacu (k+ n)-pam y obauky xyke xoju Huje 00360.mEH, UAU AKO j€

lky1 >0, a A ne cadpacu (k + n)-pam y obaury xyxe, mada je oy = 0.

(6) Axo je napmuuuja p dobujena ykaamawem (dozeomenoe) (k + n)-pama y

obauxy xyxe R uz A\, mada je oy = (—1)"*“”'dth(R)q0M.

Kao mpBa mocnemumia oBor aaroputMa je cieneha dopmyna y K0joj cy
kBaHTHU KocTkuHM GpojeBu m3paskeHu npero (kiaacuunux) KocTruHux Gpo-
jea. Hawmwme, 3a maprunmje A C k X n u v, takse ga je |v| = |\ +m(k+n),
BayKU

KV = e(p/N Ko, (3.3.3)
rae je cyma mo maprunujama p = (rq,r,...), TAKBUM Ia je 7] < N U KOje ce
nobujajy ox A momasameM m (k + n)-pamMoBa y OOIHKY KyKe.

Bparumo ce ma koMOuHATOpPHM OmMC KBAaHTHUX KRocTkuunmx OpojeBa. 3a
naprunujy v C k X n o3HaunMo ca v[m| naptunmjy nobujeny o v mI0naBameM
m nyta 1o (k+ n)-pam y OOJIUKY KyKe, ajli TAKO & CBAKU [OYUIE Y MPBOj
KOJIOHU 1 3aBpInaBa ce y n-1oj (mornenaru caury 6). [Ipumernmo ma 3a cBaku
OOOaTU paM BaKW [a Ce BUCWHA HAJHWKED W HAJBUIIEr TOJATOT jeIMHUYHOT

KBaJparmnha pas3iukyje 3a k.
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Ciuka 6. Jauros mmjarpam maprummje v[2], npu vemy je v = (3,2,1,1) m k=n =5.

Heka je \ maprunuja TakBa ma je [y < n. 3a moaycrangapaaH JaHroB
TabJa0 OOJMKA A KaKeMO na je npasusaH aKo 3a CBAKO p > 1 BaKU: akKo je
6poj i ynucaun y kBaaparuh y npsoj konouu u (k + p)-Toj BpcTH, Tama je y

KBanapaTuh y k-TOj KOJIOHW M P-TOj BPCTU ymucaH Opoj He Behwu ox i.

Teopema 73. 3a napmuyuje pn u X C k X n maxse da je my < n u |u] = [N +
m(n+k), sa nexom = 0, 6poj Kf\“l;" JjeoHax je bpojy NpasuAHUT NOAYCNAHIAPOHUL
Janzosuzr mabaoa obauka A\[m| u mexwcune p.

Ha xpajy morsmasma gahemo jom jeman omnwnc anrebpe QH*(Gyn;Z), Koju
je canuan Bopenosom omucy anrebpe H*(Gy,(C);Z).

Y [63] Cubept n Tran nokazanu cy na BasKu
QH (Grn; Z) = Zlq)[c1, - - - k) /Oy (3.3.4)

rae je Opn = (Opits -y Onik1,0nsk + (—1)%q). Tpu Tome, momunomu o, ce
Mory mooutu Ha cienehm HauymH: ako mepuHumemo na je o, =0 3a r < 0 u

oo =1, Taga 3a r > 1 Baxkn

k
o == ¢iorj. (3.3.5)
j=1

HapaBuo, oBa medpumHHMIIja je y CKJIaLy ca HPETXOOHUM, Tj. 3a 1 < 7 < n

MMOJIMHOM 0, jemHak je oaroapajyhoj IllybeproBoj rmacu.

KomenrTap 74. lllyGepToB pauyH u3BeneH je U 3a MaJly KBAHTHY KOXOMOJIO-

rujy MHOrOCTpyKocTu 3acraBa (morsemaru [11, 15, 20]).
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I'VIABA 4

I'PEBHEPOBE BA3E 3A 'PACMAHOBE

MHOI'OCTPYROCTU

Y oBoj rmaBu koHcTpyucahemo ['pebOHepoBe 06aze 3a mmeasie KOju, IO
pe3yiararuMa HaBeIEHUM y TJaBU 2, HePUHUIIY KOXOMOJIOTUje PEAJHUX U
koMIiekcHuX ['pacmanujana. lobujenu pesyntatu omoryhyjy 6osme pasy-
MEBalhe OBUX KOXOMOJIOTUja U y MOTIYHOCTU oapelyjy MHOKeme y Oa3ama
By u Qg (mornenmaru ruasy 3). Jlasse mpumene oBux pesyiarara gahemo y
rJIaBm 5 OBOT pana.

Texrct rnaBe opranu3oBaH je Ha ciaenehu maumu. I[lornasme 4.1 mpencra-
BJba 0a3y meie riase. Y HEMy Cy yBeIeHe HEONXOJHE O3HAaKe M HOKA3aHa
tBphema koja he, y3 HesHarHe MoauduKanuje, OUTU KOPUMINEHA Y OCTAJIUM
nejoBuMa OBe ryaBe. Y moraaBmpuMa 4.2-4.5 matm Cy TJIaBHU PeE3yJITATHU
OBe TJaBe: y morjaasiby 4.2 KOHCTpyHCaHe Cy MUHUMAaJIHe jake |'peOHepoBe
Da3e 3a Z-KOXOMOJIOTHjY KOMIUIeKCHUX ['pacmanmjana, y noraasiy 4.3 peny-
roBaHe ['peOHepoBe Daze 3a Zy-KOXOMOJIOTU]Y peasHUX |'pacManujana, a y
noryaBiy 4.4 muHUMadHe jake ['pebuepoBe Oa3e 3a Majy KBAHTHY KOXO-
MOJIOTU]y KoMmIekcHuX |'pacmanujana. Ha oBaj HauuwH yommTeHU Cy OIrO-

Bapajyhu pesynratu u3 [46, 51, 52, 56] u morazana npernocraska 113 u3 [55].
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Csa tBpbhema gara y oBOj riase msno:xkeHa cy y panosuma [53] u [54].

4.1 O3smake m yBomHa TBphema

3a a,b € 7 6uHOMHU KOeDUIjeHT (Z) neprHUCAH je ca

ala—1)---(a—b+1) b0

a\ b! ’

0, b<0

Henmocpenso ce mpoBepaBa ma 3a cBe a,b € 7 Baxku

(Z:D i (agl) = (b) (4.1.1)

Kao U
aKo je (Z) #0, rana je a > b umu a < —1. (4.1.2)
Herka je me Nu f; = (1,0,...,0), fo =(0,1,0,...,0), ..., fru=1(0,...,0,1)
BeKTOpU crammapaHe G6asze mpocropa Z™, kao u fo = (0,0,...,0) € Z™. 3a

M~-TOPKY A Ieaux OpojeBa nepmHUIUMO cienehe m-Topke meanx OpojeBa

mobujene onq A (3a 0 < i< j<m):
.)\i’j:)\—Ffi—i‘fjI/I)\i,j:)\—fi—fj.

Ba k > 2, k-topry o = (a1,as,...,a;) u (k—1)-topry = (ma,...,my) neaux
OpojeBa Heka je:

k

k k k
o lof =) aj llaf == jajw |ul = my, |ull = (G — Dmy;
j=1 j=1 Jj=2

=2
k k
o o)y = (ZFH U~ L m]>, 2<t <k
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k

o lop) = Tlew sl

t=2
(el = u B .
Ha npumep, [a, ply = " . Tarobe, [, 0] = [a1,aq,...,a;], nae je ca 0
1
o3HaueH Hysia BekTop y ZF71 a ca [ay,as,...,a;] MynTUHROMUjaIEN KOepuT-
jeHT [Cl1, as, . .. ’ak] _ [a] — (a1+a2;---+ak) (a2+;jak) . (ak;:jrlak)_

Hamomena 75. Cuyuaj k = 1 je mossomen. Tama p mopa Outu ) u Basku

lu| = ||p]| =0, kao u [, u] =1 3a cBako a = (ay).

Hamnomena 76. [Ipuverumo na je (k—1)-topka p = (me,. .., my) UHIEKCUpaHA
opojeBuma on 2 no k, a He oxm 1 mo k—1. Pasmor 3a oBo mocraje jacaH yBUIOM

y TBpbheme 81.

Hamomena 77. Y cunyuajy na je k-Topka o yjemHO U mapTunuja, JeGUHUALN]A

|a| momymapa ce ca 03HAKOM yBEIEHOM y ryiaBu 3.

JIlema 78. Axo cy k-mopka o = (aq,...,a;) u (k — 1)-mopxa p = (ma,...,my)

HEHE2AMUBHUT Ueaur bpojesa makee 0a eaxcu o, | # 0, maoda je |a] < || uau

k k
sa cee 2 <t <k eamcu Y5 a; =)0 my.
Jokas. IIpernocrasumo na Basku |« > |p]. Kopumhemem maremaruuke unmy-

k

kmuje o t nokazahemo ma je Zk a; = Zj:t m;j, 3a cse 2 <t < k. Kako je

(=) o

u|a|—|p| =0, mo (4.1.2) je |a| — |p| = a1, a camum TuMm 1 Z?:Q aj; > 2?22 m;.

. k k
[IpernocTasumo canma ma je » ., a; > Y ., M; 33 HEKO ¢ TAKBO Ja BaKW

j=t
: k k k
2<t< k-1 Karo je [a,ult11 # 0 m Zj:t aj = Zj:tmj > Zj:t—i—l mj, A3
: k k k
(4.1.2) zakmyuyjemo na Bamm ), a; — ) ., My = . Laxae, 35, a5 >
Z;?:t +1Mj, 9UMe je TOKa3 3aBPIICH. H
[Ipe popmynamuje caenehie neme marmacumo ma je 3a (k — 1)-Topry p =

(mg,m3,...,my), O HamO] mepuHUOUjU, ' = (Mo, M3,...,Mir1 + 1,...,my),
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1 <i< k-1, u cmuno 3a I, p, p;, urn. Ha npumep, (k — 1)-Topra u?

jemnaka je (mo,ms+1,...,my), a ve (mg+ 1,mg, ..., my).
Jlema 79. Hexa je o« = (ay,aq, . .., ax) k-mopka yeauz bpojesa, a jp = (mq, ..., my)
(k — 1)-mopxra nenezamusnuz yeaux bpojesa.
a) 3a1<i<j<k—2eanu
[, 1] = —[ov, ] + [, =M o+ [, 1.
6) 3al1<i<k—1 samu
v, 171 = e, 1+ e, 1.

Loxas. Heka je 1 <i<j < k—1. [lo nedpunnmmju je 3a 2 <t < k

ij a1+ ag+-+ag —myg— - —my — 0
[Oé7/“L7]t: )
at—1
2, t<i+1
roe je 0, = 1, i+2<t<j+1 . Cinuno, 3a t # i+ 1 Baxn
0, t>7+1
j at,1+at—|—-~-+ak—mt—---—mk—ét
[aia”]t: )
at—1
a caMUM TUM U
[, ™), = [, )y,  3at#i+1. (4.1.3)

Capna, kopumhemem popmyie (4.1.1) nobujamo

[, Mi’j]z‘ﬂ + [ou, Mj]z‘+1 = [a7ﬂj]i+17 (4.1.4)
jep je JieBa cTpaHa OBe jeTHAKOCTU jeTHaKa

(ai+"'+ak_mi+l_"'_mk_Q)_I_(ai+"'+ak_mi+l_"'_mk:_2)
a; a; — 1 ’
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a mecHa
(ai+"'+ak_mi+1_"'_mk_l)

a;
a) Y 0BOM Cilyuajy, CJIMUYHO Kao 3a jemHakoctu (4.1.3) u (4.1.4), mory ce

mokrasaTu caenehm mpmenTuTeTU:

[, 1]y = [, p =, sat g {i+1,5+2}; (4.1.5)

o, =M = g, e, sat #5412 (4.1.6)
[, 1 ]in = Jo, = i (4.1.7)
(4.1.8)

N
[a—
oo

[aiu Mj]j+2 = [O‘a Mi_l’j+1]j+2 + [Oéj+1’l~bi_l]j+2~

Kopumhemwem nnenrurera (4.1.3)—(4.1.8) mobujamo

k k
la, ] = H o, f ’] Ji = la M ]z+1 H v, 1]
t=2 t=2
t#i+1
k
- ( [oz“,u }H—l + [Oé % ]i—i—l) H [0527M ]t
it
k k
- H[O‘w:u i+ [o, = H [, ]
t=2 =2
tAi+1
k
= _[azv 2 ] + [O‘zuu ]]4—2 H [a/,,ul_l’ﬂ_l]
4712

k
_ —[ocl-,,uj]—k ([a,ﬂi_l’j+1]J+2+[Oé]+1, — J+2 H z 1]+1

t 2

= —[ov, (7] + [a, =) + [agjn, 1.

6) CamuHo Kao y HPETXOMHOM ey mokasa, 3a 1 < i < k — 1 mory ce

NIOKa3aTu caenenhu moeHTUTETU:

[, 1F 74y = [, ™Y, 3a t # i+ 1; (4.1.9)

o, ¥ Min = [aw, 1. (4.1.10)
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Kopumhemem nnenrurera (4.1.3)—(4.1.4) u (4.1.9)—(4.1.10) mobujamo

k k
v, 1] = H[%/f’k*l]t = [or, " Higr - H [, 71
2

t=2 t=
t#it+1
k
= (—[Oéi,/ik_l]iﬂ + [047Hk_1]z’+1) : H [@i>ﬂk_1]t
it
- _[aia /’Lk_l] + [ak)ui_1]7
uuMe je ITOKa3 3aBPIICH. []

[IpumeTumo ma mesmoBe a) u 6) IPETXOMHE JieMe MOKEMO OOjeJUHUTH Yy

popmyy
[O‘a :um] = _[aiv :uj] + [aj-i-lv Mi_l] + [Oz, :ui_l’j-i_l}v 3 1<1<) < k— L,

y3 KoHBeHNujy ma je [a, pu ] =03a j=4k— 1.

Y ocraTtky riaBe npuponuHu 6pojeBu k m n o6uhe ¢urcupanu. o kpaja
OBOI' IOIJIaBJba paArieMo y HOJMHOMUjaJHOj anrebpu Z[ri,...,xr] y KOjy
yBomuMoO ¢rler mopenak onpeben ca x1 > x9 > ... > 1.

[Moncerumo ce na je 3a k-topry A = (li,la,...,ly) HEHEraTUBHUX HEIUX
OpojeBa

A_ ol I
X =ajag - -x).

Y cnenehoj meduwHMIMj yBOAMMO HOJMHOME KOjU he 3ay3UMaTH IEHTPAIHO

MECTO Yy JaJbeM pa3MaTpamy.

Hedpuannmja 80. 3a (k — 1)-topry pu = (ma,..., M) HEHETATUBHUX IEJIAX
opojeBa u 1meo 6poj m > —k Heka je
gV e= > (=), X
llall=m+1+]| ]
Opy YeMy Ce CyMUpPame BPIIM MO CBUM k-TOPKaMa HEHETaTUBHUX LEJUX Opo-

jeBa a = (ay,as,...,a;) 3a xoje Baxwu |laf| =m+ 1+ ||y
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" " (m)
Y cnenehem tBpbhemy pazmarpamo Bomehuw MOHOM HOJMHOMA §, , IPU

uemy je —k<m<nwu|ul <n+ 1.

Tepbewme 81. Hexa je p = (mo,...,my) jeona (k — 1)-mopra wewezamuenux

yeauz bpojesa 3a kojy eaxcu |pu] < n+ 1. Tada:

i) LM(g (n)) XF e0ejen = (n+1—|pul,ma,...,my). Taxohe, axo je 3a nexy
k-mopky o meweeamuerux yeauxr bpojesa X* € T(g,(f")) \ {X*}, onoda saxncu

la] <n+ 1.

ii) axo je m < n u 3a k-mopky o nenezamuenur yeaur bpojesa sancu X €

T(g\"), mada je |a| < n

Jlokas. Heka je —k < m < nu a = (ai,...,a;) k-TOpKA HEHErATUBHUX LEJIUX
6pojeBa TakBa nma je ||a|| = m 4+ 1+ [|u]| u [a,p] # 0, Tj. TakBa ma Baku
X e T(gi").

[IpernocraBumo na je |a] > n+ 1. Tana je |u| < n+1 < |al, na no gemun

78 Basku caemehux k — 1 HejemHakoCTHU:
a = My,

Ap—1 + ar = Mp_1 + my, (41.11)

a4 -+ ay

WV

Mo + -+ + M.

CabupameM OBUX HEjeTHAKOCTU O00MjaMo

k

d (i-Da; =D (G- 1m (4.1.12)

j=2 J=2
Ca gpyre crpane, Kako je || >n+1u |a| =m+ 1+ ||p| Baxkn

k

k
D G =Da;=llaf = lal < llall = (n+ 1) < lull = )G — Dmy
=2

=2
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i) 3a my :=n+1—|u| ounrnenno Baxu [f, 1), = (7'') =1, 3a cBe 2 < t <k,

mey—1

a camuM tuM u [, u] = 1. Tarobe,

k k k
Izl = jmy=n+1—|u[+> jmj=n+1+> (j—m;=n+1+]pul,
j=1 J=2 J=2

na je X7 e T(g{").

Ca mpyre crtpame, ako je X® € T(g,&")) 38 HEKy k-TOPKY HEHEraTUBHUX
neaux OpojeBa « TakBy na je || = n + 1, Tama y cBUM HejeIHAKOCTAMA
(4.1.11) Baske jemmaroctu u Mopa 6utu |a| =n + 1. akne, Baxku o = [i.

ii) Ipumerumo na 3a m < n Bazku ||ul] = ||la|| — (m+1) > |jaf| — (n + 1), na

He Basku HejemHakoctT (4.1.12), unme je TBpheme mokasano. []

Tepbemwe 82. Hexa je m > —k, u = (ma,...,my) jeona (k — 1)-mopra neneza-

>
mueHux ueaur opojesa u 1l < i < j < k—1. Tada saxncu caedehu udenmumem

(m) (m)

8 = Til,; o

(m)
- $j+1g‘uz‘71 + guifl,jjtla

(T,)Ljﬂ jeonax nyau 3a j =k — 1.

Y3 KOHBERYUJY 0G j€ MOAUHOM g9,

Joxas. Ilo nemu 79 mmamo

o) = > (=, ptxe
lleel|[=mt1+ [ 7]

= > (U (e @]+ g, 1 o o ) X
ledi=m L4 s |

=X el e

ledll=m+14(u*7 ||

B Z (_1)m+1+\aj+1|[aj+1’ Iui_l]Xa + QLT_)L]A-U
llell=m+14| b7 |

jep je lp |l = llull +i+5 = llull +i—1+5+1 = [p=* (sa j < k—2).
[Ipumerumo aa je jemmakoct ||l = m + 1 + ||u*|| exsuBamentra ca ||oy|| =

lall =i =m+1+[|p||—i=m+1+||pl|+7=m+1+ |, u cnuano

eKBUBAJIEHTHA je ca ||| =m + 1+ =)
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Pazmorpumo npBy cymy y ropwmoj jemHakocTtu. Kako ce cyMupame BpIIU
no k-toprama « = (ay,as, ..., a;) HEHETATUBHAX HEJUX OpojeBa (TAKBUM na je
ol = m+1+||u"]]), KoopmuEATE BEKTOpa «; Cy HEHETATUBHU LU OPOjeBH,
C TUM Ha i-Ta KoopauHaTa Moxke 6uty jemHaka —1 (ako je a; = 0). Mebhyrum,
y ToM caydajy je [og, pi]iq = (WHTTeTT ) = 0 na u oy, 1) = 0.
CaMyM TUM, MOKEMO HPETIOCTABUTU Ia BaikU a; > 1, a W ma «; IpOoJa3u

k-Topkama HeHeraTmBHUX menux 6pojeBa (TaxsuMm ma je |lag]| = m+ 1+ ||@f]]).

Hakme,

CymAlH sl T — _1ymlt el i1 ves . (M)
Z ( 1) [Oélnuj]X _'T’L Z ( 1) [aZ7M]]X _nguj'

ledll=m+14(u*7 || llovi |=m+ 1+ p |

[Tpeocrano je ma mora:keMo ma je Apyra cyMa y TOPEO] jemHAKOCTH (3a

gg?])) jemHaka :Bj+1g£;-n_)1. Heka je a = (ay,a9,...,a;) jenna k-Topka HeHera-
TUBHUX Hesux Opojesa Taksa ma Baxkm |of = n+ 1+ ||p™|, 1j. [ajul =

n+1+|p~t. Hosomuo je nokasaru ma 3a aj1 = 0 Basku (a1, 0 '] =0, jep
Tada JOKa3 CJed Kao 3a IPBY CyMYy.

Ako je j+ 1 < k, Tama aj;1 = 0 mvmmmmwmpa |1, 4 00 = 0, ma u
a4, 71 = 0.

Heka je 3ato j = k — 1. IlpernocraBuMo cynpoTHO, Tj. na Baxku ar = 0 u

[, 1171 # 0. Iokazxumo TpPBO ma je Tana

a1 +a;+---+ag1 <my+---+mp+e, 3acBe 2Ltk (4.1.13)

1, 2<t<q

rme je € = Iloka3 m3BoAMMO OOPHYTOM MaTEMATUYKOM

<
0, 1+1<t<k
naaykmjom mo t. okaskumo mpso ma (4.1.13) Baskm 3a t = k. Kaxko je
(a’“*;;l;m’“) = [ap, " p #0map_1 —1—my < ap_1, o (4.1.2) 3armyuyjemo aa
je a1 —1—my < —1, ma je ap_1 < mp = my, + €. oKaKUMO U MHIYKTUBHU

kopak. Herka je 2 <t < k — 1 u mpeTnmocTaBUMO A& BaKU Gy + -+ + Ap_1 <

M1+ -+mp+ep1. Kako je ounrmenso €41 < €, U3 IPETXOIHE HEjETHAKOCTU
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nobujamMo ay + -+ + ap_1 < My, + - +my + ;. Tarobe,

- a1t a+ - tagr — 1 —my—myp — - —my — &
[Olk,/ll 1]t: ( 7&0
Qg1
mag1+a+---+apg1—1—my—mp1 ——mp— < a1 — 1 —my < ayq,
na jemo (4.1.2) a1 +as+--+ap1—1—my —my g — - —my — e < —1, 1j.

g1+ ap+ -+ Qg1 <My + My + -+ Mg + &

Korauno, cabupamem Hejennaxkoctu (4.1.13) mobujamo

k
lall < llull + ) e =llull +i—1= a7 = llawl = m =1 < [|all,

=2
IITO j€ OYUTJIENTHO KOHTPAIUKIIN]A. ]
3a r € Z pepuHUmMUMO HoNUHOME T, € Z[ri,...,x;| Ha caemehn Hauwmn:

Tz,=03ar<0,zpg=1m
k
T, =— Y T, 3a 7 > 1. (4.1.14)
j=1

W3 nedunumnuje, HAYKONjOM, HUje TENIKO NOKA3aTU Ma 3a CBAKM 4jaaH X<
noJuHOMAa T, Basku |af| = r. Y mapemaoMm TBphemy majeMo M eKCIIUIUTHE

dbopmyne 3a T,, r € Z.

Tepbeme 83. 3ar € Z samcu
T, = Y _ (—1)Fa]x*.
lell=r
oxas. TBpheme ounrnenno Baxxu 3a r < 0. Heka je name r > 1. Ilo popmynn
(4.1.14) npowusBon popmasnsor pena 1+T;+To+- -+ 1 nomuuoma 1+x;+- -+

jemnaxk je 1. Ilakrme, Baxu

1

1+ T + T+ = =
b I+x+- - +ay

S )

t=0

=> > (Da)x = (-1 )X

20 |a|=t a
IlaTto TBpbheme cama cieaum m3 TOCTIEAmE jeTHAKOCTU W KOMEHTapa IOCJe

dopmyne (4.1.14). ]
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N3 nperxonuor tBphema n nepunnnmje 80 3aKbydyjeMO na BAKU Tyt =
(—1)™+gi™ € @, 3a cee m > —k.
(m

Y mapenHoj memu ycrnoctaBuhemo Be3y usmeby momumrOMa 9(5,0,...0) ¥ TOTH-

HOMA Ty € Z[x1, ..., Xk

Jlema 84. 3am > —k, s >0 u (k — 1)-mopxy s = (s,0,...,0) saxcu

s

g™ = (1) Z (j) CHE AT

i=0
Jloxas. Iloka3 m3BOIUMO TPUMEHOM MaTeMaTuyke wHAyKIUje mo s > 0. Kako
je ggn) = (—1)™*"Z,,, 1, unenturer Basku 3a s = 0 (u cee m > —k). Hera je
3aTO S > | M ONPEeTHOCTAaBUMO Ma WIAEHTUTET BayKU 3a S — 1 U cBe m > —Kk.
Heka je s = (s,0,...,0). Taga jes; = (s—1,0,...,0) =s — 1, ma ¢ 063upom Ha
TO na 3a CBe k-TODKe (v Ieaux OpojeBa Baxku [, sls = —[ay,s — 1]+ [a,8 — 1]o

(mo (4.1.1)) u |o, 8]y = [o1,8 — 1]; = [, s — 1], 3a 3 <t < k, umamo

ggm) _ Z (_1)m+1+|a| [a7 S]Xa
[|a||=m+1+s
k
=Y (e ((—[al,s 1)y + oy s — 1)) H[a,s]t) X
ladl=m-+1+5 1=3
=1 Z (_1)771—&-1—i-|oz1|[0417 S — 1]Xa1 _ Z (—1)”+2+|a|[a7 s — 1]Xa
s [|=m+14-s—1 lall=(n+1)+1+s—1

=g — 01"

S

L /s 1 s —1

_ m-+1 - s—1—i— m-+2 - s—1—i—

=z (1)) ( ; )901 Tnt1+i — (—1) < ; )% Ty 2+i
=0 =0

S

m s—1 S—i— m - s—1 S—i=—
= (=)™ Z < i )xl Trms14i + (—1)" (z B 1)% LTm41+i
=0

'L:O 7=

m - S S—i—
= (_1) H Z (Z)% Tm+144,

1=0

JrMe je DOKa3 3aBpIIeH. [
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4.2 I'pedbmepoBe 0a3e 3a Z-KOXOMOJIOTUjY

KoMIIekcCHuX I'pacMmaHujana

Y oBoMm moriasiby KoHCTpyucahemo I'pebrnepoBy 6a3y 3a mnean I, koju,
no Bopenosom onucy, mepunnme anredpy H*(Gy,(C);Z). Kopucrtrnhemo nHo-
ranuje u TBphema mpeacraBbeHa y moraaspuma 2.2, 3.2 u 4.1.

3a k-topry o = (ay,as, ..., a;) HEHETATUBHUX LEJIUX OPOjeBa yBOAUMO
o, 01,02 ak
C% = cl'cy® - c;f.

Jepuannuja 85. 3a (k — 1)-Topry p = (ma,...,m)) HEHETATUBHUX LEJINX
OpojeBa Heka je

gui= Yy (=) pee,

lleell=n41|| ]

OpU YeMy Ce CyMUPame BPIIM IO CBUM k-TOPKaMa HEHEraTUBHUX LeNnX Gpo-
jeBa a = (a1, as,...,a) 3a xoje Baxku |al| =n+ 1+ ||u.
Takobe, Heka je

GC = {gu : ul <n+1}.

Kao y mperxomuom nornasmy, y Z[ci, ¢, ..., ¢x] yBomaMo grlex mopenak <
ompeben ca ¢; > ¢g > -+ > ¢;. Ilpumernmo na mzomopduzam Zlxy, ...,z —
Zlcy, ... ] 3amar ca x; — ¢, 3a 1 < i < k, ciuka gL") Y Gu, K&O 1 T; Y

¢; (ymopemutu pekypentHe jensaunse (2.2.5) u (4.1.14)), Tako ma MokeMo
KOpUCTUTU TBpDhema moka3aHa y IPETXOTHOM IMOTJIABIbY.
IInm oBor ogmemka je ma mokaskeMmo na je GC I'pebmuepoBa 6a3a mmeana

It = (Cpy1,Cngay - - -, Cnyx). 3a mouerak nokazahemo cnenehe repheme.

Tepbemwme 86. 3a ceaxy (k — 1)-mopky nenezamusnur yeaur bpojesa | 64U

9. € (G©).

Jokas. INepuuaucahiemo nobpo ypebeme < ma crkymy (k — 1)-Topku Henera-

TUBHUX LeJux OpojeBa u TBpheme noka3zaTyu MHAYKIUjOM IO <. Y pebeme
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< medpunucano je Ha ciaenehu Haumu: 3a (k — 1)-TOpKe HEHEraTUBHUX LEJIUX
6pojesa p = (mag,...,mg) u v = (ng,...,n;), IPBO mopemumo |u| u |v|, Tj.
Mo + Mg+ -+ Mg U No +Ng + -+ + Ng, Ta& aKO Cy OHU jeTHAKU TOPETUMO
ms + -+ mg u ng + -+ + ng, ura. Ilpeunssuje, ako oszHaUUMO ||,

m; +---+myg, 38 2 <1 < k, Tana je
V< [i aKO M caMoO ako je |v|s, < |p|s—, rme je s =min{i: |u|is # [V]is}

Axo je |u| < n+1, Tana g, € G C (G%). Ipernocrasumo mame na je
] >n+1mu g, € (GY 3a cBe v Takse ma je v < u. WMzabepumo i u j Tako
ma Baxkn 1 < i < j < k—1wuraro ga cy cBe kommonente (k — 1)-Topke fi;

HeneratusHe (0BO je moryhe jep je |u| >n+1). Ilo tBphemy 82 Basku

C
Gu = G,i = CiGu, — Cip19,i-1 + g i—1i01 € (GT),
M%J “'LJ M'La]

jep je pi;' <y <pom (axo je j < k—2) ,ui;l’jﬂ < u. ]

Tepbeme 87. I, = (G°).

Jloxas. Mlpso hemo nokazatu na je (G¢) C I.,,. Kaxo je Iy, remepucan mosu-
HOMUMA Cpi1,Cpi2,- -, Cnik, 10 PEKYPEHTHO] jequaunuu (2.2.5) He caMO OBUX
k mommmOoMma, Hero cBu ¢, 3a r > n + 1 npumanajy wmupeany I,. Cauuano,
nmokazahemo na g, € Iy, 3a cBe (k—1)-TOpKe | HEHETATUBHUX LEJUX OPOjeBa.

Iloka3 oBor TBphHema M3BOAMMO UHIAYKIUJOM IO IOPETKY <y e (IIOTIIEnATH
norsiasse 1.1.1).

3a (k — 1)-ropky m = (m,0,...,0), rze je m > 0 mpousBosmaHn 1neo 6poj,
mo neMu 84 m mpuMenOUM ca IOYEeTKa JOKa3a, 3aKbYydyjeMO na je gm € [i,.
Heka je 3ato p = (mg, ms,...,my) (k—1)-Topka HeHEraTUBHUX IeaUx O6pojeBa
TakBa na je HajBehum meo O6poj s 3a kKoju Bawkum mgy, > 0 Gapem 2. lakie,
2<s<k—1wup=(mg,...,ms1,0,...,0). Hera je y3 10 ¢, € I}, 3a cBe v

TaKBe [a je UV <ye; (- 110 TBphemy 82 npumemenom ua (k—1)-TOpky s, i = 1
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uj=s—1Baxn
g“ — gué,s—l — Clg'uzfl —+ ngﬂs.

Kako je s <per 15" <ptex 15571 <piex f1, 3aRIBYUIYjEMO ma je g, € I,
JloKaEIMO U 18 BAEKHA (Coyt, ..., Cnpk) C (GF). Kako je 6,01 = (—1)"Tlgo €

(G%), a no nemu 84 u

m—1 m

— _ n+1 m—i =

Cn+l+m = (_1) Jm — E (/L.)Cl *Cpti4iy, 32 M > 17
=0

teBpbeme cinenu nnaykuujom (y3 kopumheme tTBphema 86). [
Konauno, cupeMHr cMO f1a DOKa:KEeMO IEHTPAJIHY TEOPEMY OBOT MOTJIABJIbA.

Teopema 88. Crkyn G je munumanna jaxa Ipebrepoea baza udeanra Iy, y

00HOCY Ha nopedak <.

Jloxas. Tlo tepbhemy 87 ckyn GC remepume unean Ij,. Y3 To, mo tephemy
81 Baxu 0 € G, a u3 nedpununuje je jacmo ma je ckym G xomauam. Ilpermo-
crasumo na G nuje jaka ['pebreposa 6aza uneana Iy ,. Tamga mocToju mou-
Hom f € I, \ {0} Takas ma LM(g) me nemu LM(f) mu 3a jemmo g € GC. Tlo

TBpbhemy 81 Baskmu
{LM(g) : g€ G} ={C* : |a| =n + 1}, (4.2.1)

na 3a csako C* € T(f) Baxu |a| < n. Mebyrum, rana no Teopemu 63 Basku
f = 0, mTo je oumriemuo komTpamuknuja. llakme, G je jaxa I'peGmeposa
6aza uneana Ij,,.

ITo TBpbemy 81 cBu momuuomu n3 GC mmajy pasmruure Bomehe wranose,

ma je mo (4.2.1) G¢ u vuamMmanma jaka I'pebGreposa Gasza. [l

Tepbemwa 81 u 82 omoryhyjy Ham na (eKCIIUIUTHO) OAPEANMO HOJIUMHOME
gu € G 3a (k—1)-topke p = (ma, ..., m;) Takse na je my ,6mucko” n. Haumwme,

axo je g, € GC u C* € T(g,) \{C"} (rme je = (n+1—|u|,mq,...,my)), Tama
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no tBpbhemy 81 Bawku |a] < n. Camum tum, |of = Z?leaj < k;z;:l a; =
kla| < kn. Ca mpyre crpame, |af| =n+ 1+ ||p], na je g, = C" kan ron Baskn
Il > (k= 1)n — 1.

Heka je v (k — 1)-topka (0,...,0,n). Kako je ||v*]| > |lv| = (kK — 1)n, 3a

1 <s<k—1, u3 TpeTXOaHOT 3aKBYUYjEMO Ha BaKU
gy =c1¢y M gy =csicr, 1<s<k—1 (3ak>2). (4.2.2)

Hame, npumenom tepbema 82 ma (k — 1)-topry 41 = (0,...,0,n—1), 1 =1
nj=k—1, tobujaMo jeTHAKOCT CiG,, , = €19y, — ¢,2. ODa cabupka Ha HECHOJ
CTpaHU OBe jJeIHAKOCTU CaAp:Ke Cr Kao (akTop, ma ckpahuBameMm ca ¢ u

kopumhemenm (4.2.2) mobujamo
G, = e — ot (3a k > 2). (4.2.3)

Caununo, npumenoMm TBphema 82 Ha 1,1, 1t = s+ 1 u j =k — 1, nobujamo ma

BAXKU Crlys | = Cs419y — Gys+1, & CAMUM TUM U
n—1 n—1
Gus | =C1Csp1C —Ceacy , 1<s<k—2 (3ak>3). (4.2.4)

Unerturetn (4.2.3) u (4.2.4) onpebyjy g, € G xana je my =n—1u |u| < n.
Ila 6ucmo onpemusu g, € GC kama je my = n—1 u |u| = n+ 1 3a #exn
KOHKDEeTaH npupoaan 0poj k, mpuMemyjemo TBpheme 82 npBo 3a V1, ¢ = 1 u
cBe j TakBe ma Basku 1 < J < k—2, 3aTuM Ha V,_1, ¢ = 2 U CBE j TaKBe 1a BaKU
2< ) <k—2, urtn. Ilame, ako je n > 2, Ha CJAUYAH HAYUH CE MOTY OIPEIUTUA
U TIOJIMHOMU g, € G® kana je m, = n—2. Ha npumep, Baske ciaenehe gopmyite

(npBa 3a k > 3, a npyra 3a k > 4):
n—2

_ 3 n—2 n—2
Gvk_1 -1 — C1C — — 2C102% + ¢3¢, 7,

_ 2 n—2 n—2 n—2 n—2
Gvi |, = CiCs41Cp ~ — C1CsyaC) ~ — CaCsy1Cy  + Csy3cy -, 1 <s<k—3.
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Popmyiae IlujepujeBor Tuna 3a 6a3y By,

Heka je A = (I1,ls,...,lx) k-TOpKa HeHeraTWUBHUX IeaUX OpOjeBa TakBa na
Baku [\ =n+ 1. Tama 3a X := (ly,...,l;) Baswu g, € G, ma no Tphemy 87
y H*(Gg,(C);Z) Baskn g, = 0. Hakie,

= > (- A co (4.2.5)

HaH:Z;iJrIIAII
y H*(Gyn(C);Z). Ilo tBphemy 81 oBaj uneHTUTET Haje IpenCTABLALE LIaHA
C? y amgnTuBHO] 6a3u By,,. Tarxobe, momxeMmo mpumeruTn na oBe (opMyIe
y noruyHocTu onpebyjy muoxkeme y H*(Gy,(C);Z). Camum tum, Gopmyiry
(4.2.5) moskemo mpoTyMaunTu kao Gpopmyry llujepujeBor tumna 3a 6asy By,
(ymopemutu ca Teopemom 53). Ilpemusnuje, 3a 1 <i < k u C* € By, ako je

I\| < n, rana Basu c; - C* € By, 10K 3a |\ =n umamo

G Cr = > (=1, ] (4.2.6)
lledll=n+1+[IA%]|
aF#EN

Ha mpumep, nnentureru ca Kpaja IpeTXOMHOT TOrJaaBsba Aajy ciaenehe:

cicp =0,

cst1, =0, 1<s<k—-1 (k=>2),

At =cd ™t (k= 2),

clcs+1cz_1 = CS+QCZ_1, 1<s<k-=2 (k=>3),
3 n

A =2c109 2 — 3l (k>=3, n > 2),

2 n—2 n—2 n—2 n—2
CICs+1C ~ = C1Cs42C) ~ + CoCsi1Cl ~ —Cspscp o, 1<s<k—-3 (k>4 n>2).
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4.3 I'pebGHepoBe 0a3e 3a Zy-KOXOMOJIOTHUJY

peannux I'pacmanujana

Y oBom moriaBsmy kKoHcTpyucahemo I'pebrepoBy 6a3y 3a mmean Ji, Koju
o Bopenosom onucy onpebyje anrebpy H* (G, (R); Zs). Ilpu Tome, kopucTu-
hemo moTamuje u TBphema npeacraBbeHa y MOrIaBby 2.2.

Bopenos onuc anrebpe H*(Gy, ,(C); Zsy) mosxe ce noburu on onrosapajyher
omnuca anrebpe H*(Gy,(C);Z) penyrmujom mo monynay 2. Kako je momymno
2 penyrmmja Yepnose knace ¢; € H*(Gy,(C);Z) xanonckor (KOMIJIEKCHOT)
BEKTOPCKOr paciojema v, Han Gy, (C) Hltuden-Burnujesa rnaca wq; npuma-
najyher peasHOr BEKTOPCKOD paciojema, CKyIm {wy'wy? - - wyf 1 a; +ag+-- -+
ar < n} je amuruBHa 6a3a anrebpe H*(Gy,(C);Zy) m camum tum I'peGreposa
6aza uneana y Zs[ws, Wy, . . ., wey] kKoju oxpebyje anreopy H* (G, (C); Zs) morxke
ce moOUTU HA UCTU HAYUUH KAO y MOrJaBby 4.2 3aMEHOM ¢; Ca Wy;.

Bopenos onuc koxomousomke anrebpe H*(Gy,(R); Zs) je cymruHCcKn nctu
kao omuc anrebpe H*(Gy,(C);Zy) — jenuna pasnuka je y TOMe Ha Cy IU-
Men3yuje HItugpen-BuTHnjeBux Kaaca Koje TeHEPUITY KOXOMOJIOTU]Y MOJeJbeHe
ca 2. Ilakie, MOKEMO U3BECTU UCTE 3aKJ/bYUKE BE3aHE 3a aIUTUBHY 0asy ajre-
o6pe H*(Grn(R);Z2) u I'pebuepoBy Gasy muaeasa Koju je nepuHMIIe.

[TocmaTpajmMo TOMUHOMUjAJTHY Aare6py Zs[wi, ws, . .., W] Y KOjoj yBOAMMO
grlex mopenak < ompeben ca w; > wy > -+ > w,. Ha ocmoBy cBera mto je

OpPEeTXOMHO pedeHo mMmaMmo ciaenehe pesynrare.
Teopema 89. Cxyn Dy, == {W* : |a| < n} je basa sexmopcroz npocmopa
H*(Gk’n(R), Zg) & Zz[wl, Wa, ... ,wk]/ka.

Heduaunuja 90. 3a (k — 1)-Topry p = (msg,...,m)) HEHETATUBHUX LEJIUX
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OpojeBa Heka je

_ .
G = E lov, ],
el =n+1+ | ]
Ipu YeMy Ce€ CYMHUPaH€e BPIIA MO CBUM Kk-TOpKaMa HEHEraTUBHUX IEJUX OpO-

jeBa a = (a1, as,...,a;) 3a xoje Baxwu |al| =n+ 1+ ||u||. Takobe, neka je
G*i= (G + Iul <n+1}.
['naBHU pe3yaTaT OBOr oxesbKa majeMo y ciaeznehoj reopemu.

Teopema 91. Ckyn G® je pedyxosana I'pebneposa basa udeanra Ji,, y 00nocy na

nopedax <.

Jloxas. Ha ocmoBy mperxomaor G® je mMumEmManna jaka I'pebmeposa 6a3a
nneana Jp, y omHocy Ha mopenak <. J[loramummo ma je oBa I'pebmeposa
6asza u penykoBana. Kako je LC(g,) =1 3a cBe g, € G*, na 6ucmo nokazanu
HaIly TBPABY AOBOJLHO je Hokasatu nma 3a g, € G, LT(g,) = W¥ me nemnm
neku unan u3 1(g,), 3a vero g, € G*\ {g,}. OBo caemu u3 mMon 2 Bapujante
tepbema 81. 3Baumcta, WF { W7 (jep je G® mmmummanna), a 3a cBakM APYTH
winan W nonmuuoma g, Bawku |of < n+ 1, ma W* auje memuso ca W# jep je

7] = n+ 1. O]

Kao y mornasmy 4.2, nokaszahemo na je mMHO%eme y 6asu Dy, anredpe
H*(Gy.n(R); Zy) onpeberno I'pebueposom 6azom GF. Axo je A = (I, ly, ..., 1)

k-Topka HeHeraTWBHUX Lesaux OpojeBa TakBa na je |A| =n+ 1, rana Baxkn

WA= > [\ W,
llaf|=n4-1+( Al
aFEN
rae je A = (la,...,l;). Harme, npousson w;, 1 < i < k, u unana W* € Dy,

3aImcyje ce Kao JUHeapHa KoMOmHammja esnremeHara Oase Dy, Ha ciaenehn
HaumH: ako je |A\| < n, tama je w; - W* € Dy, a axo je |\| = n, tana je

wp W= Y [a, N W (4.3.1)

laf|=n+1+X7)
aFEN

75



JaCHO, NOCHTUTETY aHAJOT'HY OHVMa Ca Kpaja OpeTxXOoaHOT IIorJaBJ/ba MOT'Y
ce moburtu kopumhemem ¢opmyne (4.3.1) mau peayKnMjoM MO MOLYIY 2

CIIOMEHYTUX UIOCHTUTETA.

4.4 TI'peOHepoBa 0a3a 3a MaJly KBAaHTHY

KOXOMOJIOTHjY KoMIJiekcHUX I'pacMmanujama

Y oBoMm mornaBsmy koHCTpyucahemo I'pebrepoBy 6a3y 3a mpmease O,
koju mo onucy Cubepra n Tuama nedpmuumy QH*(Gj,;Z). Kopucrmhemo

HOTauujy u TBpbhema nmpencraB/beHa y MOTJIABIBY 3.3.

Pamuhemo y monunomujanuoj anrebpu Z[qllcy, co, ..., cr] ¥y KOjy yBOOMMO
grlex mopenak < ompeben (omer) ca ¢; > ¢3 > --- > ¢,. Hapasno, npeciu-
KaBamwe Z[ry,...,rx] — Z[g|[c1, ..., ck] 3amaTo ca x; — ¢, 3a 1 < i < Kk, je

yraname. Heka je 3a (k — 1)-TOpKy i HeHeraTMBHMX IleJUX OpojeBa ca gﬁn)

O3HAUEHA CJIMKA ITOJUHOMA gﬁn), a ca gffk) CJIMKA IIOJMHOMA g(_k) IpU OBOM
yranamwy. Takobe, npumerumo na mo ¢popmynama (3.3.5) u (4.1.14) Bawkn
T; — 0.

CopeMHEM cMO ma me(UHUIIEMO IOJWHOME 3a KOje eMO moka3aTu na JuHe

I'peGrepoBy 6a3y nmeana Oy, (y OOHOCY Ha MOPEIaK < ).
Hedbumannmja 92. 3a (k — 1)-TOpKy p HEHEraTUBHUX LEJUX OpOjeBa HEKa je
g =g + (=1)"qg M.

Taxobe, meka je

QG :={g, : |ul <n+1}.

Hexka je

Om = 0m + (=¥ qom_n_r, 32 m >0, (4.4.1)
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y3 noncehame na je 0; =03a j <0, a 0g = 1. IIpumernmo na je 0,4 = Opis,
3a 1 <i<k—1u0pp =0+ (—1)q. Harne, 6,1 € Opp, 3a 1 <i< k. Y

cnenehem tBphemy nokazahemo na je 0,4 € Oy, 32 cBe 7 > 1.

Tepbeme 93. Fam > k+n+1 sancu

k

Om — — E CiOm—i-

=1

Jlokas. Kopumhemem popmyie (3.3.5) u nedpurnnuje (4.4.1) nmamo

k k
gm =0, + (_1)kq0m—n—k = - Z CiOm—i — (_1)kq Z CiOm—n—k—i
=1 =1

k k

= — Z ¢ (Um—i + (—1)kqam_i_n_k) =— Z CiOm—i,

i=1 i=1

JMMe je MOKa3 3aBpIIeH. ]

Ha ocuoBy ne¢umHuUNMja moamHOMa g, u 0;, kao u TBphema 93, jacHo je ma
3a BUX Bake TBpDhHema aHaJorHa oHmMMa u3 moriasiba 3.1. Paam koMmmmaeTHO-

cTh, y HapeauuM TBphemuma HABOAWMO OBE Pe3yJsITare.

Tepbewe 94. Hexa je p = (ma,...,my) (k — 1)-mopra menezamusnuxr yeaur
bpojesa maksa 0a je |p] < n+ 1. Tada eancu LT(g,) = CF, 2de je i = (n+ 1 —

\pl, ma,...,my). Taxohe, axo je C* € T(g,) \ {C*} 3a wexy k-mopry o neneza-

mueHuz yeaux bpojeea, mada je |a| < n + 1. ]
Tepbewe 95. Hexa je p = (ma,...,my) (k — 1)-mopkra menezamusnuxr yeaur
bpojesa u 1 < i < j < k—1. Tada y noaunomujanrnoj aneebpu Zql[ci, ca, . .., cx

saxncy caedehu udenmumem

Buii = CiZui — Cj+18yi—1 + Zui-1.5+1,

npU UemMy Y3UMaMOo 0a je NOAUHOM Z,i-1+1 jeOHaK Hyau 3a j =k — 1. []
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JIema 96. Hexa je 3a s > 0 cas osnauena (k—1)-mopka (s,0,...,0). Tada eaxncu
(s
5= (0 (D) T
=0
Kopumhemem nmperxomuux tBpbhema, Ha UCTU HAYUH KaO y MOTJIABBY 4.2

nobmjamo HajaB/beHM pesynraT o ['peOHepoBoj 6a3zm mapeasa Oy ,,.

Teopema 97. Cryn QGC je murnumanra jaxa I'pebneposa 6asza udeanra Oy, (Haod

Z[q]) y oonocy na grlex nopedar <. ]

Kao u y nmperxonnuM noriasiuMa, nokazahemo na I'pe6reposa 6a3a QGT
nneana Oy, y DoTnyHOCTH oxpebyje MHOxeme y (Jr,. 3aucra, ako je A\ =
(I1,1s,...,lx) k-TOpka HeHeraTmBHUX Leaux OpojeBa TakBa ma je |[A| = n + 1
BayKU

D DI S L VoL R S O VG A\ el

llerll=n+1+[| Al lall=—k+1+IAl
aFtX

rae je A = (lo,...,l;). Hakae, npousson ¢;, 1 < i < k, u unana C* € Qi
3ammcyje ce Kao JuMHeapHa KoMOMHamuja eneMeHaTa Oasde (i, Ha ciaemehm
HauuH: ako je |\ < n, taza je ¢;- C* € Qkn, a ako je |A\| = n, Tana je

¢ Cr = > (=) X]CY g Y (=R, N e (44.2)

[l =n+1+[ A% llell==k-+14+[A
aFN

[Ipumerumo na je nepopmanuja popmyie (4.4.2) y omnocy Ha (4.2.6) ciouuna

kao meopmanuja kBaHTHe IlujepujeBe ¢popMyse y ogHOCY Ha KIACUUHY.

IIpumep 98. Y QH*(Ga4;Z) Baske cnenehn mnenturern (KOju y MOTIYHOCTH

onpebyjy mMHONREHE):

¢ = 4clcy — 3ci163 cicy = 3cics —c3 —q
32 _ 3 23 _ 4 2
CiCy = 2c165 + qey C1Cy = Cy + qc] — qco
4_ 3 5_ 4 2 2
C1Cy = qC} — 2qcico cy = qc; — 3qcica + qc;.
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I'NIABA 5

PEKYPEHTHE #OPMYJIE 3A KOCTKNHE

BPOJEBE

Y o0BOj ryiaBuU MCKOpuUCTUheMO pe3yiarare riaBe 4 U HOOUTU HOBE PEKy-
peHTHEe (GOpMyse M3 KOjux ce Mory m3padyHatu (cBu) KOCTKMHM M KBAHTHU
Kocrruau 6pojesu. OBy pesynraru uM3noxkeHU cy y panoBuma [53] u [54].

Y yBomHoMm mesty raaBe mahiemo nperusien (HEKUX) OGUTHUX PE3YJITATA TEO-
puje pempeseHTanuja rpymna y KojuMa ce MpupoaHo MojaBiby]y KocTkunu 6po-
jeBu. Ilpmamkom mumcama OCIOHWIM CMO ce Ha Kmury [22] y kojoj je oBa

TeMaTUKa 3HATHO TeMeJbHuje obpabena.

5.1 KocTkmHU OpoOjeBM y TEOPUjU penmpe3eHTaInja

bpojese K),,, kxoje cmo nepunucanu y riasu 3, yBeo je KRapn Koctka
y panosuma [35, 36], oTKyx ¥ moTuye HBUXOB Ha3uB. Iberosa nedpununuja
HE3HATHO Ceé DPAa3juKyje O OHe KOjy CMO MU [aJjv, ajld je, Kao W Halla,

,IPDOUCTEKIIa’ W3 M3ydaBama CUMETPUYHUX (YHKIU]A.
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Y rmaBu 3 mOKa3aJiM CMO J€ Ce, OCUM y KoMOuHaTopuiu, RocTkmam Opo-
jeBU TPUPOMHO MOjaBbyjy y anredbapckoj reomerpuju, Tj. y lllybeproBom
pauyHy 3a Koxomousiorujy ['pacmanujana. Y OBOM HOrJyaBsby mpukazahemo
Kako cy KocTkunm OpojeBM HEpaACKUAMBO ITOBE3AaHU Ca jOII jemIHOM obJamhy
MaTeMATUKE, MEOPUJOM PENDEIEHMAYUIQ 2PYNA.

IMon penpesenmayujom rpyne G moapasymMeBaMoO XOMOMOD(U3aM
p:G— GL(V),

rae je V HEeKM KOHAUHO- AMMEH3UOHU BEKTOPCKU mpoctop, a GL(V) ckyn ayro-
Mopdumzama oBOr mpoctopa. Fmeja pempeseHTanuja je jacHa — eJIeMeHTe
TpyIe 3KeanuMO Ia ,,pEeIpe3eHTyjeMo” JUHEAPHUM MPECINKaABAKLUMA U Ja OCO-
OuHe Tpyle mpoydyaBaMO KPO3 OBa JIMHEApHA MPECIUKABAMA, ITO MOMKEMO
pamuTu OOPO YCTAHOBJ/LEHUM TEXHUKaMa JMHeapHe anrebpe. Hapasno, pe-
npesenranuja (p, V) rpyne G 3anaje u nejcrso rpyne G va V nedunucano ca
g-v = p(g)(v). Hanomennmo na, mako je peunpesenrtaunuja map (p,V), gecro
hemo m3ocTaBmaT XOMOMOMOP(U3aM p U IUCATH ,,penpe3entanuja V7.
[IpunukoMm ommca penpeseHTanuja rpymna, OO BEJWKE Ba;KHOCTU Cy T3B.
upedyyudbuare penpesenmayuje, Koje nedpurUmeMo Ha ciaemehu Hauma. Ako je
p: G — GL(V) penpesenramuja u W Bexkropcku mormpoctop ox V koju je

UHBapUjaHTaH y onHocy Ha (G, Tj. 3a Koju je
p(g)(W)CW,  sacsegceQG,

KasxkeMo na je g — p(g)|lw noodpenpesenmayuja penpesenranuje p. Komauwo,
3a pelpe3eHTaln]y p KaKeMOo na je upedyyubduana ako HeMa MpaBUuX HETPUBU-
jaJIHUX TOApEenpe3eHTanyja.

Hamomenumo ma ce y ciaydajeBuMa Koje hemMo pa3mMaTpaTu CBaka perpe-
3eHTaNMja HA jeIUHCTBEH HAUYMH MOKE 3aliCaTy Kao IUPEKTHa CyMa upe-

AYIUOUIHUX PENpPEe3eHTAI])a.
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5.1.1 Pempe3eHTanuja CHMMeTPUYHUX T'PyIa

Y oBoMm morziasipy pazmarpahemo penpesenraunuje p: S, - GL(V), rue je
V' komauHO-nquMeH3nOHU BeKTOpCcKU npoctop Han C.

Kao mTo je HamoMeHyTO y HOpPETXOMHOM ey OBe rjaBe, oI mocebHOT
3Hauyaja je Hahu cBe mpenynubuiaHe penpe3eHTanuje. Y CiIydajy rpymne S,
OoBaj mpobJeM je y MOTIYHOCTU perreH: V je upenynubOuiaHa penpe3eHTanuja
aKo M caMo je m3oMopoHa HexoM I[lInermosom modyay S*, rme je A\ mapru-
nuja 3a KOjy Bazku |\ = n (KOHCTpyKmMja oBUX MomIysa Mo:ke ce mahwm y
[22]). lpyrm Tun pempeseHTtanuja rpyna S, Koju je ox mocebGHOr 3Hadaja
umHe nepmymayuonu moodysu M> (mormemaru [22]).

Ha ckyn knaca n3oMOp(HUX penpe3eHTaIyja rpyue S, Ha IPUPOIaH HAUNH
MOYKEMO YBECTU aIUTUBHY CTPYKTYpy. 1y rpymy o3madaBamo ca R,, a oHa
je caobomua AbGesoBa rpymna reHepucaHa KjiaacaMa WPenyluOUIHUX perpe-

3enranuja rpyme S,, Tj. 3a kaacy |[V]| penpesenrarnuje V Basku
V] =3 msY, a0 je V& a(sM)™.

OBa cTpyKTypa ce MOxke u momaTHo ,oboratutm’ . Hera je R = @Rn
n>0
(Ry =7Z). Tana ce na R moske yBecTu onepanuja o TakBa 1a je R rpamyucanu

npcreH (3a merasse oBe KOHCTpyknuje noraenaru [22]). IIpm Tome, y3 o3Hake

u3 raase 3, xomoMoppuszam ¢ : A — R 3amar ca
p(hy) = [M?]
je mzomopopmsam. Taxobe, Basu (sy) = [S], ma m:

(Janeoso npasuno) M> = @(Sﬂ)ﬂﬂfm;
o

(JTumasyo-Puuapocornoso npasuno) S* o SH =2 @(S“)@CKH.

v
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5.1.2 Pempe3eHTanuja JuHeapHe rpyne

Y oBom morsaBsmy pasmarpahemo penpesenranuje p @ GL(E) — GL(V),
roe cy E u V romauno-mumensuonu Bekropcku npoctopu Hanm C. Axko je
nuMmensuja npocropa E jemnaka m ymecto GL(E) mucahemo jom u GL,,C.

Kao y cayuajy cuMeTpuyHUX rpyma, MpeayIuOuIHe PeNpe3eHTalllje IPyIIe
GL(FE) cy mobpo mosuare (morienartu [22]) — usmeby ocrasor nmossaro je ma
MX MOKEMO IIapaMeTpPU30BaTu napruimjaMa A 3a Koje Basku [(A) < m = dim E.

Y macTaBKy heMo mpukaszaTtu Kako ce penpesenranuja V rpyme G = GL,,C
MOK€ MPEINCTABUTUA KAO AWPEKTHA CyMa T3B. mexcunckur npocmopa. Heka

je H momrpyma rpyme (G kKoja ce cacToju O OUjarOHAJHUX MaTPUIA T =

diag(z1,...,z,). Bekrop v mpoctopa V je meacuncku eexkmop ca mencurnom
a=(ay,...,ay), roe je a; € Z, ako je
r-v=uaf""---xpmv, 3acBex € H.

Texuncku npocropu oxn V', y o3namu V,, nepunucanu cy ca

Vo={veV :iz-v=20"" 200, 3a cBe x € H},

M BaiskKUn
V = @Vu.
I

Croenujanso, 3a mpeIynubuIHy pempeseHtanujy V> Bagm VA = @ (V’\)/l u
I
IpU TOME CYy AMMEH3Mje IPOCTOPa (V’\)M ynpaso jenHake K.

3a mate npenymubmire penpeserTamje VA u V# rpyne GL,,C, TeH30pCKA
npoussox VA ® V* je takobe pempesenrammja rpyne GL,,C u Baxu
Vievre G (V)P (5.1.1)
l(v)<m
Honajmo m na ce canuvyHa TBphema MOry moOUTH y CiIydYajy pempe3eHTa-

muja rpyme SL(E) (3a merasme noruenaru [22]).
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OsBo morznasspe 3aBpmuhemMo ca ABe 3HAUYajHE (OPMYyJie 3a M3pAUyHABAHE
. Y . . .
o6pojesa Ky, n c5,» KOj€ IMOTUYy yIpaBO U3 TeOpUje pelpe3eHTanuja. IIpso

hiemo yYyBE€CTU HEKOJIMKO O3HaKa.

Hexra cy fi,..., f,, BekTOpu Kanoncke 6a3ze mpocropa Z™ u Ay = {f; — f; :
1 <i<j<m}. 3aserrop v = (vy,...,0y), TAKaB ma je vy + vy + -+ + v, = 0,
HEKa je

YKOIUKO je 3a mepmyranujy o € S, ca sgn(o) o3HaueH HmeH 3HAK, a 20 =
(m—1,m—3,...,—(m—3),—(m — 1)), rana Baske caenehe jemnarocru (mpsBa

sa [A| = |ul, a apyra sa |[v] = [A] + |u]):

(Kocmanmosa gopmyaa [34]) K, = Z sgn(o)K(o(A+9) — (u+9));

TESH

(Cmajnbepeosa popmyaa [65]) 5, = Z Zsgn(U)K(U(A+5)+T(u+5)—(V—i—25)).

O'GSmTGSm

5.1.3 Teopema 3acuhema u xunore3e 3a KocTkuHe 1

JIutaBy n—PuuapaconoBe 0pojeBe

OBo nornasme nocseheno je reopeMu 3acuhema u HEKMM YCKO MOBE3AHUM
npobuemuma. [IpBu moras oBe Teopeme masu cy Kuyrcon u Tao y paxy [31],
koju cy kacuuje byx u ®ynron mojemnocrasunu y [12] (Pynron je mammcao

nomaTak OBOT Paja).
Teopema 99 ([31]). Heka je, y3 osnare uz npemroonoz nozias.na,
T ={(\p,v) : VY CV*@VH}
Taoda 3a ceaxo N € N saxncu
AN wpv)eT, <= (NANp,Nv)eT,.
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YBugom y ¢popmyiry (5.1.1), nperxonsa TeopeMa ce MOKe 3alUCATU U KAO

N
s, #0 = cyin, # 0.

Osa pedopmynanuja je u kopumhena y [31].

[enrpanuu neo mokasza teopeme 99 uumHe HOBU (KOMOWHATOPHU) OIMCHU
Bepenmraju-3emeBunckn noaurona (01 paHuje je MO3HATO Ha Ce OBaj IOJIN-
TOI MO:Ke KOPUCTUTH 3a oapebuBame Koctrunux u JIutnsyn-PuuapaconoBux
6pojesa — noruenatu [5, 68]). Y [31] ayTopu cy KOpUCTHIN ABA MOAEJIA, AJIM
je vy [12] mokazano ma je 3a moka3 TteopeMe 3acuhiema JOBOJbAH CaMO jelaH
O BUX, Ha3BaH Mo0en KowHuye!, KOju OBIe IPE3eHTYjeMo.

[TocmaTpajMo jeHAKOCTPAHWYHM TPOYyTao CTPAHUIE M KOJU je mpaBaMa

2

HapajieJIJHIM CTPAHUIAMA W3IeJbeH Ha m” HOLYIAPHUX (jeJUHUYHUX) TPOY-

raoBa (morsienaTu CIuKY 7).

Cuauka 7. Ilonena tpoyraa 3a m = 4.

lonenumo cBakoM TeMEHy MOOMjeHUX jeAMHWYHUX TPOYTJIOBA jenaH pea-
maH 6poj. OBakBO Mome/pbUBAE UMHU KOWHUYY aKO 38 CBaKU poMO cacTaBJ/LeH
On OBa JeIMHWYHA TPOYIJa KOoja MMAa]y 3ajeIHUYKY CTPAHUILy BaKU Oa je
30up OpojeBa y TemenmMma kpahe aujaronaJie He Mamu Hero 30up OpojeBa y

TEeMeHUMa IyKe IUjaroHale.

Thive model (emnr.)
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Teopema 100 ([31]). Hexa cy A = (l1,1l2,...), p = (my,ma,...) uv = (ny,ng,...)
napmuyuje sa koje saxcu |v| = |A| + |p| w l(A), l(p), () < m. Tada je c§, bpoj

UECA0OP OJHUT KOWHULG YUJQ J€ 2PAHULG:

Wl Wl=mmey o Ama A

Teopema 101 ([31]). Hexa cy A = (I1,ls,...) u p = (my, ma,...) napmuyuje 3a
koje saxcu |p| = [N wl(N),l(n) < m. Tada je K, 6poj ueaobpojrur xowmruya

YUJaQ je 2PanUYa:

0 mi mi + mo N |)\‘

Jenman on HemocTaTaka MOJIEJa KOIIHUIE je MITO U3 Hhera HUje jaCHO KaKO
Nv v
KNy 3aBucu on K, OZHOCHO KaKO CyY v, 3ABUCH OL Cf,. Y BE3U ca TUM,

y [29] Kurr, Tony u Tymasze namu cy caenehe xunorese.

Xunore3za 102. 3a cse napmuyuje A u (1, maxse da je Ky, > 0, nocmoju

noaunom Py, ca HeHnezamusHuM PayuoOHaAHUM Koeduyujenmuma, maxas 0a je

Py,(0) = 1 u Py, (N) = Knany 3a cee N € N,
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Xwunoreza 103. 3a cee napmuuyuje A\, |1 u v, maxse da je Sy > 0, nocmoju

noaunom Py, ca nenezamuenum payuonaasHuM KOePuyujenmuma, maxae da je

v, (0) = 1 u P, (N)=cy§n, 30 cee N € N.

3a o0e xumorese MHOKA3aHO je ma je 3aBUCHOCT 3auCTa MOJMHOMU]jaJIHA
1 na je oaroBapajyhu mOJMHOM ca panuoHAJHUM KoedunujeHTuMa. Jenan
nmoka3 oBux TBphema mar je y [59], rme je KOHCTpyUCAH HOBU IOJUTOIN KOjU
ce MOoxke Kopuctutu 3a onpebuBame Koctruaux u Jlurasyn-Puuapaconosux
6pojesa. Kacuuje, y [41], onpeben je u crenen oBux mosrHOMa KOpUIIhemeM

lemdann-Ilernun nonmurona (omuc oBor mojurTona mat je y [24]).

5.2 @PopmyJse 3a KocTtkuHe OpojeBe

Y mpeTxOomHOM ey TEKCTa OIMCAHO je HEKOJIWKO HauuHa 3a ongpebuBame
Koctruaux 6pojeBa. ['maBHM pesynaTar OBOr MOrjaB/ba je omuc KOCTKUHUX
6pojeBa (HOBUM) PEKyPEHTHUM jeqHaunHaMa. Hamomenumo na je oxpebu-
BaH€ OBAKBUX jeIHAUMHA NpEAMEeT MHOIMX panoBa — y [38] koMOuHATODHUM
MeTomaMa MnO0OUjeHe Cy pEeKypeHTHe jenHauumHe 3a KocTkuHe OpojeBe, MIOK
cy v [17] n [18] jemmauwne camuHor tuma moOujeHe 3a €JIEMEHTE WHBEDP3HE
Koctkuure matpure.

Y HapemHOM Hesry OBOT IOTJIaBJha Pa3MOTPUNeMO KOMIJIEKCHOCT M3pady-
HaBama KoCTKMHUX OpojeBa u moKa3aTu 1a je mpobiieM \UXoBOT onpebhuBama

,, TEKAK .

5.2.1 KommniekcHocT m3pauyHaBama KocTKMHUX 1

KBAaHTHUX KocTKmHUX OpojeBa

[Topen mHOTUX QopMyNna m MeTOHa 3a U3padyyHaBame RocTkuHux O6pojena,

y OBOM IIOIVIaBJby yBepmheMo ce na HUATU jeAHA O HUX HUje epUKACHA, Tj.
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[a He TMOCToju ,Jjemna’ (opMmyia HUTU ,,0p3” ajaropuraM KOjU WX U3PaAUY-
HaBa. [lormasmme hemo 3amoueru HaBobhemem Hekux (CTaHmapIHUX) TOjMOBA
Teopurje KOMIIJIEKCHOCTU.

[Ton knacom §P moapasymesamo knacy ¢ymrmuja f:|J,cy10,1}" — Ny 3a
Koje moctoju TjypunroBa mamuaa M Koja pamd y MOJUHOMUjAJTHOM BPEMEHY
n monuHOM p TakaB ga: 3a cse n € N u cBe z € {0,1}" Baxu f(z) = [{y €
{0,1}?™ rakap ma M mpuxsata (z,y)}|. 3a mpobaem X kmace #P kasemo na
je tP—nomnyn ako, mmajyhu ,,upry KyTHjy”’ KOja pelraBa MHCTaHIE MpobieMa
X y MOJMHOMUJAJHOM BpeEMeHy, CBaKU MpobieM kiaace P MOKEMO pemuT y
noiuaoMujasnoMm Bpemeny. llo3naro je ma ako je meku fP-mormyH npobiaem
pemuB y mOJUHOMUjAJHOM BpeMeHy, Tana Baxu P = NP.

Y [47] Hapajanan je nokazao cienehu pe3yaTar o KOMIUIEKCHOCTH U3pady-

HaBama KocTkuHUX OpojeBa.

Teopema 104 ([47]). Ipobaem uspauwyrasamwa bpojesa Ky, wax u xada je l(A) =
2, je tP—-nomnyn.

Pasmorpumo cana ciaydyaj kBanTHUX KocTkunux OpojeBa. Kao mro je
HABEEHO y TiaBu 3, kBaHTHU KocTtruuu GpojeBu mory ce ¢popmyiiom (3.3.3)
npencraBuTy npekro (kaacuunux) Kocrtkumrmx GpojeBa. Ilpumernmo ma ce
CBe mapTuimje p u BpemHocTu ox £(p/A\) Koje yduecTBYjy y OBOj (popmyniu
MOT'Yy M3PAdYyHATH Yy BPEMEHY KOje MOJIMHOMUjAJHO 3aBUCU O Size(\, i), ma je
npobiem m3padyyHasa KBaHTHUX KocTkuHux 6pojeBa y kiacu §P (oBze je ca
size(\, 1) o3HaueH ykymaH 6poj OuroBa mckopumheH y AeQUHUNUjA TAPTU-
mja A u i1). Y3 TO, Kako je cBaku KocTkun Opoj yjemuo m kBanTHU KOCTKUH
O6poj, uzpauyHaBame KBaHTHUX KRocTkunmx OpojeBa je fP-moTmnyH mpobieM.

IHaxne, mobunu cmo caenehu pesyarart.
Ilocaemuma 105. IIpobarem uspauyrnasama b6pojesa K];u" je iP—nomnyn.
Ha xpajy oBor nmorsnassma pazmorpuhemo pesyarare rBphema 104 u 105 ca
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craHoBuiTa riase 3. Pasmorpumo amurusry 6a3y By, (CIMYHN 3aKibydnu

ce MOry m3BeCcTH U 3a amutusHe 6asze Dy, n (g, — noriematu riaasy 4).

ITo maoenrurery (3.2.1) mpena3 ca amuTuBHe 0a3e X, Ha aIUTUBHY 0a3y

By, , moctmwxe ce KocTkMHOM MaTpuUmoM, Tako Oa ce MOMe IOMUCIUATHU Ia Ce
: 7

padyH y 0a3m Xj, Ha OBaj HAUMH MO:XKE ,IDEHETH HA aIUTUBHY 0a3y DBy ,.

MebyTum, Teopema 104 mam roBopu na To Huje Moryhe, Tj. ma ce mocebOHO

MOpa Pa3BUTU paudyH yHyTap Oase Bj,, mTo je u ypabeno y rnasu 4.

5.2.2 PexypentHe ¢popmysie 3a KocTkune OpojeBe

Y oBoM morJyIaB/by KOpPUCTHNEMO O3Hake m3 moriaBba 4.2 u 4.4, Kao u
raaBe 3. Y3 To, HekKa je 3a k-TOpry « = (aj,...,a;) HEHETATUBHUX IEIUX
OpojeBa ca «_, O3HAUYEHA MAPTUIMja KOja CAIP:KU a; KOMIOHEHTU jeIHAKUX 17,
3a 1 <i < k. Ha npumep, ako je o = (3,2,0,3), Baskm o, = (4,4,4,2,2,1,1,1).
[Ipumerumo ma je |of = l(a) u ||of = |a].

ITo unenrurery (3.2.1) y H*(Gyn(C); Z) Bazku

o= (-l 3 K o
A=l

3aMeHOM OBUX MAEHTHUTETA y U3pa3 3a ¢,, T'he je p purcumpana (k — 1)-Topka

HEHEraTUBHUX LeJuX OpojeBa M kKopumhemeM unmbenurne na je ¢, = 0 (y
H*(Gyn(C); Z)) mobujamo
0= Y (=n"ela, gce
lletll=n+1+]ll
_ (_1)n+1+||,uH Z (_1)n+1+|a\[a’u] Z Ko, Oy
lall=n+1+|ll IAl=lll

_ (_1)n+1+I|MH Z Z (—1)n+1+|a‘[04, P Kxa_, ox

ledl=n+1+lpll A=l

= (=1 Z Z (=D, | Kra, | o

[Al=nt1+lpll \llal=|Al
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(y oBuM cymama Cy ca « O3HaueHe k-TODKe HEHEraTHBHUX IeJux OpojeBa, a
ca A\ maprumuje).
ITpema ToMe, mocMaTpameM aIUTUBHE 0aze Xy, 3aKbYdyjeMo Ia 38 CBaKy
naprunujy A € n X k rakBy ga je |A| =n+ 1+ ||u|| Baxkn
> (=1, g Ko, =0. (5.2.1)
[l |=[Al
3a [OKa3 IrJIaBHOI pe3yJiTara OBOT MOorJaBJiha Ouhe Ham nmorpebue ciaenehe

osmake. 3a maro k € N mera je v = (nq,ng,...) maprunuja 3a KOjy BasKU

ny < k. Hepuuumumo m; := |{j : n; = i}|, 1 <i < k. IIpumernmo na je Tana
1= (my,mg,...,my) jeIMHCTBEHA k-TOpDKa HEHErATHWBHUX LEJIUX OpojeBa 3a
KOjy Basku v = fi_,. Tarobe, 3a (k — 1)-Topky i := (ma,...,my) Baxku

[l = Wl = 17l = 7] = 1) = v = 1)

[Tpumernmo na ako je n :=Il(v)—1, Tana je my = |a|—|p| = 1(v)—|u| = n+1—|y],

na Basku = (n+ 1 —|u|,me,...,my). Konauno, Heka je
ve = v = p.

Teopema 106. Hexa cy N = (l1,ls,...) u v = (n1,ns,...) napmuyuje 3a xoje

sancu || = |v|. Tada eaxce caedehe penayuje:
(i) axo je N =v =, mada je K, = 1;
(ii) axo je l(N) <Il(v) uly = ny, mada axncu

Ky = Y (~1)H0Hel 0,0 Ky,
lloell=|Al

aF#v

20e je v, = Vﬁl), a CYyMupame ce 8puiu mo ceuM li-mopkama o Heweza-

MUBHUT yeauz bpojesa Koje 3a0080.508aJY HABECOEHE YCAOBE;
(iii) axo je l[(A) = l(v) = s >0, mada je Ky, = Ku,—1,. 1,-1) (n1—1,....n—1);
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(iv) axo je l(N) > I(v) wau l; < ny, mada je Ky, = 0.

Jokas. Ilpumernvo na axo je [(A) > I(v) mmm I} < ny, Taga Bawn A\ # v, a
camuMm tuM u K, = 0, yume je nokasas meo (iv).

Hexka je I(\) = I(v) = s > 0. ITocmaTrpajmo monycraggapaan Jasros tabio
obaurka A m Teskmue v. [IpBa KOJIOHA OBOr TAbJMOA CAAPKU S PAIUUUTUX
6pojesa, ma kako je [(v) = s, MOKe ce HONyHUTU Ha jearHCTBeH HauuH (Opo-
jeBuma on 1 mo s). Tarobe, 6Gpucamem npse KoJIOHE OBOT Tabsoa mKOOHjaMo
Janros tabmno obmuka (I; —1,...,ly — 1) u tuna (n; — 1,...,ns — 1), unme je
IOKAa3aH U Heo (iii) Teopeme.

Iaksie, 1OBOWLHO je joumr paszmorputu ciaydaj [(A) < [(v) u l; > ny. Hera je
k:=limun:=1lv)—1. Tamaje A\Cnxk (jepjelh=kul))<I(v)—1=n)
u Baxu (A = |v] = l(v) + ||v—|| =n+ 1+ ||v—|. Camum TtuMm, O HaeHTUTETY

(5.2.1) nmmamo

> (=1, v K., =0. (5.2.2)
l[edll=[Al
Ako je p=v. = (mg,...,mg), Tana 3a k-topry i = (n+ 1 — |u|,ma, ..., my)
Bagu i, = v u [l = [pL] = |v| = [A]. Hakxe,

<_1)|ﬁ| [ﬁ7 V(*]K)\l/

je cabupak y nperxonuoj cymu. Kaxo je |[fi] = [(v), a mo tBpbhemy 81 [fi, v, | =

(@i, u] = 1, upenturer y memy (ii) ciemu u3 (5.2.2). [l

Hanomena 107. Y jennaxoctu y ey (ii) mIpeTxojHe TeOpeMe, ako je Koedu-
NUjeHT (o, V.| Ha HEeCHO] CTPAHUM PA3JIUYUT O HyJe, Tama je a_, # U, Tj.
a#n=v_ula| =\ =n+1+]|v.| (mornmemaru noxasz reopeme). Ilo

tBpbhemy 81 3akmyuyjemo ma je l(a.) = |of <n+1=I1(v).

Hanmomena 108. Teopema 106 naje HaM peKypeHTHY (GOPMYJIY KOjJOM CE MOTY
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u3pauynatu ¢cBu Koctkunau 6pojeBu. [la 6GucMO OBO [OKa3aJiM YBEIUMO peJa-

mmjy <s Ha CKymy (CcBUX) maprunuja Ha cuaeneliu HAunH:
V< V" &8 (V) <1(V") wmmmje I(V)=10") u V] <]V

[IprumeTnMo na je oBa pesamnuja TPaH3UTWUBHA U A4 3a MAPTULNU]Y UV HE MOKE
nocrojaru OeCKOHAYAH HU3 {V(k)}ren IAPTULNHja 32 KOje BAKHU UV >, V(1) >
cee >y V(k) Sg e

Cama, ako A\ u v 3am0BOJbABajy ycJoB u3 gmena (ii) teopeme 106, K,
je mpema mpeTXOnHOj HAIOMEHU JuHeapHa KoMmOuHanuja KocTtrkuamx Opojesa
K,, TmakBux na je V' <, v, a aKkO A M V 3aJ0BOJbaBajy yCJIOB U3 nesa (iii)
reopeme 106, jacuo je na Basu (n;—1,...,ny—1) <, v. Iakne, Kocrkun 6poj
K, jemnaxk je 0 mnu 1, unu ce Moxke n3pa3uTtu kao ¢pyHKIUja RocTruamx 6po-
jeBa Ky, TakBux ma je ' <, v, yuMe je OOKa3 TBPIOH€ Ca IOYEeTKa HAIOMEHE

3aBPIIEH.

5.2.3 Pexypentae dopmysie 3a kBaHTHe RocTkuHe

opojeBe

Y'3 03HaKe M3 IPETXOMHOr MOrJIaBba, GpopMyny (3.3.2) MOKeMO HAIUCATH
Ha caenmehm HAUYMH: ako je « k-TOpPKa HEHEraTWBHUX IeJuX OpojeBa, Tada je
C« = (—1)lel m ek o
= q Na, Oxx
m20 |A|=[lal[-m(n+k)
3aMeHOM OBUX jeIHAKOCTU ¥ g,, The je j purcupana (k—1)-Topka HeHera-
TUBHUX IEeJUX OpojeBa, y3 UWEHEHUILy A 38 MPOU3BOJBHY Kk-TODKY HEHera-

TuBHUX nesux 6pojesa B Bawu CP - g, =0 (y QH*(Grn;Z)), nmamo

0— Z (_1)n+1+\a|[a’u]ca+6 +gq Z (_1>n—k+1+\a|[ajﬂ]ca+ﬁ
lleell=n4-1|| ] ledll=—Fk+1+|lpll
= Z <—1)n+1+|a‘+”aH+H’8“[CY,IM]quf’(n ), O
m20 A=+
llel[=n+14( |l +nt1-m(n+k)
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DY 3 (—1yretablal Bl gl oy

m=0 A=l 1B1
lledll=—Fk+1+(pll —k4+1-m(n+k)

= (1)l Z Z (=D, ,LL]K];\:’(?LJFB)% T\

A=lell+HI1B8l+n+1 \ lall=nt+14]u]

m>1 lledll=n+1+]| ]
[A=[ll 1Bl +n41—m(n+k)

pll+118 m n+la k,n
EILALEDY T S SR CR A1 e S
m>1 lall=—k+1+]|xll
Al=[ sl 4+ Bl +n+1—m(n+k)
(y oBuM cymama Cy ca « O3HauUeHe k-TOpKe HEeHeraTUBHUX IeauX OpojeBa, a
ca A Cn x k maprunuje).
IIpema ToMme, mocMaTpameM aguTusHe 6a3e Oy, 3aKbYUyjeMO Ia 38 CBaK
p ) p o y4ay) Yy

naptunujy A takBy ma je I <k, [(A) <nwu A = |yl + 8] +n+1—m(k+n),

3a HekO m = 0, BaKu

m=0: 0= > (=D, g K37, (5.2.3)
lall=n-+1+ ]
m=1: 0= > (=D, gl K37, (5.2.4)
lall=n-+1-+ ]
SD DR G K| ) S ys
lall=—Fk+1+ |

ITokazahemo na 0BU MOEHTUTETH Najy PEKypeHTHEe GOPMYJe KOjUM Ce MOTY
nobuTtu cBU KBAaHTHU KoCTKMHU OpOjeBU.

[Mpumerumo nma 3a m = 0 u f = 0 Bakm K];/;" = K),,, ma je uIeHTUTeT
(5.2.3) mumra apyro mero unenturer (5.2.1). Takobe, no manomenu 71, ako
. k7 —_— ]
je l(u) < n, rana Baskn K, = 0 3a cBe A tare ma je |\ # |u|. Ilaxwe,

. . k,n
NOBOJLHO je oApenuTu popmyse 3a kBanTHe RocTkune Opojese K" Takse na
je |ul # (Al m I(p) > n.
Hexa je K" kBantan Koctrun 6poj, mpu uemy je |v| = |\ +m(n + k), 3a

Herko m > 1, u l[(v) > n. Iloraknmo na ce maenturer (5.2.4) MOKE KOPUCTUTH
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3a mobujame oBakBuX OpojeBa. IIpBo, mocroju jenmHCTBEeHA k-TOPKA Y HEHEr-
ATUBHUX IeJIMX OpojeBa TakBa ma je v, = v. Ilpumerumo ma 7y 3amoBOJbaBa
|7] > n, na mocroje k-Topke T u [ HeHEraTUBHUX IEeJUX OpOjeBa TakBe na je
T+0=~ul|r|=n+1. Hamwe, ako je 7 = (t1,ta,..., 1), HeKA je = (to, ..., 1g).
[Ipumerumo ma je ||7]| = |7]| + [|u|| =n+ 1+ ||p||. Taxa mo naenturery (5.2.4)

u TBphemy 81 Baku

k.n n+|a k.n
Ky, = § (1) " |[05»N]K>\(a+5)%
lleell=r+1-+|| ]
(a+B)—#u

+ Y ()Ye K (5:25)

lledll==Fk+1+]ll

I[To tBpbewmy 81, 3a cBako « KOje ce mOjaB/byje y CyMU Ha OECHO] CTPAHU
nperxomqHor maenturera Baxku | < n. Camum tuMm, no naenturery (5.2.5)

v

KBaHTHU RocTKuH OPOj K/’\CV je nuHeapHa KOMOMWHAIMja KBAHTHUX KOCTKUHUX
o6pojeBa Kf;ﬁ rakBux na je [(V') < l(v), mro mokasyje TBpAMY ca IMOYETKA
OBOT' TIACyca.

Ynopemumo umuaenturere (3.3.3) u (5.2.5) (3a Kfjf) I[Ipumerumo ma y
(3.3.3) cBu cabupuu umajy ucto v, nok y (5.2.5) cBu cabupiu nMajy mcto .
OBa ,,ayamaroct”, uckopurnherna 3a m = 1 u moroguo oxabpaue k u n, mahe
HAM HOBe pekypeHTHe ¢opmyie 3a (kracuune) Koctkune 6pojese.

Hexa je K, , Koctrun 6poj koju seauMo na ogpennmo (Y 1 17) Cy HapTUnuje
3a roje Bawku |x| = |n|). Karo 3a l(x) > I(n) Basku K, = 0, MOxeMO mpeTIo-
craButu na je l(x) < l(n). Heka je x = (hy,ho,...,hst1), 1 = (e1,€9,...,€),
k:=hy+1un:=In)—1 (mormenaru cnury 8). lasme, HeKa je A maprunuja
mobujena onx x OpucameMm mene upse Bpcre, Tj. A = (lj,ls,...,l5), rme je
liz=hiy,3al1<i<s,uv:i=(e1+1,ea+1,....,e,01+1) (I(n) =n+1). Tana
je [N =|v|=(n+k), h <kwul(\) <n, maje K} 106po meQuEACAH 1 MOKEMO
npumenutu popmyny (3.3.3). ITo oBoj dopmyam K];;‘ je cyma 6pojeBa £K,,,

rae je T = (ty,1q,...) maprummja mobujena om A momasameMm (k + n)-pama y
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obumky kyke. Ilpummerumo ma 3a t; < k Bawnm (1) > n+ 1 = [(v), na u
K., = 0. Camum tum, Kf: = K,,, rme je p = (ri,r2, ..., py1) jeAUHCTBEHA
mapTUIAja 3a KOjy Basku | = k 1 Koja je mobujeHa oo mapTUnuje A 10IaBamheM
(k+n)-pama y 06auKy Kyke (aJIT€PHATHUBHO, OBA jeIHAKOCT Ce MOKe ITOOUTH
13 KOMOMHATOPHOI ONMCA KBAHTHUX KoCTkMHUX OpojeBa). Y3 TO, Kako je

I(p) = I(v), u3 mema (iii) Teopeme 106 muamo K, = K&

l

: i

X =(5,4,3,1) A= (4,3,1) p=(6,54,2,1,1,1)

n=(44,1,1,1,1,1) v=(55,2,2,222) v=(55,2,2,222)

Cauxa 8. Ilomohre maprunuje xoje mobujamMo IpuiInkoM m3paudyHasama K, ,, 3a

X: (5’4’371) u "7: (4’471717171’1)'

[Tocmarpajmo unenturer (5.2.5) 3a Kf: [TpBa cyma y OBOM UIEHTUTETY

je nuHeapHa koMGuHAImja enemenara K" taksux ma je (V) < l(v) =n+1

n V| = |v] > |\, xoju cy, mo mamomenm 71, cBu jemmaku Hymu. Kako cy

CBU KBAHTHM KOCTKMHU OpoOjeBU KOjU ce MOjaBiby]y Y APYTOj CYMH Yy CTBapu

(knacuunu) Koctrkunu 6pojesu u § = (0,...,0), nobujamo caenehiu nunenrurer
K= Y (DMoplKa. (5.2.6)
lall=llpll—k+1

Nmajyhu y Bumy oBaj pesyarar yBomumo cienehe o3make. 3a mapru-
mjy X = (hy,hs,...) HEeKa je Y~ maprunuja mobujena ox Y OpucameMm MpBe

Bpcre. Jlame, 3a maprumajy 1 = (e1,es,...,6e,41) Herka je 15 = ()W, rme
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jent =(e1+1l,ea+1,....ep01+ 1), a k = hy +1 (upuMeTuMo ma MOKEMO
npermnocTaBuTu na je e; +1 < hy+ 1=k, jep je y cynporaom K, ,, = 0). Kaxro
cy cBu (menyua) mesmosu naprunuje n Behwu ox 1, Bamu |nf| = 1(n) = I(n).
Tarkobe, nmamo u

0=l = 0" —=1n™) = In| = Ix|-

Teopema 109. 3a napmuyuje x = (hq, ha,...) un maxee da je |x| = |n| wx >n,

saxncy caedehu udenmumem

KXT] = Z (_1)|a‘[aan:]Kx* a—s)

lledl=[x|—ha
npu wemy ce cymupamwe epwiu no ceum (hy+ 1)-moprama o Hewezamuenux yeaus

bpojesa koje zadosomasajy ||al| = |x| — hi. ]
OBO morsiassbe 3aBpIIABAMO Ca IBA IPUMEpA.

IIpumep 110. IIpumernmo na je nmo Teopemu 104 mspauynaBame K, , Temko
vak 1 kaga je [(x) = 2. Ilpumenumo teopemy 109 y oBOoM cayuajy, Tj. 3a
X = (h1,hy). Kako je cBakm K, -, , KOju ce mojaBibyje y CyMu jenHak 1 Basku

—

Kyn = Z (_1)|a‘[04777:]7

lleell=hz

npu yemy ce cymupame Bpmwm 1o cBum (hy + 1)-TopkaMa « HEHEraTUBHUX

eJyimx Opojesa.

IIpumep 111. Heka je x = (a + 1,1%), Tj. x je T3B. dujazpam y obauky xyxe.
Kako je x~ = (1°), Bawu K,-,, # 0 arko u camo axo je a_, = (1°), 1j. aro je

a=(b,0,...,0). Camum Tum, y3 ozuaky b = (b,0,...,0), Basku

Koy = (0ot = 0 (") = (T < (),
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I'JIABA 6

I'PEBHEPOBE BA3E 3A PEAJIHE
MHOT'OCTPYROCTUN 3ACTABA OBJINMEKA

F(l,...,1,2,...,2, k. n)

Henrpasau pe3yaTaT oBe IiiaBe je KOHCTPYKIUja penykoBane ['pebuepose
6aze 3a umean [ koju mo (2.2.2) medpunume Zy-KOXOMOJOTUjy peasiHe MHO-
rocrpykoctu 3acraa F(1,...,1,2,...,2 k,n). OBuUM pe3yaTaToM yONIITEHU
cy omroBapajyhu pesynraru u3 [49, 50|, y kojuma cy nobujene I'peGHepose
6a3e 3a cuayuaj peasHUX MHOrocTpykoctu 3actasa F(1,...,1,n) u F(1,2 n).

Kopumhemem nobujene I'pebuepose 6aze, y mormasmy 6.3 buhe nokasane
HOBE TEOpeMe O HEMOCTOjalmy yTalama U uMmepsuja oapeheHux MHOrocTpy-
KOCTHW OBOT THIa, AOK he y omesmKy 6.4.2 3a HEKe MHOTOCTPYKOCTU OBOT TUIIA
OUTH cpadvyHaTa KOXOMOJOIIKA IY/KUHA.

TokoMm oBe ryaBe, paay je IHOCTABHOCTU, PEAJHY MHOMOCTPYKOCT 3aCTaBa
F@1,...,1,2,...,2,k,n) Kox Koje ce jequHMUIA TOjaBibyje j myTa, a ABOjKA d
nyTa, o3nauasahiemo ca (17,24 k n) (o3maka je mpeysera u3 [33]).

Csa tBpbhema mara y 0BOj riiaBu, a 3a KOje M3BOD HUj€ HABEIECH, U3JIOKEHA

cy, y3 He3HaTHe u3MeHe, y [57] u [58].
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6.1 Omnuc Z,-KOXOMOJIOTHjE PEeaJTHUX

MHOTrOCTpyKocTu 3actasa F(1+7, 2+ k, n)

Y oBOM KpaTKOM OneJbKy ommTu bopeaoB pe3yiarar u3 Teopeme 46 mpe-
nu3HUje hemo ommcaTu 3a peajiHy MHOTOCTPYKOCT 3acTaBa F(l'"j,Q"'d, k,n).
Sanp:xkaheMmo o3Hake u3 riase 4.

Heka je j,d € Ny u min{2,d + 1} < k < n. IIo Bopemnosom onucy anreGpa

H*(F(1+9,2+4 k n); Zy) n3oMoppHA je KOTMIHUIKO] aareopu

Lg[T1s ooy Ty Y115 Y125 -+ -5 Yd,15 Yd,25 W1, W2, -+ We] [ Lja k-
Y osom omucy cy (F(1+9,2+% k n) je jemmocTaBHo o3Haueno ca F):

o 1, € H(F;Zy), 3a 1 < i < j, Ultupen-Burnujese Kaace TayTOJTOMKAX
JIVHWjCKUX paciojema Ham F

ey, € H(F;Zy), 3a 1 <i <dwul € {12}, Hlrupen-BurHujese raace
TAyTOJIOMKNX ABOANMEH3MOHIUX BEKTOPCKUX paciojema Ham F;

o w; € H(F;Zy), 3a 1 <1 < k, llltuden-BuTHujese Kaace TayTOTOMKOT
BEKTOPCKOT paciiojema numensuje k vam F';

o [;qkn nmean anredpe Zo[ri, ..., T Y11, Y12, - - - Yd1s Yd2, Wi, - - . , Wg] TEHe-

PUCaH IyaJHUM KIACAMA Znil, Zn42s- - -3 Zntjt+2d4k-

3a oBe myaJiHe KJace Baske ciaenehe jemHakocTu

J d
Ltz ozt =0 tw + o Fw) ™ [ [ +2) ™ [ [+ +yi2)
=1 i=1
U3 KOJUX HoOmjaMmo
% = Z iy .Tj7ljgl,7“1 e 'yd,rdmta (611)

bht+ljtrit+rgtt=s
IpU YyeMy ce CyMupame Bpum no cBuM (j+d+1)-TopraMa HeHEraTUBHUX MEIUX

opojesa (ly,...,l;,71,...,r4,t) 3a KOje Bawkm [y + -+l +ri +---+rg+t=s.
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Takobe, 3a [,r,t € Ny, je

77

_ a+b\ , .
Yir = Z ( a )yi,lyfﬁv l<i<d,

a+2b=r

Ty =7t 1<i <y,

W, = Z lay,as, ..., ag]W?,

llal|=t
IpY YeMy je IpBa cyMa IO CBUM HapoBuMa (a,b) HEHeraTUBHUX LeJnX OpojeBa
TakBUM 1a je a + 2b = r, a mpyra mo cBuMm k-topkama o = (aj,as...,ax)

HEHeraTUBHUX I[eJUX OpojeBa TaksuM na je ||al| = t.

Hamomena 112. 3a HemapHO 7 CTeImEeH OX ¥;; y CBAKOM MOHOMY Y ¥, j€

nosutuBan. Ca gpyre crpase, 3a mapHO r MOHOM 3a b = r/2 (y mperxomHoj

. 2 — .
cymm) je yz/Q, a CTENeH OM Y1 Y CBAKOM O]l MPEOCTAJUX MOHOMa Y ¥, je

IIO3NTUBAH.
Hexra je ca hy(xq,...,7;) O3HAYEH KOMIJIETAH CAMETDPUYHN IIOJIMHOM CTe-
IeHa P NPOMEHJBUBUX T1,...,T; (h_1(x1,...,2;) =0). Y3 oBe O3HaKe, UAEHTU-

rer (6.1.1) moskemo 3amucaru y ciaenehiem obnury

Zs = Z hy(xq, ... Tty Uy Wt (6.1.2)
+ri+-+rgt+t=s

rje ce cymupame Bpiu 1o c¢suM (d+ 2)-topkama (I,71,...,74,1) HEHETATUBHUX

nesqmx OpojeBa TakBuM ma je [ +1ry+---+1rqg+t=s.

6.2 I'pebHepoBa 6a3za mneana [ .,

Y oBowMm moraaBsy 3anp:kahieMo o3Hake M3 TPETXOMHOT U CBE je THAKOCTU
Baskmhe mo Moayay 2.
Bal<m<d, 2<N<n+j+2m—2ur >0, "gera je

a+b—r\ ,
g =Y ( )ym,lyf;,za (6.2.1)

a
a+2b=N-+1+r
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npu YeMy ce cyMupame BpIIM 1o cBuUM maposuma (a,b) € NZ taxsum na je
a+2b=N+1+r.
Ha mpumep

3 a+ b -2 a
gé% = Z ( a )%,1912),2 = 93,1?/5,2 + 93,2-

Hamomena 113. IIpuMeTumMo na DOJIMHOM g&NQ oarosapa (MOn 2 BapujaHTH)

IOJIMHOMA, 98«\)[) nepuHUCAHOM y riasu 4 (3a k = 2).

Heka je p = (r1,...,74) jenna d-topra nenux 6pojesa. Tama, 3a 1 < m < d,
ca p™ ozmauaBamo (d —m + 1)-TOPKY (Ty, ..., 7q). YKOIUKO BasKM U Ty = —1,

ar;, 20,3am+1<1<d, ypomumo u cienehe o3naxe:

d
o p(m) =3 ri
=m
PmAL  — _
oY - ym+1,rm+1 s 'yd,'rd'

. . . =Pl _ _
Komauno, aro je r; 2 0,3a 1 <i<d, rama je Y =7, ...Yg,, -
Monomujanan mopenak < Ha Zo[T1, ..., %5, Y11, Y1,2:- - - Yd,1, Yd,2| JeprHECAH

je ma caenehu mHauma. MoHoMmy

— ng, ni1, n1,2 nd,1, d,2, Ni Ny,
t=ay .27 Y Yo - Yai Yao Wi - W,
mozmennmMo BeKTOp D(t) = (nq, ..., My, Mjg1, N1 1, - - - Wjrds N, 15 Mjrdts N1y - - - Nig),

rae je Nji, = Ny1 +np2, 38 1 <r < d, anjigrr = Ny +No+---+ N, Tana je
t <t axo m camo ako je D(t) <. D('),

rue je <ie; CTAaHOAPIHU JEKCUKOTPa(CKMU IMOpenak.
Copemuu cmo ga medunumenmo ckyn G = G; U Go U (3 3a koju hemo
OKa3aTy Ja YMHN penykoBaHy ['peOHepoBy Oasdy mmeana Iik, y OZHOCY

HA MOHOMUjAJIHU TOPEIAK <.
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Heka je Gh = {gm : 1 <m < j}, rme je
Im = Z h (T, ..., 2)Y w0y,
I4+p(1)+t=n+m
a cymMupame ce Bpmu 10 cBuM d-Topkama p = (11,...,7) HEHETATUBHUX IIEJIUX
6pojesa u [,t € Ny TakBuMm na je [+ p(1) +t =n +m.
Heka je Go ={gm, : 1 <m <d, 0<r<n+j+2m—1}, rae je
Gue= Y g Y,
p(m)+t=n+j+2m—1
a cymupame ce Bpum 1o csuM t € Ny u (d—m+1)-toprama p™ = (r,,,...,74)
TakKBUM 1a je 1, = —1, ar; > 0, 3a m+1 < i < d, u Basgku p(m)+t = n+j+2m—1.
Heka je Gs = {g, : || < n+j+2d+ 1}, rne je (kao y rmasm 4), 3a
(k — 1)-TOpKY [ HEHETATUBHUX IeJUX OpojeBa,
Gu = > [, W,
lal|=n+j+2d-+1+] ul
a CyMupame ce BPIIK [0 CBUM k-Topkama « = (aq, ..., () HEHETATUBHUX IIEJINX
6pojeBa TakBuM na je ||a|| =n+j+2d+ 1+ |||

[Tpumerunmo na je 3a d =0 u k=1, G I'pebueposa Gaza mobujana y [49];
3a j = d =0, G I'pebuepoBa Ga3a mobujena y raasu 4; 3a j =1, d=0mu
k =2, G I'pebueposa 6a3a nobujena y [50].

Koncrpykmuja I'pebrepoBe Oase y ommTeM ciaydajy, Tj. 3a uaeas ljqpn,
ociama ce Ha mpeTxonHe pesyarare. Hauve, umajyhiu ma ymy oBe pesyiarare,
y HACTaBKy NeMO MOCTENneHO KOHCTPYUCATU HOBE TeHEPATOPCKE CKYIOBE 34
nnean I g, 3aMemyjyhn Heke TOIMHOME ,, TDEHYTHOI TeHePaTOPCKOT CKyIa
MOJIMHOMUMA Y KOjUMa y4ecTBYje Mambu OPOj TPOMEHJbUBUX.

[Ipso hemo mokazatu na je G1U{2, i1, 2niji2 > Znijiodsk) TEHEDATDHUCA

nneana I qpn, TO€ je

z;+j+m: Z Y'w,, 1<m<2d+k,

p(1)+t=n+j+m
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a CyMUpame Ce BPIIMU MO CBUM d-TOpKaMa HEHETaTUBHUX IEJUX OpojeBa p =
(r1,...,7mq) u t € No, TakBum na Bazku p(l) +t =n+ j + m.

Ila 6ucmo OBO ypamuau, yBOOUMO cienehe moamHoMe

Tngmi = Yl z) YW, 1<m <2+ k 1<i <,
I+p(1)+t=n+m
rge ce cymMmpame BpImu 1m0 cBuM d-Toprama p = (rq,...,7;) HEHETaTUBHUX
neaux 6pojesa u [,t € Ny, raksum na Basku | + p(1) +t =n + m.
Ilo (6.1.2), 3a 1 < m < j+ 2d+ k BaXRU 2y = Znpymi1. Larobe, mo
J BaEUA Gy = Zptm,m-

nedpuHMIMjU, 3a 1 <M

<
[Ipumerumo na 3a l> —1ul1<i<j— 1 Bakn

hl+1($i+17 e ,Ij) = hl+1($i7%’+17 s ;Ij) - Iihl(xiya:i—l-la e ,xj);
mazal<m<j+2d+k—1unl1<i<j—1,360r hoy(z;,...,z;) =0, Baxkn
ZndmAlitl = Z hi(2ipr, ..., )Ypl_

I+p(1)+t=n+m+1

= Z (hl(l’i,...,l’j) —xihl,l(xi,...,xj))?plwt

I4+p(1)+t=n+m+1

N P1—
= Zn+m+1,i+$i E hl_l(ﬂfi,...,l’j)y Wt
I—14p(1)+t=n+m

= Zn4+m+1,i + TiZn+m,i- (622)

Takobe, 3a j < m < j+ 2d+ k — 1 umamo

1Pl — P1_
Zntm4l,j — Tjntm,j = g Y Wy — g T Ly
I4-p(1)+t=n+m+1 I4+p(1)+t=n+m
Pl_ Pl_
= g T, Ly g T, Ly
I+p(1)+t=n+m+1 I+p(1)+t=n+m+1
I>1
- Zn+m+17 (623)
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Kopumhemwem maenrurera (6.2.2) u (6.2.3) 3a remeparope Koju Ccy y

HapemIHUM jeTHAKOCTUMAa YOKBUPEHU HOOUjamMo

Liakn = <Zn+l,1a Znt2, 1y Zn+j+2d—2,17‘ Zntj42d4k—1,1 \, \ Zntj4+2d+k,1 \>

,\ Zntj+2d+k—1,1 \7 Zn+j+2d+k,2>

= <Zn+1,1, Zn+42,1y -+«

<917 Int2.20 o Inbj2dbk-22, ] Zntjrad k12 | [ Zngrad ik, \>

915 Zn4225 - - 5| Zn+j+2d+k—2,2 ‘7 ‘ Zn4j+2d+k—1,2 ‘, Zn+j+2d+k,3>

I
S

= <g1, s Gy Bty - s Pncbj42dk—2,5 \ Zntjt2dtk—1, \, \ Zntj+2d+k,j \>
!
= <91> e Gty g | Enjt2dth—2,5 | Zntt2d k-1, Zn+j+2d+k>
_ ! !
= (91, G Znpjs - - - > Fnckja2dak) - (6.2.4)

3a HAcCTaBaK OOKa3a HEOMXOOHa HaM je ciaemeha sema kKoja je, y HemToO

cnabujoj popmu, nokaszana y [51].

Jlema 114. 3al1 < m <d, 2< N<n+j+2m—-2,r>0us > 1 eamce

caedehu udenmumemu:
a) LT(ghr) =y "yl y 34 0 <r < N+ 15

6) gm,rJrZ = ym,lymﬂdrl + ym,2§m,r;

N N N
B) 97(71 24—2 = ?/m7197(n,2+1 + ym,ng(n,v2 ;

S—1—1 N
L) Yot + U1 Gons = Zymly g e

) gﬁnNJ)\,H—OugT(m?—ggA?b s3ar > N+ 3.
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Lokas. a) Ilo (4.1.2), ako je b<r u a+b > r Baxkn (“’Ls_r) = 0, ma 3a CBakKM

(HeHyIa) MOHOM Y

Ny a+b—r\ , ,
gm,r Z ( a ) ym,lym,Z

a+2b=N+1+4r
Baxku b > r mim a+b < r. Hakme, a+b < max{N +1,r—1} = N+ 1, a camum

N T,
TUM U LT(gﬁrm}) = yn]\’i+11 Ym,2-

6) Basxu (mo momymy 2)

ym,lym,r+1 +ym72ym,r =

a+b\ , a+b\ ,
= ) (a) “yfanrZ( >m1yfif21

a+2b=r+1 a+2b=r

a+b—1 a a+b—1 u
- Z (a—l )ym,lygm"’" Z ( a )ym,lyfn,Z

a+2b=r+2 a+2b=r+2

a+b b
= Z ( a )yf;,lym,z-
a+2b=r-+2
Cwmena npomenmuBux a — a — 1 (omHocHo b +— b — 1) He HapymaBa yCIOB

a >0 (omaocHO b > 0), jep je 3a a =0 (omHocHO b = () GUHOMHU KOE(PUIWjEHT

(aﬁzl) (omHOCHO (‘”271) = (:E)) jemmak 0. Ilakmae, mociemma cyMa jeoHAKA

je ym,r—l—Q'
B) OBO TBpheme ciaenn u3 rephema 82 (penykimjom mo monyay 2). Wnaxk,

paay KOMIIETHOCTH, AAjeMO NOKA3 W Y OBOM CIEIUjaJIHOM ciydajy. Bakm

Y1 G 3+1 + Ym2g) =

a+b-— at+1, b atb—r\ , b+1
( > ym 1 ym,? + Z a ym,lym,2
a+2b= N+r+2 a+2b=N+r+1

a+b—r—2 at+b—r—1\ ,
= ( >ym 1ym2 + Z ( a )ym,ﬂ/gz,z
a+2b= N+r+3

a+2b=N+r+3

. Z a + b —r—2 a b
- a ym,lym,Z'

a+2b=N-+r+3

[IpumeTnmo ma, CAMYHO Kao y Oeiy mox 0), CMeHa MPOMEHJBUBUX @ — a — 1
(omaocuo b — b — 1) me mapymasa ycaos a > 0 (omaocumo b > 0). Iaxruie,

mocJaenma cCyMa jeTHaKa je gffﬁw-
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r) lokas M3BOAMMO NMPUMEHOM MaTeMaTUYKe MHAYKIUje 1m0 s. 3a § = 1

: Ny (™) (™) :
NOBOJBHO j€ MOKA3aTU A& BAKU Jy, ;1o = Ym,20m,r +Ym,19m r41, TITO j€ NEO TOM B).
NunyxkTuBau Kopak ciaemu u3 ciaemehux jemHakocTu, Koje Takohe modOujamo

OPUMEHOM JeJia MO B):

s s N
ym,2g1(n]\,/12 + ym,lgﬁn,’/?-i-s

S S— N S5— N s N
= ym,2g£n]\7[12 + ym,2ym,llgr(n,2+s—1 + ym,ZmelgfnJ?—i-s—l + ym,lgin,??—i-s

s— s— N s— N N
= Ym2 (ym,%gﬁﬁr) +yit gfn,Ls_l) +yid <ym,zgfn,3+s_1 + ym,lgﬁl}ﬂ)

s—2
_ i s—2—i (N) s—1 _(N)
= Ym,2 E YmiYm2  Imr+2+i T Ymd Imrtst1
=0

s—1
_Z i s—1—i (N)
- ym,lym,Q gm,’/‘+2+i'
=0

n) Ilpso, wera je r = N +2. Ako je a+2b = N+1+r = 2N + 3, 3a
Heke a,b > 0, tana je 2a +2b > 2N 4+ 3, 1j. a+b > N + 2. Tarobe, Basku u
20 <K2N+3, 1. b< N+2,maje0<a+b—r <a, acamum TuM u (“’Ls_’") =0,
Tj. gﬁnj\,[])\f-i-Q = 0.

Hame, neka cy r > N+3 u a,b > 0 rakBu na Basku a+2b = N+1+r. Tana
jer—b—1l=a+b—N—-2mu (") =(-1)(""") = (“*""V?) (mod 2), na u

a+b—r1r\ ,
gm]\,[r - Z < )ym,lyfn,Z

a+2b=N-+1+r a
= Z a ym,lym,2
a+2b=N-+1+r
_ ,(r=2)
- gm,N+2' D
Hexka je
o
Zntjam = Z Y™, 1<m<2d+k,
p(2)+t=n+j+m
rue ce cymMupame BpmH mo cBuM d-Topkama p'?) = (ry,...,r;) HEHEraTUBHUX

neaux 6pojesa u t € Ny rakBum na je p(2) +t=n+j+ m.
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[IpumeTrMo nma, YKOJMKO mepuHUmEMO na je ¥, | jemnaxo 0, Tama meo

non 6) mperxonue jgeme Baku 1 3a r = —1. Ilakme, 3a 1 < m < 2d+k — 2
BaKU

/ APl —

Pntjtm+2 = Z Y w,

p(1)+t=n+j+m+2

- > Y 'w, + > Y"1,

p(1)+t=n+j+m+2 p(2)+t=n-+j+m+2
ri=>1
T = VP2 E : P2 —
= Z (yl,ly]_’rl_l + y1,2y17r1—2) Y wt + Y wt
p(L)+t=n+j+m+2 p(2)+t=n-+j+m+2

ri=>1

Pl — XP1— "
= ) YiaY W + ) Y12V W+ 2oy jimae
p(1)+t=n+j+m+1 p(1)+t=n+j+m

_ / / "
= YL1%njrmy1 + Y1,2%n+j+m + “n+j+m+2- (6-2-5>

Kopumhemem nnenturera (6.2.5), caudno kao y mnokasy jemsHaxoctu (6.2.4),

nobujamo

_ o / / /
]j,d,k,n = <91a c 9 955 B4l Pntbi+2 Fntj3s - 7Zn+j+2d+k>

_ ) / " "
= {902 95 Zngts Zner Zngss oo Enga2deh) (6.2.6)

s / !/
Cneneha nema omorylhiyje HaMm fa TOJMHOME 2, ;11 U 2,19 Y TEHEPATOPCKOM

cryny 3a ljqr, (matom y (6.2.6)) 3amennmo enementuma u3 G.

/! / _
Jlema 115. <Zn+j+17zn+j+2> = <91,0,91,17 e 7gl,n+j+1>'

(

. -1
Lloxas. Ilpumerumo na je 91% )

=Yy 328 —1<r<n+j+1(y,_,:=0), na

je
g10 = Z YW, = il
p(1)+t=ntj+1
Rako je gff) =1mn gfll) = 0 Bawkm
911 = Z gﬁﬁf_l)?pQWt
p(1)+t=n+j+1
ri=>—1
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- Z Z (a—*—z_l)yh 12Y Wy

p(1)+t=n+j+1 a+2b=r1+1
ri=z—1

= > > (azb)y?l YR+ Y YW,

p(1)+t >n1+j+l a+2b=r1—1 p(2)+t=n+j+2
r1

= Y12 Z y1,r171?p2@t + Z ?m@t

p(1)+t=n+j+1 p(2)+t=n—+j+2

=y1,2 Z Y@, + Z Y w,,

1)+t=n+j p(2)+t=n+j+2
a caMuM TuM, 1o neny 0) seme 114, Basku

/ _ TPl—
Fntj2 = E Y w,

p(1)+t=n—+j+2

- Z (Y1171, -1 + y1,2§1m_2)7p2wt + Z V",

p(1)+t:>nl+j+2 p(2)+t=n-+j+2
riz
/ Pl — P2 —
=yt Y, Ywm+ ), Y'm,
p(1)+t=n+j p(2)+t=n+j+2

=Y1,191,0 + g1,1-

/ /
lakie, <Zn+j+17 Zn+j+2> - (91,0, g1,1,--- >gl,n+j+1>'

Ila BucMo nmokazayy M APYTY WHKIY3WjY, IPBO IPUMETUMO N2 BaKU

— _ / / /
910 = Zpgjr1 M 911 = Zygjpo T Y11%4541 € <Zn+j+17 Zn+j+2>‘

Iame, jenHOCTABHUM KOpUIINEHmeM MaTeMaTHUYKe WHIYKIUje IO 7, U3 HeJia

non B) geme 114 mobujamo

!/ / .
Jir+2 = Y1191041 T Y1201 € (Znpji1s Znpjya)s 0 ST <n+j—1,
JuMe je IOKa3 JieMe 3aBpIIeH. [

W3 nperxonne meme je

" "
[j,d,kz,n = <91, <3 9559100 - -5 Glntj41s Bpg a3y - - s zn+j+2d+k>'
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[IpumeTnmo Aa cy MOIMHOMU 2, ., 3 < i < 2d + k, mcTor obamka Kao
OJMHOMU znﬂﬂ, 1 <@ < 2d, ca jeqmHOM pa3auKOM Aa He caap:ke TPOMEHJbUBE
Y1,1,Y1,2. akme, mocrynajyhm Ha nCTM HaUYMH Ka0 y IPETXOIHOM eIy NOKa3a,

3aKbydyjeMo na je uneadt Ijqj, TeHepucaH CKyIOM

G1 UGy U {Wntjt2d41s - - - Wntjr2dtk -
Kako no reopemu 91 BaKU U (Wyijt2d+1, - - - , Wntjr2d+k) = (G3), A3 IPETXOAHOT
3aKJbyUyjeMo ma je
Liawkn = (G). (6.2.7)

Ila 6ucmo nokaszanu na je G I'pebrepoBa 6a3a 3a mmeas Ijqy,, IOTOIHO
je meQUHUIM]Y IOJUHOMA G, , NPOMMPUTH U Ha Clyda) r =n + j + 2m, u TO

Ha caenehu mauun

m—1 1
Imn+jt+2m = Z gr(:”: n+j)+2mYp +1wt7 1<m< da
p(m)+t=n+j+2m—1
a cymupame ce Bpum 1o csuM t € Ny u (d—m+1)-toprama p™ = (r,,,...,7r4)
TaKBUM na je 1, = —1, ar; > 0, 3a m+1 < i < d, m Basu p(m)+t = n+j+2m—1.

JIlema 116. 3a 1 < m < d saxncu
FPm+1—
Z m,r Z Y Wy = O,
r+s=n+j+2m p(m+1)+t=s
npu Hemy ce CYMUPAme 8P NO CEUM MPOJKAMA HEHEZAMUBHUL UEAUL OpO-

jeaa (r,s,t) u ceum (d — m)-moprama nenezamuenuz yesux bpojesa p™tl =

(Tt - - -5 Ta) MaKsuM 06 8axwcu T +s=n+j+2m u p(m+1)+t=s.

Zloxas. Heka je ca A o3HaueH m3pa3 ca JieBe CTpaHe TPasKeHe je THAKOCTU U3

neme u N =n+ j+ 2m. Ilo nepuuunuju je g, = Z ,(n’,,_l)Ypm“_

p'(m)+t/=N-1
3aMeHOM OBOT m3pasa y A mobujamo

A=Y Y T Y T,

r+s=N p/(m)+t/=N—-1 p(m+1)+t=s
S SIS D S e
0<r,r’'<N p(m+1)+t=N—r p/(m+1)+t/=N—r’
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[lo memy n) neme 114 Basku g,(ﬁ:r_m = gg;?), zar >, u g,(f{f) = 0, ma je

A=0. ]

N3 mperxonue neme je

Gnntiiom = Y Gmp Y (6.2.8)

r+s=n+j+2m p(m+1)+t=s

s=1
IIpumeTnMo na je CBakd HMOJMUHOM (,, KOjU Ce IOjaBJbyje Ha IEeCHO] CTPaHuU
jemnakoctu (6.2.8) enement cryna Gs.

CHpeMHI/I CMO Oa OJOKayKEMO IHEHTPaAJHY TEOpEMY OB€ TJiaBe.

Teopema 117. Cxyn G je pedyxosana I'pedbreposa basa udeana I 4y, y 00nocy

HG MOHOMUJAAHY NOPEdaK <.

Jokas. Ila 6ucmo morazanu na je G I'pebueposa 6a3za, mo (6.2.7) K0BOJBHO je
nmokazatu ma G 3amoBosbasa neo (2) reopeme 40. Heka cy ¢, ¢" € G, ¢ # ¢".
[Tpumerumo na 3a 1 < m < j Basku LT(g,,) = 2. Tlo meny a) meme 114,

3al<m<du0<r<n+j+2m—1 Baxkn
LT(gm,) = LT (gl t3+20m=1)y = yypgzm=izryr .

Tarobe, 3a (k—1)-Ttopry p = (ma, ..., My) HEHETATUBHUX NEJUX OPOjeBa TAKBY
na je |p| < n+j+2d+1, mo tBpbewy 81, Baku LT(g,) = WF, rae je i =
(n+j+2d+1— |u|,ma,...,my).

Haxne, ako je ¢ € G;, ¢" € G;, upu uemy i # j, unu ¢,¢" € Gy, nm
g = Gy §" = Gy, opu vemy je m’ # m', mo memm 42 je S(¢',¢") —¢ 0.
Taxobe, 3a ¢, ¢" € G5, mo Teopemu 91 u reopemu 40 Bazxu S(¢', ¢") —¢ 0 nian
S(¢',g") nma T-penpesenranujy y onsocy Ha G 3a meko t < lem(LT(¢'), LT(g")).

Ilakne, MOBOJBHO je pa3MOTPUTH CAy4aj ¢ = gmy U ¢ = Gm,», 38 HEKO

Il<m<du0<r<r<n+j+2m—1. Tana je

lem (LT (g ), LT (g )) = g 720y

m,2)
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IIa CaMMM THUM

I e !
S(gm,?"/7 gmzr“> - ym,2 gm,r/ + ym,l gm”’”

_ ! (rm=1) | g (rm—1)\ TAPmAL—
= > (ym,Q It T Ym G ) YW
p(m)+t=n+j+2m—1

Heka je 6 = 1" — 1" — 1. Ilo memy r) neme 114 je

é
_ i §—i (rm—=1) 7Pm+1_
S(gm,r’7gm,r”) = E E ym,lym,zgm,r/+2+iy Wy
p(m)+t=n+j+2m—1 =0

6
_E i 6—i z : (rm=1) Pm+1_—_
- ym,lym,Q gm,r/+2+iY wy
1=0 p(m)+t=n+j+2m—1
19

= Z y:'n,1yg;§9m,r/+2+i- (6.2.9)
i=0

I[Mpumerumo ma 3a ' +2+i<n+j+2m — 1 Baxku

i 5—1 _ontj2m=3—r" r’41 n+j+2m—1—r'_ ¢/
LT<ym,1ym,2gm,T’+2+i) = Ym,1 Ym,2 = Ym, 1 Ym,2-

Hakne, ako je 1’ < n+j+2m—1, rana je (6.2.9) T-penpeseHranuja mOJIMHOMA

S(Ggmrrs Gmar), npu uemy je 7 < lem(LT (g ), LT (gmy))-

Heka je 3ato " = n+j+2m—1. V3 ugearurera (6.2.8) u (6.2.9) nobujamo

5—1
s
S(gm,r’a gm,r”) = Z Z/Zn,1ym,§gm,w+2+i
i=0
5 p(m+1)__
FYa D Gme Y. Y w, (6.2.10)
rhs=n+j+2m p(m~+1)+t=s
s>1
[Tprmernmo na 3a MOTUHOM R € Zo[Ymi11s Ym+1.2s - - - » Y1, Yd2, Wiy - - ., Wi| 7

0<r<n+j+2m—1 Baxkn
d4+nt+j+2m—1—r n+j+2m—1—r' n+j+2m—1
LT (4, 19myeh) = g1 F Yo LT () <y 7" Yy

na je y (6.2.10) momuaoM S(Gm v, Gmr) IPEACTABIbEH y OqroBapajyhem o6mm-

Ky, #akie, Baxku neo (2) reopeme 40.
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Konauno, nora:kumo na je G pemykoBana ['pebuepoa 6a3za. IIpermocra-
BUMO CcynpoTHo, Tj. na LT(¢') menu merkm unan momuuoma ¢”, 3a meke ¢, g" €
G, g # ¢’. Jacwo, Ttama je mumensuja moauHOMa ¢ He Behia om mumensuje
nosuaoMa ¢’ ma ¢ € GG, jep, y CyHpOTHOM, WIAHOBU HoJuHOMa ¢’ He Oun
caap:Kaji IPOMEHUBY Koja ydecTByje y mouomy LT(¢'). Cawmuno, ako je
g =0my,3a1<m<dul<r <n+j+2m—1, 3akmyuyjemo na je ¢" = g,
zamero 0 <’ < 71" <n+j+2m—1. Mebyrum, taga cy cremenu MoHOMA
LT(¢') m momuuoma ¢” jemmaku, ma LT(¢) He menm HujenaH YaaH MOJIUHOMA
¢" (cBu unanoBu mosmuoMa ¢’ ocuMm Bomeher cy CTpOro Mamer CTemeHa HEro
mro je cremex ox LT(¢'), a LT(¢') 1t LT(¢”)). Ha canuan maums 3akmydyjemo

u na cayudaj ¢, ¢" € G3 Huje moryh. [

Kuacy momuaoMa p € Zo[T1, ..., %5, Y11, Y21, - - - Yd1, Yd,2, W1, - - ., Wg] Y ajre-
opu H*(F(1+9,2+ k,n); Zy) y HACTaBKy TeKCTa o3HauaBahieMo MCTUM CIOBOM
Kao M CaM IOJIMHOM.

Teopema 40 (mvmmiankanuja (1)=-(3)) maje mam cnenehy mocuenumy Teo-

peme 117.

Ilocnemuma 118. Hexa je Ny =n+j+2i, 3a 1 <i<d. Ckyn
d

J
{HI H (yfflyffé) W ta;<n+i—1,0;+b <N;—2, |a] < Nd}
i=1

i=1
je adumuena basa sa H*(F(1+9,2+4 k n); Zy). O
A murrBHy 6a3y nobujeHy y IpeTXOIHO] MOCIe ANy o3adniieMo ca B iy -
[Tocnemuna 118 mam mehe OuT;M MOBOJLHA 3a majhba pasMarpama. Mnoak,
['pebuepoBa 0Oaza mobujena y teopemu 117 naje Bume. Ilo medunmnmjm
penyknuje, ako p —; ¢ tana je LT(q) < LT(p), omarne mobujamo crenehy

nOCJIe JUILY .

INocaemuna 119. 3a f € Zslx1, ..., Tj, Y11, Y12, - -+ Yd1, Yd,2, Wi, - - - , W] nOCMOJuU
(jedurncmeenu) noaunom p maxae da je f =p y H*(F (19,24 k n); Zy), LT(p) <

LT(f) u ceu mornomu noauroma p cy u3 Bjgpn. O
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M3 nperxomme mocJaemuie CIEOU: YKOJIWKO MOJUHOM P HE CAAPKHU IIPO-
MEHJLUBE T1,...,%;, & MOIUHOM f je 30up eimemenara u3 B; ., TakaB na Baku
f=py H(F(1+9,2+¢ k n);Zy), Tana f He caapKU TPOMEHJLUBE I1,...,T;.
C.HI/I(IHO, aKO IIOJIMHOM ¢ HE CaAPyKN IPOMEHJBUBE L1, ..., T;5,Y1.1,Y1,25- - - ,Yi1,Y4,2,
a TIOJIMHOM ¢ je 36up enemenara u3s Bjgy, Takas nay H*(F(1+9,2+% k n);Zs)
BaXn g = ¢, Talda g HE CaIP:EKNU IIPOMEHJIBUBE T1,...,Tj,Y1,1,Y1,2,---,Yi1,Yi2-

Hakne, Basku caenehwm pesynrart.

IMocnemuma 120. a) Hexa je 1 < i< j,0< a1 <ay <---<a,<n+i—1,a

D1, D2, - - - Dk NOAUROMU makeyu 0a eaxncu LT (p) < x;, 3a 1 <1< k. Tada je

k
>_ai'm=0
I=1

y H*(F(1+9,2+% k,n); Zs) axo u camo axo je py =0y H*(F(1+7,2+% k.n); Zs) 3a
cee 1l <l <k.

6) Hexa je 1 <1 < d, (by,¢1), ..., (b, C) pazauuumu naposu HewezamueHux
yeauxr b6pojesa maxeu da je by +c < n+j+2i—2,3a1 <1<k, ap,...,pk

noauromu maxeu 0a saxcu LT (p) < y;0, 30 1 <1 < k. Tada je

Z y’L lyz 2pl

y H*(F(1+7,2+% k,n); Zs) axo u camo axo je py =0y H*(F (17,2 k.n);Zs) sa
cee 1l <1 <k. O]

Pesynarare oBor morsassha y HACTABKY TIJIaBe KOPUCTUNEMO WUCKJIbYUUBO
3a peaJjiHe MHOTOCTPYKOCTH 3actasa F(1+7 2+4 n), ma, paau jemmocTtaBHOCTH,
TBphema y HAaCTaBKy OBOT MOrJaB/ba JajeMO caMo 3a Taj caydaj. AIuTuBHY
6a3y 3a KOXOMOJIOTH]y OBUX 3acraBa (mobujeny m3 mocaenune 118) ozuauu-
hemo ca Bj 4.

ITo mocnemumu 118, ako p € Bj4, HE CAIP:XKU IPOMEHLUBE T, T2, ..., T,
J d

Tama je cremeH moaumHOMa p He Behwm on Z (n+1-1)+ Z(n +j+20—2),
I=i+1 =1
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J d

a muMmensuja #He Beha on Z n+1—-1)+ Z(?n +2j + 4l — 4). Cnuuso,

I=i+1 —

aKO (¢ - Bj,d,n HE CadpyKM IIPOMEHJ/LUBE T, ... ,ij, yl,la y1,27 ce 7yi,17 yi,27 Tada je
d

CTelleH IOJWHOMa ¢ He Behm on Z (n+j+ 20 —2), a numensuja He Beha

I=i+1
d
on Z (2n +2j + 4l — 4). Camum Tum, 3 nocaenune 119 nobujamo ciaenehe
I=i+1
TBpbheme.

IMocaemuma 121. Hexa jea; >0, 1 <1< 7, ub,c>0,1<1<d. Axo je

j d j d
a) Z aH—Z(bH—ch) > Z(n+l—1)+2(2n+2j+4l—4), 30, HEKO
I=i+1 I=1 I=i+1 =1
0<1<7, uru
d d
6) Z(bl+2cl) > Z (2n+2j + 41 —4), 3a nexo 0 < 1 < d,
I=i+1 I=i+1

mada y H*(F (17,2 n); Zy) eamncu

j d
ap
H Ly H?Jz 1912
=1 =1
Hamomena 122. Ilperxommy mocaemuily Hajuemmhe heMo mpuMemUBATHA HA

cnenehu mauwmu: ako je q; >0, 1 <[ < j, ub,q>0,1<[<d, unpu Tome 3a

HekO | <i<jJBasEkm a; <n+i—1m

J

d J d
Sar+ ) (i+2a)=> (n+l1-1)+) (2n+2j+41—4),
=1 =1 =1

=1

tama y H*(F(1+9,2+4 n); Z,) Bazn

j d
H ! H Y, 1yz 2 =
=1 =1

Hera je l<m<d, M =n+j+2m—2, Gjmn = {9mo:Gm1:- -+ Imm+1}, &

G = {gmo,gﬁz]\?,...,gm a1y Ho reopemu 91, G, . je I'pebreposa 6asa
uneana (G, ) n Baxn
Loy [Ym,1> Ym2) (G ) = H (Gopr(R); Zg). (6.2.11)
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Y 0BOM M30MOP(U3MY Y1 4 Y2 OAroBapajy lltuden-BuranjeBum kiracama
U1 ¥ Uy TAYTOJOMIKOI BEKTOPCKOT paciojema Ye Hax I'pacmannjanom Ga pr(R).

Takobe, ako cy p u ¢ TOIUMHOMU NPOMEHJBUBUX Yy 1 U Y2 TAKBHU 12

P—re Qs

J,m,n

M . . . .
3aMEHOM CBAKOT' IOJUHOMA gfn Z») KOJU Cce II0jaBJbyje Yy OBOM HU3Y PenyKIuja

HOJIMHOMOM ¢, ; HOOUjaMO

*
p 7 Gjmn q + r,

raoe je T IIOJMHOM IIDOMEHJ/BUBUX Ym 1, Ym2,---,Yd1,Yd2, TaKaB Hda y CBAKOM

YIaHy IDOJUHOMA T 6ap je,aHa O MIPOMEHIBUBUX Ym+1.1, Ym+1,25 - - -5 Yd 1, Yd,2 AMa

nosutuBaH crenen. OBa npumenba, 3ajemso ca (6.2.11), maje mam caenehe

TBpheme.

IMocaemuma 123. Hexa je 1l < m <du M =n+j+2m—2. Axo cy p,q €
ZoYm,1+ Ym,2) mareu 0a je p=q y H*(Gan(R); Zs), mada y H*(F(1+7,2+4 n); Zy)
sancu p = q+r, 20e je r NoAUHOM NPOMERDUBUL Ym 1, Ym2s - - - Yd1, Yd2, WU
je ceaxu waan Yy B, u maxas 0a y ceaxom waany nosuroma v b6ap jedna 00

NPOMEHDUBUL Yrmt1,1> Ym+1,25 - - 5 Yd,1,Yd,2 UMA NOZUMUBAH CTNENEH. O

Bucuna koxomonomke kaace v € H*(F(1+7,2+4 n);Z,) nepunucana je ca
ht(z) := max{n € N : 2" # 0}. Kopumhemem mperxomaor pesyarara y
ciydajy m = d 3aKbydyjeMo Ia Cy BHCHUHE KJIaca Yi1 U Y42, & CAMAM TUM 1
KJaca Y1, %2, 38 1 <t < d, jenHake BUCHHAMA KJlaca U; U Uz, KOje Cy mOOPO
nosnare u3 [66]. Ha oaj mauun nokazanu cmo neo caemeher pesynrara

Kop6ama n Jlepurna (norienaru [33, crp. 147]).

Tepbeme 124 ([33]). Hexa jed > 1, n > 2, z;, 1 <i < j, Imudea-Bumnujese
KAGCEe MAYMOAOUKUT AUHUJCKUT BEKMOPCKUT PACA0IEnA, & Yii,Yi2, 1 < 1 < d,
HImugen-Bumnujese Kaace maymosowrkur 0800UMERIUORUT BEKMOPCKUL PACAO-

jewa nad F(1+9,2+% n). Tada je ht(z;) =n+j+2d—1,1 <4 < j, uht(y;2) =
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n+j+2d—2,1<1i<d. Taxohe, axo je s jeduncmeen npupodar 6poj maxae 0a

samcu 21 < n+ j+2d < 2%, mada je ht(y;1) = 2° — 2.

Onpenumo Heronmko eneMmeHara ['pebGuepoBe 6aze (G 3a unmeas koju nedu-

wume H*(F(1+7,2+4 n);Zy). Ba1l<m < d, meka jen+j+2m—2= M. U3
nepununuje (6.2.1) Huje Temro mobutu ma je gfnj"/fj&ﬂ = yh3t, 97(711\’41\21) = Yo

M—-1 _ M M-=2 _ M _
g = 3N g = vy, g = M g = Ayl

(mornemarn [51, crp. 118] nnu nokas aeme 114). Ose jemmarocTtu, 3ajemHo

ca mesnoMm n) seme 114 nmajy
M M-1 m+1 M—2 m+1 M-3 m+1
Grm,M+1 = gf”mi\)/Hl + 97(n7M+)1‘7§ Wy gin,M-i-)laé Wy gfn,M—‘r)lo—i(’) g,

M-—1 m-+1 M-1 m+1
= yM 0+ g Vot 4 g M D e 4 p

= M+ 2o b gy oY 4 p, (6.2.12)

M M-—1 m—+1 M—2 m—+1 M-3 m+1
Gt = Gy + g oY gUE B i) gD gt g

= Yoty + Y200l + 0+ g0 20l 4 g

= ym,lynj\fg + ?J%z&mﬂ) + y%’;loémﬂ) +q, (6.2.13)

M M—1 m+1 M—-2 m+1 M-3 m+1
Im,M-1 = 97(71,1\)4—1 + gﬁn,M—)lo-g oy gin,M—)loé Wy gr(n,M_)N:(a R

_ — m+1 — m+1
= g2 UM M b gy oY M e (6.2.14)

rue je

m+1 — —
oY) = Z Umnitomss - Udrgr 1 <k <4,

Tm41+-+re=k

a p,q,r TMOJUMHOMM IPOMEHJBUBUX ¥;1 U Y;2, M < ¢ < d, TAKBU [a 3a CBAKWU
MOHOM OBUX IIOJIMHOMA Bazku a + 20 < 2M — 4, rne je a M3I0ENANAIL O Y1, &

b uznoxEmIaAl OX V2 ¥ TOM MOHOMY.
IIpumep 125. Heka je d > 2. Ilo mocmemum 118, y H*(F(1+9,2+% n); Zs)
n+j+2d—4, ntj+2d—2 ntj+2d—4, ntj+2d—2

BaEA Yy iy Ygo # 0 u (cuMeTpuyHO) Yy, Yo i # 0, ma je mo

nocaequmu 120 u

ntj+2d—4 n+j+2d—2  ntj+2d—4 nt+j+2d—2
Ya-1,2 Yao = Yaz2 Ya-1.2
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. +2d—3 n+j+2d—3 . . :
Mebyrum, nokazahemo na je kmaca ygff;r yggﬁ , KOja je ucTe IUMeH3Uje

Kao NMpeTxolIHe nBe, jenHaka myau. Ilo ¢popmyau (6.2.12)

_ _n+j+2d-3 n+j+2d—4, 2 ~
0= gd—1,n+j+2d-3 = Yg_io +Ygis Wa1 Tt Ya2) + D

rJe je D IMOJIMHOM IPOMEHJBUBUX Yd—1,1; Yd—1,2, Yd,1; Yd,2, TAKAB & 38 CBAKU MOHOM
OBOT' MOJIMHOMA Baxku a + 2b < 2n+ 25 +4d — 9, roe je a m3m0AMIALL O Yq—1.1,

a b m3moxkmian oxn Y412 y ToM MoHOMy. Takobe, mo ¢popmymm (6.2.14) je

_ 2 n+j+2d-3 n+j+2d—2
0 = gan+it+2a-3 = Ya1Y42 t Ya 2 ’

a CaMUM THM "

n+j+2d—3 n+j+2d—3
Ya-1,2 Ya,2

netj+2d—4 2\ ntj+2d—3
= (V5™ 0+ waz) + ) i

_ntj42d—4 2 ntj+2d—3 | ntj+2d—4 n+j+2d—2 | ~ ntj+2d—3
=Yi-i2  Ya1Y42 t Y12  Yaz2 t DYg2

_ ~ n+j+2d-3
= DYao =0,

e MocJenma JeTHAKOCT cyaenu u3 nociaenuie 121.

6.3 IIpumena I'peGHepoBux Oa3a:
yTanama M mMep3uje
Y oBOM mOrjaB/by UCKOPUCTUNEMO pe3yaTaTe U3 IPEeTXOMHOT KaKO OMCMO
IOKa3aJu na He TMOCToje oapebheHa yramama MW WUMEP3Uje PEaJHUX MHOTO-

CTpyKOCTU 3acTtaBa. llpenmsnuje, mpeaMeT OBOT IOTJIaBJba j€ pa3MaTpame

cnenehux mHBapuUjanTu

em(F (19,24 n)) = min{m : mocroju yramame F(1-7,2¢ n) = R™},

imm(F (17,24 n)) = min{m : mocroju umepsuja F(1-7,2-% n) — R™}.
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[Tosuaro je (mormemarum [44, crp. 120 u 49]) ma ako je w(v) HeTpUBUjAIHO,
rie je v cTabUIIHO HOPMAJIHO paciojeme MEorocTpykoctu F(1+9, 24 n) tana

Baxku (3a mMHOrocrpykocr M meny mnumensujy hemo ozmagasatu ca §(M))

em(F (17, 24, n)) =§(F(1+7, 24, n)) +t+1

' d
—jn+2dn+2jd+<é>+4(2>+t+1 (6.3.1)
imm(F (17,24 n)) > 6(F (17,24 n)) +t
' d
— jn + 2dn + 2jd + (;) +4(2> ) (6.3.2)

OCHOBHM IMJb y OBOM HOTJIaBJBY je na ompenumo (mro Behe) ¢ 3a koje je
wy(V) HETPUBUjATHO, TO hie HAM ITpeMa IPETXOJHOM AaTU A0HhAa OrPAHUYEHa
3a em(F (17,24 n)) u imm(F (17,24 n), 3a mexe j,d,n € N.

Hera cy v, 1 <i < 7,7, 1 <i<d, uy” rayrosnomga BeKTOPCKa paciojema
wan F(1+9,2+4 n) (dim(y;) =1, 1 <i < 7, dim(y}) =2, 1 <i < d, dim(y”) =n).
ITo JlamoBoj popmyan (morsmenaru [37]), 32 TAHPEHTHO BEKTOPCKO PACIOjeHe

7 man F(1+7,2+9 n) nmamo

1<I<k< 1<I<k<d 1<I<j
1<k<d
! / !
o P rner)o @ ey
1<I< 1<i<d

,JlonaBamem” EB (M @) B EB (7 @) & @ (71 ®7,) obema cTpanama

1<k<IL) 1<k<i<d 1<I<y
1<k<d
IPETXOMHOT M30MOPPU3Ma U KOPUIINEeHeM UNIEHUIIE A je @ YD @ 1D

1<I<g 1<i<d
TpuBUjasHo (N + j + 2d)-IMMEH3MOHO BEKTOPCKO paciiojeme To0njaMo

® D newe P iewe @ men

1<I<k< 1<I<k<d 1<I<y
1<k<d
~ P n+j+2d)ne @ (n+j+ 240
1<I<) 1<i<d
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a CaMVM THM N

wr) [ wowew [[ wew) [ weiew)

1<I<k<j 1<I<j 1<i<k<d
1<k<d
7 d
. n+j+2d n+j+2d
=[]+ 2" T+ yia + i)™ (6.3.3)

=1 I=1

Kopumhemem merona onucanor y [44, crp. 87-88] mobujamo
wy @) =1+x +ap, 1<I<E<L]) (6.3.4)
wy ®@) =1+ yes + 27 + e + yee, 1<I<G, 1<k <d (6.3.5)
w(y @) =1+ Y+ Yin + YV F Yialee + Vit + Vi + Yis

+ YUYk (Yia + Yka) + YiaYea (V2 + ye2), 1 <I< k< d. (6.3.6)

CopeMHEM CMO na DOKa:KEMO TJIABHY TE€OPEMY OBOT IMOTJIABJIbA.

Teopema 126. Axo je 257! <n <n+j+ 2d < 2%, mada je wy(v) # 0 3a

t:(j+2d)(28—n—j)—2d2+<‘;>.

Jokas. Tlo popmymm (6.3.3) umamo

ww)= [ wonew [ wwew [ wtiew

1<I<k<; 1<I<) 1<I<k<d
1<k<d

J
XHl-i-JZ ”JQdH1+yll+y12)"32d
=1 =1

Kako je (1 + 2;)* = 1+ 2z u Bucuna wnace x; je jemmaka n + j + 2d — 1
(mormenatu [33, ctp. 147]), umamo z¥ = 0, 1j. (1 + 27)> = 1. Cauuno, no

nocaemuim 124 je (1 +y1 +yi2)* =1, a camum Tum u

ww)= ] wnow [] vvew J[ wtiew)

1<I<k<) 1<I<y 1<I<k<d
1<k<d
J d
) [T+ ) 2 T+ yea + )™ 72 (6.3.7)

=1 =1
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Kopumhemem popmyna (6.3.4)—(6.3.6) 3akmbydyjeMo ma je HAjBUINA KiIaca y
(6.3.7) mumensuje t 1 na BayKu

d

J
w(v) = H leS*"*j*Qd
=1 ]

yzszfnfjﬂd H (w1 + 1) H (27 + Ty + Yr2)
1

1<I<k<j 1<I<)
1<k<d

Ila 6ucmo nokaszanu ga je w(v) # 0, pa3MOTPUMO MPOU3BOJAH MOHOM M, Y
wy(v). Crenen npomensmuse r; y m je HajBume (2° —n—j—2d)+(j—1)+2d =
22 —n—-13a1 <[ < j. 30up creneHa IPOMEHBUBUX Y1 U Y2 Yy M je
Hajume (2° —n—j7—2d)+j+2+2(d—1) =2"—-n3al1l<1<d Kako je
2° —n—1<2°—n <n, no nocnemuru 118 mocie muORKEWma y (6.3.8) wyi(v) je

cyMa ejeMeHaTa aauTuBHe Oasze Bj4,. Kako ce y oBoj cymm unan

j d
25 _p—1| 2 2°—n—j—2l

H T H Y12

=1 =1

nojaBimyje TauyHo jemHoM, TO je wy(v) # 0 (oBaj wman nobujamMo jeauHO YKO-
JIMKO MPUJIMKOM MHO:KEHha YBEK ,,0upaMo” x; u3 o)+ Ty, T} U3 T} + T1Yk1 + Uk

v Yy 13 Yt (U2 + Yk2) T Ui U2 + Yeati2 + Ul T Urs ¥ (6.3.8)). O

[Iperxonna Teopema, 3ajenso ca HejennakoctuMma (6.3.1)—(6.3.2) naje mam

crenehu pesynrar.

IMocnemuma 127. Axo je 2! <n <n+j+ 2d < 2° sancu

em(F(1-7,27%n)) > (j+2d)(2° — 1) + 1

imm(F (17,24 n)) > (j + 2d)(2° — 1).

Hamomena 128. Ilocnemuna 127 yonmrasa Teopemy 1.1.(a) uz [50] u menu-

MuuHO nocseauity 1.1 u mocaemuny 1.2 uz [62].
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6.4 IlIpumena I'pebHepoBux 06a3a:

ROXOMOJIOIIIKAa AOYysRKUHA

Mona 2 KOXOMOJIONIKA My:KWHA IIYTHO IIOBE3aHOT IpocTopa X, y O3HaIu
cup(X), je cympemym 6pojeBa m € N 3a Koje mocToje Kiace aq,ag,...,0, €
I;T*(X; Zs) uuju mpousBon y koxomosoruju wuje 0, Tj. aj - as - - a, # 0. Onpe-
busame Gpoja cup(M) npenmer je MHOrUX pagoBa, usmebhy ocrasor 3aTo mTo
je mosunaro na cup(M) maje nomwe orpanmyeme 3a Jlucrepuuk-lIanpenvmanosy
kareropujy npocropa M (Jlucrepuur-IITaupenvanosa kaTeropuja mpocTopa
M, y oszmamu cat(M), jemmara je HajMamem on OpojeBa d 3a Koje IOCTOje
oTBOpeHu m KOHTpaktubumaum y M mnomckymoBu Ap, As, ..., A; TakBu ma je

M = UL Ay). Vmamo
1+ dim(M) > cat(M) > 1+ cup(M). (6.4.1)

Y oBoM morgaBby pammhemMo caMo ca Zg-KOXOMOJOTHjaMa, ma hemo y
HACTABKY MUCATHU M0jeAHOCTABJ/LEHO ,,KOXOMOJIOIIKA Ty:KUHA YMECTO ,,MOX 2
Koxomoutommka nyxkuua’ . Tarkobe, pamnhemo camo ca peaanum ['pacmanoBuUM
MHOTOCTPYKOCTUMA, Ia heMo nmucaTu ,,I pacMaHoBe MHOTOCTPYKOCTU  YMECTO
,peanne I'pacmanose muorocrpykoctu”, kao u Gg, ymecro Gy, (R).

Mauso je mo3HATO O KOXOMOJIOIIKO] AYKWHU PEAJHUX MHOTOCTPYKOCTHU 3a-
cTaBa — KOXOMOJIOIIKA MY:KMHA HUje MO3HATA YaK HU 3a cBe | pacMaHOBE MHO-
roctpykoctu. Xunep u Ctour cy y [27, 66] ogpeannn KOXOMOJIOIIKe IysKUHE
I'pacmanoBux MHOroCTPyKOCTU (g 5y, G, 1 Guyp; y [32] Kopbam je nobuo Heka
OrpaHUYeHa 38 KOXOMOJIOIIKY IY:KUHY OPHjeHTHUCAHuX [ pacMaHOBUX MHOTO-
crpyrocty; y [33] Kopbam u Jlepunn oxpennnu cy KOXOMOJIOIIKY ysKUHY
HEKUX DPeaJHUX MHOTOCTPYKOCTH 3acTasa F(1+7, 2+ n).

Y oBom mornasiy oxpemuhemo cup(M) 3a HEKe peasiHe MHOTOCTPYKOCTU

3actaBa M 3a kKoje TO Huje ypabeHo y rope HaBeneHUM PaTOBUMA.
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6.4.1 Hexrkoauko peum 0 KOXOMOJIOIIIKO] ITysKIHA

peaJIHuX MHOTOCTPYKOCTU 3acTaBa

TpusnjasHo ropme OrpaHUYEhe KOXOMOJIOMKE Iy/KMHE MHOIOCTPYKOCTH
je meHa mumensuja (3a MHOrocTpykocT M meHy muMeH3ujy hemo o3HadyaBaTu
ca 6(M)). Y cayuajy peamnux muoroctpykoctu F(1+7,2+4 n) ma oBaj mauun

nobujamo cienehy HejeqHAKOCT

: ' d
cup(F(1+7, 2% n)) < nj + 2nd + (‘;) + 4(2> + 2jd.

Ykoauko 3a mHOrocrpykoct M Baxkwm cup(M) = §(M), u3 HejemnarocTu
(6.4.1) moxemo 3armpyuntu ga je cat(M) = 6(M)+1. Oso je jeman ox pazsiora
300r KOjuX je 3Ha4yajHO OAPEIUTU MHOTOCTPYKOCTH HATOT THUMA 3a Koje je
KOXOMOJIOIIKA Ty:KMHA jeTHaKa AMMEH3UjU.

Y cayuyajy I'pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTH OBaj MPOOJEM pa3permo je

Bepmrajs.

Teopema 129 ([4]). Kozomonowra oyxcuna I'pacmanujarna Gy, jednara je Ou-

MeN3uju axko u camo axo je k=1, uau jek =2 un=2"—1, 3a nexot € N.

Jom yBek HUCY TO3HATE CBE peajiHe MHOTOCTPYKOCTU 3acTaBa 3a Koje je
KOXOMOJIOIIKa OY:KMHA jeqHaKa AUMEH3UjU; OBO NIUTAaH-€ OTBOPEHO je YaK 1 3a
peaJsTHe MHOTOCTPYKOCTH 3acTaBa obmmka F(1+7, 24 n).

3a pasperieme oBuX nmpobiieMa BEepOBATHO je HEOIXOTHO MO3HABAME KOXO0-
MOJIOIIKe ny:kuHe [ 'pacManujana, Koja je MO3HATa caMoO 3a Heke | pacMaHu-
jane Gg,. ¥ cunegehem TBpbhemy HaBOmMMO XMIEPOB pPe3yJITaT 3a CIydYa]

k =2 (mornemaru [27]).

Tepbeme 130 ([27]). Hexa je 2°1 <n+2 < 2°. Yroauko cy w; € H(Gop; Zo),
i € {1,2}, HImugen-Bummnujese Kaace maymosowKoz 8eKmopcroz pacaojena Hao
Gan, mada y H*(Gan; Zs) 6ancu w? 2wd = wh, 20e je d =n — 2571 + 1. Cneyu-

jaano, cup(Go o) =n+ 2571 — 1.
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Y [33] (n ommTuje y [32]) ayTopu Cy IpemIORMIN AJIrOPUTAM 38 U3Pady-
HABame KOXOMOJIOIIKE My’KUHE PEAJHUX MHOTOCTPYKOCTH 3acTaBa. Mako je
0Baj AJIrOpuUTaM BEOMAa TEIIKO MPUMEHUTHU 34 OIIITY PEAJHY MHOTOCTDYKOCT
3acTaBa, OH HAM Jaje HeKe CMePHUIE 3a oapebuBame KOXOMOJIOmEKe my:KuHe.

[ToueTHM KOpak OBOT aJropuUTMa Be3aH je 3a cieaehy memy.

JIema 131 ([33]). 3a peaany mmoeocmpyrocm sacmasa F(ny,ne, ..., n,), Hexa je
d =06(F(n1,ng,...,ng)), ht(i), 1 <i < ¢g—1, sucune npeur [lImupen- Bumnujesus
KAGCA MAYMOAOWKUT 8eKMopckuT pacaojenwa u S = ht(1) +--- 4+ ht(q —1). Tada

8ANCU

)
cup(F(ny,na,...,ng)) < S+ LTJ .

lopwy rpanuny nobujeHy y OBOj JeMU y HACTABKY OBOT HOIJaBJba O3HA-
gasahemo ca B(F(ny,ng,...,n,)).
Y cnyuajy peaJiHe MHOTOCTPYKOCTH 3acTasa F(1+7, 2% n), u3 mperxomne

neMe nobujamo (s je mpupoman 6poj Takas ma je 2°71 < n+ j + 2d < 2°)

BUR (19,270, m)

= j(n+j+2d—1)+d(2" - 2) + F”CHLL(?) — ) —de _Q)J

2

=jn+j+2d—1)+dn+d+2""—2)+ {—‘#J . (6.4.2)

6.4.2 KoxoMoJIOmIKa IysKMHA HEKUX MHOTOCTPYKOCTHU

3actaBa Ttuma F(1+7 2+ n)

Pamu jeqHOCTaBHOCTH, Y OBOM HOTJIaBby ymMecto H*(F (17,24 n); Zy) mu-
cahemo H*. Ilormasme 3amounimeMo pasmarpameM ciaydaja d = 0, Tako mTo

hemo monoBo nokazatu pesyarat Jlepunna u Kopbama.

Tepbeme 132 ([33]). cup(F(17,n)) = (é) +nj.
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Zoxas. Mpmvernmo na je §(F(1+9,n)) = (J)+nj, ma je cup(F(1+9,n)) < (})+nj.

- '
Y3 To, mo mocaemumu 118 v H* Baswwm z7an ... "1 0, uyuMe je mOKa3
9 142 J 9

3aBpIICH. ]

Hexka je s € N jemuncTBen npupoaan 6poj Takas ga je 2571 < n+j+2d < 2°
Takobe, mera cy 3a 1 < m < d ca s(m) o3HAUEHN jeqUHCTBEHU MPUPOTHU
6pojesu taxsu ma Basku 2°(™M "1 < n4j+2m < 250 Ose o3nake kopuctuhiemo
IO Kpaja OBOT TOTJIABJbA.

Caeneha nema mupexTHO cienu u3 nmocaenuiie 123 u tBphema 130.

Jlema 133. Hexa je 1 <m < d. Tada y H* saxcu:

2s(m) _9 p4j42m—1-250m—1  piiiom_2 .
(1) m,1 m,2 - ym,2 + p;

(2) sal>2:m -1, 4! =g

20€ CY P U ¢ NOAUHOMU NPOMEHDUBUL Ym 1, Ym 2, - - - » Yd1, Yd2 MAKEU 06 Ce C8AKY
MOHOM 08U NOAUHOMA HaAa3u Y Bj 4, u da je y caarxom 00 mux mMoHoMa cmenen

bapem jeore 00 NPOMEHDUBUT Ypi11s Ymt+12s - - - s Y15 Yd2 NOSUMUBGH. O]

Jlema 134. Y H* caedehu udenmumemu saxce 3a 1 <1 < d:

d

25(t) _9 n4j4+2t—1—25(1)—1 ntj+2t-2
a) Y1 Yo = H
t=i
d
. : s(t) _ i+ot—1—2s(t)—1
6) axo jel > 25() — 1, mada saxcu yzl-,l H yf’l QyZ;JJF = 0. O

t=i+1
/oxas. a) Ioka3 m3BoamMO mpUMEHOM OOpHYyTe MHIyKIUje mo i. 3a i = d
TBpbheme cinemu u3 aeme 133. IlpermocraBumo 3aTo ma TBpheme Baku 3a
HEKO 1 > 2 U NOKaKMMO na BaKu u 3a 1 — 1.
ITo nemm 133 Baxn y?j(;l)_2y?j1{;2i_3_23(1_1)_1 = ?J?_Jrlj;;%_zl—l—p, rge je p moJu-

HOM IIPOMEHJLUBUX Yi—11, Yi—12;- - -, Yd,1, Yd,2, TAKaB Ja J€ CBAKA MOHOM IIOJIU-

HOMA Py Bj4, 1 ma je crenern 6apeMm jenHe O IPOMEHJBUBUX Y1, Yi2,- - - Yd1,
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Ya2 Y OBOM MOHOMY mo3utuBaH. Camum TuM, o nocaemunu 121 Baxkn

d
2s(t) _9 n4j42t—1—25()-1
p H Y1 Ytz =0,

t=i
IITO IO MHAYKTUBO] IPETIOCTABIN Jaje

d

H ygsl(t)_2yn§-j+2t—1—2$(t)_1 H n+j+2t 2
t, t, = :

t=i—1 t=i—1
6) Ilo memu 133, yzl. | = ¢, IPU YeMy 3a CBaKM MOHOM IOJUHOMAa ¢ BaKU I
jey Bjqnu n0a je crenern bapeM jegHe 01 IPOMEHIBUBUX Yit1.1, Yit1,2s - - - > Yd,1, Yd,2

y OBOM MOHOMY mo3uTuBaH. CaMuMm TuM, 1o mocjaenunu 121 Basku
9s(t)—2 n+]+2t 1—2s(H-1
q H y t2 - 07
t=i+1

yuMe je IOKa3 3aBPIIEH. ]

Y mapenuom TBphemy pazmorpuhemo caydaj j = 0 1 0eIUMUYHO yOIIITU-

T XujaepoB pesynarar u3 TBphema 130.

Tspbeme 135. Axo je ca § oznanena oumensuja mrozocmpyxocmu F (24 n),

onda sancu

(n+42t —1—2°0-1),

M&

cup(F (2% n)) =6 —

t=1

Cneyujaano, 3a 2°7 1 <n+2 < n+2d < 2° sancu

/A

cup(F (2% n)) =dn+d+ 2" —2).

Lloxasz. 1lo nemu 134 je

d
H 2s(t) _9 n+2t 1—2s(6)—1 H n+2t—2
- 9

t=1

mTo je mo mocaenunu 118 pazauuuro on mHyne. [lakie,

M&

d
cup(F( —24n+2—1-—20 )=10— Zn+2t_1+28(t)_1)7
t=1

t=1
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YyuMe je MOKa3aH MPBU €0 TBphema.
Hokaxxkumo u gpyru meo tBpbhema. Y oBoMm cayuajy Basku s(i) = s, 3a

1 <17 < d, ma u3 IpPeTXOAHOT 3aK/bYUyjeMO Ia je

d
Ap(F(24,n) > (2 = 2)d+ Y (n+2i = 1-27) = dn+d+27" —2)

i=1

Ca mpyre crpane, u3 (6.4.2) je
cup(F (2% n)) <d(n+d+2°" —2),
JuMe je I0Ka3 3aBPIIeH. []
Y mapemuoMm TBphemy yommruheMo IPeTXOomgHr pe3yJaTar.

Tepbeme 136. Axo je ca d oznavena dumenauja MHOZOCMPYKOCMU F(l"'j, 24 n)
8axNCU

d
cup(F(19, 2% n)) > 6 — 3 (n+ j + 2t — 1 — 22071),
t=1

Joxasz. Ilo nemu 134 u mocnenumm 118 umamo
d

J
n+t—1 9s(t) _9 ptj42t—1—25®)—1
H Ly H Yir Yo £ 0.
t=1

t=1
Huje Temko mpoBepuTHm na je cTemeH OBOI MOHOMA jeIHAK M3Pa3y Ha JECHO]

CTPaHU HEjeIHAKOCTU U3 TBpDhHema, unMe je MOKa3 3aBPIIEH. [

3a 1 <k < d ueka je ca
€L = Z Yir, 2+ Yip 2
1< << <d
O3HAUEH eJIEMEHTAPHU CUMETPUYHY [TOJIMHOM CTeNeHa k IPOMEHJLUBUX Y 2, Y22,
a2 (eo=1me,=03ak >d), aca hy 0O3HAUEH KOMIJIETH! CUMETDPUYHN
[OJIMHOM CTeleHa k IPOMEHJBUBUX Y1 9, Y22, - - -, Yd2 (ho = 1). Tana, mo Hbyrao-

BOM uaeHTUTETY, 3a k > 1 Baskm cimeneha jemnaroct (1o momyny 2)

min{d,k}

> ey =0. (6.4.3)

1=0
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Jlema 137. Hexa je 1 <i<j, m=["F| va=n+i—2m. Tada y H* caedehu

udenmumem eaxcu 36 0 <t <m—1wup€{0,1}
m—t r—1 t—l min{r,d+r—t}

n+i+2t+8 B n+i—2r 2r
; =%, E ; hier g1 + x5 ; hm—i€i41-r + D,

r=1 I=max{0,r+t—d} r=0 =0

20€ je D NOAUHOM NPOMEHDUBUL Tjy . - ., Tjy Y11, Y1,25 - - - s Yd1, Yd,2 Y YUJEM je c8aKOM

MOHOMY bapem jedna 00 NPOMEHDUBUL Tit1, - - Tjs Y11, Y2.1,- - -, Yd,1 NOZUMUBHOZ

cmenena.

Aoxas. 1lo nanomenn 112 je 7, , = yff + pi, aro je k mapan, a Y, = pi, aKko

je k Hemapa®, rae je p, MOJMHOM IPOMEHJBUBUX Y;| U ¥;2 TAKaB Na je CTEIEH
IPOMEHJBMBE ¥; | MO3UTUBAH Yy CBAKOM MOHOMY HOJMHOMA pi. CaMuMm TuM, y

H* Baxxnu

2
. __n+i § : n+i—2r § T1 Td oy
r=1 T4 A rg=r
L25)

oY At h 4+ (6.4.4)

r=1
rae je p mOJMHOM y KOME je y CBAKOM MOHOMY CTEIeH DapeM jeaHe ol Ipo-
MEHJIbUBHUX Tit1,---,Lj, Y11, Y21, - - -, Ya,1 TO3UTUBaH. MHOKEmEM OBOT UICHTU-
7 h ' 4 6uj
Tera ca o; u kopumhemeM jeqaaxkoctu (6.4.3) mobujaMo TpaykeHU NAEHTUTET
y cayuajy t = 0.
Iloka3 HacTaB/paMO IPUMEHOM MaTeMaTwuyke mHAyknuje mo t > 0. Ilo

VMHIYKTUBHO] XumoTesu, xkopumbiemeMm unnenturera (6.4.3) u (6.4.4), kao u

yumeHnIe na je ey = 0 3a t > d, mobujamo caenehe jemmaroctu y H*:

m—t r—1
n+i+2t+2+8 B nti—2r+2
x; = z; E x; hieriiy
r=1 l=max{0,r+t—d}
min{r,d+r—t}

o¢+5zx2r+2 Z T r—l-.iE D
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m—t—1 r

B n+i 153 n+i—2r
=z, 2] e + T T; hiery1ye
r=1 l=max{0,r+1+t—d}

min{r—1,d+r—1—t}

t

J,_

+ g § xy’ E Pm—i€i11—(r—1) + zip
r=1 =0

m
2 2(m—r)+ ~
= g7 g T ey + a g xi(m ) “heeri1 + xlep1p

r=1 r=m—t
m—t—1 r
B n+i—2r
+ x; E z; E hiery1ti
r=1 l=max{0,r+1+t—d}

min{r—1,d+r—1—t}

t
a+p 2r 2
+ x; E x; E Dom—1€i4141—r + 2P
r=1 1=0

m—t—1
B n—+i—2r
r=1
m—t—1 r
8 n+i—2r 8 ~
+ x; E z; g hiery11i-1 + x5 €441p
r=1 l=max{0,r+1+t—d}
t
B a+2r
+ T; Z; hm—r6t+1

r=0
min{r—1,d+r—1—t}

t

a+p 2r 2

+x; g x; g Pm—i€i4141—r + 7P
r=1 =0

m—t—1 r—1

_ B +i—2
= T hi€rirpei
r=1

I=max{0,r+1+t—d}
min{r,d4+r—1—t}

t

o+ 2r B ~ 2

+; E ; E hm—i€ts141—r + T; €441P + 7D,
r=0 =0

rme Cy p U p IOJUMHOMM TaKBU Oa j€ Yy CBAKOM HMXOBOM MOHOMY CTEIEeH
OapeMm jemHe O MIPOMEHJLUBUX Tiy1,--.,Tj, Y1.1,Y2,1,---, Y41 Ho3uTuBaH. Kaxo

OBO BaKM ¥ 32 TIOJMHOM T2p + xfetﬂﬁ, noKa3 TBphema je 3aBpIIeH. ]

Hanmomena 138. Ilpumerumo na je 3a t > d mpBa ABOCTPYKa CyMa y jemHa-

n+it+2t4+p . . . 5
KOCTH 3a T; jemHaka HyJu, jep y B0j HeMa cabupaka.

Y caenmehiem tBpbhemy yommruhemo tepbeme 3.2.4 us [33].
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Tepbeme 139. Heka je n > 3.

a) 3a npupodan 6poj s maxae da je 2°°1 < n+2 < n+1+2d < 2° eamcu
cup(F(1,2+4 n)) =n+d(n+d+2°71).

6) 3a npupodan bpoj s makae da je 251 < n+2 < n+2+2d < 2° sancu
cup(F(1,1,2-%n)) =2n+1+d(n+d+2°"" +2).

Aokas. a) Herka je m = |22 mw a = n+1—2m. Ilpmvernmo na je 2d <

2°—(n+1)<n+1, acamum tum u d — 1 < m— 1. Iakxae, no nemu 137 Basku
m—d+1 min{r,r+1}
+2d _ +2-2 2r+1
Y E T E hierya—1-1+ 2% E Ty E hm-1€4-141—r +p
r=1 l=max{0,r—1} =0
m—d+1

n+2—2r 2r+1
E Ty hr 1€d+x1 E X § hm 1€d—1+1— r D,

rae je p MOJVMHOM y 4YMjeM je CBAKOM MOHOMY CTeleH OapeM jemHe Oonm Ipo-
MEHJBUBUX Y1 1, Y21, - - - , Ya,1 HO3UTUBAH. [IpumMerumo ma je 2(d—2)+14+a < n, na
je y Opyroj CyMW CTeIeH IPOMEHJ/LUBe Tq Mamu om n. Jlakie, mo mocienuinu

121 u mocnenumu 124 Baxu

d
+2d 25—2 n+2z 2511 252 n+2z 25— 1—1 252 n—l—Qz 2s5—1
| | _:vled y ?/21 Yiz2 )

IITO je pa3auduTo OO HyJe 1o jemu 134 u nocaenui 118. Y3 1o, oBaj MOHOM
je mMakcumasHe numeHsmuje u creneHu npsux Hltuden-BurtHujeBux kmaca y
meMy jemHaku cy omrosapajyhum sucunama, ma je cup(F(1,2+4n)) = n +
din+d+251).

6) Canuno Kao y meay mox a), nokaszahiemo nma je kmaca

d

n+2d n+1+2dH 25-2 n+22 1-2s—1
Yin (6.4.5)
i=1
pasauuura ox uHysne. Heka je m' = L L, m"=|"2], o/ =n+1-2m'n o =
n+1—2m". Ilpumernmo na je 2d < 2°—(n+2) < n, 1j. d—1<m' =1 <m”"—1.
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CaMuM TUM, Ka0 y HeJy a), BaKU

m/ —d+1 r
n+2d n—+2—2r 2r+1 /
E ] hy_1eq + 2% E xy E P —1€4—141—r + P,

1=0

rae je p/ MOJMHOM y uUmMjeM je CBAKOM MOHOMY CTeIeH DapeMm jemHe O Ipo-
MEHJBUBUX T2, Y11, Y21, - -, Y1 Ho3urtuBad. Taxobe, 2(d —2) + 1+ o' < n, na
je cTemeH IPOMEHJBUBE Ty y APYTO] cymMu Mamu onx n. akae, mo mociaenuiu

121 u mocaemumm 124 rknaca

.
2r+1 / n+1+2d 25—2 n+27, 1—25-1
xf g Ty g P —1€4—141—r +p | T H
1=0

je myua, na je rmaca y (6.4.5) jemmaka
n+14+2d 25 2 n—|—2z—1 2s—-1 " n+1+2d 23 2 n+22 2s—1

CnmyHO KA0 y MPEeTXOMHOM ey MOKa3a, OBa Kiaca je mo jgemu 137, mocie-

muru 121 u mocaenuiu 124 jenaaka

n, .n+l 2 n+2i— n . .n+1 252 n+21+1 2s—1
L1y edllyzl Yio _xle ||y )

mTo je mo ygemu 134 u nmocimemaunu 118 paznumuuro on Hyse. Komauno, cre-
nen kaace y (6.4.5) jemnak je 2n + 1+ d(n+d + 257! + 2), mTo je yjemno u

B(F(1,1,2+4 n)), unme je moka3 3aBpIIeH. ]

Hamomena 140. Y tepbhemy 144 nokaszahemo na y caydajy n+2 = 257! paxn
cup(F(1,2+4.n)) #n+d(n+d+2°1), na ce ycnos 257! < n+2 y neny a) me

MOYKe OCJIabuTH.

Iloma omeHa 3a KOXOMOJOMIKY Oy:KUHY nobujera y tBpbemy 136 uecto
HUje MOBOJBHO mobpa. Y caemehem TBpbhemy oBY oneny mompaBuhemo 3a

HeKe peaJiHe MHOTOCTyKocT: 3actasa F/(1+7,2+% n).
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Tepbeme 141. Heka je s mpupogan 6poj Taxas ga Bazxkm 2° 1 < n4j+2d < 2°.

S

Arkojen+1<2<n+j+1< + 1, Tana Baku

2d — 1

cup(F (17,24 n)) = §(F(1-7,2-% n)) — 2 (g)

Jloxas. Heka je g = n+j+1—2°"1 u § numensuja mocMaTpane MHOTOCTPYKOCTH
(mpumerumo na je j = g). Ilpso hiemo oGpHyTOM MHAYKIMjOM 1O | mOKa3aTw
ma 3a 21 —n <1 < j Baswu caemehe tBpheme: ako cy mcmymeHa ciemeha

TpU yCJIOBa

(1) a;zn+i+2d—1,1<i<7;
J J
(2) 1+t <b <2(l+n—2"Y)+t, raeje tp =Y (n+i+2d—1)mb=>» a;

i=l i=l
(3) py je XOMOreH MOJMHOM IPOMEHJBUBUX Y12, Y22, - -, Y42 TAKAB 04 je
J d
2degpy +d(2° —2) + b =) (n+i—1)+> (2n+2j+4i —4),

=l =1

d J
Tana je pyHyii’ZHx?i =0 (y H").

i=1 i=l
3a |l = j oo TBpheme caemu u3z nocaemuue 124 u ycnosa (2). IIpernocra-

BUIMO 3aTO Ia OHO BayKM 3a HEeKo | > 251 —n+1 u morkaskumo ma Basku u 3a [ —1.
Heka je a1 =n+1—1+2t+ 5, rne je f € {0,1} ut € N. U3 ycnosa (1) u (2)

3akmyuyjemo na Bazku 2t+ 0 < 2d—1+2d(l—1—j+g—1) = 2dn+2dl —2°d —1,

)
acavuMm M u t < dn+dl —2°7'd — 1. Kako jen+1<n+j < 2;;:12, BayKU

2571d > w, a camum tim u ¢ < 221 [2H=1] 1. Heka je
d J

m= "= nwa=n+1-1-2m. Ilo nemn 137 knaca pyHyiSfQ H xf
i=1 i=1—-1

jenHaka je

d i m—t r—1

292 ; I-1-2

pYHyz‘,l Hx? (37/18—1 Zx?jl " Z hyeryi—y

i=1 i=l r=1

v=max{0,r+t—d}

t—1 min{r,d+r—t}
+ x?jlﬁ Z ) Z h—vetiv—r + p), (6.4.6)
r=0 v=0
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rIe je p MOJVMHOM y 4YMjeM je CBAKOM MOHOMY CTeleH OapeM jemHe Onm Ipo-
MEHJBUBUX [, ..., Tj, Y11, Y21, - -, Y41 Ho3uTuBaH. IIpumerumo na je 2(t — 1) +
a+ 06 <n+l—4, Tako na je y APyroj CyMu CTEIEH NPOMEHJbUBE X;_1 MAWmHU O
n+1—2. Hakae, no nocaennim 121 u kako, ua ocuoBy (1), Basku r+t—d > 0,

kinaca y (6.4.6) jennaka je

nH o Z hperyi +p PYH%? 2H$ (6.4.7)

v=t+1—d

IlokaskuMo mpBO 1a je
d J
25 -2 a;
pov [ [w2 [T =
i=1 i=l
Hexra je p’ momom monunroMma p. Axo je p’ memuso ca y;1, 3a Hexo 1 < i < d,
Tama je

d J
Py [ 2 [ =0
=1

i=l

no mocinemunu 124. Ilakmae, MOkeMO IPETIHOCTABUATH 1a je p' = qxy, 3a HEKO
f > 1. Ilpencrasumo ¢ xkao cymy MoHoMa u3 B, 4,. Heka je ¢ jeman monoMm y
OBOj pemnpeseHTanuju. AKO cTeleH IpOMeHJbuBe T;_1 y ¢ Huje n+ [ — 2, Tanga

je mo mocaemumm 121
d J
/ 25 -2 i
dapy [[ul [ [ =
i=1 i=l

Ilaksie, MOKEeMO NMPETIOCTABUTHU [a je CTeleH IMPOMEHJbUBE Ty 1 y ¢ jenHax

n+1—2. Tana je

d J

/ 252 n+l=2

C]l”prHyz‘,l H% =T H?/u H ;'
i=1 i=1

1=l

38 HEKV XOMOT€H IOJMHOM Py IPOMEHJBUBUX Y1 2,Y22; - - -, Yd2, 18 BAKA

(1) aza;2n+i+2d—1,1<i<y;

)
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(2) zjza;>1+iai>l+i(n+i+2d—l) u

1=l =l 1=l

J J

Zagé Zai—(n—I—l—Z)
J

<2(l-1-j+g-1)+> (n+it+2d—1)—(n+1-2)
i=l—1

J
=2d(l—j+g—1)+ Y (n+i+2d—1);

1=l

(3) P}y je XOMOreH MOJMHOM MPOMEHJLUBUX Y12,Y22,---,Yd2 ¥ BAKHA
J J
2degpy +d(2° —2) + Zag =2degpy +d(2° —2) + Z a;—(n+1-2)
i=l i=l—1
J d
>> (n+i—1)+ ) (2n+2j+4i—4).
i=l i=1
d J )
Jlakse, Mo MHAYKTUBHOj XUTOTE3U BAKU Py I_Iyzsf2 fo’ =0, a caMum THM
=1 =l

d J
25 -2 a;
poy [Juli? [T =0
=1 =l

Bpartumo ce na ranacy y (6.4.7). Ilpso, yronuko je t > d, Tana je cyma y
(6.4.7) jenmara mynu, na je u riaaca y (6.4.6) jennaka Hyam. 3aTO MOMKEMO
npernocraButu aa je t = d—1. Tana je na ocuony (1) =1, a;_1 = n+l+2d—2,

a knaca y (6.4.7) jemnaka je

d J
n+l—2 25 -2 a;
T;_1 €dPy Hyi,l Hzil'
=1 i=l

Ila ducmo 3aBpmmaIn MOKa3 nMoMOhHOT TBphema, M0 MHAYKTUBHOj XUIIOTE3U
d J

IOBOJBHO je IOKAa3aTU Ia €Dy Hyffz Hazf‘ 3anoBoJbaBa yciaose (1)—(3).

i=1 i=l
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Ycnos (1) je ounrsnenno 3amoBosen. Tarobe,

J J J
dai=) a—(n+l+2d-2)>1+ > (n+i+2d—1)— (n+1+2d—2)

i=l—1 i=l—1

j
=14 (n+i+2d—1),
i=l
J J
a<2d(l-1—-j+g-1)+ > (n+it+2d—1)— (n+1+2d—2)
i=l i=l—1
J
<2d(l—j+g-1)+> (n+i+2d—1),
i=l
na je m ycaoB (2) 3a40BOJbEH.
Ycnos (3) cnemn Ha ocHoBy ciueneher: pl, = espy je XOMoOreHu moamHOM

IPOMEHJBMBUX Ui 2,Y22, - - -, Yd2 CTeneHa d + degpy, a caMUM THUM
J j
2degpy +d(2° —2) + Zai =2degpy +d(2° —2) + Z ai— (n+1—2)
i=l i=1—1
d

J
>> (n+i—1)+) (2n+2j+4i—4).
i=l

i=1
Bparumo ce ma moka3 maror tBphema. Cremen MmoHOMA

J

n+i—1 n+i+2d—1 25—2
A | Hyu Hy

1 i=j—g+1

Jj—

QQ

7

jemHak je gzl(n—i—z’ —1)+2dg+ (2° — 2)d—|—2(g) = 6—2(;), TaKO M4 je DOBOJLHO
IOKa3aTu na oBa kJjaca Huje Hysa. [lo memu 137, mocmemumnama 121 u 124 n

IPeTXOqHO MOKa3aHoM moMohHOM TBphemy, OBa Kjaaca jemaHaka je

n+j—g+2d n—l—z 1 n+i+2d—1 252 2i—2
Lj—g+1 Z; ?/ yi,2

i=1 i=j—g+2
_ TH-] n+i—1 n+i+2d—1 25-2 21—2
7y gt Hm T H?J Hyz-,z
1=j—g+2 i=1
Jj—g+1
_ ,nt+j—g+l4+2d n+z 1 n+i+2d—1 25 -2 2i—1
= Tjg42 Z; y y
=1 i=j—g+3
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J d

d
_ n+i—1 25-2 21—24g
= [z 11w Yip
i=1

2,1
i=1 i=1

mTo je mo semu 134 m mocaenurnu 118 pa3zauyuuTo o HyJIeE. [

Hamomena 142. Ilpuverumo n1a 3a d = 1 un+1 < 25 < n+j+1, no
nperxoxuoMm TBpbemy Basku cup(F (17,2, n)) = 6(F(1+7,2,n)), mTo je crnenu-

janan cayuaj Teopeme 3.1.3 u3 [33].

Y cnenehem tBpbhemy mpencraBmhemo OecKOHAUHY (aMUIN]y peaHUX
MHOTOCTPYKOCTU 3acTaBa OOJIUKA F(l"'j,Q"'d,n) 3a KOje je KOXOMOJIONIKA My-
swuHA Mama on min{d, B}, rme je § = 6(F(1+79,2+% n)) u B = B(F (17,21 n)).

Huje Temrko nposepuTy ma, ako je (%) < 2d(n+d—2°71), rana Basku [ < 4.

Tepbeme 143. Hexa je s npupodan bpoj maxae da je 2°°1 < n+ j +2d < 28,
§ = 6(F(1+9,2+4 n)) u B = B(F(1+7,2+%n)). Axo je (]) napan, 6 < (}) <
2d(n+d—2"1) u [2]| +d < [®2], mada je

cup(F(1+7,2+% n)) < B < 4.
j d
/loxas. Heka je H:Bf H(yf’lyfz) HEHYyJIa MOHOM 3a KOjU j€ BPEIHOCT
=1 =1

J d
i=1 =1

MakcumasHa. Ilpernoctasumo ma je D > 3. Tana je cup(F (17,24 n)) =

(mo nemu 131). Tarobe, no nocnemuuu 124 Basgku a; < n+j+2d—1, 1 <i < j,
j d

by < 22 -2, 1 < i < d, a HAPABHO U Zai + Z(bl + 2¢;) < 0. Hexka je

i=1 i=1
S =jn+j+2d—1)+d(2° —2). CabupameM IPETXOIHUX HEjeTHAKOCTU

nobujaMo
5— S 4 d
2P 298 = E: ‘ E 1) < ) A.
28+2{ 5 J 203 2i21a1+2i21(bl+c1)\5+5 (6.4.8)
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Kako je § — S mapan 6poj, y Hejemnakoctu (6.4.8) BaskM jemHAKOCT, ma je
a;=n+j+2d—1,3a1<1<j,ub=2"-2 3a1<1<d Harne,
J d

H I?+j+2d—1 H(yfl—lecE) £ 0. (6.4.9)

=1 i=1

l,a=n+1-2m, t=[i+d-1, B=j+2d—2-2t
n+]+2d1

Heka je m = L%
— 1,

KRako je t < MOKEMO IPUMEHUTH JjeMy 137 ma mpencTaBUMO
[IpumeTuMo nma je mpBa Aymyia cyMa y OBOM IpeNCTaBbalmy jelHAKA HYJIU

(jep je ymyTpamma cyma mpasHa), na je knaca y (6.4.9) jennaka

t—1 d+r—t
2d—1 s ;
( S r+p) [[ar Hy2 2y,

rae je p MOJUHOM y YMjeM je CBAKOM MOHOMY CTeIleH OapeMm jemHe O Ipo-

MEHJBUBUX T2, ...,Tj,Y1.1,Y2,1,-- -, Y41 No3uTuBaH. Kako je mo nmocnenunu 124

n+]+2d 1 -2 ¢ __
p H yz 1 y'LZQ -
=2

u nocaequim 121

J d
2r+a+f n+j+2d—1 2592 ¢; __ n—1
x] P —1€441— | | x; Yii Yix =0, 3a cBe r < 7

=2 i=1

TO je riaaca y (6.4.9) jemHaka Hyau, MTO je KOHTPAIUKIH]A. [
OsBo mornasie 3appmuhemo caenehum TBphemem.

Tepbeme 144. 3a s > 4 saxncu
cup(F(1,2,2,2°° 1 —2)) = §(F(1,2,2,2°1 — 2)) — 1.

Jokas. Hexa je N = 2°7' — 1. TIpeacraBumo npBo Kaacy t = y5\yso y anu-
TUBHO] 0a3m B := B n_1 (u3 mocnequue 118). IIpumernmo na je nuMensuja
knace ¢ jennaka 2N + 2. Ilakie, no nocnemunu 119, kako cy Y3y 1 y3,y5,

jemuHN 4j1aHOBU U3 B NPOMEHJBUBUX Yo1 U Yoo, a AuMeH3uje 2N + 2, To je
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t = ayys " + Byt yd,, sa mere o, B € {0,1}. IlpnvermMo na je BuCHHA KiIace

Y21 jemHaka 2N, ma je tys; = 0 = aygylygjl + Byg’lyé\fz. Ca nmpyre crpase,
O=gpn= (a " Z_ N) Y3aYhs = (g) YaaYny + G) YoaUns | = Y3 1Ynas
a+2b=2N+3

a Kako je y271y§f;1 € B, zarkmyuyjemo na je a = 0. Komaumo, rako je t # 0,
jep je tysp = yp5 > € B no nemu 133, umanmo ma je B =1, Tj. y3Yyo2 = 3,92,
Cumverpwo je 1% = 423l

Horaskumo na je cup(F(1,2,2, N — 1)) # 6(F(1,2,2,2°71 — 2)). Karo je
d(F(1,2,2,N —1)) =5N + 3, ht(x1) = N + 3, ht(y11) = ht(y21) = 2N, noBosmHO

je mokaszatu ma je u:=zy CyiYy3Y jemnaro 0. Io nemu 137 je

N+3 _ N-1 /
Ty T =21 Y12Y22 D,

rae je p) HONMHOM TakKaB Na CBAKU MOHOM O D' CAODKU Vi1 WIK Yoq, UK

je cTemeH TpPOMEHJbMBE T y OBoM MoHOMY Mawmu ox N — 1. Hakmae, mo

nociaemunama 121 n 124 sasu p'yYys) = 0, na je

_ _N-1 2N 2N _ _N-1.2 N_.2 N
U=2xy Yr1Y12Y21Y22 =21 Y11Y12Y2.1Y22-

o dopmymu (6.2.14) je 0 = ginv = y2,yly + Y1 " + Yioyen + 9", TaE je P’

IOJIMHOM TAKaB Ja CBAKM MOHOM O p” CANPIKU Yo 1, UIN j€ CTEIEH IPOMEHILUBE
Y22 Y OBOM MOHOMY Oapem 2. Ilakme, mo mociaemunama 121 m 124 Baxm
1", 2N =0 MUM M _N—1<N+1_|_N )2N K o
p y271 y272 — 3 a CaMn TN n u = ':EI y172 y172y272 y271y272. OHaLIHO, O
(6.2.12) je 0 = ginro = ybo  +yloyao +p”, mae je p” momuHOM TaKaB Ma CBAKM

MOHOM on p"” canpEu Ys1, WIN je CTEIeH MPOMEHJBUBE Y25 ¥ OBOM MOHOMY

bapem 2. Ilpumemyjyhwm monoBo mociemune 121 m 124 3akmyuyjemo na je

P"y3 22 =0, 1j. u=0.

: ‘o o WN+L 2N, 2N
Ila bucMo 3aBpmMIN TOKA3, NOBOJHHO j€ MOKA3aTHU A je U i= Ty ' Yi1Ya1 Y22

paznmuuuto on Hyiae. [lo memm 137 je

= xiv_l(ym +y22) + ¢,
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rme je ¢’ IOTMHOM TakKaB Ja CBAKUA MOHOM OJ ¢ CAADXKU Vi1 WIN Yo, UIH j€

CTEIleH MPOMEHJbUBE T1 Y 0BOM MOHOMY Mawmu ox N —1. Ilo mocaemumama 121
u 124 sasu ¢y yi y20 = 0, ma je

_ N-1 2N, 2N _ _N—1,2N 2N N—1,2N, 2N, 2
v=x7 (Y12 + 92,2)?/1,1 Yo1Y22 =Ty YiaYi2Ya1Y22 Ty Yi1Ya1Y20-

Karo je 20 'y y10y2 ypo = u = 0, a mo memm 134 m nocaemumu 118 Baskn

N-1,9N,2N,2 _ N—1, N  N+2 . :
T YT Y Y =T YioYas  # 0, TO je v # 0, unme je mokas sappmen. [
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Mpunor 1.

MsjaBa o ayTopcTBY

Motnucann-a _Mapko PagosaHosuh

©poj ynuca _2024/2009

UzjaBmyjem
[a je AOKTOpCKa AucepTauuja noa HacnosoMm

'pebHepoBe Dase 3a MHOrOCTPYKOCTW 3acTaBa W NpUMeHe

e pe3ynTaT CONCTBEHOr UCTpa*KMBadKor paaa,

* [anpeanioxeHa auceprauumja y UenMHu H1 y JenoBuMa Huje Buna npeanoxeHa
3a pobujawe OWMO Koje Aunnome npema CTyAMCKUM nporpaMumMa [Apyrux
BMCOKOLLKONCKNX YCTaHOBa,

e [lacy pe3ynTaTi KOPEKTHO HaBedEH! |

* [a HUCaM Kplumo/na ayTopcka npaBa U KOPUCTUO MHTENEKTYanHy CBOjUHY
OpYrux nuua.

MoTtnuc poktopaHaa

Y beorpagy, 15.5.2015.

e P .




Mpunor 2.

M3jaBa 0 UICTOBETHOCTM LUTaMMaHe U eNeKTPOHCKe
Bep3uje OOKTOPCKOr paaa

Mme n npeanme aytopa: Mapko PagosaHosuh

Bpoj ynuca: 2024/2009

Ctyamnjckn nporpam: Matemaruka

Hacnoe pana: NpebHepoBe Base 3a MHOrOCTPYKOCTY 3acTasa v NPUMEHe

MeHnTop: npodh. op 3opaHx MNMeTposuh, BaHpeaHn npodecop
Motnucanu: Mapko PagosaHoeuh

n3jaerbyjeMm fa je wramnadHa sep3uja Mor OOKTOPCKOr pafja WCTOBETHA eNeKTPOHCKO]
Bep3nju Kojy cam npedaona 3a objaBrbuBake Ha noprany Odururtandor
penosuTopujyma YHuBep3auTeTa y Beorpaay.

[ossorbaBam Aa ce objaBe Moju MWMYHWM Nojauu BesaHu 3a aobujarmse akagemckor
3Barba [OKTOpa HayKa, Kao LUTO Cy UMe 1 npesumMe, roguHa U MecTo pofiera u gatym
onOpaHe paga.

OBW nvyHWM nojauy Mory ce objaBUTU Ha MPEeXHWUM cTpaHuuama JurutanHe
BubnnoTeke, y enekTpoHCKOM KaTtanory v y nybnukauvjama YHueepauteta y Beorpany.

MoTnuc gokropaHaa

Y beorpagy, 15.5.2015.

v/‘i /,.’-_j*;-“_/; e wf,::"?’
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Mpwunor 3.

UsjaBa o xopuwheky

Osnawhyjem YHuBepauteTcky 6ubnuoteky ,CeeTtosap Mapkoeuh* aa y [durutannu
penosuTopujym YHuBeEpauTeTa y bBeorpagy yHece mojy AOKTOpPCKy AucepTtauwjy noj
HacnoBoM:

pebHepoBe Ba3e 3a MHOrOCTPYKOCTU 3acTaBa M NnpumeHe

KOja je Moje ayTopcko Oeno.

AucepTauujy ca cBum npusosnma npeaao/na cam y enekTpoHckom chopmMaty NorogHoM
3a TpajHO apxuBupame.

Mojy OoKTOpcKy AucepTauunjy noxpamweHy y [JurutanHu penosutopujym YHueepauTeTa
y Beorpagy mory fa kopucte CBM Koju nowTyjy oapenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeaTtueHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oany4duo/na.

1. AyTopcTBO
2. AyTOPCTBO - HEKOMepLUMjanHo
3. AyTopcTBO — HekomepumjanHo — 6e3 npepage
4. AyTOpCTBO — HEKOMEPLMjanHo — AENUTU NOL UCTUM YCroBUMa
5. Aytopcteo — ©es npepage
@Awopcmo — [enuTu nog UCTUM YCNoBUMa

(Monumo [fa 3aoKpyxuTe camo jeAHy of WeCT NOHYReHWX NUUEHUM, KpaTak onuc
NALEHUW OaT je Ha nonefuHu nucta).

MoTnuc gokTopaHpa

Y Beorpagy, 15.5.2015.
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1. AyTopcteo - [losBorbaBaTe yMHOXaBawe, AUCTPUBYLMY U jaBHO CaonTasare
Aena, n npepaje, ako ce HaBede UMe ayTopa Ha HauuH ogpefieH of cTpaHe ayTopa
unu faeaola nuueHue, Yak u 'y komepuujanHe cepxe. OBo je HajcnoGoaHuja of ceux
nULeHUN.

2. AyTopCTBO — HekomepuwjanHo. [loasorbasate yMHOXaBare, AUCTpuByLmjy 1 jaBHo
caonwTaeare ena, u npepage, ako ce HaBefe MMe ayTopa Ha HauuH oapefeH o
CTpaHe ayTopa win Aasaoua nuueHue. OBa nuueHua He [03Borbasa KomepuuvjanHy
ynotpeby gena.

3. AyTOpCTBO - HekomepuuvjanHo - Ges npepafe. [lo3sorbaBaTe YMHOXaBaHHE,
AucTpubyumnjy v jaBHO caonwTasawe gena, 0e3 npomena, npeoBnUKOBara Wi
ynoTpebe pena y cCBOM Aeny, ako ce Hasele MMe ayTopa Ha Hauud oapefeH of
CTpaHe ayTopa wnu gaeaoua nuueHue. OBa NnUeHUa He 003BOMbasa KoMepLmjarHty
ynoTtpeby Aena. ¥ ofHOCY Ha cBe ocTane NuleHUe, OBOM JIMLEHLIOM ce orpaHuyaea
Hajsehu 0bum npaea kopuwhera gena.

4. AyTOpCTBO - HEKOMEepUWjanHO — [enuTu nog UCTUM ycrnosuma. [lossorbasarte
yMHOXaBare, AMcTpubyuumjy 1 jaBHO caonwuTaBare 4ena, U npepaje, ako ce Hasene
uMe aytopa Ha HauuvH ogpefeH o4 cTpaHe ayTopa Wnv OaBaoua JULEHLUE U ako ce
npepaga awuctpubyupa noa MCTOM WAW cnvdHOM nuueHuom. Oea nuueHUa He
Ho3BOMbaBa Komepuujandy ynotpeby nena u npepaga.

5. AytopcTBo — 0Ges npepage. [lossorbaeaTte yMHOXa@Barse, AUCTpMBYLMjYy U jaBHO
caonwtasake fena, 6es npomeHa, npeobnukosara unu yriotpeGe Aena y ceom Aeny,
aKo ce Haeede vme ayTopa Ha HauuH ogpefeH of cTpaHe aytopa wnu gaeaoua
nuueHue. Osa nuueHua Ao3Borbasa komepumjandy ynotpeby gena.

6. AyTopcTBO - pgenutu nog WUCTUM ycroswuma. [osBorbasare YMHOXaBame,
AMCTpuByLMjy 1 jaBHO caoniuTaBake Aena, v Nnpepane, ako ce Haeene ume ayTtopa Ha
HauuH oapefeH on cTpaHe ayTopa unu fgasaola NULEHUE W ako ce npepaga
AMCTpUOyupa nof WCTOM WAW CIMMHOM NuueHuoM. OBa nuUeHua [03BOrbasa
komepumjanHy ynoTpeOy fAena u npepaga. CrivyHa je codTBEpCcKMM nuUUeHuama,
O4HOCHO NUUEeHLIaMa OTBOPEHOr Koga.



