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Prolog

Predmet proucavanja ove doktorske disertacije je oscilatorno kretanje i disipacija
energije stuba napravljenog od nekoliko krutih blokova, koji pri horizontalnom
prinudnom dejstvu mogu da klize jedan po drugom. Pored medusobnog kontakta
sa trenjem, koje se saglasno Kulonovom zakonu modelira neglatkom visevrednos-
nom funkcijom, veze izmedu blokova sadrze i viskoelasticne elemente. Konstitu-
tivne relacije kojima se opisuju viskoelasti¢ni elementi ukljucuju frakcione izvode,
tj. izvode proizvoljnog realnog reda i ograni¢enja na koeficijente koja slede iz
Klauzijus-Dijemove nejednakosti. Kretanje koje zapocinje pod dejstvom prinudne
sile koja odgovara krajnje jednostavnom modelu seizmickog dejstva ¢e se uz iz-
abrani model disipacije zaustaviti u zoni zastoja. Radi se o nelinearnim prinud-
nim oscilacijama konstrukcije oblika stuba od dva i tri bloka sa standardnim frak-
cionim viskoelasti¢nim prigusiva¢ima pri ¢emu je uzrok nelinearnosti prisustvo su-
vog trenja u sistemu. Frakcioni tip disipacije opisan nelokalnim izvodima i model
disipacije koji usled relativnog kretanja blokova ukljucuje suvo trenje opisano
neglatkim vigevrednosnim funkcijama, zajedno dovode do diferencijalnih jednacina
kretanja mehanickog sistema datih u formi visevrednosnih diferencijalnih jednacina
proizvoljnog realnog reda. Ovaj tip jednacina predstavlja frakciono uopstenje obi¢nih
diferencijalnih jednacina tipa Filipova ¢ije je intenzivno proucavanje zapocelo Sezde-
setih godina proslog veka. Konveksikacija prekidnih desnih strana frakcionih difer-
encijalnih jednacina, koja se postize izabranim modelom sile trenja, obezbeduje ko-
rektan model potpunog zaustavljanja sistema po prestanku dejstva prinudne sile.
Sa aspekta numericke analize problem je posebno zanimljiv jer povezuje algoritme
za reSavanje frakcionih diferencijalnih jednacina sa algoritmima neglatke analize.
Proucavanje problema oscilacija nezaobilazno je u inZenjerstvu jer one imaju pri-
menu u mnogim oblastima tehnike, dok u nekim slu¢ajevima predstavljaju neze-
ljenu pojavu koja ometa pravilan rad odredenih uredaja. Narocita paznja poklanja
se oscilatornom kretanju gradevinskih objekata pod dejstvom zemljotresa, pri cemu
su ljudski zivoti dovedeni u opasnost, tako da se metode pasivne i aktivne zastite
konstrukcija neprekidno razvijaju. S tim u vezi prouc¢avanje prinudnih oscilacija se
smatra klasi¢énim problemom sa kojim se moze povezati veliki broj radova. Naime,
posle serije rezultata Beglija i Torvika iz kasnih osamdesetih godina proslog veka
pojavljuje se ¢itav niz radova na temu prinudnih oscilacija sa frakcionim tipom disi-
pacije, v. Koh i Keli [72, 1990], Bejer i Kemfle [19, 1995], Enelund i Lezetr [45, 1999],
Cang i Sing [26, 2002], Narahari Akar i dr. [87, 2002], Spasi¢ i Haralambakis [116,
2002], Rozikin i Sitikova [106, 2010]. Gotovo u svim tim radovima frakcioni racun se
predstavlja kao matematicki aparat kojim se izuzetno dobro opisuju viskoelasticna
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svojstva novih materijala prisutnih u novim konstrukcijama. Nekako u isto vreme,
poslednjih dvadesetak godina proslog veka dolazi i do naglog razvoja neglatke anal-
ize, a time i neglatke mehanike, v. npr. reference u radu Demjanov [34, 2002], kao i
u monografijama Fajfer i Gloker [97, 1996], Broljato [21, 1999], Kunce [73, 2000], te
radovima Broljato i dr. [22, 2002], Papaloizou i dr. [93, 2007], Stein i dr. [119, 2008],
Flores i dr. [51, 2009]. Napominje se da je tek upotrebom neglatkih visevrednos-
nih funkcija korektno opisan proces zaustavljanja mehanickih sistema u kona¢nom
vremenu, Lejn i Nijmejer [74, 2004]. Povezivanje neglatke analize i diferencijalnih
jednac¢ina sa necelim izvodima predmet je radova El-Sayed i Ibrahim [43, 1995], El-
Sayed i Ibrahim [44, 2001], Ouahab [92, 2008], Cernea [25, 2010], Cikon i Salem
[28, 2010}, Danca [31, 2010]. Najzad, u radu Grahovac i dr. [60, 2011] proucena je
visevrednosna diferencijalna jednacina proizvoljnog realnog reda koja modelira su-
dar krutog tela sa frakcionim viskoelasti¢nim slojem u prisustvu suvog trenja. Ter-
modinamicka konzistentnost modela viskoelasti¢nog sloja obezbedena je ogranicen-
jima na koeficijente koja slede iz Klauzijus-Dijemove nejednakosti, v. Atanackovié
[7, 2002]. Suvo trenje kao strogo disipativni proces zahteva korektno modeliranje
prekidnih faza kretanja, v. Tarner [122, 2001]. Kako se radi o potpuno istim fiz-
ickim modelima kao u ovde postavljenom problemu, metodologija iz tog rada ce se
delimi¢no primeniti i ovde, s tim da je sada situacija slozenija. Naime, pored veceg
broja stepeni slobode kretanja sistema, kod izbranog oscilatornog kretanja interval
integracije je duzi, moguce je vise promena smera kretanja tako da je primena nu-
merickih metoda za resavanje frakcionih diferencijalnih jednacina u kombinaciji sa
upravljanjem prekidnim modelima razli¢itih faza kretanja znatno slozenija.
Struktura ovog rada je sledeta. Prvo poglavlje predstavlja polazne stavove i u
njemu je opisana primena frakcionih izvoda u analizi ponasanja viskoelasti¢nih tela,
razmotreno je nekoliko modela suvog trenja, kao i nekoliko modela horizontalnog
seizmickog dejstva. U drugom poglavlju postavljen je problem oscilacija sistema
od dva kruta bloka pri seizmickom dejstvu, a uvodenjem bezdimenzijskih veli¢ina,
sistem diferencijalnih jednacina koji opisuje ponasanje proucavane konstrukcije
prikazan je u bezdimenzijskom obliku. Upotrebom Laplasovih transformacija prob-
lem je preveden u oblik diferencijalno-integralne inkluzije, pogodan za kvalitativnu
analizu, kojom se dokazuje egzistencija reSenja postavljenog problema. Neglatki sis-
tem tipa Filipova koji ukljucuje i frakcione izvode resen je numerickim postupkom i
upotrebom monotono-opadajucih, sa nulom ograni¢enih nezavisno promenljivih, sa
kojima se prosireni sistem stanja integrali da bi se u jednoj iteraciji odredio trenu-
tak kada se ostvaruje jednakost u unilateralnom ogranicenju. Ispitano je kretanje
sistema za razne vrednosti uvedenih parametara i prikazani su dobijeni rezultati.
Trec¢e poglavlje predstavlja prosirenje problema postavljenog u drugom poglavlju, i
u njemu se pomocu uvedenih metoda daje postavka, reSenje i prikaz rezultata prob-
lema oscilovanja konstrukcije od tri bloka. Kombinatorni problem u ovom slucaju
dovodi do devet moguéih scenarija kretanja sistema, gde je za svaki scenario formi-
ran dinamicki model, kao i uslovi pod kojima se dati model primenjuje. U ¢etvrtom
poglavlju data su zaklju¢na razmatranja i pravci daljih istrazivanja. Postupak resa-
vanja postavljenih problema zahteva i pisanje odgovarajuceg programskog koda, a
graficki prikaz algoritma za resavanje prikazan je u dva dodatka na kraju rada.
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1. Polazni stavovi

wAko Zelimo da predvidimo buduénost matematike, pravi put ka tome je da proucimo
istoriju i trenutno stanje u toj nauct.”

Anri Poenkare

1.1 Primena frakcionih izvoda u analizi viskoelastiénih tela

Frakcioni racun ili ,fractional calculus” je matematicka disciplina stara vise od tri
veka. Nakon objavljivanja rezultata svojih istrazivanja u vezi sa diferencijalnim
racunom 1695. godine, gde je uveo oznaku 3:—3{ za n-ti izvod funkcije y(z), Lajb-
nic je primio pisma od Bernulija i Lopitala sa pitanjima: sta bi bilo ukoliko bi red
izvoda iznosio 1/2, odnosno kakvo znacenje bi imao izvod ako je n razlomak. Lajb-
nicov odgovor je glasio: ,,To dovodi do paradoksa iz kojeg ¢e se jednog dana doneti
vazni zakljucci, jer ne postoji beskoristan paradoks”. Kasnija pitanja bila su da li n
moze biti iracionalan, realan ili kompleksan broj. Na taj nacin privucena je paznja
mnogih poznatih matematicara od kojih je vazno pomenuti Ojlera, Lagranza, Furi-
jea, Laplasa, Abela, Ljuvila, Rimana i Lorena. Oni su direktno ili indirektno doprineli
razvoju ove discipline. Teorija je prosirena i samim tim je naziv ,frakcioni racun”
postao neprikladan, pri ¢emu bi mozda bolje ime bilo diferenciranje ili integracija
proizvoljnog realnog ili necelog reda, v. Miler i Ros [86, 1993], Cen i dr. [79, 2010].
I pored toga vrlo cesto se koristi ustaljeni naziv ,frakcioni ra¢un” koji datira jos od
vremena Lopitala.

Prvi objavljeni rezultati gde se pominje izvod priozvoljnog reda nalaze se u tekstu
Lekroa iz 1819. godine. Uzevsi da je y = 2™, gde je m pozitivan prirodan broj, on
je izveo izraz za n-ti izvod

d™y m!
= men > 1.1
dx™ (m—n)!m e (1.1)

a zamenjujuci faktorijel Ojlerovom Gama funkcijom dobio je izraz za izvod proizvoljnog
reda

d"y I'im+1) _
= men, 1.2
dz I'(m—n+ 1):6 (12)

Na primeru gde je m = 1 i n = 1/2 pokazao je da je
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'z 2z (1.3)
de'/?2 /7’ '

i vrlo je interesantno da se ovaj rezultat u potpunosti slaze sa rezultatom dobijenim
primenom dana$njih saznanja u teoriji frakcionog racuna.

Nakon toga Furije je 1822. godine definisao izvod proizvoljnog reda koristeci svoju
integralnu reprezentaciju funkcije f(x)

d" o >
i _ / " f(ayda / peos {p(m —a)+ %m} dp, (1.4)

gde u moze imati bilo koju vrednost.

Ipak prvu svoju primenu frakcioni ra¢un nasao je 1823. godine kada ga je Abel
upotrebio u resenju integralne jednacine koja se koristi za formulaciju problema
tautohrone!. Smatra se da su najranije sistematicne studije na ovu temu nastale
tek sredinom XIX veka i da su one bile sprovedene od strane Ljuvila, Rimana i
Holmgrina. Ljuvil je dao razvoj funkcija u eksponencijalne redove

flz) = che“"x, Re(a,) >0 (1.5)

i definisao izvod takvih redova diferencirajué¢i ¢lan po ¢lan, kao u slucaju kada je
red izvoda pozitivan ceo broj

d* f(x)
= cpase™, 1.6
S = (16)
sto predstavlja Ljuvilovu prvu definiciju frakcionih izvoda. Posto je ona ogranicena
samo na funkcije oblika (1.5) Ljuvil je, da bi prosirio svoju definiciju, formulisao tzv.

Ljuvilovu drugu definiciju frakcionih izvoda

d®z—F B JJL(a+p5)
P A LR

koja je primenljiva samo za racionalne funkcije.

Riman je uveo drugaciju definiciju koja uklju¢uje odredeni integral i primenljiva
je na stepene redove sa necelim eksponentima. Zahvaljuju¢i Grunvaldu i Krugu koji
su prvi objedinili ove rezultate, kao i radovima Sonina i Lorena, nastala je jedna
od najpoznatijih definicija koja spada u okvir frakcionog rac¢una, Riman-Ljuvilov

B >0, (1.7)

1 0d gréke reci tauto” - isto i ,chronos” - vreme. Predstavlja problem odredivanja oblika ravanske krive
takve da kada se po njoj bez trenja krec¢e materijalna tacka samo u prisustvu gravitacionog polja, tacka
stize do najnizeg dela krive uvek za isto vreme, bez obzira sa kog mesta na toj istoj krivoj zapocinje
svoje kretanje. Problem je prvi resio Kristijan Hajgens 1659. godine. On je pokazao da je re¢ o cikloidi.
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frakcioni integral. Polazeti od Kosijeve formule (1.8) za resenje linearne nehomogene
obicne diferencijalne jednacine n-tog reda

1

JUF(t) = m/O (t—7)"Lf(r)dr, t>0, mneN, (1.8)

gde je funkcija f(¢) definisana

f), t=0
f(”:{o, t<0

a J" integralni operator, i uopstavajué¢i je koris¢enjem Ojlerove Gama funkcije
umesto faktorijela (n — 1)! = I'(n) i uvodenjem pozitivnog realnog broja o € R*
umesto n € N, dobija se izraz za Riman-Ljuvilov frakcioni integral

JF(E) = ﬁ/g (t — 1)L f(r)dr, (1.9)

pri c¢emu J“ predstavlja Riman-Ljuvilov integralni operator. Jedan od nacina za
definisanje frakcionog izvoda je koris¢enje operatora D* koji je definisan kao leva
inverzija operatora J¢

Dmjm=af(t), m—-—1<a<m,

Df(t) = {Dmf(t)’ L (1.10)

gde je D" f(t) = ‘g;—f. U razvijenom obliku relacija (1.10) glasi

1 am

Def(t) = mdt_m/o (t— 7)™ f(r)dr, (1.11)

sto predstavlja Riman-Ljuvilov frakcioni izvod funkcije f(t), pri ¢emu je m — 1 <
a < m,.

Krajem XIX veka Hevisajd je objavio nekoliko radova u kojima je pokazao kako
se neke linearne diferencijalne jednacine mogu re§iti primenom uopstenih operatora.

U periodu do 1941. godine, pored pomenutih nau¢nika svoj doprinos u razvoju
frakcionog racuna dali su i: De Morgan, Hadamard, Hardi, Vejl, Ris, Dejvis,
Markaud, Litlvud, Post, Lav, Nad, Erdelji i Kober, v. Hilfer [62, 2000]. Intenzivan
razvoj frakcionog racuna pocinje 1974. godine nakon odrzane prve medunarodne
konferencije iz ove oblasti. Matematicka disciplina za koju se smatralo da nema
neku posebnu primenu, dozivela je u poslednjih nekoliko decenija pravu eksploziju
istrazivackih aktivnosti, u smislu primene frakcionog racuna u razli¢itim nauc¢nim
oblastima:

- upravljanje inzenjerskim sistemima,
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- analiticki i numericki alati i tehnike,

- osnovna istrazivanja mehanickih, elektri¢nih i toplotnih konstitutivnih relacija
i druga svojstva razlicitih inzenjerskih materijala kao $to su viskoelasti¢ni polimeri,
pene, gelovi, tkiva, i inzenjerske i nau¢ne primene ovih relacija,

- osnovno razumevanje fenomena difuzije i talasa,

- primene u bioinzenjerstvu i biomedicini,

- toplotno modeliranje inzenjerskih sistema kao $to su koc¢nice i masine alatke,

- obrada slike i signala,
videti na primer Oldham i Spanier [90, 1974], Podlubni [98, 1999], Megin [81, 2006],
Hilfer [62, 2000], Sabatier i dr. [108, 2007], Cen i dr. [79, 2010].

Detaljan prikaz znacajnih publikacija, kao $to su Oldham i Spanier [90, 2010],
Samko i dr. [109, 1987], Kirjakova [70, 1993], Miler i Ros [86, 1993], Podlubni [98,
1999], Cen i dr. [79, 2010], i istrazivanja iz oblasti frakcionog racuna od 1974. do 2010.
godine moze se videti u Rozikin i Sitikova [104, 1997], Debnath [33, 2003], Ma¢ado
i dr. [80, 2010], dok su Rozikin i Sitikova [106, 2010] analizirali rezultate primene
necelih izvoda u problemima dinamike ¢vrstog tela u poslednjih deset godina, kao i
najnovije trendove istrazivanja iz ove oblasti.

Smatra se da frakcioni ra¢un ima svoju najvetu primenu u opisivanju reoloskih
svojstava viskoelasticnih materijala, a jedan od razloga lezi u c¢injenici da se
polimerni i elastomerni materijali u velikoj meri koriste u inzenjerstvu. Viskoe-
lasticni materijali koje odlikuje visok stepen prigusenja nasli su brojne primene,
kao na primer kod zastite znacajnih konstrukcija pri seizmickom dejstvu i dejstvu
vetra, za prigusenje oscilacija postolja motora i rotora helikoptera, v. Ramrakjani
i dr. [75, 2004]. Oni uglavnom ispoljavaju neelasti¢ne osobine kao $to su puzanje,
relaksacija napona, prigusenje, kao i efekat memorije. Ovakvo ponasanje materi-
jala se uspesno opisuje uvodenjem frakcionih (nelokalnih) operatora u konstitutivne
relacije, ¢ime se broj potrebnih parametara znacajno smanjuje, v. Enelund i Lezetr
[45, 1999], Adolfson i dr. [4, 2004]. U prvoj polovini XX veka pioniri iz ove oblasti bili
su Gemant, Skot-Bler, Gerasimov i Rabotnov, v. Mainardi [83, 2010], izucavajuéi
primenu frakcionih operatora za opisivanje relaksacionih krivih. Nakon toga neceli
izvodi i integrali nasli su primenu i kod disipacije energije u seizmologiji a u drugu
generaciju istrazivaca spadaju Kaputo, Mainardi, Begli i Torvik. Begli i Torvik su na
osnovu eksperimenata utvrdili korektnost reoloskih modela sa frakcionim izvodima,
za vige od 160 materijala, v. Klimek [71, 2009]. Danas se ovaj matematicki aparat
uspesno primenjuje za proucavanje dinamickog ponasanja linearnih i nelinearnih
sistema sa jednim, dva ili vise stepeni slobode, kao i sistema sa beskona¢no mnogo
stepeni slobode (oscilacije stapova, ploca, ljuski, viSeslojnih sistema). Znacajna je i
primena u teoriji sudara kod stapova i ploca, v. Rozikin i Sitikova [106, 2010].

Kod idealno elasti¢nih tela napon zavisi od deformacije (nultog izvoda deforma-
cije), dok je kod njutnovskih fluida on proporcionalan prvom izvodu deformacije.
Ovo su matematicki modeli idealizovanih materijala, dok realni materijali imaju
osobine obe navedene grupe i one se nalaze negde izmedu pomenutih grani¢nih
slucajeva. Zato je prirodno pretpostaviti da za opisivanje viskoelasti¢cnih materijala
napon zavisi od a-tog izvoda deformacije, pri cemu je o realan broji 0 < a < 1. Na
taj nacin nastali su brojni konstitutivni modeli koji ukljuc¢uju izvode necelog reda.
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Osim dobrog opisivanja mehanickih svojstava realnih materijala, $to je dokumento-
vano u brojnim radovima, kao na primer Begli i Torvik [15, 1983], Torvik i Begli [121,
1984], Begli i Torvik [16, 1986], Fenander [47, 1997], Fenander [48, 1998], Enelund i
dr. [46, 1999], Petrovic¢ i dr. [95, 2005], Katania i Sorrentino [24, 2007], Levandovski
i Korazicevski [76, 2010], Dankuc i dr. [32, 2010], ovi modeli su konzistentni sa fiz-
ickim principima, a odlikuju se i malim brojem parametara, kao i histerezisom u
dijagramu napon-deformacija. Neki frakcioni modeli nastali su jednostavno zamen-
jivanjem celobrojnog izvoda frakcionim kod standardnih konstitutivnih modela kao
sto su Kelvin-Vojtov, Maksvelov ili Zenerov. Neki modeli uklju¢uju jedan, a neki
vise frakcionih operatora istog ili razli¢itog reda. Postoje i modeli koji sadrze necele
izvode rasporedenog reda, v. Atanackovi¢ [8, 2003].

Veliku primenu ovakvi modeli nasli su u oblasti vibroizolacije. Brojni objavl-
jeni radovi pisani su na temu prigusenja oscilacija mehanickih sistema sa jednim
ili vise stepeni slobode u prisustvu viskoelasti¢nih elemenata za disipaciju energije,
modeliranih uz pomo¢ frakcionog rac¢una, v. Rozikin i Sitikova [103, 1997], Spasi¢ i
Haralambakis [116, 2002], Rozikin i Sitikova [105, 2008], Rozikin i dr. [107, 2010],
Atanackovi¢ i dr. [12, 2010], Atanackovi¢ i dr. [13, 2011].

Poznato je da postoje razli¢iti metodi za odredivanje vrednosti parametara konsti-
tutivnih modela, koji uklju¢uju frakcione izvode, v. Levandovski i Korazicevski [76,
2010]. Podaci iz relativno jednostavnih eksperimenata relaksacije napona i puzanja
za razne materijale Cesto se mogu sresti u literaturi, a na osnovu njih se moze izvrsiti
identifikacija parametara odabranog modela. Takav model moze se koristiti za pred-
vidanje ponasanja proucavanog materijala pri razli¢itim slucajevima opterecenja, v.
Sen i Song [113, 1995], Fenander [48, 1988], Atanackovi¢ i Spasi¢ [9, 2004], Petrovié
i dr. [95, 2005], Nasuno i dr. [88, 2007], Fukunaga i Simicu [53, 2010a], Fukunaga i
Simicu [54, 2010b], Grahovac i Zigi¢ [59, 2010], Zigi¢ i Grahovac [127, 2011]. Tokom
eksperimenta relaksacije napona, u prvoj fazi uzorak se zateze konstantnom brzinom
deformacije do trenutka t,, kada deformacija dostigne vrednost ¢ = ¢,, slika 1.1. a),
pri ¢emu i napon o raste do vrednosti o,, slika 1.1. b). Nakon toga, deformacija ¢
ostaje konstantna tokom vremena, a napon opada, tj. dolazi do relaksacije napona
u materijalu, slika 1.1.

Cesto se, zbog velike brzine deformacije i kratkog trajanja prve faze, prikazuju
samo rezultati iz druge faze eksperimenta, koja traje duze i u kojoj se odvija Cista
relaksacija napona. Procedura za odredivanje parametara modela, kojom se mogu
uzeti u obzir eksperimentalni podaci iz obe faze ukoliko su poznati, predlozena je u
radu Dankuc i dr. [32, 2010].

Pravi razlog superiornosti frakcionih modela u odnosu one sa celobrojnim izvodima
ne lezi u ¢injenici da je kod prvih dovoljan manji broj parametara za predvidanje
ponasanja relanih materijala sa dovoljnom ta¢nosc¢u, nego je razlog tome razlicita
priroda ove dve grupe modela, §to rezultuje ve¢com tac¢nosc¢u frakcionih modela pri is-
tom broju parametara, v. Podlubni [98, 1999]. Polimeri i elastomeri, ¢ije se ponasanje
dobro modelira izvodima necelog reda, postaju sve popularniji kod primene za sman-
jenje vibracija u inzenjerskim konstrukcijama, narocito kod zastite od zemljotresa,
pri ¢emu oni predstavljaju samo jednu grupu pasivnih sistema seizmicke zatite.
Jedan takav polimer, proucen je u radu Sen i Song [113, 1995]. Na osnovu eksperi-
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Slika 1.1. Eksperiment relaksacije napona: a) Zatezanje uzorka konstantnom brzinom do trenutka ¢4, b)
Relaksacija napona tokom vremena.

menata iz pomenutog rada, Zigi¢ [126, 2008] je odredio realne vrednosti kako reda
necelog izvoda tako i koeficijenata u modelu koji zadovoljavaju ogranicenja dikti-
rana drugim zakonom termodinamike, da bi zatim, za te vrednosti, na bazi linearnih
diferencijalnih jednacina proizvoljnog realnog reda ispitao oscilacije konstrukcije ob-
lika stuba sa cetiri bloka pri jednostavnom seizmickom dejstvu. Taj problem ¢e sada
biti prosiren uvodenjem nelinearnosti kao posledice prisustva suvog trenja medu
blokovima.

1.2 Modeli suvog trenja

Suvo trenje u kontaktnim povrsinama predstavlja drugaciji vid disipacije energije.
Sila trenja definige se kao sila koja se suprotstavlja relativnom kretanju izmedu
povrsina tela u kontaktu, a tokom njihovog relativnog kretanja ima strogo disipa-
tivan karakter. Naime, povrsine u kontaktu nisu idealno glatke jer postoje izbocine
koje se protive tom relativnom kretanju i koje treba savladati bilo smicanjem bilo
deformacijom. Trenje, eng. ,friction” je re¢ koja je u engleskom jeziku zastupljena
jos od XV veka, a nastala je od latinske reci ,fricare”, sto znaci trljati. Jos od drevnih
vremena ljudi su bili svesni ovog fenomena, i bez nau¢nih objasnjenja koristili su ga
za svoje potrebe, kao na primer za pravljenje vatre trljanjem drveta, izum tocka.
Jos je Aristotel uocio postojanje sile trenja, a tek krajem XV veka je Leonardo da
Vinéi izveo prve naucne zakljucke. Kasnije su ovu pojavu izucavali Galilej, Amon-
ton, Hladni, Helmholc, Kulon, Stribek, i na osnovu toga su nastali razni matematicki
modeli. U skorije vreme razvijena je nova klasa modela koja ukljuc¢uje diferencijalne
jednagcine.

Trenje predstavlja kompleksan proces i ne postoji jedinstven matematicki model
ili teorija koji mogu da objasne mehanizme i procese povezane sa trenjem. Tu
spadaju histerezisno ponasanje, mala pomeranja koja se mogu javiti dok jos nije za-
pocelo klizanje, oscilacije sa povremenim zaustavljanjem (stik-slip oscilacije), razlike
u intenzitetu sile potrebne da izazove klizanje, zavisnost sile trenja od brzine klizanja.
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Izucavanje ove oblasti predstavlja kombinaciju teorijskih, numerickih i eksperimen-
talnih istrazivanja. Pri matematickom modeliranju, trenje se ¢esto opisuje kao pro-
ces koji ima neku vrstu prekida. Ono utice na rad i trajanje mnogih konstrukcija
medu ¢ijim elementima postoji klizanje, v. Ibrahim [65, 1994]. Prema radu Popa [99,
2000], ranije su u realnim prakti¢nim problemima, pojave neglatke prirode uzroko-
vane trenjem ili udarima smatrane za greske, tako da su one dugi period bile potpuno
zanemarivane. Njihovo razmatranje je zapoceto tek kasnije i to obi¢no kroz priblizne
i glatke modele. Tek u poslednjih dvadesetak godina razvijeni su suptilni i mnogo
precizniji modeli koji korektno izrazavaju neglatke efekte.

U nekim slucajevima trenje se javlja kao nezeljena pojava u mehanickim sis-
temima, dok se sa druge strane ono moze koristiti sa namerom da se poveca
prigusenje u sistemu na jednostavan i jeftin na¢in. Razvijena drustva puno ulazu
u proucavanje problema trenja. Naime tamo gde je ono nepotrebno a ima ga, uzalud
se trosi energija, a tamo gde ga nema dovoljno, a ono je preko potrebno, moze doci
do nezgoda ¢ije posledice povlace znacajna drustvena sredstva, v. Spasi¢ [118, 2011].
Pored toga trenje je i uzrok za troSenje kontaktnih povrsina i otkaz ili zamenu de-
lova ¢ijih su one deo. Medutim najvaznije svojstvo prisustva suvog trenja se ogleda u
¢injenici da mehanicki sistemi mogu do¢i u stanje mirovanja u kona¢nom vremenu.
Tako spada u najslozenije pojave u mehanici, ovaj fenomen se ve¢ godinama koristi
u inzenjerstvu, kao na primer za disipaciju kineticke energije kod ko¢ionog sistema
vozila. Osim toga, primena ovog fenomena siroko je zastupljena i u oblasti vibroizo-
lacije konstrukcija gde su razvijeni brojni uredaji za prigusenje prinudnih oscilacija
sistema u cilju komfornijeg zivota ljudi, kao i u cilju zastite konstrukcija od razornog
dejstva snaznih vetrova i zemljotresa.

Sila trenja zavisi od vige faktora, kao §to su: svojstva materijala od kojih su
sacinjena tela u kontaktu, stanje dodirnih povrsina, brzina klizanja, temperatura,
postojanje fluidnog filma medu povrsinama. Obzirom da ravne povrsine realnih tela
nisu idealno glatke, ve¢ imaju neravnine koje se izrazavaju u mikro i nanometrima,
stvarna povrsina kontakta je mnogo manja od vidljive i proporcionalna je normalnoj
kontaktnoj sili, a nezavisna je od vidljive povrsine kontakta, v. Lejn i Nijmejer
[74, 2004]. Tokom relativnog klizanja povrsina u kontaktu, sila trenja ¢ priblizno je
proporcionalna stvarnoj kontaktnoj povrsini, tako da je proporcionalna normalnoj
sili pritiska p. Naime §to je veci pritisak to izbocine jedne povrsine vise prodiru medu
izbocine druge povrsine tako da je za relativno kretanje potrebna veca sila koja se
trosi na deformacije i smicanje izboc¢ina. Vezu izmedu normalne kontaktne sile i sile
trenja izuc¢avao je Amonton, dok je Kulon prouc¢avao uticaj brzine i smera relativnog
klizanja na silu trenja. Tako je nastao ¢uveni Amonton-Kulonov zakon sile trenja,
poznatiji pod imenom Kulonov zakon

1 za v, >0,

q=—up-sgn(v.), v #0, sgn (v,) = (1.12)
-1 za v, <0,

gde p predstavlja koeficijent trenja, koji je prema Kulonovim istrazivanjima gotovo
nezavisan od relativne brzine klizanja v,, a sgn(-) je obi¢na funkcija znaka.
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U prakti¢nim inzenjerskim primenama cesto se zanemaruju razni slozeni procesi
koje ukljucuje trenje, i na taj nacin se dobijaju jednostavniji matematicki mod-
eli. Na slici 1.2 prikazana su tri modela trenja, kao i visevrednosna funkcija znaka
Sgn(v,), koja ima fundamentalnu ulogu u opisivanju neglatkih modela. ¢, pred-
stavlja granicnu silu trenja ili maksimalnu staticku silu trenja, koju ona mora pre-
vazi¢i da bi do relativnog kretanja doslo, a g4 je vrednost sile trenja kojoj ona asimp-
totski tezi pri ve¢im relativnim brzinama. Kod slucaja na slici 1.2.a) sila trenja je
modelirana glatkom funkcijom relativne brzine

s — g
q = — arctan(dv,.) <T5\vd] + qd) ,

gde je ¥ > 116 > 0. Ovakav model omugucava primenu standardnih metoda
u resavanju diferencijalnih jednac¢ina, ali osnovni nedostatak mu je $to ne moze
korektno da opise slucaj u kojem postoji sila trenja manja od grani¢ne a ne postoji
relativno kretanje. Kod ovog modela ¢e do relativnog kretanja doc¢i za bilo koju
vrednost sile trenja razlicitu od nule, $to ne odgovara stvarnosti.

a) b)
qA qA
__// qs
---------- 44
0 "

c) d)
74 Sgn(v,) A
4
1
0 v 0 ",
- qs - 1

Slika 1.2. Modeli trenja: a) Regularizovani model, b) Neglatki model kod kojeg sila trenja zavisi od
relativne brzine, ¢) Neglatki model, d) Visevrednosna funkcija znaka.

Kod modela na slici 1.2.b) i 1.2.¢) taj problem je prevaziden tako $to je sila trenja
q opisana visevrednosnom funkcijom, koja za & = 0 moze imati bilo koju vrednost iz
zatvorenog intervala [—gs, ¢s]. Na taj nacin je faza u kojoj nema relativnog kretanja
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(stik faza) korektno modelirana, v. Lejn i Nijmejer [74, 2004], tako $to za vrednosti
sile trenje izmedu —g i g5 nece doéi do relativnog kretanja. Model sa slike 1.2 b)
moze se opisati relacijom

_1(1_,&;5_‘;1,?‘ — 44, Uy > 07
Q(Ur> € [_q$7 QS] ) v, =0,
f{f_g\%ﬁ\ + qd; v < 07

gde je q(v,) funkcija skoro svuda (dalje sk. sv.), osim za vrednost v, = 0. Model na
slici 1.2.c) predstavlja uproséenu verziju modela pod b), kod kojeg je ¢s = qq, 1 koji
se moze predstaviti pomocu neglatke visevrednosne funkcije znaka relativne brzine
Sgn(v,), tj. konveksikacije obi¢ne funkcije sgn (v,) u tacki v, = 0, koja ima vrednost
—1zav, <0,1zawv, >0, dok za v, = 0 ona uzima vrednost na skupu [—1, 1], slika
1.2.d)

1 za v, >0,
q€ —qq-Sgn(v.), Sgn(v.)=<[-1,1] za v.=0, ii q€ —qgd|v],
-1 za v, <0,
(1.13)

gde poslednja formulacija odgovara argumentima neglatke mehanike da sila trenja
pripada subdiferencijalu neglatkog potencijala (ili pseudopotencijala) sile trenja koji
je dat u obliku apsolutne vrednosti relativne brzine klizanja, v. Lejn i Nijmejer [74,
2004]. Napominje se da Fajfer i Gloker [97, 1995] i Gloker [56, 2001] preporucuju
da se u inzenjerskim problemima ne prave razlike izmedu dinamickog i statickog
koeficijenta trenja, sto ¢e i ovde biti koristeno. Matematicko opravdanje za to sa
aspekta jedinstvenosti resenja diferencijalne inkluzije ¢iji je zakon trenja dat u formi
visevrednosne funkcije moze se na¢i u knjizi Lejna i Nijmejera [74, 2004].

Od modela koji spadaju u grupu statickih modela trenja, pored navedenih vazno
je pomenuti i Amstrongov i Karnopov model. Prvi od njih pogodan je kod modela sa
viskoznim trenjem i dobro opisuje Stribekov efekat?, v. Keli i Lamas [68, 1999], dok je
Karnopov model pogodan za numericke simulacije, v. Aih-Selner i Firer [42, 1998], jer
se u podrucju malih relativnih brzina uzima da je relativna brzina jednaka nuli, ¢ime
se izbegava odredivanje ta¢nog trenutka u kojem v, postaje jednako nuli., v. Karnop
[67, 1985], Ricard i Cutkoski [101, 2002]. Zbog prirode stati¢kog preslikavanja izmedu
relativne brzine klizanja i sile trenja, staticki modeli su jednostavni i pogodni za
primenu, ali upravo zbog toga oni nisu u stanju da opisu neke procese karakteristicne
za trenje, jer ono nema trenutni odziv na promenu brzine, ve¢ ima svoju unutrasnju
dinamiku.

U problemima u kojima se zahteva visoka preciznost modela, mala pomeranja
tokom faze priljubljivanja ili stik faze, kao i druge pojave vezane za trenje, a
pomenute na pocetku ovog odeljka, mogu biti od velikog znacaja. Zato je u tim sluca-
jevima pogodno koristiti neki od dinamickih modela trenja, kao na primer Dalov,

2 Stribekov efekat predstavlja pojavu smanjenja sile trenja sa pove¢anjem relativne brzine, u zoni malih
brzina, v. [74, 2004].
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Lu-Gre ili Elasto-plasti¢ni model. Kod njih se mikroskopske neravnine povrsina u
kontaktu modeliraju pomocu elasti¢nih i viskoznih elemenata, a zavisnost sile trenja
od relativne brzine izrazena je diferencijalnim jednac¢inama, v. Dal [30, 1976], Keli
i Lamas [68, 1999], Kanudas i dr. [23, 1995, Dupont i dr. [40, 2000], Dupont i dr.
[41, 2002], Penestri [94, 2007], Garsia [55, 2008]. Oni mogu relativno dobro da opisu
razne procese ukljuc¢ene u fenomen trenja, i samim tim su slozeniji za upotrebu.
Model trenja preporuceno je izabrati u skladu sa zahtevima konkretnih problema.
Kako je predmet ove teze ulazak sistema u zonu zastoja - zaustavljanje ili priljublji-
vanje - nakon seizmickog dejstva, ovde Ce se koristiti model suvog trenja koji to
obezbeduje i to kao visevrednosna funkcija relativne brzine klizanja (1.13).

1.3 Modeli horizontalnog seizmickog dejstva

Zemljotres predstavlja prirodnu nepogodu sa kojom se Covecanstvo susrete na-
jverovatnije jos od svog postanka. Ta pojava odnela je nebrojeno mnogo ljud-
skih zivota, ali najceste ne direktno, ve¢ izazivajuci rusenje gradevinskih objekata.
Ljudi su vekovima sticali iskustvo posmatrajuci posledice seizmickih dejstava, i us-
avrSavali nacin gradnje preduzimaju¢i mere da umanje nepovoljne efekte ovih dejs-
tava. Iako se malo znalo o mehanici i tehnologiji materijala, ljudi su nalazili na¢in da
poboljsaju svoje konstrukcije, a o tome svedoce brojne drevne gradevine, kao §to su
anticki stubovi ili kineski zid, koje vekovima opstaju iako su svedoci mnogobrojnih
zemljotresa.

Razvoj nauke i tehnike doprineo je nastanku sistema za zastitu konstrukcija od
ovih razornih dejstava, tako da se poceci moderne seizmologije vezuju za kraj XIX
veka. Od tada su razvijeni brojni sistemi pasivne i aktivne zastite, ali povremeni
snazni zemljotresi i njihove katastrofalne posledice konstantno demonstriraju svoju
snagu i podsticu ljude na razvoj novih i unapredenje postojetih sistema zastite.
Savremeni trendovi u oblasti seizmicke zastite ¢ine ugradnju zona plasti¢ne defor-
macije na pogodnim mestima kako bi se sacuvali vitalni delovi konstrukcije.

Zemljotres predstavlja kretanje tla koje se povremeno desava zbog iznenadnih po-
maka u Zemljinoj kori. Prilikom projektovanja konstrukcija na podruc¢jima izlozenim
dejstvu zemljotresa, u proracun bi trebalo ukljuciti i seizmicko opterecenje koje kon-
strukcija treba da izdrzi tokom perioda eksploatacije, a koje nije poznato unapred.
Za procenu buducih seizmickih dejstava, koristi se ono $to je dostupno, a to su po-
daci o takvim dejstvima iz proslosti, koji su za neka podrucja, za jace zemljotrese,

Od kraja XIX veka vibracije tla mere se odgovaraju¢im uredajima pa su i
zabelezeni podaci precizniji. lako se zemljotres ne ponavlja na potpuno isti nacin,
na osnovu tih podataka, u vidu seizmograma i akcelerograma, mogu se doneti
vazni zakljuéci o fenomenologkim karakteristikama podrhtavanja tla, rekonstruisati
zabelezena pomeranja ili ubrzanja, i odgovaraj¢im simulacijama ispitati ponasanje
proucavane konstrukcije, v. Abdel-Gafar i Rud [1, 1982], Pekan i dr. [96, 1995],
Copra [27, 2001]. Za tu svrhu razvijeni su razni matematicki modeli zemljotresa,
pomocu kojih se, sa manjom ili vetom ta¢nos¢u mogu modelirati vibracije tla iza-
zvane zemljotresom, a koje predstavljaju strogo stohasticki proces, nestacionaran
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i u vremenskom i u frekventnom domenu. Na slici 1.3 prikazan je akcelerogram
zemljotresa koji se 1940. godine dogodio u El Centru, zabelezen u praveu sever-jug,
a razliciti modeli koji ga opisuju mogu se nac¢i u objavljenim radovima, videti na
primer rad Zanga i dr. [124, 2007].

4 1

Y T - E— TR S — -

E 2 I N S .................................................................. 4

o 1 Bt __________________________________________________________________ i

% ’*d I‘| J | ‘Ill‘ \l‘” |I I I

N 0 “ 1" H I i || A L A A A A i

o)

51 L i N - 31 S O B, L1 U DO OD PO SUOD SOOI SUSOROO OO 4
S N SO, SO AR S 1
_3 i i i i i

0 10 20 30 40 50 60
vreme (8)

Slika 1.3. Akcelerogram zemljotresa El Centro iz 1940. godine.

Postojeti modeli podrhtavanja tla usled dejstva zemljotresa, najcesce ukljucuju
horizontalna pomeranja, neki opisuju vertikalna, dok postoje i trodimenzijski modeli
kod kojih se razmatraju pomeranja u dva horizontalna i jednom vertikalnom pravcu.
Pored toga oni mogu biti stacionarni i nestacionarni, kako u vremenskom, tako i u
frekventnom domenu, v. Sih i Lin [114, 1982], Sakib i dr. [112, 1991], Miksat i dr.
[85, 2010], Rezeian i Kuregian [100, 2011].

U radu Sakib i dr. [112, 1991] razmatran je model zemljotresa gde je ubrzanje
tla® u horizontalnom pravcu predstavljeno funkcijom

ii(t) = w(t)itg(t), (1.14)

gde g (t) oznacava stacionarno ubrzanje tla, koje se dobija sumiranjem frekventnih
komponenti, dok w(t) predstavlja obvojnu funkciju oblika

(t/t)?,  0<t<t,
w(t) = ]., t1 <t <t (115)
eic(tih)v t Z t27

gde se odgovarajucim izborom vremenskih konstanti t;, ¢ i ¢y utice na trajanje
pojedinih faza zemljotresa.

U radu Baturst i Hatami [18, 1998], koris¢en je model horizontalnog seizmickog
dejstva oblika

3 Ako je O = O(t), oznake 0 = % if= Cf;—g koristi¢e se da oznace prvi i drugi izvod date funkcije po
vremenu.
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U(t) =  upertt—< sin(£2t), (1.16)

gde su ug, k, (, konstantni koeficijenti, a {2 kruzna frekvencija.

Analizom postojetih modela zemljotresa, kao i na osnovu raznih zabelezenih
akcelerograma, jedan od upros¢enih modela koji bi mogao na¢i primenu u prouca-
vanju seizmickog odziva konstrukcija bio bi oblika

i(t) = Ue " sin(§21t) cos(2t), (1.17)

pri cemu su U, k, {21 i {25 konstante, jer je u stanju da opiSe povetanje i smanjenje
amplituda tokom vremena, $to se moze uociti kod mnogih zabelezenih zemljotresa, a
obvojnica eksponencijalnog tipa doprinosi da se odgovarajuc¢im izborom U i k moze
uticati na duzinu efektivnog seizmickog dejstva.

Pri proucavanju seizmickog odgovora konstrukcija, nije retka primena Rikerovih
seizmickih talasa, v. Riker [102, 1977], Adam i dr. [3, 2000].

Za potrebe proucavanja oscilacija konstrukcije u ovoj tezi odabrace se jedan od
jednostavnijih modela zemljotresa, jer je njena problematika sama po sebi dovoljno
slozena, a nakon izvrsenih razmatranja, izbor slozenijeg seizmickog modela ne bi
trebao da predstavlja narocit problem.



2. Problem oscilacija konstrukcije u obliku stuba
pri seizmickom dejstvu - sluéaj dva bloka

Svaka konstrukcija koja osciluje, povlaci disipaciju energije usled unutrasnjih napreza-
nja, plasticnih deformacija, trenja, a sto je veca disipacija to su amplitude oscilovanja

manje. U inzenjerskim primenama koriste se razliciti metodi za povetanje disipacije

energije u sistemima, i oni pokazuju efikasnost kod smanjenja amplituda oscilovanja.

Sistemi pasivne seizmicke zagtite odlikuju se jednostavnostu izrade i funkcionisanja.

Oni ne zahtevaju dodatni izvor energije za svoj rad, ve¢ generisu disipativne sile kao

posledicu pomeranja delova unutar konstrukcije.

2.1 Postavka problema

U ovom poglavlju proucava se sistem koji se sastoji od dva kruta bloka postavljena
jedan na drugi, pri ¢emu donji predstavlja osnovu (temelj) konstrukcije koja se usled
horizontalnog seizmickog dejstva krece zajedno sa podlogom (tlom) €ineéi prenosni
deo kretanja gornjeg bloka. Blokovi mogu da klize jedan po drugom a medu hra-
pavim kontaktnim povrsinama prisutno je suvo trenje. Osim ovog nacina disipacije
energije, u sistemu postoji i viskoelasti¢ni element koji se deformise prilikom rela-
tivnog kretanja blokova i na taj nac¢in doprinosi zastiti konstrukcije, apsorbujuci deo
energije koja se unese u sistem pod dejstvom seizmickih poremecaja. Opisani sistem
prikazan je na slici 2.1 i da bi se videlo kakav je njegov odziv na seizmicku pobudu
koja se manifestuje kroz kretanje donjeg bloka, neophodno je odrediti kretanje gorn-
jeg bloka. Kako je kretanje tla, a samim tim i donjeg bloka zadato, potrebno je
razmotriti kretanje gornjeg bloka mase m, pa posmatrani sistem ima jedan stepen
slobode kretanja koji treba odrediti. Na ovom mestu uvode se sledece pretpostavke:

. u pocetnom trenutku sistem se nalazi u stanju mirovanja,

. blokovi su predstavljeni krutim telima,

. raspored brzina svih tac¢aka je uniforman za svaki blok,

. ne dolazi do razdvajanja blokova tokom kretanja,

. element za prigusenje oscilacija predstavljen je viskoelasti¢cnim Stapom ¢ija masa
je zanemarena,

6. deformacija viskoelasti¢nog stapa je uniaksijalna, izotermna i afina!.

U W N~

! Pretpostavku o afinoj deformaciji viskoelastiénog stapa, gde je deformacija proprcionalna rastojanju
od kraja stapa, moguce je iskljuciti pa posmatrati talase u viskoelasti¢nom &tapu, kao u radovima
Atanackovi¢ i dr. [12, 2010] i Atanackovi¢ i dr. [13, 2011].
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b) Uvecan detalj B, c)

Slika 2.1. a) Konstrukcija u obliku stuba koja se sastoji od donjeg bloka (osnova) i gornjeg bloka, b)
Uvecan detalj By, ¢) Dekomponovani sistem.

Pomeranje osnove opisano je koordinatom v merenom u odnosu na nepokretni ko-
ordinatni sistem, a posredstvom sile trenja i sile u viskoelasti¢nom §tapu to kretanje
se prenosi na gornji blok. Slika 2.1.b) predstavlja uvecan detalj B; na kojem se vidi
viskoelasti¢ni Stap duzine [, povrsine poprecnog preseka A, gde su o, Ey, Tia 1 Tza
velicine koje opisuju viskoelasticna svojstva materijala od kojeg je §tap napravljen i
one ¢e biti objasnjene kasnije. Na slici 2.1.c) prikazan je dekomponovani sistem gde
koordinata x oznacava relativno pomeranje bloka, f je sila u viskoelasti¢cnom stapu,
g je gravitaciono ubrzanje Zemlje, p = mg predstavlja normalnu kontaktnu silu, a
q silu trenja, koja se suprotstavlja relativnom kretanju blokova. Sila f data je kao
f = 0A gde je o0 normalni napon u viskoelasti¢cnom stapu, dok je x = ¢l relativno
pomeranje bloka izrazeno kroz dilataciju stapa e.

U ovoj tezi koristi se model zemljotresa po ugledu na (1.14), a zbog jednostavnosti
je uzeta samo jedna frekventna komponenta sinusnog oblika, kao i eksponencijalna
obvojna funkcija, tako da je pretpostavljeno ubrzanje tla

i = e [—upf2sin (12)] (2.1)

modeliranog sizmitkog poremecaja, a njihove dimenzije su: [vreme] !, [duzina] i
[vreme| !, respektivno.

Primenom osnovne aksiome dinamike i principa odredenosti Njutn Laplasa na
proucavani sistem dobija se sledeca diferencijalna jednacina kretanja bloka mase m:

m(i+i)=—f+q (2.2)

koju treba resavati uz pocetne uslove:

2(0) =0, #(0)=0, f(0)=0, (2.3)

Da bi postavljeni Kogijev problem mogao da se resi neophodno je definisati struk-
turu kontaktnih sila f i ¢q. Iz prethodno pomenutih razloga, za konstitutivni model
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viskoelasti¢nog tela odabrace se modifikovani Zenerov model, koji sadrzi frakcione
izvode napona i deformacije, a relacija izmedu sile u $tapu i relativnog pomeranja
data je slede¢im izrazom:

E., A
l

gde je a realan broj (0 < a < 1), E, modul elasti¢nosti, 7f, 1 740 su konstante
relaksacije koje imaju dimenziju [vreme|®. U relaciji (2.4) su prisutni izvodi necelog
reda sile u viskoelasticnom stapu i relativnhog pomeranja kraja Stapa, pri ¢emu se
koristi Riman-Ljuvilova definicija (1.11). Iz te definicije jasno je da sila u viskoe-
lasti¢cnom $tapu u svakom trenutku zavisi od istorije deformacije posmatrano od
pocetnog trenutka ¢ = 0. Vazno je napomenuti da postoje ograni¢enja na parame-
tre prikazanog modela koja slede iz Klauzijus-Dijemove nejednakosti, v. Atanackovi¢
[7, 2002], data u obliku slede¢ih nejednakosti:

[T DVf =

(x + Tpa D), (2.4)

E,>0, T >0, Tgo>Tsa. (2.5)

Kod klasi¢nog Zenerovog modela je o = 1, i u tom slucaju konstante 74, i 7,1 pred-
stavljaju vremena relaksacije, a takva konstitutivna jednacina ne obezbeduje uvek
dobro slaganje sa eksperimentalnim rezultatima pri ispitivanju polimernih i elas-
tomernih materijala. Kod modifikovanog Zenerovog modela umesto prvog izvoda
koristi se neceli izvod (0 < o < 1), tako da se lokalni operator zamenjuje nelokalnim
Cime se istorija deformacije uzima u razmatranje. Sa pove¢anjem reda izvoda « i ra-
zlike AT, = 7,0 —T s raste i disipacija energije, v. Spasi¢ i Haralambakis [116, 2002],
tako da je za o = 1 disipacija najveca. Posto se realni materijali bolje modeliraju
sa a < 1, izborom o = 1 moguce je preceniti kolicinu apsorbovane energije tako da
visak energije, koji izborom nepogodnog modela zapravo i nije apsorbovan, ostaje u
sistemu i moze prouzrokovati ostecenje konstrukcije. Za isto a izborom materijala sa
vecom razlikom Ar, obezbeduje se veta apsorbovana energija u slu¢aju seizmickog
dejstva §to povecava verovatnocu opstanka date konstrukcije. Dakle viskoelasti¢ni
element odabran kao standardno frakciono viskoelasticno telo obezbeduje realnu
procenu disipacije energije v. Zigi¢ [126, 2008]. Medutim samo taj model ne dovodi
do potpunog umirivanja konstrukcije po prestanku seizmicke pobude. To potpuno
zaustavljanje moze obezbediti suvo trenje u kontaktnoj povrsini izmedu dva bloka i
to je centralna tema ovog rada.

Disipacija energije usled prisustva suvog trenja u sistemu moze se uzeti u raz-
matranje koris¢enjem nekog od postojetih modela trenja. U prvoj glavi videlo se
da danas postoje brojni modeli za matematicko opisivanje ovog slozenog fenom-
ena 1 da se oni uglavnom razlikuju u na¢inu modeliranja sile trenja u zoni oko
stanja mirovanja. Ovde ¢e se koristiti Kulonov model zbog svoje jednostavnosti i
univerzalnosti, jer uzima u obzir osnovna svojstva suvog trenja, a pri tome daje
zadovoljavajuce rezultate. Kod ovog modela prelazak sistema iz stanja mirovanja u
stanje relativnog kretanja i obratno iz faze klizanja u stanje mirovanja sa netrivijal-
nom vredno$cu sile trenja, na $ta se obi¢no referise kao na fazu priljubljivanja ili ,stik
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fazu”, v. Lejn i Nijmejer [74, 2004}, odvija se trenutno, kao posledica neglatkog mod-
ela. Sila trenja u zavisnosti od relativne brzine klizanja i se modelira kao neglatka
visevrednosna funkcija tj. multifunkcija ili funkcija koja uzima vrednosti na skupu
jer je to funkcija skoro svuda, tj. funkcija za © 2 0, dok za £ = 0 moze imati bilo
koju vrednost iz zatvorenog intervala [—qq, g4, gde je g4 = pmg grani¢na vrednost
sile trenja, p je koeficijent trenja uz napomenu da ne treba praviti razliku izmedu
statickog i dinamickog koeficijenta suvog trenja klizanja, v. Fajfer i Gloker [97, 1995].
Na osnovu izlozenog, sila trenja ¢ predstavljena je kao:

—pmg, x>0,
pmg, z <0,
ili drugacije
q € —pmg - Sgn (&), (2.7)

gde je umesto klasicne funkcije znaka sgn(i) koriséena neglatka visevrednosna
funkcija Sgn(), tj.

1, x>0,
-1, x < 0.

Napominje se da za vrednosti & = 0, v. Lejn i Nijmejer [74, 2004], Kunce [73, 2000],
[56, 2001], Grahovac i dr. [60, 2011], tj. kada ne postoji relativno kretanje gornjeg
bloka u odnosu na osnovu, sila trenja ¢ moze imati bilo koju vrednost izmedu —umg
i umg. U slucaju kada blok mase m vrsi relativno kretanje na desnu stranu, tj. za
z > 0, sila trenja je ¢ = —pmg, a kada vrsi relativno kretanje na levu stranu, za
< 0, sila trenja iznosi ¢ = umg. Tokom seizmickog dejstva osnova se krece zajedno
sa tlom, dok kretanje gornjeg bloka i sile koje se na njega prenose zavise od vise
uticajnih faktora, kao $to su karakteristike same pobude, viskoelasti¢na svojstva
elementa za prigusenje, koeficijent trenja i masa bloka. Jedna od osnovnih ideja o
izolaciji konstrukcija od zemljotresa predstavlja njihovo postavljanje na podlogu sa
ogranicenim koeficijentom trenja kako bi seizmicke sile imale ograni¢enu vrednost,
v. Anici¢ i dr. [6, 1990].

Sa usvojenim modelom disipacije, deo dovedene energije koji za to predvidene
oblasti konstrukcije apsorbuju tokom vremena, moze se izracunati na slede¢i nacin:

Alt) = /Ot(f:'ch lgé|)dt. (2.9)

gde integral prvog sabirka predstavlja rad sile u viskoelasticnom Stapu, Ayg, a
integral drugog je rad sile trenja, Arg.



2.1 Postavka problema 17

Ukoliko koeficijent trenja ima manju vrednost, time je manja i grani¢na vred-
nost sile trenja pa ¢e gornji blok lakse ué¢i u fazu klizanja po osnovi, rasipajué¢i na
taj nacin deo energije koja se dovodi seizmickim dejstvom. Sila trenja ¢e u tom
slucaju imati ulogu otporne sile koja je strogo disipativnog karaktera, a takode ¢e
i prigusiva¢ dodatno apsorbovati deo energije usled svog deformisanja. Ipak, pri
manjim vrednostima koeficijenta trenja manja je i disipacija energije, dok njegovim
vetim vrednostima odgovara veca disipacija, kao i vece sile koje deluju na gornji deo
konstrukcije. Zbog toga je potrebno napraviti povoljan kompromis izmedu zeljenog
nivoa seizmickih sila i stepena prigusenja koji se zeli posti¢i, odnosno maksimalnog
horizontalnog pomeranja koje se sme dozvoliti, v. Ani¢i¢ i dr. [6, 1990].

U okviru pripreme za reSavanje, uvesce se sledece bezdimenzijske velic¢ine:

_ EA _ zEA - f _ q
t=t y T = ) f = q=—":,
ml mgl mg mg
mil — ml uo B, A
"= N=10N U = 2.1
R E A E A Ho mgl (2.10)
E,A a/2 E A a/2 o L
Tfot =Tfa ( mi ) s Tza = Tza ( mi ) ) U= E0027

pomocu kojih ¢e se diferencijalne jednacine zajedno sa odgovaraju¢im pocetnim
uslovima i ogranic¢enjima prikazati u bezdimenzijskom obliku. Izostavljanjem crtice
u oznacavanju bezdimenzijskih veli¢ina radi jednostavnijeg zapisa, tj. smenom sim-
bola:t = t, Z—x, f—f,§—q Rk—k, 2—02,U—U, Ty = Tfyy Tay — Tavy,
problem oscilovanja opisane konstrukcije predstavljen je diferencijalnom jednacinom
kretanja u bezdimenzijskoj formi:

i=Ue " sin(2t) — f +q, (2.11)

pri cemu je bezdimenzijska sila trenja:

q € —uSgn (&), (2.12)

dok je konstitutivna jednacina oblika:

[+ 7T D°f =20+ 7,0 D (2.13)

Da bi se odredilo kretanje gornjeg bloka neophodno je regiti sistem koji se sas-
toji od diferencijalne jednacine drugog reda (2.11) sa neglatkom visevrednosnom
funkcijom (2.12) i diferencijalne jednacine realnog reda (2.13), kojima odgovaraju
bezdimenzijski pocetni uslovi koji su istog oblika kao (2.3), i ograni¢enja nametnuta
na koeficijente konstitutivnog modela u bezdimenzijskoj formi koja su istog oblika
kao (2.5)2’3.
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Treba primetiti da diferencijalna jednacina (2.11) zbog Kulonovog modela su-
vog trenja ima prekidnu desnu stranu pa se ovaj problem svrstava u domen kretanja
neglatkih mehanickih sistema. Napominje se da neglatki modeli opisuju mnoge prak-
ti¢ne probleme u nauci i inzenjerstvu. Ove probleme karakterise prisustvo razlic¢itih
faza kretanja gde u svakoj od njih vazi odgovarajuci dinamicki model. Zbog toga se
standardni koncepti teorije dinamickih sistema najceste ne mogu primeniti u ovim
slucajevima, v. Kunce [73, 2000], Tarner [122, 2001]. Prisustvo neglatke visevred-
nosne funkcije usloznjava matematicku analizu problema ali obezbeduje fizicki ko-
rektan pristup u slucaju da se sistem moze zaustaviti u zoni zastoja u kona¢nom
vremenu. Ni numericka analiza problema nije jednostavna. Jedan od problema koji se
ovde javlja je utvrdivanje trenutka u kojem dolazi do prelaska sa jednog dinamickog
modela na drugi. Sa aspekta procene disipacije energije tacnost odredivanja tog
trenutka je izuzetno vazna. Ni problem utroska vremena za njegovo odredivanje nije
trivijalan.

U specijalnom slucaju kada je f funkcija celobrojnih izvoda pomeranja x, kon-
veksikacijom prekidne desne strane pomoc¢u neglatke visevrednosne funkcije Sgn (),
sistem jednacina (2.11) - (2.13) se moze predstaviti u formi klasi¢ne diferencijalne
inkluzije ili obi¢ne diferencijalne jednacine tipa Filipova, v. Filipov [50, 1964], Markes
[84, 1993], Fajfer i Gloker [97, 1996], Kunce [73, 2000], Gloker [56, 2001], Smirnov
[115, 2002], Lejn i Nijmejer [74, 2004], Fidlin [49, 2006], Akari i Broljato [2, 2008].
Prekid o kome je rec je na nivou ubrzanja dok su z i # neprekidne funkcije. Medutim,
u opstem slucaju konstitutivna jednacina (2.13) spada u oblast frakcionog rac¢una jer
su u njoj prisutni neceli izvodi sile f i relativnog pomeranja x kao nelokalni opera-
tori, tako da sistem (2.11) - (2.13) odgovara visevrednosnoj diferencijalnoj jednacini
proizvoljnog realnog reda. Ovakve jednacine zahtevaju paralelnu studiju sa prob-
lemima Filipova za diferencijalne jednacine sa celobrojnim izvodima v. El-Sayed i
Tbrahim [44, 2001], Ouahab [92, 2008], Cernea [25, 2010], Cikon i Salem [28, 2010],
Danca [31, 2010]. Istovremeno prisustvo i disipacije frakcionog tipa i suvog trenja u
sistemu, ¢ime se neglatke visevrednosne funkcije u jedna¢inama modela kombinuju sa
frakcionim izvodima, postavlja nove zahteve u pogledu i matematicke i numericke
analize problema. Jedan takav problem sa konstitutivhom jednacinom Zenerovog
tipa prvi put je postavljen u radu Grahovac i dr. [60, 2011], gde je sa istim oblikom
disipacije energije analiziran problem udara tela u nepokretni zid. Metodologija iz
tog rada ¢e se primeniti na resavanje sistema (2.11) - (2.13) sa (2.3), i (2.5)23. Pri
tome se napominje da vreme trajanja procesa oscilovanja vise nije veoma kratko
kao u slucaju sudara. Pored toga sto je interval integracije znatno duzi, moguc je i
veCi broj promena smera kretanja tako da je primena numerickih metoda za resa-
vanje frakcionih diferencijalnih jednac¢ina u kombinaciji sa upravljanjem prekidnim
modelima razli¢itih faza kretanja znatno slozenija. Pre nego $to se pristupi numer-
ickom resavanju problema sistem (2.11) - (2.13) sa (2.3), i (2.5)23 ¢e se primenom
metoda Laplasovih transformacija prevesti u oblik pogodan za primenu argumenata
matematicke analize kojima se moze dokazati egzistencija resenja.
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2.2 O egzistenciji reSenja problema

Metod Laplasove transformacije predstavlja moc¢an alat u polju primenjene matem-
atike, a klasa funkcija na koje se on moze primeniti ukljucuje one koje su zastupljene
u mnogim fizickim problemima, v. Tomson [120, 1960], De¢ [39, 1961]. Primenom ove
transformacije na konstitutivnu jednac¢inu (2.13) dobija se veza izmedu kontaktne
sile u viskoelasti¢nom stapu f i relativnog pomeranja x u prostoru slika, u sledecem
obliku:

1 ro o
_ 1T TS (2.14)
1+ 7pas®
gde je s kompleksna promenljiva, X = X(s) = L[z(t)] = / e stx(t)dt, 1 F =
0

F(s) = L[f(t)] = / e s f(t)dt predstavljaju Laplasove transformacije funkcija

0
x(t) 1 f(t) respektivno, dok je za Laplasovu transformaciju izvoda necelog stepena
korig¢en standardni izraz:

b

t=0

LIyt = 52V (s) — {F( ! )/Ot( y(r) dT}

1—« t—r1)

pri ¢emu izraz u zagradi iscezava ako je y(t) ograni¢eno kada ¢ — 0, v. Oldham i
Spanier [90, 2010]. Inverzijom (2.14) dobija se izraz za silu f u funkciji relativnog
pomeranja x u prostoru originala u obliku

£ = Do) 4+ — (1 — Teoy /0 e (t - i) 2(7)dr, (2.15)

Tfa Tfa Tfa Tfa

gde oznaka e, 5(t, \) = t°71E, 5(—\t%) stoji za generalisanu Mitag-Leflerovu funkciju,
v. Gorenflo i Mainardi [58, 1997], Mainardi i Gorenflo [82, 2000], Kilbas i dr. [69,

2006], str. 45 i gde je E,5(z) = Zn:@ i
Mitag-Leflerova funkcija predstavlja uopstenje eksponencijalne funkcije. Ta speci-
jalna, strogo monotona funkcija je od fundamentalnog znacaja u teoriji diferenci-
jalnih jednacina proizvoljnog realnog reda, pa se na nju nailazi u brojnim fizickim
primenama?.

Zamenom (2.15) u (2.11) postavljeni problem prinudnih oscilacija (2.11) - (2.13)

sa (2.3), prelazi u Kosijev problem za diferencijalno-integralnu inkluziju

n

a,B >0, z € C. Napominje se da

2 U cilju poveéanja tacnosti i stabilnosti numericke procedure pri izrac¢unavanju generalisane Mitag-
Leflerove funkcije, osim prikazane definicije razvijene su i druge, kao na primer integralna i asimptotska,
a svaka od njih pogodna je za odredenu oblast kompleksne z-ravni, v. Gorenflo i dr. [57, 2002], Hilfer i
Sejbold [63, 2006], Sejbold i Hilfer [111, 2008].
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1 ! 1
re——(1- Tﬂ)/ o (t — T, —) x(7)dr + Ue ™ sin (2t) — Tﬂx(t) -
0

Tfa Tfa Tfa Tfa
—uSgn (x), sk.sv.na [0,T,], (2.16)

sa pocetnim uslovima koji su istog oblika kao (2.3);2, a koji treba resavati uz
ogranicenja (2.5)23, 1 gde vazi 0 < 7, < oo. Dokaz egzistencije resenja za Kosi-
jev problem (2.16) u prostoru apsolutno neprekidnih funkcija na [0, 7},] se moze naéi
u monografiji Agarval i dr. [5, 2001], v. Teoremu 2.1, str. 270.

U analizi problema poslo se od pretpostavke da sistem zapocinje kretanje iz mira,
tj. iz stanja v (0) = £ (0) = 0. Intuitivno je jasno da ¢e sistem zapoceti kretanje
udesno tek kada prenosna sila inercije postane veta od granic¢ne sile trenja tj. kada
je

T (to) = UG_HtO sin (Qto) —u> 0,

pri cemu je z(t) =014 (t) =0 2za 0 <t < tp. Kako u sistemu postoji disipacija
energije delom i zbog prisustva suvog trenja logicno je postaviti pitanje da li tokom
kretanja, a posle izvesnog vremena sistem moze u¢i u zonu zastoja, tj. da li za
neko T, 0 < T' < oo moze da bude v(T) = 0, pri ¢emu ¢ée relativna brzina bloka
v(t) = &(t), jos izvesno vreme T nakon t = T zadrzati vrednost 0. Opet je intuitivno
jasno da ¢e ulaskom sistema u zonu zastoja u viskoelasticnom $tapu na neki nacin
zapoceti proces relaksacije napona. Taj proces se ovde ne razmatra jer se u problemu
zanemaruje masa viskoelasti¢nog stapa, mada bi prosirenje problema u tom pravcu
bilo moguée, v. Atanackovic i dr. [12, 2010], [13, 2010]. Saglasno usvojenom modelu
zaT <t < T+ Ty vazilo bi x(t) = xp = const., & (t) = 0, pri ¢emu bi se
sila. f u tom intervalu menjala po zakonu (2.15) i opadala bi zbog monotonosti
Mitag-Leflerove funkcije, v. Dankuc i dr. [32, 2010]. Izborom neglatke visevrednosne
funkcije za model trenja dozvoljava se da u tom intervalu vremena prenosna sila
inercije i sila u viskoelasticnom stapu u zbiru budu manje od granicne sile trenja
tako da je u intervalu vremena 7" < t < T + T obezbeden uslov # (t) = 0 koji
se ostvaruje visevrednosnom promenom sile trenja. Ako prinudna sila opet postane
dovoljno velika da obezbedi uslov # (T + T7) # 0 kretanje se moze nastaviti do
ponovnog ulaska u zonu zastoja. Ako je prestalo dejstvo prinudne sile sistem moze
ostati u zoni zastoja.

Interesantno je da se moze govoriti o periodi¢nosti resenja sistema (2.11) - (2.13)
sa (2.3)2, 1 (2.5)2,3 u smislu ulaska u zonu zastoja v (7)) = # (7)) = 0. U tu svrhu,
moze se pokazati da iz izraza (2.14) sledi

1 Tro st
ML

1 o
S T fa - + s

F = s X

¢ijom inverzijom, v. Mainardi i Gorenflo [82, 2000], se dobija veza izmedu sile u
viskoelasti¢nom stapu f i brzine kraja viskoelasti¢nog stapa v

F(t) = /Ot {1 (1) gt — i)} v(r)dr, (2.17)

Tfa Tfo



2.3 Numericki metod resavanja problema 21

pri ¢emu je e, (t, \) Mitag-Leflerova funkcija i predstavlja specijalni slucaj general-
isane Mitag-Leflerove funkcije kada je 8 = 1. Uvrstavanjem (2.17) u (2.11) dobija
se diferencijalno-integralna inkluzija

t
= _/ [1 + (Tm —1)-eq(t — 7, L) v(T)dT + Ue " sin (£2t) — uSgn (v),
0

Tfa Tfa
sk. sv. na [0,7], (2.18)

koju treba posmatrati uz uslov periodi¢nosti
v(0) =0 (T). (2.18a)

Dokaz egzistencije resenja za problem (2.18), (2.18a) u prostoru apsolutno neprekid-
nih funkcija na [0, 7] se moze na¢i u monografiji Agarval i dr. [5, 2001], v. Teoremu
11.3.4, str. 277. Posle izvesnog vremena provedenog u zoni zastoja sistem opet moze
zapoceti kretanje sa analognim ciklusom.

Sada je neophodna priprema uradena pa se moze pre¢i na numericku analizu
problema.

2.3 Numericki metod reSavanja problema

O znacaju i primeni diferencijalnih jednacina realnog reda u fizici, inzenjerstvu,
teoriji upravljanja, biologiji i drugim disciplinama svedoci sve ve¢i broj objavljenih
radova i knjiga koje se bave tom problematikom, kao na primer: Sabatier i dr. [108,
2007], Rozikin i Sitikova [106, 2010], Monje i dr. [79, 2010], Ortigueira [91, 2011].
Mnoge diferencijalne jednacine koje ukljuc¢uju frakcione izvode i opisuju realne prob-
leme nemaju analiticko resenje pa su zbog toga razvijeni brojni numericki metodi
za njihovo resavanje, a neki od njih mogu se videti u Oldham i Spanier [90, 1974],
Diethelm [35, 1997], Podlubni [98, 1999], Diethelm i Ford [36, 2001], Diethelm i dr.
[37, 2005], Dzafari i Daftardar-Gei [66, 2006], Odibat i Momani [89, 2008], Atici i
Sengul [14, 2010], Diethelm [38, 2009], Baleanu i dr. [17, 2011].

Za reSavanje sistema diferencijalnih jednacina drugog i proizvoljnog realnog reda
(2.11) i (2.13) koje uz (2.3) i (2.5)23 modeliraju postavljeni problem, koristi¢e
se jedan od postoje¢ih numerickih metoda. Treba imati u vidu da se ovde osim
prisustva frakcionih izvoda radi o neglatkom sistemu, koji zahteva primenu razlici-
tih dinamickih modela u razli¢itim fazama kretanja. Zbog pojednostavljenja resa-
vanja ovako kompleksnog problema, od ponudenih numerickih postupaka frakcionog
racuna odabrace se numericka Sema koja sadrzi Grunvald-Letnikovljevu definiciju
frakcionih izvoda, koja je za probleme u fizickim i inzenjerskim primenama ekvi-
valentna Riman-Ljuvilovoj definiciji, a odlikuje se efikasnoscu i jednostavnoscu, v.
Podlubni [98, 1999], str. 199. Neglatki karakter prou¢avanog sistema usled prisustva
neglatke visevrednosne funkcije Sgn () kojom je modelirano suvo trenje, dovodi do
problema odredivanja trenutka ¢* u kojem dolazi do promene iz jedne faze kretanja
u drugu, tj. iz jednog smera u suprotan, koji ¢e se regiti proverom odredenih uslova
nakon svakog koraka integracije i upotrebom slek promenljive, videti rad Tarnera
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[122, 2001]. Re¢ slek ovde stoji za monotono-opadajuéu, sa nulom ograni¢enu neza-
visno promenljivu, sa kojom se proSireni sistem stanja integrali da bi se u jednoj
iteraciji odredio trenutak kada se ostvaruje jednakost u unilateralnom ogranicenju.
Ovde nece biti jedini zadatak ugraditi odabrani numericki algoritam za izra¢una-
vanje necelih izvoda i primeniti metod predlozen u Tarnerovom radu, ve¢ ¢e se kao
rezultat implementacije postupka resavanja visevrednosnih diferencijalnih jednacina
proizvoljnog realnog reda kojim se povezuju nelokalni izvodi sa neglatkim funkcijama
javiti dodatne teskoce prilikom izracunavanja, $to ¢e biti navedeno i diskutovano
kasnije.

Zapocinje se diskretizacijom vremenskog domena tj. uvodenjem koraka integracije
h sto dovodi do diskretnih trenutaka t, = n-h, (n =0,1,2,3,...). Za aproksimaciju
prvog i drugog izvoda koriste se standardni izrazi

. Zn+1 — Zn . Zn4+1 — 2271 + Zn—1
= -7 = 2.19
z h Y z h2 ) ( )

dok je Grunvald-Letnikovljeva definicija frakcionog izvoda

D% =h=¢ Z wg-a)zn,j, (2.20)
=0

v. Podlubni [98, 1999], str. 223, gde se koeficijenti wga) (j = 0,1,...,n) racunaju
rekurzivnom formulom

« (0% 1 « .
w =1, WY =(01- @”_f)wg._g, (j=1,2,...n). (2.21)
J
Iz pocetnih uslova koji imaju isti oblik kao izraz (2.3), 3 sledi da je zo =0, fo =0,
dok je iz (2.3)2 1 (2.19); (1 — x9)/h = 0, pa sledi x; = 0. Zamenom (2.20) u
konstitutivnu jednac¢inu (2.13) dobija se

fo+ Trah™® nga)fn_j =Ty + Tpah™® Zw§-a)xn_]~, (n=1,2,..),
=0 =0

odakle se nakon elementarnih transformacija dobija algoritam za izracunavanje sile
u Stapu

1

O

{xn(l + Tpeah™ )+ ¢ ng»a)(ua:cn,j — Tfafnj>} . (2.22)
=0

Uvrstavanjem (2.19), u diferencijalnu jednac¢inu kretanja sistema (2.11) i uzima-
ju¢i u obzir da sila trenja menja smer u zavisnosti od smera relativnog kretanja
gornjeg bloka (2.12), za & > 01 ¢ = —u dobija se
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Tny1 — an + ZTp1
h2

odakle sledi algoritam za izra¢unavanje relativnog pomeranja

= Ue " sin(2nh) — f, — p,

Tpi1 = h2 [Ueianh SlH(Qﬂh) — fn - ,U} + 2z, — Tn—1, (Tl = 17 27 )7 (223)

koji zajedno sa (2.22) i odgovaraju¢im pocetnim uslovima predstavlja dinamicki
model za izracunavanje numerickog resenja prilikom relativnog kretanja bloka na
desnu stranu i nazvace se model ,,Ad”. Naravno sve to uz napomenu da kretanje
zapocinje tek kada prenosna sila inercije postane veta od granicne sile trenja.

Za slucaj relativnog kretanja na levu stranu, tj. za £ < 01 ¢ = p, sledi

Tpy1l = h2 [Ueianh SlH(Qﬂh) - fn + ,U] + 23371 — Tp—1, (n = 17 27 )7 (224)

pa se dinamicki model u tom slucaju razlikuje od prethodnog jer umesto izraza
(2.23) sadrzi (2.24), i zvace se model ,Bl”.

U fazi priljubljivanja - stik fazi - gde je © = 0 na nekom intervalu vremena, a
sila trenja ¢ moze da se menja u intervalu p[—1, 1], relativno pomeranje = ostaje
konstantno, a u dinamicki model ukljucen je samo izraz (2.22), koji ¢e dati vrednost
sile u viskoelasticnom $tapu tokom stik faze i predstavljace model ,,Cs”. Ovde se,
kao sto je vec receno, ocekuje opadanje vrednosti sile f, jer taj slucaj podseta na
eksperimente relaksacije napona, koja je karakteristi¢cna za viskoelasti¢ne materijale
izlozene konstantnoj deformaciji. U ovoj fazi prinudna sila moze a ne mora da iza-
zove ponovno kretanje. Dakle sa ovde uvedenim nazivima dinamickih modela Ad
oznacava slucaj relativnog kretanja udesno, tj. £ > 0, Bl stoji za relativno kretanje
ulevo, © < 0, dok Cs predstavlja stik fazu, © = 0.

U zavisnosti od parametara seizmickog dejstva i parametara sistema, nakon sto
relativna brzina & postane nula moze nastupiti jedno od moguca tri stanja, & >
0, £ =0, ili £ < 0, gde se u svakom od njih koristi odgovarajuc¢i dinamicki model,
sto je prikazano na slici 2.2.

model Cs
qc :U’[_]-a 1]
model Bl : model Ad
<0 i >0
q=p | q=—p
0 i

Slika 2.2. Dinamicki modeli neglatkog sistema u zavisnosti od relativne brzine bloka.

Kada kretanje zapo¢ne po jednom modelu, nakon izvesnog vremena moguce je
da se steknu odredeni uslovi za promenu stanja sistema, nakon ¢ega bi on zapoceo
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fazu kretanja (ili relativnog mirovanja) po nekom drugom modelu. Ovde se radi
o slozenom kretanju u redoslednom smislu, ali kod kojeg sila u viskoelasti¢cnom
Stapu koja ogranicava kretanje bloka u svakom trenutku zavisi od c¢itave istorije
deformacije mereno od pocetnog trenutka ¢t = 0. Taj problem predstavlja specificnu
teskocu izabranog modela. Naime, nije jednostavno ukljuciti istoriju deformacije iz
prethodne faze kretanja posle prelaza na model koji odgovara narednoj fazi.

Moze se primetiti da je seizmicko dejstvo u diferencijalnoj jednacini relativnog
kretanja (2.11) predstavljeno prvim ¢lanom na desnoj strani jednac¢ine koji odgovara
prenosnoj sili inercije i koji ima ulogu prinudne sile. Zbog svoje neprekidnosti i
vrednosti nula za ¢t = 0, kao i pretpostavke da se sistem u pocetnom trenutku nalazi
u stanju mirovanja, gornji blok nete zapoceti relativno kretanje sve dok ¢lan koji
predstavlja prinudnu silu, tokom vremena ne postane veci od grani¢ne sile trenja. Tu
se srece sa dualnom prirodom sile trenja, v. Spasié¢ [118, 2011]. Naime, sila trenja je na
pocetku reakcija veze koja sprecava kretanje, tj. klizanje medu kontaktnim hrapavim
povrsinama izmedu gornjeg i donjeg bloka, da bi zatim kada to klizanje pocne,
sila trenja dobila ulogu zadate otporne sile, suprotstavljajuci se ovom kretanju i sa
teznjom da se sistem ponovo nade u stanju relativne ravnoteze.

Imajuéi u vidu da pobuda sadrzi sinusnu funkciju, koja nakon t = 0 pocinje
da raste, i ukoliko prede grani¢nu vrednost sile trenja, zapocece relativno kretanje
udesno sa silom trenja kao otpornom silom. Nakon toga, prinudna sila opada a moze i
da promeni smer tako da brzina relativnog kretanja pocinje da opada, a u odredenom
trenutku ¢* moze ponovo imati vrednost nula. Odredivanje tog trenutka ¢e se raz-
motriti kasnije, a ovde se napominje da posle tog trenutka brzina moze ostati nula
ili promeniti smer. Na ovom mestu analizirace se uslovi koji obezbeduju da gornji
blok nakon faze relativnog kretanja i dostizanja 4(¢*) = 0, ili ponovo zapo¢ne rela-
tivno kretanje po drugom modelu (u suprotnu stranu) ili ostane priljubljen za donji
blok (u stik fazi). Iz jednacine (2.11) sledi da ukoliko je u ¢* horizontalna projekcija
rezultante spoljasnjih sila koje deluju na blok (seizmicko dejstvo predstavljeno je
pobudnom silom Ue™ " sin (£2t))

i () =Ue ™™ sin (2t*) — f(t*) +q =0

jednaka nuli, uz & (t*) = 0, blok ¢e ostati u stanju relativne ravnoteze, tj. u stik
fazi, pri tome e sila trenja po svojoj apsolutnoj vrednosti biti manja od svoje
granicne vrednosti p. To stanje moze biti privremenog karaktera jer sve tri pomenute
sile menjaju svoju vrednost tokom vremena, pri ¢emu se moze narusiti relativna
ravnoteza i do¢i do ponovnog relativnog kretanja i to kada zbir prinudne sile i
sile u viskoelasticnom stapu po intenzitetu postane veéi od grani¢ne sile trenja. U
tom trenutku menja se smer kretanja, a dalje izracunavanje treba vrsiti po drugom
dinamickom modelu.

Ovakva analiza daje iste rezultate kao i razmatranje opisano u Fajfer i Gloker
[97, 1995] i Lejn i Nijmejer [74, 2004], koje bi ovde bilo interesantno prikazati, a
odnosi se na definisanje sile trenja tokom stik faze. Naime, izrazom (2.12) definisan
je Kulonov zakon na nivou brzine, tj. prikazane su vrednosti sile trenja u zavisnosti
od relativne brzine, i u tom obliku on je pogodan za opisivanje trenja medu tackama
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u kontaktu kod kojih postoji klizanje. Kada su kontaktne tacke u stik fazi, relativna
brzina je jednaka nuli, pa je pogodno Kulonov zakon definisati preko relativnog
ubrzanja. To je moguce uraditi jer relativna brzina i relativno ubrzanje imaju isti
znak pri promeni iz & = 0 u & # 0. Na nivou relativnih brzina i relativnih ubrzanja
Kulonov zakon glasi:

>0 = q=—U, q=—u = >0,
t=0 = gqep[-1,1], ali genl-1,1 = i=0, (2.25)
<0 = q= W, q=pu = I<0.

Na osnovu ovog razmatranja i iz jednacine (2.11) sledi da ¢e iz zaustavne pozicije
(t*) = 0 po zavrSetku faze klizanja ulevo, do¢i do relativnog kretanja udesno
ukoliko je ispunjen uslov Z (¢*) > 0, tj. kada je

Ue ™™ sin (2t*) — f (t*) — u > 0, (2.26)

na koji ¢e se kasnije referisati sa ,,UBI”, gde je sila trenja dostigla svoju donju
grani¢nu vrednost —u, a relativno kretanje ulevo ¢e nastupiti pri ispunjenom uslovu
T <0, tj. za

Ue ™™ sin (Q2t*) — f(t*) + pu < 0, (2.27)

ili ,UAd” kada je ¢ = p. Ako nije ispunjen ni jedan od uslova (2.26), (2.27) nastupiée
faza relativnog mirovanja.

Tokom faze kretanja, ogranic¢enje u vidu nejednakosti koje obezbeduje da blok
vrsi relativno kretanje na desnu stranu je © > 0, a na levu stranu je © < 0. Na slici
2.3 prikazan je slucaj prelaska sistema iz jedne faze kretanja u drugu.

model Ad
z>0

model Bl
<0

~V

f*

Slika 2.3. Faze kretanja neglatkog sistema tokom vremena.

Problem odredivanja tacnog trenutka u kojem se zavrsava jedna od ovih faza
i zapocinje nova spada u domen analize neglatkih mehanickih sistema, za koje su
razvijene posebne metode resavanja, v. Fajfer i Gloker [97, 1995], Lejn i Nijmejer [74,
2004], Akari i Broljato [2, 2008]. Ignorisanje postojanja neglatkih promena atributa
kretanja kod neglatkih sistema moze dovesti do pojave nestabilnosti numerickog al-
goritma kao i do velike greske integracije. Postoje razni nacini da se odredi trenutak
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t*, v. Tarner [122, 2001], a ovde ¢e se koristiti metod predlozen u pomenutom radu.
Uvodenjem slek promenljive koja je uvedena na bazi unilateralnog ogranicenja i za-
menjuje vreme kao nezavisno promenljivu, dolazi se do progirenog prostora stanja,
a zatim se integracijom u jednom koraku odreduje trazena vrednost t*. Otezava-
juca okolnost pri nalazenju ovog trenutka lezi u ¢injenici da je vreme kao nezavisno
promenljiva implicitno zadato ograni¢enjem u vidu nejednakosti C'(x,t) > 0, gde je
x = [z, #]" vektor stanja sistema.

Konkretno, neka je u trenutku ¢,, > 0, $to odgovara koraku n = ny > 0, sistem
zapoceo fazu relativnog kretanja bloka udesno, gde vazi dinamicki model Ad. Nakon
svakog izvrsenog koraka numerickog algoritma (2.22), (2.23) proverava se da li je
zadovoljeno ogranicenje &, > 0. Algoritam se izvrSava sve dok se ne narusi ovo
ogranicenje. Ako je ono naruSeno u koraku izmedu t,, i t,, + h, gde trenutku ¢,,
odgovaraju x,, i fn,, uvodi se slek promenljiva r = C(x,t) = & koja zamenjuje
vreme t kao nezavisno promenljivu, ¢t = #(r), i koja sluzi za odredivanje vremenskog
koraka od t,, do trenutka t* u kojem je ispunjeno C(x(t*),t*) = &(t*) = 0, $to
predstavlja uslov za promenu modela po kome se odvijalo kretanje od ¢,,, do t*, a sa
ogranicenja u vidu nejednakosti C'(x,t) > 0 prelazi se na ogranicenje tipa jednakosti.
Posto je r = C(x((r)),t(r)) sledi da je

dt
dr

1
© Ueatsin(2t) — f —pu’

00\ dx oc
ox dt ot

odakle se dobija

dr

dt = Uetsin (2t) — f —

Sada integracijom u jednom koraku primenom Ojlerovog metoda sledi

1
t* — tn = *— )
Yo Ue9sin (2t) — fn, — M(T ro)

gde je r* = &(t*) = 01 rg = 4, = @(t,, ), odakle se lako dobija izraz za odredivanje
trazenog trenutka u kojem relativna brzina postaje jednaka nuli

_l»nl

=t
m Ue=atsin (2t) — fn, — it

(2.28)

koji se nalazi izmedu t,,, i ¢,, + h. Na ovom mestu je vazno napomenuti da bi se za
neglatki sistem koji ne sadrzi konstitutivnu jednacinu sa frakcionim izvodima sada
mogle odrediti i vrednosti relativnog pomeranja i sile u viskoelasticnom stapu u
poznatom trenutku t*, a na osnovu njihovih vrednosti u ¢,,. Ali kako se u razma-
tranom sistemu, uvodenjem nelokalnog operatora putem Grunvald-Letnikovljevog
algoritma, uzima u obzir i istorija deformacije, vrednost f(¢*) ne moze se odrediti
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u prosirenom prostoru stanja. Slek promenljiva je ovde zapravo posluzila samo za
odredivanje trenutka t*. Ovo predstavlja dodatnu teskocu pri resavanju neglatkih
sistema koji sadrze izvode proizvoljnog realnog reda, a koja je bila nagovestena na
pocetku ovog odeljka. Ostaje da se resi problem nalazenja x(t*) i f(t*).

Korak h* kojim se iz t,, stize u t* manji je od h, tj. h* = t* —¢,,, a da bi
se odredile vrednosti x(t*) i f(t*) potrebno je izvrsiti jednu iteraciju nakon t,, sa
smanjenim korakom integracije. Posto odabrana Grunvald-Letnikovljeva numericka
Sema podrazumeva fiksni korak i, utvrdeni vremenski interval t* —t,,, tokom kojeg je
trajala faza relativnog kretanja udesno moze se podeliti na n; —ng jednakih intervala,
gde bi novi korak bio veéi od prethodnog i iznosio bi hy = h + h*/(n; — ng). Tada
je potrebno ponoviti integraciju po modelu Ad od t,,, ali sada sa novim korakom h4
koji obezbeduje da se iz t,,, nakon n; —ng koraka stigne tacno u t*, gde se i zavrsava
jedna faza kretanja neglatkog sistema, pri ¢emu ¢e u tom trenutku biti izra¢unate
vrednosti relativnog pomeranja i sile u stapu, dok istoriju deformacije treba uzimati
od pocetnog trenutka ¢ = 0. Ova procedura prikazana je na slici 2.4.

Pri ponavljanju integracije od t,, javlja se teSkoca u izracunavanju, koja nas-
taje kao rezultat objedinjavanja necelih izvoda kao nelokalnih operatora sa teorijom
neglatkih vigsevrednosnih funkcija, $to je pomenuto u prethodnom tekstu. Problem
se ogleda u tome sto je korak integracije na intervalu ¢,,, < ¢ < t*, tj. pri relativhom
kretanju bloka udesno, povecan i razlikuje se od koraka na intervalu 0 < ¢ < ¢,,.
Numericki algoritam (2.22) za izrac¢unavanje sile u viskoelasticnom $tapu u zoni
tn, <t < t* zahteva podatke za = i f na ¢itavom intervalu 0 < ¢ < t* u ekvidistant-
nim trenucima sa korakom hy, pri cemu takvi podaci za 0 < ¢ < t,, i ne postoje, jer
su relativno pomeranje i sila na tom intervalu odredeni u drugacijim vremenskim
trenucima od ovde potrebnih, jer je korak integracije bio manji. Ovaj problem moze
se prevazi¢i formiranjem interpolacionih funkcija ;n¢(t) i fine(t) koje predstavljaju
relativno pomeranje i silu u viskoelasticnom stapu kao funkcije vremena, tako da
one omogucavaju odabir podataka iz istorije, neophodnih za dalja izracunvanja, i
to u bilo kom trenutku iz oblasti svoje definisanosti. Modifikovani izraz (2.22) sa
interpolacionim funkcijama je oblika:

1

L

{wn (1 7o) DD i (o Tinatag) = T fmt““”} |
Jj=1
(2.29)

gde je t,—; = h(n — j), pri ¢emu treba voditi racuna da se veli¢ina koraka h mora
odrediti tokom svake faze klizanja. Za izracunavanje atributa kretanja i sile u stapu
u dinamickim modelima Ad, Bl i Cs, umesto (2.22) koristi¢e se izraz (2.29).

Druga mogué¢nost je da se umesto uvodenja interpolacionih funkcija koristi poz-
nati princip kratke ili fiksne memorije (,,short memory principle”), v. Podlubni [98,
1999]. On se prvenstveno koristi za smanjenje vremena potrebnog za izracunavanje
kod problema sa frakcionim izvodima, koje je ¢esto, zbog uzimanja u obzir celokupne
istorije deformacije u svakom koraku, numericki skupo. Ovaj princip zasnovan je na
Cinjenici da su podaci iz skorije istorije deformacije uticajniji, dok se oni iz dalje
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Slika 2.4. Povetanje koraka integracije primenom metoda slek promenljive i ponavljanje integracije na
intervalu dok traje jedna faza kretanja.

istorije zbog svog manjeg uticaja zanemaruju, pri ¢emu se svesno skracuje vreme
potrebno za izracunavanje na rac¢un tacnosti. Ovde bi taj metod sluzio za odbaci-
vanje podataka iz istorije u vremenskom intervalu u kojem je manji korak integracije,
i na taj nacin bi se prevazigao problem promenljivog koraka. Greska koja se javlja
na ovaj nacin data je sa ¢ < ZT1} “/I'(1 — ), gde je Z = sup,q,|2(t)|, T1 je
vremenska duzina memorije. Na ovaj nacin prevazilazi se problem odabira neophod-
nih podataka iz istorije deformacije, ali zbog znacajnije vrednosti greske pri nekim
vrednostima parametara sistema, ovaj nacin se nece koristiti. Bilo bi interesantno
razmotriti princip logaritamske memorije, koja daje vecu tac¢nost, o kome govore
Ford i Simpson [52, 2001].
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Jos jedna moguénost resavanja problema sa odabirom podataka iz istorije defor-
macije je koris¢enje numerickih procedura pomocu kojih se diferencijalne jednacine
proizvoljnog realnog reda transformisu u sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina pr-
vog reda, v. Juan i Agraval [123, 2002], Atanackovi¢ i Stankovi¢ [10, 2004], Atanack-
ovi¢ i Stankovi¢ [11, 2008], Smit i Gaul [110, 2006]. Takode, umesto odabranog
numerickog postupka koji ima fiksni korak, mogao bi se odabrati neki drugi numer-
icki algoritam koji ima promenljiv korak integracije, kao na primer L1, v. Oldham i
Spanier [90, 1974], Adolfson i dr. [4, 2004], Kuesta [29, 2010], ¢ime bi se integracija
od t,, do t* izvrsila sa smanjenim korakom, a zatim opet nastavilo racunanje sa
korakom h. U ovom radu koris¢en je metod sa interpolacionim funkcijama, a os-
tale opcije su samo razmotrene i ostavljene kao moguc¢nost daljeg istrazivanja ove
problematike.

Ukoliko je u t* ispunjen uslov (2.27) blok ¢e od tog trenutka zapoceti relativno
kretanje ulevo po modelu Bl sa korakom hy, koje ¢e trajati sve dok vazi & < 0. Ako se
poslednji uslov narusi izmedu t,,, i t,,+h1, zbog ogranic¢enja koje ima oblik C(x,t) >
0, uvescée se slek promenljiva r, = C'(x,t) = —i, a gore opisanim postupkom ¢e se
na slican nac¢in odrediti vreme zavrsetka ove faze kretanja bloka

_xng

=t .
T U atsin (20) — frs + 1

(2.30)

Sada se ponavlja postupak nalazenja novog koraka hy = hy + h**/(ny — ny), pri
c¢emu je h** = t** — t,,, 1 ponovljenom integracijom po modelu Bl od t* sa novim
korakom hy nakon (ny — ny) koraka stize se u t**, sa izracunatim vrednostima rela-
tivnog pomeranja i sile u viskoelasti¢cnom stapu. Sledi ispitivanje uslova (2.26) ¢ije
ispunjenje vodi ka novoj fazi relativnog kretanja udesno, dok u suprotnom, gornji
blok zapocinje fazu relativnog mirovanja, sto odgovara modelu Cs.

Kod faze u kojoj blok ne vrsi relativno kretanje, tj. uslovi (2.26) i (2.27) nisu
ispunjeni, koordinata x ostaje konstantna, relativna brzina & je nula, a sila u stapu
se rac¢una pomocu izraza (2.29), pri ¢emu se nakon svakog koraka numerickog algo-
ritma iz pomenutog izraza proverava da li je sila trenja u okviru svojih grani¢nih
vrednosti, —pu < q < u, Sto predstavlja uslov za ostanak u stik fazi. Ukoliko je taj
uslov ispunjen, korak se povecava za jedan, a nova vrednost sile u stapu ra¢una po
modelu (2.29), te ponovo ispituje navedeni uslov. Ova procedura se ponavlja sve dok
se u odredenom koraku ne detektuje da je uslov narusen. U tom sluc¢aju zapocinje
faza klizanja bloka po modelu Ad ili Bl, u zavisnosti od toga da li je sila trenja pre-
vazila svoju donju ili gornju grani¢nu vrednost, respektivno. Da se ova, ve¢ dosta
slozena, procedura za odredivanje kretanja opisane konstrukcije ne bi dalje komp-
likovala, nece se sprovoditi odredivanje ta¢nog trenutka metodom slek promenljive u
kojem prestaje stik faza, ve¢ ¢im se detektuje ispunjenje jednog od navedenih uslova,
smatrace se da u tom koraku zapocinje klizanje.

Tokom seizmickog dejstva relativni polozaj gornjeg bloka odreduje se po jednom
od tri navedena dinamicka modela, koji se tokom vremena smenjuju jedan za drugim,
u zavisnosti od ispunjenja uslova pod kojima vaze i uslova pod kojima zapocinju. U
pocetku ¢e se u opstem slucaju smenjivati klizanje na desnu i levu stranu, dok ¢e
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kasnije zbog eksponencijalne obvojnice i smanjenja amplituda pobude, izmedu faza
klizanja postojati faza relativne ravnoteze sve dok se amplituda pobude toliko ne
umanji da blok ostane priljubljen tako da vise ne moze zapoceti relativno kretanje.

Zbog slozenosti problema i postupka za njegovo numericko resavanje, pogodno je
napraviti odgovarajuci program koji ¢e sprovoditi proceduru opisanu u prethodnom
tekstu. Na slici A.1 u dodatku na kraju rada prikazan je dijagram toka podataka
koji obuhvata prethodna razmatranja, a na osnovu kojeg je napravljen program
za reSavanje postavljenog problema, u programskom paketu Mathematica. Na istoj
slici, T' oznacava trenutak do kojeg se posmatra kretanje sistema, a odreduje se
dodavanjem perioda seizmicke pobude 27/(2 na trenutak poslednje promene faze
sistema 77, tj. na trenutak kada je sistem poslednji put usao u stik fazu. Uko-
liko se sistem zadrzi u stik fazi duze od perioda seizmicke pobude, smatrace se da
on vise nete zapoceti fazu relativnog kretanja, jer amplituda pobude nakon tog
perioda moze biti samo manja, zbog eksponencijalne obvojnice pobudnog dejstva.
Izracunata resenja, koja podrazumevaju relativno pomeranje gornjeg bloka, silu u
viskoelasti¢cnom §tapu, disipaciju energije i analizu uticaja ulaznih parametara na
ponasanje sistema, prikazana su u sledetcem odeljku.

2.4 Rezultati

Pomocu pripreme izvrsene u prethodnom delu rada odredeno je ponasanje prouca-
vanog sistema za razli¢ite vrednosti parametara. Na slici 2.5 prikazano je reSenje
za slucaj kada je viskoelasticni Stap sacinjen od realnog materijala, za podatke
a = 023, 74, = 0.004, 7,, = 1.183, koji su preuzeti iz rada Fenander [48,
1998], pri vrednosti koeficijenta trenja p = 0.3, i pri parametrima seizmicke pobude
U=15, {2=1, x =0.05. Prvo su prikazani relativno pomeranje x i sila f u stapu,
a zatim ubrzanje tla i, relativna brzina & i sila trenja ¢, kao funkcije vremena.

Pri odabranim vrednostima parametara, primecuje se da relativno pomeranje x i
sila u stapu f u prvom delu kretanja imaju oscilatorni karakter sa kruznom frekven-
cijom pribliznom kruznoj frekvenciji pobude, i sa amplitudama koje se smanjuju
tokom vremena. Funkcija brzine nije glatka, §to i jeste karakteristicno za neglatke
sisteme tipa Filipova. Negde od polovine posmatranog vremenskog inervala, za vred-
nost bezdimenzijskog vremena t ~ 24 blok pocinje da se zadrzava izvesno vreme
u svom levom i desnom krajnjem relativhom polozaju, zahvaljujuci prisustvu sile
trenja, koja je modelirana visevrednosnom funkcijom. Pri tom povremenom zaus-
tavljanju z koordinata je konstantna a sila u $tapu blago opada. Tokom kretanja
sistema, silu trenja karakterisu skokovite promene iz —p u @ naizmenic¢no prilikom
promene smera relativnog kretanja. Kasnije, tokom zadrzavanja bloka u krajnjim
polozajima, sila trenja kontinualno menja svoju vrednost imajuci pri tome ulogu
reakcije veze, da bi nakon odredenog vremena provedenog u zoni zaustavljanja, kada
dostigne svoju grani¢nu vrednost, zapocela faza relativnog kretanja a sila trenja
preuzela ulogu otporne sile. U odredenom trenutku, amplituda pobude se toliko
smanjila da sila trenja uspesno odrzava blok u stanju relativne ravnoteze i vise ne
moze da se izazove relativno kretanje. U nastavku delovanja pobude, relativna brz-
ina bloka je jednaka nuli, z koordinata je konstantna i razli¢ita od nule u opstem
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Slika 2.5. Resenje za vrednosti parametara o = 0.23, 774 = 0.004, 700 =1.183, 1 =0.3, U =15, 2=
1, Kk =0.05.

slucaju, dok se sila u stapu relaksira. Ovaj zaustavni polozaj bloka u kojem je z # 0,
2z = 0, vidi se i na slici 2.6, na kojoj je prikazan fazni portret za razmatrani slucaj.
Na slici 2.7 data je trajektorija u faznom prostoru, na kojoj se mogu uociti zaustavne
pozicije bloka.

Uticaj kruzne frekvencije na odziv proucavanog sistema moze se videti uporedi-
vanjem prethodnog slucaja sa sledecim, prikazanim na slikama 2.8 i 2.9, u kojem
je £2 = 0.5, a vrednosti ostalih parametara su nepromenjene. Smanjenjem (2 sman-
juju se frekvencija, brzina i amplitude relativnog kretanja, kao i sile u stapu. U
ovom slucaju, do zastoja dolazi odmah nakon dostizanja krajnjeg relativnog polozaja
bloka, a tranzicija iz jedne faze relativnog kretanja u drugu se odvija uvek sa fazom
zastoja izmedu.

Od interesa je izracunati disipaciju energije pri relativnom kretanju bloka, iza-
zvanog seizmickim dejstvom. Na slici 2.10 prikazana je ukupna disipacija A(t) u
funkciji vremena, ostvarena i dejstvom suvog trenja i deformacijom stapa, data izra-
zom (2.9), a prikazan je i udeo u disipaciji oba ova mehanizma, za slucaj sa slika
2.8 1 2.9. U zonama zastoja nema disipacije energije jer je tada @ = 0. Sila trenja
ima strogo disipativan karakter pa je zato njen udeo Arg(t) monotono neopadajuca
funkcija, dok sila u viskoelasti¢nom tapu vrsi i pozitivan i negativan rad tokom faza
relativnog kretanja, $to se vidi u ponasanju funkcije Ay g(t) na slici 2.10. Disipacija
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Slika 2.6. Trajektorija u faznoj ravni za vrednosti @ = 0.23, 7¢o = 0.004, T4« = 1.183, p = 0.3,
U=15, =1, k=0.05.

Slika 2.7. Trajektorija u prostoru mehanickog stanja za vrednosti a = 0.23, 75, = 0.004, Tzo =

1.183, pn=03,U =15, 2=1, k= 0.05.

energije za ovaj slucaj, do trenutka posle kojeg sistem nece vise zapoceti relativno
kretanje iznosi A(T) = 1.44, gde je Ayp(T) = 0.466 , a Apr(T) = 0.974. Primetna
je razlika udela ova dva mehanizma u disipaciji.

Na ovom mestu analizirace se uticaj koeficijenta trenja na ponasanje konstrukcije.
Njegovim povetanjem javlja se veca sila trenja, §to tokom faze klizanja dovodi do
vece disipacije energije. Na slici 2.11 date su krive kojima se opisuje ponaSanje
sistema pri povetanom koeficijentu trenja p = 0.6 i ostalim parametrima kao u
prethodnom slucaju, dok je na slici 2.12 prikazan fazni portret za razmatrani slucaj.

Povetanjem koeficijenta trenja povetane su grani¢ne vrednosti sile trenja, a uman-
jile su se amplitude relativnog pomeranja i brzine, kao i sile u stapu, dok sistem za
krate vreme stize u stanje relativne ravnoteze. Disipacija energije u ovom slucaju
iznosi A(T) = 1.418, pri ¢emu je Ayg(7T) = 0.265, a Arr(T) = 1.153.
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Slika 2.8. Resenje za vrednosti parametara a = 0.23, 77o = 0.004, 720 =1.183, 1 =0.3, U =15, 2 =
0.5, k = 0.05.
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Slika 2.9. Trajektorija u faznoj ravni za vrednosti o« = 0.23, 7y = 0.004, 7.« = 1.183, p = 0.3,
U=1.5, 2=0.5, k=0.05.
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Slika 2.10. Disipacija energije za vrednosti a = 0.23, 77, = 0.004, 7o = 1.183, pt=0.3, U =15, 2 =
0.5, k = 0.05.
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Slika 2.11. ReSenje za vrednosti parametara o = 0.23, 754 = 0.004, 740 =1.183, £ =0.6, U =1.5, 2 =
0.5, k = 0.05.
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Slika 2.12. Trajektorija u faznoj ravni za vrednosti o = 0.23, T7fo = 0.004, T;o = 1.183, p = 0.6,
U=15, =05, k=0.05.
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Slika 2.13. Trajektorija u faznoj ravni za vrednosti o = 0.23, 77 = 0.004, 7o = 1.183, p = 0.9,
U=15, 2=0.5, xk=0.05.

U slucaju kada koeficijent trenja ima jo§ vetu vrednost p = 0.9 fazni portret
prikazan je slici 2.13. U tom slucaju sistem se jos brze umiruje u smislu relativnog
kretanja, pri ¢emu je disipacija energije A(T") = 0.744, gde je Ay g(T") = 0.084 mnogo
manje u odnosu na Arg(T) = 0.66. Ovde se vidi da se povetanjem koeficijenta
trenja disipacija energije sistema smanjuje, ali to je iz razloga §to trenje utice i
na vreme trajanja procesa relativnog kretanja, od kojeg takode zavisi disipacija.
Logican zakljucak je da ¢e sistem kod kojeg se pre umiri relativno kretanje nastaviti
da se krete zajedno sa donjim blokom sa ve¢im amplitudama prenosnog kretanja.

Ukoliko se koeficijent trenja smanji na vrednost ispod 0.3, na primer, p = 0.15,
disipacija energije iznosi A(T) = 1.191, sa Ayg(T) = 0.557 i Arr(T) = 0.634, sto
je opet manje nego za slu¢aj u = 0.3. Na osnovu poslednja tri primera moze se
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zakljuciti da se povetanjem trenja u sistemu skracuje vreme potrebno za postizanje
trajne relativne ravnoteze, a povetava se udeo trenja u disipaciji. U oblasti malih
vrednosti koeficijenta trenja, gde je udeo deformacije viskoelasti¢cnog stapa u disi-
paciji znacajan, sa povetanjem p povecava se i ukupna disipacija energije, dok se u
oblasti njegovih vecih vrednosti, sa povetanjem p ukupna disipacija smanjuje.

Ako se u poslednja tri prikazana primera, za vrednosti g = 0.3, 0.6 1 0.9, promeni
materijal viskoelasti¢nog stapa, i uzme realni materijal sa vrednostima parametara
a =049, 740 =5-107%, 7,, = 0.886, videti rad Fenander [48, 1998], dobijaju se
reSenja, koja su u faznoj ravni prikazana na slikama 2.14 - 2.16, respektivno. Disi-
pacija energije za ova tri slucaja navedena je na pomenutim slikama. Uporedivanjem
sa slucajevima sa slika 2.9, 2.12 i1 2.13, moze se primetiti da je veca disipacija energije
ostvarena kod materijala sa ve¢im redom izvoda «.
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Slika 2.14. Trajektorija u faznoj ravni za vrednosti o = 0.49, 7¢o =5 - 1078, 7,0 = 0.886, u = 0.3,
U=1.5, 2=0.5, k=0.05, A(T) = 2.192, gde je Ave(T) =0.963, Arr(T) = 1.229.

Na slikama 2.17 i 2.18 u faznoj ravni je prikazan uticaj amplitude U i koefici-
jenta priguSenja x na kretanje konstrukcije pod dejstvom zemljotresa. Vidi se da se
povecanjem amplitude seizmicke pobude povecavaju amplitude oscilacija konstruk-
cije i broj faza potrebnih za postizanje umirivanja gornjeg bloka, dok se povetanjem
koeficijenta prigusenja seizmickog dejstva ostvaruje suprotan efekat.

Prikazani rezultati odnose se na sistem sa jednim nepoznatim stepenom slobode
kretanja. Dobijena reSenja, koja se mogu smatrati potpuno novim, mogu da po-
mognu u izboru materijala koji moze da obezbedi potrebnu disipaciju u slucaju
hipotetickog seizmickog dejstva. Izlozena metodologija se moze primeniti za prouca-
vanje ponaSanja konstrukcija oblika stuba sa viSe blokova o ¢emu ¢e biti rec¢i u
sledetem poglavlju.
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Slika 2.15. Trajektorija u faznoj ravni za vrednosti o = 0.49, 7yo =5 - 1078, 7.0 = 0.886, p = 0.6,
U=15, =05, k=0.05, A(T) =1.769, gde je Ayg(T) = 0.463, Arr(T) = 1.306.
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Slika 2.16. Trajektorija u faznoj ravni za vrednosti o = 0.49, 7¢o =5 - 1078, 7,0 = 0.886, u = 0.9,
U=1.5, 2=0.5, k=0.05, A(T) =0.809, gde je Avg(T)=0.107, Arr(T) = 0.702.
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Slika 2.17. Resenje za vrednosti o = 0.23, 75, = 0.004, 7,0 = 1.183, p=0.3, 2=0.5, x = 0.05.
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Slika 2.18. Resenje za vrednosti o = 0.23, 75, = 0.004, 7,0 = 1.183, p=0.3, 2=0.5, U =1.5.




3. Slucaj tri bloka

Kod visespratnih konstrukcija koje se mogu modelirati sa vise od dva bloka, u svakom
kontaktu moze se postaviti frikcioni i viskoelasti¢ni element, $to bi predstavljalo
oscilatorni sistem istog tipa ali sa vise stepeni slobode. U ovom poglavlju proucice
se kretanje konstrukcije koja se sastoji od tri bloka poredana jedan na drugi.

3.1 Postavka problema

Posmatra se sistem tri bloka pri ¢emu je kretanje najnizeg - baznog - poznato.
Kretanje srednjeg po najnizem kao i najviseg po srednjem bloku neka ogranic¢avaju
viskoelasti¢ni stapovi i sila trenja u kontaktnim povrSinama. Dakle, razmatra se
sistem sa dva nepoznata stepena slobode kretanja koje je izazvano dejstvom zadate
seizmicke pobude na bazni blok, slika 3.1.

a) b) Uvecan detalj B,

kontakt 2

Uvecan detalj B,

kontakt 1 oE,

T T o

Slika 3.1. a) Konstrukcija od tri bloka, sa zonama za disipaciju energije, b) Uvetani detalji B2 i Bs
viskoelasti¢nih elemenata, ¢) Dekomponovani sistem.

Sa uvedenim pretpostavkama kao u prethodnom poglavlju, kao i pretpostavkom
da je kretanje donjeg bloka odredeno oscilatornim kretanjem pomoéu izraza (2.1),
ponasanje sistema sa dva stepena slobode relativnog kretanja pod uticajem seizmickog
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dejstva bice poznato kada se odredi kretanje srednjeg i gornjeg bloka. Neka su mase
blokova redom m; i ms, i neka koordinate x; i x9, odreduju relativni polozaj bloka
u odnosu na onaj ispod njega, respektivno. Neka viskoelasti¢ni tapovi imaju istu
duzinu [ i istu povrsinu popre¢nog preseka A , ali neka su izradeni od razli¢itih ma-
terijala, ¢ije su viskoelasti¢ne karakteristike prikazane na slici 3.1. b). Uzimajuéi u
obzir da su sa f;, (i = 1,2), oznacene sile u stapovima, sa p; normalne kontaktne
sile, a sa ¢; sile trenja u prvoj i drugoj kontaktnoj povrsini, slika 3.1 ¢), diferencijalne
jednacine kretanja sistema date su u obliku

my (@1 +14) = —fi+ fo+ @ — ¢, mao (&1 + &9 + 1) = —fo + ¢a. (3.1)

Ove jednacine treba resavati sa pocetnim uslovima

21(0) =0, @1(0)=0, f1(0)=0, x3(0)=0, #(0) =0, f»(0)=0. (3.2)

Neka se konstitutivne jednacine viskoelasticnih stapova odaberu saglasno modi-
fikovanom Zenerovom modelu u obliku

E, A
[

EgA
(x1+7$a Daxl)’ f2+7-f,6 DﬁfQ - L(CL’Q"‘T;EB Dﬁl’g),

z
(3.3)

f1+7—fa Dafl =

gde je 0 < v < 1, (v = «,f), sa ogranicenjima koja diktira Klauzius-Dijemova
nejednakost
E, >0, 74y >0, 7oy > Ty (3.4)

Kulonov model trenja za prvi i drugi kontakt, uz p, = (m; + ms)g i p = mag,
daje sile trenja u obliku neglatkih visevrednosnih funkcija

@1 € —py(ma +ma)g - Sgn (&1), g2 € —pomag - Sgn (i2) . (3.5)
U specijalnom slucaju p;, = 0, ¢ = 1,2 sistem se svodi na linearne oscilacije sa
frakcionim tipom disipacije koje su proucene u radu Zigi¢ i dr. [125, 2007].

Disipacija energije tokom vremena u sluc¢aju dve kontaktne povrsine i dva viskoe-
lasti¢na elementa za prigusenje, bice:

A(t) = Au(t) + Aa(1), (3.6)

gde izrazi
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t

A0 = [+ ladhar, (= 1.2), (3.7)
0

predstavljaju disipaciju energije pri relativnom kretanju z;, (i = 1,2).
Uvodenjem bezdimenzijskih veli¢ina

- ’LEQA rd 7 7 .
t=t 7 Ez:aj ) fz: f 5 qz: 1 5 f:@’ (7’:172)7
meal magl mag mag my

1+ 5 _ mgl _ UOEQA — mgl _ UOEQA
T=7e o TN EA T gl VEa = ag B8

E/J’ = 2 EaA v — ECYA i
5=E—a, U =1l T”:Tf”<m_2l) v Tay = Tay ol , (v =a,p),

kao i smenom simbola: ¢ — ¢, T — x;, f; — fi, @ — G, & — K, 2 — 2, U —
U, Tgy = Ty, Tay — Ty, Tadi jednostavnijeg zapisa, sistem diferencijalnih jed-
nacina kretanja u bezdimenzijskom obliku postaje

x§2) = Ue "sin(2t)+&(— fit fotqi—q2), 1’52)4-1’&2) = Ue " sin(2t)— fot+qz, (3.9)

gde su bezdimenzijske sile trenja

—H1T, T > 07 —Ha, Ty > 07
¢ € Hq? [_17 1] ) Ty = 07 G2 € Ha [_17 1] ) Ty = 07 (310)
K1, j?l < 07 Mo, .j}‘g < 07

dok su konstitutivne jednacine sada

fl+7_fa Dafl =21+ Tza Daxlv f2+7_fﬁ D/BfQZE(xQ_‘_TI,B Dﬁx2) (311)

Zamenom (3.9); u (3.9), dobija se diferencijalna jednacina relativnog kretanja gorn-
jeg bloka u bezdimenzijskoj formi

P =fi = A+ fr— €+ (1+ 8. (3.12)

Za odredivanje kretanja konstrukcije u obliku stuba, koja se sastoji od tri bloka gde
se disipacija vrsi zbog prisustva viskoelasti¢nih elemenata i suvog trenja, potrebno
je resiti sistem koji se sastoji od diferencijalnih jednac¢ina drugog reda (3.9); i (3.12)
i diferencijalnih jednac¢ina realnog reda (3.11) zajedno sa bezdimenzijskim pocetnim
uslovima koji su istog oblika kao (3.2) uz ogranicenja koja su istog oblika kao (3.4)2 3.

Kao u slucaju dva bloka iz prethodnog poglavlja, i ovde bi se sistem diferencijalnih
jednacina koji opisuje postavljeni problem, primenom Laplasovih transformacija mo-
gao prikazati u obliku sistema od dve spregnute diferencijalno—integralne inkluzije, a
sa ciljem dokaza egzistencije resenja, iako to ovde nece biti uradeno. Pomenuti sistem



42 3. Slucaj tri bloka

jednacina resice se numerickim postupkom, koji je analogan postupku iz prethodnog
poglavlja ali mnogo slozeniji i zahteva komplikovaniju kombinatornu analizu. Naime,
prilikom proucavanja ponasanja opisane konstrukcije pri seizmickom dejstvu moze
se uociti nekoliko razli¢itih nac¢ina njenog kretanja. Moguce je na primer da blokovi
mase my i mo klize na desnu stranu u smislu relativnog kretanja, tj. da je ;1 > 0
i 29 > 0, ili da jedan od njih ili oba klize na levu stranu, ili da tokom odredenog
vremenskog perioda nema relativnog kretanja jednog ili oba bloka §to bi predstavl-
jalo fazu priljubljivanja ili stik fazu. Dok su za sistem sa jednim stepenom slobode
postojala tri moguca stanja, iz navedenog sledi da su u oba kontakta moguca po
tri razlicita stanja, relativno kretanje udesno gde je x; > 0, relativno kretanje ulevo
i; < 0, ili priljubljivanje #; = 0, (i = 1,2), tako da ovde postoji 3% = 9 mogucih
scenarija kretanja sistema, od kojih se tokom vremena uvek odvija samo jedan, a po
ispunjenju specificiranih uslova datih unilateralnim ogranicenjima, sistem prelazi iz
jednog modela koji odgovara jednom scenariju u drugi.

3.2 Resenje za slucéaj tri bloka

U poglavlju 2 ovog rada ve¢ je prikazano da osim diskretizacije diferencijalnih jed-
nacina u cilju formiranja numerickog algoritma za izra¢unavanje resenja, poseban
zadatak predstavlja i sagledavanje mogucih stanja neglatkog sistema, odredivanje
odgovarajuc¢ih dinamickih modela, te analiza uslova pod kojim ti modeli vaze. Zbog
postojanja dve kontaktne povrsine kao i dva frakciona viskoelasti¢na elementa, ovde
¢e analiza biti znatno slozenija.

Diskretizacijom vremena i primenom izraza (2.19) i (2.20) sa (2.21) za razlicite
vrednosti reda izvoda a i 3, na sistem diferencijalnih jednacina (3.9), (3.11), (3.12)
dobija se sledec¢i algoritam za odredivanje sila u viskoelasti¢nim stapovima, kao i
relativnih pomeranja blokova:

1

fl,n = W

{:m,n(l + Toah™ )+ R Z Wg'a)<7_:ca~rl7n—j - Tfafl,n—j)} ;
j=1

1 n
fon= 1T {m,nu R R S I C ) } ,

B 1+ Tfﬁh_ﬂ st
(3.13)
xl,nJrl = h2 [Ueianh sm(th) - gfl,n + ffZ,n + fql,n - 5@2,71} + 2xl,n - xl,nfb
Tont1 = h? Efin— 1+ fon —Eqn+ (1 +E)qgon] + 202, — T2pn1,
zan = 1,2,3,..., jer iz pocetnih uslova (3.2)1346 sledi 19 = 230 = 0, fi0 =

fao = 0, dok je iz (3.2)a5 (211 — ®10)/h = (21 — 220)/h = 0, odakle se dobija
11 = T21 = 0.
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3.2.1 Dinamicki modeli za devet razlicitih kretanja

U cilju definisanja i razlikovanja 9 identifikovanih mogu¢ih kretanja sistema od tri
bloka, za svako od njih uvodi se karakteristicna oznaka na slican nac¢in kao u prethod-
nom poglavlju, a koja se sastoji od jednog velikog slova (A, B, C, ...) i dva mala
slova, od kojih se prvo odnosi na prvi kontakt a drugo na drugi kontakt (,d” oz-
nacava kretanje udesno, ,1” kretanje ulevo, a ,s” stik ili priljubljivanje). Tako ¢e
se oznaka Add Kkoristiti za kretanje gde se u oba kontakta vrsi relativno kretanje
udesno, oznaka Fsl za slucaj kada je u prvom kontaktu stik a u drugom kretanje
ulevo. U tabeli 3.1 prikazano je devet mogucih kontaktnih situacija kao i sile trenja
q1 1 g2 pri svakoj od njih:

Tabela 3.1. Dinamicki modeli za devet mogu¢ih kontaktnih situacija kod sistema sa dve hrapave kontaktne
povrsine, sa uslovima pod kojim oni egzistiraju.

i1 >0 i <0 i1 =0
Add Bld Csd
iz >0 Q= —pn qa = 1 @1 € pyn[—1,1]
q2 = —Ho q2 = —Ho g2 = —Ho
Ddl Ell Fsl
B2 <0 Q= —pn qa = @1 € pyn[—1,1]
q2 = —Ho q2 = —Ho q2 = —Ho
Gds Hils Iss
#2=0 Q= —yn @ =0 a1 € pn[-1,1]
g2 € po [—1,1] g2 € po [—1,1] q2 € py [—1,1]

U ravni relativnih brzina #; i 25 dinamicki modeli su zastupljeni kao $to je

prikazano na slici 3.2.

ISS ‘A'j:Q/CSd
Gds
Bld Add
To .
Ell Ddl
Hls /
Fsl

Slika 3.2. Dinamicki modeli u ravni &1 — Zo.
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U svakom od devet razlicitih modela koji opisuju kretanje proucavane konstruk-
cije, sile f1 1 f2 u viskoelasti¢nim stapovima racunaju se pomoéu izraza (3.13); 2, dok
se relativni polozaji blokova i sile trenja u svakoj fazi racunaju na poseban nacin,
kao $to sledi:

model Add:

Tinel = h? [Ue_anh sin(£2nh) — £ fin + Efon + §(—pm) — 5(—M2)} + 221, — 101,
Tomi1 =P [Ef1n — (L4 &) fam — E(—pym) + (1 + &) (—pa)] + 222, — T2 -1,
qin = —H17, q2.n = —Hog,

model Bld:

Tin+1 = h? [Ue_anh sin(2nh) — & fin + & fon + Epyn — 5(‘#2)] + 221 — T1p-1,
Tomir = [Efrn — (L4 &) for — Epam + (1 + ) (—po)] + 2325 — T2 -1,
qQi,n = H17], q2.n = —Hg

Model Csd:

qQin = % [Ueianh Sln(gnh) + €f1,ﬂ - €f2,n + f(_/JQ)] )

T2n+1 = h2 [ffl,n - (1 + f)fln - §Q1,n + (1 + 5)(_/@)] + 2‘7;2,” — T2,n-1,

Tin = COTLSt, gon = —Hg

model DdAl:

T1nt1 = h? [Ueﬂmh sin(£2nh) — & fin + & fon + E(—pm) — 5#2] +2Z1, — T1p-1,
x2,n+l = h2 [gfl,n - (1 + £)f2,n - 5(_M177) + (1 + 5)#2} + 2$2,n - x2,n717
qin = —H17], q2,n = Ug,

model Ell:

T1pp1 = B [Ue_anh sin(2nh) — & fin + Efon + Epn — Epo| + 2310 — 11,
Toni1 = h? [Efin — (L&) fon — Euun 4 (L +E) o] + 222, — 221,
qi,n = 1177, q2.n = Mo,
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model Fsl:

mnzéUkﬂmﬁmnmw+§ﬁm—5ﬁm+a@,

x2,n+l - h’2 [gflm, - (1 + £)f27n - Sql,n + (1 + S)#Z} + 23:2771 - x27n—17

Tin = Con8t7 q2.n = Mo,
model Gds:
e o+ (1) fon + ()]
q2,n — 1 _I_é. 1,n 2,n Mln )

Tipt1 = h? [Ue_anh sin(£2nh) — Ef1 + Efrn + E(—pn) — §Q2,n} + 2215 — T1p-1,

qin = — 17, To, = const,
model Hls:
[+ (1) fan + ]
q2,n — 1 _'_5 1n 2.n ,uln )
Lintl = h? [Uefanh sin(2nh) — Efin +Efon + & — f‘h,n] + 2710 — T1p-1,
Qi = M7, To, = const,
model Iss:

Qin = —Ue ™ sin(2nh)n + fin,
Qo = —Ue " sin(2nh) + fon,

1, = const, Xo, = const.

Smenjivanje stanja sistema tokom dejstva izabrane pobude na kraju ¢e se zavrsiti
modelom Iss u kojem je prestalo relativno kretanje blokova, a rec¢ je o onom Iss posle
kojeg to kretanje vise nete zapoceti, jer se tokom vremena amplituda pobude sman-
juje i u odredenom trenutku postaje nedovoljna da izazove relativno kretanje bilo
kojeg bloka. Za odredivanje trenutaka u kojima sistem prelazi sa jednog dinamickog
modela na neki drugi, ponovo ¢e se koristiti metod slek promenljive za slucaj kada se
zavrsava jedna faza relativnog kretanja odredenog kontakta, a u slucaju da je indiko-
van zavrsetak stik faze u nekom kontaktu, proverom odredenih uslova ustanoviée se
koja faza sledi, i bez utvrdivanja tacnog trenutka promene, po odgovaraju¢em di-
namickom modelu integracija ¢e se nastaviti.

U tabeli 3.1 prikazani su i uslovi pod kojima je odgovaraju¢i dinamicki model val-
idan, i koji ¢e se koristiti za ispitivanje trajanja razlic¢itih faza sistema. Za postojanje
klizanja u prvom i drugom kontaktu, treba da su zadovoljeni uslovi u vidu nejed-
nakosti za 27 i @2, dok je stik faza u nekoj od kontaktnih povrsina obezbedena pod
uslovom da je odgovarajuca sila trenja u okviru svojih grani¢nih vrednosti, videti
tabelu 3.1.
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3.2.2 Odredivanje trenutka promene stanja sistema za slucaj klizanja u
oba kontakta

Sada ¢e se razmotriti ¢etiri dinamicka modela, Add, Bld, Ddl i Ell, u kojima postoji
relativno kretanje srednjeg i gornjeg bloka, pri ¢emu sile trenja imaju konstantnu
vrednost.

Zavrsetak faze relativnog kretanja u prvom kontaktu. Za modele Add i Ddl
srednji blok vr&i klizanje udesno sa #; > 0, a narusavanje ove nejednakosti, recimo
u t,,+1, oznacava da je ta faza kretanja zavrsena negde izmedu t,, i t,,+1, pa se iz
t,, uvodenjem slek promenljive r = 1 i ve¢ opisanim postupkom odreduje trenutak
t* prestanka primene dinamickog modela Add, odnosno Ddl. Kod modela Bld i Ell
vazi 1 < 0, ¢ijim naruSavanjem i uvodenjem slek promenljive r = —; se odreduje
trenutak prestanka faze relativnog klizanja srednjeg bloka ulevo!.

Trenutak zavrsetka faze klizanja u prvom kontaktu, primenom metoda slek
promenljive, za Cetiri navedena dinamicka modela dat je u obliku:

Add:
t"=t,, + xgl’)“

" —[Uemambsin(Q2nqh) — Efiny + Efony + E(—pym) — E(—ps)]
Ddl:
"=ty + IS’)”

" - [Ue—cmlh Sin(inh) - £f1,n1 + £f2,n1 + 5(_/1’177) - 5“2] ,
Bld:
t* =t, + x%)“

" —[Uem b sin(Qnih) — & finy + & fony + E(—pn) — E(—ps)]
Ell:

1)

U=ty + T

— [Ue=omh sin(2n1h) — & f1.0E fom + Epan — Epto)’

1 1 je promenljiva lokalnog karaktera.
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Zavrsetak faze relativnog kretanja u drugom kontaktu. Analogno prethod-
nom razmatranju, trenutak prestanka relativnog kretanja gornjeg bloka, dat je
slede¢im izrazima, za odgovaraju¢e modele i to:

Add:
. =i,
t - tnl + : )
— £ frm — (L+E) fon, — E(—pym) + (1 +E)(—py)]
Bdl:
" =t,, + ngfu
N i — (L) famy — Epn + (L4 E)(—p0)]
Ddl:
t* =t,, + xéf}u
- - [ffl,ru - (1 + £)f2,n1 - €<_M177) + (1 + f)ﬂQ]’
Ell:
(1)
£ =ty + — "2

(€ frm — (L4 &) fom — En+ (1 + &)’

Tokom izvrsavanja bilo kojeg od navedena cetiri dinamicka modela, nakon svakog
izvrsenog koraka numerickog algoritma za odredivanje atributa kretanja i sila u
Stapovima, vrsi se provera uslova za &7 i 9 pod kojima ti modeli vaze, v. tabelu 3.1,
i u zavisnosti od toga u kom kontaktu se prvo narusi uslov, u njemu se t* odreduje
opisanim nacinom.

3.2.3 Odredivanje trenutka promene stanja sistema za slucaj klizanja
samo u jednom kontaktu

Modeli kod kojih je u jednom kontaktu klizanje a u drugom stik su Csd, Fsl, Gds
i Hls. Ukoliko se tokom izvrsenja odgovarajucih numerickin algoritama ustanovi da
je naruSen uslov koji obezbeduje klizanje, uvodenjem slek promenljive se trenutak
zavrSetka faze klizanja odreduje pomocu sledecih izraza, i to za
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Csd:
(1)
T
t* = tnl + 2,711 . )
— [—fom, + Ue @l sin(02n1h) — o)
Fsl:
(1)
T
t* = tnl + 2’7]111 . 9
— [=fon, + Uemmmlsin(2n1h) + 1]
Gds:
t =ty +
A
+ m 1 |
—Ue~vhgin(2n1h) — & [_flm + fon, — fy1) — ~Efim + (L+E) fon + 5(—%77)}
1+¢
His:
1)
x
tF = tn1+ 1,n1

_ffl,ru + (1 + £)f2,n1 + f/h??

_ —anih o Q _ — —
U€ SlIl( nlh) 5 |: fl,nl + f2,n1 + #177 1 +€

Kod ova cetiri stanja sistema, nakon svakog izvrsenog koraka u odgovarajucem
dinamickom modelu, proveravaju se po dva uslova, jedan za klizanje a jedan za
stik fazu, pa se za slucaj dijagnostikovanja prestanka klizanja, trenutak ¢* odreduje
na gore opisan nacin, a u slucaju prestanka stik faze, sam trenutak u kom je on
detektovan uzece se kao trenutak zavrsetka te faze. U sluc¢aju da se prvo zavrsava stik
faza u jednom kontaktu, tako sto sila trenja prevazide grani¢nu vrednost, u zavisnosti
od toga da li je po apsolutnoj vrednosti veca od donje ili gornje grani¢ne vrednosti, u
tom kontaktu ¢e nastupiti klizanje udesno ili ulevo, tj. zapocece racunanje atributa
kretanja i sila u stapovima po novom modelu, i to od trenutka kada je ustanovljeno
da je uslov za stik narusen.

3.2.4 Uslovi koji odreduju novo stanje sistema po zavrsetku faze
klizanja u odredenom kontaktu

Ako se u oba kontakta sila trenja definise Kulonovim zakonom na nivou ubrzanja, iz
diferencijalnih jednacina kretanja (3.9); i (3.12) moze se ustanoviti kako ¢e se prouca-
vani sistem ponasati nakon trenutka t*, u kojem je zavrsena faza relativnog kretanja

},
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Tabela 3.2. Uslovi koji odreduju novu fazu ponasanja sistema prema analizi prvog kontakta.

Zavr$en Uslov Da Ne
Add UsAdd:  Ef (1Y) — iy > Usin(26) + Epyn + Ef2(t7) ~ | Bd | Csd
Bld U,Bld: EfL(t") — Epy < UsSIn(2t™) — Epuym + € f2(t7) — Add Csd
Ddl U, Ddl: Ef1(t") + Epg > Usin(2t™) + Epyn + Ef2(t7) — Ell Fsl
Ell U ElL: EFL(E) + Epy < Usin(Qt*) — Euyn + Efa(t7) ~ | pai Fsl
Gds U1 Gds: Ef1(t7) +Eq(t™) > Usin(2t*) + Euyn+ Ef2(t7) — Hls Iss
Hls U, Hls: Ef1(t) +E€q2(t7) < Usin(2t™) —Epan+Ef2(t") — Gds Iss

Tabela 3.3. Uslovi koji odreduju novu fazu ponasanja sistema prema analizi drugog kontakta.

Zavr$en Uslov Da Ne
Ad | UAdd (L4 OA(0) —&un > EA0) + (Lt O, ~ | pal | aas
Bl | UsBld: (14 6A0) 1 Emn > A1)+ (L+ Ony ~ Bl | s
Csd U, Csd: I+ fo(t") +Eqi(t™) > Ef2(t") + (1 + &) ps — Fsl Iss
Ddl UsDdl: T4+ fo(t™) —Eun < Ef2(t") — (L 4+ E)psy — Add Gds
Bl UaBIE (L4 f() — Gun < EA() — (1+ Oy ~ [ B4 | W
sl UsFsl (14 6)f0) +énlt) <€n() - 1+ 0m  — | Csd | I

u nekom kontaktu. U slede¢im tabelama prikazani su uslovi koji se proveravaju u
slu¢aju da je u prvom (tabela 3.2) ili u drugom (tabela 3.3) kontaktu zavrsena faza
relativnog kretanja, kao i dinamicki modeli koji slede u zavisnosti od ispunjenosti
odgovarajuceg uslova.

Svakom uslovu iz prethodne dve tabele dat je naziv tako $to je uz ime modela na
koji se odnosi dodata oznaka U ili Us u zavisnosti od toga da li se radi o prvom ili
drugom kontaktu.

Treba napomenuti da se i prilikom odredivanja ponasanja sistema sa tri bloka pri
seizmickom dejstvu, javlja problem usled smanjenja koraka integracije neposredno
pred promenu dinamic¢kog modela, ukoliko je zavrsena faza klizanja u jednom kon-
taktu. Da bi se odrzao konstantan korak tokom jedne faze kretanja, kako to za-
hteva odabrani Grunvald-Letnikovljev numericki postupak, primenic¢e se metod koji
je opisan u prethodnom poglavlju, tako sto ¢e se i ovde izvrgiti povecanje koraka
integracije kako bi se iz t* stiglo u t** sa celim brojem koraka koji su konstantne
veli¢ine, uz primenu interpolacionih funkcija z1im¢(t), Toint(t), frine(t), foine(t) za
korektan odabir podataka iz istorije deformacije. Sa t* i t** oznaceni su trenutak
pocetka i zavrsetka aktuelne faze sistema.

U dodatku B na kraju rada dat je graficki prikaz opisanog algoritma za resavanje
problema sa tri bloka. Program za izra¢unavanje reSenja napravljen je na osnovu tog
algoritma u programskom paketu Mathematica.

Od interesa je prikazati i analizirati dobijena reSenja pri razli¢itim vrednostima
ulaznih parametara sistema. Zbog sinusne pobude, odredeno vreme nakon pocetka
njenog dejstva blokovi nece vrsiti relativno kretanje, Iss, da bi nakon toga nastupila
faza relativnog kretanja jednog ili oba bloka. Kretanje ove konstrukcije pod dejstvom
seizmicke pobude posmatrace se samo do ulaska u zonu zastoja Iss prvi put, tj.
do trenutka kada oba bloka udu u fazu relativne ravnoteze. Do tog trenutka su,
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zbog prirode odabranog modela pobude, najveca relativna kretanja i brzine blokova,
pa samim tim i najveta disipacija energije. Nakon toga, postoji mogu¢nost da u
nastavku delovanja opterecenja, do relativnog kretanja vise i ne dode, dok je druga
mogucénost da ¢e jedan ili oba bloka ponovo uci u fazu relativnog kretanja, sto bi na
neki nac¢in predstavljalo ponavljanje ciklusa, samo ovaj put pri manjim amplitudama
pobude.

Oznaka ,n.r.” oznacava slucaj koji se ne uzima u razmatranje, a to je onaj u
kojem do promene stanja u oba kontakta dolazi istovremeno, tj. u istom koraku in-
tegracije. Zbog relativno malih vrednosti koraka integracije uvedena je pretpostavka
da se ovakav slucaj nete dogoditi posle zavrsetka bilo koje faze osim Iss, iz koje sis-
tem zapocinje kretanje, kada jos nije bilo deformacije stapova. Tokom deformisanja
viskoelasti¢nih stapova dolazi i do pomeranja ravnoteznog polozaja sistema usled
procesa relaksacije, v. Rozikin i dr. [107, 2010], koji je karakteristi¢an za realne ma-
terijale. Iako pri odabranom modelu zemljotresa sistem iz stanja ravnoteze moze da
ude samo u fazu relativnog kretanja blokova udesno, grafickim prikazom algoritma u
dodatku B na kraju rada, obuhvacene su i sve ostale mogucnosti, ¢ime je omoguceno
odredivanje ponasanja sistema i pri drugacijim modelima seizmickog dejstva.

3.3 Rezultati

Vecina objavljenih rezultata vezanih za probleme koji uklju¢uju suvo trenje odnosi se
na sisteme sa jednim stepenom slobode, v. [65, 1994], Lopez i dr. [77, 2004], Lopez i
Nijmejer [78, 2005], Stein i dr. [119, 2007]. Pomo¢u numericke procedure i algoritma
za reSavanje, opisanih u prethodnom odeljku, ovde ¢e se prikazati reSenja problema
oscilovanja sistema sa dva stepena slobode, za razlicite slucajeve viskoelasti¢nih ma-
terijala, razli¢ite vrednosti koeficijenata trenja i odnosa masa blokova. Posmatrace
se ponasanje konstrukcije od tri bloka pri seizmickom dejstvu do trenutka T, kada
sistem prvi put ude u zonu zastoja Iss, tj. kada prestane relativno kretanje oba bloka.
I rezultati ove sekcije se mogu smatrati potpuno novim.

Kao prvi slucaj uzece se sistem kod kojeg su srednji i gornji blok iste mase pa
je & = 1, oba viskoelasti¢na Stapa su od istog materijala, a = 8 = 0.23, 74, =
Trg = 0.004, T, = Tzap = 1.183, ¢ = 1, koeficijenti trenja medu kontaktnim
povrdinama su g, = 0.3, pu, = 0.1, dok su parametri seizmicke pobude U =
4, 2 = 2, Kk = 0.15. Na slici 3.3 prikazana su relativna pomeranja i brzine, sile
u Stapovima, sile trenja, kao i funkcija pobude, u zavisnosti od vremena, dok je
na slici 3.4 dato resenje u faznoj ravni za isti sistem. U trenutku 7T,, = 20.891
relativne brzine oba bloka postaju jednake nuli i sistem tada ulazi u zonu zas-
toja. Disipacija energije za to vreme iznosi A(Ts) = 7.402, gde je disipacija u
prvom kontaktu Aqyp(Ts) = 2.499, Ajrr(Tss) = 1.761, dok je u drugom kontaktu
Aoy (Tss) = 2.555, Agrr(Tys) = 0.587. Kao i u slu¢aju dva bloka, iz ovog primera
se vidi da pri manjim vrednostima koeficijenata trenja, disipacija putem deformacije
viskoelasti¢nih elemenata ima znacajan udeo u ukupnoj disipaciji.

Ako se sada u konstrukciju ugrade prigusiva¢i od drugog materijala, te se ona
izlozi istoj pobudi kao u prethodnom primeru, dobijaju se resenja koja u faznoj ravni
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Slika 3.3. ReSenje za vrednosti parametara o = 8 =0.23, 750 = 7f3 = 0.004, Toa = Tzag = 1.183, puy =
03, 1y =0.1, U=4, =2, k=015, £=1, e = 1.
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Slika 3.4. Trajektorije u faznim ravnima za vrednosti parametara o

= 023, Tfa = T3 =
0.004, Toa = Tzap = 1.183, p; =0.3, puy, =01, U=4, 2=2, k=0.15, { = =1

€ .

izgledaju kao na slici 3.5. Vreme potrebno za ulazak u zonu zastoja je nesto krace
nego u prethodnom slucaju i iznosi T = 19.241, dok je disipacija energije veca, tj.
A(Tys) = 8.454, gde je u prvom kontaktu Ay p(Tss) = 3.315, Airr(Tss) = 1.635,
dok je u drugom kontaktu Agyp(Tss) = 2.96, Ayrr(Tss) = 0.545. Znacajne razlike
su u delovima koji se odnose na prigusenje viskoelasticnim elementima, pri ¢emu se
pokazuje da materijal sa ve¢im redom izvoda ostvaruje vecu disipaciju energije.

Ukoliko se poveca koeficijent trenja p,, i uzme se da je p; = py = 0.3, vreme
potrebno za ulazak u zonu zastoja se skracuje tako da je za prvi slucaj T, = 11.334,
pri ¢emu je disipacija energije A(Ts) = 8.365, dok u drugom slucaju, gde je a = 0.49,
to vreme iznosi Ty, = 11.322, a A(T}s) = 9.458. Povetano trenje u ova dva slucaja
dovelo je do vece disipacije energije, mereno do trenutka kada prestaje relativno
kretanje blokova. Fazni portreti za ova dva sluc¢aja prikazani su na slici 3.6.

Kod proucavanog sistema sa dva stepena slobode moze se ispitati uticaj odnosa &
masa gornjeg i srednjeg bloka na njihovo kretanje. Slucaj gde je £ = 1 je ve¢ prikazan
kao prvi primer ovog odeljka, dok je slucaj kada gornji blok ima pet puta manju masu
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Slika 3.5. Trajektorije u faznim ravnima za vrednosti parametara o = 8 = 049, 7o = 73 = 5 -

1078, Toa = Toap = 0.886, u; = 0.3, 4, =0.1, U=4, =2, k=015 £ =1, e=1.

od srednjeg, tj. £ = 0.2 dat na slikama 3.7 i 3.8. Ovde je T,s = 23.741, a disipacija
energije iznosi A(Tys) = 9.618, pri ¢emu najveéi doprinos ima Ay p(Ty,) = 5.368.

Ukoliko je situacija obrnuta, pa gornji blok ima pet puta vetu masu od srednjeg,
za & = 5, reSenje u faznoj ravni moze se videti na slici 3.9. U tom slucaju ampli-
tude oscilovanja i relativne brzine oba bloka su mnogo manje, $to se odrazava na
disipaciju, pa je ona znatno manja, A(Tss) = 5.706, pri ¢emu je i vreme do prvog
ulaska u zonu zastoja krace i iznosi Ty = 8.341.

Pri manjim kruznim frekvencijama seizmicke pobude o¢ekuju se i manje frekven-
cije oscilovanja blokova. Vrednosti relativnog pomeranja srednjeg bloka x; u sluc¢aju
¢ = 0.5 kao i £ = 3 prikazane su na slici 3.10. Primec¢uje se bitna razlika izmedu
ova dva slucaja, jer za & = 0.5 kretanje srednjeg bloka prelazi iz jedne faze klizanja
u drugu, isprekidana linija, dok u slucaju u kojem srednji blok ima tri puta manju
masu od gornjeg, srednji blok vrsi oscilovanje sa zaustavljanjem, stik-slip, gde se
uocavaju dva zastoja tokom jednog perioda, deblja puna linija.
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Slika 3.6. Trajektorije u faznim ravnima za vrednosti parametara pu; = 0.3, pu, =0.3, U =4, 2 =2, k =
0.15, £ =1, e = 1, a parametri viskoelasti¢nih $tapova su: a) a = 8 =0.23, 750 = 753 = 0.004, 740 =
Tep = 1183, b) a = =049, 7o =755 = 0.886, Toa = Tyas =5 - 1075,

Analiza uticaja odnosa masa blokova kod sistema sa dva stepena slobode rela-
tivnog kretanja pokazala je da se veca disipacija u sistemu ostvaruje kada je masa
gornjeg bloka manja od mase srednjeg bloka. Promenom frekvencije seizmickog de-
jstva registruje se promena frekvencije relativnog kretanja blokova, koje se moze
vrsiti na dva nacina, i to: prelazak iz jedne faze klizanja u drugu, ili oscilacije sa
povremenim zaustavljanjem (stik-slip), na $ta se moze uticati odnosom masa blokova
¢, kao na slici 3.10, ali i drugim parametrima.
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Slika 3.7. Resenje za a = 3
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Slika 3.8. Trajektorije u faznim ravnima za vrednosti parametara o = § = 0.23, Tjq
0.004, Toa = Taag =1.183, p; =03, puy, =0.1, U=4, 2=2, k=015, £ =02, e =1.
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Slika 3.9. Trajektorije u faznim ravnima za vrednosti parametara o = g = 0.23, T = Tsg =
0.004, Toa = Tzap =1.183, p; =03, uy =01, U=4, 2=2, k=0.15, { =5, e=1.
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Slika 3.10. Dva razli¢ita nacina kretanja srednjeg bloka za: « = 8 = 0.23, T75o = 73 = 0.004, T4a =
Teap = 1.183, pu, = 0.6, uy, = 0.3, U = 72/4, 2 = n/4, k = 0.05, £ = 1. Isprekidanom linijom oznaceno
je relativno pomeranje x1 u slucaju € = 0.5, dok deblja puna linija predstavlja z1 za £ = 3.






4. Zakljuéna razmatranja

U ovoj tezi proucene su nelinearne prinudne oscilacije konstrukcije u obliku stuba,
Cije kretanje je izazvano specijalno izabranim horizontalnim seizmickim dejstvom.
Nelinearnost u sistemu je posledica prisustva suvog trenja izmedu blokova, modeli-
ranog Kulonovim zakonom uzetim u obliku neglatke visevrednosne funkcije. Pored
strogog disipativnog procesa kao posledice prisustva suvog trenja, do disipacije en-
ergije u sistemu dolazi i zbog deformacije viskoelasti¢nih elemenata, za ¢ije opisi-
vanje je koris¢en modifikovani Zenerov model, koji sadrzi frakcione izvode napona
i deformacije, kao i ograni¢enja na koeficijente u modelu koja su posledica dru-
gog zakona termodinamike. Ove konstitutivne jednacine zajedno sa osnovnom ak-
siomom dinamike i principom odredenosti Njutn-Laplasa, dovode do sistema koji
odgovara visevrednosnim diferencijalnim jednacinama proizvoljnog realnog reda.
Egzistencija reSenja takvog sistema potvrdena je primenom Laplasovih transfor-
macija i formulacijom problema u ekvivalentnom obliku Kogijevog problema za
diferencijalno-integralne inkluzije, za koji postoji rezultat o egzistenciji. Taj deo
teze predstavlja progirenje studije obi¢nih diferencijalnih jednacina tipa Filipova
na diferencijalne jednacine proizvoljnog realnog reda. Postavljeni Kogijev prob-
lem predstavlja uopstenje klasicnog problema ponasanja konstrukcija pod dejstvom
seizmickog opterecenja, jer objedinjuje necele izvode kao nelokalne operatore sa teori-
jom neglatkih visevrednosnih funkcija, $to je potpuno nov rezultat. Potpuno novim
se smatra i predlozena numericka procedura za resavanje postavljenog problema u
ovom radu. Ta procedura bazira se na upotrebi slek promenljive kojom se odreduju
trenuci u kojima sistem prelazi sa jednog dinamickog modela na drugi. Ovaj prelaz
pracen je i promenom koraka integracije u pojedinim fazama kretanja, koja sa pri-
menom interpolacionih funkcija sluzi za korektno odabiranje podataka iz istorije
deformacije, ¢ime je omoguceno resavanje problema koji kombinuje istovremeni rad
sa vigevrednosnim funkcijama i nelokalnim operatorima.

Za svaku fazu kretanja (kod sistema sa jednim relativnim stepenom slobode ima
ih tri, a kod sistema od tri bloka sa dva stepena slobode relativnog kretanja ima
ih devet) formirani su odgovarajuéi dinamicki modeli, kao i uslovi pri kojima dolazi
do prelaza sa jednog modela na drugi. Graficki prikaz algoritma za resavanje posta-
vljenog problema prikazan je u dva dodatka na kraju rada.

Simulacijom kretanja proucavane konstrukcije, odgovaraju¢im izborom ulaznih
parametara uoceno je postojanje zona u kojima nema relativnog kretanja, i po-
java tzv. stik-slip prelaza tokom oscilovanja, koji su karakteristi¢cna posledica pris-
ustva suvog trenja u sistemu. Pri promenama smera relativnog kretanja nastaju
skokovite promene vrednosti sile trenja sa jedne grani¢ne vrednosti na drugu, dok
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u stik fazi ona menja svoju vrednost odrzavajuci fazu relativne ravnoteze sve dok
se ne prekora¢i njena grani¢na vrednost, kada sistem ulazi u fazu relativnog kre-
tanja blokova, slike 2.5 i 2.8. Tokom integracije diferencijalnih jednacina kretanja
pracena je disipacija energije, kao zbir ¢lanova koji predstavljaju udeo suvog trenja i
udeo deformisanja viskoelasticnog elementa. Kvantitativno je ustanovljeno kako red
izvoda u modifikovanom Zenerovom modelu, razlika u relaksacionim konstantama i
koeficijent suvog trenja klizanja uti¢u na disipaciju energije, $to nije bez znacaja za
inzenjerske primene.

Na kraju evo i mogucih pravaca za nastavak ovih istrazivanja.

Sa aspekta inzenjerske analize prvo bi se mogao ispitati odziv proucavane kon-
strukcije pri slozenijim modelima seizmickog dejstva. Zatim bi se moglo analizirati
redno postavljanje viskoelasti¢nog i frikcionog elementa, gde bi prvi mehanizam
rasipao energiju pri dejstvu vetra i zemljotresa srednje jacine, dok bi pri jac¢im
zemljotresima bio aktiviran i mehanizam sa suvim trenjem, v. Hausner i dr. [61,
1997]. Druga moguénost je da se dve obliznje konstrukcije, od kojih je svaka snab-
devena viskoelasti¢nim sistemom zastite, povezu medusobno frikcionim elementom,
gde bi se optimalnim izborom parametara trenja znacajno umanjile amplitude os-
cilovanja tako uparenih konstrukcija, v. Baskararao i Jangid [20, 2006]. Vazno je
napomenuti da je prilikom upotrebe elemenata zastite na principu trenja, potrebno
minimizirati povremeno zaustavljanje kliznih elemenata tokom jednog perioda os-
cilovanja (stik-slip efekat) kako ne bi doslo do pobude visoke frekvencije, v. Hausner
i dr. [61, 1997], Hong i Lu [64, 1997]. U praksi se pokazalo da ugradnja viskoe-
lasti¢nih i frikcionih prigusivaca u konstrukcije izlozene seizmickim dejstvima sma-
njuje prouzrokovana ostecenja. Odgovarajuc¢im izborom viskoelasti¢nih materijala u
kombinaciji sa suvim trenjem, steta bi se mogla jos umanjiti ili cak potpuno elimin-
isati, pa bi se istrazivanje moglo nastaviti u pravcu optimizacije izbora parametara
sistema pasivne seizmicke zastite, gde bi se kao kriterijumi optimizacije koristile
amplitude oscilovanja konstrukcije ili disipacija energije, v. Lopez i dr. [77, 2004],
Baskararao i Jangid [20, 2006]. Moze se pretpostaviti da se vrednosti parametara
konstitutivnog modela viskoelasti¢nog tela (2.4), odredene relativno jednostavnim
eksperimentima puzanja i relaksacije napona, mogu koristiti za precizna predvidanja
ponasanja sistema prilikom izlaganja drugoj vrsti opterecenja, tj. tokom oscilo-
vanja, ali bi eksperimentalna potvrda ove pretpostavke bila korisna. Dakle jedan
deo buducih istrazivanja se moze vezati za eksperimente.

Predlozeni postupak resavanja problema koji povezuje neglatke sisteme sa frak-
cionim izvodima mogao bi se modifikovati zamenom Grunvald-Letnikovljeve nume-
ricke procedure nekim od numeric¢ih postupaka sa promenljivim korakom integracije,
¢ime bi se mogla povecati efikasnost metoda. Takode, bi se mogla koristiti Atanac-
koviceva i Stankoviceva ekspanzija Riman-Ljuvilovih izvoda proizvoljnog realnog
reda preko momenata funkcije i obi¢nih - celobrojnih izvoda kojom se sistem
visevrednosnih diferencijalnih jednacina proizvoljnog realnog reda svodi na sistem
visevrednosnih diferencijalnih jednacina znatno viseg ali celobrojnog reda. Pored
prednosti, jer se za numericko resavanje u tom slu¢aju mogu koristiti standardni
metodi neglatke analize, ta ekspanzija dozvoljava i primenu klasi¢nih rezultata za
diferencijalne jednacine tipa Filipova u kvalitativnoj analizi problema.



A. Dijagram toka podataka za slucaj dva bloka

ne ne
slek, slek,

novi korak, novi korak,

ponov.int. ponov.int.

&

Slika A.1. Graficki prikaz algoritma za resavanje problema kod slu¢aja dva bloka.






B. Dijagram toka podataka za slucaj tri bloka

slek 2.kont.
novi korak,
ponov.int.

slek 2.kont.
novi korak,
ponov.int.

a slek 1.kont.
novi korak,
ponov.int.

a slek 1.kont.
novi korak,
ponov.int.

Slika B.1. Graficki prikaz delova algoritma za resavanje problema za slucaj tri bloka - modeli kod kojih
je u jednom kontaktu klizanje a u drugom stik.



64 B. Dijagram toka podataka za slucaj tri bloka

slek 2.kont.
novi korak,
ponov.int.

da pal

ne

Gds

slek 2.kont.
novi korak,
ponov.int.

Cops
ne

Slika B.2. Graficki prikaz delova algoritma za reSavanje problema za slucaj tri bloka - modeli kod kojih

je u oba kontakta klizanje.
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Slika B.3. Graficki prikaz dela algoritma za resavanje problema za slucaj tri bloka - model Iss kod kojeg
je u oba kontakta stik.
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