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Teorija semigrupa razﬁija se kao samostalna oblast
savremene algebre,

Predmet izufavania teorije semigrupa su razne klase
semigrupa tj. semigrupe koje zadovoljavaju dati uslov.

U ovom radu razmatramo semigrupe iz nekih podkiasa
klase reqularnih semigrupa. Pojam regqularnosti, koji je uveo
J. von Neumann [31] za prstene, su Thierrin i Barsep preneli u
teoriju semigrupa 3to se pokazalo znadajnim za razvoj teoriie
semigrupa uopite.

Ovde se posebno ispituje jedna podklasa klase komp-
letno regularnih semigrupa tzv. klasa (m,n)*-anti-inverznih
semigrupa. Ova klasa obuhvata klasu anti-inverznih semigrupa
[1] .

Pojam bazisne klase, neke klase semigrupa, uveo je
E.C. Jlroun [25]. U radu odredjujemo bazisne klase za razne kla-
se semigrupa.

Znatajnu klasu semigrupa ¢ine polumre¥e. P.M. Cohn
(9] i 0. PeGanus su 1965. godine pokazali da je svaka algebra
podalgebra neke semigrupe. U Glavi IV opisujemo klasu algebri
koje su podalgebre polumreZa,

U Glavi I su navedeni elementarni poimovi o semigru~

pama, grupama, algebrama, idealima, kongruencijama, itd. Dati
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su dokazl nekih teorema koje se koriste u radu. Ovaj materijal
uzet je 1z (7] i [22]. Takodje, dat je dokaz G. Cupona za te-
oremu Cohn-Pgdans.

U Glavi II ispituju se (m,n)*-anti-~inverzne semi-
grupe. Materijal ove glave preuzet je iz [ 6], [11] 1 [12].
U taCkil 2. date su neke dekompozicije (m,n)*-anti-inverznih
semigrupa. Teorema 2.3. glavni je rezultat ove glave. Green-ove
relacije razmatraju se u ta¥ki 3. Dobija se niz karakterizaci-
ja semigrupa iz klase S; . Na kraju Glave II navedena su tvr-

» 11

djenja €1ji dokazi su izostavljeni jer su sli®ni dokazima teo-
rema u | 2], |

U Glavi III ispituju se bazisne klase raznih klasa
semigrupa. Dat je algoritam kojim odredjujemo bazisnu klasu bi~
lo koje klase (m,n)*-anti-inverznih semigrupa. Primeri bazis-

nih klasa za razne S; 7 semigrupe dati su u tadki 2. Materi-

7

jal za tacke 1. 1 2. uzet je iz [12]. U taC¢ki 3, razmatraju se

Qs; n(QSm n) semigrupe tj. semigrupe &ije sve prave podsemi-

L
grupe pripadaju klasi Sm H(Sm n). Teoremom 3.1. data je karak-~

% .
terizacija semigrupa klase QSm n(QS ). Problem egzistenciije

m,n

bazisne klase semigrupa &ije sve prave podsemigrupe zadovolija-

vaju uslov oblika (V x) (E y)e(x,¥Y) re3en je u ta®ki 4., Na kra-
ju 4. dato je nekoliko primera. Materijal iz ta®aka 3. i 4. ov-
de je prvi put izloZen.

U Glavi IV opisane su podalgebre polumreZa. Potreban
i dovoljan uslov da neka algébra bude podalgebra polumreie dat

Je u tacki 1. Lema 1.3. je klju€na lema u dokazu teoreme 1.1l.
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Dokaz ove leme izvodi se koristedi pojam transformacije | ].
U tacki 2, navedeni su neki specijalni sludajevi keji su nepos-
redna posledica teoreme 1.1. Materijal za ovu glavu uzet je
iz [18].
Literatura koja je kori3dena u ovom radu navedena

Je na kraju i &ine je 44 bibliografske jedinice.

Dr Stojan Bogdanovi¢ svojim idejama i savetima pomo-
gao mi je pri izradi ovog radé zbog Cega mu dugujem trajnu zah-~
valnost,

Akademik profesor fﬂuﬁﬂd HYynoHa velikodu3no je pris-~
tac na saradnju sa autorom ovog rada. Zahvaljujem se profesoru
Cuponi 3to je prihvatio moju saradnju i omogudio mi da rezulta-~

te zajednikog rada izloZim u Glavi 1V,

Profesor Svetozar Milié prihvatio se da bﬁde mentor
pri izradi ove disertacije. Imam prijatnu du®nost da se zahva-
lim profesoru Milicu za nesebi®nu paZnju koju posvecdije mom

radu.



GLAVA I

ELEMENTARNI POJMOVI I KARAKTERIZACIJE
SEMIGRUPA IZ NEKIH KLASA SEMIGRUPA



1.1, Binarna operacija na skupu S 3je svako pres-

likavanje skupa SxS5 u S, gde je SxS skup svih uredjenih
parova elemenata iz S. Sliku elemenata (a,b) iz SxS u sku-
pu S oznadavademo sa ab,

1.2, Grupold je uredjena dvojka (S,+) nepraznog

skupa S5 1 binarne operacije "+" definisane na S. Pi%emo S

umesto (S;e).

1.3, Binarna operacija "+" na grupoidu S e

asocijativna ako je ispunijeno

(¥ a,b,c &€ S)(albc) = (ab)ec).

1.4, Semigrupa je grupoid (S,:) pri Z%emu je ope-

racija "." asociajtivna. Dalje demc krade pisati "S je semigru-

pa". Podgrupold semigrupe s ije desemigrqpa.

1.5, Ako postoji element e u semigrupi S takav
da je

(M x & S)xe =ex = x,

onda e zovemo jedinica semigrupe S i ka%emo da je S semi-

grupa sa jedinicom. Ako semigrupa S nema jedinicu onda mo%¥emo

dodati element 1 skupu S. Defini3imo

(¥ s& S)1s = si

i
e
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1

1. s|) 1)

semigrupu definisanu na slededi na&in

postaje semlgrupa sa jedinicom. Oznacava-
1
demo S

f

S ako je 8§

; semigrupa sa jedinicom
S+ =

5 J {1} ako S nema jedinicu.

1.6, Ako semigrupa S, sa najmanje dva elementa,

sadrZi element O takav da je

(¥ x € 5)x0 =r0x = O,

onda element O nazivamo nula semigrupe

S. Analogno prethod-
nom definisenmo

F

5 S ako 'S ima nula
S =

| s|J {0} ake S nema nulu,

1.7. Semigrupa S 3je komutativna ako

("VL X,y & S)XYy = yx

1.8, Gruva je semigrupa S sa osobinom

(¥xE S) (xS = SA Sx

il

S).

Podgrupa semigrupe S Ije podsemigrupa od § koja je grupa.

1.9. Element x semigrupe S je idempotent ako

je x?2 = x,

1.10. Semigrupa § je generisana svojim podskupom

A ako je svaki element iz S Jednak proizvodu nekih elemenata

1z A. Semigrupa generisana Jedno-elementnim podskupom naziva

Se monogena semigrupa.

Monogenu semigrupu generisanu skupom

{a} oznadavademo sa

<a>., Ako je u semigrupi <as> ; g” Y

= q

onda m nazivamo indeks a r period semigrupe

<a>, Neka ijs



m 1indeks i r period semigrupe «<a> tada je

+r-1
<a> = {a,az,-.-;am * }

i }<a>| = m+r-1. KaZemo da je element a kona¢nog reda.

Pod skup K = fa®, o™t LA™l s e je podgrupa od <a».

Monogena semigrupa koja je grupa naziva se cikli¥ka grupa pa

ja K_ cikli¥ka grupa reda r. Lako se pokazuje (Howie [22])

da je K = <a™9, gde jJe gE& N takav da

0 £ 9 ¢« r-1 1 m+g = 1(modr).
Ako lzaberemo 2 takvo da je
D £« 2z ¢ r~1 i m+z = 0 (modr)
onda imamo da je a™*Z idempotent odnosno jedinica grupe K .

a

1.11. Semigrupa S ja periodid¢ka ako su svi njent

elementi kona&nog reda.

1.12. Element a semigrupe S Jje regularan ako je

a = axa

za neko x C S, Semigrupa S je regularna ako je svaki element
iz S regularan. |

Pojam regqularnosti Prvi je uveo J. von Neumann (On
regular rings, Proc.Nat.Acad. UsaA, 22(1936), 707~713) za elemen-
te prstena. U teoriji semigrupa regularne semigrupa, pod nazivom
demi-groups inversif, su prvi put razmatrane od strane
G. Thierrin-a (Sur une condition nécessaire et suffisante pour
qu“un semigroupe soit un groupe, C.R.Acad.Sci., Paris, 232

{1951), 376-~378,



1.13. Semigrupa s je kompletno reqularna ako

(VaES)(ExES)(a= axa A ax = xa)

1.14, oOzna&imo sa E skup idempotenata semigrupe

S. Regqularna semiqrupa § ja ortodoksna ako je

E podsemigru-
pa od S, Ortogrupa je kompletno reqularna ortodoksna semigrupa.

1.15. Neka je a element semigrupe S. Element x

iz S e inverzag za a ako je

a4 = axa i X = xax.

Inverzna semigrupa je regularna semigrupa u kojoj svaki element

ima jedinstven inverzni element,

Pojam inverzne semigrupe prvi put se javlja u rado-

vima B,B. Baruepa (0G6obwerse rpynne, LAH, CCCP, 84(1952),

1119-1122) { G, Thierrin-a (Sur les éléments inversif et les

elements unitaires d* un demi-groupe inversif, C.R.Acad.Sci.,

Paris, 234(1952), 33-34),.

1.16. Semigrupa s je intra-reqularna ako

(Mx & S)(a,b, & 8) (x = ax?b).

Semigrupa S de levo regularna ako

(VaE s) (xS s)(a = xa?),

Semigrupa S je desno regularna ako

(Vac s) (IxE 8)(a = a2y),

Ove pojmove uveo je R. Croisot (Demi-groupes inversif et demi -

—groupes réunion de demi-groupes simples, Ann.Sci. Ecole Nor.

Sup.(3), 70(1953), 361-379).



1.17. sSemigrupa S je anti-inverzna ako

M x ES)(JyEsS)ixyx = YA yxy = x).

Pojam anti-inverzne semigrupe uveli su §. Milig,
S. Bogdanovié 1 V, Pavlovié u radu: Anti-inverse semigroups,

Publ.Inst.Math, Belgrade, 24(38) 1978, Izmedju ostalog dokazana je

slededa teorema

Teoremaq, Neka je S semigrupa. Tada

SC A « (W¥xEs)(Hy&E s)(x2 = Y2A vx = x3y A x5 = x),

gde je sa A oznadena klasa anti-inverznih semigrupa.

1.18. Semigrupa S ie (m,n)~anti-inverzna ako

H

¥xE)(TyeES) (" = y" = (xy)"A x* = x).

(m,n)-anti-inverzne semigrupe uveli su S. Mili¢ &
S. Bogdanovid ﬁ radu: On a class of anti-inverse semigroups,
Publ.Inst.Math., Beograd, 25(39), 1979, 95-100. (m,n)-anti-in-
verzne semigrupe oznafavamo sa S . U istom radu dat je al-

m,n

goritam kojim se utvrdjuje da 1i semigrupe iz klase Sm _+ gde
Ssu m 1 n proizvoljni brojevi, pripadéju klasi A-anti-in-

verznih semigrupa.

1.19. Semiqgrupa S 3je (m,n)*-anti~inverszna ako

(MxESHAyESH(x" = y" A yx = x" g A xP = x).

(m,n)*~anti-inverzne semigrupe uvedene su u radu [6]. U ovom

radu, izmedju ostalog, razmatramo i (m,n)*-anti-inverzne semi-

grupe.



1.20. Semigrupa u kojoj su svi elementi idempotent~

ni naziva se bend. Komutativni bend je polumreZa. Semigrupa S

Je Y polumre¥a Semigrupa Sa ako postoji Preslikavanije ¢

semigrupe S na polumre?u Y takvo da je

¢(ab) = ¢(a)¢(b) 1 S = ¢~1(q) ,

1 ]
Za svako a,b& s 1 svako a & Y. Ozna¥imo sa E. skup svih

idempotenata semigrupe S u kome je definisana relacija
@ ¢ £ « @ = ef = feo,
Vazi slededa teorema

feorema. Neka je 3 reqgularna semigrupa. Tada su

slededi uslovi ekvivalentni

(%) Es je podsemigrupa od s,

(17) ¢a bilo koje a,bE s ¢ njihove inverzne elemente
a’,b” vaZ%i da je b-a“ inverzan element elementu ab,
(211 ) Za svako a,b,x,y& S, a = axa 1 b = byb implicira

ab = abyxab,

(Tv) Inverzan element svakog idempotenta je idempotent,

1.21. E.S. Ljapin je u [25] dao slededu definiciqju.

Definteija. Neka su M; N, P tri klase semigrupa,

pri Cemu ije MCNCp. Klasa M e bazisna.giggglza klasu N
U odnosu na P ako je ispunijeno
a) Svaka semigrupa iz N se mo¥e pretstaviti kao unija
Svojih podsemigrupa koje su iz klase M.
b) Svaka semigrupa i1z P koja se mofe pretstaviti kao unija
svojih podsemigrupa koje su iz klase M je iz klase N,

c) Nijedna podklasa M“ klase M ne zadovoljava uslov aj.



2.1, Podsemigrupa I semigrupe S e njen levi

(desni) ideal ako je ST C 1(1xsC 1).

Podsemigrupa I semigrupe S je dvostrani ideal ako je isto-

vremeno levi i desni ideal od S,
Ako je A neprazan podskup semigrupe §,tada presek
svih levih ideala od S, koji sadrle A, je levi ideal koji

sadrZ2i A. Za taj 1deal ka¥emo da je levi ideal generisan sku-

pom A. Sli€no imamo za desni, odnosno dvostrani ideal. Levi
(desni, dvostrani) ideal semigrupe S8 generisan skupom A

je oblika
AU sa (aly as, alJ salJ as | sas).

Ako je A jednoflan skup, tada lavi_glavn{_igeii, u oznaci

L{ah je oblika
L{a) = al] sa.

Analoqno, desni glavni ideal je oblika

R{a) = alJ as,

Dvostrani glavai ideal ije

J(a) = alj salj as|) sas.

Znatajnu karakterizaciju regularnih semigrupa pomo-
¢u ideala dao je K. Ifeki [ 23], r

Oznacimo sa U skup svih levih ideala semigrupe S



1 sa V skup svih desnih ideala semigrupe 8§,

Teorema. Neka je S semigrupa. Tada je S

regular-
na semigrupa ako i samo ako

(VRE NV LE (R L = RL),

gde smo sa R i I ozna&ili Proizvoljan desni ideal iz v,

odnosno proizvoljan levi ideal iz U.

| pokazn_ Neka je S regularna semigrupa. Tada za
proizvoljan RE V de RS R, pa je

(1) RL C RSC R.
Sli¢no, za proizvoldan L € ( je
(2) RL C SLC L.
Iz (1) £ (2) imamo

RLC R{) L.

Neka je sada a& R[] L, tada a&R 1 a = a(xa) za neko

X< S, jer je S regularna semigrupa. Kako xae L, to je
a & RL, Sledi da je

R[] LCRL

tj.
R{]L = RL,
Obratno, za proizvolijno a& S imamo
a € R(a) ] L(a) = R(a)L(a) = (a|] as) (al] sa) =

= a?|) asal] aS2a = a2|] asa,

Pa Je a = a? jii a & aSa. Dakle, § je regularna semigrupa.



Posledica. U regularnoj semigrupi § de

(VL EU(L = s1),
(W RE V) (R = Rs),
S22 = g,

U regularnoj semigrupi s je

L{a) = sa , R(a) = as , J{a) = Sas.
zalsta,

L(a) = SL(a) = s(a[] sa) = sal] ssa = sa.

Sli¢no se dokazuje da Je R(a) = as i J(a) = Sas.

Primedba, Jedno uopstenje teoreme XK. Ideki-a dao

je S. Bogdanovié u [ 3 ].

Dvostrani ideal 1I semigrupe S nazivademo

ideal semigrupe 3.

Podsemigrupa B semigrupe S Jjeste biideal

ako je

BSB C B,

Podsemigrupa A # ¢ semigrupe S Jjeste
kvaziideal ako je

as ] saC a.

Preslikavanije f gemigrupe S u semigrunu
T Je homomorfizam ako je (af) (bf) = (ab)f, za svako a,b& s,
Ako ja f preslikavanie "na", onda T nazivamo homomor fnom
slikom od S. Ako je f 1-1 i "na"™ onda ¢ nazivamo

izomorfizmom,
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2f2. Neka je S semigrupa. Raelacija R skupa §

je levo saglasna sa operacijom semigrupe S ako

(¥ s,t,a& 8)((5,£) E R => (as,at) < R),

i desng sqg;asna ako

(¥ s,t,a& S)((8,£) &€ R => (sa,ta) C R).

Relacija R skupa S je saglasna sa operacijom semigrupe §

ako
(V s,t,s7,t"& S)(((s,8°)C R A (t,t7) & R) => (st,s°t")ER).

Levo (desno) saglasna relacija ekvivalencije naziva se lava

(desna) kongruenc{ja: Saglasna relacija ekvivalencije zove se

kongruenciija,

Proposicija 2.2. Relacija o semigfupe S Je

kongruencija ako i samo ako je leva 1 desna kongruenciija,

Dokaz, (+) Ako ja , 1leva i desna kongruencija on-

da i1z (s,s7),(t,t") & , sledi (st,s"t) & o 1 (s7t,st )& )
zbog leve i desne saglasnosti, Iz tranzitivnosti , sledi da
Je (st,s"t )& » pa je o kongruencija.

(+). Neka je p kongruencija. Ako (s,t)& p 4
a& S onda  (a,a) & p zbog raflek-sivnosti pa je (as,at)& ¢

1 (sa,ta)& p tj. p je leva i desna kongruencija.

Neka je p kongruenciia semigrupe S, Skup
klasa ekvivalencije relacije ,, u oznaci S/p, nazivamo skup

kolicnik, Preslikavanje a + ap, gde je ap klasa ekvivalenci-

. S
Je elementa a, je prirodni homamogﬁizam od S na /p’ pri
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Cemu Je v S/D operacija definisana na slededi nadin

(ap) (bp) = (ab)p , za aﬂ,boes/p-
Neka je I ideal semigrupe 8. Relaciia o,
na S definisana na slededi nadin

ap b ~-a=>bV a,b&cI

je Rees-ova kongruenci ja [ 39]. XKoli&nik semigrupu S/D ozZna-

I
S/I' Klase ekvivalencije su ideal I 1 jednoZlani

avamo sa

skupovi {a}, u sludaju kada a & S\I.

2.3. J. A, Green je 1951, svojim radom "On the struc-

ture gf*qem{groupg“, Ann. of Math., 54, 163-172., dao studiju

fundamentalnu za razvoj teorije semigrupa. U ovom radu Grean
je definisao izvesne relaciije ekvivalencije na semigrupi koris-
teci pojam glavnog ideala semigrupae.

Relacije L, R, J, H, D definisane na semigrupi S

na slededi nadin

(1) alb <=> IL(a) = L{(b)
(2) aRb <«=> R(a) = R(b)
(3) aJb <=> J(a) = J(b)

(4) H=1R[)L

(5) ? = Rel - najmanja ekvivalencija koja sadr?i R i [,

su ralacije gkvivalencije i nazivaju se Green-ovim ekvivalen-

cijama.

Na osnovu 2.1. imamo da u regularnoj semigrupi S

vazi

(1) alb «<=> Sa = 8h
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(11) aRb <=> a8 = bS

(117) aJb <=> Sas = Sbs
Neka je S semigrupa. Tada je

alb <=> §la = glp,
aRkb <= agl = bsl,

aJb <=» 5last = glphsgl,

Slas! = slhS! .ako i samo ako postoje X, Yeu,v & S takvi
da je xay =b i ubv = a, Neposredno imamo da je LQJ 1
RC J pa sledi da je D C J. U komutativnim semigrupama imamo
L=R=H=7=a7p,

Proposzicija. Akc je § period;éka semigrupa

J.

i

onda je 7

Dokaz. Neka je a,b& S 1 alJb. Tada postoje

Xs¥Vaslls v ESI takvi da je
(%) xay = b 1 ubv = a,

PokaZimo da postoji c & S takvo da je alc i cRb.

Iz (*) imamo

a'= (ux)a{yv) = (ux)2a(yv)?2 = (ux)qa(yv)3d = ...,

B = (xu)b(vy) = (xu)?b(vy)? = (xu)3b(vy)? = ...

Kako je S périodiéka semigrupa na osnovu 1.10
moZemo nadéi m takvo da je (ux)” idempotent,

Ako stavimo ¢ = xa imamo

(ux) " (ux)Pa(yv)™ = (ux)Pa = (ux)""luc,

a = (ux)a(yv)?



pa je alc. Takodje, cy = xay = b 1 moZemo naff n takvo

da je (vy)n idempotent. Imamo

C = Xa = x(ux)n+ja(yu)"+1 = (xu)n+1xay{uy)"u =
= (qun*Ib(vy)znu = (xu)n+1b(uy}”+1(vy)””ly =
= b(uy)n"Iu

pa je CRb,

Za svako a & S definisimo preslikavanije

p_* Sl S! na slededi na®in

xp = xa , x & st

Preslikavanie e nazivamo desna translacija. Analogno defini-~

Semo preslikavanie Ao slw s! kao

xla= ax, xesl

i nazivamo ga leva translacija.

Svaka D klasa neke semigrupe je unija [ 1
R klasa., Presek Ll-klase i R-klase je ili prazan skup 1ili je
H-klasa. Po definiciji imamo

apb <=> R _[| L, # @ <=> L ) R, # 0.

Prema tome, pogodno je svaku v-klasu.posmatrati kao kwvadrat po-
deljen na vrste i1 kolone tako da svaka vrsta pretstavlja
R-klasu, svaka kolona L-klasu i svaki prese¢ni kvadrat H-klasu.
Ako je D proizvoljna D-klasa semigrupe S i a,b & D su
takvi da je agb, onda po definiciji postoje 5,5’65181 tak%i

da je

18
o
e

as hs” = a.



Desna translaciija p_ S S presiikava a u bL. P presli-

kava L_ u L, jer ako x(E_La onda xslas po definiciiji

relacije L (L je dasna kongruenciija) pa je Rxpséz Las 2 Lb‘

g1 preslikava L u L . p p, presli-

Lako se pokazuije da o b a s s

kava La u La ra imamo za bilo koje x

i
-
£
m
28
f

Xp 0_, = uass” = ubs” = ua = x.

Sledi da ije b.o., identilno preslikavanje na L . S1i&no po-

s’ &

kazujemo da je 0P identidno preslikavanje na Lb pa vidi-

mo da su gs,L 1 pSHIL uzajamno inverzne bijekcide La

na L, ip L, na L . Ako :{ELa onda element y = xp iz

L, ima svojstvo da je y = xs 1 ys8° = x, Prema tome YRX

pa preslikavanie Pg ofuvava R-klase. o preslikava svaku
H-klasu u -La 1-1 nalodgovarajudu (tj. R-ekvivalentnu)

fi-klasu u L . SliZno va%i i za o _, . Na taj na&in dokazali

s.l

smo sledede?®

Lema 2,3.(Green-ova lema). Neka su a,b R-ekviva-

lentni elementi semigrupe S 1 neka su s,8°€C S% takvi da
je as = b, bs” = a, Tada su. alea. °sflLb uzajamno inver-
zne bijekciie La na Lb odnosno Lb na La koje oCuvavaiju

R-klase.

Lema 2,4.(Green-ova lema). Neka su a,b L-ekviva-

lentni elementi semigrupe S i neka su t,t"& s?! takvi da je
ta =b 1 t°b = a. Tada su leve translacije AtIR i A R

uzajamno inverzna preslikavanja (bijekeije) R na Rb odnos-
a

no Rb na Ra i ofuvavaju L-klase.



Kombinacijom ovih lema dobijamo:

Lema 2 5. Ako su a,b DP-ekvivalentni elementi u

semigrupi S, onda |H | = |H, |

Dokaz. Ako je c¢ takav da je aRc, clb i

s,t,8”,t°& 5! takvi da je@ as =¢, cs™= a, tc =.b, £tb = ¢

’

onda na osnovu Green-ovih lema QSIH& je bijekciia na Hc i

AtIHc je bijekcija na H . Prema tome ogkt : Y —=txs je bijek-

b

cija Ha na H, {sa inverznim preslikavanjem A0, 3 Y t'vs )

pa sledi IHa! = le!'

Kao specijalan slucaj dobiljamo

Lema 5.6. Ako x,y& S i XYEHx onda pyle je

X

bijekciija Hx na H . Ako xyGHg onda je Ax]Hy hijekciia

H na H .,
Y y

Sada imamo

Teorema 2.7.{Green—ova teorema). Ako je H H~klasa

semigrupe S onda je ili H? r]H = @ 111 HZ2 =H 1 H Ie
podgrupa od S,

Dokaz, Neka Jje H? ﬂ H # @ ﬁako da postoje

a,b& H takvi da je ab< H. Prema prethodnoj lemi o, i A

su bijekcije H na H. Sledi da hb& H 1 ah& H za svako

h & H., Prema prethodnoj lemi sledi da su Py i lh bijekcije

H na H pa je Hh = hH H =za svako h&H tj. H?2 = H

pa jJe H grupa.

Poalaedica. Ako je e idempotent semigrupe S, onda

je H  podgrupa od 8, Svaka H-klasa nema vi3e od jednog
e

idempotenta,
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Propozicija 2,8. Ako je a regularan element se-

migrupe S onda je svaki element klase Da regularan,

Dokaz. Ako 1:>€D‘al onda alc, cRb za neko c & S
pa postoije u,v,z,tesi takvi da je

r

ua = ¢ , ve = a , cz =h , bt = ¢ .,

Ako je x takvo da je axa = a, onda je

b(txv)b = ecxvez = gaxaz = uaz = ¢z = b,

Pa je b regularan element;

?rorﬂziciia'z.s. U regularnoj D-klasi svaka L-klasa

1 svaka R-klasa sadrZe bar jedan idempotent,.

Dokaz. Ako je a element regularne D-klase D

semigrupi S, 1 ako x & S tako da je

u

axa = a, onda je xa

idempotent i alxa. Sli¢no, ax Je idempotent yu aRax,

Proposicija 2.10. Svaki idempotent e

U semigrupi
S Jje leva jedinica za Re

1 desna jedinica za Le.

Dokaz.

Ako aeRe onda a = ex za neko X €& s

Il

Pa Jje ea = e(ex) = ezx = ax a. Sli¢no. be = b

bELe.

za svako



3.1. Neka je A proizvoljan skup, tada sa A"
oznaavamo skup svih uredjenih n-torki (al,az,...,an), gde ije

a. & A. Svako preslikavanje w skupa A" u A nazivamo

n-arna operacija (ili operacija du¥ine n) u A. Ako se n-torka

@,a,,...,2 )& A" sa ¢ preslikau bC a, piZemo

b = m(alrazrt.-llan)! Odnosno b = malaZ"'an »

Svaki fiksan element iz A nazivamo nularna operacija.u A.

Svaku n-arnu operaciju w nazivamo: unarna, binarna, ternarna

ako je n: 1,2,3 respektivno. Svaka unarna operacija u A je

transformacija na A, tj. preslikavanije A u A. Neka je n

neki skup operacija u skupu A. Par (A,Q) nazivamo algebra.

Skup A nazivamo nosa® algebre a za g ka¥emo da je tip alge-~

bre. Skup n-arnih operacija koje pripadaju @ oznaXavamo sa
R(n}). Neka je A dati skup { neka svakom operatoru & Q(n)
odgovara n-arna operaciia w, na A, tada na skupu A imamo
algebru (A,QA) tipa q.

Neka su (A,QA) i (B,QB) algebre istog tipa 1n,.
Za preslikavanje ¢ : A= B kafemo da je homomorfizam algebre

(A,QA) u algebru (B,QB) ako vazi

MoueE 2(n) . Q) (W al,...ane AM(mAal...an)amqu(al)...¢(an) .

Podskup B skupa A nazivamo podalgebra od (A,Q)

ako vaZi
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nne B ,
(Mo E 2(n),by,..0b € B)wby...b & B.

Neka je | klasa algebri tipa o, (A,9)c T 1 =

generatornl skup za (A,Q). Za (A,Q) kaZemo da je slobodno

generisang sa B u klasi T} ako vaZi sledeéi uslov:

(el Zza svaku algebru (A/2)é& | 1 svako preslikavanije

A ¢+ B~ A" postoji homomorfizam ¢ : Ars A" koji je pro3ire-
nje preslikavanija ).

3.2. Neka je A = (A,Q) algebra, S semigrupa i

w w preslikavanje 2 u S takvo da je AC. S i

Al,e0058 ) = paj...a
w le ’ n) 1 =

za svaki n-arni operator we& 2 4 al,...,anéE A. A= (A,Q)

nazivamo podalgebra semigruge S.

Teorema (Cohn-Ps6aus) Svaka algebra jeste podalgeb-

ra neke semigrupe.

Dokaz. (G. Cupona) Neka je n° = ﬂ\no i svakom

elementu wé& 2° pridru¥imo simbol » na slededi nacin
wdt=e =1, (seEaifla=g,

Formirajmo semigrupu F koja je slobodno generisana
sa B = A[J‘D, gde je D = {Elmé{_d\no}. Pored toga F se sas-
toji od svih kona®nih nizova g4 = blbz---bk gde je b & B.

X

Za u& F kaZemo da je reducibilan element u F ako ima oblik:

(1) i = bl...bj—jma ”*anbji-ni-.l”'bk'
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gde w& a(n) 1 a ,...,aHEE‘A. U protivnom, za ¢ kaZemo da

je reduciran element iz F. Oznafimo sa S skup svih reduci-

ranih elemenata iz F. Jasno'jelda

aA{Jp(CF.
Definisimo preslikavanje ¢ : Fr» F na slededi naZin
ue S = (u) = u.

Ako u & F\S tada u pretstavlijamo u obliku (1) pri &emu za

i=1 u ima oblik

(l ) i = wa ..-anbn+21-.bk,
ili je v = bI"'bi 4 reduciran, Tada je
¢(u) = bl...bi"fabi'f‘n'ﬂ'l.“bk'

gde je a m(aj,...,an) u (A,R). Iz definicije 4 Jasno je
da ¢{u) = ue=>-u€& S 41 da ako u & F\S, onda 4{u) ¥ u 4
¢ (L) ima manju duZinu od « (duZina od u 3Je k, ako je
u = bl:rrbkr ade bl,...,bkEE B). Pored toga, za svako TR

postojl p & N, takav da P ()€ $ 1 tada imamo

F u S. PokaZimo da je

(2) M u,vE Fyyluv) = $($luyv) = ¢(y(u)v).

Imajuci u vidu da je (2) ofigledno talne za uE& S,
pretpostavidemo da je y reducibilan. Tada, po dafiniciji $
sledi da je (¢(u)v) = ¢2(uv). Pretpostavimo da je

g(uvy = aPruvy, yluw) = o9 (u),
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Tada imamo

pluv) = (¥ (uv)) = ¢P*‘}uv) = P (e (uv)) = ¢P (s () V),
tj. ¢{uv) = ¢(s(ulv). Sledi da je
pluv) = yletu)v) = p{p2{uIv) = .ov = pT(WIV) = ylp(u)v),

&ime zavrSavamo dokaz za (2).

Pokazacdemo da je
(3) (Mu,v € F)dluv) = vlud({y).

U ovom sludaju, takodje, pretpostavimo da v < F\S,
buduc€i da za vE& S8 tvrdjenje sledi neposredno. Dokaz dajemo
indukcijom u odnosu na duZinu od v,

Ako dJe v = Eal...an, gde je a = m(al,...,an) u

(A,2), onda g{v) = ¢(u) = a pa imamo
p(uv) = w(¢%u)v) = y{p{gv(u)v)) = pPp(wW)¢(v)) =
= p{ypl{u)a) = y(ua) = Yluyplv)).

Pretpostavimo da je v = v,v, gde je v, 1li v reducibilan

2

niz, Tada, ako se ima u vidu induktivna pretpostavka, dobijamo

pluv) = pluvyve) = ${pluvyivy) = plpluv;)pl{vy)) =

I

b (wlup (v eluy)) = plap(vyyelvy)) =
= y{uplplvylelvy)) = pluplvyvy)) ,

Eime zavr3avamo dokaz za (3).

Definiimo operaciju * u S sa:

u*y = pluv),
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Ako imamo u vidu (2) 1 (3) dobijamo

(vl *w = $(y(uviw) = yluvw) = plup(vw)) =
= u*(vtw),

tj. (S,*) je semigrupa. Ako & C D, a1,0000a €& A 4

w(al,...,an) = a u (A,Q) onda imamo

w¥a *...*a = blwag...a ) = a = m(al,...,an),

tj. dobijamo da je (S,*) polugrupa sa tra?enim osobinama.

W.H. Petane je u radu: 0 npescTasneHum yHuBEPCANHBX
anretp B MOMMYyTaTHBEHbLX NOAYrpynnax, Cud,Mar.#Myp., Tom VII,

N© 4, 1966, dokazao slededu teoremu

Teorema. (0. PaGaHe) Potreban i dovoljan uslov da

algebra (A,) bude podalgebra komutativne semigrupe Jjeste da

u {(A,0) vaZzi identitet:

¢(xip---;K.

l-Ithxi;nt-pX. )rx. g es e X ) =

i1+n~1] l1+n n+m=-1

)

n+m-1

=b}(xj g s pX ;$(Kj s osw g X | );x prvee pX

1 jk-l k Jk+m-1 Jk+m Y

gde su wé& Q(n), ¢& Q(m), 1 € 1em, 1<k sn, a
n = (j]thuoj

{1,2;--.,1'1'!'1!!'"1}.

n+m—1) preizvolina permutacija skupa

U Glavi IV ispitujemo podalgebre polumreZa.



GLAVA 11

(m,n)* - ANTI-INVERZINE SEMIGRUPE
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1. DEFINICIJA I NEKE OSOBINE {m,n)*-ANTI-
~-INVERZNIH SEMIGRUPA

U ovo] talki dajemo definiciju i neke karakterizaci-

je semigrupa iz klase S; ne

]
Klasa S nastala je kao jedno od mogquéih wops-~
m,n
tenja klase A, anti-inverznih semigrupa. U radu [ 1] dokazana
je slededa

Teorema 1.1, Neka je S semigrupa. Tada

SE A = Mx€ s)(Fy € 9) (x22y2A yx=x3IyA x5=x) .

Ako sa S* cznacimo klasu semigrupa koja zadovo-
m,n
ljava uslov
(1) (Fx) (T2 (x® = y" A yx = x"* Iy A x7 = yx)

ti.

SGS; e (W xES)(JyE S (x" = YA yx = x"* Iy A x7 = x)

onda neposredno sledi da je

A = Sz,s

Semigrupa

pripada svim klasama S; n 22 proizvolijne m,n.
B §
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] * \‘ L] —
Neka je SES i i x& 8. Tada za vy, ¢ija egzis

»
tencija sledi iz definicije klase S , kaZemo da je (m,n)*-

m,

%
~anti-inverzan za x. Za semigrupe iz klase S n kaZemo da

su [(m,n)*-anti-inverzne.

Lema 1.1. Neka je B xlasa svih bendova. Tada je

s* = B.
Dokaz. Uslov (1) za m =1 glasi
(V) (Fy)(x = YA yx = x3gA x" = x)
pa imamo
x? = x3 x" = x
ti.

Svaki bend je anti-inverzna eemigrupa pa imamo da je

st C A,

U daljim razmatranjima klase Sm , pretpostavijamo
_ ’

da Je n » 1.

»
Lema 1,2. Neka je S€E_Sm n® Tada

’

MxES)MkEM (At ENM (x* = x*An » t).

Dokaz, Sledil neposredno.

Lema 11\3‘

Dokaz. 2Za n = 2 uslov (1) glasi
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Sledi

pa Je
m,<2

%
Lema 1.4. Akoije n > 1 onda je Sn e B.

Dokaz. Neka je n =m > 1, tada uslov (1) glasi

il

ym/\}’x=xm+1y/\xm=x)

(W x) (F ) (X7

odakle imamo

X = yA YX=x%y A x" = x
s
x2 = x.
Na osnovu leme l1.2. sledi da se ispitivanje semigru-
pa iz klase S;’n za m > n > 1 svodl na ispitivanje semigru-
pa 1z Kklase S; n ade je n > m, .

U daljim razmatranjima pretpostavlijamo da je

n »TM.
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2. NEKE DEKOMPOZICIJE SEMIGRUPA 1Z KLASE S

m,n

Ovde dokazujemo osnovne teoreme kojima se karakteri-

3u semigrupe iz klase S; 0

% -
Lemag 2.1, Neka je x& S i S & Sm o Tada je x" h
idempotent u §.

Dokaz. Neposredno imamo

(xﬂ-1)2 - x?n-? - xnxn"2 - xﬂ“'z

Lema 2.2.

(m,n)*-~anti-inverzni elementi semigrupe
S imaju istu jedinicu.

Dokas. Neka je y (m,n)*-anti-inverzan za x. Ozna-

c¢imo sa e_ sopstvenu jedinicu elementa x. Tada, koristedi

lemu 2.1, imamo da je

e = x - (xn""-l)m - (xm )n"'.! = (Ym)n“: = yn-'l - c .

L

i

(yn-l)m

Oznalimo sa M; skup svih elemenata semiérupe S koii su

{m,n)*-anti-inverzni sa a& S. Dalje, neka je P neprazan

podskup od S. Oznalimo sa [P] podsemigrupu semigrupe S ge-

nerisanu skupom P.

Teorema 2.1

a& s 1 svaki B:§; M:

&
Neka je S& Sm’n. Tada je za svako

8> = [al B7]

gruva.



e

Dokaz, Dovoljno je da svaka od jednadéina cx = b

i yco =Db ima resenje po x, odnosno vy, u -GB:. zaista, e-

lementl ¢ 1 b su oblika

C = C,C,s..C

X
1 2 k r b = blbza--bs (ci;bje aU Ba)-

Koristedi lemu 2.2. neposredno imamo da je relenje jednadine

cx = b

= ¢ b b ...b .

n--
£ = ck J 1 2 8

cn-?
k-1
51i¢no za drugu jednadinu.

Posledica 2.1. WNeka je S semigrupa. Tada

»
S & S n =>» § = LJ GB;.
i aEc s

%
Teorema 2,2, Neka je §& Sm n" Tada
&
GB* & S
ot m'n

ako 1 samo ako

Vo€ W (¥bC [BN(Fe€ M (T & (87]) (a’c (m,n)%-anti-

~inverzan za a®b) (N = N|J (o}).

i ;
Dokaz, (+)GB;€E Sm n' Tada aQbGE.GB:, gde Je «a
proizvoljan element skupa N i b preoizvoljan element semi-

*
grupe [B:]. Na osnovu definicije klase S sledi da posto-

m,n

}4 yGGB; (m,n)*—anti-inverzno za a“’b. Iz yEGB: sledi
da Jje

Q. a
i b4

Y Y Yi -
y=alb la2p 2 .4 (Tj'“i.ez N, 3=1,...,k).

J
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IZ uslova (1) sledi

q
aPpd = gP(®*+1) 4 (§j=1,...,k)
1, 1
J 7
pa postoje B&E N 1 c & [B:] takvi da ie aac (m,n)*—anti-
-inverzno za a%p,
(«) Neka je x& GB;. Na osnovu predhodnog sledi da je x = a®

za neko ao& N 1 neko bé& [B:]. Kako za svako a%b postoji

*
(m,n)*-anti-inverzan element ch sledi da GB;GE Sm n®

%
Lema 2.3, Neka je Sesm n® Tada

4
M xEs) (x" = e ).

Dok Neka je SESWIP 1 neka J S | n)*-
Dokaz. Ne . a Je vy m,

~anti-inverzno za =x& S, Tada iz (1) 1 teoreme 2.1. imamoc

YXY—J - xm+1‘

Stepenovanjem ove jednakosti sa m dobijamo

Yxmy-l - x(m+1)m

odnosno

Lema 2.4. Neka je vy (m,n)*—antiﬂinverzno za X

»
u semigrupi Sé& Sm n Tada_je proizvoljan element grupe

[{x,y}] oblika
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s ¢t
XY

gde je s,t& N, n>s3 0, m>t 30 (x?d&f ex)-

Dokgs. Na osnovu (1) sledi da je

(2.1) ¥X = xym+1.

Iz (2.1) imamo

(2.2) ylx - yl-lxym+1 = yl-zxy2(m+1) . o xyl(m+1).

Iz (2.2) imamo

1{m+1)2

Lim+l)(mel) _ 2,

vix? = o ls = xyt (M) o %2y

Analogno dobijamo

k
ylxk - xkyl{m+1) -

Na osnovu leme 1.2, imamo da se Xk redukuje po n, a broj

l(m+1)k pe m 1 n,

Posledica 2.2, Grupa ({x,y}] Jje konaé&na.

pa————

Teorema 2,3, Neka je S semigrupa. Tada

% — - %
SE Sm,n < > (vxé S)(_: y & S)([{x,y}]g Sm,n)'

Dokaz. (+). Na osnovu teoreme 2.1. imamo da je

[{x,y}] grupa. Neka ije xsyt proizvoljan element ove grupe.

DokaZzimo da je tada

mi{m+1)

o B m( stesgs+t)
(x"y") = x A



Zaista,
(xsyt)m = xsyt .5 e ytxsytxsyr
pa je
i 4
(xsyt)m - xsyt .. ytx2syt(m+1) Yt
ti.
(xsytjm o xsyt xBSYt(m-H)‘?Syt(m-!LJJSYt
Nastavljajuéi dolazimo do
(m-1)s {m-2)s s
t
(xsy )m ~ xmsyt(m+1) Yt(m+1) ..‘yt(m+1)yyf-
Na osnovu leme 2.3, imamo
m(mel1)
(xsyt)m — xmsymt( 2 *1)
Kako je
x™ = ym
imamo
= oo b mfm(gﬁfist+s+t)
(x"y")" = x .

' * * :
Kako S& Sm ,v grupa [(x,y}]EE Sm o ako 1 samo ako jednacine
(xsyt)m = o
(2.3)

s_t s, t.m+1
aX "y = (x°y") &y

x?yt je proizvoljan element [{x,y}], imaju re3enja po a u
grupi [{x,y}].

Ako postoji takvo a, onda je
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za neke k,lGE‘N[J {0}. Sistem jednadina (2.3) postaje
(xsyt)m - (xkyl)m
(2.4)

k 1 5 ¢t s t)m+1xkyl

X'yx'y = (x7y ’

pa je re3enje (2.3) reZenje (2.4) 1 obratno.

Sistem (2.4) ekvivalentan je sa sistemom

m(’f-fi”ff-‘l-(st-klnnt-k-l)

X = @
(2.5)

m(m{§*1)5t+s+t—ls+kt)

X - 2

ReSenje po k 1 1 sistema (2.5) nalazimo koristedi lemu 2.3.

t,

za svako xé€& s,

AkO je m neparan broj, za k 1 1 mo¥femo uzeti

K =85 -1
odnosno

1l =t + ]
pa je

- xs-lyt+f

reSenje sistema (2.5), tj. sistema (2.4).

Neka je m paran broj. Razlikujemo tri slucdaja:



s~parno(ukljuédjudi g = 0)
t-parno(ukljudujuéi t = 0)
Tada je
m
g=1+=

5 2yt+1

reSenje sistema (2.4) 3to se neposraedno proverava,

b) m = 44 + 2
s-parnofukljudujudi s = 0)
t-parno{ukljucujudi t = 0).

U tom slucaju

s-—l#%— t+14%
o = XK Y
je reSenje sistema (2.4).
20
s=-neparno
t-neparno

za a moZemo uzeti

je reSenje sistema (2.4) u ostalim sluCajevima,.

Kake je

sledi da su a 1 x%y° (m,n)*-anti~inverzni.
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Na osnovu dokazanog sledi da je

[y &€ S;,n'

Obratno, neposredno sledi.

*
Posledica 2.3. Neka je S semigrupa, Tada s& Sm ”

ako i1 samo ako § je unija grupa iz S; b

Pogledica 2.4. Neka je G grupa. Tada
ST eeUrod as .

® o—
CES, = (¥xE 6 (Jyc G) ([{x,y}]E S;;n.

feorema 2,4. Oznadimo sa |G| red grupe G. Tada

(MRkE M (6] =k = g S*

k,k+1)'

Dokaz, Neka je G grupa reda k & N. Tada, na osnovy

POzZnate teoreme iz teorije grupa, sledi
(2.6) x¥ = ¢
28 svako x& G. Na osnovu (2.6) imamo da je

(2.7) xX+1 o o

1z (2.6) 4 (2.7) sledi da je

pa Je



Posledica 2,5, Naka jJe G konadna grupa. Tada pos-
Ll LBURLCR Se0.

o .
toji bar jedna klasa semigrupa S takva da je G E §

T,Nn m,n

Oznaéimo sa Im skup ostataka po moduly m, gde je

m prost broj. Neka je

Im[x] = {p(x) [p(x) =a * a,X oo anx”, aiGE Im, né N}

2a proizvoljne p(x),q(x)EC Im[x] je

s n - n m =3
P(x) & q(x) = (an + a X+ .., 4 a x ) & (bO + bfx + ... + bmx )
5 ) I
= (ao + bn) + (aI + bJJx + Lee + a x Za n > m,
Im{x] e grupa u odnosu na operaciju "e". Kako je mp(x) = 0
28 svako p(x)& I [x], sledi
&
Im [XJE Sm,m+1 )
Ovaj primer Pokazuje da ne vaZi obrat teoreme 4,
Propozictja 2.1. Neka je s semigrupa i
% _
S & Sm’mq*r(m,q,réf N).
Tada
2
x{F=1) R ™
gde e oznacava sopstvenu jedintcu elementa x.
w
Dokaz, WNeka je § semigrupa iz S i neka ije

m,nqg+r

Y (m,n)*-anti-invarzan Z2 X u 5, Prema teoremi 2.1. gledi da

2

Je  [{x,y}] grupa. Lema 2.3. daje (¥ x& 5)x® = e . Iz BT+ T

stepenovanijem sa m dobijamo

mr m

= X
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odakle sledi da je

+r % +ré+ 2- 4 {mgq+r)r- s 2
vl = xOTI+r _ gPrgtrtr -r- )V Bgtr)r-r 4r = 4TI
£y,
2
x(r_l) = .
> 4
Proposzieija 2.2. Neka jJe S semigrupa. Tada
g & S* + S& A,
m,mq+3
Dokaa. Na osnowvu propozicije 2.1, i leme 2.3,
2 2
x? = x(3-1)" ;
X
P Za m neparno imamo da je (4,m2} = 1 pa je
<
xbiem ) . X = e ti. S ije bend.
2° Za m = 4k(k& N), koristedi x? = e » imamo
xPa+3 x4kq+3 - x3 &
pa S& A,
3° Za m = 4k+2(k € N) imamo x" = x? = y? ¢4,

Yx = x3y ba prema teoremi 1,1. sledi da S A.

sledi da

Posledica 2.6, 2a m = 2(mod4}) 1 q neparno imamo
~Zvzeedrea .0,

S* - A

m,mq+3

Dokas. Na osnovu prepozicije 2.2. sledi da je

S* C A

m,mqg+3

Neka je S &€ A. Tada je x? = y2 pa imamo
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t4,
«? o v
gde Je m = 4k+2. Kako je x? = e sledi da je
xm = x4k+2 - x2
B,
m+ 1 3
X = X,
Nexa je q = 2t+]1. Tada je
<" = x(¢k+2}(2t+1)+3 . %
%1 usl sE z* a
pa va usiov (1) tj, m,mg+3 O4nOsSnoO
% .
S = A,
m,mg+3

IDEALI  (m,n) -ANTI-INVERZNIH SEMIGRUPA

| »
Dajemo neke karakterizaciije semigrupa iz klase S

m,n
pomodu ideala semigrupe,

LEM& 3- 1.‘

Neka je S semigrupa i I ijdeal od S
(levi, desni), tada

+

€5, - 1e8],

+*
fokas. Neka Je SE&S 4 I 1deal od 5. Ak

x& I, onda x"€ 1. Rako za X< I postoji YE S da je



- 3f -

>
]

T = y™, sledi y"& I pa, obzirom da je n > m,

Yn€ I, ti. y& I,

%
Lema 3.2. Neka je S semigrupa. Tada s & Sm n
e 4
* :
ako 1 samo ako svaki ideal IE Sm o 1 za svako x& S\I pos-

toji yé& S\I da vaZi uslov (1).
Dokaa., Sledi neposredno.

Lema 3.3. Neka je y (m,n)"-anti-inverzno za x

u semigrupi 8& S; . Tada

2 11

L{x) = L(y)
R(x) = R(y)
H{x) = H(y)

J{x) = J{(y).

%
Dokaz. Kako je s& Sm n levo regqularna semigrupa,

’

onda na osnovu poznate teoreme 1z [7] sledi

L(x) = L(x?%) xE's,
P& imamo

L{x) = L{x™).

Iz x" = y" sledi L{x) = L(y).
Sli¢no dokazujemo da je R(x) = R(y), H(x) = H(y),

J{x) = J(y).
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Lemg 3.4. Neka je § semigrupa. Tada
% *
SES, = WaE s, S,
4 L
SC S, = Wa€Es)(R,ES .

. |
Dokaz, Neka je SGSm n i La proizvoljna L-~kla-
’

sa. Kako je S levo regularna to je, na osnovu poznate teoreme
iz [ 7], L~ podsemigrupa semigrupe S. Za x& L postoji.

»
(m,n) -anti-inverzan y& S pa je, na osnovu leme 3,3.,

(3.1) L{x) = L(y).
Kako je 1
(3.2) L(x) = Li{a) ,

iz (3.1) 1 (3.2) sledi
L(y} = L(a)
£]. .
. y& L,
Obrat sledi neposredno.

Lema 3.5. Neka je S semigrupa. Tada

phoss SR usig S o Y

s€ES ~ (VYa& s) éS' ) .

m,n a m,n

Dokaz., H = L[] R pa na osnovu leme 3.4. tvrdjenije

naposredno sledi.

feorema 3.1. Neka je S semigqrupa. Tada S & Sm ’
#
ako i samo ako S jeste levo regularna i svaki njen levi ideal

W
je iz S

L
m,n
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w*
Dokaz. Neka je S & Sm 0 tada je S levo regqular-
4
na i svaki njen levi ideal je iz Sm _(lema 3.1,).
OCbratno, neka je S levo regularna semigrupa., Tada

proizvoljna [(-klasa L, semigrupe S Jje podsemigrupa od S

(lema 3.4.). Kako ja

*
Lag;iL(a)GE Sm‘n

za ::~t:€1:.ﬂI postoijil (m,n}g-anti—inverzan yé& Lia).

Teorema 3.2, Neka je S5 semigrupa 1 1 njen dvost-

rani ideal. Tada

S & S;’n — (MI)(1E S;m/\ s/IE S;m).

5»
DakazL Neka S€E Sm n* Tada na osnovu leme 3.1. i
¥

&
Cinjenice da je homomorfna slika semigrupe iz Sm 55 semigrupa

%
iz Sm n+ Sledi tvrdijenje.

Obratno, neka je proizvoljan ideal I semigrupe S

%
iz Dm n 1 neka %/IEE Sm‘n. Tada razlikujemo dva sludaja:

10 Ako x& 1, onda x ima (m,n)*-anti—inverzan ele-
ment y & I,

2° | Ako x & S\I, tada xme S\I. 2a x& S\I postoii
xf & %/I gde je f prirodni homomorfizam. Za xf
pbstoji {m,n)*ﬂantiﬂinverzan element yf iz S/I'
pa je

(@)  (xB)" = (vyE)7, (yE)(xf) = (x£)" (vE), (x£)" = (xf).

yéI pa iz (a) imamo
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(b) x"f = ¢F, (yx)f = (xX"*ly)f, x"f = xf.

Kako je £ izomorfizam na S\I, to iz (b) dobijamo

Na osnovu leme 3.3. neposredno se dokazuje

Lema 3.6. Neka je S semigrupa. Tada

L %
s&€S, - MaEs) I, & Sm’n).
Na osnove propozicije 2.3., Glava I, imamo
] .
s & Sm,n + J =D,

Ozna¢imo sa Da P~-klasu elementa a iz S, Na osnovu leme 3.6.

imamo

5 | #
(*) SE Sm’n s (v aGS) (D&E Sm’n)-
Lemg 3.7. Neka je S semigrupa sa dva ldempotenta.
Tada

» |
s & Sm a S Jje ortodoksna semigrupa.

Dokaz. Ako S& S;n onda je S unija disjunktnih

grupa. Kako S§ ima dva idempotentaizsledil da postoje grupe G
1 G, takve da je S = GlLJ G, ¢ Glfj G, = @. Neka su
e & G, 1 e,& G, Jjedinidni elementi grupe G, 1 G,. Ako

je ee, = x, x& G, onda
e,(e,e,) = 6,8, = X = (alez)e2 = xe,

er = x.

x(QIEZ) = XX = x2 = (xel)ez - XEZ = X

pa je x = e;., Analogno za e e, =y, Y& G,.
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Lema 3.8, ([34]) Ako je S polumrefa regularnih

semigrupa Sa takvih da je ES podsemigrupa od Sa, onda je
a

ES podsemiqrupa od S.

Dokaz, Ako aé& s, 1 x& S, Je inverzan za a,

onda a = axa implicira o ¢ B i1 x = xax implicira 8 < «

pa je a = 8. Prema tome, ako e& E. 1 x Jje inverzan za e,
Qa
onda x& S, P& na osnovu teoreme 1.20, Glava I, sledi da ije

X 1idempotent. Ista teorema implicira'da je onda ES pod semi-

grupa od 8§,

Lema 3.9. Neka je S semigrupa sa tri idempotenta.

Tada

s S; , * S je ortodoksna semigrupa.

Dokaz. BAko Je D =85S xS onda je P =1L 1134 D =R

pa je svaki idempotent desna, odnosno leva, jedinica.semigrupe
S. Ako je D = H onda na osnovu lame 3.8. sledi tvrjdenie.
Neka su e,, e,, e; idempotenti semigrupe S 1 neka je, na
primer, De = D 3 De . Na osnovu leme 3.7. D je ortodoksna

1 €2 3 !
semigrupa pa iz ove &injenice 1 leme 3.8. sledi tvrdjenije.

%
Teorgma 3.3. Neka je S semiqrupa iz S . Tada

m,n

S Jje ortogrupa «+ (Y a& S)D_ je ortogrupa.

* ]
Dokaa. {+) Neka je S ortogrupa. SGE.Sm n, Pa Jje

svaka podsemigrupa od S ortodoksna. Prema {*) sledi da je

D~ ortogrupa za svako aé& S.

(+) Sledi na osnovu laeme 3.8, i teoreme 4.6.

str. 170 u | 7].
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L
ZAzavako m,n& N klasa Sm . nije klasa ortodoks~

nih semigrupa. Na primer, semigrupa data tablicom

1 2 3 4 5 6 7 8

11 21 2 5 6 6 5
2 [ 2 1 2 1 6 5 5 6

3{3 4 3 4 8 7 7 8

4 4 3 4 3 7 8 8 7

511 2 2 1 5 6 5 6

6 2 1 1 2 6 5 6 5

714 3 3 4 7 8 7 8

8 3 4 4 3 8 7 8 7

je iz klase S* tj. anti-inverzna ali nije ortodoksna.

2,5

»
Teorema 3.4. Neka je S semigrupa iz Sm . Tada

r

su slededi uslovi ekvivalentni

»
(2} S je unija disjunktnih grupa iz Sm generisanih

2 NI

w
sa dva (m,n) —-anti-inverzna elementa.

(11) Svaka H-klasa je grupa generisana sa dva (m,n)*-anti-

inverzna elementa.

Dokaa. (t) - (it¢). Prema lemi 3.5. { &injenici da

je S kompletno regularna semigrupa sledi da je svaka H-klasa
grupa iz S;’n. S Je unija grupa pa sledi da svaka grupa ove
unije pripada jednoj i1 samo jednoj H-klasi. Ove grupe su di s~
junktne, pa sledi da je svaka grupa jednaka svojoj H~-klasd.

(tt) + (). Sledi neposredno,
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Teorema 3.5. Neka je B skup svih bi-ideala semi-

grupe S. Tada

sES. «~ (YBEBBES .

%
Dokaz, (+) Neka je s & Sm , 1 neka je B proiz-

| voljan bi-ideal od S. Tada
sBs C B.

Ako x€& B onda postojli y takvo da je x" = ¢"& B. 2za
n=m+1 imamo

m+ 1 2m+ 1

¥Yyly = ¥
pa sledi |
4
vE B t3. B& S |

m,n

Za n > m + 1 imamo

n-m-41_m

y y'y = ¥
pa
< S’
vy& B Ot]. B —

(+) Sledi 1z &injenice da je SSSQ S

Posledica. Neka je B skup svih bi~ideala semigru-

pe S. Tad&

SC A~ (WBE B)BE A.

Teorema 3.6. Neka je ¢ skup svih kvazi-ideala

sl S p——

semigrupe S. Tada

s€ §'  — o€ nac S, -

m,n
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i %
Dokaz. (+) Neka je SEE'Sm = 1 Q proizvoljan

kvazi-ideal od 8. Tada

os[) so C q.

Ako x& 0 onda

xfﬂ' - Yﬂ'e Qt
Y i yn = ymyn-—m — yn-mym
pa
y& y’s (] sy”
£,

y& Q odnosno Q& S; .

» 11

(«) Sledi 1z ss|) ssC s.

Pogledica. Neka je @ skup svih kvazi-ideala semi-

grupe S, Tada

SEA— o€ VeES .

Navodimo neke karakterizacije semigrupa iz klase
* "
S bez dokaza. Dokazi su analogni dokazima sli&nih tvrdje-

m,n

nja u [2], ([7]

Teorema 3.7. Neka je S semiqrupa. Tada su slede-

¢1i uslovi ekvivalentni:

*
(1) s€ Sp, .

(11) Svaka L-klasa semigrupe S je levo prosta podsemi-
 J
grupa iz klase 'Sm n
(i11) 8 Je unija disjunktnih levo prostih pod semigrupa

iz klase S* .

m,n
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Teorema 3.8. Neka je S semigrupa. Tada

S & Sm g S Jje levo regularna 1 svaki levi ideal

je 1z S* 8

m,n

Teorema 3.9. Neka je S invezna semigrupa. Tada

» e
S & S <+ S Jje polumreZa (disjunktnih) podgrupa iz S %

m,n m,n

Teorema 3.10. Neka je S semigrupa. Tada su slede-

éi uslovi ekvivaientni

&
(1) S & Sm'n

(£1) § Je regularna, levo regularna i svaki desni ideal
; *
od S Jje u klasi S
. n,n
(217) S Je regularna, desno regularna i svak{ levi ideal

%
od S dJe u S .
m,n

%
Aka SGETSM n onda je S intr-regularna semigrupa pa je J
kongruencija semigrupe _S. Na osnovu leme 3. [tf] sledi da su

J-klase ekvivalencije proste podsemigrupe.

Teorema 3.11. Neka je S semigrupa. Tada
“-—-—:—-““”*- :
s & Sm g S Je intra-regularna semigrupa i svaki

&
ideal od s djea iz S

m,n

Teorema 3.12. Neka je S semigrupa. Tada su slede-

¢1 uslovi ekvivalentni

(i) sc&§*

m,n

(11 ) Svaka J-klasa Ja semigrupe S Jje iz S; i

(271) S Jje unija (disjunktnih) prostih podsemigrupa iz S;

’

]
(1v) S Je untja kompletno prostih podsemigrupa iz Sm

» 11



- 45 -

Teorema 3.13. Neka je s

semigrupa. Tada

S & S; n ¥ S Je polumreZa kompletno prostih pod-

semigrupa iz S*
migrup .

L 3



GLAVA ITI

BAZISNE KLASE NEKIH KLASA SEMIGRUPA



1. ALGORITAM ZA ODREDJIVANJE BAZISNE KLASE
(m,n)*-ANTI-INVERZNIH SEMIGRUPA

Neposredna posledica teoreme 2.3. dokazane u Glavi II

a »
jeste postojanje bazisne klase za klasu S

u odnosu na kla-
m,n

su svih semigrupa.

&
S « Prema
m, n

lemi 2.4, 1 teoremi 2.3. u Glavi II sledi da je svaka semigru-

Neka je P klasa svih semigrupa i N

pa S €& S::,n unija konadnih grupa generisanih sa dva elementa
koji su (m,n)*-anti-inverzni. |

Ako za klasu M uzmemo sve grupe generlsane sa dva
(m,n)*-anti~inverzna elemanta, koje se ne mogu predstaviti kao

%
unija svojih pravih podgrupa iz S » onda je M bazisna kla-

m,n
»
sa za Sm ., U odnosu na klasu svih semigrupa.
’ *
Neka je S semigrupa iz Sm 0 Ako je x& s i
«? = xn—l = @

xl

onda x generiSe ciklidnku grupu reda m u kojoj je svaki

element (m,n)*éanti-inverzan sam sebi. Ako je
x" ¥ as,
X
onda postoji najmanje jedan element y¢& S takav da je
x" = Y, yx = xm+1Y*

Y#xk
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za svako k& N Jer iz

xkx = m+1xk
sledl
x" = e .
X
Grupa [{x,y}] je konadna i pripada S* . Neka su
a,8 & {{x,¥}] (m,n)*-anti-inverzni elementd{.
t
u=xsy (s,tENU{O},O-G s <n, 0 g t < m)
i
k 1 |
B=xy (k&< NlJ(0),0¢k <n, 0¢1l < m).

Neka je Z skup celih brojeva. Sa |[a| oznaXavade-

mo apsolutnu vrednost elementa aé& 2z,

[ta,8}]=[i{x,v}] (T A,B,c,DE 2), (x5y5) (x¥y?) Bax A (xFy ") € (x¥y?) Pay

Neka je q& 2 1 q < 0. Tada

x9 = x(n-2)lal _ x®, e¢& N.
xye — xm+1yxc-1 — xm+1xﬁ+fyxe-2 B oron m xe{m+1)y
ol [N
YxE - xﬂyxme o xEYYmE‘.
pa imamo

xy? = xTyx®9 = xTyy™d
Neka je p& 2 1 p < 0. Tada
y? = yfo=2liel o e ey,

y2x€ = yyx® = yx®yy"® = xSyyy"SyPC = xEy2y2me
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Analogno dobijamo

pa je

x? = y(a-2)]a] = xH
sledi
(xSptyd _ (xSyEy M %A o WM
i
(xTy) A _ (xSyty ¥ vt - o
(x7y) ¥

¢ .
X7yt x5y xSyt

2 2
s xsyt...xsxsytymStyt = 3 Y _ ytx s tymst

8. 28 t m2s¢t 2t mst g 3s_ 3¢t 2mst+mst
= X Y *t2.X X Yy Y Y Y _“x Y teeX Y

qtbii-il

o xﬁsyutymst(1+2...+rM~1)J

— ]

= stythmstYstt".Ymat(ﬂ-fj

-]
- xAsyAtymstY2mst._.ymSt(A )

A(A-I) A(A-1)
™ - st . m st
S ASYAt 2l ” xASYAtx P .
1k1idke grupe
H= {a,x,x ,...,xn-z}

K= {e,y,y reee, ¥y



su podgrupe grupe [{x,y}]. Presek

P=H[]K= {x7,x°7,...,xF7 = e}={yl.y2A,---,yrk=e},r,A€£N U (o3,

odredjuje broj elemenata grupe [{x,v}].
(x°y5) A xFy 1) 2 = x

ako 1 samo ako je

| A(A-1) B(B~])
. ¥ I} i g2 o m k1l

Jednakost (*) je ekvivalaentna sa

| @ A(A-1) B{B~-1) )
j i e M( st+4 k1
(*%) xAsyAthkyBIY 2 2 ——

Jednakost (**) ekvivalentna je sa

A(A-1) .  B(B-1)

m - k1
As_ Bk At mABkt Bl Z 2
X X Yy vy Y Y

|
»

tj.

A(A-1) B(B=~1)
At+B1l+ kKt+
(*x%) xAS+Bk, i+ABmkt+m— 2

i
"

Iz (***) dobijamo ekvivalentnu jednakost

-fAt+Bl+mA(g_f{st+mEL§:£)kl+ABmkt)

Jednakost (a) wvaZi ako 1 samo ako postoje q ,QAEE Z, tak?i
T
da je

i

As + Bk - 1 ‘7 T
T

~(At + Bl + mé(Azf 1)st + mB(BZ- llkl + ABmktJ qll



Pretpostavimo da je

(1-1) xf= yq", QE{l,Z,-narr}n
Neka su p;,p,& Z. Tada
pyA PaX
y — Y --—-pl =
Iz (l.1) imamo
q.7 P
X =y
pa sledi da je
7.aqX g, A
(1*2) Y ¥ == Y .
Iz (1.2) imamo
q_T g, A
¥ ' m v A
ako 1 samo ako je
9.9 = qx(modr).

OzZpnalimo sa

c. = {afa

k lasu kongruenciije po modulu p

vaZzi jedna i samo jedna kongruenciija

i

e

q.& C,

T

O(modr),qT

= l(modr),...;qr =

ako i samo ako ie

!

q. i + Jr

alementa

i (modp},a& z,p & N,1 & {0,1,2,...,p~1})

1. Za ceo broj

r-1(modr).

1.

za neko J& Z. Na taj nadin nalaZenije A,B,qt, u Diofantovoi

jednadini

As + Bk - 1 = QT
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svodimo na nalaZenje refenja Diofantove jednadine

(1) As + Bk + Jrt = & + it
pO A;B i Ji

Jednafina (i) ima re$enje po A,B 1 J ako i samo ako je

(s,k,rt) (1 + i)
za dato i & {0,1,...,r-1},
Prema poznatoj teoremi, iz teorije brojeva, redenje jednadine
(1) zavisl od dva paramatra-koji prolaze skupom celih brojeva
3.
A = Alg,n)
B = B(e,n)

J = J(Ern-)

Uzimajudi za e,n razli&ite vrednosti iz skupa 2
imamo da A,B prolaze raznim klasama kongruencije po modulu
¢rx. Broj A{e,n) pripada Cj klasi kongruencije po modulu

2rx ako 1 samo ako Diofantova jednadina
(1) Ale,n) + 2riw = 3

ima reSenje po ¢,n,0w & 2. Ako jednadina ({<) ima resenje po
e,n,w, onda resSenje zavisi od najviZe dva parametra el,nl,éz Z
ti.

n = nlegrnyg)

w = H.J(Elr'ﬂl) -

U tom slu&aiju B(e(el,nl),n(el,nl)) pripada Cg klasi kongru-

encije po modulu 2rx ako i samo ako Diofantova jednalina
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(1741) 3(5{51'"1)'”(51'”1)) + 2rxf§ = g

ima re3enje po el,nl,ﬁ,éz 2.

Iz

- (At + Bl # matiﬂl)st + mptg-llkl + ABmkt) = q, A

imamo

= (2At + 2Bl + mA(A~1)st + mB(B-1)kl + 2ABmkt) = qlzl ;

9, pripada klasi C, ostataka po modulu r ako i samo ako

je
-(2At + 2Bl + mA(A-1)st + mB(B~1)kl + 2ABmkt) = (h + rz)2a

gde z & Z tj. ako i samo ako

- (2At + 2Bl + mA(A-1)st + mB(B-1)kl + 2ABmkt) &= C,.\
gde He Czhx klasa ostataka po modulu 2r).

Na osnovu prethodnog sledi da postoje A,B& 2  tak-
vi da je

= X

Syt)ﬂ (xkyl) B -—

(x

ako 1 samo ako za svako nadjeno q. iz qTqE Ch

(h& {0,1,...,r-1)) sledi da

= (2At + 2Bl + mA(a-1)st + mB(B-1)kl + 2ABmkt) & Czhl
(2hy & {0,1,..,,2rA-1})
ty.
= (modr) .
qTq qx )
Analogno prcvefavamo da 1li postodje C,D& 2 takvi

da ie

(x5yF) S (x*yHP =y .



Jednad¢ina (

je
(O)

ResSenje jednadine (

gde su

- B -

Neka je data linearna Diofantova jedna&ina oblika

a)Xx; + ax,; + azxy = ¢, aj,a,az,cc=z i aaaz # 0.

(a;,az,a3)|c.

..J ) nalazimo na slededi nadin:

X3 = Yu + &n

«,B,Y,8& 2 takvi da je

Ako uzmemo

a3 ~as

g = (a,,a;) °* G = (a,,a3)

onda je (B8,8) = 1 pa moZemo uvek nad¢i &« 1 <y takve da je

da - Ry = 1 ,

Jednadina (] ) svodi se na jedna&inu

ai;x; + (aza + azy)u = ¢

sa dve nepoznate x; 1 u,

Kako je

aza + azy = - (az,a3)da + (az,a3)By = - (ap,a})
jedna€ina { ) svodi se na jednalinu
() aijx; - (az,ajzlu-=c._.

1), kao Sto je poznato ima refenje ako i samo ako
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Kako reSenje linearne Diofantove jadnadine sa dve
nepoznate zavisi od jednog parametra, koji prolazi skupom Z,
imamo da je
Xy = X;(¢e)
u = ufe)
ti.
x; = x;({¢c)

au{eg) + B(e)

-
™
il

x3 = yu{e) + &§(e) .
Na primer, jedna&ina

°X = 2y - 4z = ]
ima re3enije

x =1 - 2¢

- 2 + Hhe - 2n

<
i

z =2 - 5 + 2n .

Iz prethodneg vidimo da, u jednadini (1) A zavisi

samo od jednog parametra .

Algoritam za nalaZenje celih brojeva A i B tak-
vih da Je _
(xsyt)ﬁtékﬁl)a -
moZe se podeliti na tri dela,

PRVI KORAX. BAko Diofantova jednadina (Z) nema re-

|

Senje po A,B 1 J onda je grupa [{xsyt,xkyl}] prava podgru-
pa grupe [{x,y}]. Ako jedna&ina (7)) ima reZenje, odredjuijemo,

za dato 1, klasu ostatka po modulu r broija q.9-
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DRUGI KORAX. Jedna¢ina (77) ima refenje za bar jed-

no 3j& {0,1,...,2rx~1} jer Ale,n) = A{e) mora pripadati za
razne € bar jednoj od klasa ostatka po modulu 2ri., Za svako
resenje jedna&ine (£7) (kada menjamo 3) utvrdjujemo kojoi kla-
sl ostatka po modulu 2rX pripada B = B(e(e;),n(e;)) tj. kada
g prolazi skupom {0,1,...,2rA=1} ispitujemo da li.(fii) ima
reSenje, Kao 3to je reZeno za ovo je dovolino ispitati da 11
va%i uslov ().

TREC1 KORAX. Po3to smo na3li sve klase ostatka po

modulu 2ri, kojima istovremeno mogu pripadati A B, pod
uslovom da jednadina ({) ima re3enje, odredjujemo klasu ostatka

po modulu 2rx 2za izraz
(V) - (2At + 2Bl + mA(A-1l)st + mB(B-1)kl + 2ABmkt).

Umesto brojeva koji figuri%u u izrazu () unosimo njihove
klase ostataka po modulu 2rX 4 na taj nadin ispitujemo kojoj
klasi pripada izraz (V ). Prema prethodnom, izraz (/) pri-
pada klasi C,,, ostataka po modulu 2r% ako i samo ako 94
pripada klasi C, ostataka po modulu r. Ako brojevi 9.9 i
q, nemaju istu klasu ostataka po modulu r t3j. ako nije

9.9 = qA(modr), onda je grupa [{xsyt,xkyl}] prava podgrupa
grupa [{x,y}].

Analogno proveravamo da 1li postoje C,D& z  takvi

da je

(xﬂyt)c(xkyl)ﬂ =y ,
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2. PRIMERI

PokaZimo na nekoliko primera primenu gornjeg algorit-
ma. Kod efektivnog nalaZenia grupa koje pripadaiju bazisnoj kla-~
sl date klase Sf{n polazimo od elementa x, odnosno Y. Za ge-
nerator x nalazimo sve (m,n)*-anti-inverzne elemente u grupi
[{x,v}]. Ako x sa svim svojim (m,n)*-anti-inverznim elementi-

ma generise celu grupu [{x,y}}, onda [fx,y}] pripada bazis-

noj klasi klase S; 0 Analogno radimo sa v,

F

+*
2.1. Posmatraimo klasu 84 9° Tada je

H = {e,x,x%,x3,x",x5,x6,x7}
K = {e,y,v%,¥3,v*,v%,v5,y7}.
Neka Je H[]K = {e,x"} tj. t = 1= 4. Grupa ((x,y}] ima
32 elementa, x“y? je (4,9)*-anti-inverzan za x,
xby3 = y7
pa je

[

<
r

H

b
o

xC(x4y3)? = Y

za C=4 4 D=3 jer
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()3 = y3 = y € [{x,x"y3}] pa je jasno (i bez nalaZenja cC

1 D) da je

[{x;y}] = [{X,Y7}] o

Ako je (4,9)*-anti~inverzan element za x oblika xSyz (s > 0),

onda je

xsygx o x4+1xsy2 5 x4+5+ly2 .
Kako Jje

XSYZX - xsxy2y4~2-s e xs+1y2
sledl

x4+s+1y2 - x$+1y2

pa je posle skradivania

x4==e

Sto jJe suprotno pretpostavci. Na osnovu ovoga zakljulujemo da
element x sa svakim svoiim (4,9)*-anti-inverznim elementom
generlse celu grupu [{x,y}]. Sledl da grupa Gz, od 32 e~

lementa generisana sa x 1 Y, pPripada bazisnoj klasi klase
»

4,9°
Neka je, dalje, P = H[] K = {e,%x2,x%,x6}-=

= {e,y?,y*,y8}. Tada grupa [{x,yjj ima 16 elemenata. Sli&no
prethodnom pokazuje se da x sa svakim svojim'(4,9)*-anti-in~
verznim elementom generife celu grupu {{x,y}] pa grupa Gy
(postoji samo jedna) pripada bazisnoj klasi,

Ako je P =H[] K = H = X sledi da je
x = y“(k&€ {1,2,...,7)}) pa imamo da je x* = e t4. cikli¥ka
grupa C, pripada bazisnoj klasi. Kako jea (4,8) = 4 sledi

da je i ciklilka grupa C, element bazisna klase.



Prema tome, grupe G3,;,G;4,C,,Co,{e} ¢&ine bazisnu

* »
klasu klase Sd i

’

M = {{3};02;(:;‘;‘315;632} -

2.2, Posmatrajmo sada klasu S: (3

H= {e,x,xzflaofxll}.

K= {8,y,¥%2,.,.,y1) .

Ako je P = H{] K = {e,x5} = {e,y5}, onda imamo grupu G,, od
72 elementa. Pokazademo da Gy, = [{x,y}] ne pripada bazisnoj

‘klasi klase S* « Elementi
6,13

x2y?,x4y2,x6y2,x8y2,x10y2, x2y", xhy¥ xbyh,xBy¥ ¢ 1044
su reda 6 1 sami sebi (6,13)*—anti-inverzni ra pripadaju gru-
» #*
pL ¢ & 86'13 koja je u bazisnoj klasi klase 86’”. Za ele-

ment x°y (6,13}*—anti-inverzni element je x10y5 zhog

6825, |
(x59) 6 = x5 6,6,° 2 = x5x% (x6)95 = 418 _ 46
6.5
62:210.5

(x10y5)6 = 10 6,5 6 °73 .

«10,5,5, x10x5y5x6°5 5 | 4216 | 27 _ 3
(x5y ) 71095 = 56y Syg10,5 . x! 1510y 6710105 _ 216 _ 127 _ .3
Kako ije

(x59) 90 = (x10y5)2 = (2,4

(x5y)6 = (x10y5)6 o 46
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sledi da ije

(x°9)2 = (x1%5)10

(xsy)4 = (x10y5)3 ’

(x°y) ¥ = (x1%5)¢

#

10

pa je grupa [{x5y,x y5}] izomorfna sa grupom G24€E S

generisanom sa 2 (§,}3) -anti-inverzna elementa t4.

5_ 105
[{x"y,x""y”)] # G,

Elementl ove grupe su

5 10 5 5 4 5 d 1 7 5 2 2 7 2 8 11 4 3
X YrX Y sXY »X Y X ¥ X Y XY,y ,x'y ' X Y, X Y ,X 7,

g 10 _2

2.4 & 3 9 3 8 4 33 6 3 4 2 2 4
X ¥V oX ;¥ ;XY )XY XV ,x% Y X X Y ;X ¥ ,x" 7y .,

Y3 je (6,13)*—anti-inverzno za X pa [{x,ya}léz

%
6,13°

[{x,yj}] ¥ G?2 i elementi ave g:upe su

3
e'x'le_._'xlirys'xy r---rxlly3-

3

Za X (6,13)*~anti-inverzan element je vy 4 [{xj,y}] # G

72
erYryzryer4ry5rx3Y;xjy2:x3y4;x3ysrXGersysrXQergyzrx9Y4er5
su elementi grupe [{x7?,y}].

Za xy (6,13)*-anti-in§erzan element je y3. Poka-

Zimo, koriste&i prethodna razmatranja, da je

3
[{xy,y7}] # G,
(xy) 2y B = x

ako 1 samo ako

A - 1= 6qT ?
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A(A~1) |
- (A + 3B + 6 (2 ) qu
i
6q 6q
x T o 5 A
gde je s=1, t=1, k=0,1=3, r=2, =g,
A =6, gqg=1,
Sistem je ekvivalentan sa
A+ 127 =1
(I) -(2A + 6B + 6A(A-1)) & C, (o0& {0,1,...,23})
6q 6q
x LI v A
odnosno
A+ 12T = 7
(IT) ~(2A + 6B + 6A(A~1))& Cy, (12 € {0,1,...,23))
6gq é6q |
" T _ v A

'Iz sistema (I) imamo

A= 13 + 12¢
pa kao jednadinu (47) dobi jamo

(13 + 12¢) + 244 = § , I E 108503035 .

- Kako je (12,24) = 12 Jedine moguénosti su da A pripada kla-

sama C; 1 C;3; po modulu 24. Ako AE €, izraz

-(2A + 6B + 6A(A-1)) se transformiZae u

~-(2 + 6B) = =2 -~ 12B.
Kako ije

22 £ -2 (mod24)

)

12 ~12{modz4)
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imamo da Jje

4]

22 + 12B & - (2 + 6B) (mod24),

22 + 12B & C,r 2a B iz proizvoljne klase ostataka po modulu

24, ako i samo ako jedna&ina
22 + 12B = 247

ima re%enje po B i J. Kako je (12,24) = 12 1 12 Xzz

sledi da za Ae C,
- (2A + 6B + 6A(A-1))§Z’C°

ni za jedno B,
Neka jJe A& C,;. Tada izraz =-(2A + 6B + 6A(A-1))

postaje kongruentan izrazu -(26 + 6B + 0),.
- (26 + 6B) = ~(2 + 6B) = 22 + 12B(mod24).
Kao 1 u prethodnom slufaju imame da
-(2a + 68 + 6A(A-1))¢Z C_.
Iz sistema (IXI) imamo

A= 9] + 12¢

pa jednadina (7Z7) postaie
(91 + 12¢) + 240 = 3, j&e {0,1,...,23) .

Na osnovu ovoga imamo da A moZe pripadati klasama C, 4 Ciqge
Ako A & C, 4dzraz =-(2A + 6B + 6A(A-1)) je kongruentan.sa

22 + 12B pa imamo Diofantovu jaednadinu
22 + 12B = 12 + 243

koja zbog 12 *-—- 10 nema resenja. Ako A& Cpq izraz
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-{(2A + 6B + 6A(A-1)) je kongruentan sa izrazom 22 + 12B
pa ne pripada klasi C;; ni za jedno B. Na osnovu prethodnog
zakljuCujemo da je [(xy,y}] prava podgrupa grupe Ggq,.
Neka je P = H[] K = {e,x3,x5,x%)}=(e,y?,y6,y?}.
Tada imamo x® = e 3to sledi iz yx = x7y t§. x = v-ix7y,
Ako je P =H[] K = {e,x?,x",x6,x8,x10) dobija se,

kao 3to je relemo, grupa G,, = [(x,y}] od 24 elementa.
qu o {prrxzr-i'rxlerFXYI*"lxlly}

pa je jasno da x ne pripada ni jednoj pravo;j podgrupi
grupe Gj,,.

Ako je P = H{) K = {e,x2} = {e,y%} 4imamo grupu od
osam elemenata Gg = [{x,y}]. Lako se pokazuje da ije Gg
Kvaternlonska grupa. Na osnovu gornjeg razmatranija zakljuduje-
mo da bazisnu klasu M klase 32'13 ¢ine grupe
{e},Cy,C¢,G4,G,, ti.

M = {{e}, C,, Cg, Ggs Gyy}
2.3. Posmatrajmo sada klasu S:'Q.
H={a@,X,0..,%X7)
K= {@,¥,...,Y7}
Ako je P =H (] K = {e,x%} = {e,y®} onda je
x12 = o

55 g
x4 = e
pa imamo

H[j K = {E;Xz} L {B;Yz}.
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U tom slufaju, grupa [{x,y}] Jje Kvaternionska grupa.
Naka je H[)] K = {e,x2,x%,x5} = {a,y2,y%,y6}. Na os-

novu leme 2.3. u Glavi IY imamo da je x36 = . Sledi da je
xY = @ ,

pa Je H(] K = {e,x2} = {e,y?} pa ponovo imamo Kvaternionsku
grupu,

Ako je H[j K= {e} tj. x? = e, onda dobiiamo da
je  [{x,y}] Klajnova grupa koja je unija cikli¢nih grupa reda
2 1 C,& s* - Prema tome, bazisnu klasu M, klase 82;9'
&ine grupe e , C, Gg tj.

M= {{e}, C,, Gy)}.

Na osnovu prethodnog imamo slededu posledicu

Posledica, (S. Bogdanovi¢ [2]) Klasa M je Bazis~

na klasa, u smislu Ljapina, za klasu A u odnosu na klasu svih

semigrupa,

Dokaz, Prema posledici 2.6. u II imamo S; 5 = A .
\ * 4
Kod nalaZenja grupa iz bazisne klase Sm ; moZemo

postupitl na slededi nadin

Neka je a& [{x,y}] 1 8 njemu (_m,n)*-anti-inverzan element.
:

[{«,B}] Jje podgrupa grupe ({x,v}] 14 [{a,B}] E Sm .+ Ako Je

H = {a,x,xz,...,xn'z}

K = {erYryzr---ryn“Q}

onda

P =Hf) K = {xT,xzr,...,er = @} = {y)‘.y“,...,yrl = @}
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odredjuje broj elemenata grupa [{x,y}]. Neka je

H'= {e'ﬂlrﬂ ,'ll-ifa

2

K* = {3,3,32,...,6”' } .

Ako jJe H” izomorfno sa H tj. ako su svi stepeni od o raz-

1iC¢iti 1 K° 4izomorfno sa X, onda je

{{& B}} = [{er}] s

AkO H" nije izomorfno sa H i{li K~ nije izomorfno sa K,
onda je grupa [{«,8)}] prava podgrupa grupe ({x,y}]. Pretpos~
tavlja se, naravno, da P ima definitivan oblik tj., da smo iz~

vrSili sva moguda upro3davanja. Poka¥imo ove na primeru klase
*

6,137

Imali smo da 3 3 .
Je  [{xy,y3}] €& 85,13'

(xy)z = xByZ

(xy)a = x9y3
(KY)H - xkyh
(xy) ® = x5y3

(xy)ﬁ - XE

(xy)7 = x7y

2Y2

(xy)® = x

(XY)II = xIIYS
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pa je H® izomorfno sa H. K” = {e,y3,y5,y9} pa je jasno da
je grupa [{xy,y3)})] prava podgrupa grupe Gy,. Na taj nad&in
mogqule je ispitati da 1i prolzvolina grupa [{x,y}]éz S;’n
pripada bazisnoj klasi M klase S*

m,n’

¥*
AkO je u proizvoljnoj klasi Sm . H” = H 4L K° = K

pokaZimo da je tada [{x,y}] = ({a,8}].

Neka je

rT A

P = {x’,xzr,..,,x = @) = {yl,yz ,...,yrA = @},

Preslikavanje f£: [{x,y}] + [{a,8}] dato sa
s  t .5 €
£(x"y") = a”g (0 £« s<n, 0gt <m
je traZeni izomorfizam.
f((xsyt)(xkyl)) = f(xsxkxmktytyl) -
3 f(xs+k+mktyt+1) o us+k+mktst+1 - (ath)(akBI)
pa je f homomorfizam. Ako je aEBqGE [{a,ﬁ}], onda je

£f(x°y?) = aPp?

pa je f presliaavanie "na". PokaZimo da je £ 1-1. Neka je

f(xsyt) - aSBt
i
£y,
(g) CLSBt = akﬂl

Iz (8) sledi

) S~k Bl"t

o
I
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A
Neka je A~ najmanji ceo broj takav da je 8 °€ P-, sledi

da je 1 <« A, i t < A Ako je 1-t > 0 onda je

1-t < A,ct < X pa, po3to iz (t) sledi da

g1~t< p,
sledi da je
- R
£5.
gl = gt ,
Iz (s8) neposredno imamo
Cls = Clk

paje s=%k i1 1 =1t odnosno f Jje izomorfizam.
Koristedi prethodna razmatranja moZemo zakljuditi da
%
ako postoji grupa [{x,y}]éz Sm “ reda k onda postojl samo

jedna takva grupa.

3. 05 ) QSm . SEMIGRUPE

U ovoj tacdki dajemo jednu karakterizaciju semigrupa

iz klase QS” , odnosno QS .
m,n m,n

’

Defintcija. Neka je S semigrupa.

” '
S & QSm n(QSm n) ++ Svaka prava podsemigrupa semigrupea

/!

*
S pripada Sm’n(Sm’n).



- 67 =

Teorema. Neka je S semigrupa,

* #
5 & QSm n(QSm n) <+ VaZi jedan { samo jedan od uslova:

F

1° (Mag€s)y a=alma=D+L 1 hl1) de NzD)

2° S je cikliZka grupa |S]| = p“/FYuEE N,p-~prost),
p“'ll (m,n-1) 4 p“/*r(m,n—l)

3° s je monogena semigrupa indeksa 2 i

r | (m,n-1) (r Jje period semigrupe S).

Dokaz. Neka S& QS* (QS ) 1 neka je x€&€ s.

Ako S nije monogena <x> & S* {Sm n), gde «<x> oznadava

monogenu semigrupu generisanu sa x.

Sleddi
xT = x4 (xF)™ = x4 xfx = x"*ti.E (e N)
A T = x 1 (x5)" = x” = (x*x)™ )
3. [{x,xa}} ¢ine grupu pa je
x" = @ = x"71 |
X

Sledi

x(m:n"'l) = a

X

ti.

x(Ban=Ll+l o o

Ako je S monogena tj. S = <x> onda vazi
(1) S5 Je ciklidka grupa
il1i

(2) S Je monogena semigrupa.
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Razmotrimo (1).
@, a, a. pi.
Neka je |S| =p.p."...p.". Tada je <a 7> podgrupa od
.11 .12 lk

S (j=lf¢--;k)i

p.
X 5
J *»
Sledi «<a > & Sm,n(sm,n) pa je
pilrm,n-JJ pigm,n-IJ pik(m,n-lJ
a = 3 = L., = & = @,
Oznadimo sa a(m’n"IJ = b, Tada je
p. p.
i b
b ! - b ? = e,
Sledi
(pi fpl )
b 1 2 = a,
Kako je
(p, + P, ) =1
.11 .12
Sledl da ije
a(mrn"l) = g
odnosno |S| { (m,n-1) tj. vazi 1°,

Ako je |s8]| = p®(«&< N, p-prost) onda je <a®> podgrupa od
S pa je
*
«af> & S (S ).

m,n m,n

Sledi da je

i & 4
(aPyfm.n=1) o (PP = a,

Za a =1 1 pl*f(m,n—l) 2° naposredno sledi,

Za a > 1 imamo

p((m,n-l)fpa‘IJ

a = e,

(m,n-1) > p ! (u protivnom ISI < pu).
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Neka je ((m,n~1),p* %) = p® 1 & < a-1. Sledi da je

8
(ap)p = @

pa je |S] < p“.
Na osnovu prethodnog sledi

p%~d I(m,n-l}.

Ako je S = ca> monogena semigrupa tj. va%i (2}, onda je S

konad .
na (u protivnom SQQSM'H(QS )) .

m,n
S = {apaz;litram"'r-ll} tj-
a” = g7*r (m - indeks i r - period, m > 1)
K = {a®,a®*?,. ..,a®*T~1} 44 grupa.

K , .= Ka[J {am'l} je podsemigrupa od S 1 nije regqularna

2
g * _
S S a
{ # S8) p Ka’gzism,n m » 3,
a? - a2+r'

Ka je ciklilka grupa reda r generisana elementom a%*9 gde

Je 09 <r-1 {4 m+g = l(modr) (Howie [22] str. 9).

Sledi
K = <a2+gh .
a
2+g = 1(modr) pa je g + 1 =kr (k& N) ti.
g = kr -1
kr-1 ¢ r-1 pa je k=1 tj. g = r=-1.
Sledi
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Dalje je

r+l *

<a > & Sm,n(sm,n)
pa je
(ar“'-!)(m,n-.t) — (ar+1)r -

Sledi da je

({m,n-1),r) = r
ti.

r | {m,n-1),

(«) Ako va%i 1°%, sledi da je ‘af e~ L) jedinica za a.

Neka je m kJ(m,n-l} i n-1 kQ(m,n-l)(kI,kzéz N).

Tada i1mamo

a® = e = a""!
a
pa je
m m+1
a’ = a7 , aa = a a , a®” = a
m mn m
(3" = a” = e = a"a" = (aa)”, a” = a)

Iz prethodnog sledi da je svaki element semigrupe S sam sebi

(m,n)*ﬂanti-inverzan ((m,n)) pa S& S; H(Sm n) i svaka

*
podsemigrupa od S pripada S (S e
m,n m,n

Neka vaZi uslov 2°, Tada ie

jer je

(aPBy(m,n-1) _ (a®?)? = o (1 € B < a)

pa svaka podgrupa od S pripada S* (S ) ti.

m,n m,n

s oS" (S ).
m,n m
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3° Podsemigrupa od S su Kﬂ i podgrupe od Ka.

Kako je r { (m,n-1) sledi da Je

(m,n=1)

r+1) i

(a

pa imamo da je svaki element sam sebi (m,n)“-anti-inverzan i

»
svaka podgrupa pripada Sm,n(sm,n)' Sledi

:).

m,n

s & QS;,n(QS

posrEpIca 1. QST = @S

m,n m,n

POSLEDICA 2. (S. Bogdanovié [5]). Semigrupa S je

QA semigrupa ako i samo ako vaZi jedan od uslova

1 © Fﬁiaéz S) ad = a

90 S Jje ciklidka grupa prostog reda

3° S je cikli®ka grupa reda 4

4 S je monogena semigrupa indeksa 2 i perioda 1
5° S je monogena semigrupa indeksa 2 i perioda 2.

4, BAZISNE KLASE SEMIGRUPA CIJE SVE PRAVE POD-
SEMIGRUPE ZADOVOLJAVAJU NEKI ZAKON

Neka je ¢(x,y) formula u jeziku L = {-},

Defintctja 4.1. Neka je S semigrupa.

s & S¢ — (MxE 8)(dvE s)six,y).

Teorema 4.1. Neka je 8 'semigrupa. Tada su sledeca

dva tvrdjenja ekvivalentna:
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(' ) QS¢ ima bazisnu klasu u odnosu na klasu svih
semigrupa,

(1) Q8¢g; S¢.
Dokasz. (+) . QS¢ ima bazisnu klasu u odnosu na

klasu svih semigrupa. Ako nije QS¢§;,S¢ onda postoji semigru-
a S S 1 S .. Semigrupa
pa SE S, £, grup

s® = sl (0}

jeste unija semigrupa iz QS¢ ali 'SOﬁEfQS¢ pa sledi da QS¢
nema bazisnu klasu, obzirom da ne vaZi tadka b) definicije

bazisne klase,

(«) QS¢§; Sy

Neka skup M <ine sve monogene semigrupe koje su iz QS¢.
Svaka ciklicCka grupa prostog reda pripada QS¢ pa M nije

prazan skup.

Ako S GQS¢ onda je S =xL€-JS<x>. Svaka prava pod-

semlgrupa od <«<x> Jeste podsemigrupa od S pa je <x>€§-QS¢.
Neka je § = n & 197 i <x>q€ M. Ako je S, pra-

va podsemigrupa od S tada iz a& S, sledi a & x> (aoé I).

0
AkKO je

= ’ S
<ar» <> Q ¢g S¢ .

a -
o

onda ¢a>€EiS¢ tj. postoji b takvo da vaZi g¢(a,b). Ako je

<a> prava pnodsemigrupa od -qx:a-u onda <a» €£S¢ pa postoiil
o

b & <a> takvo da va%i 4¢(a,b). Na osnovu prethodnog sledi da
S1€S¢ pa SEQS¢.
NiJedna semigrupa iz M ne mo%e se predstaviti kao

unija pravih podsemigrupa iz QS¢ pa je M najmanja klasa.
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Defintetja 4.2. S& S «+ S je reqularna (komplet-

no, levo, desno, intra)

Propozicija 4.1. S& QS «— Vva¥i jedan i samo jedan

od uslova

1° s je monogena indeksa 2

o Il

2° (3n 3 2) x" = x.

i

Dokaz. Sledi neposredno.

Definicija 4.3, S& S +— (¥x)(Jy) xy = vy
(yx =y , XY= yx =y)
‘Propozicija 4.2. S& QS5 +— Va¥i jedan i samo jedan

od uslova
1°® S Je ciklifka grupa prostog reda

29 x™*1 = ™ 24 neko mé& N.

DokazL (+) Sledi neposredno.

(«) Ako je S monogena semigrupa tada
S je grupa + 8 Jje prostog reda.

Ako je S semigrupa sledi da ie Ka = (a”}, trivijalna grupa,

pa sledi 2°,

Ako S nlje monogena 1 x & S sledi da je «<x> podsemigrupa

od S 1 x ima nulu u <x>. Kako va%®i sledede

<xX> 1ima nulu (levu, desnu) +— xm+1 = x7

sledl tvrdijenije.

PRIMERI:

1° Neka je sE&E S «— (Vxe S)(E-ye S){xy = y?%). Tada je
S klasa svih semigrupa pa je S = QS. Iz teoreme 4.1.

sledi da klasa svih semigrupa ima bazisnu klasu (klasa
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svih monogenih semigrupa)
2% Neka je klasa S klasa svih regularnih (kompletno,
levo, desno, intra). Monogena semigrupa

r+1} tj. semigrupa u kojoj va¥i

<a> = {a,a?¢,...,a
a? = a%** pripada klasi QS ali <a>€$ pa 0S5
nema bazisnu klasu,

3° Neka je klasa § klasa inverznih‘semigrupa. Iz prethod-
nog sledi da klasa QS = QI nema bazisnu klasu.

4° Neka je klasa § Xklasa S;;n. Iz defiﬁicije klase S;

sledi Jr:n"'I = e . Neka Je p prost broj takav da je

F

%
p>n-1. Tada ¢ &S 1 ¢,& aS. sledi da oSy

Il

pema bazisnu klasu.

5° Klasa QSm " takodje nema bazisnu klasu (sli&no pret-

hodnom)

6° SCES +— MxESH(FyES)xy = vA (HzE s)(xz = y)).
0S5 nema bazisnu klasu (sledi iz primera 2°). S je

klasa grupa,

7° S& § (M x € s) (dy & s) (x* = xyx). QS ima bazisnu
klasu. Neka s& Q5. Ako je S monogena onda je S ili

ciklic¢ka grupa ili je S monogena indeksa 2 1 perioda 3.

= xES‘:x} i <x> S

Pa je «<x> 1li ciklidka grupa ili je x2 = x3., Sledi da

Ako S5 nije monogena onda je S

je S& QS » s& S§. Na osnovu teoreme 4.1, sledi da QS 1ima

bazisnu klasu.
PRIMEDBA. Neka je S proizvoljina klasa semigrupa

1 neka je semigrupa A = )= S Sae S. Tada
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’A_Q§S + § nema bazisnu klasu.

Neka jJe G klasa svih grupa i neka je Cn proizvolina cikli®-

O

- 0
ka grupa. Tada je c = CR[J {6} ({0}, Cnéz G) 1 Cn§ZfG.
Sledi da klas=a svih grupa nema bazisnu klasu u odnosu na klasy

svih semigrupa.



GLAVA 1V

PODALGEBRE POLUMREZA
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1, JEDNA KARAKTERIZACIJA PODALGEBRI
POLUMREZA

U ovo)j tacki dajemo opis klase podalgebri polumreZa.

Teorema 1.1. Algebra A = (A,Q) je podalgebra neke

polumreZe ako i samo ako zadovoljava slededéi uslov:

(*) 2a svaki par terma t; i t,, sa jednakim skupovima sim-

bola, t, = t, je identitet u A.

Dokaz. (+) Jasnc je da svaka podalgebra polumreZe

zadovolijava uslov (*),
(«) Pretpostavimo da algebra A = (A,n) zadovoljava uslov
(*). Dokazademo da se ova algebra moZe potopiti u polumreZu.

UoCimo da se opStost razmatranja ne smanjuje ako pretpostavimo

sledele:
(1) A 1 q su disjunktni skupovi;
(1) Razlicitl operatori iz g defini3u razlilite
operaciije u A;
(£171) 2 ne sadrZi O-arne operatore, tako da su operatori

tj. elementi Q, operacije u A,

Neka Je K = A[J Q, neka je M familija kona&nih
podskupova skupa K (ukljudujuéi i prazan skup) M 3je polumre-
Za u odnosu na obilnu operaciju unije skupova. Ako je x € K
onda cemo smatrati da je x = {x) tako da dobijamo Kg M, pa
moZemo smatrati da je M slobodna polumrgia sa jedinicom i

bazom K.
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U M uvodimo relaciju "susedstva" na slededi nadin.
Ako su S, T& M takvli da je

s=8"Ja, T=s5"U (wray,ee.,al,
gde je a = m(al,...,an) u algebri A, onda kaZemo da su (S,T)
1 {1r,S) parovi susednih elemenata iz M generisani operacijom w,

Ako postoji niz So, Sisreess Sp takav da je S = Sd,

T = Sp' P>»0 & (S _.,S) par susednih elemenata iz M za

svako 1& {1,...,p}, onda kaZemo da su S,T ekvivalentni i

to oznacavamo sa S A T.

Jasno je da je n kongruencija polumreZe M, kao

i da ije

£1...1) a = m(al,...,an)(u A) =>.. a a {m,al,...,anI.

Dokazacemo da vaZi implikaciija

(1.2) a,b& A = (a~b = a=bh),

iz €ega, zbog (1.1), dolazimo do zakljuZka da je algebra
M

podalgebra polumreZfe P = /m.

Izvrsicemo odgovarajudu pripremu, sa ciljem da doka-
Zemo tvrdjenie (1.2).
Prvo, svakom elementu S& M pridru?imo njegovu
"vrednost" [S] na sledeéi naéin.'Ako je jedan od skupova
Sﬂ = S[W Q, SA = Sfj A prazan, onda stavlijamo
[s] = s.
Neka su skupovi.

SQ = {mljliilwr} # SA i {31,...,35}

neprazni. Ako su sve operaciije iz SQ unarne onda stavljamo

[S] — {bl;--.;bs}r
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gde je

b —1 o o ; a Za U=1 . & & Si
v @y mr( ) ’ ’ r

I na kraju, pretpostavimo da je bar jedna operacija iz S_, na

nf
primer w ,neunarna. Tada postoje prirodni brojevi i 1 7

takvi da je
J

mj...mi(al,...,an)
osmisljen “"proizvod" u algebri A. Ako je a vrednost tog
proizvoda onda stavljamo
(s] = a .
Iz uslova (*) sledi da [S] ne zavisi od izbora &etvorke

Nfarilj-
I

Radl jednostavnosti, umesto [s;|) s,|) ...} S, ]
demO pisati [Sl, Szrnilr Sk]!
Iz definicije transformacije { ] , kao i iz uslova

(*), lako se dobija da su tacdne sledede leme.

Lema 1.1. ([[s]] = [s], za svako S& .

Dokaz. Ako je S prazna ref onda je [S] = ¢ pa

tvrdjenje neposredno sledi, Ako je jedan od skupova S S

Q' Ta

prazan, [S] = § pa sledi tvrdjenje. Neka su skupovi

Snr.I {ml’.,,’mr} s SA'= {al,,-.,as}

nepraznli. Ako su sve operacije iz SQ unarne onda le

{[S]] = [bl;--n'bs] = {bl,lttpbs} = [S]'
gde Je bu = mi"'mr(av)' 2Za v =1,...,8. AKko je bar jedna
operaclija iz Sg, na primer w s neunarna onda je
(s] = a,

gde jJe a = u ...mi(a

. -era ) za neke 1i,j & N.

17
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Kako je [a] = a sledi tvrdjenie.

Lema 1.2. Ako je SA = TA = @ , onda ije

[s,T,u] = [s,[T,u]]

za svako U E M,

Dokaz. Za S = ¢, ovo je posledica leme 1.1., a za

UA = @ tvrdjenje sledi iz definicije transformacije [ ]. Ako
su sve operacije iz S|J T{J U unarne tvrdjenje sledi neposredno.
Ako UA # @, ako SlJ T[J U sadrZ2i bar jednu neunarnu operaci-
ju onda ta&nost tvrdjenja sledi iz uslova (*):i definicije
transformacije [ ]. Neka je, na primer

S={fl""'fk}’ T={g1,...,gl}, U={h1,...,hm,a1,...,as}
i neka su operacije f,, g, neunarne. Tada je

[T,U] - g-]’l...gl hl...hm(a{'-"as) = C ’ CEAp

’

s, [T,0]] = £{...£ (c7).

[SPT’U] = f{'f'fkgl"'glhl"'hm(ai""a’s) =

= ‘i' 1 j jl N
fl...fk((91...qlh1...hm(a1,...,as)) ) =

= £1...£, (c? ) = [s,[T,U]].

Lema 1,3. Neka je u A tadna jednakost

a = m(al,...,an) 1 neka je [S,a]& A. Tada je tadna jednakost
[s,a] = [s, (wra,,...,a }].

Dokaaz. Uolimo prvo da je

m(an} =m((f-ﬂ(all"'la ))n) =I.I.'l(a1flrli;a ) = A,
n Ii

Moguda su sledecda dva sludaja

(I) ac- s

(1) agZ s .
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Posmatracemo prvo sluaj (I).
Neka je § = {wl""fwr' bl,...,bs, a} qde je
r 2 0, s » 0 1 a#bk,,\=1,...,s.

Ako je r » 1 1 ako neka operacija, na primer w s

nije unarna, onda za podesno izabrane pozitivne brojeve

i,3 (3 » 2) 4imamo

[S;a] = [S] =W -.-wi(blr---rbsr aj) =

1

i ]
= ml-.-mr(bl;q..;bs; w(al,.-.,an); aJ

) =
= [Srl{{rj,alpq-i;an}]l

Pretpostavimo da jJe r » 1 1 da su sve operacije Wypeesyw

I
unarne, Tada imamo

[S,a] = {ml..-mr(bl),--.;wlauamr(bsj,...,ml.--mr(ﬁ)}a

Iz pretpostavke da je ([S,a]& A ~dobijamo

mlnnnwr(bl) = s = mlncnmr{bs) - mlitlwr(a} = C, diE;A-
Neka je i  unarna operacija, t§j n = 1. U ovom

slu¢aju imamo

[(Se{wra }] = (aule), wayeesd (@)},

Treba pokazatli da je ¢ = p(ec) = uml...mr(al).

mml...mr(al) = wl...mr(m(al)) = ml---mr(a) = ¢,

pa sledi

_W(C) = W, e e oW (a) - ml.-.m (m(a)) = -w e s o)) (a) = C

1 r r 1 r

Pretpostavimo da je n » 1. U ovom sludaju imamo

[Sf{[ﬂ;a rru-ra }] =, e e s {ul(b plqtfb raJ;a ,.-.,a) =
1 n ] 1 1

r 5 n
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j+n-1

i
= m " 4 & & & & a2 2 »
1 mrm (blr rbsra rW(alr 'an)) =

i +n
= wl.--mrw (blpnqipbsyaj ) =

i

0 (wyeeiw (D) piepuieein (b)), (0000 (2))7*7) =

il

€
o

0

= m((ml...mr(a))n) = -mr(m(an)) =

i

wlaa.mr(a) = £ = [S'a]-

Preostaje sluaj kada Je r = 0, tj. 8§ = {bl,...,b ,al.
5

Iz ([S,a] = [s] = ¢, cE€ A, sledi da je S = a,
Sada imamo

ne}

[S;{M;&l;t--'an}] = [{a,m;al;...,an}I = m(a _,m(alp-..,an)) =

Il

= w(a) a = [S,a]

za n > 1 1
[S/{w,ay}] = [{w,a,a,}] = {w(a),u(a))} = {a,a) = a =

= [s,a]

}
[
[ ]

23 n

Time smo ispitali sludaj (I).'Preostaje nam sludaj

(IT). Neka je

S= {mljiitjmr;blytii;bs}

gde je r » 0, s » 0, bl #a (A=1,...,8).
Neka je r 3» 1. |
Ako je na primer w , Meunarna operacija onda, za

podesno izabrane prirodne brojeve 4i,3j imamo
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[S}a] = ..,mi(blfn.-pbs,aj) —

1

i T3 s
mlnnnmr(bl!"'lbs!(m(ai!"'!an)) ) -
= [S;{m;alp.--,an]’]n
Ako su sve operaciie Wyreessw ~UNarne onda je

[Sra] = {ml...wr(bI)p.-.,ml-..mr(bs),m -..mr(a)}

1

pri ¢emu ije
c = ml---mr(bl) W eeae = Wlt--mr(bs) = mlo..mr(a).
Ako je n = 1~ “onda
[Srtw,a}] = {wl(e) 0 cven_(a))} = {ulc),c).

Iz ¢ = ml"'“r(a) sledi wil{c) = ml-.-mrm(a) = ml...mr(a) = o,

Prema tome, imamo

[S,a] = O = [S,{m;ﬁl]]-
Za n > 1 4imamo

i b
[Silwra,,iieia ] = wyeein o (byreeesb_say,.0n,a)

i b _
= w (mltnnmr(bl)!{--rmlit-wr(bslalrtitran) s
b
¥ W Icsra{rg!-ran) =
= 6 (c%, (wla ,u..pa )5 =

= wi(csrak) = ml---mr(M(an)) =

= ml---wr(a) = C = {S!a]l

za S > 1. Ako je s 0 tj. S = {u ,...,wr}, onda je

1

[S,{w,al,...an}]

wl...wr(w(al,...,an)) = ml...mr(a) = ¢ =

[S,a] :

fl
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Preostaje sludaj r = 0. Sada je [S,a]& A mogude
ako je S ¥ g, tj. [s,a] = [a] = a.
Imamo

[Sr{lﬂralr'-ﬂran}] = [{mralr---lan}] = m(alr---fan) = a = [S!a]i

Time je zavrsen dokaz leme 1.3.

Dokazademo slededu lemu 1z koje ¢e neposredno sledi-
ti da je tvrdjenije (1.2) tadéno

Lema 1.4. Neka je a = SO,SI,...,S niz elemenata

P
iz M takavda je p » 0 i za svako 1i& {1,2,...,p} par

(Si-l'si) jeste par susednih elemenata generisan operacijom W, .

Tada je
a = [era] = [mlp---rlﬂprsu]
za svako v&E{1,2,...,P1.

Dokaz, 2a p = 0 tvrdjenje neposredno sledi. Pret-

postavimo da ie

]

za svako vé& {1,2,...,9}, gde jJe O < gq< p. Oznadimo

a = [mura] = [mlr---rwqrsu

sa w. Tada je

(1) 5,= 8 lJb , sq”=s U{m,bl,._..,bn}
ili
(II) Sq = S"U {m’bl'.."bn«} ’ Sq+1 = S"U b ?

gda je b = m(bl,...,bn) u algebri A.

U prvom slucaju imamo

1] =

[m,a] = [w,[ml,.-.,mq,sq



= [m,mlr..-,wq,sﬂ,bl =5

[mrwlr---rwqrsirmrbli-v-rbn] =~

1!

[le--t;wq’S'erbl;-t-;bn] —

= [mly..-,mq,S',b] = [N1;¢¢ormq;SqJ = a
[mlra..;mq;w,su} — [m;wlf..-;wq,su] -
= [mf[mlf---;mq;sv]] -

[mra] = a ,

it

za svako v& {1,...,q}. Isto tako
[ml;-..,wq,u,Sq+I]= [ml,...,mq,m,S',w,bl,...,bn] =
= [wlr...,mq,S',m,bl,...,bn] =
= [ml,...,mq,S',b] s

= [ml,n..,w ;Sq] = a .

q
Preostaje nam sludaj (II).

UoCimo da u ovom sluZaju imamo & {wyreeepu }, pa
qg

prema tome potrebno je dokazati samo jednakost

EMir---qutsq+L] = a,

koja se dobija kao posledica leme 1.3. i transformacije [ 1.

Ako {“1""{“q}LJ Sq+1 sadrZi bar jednu neunarnu operaciiju

& A pa je

onda je [mlr"'lwqfsq+1]

[Nlr---;m ,S

q g+1] [mlinntlmqrsﬂrb] =i [mlr“.'wqu"m'bll.'-'bn] =

i

[wlfntirmqrsq1 = a .

Neka su sve operaciije iz {ml,...,mq}LJ Sq unarne
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i HEKB je SJ={mi1;¢..;wik,alr-a-;as}fwij
Iz [ml,}..,mq,sq] = a sledil da je

rioq;Migez{mIpiu-rwq}i

PP 4 » e . =-|-=1 * o w W, s s 0 . = * o & " — . =,
W W W (al} @, w oW, W, (as) w, W W W (bj)

4 il k & P k ¢ o k
Tada Jje .
[wI,...,wq,SQ+1]={w1...wqwil..-mik(al),...,mI...wqmiI...mik{as),

ﬁl...mqmiz...wik(b)}.
Kako ije ml...mqwii...mik(bl=w1...mqwil...mik(m(bl))=
=m1..,mqu}i1...mik(b1)=a (me{w",...,wq}) gledi da je

[ml,.-.;mq,sq+il = [mlrna-,mq,sq] = a.

Time je kompletiran dokaz leme 1.4,

Sada se implikacija (1.2) jednostavno dokazuije

Naime, ako je a,b& A 1 a ~ b, onda postoji niz

aqa = SO’SI’.'.'SP = b

takav da je par (Si-I'Si) par susednih elemenata iz M za
svako 1€ (1,2,...,p}. Ako je p = 0, onda a = S = b, Neka
5 .

je P > 1 1 neka je par (Si-z'si) generisan operacijom W .

Na osnovu leme 1.4. imamo da ije

[mi,a] = [wz,a] T L.l = [m ,&] = (mlyn;-,mp,b] = ﬁ.

b

Ako posmatramo niz b = Sp,...,sl, S = a imamo da je

b”[{ﬂl F -fpadr;,a]-'-'[mi-f,.. . ;'[m ;a]]=[w1 g oo s gl I,a]=. u-=[u]1 ,a]*:a

P p=

Time je dokaz kompletiran.
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2. NEKI SPECIJALNI SLUCAJEVI

Ovde dajemo neke specijalne sluCajeve koji neposred-

no slede iz teoreme 1.1.

2.1. Ako 2 ne sadrZi unarne operatore i svakom n-arnom

operatoru ¢ Q@ opredelimo binarni operator ©° na slededi

nacin

wq(er) = m(xn-—jfy) ’
onda imamo algebru (A,q°) sa binarnim operacijama, koja zado-

voljava uslov (*) ako 1 samo ako algebra (a,q) zadovolijava

isti uslov. Takodje, imamo da je

el |
m(xl,...xn) = W (xl,...,xn)‘

sl Algebru (A,Q) nazivamo Q~polumre¥a ako postoji
polumreza P takva da je AC P 1

(l ) W(alpuutyan) ~ 31-..an

za svaki n-arni operator w S a i al,...,anG A. Lako se do-

kazuje da je (A,q) go-polumreZa ako i samo ako je zadovoljen

slededi uslov:

(*) za svaki par terma t;,t,, sa istim skupom promenlji-

vih, t; = t, Jje identitet u (a,Q).

O¢igledno, uslov (*) je potreban,

Ako (*) vaZi u (A,Q) onda svi Operatori, iste
arnosti

n, defini3u jednake n~arne operacije, tako da moZemo

uzeti da za svako n postoji najvise jedna operacija u g. Ako



- 87 =

postoji unarna operacija & 2 imamo da je w(x) = x =za
svako x & A, Neka je w n-arna operacija u 9 (n » 2}, i neka

Je "+«" binarna operacija definisana sa

x.y = o(x""1,y).
Tada dobijamo polumre?u (A,.) takvu da je

p(xl,-c.;xm) - XI-..xm
za svaku m-arnu operaciju o < Q.
P Algebra A zadovoljava uslov (*) ako i samo ako

vaZe slededi identiteti u algebri A:

3.1. u}xl.-.x == mx, --.x. ;
4+ lﬂ ln

3;2. Wwp xl..-xm - nwxl...xm H
34 34 WX es X = WX eeeX, OX. eeuX |

r r o o 5 8 B

1 - 1 1

314. 3] 1-'.m le ..-qu= Y] e s all) px e s o X q .

i p q i p 1 q

A zadovolijava (* ") ako zadovolijava sve identitete 3;1, 3.2,

3.3 1 3.4° gde je

o a : B

3.4° @ w x ! x 7 = x 4 qu
. J-n- =y 2 a8 q Qluniﬂs 3 > % » q

{w,p,w rP, Su proizvoljni elementi o ; 11,...,1 je proizvolij-

v n

na permutacija 1,...,n 1 n,m,rv,sv,uu,aU su pozitivni bro-

jJevi takvi da su obe strane odgovaréjuéih identiteta Q-termi).
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