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SAZETAK

U automatskom prepoznavanju govora dominira statisticki pristup koji je
zasnovan na skrivenim Markovljevim modelima u kombinaciji sa modelom
meSavina Gausovih raspodela. Skup parametara ovog modela ¢ine: inicijalne
verovatnode stanja, verovatnoce prelaza izmedu stanja, kao i teZine, srednje
vrednosti i kovarijansne matrice Gausovih raspodela. Problem koji je potrebno
resiti jeste kako obezbediti statisti¢ki efikasnu estimaciju parametara modela,
prvenstveno kovarijansne matrice Ciji je broj parametara srazmeran kvadratu
dimenzije prostora obeleZja kao i dovoljno brzo i ta¢no izracunavanje verovat-
noca emitovanja opservacija. U ovom radu je predloZen model koji aproksimira
pune kovarijansne matrice smanjujuéi broj parametara potrebnih za opisivanje
modela kao i broj rac¢unskih operacija potrebnih za izra¢unavanje verovatnoca
emitovanja. U predloZzenom modelu inverzna kovarijansna matrica je aprok-
simirana koriS¢enjem retke reprezentacije karakteristi¢cnih vektora inverznih
kovarijansnih matrica, odnosno svaki karakteristi¢ni vektor inverzne kovari-
jansne matrice je predstavljen kao linearna kombinacija malog broja vektora iz
skupa vektora ¢ija je kardinalnost nekoliko puta vec¢a od kardinalnosti vektor-
skog prostora koji je potrebno opisati. Pored samog modela predstavljena je
i procedura obuke zasnovana na maksimizaciji izglednosti, kako njene teorij-
ske postavke tako i njena prakti¢na realizacija. Testiranje samog modela, kao
i nekoliko alternativnih modela je realizovano na zadatku kontinualnog pre-
poznavanja govora, na srpskom jeziku, nezavisnom od govornika, sa malim
re¢nikom (oko 250 reci), nezavisnim od gramatike (red redi je proizvoljan). Te-
stovi su pokazali da model postize ta¢nost prepoznavanja koja je priblizna ta¢-
nosti modela sa punim kovarijansnim matricama pri ¢emu je broj parametara
redukovan za 45%. lako je model formiran za prepoznavanje govora, moze se
iskoristiti i za druge oblasti u kojima se koriste mesavine Gausovih raspodela,
gde je broj komponenata izuzetno veliki (nekoliko desetina hiljada).
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Slika 1

Slika 2

Slika 3

Slika 4
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NIST evaluacija ASR sistema. Slika je preuzeta sa http:
//www.itl.nist.gov/iad/mig/publications/ASRhistory/
Sa ’x” su oznacene opservacije koje predstavljaju realiza-
ciju slucajne promenljive koja ima Gausovu raspodelu
sa nultom srednjom vrednos¢u i kovarijansnom matri-
com: X = [0.5,0.4;0.4, 1]. Na slici levo je dato poredenje
kondicioniranosti estimiranih kovarijansnih matrica u
slu¢aju dijagonalne (isprekidane linije) i pune kovarijan-
sne matrice (pune linije) koje su estimirane na osnovu
prikazanih 5 opservacija. Plavom elipsom oznacene su
tacke u kojima stvarna funkcija gustine raspodele ima
vrednost 0.02. Na slici desno je ilustrovana greska koja
se ¢ini u slucaju dijagonalne aproksimacije kovarijansne
matrice. I na ovom grafiku su elipsama oznacene tacke
u kojima estimirane funkcije gustina raspodele imaju
vrednost 0.02 i to zelenom bojom u slucaju dijagonalne
aproksimacije i crvenom u slucaju da se koristi puna
kovarijansna matrica. 10

Uticaj dijagonalne aproksimacije kovarijansne matrice
na Gausov klasifikator sa 2 klase. Plava klasa se moze
modelovati sa Gausovom raspodelom ¢ija je srednja vre-
dnost p, = [0, —1]", a varijansa £, = [1.5,0.4;0.4,1.0].
Crvena klasa se moze modelovati sa Gausovom raspo-
delom ¢ija je srednja vrednost u. = [0, 11T, a varijansa
X, =1[1.0,0.6;0.6,1.0]. Crnom linijom je prikazana gra-
nica izmedu klasa. U ovom primeru, uvodenjem dijago-
nalne aproksimacije greSka klasifikacije se povecala sa
14.5% na 18.5%. 10

Aproksimacija Gausove raspodele pomo¢u GMM kod
kojih su kovarijansne matrice aproksimirane dijagonal-
nim. Na slici levo crvenom elipsom je predstavljena stvar-
na raspodela, a zelenim elipsama pojedinacne kompo-
nente koje ¢ine GMM. Na slici desno predstavljena je
raspodela koju daje GMM (ponderisana suma pojedi-
nacnih raspodela). 11

Pseudo kod OMP algoritma. Redni broj iteracije je ozna-
¢en sa iinalazi se u zagradama u eksponentu promenj-
live. Skup indeksa iskorid¢enih atoma S*) u indeksu
retkog koda « i re¢nika D zna¢i da taj vektor odnosno
matrica sadrzi samo elemente odnosno kolone sa tim
indeksima. 23
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Slika 6

Slika 7

Slika 8

Slika 9

Slika 10
Slika 11

Slika 12

Slika 13

Slika 14

lustracija OMP algoritma. Plavom bojom (crta-tacka li-
nija) su prikazani svi atomi, crvenom (puna linija) sig-
nal, zelenom (puna linija) odstupanje (reziduum). Ini-
cijalno odstupanje je jednako signalu, tako da je ono na
slici 6b oznaceno crvenom bojom. Isprekidanim crvenim
linijjama su prikazani vektori azds i a4d4, koji u zbiru
daju rekonstrukciju signala x. 25

Pseudo kod MP algoritma. Redni broj iteracije je ozna-
¢en sa i i nalazi se u zagradama u eksponentima pro-
menljivih. Treba napomenuti da se vrednost (d{r“_] )/ ||dk||§
izracunava samo jedanput u jednoj iteraciji algoritma,
ali za sve atome koji ¢ine re¢nik, kao da u svakoj novoj
iteraciji ne mora da dode do povecanja skupa korisé¢enih
indeksa S(V). 26

Pseudo kod WMP algoritma. Redni broj iteracije je ozna-
¢en sa i i nalazi se u zagradama u eksponentima pro-
menljivih. 27

Resenje problema miny || &, tako da [%, N = %, za
razli¢itie vrednosti p. 28

Izgled funkcije |x|P za razli¢ite vrednosti p. 29
Pseudo kod FOCUSS algoritma zasnovan na IRLS pro-
ceduri. Redni broj iteracije je oznacen sa i i nalazi se
u zagradama u eksponentima promenljivih. Karakter
"+’ koji se nalazi u eksponentu promenljivih oznac¢ava
pseudo-inverziju, odnosno X+ = X' (XXT)~! 30
Pseudo kod LARS algoritma. Slovo C u eksponentu ozna-
¢ava da je u pitanju komplement skupa. Oznaka skupa
u indeksu promenljivih & i D ukazuje da takav vektor
odnosno matrica sadrZe samo elemente odnosno kolone
¢iji su indeksi sadrZani u tom skupu. Pretpostavka je da
se u svakom koraku najviSe jedan element, moZe raz-
meniti izmedu skupova (S i S€). Ovde je naveden samo
jedan od nekoliko mogucih nacina za izbor optimalnog
o. 32

Pseudo kod MOD algoritma. Redni broj iteracije je ozna-
¢en sa k i nalazi se u zagradama u eksponentima pro-
menljivih. Sa N, je oznacen ukupan broj signala. U cilju
skracenja zapisa uzeto je da je X = [x1,x2,...,xN,] 1
A=l a,...,0N,] 35

Pseudo kod K-SVD algoritma. U cilju skraéenja zapisa
uzetojedaje X = [x1,x2,...,xn,, A =[x, 2, ..., N, ],
Aj. j-ta vrsta matrice A i Ajs j-ta vrsta matrice koja sa-
drzi samo elemente na pozicijama koje su sadrzane u
skupu izabranih indeksa S. Indeks iteracije je naveden u
eksponentu promenljive u okviru zagrada. Primetiti da
se vrednost A izratunava 2 puta u okviru jedne itera-
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Pseudo kod za online odredivanje rec¢nika. Redni broj
iteracije je oznacen sa t i naveden je u zagradama u ek-
sponentu promenljive. 40

Zavisnost maksimalnog broja atoma u re¢niku K od kar-
dinalnosti retkog koda d, u slucaju 26-dimenzionalnog
prostora za razlic¢ite vrednosti prose¢nog broja Gauso-
vih raspodela za koje se izra¢unava logaritam izgledno-
sti po frejmu M, i razlic¢ite nivoe redukcije r u odnosu na
model sa punim kovarijansnim matricama. Nivo reduk-
cije od 19% znaci da je ukupan broj operacija po jednom
frejmu ograni¢en 1% od broja operacija koje zahteva
model sa punim kovarijansim matricama. 48
Procedura za estimaciju parametara SEGMM. Sa N, je
oznacen broj iteracija EM algoritma, sa N, broj iteracija
za odredivanje re¢nika. 51

Blok Sema ekstraktora obeleZja. 62

Pseudo kod procedure kojom se formiraju stanja mo-
dela na osnovu inicijalnih modela koje je dala TBC na
jednom govorniku i rastojanja izmedu njih. Rezultujuéi
skup HMM stanja je oznacen sa C. 65

Uporedni prikaz WER-a u zavisnosti od broja izlaznih

obelezja za razlicite vrste ulaznih obeleZja. Znacenje oznaka

na graficima su sledece: hlda d — varijanta HLDA koja
pretpostavlja da su samo diskriminatorna obeleZja ne-
korelisana, hlda — varijanta HLDA koja pretpostavlja da
su sva transformisana obeleZja nekorelisana, lda — vari-
janta LDA u kojoj se vrsi normalizacija transformacione
matrice i ref - WER GMM-a sa dijagonalnim kovarijan-
snim matricama i obelezjima 12MFCC_E_D. 81
Zavisnost prosecne vrednosti kvadratnog rastojanja (a)
i KLD (b) od d za razli¢ite vrednosti k 85
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ANN Vestacka neuralna mreza (Artificial Neural Network)
ASR  Automatsko prepoznavanje govora (Automatic speech recognition)
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MLLT Linearna transformacija zasnovana na maksimizaciji izglednosti
(Maximum likelihood linear transformation)

MLT ViSestruke linearne transformacije (Multiple linear transforms)
MOD Metod optimalnih pravaca (Method of optimal directions)
MP  TraZenje poklapanja (Matching pursuite)
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OMP TraZenje poklapanja uz uslov ortogonalnosti (Orthogonal matching
pursuite)

PCA Rastavljanje na osnovne komponente (Principal component analysis)

PCGMM Model Gausovih mesavina sa inverznim kovarijansnim matricama
ograni¢enim u vektorskom potprostoru (Precision constrained Gaussian
mixture model)

SCGMM Model Gausovih mesavina u ograni¢enom vektorskom potprostoru
(Subspace constrained Gaussian mixture model)

SEGMM Model Gausovih me$avina sa inverznim kovarijansnim matricama
modelovanim pomocu retke reprezentacije njihovih karakteristi¢nih
vektora (Sparse eigenvector Gaussian mixture model)

SLU Automatsko razumevanje govora (Spoken language understanding)

SPAM Gausove meSavine u ogranic¢enim vektorskim potprostorima srednjih
vrednosti i inverznih kovarijansnih matrica (Subspace constrained
precision and mearn)

SPLICE Deo-po-deo linearna kompenzacija okruZenja bazirana na stereo
signalu (Stereo-based picewise linear compenstion for enviroments)

STC  Delimi¢no povezane kovarijansne matrice (Semi-tied covariances)

SVD Dekompozicija na singularne vrednosti (Singular value decomposition)
TBC Klasterovanje na osnovu stabla (Tree-based clustering)

WER Ucestanost greSaka na nivou reci (Word error rate)

WMP Trazenje pribliZznog poklapanja (Weak matching pursuite)



MATEMATICKA NOTACIJA

Prilikom izbora matematic¢kih oznaka vodilo se ratuna o tome da oznake u
samoj disertaciji budu konzistentne, ali i da budu uskladene sa oznakama u ko-
riS¢enoj literaturi. NaZalost notacija u literaturi za iste stvari varira u zavisnosti
od oblasti (obrada signala, masinsko ucenje), ali i od Skole kojoj pripadaju au-
tori. U ovom radu prednost su imale oznake koje se ¢esce pojavljuju u literaturi,
kao i one koje su bile primarni izvor za pojedina reSenja.

Da bi ¢itanje matematickih izraza bilo jednostavnije matrice su oznacene po-
debljanim velikim slovima latini¢nog ili grékog alfabeta (npr. A i X), vektori
podebljanim malim slovima latini¢nog ili gr¢kog alfabeta (npr. « i d), a skalari
malim slovima latini¢nog ili gr¢kog alfabeta. Pojedinac¢ne kolone matrice su
oznacene istim slovom kao matrica ali malim i podebljanim, dok oznaka koja
se nalazi na poziciji indeksa oznacava redni broj kolone (npr. d; oznacava i-tu
kolonu matrice D). Pojedinacne vrste matrice oznacene su na identi¢an nacin
kao i sama matrica pri ¢emu se u indeksu nalazi oznaka vrste nakon koje sledi
zvezdica (npr. Di, oznacava i-tu vrstu matrice D). Pojedina¢ni elementi ma-
trice su oznaceni istim slovom kao i matrica pri ¢emu ono nije zadebljano, a par
oznaka u indeksu predstavljaju njegovu poziciju u matrici (npr. Dy predstavlja
element matrice D u i-toj vrsti i j-toj koloni). Pojedina¢ni element vektora, koji
ne predstavlja kolonu ili vrstu matrice je oznacen istim slovom kao i sam vek-
tor pri ¢emu ono nije zadebljano, a u indeksu sadrzi oznaku njegove pozicije u
vektoru (npr. d; predstavlja i-ti element vektora d). Ukoliko se neka promen-
ljiva izra¢unava iterativnom procedurom, njena vrednost u tekucoj iteraciji na
poziciji eksponenta sadrzi redni broj iteracije koji je naveden u obi¢nim za-
gradama (npr. di(k) oznacava vrednost i-te kolone matrice D u k-toj iteraciji).
Posto se karakteristike govora menjaju tokom vremena, ponekad je u opisu
potrebno istadi tu zavisnost te ée u tim slucajevima naziv promenljive u svom
indeksu imati vrednost t (npr. ako o predstavlja opservaciju u proizvoljnom
vremenskom trenutuku, oy oznacava opservaciju u trenutuku t).

U nastavku je data lista svih koris¢enih simbola.

o opservacija odnosno vektor obeleZja

01T sekvenca od T opservacija odnosno (01,02,...,07T)
D dimenzionalnost vektora obeleZja
M; broj komponenata koji ¢ine Gausovu meSavinu pridruZenu stanju s
M ukupan broj Gausovih raspodela koje ¢ine model
wsm teZina m-te komponente Gausove meSavine koja je pridruZena stanju s

s srednja vrednost m-te komponente Gausove mesavine koja je pridruZena
stanju s

Zsm kovarijansna matrica m-te komponente Gausove mesavine koja je pridru-
Zena stanju s

XV
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Psm inverzna kovarijansna matrica m-te komponente Gausove meSavine koja
je pridruZena stanju s (Psm, = Z5,)

V' matrica karakteristi¢nih vrednosti
as,,s, verovatnoca prelaza iz HMM stanja s; u HMM stanje s,

MMM skup parametara kojima je opisan skriveni Markovljev model (inicijalne
verovatnoce, verovatnoce prelaza kao i teZine, srednje vrednosti i kovari-
jansne matrice komponenti GMM-a)

D matrica koja sadrZi bazne vektore u opstem slucaju odnosno atome u
slu¢aju retke reprezentacije

o redak kod koji sadrZi koeficijente koji mnoZe atome
K ukupan broj atoma koji ¢ine rec¢nik
N, ukupan broj signala/podataka koji je na raspolaganju za obuku

d maksimalna broj nenultih elemenata u retkom kodu

o=

|- llp lp-norma ako je p > 1 definisana sa x|, = (3_; Ixi[P)
| - [lo lo-pseudo norma definisana sa ||x||o = #{xi # 0}

| - || Frobeniusova norma koja je za m x n dimenzionalnu matricu definisana
sa [Xr = /X T X3

|| Determinanta ako je promenljiva matrica, odnosno apsolutna vrednost
ako je u pitanju skalar
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Govor je osnovni oblik komunikacije izmedu ljudi i kao takav ¢e vrlo vero-
vatno imati centralnu ulogu u buduéim interfejsima za komunikaciju sa ma-
Sinama. Da bi masina mogla da razume Sta je ¢ovek rekao prvo treba da iz
govornog signala izdvoji reci, a potom iz tih reci izvuce informaciju o tome Sta
je reCeno. Prva faza, preslikavanje akustickog signala u niz reéi se naziva au-
tomatsko prepoznavanje govora (ASR, Automatic Speech Recognition), a druga
faza, preslikavanje re¢i u znacenje automatsko razumevanje govora (SLU, Spo-
ken Language Understanding)." Za ¢oveka razumevanje govora ¢ak i u slucaju
da je govorni signal oStecen pozadinskom bukom ne predstavlja veci problem,
jer pored informacije sadrzane u samom govornom signalu, ¢ovek pri razu-
mevanju govora uzima u obzir i kontekst. NaZalost, razumevanje konteksta u
kom se govor nalazi uglavhom se zasniva na opstem znanju o svetu i stoga
predstavlja jedan od osnovnih problema za formiranje robustnog sistema za
automatsko prepoznavanje odnosno razumevanje govora.

Iako je krajnji cilj razumevanje onoga $to je re¢eno, zbog sloZenosti problema
koji treba da resi SLU, ASR se obi¢no izdvaja kao posebna celina. Zadatak istra-
Zivanja u oblasti ASR-a jeste reSavanje problema brzog i ispravnog prepozna-
vanja Sta je rekao proizvoljan govornik u proizvoljnim akusti¢kim uslovima na
proizvoljnom jeziku. Ovaj krajnji cilj je nekoliko decenija daleko, ali je ve¢ sada
moguce upotrebiti ASR sisteme u ogranicenim i kontrolisanim uslovima, te
tako postoje automatizovani pozivni centri, programi za diktiranje, personalni
asistenti itd. (Pieraccini, 2012).

Postoji mnogo faktora koji odreduju moguénosti jednog ASR sistema kao $to
su: veli¢ina re¢nika izgovora,? prirodnost i te¢nost govora, varijabilnost kanala
i akustickog okruZenja kao i varijabilnost karakteristika govornika. Na slici 1
je prikazana ucestanost greska na nivou re¢i (WER, Word error rate) za razlicite
sisteme tokom godina koji su evaluirani od strane NIST-a (National Institute of
Standards and Technology), sa koje je moguce sagledati zavisnost pojedinih fak-
tora na tacnost sistema za prepoznavanje. Broj reci koje je potrebno prepoznati
u velikoj meri uti¢e na tacnost ASR sistema pa tako ukoliko je potrebno pre-
poznati nekoliko rec¢i (npr. sekvencu cifara) tacnost prepoznavanja je gotovo
100%, za sisteme sa malim re¢nicima do nekoliko hiljada reci iznad 96%, dok
je za sisteme sa velikim re¢nicima koji broje nekoliko desetina hiljada re¢i i
viSe ta¢nost manja od 90%. Na slici 1 je broj re¢i koji zahtevaju pojedini zadaci
prikazana pored krivih koje prikazuju promenu WER-a tokom godina, dok za
zadatke gde to nije navedeno (Broadcast Speech, Conversational Speech i Meeting
Speech) podrazumeva se re¢nik od nekoliko desetina hiljada re¢i.

1 U oblasti vestacke inteligencije jednu veliku oblast predstavlja razumevanje prirodnog jezika
(NLU Natural language understanding), koja ima zadatak da na osnovu teksta zakljudi Sta je
znacenje (smisao) teksta. Podoblast koja se bavi govornim jezikom predstavlja SLU, pri ¢emu
je zadatak znacajno teZi jer re¢i u tekstu ne moraju da odgovaraju stvarno izgovorenim recima,
a znalenje pojedinih reéi zavisi i od naéina izgovora (nelingvisti¢kih infromacija u govornom
signalu).

2 Re¢nik izgovora predstavlja listu reci koju sistem ofekuje u govornom signalu.
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Drugi faktor koji uti¢e na ta¢nost sistema za prepoznavanje jeste prirodnost
i te¢nost govora. Daleko je jednostavnije za jedan ASR sistem da prepoznaje
izolovano izgovorene reci, gde su uzastopne reci razdvojene relativno dugom
pauzom u govoru, nego kontinualni govor, gde su reci gotovo spojeno izgova-
rane. U okviru kontinualnog govora razlikuju se tri podvrste: i) ¢itani govor, if)
konverzacija ¢oveka sa masinom i iii) konverzacija ¢oveka sa ¢ovekom. Jasno je
da je najtezi oblik za automatsko prepoznavanje konverzacija ¢oveka sa ¢ove-
kom posto je brzina govora velika te ne postoji potpuna i ispravna artikulacija
svih glasova (u ovu grupu spadaju Conversational Speech i Meeting Speech sa
slike 1). Pri konverzaciji ¢oveka sa masinom covek se trudi da govori jasnije,
artikulisanije i manje spontano (u ovu grupu spada Air Travel Planning Kiosk
Speech sa slike 1), dok je ¢itani govor jo$ jednostavniji posto on podrazumeva
i umeren tempo izgovora i glasno¢u ¢ime je dodatno smanjena varijabilnost
izgovora fonema.

NIST STT Benchmark Test History — May. '09

100% :
Switchboard Conversational Speech
-9 i Meeting Speech
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Slika 1: NIST evaluacija ASR sistema. Slika je preuzeta sa http://www.itl.nist.gov/
iad/mig/publications/ASRhistory/

Varijabilnost kanala i akustickog okruZenja povecava varijabilnost izgovora
glasova sto povecava konfuziju izmedu fonema ¢ime se smanjuje ta¢nost prepo-
znavanja. Za razliku od ¢oveka koji ima sposobnost adaptacije na nove uslove,
mogucnosti adaptacije sistema za prepoznavanje su ogranicene te u situaci-
jama kada postoje znacajne rezlike u akustickim karakteristikama u snimcima
koji su koriS¢eni za obuku i onim koje sistem treba da prepoznaje dolazi do
znacajne degradacije ta¢nosti prepoznavanja. Pored varijabilnosti koju unose
razli¢iti kanali, propusni opseg kanala moze biti uzi od Sirine spektra govor-
nog signala $to moZe dovesti od gubitka informacija, pa tako u slucaju tele-
fonskog kanala koji odseca prakti¢no sve frekvencije iznad 4 kHz, znacajan
deo energije pojedinih frikativa i afrikata je odstranjen $to oteZava njihovo pre-


http://www.itl.nist.gov/iad/mig/publications/ASRhistory/
http://www.itl.nist.gov/iad/mig/publications/ASRhistory/
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poznavanje. Sa druge strane prisustvo drugih izvora zvuka, znacajno menja
raspored akusticke energije u spektru maskiraju¢i pojedine foneme dodatno
smanjujudi razlike izmedu njih, $to za rezultat ima smanjenje ta¢nosti prepo-
znavanja. Do sada su razvijene mnoge tehnike koje imaju za cilj redukciju ovih
varijabilnosti kao $to su: normalizacija srednjom vrednos¢u (CMN, Cepstral
Mean Normalization) (Saon i Chien, 2012), deo-po-deo linearna kompenzacija
okruzenja bazirana na stereo signalu (SPLICE, Stereo-based piecewise linear com-
pensation for enviroments) (Deng et al., 2001) i ekvalizacija na osnovu kvantila
histograma (Quantile-based Histogram Equalization)(Hilger, 2004).

Poslednji faktor koji oteZava prepoznavanje govora jesu razli¢ite individu-
alne karakteristike govornika (fizioloSke karakteristike ali i na¢in artikulacije)
koje povecavaju varijabilnost pojedinih fonema. Ovo se ogleda u ¢injenici da
ASR sistemi koji su obuceni samo na jednog govornika, tzv. sistemi zavisni od
govornika imaju daleko vec¢u ta¢nost prepoznavanja (blizu 100%) od sistema
koji su namenjeni ve¢em broju govornika tzv. sistemima nezavisnim od go-
vornika (Huang i Lee, 1993). Jedan od nacina da se ovaj problem prevazide
jeste pomocu normalizacije vokalnog trakta kojom se transformise frekvencij-
ska osa tako da odgovara karakteristikama referentnog govornika (Jakovljevic¢
et al., 2009), ili da se parametri modela prilagode datom govorniku pomocéu
adaptacije na govornika (Gales i Woodland, 1996). Svi prehodno navedeni fak-
tori su razlog, zasto i pored skoro 4 decenije intenzivnog istraZivanja u obla-
stima ASR-a i SLU-a moguénost prepoznavanja i razumevanja masine je i dalje
daleko manja od one koju ima ¢ovek.

Sam problem ASR-a se moZe jednostavno definisati kao preslikavanje govor-
nog signala s(t) u odgovarajuc¢u sekvencu re¢i odnosno:

Wit = f(s(t)) (1)

gde je w?‘w sekvenca od N,, re¢i (Wi, wy,...,wn, ), a f(-) funkcija koja vrsi
odgovarajucée preslikavanje. Treba primetiti da se prepoznavanje govora defi-
nisano na ovaj nacin moZe tretirati kao specijalan slucaj prepoznavanja oblika.
Standardni pristup prepoznavanju oblika je da se funkcija f(-) dekomponuje na
dve od kojih jedna vr$i tzv. izdvajanje (ekstrakciju) obelezja iz signala (g (s(t)))
i drugu koja vrsi klasifikaciju na osnovu izdvojenih obelezja (h (-))? odnosno:

Wi = (g (s(t))) 2)

Pod obeleZjima se podrazumevaju karakteristike na osnovu kojih je moguce
jednoznacno identifikovati pripadnost klasi, gde se pod klasom u slucaju pre-
poznavanja govora moZe podrazumevati fonem. Posto govorni signal pored
lingvisti¢kih informacija nosi i paralingvisticke informacije* iz govornog sig-
nala je neophodno izdvojiti samo karakteristike koje se odnose na to Sta je
re¢eno, odnosno lingvisticke informacije. Iz artikulacione fonetike je poznato

Ovakav pristup omogucuje da se algoritmi koji se koriste pri klasifikaciji u¢ine relativno nezavi-
snim od konkretnog problema koji je potrebno resiti, odnosno jednostavniju primenu postoje¢ih
reSenja na nove probleme. Sa druge strane izdvajanje obeleZja podrazumeva postojanje znanja
koja su specifi¢na za problem odnosno koje su to informacije (obelezja) koja su bitna za klasifi-
kaciju.

Pod lingvistickim informacijama u govornom signalu se podrazumevaju informacije o tome
Sta je receno, a pod paralingvistickim informacijama informacije o identitetu govornika (polu,
starosti, poreklu, obrazovanju), njegovom emocionalnom i zdravstvenom stanju.



4

UvOoD

da na osnovu nacina artikulacije, mesta tvorbe u slu¢aju konsonanata, odno-
sno poloZaja jezika u slucaju vokala i zvuénosti moguce jednozna¢no odrediti
sve foneme srpskog jezika, ali ta obeleZja je relativno teSko pouzdano izdvo-
jiti iz akustickog oblika govornog signala. S druge strane iz auditorne fone-
tike poznato je da je informacija o tome $ta je reCeno prvenstveno sadrzana
u obvojnici spektra, stoga je razumno ocekivati da bi oblik obvojnice odno-
sno parametri koji ga opisuju mogli posluziti kao obelezja pri prepoznavanju
oblika. Posto je potrebno posmatrati spektar govornog signala, odnosno pro-
mene spektra tokom vremena, neophodno je izdeliti govorni signal na manje
stacionarne segmente. Ovi segmenti se nazivaju frejmovi, a procedura kojom
se izdvajaju prozoriranje. Trajanje frejmova ne sme da bude suvise kratko jer bi
to vodilo gubitku frekvencijske rezolucije,” niti sme da bude suvise dugo jer ¢e
obuhvatiti nestacionarne segmente govornog signala, tako da je tipi¢no trajanje
frejma izmedu 20 ms do 35 ms. Da bi se izbegla moguénost da neki dogadaj ne
bude detektovan, Sto se moze desiti ukoliko bi se podelilo izmedu dva susedna
frejma tako da ni jedan frejm ne sadrZzava samo taj dogadaj, susedni frejmovi
se medusobno preklapaju. Tipi¢ne vrednosti preklapanja su izmedu 50% i 75%
duzine frejma, $to odgovara pomerajima frejma od 10 ms do 15 ms, pri ¢emu
se obitno ne ide na vrednosti pomeraja frejma koje su manje od 10 ms, jer
se time povecava broj frejmova koje je potrebno obraditi, a dobitak po pitanju
tacnosti je neznatan. ObeleZja koja opisuju obvojnicu spektra i njene promene
tokom vremena se izdvajaju za svaki frejm i kombinuju u vektor obelezja i
¢ine jednu opservaciju, tako da funkcija g(-) signal preslikava u sekvencu od T
opservacija (0]), odnosno:

o] = g(s(t) (3)

Nakon sto se izaberu obeleZja potrebno je izabrati i estimirati odgovarajucu
funkciju koja ¢e vrsiti klasifikaciju na osnovu obeleZja, odnosno sekvencu obe-
lezja preslikavati u odgovarajuéu sekvencu reci:

Wi =h (o) @

Posto trajanje jednog fonema varira u zavisnosti od mnogo faktora, ovu vre-
mensku varijabilnost je neophodno uzeti u obzir prilikom formiranja klasifika-
cione funkcije h(-). Jedno od najpodesnijih resenja za modelovanje vremenske
varijabilnosti jesu skriveni Markovljevi modeli (HMM, Hidden Markov Model),
koji se veoma efikasno mogu ukomponavati sa drugim modelima koji opisuju
akusticku varijabilnost klasa kao $to su mesavine Gausovih raspodela (GMM,
Gaussian Mixture Model) ili veStatke neuralne mreze (ANN, Artificial Neural Ne-
tworks).

U ovom radu je za realizaciju klasifikacione funkcije iskors¢en HMM u kom-
binaciji sa GMM-om, tzv. statisticki pristup, posto predstavlja dominantani
uspesan pristup prepoznavanju govora poslednjih nekoliko decenija. Cilj pre-
poznavanja govora se u slucaju statistickog pristupa moze definisati kao prona-

Pod frekvencijskom rezolucijom se podrazumeva najmanje rastojanje izmedu ucestanosti dve
prostoperiodi¢ne komponente signala koje je moguce razlikovati, a odredena je tipom i Sirinom
(Tw) prozorske funkcije. U slu¢aju pravougaone prozorske funkcije frekvencijska rezolucija je
Af = %, a u slucaju trougaone, Hanove (Hann), Hemingove (Hamming) i Blekmanove (Black-

man) prozorske funkcije je Af = %
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laZenje najverovatnije sekvence re¢i W koja odgovara zadatoj ulaznoj sekvenci

opservacija 0] odnosno:
W} —arg max p (w)lo]) (5)
TN,y

gde je p (w ( N |01T) tzv. a posteriori verovatnoca, odnosno uslovna verovatnoca
da sekvenc1 opservacija 0] odgovara sekvenca reci w1 '. Treba primetiti da je u
sluaju statistickog pristupa prepoznavanju govora za klasifikacionu funkciju
h(-) izabrana arg max funkcija verovatnoce.

A posteriori verovatnoca sekvence reci koja se koristi u jednacini (5) nije
pogodna za izabrani generativni model (HMM u kombinaciji sa GMM-om)
stoga se koristi Bejzovo (Bayes) pravilo:

_ p(ofwil) p (W)

Pl =)

(6)

gde je p (o] w}') tzv. izglednost (likelihood), odnosno uslovna verovatnoca da
sekvenci re¢i w) odgovara sekvenca opservacija o], p (w}') tzv. a priori vero-
vatnoca, odnosno verovatnoca da se pojavi sekvenca re¢i wi i p (o]) verovat-
noca da se pojavi sekvenca opservacija o] . Ciljna funkcija data izrazom (5) se
stoga moze preurediti na slede¢i nacin:

3 = ang_max p (o)) p (w1") o

TN

pri ¢emu se p (01 ) koji se nalazi u imeniocu mozZe izostaviti jer ne zavisi od
izabrane sekvence reci w?j , po kojoj se vrsi maksimizacija.

A priori verovatnoca sekvence reci w]ﬁ‘, ne zavisi od ulazne sekvence op-
servacija (odatle i naziv a priori) ve¢ od samog jezika, stoga se ona cesto na-
ziva modelom jezika. U slucaju prepoznavanja na malim rec¢nicima definise se
preko skupa pravila prelaza izmedu reci koji se uobicajeno naziva gramatika,
ali u slucaju prepoznavanja na velikim re¢nicima koriste se estimirane vero-
vatnoce pojavljivanja pojedinih reci i grupa reci. ViSe o na¢inima modelovanja
jezika moZe se pronadi u (Jurafsky et al., 2000).

Izglednost p (o] w}') povezuje foneme sa njihovim akusti¢kim manifestaci-
jama stoga se naziva akusti¢ckim modelom. Kao $to je ranije napomenuto, ovaj
akusticki model je predstavljen pomo¢u HMM u kombinaciji sa GMM-om, od-
nosno:

T
p (o—]r|WI|\l) :nS]bS1(O1)Hasi_],sibsi(oi) (8)

gde je 75, verovatnoca da se u pocetnom trenutku nade u stanju s, as, s,
verovatnoda prelaza iz stanja s;_1 u stanje sj, bs,(01) verovatnoca da je stanje
s; emitovalo opservaciju 0;, pri ¢emu sekvenca stanja s] odgovara sekvenci
re¢i wi. Treba napomenuti da indeksi koji se nalaze uz odgovarajuca stanja
predstavljaju identifikatore trenutka a ne identifikatore stanja, odnosno da gore
oznacena stanja s; i sj; ne moraju biti nuzno razli¢ita stanja ve¢ da odgovaraju
trenucima i i j. Verovatno¢a emitovanja bs, (0i) je u ovom modelu opisana
pomocu GMM-a odnosno definisana je izrazom:

(Oifusim)Tzs_i]m(oifusim) (9)

N[—=

1 _
w e
Z /(2P Ll
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gde je D broj koris¢enih obeleZja, ws,m, Hs,m 1 s;m teZina, srednja vred-
nost i kovarijansa m-te komponente GMM-a (Gausove raspodele) respektivno,
M, ukupan broj Gausovih raspodela pridruZenih stanju s;. Treba primetiti da
bs, (01) po svojoj prirodi ne predstavlja verovatnoc¢u veé gustinu verovatnode.

Posto stanja HMM-a mogu da se organizuju tako da formiraju trelis struk-
turu, potraga za najverovatnijom sekvencom reci definisana jednac¢inom (5) se
moze efikasno realizovati pomocu Viteribijevog algoritma, potragom za najve-
rovatnijom sekvencom stanja. Da bi se prepoznavanje realizovalo u realnom
vremenu, neophodno je obezbediti da proces dekodovanja bude dovoljno brz.
Na osnovu prethodno izloZenog jasno je da najveci broj racunskih operacija
pri izra¢unavanju p (o] [w}') odlazi na izra¢unavanje vrednosti gustina vero-
vatnoca emitovanja, i stoga optimizacijom tog modela bi se mogla obezbediti
znacajna usteda.

Pored brzine neophodne pri dekodovanju potrebno je obezbediti i odgova-
rajucu tacnost modela. Na Fakultetu tehnickih nauka Univerziteta u Novom
Sadu istrazivanja su isla u pravcu povecanja tacnosti usvajanjem modela u
kome su eksplicitno modelovane korelacije izmedu obeleZja (GMM sa punim
kovarijansnim matricama), a potom ubrzavanjem dekodovanja hijerarhijskim
klasterovanjem Gausovih smesa (Janev et al., 2010; Popovi¢ et al., 2012). Pri-
stup u ovom radu je bio nesto drugaciji, odnosno islo se na ubrzavanje deko-
dovanja smanjenjem broja parametara modela uz neznatan gubitak ta¢nosti.
Pretpostavka na kojoj se zasniva ovaj rad jeste da kovarijansne matrice (ta¢nije
njihove inverzne vrednosti) Gausovih raspodela obrazuju niZedimenzionalne
potprostore koje je moguce efikasno predstaviti u prostoru njihovih karakte-
risti¢nih vektora. Pretpostavka o moguénosti razapinjanja inverznih kovarijan-
snih matrica u nekom vektorskom prostoru nije nova, ali ideja da ta predstava
moZe imati retku reprezentaciju, koja je iskoris¢ena u ovom radu jeste. Detaljan
pregled alternativnih metoda za modelovanje Gausovih raspodela u GMM-u
je dat u poglavlju 2. Osnovni teorijski principi na kojima se bazira retka re-
prezentacija kao i algoritmi koji se pri tome koriste, a koji su iskoris¢eni u
predloZenom modelu su dati u poglavlju 3. Detaljan opis predloZenog modela
je dat u poglavlju 4, dok su rezultati testova praceni odgovaraju¢om diskusi-
jom navedeni u poglavlju 6. Detaljan opis metoda kao i govornih resursa koji
su korisc¢eni u testovima su dati u poglavlju 5. Poslednje poglavlje 7 sadrZi
zakljucke ovog istrazivanja kao i potencijalne smernice za buduca istraZivanja.
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2.1 UVOD

U ovom poglavlju dat je pregled postojecih aproksimacija kovarijansnih ma-
trica koje se koriste u modelima Gausovih me3avina. Cilj ovih aproksimacija
jeste da obezbede:

e taCnu procenu gustine verovatnoce emitovanja,

e robustnu procenu parametara modela i u slu¢ajevima kada nije na raspo-
laganju celokupna populacija,

e efikasno (brzo) izra¢unavanje potrebnih emitujuc¢ih verovatnoca i

¢ male memorijske zahteve za smeStanje parametara modela.

Tac¢na procena gustine verovatnoce emitovanja, zna¢i manje odstupanje modela
od stvarnog procesa koji treba da se modeluje, Sto obi¢no zna¢i ve¢u ta¢nost
prepoznavanja. Veina sistema za prepoznavanje oblika se obucava na instan-
cama koje su pridruZene odgovaraju¢im klasama, ali te instance obi¢no ne
obuhvataju sve moguce realizacije, Sto za posledicu ima degradaciju ta¢nosti
prepoznavanja sistema (Jiang, 2011). U slucaju da je broj parametara modela
velik, a broj opservacija koje su na raspolaganju za obuku mali, nije moguce
obezbediti pouzdanu procenu parametara. Odnosno, model gotovo savrSeno
opisuje opservacije na kojima je obucen, ali nevidene opservacije, one koje se
ne nalaze u skupu za obuku, opisuje prili¢cno loSe. Ova degradacija tacnosti
prepoznavanja postaje izraZenija, $to je skup za obuku maniji, i obi¢no samim
tim manje reprezentativan. Ovaj problem se prevazilazi pove¢anjem skupa za
obuku, $to ponekad i nije tako jednostavno, ili smanjenjem broja parametara
koji su potrebni za opis modela. Smanjenje broja parametara modela je bitno
i iz prakti¢nih razloga, jer manji broj parametara obi¢no znaci i brze izracu-
navanje potrebnih verovatnoc¢a emitovanja ali i manje memorijske zahteve za
njihovo smestanje.

Model Gausovih meSavina (GMM Gaussian mixture model) predstavlja je-
dan od najzastupljenijih modela koji se koristi pri statistickom prepoznavanju
oblika (Saon i Chien, 2012; Plataniotis i Hatzinakos, 2000). U ovom modelu, gu-
stina raspodele verovatnoce emitovanja opservacije 0 modelovana je pomocu
ponderisane sume D-dimenzionalnih Gausovih raspodela odnosno:

M

s ] 1 Te—1
b.(0) = w —efj(oflkm) Zom(0—Hsm) 10
(0) = 3 wan e (10)

m=1
gde je sa Wgm, Hgm 1 Zsm Oznacena teZina (apriori verovatnoda), srednja vred-

nost i kovarijansa m-te komponente GMM (Gausove raspodele) koja je pridru-
Zena klasi s," a sa M ukupan broj Gausovih raspodela koje ¢ine mesavinu.

U sluéaju sistema za automatsko prepoznavanje govora zasnovanim na skrivenim Markovljevim
modelima i GMM-u, klasa odgovara jednom stanju skrivenog Markovljevog modela.
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Broj parametara koji opisuje jednu komponentu mesavine (jednu Gausovu
raspodelu) je %(D +1)(D + 2) gde najveci deo predstavljaju elementi kovari-
jansne matrice (D + 1)D. 2 Ovako veliki broj parametara zna¢i i relativno
velike memorijske zahteve za smes$tanje modela, ali i odredene probleme pri
estimaciji parametara. Ukoliko je broj opservacija manji od dimenzije prostora
opservacija D dobijena kovarijansna matrica je singularna, a ako je tek nesto
veéi od D tada se dobija numericki loSe kondicionirana matrica odnosno njena
inverzija znacajno povecava greSsku estimacije (Ledoit i Wolf, 2004). Stoga ko-
riS¢enje pune kovarijansne matrice, u slu¢aju kona¢nog skupa za obuku zbog
problema koji se javljaju pri estimaciji parametara ne znaci i poboljsanje ta¢no-
sti prepoznavanja.

Kao sto je prethodno napomenuto drugi problem o kome treba voditi racuna
jeste brzina izracunavanja. Posto je potrebno izra¢unati izglednost sekvence
opservacija, a da bi se pritom izbegli problemi sa gubitkom ta¢nosti koja je po-
sledica mnoZenja vrednosti koje su manje od jedan, umesto vrednosti gustine
raspodele verovatnoce emitovanja opservacije posmatra se njen logaritam, od-
nosno:

M
: 1 Ty
(6] :ln w S (Oiusm) Zsm(oiusm) 11
gs( ) <§ sm (ZTE)D|Zsm| ( )

Pri izratunavanju gustine raspodele emitovanja opservacija izraz (11) se ¢esto
aproksimira tako $to se umesto sume uzmima maksimum odnosno:

o
N|—

1 1 Ty1
0) =1In [ maxwg, —————e 2(07Hm) Zem(0—Hem) 12

930( ) ( iy sm (27T)D|zsm| ) (12)
Gornja aproksimacija sledi iz osobine logaritma log(a +b) ~ log(max{a, b})
ukoliko vazi a >> b > 0. MoZe se pokazati da se stvarna vrednost gu-
stine raspodele emitovanja opservacije nalazi u granicama gso(0) < gs(0) <
In (M) + gso0(0), Sto znaci da je odstupanje manje $to je broj komponenata koje
¢ine meSavinu manji. Problemi nastaju ukoliko postoji znac¢ajno preklapanje
izmedu komponenata jedne mesavine. Ako bi uzeli ekstremni slucaj u kome
sve meSavine imaju istu srednju vrednost i varijansu tada bi razlika izmedu
stvarne i aproksimirane vrednosti bila In (M). (Dognin et al., 2009). Eksperi-
menti su pokazali da u ve¢ini slucajeva aproksimacija maksimum operatorom
neznatno utice na ta¢nost sistema za prepoznavanje govora.

Izraz (12) je moguce svesti na sledeci oblik:

1 w? _
950(0) = E mﬂ?X {—11’1 (27T)D +1In |Zsm| - (O - usm)T Zle (O - usm)} (13)
sm

Posto se ¢lan In (27r)° pojavljuje kod svih komponenata svih meSavina mo-

guce ga je izostaviti iz ra¢unanja. Sa druge strane ¢lan In &Vf:l se moZe tretirati
kao jedan parametar komponente meSavine i stoga unapred izracunati, ¢ime
bi se izbeglo izratunavanje logaritma u izrazu gso(-). Stoga je jasno da najveci
broj operacija odlazi na izra¢unavanje ¢lana (0 — tgy)" oo (0 — Hgp), $to u
slu¢aju punih kovarijansnih matrica zna¢i D(3D + 5)/2 osnovnih operacija3

2 Tako je puna kovarijansna matrica broj D? elemenata, zbog simetri¢nosti samo %D(D +1) su
jedinstveni. Ukupan broj parametara se dobija kada se broju elemenata kovarijansne matrice
doda broj elemenata koji ¢ine vektor srednje vrednosti (D) i teZina komponente (1), §to u zbiru
gini $(D +1)(D +2).

3 Osnovne operacije podrazumevaju sabiranje, oduzimanje, mnoZenje i deljenje.
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sa pokretnim zarezom (flops floating-point operations). Ovaj broj operacija ne
ukljucuje operacije koje su potrebne za izracunavanje inverzne kovarijansne
matrice, posto je inverznu matricu moguce izra¢unati unapred (u toku procesa
obuke) pri ¢emu se kao parametar modela umesto kovarijansne matrice ¢uva
njena inverzna vrednost. Jedan od nacina za prevazilaZenje problema memorij-
ske i ra¢unske kompleksnosti modela sa punim kovarijansnim matricama jeste
dijagonala aproksimacija kovarijansne matrice.

2.2 DIJAGONALNA APROKSIMACIJA KOVARIJANSNE MATRICE

Jedan od najcesé¢ih koriséenih pristupa za prevazilazenje problema velike
slozenosti koja postoji kod GMM-a jeste aproksimacija kovarijansnih matrica
dijagonalnim. Na ovaj nacin broj parametara po komponenti meSavine se sma-
njuje na 2D + 1, a ra¢unska sloZenost izratunavanja (o0 — psm)T o) (0 —ugm)
na 4D — 1 flops. Singularna matrica se dobija ukoliko se na glavnoj dijagonali
matrice pojavi nula, to se dobija ukoliko je na raspolaganju samo jedna opser-
vacija ili ukoliko je neko obeleZje isto u celoj populaciji to je maloverovatno.
Pored toga dijagonalna aproksimacija matrice u slu¢aju malog broja opserva-
cija na osnovu kojih se vrsi estimacija je bolje kondicionirana nego estimirana
puna kovarijansna matrica, odnosno koli¢cnik maksimalne i minimalne vari-
janse obeleZja je uvek manji nego koli¢nik maksimalne i minimalne karakte-
risti¢ne vrednosti* (formalni dokaz je naveden u A.1). Ovo svojstvo je ilustro-
vano na slici 2a, gde je prikazano 5 opservacija i Gausove raspodele koje se
dobijaju na osnovu njih u slu¢aju da je kovarijansna matrica modelovana kao
dijagonalna odnosno puna matrica. Kao $to se moZe videti koli¢nik velikog
i malog polupre¢nika elipse, koji odgovara odnosu varijansi/karakteristi¢nih
vrednosti, je veci u slucaju pune kovarijansne matrice.

Uvodenje pretpostavke da je kovarijansna matrica dijagonalna, ekvivalentno
je uvodenju pretpostavke da su obeleZja medusobno nekorelisana. Ova pret-
postavka obi¢no nije ta¢na, te tako u oblasti prepoznavanja govora pretpo-
stavka o nekorelisanosti mel-frekvencijskih kepstralnih koeficijenata (MFCC
Mel-frequency cepstral coefficient), koji predstavljaju najcesée koriS¢ena obeleZja
za prepoznavanje govora’® ne stoji (Janev et al., 2007), tako da dolazi do degra-
dacije ta¢nosti prepoznavanja.

Na slici 2b je ilustrovana greska koja je posledica aproksimacije kovarijansne
matrice dijagonalnom. MoZe se primetiti da se dijagonalnom aproksimacijom
povecava gustina verovatnoce u oblastima koje ne pripadaju klasi i smanjuje
u oblastima koje zaista pripadaju klasi. Treba primetiti da ovo vazi ukoliko
je na raspolaganju dovoljno veliki broj opservacija, Sto se vidi i na slici 2a,
gde se na primeru dvodimenzionalnog prostora i 5 opservacija manja greska
pravi ukoliko se koristi dijagonalna aproksimacija. Kako se ovo odrazava na
Gausov klasifikator ilustrovano je na slici 3, gde je doslo do povecanja broja
pogresno klasifikovanih opservacija za priblizno 1/5 uvodenjem dijagonalne
aproksimacije. Ovde je data ilustracija za dvodimenzionalni slucaj, a u slucaju
velikog broja dimenzija ove razlike su znacajnije.

4 lzuzetak je kada su obeleZja nekorelisana i kada su varijanse obeleZja ujedno i karakteristi¢ne
vrednosti.

5 Evropski institut za standardizaciju u telekomunikacijama (ETSI) ih je definisao kao standardna
obelezja za distribuirano prepoznavanje govora Technical standard ES 201 108, v1.1.3.
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-2 -1 0 1 2 3 F 1 0
1. dim. 1. dim.

(a) Kondiciranost estimiranih matrica (b) Greska aproksimacije

Slika 2:

Sa 'x’ su oznacene opservacije koje predstavljaju realizaciju sluc¢ajne promen-
ljive koja ima Gausovu raspodelu sa nultom srednjom vrednos¢u i kovarijan-
snom matricom: X = [0.5,0.4;0.4,1]. Na slici levo je dato poredenje kondicio-
niranosti estimiranih kovarijansnih matrica u slu¢aju dijagonalne (isprekidane
linije) i pune kovarijansne matrice (pune linije) koje su estimirane na osnovu
prikazanih 5 opservacija. Plavom elipsom oznacene su tacke u kojima stvarna
funkcija gustine raspodele ima vrednost 0.02. Na slici desno je ilustrovana gre-
Ska koja se ¢ini u slu€aju dijagonalne aproksimacije kovarijansne matrice. I
na ovom grafiku su elipsama oznacene tacke u kojima estimirane funkcije gu-
stina raspodele imaju vrednost 0.02 i to zelenom bojom u slu¢aju dijagonalne
aproksimacije i crvenom u slu¢aju da se koristi puna kovarijansna matrica.

q 3 2 1

Slika 3:

0 1 2 3 4
1. dim.

(a) Puna kovarijansna matrica (b) Dijagonalna kovarijansna matrica

Uticaj dijagonalne aproksimacije kovarijansne matrice na Gausov klasifikator
sa 2 klase. Plava klasa se moZe modelovati sa Gausovom raspodelom ¢ija je
srednja vrednost Hp = o, —1T, a varijansa X, = [1.5,0.4;0.4,1.0]. Crvena
klasa se moZe modelovati sa Gausovom raspodelom ¢ija je srednja vrednost
n. = 1[0, 17, a varijansa X, = [1.0,0.6;0.6,1.0]. Crnom linijom je prikazana
granica izmedu klasa. U ovom primeru, uvodenjem dijagonalne aproksimacije
greska klasifikacije se povecala sa 14.5% na 18.5%.

Jedan od nadina da se prevazide ovaj problem jeste da se koristi dovoljno

veliki broj komponenata GMM-a kojima bi se implicitno modelovale korelacije

izmedu obeleZja, posto GMM moZe prakticno modelovati bilo koju raspodelu.
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(a) Pojedina¢ne komponente GMM. (b) Rezulutujéa GMM raspodela

Slika 4: Aproksimacija Gausove raspodele pomoéu GMM kod kojih su kovarijansne
matrice aproksimirane dijagonalnim. Na slici levo crvenom elipsom je pred-
stavljena stvarna raspodela, a zelenim elipsama pojedina¢ne komponente koje
¢ine GMM. Na slici desno predstavljena je raspodela koju daje GMM (ponde-
risana suma pojedina¢nih raspodela).

Na slici 4, je data ilustracija smanjenja greSke modelovanja ukoliko se umesto
jedne Gausove raspodele koristi nekoliko njih. Vidi se da se dobijaju nesto op-
$tiji modeli, poSto opservacije koje se nalaze na rubovima oblasti imaju nesto
veée vrednosti gustine verovatnoc¢e kada su modelovani pomo¢u GMM-a u
odnosu na vrednost koju imaju ukoliko su modelovani odgovaraju¢om Gauso-
vom raspodelom. Ovo moZe predstavljati problem pri prepoznavanju posto se
ujedno povecava preklapanje izmedu susednih klasa.

Jednostavno uopstenje dijagonalne aproksimacije kovarijansne matrice bi
bila blok dijagonalna aproksimacija, kod koje se podrazumeva da su samo
pojedini podskupovi obelezja medusobno nekorelisani ili slabo korelisani.

2.3 BLOK DIJAGONALNA APROKSIMACIJA KOVARIJANSNE MATRICE

U slucaju standardnih obeleZja koja se koriste pri prepoznavanju govora, a
koja obuhvataju MFCC, normalizovanu energiju i njihove prve i druge izvode,
uoceno je da postoji slaba korelisanost izmedu statickih obeleZja i njihovih
prvih izvoda, kao i izmedu prvih i drugih izvoda. Ovo je posledica regresionog
izraza na osnovu kog se izra¢unava prvi izvod:

Acy s — Yo 10(Ciroi—Cioi)
T 259 02
01

jer se pri izra¢unavanju prvog izvoda i-tog obelezja u trenutku t (Ac¢i) ne
koristi njegova vrednost u trenutku t (c¢,i).
Struktura blok dijagonalne matrice je data izrazom:

(14)

So 0 0
=10 S O (15)
0 0 S,

11
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gde susa S; zai = 0,1,2 oznacene pune kovarijansne matrice (Vanhoucke
i Sankar, 2004). U slu¢aju standardne pretpostavke o slaboj korelisanosti iz-
medu statickih obeleZja, njihovih prvih i drugih izvoda, broj parametara po
komponenti se svodi na D (D +9)/6 + 1. Posto inverzna matrica blok dija-
gonalne matrice takode blok dijagonalna, racunska sloZenost izracunavanja
(o — usm)T Z*,L (0 — Hgm) se svodi na D(D + 3)/2 flops.® U poredenju sa di-
jagonalnom aproksimacijom broj parametara modela, kao i broj operacija pri
izra¢unavanju vrednosti gustine verovatnoce emitovanja opservacije je oko D
puta vedi, ali i preciznost modela je takode poveéana, posto su uzete u obzir
najznacajnije korelacije koje postoje izmedu obeleZja izmedu obeleZja. Naravno
veli broj parametara podrazumeva i veéi broj opservacija koje su potrebne za
njihovu pouzdanu estimaciju. Iako je broj parametara modela kao i broj potreb-
nih operacija za izra¢unavanje vrednosti gustine verovatnoce u slu¢aju blok di-
jagonalne aproksimacije kvadratna funkcija dimenzije prostora kao i u slucaju
kada se koriste pune kovarijansne matrice, njihove vrednosti su nekoliko puta
manje nego u slucaju punih kovarijansnih matrica.

Ovaj koncept je blizak konceptu koji se koristi u pristupu kod kojeg se ulazni
vektor obeleZja organizuje u nekoliko podvektora (streams), s tom razlikom da
je u ovom slucaju broj komponenata koje ¢ine meSavinu isti za svaki podvek-
tor, i pri tome pridruZivanje opservacija komponentama mesavina se ne vrsi
nezavisno po podvektorima.

Prethodno izlaganje je usko vezano za obeleZja koja se koristi u automat-
skom prepoznavanju govora, ali ideja da se ne modeluju korelacije izmedu
obeleZja za koja unapred moZemo pretpostaviti da su slabo korelisana se mogu
primeniti u bilo kojem modelu. Polazna pretpostavka da su grupe opservacija
medusobno nekorelisane i da ta korelisanost ne zavisi od klase (HMM stanja)
koja se modeluje je prilicno gruba. Jedan od metoda koja omogucuje relaksa-
ciju pretpostavki o nekorelisanosti pojedinih obeleZja jeste faktorska analiza.

2.4 FAKTORSKA ANALIZA

Faktorska analiza” je jedan od nacina za opisivanje visedimenzionalnih po-
dataka kori$¢enjem manjeg skupa skrivenih (latentnih) promenljivih. U ovom
modelu opservacija o je predstavljena kao linearna kombinacija faktora na koje
je pridodat aditivni Gausov Sum n srednje vrednosti p,, i kovarijanse matrice
X ., odnosno:

o=F3+mn (16)

gde je sa B oznacena skrivena promenljiva, a sa F matrica ¢ije su kolone tzv.
faktori odnosno nosioci prostora. Pretpostavlja se da je dimenzija prostora op-
servacija D ve¢a od dimenzije prostora skrivenih promenljivih k (D > k), da
skrivene promenljive podleZzu Gausovoj raspodeli nulte srednje vrednosti i je-
dini¢ne varijanse (N (0, 1)), kao i da su komponente vektora Suma nezavisne
odnosno da je matrica £, dijagonalna.

6 Ukupan broj operacija sa pokretnim zarezom potreban za izra¢unavanje logaritma izglednosti

jedne Gausove raspodele u ovoj varijanti modela iznosi D(D +5)/2 + 2.

7 Termin je preuzet direktno iz statisticke literature na srpskom jeziku, zbog toga nije preveden

kao rastavljanje na faktore.



2.4 FAKTORSKA ANALIZA

Posto je linearna kombinacija slu¢ajnih promenljivih sa Gausovim raspode-
lama takode sluc¢ajna promenljiva sa Gausovom raspodelom, opservacija o
ima Gausovu raspodelu srednje vrednosti p,, i kovarijansne matrice £, =
FF' + £, tako da je broj parametara sa kojima je opisana jedna Gausova ras-
podela D(k+2) +1. Jasno je da se usteda u pogledu broja parametara u odnosu
na slucaj sa punom kovarijansnom matricom i istim brojem Gausovih raspo-
dela postize ukoliko je k < (D — 1)/2. Broj faktora k je obi¢no broj karakteri-
sticnih vrednosti kovarijansne matrice koji je ve¢i od nekog unapred zadatog
praga (Saul i Rahim, 1997, 2000).

Prethodno opisan model nije invarijantan na linearnu transformaciju, $to
znadi da je moguce pronadi transformacionu matricu koja ée projektovati obe-
leZja u neki drugi prostor kojim bi se sa istim brojem parametara dobilo bolje
pokrivanje prostora u smislu maksimalne izglednosti. Da model zavisi od line-
arne transformacije, lako se pokazuje mnoZenjem opservacije sa proizvoljnom
matricom C:

Co=CFB+Cn (17)

Jasno je da je u ovom sluc¢aju kovarijansna matrica transformisane sumne kom-
ponente CZ,, C" koja za proizvoljnu transformaciju C ne mora biti dijagonalna,
Sto model pretpostavlja. Stoga je metoda faktorske analize modifikovana tako
da je invarijantna na linearnu transformaciju usvajanjem sledeée veze izmedu
izmedu komponenata:

gde je T transformaciona matrica, ali ovaj put Sumna komponenta n ima
nultu srednju vrednost®, dok je znatenje svih ostalih parametara neprome-
njeno. Ukoliko bi svaka Gausova raspodela imala sopstvenu vrednost parame-
tara {F, T, Z,,} tada bi reSenje koje se dobija na osnovu kriterijuma maksimalne
izglednosti bilo: {0, V, A}, gde je sa V oznafena matrica karakteristi¢nih vek-
tora, a sa A matrica odgovarajucih karakteristicnih vrednosti za estimiranu
kovarijansnu matricu, stoga je neophodno da pojedine klase (HMM stanja, fo-
nemi) medusobno dele parametre. U ovom slucaju opservacija o ima Gausovu
raspodelu sa srednjom vrednod¢u p i kovarijansnom matricom FF' +TZ,T'.
Broj parametara sa kojma je opisana jedna Gausova raspodela je D(D + k +
2) + 1, ali stvaran broj parametara na nivou celokupnog modela je daleko ma-
nji, posto Gausove raspodele medusobno dele pojedine parametere. Posto od
nacina na koji se dele parametri zavisi ukupan broj parametara modela, bez
konkretnog primera nije moguce uporediti ovaj na¢in modelovanja sa drugim
(Gopinath et al., 1998).

Uopstenje modela predstavljaju skriveni Markovljevi modeli na nivou fak-
tora (FAHMM Factor analysed hidden Markov model) kod kojih je k dimenzio-
nalni vektor stanja 3 generisan od strane skrivenog Markovljevog modela cije
su gustine verovatnoca emitovanja modelovane pomo¢u GMM-a, dok se op-

Ovo ogranicenje je uvedeno zbog pojednostavljenja notacije i estimacije parametara, jer se para-
metar p moZe posmatrati i kao Tu,,.

13
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servacija o i dalje modeluje kao u jednacini (16), s tom razlikom da je i Sumna
komponenta n modelovana pomoéu GMM-a, odnosno:

‘3 ~ Mhmm/ Mhmm = {TES/ aS,Si/Wg?n)/ Hg?n)/ Zg%&}

(19)
o=Fp+n n~an£‘T’3N(u§?1),Z§?L)>

gde je 7 inicijalna verovatnoéa HMM stanja s, as,s; verovatnoca prelaza iz
stanja s u stanje sj, wggn), uggn) i Zgﬁf teZina, srednja vrednost i kovarijan-
sna matrica m-te komponente GMM-a pridruZene stanju s respektivno koja
emituje skriveni vektor x, a wg%), ug%) i >:£$3 tezina, srednja vrednost i kova-
rijansna matrica n-te komponente GMM-a Suma n. Da bi se istakla razlika
u dimenzionalnosti prostora kojima su opisane promenljive 3 i n u nijhovim
eksponentima je navedena oznaka promenljve koja pripada tom prostoru.
Gustina raspodele verovatnoce da bude generisana opservacija o, ako je
poznato da se u trenutku t model nalazi u stanju s i da je pri tome vektor stanja
3¢ generisan od komponente m a opservacija od komponente n je Gausova,

odnosno:

p(otlxe, ge =s, mee =m,mpg, =n) =N (0¢; Bgmn, Zsmn) (20)

gde je
Hsmn = FS uggrz + Lh(f) (21)
Tomn = FEZBFI 420 (22)

Za razliku od prethodna dva pristupa, gde su modelovane pojedina¢ne Gau-
sove raspodele, u ovom slucaju je modelovana celokupna Gausova meSavna
koja pripada jednom stanju. Ako sa Mg i M, oznac¢imo broj komponenata me-
Savina kojima su modelovane gustine verovatnoéa emitovanja vektora 3 i n re-
spektivno, broj parametara po stanju modela je Mg (2k +1) + M., (2D +1) 4+ Dk.
Ovaj model redukuje broj parametara i na taj nacin obezbeduje robustniju esti-
maciju u odnosu na slucaj kada se koriste pune kovarijansne matrice, ali je
sloZenost izratunavanja vrednosti gustine raspodele verovatnoce emitovanja u
zadatoj tacki nepromenjena, posto se na osnovu faktorisanog oblika matrice
X smn Ne moze dobiti faktorisani oblik matrice Z;n]m. Ovo je ujedno problem
koji postoji kod svih metoda koje se baziraju na faktorskoj analizi (Rosti i Gales,
2004).

Iako primena faktorske analize, poboljSava tacnost modela u odnosu na mo-
dele koji koriste dijagonalnu aproksimaciju kovarijansne matrice i kada je broj
Gausovih raspodela slican, nemoguénost brzog izra¢unavanja funkcije gustine
emitovanja je znacajan nedostatak. Jedan od nacina da se to prevazide jeste
direktnim modelovanjem inverzne kovarijansne matrice, posto ona direktno
figuriSe u izra¢unavanju izglednosti (videti jednacinu (11)).

2.5 APROKSIMACIJA INVERZNIH KOVARIJANSNIH MATRICA KORIééEN]EM
VEKTORSKE REPREZENTACIJE

Kao sto je navedeno u prethodnom odeljku, smanjenje broja parametara mo-
dela ne znac¢i i smanjenje broja ra¢unskih operacija koje su potrebne za racuna-
nje izglednosti. Direktnim modelovanjem inverzne kovarijansne matrice koje
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podrazumeva uvodenje deljenih (zajednickih) parametara se postiZe ubrzanje
izra¢unavanja izglednosti kao i smanjenje broja parametara modela. Pretpo-
stavka je da se inverzna kovarijansna matrica P, moZe predstaviti kao line-
arna kombinacija simetri¢nih matrica odnosno:

n
Pim=Z.h =) PsmiBi (23)
i=1

gde je B; i-ta simetri¢cna bazna matrica, a psmi teZina i-te bazne matrice za
predstavu inverzne kovarijansne matrice m-te komponente GMM-a stanja s. U
ovom modelu bazne matrice B; su deljeni parametri, dok su koeficijenti koji
mnoZe te bazne matrice psmi specifi¢ni za pojedinatne Gausove raspodele.
Broj parametra po jednoj Gausovoj raspodeli direktno zavisi od broja baznih
matrica n i iznosi D +n + 1. Ukoliko je broj baznih matrica jednak dimenziji
prostora D tada je broj parametara po jednoj Gausovoj raspodeli isti kao u
slu¢aju dijagonalne aproksimacije, a ako je jednak D(D + 1)/2 tada je taj broj
isti kao u slucaju pune kovarijansne matrice. Treba napomenuti da je sada
ukupan broj parametara koji opisuju model uvec¢an za broj parametara kojima
su opisane simetri¢ne bazne matrice B;. Bazne matrice su dimenzija D x D, ali
su obi¢no manjeg ranga tako da je broj parametara kojim se opisuju sve bazne
matrice manji od nD(D + 1) /2, po$to se bazna matrica niZzeg ranga od D moze
predstaviti u sledecoj formi:

Ri
Bi = Z birdird{, (24)
r=1

gde je sa R; oznacen rang matrice, d;i, D-dimenzionalni vektor koji obrazuje
r-tu simetri¢énu matricu ranga 1 koja formira i-tu baznu matricu. U ovoj formi
broj deljenih parametara iznosi } ;" ; Ri(D + 1), tako da se usteda u broju
parametara u odnosu na varijantu kada je bazna matrica punog ranga postiZe
ukoliko je Y ' ; Ry < nD/2. Obi¢no su sve bazne matrice istog ranga R i tada
je broj deljenih parametara nR(D + 1).

Izraz (13) izraZen u terminima inverzne kovarijansne matrice dobija oblik:

2
950(0) = ;mnellx{h‘l <Vvs(;17|:5m|> _(O_Flsm)T Psm(o_usm)} (25)

i moZe se preurediti u:
! T T
gso(0) = Emnzilx{csm—kusmo—o Psmo} (26)

gde je

2
WemlPsml
Csm = 11'1 <s(;17[)t5)m > - u;rmpsmpsm

usm = zpsmusm

Parametri csm i fig,, Ne zavise od vrednosti trenutne opservacije o te se mogu
unapred izra¢unati u fazi obuke.

15
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Posto se inverzna kovarijansna matrica moZe predstaviti kao linearna kom-
binacija baznih matrica, kao $to je prikazano u jednacini (23) izra¢unavanje
poslednjeg ¢lana u jednadini (26) se moZe realizovati na slede¢i nacin:

n
0"Pin0 =) pemio'Bio (27)

i=1
tako da se broj racunskih operacija po jednoj Gausovoj raspodeli svodi na
2(D +n) flops. Ova usteda se postiZe tako $to se prvo izra¢unaju vrednosti
za 0'B;0, pa tek onda pojedina¢ni logaritmi izglednosti za pojedina¢ne Gau-
sove raspodele. U najgorem slucaju, kada su bazne matrice reda D, tada je broj
dodatnih ra¢unanja n3D(D + 1)/2, 8to je u situaciji kada je potrebno izracu-
nati logaritam izglednosti za veliki broj Gausovih raspodela znacajna usteda.
U slucaju baznih matrica nizeg reda izra¢unavanje o' B;0 se moZe realizovati

na slede¢i nac¢in

Ri
0'Bio = Z birondeiTro (28)
r=1
pri ¢emu se prvo izratunava skalarni proizvod o{ bi,, a potom se isti koristi
kao medurezultat u daljem izra¢unavanju, ¢ime se broj dodatnih operacija zna-
¢ajno smanjuje i iznosi (2D + 1) 3" ; R{ — n. MozZe se pokazati da je ovakav
nacin racunski efikasniji ukoliko je prosecan rang baznih matrica manji od %D.
Ukoliko se pretpostavi da su sve bazne matrice istog ranga R, tada se broj
dodatnih operacija svodi na n (R(2D + 1) — 1) flops.

U literaturi je predstavljeno nekoliko tehnika koje se mogu uklopiti u pret-
hodno opisani pristup, a koje se medusobno razlikuju po broju baznih matrica
i njihovom rangu. U ovu grupu spadaju sledece tehnike: delimi¢no povezane
kovarijansne matrice (STC Semi-tied covariances) (Gales, 1999), linearna trans-
formacija zasnovana na maksimizaciji izglednosti (MLLT Maximum likelihood
linear transformation) (Olsen i Gopinath, 2004), pro$irena linearna transforma-
cija zasnovana na maksimizaciji izglednosti (EMLLT Extended MLLT) (Olsen i
Gopinath, 2004), hibridna prosirena linearna transformacija zasnova na maksi-
mizaciji izglednosti (Hybrid EMLLT) (Axelrod et al., 2005), model Gausovih
mesavina sa inverznim kovarijasnim matricama ograni¢enim u vektorskom
potprostoru (PCGMM Precision constrained Gaussian mixture model) (Axelrod
et al., 2005), i njegova uopstena verzija model Gausovih meSavina u ogranice-
nom potprostoru (SCGMM Subspace constrained Gaussian mixture model) (Axel-
rod et al., 2005).

2.5.1  Delimi¢no povezane kovarijansne matrice — STC

Ovo je jedan od prvih modela u kome se koristi prethodno opisani pristup
modelovanju inverznih kovarijansnih matrica, medutim ideja koja je dovela do
njega bila je nesto drugacija. Poslo se od pretpostavke da se za grupe klasa
(HMM stanja) mozZe definisati transformaciona matrica D(9(s) koja ¢e posto-
jeci prostor obeleZja preslikati u novi tako da se klase u tom novom prostoru
obeleZja mogu opisati pomoéu GMM-a sa dijagonalnim kovarijansnim matri-
cama, odnosno:

s(diag) _ plg(sNTg plals) (29)
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gde je X5y, puna kovarijansna matrica m-te komponente GMM-a koja opisuje
. . . . .. . s s (diag) q..

stanje s i koja se dobija na osnovu originalnih opservacijai X5y, ~ dijagonalna

kovarijansna matrica m-te komponente u transformisanom prostoru obeleZja.

Oznaka u eksponentu (g(s)) predstavlja identifikator grupe klasa. Izabrani

oblik transformacije kovarijansne matrice ekvivalentan je slede¢oj transforma-

ciji obeleZja:

0(9(s)) — pla(s)T, (30)

gde je 0(9(s)) transformisana opservacija, tako da ova transformacija ima uti-
caj ne samo na kovarijansnu matricu odnosno njenu inverziju ve¢ i na srednje
vrednosti Gausovih raspodela. Treba naglasiti da u opstem slucaju svaka grupa
klasa transformiSe opservacije u svoj prostor obeleZja, odnosno postojeéi pro-
stor obeleZja se ne preslikava u jedan novi prostor obeleZja ve¢ u nekoliko
novih prostora obeleZja (onoliko koliko ima grupa klasa).

Broj transformacionih matrica zavisi od izabranog nacina deljenja parame-
tara. U radu u kom je predloZena ova metoda (Gales, 1999), transformacione
matrice se dele izmedu kontekstno zavisnih modela istog fonema, ali moguce
su i neke druge varijante. U slucaju da sva stanja svih modela imaju istu trans-
formacionu matricu, tada se ovaj model svodi na heteroscedasti¢ku linearnu
diskriminativnu analizu (HLDA) u kojoj ne postoji redukcija dimenzionalno-
sti prostora obeleZja i za koju vaZi pretpostavka da su transformisana obeleZja
medusobno nekorelisana. Posto se ne vrsi redukcija dimenzionalnosti prostora
obeleZja, Sto se uglavnom podrazumeva kad se koristi HLDA, da bi se to ista-
klo ovakav pristup se naziva jo$ i linearna transformacija zasnovana na maksi-
mizaciji izglednosti (MLLT).

Na osnovu jednacine (29) nije mogudée uociti direktnu vezu ovog modela sa
opstim modelom predstavljenim u prethodnom odeljku ¢ija je osnovna ideja
saZeta u jednacinama (23) i (24), stoga ju je potrebno transformisati u pogodniji
oblik. Izvodenjem izraza za inverznu punu kovarijansnu matricu na osnovu
jednacine (29) dobija se:

D
. —1 ]
Py =D96) (zgg;ag)) Dol — 3~ s AN oNT oy
i=1 “smi

gde je sa dgg(s)) oznadena i-ta kolona matrice D'9(*)), a sa Zf;aig i-
nalni element matrice z;i;{l 9. Kao $to se moze videti na osnovu poslednjeg
¢lana jednakosti (31), inverzna kovarijansna matrica predstavljena je kao line-
arna kombinacija D matrica ranga jedan (dgg(s)) dgg(s))T), odnosno kolone ma-
trice d'9(8)) predstavljaju bazne vektore. Treba primetiti da je broj vektora koji
razapinju prostor inverznih kovarijansnih matrica jednak proizvodu dimenzio-
nalnosti prostora obeleZja D i broja grupa klasa, pri ¢emu se za predstavu jedne
inverzne kovarijansne matrice koristi uvek samo D baznih vektora. Bilo koja
puna inverzna kovarijansna matrica se moze predstaviti u D(D + 1)/2 dimen-
zionalnom vektorskom prostoru, pomo¢u trivijalnih jedini¢nih vektora stoga
se postavilo pitanje opravdanosti baze sa vise od (D + 1)/2 vektora. Odgovor

na ovo pitanje je proizveo tzv. EMLLT model.

ti dijago-
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2.5.2  Prosirena linearna transformacija zasnovana na maksimizaciji izglednosti —
EMLLT

Ova metoda predstavlja uopstenje MLLT metode u smislu da je broj baznih
matrica, koje su predstavljene kao proizvod kolona transformacione matrice
(d;d]), povecan sa D na n, odnosno inverzna kovarijansna matrica je predsta-
vljena kao:

n
Pim =DAmDT =Y Agmidid{ (32)

i=1

gde je D transformaciona matrica, Asm dijagonalna teZzinska matrica i Agmi
i-ti element na glavnoj dijagonali matrice A. Treba primetiti da je matrica D
ujedno i matrica koja sadrZi sve bazne vektore, za razliku od matrice D'9(s))
koja je sadrzala samo D baznih vektora koji su bili vezani za grupu klasa g(s).

Kao $5to je ranije ve¢ napomenuto, inverzna kovarijansna matrica ima ta¢no
D(D + 1)/2 parametara, odakle sledi da je maksimalan potreban broj baznih
matrica ranga 1 D(D + 1)/2. Stoga u zavisnosti od broja n zavisi i sloZenost
modela koja moze da ide od sloZenosti dijagonalnih kovarijasnih matrica za
n = D do sloZenosti punih kovarijansnih matrica za n =D(D +1)/2.

Iako na prvi pogled ovaj pristup predstavlja trivijalno uopstenje MLLT, po-
stoji nekoliko bitnih razlika u slucaju kada je n > D. Inverzna kovarijansna ma-
trica treba da bude pozitivno definitna, $to u slu¢aju MLLT zna¢i da sve teZine
baznih matrica treba da budu pozitivne, dok ovo ogranicenje u slu¢aju EMLLT
ne postoji, odnosno koeficijenti kojima se mnoZe matrice mogu da budu nega-
tivni. Ovo se moZe objasniti prirodom teZine bazne matrice Asnmjj. Projekcija
inverzne kovarijansne matrice na j-tu kolonu transformacione matrice data je
izrazom:

n
_ar (meim) g 60
i=1
N i
= Z)\smi(d;—di)z (35)
i=1

tako da je p; = Agm;j ako su sve kolone medusobno ortogonalne, $to u slucaju
kada postoji vise od D D-dimenzionalnih vektora nije ispunjeno. TeZinu bazne
matrice Agmi treba shvatiti kao doprinos pojedina¢ne bazne matrice inverznoj
kovarijansnoj matrici, pri ¢emu taj doprinos moze da bude kako pozitivan
tako i negativan. Treba napomenuti da p; treba da bude uvek pozitivno, da bi
se obezbedila pozitivna definitnost inverzne kovarijansne matrice. Pored toga
prilikom traZenja transformacione matrice D treba izbegavati redundantne pa-
rametre? ¢ime se eliminiSu moguca degenerativna reSenja za transformacionu
matricu D, to nije postojalo u slu¢aju MLLT.

Specijalni slu¢aj EMLLT jeste tzv. procedura viSestrukih linearnih transfor-
macija (MLT Multiple linear transforms) (Goel i Gopinath, 2001) za koju vazi

Kolona matrice D (d;) je redundantna ukoliko se matrica d; dj" moze predstaviti kao linearna
kombinacija matrica oblika {d;di' }, 4
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dajen < D(D +1)/2 i da za reprezentaciju jedne matrice koristi isklju¢ivo D
baznih vektora odnosno:

D
Psm = ZAsmidf(s,i)dI(Sri) o
iz

gde je sa f(s,1) oznacena funkcija koja za svako stanje s i redni broj vektora u
sumi i odreduje odgovarajuéi indeks kolone u trasformacionoj matrici D.

Posto je inverzna kovarijansna matrica punog ranga, postavilo se pitanje
opravdanosti koriséenja iskljucivo baznih matrica ranga 1 Sto je rezultovalo
PCGMM-om.

2.5.3 Gausove mesavine sa inverznim kovarijansnim matricama u ogranicenom pot-
prostoru — PCGMM

Ova metoda predstavlja uopstenje EMLLT u smislu da bazna matrica moze
da bude simetri¢na matrica punog ranga, a ne iskljuc¢ivo ranga 1. Ova ideja je
iskori$¢ena i u okviru modela mesavina inverznih kovarijansnih matrica (MIC
Mixture of Inverse Covariances) (Vanhoucke i Sankar, 2004), s tom razlikom
da je algoritam estimacije parametara nesto drugaciji. Ukoliko je rang baznih
matrica manji od D, tada se ovaj specijalni slu¢aj PCGMM naziva Hibridna
EMLLT (Axelrod et al., 2005). Posto ovi modeli predstavljaju uopstenje svih
prethodno nabrojanih pristupa, matematicki izrazi kojima se definiSe ovaj mo-
del su ve¢ navedeni u uvodnom delu odeljka 2.5, te nece biti ponavljani.

Ideja povezivanja parametara GMM-a nije ograni¢ena samo na (inverzne) ko-
varijansne matrice, posto se sli¢an pristup moZe primeniti i na srednje vredno-
sti. Uopstenje PCGMM-a jesu Gausove meSavine u ograni¢enom vektorskom
potprostoru (SCGMM Subspace constrained Gaussian mixture model) i Gausove
mesSavine u ogranic¢enim vektorskim potprostorima srednjih vrednosti i inver-
znih kovarijansnih matrica (SPAM Subspace constrained precision and mean). Ra-
zlika izmedu ova dva modela, je u na¢inu tretiranja prostora srednjih vrednosti
i inverznih kovarijansnih matrica, gde u slu¢aju SCGMM prostor srednjih vred-
nosti i inverznih kovarijansnih matrica su objedinjeni (zdruZeni), a u slucaju
SPAM nezavisni. Ta¢nost ovih modela je bliska ta¢nosti modela koji se dobijaju
pomocu punih kovarijansnih matrica. Treba napomenuti da ta¢nost pojedinih
modela zavisi i od baze na kojoj su vrSeni testovi (Axelrod et al., 2005; Varjo-
kallio i Kurimo, 2007), tako da nije moguce dati ocenu o tome koji je model od
ova dva bolji.

2.5.4 Faktorisane retke inverzne kovarijansne matrice

Ovaj model, opisan u (Bilmes, 2000), polazi od pretpostavke da je inverzna
kovarijansna matrica retka, odnosno da su mnogi njeni elementi jednaki nuli.
Nule u inverznoj kovarijansnoj matrici nalaze se na mestima koja odgovaraju
obeleZjima koja su medusobno uslovno nezavisna', odnosno ukoliko je ele-
ment inverzne kovarijansne matrice u i-toj vrsti i j-toj koloni jednak nula tada

Dve slucajne promenljive x; i x; su uslovno nezavisne ako se uslovna verovatno¢a pojave pro-
menljive x; /x; za date sve ostale slu¢ajne promenljive ne menja ako je poznata konkretna reali-
zacija promenljive x;/x;.
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su i-to i j-to obeleZje uslovno nezavisni. Usled greSaka koje su posledica pro-
cena kovarijansne matrice, mnogi elementi inverzne kovarijansne matrice se
razlikuju od nule iako odgovaraju uslovno nezavisnim obeleZjima, stoga ih je
potrebno postaviti na nulu.

Sli¢na ideja sa postavljanjem pojedinih elemenata inverzne kovarijansne ma-
trice na nulu je iskori$éena i kod ranije opisane blok-dijagonalne aproksimacije
kovarijansne matrice, s tom razlikom da se pretpostavka o nezavisnosti pojedi-
nih obeleZja zasnivala na nacinu njihovog izra¢unavanja i bila je ista za sve Ga-
usove raspodele koje ¢ine model. Postupak pronalazenja elemenata inverzne
kovarijansne matrice koje treba postaviti na nulu uz maksimizaciju izglednosti
je nelinearan, stoga se problem pojednostavljuje tako Sto se umesto inverzne
kovarijanse matrice posmatra njena reprezentacija zasnovana na LDL dekom-
poziciji, odnosno:

Psm = ugDsmug (37)

gde je Dy, dijagonalna matrica, a Uy gornja trougaona matrica Ciji su svi
elementi na glavnoj dijagonali jednaki 1. Posto za vandijagonalne elemente
inverzne kovarijanse matrice vaZi Py; = DUy + Zij] DU iUk; zai <j,
gde su sa Pyj, Dyj i Uij oznaceni elementi koji se nalaze u i-toj vrsti i j-toj koloni
matrica Py, Dsgm i Uy respektivno, izjednacavanje elementa U;; sa nulom
vrednost elementa Py; se priblizava nuli, $to za posledicu ima mogu¢nost da se
gornji problem svede na linearni, a koji podrazumeva pronalaZenje elemenata
iznad glavne dijagonale matrice Uy koje treba izjednaciti sa nulom. Usteda u
broju parametara se postiZe tako Sto se matrica Uy deli izmedu vise Gausovih
raspodela, a svaka Gausova raspodela ima svoju specificnu matricu Dgm.

Treba napomenuti da se ovaj model moze vrlo lepo uklopiti u teoriju proba-
bilistickih grafickih modela, ali to prevazilazi obim ovog rada.

2.6 REZIME

U ovom poglavlju je objaSnjena potreba za alternativhom reprezentacijom
punih kovarijansnih matrica u GMM. Sve opisane aproksimacije kovarijansnih
matrica po broju potrebnih parametara i racunskoj sloZenosti se nalaze izmedu
dijagonalne aproksimacije, koja je najjednostavnija i najefikasnija, i modela
pune kovarijansne matrice, koja je najslozZenija i ra¢unski najzahtevnija, ali i
najta¢nija. USteda u broju parametara, kao i smanjenje racunske sloZenosti se
postiZe uvodenjem parametara koji se dele izmedu nekoliko Gausovih raspo-
dela. Na ovaj naci se postizu robustniji modeli, ali dolazi do gubitka ta¢nosti.
Svi navedeni modeli se uglavnom koriste u sistemima za automatsko prepo-
znavanje govora, ali se mogu pro8iriti i na druge sisteme za prepoznavanje
oblika.



RETKA REPREZENTACIJA

3.1 UVOD

U ovom poglavlju je dat pregled osnovnih teorijskih principa na kojima se
zasniva retka reprezentacija, a koji su iskoris¢eni u ovom radu za aproksima-
ciju inverznih kovarijansnih matrica u modelima Gausovih raspodela.

Retka reprezentacija’ podrazumeva predstavu podataka/signala pomo¢u li-
nearne kombinacije malog broja “tipi¢nih” podataka/signala, koji se nazivaju
atomi, a koji su dobijeni na osnovu raspoloZzivih podataka/signala. Nadalje u
tekstu ce biti koriS¢en samo termin signal umesto podatak/signal, ali sve Sto
¢e biti navedeno vazi kako za signale tako i za podatke. Ve¢ u samoj definiciji
pojma retke reprezentacije uocavaju se dva problema koja je potrebno resiti:

i) kako pronadi linearnu kombinaciju atoma tako da odstupanje od stvarne
vrednosti bude minimalno i da se pri tome iskoristi $to manji broj atoma,

ii) kako pronaci odgovarajuce atome.

Procedura reSavanja prvog problema se naziva retko kodovanje ili retka de-
kompozicija, a drugog formiranje re¢nika® posto se skup svih atoma naziva
re¢nikom.3

3.2 RETKO KODOVANJE

Retko kodovanje je postupak izra¢unavanja koeficijenata vektora «, tzv. ret-
kog koda, preko kojih je moguce predstaviti signal x pomoc¢u atoma re¢nika
D, a podrazumeva reSavanje sledeceg problema:

(P§):  min|lallo tako da: [[x — Deal; < ¢ (38)
[0 4

gdejesa||-||lp oznacena ly-pseudo normai || -[|, l,-norma. Pored ovog oblika, u
literaturi (Aharon et al., 2006; Elad, 2010) se moZe sresti nesto stroZa varijanta,
gde nije dopusteno odstupanje reprezentacije signala (D«) od samog signala,
a koja podrazumeva reSavanje sledec¢eg problema:

Po): moi(nllocllo tako da: x = D« (39)

Ova varijanta postavke problema je privla¢na za analizu, posto se moze po-
kazati da ukoliko je broj nenultih elemenata vektora o manji od polovine naj-

U literaturi se pored termina retka reprezentacija mogu sresti i termini retka aproksimacija i

retka dekompozicija.

2 Originalni engleski termin je “dictionary learning”, ali doslovan prevod “ucenje re¢nika” de-
luje neprikladno posto re¢ uéenje ne podrazumeva proceduru izbora osnovnih oblika ¢ijim je
kombinovanjem moguce generisati sve preostale “re¢i”. Alternativni termin estimacija odnosno
procena ne deluje adekvatno posto u stru¢noj literaturi na engleskom jeziku njemu odgovaraju
drugi termini.

3 U literaturi se za termin re¢nik koriste i termini kodna knjiga i alfabet.

(=
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manjeg broja kolona re¢nika D koje su linearno zavisne,* tada je to reSenje
jedinstveno i “najrede”> moguce (Elad, 2010). Ovo je posebno interesantno
svojstvo, posto ukoliko se dobije reSenje koje zadovoljava gornji kriterijum, to
reSenje je ujedno i globalno resenje, iako ciljna funkcija (lp-pseudo norma) koja
se minimizuje nije konveksna.

Ukoliko se formulacije problema (P§) i (Po) primene na isti signal sa istim
zadatim rec¢nikom, reSenje koje se dobija na osnovu (P§) je jednako retko ili
rede od reSenja koje se dobija na osnovu (Py), to je bilo i o¢ekivano posto su
uslovi relaksirani. Sa druge strane, reSenje koje se dobija na osnovu (P§) nije
jedinstveno, pri ¢emu nejedinstvenost ne podrazumeva samo varijacije u vred-
nostima nenultih elemenata vektora «, ve¢ i onih elemenata koji su jednaki nuli
uz ogranicenje da je broj elemenata koji su razli¢iti od nule fiksan.® Svojstvo
od interesa za analizu reSenja u slucaju (P§) jeste njegova stabilnost, odnosno
koliko dobijeno resenje odstupa od idealnog. Intuitivno je jasno da $to je ma-
nje ¢ to je odstupanje dobijenog reSenja od stvarnog reSenja manje. Pored toga
vrednost odstupanja u velikoj meri zavisi i od sli¢nosti atoma koji obrazuju
mogucénost odstupanja dobijenog resenja od stvarnog veca, jer je moguce lako
zameniti sli¢ne atome, dok 5to je stvarno reSenje manje retko (ima vise nenultih
elemenata) moguce ga je predstaviti na viSe razli¢itih na¢ina (Elad, 2010).

Jos jedna, nesto prirodnija, interpretacija problema (P§) jeste uklanjanje adi-
tivnog Suma. Polazi se od pretpostavke da se signal x moZe predstaviti sa x =
Doy +n gde je o redak kod, a n aditivni §um konaéne energije (|nl|5 = &2).
Potrebno je proceniti vrednost & i na taj nacin dobiti signal bez suma (D «y).

PronalaZenje retke reprezentacije predstavlja NP-tezak problem bez obzira
na to koja se formulacija problema koristi, (P§) ili (Py), posto podrazumeva for-
miranje svih moguéih podskupova atoma (kolona re¢nika), ¢ija je kardinalnost
jednaka broju nenultih elemenata retkog koda. Stoga se umesto detaljne pre-
trage svih mogucéih kombinacija atoma, pristupa pronalazenju suboptimalnog
reSenja. Svi algoritmi za pronalaZenje suboptimalnog reSenja se mogu pode-
liti na 2 velike grupe: pohlepne algoritme i algoritme sa relaksiranim uslovom
retkosti.

3.2.1 Pohlepni algoritmi

Ideja na kojoj se zasniva ova grupa algoritama jeste da se u svakom koraku
donosi odluka koja je lokalno optimalna, pri ¢emu se zanemaruje opsta situa-
cija.” Ovakvi algoritmi su jednostavni kako za dizajn tako i za implementaciju,
i pruZaju mogucénost reSavanja nekih NP-sloZenih problema. Iako u nekim slu-
¢ajevima dovode do globalno optimalnog reenja, u pri reSavanju mnogih pro-
blema su se pokazali kao neefikasni. Pored toga, za svaki pohlepni algoritam

U literturi ovaj broj se naziva spark. MozZe se uociti sli¢nost definicije sa rangom matrice, koji
predstavlja najveéi broj kolona matrice koje su linearno nezavisne, gde je re¢ najve¢i zamenjena
sa najmanji, a re¢ nezavisne sa re¢ju zavisne. Treba napomenuti da se do sparka teze dolazi,
posto podrazumeva kombinatornu pretragu svih moguéih podskupova kolona matrice.

Pod najredim reSenjem se podrazumeva resenje sa najmanjim brojem nenultih elemenata.
Ukoliko bi broj nenultih elemenata bio promenljiv tada vektori « &iji je broj ve¢i od minimalnog
dobijenog ne predstavljaju reSenja optimizacionog problema.

Ovakvo “kratkovido” odlucivanje je karakteristicno za pohlepne ljude, to je i posluZzilo kao

osnov za naziv ove grupe algoritama.
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Parametri: Data je matrica D = [dy, d;, ..., dx,], vektor x i dozvoljeno odstu-
panje e.
1: Inicijalizovati promenljive:
1i=0, a0 =010 =x—Dal® =xiS =0.
2: Ponavljaj sledece:
3 i=1i+1.
4 e(k) = HdkM —r“”Hj zasvako k €{1,2,...,K}\ S(i—1),

[EL:
5 S =51y} gdeje k) =argmin, g s e(k).
. -1
“(l()i) = (ngDsm) ngx.
7 v =x-—DalV).
8: dok vazi [[r(V], <.
o: Rezultat: V).

A

Slika 5: Pseudo kod OMP algoritma. Redni broj iteracije je oznacen sa i i nalazi se u
zagradama u eksponentu promenjlive. Skup indeksa iskori¢enih atoma S(V) u
indeksu retkog koda « i re¢nika D znaci da taj vektor odnosno matrica sadrzi
samo elemente odnosno kolone sa tim indeksima.

je potrebno obezbediti dokaz njegove korektnosti. Algoritmi koju pripadaju
ovoj grupi, a koriste se za odredivanje retke reprezentacije signala su: traZenje
poklapanja uz uslov ortogonalnosti® (OMP Orthogonal matching pursuite), traze-
nje poklapanja (MP Matching pursuite) i traZenje pribliZnog poklapanja (WMP
Weak matching pursuite). Ono $to je zajednicko za ove algoritme jeste nacin iz-
bora atoma koji ¢e se koristiti za reprezentaciju konkretnog signala koji se vrsi
sekvencijalno.

3.2.1.1  TraZenje poklapanja uz uslov ortogonalnosti — OMP

Formalni opis algoritma u obliku pseudo koda je dat na slici 5. Inicijalno ni
jedan atom (kolona re¢nika) nije iskoriS¢en za reprezentaciju signala x, stoga je
vektor o jednak nula vektoru, skup izabranih indeksa S je prazan, a vektor gre-
Ske koja se pri tome pravi (reziduum) r jednak je samom signalu (korak 1 na
slici 5). Algoritam pretrage zapocinje izratunavanjem minimalnih kvadrata ra-
stojanja od reziduuma r do vektora koji su kolinearani sa atomima dy re¢nika
D (D = [dy,d;,...,dk]) a koji jo$ nisu iskors¢eni za reprezentaciju signala,
odnosno:

(i1
’dek_r Hz (40)

e(k) = min
zx

gde je sa i oznacen redni broj iteracije. MoZe se pokazati da se minimalno ra-
stojanje dobija ukoliko je zyx = (d{r“f1 )/ (IldkH%). U slede¢em koraku se skup
atoma koji se koristi za reprezentaciju signala prosiruje dodavanjem atoma koji
je rezultirao najmanjim e(k), odnosno atomom koji zaklapa najmanji ugao sa

Ogranicenje podrazumeva da je odstupanje rekonstruisanog signala od stvarnog signala orto-
gonalno na rekonstruisani signal. Ovi detalji su izostavljeni iz naziva algoritma, sto je u¢injeno
i u izvornom engleskom nazivu algoritma.

U ovom radu su preuzeti nazivi koji se koriste u obradi signala. U teoriji aproksimacije, nazivi
za ove algoritme su ortogonalni pohlepni algoritam (Orhtogonal greedy algorithm), Cisti pohlepni
algoritam (Pure greedy algorithm) i slabi pohlepni algoritam (Weak greedy algorithm) respektivno.
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trenutnim reziduumom. Ovo prosirenje se formalno realizuje dodavanjem in-
deksa novoizabranog atoma skupu do tada iskors¢enih indeksa S{'=1) (koraci
4 i 5 na slici 5). Treba primetiti da se izbor atoma svodi na izbor onog atoma
¢iji je normalizovan vektorski proizvod sa reziduumom najveci. Nakon prosi-
renja skupa izabranih atoma pristupa se izracunavanju vrednosti koeficijenata
kojima je potrebno pomnoZiti izabrane atome tako da kvadratno odstupanje
stvarne vrednosti signala od njegove reprezentacije dato sa ||x — Dg) (x(si()i) 13

bude minimalno, §to se svodi na izra¢unavanje sledeceg izraza:

) -1

0‘(51()1) = (D;UDSHJ) ngx. (41)
Indeksi koji se nalaze uz re¢nik i retki kod ukazuju da oni sadrZe samo kolone
re¢nika odnosno vrednosti koeficijenata ¢iji su indeksi sadrZzani u S (1) (korak 6
na slici 5). ' Treba obratiti paZznju da ovaj korak podrazumeva izra¢unavanje
inverzne kovarijansne matrice dimenzija i x i koja za veliko i moZe da bude ra-
¢unski zahtevna. Jedan od nacina da se ovo delimi¢no ubrza jeste koris¢enjem
vrednosti inverzne matrice iz prethodne iteracije, ¢ija je detaljna procedura
opisana u (Elad, 2010). Nakon ovoga se vrsi izra¢unavanje novog odstupanja
i ukoliko je ono manje od unapred zadatog praga ¢ procedura se prekida (ko-
raci 7 i 8 na slici 5). Nakon toga se u sledecoj iteraciji po istom principu dodaje
novi atom i izra¢unava novi retki kod, sve dok odstupanje ne postane dovoljno
malo (manje od nekog unapred zadatog praga).

Na slici 6 su na jednom jednostavnom primeru ilustrovani pojedini koraci
OMP algoritma. Izabrani re¢nik sadrZi 4 atoma koji su prikazani plavom bojom,
dok je signal kojeg je potrebno razloziti prikazan crvenom bojom. Inicijalno
svi elementi vektora o su jednaki nuli, tako da je inicijalno odstupanje jednako
samom signalu koji treba razloziti. U prvoj iteraciji se vr3i projekcija signala na
sve atome i za prvi atom koji ¢e se iskoristiti u dekompoziciji signala bira se
onaj sa najve¢om vredno$¢u normalizovane projekcije, $to je u ovom primeru
d4, jer je vrednost normalizovanog koeficijenta projekcije maksimalna i iznosi
0.74 (videti 6b). Nakon toga se za izabrani atom odreduje vrednost koeficijenta
kojim ga je potrebno pomnoziti i koji iznosi 0.74. Potom se izra¢unava novi
reziduum, koji predstavlja razliku signala x i trenutne rekonstrukcije 0.74d4, a
koja je na slici 6 prikazana zelenom bojom. Posto je dobijeno odstupanje vece
od dozvoljenog traZi se sledeéi vektor koji ¢e se iskoristiti za dekompoziciju
signala. Ponovo se vrsi projekcija reziduuma na vektore iz re¢nika koji jos
nisu iskori$éeni za dekompoziciju ({d,d2,d3}) i bira se onaj vektor koji je
najbliZi odstupanju, $to je u ovom slucaju d3. Za izabrana dva atoma (d3 i
d4) se izracunavaju vrednosti koeficijenata koji u ovom primeru iznose 0.31 i
0.50 respektivno. Za ove koeficijente rekonstruisani signal 0.31d3 + 0.50d4 se
u potpunosti poklapa sa signalom x (videti 6f), te je odstupanje jednako nuli
stoga se procedura pretrage zavrsava.

Do izraza (41) dolazi se jednostavnim diferenciranjem ciljne funkcije ||x — Dg 1) (x(si()i) 13 po svim
(1)
S0

D;i] (Ds(i) cx(sl(]i, fx> = 0. koja se moze preurediti u slede¢u ngmrm = 0, odakle se vidi
da je novi reziduum r(*) ortogonalan na sve atome koji su iskoris¢eni za reprezentaciju signala

x. Ova osobina je ujedno i odredila ime ovog algoritma.

elementima vektora o i njenim izjednacavanjem sa nulom. Rezultat je slede¢a jednakost
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(a) Signala x i atomi u 3D prostoru. (b) Projekcije odstupanja u 1. iteraciji za
SO =9ial® =0,0,0,0l.

-02 02"

(c) Odstupanje u 1. iteraciji za s =i (@) Projekcije odstupanja u 2. iteraciji za
all) =10,0,0,0.74] S =43i a1 =10,0,0,0.74]

(e) Uvecan segment 6d (f) Rekonstrukcija signala (s = (3,4} i
«(2) =10,0,0.31,0.50])

Slika 6: Ilustracija OMP algoritma. Plavom bojom (crta-tacka linija) su prikazani svi
atomi, crvenom (puna linija) signal, zelenom (puna linija) odstupanje (rezi-
duum). Inicijalno odstupanje je jednako signalu, tako da je ono na slici 6b
oznaceno crvenom bojom. Isprekidanim crvenim linijama su prikazani vek-
tori a3d3 i x4d4, koji u zbiru daju rekonstrukciju signala x.
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Parametri: Data je matrica D = [d4, d;, ..., dk], vektor x i dozvoljeno odstu-
panje €.
1: Inicijalizovati promenljive: i =0, (®) =0, r(®) =x —Dal® =xi S = 0.
2: Ponavljaj sledecée:

3 i=1i+1.
. 2
4 Hdkr k—r(l_”H zasvako k €{1,2,...,K}.
lldll5 2
5: =si-yl }gde je k) = argminyc(q 2 k) e(k).
ar. yi-1
. o ) S
6: OCk(l) (Xk(lj + Ildk(l)H% .
) ) a’. ri-1
. (1) — (i—-1) _ D@ )
7 T T ||d )H% k().

8: dok vazi [|[r(V]]; <
9: Rezultat: 1),

Slika 7: Pseudo kod MP algoritma. Redni broj iteracije je oznacen sa i i nalazi se u
Zagradama u eksponentima promenljivih. Treba napomenuti da se vrednost
(dfr(=1)/||dy |3 izratunava samo jedanput u jednoj iteraciji algoritma, ali za
sve atome koji ¢ine re¢nik, kao da u svakoj novoj iteraciji ne mora da dode do
povecanja skupa koriéenih indeksa S(V)

3.2.1.2 TraZenje poklapanja — MP

Algoritam traZenja poklapanja je vrlo slican prethodno opisanom OMP algo-
ritmu, ali postoje bitne razlike koje ga ¢ine ra¢unski jednostavnijim, ali nazalost
i manje ta¢nim. Formalni opis algoritma u obliku pseudo koda je dat na slici 7.
Kao sto se iz priloZenog moZze videti, osnovna razlika je u nacinu izra¢unava-
nju koeficijenata (korak 6 na slici 7), posto se u svakoj iteraciji menja vrednost
samo jednog koeficijenta, i to koeficijenta onog atoma koji zaklapa najmanji
ugao sa trenutnim reziduumom (onog sa najveéim (d{r) / IIdeI%). Na ovaj na-
¢in je izbegnuta potreba za izratunavanjem inverzne matrice (Dg(i)D sw) T,
kao i potreba za reestimacijom svih preostalih nenultih koeficijenata vektora
a $to omogucava i pojednostavljeno izra¢unavanje reziduuma tako sto se od
trenutne vrednosti oduzima projekcija trenutnog reziduuma na izabrani atom
dy odnosno:
trem.) d{r(tren.)

— .
=T — ————dg
ldxll3

r(novo)

Cena koja je placena za ova ubrzanja jeste da se greska e(k) u svakoj iteraciji
mora izraCunavati za sve atome (kako neiskoris¢ene tako i ve¢ iskoriséene za
reprezentaciju signala), i udredenoj meri gubitak ta¢nosti.

3.2.1.3 TraZenje pribliznog poklapanja — WMP

Prethodni opisani MP algoritam pretrage se moZe dodatno ubrzati tako Sto
se umesto atoma koji zaklapa najmanji moguci ugao sa trenutnim reziduumom
izabere prvi atom koji sa reziduumom zaklapa ugao koji je manji od nekog
unapred zadatog praga. Formalni opis algoritma u obliku pseudo koda je dat
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Parametri: Data je matrica D = [d4, d;, ..., dk], vektor x, dozvoljeno odstupa-
nje ¢ i prag t.
1: Inicijalizovati promenljive: i = 0, al® =0,r% =x—Dal® =xiS§=0.
2: Ponavljaj sledece:
3 i=1i+1
2
(i— 1)H

4 = H [ldy ||2 dk za svako k € {1 k_(tl)} gde je kil) naj_

manje k za koje vazi d =1/ dy ]2 > tIIr =15,
5 S = SO=D Kk} gde je KV = kt ukoliko postoji kil) odnosno
kY = argminy ¢y 2. k) e(k) ukoliko kY ne postoji.

T i
6: Ky (i) = Ko (i) + LM
LR T RO T T T3
. . ar,. ri-1m
: (1) — p(i=1) k(1) .
: T =T — 3 .
7 ld, @i k0

8: dok vazi [[r(V]; <e.
9: Rezultat: ().

Slika 8: Pseudo kod WMP algoritma. Redni broj iteracije je oznacen sa i i nalazi se u
zagradama u eksponentima promenljivih.

na slici 8. Ideja za ubrzanje procedure se zasniva na Ko$i-Svarcovoj (Cauchy-
Schwarz) nejednakosti,"* odnosno ¢injenici da je:

(afr(i-1)2

<13
a3

$to vazi za svaki atom, pa i onaj sa minimalnom moguc¢om greskom e(k). Po-
Sto vazi ekvivalencija izmedu problema minimizacije e(k) i maksimizacije nor-
malizovanog unutrasnjeg proizvoda reziduuma i atoma pretraga za lokalno
optimalnim atomom se moZze ubrzati izborom atoma za koji je ispunjen uslov:

Al /d, ol > )
t t

pri ¢emu je t neki broj iz intervala (0, 1]. Pomo¢u vrednosti t moguce je kontro-
lisati nivo greske, koji ¢e se praviti pri aproksimaciji. Sto je t bliZe jedinici to je
greska koja se pravi pogreSnim izborom atoma manja, a u slucaju dajet =1
WMP se svodi na MP algoritam.

3.2.2  Relaksacija lo-pseudo norme

Izbor lp-pseudo norme kao mere retkosti reSenja je prili¢no intuitivan, jer
ona predstavlja broj nenultih elemenata u nekom vektoru. Nazalost lp-pseudo
norma nije kontinualna funkcija, stoga se zamenjuje kontinualnim ili ¢ak glat-
kim aproksimacijama, tako da su problemi koje treba resiti umesto (Pg) i (Po)
slededi:

(Pp): minl\ocllg takoda |[[x —D«ll; < ¢ (42)
x

Pp): moi‘n lellb tako da Do = x (43)

11 Za proizvoljni par vektora x i y vazi slede¢a nejednakost (x'y)2 <x"x-y'y
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Slika 9: ReSenje problema miny | «|| tako da [%, TNa = %, za razlicitie vrednosti p.

pri cemuje p € (0,1].2

Jedan od nacina da se pokaZe da se smanjivanjem vrednosti p favorizuju
retka reSenja jeste jednostavnim poredenjem normi. Neka vektor « ima a ne-
nultih elemenata i neka mu je l,-norma jednaka 1. Potrebno je na¢i vektor sa
najmanjom lg-normom, pri ¢emu je g < p, $to se svodi na reSavanje sledeceg
optimizacionog problema:

min [|ed|d tako da [[a][) =1 (44)
x

Bez gubitka opstosti, a u cilju pojednostavljenja zapisa, uvodi se pretpostavka
da su nenulti elementi na pocetku vektora i da su svi pozitivni tako da odgo-
varajuci LagranZijan ima slede¢i oblik:

a
A+ D (lou 9+ Aloge[P)
k=1

Lle) = [l +A (lx[p = 1) (45)

Ukoliko je 0 < p < 1, |laflp nije norma posto ne vazi jednakost trougla. Sa druge strane za
lp-pseudo normu vazi jednakost trougla, ali ne vazi homogenost (||cxlly = [lexllp # cllexllp).
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2.5

— p=0.05
- - -p=0.1

Slika 10: Izgled funkcije [x|P za razli¢ite vrednosti p.

Posto je funkcija separabilna, odnosno svaki element vektora je moguce ne-
zavisno tretirati od drugih, optimum se dobija za «f 1 = 33 = const’3 za
svako k = 1,..., a. Na osnovu prethodnog i ¢injenice da je [|x|l;, = 1 sledi da je
o, = a~ /P, tako da je lg-norma data sa ||| = a'~9/P. Posto je q < p, sledi
da se najmanja l4-norma dobija za a = 1, odnosno u slu¢aju da vektor & ima
samo jedan nenulti element.

Drugi nacin kojim se moZe pokazati da se smanjivanjem p favorizuju retka
reSenja je geometrijski. ReSavanje problema (P,) se mozZe interpretirati kao po-
stepeno Sirenje 1,-lopte’ sa centrom u koordinatnom pocetku, sve dok lopta
ne dodirne hiperravan definisanu jednac¢inom Do = x. Ukoliko je p < 1 -
lopta nije konveksna, tako da se favorizuju resenja koja su bliza “uglovima”
lopte, $to vodi retkim reSenjima. Sli¢no vazi i za 11-loptu, koja je konveksna,
ali favorizuje retka reSenja. Na slici 9 je ilustrovan izgled 1,-lopti za trivijalan
slu¢aj jednodimenzionalnog prostora (matrica D ima samo jednu vrstu). Kao
$to se iz priloZenog moZe videti Sto je p blize nuli 1,-loptu favorizuje reSenja
koja su bliZza dijagonalama, za razliku od njih 1,-lopta favorizuje reSenje koje je
blize koordinatnom pocetku. Sa druge strane, umesto otvorene lopte moze da
se posmatra i sama funkcija [x|P?, koja je za jednodimenzionalni slucaj ilustro-
vana na slici 10. MozZe se uociti da kako p tezi nuli tako [x|P tezi indikatorskoj
funkciji koja je jednaka 0 za x = 0 i jednaka 1 za x # 0, odnosno 1,-norma tezi
lo-pseudo normi.

Do ovog izraza se dolazi jednostavnim diferenciranjem LagranZijana datog jedna¢inom (45) po
svakom koeficijentu og.

Pod 1p-loptom polupre¢nika r sa centrom u tacki xy se podrazumevaju sve tacke za koje vazi
lx —xollp <.

29
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Parametri: Data je matrica D = [d4,d;, ..., dk], vektor x i dozvoljeno odstu-
panje e.

: Inicijalizovati promenljive: i = 0, al® =1iw = diag((x(o)) =1

: Ponavljaj sledece:

3 i=1i+1

alt) = (w“—”>2 D' (D (w“—”)zDT>+x.

=

N

4:
5 Wi =|af"P/2 zasvakoj € {1,...,K)
6: dok vazi [|aV) — at=1)]|; <e.

7. Rezultat: (V).

Slika 11: Pseudo kod FOCUSS algoritma zasnovan na IRLS proceduri. Redni broj ite-
racije je oznacen sa i i nalazi se u zagradama u eksponentima promenlji-
vih. Karakter "+ koji se nalazi u eksponentu promenljivih oznacava pseudo-
inverziju, odnosno X* = XT(XXT)~!

3.2.2.1  FOCUSS algoritam

Primer algoritma gde je lp-pseudo norma zamenjena sa l,-normom pri ¢emu
je p € (0,1] jeste algoritam za usmereno reSavanje neodredenog sistema jedna-
¢ina (FOCUSS focal undetermined system solver) (Gorodnitsky i Rao, 1997). U
ovom algoritmu se l,-norma za neko fiksno p iz intervala (0, 1], aproksimirana
ponderisanom 1-normom,*> tako da se za njeno reSavanje koristi iterativna
aproksimacija pomoéu ponderisanih najmanjih kvadrata (IRLS Iterative rewe-
ighted least square).

Formalna procedura za FOCUSS algoritam je u obliku pseudo koda prika-
zana na slici 11. Inicijalno su vrednosti svih koefijenata kao i teZina jednake
1 (korak 1 na slici 11). Iterativna procedura je relativno jednostavna i sastoji
se od dva koraka. Prvi korak (korak 4 na slici 11) podrazumeva izra¢unavanje
koeficijenata koris¢enjem jednakosti:

x=(W)32DT (D (W)32 DT> Tx (46)

gde je sa W oznacena dijagonalna teZinska matrica, a sa znakom "+ u ek-
sponentu pseudo-inverzija matrice. ® Do izraza (46) se dolazi jednostavno,
diferenciranjem LagranZijana

L(a) = [W f3 + AT (x - Da) (47)

po « i izjednacavanjem dobijenog prvog izvoda sa nulom uz koris¢enje Cinje-
nice da je x = Da. U izrazu (47) sa w' je oznacena pseudo-inverzija dija-
gonalne matrice koja je definisana na sledeci nacin W)/] = 1/W;; ukoliko je
W;j; # 0 odnosno W;] = 0 ako je Wj; = 0. Drugi korak (korak 5 na slici 11)
podrazumeva preracun tezina komponenata (vrednosti matrice W na glavnoj
dijagonali). TeZina svake komponente je srazmerna njenoj apsolutnoj vrednosti,

Veza izmedu l-norme i lp-norme je sledeca: Neka je o tekuce aproksimativno reSenje i
A = diag(|«|9). Uz pretpostavku da je A invertibilna matrica tada vazi |A~" cxH% = ch||§:§g.
Ukoliko se izabere ¢ = 1—p/2 dobija se da je |[A™! ocH% = ||«||h. Posto matrica A sadrzi i
nulte elemente na glavnoj dijagonali, koristi se pseudo-inverzija, koja podrazumeva inverziju
elemenata koji su razli¢iti od nule, a elementi koji su jednaki nuli ostaju nepromenjeni.

Pseudo-inverzija matrice X definisana je slede¢im izrazom: X* = XT (XXT)~1.
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odnosno Wj; = |« |"=P/2 Procedura se ponavlja sve dok razlika vrednosti ko-
eficijenata u dve uzastopne iteracije ne postane dovoljno mala. Ovaj algoritam
se pokazao efikasnim u praksi, odnosno lokalni minimum do kog je algoritam
doveo ujedno je i globalni minimum, ali okolnosti pod kojima se to deSava su
uglavnom nepoznate (Elad, 2010; Burdge et al., 2010). Treba napomenuti da se
prikazana IRLS procedura uz neznatne modifikacije moZe primeniti i u slucaju
aproksimacije sa l;-normom uz uslov ||[x — D«l|; < ¢, $to je detaljno opisano
u (Elad, 2010).

3.2.2.2 LASSO problem

U cilju pojednostavljenja optimizacione funkcije naj¢esce se lp-pseudo norma
zamenjuje sa lj-normom, te se problem svodi na sledeci:

(P7):  minlely tako da |x —Delz < e (48)
Ovaj problem je “ekvivalentan” problemima:

(P%)): moi(n\lx—Do‘H% tako da ||all; < d (49)

A
(Ly):  min <2||X—D0¢||§+7\||0¢|1> , (50)

posto za svako ¢ postoje vrednosti d i A takve da su reSenja sva tri problema
identi¢na. Isto vaZi i za druga dva parametra, odnosno za svaku vrednost ne-
kog od druga dva parametra (d i A) postoje vrednosti preostalih parametara
tako da su reSenja sva tri problema identi¢na. NaZalost, u praksi ova ekvivalen-
cija i ne stoji posto nije poznata veza izmedu parametara ¢, A i d (Mairal, 2010).
Problem (L) je u oblasti masinskog ucenja poznat pod nazivom LASSO §to je
skraceno od least absolulte shrinkage and selection operator, a u oblasti obrade sig-
nala pod imenom pretraZivanje baze (Basis pursuit). Jedna od veoma uspesnih
tehnika za reSavanje ovog problema je regresija najmanjih uglova (LARS Least
angle regression) Cija je procedura u obliku pseudo koda prikazana na slici 12.

Skup sub-gradijenta’” ciljne funkcije definisane jednacinom (50) ¢ine vektori
sledeceg oblika:

1 xy >0
{DT (D —x) +7\z} Vzi =< [=1,1] x; =0 (51)
-1 X < 0

Posto za bilo koju konveksnu funkciju vaZzi da se globalni minimum nalazi
u tacki ¢iji skup sub-gradijenata sadrzi vektor O, reSenje problema (L;/) podra-
zumeva reSavanje sistema jednacina datog izrazom:

D' (Da—x)+Az=0 (52)

Skup sub-gradijenta predstavlja uopstenje gradijenta za funkcije koje nisu glatke. Za funkciju
f(x) u tacki xo definiSe se kao skup svih moguéih vektora {v} za koje vazi f(x) — f(xo) >
vT (x —xp) za dovoljno malu okolinu ||x —xp|> < 8. Odgovarajuca geometrijska interpreta-
cija sub-gradijenta je da predstavlja skup svih tangentnih ravni koje prolaze kroz tatku x¢ i
ograni¢avaju konveksnu funkciju f(x) sa donje strane u tacki xo.

31
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Parametri: Data je matrica D = [d,d3s, ..., dk], vektor x i maksimalan broj
nenultih koeficijenata d.
1: Inicijalizovati promenljive: A = |D'x||loo, @A) = 0i S = {k €

{1,2,...,Ksd{x =2}
2: Ponavljaj sledece:
3:  Smanyjiti A.
—1

asﬂ)z(DgDs) <Dgx—kﬁgﬂagkn>h%cﬂ):0
5. Akok e SCAd] (x—Da) =\ onda

S=SuU{k}iS® =SC\{k}
6: 1ili ako k € S¢ Ay = 0 onda

SC =SCu{ktiS=S\{k
7. Kraj ako
8: dok vazi A > 0.
o: Rezultat: «()A) za koje vaZi: ||x(A)[|op < d i miny [|x — Da(A)]|5 .

+

Slika 12: Pseudo kod LARS algoritma. Slovo C u eksponentu oznacava da je u pitanju
komplement skupa. Oznaka skupa u indeksu promenljivih o i D ukazuje
da takav vektor odnosno matrica sadrZe samo elemente odnosno kolone &iji
su indeksi sadrZani u tom skupu. Pretpostavka je da se u svakom koraku
najviSe jedan element, moZe razmeniti izmedu skupova (S i S€). Ovde je
naveden samo jedan od nekoliko moguc¢ih nacina za izbor optimalnog .

i po & ipo z. Treba primetiti da reSenje koje se dobija za « i z zavisi od vredno-
sti parametra A. Ukoliko se pusti da A — oo, dominantan ¢lan pri minimizaciji
(Lys) ¢e biti | e||1, koji je minimalan ukoliko je &« = 0. Posto je & = 0 vredno-
sti elemenata vektora z su iz intervala [—1,1], a do njih se dolazi na osnovu
jednacine
ToT

z=,D'x (53)
koja sledi iz jednatine (52). Re$enje o = 0 je optimalno sve dokje A > [|D "x||o,™®
posto su svi elementi vektora z iz opsega [—1, 1]. Bez gubitka opstosti moZe se
pretpostaviti da za k-tu kolonu matrice vazi dix = ||D"x||«, tada ukoliko vred-
nost A postane neznatno manja od ||D x| apsolutna vrednost zj na osnovu
izraza (53) postaje veca od 1 §to nije dozvoljena vrednost. Vrednost zy u tom
slu€aju treba da bude sign(oy ), odnosno oy treba da se razlikuje od 0. Posto je
samo oy razli¢ito od nula jednacina (52) se svodi na

.
D' (axdx —x)+Az =0 (54)
odnosno nova vrednost za oy se izratunava na osnovu izraza:

dix— Asign( o)
e ard
KAk

(55)

Posto je A < djx sledi da je sign(«y) = sign(djx). Sve preostale vrednosti
elemenata vektora z se dobijaju na osnovu

z:%DTm—Da) (56)

18 Vazi sledece: ||X||co = max; |xil.
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$to sledi direktno iz jednacine (52).

Daljim smanjivanjem vrednosti A apsolutne vrednosti elemenata vektora z
i ay rastu. Zbog porasta apsolutne vrednosti elemenata z za neko m # k
vrednost moZe izaéi iz opsega [—1, 1], te je treba zameniti sa sign(a, ). Ukoliko
sa S oznac¢imo skup koji sadrZi indekse elemenata vektora o koji su razliciti
od nule, a sa ys i Ys podvektore i podmatrice vektora y i matrice Y koji
sadrZze samo elemente odnosno kolone ¢iji su indeksi sadrzani u S, jednacina
na osnovu koje se vrsi izracunavanje nenultih elemenata vektora « je sledeca:

os = (DgDs)i1 (DEx—?\sign(ocQ) (57)

Nacin izracunavanja vrednosti elemenata vektora z zavisi od toga da li je in-
deks elementa u skupu S, te zs = sign(as) odnosno zgc = Dgc (x — D«x)/A.
Dalje smanjivanje A uzrokuje pro$irenje skupa S, ali zbog nacina izratunavanja
as (videti jednacinu (57)) pojedini elementi vektora as mogu postati nula. U
tom slucaju potrebno je taj element izbaciti iz skupa S i odgovarajuc¢u vrednost
elementa z izra¢unati na osnovu jednacine (56).

Procedura pretrage se zavrSava kada se ispitaju reSenja za sve vrednosti
A. Posto A uzima vrednosti iz skupa (0, HDTXHOO), Sto obuhvata beskonaéno
mnogo razli¢itih vrednosti, u praksi se vrednost A menja u koracima, a ne kon-
tinualno, da bi se obezbedila traktabilnost algoritma. Kao reSenje se bira onaj
vektor « ¢iji je broj nenultih elemenata manji ili jednak specificiranom mak-
simalnom broju nenultih elemenata i to za ono A za koje se postiZze najmanje
kvadratno odstupanje stvarne vrednosti od rekonstruisane vrednosti. Ovo nije
jedini mogu¢i nacin izbora “optimalnih” koeficijenata «.

Iako to prethodno nije eksplicitno navedeno, treba primetiti da LARS proce-
dura pretpostavlja slede¢a dva uslova:

e da za neku vrednost A skup S se ili ne menja ili ako se menja tada se
menja samo za jedan element koji se ili dodaje ili uklanja;

e da je matrica D{Ds uvek invertibilna, odnosno da je preslikavanje A —
«(A) jedinstveno.

U prakti¢nim primerima nezadovoljenje prvog uslova je posledica kona¢ne pre-
ciznosti izracunavanja, $to dovodi do neuspesne realizacije algoritma, ali su
takve situacije malo verovatne (Mairal, 2010). Invertibilnost matrice DgD s se
obezbeduje dodavanjem ¢lana kojim se ograni¢ava “energija” retke reprezenta-
cije ¥ | ex||3, ¢ime se menja matrica koju je potrebno invertovati, a koja je oblika
D{Ds + I i invertibilna je ve¢ i za male vrednosti .

3.2.3 Kualitet dobijenih aproksimacija

Ni jedan od prethodno opisanih algoritama ne predstavlja reSenje problema
(P§), ve¢ njegovu aproksimaciju, tako da je opravdano postaviti pitanje koliko
su one dobre. Test na vestacki generisanim podacima u vektorskom prostoru
dimenzije 30, sa re¢nikom koji sadrZi 50 atoma, ¢iji su rezultati prikazani u
(Elad, 2010) je pokazao sledece:

¢ Kardinalnost'® reSenja dobijenog pomo¢u OMP je bliZza stvarnoj nego
onog $to se dobija pomoc¢u LARS.

19 Pod kardinalonos¢u se podrazumeva broj atoma koji se koriste za reprezentaciju signala.
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e Verovatnoc¢a pogresnog izbora atoma®’ u slucaju kada je kardinalnost
manja od 8 je znacajno manja ako se koristi OMP algoritam nego LARS
algoritam. U slucaju da je kardinalnost 3 ili manja OMP skoro da ne gresi
pri izboru atoma, dok u slucaju da je kardinalnost ve¢a od 10 verovatnoca
pogresnog izbora je preko 45% za oba algoritma.

e Kvadratno odstupanje rekonstruisanog signala od originalnog je za kard-
nalnost manju od 6 znacajno manje u slucaju OMP algoritma u odnosu
na slucaj LARS algoritma, dok je za kardinalnost ve¢u od 8 situacija obr-
nuta.

Odavde sledi da OMP ima smisla koristiti u slucaju da je kardinalnost 6 ili
manja, u svim ostalim sluc¢ajevima je bolje koristiti LARS. Interesantno je da
za veliku kardinalnost ni jedan od algoritama (ni OMP ni LARS) u zna¢ajnom
broju slucajeva ne izabere odgovarajuce atome, pri ¢emu ovaj pogresan izbor u
slu¢aju LARS ne uti¢e u zna¢ajnoj meri na srednje kvadratno odstupanje. Sto se
tice racunske sloZenosti LARS iako na prvi pogled deluje nesto komplikovaniji
od OMP, posto podrazumeva izracunavanje za svako A, zbog pretrage nad
skupom diskretnih vrednosti, racunska sloZenost je priblizno ista.

3.3 FORMIRANJE RECNIKA

U prethodnom odeljku je predstavljeno nekoliko algoritama za odredivanje
retke reprezentacije u slucajevima kada je re¢nik unapred dat odnosno poznat.
U ovom odeljku ¢e biti predstavljeni osnovni algoritmi kojima se formira re¢-
nik na osnovu raspoloZivih signala. Ovi algoritmi se kao i algoritmi za retko
kodovanje mogu podeliti na dve velike grupe u zavisnosti od toga da li se vrsi
minimizacija lp-pseudo norme ili 1;-norme.

3.3.1 Formiranje recnika uz 1y reqularizaciju

Problem koji treba resiti pri formiranju re¢nika uz 1o regularizaciju je slededi:

N
) 1T « 1 5 )
DeRDXr‘{,l/l{lekaNo No E §||xi—Dcxi||2 tako da [|«xillo < d,Vie1,2,..., No.

i=1

(58)

gde je N, ukupan broj instanci signala, d maksimalan broj nenultih elemenata
u retkom kodu, A matrica svih retkih kodova odnosno A = [&, &2, ..., an,],
dok su znacenja svih ostalih parametara ista kao i do sada. Jedan od prvih
metoda namenjenih reSavanju problema koji je definisan jedna¢inom (58) jeste
metod optimalnih pravaca (MOD method of optimal directions) (Engan et al.,
1999). Formalni opis MOD algoritma je u formi pseudo koda dat na slici 13.
Osnovna ideja na kojoj se zasniva MOD algoritam jeste da se zdruZena mi-
nimizacija po D i A razdvoji na pojedina¢ne minimizacije samo po D odnosno
samo po A pri ¢emu se u toku minimizacije po jednom od ova dva parametra

Pogresan atom je onaj atom koji nije iskoris¢eni za generisanje signala, a algoritam ga je izabrao
za reprezentaciju signala.
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Parametri: Dat je skup signala {xi}l\l:‘q , broj nenultih koeficijenata koji ¢e biti

iskoriS¢en za retku reprezentaciju d i maksimalno dozvoljeno odstupanje
€.
. Inicijalizovati promenljive k = 01 D).

Jury

2: Ponavljaj sledecée:
3 k=k+1.
4 Zasvaki signal x; odrediti koeficijente ocgk) koji zadovoljavaju sledece:
2
cxgk) = argmin ‘ Xi— D(k_”ctz tako da Hocgk) o < d.
04

5 DX —xA® (A(k)A(k)T>‘]

6: dgk) = dgk)\/ dgk)Td(k) za svaku kolonu matrice D®),

i i i i
. dok vazi Z-lN:‘H [xi — D(k)o‘gk) I5 < e
. Rezultat: D®

[N

Slika 13: Pseudo kod MOD algoritma. Redni broj iteracije je oznacen sa k i nalazi
se u zagradama u eksponentima promenljivih. Sa N, je oznacen ukupan
broj signala. U cilju skracenja zapisa uzeto je da je X = [x1,%x2,...,xn,] i
A=la,0...,0aN,]

podrazumeva da je drugi parametar nepromenljiv. Ovo je uradeno da bi se pro-
blem minimizacije u¢inio traktabilinim. Algoritam zapocinje sa inicijalizacijom
re¢nika na slucaj, tako Sto se nekoliko signala iz skupa koji je na raspolaganju
bira za atome ili tako $to se vrednost svakog elementa atoma postavlja neza-
visno. Nakon inicijalizacije re¢nika potrebno je normalizovati atome, tako da
l;-norma svakog od njih bude jednaka 1. Normalizacija se vrsi da bi se izbegla
situacija u kojoj zbog rasta 1,-norme atoma, vrednost njemu pridruzenog koefi-
cijenta tezi ka nuli, i koja kao posledica konacne preciznosti predstave broja na
racunaru moZe biti izjednac¢ena sa nulom. Za tako formiran re¢nik D za svaki
od signala koji je na raspolaganju x; izra¢unava se retka reprezentacija (korak
4 na slici 13). Sam algoritam ne specificira metodu kojom se izracunava retki
kod za svaki od signala, a posto je u pitanju lp-pseudo norma, moZe se pri-
menti bilo koja od pohlepnih metoda (u originalnom radu (Engan et al., 1999)
je iskoris¢en OMP). Nakon toga se izracunavaju vrednosti za atome (korak 5
na slici 13) na osnovu sledeéeg obrasca:

D=XAT (AAT> B (59)

—1
koji sledi direktno na osnovu (58).*' Treba primetiti da ¢lan AT (AAT) pred-

stavlja pseudo inverziju. Ovako dobijeni re¢nik se potom skalira, tako da svaki
od atoma ima jedini¢nu l;-normu. Procedura u kojoj se naizmeni¢no ra¢una

Posto je A poznato, re¢nik se dobija reSavanjem sledeceg problema:

. N
D = minp, - X {% 7/xi — Doxill3

= minp, - trag ((x —DoA)T (X — DOA)) .

Diferenciranjem ciljen funkcije po Dy i izjednacavanjem dobijenog prvog izvoda sa nula vekto-
rom dobija se: (X — DA) AT =0, odakle direktno sledi izraz za D.
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retka reprezentacija i atomi re¢nika se nastavlja sve dok srednja kvadratna gre-
Ska ne padne ispod nekog unapred definisanog praga.

Drugi naéin za formiranje re¢nika uz uslov 1y regularizacije jeste pomocu K-
SVD algoritma (Aharon et al., 2006). Ono §to je novo u ovom algoritmu jeste da
se atomi preracunavaju pojedina¢no. Ciljna funkcija data sa NLO Z.lN:O] Hxi —
Da; |3, koja se moZe predstaviti kao Z]TO [X—DA|2, gdeje | - ||r Frobeniusova
norma,** moZe se preurediti tako da se izdvoji uticaj pojedinacnog atoma na
slede¢i nacin:

K
2 2
IX—DA[f = [X— ) djAj. — dnAm.? (60)
j=1
j#m
gde je sa Aj, oznacena j-ta vrsta matrice A. Matrica koja sadrzi odstupanja
stvarnog signala od rekonstruisanog ukoliko se izostavi atom d., je data sa:

K
EM =X-3 dA;, (61)
j=1
j#Am

Optimalno d., i A, koje minimizuje jednacinu (60) je aproksimacija ranga
1 matrice E(™), a moZe se dobiti na osnovu dekompozicije matrice E'™) na
singularne vrednosti, kao par vektora koji se mnoZi sa najve¢om singularnom
vrednoscu.?3 Ovakvo reSenje obi¢no ima veliki broj nenultih elemenata za vek-
tor A, tako da uglavnom dovodi do povecanja kardinalnosti retkih kodova
a;. Da bi se ovo izbeglo, kolone koje odgovaraju odstupanjima signala na ¢iju
rekonstrukciju ne uti¢e posmatratni atom d,, (indeksi kolona odgovaraju in-
deksima elementima A . koji su jednaki nuli) se izbacuju iz matrica E(™) i
X. Naravno i elementi vektora A, koji su jednaki nuli se izbacuju. Ove redu-
kovane verzije matrice E(™) i vektora A, ¢e nadalje u tekstu biti oznatene
sa E(Sm) i Ams respektivno, gde je S skup koji sadrZi indekse vektora A,.
koji su razlic¢iti od nule. Jasno je da ova redukcija za posledicu ima da se me-
njaju isklju¢ivo vrednosti koeficijenata koji su ve¢ razli¢ite od nule. Zbog toga
prvi korak u K-SVD algoritmu jeste da se za dati re¢nik odrede koeficijenti
reSavanjem problema (P§), Sto se obi¢no realizuje pomoc¢u OMP algoritma. Pri-
menom SVD-a na matricu E(Sm) estimiraju se vrednosti i za atom d,, i njemu

pridruZene koeficijente A s na sledeéi nacin:

dn = W (62)
Ams = I1v] (63)

gde je ¥,, najveca singularna vrednost matrice E(sm), a up i vy prve kolone
matrica U i V respektivno, a koje se dobijaju na osnovu SVD-a, pri ¢emu
vazi E(Sm) = UZV'. Treba napomenuti da ponovna estimacija vrednosti ko-
eficijenata u An,s znacajno ubrzava konvergenciju K-SVD algoritma. K-SVD
algoritam u formi pseudo koda je naveden na slici 14.

Frobeniusova norma je za m x n dimenzionalnu matricu X definisana sa | X||f =

m n 2
ORISDEEP R

U nastavku teksta, procedura dekompozicije matrice na singularne vrednosti bi¢e ozna¢avana
sa SVD (Singular value decomposition)
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Parametri: Dat je skup signala {xi}l\l:‘q , broj nenultih koeficijenata koji ¢e biti

iskoriS¢en za retku reprezentaciju d i maksimalno dozvoljeno odstupanje
€.

1: Inicijalizovati promenljive k =0 i D.

2: Ponavljaj sledecée:

32 k=k+1.

4 Zasvaki signal x; odrediti koeficijente ocgk) koji zadovoljavaju sledece:

2
o) = argmin [xi — D Vo tako da ¥ o < d
x

5:  Zam=1do p radi sledece:

P m

(m) _ x_ (k1) 5 (k) _ (K) 4 (K)

Em = x— Y 4" VAT - ) aA
j=m+1 j=1

Smo= (A #0)

7: Izratunati SVD matrice E(s:) (E(S:) = umglmly )Ty

4 =y

(k)
Am,S = ,
8: Kraj Za
o dok vazi Y ', [xi — DM al®|2 < e.
10: Rezultat: D

Slika 14: Pseudo kod K-SVD algoritma. U cilju skracenja zapisa uzeto je da je X =
X1,%X2,. .., XN, A = [&7,2,...,an, ], Ajx j-ta vrsta matrice A i Ajs j-ta
vrsta matrice koja sadrZi samo elemente na pozicijama koje su sadrzane u
skupu izabranih indeksa S. Indeks iteracije je naveden u eksponentu pro-
menljive u okviru zagrada. Primetiti da se vrednost A izratunava 2 puta u
okviru jedne iteracije

Umesto primenom SVD algoritma, do vrednosti za dn, i Ans je moguce
dodi i primenom jednostavne numericke procedure, koja podrazumeva neko-
liko iteracija u kojima se jedna od vrednosti fiksira, a druga izrac¢unava prime-
nom sledecih formula:

m = = (64)
AmSAmS
(M)AT
E. A
Aps = — 08 6

Interesantno je da u slucaju da se izabere da je kardinalnost retke reprezen-
tacije 1 (vektor «; ima isklju¢ivo jedan nenulti element) i vrednost koeficijenta
ograni¢i na 0 ili 1, K-SVD algoritam se svodi na K-means algoritam. Za razliku
od K-means algoritma gde se u svakoj iteraciji izra¢unavaju srednje vrednosti
(means) za svaki od potskupova, kod K-SVD algoritma se u svakoj iteraciji pri-
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menjuje SVD na svaku od K-razli¢itih podmatrica. Ovo svojstvo je posluZilo
kao inspiracija za ime algoritma. Pored toga ova sli¢nost sa K-means algorit-
mom omogucdila je da se neke tehnike koje se koriste kod K-means algoritma
direktno primene kod K-SVD algoritma, kao $to je procedura postepenog po-
vecanja broja atoma koja se pokazala izuzetno korisnom pri dekompoziciji sig-
nala.

Opisani K-SVD algoritam se dodatno moZe unaprediti ukoliko se uvede ko-
rekcioni korak koji podrazumeva zamenu atoma koji se veoma retko koristi ili
koji se malo razlikuje od nekog drugog atoma sa signalom koji je najlosije re-
prezentovan. Treba napomenuti da je ovaj korekcioni korak moguée primeniti
i u slu¢aju MOD algoritma.

Performanse K-SVD algoritma su priblizno sli¢ne kao i MOD algoritma. In-
teresantno je da se u eksperimentima re¢nici koji se dobiju primenom ova dva
algoritma na istom skupu preklapaju oko 15%, iako su im prose¢na odstupanja
priblizno ista (Elad, 2010). Velika mana ova dva algoritma je nemoguénost ga-
rantovanja dostizanja ¢ak i lokalnog minimuma, posto algoritam kao rezultat
moZe da vrati vrednosti parametara koje odgovaraju sedalnim tackama.

3.3.2 Formiranje recnika uz 1y reqularizaciju

Problem koji treba resiti pri formiranju re¢nika uz 1y regularizaciju je slededi:

N
, T <1 2 .
De]RDXlg,l}\neRKXNO No.l_E ] EHXi—D“in tako da |||t <§,Vie1,2,...,Ng.

(66)

gde je 6 maksimalna 1y norma. Za reSavanje problema definisanog jedna¢inom
(66) obi¢no se korisit Lagranzijan, Sto se svodi na oblik:

N

) 1T 1 2

DeRDXIgEPGRKXNo NO;ZHXi_DO‘i”Z—F}\”(Xi”L (67)
1=

Za razliku od varijante kada se koristi ly regularizacija, gornji problem je kon-
veksan ipo D i A, ali nije zdruZeno konveksan po (D, A), stoga se optimizacija
i u ovom slucaju vrsi tako $to se jedna od ove dve promenljive fiksira dok se
druga estimira. Za estimaciju A moZe da se koristi bilo koja prethodno opisana
procedura za retko kodovanje uz 1; ogranicenje, pri cemu se najcesc¢e koristi
LARS. Optimalna estimacija re¢nika D se moZe realizovati ili pomoc¢u gradi-
jentne metode kao $to je uradeno u (Olshausen i Field, 1996) ili pomoé¢u Njut-
nove (Newton) metode u varijanti sa LangranZzovim dualnim problemom (Lee
et al., 2006). Druga metoda je nesto efikasnija, posto se uvodenjem dualnog
problema smanjio broj parametara koji treba optimizovati u samom procesu.
Izrazi koji su neophodni za odredivanje re¢nika pomocu ove dve metode, kao
i na¢in kako se do njih dolazi su navedeni u prilogu A.2.

Prethodno opisani algoritam podrazumevaju da se pri iterativnom odredi-
vanju re¢nika u svakom koraku koriste svi raspoloZivi signali. Ove procedure
postaju prili¢no ra¢unski komplikovane ukoliko je broj signala koji su na raspo-
laganju veliki. Jedan od nac¢ina za prevazilaZenje ovog problema jeste pomoc¢u



3.3 FORMIRANJE RECNIKA

tzv. odredivanja re¢nika u letu (Online dictionary learning) (Mairal et al., 2009).
Osnovna ideja je da se adaptacija parametara vrsi za svaki novi signal ili grupu
signala. MoZe se pokazati da u slu¢aju beskona¢no mnogo signala ovakvo re-
Senje konvergira stacionarnoj tacki (Mairal et al., 2009).

Kao i kod prethodnih algoritama za odredivanje recnika i kod ovog algo-
ritma odredivanje koeficijenata retke reprezentacije i re¢nika se vrsi odvojeno.
Algoritam zapocinje inicijalizacijom re¢nika na slucaj, $to moze da bude u vari-
janti da svaki elemenat re¢nika bude inicijalizovan na sluc¢aj ili da se na slucaj
izabere nekoliko signala iz skupa za obuku. Iz istih razloga kao i u prethodnim
algoritmima vrsi se normalizacija atoma tako da im 1;-norma bude jedini¢na.
Pored toga pomoc¢ne matrice B i C se inicijalizuju nula matricama. Potom se
uzima prvi signal koji je na raspolaganju i za njega se odreduje retka reprezen-
tacija pomoc¢u LARS algoritma. Nakon toga se koriguju vrednosti pomo¢nih
matrica B i C, koje se potom koriste za korekciju vrednosti atoma, pomocéu
sledec¢ih jednakosti:

1
u; = (b;i —Dcy) + d; (68)
Cii

1
di = — o (™ (69)
za svako i = 1,...,k, pri ¢emu su b; i ¢; i-te kolone matrica B i C respek-
tivno. Ova procedura sa ponavlja sa svakim novim signalom. Formalan opis
algoritma u formi pseudo koda je dat na slici 15.
Pomo¢ne matrice B i C predstavljaju proizvod do tog trenutka t iskoris¢enih
signala sa njihovim retkim kodovima, odnosno proizvod retkih kodova:

t
B = XWALT =% xaf (70)
i=1
t
C = AMALT =% aaf (71)
i=1
gde je sa X oznagena matrica X'Y' = [x1,...,x¢] sa AY) matrica AV =

[x1, ..., xt]. Ove matrice figuri$u direktno u ciljnoj funkciji za odredivanje re¢-
nika u slu¢aju kada je poznata matrica retkih kodova A:

N

' T
L Y Ixi—Dail} = L irag <(x(t> ~DAM) (X —DA(t))> (72)
i=1 2
_ ] TDAMA DT TX(DA DT
= Etrag (D DA'WA )—trag (D XA )
1
— (B) Ty (t)
+2trag <X X > (73)
_ ] T T
~ Strag (P™DC) —trag (D"B)
1
— (B) Ty (t)
+5trag (X X ) (74)
a samim tim i u gradijentu ove funkcije koji je jednak: DC — B, a koji se koristi
za korekciju re¢nika u jednadini (68).

Algoritam koji je naveden na slici 15 se odnosi na teorijsku varijantu u ko-
joj postoji beskona¢no mnogo signala, tako da je umesto konkretnih signala
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Parametri: Data je gustina raspodele signala p(x), maksimalan broj opservaci-
ja/iteracija T i A regularizacioni parametar.
1 Inicijalizovati promenljive: B(®) =0, C(®) =0i D).
2: Za t =1 do T radi sledece:
32 Generisati x¢ na osnovu gustine raspodele p(x).
4 Zasignal x¢ odrediti redak kod koji zadovoljava sledece:

1) _||?
x¢ — D ](xHZ—H\H(xH].

1

¢ = arg min 7 ‘
x

55 B =BtV 4 x.af.

6 CWlt=clt=T 4 cxtcxI.

7. Za 1 =1 do K radi sledece:

1 i1 3 » »
u; = Cs bi_ZCj,id]gt)—ZCj,idj(t ) +d£t )}
vt j=1 j=i
(t) 1
d’' = ——uy;
t max (|[uill2, 1)
8: Kraj Za
9: Kraj Za

10: Rezultat: D™

Slika 15: Pseudo kod za online odredivanje re¢nika. Redni broj iteracije je oznacen sa
t i naveden je u zagradama u eksponentu promenljive.

zadata funkcija gustine raspodele, a korekcija se vr3i za svaki od signala. U
praksi su na raspolaganju skupovi signala koji imaju mnogo elemenata, ali
ipak konaéno mnogo, stoga se signali uzimaju po nekoliko puta, pri ¢emu
nijhov redosled varira. Pored toga da bi se ubrzala brzina konvergencije al-
goritma, umesto samo jednog signala pri korekciji re¢nika koristi se nekoliko
signala. Ovaj algoritam se moZe koristiti i u slu¢aju da se retko kodovanje vrsi
nekom od metoda koje direktno minimizuju lp-pseudo normu, ali se u tom
slu¢aju ne moZe dokazati konvergencija reSenja, §to vaZi i za MOD i K-S5VD
algoritam.

3.4 ODREPIVANJE RECNIKA I FAKTORIZACIJA MATRICE

Problem odredivanja re¢nika se moZe tretirati kao problem faktorizacije ma-
trice X na matrice A i D uz ogranienje l'(A) = >_; l(«i), gde () zamenjuje
odgovarajudi regularizator (lp-pseudo norma ili l;-norma):

1 2 /
%}EZHX_DAHF +AL(A), (75)

stoga bi ga trebalo uporediti sa nekim drugim metodama faktorizacije matrice.
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Jedna on najcesce koriS¢enih metoda za faktorizaciju matrice koja se kori-
sti u oblasti analize podataka jeste rastavljanje na osnovne komponente (PCA
Principal component analysis). Problem koji reSava PCA je:

1
I’Si}’\l 3 X —DA||# takoda D'D =1i AAT je dijagonalna matrica  (76)

Jedan od standardnih pristupa za reSavanje ovog problema je pomoc¢u SVD-a.
Vektorska kvantizacije (ili klasterovanje) se takode mogu posmatrati kao pro-
blem faktorizacije matrice, odnosno:

1
rgi}r\liy\X—DAH% tako da [Joi|2 =T1iAj; €{0,1}zai=1,...,No. (77)

gde je D matrica koja sadrZi centroide, a A indikatorska matrica, koja upucuje
kom vektoru je dodeljen koji centrodi. Kao sto je ve¢ ranije napomenuto, vek-
torska kvantizacija se moze posmatrati kao poseban sluc¢aj K-SVD ukoliko se
kardinalnost retkog koda ogranici na 1.

Vektorska kvantizacija sa mekom dodelom (Seo i Obermayer, 2003) je vari-
janta u kojoj se vektor prikazuje kao linarna kombinacija centroida, tako da je
suma odgovarajucih nenegativnih teZina jednaka 1 odnosno:

1
rlrjﬁg\\iHX—DAH% takoda [|ai|2 =TiA;; >0zai=1,...,No. (78)

Nenegativna faktorizacija matrice (Seung i Lee, 2001) je varijanta rastavljanja
matrice na dve matrice ¢iji su svi elementi nenegativni odnosno:

1 2 .
%1/1;\1 EHX_ DA|ftakodaDyj; > 0iA;; >0 (79)

Primena nenegativne faktorizacije matrice u obradi slike, na primeru lica daje
retka reSenja (Seung i Lee, 2001).

3.5 REZIME

U ovom poglavlju su izloZene osnovne ideje, kao i algoritimi koji se kori-
ste u oblasti retke reprezentacije. Definisana su dva osnovna problema koja
je potrebno resiti: kako pronaéi redak kod i odgovarajuéi re¢nik potreban za
reprezentaciju. Za svaki od problema predstavljeno je nekoliko najznacajnijih
reSenja sa njihovim prednostima i manama. Naravno ovo poglavlje nije obu-
hvatilo sve varijacije algoritama, ve¢ samo one najvaZnije, za koje sam smatrao
da su neophodne za razumevanje ideje aproksimacije punih kovarijansnih ma-
trica pomocu retke reprezentacije njihovih karakteristi¢nih vrednosti i koji su
najcesce referencirani u strucnoj literaturi.

Svi opisani algoritmi i koriS¢ena literatura je vezana za digitalnu obradu
slike, gde se retka reprezentacija koristi za uklanjanje Suma, uklanjanje zamu-
¢ena, kompresiju itd.. Postoje i trendovi da se retka reprezentacija primeni i
u drugim oblastima, npr. za obradu audio signala, ali istraZivanja pokazuju
da bi za meru rastojanja izmedu signala trebalo koristiti neku drugu metriku
umesto Euklidove. U ovom radu ¢e biti formalno pokazano da se postojeci al-
goritmi zasnovani na minimizaciji Euklidske metrike mogu uspesno primeniti
za aproksimaciju punih kovarijansnih matrica.
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MODELOVANJE INVERZNIH KOVARIJANSNIH MATRICA
POMOCU RETKE REPREZENTACIJE NJIHOVIH
KARAKTERISTICNIH VEKTORA

4.1 UVOD

U ovom poglavlju je predstavljen model aproksimacije punih kovarijansnih
matrica modela Gausovih meSavina pomocu retke reprezentacije njihovih ka-
rakteristi¢nih vektora. Ova aproksimacija ima za cilj prevazilaZenje slede¢ih
problema:

e smanjivanje broja parametara potrebnih za reprezentaciju modela,
e smanjivanje racunske sloZenosti izracunavanja logaritma izglednosti,
e obezbedivanje ta¢nosti modela.

Pored samog opisa modela, data je i analiza broja parametara, broja potrebnih
racunskih operacija neophodnih za izra¢unavanje logaritma izglednosti, kao i
nadin estimacije parametara na osnovu kriterijjuma maksimalne izglednosti.

4.2 OPIS MODELA

Posto je cilj ovog modela, pored smanjenja broja parametara i ubrzanje iz-
rac¢unavanja logaritma izglednosti Gausijana, a na osnovu izloZenog u pogla-
vlju 2, jasno je da je neophodno direktno aproksimirati inverznu kovarijansnu
matricu. Inverzna kovarijansna matrica ali koja opisuje m-tu komponentu
mesavine pridruZenu stanju s moZe se predstaviti na sledeci nadin:

D
Zon= Z AsmiVsmiVimi (80)
i=1
gde je D dimenzionalnost prostora, a Agmi i Vsmi i-ta karakteristi¢na vrednost i
i-ti karakteristi¢ni vektor matrice X} respektivno. Sve karakteristi¢ne vredno-
sti i svi karakteristi¢ni vektori su realni posto je matrica simetri¢na i pozitivno
definitna, ¢ime se prostor pretrage za retkom reprezentacijom karakteristicnog
vektora ograni¢ava na RP, $to je jedan od preduslova za korigéenje algoritama
koji su opisani u poglavlju 3. Treba napomenuti da kovarijansna matrica i njena
inverzija imaju iste karakteristi¢ne vektore, dok su im karakteristi¢ne vrednosti
reciprocne, §to Ce biti iskoriSéeno kasnije pri formalnom dokazu opravdanosti
izbora ciljne funkcije.
Ovaj model polazi od pretpostavke da svaki karakteristi¢ni vektor v¢m,mi ima
retku predstavu odnosno:

Vsmi = Do‘smi (81)

gde je D € RP*K re¢nik, a a; € RX redak kod vektora vgp;. Pri tome pre-
dloZeni model podrazumeva da je re¢nik parametar koji se deli izmedu svih
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Gausovih raspodela koje ¢ine model, dok su retki vektori specifi¢ni za svaku od
Gausovih raspodela. Po uzoru na jednacinu (26), logaritam izglednosti jedne
Gausove raspodele za opservaciju 0 moZe se napisati na sledeéi nacin:

D
_ 1 2
lsm(0) =csm + uImO - E IZ1 Asmi (OTD“smi) (82)
gde je:
D 1 _ 1 _
com = —5 (2 + 5 1n (IE51) = FHIEShbem (53)
Hsm = Z;Tlxusm (84)

pri éemu Cgm 1 fig,, Ne zavise od o te se mogu unapred izracunati i ¢uvati kao
parametri Gausove raspodele. Naravno u slu¢aju GMM svaka od Gausovih ras-
podela je pomnoZena odgovaraju¢om teZinom, ¢iji se logaritam moze dodati
novom parametru csm. Ukoliko sa d ozna¢imo kardinalnost retke reprezenta-
cije &smi, tada je ukupan broj parametara sa kojim je opisana jedna Gausova
raspodela jednak D(d +2) + 1.1

4.2.1  Broj parametara

Ukoliko se predloZeni model uporedi sa najces¢e koriS¢enom varjantom
GMM-a, GMM-om sa dijagonalnim kovarijansnim matricama, gde je svaka
Gausova raspodela opisana samo sa po 2D + 1 parametrom, uocava se da je za
isti ukupan broj Gausovih raspodela M broj parametara predlozenog modela
znacajno veci. Posto predloZeni model implicitno podrazumeva modelovanje
korelacija izmedu obeleZja, a kod GMM-a sa dijagonalnim kovarijansnim ma-
tricama to ne postoji ve¢ se to postize povecanjem broja Gausovih raspodela,
razlika u broju parametara izmedu ova dva modela u slucaju sistema za auto-
matsko prepoznavanje govora nije u toj meri izraZena.

Kao $to je ve¢ napomenuto u poglavlju 2 varijanta GMM-a sa punim ko-
varijansnim matricama u slucaju dovoljne koli¢ine podataka za obuku daje
najbolje moguce rezultate u odnosu na sve druge varijante GMM-a (Axelrod
et al., 2005), te se Cesto koristi kao referentni model. Cilj je da alternativni mo-
del ima manju sloZenost od njega, uz neznatan gubitak ta¢nosti, s tim da u
slucajevima kada nema dovoljno podataka za obuku alternativni model moze
dati bolju tac¢nost zbog robustnije estimacije parametara. Direktno poredenje
broja prametara ova dva modela nije tako jednostavno posto predlozeni mo-
del ima i K- D deljenih parametara, pored onih kojima su opisani pojedina¢ni
Gausiani. Posto oba modela modeluju korelacije koje postoje izmedu obeleZja
ocekivani broj Gausovih raspodela je priblizno sli¢an tako da je sloZenost pre-
dloZenog modela prvenstveno odredena brojem atoma K, kao i kardinalnos¢u
retke reprezentacije d. U slucaju velikog broja meSavina (nekoliko desetina hi-
ljada) i relativno velike dimenzionalnosti prostora obeleZja moZe se smatrati
da je predloZeni model manje sloZenosti ukoliko vazi d < (D —1)/2.

Do ovog broja se dolazi relativno jednostavno: postoji D karakteristicnih vrednosti Agyni, D
retkih kodova &gy svaki sa po d nenultih elemenata, D elemenata vektora fig,, i 1 koeficijent
Csm. Potrebno je zapamtiti i indekse koji odgovaraju nenultim elementima retkog koda, sto je
moguce realizovati u formi binarnog vektora duZine K, sto nece znacajno uticati na ukupan broj
parametara, te se moZe izostaviti iz razmatranja.
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4.2 OPIS MODELA

U predloZenom modelu inverzna kovarijansna matrica se moZe predstaviti
kao:

Zom = D AsmiDagmial, D’ (85)
i=1 ., .
= D Asmi ) Xemifomi() omii) D Ffum 0,0 (86)
i=1 j=1 k=1
D d d
= D D > Aemi®i g ()X (0 D () A, 1) (87)

gde je fsmi(j) funkcija koja vraéa indekse nenultih elemenata retkog vektora
xsmi i di i-ta kolona matrice D, $to odgovara reprezentaciji kovarijansne ma-
trice u EMLLT modelu. U zavisnosti od toga da li se za predstavu karakteri-
sti¢nih vektora jedne matrice koriste isti atomi ili ne, broj koeficijenata kojim
je predstavljena matrica varira od Dd (ako su svi karakteristi¢ni vektori pred-
stavljeni preko istih atoma) do min {Dd?,K}. Treba primetiti da faktorisana
varijanta predstave inverzne kovarijansne matrice zahteva uvek isti broj pa-
rametara D(d + 1) nezavisno od toga koji se atomi koriste za reprezentaciju
karakteristi¢nih vektora i taj broj je blizak minimalnom potrebnom broju za
razvijenu formu koja je data jedna¢inom (87).

Kao sto je navedeno u poglavlju 2, specijalni slu¢aj EMLLT jeste MLT, gde se
za reprezentaciju svake matrice koristi isklju¢ivo podskup od D vektora iz una-
pred izabrane baze. PredloZeni model se svodi na MLT ukoliko se kardinalnost
retkih vektora ograniéi na 1, te se umesto retke reprezentacije karakteristi¢nih
vektora vrsi nijhova kvantizacija. Treba napomenuti da bi u tom slucaju broj
parametara kojim je opisana jedna Gausova raspodela GMM-a bio 2D + 1, kao
u slucaju dijagonalnog modela.?

Uopstenje EMLLT modela je PCGMM, gde je inverzna kovarijansna matrica
predstavljena kao linearna kombinacija matrica proizvoljnog ranga umesto
ranga 1 Sto je bio sluc¢aj kod EMLLT modela. Ovaj model se pokazao boljim
od EMLLT te je i ovde naveden radi poredenja broja potrebnih parametara.
U eksperimentima koji su prezentovani u radu (Axelrod et al., 2005), broj pa-
rametara n koji se koristio za reprezentaciju inverzne kovarijansne matrice u
varijantama koje su davale ta¢nost prepoznavanja blisku ta¢nosti koja je postig-
nuta pomo¢u GMM-a sa punim kovarijansnim matricama, je bila od 4D do 8D.
Takva sloZenost se u predloZenom modelu postiZe ukoliko se za kardinalnost
retkog vektora d uzmu vrednosti iz intervala [2, 6].

Radi bolje preglednosti u tabeli 1 su navedene vrednosti broja parametara
za razli¢ite nacine aproksimacije kovarijansnim matrica u modelima Gauso-
vih meSavina. Znacenja oznaka promenjljivih su kao u dosadasnjem tekstu
odnosno: D — dimenzionalnost prostora obeleZja, M — ukupan broj Gausovih
raspodela u modelu, n - broj vektora/matrica koji se koriste za reprezentaciju
inverzne kovarijansne matrice u slu¢aju EMLLT/PCGMM, K — broj atoma i d
— kardinalnost retkog vektora. Posto su u radu za skra¢ene nazive modela ko-
riS¢eni engleski akronimi, to je uradeno i za model koje je predloZen u ovom

radu ¢iji je akronim SEGMM od sparse eigenvector GMM.

Ukupan broj parametara je naravno nesto veéi, posto je potrebno zapamtiti deljene parametre,
ali i indekse atoma iz re¢nika koje moguce sac¢uvati u formi binarnih vektora.
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Tabela 1: Broj parametara za razli¢ite nacine aproksimacije kovarijansnih matrica u
modelima Gausovih meSavina.

Model Broj parametara
Diag. M(2D +1)
Pune M(D(D+3)/2+1)

EMLLT nD+M(D+n+1)
PCGMM nD(D+1)+M(D+n+1)
SEGMM KD+ M (D(d+2)+1)

4.2.2  Broj ra¢unskih operacija pri izraCunavanju logaritma izglednosti

Kao 8to su parametri koji opisuju model podeljeni u dve grupe: deljeni i
specifi¢ni za Gausovu raspodelu, tako je i izracunavanje logaritma izgledno-
sti podeljeno u dve faze. Prvo se vrsi izracunavanje sa deljenim parametrima,
posto njih koriste sve Gausove raspodele koje ¢ine model. Ono podrazumeva
mnoZenje tekuce opservacije o sa re¢nikom D $to zahteva K(2D — 1) osnovnih
operacija sa pokretnim zarezom. Potom se za svaku od mogucih3 Gausovih
raspodela vrsi izra¢unavanje logaritma izglednosti na osnovu jednacine (82).
Najveci broj racunskih operacija odlazi na izrac¢unavanje ¢lana:

2
D d

Z Asmi Z(OTdfsmi(j))(Xsmi,fsm-l(j) (88)
iz =1

Sto iznosi 2D(d + 1) — 1 flops, 4 dok je ukupan broj operacija sa pokretnim
zarezom za izracunavanje (82) 2D(d + 2) + 1 flops.

U tabeli 2 je naveden broj potrebnih operacija sa pokretnim zarezom za pre-
dloZeni model kao i za referentne pristupe modelovanju kovarijansnih matrica
radi jednostavnijeg poredenja. Detaljana analiza za svaki od navedenih mo-
dela je napravljena u okviru poglavlja 2, stoga ovde neée biti ponovljena. Posto
uspesnije aproksimacije punih kovarijansnih matrica podrazumevaju uvodenje
deljenih parametara, operacije koje su potrebne za izracunavanje logaritma iz-
glednosti su podeljene na operacije sa deljenim parametrima (njihov broj je
naveden u koloni “Deljeni”) i operacije sa parametrima koji su specifi¢ni za
svaku od raspodela (njihovi broj je naveden u koloni “Specifi¢ni”). Razlog za-
$to su nazivi kolona u tabeli 2 izabrani na osnovu kategorije parametara koji
u njima ucestvuju, a ne po fazama izrac¢unavanja logaritma izglednosti jeste
¢injenica da se logaritam izglednosti u modelima sa dijagonalnim i punim
kovarijansnim matricama izra¢unava odjednom, tako da bi ove oznake uvele
odreden nivo konfuzije.

Kao $to se iz priloZenog moze videti odnos broja operacija koji zahtevaju
pojedini modeli je slican odnosu broja parametara koji se koriste za opisiva-

Da bi se ubrzao proces prepoznavanja vrsi se odsecanje (pruning) manje verovatnih putanja u
trelisu, odnosno odbacivanje pojedinih HMM stanja, te se u prakti¢nim aplikacijama vrlo retko
javlja potreba za izra¢unavanjem svih Gausovih raspodela koje ¢ine model.

4 Clan o"d; je skalar koji je izra¢unat u fazi izratunavanja sa deljenim parametrima.
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Tabela 2: Broj racunskih operacija sa pokretnim zarezom za razli¢ite nac¢ine aproksima-
cije kovarijansnih matrica u modelima Gausovih mesavina. Broj opseracija je
prikazan po fazama: prva faza koja obuhvata izra¢unavanja sa deljenim pa-
rametrima (kolona Deljeni) i druga faza koja podrazumeva izra¢unavanje
logaritma izglednosti za svaku od pojedina¢nih Gausovih raspodela (kolona

Specifi¢ni).
Model Deljeni Secifi¢ni
Diag. 0 4D +1
Pune 0 D(3D+5)/2+2
EMLLT n(2D-1) 2(D+n)
PCGMM 3nD(D+1)/2 2(D+n)
SEGMM K(2D —1) 2D(d+2) +1

nje pojedinih modela (videti tabelu 1). Odnosno, najmanji broj izra¢unavanja
po jednoj Gausovoj raspodeli zahteva model sa dijagonalnom aproksimacijom
punih kovarijansnih matrica. Ovaj broj operacija po jednoj Gausovoj raspodeli
se u slu¢aju EMLLT i PCGMM modela postiZe ukoliko se uzme dajen =D,>
ali naravno ne smeju se zaboraviti potrebna izra¢unavanja sa deljenim parame-
trima. Sa druge strane, predloZzeni model (SEGMM) ni za jednu vrednost para-
metra d ne moZe da postigne ovaj broj ra¢unskih operacija po jednoj Gausovoj
raspodeli. Kao $to je ve¢ napomenuto modeli EMLLT i PCGMM postizu per-
formanse bliske performansama modela sa punim kovarijansnim matricama
(8to je i cilj kojem se i teZi u alternativnhom modelovanju GMM-a) ukoliko je n
reda 4D ili 8D $to se dobija za d jedanko 3 odnosno 7. Sto se ti¢e odnosa broja
racunskih operacija potrebnih za izra¢unavanje deljenih parametara i on zavisi
od vrednosti za K i n. Ukoliko se predlozeni model uporedi sa EMLLT moze
se videti da se isti broj izracunavanja postiZe ukoliko je K = n. Obicno se za K
uzimaju vrednosti koje su za nekoliko redova veli¢ine vece od dimenzionalno-
sti prostora koji je potrebno opisati stoga predloZeni model zahteva znacajno
veli broj operacija sa deljenim parametrima od onog koji zahteva EMLLT u
slucaju tacnosti prepoznavanja koju postizu modeli sa punim kovarijansnim
matricama. Ukoliko predloZeni model poredimo sa PCGMM tada se isti broj
izracunavanja sa deljenim parametrima postize ukoliko je K ~ 1.5nD, $to je
daleko vece od onoga 5to je bilo potrebno za eksperimente prikazane u ovomo
radu.

U cilju ubrzanja procesa dekodovanja obi¢no se vrsi odsecanje malo verovat-
nih hipoteza, tako da broj Gausovih raspodela za koje je potrebno izracunati
logaritam izglednosti varira tokom vremena, a samim tim i broj potrebnih
racunskih operacija sa pokretnim zarezom. Ove varijacije zavise od velikog
broja faktora kao Sto su: odstupanje akustickih karakteristika test sekvence
od akusti¢kih uslova u sekvencama koje su koriS¢ene za obuku modela, fo-
netski sadrZaj test sekvence, skup reci koje se koriste u test skupu i sl., sto
dodatno otezava analizu racunske sloZenosti modela u opstem slucaju. Uko-
liko je cilj alternativhog modela povecéanje brzine izratunavanja, odsecanje u

5 Podsecanja radi EMLLT se za n = D se svodi na tzv. MLLT.
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Slika 16: Zavisnost maksimalnog broja atoma u re¢niku K od kardinalnosti retkog
koda d, u sluc¢aju 26-dimenzionalnog prostora za razli¢ite vrednosti prosec-
nog broja Gausovih raspodela za koje se izra¢unava logaritam izglednosti po
frejmu M, i razli¢ite nivoe redukcije r u odnosu na model sa punim kovari-
jansnim matricama. Nivo redukcije od 19% znaci da je ukupan broj operacija
po jednom frejmu ograni¢en 19% od broja operacija koje zahteva model sa
punim kovarijansim matricama.

znacajnoj meri uti¢e na broj i organizaciju deljenih parametara. Za ilustraciju
uticaja odsecanja na maksimalan broj deljenih parametara, odnosno atoma, u
predloZenom modelu moZe da posluZi slika 16. Na slici 16 je ilustrovana zavi-
snost maksimalnog broja atoma K od kardinalnosti retkog koda d, za razlicite
vrednosti prose¢nog broja Gausovih raspodela po opservaciji za koje se izra-
¢unava logaritam izglednosti M i stepene redukcije broja operacija r. Stepen
redukcije se odnosi na procenat operacija koje se izvr$avaju u predloZzenom
modelu u odnosu na broj operacija koje zahteva model sa punim kovarijan-
snim matricama i istim brojem Gausovih raspodela koje je potrebno izrac¢unati.
Kao sto se iz priloZzenog moZe videti sa porastom kardinalnosti retkog koda
uz nepromenjen broj operacija sa pokretnim zarezom, broj atoma koji ¢ine re¢-
nik se smanjuje. Ova promena je izraZenija ukoliko je broj Gausovih raspodela
za koje je potrebno izracunati logaritam izglednosti veéi. Ukoliko se zahteva
znacajna redukcija broja operacija, npr. 4 puta (r = 25%), tada za nesto vece
vrednosti kardinalnosti retke reprezentacije ona nije moguca. Naravno u ovim
slu¢ajevima je upitna i tacnost reprezentacije ovako redukovanog modela, od-
nosno pri estimaciji parametara modela potrebno je voditi racuna i o ta¢nosti
modela, a ne samo o ra¢unskoj i memorijskoj sloZenosti modela. Stoga drugi
problem koji je potrebno resiti jeste kako estimirati parametere modela.
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Pri estimaciji parametara cilj je pronadi retku reprezentaciju karakteristi¢nih
vektora kovarijansnih matrica, tako da razlika izmedu verodostojnosti Gauso-
vih raspodela sa estimiranim i aproksimiranim kovarijansnim matricama bude
minimalna. Jasno je da e ta razlika biti mala ukoliko je razlika izmedu te dve
raspodele mala. Prirodna mera rastojanja izmedu dve raspodele jeste Kulbak-
Lajbler divergenca (KLD Kullback-Leibler divergence) (Kotz i Johnson, 1993), te
se ona namece kao logi¢an izbor za ciljnu funkciju. MoZe se pokazati da se
minimizacija KLD-a izmedu dve Gausove raspodele koje imaju istu srednju
vrednost i iste karakteristi¢cne vrednosti kovarijansnih matrica svodi na mini-
mizaciju euklidskog rastojanja izmedu karakteristi¢nih vektora koji odgovaraju
istim karakteristi¢cnim vrednostima, $to je formalno pokzano u odeljku 4.4. Ova
tvrdnja vazi i za inverzne kovarijansne matrice, posto su karakteristi¢ni vektori
kovarijansne matrice i njene inverzne vrednosti isti. lako se predloZeni model
zasniva na aproksimaciji inverznih kovarijansnih matrica, formalni dokaz je
naveden za kovarijansnu matricu posto je u toj varijanti nesto jednostavniji.

Estimacija parametara kojima su opisane inverzne kovarijansne matrice u
predloZenom modelu se svodi na problem pronaZenja odgovarajuceg rec¢nika
kao i odgovarajucih retkih kodova za retku reprezentaciju karakteristi¢nih vek-
tora kovarijansnih matrica. Ovaj problem se moze formalno zapisati na sledeci
nadin:

S M; D
min > Y Y 2 vemi Doty tako da: osmillo <d (89)
DeClami (T3 1 15T 2
gde je C konveksni skup matrica u RP*¥ takvih da je 1,-norma njihovih ko-
lona manja ili jedanaka 1, S ukupan broj stanja, M ukupan broj komponenti
mesavine kojom je opisano stanje s, dok su sve ostale oznake iste kao i ranije.
Kao sto je napomenuto u poglavlju 3, eksperimenti na vestacki generisanim
podacima koji su navedeni u (Elad, 2010) su pokazali da se u slucaju male
kardinalnosti retkih kodova (ako je manja od 6) nesto bolji rezultati u smi-
slu odstupanja aproksimirane vrednosti od stvarne se dobijaju ukoliko se kao
regularizator koristi lp-pseudo norma. Ovo svojstvo je bilo osnovni motiv za
izbor lo-pseudo norme kao regularizatora u ovom radu. Nazalost, u slucaju
kada se koristi ovaj regularizator, koji nije konveksan, nije moguce pokazati
konvergenciju rezultata (Mairal et al., 2010).

U slucaju velikog broja Gausovih raspodela i relativno visokodimenzional-
nog prostora obeleZja broj vektora (D Z§:1 M;) koji je na raspolaganju za
odredivanje re¢nika je prili¢no velik, tako da standardne procedure za odredi-
vanje re¢nika koje u jednoj iteraciji uzimaju u obzir sve vektore zbog kona¢nih
resursa nisu pogodne, stoga je za ove potrebe iskoriSéena procedura odrediva-
nja rec¢nika u letu (Mairal et al., 2009). Osnovni opis ove procedure naveden
je u poglavlju 3. Za realizaciju ove procedure iskoris¢ena je varijanta koja je
implementirana u okviru javno-dostupne biblioteke SPAMS (SPArse Modeling
Software), a koju je moguce preuzeti sa adrese: http://spams-devel.gforge.
inria. fr. Procedura se relativno jednostavno uklapa u standardnu proceduru
estimacije parametara HMM-GMM-a baziranu na principu maksimizacije ve-
rodostojnosti §to je detaljno opisano u narednom odeljku.
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4.3.1 Procedura za etimaciju parametara modela

U prethodnom tekstu akcenat je stavljen na ono sto je novo u odnosu na
standardni HMM-GMM, odnosno na nac¢in modelovanja emitujuc¢ih gustina
raspodela preko nove organizacije GMM-a, tako da nisu razmatrani parametri
kojima se opisuje vremenska varijabilnost govora. Da bi se obuhvatili svi pa-
rametri koji opisuju govor prethodno opisani skup parametara treba prosiriti
verovatno¢ama prelaza izmedu HMM stanja kao i inicijalnim verovatno¢ama
HMM stanja. Verovatnodéa prelaza iz stanja s; u stanje s, ¢e biti oznacena sa
as,s,, dok ¢e inicijalna verovatnoca stanja s biti oznacena sa 7.

Procedura obuke zapocinje estimacijom parametara HMM-GMM modela
koja je zasnovana na kriterijumu maksimalne izglednosti, primenom algoritma
ocekivanje-maksimizacija (EM Expectation-Maximization). Treba napomenuti da
ovaj inicijalni GMM koristi pune kovarijansne matrice. Broj Gausovih raspo-
dela (komponenti meSavina) po stanju se odreduje na osnovu jednostavne
validacione procedure, koja podrazumeva podelu skupa za obuku na neko-
liko podskupova iste veli¢ine od kojih se jedan bira za procenu prosecnog
logaritma izglednosti rezultujuéeg modela (tzv. validacioni podskup) dok se
preostali podskupovi koriste za estimaciju parametara modela (obuku). Pro-
cedura zapocinje sa GMM-om koji ima samo jednu komponentu, pri ¢emu
se broj komponenti postepeno povecava sve dok prosecan logaritam izgled-
nosti na validacionom skupu ne po¢ne da opada. Prosecan logaritam izgled-
nosti na validacionom skupu se izracunava kao aritmeticka sredina prose¢nih
logaritama izglednosti dobijenih sa svim validacionim podskupovima. Treba
primetiti da se za dati broj komponenti po mesavini svaki od formiranih pod-
skupova koristi za validaciju, ¢ime je postignuto da je prakti¢no celokupan
skup za obuku iskoris¢en za validaciju. U slucaju velikog broja opservacija u
skupu za obuku, a u cilju ubrzanja procedure procene broja komponenti po
mesavini, nije neophodno ukljuciti sve podskupove za validaciju. Iako ovaj pri-
stup prakticno smanjuje broj paralelnih estimacija parametara GMM-a, cena
koja se pri tome plaéa jeste loSija procena prose¢nog logaritma izglednosti na
validacionom skupu (veée odstupanje od stvarne vrednosti), $to zahteva relak-
saciju kriterijum prekida procedure, tako Sto se procedura nece zaustaviti za
broj klastera za koji je opala prose¢na izglednost na validacionom skupu, ve¢
kada zapoc¢ne trend pada. Broj mesavina koji se odredi u toku ove procedure
se u narednim koracima viSe ne menja.

Nakon $to se za svako HMM stanje odredi broj komponenata GMM-a koje
opisuju gustinu raspodele verovatnoce emitovanja stanja, pristupa se estimaciji
parametara modela pomoc¢u standardnih izraza za EM algoritam:
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gde je S ukupan broj HMM stanja u modelu, y(s) verovatnoc¢a da se model
nasao u HMM stanju s u trenutku t ako je poznato da je generisana sekvenca
opservacija O = [01,02,...,07], Yt(s,m) verovatno¢a da se model nasao u
HMM stanju s i u komponenti meSavine m u trenutku t ako je poznato da je
generisana sekvenca opservacija O, &¢(s1,s2) verovatnoc¢a da se model u tre-
nutku t nasao u HMM stanju s; i da je u prethodnom trenutku bio u HMM sta-
nju s7 ako je poznato da je generisana sekvenca opservacija O, dok su znacenja
svih ostalih promenljivih nepromenjena. Ova estimacija parametara inicijalnog
modela zahteva nekoliko iteracija EM algoritma.

Hsm

Parametri: Dat je skup opservacija {0}.
1: Estimirati parametre HMM-a (75,as, s,) i GMM-a sa punim kovarijansnim
matricama (Wgm, lims, Zms) primenom standardne EM procedure obuke.
2: Za EM iteraciju k = 1 do Ny, radi sledece:
3 IzraCunati karakteristicne vektore v¢i i karakteristicne vrednosti A
za svaku kovarijansnu matricu Xg,.
Ako k =1 onda
Inicijalizovati re¢nik D.

Kraj ako

Za iteraciju j = 1 do Ny, radi sledece:

Izratunati retke kodove za svaki karakteristi¢ni vektor otgmi.
Za nove retke kodove odrediti novi re¢nik D.

10 Kraj Za

11:  Izra¢unati retke kodove za svaki karakteristi¢ni vektor otgmi.

12 Ako k # Ne,, onda

13: Izracunati verovatnoce unapred i unazad.

14: Izracunati inicijalne verovatnoce stanja 7s, verovatnoce prelaza iz-
medu stanja as,s,, teZine komponenti mesavina W, kao i njihove
srednje vrednosti ug,, i kovarijansne matrice Zg,.

15:  Kraj ako

16: Kraj Za

—1
smi

Slika 17: Procedura za estimaciju parametara SEGMM. Sa Ne, je oznacen broj itera-
cija EM algoritma, sa N, broj iteracija za odredivanje re¢nika.

Na slici 17 je u formi pseudo koda prikazana procedura obuke SEGMM-a.
Posto se predloZeni model zasniva na ideji retke reprezentacije karakteristi¢nih
vektora, prvi korak u estimaciji parametara modela predstavlja izracunavanje
karakteristi¢nih vektora v¢m; 1 karakteristi¢nih vrednosti 7\;1111 svih kovarijan-
snih matrica koje ¢ine model (korak 3 na slici 17). Inicijalizacija vektora se vrsi
izborom grupa karakteristi¢cnih vektora, pri ¢emu te grupe obrazuju karakteri-
sti¢ni vektori jedne kovarijansne matrice. Motivacija za ovakav izbor inicijalnih
atoma rec¢nika leZi u ¢injenici da su karakteristi¢ni vektori jedne kovarijansne
matrice medusobno ortogonalni i da je na ovaj nac¢in moguce pokriti vise razli-
¢itih pravaca u prostoru karakteristi¢nih vektora, i time donekle ubrzati proce-
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duru odredivanja re¢nika. Treba ista¢i da se inicijalizacija re¢nika (korak 5 na
slici 17) realizuje samo na pocetku, kada ne postoji prethodno odredeni re¢nik.

Nakon izra¢unavanja karakteristicnih vektora svih kovarijansnih matrica i
formiranja inicijalnog re¢nika pristupa se odredivanju retkih kodova i atoma
(koraci 77-10 na slici 17). Za ove potrebe kao 5to je ve¢ navedeno iskoris¢ena
je metoda ucenja rec¢nika u letu uz ly regularizator, koja je detaljno opisana
u poglavju 3. Umesto osnovne varijante ovog algoritma, koja podrazumeva
odredivanje re¢nika vektor po vektor, izabrana je varijansa u kojoj se prera-
¢un novog recnika vrsi uzimanjem grupa vektora, da bi se povecala brzina
konvergencije (Mairal et al., 2009). Nakon Ny, iteracija koje su imale za cilj
odredivanje re¢nika, vrsi se ponovno izrac¢unavanje retkih kodova za svaki ka-
rakteristi¢ni vektor (korak 11 na slici 17). Da bi se upotpunio SEGMM pored
re¢nika i retkih kodova potrebno je teZine (wsm) i srednje vrednosti (ug,,,) za-
meniti odgovaraju¢im konstantama csm i projekcijama srednjih vrednosti pg,,,
datih jednac¢inama (83) i (84) respektivno.

Nastavak modifikovane EM procedure podrazumeva poravnanje modela sa
odgovarajuéim opservacijama i izra¢unavanje verovatno¢a unapred (forward)
i unazad (backward) koje se koriste dalje za izratunavanje vrednosti y¢(s) i
&t(s1,s2) (korak 13 na slici 17). Ovaj modifikovani E (ocekivanje) korak se
razlikuje od standardnog E koraka EM algoritma za HMM-GMM opisanog u
(Huang et al., 2001), po tome $to se za izratunavanje gustina verovatnoca emito-
vana koristi SEGMM. Sa druge strane M (maksimizacija) korak podrazumeva
izracunavanje parametara standardnog HMM-GMM primenom jednacina (90—
94) (korak 14 na slici 17). Naravno prethodna dva koraka (koraci 13 i 14 na slici
17) nisu neophodna ukoliko se procedura obuke zavrsava. Ukoliko to nije slu-
¢aj prethodno opisana procedura se nastavlja od faze u kojoj se izra¢unavaju
karakteristi¢ni vektori i vrednosti svih estimiranih punih kovarijansnih matrica
(korak 3 na slici 17).

Kod sistema koji su predstavljeni u ovom radu realizovane su samo dve ite-
racije EM algoritma (Nem = 2) pri ¢emu druga iteracije nije rezultovala pobolj-
Sanjem performansi prepoznavaca. Sa druge strane broj iteracija za estimaciju
recnika je bio relativno veliki (N, = 240).

4.4 OPRAVDANOST KRITERIJUMSKE FUNKCIJE

U ovom delu je formalno pokazano da se minimizovanje KLD-a izmedu dve
D-dimenzionalne Gausove raspodele koje imaju iste srednje vrednosti, i kova-
rijansne matrice sa istim karakteristi¢cnim vrednostima moZe svesti na minimi-
zaciju euklidskog rastojanja izmedu karakteristi¢nih vektora koji odgovaraju is-
tim karakteristi¢nim vrednostima. U cilju skra¢enja notacije iz oznaka za pune
kovarijansne matrice, karakteristicne vektore i karakteristi¢cne vrednosti biée
izostavljeni indeksi koji oznacavaju pripadnost komponente odredenom sta-
nju i meSavini. Stoga ¢e u daljem tekstu originalna puna kovarijansna matrica
biti oznacena sa X, njeni karakteristi¢ni vektori sa v,i, njene karakteristi¢ne
vrednosti }\i_1 njena aproksimaciona matrica sa X, a karakteristi¢ni vektori
aproksimacione matrice sa vq;.
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Definicioni izraz za Kulbak-Lajbler divergencu gustine raspodele q(x) do
gustine raspodele p(x) je:

p(x)In <ZE:§> dx (95)

MoZe se pokazati da u slucaju dve Gausove raspodele N7 i N, opisane para-
metrima (uy,Z7) 1 (n,, X2) KLD svodi na sledeéi izraz:

(o.¢]

Dy (pllq) :J

—00

1 _ z _
Dki (N1lIN2) = 7 ((Hz —uy)' =5 (u - H])—ln:zl: + trag (Zz 121) —D>
(96)

U sluc¢aju kada dve Gausove raspodele imaju istu srednju vrednost prvi ¢lan
se eliminiSe, tako da se izraz (96) za problem od interesa svodi na:

1

2a _
Dict (NllNa) = 5 (In 22 + trag (£ 2,) - D) @)

Posto za bilo koje a,b € R vazi a+b < |a|+ [b|® KLD Gausove raspodele sa
aproksimiranom kovarijansnom matricom do Gausove raspodele sa original-
nom kovarijansnom matricom se moZe ograniciti sa gornje strane na sledeci
nacin:

1
2

|Zo|

Dxr (NolNg) <
KL( O|| a) |Za|

‘m +% ‘trag(Z;]Zo) -D (98)

Da bi se gornja granica prikazala kao funkcija odstupanja aproksimirane ka-
rakteristi¢ne vrednosti od originalne bice iskoris¢ene sledece Cinjenice:

e marica £, se moZe dekomponovati na slede¢i nacin £, = VOA*]VZ,
gde je V, matrica koja sadrZi karakteristi¢ne vektore matrice £, odnosno
Vo = [Vo1,V02,...,VoD], @ A dijagonalna matrica koja sadrzi karakteri-
sti¢ne vrednosti matrice 231 odnosno Ay =A7zai=1,2...,D,

e matrica X, se moZe prikazati na sledeéi na¢in £, = (V, + E)AT(V, +
E)" gde je sa E oznatena matrica gresaka aproksimacije ¢ije su kolone
€, =Vqi—Voizai=1,2...,D.

U cilju bolje preglednosti u daljem tekstu svaki od ¢lanova izraza (98) ¢e se
razmatrati zasebno.

Prvi ¢lan izraza (98) moZe se transformisati koriS¢enjem osobina determi-
nante i ¢injenice da je apsolutna vrednost determinantne matrice V,, jednaka
1, na slede¢i nacin:

Oznaka za determinantu matrice i apsolutnu vrednost je identi¢na (| - |) ali na osnovu oznake
promenljive je jasno koja je od ove dve operacije u pitanju posto su matrice oznacene velikim
masnim slovima, a skalari normalnim slovima.

Da bi se izbeglo uvodenje novih oznaka, karakteristi¢ne vrednosti kovarijansnih matrica izra-
Zene su preko karakteristi¢nih vrednosti odgovarajucih inverznih matrica posto su one mnogo
ranije uvedene.
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5, (Vo +EIAT (Vo +E)T|
‘ln In (99)
1Zal ‘VOA_]VI
Vo +ElIAIT [V, +E|
= |In — (100)
[VolIAl™ " Vol
= |In|Vo +E| (101)

Teorema u teoriji preturbacija matrica (Ipsen i Rehman, 2008) tvrdi sledece:

| Vol = Vo +E| | < sp_1]E|l2 + O([E[3) (102)

gdeje || - ||2 2-norma matrice,? i sp_1 je D — 1-va elementarna simetri¢na funk-

cije singularnih vrednosti matrice V.2 Posto je sp_1 < Dojoz---op_1 (Ipsen
i Rehman, 2008) i posto su singularne vrednosti matrice V,, koja je unitarna
jednake 1 (Golub i van Van Loan, 1996) sledi da je sp—1 < D, odnosno jedna-
¢ina (102) dobija slede¢i oblik:

| Vol —IVo +E|| < D|[E[2 + O(J|E|3) (103)

Posto je V, unitarna tada je njena determinanta |V, |jednaka ili 1 ili —1 (Golub
i van Van Loan, 1996). Ukoliko je |[V,| = 1 tada na osnovu (103) sledi:

1— (DI[E[2 +O(|[E]3) <[Vo +EI< T+ (D|E[l2+O(|[E|3)) (104)
odnosno ukoliko je [V,| = —1 onda:
—(1+D|[E[2+O(E[I3)) < Vo +E[ < —(1—D|E[2—O(||E[]7)) (105)

Na osnovu nejednakosti (104) i (105) i &injenice da je D|[E||2 + O(||E||3) nene-
gativno sledi:

[IVo +El < 1+ (D|E|2+O(|[E|3)) (106)

Stoga prvi ¢lan u izrazu (98) se moZe ograniciti sa gornje strane na sledeci
nacin:

IV +EP| =2In| Vo + Bl < [2In (1 + D[E|2 + O([EI3)| (o)
odnosno koriste¢i poznatu nejednakost In(1+ x) < x za svako x € R™
Vo + 1| < 2D[E| + 20(|[E3) (108)

Cilj je pokazati da je gornja granica greske aproksimacije funkcija l,-norme ra-
zlike odgovarajucih karakteristi¢nih vektora (koji predstavljaju kolone matrice

Za proizvoljnu matricu A 2-norma se definiSe pomocu koli¢nika 1,-normi vektora Ax i x na

sledeci nacin: [|A[|2 = sup, 4o Hﬁ’ﬁlz\z.

9 Za kvadratnu matricu A dimenzija D x D ¢&ije su singularne vrednosti o1 > ... > op, k-ta

elementarna simetri¢na funkcija simetri¢nih vrednosti definisana je sa:
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E) potrebno je 2-normu matrice E prevesti u Frobenijusovu normu.'® Ubaciva-
njem sledece nejednakosti (Golub i van Van Loan, 1996):

D D D
IEll2 < [[Elle =] > > EZ=1y|D leil3 (109)
i=1

i=1j=1
u izraz (108) dobija se:

D

D
> lleillZ+200)_ [eill3)- (110)

i=1 i=1

‘lnIVo +E|2‘ < 2D

¢ime je zavrSeno ograni¢avanje prvog ¢lana izraza (98).

Kovarijansne matrice koje figuriSu u drugom ¢lanu izraza (98) se takode
mogu predstaviti pomoc¢u proizvoda odgovarajucih karakteristicnih vektora i
vrednosti odnosno:

—1
trag(£-'%.)—D| = |trag ( (VI +ET) A(Vo+E) "V, AV —D
g a g (o] o]

(111)

Ukoliko se iskoristi ¢injenica da je matrica V,, unitarna'* za dovoljno male
vrednosti E moZe se pokazati da vazi (V, + E)(V, + E)T ~ I odnosno da

. T T =1 . -1 T . ..
je <VO +E ) ~ (Vo+E)i(Vo+E) =~ (Vo+E)', te izraz (111) dobija
slededi oblik:

’trag(zg1}:o) — D’ ~ )trag ((V0 +E)A (V, —l—E)T VO/\*1VI) - D‘ (112)

Primenom osobina cikli¢nosti traga, kao i ¢injenice da je V,, unitarna matrica
trag sa desne strane u izrazu (112) se moZe dodatno uprostiti na sledeéi nacin:

trag ((vo +E)A (Vo +E)T vo/\—‘vg)
= trag (/\ (Vo +E)T VoAV (V, + E))

— trag (A (I +ETV0) AT (I + VZE))

D D
-3 Z (elv;)? Y (1+efvi)’
i=1j=1j#1 i=1
D D, D
:ZZ}\— e; v] —|—ZZelTvl+D (113)

i=1

¢ime se dobija:

D
‘trag 12 ‘ Zzﬁ e v] —i—ZZe Vi (114)
i=1

i=1j=1 )

10 Frobeniusova norma koja je za m x n dimenzionalnu matricu definisana sa | X||f =

VI X5 X
11 Proizvoljna matrica A je unitarna ukoliko vazi AA* = A*A = I, odnosno A~ = A* gde je *
konjugovano transponovanje.
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Posto je vrednost skalarnog (unutrasnjeg) proizvoda proizvoljnog vektora x
i jediniénog vektora u uvek manja ili jednaka od 1,-norme vektora x, sledi da
je elv; < ei]|2 odnosno:

D D A
trag(Z,'Z, ‘ ZZ}T ‘el||2+ZZ||el||2 (115)

i=1

Na osnovu jednacina (98), (110) i (115) sledi da je gornja granica KLD direktna
funkcija euklidskog rastojanja izmedu odgovarajucih karakteristi¢nih vektora
odnosno:

Dir (NolNa) € Dy/ X2 llesl3+0(X 2 [leil) +

D <D A 2 D
+3 Xl P A leillz + 221 lleills (116)

Treba napomenuti da su iz gornjeg izraza izostavljene apsolutne vrednosti po-
$to su norme vektora nenegativne, kao i karakteristi¢cne vrednosti kovarijan-
snih matrica jer su pozitivno definitne.

Kao $to se iz priloZenog moZe videti, smanjivanjem euklidskog rastojanja iz-
medu originalnog karakteristicnog vektora i njegove aproksimacije (koja moze
da bude dobijena pomocu retke reprezentacije), smanjuje se razlika izmedu ori-
ginalne Gausove respodele i njene aproksimacije $to za posledicu ima i manju
gresku prilikom izra¢unavanja izglednosti pojedinacne opservacije. Iz priloZe-
nog se moZe videti da u slucaju loSe kondicioniranih kovarijansnih matrica
koli¢nik karakteristi¢nih vrednosti A;/A; moZe postati dominantan faktor u
izrazu (116) i u slu¢ajevima kada su razlike izmedu originalnog i aproksimira-
nog karakteristicnog vektora male. Stoga da bi predloZeni model funkcionisao
neophodno je obezbediti da kovarijansne matrice budu dobro kondicionirane,
odnosno da se za estimaciju parametara svake Gausove raspodele obezbedi
dovoljan broj opservacija.

4.5 REZIME

U ovom poglavlju je izloZen detaljan pregled modela koji se zasniva na
aproksimaciji inverznih kovarijansnih matrica koris¢enjem retke reprezenta-
cije njihovih karakteristi¢nih vektora. Pored samog formalnog opisa modela
data je i analiza njegovih prednosti kao i mana u odnosu na postojece vari-
jante GMM-a sa aspekta broja potrebnih parametara za opis modela i broja
racunskih operacija za izra¢unavanje izglednosti. Kao i u slucaju veéine dru-
gih naprednijih pristupa modelovanju zasnovanih na GMM-u broj parametara
i ratunskih operacija je nekoliko puta veéi od broja koji je potreban u slucaju
GMM-a sa dijagonalnim aproksimacijama kovarijansnih matrica i zna¢ajno ma-
nji od broja koji je potreban za GMM-a sa punim kovarijansnim matricama. U
odnosu na nac¢ine modelovanja koji postizu ta¢nost blisku ta¢nosti GMM-a sa
punim kovarijansnim matricama, broj parametara kao i broj izrac¢unavanja je
priblizan, ali to zavisi i od izbora konkretnih parametara modela $to ¢e biti de-
taljnije obradeno u eksperimentalnom delu ovog rada. Iako je broj parametara
redukovan u odnosu na varijantu GMM-a sa punim kovarijansnim matricama,
za uspeSnu estimaciju parametara neophodno je obezbediti dobro kondicioni-
ranu kovarijansnu matricu, odnosno dovoljan broj opservacija.
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Posto je minimizacija euklidskog rastojanja izmedu odgovarajué¢ih'® karak-
teristi¢nih vektora kovarijansnih matrica isto $to i minimizacija KLD-a izmedu
Gausovih raspodela koje opisuju, obuka postojeceg modela se prirodno uklapa
u obuku na principu maksimizacije izglednosti. Iako je sam model opisan sa
znacajno manjim brojem parametara nego model sa punim kovarijansnim ma-
tricama, procedura obuke je znac¢ajno duZa nego u slucaju obuke GMM-a sa
punim kovarijansnim matricama, posto je pored izratunavanja punih kovari-
jansnih matrica potrebno u iterativnoj proceduri odrediti recnik i retke kodove
za sve karakteristi¢ne vektore. S aspekta performansi modela, produZenje pro-
cedure obuke nije kritican faktor jer nije neophodno da se procedura obuke
realizuje u realnom vremenu, ali je vrlo bitna redukcija broja operacija pri iz-
racunavanju logaritma izglednosti opservacije.

12 Odgovarajuc¢ih u smislu da odgovaraju istim karakteristicnim vrednostima.






PREGLED KORISCENIH GOVORNIH BAZA 1
SOFTVERSKIH ALATA
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Ovaj odeljak daje pregled govornih baza i softverskih alata koji su korisc¢eni
za obuku i testiranje analiziranih sistema za prepoznavanje govora. Za potrebe
ovog rada su iskoriS¢ene dve govorne baze koje se ve¢ duZi niz godina u go-
tovo neizmenjenom obliku koriste za obuku i testiranje sistema za prepozna-
vanje govora na srpskom jeziku. Prva govorna baza, nosi oznaku SpeechDat
II, snimljena je na Fakultetu tehnickih nauka u Novom Sadu i sadrZi ve¢i deo
materijala koji se koristi za potrebe obuke i testiranja sistema za prepoznava-
nje govora. Druga baza nosi oznaku S70W100s120T je po obimu znatno manja,
preuzeta je sa Elektrotehni¢kog fakulteta u Beogradu i naknadnom obradom
prilagodena telefonskom kanalu. Za realizaciju eksperimenata u ovom radu
korid¢eni su softverski alati koji su razvijeni na Fakultetu tehnickih nauka, ali
i neki javno dostupni softverski paketi, namenjeni optimizaciji ciljnih funkcija
kao sto je SPAMS.

5.2 OPIS GOVORNIH BAZA

Govorna baza SpeechDat II je snimljena na Fakultetu tehni¢kih nauka u No-
vom Sadu za potrebe istraZivanja i razvoja govornih aplikacija kojima bi se
pristupalo preko javne telefonske mreze. Svi audio fajlovi sadrZe snimke go-
vornih signala koji su prosli kroz javnu telefonsku mreZu i snimljeni su u PCM
formatu sa po 16 bita po odmerku i uestanos¢u odabiranja 8 kHz. Govorna
baza je podeljena na dva disjunktna podskupa od kojih se jedan koristi isklju-
¢ivo za obuku sistema i drugi koji se koristi za testiranje. Deo baze koji je name-
njen obuci sistema sac¢injavaju snimci 513 govornika (266 muskih i 247 Zenskih)
ukupnog trajanja 28.5 sati od ¢ega 12 sati ¢ini govor, a 16.5 sati tiSina i oSte¢eni
govorni segmenti. Pratece transkripcije audio fajlova su na nivou fonema, pri
¢emu su granice izmedu fonema “ru¢no” pregledane i po potrebi korigovane.
Kao i druge baze snimljene po SpeechDat(E) standardu i ovu bazu ¢ine snimci
sa izolovano izgovorenim rec¢ima (komande za upravljanje racunarom, kretanje
kroz menije, gradovi, horoskopski znaci, li¢na imena i prezimena), izolovano
izgovorenim ciframa i sekvencama cifara, sintagme koje predstavljaju nov¢ane
iznose, datume kao i recenice opste sadrzine. Deo baze koji je namenjen te-
stiranju sacinjavaju snimci 184 govornika (107 muskih i 77 Zenskih) ukupnog
trajanja od oko 60 minuta od ¢ega je oko 32 minuta govor, a 28 minuta tiSina
i Sum. Posto se u testovima ne koristi blok za automatsku detekciju govorne
aktivnosti, celokupan materijal se koristi pri prepoznavnaju, tako da za razliku
od baze za obuku ova podela na govorne i negovorne segmente nije u toj meri
bitna, kao u slucaju baze koja se koristi za obuku.
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Govorna baza koja nosi oznaku S70W100s120 je snimljena u studijskim uslo-
vima na Elektrotehnickom fakultetu u Beogradu 8o-ih godina proslog veka.
Inicijalni zvuéni zapis je bio analogni, koji je naknadno u prostorijama Radio
Novog Sada prebacen u digitalni PCM format sa po 16 bita po odmerku i sa
ucestanod¢u odabiranja od 22.05 kHz. Za potrebe istrazivanja i razvoja sistema
za prepoznavanje govora telefonskog kvaliteta formirana je nova baza koja
nosi oznaku SyoW1o0s120T, koja je dobijena propustanjem signala kroz FIR
filtre koji su simulirali telefonske kanale, smanjivanjem ucestanosti odabiranja
na 8 kHz i dodavanjem odredenog nivoa Gausovog Suma. Bazu SyoW100s120T
sainjavaju snimici 180 govornika (109 muskaraca i 71 Zena) ukupnog trajanja
6.4 sata od cega 3.7 sati ¢ini govor i 2.7 sati tiSina. Snimci sadrZe izolovano
izgovorene re¢i (uglavnom vojne komande i termine), cifre od o do 9, kao i re-
¢enice opsSte tematike. Prilikom formiranja baze vodeno je ra¢una da baza bude
fonetski izbalansirana, tako da je frekvencija pojavljivanja fonema koji se retko
srecu u srpskom jeziku nesto veca od njihove frekvencije u prirodnom jeziku.
Kao i u slu¢aju SpeecDat II i u ovoj bazi pratece transkripcije audio fajlova su
na nivou fonema, pri ¢emu su granice izmedu fonema “ru¢no” pregledane i
po potrebi korigovane.

5.3 OPIS KORISCENIH SOFTVERSKIH ALATA

Osnovni skup softverskih alata koji su koriséeni za obuku i testiranje sistema
za automatsko prepoznavanje govora su razvijeni na Fakultetu tehnic¢kih na-
uka Univerziteta u Novom Sadu. Ovi alati su realizovani u programskom je-
ziku C++ koris¢enjem Microsoftovog razvojnog okruzenja Visual Studio. Kod
je organizovan u nekoliko biblioteka u zavisnosti od zadataka koje pojedine
C++ klase odnosno funkcije (procedure) vrse, te razlikujemo sledece:

e slib — biblioteka namenjena obradi signala

e sslib — biblioteka za konverziju ASCII tekstualnih fajlova u odgovarajuce
sisteme za obradu signala kombinujuéi elemente slib bibilioteke.

e csrlib — biblioteka namenjena obuci i testiranju sistema za prepoznavanje
govora

e an_misc — biblioteka opste namene, namenjena obradi i parsiranju teksta,
streamingu podataka, radu sa fajlovima i sl..

Sve modifikacije postoje¢ih funkcija kao i nove funkcije koje su bile neophodne
za realizaciju sistema opisanih u ovom radu autor ovog rada je samostalno
implementirao i testirao.

Estimacija transformacionih matrica za slu¢aj HLDA realizovana je u pro-
gramskom paketu Matlab koriSéenjem koda koji je naveden u (Kumar, 1997).
Za potrebe rada skup funkcija je pro$iren i varijantom transformacije koja pret-
postavlja nezavisnost diskriminativnih transformisanih obelezja i zavisnosti
nediskriminativnih transformisanih obeleZja (Jakovljevi¢ et al., 2013). Za po-
trebe pronalaZenja retke reprezentacije karakteristi¢nih vektora kovarijansnih
matrica, iskori$éena je javno dostupna Matlabova bibilioteka alata za optimiza-
ciju SPAMS koju je moguce preuzeti sa http://spams-devel.gforge.inria.fr.
Razlog zasto je izabrana ova implementacija za optimizaciju jeste da je u okviru
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nje podrZan algoritam odredivanja re¢nika u letu, koji je pogodan u situacijama
kada je na raspolaganju izuzetno veliki broj vektora, sto je bio slu¢aj u ovom
radu.

5.3.1 Ekstrakcija obeleZja

Modul za ekstrakciju obelezja je realizovan kombinovanjem i povezivanjem
elemenata slib biblioteke. Blok Sema realizacije ekstraktora je data na slici 18.
Na ulazu ekstraktora se nalazi digitalizovan audio signal (16 bita po odmerku,
ucestanost odabiranja 8 kHz), koji se prozorira Hemingovom (Hamming) pro-
zorskom funkcijom ¢&ija je Sirina 30 ms (240 odbiraka), sto se vrsi na svakih
10 ms (8o odbiraka). Za svaki prozorirani segment signala (u nastavku teksta
¢e biti koriS¢en termin frejm) se izdvaja po jedan vektor obelezja. Da bi se iz-
racunali mel-frekvencijski kepstralni koeficijenti (MFCC Mel-frequency cepstral
coefficient) neophodno je prvo izra¢unati amplitudski spektar koriséenjem dis-
kretne Furijeove transformacije (DFT). Pri izracunavanju MFCC-a delimi¢no
se oponasa proces koji se deSava na bazilarnoj membrani uha, odnosno spek-
tar signala se deli na podopsege koji simuliraju kriti¢cne opsege, zatim se za
svaki od podopsega procenjuje energija koja se potom logaritmuje (Morgan
et al., 2004). Svrha logaritmovanja je smanjenje dinamickog opsega amplituda
pojedinih komponenata u spektru, te se ponekad logaritam zamenjuje funk-
cijom koja vrsi kvadratno ili kubno korenovanje. Treba napomenuti da je lo-
garitmovanje podesnije, posto omogucava eliminisanje uticaja konvolutivnog
Suma (kanala) jednostavnim oduzimanjem, $to se koristi u postupku normali-
zacije srednjom (prose¢nom) vrednoscu kepstrala (CMN Cepstral mean norma-
lization)." Zbog preklapanja koje postoji izmedu spektralnih podopsega ovako
izracunati logaritmi energija su u velikoj meri korelisani stoga se primenjuje
diskretna kosinusna transformacija (DCT) koja ih u odredenoj meri dekoreliSe.
Posto je informacija o tome Sta je reeno sadrZana u obvojnici spektra, DCT
koeficijenti koji odgovaraju sinusoidama na vi$im ucestanostima se odbacuju
kao suvisni. Jo$ jedan od razloga zasto se vrsi odbacivanje ovih koeficijenata
jeste redukcija dimenzionalnosti prostora obelezja (Chiu i Stern, 2008), posto u
sistemima namenjenim prepoznavanju oblika obeleZja koja ne doprinose diski-
riminaciji izmedu klasa naZalost najces¢e povecavaju konfuziju izmedu klasa
(Jiang, 2011).

Posto su svi sistemi koji su razmatrani u ovom radu namenjeni prepoznava-
nju govora telefonskog kvaliteta, $to podrazumeva da je spektar signala ogra-
ni¢en na 4 kHz kao i da su komponente signala na niskim i visokim ucesta-
nostima znacajno oslabljene, nakon izra¢unavanja DFT spektra ovi oSteceni
segmenti, odnosno komponente signala koje se nalaze na ucestanostima ispod

Ideja na kojoj se zasniva CMN je relativno jednostavna i podrazumeva koris¢enje ¢injenice da
konvoluciji u viemenskom domenu odgovara mnoZenje u frekvencijskom domenu. Neka je x(n)
govorni signal, h(n) impulsni odziv kanala i y(n) govorni signal na izlazu iz kanala, tada vaZzi
y(n) =x(n) xh(n) odnosno Y(w) = X(w)H(w). Posto se pri ekstrakciji obeleZja posmatra samo
amplitudski spektar (vrednost energije na pojedinim ucestanosnima, ali ne i njena faza) tada se
logaritmovanjem dobija: In[Y(w)| = In[X(w)H(w)| = In|X(w)| + In[H(w)| odakle se jasno vidi
da se do logaritma amplitudskog spektra originalnog govornog signala moZze do¢i tako sto se
od In|Y(w)| oduzme In[H(w)|. Uprosecivanjem vrednosti In|Y(w)| se dolazi do grube procene
In|H(w)] ali i dela govornog signala koji je sporopromenljiv odnosno ne nosi informaciju o tome
Sta je receno.
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Audio signal

Prozoriranje
signala
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Izra¢unavanje

DFT (FFT)
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Izra¢unavanje Izra¢unavanje
MEFCC energije

v v

< Vektori statickih obelezja >

Slika 18: Blok Sema ekstraktora obeleZja.

50 Hz i iznad 3.8 kHz se zanemaruju prilikom izrac¢unavanja MFCC obeleZja.
Preostali frekvencijski opseg (od 50 Hz do 3.8 kHz) se deli na 22 podopsega,
koji su rasporedeni ekvidistantno na mel skali tako da je preklapanje izmedu
susednih podopsega 50%. Treba napomenuti da u ovoj realizaciji pojasni fil-
tri koji dele spektar na podopsege imaju standardni oblik frekvencijskih ka-
rakteristika (na mel skali obrazuju jednokrake trouglove). Logaritmi energija
ova 22 podopsega se primenom DCT transformisu u 13 MFCC-a, pri ¢emu
se nulti koeficijent koji predstavlja grubu procenu energije frejma odbacuje
(Huang et al., 2001). Umesto njega vektoru obeleZja se dodaje energija koja je
izra¢unata na standardan nacin kao suma kvadrata odmeraka koji pripadaju
datom frejmu. Da bi se eliminisale varijacije energije koje su posledica razlicite
glasnoce razlic¢itih govornika i promene glasnoce jednog govornika tokom vre-
mena vr$i se normalizacija energije (Zhu i O’Shaughnessy, 2005). Prvi korak
pri normalizaciji energije jeste redukcija njene dinamike tako $to se umesto
energije posmatra njen Cetvrti koren, nakon ¢ega se traZe poloZzaji maksimuma
i same maksimalne vrednosti u prozorima $irine 250ms. Normalizacija energije
se vrsi tako Sto vrednost cetvrtog korena energije deli sa procenjenim lokalnim
maksimumom koji se dobija kao linearna interpolacija njemu najbliZih lokalnih
maksimuma. ViSe detalja o prednostima ovakvog nacina normalizacije energije
moguce je naci u (Jakovljevi¢ et al., 2008).

Izdvajanje dinamickih beleZja (delta i delta-delta obeleZja) se vrsi naknadno
pomocu odgovarajuéih funkcija iz csrlib biblioteke. Funkcija koja se koristi za
izra¢unavanje delta obeleZja koristi regresioni obrazac:

(€]
0 o Ch o
ACt,i _ 29:1 (Ct+6,1 Ct e,l) (117)

25,62

gde je cy,i i-to obelezje u trenutku t, a 20 broj susednih frejmova sa leve i de-
sne strane posmatranog frejma koje je potrebno uzeti pri izra¢unavanju. Delta-
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delta obelezja se dobijaju ukoliko se jednac¢ina (117) primeni na prethodno iz-
racunata delta obelezja. U eksperimentima koji su realizovani za potrebe ovog
rada, pri izra¢unavanju delta obeleZja parametar © je bio 2, a za delta-delta
obelezja 1.

Da bi se vestacki prosirio skup za obuku i na taj nac¢in poboljsala efikasnost
estimiranih parametara modela, prilikom obuke obeleZja su izdvajana na sva-
kih 5 ms. Ova promena nema uticaja na vrednosti statickih obeleZja, ali zna-
¢ajno uti¢e na dinamicka, odnosno neophodno je uvesti odgovaraju¢u korek-
ciju. Ovaj problem je prevaziden tretiranjem dinamickih obeleZja kao izvoda
kontinualne funkcije po vremenu odnosno:

Or,
Lt 1 s 9 e o
Acyi = dei(t) _ 12 620 (cer0i—ceoi) 118)

dt Ts 2 ZS; 02

gde je sa Ts oznaceno vreme izmedu dva susedna frejma, pri ¢emu se i vred-
nost ©1, menja tako da se pri ra¢unanju dinamickih obeleZja uzima prozor
istog ili pribliZzno istog trajanja. Posto je usvojeno da se obeleZja za vrednost
pomeraja frejma od 10 ms racunaju i dalje kao u izrazu (117), izraz sa desne
strane jednacine (118) se dodatno mnoZi sa 10 ms. ViSe detalja u vezi sa ko-
riS¢enjem razli¢itih vrednosti pomeraja frejma u procesu obuke i testiranja se
moze nadi u (Pekar et al., 2010).

Iako se statisticko modelovanje akustickih karakteristika govora realizuje po-
moéu GMM-a koje uzimaju u obzir rasipanje (varijanse) pojedinih obeleZja, ali
samo na lokalnom nivou, sva obeleZja se skaliraju sa njihovim standardnim
devijacijama koje su procenjene na celokupnom skupu za obuku. Na ovaj na-
¢in se ujednacava uticaj koriSéenih obelezja i prevazilazi moguéi problem da
obeleZja koja imaju vece rasipanje posto imaju vece vrednosti budu bitnija za
proces prepoznavanja (Theodoridis i Koutroumbas, 2006). Standardni na¢in na
koji se ovo prevazilazi u automatskom prepoznavanju govora je pomocu tzv.
lifterovanja, mnoZenja koeficijenata podignutom sinusnom funkcijom (Young
et al., 2009).

Pored informacije o tome kako izgleda obvojnica spektra u datom trenutku
koju nose staticka obeleZja za prepoznavanje govora bitan je i kontekst od-
nosno oblik obvojnice spektra u susednim frejmovima (Morgan et al., 2004).
Potreba za poznavanjem konteksta i moguénost redukcije dimenzionalnosti
prostora obelezja koju pruza (H)LDA je posluZila kao motiv za formiranje tzv.
konkatenativnih obeleZja koja se dobijaju spajanjem (konkatenacijom) stati¢kih
obeleZja iz susednih frejmova. Treba napomenuti da se i kod standardnih obe-
leZja informacija o kontekstu ukljucuje preko dinamickih obelezja, Sto je bio
jedan od motiva za njihovo koriséenje (Morgan et al., 2004).> Broj uzastopnih
frejmova koji se koriste formiranje konkatenativnih obeleZja varira od 5 do 11
¢ime je obuhvacen interval od oko 50 ms do 110 ms.

5.3.2 Nacin modelovanja

Osnovna jedinica modelovanja je fonem zavisan od konteksta tzv. trifon. Iz-
borom trifona za jedinicu modelovanja smanjuju se razlike unutar jednog mo-

Drugi razlog koji se znatno ¢e$¢e navodi kao obrazloZenje za uvodenje dinamickih obeleZja jeste
postizanje uslovne nezavisnosti izmedu uzastopnih obeleZja koju zahteva HMM (Gales i Young,
2008).
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dela koje nastaju kao posledica koartikulacija u govoru. Biranjem vecih jedinica
modelovanja kao $to su slogovi ili re¢i uticaj koartikulacije na varijabilnost mo-
dela bi se dodatno smanjio, ali bi se i znacajno smanjila moguénost prosirivosti
skupa reci koje bi sistem mogao da prepoznaje. Pored toga ovo povecanje jedi-
nice modelovanja bez proSirenja skupa za obuku bi smanjilo statisticku efika-
snost procene parametara. Problem obezbedivanja statisticki efikasne procene
parametara se javlja i pri izboru trifona kao jedinice modelovanja, posto se broj
modela povecava, a koli¢ina podataka ostaje nepromenjena tako da pojedina
HMM stanja dobiju nedovoljan broj vektora obelezja za adekvatnu estimaciju
parametara Gausovih raspodela. Problem nedovoljnog broja parametara se de-
limi¢no moZe prevazi¢i spajanjem akusticki i fonetski sli¢nih stanja. Standardni
nacin za spajanje3 sli¢nih stanja je pomoc¢u klasterovanja na osnovu stabla (TBC
Tree-based clustering) (Young et al., 1994).

Kao $to je poznato standardna TBC procedura vrsi spajanja stanja na osnovu
opservacija koje su namenjene obuci sistema. Posto skup za obuku sadrZi is-
kaze viSe razlic¢itih govornika koji su snimani preko razlic¢itih telfonskih kanala
razumno je oc¢ekivati da je rasipanje unutar klasa vece nego u slucaju da snimci
sadrze iskaze jednog govornika snimljenog preko jednog kanala. Ova varijabil-
nost moze da izazove pribliZzavanje fonetski i akusticki razli¢itih klasa, a samim
tim i njihovo spajanje tokom TBC procedure. Da bi izbegli ovakve potencijalne
greSke u okviru ovog rada TBC procedura se primenjuje samo na opserva-
cijama jednog govornika koji je sniman preko istog kanala. Pri TBC-u svako
potencijalno stanje je opisano pomocu jedne Gausove raspodele, tako da je za
svaku od njih potrebno obezbediti dovoljan broj opservacija za estimaciju pa-
rametara raspodele, odnosno potrebna je relativno velika, fonetski balansirana
govorna baza. Gore navedene zahteve obi¢no ispunjavaju govorne baza name-
njene formiranju sistema za sintezu govora na osnovu teksta, te je za potrebe
ovog rada iskorisc¢ena jedna takva baza namenjena sintezi govora na srpskom
jeziku, TTSIsSnezana (¢iji je detaljan opis naveden u (Deli¢ et al., 2013)).

Rezultat TBC procedure pokrenute na bazi koja sadrzi snimke samo jednog
govornika jeste skup potencijalnih stanja koji odgovaraju listovima stabla (P)
kojima se pridruzuje matrica njihovih medusobnih rastojanja (D). Kao mera
rastojanja izabranja je simetri¢na KLD koja je definisana sa:

Dkt (pllg) = & (D (pllg) + Dxe (qllp) (119)

N

gde su sa p i q oznacene gustine raspodela kojima su opisana potencijalna
stanja. Posto se pretpostavlja da je svako potencijalno stanje opisano pomocu
Gausove raspodele simetri¢na KLD dobija sledeci oblik:

1 1, e
Ditynlsilis) = 7 ((m—p)" (£3"+57") (o =)+
+ trag (Zl_] 2o+ ZZ]Z1> — 2D> (120)

gde su p; i i srednja vrednosti i kovarijansa Gausove raspodele koje su pri-
druZene potencijalnim stanjima s; (zai=1,2).

Posto se govorna baza za formiranje potencijalnih stanja i govorna baza koja
se koristi za obuku sistema razlikuju, pri TBC-u se favorizuje pravljenje Sto

U ovom kontekstu se pod spojenim stanjima smatraju ona stanja koja dele istu funkciju gustine
raspodele emitovanja.



5.3 OPIS KORISCENIH SOFTVERSKIH ALATA

Parametri: Dat je skup svih potencijalnih HMM stanja P, matrica rastojanja
izmedu stanja D, minimalni broj opservacija za gradenje stanja nin, mak-
simalni broj opservacija za gradenje stanja nmqx i maksimalna KLD K, qx.

1: Inicijalizovati € = ()
2: Za svako potencijalno stanje p iz P radi sledece:
3 Sp=p

42 Odrediti np, — broj opservacija koje pripadaju trifonima iz 8.

52 Dok je n, < nmax radi sledece:

6: Sp =8p Us pricemu s =argmingep\s, Dpq-

7: Odredi novo n,,

8: Ako Dys > Kiax onda

9: Ako Nnin < Np < Npax onda

10: C = CUp, pri ¢emu za obuku p treba korisiti sve instance koje su
navedene u 8.

11 Kraj ako

12 Izadi iz petlje.

13 Kraj ako

14:  Kraj petlje

150 Ako np > npax onda

16: C = CUp, pri ¢emu za obuku p treba korisiti sve instance koje su
navedene u 8,

172 Kraj ako

18: Kraj Za

19: Ukloniti duplikate iz € — stanja koja se obucavaju na istim instancama.

20: Rezultat: C.

Slika 19: Pseudo kod procedure kojom se formiraju stanja modela na osnovu inicijal-
nih modela koje je dala TBC na jednom govorniku i rastojanja izmedu njih.
Rezultujuéi skup HMM stanja je oznacen sa C.

veceg broja listova odnosno potencijalnih stanja. Da bi se izbegla moguénost
da ovaj veliki broj potencijalnih stanja generiSe nepotrebno veliki broj stanja
kona¢nog modela, definiSu se tri parametra: i) minimalni broj opservacija po
stanju, i) maksimalni broj opservacija po stanju i iii) maksimalna vrednost
KLD-a po stanju. Na ovaj nacin se postiZe kontrola rasipanja u okviru jednog
stanja koje se treba izgraditi (preko maksimalne KLD), kao i nepotrebno pove-
¢anje rasipanja za stanja Cije su opservacije znacajno zastupljena u bazi (preko
maksimalnog broja opservacija po stanju). Parametar kojim se ogranic¢ava mi-
nimalan broj opservacija se koristi za sprecavanje formiranja stanja kod kojih je
rasipanje jednako zadatoj maksimalnoj KLD dok je broj opservacija nedovoljan
za statisticki efikasnu estimaciju parametara. Vrednosti za ova tri parametra se
odreduju heuristi¢ki i u ovom radu su iznosile 600, 4000 i 7 za minimalan broj
opservacija po stanju, maksimalan broj opservacija po stanju i KLD respek-
tivno.

Procedura kojom se na osnovu potencijalnih stanja () koju daje TBC i ra-
stojanja izmedu potencijalnih stanja odreduje skup stanja koji ¢e se praviti (C)
je u formi pseudo koda prikazana na slici 19. Koje ¢e od potencijalnih stanja
biti izabrano kao HMM stanje modela prvenstveno zavisi od broja opserva-
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cija u bazi za obuku koje su joj na raspolaganju. Ukoliko neka od klasa nema
dovoljan broj opservacija onda joj se pridruZzuju opservacije iz klasa koje su
joj bliske sve dok se ne sakupi dovoljan broj opservacija koje su potrebne za
izgradnju modela, ili dok se ne prekoraci maksimalno dozvoljeno rastojanje.

U cilju smanjenja varijabilnosti unutar jednog modela i pojednostavljenja na-
¢ina obuke, umesto standardnih 30 fonema srpskog jezika modeluje se njihov
prosireni skup koji je formiran:

e razlikovanjem naglasenih i nenaglasenih vokala,
¢ uvodenjem glasa $va,

e razdvajanjem okluzija i eksplozija kod ploziva i
e razdvajanjem okluzije i frikcije kod afrikata.

Podela na naglasene i nenaglasene vokale nije izvrSena na osnovu lingvisticke
definicije, koja podrazumeva da je naglasen vokal onaj koji se nalazi u nagla-
Senom slogu reci, ve¢ na osnovu energije i trajanja vokala i to ukoliko je vokal
duzi od 65 ms i ako mu je energija veca od 85% vrednosti prose¢ne energije
tog vokala u bazi onda je naglaSen u suprotnom je nenaglaSen. Glas 3va je
uveden da bi se modelovao zvu¢ni deo vibranta r kada se nalazi u kontekstu
konsonanata, ali i neutralni vokal koji se pojavljuje prilikom izgovora pojedi-
nacnih konsonanata. Razdvajanje okluzija i eksplozija kod ploziva, odnosno
okluzija i frikcija kod afrikata je motivisana Zeljom da se ubrza konvergencija
inicijalnih modela. Da bi se izbeglo uvodenje novih termina i pojednostavilo
izlaganje, u nastavku teksta izraz fonem ce biti koriS¢en za elemente ovog pro-
Sirenog skupa iako njegovi pojedini elementi to nisu. Lista fonema sa njihovim
oznakama i kratkim opisima je data u tabelama 3 i 4.

Pored modela glasova postoje modeli za tiSinu, buku i neartikulisane seg-
mente. Model za buku ne opisuje sve tipove akusti¢kih smetnji ve¢ samo onih
koje su impulsnog karaktera kao $to su pucketanje, praskovi i sl., dok su preo-
stale vrste smetnji opisane modelom tiSine. Model neartikulisanih segmenata,
kako $to i samo ime kaZe opisuje govorne segmente koji su neadekvatno arti-
kulisani, odnosno izgovoreni fonem je do te mere o$teéen da ga nije moguce
identifikovati samo na osnovu akusticke informacije. Treba napomenuti da u
labelama postoji i klasa ostecenih fonema, ali za razliku od neartikulisanih
identitet oStecenog fonema se lako odreduje. Opservacije koje pripadaju oste-
¢enim fonemima se ne mogu koristiti za obuku odgovaraju¢ih modela posto
predstavljaju atipi¢ne predstavnike klasa, ali se same labele mogu uzimati kao
ispravan kontekst posto je kod govornika postojala jasna namera da ih izgovori
odnosno vokalni trakt se kretao u ispravnhom smeru. Model za neartikulisane
segmente se moZe lako uklopiti u bilo koji govorni segment stoga se ovaj mo-
del izostavlja u procesu prepoznavanja. Za modele tiSine i buke se ne formi-
raju kontekstno zavisni modeli, posto je cilj prepoznavanja govora odrediti Sta
je re¢eno a ne taéne granice izmedu fonema odnosno govornih i negovornih
segmenata. Treba napomenuti da se informacija o pocetku govorne aktivno-
sti uzima u obzir pri formiranju trifona, posto je tisina jedan od predvidenih
konteksta.

Svi trifoni koji predstavljaju kontekstno zavisne varijante istog fonema imaju
isti broj HMM stanja. Broj stanja po fonemu je srazmeran trajanju fonema u
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Tabela 3: Lista konsonanata i negovornih modela

Oznaka Opis Broj
fonema stanja
_ tiSina negovorni model 1
int buka negovorni model 2
unk nedefinisano nedovoljno artikulisan govor 1
F fonem f frikativ/labio-dentalni/bezvuéni 4
H fonem h frikativ/velarni/bezvuéni 4
S fonem s frikativ/dentalni/bezvucni 4
SH fonem § frikativ/alveolarni/bezvuéni 4
\% fonem v frikativ /labio-dentalni/zvué¢ni 3
Z fonem z frikativ /dentalni/zvulni 4
ZH fonem z frikativ/alveolarni/zvuéni 4
L fonem 1 likvid /dentalni/zvuéni 3
L] fonem I likvid / palatalni/zvuéni 3
M fonem m nazal/bilibijalni/zvuc¢ni 4
N fonem n nazal/dentalni/zvucni 4
NJ fonem nj nazal/palatalni/zvuéni 4
Bo okluzija b ploziv /bilibijalni/zvué¢ni 3
Be eksplozija b ploziv /bilibijalni/zvuc¢ni 1
Po okluzija p ploziv /bilibijalni/bezvuéni 3
Pe eksplozija p ploziv /bilibijalni/bezvuéni 1
Do okluzija d ploziv/dentalni/zvuéni 3
De eksplozija d ploziv/dentalni/zvuéni 1
To okluzija t ploziv/dentalni/bezvuéni 3
Te eksplozija t ploziv/dentalni/bezvuéni 1
Go okluzija g ploziv/velarni/zvucni 3
Ge eksplozija g ploziv/velarni/zvucni 1
Ko okluzija k ploziv/velarni/bezvuéni 3
Ke eksplozija k ploziv/velarni/bezvuéni 1
CCo okluzija ¢ afrikat/postdentalni/bezvucni 2
CCe frikativni deo ¢ afrikat/postdentalni/bezvuéni 2
DJo okluzija d afrikat/postdentalni/zvuéni 2
DJe frikativni deo d afrikat/postdentalni/zvuéni 2
CHo okluzija ¢ afrikat/alveolarni/bezvucni 2
CHe frikativni deo ¢ afrikat/alveolarni/bezvuéni 2
DZo okluzija dz afrikat/alveolarni/zvuéni 2
DZe frikativni deo dz  afrikat/alveolarni/zvulni 2
Co okluzija c afrikat/dentalni/bezvucni 2
Ce frikativni deo ¢ afrikat/dentalni/bezvucni 2
J fonem j poluvokal/palatalni/zvucni 3
R Sumni deo r vibrant/alveolarni/bezvu¢ni 2
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Tabela 4: Lista vokala

Oznaka Opis Broj
fonema stanja
A fonem a vokal/srednji/donji 3

As fonem a - “naglasen” vokal/srednji/donji 6

E fonem e vokal/prednji/srednji 3

Es fonem e - “naglasen” vokal/prednji/srednji 6

I fonem i vokal/prednji/gornji 3

Is fonem i - “naglasen”  vokal/prednji/gornji 6

@) fonem o vokal/zadnji/srednji 3

Os fonem o - “naglasen” vokal/zadnji/srednji 6

U fonem u vokal/zadnji/gornji 3

Us fonem u - “naglasen” vokal/zadnji/gornji 6

Y fonem sva vokal/srednji/srednji 2

bazi za obuku, a vrednosti se kre¢u od jednog HMM stanja za modele eksplo-
zija kod ploziva do Sest za modele naglaSenih vokala. Broj stanja za svaki od
fonema je naveden u tabelama 3 i 4.

Posto se broj komponenata GMM-a odreduje pomocu validacione procedure,
¢iji je detaljan opis dat u odeljku 4.3.1, broj komponenata varira od stanja do
stanja. Zbog nacina na koji se vrsi povezivanje stanja (ogranic¢enja rasipanja)
prosecan broj komponenti se ne menja znac¢ajno u zavisnosti od pripadnosti
fonemu. Sa druge strane broj komponenata zavisi od vrste izabrane aproksi-
macije GMM-a, §to je ujedno i razlog zasto ni prosecan broj komponenata po
stanju nije naveden u okviru tabela 3 i 4.

5.3.3 Obuka sistema

U ovom radu je analizirano nekoliko varijanata GMM-a, koje se razlikuju
po parametrima modela, tako da se za estimaciju parametara modela kori-
ste i razli¢ite procedure obuka. Iako svaka varijanta ima svoje specifi¢nosti
veliki broj koraka je zajednicki. Procedura obuke za GMM sa dijagonalnim
i punim kovarijansnim matricama je prakti¢no identi¢na, a jedina razlika je
nadin estimacije kovarijansne matrice gde u slucaju dijagonalne aproksimacije
svi vandijagonalni elementi se postavljaju na nulu.# Pri obuci na raspolaga-
nju su audio signali u parametrizovanom obliku kao i odgovarajuce granice
izmedu fonema koje su ruc¢no pregledane i po potrebi korigovane, stoga prvi
korak u obuci zapocinje ravnomernom preraspodelom opservacija trifona iz-
medu njemu pripadaju¢ih HMM stanja. Pri ovoj preraspodeli opservacija nije
dozvoljeno narusavanje vremenskog sleda, odnosno opservacije koje se nalaze
na pocetku sekvence opservacija pridruZene jednoj instanci trifona ne mogu

Naravno u programskoj implementaciji ra¢unaju se samo dijagonalni elementi odnosno vektor
varijansi umesto celokupne kovarijansne matrice.
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da se dodele krajnjem HMM stanju umesto po¢etnom i obrnuto. Nakon prera-
spodele opservacija po stanjima vrsi se povezivanje stanja pomocu algoritma
koji je opisan u prethodnom poglavlju (videti pseudo kod na slici 19). Kada
se oforme odgovaraju¢éa HMM stanja pristupa se odredivanju broja kompone-
nata meSavine pomoc¢u krosvalidacije koja je opisana u odeljku 4.3.1, nakon
koje sledi estimacija parametara modela koja obuhvata kako estimaciju para-
metara GMM tako i estimaciju histograma trajanja HMM stanja.> Iako se pri
obuci estimira histogram trajanja HMM stanja pri dekodovanju u ovom radu
su koriS¢ene standardne verovatnoce prelaza koje se izra¢unavanju prilikom
uditavanja modela na osnovu postojecih histograma. Estimacija parametara
Gausovih raspodela se vr$i pomoéu modifikovanog k-means algoritma, koji
se razlikuje od standardnog po nacinu izra¢unavanja rastojanja opservacija do
tekucih klastera (Janev et al., 2007), gde se pri ratunanju rastojanja opserva-
cije do klastera u obzir uzima i rasipanje pojedinih obeleZja u klasteru.® Na-
kon nekoliko iteracija k-means algoritma, kada parametri (srednje vrednosti
i varijanse) iskonvergiraju realizuju se dva koraka EM-algoritma iskljucivo sa
opservacijama koje su pridruZene datom stanju. Prethodno opisani izbor jedi-
nica modelovanja i njihovih sturktura omogudio je da gore opisani jednostavni
algoritmi za estimaciju parametara HMM-GMM modela rezultuju zadovoljava-
juéim nivoom ta¢nosti ASR sistema. Prethodno opisana procedura je u celosti
implementirana u okviru odgovarajucih funkcija csrlib biblioteke.

U odnosu na prethodno opisanu proceduru obuke, procedura obuke mo-
dela koji koriste (H)LDA podrazumeva dodatni korak u kojem se vrsi estima-
cija transformacione matrice. Kao sto je poznato, transformaciona matrica koja
se dobija kao rezultat (H)LDA transformiSe prostor obeleZja tako da su nova
(transformisana) obeleZja dekorelisana, a rastojanja izmedu razli¢itih klasa mak-
simizovana pri ¢emu je rasipanje unutar klase ostalo nepromenjeno (Bishop,
20006), stoga se opravdano postavlja pitanje Sta izabrati kao klase pri (H)LDA
estimaciji. Ukoliko se kao (H)LDA klase izaberu klase koje se znacajno pokla-
paju tada ni rezultujuca transformaciona matrica nece dati Zeljene rezultate,
jer takve klase i nije moguce razdvojiti. Posto klase koje se koriste pri (H)LDA
proceduri ne moraju da se poklapaju sa klasama koje se koriste pri prepoznava-
nju govora, za potrebe ovog rada su realizovani testovi sa razli¢itim skupovima
klasa, a viSe detalja o izabranim klasama ¢e biti dato u poglavlju u kome su na-
vedeni rezultati 6. Nakon estimacije transformacione matrice, postojeci vektori
obeleZja se jednostavnim mnoZenjem sa estimiranom matricom transformisu u
nove vektore obeleZja, koji se potom koriste za estimaciju parametara modela.
Estimacija parametara modela se na dalje vrsi kao u slucaju prethodno opisa-
nih GMM-a sa dijagonalnim kovarijansnim matricama, ali sa novim (transfor-
misanim) vektorima obeleZja. Procedura za estimaciju transformacione matrice

Standardni parametri kojim se opisuje sekvencijalni HMM jesu verovatnoce prelaza (verovat-
noce ostanka u stanju i izlaska iz stanja), ali da bi se omogucilo preciznije modelovanje trajanja
trifona odnosno re¢i prilikom dekodovanja koristi se histogram. Koris¢enjem vrednosti koje su
navedene u histogramu umesto verovatnoca prelaza pri dekodovanju se povecava broj logickih
stanja $to za posledicu ima znacajno sporiju proceduru dekodovanja.

U standardnom k-means algoritmu rastojanje opservacije do centroida (srednje vrednosti kla-
stera) se izratunava kao euklidsko rastojanje, a u modifikovanoj varijanti kao negativna vred-
nost logaritma funkcije gustine raspodele uz pretpostavku da je raspodela Gausova sa uzo-
rackom srednjom vrednoscu i varijansnom. Posto su inicijalne vrednosti kovarijansi Gausovih
raspodela jedini¢ne matrice prva iteracija je identi¢na u obe verzije algoritma.
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u sluc¢aju LDA varijante realizovana je u okviru odgovaraju¢ih funkcija csrlib
biblioteke, a svodi se na jednostavno reSavanje sistema linearnih jednacina. Sa
druge strane, za HLDA varijantu ne postoji reSenje u zatvorenoj formi, te je za
estimaciju transformacione matrice neophodno primeniti optimizacionu pro-
ceduru. Posto programski paket Matlab sadrzi veliki broj gotovih algoritama,
on se nametnuo kao znatno pogodnije reSenje za implementaciju procedure
estimacije HLDA transformacione matrice. Kao sto je veé ranije napomenuto u
ovom radu je izabrana procedura koja je opisana u (Kumar, 1997).

Druga varijanta koja je analizirana u ovom radu jeste STC varijanta GMM
modela, gde vise HMM stanja deli istu transformacionu matricu. Za ove po-
trebe u okviru csrlib biblioteke implementirana je delimi¢no modifikovana va-
rijanta procedure koja je opisana u (Gales, 1999), a koja podrazumeva itera-
tivno reSavanje sistema linearnih jednacina. Modifikacija podrazumeva pove-
¢anje broja transformacionih matrica dok se ne postigne Zeljena greska aprok-
simacije izraZena preko KLD-a, dok je sama procedura estimacije kolona trans-
formacione matrice nepromenjena. Procedura obuke se u velikoj meri poklapa
sa procedurom obuke GMM-a sa punim kovarijansnim matricama, pri ¢emu se
nakon estimacije punih kovarijansnih matrica vrs$i estimacija transformacione
matrice za grupe stanja. Nakon $to se pronade odgovarajuca transformaciona
matrica za neku grupu stanja g, Gausovim raspodelama koje opisuju tu grupu
stanja modifikuju se srednje vrednosti i kovarijansne matrice na slede¢i nacin:

p.tsm = D(Q)Tusm (121)
el = plalTy Dl (122)

gde je py4,, srednja vrednost u transformisanom skupu obeleZja koja odgovara
srednjoj vrednosti m-te komponente GMM-a stanja s, Zggif 9) dijagonalna ko-
varijansna matrica u transformisanom prostoru obelezja koja odgovara origi-
nalnoj kovarijansnoj matrici £s,, m-te komponente mesavine stanja s, a D(9)
odgovarajuca transformaciona matrica. Proizvod D9TZ , D9 obi¢no nije

dijagonalna matrica, tako da je potrebno sve vandijagonalne elemente posta-
(diag)

viti na nulu, §to se prakti¢no svodi da se matrica X,

sadrzi samo elemente na glavnoj dijagonali.

Kao i procedura obuke u slu¢aju STC varijante GMM-a procedura u varijanti
SEGMM nastavlja se na standardnu proceduru obuke modela sa punim kovari-
jansnim matricama, s tom razlikom da se posle estimacije punih kovarijansnih
matrica vrsi njihova dekompozicija na karkateristi¢ne vrednosti i vektore. Na-
kon Sto se estimiraju ovi karakteristi¢ni vektori traZi se re¢nik i odgovarajuca
retka reprezentacija za svaki od njih, za Sta je u ovom radu koris¢en algoritam
odredivanja rec¢nika u letu koji je implementiran u SPAMS optimizacionom pa-
ketu (Mairal et al., 2009). Za potrebe ovog rada, veli¢ina podskupa (batch) koji
se uzima u jednoj iteraciji je 30000, a broj iteracija je 3000, $to je ekvivalentno
varijanti da je uzet celokupan skup karakteristi¢nih vektora i da je vrSeno oko
240 iteracija. Za l;-norme normu ciljanog odstupanje aproksimirane vrednosti
od stvarne izabrana je vrednost od 10~3 dok je veli¢ina re¢nika i kardinalnost
retke reprezentacija varirana u skladu sa potrebama eksperimenta (videti po-
glavlje 6). PronalaZenjem parametara retke reprezentacije (re¢nika i retkih ko-
dova), modifikovanjem teZina mesavina i njihovih srednjih vrednosti po uzoru
na jednacine (83) i (84) se zavrsava procedura obuke sistema.

¢uva kao vektor koji
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Treba primetiti da su prethodno opisane procedure obuka eliminisale mo-
gucnost varijacija u procenama prerformansi sistema koje bi bile posledica ra-
zli¢itih modela, razli¢itih stanja ili razli¢itih poravnanja, odnosno da je jedina
razlika koja postoji izmedu ispitivanih sistema izabrana struktura GMM-a.

5.3.4 Dekodovanje

Dekodovanje (prepoznavanje) podrazumeva traZenje sekvence reci koja je
najverovatnije generisala zadatu sekvencu opservacija. U statistickom modelu
zasnovanom na HMM-u, re¢i su modelovane kao sekvence HMM stanja koja
su pridruzena odgovaraju¢im fonemima zavisnim od konteksta, tako da se
problem prepoznavanja svodi na traZenje optimalne putanje kroz trelis koji
obrazuju HMM stanja. Struktura trelisa se definiSe zadavanjem gramatike” i
re¢nika izgovora.® U ovom radu je izabrana tzv. gramatika nezavisna od kon-
teksta u kojoj je dozvoljen prelazak iz svake re¢i u svaku direktno ili preko
tiSine i/ili buke. Broj re¢i u test skupu je oko 150, pri ¢emu za pojedine reci po-
stoji po nekoliko varijanata izgovora, tako da je stvaran broj razli¢itih putanja
nesto veci (oko 200). Izabrana je ovakva struktura posto su svi testovi imali za
cilj procenu kvaliteta akustickih modela sistema za prepoznavanje, a ne stvar-
nih moguénosti sistema koje bi se dobile uvodenjem odgovaraju¢eg modela
jezika i odgovarajuce restriktivne gramatike.

Postoji nekoliko algoritama koji se koriste za traZenje optimalne putanje kroz
trelis, a predstavljaju varijacije Viterbijevog ili A-star stek (A* stack) algoritma
(Huang et al., 2001). U okviru ovog rada koriS¢en je Viterbijev algoritam koji
je implementiran u okviru odgovarajucih funkcija csrlib biblioteke. Kao $to je
poznato Viterbijev algoritam se sastoji iz dva klju¢na koraka: i) propagacije u
napred pri kojoj se vr$i izra¢unavanje izglednosti pojedinih hipoteza i odba-
civanje manje izglednih i ii) propagacije u nazad u kojoj se vrsi odredivanje
najizglednije sekvence stanja (dekodovanje). Dekodovanje se vrsi ako je pri-
mljena celokupna sekvenca opservacija koju je potrebno prepoznati ili ako je
primljeno V opservacija. Potreba za dekodovanjem nakon primljenih V opser-
vacija je posledica memorijskih ograni¢enja koje postavlja hardver i ovom radu
on iznosi 1000 $to odgovara segmentu signala trajanja 10 s. U slucaju da je pri-
mljena celokupna sekvenca opservacija, dekodovanje zapocinje iz HMM stanja
koje ima najve¢u akumulisanu izglednost i koje je zavrsno stanje u reci,® buci
ili tiSini. Sa druge strane ako je primljeno V opservacija umesto celokupne se-
kvence opservacija, povratak (ali ne i samo dekodovanje) zapoc¢inje iz HMM
stanja koje ima najve¢u mogucu izglednost, dok dekodovanje zapocinje nakon
D koraka unazad, odnosno samo za preostalih V — D opservacija se odreduje
odgovarajuéa sekvenca stanja. Nakon toga, propagacija u napred se nastavlja iz
stanja koje je bilo u pobednickoj sekvenci na D koraka od kraja, da bi se obezbe-
dila naprekidnost dekodovane sekvence na nivou celokupnog audio fajla koji
je potrebno prepoznati. U ovom radu D iznosi 100 opservacija sto odgovara
segmentu signala trajanja 1 s.

7 Gramatika je skup pravila koja definisu moguce prelaze izmedu reci.

8 Retnik izgovora je skupa pravila koji definiu preslikavanje re¢i u sekvence odgovaraju¢ih mo-
dela.

9 Zavrsno stanje u reci je zavrsno stanje poslednjeg trifona u nekoj reci.
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Da bi se uskladili doprinosi verovatnoca prelaza izmedu stanja i vrednosti
gustina raspodela emitujucih verovatnoca stanja uveden je teZinski faktor (Hu-
ang et al., 2001) kojim se mnoZe logaritmi verovatnoca prelaza i u ovom radu
on iznosi 5. Sam matematicki okvir na kojem se zasniva procedura dekodo-
vanja ne podrazumeva ponderisanje pojedina¢nih faktora koji ga ¢ine (vero-
vatnoce prelaza i emitovanja), ali dodavanjem razli¢itih teZina pojedinim fakto-
rima se smanjuje broj gresaka sistema, stoga se ovaj faktor odreduje heuristicki.

Koris¢eni softver omogucava ubrzavanje procesa prepoznavanja odbaciva-
njem HMM stanja koja su dobila malu vrednost akumulisane izglednosti pri-
menom tzv. potkresivanja (pruning), ali posto je prvenstveni cilj ovih testova
bilo ispitivanje kvaliteta akustickih modela ova opcija nije koriséena. Na ova-
kav nacin se izbegavaju greSke koje unosi sam algoritam dekodovanja koje su
posledica odbacivanja ispravnih sekvenci u toku dekodovanja. Pri koris¢enju
sistema u prakti¢nim aplikacijama da bi se obezbedio rad u realnom vremenu
neophodno je vrsiti odsecanje manjeverovatnih putanja. Parametri koji definisu
odsecanje, maksimalan broj aktivnih stanja kao i opseg vrednosti akumulisa-
nih izglednosti (od maksimalne do minimalne) se odreduje heuristicki, tako
da se postigne brzina prepoznavanja $to bliza ciljnoj uz $to manju degradaciju
tacnosti sistema za prepoznavanje.

Za razlicite varijante GMM-a, posto se razlikuju po parametrima kojima su
opisani, bilo je potrebno obezbediti posebne funkcije za izra¢unavanje vredno-
sti gustina raspodele verovatnoée emitovanja HMM stanja. Za slu¢aj GMM-a
sa punim kovarijansnim matricama ova vrednost se izratunava na osnovu iz-
raza (10) dok se u slu¢aju GMM-a sa dijagonalnim kovarijansnim matricama
svodi na:

M ok —Hemi)?
bs(0) = Z Wem L e_%ZE:1 : kis:iﬁk] (123)
m=1 \/(ZW)D HE:1 Lsmkk

gde je sa D oznacena dimenzionalnost prostora obelezja, oy vrednost k-tog
obeleZja opservacije 0, Usmk srednja vrednost za k-to obeleZje m-te kompo-
nente stanja s, Zsmkk varijansa za k-to obeleZje m-te komponente stanja s.

U slu¢aju (H)LDA, transformacionu matricu dele sva stanja tako da ista ma-
trica mnoZi sve vektore obelezja te se ova operacija moZe izmestiti u blok za
estimaciju obeleZja. Formalno gledano mnoZenje vektora obeleZja transforma-
cionom matricom (odnosno y = Do) predstavlja linearnu transformaciju slu-
¢ajnih promenljivih tako da je vrednost gustine raspodele emitovanja stanja s
data izrazom:

M Dy (yp—m )?
abs|D — 1y oy, Yk Pusmke
bs(0) = > wysm 1|3 | e 2T Fuemi (124)
m=1 \/(ZW)D [Ty Zysmkk

gde su svi parametri kao ranije, a oznaka y u indeksu parametra ima za cilj da
ukaZe da su parametri estimirani u transformisanom prostoru obelezja. Posto
apsolutna vrednost determinante transformacione matrice mnozi sve emitu-
juce verodostojnosti bez obzira na stanje, relativni odnos akumuliranih vero-
dostojnosti za pojedine hipoteze ostaje nepromenjen pa tako i rezultat dekodo-
vanja, stoga ga je moguce izostaviti, $to je u ovoj implementaciji i u¢injeno.
Izraz za izracunavanje vrednosti gustine raspodele emitovanja stanja u slu-
¢aju STC se svodi na (124), s tom razlikom da transformacione matrice i trans-
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formisani vektori obeleZja nisu isti za sva stanja ve¢ za grupe stanja, odnosno:

M 1 DEJg) (yl(f)*u](gslnk)z
: abs|D9)]| T22k=1 T (9
bs(o) = Z Wysm € ysmik (125)
m

_ D(QJ
1 \/(27[)]3 [T, nggs)mkk

gde oznaka g u eksponentu promenljivih treba da ukaZe da se vrednosti trans-
formacionih parametara menjaju u zavisnosti od grupe stanja, dok su znacenja
ostalih oznaka nepromenjena. Posto transformaciona matrica nije ista za sva
stanja, nije moguce izostaviti mnoZenje sa abs|D'9)| osim ukoliko se ne uvede
ograni¢enje da je apsolutna vrednost determinante transformacione matrice
jednaka 1. Da bi se optimizovao broj potrebnih ra¢unskih operacija, mnoZenje
odgovarajuéim transformacionim matricama se vrs$i samo za u tom trenutku
aktivna stanja, stoga transformaciju obeleZja nije moguée preneti u blok za
estimaciju obeleZja.

Izra¢unavanje vrednosti gustine raspodele emitovanja stanja za SEGMM va-
rijantu GMM-a je definisan jednacinama (82) i (88) i detaljno je opisano u
odeljku 4, te ovde neée biti posebno ponovo navodeno.

Celokupni dekoder je realizovan u okviru odgovarajucih funkcija csrlib bi-
blioteke. Potrebne modifikacije dekodera za (H)LDA, STC i SEGMM je samo-
stalno realizovao autor ovog rada. Iako implementirani dekoder podrzava i
osnovu varijantu (datu izrazima (10), (82), (88) i (123-125) ) i brzu varijantu
u kojoj operator suma zamenjena operatorom max, pri ¢emu je u testovima
kori$éena isklju¢ivo druga varijanta jer je brza i u ranijim eksperimentima nije
bilo razlike u prepoznatim sekvencama reci.

5.4 REZIME

U ovom poglavju je dat pregled resursa (govornih baza i softverskih alata)
koji su koriS¢eni za potrebe izrade ovog rada u cilju obezbedenja ponovljivosti
rezultata. Iako su opisani algoritmi nezavisni od jezika, svi testovi su reali-
zovani isklju¢ivo na srpskim govornim bazama zbog nedostupnosti resursa
za druge jezike usled finansijskih ograni¢enja. Osnovni skup alata koji je ko-
riS¢en za realizaciju eksperimenata u okviru ovog rada je rezultat viSegodi-
Snjeg razvoja sistema za prepoznavanje govora na srpskom jeziku na Fakultetu
tehnickih nauka. Za sloZene optimizacione procedure iskoris¢eni su javno do-
stupni gotovi Matlabovi alati (Kumar, 1997; Mairal et al., 2010). Sve modifika-
cije osnovnih procedura i funkcija potrebnih za implementaciju (H)LDA, STC i
SEGMM je autor ovog rada samostalno realizovao. Izbor modela, njihova struk-
tura kao i nacini za prevazilaZenje problema usled malog broja opservacija po
modelu nisu posebno obrazloZeni jer predstavljaju rezultat viSegodisnjih istra-
Zivanja na ovom polju realizovanih na Fakultetu tehnickih nauka.
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6.1 UVOD

Ovaj odeljak daje sveobuhvatan pregled realizovnih eksperimenata koji su
imali za cilj da uporede pojedine varijante GMM-a sa aspekta ta¢nosti prepo-
znavanja izraZenog preko ucestanosti gresaka na nivou re¢i (WER word error
rate) i broja parametara koji su potrebni za opisivanje modela. Treba naglasiti
da svi analizirani sistemi imaju isti skup HMM stanja i da je poravnanje op-
servacija i stanja uvek isto bez obzira na to koja je varijanta vektora obeleZja
ili GMM-a u pitanju (viSe detalja o nacinu kako je to realizovano dato je u
poglavlju 5).

Kao $to je napomenuto u poglavlju 2, naces¢e koris¢ena varijanta GMM-a je-
ste GMM sa dijagonalnim kovarijansnim matricama, zbog svoje male ra¢unske
sloZenosti prilikom izra¢unavanja verovatnoca emitovanja i robustne estima-
cije parametara u slucaju malog broja opservacija za obuku. Posto ovaj model
predstavlja polaznu tacku u vecini sistema za prepoznavanje oblika zasnova-
nim na statistickom pristupu, on se namece kao logic¢an izbor za referentni mo-
del. Ovaj referentni model je realizovan u dve varijante u zavisnosti od obeleZja
koja se koriste. Prva varijanta predstavlja standardno koris¢en skup obelezja za
prepoznavanje govora koji podrazumeva: 12 MFCC-ova, normalizovanu ener-
giju i njihove prve i druge izvode (u nastavku ovaj skup obeleZja nosic¢e oznaku
12MFCC_E_D_A" ). U ranijim eksperimentima (Janev et al., 2007; Deli¢ et al.,
2010) na govornoj bazi koja je korid¢ena i u okviru ovog rada nesto bolja tac-
nost prepoznavanja za istu sloZenost modela je postignuta ukoliko se koriste
obeleZja koja obuhvataju: 12 MFCC-ova, normalizovanu energiju i samo nji-
hove prve izvode (12MFCC_E_D), 8to se moZe objasniti relativno skromnom
veli¢inom baze tako da delta-delta obeleZja unose vise Suma nego korisinih in-
formacija. Slicno ponasanje je dobijeno i u eksperimentima koji su realizovani
za potrebe ovog rada gde je broj Gausiana po mesavini odreden na osnovu
validacionog skupa (videti rezultate u tabeli 5).

Tabela 5: Performanse referentnih modela (broj Gausovih raspodela i ucestanost gre-
Saka na nivou reci)

Varijanta Obelezja # Gausiana # Parametara WER[%]
Diag. 12MFCC_E_D 52940 2.81M 4.04
Diag. 12MFCC_E_D_A 61460 4.86M 4.73
Pune 12MFCC_E_D 14560 5.50M 2.16
Pune 12MFCC_E_D_A 13990 11.47M 2.25

Pored GMM-a sa dijagonalnim kovarijansnim matricama razumno je kao re-
ferentni model uzeti i varijantu GMM-a sa punim kovarijansnim matricama,

1 Preuzete su oznake koje se koriste u HTK, gde E oznacava energiju, D delta obeleZja i A (akce-
leracijska) delta-delta obeleZja.
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posto je to varijanta koja najpreciznije modeluje korelacije koje postoje izmedu
pojedinih obelezja. Kao $to je ve¢ navedeno u poglavlju 2 da bi model sa pu-
nim kovarijansnim matricama bio uspesan neophodno je obezbediti dovoljan
broj opservacija za statisticku efikasnu estimaciju parametara, $to je u ovom
radu i uradeno postavljanjem minimalnog broja opservacija po Gausovoj ras-
podeli na 350. I ova varijanta GMM-a je realizovana na dva skupa obeleZja
(12MFCC_E_D_A i 12MFCC_E_D) pri ¢emu se sa aspekta tacnosti prepozna-
vanja i ukupnog broja parametara boljom pokazala varijanta sa 12MFCC_E_D
(videti tabelu 5).

U tabeli 5 je dat uporedni prikaz performansi prethodno pomenuta 4 mo-
dela. Kao $to se iz priloZenog moze videti daleko manji broj greSaka (skoro
duplo manje) prave sistemi sa punim kovarijansnim matricama, ali je i broj
parametara koje je potrebno estimirati skoro duplo ve¢i za isti skup obeleZja,*
iako je broj Gausovih raspodela nekoliko puta manji u slucaju punih kova-
rijansnih matrica. Kao $to je napomenuto u poglavlju 2, alternativni modeli
GMM-a treba da obezbede memorijsku sloZenost i tacnost prepoznavanja koja
je izmedu one koje imaju GMM-i sa dijagonalnim i punim kovarijansnim ma-
tricama.

U nastavku ovog rada bice izloZeni rezultati koji su dobijeni za SEGMM, ali
i za nekoliko drugih varijanata GMM-a koje su opisane u poglavlju 2 kao sto
su (H)LDA i STC. Deo ovde navedenih rezultata je ve¢ objavljen u (Jakovljevic¢
et al., 2012, 2013), a deo je u procesu evaluacije za publikovanje u ¢asopisu i na
konferenciji.

6.2 (H)LDA

Kao sto je ve¢ napomenuto u poglavlju 2, motivacija za uvodenje (H)LDA je
bila nesto drugacija, odnosno cilj je bio pronaci linearnu transformaciju (trans-
formacionu matricu) koja prostor obelezja preslikava u novi prostor obeleZja
u kome je moguce efikasnije razdvojiti klase i u kome su obelezZja nekoreli-
sana.? Posto (H)LDA pruZa mogucnost redukcije prostora obelezja, u okviru
ovog rada analizirane su varijante sa razli¢itim ulaznim obeleZjima koje su na-
vedene u literaturi (Haeb-Umbach i Ney, 1992; Kumar i Andreou, 1998; Westp-
hal, 2004; Morgan, 2012) kao 8to su: 1:2MFCC_E_D_A i vektori koji se dobijaju
konkatenacijom nekoliko (od 3 do 11) uzastopnih vektora obeleZja koji sadrze
12MFCC_E.# Za (H)LDA klase izabrana su HMM stanja trifona posto u lite-
raturi oni predstavljaju najceséi izbor, a u pilot testovima su dali i najbolje
rezultate (Jakovljevic et al., 2012).

Za izraCunavanje broja parametara na osnovu broja Gausovih raspodela iskoris¢eni su izrazi
dati u tabeli 1.

U slucaju LDA navedene pretpostavke o prostoru transformisanih obeleZja su direktno vidljive
iz same ciljne funkcije. Sa druge strane u slu¢aju HLDA, to nije vidljivo iz ciljne funkcije koja
podrazumeva maksimizaciju izglednosti, ali posto se varijanta HLDA koja podrazumeva neko-
relisanost obeleZja uvodenjem dodatne pretpostavke da sve klase imaju istu matricu rasipanja
svodi na LDA, mozZe se zakljuciti da je efekat koji se postiZe skoro identi¢an (Kumar i Andreou,
1998).

Ideja za uvodenjem konkatenativnih obeleZja polazi od pretpostavke da su delta i delta-delta
obeleZja samo jedan vid aproksimacije vrednosti obeleZja u neposrednoj okolini trenutka po-
smatranja te da originalna stati¢ka obeleZja nose vise informacija.



6.2 (H)LDA

U originalnom LDA algoritmu (Bishop, 2006) kolone transformacione ma-
trice se dobijaju kao karakteristiéni vektori matrice W~ 'T, gde je T matrica
ukupnog rasipanja, a W matrica prose¢nog rasipanja unutar klase. Matrice
rasipanja su definisane sa:

N
T = L;(oi—u)(oi—uf (126)
W = ]L;Ezc(oi—uc)(oi—ucf (127)

gde je 0 i-ta opservacija, p srednja vrednost svih opservacija, 1. srednja vred-
nost opservacija koje pripadaju klasi ¢ i N ukupan broj opservacija. Posto ite-
rativni algoritam za HLDA (Kumar i Andreou, 1998) predvida da inicijalna
transformaciona matrica bude ona koja se dobija pomo¢u LDA ali normalizo-
vana tako da joj determinanta bude jednaka 1, da bi se mogli uporediti rezultati
koje daje LDA i HLDA realizovani su i eksperimenti sa normalizovanom va-
rijantom transformacione matrice. Na dalje u tekstu ove dve varijante LDA ¢e
nositi oznaku nenormalizovana i normalizovana.

U tabeli 6 su prikazane performanse sistema baziranih na nenormalizovanoj
(originalnoj) varijanti LDA, za razli¢ita ulazna obelezja i za razlic¢it broj izla-
znih obelezja. Kao $to se iz priloZenog moze videti performanse modela koji
koriste LDA su daleko blize performansama GMM-a sa dijagonalnim kovari-
jansnim matricama nego punim, $to je donekle bilo za ocekivati jer je malo ve-
rovatno da je moguée dekorelisati obeleZja u svim klasama kori$¢enjem jedne
transformacione matrice. Ukoliko se posmatra ta¢nost sistema, moZze se uociti
da ona u velikoj meri zavisi od vrste ulaznih obelezja, pa tako sistemi koji
kao ulazna obeleZja koriste konkatenativna obeleZja nastala spajanjem od 3
do 5 uzastopnih opservacija nisu dala nikakvo poboljSanje u odnosu na re-
ferentne modele sa dijagonalnim kovarijansnim matricama za razliku od npr.
sistema koji koriste konkatenativna obelezja nastala spajanjem 7 uzastopnih
opservacija. Na osnovu priloZenog se moZe videti da koriS¢enje 3 uzastopne
opservacije koje sadrze samo staticka obelezja (12MFCC_E) dovodi do gubitka
bitnih diskriminativnih informacija u odnosu na druge varijante konkatenativ-
nih obelezja kao i GMM-a sa dijagonalnim kovarijansnim matricama ¢ija su
obeleZja 12MFCC_E_D i 12MFCC_E_D_A. Pored toga konstantan pad WER
sa padom dimenzionalnosti prostora izlaznih obeleZja je posledica ¢injenice
da su obeleZja u 3 uzastopne opservacije u znacajnoj meri korelisana. Ono $to
donekle iznenaduje jeste da sistem koji koristi 5 uzastopnih frejmova (Sto je
ujedno i broj frejmova koji se uzima u obzir prilikom ra¢unanja delta obeleZja
u varijanti 12MFCC_E_D) u sluc¢aju kada je broj izlaznih obeleZja 26 odnosno
39 ima manju ta¢nost prepoznavanja od odgovarajucih referentnih GMM-a sa
dijagonalnim kovarijansnim matricama, odakle sledi da su moguénosti LDA
za dekorelaciju obelezja prilicno skromne (losije nego da se dekorelacija su-
sednih frejmova vrsi diferenciranjem obeleZja pomocu regresionog obrasca).
Najveca tacnost je postignuta u varijanti u kojoj se ulazna obeleZja formiraju
od 7 uzastopnih opservacija i ukoliko je broj izlaznih obeleZja 35 odnosno 32.
Dalje poveéanje dimenzionalnosti ulaznog vektora dodavanjem novih sused-
nih opservacija dovodi do degradacije tacnosti prepoznavanja. Interesantno je
da ovakav trend ne postoji u varijanti sa normalizovanim transformacionim
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Tabela 6: Performanse nenormalizovanih LDA sistema za razli¢ita ulazna obeleZja i
razli¢it broj izlaznih (transformisanih) obeleZja.

Ulazni vektor # Izlaznih # Gausiana # Parametara WER [%]
obeleZja
3x12MFCC_E 39 57260 4.53M 717
3x12MFCC_E 35 57119 4.06M 6.24
3x12MFCC_E 32 57135 3.71M 5.55
3x12MFCC_E 26 54463 2.89M 5.11
5x12MFCC_E 39 60009 4.74M 5.12
5x12MFCC_E 35 59952 4.26M 4.39
5x12MFCC_E 32 59228 3.85M 4.22
5x12MFCC_E 26 57048 3.03M 4.35
7x12MFCC_E 39 60922 4.82M 4.41
7x12MFCC_E 35 60586 4.30M 3.76
7x12MFCC_E 32 60154 3.91TM 3.78
7x12MFCC_E 26 58723 3.11M 4.14
9%x12MFCC_E 39 61153 4.83M 4.62
9x12MFCC_E 35 60840 4.32M 3.88
9x12MFCC_E 32 60669 3.95M 4.10
9%x12MFCC_E 26 59434 3.15M 4.15
11 x12MFCC_E 39 61283 4.85M 5.23
11x12MFCC_E 35 61185 4.35M 3.97
11x12MFCC_E 32 61047 3.97M 3.98
11 x12MFCC_E 26 59818 3.17M 4.25
12MFCC_E_D_A 39 57260 4.55M 4.26
12MFCC_E_D_A 35 57119 4.04M 3.95
12MFCC_E_D_A 32 57135 3.656M 3.63
12MFCC_E_D_A 26 54463 2.86M 4.22

matricama (videti tabelu 7) iako skaliranje kolona matrice koje se radi pri nor-
maliziciji transformacione matrice ne menja ciljnu funkciju (Bishop, 2006). Ove
varijacije se mogu objasniti drugacijom preraspodelom opservacija izmedu ini-
cijalnih klastera odnosno komponenti Gausovih mesavina, jer posto su obeleZja
drugacija razumno je ocekivati da su i rastojanja izmedu opservacija drugacija.
Tac¢nosti prepoznavanja sistema koji koriste vektore obeleZja koji nastaju spaja-
njem uzastopnih 9 i 11 opservacija su sli¢ne, $to znaci da dodatne 2 opservacije
ne sadrze bitne diskriminativne informacije. Bez obzira na varijantu ulaznih
obeleZja najlosija tacnost prepoznavanja se postiZze ukoliko je dimenzionalnost
izlaznog prostora 39, sto dodatno potvrduje ranije iznesenu tezu (kod refe-
rentnih sistema) da je broj opservacija koje su na raspolaganju suvise mali da
bi na zadovoljavajuéi nac¢in popunio 39-dimenzionalni prostor obeleZja. Izbaci-
vanje manje informativnih dimenzija (kojima odgovara manja karakteristicna
vrednost) dodatno povecava ta¢nost prepoznavanja jer se uklanja i Sum koji ta
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Tabela 7: Performanse normalizovanih LDA sistema za razli¢ita ulazna obeleZzja i ra-
zli¢it broj izlaznih (transformisanih) obelezja.

Ulazni vektor # Izlaznih # Gausiana # Parametara WER [%]
obeleZja
3x12MFCC_E 39 56841 4.49M 7.25
3x12MFCC_E 35 56899 4.04M 6.14
3x12MFCC_E 32 56649 3.68M 5.57
3x12MFCC_E 26 54507 2.89M 5.72
5x12MFCC_E 39 60441 4.78M 5.32
5x12MFCC_E 35 59854 4.25M 4.75
5x12MFCC_E 32 59268 3.85M 4.32
5x12MFCC_E 26 56986 3.02M 4.30
7x12MFCC_E 39 60704 4.80M 4.38
7x12MFCC_E 35 60594 4.31M 3.91
7x12MFCC_E 32 60093 3.91M 3.90
7x12MFCC_E 26 58888 3.12M 3.93
9%x12MFCC_E 39 61097 4.83M 4.45
9x12MFCC_E 35 60789 4.32M 3.83
9x12MFCC_E 32 60633 3.94M 3.83
9%x12MFCC_E 26 59308 3.15M 4.10
11 x12MFCC_E 39 61330 4.85M 4.87
11x12MFCC_E 35 61128 4.34M 3.80
11x12MFCC_E 32 61032 3.97M 3.83
11 x12MFCC_E 26 59750 3.17M 4.20
12MFCC_E_D_A 39 57163 4.52M 4.03
12MFCC_E_D_A 35 56623 4.02M 3.81
12MFCC_E_D_A 32 55774 3.63M 4.04
12MFCC_E_D_A 26 52773 2.80M 4.11

obeleZja unose. Na osnovu rezultata priloZenih u tabeli 6 moZe se zakljuciti
da je broj obeleZja koji nosi diskriminativne informacije izmedu 32 i 35 i to ne
zavisi od broja ulaznih obelezja koji varira od 39 do 143.

Interesantno je da varijante LDA koje kao ulazna obeleZja koriste standardna
obeleZja (12MFCC_E_D_A) imaju manji WER od referentnog dijagonalnog mo-
dela sa istim ulaznim obelezjima. U ovom slucaju jedna ulazna opservacija
nosi informaciju o kontekstu Sirine 11 frejmova posto sadrzi delta-delta koefici-
jente $to ukazuje da degradacija performansi do koje dolazi kada se povecava
broj sukcesivnih opservacija nije posledica Sirine konteksta ve¢ dimenzional-
nosti ulaznog vektora, odnosno loSe estimacije pojedina¢nih matrica rasipanja.
Treba primetiti da ni jedna varijanta LDA kod koje je broj izlaznih obeleZja
26 nije dala manji WER od referentnog dijagonalnog modela koji koristi 26-
dimenzionalne vektore 12MFCC_E_D. Posto postoje sistemi bazirani na LDA
koji imaju manji WER nego prethodno pomenuti referentni sistem, moze se

79



8o REZULTATI

Tabela 8: Performanse HLDA sistema uz pretpostavku da su samo diskriminativna
obeleZja nekorelisana za razli¢ita ulazna obeleZja i razli¢it broj izlaznih (trans-
formisanih) obeleZja.

Ulazni vektor # Izlaznih # Gausiana # Parametara WER [%]
obeleZja
7x12MFCC_E 39 59025 4.67M 4.88
7x12MFCC_E 35 58175 4.13M 3.35
7x12MFCC_E 32 56784 3.69M 3.25
7x12MFCC_E 26 53356 2.83M 4.33
9x12MFCC_E 39 59751 4.72M 3.85
9%x12MFCC_E 35 58492 4.16M 3.63
9%x12MFCC_E 32 58860 3.83M 3.89
9x12MFCC_E 26 56076 2.97M 4.28
12MFCC_E_D_A 39 55082 4.35M 3.95
12MFCC_E_D_A 35 53648 3.81M 3.67
12MFCC_E_D_A 32 51778 3.37M 341
12MFCC_E_D_A 26 49166 2.61M 3.85

zakljuciti da transformisana (izlazna) obeleZja sadrZe vise diskriminativnih ka-
rakteristika, ali da prvih 26 sa njave¢im karakteristi¢cnim vrednostima nisu do-
voljne za diskriminaciju.

Sli¢no ponasanje koje postoji kod nenormalizovane (originalne) LDA se uo-
¢ava i za normalizovanu varijantu LDA, ¢ije su performanse navedene u 7.

Tabela g9: Performanse HLDA sistema uz pretpostavku da su samo diskriminativna
obeleZja nekorelisana za razli¢ita ulazna obeleZja i razli¢it broj izlaznih (trans-
formisanih) obelezja.

Ulazni vektor # Izlaznih # Gausiana # Parametara WER [%]
obelezja
7x12MFCC_E 39 58381 4.62M 4.93
7x12MFCC_E 35 58092 4.13M 3.52
7x12MFCC_E 32 56651 3.69M 3.72
7x12MFCC_E 26 53356 2.83M 4.16
9x12MFCC_E 39 61439 4.86M 4.79
9%x12MFCC_E 35 60438 4.30M 4.09
9%x12MFCC_E 32 57873 3.77M 4.16
9x12MFCC_E 26 58459 3.10M 4.41
12MFCC_E_D_A 39 55082 4.35M 3.95
12MFCC_E_D_A 35 53805 3.82M 3.39
12MFCC_E_D_A 32 52138 3.39M 3.63

12MFCC_E_D_A 26 48790 2.59M 3.95
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Slika 20: Uporedni prikaz WER-a u zavisnosti od broja izlaznih obeleZja za razlicite
vrste ulaznih obeleZja. Znacenje oznaka na graficima su sledece: hlda d -
varijanta HLDA koja pretpostavlja da su samo diskriminatorna obeleZja ne-
korelisana, hlda — varijanta HLDA koja pretpostavlja da su sva transformi-
sana obeleZja nekorelisana, lda — varijanta LDA u kojoj se vr8i normalizacija
transformacione matrice i ref - WER GMM-a sa dijagonalnim kovarijansnim
matricama i obelezjima 12MFCC_E_D.
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U vecini slucajeva normalizovana varijanta LDA rezultovala je neSto manjim
WER-om u odnosu na odgovaraju¢u normalizovanu varijantu, ali razlika koja
postoji izmedu ova dva sistema po pitanju tacnosti i broja parametara je ne-
znatna.

Posto su ovi eksperimenti kao prvenstveni cilj imali procenu tacnosti sistema
za prepoznavanje govora baziranu na (H)LDA, eksperimenti sa HLDA su ogra-
ni¢eni samo na nekoliko varijanata ulaznih obeleZja koje su dale najnizi WER
sa LDA modelima. Performanse analiziranih sistema su navedene u tabelama
8 i 9, koje se medusobno razlikuju po tome da li ciljna funkcija pretpostavlja
da su samo diskriminativna obeleZja nekorelisana ili pak sva transformisana
obelezja.> Kao $to se iz priloZenog mozZe videti za razli¢ite skupove ulaznih
obeleZja najvece vrednosti WER-a se uglavnom dobijaju ukoliko je broj izla-
znih obeleZja 39. Ovo bi se ponovo moglo objasniti nedovoljnim brojem op-
servacija u skupu za obuku potrebnim za efikasnu estimaciju parametara u
39-dimenzionalnom prostoru, da ne postoji znac¢ajno odstupanje u varijanti sa
konkatenativnim ulaznim vektorima sacinjenim od 9 uzastopnih opservacija i
HLDA koja pretpostavlja da su samo diskriminativna obeleZja nekorelisana.

Kao i u slu¢aju LDA, bez obzira na vrstu ulaznih obeleZja najveca ta¢nost
prepoznavanja se dobija ukoliko je broj izlaznih obelezja 35 ili 32. Za ovaj broj
izlaznih obeleZja relaksiranje ogranicenja u vezi sa korelisano$¢u transformi-
sanih obeleZja je u slucaju konkatenativnih ulaznih obeleZja rezultirao smanje-
njem WER-a, §to nije slucaj ukoliko su ulazna obelezja 12MFCC_E_D_A (videti
sliku 20). Ovakvo ponasanje je vrlo verovatno posledica broja ulaznih obelezja,
a ne njihove prirode, jer u posmatranim slucajevima konkatenativnih obeleZja
se vr$i odbacivanje barem 52 odnosno 78 obeleZja, dok u slu¢aju da su ulazna
obelezja 12MFCC_E_D_A maksimalno se odbacuje svega 13 obeleZja. Intere-
santno je da primena HLDA, odnosno relaksacija uslova po pitanju rasipanja
unutar klasa (da rasipanje ne mora biti isto za sve klase), ne vodi nuzno sma-
njenju WER-a (npr. ulazni vektor 7x12MFCC_E_D a broj izlaznih obeleZja 26 i
39) Sto je takode ilustrovano na slici 2o0.

6.3 STC

Ideja da je sa samo jednom transformacionom matricom moguce transfor-
misati obelezja tako da ta obeleZja budu nekorelisana u svakoj klasi je malo
verovatna (Gales, 1999), ali se moZe uopstiti tako da se definiSe po jedna trans-
formaciona matrica za grupe stanja na ¢emu se zasniva STC model. Za razliku
od (H)LDA, STC model ne podrazumeva redukciju dimenzionalnosti prostora
obeleZja, stoga su u ovom radu obeleZja ograni¢ena na 12MFCC_E_D za koje
su referentni sistemi dali najmanju vrednost WER-a (videti tabelu 5). Prva va-
rijanta je napravljena po uzoru na sisteme koji su predstavljeni u (Gales, 1999),
a koja podrazumeva da se jedna matrica deli izmedu svih Gausovih raspo-

HLDA pretpostavlja da se transformisana obeleZja mogu podeliti na diskriminativna (ona koja
nose informaciju o pripadnosti klasi) i nediskriminativna. U slu¢aju GMM-a pretpostavka da
pojedina obeleZja ne nose informaciju o pripadnosti klasi je ekvivalentna pretpostavci da su
srednje vrednosti i kovarijanse raspodela klasa za ova obeleZja iste u svim klasama, tako da
se mogu izostaviti iz modela, te izlazna obeleZja obuhvataju samo diskriminativna obeleZja. Sa
druge strane pretpostavka o nekorelisanosti pojedinih obeleZja modifikuje ciljnu funkciju (videti
(Jakovljevi¢ et al., 2013)).
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dela koje fromiraju GMM-ove stanja trifona izvedenih iz istog monofona uz
dodatno ogranicenje da su ta stanja na istim pozicijama u modelu. Posto pro-
cedura obuke podrazumeva odredivanje optimalnog broja komponenata po
stanju pomocu krosvalidacije, za razliku od testova navedenih u radu (Gales,
1999) gde je broj Gausovih raspodela postepeno povecavan i vreno je pore-
denje GMM sa dijagonalnim kovarijansnim matricama i STC sa istim brojem
Gausiana, u ovom radu je formiran samo jedan model sa “optimalnim” brojem
Gausiana. Ovaj model ¢e u nastavku teksta biti oznac¢en sa STCRef. Druga vari-
janta, koja nosi oznaku STC(2.0)/STC(1.0), predstavlja nesto precizniju aprok-
simaciju od prethodne, posto se svaka grupa Gausovih raspodela formirana u
prethodnoj varijanti dodatno deli sve dok maksimalna KLD izmedu Gausovih
raspodela sa estimiranom i aproksimiranom kovarijansnom matricom ne bude
jednaka 3.0/1.5. Performanse ova tri sistema su prikazana u tabeli 10

Tabela 10: Performanse STC sistema.

Oznaka # Gausiana # Transforma- # Parametara WER [%]
cionih matrica

STCRef 14654 145 0.87M 5.92
STC(2.0) 14654 854 1.35M 4.40
STC(1.0) 14654 2357 2.37M 3.65

Kao sto se iz priloZzenog moZe videti sa porastom broja parametara koji opi-
suju model raste i ta¢nost prepoznavanja. Ukoliko se ovi rezultati uporede sa
referentnim modelima koji koriste isti skup obelezja (12MFCC_E_D) moze se
uociti da je broj parametara u slu¢aju STCRef skoro 3 puta manji od GMM-a sa
dijagonalnom kovarijansnom matricom, ali je i WER znacajno vedi (relativno
povecanje je oko 50%). Modeli sa ve¢im broj parametara su dali bolje rezultate,
jer je odstupanje od modela sa punim kovarijansnim matricama manje, ali i
dalje broj greSaka znatno veci nego u slu¢aju GMM-a sa punim kovarijansnim
matricama. Ukoliko se ovaj model uporedi sa HLDA modelima uocava se da
je moguce postiéi slicnu ta¢nost uz smanjenje broja parametara od nekih 30%.

6.4 SEGMM

Kao sto je napomenuto u poglavlju 4 SEGMM varijanta GMM-a polazi od
pretpostavke da karakteristi¢ni vektori obrazuju potprostore u D dimenzio-
nalnom vektorskom prostoru, odnosno da je za njih moguce pronaci retku
reprezentaciju. Eksperimenti koji su ovde prikazani imali su za cilj da ispitaju
mogucnost retke reprezentacije karakteristi¢nih vektora kao i odredivanje od-
govarajuce kardinalnosti retkih vektora i re¢nika. Broj atoma (k) je biran tako
da se poklopi sa brojem karakteristi¢nih vektora u slucaju 10, 20, 30 i 40 kova-
rijansnih matrica, dok je kardinalnost retkih vektora (d) postepeno povecavana
od 3 do 7. Posto inicijalni eksperimenti sa kardinalno$¢u retkih vektora jedna-
koj 3 nisu dali visoku ta¢nost prepoznavanja (losiju od dijagonalnih modela za
pojedine kombinacije re¢nika) varijante sa niZom kardinalnos¢u nisu ispitivane.
Sa druge strane vrednost kardinalnosti vec¢e od 7 nisu bile od interesa zbog po-
vetanja racunske i memorijske sloZenosti modela (videti analizu u poglavlju

4)-
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Tabela 11: Prose¢ne vrednosti kvadratnih rastojanja izmedu aproksimirane i stvarne
vrednosti karakteristi¢nih vektora kovarijansnih matrica za razlicite vred-
nost ki d.

260 520 780 1040

0.44 041 039 037
036 032 030 0.28
029 025 023 0.22
0.23 020 0.18 0.16

o
N oy g B~ W

0.19 0.15 0.13 0.12

Tabela 12: Prose¢ne vrednosti KLD izmedu Gausovih raspodela sa estimiranom i apor-
kismiranom kovarijansnom matricom za razli¢ite vrednost k i d.

k
260 520 780 1040

18.03 11.09 8.89 7.65
6.77 454 3.67 3.7
339 225 180 154
187 120 094 0.79

o
N oy g AW

1.08 0.67 0.51 042

Pored samih vrednosti WER-a, pri obuci analizirano je i srednje kvadratno
odstupanje aproksimirane vrednosti od stvarne vrednosti karakterisit¢nog vek-
tora, kao i KLD-ovi izmedu Gausovih raspodela sa estimiranom i aproksimira-
nom kovarijansnom matricom. Dobijene vrednosti su prikazane u tabelama 11
i 12, kao i na slici 21. Kao $to se na osnovu priloZzenog moze videti povecanjem
veli¢ine re¢nika i broja nenultih elemenata u retkom vektoru smanjuje se kako
kvadratno rastojanje izmedu stvarne i aproksimirane vrednosti karakteristic-
nog vektora, ali i KLD izmedu raspodela, $to je i bilo o¢ekivano (videti odeljak
4.4). Interesantan rezultat se moZe uociti na slici 21 gde linearno smanjenje pro-
se¢nog kvadratnog odstupanja (egp) rezultuje eksponencijalnim smanjenjem
prose¢nog KLD-a (ex1p), koje se moZe opisati jedna¢inom ex;p = e'!¢ep =20
Ono §to je bitno jeste da eksperimentalni rezultati potvrduju delimi¢no oce-
kivanu hipotezu da smanjenje kvadratnog rastojanja izmedu aproksimirane i
stvarne vrednosti karakteristi¢cnog vektora smanjuje i odstupanje Gausove ras-
podele sa aproksimiranom i estimiranom kovarijansnom matricom.

Do navedene formule se doslo na osnovu eksponencijalne aproksimacije metodom najmanjih
kvadrata, a ne na osnovu nekih teorijskih predvidanja.
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Slika 21: Zavisnost prose¢ne vrednosti kvadratnog rastojanja (a) i KLD (b) od d za
razli¢ite vrednosti k

Zavisnost WER-a od kardinalnosti retkog vektora i broja atoma u re¢niku je
data u tabeli 14. Kao 3to se iz prilozenog moZe videti da WER uglavnom ima
trend smanjenja sa povecanjem broja atoma koji ¢ine re¢nik i sa povecanjem
kardinalnosti retkih vektora, $to je i ocekivano jer se razlika izmedu modela
smanjuje. Treba primetiti da manja vrednost prose¢nog KLD-a ne znaci nu-
Zno i ve¢u ta¢nost prepoznavanja (npr: varijante sistema za d = 7 i k = 520
ili k = 780 imaju manji prose¢ni KLD od sistema sa d = 6 i k = 1024, ali i
prva dva sistema imaju i ve¢i WER). Ovo se delimi¢no moZe objasniti ¢injeni-
com da ciljna funkcija koja obezbeduje Sto bolje pokrivanje prostora obeleZja
koje zahvata model ne odgovara stvarnom zadatku modela, a to je diskrimina-
cija izmedu klasa, te postoji mogucnost da se povecalo i preklapanje izmedu
klasa odnosno konfuzija. Treba primetiti da je SEGMM za k = 1024id =61
d = 7 rezultovao manjim brojem gre$aka nego odgovarajuci referentni GMM
sa punim kovarijansnim matricama. Ovaj boljitak bi se mogao objasniti ¢inje-
nicom da se redukcijom broja parametara dobio model koji je generalniji od
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Tabela 13: Broj parametara modela za razlicite vrednost k i d.

k
260 520 780 1040

1.91IM 1.92M 1.93M 1.93M
229M 230M 231M 2.31M
267M  2.68M 2.68M 2.69M
3.00M 3.06M 3.06M 3.07M

o
N oy g AW

343M  3.44M  3.44M  3.45M

Tabela 14: Vrednosti WER [%] za razli¢ite vrednost k i d.

k
260 520 780 1040

560 4.79 454 4.08
443 333 3.02 3.5
3.19 319 263 231
298 245 231 1.92

o
N oy a0 B~ W

231 245 227 1.95

referentnog modela. Ako se uporedi broj parametara koji je potreban za opi-
sivanje modela, moZe se uociti da je manji od onog koji je potreban u slucaju
GMM-a sa punim kovarijansnim matricama i onog koji se dobija na osnovu
(H)LDA, ali i dalje ve¢i od onog koji je potreban za GMM sa dijagonalnim ko-
varijansnim matricama. Treba primetiti da broj parametara neznatno raste sa
porastom broja atoma koji ¢ine re¢nik, ali ne treba smetnuti sa uma da veli¢ina
re¢nika u znacajnoj meri uti¢e na broj racunskih operacija potrebnih za izra-
¢unavanje vrednosti gustine emitovanja stanja i da pri tome ne zavisi od broja
aktivnih stanja.

6.5 REZIME

U ovom odeljku je dat prikaz performansi koji su dobijeni za nekoliko ra-
zli¢itih varijanata GMM-a. Sa aspekta ta¢nosti prepoznavanja, kao najbolji su
se pokazali SEGMM i GMM sa punim kovarijansnim matricama, pri ¢emu je
SEGMM koji predstavlja aproksimaciju GMM-a sa punim kovarijansnim ma-
tricama imao bolju ta¢nost, Sto se moZe objasniti boljom estimacijom usled
manjeg broja parametara. SEGMM se po broju parametara nasao u grupi sa
(H)LDA modelom, ali daleko iznad STC i GMM-a sa dijagonalnim kovarijan-
snim matricama. Treba napomenuti da STC iako predstavlja uopstenje (H)LDA
pristupa, nije rezultovao znacajno manjom greskom prepoznavanja (naprotiv



6.5 REZIME

greSka je i porasla) $to se moZe objasniti malom sloZeno$¢u modela koja je
manja i od GMM-a sa dijagonalnim kovarijansnim matricama. Drugi razlog bi
mogao biti u ¢injenici da (H)LDA koristi obeleZja koja u obzir uzimaju nesto
siri kontekst zbog koris¢enja delta-delta obeleZja, $to nije slucaj za STC.
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U ovom radu je predstavljen novi na¢in aproksimacije inverznih kovarijan-
snih matrica u Gausovim meSavinama koji se zasniva na retkoj reprezenta-
ciji njihovih karakteristi¢nih vektora. Cilj ove aproksimacije jeste: i) smanjenje
broja parametara potrebnih za reprezentaciju modela, ii) smanjenje racunske
sloZenosti izratunavanja izglednosti i iii) obezbedivanje dovoljne ta¢nosti mo-
dela. Pored samog opisa modela u radu je dat i detaljan opis procedure obuke
modela, kao i formalni dokaz da se predloZena obuka uklapa u standardnu
obuku zasnovanu na principu maksimizacije izglednosti. Uradeno je porede-
nje predloZenog modela sa ve¢ postoje¢im nacinima aproksimacije (inverznih)
kovarijansnih matrica, kao $to su dijagonalan, MLLT (koja je ovde tretirana kao
specijalni slu¢aj HLDA), STC i PCGMM, sa aspekta broja parametara potreb-
nih za opis modela kao i broja racunskih operacija potrebnih za izracunavanje
izglednosti. Pored memorijske i ra¢unske kompleksnosti modela analizirana
je i tacnost prepoznavanja, za Sta su koris¢ene govorne baze SpeechDat II i
S70W100s120T na srpskom jeziku. Posto su testovi imali za cilj proveru ta¢no-
sti akustickih modela koji su opisani pomoc¢ razli¢itih varijanata GMM-a, svi
testovi su realizovani koris¢enjem gramatike nezavisne od konteksta. Ra¢unska
kompleksnost je iskazana samo u opstim brojevima, posto prilikom testiranja
broj Gausovih mesavina za koje treba izra¢unati vrednost zavisi od broja aktiv-
nih stanja koji se viemenom menja (od opservacije do opservacije) i broja reci
koje je potrebno prepoznati $to je u ovom primeru oko 200 reci $to je relativno
malo za adekvatnu procenu. Sto se ti¢e tatnosti za odgovarajuci broj parame-
tara predloZeni model aproksimacije je postigao tacnost prepoznavanja koja je
bila u nivou ta¢nosti GMM-a sa punim kovarijansnim matricama uz redukciju
broja parametara od nekih 40%. U pojedinim slu¢ajevima predloZeni model je
imao i nesto bolju ta¢nost od GMM-a sa punim kovarijansnim matricama $to
se moZe objasniti manjim brojem parametara koji se estimiraju i samim tim
robustnijom estimacijom. U odnosu na dijagonanlu aproksimaciju predloZeni
model za dovoljno veliki re¢nik i priblizno isti broj parametara postiZe znatno
vecu tacnost. Slican odnos postoji i za preostale alternativhe modele (HLDA
i STC), pri ¢emu je razlika u ta¢nosti neSto manja. Treba napomenuti da su
eksperimenti sa (H)LDA u kojima se vrsi redukcija obelezja dali neSto ve¢u
tatnost od odgovaraju¢ih STC modela $to ukazuje da se dodatno poveéanje
tacnosti moZe dobiti koris¢enjem i delta-delta obeleZja uz obaveznu redukciju
dimenzionalnosti.

Procedura obuke predloZenog modela je znacajno produzena u odnosu na
standardnu proceduru obuke, posto uklju¢uje i proceduru pronalaZenja re¢-
nika i odgovarajucih retkih reprezentacija za svaki od karakteristi¢nih vektora.
Trajanje obuke nije kritican faktor posto obuku nije potrebno realizovati u re-
alnom vremenu za razliku od prepoznavanja (dekovanja), ali bi u nekom da-
ljem istraZivanju bilo interesantno razmotriti i mogué¢nosti ubrzanja procedure
obuke. Pri obuci predloZenog metoda potrebno je estimirati uzoracku kovari-
jansu, koja treba da bude dobro kondicionirana, stoga iako je broj parametara
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modela znacajno redukovan neophodno je obezbediti dovoljan broj opservacija
po komponenti Gausove mesavine. Bududi pravac istraZivanja bi trebao obu-
hvatiti analizu ponasanja modela u situaciji kada je broj opservacija suvise mali.
Iako je sa aspekta brzine daleko znacajnije aproksimirati kovarijansne matrice,
slican princip retke reprezentacije bi se mogao primeniti i na srednje vrednosti,
Sto bi moglo dovesti do povecanja ta¢nosti prepoznavanja uz neznatno pove-
¢anje brzine dekodovanja. U slu¢aju kada je na raspolaganju velika koli¢ina
podataka za obuku diskriminativni trening dovodi do povecanja tacnosti pre-
poznavanja modela, tako da bi bilo interesantno predloZen model uklopiti u
obuku u kojoj se maksimizuje medu informacija ili minimizuje greska na nivou
fonema odnosno reci. PredloZeni model je testiran na sistemu za prepoznava-
nje govora, ali zbog Siroke primene GMM modela jedan od buduc¢ih pravaca
bi mogla biti primena predloZenog modela u nekim drugim oblastima prepo-
znavanja oblika koje koriste GMM sa velikim brojem Gausovih raspodela.



DODATAK

A.1 DISPERZIVNOST DIJAGONALNIH ELEMENATA I KARAKTERISTICNIH
VREDNOSTI KOVARIJANSNE MATRICE

U ovom delu je naveden formalni dokaz da je u slucaju simetri¢ne matrice
disperzivnost njenih karakteristi¢nih vrednosti ve¢a od disperzivnosti njenih
dijagonalnih elemenata.

Naka je A proizvoljna simetri¢na matrica dimenzija d x d, i neka su A; njene
karakteristi¢ne vrednosti, tada vazi & ; A;; = Y& | A;, stoga su prosetne
vrednosti dijagonalnih elemenata i karakteristi¢énih vrednosti jednake. U na-
stavku ¢e prose¢na vrednost dijagonalnih elemenata biti oznaena sa A.

d d d d
S AN <Y AN+ Y Y A =u{(A-A)T (A-AD)}
i=1 i=1 i=1j=1
i#]
Cilj je povezati gornje jednacine sa karakteristicnim vrednostima matrice A
do kojih se dolazi mnoZenjem sa matricama karakteristi¢nih vektora Q za koju

vazi: Q' =Q"i|Q|=1.

tr { (QTAQ - RI)T (QTAQ - 7\1) } -
— tr(QTATQQTAQ -AQTAQ —AQTATQ +7\21)
= tr QTATAQ> tr (AQTAQ) —tr (XQTATQ) +tr (A2

(
i EATAQQT> —tr (AAQQT) —tr (AATQQT) +tr (A2 |
(

I
3
= tr(ATA) —tr (AA) —tr (AAT) +r (A1)

= tr(ATA-RA-RAT 4 A1)

= w{(A-AD" (A-AD)}
Treba primetiti da gornja jednakost vazi i za bilo koju drugu matricu koja je

ortogonalna i ¢ija je determinanta jednaka jedan.
Odavde sledi:

i Aii— <tr{(QTAQ )\I) <QTAQ M)}:Z z

i=1 i=1

odnosno disperzija dijagonalnih elemenata matrice manja je od disperzije ka-
rakteristi¢nih vrednosti.
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A.2 OPTIMALNA ESTIMACIJA RECNIKA
A.2.1  Gradijentna metoda

Ukoliko su odredene vrednosti koeficijenata A tada se problem pronalaZenja
vrednosti atoma svodi na minimizaciju sledeée funkcije:

S D2 = ) _DA)T (X
f(D)_Zi;Hxl Da [} = strag (X—DA)" (X—DA))

gde X predstavlja matricu svih signala koji su na raspolaganju X = [x1,x2,...,Xn],
a matrica A predstavlja matricu odgovarajuéih retkih vektora A = [&7, &2, ..., anl.

Posto vaZzi sledece jednakosti:

atrag(BTB) _ B
0B B
0BC T
0B ¢

gde su B i C proizvoljne matrice, diferenciranjem funkcije f(D) dobija se:
V(D) =—(X—DA)AT

Nova vrednost re¢nika Dy, se dobija na osnovu stare D, na slede¢i na¢in:
D, =D, +n(X—D,A)AT

gde je sa 1 oznacen koeficijent brzine ufenja. Procedura se ponavlja sve dok
razlika izmedu odgovarajucih starih i novih atoma ne postane dovoljno mala
D — Doll£.

A.2.2  LagranZov dualni problem

U ovom slucaju je problem minimizacije kvadratnog odstupanja dodatno
proSiren ograni¢enjem da 1, norma atoma bude manja ili jednaka 1, odnosno
problem koji je potrebno resiti je slededi:

rrlljin = trag ((X—DA)T (X—DA)) tako da ||di||3 < 1,Vi=1,2,...,k.

Ovaj problem se efikasno re$ava koris¢enjem Lagranzovog duala. Prvo se for-
mira LagranZijan:

£(D,A) = trag ((X —DpA)T (X— DA)) + trag (A (DTD — 1))

gde je A dijagonalna matrica koja na glavnoj dijagonali sadrzi LagranZove koe-
ficijente. Diferencijranjem £(D, A) pod D i izjednacavanjem sa nula matricom
dobija se optimalna vrednost D u funkciji parametra A odnosno:

—2(X—DA)AT +2DA =0
odnosno:

D= XAT (AAT +/\>_] .



A.2 OPTIMALNA ESTIMACIJA RECNIKA

Preostaje pronaci odgovarajuce vrednosti A. Ako sa fo(D), oznac¢imo ciljnu
funkciju, odnosno fo(D) = trag ((X—DA)T (X—DA)) tada vazi fo(D) >
L(D,A) ukoliko su vrednosti Lagranzovih multiplikatora pozitivne. Pored
toga ako sa g(A) oznacimo funkciju minp £(D, A) tada vaZi sledece:

g(A) < fp(D)

odnosno najbolja granica se dobija ukoliko se nade maksimum funkcije g(A).
U ovom primeru g(A) je data izrazom

g(A) = trag<<X—XAT (AAT—H\)]A)T(X—XAT (AAT+/\)1A>)

+ trag (/\ <<XAT (AAT + /\)71 > xAT (AAT + /\)71 - I))
= trag (X'X) — trag (AT (AAT+A) o AXTX>

~ trag <XTXAT (AAT+A) . A)

+ trag (AT (AAT+A) T AXTXAT (AAT+A) . A)

+ trag </\ (AAT + A)JT AXTXAT (AAT +A) 1) — trag (A)

koji se primenom osobina traga, i ¢injenice da je matrica (AA " + A) simetri¢na
svodi na:

g(A) = trag (XTX> — 2 trag <AT (AAT + /\)_1 AXTX>

+ trag ((AAT +A) TAXTXAT (AAT+A) - (AAT + /\))

— trag (A)

odnosno:

-1
g(A) = trag (XTX _AT (AAT + A) AXTX — /\>

Dobijenu funkciju g(A) je moguce optimizovati pomoc¢u Njutnove metode,
za Sta je potrebno odrediti vrednosti gradijenta i Hesijana (Hessian) funkcije
g(A).

Koris¢enjem osobine:

-1
otrag (B C) _ g Tep T
oB

dobija se:

a%(/(\) - (AAT + /\)71 AXTXAT (AAT + /\)71 1
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Posto je matrica A dijagonalna, odnosno interesuju nas samo elementi na glav-
noj dijagonali gornji izraz se moZe preurediti u slededi:

9g(A)
oA

—1
= |XAT (AAT+A) eif3 -1

gde je e; vektor Ciji je samo i-ti element jednak 1, a svi ostali elementi jednaki
0, tzv. i-ti jedini¢ni vektor.
Diferencijranjem 9g(A)/0A; po A; se dobijaju vrednosti elemenata Hesijana:
9%g(A) T !
A A
OA{OA; [< AT ) ]

-1 -1
— [(AAT + /\) AXTXAT (AAT + A) ]
i i
$to je bilo neophodno za Njutnovu metodu optimizacije.
Prednost dualne metode je u smanjenju broja promenljivih koje ucestvuju
u optimizaciji, umesto svih elemenata re¢nika optimizuju se samo LangraZovi

koeficijenti ¢iji je broj jednak broju atoma u re¢niku.
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